7
POUTRE: EFFORT EN FLEXION

7.1 INTRODUCTION

Une poutre est une membrure mince soumise a des charges transversales généralement normales a
son axe. La poutre est I'élément structural le plus répandu, puisqu'elle fait partie intégrante de la
plupart des ouvrages de construction ou des piéces machines.

En réaction aux charges appliquées, des forces et des moments internes se développent dans la
poutre pour maintenir I'équilibre. On appelle effort tranchant (V) la force interne transversale et
moment fléchissant (M) le moment interne. Dans ce chapitre, nous étudierons ces forces et ces
moments; nous allons voir de quelle fagon ils varient d'une zone a l'autre le long de la poutre et ou
sont situées les zones les plus sollicitées afin de pouvoir déterminer le type de poutre a utiliser.

On définit la poutre:

Une membrure qui supporte des charges perpendiculairement a
son axe longitudinal et qui les transmet a des appuis situés le
long de son axe.

7.1.1 Types de poutres

Une poutre est une barre d'une charpente, une membrure d'une structure, ou un ¢lément d'une
machine. Les poutres sont placées dans la position horizontale et supportent des charges. Les
charges sur les poutres tendent a les trancher (cisailler) et a les courber ou plier.
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A Poutre simple

, Ln
C'est une poutre reposant sur deux
supports; l'appui double et I'appui simple. D
Les points d'appui sont articulés de fagon a *
ce que les extrémités puissent se mouvoir
——— ]

librement pendant la flexion. La figure 7.1 gl

montre une poutre simple.
ﬂ Fig. 7.1

B Poutre console

C'est une poutre encastrée dans un

mur a une l'extrémité. L'extrémité

encastrée ne bouge pas pendant la . +

flexion, tandis que l'autre extrémité est e o ]
entiérement libre. On appelle aussi /;, / A~ Porte-d-faux o
cette poutre, poutre en porte-a-faux ou v Extrémité libre
poutre encastrée & une extrémité. La  Extrémité encastrée

figure 7.2 montre une poutre console. Fig. 7.2

C Poutre avec porte-a-faux

C'est une poutre qui repose sur deux appuis (un
simple et l'autre double) et a une ou deux

extrémités qui dépassent de fagon appréciable + + * ‘ * * * *
I |

les appuis (porte-a-faux). On appelle aussi cette
poutre; poutre en porte-a-faux d'extrémité 8
(overhanging). La figure 7.3 montre une poutre £

avec porte-a-faux. )
Fig. 7.3

Les poutres sont classées suivant leurs appuis. Les trois types de poutres précédentes entrent dans la
catégorie des poutre statiquement déterminées (poutre isostatique). Car ces poutres possedent trois
inconnues reliées aux trois degrés de liberté et par le fait méme aux trois équations d'équilibre.

Equilibre de translation:

@ YEO=0 translation horizontale
@ 2=l translation verticale




Equilibre de rotation:

€) XM, =0 rotation par rapport a n'importe lequel
axe perpendiculaire au plan des forces
Xy.

D Poutre encastrée et supportée

C'est une combinaison des types A et B. On note
que la poutre est lice quatre fois (4 inconnues),
c'est donc une poutre en équilibre hyperstatique.
La figure 7.4 nous montre une poutre encastrée
et supportee.

E Poutre continue

C'est une poutre supportée par plus
de deux supports, c'est donc une
poutre en équilibre hyperstatique.

MITITIR

AN

Fig. 7.4

A
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La figure 7.5 mous montre une

poutre continue.

F Poutre a double encastrement

C'est une poutre supportée par deux
encastrement, c'est donc une poutre en
équilibre hyperstatique. La figure 7.6
nous montre une poutre a double
encastrement.
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G Poutre supportée a double encastrement

g o,

C'est une poutre soutenue par deux
encastrement et supportée par um ou

plusieurs supports, c'est donc une poutre en * * + * * * +

équilibre hyperstatique. La figure 7.7 nous -
montre une poutre supportée a double 2 :

encastrement.

Fig. 7.7
Les poutres D a G sont des poutres hyperstatiques. Elles ont plus de fixations ou supports que
nécessaires. Cependant, ces supports augmentent la capacité portante de la poutre. Les équations de
la statiques ne suffisent pas pour analyser ces poutres. On a recourt a différentes méthodes.

7.1.2 Types de charges

A Charge concenirée

Une charge concentrée est une charge qui colonne
s'étend sur une distance relativement trés courte
de la poutre, de sorte que I'on puisse considérer
que cette charge agit en en point, sans erreur
appréciable. Une colonne de béton supportée par
une poutre reposant sur deux poteaux d'acier, est
un exemple d'une charge concentrée.

On considére également que les réactions des
poteaux agissent en des points situés aux centres
de ces poteaux, méme si la longueur d'appui est
la largeur du poteau.

poteait
poteau

(a)
La situation de la figure 7.8 (a) est donc
représentée symboliquement par la figure 7.8
(b), ou P (poids de la colonne) est une charge P
concentrée, tandis que A et B sont des réactions
d'appuis concentrées.

(b)

Fig. 7.8
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B Charge uniformément répartie

Une charge uniformément répartic ou distribuée est une charge qui agit sur une distance
considérable de la poutre, et ce de fagon uniforme, c'est-a-dire la charge sollicitante par unité de
longueur "w' [N/m] de la poutre est constante. Le poids de la poutre, lui aussi, est une charge
uniformément répartie sur toute sa longueur. La figure 7.9 montre une charge distribuée (mur de
béton) sur une poutre.

La charge totale "W" de cette charge distribuée est le produit (aire de la charge: base (x) x hauteur
(w)) de la charge linéaire par la longueur (wx) et est appliquée au centre (x/2) de cette distribution.

w [N/m]

mur de béton

!FF‘UF\lF\‘FP’1"F\

poteau
poteait
x>
el
vs]

(@) o

W=wx

A? fB

s gl o]

(c)
Fig. 7.9

C Charge non uniformément répartie

Il existe plusieurs types de charges non uniformément réparties, la plus souvent rencontrée est la
charge triangulée. Un peu comme la charge uniformément répartie, la charge totale d'une charge
triangulée est donnée par "l'aire de la charge", c'est-a-dire base (x) x hauteur (w) divisée par 2 (aire
d'un triangle) (wx/2) et est appliquée au centre de la distribution (comme pour un triangle) 2x/3. La
figure 7.10 montre une charge triangulée.
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Fig. 7.10

Il existe aussi d'autres formes de charges distribuées non uniformes. Le principe est le méme; la
charge totale équivaut a I'aire de la figure géométrique représentée et l'application se fait au centre
géométrique de celle-ci. La figure 7.11 en illustre quelques autres charges non uniformément

réparties.

P

e
w

| x -] |t x >
(a) (b)
Fig. 7.11
D Couples

On rencontre aussi des couples de forces dans
une poutre, ces couples tendent a courber la
poutre. ils modifient donc les moments de
flexions des poutres. la figure 7.12 montre un
couple appliqué sur une poutre.

“\

AY ]

A

AN

Fig. 7.12

Dans les charges concentrées, il y a aussi les charges axiales et les charges obliques ou inclinées par
rapport a l'axe. Dans la pratique, on peut rencontrer I'un ou l'autre des types de charges ou une
combinaison de plusieurs types de charges. Il est bon de pouvoir les reconnaitre et les identifier.

gb) 3 6.
(SAp. O \J i
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7.2 DIAGRAMMES DE V ET DE M

7.2.1 Généralités

Dans le plan, il y a trois degrés de liberté; c'est-a-dire trois types de mouvements possibles:

«— translation dans la direction de I'axe de la poutre (horizontale) N
T translation perpendiculairement a I'axe de la poutre (verticale) \/
> rotation. M

Pour qu'une poutre en équilibre statique soit liée completement, il faut empécher ces trois
mouvements par trois forces non concourantes. Lorsqu'une poutre est en équilibre, chacune de ses
parties est aussi en équilibre. Il faut donc que les efforts internes au point de coupe soient en mesure
de restreindre les trois degrés de liberté. Ces efforts sont:

iN -=> Effort normal (empéchant tout mouvement horizontal)
Ly -> Effort tranchant (empéchant tout mouvement vertical)
M -=> Moment de flexion (empéchant la rotation)

L'effort normal représente la transmission des efforts axiaux a l'articulation ou a l'encastrement.
L'effort tranchant représente les transmissions intégrales des charges aux appuis.

Le moment de flexion dépend de la position des charges et de I'écartement des appuis. C'est le seul
effort qui dépend de la longueur de la poutre.

On calcul ces efforts en appliquant les équations d'équilibre:

Equilibre de translation:

horizontal ) @
vertical ZFy =0 @

Equilibre de rotation:
M, =0 €)

L F S
P s
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7.2.2 Recherche des efforts en tout point d'une poutre

Afin de pouvoir tracer les diagrammes des efforts tranchants et des moments fléchissants, il faut
connaitre en tout point de la poutre quelles sont les valeurs de ces efforts et moments. Pour ce, on
doit effectuer des coupes dans la poutre afin d'appliquer les équations d'équilibre nous permettant de
connaitre tous les efforts. La figure suivante illustre un cas exagéré de charges s'appliquant sur une
poutre, dans cette exemple il faut effectuer plusieurs coupes afin de trouver les efforts tranchants et
les moments fléchissants en tout point.

)
=

—

! 2 3 4 5 6 7 8 9

Reégle a suivre:

1- On se déplace sur la poutre de gauche a droite et on effectue une
coupe chaque fois que les conditions de charge changent. C'est-a-dire
que l'on effectue une coupe a chaque nouvelle charge. On ne coupe
Jjamais vis-a-vis une charge.

:2- 1l y a changement en entrant dans la poutre, aprés une charge
concentrée ou réaction d'appui, en entrant dans une charge répartie, en
rencontrant une charge concentrée dans une charge distribuée, en
quittant une charge distribuée.

Dans I'exemple précédant, on doit effectuer 9 coupes. Les 9 coupes s'expliquent ainsi,
coupe: 1- On entre dans la poutre et on rencontre une charge "P" donc une coupe
(on aurait fait la coupe méme si la charge P n'y était pas car on

effectue toujours une coupe en entrant dans une poutre).

2- On entre dans la charge distribuée "t", une coupe.
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On rencontre une charge concentrée "Q" dans la charge distribuée "t",
une coupe.

On sort de la charge distribuée "t", une coupe.

On rencontre une charge concentrée, la réaction d'appui, une coupe.
On rencontre une charge concentrée "R", une coupe.

On entre dans la charge distribuée "w", une coupe.

On rencontre une charge concentrée, la réaction d'appui, dans la
charge distribuée, une coupe.

On sort de la charge distribuée "w", une coupe.

Il est extrémement important d'effectuer ce travail, car s'il nous manque une coupe, on peut passer a
coté des conditions limites, a savoir les efforts maximums dans la poutre. Une étude approfondie des
charges installées sur une poutre est essentielle.

7.2.3 Convention de signes

A Effort normal (ou axial) N

On place toujours l'effort normal en fension sur la coupe. Et si:

N >0 (ou positif (+));  on a une fension. (fig. 7.14 (a))

N <0 (ou négatif (-));  on a une compression. (fig. 7.14 (b))

P S

s = ] k s | < | %

N N N N

(a) (b)
Fig. 7.14
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B Effort tranchant (ou de cisaillement) V

V >0 (ou positif (+));  si la somme des forces externes (3F_, ) sur la

partie de gauche isolée de la poutre agit vers le
haut. (fig. 7.15 (a))

V <0 (ounégatif (-));  si la somme des forces externes (3F,,,) sur la

partie de gauche isolée de la poutre agit vers le
bas. (fig. 7.15 (b))

La somme des forces externes (3 F,,) est la sommation de toutes les charges et/ou réactions d'appuis

qui s'exercent sur la section de la poutre que 1'on conserve. On remarque que si on conserve la partie
de droite au lieu de celle de gauche, le sens de V est inversé (action-réaction).

= E‘ - [

§ 2 Fuag LYy
=
.

ViR Y YEy

- ? =z

o .
i l'}]J

Fig. 7.15

C Moment fléchissant (ou de flexion) M

M > 0 (ou positif (+));  si les charges et réactions d'appuis tendent a
courber la poutre de sorte que les fibres
inférieures soient tendues. (fig. 7.16 (a))

M < 0 (ou négatif (-));  si les charges et réactions d'appuis tendent a
courber la poutre de sorte que les fibres
supérieures soient tendues. (fig. 7.16 (b))
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Cette convention est basée sur le comportement d'une poutre simple et celle des efforts tranchants

découle de celle de M.

ki

Al

=N

M M
AT ‘ - o
%- @ ¢ e
Y|
et l s“|'| I
Fig. 7.16

e

A

Lorsque 'on effectue une coupe, on utilise toujours ces conventions de signes afin d'éviter toutes

erreurs d'interprétation.

En résumé:

LW Ciaerre el

it g s i s
I P el it iy fd PRI aet

il )

Fig. 7.17

¥t LTSNS s i%e
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7.2.4 Diagrammes de V et M a partir des équations d'équilibre

D'aprés les comportements déja étudiés dans les chapitres précédents, nous pouvons déduire que
l'effort tranchant et le moment fléchissant ne sont pas constants, mais qu'ils varient en fonction de x.
Il est donc nécessaire, pour faire une étude rigoureuse, d'établir des diagrammes qui donnent les
valeurs de V et de M en tous points et qui permettent d'identifier les zones critiques ou V et M
atteignent des valeurs extrémes.

Meéthode:
- 1-  Calculer les réactions d'appuis.

2-  Déterminer le nombre de coupes a effectuer et délimiter la poutre en
sections.

3- Résoudre les conditions d'équilibre pour chaque coupe afin de :
déterminer comment varie V et M en tout point de la section. :

4-  Calculer les valeurs aux limites de chaque section.

5-  Tracer les diagrammes de V et M a partir des relations trouvées et des
conditions aux limites.

EXEMPLE 7.1: Tracer les diagrammes de V et de M de la poutre illustrée ci-dessous.
100N A1 0

w:(50 /m

bbb |,

_.
-
1

>

1 2 Fa - 4
4!11] ‘\
|4— 3m —»!4—___3m ——g}d—— m/—[——b-!d——Z m—»l

§T|10)>:1\(\,0
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Solution:

L'étude des charges nous montre que I'on doit faire 4 coupes dans cette poulre alin de trouver le comportement complet
de Vet de M.

Premiére étape on décompose les forces et on calcule les réactions d'appuis.

Zo,wy 100 N w=50 Nx3m-150N
sl » 83

A q At
\
:

Ax

fe— 3m ——fe—— 3m —— e} 2m—>]
1,5m 1,5m

Fig. 7.18

YM, =-(100x3)-(150x 7,5+ (Bx 11)=0 Do ~ B=12955N

SF, =A,-100-150+B=0
= A, - 100- 150+ (129,55) = 0

D'on Ay =12045 N

Maintenant effectuons la premiére coupe 1:

On place toujours I'axe des x selon l'axe de la poutre et 12043 N
son origine au début. La distance jusqu'a la coupe est 4
alors "x"",
| Al M
2hR= — | ST
ZFy: 120,45-V =0 Q
I"!.
'on (V.= 12045 N et est constant de 0 4 3 |
D'oun [ 120,45 N et est constant de 0 a 3 m . |
¥
Fig. 7.19
YM=-(120,45x)+M=0 Don M=120.45x

1243 X 4 1= = H= 4D iin

jq_‘:,o ) W: O

n=?3 & WNI339,5
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Une équation linéaire du premier degré. Cette équation est done celle d'une droite (v = mx + b), ot 120,45 est la pente
de la droite de M(x). Curieusement on remarque que la pente de M représente la valeur de V. On verra plus loin la
relation qu'il existe entre les deux. Vérifions maintenant les conditions aux limites, a savoirax=0ectax =3 m:

x=0 V=12045N M=12045x0=10
x=3m V=120,45N M =120,45x 3 =361,36 Nm

Donc dans cette section on voit que V est constant et vaut 120,45 N tandis que M varie linéairement passant de 0 a x = 0
4361.36 Nm a x =3 m; la pente étant de positive et valant 120,45.

Maintenant effectuons la seconde coupe (2): 3<x<6m
On place toujours I'axe des x sclon l'axe de la poutre et ) fras N
son origine au début. La distance jusqu'a la coupe est 208N
alors "x"'.
< hS|
LB =N
T ] N

ZFY =12045-100-V =0

Dot V=2045N fe— _-|4;;.|-.

% ; % : *“l.
Fig. 720 3
YM =-(120,45 x) + (100 (x-3)) + M =0 : Y
=-120,45x+ 100 x-300 + M= 0 L 3 Y |
\e— 1

D'oug M=2045x+300

Une équation lin¢aire du premier degré. Cette équation est donc celle d'une droite (v = mx + b), ou 20,45 est la pente de
la droite de M(x). Curieusement on remarque que la pente de M représente encore la valeur de V. On verra plus loin
quelle relation il existe entre les deux. Vérifions maintenant les conditions aux limites, a savoirax =3 eta x = 6 m:

x=3m V=2045N M = (20,45 x 3) + 300 = 361,36 Nm
X=6m V=2045N M = (20,45 x 6) + 300 = 422,73 Nm

Donc dans cette section on voit que V est constant et vaut 20,45 N tandis que M varie lin¢airement passant de 361,36
Nmax=3 ma422,73 Nmax = 6 m; la pente étant de positive et valant 20,45.
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Maintenant effectuons la troisiéme coupe (3): [ 6<x<9m

On place toujours l'axe des x selon l'axe de la _—

poutre et son origine au début. La distance jusqu'a | ;< v

la coupe est alors "x". .= SN
— . 7 - r . 3

ZFY—120,45—100;(50-;<-300) V=0 T

Dot (NS s / C:Aq.‘_;'

>M ﬁ%loo (x - 3) + ,
E0—300)((x - 6)/2)) + M =0 . 5004){14.4,)
2

o(r-¢ ) _
50(x <2712045 x + 100 x - 300 + 25 x>

120,45 N iy g !
Do M=-25x>+320.45 x - 600 g,/ ¢ '
' M

Une équation quadratique du second degré. Cette

équation est donc celle d'une parabole (v = a X+
b x + ¢). Si vos souvenirs sont bons, on se v
rappelle que lorsque "a' > @ la parabole 4 une

concavité vers le haut et lorsque "a" < 0 clle a l l \
une concavité vers le bas. Ici, a = -25 donc < 0, la |-t— 1 e | e 01 —-| [ l
concavité sera donc vers le bas. 1 . _I
!
Fig. 7.21

Par contre, ici V varie linéairement tout comme M variait linéairement dans les deux coupes précédentes. Vérifions
maintenant les conditions aux limites, 8 savoirax =6etdx =9 m:

x=6m V = -(50 x 6) + 320,45 = 20,45 N
M = -(25 x 62) + (320,45 x 6) - 600 = 422,73 Nm

x=9m V ==(50 x 9) + 320,45 = -129,55 N
M =-(25 x 9%) + (320,45 x 9) - 600 = 259,09 Nm

Cette section est beaucoup plus compliquée que les précédentes, on voit que V varie lin¢airement passant de 20,45 N a x
=6ma-129,54 N a x =9 m tandis que M varie paraboliquement passant de 422,73 Nmax =6 ma 259,09 Nmax =9
m. Nous discuterons plus loin de I'allure de M, nous savons au moins que la concavité sera vers le bas puisque a < 0.
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Maintenant effectuons la quatriéme coupe (4):

o N W= M i~ [N

P2t 45 N it

‘ M
ks J4—) N

- i —p e 1 | - I \

I.5n 1.5 4
- | "
fr
Fig. 7.22

On place toujours I'axe des x selon I'axe de la poutre et son origine au début. La distance jusqu'a la coupe est alors "x "
p ] g Jusq P

JF.=N=0
Faaniy ™ i

=:.:_>3F§-w_+;:1-2'0545'-.1'00.-5_‘1'50;~V-u.=.—0 ) Dot @

YM =-(120,45 x) + (100 (x - 3)) + (150 (x - 7,5))+ M =0
=-12045x + 100 x-300+ 150 x - 1125 + M =0

D'onn M=-12955x + 1425

Une équation linéaire du premier degré. Cette ¢quation est donc celle d'une droite (y = mx + b), ot - 129,55 est la pente
de la droite de M(x). On remarque que la pente de M représente la valeur de V. On verra plus loin quelle relation il
existe entre les deux. Vérifions maintenant les conditions aux limites, a savoirax=9etax =11 m:

x=9m V =-129,55 N M = (-129,55 x 9) + 1425 = 259,09 Nm
x=11m V=-129.55N M = (-129,55 x 11) + 1425 =0 Nm

Donc dans cette section on voit que V est constant et vaut - 129,55 N tandis que M varie linéairement passant de 259,09
Nmax=9 ma0Nmax=11m;lapente étant de négative et valant -129,55.
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 De0a3m:
gDaBéﬁm:

De6a9m:

De 9 11 m:

| Tentons d'analyser le comportement de V.

V part & 120,45 N, la méme valeur que la réaction d'appui en A, puis demeure constant a
120,45 N jusqu'a 3 m.

A 3 m V saute d'un coup de 120,45 N a 20,45 N, c'est-a-dire de la méme valeur que la
charge qu'on rencontre & 3 m (100 N), puis V demeure constant jusqu'a 6 m.

V part de 20,45 N puis descend linéairement jusqu'a - 129,55 N, la pente de cette
descente est -50 et a la méme valeur que la charge distribuée (50 N/m). Elle descend
linéairement de 150 N, c'est-a-dire de la valeur totale de la charge distribuce.

V demeure constant a - 129,55 N jusqu'a la fin. Cette valeur est la méme, mais de sens

contraire que la réaction d'appui B. On aurait donc une montée de 129,55 N a la sortie de
la poutre pour atteindre une valeur 0 a la fin.

De0a3m:

;De."iﬁém:

De6a9m:

De9all m:

Tentons maintenant d'analyser le comportement de M.

M part de 0 a l'origine et monte linéairement jusqu'a 361,36 Nm selon une pente positive
de 120,45 ¢égale a la grandeur de V.

M part de 361,36 Nm et monte linéairement jusqu'a 422,73 Nm selon une pente positive :

de 20,45 égale a la grandeur de V.

M part de 422,73 Nm et se rend & 259,09 Nm selon une parabole, le comportement entre
6 et 9 m se doit d'étre une parabole a concavité vers le bas car a < 0 (-25), Comme la

concavité est vers le bas et que fa valeur de M décroit, c'est qu'elle atteint un maximum

entre 6 et 9 m. On verra plus loin comment localiser et calculer ce maximum.

M part de 259,09 Nm et descend linéairement jusqu'a 0 selon une pente négative de -
129,55 égale a la grandeur de V,
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A la lueur de ces observations, tragons maintenant les diagrammes de V et de M. La figure 7.23 illustre bien les tracés de
V et de M. Une seule valeur nous est cependant inconnue. La valeur maximale que prend M entre 6 et 9 m.

(RN

| 2045 N SN

14

IEu

Fig. 7.23

Avant d'entreprendre la recherche de ce maximum, voyons tout d'abord la relation qu'il existe entre
Vet M. On a not¢ dans Ia plupart des intervailes que la valeur de ¥ représente la pente de M, Nous
n'avons cependant pas donné cette interprétation dans la zone de 6 4 9 m ou M varie de facon
parabolique; car nous ne pouvions alors l'affirmer. Or mathématiquement, on sait que la dérivée
d'une €quation nous donne sa pente en tout point. On peut donc maintenant affirmer que la dérivée
de M nous donne la valeur de V.
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Relation effort tranchant-moment fléchissant:

V= d M
dx (7.1)

Donc V représente la pente cn tout point de M. Si on observe le diagramme de V dans la section
entre 6 et 9 m, on s'apergoit que V passe par "0". Ce qui signific que la pente de M prend la valeur
"0" entre 6 et 9 m; et on ne peut avoir une pente nulle ou "0" que si on passe par un point maximum
ou minimum.

Deux facons s'offrent & nous pour trouver quel est justement ce point maximum. Une premiere
graphique et une seconde mathematique.

[.a premiére consiste a localiser graphiquement le point ou V passe par "0" a partir des triangles
semblables. La seconde consiste a trouver mathématiquement la valeur de x pour laquelle la dérivée
(pente) de M est égale a "0". Observons d'abord les diagrammes et ensuite nous décortiquerons ces
deux méthodes.

Premiére méthode: 20,45
Si on observe le triangle tirée du diagramme de V. On peut T -
donc dire que: i ¥

B B ‘L

150 2045 129,55

| 3 o
D'ou y=0,409 I |
Fig. 7.24

Donc V passe par "0" a x =6 + 0,409 = 6,409 m

o]

i on veut la valeur de M, on remplace la valeur de x dans I'équation de M de cette section (coupe
IETHplabe 12 : P
3), pour laquelle V passe par "0" et on obtient:

M = -(25 x 6,409%) + (320,45 x 6,409) - 600 = 426,91 Nm Valeur maximale de M.

Seconde méthode:

Elle consiste a utiliser les lois de calcul différentiel. On sait aue lorsaue la pente est nulle sur une

Crer CEEEET COVITEIE MUTESTEN 600 TTIZX G00R00TYY 3EE LEED TROIFLLENRUERD TS iA il 0 ADSNOIIE T 3 08 DO

LIRINTIEL. &7 ENME L
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Or deux volets s'offrent a nous; un premier consiste a dériver I'équation de M afin de trouver
I'équation de la pente de M en tous points. Et on veut savoir a quel point cette pente est nulle. Le
second volet consiste dans le fait que I'équation de V correspond déja a la dérivée de M, donc si on
possede d¢ja cette équation, on a pas besoin de dériver M. Vérifions si tout cela est vrai.

_dM d(=25x* +320,45x— 600)

Vv
dx dx

=-50x +320,45

La méme équation que l'on retrouve pour cette coupe. On veut donc savoir ou cette équation (pente)
passe par "0". Donc:

=-50x+320,45=0
50 x =320,45 Dot x=6409 m

La méme valeur de x que trouvée précédemment, en insérant cette valeur dans l'équation de M de
cette section on trouve la valeur le M a ce point, c'est-a-dire la valeur maximale de M, soit 426,91
Nm.

On trouve donc comme valeurs maximales M = 426,91 Nm et de V = 129,55 N. Pour les valeurs maximales, le signe
n'est pas important, c'est l'intensité (grandeur) qui compte.

EXEMPLE 7.2: Tracer les diagrammes de V et de M de la poutre illustrée a la figure 7.25.

Solution: Wi N

| 26 Nm

A l'inspection de la poutre ci-contre, on voit que
l'on doit effectuer trois coupes. Mais débutons
d'abord par le calcul des réactions d'appuis.

Cette poutre possede un encastrement, donc un
moment d'encastrement nommé M, .

YM, =(300x6)-1200+M, =0

Dloi M, =- 600 Nm

ZFXIszoetZFy:—3OO+AY:O /\ ; \.

D'ott A, =300 N [ 7 | \

Fig. 7.25



V=0
M=0

Donc V et M sont constants et nuls.

seconde coupe:

YF,=N=0
TF, =-300-V =0 Diot
Y™ = (300 (x- 1)) + M =0 D'oil

F+l

Fig. 7.26

V=-300N

M =-300 x + 300

Donc M varie linéairement, on voit bien que la dérivée (pente) de M
est bicn donnée par V. Vérifions maintenant les conditions aux

limites, asavoirax=letax=4m:

x=1m
x=4m

V=-300N
V=-300N

o

Fig, 7.27

M =- (300 x 1) + 300 = 0 Nm
M = - (300 x 4) + 300 = - 900 Nm

Done, dans cette section, on voit que V est constant et vaut - 300 N tandis que M varie linéairement passant de 0 ax =1
ma =900 Nma x =4 m; la pente étant négative et valant - 300.

Troisiéme coupe:

YF, =N=0

SF,=-300-V=0 Dot V=-

M = (300 (x - 1)) - 1200 + M =0

D'oit. M =-300x+1500

Donec M varie linéairement, on voit bien que la dérivée |

(pente) de M est bien donnée par V.

300 N

4<x<7m
AN
[rrrNm
ﬂ A
| ‘\/! & 5
l' -|= o y

(AN T]

Fig. 7.28



126

Vérifions maintenant les conditions aux limites, asavoirax =l ecta x =4 m;

x=4m V=-300N M = - (300 x 4) + 1500 = 300 Nm
x=7m V=-300N M =- (300 x 7) + 1500 = - 600 Nm

Donc, dans cette section, on voit que V est constant et vaut - 300 N tandis que M varie linéairement passant de 300 Nm a
x=4ma-0600Nmax=7m;lapente étant négative et valant - 300. On remarque aussi que la valeur de M change
brusquement de - 900 Nm a 300 Nm (la valeur du couple présent a x =4 m; i.c. 1200 Nm) 4 x = 4 m.

On remarque aussi que la valeur finale de V = - 300 N est compensée par la valeur de la réaction d'appui Ay =300 N.
De méme. la valeur finale de M = - 600 Nm est compensée par la valeur finale du moment d'encastrement M, = 600

Nm.

M N AN
[ 2 X ? '

Fig. 7.29



Les valeurs maximales de V et de M sont:

v =300 N Moy = 900 Nm

On remarque ici que les valeurs maximales peuvent étre positives ou négatives, le signe n'est pas important, c'est
lintensiié (grandeur) qui conmpte.

On remarque, dans le diagramme de M de la figure 7.29, que M passe par "0" a deux repriscs, Si
on se souvient bien, lorsque M > 0 c'est que les fibres supérieures sont en compression tandis que
lorsque M < 0 elles sont en tension. Or si M passe de + 2 - ou - 2 + c'est qu'il y a un endroit ot M =

1 O0nC Un engron o ies Nores ne sont N Comprimoecs m enrees. L ef gRariiy S Anneiie 18 g
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Maintenant, la relation inverse existe et s'explique ainsi: l'aire sous la courbe dans le graphique de V
(a l'inverse de la pente dans le graphique de M) représente la variation de M.

Aire sous la courbe dans le diagramme de V = variation de M = AM

M2 %)
[ dM = [ Vdx
My x| (7.2)

Ces deux relations nous permettent de trouver l'un des deux diagrammes 4 partir de I'autre. Ainsi, si
on connait le diagramme de M, on peut tracer aisément le diagramme de V en calculant la dérivée
(pente) de M en tout point. Cette pente représente 1'équation de V donc la valeur directe de V.

De l'autre coté, si on connait le diagramme de V (qui, on verra plus loin, n'est pas trés difficile a
tracer directement); on peut, en calculant l'aire sous la courbe de V, trouver la variation de M (AM).

Cette méthode nous demande par contre de connaitre la valeur initiale de M car ici on a la valeur
indirecte de M (AM) ou si on veut la variation que subit M durant l'intervalle représenté dans la
section ou 'on a calculé l'aire sous la courbe.

Reprenons le diagramme de V de I'exemple 7.1 et essayons de trouver la variation de M (AM) a
partir de l'aire sous la courbe de V.

YViN|

RIBE ? : Airy




De0a3m: Aire sous la courbe (rectangle) de V = variation de M = AM = 120,45 N x
3 m = 361,36 Nm. i

De3aém: Aire sous la courbe (rectangle) de V = variation de M = AM = 20,45 N x 3 7
m= 61,36 Nm.

De 6 a9 m: Aire sous la courbe (deux triangles) de V = variation de M = AM = (20,45
N x 0,409 m)/2 + (- 129,55 N x 2,591 m)/2 = 4,18 Nm - 167,83 Nm = -
163,64 Nm

De9allm: Aire sous la courbe (rectangle) de V = variation de M = AM = -129,55 N |
X 2 m=-259,09 Nm.

Comme 1'aire sous la courbe représente la variation de M (AM), on peut donc dire que:
M(3) = M(0) + AM(0-3)

C'est-a-dire que M(3) (M & 3 m) vaut M(0) (M a l'origine (0 m)) + la variation de M entre O et 3 m
ou l'aire sous la courbe de V entre 0 et 3 m: AM(0-3).

Comme il n'y a pas de moment au début de la poutre, on suppose que le moment iniiial est nul (M(O)
= (). Ainsi, aprés 3 m, le moment subit une variation de 361,36 Nm donc passe a 0 + 361,36 Nm =
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On retrouve ici, exactement les mémes valeurs de M que celles retrouvées par la méthode des
¢quations d'équilibre. Maintenant, si on veut tracer directement le graphique de M il nous manque
une derniére chose, c'est l'allure de la courbe (droite, parabole, pente positive, négative, concavité

vers le haut, vers le bas, ...), c'est ce que nous allons voir dans la prochaine section.

7.2.6 Diagrammes de V et de M directement 2 partir des charges

A partir des exemples décrits dans les sections précédentes, nous pouvons tirer certaines relations

entre les charges, le diagramme de V et le diagramme de M.

?I—

En se déplacant sur la poutre:

Si on ne rencontre pas de charge (espace entre deux charges):

V  demeure constant
M varie linéairement (pente constante)

S1i on rencontre une charge concentrée (ou réaction d'appui):

V  saute brusquement d'une valeur égale a la charge et dans le
sens de la charge

M change brusquement de pente (cassure dans la courbe mais
pas de saut)

Si on rencontre une charge distribuée:

V. varie linéairement changeant graduellement d'une valeur
égale a la totalité de la charge distribuée.
M  varie de facon parabolique

Si on rencontre un couple (ou moment d'encastrement):

V  ne change pas (il ne sera affecté que par les réactions causées :
par le couple)

M change brusquement d'une valeur égale a celle du couple
(saut positif si horaire et négatif si anti-horaire)

Regardons maintenant les graphiques caractéristiques associés a ces constatations.
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Tableau 7.1 : Graphiques lorsque que V est constant
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Si V est croissant et positif (+); M est une parabole dont la concavité est vers le haut (a > 0). M
augmente d'une valeur égale a I'aire sous la courbe de V = AM (positif). M peut étre négatif ou
positif, il augmente toujours d'une valeur égale a l'aire sous la courbe de V.

SEV ostddernissant ¢t positit + 2 M oostune parabole dont L concavitd ost vers e Bis e < 0 M
sgnenle dune vdeur dgake & aire sous Te courbs de Vo= AM positife, M peut doendgalil ou
posiit il sugmenie waiirs dong vdour Seale i 1aire sous L courbe de ¥

L e L L N L A b e f e e S R R e A S S e n R e e R LR AR SR £ RA £ h £A SR f e r e e s ann s nn e na e anen

Tableau 7.2 : Graphiques lorsque que V est positif et varie linéairement
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Si V est croissant mais passe de négatif (-) a positif (+); M est une parabole dont la concavité
est vers le haut (a > 0 car croissant). Alors V passe par "0" donc la pente de M tombe a "0" au
méme point; ce qui signifie que M passe par un minimum (relatif ou absolue) M varie d'une
valeur égale a l'aire sous la courbe de V = AM. M peut étre négatif ou positif, il varie toujours
d'une valeur égale a l'aire sous la courbe de V et passe dans cette section par un minimum.

kS | b3 kS|

AM

Minimam

L H . e i
FIFd sl e Minimm Minpmm

SV est dédcraissint mais passe de positif 1+ i néeait - Moest une pirebale dont Ly concaviid
esbvars I ks i < O car déorpissanty. Alars ¥ opisse par 07 done L penie de M ombe i "07
M point: oo qui signific que Mopisse par un nusimuonm et ou ghsoluge Moverie dung
vidour dgale & Taire sous Le courbe de Vo= AN M peut Sire ndaitit ou positit. il virie wougurs

dune videur gile & Laire sous e courbe de Vet passe dans colie soction par un masinum.
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Tableau 7.4 : Graphiques lorsque que V varie linéairement et passe par zéro (0)
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Reprendre l'exemple 7.1 de la section 7.2.4. Aprés avoir calculé les réactions

d'appuis, nous avons la situation ci-dessous. Iracer V et M directement a

EXEMPLE 7.3:
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Fig. 7.31

Lorsqu'on est en présence d'un minimum ou d'un maximum, on doit faire une coupe dans la section ou se trouve cet
extremum afin de le calculer car on a besoin absolument de I'équation de M dans cette section afin de pouvoir trouver sa

valeur.



