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Prefata

Prezenta carte de Analiza Matematica reprezintd primul volum al unei serii de
lucrari menite sa acopere gi sa completeze cunogtintele de analiza matematica ce se
predau in universitafile tehnice, la facultatile de matematica-mecanicad, de fizica, $i
de profil economic, precum si in clasele superioare de liceu.

Prin continut si prin modul de prezentare, prezentul volum se adreseaza studentilor,
elevilor de liceu, cadrelor didactice din invatamantul superior gi mediu, inginerilor gi
oricarui specialist interesat de analiza matematica si aplicatiile ei.

Cartea cuprinde notiunile si rezultatele teoretice de baza si problemele aferente.
Unele dintre acestea au scopul de a "fixa” gi aplica teoria respectiva, altele sunt mai
compleze, au caracter general si conduc la randul lor la aplicatii in domeniul mate-
maticti actuale. Acesatea din urmd nu sunt alese intamplator si sunt insotite de
exemple concrete.

Cartea este structuratd pe sase capitole, cuprinzind notiuni de teoria mulfimilor
si a functiilor, topologie generald, spatii metrice si alte spatii folosite in analiza func-
tionala, siruri in spatii metrice (inclusiv metoda aproximatiilor succesive gi nofiuni
legate de giruri de functii), serii numerice, notiuni legate de continuitatea functiilor,
precum i aplicatii ale calculului diferential pentru functii de o variabila reala.

Fiecare capitol contine definitiile si rezultatele teoretice de baza, apoi este urmat
de exercitii si aplicatii corespunzatoare. Pentru unele exercitii am dat rezolvari in
extenso, iar pentru celelalte am dat indicatii $i raspunsuri.

Am considerat util ca lucrarea sa contindg si probleme mai dificile necesare pregatirii
studentilor pentru concursurile profesionate si cercurile stiintifice studentesti.

Capitolul sase, intitulat ” Functii diferentiabile de o variabila reald”, cuprinde intre
altele aplicatii interesante ale inegalitatic mediilor la rezolvarea rapida a unor ecuatii
algebrice, care altfel sunt greu de solutionat. Paragraful 6.4, intitulat ”Rezolvarea unor
ecuatii functionale”, cuprinde un caz particular elementar al unui principiu general de
rezolvare constructivd a unor ecualii functionale si operatoriale ("necunoscuta” este
o functie strict descrescatoare sau un operator). Sunt rezolvate, ca exemplu, ecuatii
functionale concrete. Acesta este un domeniu de cercetare foarte recent, care se leaga
de notiuni clasice de baza, cum este cea de analicitate gi de analiza functionald. De
aceea, aceste idei vor fi continuate in volumul (volumele) urmdatoare.

Speram ca cititorul acestei lucrari sd profite atdt de partea teoreticd (in care inter-
vine in mare mdsurd interpretarea geometrica a notiunilor gi rezultatelor respective),
cat gi de cea aplicativda, in care teoria se aplica folosind un calcul potrivit situatiei
particulare respective.

Multumim anticipat cititorilor care ne vor adresa sugestii gi observaii.

Autorii
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Notatii si abrevieri iii
NOTATII si ABREVIERI

V - oricare ar fi;

3 - exista;

# - nu existi;

€ - apartine;

¢ - nu apartine;

A - si;

V - sau;

= - implic4;

(=) - necesitatea,;

(<) - suficienta;

& - echivalenta;

0 - mutimea vid&;

N* ={1,2,...,n,...} - multimea numerelor naturale nenule;

7 - multimea numerelor intregi;

N =7, ={0,1,2,..,n,..} - multimea numerelor intregi pozitive (nenegative) =
multimea numerelor naturale;

Z_ - multirea numerelor intregi negative (nepozitive);

Q - multimea numerelor rationale;

R - multimea numerelor reale;

R, - multimea numerelor reale pozitive (nenegative);

R} =]0, +o0f;

R =RU{-o00,+00} := [—o00, +];

C - multimea numerelor complexe;

R™ - spatiul vectorial (liniar) real n - dimensional;

C™ - spatiul vectorial (liniar) complex n - dimensional;

A\ B - diferenta dintre multimea A gi multimea B;

CA - complementara multimii A;

P(X) - multimea partilor multimii X;

Tx - topologia pe X;

V(z) - multimea vecinatatilor punctului z;

A=1 nt(A) - interiorul multimii A;

A - inchiderea (aderenta) multimii A;

0A = Fr(A) - frontiera multimii A;

A’ - multimea punctelor de acumulare ale multimii A;

d(-,-) - distanta (metricd);

1| - norma;

(+,-) - produs scalar (produs interior);

B, (z) - sfera (bila) deschis§ de centru z si de raza r;

B, [z] - sfera (bila) inchisd de centru z si de raza r;

la, b= {z € R|a < z < b};

[a,b] = {z € R|a < z < b};

FX,Y)={f|f:X — Y} - multimea functiilor definite pe X cu valori in Y’;
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flA) ={yeY |z € Aai y= f(x)} = {f(z)|z € A} - imaginea prin functia f a
multimii A4;

fFiB)={reX|yeBCYai y=f(x)}={re X|f(x) € B}-
imaginea reciproca a lui B prin f;

C°(X,Y)={f|f:X — Y - functie continud};

C"(X,Y)={f|f:X =Y - functie diferentiabild Fréchet de n ori si cu derivata a
n - a continud};

M xn(R) - spatiul vectorial real al matricelor cu m linii i n coloane;

M xn(C) - spatiul vectorial complex al matricelor cu m linii i n coloane;

M, (R) - spatiul vectorial real al matricelor patratice n linii gi n coloane;
M,,(C) - spatiul vectorial complex al matricelor patratice cu n linii i n coloane;

(preimaginea)

—1, daca z <0,
sgn(z) = 0, daca z =0, -semnul lui z;
1, daca =z >0.
—z, daca =z <0,
|z| = 0, daca z =0, -moduluiluiz € R;
z, daca x> 0.
—1, daca € [-1,0],
[z] = 0, dacd =z €][0,1][ - partea intreagd a lui x € R;
1, dacd =ze€[1,2]

|z] = v/2? + y? - modulul numarului complex z = z + iy € C;

Z = & — 1y - conjugatul numarului complex z = x + i1y € C;

Re(z) = x - partea reald a numarului compmex z = x + iy € C;

Im(z) = y - partea imaginard a numarului complex z = x + iy € C;

0 € (0,27 (6 € [—m,7[) - argumentul numarului complex z = z +1iy € C\ {0} (solutia

unica a sistemului cos = ——, L
V2 +y?

sinf = in intervalul [0, 27 ([—m, 7[);

z = |z|(cosf + isinf) = |z]e? - forma trigonometrici a numarului complex z =
z+iy € GC;
e :=cosz + isinz;
el + e—ix
cost = ——
pia —26_” - formulele lui Euler;
sinz = -
che =& 1€
ot _26_,; - functiile hiperbolice;
shz =
(2n—1)!1:=1-3-5-...- (2n — 1) - produsul numerelor impare pana la 2n — 1,
2n)!':=2-4-6-...- (2n) - produsul numerelor pare pana la (2n);
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1 n
lim <1 + —> =e;
n—00 n

1

ili% (1+z)z =¢

I (1+l+l+ SRR
e S TID TR H)_e’
limsmle.;

rxr—0 I

e = 2,7182818285... - numarul real e;
m = 3,1415926536... - numarul real 7;
c=0,577216... - constanta lui Euler.
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Cap. 1. ELEMENTE DE TEORIA MULTIMILOR

Multimi. Relatii. Functii

Fie I o familie (multime) nevida de indici. Pentru fiecare indice 4 € I vom presupune
data o multime A;.

Definitia 1. Multimea {x/3 € I a. i. z € A;}, notata U A;, se numeste reuniunea
tuturor multimilor A;, i € L iel

Definitia 2. Multimea {x/x € A;, Vi € 1}, notata mAi, se numeste intersectia
tuturor mulgimilor A;, i € L “

Definitia 3. Familia de submultimi {A;}ic1 se numeste acoperire pentru multimea

A daca $i numai daca A C U A;.
iel

Definitia 4. Familia de submultimi {A;}ic1 se numeste partitie a multimii A dacd

g1 numai daca A = U A; si AinA; =0, pentru orice i # j, i,j € L.
€l

Definitia 5. Fie X i Y douda multimi nevide oarecare. Se numeste produs cartezian

al multimilor X g1 Y mulfimea {(z,y)/z € X siy € Y} si se noteaza prin X x Y.

Daca (z1,y1) € X XY gi (x2,y2) € X X Y, vom spune cd aceste perechi sunt egale $i
notam (x1,y1) = (x2,y2) dacd $i numai dacd 1 = T2 $i Y1 = Ya-

Prin definitie
X1 x Xox oo x Xy, i={(x1,22, ..., xpn)/x; € Xj;i=1,..,n}.
Daca X; = Xy, = ... = X, = X, atunci convenim asupra notatiei
X=X xXox..x X, ={(z1,22,...,2p)/x; € X,;i =1,..,n}.

Definitia 6. Fie X si Y doud multimi nevide si G C X x Y, G # 0. Tripletul
p:=(X,Y,G) se numeste relatie.
Daca (z,y) € G, atunci notam xpy gi spunem cd x este in relatia p cu y.

Definitia 7. Fie p = (X,Y,G) o relatie.

Multimea {x € X/Fy € Y a.i. (x,y) € G} se numeste domeniul relatiei p $i se noteaza
prin D(p).

Multimea {y € Y/3z € X a.i. (z,y) € G} se numeste codomeniul relatiei p $i se
noteazd prin Im(p).

Fie p = (X,Y,G) o relatie. Notdm G := {(y,z) € Y x X/(z,y) € G}.
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Definitia 8. Tripletul (Y, X,G™!) se noteazd prin p~* si se numeste inversa relatiei

Definitia 9. Fie p; = (X,Y,G1), p2 = (Y, Z,G2) doua relatii astfel incat Im(py) C
D(p2). Relatia p = (X, Z,G) unde

G={(z,2) e XxZ/yeY ai (x,y) € Gi N(y,z) € Go}
se numeste compusa relatiilor po $i p1 $i Se noteazd p = ps o p1.

Definitia 10. Fie X o mulfime nevida. Mulimea Ax := {(x,z)/x € X} se numeste
diagonala produsului cartezian X x X, iar relatia 1x := (X, X, Ax) se numeste relatia
identitate pe X.

Definitia 11. Fie X o multime nevida gi p = (X, X, G) o relatie pe X.

Relatia p se numeste reflexiva daca $i numai daca Ax C G.

Relatia p se numeste simetricd dacd si numai dacd G~ = G.

Relatia p se numeste antisimetricd dacd si numai dacd GNG™! = Ax.

Relatia p se numeste tranzitiva dacd gi numai dacd (z,y) € X si (y,2) € G = (x,2) €
G.

Relatia p se numeste totald daca gi numai dacd Vx,y € X avem (z,y) € G sau
(y.x) € G.

Definitia 12. Fie X o multime nevidad si p = (X, X, G) o relatie pe X. Dacd p este
reflexiva, simetricda gi tranzitivd, atunci p se numegste relatie de echivalenta.

Definitia 13. Fie X o multime nevida, p = (X, X,G) o relagie de echivalenta pe X
si x € X un punct arbitrar.

Multimea {u € X/(z,u) € G} se numeste clasa de echivalentd a elementului x in
raport cu p §i se noteazd prin T.

Definitia 14. Multimea claselor de echivalenta determinate de relatia p = (X, X, Q)
pe X se numegte multime cat gi se noteazda prin X|,.

Definitia 15. Fie X o multime nevida si p = (X, X, G) o relatie pe X. Dacd relatia
p este reflexiva, antisimetrica $i tranzitiva, atunci p se numeste relatie de ordine pe X.

Definitia 16. Fie X si p = (X, X,G) o relatie de ordine pe X. Perechea (X, p) se
numeste multime ordonatd.

Definitia 17. Mulimea ordonata (X, p) se numeste total ordonatd dacd $i numai
daca relatia de ordine este totala.

Definitia 18. Flie (X, p) o multime ordonatd si ) # A C X. Un element B € X se
numete majorant pentru multimea A daca si numai daca xpfB, Vr € A. In acest caz
multimea A se numeste majorata.

Un element o € X se numeste minorant pentru mulfimea A dacd $i numai dacd
apz, Yz € A. In acest caz spunem cd A este minorata.

Definitia 19. Fie (X, p) o multime ordonatd. O submultime ) 2 A C X se numeste
mulfime marginita daca $i numai daca este in acelasi timp majorata $i minoratd.
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Definitia 20. Fie (X, p) o multime ordonatd si ) # A C X.

Daca a este un minorat pentru A gi a € A, atunci a se numeste cel mai mic
element al multimii A gi-l vom nota min A.

Daca B este un majorant pentru A gi € A, atunci f se numeste cel mai mare
element al multimii A gi-l vom nota max A.

Definitia 21. Fie (X, p) o multime ordonatd si ) # A C X.
Daca multimea A este majorata gi exista cel mai mic majorant M € X, atunci
elementul M se numeste marginea superioara a multimii A gi se noteaza sup A sau

\/ =

z€A
Daca multimea A este minoratd gi existd cel mai mare minorant m € X, atunci

elementul m se numeste marginea inferioara a mulfimii A si se noteazd inf A sau

A =

z€A

Definitia 22. O mulfime ordonatd (X.p) se numeste relativ completa (sau com-
plet ordonata) dacd gi numai dacd pentru orice A C X minorata existd inf A gi pentru
orice A C X majorata exista sup A.

Definitia 23. Fie X si Y doud multimi nevide si ) # G C X x Y. Relatia f =
(X,Y,G) se numeste functie (aplicatie, operator) definita pe X si cu valori in'Y daca gi
numai dacd:

i) D(f) = X,

i1) pentru orice x € X, din (z,y) € G ¢i (z,y") e G=>y=1y'.

Elementul unic y cu proprietatea ca (x,y) € G se numeste valoarea functiei f in
punctul  (sau imaginea lui x prin f) $i va fi notat prin f(z).

Tinand seama de aceasta notatie, multimea G se va scrie astfel:

G = {(, f(2))/x € X}

si va fi numita graficul functiei f.
Daca f = (X,Y,G) este o functie, vom adopta notatia f : X — Y.

Definitia 24. Functiile f : X =Y sig: U — V se numesc egale daca i numai
daca X =U, Y =V gi f(z) =g(z), Ve e X =T.

Fie f: X - Y o functiesi 0 # A Cc X.

Definitia 25. Functia g : A = Y, g(z) := f(x), Vo € A se numegte restrictia
functiei f la mulfimea A gi se noteaza prin f|a.

Definitia 26. Fie f: X — Y o funcfie, AC X si BCY.

Multimea {y € Y/3z € A a.i. y = f(x)}, notata prin f(A), se numeste imaginea
multimii A prin functia f.

Multimea {x € X/3y € B a. i. y = f(x)}, notata prin f~1(B), se numeste preima-
ginea multimii B prin functia f sau imaginea reciproca a mulfimii B prin functia f.
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Definitia 27. Fie X #0 £ Y si f: X =Y o functie. Intre multimile de parti P(X(
g1 P(Y) definim functiile:

fo 0 PX) = PY), fu(A) = f(A) = {y € Y/3z € A astfel incit y = f(x)}
(imaginea (directd) a multimii A prin functia f.)

i PY) = P(X), f*(B) = fYB) ={x € X/3y € B astfel incit y = f(x)}
preimaginea sau imaginea reciprocd a multimii B prin functia f)

Definitia 28. Functia f : X — Y se numeste injectiva sau injectie daca $i numai
dacd pentru orice x1, T2 € X, 1 # xo avem f(x1) # f(x2).

Definitia 29. Functia f : X — Y se numeste surjectivs sau surjectie dacd si numai
daca Im(f) =Y.

Definitia 30. Functia f : X — Y se numeste bijectiva sau bijectie dacd i numai
daca este injectiva gi surjectiva.

Definitia 31. Fie f : X — Y o functie. Functia f se numeste inversabila daca gi
numai dacd existd o functie g: Y — X astfel incat:
gof=1x si fog=1y. (%)

Definitia 32. Daca functia f : X — Y este inversabila, atunci functia unica g :
Y — X care satisface relatiile (x) se numeste inversa functiei f si se noteaza prin f=*;
g=f"

Definitia 33. Fie A i B doud multimi oarecare. Ele se numesc echipotente® (echivalente
sau ca au aceeagi putere) dacd gi numai dacd existd o aplicatie bijectivd f : A — B.

Definitia 34. Mulfimea A se numeste numarabila daca $i numai dacd ea este echipo-
tenta cu multimea numerelor naturale N.
O multime care este finita sau numarabila se numeste cel mult numarabila.

Definitia 35. Fie (X, p), (Y, p1) doud mulfimi ordonate si f : X — Y. Aplicatia | se
numeste crescatoare daca si numai daca

Vo,2' € X cuxpx’ = f(z)p1 f(a').
Aplicatia f se numeste strict crescatoare dacd si numai daca

Vo2 € X cuzpa’ siz # 2" = f(z)p1f(2') 5i f(z) # f(2).

ISergiu Vasilache Elemente de teoria multimilor si structuri algebrice, pag. 77
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EXERCITII
§1.1. Operatii cu multimi

Fie A, B, C trei multimi oarecare. Sa se arate ci:

1°1 ACB=AuUuCCBUC AN AnCcBnNC(.

|—Solu§ie: Dacd AU C = 0, incluziunea este adeviratd. Presupunem ¢ AUC #0. 2 € AUC =
(z € Avez e C)=>(x€ BVz € C)=>z € BUC. Deci AUC C BUC. Incluziunea urmitoare se
demonstreaza analog.J

1°.2 ANBCACAUB AN ANBCBCAUB.
[Solutie: Rezulti din definitii. ]
1°3 ACB& AUB=B& ANnB=A& A\B=0.

|—Solu§ie: Presupunem cd A C B. Din exercitiul precedent, avem B C AU B. Fiex € AUB =
(r € AVz € B)= z € B. Deci AU B C B. Prin urmare AU B = B. Presupunem c¢i AU B = B. Cum

A C AU B, rezulta ca A C B. Analog se demonstreaza si urméitoarele echivalen@e.J

1°4 ACBANBCC=AcCC.

|—Solu§ie: Presupunem A #0. 2z €c A=z e B=zcC. DeciACC.J

1°5 ACBANACC=AcBnC.

[Solutie: Presupunem A #0. 2 € A= (z € BAz€C) =z € BNC, adici AC BNC.]

1°6 AcCCABcCcC=AuUBCC.

[Solutie: Fiex € AUB= (€ AVaz € B) =z € C. Deci AUB C C.]

1°7 A\ (A\B)=AnNB.

[Solutie: Presupunem ci A\ (A\B) # 0.z € A\(A\B) & (z € ANz ¢ A\B) & (z € AAz €
B) < 2 € ANB. Deci A\ (A\B)=ANB.|

1°.8 AN(B\C)=(AnB)\C.

[Solutie: Presupunem ci AN(B\C) #0.z € AN(B\C) & (z€ AAz € B\C) & [z €
AN(xe BAz gCO) e [(zc ANz eB)ANxgCle (e ANBAz g C) & xe (AN B)\C, adicd
AN(B\C)=(AnB)\C]

1°9 AUB=AU(B\A) =BU(A\B)=(A\B)U(B\A)U(ANB).

[Solutie: 1€ AUB & (1€ AVzeB)ezc AV eBArd Ao (€ AVae B\ A) &
€ AU(B\ A). A doua egalitate rezult} din simetrie. |

1°10 AU(ANB) = A.

[Solutie: Sunt adevirate incluziunile A C AU(ANB)si ANB C A= AU(AN B) C A. Deci
A=AU(ANB).]

1°.11 An(AuUB) = A.

|—Solu§ie: Incluziunea AN (AU B) C A este evidentd. Pe de altd parte A C Asi AC AUB =
A C AN (AU B). Deci egalitatea. |

1°12 ANnB=AUB& A=B.

|—Solu§ie: Sunt evidente incluziunile AN B C A(B) C AU B si tinind seama de ipotez3, urmeazi
ANB=A(B) = AUB. Deci A= B.|
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Fie X # 0, A, B,C € P(X). Sunt adevirate afirmatiile:
1°.13 ((CA) = A.
[Solutie: 1 €c Az ¢lAs zc C(CA). Prin urmare A = C(CA).|
1°14 Ac B&(A>CB.
|—Solu§ie: zrelAsc2sgA=a2¢g B < 2 cCB. Deci CACCB.J
1°.15 AnB=0< Ac(B« B cClA.
[Solutie: Fie z € A By ¢ B 2 €CB. Deci A CCB.|
1°16 BuUlA=X A BnCA=0= A=8.
[Solutie: Avem: A =ANX =AN(BUCA) =(ANB)U(ANCA) =ANBsiA=AUl =
AUBNCA) =(AUB)N(AUCA) = AUB.Deci ANB=AUB = A=B.]
1°.17 C(AuB)=(CA)n(CB).
[Solutie: z € C(AUB) @z ¢ AUB & (z ¢ Az & B) © (z € CAAz € CB) © z € (CA)N(CB).
Deci 0(4U B) = (CA)n (CB). ]
1°.18 ((AnB)=(CA)u(CB).
[Solutie: z € ((ANB) @z ¢ ANB < (z ¢ AVe & B) © (z € CAvz € CB) © z € (CA)U(CB).
Deci §(4 N B) = (CA) U (CB). ]
Fie I # () o familie de indici si A; € P(X), Vi € I. Atunci:
1719 (JAic A, vIcT
ieJ i€l

[Solutie: z € | J A; & (Jip € J a. 1. z € Aj) B (FigeTaiao€Ay)=ac [J Ai. Deci

i€J i€l
U AiclAi]
i€J i€l
1°.20 (JAic()4,VIcL
1€l ieJ
[Solutie: z € () Ai & (z€ Ai,Vie )% (z e Aj,Vie J) =z € [ A Deci [ 4; C (] Ai]
i€l i€J i€l i€J
121 C(|J4) =) (CA).
i€l €1
[Solutie: z € E(U Ai) seg|JAie @gAvicl) e (@el,viel) e ()0A
i€l i€l i€l
Prin urmare C( U Ai) = m CAi.J
i€l i€l
122 C([)4) =] (C4).
i€l €1
[Solutie: z € B([Ai) © o & [|Ai & (Jio € Ta. 1.2 ¢ Ajy) & (Jio € T a. .2 € CAy) &
i€l i€l
z € |JCAi Deci C([) 4i) = [ J 04
i€l i€l i€l

1°.23 Fie X i Y doud multimi. Atunci X XY =0 = (X =@ sauY = 0).

[Solutie: (=) Presupunem ci X x Y = 0. S admitem ci X # 0 si Y # 0. Fie z € X si
y €Y = (z,y) € X x Y, ceea ce contrezice ipoteza. Deci X = @ si Y = 0. (<) Presupunem ci X =0
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i Y = 0. S8 admitem ¢cd X XY #0. (z,y) € X XY = (z € X Ay € Y), ceea ce contrazice ipoteza.
Agadar X xY = (Z).J

1°24 TFie X £DP#£Y. Atunci X xY =Y x X &YV =X,
[Solutie: (=) Fie x € X. Atunci 3y° € Y astfel incat (z,4°) € X XV =Y x X = z € Y. Deci
X C Y. Analog se arati ci Y C X. Prin urmare X =Y. (<) Evidenti.]
1°25 X CX' AYCY' =>XxYcCX' xY'.
[Solutie: (1,49) € X xY = (2 € XAyeY) B (e X' AyeY') = (z,y) € X' x Y. Deci
XxYCX xY']
1°26 X xY #0 A XxYCX'xY'=>(XCX AYCY).

[Solutie: Fiex € X Ay € Y = (x,v) EXxY X (z,y) € X' XY = (x € X' Ay € Y'). Deci
XCX' AY CY'.]

Fie X £0#£Y, X' 40 #Y'. Sunt adevirate afirmatiile:
1°27 X xY)N(X'xY)=XnX)x (Y NnY").

[Solutie: (z,y) € (X xY)N(X' xY") & [(#,9) E X XY A(z,y) € X' xY'] & (z€ XAy €
Y)AN(z € X'ANyeY')e (ze€ XNX' AyeYnNY') & (z,y) € (XNX')x (Y NY'). Asadar
(XxY)N(X'xY)=(XnX)x(¥YnYy').]

1°28 (X xY)UX'xY)cCc(XUX)x(YUY").

[Solutie: (z,y) € (X x Y)U(X' xY") = [(#,9) E X XY V(z,y) € X' xY']= (€ XAy €
Y)V(z € X'Ay€Y') = (z € XUX'Ay € YUY') = (z,y) € (XUX') x (Y UY'). Deci
(X xY)UX'xY')C(XUX')x(YUY').]

1°29 X x (YUY ) =(XxY)U(X xY").

[Solutie: (z,9) E X x (YUY )& (2 € XAYyEYUY ) [z€XA(YEYVyEY) &|(z¢c
XANyeY)VzeXAnyeY)]e(z,y) e XXYV(r,y) e X XY']& (z,y) € (X XY)U(X xY').
Urmeazi ci X x (Y UY’) = (X x Y)U (X x Y').]

1°30 X x (Y NnY)=(XxY)N(X xY").

[Solutie: (z,9) E X x (Y NY') e (z € XAYyeYNY ) [z€XA(YEYAYyEY) &|(zc
XAyeY)AN(zeXAyeY)] e (z,y) €E X XY A(z,y) € X XY'] & (z,y) € (X XY)N(X xXY').
Asadar X x (Y NY')=(X xY)Nn (X xY’).]

1°31 (X \XH)xY=(XxY)\(X'xY).

[Solutie: (z,9) € (X\X)xY & (e X\ X' AyeY)e[zeXAzgX)AyeY]azec
XANye)AN(zgXAnyeY)]e[(z,y) € XXYA(2,y) € X' XY] & (2,y) € (X xY)\ (X' xY). Deci
egalitatea. |

1°32 X xY\Y) =X xY)\ (X xY').

|—Solu§ie: Se face acelagi rationamet ca la exercitiul precedent.J

1°.33 (X)) x (Vi) =) (Xi xY5).

i€l i€l i€l
[Solutie: (z,y) e(ﬂXi) X (ﬂYl) < (ze ﬂXi/\ye ﬂYl) S lzeX; NyeY,Vie
iel i€l i€l iel

Il & [(z,y) € Xi x Yy, Vi€ I] & (z,y) € (] Xi x Yi.]
i€l
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134 (Ux)x(Uv)= U Exy).

i€l JjEJ (i,5)€IxT
[Solutie: (x,y) € (UXl) X (UY]) & (z € UXi ANy E€E U Y;) & [(Fio € Ta ixeE
i€l JjeJ i€l JEJ
Xig)A(Fjo € J a. 1.y € Yjy)] & [3(io, jo) € TxJ a. i. (x,y) € Xiy xVjo] & (z,y) € |  XixVj.]

(i,j)EIxJ

§1.2. Relatii. Functii

2°1 FieneN, n>2sG, ={(z,w)/2,weC,z=w"} CCxC. Sa se arate ca
p = (C,C,G,) este o relatie, dar nu este o functie.

|—Solu§ie: Se observd c& Gr, # 0, deoarece (1,1) € Gy,. Prin urmare p = (C,C, Gy,) este o relatie.
Fie (z,w) € Gn, unde w = r(cos §+isind), r > 0. Considerdm w’ = r(cos(@+2m/n)+isin(0+2mr/n)) €
C. Avem (w')™ = r™(cos(nf + 27) + isin(nf + 27)) = w™ = z. Deci (z,w) € Gy si (z,w') € Gy, iar
w # w', de unde rezultd cd p nu este func§ie.J

2°.2 Fie G ={(z,w)/z,w € C,z = e¥ = e¥(cosv + isinv), w=u+1iv} C Cx C.
Sa se arate ca p = (C,C, @) este o relatie, dar nu este o functie.

[Solutie: G # 0, deoarece (1,0) € G. Pentru w = In(r) +i0 # w' = In(r) +i(0 +27) € C, r > 0,
avem e¥ = r(cos 6 + isin @) = (cos(0 + 2m) + isin(0 + 27)) = ev’. Asadar, (z,w) € Gsi (2,w') € G, iar
w# w'.]

2°3 FieneN, n>2s¢ G, ={(z,w)/z,w € C,w=2"} CCx C. Si se arate ca
f=(C,C,G,,) este o functie. Sa se precizeze daca f este injectiva si surjectiva.

[Solutie: S# observiim ci D(f) = C. Fie z € C. Din (z,w), (z,w') € Gy, gisim w = 2" = w'.
Deci f = (C,C,Gy) este o functie. f este o surjectie, deoarece fiind dat w = r(cos@ + isin@), ludnd
20 = ¥/r(cos —+isin —), gdsim (20, w) € Gp. f nu este injectivi, deoarece pentru z = r(cos §+isin ) #

n n
2" =r(cos(f + 2—7T) + isin(0 + 2—7T)),r > 0, obtinem f(2) = f(2).]
n n
2°4 Fie G = {(z,w)/z =z +iy,w € C, w = e*(cosy + isiny)} C C x C. S& se
arate ca f = (C,C, @) este o functie. Sa se precizeze dacd f este injectiva gi surjectiva.

[Solutie: G # 0, decarece (0,1) € G si D(f) = C. Din (2,w) € G si (z,w') € G = w' =
e*(cosy +isiny) = w, z = x + iy. Functia f nu este injectivd gi nici surjectivd. Pentru z = = + iy #
2 =z +i(y + 27) avem f(z) = f(z') si nu exist¥ z € C, z = © + iy pentru care f(z) = 0. ]

2°5 Fie f: X Y, g:Y — Z functii bijective. Sa se arate ca functia h = go f :
X — Z este bijectivigsih™!' = f~log™': Z = X.

[Solutie: Fie x1,z € X a. 1. h(z1) = h(z2) & g(f(z1)) = 9(f(22)) B f(z1) = f(z2) B 21 =
x2, adicd h este injectivd. Fie z € Z. Tindnd seama ci ¢ este surjectie = (Jy € Y a. 1. g(y) = 2.
Deoarece f este surjectivd, existd z € X a. 1. y = f(z). Prin urmare g(f(z)) = g(y) = 2 < h(z) = 2.
Asadar, h este bijectivd. Se verifici usor egalititile (x) din definitia 31 si deci h=! = f~=1 o g~ este

inversa functiei h.]

Fie f: X =Y, Ay, Ay, A; € P(X), By, Bs, B; € P(Y), Vi € 1. Sa se arate ca:
2°6 A CA = f(Al) C f(Az)

[Solutie: Fie y € f(A1) = (3z € A1 a. 1. y = f()) 2 (Fz € Az a. 1. y = f(z)) &y € f(A2).]
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2°.7 Ay C FHf(A) A (A = f7H(f(A1)), VA1 C X & f este functie injectiva).

[Solutie: Fie z € A;. Atunci y = f(z) € f(A1) = B = z € f~1(B) = f~1(f(A41)), adici
incluziunea. Incluziunea este strictd pentru functia f : R = R, f(z) = sinz, A1 = [0,7/2], deoarece
F~Nf(Ay) = U [2km, (2k + 1)7]. Presupunem f injectivd. € f~1(f(A1)) < [existsy € f(A1) astfel

kEZ
incat y = f(z)] & x € A; (dacd ar mai exista 2’ € X,z’ # z pentru care y = f(z') se contrazice

ipoteza). |
208 f(J4) = rA).
1€l €1
[Solutie: y € f( U Ai) eEreJAaiy=f) e [BioelaicecAyiy=[f(a) e
i€l i€l
[FipeTa i ye f(Ay)] ©yE U f(Aiy), de unde urmeazi egalitatea. |
i€l
209 f(()A) ) F(A) A f([)Ai) = () f(A) dacd f este injectiva.
€l €l €l i€l
[Solutie: y € f(ﬂ Ai) sEreNAiaiy=f@) e Feca, Vielaiy=f(a) =
i€l i€l
[ve f(A), Viell ©ye€ m f(A1), deci incluziunea. Daci f este injectivd, atunci implicatia devine
i€l

echivalent3. |
2°10 By C By = f_l(Bl) C f_l(Bg).

[Solutie: = € f~1(B;) & [y € By a. . y = f(z)] ES [By € By a. i. y = f(z)] & =z €
F=1(B2)]]
2°.11  f(f~YB1)) € Bi A f(f~Y(B1)) = B; dacd f este surjectivd sau dacd
B C f(X)
[Solutie: Presupunem f(f~1(B1)) # 0. Fie y € f(f~1(B1)). Existd = € f~1(B) astfel incat
y = f(z), deci y € By. Pentru functia f : R —» R, f(z) = 22 si B1 = [-1,1] avem f(f~1(B1)) = [0, 1],
deci f(f~1(B1)) C Bi. Presupunem f surjectie si By C f(X). Fie y € By. Atunci 3z € X astfel incat
y = f(z). Deci x € f~1(B1) si y = f(z), de unde urmeazi ci y € f(f~1(B1)), adicd By C f(f~1(B1)).]

2012 Y (UB) =B

i€l i€l
[Solutie: = € /= (|JBi) & f(2) € |JBi & (3io € I a. i. f(2) € Big) & (3io € I a. 1.
i€l i€l
z € f~Y(Biy) @ xe ) 1(Bi)]
i€l
2013 fH(()B:) =()f'(B).
i€l i€l
[Solutie: = € f—l(ﬂ Bi) & f(z) € ﬂ B; & (flx)eBy, Viel) & (zc f (B viel) &
i€l i€l

ze () '(Bi)]
i€l
2°14  f7Y(By\ By) = f71(B1) \ fH(Ba).
[Solutie: = € f~1(B1 \ B2) & f(z) € B1\ B2 < [f(z) € B si f(z) ¢ B2] & [z € f~1(B1) s
a @ [TYB)] & xe fTHB1)\ f~1(B2).]
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2015 f~1(CBy) = C(f~"(By)).
[Solutie: In exercitiul precedent luim By = Y i se tine seama c& f~1(Y) = X.]
2°16  f(A N f7'(B1)) = f(A1) N By
[Solutie: y € f(ALNf~YB1)) & [Fzxc Anfi(B)a i y=fx) & [Br,2c AiArze
f7ABY) a i y=f()] & [ye f(A) Ay € Bi] S ye f(A1)NBi.]
2°.17 Dacd g = f|a,, atunci g=1(B;y) = A1 N f~1(By).
[Solutie: = € g=1(B1) & [ByeBra i y=g(z)=f(z)] & [z€ AiAz e fI(B)] e
AN f=Y(B1).
2°.18 Relatia f~! = (Y, X,G7!) este functie & (flof=1x Afof l=1y).
[Solutie: (=) Notd f—l of = (X,X,H), H={(z,2') € X xX/Iy € Y a. i. (m,y) €

GA(y,2') € G7l}si fo f
Ey

= Y/3z € X a. i, (y,z) € G~ A
,')EG}Atunc1(xm)€H<:>[Ely€Ya. 1. (:v,y
x

Y X
GA(y,2') € Gl & [FyeYa i
y,2) EG LA (y,2") eGl & ' “lof=1x.(y,y) € Hi & [Fz € X a.
i (y,2) €EGIA(z,y) €G] & [Fz € X a. 1. (a: y) € GA(z,y') € G) © y=1y'. Deci H =Y, adici
fof=t=1y.

(<) Fiey € Y. Avem (y,y) € Ay = H1 & [Fz € X a. 1. (y,2) € G™! A (z,y) € G], adici
D(f~Y) =Y. Fiex,2' € X a. i. (y,z) € G"I A(y,2') € G™L. Atunci (z,y) € G A (y,2') € G™1, deci
(z,y) € H=Ax <z =2'. Adici f~! este functie.]

2°.19 Fie f : X — Y o functie. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) f este injectivi;

(1) f(z1) = f(@2) = 21 = @2

(7i7) pentru orice y € Y existd cel mult un element = € X astfel incat y = f(x).

2°.20 Fie f : X — Y o functie. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
() f este surjectiva;

(i) Y C Im(f);

(7i7) pentru orice y € Y existd cel putin un element z € X astfel incat y = f(z).

2°.21 Fie f : X — Y o functie. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) f este injectivi;

(79) f« este injectiva,

(7i7) f* este surjectiva.

[Solutie: Vom demonstra echivalenta afirmatiilor in felul urmstor (i) = (ii) = (iii) = ().

(i) = (1) Fie f«(A1) = f«(A2), adicd f(A1) = f(A2), pentru A, A> € P(X). Vom arita cd
A1 = As prin dubld incluziune. Dacd a € A1 atunci f(a) € f(A1) = f(A2). Asadar, existd b € Ay astfel
incat f(b) = f(a). Cum functia f este injectivd, rezultd cd a = b € Ap. Prin urmare A; C As.

Prin simetrie A2 C A; si deci A1 = As.

(it) = (i44) Trebuie sd demonstrdm ci pentru orice A € P(X) existd B € P(Y") astfel incat sd avem
A= f*(B) = f~1(B). Fie A € P(X). Luim B = f(A) si vom demonstra ci A = f*(B). De asemenea,
vom dovedi dubla incluziune.

Fie a € A. Atunci f(a) E f(A) = Bideci a € f~1(B) = f*(B). Asadar A C f*(B).

Fie acum a € f*(B) = f~1(B). Atunci f(a) € B = f(A) si deci existd b € A astfel incat f(b) = f(a),

adicd f«({a}) = f«({b}). Conform ipotezei (i) rezultd {a} = {b} si deci a = b € A. Agadar f*(B) =
f~Y(B) C A, iar din dubla incluziune obtinem egalitatea f*(B) = f~1(B) = A.

(iti) = (i) Fie z1,22 € X cu z1 # x2. Cum f* este injectivid, existd B C Y astfel incat f*(B) =
{x1}. Rezult} c& f(x1) € B si f(z2) € B si deci f(z1) # f(x2). Prin urmare functia f este injectivi. |
2°.22 Fie f : X — Y o functie. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
() f este surjectiva;



Cap. 1. Elemente de teoria multimilor 11

(1) f« este surjectivi;

(797) f* este injectiva.

[Solutie: Vom arita echivalenta celor trei afirmatii in felul urmitor: (i) < (i) si (i) < (i41).

(4) = (4) Va trebui si demonstrdm cd pentru orice B € P(Y), existd A € P(X) astfel incét
f+(A) = B. intr-adevir, fie B C Y. Notdm A = f~1(B) C X. Atunci f.(A) = f(A) = f(f~1(B)) = B
(pe baza exercitiului 2°.11)

(it) = (i) Fie y € Y. Deoarece fx« este surjectivd, rezultd cd 30 # A € P(X) astfel incat fi(A) =
f(A) = {y}. Deci 3z € A C X astfel incat f(z) = y. Agadar functia f este surjectivi.

(i) = (i3) Fie B1,By € P(Y) astfel incat f*(B1) = f*(B2) adicd f~1(B1) = f~1(B2) =
f(f~Y(B1)) = f(f~1(B2)). Tindnd seama de ipotezi si exercitiul 2°.11 rezultd egalitatea B = Ba,
adicd f* este injectiva.

(i71) = (i) Vom ardta cd daci f nu este surjectivd, atunci f* nu este injectivd (adicd se face de-
monstratia prin reducere la absurd). Presupunem cd Jy € Y astfel inat y ¢ f(X). Dacd notdm B; =
F(X)si By = f(X)U{y}, atunci By # Basi f*(B1) = f~1(B1) = [~ (f(X)) = X = f~1(B2) = f*(B>2)
gi deci f* nu este injectiva, ceea ce contrazice ipoteza.J

2°.23 Fie f : X — Y o functie. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) f este injectiva,
(’LZ) f(Al N Az) f(Al) N f(Ag) pentru orice Al, Ay € fP(X),

(iii) f(CA) c Cf(A), pentru orice A € P(X).

[Solutie: Vom demonstra echivalenta afirmatiilor in felul urmstor (i) = (i1) = (iii) = ().

(4) = (it) rezultd din exercitiu 2°.9.

(i) = (i4i) Fie A € P(X). Dacs ludim A; = A si A» = CA, din ipotezi obtinem cd f(A) N f(CA) =
F(ANCA) = f(0) = 0. Aadar f(CA) C Cf(A).

(#41) = (i) Fie z1,22 € X cu x1 # x2. Daci se considers A = {z1}, din faptul c& f(CA) c Cf(A) si
x> € CA rezultd ci f(z2) € Cf(A) = flx2) € f(A) = [flx2) # f(z1).]

2°.24 Fie f : X — Y o functie. Sa se arate cd urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) f este surjectiva;
(ii) Cf(A) c f(CA), pentru orice A € P(X).
[Solutie: (i) = (ii) Fie A € P(X). Pentru c& Cf(A) € P(Y), iar din exercitiul 2°.22 functia
[« este surjectivd, rezultd ci existi A1 € P(X) astfel incat Cf(A) = f(A1). Vom ardta cd& A1 C CA.
Fiez € A1 = f(z) € f(A1) =Cf(A) = f(z) € f(A) = v ¢ A= z € CA. Agadar f(A1) C f(CA) =
Cr(A) c f(CA).

(i) = (i) Fie y € Y. S4 considerdim A = X. Dacid y ¢ f(A) = f(X), atunci y € Cf(A) si folosind
ipoteza y € f(CA) = f(CX) = f(0) = 0, contradictie. Prin urmare y € f(X) si astfel functia f este
surjectivé.J

2°.25 Fie f : X — Y o functie. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) f este injectiva,
(7i) dacid g,h : Z — X sunt doud functii astfel incit f o g = f o h, atunci g = h.
[Solutie: (i) = (ii) Fie z € Z un element arbitrar. Din f(g(z)) = (f o g)(z) = (f o h)(2) =
f(h(z)), tindnd seama de ipotezd, deducem ci g(z) = h(z). Deci g = h.

(it) = (i) Fie z1,z2 € X astfel incat f(z1) = f(z2). Dacd ludm Z = {z} (spatiu format dintr-
un singur element) si definim functiile g,h : Z — X prin egalitdtile g(z) = z1 si h(z) = 2, atunci
fog= foh.Din ipoteza rezultd cd g = h si deci 1 = x2, ceea ce aratd cd functia f este injectivé.J

2°.26 Fie f : X — Y o functie. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f este surjectiva;
(i) dacd g,h : Y — Z sunt doud functii astfel incdt go f = ho f, atunci g = h.
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|—Solu§ie: (1) = (i¢) Fie y € Y arbitrar. Deoarece functia f este surjectivd, existd « € X astfel
incat f(z) =y. Fie g,h : Y — Z astfel incat go f = ho f. Atunci g(y) = g(f(z)) = h(f(z)) = h(y) si
astfel g = h.

(it) = (¢) S& presupunem, prin absurd, ci functia f nu este surjectivd. Existd atunci cel putin un
yo € Y, astfel incat pentru orice z € X avem f(z) # yo. S& considerdm Z = {0, 1} si definim functiile
g,h : Y — Z prin relatiile:

9(y) =0, Yy € Y
_J 0, daciy €Y\ {yo},
hly) = { 1, dacd y = yo.

Deoarece g(yo) = 0 si h(yo) = 1, rezultd c& g si h sunt diferite intre ele. Dar (go f)(z) = (ho f) (=),
pentru orice x € X si deci go f = ho f. Folosind ipoteza rezultd ca g = h, ceea ce reprezinta contradictia.

Asgadar presupunerea facuta este falsa si deci functia f este surjectivé.J
2°.27 Fie f : X — Y o functie. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) f este bijectiva;

(13) f« si f* sunt injective;

(7i1) f. si f* sunt surjective;

(iv) f. este bijectiva;

(v) f* este bijectivi;
(vi) f(CA) =Cf(A), VA € P(X);
(vii) f este inversabila.
|—Solu§ie: Echivalenta primelor sase afirmatii rezultd din cele stabilite in problemele 2°.21 -
2°.26. Rimane doar s demonstram echivalenta (i) < (viz).

(1) = (vii) Dacd functia f este bijectivd (din exercitiile 2°.20 gi 2°.21), rezultd ci pentru orice
y € Y, existd un element unic z € X astfel incat f(z) = y. Dacd definim g : Y — X astfel incit g(y) = z,
unde y = f(z), rezultd cd fog =1y si go f = 1x adicd f este inversabild.

(vii) = (i) Fie z1,2z2 € X astfel incidt f(xz1) = f(x2). Aplicind functia g (din definitia in-
versabilitatii) obtinem ci g(f(z1)) = g(f(z2)), adicd 1x(z1) = 1x(x2), deci 1 = x2. Asadar f este
injectivd. Fie acum y € Y, atunci g(y) € X si f(g(y)) =y, adicd functia f este surjectivé.J

Fie f: X -2 Y gig:Y — Z doua functii.

2°.28 Daca f si g sunt injective, atunci g o f este injectiva.

[Solutie: Fie 2,0’ € X, z # o', Atunci y = f(z) £ f(@') = ¥/ = g(f(@)) = 9(y) # 9(s/) =
9(f(").]

2°.29 Daca go f este injectiva, atunci f este injectiva.

[Solutie: Fie z,a’ € X a. 1. f(z) = f(a') = (g0 f)(z) = g(f(2)) = 9(f(a')) = (g0 f)(a') =
z=2a]

2°.30 Daca f si g sunt surjective, atunci g o f este surjectiva.

[Solutie: Din ipotezd avem f(X) =Y Ag(Y)=Z = (go f)(X) = g(f(X)) = g(Y) = Z.]
2°.31 Daca go f este surjectiva, atunci g este surjectiva.
[Solutie: Fie z € Z. Exist € X a. i. z = (go f)(z) = g(f(z)). Notand y = f(z) € Y, atunci
z = g(y), deci g este surjectie. |
2°.32 Daca f si g sunt bijective, atunci g o f este bijectiva.
|—Solu§ie: Rezultd din 2°.19 si 2°.21.J
2°.33 Daca go f este bijectiva, atunci f este injectiva gi g este surjectiva.

|—Solu§ie: Rezultd din 2°.20 si 2°.22.J
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2°.34 Fie X o multime finita gi f : X — X. Sa se arate ca au loc echivalentele
urmatoare:

1) f este surjectiva < f este injectiva.

2) f este injectiva < f este bijectiva.

[Solutie: 1) (<) Evident ci f(X) C X. Cum insi X este finit%, atunci f(X) = X. (=) Pre-
supunem c& X = {z1,...,2}. Atunci f(X) = {x;,,...,%;,} = X. Dacd Jz;,x; € X, i # j astfel incat
f(zi) = f(x;), atunci f(X) va contine n — 1 elemente din X, ceea ce contrazice egalitatea f(X) = X.
Deci f este injectivd. 2) rezultd din 1).]

2°.35 Fie X o multime finita gi f,¢g: X — X. Daca f o g este bijectiva, atunci f si
g sunt bijective.

|—Solu§ie: Rezultd din exercitiile 2°.24 si 2°.25.J
2°.36 Fie f,g: N —= N,

f(n) = m, daca n =2m,
Tl m, dacd n=2m -1, m €N,
4m, dacad n =2m,
g(n) =

2(2m —1), dacd n=2m—-1,méeN

Sa se arate ca fog=1ysigo f # 1In.

2°.37 Fie (R,<) s f: R — R. Dacd f este o functie strict crescitoare, atunci
este injectiva. Afirmatia reciproca este adevarata? Sa se dea un exemplu de functie
f : R = R bijectiva care nu este nici crescatoare si nici descrescitoare.

[Solutie: z # 2’ = (x < 2’ sau 2’ < z) = (f(z) < f(z') sau f(z') < f(x)). Afirmatia reciproci
r, dacd =z€Q, J

—xz, daca z&Q.

2°.38 Fie X #0, A,B € P(X). Multimile A si B se numesc echipotente daci si
numai daca exista o bijectie f : A — B si vom scrie A ~ B. Sa se arate ca relatia ” ~”
este o relatie de echivalenta pe P(X).

2°39 Fie X #0si F(X):={f/f: X - X}. Pentru f,g € F(X) scriem f ~ g
daci si numai daci existd ¢ € F(X) bijectiva astfel incat sd avem f = ¢~ ogop. Si se
arate ca 7 ~” este o relatie de echivalenta pe F(X).

nu este adevirat ; exemplu f: R = R, f(z) =

[Solutie: Relatia este reflexivi (f ~ f, se ia ¢ = 1x), simetricd (f ~g & f=¢ logop &

pofop ™t =g g~ f)sitranzitivd (f ~g e f=¢ logop)si(g~vhog=¢~lohoy) = f=
(9=t oy~ oho(oy)= f~ h,deoarece (Yop)~t ==l oy!) ]
2°.40 Fie G C N2 xN?, G := {((m,n),(m',n"))/m+n' =m' +n}. S se arate cd
p = (N?,N2,G) este o relatie de echivalentd pe N?, iar N?|, = Z.
2°.41 Fie X ¢i Y multimi numarabile. Atunci multimile X UY ¢i X x Y sunt
multimi numarabile.
|—Solu§ie: Din ipotezd X = {z1,...,&n, ...} 1Y ={y1,...,¥n,...}. Functia f : N - X XY, f(n) =

{ Tm, dacd n=2m—1,

ym. dacd n=2m, m € N, este surjectie, iar X X Y este o multime infinitd. Functia ¢ :

X XY =N, g(zn,ym) = 2"3™ este injectivd, iar X X Y este infinitd, deci este num rabilé.J

2°.42  Sai se arate ca multimile Z,, Z_, 2N={n € N/n=2m, m e N}, 2N—-1 =
{n eN/n=2m -1, m e N}, Z, N>, Z? si Q sunt numérabile.
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2°.43 Fie (X,)nen un gir de multimi numarabile. Atunci multimea U X, este
neN
numarabila.
|—Solu§ie: Dinipoteza, Vn € N, ¢, : N — X, este bijectie. Aplicatia f : NxN — U Xn, f(n,m) =
neN
pn(m) este o surjectie. Cum U X, este infinitd, rezulti ci este numérabilé.]
neN

2°.44  Si se arate cd multimile ]0,1[, Ja,b] (a < b) si R sunt echipotente, dar nu

sunt numarabile.

|—Solu§ie: Functia ¢ :]0,1[—]a,b[, ¢(t) = a + t(b — a) este o bijectie. Deci multimile ]0, 1] si
]a, b[ sunt echipotente. Analog, aplicatia ¢ : R =] — 7/2,7/2[, (z) = arctgz este bijectie. Deci R si
] — /2, 7/2[ sunt multimi echipotente. |

Definitia 36. Fie X £ 0 si A € P(X). Functia x, : X = R,

Q¢ ¢

(2) = 1, daca =z € A,
Xal =10, dac ¢ A

)

se numeste functia caracteristica a multimii A.

Sa se arate ca:
2°45  xg(1) =0() (xo(z) =0, Vz € X).
2°46 xx()=1 (xx(x)=1, Ve X).
2°47  xga(r) =1-—xa()-
2°48 ACB= xa()<xs()si[ACB, A#B] & xa() <xs(-)>
2°49 A=B <& xa(-) =xs().
2°.50  xanB(-) = xa(’) -xB()
2051 x () =]]xa0)
n A; i€l
i€l
2052 xa\() = xa()(1 = x5()) = xa(-) = xanB()-
2°58 ACB & xals) xB() =xal().
2°.54  xauB(-) = xa() + xB() = xanB(") = xa(-) + xB(-) — xa(-) - xB()-
[Solutie: Fie z € X.
Dacd © ¢ AU B, atunci xa(z) = xB(z) = xans(x) = 0 si egalityatea din enunt este evident
adevirata.

Dacd z € AU B atunci deosebim trei cazuri: (i) c € Asiz € B, (it) t € Asiz € B, (iti) x ¢ Asi
x € B. In toate cazurile este verificati egalitatea din enunt. |

2°.55 Dacd AN B =0 atunci xaun(-) = xa(-) + x5().

2°.56  xauBuc() = xa() + xB() + xc(*) = xanB(-) = xanc(-) = xBno(+) +
XanBne () = xa() + xB() + xc () = xa() - xs() = xal)) - xe(-) = x8() - xc () +
xa() - xs() xs()

[Solutie: xauBuc() = xauBue)(-) = xa() + xBuc(-) = xa() - xBuc() = xa() +xB() +

xe() =x(B) xc() =xa() - [x5() +xc() =x8() xc()] =xa() +xB() +xc() = xa() x5() -
xB() - xo() = xe () - xal) +xa() - xB() - xe ()]

2xa() < xB(-) © xa(®) < xB(x), Vr € X si Iz, € X astfel incat xa(z,) < xB(T,)
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2°.57 Dacid A,B,C C X sunt disjuncte doud cate doud, atunci yaupuc(:) =

xa() +x8() +xc()
2°.58 Fie Ay,..., A, C X. Atunci

()= ZXAk(') - Z x4, (1) - xa, ()+

X n
U Ak k=1 1<i<j<n
k=1

+ Y xa () xa() xa ) = A EDM T xan ()
k=1

1<i<j<k<n

2°.59 Daca Ay,..., A, C X sunt disjuncte doua céte doui, atunci

X n () = ZXAk(')'
U Ak k=1
k=1

|—I: Rezolvarea acestui exercitiu se face usigr prin inductie matematicé.J

Folosind proprietatile functiei caracteristice a unei multimi (exercitiile 2°.45 — 2°.59)
sa se rezolve exercitiile 1°.1 — 1°.22. X
2°50 Fie X # (. Notam 2% = {ya(-)/A € P(X)}. Si se arate cd P(X) ~ 2%X. In
particular 2¥ ~ R.
[Solutie: Se arat¥ ci functia f: P(X) — 2%, f(A) = xa() bijectie. |
2°51 Fie X # (. Notam F(X;R) := {f/f : X — R}. Pentru f, g € F(X;R) punem

f<g & (f(x) <g(x), Vo e X).

Sa se arate cd multimea (F(X;R); <) este ordonatd, dar nu este total ordonata.
|—Solu§ie: S4 ardtdm ci relatia de ordine nu este totald. Fie A C X, 0 # A # X. Functiile
f=xa(-)si g=xga(-) nu se pot compara.|
Sa se verifice daca functiile de mai jos sunt inversabile:
2°.52  f:]0,+oo[x[0,27[— R?\ {(0,0)}, f(p,0) = (pcosb, psinb);
[Solutie: f este injectivi, deoarece f(p,8) = f(p',0') < (pcosf = p’ cos 6’ sipsinf = p' sin6') =
(p = o' 5i 0 = 0') si este surjectivi intrucat pentru (z,4){(0,0)} definim p = \/22 + y2, 6 € [0, 27| solutia
unicd a sistemului cos § = L, sinf = = Avem f(p,0) = (pcos8,psinf) = (z,y). Deci

x2 _|_y2 /12 _|_y

[ este inversabild. |
2°.53  f:]0,400[x[0,27[xR — (R?\ {(0,0)}) x R, f(p,0,2) = (pcosb, psind, z);
[Solutie: Inversabili. |

2054 f 10, +oo[x[0, [x[0, 27— B® \ {(0,0,0)},
f(p,p,0) = (psingpcos, psinsin b, pcos p);

|—Solu‘§ie: Nu este injectivd (f(p,0,601) = f(p,0,02), 01 # 62), dar este surjectivé.J
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1
2°55  f:R3 = R%, f(ay,22,23) = (21, 5(333 — 13), T23)
Solutie: Nu este injectiva (f(1,1,1) = f(1,—1,—1)), dar este surjectiva.
[ (f( ) =I( ) ]

Folosind proprietatile functiei caracteristice a unei multimi, sa se rezolve exercitiile
1°.1 — 1°.18.

Solutie ex. 1°.1 A C B & xa < xB. Deoarece xauc = xa +Xxc — X4 xc = Xe +xa(1 —x0),
iar xpuc = xB +Xc —XB " Xe = Xc +XxB(1 —Xxc), din x4 <xB = xauB < Xpuc & AUC C BUC.

Avem Xqnc = Xa * XC Sl XBnc = XB * Xc- Tinand seama de ipotezd, gasim xyanc < xBNC &
ANC CBNC.

Solutie ex. 1°.2 xanB = x4 -xB < X4 <xa+xB(1 —xa) =xauB & ANBCAC AUB.
Schimband A cu B su obtine a doua relatie.

Solutie ex. 1°3 ACB & xa<XxXBESXA=XA'XBS A=ANB.

XAUB = XA +XB —XAnB = XB <& AUB = B.
XA\B =XA— XA XB=XA—Xa=0&A\B=0.

Solutie ex. 1°.4 Din ipotezd x4 < xB $i xB < Xc = x4 <xc < ACC.

Solutie ex. 1°.5 Avem x4 < xB si xa <Xc¢ = x4 <XB Xc =XBnC & ACBNC.

Solutie ex. 1°.6 Ipotez8: A C C ¢i B C C. Fiex € AUB. Daci z € Asiz ¢ B =
xauB(x) = 1 = xc(x). Analog, dacd © € Bgiz ¢ B = xaup(z) = 1 = xc(z). Dacd € A si
xB = XauB(®) = xa(z)+xB(®)—xa(®) xB(¥) = 1+1-1=1=xc(®) = xaun < xc & AUB C C.

Solutie ex. 1°.7 x4\(a\B) = Xa(1 = xa\B) = xa(l —xa(l —xB)) =xa — x4 +x% -xB =
XA —XA+XA'XB =XA'XB=XANB-

Solutie ex. 1°.8 xan(B\0) = X4 *XB\C = X4 - XB(l —Xx0);

XanB)\¢ = xanB(l —xc) =xa-xB(1 —xc) = AN(B\C)=(ANB)\C.

Solutie ex. 1°.9 Pentru multimea AU B avem xAauB = XA + XB — XA * XB;

XanB\A) = XA +xB(1 —xa)+xa-xB(1 —XxA) =XA+XB— XA XB+XA XB— XA XB =
XA +XB — XA " XB = XAUB;

XBU(A\B) = XB +XA\B — XB *XA\B = XB +Xa —Xa -XB —XB *Xa(l —xB(=XxB +X4 — X4 "
XB — XA XB+XA'XB=XA+TXB— XA XB = XAUB;

Multimile A\ B, B\ A si AN B sunt disjuncte doud cate doud si deci

X(A\B)U(B\A)U(ANB) = XA\B + XB\A + XAnB = XA — XA XB +XB — XA *XB + XA -XB =
XA +XB — XA *XB = XAUB-

Solutie ex. 1°.10 XAu(AnB) = XA + XANB — XA *XANB = XA + XA *XB —XA*XB = XA &
AU(ANB) = A.

Solutie ex. 1°.11 X an(auB) = XA XAuB = XA(XA+XB—XA"XB) =XA+XA"XB—XA'XB =
X4 & AU(ANB) = A.

Solutie ex. 1°.12 AN B = AUB < XAnB = XAUB < XA 'XB = XA+ XB — XA *XB &
Xa+xB—2xa xB=0&(xa—-xB)?=08xa-xB=0&xa=xp A=B.

Solutie ex. 1°.13 xg@gay =1 —xga =1— (1 —xa) =xa & 0(CA) = A.

Solutie ex. 1°. 14 ACB & xa<xp&1l—-xB<1-xa < xes <xoa & 0B CCA.

Solutie ex. 1°.15 ANB =0 < xa-xB =0 xauB = xa+xB- Cum xaup < 1= xa+xB <
14 xa<1—xp (sau xp <1—x4) < ACCB (sau B CCA).

Reciproc, dacd A C OB, rezultd x4 + xB < 1 (*). Daci se admite, prin reducere la absurd, ci
AN B # 0, atunci existd 2° € AN B si deci xa(z°) = xB(z°) =1 = xa(z°) + xB(z°) = 2, ceea ce
contrazice relatia ().

Solutie ex. 1°.16 BUCA =X & xa+Xxeg —XB ' Xea =1 xB+1l—-xa—-xB(l—-xa)=1¢
xa(l—xB)=0& xa-xgg & ANCB=0< AC B. Dar BN(A =0« B C A. Din dubla incluziune
rezultd A = B.
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Solutie ex. 1°.17 xgaup) = 1 —XauB) = 1 —xa —xB+x4a x5 = (1 —xa)(1 —xB) =
Xcanen) © (AU B) = (CA) N (CB).
Solutie ex. 1°.18 XeanB) =1 —xanB =1—xa - XB;
X(©A)u@©B) =Xea tXeB —Xea " Xee =1 —xa+1-xB—(1—xa)(l—xB)=1-xa" x5 Prin
urmare xganp) = X(€a)uen) < 0(AN B) = (CA) u (CB).
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Cap. 2. SPATII METRICE

Definitia 1. Fie X # (). Aplicatia d : X x X — R se numeste distantd sau metrica
pe X daca si numai daca satisface conditiile:

1°. d(z,y) =0 x =y;

2°. d(z,y) = d(y, z), Vo,y € X;

3°.d(z,2z) < d(z,y) +d(y, z), Vz,y,z € X.

Perechea (X,d) se numeste spatiu metric.

Observatia 1. Din definitie rezulta cd daca (X,d) este un spatiu metric, atunci
d(.’l?,y) Z 03 Vm,y e X.

Definitia 2. Fie di,ds : X — R doua distante pe X. Distantele di si dy se numesc
echivalente daca $i numai daca exista A > 0 < p astfel incat

Adi(z,y) < dz(z,y) < p-di(z,y), Yo,y € X.
Definitia 3. Fie (X,d) un spativ metric si ) # A C X. Aplicatia
da:AX A= R, dalz,y) =d(z,y), Ve,y € A

se numeste metrica indusd de d pe A.
Spatiul metric (A,da) se numeste subspatiu metric al spatiuvlui metric (X, d).

Definitia 4. Doud spatii metrice (X1,dy) $i (Xa,ds) se numesc izometrice daca i
numai dacd existd o bijectie f : X1 — Xo astfel incat

dZ(f(m),f(y)) = dl(mvy)v Vw,y € Xi.

Aplicatia f se numeste izometrie.

Definitia 5. Fie X # () si K un corp comutativ. Se spune cd pe X s-a definit o
structura de spatiu liniar (vectorial) peste corpul K daca gi numai daca s-au definit:
e 0 lege de compozitie interna pe X, notata "+”

XxX5>5(z,y) »z+yeX

e si 0 lege de compozitie externd, notata ”-”

KxX>3(qz)sa-zeX

care verifica urmatoarele axiome:

1° (X, +) este un grup comutativ (abelian);

2° 1-z==2, Yz € X (1 este elementul unitate din K);

3° a(ﬂx)Z(aﬂ)x, V(a,BEK,xEX);

4 a-(z+y)=a-xz+a-y, VeeK,z,ye X);

5 (a+f)-z=a-xz+f -z V(a,p €Kz X).

Ansamblul (X, K, +,-) se numeste spatiu liniar (vectorial), iar X se va numi K -
spatiu liniar (vectorial).

Elementele lui X se numesc vectori, iar elementele lui K se numesc scalari.

Cind K =R (K = C) vom spune ca X este un spatiu vectorial real (complex).
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Definitia 6. Fie (X,K,+,-) un spatiu liniar (vectorial) s1 § # X; C X. X7 se
numeste subspatiu liniar (vectorial) daca gi numai dacd :

(X1,+) este un subgrup al grupului (X, +);

VaoeK siVe e X1 = a-x € X;.

Observatia 2. Din definitie rezulta ca ”X; este un subspativ liniar al lui X7 &

{ ztﬂy;ét’ :z"z f{{;’l’Vaz € X, & ax+ By € Xy, Va, B € K, Vr,y € X;.
Definitia 7. Fie X un K -spatiu liniar real sau complex. Aplicatia || -] : X — R se
numegte normda daca §i numai daca sunt satisfacute conditiile:
1° ||z||=0& x =0;
2° |l +yll < [zl + |lyll, Yo,y € X;
3° la-z|| = |al - ||z, Va € K si Vz € X.

Perechea (X, || - ||) se numeste spatiu normat sau spatiu liniar normat.
Observatia 3. Din definitie rezultd ca daca (X, || -|) este un spativ normat, atunci
[|lz|| >0, Vz € X.

Teorema 1. Fie (X, | - ||) un spativ normat. Aplicatia d: X x X — R,
d(a:,y) = ||£L° - y||7 Vw,y e X
este o metrica pe X.
Aceastya metrica se numesgte metrica indusa de normad.

Observatia 4. Nu orice metricd pe un spatiu liniar (vectorial) este indusa de o
norma.

De exemplu: d: Rx R = R, d(z,y) = |arctgx — arctgy| este o distanta pe R care
nu este indusa de o norma. Daca ar exista o norma pe R care sa induca pe d, atunci din
egalitatea evidenta

(@ +2) = (+2)ll=llz—yll, Vo,y,2€R

ar rezulta cd d(z +z,y + 2) = d(z,y), Vz,y,z € R, adica |arctg (z + z) — arctg (y + 2)| =
|arctg x — arctgy|, Vz,y,z € R care evident nu este adevarata.

Teorema 2. Fie X un K - spatiu liniar (vectorial) (K = R sau R). Dacd (X, d) este
un spatiu metric gi metrica d este compatibila cu operatiile spatiului vectorial X adica:
(i) d este invarianta la translatii

d(x + z,y + 2) =d(z,y), Vr,y,z € X;
(1i) d este supusd la conditia de monogeneitate
d(A-z,0) = |\ - d(z,0), VAe K giVz € X,
atunci aplicatia || -] : X — R,
||z|| = d(z,0), Vx € X,

este 0 norma pe X.
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In continuare consideram K = R sau K = C.

Definitia 8. Fie X un spatiu vectorial complex. Aplicatia (-, > : X x X = C care
satisface conditiile:

1° <w,w> >0,Vee X gi <w,w> =0& 2 =0;

2° (a:,y) = <y,az>, Ve,y € X;

3° <w+y,z> = (x,z) + (y,z), Vz,y,z € X;

4° {a-z,y) =afz,y), Va € C siVo,y € X
se numeste produs scalar pe X.

Perechea (X, <-, >) se numeste spatiu inzestrat cu produs scalar.

Observatia 5. In cazul unui spatiu liniar real proprietatea 2° devine
2°" (z,y) = (y,z), Va,y € X.

Definitia 9. Un spatiu vectorial finit dimensional X,, real sau complex pe care s-
a definit un produs scalar se numegte spativ euclidian. In cazul spativlui compler se
foloseste si denumirea de spativ unitar.

Teorema 3. (Inegalitatea Schwarz-Cauchy-Buniakovski): In orice spatiu (X,
<-, >) inzestrat cu un produs scalar este adevarata inegalitatea:

[(z,y)| < \/(z,2)(y,y), Va,y € X,

cu egalitate daca i numai daca vectorii x iy sunt liniar dependenti.

Teorema 4. Fie (X,(-,-)) un spatiu inzestrat cu un produs scalar. Functia || -|| :

X = R,
lz|l = \/(z,z), Vo € X

este 0 normd pe X (norma indusa de produsul scalar).
In acest caz, perechea (X,||-||) se numeste spatiu prehilbertian.

In cazul unui spatiu prehilbertian distanta indusa de norma se numeste distanta
euclidiana.

Teorema 5. (i) Fie (X,||-||) un spativ prehilbertian. Atunci

llz +ylI> + [l — ylI* = 2([|=]* + [lylI*) " (%)
(#3) Fie (X,||-]]) un spatiu normat care verifica relatia (x). Atunci exista un produs
scalar, notat <-, -), astfel incat (X,]|| - ||) este un spatiu prehilbertian gi anume:
1
(z,y) = = (llz + ylI* = llz — yl]?), pentru K = R,

(0.9 = 3 [lo+ 91 = lle = ylF + (e + iglP ~ e = igl)]. pentru K =C.

!dentitatea paralelogramului
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Definitia 10. Fie (X, || -||) un spativ prehilbertian real i x,y € X \ {0}. Numarul
real 0 € [0, 7] definit de egalitatea

(z,y)

cosf) = ———
]l - Iyl

se numeste unghiul dintre vectorii x $i y.

Definitia 11. Fie (X, || - ||) un spatiu prehilbertian real.

1° Vectorii x iy se numesc ortogonali dacd si numai dacd (z,y) = 0.

2° Submultimea S C X se numegte ortogonala daca $i numai dacd vectorii lui S sunt
ortogonali doi cate doi.

3° Submultimea S C X se numegte ortonormata daca gi numai daca S este ortogonald
si fiecare vector din S are norma egald cu 1.

Definitia 12. Fie (X, ||-]|) un spatiu prehilbertian real. O mulfime S C X se numeste
completa dacda gi numai daca este ortogonala (ortonormatd) gi nu este confinuta strict
in nici o alta multime ortogonala (ortonormata).

Definitia 13. Fie (X,||-||) un spatiu prehilbertian real $i S C X o multime a sa. Un
vector x € X se numeste ortogonal lui S dacd si numai dacd (z,y) =0, Vy € S.

Multimea tuturor vectorilor ortogonali lui S se numeste S-ortogonala si se noteaza
prin St.

Dacdi S este un subspatiu liniar (vectorial) al lui X, atunci St se numeste comple-
mentul ortogonal al lui S.

Teorema 6. Fie (X,||-||) un spativ prehilbertian real gi X,, C X un subspativ n-
dimensional al lui X. Atunci X = X,,® X;-. Dacd z € X, atunci I(v1 € X, i 72 € X;})
astfel incit & = x1 + x5 si ||z]|? = ||z1]|? + ||@2]|?. In plus, scrierea © = x1 + x5 cu
z1 € X, §i 2 € X;- este unica.

Definitia 14. Fie § # X si 7 C P(X). Familia 7 de pdri ale lui X se numeste
topologie pe X daca i numai dacd satisface urmatoarele conditii:

(T1) X,0er

(T2) VDy,...Dp €7= (| Dy €13
k=1
(T.3) V{Di}icr, Di€r,VieI=|JD;er
el

Perechea (X, T) se numeste spatiu topologic.
Elementele familiei T se numesc multimi deschise.
Definitia 15. Fie (X,d) un spatiu metric, z° € X gi r > 0. Mulfimea

B, (z°) :={z € X/d(z,2°) <} (1)

se numegte sferd (bild) deschisd de centru x° $i de raza r.

Definitia 16. Fie (X,d) un spatiu metric, z° € X gi r > 0. Mulfimea

B, [a°] :=A{x € X/d(z,2°) <} (2)

se numegte sferd (bila) inchisa de centru x° i de raza r.
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Definitia 17. Fie (X,d) un spatiu metric i D C X. Mulfimea D se numeste "de-
schisa” dacd si numai daca satisface una dintre conditiile:

1° D=

2° Dacda D # 0, atunci pentru orice x € D existd r, > 0 astfel incdt B, (x) C D.

Notam

74 := {D C X/D este multime ”deschisi”}. (3)

Teorema 7. Fie (X,d) un spatiu metric. Familia 74, definita de relatia (3), satisface
conditiile (T'.1), (T.2) gi (T.3) din definifia 14.

Observatia 6. Daca (X,d) este un spatiuv metric, atunci familia 74 a multimilor
7deschise” este o topologie pe X, numitd topologia metrica §i deci (X,74) este un
spatiu topologic.

Definitia 18. Fie (X,7) un spativ topologic i F C X. Multimea F se numeste
inchisd dacd si numai daca CF € 7.

Fie (X, d) un spatiu metric gi 74 topologia metrica. Notam

F := {F C X/F este multime inchisa}. (4)

Teorema 8. Fie (X,d) un spafiu metric. Atunci familia F, a mulgimilor inchise,
satisface urmatoarele proprietafi:

(F1) X,0€93;
(F2) VF, F,...F,€F= | JF e,
k=1
(F.3) V{F}ier, F,€F,VieI=(|F €9.

el
Definitia 19. Fie (X,d) un spatiu metric, T4 topologia metrica, z° € X iV C X.
Multimea V' se numeste vecinatate a punctului z° daca $i numai daca exista D € Ty

astfel incat sa avem:
?’eDsgsiDCV. (5)

Observatia 7. Spatiul X este vecinatate pentru fiecare punct al sau deoarece X € 14
st X C X.
Fie (X, d) un spatiu metric, € X. Notam
V(z) := {V C X/V este vecinitate pentru x}. (6)
Pe baza observatiei de mai sus, rezultd ca V(z) # 0.

Teorema 9. Fie (X,d) un spatiu metric, 74 topologia metrica si x € X. Multimea
V(zx) satisface urmdatoarele proprietati:
(V1) VeVx)=>zeV;
(V.2) daca Ve V(z) si daca V C Vi, atunci Vy € V(z);
m
(V.3) daca Vi, ...,V € V(z), atunci ﬂ Vi € V(x);
(V.4)

k=1
VA4) daca V eV(z), atunci exista W €V(z) astfel incit V €V(y), pentru orice y € W.
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Se considera (X, d) un spatiu metric, 74 topologia metrica pe X si A C X.

Definitia 20. FElementul x € A se numeste punct interior multimii A dacd $i numai
daca A € V(z).
Multimea punctelor interioare mulfimii A se numeste interiorul mulfimii A gi se

noteazd prin A sau IntA.

Definitia 21. Elementul x € X se numeste punct aderent (limitd al) mulfimii A
dacd gi numai dacd pentru orice V. € V(z), avem

VNA#Q.

Mulimea punctelor aderente mulfimii A se numeste aderenta sau inchiderea mulfimii
A si se noteaza prin A.

Definitia 22. Elementul x € X se numeste punct exterior multimii A daca $i numai
dacd x €CA .

Multimea punctelor exterioare mulfimii A se numeste exteriorul mulfimii A gi se
noteazd prin ExtA.

Definitia 23. FElementul x € X se numeste punct frontiera al multimii A daca gi
numai dacd x nu este nici interior si nici exterior mulfimii A.

Multimea punctelor frontiera ale mulfimii A se numeste frontiera multimii A gi se
noteazd prin 0A sau FrA.

Definitia 24. Elementul x € X se numeste punct de acumulare al mulfimii A daca
§i numai dacd pentru orice V € V(z) avem:

(VN A\ {z} #0.

Multimea punctelor de acumulare ale mulfimii A se numeste mulfime derivata si se
noteaza prin A’'.

Definitia 25. Elementul x € A se numeste punct izolat al multimii A dacd $i numai
daca ezista Vo € V(x) astfel incit sa avem

ANV, = {z}.

Multimea punctelor izolate ale mulfimii A se numeste partea discretd a lui A si se
noteaza D(A).

Definitia 26. Fie (X,d) un spatiu metric. Submulfimea A C X se numegte discreta
daca $i numai daca orice punct al sau este un punct izolat.

Observatia 8. Conditia necesard si suficienta ca A sa fie discretd este ca ea sa nugi
contind nici un punct de acumulare.

Definitia 27. Fie A1, A, € P(X)\ {0}. Multimile A, si A> se numesc separate dacd
st numai daca exista Dy, Dy € T4 astfel incat sa avem:

A1 CDl, A2 C D»> §ZD1 N Dy = 0.
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Definitia 28. Multimea A C X se numeste neconexa daca $i numai dacd exista
Ay, Ay separate astfel incdt
A=A4,UA,.

Definitia 29. Mulfimea A C X se numegte conexa daca gi numai dacd nu este
neconexd.

Definitia 30. Fie (X,d) un spatiuv metric i A C X. Multimea A se zice marginita
daca si numai daca exista x° € X gi M > 0 astfel incat

A C By[z°].
Definitia 31. Fie (X,d) un spatiu metric $i A C X. Notam
6(A) := sup{d(z,y)/z,y € A}.
Numdarul 6(A) se numeste diametrul multimii A.

Observatia 9. Se arata cd A este marginitd daca si numai daca §(A) < oo.

Observatia 10. Daca (X, ||-||) este un spativ normat, atunci A este marginita dacd
gt numai dacd exista M > 0 astfel incat

l|z|| < M, Yz € A.

Definitia 32. Fie § # A C R o multime mdrginitd. Elementul 8 € R este numit
majorant pentru A daca gi numai daca

<, Vr € A.

Cel mai mic majorant al mulfimii A se numeste marginea superioara gi se noteazd
prin sup A.
Elementul o € R este numit minorant pentru A dacd si numai daca

a<Lz Vo e A

Cel mai mare minorant pentru A se numeste marginea inferioara gi se noteaza
prin inf A.

Daca sup A € A, atunci acest element se numegte elementul maximal al mulfimii
A si se noteazd prin max A.

Daca inf A € A, atunci acest element se numeste elementul minimal al mulfimii
A si se noteaza prin min A.

Propozitia 1. Fie § # A C R o multime marginitd. FElementele inf A si sup A
satisfac urmdtoarele proprietati:

1° z <supA, Vx € A4;

2° Ve > 0,3dz. € A astfel incit sup A — e < x.;

3° inf A <z, Vz € A4;

4° Ve > 0,3z. € A astfel incdit x. < inf A +e.
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Definitia 33. (i) Dacd A C R nu este mdrginita superior, atunci prin definifie
sup A = +o0.

(it) Daca A C R nu este marginita inferior, atunci prin definitie
inf A = —o0.

Definitia 34. Fie (Y,d) un spativ metric. Functia f: X — Y se numeste marginita
daca $i numai daca multimea f(X) CY este marginitd.

Definitia 35. Fie f: X — R o functie marginita.
Marginea superioard a mulfimii f(X) C R se numeste marginea superioard a functiei
f pe multimea X si se noteaza prin sup f(z);
zeX

sup f(z) := sup f(X).
zeX
Marginea inferioarda a mulfimii f(X) C R se numeste marginea inferioard a functiei

f pe mulimea X si se noteazd prin ing f(x);
FAS

inf f(z):=inf f(X).

zeX
Definitia 36. Fie (X,K,+,-) un spatiu liniar real sau complez i x,y € X. Multimea
[,y] == {us € X/us =ty + (1 —t)z, t € [0,1]}

se numeste segment inchis de extremitati x $i y.
Multimea
lz,y[:i={us € X/us =ty + (1 —t)z, t €]0,1[}

se numeste segment deschis de extremitali x gi y.

Definitia 37. Fie (X,K,+, ) un spatiu liniar real sau complex si § # A C X.
Mulimea A se numeste convezd dacd si numai daca pentru orice x,y € A avem [z,y] C A.

Definitia 38. Fie (X,K,+,-) un spatiu liniar real sau complex si § # A C X o
mutime convexd. Functia f: A — R se numeste convexad (concavd) daca si numai daca
pentru orice x,y € A gi pentru orice t € [0,1] avem

flte + (1 —t)y) <tf(z)+ 1 -1)f(y)
(f(tz + (1 —t)y) > tf(z) + (1 - t)f(y)).



26 Analiza matematica - Probleme

EXERCITII
§2.1. Spatii metrice

Sa se demonstreze inegalitatile:
1 1
1°.1 Fie a,b € Ry si p,q > 1 astfel incat — + — = 1. Atunci
p q
ab? e

ab< —+ —. 2.1
<5ty (2.1)

D —q
[R: Functia f :]0, +0o[— R, f(z) = —— + “—, este derivabili si are minim global in z = 1, cu
» q

fmin = f(1) = 1, adicd 1 = £(1) < f(z), Y& €]0,400[. Daci luim & = a'/2b=1/? obtinem inegalitatea
1

1< f(at/ap=1/P) = —aP/1p1 4 g7 1p9/P ¢i cum p/g =p—1, q¢/p = q — 1 rezultd inegalitatea din
p q

enung J

1 1
1°.2 Fie a;,b; € Ry, i =1,...,n i p,q > 1 astfel incat — + — = 1. Atunci:
p q

n n i/p s n 1/q
Z aib; < ( Z af) ( Z b'{) (inegalitatea lui Hélder). (2.2)
i=1 1 i=1

i=
|— : Presupunem cé cel putin unul dintre a; si respectiv b; este diferit de zero. Fie

R: P
n 1/ n 1/
a:ai/(Zaf) p, b:bi/(Zbg) q,i: 1,...,n. Din ex. 2°.1 obtinem
i=1 i=1
1/ 1/
aibi/( af) p(zn:bg) qgaf/p(iaf>+bg/q(2n:b?),i:l,...,n.
i=1 i=1

n

= i=1

s R o . C e A L1 1 L . R

Insumand dupd ¢ = 1, ...,n si tindnd seama ca — + — = 1, se obtine inegalitatea lui Holder.J
p q

i=1

11 -

1°.3 Fie p,g > 1, -+ - = 1,a,,bp, € R, Vn € N* cu lim Z|ak|p < oo gl
p q ’VL—)OOkZl

lim Z |bg|? < co. Atunci

n— oo
k=1

n 1/q

n 1/p n
D TTIE (Jim, kz_‘;w) (Jim ;w) . (2.3

=1

(Inegalitatea lui Holder).

n

|_R: Daci nlgrgo Z lag|? = 0 sau nli)moo Z [bg|? = 0, rezultd cd arby, = 0, Vn € N* gi inegalitatea

k=1 k=1
n n
. « < » - q .. L .
(1) este evidentd. Presupunem ci nll}mOOkX_:l lag P > 0 si nl;n;o; [bg|? > 0 si inlocuim in inegali
la[? _ [b]? lak] [0

gi respectiv

n 1/ n 1/
(J;n;o; osl”) (JET;O; el”)
=1 =1

tatea |abl] < —— + —— pe a si b cu obtinem
p q
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b P by |2 .
b < | + 10| , Vn € N*. Insumand
n 1/p n /g — n n
. P . q H P 3 q
(g > tost) ™ (g, Soel) i S e fim > o
k=1 k=1 k=1 k=1
n n
. . »
g, D laxbi i, D lad
dupa n si trecand la limita, deducem < k nl +

P n q
P q H p
( lim Z|ak| ) (n Z b,c|) pnlewI;|ak|
) = =
3 q
g, D 16|
k=1
n
3 q
4,5, > I

in cazul p = q = 2 se obtine inegalitatea lui Cauchy:

+ — =1, de unde rezultd relatia (2.3).

SR
Q=

n n 1/2 n 1/2
lim arbr| < | lim a? lim b? . 2.4
n—)oozl k k|_ n—)ooZ k n—>o<>Z k ( )
k=1 k=1 k=1
Observatia 11. Ezxercitiul 1°.3 rezulta din 1°.2 prin trecere la limita, dacd folosim gi continuitatea
functiei o(u) =u'/P, u>0,p>0.

1°.4 Fie a;,b; € Ry, i =1,...,n ¢ p > 1. Atunci:

n 1/p n 1/p n 1/p
(2 (ai + bi)p> < (Z af) + (Z bf) (inegalitatea lui Minkowski). (2.5)
=1

=1 i= i=1

|—R: Pentru p = 1 relatia este evident§ (cu egal). Dacd p > 1, avem

n

S (@i +6:)7 = (ai +0:)P " ai + i) = > (ai +b)P e + > (ai + )7y <

3

=t =1 i=1 i=1
v =1/ N (1)
< (3et) (S lrnr ) () (S )
i=1 i=1 = =
n 1/p n 1/p n J(p—1) (p—1)/p
= a’«’) +< b”) K (ai + )" ) ’
() " (x) (Sl 0]

adic¥ relatia ceruti. |
n n
1°.5 Fiep > 1, ay,,b, € R, Vn € N* cu lim Z|ak|p < ocgi lim Z|bk|p < o0.

Atunci
n 1/p n 1/p n 1/p
3 p 3 p 3 p
<nlggo kE_l |ax + bg| ) < (nlgr;o 1;—1 |a| > + <7}grgok§_1 || ) . (2.6)

(Inegalitatea lui Minkowski).

n
|—R: Dacd p = 1 sau daci lim Z lag + bg|? = 0, inegalitatea este evidentd.

n
Presupunem p > 1.gi lim Z lag, +bg|P > 0. Avem |ag +by|P < |ak||ag +bx [P~ + by ||ag +bg P71,
Insumand dupd k£ de la 1 la k si trecand la limita gasim:
n n

. p . p—1 . p—1
nll}mw; lag +bxl? < nleoo]; (lagllag + b [P~1) + nlgmm; (Ibk|lax + beP~1).
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Utilizand inegalitatea lui Hélder pentru termenii din membrul drept, obtinem

n

n n 1/q
i p i P i (p—1)q
nlem kX_:l lag + bg|P < <nle Z (lak] ) (nll’moO kX_:l |ag + by ) +

+( lim
n— 00
n n

1/p n 1/q
P P i (r—1)gq
=[(m 3 (o) "+ (Jim, 3 () ) (Jim, D e ong )

M:

1/p n 1/q
(|bk|p) (ll, Z|ak+bk|(p_1)q) =
n
k=1

1 =

[
Il

1 1 n 1/q
Deoarece (p — 1)g = p si 1 — — = —, simplificind cu ( lim Z lag + bk|(p_1)q) se obtine
q P n— o0 =1
inegalitatea lui Minkowski. |

Sa se arate ca functiile de mai jos sunt metrice (distante):
1°6 d:RxR - R, dz,y) := |z —yl|
[R: (i) d(x,y) = |z—y| > 0, Va,y € Rsi d(z,y) = 0= |[z—y| = 0= & = y; (i) d(z,y) = |[z—y| =
ly — x| = d(y,z), Yo,y € R; (iii) d(z,2) = |z — 2| < |z — y| + |y — 2| = d(z,y) + d(y, 2),Vz,y,2z € R. |
1°7 d:RxR— R, d(z,y) := |arctgz — arctgy|. S& se arate ci:
(1) d este o metrica pe R;

Vn € N* §1‘V’:l:€]R\{——;n€N*}

(i) d(n,z) = arctgln—

1
(#it) d(n+p,n) < —, Vn,p € N,
n
[R: 1° d(z,y) = |arctgz — arctgy| = 0 & = = y; 2° d(z,y) = |arctgs — arctgy| = |arctgy —
arctgz| = d(y, z); 3° d(z,z) = |arctgx — arctg z| = |arctgx — arctgy + arctgy — arctg z| < |arctgx —
arctgy| + |arctgy — arctg z| = d(x,y) + d(y, 2). |
:L' p—
1°8 d:RxRoR, dzy)=—2=Y
L+ |z —yl
|—R: Proprietatile 1° si 2° sunt evidente. Mai intai si observdm ci dacd a,b,c € Ry satisfac

conditia ¢ < a + b, are loc relatia
c a b

+ .
1+c~14+a 1+0b
Proprietatea 3° rezultd din inegalitatea |z — z| < | — y| + |u — 2| si din inegalitatea precedenté.J

o -'13 Y
1°9 d:RxR—=R, dz,y) = 1+|a:|_1+|y|

(%)

[R:1° Functiag:R — R, o(z) = , este strict crescitoare, deci d(z,y) = |p(z) —¢(y)| =

_r
1+ |z
0=z =uy; 2°si 3° sunt evidente.J

1°.10 d: (]O,+oo[)2 - R, d(z,y) =|lnxz —Iny|.

|—R: Rezultd din proprietatile modulului si ale functiei In J
1 1
1°11 d: [1,+oo[x[L,c0[= R, d(z,y) = ]— - —‘.
T
[R: Rezultd din proprietitile modulului. |
1°12 &1 :CxC =R, di(z,w) :=|z—u|l+|ly—v|, z=2z+i-y, w=u+i-veC.
|—R: Proprietitile 1° gi 2° sunt evidente, iar proprieritatea 3° este o consecintd a modulului din
R.]
1°13 dy : Cx C = R, da(z,w) := |z —w| = /(x —u)2+ (y —v)? , - metrica
euclidiana);
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|—R: Proprietatile 1° si 2° sunt evidente, iar proprietatea 3° se bazeaza pe inegalitatea lui Cauchy:
daci a1, az,b1,b2 € Ry, atunci (a1by 4 a2b2)? < (a2 + a3)(b? + b3).]
1
1°.14 d,:CxC =R, dy(z,w) := (|x —ulP + |y — v|p) /p, p>1;
|—R: Proprietdtile 1° si 2° sunt evidente, iar proprietatea 3° rezultd din inegalitatea lui Minkowski
(ex.1°.3. |
1°15 do : Cx C = R, doo(z,w) := max{|z — u|, |y — v|};
|—R: Proprietatile 1° gi 2° sunt evidente, iar proprieritatea 3° este o consecintd a modulului din
R si a functiei de maxim.J

1°16 d':CxC—=R, d(z,w):= |z — ul ly — v| ;
T T T4l

[1: Se foloseste inegalitatea(x). ]
. . 1, daca z#uy,
1°.17 Fie X #0sid: X x X -5 R, d(z,y) ::{ 0. daci z=y.

[R: 1° si 2° sunt evidente.; 3° Existd urmitoarele situatii: = # y # 2z # z = d(z, 2)
dz,y) +d(y,2) =2, =y # 2z = d(z,z) =1 =d(z,y) + d(y,2) = 1, z #y = z = d(=,2)
dz,y) +d(y,2) =1, y £z = 2 = d(z,2) = 0 < d(z,y) + d(y,2) = 2, z =y = z = d(z,y)
d(z,y) +d(y, z) = 0.

n
1°.18 di :R"xR" = R, dy(z,y):= Z |2k —yrl, = (21,00, Z0), ¥ = (Y1, ooy Yn) €
k=1

1
1=
0

Rn
[R: Rezulti din proprietitile modulului. |

1°19 dy : R"x R" = R, do(z,y) := (zx —yx)?* - (metrica euclidiani)

1/p
1°.20 dp:R"xR"” - R, dp(z,y) := <Z |z — yk|p> ,p> 1
k=1
|—R: 3° rezultd din inegalitatea lui Minkowski.J
1°.21 doo : R"X R" 5 R, doo(2,y) := max{|z, —yr|;k=1,...,n}.
[R: 3° doo(®,2) = max{|ay — zx|; k = 1,...,n} < max{|zp —yu| + lyx — 2l k = 1,...,n} <
max{|zr — yrl; k= 1,..,n} + max{|yx — 2x|; k=1,...,n} = doo(z,y) + doo(y,z).J
1°.22 Metricele dy, da, doo : R™ x R™ — R verifica inegalitatea

doo(mvy) < dQ(J"?y) < dl(mvy)a Vﬂ?,y € R" (’L)

si
doo(x7y) < dl(mvy) < \/ﬁ dg(ﬂ?,y) <n- doo(a:,y), Vﬂf,y € Rna (”)

adicd dy, da, do, sunt metrice echivalente (vezi def. 2).
n
[R: Relatiile (i) sunt evidente, deoarece |z — yi| < Z(a:k —yr)?. In cazul relatiilor (ii),
k=1
pentru a dovedi inegalitatea din mijloc vom aplica inegalitatea Schwarz-Cauchy-Buniakovski vecto-
rilor @ = (a1,...,an), b = (1,...,1) € R} si produsul scalar canonic pentru a obtine a1 + ... + an <

\/ﬁw/a%—l—...—ka%. J

n
1°.23 d:R"xR" 5 R, d'(z,y) =)
k=1

lzk — il
1+ |z — yil
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[R: Pentru 3° folosim inegalitatea (x) de la ex.1°.6. Cum |zj — 23| < |2k — y&| + lyr — 21), k =
1,...,n, rezulti ci d(z, z) < d(z,y) + d(y, ). |

n
1°.24 d; : C"xC" = R, di(z,w) := Z lze—wi|, 2= (21,.y2n),w = (W1, ..., Wy) €
k=1
Cc".
|—R: Rezultd din proprietdtile modulului in (C.J

Fie X = M, »(R), m,n € N*. S4 se arate cd functiile urmatoare sunt distante:
m n

1°.25 dl ZMm’n(R)XMm’n(R) — ]R, dl(A,B) = ZZ |aij—bij|,‘v’A=(aij)1§i§m,
i=1 j=1 1sjsn
B = (bij)i<i<m
1<j<n
1°.26  dy : My n(R) X My n(R) = R, dy(A,B) := | > > (ai; — bij)*.
i=1 j=1
1°.27 dy : Mm’n(R) X Mm’n(]R) — ]R, dOO(A,B) = lI<114EL<X |aij — b”| .
12i<n
m n 1/p
1°.28 dp : Myn(R) X My n(R) = R, dy(A, B) := (ZZ lai; — bij|P> ,p> 1.
i=1 j=1
1°.29 d': M,, (R mon(R R, d'(A,B) := — Wl
Mo, n(R) X My, (R) = R, d'(A, B) ;;Hmij—w

Sa se arate ca urmatoarele functii d sunt distante pe X.
1°.30 X := (s) = {z = (zn)nen+/Tn € R,Vn € N*} - (multimea girurilor de numere
reale) sid: X x X = R,

n

— 1 |2k — Y| _ _
d(:r,y) = nll{go]; Qk(l + |'Tk — ykl) y T = (xn)neN*a Y= (yn)neN* e X.

n

) |z — Yl
R: 1° Sirul de termen general Sy (z,y) = —_—
[ A ,;2’“(1+|$k—yk|)

nll)rr;o Sn(z,y), atunci S(z,y) > Sp(z,y) > 0, Vn € N*. d(z,y) =0 = (S(z,y) =0 > Sp(z,y) >0, Vn €
N*) = (Sn(z,y) =0, Vn € N*) = (Jzn —yn| =0, VR € N*) = (zn = yn, Vn € N*) = 2 = y; 3° Tinand
seama de exercitiul 2°.11, avem Sy (z, z) < Sn(z,y) + Sn(y,2), Vn € N* si prin trecere la limitd obtinem
S(x,2) < S(x,y) + 5(y,2).]

este cresciator. Dacd S(z,y) =

n
1°.31 X := (o) = {z = (@p)nen+/2n € R, Vn € N* gi lim Zx% existd in R}
n—oo

k=1
-(multimea sirurilor de numere reale de patrat sumabil) sid: X x X —» R, d(z,y) :=
n 1/2
nh_)rrgo (Z(-Tk - yk)2> s &= (Tn)nens, Y = (Yn)nen- € X.
k=1

[R: 3° rezulty din inegalitatea lui Minkowski pentru p = 2. |
1°.32 X := (m) = {z = (zn)nen+/2n € C,¥n € N*, IM > 0 a. 1. |z,] < M, Vn
N*} -(multimea sgirurilor de numere complexe marginite) sid: X x X — R, d(z,w) :
supq{|zn — wpl; » € N*}, 2 = (2p)nens, W = (Wp)nen+ € X.

m
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[R: 3° aseminitor ca la 2°,21. |
1°.33 X := M([a,b];R) = {f/f : [a,b] = R functie marginita} sid : X x X —
R, d(f,g) := sup{|f(z) — g(2)|; z € [a,b]}, f,g € X.

[R: 1° d(f,9) > |f(z) — g(2)| > 0, Va € [a,b]; 3° d(f,h) = sup{|f(2) — h(2)]; = € [a,b]} <
sup{|f(z) — g(z) + |g(z) — h(@)]; = € [a,b]} < sup{|f(z) — g(z)|; = € [a,b]} + sup{lg(z) — h(z)]; = €
[a,b]} = d(f,9) + d(g,h).]

1°.34 X := C°([a,b];R) = {f/f : [a,b] — R functie continua} sid : X x X —
R, d(f,g) == max{|f(z) — g(2)]; 7 € [a,]}, f,g € X.
|—R: Asemdndtor cu ex. 2°.33.J
1°.35 X := C'([a,b);R) = {f/f : [a,b] = R, fsi f' functii continue} sid: X x X —
R, d(f,g) := max, |f(x) — g(z)] + max, |f'(x) = g'(z)], f.g € X.

)

[R: Aseminitor cu ex. 2°.33.]

Fie (X, d) un spatiu metric. S& se arate ca functiile de mai jos sunt metrice (distante):

1°.36 d;: X x X > R, di(z,y) = %, Ve,y € X.

[R: Se tine seama de inegalitatea de la ex. 1°.8 > .|
1°.37 dy: X x X 5 R, da(z,y) =In (14 d(z,y)).
[R: 3° rezulty din relatia 1+ d(x,z) < 1+ d(z,y) + d(y, 2) < (1 + d(z,))(1 + d(y, 2)). ]

1°.38 Fie (X, d) un spatiu metric. Sa se arate cd sunt adevarate relatiile:
n—1

(1) d(z1,2,) < Zd(mk,xk+1), Yy, x2,...0, € X, n > 3;

k=1
(i1) |d(z,y) —d(y,2)| < d(z,2), Vz,y,2 € X;
(7i1) |d(x1,22) — d(x3,24)| < d(z1,23) + d(T2,24), VT1,22,23,24 € X.
1°.39 d;: X x X = R, d3(z,y) = d*(x,y), a €]0,1].
[R: Se va folosi inegalitatea (u +v)* < u® + v, u,v € Ry, a €]0,1[.]

Fie (Xg,dy), k = 1,...,n spatii metrice gi X = X; X ... X X,,. S& se arate ca functiile
de mai jos sunt metrice (distante) pe X:

1°40 d: X x X =R, d(z,y) : de Th,Yk)s T=(T1, s ), y= (Y1, .-y Yn) €X;

[R: Analog cu 1°.18. ]
1°41 doo: X x X = R, doo(z,y) := max{di(zk,yr); k=1,...,n};
[R: Analog cu 1°.21. ]

n

1/p
1°.42 dy: X x X = R, dy( <Zd§;xk,yk) P>

|—R: Analog cu 1°.20.J

di(Tr, yr)

n
1°43 d: X xX >R, d(z
) Zl+dkwkyk)

|—R: Analog cu 1°.23.J

1°.44 Sa se arate ca urmatoarele spatii metrice sunt izometrice:

1) (R%,di) i (C,dr);  2) (R%dy)si(C,dz); 3) (R%dy)si(C,dp);
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4) (R%dwo) i (Cydw);  5) (R*,d)si (C,d);  6) (Muxn(R),di) si (R™,dy);
) Muxn(R),dz) si (R™, da); 8) (Muxn(R),dp) si (R™",dp);
9) Mmxn(R),do) si (R™",do);  10) (Mmxn(R),d’) si (R™",d");
|—R Izometria dintre spatiile R? si C este aplicatia f : R2 — C, f((z,y)) = = + iy = 2, iar
izometria dintre spatiile My, xn (R) si R™" este aplicatia f : My, xn(R) — R™?

F(A) = (a11, 012, ey n, G215 822, ey Q2125 ooy A1y B2y ovvy Gm )y VA = (a35) 1<i<m )
15;<

S& se calculeze distanta in X = (s) (vezi ex. 1°.30) dintre sirurile:

1+ (-1)"!
1°45 1 = (a; = 1)n€N*a Yy = (Z/n = %)HEN*.

= —1)k & 1
n(n +1)
1°.46 w=<wn=1+(—1>">new,y=(yn=1—(—1> > )

2/3, dacd m=4mVn=4m+1,
0, dacdi n=4m+2Vn=4m+ 3,

neN*

[R: Deoarece _zn = ynl = { avem d(z,y) = 16/15. |

1+ |l'n - yn‘
1
1°.47 Calculati distanta in X =(I5) (Vezi ex. 1°31) dintre girurile = <:L'n = —> ,
neN*

n
J——
Y= \Yn= n(n+ 1) nEN*.
. n 1 1/2 2 1/2

S& se calculeze distanta in X = (m) (vezi ex. 1°.32) dintre sirurile:

1 1+ (=11t
1°.48 xz(xn:—) ,yz(yn:—+( ) ) ;
/) pen+ n neN-

[R: d(z,y) = sup{%, neN}=1]

1
1°49 =z = <xnzw) , Y= <yn:n+ sinn—ﬂ-> .
n neN= n 2 /) nen

1 1
[R: d(a,y) _s“p{4m 5 =z b mEN =3

S& se calculeze distanta in X = M([0,1];R) (vezi ex. 1°.32) dintre functiile:
1°.50 f(z) ==z,9(z) =e* —1;
[R:d(f,9) =e—2.]
o [0, daca = €][0,1/2], _ [ 2%, dacd =z €[0,1/2],
151 f(x) _{ 1, daca =z €]l/2,1], (z) = z, dacd =z €]1/2,1],
[R: d(f,9) =1/2.]

S& se calculeze distanta in C°([a, b]; R) (vezi ex. 1°.34) daci

1°52 f(z) ==z-e7",  g(z)=0, z €[0,2]; [R: d(f,9) = 1/e.]
1°.53 f(z) = sin(2z), g(xz) = sin(x), z €0, 7r/2] [R: d(f,g) =1.]
1°.54 f(z) = x, g(z) =In(z), =x€le el [R:d(f,9) =e—1.]
1°55 f(x) = g(z) = 23, x € [0,1]; [R: d(f,g) = 4/27.]
1°56  fo(z) = Sm(m), g(z) =0, z€0,7], ne€N*; [R:d(f,g)=1/n]
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(2
1°.57 fu(x) = W, g(x) =0, z€][0,2n],n € N*. [R:d(f,g9)=1/n.]

S& se calculeze distanta in X = C1([a, b]; R) (vezi ex. 1°.35) daci:

1°.58 f(z) ==, g(z) = ln( ), x€le el [R:d(f,g)=2(e—1).]
1°.59 f(x) = 22, g(z) = x € [0,1]; [R: d(f,g) = 31/27.]
1°.60 f(z) =sing, g(z) = ze0,n];  [Red(f,g)=1+n.]
1°.61 f(z) = ‘:j(ﬁ), g(z) = zef0,21)  [Rid(fg)= *

§2.2. Spatii liniare (vectoriale). Subspatii

2°.1 Fie K un corp comutativ. Corpul K este un K-spatiu liniar (vectorial)?
|—R: Corpul comutativ (K, +,-) asigurd o structurd de grup abelian (comutativ) fatd de operatia
” 4+ 7 iar inmultirea din K satisface proprietdtile inmultirii cu scalari.J
2°.2 Fie (Z,+) grupul numerelor intregi. S& se arate ci in Z nu se poate defini o
structura de Q -spatiu vectorial si nici de R - spatiu vectorial.
|—R: Deoarece z =1 € Zsgi a = 1/2 € Q, totusi a -z ¢ Z. Prin urmare Z nu poate fi un Q - spatiu
liniar. Cum Q C R, cu atat mai mult Z nu poate fi un R - spatiu liniar.J
Sa se arate ca:

2°.3 Q este un Q - spatiu vectorial. 2°.4 R este un Q - spatiu vectorial.
2°.5 R este un R - spatiu vectorial. 2°.6 C este un Q - spatiu vectorial.
2°.7 C este un R - spatiu vectorial. 2°.8 C este un C - spatiu vectorial.

2°.9 Multimea polinoamelor cu coeficienti reali R[X] poate sa formeze un R - spatiu
liniar (vectorial)?
[R: Prin R[X] se noteazi mul{imea tuturor polinoamelor cu coeficienti reali, adici R[X] = {p/p =
Z ap X", {ak}rez, CR, cu proprietatea cd numai un numdr finit de termeni sunt diferiti de zero?}.
keZy
Suma a doud polinoame p = Z aprX*siq= Z br X* este polinomul p+ ¢ := Z (ag +bk)Xk, iar
KEZy KEZy k€Zy
(R[X], +) este o structurd de grup abelian. Polinomul nul, notat 0, are toti coeficientii ax = 0, Vk € Z4.

Inmultirea dintre un scalar real si un polinom este tot un polinom, ap := Z (aak)X’“, iar R x R[X] >
KEZy
(a,p) = a - p € R[X] satisface axiomele inmulgirii cu scalari. Deci rdspunsul este aﬁrmativ.J
2°.10 Fie X # 0 si Y un K - spatiu liniar (vectorial). Pe multimea F(X;Y) ={f/f:
X — Y} se definesc operatjile:
B adunarea functiilor  (f + g)(z) := f(z) + g(z), Vf,9€ F(X;Y)si Ve e X;
B inmultirea cu scalari (af)(z) = af(x), Vae KgiVfeF(X:Y).
Sa se arate ca F(X;Y) este un K - spatiu liniar.
I—R: Verificarea axiomelor este usor de facut si se lasd ca exercitiu pentru cititor. Mentiondm ci
functia nuld f = 0(-) satisface conditia 0(z) = Oy, Vz € X.]

2°.11 Fie O = {f/f : R —» R} (multimea functiilor original) care satisfac conditiile;
(1) f(z)=0, Vo <0;
(ii) f este continud cu exceptia unui numar finit de puncte de discontinuitate de
speta intai in orice interval finit;
(791) Jsg > 01 M > 0 astfel incéat |f(z)| < M -e%® V> 0.

2multime de suport finit
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Sa se arate ca O este un R - spatiu liniar.

[R: Operatiile de adunare si inmultire cu scalari se definesc ca la exercitiul precedent. Sa ardtam ci
ele saunt bine definite. Dacd f,g € O, atunci exista s; > 0, M1 > 0 si respectiv s2 > 0, M2 > 0, astfel
incét | f(z)| < M1e®1® girespectiv |g(z)| < M2e%2® = [(f+g)(z)| < |f(z)|+|g(x)] < (M1+M2)es®, V& >
0, unde s = max{s1,s2} = f+ g € O. Daci a € R, atunci |a- f(z)| < (ja|M)e*1® = (a- f) € O.]

2°.12 Fie n € N*, K un corp comutativ gi K" = {z = (aq,...,ap)/a; € K, i =
1,...,n}. Se definesc operatiile:
z4y:=(a1+ B, n+0n), x=(a1,....0n),y = (B1,...,0n) € K"
Az = (Aag, .., Aay), AeKsiz=(a,..,ay) € K"
(7) S& se arate cd ansamblul (K", K, +, ) este un spatiu liniar (vectorial).
(79) S& se arate ca

X; = {m = (al, ...,Ozi_l,0,0éH_l, ...,Ozn) S Kn}

este un subspatiu liniar (vectorial) al lui K™, i =1,...,n.
(7i7) Sa se arate cd

X°={z=(a1,..,an) € K" /oy + ...+ a,, = 1}

(1 este unitatea corpului K) nu formeaz subspatiu liniar (vectorial) al lui K".

[R: (i) (K", +) este un grup comutativ, deoarece K este un corp comutativ. Legea de compozitie
externd (1 este elementul unitate din K) verifici axiomele spatiului vectorial. (i1) z +y = (a1 +
B1yeey @ic1+Bi—1,0,ai41 4 Big1, ey an+B8n) € Xisi Az = (Aat, .., Aai—1, 0, Aait1, ..., Aan) € X, deci
X; este un subspatiu vectorial al spatiului vectorial (K”,K,+,-), i = 1,...,n. (i) Deoarece multimea
X° nu contine vectorul nul, rezultd cd nu poate fi subspatiu vectorial al lui (K", K, +, -).J

Sa se precizeze care dintre multimile de mai jos sunt subspatii liniare ale R - spatiului
linjar R? sau R3. In caz afirmativ, si se precizeze si dimensiunea subspatiului liniar
respectiv.

2°.183 X = {z = (w1,22) € R?/z = (21, 22) se giseste pe o dreaptd ce trece prin

originea lui R?}. [R: Da; dimX=1. |
2°.14 X = {x = (v1,72) € R?/z = (z1,22) se giseste pe o dreaptd care nu trece
prin originea lui R?}. [R: Nu. |
2°.15 X = {x = (21,72,73) € R3/z = (21,72, 73) se giseste pe o dreaptd ce trece
prin originea lui R?}. [R: Da; dimX=1.]
2°.16 X = {z = (21,72,23) € R¥/x = (21,22, 23) se giseste pe o dreaptd care nu
trece prin originea lui R®}. [R: Nu. |
2°17 X = {z = (z1,22,73) € R¥/x = (21,22, 23) se afld intr-un plan care trece
prin originea lui R?}. [R: Da; dimX=2.]
2°.18 X = {z = (w1,22,23) € R®/x = (21, 22,23) se afld intr-un plan care nu trece
prin originea lui R?}. [R: Nu. |

2°.19 Fie K = R sau K = C. Notam

Mm,n(K) = {A = (aij)lsigm/alj eK,i=1,...m §ij =1, ,TL}
1<5<n

multimea matricelor cu elemente din K.
Se definesc urmatoarele operatii:
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M adunarea A+ B := (a'lj +b2j)1<z<m; A= (az])1<1<m7 B = (bij)lgigm € Mm,n(K)u
1<35<n 1<5<n 1<5<n
B inmultirea cu scalari aA = (@a;j)i1<i<m, Yo € K si A = (aij)1<i<m € M n(K).
1<j<n 1<j<n
Sa se arate ca My, ,(K) este un K - spatiu liniar.
2°.20 Fie (s) = {(zn)nen+/zn € R, ¥n € N*} - multimea sirurilor de numere reale.
Se definesc urmaétoarele operatii intre sirurile de numere reale:
B adunarea (T )nen+ + (Un)nens = (Tn + Yn)nen+, V(Tn)nens, (Yn)nen-€ (s),
B inmultirea cu scalari  a(zp)nen: = (QZn)nen-, Va € R ¢ V(zp)nen-€ (8).
Sa se arate ca (s) devine un R - spatiu liniar.

Sa se precizeze care dintre multimile de mai jos sunt subspatii liniare ale R - spatiului
liniar (s). In caz afirmativ, si se precizeze si dimensiunea subspatiului liniar respectiv.
Fie p € N*. ag,aq,...,a, € R, b € R*.
2°.21 X = {(@n)nen € (8)/0Tpnyp + @1 Tpqp—1 + ... + apx, =0, Vn € N}
|—R: Da; dimX = p.J
2°.22 X = {(@n)nen € (5)/0Tpnyp + @1 Tpqp—1 + ... + apx, = b, Vn € N}
|—R: Nu.J

Sa se precizeze care dintre multimile de mai jos sunt subspatii ale R - spatiului liniar
(vectorial) F([a, b]; R):

2°.23 M([a, b]; R) - multimea functiilor marginite. [R: Da.]
2°.24 F([a,b]; Ry) - multimea functiilor pozitive (nenegative). [R: Nu.]
2°.25 F.([a,b]; R) - multimea functiilor crescatoare. [R: Nu.|

2°.26 J,,([a,b]; R) - multimea functiilor monotone.
[R: Nu; f(z) = z, g(z) = —x2, 2 > 0, sunt monotone, iar (f + g)(z) = z(1 — z), z > 0, nu este
monotoné.J

2°.27 Fo([a,b]; R) - multimea functiilor cu proprietatea f(a) = 0. [R: Da.]
2°.28 Fi([a,b]; R) - multimea functiilor cu proprietatea f(a) = 1. [R: Nu.|
2°.29 F.([a,b]; R) - multimea functiilor cu proprietatea alcl_r)r}l f(z) = +00. [R:Nu.]
2°.30 C°([a,b]; R) - multimea functiilor continue. [R: Da.]
2°.31 D(I;R) - multimea functiilor derivabile pe I. [R: Da.]
2°.32 C 1([a,b]; R) - multimea functiilor derivabile cu derivata continud. [R: Da.]
2°.33 C"([a,b];R) - multimea functiilor care au derivate continue pand la ordinul

n > 1. [R: Da.]
2°34 X ={y e C"LR)/any"™ + an_1y™ Y + ... + a1y’ + ap = 0}.
[R: Da; dimX = 7. |
2°.35 X ={ye€ C"L;R)/ayy"™ + an_1y™ Y + ... + a1y’ + ag = b}.

[R: Nu. |
2°.36 C°(I;R) - multimea functiilor indefinit derivabile pe I. [R: Da.]
2°.37 L([a,b];R) - multimea functiilor lipschitziene. [R: Da.]
2°.38 I([a,b]; R) - multimea functiilor integrabile Riemann. [R: Da.]

Sa se precizere dacd urméatoarele submultimi ale lui (s) sunt subspatii liniare:

2°.39 (m) = (loo) = {(Tn)nen+/zn € R, Vn € N*, sup{|z,|; n € N*}} - multimea
girurilor marginite. [R: Da.]

2°.40 (co) = {(zn)nen+ € (¢)/ nh_}rr;o x, =0} [R: Da.]

2°.41 (c¢) - multimea sirurilor convergente. [R: Da.]
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2°.42 (s,,) - multimea girurilor monotone.

[R: Nu; sirurile (zn = 9n),en+ 8i (Yn = —n3),en+ sunt monotone in timp ce suma lor (n(9 —
n?)) ,en+ MU €ste sir monoton. |
2°.43 (sy) - multimea sirurilor fundamentale. [R: Da. |
2°.44 (Sgp,) - multimea sirurilor strict monotone. [R: Nu. |
n
2045 (1) = {z = (ra)uen € (s)/ lim " |ax]” < o0} 1< p < co.
k=1

[R: Da. I: Se definesc operatiile: & + y := (@5 + Yn)nen+ 81 AT := (ATn)nen+-
Mai intai sd ardtdm ca pentru orice a,b € R si orice p > 1 are loc inegalitatea

la+ ] < 2°(|al” + [b["). (%)
Din inegalitatea [a+b| < |a|+|b] < 2max{|a|,|b|} = |a+b[P < 2P (max{|al, |b|})” =2P max{|a|?, |b|"}
< 27 (lal? + [b]?).
Fie z,y € (Ip) si A €R.

Folosind relatia (xx) avem |z +yi [P < 2P (|z |P+|yx|P), Yk € N*, deci Z |z +yr|P < 2P Z (|lzk P+
k=1 k=1

n n n
P i P ; P P i P P
lyk|P) = nleOOI; |z, + yrl? < nll,néo2 I; |z P + nleOO2 kz_:l lyr|P < 0o = & +y € (lp). Deoarece

n n
i p — P 1 P
dim 7 agl? = A n1me]c§_:l|zk| <00 = Az € (Ip). ]

k=1
2°.46 Iy = {z = (zp)nen € (s)/In, € N astfel incat z,, = 0, Vn > n,} - multimea
girurilor de numere reale de suport finit.
[R: Da. Observatie Are loc echivalenta R[X] ~ lo. ]

n
2°.47 wb= {2 = (zp)nen € (s)/ lim Z |xr — Zg41]| < 00} - multimea sirurilor de
numere reale cu variatie marginita.

n n
[R: Da. I: Fie x,y € vh. Avem nlimm]cz:l [(@r + yk) — (@pt1 + Yrt1)] < Jim kz:l |zp — Tp41] +

Jim ;::1 [Yk — Yr+1] < oo si VA ER = nli)moog [(Azk) = (Azpt1)] = [A| nlimw; |z, — @t | < 00
Fie M, (K) := M, »(K). Sa se precizeze care dintre urmatoarele submultimi ale lui
M,,(K) sunt subspatii liniare:
2°.48 Multimea matricelor cu prima linie nula.
2°.49 Multimea matricelor diagonale.
2°.50 Multimea matricelor superior (inferior) triunghiulare.
2°.51 Multimea matricelor simetrice.
2°.52 Multimea matricelor antisimetrice.
2°.53 Multimea matricelor inversabile.

_|—|E|—|—|—|
w)

R A A

I Ty Ty Ty Ry T

Sa se precizeze care dintre submultimile de mai jos sunt subspatii liniare (vectoriale)
ale R - spatiului liniar (vectorial) R[X] - multimea polinoamelor in nedeterminata X cu
coeficienti reali:

2°.54 {p e R[X]/grad(p) = n}. [R: Nu.|
2°.55 R,[X] = {p € R[X]/grad(p) < n}. [R: Da.]
2°.56 {p e R[X]/grad(p) > n}. [R: Nu. |
2°.57 {pe R[X]/p(—z) =p(z), Vz € R}. [R: Da.]
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2°.58 {pe R[X]/p(—z) = —p(z), Vz € R}. [R: Da.]

§2.3. Spatii normate

Sa se stabileasca daca functiile de mai jos sunt norme:
n
R = Ry, ol =) okl 2= (21, .., 20) € R™
k=1

n n
[R: 1° ||z||; = Z |zk| = 0=z =0,k = 1,...n. 2° Evidentd. 3° |z +y|1 = Z |zg + yi| <
k=1 k=1

Do lwrl+ D lykl = llzll + Nyl ]
k=1 k=1

n 1/p
3°.2 ||, R* = Ry, ||z], := (me) ,p>1.

3°.1

k=1
|—R: Pentru 3° se folosegte inegalitatea lui Minkowski.J
3°3 || |loc : R™ = Ry, ||#]|co := max{|zg|; i = 1,...,n}.
[R: |z + ylloo = max{|ay +yxl; k= 1,....,n} <max{lzg| + [yl k= 1,...,n} < [l2lloo + [[ylloo-]
n
|7k ]
3°.4 J:R* =R T) = .

[R: ¢ nu este norm3 deoarece p(az) # |alo(z). ]

3°5 X =C°Ia,b;R) ={f/f:[a,b] = R functie continud}, |- |lsup : X = Ry,
[l fllsup = sup{|f(2)]; = € [a,b]}.

[R: 1° [|fllsup = 0 = (If(2)] = 0, V& € [a,0]) = f = 0(); 2°[|aflsup = sup{laf(z)l; = €
[a,0]} = sup{|e||f(z)l; = € [a,b]} = |af - sup{|f(z)l; = € [a,0]} = || - [|fllsup; 3° I + gllsup =
sup{|f(z) + g(2)l; = € [a,b]} <sup{|f(2)| + l9(2)| = € [a,0]} < |fllsup + llgllsup-]
3°6 X =C°]a,b;R) ={f/f :]a,b] = R functie continud} si || |2: X — R4,

b 12
£l = ( [ Pwae)

b
[R: 1° ||f|l2 = 0= /f2(m)d:c = 0. Dacd f # 0(-), atunci 3z° € [a, b] astfel incat f(z°) # 0 =
a
f2(x°) > 0. Cum f2 € C°([a,b;R) = Ja < a < B < b astfel incat z° € [o,B] si f2(x) > 0,Yz € [a, B].
b B

Din teorema de medie avem /fz(z)dz > /fz(z)dz = f2(&)(B — @) > 0, ceea ce contrazice ipoteza.
a (a3

b

1/2 b
Deci £ =00 2 laflla = ( [(@r@az) = lal-Iflls3° 17 +918 = [ (7(0)+a(a))a < 1715+

a a

b b b
1/2 1/2
||g||§)2 (s-a folosit inegalitatea lui Schwarz ‘ /f(x)g(:c)da:‘ < (/f2(a:)dx) (/gQ(x)dx) , Vf,g€
a a a

C°([a,b],R)).]
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3°.7 Fie X = C°([a,b];R) = {f/f : [a,b] = R - functie continud} cu structura de
spatiu liniar real.

1 1
1) Dacd p,¢ > 1 cu — + — = 1, atunci
P q

b

juuymmMzs(/vwWM)w(jwwwm)MWﬁgex 2.7)

a

(inegalitatea lui Holder).
2) Functia || - ||, : X = R,

b

nﬂu=(/uwwuﬁuisz 28)

a

este o norma pe X.
5 1/p b 1/q
[R: 1) Daci (/|f(a:)|pda:) = 0 sau dacd </|g(a:)|qda:) = 0, atunci f = 0(-) sau
a a

g = 0(-). Intr-adevir, daci admitem c& f # 0(-), atunci existd 2° € [a,b] astfel incat f(z°) # 0 =
[f(z°)|P % 0. Cumn |f|P este functie continud, atunci J[a, 8] C [a, b] astfel incat a < B, z° € [a, B] si

b B
|f(z)|P > 0,Vz € [a,B] = /|f(:v)|pd:c > /|f(:c)|pdz = |f(&IP(B — a) > 0 ceea ce contrazice ipoteza
& 1/p
</|f(:c)|pd:c) = 0. Deci f =0(-) = f-g=0(), iar relatia (x * x) devine egalitate.

b b
1/p 1/q
Daci (/ |f(m)|”dx) >0 si (/ |g(:c)|qd:c) > 0, inlocuim in relatia (2.1) pe a cu
a a

I ipebou 1o

b 1/p 1/q
(/lf(:c)l”d:c) (/lg(ac)|qux)

P q
|fgl < If] n lg|

b 1/p b e b b '
([u@rae) " ( [la@peas) ™ p [i@ras o flgia

Integrand avem

. Obtinem:

/b F(@)g(@)ldz /b (@) Pdz /b l9(a(2dz
K ] i/p, b l/qgab +ab :1%4_3:1
([u@rae) " ( [la@pas) ™ p [i@ras o [lgia

si deci
b b

/|f(95)9(95)|d95 < (/lf(x)|pdm)1/p</bIg(m)|qdm)l/q-

a a
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2) Proprietdtile 1° gi 2° sunt evidente. S& dovedim inegalitatea

2 1/p b 1/p b 1/p
(1@ +g@rras) " < ([ir@rras) "+ ( [lo@rras) "

b b
Dacd p = 1 sau dacd / |f(z) + g(z)|Pdx = 0 relatia este verificatd. Presupunem p > 1 si / [f(z)+
a

g(z)[Pdz > 0. Avem inegalitatea
If + 9" <IfILf+glP~" +1gllf + 9P~

Dacad q este conjugatul lui p, aplicAnd inegalitatea lui Holder, obtinem:
b

b b
[r@+s@pras < [17@I15@) +g@P-tdo+ [lg@]If@) +g@PP " ds <

a

<A lle - 1F + 9P~ Hlg + llgllp - 11 + 9P~ Hlq-

; 1/q ; 1/q
Dar 17 + o1l = ([ 170+ 9@ 2ac) " = ([ 11@) + 9Pz )

Asadar, avem inegalitatea
b b 1/
q
[15@+a@pras < (171 + lal) - ( [ 15+ a@pa)

de unde urmeaza
/ 1-1/a /| 1/p
(1@ +g@rras) = ([ 1r@+a@paz) ™ =l +ally < 151 + gl

adici relatia cerutd (Inegalitatea lui Minkowsksi). |
Sa se arate ci spatiile liniare reale de mai jos sunt spatii normate:
n

3°8 X = (1) = {& = (xn)nen-/z € (3), nlggoz |zk| < oo}. Functia || - ||y : (1) —

k=1
n

R, ||z])1 := JLH;O; |x| este o norma.
[R: Analog ca la ex. 3°.1.]

3°9 X =(l,) ={z = (zn)nen/z € (5), nlgrgoz |z |? < oo}. Functia |||, : (I,) —
k=1

n 1/p
R, ||lz]p := <nh_>rr;oz |a:k|p> este 0 norma.
k=1

[R: Se foloseste inegalitatea lui Minkowski. |
3°10 X = (lx) = {z = (@n)nen+/x € (), sup{|zs|; n € N*} < oo}. Functia
[ loc : (o) = R, ||2]|0o := sup{|zn|; n € N*} este o norma.
[R: Se arati ca la ex.3°.3.]
3°11 X = (lp) = {z = (zn)nen+/ € (5), In, € N* astfel incat z, =0, Vn > n,}.
Functia || - [|eo : (lo) = R, ||2||co := max{|z,|; n € N*} este o norma.
[R: Se arati ca la ex.3°.3.]
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Fie M,,(R) = {A/A = (aij)1<i,j<n, aij € R, Vi,j = 1,...,n} cu structura obisnuita
de spatiu liniar real (vezi ex. 2°.13) si || - ||x : Mn(R) = R4, k£ =1,...,6. S& se arate ca
aceste functii sunt norme.

3212 |- [l : Ma(R) = Ry, [|Afli := sup [[A2”|| = sup ||AzT|;
llz][<1 ll|l=1
|—R: Inegalitatea ||A]|; > sup ||AzT|| este evidenti. Pentru inegalitatea contrari, daci 0 <
[lz]|=1
[z]] < 1 = ||AzT|; = ||A(|| ”)H [|z|] < || (|m||)H < Bl||A~yT|| (deoarece |||| HH 1) =
Al < sup [|4-2T]|.]
[lzll=1
n
3213 |- [l2: Ma(R) = Ry, [|All2 := Y fagyl;
4,j=1
|—R: Verificarea axiomelor normei rezultd din proprietatile modulului.J
n 1/2
1/2
3214 ||-[ls : Ma(R) = Ry, [|Alls := ( > a%) = (t(A74))'"*, unde tr(4) :=
=1
n l]
Z a;; este numita urma matricei A;
=1

n
|—R: Daci B = A- AT, atunci b;; = Z a;pajp = tr(B) =
k=1 i

n
3°15 || f]la: Mn(R) = Ry, ||All4 := max{z lasjl; i =1,...,n};

n n
bi; = Z a%k.J
= k=

1 ik=1

Jj=1
3°16 |- [ls : Mn(R) = Ry, [|All5 := max{> lai|; j =1,...,n};
i=1
3°.17 |- l6 : Mu(R) = Ry, ||All6 := max{|a;;]; ¢, =1,...,n}.
3°.18 Si se arate ca normele || - ||g, k = 1, ..., 5 verificd relatia

1A e < (|A]]&)", n € N*.

[R: [|4%]l1 = max{||A(AzT)||; [l < 1} < max{|[A]l - |4 - 2T||; |lz] < 1} < max{||A|}} -
ll2ll; 2l < 1} = [|A]3, etc.]
o o 1 2
3°.19 Sa se calculeze ||A|lx, k=1,...,6, daca A = ( 3 0
[R: ||A|l1 = 4, dac¥ se consider# ||z||1; ||Al1 = V10, daci se foloseste ||z||2; ||A]]1 = 3, daci se

foloseste ||1z/|oo; [|All2 = 6; [|Alls = V14; [|Alla = 3; [|Alls = 4; [|Alls = 3.]

3°.20 Fie X = P,([-1,1];R) - spatiul liniar real al functiilor polinomiale de grad
cel mult n. S& se arate ca functia || - || : X = R,
. (k)
Ipll = max [ max |p™®(@)].
este 0 norm# pe X (prin p*)(-) s-a notat derivata de ordinul k a functiei polinomiale).
Sa se calculeze ||p||, daci p(z) = 2° — 42* — 223 + 1 € P5([-1,1]; R).
[R: 1° ||p|| = 0 = p*)(z) = 0, V& € [-1,1] si Vk = 0,...,n. = p = 0(-). 2° Evident¥; 3°

_ (k) (k) (k) (k)
Ip+all = max [ max [p™(2)+q™(@)]] < max [ max  |p(@)l+ max g™ (@)[] < llpll+llall

llpll = 216.]



Cap. 2. Spatii metrice 41

3°.21 Fie X si Y doua K - spatii liniare, (Y,]| - |]y) spatiu normat si f: X - Y o
aplicatie liniara si injectiva. Atunci functia || - ||y : X = R,

]l = 11 @)y

este norma in X. Este necesar ca f sa fie injectiva?
|—R: Dacd f nu este injectivd, nu se mai verificd prima axiomé.J

3°.22 Fie X = (¢) = {2 = (2n)nen+/2n € C, ¥n € N*, (z,)nen+ sir convergent} -
multimea sirurilor de numere complexe cu structura de spatiu liniar complex.
1) Sa se arate ca functia || - || : X = R,

[|z|lco = sup{|zn|; n € N*},

este o norma pe X.

> 1 . . 7T . 7T
2) Sa se calculeze ||2||0o, dacd z = (2p)nens, 2n = z"(sm i +...+sin %), Vn €
N*.

™ . ™ . ™ m
n + sin = —2sin cos
2n+1 - 2n + 2 2n + 2 2n + 2

. m . m . m . ™ . e
sin + sin > 2sin — 2sin cos = 2sin (1 = cos
2n+1 2n + 2 2n + 2 2n + 2 2n + 2 2n + 2

Sirul (|2n|)nen+ este crescitor si ||z]|c = lim |25 =7In2.]
n— o0

+ si

T
R: 2) |z — |zn| = —sin
|— ) |n+1‘ |n‘ ntl

2n+2)

3°.23 Fie (Xl - llk),k = 1,...,n, n - spatii normate peste acelagi corp K. Pe
multimea X = X; X ... X X, se definegte structura de K - spatiu liniar astfel:

T +y = (T1+ Y1, Tn + Yn),
ar = (axq, ..., axy,),

Va e K, Ve = (21, ..., 2n),y = (Y1, -, yn) € X.
Sa se arate ca aplicatiile:

n 1/p
-l X R fali= (X lell) L p2 1
k=1
| “floc : X = R, ||2|lco := max{||zk|lx; E=1,...,n}

sunt norme pe X.

3°.24 Fie B = {0,1} cu structura de corp, adunarea modulo 2, notata ” @& ” si
inmultirea modulo 2, notata ” - ”.

Notam B"™ = B X ... X B - n termeni.

Multimea B™ este inzestrata cu structura de spatiu liniar peste corpul B:

TDY:= (21 DYL, ey Ty D Yn)

) n :
Q3= (21, Th), Va,y € B" siVa € B.

1) S& se arate cd functia || - || : B = R,
n
||z := Z zr (numirul elementelor egale cu 1),
k=1

este o norma pe B™.
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2) Sa se demonstreze ci functia d : B" x B" — R,

d(z,y) = [lz oy,

este o metricd pe B" (numita distanta Hamming).
3) Sa se calculeze distanta Hamming dintre z = (1,0,1,0,1,0) siy = (0,1,1,0,0,1) €
BS.
[R: d(z,y) = 4.

3°.25 Fie (R, | - ||2) (cu norma euclidiani). Pentru A C R™ si B C R” inchise i
nevide, notam:

d*(z,A) := inf{||z — yll2; y € A}, Vz € B,

d*(B, A) := sup{d*(z, A); = € B},

d(A, B) := max{d*(A, B), d*(B, A)}.

Sa se arate ca d : Fp x Fy — R este o metricd (metrica Pompeiu-Hausdorff), unde Fy
este familia multimilor inchise i nevide din R™.

[R: d*(A,B) < d(A,B) si d*(B,A) < d(A,B), VA,B € Fy. Fie A,B,C € Fysiz € A,y €

B, z € C. Fie di(z,y) = ||z — yl||2. Avem di(z,2) < di(z,y) + di(y, 2), de unde d*(z,C) < di(z,y) +
d*(y,C), Vo € A, y € B si d*(z,A) < di(z,y) + d*(y,A), Yy € B, z € C. Dar d*(y,C) <
d*(B,C) si d*(y,A) < d*(B,A). Deci d*(z,C) < di(z,y) + d*(B,C),Vz € A,y € B si d*(z,A) <
di(z,y) + d*(B,A), Yy € B,z € C = (d*(z,C) < d*(z,B) + d*(B,C),Vx € A gi d*(z,A) <
d*(z, B) + d* (B, A), Vz € C) = (d*(A,C) < d*(A, B) + d*(B, C), si d*(C, A) < d*(C, B) + d*(B, A)).
Din primele dou inegalititi gisim ci d* (A, C) < d(A, B) + d(B, C) si d*(C, A) < d(C, B) + d(B, A) =
d(A,C) < d(A,B) +d(B,C).]

§2.4. Produse scalare. Spatii prehilbertiene. Spatii euclidiene

Sa se precizeze care dintre aplicatiile de mai jos sunt produse scalare:
4°1 ¢:R2xR?2 =R, o(z,y) = 2291, == (z1,22), vy = (y1,92) € R?;
[R: Nu, deoarece ¢(z,y) # @(y, z).]
4°2 ¢:R2xR2 =R, o(z,y) = 2191 + 271y2 + 102290;
|—R: Nu.J
4°3 ¢:R2xR? =R, o(z,y) = 21y + T2y1;
|—R: Nu, deoarece p(z,x) = z1z2 + x221 = 0 nu asigurd 1 = xo = O.J
4°4 ¢:R2xR? = R, o(z,y) = 2191 — 2T1Y2 — 2T2y1 + ST2Ys;
|—R: Da.J
4°5 ¢:R2xR? = R, o(z,y) = 22191 + 22192 + 2T2y1 + T2Y2;
[R: Nu, p(z,2) = (221 +22)2 — 222 = 0 = 22 = —(2+ V2)z1 sau 22 = —(2 — V2)z1 % x1 =
To = O.J
4°6 ¢:R*xR? 5 R, o(z,y) = 231y1 + T1y2 — T2y1 + T2y2;
[R: Nu; o(z,y) # o(y, ). ]
4°7 o:R2xR? = R, o(z,y) = 2191 + 23 + Y3 + T232;
|—R: Nu.J
. 4°8 ¢:R}*xR® =R, p(r,y) = 221y1 + 3Tay2, = = (T1,72,23), ¥ = (y1,Y2,¥3) €
R”;
[R: Nu; pentru z = (0,0,1) avem ¢(z,z) = 0.]
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4°9 ¢:RxR® =R, o(x,y) = 22191 + T2y2 + 5T3ys — T1y3 + Tays;
[R: Nu; o(z,9) # o(y, ).

4°10 ¢ :R3xR® 5 R, @(z,y) = 4z1y1 +231Y2 + 22241 +2T2Y2 — Toy3 — T3Y2 +T3Y3;
|—R: Nu; o(z,2) =0 =221 = —22 = —Z3 & X1 = Ty = T3 = O.J

4°11 @R xR =5 R, @(x,y) = z1y2 + 2291 + Tays + T3y2;
|—R: Nu; o(z,2) =0 = z2 =0 sau z1 = —:cg.J

4°.12 <,> :R" x R® — R,

n
(z,y) == Txu,
k=1

Ve = (x1,...,2n) € R, y = (y1,...,yn) € R™.
[R: Da. Acest produs scalar induce norma || - ||z din R™. |

4°13 (-,-):R" xR" > R,

<1L', ZJ> = Z Ak TrYk,
k=1

unde Vz = (z1,...,2,) € R", y = (y1,...,yn) ER" giar € R}, k=1,...,n.

|—R: Da.J
4°.14 Norma || ||, : R® — R este indusd de un produs scalar dacd si numai daca
p=2.
[R: Din exemplul 2°.35 rezulti ci norma || - ||2 este indusi de un produs scalar. Reciproc, daci
norma || - ||p este indusd de un produs scalar, atunci vreeificd relatia paralelorgramului (teorema 5):

lle + 115 + llz = yll; = 3(llzll3 + llyll3)-

Dacid 1 < p < oo, pentru z = (1,0,0,...,0) si y = (0,1,0,...,n) din R" obtinem: [z + y||2 =
4P |z —y||2 = 41/7, ||2]|2 = 1 = ||y|[2, iar relatia paralelogramului devine 41/7 + 41/ =4 = p =2.]
4°15 ¢:C?>xC? = C, p(z,w) =221W; + 322Wa, 2z = (21,22), w = (w1, ws) € C?;
[R: Da.]
4°16 ¢:C? xC? - C, p(z,w) = z1w1 + 29w2;
[R: Nu; ¢(z,w) # p(w, 2).|
4°17 ¢:C?x C? = C, p(z,w) =iz21Ws + i22W1;
[R: Nu; (2, w) # o(w, 2). ]
4°18 ¢ :C?* xC? - C, p(z,w) = (3+1i)21Wa + (3 — i)20701;
[R: Nu; ¢(z,2) = (3+14)21Z2 + (3 — i)Z122 = 0 care nu implicd numai z = (0,0) (de exemplu
¢((1,0), (1,0)) = ¢((0,),(0,1)) = 0.
4°19 ¢:C?x C? = C, p(z,w) = 321W; + 422Ws;
|—R: Da.J
4°.20 ¢:C*xC? = C, o(z,w) = 321w +420W>, 2 = (21, 22, 23), W = (w1, ws,w3) €
C3;
[R: Nu; analog cu 4°.8. ]
4°21 ¢ :C x C - C, p(z,w) = 2101 + (1 —i)21Wa + (1 + i)22W1 + 320w +
Z.Z‘zmg - ’L'Z?,WQ + 323@3;
[R: Da.]

4°.22 ¢ : Mp(R) x Mp(R) = R, ¢(A,B) = tr(A - B), unde tr(4) := aj1 + a +
... + Gpp - NUMIta urma matricei A;
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[R: Nu; p(A4,4) =0 = Z (Z aijaﬂ) = 0, egalitatea ce nu implicd a; = 0. De exemplu, dacd
i=1 Nj=1
0 0
4°23 ¢ : My(R) x M,(R) = R, ¢(A,B) =tr(A-BT);
|—R: Da.J
4°24 ¢ : Mp(R) x My(R) = R, ¢(A4,B) =tr(A) - tr(B);
|—R: Nu; p(A,A)=0= (Za¢¢)2 =0= Za“’ =0%a;=0,1i= 1,...,7‘L.J
i=1 i=1
4°.25 ¢ : My(R) x M,(R) = R, ¢(A4,B) = det(A4- B);
[R: Nu; p(A+ B, C) = det(AC + BC) # det(AC)+det(BC). De exemplu, daci B = Asi C = Iy,
avem det(24) = 27 det A # 2det A. |
4°.26 ¢ : M,(C) x M,(C) = C, ¢(A,B) =tr(A-B7T);
[R: Nu; ¢(A, B) # (B, A).] .
4°27 ¢ : My(C) x M,(C) = C, (A, B)=tr(A-B");
[R: Da. | .
4°28 ¢ : M,(C) x M,(C) = C, ¢(A,B) =tr(A-BT);
[R: Nu; ¢(A, B) # (B, A).]
4°.29 Fie I([a,b];R) = {f/f : [a,b] = R integrabild Riemann-Darboux} cu structura
de spatiu liniar (vectorial) real. Functia ¢ : 3([a, b]; R) x I([a,b]; R) — R,

wa)=t/f@M@M%
[

a,b)

A= ( 0 1 ),avem A2 = O si deci p(A4,A) =0in timp ce A # O.]

este un produs scalar pe I([a, b]; R)?
[R: Nu; functia f : [a,b] = R, f(a) =1si f(z) =0 daci = € ]a,b] este integrabild si o(f, f) = 0,
desi f =0(-).]
4°.30 X = C°([0,1];R) = {f/f - functie continud pe [0,1]}. S& se arate cd functia
(-,~>:X><X—>R,

um>=/7w»guma

este un produs scalar pe X si |||, : X = R, p > 1, este indusa de un produs scalar daca
si numai daca p = 2..
|—R: Faptul ca <~, > este un produs scalar rezulta din exercitiul precedent. Norma asociata acestui

produs scalar este || - ||2. Asadar pentru p = 2, norma || - ||2 este indusi de un produs scalar. Reciproc,
dacd || - ||[p, p > 1, este indusd de un produs scalar, atunci din teorema 5, aceasta satisface relatia
paralelogramului

I1f +glly +11F = glly = 21717 + 2llgll3-
Considerand functiile particulare f,g : [0,1] = R, f(z) = z si g(z) = 1 — z obtinem f(z) + g(z) = 1 si
1

f(z) — g(x) = 2z — 1. Calculand normele acestor functii obtinem ||f +gll, =1, ||f —gllp = (/ |22 —
0

N Ve ) p o\ 1\ 1\
1|/Pdx = 1 —2x)Pdx + / 2z — 1 d:c) = (—) , = (—) = . Din
Paz) (Z( pas e ) = () =lals

1/2

relatia paralelogramului obtinem (p +1)2/? =3 = p = 2.



Cap. 2. Spatii metrice 45

4°.31 Fie C°([a,b];R) = {f/f : [a,b] = R functie continud}. Sa se arate ca functia
(), : C°(la,b); R) x C°([a,b]; R) > R,

(.9), = [ @@z,

[a,b]

unde p(-) : C°([a, b]; R% ), este un produs scalar.
|—R: 1° Din <f, f>p = 0, tindnd seama de proprietdtile functiilor continue, rezultd f = 0(-).
Proprietatile integralei Riemann-Darboux asigura verificarea celorlalte axiome ale produsului scalar.J
4°.32 Fie C°([a,b];C) = {f/f : [a,b] = C functie continud}. S& se arate ci functia
(-, -)p : C°([a, b]; C) x C°([a,b];C) — C,

(.9), = [ p@)f @5,

[a,b]

unde p(-) : C°([a,b]; R} ), este un produs scalar.
[R: 1° Din (, f)p =0, rezulti |f(z)| = 0, Vz € [a,b].]
4°.33 Fie X = {f/f € C1([0,1];R), f(0) = 0} cu structura de spatiu vectorial real.
Sa se arate ca functia

() XXX SR, (fig):= / f'(@)g (z)de,
0

este un produs scalar pe X.
|—R: 1° Din (f, f) =0, rezultd f'(z) =0, Va € [0, 1], care impreund cu conditia f(0) =0 = f =
0()-]
4°.34 X = C"([0,1];R) = {f/f - functie derivabild de n - ori pe [0, 1] cu derivata
£ continud}. Si se arate ci functia (-,-) : X x X = R,

n 1
(1.9) =3 [ 1) 9" @),
k=17
este un produs scalar pe X.
|—R: Da.J
A
4°.35 Fie X = {f/f :[0,4+00[— R, a.i. /\lim e ?f*(r)dr existd in R}.
— 00
0

A
1) S& se arate ca )\lim /e_’”|f(x)g(x)|da:, Vf,g € X, exista in R.
—00
0

A
2) Si se demonstreze cd aplicatia (-,-) : XxX = R, (f,g) = )\lim /e_””f(a:)g(a:)dx,
—00
0

este un produs scalar pe X.
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3) Fie f,gn € X, f(x) = e’ T, gn(z) = 2™, n € N*. Folosind egalititile

1-3-5-...-2m—1

; 5 m+£m ), daca n =2m,
’\_)OOO T', dacd mn=2m —1, m € N*,
i

A
lim [ z*"e *dz = (2n)!,
A—o0

0

sa se calculeze lim 6,,, unde 6,, este unghiul dintre f si g,.
n—o0

A A
. _ . —_ f’gn>
[R:1) lim [ e™®|f(z)g(z)|dz < 1 lim [ e ”[f (x)+g? (z)]dz. 3) cos Oy = ——= 20— ( ;
X—»ooo/ 2 X—»ooo /<f, /<gn,gn
Jim 0, = g.J

4°.36 Fie X = C°(]0,27]; R) spatiul liniar (vectorial) al functiilor continue inzestrat
cu produsul scalar

(f.9) = / f(@)g(z)da

1) Fie multimea {fn}nez,, fo(x) =1, for—1(x) = cos(kx), for = sin(kzx), k € N*.
Sa se arate ca multimea In cauza este independenta si ortogonala. Sa se ortonormalizeze.
2) Notam X5, subspatiul de dimensiune 2n + 1 generat de

1
—=f2
v I 2
(subspatiul liniar (vectorial) al polinoamelor trigonometrice de ordin < 2n). Si se ex-
pliciteze proiectia lui f € X pe subspatiul Xs,41. Aplicatie: f(z) =

2w, dacda n=m=0,

2n
[R: 1) <fn,fm>—{ m, dack n=m>1, 2) f=> oxfe, ar={ffx)]
k=0

0, dacd n#m
4°.37 Fie C([a,b);R) = {f/f : [a,b] = R derivabild si cu derivata continui} cu
structura de spatiu liniar (vectorial) real. Se considera functia (-,-) : C'([a,b]; R) x
C'([a, b];R) = R,

an fla neey

b
(f,9) / f(@)g(@) + f'(2)g @)]da, V. g € C (0, b; R).

1) Sise arate ci (-,-) este un produs scalar si functia || - || : C1([a,b]; R),

b

11 = (7 f) = ( [ 7@ +f'2<x)]dx)1/2,

a

este o norma pe C*([a, b]; R).
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2) Sa se calculeze distanta dintre functiile f,,(z) = cos(nz) si gm (z) = sin(mz), m,n €
N*, .rE[—ﬂ’,ﬂ'],iaI‘ d(fag) = ||f_g|| Lo
|—R‘ 2) d(fns gm) = llfn — gmll = [7"(2 +n? —|—m2)] / J
4°.38 Fie X = (I3) cu structura de spatiu liniar (vectorial) real.

1) S& se arate cd lim Z |zrye| existd in R, Vz,y € X.
o n
2) Si se demonstreze ci aplictia (-,-) : X x X = R, (z,y) := lim Zxkyk, x =
(Zn)nen+s ¥ = (Yn)nen+ € X, este un produs scalar pe X.

3) Sise calculeze (z,y), dacd z = <%> neN*,y - <n -1|- -

> . Apoi sa se determine
neN*

7T2

n
" - 1
llz — yl| stiind ca nh_}lgo kg_l R

. 5 dgin. | N o
[R: 1) Rezult din: |zgys| < E(mk"‘yk) si nlgrgo ,;xk existdinR. 3) (z,y) = nleoo kX::l Y

n

1 /1 1 2
— _ 2 _ _ _ — s — B _ —
=1llz—yl?=(z—yz—y) = nhmoo ,; 1—n2(n 0z = nhmoo I;:l (_n2 + T nm 1)) =

T2 -9
y

3
4°.39 Fie P([-1,1;R) = {p/p: [-1,1] = R functie polinomiali}.
1) S& se demonstreze ca P([—1,1];R) este un spatiu prehilbertian in raport cu pro-
dusul scalar

() = / p()q(x)d.

2) Sa se scrie primele 5 polinoame ortogonale obtinute din sistemul de functii 1, z, ...,
x™,... prin procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt (aceste functii se numesc poli-
noame Legendre).

1 3 6 3
[R:2) go(2) = 1, q1(2) = , g2(2) =27 — 2, g3(w) =2° = 2w, qa(w) =" = —0® + =, 5(2) =
10 5 ! dn
z® — 31‘3 + ix Prin inductie, se poate dovedi cd gn(z) = (27;)! e [(932 — 1)"] J

4°.40 Fie A € M,(R) o matrice simetricd pozitiv-definita.
1) Sa se arate cd aplicatia (-,-) , : R" x R" = R,

n
<may>A =z-A 'yT = Z Qi TiYj, Vﬂ?ay € Rnu
i,j=1

este un produs scalar (interior) pe R".

In particular, dacd A = I,, (matricea unitate) se obtine produsul scalar canonic din
R™.

2) Functia ||-||a:R" = R,

n 1/2
l|z|la := < > aisz’xj) ;

,j=1
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este o norma pe R".

3 1
3) Pentru A =
) 1 2
4) Sa se arate ca af; < ai; - ajj, Vi, j = 1,..,n.
[R: 3) (Z,y), =2, llzlla =3, |lylla = 21/7. 4) Din inegalitatea Schwarz-Cauchy-Buniakovski,
obtinem:

n 2 n n
( > az‘jwiyj) < ( > aiﬂﬂj)( > aijyiyj)a VE = (21, Tn), ¥ = (Y1,--,yn) € R",

4,j=1 3,j=1 B,j=1

) ,x=(1,-1),y = (2,2) sise calculeze (z,y) ,, ||lz|la, [|ylla-

inegalitate care este adevdratd si pentru z = e;, y = €j, adica a < aj; a5, Vi,j=1,. J
4°.41 Fie (X,]| - ||) un spatiu prehilbertian real.
a) Sa se arate cd urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) =Ly
(i) Nz +yll* = llzl* + llyl1*;
(122) ||lz|l < [lo + ayll, Vo € R;
() llz+yll =z —yll.
b) Si se interpreteze geometric (in R? sau R?) echivalentele de la punctul a).
[Solutie: (i) < (i) [z +yl2 = (z+y,x+y) = (z,2) +2(z,y)+ (v, y) = ||z[|2 +2{z, ) +||y||2
[|z]]2 + |lyl|? & (z,y) = 0 < = L y. Aceastd echivalentd reprezintd teorema lui Pitagora.

(i) & (iid) Avem ||lz+ay|* = ||z[|>+2a(z,y) +?[ly[]*>. Daci z L y = [lz+ayl® = ||z[]*> +a?(ly[]*
llz[|* = ||z + ayl| = ||z[|. Reciproc, [lz]| < [z +ay|| = 2a(z,y) +?[lyl|* > 0 & [(z,y)| > %HyHQ, Va €
R = (z,y) = 0 < z L y. Perpendiculara este mai scurty decét orice oblici.

(1) © (iv) Deoarece ||z + y||* = [|z[|*> + 2(z,y) + |lyl|* si [lz — yl|* = [|z]|* — 2(z,y) + [ly[[*, atunci

v

llz 4+ y||?2 = ||z — y||> & (z,y) = 0 & z L y. Diagonalele unui paralelogram sunt egale dacd si numai
dac el este un dreptunghi.
4°.42 Fie (X,|| - ||) un spatiu prehilbertian complex. Si se arate ci urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:
(i) xLly;

(@) Nz +yll* = ll=l* + llyl* A llz+iyll? = ll2l* + llyl?
(i11) ||z < ||z + ayl], Yo € C
() llz+yll=llz—yll A llz+iyll = |z —dyl|.

|—Solu§ie: (i) = (4i) Din ipotezd, avem {z,y) =0 A (y,z) = 0. Dar

|| +y||22— ||$||22+ IIyII2 + gr y) + (v, ) = Iz + ||y||22 + 235@? y) =|lell® + ||y||22' . ()
lle +ayll* = llll® + il2llyl* +i((y, 2) = (2, 9)) = 12> + [yl = 2ilm(z,y) = [|=|* + |lyl|>-

(1) = (i) Din egalititile precedente, rezultd Re{z,y) =0 A Im(z,y) =0 = (z,y) =0=>z L y.

(i) = (i#i) Avem ||o+agll? = [[2]12 + a2yl +a{y, z) +T(z,y) = o] + |a2llyll? > [l2]]2,Ya € C
(s-a tinut sema de ipotezi).

(i11) = (1) Pentru a € R, relatia ||z+ay|| > ||z|| = 2Re{z,y) = 0 (vezi rationamentul de la exemplul
precedent).

Pentru o = iB8, B € R relatia ||z + ay|| > ||z|| = Im(z,y) = 0. Asadar, din Re(z,y) = 0 A
Im(x,y) =0= (m,y> =0=>x Lluy.

() = (iv) Din

llz +yll* = (z +y, 2+ y) = [|«||> + [|yl|* + (z,9) + (y, ),

||CE - y||2: <CL‘ - YT — y> = ||CL‘||2 + ||y||2 - <a:,y> - <va>7 (**)
llz +dyl|*> = éfc+iy,w+ iy) = ||l21* + llylI*> +i({y, z) — (z,9)),

llz — iyl = (x —dyu, @ — iy) = ||2|* + [lyl1* —i((y, ) — (2, 9)),

tinand seama de ipotezi relatiile (iv).
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(i) = (i) Din relatiile (x#), rezultd Re(z,y) =0 A Im{z,y) =0= (z,y) = 0=z L y.]

§2.5. Multimi deschise. Multimi inchise

Fie (X, d) un spatiu metric, 74 - topologia metrica, F - familia multimilor inchise.
5°.1 Sa se arate ca:
1) B,(x) C B,[z], Vx € X §i Vr > 0;

B,,(z) C Br(z), Ve € X g1 0 <1 <1y

B, [z] C By,[z], Vo € X 51 0 <11 <1

B,(z) € 14, Vz € X §i Vr > 0;

Br[z] € F, Vx € X i Vr > 0;
[R: 1),2) si 3) rezultd direct din definitii. 4) Fie z° € X si > 0. Pentru € B,(z°) avem
d(z,2°) < r. Punem r; := r — d(z,z°) si fie y € By, (x). Atunci d(y,z°) < d(y,z) + d(z,2°) <
rz +d(z,2°) = 7 si deci By, (z) C Br(z°). 5) Fie ° € X gi 7 > 0. Pentru x € 0B, [z°] avem d(z,z°) > r.
Notdm 7, := d(z,2°) — . Evident ¢ r, > 0. Fie y € B, (z). Avem d(y,z°) > d(z,z°) — d(y,z) >
d(z,2°) — 1o =7, adicd y € CB,[z°] sau By, (z) C 0B, [¢°]. Asadar, B, [z°] este inchisi. |

= o N
D=

<t

Fie spatiul metric (R,d), d(z,y) = |z —y|.
1 1 1 1

5°.2 Sa se arate cd dacd D,, = ]1 - —,2+ —[ si B, = [1 +—,3— —], atunci:
n n n n

() Dn=1L2 s |J F.=]1,3]

neN* neEN*

|—R: Deoarece [1,2] C Dy, VYn € N*, rezultd ci [1,2] C m D,,.Fiezx € ﬁ D,,. S& presupunem
neN* neN*
1
cd x ¢ [1,2]. Din ipotezd © € D,, Vn € N*. Dacd z < 1, atunci 1 — — < £ < 1, Vn € N* ceea ce
n

1
nu se poate. Analog, dacd z > 2, atunci 2 < z < 2+ —, Vn € N*, ceea ce, de asemenea nu se poate.
n

Asadar, are loc incluziunea ﬂ D,,. C [1,2]. Deoarece F, C]1,3[, Vn € N*, obtinem U C]1, 3[. Fie

neN* nEN*
1 1
z €]1, 3[. Existd ny € N* astfel incit « € F,,, = [1 + —,3— —] Deci z € U Fy, adicd incluziunea
N N neN*
1,3[c | Fn
neN*

5°.3 Sa se arate ca dacd D, =]a—e,b+¢[ si F. = [a +¢€,b — €], atunci:
ﬂ D. = [avb] si U F. :]avb['
e>0 e>0

Rezulta ca o intersectie arbitrara de mulfimi deschise nu este deschisa intotdeauna.
|—R: Se observd cid [a,b] C De, Ve > 0 = [a,b] C ﬂ D.. Fie z € ﬂ D: = z € D, Ve > 0.

e>0 e>0
Presupunem ci z ¢ [a,b]. Dacd z < a, atunci ¢ < (z + a)/2, ceea ce contrazice faptul cd z € D., Ve >0
(se ia 0 = (@ — z)/2). Analog, rezultd ci daci = > b se ajunge la contradictie. S& observdm ci
F. = [a+e¢e,b—¢] Cla,b[, Ve > 0 = U F. Cla,b[. Fie z €]a,b[. Existd g9 > 0 astfel incat z €

e>0
[a+ceo0,b—co] =z € U F. Dla, b[. Din dubla incluziune rezulti egalitatea. |
e>0
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1/p
Fie spatiul metric (R?,d,), dp(z,y) := (|:r1 — x| + |y1 — y2|p) , p>1.
5°.4 Daca D, = B141/,((0,0)) si Fj, = By_1/,[(0,0)], Vn € N*, atunci

() Dn=5:[0,0] si |J F.=B((0,0).

neN* neN*

[R: Evident ci B1[(0,0)] C Dy, Vn € N*, deci B1[(0,0)] C (] Dn.Fiez € () Dyp. Daci
neN* neN*
x ¢ B1[(0,0)] = B1[O], atunci d(x,0) > 1 si d(z,0) < 1+ 1/n, Vn € N*, ceea ce nu se poate. Deci z €
ﬂ D, = x € B1[(0,0)]. Din dubla incluziune rezulti egalitatea. S& observdm ci F,, C B2((0,0)) =
neEN*
B3(0), Vn € N* = | | F, C B3(0). Fie 2 € By(0). Atunci 3n, > 0 astfel incat d(z,0) < 2 — 1/n,.
neN*
Prin urmare x € F),, de unde urmeaza cd z € U Fy,, adicd incluziunea B2(O) C U Fy,. Din dubla
neN* neN*
incluziune rezulty egalitatea din enunt,. |

5°.5 Dacd D. = B14.((0,0)) si F. = B;_.[(0,0)], Ve > 0, atunci

() Deso = B1[(0,0)] si | J . = Bi((0,0)).
e>0 >0

[R: Evident B1[(0,0)] C De si F- C B1((0,0)), Ve > 0. Incluziunea inversd se dovedeste printr-un

rationament ca la exemplul precedent.J

§2.6. Interior. Inchidere. Exterior. Frontierd

Fie (X,d) un spatiu metric, 74 topologia metricd, ¥ familia submultimilor inchise din
X si A,B € P(X). Sa se arate ca:
6°.1 Daca A C B atunci ;icé;
|—R: Daca /ci: (0, incluziunea este adeviratd. Fie ,Z;é 0six E,Z = A € V(z). Cum A C B, atunci
BeV(z)=>a €B . Deci ACB N
6°.2 AUBCAUB;
[R: Fieﬁuﬁ;é(b@x E,ZUB?.Atuncize,Zsau:c EB?:> (A €eV(zr)sau Be€ V(z))=> AUB €
V(z) =z €A UB . Dack A = [a,b], B = [b,c], cu a < b < ¢, avem AU é:]a,c[\{b} si ALOJB:]a,c[,
deci, in general, incluziunea demonstrata este stricté.J
6°3 AN B=AnNB:
fR:x€20§©x€2§ix€§¢>A,BGV(x)@ADBGV(JCH:MEGA(%B.J

[e] [e]
6°4 A= U D, deci A este cea mai mare multime deschisa continuta in A.

DCA
Det
[R: Fie 1275 0six E,Z=> A€ V(z) = (3D € 7 astfel incdt z € D,D C A) = z € U D. Fie
DCA
Der
€ U D = (3D, € 7,Dy C A astfel incat z € Dy) = A € V(z) szea N
B!
2

6°5 AcTo A=4;
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[R: (=) S& demonstrim ci A C,Z (incluziunea ,ZC A fiind totdeauna adevidratd). Fie z € A.

Cum A C Asi A€, rezultd ci A € V(z) = ¢ €A . (<) Deoarece A =A= | J D obtinem 4 € 7.]

DCA
Der

6°6 ACB=ACB,

[RizecAde (VWeVa), VAA£D) L (W eV(@),VNB#£0=zcB. Deci 4 C B.]

6°.7 AUB = (AUB);

[R:z € AUB & (VV € V(z),VN(AUB) = (VNA)U(V N
sau VNB#P) < (r€Asauz € B)< 2 € AUB. Deci AUB =

6°8 ANB D (ANB);

[R: Incluziunea este adeviraty dack AN B =0.Fie ANB#@siz € ANB & (YV € V(z),V N
(ANB)£0) < (VW eV(), (VNANVNB)£0) = (VVeEV(E),VNA£Dsi VNB#£D) => (z€A
siz € B) e xeANB. Daci A =]a,b], B=lb,c[,cua<b<c,avem ANB=0si ANB = {b}.]

6°9 A= ﬂ F, deci A este cea mai micd multime inchisd ce contine pe A.

N#0 (VW eV(@)=>VNA£D
B.]

FDA
Feg
[R: Fie 4 # 0 si z € A. Daci admitem ci z ¢ ﬂ F, atunci (3F, € F astfel incat = ¢ F; cu
ACF
Feg

ACF,)=> (x€lF, cCAculF, €7) > CA € V(z) Cum ANCA=0siCAeV(Ez)=>z¢A-

contradictie. Fie z € m F. Dacd admitem ci z ¢ A, atunci (3Vy € V(zx) astfel incit ANV = 0) =

ACF
Fed

(3Vo € V(z) astfel incat Vo € CA) = 2 €CAe 1 = 2 ¢ Fo :=C(CA) € F. Cum A c C( CA ) = Fy,

rezultd cd = ¢ ﬂ F - contradictie. |

ACF
Fed

6°.10 AcT o A=A
[R: (=) Din ipotezi A € Fsi A C A. Avem A= () F:An( N F) C A, deci A=4A. («)

ACF ACF
FEF F£A
FeF

DinA:Z:EA:EZ:C( N F): UCrer=ae7]

ACA ACF
Feg Feg

6°.11 2 ¢ A& xc ExtA;
[R: Fie z € X astfel incat z ¢ A < (IVp € V(z) astfel incat AN Vy =0) < (3Vp € V(z) astfelii

ncit Vo € CA) & (CA € V(z)) © z € ExtA =CA .|
6°.12 Ae€cF < 0ACA;

[R: (=) Presupunem c% 9A # 0 sifiez € A = (VV € V(z),VNA#£DsiVNCA£0) =z €
A=A (&) Fiexz € A& (VW € V(z),ANV # (). Presupunem ci = ¢ A. Atunci z € CA = (VV €
V(z), VNEA#0) = (VW e€V(z), VNA#0si VNCA#0) =z € JA = z € A - contradictie. Deci
ACAsicum A C A, rezultd ci A = A, adici A € i}‘.J

6°13 AcTo0ANA=0;

[R: () Fiez € A = A € V(z). Din ANCA =0 = 2 ¢ 94 = ANJA = 0. (<) Fie
A#Qsiz € A= ¢ dA = (3Vy € V(z) astfel incat Vo N LA = 0) = (IVo € V(z) astfel incit
VoCA =z EAO:> A CAO . Cum XC A, rezultd ci A :XG T.J

6°.14 AUJA=A;

[R: 9A = ANCA = 0A C Asi cum A C A, rezulti AUJA C A. Pentru a demonstra incluziunea

inversi s presupunem ci z € Adar v ¢ AUOA = (z ¢ Asiz ¢ 0A) = [z ¢ Asi (IVo € V(z) astfel
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incat sau ANV =0 sau Vo NCA =0)] = (x € CA si IVh € V(z) astfel incat ANVp = 0) = CA € V(z).
Deoarece ANCA =0 si CA € V(z), se contrazice faptul ci = € Z.J

o

6°.15 (A =(4;

[R:Fie CA#£0siz € CAw 2 ¢ Ao (ex.6°.11)z € ExtA —CA ]
6°.16 C A=CA;

[R: Presupunem CAZ0; 2 €CA & 2 952 & (VW eV(@), VNEA#£0) « zelA]
6°.17 AcF s A C A

[R: (=) Fiex € A & (VW eV(x), VNA\{z} #0) = (VW eV(), VNA#£ D) =z A=
x € A. Deci A’ C A. (<) Presupunem ci existi = € A astfel incat x ¢ A = (VV € V(z), VN A # D si
z ¢ A)= (VV eV(z), VNA\{z} #0) =2 € A’ C A- contradictie. Deci A C A. Cum A C A, rezultd
cAA=4A & AcT.]

6°18 Ger ANFeJ = G\Fer:

[ReGeT A FeF oGer AlFer o« G\F=GnlFer.|

6°.19 O0A C 9A;

[Riz € 9A = [WW € V(z) == VNA#0 AVNLA #£0] = [V € V(z), Jyy € VN4 adl
VeVyy) ANVNEA£D = [VV eV(x)=>VNAZ£DG AVNCA #0) = x € DA (s-a folosit incluziunea
CA c CA). in exemplul urmitor incluziunea este strictd: A = [0,1]NQ, 4 = [0,1], 4 = {0,1}, iar
A =[0,1] (deoarece dacd z € A, atunci VV € V(z) = VN A#D A VN 1A # 0 i respectiv, daci
@ € Bjo,14, atunci VV € V(z) = VN A # 0).]

6°.20 9 AC DA

|—R:ac€0/ci<:>VV€V(ac) = VN AZ DA VAL A% 0] = [VV € V(z) = VNA £0 A VAL A% 0] =
VVevE)=VnA#£0 A VNE ,X;é (] = x € OA (s-a ficut un rationament ca la exemplul precedent),
deci B,ZC OA. latd un exemplu in care incluziunea este strictd: A = N*, A = N*,,Z: 0,0 ,Z: (Z).J

6°.21 0(AUB)C 0AUOB;

[R:z € 0AUB) © [WW € V(z) = VN(AUB) #0AVNEAUB) # 0] = [VV € V(z)
(VNAUWVNB) £0A(VNCANVNEB) £0] = [VV € V(z) = (VNAZOAVNEA£D)V(VNB £
OAVNCB #£0)] = [z € 3AVa € 8B] & = € 3A U 8B. In exemplul care urmeazi incluziunea
este strictd: A = [0,2], B = [1,3], AU B = [0,3], 04 = {0,2}, 6B = {1,3}, 8(A U B) = {0, 3}, iar
dAUOB ={0,1,2,3}.]

6°22 ANB=0 = 0(AUB)=0AUOIB;

[R: Trebuie si demonstrim numai incluziunea dA U 3B C d(A U B). Fie & € Az ¢ dB. Daci
se tine seama de ipoteza, atunci Irg > 0 astfel incat VO < r < rg = (Br(:c) NA#0 A Br(z)nCA #
0,Br(z)NB =0) = (By(x)N(AUB) # 0 A Br(z) N (CANCB) # ®, deoarece B,(z) C CB) =
(Br(z) N (AUB) A Br(z) NC(AUB) # 0) = @ € (AU B). Analog, ¢ € 0B = z € (AU B). Deci
T € JAUIB = x € (AU B), adici AU IB C (AU B). Prin urmare A U B = (AU B). |

6°.23 (AUB) = A'UB,

[R:z € (AUB) & [VV € V(z) = VN(AUB)\{z} # 0] & [VV € V(z) = [(VNAU(VNB)|\{z} #

0oV evE = VnA\{z}#0v(VnB)\{z}£0czcA VeeBlorecAUB.|
6°.24 A = A

[R: Este suficient si dovedim numai incluziunea A’ C A, deoarece A’ C A este adeviraty. Fie
zedA = VD eV(z),Der = (DNA)\{z}#0] = [VD € V(z),D € ,3yp € DN A',yp # x, iar
D eV(yp)l = VD € V(z),D € 7,(DNA)\ {yp} # 0] (x). S& admitem ci = ¢ A’. Atunci IV € V()
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astfel incat sau Vo N A =0 sau Vo N A = {z}] = [3Vp € V(z) astfel inc&t VD € 7, D C Vo =>DNA=0
sau D N A = {z}] ceea ce contrazice relatia (x) de mai sus. Agadar,z € A =z € A, adici A' C A

6°.25 Fie (X,d), X = {(z,0)/ € R}U{(z,y) € R*/a®+y? = 1}, d((z,1), (v1,01))
V(x —21)2 + (y — y1)?. S4 se arate cd

B1((0,0)) # Bi[(0,0)].

[R: Avem D1((0,0)) = {(,0)/]z] < 1} = B1((0,0) = {(z,0)/|z| < 1}, iar B1[(0,0)] =
{(z,0)/|z] < 1} U{(z,y)/2* + y12 = 1}~J1
6°.26 Fie A, = [1 - =2+ —[ C R, Vn € N*. S4 se arate ci ﬂ A, =11,2].
" " neEN*

1
[R: Evident c& [1,2] C (] An. Fiez € (] An = [z € Ap,Vn € N'] = [1 — S <az<
n
neN* neN*

2+— VnEN*] = z € [1,2], adicd ﬂ An C[1,2).]
neN*

6°.27 Fie B, = [5,3 - E[ CR, Vn € R. Sise arate ci | ] B, =]0,3[

neN*
1 1
[Ri [-,3— —[clo,3[ vne N = ) An CJ0,3[ Fie v €]0,3[¢ [0 < = < 3] & In € N* astfel
n n neN*
1 1
1ncatm€[—3——[:>a:€ UA" Deci |0, 3[C UA”
neN= neN=

6°.28 Fie (X, 7) un spatiu topologic si X; C X. Notam
T = {Dl/Dl =DnNnX;, VD€ ’T}.

Sa se arate cd 1 este o topologie pe X; si (X1, 71) este un spatiu topologic.

[R: Verificim conditiile (T.1), (7.2) si (T.3) din definitia 14: (T.1) 0 = 0N X1,0 € 7 = 0 €
T, X1 =XNX1, X e€1=> X1 €11 (T.2): Fie D'l,...,D,’n €En = [HDl,...,Dn € 1 astfel incat
D;=D;nXy,i=1,.,n]=>[DiNn..NnD;, =(D1NX1)N..N(DpNX1) =(D1N..NDp)N X1 €
71. (T.3): Fie {D!};c1, D} € 71,Vi € I = [3D; € 7 astfel incdt D} = D; N X1,Vi € I. Avem

UDpi=Uwinx)= UD nx;emn.]

i€l i€l i€l

6°.29 Fie (X1,7) si (X2, 72) doua spatii topologice gsi X = X; x X5. Notam:
§={G CX1xXy/G=D1 xDy, D1 €1, Dy € 1},

r={DCXixXy/D=|JG;, Gi€§, Viel}.
el
Sa se arate cd T este o topologie pe X, iar (X, 7) este spatiu topologic.
|—R: Vom proceda ca la exemplul precedent. (T.1) : 0 = @ X Dy € G C 7,VD2 € 7; X =
X1 x Xo € G, deoarece X1 € 11 A Xo € 79. (T.2) : Fie D1,....,Dm € 7 = [D} = U Gfk =

ip €1
U D, x D5 )k =1,..,m] = [Din..0Dm = ( |J (DL, x D) n...n | (D, x
i €1 1€l im€lm

zy=U - U ( ﬂ th) ( ﬂ Dgu) € 7). (T.3) : Fie {D;}ier, D; € 7, Vi € I. Atunci

1€l im€lm k=1

U G = U(D1]><D2] :>UD1—U(U(D1]'XD2]'))€T.J

JEI; JEI; i€l i€l jel;
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Fie (R,d), d(z,y) = |x — y|. S& se arate ca:
6°.30 N*=7=Q= 0
|—R: Deoarece I\?* C%C@ este suficient s& demonstram ca (EE: 0. Fie z € Q. Deoarece VV € V(z) =
V NCQ # 0, rezultd cd nu existd nici o vecinitate a lui x care si fie continuti in Q. Deci z géé . Prin
urmare (ED: 0.]
6°31 N*=N*, Z=7Z si Q=R.
[R: Evident ci N* C N*. Fie £ € N*. Dacii admitem ci = ¢ N*, atunci V =][z], [z] + 1[€ V(z)
si VN N* = ( si se contrazice ipoteza. Deci x € N* = x € N*. Acelasi rationament se face pentru a
demonstra egalitatea Z = 7. |
6°.32 Fie (X, 7) un spatiu topologic si D € 7. Sa se arate ca D € V(x), Vx € D.
[R: Fie z € D. Deoarece D € 7 si D C D, rezultd D € V(z). ]

§2.7. Multimi conexe. Multimi convexe. Multimi marginite.
Functii convexe. Functii marginite

Sa se precizeze daca multimile de mai jos sunt conexe, convexe, marginite, compacte:
7°1 A={(z,y) e R?/1 < 2? + 4> < 9}.

[R: Deoarece A C Bj3[(0,0)], rezulti A mirginiti. A este inchisi, deoarece 0A = {(z,y) €
R2/z2 4+ 3% < 1} U {(z,y) € R?/2% 4+ 32 > 9} sunt multimi deschise, deci A este compactd. A este
conexd. Nu este convexd, intrucat (1,0) si (—1,0) € A, iar punctul %[(1,0) + (—=1,0)] = (0,0) ¢ A.
Multimea A este o coroand circulard inchisd.J

7°.2 A={(z,y) € R*/x-y > 0}.

[R: A este nemirginiti (contine semidreapta {(z,y) € R%/y = z,x > 0}. Nu este nici conexi
(A={(z,y) €R?/z >0 <y} U{(z,y) € R2/z <0 >y} - reuniunea cadranelor deschise 1 si 3.) si nici
convexd (punctele (1,1) si (—1,—1) € A in timp ce punctul %[(1, 1)+ (=1,-1)] = (0,0) ¢ A).]

7°.3 A={(z,y) € ]RZ/:): €[1,2]U[3,4], y € [0,1]U[2,5]}.
|—R: A este marginitd gi inchisd. Este neconexd. Nu este convexé.J

7°4 A={(z,y) e R?/0< y < 2? — 5z + 6}.
|—R: A este nemdrginitd, inchisd, neconexa si nu este convexé.J

. L1 a2 2

7°5 A={(z,y,2) €R /§§a—2+b—2+c—2§1}.
|—R: A este compactd, conexd, dar nu este convexé.J

7°6 A={(z,y,2) € R¥/2? + 4y < 2*}.

[R: A = {(z,y,2) € R¥/2 > /22 + 42} U {(z,y,2) € R3/z < —/22 + 42} este nemirginiti

(contine semidreapta {(0,0,z)/z > 0}), deschisi, neconex3 si neconvexs |
707 A={(z,y,2) € R¥/z> 2 +y* 2> +y> < 1}
|—R: A este nemdrginitd, conexa si convexé.J
7°8 A={(z,y,2) €ER}/2>2>+y?x+y+2<1}.
|—R: A este compactd, conexd si convexé.J
7°9 A={z€C/2<|z-1| <3}
|—R: A este compactd, conexd gi nu este convexé.J
7°.10 A={z€C/0<argz < 7/4}.

|—R: A este inchisd, nemarginitd, conexa si convexé.J



Cap. 2. Spatii metrice 55

n
7°11 A={z=(21,...,2,) € ]R"/Z |zk] < 1}
k=1
|—R: A este compactd (inchisd si marginitd), conexa si convexé.J

n
7°12 A={z=(x1,...,2,) € ]R"/Za,'jmj <b,i=1,..,m}.
k=1
|—R: Multimea A este o intersectie de semispatii inchise. Deci este convexa si inchisé.J
7°.13 Sa se arate ci Q este densd® in (R, |- |).
|—R: Deoarece @ C R, atunci @ C R = R. Incluziunea Q@ C Q@ C R este evidentd (din definitie).
Fie acum 2 € R\ Qsi V € V(z). Deoarece VN Q # 0, rezultd ci « € Q. Deci Q = R.J
7°.14 Sa se arate cid Q? este densa in (R2,]| - ||2) (|| - ||2 este norma euclidiand).
[R: Incluziunea Q2 C R2 este evidenttd. Pentru incluziunea R2 C Q2, fie ¢ = (z1,22) € R2si V €
V(z). Atunci existd r > 0 astfel incat V D]z1 —r, z1 + r[x]xs — r,x2 + r[. Conform ex. 7°.13, I(r1,r2) €
(z1 — 21 +r[x]z2 — ry 22 + ) N Q2. Rezultd (r1,m2) €Q*NV =V NQ? £0,YV € V(z) = z € Q.
Cum z = (z1,2) a fost ales arbitrar in R2, rezultd R? C Q2, deci R2 = @J
7°.15 Si se arate ci (R,|-|) si (R, ]| - ||2) sunt spatii separabile?.
|—R: Q este multime numarabily si Q@ = R. Deci (R, | - |) este separabil. Analog, Q? este multime
numirabily si Q2 = R2. Deci (R2,]| - ||) este separabil. |
7°.16 Fie (X,|| - ]|) un spatiu normat. Sa se arate ci norma || - || : X — R este o
functie convexa.
[R: Fie z1,22 € X si a € [0,1]. Avem ||laz1 + (1 — a)z2|| < |laz1|| + ||(1 — a@)z2|| = aljz1|| + (1 -
o).
7°.17 Fie X un R - spatiu liniar. Functia p : X — R se numegte subliniara daca si
numai daca sunt satisfacute relatiile:
1° p(z + y) < p(z) + p(y), Vz,y € X (subaditivitatea);
2° p(Az) = Ap(x), VA > 0 i Vo € X (pozitiv-omogenitatea).
Sa se arate ca orice functie p(-) subliniari este convexa.
[R: Fie 21,22 € X si o €]0,1[. Avem p(az; + (1 — a)z2) < p(az1) + p((1 — a)z2) = ap(z1) +
(1 — @)p(x2). Pentru o = 0 sau a = 1 are loc egalitzatea. |

7°.18 Fie X un R - spatiu liniar. Functia p : X — R se numeste seminorma daca si
numai daca sunt satisfacute relatiile:
1° p(z + y) < p(z) + p(y), Vz,y € X (subaditivitatea);
2° p(Az) = |Ap(z), YA € Rsi Vo € X.
Sa se arate ca orice seminorma p(-) este o aplicatie convexa.
[R: Fie z1,72 € X si @ € [0,1]. Avem p(az; + (1 — a)z2) < plaz1) + p((1 — @)z2) = ap(z1) +
(1 — a)p(z2) sau: orice seminord este functie subliniard si se aplicd exerctiul precedent.J

7°.19 Fie X un spatiu liniar real sau complex si f : X — R o aplicatie liniard. Sa
se aratecap: X = R,
p(z) =|f(2)], Vz € X,

este o (seminormd) functie convexa.

3Definitie: Fie (X, d) un spatiu metric, A, B C X astfel incat A C B. Spunem ci multimea A este
denss in B daci B C A.

4Definitie: Un spatiu metric (X, d) este numit separabil dacd si numai dac3 existd A C X numéarabili
astfel incat A = X.
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[R: Fie 21,22 € X si @ €]0,1[. Avem p(az; + (1 — a)z2) = |f(az1 + (1 — @)z2)| = |af(z1) +
(1 —a)f(a2)| < alf(z1)] + (1 = )| f(z2)] = ap(z1) + (1 — a)p(a2).]
7°.20 Fie f: I C R — R (I interval) de doud ori derivabila pe I. Sa se arate ca daca

f"(x) >0, Vz € I, atunci f este convexa.
Folosind acest rezultat, sa se demonstreze inegalitatile:

n n n
1) (:L'+y) <z ty , Vr,y € Ry ¢ Vn € N*.

2 - 2
r+y x Y
2) 1 < 1 1 v .
) n( 5 >_x+y nz+ g, x,y €10, 00

[R: Din ipotezi rezulti ci f(x1) > f(z2)+ f'(x2)(z1 —x2), Vo1,22 € I. Fie t € [0,1], 21, 2 € I.
Avem f(z1) > f(tz1+(1=t)z2)+ [ (te1+(1=t)z2)(1=t) (21 —22) 81 f(w2) > f(tz1+(1—t)@2)+ [ (t21 +
(1 — t)x2)t(x2 — z1). Inmultim prima inegalitate cu ¢ si cea de a doua cu 1 — ¢ si adunim membru cu
membru. Rezultd tf(z1)+ (1—1t)f(x2) > f(tx1+(1—t)xz2). 1) Functia f : Ry - R, f(z) = 2", n € N*,
este convexd. Atunci pentru ¢t = 5 si ¢,y € Ry, gdsim f(xQﬂ) < %(f(:v) + fy) & (%ﬁ)n <
%(ac" +y"). 2) Functia f :]0, +oo[— R, f(z) = z-Inz, este convexd (f(z) = i) Pentru z,y € R si

t= gowism 1 (50) < GU@ +Iw) & 5w () < flametying] o m () <

T Y 2 2 2
Inz + Iny|.
Tty T+y y]J

7°.21 Fie A € M, (R) o matrice simetrica semipozitiv definita si p € R™ un vector
constant. Si se arate ci functia f : R®” = R, f(z) =zAzT+ <p,x >, z= (21,...,2,) €
R"™, este convexa.
[R:Fiex,y € R"sia € [0,1]. Avem f(az+(1—a)y) = [ez+(1—a)y]-A-[az+(1—a)y]T +(p, az+
(1-a)y)=a?z-AsT+(1-a)2-y-AyT+a(l—a)[z-A-yT+y-A-2T] +a(p,z)+(1—a)(p, y). Deoarece
z-A-yT <Ve- A zT\y - A-yT < %(auA-:cT—i—y-A-yT) siy-A-aT <Vz A 2Ty -A-4T <

%(x~A~mT+y~A~yT),atunci flaz+ (1 —a)y) 5a[x~A~xT+<p,x>]+(1—a)[y~A~yT+<p,y>} =

af(@) + (1 —a)f(y).]
Sa se stabileasca daca functiile de mai jos sunt marginite.
2zy y
7021 f:R2 SR, fla,y) = ma daca (z,y) # (0,0),
0, daca  (z,y) = (0,0);
[R: Deoarece 2|z||y| < 2 +y2, rezultd ci |f(z,y)| < 1, ¥(z,y) € R2, ceea ce inseamni c¥ functia

f este mirginit. |
T

5, 9 daca N 0,0 s
722 [ R oR foy) =1 2igp @@ @y 700
0, daci (z,9)=(0,0);

[R: Functia f este nemirginits in vecinitatea punctului (0,0). Astfel, pentru sirul (%,0) o’

avem f(l,O) =n — oo cand n — ooJ
n 2y

———, dacd , 0,0),

7023 f:R2 SR, f(z,y) = { @ 17 (z,y) # (0,0)

0,  daca (a,) = (0,0)

11
|—R: Functia f este nemirginitd in vecindtatea punctului (0,0). Astfel, pentru sirul (—, —) N
n n/neN*



Cap. 2. Spatii metrice 57

2
avem f(%,%) = % — oo cand n — co.]
T+y
7°.24 R? — R, —_—;
f: fz,y) = 1+x2+y2,

[R: Functia f este mirginitd. Deoarece 14 z2 4 y2 > 1 + x? > 2|z| si respectiv 1 + 22 4 y2 >

> : || lyl 2
L4 y? 2 2lyl, obtinem | £(2,9)| € =5 7 + 750 7 S <43 =1 V() € R

7°.25 f:RP > R3 f(x) = 1= arctg r, arcsin 2z,
* * ? - ]_+e‘t, g ) 1+w2 I

[R: Funci;ie marginitd. I: Deoarece ||(u,v,w)|| = \/u2 +v2 +w? < |u] + |v] + |w]|, rezultid ci

2z ™
[1f(2)]] < ‘1_’_ — +|arctgac|+|arcsm1_f_—mz| < +§+ =1+m VzeR]
7026 [ RS R? f(oy) = (hlny), f(@.y),
2 2 X
fen =] | ety o SR 2 T
1 )t () ¢ Ba[0.0) T
[R: Functie mirginiti. I: Pentru (z,y) € B1[(0,0)] = 0 < fi(z,y) < 1, iar pentru (z,y) ¢
24,2

B1[(0,0)] = 1 < fi(z,y) < 2. Functia fa(z,y) satisface inegalitdtile 0 < fa(z,y) < &
3+ a2 +2y?

|zy|

3122+ 22 <2, Y(z,y) € R Prin urmare || f(z,y)|| < |f1(z,y)|+|f2(z,y)| < 2+2 =4, ¥(z,y) € R, ]
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Cap. 3. SIRURI iN SPATII METRICE

Fie (X, d) un spatiu metric.

Definitia 1. Se numeste sir de puncte din X orice functie s : N* — X.

Elementul s(n) = x,, € X, Vn € N* se numeste termenul general al sirului.

Sirul s : N* — X se noteazd prin (z,)nen+. Multimea s(N*) C X se noteazd prin
{wn}nEN*‘

Definitia 2. Sirul (z,)nen+ din spatiul metric (X,d) se numeste mdarginit dacd $i
numai daca multimea {x,}nen+ este marginita.

Observatia 1. Daca (X, || -||) este un spatiu normat, afirmatia ”"sirul (x,)nen+ este
marginit” este echivalentd cu afirmagia "AM > 0 a.i. ||z,|| < M, Vn € N*”.

Definitia 3. Fie (zy)nen+ un sir din spatiul metric (X, d). Elementul z° € X se
numegte punct limita pentru sirul (x,)nen+ dacd $i numai dacd orice vecindtate a lui z°
contine o infinitate de termeni ai sirului.

Definitia 4. Fie (z,)nen+ un sir din spatiul metric (X,d). Elementul 2° € X se
numegte limita girului (x,)nen dacd gt numai dacd pentru orice vecindtate V € V(x°)
exista ny € N* astfel incat

T, €V, Vn > ny.

In acest caz girul (x,)nen+ se numeste convergent cdtre x° gi se noteazd

2° = lim z, sau x, — z°.
n—oo

Sirul (xy)nen+ se numeste convergent daca gi numai dacd Jz° € X astfel incat x, —
o

z°.
Propozitia 1. Fie (x,)nen+ un gir din spatiul metric (X, d). Daca girul este conver-
gent, atunci limita sa este unica.

Teorema 1. Fie (x,,)nen+ un sir din spatiul metric (X,d) si z° € X. Urmdtoarele
afirmatii sunt echivalente:
1° z° = lim x;
n—oo

2° Ve >0, 3In(e) € N* astfel incit n € N* cun > n(e) = d(z,,z°) < e.

Propozitia 2. Fie (x,)nen+ $i (Un)nen+ doud siruri din spatiul metric (X,d). Daca

Ty — 2° 1Yy, — Y°, atunci girul (d(x”’y”))neN* este convergent catre d(z°,y°).

Definitia 5. Fie (zp)nen+ un gir din spatiul metric (X,d) $i (Nm)men+ un gir din
N* strict crescator. Sirul (Ym)men+ din X, unde y,, = @y, , Vm € N*| se numegte subgir
al sirului (zp)nen:.

Propozitia 3. Fie (x,)nen+ un gir convergent din spatiul metric (X,d). Atunci pen-
tru orice subgir (T, )men+ ol girului (Tn)nen+ sunt adevarate afirmatiile:
1° (zp,, )men+ este convergent;

2°  lim z,, = lim x,.
m— o0 n— oo
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Propozitia 4. Fie (z,)nen+ un sir din spatiul metric (X,d). Elementul z° € X este
punct limita pentru girul (T, )nen= dacd gi numai dacd exista un subgir (Tn,, )men al
girului (zp)nen= astfel incit z° = lim z,,, .

n—oo

Propozitia 5. Dacd sirul (x,)nen+ din spatiul metric (X, d) este convergent, atunci
el este marginit.

Teorema 2. Fie (X,|| - ||) un K - spativ normat, (zn)nex<, (Yn)nn< doud giruri
din X ¢i a, 8 € K. Dacd x, — z° $i y, — y°, atunci sirul (ax, + BYn)nen =
a(Zn)nen + B(Yn)nen+ este convergent gi

lim (axn —I—ﬁyn) =qa lim z, + 8 lim y,.
n—oo n—oo n—oo

Teorema 3. Fie (X, | -||) un spatiu normat $i (xn)nen= un gir din X.

1°  Dacd x,, — z°, atunci ||z,|| = [|z°]|.

2°  Daca ||zp|| = 0, atunci x,, — Ox.

3°  Daca x, — x° # 0x, atunci existd ng € N* astfel incit n > ng = x, # Ox.
4° z, o 2° S, —2° > 0x & ||z, —2°|| = 0.

Propozitia 6. Fie (z,)nen+ un sir din spatiul metric (X,d), 2° € X, (n)nen un
jsr de numere reale pozitive, convergent cdtre zero. Presupunem ca existd ng € N* astfel
incit n > ng = d(z,, 2°) < an. Atunci , — z°.

Definitia 6. Fie (z,,)nen+ un gir din spatiul metric (X, d). Sirul (z,)nen+ se numeste
fundamental (Cauchy) dacd i numai daca Ve > 0, In(e) € N* a.i. Vn > n(e) gi
Vp € N* = d(zptp,xn) < €.

Teorema 4. Dacd (zp)nen+ este un sir convergent din spatiul metric (X,d), atunci
girul (x,)nn+ este fundamental.

Observatia 2. Reciproca, in general, nu este adevarata.

Teorema 5. Dacd (z,)nen+ este un sir fundamental, atunci sirul (z,)nen+ este
marginit.

Observatia 3. Reciproca, in general, nu este adevarata.

Teorema 6. Dacd (x,)nen+ este un gir fundamental gi dacd existd un subgir (T,,, )men+
convergent, atunci girul (x,)nen+ este convergent.

Definitia 7. Spatiul metric (X, d) se numeste complet daca $i numai dacd orice gir
fundamental din X este convergent.

Spatiul normat (X, || -||) se numeste spatiu Banach daca si numai dacd este spatiu
complet in raport cu metrica indusa de normd.

Spatiul prehilbertian (X, (,)) se numeste spativ Hilbert daca $i numai daca este
complet in raport cu metrica indusa de produsul scalar.
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Siruri in (R, |- |)

In continuare vom considera siruri din R.

Propozitia 7. Fie (x,)nen+, Tn — x°. Presupunem cd Ja,b € R, a < b gi ng € N*
astfel incat a < x,, < b, Vn > ng. Atunci x° € [a, b].

Propozitia 8. Fie (zy)nent; Tn — 2° §i (Yn)nen+, Yn — y°. Presupunem cd Ing €
N* astfel incit n > ng = x, < y,. Atunci x° < y°.

Teorema 7. Fie (xy)nen> un sir din R.

1° Dacd (xn)nen+ este crescator gi magjorat, atunci (Tn)nen+ este convergent cdtre
Marginea Sa Superioard.

2° Dacd (xn)nen+ este descrescator gi minorat, atunci (x,)nen+ este convergent cdtre
marginea sa inferioard.

Teorema 8. (Lema lui Cesaro) Dacd (x,)nen+ este un gir de numere reale margi-
nit, atunci I(Tn,, )men+ convergent.

Teorema 9. (Criteriul lui Cauchy): Fie (zp)nen+ un gir din R. Urmadtoarele
afirmati sunt echivalente:

1°  (zp)nen+ este convergent.

2°  (xn)nen+ este fundamental.

Fie (z,,)nen+ un sir de numere reale marginit. Multimile A,, = {z; k > n}, n € N*,
sunt marginite. Atunci:

1) Sirul (z,)nen=, z,, = inf A,, Vn € N*, este crescitor si marginit superior;

2)  Sirul (Zp)nens, Tn = sup A,, ¥n € N*| este descrescitor gi marginit inferior;

3) lim z,, = z se numegte limita inferioard a sirului (z,)nen+ §i se noteazd z =

. n—oo
lim x,;
n—o0
4) lim T, = T se numeste limita superioard a sirului (z,)nen+ i se noteaza T =
n—oo
lim x,;
n—o0
5) Daca sirul (z,)nen+ nu este marginit superior, prin definitie lim z, = +o0;
n—oo
6) Daca sirul (z,)nen+ nu este marginit inferior, prin definitie lim z, = —oco.
n— oo
Teorema 10. Fie (z,)nen+ un sir mdrginit din R. Atunci:
1° z = lim z, = cel mai mic punct limita;
n— o0
2° T = lim x, = cel mai mare punct limita.
n—oo
Teorema 11. Fie (xp)nen+ un sir marginit din R. Atunci z = lim z, $ T =
n—o0

lim z, au uwrmdtoarele proprietdtt:
n— oo
Ve >0, In(e) € N* a.i. Vn>n(e) = 2 —e < xp;
Ve >0 si Vn € N*, Im(e,n) a.i. Ty <z +¢;
Ve > 0,3In(e) € N* a.i. Vn>n(e) = T+e > xy;
Ve >0 gi Vn € N*, Im(e,n) € N* a.i. x(e,n) >T—c. .

=~ o DN =
S N S S
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Teorema 12. Fie (x,)nen+ un sir marginit din R. Urmdtoarele afirmatii sunt echiva-
lente:
1° Girul (zn)nen- este convergent;
2°  lim z, = lim z,.
n—00 n—00
Propozitia 9. Fie (z,)nen+ $8 (Yn)nen+ doud giruri din R care verifica urmdtoarele
conditii:
1) 21 <22 <. <2y <o <y <o <o <y
2)  lim (y, —z,) =0.
n— oo
Atunci girurile (p)nen+ §i (Yn)nen+ sunt convergente si au aceeagi limitd, adicd

lim z, = lim y,.
n—o0 n—oo

Propozitia 10. (Lema lui O. Stolz) : Fie (zp)nen- un sir oarecare §i (Yn)nen+ un
gir strict monoton gi nemarginit. Daca exista

. Tpt1 — T L=
lim 22— ;R

)
n=00 Ynt1 — Yn

. VI Tn . .
atunci exista lim — gi are loc egalitatea
n—o0 yn

. x . Tpnt1 — T
lim 2™ = lim 2t —m

n=00 Yp MO Yptl — Yn
Observatia 4. Afirmatia reciproca, in general, nu este adevdratd.

Propozitia 11. Fie (z,)nen+ un gir din R astfel incit x, — z°. Atunci girul
(yn)nEN*a
Yn = —(:Ul + 29+ ...+ azn), Vn € N*, este convergent $i y, — z°.
n

Propozitia 12. Fie (x,)nens, Tn > 0, Vn € N*. Dacad exista

lim 2% [0, +00] € R,

n—oo I,

. VR . . . . Tn41
atunci exista lim /x, si are loc egalitatea lim Yz, = lim .
n— o0 n—o0o n—oo Ip

Observatia 5. Afirmatia reciproca, in general, nu este adevaratd.
Propozitia 13. Fie (xp)nen+, £n > 0, Vn € N*. Presupunem cd existd

. Tn+1
lim =21 —

n—oo I

1) Daca A <1, atunci lim z, = 0.
n— oo

2) Dacd A > 1, atunci lim x,, = +00.
n— oo
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Siruri in (C,| )

Teorema 13. Fie (zp)nen+, 2n = Tn +iyn € C, Vn € N*| 2° = 2° +iy°. Urmdtoarele
afirmatii sunt echivalente:

1° 2z, = 2° (in C);

2° xp, > x° $i Yy, — y° (in R).

Teorema 14. Fie (zp)nen+, 2n = Tn +iyn € C, Vn € N*. Urmadtoarele afirmatii sunt
echivalente:

1° (zn)nen+ este sir fundamental in C;

2°  (xp)nen+ §i (Yn)nen+ sunt siruri fundamentale in R.

Teorema 15. (Criteriul lui Cauchy) Fie (z,)nen+, 2n € C, Vn € N*. Urmdtoarele
afirmatii sunt echivalente:

1°  (2zn)nen+ este gir convergent;

2°  (zn)nen+ este gir fundamental.

Siruri in (R™, || - [|)

Teorema 16. Fie (z™)pen+, 2" = (2, ...,20), Yn € N*, 2° = (a9, ...,23,) € R™.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° z™ — z° (in R™);

2° zp =z (inR), VE=1,...,m.

Teorema 17. Fie (x")pens, Zn = (27, ...,27), Vn € N*. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1° (2™)nen+ este sir fundamental in R™;

2°  (aP)nen+ este gir fundamental in R, Vk =1, ...,m.

Teorema 18. (Criteriul lui Cauchy): Fie (z")pen=, 2" € R™, Vn € N*. Urmadtoa-
rele afirmatii sunt echivalente:

1° (z™)nen este gir convergent;

2°  (2"™)pen+ este gir fundamental.

Siruri de functii
Fie ) # A C R si F(4;R) spatiul liniar real al functiilor definite pe A cu valori in R :
F(A;R) = {f/f: A > R}.

Definitia 8. Se numeste gir de functii din F(A;R) orice aplicatie s : N* — F(A; R).
Aceasta aplicatie se noteaza prin (fr)nen+ sau (fn)n>1 sau (fi, fo, .oy frs o)

Definitia 9. Fie (f)nen+ un gir de functii din F(A; R). Elementul x° € A se numeste
punct de convergenta pentru girul in cauzd dacd i numai daca girul numeric (fr,(x°))nen
este convergent.
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Notam prin A, multimea punctelor de convergentd pentru sirul (fy,)nens-
Functia f : A. — R,

se numegte limita girului de functii (f,,)nen+ pe multimea A..
Definitia 10. Fie (fy)nen+ un gir de functic din F(A;R) si f € F(A4A;R). Sirul
(fn)nen+ se numette simplu (punctual) convergent catre f daca si numai daca

f(x) = lim f,(z), Yz € A.

n—oo
Notam f, > f.

Propozitia 14. Fie (f,)nen+ un sir de functii din F(A; R) si f € F(A;R). Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) fu>f;

(it) Ve >0 giVx € A, In(e,x) € N* astfel incit Vn > n(e,x) = |fn(z) — f(z)] < e.

Fie (fn)nen+ un sir de functii din F(A4; R).

Definitia 11. Sirul (f,)nen+ se numeste simplu (punctual) convergent pe A dacd $i
numai dacd existd f € F(A;R) astfel incit f, > f.

Definitia 12. Sirul (f,)nen+ din F(A;R) se numeste convergent uniform pe A cdtre
f € F(A;R) daca i numai daca Ve > 0, In(e) € N* astfel incit Vn > n(e) si Ve € A =

|fn(z) — f(2)] <e.
Notam f, = f.

Definitia 13. Sirul (fn)nen+ din F(A;R) se numeste convergent uniform pe A daca
si numai dacd existd f € F(A;R) astfel incit f, = f.

Observatia 6. Dacd f, — f atunci f, =5 f.
Observatia 7. Dacd f, = f si (fo)nen+ converge uniform pe A, atunci f, = f.

Observatia 8. Din definitia 12, rezulta ca "sirul (fn)nen+ nu converge uniform catre

Uu.
fpe A(fn A f) dacd gi numai exista g > 0 cu proprietatea ca Vn € N*, Ik, > n gi
xn € A astfel incat sa avem |fi, (x,) — f(zn)] > e0”.

Teorema 19. (Criteriul lui Cauchy) Fie (f,)nen+ un gir din F(A; R). Urmdtoarele
afirmatii sunt echivalente:

(1) (fn)nen+ converge uniform pe A;

(71) Ve > 0,3n(e) € N* astfel incit Vn > n(e), Vp € N* siVe € A = |foyp(z) —
fa(@)] <e.

Teorema 20. Fie (fy)nen= un sir din F(A;R), f € F(AR) si o € F(ARL) cu
proprietatea cd Ing € N* astfel incat Vn > ng ¢i Vo € A = |fn(z) — f(z)] < pn(x). Daca
©n 50, atunci f, = f.

Teorema 21. Fie (f)nen- un sir de functii din C°(A;R). Dacd f, = f € F(A;R),
atunci f € C°(4;R).
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Teorema 22. (Teorema lui Dini) Fie A C R o mulfime compactd si (fn)nen+
un gir din C°(A;R) astfel incit fo(x) < fop1(z), Vn € N* gi Vo € A, li_)m fulz) =

f(z),f € C°(A;R). Atunci f, = f pe A.

Teorema 23. Fie (fn)nen un sir din M(A; R) (mulfimea functiilor marginite pe A).
Dacd fp, = f € F(A;R), atunci f € M(A;R).

Teorema 24. Fz'e (fn)nEN* un sir din I([a,b); R). Dacd f, = f € M([a,b]; R), atunci:
1° f € I(a,b];

2° lim /fn )da = /f )da <= / (nli)n;ofn(a:))da:)

[a b] [a,b] [a,b]

Teorema 25. Fie I C R un interval, (fn)nen+ un gir din D(L; R) (mulfimea functiilor
derivabile pe I). Daca

1° fo= feF(LR);

2° fr, = g9€T(LR),

atunci
i) fe€DILR);
ii) f'=g.

Teorema 26. Fie I C R un interval marginit, (fn)nen~ un gir din D(I;R). Daca
1° Jz° €1 astfel incat (fn(x°))nen+ este convergent;
20 fn = g€IFLR),

atunci
i) 3f € D(I;R) astfel incit f, = f;
i) f'=g.

Teorema 27. Fie I C R un interval. Dacd (gn)nen+ este un gir de functii care admit
primitive pe I si g, — g pe I, atunci g admite primitive pe 1.

Puncte fixe. Principiul contractiei

Definitia 14. Fie f: X — X o functie gi x° € X. Elementul x° se numesgte punct
fix pentru functia f daca $i numai daca

f(z°) = =2°.

Definitia 15. Fie (X,d) un spatiu metric i f : X — X o functie. Functia | se
numegte contractie dacd i numai dacd exista X € [0, 1] astfel incat

d(f(x), f(y)) < Md(zx,y), Vz,y € X.

Teorema 28. (Principiul contractiei Picard-Banach) Fie (X,d) un spatiu me-
tric complet si f : X — X o contractie. Atunci f are un singur punct fix.
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Observatia 9. Fie (X,d) un spatiu metric complet, f : X — X o contractie si
x1 € X un punct arbitrar. Dacd (Tn)nen~ este sirul de aproximatii succesive (X, 41 =
f(zyn), Vn € N*), dar T = lim x,, atunci

n—oo

)\n
1-A

d(Z,xp41) < Ay, w2).

Daca eqg este eroarea cu care trebuie aproximata limita T de catre sirul de aproximatii
succesive, atunci primul pas de la care se realizeazd aceastd eroare se determinda din
conditia

n

1-A

no :min{ d(x1,x2) <£0}.

Multimi compacte
Fie (X,d) un spatiu metric si A C X.

Definitia 16. Multimea A se numeste compacta prin giruri (secvential compacta)
daca si numai daca din orice sir de puncte din A se poate extrage un subsgir convergent.

Teorema 29. Dacd mulfimea A este compactd prin siruri (secvential compactd),
atunci A este inchisd gi marginita.

Propozitia 15. Fie A C X compacta prin siruri $i A1 C A, Ay-inchisa. Atunci Ay
este compacta prin Siruri.

Teorema 30. (Bolzano-Weierstrass) Fie A C R" (sau A C C"). Urmadtoarele
afirmatii sunt echivalente:

(1) A este secvential compacta;

(i) A este inchisa gi marginitd.

Definitia 17. Multimea A C X se numegte compactd (prin acoperire) dacd $i numai
daca din orice acoperire a mulfimii A cu multimi deschise se poate extrage o subacoperire
finita.

Teorema 31. Fie A C X o mulfime compacta. Atunci A este inchisd.

Teorema 32. Fie A C X o multime compacta $i B C A o mulfime inchisa. Atunci
B este compacta.

Teorema 33. Fie A C X o mulfime compacta. Atunci orice sir din A are cel putin
un punct limita.

Teorema 34. Fie A C X. Urmadatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) A este multime compacta (prin acoperire);
(7i) A este multime compacta prin siruri (secvential compactd).
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EXERCITII

§3.1. Siruri in (R,|-|)

Sa se gaseasca termenul general pentru sirul (z,,),en+ care verifica relatia de recurenti:
1°1 zp41 — 2z, +xp—1 =0, Vn e N* g =a, 21 =b, a,b € R.
|—R: Relatia datd se poate scrie astfel: 341 — 2 = xp — xp—1, Vk € N*. Scriind relatiile pentru
k = 1,...,n si adunind egalititile membru cu membru, gisim z,+1 — 21 = n(zr1 — o) sau Tp+1 =
b+n(b—a), Vn € N*.|
1°.2 (n+1)zpt1 =+ 2)xy — Tp_1, Vn E N*, 29 =a, 1 = b, a,b € R.

1
[R: Avem (k + 1)(zpq1 — o) = (xp — Tp_1), Yk € N*. Giisim succesiv: z2 —x1 = 5($1 —1z0) =
1 1 1 1
5(b—a), T3 — Ty = g(u —z1) = i(b—a), o Tnl = En = o l(xn —Tp_1) = .. = m(b—a).

1
(n+1)!
Sa se precizeze daca sirurile, care au termenul general exprimat mai jos, sunt marginite:

n
1
1°.3 =z, = Zk—2, n € N*,
k=1

1 1
Adunam aceste relatii termen cu termen si obtinem z,, 41 = b+ (5 + 3 +..+ ) (b—a), Vn € N* J

1 1 1 1
[R: Decarece — < —— — —, Vk € N* \ {1}, rezulti 1 =21 <z, <2 — = < 2, Vn > 2.]
k2 k—1 k n -

1°4 z, = Zcos(k —1a, a €]0,2n[, n € N*.

k=1
cos —(n_;)a sin > . . . 1 .
[R: Avem z, = — , Vn € N* 5i Va €]0, 27[, deci |zn| < = VneN N
sin 5 sin §
n
1°5 z, = Zsin(k —1)a, a €]0,27[, n € N*.
k=1
sin (221 iy na L ) 1 .
|—R:xn: — , Vn € N* gi Va €]0, 27|, deci |z | < = Vn €N J
Slni S1 b
n
1°6 =z, = Z(—l)k coska, a €] —m,w[, n € N*.
k=1
[R: Se observi ci (—1)* cos(ka) = cos k(m + ). Se foloseste ex. 1°.4.]
n
1°.7 =z, = Z(—l)”sinka, a €] —m7[,n €N,
k=1

[R: Are loc egalitatea (—1)* sin(ka) = sin k(7 + «). Se foloseste apoi ex. 1°.5. ]
1°.8 z, = V1+2"=D" n e N*.

[R: Se observd ci1 <z, < WI1+27 < 3,Vn € N*.|

1 n
1°9 =z, = <1 + —) ,n € N*. [R: Se observd ci 2 < 2, < 3, Vn € N*.|
n
1 n+1
1°.10 xn=<1+—) ,n € N*, [R: 2 <z, <4,VneN|
n

[
El

1°.11 z, = —Inn, Vn € N*,

=~
Il
-
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. . \" 1\"*! L1 1 1
|—R: Din inegalitatea [ 1 4+ — <e< |14+ — , rezultd cid <ln{l+—-)<—,Vne
n n n+1 n n
1

1 1 11 1 1 3
N*= — 4. +—— <1 1) <1l+—+—+..+—,Vn e N" =0 <1l+——— < —Vn e N,
Syt +1<n(n+) +otgtet—, Vne < &n +n(n+1)*2 n € N*.|

1°.12 a:n_Z— Vn € N*.
|—R: (mn)neN* este nemdrginit superioar. I: Aplicind teorema lui Lagrange functiei ¢(z) = Inz

1
pe intervalul [k, k + 1], k € N*, obtinem: Je €]k, k + 1[ astfel incat In(k + 1) — Ink = —. Deoarece

1 1 - "1 -
Erl < - < ,atunc1 Z k+1 <kX=:1 [In(k+1) —Ink] < ,;E = Zpn = zn > In(n + 1). Cum sirul
(ln(n + 1)){n€N* este nemargmlt, rezultd ci girul (zn)nen+ este nemérginit.J
(-1
1°.13 xnzzT,‘v’neN*. [R:0 <z, <1, Vn €N
n 1 )
1°.14 .’L’n:;m,VHEN* [R:5§1n<1,VneN*.J

n
1
1°.15 =z, = —, Vn € N*
|—R: Tinand seama ci vk < k, Vk € N*, rezulti z, > In(n + 1), Vn € N* J

n
1
1°.16 =z, = Z T a < 1 fixat, Vn € N*,
k=1
[R: Pentru o < 1 = k* < k, Vk € N*. Deci zn > In(n +1).]

n
1
1°.17 xn:Zp Vn € N* [R:2 <z, <3, Vn €N|

1°.18 =z, =n"Y" +1,Vn e N*.
|—R: ZTom = 2m + 1, deci (zn )pen+ este nemirginit superior.J
.onmw
1°19 z, = (—1)"nsin 5 Vn € N*
[R: Deoarece |zam+1| = 2m + 1, rezulti (z,)pen sir nemirginit. |

1°.20 =z, = \/1+\/2+...+\/ﬁ, Vn € N*.

1
[R: Evident ci 2z, > 1. Din inegalitatea va < —(1 + a) Ya > 0, si a # 1, obtinem z, <

1 2 3 n \/_ n+1
—(1+1+\/2+...+\/ﬁ R TR R 2n_1+2 + < 3,

on—1 on
deoarece 11m Z J

1°.21 ajn—\/2—|—\/2—|— V2 VHEN* [R: 1<z, <2,VneN*|

n— radlcall

1°.22 aznz\/a—i-\/a—i-...—i-\/a,VneN*, a

~~
n—radicali

[R: Va < zn < 1+ /@, Vn € N*. Intr-adevir, zo = v/a+ va > v/a = z1. Daci admitem ci
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1
Tp > Tp—1, atunci Tp41 = Va+ 1z, > VJaF+ Tp—1 = Tn,Vn € N*. Deci 2, > 71 = Va => — <
T

n

1 a a
—,VneN" . Avem 22 =a+Tp_1<a+Tn > Tpn <1+ —<14+—=1 a.
\/E n + ZTp—1 + xn n Zn \/a— +\/_J

Sa se studieze monotonia sirurilor, care au termenul general de mai jos:
n
1
o] —_ *
1°.23 xn—kz_l—5k+1,Vn€N .

[R: &y 41 > @n, ¥n € N*. Deci (zn)nen+ este strict crescitor. |

n
1
1°.24 z, = Z I Vn € N*. [R: (zn)nen+ sir strict crescitor. |
k=1
n
1
1°.25 =z, = Z m, Vn € N* [R: (zn)nen+ sir strict crescitor. |
k=1
1
1°.26 z,=———, Vn e N,
ey

1, dacd nmn=2m-1,

|—R: Deoarece z, = { rezultd cd sirul (zn)pen+ DU este monoton.J

1
3 dacd 2 =2m,

1°.27 z, = —,n € N*.

1
3+ (1)

[R: Deoarece 3"+1 4 (=1)n+1 > 37 4 (—1)", Vn € N* rezultd ci sirul (z,)nen+ este des-
crescitor. |

1 n
1°.28 =z, = <1 + —> , Vn € N*. [R: Strict crescitor. |
n
1 n+1
1°.29 =z, = <1 + —> , Vn € N*. [R: Strict descrescitor. |
n
1°.30 =z, = \/1 +4/24+ .+ Vn, ¥n € N*. [R: Strict crescitor. |
n—r;Zlicali
1°.31 =z, = \/a +1/a+...++a,VneN* a>0. [R: Strict crescitor. |
n—r;:iicali
o 1/n " * 1 1\"
1°32 xz,=—|—-| ,VneN". I—R:Avemxn+1:mn~—(1+—> <xn,VnEN*.J
n!'\ 3 3 n
1983 2, = " VneN
. Ty = W’ n e .
1 1\" .
|—R.xn+1_xn«n+1<1+;) < Zp,Vn>2, neEN J
nle™

1°.34 xn:W,VnEN,p>O.

n+p 1 n+a 1 n+%
) . Deoarece!) (1—1——) <e< (1—1——) ,cul<a<
n n

—1[, avem Zp41 > Tn, iar pentru p < 5 gasim xp41 < xpn, Vn € N*.
1
In(z+1) —Inx

R: =2, -e-
|— Tptl = Ty - € (n 1
1

—— — 1, atunci pentru p €0, —
In2 ’ p p ]’ln2

I: Consideram functia f :]0, +oo[— R, f(z) = — z. Functia f este continud, li\% flz) =
x

1)C. Udriste, Analizd matematicd, Partea I, .P.B., 1972, pag. 1-16, Problema 4.
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1 1 sh® 1
0, lim = —si f'(z) = -1 = —1 > 0, unde e2u = 1+ —. Deci
P T g 8 /(@) z(z + 1)[In%(z + 1) — In® z] u? * T
functia f este strict crescitoare. Notdm o, = ieanI f(n) si By, = sup f(n). Deoarece sirul (f(n))nen+
neN* neN*

1
este strict crescitor, avem «p, = f(1) = ™ —1si B, = lim f(n) = 3 Dacd a < «,, atunci
n n—oo

1 n+ao 1 n+§
a<f(n),Vn€N*,:>(1+Z) <e<(1+5) ]

Sa se gaseasc punctele limita pentru sirurile de termen general:

1°.35 mn:ﬂ,VneN". R:{—%,l}.J
n" 4
1° 36 xn—( )" + n cos(nm/4) Vne N R: {_1 \2_707\2_’ }J
1°.37 =z, = V/1+2n(= iy , Vn € N*. [R: {1,2}.]
1°.38 2, =1+ (-1)"%/a, a >0, ¥n € N*. [R: {0,2}.]
1°.39 z, =1+ (-1)"{/n, Vn € N*. [R: {0,2}.]
o _ _ n " * I
1°.40 xn—< n+1>,VneN. [R{ee}J
1°.41 z, = sin %, Vn € N* MR: {1, —?,—%,0,%,?,1}.]
| = ="
1°42 2, =-— " " VneN-. [R:1/2.]

2

Fie (n)nens, (Yn)nen+ doud siruri de numere reale. Atunci:
1°.43 lim z, + lim y, < lim (z, +y,) < lim =z, + hm Yn-

n—r00 n—00 n—r00 n—o0
[R: Considersm multimile A,, = {z}; k > n}, = {yp; k> n},Cn ={xk +yr; k>n}, Vne€
N*. Notdm z,, = inf(A,), y = inf(By),u, = inf(Cpn), Tn = sup(An), Tn = sup(Bn), Un = sup(Chp).
Avemgz, +y <ap+ye Vk2n=>z,+ty <u, n €N = lim z,+ lim yp, < lim (zn +yn),
n—o00 n—o00 n—r00

iar zp +yp < Tk + Y, Ve > n=>u, <z, +7,, VR EN* = lim (2, +yn) < 11m Tn + hm ynJ

n—o0

1°.44 lim z, + hm Yn < hm (J;n +yn) < hm Tp + hm yn
n— oo

|—R Folosim notatiile precedente: z, + yr < 2t +yr, Yk > n = 2, +7, < Un, Vn € N* =
lim z, + 11m yn < hm (xn + yn). Pe de altd parte, avem zy + yx < Tn +7,, Yk > n = lL_m (zn +
n o0

n—00

Fie (yn)nen+ un gir convergent si (z,)nen+ un sir marginit din R. Atunci:
1°.45 lim (z, +y,) = lim z, + hm Yn-

n—oo n— oo

|—R: Deoarece sirul (yn)nen+ este convergent, avem lim y, = lim y, = lim y,. Relatia din
n— 00 n— oo n—r o0

ex.1°.43 devine egalitatea din enunt,. ]
1°.46 lim (z, +y,) = lim z, + lim y,.
. n—oo n—oo n—oo
|—R: In ex.1°.44 schimbdm rolul lui z, cu y, si tindnd seama de egalitatea de mai sus, obtinem

relatia ceruti. |
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Sa se calculeze limitele de mai jos:

1°47  lim 2+ R: L]

1°.48 hm [1+ n(~ ] [R:1.]
n—o0

1°.49 lim [2+ " + sin(nm/2)]. [R: 0.
n—oQ

1

1°.50 lim [— — cos(mr/Q)] [R: —1.]
n—oc LT N

1°51  Tim [1- 1> ]. [R: 1.
n—oQ \/§

1°.52 nll)rgo [1—sin(nm/3)]. [R: 1+ TJ

Sa se studieze convergenta girurilor care au termenul general exprimat mai jos:

n
1
1°.53 =z, = Z ,n € N*, unde aq, ..., a,, ... formeazi o progresie aritmetica.
i1 Me@k+1
[R: L :l<L— ! ),k:l,...n,VneN*émnzl(i— ! ): n ,
Qp Q1 ar ap +r r\ar ap-+r ai(a1 +nr)
vn € N
k-1 . SR 1 1
1°54 zx, = T,nEN. [R:xnzzm_ZH:1_;'J
k=1 k=1 k=1
"1
1°.55 =z, = —, n € N*. R: z, > In(n+1) = oo (vezi 1°.12
n I;\/E [ (n+1) = oo (vezi 1°.12)]
1°.56 =z, = Z k% n e N a<1 - fixat. [R: z, > In(n+1) = oo (vezi 1°.12). |
kil .
1°.57 =z, = H <1— k_2>’ n € N*,n > 2.
k=2
[Te-0][®+1)
|—R'x k=2 k=2 n+1 lJ
e (n!)? 2n 2
1°.58 _T (et € N*\ {1}
’ Tn = Brl) "
k=2
k-0 TJ[*>+E+1)
|—R'x _l}_[=2 1};[2 _2(n?+n+1) 2J
TR N 3 1 3
[T+ 2 —k+1) n(n+1)
k=2 k=2
1°59 z n! n € N* [R: n < = = 0.]
. n = s . 1 Tn — — 0.
L+ B)(1+22) (1407 S
1
1°.60 =z, = E—lnn n € N*.
k=1

1 1
|—R: Tp4l — Tn = ? —In (1 + —) < 0, Vn € N*. Sirul este descrescitor, iar z,, > 0, deci este
n n

convergent.J
[} n'" *
1°.61 xn:(')z,nEN
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1\" 1
|—R: Tn >0, Vn € N* si Int1 _ (1 + —) —— <1, Vn > 2, n € N*. Sirul este convergent.J
Tn n n+1

1°.62 x, =+2+T,_1, 29 =0,n € N*,

|—R: Deoarece v/2 = 2 cos 212, rezultd x, = 2cos T

T 2.]

6
1°.63 =z, = 2" lsin o0’ 0el—n/2,7/2, n € N".

e < « _ 0 sin(8/2") [
|—R. Tn =0, daca 6 = 0. Daca07é0:>a:n_2 79/27; _>2.J
0
1°64 @, =2""tg ., 6€]l-m/2m/2 neN". [R: 2 — g.J
1
1°.65 =———— néeN".
o Vn + 2 cos(nm) "

[R: |2n| = ,¥n>5, n €N

1 1
Vn+2(=1)n s Vn—2

1 4
1°.66 xn=§<mn_1—|— ),x0=a>0,n€N*.
n—1
|—R: Ty — 2. It S4 observdm mai intai cd z, > 0, Vn € N*. S ardtim ca I%-H >4, Vn € N*.
N 1 1 1 4 \2
intr-adeviir a2, | — 4 = Z(:c,% T é n s) 4= Z(:vn - Z) > 0. Deci &nt1 > 2, Vn € N*. Pe de
4 — 2
alta parte zp41 —xTn = d <0, VYn > 2. Agadar girul (z)pen+ este convergent. Fie z° = li)m Tn.
Ty n— 00
$°2 +4
Trecand la limitd in relatia de recurentd, obtinem z° = 250 =z° = 2.J
xr
Sa se camlculeze1 urmatoarele limite:
1°.67 lim —, a>0. [R: 0.
n—oo N
o (="
1°.68 lim , o> 0. [R:0.]
n—oo N
1°.69 lim A", [N\ < 1. [R: 0.
n—oo n
1°.70 lim —, a>1. [R: 0.
n—oo q”
. a
1°.71 lim —,a € R [R: 0.
n—oo n!
n
1°.72 lim ,a > 0. [R: 0, daci 0 < a<1;1/2,daci a=1; 1, daci a > 1.]
n—oo 1 +7(z]'n
a
1°.73 lim —— . : 3 1; 1/2 ia=1.
n—)oo1+a2"’a>0 [R: 0, daci a # 1; 1/2, daci a |
a® —a "
1°.74 lim ——, a > 0. [R: —1,dac’0<a<1; 0,dacia=1; 1, dacia>1.]
n—oo @ +a™ "
an
1°.75 lim a> 0. R: 0, Va > 0.
n=oo (14 a)(1+a?)-...- (1+am)’ [ J
1°.76 lim n(al/n — 1), a>0,a#1. [R: Ina.|
n—00 1n
1°.77 lim (1 + an) ,a>0. [R: 1, daci 0<a<1; a, daci a>1.]
n—oo
1°.78  lim n?(a'/" +a /" - 2), a > 0.
n—r oo
[R:n?a. It 2 = n2(aV/" + a= /" —2) = a= /" [n(a!/" - 1)]2.J
. Va+ Vb\"
179 him (YA V ,a>0<b. [R: Vab.|
n—00 2
1°.80 lim n (% — "+\1/5), a>0. [R: Ina.|

n— oo
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1°.81

1°.82

1°.83

1°.84
1°.85
1°.86
1°.87
1°.88

Analiza matematica - Probleme

n n n
li_>m (‘/al + m+ ﬁm) yar >0, k=1,...,m. [R: ®/a1az...am.|
. 1 3 2n -1 1 3 2n —1 1
nllfgo(a'z---‘ o ) [Ri0. Ton =5 5= < oy
3/ 9 .1 ' 2
lim 7S [R: 0. I: |$n\_‘\/—sm () Vn? -0
n— 00 2n +1 2n +1 2n+1
l+a+a®+..+a" 1-b
n—>001+b+b2+ +bn,| |<1>|b|. [R:l_a.J
Inn
lim —, a > 0. [R:0.]
n—oo &’ n
lim (—-1)" T [R: Nu existi. |
n—)oo ' 'fl7l'n+
lim sin R [R: Nu existi. |
n—r oo
lim sinn.
n—oo

[R: Nu existd. I: Intervalul I, =]2k7 — 7 /4, 2kn + /4] are lungimea 7/2 > 1, deci existi nj € N*

V2

2
astfel incat ng € I = —% < sinng < - Vk € N*. Intervalul J;, =]2km + 7/4,2kn + 37w /4 are

2
lungimea 7/2 > 1, deci existd nj € N* astfel incat nj, € J, = g <sinnj < 1, Vk € N*.|

1°.89
1°.90

1°.91

1°.92

1°.93

1°.94

1°.95

1°.96

1°.97

1°.98
1°.99

1°.100

1°.101

lim cosn. [R: Nu existi. |
n— oo
lim cos 1 [R:1.]
n—oo
o, e (4(1 e ;) e
li t —L" [R: 0
Jim_arc g 1 3 : 0.
lim arcsm _— [R: Nu existi .|
n—00 n(n + 2)
. 1 = k 1
nll)rgo E| E k(-1) | [R: §'J

k=1
lim if:k? e L
n—oo 13 ' "3

k=1
lim — En (2k — 1)2 R: 2]
n—oo N3 ’ T3

k=1
. 2k -1
i 32 reo ]

k=1
n
. 1
lim —-. [R: +oo (vezi ex. 1°.12). ]
n—oo £~ k
lim n - a”, la| < 1. [R: 0.
n— oo
)k 'k —1 L\" o (DR

nh—>HolokE 1 —Cy. [R:1—e L. I: (1— 5) = 1—;()” = Ny

nhi%ozk k+2)
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1 1 1/1 2 1 . _l_ 1 1
[R'Z'I‘ k(k+1)(k+2)’_(E_k+1+k+2)’Vk€N ==y 2(n+1)+2(n+2)'J
1°.102  lim 2”sm23 a€R. [R: o]
n—oo

o . «
1°.103 nh_}n(}o 1:[ cos 2—k, aeR.

|—R: 1, dacd a =0 si o

@ e @
, dacd a # 0. It sin2a = 2"t sin o COS — ... COS — COS a.J

on " 2
3 V2k+1—v2k—1 1
1°.104 WOOZ T . [R:l. Lz, =1— W'J
o 1 n—+1
1°.105 J‘l‘éok_ In <1—k—2) [R: —In2. I xn:m( x ).J
n
o . (_1)k_1
1°.106  lim > —
k=1
n _1)k—1
|—R: Notdm z, = Z % Sirul (zr)nen+ contine subsirurile:

k=1
(T2m—1)men+ care este descrescdtor si mirginit inferior de z2 si
(z2m )men+ care este crescdtor si marginit superior de z;.
In plus, avem inegalitatea z2,, < Tam+1

Prin urmare, existd limitele: [; = lim o, si lo = lim x2,—1 $i l1 < l2. Deoarece z2m+1 =
m—r 00 m—r00

1 N
Tom + m, atunci l1 = l2. In concluzie, sirul (zn)nen+ este convergent si limita sa este | = 1 = la.
m
Pentru a calcula limita [ s observim c& zam2) = ! ! .. ! = i ( ! +...+
m+1  m+2 m+m m 1+i
m
1 / 1
m) — / dz =1n2. J
14+ — 1+x
m 0
= 1
1°.107 lim —_ .
n—o0 £~ E(k+1)(2k+1)
1 1 1 1
R: A k(k+1)2k+1) > k(k+1) = < = — , Vk €
[R: Avem k(k + D)2k +1) > k(k+1) = vy < 0y = 5~ BT

N* = z, < 1,Vn € N*. Pe de alti parte, sirul (z,),en+ este crescétor Deci el este convergent.

LA 1 4 !
Sv b X X n —3 —_ _— — - =
4 observam acum cid x kgzl(k‘Fk_'_l 2k—|—1) + + Z(2k 2k—|—1)

e L (L Y] e L )%
_ — — — = b — —41n2.
n-+1 et 2k 2k +1 n—+1 n+1l n-+2 2n  2n+1

4

n

+

n

1
Ob ie Put i = E —_— 2 —_——— =
servatie Putem scrie x,, = %2k 1 1) kXZ:l kT )k T 2)

W:
n 1 1 n 1
2};(ﬂ_2k+1)_2;(2k+1 )

1
1°.108 hm (1—2

k=1

+
1
12+22 +12+22+...+n2>'

[R: Se observi ci @, = Z 6

Y Decian — 6(3 — 4In2).
P CE T E T N (3~ n2)]

2)Egalitatea lui Catalan
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n
o : E 1
1°.109 nh—{lgo 2 arctg m

1 1
= arctg — — arctg —— = arctg (k + 1) — arctg k, Vk € N*. |

[R: L arctg ———
4 E2+k+1 k k+1

n—oo

n
2
° .
1°.110 lim Z arctg =
k=1
[R: 3—” I: arctg 2 _ arctg LI arctg LI arctg (k+1) —arctg (k — 1), Vk € N\ {1},=>
4 k2 ) k— % k —{— 1 )
T, = arctg 2+ arctg 1 + arctg 5 arctg — — arctg D Vn € N gi se tine seama c3 arctg 2 + arctg 5=
n n

7/2.]

1°.111 lim
n—oo
Lo ! 2k 2k
[R: —. I: In egalitatea 1 + z + 22 + ... + "1 = H (m — cos —— —isin —), vz € R ficand
2 frater} n n
n—1 ke
z =1, gdsim n =271 H sin —J
n
k=1
1°.112  lim {/CO+C2 +C4 + ... [R: 2. I: Se stie c&: CO 4+ C2 +C4 +...=27-1]
n—oo

1°.113  lim {/CL+C:+CT + ...
n—oo

[R:2. I: Avem: C} +CL4+C7 + ... = %(2" + 2cos (n _32)7T) Ny
. 2 ™ 72
1°.114 lim n°-In (cos —). [R: ——.]
n—o00 n 2
1°.115 lim n-In(tg (f + f)) [R: 2r.|
n—00 4 n
1-2+2- 1
1°.116  lim ——* 3+3 tnn+1) R: L]
n—00 n 3
1 n—1 k 2 1
° 1 — — . 02 —
1°.117 nlgr;(}ﬂé(a—l-n) ,a€R [R:a +a+3.J
n+1_ 1 i
1°.118 nll_{l;o kll (1 — ﬁ) . |—R: 5 I: Vezi eX.1°,57~J
n—_i-l
. . k-1 2 )
1°.119 nh—>Holo kll <k3——|—1> . |—R: g I: Vezi ex.1 .58.J
1°.120 lim ——. R: 0. I: Vezi ex.1°.65.
o 2 1 V/n cos(nm) [ e ex J
n+3 nlnn
1°.121 i . R: 0.
i, (2n ¥ 1) [r: 0]

1+«
(1 — cos %)
1°.122 lim —+——F——
n—oo n —In(n + 1)

1°.123 lim <1—§-ln—"> . [R: 0.]

n—00 2 n

,a>0. [R:0.]
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1 n
1°.124 lim <n -sin —) . [R: 1.]
n—00 n
n—1 1
k=0
1
1°.126 lim N R:1
n—)oo; vVn2+k |— J
n
o . 1
5 k
17128 lim [ <1+ F)
k=1
oy In(l+2) . - S
[R: V. I: Se stie ci Im})— = 1. Fie 1 > ¢ > 0. Existd V; € V(0) astfel incat z €
T— T
Vel—e< In(+z) < 14 €& = 3n(e) € N* astfel incat n > n(e) = % € Ve,Vk =1,...,n =
z n

n(n +1)
2n2

k k .
(1-e)— <In (1—1— ) < (1+5)— k=1,...,n. Insuméand dupd k = 1,...,n, gdsim (1 —¢)
n n?

lnﬁ <1+i) <(1+5)”(Zn+ DN lim lnH (1+:):%.J

|—R: e. I: Se procedeazi ca la exercitiul precedent si rezultd (1—e

k2 n(n+1)(2n + 1) . . K2\ 1
—) <(l+e)————r—— = nlemlnlclill <1+ §> = g.J

n(n + 1)(2n—|—1 L
) 6n3 ];[ (

n3 6n3

" 1
1°.130 i 1+ — .
nﬂréo,g ( * (n+k)2>

o d—en 1 (d+e)n im In )=
[R: 1. I: e <0 H<1+(n+k) )<(n+1) = ok H( (n—l—k)) o

n
o : 1

oy (I—en = (1+e)n : 2 ! =
[Rie T il < ];[( \/n2+k><\/n2+1:>"11>m°°lnn<1+ n2+k)—1.J

k=1

n
1
1°.132 lim I I 1+ —>
neoeo i < n?(n + k)

|'R:1.I:(\/_£)"<1 H( ! )< (+en J

/n2(n+k) Vn2(n+1)
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k
1°.133  lim VnF, k € N* - fixat. [R: 1. I: lim Vn* = lim M =1]

n—0o0 1 n— oo n— oo n
o . . Lo 1 T n! _
1°.134 nll)ﬂ;o n— n!. |—R. 0. I: nle U _nler;o —(n+1)! _O.J
L7
19135 lim " [R: 1]
n—oo N
1°.136 lim Vinn. [R:1.]
n— oo

1°.137 lim V/In(n!).
n—oo

[R:1. 1< In(n!) <n2, Vn>3=1< %/In(n!) < Vn2 - 1.]

1°138  lim %’%/(n+1)(n+2) T an). 'R 4o-1.]
n— oo
1°.139  lim ’\l/(a+1)(a+2)""'(a+"), a>—1. [R: 1.]
n— oo
o H n + 1 H m .
1°.140 nll_}rr;o H sin . [R: 0. ]

|—R: l . ; (2k+1)w

5 I: Ecuatia 22" + 1 = 0 are ridicinile z;, = e’ 2n , k=0,1,...,2n — 1. Deci 22" + 1 =
2n—1 2n—1 n—1
H (r — zg), Vz € R. Pentru z = 1, gdsim 2 = H |1 —zk| = H |1 — 2|2, deoarece ridicinile z, si
k=0 k: 0
- 2k + 1)
Ton—1—k, k= 0,..n — 1, sunt complex conjugate. Deci 2 H ( u) J
n nin+1)
1°.142 lim |\ n!-2 2. [R: 0.
n—oo
3n
1°.143 lim n- ¥ [R:0.]
n—00 (2n)'
. n!)3
10144 tim P [R: — .
n—o00 (3’”)' 27
N2
. (n a
1°.145 lim ¥ a®, a>0. R: -
n—00 (2n — 1)| ’ |- 1 J

19146 1im (" T/ 1)i- W)3>.
n+l/ n+1
[R:e 1. I: Ex.1°.134 = lim n+1 Vin+1)! n n+1

=1=
! n—nx) n+1 ,/. n

L (D n+{/m_ Yal\" e lim ("H/n T D - Val)
L TR A Tt = ~
"/ (n + 1)! RN 1\ =41
Pe de alta parte lim (#) = lim (ﬁ) S = lim (nn-I— ) S =e=
n—oo nl n—oo (n|)(n+1)/n n—oo ’fl'

3) Sirul lui Traian Lalescu
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tim (/- Val) = e

n—oo
.1 /n\"

1°.147 lim —( - | .

n—oon! \ 3

|—R: 0. I: Tinand seama de ex.1°.32, gdsim lim Intl _ € o lim Ty = O.J
n—oo I, 3 n—o0o
n

1°.148 lim [R: 0. I: Vezi ex.1°.33.

n— 00 n!)2

—~

. 2n)!
1°.149 lim ) . |—R: +o00. It 41 > 2xp, Vn € N*.J
n—oo nh
(2n)" n+1\" 1
1°.150  lim . R: 0. It gt = ( ) .
n—oo (277,)' |— Intl = on n 2n +1 J
.oonl-e?
1°.151 lim .
n—oo NP
. s rste _(n\" 1 o(1) . _ nle"
|—R: Din formula lui Stirling: n! = (;) 27m(1 + on + n—2), obtinem x, = T =
. 1
+o0, dacd p< -,
. 1 o)) , ) 1
V22 TP (14 — 4+ =% )| = lim 2z, = V2w  dacd = -, J
12n n? n—oo %
0, daca p> 3
nn
1°.152 lim a> 0.
n—o (a+1)(2a+1)-...- (na+1)’
|—R: lim Tnt1 _ E. Dacd a > e, atunci lim x, = 0. Dacd a < e, atunci lim z, = +oo. Daca
n—00 Iy a n—oo n—oo
a=e, atunci z, = n” <i— L (1+L+ﬂ):>limx —OJ
7 n_e”(l—}— é)(?—f—é)(n—k%) ern!  2mn 12n n2 n—oo

o 5 - k
1°.153 nlgr;oz <\/1+ﬁ—1>.

k=1

1 V1 —1 1 1
|—R: —. I: Deoarece lim vite-1_ —, atunci pentru Ve € ]0,—[, In(e) € N* astfel incat
4 z—0 T 2 2
1-2 1+2 A
n > n(e) = ﬂ <3 /1+ ko 1< ﬂy Vk = 1,...,n. Insumdm membru cu membru si
(1 - 2)n(n 1) (s 2n(n+ 1
o 1—2¢e)n(n+1 1+2e)n(n+1 A 1
gasim —— o —— <zn < e Vn > n(e) = nlewxn = ZJ
(] K
1°.154 lim < 1+ - = 1).
n—00 n

k=1
1 Vito—1
[R: % I: Deoarece lim vitz-l

r—0 x

/ 2 2
< 31+k_3_1<(1+36)k
n

1 1
= atunci pentru Ve € ]O, 3 [, In(e) € N* astfel incat

(1 —3e)k?

vn > n(e) = ,Vk = 1,...,n. Insumim membru cu membru si

3n3 3n3
. 1-3)nn+1)2n+1 1+3)n(n+1)2n+1 . 1
obtinem: ( ) (18n3 It ) < xp < ( ) (18n3 ) ),Vn >n(e) = nll)ngo Tn = §J
n
. ka
1°.155  lim [] c0s = @ €R.
n—oo - n/n
1 1
[R: e=4*/6_1: Din relatia lirrb H(L;w) =-35 pentru Ve > 0, In(e) € N* astfel incat n > n(e) =
r— xTr
(=1 —2¢)k%a? ka (=1 + 2¢)k2a? (=1 —=2¢e)n(n + 1)(2n + 1)a?
— <1 —  Vk=1,...
2n3 < | oo ny/n < 2n3 ’ = 12n3
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- ka (=1 +2¢)n(n + 1)(2n + 1)a? . . ka a?
<1nH (cos ) < :>nli>n;olnkl—[_1(cosn\/ﬁ) :_K'J

3

Pt} ny/n 12n,

~ km s sinz
1°.156  lim Y sin—. [R: T I: Se va folosi limita lim v = 1.]

n—00 n 2 z—=0 T
n
. . (2k-1)a

1°.157 lim sin %, a€R. [R: a.]

n

T
1°.158 lim Sin ———.
nooo = /n? + k

... sinz . (1—¢e)nm
R: 7. I: Din lim =1=V1l>e>0 3n) € N al Vn > n(e) avem ——— <
f lim =2 (€) > n(e) —
zn:sin ™ < (1+e¢e)nm |
= VnP+k o V2l
n
1°.159 lim ) sin? :
n—>ooz n+k
k=1
[R:0. I: Avem 0 <sin® —— < — " k=1 i vn e N*.]
: 0. I: Avem in® —< ———, =1,..,ns Vn .
n+k  (n+k)? 8
- 27
1°.160 lim (n — cos . R: 0.
k=1
= 1
1°.161 lim arcsin ——.
n—yo0 vn?+k
. .. arcsinz R (1—2e)n
R: 1. I: Din lim =1=V1l>e>0, In(e) € N ai. Vn > n(e) avem ———=—— <
[ =0 © = n(e) vn(n+1)
En:arcsin < (1+en J
= VnZ+k  Vn?+1
k2 1 t
° . ~ R .. . gx _
1°.162 nll_{rgo kE tg 5 [R: 3 I: Se foloseste limita lim - 1.]
" k? 1 t
1°.163 nh—{%o E arctg 5 [R: 3 I: Se foloseste limita lim arcmg:c —y
1°.164 i ﬁ 1+ vk
. 1m — = |-
n—o0o n3/2
k=1
8 n
[R: /3. I: Fie ¢ > 0,3n(e) € N* astfel incat n > n(e) \/ﬁ g < In(zy)
1 —l—s n+1 B 2
S st s iy LS VE = i VL2
n
. 3 1—acosp
1°.165 lim a® cos(k al <1, peR. R: ———~ .
2 (kg), lal <1, ¢ R e o
n
1°.166 lim E a® sin(k al <1, peR. R: — 2om®
n—ro0 £ (k¢), lal ¥ [ 1 —2acos ¢ + a2 J

1 n _ 1/z
1°.167 lim n- [e— (n+ ) ] [R: g L fim <= 0FO g.J

n—r00 n z—0 xT
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1°.168 lim cos [7m2 In <n + 1)]

n—00 n

[R: 0. I: Avem cos {7m2 In (L)} = cosmr[— 1+1+nln (%)} = (—1)" cosnm [1 +
n

n+1
nln (n—-l—l)} si zlgr;()ﬂ:v{l—k:vln (m)} = Q'J
17n
1°.169  lim [n-sin—] . [R: 1.]
n—oo n n
1 1
1°.170 lim — —. : 0.
Jm 2% [r: 0,
kﬁl
1 1
1°.171 lim — _ R: 0
S ey 0
1 1
1°.172 lim — — R: 1.
T 2 R R 1
kil
1 1
1°.173 lim — — [R:2.]
n—oo n k
k=1
10174 lim —— zn:xk/E [R: 0.]
n— 00 n\/ﬁknl
) : p * . 1
1°.175 nll)rgo v I;k , p € N* fixat. [R: p+1'J
1°.176 i izn:kp—L € N* fixat [R: L]
’ nl—>nolo npP = p+1 P xat. )
1 n 9p
o ; _1\P * .
1°.177 nll)rgo e Z(?k 1)P, p € N* fixat. [R: p+1'J
n k=1
o : 1 2a
1°.178 Jl)n;oggtg 7 a€]l—n/2,7/2]. [R:0.]
In(n!
12179 Tim 20 [R: L]
n—o00 ln(n”)
1°.180  lim — icos ” [R: 1.]
’ n—oon + 1 &= n+k o
1 « (2k — )
1°.181 lim — - R: =
Jim 2o [
. Notam 2, — L 3™ gos ZE=DT _1(" Ez) Ll
I: Notdm z,, = . kzz:lcos ym . Avem z, = " I;cos s cos in +
1/ < k / / 2
. ™ . T . TX _ 2
+;(;51n55) sma—>1~/cos?da:+0~/sm7da:_ W.J
b—a 0 b—a0
1°.182  lim — 23 si ( k ) b. R: cosa — cosb.
nl_)ngo " I;Sln a—+ " a < |— COs a — COS J
b—a n b—a
1°.183 nll—E%oTZCOS (a+k - ), a<b. [R: sinb — sina.

k=1
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1°.184 lim b_aiea(a—i_kb_Ta) a<b aeR” [R: 1(e""’ e*). ]
1/n
1°.185 Fie sirurile (xy)nen+ $i (Yn)nen+, unde z,, = / arctg (nz)dz, y, =
1/(n+1)
1/n
arcsin(nz)dz, n € N*.
1/(n+1)
1) Sa se calculeze z,, si yp,.

T
2) Sa se determine lim .
n—oo yn

|—R:1) wn:i(z—an)— !
2n \ 2 n -+

1 2
_ - 1_—n .2)lflln2.J
n (n+1)2 2 7

Sa se gaseasca lim z,, daca:
—00

arct n —|—1 ln(l—l— n? ) - ! arct n
1 1 2 mr12 ) T a1

1 -
1°.186 z, = / — 2 dz,neN-..
) V1 —22

2m — 1!
/2 M, dacda n =2m,
2m+tlm! 5
[R: 0. I: z, = /sm" zdzr = 9m—1(m — 1)! 5 Avem sin®™z <
0 ————*2 dacd n=2m-1.
2m — 1!
sin?m~1 ¢ <sin?" 22 = 29, < Tom-1 < Tom-2 8§ lim 22, =0= lim z, = O.J
m— o0 n—o0
1
1 .
1°.187 =z, = — (arcsinz)"dz, n € N*.
n.
0
1 n
[R:0. I: 0 < 2, < —(3) = 2, — 0.
n!\ 2
o 1 a *
1°.188 a:n+1=§ Th+— ), mnEN" a>0,21 >0.
n
|—R: Din conditia 1 > 0, rezultd ca 2 > 0 si prin inductie obtinem z, > 0,Vn € N*. Si
1 2
aratam ca x%_H > a. Avem 1'121+1 —a= 1 (a:n — %) > 0. Sirul (zn)nen+ este descrescidtor deoarece
_ .2
Tptl — Ty = 4" Tn <0, Vn > 2. Asadar, sirul (zn)pen+ este convergent. Fie z° = lim z,. Trecind
2%y, n— 00

2 z°
1°.189 z,=(n+2)x,_1 — (n+ Dxp_2,n>2,n€N* 21 =a, zs =b.
|—I: Din relatia de recurentd, gdsim zy — zp_1 = (k + 1)(zg—1 — Tk—_2), Yn > 3. Scriind relatia

1 a
la limit# in relatia de recurentd, obtinem x° = = (x° - —) = 2° = a.|

respectivd pentru k = 3, ...,n si adundnd membru cu membru, gdsim z, =b+[4+4-5+...4+4-5-....
(n+1)](b—a).]
1°.190 qzpi0—(¢q—Dzp—y —2, =0, n € N*, g #0, 21 =a, xo =b.
|—I: Relatia de recurentd devine ¢(xp42 — Tp41 = —(Tp41 — k), Vk > 1,= Tpqo — Ty =
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1
—— (Ik+1 — ack), Vk > 1. Scriind relatia de recurentd pentru k = 1, ...,n si adunand membru cu membru,
q

b+ n(b—a), dacd ¢=—1,

- 1 1 2 1\ "™ n"
gdsim p42 = b+ |——+—— ) +...4+|—— (b—a) = 1—{—-- |
a a a b— —— 9  daci geR\{-1,0}.
qg+1
1°.191 (n+ 1)z —n?2, =2n+1,n € N*, 2, = a.
|—R: 1. I: Relatia de recurent# o scriem sub forma (k + 1)2z341 — k2z = (k +1)2 — k2, k € N*,
D#m lui k valorile 1,...,n si adunim relatiile obtinute membru cu membru. Gasim (n + 1)2z,4+1 — a =
(n+1)? - 1.]
1°192 (n+ 1)z —nPzp=n+1,neN*, z; = a.
|—R: 0. I: Din relatia de recurents, procedand ca la exercitiul precedent, gisim (n+1)32,41 —a =
1
14 (n+ )(77,-1-2).J
2
° Tn "
1°193 zppi=—F——,neN 1 =a#1+
3 -2z,
. _ 1, dacda a=1,
[R: nlggo Tn = { 0, dacid a#1.

I: Se demonstreazi, prin inductie, cd x, =

1 *
W,VnZZ,nEN.

3=l — (3n=1 —1)a

Y
2z, — 1 1
1°.194 a:n_H=w7;7,n€N*,a?1=a7él—E,Vn€N*,.

n(a—1)+1 ]
nla—1)—a+2"

1°.195 z,41 = B/aYaz,, ne N*, pge N*\ {1}, z1 =a>0<a.

|—R: 1. I: Se demonstreaza, prin inductie, ca z,, =

qg+1 qg+1 (1 1 ) ;
—_ - n
[R: aPq~ 1. T: Se demonstreaz, prin inductie, ci zn41 = aPq ~ 1 (pa)" ~x1(pq) Ny
4
1°196 z,41 = —,n€eN" 1y =a#0.
52,
2
a, dacd a=+—,
|—R: lim z, = \ég I: Se demonstreaza, prin inductie, cd x2p4+1 = 1 = a
nTreo 4, daci a#+—.
V5

. 4 "
§i Tont2 =22 = —, Vn € N*.|
5a

1

1°.197 2,1 = §(xi +1),neN*, z; = a.
Lo |1, dacid |a| <1,

[R: P, Tn = { +oo, dacid |a| > 1.

1, .
0 < Zp4+1 < 1. Deci (zn)nen* este convergent. Notdm | = li)m &p. Trebuie ca si avem | = —(124+1) =
n o o]

I: Sirul (2 )nen+ este crescdtor. Dacd |a| < 1, atunci

!l = 1. Dacd |a| > 1, atunci p41 > 1. Dacd admitem cd sirul este convergent atunci limita sa I > 1

trebuie si verifice relatia [ = (l2 + 1), ceea ce nu se poate. Deci |l = +oo.J

2
1°.198 1,49 = Tpy1 + Ty, n € N*, 21 = 25 = 1 (Sirul lui Fibonacci).

|—R: Divergent. I: Din ipotezd, x1 =22 =1, 23 = 21 + 22 > T2,...,Tp4+1 = Tn + Tp—1 > Tn >

1, Vn € N*. Deci girul este strict crescitor. Dacd admitem ca el este convergent, atunci limita sa i > 1

trebuie sa verifice egalitatea [ = 2l, ceea ce nu se poate. Deci x,, — +oo.J
1°.199 2,490 = /TpTpt1, N € N, 21 =a > 0,20 = b > 0.
|—R: ab?. I: Din relatia de recurentd deducem Tnt2 _ 1/ Intl VN € N Zpy1 =/ TnTn—1,Tn=
Tn

Tn
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9—2(k—1)

T2k+2 T2k T4 . T2k+1 T2k—1 z3
,/xn_lxn_2:>—:4—:...: — §1—:4—:...: —
29k ZTok—2 T2 Tok—1 Tok—3 z1

Vk € N*. a > b= zopy1 < Tog—1 8l Togy2 > Tog, Vk € N*. Pe de altd parte b < z3 < a, b < x4 <

9—2(k—1)

a, b < x5 < a, iar prin inductie gidsim b < z, < a, VYn > 3. Subsirurile (zox)ren* $i (T2k—1)ken*

fiind monotone i marginite sunt convergente. Notdm [; = lim zop_1 §i respectiv lo = lim 9.
k— o0 k— o0
. .. € . ey o . .
Din relatia T2k42 M, prin trecere la limitd rezultd {1 = lo =: [, cu b < | < a. Din relatia
T2k o) T2k
o—2(k—1 1.1 1
Tok42 z4\? .. Takt+2 Lok T4 a\ VA rataz et e
— = — gasim Topyo = —— - ———— +...- —x2 =b| | — J
Tok z2 Tok  Tok—2 z2 b

1°.200 xn+2=\/5+\/13+mn,n€N*,x1=\/5, Ty = V5 ++13.
[Riz1 = V5 < 22 = V54+ V13, 23 = V/B+ 13+ a1 > V5+ V13 = zo. S4 admitem ci

Tp > Tp—1, pentru k < n. Atunci zp41 — Tn = \/5 + VI3 +xp—1 — \/5—1— VI3+xp_2=
Tpn—1 — Tn—2

(VB VB Fon1+ 5+ VB Fon2) (VI3F &1 + VI3 F 203
este strict crescdtor. Rezultd ci (zn)nen+ este convergent. Dacd admitem cd z, — +oo, avem 1 <

V5 + /13
Int2 _ + + Zn — 0, cand x, — oo, absurd. Deci z, — | < co. Tindnd seama de relatia de
Tn Tn

recurentd, prin trecere la limitd, avem | = /5 + V13 +1 =1 = 3.J

> 0. Deci sirul (zn)nen*

Tn + Yn

2 )
Yn+l = /Tn Yn, n € N*. Sa se arate ca aceste giruri sunt convergente gi au aceeagi
limita.

1°.201 Fie (n)nen+, 1 = a > 0, (Yn)nen+, y1 = b > 0, unde x,11 =

[R: Din relatia u? 4+ v? > 2|uv| si din ipotezi, rezultd c& Tn > yn §i Tn > 0, yn > 0, Vo > 2 si

1 Tp— .

in plus ¢, — Tp—1 = =(Yn—1 — Tn—-1) < 0, Vn > 3, Yn _ ,/n—l > 1, ¥Yn > 3. Deci sirul (zn)nen*
2 Yn—1 Yn—1

este descrescidtor pentru m > 2 si mirginit inferior de m = min{a, b}, iar sirul (yn)nen* este crescitor

si mdrginit superior de M = max{a,b}. Prin urmare, sirurile (z»)nen+ i (Yn)nen+ sunt convergente.
Notam 1 = lim x, silo = lim y,. Din relatiile de recurentd, prin trecere la limita, rezulta [; = lz.J
n— 00 n— oo

Fie (xn)nen+, 1 = @, (Yn)nen+, y1 = b. S& se calculeze lim z, si lim y,, daca:
n—oo n—oo

1 1
1°.202 2, = §(2wn +Yn)s Ynt1 = g(:ﬂn +2y,), n € N*.
1
[T 2ng1 + yntt = 0 +yn = o = 210491 = a4 Tnpt — Yngt = (@0 —yn) = o =
1 1
3—n(:n1 —y1) = 3—n(ab). Deci up = Tn +yn — a + b s vy, = Tp — yp — 0, de unde rezultd ci

1 1
Tn — §(a+b) st yn — §(a+b).J

Tn — Yn Yn — Tn *
1°.203 =z =T, — —0— = —=——— n €N
e T R A L T
|—I: Se observd cd Tp+1 + Ynt1 = Tn +Yn = ... = a + b, xn+1—yn+1:n+1(xn—yn):
n n-—1 1 . 1 . 1
T+ n (acn_l—yn_l):...:n+1(a—b).De01xn—>5(a+b)§1yn—>5(a+b).J
.'E2 y2
1°204 2y = —2— Ypp1= ——— neN a>0<b.
Tn + Yn Tn + Yn

2 2n
|—I: T+l — Yntl =Tn — Yn = ... =a — b, Tntl = <I_n) - <g) -
Yn+1 Yn
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Tn

0, dacd |a| < |b], a (Tn —yn)—

1, dacd |a] = |b), a:biwn:yn:ﬁﬁo.aibéxn:xniyn,

+oo, dacid |a| > b 2 — -1

Yn
Y — Tn —Yn Gy - 0, dacd |a| < |b], si lim _J b—a, dacd la|<]b|,
" Tn n—oo " a—b, dacd |a|> |b| nteo U 0, dacd |a| > |b].
Yn

Dacd a = —b, atunci nu se pot construi sirurile (zn)nen+ si (yn)nEN*~J

1°.205 Fie (2n)nen+; Wn)nent, (Zn)nen+, 1 >0, y1 > 0, 21 > 0, unde

3 1 1 1 .
(Tn +Yn +2n), Ynt1 = /Tn Yn 2n, — =—+ —+—, ne€ N,

Tp+1 =
Zn+1 Tn Yn Zn

Wl

1) Sa se arate cd pentru orice n > 1 avem x,, > y, > zn, dacd x1 # y; sau 1 # 21
sau yy # 2.
2) Sirurile (2,)nen* §1 (2n)nen+- sunt monotone si au o limitd comuna. Care este
aceastd limitd dacd =z - 21 = y3?
3) Si se demonstreze c& dacd w1 - 21 # y?, atunci (y,)nen+ este monoton.
[1: 1) Din identitatea a3 + b® + ¢® — 3abc = %(a +b+c)[(a—b)2+(a—c)*+(b—c)?] sidin

. . 1 .
ipoteze, gasim Tp41 — Yn+1 = 5 I:$n + Yn + 2n — 3\3/ l'nynzn:l > 0si

TnYn + Tn2n + Ynzn — 3 5 w%y%z%
y+1—z+1:\3/:vyz[ ]
" " nenen TnYn + YnZn + Znln

Se demonstreazd, prin inductie, ¢cd xn > 0, yn > 0, 2n > 0 si T, # Yn sau Tn # 2n saU Yn #£ 2Zn.

> 0.

Asadar, Tn4+1 > Yn+1 > Zn+1, Vn € N*. Sa observam cd dacd z1 = y1 = 21 = a, atunci z, =
1 .
—[(yn — Tpn) + (2n — :cn)] < 0, Vn € N*\ {1} si

3
Zn41l — Zn = Zn2n(Yn = 2n) + Yn2n(@n = 2n) > 0, Vn € N*\ {1}. Asadar, sirul (z,),en+ este de-

TnYn + TnZn + Yn2n
screscdtor, iar girul (zn)pen+ este crescitor. Din relatiile 2,41 < Ynt1 < ZTp+1, rezultd cd sirurile

Yn = 2Zn = a, Vn € N*.  2) zpqy1 — xp =

(zn)nen* si (2n)nen+ sunt convergente. Avem 0 < l3 = lim 2, < lim z, = l;. Folosind prima
n—o0 n— o0
3Tn2n(3Tn+1 — Tn — 2n)

($n + zn)(&rn-ﬁ-l — Tn — Zn) + ZTnzn
la limitd rezultd ci l3(413 — 5l1l3 + {3) = 0. Cum I3 > 0 si tinind seama de inegalitatea I3 < Iy,

§i a treia relatie de recurenta, gasim z,41 = , iar prin trecere

urmeazd cd singura solutie a ecuatiei este Iy = I3 =: 1 > 0 = lim y, = [. Dacd z121 = y%, atunci
n— oo
Y2 = y1 = x222 = y? = y2 = y3 = y2» = y1 si prin inductie rezultd y, = y1, Vn € N*. Deci | =
lim z, = lim y, = lim z, = yi1. 3) S presupunem ci x12; > y% Din relatiile de recurentd, gasim
n— oo n— oo

n— oo
1 3z1y121
2 = JT1y1z1 > ?/y?’ =y1, 2 = —(z1+y1+21), 0= ——M8M——
’ 3( T1y1 +T121 + Y121

5 ($1 +y1 + 2z1)T1Y121 3/ 3 3 3 (@1 +y1+21) ¥T1y1zr — T1Yy1 — T121 — Y121
\/ yizi = \/xlylzl =
T1Yy1 + X121 + Y121

r1Yy1 + X121 + Y121
o 87— o) (e = §d) (v — 3/)

T1y1 + $1Z1 +y121
T1Yy1 > z1 . Prin urmare zo29 > y2 Prin inductie completd se poate demonstra cd xn 2z, > y% S4 ardtam

cd girul (yn)nen+ este crescitor. Avem yn4+1 — Yn = J/Un (?/acnzn - \3/y%) > 0, ceea ce demonstreazi

afirmatia. In mod similar, se aratd cd dacd 121 < y%, atunci girul (yn)nen+ este descrescétor.J

, de unde urmeaza ca raz2 —

> 0, deoarece 22 > y121, 2121 > Y3,

Folosind criteriul lui Cauchy, sa se studieze convergenta sirurilor (x,)nen+, daci:

n
-1 k—1 1
1°.206 =z, = kz % [R: Convergent. I: &y 4p — Zn| < - Vn,p € N*.|
=1
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n _ ) —
1°.207 =z, = -_—
¢ kz::l n(k + 1)

[R: Convergent. I: &y 4p — @n| < ﬁ, Vn,p € N*. |
1°.208 =z, = —_.
" ,; kl'(k +2)
n+1 p—1
[R: Convergent. I: |&y4p — xn| < 2 (1 + 2 + ..+ 2 ) <
" (n+1)! n+2 (n+2)(n + 3)...(n + p)
2+ ng2 X
1! , Vn,p € N J
1°.209 =z, = —— a € R fixat.
" kz_:l (2k + 1)!
L falt Jartt 2

[R: Convergent. I: |&y4p — Ty <Z

———— Vn,p € N, 2> .
E T (n+1)!n+2—|a P n+2>{lal)|

k=n+1
cos k7r/6
1°.210 =z, =
-3 TerD
n+p 1 1
: I |2y — Tn —— < —, Vn, *.
[R: Convergent. I: |zp4p — @ |<k=2n;H K1) < vn,p € N*. |

" sin(ka)
1°.211 2, =) —5 e €R.
k=1

[R: Convergent. I: [Ty 4p — Ty < , Vn,p € N*.|

" sin(ka)
1°.212 z, = — @ €10, 2x].
k=1
|—R Convergent. I: Notdm Sy, (« Z sin(ka). Sirul (Sn (a))nen+ este mérginit (vezi ex.1°.5) si
k=1
sin(na) = Sp(a)—Sp—1(a), Yn > 2. Avem |y 4p—2n|= Sn+1(a) = Sn(@) +...+ Sn+p(@) = Snp-1(2) ‘
n+1 n-+p
—Sp () < 1 1 ) ( 1 1 ) 1
= - S —— — ——— | Spgp— —3S <
nrl + 1 nio n+1(0£)+ + S ntp n+p 1(a)+n+p n+p(a) <
2M 2 1
< ——, Vn,p € N*, unde M = 7J
n+1 n sin(a/2)
" cos(ka)
1°.213 =z, = Z % a €]0,27]. [R: Convergent. I: Analog ca la ex.1°.211. |
k=1
R " cos(kla)
1°.214 xn:ZT,aER.
k=1
r S oAy et <l J
R: Convergent. It |xy4p — zn| < < - < —, Vn,p€N".
b1 B S B kk=1) " n ntp—1 " n
cos(km)
1°.215 =z, = _— .
2
P k2+1
n+p

1

[R: Convergent. I: |zy4p — Tn| < Z oD

k=n+1

< =, Vn,peN*.|
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¢ 1
1°.216 =z, = —_—.
" ; (2k —1)(2k + 1)
1 1 1 1/ 1 1
[R: Convergent. I: [zy4p — Tn| = = Z ( — ) = —( — )
2k=n+1 2k —1 2k +1 2\2n+1 2n+2p—1
1
< —, Vn,p € N*.J
n
~ 1
] —
1°217 2y =3 15— a €Rfixat.
k=1
n+p 1 1
[R: Convergent. I: |&y4p — Ty <,C_Z AT < ;, Vn,p € N*.|
=n+1
=~ 1
o — R
1°.218 xn_zka, 0<ac<l.
k=1
n+p
[R: Divergent. I: Deoarece a €]0,1], gisim |Znip — zn| > Z —, Vn,p € N*. Dacd ludm
k=n+1
1

kn = pn = n, atunci |zg, 4p, — Th,| > =

1
Asadar, existd g = 3 > 0, cu proprietatea cd pentru

2
Vn € N*, luand kn = pn = n = |Zp4n — Tn| > €o. Prin urmare sirul in cauzd nu este fundamental si
deci nu este convergent. |
= 1
1°.219 =z, = —, 0<a<1
" Z In®(k+1)’ =
k=1
n+p 1
[R: Divergent. I: Pentru o €]0,1], avem |zp4p — T | > Z PERE Vn,p € N*. |
k=n+1 +
= 1
1°.220 z, =)

Pt (h’l(k + 1))ln(k+1) '

[R: Convergent. I: Egalitatea (In(n + 1))1“(”"'1) =

(n + l)ln(ln(n+1)) = |ZTntp — Tn| =
n+p

1 i 1
_ < — < -, Vn,pEN*,nZeEQ.J
k=n+1 (k+1)" (ine+n) = L2 k(k+1) " m
1°.221 2, =) 1o tnde ax € {0,1,...,9}, Vk € N".
k=1
n+p ar n+p ok 9 n+1
|—R: Convergent. It |Zy4p — Tn| = Z ToF < Z ToF < 10(5) , Vn,peN J
k=n+1 k=n+1
= 1
— k o
1°.222 2, =) (-1) sin .
k=1
ezt p . 1 1 1
[R: Convergent. I: |zp4p — Tn| = k_X: (-1) smk—2 < m < e Vn,p € N*.|
=n+1
- s
o _ 2 0
1°.223 2, =) sin -
k=1
n+p o n+p w2 2
[R: Convergent. I: |zp4p — &n| = Z sin® — < Z w2 < gt Vn,p € N*.|
k=n+1 k=n+1
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n
1°.224 2, =Y Ksin ;—k
k=1

|—R: Convergent. I: Se tine seama de inegalitatea 0 < sin 2171 < 2171]
1
1°.225 2, =) :
ks
=1 VEk

|—R: Divergent. I: Se foloseste inegalitatea Vi3 < v k3, Vk > 4 &i apoi se aplicd ex.1°.217.J

§3.2. Siruri in (C,|-|)

Sa se studieze convergenta sirurilor (2, )nen+, 2n € C, Vn € N*, daca:
2°1 2z, =1", n €N
(—_1ym—1 X — _
|—R: Divergent. I: Avem z, = { i(=1) , dacd n=2m—1,

(=)™, dacd n =2m, = xn = Re(zn) =

o, dacd n=2m—1, g = Im(zn) = (-1)m=1  dacdi n=2m-1, |
1 (=)™, dacd n =2m, §Yn = Mo, dacd n = 2m, ’
" 1
2°2 z, = o n € N*. [R: Convergent. I: |z,| = o 0.]
2°3 z, =a" n € N* a € C - discutie.
[R: Daci |a| < 1, atunci |z,| = |a|® — 0. Daci |a| > 1, atunci sirul (2n),en+ este nemirgint,

deci este divergent. Dacd |a| = 1, atunci z, = cos(nf) + isin(nf), unde 6 = arg(a) € [0,2x[. Pentru
0 # 0 = (2zn)nen+ nu are limitd, iar pentru 6 = 0 avem 2z, = 1,Vn € N* J
n

a . .
2°4 z,=—, n€N* aeC - discutie.
n
[R: Daci |a| < 1, atunci z,, — 0, iar daci |a| > 1, atunci (zn)nen+ este nemirginit. |
2°5 z,=mn-a" n € N* a¢€ C - discutie.
[R: Daci |a| < 1 = z, — 0, iar daci |a| > 1 sirul este divergent. |

n
2°6 2z, = Zak_l, n € N*, a € C - discutie.
k=1
n, dacd a=1,

1
. Di . _ 1_on g o < .
|—R Din egalitatea zp - a . dack a#1, rezultd ¢ x, — T—a’ dacd |a| < 1 i este

—a

divergent in caz contrar. |
n

2°7 z,=-——, n€N* ae€C- discutie.
n 1 + |a|n7 b §
1
|—R: Daci |a| < 1, atunci 2z, — 0. Dacd a = 1, atunci z, = 3 Vn € N*. Dacd a € R, a > 1, atunci
a n
zn — 1. Dacd a # 1, |a| > 1 i a ¢ Ry, atunci sirul (25 ),en+ este divergent. It z, = ﬁ [ cos(n@) +
a

isin(n)] Ny

2°8 z, = n € N*, a € C - discutie.

1+ a?’
. (2k+1)w
|—R: Din conditia de existent este necesar ca 1+ a2" # 0, Vn € N*, adicd a # €'~ 2n , Vk =
0,...2n —1siVn € N* = a € C\ {a/|a| = 1,a # 1}. Daci |a| < 1, atunci 2z, — 0. Dacd a = 1, atunci
|a|ei”9
1+ |a|2ne2in9

1
Zn = 3 Vn € N*. Dacd |a| > 1, atunci 2z, = = Zn — O.J

1 .
2°.9 znzggelw,neN,gﬁER.
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1 ei? — ei(ntle dac R\ 202
————————, daci p € T y

e Avem sy=3 3T L= e {0
daci ¢ € 27Z, " ) ¥ :

+

’

n
1 & ,
2710 2, = = Y (-DFe*e ne N, p €] —m,xl.
n k=1
1 — ip _ (_pip\n+1
|—R: Din egalitatea 2z, = %% = 2Zp —> O.J
n zk<p
2°.11 =z n €N peR.
" Z k2 +1° 4
[z 1
[R: Convergent. I: |zp4p — 2n| < k; e < - Vn,p € N*. Deci sirul (zn)nen+ este
=n+1
fundamental. |
n etke
2°.12 zn—z A —, neN" peR
k=1
“ o N cos k«p n
|—R: Convergent, dacd ¢ € R\ 27Z si divergent dacd ¢ € 27Z. I: z,, = Z Z
=k k=1
si se aplicd 1°.211 si 1°.212 pentru ¢ € R\ 27rZ.J
in
2°13 2z, = —+——, n € N*.
" 24 /ncos(nm)’
]' *
|—R:zn—>0.1: |zn|:m, Vn € N ,n24.J
2°.14 z,=i"(Vn®+1-n), n € N~
A 1
—0.]

Rizp, 50 Lizy=—— VneEN = |2y = ——
[ " " VnZ+l+n [z vn2+1+n
2°.15 z, = Vin, n € N*,
(4k+1)7r
|—R: Divergent. I: z, = Vni= ¥n-e , k=20,..,n—1. Pentru n = 2m si k = 0 gasim

2am,0 — 1, iar pentru k = m avem za,,m = ~V2m - e’(”+4m) — —l.J
nl
2°.16 z,=——, n € N*,
n+1

[R: z, — 0. I: Deoarece ni = eln(") unde Ln(z) = In(|z]) + i(0 + 2kn), k € Z, atunci

. . —2km
nt = el(l"n+l2k“) = e 2k7 (cos(Inn) + isin(lnn)) = |zn| = e—, Vn € N* i Vk € Z fixat. Deci
n
Zn — O.J
1424
2°17 z, = ———, n € N".
. o2i(Inn42kwi) —4km
.. _ _n 2 M€ _ne
[R'Z”*n2+1n = 21 :>|Zn|fn2—_H—>0§Zn—>0.J
n .
sink  cosk?
o] —_ : *
2°.18 zn—Z( i ) n € N*.
k=1

n
sin k
|—R Convergent. I: Sirurile formate cu partea reald si partea imaginard z, = Re(zn) = Z

cos k:3

n
si respectiv yp, = Im(zn) = Z sunt giruri fundamentale.J
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Sa se calculeze:

I} . n n (n')3
2°.19 nh_)n(}o (a + (3n)!>’ a € C.

1
—, daca J|a| <1,
= o

[R: lim_zp = g dack a=1, |
27
A, daci |a|>1Aa#1;
. 24)"
2°.20 lim (2) . [R:0.]
n—ooo n!
2°.21 lim (sin"a+icos" ), a € [0,2n]
n—oo
i, dacd a=0V a=27,
1, dacd a=mw/2,
[R: lim 2, =< 3, daci a=m ]
noree 3, daci a=3n/2.
0, dacid «a€l0,2n)\{0,7/2, 7, 37/2,2n}.
2°.22 lim (1 + _<P) .pER [R: ef®. |
n—oo n

2°.23 Sa se arate ca daca girul (z,,)nen+ este convergent si are limita z°, atunci sirul
(w'fl)nGN*u unde

1
wyn = ﬁ(zl +22+...+2n), n e N*,

este convergent gi are limita 2°.
[R: Fie ¢ > 0. 3n1(e) € N* astfel incat ¥n > ni(e) = |z, — 2°| < €/2. In plus, IM > 0 astfel

1

incat |zn — 2°| < M, Vn € N*. Fie n > ni(e). Avem |wy, — 2°| = —|(z1 — 2°) + ... + (20 — 2°)| <
n

€. (M- 2/2)711(2). . (M —£/2)n1(e)

2 n n

(M —e/2)n1(e)

! [M -n1(e) + (n — ni(e)) g] = — 0, In(e) > ni(e) astfel

n
e
incit n > n(e) = <§:>|wn—z°|<5,Vn2n(5):>wn—>z°.J

2°.24 Fie (zp)nen+ 81 (wp)nen+ astfel incat 2z, — 2° € C gi w, — w® € C. Atunci
sirul care are termenul general

1
Cn = E(lel + zowa + ... + ann)ﬂ n €N,

este convergent si (, — z° - w°.
|—R: Deoarece 2z, — 2° si wn, — w®, avem 2z - wy — 2° - w° (|zn cwn — 2° - wl| < |zn — 2°

lwn| + |wn —w®]- |zo|)J
2°.25 Fie A\, € Ry \ {0}, Vk € N*, astfel incat li_>m Z/\k = 400 i fie (zn)nen

k=1
astfel incat z, — 2°. S& se arate ca

Ak 2k

M=

Wy, = — 2°.

T
S|

=~
Il
-
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[R: Fie ¢ > 0. Din 2, — 2° = 3ny(e) astfel incat n > ny(e) = |2n — 2°| < £/2. Fie n > ny(e).
n

—1, n n —1 ni(e)—1 c n
S PO I SR N O SN I (T SR SR

k=1 = = k=1 k=n(s)

n —1 ,m1(e)-1
M( Z )\k) ( Z )\k) + —. Deoarece Z Ar — +o0o0 = In(e) > ni(e) astfel incat Vn > n(e) =
k=1 k=1

ni(e)—1

n -1
€
M( )\k) ( )\k) < —. Deci n > n(e) = |wn — 2°| < ¢, adicd wn — 2°.

Sa se demonstreze convergenta sirului (z,,)nen+ §i sa se calculeze lim z,, daca:
n—oo

1
2°26 z, = ——
n

+1(n+1—|—nz+(n—1)22—|—...+z"), |z] <1, n € N*.

|—R: Se observi cd zn, = L[(n—i—1)(1—|—z—|—,z*2—|—...—|—z")—(z—|—2z2—|—...—|—nz")] = 1zt —
o n+1 1—z
z 1—2" / 1
n+1( 11—z )—>11—z'J
2027 2z, = m(2n+1—(2n—1)z2+(2n—3)z4—...+(—1)"z2"), 2| <1, n € N*.
n
. — 1 L2 3 1\ .2nY _ 2 4 _1\n 2n _
|—R.zn72n+1[(2n+1)(1 22422+ (-1)"2"") = (—22° + 42 + ..+ (-1)"2nz )] =
L= (=23 2 (1—(—2'2)""'1)'_> 1 |
1+ 22 2n + 1 1422 1422

§3.3. Siruri in (R™, || - ||2) (m > 2)

Sa se studieze convergenta sirului de termen general:
~ 1 -~ (DF >
3°1 2" = , € R*, Vn € N*,

n
R 1
|—R: Convergent. I:irurile de termen general 7 = Ez P12

fundamentale. |
3°.2 "= <(—1) a,sin — 3 > € R?, Vn € N*.

. nm PR
[R: Divergent. I: Sirul (acg = sin —) N DU are limit3. |
neN*

3
iz F )!
3°.3 $”=<(n+ " )7n+2 +(n+1)>€]R2,‘v’n€N*.
nb +1 (n+3)!

[R: Convergent. I: 2™ — (0,0).]
1 1 -1y
3 o= (B cos I LEEIIR ) e v a 0

ne’ 27 2+ cos(nm)
|—R: Divergent. I: Sirul (x5 = cos 712—77 one nu are limité.J

n

1 nl 1+24+..+n n
3°5 "= ,—, —— ] €R3 VneN*.
v <Z kE(k+1)" n» n+2 2 "
n_ (oL n n _L

[R: Convergent. I: z (1 pnEE n" (n—|—2)) — (1,0, 2)J

o n - ¢ 5+(_1)n *
3°6 :(Z ,Z )ln<k+1> 5 >6R3,Vn€N.

k=1 k=1 ln k + 1
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54 (~1)m
2

o n+1 = k 1 3 *

3°.7 w”=<2n+12k nlzz Zsmk)GR Vn € N*.

|—R: Convergent. I: Pentru sirurile formate cu componentele girului de vectori se va aplica lema
lui O. Stolz si gisim ™ — (1,0,0). ]

3°.8 "= <%,Z (arcsmz — arctg — ) Z k-:_4k ) €R3, n e N*.

|—R: Divergent. I: (m3 = ) —_—— este convergent.J
n

1-3-5,,(2n—1) ) - 1 1
. . n — n — _ -
|—R. Convergent. I: 27 = 346 ... (2n) — 0. Sirul (12 = kz_:l (arcsm % arctg k))neN*
L1 arcsin z_— arctg 1
are aceeagi natura cu sirul (un = kz_:l k—3) , deoarece gl_’n})T = 3 Sirul (mg =
2k 4 3k
%) este fundamental. |
o k+4Y Jnen
1 < In(n!) n2
3°9 2"=(—x € R®,n e N
ny/n ,; "n-In(n+1)’ Z ’

In(n!) 1 o
nln(n +1)  nln(n+1)

n
Zlnkal(lemalulstolz :Z :-Z,/ /,/1_95 dx—%]

k=1
- 0 7r T 11
3°.10 a:":(l;(k—l-l)(al/(k“) -1), 7\l/n!sin§ sin R .sin ' Z lnk> ER3 a>
1,m € N*, Vn € N*.
’“+—1)m(a1/(k+1>m _

. . m o 1/(k+1)™ _ n —
|—R. Deoarece kll)n;o(k + 1) (a ) Ina, sirul (931 = Z (k T m-1

1
R: C t.I:n:—E:\/E—>—1 lui Stolz). 2 =
[ onvergen x] /i (lema lui Stolz). z3

n
1
1)) are aceeasi natura ca sirul (un = g ﬁ) , care este convergent daca m > 2 si
neN* k=1 (k + 1) neN*

divergent dacd m < 2. In continuare avem:

(n + 1)! sin T. ...-sin — - sin
1 2 n n+1 _ 1 _
im z5 = lim = = =7m A 11m zz = lim ————— O.J
neo n!sin — - ...-sin — n—oo In(n + 2)
2 n

§ 3.4. Siruri de functii reale

Pentru sirurile de functii de mai jos, sa se calculeze lim f,(z).
n—oo

4°.1 (fn(‘))neN*’ fn(x) = V1+22", 2R, ne N

. [ 1, dacd |z|<1,
[R: f() = { 22, dacd |z|> 1. ]

4°.2  (fa(),ener  fn(2) = V| sinz|” + | cosz|" + (?)n, z € R, neN.
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|cosz|, dacd =z € U - 77, (k+ ~ ) [,
kEZ
[R: f(z) = ? daci w € {(k+ )w/keZ}, J
|sinz|, dacd er k-|— Y, (k + ) [.
kEZ
o _In(14e™) .
4°3  (fu(), o> n(2) = ey * € R, n € N*.
0, daca z<0,
|—R: f(z) = { r, daca x>0. J
o T+ xz2en® .
4°.4  (fu(),en-r  fn(2) = o PER EN
x, daca <0,
|—R f(z) :{ 22, daci x>0 J
4°5  (fa()pener  fn(@) = (1 —2)"sin(nz), z € [0,1], n € N*
[R: f(z) = 0(").] N
4°.6 (fn() neN*? fn(x):m z€eR, ne N,
0, daca wze |J[( k+ ), (k + )n[
kEZ
[R: f(z) = g daci ze{(k+ - )7T/k €1}, ]
x, daca zeU 7r7k:—|— ) [
kEZ

2 2n

427 (fa() o> fn(z) = COS= - ... cos —, z € R, n € N*,

sinx o n
[R: f(z) = { z dacd =z #0, (Se folose te identitatea sinz = 2™ sin 2% H cos 2%)]

1, dacd x =0.
sin x

4°.8 (fn('))neN*a fn(z) = (m) ,x €R, neN.

[R: 7(2) = 00).] ‘

49 (ful) s ) = Sm(:!x), z€R, neN.
[R: f(a) = 0().

4210 (fu() s Fal@) = cos Z z€R, neN.
[R: f(z) =1, Vo € R.]

£01 (fa()) e Snle) = €7 sin(n?), 2 €]0, +o00f, m € N,

[R: f(z) = 0().

4212 (fu(), o ful®) =
[R: f(x) = 0().

213 (fal) e Sale) = - i —, w €0, +oof, n € N".
[R: f(x) = 0().

z
z3 +n?’

214 (£10) perer Fal@) = 7o, € [0,Fo0f, e N
[R: f(z) ==, € [0, +o0o[.]
2nx

4215 (fu()) pener  Sfol@) = Tre "ER ne N*.

x € [1,+00[, n € N*.

91
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4°.16 (fn( ))nEN*’ fn(x) =T [0 1] n € N*
o= { & et rEDl
4°.17 (fn('))nGN*’ fn(.’ﬂ) = (]. - 37) T € [O, ].] n € N*
[R: f(2) = 0().]
o [ (n+1)z". dacd =z €]0,1], .
4°18  (fu() oner  ful@) —{ 0 daci =1, n € N*.
[R: f(2) = 0().]
4°.19 (f"('))neN*’ fal@)=0+2)1+2>)(1+2)-...-(1+2°"), 2 € R, n €N
0, dacd =z = -1, ontl, daca =z =1,
. — n+1
[R: f@) = 1135’ daci @ =]- 1,1 /@ {1_”:2 , daci =zeR\{1}. J
1—2z
+ [2™z] + ...+ [n™ .
4°20  (fu(),epner  fol@) = ]+ | ‘ﬂmH 2] e R neN,meN -
fixat
[R: f(z) = mj— I (Se tine seama de inegalitatea k™z — 1 < [k™z] < k™, Vo € Ri Vk € N*). |

z

4°.21 (f”(’))neN*’ fulz) = / (1 + %)ndt, r€R, neN.
0
[R: f(z) =e* —1.]
n-lnx

4°.22  (fu()),oner  ful2) = o mlas1 " €]0,4o0[, n € N*.
[R: f(z) =0().] ,
4°.23 (f"('))neN*’ fnlz) = w, z€Ry,a€R, neN.

n+x
[R: f(z) = argshz.]
4°24  (fu()),cner fol@) =n®-z-e 7 €R, a €R, neN".

[R: f(z) = 0(-), Yz € [0, +-00[ ]
4°.25 ( ) g folz) = nxe‘”m2, z € R, n € N*,
[R: f(z) = 0().]
(n—1z, dacd =z€ [O, 1],
4°.26 (fn('))neN*’ fn(w) = 1 n n € N*.
1—ux, daca xe]—,l],
n
0, daci =0,
[R: f("’):{ 11—z, diii 26]0,1]. ]
1
xn®, daca =z € |0,—|,
. 2 . . [1 ”2]
4°.27 (fn(‘))neN“ fnlz) = (ﬁ - J:)n , daca =z € ] é, 7—1], n>3, a>0.
0, daca xe]ﬁ,l],

1
[R: f =0(-). I: Daci 0 < a < 1, atunci 0 < f(z) < ——=» V2 €[0,1]. Dacd a > 1, atunci pentru
n

2
z = 0 gdsim f,(0) = 0, Vn € N*, iar pentru z €]0, 1], existd n, € N* astfel incat — < z = fn(z) =
n
0, Vn > ng.|
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Pentru girurile de functii de mai jos sa se studieze convergenta uniforma catre functia
corespunzatoare f(xz) = lim f,(z).
n—+o0o
x
[e] J—
4 28 (f’l’l(.))neN*) f?’l(x) - 1 + (2 Sinx)Q”’

[R: fn € C°(R;R), f ¢ C°(R;R), deci fn 4 f.]
4°.29 (f"('))neN*’ folz) = x € [1,400[, n € N*.

[R: 0 < fn(z) <

2
z € R, neN.

3 +n?’

x 1 U,

° . = —n *
4°.30  (fu( ))nelNH fa(2) rEe a) z €]0, +o0[, b) :ze [1,2], n € N*.
[Ria) fu(n) = 5, VR €N = fu 5 f = 0(): b) 0 < fule) < =7 = f 5 [ = 0().]
4°.31  (fu()),ener  Fnl@) " a)zel0,1],b) z €1, +oof, n € N*.

_1+n+x’2
. e+ 2 u.
|—R: a) fo 5 10,17, deoarece |fn(z) — x| = TTnta < n—H,Vz € [0,1]. b) fo # 1[1,4oo]

deoarece |fn(n) —n| = nQ(Z—i—'——i) > ;, vn € N*.|
o 2nx .
4°.32 (f"('))ner folz) = TEnZa? a) x € 0,1], b) x € [1,+o0[, n € N*.

|—R: a) fn ;2) f = O() b) fn l) f = 0() I: fn(l) > fn(ac), Vo € [1,+OO[.J
4°.33 (fn(‘))"EN*’ fn(iL') = :B'n’ T E [07 1]1 n € N*.
[R: fu 5 f, f(@) = { 0, dack we[01], |

1, daca =z =1.

4°.34  (fu() oy ful@) =2(1 —2)", 2 €[0,1], n € N*.

[R: fo ™ f=0().]
4735 (o)) oo Jal®) = [ pmy # € [L ool n €N

[R: fn 5 f=0(). I: 14+ 22" > 22", Vn € N* 5i Vz € [1,400[= 0 < fn(z) <

4°.36 (f"('))neN*’ falz) =4n@¥ —22""), z € [-1,1], n € N*.
|—R: fn 3 f = 0(). It Pentru z, = 2-1/2" €]01[, obtinem |f,(2-1/2") — f(2=1/2")| =
22n=1) V€ N*. Deci fn 4 1.

4°.37 (f"('))neN*’ fn(w) — { (TL + 1):1,'”, daca =z € [O, 1[1 n € N*.

n

J

on—1

0, daca =z =1. ’
1

[R: fo /> [ T: nlgmw/(n F1)z"de=1#40= / ( Jim (n+1)s")da.
0 [0,1]
o _ sin(n!z) .
438 (fa() perer fala) =——— 2 €R,n€N".

[R: fn % f=0().] .
4°.39 (fn(‘))neN*’ fa(z) = cos ST E R, n € N*.
[Ri fn A f(z) =11 |fo(n) — 1] =1 — cos(1) =: g0 > 0, Vn € N*. |
4°.40 (f"('))neN*’ fa(@) = e "% sin(nz), = €]0, +00, n € N*.
[R: fn :@ F=00). I |fn 3 f=0(), iar fn(%) = e !sinn, Vn € N* (care nu are limiti cand
n — —|—oo).J
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1

ne 2 N
4°.41 (fn('))nGN*’ fn(.’L') = 9 T e IR\ {0}1 n € N™.
n%e a2 + 1

Y; S 0() s f () = L
|'R-fn7‘>f—0(~)~1-fn—>f—0()§1fn(\/m)—Q,VnZZJ

(o) n ]‘ *
4042 (fu(),ner Ful@) =) k=1 i TERmeEN

u, 1 . .
[Ri fu 5 f. Tt |fnip(@) = fu(@)| <~ Yn,p € N" i Vo € R.]
4°.43 (fn('))neN*’ folz) = Z(l —z)z¥, x €] -1,1],n € N*.
k=1
s, , dacd - L1}
R fuo) 5 s = { 5 Gy T
functii continue pe ] — 1, 1], iar f nu este continud in x = l.J

4°.44 Fie f : [a,b] — [0, 4+o00[ o functie continud. S& se arate ci sirul (fn(-))nen=,

In :é f, deoarece (fn(-))nen+ este un sir de

k-1 k-1 k

—_— a — < - = n *

fn(w)={ on daca on < flz) < 2n,k 1,...,n2", neN,
n, daca f(z) > n,

converge uniform catre functia f.
[R: Deoarece f € C°([a,b];R) = f este marginitd. Deci existd ng € N* astfel incit z € [a,b] =
ke —1 k
0 < f(x) < no. Fie z € [a,b] si n < no. Existd ks € {1,...,n2"} astfel incat — < f(z) < 2—2 =

i e -t @)~ 1@ <0 [fal@) — F@)| < 5 > fa 5 1

fnl@) = on EL on on
bi’ daca 0<z <b,,
n
4°.45 Fie sirul (fu()),cner  fn(®) =9 1_ % dack b, <z < e,
Cn — Op
0, daca ¢ > cp,

unde (¢p)nen+ este un gir de numere reale descrescator gi convergent citre zero. S& se
arate ci f, — f = 0(-). Convergenta este uniforma?

|—R: fn S f=0(), dar fn ;Lé f =0(-). I: Fie z > 0. Deoarece ¢, — 0,= In, € N* astfel incat
n>ng = fo(z) =0= f(z) = lim fn(z) =0. Dacd 2n = bn,n € N* = fu(zn) =1,Vn €N* = f ;Lé
1]
4°.46 Fie f, : R — Ry, n € N* astfel incat f, = 0(-). S& se arate ca existd un sir
(Tn)nen=, Tn € R, Vn € N* astfel incat z, \(0si lim f,(x,) =0.
n—oo

[R: Fie z € R. Deoarece fn(x) — 0,= (fn(z)) este mirginit. Notdm g, (z) = sup{fx(z); k >

neN*
1

n}. Avem 0 < fq(z) < gn(2), gn(x) > gnt1(z), Vn € N* 5i Vz € R cu gp(z) — 0. Fie ey = — si
m

1 1 1
x = —. Existd n,, € N* astfel incit Vn > ny, = 0 < g(—) < —. Fird a margini generalitatea, putem
m m m
1
presupune cd sirul (nm,)men+ este strict crescitor i nemérginit. Punem z, = —, dacd n € [, Nm+1][.
m

1 1
Avem gn(zn) < gnm (Tn) = gnm(—) < — si &n ' 0 cdnd m — oo, de unde rezultd cd gp(xz,) — 0.
m m

Daci tinem seama de inegalitatea 0 < fn(27) < gn(zn) = fa(zn) = 0.]
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4°.47 Si se arate ci sirul (fn(-))neN*, falz) = 1 Tao © x € [0,1], n € N*, converge

catre o functie continua, dar nu este convergent uniform.

[R: fo 55 f = 0() (0 < fa(z) < 2", Va € [0,1]). Considerim sirul (1 - %)REN. Avem
xnzl—%e[o,l[, Vn € N*, iar fn(zn) — ;LL)fJ
4° .48 S se arate ci sirul (f"('))neN*’ falz Z = —00,0[, n € N*, nu este

convergent uniform.
|—R: Ardtdam cd girul (fn (a:)) nen+> T E ], 0[, este m&rginit si deoarece este crescitor este convergent.

1 LA |
Avem eke — e—k(-2) < ¥z €]— 00,0[ 5 Vk € N* = 0 < fn(z) < (— —)(1+ 5 k—2) <
X
k=2

1
k(—x)

2 >, en 1 1
—2, v > 2. Notdm [(2) = lim_f(v) = ;::1 . Daci luim 7 = ——, obtinem ’f( - %) — ( _

n+1

1 e 2n e”! 1 u. .
Zn)‘ > 74— +—n >e” (F—i— —|— ) % , de unde urmeazi cid f, /4 f. Fien,m € N*
sizé€ {fv/lfn(x) fm(z)| > eo}. Avem e < |fn(=’B) Jm(@)| < |fu(z) = f(@)] + [fm(2) — f(2)]. Dacd
[fn(z) = f(@)] > |fm(z) — f(2)], atunci fn(z) — f(z)| > €/2, iar dacd |fm(z) — f(z)| > |fu(z) — f(z)],
atunci |fm(z) — f(@)| > /2.

4°49 Fie f, : ACR — R, Vn € N* gi ¢ > 0. Sa se arate ca daca nh_}rrgo fn = f, atunci,

pentru Vn, m € N* este adevarata incluziunea
{2 € A/\fu(@)=fn(@)] 2 £} € {o € A/fa@)=1 ()] 2 $}U{w € 4/|fm(@)=F(@)| 2 5}

[R:

J n
4°.50 Si se arate cd limita sirului de funcsii (fu()),, cy.r fn(2) = Z cos(kz) T €

R, n € N*, este o functie continua.
1
[R: Fie z € R, Vn,p € N*. Avem |fp4p(z) — frn(z)] < . = (f”(’))neN*’ convergent uniform;
notdm f = li_>m fn. Deoarece f, € C°(R;R) si fr =5 f = f € C°(R; R)J
n oo
4°.51 Fie A C R si (f”(’))neN*’ fni A= R, fo(z) = 0, Vo € A. S& se arate ca daca
exista z° € A astfel incat lim f,(x) = ¢, iar ¢, /4 0, atunci convergenta nu poate fi
rz—x°
uniforma pe A.
|—R: S¥ presupunem contrariul, adicy fp, %% f. Atunci (f”('))neN*’ este fundamental pe A, deci
méirginit. Prin urmare, pentru Vn € N*, existd sup{|fn(z)|; ¢ € A} si tinand seama c& f, % f = 0(-),
obtinem ci li}m (sup |f(z)]) = 0. Cum ¢, este punct de aderentd pentru multimea f,(A), atunci
N0 TxcA

0 < |cn| < sup |f(x)] si folosind rezultatul de mai sus, urmeaz¥ c c, — 0, ceea ce contrazice ipoteza. |
z€EA

4°.52 Fie A C R compacta si f,, € C°(4;R), frnt1 < fn, Vn € N*. Sa se demonstreze

ci dacd f, = f € C°(A4;R), atunci f, = f.
|—R: Notdm @, = fn — f. Deoarece fn = f, iar fn,f € C°(A;R), atunci: @, =3 0(-), on €
C°(A;R) si o > 0,Vn € N*. Fie ¢ > 0 gi 2° € A. Cum ¢, (2°) — 0, In(e,z°) € N* astfel incét
n > n(e,2°) = Pp(c,20)(2°) < . Cum @, (. 4oy este continud in punctul z°, existd V(e,z°) € V(z°)
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astfel incat * € ANV (e,2°) = @u(c,00)(z) < €. Din ipotezd avem ¢y (c zo)41 < Pn(e,zo) §i tindnd

seama de inegalitatea precedentd, rezultd ci ¢n () < &, Vn > n(e,z°) si Vo € ANV (e, z°). Prin ipotezd

A este compactd, existd x1,...,xm € A astfel incit A C V(e,z1) U...UV(e,zm) si on(z) < &, Vn >

n(e,zy), Vo € ANV (e, zk),k = 1,...,m. Notdm n(e) = max{n(e,z1),...,n(e,zm)}. Fien > n(e) siz € A.

Atunci existd k° € {1,...,m} astfel incat z € ANV (e,xp0) = @n(z) < &= on B 0(-) = fn 5 f.]
4°.53 Fie sirurile (fu(-)), e 81 (900))onper Fro0n i R = R,

2 2 2

2\ _— 2\ = 2\ _2
folz) = 1+Z )e 2(1+2)e 2. (1+5 e n?,
12 22 n? Vn € N*
(2) = (1! + 22)(2% + 2°)...(n% + 2?) ’
S (n!)Qest ,

oo
1 o N
unde S = E — - Sa se arate cd cele doua siruri sunt punctual convergente catre aceeasi
n
n=1

limita. )
2 x
z 2

— x 2\ ~ 12
[R: Fie € R. Avem en? > 1+ —. Deci 0 < fnt1(z) gfn(a:)(l—f——Q)e (n+1)
n n

< fn(z), ¥n € N*. Deoarece (fn(z)) este monoton si mirginit, atunci el este convergent. Deci existi

neN*
400 1 2 400 y2 1, dacd y =0,
- ~ 8. _ . _ 7 _ .
f : R — R astfel incat f, = f. Dar E_ 2= si 1:[ (1 n2) = sm(7ry)’ dach 4 #£0,
n=1 n=1 Y
nz?
+oo 2 t exp ( ——) daca =0

| fz) = z 2y L= 6/’ ’ X

atunci f(z) = H (1 + n2) exp(—z n2) =9 sh(rz) 2 . Se observid
n=1 n=1 ——= - exp ( — —), daca z #0.
T 6
+o0 1 >
% _ 2 2 A ER 1 _ PR _
cd gn(z) = fu(z)exp ( —x g k—2) Intrucat fn, = f si nlew E 2= 0, atunci nll}moogn(a:) =
k=n+1 n+1
= 1
. _ 2 -
Jim (@ e (=223 5))
k=n+1

= /(2).]

4°.54 Fie sirurile (f,())), e 81 (900))opper Fro9n 1= L= R,
(==

z
z\ - z\ = (=) lx
= = 1 —Ze2 At
fn(x) <1+1>e 1 5 )% 1+ - >e ' Ve N

() = (1+2)(2—2)...(n + (-1)"'z)

n!2n ’
Sa se arate ca cele doud siruri sunt punctual (simplu) convergente catre aceeasi limita.

[R: Daca notam n(e) = ] (14 S22 st vale) =exp [p(1— 5 + & — ot CN],

k=1 n

. . R . :E(—l)n_l
atunci fn(z) = @n(z) - ¥n(z). Intrucat seria Z _

keN*

este convergentd pentru orice z €]— 1, 1],

+
8

too k—1
-1
atunci si produsul infinit I | (1 + ac(i)) este convergent. Avem ¢(z) = li)m on(z) = (1 +
n oo
k=1

k

x~
Il
-

ac(—l)’“_1
k

38

) si ¥(z) = nlgrgo Yn(z) = exp(—zIn2) = 27%. Deci f(z) = nlgrgo fo(z) = 277 (1 +

k

Il
—
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—1)k-1 X (k- 1Hn
%).De asemenea, avem g, (z) = fn(z)-exp (—x k_zn:H - I)c ) Seria ngN:* o este con-

td, atunci lim (=D = 0. Decilir = lir § l)k N =

vergentd, atunci lim_ — eci im gn(z) = lim [fn -exp (—:c )] =
k=n+1 k=n+1

f(@), ¥z €]-1,1[]

4°.55 Fie girul (f”(’))neN*’ fn :10,1] = R definit de relatia de recurenta

fil@) =1, fas1(z) = Vafa(z), ¥n € N".

Sa se arate ca:
1) sirul (fu(-)),, x> €ste convergent citre o functie continud;

2) sirul (fu()), cn.» €ste convergent uniform.
1 n 1 " 1
[R: 1) Din ipotezd, gisim: fo(z) = VT, ..., far1(@) = 22 22 27 Deci li)m fng1 =
n oo}
1

11— —
lim z 2"z, Deci fn 5 f = (0,17 € C°([0,1];R). 2) Notdm ¢n(z) = fn(z) — f(z). Functia ¢n :

n—00

1 2n—1
[0,1] — R isi realizeazd maximul in punctul z, = (1 — ) .Avem 0 < lim ( sup ¢n(2)) =
PA n=00 Y ael0,1]
i 1 1 2"} — 0. Deci u, u,
L i 1( —2n_1) =0. Deci pn 5 0(-) & fn 5 f.]

4°.56 Fie (fn()) un sir de functii pentru care f1 : [0,a] — R este functie

neN*’
continud, iar f,41(z) = fa(t)dt, = € [0,a]. S& se arate ca sirul converge uniform

[0,2]
catre 0(-) pe [0, a].

|—R: Se demonstreazd, prin inductie, ci fr4+1(z) / z—t)" "L f1(t)dt, Vn € N* gi Vo €

0

(n—l'

x

M n
[0, a]. Din aceast relatie, gdsim | fr,+1(z) < (z—t)"1dt < @

;unde M = max{|fi(z)|; = €

[=}

[0,a]}. Deci fn %5 0(-).]

4° .57 Fie sirul (f"('))neN*
N*. Sd se arate cd dacd (fu(")), - converge punctual pe [a,b] si dacd existd M > 0
astfel incét | f) (z)| < M, Vz € [a,b], Vn € N*, atunci convergenta este uniforma.

[R: Fie ¢ > 0. Considerdm diviziunea d = {a = 20 < &1 < ... < &y, = b} astfel incat v(d) <
e/(3M). Pentru z, € [a,b], In(e,zr) € N* astfel incat n > n(e,xp) si € p € N* = | fqp(zr) — f(zr)| <
€/3,Vk = 0,1,...,m. Fie z,2' € [z},zpt1].- Avem |fn(z) — fn(2')] < M -]z — 2'| < ¢/3,Vn € N*
si Vk = 0,...,m — 1. Notdm n(e) = max{n(e,zo),n(e,z1),...,n(c,xm)}. Fie x € [a,b],n > n(e) si
p € N*. Atunci, 3k° € {0,1,...,m — 1}, astfel incat = € [zyo,Tro41] = |fntp(@) — fr(@)| < |fryp() —
Jrntp(@re )|+ frtp(@re)— fn(@go)|+| fa(@re ) — fn ()| < . Conform criteriului lui Cauchy, sirul converge

cu proprietatea ca f, are derivatd continua pe [a, b], Vn €

uniform pe [a, b].]

Pentru sirurile de functii de mai jos, sa se arate ca limita integralei nu este egala cu
integrala limitei. Ce se poate spune despre convergen a uniform ?
4°58 f,:[0,1] 5 R, fo(z) =nz-e " z€0,1], n € N*.
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[R: Avem f(z) = lim fu(z) = ILm nwe—"% — 0, Vo € [0,1] deci ff(z)dz = 0. Pe de alta

n—00

1
- —na?qy = L _on . s _ 1 .
parte /fn(a:)da: = /n:ce dz = 2(1 e ™),Vn € N* s nll}moo/fn(a:)dx =3 # 0. In plus,
0 0 0

5 F=00).] 1
2n’x, daci 0 <z < —
1 2”1
459 fu:[01] SR foe)={n-2m(r-5-), daci —<a<—, neN.
2n %n
0, daca — <z <1
1 1 1 "
|—R: / (nlgrolo fn(z))dz =0 # 3= nler;o/fn(z)dz = fo A f.J
0 0
2n’z, dacd 0<z< i,
1 1 2ny
4°.60 f, : [0,1] = R, fu(z) = n2—2n3(x——>, daca — <zx<-—, nE€
2n %n n
0, daca - <z<l1,
N*. )
R/ hm fn(:c))x—O;éoo—hm /fn(zdmifnﬁfj
0
o ) _ (n+1) , dacd 0<z<1, .
4°61 f,:[0,1] = R, fn(:c)—{o7 daci o =1, n € N*.
1
[R: nhm fna:)da:_O;él_hm fn(a:da::>fn74>fj
-/ e
n)z"~ .
£62 fo:[0,1] 5 R, fule) =4 vargp 2 0so<l o
1, daca z =1,

1

1
[R: / (lim fo(e))dz=0#2(v2 1) = nlLr%o/fn(:c)d:c = fu B L]
0 0

Pentru sirurile (f,,(-)) de mai jos, s se arate ca

neN=*’
b b
Tim [ fu(e)de = / (lm fu(e))de

Convergenta este uniforma?
4963 f,:[0,1] > R, fo(z) = cos~, n € N*.
n

n—00

1
[R: Avem f(z) = lim f,(z) = 1i_>m cos = = 1,Vz € [0,1] = /f(x)dx = 1. Pe de alt parte
n—o0 n
0

1
/fn(a:)da: =n-sin—, Vn € N* gi deci lim /fn(a;)da: = 1. Deoarece |fn(z) — f(z)| = 2 - sin? z <
n n— 00 2n
0
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4o 64 fn [0,1] = R, fn(z) —n:v(l —z)", n € N*,
|—R: 0/( lim fn(m)) z=0= 11m /fn (z)dx = ll)rréom Pentru z, = %, avem
[nen) = f@a)l = (1= )" > 2 vm e\ (1) fn 1
(o) P nx *
4°.65 f,:[-1,1] =R, fn(x:—l—i-na:Q’ n € N*,
1 1
[R: _/1 (lim fo(z))dz = 2 = nli_)rréo/fn(:c)d:c = lim_ (2 - %) Daci lufm z, = %
obtinem |fn(zn) — f(zn)| = =, VR € N* = f, 7L> ]
sin(x/n)

4°.66 f,:[0,1] = R, fn(a:)z{ —,  dacd 0<z<l o
0, daca =z =0,

1 1
[R: f(z) = nll)ngo fa(z) =0si /fn(x)dx = %/gon(m)dm, unde op(z) =
0 0

1, dacd x =0,
= Functia ¢, @ [0,1] — R este continud si 0 < pnp(z) <1 = 0 <

- 2 sin f, daca z €]0,1].
N )
/ 1
/cpn(a:)da: < 1,Vn € N*. Deci le /fn(x)dx = 0. Intrucat |fn(z) — f(z)| < —,Vz € [0,1] si
n— 0o n
0 0
vneN* = f, 5 f]

1
1, dacda 0<z< —,
2n,
467 f,:[0,1] - R —! L dack —<s<-, neN
67 fr:[0,1] = R, fo(z) = e %n L one
0, daca — < <0,
1 1/2n 1/n Y
[R: /fn(x)dx = / dx + / / ,Vn € N*. Pentru = € ]i,l[,
Slrl wm’n
0 0 1/2n

1 1 1 1 1 1 1 1
avem — <nr<1l= — < <——==>—\1 < z)de < —(1 =
vem G sinl = sin(nz) = sin(1/2) 2n( +sin1) _/ n(@) 2n( +sin(1/2))
0

1

. . A1 1 .

nlggo/fn(z)dz =0= /(nlgréo fn(z))dz. Ludnd insi z, = o atunci |fn(zn) — f(zn)] = 1, Vn €
0

N* = fp ;2} f J

Pentru fiecare dintre sirurile de functii ( f“())n eN®) de mai jos, sa se arate ca limita
girului derivatelor nu este egala cu derivata limitei sirului de functii. Sa se precizeze
natura convergentei sirului de functii si a sirului derivatelor.

:I/' *
4°.68 fn : [—]., ].] — R, fn(ﬂf) = ﬁ, n € N*.
2.2
[R: Avem: f(x) = lim fu(@) = 0, f'(x) = 0, fi(x) = (fm%,w € [-11]si g(a) =

1
lim f)(z) = Deci g # f'. Din inegalitatea | fn(z) — f(z)| < P Vn €
n

n—00

1, daca z=0,
0, dacd ze€[-1,1]\{0}.
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U.
N* §i V& € [F1,1] = fn 5 f si in plus f/, /4 g, deoarece, in caz contrar, ar trebui ca g = f’.J
n

4969 f,:[0,1] > R, fo(z) = % n € N*.

. . 1, daca =1, .
[R: f/(z) =0, Vz € [0,1] si g(z) = nll>n;o fl(z) = { 0. dZig ie [0,1[. Deci g # f'. Avem:

fn % f=0(), far f}, % g.]
1
4°.70 f,:R—>R, fo(z) = - -arctgz™, n € N*.
0, dacd |z|#1,
[R: f'(z) = 0,Vz € R, g(z) = nll’ngo fli(z)= l, dack x=1, foS5ffn3g.]
%, dacd x=-1,

4°71 [ R R, fo(z) = Zn: Sin,ifx)

k=1

, n € N*,

[R: fo ™ f, fr 5 9.
4°.72 Fie C(]0,2]; R) spatiul functiilor derivabile si cu derivate continue definite pe
[0,2]. Sa se demonstreze ca dacd se organizeaza acest spatiu cu aceeasi structura algebrica
si norma ca C°([0, 2]; R), atunci C* ([0, 2]; R) este un spatiu normat, dar nu este complet.
[R: in multimea C1([0,2];R) = {f/f : [0,2] — R, f derivabil¥si cu derivata f’ functie continui},
operatiile: (f + g)(z) == f(z) + g(z) si (af)(2) := af(z), Vf,g € C'([0,2];R), Va € R si Vz € [0,2],
definesc o structurd de spatiu liniar real. Functia ||-|| : C1([0,2];R) — Ry, ||f|| := max{|f(z)|;z € [0,2]}
este o normd pe C1([0,2];R). Sirul (fn(-))

neN*?
z, daca =z € [O,n—_l],
n—2 1 n— 111 n-+1
fu(z) = + =4/2—-n2(1 — )2, daci :ce] , [, n € N*
n n b1 "
2—ux, daca me[ ,2],
n
este fundamental, dar nu converge in C1(]0,2];R). Avem f(z) = a:, daci z €0, 1], iar f ¢
’ PR 2 —z, dacd z€]l,2].
CY([0, 2 R).]
0, daca =<0
4°73 Fieo : R - R, o(x) = ’ < ’ functia treaptd unitate si fie
; o(2) {1, daca =z >0, t P 8
p: R >R,

1
o(z) = afo(z +1) — o(z)] exp (— l-l-—xQ)’
unde @ € R\ {0}. S& se arate ca:
1

1) pentru girul de semnale reprezentat prin sirul de functii (¢p)nent, pn(z) = — -
n
p(z), x € R, n € N*, existd un interval marginit I C R astfel incéat ¢, (z) =0, Vo € R\1
si Vn € N*;

2) pentru orice k € Z, fixat, girul derivatelor de ordinul %, (cp%k))neN*, este conver-
gent uniform catre zero in I.

1 <
|—R: 1) S& observdm ci ¢(z) = { a~exp(— z2 + 1)’ dacd =z €F1,1], i on(z) =

0, dacd z€eR\[1,1],

1
—p(x) = 0,Vz € R\ [-1,1]. Avem |pn ()| Vo € R = ¢n 3 0(-). 2) Prin inductie, gisim
n

(k)y _ & 1 o1 _ . B .

on’(z) = . Psj_o(z) @1 exp ( o 1), Vz €] —1,1[. Cum intervalul ] — 1, 1[ este marginit,

urmeazi ci Vk € N*, IMj, > 0 astfel incat | (z) < Mkm. Deci o %5 0(-).]
n
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n € N*.

2n _
4°.74 Fie f, :]0,+oo[= R, fu(z) = Ex) 2

(Inz)™ -2
(Inz)?? + 2’
1) Sa se calculeze lim f,(z) = f(z).

n— oo
2) Sa se arate ca sirul (f“('))neN*

vergent pe [a, 1], unde 0 < a < 1/e.
2

este convergent uniform pe [1,2] si simplu con-

3) Si se calculeze lim [ f,(z)sin®"(27z)dz.
n—oo

1

—1, daci =z €le e,
[R: 1) f(z) = _é, daci z=e lva=e, 2)Pentruz € [1,2], gisim |fn(z) — f(z)|] <
1, daci zeR\[e !e].
-1, dacd =z €le”!,1],
(In2)2" = f, % f. Pe [a,1] avem f(z)|(q,1] = —%, daci x=e7 L, f ¢ C°([a,1];R), in timp
1, daci =z €a,e”!].
2
. 2n (2n — 1)!! . u.
ce fn € C°([a,1];R), Vn € N*. 3) Avem /sm (27x)dz = W si fn = f, f(z) = —1 pe [1,2].
n)!!
1

Fie ¢ > 0. Din f, % f,= 3ni(e) € N* astfel incat Vn > ny(e) si Vo € [1,2] = |fa(z) — f(2)] < VE,
2n — 1! 2n — !
(2n—1) — 0, cdnd n — +00,= Ina(e) astfel incit n > na(e) = (@n - U < ye.

(2n)!! (2n)!!
2

iar din faptul cd

2
Notdm n(e) = max{ni(g),n2(e)} si fie n > n(e). Avem ‘/(fn(a:) - f(=)) Sin2n(27l’x)da?‘ < /|fn($) _
2 ' 2 '
f(@)|sin®" (27 z)dz < \/E/sin2”(27r:v)d:v < e. Deci nlLr%o / fn(x)sin®® (2rz)dz =
1 1

2
= lim /f(a:)sinQ"(27rx)dx:O.J

n—oo

1
4°.75 Fie f : [a,b] = R o functie integrabild Riemann. S& se arate ci:

1) lim f(x)sin(nz)dz = 0. 2) lim f(x) cos(nz)dz = 0.

n—oo n—oo
a,b] [a,b]

b b
2
[R: 1) Functia f fiind integrabil% este marginit%, iar ’ / sin(na:)da:‘ < —= li_>m /f(a:) sin(nz)dz
n n— 0o

= 0. 2) Acelasi rat;ionament.J

1

4°.76 Si se arate ca sirul de functii (f”('))neN*’ folz) = <1 + %) " este strict
crescator daca gi numai daca = €]0, 2].

[R: Avem f1(z) > fa(z) & (1+a2)— (1+§)3 >0 & 2 €]—00, 1-v5[U]0, 14+V5[D]0,2]; fa(z) >

fa(z) & (1 + 2)3 - (1 + 2)4 > 0 & x €]0,a[, unde a este radicina ecuatiei 823 + 1522 — 54z — 108 = 0

si a €]2,3[. Fie ¢ : [1,+00[x]0,a[— R, o(y,z) = (1 + 5)“1 si definim functia ¥ : [1, +00[x]0, a[—

R, ¥(y,2) = (y + Din (1+ 5) Avem ¢(y,x) = exp(¥(y,2)) §i fu(z) = ¢(n,z),Vn € N* §i Va €



102 Analiza matematica - Probleme

Y T z+y(2—2)
—(y,z) = In (14 = —_
oy ¥®) 2( Y ¥ (y +2)?
0 7] 0
ylgrolo a—j(y,m) = 0. Daci z €]0,2], atunci %(y,x) > 0,Vy > 1. Cum yl;ngo a—j(y,m) = 0, atunci
oy - . y “ . 0%
a—(y, x) < 0 gi deci functia ¥(-, ) : [1, +00[— R este descrescidtoare. Dacd z €]2, a[, atunci el
Y Y

0 7]
0,Vy > yo = LA §i tindnd seama cd lim —w(ym) = 0, urmeaza cd —w(y,x) > 0 pentru Yy >
T —2 y—oo Jy Ay

10, a[. Pentru functia 1 avem:

11 9?2
) - s ) =

y+az 0y?
(y,2) <

Yo = L? > 1. Deci ¥(-, z) :]yo, +oo[— R este crescitoare. Prin urmare functia ¢(-, ) : [1, +oo[— R
T —

este strict descrescitoare daci gi numai dacd z €]0, 2]J

§ 3.5. Puncte fixe. Principiul contractiei

Sa se precizeze daca functiile de mai jos au puncte fixe. In caz afirmativ si se gaseasca
punctele fixe.
5°1 f:R—-R, f(z) =12
|—R: Orice punct x € R este punct fix pentru functia f.J
5°2 f:R— R, f(z) =sinz.
|—R: Singurul punct fix este z° = O.J
5°3 f:R— R, f(z) =cosz.
[R: Functia are un singur punct fix z° €]0,7/2[.]
5°4 f:R—-R, f(x) =arctgz.
[R: 2° = 0 este singurul punct fix. |
5°5 f:R—R, f(z) =2".
[R: Ecuatia 7 = z & z(2® — 1)(z® + 1) =0 = {-1,0,1} - multimea punctelor fixe. |
5°6 f:C—C, f(z)=2".
1—iv3 14iv3 —1—iv3 —1+4V3

[R: Multimea punctelor fixe este {-1,0,1, 5 T g 5 ) 2 }J
T
5°.7 ‘R—= R, f(xr) = —=cosz.
f f(@) 373
|—R: z° = %J
5°.8 f:[l4+oco[—[1,4o0], f(z) =1+1n .
[R:z° =1.]

5°9 f:R—oR, f(z) =e®.

|—R: Ecuatia e* = z nu are radicini reale, prin urmare f nu are puncte ﬁxe.J
5°.10 f:R =R, f(z) =e** - 1.

[R: 2° = 0 este singurul punct fix pentru f.]
5°.11 f:]—o0,—1JU[L,+o0o] = ] — o0, —1]U[1,+o0],

Lz —-1), daci z< -1,

f(x)z{ ;(x_pl), daca = >1.

|—R: Multimea punctelor fixe ale functiei f este {—1, 1}J
1
5°.12 f:[1,+o00[— [1,400[, f(z) =2+ e

[R: Nu are puncte fixe. |
5°.13 f:R—> R, f(zr) =sh2z.
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[R: z° = 0 este singurul punct fix al functiei f.]
5°.14 f:R—-R, f(z) =ch3z-1.
|—R: z° = 0 gi 1 > 0 puncte fixe ale functiei f.J

5°.15 f:Ry - Ry, f(z)=v2+a.

|—R: z° :2.J
5°.16 f:R, — Ry, f(z) = %(w—i— %)
|—R: z° :3.J

5°.17 f:R =R, f(z) =22+ 1.
[R: Nu are puncte fixe. |
5°18 f:C—C, f(z)=22+2+1.
[R: {—i,i} - multimea punctelor fixe. |
5°19 f:7Z — 7, f(z) =22% + 2z — 1.
[R:z° = —1.]
5°20 f:Q—Q, f(z) =232 +2+2.
[R: Ecuatia z* — 322 + x4+ 2 =z < (22 — 2)(22 — 1) = 0 = {—1,1} - multimea punctelor fixe. |

Sa se precizeze daca functiile ce urmeaza sunt contractii.
1
5°.21 (Rad)a d(x,y) = |x—y|, f:]R_)Ra f(:L') = gl‘

1
[R: Fie z,y € R. Avem d(f(z), f(y)) = §|:r —y| = = - d(z,y). Prin urmare f este contractie. |

W~

1
5°.22 (R,d), d(z,y) =z —y|, f:R=R, f(z)= ga,rctgx.

—~

1 1
[R: Fie z,y € R = d(f(z), f(y)) = g|arctgx — arctgy| =

1 1
- ——lz—y| < - -d(z,y). S-a
5 1+62|w yl < ¢ -dlzy)

aplicat formula lui Lagrange.J
5°.23 (R-i-?d)u d(ﬁ?,y) = |£U - y|a f : R-l— - R-l—a f(.’l?) =vz+1

[R: Fie .y € Ry = d(f(), /) = Vo F 1= V¥ 1| = 5omlo =] < 7o =3l

|—R‘ Fiez,y € [07 g] = d(f(=), f(y)) = ‘arcsin — arcsin y+ 1‘ = ! . !
1
Deoarece i < c—jl— 1 < 1—|—47T/2 < %, avem iﬁ < L? Deci d(f(z), f(y)) < %d(m,y).J
“\ 1
° E E = — . E E z E — 1
5225 ([T 2],7:1); da,y) =lo—yl, £:|5.5] = [T CJS,Cf(x) V.
1fR= Fie 2,y € [.5] = d(f(@), /) = [Vsinz — VEiny| = -Z5 |z —y| < X~ d(z,y), unde
A= mJ

5°.26 ([1,9],d), d(z,y) = |z —y|, £:[1,9] - [1,9], f() =1+ VTF2.
[R: Fie 2,y € [1,9) = d(/(@). ) = | Y72 = 52| = rms oyl < - d@)

5°.27 (R27d2)7 d2(X7 Y) = ||X _Y||27 f:R2 — RQ,

flz,y)= (%arctg (z+y), V2 +sin(z — y) )
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. d2((.’1), y)1 (u1 1))),

winN

[R: da(f (2, ), f(u,0)) = \/ (F1(@,9) — f1(w,)% + (Faey) - fo(u,0)) <
(@), (u,v) € B
5228  (B1[(0,0)],dn), do(X,Y) = |1 X = Y|la, £:B1[(0,0)] = Bi[(0,0)],

1
flz,y)= (ﬁln(4 + 2% + y?), arcsin z : y)

'd2((fca y)a (u, U))a

=S

[R:da(f(.9). f(u.) = [ (i(@.9) — fi(w,0))” + (F2(2.9) — fo(u,0))? <
¥(z,9), (u,v) € R.]

S&a se aplice principiul contractiei pentru studiul convergentei sirurilor date prin
relatiile de recurenta:

5°.29 z,41 = 3 -arctgx,, r1 = a € R - dat.

|—R: (R,d), d(z,y) = |x—y|, este un spatiu metric complet. Aplicatia f : R — R, f(z) = %-arctgx
este o contractie. Prin urmare, aplicind principiul contractiei, functia f admite un singur punct fix.
Deci f(z°) = 2° & % -arctgz® = 2° = £° = 0. Intrucat sirul (zn)nen+ este sir de aproximatii succesive
corespunzitor functiei f, rezultd nan;o zn =0, Va > O.J
° _ m
5°30 xp41 = 3 \/§

[R: (R,d), d(z,y) = |z — yl, este un spatiu metric complet. Aplicatia f: R — R, f(z) =

-COSxy, r1 = a € R - dat.

™
3v3

. . s by . A i
cos z este o contractie. Deci, existd z° € R unic astfel incat f(z°) =2° & ——-cosz® =2° = 2° =

3v3

Siru (zn)nen+ este sir de aproximatii succesive al functiei f si in concluzie le Ty = %J
n o0
5°81 zpy1 =1+1In¢x,, v1 =a € [l,+o0] - dat.
[R: Multimea [1,400[C R este inchisi in spatiul metric complet (R,d), d(z,y) = |& — y|. Deci

o)

([1, 400, d|f1,+00]) este, de asemenea, un spatiu metric complet. Aplicatia f : [1, +oo[— [1,4o00[, f(z) =
1+ 1In &z, este o contractie. Atunci, existd ° € [1, +oo[ unic astfel incat f(z°) = 2° < 1 +1In ¥z° =
z°:>:c°:1:>nli)rrolozn:1.J

5°.32 Folosind metoda aproximatiilor succesive, sa se gaseasca solutia ecuatiei

1+ arctgzr = 2z,

cu aproximatie de 0,01.
1
|—R: Aplicatia f : R = R, f(z) = 5(1 + arctg ), este o contractie pe spatiul metric complet

(R,] - |). Prin urmare existd 2° € R unic astfel incat f(z°) = x°, adicd z° este punct fix. Dacid z
este arbitrar in R, atunci sirul de aproximatii succesive xn,4+1 = f(zn) este convergent citre z°, si

A" A 1 .
d(z°,zn4+1) < T—x -d(z1,x2). In cazul nostru A = 3 = d(z1,22) < 5(3951 + 1). Dacd 1 = 0, atunci
numarul minim de iteratii este 6, iar dacd x; = 1, atunci numarul minim de iteratii este 8:

x1 =0 1 =1

z9 = 0,5 zo = 0,89269905
x3 = 0,73182375 z3 = 0,86438335
z4 = 0,8158832 z4 = 0,856339265
r5 = 0,8421755 z5 = 0,85409675
ze = 0,84996695 ze = 0,85343375
x7 = 0,85223735 x7 = 0,85324205
xg = 0,8528957 zg = 0,85318655

xg9 = 0,8531705
x10 = 0,85316585
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Se observi ci in iteratia a doua se produce o stabilizare chiar de la zecimala a treia incepand cu
pasul al §ase1ea.J

5°.33 Fie ) # A C R? o multime inchisd si f = (f1, f2) : A — A. Presupunem c&
existd a;; € Ry, 4,7 = 1,2 astfel incat

|fk(x7y) - fk(xlaylﬂ < ak1|£L’ - xl| + ak?ly - yl|a

V(z,y), (@' ,y') € Asiap +ara <1, k=1,2.
Sa se arate ca, in conditiile de mai sus, sistemul:

T = fl (xay)a
Y= fQ(xay)a
are solutie unica.

[R: (A,dso), cu doo ((z, ), (u,v)) = max{|z — u|,|y — v|} este un spatiu metric complet (A
este Inchisd si in topologia indusd de metrica doo). S& ardtdm cd f : A — A este o contractie. Avem
doo (f (2, y), f(u,v)) = max{|f1(z,y) = f1(u,v)], [ f2(z, y) = f2(u,v)[} < max{ai1|z—ul+aiz|y—v], a2 |z~
u| + a2y = |} <max{(ai1 +a12) max{|z —ul, [y —v|}, (a21 + a22) max{|z — ul, [y — v[}} < Amax{|z -
ul, |y —v[} = X doo ((,%), (u,v)) unde X := max{a11 + a12, a21 + a22}. Suntem in conditiile principiului
contractiei. Exist¥ (2°,y°) € A unic astfel incat f(z°,y°) = (z°,y°).]

5°34 Fie A#0sif,g: A— A astfel incat fog = go f. Sa se arate cd dacd f are
un punct fix unic z°, atunci

g(z°) = z°.

5°.35 O aplicatie a metodei aproximatiilor succesive la rezolvarea aproximativa a
unor sisteme algebrice liniare.

Fie sistemul

AX = B, (1)
unde
a1 a2 ... Qip T1 by
A= as1 Q22 ... Qo2p X = To B= by ’
anl Ap2 ... Gpn Tn b,
aij, by, z € R.
Consideram matricea
a1 O 0
O 0 a9 0
0 0 G
si presupunem apq - @ - ... - Apy # 0 (deci IC™T).

Evident, sistemul (1) se poate scrie sub forma

CX=B-(A-O)X&X=C'B+0'C-4)X. (1"
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Noand B; : +C~ 1B, A; :== C~}(C — A), relatia (1) devine

X =A,X + By, (2)

adica
T = (), (2")

unde
o) = (A X +B)T, z=XT e R™. (3)

Astfel, am redus rezolvarea sistemului (1) la ” gdsirea” punctului fix al aplicatiei ¢,
care, in anumite conditii asupra matricei A;, este unic.

Mai precis, presupunand cid A; = («j), _; i< definim:

n
> af s Xl =

,j=1

Al ==

Se araa usor ca
1AL X2 < ([ Axl2 - [1X]l2- (4)

In plus, are loc

Teorema 35. Daca ||A1]|2 < 1, atunci ¢ : R™ — R™ este o contractie. In particular,
ecuatia (vectoriald) (2) are o unicd solufie in R™.

Din principiul contractiei (metoda aproximatiilor succesive), obtinem si un procedeu
de aproximare a solutiei:
fizdm un vector coloand X° oarecare si apoi calculam vectorii coloand

X' =4, X+B), X2=4,X"+By, ..., X' =4, X"+ By,...

sau echivalent

ah = <p(.1:0), 2® = (p(l?l), s X = (p(.'I?k), e

unde z* = (X*)T Vk=0,1,...
La limit# (dupi k — co), obtinem solutia X (sau z = X7) a ecuatiei (2). In particular
se considera aproximarea solutiei
X ~ XF,

cu k € N* suficient de mare pentru care se verifica precizia dorita.

Observatii: (i) Matricea By din (2) joaca rol indirect.
(ii) Metoda aprozimatiilor succesive se aplicd unui sistem de tipul (2); aducerea unui
sistem de forma (1) la forma (2), indicatd mai sus, nu este unica posibila.

Exercitiu rezolvat
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Sa se aproximeze (cu precizarea erorii) solutia sistemului liniar

10z1 — o + 229 — 324 = 0,

z1 + 1029 — x3 + 224 = 5, (i)
2x1 + 3z 4+ 20z3 — x4 = —10,

3r1 + 229 + x3 + 204 = 15.

|—Solu§ie: Folosind metoda din teoria de mai sus, sistemul se scrie sub forma:

r1 = 0,1lze — 0,223 + 0, 324,

z2 = —0,1z1 4+ 0,123 — 0,224 + 0,5, (i)
zr3 = —0,1z; — 0,15z2 + 0,0524 — 0, 5,

x4 = —0,1521 — 0, lx2 — 0,0523 + 0,75,

adicd sub forma

X =A1X + By, (u’)
unde
0 0,1 -0,2 0,3 *1 0
_ —-0,1 0 0,1 —-0,2 _ T2 _ 0,5
Ar:= -0,1 —0,15 0 0,05 |° X = zs | B = -0,5
-0,15 —-0,1 0,05 0 T4 0,75
. V27 « R .
Pentru matricea A; avem ||A1]l2 = To < 1, astfel cd metoda aproximatiilor succesive poate fi
aplicatd. Ludm de exemplu
0 0
X0 = g , de unde gisim: X! := A, X% 4+ By = _0655 , X2:= A1 X! + By, etc.
)
0 0,75

Conform metodei aproximatiilor succesive, se poate da o evaluare a erorii in formula aproximativa
X ~ X*, anume

k
q
1X = X*)2 < EIIX1 = X2,

7
de ¢ :=||A = —.
unde ¢ := [|A1ll2 = =5
Avem, deci
()
10 *
IIX — X)), < 21021 0625, k € N*.
- V27
10
0 V27
0,5 10
_ ~ Y1 — ’ _x1 . ~
Astfel, pentru k = 1, avem X ~ X! = ~0,5 ,eu || X—=X1H|2 < Noii 1,0625 ~ 1, 1323404.J
0,75 1- To

§ 3.6 Multimi compacte

Sa se stabileasca daca multimile de mai jos sunt compacte.
6°.1 A ={(z,y) e R?/1<2?+y*> <9}

|—R: Multime compactid. Este inchisa si mérginité.J
6°.2 Ay ={(z,y) € R?/z >y? 2% +y? <4}

|—R: Multimea nu este compactd. Nu este inchisé.J
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6°.3 A; ={(z,y) € R*/zy <0, |z —y| <2}.
|—R: Multime inchisd si marginita, deci compacté.]

6°4 A = {(x,y) € B/|z| + |y| < 1}.
[R: Multime compact. |

6°.5 As ={(v,y) e R?/2* <y <1+ |z}
[R: Multime compact. |

6°.6 Ag={(v,y) eR?/—2?2<y<a3 0<x<4}.
[R: Multime compact. |

6°.7 A; ={(z,y) eR?/0<y<2? 2>0.}.
[R: Multime necompacti. Este nemirginiti. |

6°8 As={(z,y,2) eR¥/2>0,9>0,2>0, z+y+2<2}.
[R: Multime compacta. |

6°.9 A9 ={(n,y,2) eR3/4> 2> 2> +y% 22 +y? <4}
|—R: Multimea nu este compacti, nefiid inchisé.J

6°.10 Ao = {(z,y,7) € R3/2% > 2% + 42, |2| < 2}.
|—R: Multime inchisd gi marginita, deci compacté.J

6°11 Ay ={(z,y,2) ER*/A> 2> +y* +2° > 1, [z +y + 2| < 1}.
|—R: Multime inchisd si marginita, deci compacté.]

6°.12 Ap = {(z,y,x) € R¥/2>/® +42/3 < a?/3, |2| <1}, a > 0.
[R: Multime compact, fiind inchisi si marginiti. |

6°.13 A3 = {(z,y,x) € R¥/2>/® +42/3 < a?/3 2? +y* < 2 < 4a®}, a > 0.
|—R: Multime compactid. Este inchisa si mérginité.J

6°14 Ay ={z€ C/|Im(z)] <1, Re(z) > 0}.
|—R: Multimea nu este compacta. Este multime nemérginité.]

6°.15 A5 = {Z € (C/]. < |Z - ].| < 2}

|—R: Multime compactd. Este inchisa si margmita.J
3
6°.16 Ajg={z¢ (C/% < arg(z) < 7, |Re(2)| < 2}.
|—R: Multimea nu este compacta. Este multime nemérginité.]
6°17 A;z = | J {z € R"/2k < ||z|l2 < 2k + 1},

k€Z+
|—R: Multimea nu este compacta. Este multime nemérginité.]
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Cap. 4. SERII NUMERICE

Definitia 1. Fie (z,)nen+ un gir de numere reale caruia i asociem girul (Sp)nen,
Sn =21+ 2o+ ...+ x,, Vn € N,
Perechea {(xn)nen+, (Sn)nen+} se numeste serie de numere reale §i se noteazd prin

E T, Sau E Tp SQU 1+ X+ ...+ T, + ...
neN* n>1

Sirul (Sp)nen+ se numeste girul sumelor partiale atagat seriei Z Ty

neN*
Termenul general al girului (z,)nen, adicd x,, se numeste termenul general al seriei

S

neN*

Definitia 2. Doua serii E Tp S0 E Yn Se numesc egale daca $i numai daca

neN* neN*
Ty = Yn, Vn € N* si notam E :Un:z Yn-
neN* neN*

Definitia 3. Seria Z T, se numegte convergentd dacd si numai daca exista S € R
neEN*

astfel incat S = lim S,. In acest caz S se numeste suma seriei E T, $i se noteazd
n—oo
neN*

o0 o0
prin an (adica S = an)
n=1 n=1

Daca girul (Sp)nen nu are limitd sau dacd limita sa este infinitd, seria E T, se

neN*
numeste divergentd.

Observatia 1. (Conditia necesara de convergentd) Dacd seria E T, este

neEN*
convergentd, atunci lim xz, = 0.
n— o0
Definitia 4. Fie Z Ty, Z Yn. doud serii de numere reale si o € R.
neN* neN*
1° Prin definitie, suma seriilor Z Ty §i Z Yn este seria Z (zn, + yn) adica
nEN* neEN* nEN*
(S )+ (S )= X turm
neN* neN* neN*

2° Prin definitie, produsul dintre scalarul o i seria Z T, este seria Z (azy)

neN* neN*
a( Z J:n) = Z (azmy,).

neEN* neEN*

adica
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Teorema 1. Fie Z T, §i Z yn doud serii convergente si o, § € R. Atunci seria

neN* neN*
a( > xn) +6( > yn) =Y (az, + Byn).
neEN* neN* neN*

este convergenta.

Teorema 2. Fie E Ty §i E Yn doua serii de numere reale. Presupunem ca exista

neN* neN*
ng € N* astfel incat
Yn = Tn, YN > ng.

Atunci cele doua serii au simultan aceeasi naturd (sunt in acelasgi timp sau convergente
sau divergente).

Teorema 3. (Criteriul general de convergenta al lui Cauchy) Fie Z Ty O

neEN*
serie de numere reale. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) seria E T, este convergentd;

neEN*
(7) Ve > 0, In(e) e N* a. 7. |Zpy1 + Tpg2 + oo + Tngp| <&, Y > n(e) si Vp € N*.

Consecinta 1. Seria Z T, este divergentd daca si numai daca Ieg > 0 cu propri-

neN*
etatea ca Yn € N*, 3k, > n ¢i Ip,, € N* astfel incit |xg, 11 + ... + Tk, 4p. | > €0.

Teorema 4. (Criteriul lui Abel) Fie E Tn 0 serie convergentd §i (Qup)nen+ UN
neN*
gir descrescator gi marginit. Atunci seria E anxy este convergentd.
neN*

Teorema 5. (Criteriul Dirichlet) Fie Z Ty 0 serie de numere reale cu sirul
neN*
(Sn)nen+ marginit si fie (ap)nen un gir de numere reale descrescator si convergent
catre 0 (o, \(0). Atunci seria Z (anxy) este convergentd.
neN*

Definitia 5. Seria de numere reale E T, se numeste alternata daca gi numai daca

neN*
T Tpt1 <0, Vn € N,

Teorema 6. (Criteriul lui Leibniz) Fie Z xn o serie alternata. Dacd sirul
neN*
(lxnl)neN* este descrescator gi convergent catre zero (|zn| ¢ 0), atunci seria Z Tn

neN*
este convergenta.

Definitia 6. Seria Z T, se numeste absolut convergentd dacd i numai daca seria
neEN*
Z |z, | este convergentd.
neEN*
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Teorema 7. Daca seria E T, este absolut convergentd, atunci ea este convergentda.
neN*

Definitia 7. O serie E T, convergentd care nu este absolut convergenta se numeste

neN*
semzconvergenta.

Definitia 8. O serie E T, se numeste necondifionat convergentd daca §i numai
neN*
daca oricare ar fi bijectia (permutarea) o : N* — N*| seria E Ty(n) este convergentd.
neN*

Teorema 8. Daca seria E T, este absolut convergenta, atunci ea este neconditionat

neN*
convergenta $i

Z Ty = Z xa(n)-
n=1 n=1

oricare ar fi bijectia o : N* — N*,

Teorema 9. (Teorema lui Riemann) Fie E T, 0 serie de numere reale semi-

neEN*
convergentd. Sunt adevdrate afirmatiile:

(i) Ezista o permutare o : N* — N* pentru care seria Z To(n) este divergenta.

neN*
o0
(7i) Pentru orice a € R existd o permutare o, : N* — N* astfel incdt a = Z Ty, (n)-
n=1

Teorema 10. Fie Z Ty, Tn > 0, Vn € N*. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
neN*
(i) seria Z x, este convergentd;

neN*
(73) girul (Sp)nen+ este marginit.

Teorema 11. (Criteriul I de comparatie) Fie Z Tn, Z Yns Tp > 0 <
neN* neN*
Yn, Vn € N*. Presupunem ca existd ng € N* si ¢ > 0 astfel incat
Tp < € Yn, YN > ng.

1° Daca seria E Yn este convergenta, atunci seria E T, este convergenta.

neN* neN*
2° Daca seria E T, este divergenta, atunci seria E Yn este divergenta.
neN* neN*

Consecinta 2. Fie Z T, Z Yn, Tn >0 < yn, Vn € N*. Presupunem ca existd
neN* neN*
Tn

lim — = A
n—r 00 yn
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1° Daca X €]0, 00, atunci seriile Z Ty Si Z Yn QU aceeagi naturd.
neN* neN*
2° Daca X = 0 gi seria Z Yn este convergenta, atunci seria Z T, este convergenta.
neN* neN*
3° Daca A = +o0 gi seria Z Yn este divergenta, atunci seria Z T, este divergenta.
neEN* neN*

Teorema 12. (Criteriul II de comparatie) Fie Z T, Z Yn, Tn > 0 <

neN*  neN*
Yn, Yn € N*. Presupunem ca existd ng € N* astfel incat

T
n__H<M, VnZnO'

Tn Yn

1° Daca seria Z Yn este convergenta, atunci seria Z T, este convergenta.
neEN* neN*

2° Daca seria Z T, este divergenta, atunai seria Z yn este divergentd.
neN* neN*

Teorema 13. (Criteriul de condensare al lui Cauchy) Fie Z Tp, Ty >
neN*
0, Vn € N*, cu girul (x,)nen+ descrescator. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) Seria Z T, este convergentd;
neN*
(ii) Seria Z 2" xon este convergentd.
neN*

Teorema 14. (Criteriul integral (Cauchy)) Fie f : [1,+00[—]0,400[ o functie

continud si descrescdtoare, (:L'n)neN*, (In)neN* doud siruri definite prin relatiile z, =

n
fn), I, = /f(a:)dx, Vn € N*. Atunci seria Z T, are aceeasi naturd cu §irul
1 neN*

(I")nGN*'

Teorema 15. (Criteriul radacinii (Cauchy)) Fie Z Tn, Tp >0, Vn € N*.
neN*
1° Daca exista A €]0,1[ si ng € N* astfel incat

VTn < A7 vn > no,

atunci seria E T, este covergenta.

neN*
2° Daca

Y, >1

pentru o infinitate de termeni, atunci seria E T, este divergentda.
neEN*
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Consecinta 3. Fie E Ty, Tn, > 0,Vn € N*. Presupunem ca exista
neN*

lim /x, = \.

n—oo

1° Daca M\ < 1, atunci seria Z T, este convergenta.
neN*

2° Daca A1 > 1, atunci seria Z T, este divergenta.
neN*

Consecinta 4. Flie Z Ty, Tn, > 0,Vn € N*. Notam
neN*

lim /x, = \1.
n—oo

1° Daca M\ < 1, atunci seria E T, este convergenta.
neN*

2° Daca A1 > 1, atunci seria E T, este divergenta.
neN*

Teorema 16. (Criteriul raportului (d’Alembert)) Fie Z Tp, Tn, > 0, Vn €

neN*
N*.
1° Daca exista X €]0,1[ si ng € N* astfel incat
x
"L <\, V> ng,
In

atunci seria E Tn, Tn > 0 este convergenta.

neEN*
2° Daca ezista ng € N* astfel incat

Tn41
Tn

> ]-7 vnzn(h

atunci seria E Ty, Tn > 0 este divergenta.
neN*

Consecinta 5. Fie E Tn, Tn > 0,VYn € N*. Presupunem cad existd
neN*

. Tn+1
lim —2* =\

n—oo I,

1° Daca M\ < 1, atunci seria E T, este convergenta.
neN*

2° Daca A1 > 1, atunci seria E T, este divergenta.
neN*
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Consecinta 6. Fie Z Tpn, T, > 0,Vn € N*. Notam

neN*

. Tn+1 . o— Tp4l

lim —2*L — A1 g lim ntl _ Aa.
n—oo In n—oo  Tp

1° Daca \> < 1, atunci seria E T, este convergenta.
neN*

2° Daca A1 > 1, atunci seria E T, este divergenta.
neN*

Teorema 17. (Criteriul logaritmic) Fie Z Tp, T >0, Vn € N*,

neEN*
1) Presupunem ca exista A > 1 gi ng € N* \ {1} astfel incdt
1
In —
—Zn > A7 vn > no,
Inn
atunci seria Z T, este convergenta.
neN*
2) Daca exista ng € N* \ {1} astfel incat
1
In —
In <1, ¥n > no,
Inn

atunci seria E T, este divergenta.
neN*

Teorema 18. (Criteriul Raabe-Duhamel) Fie Z Tn, Tp >0, Vn € N*.

neN*
1° Daca exista A1 > 1 gi ng € N* astfel incat

T
n[ = _]-:|ZAlaann0a
Tn+1

atunci seria E T, este convergenta.

neN*
2° Daca exista ng € N* astfel incat

n[ In —1} <1, Vn > no,
Tn+1

atunci seria E T, este divergenta.
neN*

Consecinta 7. Fie Z Ty, Tn, > 0, Vn € N*. Presupunem cd exista
neN*

lim n[ In —1] =)\

n—oo  LTp41
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1° Daca A\ > 1, atunci seria E T, este convergentda.
neN*

2° Daca M\ < 1, atunci seria E T, este divergenta.
neN*

Teorema 19. (Criteriul lui Gauss) Fie Z ZTp, Tn > 0, Yn € N*. Presupunem

neN*
ca existd ng € N* astfel incdt are loc egalitatea:
x Qa
n :1+—+?—n,Vn2n0,
Tpt1 n  nlty

unde v > 0, iar (Bp)nen+ este un gir marginit.
1° Daca o > 1, atunci seria Z T, este convergenta.
neN*
2° Daca o < 1, atunci seria Z T, este divergenta.
neN*

Teorema 20. Fie Z (=1D)"zp, zn \( 0 o serie alternata, S suma sa. Atunci
neN*

S — S| < Tus1, Vn € N

Teorema 21. Fie Z Ty 0 serie absolut convergentd gi S suma sa. Daca 3N €]0, 1]

neN*
) o ) )\n+1
gt no € N* astfel incat ¥/|x,| < X, Yn > ng, atunci |S — S| < TN Vn > nyg.
Teorema 22. Fie Z Ty 0 serie absolut convergentd gi S suma sa. Daca 3N €]0, 1]
neN*
T T
gi ng € N* astfel incat ntl < A, Vn > ng, atunci |[S — S,| < |1 n+;\|, Vn > ng.
T -

Definitia 9. Fie E Tn, E Yn doud serii convergente. Seria E T, Se numegte
neN* neEN* neN*

. . o A . .o . ORI x
mai rapid convergentd decat seria E Yn dacd si numai dacd lim —= = 0.
el n—oo Y,
n

Teorema 23. (Kummer) Fie E Tn, E Yn doud serii convergente cu sumele S,
neN* neN*

. [PV T . .
respectiv T. Presupunem cd existd lim — = X €]0, co[. Atunci seria
n—o0 yn

AT + > (20 — Ayn)

neN*

este o serie care converge mai rapid cdatre S decdt seria inifiald E Ty
neN*
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Definitia 10. Fie (z,)nen+ un gir de numere compleze caruia 7 asociem girul (Sp)nen-,
Sp =21 + 29 + ... + zpn, Yn € N*. Perechea {(zp)nen+, (Sn)nen+} se numeste serie de
numere complexe §i se notaezda prin:

E Zn Sau E Zn SaU 21+ 29+ ...+ 2y + .t
neN* n>1

Sirul (Sp)nen+ se numeste girul sumelor partiale atagat seriei Z Zn.

neN*
Termenul general al sirului (zp)nen+, adicd z,, se numeste termenul general al seriei

S e

neN*

Definitia 11. Seria de numere compleze Z Zn S€ numeste convergentda dacad gi

neN*
numai daca girul sumelor partiale (Sy)nen+ este convergent.

Daca S = lim S,,, atunci S se numeste suma seriei E Zn 81 se noteazs prin:

n—oo
neN*
o0 n
S = E Zn (: lim zk).
n— o0
n=1 k=1

Daca sirul (Sp)nen+ este divergent, atunci seria Z zn Se numeste divergenta.
neN*

Teorema 24. Fie seria Z Zn, Zn = Tp+i-yp € C, VYn € N*. Urmdtoarele afirmatii

neN*
sunt echivalente:

(1) Seria E zn este convergentd;

neEN*
(ii) Seriile Z Tn §1 Z Yn Sunt convergente.
neN* neN*

Definitia 12. Seria Z zn Se numeste absolut convergentd daca si numai dacd seria
neN*
Z |zn| este convergentd.
neN*

Teorema 25. Daca seria E zn este absolut convergenta atunci ea este convergenta.
neN*

Teorema 26. Flie seria Z Zn, Zn = Tp+i-yp € C, VYn € N*. Urmdtoarele afirmatii

neN*
sunt echivalente:

(i) Seria Z zn este absolut convergentd;
neEN*
(ii) Seriile Z Tn §1 Z yn sunt absolut convergente.
neN* neN*
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EXERCITII

§4.1. Serii in (R,|-|)

1°.1  Seria de numere reale E aq”™, a, q € R, este numita seria geometrica. Ea

neN
o o . . o N a
este convergentd daca si numai daca |¢g| < 1 si in acest caz S = 7 .
—4q
n na, dacd ¢q=1, a
ie: = aq™ = = 1—gnt! il = i
|—Solu§1e Tn = aq™, Sn kz:oxn a : q dacd q#1, si nll)rr;o Sn T4 numai
= —q

pentru |g| < 1. In celelalte cazuri limita este infinit¥ sau nu existy. |

Utilizand acest rezultat sa se studieze convergenta si sa se gaseasca sumele seriilor
care apar 1n exercitiile urmatoare:
1°.2  Sa se arate ca 2,999... = 3.

oo}

. _ 919 Loy 1
[Solutie: 2,999..._2+0,9+0,09+..._2+lonzzjllon_1 =2+ _L_3'J
10
1°.3  Si se arate ci 4,(9) = 5.
1 2
o n—1 . oo
1°.4 % (-1) o1 [R: Convergent si S = gj
neN®
195 23"4-2” R: ot _(1 1)4_1(1 1)—>3J
S T o= gty =) 3l m) 7y
neN
gn—tl 4 ontl 1/1\" 1\"
o —_— . _— — — —
1°.6 Z 6" . |—R.:cn73(2) +2(3 gi S J
neN |
1427~ 1\t 2\"! 27
o _qynt+1:- "= . _ _t _ =z . _ 20
1°.7 %( D [R.xn,( 3) +< 3) s os=2
n *
2n_|_(_1)n+1 o\ " 1\ " 5
o s - . _ (= Y . -2
1°.8 % 50 . [R.xnf(f)) ( 5) si S 6J
neN
2" 4 3ntl _gn-l 1\" 1\ 1/1\" 31
o . — — — — = = i = —.
e 3 IR () (1) (1) sy
neN*
(o]
1
1°.10 Sa se arate ca seria este convergenta si =1
I e vergenta si ) | ———
neN* n=1
1 1 1
ie: i i n = = — — n = e n:l— =
|—Solu§1e Din egalitatea = n(n £ 1) - n+1:>S 1+ ..+x n+1:>S

lim S, = 1. Deci seria este convergenta si are suma egald cu l.J
n— oo

Pentru seriile de mai jos sa se calculeze termenul general al girului sumelor partiale
i apoi sa se precizeze natura lor.
1
1°.11 Z —_
2 _
ot (n+1)2-1

Solutie: =z, = —
|—0u§1ex 3

1/1 1
(nn—+2

),Sn =z1+...+xTp =

. 3
S = nlem Sn = ZJ
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1r12 Y _1 [R: s = 1L
n(n+3) 18
neN*
1
1°.13 ———, k € N* - fixat.
Z n(n + k)
neN*
oz = L(L__1 —q4 1 1 _ 1yt
1|—Solu§1e.xn_k(n n+k),5n_1+2+...+k n L T T nrR :>S_k(1+2+
1°14 Y [f(n+k) - fm)], keEN", f:R—>R.
neN*
[Solutie: Sy, = f(n+1) 4 ...+ f(n+ k) — f(1) — ... — f(k), Vn € N*. Dacy nleOO f(n) existd in
R, seria este convergentd, iar daci nll)rr;o f(n) nu existd sau este infinitd, seria este divergenté.J
1 1 1
1°.15 S R:Sn=-(1——), Vn e N
ng* (Bn —2)(3n+1) [ 3 (1= gg1) e
2n 2n—1
1°.16 ( - )
Z 2n + 1 2n
neN*
; _ ! -1 11 Lo bt
[Solutie: o, = on(2n+1) 2n 2n+1’ Sn = 5 3t o, o+ 1 _2(2 tytet
1 1 1 1 1 1 1 " .
%)7(5+§+...+%+—2n+1) :1—(n+1+...+2n+1),Vn€N ,S=1-1In2]
2n+1
1°.17 —_.
n%* n2(n + 1)2
|—Solu§ie: xn:if; Snzl—; VnGN*:>S:1.J
n2  (n+1)2’ (n+1)2’
2n+1
1°.18 Z _
o n(n+1)(n +2)
o g, — (L2 3 BN S . _
|—Solu§1e. :I:n_Q(n | n+2)’ n_2(2 o n+2),VnEN :>S_5/4.J

Sa se studieze convergenta si in cazul convergentei sa se afle sumele urmatoarelor

serii:
4dn — 3
1°19 Y ———
2 _
nEN*n(n 4)
‘o _5¢ 1 1y 11,1 1 _le167 5 5 11
) |—Solu§1e. T = S(n—2 n)+ 8 (n n+2)’ Sn = 8(12 n—1 n n+1
n+2),Vn23,n€N = S =167/96.]
1
1°.20 . R: v2-—1.
n%* (n+v2)(n+1++2) [ J
1°.21 Z(\/n+2—2\/n+1+\/ﬁ). [R:1— V2]
neN*
1
122 ) .
2 _
o (2n + 3)(4n? — 1)
! 2 : };Snzl(h LR ):»S=i~J
s\3 "2n+3 2m+1 12

1
R:zp = - -
[R: 8{277,—1—3 mt1  am—1
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1°.23
nz>:2 \/ (n—-1)

[Rian = | - ntl s =va— /" vnem\ {1} > 5 =va-1]
1°.24
ngN:* nvn+1 +(n+ IV
1 1
P n = —= — B n=1— ——, V N*, = 1.
[R: z ﬁm:s N =S5=1]
1°25 Y (Vnt+2+a-2vVn+lta+vnta), a€Ry — fixat,
neN*

|—R: Sn=V1i+a—-V2+a+vVn+2+a—-vn+1+a, VnGN*:>S:\/1+04—\/2+04.J

1026 Y In (1 n ﬁ)

neN*
fR:xnzln%,Sn:ln(3Zi;),VneN*:>S:1n3.J
1
1°.27 ) In(1-—).
= ( n2)
ez, =i (220D s, ([T T = () vn 25 s

k=2 k=2
in(3)- 1
1°.28 In(1+—).
2om(ie])

n
[R: S, = ,CXZ: In (1 + %) =1In(n 4 1) — oo, deci seria este divergent. |

. 1
sin ———
o nn+1)
D S
neN* COS — COS
n n+1
1 1
R:z, =t ——t ——— =S, =tgl—tg——, VneN" = S =tgl
[R: z, = tg g +11=> gl—tg —— VneN = gl
1°.30 arctg ———
Z S+l
neN*
1 1 . ™
[R: Convergenti. I: :rn_arctg——arctg ol , Vn € N¥; S_ZJ

1
1°.31 Z arctg m

neN*
[R: z, = arct ! — arct, ! Sp = arct 1—acht Lt Vn € N* = S = arct lJ
P In = gn—l—l gn+2’ n = g2 gn—l—?’ = g2~
1
° _
1°.32 Z arctg oz
neN*
1 *
[R: z, = arctg P— — arctg ERSER Vn € N* = § =n/4.]
n(—1)""1
o
183 Y —o 5
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. _ ( 1)n—1
|—Solu§1e. Sp =1— 5—1—22—1— +—1

. Fie functia polinomiald P, (z) = 1+z+z2+...4+2" =
T Vz € R\ {1}. Atunci P} (z)
—x

14904322 4. 4 mgn—l = LERET (o4 a”

(1—=)?
1 4 1 1
A S - = _ Iyn+1 _ \n * _
Py ( 2) n 9[n( 5) : (n+1)(-3) +1],vn € N* = 8 =4/9.]
1°.34 ) n , ap >0, Vn € N*.
ot I4+a1)-...-(1+ap)
1 1 1
Solutie: z, = — >89 =1-—-
[Solutie: (A+a1)e(I+an—1) (1+a1).(l14an—1)1+an)’ " (1+a1)...(1 + an)
Vn € N*. Notdm un, = (1 + a1)...(1 + an), n € N*. Sirul nenw este strict crescitor. Dacd el este
marginit superior, este convergent si fie u° limita sa. Atunci S = 1 — —. Daca sirul (u")nGN* este
u
nemarginit, atunci S = 1. In ambele cazuri seria in cauza este convergentaJ
1 n+1
1°.35 (— ~In .
> (=)
neN*

[R: Sn, =1 + —|— + ~ —In(n+1) = S = c (constanta lui Euler).]

1°.36 Z/ e *dz.

neN*
[R:x, =e ”—e (D) Yp € Zy = S =e1.]

1°.37 Z[

(A+27 1)], A € R, iar [z] este partea intreagd a lui z.
neN*

|—Solu§ie: Folosind iedentitatea [)\ + %] = [2)\] - [)\], VA € R, obtinem x,, = [i ()\ + 2"—1]
[oc] - [5v] = 0 =

A
[\ - [Q—R] Dacd A > 0, existd ng € N*, astfel incat ¥n > ng = 0 < — < 1, iar

daca A >0,
dacd A <O0.
[)\], VA € R, Fie A € R. Atunci 3Iny € Z si

A
dacd A < 0, existd ng € N*, astfel incat Vn > ng => —-1< — <0=> S { RJ T 1

1
S& demonstram acum identitatea [)\ + 5] = [2/\] —
1
0<a< 5 astfel incit si avem una dintre situatiile: 1) A=n)+asau 2) A=n),+a+ 5
1
Dac3 are loc 1), atunci [A\] = n) si [)\ + 5] = n) si deci [2A] = [2(ny + @)] = 2n), adicd identitatea

Dac3 are loc 2), atunci [)\—f—%] =[nata+l=ny+1, [2\] = [2(n>\+a+l)] [2n) +1+240]
2ny + 1 si [A]

[m\ +a+ 5] = n), deci identitatea are lor din nou J
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Utilizdnd observatia 1 (conditia necesard de convergentd) sa se precizeze dacd seriile
care urmeaza sunt convergente.

1°.38

1°.39

1°.40

1°.41

1°.42

1°.43

1°.44

1°.45

1°.46

1°.47

1°.48

1°.49

1°.50

1°.51

1°.52

1°.53

1°.54

Z 2n2+1
1

Z Von+1—-+v2n—-1

neN*

> (\/n3+n2+1—\/n3—n2-|-1

neN*
1

2 on+1—m—1

neN*
2n 4+ 3"
Z gn+1 + 3n+1 :

[R: Divergent¥; x,, — %.J
[R: Divergents; z, — oo. |
[R: Divergent¥; x,, — ;J
[R: Divergents; n — 0. |

|—R: Divergentd; =, — éj

neN 5
3 2
Z (=1)"In nt . [R: Divergentd; |zn|—1n3 =z, 4 0. ]
n?+1
neN*
Z n - sin — [R: Divergent; z, = n - sin 1 —1.]
neN* "
Z arctg (n+ 1) [R: Divergents; z,, = arctg (n + 1) — g |
neN* 1
Z arcsin ( n ) [R: Divergents; z,, = arcsin n E.J
2n+3 2n+3 6
neN* n
n n
Z (n n 1) [R: Divergenti; 11m (nj—l) =e 1]
eN* 3 n
i . Di 3\ -2/3
ZN* <3n T 2) |—R. Divergentd; llm (3n ¥ 2) =e J
Z (—1)"‘1 [R: Divergent; 11m —(— i
neN* {L/T_l ( 3 ) < W
In(2 + " . y 3
Z (—l)nln(3 upery [R: Divergents; |z,| — 5J
neN*
1 1 2 n
Z(—l)“—[\/1+—+\/1+—+...+ 1+—].
n n n n
neN*
1
[R: Divergent; ILm |xn| = / VI+adz #0.]
n oo 0
Z sin(n). [R: Divergent. I: nll{l;o sinm nu existé.J
neN*
Z |—R: Divergenta. I: .t ! > n+11 —>1.J
neN® "+\1/1n(n+ 1 "*+YIn(n + 1) vn+1
Z H COS — 2k, €]0, [ o Mo

1°.55

neN* k=1

S g

neN*

[R: Divergenta. I: nll)rr;o kl_[ Ccos — =

[R: Divergents. It z, > 1.]
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1°.56 Z (2 + (—1)n)n. [R: Divergentd. It z, > 1.]
neN* 1

1°.57 Z — eV, [R: Divergent; z, — oo. |
neN* n

4.1.1. Criterii generale de convergenta

Folosind criteriul general de convergenta al lui Cauchy sau consecintele sale sa se
stabileasca daca seriile de mai jos sunt convergente.

1°.58 Y ¢"sin(na),lgl <1, a € R.

neN*
[R: Convergentd. It |Zpt1 + ... + Zntp| < |g/"T|sin(n + a| + ... + |g|"?|sin(n + p)a| <
41 + 1—q? n41 g™+ x
lgI"H o gt < —— P < , ¥n,p € N
1—lq| 1—lq|
1°.59 Z q" cos(na),lgl < 1, a € R.
neEN*
[R: Convergentd. I |Tpt1 + ... + Tntp| < |g|* T cos(n + 1)al + ... + |g|"t?| cos(n + p)al <
1— P n+1 .
o+ 4 fgte < LI g W e
) 1—1q| 1—lq|
o _
1060 ) —
neEN*
} 1 1 1 1 1
[R: Convergentd. It — < ———— = —— — =, Vn > 2= |Tpi1 + oo+ Togp| < —, V0,p €
n?2 nn-1) n-1 n n
N*.]
1°.61 Z _ L
n? +a?
neN*
[R: Convergentd. I ! <1< ! ! ! Yn > 2=z Foit Togp| <
: v I < =< = - =
& n2+a2 ~n2 nn-1 n-1 n’ - e i

1
—, Vn,p € N*.J
n

1
1°.62 —.
>
neN*
1

|—R: Divergentd. I: Fie n € N*. Alegdnd kn, = n = pp, gdsim |Tp41 + .. + Tngn| = 1 +
n

1 " 1 >1J
n+2 7 n4n= 2

3 1
1°.63 Y —a<l
neN*

1 1 1 .
+ , apoi

R: Divergentd. I: Fie n,p € N*. Gasi > + + ...
|— lvergen en,p im |zp4+1 + +l’n+p|7n+1 nt2 ntp

se aplicd exemplul precedent.J

1°.64 Z ﬂ.

n
neN*
[R: Convergenti. I: |z F oot Ty L ! + ! + ot (=1t 1 <
: Vi . : eer = — .. — [
¢ i LT L FT T n+2  on3 n+p
1 1 1 1 1 1
- - et (1P < < =, Vn,peN*.
n+1 (n+2 n+3+ +(=1) n+p)_n+1 n P J
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1°.65 Z ﬂ.

Inn
n>2
1
R: Convergentd. I: |z T i —
|- verg [Zn41 + oo + Tngp| < ln(n—i—l)J
cos(na)
1°.66 Y — e €0, x[,p > 0.
neN*
1
|—R Convergentd. I: Z cos(na) are girul sumelor partiale marginit, iar girul ( p) nen este
neN*

descrescator gi convergent cdtre zero. Din criteriul Dirichlet rezultd convergenta seriei.J
sin(na
167 Y sn(na) 10 xLp > 0.
npb
neN*

1
|—R Convergentd. I: E sin(na) are sirul sumelor partiale m#rginit, iar sirul ( p) N este
nEN*
neN*

descrescator gi convergent cdtre zero. Din criteriul Dirichlet rezultd convergenta seriei.J

. . 2
smmnsmn
1°.68 E _
n
neN*

1
[R: Convergents. I: Deoarece sinn?sinn = i[cosn(n — 1) — cosn(n + 1)], atunci zn =

1 D1 Sieal (an — - q A . ) .
on [cos n(n—1)—cosn(n+ )] . Siru (an = %)nGN* este descrescator gi convergent catre zero, iar seria

> [cosn(n —1) — cosn(n + 1)] are sirul sumelor partiale marginit. Aplicand criteriul lui Dirichlet
neN*

obtinem c& seria E Ty, este convergenté.J
neEN*

sinn cos n
1°.69 Z . [R: Convergenta. |
neN*

4.1.2. Serii cu termeni pozitivi

4.1.2.1. Criterii de comparatie

Aplicand criteriile de comparatie sau consecintele lor, si se studieze convergenta
seriilor: 1
1°70 ) —, a€R
na
neN*
|—Solu§ie: Daca a < 0 seria este divergenté intrucat xn # 0. Dacd a > 0, deoarece sirul

1 N L
(n_a)neN* este descrescator, atunci seriile Z — si Z

au aceeagi naturd (criteriul con-

e e (2”)“
1
G 1 . n o g
densdrii lui Cauchy). Dar seria Z 2 2n)a Z (2a B este convergentd dacd ¢ = a1
neN* n€EN*
a> I.J
°7r Y \/7
neN* —n+l
1 1
|—R Divergentd. I: Deoarece 7 — 1, seriile Z Tn Si Z o au aceeasi naturd, insd Z —
nEN* n€EN* nen "

este divergentd (vezi ex. 1°.63).]
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1°.72 Z m

neN*
[R: Convergenti. I: L < 31/2, Vn € N* i seria Z — este convergenti. |
n3 +1 n nEN*
1
IERCR g —
4/3
neN* I+n
[R: Convergenti. I: L < —73, Vn € N*, iar seria Z L este convergent. |
: g T ¥ 1—|—7L4/3 n4/31 ) . n4/3 g .
n
1
e Y L
=0+ ny/n
1 1 1
[R: Convergentd. I: ———— < ——, ¥n € N*, iar seria Z —— este convergenti.
3/2° ’ 3/2
' 5+nyn  n3/ o=t /
n! n! 2
o . X P = *
1°.75 : — [R: Convergentd. I: o < ey Vn € N*.|
neN*
Inn
]
1°76 > < —~
neN*
. 1 Inn _ In(n®) n® 1 . .
|—I: Convergentd. I: Pentru 0 < a < 3 avem A3 = /3 < i/ = orijisa Vn € N* gi
Z vy este convergenté.J
neN*
1
1°.77 .
In(n+1)
nEN* (ln(n + ].))

1

[R: Convergenta. I:zp = (n + 1)in(n(nt1) < CESIEk

daci (n + 1) > [652] +1, Vn € N*_|

1

1°.78 \/_ [R: Convergent. I: T < —,¥n> 4.

neEN* i
1°.79 Z 9 VniHL [R: Convergentd. I: 0 < z,, < on vn € N*. |

neEN* 1
1°.80 Z 2~ loga(2n) [R: Divergents. I: 0 < z, = e Vn > 2, n € N*.|

n
neN* 1
1
1°.81 Z . [R: Convergentd. I: 0 < zn, < —— ]
3/2
e Vn(n+1)(n+2) n?/
n+ 3v/n

1°.82 Z —\/_ . |—R: Convergentd. I: 0 < z,, < %J

i nn+1)vVn+2 n3/

n+1

183 Y (\/n+ —\/_) ( 1).

neEN*

. . . . . . _ vn P
|—R. Convergentd, dacd p > 0 si divergenta, dacap < 0.1I: nlm;o W = n_)oo (\/ﬁ-i- \/_)

n~ln(1+ %) =21_pJ

|—R Divergenta. I: z,, > —J

1°.84
n% \/Tﬂ n+1
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1°.85 Z(%— 1n("T+1)>

neN*
1 1 1 1
|—R: Convergentd. I: Din inegalitatea < In (1 + —) < —, obtinem 0 < z, < — —
n+1 n n vn
1 1
< —-]
vVn+1 n3/?2
.1 11
1°.86 Z sin ok [R: Convergenta. I: 0 < sin < EJ
neN*
1
1°.87 ) :
nent (n + 1) In(n + 1) +4/In’(n + 1)
[R: Divergenty. I: Sirul (x”)nEN* este descrescitor. Seria, Z Yn, Yn = 2"Ton, yYn =
neN*
ontl 1
- ——, este divergenté.J
(n+1)[2n*t! +/(n+1)In2] In2
1 1 1
1°.88 ( +———=).
Z n—-2 3n—-1 3n
neN*
2 _
[R: Divergent. I: z, = In” — 2 , Vn € N*.|
(3n —2)(3n — 1)(3n)
2 1
1°.89 Z e, [R: Convergentd. I: 0 < z, = e~ < FJ
neEN*
2
1090 Y ne (W),
neN*
2
[R: Convergentd. It 0 < z,, = n - e~(""+n) < PESEIEE Vn € N*.|
1091 3 n2e vV,
neEN*
[R: Convergents. I: 0 < xn, =n2-e V" < —75 € N*.]
n3/2
1
1°.92 .
n%,ﬁ 1+V2+ 3+ ..+ /n
|—R: Divergentd. I: Din inegalitatea Vi < 2, Vk € N*, avem x,, > QL, Vn € N* J
n
2n — 1)1\ 21
1093 Y (u) =
(2n)! n
neN*
1 [1-3-..-(2n—1)72 1 1
[R: Convergents. I: 0 < zn, = — - [ 5 (2n )] < 5 < —2J
n 2-4-...-(2n) n(v2n +1) n
+21+ . +n!
1°.94 Z _ .
(n +2)!
neN*
. (n—1)(n-1)+n! 2 2 y
R: C ta. I: 0 n —, V N*.
|— onvergenta < xn < (n+2)! CERCET) < 2 n e J
iFI- Vi ) !
1°.95 _— R: C t8; Ty = ————— < ——=.
Z - [ onvergentd; x Y Vo Sy BT |

neN*
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o nZ—1
1°.96 Z 5
neEN* n

2

o T .. . . . ¢ oA w
|—R: Convergentd. I: Deoarece n2 — 4!, seriile g Ty si g — au aceeasi naturd, insa
1/7’L neN* neEN* n

4!
Z — este convergentd (vezi ex. 1°.60).J

neN*
vVn+2—+yn—-2
1°97 Y , a€R
na
n>2
1 1
|—R: Convergenta, dacd a > 3 si divergentd, daca a < > I: Dacd @ > 1/2 si m > 3 avem
4 2 1 Tn
0 = < . Daca a < 1/2, atunci 8 = — < 1,iar —— — 2.
< Tn o (Vn T2+ vn=2) (n—2)atir2 acd a < 1/2, atunci a+2 1ar1/n6
. - 1 . < e x 1 . o .
Seriile Z Ty S Z B au aceeagi naturd, insi Z B este divergentd (vezi ex. 1°.63).J
neN* neEN* neEN*
1 x
1°.98 Z —_— . [R: Convergentd. I: ——— — 1.]
3/m — 1/nA/3
neN* n\{ﬁ \/E /n
1°.99 —. [R: Divergenti. It lim I _ 1.]
n%* nv\/n3 n— 00 1/n
1
1°.100 Z — (\/n2 +n+1-— \/n2 —-n+ 1). [R: Divergent. I: In 1.]
n 1/n
neN*
1
1°.101 arctg — .
D arctg -
neN*

1 1
|—R: Divergenta. I: Seria Z Tn, 0 < zp = arctg —, are aceeagi natura cu seria Z —.J
neEN* n neEN* n
o] 3 1
1°102 ) sin—.
n
neN*
1 1
|—R: Divergentd. I: Seria Z Tn, 0 < xy, = sin —, are aceeagi naturd cu seria Z —.J
neN* n neN* n
1 1
1°103 > —cos—.
n
neEN*

. " . 1 1 . N . 1
|—R: Divergentd. I: Seria E Tn, 0 < xp = — cos —, are aceeagi naturd cu seria E —.J
n n n
neN* neEN*

1
1°.104 Z S
5. 10¢/m+3

7 este divergent. |

. <. Tn 1 .
|—R. Divergentd; /nil3 — 0’ iar seria Z .y

neEN*

n+ayn
1°.105 _PTAWVE G eR.
n§* n(n+ 1)v/n+2

[R: Convergent; 1/2—7;/2 — 1, iar seria Z ) este convergent. |
neN*
1°.106 Z i [R: Convergenti; LN V7.
' n2+n+5 ’ " 1/n3/2 :

neN*
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1°.107

Vont+3n2—1—-+2n1 —3n2 -1
Z a , o €R.
neN*
|—R: Deoarece x, = 6n” , rezultd cd seria in cauza are aceeasi
n®(v2nt +3n2 —1+v2n%* —3n2 — 1)

naturd cu seria E — adicd este convergentd, dacd a > 1 gi divergenta, daca a < l.J
neN*

1° 108 Z (Vn+2-+vn+1)*

7 a,b € R
neve (Vn+34+ In+1)
1
|—Solu§ie: Avem z, = - 7 Seria Z T, are aceeasi
(VRF2+vn+ D) (¥n+3+ ¥n+1) neNs
« . _ 1 . ... Tn L a b .
naturd cu seria Z Yn CU Yp = a2 tE pentru ca nler;o y—n €10, 0o[. Daci > + 3 < 1, seria este

neEN*

. . - .a b . o
divergentd, iar dacad 2 + 3 > 1, seria este convergenta.J

1
1°.109 Z arcsin —. [R: Divergenti; f—n —1.]
neN* 1 n 1 /n
o —_ 1 —_— . X. xn
1°.110 Z - arcsin o [R: Convergenti; n? —1.]
neN* 1
1°.111 Z arctg ——=—-r. [R: Convergenti; ac—z —1.]
3 73
i n\/lﬁ +5 1/n
1°.112 Z — sin —. [R: Divergenti; In 1.]
fiprel \1/5 \1/77 1/n
o L b . . Tn
1°.113 Z 2 sin NG [R: Convergenti; T —1.]
"1 1
1°.114 —tg —. : . Tn )
Z ntg - [R: Convergenti; /n? —1.]
neN* 1
1°.115 Z (1 — COS —). |—R: Convergentd; f—nz — %J
neN* 1 ni /n
1°.116 Z (E — sin E) |—R: Convergentd; % — %J
neN* x -
1°.117 (5 - arctgn). [R: Divergent; T —1.]
n

1°.118

1 1 1
[R: Divergents; z, = e~ (L g+ H3) — _elnn—(1+%+...+%), iar lim €10, +ool[.]
n— oo 1/n

n
et+e’+...+en . 5
1°.119 Z PR Y Rr——— [R: Divergent;
neN*
I e e N
" nentl —(n+1)en +1" 1/n - 1]
1+1+4+...42 1
o 2 n . Di 5. —
1°.120 Z - . |-R. Divergent&; z,, > nJ

neEN*
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R sin?(na)
10121 Y o)

neN*
. - _ sin?(na)
|—R. Convergenta. I: 0 < zp, = (ln 5)n
a1z Y arctg(na) - o
flyrh (ln 3)
1
1°.123 —, a € R
Z in(n+2)="

|—R: Divergenta. I:Metoda 1. Pentru a > 0, avem lim

Tn 7 0. Metoda 2. Seria se scrie sub forma Z
n>3

foloseste criteriul de condensare al lui Cauchy si obtinem seria

. 1
1°.124 E ——

|—R: Divergentd. I: Sirul (x")neN* este descrescdtor, iar seria Z Yn, Yn = 2" Ton =

este divergenté.J

1
1°.125 _.
g nlnnln(lnn)

n>3

Analiza matematica - Probleme

= Yn, iar seria E yn este convergenté.J
neEN*

[R: Convergent. |

T

n .
—— = +o00, iar pentru a < 0 =
n=o 1(n +1) ’ -

. Pentru a < 0 avem z, /4 0. Pentru a > 0, se

2m .

g ~— care este divergenta. |
na

n>3

In® 2

1

TS
e nln2

|—R: Divergentd. I: Aplicam criteriul de condensare al lui Cauchy: seria Z 2" pon =

1 1 . "
=13 Z m este divergenti. |

n>3 1
1°.126 ng e
5 1
1°.127 n%: e
1
1°.128 Z R

neN*

n>3

[R: Convergent. |
[R: Convergent. |

[R: Convergents. |
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Folosind criteriul rad&cinii (al lui Cauchy) sau consecintele

4.1.2.2. Criteriul radacinii (Cauchy)

natura seriilor:

1°.132

1°.133

1°.134

1°.135

1°.136

1°.137

1°.138

1°.139

1°.140

1°.141

1°.142

1°.143

1°.144

eN-

nl\n
2 (=)

5n2 +2n — 1
Z ( 2n2 —n+1
neN* [\n
n§* (arcsm ﬁ)
Z (arccos %)_n
neN*
Z (arctgn)
neN* (liln)n
= lgn)n

(Inn)™"

> (vn-1)"
n>2

Z n? cos®(nm/3)

2" 4+ 1

[R: Convergenti.

[R: Convergenti.

129

sale, sa se stabileasca
1
I: Yrn — 5 < 1J

I: vz, - 0< 1.J

5
|—R: Divergentd. It ¥z, — 3 > 1.J

[R: Convergenti.

|—R: Convergenta

: Convergenta. I:

: Convergenta. I:

: Convergenta. I:

: Convergenta. I:

I: \"/a:n—>0<1.J
. I: "wn—>z<1.J
™

2
: Convergentd. It Yz, - — < 1.J
T

1
Iz —0.]

: Convergentd. It ¥z, = ¥Yn—-1— O.J

: Divergenta. It ¥z, — e > 1.J
N e
: Convergenta. It Yz, — 3 < I.J
. N e
: Divergenta. I: ¥/z, — > > l.J

2
: Convergentd. It ¢z, - — < 1.J
e

1
: Convergenta. It Yz, — 5 < 1.J
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1°.145 Y na", a>0.
neN*
|—R: ¥Yrn, — a. Daca a < 1, seria este convergentd, iar dacd a > 1, seria este divergenté.]
an
o ——
1°.146 Y Tz € R
neN*
|—R: Yz, — a. Daca a < 1, seria este convergentd, iar dacd a > 1, seria este divergenté.J
an
o —_
1°.147 ) —a>0, a€R.

neN*

|—R: ¥rn, — a. Dacd a < 1, seria este convergentd pentru Va € R, dacd a > 1, seria este divergenta

pentru Va € R, iar dacd a = 1, seria este convergenta pentru a > 1 si divergenta pentru a < l.J

3+ (="
1°.148 Z % [R: Convergentd. It ¥/z, — % <1.]
neEN*
—1)"
1°.149 Z % [R: Convergentd. I: /@, — % <1.]
neN*
2 2 —1)""
1°.150 Z o [\/_—'_( )"] . [R: Convergenti. I: Iim ¥z, = V2l <1
3n n— 0o 3
neN*
n
13 +23+ ... 3
1°.151 Z + 7;; o g . [R: Convergentd. I: /@, — é <1
neEN*
n
1™ 2™+ m
152 Y retedn’ ") e Ne-fixat.
nm m+1
neN*
[R: Convergentd. I: %/]z, | — é <1
1°.153 Z (3 + (—1)")n [R: Divergenti. It 3/z, > 2, Vn € N*.|
neN* ( )
o S+ (=1)"\—n 5 _ 1
1°.154 Z (T) . [R: Convergenti. I: Jim ¥/, = 5 < 1.]
neN* .
24+ (—1)"\n
1°.155 Z (%) . [R: Divergenti. It 2%/z5, = 1.]
neN* 3
)
1°.156 Z (5m) T [R: Convergent¥; ¥/@, — 0.]
nene (V1602 +5n + 1)
2 o2
1°.157 Z %’ [R: Convergentd. It lim ¥z, = lim 7711 ! <1
n— oo n— oo n e
neN® (1 + —) (1+5)
3rn! " 3
1°.158 Z o [R: Divergentd. It /@, — - > 1.
neEN*
R 2"n! 3 2
1°.159 Z e [R: Convergentd. It /@, — o< 1.]
neEN*
1°.160 Y 2"".a" a€R.
neN*

[R: %/|zn] = a. Daci |a| < 1, seria este convergent, iar daci |a| > 1, seria este divergenti. |
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4.1.2.3. Criteriul raportului (d’Alembert)

Aplicand criteriul raportului (lui d’Alembert) sau consecintele sale, si se studieze
natura seriilor:

n
1°.161 ng* ol [R: Convergents. I: x::,tl = n—?;—l —0<1.]
o (n+1)2" . g @kl _ 2(n+2)
1°.162 ng* o [R: Convergents. I: “on T miD2 —0<1.]
. n . o 1
1°.163 2 Tk [R: Convergents. I: o 2 <1
nEN*
o 5" o Tn+1
1°.164 %,( CESIE D [R: Convergents. I: o 0<1.]
° Tl' 2 " Tp41 1
1°.165 ZN (n—n> . [R: Convergents. I: - - 5 < 1.]
neN*
In2
: n Divergenta, T £t _ (LY L1
1°.166 % ) [R: Divergents. I: pa— ( - ) 03 " ma 1.]
nEN*
o (”02 N Tp41 1
1°.167 % ik [R: Convergents. I: T =< 1.]
n #*
2-5-8-...-3n—1
1°.168 g* 159 . E4Z — 3; . [R: Convergents. I: % — % <1
n
o 2:4-6-...-(2n) Yoo Tpyl 2
1°.169 % — [R: Convergents. I: P =< 1.]
neEN*
@]
1°.170 n I'ln [R: Convergent3. I: Intl L 0< 1.]
neN® n: Tn
1-3-...(2 1
1°.171 Z (=" 2n( 'n + ) [R: Divergents. I: |7"+|1‘ = ;niz > 1 de unde
n! Tn n
neN*
rezultd ci z, 4 0. ]
1
1°.172 R\ {-1}.
Z n(l+a+a?+...+a" 1) va € R\{-1}

neN*

n, dacd a=1,
[Solutie: Deoarece 14 a+ a2 +...+a"" 1 = 1—a™ N vom deosebi mai
. , daca a#1,
—a

multe cazuri:

M . . 1 . . - s
Cazul 1. Dacd a = 1 seria devine E —; care este convergentd fiind seria armonica generalizata

nEN*
cu a> 1. ) .
. —a . . < .
Cazul 2. Pentru a €] — 1,1] seria are forma Z ————— gi are aceeagi naturad cu seria Z —
n(l —a™) n
neN* nEN*
. g % . . s ¢y 1—a 1
care este divergentd. Intr-adevar, seria este cu termeni pozitivi si dacd ludm z, = ﬁ, Yp = —
n(l —a n
PR, x P . o g PN <
atunci lim == =1 —a > 0. Aplicand Consecinta 2 rezult¥ divergenta seriei in cauzi.
n—oo yTL
< . . . e a—1 . Tngl
Cazul 3. Dacd a > 1 obtinem seria cu termeni poxitivi Z —— . Deoarece lim =
n(a™ — 1) n—oo Iy

neEN*

1 o -
— < 1, rezultd convergenta seriei.
a
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1+]a
Cazul 4. Dacd a < —1 seria se poate scrie sub forma Z (—1)"¢. Aceastd serie
2= el = (—om)
T 1
alternata. Este absolut convergentd deoarece lim [@n+1] =— <1]
n=oo |zal o af

a+5
1°.173 § l——, a>0.
neN* (5a)n !

- L .o .1 a"tl 45
|—Solu§ie: Seria in cauzi este cu termeni pozitivi. A\; = lim Intl 53 g — & T2
n—0o Iy n—oo 5a a” + 5

1
== daca a>1, 1
\/15 Dacd a>1 seria este convergentd. Pentru a€ ]0, 1[ avem cazurile: a> 3 =
——, dacd a€]0,1].

Vo o1l

. ¥ 1 L ¥ s 1 s/(1\n 5 .
serie este convergenta, a < 5 = serie divergentd, iar a = 5 = Tp = (g) +5> V5> 1 = serie

divergenté.J

nn
n.:
1°.174 Z ( n)2 . [R: Divergents. I: % — +00.]
neEN*
1°.175 Z 2" . [R: Convergents. I: Intl o< 1.]
1-3-5-...-(2n—-1) n
neEN*
10176 Y (V2-V2)(V2-V2) ... (V2- TR2).
neEN*
[R: Convergenti. I: Intl _ Vo— a5 V2-1< 1.]
Tn
. ™ 1
1°.177 Z n? - sin (2—n) . [R: Convergents. I: % -3 <1
neEN*
. T4l 1
1°.178 n sin —. R: C e, T Ly <,
Z o [ onvergentd. o 5 |
neN*
™ 1
1°.179 Z n-tg (W) [R: Convergenti. I: % =5 < 1.]
neEN*
«
1°.180 Z a” - tg (2—n), a> 0, a€]0,nl.
neEN*
|—R: Convergenta, dacd a < 2; divergentd, daca a > 2.J
chn x 1
1°.181 R: Convergents. Ir —2t1 5 = <1,
Z ch2n [ g . . ]
neN*
10182 ) 27D
neN*
1 —
|—R: Convergenta. I: Consecinta 6 nu se poate aplica, deoarece lim Intl _ iar lim Intl _
n—oo In 8 n—oo  Ip
1 *
2. Dar zy, < g1’ Vn € N J
—/ 1
1°.183 Z 9 Vit [R: Divergents. I: Intl , ~ < 1.]
Tn 2
neN* .
1°.184 Z e ™. [R: Convergentd. I: Intl o< 1.]
Tn
neEN* )
1°.185 Z ne~ (" +n), [R: Convergenti. I: Intl o< 1.]
Tn

neN*
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4.1.2.4. Criteriile Raabe-Duhamel, Gauss, logaritmic, etc.

Utiliziid criteriile Raabe-Duhamel, Gauss, logaritmic, sa se stabileasca natura seriilor
de mai jos:

: Vil
P86 ) VeV ey

[R: Convergentd. I: lim n( In__ 1) = 400> 1]
n=Oo N4l
nle”
] *
neN*

|—R: Convergentd, dacd p > 2; divergentd, dacd p = 1. I: S-a folosit formula lui Stirling: n! =
n\" 1 a(l)))
2 — 1+ —
ﬂ-n(e) ( + 12n + n? J
n!
1°.188 a€eR, a>-—1.
Z(a—l—l)-...-(a—i—n)’ ’
neN*

|—R: Convergentd, dacd a > 1; divergentd, daca a < 1.J

R ala+1)-...-(a+n-1) .
1°.189 ) ooy ,a€RY, BER.

neN*
1 a—1—
|_R: Convergenta, dacd q+z2—) > 1; divergentd, daca q—i—g < 1. I: Deoarece lirrb (—l—m)—Qaw =
r— T

(a—1)
2

1
, rezultd cd Ve > 0, In(e) € N*, astfel incat Vn > n(e) = (1+—)a =1+ g_i_a_;’ cu |an| < M.
n n n

Atunci (1+%)q(1+ ! )p =1+ q+n—p/2+i—’;, |Bn| < M, ¥n € N*.|

2n+1
1 /(2n—1)\»
1°.190 —(7) L p>0<q.
Z nd (2n)!! P 7
neN*
. 5 5 P A < P L Tn _ /m+1ya2n+2\p
|_R. Convergenta, dacd 2—|—q > 14i divergentd, daca 5 +¢<1.1: P ( p ) (2n n 1) =
P T PR VA
n n2
o 2 X o
1°.191 Z sech™n. [R: Convergenti. |
neN*
nln=P
1°.192 , p>0<q.
gg: g +1)- .- (g+mn)
|—R: Convergentd, dacd p+ g > 1 gi divergentd, daci p+¢ < 1. I: T _ Ll—f—q (1 + l)p =
Tp41 n+1 n
a+p , p(p—1) Bny PO _ 4
L n + 2n2 (1+n)+n2 'rz(n—l—l)’J
1
1°.193 P |—R: Divergenta. I: M — O.J
n>3 (ln(lnn)) Inn
1 R 5 In(1/xn,
1°.194 Z T a(nn) - [R: Divergents. I: % —0.]
n>s (Inn) )
" In(1/z,) /7 1 \-vA
° —— H a P — = — —_—
1°.195 % (1 \/7_z> . [R: Convergenti. I: i - In (1 \/ﬁ) —00.]
neEN*
1
1°.196 > , a €R.

ot (n+1)In%(n+1)
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In(1/x
|—R: Convergentd, daca a > 1 si divergentd, dacd a < 1. I: lim M = l.J
n— oo Inn

1
1°.197 _acR
n§* (n+ 1) In(n + 1)(In(ln(n + 1))°

|—R: Convergentd, daca a > 1 si divergentd, dacd a < l.J

10198 Y In(n+1) —lnn 12) —lnn

neN* In"n
In(1 1 1) -1 1 2m
|—R: Convergentd. It Avem: lim n(1/zn) =1, n(n + 2) AL 5— §i Z =
n—oo Inn In“n nln®n = < 27In (2m)
1
Z W2 n%2 este convergenté.J
1\-1
1°.199 (n+=) R: Divergenté.
Z - [ ivergent3. |
neN* 1
nn
1°.200 —. R: Convergenti.
> — [R: Convergents. |
neN* 1 1
1°.201 — -sin —. R: Convergenti.
Z n2 n [ g ]
neN*
1°.202 Z NOE eV, [R: Convergent. |
neN* 1
1°.203 Z — - arcsin —. [R: Convergenti. I: lim Zn — 1.]
\/ﬁ n—oo 1
nEN* EYE}

4.1.3. Serii alternate

Este aplicabil criteriul lui Leibniz pentru seriile de mai jos?

o n ]'
1°.204 %(—1) CESCEEIE

1
[R: Da; convergenti. I: |z, | = m — 0, iar girul (|m"|)neN* este descrescitor. |
n n

o n—1 %
1°.205 > (-1) o

neN*
1
[R: Da; convergents. I: |z, | = CES — 0, far sirul (|zn|), oy este descrescitor. ]
n
1°.206 ) (—1)“+1L.
(n+1)
neEN*
[R: Da; ta. Ic LV irul (|zn|) te d stor. |
: Da; convergentd. I: |z,| = n%‘ 1 — 0, iar sirul (|an| nen+ este descrescdtor.
n+
10207 S (-1)"'In ( ) .
n+

neN*

este descrescitor. |

1
[R: Da; W, Tt Jzn = In ("2 5 0, far sirul (jn])
: Da; convergentd. I: |z, = In (n——i-l) — 0, iar sirul (|za|),, oy

1°.208 Y (1)l

n
neN*
In

n
[R: Da; convergentd. It [z,| = — — 0, iar sirul (Jzn|), 5 4 este descrescitor. |
n >



Cap. 4. Serii numerice 135

(-
1°.209
n§* (n+1)242n(-1)"

1
(n+1)2 4 2n(-1)» <

[R: Nu; absolut convergentd. I: |zop_1| > |zon| < |Topy1l], dar |z, =

1
— Vn € N* gi Z ) este convergenté.J

neN*
cos({n
1°.210 E M [R: Nu; divergents. I: Jim |2 | = ZJ
arctgn ™
neN*
. 2
s~ n
1°.211 —)nt—.
> (-t
neN*

. 1
[R: Nu; convergenté. I: In teorema 1 (Criteriul lui Dirichlet) ludm a,, = — si xn = (=1)""!sin?n =
n

cos(2n) — J

(-

n 1
flgmc \/n + +
1 1
|—R: Nu; divergentd. I: |zop_1| > |zok| < |®2k41], dar Sp > 2(1 + 3 + ..o+ —), k =

2k —1
(2] v e

1°.212

-1 n—1
1°.213 ng* 171(371721 . [R: Nu; divergents. I: Jim |zn| = % ]
1
1°.214 (-t ——— . [R: Da; convergents. |
ng* In(n + 1)
. ( l)n 1
1°.215 Z [R: Nu; divergents. I: lim |zn| = 1.]
neN*
1°.216 Z (—l)ntg —, a € R, a#nlkr +x/2). [R: Da; convergent3. |
neN* "
1 (n+1
1°.217 n%f—l)”% . [R: Da; convergents. |
o n+1 y
1 218 n§*(—1)nm . I—R: Da; convergenta.J
Sa se stabileasca natura seriilor alternate:
3 1\n
1°.219 ng*(—l)n(&:’:—:::l) . [R: Absolut convergentd. I: nl_i)ng]* Y| = g <1
2
1°.220 Z (—1)n_1n—+3. [R: Absolut convergenti. I: [ont1] — H <1
neN* o |mn| °
_1\n—1
1°.221 ) L, a€R.
neN* ne

[R: Convergents, daci o > 0 si divergent¥, dack a < 0. I: Pentru a > 0, |z| N\ 0, iar pentru
a<0, z, A4 0.

2
_ n°+2 |z
1°.222 E 1)1 ( ) R: Absolut t4. I 120 1.
HEN*( ) n n2 + 1 |- solut convergenta ]_/71,2 — J
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(_l)n—l
1°223 Y ————— a€cR
iyl (In(n + 1))
|—R: Convergentd, dacd « > 0 si divergentd, daci a < 0. I: Pentru a > 0, |z,| N\ 0, iar pentru
a<0, z, A4 0.

(—pt
1°.224 —_— . R: C td. Iz |zn| N\ O.
ng* 5"+ Dn! [ onvergentd |£n| \ 0. ]
1°.225 ) () [R: C t4. I: Jzn| N\ 0.
. — . : Convergentd. It |z, .
S (-1 )
n
10226 ) o= a€R
neN*
[R: Convergentd absolut, daci |a| < 5 si divergent%, daci |a| > 5. ]
2 1
1°.227 ng*(_l)n—l n3:_ . [R: Convergentd. It |z,| \, 0. ]
a+a-10+..+a-10""1
1°.228 —1)nt ,a€R
|—R: Divergentd. I: z,, = (—1)*! 10:0; L g # 0, dacd a # O.J
1\
1°.229 n§*(_1)n—1 (ZZ::: 1) ,0<a<b. [R: Convergents. I: |zn| N\, 0.]

o ()" (n+1)
1280 ) Va1

[R: Convergentd. It |z,,| N\, 0. ]

neN*
(_l)n—l
1°.231 Z — a R [R: Divergents. I: |z, — 1.]
/e
neN*
I
1°232 Y ———.
neN* (3 + (_1)n)
|—R: Absolut convergentd. I: Nu este aplicabil criteriul lui Leibniz, insd |z,| = ;ﬂ <
(3+(=1m)
ol
on’ )
—1)n—
1°.233 ) .
nen \/2+\/2+ +V2+V2
|—R: Divergenta. I: V2=2 cos —,\V2+ V2 = 2cos — §1 prin inductie \/2 +1/2 2 + =
T
2 cos STESE de unde rezulta ca xp 74> 0
1°.234 \/ 2 — \/ 2+. \/5

neN*
|—R: Absolut convergentd. I: Procedind ca mai sus avem: 24 ...4+V2+ V2 =2cos an (n-1

radicali) si \/2— \/2+...+\/2+\/§:25in2n% 0.
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4.1.4. Serii cu termeni oarecare

Sa se studieze convergenta seriilor:

cos(2n — 1)w/4 1
1°.235 Z % . [R: Absolut convergentd. It |z,| < 3—nJ
neEN* . |
simin. 1
1°.236 Z (—l)n% . [R: Absolut convergentd. It |z,| < EJ
neN*
cos(na 1
1°.237 Z %, a € R. [R: Absolut convergentd. It |z,| < EJ
neN*
tg (nm/3 3
1°.238 Z (—1)”M . [R: Absolut convergentd. It |z,| < \/—;J
n(n + 1) n
neN*
n + 1\ sin(nm/6 2
1°.239 Z ( ) \/(3_/) . [R: Absolut convergentd. I: |z,| < WJ
n
e & ns +1 :
1°.240 Z 27" cos(nm/4). [R: Absolut convergentd. It |z,| < 2—nJ
neN* 1
—_ 1
1°.241 Z (=" . [R: Semiconvergenti. I: |z, |= > =5 |zn| \O0.]
n—Ilnn n—Inn = n
neN*
a” n!
1°.242 Z e a > 0. [R: Convergenti, dac¥ a < e si divergentd, daci a > e.]
neN*
2n -1 o
1°.243 . a € R
Z (2n)!! 2n+1’
neN*
[R: % — |a|. Absolut convergentd, daci |a| < 1 si divergentd, daci |a| > 1. (I: Dacd a = 1,
Tn
atunci n( In_ 1) — § > 1 gi deci seria este convergentda. Dacd a = —1, atunci seria este absolut
Typ41 2

convergent.) |

1°.244 > () [[sin % a €]0, 7.

neN* k=1
[R: Convergent3, dack a € [0, 1] si divergent¥, daci a € [1,7[.]

1\n
10245 Y a"(l ¥ ﬁ) ,acR
neN*
[R: Absolut convergents, dack |a| < 1 si divergents, daci |a| > 1.]

n+ 1\?»
1°.246 Y [a( - ) ] ,acR.
neN*
[R: Convergents, dacy |a| < e~ ! si divergenti, dack |a| > e~ !.]

*

(o) an
1°.247 Zm—bn,aeR,be]RJr

neN*
|Zn 1] la], dacd b<1,
[R: % — lal dack b> 1 Dacd b < 1si |a|] < 1 sau dacd b > 1 si |a|] < b, seria
Tn =, .
b

este absolut convergentd. Dacd b < 1 si |a] > 1 sau dacd b > 1 si |a| > b, seria este divergentd. Daci
0 < b<1sia=1,seria este divergentd, iar daca 0 < b <1 si a = —1, seria este semiconvergentd. Daca

b > 1si |a| = b, seria este divergent¥, intrucat |z,| — 1.]
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138
a” +shn
1°.248 Y —n VL abeER
neN*
elb] y
:cn+1‘ _ 1ol lim la®+! 4 sh(n + 1) )5 daci la| <e,
|a™ + shn| @’ dack o] > e.

[R: S observim ci lim
n—oo | xp 3 n—oo

Daci [b| < g si la|] < e sau dacd |ab] < 3 i |a| > e, seria este absolut convergenti. Dacd |b] > - si
la| < e sau daci |ab] > 3 gi |a| > e, seria este divergentd. Daci |a| < e si |b] = = sau dacd |a| > e si
lab| = 3, atunci z,, # 0, deci seria este divergent3. |

1°.249 Z a” cos" (b + %), a,b,c € R, |a|-|cosb| # 1.

neN*
[R: Absolut convergenti, dack |a| - | cosb| < 1 si divergents, daci |a|-|cosb| > 1.]

a'I’L
1°.250 ) s lal # 1.

neN*
[R: Absolut convergenti, daci |a| < 1 si divergentd, dac |a| > 1.]

n2

1°.251 Y (-1 C;—, acR.

neN*
[R: Absolut convergenti, daci |a| < 1 si divergentd, daci |a| > 1.]
2
), a € R

1 1
1e252 Y ( + -
i a p— « o)
o (3n —2) (3n—1) (3n)
|—R: Convergenta, dacd a > 0 si divergentd, dacd a < 0. I: Dacd a = 0, atunci , = 0, Vn €
1
N* gi deci seria este convergentd. Fie a # 0. Vom studia convergenta seriei Z (4 -
neEN* (3n - 2)a

2\«
1 1 1= (1 - 3_)
— ). Noti = —  — — Ave = nZ_ Fie ¢ : R* — R, =
(3n)°‘) BT T R e A (Bn —2) ey #(@)
2 2
gotl [1— (1——)a] 1— (1— —)a o e
. 2)a3$ = T 3x. . Gz 27 Avem mlgrgo o(z) = JoD de unde urmeazi ca
2 @ 1
nlgrgo o(n) = 3;_7_1. Deci, seria Z (m - B )a) este convergentd, daca a > 0 si divergenta,
nEN*
1 1
_ W) este convergentd, daca o > 0 si divergentd, daca
n

daca a < 0. Analog, seria Z (—a
neN* (3n - 1)
a < 0. Cum seria initiald este suma a doua serii convergente, daca a > 0, atunci este o serie convergenté.]

1°.253 Y ot €R
: ~ nati/n’ '
neN*
|—R: Convergentd, daca a > 0 si divergenta, dacd o < O.J
ala—1)...(a—n+1) 2
1°.254 2n—1[ ],aG]R A
Z( ) (a+1)(a+2)...(a+n) \
] s dat.

neN*
|—R: Convergentd, daca a > 0 si divergentd, daca a < 0. I: Avem n[
Tn+1

1°.255 ()" cR\Z acR
. Z m, a € \ , S .

neEN*
|—R: Convergentd, daca a > 0 si divergenta, dacd a < O.J
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n

1°.256 > (~1)"! ( 3 ﬁ)cﬁ""‘l, a€R.

neN* k=0
[R: Absolut convergent, dack |a| < 1 si divergents, daci |a| > 1.]
(n!)2a"
n)-a
1°.257 ———, acR
Z (2n)! 7
neN*

[R: Absolut convergent, dack |a| < 4 si divergentd, daci |a| > 4.]
1+n(-1)"
10258y LEnCL”

2
neN* "
[R: Convergenta. I: Z Tp = Z Lz + Z ﬂj
neN* neN* n neN n
n+ — 1\—n
1°.259 Z n n (n + —) . |—R: Divergenta. I: z, — l.J
n
neN*
cos(n"™
1°.260 Z ﬁ . [R: Absolut convergenti. |
n:
neN*

1°.261 Z w

neN*
|—R: Convergentd. I: Sd observam ca z, = cos(n(n — 1)) = cos(n(n + 1)), de unde rezulta ca
2v/n
Sp = 1 [1_w_r§ ( ! —L) cos(k(k—l))] Vn € N*. Deoarece sirul ”z:‘l ( L
"2 vn = VE—1 Vk ’ ) : = \WE—1
1 -
7) cos(k(k — 1))) este convergent, rezults c sirul (Sy)pen+ este convergent. |
k n>2
3
o n—1" . %
1°.262 Z (-1) on - [R: Absolut convergenti. |
neN*
cos(a/n
1°.263 ) (—1)”—1M, a €]0, 7.
neN* n
_1\yn—1 a2
[R: Convergenti. I: Avem Z (—=1)n?! cos(a/n) = Z L—Q Z (—1)"‘1M.
neEN* n nEN* n nEN* n

in membrul drept al egalitdtii avem suma a doud serii convergente (prima este alternati, iar a doua este
absolut convergent3). |

1°.264 Z (—1)n_1w, a €0, . [R: Absolut convergenti. |
neN*
1°.265 Z (—l)n_lw, a €]0, 7. [R: Convergent. |
neN*
1°.266 Z (—1)n_1w, a €]0, . [R: Convergent3. |
neN*
b n
1°.267 Y <tg (a+ E)) , a,be0,m/2
neN*

[R: Convergentd, dac a € [0, 7/4[ si divergents, daci a € [7/4,7/2]. ]
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. by\"
1°.268 Z <s1n (a+ 7—1) ,a,bef0,7/2.
neN*
[R: Convergent#, daci a € [0,7/2[, Vb € [0.7/2], iar dacd a = 7/2, seria este divergent¥ deoarece

cos (%)n — 1.J

1
1°.269 Z ctg (2 + E) [R: Divergent. |
neN*
/1 —
1°.270 Z o8 7T/n . [R: Convergenti. |

o “n-ln(n+1)

Z vn+1-lnn
. (n? +4) \;/3 +1Inn
1°.272 Z (1 — cos E) Vinn. [R: Convergenti. |

1°.271

[R: Convergenti. |

neN*
na
1°.273 Y (nn2 +1 1), acR.
neN*

na

|—R: Convergentd, dacd o < 1 gi divergentd, dacd o > 1. I: Pentru a < 1 avem x,, = an?+1_1=

n? lnn+1( n lnn)2+ i n® Inn < ! VB > 0,iara> 1= x, > n? 14
n2 +1 20\n2 +1 s n? +1 Bn2—a=8" ’ - R
0.]

1°.274 Z cos (7m2 In - :l_ 1).

neN*

[R: Convergentd. I: z, = cos (7m2 In - 1) = (—1)" cos [mr(l —nln (1 + %))] Functia

1
7:0,4+00[= R, f(z) =z —x%In (1 + —) este cresciitoare si satisface conditia 0 < f(1) < f(2) <
x

IN

f(n) < f(n+1)<...< %, de unde urmeazi cd 1 > cos(mf(1)) > cos(nf(2)) > ... > cos(wf(n)) > .. >

0= le cos(m f(n)). Se aplic apoi criteriul lui Leibniz. |
n oo

B
10275 > (-1)" 0 <ln (” + 2)) ,a,BER.
neN* "
|—R: Absolut convergentd, daca 8 — a > 1, semiconvergentd, dacd 0 < f — a < 1 si divergenta,
daci 8 —a <0.]

R a™(—=1)n-1 T
1°.276 ; W(l—COSE), a > 0.
n #*

[R: Absolut convergent, daci a 6]0 3[, semiconvergentd, dacd a = 3 si divergentd, dacd o > 3. I:

. 2 Py 2
|zn| = (g)n(w) NN |mn|=— Dacé a = 3, seriadevine 22 Y= 1n3/2 gin?— T
3 w/2n 2v/n n—>oo 3 ot 2n’

iar functia f : [1, +oo[— Ry, f(z) = 23/2 (1 — cos g) este strict descrescitoare pe ]|zo, +oo[, unde zg
este suficient de mare si lim f(z) = 0. Se va folosi apoi criteriul lui Leibniz. Dacd a > 3, atunci
r—00

|n| — 400.]

1277 Y W e0,1], BeR
- n,g ) 9 ) -
neN*
|—R: Convergentd, dacd 8 > 1 si divergentd, dacd 8 < l.J
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1° 278 Za(a—l)...'(a—n+1)’a€R\N*.
n!

neN*
|—R: Absolut convergentd, dacda > 0, semiconvergentd, daci o €]—1,0[ si divergentd, dacd a < —1.
|zn| (o) (1—a)...(n—a—-1)

I: Daci @ > 0 gésim lim n( —1) = 1+a. Daci a < —1, atunci |z,| =
n— oo |$n+1| n!
Tn+1

Tn

> 1. Dacd a €] — 1,0[, atunci ’ ‘ < 1. Se aratd cd |zn| — 0. Vom determina un sir (yn)nen+ cu

proprietitile yn > 0, yn — 0, |zn| = LT Y2 T FUn

-Avem yn = n|zn| — (n—1)|zn-1| = (—a)|zn-1
(s-a Inlocuit |z, | cu expresia sa). Dacd notdm [ = lim yp, atuncisi lim |z,|=1sidecil= lim y, =
n— oo n—oo n—00

Jim (—a)(jen-1] = ()l = 1= 0.

a -1)"

1279 S (— + u) acR.
o n \/’ﬁ

n

|—R: Convergenta, dacd a = 0 gi divergentd, dacd a # O.J

1°.280 Z (\3/1n(2n) — {/In(2n — 1))

neN*

In2
[R: Divergents. I: Seria este cu termeni pozitivi si zn, = ¥/In(2n)— 3/In(2n — 1) > L

33{/In%(2n)

Yn, 14r Z Yn este divergenté.J
nEN*
—1)lv7nl
1°.281 Y (G
2

[R: Divergentd. I: Notdm k = [/n]. Atunci

. ([x] -partea intreagd).

(~)VA _ (-1

,cuk? <n < (k+1)2. Cum sunt

Va] — k
—1)lvnl 2%k + 1
2k + 1 termeni identici, seria consideratd devine Z v = Z (—1)* 1 serie divergent3. |
nene VR k

1°.282 Z v+ (=1)"/n3 +1
iyt v/n2(n® +1)

1/n

[R: Divergenti. |

. N3 . 1 /1/n 1
1°.283 Z / m dx. [R: Convergentd. I: 0 < z, < — W < m]

neN* g
1°.284 Z sin(n’z)dz. [R: Absolut convergents. I: 0 < |zy| < %J
neN* "
nn+7 /4
o tgx
1°.285 > (-1)" / —-dr, a €R.
neN* ni

[R: Absolut convergents, daci a > 1, semiconvergent#, daci o €]0,1] si divergent3, dac¥ a < 0. |

. . T n+a
1°.286 Fie Z T, Tp, > 0, Vn € N*. Presupunem ca ntl — e a,b>0.
neN*

Tn n+b
1) Sa se discute natura seriei.
2) Sa se aplice rezultatul stabilit la punctul 1) pentru a preciza natura seriei

3 1-3-5...(2n—1)

5 2:46...(2n+2)
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|—1) R: Convergentd, dacad b — a > 1 gi divergentd, dacd b — a < 1. Se foloseste criteriul Raabe-
Duhamel. 2) Convergent3. |

Sa se arate ca:
1°.287 Daca Z Tpn, Tn > 0, Vn € N*| este convergentd, atunci Z x2 este con-

neEN* neN*
vergenta.
|—R: Z Tpn convergentd = lim zp, =0 = Ing e N a. 1. 0 <z, <1, Vn > ng = x% <
n—oo
neEN*
ZTn, VN > ng. Deci Z acfl este convergenté.J
neEN*

1°.288 Daca Z x3 si Z y2 sunt convergente, atunci Z ZTnYn este convergenta.
neN* neN* neN*

1, .
|—R: Avem |znyn| < E(Ei + yZ)J
v : v . T v
1°.289 Daca Z :vfl este convergenta, atunci Z — este convergenti.
nEN* nEN*
. lzn| 1/ o 1
|—R. Avem T S 5({371 + F).J
1°.290 Daca Z Zn, Tn > 0, Vn € N*, este convergentd, atunci lim (nz,) = 0.
neN* n—oo

l
|—R: Presupunem cid lim (n:rn) =1> 0. Fiee =1/2. Atunci Ing € N* a. i. n > ng => - =
n— 0o 2

3l l . N .o
l—e<ne, <l+e= 5 =Ty > — = Z zy, divergentd, ceea ce contrazice 1p0teza.J

2n neN*
1°.291 Daca Z T, este convergenta, iar (a“)neN* este un gir monoton si marginit,
neEN*
atunci Z anx, este convergenta.
neEN*
|—R: (a")neN* gir mirginit = IM > 0 a. 1. |an| < M, Vn € N*. Seria Z ZTpn convergentd
neN*
& Ve > 0,3n(e) € N* a. 1. Vn > n(e) = |on| = |Sn — S| < €/4M. Fie (a”)nEN* descrescitor.
Atunci Vn > n(e) si p € N*, avem |an+1Zn+1 + .. + @GntpZntp| = |ant+1(on+1 —0on)+ ... +a,g+p(crn+p -
Ontp-1)| = [=@nt10n+(ant1—an42)0nt1+ .+ (Gntp—1—n4p)Ontp—1+aniponip| < m(|an+l|+

Ant1 = Gnip + |antpl) <e

1°.292 Daci Z x,, este convergentd, iar S,, = x1+...+2,, atunci sirul (yn)neN* Yn =
S S neN*

+...+ . .o ..
%, Vn € N*, este convergent si are ca limita suma seriei Z Tn.

neN*

|—R: Punand S, = x1 + ... + =, atunci seria g zn este convergentd daca i numai daca sirul
neN*

1
(Sn)nen+ este convergent. Dacd S, — S, atunci girul de termen general y, = —(S1 + ... + Sp) — S.J
n

o o o . z o Sw
1°.293 Sa se arate ca daca seria E —Z, a € R, este convergenta pentru o anumita
neN*
valoare qp, atunci ea este convergenta pentru Va > «p.

PN o . T x 1
|—R: Seria in cauzd se scrie astfel E =z = E =
an
neN* nEN*

. . Aplicam apoi criteriul lui Abel
noo  pa—og
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. 1 o . o . . Tn .
(§1ru1 ( - ao) este descrescdtor si convergent cdtre zero, iar seria E g are girul sumelor
n neN* n
neN*

partiale marginit) |

1°.294 Sa se arate ca seria Z Ty, T, > 0, Vn € N*, este convergenta daca si numai

neN*
. X
dacd sirul (Yn), cnes U1 = 1, Yng1 = Yn + y—n, Vn € N, este convergent.
n
|—R: Din relatia de recurentd deducem yp4+1 > yn > ... > y1 = 1 si deci 0 < In < zpn, Vn €
Yn

| &

n
N*. Prin urmare seria Z In este convergentd = (T )nen+ este convergent, unde T, = Z

neN* Yn
n

Z (yk+1 - yk) =Yn+1 — 1= (y")neN* gir convergent. Daca girul (y")nGN* este convergent, IM > 0

k=1
astfel incat 1 < yn < M, Vn € N*. Din relatia de recurent;a gdsim Zrn, = Yn(Yn+1 — Yn) i Yn+1 >

Yyn => 0 < S, = Zxk = Zyk (Yr+1 — yr) < MZ (Yra1 — yp) < M2, ¥n € N* = Z Ty serie
k=1 k=1 k=1 neN*

convergent. |

1°.295 Sa se arate ca dacd seria E |Zpnt1 — @] este convergentd, atunci sirul

neN*
(zn), - ©ste convergent. Reciproca este adevdrata?
|—R: Pentru n,p € N*, avem: |Zp4p — Tn| < |Tp4p — Tntp—1| + ... + |Tn41 — Tn|. Deoarece seria

Z |Zn4+1 — zn| este convergentd, din inegalitatea precedentd urmeazi convergenta sirului (xn)
neEN*

neN*"

—1
Reciproca nu este adeviarata. Exemplu sirul (u) N J
n neN*

1°.296 Sa se arate ca daca seria E T, este convergenta, atunci seria E cos(zy)

neN* neN*
este divergenta.

|—R: Daci seria Z Zn este convergentd, atunci z, — 0 = cos(zn) — 1 = Z cos(zn)
neN* nEN*
divergenté.J
1°.297 Fie E Ty, Tn > 0, Vn € N*, o serie convergenta.
neN*
1) Sa se afle natura seriei E

neN*
n

2) Sa se calculeze y, = H (1 -
k=2
3) Sa se studieze natura seriei Z Yn.-
neN*
|—R: 1) Convergentd. I: Se utilizeazi al doilea criteriu de comparatie. 2) yy

Tn
1 +:L'2+...+.’l)n'

Tk
ry+xo+ ...

),VnZ?,nGN*.
+

Tl

= "1 3
1+ ...+ xn

Divergenta. I: y, /4 O.J



144 Analiza matematica - Probleme

1°.298 Fie sirul (S,) definit de relatia de recurenti

neN*

S =1, 2Sn+1 =5, + \/S% +ap, n € N*,
unde a,, > 0 este termenul general al unei serii. Sa se arate ca:
a
].) Sn+1 <S8, + Zn, Vn € N*.

2) Daca Z a,, este convergenta, atunci girul (Sn)
neN*
3) Este adevirata reciproca afirmatiei de la punctul 2)?

neN+ este convergent.

. o . vV S% +an — Sn
[R: 1) Relatia de recurent® = 25,41 > 25, > 2 §i Sp41 — Sn = =
an an
= < —.2) Avem 0 < 4(S. —Sp)=a _1+...4+an.3) Da. I: Daca (S .
2(\/%_1_ Sn) 4 ) < A(Sn4p n) n+p—1 n-3) ( ")neN

este convergent, atunci el este fundamental. Relatia de recurentd = a, = 4Sn+1(Sn+1 — Sn) <
4M(Sn+1 — Sn) =>0<apt1 + ..+ anyp < 4M(Sn+p+1 — Sn+1).J

1°.299 Sa se arate ca seria Z ay, este convergenta daci i numai daca girul (Sn)

neN*

nEN* )
n+1
S, = ay)dz, ¥n € N*, este convergent.

1

2 n+1
fR:AvemSn:/ aldm+...+/ andw:a1+...+an.J
1

n

1°.300 Sa se arate ca exista functii f : [1, +00o[— R astfel incat seria Z f(n) este

neN*
n
convergenta, iar lim / f(z)dz nu este finita.
n—r oo
1
1 N .
= daca € N*,
[R: Pentru functia f : [1,+co[— R, f(z) = 7 avem Zf(n)
1+ —, daci =€ [1, +oo[\N*, neN*
x
1 . Y Ak 1
= Z —» serie convergentd si f(@)de =n - = = oco.]
n 1 n
neN*
2 2
o . . . T +
1°.301 Sa se studieze convergenta girului (xn)neN*, Tpgp = L0 ) > 0,20 >
Tpt1 + T
0, Vn € N*,
|—R: Notdm yn, = Tp41—Tn Si consideram seria Z Tn.Seobservd cd n = x14+Y1+...+Yn—1 =
neN*
. . 1
1 + Sp—1. S4 presupunem cd z3 > 1, adicd y1 > 0. Atunci yo2 = — n ~y1 < 0si|y2| < §|y1|. Se
1 + T2
1
demonstreazd, prin inductie, cd yor < 0, Yor+1 > 0 si |yn| < —|y1]|. Seriei alternate Z yn 1 se aplicd
n nEN*
criteriul lui Leibniz: |yp4+1]| = L lyn| < lynl|, Vn € N*. Deci este convergentd. Prin urmare sirul

Tn4+1
(Tn)nen+ este convergent. Daci x2 < z1 se rationeazi analog. |
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-1 n—1
1°.302 Sa se arate ca produsul seriei convergente Z L

neN* \/ﬁ

cu ea Insasi este o

serie divergenta.

RAvem( S \/_) ( Z(—l)”*%):nz - 1(Z\/m) Dar

neN* EN* EN*

k(n+1—k)<n2 Vk=1,..,n. Prmurmarez >1 Vn € N*. |

vk n +1—
1°.303 Folosind descompunerea in factorl a funct;lel polinomiale P, (x) = 2™ — 1, sa
se arate ca

. 2 . (n—-1
sin — - sin — . .sm( ) 1,Vn>2
n n n 2”
C . < . T .2 . (n—1)m
S1 apo1 Sa se stabileasca natura seriei Z sin — -sSin —...SIn ——m
n n
neN*
n—1
N 2km 2km
|—R: In identitatea 1+ + ... + 2"~ 1 = H (ac — cos — — isin —), Vr € R, pentru =z =
k1 n n
n—1 n—1
2km 2km km
1=>n= H |1 — cos — — isin — | = H (2 sin —) Seria in cauzd devine Z , care este
k=1 n n k=1 n menr 277 2t

convergent. |
1°.304 Intr-un con care are raza cercului de baza R si unghiul la varf 2« se inscrie o
sfera. In spatiul ramas pana la varf se inscrie o alta sfera, etc. Sa se afle suma volumelor

acestor sfere cand numarul sferelor inscrise tinde la infinit.
2 R3 cos® «
|—R: V=—. T.J
3 (3+sin?a)sina

1°.305 Fie a > 0 < b. Sa se arate ca:

1
(_1)n _/ ta—l
Za-l—nb_ 1+t”dt‘

neN 0

1 1 (G L= L
R:a>0= / ot ldg = —— Vk e N = = -1 k/ zetk—lqy =
|— 0 a+k Z a+k kzz:o( ) 0

1 xa+n—1

1 1 —1)"
(—z)"]dz. Dar 0 </ ——d=x g/ 22t lqp = — 5 0 = E (Gl =
o l+z 0 a+n ‘< a+n

I
[

d:r Luand a = a/b si ficind schimbarea de variabil4 = = t°, se obtine rezultatul cerut. |

Utlhzand rezultatul de mai sus, sa se arate ca:

o .- (_1)n—1 _ . . .
1°.306 E Y =1In2. [R:Seiaa=0b=1.]
n=1
00
-1 n—1
°. 7=E R:Seiaa=1gib=2.
1°.307 (Qn) 1 1
n=1
00
o Z(—l)”_l_l ™ o
1 308 n:1m—§<ﬁ+ln2) |—R. Selaa_lglb_&J
00
0 Z(—l)”_l_l ™ WO
1°.309 m—g(ﬁ—ln2) |—R.Luama_2§1b—3.J

3
I
—
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Sa se calculeze sumele seriilor:
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=1

1°.310 - Rie
Z (n—1)! [R: e
n=1

1°.311 Z - R 2
n=1

1°.312 Z:lm [R: 5e. |

1°.313 - Rl
ng (n+1)! [R: 1.
o~ ()"

1°.314 - R: In2.
2 R 102
= (-1

1°.315 ~ =7
; n(n+1)

[R:2In2 — 1. I: Se observi ci z, = (_1)11—1% + (_1)nn_1|_ 1'J
Aproximati sumele seriilor de mai jos, cu erorile specificate:
1 1

1°.316 - - L B 1.

3-2! 5~3!+7.4! 9,5!+ ;i |E1<0,00

[R: Pentru serii alternate, eroarea E, = S — S, satisface conditia |En| < |Zn+1|- Daci punem
conditia ca |@,41] < 1073, atunci |E,| < 1073, Din inegalitatea |z,+1| < 1073 = n > 3. Deci S ~ Ss. |
1

1
1—- + - + .

1°.317 ERs TR Tey TRt e |E| < 0,00005.
[R:n >3;S~ S|
1 1 1 1
1°.318 - — + - +...; |E|<0,00001.

3 3-3% 5.3 7.3

[R:n >4;S ~ Su.|

> ¥ s

n=0

1°.319 Sa se gaseasca marginea superioara a erorii de aproximare Eg =

37 1 8-37 243
R FEe = -——: . =
6= Z 7 1-3/8 5.1 = 30"

1°.320 Sa Se gaseasc prlmul termen din sirul sumelor partiale care aproximeaza seria

cos?(nm/4)
D T

neN*

(+ +—+ L)<

cu o eroare mai mica decat 0,01.

pn+1
1—p 2-37°

1
|—R: Deoarece 0 < z,, < p™* = 3—, atunci E, <

4.

1°.321 Care este eroarea aproximarii sumei seriei E R cu suma primilor 15
n —
n>3

termeni? . L1
R: S& obsrva a8y =—(1+-+-+-)—
|— 4 obsrvam ca 4(+2—|—3—|—4)

1( 1 1 1 1
4\n+1 n+12 nl+3 n+4

1 1
.Pentrun_15:>E15_Z( +E+E+E),J

)= Ea=

l( Ly )
4\n+1 n+2 n+4+3 n+4
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1
1°.322 Fie S(a) suma seriei Z —, a>1
n

neN*
n

1) Stiind ca /fa(x)dx < Sp(a) <1+ /fa(x)dx, unde f, : [1,+oo[= R, fo(z) =
1 1
L. <
—, sa se arate ca
1-04
1 «a

a1 sSWs o

2) Sa se arate ca pentru orice n € N*| avem
S(a) = Sp(a) + En(a), Vn € N¥,

1 1 1 1
undeS’n(a):l—a+2—a+...+n—a, OgEn(a)gm_
[R: 1) Din relatia Fq (n) :/n idm: ! ( -

1

e a—1

1
) — rezultd dubla inegalitate. 2)
no—1 a—1

0 1 1 n+k 1 m 1
En, = Z —. Din inegalitatea ———— < / —dz, deducem ci E, < lim —dz =
-1 (n + k)= (n+ k)~ ntk—1 T m—oo [, xo
(¢ — 1)pa—t ]
1°.323 Graficul unei functii f este o linie poligonald care unegte succesiv punctele
n
1 1

(070)7 (17 1)7 (2a0)a (37 _g)v (47 0)7 (5’ 5

cu o eroare mai mica decat 0, 1.
2n 2 4

[R: Se observi ci flx)dz = f f(z)dx —|—f flz)dz + ... +f
0 0 2

2n—2

1
),(6,0),(7,—=),... Sa se calculeze lim [ f(z)dx

7 n—00
0

2b 1 1
de=1— -+ =
f(z)dz 3-1—5-1—

2n

(o]
PR _ _1\yn—1
. Deci nll)rréo | f(z)dz = ng_l( 1)

e (=) Intrucét seria din membrul drept

2n — 1 2n —1°
1 2n 263

< — = n>5. Asadar S = lim f(@)de m S5 = =

n— oo

este alternatd, avem |Ep| < <
2n +1 10 0 315

n'l’l

1°.324 n§* (a+1)(2a+1)...(na+1)

,a>0.

T n—+1\n n+1 T
|—Solu§ie: Seria este cu termeni pozitivi. Avem ntl ( + ) ( + i ntl

= lim
Tn n n+1)a+1 n—oo T,
e . . e . Ny . C 1 C ¢ 1y
—. Din consecinta 5 a criteriului raportului rezultd: seria este convergentad dacd a > e si divergentd dacad
a

n

2 . . n . Tn
a€ 10, e[. In cazul a = e seria devine . Vom calcula A = lim n —

10,e] ng* (e+1)(2e+1)...(ne+1) n—00 (:cn+1

1 n 1
1- e+ -1
1 1
1) = lim n[( n )"(n+ Je + ,1] — lim —— . lim ( ”+1) ( ”+1) . Pen-
n—0oo n—+1 n—+1 n—oomn 41 mn—oo 1

n+1 .
(1—1)5_1(64—:6) -1

tru a calcula aceastd limit3, vom considera functia ¢:]0,+oo0[— R, ¢(z) =

z
S& calculdm A1 = lim ¢(z). Vom aplica regula lui I'Hospital. G&sim A\; = lim (1 — x)%_l [1 —
z—0 z—0
In(1 — 1 In(1 —
(e +2)(In(l -~ 2) +x)] -2 [1 —elim m] Aplicand iar¥si regula lui ’Hospital, obtinem
z2 e z—0 z?
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1 n 1
1- e+ —1
2 1
A= te < 1. Tinand seama ci o ) = ( n+ 1) ( n+ 1) , folosind teorema de
2e n+1 1
n+1

echivalentd de la limite de functii, avem A = A1. Prin urmare seria este divergentd (consecinta 7)J

o an
1°.325 Zn!-n—n,aeR.
neN*

a|™ T n o \n a
n" |zn| n—+1 e
Dacd a €] — e, e atunci seria in cauzi este absolut convergenti.
Dacd |a| > e, atunci seria este divergentd (|zp41| > |zn| de la un anumit ng € N*).
Raman de analizat cazurile a = +e.
T n
Pentru ¢ = £e obtinem M = e(
E2 n+1
este indeplinitd conditia necesard de convergengé).J

. 1-3-5...(2n— 1)\2
1°.326 n%:( 2.4-6...(2n) )

|—R: Divergentd. I: Seria este cu termeni pozitivi. Aplicim teorem 17 (criteriul Raabe-Duhamel):

Tn 4n? + 3n
n -1|= 1.]
Tn41 4n?2 +4n +1

’ 1-4-7...(3n—2)\3
1°.327 n§*(2.5.8,..(3n—1)) ‘

[R: Divergentd. I: Seria este cu termeni pozitivi. Aplicim teorem 17 (criteriul Raabe-Duhamel):
{ Tn ]_ 27n2 4+ 27n2% + Tn 1
Tpt1 T2Tn3 +2Tn2 +9n+1

) 1-5-9...(4n —3) \4
1°.328 n§*(2.6-10...(4n—2)) '

x
|—R: Divergentd. I: Seria este cu termeni pozitivi. Aplicdm teorem 18 (criteriul Gauss): o=

[Solutie: Avem |z,| = n!.

n
) > 1, rezultd c& z,, 4 0. Deci seria este divergentd (nu

n

4 Tn+1
4n 4 2\4 4 6 4 1 1 B
(4n+1) ( +4n+1) +4n+1+(4n+1)2+(4n—|—1)3+(4n—|—1)4 +n+n2 Hnde
Bn = n(2n - 1) 4n? + n? — ! (sir mirginit). |
"TUn+ 1?2 (dnt1)?  @ntnt g Lals
§2. Serii in (C,| - |)
Sa se studieze convergenta seriilor de numere complexe:
201y i
neN*
[R: Divergents. I: Z Tp = Z (=1)™ si Z Yn = Z (—=1)™~1! sunt serii divergente. |
neN* mEN* neN* mEN*
in
2°.2 —.
> 5
neN*
1. - 1 .
[R: Convergentd. I: Z Tn = Z (—1)’”% si Z Yn = Z (=)™ 12m——1 sunt serii
neN* meEN* neEN* mEN*

alternate convergente. |
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in

2°.3 —_.
n%* In(n+1)
y i (-1 : (=Dt
R: Convergentd. I: = +1 —_—.
[ ng* In(n + 1) I%I In(2k + 1) k%\;* In(2k) J
Z'l’l .
2°4 Z ok [R: Absolut convergents. I: l;—i' = nl—?, Vn € N*. |
neN*
1
2°.5 —_—.
n%* (n+1i)vn
1 n—1
: . I = .
R Converg,‘enta1 Ve W DvE Vn € N*. |
2°.6 Z m . [R: Absolut convergenti. |
n ]
neN*
2 —1)"
2°.7 Z 17,(Z3—n) . [R: Absolut convergenti. |
neN*
n(2 +i)"
2oy Y MEEOT
neN* 2
[R: Divergents. I: lim n(2 +9" = lim nV5" (cos(na) +isin(na)) #0.]
n—00 n n— o0 on
—1)7 447
2°.9 Z L . [R: Convergenta. |
n
€N+
2°.10 "Z ene a €]0, 27|
. , , .
neN* " .
|—R: Convergenta. I: Z Tp = Z M si Z Yn = Z MJ
neN~ nens " neN* nen "
1 i
21l Y (4 ).
2
neEN* " "
1 1
: Di a. It = — i = —. Pri i i 4.
|—R Divergenta 1 ngNz* Tn ngN:* - i ng* Yn m%* 2 Prima serie este dlvergentaJ
2°.12 — .
ngN:* ot \/ﬁ
|—R: Divergentd. I: Z Tnp = Z \/ﬁl si Z Yn = Z _—11, iar ambele serii sunt
| nEN* mens nEN mens
divergente.
" 4 2™
2°.13 Z BRI [R: Convergenta. |
neN*

n' L . TR
2°.14 E o (n' := e'""_determinarea principal). [R: Absolut convergents. |
n
neN*

ni)*
2°.15 E ( 1 _')_ T (%~ determinarea principald).
n
neN*

|—R: Absolut convergentd, dacd a < 3 si divergentad, daca a > 3.J
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Sa se arate ca:

—rcosf
2°.16 9) __Loreosb o r <.
Z " cos(nd) 1—2rcosf + 12 I

n=0
> ngind _ 1 _1—rcosf+irsinf
R nX::Or (cos(nd) + isin(nd)) Zr = e = 1—2cos0 412 |
= rsinf
2°.17 T;)’r Sln(n@) = m, XS R, |’I"| < 1. |-R: Vezi 20.16J
= cos(né) 0
2°.18 Z —— =€ cos(sinf), § € R.
0 n:
[R: Avem Z L €' = geos+ising _ geosf [ cog(sin 0) + i sin(sin 0)].
n!
= s1n( ) 0
2°19 Y —— = e ’sin(sinb), 6 € R. [R: Vezi 2°.18]
n 0 n.
(2 1)6
2°.20 Z(— )"COS2 n+—i-1)) = sin(cos@)ch (sinh), 0 € R.
n
5 . n AR . ; -
[R: In egalitatea 7;)(—1) m = sin A vom pune A = e = cosf + isin6.]
+o0 .
sin(2n + 1)6 .
2°.21 Z(—l)"i = sh (sin #) cos(cosf), 6 € R. [R: Vezi 2°.20]
!
o (2n +1)!
“+oo
2n6
2°.22 Z(—l)"‘l% = —1+ cos(cosf)ch (sinh), 6 € R.
n):
n=0
el 2n
[R: In egalitatea Z(—l)” on)! = cos A vom pune A = e = cosf + isinb.]
= n)!
1 SiD 2n9) . . .
2°.23 Z( 1) = sin(cos #)sh (sinf), 6 € R. [R: Vezi 2°.22]

@)l

2°.24 In electrotehmca, un semnal periodic se exprima uzual printr-o serie trigono-
metricd. Se spune ca s-a efectuat sinteza semnalului daca s-a gasit suma seriei date.
Pentru ce valori ale parametrului q se poate face sinteza semnalului periodic exprimat
prin:

Z q" - cos(na), (2°) Z q" -sin(na), a € R?
neN* neN*

|—R: Dacid |q| < 1, seriile sunt convergente si se aplicd exercitiile 2°.16 si 2°.17, iar dacd |¢| > 1,

seriile sunt divergente.J

Sa se determine valorile parametrului a € R astfel incat seriile care urmeaza sa fie
convergente:

2°.25 ) %™ [R:a> 0.
neN*
2°.26 Y n %™/ [Ria>1.]

neN*
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2027 ) (nP+1)7%(e™/m - 1). [R:a> 0.
neN*
1)... -1
2028 Y ala+1) n!(a+" )in. Ria <1
neN*

2029 ) Mz" [R:acR.

neN* n
o —n/2 1 (] 7T &
2°.30 Z 27M2(1 +14) (n(ctgg)) . [R: <0
neN*
2°.31 Sa se arate cd daci seriile Z Zns Z |wnt1 — wy|, zn, w, € C, Vn € N,
nEN* nEN*
sunt convergente, atunci seria Z ZpWwy, este convergenta.

neN*
|—R: Fie o0p ntp := 2nt1 + ... + 2nip. Deoarece seria este convergenta, atunci sirul (Jn,nﬂ,)neN*
este convergent citre zero, Vp € N*, deci este mirginit = 3IM > 0 astfel incat |op,n4p| < M, Vn,p € N*.
Fie n,p € N*. Avem 2n41 = On,nd1s s Zntk = Onyntk — Ononth—1 = |Znt1Wntl + oo + ZngpWnip| =
(W41 = Wn42)0nn41 + oo (Wnip—1 = Wntp)Onntp—1 + WngpOnntpl < M(Jwns1 — wnga| + ...+
|Wntp—1 — Wntp|) + |WntpOn,ntp|. Fie € > 0. Din ipotezd, In(e) € N* astfel incat n > n(e) si =

[WntpOn,ntpl < 5 St [Wn41 —wWnt2|+ | Wntp—1—Wnip| < oM = |24 1Wnt 1+ F ZntpWntp| < 5~J
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Cap. 5. STUDIUL FUNCTIILOR
§ 5.1 Limite de functii

Fie (X,d), (Y,d;) spatii metrice, 7x topologia metricd pe X, 1y topologia metrica
pe Y.

Definitia 1. Fie ) # AC X, 2° € A" si f: A = Y. Elementul l € Y se numeste
limita functiei f in punctul ° dacd gi numai daca pentru orice U € V(1), exista Vi €

V(2°) astfel incit z € ANVy \ {2°)} = f(z) € U (f(Am Vo \ {z°}) © U).

Se noteaza
l= lim f(z) sau (f(z) =1 cand z — z°).

T—x°

Definitia 2. Vom spune cd functia f are limitd in punctul z° € A' dacd $i numai
daca ezistal € Y astfel incat | = lim f(z).
T—x°

Consecinta 1. Elementull € Y nu este limita functiei f in punctul x° daca $i numai
daca exista Uy € V(1) astfel incat pentru orice V- € V(x°), exista xy € ANV \ {z°} cu
proprietatea cd f(xy) ¢ Up.

Notam f(z) 4 1 cand z — z°.

Teorema 1. (Conditii echivalente) Fie ) # AC X, 2° € A', f: A—>Y sileY.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1° 1= lim f(x);
r—x°
2° Ve >0, 34(e) > 0 astfel incit x € A\ {z°} cu d(z,z°) < §(e) = di(f(z),]) <e.
3° V(zp)nen+, 2nA\ {2°}Vn € N*, cu z, = 2° = f(z,) = L.

Teorema 2. Fie ) # AC X, z° € A, f: A — Y. Dacd functia f are limitd in
punctul x°, atunci limita este unica.

Teorema 3. (Criteriu) Fie ) # AC X, z° € A", f: A—>Y sip: A —> R,.
Presupunem ca:

1° existal € Y astfel incit di(f(x),l) < p(x), Vo € A;

2° xll{‘;o o(z) = 0.

Atunci lim f(z) =1.
r—x°

Teorema 4. Fie ) # A C X,2° € A", f: A — Y. Dacd functia f are limitd in
punctul x°, atunci 3V € V(x°) astfel incdt f|anvy)\{zo} este marginitd.

Teorema 5. Fie (X,d) un spativ metric, (Y, - ||) un K -spativ normat, § # A C
X, 22 A, f:A-Y.
1° Daca lim f(z) =1, atunci lim ||f(x)|| = |||
r—z° r—z°
2° Dacd lim ||f(z)|| =0, atunci lim f(z) = Oy.
r—z° T—x°
3° Daca lim f(z) = 1 # Oy, atunci 3Vy € V(z°) astfel incdt f(z) # Oy, Vo €
r—x°
ANVp\ {z°}.
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Teorema 6. Fie (X,d) un spativ metric, (Y,| -||) un K -spatiu normat, § # A C
X, z° € A", f,g: A = Y. Presupunem cd existd Iy = lim f(z) ¢i lo = lim g(x).
rz—x° r—x°
Atunci, pentru orice o, 8 € K, functia af + Bg : A — Y are limita in punctul z° si are
loc egalitatea

leEo (af + Bg)(x) = aly + Bl = Oézliglo flx)+p zlggo g(z).

Teorema 7. Fie (X,d) un spativ metric, (Y,| -||) un K -spatiu normat, § # A C
X, 22 € A, f:A—>Y sip: A— K. Presupunem cd exista | = lim f(z) i
T—x°

a = lim @(x). Atunci functia - f : A =Y are limita in punctul x° gi are loc egalitatea
T—x°

lim (¢-f)(z) =a-l= lim ¢(z)- lim f(z).

r—x° Tz—x° rz—z°

Teorema 8. Fie (X,d),(Y,d1),(Z,d2) spatii metrice, AC X, 2° € A', BCY, y° €
B, f:A— B, g: B— Z. Presupunem ca:
1o y° = lim_f(a);
rz—x°
2° f(z) #y° Vo e A\ {2°};
3°  lim g(y) =1.
y—=y°
Atunci functia compusa go f : A — Z are limita in punctul x° $i are loc egalitatea
Jm (9o f)(z) = lim g(f(2)) = lim g(y) = 1.
Teorema 9. Fie (X,d) un spativ metric, ) 2 A C X, z° € A, f,g: A - R.
Presupunem ca:
1°  lim f(z)=0;
r—x°
2° g este functie marginita pe o vecindtate a lui x°.
Atunci lim_(f-g)(z) :== lim_f(z)-g(z) = 0.
T—z° Tz—z°

Teorema 10. Fie (X,d) un spatiu metric, (Y,d1) un spatiuv metric complet, ) # A C
X, 22 e A, f: A—Y. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1° existal € Y astfel incat | = lim f(x);
T—z°

2° Ve >0, 3V, € V(z°) astfel incat o', 2" € (ANV)\ {z°} = di(f(2), f(z")) < e.

Teorema 11. Fie ) # AC X, z° € A, f=fi+ifo: A= C, I =1 +ily, € C.
Urmadatoarele afirmatii sunt echivalente:
1° 1= lim f(z) (relativ la metrica din C);
T—x°

2° I = lim fr(x), k = 1,2 (relativ la metrica din R);
r—x°

Teorema 12. Fie ) # A C X, z° € A, f = (fi,fo, 0, fm) : A = R™, | =
(I1,15, ..., Ln) € R™. Urmdtoarele afirmaii sunt echivalente:
1° 1= lim f(x) (relativ la metrica din R™);
T—x°

2° Iy = mll)ng‘clo fe(x), k€ {1,...,m} (relativ la metrica din R).
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Definitia 3. Fie § # A C R*,z° = (29,....,25) € A", f: A =Y, (Y,d) spativ
metric.
Notam

Ap = priA={zr € R/Fz1, ., Tp—1, Thot1, -, Tn € R @.0(21, o, Tp—1, Tk, Thg1, -5 Tn) € A}

Presupunem ca:
1) a5 € Ag, Ve e {1,...,n};
2)  existd limitele iterate succesive

lim [( lim f(xl,,xn))] =l,,

To(n) 75 (n) To(1) oy

unde o € Sy, - multimea permutarilor multimii {1,...,n}.
Elementul l, se numeste limita iterata.

Teorema 13. Fie ) # A C R*, (Y,d) spatiu metric, z° € A’ si f : A — Y. Dacd
functia f are limita | in punctul z° si daca exista o limita iterata l,, cu o € Sy, atunci
l=1,.

Consecinta 2. Fie | # A C R",(Y,d) spatiu metric, z° € A', f : A - Y. Dacd
Jo, 7 € S, astfel incat functia f admite limitele iterate l, $i l; in punctul z° si daca
l, # 1, atunci functia in cauza nu are limitd in punctul z°.

§ 5.2. Continuitate

Fie (X,d), (Y,dy) spatii metrice, 7x,7y topologiile metrice, Fx,Fy familiile de
multimi inchise in X, respectiv in V.

Definitia 4. Fie) £ AC X, f: A=Y siz° € A. Functia f se numeste continud
in punctul x° daca i numai daca pentru orice U € V(f(x°)), exista Vi € V(z°) astfel
incitz € ANVy = f(x) eU (f(AnVy) CU).

Observatia 1. Dacd 2° € ANA’, atunci f este continud in punctul ° dacd $i numai
dacd exista lim f(x) gi este egald cu f(z°).
Tz—z°

Observatia 2. Fie f : A C X = Y. Daca z° € A este punct izolat, atunci f este
continud in punctul z°.

Definitia 5. Funcfia f: A — Y se numeste continud (pe A) daca i numai dacd este
continua in fiecare punct din A.

Teorema 14. Fie ) # AC X, f: A =Y si 2° € A. Urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

1°  f este continud in x°;

2° Ve > 0,36() > 0 astfel incit x € A cu d(z,2°) < () = di(f(z), f(z°)) < e.

3° Y(xp)nent, Tn € A, Vn € N*, z, — 2° = f(z,) = f(z°).
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Teorema 15. Fie f: X — Y. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1°  f este continud (pe A);

2° VD ety = D) € 1x;

3° VFGrerif_l(F)Gf‘fx.

Teorema 16. Fie (X,d),(Y,d1),(Z,dz2) spatii metrice, A C X,BCY, f:A —
B, g:B — Z, 2° € A, y° = f(z°) € B. Daca [ este continud in punctul z° $i dacd
g este continua in punctul y°, atunci functia compusa go f : A — Z este continua in
punctul x°.

Definitia 6. Aplicatia f : X — Y se numegte homeomorfism daca i numai dacad:
1°  f este bijectiva;
2°  f si f~1 sunt continue (pe X, respectiv pe V).

Teorema 17. Fie (X, d) spativ metric, (Y,||-]|) K -spatiu normat, ) Z AC X, f,g:
A=Y, 2° € A, o,8 € K. Daca functiile f si g sunt continue in punctul x°, atunci
functia af + Bg: A =Y este continua in x°.

Teorema 18. Fie (X,d) spatiu metric, (Y,||-||) K -spatiu normat, ) # A C X, z° €
A, f: A=Y continua in x°. Sunt adevarate afirmatiile:

1°  exista Vo € V(x°) astfel incat flanv, este marginitd;

2°  functia ||f(-)|| : A = R este continud in x°;

3°  daca f(x°) # Oy, atunci exista Vo € V(x°) astfel incat f(x) # Oy, Yz € AN V.

Consecinta 3. Daca functia f : A C X — R este continuad in punctul z° € A gi
f(x°) >0 [f(z°) < 0], atunci exista Vo € V(z°) astfel incdt f(z) >0 [f(z) < 0], Vz €
ANV,.

Teorema 19. Fie f = fi +ifo: AC X — C gi z° € A. Urmadatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1°  f este continua in punctul x° (relativ la metrica din C);

2°  fy si fo sunt continue in punctul z° (relativ la metrica din R).

Teorema 20. Fie f = (f1,...,fm) : ACX = R™ (m > 1) gi z° € A. Urmadtoarele
afirmatii sunt echivalente:

1°  f este continud in x° (relativ la metrica din R™);

2°  fi este continud in x° (relativ la metrica din R), Vk € {1,...,m}.

Fie ACR", f: A=Y, 2° = (29,...,25) € A. Definim
Ap(2°) = A{xr € R/ (27, .28y, Tk, Tpyy,-.or Ty,) € A}
si ff o Ap(a®) = Y,
fH(xy) = f@l, oy, T, 2, 2y), K E{L, .. n}.
Functiile f* se numesc functiile partiale ale functiei f in punctul z°.

Definitia 7. Functia f : A = Y se numeste continua partial in raport cu variabila
xy, in punctul ° dacd si numai dacd functia partiala f* : Ap(z°) = Y este continud in
punctul 3.
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Teorema 21. Fie ) # ACR", f: A =Y giz° € A. Dacd f este continud in
punctul x°, atunci f este continud partial in raport cu fiecare variabila xy in punctul x°.
Definitia 8. Fie (X,d), (Y, d;) spatii metrice, 0 2 AC X, 2°€ A/\Agif: A—Y.
Presupunem ca exista ]l = lim f(z). Funclia g : AU{z°} =Y,
r—x°
_ | f(z), daca =€ A,
g(w) = { l, daca = z°,
se numegte prelungirea prin continuitate a functiei f la multimea A U {z°}.

Definitia 9. Fie (X,d), (Y,d;) spatii metrice, ) 2 A C X gi f : A = Y. Presupunem
cd existd Ay, ..., Ap € Tx (n > 2) astfel incat

A=A4,U..UA,,
cu AiNA;=0,i#j i functidle f1,..., fn : X =Y continue astfel incdt
fla, = fla, & f(@) = fi(z), Vo € Ay, k=1,...,n.
In acest caz functia f se numeste continud pe portiuni.

Definitia 10. Fie (X,d), (Y, dy) spatii metrice, ) # A C X si f : A — Y. Functia f
se numeste continud uniform (pe A) daca $i numai daca Ve > 0, 36() > 0 astfel incdt
Vo' " € A cud(z',z") < d(e) = di (f(2"), f(2") < e.

Consecinta 4. Functia f : A C X = Y nu este continud uniform (pe A) dacd si
numai daca Ieg > 0 cu proprietatea ca Vo > 0, Jxf, xf € A cu d(zf, zf) < & pentru care
avem dy (f(z), £(2)) > eo.

Propozitia 1. Dacd f : A C X = Y este continud uniform, atunci f este continud.
Observatia 3. Reciproca afirmatiei, in general, nu este adevdratd.

Definitia 11. Fie (X,d), (Y, d1) spatii metrice, ) # AC X si f : A = Y. Functia f
se numesgte lipschitziand (se zice ca satisface conditia lui Lipschitz) dacd si numai daca
dM > 0 astfel incat

di(f(z"), f(z'")) < M -d(z',2"), Va', 2" € A.
Observatia 4. Orice contractie este functie lipschitziand.

Propozitia 2. Daca functia f: A C X — Y este lipschitziana, atunci [ este conti-
nud uniform.

Teorema 22. Fie (X,d),(Y,dy) spatii metrice, A C X compactd i f : A - Y
continua. Atunci f este continud uniform.

Teorema 23. Fie (X,d),(Y,dy) spatii metrice, A C X compacta i f : X — Y
continud. Atunci f(A) este compactd.
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Teorema 24. Fie (X,d) spatiu metric, A C X compactd gi f : A — R continud.
Atunci f este marginita si isi atinge marginile.

Teorema 25. Fie (X,d),(Y,d1) spatii metrice, A C X conexd i f: X =Y con-
tinud. Atunci f(A) este conexd.

Consecinta 5. (Teorema lui Weierstrass) Fie (X, d) spatiu metric, A C X com-
pacta i conexd, f: X — R continud. Atunci f (A) este interval inchis $i mdrginit.

In plus, pentru orice pu € [f, f], exista £ € A astfel incat p = f(§).

Definitia 12. Fie (X,d) spatiu metric, f : X - R = RU {—o00,+c} §i 2° € X.
Functia f se numeste inferior [superior] semicontinua in punctul ° daca i numai dacd
pentru orice a < f(z°) [b > f(z°)], exista V, € V(z°) [V € V(z°)] astfel incit x € V,
[x € V3] = f(z) > a [f(x) < b]. Functia f se numeste inferior [superior] semicontinud
pe X daca gi numai daca f este inferior [superior] semicontinud in fiecare punct din
z € X.

Teorema 26. Fie (X,d) spatiu metric, f : X — R si z° € X. Urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente:

1°  f este inferior [superior] semicontinud in punctul z°;

2°  (Tp)nen+,Tn € X, Vn € N*, 2, = 2° = f(2°) < lim f(zy,) [f(2°) > h_)_m f(xn)]

n—00 n—oo

Definitia 13. Fie f :[a,b] = Y, (Y,|| - ||) spativ Banach. Functia f se numeste

absolut continud dacd i numai dacd pentru orice € > 0,30(g) > 0 astfel incat V]a;, b;[C
»

p
[aab]a]aiabi[ﬂ]ajabj[: 07275.7777]:1: -, D Ccu Z(bl_al) < 6(6) = Z ”f(bl)_f(al)n <e.
i=1 =1

EXERCITII
§ 5.1. Limite de functii
5.1.1. Limite de functii cu valori reale
5.1.1.1. Functii care au limita

Folosind definitia, sa se arate ca:

1°.1 lim ¥z = ¥a, a > 0.

[R: d(f(z), f(a)) = | ¥z — Va| =

1°.2 limlnz =Ina, a > 0.
Tr—a
3a

[R: FieV:]g,—

22

(conform teoremei cregterilor ﬁnite).J
1°.3 lime® = e a € R.

|z —af

Van=1 4 Vagn—2q 4 ...+ Van-1

— 0, cand = — a.

2
[ € V(a). Pentru orice z € V avem |Inz — lna| < —|z —a| = 0, cAnd z — a
a

T—ra
[R: Fie V =]a,B[€ V(a)siz € V = |e* — e*| < €f|z — a| = 0, cand = — a. |
1°4 lim sinz =sina, a € R. [R: |sinz —sina| < |z —a| = 0.]

T—ra
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1°.5 lim cosz = cosa, a € R. [R: |cosz —cosal < |z —a| = 0.]
T—a

1°.6 limtgz =tga, a € R\ {kn + E;k € Z}.
T—a 2

1
[R: Fie V € V(a) siz € V = |tgz — tga| = |zt —al < M:|z—a] - 0, unde M =
c

L 0s? ¢
max{m; zeV}.
1°.7 lim ctgz = ctga, a € R\ {km; k € Z}.

T—a

[R: Fie V € V(a) si z € V = [ctgz — ctga| = |t —a|l < M-|z—a] - 0, unde M =

sin? ¢
ax{ ! z eV}
m ; .
sin?
1°.8 lim — =1
z—0 SIn T
. T T . o . 1
[R:FIGVGV(O)C]— —,—[glmeV.Dacaz>0:>sm:n<z<tg:c:>1< -
2°2 1 sinx cos T
- — 1,cind 2 (0. Dacd 2 < 0 = tgz < z < sinz = 1 < — < = ’x — 1 cand z /0.
sinz - sinz ~ cosz sinz
Prin urmare lim — = l.J
z—0 sinx
. sinaz i i
1°.9 lim =a. [R: Avem SO WS, 6 £0, cand z — 0.]
z—0 taj x ax
. T t i 1
1°.10 lim BT _ 1. [R: Avem Br ST -y, cand z — 0.]
z—0 tx T T cos T
. azr t i 1
1°.11 lim g =aq. [R: Avem §as _ 9oy, — a#0.cand z — 0.
z—0 T . x x cos ax
. arcsin xr i
1°12 lim — =1 [R: arcsine = u < = = sinu = lim e
z—0 X, z—0 T uv—0 siny
. arcsin axr i
1°.13 lim —— =« |—R: lim QM =a# O.J
z—0 t;L' z—0 oz
. arctgx "
1°.14 llm—g=1. [R: arctgs = u < = = tgu = lim acet _ — =1
z—0 % z—0 x u—0 tgu
. arctg axr t t
1°.15  lim 28T _ [R: lim 208 — ) jim 2B — 20,
z—0 €T z—0 x z—0 ax
o In(l+=
1°.16 lim g =1.
z—0 x
In(1 !
[R: Afirmatia rezulta din egalitatea 0% — 1y [(1+2)2] 5 me=1]
. et —1
1°.17 lim =1.
z—0 x
z _
[R: Avem e — 1 =u >0 = z = In(1 4 ). Deci lim € = lim ——— =1.]
z—0 g u—=0In(1 + u)
a® —
1°.18 lim =Ina, a > 0.
xr—0 €T
a® — e Ina _ 1
[R: Avem a* = e* "¢ = lim = (Ina) - lim =lIna.]
z—=0 z—=0 zlna
et —e?
1°19 lim —— =e“.
T—a T — @
T _ pa eT—a _
[R: Are loc egalitatea =€ — e%, cand T — a.]
z—a z—a
. Inlz| —Inla 1
1°.20 lim M =—,a#0.

z—a T —a T a’
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_ ln‘fl In 1+x—a -~ @
[R: Avem 2lZl=lnlal - —lal _ (1+=) —— ((1+“’ a)”““) S L
x—a r—a T —a a a a

1°.21 limz-lnz=0.
z\0

[R: Avem: |z -Inz| = x - | In (l)| =2z |In (\/I)‘ < 2z — 0. (s-a folosit inegalitatea
T x

1
Inu < u, Yu > 0. Se poate folosi si regula lui 'Hospital pentru a calcula li\nb %J
x

x
1°.22 li\r% ¥ =1. [R: Deoarece 2% = e® 0% rezultd 2% — €0 = 1.]
T
. 1
1°.23 lim z-sin— = 0. [R: ‘x~sinl—0’ <zl
z—0 ml
1°.24 lim z - cos — = 0. [R: |z - cos — | < x|
z—0 x 1
e—l/:l:2 1 1 )
1°.25 lim =0. [R: D1nex2>—:>e 2?2 < g2 :>‘ ‘<|1¢|J
z—0 x
R 1
1°.26 lim ==

z?
(@y) =12 y 2
1,

22 —1)— (y—
[R: Fie V = [0,2] x[1,3] € V((1,2)) si (z,y) € V. Avem d; (f(:c,y), %) _ 2( D —(y—2) <

2y -
%[2(x+1)|x—1|+|y—2|] <3l =1 +]y—2[] <64/(z—1)2 +(y —2)? = 6-d((z,y),(1,2)). Fiee > 0.

Alegand 6(¢) = /6, atunci V(z,y) € V cu d((z,y), (1,2)) < §(¢) avem dy (f(a:,y), %) <e.]

72
1°.27 lim = -
(e.9)—=(1,-2) zy + 1
2
[R:FieV = [ ] [—— ——] € V((1,-2)) si (z,y) € V. Obtinem d1 (f(z,y), —1) = ’xyx—'_ 1
—1)2 + -
1‘ _ = 1|)xy +(f|+ y)00| < (z + 1)|1|’zyi|:'|z|y+ 2| < 10-d((z,y), (1, —2)), decarece < z+1 < 11/5
el < eV
1
1°.28 lim x-cos—=0.
(z,y)—(0,0) Y

[R: (£ () — 0 < |al.]
1°.29 lim (2% + yQ)e””ery2 =0.
(z,y)—(0,0)
[R: Fie V =B1((0,0)) € V((0,0)). Pentru (z,y)€V = er 4y’ <e=0< f(z,y) <e(@®+y?) —
0, cand (z,y) — (0,0).]
1°.30  lim (2® +y%)e” "t = 0.
Y—00

6
R: (22 +y?)e~ @+ < .
[R: (2% +y%)e P

1
1°.31 li 2 4 yarctg ——— =0
(w7y)l—>m(0,0)(x Ty )arcte z? +y?

[R: 0 < f(2.9) < S +°).]
1°.32  lim |jz]|;2e V7le =0, 2 = (21, ..x,) € R™
x—0pn

)\3
[R: Tinand seama de inegalitatea e > o YA>0 = 0< f(z) <6-||z|l2 = 0 cand = — Ogn.]
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Sa se calculeze limitele urmatoare:

Yy
1°.33 lim & — .
(z,9)—=(0,0) /oy +1—1
[R: :J o
[e3
1984 tim T ndeaso.
(2,9)—(0,0) T2 +y o
z|y

[R: [ = 0. I: Functia o(z,y) =
x?

Niz 1-1

1985 lim YOO TLIZL

(@y)—(00) 2% +y?
1 V1 292 — 1
[R:1=0.1: 22 + 42 > 2[zy| = 2|zy| 5 < 5. Deci 0< —|—2x y2 < Ll
2 +y? T2 2 +y 2(y/1+ 22y2 +1)
—0.]

136 lim 24y
(2,y)—(0,0) Iw|+|y|

5 este mérginitd, iar functia |y|* — 0. Deci f(z,y) — 0.]
y?

2% +y? || |y]
R:1=0.1:0< = + |y < (|lz| + |y|) — 0.
( el e R = J
1°.37 lim y - sin”(2z)
T (@)= (00) 22 +3y
|y -sin®(2z)| _  4a?|y|
:1=0.1: 0 < .
[R:1=0.1: 0 e _x2+3y2—>oj
1038 nm (Erute@+y?)
T @m0 (22 4y2)P2
|—R: Nu existd. I: Pentru sirurile <(l, l)) i ((l,—l)) , care converg catre
nn neN* n n nembN *

(0,0), girurile de valori corespunzitoare au limite diferite.J

% 493

1°.39 im _
(2,9)—(0,0) T2 + 32
[Rz_oj
140 nm  SnET+yY)
' (,5)—(0,0) w23+yi
in(z3 + +
[R:l:o.1:0§|5”;(f+y§’ )l_|i2+z|—>0.J

141 fim AT
’ (z,9)—(0,0) 1 — cos(x2 + y2)

=0 I: _l @y 2 oy
|—R. 1=0.1: f(z,y) = §(sin[($2 +y2)/2]) z2 +y? - O.J
2
1°.42 lim (22 +2y%)* V.
(z,y)—(0,0)

2

[R: = 1. I: Se folosesc limitele: u¥ — 1, cAind u — 04 si ~¥Y 0 cand (z,y) = (0,0)).]
x2 + 2y2
1
1°.43 lim (14 22|y|)="+72.
(z,)—(0,0)
[R:l=1.1: f(z,9) = 1, daci (z = 0 sau y = 0 si (z,y) # (0,0)) si f(z,y) =

22|y
1/ (2 22252
= ((1+m2|y|) /e Iyl)) o ,dacéz;ﬁ()giy;éO.J

1°.44 lim  y?ln+/a2 + y2.

(z,y)—(0,0)
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2

D7 . _ Y . 2 2y 22 +y?
[Ril=0.1: f(z,y) = TEETaR ((x +?) ).J
. sin(zy) ||
1°.45 lim — R:/=0.1: )| < —=— — 0.
(z,y)—(0,0) /22 + y2 |— |f(z,y)| < 22 1 2 19 J
o1/ +y?)
1°.46 lim _—
(@.9)—(0,0) @6 +yb
k
|—R: 1=0.1: Avem e* > )];—', YA>0si VkeN,iar z? +y* > 222y% = 26 4+ 46 > i(ac2 —|—y2)3.
. AN(x? +y2)4 .
Deci 0 < f(x,y) < W S 96(1}2 =+ y2) — OJ
1
1°.47 . yl)l_>m(0 0).%' - sin 7 cos ; [R:1=0.1: |f(z,v)] <|z|]
S . 1
1°.48 @ yl)l_>m(0 0)(3: —y) - sin — sin "k [R:1=0.1: |f(z,9)] <|z|+|y|-]
. Ty
1°.49 1 — -t . R:l=1.
)00 Ty oy + 1 [ :
1°50 1 2~y %
°. i R R:0< = < |zyl.
(z,y)l—>m(0,0) Wy y? [R:0 <1/ ’xyaﬂ +y2‘ < lol]

22
1°51  lim  3°-In (1 + —2>.
(2,5)=(0,0)

<

2 2
[R:1=0.1: 0 < y2In (1+w_2> < y2~w— = 22, S-a folosint inegalitatea In(14u) < u, Yu > —1.]
Y

Yy
In (1 + 2%y
sz w020
(z.9)—=(0,0) 2% +y>

_ln(1+x2y2)< z2y?

[R:1=0 I: S% observii c& 0 < f(z,y) = S-a folosit inegalitatea de la

x2 + y2 — $2 + y2 :
exercitiul precedent.J
. 2x — 3
1°.53 lim 731.
z—+oo 12 — 2y + Y2
Yy—>+o0
. 2x — 3y R 2x R 3y
|—R: Avem lim - 5 = lim 5 — lim - 5 = O.J
ofx et mwy Yyt oot xt may Yyt eoteort —ayty
z2
. 1
1°54  lim <1+ —)‘”y. [R:l=e.]
r——+00 x
y—a>0 ) ) )
. 1 —cos(1l — cos(x® + y* + z
1°.55 lim (1~ cos(a” +y” +77)) [Rei= L]
(,9,2)—(0,0,0) (22 +y%2 + 22)4 8
5.1.1.2. Functii care nu au limita
T L
1°.56 lim u - nu exista.
z—0 T
[R: 14(0) = lim f(2) = 15i Ls(0) = lim f(2) = —1]
arcsi 2 T
resin —— — —
2
1°.57 lim lta 2 . nu exista.

z—1 xr—1
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arcsin 2z T
. . 1422 2 2(1 — c?) o
R: Din teoarema lui Lagrange, ave = , 1], dacad 1
[ in rema lui Lagrange, avem PR |1_C2|(1+02),C€]a¢ [ z <
si ¢ €]1,x[, daci z > 1. Rezultd I5(1) = 1 si Iq(1) = —1.]
_etlel—1 .
1°.58 lim - nu exista.
z—0 x
e _
=-1.]

.ot —1 . o . .
[R: [5(0) = il/[rr}) — = 1, (vezi ex.1°.12) iar [4(0) = il\n% "

1°.59 lim
(z,y)—(0,1)

[R: Sirurile < (ni 1
vy

1 s
Y - sln — - nu exista.
T

1
)) gi <(—,1)) sunt convergente citre (0,1). Avem
nEN* 2nm + /2 nEN*

1) > 1]

1°.60 lim Y. nu exista.

(z,y)—(0,0) T + Y
|—R: Deoarece lim f(l,O) =1si lim f(O, l) = —1, atunci lim f(z,y) nu existé.J
n—oo " \n n—oo n (z,y)—(0,0)

f(%’l) — O f(2n7r—1|—7r/2’

. z oy
1°.61 lim 2_y2 - nu exista.
(z,9)=(0,0) = +y
11 1
)) sunt convergente cétre (0,0). Avem f(—, O) —0
neN* n

|—R: Sirurile ((%,O)) o i <(; v

n n
2
1°.62 lim N nu exista.
(,9)—(0,0) 22 + y*

11 1
)) sunt convergente cdtre (0,0). Avem f(—, O) -0
EN* n

N 1 .
|—R: Sirurile ((;,0))RGN* i ((n_Z’ -
. 1 1 1
si f(ﬁ’;) — EJ
2y
1°.63 11 — 5 - hu exista.
)T +y

. 11 . 1
si (— ) sunt convergente cdtre (0,0). Avem f(—, 0) -0
neN* neN* n

R Sirurile < 'y 3
n'n

§if(— —) J

1
1°.64 lim  sin ——— - nu exista.
(z.9)>(0,0) 22+ y?

. 1 o . 1 _
|—R: Sirul ((m,ﬂ))new este convergent citre (0,0) si f(m,o) =(-1)" =

(;/2 , 0) nu existA. |

2,2 _ 2 4,3
1°.65 lim ry Ty - nu exista.
(2,9)—(0,0) 2%y? + (37 — 2y)?
Lo _J 0, daci& m#3/2,
[R: lim f(z,y) = { 1, daci m=3/2. J

y=max

. r . _ .o
1°.66 lim —eY" " - nu exista.
Tr—00

e
|—R Nu existd. I: Se considerd sirurile (("’"))neN* si ((”2’”))neN* J
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. T+
1°.67 lim Y
(z,9,2)—(0,0,0) 2
L. 1 1 1 1 11 N A .
|—R: Pentru sirurile (—, -, —) gi (—, -, —) convergente cdtre (0,0,0), sirurile de valori core-
n nn n n n
spunzadtoare ale functiei f au limite diferite.J

1°.68 lim L = (21,...,25) € R™ - nu exista.
z—0zn ||:L'||2

- nu exista.

1
[R: Sirurile ((—,0, ...,0)) , <(0, ~,0, ...,0)) sunt convergente citre Ogn= (0,0,0,
n 1n€N* n nEN

,0) si f(%,o,...,o) =1, f(o,g

,0,...,0) =0, Vn e N*.]

5.1.1.3. Limite iterate. Limite dupa directii

Sa se calculeze urmatoarele limite iterate:

1°.69 lim ( lim ——2L ). [Rel=1.]
z—0 \ y—0 T —|—y
1°.70 lim ( lim 2;?}) [R:l=—1.]
y—0 \ z—0 1 +y
1 1
1°.71 lim (hmy-sin—-cos—). [R:1=0.]
z—0 \ y—0 €T Yy
1 1
1°.72 lim ( lim y - sin — - cos —> [R: Nu existi. |
y—0 \ z—0 €T
1
1°.73 lim ( lim (z +y) - cos — - sin — > [R: Nu existi. |
z—0 \ y—O0 x Yy
1 1
1°.74 lim ( lim (z + y) - cos — - sin — > [R: Nu existi. |
y—0 \ z—0 €T Yy
1 1
1°.75 lim ( lim (z + y) - arctg — - sin —> [R: Nu existi. ]
x—0 y—0 €T Yy
1 1
1°.76 lim ( lim (m + y) - arctg — - sin —> . [R:1=0.]
y—0 x Y
cr tm ( lm Se@-v)
1°.77  lim lim =e . [R: = +oc0.]
z—400 \ y—+oo Yy
0 - im Le—(T—y)
1°.78 lim lim —e . [R:1=0.]
y—+oo \ z—=+00 Y
Sa se calculeze urmatoarele limite dupa directii:
o 3xy 3ma? 3m
1°.79 ;IE)I%) 2t [R: Avem f(z,mz) = (03 m2)a =>1= 1+m2’J
y=max
2,2
1°80 lim 32y
220 x2y? + (2.1: +3y)?

3m2z2

22m?2 + (2 +3m)2’ J

2
[R: =0, daci m # ‘g §il=3,daci m = -3 I: f(z,mz) =

° 21'39 222m
1°.81 ill)l%) 21y [R:1=0.1: f(z,mz) = :c4+—mZJ
y=ma
1°.82 lim ge (z+y)
T—+00 I

y=mz
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|—R: Avem f(z,mz) = me~*(1+m) = | =0, dack m > —1, | =—1,daci m = —1 i | = —oo0,
daca m < —I.J

1°.83  lim ZLe~(@+v),
T——00 I
y=maz
|—R: Avem f(z,mz) = me~*(1+m) = | = 0, dacd m < —1 sau daci m = 0, | = —1, daci
m=—1, | =+4o00,dacdi m > 0gil= —o0, dacd —1<m<O.J

1°.84

. 1 1
lim (z +y) - arctg — - arctg —.
z—0 €T Yy

y=mazx
1 1

[R:l=0.1: f(z,mz) = z(1 +m) - arctg ~ - arctg —, m # 0.
x mz

5.1.2. Limite de functii cu valori vectoriale

Sa se calculeze urmatoarele limite:

1°.85 lim z|y| 5zy 1 — cos(z® + y3)>
(z,0)— 0,0 \|z| + |y|" 22 + 92+ 1" (22 + y2)2
[R: 1 = (0,0,0). L [ = lim [/ L

= = lim S . 5
(z,)—(0,0) || + |y| (,5)—(0,0) 22 +y2 + 1
1 — cos(z> + y3) Y

lim
(2,9)—(0,0) (22 +y?2)?

: (z—y)tg(@® +y°) a(y—2) )
1°.86 lim , , sgn(z — .
(2,y)—(0,0) ( (z2 + y?)3/? Va2 +y? gulz =)
11
n'n

|—R: Nu existd. I: Pentru sirurile ((1,0)) si ((
n

)) functia are limite diferite.J
nEN* nEN*

1

) 1
1°87  lim ((x2+y2>1n<x2+y2>, (2~ y)arctg 5, (1+a%) ¥ +y2).

(,)—(0,0) + 3y2’
R:l=(0,0,1).L: 0y = i 24y In(z?+y?) =0; la = i - tg ———— =
[ (0.0, 1)- Iy (ac,y>l—>m(o,0>(x ) In(="+y7) ? (w,y)l—>m<0,0)($ yarcts 5o + 3y2
1
0;l3 = lim (1+2%2)%+¥® = 1.
3 e 00 v |
. xy+yz+zx 2x-—3
1°.88 lim yry ; y’ (z +y+2)In(l + |zyz|) ).
(2,,2)=(0,0,0) \ /22 + y2 + 22 z
[R: Nu existd. I: Pentru sirurile ((0,0, l)) si ((1,0, l)) functia are limite
n nEN* n n nEN*
diferite. |

5.1.3. Limite de functii cu valori complexe

1°.89 lim €’ = lim (cos(at) + isin(at)), a € R.
t—tg

t—to
[R:l = eioto, I: f1(t) = Re(f(t)) = cos(at) — cos(ato) si f2(t) = Im(f(t)) = sin(at) — sin(ato). |
1°.90 lim €, a € C.

t—to
[R: [ = eiato, I: f(t) = eilartian)t — g—ast . giart — £ (4) = Re(f(t)) = e *2tcos(art) —
e~2t0 cos(arto) si f2(t) = Im(f(t)) = e~*2tsin(a1t) — e~ 92%0 sin(ay to). |
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1
1°.91 lim (1 + at) t aeC\{0}.
t—0
teR
[R: ! =e I: Fie a = a1 +iaz € Csi 0 < |t], astfel incat |ta| < 1. Atunci 0 = arg(1 + at) €
. 1 arctg 11?@
- 2 ltait
]—g,g[éezamtgljﬁalt si |1 +at] = /(1 + a1t)? + (a2t)?. Deci (1 +at)t =e t (1+
1
t?(a? 4+ a3) + 2ta1) 20— ¢i02 . 01 = e |
.z = _ 2 _ 2
1°.92 lim =. [R:Nuexistd, I = =2 -2 =V o T |
2—0 2 z :r2+ W, z2 4+ y2 z2 + y?
. R —
1°.93 lim —. [R: Nu existd. I: At | i—2Y Ny
250 Z z a2+y? z2 +y?
. Ty 1 o1
1°.94 lim —(cos— +1-sin —)
(2,9)—(0,0) \/22 4 32 Ty LYy
|zy| .
R:1=0.1: |f(z,y)| = ——— — 0= f(z,y) — 0, cind (z,y) — (0,0).
( Sewl= s (@) (2,9) = (0,0).
2 : 2
. 2,2 . -SInx
1°.95 lim (2 + )Y +i- %72 .
(,4)=(0,0) 2+ 2y
2,2 2 .sing?
[Ril= 1T fi(o,9) = Re(f(@9)) = @2 4927 =1, fa(aw) = Im(f (o)) = P50

0, cand (z,y) — (0,0).J
1°.96  lim sin(az), a € C.

zZ—rz
[R: [ = sin(az°). I: sin(az) = sin(a1 + iaz)(z + iy) = sin (a1 — a2y + i(a1y + a2z)) = sin(a1x —
a2y)ch (a1y + asx) + icos(ar1z — azy)sh (a1y + azx) — sin(a12° — a2y®)ch (a1y° + a22°) + i cos(ar z° —
a2y°)sh (a19° + a22°) = sin(az®).]

1°.97 lim cos(az), a € C. [R: | = cos(az°).]
z2—2°
1°.98 lim sh(az), a € C. [R: | =sh(az®).]
z—2°
1°.99 lim ch(az), a € C. [R: ! =ch(az°). |
z2—2° 4 1 .y
1°.100 lim z —. [R:l=—4i I z _.1 =224 2% 4 2i2 4 i3,
z—1 2 — 1 —1
2" — zon 2n _ yon n—1
1°.101 lim —, n € N*, [R:l=mnzon-1 1. = —= = Z ZnTlmk ok |
z—z2° z — 2° z—2° pr

§ 5.2. Continuitate
5.2.1. Continuitatea functiilor f: D C R" - R

Folosind definitia sau teorema de conditii echivalente, sa se studieze continuitatea

functiilor de mai jos in punctele indicate:
1, dacdi ze€Q
2°1 R — R = ) o ’ A — 70 R.
f » [ (@) {0, dacd ze€R\Q, me=z"€
[R: Fie z° € Q = f(z°) = 1. Exist’ (Tn)nen+,Tn € R\ Q, 2, — 2° = f(zn) =0, Vn € N* =
li)m f(zn) =0# 1= f(z°). Dacd z° € R\ Q, atunci f(z°) = 0. Fie (Tn)nen*, Tn € Q, Tn — 2° =
f(zn) =1,Vn € N* = le f(zn) =1 # 0 = f(2°). Asadar, f nu este continui in nici un punct din
n (oo}
R.]
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2°.2 f:]R—)R,f(x):{ @, daca z€Q, inz=21°€R.

—z, daca z€R\Q

|—R: Functia este continud numai in punctul 2° = 0 si este discontinud in orice punct z° # 0.

I: |f(z) — f(0)] = |z| = 0, cAnd = — 0. Fie 2° # 0. Dacd z° € Q = f(z°) = 2°. I(@n)nen*, Tn €

R\ Q, Vn € N*, astfel incat z,, — 2°. Avem f(zn) = —xn — —2°. Deci f nu este continud in z°. Dacd

2° € R\ Q, I(xn)nen*, zn € Q astfel incit xn — 2°. Avem f(xp) = xn — x°, iar f(x°) = —x°.J

o . [ 2%, dacd z€Q,

2°3 f:R—>R, f(x)—{ 2%, daci z€R\Q,

|—R: Functia f este continud numai in punctele z° = 0 si 2! = 1. Daci 2’ € Q )\ {0, 1}, atunci

f(z') = 2'2. Fie (zn)nen*s Tn € R\ Q, ¥n € N*,z,, = 2/ = f(zn) = 23 — 2/ # 2/2 = f(a'). Prin

urmare f nu este continui in punctul z’. Daci ' € R\ Q = f(z2') = 2'®. Fie acum (Zn)nen+, Tn €

Q,Vn €N*, zp = 2’ = f(zy) =22 — /2 # 2/ = f(z'). Deci 2’ € R\Q nu este punct de continuitate. |
. _ [ 2*+1, dacd z€Q,

24 [RoR f(a:)—{ 22 +z, dacd reR\Q,

[R: Functia f are multimea de continuitate {—1, 1}. Orice punct din R\{—1, 1} este de discontinu-

itate. |
295 f:[ab] - R, f(z) = { (1): aca re BZ} Qg’ inz=2° € [a, )]
[R: Functia nu este continu# in nici un punct ° € [a, b] (este total discontinui). I: Fie z° € [a, b].
Dacd z° € Q, atunci I(xn)nen+, Tn € [a,b]\Q, Vn € N*, astfel incat z, — z°. Avem f(z,) =0, Vn € N*
si f(z°) = 1. Deci f nu este continud in z°. Analog, daci z° € [a,b] \ Q.]
2°6 f:R?—=R,f(z,y) =, in punctul (0,0).
[R: Continui. I: |f(x,y) — £(0,0)| = |z| — 0 cand (z,y) — (0,0).]
2°7 f:R?2 =R, f(z,y) =v, in punctul (0,0).
[R: Continui. I: |f(x,y) — £(0,0)| = |y| = 0 cand (z,y) — (0,0). ]
2°8 f:R?2 =R, f(r,y) =z +y, in punctul (0,0).
[R: Continui. I: |f(x,y) — £(0,0)] < |z| + |y| — 0 cand (z,y) — (0,0).]
2°.9 f:R2 =R, f(z,y) = /22 + y?2, in punctul (0,0).
[R: Continud. I: |f(x,y) — £(0,0)| = /22 +y2 — 0 cand (x,y) — (0,0).]
T

——, daca (x, 0,0),

2°10 f:R2 R, flr,y) =4 22+ (z,y) # (0,0)

0, dacd (z,y) = (0,0),

[R: Nu este continui in (0,0). I: Functia f nu are limitd in punctul de acumulare (0,0) (vezi ex.
1°.55). ]

mmx=2z2°¢cR.

mzx=2°.€R

in punctul (0,0).

3
Ty o
2011 f:R SR f(r,y) =4 Zigo 2 (@9) # (0.0}, 4 punctul (0,0).
0, daca (z,y) = (0,0),

[R: Nu este continug in (0,0). I+ Functia f nu are limit3 in punctul de acumulare (0,0) (vezi

1
ex. 1°.57). Sau, pentru sirul (

ﬁ, E)nGN*
£(0,0)=0.] . ) e d
o 1, daca (z,y) € A,
2012 f:R2 5 R, f(z,y) = { 0 dacs (x,z) ‘A
unde A = {(z,y) € R?/0 < y < max{x?, 23}}.
[R: Discontinui pe dA. I+ Daci (2°,y°) € A4, atunci f(z°,3°) = 0. Fie (zn,yn) € 4, Vn €
N*, (@n,yn) = (2°,9°) = 1 = f(@n,yn) # 0 = f(2°,9°).]

1 1 1 1
care converge ctre (0,0), avem f(—g, —) = - — —,iar
n° ' n 2 2

in punctul (z°,y°) € 0A,
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2°13 f:R" >R, f(z)=||z|l2, Inz°€R”? n>1.
[R: Continud. I: [||z]| — [|z°||| < ||z — 2°|| — 0, cAnd = — 2°. |

Sa se studieze continuitatea functiilor:

o 1, daca =z € A,
2°14 f:00,1] - R, f(x):{o dac 2 € 0.1]\ A

unde A = {z € [0,1]/z = %, n € N*}.

[R: f este continu¥ in punctele din [0,1]\ A si discontinui pe A. I: Fie z° € [0,1]\ A. Atunci

1
existd ng € N* astfel incat < z° < —. Dacd z, — z°, atunci In; € N* astfel incat n >
no no
ny = ﬁ < zy < % = f(zn) = 0, Yn > n1 si f(z°) = 0. Deci f este continud in punctul z°.
1 1 1
Fie z° € A\ {1} = Ing € N* astfel incat 2° = —. Multimea Vp = ]—, —[ € V(z°). Daci
no no+1 nog—1

Tn — x°, .Zn # 2°, atunci existd n; € N* astfel incat n > n1 = zn € Vo = f(zn) = 0si f(z°) = 1.

. . R . 1 . . .
Deci f nu este continud in z°. Dacd z° = 1 se ia Vy = ] 2 2[ si se face un rationament ca mai sus.J

0, dacda z=0Vzel0,1]\Q,
1

« m "
2°15 f:[0,1] 2R, f(z)=4 ;. dacd z=-—¢€l0,1],meZ neN,
m .. Y
— — fractie ireductibila.
n
|—R: f este continud pe [0, 1]\ Q si discontinud pe [0,1] N Q.J
22 — g2
o ——, daca , 0,0),
2°16 f:R2 >R, f(z,y)= Y 2 T2 (z,y) # (0,0)
0, daca (z,y) = (0,0).
2 .2 .
[R: Continug. I: |acyx2 T y2 | < lzy| — 0 cand (z,y) — (0,0)). In orice punct (z,y) € R2\{(0,0)}
€z Y
functia este continua deoarece este un produs si un cat de functii continuue.J
P Gach (2.y) £ (0,0)
2217 [iR SR, f(y)={ @ +y? ¥ #0,0)
0, dacid (z,y) = (0,0).

[R: Continua I: in orice punct (z,y) € R\ {(0,0)} functia este continui, iar pentru (0, 0) avem
[2°+y°| o 2? y?

24y - 24y? |z| + 2+ 51yl < |z + |yl = 0, cand (z,y) — — (0,0). ]
sin(z® +y°) y
2018 f:R2 R, f(z,y)= e e (@) #(0,0),
0, dacid (z,y) = (0,0).

[R: Continui. I: In orice punct (z,y) € R2\ {(0,0)} functia este continui, iar pentru (0,0) avem
[sin(a® +y%)] _ |® +y°|

— 0, cand (z,y) — (0,0). ]

x2 +y2 — 92'2+ 2
2 2 2 2 X
o . TR2 — (.'I? +y )ln(:L' +y )7 daca ( )7£ (07 )
2°.19 f:R* > R, f(m,y)—{ 0. daci (. ):(O, 0).
. S ; 2 2 2 4y?
[R: Continui. I: (z,y%1—>rn(0,0)(x +y2)In(2? +42) = - y%l_)’m(0 0 In (22 +y?) =0= f(0,0).]

2 2 2
2°.20 f:R? R, f(x,y)Z{ 3, ), 3223 Eiiifgggi

2
[R: Continui. I: Pentru (z,y) # (0,0), avem f(z,y) = % [(w2 + v In(z® + y2)] (adicd
224y

produsul dintre o functie marginitd si o functie care are limita 0 in punctul (0,0)).J
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(2 +y?)sin daca (z,y) # (0,0),

A, dacd (z,y) = (0,0).
|—R: Continud, dacd A = 0 si discontinud in (0,0), dacd A # O.J

m2+y2’

2021 f:R2 R, f(:r,y)Z{

2 2
2022 f:R2 >R, f(z,y) = (% +y arctg 5——3 7 daca (z,y) # (0,0),
A daci (z,y) = (0,0).
|—R: Continud, dacd A = 0 si discontinud in (0,0), dacd A # O.J

sin(zy) .
2023 [ R2oR, f@,y)={ JZty dacd (z,y) # (0,0),
0’ dacd ($7 y) = (050)

_ | sin(zy)| < lzy|
Vi +y? T a2+ y2

[R: Continui. I: |f(x,y)] — 0, cand (z,y) — (0,0).]

W daci (z,y) e A
2024 f:R25 R, flz,y) =<4 V22+y> ’ ’

unde A = {(z,y) € R?*/z -y > 0}.
[R: Continu. |

2
2 T o
20'25 f : ]RQ - ]R’ f(x’y) — y lIl <1 + ?)ﬂ da’ca‘ (.’If,y) € ]R X (]R\ {0})7
0, dacd (z,y) € R x {0}.
[R: Continu. |
Q- (m2 + y2)7 daca (z,y) € B.[(0,0)],
o . TR2 —
2°26 f:R?2 =R, f(r,y) = B . daci (2,y) ¢ B0
V2 +y?
[R: Continu, daci 8 = ar? si discontinui pe dB;[(0,0)], daci 8 # ar3. |
z+y, dacd (z,y) € A,
unde A = {(z,y) € R?/ — 2% <y < 2?, z > 0}.

2°27 f:R?2 R, f(ac,y)z{

[R: Continud pe (R2\ 8A) U {(0,0), (1,—1)} si discontinui pe dA \ {(0,0), (1,—1)}.]

o . T2 _ $2 +y21 daca (xay) € Bl((lao))a
228 J:E SR, @)= { 0, daci (2,y) ¢ Bu((1,0)).
[R: Continud pe (R2\ dB1((1,0))) U{(0,0)} si discontinui pe dB1((1,0)) \ {(0,0)}.]

2°29 f:R® R,

A# + ﬂ(ﬂ?2 + y2 + 22)7 daca (m,y,z)eBr((0,0,0)),
f(@,y,2) =q Va2 +y? +2°
0, daca (z,y,2) ¢ B, ((0,0,0)),

unde a, 8 € R, r > 0.
[R: Din ipotezd rezulti c& a = 0. Daci § # 0, functia este continui pe R3\ 8B, ((0,0,0)) si
discontinu¥ pe 8B, ((0,0,0)).]
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2°30 f:R® > R,

Ol(x2 + 242 + 2’2), daca (xayaz) € BTl( )

_ ) B, daca (z,y,2) € By,[O]

f(l', ?J7Z) - 0 daca ((L' Y Z) ¢ BT [O]
@+ 7+ 2 e

\ B, (0),

unde o, 8,7 € R, ro > 7 >0si O =(0,0,0) € R3.

|—R: Continua, daca ar% =fBsiy= ﬂ’l‘%.J
ae® Yt dacd z+y+2<0,

o . TR3 —
2°31 f:R —)]R,f(x,y,z)—{ﬂ’ daci z+y+2>0,
unde «, 5 € R.
[R: Continud, daci a = 8.
2°32 f:R3 >R,
1 —($2+y2+22)
f(il?,y,Z) — (1 + m) 5 daca (ZE,y7 Z) € (Rz\{(0,0)}) X R,
A, daci (z,y,2) € {(0,0)} x R,

unde )\ € R.

R: Continui pe R3 \ {(0,0,0)}, dacd X\ = 0; li
|— ontinud pe \ {( )}, dacd (m,y,z)1—>m(0,0,0)

f(,y,2) nu existi. |
2°33 f:R® =R,

2?2 5
(1+24 Gk (002) € B x (DD, e

A daci (z,y,2) € B2 x {0},

b

>z2/(z2+y2+z2)

flz,y,2) =

[R: Continui pe R? x (R \ {0}), VA € R.]
2034 f:[0,3]U{4} 5 R, f(z)=2".

[R: Continui pe [0,3] U {4}. I: Din definitie rezulti ci f este continui in punctele izolate ale
domeniului de deﬁni;ie.J
1
2°.35 f:]1,5|U {E’ neN} 5 R, f(z) =z
|—R: Continud pe domeniul de definitie. I: Din definitie rezultd cd f este continud in punctele
izolate ale domeniului de definitie al funct_;iei.J
2°36 f:[-1,1]x[-2,3]U{(2,k) eR/k=1,...8} > R, f(z,y) =2z +2y.
[R: Continud pe domeniul de definitje. |
2037 f:Bi[(0,0]U{(r,y) € B/a® +12 =4} 5 R, f(v,y) =22 —y.
[R: Continud pe domeniul de definitje. |
Sa se studieze continuitatea partiala a functiilor ce urmeaza in punctele indicate:

3zy o
2°38 f : R2 = R f(z,y) = 2 +_y2, daca (z,y) # (0,0), ~ in punctul
daca (z,y) = (0,0).

b

(0,0).



170 Analiza matematica - Probleme

|—R: Deoarece f1(z) := f(x,0) =0, Vo € Rsi f2(y) := f(0,y) = 0, Vy € R, ca functii constante,
sunt continue in z° = 0, respectiv y° = 0. Rezultd ca functia f este continua partial in raport cu « si in
raport cu y in punctul (0,0). S4 remarcdm faptul c& f nu este continud in punctul (0, 0).J

5%y y
2°39 f:R2 - R f(z,y) = z6 4+ y2’ dacd (z,y) # (0,0), _ in punctul
0, dacd (z,y) = (0,0).

(0,0).

[R: Deoarece fl(z) := f(z,0) = 0,Vz € Rsi f2(y) := f(0,y) = 0, Vy € R, rezulti ci f este
continud partial in rapost cu x si respectiv in raport cu y in punctul (0, 0).J

22— y? )
2°40 f:R? - R f(z,y) = 22 4+ y2’ dacd (z,y) # (0,0), _ in punctul
1, dacd (z,y) =(0,0).

(0,0).
|—R: Deoarece f1(z) := f(x,0) = 1,Vz € Rsi f2(y) := f(0,y) = { _}: gii; zi%\ {0},

rezultd cd f este continud partial in raport cu x in punctul (0,0), dar nu este continu partial in raport
cu y in punctul (0,0).J
2 2 5
z* +y?, dacd y > |z|
2°.41 ‘RZ >R T = ’ o
f f@y) 0, dacd y <|z|.
|—R: Continud partial in raport cu z si in raport cu y in punctul (0,0) I: Avem fl(z) := f(z,0) =

0’ Yz € R §i f?(y) = f(O,y) — { 0, dacd Yy S O, J

y2, daci y>0.

- in punctul (0,0).

5.2.2. Continuitatea functiilor f: D C R® - R™, (m > 1)

Sa se studieze continuitatea functiilor de mai jos in punctele indicate:
2°42 f:R®* > R? f(x,y,2)=(z +y,y—2), in punctul (0,0,0).
[R: Continui. I: ||f(z,y,2) — £(0,0,0)||l2 = ||(x + v,y — x)|l2 < |z +y| + |z —y| = 0, cénd
(z,y,2) = (0,0,0).]
2°.43 f:R?> - R?,

zFosin(z +y) In(1+2%+y?) tg(2® +9?)
dack
f(xay): $2+y2 ’ ;1;2+y2 ’ 72 +y2 >7 aca ($,y)7£(0,0 ;
0717 1)7 daca (w7y) — 0,0 ,

in (0,0) - discutie dupa k € R.
|—R: Continud, pentru k£ > 1 si discontinua, pentru k£ < 1. I: Se studiazd continuitatea componen-
k: . .
ceopoa ° S S — <
telor functiei f in punctul (0,0). fi(z,y) = 2" -sin(z +y) . in(z +y) -zF=1 dack (z,y) # (0,0),
5(,‘2 + y2 5(,‘2 + y2
pentru k > 1 are limitd in punctul (0,0) si limita este egald cu f1(0,0) = 0, iar pentru k£ < 1 functia
In(1 + 22 +y?)
.’L‘2 + y2

nu are limitd in (0, 0), deci nu este continud. fa(z,y) = , dacd (z,y) # (0,0), are limita

tg(@® +v°) . .
Wa daci (z,y) # (0,0),

are limita egald cu 1 = f3(0,0) in punctul (0,0), deci este continud. S& remarcdm faptul ci punctul

egald cu 1 = f2(0,0) in punctul (0,0), deci este continuid. f3(z,y) =

(0,0) este punct de acumulare pentru R2.J
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Sa se studieze continuitatea functiilor de mai jos pe domeniile de definitie:
2°.44 f:R? = R?,

1 —cos(z® +y3) 9?-sinz
flz,y) = ( (2 +9y2)2 7 a2 +y? )’ daca  (z,y) # (0,0),
©,0), daci (w,y) = (0,0).

1 — cos(x® + y3) .
|—R: Continui. I: Notdm fi(z,y) = (2 +942)2 dacd  (z,y) # (0,0),
0, daci  (z,y) = (0,0)

si fa(w,y) =

22 442’ Functiile f1 si f2, componentele functiei vectoriale f sunt con-
0, dacd (z,y) = (0,0).
tinue pe R2. ]

2°.45 f:R2 — R2,

{M dack  (2,3) # (0,0),

In(1+z* +]yl*) sin’z .
< 2.’E2 + 3y2 ’ 132 + y2>7 daca ($,y) 79 (030)7

(0,0), daca (x,y) = (0,0).

flz,y) =

|—R: Continud. I: Se procedeazd ca la exercitiul precedent.J
2°46 f:R* = R, y = f(z) & yT = A-27, unde A € M,(R) este o matrice
nesingulara. Sa se arate ca f este un homeomorfism.

[R: Vom dovedi, mai intdi c f este o bijectie. Intr-adevir, daci z,2’ € R™ cu f(z) = f(z') &
A-2T = A.2'T = z = 2/, deoarece matricea A este inversabili. Deci f este injectivi. Fie y € R™.
Considerim elementul z € R”, 27 := A=1 .47, Avem A- 2T = A- (A~1 . yT) =yT & f(z) =y, adici
[ este surjectie. Prin urmare 3f~1 : R* — R" astfel incat f~1(y) = = & f(z) = y, adici f~! este

. - . . DLoo\1/2 .

inversa functiei f. Pentru matricea A € My (R), definim |[|Al|2 := ( Z aij) , iar pentru z7 definim
ij=1

llzT[|2 := [|2]|2. Are loc relatia [|A-zT[]> < ||All2-|z|l2, V2 € R™. Fie z,2'y,y’ € R* = ||f(2)— f(a')||l2 =

A~ (@ =22 < llAll2 - [l = [l 81 IF 7 ) = f7H@) = 1A (g =y) T2 < AT ]2 - [ly = ¢/ l2, de

unde rezultd continuitatea functiilor f si f_l.J

5.2.3. Continuitatea functiilor cu valori in C

2°47 f:[0,27] = C, f(t) =€, a€R.
[R: Avem f(t) = cos(at)+i-sin(at) = f1(t) = Re(f(at)) = cos(at) A f2(t) = Im(f(t)) = sin(at)
functii continue pe [0,27] = f functie continui. |
2°48 f:C—C, f(z) = Re(z).
[R: Functie continui. I: Fie z =z 4+i-y,2° =2° +i-9° € C= |f(2) — f(2°)| = |# —2°] = 0
cand z — 2°.]
2°49 f:C—C, f(z)=1Im(z).
[R: Functie continui. I: Fie z =x +i-y, 2° = 2° +i-y° € C= |f(z) — f(2°)] = [y —y°| = 0
cand z — 2°.]
2°50 f:C—>C, f(z) =]z
[R: Functie continui. I: Intrucat z — 2° & (z — 2° Ay — y°) rezult¥ |z| = /22 + 32 —
/x°2 4 y°2 = |2°|. Altfel: continuitatea rezult¥ din inegalitatea |2 = |z°]] < |z — 2°|.]
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zZ.
n

2°51 f:C—C, f(2)

[R: Functie continui. I: f(z) =% = Re(z) — i - Im(z) = Re(2°) —i - Im(2°) = f(2°).]

2°52 f:C—C, f(z)=2"

[R: Functie continui. I: Fie z = |z|(cos@ + i - sin ), 2° = |2°|(cos o + 7 - sinfo) € C. Atunci
2= 2° & (|2] = |2°] A 0= 05) = f(2) = |2|" (cos(nd) +i-sin(nb)) — |2°|" (cos(nbo) +i-sin(nbo)) =
£(z°).)

2°53 f:C—C, f(z)=e**, a€C.

|—R: Functie continud. I: Fie a = a1 +ia2,2 = z+iy € C = f(2) = e** = et1v—azy+i-(arytazz) —
e1?~%2Y (cos(a1y + azz) +i-sin(a1y + azz)) — ea12° —azy’® (cos(a1y® + azz®) +i-sin(a1y°® + a22°)) =
f(2°), cand z — 2° = z° 4+ iy°.]

2°54 f:C—>C, f(z)=cosz.

[R: Functie continui. I: f(z) = cos z = cos(x +iy) = cosz - cos(iy) — sin x - sin(iy) = cosx -chy —

i-sinac~shy.J

2°55 f:C—C, f(z)=sinz.
[R: Functie continud. I: f(z) = sin(z+4y) = sin z-cos(iy)+sin(iy)-cos 2 = sin z-ch y+i-cos z-shy. |
2°56 f:C—>C, f(z)=chz.
[R: Functie continui. I: f(z) = ch(z + iy) = chx - cosy +i-shx -siny. |
2°57 f:C—>C, f(z)=shz.
[R: Functie continui. I: f(z) = sh (z +iy) = shxcosy +i-chz-siny.]
2 2
2°58 f:R2—C, f(z,y)= (@) i |ﬁ:| Iiym daci (z.y) # (0.0),
1, dacd (z,y) = (0,0).
2,2
[R: Functie continui. I:Deoarece fi(x,y)=Re(f(z,y)) = {ggf? +y?)TY, gzgg gizzg 7: Eg:gg:
{ S ()7 0.0
si fa(z,y) = Im(f(z,y)) = |z + |y|’ ’ >7/? sunt functii continue, rezultd f functie
0, daci (z,y) = (0,0),

continué.J

5.2.4. Prelungirea prin continuitate

1 1
2°59 Fie f:DCR? =R, f(z,y)=(x+y) sin;cos;, unde D = R?\ {(z,y) €

R?/zy = 0}. Daci este posibil, s& se prelungeascd f la D U {(0,0)}.
[R: Deoarece |f(z,y)| < |z +y| = 0, cdnd (x,y) — (0,0), atunci prelungirea prin continuitate

este g: DU{(0,0)} = R, g(z,y) = { {f”"’y)’ 322 g,g; i Eg: 8;f J

1 1
2°60 Fie f: D C R> - R, f(x,y) = xcos Earctg;, unde D = R?\ {(z,y) €
R?/zy = 0}. Daci este posibil, si se prelungeascd f la D U {(0,0)}.
: 5 ; _ [ f(,y), dacd (z,y)#(0,0),
IR 172, 0)] < fal = 0, cand (2,3) = (0,0). Deci glayy) = { J&V G (0200
2 _

2
2061 Fie f: D =R>\{(0,0)} > R, f(z,y) = ﬁ Este posibili prelungirea
lui f prin continuitate la R2?

R: Nu. I: lim T,y) nu exista.
|— (z,y)—(0,0) f(@:9) J

2°.62 TFie f: D =R2\{(0,0)} = R, f(z,y) = (2% +4*)*In(2? + y?). Este posibild
prelungirea lui f la R2? - discutie dupi a.
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070)’

f(z,y), dacd (z,y) #
= (0,0).

0, daci (z,y)

—~

|—R: Pentru a > 0 este posibild prelungirea, iar g(z,y) = {

Daca a < 0, nu este posibila prelungirea.J
2°.63 Fie f: D — R, f(z,y)=2>+9% unde D = {(z,y) € R?/2® <y <2+ z'}.
S4 se gdseasca o prelungire prin continuitate a lui f la D U {(0,0)}.
. Da: _J f(=y), dacd (=,y)€ D,
|—R" Da; g(z,y) = { 0, dacd (z,y) =(0,0). J

h A

2°64 Fie f: D = R, f(z,y) = Séf%g), unde D = {(z,y) € R?*/2? <y <
1

1+ Zx4}. Sa se gaseascd o prelungire prin continuitate a lui f la D U {(0,0)}.

[R: Da; g(z,y) = { {’(x’y)’ cdizzg g g) c DO 0). J
2
2°.65 Fie f:Rx (R\{0}) > E, f(z,y) =y’In (1+Z—2).

Daci este posibil, si se prelungeascd functia f la R2.
2

a R x (R
[R: Da; g(z,y) = { {f”“”y)’ f}jﬁg gzg gRi go}\. D 1o < fa <2021+ 2—2 =
2ly|v/z2 + 4% — 0, cand (z,y) — (z°,0) € R x {0}.]
2°.66 Fie f: D=R\{0} >R, f(x)= {
Se poate prelungi f prin continuitate la R?
[R: Nu. I: mh—% f(x) nu exist. |

1, daca ze€DNQ,
0, dacdi zeD\Q.

o . N _ z, daca z € DNQ,
2°.67 Fie f:D=R\{0} >R, f(x)= —z. daci zeD\Q.
Se poate prelungi f prin continuitate la R?

[R: Da. I: Se poate prelungi prin continuitate in #° = 0, deoarece |f(z)| = |&| — 0, cdnd = — 0. |

o . 22, dacd ze€DNQ,
2°.68 Fie f:D =R\ {1} - R, f(x):{w3 aca xep\g

Se poate prelungi f prin continuitate la R?

z), dacd zxz€D,
|—R: Da; g(z) = { {7( ) dacy =z =1. J

2°.69 TFie f: D =R\ {(0,0)} — R?,

1
In (1 + 22|y -
’ = 5 . 9 ]- + i 4 + 4 T + y .
f(z,y) ( 21 (1 +sin(z* +y*))
Se poate prelungi prin continuitate la R??
. Da: _ [ f(z,y), dacd (z,y9) €D,
[RiDai 9@0) =\ (0,1), daci (z,9)= (0,0).

2°.70 Fie f: D =R2\ {(0,0)} — R?,

sin (22 — y?) @2 y? xyY >
zy) = ——L (|| + p——
fz,y) ( arr g BT s

Se poate prelungi prin continuitate la R??

R e ={ ({510 Gea (ry) < 00, ]
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5.2.5. Continuitate uniforma

Sa se studieze continuitatea uniforma a functiilor:
2°71 f:la,b] = R, f(x) =2

[R: f este continui uniform. I: f este continu pe compactul [a, b].]

2°72 f:R-> R, f(z) =22

1
[R: Nu. I: Se consideri sirul (x5, = v/)nens. Avem |Tp41—n| = VR + 1—y/B = ——o—— —
vn+1l++n

0, cand n — oo. Fie d > 0. Existd n(d) € N* astfel incat |z, (5)41 — Tns)l = v/n(0) +1 — /n(d) < 4.
Avem | f (@ (s)41) = [ (@n(s))| = 1 =: €0.
1
2°73 f:[l,+o0[—= R, f(z)=—.
X
o . L1 _ Jz—yl
[R: f este continud uniform. I: Fie z,y € [1,+oo[. Avem |f(z) — f(y)| = |- —=|=—=<
T oy z
|z —y|. Fie e > 0. Alegand d(e) = ¢ > 0, dacd z,y € [1,+oo[ cu |z —y| < d(e) = |f(z) — f(y)| < €, ceea
ce exprimad faptul cd f este continua uniform.J

2074 £10,1] > R, f@:):%.

1
|—R: Nu. I: Sirul (—) N este convergent cdtre 0. Fie § > 0. Atunci Ins € N* astfel incat
n/ neN*
1 1

E_n(;—i-l

1
< 6. Dar |f( ) — f( )| =1 =: ¢9. Agadar, existd eg = 1 cu proprietatea ca pentru

1
ns +1 ng
1
orice § > 0, existd ' = —, 2’ = T astfel incat |f(z') — f(z'")| > €0, ceea ce inseamni ci f nu

ns ng

este continua uniform.J

1

bR

2°.75 f:0,1] =R, f(z)=
X
|—R: Nu. I: Se considera sirul (%) o si se procedeazd ca la exemplul precedent.J
n/ neN*
2°76 f:R— R, f(z)=sinz.

|—R: Da. I: Afirmatia rezultd din |sinz —siny| < |z — y|J

2077 f:R2 >R, f(z,y) =2(x +y)—sinz + cosy.
[R: Da. I: Avem d(f(x,y), f(u,v)) = |f(z,y) — f(u,v)] = |2(x — u) + 2(y — v) — (sinz —
sinu) + (cosy — cosv)| < 2|z — u| + 2y — v| + |sinz — sinu| + |cosy — cosv| < 3(|Jz —u| + |y —v|) <
6- d((ajv y)7 (U,'U)), V(a:, y)7 (U,U) € R2J

2°78 f:R® = R, f(z,y,2) =2 —y+2z+arctg(x +y+ 2) +sin(y — 2).
[R: f este continud uniform. I: d(f(z,y,2)— f(u,v,w)) < |z—u|+|y—v|+|z—w|+|arctg (z+y+
z)—arctg (u+v+w)|+|sin(y—z) —sin(v—w)| < 2|z—u|+3|ly—v|+3|z—w| < 3(|$—u|+|y—v|+|z—w|).J
2°79 d(y): X = Ry, Yy € X, unde (X, d) este un spatiu metric.
[R: Functie continui uniform. I: Deoarece d(z,y) < d(z,z') + d(z',y) si d(z',y) < d(z,z') +

d(z,y), avem |d(z,y) — d(2',y)| < d(z,2'), Vz,2' € X. Fie ¢ > 0. Alegem 6(¢) = £ > 0. Atunci, pentru
orice ,2' € X care satisfac conditia d(z,z’) < d(¢), obtinem |d(z,y) — d(z',y)| < €.]

2°.80 d(z,-): X = Ry, Vz € X, unde (X, d) este un spatiu metric.
[R: Functie continu uniform. I: Procedim ca la exemplul precedent. Gisim |d(z,y) —d(z,y')| <
d(y,y'), ¥y, y' € X.
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2°.81 d(-,-): X x X — Ry, unde (X, d) este un spatiu metric, iar (X x X, d;) este
spatiul metric produs, cu metrica

dl((may)v (ml7y,)) = d(wawl) + d(yvyl)'

[R: Uniform continu. I: Pentru ¥(z,v), (z',y') € X x X avem |d(z,y) — d(z',v')| < d(z,z') +

d(y,y').]
2°.82 ||-||: X = R4, unde (X, || - ||) este un spatiu normat.
[R: Continui uniform. I: Pentru Vz,z’ € X avem [||z]| — [|2'|| < ||z — 2']].]
2°83 f:XxX =R f(z,y) = (z,y), unde (X, (-,-)) este un spatiu prehilbertian
real, iar pe X x X se considerd metrica d((z,y), (z',y")) = ||z — 2'|| + |ly — ¥'||, cu
l|lz]| = /(z,z)..
[R: Nu este continus uniform. I: Fie 2° € X cu ||2°|| = 1. Construim sirul (z, )nen+, n = 2°v/7.

Avem ||Znt1 — zn|| = VR +1—+/n — 0, cdnd n — +oo. Fie § > 0. Atunci Ing € N* astfel incat
|Tns+1—Tngll < 8. Avem |f(@ns41)— f(Tng)| = [(Tngt1,Tng+1) = (Tng, Tns)| = (n+1)—n=1= €0-)

2084 f:R2 R,
0, daca (z,y) = (0,0),
S =4 2@ 4yt o, daci (a,0) € Bf(0,0)\ {(0,0)),
L, daca  (z,y) ¢ B:[(0,0)],
pe multimea Bs[(1,0)].

[R: Continui uniform. I: Functia f este continui pe R2, iar multimea Bz[(1,0)] este compacti. |

2°85 f:R" >R,

1 v
=4 - mgEogEn) el
0 daci 2] 11,2

Sa se arate cd f este continud uniform pe multimea Bs[(1,0, ...,0)].
|—R: Functia f este continud pe R", iar multimea Bs[(1,0,...,0)] este compactd. Deci f este
continui uniform pe Bz[(1,0, ...,0)].]

2°86 Fie A C R, z° € A", (2° € R) gi f : A = R care satisface conditia
lim f(z) = +oo. Sa se arate cid f nu este continud uniform pe A. Dacd z° = +oo,
r—x°

afirmatia ramane adevarata?

[R: Deoarece z° € A’, atunci 3(zn)nen+, Tn € A\ {2°}, Vn € N*, 2, — 2°. S& admitem ci
f este continud uniform. Rezultd ci (f(zn))nen+ este gir fundamental in R, deci este marginit si se
contrazice ipoteza. Dacd z° = +oo, afirmatia nu mai este adeviratd. Exemplu: f: R = R, f(z) =z
este continud uniform, iar f(z) — +o0, cdnd z — +00.]

2°.87 Fie (X,d), (Y,d;) spatii metrice si f : A C X — Y o aplicatie continua
uniform. Atunci f transforma siruri fundamentale din A in giruri fundamentale in Y.
[R: Fie e > 0. Din ipotezi, 33(¢) > 0 astfel incat 2/, " € X cu d(z’,2") < 8(¢) = d1(f(z'), f(z"))
< e. Fie (n)nen+ un gir fundamental din X. Atunci, pentru §(¢) > 0, In(e) € N* astfel incat Vn > n(e)
§iVp € R = d(@ptp,2n) < 0() = di(f(@ntp), f(@n)) < € = (f(zn))nen+ este sir fundamental in
(Y, dl)'J
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Sa se arate cd functiile de mai jos satisfac conditia lui Lipschitz (deci sunt continue
uniform):

2°88 f:[a,b] >R, b>a>0, f(z) =sin%

[R: Fie z,y € [a,b]. Avem d(f(z) — f(y)) = ‘sml - sm—‘ = 12‘(:051‘ |z — y| (am folosit
x c
teorema lui Lagrange). Functia ¢ : [a,b] = R, ¢(z) = —2‘(:05—‘ este mirginitd pe [a,b], deoarece
z z
b > a > 0. Notim M = sup{yp(z); = € [a,b]}. In final obtinem d(f(z), f(y)) < M -d(z,vy), Vz,y € [a,b].]
T
2°89 f:[5,400[= R, f(z) = ——.
Va2 -9

X

|—R Folosind teorema lui Lagrange, obtinem d( f(x

ﬂwﬁ_‘¢??4_< —9)#/2

9
o=yl < o le—yl = o d@y).]

2°90 f:[-1, 1] x[-1,1] = R, f(z,y) =2 + 49>
[R: d(f(z,9), f(&,y") = (2% + 4y?) — (&2 + 4y?)| < |z — @)@ + 2')| + 4[(y — ')y + ¢')| <
2lz — 2’| + 8ly — ¢'| < 10-d2 ((z,y), («',9)).]
2°91 f:[-a,a] x[-1,1] = R, f(z,y) =y*>cos’z+zcos’y (0<a< +00).
[R:d(f(z,y), f(@',y)) = |(y? cos? az+a-cos? y)—(y'? cos? ' +a' -cos? y')| < |(w—2') cos? y|+|(y—
¥)(y+y') cos® x|+ |y'? (cos?  —cos® ' [+ |a’ (cos? y —cos® y'| < [z —a'|+2]y —y'|+ 2|z —a'|+2aly —y'| <
(5 + 20‘) : d2((x,y), (I/,y/)).J
2°.92 f : [_]-a 1] X [_]-a 1] - ]Ra f($,y) = leyz
[R: d(f(z,y), f(a',y) = |y2]z] — v |2'|| < |y* — y?|2| + |y"?||z — 2’| < 3d2((2,y), («',y")).]
2°.93 f:[-a,a] x [-b,b] = R, f(z,y) =y%*** (a>0<b, a€R - fixat.
[R: d(f(2,9), f(&',4)) = y2e|e” — e[+ |y? — y2[ents’ <b2eotele —af| + 2bertely —y/| <
b(b + 2)evda((x, ), (',')).]
2°.94 f(z,)) : [-b,b] = R, f(x,y) = A(z)y*> + B(z)y + C(z), unde A,B,C :
[—a,a] — R sunt functii continue.
[R:d(f(z,9), f(x,9")) = |A(2)(y* —y'*)+B(@)(y—y")| < (2b|A(@)|+|B(@)))ly—y'| < L-d(y,y'),
unde L = sup{2b|A(z)| + |B(z)|; = € [~a,a]}.]
2°.95 f(t,-):R2 - R?, f(t,z,y) = 3z +2t,y —z), Vt € R.
[R:d2(f(t,2,y), [, y)) = [|(Bz+2t,y—a)— (32" +2t, ' —2')||2 = ||(B(x—2'),y—y/+2' —zl|2 <
Bz — 2|+ |(y— ') + (@ —a)| <dle—a'[+ ]y —y'| <5-da((z,9), (@, y)).]
2°.96 f(t,-) : R" = R", f(t,2) = 2-A(t)+B(t), unde A() = (ai;(-)1<ij<n, B(-) =
(01(4), -y b0 (), cu as5(+), b;(-) = [—a,a] = R functii continue, Vi, j =1,...,n
|-R d2(f(t,2), f(t,2")) = [[A@®)(z — 2)|l2 < |AQ@)I| - llz = 2'|l2 < L - d2(z,2"), unde L =
sup{||A(1)]|; t € [~a,a]}.]
2°.97 Sa se arate cd functia f : [0,1] x [-1,1] = R, f(z,y) = /z este continud
uniform, dar nu satisface conditia lui Lipschitz.

|—R: Functia f este continud pe compactul [0, 1] X [—1, 1], deci este continud uniform. Pe de alti

parte,pentrua:>0<:n’,avemdl(f(:r,y),f(a:',y’))=|\/_—\/37|—\/|f+\/,|_' \/_i\/_

cand ¢ — 0 si 2’ — 0. Deci f nu satisface conditia Lipschitz pe [0, 1] x [—1,1]. J
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2°.98 Sai se arate ca functia f: [0,1] x [0,1] = R, f(z,y) = v/ + /y este continua
uniform, dar nu satisface conditia lui Lipschitz.

|—R: Functia f este continud pe compactul [0, 1]x[0, 1], deci este continud uniform. Fie (z,y), (u,v) €

_ |z — ul ly — vl
10,1]x]0,1] = d(f(2,9), f(u,v)) = VT + /T — Vu — V| < NS

sunt nemdrginite pe ]0, 1]x]0, 1], rezultd c& nu existd M > 0 astfel incat si avem

Intrucat functiile

1 . 1
Va+ i i+

satisfacuta conditia lui Lipschitz.J

5.2.6. Functii continue pe multimi compacte si pe multimi conexe

2°.99 Sa se arate ca multimea

B={yeR/y= e(a,w>7 unde z € R", ||z]|> < 1, iar a € R este un vector constant }

este compacta si conexa.
[R: Functia f : R* - R, f(z) = e<a’m> este continud, iar multimea A = {z € R"/||z||2 < 1} este
compactd si conexd. Deci B = f(A) C R este compactd si conexé.J

2°.100 Sa se arate ca multimea
B = {(z,y) € R?/(z,y) = (arctgt, In(1 + %)), t € [-1,1]}

este compacta si conexa.
[R: Functia f : R — R?, f(z) = (arctgz, In(2® + 1)) este continud, A = [~1,1] este o multime
compacti si conexi, iar B = f(A).]

1 1
2°.101 S& se arate ci multimea {z € R/0 < z-sin— < 5} este inchis3.
T

.1 <
|—R: Functia f: R = R, f(z) = { T-sm z’ daci z#0, este continud, iar muljimea {z €
0, dacda x =0,

R/0< f) < 23 =17([0.3]) ]

2°.102 Fie f:R3\ {Ops} = Ry, f(z,y,2) = (2?2 +y>+ zz)_l. Se cere:

1) sa se studieze continuitatea uniforma a functiei f;

2) sa se studieze continuitatea uniforma a functiei f|a,, unde A; = Bs[(1,0,0)] \
Bl/2 (0,0, 0)),

3) sd se arate ca multimea B = f(A;) este compacta.

4) si se arate ci multimea f(Az), unde Ay = {(x,y,2) € R®/z > 2% + y?} este
conexa.

5) s se arate ci multimea Az = {(z,y,2) € R*/1 < f(z,y,2) < 5} este deschisi.

6) si se arate ci multimea A, = {(z,y,2) € R3/f(z,y, 2) < 2} este inchisa.

|—R: 1) Nu este uniform continug. I: Se consider sirul (z"),en=, 2" = (1/v/n,0,0), Vn € N*,

2) f este continud pe domeniul de definitie, iar multimea A; este compact3, deci f este uniform continud
pe Ai1. 3) Din 2) rezultd c¢& B = f(A1) este compactd. 4) Multimea As este conexd, deci f(A2) este
conexd. 5) Deoarece Az = f~1(]1,5[), rezultd ci Az € 7. 6) Avem Aq = f~1(]— 00,2]) € F.]
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2°103 Fie f:R® — R?,

(Gl e (14 )

|| + [yl + |2

fle,y,2) =3 V2= (2] + Iyl +12]) ), dacd (z,y,2) € B1[0] \ {0},
(07 \/5)7 daCé (','v7y7 Z) = (07 07 0)7
(In2,1) dacd (z,y,z2) ¢ B1[0].

unde By [0] = {(z,y,2) € R*/|z[ + |y| +]2| < 1} i A1 = {(z,9,2) € R*/2 > 2® +4?, 2+

y+2z <2}

Sa se arate ca:

1) multimea A; este compacta si conexa,

2)  f|a, este continud uniform;

3) f(A;) este compactd si conexi;

|—R: 1) Multimea A; este inchisd gi marginita, deci este compacta. Intrucat orice doud puncte din

Aj pot fi unite printr-un segment de dreaptd, rezultd ci A; este conexd. 2) Functia f este continui pe
R3, iar multimea A; este compacts, deci f este uniform continud pe A;. 3) Se aplici teoria: ”imaginea

printr-o functie continud a unei multimi compacte gi conezxe este multime compacta §i conexd”.J

2°.104 Fie f:R" — RS,

sy = 4 (el (e flefs™), dack = # O,
(0,0,1), daca =z = Ogn,

A={ze€ Rn/z 2kl <2}, B ={(y1,52,u3) € R°/(y1/3)* + (y2/2)* + (y3)* < 1}.
k=1

Sa se arate ca:
1) A si B sunt multimi inchise in R”, respectiv in R?;
2) f(A) C R? este multime compacti si conexa;
3) f~1(B) C R" este inchisi.
n 2 2
[R: 1) Functiile ¢ : R - R, p(@) = > _ |zg| si ¢ : R® - R, 9(y1,92,y3) = %1 + %2
k=1
continue, deci multimile A = ¢~1([0,2]) si B = ¢»~1([0, 1]) sunt inchise. 2) Functia f este continui si
multimea A este compactd gi conexd, deci f(A) este compactd gi conexd. 3) Multimea B fiind inchisi si

+ y% sunt

f fiind functie continui, atunci f~!(B) este multime inchisi. |

2°.105 Sa se arate ca in teorema lui Weierstass conditia de compacitate a spatiului
este esentiala. Mai precis:

1) si se dea un exemplu de spatiu necompact X si de o functie continua f : X — R
care nu este marginita,

2) si se dea un exemplu de spatiu necompact X si de o functie f : X — R continua
§i marginita care nu 1si atinge marginile in X.

|—R: Teorema lui Weierstrass afirma cid: o funclie continud pe un compact si cu valori reale

este marginitd si 75 atinge marginile”. 1) Dac3 se considerd multimea necompactd ]0,1] si f :]0,1] —
R, f(z) = l, atunci f este continud pe ]0,1] insd multimea f(]0,1]) este nemirginitd. 2) Multimea
X =]0,1[ nu este compactd, dar functia f : R — R, f(z) = este continud, marginitd, dar nu isi atinge
marginile.J
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2°.106 Asimilim suprafata Pdmantului cu o sferd X C R®. Sa se aplice teorema lui
Darboux pentru a aradta cé existd doud puncte diametral opuse P, P’ € X avand aceeasi
temperaturd (se presupune ci temperatura variaza continuu cu punctul).
[R: Fie t(:) : X — R, = — #(x) temperatura in punctul z. Not¥m f(z) = #(x) — t(z'), unde
x,x' € X sunt puncte diametral opuse. Avem f(z) - f(z') = —[t(z) — t(z')]> < 0, ceea ce aratd cd
f(z) si f(2') sunt de semne diferite sau t(z) = t(z'). Deoarece f este functie continud, atunci, in cazul
f(x) - f(z') < 0, rezultd (teorema lui Darboux) ci existd & € X astfel incat f(&) = 0 < t(€) = t(¢').]
2°.107 Fiea,be R, a<bsi f:[a,b] = R o functie integrabila Riemann-Darboux.
Sa se arate ca functia g : [a,b] = R, g(z) := f(t)dt este functie continua pe [a, b].
[a,2]
[R: Fie 2,2’ € [a,b]. Presupunem ci z < 2. Deoarece f este functie integrabild Riemann-
Darboux pe [a, b], atunci f este marginitd. Deci existd M > 0 astfel incat |f(z)| < M, Vz € [a,b]. Avem
lg(z’ g(a:|_‘ / f(t) dt‘ / |f(t)|dt < M -]z’ — x| = 0, cand 2’ — z.]

[z,2] [z,2']

2°.108 Fie a,b,c,d € Rya<b,e<dsif: [ b] x [¢,d] — R o functie continua.

Sa se arate ca functiile g : [a,b] = R, g(z /fxydy@lh [c,d] = R, h(y) ==

b

/ f(x,y)dz sunt continue pe [a, b], respectiv pe [c, d].

[R: Multimea [a,b] x [¢,d] C R? fiind compact¥ (inchisi si marginit3) si f fiind continu¥, atunci
este continud uniform pe [a,b] X [c,d] & (Ve > 0,35(e) > 0 astfel incat (z,y), (u,v) € [a,b] X [c,d] cu

d((z,y), (u,v)) < 8(e) = |f(z,y) — f(u,v)| < €). S& ardtim ci g este continud pe [a,b]. Fie 2° € [a,b]
d

d
fixat si = € [a, b] arbitrar. Avem [g(z) — g(2°)| = ’/(f(w,y) - f(z°,y))dy‘ < / |z, y) — f(2°,y)|dy.
Fie 2 € [a,b] astfel incat |z — 2°] = d((z,), (2°,1)) < 6() = |f(z,9) — [(z°,9)] < & = |g(x) — 9(2°)| <
d

/ady = (d — ¢) - &, de unde urmeazi ci g este continud in punctul z°. Cum z° a fost ales arbitrar in

c
[a,b], atunci g este continu pe [a,b]. Analog se demonstreazi c h : [c,d] — R este continui pe [c, d].]

5.2.7. Semicontinuitate

o o o . ) _ [ 1, dacd z€[a,b]NQ,
2°.109 S4 se arate ca functia f : [a,b0] = R, f(z) = { 0. daci =€ a.b]\Q,
este inferior semicontinud in orice punct irational din [a, b].

[R: Fie 2° € [a,b] \ Q si (@n)nen+, Tn € [a,b], V0 € N*, z, — 2°. Avem f(z°) = 0si f(zn) >

0, Vn € N*. Deci f(z°) =0 < lim f(zn), ceea ce inseamnd cd f este inferior semicontinud in punctul
n— o0

z°.J
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2°.110 Fie (X,d) un spatiu metric si A C X. Multimea A este deschisd daca gi numai
dacu a functia sa caracteristicd x 4(+) este inferior semicontinud pe A (X 4: X >R

(z) = 1, daca xEA,)
XA =7 0, daca z ¢ A.

|—R: Se poate demonstra ugor afirmatia: ”functia f : X — R este inferior semicontinud pe
{ 0, dacd a>1,

X ¢ f~'(Ja,+oo]) este deschisd, Ya € R”. Deoarece x ;"' (Ja,+oo) = A, dac¥ 0<a<l,

X, daca a<0,
atunci x4 este inferior semicontinui dacd si numai dacd A este multime deschisé.J
2°.111 Sai se arate cd daca (X, d) este un spatiu metric si f : X — R este inferior
semicontinua pe X, atunci multimea

Ao ={z € X/f(z) < a}

este inchisa.
Daca f este superior semicontinua pe X, atunci multimea

By ={z € X/f(z) > a}

este inchisa, Va € R.
|—R: Presupunem cd A, # 0 si f inferior semicontinud. Fie (zn)nen+, Tn € Aa, Vn € N*, 2, —

z° € X. Deoarece f(zn) < a, Vn € N*, iar f este inferior semicontinud, avem f(z°) < lim f(z,) < a,
n— oo

adicd z° € Aq, deci A, este inchisi. In cazul cand f este superior semicontinud, gisim f(xz°) >
nlgrgo f(zn) > a, adicd z° € B,, deci B, este inchisi.

Altg solutie: avem A, = X\ f~!(Ja, +o0[), iar f~1(Ja, +0c0]) este multime deschisi conform observatiei
din rezolvarea exercitiului precedent. Deci A, este multime inchisa, ca fiind complementara unei multimi
deschise.J

2°.112 Fie (X,d) un spatiu metricsi f: X — R.

Sa se arate ca daca f este superior semicontinuad in punctul z° € X, atunci functia
g = —f este inferior semicontinua in punctul z°.

Daca 3Vp € V(x°) astfel incat f(zx) > 0, Vo € 1}, iar f este superior semicontinua,

atunci functia h = T este inferior semicontinua in z°.
Vo
[R: Fie ¢ > 0. Din ipotezi, 3Ve € V(z°) astfel incat Vo € Ve = f(2°)+¢& > f(z) & —f(z°)—¢ <

—f(z) & g(z) > g(x°)—e, ceea ce exprimi faptul cd functia g = — f este inferior semicontinud in punctul

2°. Pentru a doua afirmatie, considerdm (zy )nen+, Tn € X, Vn € N*, z,, — z°. Atunci Ing € N* astfel
— 1

incdt n > ng = zn € Vo = f(zn) > 0,Vn > no. Avem lim f(zn) < f(z°) = h(z°) = —— <
n— oo f(CEO)

1 1
— f(zn) = lim = lim h(z,), adici h este inferior semicontinuy in z°. |
n (e o)

2°.113 Fie (X,d) un spatiu metric si f,g: X — R. Fie functiile ¢,¢ : X — R,

p(x) == max{f(x),g(x)}, P(z) =min{f(z),9(2)}, Vo € X.

Sa se arate ca dacd f si g sunt inferior [superior] semicontinue in punctul z° € X (pe
X), atunci functiile ¢ i ¢ sunt inferior [superior] semicontinue in z° € X (pe X).
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|—R: Vom face demonstratia in cazul cand f si ¢ sunt inferior semicontinue in z° € X. Fie
e > 0. Atunci 3V, € V(x°) astfel incdt © € Vo = f(z°) —e < f(z) sl g(z°) — ¢ < g(z) =
¢(2°) — e = max{f(z°), g(2°)} — ¢ < max{f(z),g()} = () si ¥(2°) — ¢ = min{f(z°), 9(z°)} — ¢ <
min{f(z), g(z)} = ¥(z), adicd functiile ¢ si ¥ sunt inferior semicontinue in punctul z°. In cazul superior
semicontinuititii, inegalititile sunt de forma f(z) < f(x°) + ¢ si g(z) < g(2°) + ¢, Vz € Ve € V(z°).]
2°.114 Fie (X,d) un spatiu metric si f : X — R inferior [superior] semicontinu# pe
X. Sasearate ca VA, 0 # A C X,

sup f(A) = sup f(A) [inf f(A) = inf(A)].

|—R: Presupunem ci f este inferior semicontinui. Fie § # A C X. Deoarece A C A, atunci
sup(f(A)) < sup(f(A)). S& admitem cd nu are loc egalitatea. Atunci 3a € R astfel incat sup(f(A)) <
a < sup(f(A)). Din definitia marginii superioare, existi T € A astfel incat a < f(%), iar din faptul ci f
este inferior semicontinui in Z, 3V € V(T) astfel incat z € ANV = a < f(z). Intrucit Z € A, atunci
VNA#B, jarz € VNA=>z€VNA=a< f(z), ceea ce contrazice relatia sup(f(A4)) < a. Deci are
loc egalitatea. Analog se rationeaza pentru a demonstra relatia a doua.J
2°.115 Fie (X,d) un spatiu metric, f : X — R inferior [superior] semicontinud pe
X gi ¢ : R = R crescitoare si inferior [superior] semicontinui. Sa se arate ci functia
compusi @ o f : X — R este inferior [superior] semicontinui pe X.
|—R: Presupunem f inferior semicontinud pe X. Fie 2° € X §i (Zn)nen+, Tn € X, Vn € N*, 2, —

z°. Atunci f(z°) < lim f(zn) =: y°. Fie ¢ > 0. Deoarece ¢ este inferior semicontinud in y°, atunci
n— oo

35() > 0 astfel incat Vy € R cu |y — y°| < d(¢) = o(y°) — e < ¢(y). Luand y' = y° — §(¢)/2,
obtinem ¢(y°) < ¢(y!) + &. Notdm n(g) := §(¢)/2. Deoarece y° = lim f(z), atunci existd n(n(e)) =:

n—oo

ni(e) € N* astfel incit Vn > ni(e) = y! = y° — §()/2 < f(zn). Cum ¢ este crescitoare, avem
e(f(2°)) < (y°) < ¢(y') +& < @(f(zn)) + ¢, de unde gasim (o f)(z°) < lim (¢ o f)(wn), adicd
o f este inferior semicontinud in punctul z° € X. Deci o f este inferior semicogt—l?rﬁé pe X. Printr-un
rationament analog se obtine superior semicontinuitatea functiei ¢ o f.J
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Cap. 6. FUNCTII DIFERENTIABILE DE O
VARIABILA REALA

§ 6.1. Derivata si diferentiala de ordinul intai. Derivatele unor
functii elementare. Operatii cu functii derivabile

Definitia 1. Fie I C R un interval, f : T — R o functie gi ° €I (un punct interior
intervalului I). Spunem cd f este derivabila in x° dacd $i numai dacd existd

ooy g (@) — f@°)
f(w)-—zh_{gowek- (1)
Uneori se noteaza %(m") = f'(x°).

Numdrul f'(z°) se numeste derivata functiei f in punctul z°.
Notand h := x — z°, avem

f(@) = lim fla” + hg — @) (1)

Daca f este derivabila in orice punct z° €1, spunem ca f este derivabild pe T .

Interpretare geometrica.

Dacd in definitia 1 presupunem ca f este continud pe o vecindtate |z° — §,z° + J[ a
punctului z°, notand My (z°, f(z°)) si M (z, f(z)), |v — 2°| < §, punctele de pe graficul
lui f, de abscise z°, respectiv x, se poate arata ca dreapta de ecuatie

y — f(a°) = f'(z°)(z — 2°)
este chiar tangenta in My (z°, f(2°)) la graficul functiei f, adicd ”limita” dreptelor se-
cante (MoM), cand = — z°, i.e. M — M,.
Avem deci
f'(@®) = tgao,
i.e. coeficientul unghiular (panta) tangentei geometrice la grafic in M, (.1:0, f (.1:0)) este

chiar derivata lui f in z° (aici ag este unghiul format de tangenta geometrica cu sensul
pozitiv al axei Ox).

Definitia 2. Daca x° este punct interior sau este cel mai mare element al intervalului
I, se defineste derivata la stanga a lui f in z° prin

f(2%) = tim 1@ =SE) oy, S0 = F@0)

z—a° r — x° z Sx° xr — x°

Daca z° este punct interior sau este cel mai mic element al intervalului I, se defineste
derivata la dreapta a lui f in z° prin
— o _ o
) et [E G @) = 1)

z—z° T — x° T\ z° xr — x°
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Teorema 1. (a) Functia f este derivabila intr-un punct interior z° €1 dacd $i numai
dacd derivatele laterale f.(x°) si fi(x°) exista, sunt finite i egale intre ele (§i atunci

avem
f'(z%) = f,(2°) = fa(z°));
(b) f derivabila in x° = f continud in z°.
Trecem acum la notiunea de diferentiabilitate intr-un punct z° € I.

Definitia 3. Spunem ca f este diferentiabila in x° € I daca si numai daca exista un
numdr Lo € R $i o functie w(z®,-) : R = R cu proprietatea

lim 21
h—0
astfel incat sa aiba loc egalitatea
f@°+h)— f(z°) = Lyoh +w(z®, h) (2)

Vh € R pentru care z° + h € L
Elementul L,-h € R se numeste diferentiala lui f in 2° ”dupa directia h” (de
fapt conteaza semnul lui h, deci sensul vectorului ce uneste x° cu x° + h). Se noteazd

df (z°,h) = df (x°)h := Lyoh. (3)
Deseori se noteaza h = dx, obfinandu-se notafia uzuala
df (z°,dz) = df (z°) = Lyodx. (3"
Relatia dintre notiunile de derivabilitate si diferentiabilitate intr-un punct x° Ei este
data de teorema urmatoare

o
Teorema 2. Functia f este diferentiabild in z° €1 daca $i numai daca ea este deri-
vabila in x°. Atunci avem

Lyo = f'(2°). (4)
Tinand cont de notatiile (3) si (3') si de egalitatea (4), avem

df(:L'o,h) = df(xo)h = fl(xo)ha (3/1)
df (x°,dx) = df (z°) = f'(2°)dz.

Definitia 4. Daca f este diferentiabila in fiecare punct din I, spunem ca este diferen-
tiabila pe 1.

Definitia 5. Daca f are in z° Gi derivate laterale diferite, si cel pufin una dintre
ele este finitd, atunci punctul (z°, f(z°)) de pe grafic se numeste punct unghiular al

graficului (de exemplu x° = 0 este singurul punct unghiular al graficului functiei modul

f(@) = |z],Vz € R).
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Definitia 6. Daca in z° €1 una dintre derivatele laterale este 400, iar cealalta este
—o0, spunem cd punctul Mo(z°, f(2°)) de pe grafic este punct de intoarcere.

Daca f este derivabila in orice punct din I (in capetele intervalului fiind vorba de
derivate laterale), spunem ca f este derivabila pe I.

Interpretarea geometrica a derivabilitatii pe un interval este aceea ca graficul
functiei este "neted” (i.e. fara ” colturi”, care ar corespunde punctelor unghiulare sau
de intoarcere). De aceea functiile derivabile pe un interval se mai numesc intuitiv i

functii "netede”.

Dacd f : T — R este derivabild pe I, se definegte in mod natural o functie f' : T — R
care asociaza fiecirui z € I derivata lui f in punctul z, notatd f'(x). Functia f' se
numeste derivata lui f.

In cele ce urmeaza, reamintim derivatele functiilor elementare de baza.

Teorema 3. Functiile de mai jos sunt derivabile pe intervalele indicate si avem:

fl@)=cVaxel = flz)=0,Vz el

f(z) =2", (n €N) =  f'(z) =na"!, Vr € R;

f(z) =2z% (a €R) = fl(z) = ax®L, Vz €]0, +;

(”n particular, pentru o = =, (\/E)' = ﬁ, VY > 0),

flz)=¢€" = fl(z)=¢€" Vz eR;

fl)y=a® (a>0,a#1) =  f'(z) =a"lna, Vz € R;

flx)=lnz = f’(x)zi, Yz > 0;

F@) =logax (>0, a#1) = fiz)= ﬁ Vo > 0;

f(z) =sinz =  f'(z) =cosz, Yz € R;

f(z) =cos z =  f'(z) = —sinz, Yz € R;

Fz) = tg x N f’(x)z#, Vo € R\ {kx + 3 /k € Z)
flz) =ctgx = fllz) = —= Ve e R\ {kn/k € Z}.

’
SlIl2 x

Trecem acum la derivarea unor functii care se obtin din functiile de mai sus prin
operatii algebrice sau prin operatii de compunere.

Au loc urmétoarele rezultate de ordin general.

Teorema 4. (Operatii algebrice cu functii derivabile) Fie f, g functii derivabile
pe 1. Atunci pentru orice A, p € R functiile \f + pg, f-g si g (daca g(z) # 0, Yz € I)
sunt derivabile i avem

Af+ug) ="+ ug - (operatia de derivare este liniara),
-9V =1"9+f9.
([)’: fl9-7-9
g 9°
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Teorema 5. (Derivarea compusei a doud functii derivabile) Fie I, J doud
intervale, f:1 — J derivabila in z° € 1, g : J — R derivabila in y° = f(x°) € J. Atunci
functia compusa h :=go f: I — R este derivabila in x° gi

W(2®) = (go f)(z°) = ¢'(f(2°)) - f'(z°). (5)

Daca f este derivabila pe 1 si g este derivabila pe J, atunci functia go f este derivabila
pel si

(gof)' =(g"of)-f (pe I). (5)

Teorema 6. (Derivarea functiei inverse f=!) Fie f : 1 — J o functie continud
g1 bijectiva intre doud intervale. Presupunem ca f este derivabila in x° gi ca f'(x°) # 0.
Atunci functia inversd f=1:J — T este derivabild in y° = f(x°) si
1 1

—1\'/, 0y _ — .
(f ) (y ) - fl(l'o) f,(f_l(yo)) (6)

Din teoremele 3 gi 5 rezulta

[(u(2))"] = a(u(x))a_lu’(x), V€1,
[a*@®)]" = a“@) (In a)u/ (z), Ve el, a>0,

etc., unde I este un interval pe care functia u este derivabila, cu u(z) € J, J fiind inclus
in domeniul de derivabilitate al functiei g (in primul caz g(u) = u®, u > 0, iar in al
doilea caz g(u) = a¥, u € R (a > 0)).

Sa observam ca din (5), notdnd w := f, avem

d o , _ dg du
9o w(@) = g'(u@)u'(z) = @(U(w)) @)
dacd u este derivabild in z, iar g este derivabild in u(z).
Daca u, g sunt derivabile in orice punct din intervalele corespunzatoare, avem
d(gou) _dg du
dz  du dz’

(5")

Teorema 7. Fie u,v derivabile, astfel incat u’ are sens gi este derivabila (u” =

evint g > 0). Atunci
! u'
(u”) =" [v'lnu—i—v . —].
u
De observat ci teorema 7 se obtine din teoremele 5 si 4, daca folosim faptul cd

!

(u”), = (e“'“‘“)l = evinu [v’ Inu+wv- u—].
u
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EXERCITII REZOLVATE

1. Folosind doar definitia derivatei intr-un punct z°, sa se studieze existenta si
valoarea derivatei f'(z°), in cazurile

2
1.1 = 02_2-
@)= s, 77 =2
1.2 fl@)=va2 42, 2°=1.
2 2
: ooy gy e @ —F(=2) . g243 443 _
[Solutiel.1 f/(z°) = f/( 2)_11_131_127$_(_2) _931_1}1_12 T
. 7—22-3 2 . 4-g? 1 2 . (2-2)(2+x)
=2 lim — = — lim . = — lim ——2~ "7 =
e==2(z+2)7(a+3) Tz>-2z+2 1in_12(a:2+3) 49 z——2 T +2
_2 lim (Q—x):i.
49 z2—-2 49

' s f(:L‘)—f(l)_ . Va2 + —\/5_ . (\/IE2+ —ﬂ)(vz2+2+\/§)
L2y =t e I T T I T Ve e ve)
lim 1 lim x2+2_3—L~1im (x—D(z+1) 1J

25122 £244/3 o1 -1 2¢/3 z—1 r—1 V3

2. Sa se studieze existenta derivatelor laterale, continuitatea gi derivabilitatea functiei

0, daca z <0,

f(z) == 1 L inz° = 0.
—e #?, daca z >0,

[Solutie Avem:

i J@—F0) . 0-0
2(0) = lim ———~ = 1lim —— =0
f5(0) = Jim == Jim — ;
1
(l/m?’)e_l/’”2 -0 e—1/2* (_2)2 u?
f1(0) = lim ~———————— = lim = lim £ — = lim — = 0, deoarece exponen-
=\0 T a\0 z2\0 el/z u— o0 el

tiala e* cregte mai repede la +o0, cand u — +oo0.
Rezultd cd existd f/(0) = f4(0) = f;(0) = 0, ceea ce implicd (in particular) continuitatea functiei f
in 0.

3. In care puncte de pe graficul parabolei cubice y = 2% = f(x) tangentele la grafic

sunt paralele cu dreapta de ecuatie z— % +1 = 0. Scrieti ecuatiile tangentelor si normalelor
in aceste puncte.

[Solutie Ecuatia tangentei in punctul (z°, f(z°)) la graficul functiei derivabile f este y — f(z°) =
1
f'(z°)(z — z°), iar cea a normalei este y — f(z°) = —W(ax —2°) (dacd f'(z°) # 0).
T
Pe de altd parte, doud drepte sunt paralele daca si numai dacd au acelasi coeficient unghiular. Scriind
ecuatia dreptei date in enunt, sub forma y = 3z + 3, rezultd cd avem m = 3, unde m este coeficientul
unghiular.
Tangenta in (:v°,f(a:°) = (a:°,(a:°)3) fiind paraleld cu dreapta datd, rezultd f/(z°) = 3, adicd
3(2°)? = 3. Prin urmare z° € {—1,1}. Deci sunt exact doud puncte: Mi(1,1) si M2(—1,—1) pe grafic
caare indeplinesc conmditiile din enunt,.

- 1
In M;i(1,1), ecuatia tangentei este y — 1 = 3(z — 1), iar ecuatia normalei este y — 1 = —g(x —1).

A 1
In M3(—1,—1), ecuatia tangentei este y +1 = 3(x + 1), iar ecuatia normalei este y +1 = —g(z +1).]
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4. Folosind operat;iile cu functii derivabile, si se calculeze f'(z) pentru:

2
4.1 f(x):—+ +,82 -|-ﬂ2, r#0, o, € R* =R\ {0};
4.2 f(z) =z -arcsinz, z€]—1,1[;
4.3 f(z) = ”ew, 2 #£0;
4.4 f(z) = ln(lnx) x>1;
4.5 f(x) = log, (logs(log, x)), pentru z > 7;
4.6 f(z) = 25107 2> 0.
fedl flz)= L @ 1 0,2 s 1 o 20 267
[Solu§1e4.1f(a:)—a +/32+,3( 2y = +,82 2B%x . :1:2+,82 e x #0.
! — H A— z
4.2 f'(z) = (z - arcsinz)’ = arcsinz + N xe] 1,1[.
L+e*\  e(1—e®) —(14e®)(—e®) e®—eX® +e¥ +e2@  2e®
43 f(a) = (1—61) B (1—ev)2 B (1—e)2 T (1—e)?’ z#0.

1 1
4.4 f'(z) = (ln(lnaf:))/ = m'(lnx)’ = e v > 1

’ 1 1 1
4.5 f'(z) = ( logs (logz(lo = : : =
(=) ( g (logs(logy 5‘))) (logs(log, z)) .In2 (log;z)In3 =zIn7

1

~ (0 2)(n3)(n7)- 2(log; 2) (1083 (087 ) * .
4.6 f'(z) = (xSinx)l _ (e(Sin:D)lna:)/ — ¢(sinz) lnz[(COSCL‘)lan,- smw} 0 [(cosz) Inz +
sinx
. ], x>0

5* Calculati sumele:
5.1 Sp(z) =142+ 32% + ...+ na"

1 2 3 n
5'2Sn:2_3+§+2_5+"'+2n+2:ZQIH-?'
k=1

[Solutie
dacd z#1

"l — 1y 1 —(n+ 1)z +nzt!
(1+z+z2+...+:c")’:( ) = ( ) 3 ,
(x—1)
n(n + 1)
2 b
1
5.2 Notdm = = 3 si folosim rezultatul de la punctul precedent. Avem S, = 3 + 224 + 32% + ... +
1—(n+1z"+nz”tl 1 n41

n+2 _ .3 2 n—1) — .3, - _
nx =z3(1+2z+322 +...+nz""!) =2 @12 3 2n+1+2n+2~J

5.1 Sy, (z) = z-1

daca x=1.

1+243+...4+n=

. . . . as . N . . . o
6* Fie t = t(s) = arcsin 2°. Exprimati 5 U notatia ”in s” si apoi cu notatia "in t”.

. dt 1 s 251n2 ds 1 V1 —22s
[Solutie — = —— - 2°In2= — => — = — = —"—.
ds 1—2% V1-—2% de  dt 25 1n 2

s

ds 1—sin®t ctgt

Pe de altd parte din ¢ = arcsin 2%, avem sint = 2%, deci — = —— = —g.
dt ~  sintln?2 In2

7 Fie f(z) = 2% =z > 0, a € R. Determinati toate numerele reale « € R cu

proprietatea ca
f'la+d) = f'(a) + f'(b), Va,b €0, +o0].
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[Solutie Relatia din enunt, se scrie
ala+ b7 = aa® ! + ab®"1, Va,b €]0, +00]
Dacd a = 0 egalitatea este adevarata.
Daca a # 0, ar trebui si avem
(a+ b1 =a*"1 4571 Va, b €]0, 400[;

in particular, pentru a = b, avem
(20)*71 =2¢*71, Va > 0,
ceea ce se intampld dacy si numai dacd 21 = 2, adicd a — 1 =1, deci o = 2.
Reciproc, pentru a = 2, avem

(a+b)* P =a4+b=0a*"1 40> Va,b> 0.

in concluzie, a € {0,2}.]

EXERCITII PROPUSE
8* Fie f : R — R definita de

1
% - cos e dacd x #0,
0, daca = =0.

flz) =

Sa se discute dupa a € R continuitatea si derivabilitatea lui f in punctul z° = 0.

[R: @ €] — 00,0] = f nu are limite laterale in 0, deci nu este continud (deci nu este derivabild in

z° = 0).
a €]0, 1], functia f este continud, dar nu este derivabild in z° = 0.

a €]1,+00[ = [ este derivabild (deci si continud) in z° = 0.]

9 Pornind de la definitie, sd se studieze existenta gi valoarea derivatei f'(z°) pentru
urmatoarele functii si puncte z°. Apoi sa se calculeze derivatele respective in z° folosind
derivatele functiilor elementare si operatiile cu functii derivabile.

9.1 f(x) = 22° +42? — 3z + 7, 2° € R oarecare;

9.2 f(z) =4sinz + Tcosz, z° =

i

NN

9.3 f(z) = x° =2.

1
et +1’
|—R2 9.1 f’(a}o) = 6(m°)2 + 8z° — 3, z° €R.
9.2 f’(g) =4 cos (g) — 7sin (g) = 7.

62
EFSVEE

10 Sa se studieze existenta derivatelor laterale, continuitatea gi derivabilitatea urma-

9.3 f/(2) = —

toarelor functii in z° = 0.
522, dacid z <0,
10.1 f(z) = { 723, dacid z > 0.
0, daca z <0,
10.2 f(z) = { vz, dacd z>0.
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e dacd =z <0,
10.3 f(x) = { ar’ +x+1, dacd = >0,

0, dacd z =0,
10.4 f(x) = 1 !

-= y
¢ z®, dacd x #0.

(a € R).

[R: 10.1 f este derivabild in z° = 0.

10.2 f4(0) =0, f}(0) = +oo, deci (0,0) este punct unghiular al graficului lui f (f este continud in
z° =0.)

10.3 Avem f(0) = f}(0) = 1, deci 3f'(0) si f'(0)

10.4 Functia f este derivabild in z° = 0 si f/(0) =

=1.
0.]

11 Determinati ag,a; € R astfel incat functia

_ [ In(1-=z), daca x <0,
f(z) = { ar +ag, daclua =z >0.

sa fie derivabila in z° = 0.
|—R: ao =0, a1 = —1.J

12 Pe graficul functiei f(z) = [t

la grafic este paralela cu axa Ox.

z € R, determinati punctul in care tangenta

[R: (0,1)]

13 Aratati ca suma lungimilor segmentelor determinate pe axele de coordonate de
tangenta la curba f(z) = (a'/? — a:l/z)z, a >0, z > 0, intr-un punct oarecare (z, f(z))
cu z € [0, a], este constantd. Si se determine constanta respectiva.

[R: a
14 Si se determine tangentele la graficul functiei f(z) = 22+ 2 care trec prin origine.
[R: y—4=2V2(x—V2) si y—4=—-2v2(z++2).]

15 Fie f : [- R, +oo[— R, unde R > 0 este o constanta,

VR? — 22, daca —R<z <R,
f(x) =< V=22 +4Rx — 3R?, daci R <z < 3R,
z — 3R, daca x > 3R.

Sa se determine punctele unghiulare si punctele de intoarcere ale graficului functiei

[R: (R,0) este punct de intoarcere, iar (3R, 0) este punct unghiular. |

16 Trasati graficele functiilor f(x) = |sinz| si g(z) = |cosz|, z € R, observand care
sunt punctele unghiulare. Calculati derivatele laterale in aceste puncte. Existd puncte
de intoarcere pe aceste grafice?
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[R: Punctele unghiulare pentru functia f sunt punctele de tipul zy = k7, k € Z si avem f.(zy) =
-1, fi(xzr) = 1, k € Z, iar pentru functia g sunt punctele de tipul =, = (2n + l)g, n € 7 si
gs(zn) = —1, gzi(xn) =1, nezZ.

Graficele functiilor f si g nu au puncte de intoarcere. |

17 Calculati f'(z) pentru z in multimea punctelor de derivabilitate a functiei f, in
cazurile:

1
171 f(z) =2° — §x3 +2,522 —0,2¢+0,1;
2
172 f ma®  nzr  p/z

(z) = Tz + 7z et m,n,p - constante;
17.3 f(x)=(1+ \I{E)(l +v2z)(1 + v/3z);
ar +
x
rsinx
17.6 f(z) = 1 +tgw;
arcsin x
17.7 flo) = arccosz’
2
17.8 f(z) = arctga:;
17.9 f(x) = 22 logy z;
17.10 f(z) =1n’x;
1
17.12 f(z) = arctg In(az + b);
1
17.13 f(z) = 3@
17.14  f(z) = Ae ¥ % sin(wz + ).
[R: 17.1 f'(2) = 52% —2? + 52— 0,2, z € R;
17.2 f/(z) = gm\/i—i— gn%+]2—)~\/%, z > 0;
17.3 f'(z) = %(1+\/§+\/§+2\/ﬁ+2\/ﬂ+2\/@+3x\/ﬁ)), z > 0;
d—b d
1r4ﬂua:é§¢j%,xek\&;h
17.5 f'(z) = %, x astfel incat cosz # 1;
—cosz
1 . o N
17.6 f’(:c):( +tg$)(smx(—:iizsz:;l T sin x sec x’ tga £ —1:
/ _ ™ _ .
17.7 f(@) = 2(arccos x)QM’ 2 €l =11
, 2z z? .
17.8 f'(@) = arctgr (1 + 22)(arctgz)2’ z#0
17.9 f'(z) = 2zlogs = + %, x> 0;
17.10 f'(z) = 21;“”, z > 0;
1

2 €0, +ool\{1};

17.11 f'(z) = — 7

2

1_
In?z z
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a

(azx + b)[1 + In?(az + b)]

In3
17.13 f'(2) :—;17, z€R;

17.14 f'(z) = Ae‘k%[w cos(wz + @) — k?sin(wz + )], = € R.]

17.12 f'(z) = , az +b> 0;

18
3 _ _
18.1 Pentru f(z) = 2z 3wx—|— Ve 1;£U > 0, calculati f’(i)

1 1
18.2 Pebtru f(z) = y(z) = ii_ T #1, % > 0, calculati y'(2).

18.3* Aratati ca daca fq,... ’,f" sunt functii derivabile, atunci produsul f; -...- f, este
o functie derivabild si (fi-...-fn) = fi - for- fat frfo faro fat oot fro fuoi- fh
Calculati apoi f'(r1),..., f'(rn), unde f(z) = (x —r)(z —r2) ... (x —1p).

[R: 18.1 f’(i = 13.
18.2 f/(2) = —?.
183 f'(r1) =(r1 —r2)(r1 —7r3) ... (r1 = Tn)y. o, f1(rn) = (tn —711) (T —72) . . (T — Tie—1).]

19
1
19.1 Aratati ca f i = =1
ratati ca functia y = y(z) =In 52

verifica egalitatea

zy' +1=e¥ (adici zy'(z) +1=e"®, Vz € D),

(unde D este multimea de derivabilitate a functiei f).
19.2 Aratati ca functia

2
y(z) = %+§\/x2+1+ln\/:r+\/:r2+1

verifica egalitatea
2y =zy' +Iny’,
pe multimea ei de derivabilitate.

19.3 Aratati ca functia
arcsin x

T) = —FT/——,
v =
verifica egalitatea
(1-2)y —ay =1,

pe multimea ei de derivabilitate.

20 Calculati f'(x) pentru z in multimea de derivabilitate a functiei f, daca:
20.1 f(z) = 2;

20.2 f(z) = Vxsinzy/1 — €7

20.3 f(z) = (sina:)cosw.

2
[R: 20.1 f'(z) = 2® t1(2Inz + 1), = > 0;
X

1 1 e
! j— 3 X _—_— U
20.2 f'(z) = rsinzv1 —e ( + ctgx 50 eﬂ”))’ z € Dy

2
20.3 f/(z) = (sinar)cosm_1 [cos?z —sin?zIn(sinz)], « € Dy
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§6.2. Proprietati de baza ale functiilor derivabile.
Rolul derivatei de ordinul intai in studiul variatiei functiilor.
Consecinte.

Rolul derivatei secunde in studiul functiilor, cu aplicatii la
inegalitati remarcabile.

Formula lui Taylor
Extremele functiilor derivabile de n - ori, n > 2.

Teoria care urmeaza are ca scop de bazi studiul extremelor (locale sau globale), ale
functiilor derivabile gi obtinerea unor inegalititi remarcabile, cu eventuale aplicatii la
rezolvarea unor ecuatii (este vorba in primul rand de inegalitatea mediilor).

Definitia 1. Fie ACR gi f: A — R. Un punct z° € A se numeste punct de mazim
local (respectiv de minim local) al lui f, daca ezista o vecindtate Vy a punctului x° astfel
incat

f(@) < f(z°) (respectiv f(z) > f(2°)), Vo € AN V. (5.1)

In aceste cazuri, valoarea f(z°) se numeste un mazim (respectiv un minim) local al

lui f.

Punctele de maxim sau de minim local se numesc puncte de extrem local.

In continuare, renuntam la folosirea adjectivului ”local’.

Teorema 1. (Fermat) Fie I C R un interval, ° €I un punct interior intervalului
I f: 1 — R o functie. Daca z° este un punct de extrem pentru f si functia f este
derivabila in z°, atunci f'(z°) = 0.

Observatia 1. Reciproca nu este adevdrata in general: daca f'(x°) = 0, nu rezulta
cd x° este punct de extrem (un contraexemplu este dat de f : R — R, f(z) = 23, 2° = 0).

Aplicand teorema 1, se obtine:
Teorema 2. (M.Rolle) Fie f :[a,b] = R, f continud pe [a,b], derivabild pe ]a,b],
astfel incat f(a) = f(b). Atunci exista cel putin un punct z° €]a, b[, pentru care avem
f'(z°) = 0.
Consecinta 1. Intre doud zerouri ale unei functii derivabile pe un interval se afla

cel putin un zerou al derivatei.

Consecinta 2. Intre doua zerouri consecutive ale derivatei se afla cel mult un zerou
al functiei.

Rezultatul urmator, numit teorema lui J. Lagrange, poate fi considerat (datorita
consecintelor si aplictiilor sale) ca fiind cel mai important din calculul diferential pentru
functii de o variabila reala.

Teorema 3. (J.Lagrange) Fie f : [a,b] = R, f continua pe [a,b], derivabila pe
la,b[. Atunci existd cel putin un punct ¢ €]a,b[ astfel incat

f) = f(a) = f'(©)(b - a).
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Consecinta 3. Fie f definita pe o vecinatate V a punctului x°, continud in x° si
derivabila pe V' \ {z°}. Daca existd
A= lim f'(x),

T—z°
atunci f'(x°) existd gi f'(z°) = A

Consecinta 4. Daca I este un interval, f: 1 — R este derivabila gi f'(x) =0, Vz €
I, atunci f este constanta pe 1.

Consecinta 5. Fie f: I — R o functie derivabila pe 1.

Daca f'(x) > 0 (respectiv f'(x) > 0), V& € I, atunci f este crescatoare (respectiv
strict crescatoare) pe I.

Daca f'(z) <0 (respectiv f'(z) < 0), Vo € I, atunci f este descrescatoare (respectiv
strict descrescatoare) pe 1.

Cu ajutorul consecintei 5, se pot determina (in unele cazuri) intervalele de monotonie
ale unei functii derivabile gi eventualele puncte de extrem (vezi exercitiile rezolvate).

Pe de alta parte, teorema cresterilor finite pune in evidentd o clasa importantd de
functii lipschitziene, care cuprinde in particular o clasd importanta de contractii. Mai
precis, avem:

Consecinta 6. FieI C R un interval, f : I — R derivabila, astfel incat exista L > 0,

cu proprietatea
|f'(z)] < L, Vz € L

Atunci avem
|f(.’L'2) - f($1)| S L- |.’L'2 _xlla vw17:172 € I7

deci f este lipschitziana pe 1.
Daca in particular L €]0, 1], atunci f este o contractie.

O generalizare a teoremei cresterilor finite este datd de urmatorul rezultat.

Teorema 4. (Cauchy) Fie f,g : [a,b] = R doud functii continue pe [a,b], derivabile
pe la,b]. Presupunem cd g'(x) # 0, Va €]a,b[. Atunci exista cel putin un punct ¢ €]a, b,

astfel incat
f) - fla) _ f'(0)
g(b) —g(a) g'(c)

O aplicatie importanta a teoremei lui Cauchy o constituie demonstrarea regulei lui
I’Hospital, pe care o reamintim pe scurt gi fard a insista aupra conditiilor din ipoteza.

Consecinta 7. (L’Héspital) In anumite conditii asupra functiilor derivabile f,g,
in cazurile — i f, se poate scrie
0 00
fl@) . fl(z)

S gla) T e g a)

b

in ipoteza cd ultima limitd ezistd in R (2° € R).
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Urmatorul rezultat se refera la proprietatea lui Darboux a derivatei unei functii deri-
vabile.

Teorema 5. Daca o functia F : T — R este derivabila pe intervalul 1, atunci derivata
sa f := F' are proprietatea lui Darboux (f nu poate trece de la o valoare la alta fird a
trece prin toate valorile intermediare).

Consecinta 8. Fie F : 1 — R derivabild pe 1. Dacd derivata f = F' nu se anuleazd
pe I, atunci f are semn constant pe 1.

Revenind la teorema lui Fermat, care di o conditie necesara (f'(z°) = 0) pentru ca

x° Ei sa fie punct de extrem pentru functia f derivabila in °, ne propunem in continuare
sd dam conditii suficiente pentru ca un punct z°, cu f'(z°) = 0, sa fie punct de extrem
pentru functia f.

Un rol deosebit In aceastd problematicd (numita optimizare), il are notiunea de functie
convexi. In cazul functiior derivabile, se poate demonstra ca f este convexa daca si numai
dacd f' este crescatoare, etc. (vezi teoremele de mai jos).

Definitia 2. Fie I C R un interval oarecare. O functie f : I — R se numeste functie
convexa daca

f((]. — t):L'l + tJ?Q) < (1 — t)f(.'l?l) + tf(:L'Q), Vry, 20 €I, Vt € [0, 1]

Daca inegalitatea este strictd pentru orice x1,x2 € I, x1 # xo gi orice t €]0,1],
spunem cd f este functie strict convexa.
O functie g : T — R se numeste concava (respectiv strict concava), dacd f := —g

U

este functie convexa (respectiv strict convexd)
Lema 1. (a) Functia f este convexd pe intervalul I (respectiv strict convexd), dacd
n

st numai daca¥n € Nyn > 2 Vry,...,x, €I, VA1,..., Ay € Ry cu 2/\’“ =1, avem

k=1
n n
F( M) < Nf (),
k=1 k=1
(respectiv inegalitate stricta daca nu toti x, k =1,...,n sunt egali intre ei gi cel putin

un A, €]0,1[ (inegalitatea lui Jensen)).
(b) Functia g este concava pe intervalul 1 (respectiv strict concava), dacd $i numai
n

dacaVn € N,n > 2, Vay, ..., 2y €L, VA,..., Ay € Ry cu Y N\ =1, avem
k=1

9(2 /\kﬂfk) > > Aeglzr),
k=1 k=1

(respectiv inegalitate stricta daca nu tofi xp, k = 1,...,n sunt egali intre ei gi cel putin
un A €]0,1[.)
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Multe dintre functiile elementare sunt convexe (sau concave) pe anumite intervale si,
pe de alta parte, admit derivate de ordinul doi (sau chiar de orice ordin (vezi definitia
urmétoare)). Cum notiunea de functie convexa (derivabild de doud ori), se leagd direct
de semnul derivatei secunde, vom putea stabili intervalele de convexitate pentru multe
dintre functiile elementare.

Definitia 3. Fie f : I — R derivabild pe 1 si fie f' derivata sa.
Dacd f'este la randul ei derivabild, definim derivata de ordinul doi pentru f prin
egalitatea

f/r — (fl)l'

Prin inductie dupd n € N, dacd existd derivata de ordinul n, notatd f si aceasta
este derivabild, definim derivata de ordinul n + 1 a lui f prin

it = (f(n))’.

Legatura dintre convexitatea unei functii i primele doud derivate ale ei (daca acestea
existd) este datd de urmatoarea teorema.

Teorema 6. Fie I C R un interval si f: 1 — R o functie derivabila de doua ori pe
I. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) f este convexa (respectiv, strict converd);
(i7) f' este crescatoare (respectiv, strict crescatoare);
(7i1) f"(x) > 0Vz €1 (respectiv, f""(x) >0, Vo € 1 si nu existd un subinterval al lui
I pe care f" sa se anuleze).

Consecinta 9. Fie I C R un interval i g : I = R o functie derivabila de doud ori
pe L. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) g este concava (respectiv, strict concavay);
(7i) ¢' este descrescatoare (respectiv, strict descrescatoare);
(7i1) ¢"(x) < 0Vz €1 (respectiv, g"(x) <0, Vo € I §i nu existd un subinterval al lui
I pe care g" sa se anuleze).

Consecinta 10. (Exemple de functii elementare convexe sau concave)

1) Functia f(x) = 22*, k € N, este strict convexa pe R.

2) Functia h(x) = 22k*1 k € N, este strict convexi pe [0, +oo] si strict concavi pe
] — 00,0].

3) Functia f(x) = 2P, z > 0, p > 1, este strict convexa pe domeniul ei de definitie
[0, 400

4) Functia g(z) = 2%, £ > 0, 0 < o < 1, este strict concava [e [0, +oo].

5) Functia exponentiala f(x) = a®, a > 0,a # 1, x € R, este strict convexi pe R.

6) Functia g(z) = log, z, £ > 0, a > 1, este strict concava pe ]0, +oo[.

Aplicdnd punctul 5) al consecintei 10 pentru a = e, (deci folosind concavitatea strictd
a functiei ” In” pe intervalul ]0, +o00[), se poate demonstra ugor urmatoarea inegalitate
fundamentala, care generalizeaza inegalitatea mediilor si se poate aplica, intre altele, la
rezolvarea unor ecuatii.
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Consecinta 11. (Inegalitatea mediilor generalizate)

n
Fie x1,...,xy €]0,400[, A1,...,Ap € Ry, n €N, n>2 Z)\k = 1. Atunci avem

k=1
A A
e xyt e x;\L" < Axy F Aoxs + ...+ ApTy,
cu egalitate daca i numai daca x1 = To = ... = Xp.

Consecinta 12. (Inegalitatea mediilor)
Fie xy,...,x, €]0,400[, n € N, n > 2. Atunci avem

< 1+ T2+ ...+ Ty

— )

n

VX1 Toc .- Xy

cu egalitate daca gi numai dacd x1 = T2 = ... = x,,.
(Media geometrica este dominatd de media aritmetica).

1 1
Consecinta 13. Pentru xy,x2 > 0, p > 1,q > 1 astfel incat — + — = 1, avem
b q

x x
PP gl < T T2
q

cu egalitate daca gt numai daca ©1 = x».
Consecinta 14. (Inegalitatea lui Hoélder)

1 1
Fie {a1,...,an,b1,...,bp} C[0,+00[, p > 1, q > 1 astfel incit — + — = 1. Atunci
p q

avem: N N p ) m 1/a
Zakbkg<2ag) (Zbg) |
k=1 k=1

k=1
In particular, avem (pentru p=q=2):
n n 1/2 , n 1/2
Sans(Xa) (L)
k=1 k=1 k=1

(numz’td Inegalitatea Cauchy-Schwarz, in care avem egalitate daca si numai daca
I\ € Ry astfel incat ay = Aby,...,ay = /\bn).

Consecinta 15. (Inegalitatea lui Minkowski) Fie ay, b, € R, 1 <k <n gip > 1.
Atunci avem

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z|ak—bk|p) < <Z|ak|p) +<Z|bk|p)
k=1 k=1 k=1
Trecem acum la aplicatiile derivatei secunde la studiul extremelor unor functii.

Definitia 4. Fie f : I — R, f derivabila intr-un punct x° €I . Spunem ca z° este
punct stationar (saw critic) pentru f, dacd

f'(z*) =0.
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Teorema lui Fermat spune ca orice punct z° din interiorul i al intervalului I, care
este punct de derivabilitate si de extrem pentru f, este si punct critic al lui f.

In general, nu orice punct critic al unei functii este gi punct de extrem. Totusi, daci
f este de doua ori derivabila, cu f" continud in z°, iar f""(z°) # 0, f'(z°) = 0, se poate
trage concluzia ca x° este punct de extrem.

Mai precis, avem urmatorul rezultat:

Teorema 7. Fie z° Gi un punct critic al unei functii f : T — R de doua ori deri-
vabild, cu f" continud in x°. Atunci:
(@) f"(z°) >0 = z° este un punct de minim pentru f.
(1i) f"(2z°) <0 = z° este un punct de mazim pentru f.
(7i2) f"(z°) = 0 = nu se pot trage concluzii despre faptul ca x° este saw nu punct
de extrem pentru f.

In conditiile punctului (#i7) al teoremei 7, pentru a afla natura punctului critic z°,
este utila formula lui Taylor, care permite aflarea naturii lui z° cu ajutorul primei
derivate care nu se anuleaza in z°.

Teorema 8. (Formula lui Taylor cu restul sub forma lui Lagrange) Fie f :
IC R — R, Iinterval, f derivabila de n + 1 - ori pe interiorul i al intervalului 1; fie
[e]
x° €I . Atunci, pentru Vx € 1, e = c(x), intre z° gi x, © # ¢ # x°, astfel incat are loc
egalitatea:

(n) (0
(x—x°)2+...+—f n('x )(x—x°)”+

f'(@°) f"(@°) F D (e)
1! 2! (n+1)!
Consecinta ce urmeaza permite aflarea punctelor de extrem ale unor functii derivabile
de cel putin doua ori.

n+1

flz) = f(=°)+ (z—2°)+ (z—2°)

Consecinta 16. Fie f derivabila de n+ 1 - ori intr-o vecindtate V a unui punct x°
(n > 1), astfel incit

fi@®) = ") =...= fM() =0, () #0,
iar derivata ™tV este continud in x°. Atunci:
(1) daca n + 1 este numar par, x° este punct de extrem al lui f (§i anume punct de
mazin dacd {1 (2°) < 0 si punct de minim dacd f1) (z°) > 0);
(7i) daca n + 1 este numdr impar, atunci x° nu este punct de extrem pentru f.

Urmétoarea formuld exprimd derivata de ordin n (oarecare) a produsului a doud
functii derivabile de n - ori, in functie de derivatele de ordin k < n ale celor doua functii.

Din punctul de vedere al scrierii formale, suma din teorema urméitoare seamana cu
cea din dezvoltarea binomului lui Newton.

Teorema 9. Daca functiile f, g sunt derivabile de n - ori, atunci produsul f - g este
o functie derivabila de n - ori gi are loc egalitatea:

(f-g)™ = fO . gpOlfn=D. g 4 4 CF =R gk 4 g = iC’,’if("_k)'g(k),
k=0

unde ¢ = g.
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EXERCITII REZOLVATE

1*. Inegalitatile lui Bernoulli

Sa se arate cad pentru orice —1 < x # 0, avem

1°1 (1+2)* > 1+ azx, dacd a € [0,1];

1°.2 (1+2)* <1+ az, dacd a €]0,1[.

(pentru a € {0,1} avem egalitate intre (1 +2) si 1 + ax).

[Solutie: Fie f:]—1,+00[— R, f(z) = (1 +x)* —1 — az, unde a € R\ {0,1} este fixat. Avem
fl(z) = a(l +2)*7 ! —a = a[(1 + z)%~! — 1]. Dacid a ¢ [0,1] atunci f'(z) > 0, Vz €]0,+o0[ si
f'(z) < 0, Yz €] — 1,0[. Deci z° = 0 este punct de minim (global strict) pentru f (adicd f(z) >
f(0), Vz €] — 1,400[\{0}). Rezultd (1 + z2)®* —1 —az > f(0) = 0, Vz €] — 1,+00[\{0}, ceea ce
demonstreazi 1°.1. Punctul 1°.2 se rezolv aseminitor. |

2* Sa se arate ca

2°1 1+ z <e", cu egalitate daca gi numai daca z = 0.

2°.2 H% <Iln(1+z) <=z, Vz > —1, iar egalititi au loc daca gi numai daca z = 0.

2°.3 Vn €N, avem L <In (1 + l) < l
1+n n n
[Solutie: 2°.1 Fie f : R = R, f(z) = e®—z—1. Avem: f'(z) =e®—1 = f'(z) >e9—1=0, V2 >0
si fl(z) =e* —1<e®—1=0,Vz < 0 (deoarece x — e® este strict crescitoare pe R). Rezult¥ ci f
descregte strict pe | — 0o, 0] si este strict crescitoare pe [0,+oo[. Deci 0 este un punct de minim global
strict, ceea ce conduce la
e’ —x—1= f(z) > f(0) =0, Yz € R\ {0},
adica
e’ >z +1, Vo e R\ {0},
iar in z° = 0 avem evident egalitate.
2°.2 Pentru £ > —1, avem =z + 1 > 0 si, din monotonia strictd a functiei In, din 2°.1 obtinem
In(1 + z) < Ine® = z, cu egalitate daci i numai dacd = = 0. Astfel, a doua inegalitate 2°.2 este
demonstratd. Pentru prima inegalitate 2°.2 avem de aratat ca

z < (l+z)n(l+z).Vz > —1,

cu egalitate dacd si numai dacd z = 0. Fie h:] — 1,4+o0[— R, h(z) = (1 + z)In(l 4+ z) — z. Avem de
ardtat cd h(z) > 0, Vx €] —1,4+00[\{0} (evident, in z° = 0 avem egalitatea h(z°) = h(0) = 0). Studiem
monotonia functiei A cu ajutorul derivatei:

1+
K (z) =In(1
(2) =In(1+2) + =

—1=In(l+z).

Avem b/ (z) =In(l4+2) >In(140)=In1=0, Vo >0si A'(z) =In(l+2) <In(1+0) =0, Vz€]—1,0[
(am folosit faptul cd ”In” este strict crescdtoare pe ]0,+o00o[). Rezultd cd functia h descreste strict pe
] —1,0[ si creste strict pe [0, 4o00[, deci ° = 0 este un punct de minim global strict. Aceasta conduce la

(1+2z)In(1+2z)—z=h(z) > h(0) =0, Vze]—1,+00[\{0},
ceea ce incheie demonstratia inegalitatii 2°.2.

, n € N (ipoteza n € N nu este

S|

Inegalitdtile 2°.3 rezulta din cele de la 2°.2 scrise pentru z =

(2

necesard; este suficient s presupunem n €]0, +00[). Inegalititile 2°.8, scrise de obicei pentru n € N, se

folosesc la studiul convergentei unor siruri remarcabile.J
3* Sa se arate ca:

1
arctgx + arctg — = E, Yz >0
T 2
i
1
arctgx + arctg — = —g, vV < 0.
z
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Comentati rezultatele respective.
1
[Solutie: Fie f : R\ {0} =] — 00,0[U]0, 4-00[— R, f(x) = arctgz + arctg —;z # 0. Evident, f este
xr
derivabild pe R\ {0} si avem
1 1 1 1 1
f(z) = + 0 (__) — =0, Yz #0.

1422 2 :1+cc2 14 22

Conform unei consecinte a teoremei cresterilor finite (Lagrange), f este constant3 pe fiecare dintre

intervalele | — o0, 0[ 5i |0, +oo[. Exist&, deci, ¢1,c2 € R astfel incat f(z) = ¢1, Vo > 0si f(z) = ¢c2, Vo < 0.

Constantele c1,ca se determind ” ddnd valor?” lui x, astfel incat calculele si fie cdt mai simple. In cazul
T s

nostru, avem ¢; = f(z) = f(1) = arctgl + arctgl = 2. 1= Ve > 0sico = f(z) = f(—1) =

arctg (—1) + arctg (—1) =2- ( — g) = —g, Vz < 0.

Faptul cd avem c; # ¢z nu este o surprizd, deoarece f nu este definitd (deci nu este derivabild) in 0
si nu putem aplica teorema lui Lagrange pe un interval [a, b] care si contind pe z° = 0 (in teorema lui
Lagrange, f trebuie si fie continud pe [a, b] si derivabild pe ]a, b[. De aceea, consecinta 4 a teoremei lui
Lagrange are loc doar pentru functii f definite pe un interval (si nu pe o reuniune de intervale deschise
disjuncte)).]

4* Sa se determine toate solutiile ecuatiei

27 + 5% = 3% + 4%, (E)
|—Solu§ie: Scriem ecuatia sub forma echivalentd
5T _ 4T — 3T _ 9T (El)
si, pentru z fixat (considerat deocamdatd ca fiind o constantd), aplicdim teorema lui Lagrange functiei
d
f(t) = t* (deci f/(t) = d—J; = xt®"1), pe intervalele [4,5] si [2,3]. Avem 5% — 4% = f(5) — f(4) =

Fe))(5—4) = f'(c1) = ac® !, unde ¢1 €14, 5[ existd conform teoremei cresterilor finite (Lagrange).
Similar, 3% — 2% = f/(ca) = xc2~ !, cu ¢2 €12, 3[. Inlocuind in (E’), rezult

1

xel ™ :xcg_l, unde ¢ €4,5[, c2€]2,3[. (E")

In particular, avem deci co < c¢1. Evident (E) are loc pentru z = 0 si pentru x = 1. Pentru a gisi

eventuale alte solutii, presupundnd z # 0 si z # 1, din (E”) deducem ¢1 = c2, ceea ce contrazice
conditia ¢z < ;. In concluzie, singurele solutii = ale ecuatiei (E) sunt z =0 gi z = l.J

TR 7"'
5% Aratati ca 0 < x4 <x2<§=>

t
B2, T2 (I)
tgxy 1

|-Solu§ie: Folosind faptul ci z2 > 0 si tgz1 > 0, inegalitatea (I) este echivalentd cu

tgx tgx T
&> 8 1,Vx1,x2,cu0<:c1<z2<—.
T2 1 2
. < . tgx . < ™ . . .
Aceasta revine la faptul ci functia f(z) = —— este strict crescitoare pe |0, 5 [- Este deci suficient (si
T

necesar) si ardtdm ci f’(z) > 0, Vz € |0, g [ Avem

T — cosxsinx

f(x) = >0,

z2cos2 x
~ ~ . . v . .. m m
intrucadt numitorul si numérdtorul sunt ambele strict pozitive pentru z € ]0,5[ (z € ]0,5[ =

coszsinz < sinz < z). Concluzia rezulti. |
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6* Fie f o functie polinomiald de grad 4. Stiind c& f(2) = —1, f'(2) =0, f"(2) =
2, f"(2) = —12, f¥)(2) = 24, si se calculeze f(—1), f'(0), f"(1).

I—Solugie: Construim intdi polinomul de gradul 4 care indeplineste conditiile din ipotezd, folosind
formula lui Taylor. Din cele ce urmeazd, va rezulta si unicitatea polinomului de grad 4 cdutat. Fie f
acest polinom. Conform formulei lui Taylor, avem

(2 Fi(2)

1@ =10+ LB g T o O (oo O gy 2Oy,

unde ¢ = ¢(z) este intre 2 i z. Intrucas f este o functie polinomiald de grad 4, avem f(5)(c) =0, Vc eR,
deci

F®(e)
o

/2 "2

" (iv)
f(z) = f(2)+T(m—2)+7(m—2)2+f3—f2)(a:—2)3+f4—‘(2)(x—2)4:
2 7, 12 Ca 24 . ’
= -14—(z-2)° - —=(z—-2°4+ —(z—2)" =
2! ! 4!
= -1+ (x—-2)2—-2x—2)°%+ (z—2)*, VzcR.
Avem deci

fl(x) = 2(x—2) —6(x—2)2 +4(x — 2)3,

f'(z) = 2—12(z —2) + 12(z — 2)2, Vz € R.
Inlocuind pe « cu valorile din enunt, avem f(—1) = —1+4(=1-2)242(-1-2)34+(—~1-2)* = 143, f/(0) =
2(=2) — 6(—2)2 + 4(—2)% = =60, (1) =2 — 12(1 — 2) + 12(1 — 2)2 = 26.

7* Fie sirul (an) an, €10, +00[, definit prin relatia

neN’
Ap—1

A 4 I WneN
as as an a1

Sa se precizeze care dintre urméatoarele afirmatii este corecta:

sirul este strict crescator;

sirul este strict descrescator;

sirul este oscilant;

sirul este constant;

sirul este divergent;

sirul este nemarginit.

N =

R
NSNS N

<t

6

. o al az an—1 an ops e 1e
I—Solugle: Notim z1 = —, @3 = —,...Tp—1 = ——, xp,—, n € N. Conform definitiei din
as a3 . n a1 -
enunt, avem x; + 2 + ... + zn = n. Pe de altd parte, un calcul usor aratd cad zj - z2 - ... - T, =
a1 a2 an—1 @ . . Y coges y
— . =.... 22— . = 1. Din ultimele dou# egalititi, rezult%
a2 a3 423 a1
T1+ X2+ ...+ Tn n
—— =1= Yx1 -2 ... - T,
n
deci, media aritmeticd a numerelor pozitive z1,...,xy, coincide cu media lor geometricd pentru Vn € N.
Dar pentru n > 2 aceasta se poate intdmpla dacd si numai dacid z1 = 2 = ... = 2, (conform teoriei
de la inegalitatea mediilor, a cidrei demonstratie se bazeazd pe concavitatea strictd a functiei ”In” pe
. a1 a2 an—1 a
10,400)). Avem deci 1 =29 = ... =xp > — = — = ...= —= = " ¥n € N, n > 2. Aceste
a2 as Qn a1
s < . ar a2 an ay as an
relatii, impreuna cu egalitatea —+—+...4+— =n, Vn € N,conduclan— =n—=...=n— =n,
a2 as al a a3 al
. a1 a3 an . .o
adich — = — =...= — =1, Vn € N, n > 2. Acestea implici a1 = a2 = ... = ap, Vn € N, n > 2,
a2 as al

deci sirul (as), -, este constant. Singura afirmatie corectd este 4). |

8* Fie x1,...,2, >0, Vn € N, n > 2 gi p > 1. Atunci are loc inegalitatea:

- 1/p - 1/p, el
Zxk < ka n e .
k=1

k=1
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In particular, pentru p € N, avem
n n

S g < i (o)
k=1 \ k=1

gi pentru p = 2 avem

n n
S A< o (Som).
k=1 k=1
n n 1/p n 1/q 1 1
I—Solugie: Aplicam inegalitatea lui Holder: Z apby < (Z aZ) (Z bZ) ,unde — + — =1,
k=1 k=1 k=1 poq
n n n 1/p n 1/q
pentru aj := :c,lc/p, br :=1,Vk € {1,2,...,n}. Rezultd Z xl/pzz apby < (Z aZ) (Z bZ)
k=1 k=1 k=1 k=1
n 1/p —1 n 1/p
= {Z (x,lg/p)p] (n) Va _ 5% < Z :ck) . Concluziile rezultd acum in mod evident. |

k=1 k=1
9* Sa se afle punctele de extrem si valorile extreme ale functiei:

flx) =a* —62° + 122> — 10z + 3, z € R.

|-Solu§ie: Stim ca punctele de extrem sunt printre punctele critice. De aceea, incepem prin a rezolva
ecuatia f'(z) = 0. Avem f’(z) = 423 — 1822 + 24z — 10 = 2(223 — 922 + 12z — 5) = 2(z — 1)2(22 — 5). Se
observi ci z = 1 este rdddcind dubli a functiei polinomiale P(z) = 223 — 922 + 12z — 5. Deci, punctele
critice ale functiei f sunt 9 = 1, § = 5/2. Pentru fiecare dintre aceste puncte, incercim si vedem
dacd sunt puncte de extrem, cu ajutorul derivatei secunde (vezi teorema 7). In acest scop, calculam

5 5
f(z) =12(z — 1)(z — 2). Avem f"(z3) = f"(5/2) = 12(5 - 1)(5 —2) > 0, deci f este strict convexd in
5
vecindtatea punctului critic z§ = 3 si in concluzie acest punct este de minim. Valoarea de minim a lui f

in acest punct este f(g) = (5/2)*—6(5/2)34+12(5/2)2=10(5/2) +3. Pentru celilalt punct critic, (S = 1),
avem f’'(1) = 0 si teorema 7 nu spune nimic in acest caz. De aceea, apeldm la formula lui Taylor (vezi
consecinta 15), care permite studiul naturii punctului critic 7 = 1 cu ajutorul semnului derivatei de
ordin minim > 2 care nu se anuleazi in acest punct. Avem f"'(z) = 12(2z — 3) = f"'(1) = —12 < 0.
Conform consecintei 15, aplicatd pentru n + 1 = 3, punctul { = 1 nu este punct de extrem (acelasi
lucru se putea vedea fird a folosi consecinta 15, observand cd derivata secundd f'(z) = 12(z —1)(z — 2)
isi schimbd semnul in jurul punctului stationar 2§ =1 (asemenea puncte, (in jurul cirora f” isi schimba
semnul), se numesc puncte de inﬂea:iune). Un punct critic care este si punct de inflexiune, nu poate fi
punct de extrem (ezercifiu). In concluzie, singurul punct de extrem este z§ = g, care este un punct de
minim.J

10* Fie f(z) =
f™(z), n €N.

|—Solu§ie: Se pornegte de la observatia urmatoare: (

1

G-a@=D a,b € R, a#b xR\ {a,b}. Si se determine

)(") =((z —a)" )™ =(=1)(=2)...(—n)

xr—a
—1)"n!
(z— a)_("‘H) = %, Vn € N, z # a. Apoi se observa ci f(z) se ”descompune” in fractii simple
T—a
A B 1 1 1
astfel f(z) = + = ( — ) Folosind descompunerea, liniaritatea operatiei
r—a x—0b a—b\z—a x—
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de derivare (de orice ordin) si observatia de mai sus privind derivarea fractiilor simple, obtinem:
—1)nn! 1 1
(n) = ( — .
fte) b l@—an* (z— byt J

EXERCITII PROPUSE

11°. Pornind de la definitia punctului de extrem si fara a folosi notiunea de derivata,
sa se studieze daca 0 este punct de extrem pentru urmatoarele functii:

11°.1 f(z) =1-—a% [R: Punct de maxim global. |

11°.2  f(x) = x; [R: Nu este punct de extrem. |

11°.3  f(z) = Va2 [R: Punct de minim global. |

11°.4  f(x) = |tgz|; [R: Punct de minim global. |

11°.5  f(z) = |In(1 + z)|; [R: Punct de minim global. |

11°.6  f(x) = e~ ll; [R: Punct de maxim global. |

11°.7  f(x) = Vad + 22; [R: Punct de minim global pe ]— 1, +ool.]
sin z .

11°.8  f(x) = { T ; dacd z#0, [R: Punct de maxim global pe [ — E, E]J

1, daca z=0. 22

12°. Determinati punctele critice pentru urmatoarele functii:

12°.1  f(z) = (x —5)e”, z € R; [R: 2y =4.]

12°.2  f(z) =av1—a2, z €] - 1,1]; [R: m:_%, z2:%.J

12°3  f(x)=1—(z — 2)4/5 x € R\ {2} [R: Nu existd puncte critice. |

12°4  f(z) =2z +1)Y(x—2)2, z € R\ {2}. [Rizi=1.]

13°. Verificati conditiile din iporeza teoremei lui Rolle i concluzia pentru functia

f: [%,5%] — R, f(z) = ln(sinz). Determinati punctul ¢ € ]%,%T[ in care f' se
anuleaza. [R:c= %J

z, dacd ze€[0,],
14°. Fie f : [0,1] > R, f(z) = 27 Avem f(0) = f(1), f

1—2z, daca $€]§’1]'
este continua pe [0, 1] gi totusi nu exista nici un punct ¢ €]0, 1] astfel incat f'(c) = 0.
Cum se explicd aceastd observatie? [R: f nu este derivabili in ¢ = é €lo,1[.]

15°*. Fie P : R — R o functie polinomiala cu coeficienti reali. Sa se arate ca daca
toate radacinile lui P sunt reale si distincte, atunci P’ are aceeasi proprietate.

[R: Se aplicd teorema lui Rolle pe intervale avand drept extremitdti radécini consecutie ale functiei
polinomiale P i faptul ca un polinom de grad n, cu toate rdddcinile distincte, are exact n radacini. De
asemenea, un polinom de grad n — 1 pentru care exista n — 1 radacini distincte, nu poate avea si alte
ridicini]

16°*. Demonstrati cd functia f(z) = 2" + px + ¢, p,q € R*, n € N, n > 2, nu poate
avea mai mult de doua radacini reale pentru n numar par i nu poate avea mai mult de
trei radécini reale pentru n numar natural impar.

[I - R: Fien € N, n par. Dacd f ar avea mai mult de 2 rddacini reale distincte, conform exercitiului
precedent, f' ar avea cel putin doud ridicini reale distincte. Dar ecuatia f/'(x) = 0 este echivalenti cu
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nz" "1 4+ p =0, iar n — 1 € N este impar, deci ultima ecuatie are exact o ridicind real¥ simpl¥, egal¥
b b tl

cu ( - 3) "~T_ Cazurile celelalte (cand f ar avea cel putin o radicind reald dubla si alta reals diferits
n

de prima, sau o rddicind reald multipld cu ordin de multiplicitate > 3), conduc si ele la faptul ci ar

exista dou# rddicini distincte ale lui f’ sau f’ ar avea o rdd#cind multipld, de ordin > 2, ceea ce din

. ¥ s Sy < e P\n—1 _.
nou contrazice faptul ci unica ridicind reald a ecuatiei f/(z) = 0 este 1 = ( — Z) "7, si aceasta este
. o . ~ . ~ . v n v v A
simpld. Afirmatia corespunzitoare cazului cind n este impar se demonstreazi asemnitor (in acest caz,
n — 1 este par si derivata f'(z) = nz"~! 4 p are cel mult doud ridicini reale).J

°. Aplicati teorema lui Lagrange pentru functia f(z) := lnz, pe intervalul [1,e].
Determmat;l punctul ¢ €]1, e[ cu proprietatea f(e) — f(1) = f'(c)(e—1). [Ric=e—1.]

18°*. Demonstrati inegalitatile:
b—a b b-a . A
18°.1 < , Va,b astfel incat 0 < a < b;

a =
B -
cos?

18°.2 <tgﬁ—tga< B

ﬂ ‘v’a,é’astfelmcat0<a<,8<§

Cand avem ega,hta,t;l in relatiile de mai sus?
|—I - R: 18°.1 Se aplicd teorema lui Lagrange pe intervalul [a,b], functiei f(z) = Inz. Avem
egalitati dacd si numai dacd a = b.
18°.2 Se aplicd teorema lui Lagrange pe intervalul [a, 8], functiei f(x) = tgx. Inegalitdtile devin
egalititi daci si numai daci a = §.]
19°*. Aratati ca pentru orice 0 < a < b, avem

paP~t(b—a) <P —aP < pb?~1(b—a),

daca p > 1 i au loc inegalitatile contrare daca p < 1, p # 0.
|—I - R: Se aplicd teorema lui Lagrange pe intervalul [a, b], functiei f(z) = a:P.J
0°. Fie f : [-1,1] = R, f(x) := arcsinz + v/1 —22. S& se determine multimea
punctelor de derivabilitate pentru f.

|-I - R: Evident, f este derivabild pe |]— 1,1[. Pe de altd parte, studiem existenta derivatelor
laterale in capetele intervalului [—1, 1], folosind teorema lui Lagrange.

= tim 2D =D @) = tim L 2@ )y =@
e/ 1 x—1 e(z) 1 c@) /1 [ /1—c2(z) 2y/1—c2(z)] c@).1/1—c%(x)
deci f este derivabild la stanga in 1.
- f(-1) Vi-c¢
"(—1) = li M -1
fa(=1) Jim == \{‘mf(c) \{‘lm +o0,
deci f nu este derivabild la dreapta in —1. Rezultd cd Dy =]—1, 1].]
n
21°. Fie {ay,...,anby,...,b,} C R. Si se arate ci ecuatia Z [ay, cos(kx)+by sin(kz)]
k=1
= 0 admite cel putin o radacina in intervalul 0, 27].
n
1
[1: Se aplici teorema lui Rolle pe intervalul [0, 27], functiei f Z E [ay, sin(kx)—by, cos(kz)].]

2°. Fie a,b € R, a < bsi f : [a,b] = R o functie Rolle (f continui pe [a,b] si
derivabild pe ]a, b[). S se arate ca existd ¢ €]a, b[ astfel incat

! @ bl —(a+b-0)f'(c
m‘ fla) f(b) ‘—f(c) (a+b—c)f'(c).
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[1: Se aplici teorema lui Rolle functiei F(z) = (a + b — ) [ fz) - W

a- f(b) —b- f(a)
a—b

23°* (Functii hiperbolice) Definim

] sau functiei

G(z) = x[f(a +b—1x)— ], pe intervalul [a, b]. J

z —x T _ -z
chz:= %, shm:%, VzeR

(cosinus hiperbolic, respectiv sinus hiperbolic).
Relatia fundamentala care leaga intre ele aceste functii este

ch?z —sh?z =1, Vz € R.

Fie fi1, f2, f3 : R = R, definite prin

6293

filz) == B fo(z) = €® - shu, fa(x) =€® -chzx, Vz € R.

Calculati f](x), f3(z), fi(z), Yz € R. Apoi aritati ca cele trei functii diferd una de
celelalte prin constante si determinati aceste constante.

[T fl(2) = fi(2) = fi(x) = €2*, Vo € R. Deci (f1 — f2)'(2) = (f2 — f3)'(2) = (fs — f1)'(2) =

0, Vz € R. Conform unei consecinte a teoremei lui Lagrange, existd c1, c2, c3 astfel incat fi(z) — fo(z) =

c1, fa(z) — fa(z) = c2, fa(z) — fi(z) = e3, Vo € R. Constantele ¢y, c2, cs se determind ddnd valori lui

z (de exemplu ¢1 = f1(0) — f2(0) = % —0= 3 J

24°. Aratati cd pentru orice a > 0 si orice n € N, n > 2, avem

1
n—1
< n[(a" 4+ 1)1/7 — q

a < (a" +1)(nD/n,

Este esentiala conditia n € N?
|—I: Se aplicd teorema lui Cauchy functiilor f(z) = (z™ +a")

) = 1(0) _ f'(e)

Existd ¢ €]0, 1] astfel incat = . In urma unui calcul, rezulti
’ 9(1) —9(0) ()
1
"= & —a” €]0,1]
[n((@n + D1/ — ) 7D

si concluzia rezultd ” prelucrdnd” faptul ci ultima ” ezpresie” apartine intervalului ]0, 1[. Rezultatul este

1/n si g(z) = z™, pe intervalul [0, 1].

valabil pentru orice n > 0, n # 1. Pentru n = 1, inegalitatile devin egalitéﬁ.J

1 o
25°*. Fie f: R > R, f(x) := 2z sin — — cos e dacd x#0
0, daca = =0.
25°.1 Aratati ca f nu este continui in 0;

1
2%sin—, dacd x #0

T este
0 daca = =0,

25°.2 Aratati ca functia F : R —» R, F(x) := {

derivabild pe R si F' = f.
25°.3 Folosind rezultatele de la 25°.1 gi 25°.2, aratati ca existd functii f care au
proprietatea lui Darboux, dar nu sunt continue.
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[1: Pentru 25°.3, se aplici teorema lui Darboux. |

26°.1 Sa se determine intervalele de monotonie pentru functiile urmatoare, pe dome-
niul maxim de definitie sau pe domeniul specificat.
26°.1 f(z) = 223 — 2%
|—R: f este strict crescitoare pe |— 0o, 0] si [é, +oo[ gi strict descrescidtoare pe [O, %] J
26°.2 f(x) =z(1+x);
[R: f este definity si strict crescitoare pe [0, +oo. ]
26°.3 f(z) =z —2sinz, z € [0, 27];

5t
[R: Pe intervalul [5 ?} functia este strict crescdtoare, iar pe fiecare dintre intervalele [0, g} si

5
[—ﬂ-,Qﬂ'] functia este strict descrescétoare.J
26°.4 f(z) = (x —4)e%;
[R: f este strict crescitoare pe [3,+ool si strict descrescitoare pe ]— oo, 3]. |

26°.5 f(z)=zv1— 2%

|—R: f este strict crescatoare pe [—
1

[ﬁ,l} (f:F1,1] = R).]
26°.6 f(z) =1In(1 + 2?);
|—R: f este strict crescdtoare pe [0, 400 si strict descrescidtoare pe |— oo, 0].J
26°.7 f(x) = arctgr — x;
[R: f este strict descrescitoare pe R. |
In |z
2678 f(a) = ",
|—R: f este strict crescdtoare pe [— 61/3,61/3} \ {0} si strict descrescitoare pe fiecare dintre
intervalele ] — 00, —61/3] i [61/3, +oo[.J

26°.9 f(x)=|z+3|-|5z+1];

1
[R: f este strict crescitoare pe | — oo, — 3] si strict descrescitoare pe [- 5 +oo[.]

1 Co. Y .
—] si strict descrescdtoare pe intervalele [— 1,—

Gva vik

sin(z + a)
sin(z +b)’

[R: S# observim ci D(f) = R\ {kx — b/k € Z}. Daci sin(b — a) > 0, f este strict crescitoare
pe fiecare interval I =]km — b, (k + 1)m — b[, k € Z. Dacd sin(b — a) < 0, f este strict descrescitoare
pe fiecare dintre intervalele I, k € Z. Daci sin(b — a) = 0, f este constantd pe fiecare interval Iy, iar

26°.10 f(z) =

constanta corespunzitoare este ¢, = (—1)F, k € Z.J

27°. 84 se arate ci functia f(z) = (a* +1)'/% este strict monotoni pe ]0, +oo[, pentru
orice a > 1.
[T: f'(z) < 0, Y& €]0, +oo[.]
28°. Determinati cea mai mica valoare (m) si cea mai mare valoare (M) pentru fiecare
dintre functiile:

28°.1. f:[-2,2] = R, f(z) =2*—22%+5; [R:m =4, M =13
28°.2. f:[-1,1] =R, f(z) =2 —32% + 62 — 2; [R:m=—12, M =2.]
28°.3. f:[0,4] - R, f(x)—x+2\/_ [R:m =0, M =38. |
o ) —wta? i S M=
28°4. f:[0,1] = R, f(z) = 1+x o [Rim=2, =1

28°5.  f:]0,1[> R, f(x):%+1_x,a>0<b; [Rim = (a+b)?, 7M.
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28°.6. f:[10~!,+oo[= R, f(z) =2®; [Rim= (é)”e, AM.]
29°*. Demonstrati urmatoarele inegalitati:

1
29°.1. 2z >3- = Vo > 1;

20°2. x> &1
r+1

29°.3. 2z -arctgx > In(1+ 2?), Vo € R;
29°4. l+zhn(z+vV1+22) >V1+22 VzeR;

t
arc g:c’ Ve > 0;
1+2x

29°.6. sinz+tgx > 2z, Yo €0, g[,

, Vo > 1;

29°5. In(l+z) >

2
29°7. cha>1+ % Vi # 0.

30°. Folosind regulile lui 'Hospital, calculati urmatoarele limite:
J— 4

30°.1. ;1_>mz 326 [R: §'J
3/ 3
3002, lim VA VO R: -2 |
z—a /T —+/a 3al/6
1
3003, lim 2(C0S7). [R: 0.]
z—0 Mm ( )
. e*® —cos(aw @
30°4. lim ——=; R: —.
450 BT cos(Bx)’ [ B ]
3005, lim L 2BT, [R: L]
z—0 wb“” ? B
30°.6. lim ; [R: b |
z—0 ¢ — d* In§
In(z —
3007, i 21— 0), R+ cosa.)
z—a In(e? —e?)
30°.8. xEI_iI_IOO [(77 — 2arctgz) In x]; [R: 0.

o . z 1y, 1
30°.9.  lim x—l_M)’ [R: 5]
30°.10. lim (\3/(:U+a)(a:+b)(a:+c)—a:) [R: a+b+c.J

z—+00 o 3
1
30°.11.  lim (1 + —2> ; [R: 1.
Tr—400 €T
1
30°.12.  lim (ew + x) z, [R: 2]
T—r+00
1 sin @
30°.13. lim (-) [R: 1)
z—0 \ T
In(1 Itz
30°.14.  lim [% = —]; [R: L]
z—0 €T €T 2
STV . x—sinz . < .
31°. Aratati cd degi [ = lim ———— exista, ea nu poate fi calculata cu ajutorul

z—o0 T 4 sinx
regulei lui 1/Hospital.
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1 sinz
- 00
|—I: l = lim ——=%— = 1. Dacd am aplica regula lui ’'Hospital (de tip —, ar trebui s& existe
r—00 sSinx o)
T
. 1 —cosx o o et e sy
lim ————. Se arat¥ ugor ci aceasta ultimi limiti nu existi. |

z—o0 1 4 cosx

32°. Calculati limitele:
k
32°1  lim —, (a>1, k> 0); [R:0.]
[ele] an

n=
neN

1/n 1, dacd
o . n . . y . o , daci a€]0,1],
32°.2 ”hé%o (a + n) , (discutie dupa a > 0); [R:l= { o dack a> 1 |
n

33°. Fie a,b,c,d €10, +00[ si @ > 0. Aratati ca

In(az® + b
A:= lim g =1.
z—oo In(cz® + d)
Ce se intampla in cazul a < 07
aaz®—!
|-I- R: Pentru a > 0, avem E,deci A= lim oz +b _ lim co” +d lim ar —£.2_ 1.
00 z—oo qcx®”l 200 az® +b =00 cx®~l  a ¢
cx® +d
. L .. . In(a + b)
Pentru a = 0 functia de ”sub” semnul limitd este constantd si egald cu m Pentru a < 0, avem
n(c
. o . In(b) . .
l_1>m z® =0, deci A = ——= (in acest caz nu avem ”nedetermmare”).J
c o0

In(d)

34°*. Fie I C R interval deschis. Daca f : I — R este derivabila pe I, aratati ca f
este convexa (respectiv, strict convexd) pe I daca gi numai dacd

f@) = f(@°) + f'(z°)(z — 2°), Vo,2° €1,

(respectiv,
f(@) > f(@°) + f'(z°)(x — 2°), Va,2° € 1, = # 2°).

Dacd g : I — R este derivabild, aratati cd g este concava (respectiv, strict concavi)
pe I daca si numai daca

g(x) < g(2°) + ¢'(2°)(z — 2°), Va,2° € L,

(respectiv,
9(z) < g(2°) + ¢'(2°)(x — 2°), Vo, 2° € I, x # 2°).

Interpretati geometric rezultatele obtinute.
|—I - R: Pentru f convexd si derivabild, inegalitatea cerutd rezultd din teorema lui Lagrange si
din faptul cid derivata este crescitoare pe I.

Interpretarea geometrica este urmatoarea: graficul unei functii convexe si derivabile f se afla ” dea-
supra” tangentei la grafic in orice punct (a:°, f (x°)) de pe grafic. In cazul unei functii g concave, graficul
se afla sub tangenta la grafic in orice punct (x°,g(a:°)) al graﬁcului.J

35°*. Fie I C R un interval oarecare si f : I = R, f(z) = az + 8, cu a, 8 € R fixate.
Aratati cad f este simultan convexa si concava (féré a fi nici strict convexa, nici strict
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concavé) pe L. Ardtati ca, reciproc, daca f : I — R este simultan convexa gi concava,
atunci existd a, 8 € R astfel incat f(z) = ax + [, Vz € T (func’giile care sunt simultan
convexe gi concave pe I se numesc functii afine pe I )

36°*.

36°.1. Aritati ca functia - modul (f(z) = |z|, € R) este convexd pe R. Este
convexitatea acestei functii stricta?

36°.2. Fie I, J intervale, f : T — J o functie convexa pe I si ¢ : J — R o functie
convexa gi crescatoare pe J. Ardtati cd po f: I — R este convexa pe 1.

36°.3. Folosind convexitatea functiei ¢ : [0, +00[— R, ¢(y) = y*, a > 1 gi afirmatiile
36°.1, 36°.2, ardtati ca functia ¥ (z) = |z|* este convexd pe R.

36°.4. Aratati ca daca a > 1, atunci

|/\1.’L‘1 + )\2.’132|a < )\1|£L‘1|a + /\2|£L‘2|a, Voi,20 € R, 2 7é To, VA1, A2 6]0,'1'00[

cul +X=1.
36°.5. Folosind ultima inegalitate, ardtati ¢ a > 1 = |z1 + z2|® < 2071 (|z1]* +
|x2|0‘), Vry,x2 € R, x1 # x2. Ce se intampla cu ultima inegalitate in cazul z; = 257

37°. Sa se determine intervalele de convexitate gi de concavitate pentru functiile
f D — R urmitoare (D fiind domeniul maxim de definitie sau multimea specificatd);
apoi sa se determine punctele de inflexiune din D (un punct din interiorul unui interval
7 in jurul’ caruia functia ”isi schimbd” convexitatea se numegte punct de inflexiune).
37°.1.  f(zx) =sinx;
|—R: [ este strict convexd pe fiecare dintre intervalele [(2k + 1)m,2(k + 1)7], k € Z si este strict
concavd pe fiecare dintre intervalele [2k7r, (2k + 1)7r], k € 7. Punctele de inflexiune sunt punctele
kr, k € Z. |
37°.2.  f(x)= cos T}
[1: Se stie ci sin (5 — ) = cosz, apoi se aplicd exercitiul precedent. |
™ T
37°3. f(x)=tgx, x €D := ]—5,5[;
|—R: f este strict convexa pe [O,g[ gi strict concavd pe ] - g,O], 0 fiind singurul punct de
inflexiune. |
37°4. f(x) = arctgx;
|—R: f este strict convexd pe |— 00,0] si strict concavd pe [0,+4oo[, 0 fiind singurul punct de
inflexiune. |

37°.5.  f(x) =2 — 522 4+ 3z — 5;

5 . . RV 5 . . A
|—R: [g, +oo[ este interval de convexitate strictd, iar ]— 0, g] este interval de concavitate stricta,

singurul punct de inflexiune fiind §J
37°.6. f(z)=(z+ 1) +e%
|—R: f este strict convexd pe R (si deci nu are puncte de inﬂexiune).J
X
37°.7. f(.’l?) = m, (a > 0),

[R: ]— o0, —3a] si [0, 3a] sunt intervale de convexitate, iar [—3a, 0] si [3a, +oo[ sunt intervale de

concavitate; punctele de inflexiune sunt —3a, 0 3a.J

37°8. f(z)=a— Vx—b;
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|—R: f este indefinit derivabild pe R\ {b}, fiind strict convexid pe [b,+oo[ si strict concavd pe
]— 00,b]; ° = b este singurul punct de inflexiune. |

: T
37°9. f(z)=e"T zeD:= |- 5 5];
[R: [ g,arcsin — 1] este interval de convexitate strict, iar [arcsin , g} este interval

V5 —1

de concavitate strictd; singurul punct de inflexiune este z° = arcsin J
37°.10.  f(z) = ?ICIBT,
. o 1 . N 1 R 1 .
|_R: [ este strict convexd pe ] — 00, 5], strict concava pe [5, “+o00 [, iar x° = 5 este singurul punct
de inﬂexiune.J
37°.11.  f(z) =1In(1 + 22);
|—R: f este strict convexd pe [—1, 1], strict concava pe fiecare dintre intervalele |-oco, —1], [1,+oo[; —1
si 1 sunt punctele de inﬂexiune.J

37°.12.  f(x) = % -ln%7 (a > 0);

[R: f este strict convexd pe [ae3/2, +-00[ si strict concavy pe ]0,ae3/2]; 2° = ae3/? este singurul
punct de inﬂexiune.J

. . z+1
38°. Aritati ca functia f : R = R, f(z) := o)
x
iar punctele corespunzatoare de pe grafic sunt coliniare.

, are exact trei puncte de inflexiune,

39°*. Fie I C R un interval deschis i f : I — R o functie de doua ori derivabila si
strict convexa pe I, astfel incat f'(z) - f"(z) # 0, Vo € 1. Aratati ca:

39°.1. f este strict crescitoare = f~!: f(I) — I este strict concavi. Verificati
aceastd afirmatie in cazul functiei f(z) = e*, Vz € R;

39°.2. f este strict descrescitoare = f~!: f(I) — I este strict convexa. Verificati
aceasta aﬁrrrllat;ie in cazurile functiilor: f; : R = R, fi(z) = a®, a €]0,1] i fo :]0, +00[—
R, fo(z) = e

[R: in egalitatea f(f~!(y)) =y, Yy € f(I) derivim de dou ori si obtinem:

U@ - Y " W == w) - [ W) <o,

ultima inegalitate avand loc deoarece f’(z) > 0, Vz € L.
In cazul 39°.1, avem f’ (f=1(y)) > 0, ceea ce impreuns cu f'(f~1(y)) - (f_l)”(y) < 0 conduce la

(f_l)”(y) < 0, Vy € f(I), feci f~1 este strict concavd. In cazul particular f: R — R, f(z) = e, avem
F~1:]0,+oo[— R, f~1(y) = Iny, care este strict concavd pe f(R) =]0,+ool.

Afirmatia de la 39°.2 se demonstreaz3 aseminitor. |

40°. Puneti functia polinomiala
flz) =2 =52 + 22 — 3z +4
sub forma
ao(x — D)+ ar(x —4)° +ax(x —4)? +as(x —4) + ag, z € R

[T - R: Se aplici formula lui Taylor pentru n=4. f(z) = (x — 4)* + 11(z — 4)® + 37(z — 4)% +
21(z — 4) — 56.]
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41°. Scrieti formula lui Taylor cu restul sub forma lui Lagrange de ordinul n, pentru
1
functia f(z) = —, in jurul punctului z° = —1.
x

[R: f(:r):—1—(:c—|—1)—(x+1)2—...—(:D+1)"+(—1)n+1%

¢ = c(x) este intre —1 si zJ

, Vo €]— 00,0[, unde

42°*. Sa se determine raza R si inaltimea h ale unui cilindru de volum dat V| ast-
fel incat suprafata totald a cilindrului si fie minima (problema prezintd interes pentru
economisirea materialului in construirea unui astfel de cilindru).

14
[T - R: Avem de minimizat suprafata totald S(R) = 27R2? + 2rRh = 2nR2 + QWR? =
™

2V 14
2TR% + 3 = 2(7TR2 + E)’ unde V este dat, iar variabila este R > 0. Conditia necesard pentru un

[V 1% [4V
punct de extrem Ry > 0 este S'(Rp) = 0, care conduce la Ry = 3 — = ho= —5 = g . Punctul
2 mR§ T

A% \%4
critic Rp = { o este un punct de minim global strict deoarece S(R) = 2(7rR2 — E) este strict convexa
7r
pe ]0,+o00[. Avem: Sy,in = 3 27rV2.J

430*
43°*.1 Aritati cd suma a doud numere pozitive, de produs dat, devine minima cand
cele doua numere sunt egale intre ele.

43°*.2 Demonstrati aceeasi afirmatie pentru n > 3 numere pozitive.
|—I: Ideea este de a folosi inegalitatea mediilor. Fie P > 0 dat. Printre vectorii (z1,...,2n) €
10, +00[X ... X]0,+00o[ cu proprietatea ci z1 -...-zn = P, il cutdm pe acela pentru care S :=z1+...+zp
este minima. Din inegalitatea mediilor, avem

T14 ... 4T, >0z T =nVP=VP+...+ VP.
N——
n—termeni

Deci vectorul (W, e {‘/F) este cel ciutat (evident YP ... - ¥YP =P sideci suma este minim3
cand componentele sunt egale intre ele (fiind toate egale cu W))J

44°*. Calculati suma

So(x):=24+2-3-2+3-4-2°+...+n(n —1)2" >

-1) k(-1
§iapoigésigisumaS:2-33+2'3‘32+...+M:Zg.

3n—>5 3k—5
k=2
[1-R:

4 zn)”: (zn-H _ .’L‘2)”: 2 _ n(n + l)xn_l + 2(77,2 _ 1)xn _ n(n _ 1)xn+1 .
z—1 (1—2)3

Apoi S = 33(2": k(k—) = 33(Xn:k k—1z 2) = 3355(x), unde z := é si se aplicd formula

So(z) = (22 + 2% +...

3k—2
k=2 k=2
giisitd pentru Sa(z). ]
45°. 6
45°.1. Pentruy =y(z) = 2°Inz, z > 0, calculati y*. [R: ;.J
45°.2.  Calculati y("), n € N, pentru:
o 1- 2(—1)"n!
45°.2.1. y(z) = 1—, z € R\ {-1}; [R: WJ

45°.2.2. y(x) ==ze”, z € R; [R: e®(z +n).]
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_1\yn—1 _
45°.2.3. y(w) = loga T, T > 0’ |-R: %J
1 n! n!
° = -7 : . (—1)n—1 B
45°24. y(o) = s, 2 €R\{1,2}; [R:(-)) {(I_Q)Hl - 1)"+1]’J
45°.2.5. y(z) = sin’ z, v €R; [R: 27~ 1sin (2:13 L= 17")J
45°2.6. y(z) =z Inz, > 0; [m: S0 22
T N
46°.

46°.1. Aritati cd functia y := eTsina verifici egalitatea y' — 2y’ + 2y = 0, iar
y := e~ T sin x verifici egalitatea y" + 2y’ + 2y = 0.

46°.2. Aratati ca functia y := A-sin(wt+¢)+ B-cos(wt+¢), (4, B,w, ¢ - constante),
verificd egalitatea y" + w?y = 0.

46°.3. Aratati cd functia y := aje"*+ase” " +ag cos(nx)+ay sin(nz) (a1, az, as, as, n
- constante), verifici egalitatea y*) = nly.

47°. Calculati:

. 20
47°1. [(2® + 1) s1nw]( );
|—R: Se aplicd regula lui Leibniz de derivare a unui produs de functii (teorema 9). Avem

(f-9)C0 = fCBV g4 Cf 1) g + 511D - g" + Cof 1D g 44 CR fPOTH g g f g0,
unde f(z) = sinz, g(x) = 1+22. Se observi ci suma din formula de mai sus are doar primii trei termeni
nenuli, intrucat ¢*)(z) = 0, Vk > 3. Se obtine [(1+2?)sinz] (20) _ (22 —379) sinz — 40z -cosz, Va €
R.]

47° 2. (ez sin :L')(n), n € N. [R: (e sin a;)(”) = e® [ Xn: C¥ sin (x —+ I%”)]J
k=0

48°*,
48°.1. Pentru ce constantd a € R functia y(z) = e®* verifica relatia

y"(z) — 3y'(z) + 2y(z) =0, Vz € R?

[R: a € {1,2}.]
48°.2. Pentru ce constantd a € R functia y(z) = x - €** verificd relatia

y"(z) — 6y'(z) + 9y(z) = 0, Vz € R?

|—R: a= 3.J
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§6.3. Asimptote. Reprezentarea grafica a functiilor.

Sirul lui Rolle. Aplicatii la rezolvarea unor ecuatii.
Aproximarea liniara a unei functii derivabile in jurul unui punct.

In studiul graficului §i comportarii unei functii, o notiune importanta este aceea de
asimptota. Asimptotele pot fi verticale, orizontale sau oblice.

Definitia 1. Fie f : E C R — R. Daca z° € R este punct de acumulare pentru E
st dacd cel putin una dintre limitele laterale I{m f(x), 1;m f(x) existd si este infinitd,
z\z° x x°

spunem ca dreapta de ecuatie x = x° (care esre paraleld cu aza Oy), este asimptota
verticala la graficul functiei f.

Definitia 2. Spunem cd dreapta de ecuafie y = | (paraleld cu aza Ox) este asimptota
orizontala spre +oo a lui f daca $i numai daca

lim |f(z)—1]=0

T—+00

sau, echivalent, lim f(x)=1€ R.
T—+00

Analog se defineste asimptota orizontala spre —oo.

Observatia 1. Afirmatia definitiei 2 inseamnd cd distanta dintre punctul (z, f(z))
de pe graficul functiei si punctul (x,1) de pe dreapta orizontald de ecuatie y =1, tinde la
0 cind v — +oc (respectiv, T — —00).

Definitia 3. Spunem ca dreapta de ecuatie y = mx +n, m # 0, este asimptota
oblica spre +oo (resprectiv, spre —o0) a lui f dacd gi numai dacd distanta dintre punctul
(w,f(w)) de pe grafic si punctul (z,mxz + n) de pe dreaptd, tinde la 0 cind x — +oc
(respectiv, © — —o0)

Observatia 2. Vom scrie y = mz +n, m # 0, este asimptotda spre +oco daca i
numai daca
li - —n|=0.
Jm | f(z) —ma —n|=0
Teorema 1. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) Dreapta y = mx +n este asimptotd spre +0oo;
(ii) Coeficientul unghiular m gi ordonata la origine n verifica egalitatile:

lim M, n= lim [f(z)—maz].

r—+o0 I T—+00

m =

Reprezentarea grafica a functiilor derivabile

Distingem urmatoarele etape:
I) Determinam domeniul de definitie E al functiei si intersectia graficukui

Gy = {(v.f(2)); z € E}

cu axele de coordonate;
IT) Studiem eventuale simetrii ale graficului gi semnul functiei.
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Daci functia este pard (E simetric fatd de 0 si f(—z) = f(z), Vz € E), atunci
graficul este simetric fata de axa Oy.

Daci f este impard (E simetric fatd de 0 si f(—z) = —f(z), Vo € E), graficul este
simetric fata de origine.

ITI) Studiem limitele la ” capetele” unor intervale, continuitatea functiei si asimp-
totele.

IV) Calculdm prima derivatd f', rezolvam ecuatia f'(z) = 0 si studiem (daca este
posibil), semnul primei derivate. Obtinem astfel punctele critice (stationare) si intervalele
de monotonie, conform celor amintite in §2.

Uneori, semnul primei derivate decide si punctele de extrem. In alte cazuri, nu se
poate decide direct semnul lui f’, dar se poate determina semnul derivatei secunde f''(x°)
intr-un punct critic z°.

Daca f" este continud in 2° si f"”(2°) # 0 rezulta ca avem:

f'(z°) >0 = 36 > 0 astfel incat f'(z) >0, Vo elz® — §,2° + §]

= f strict convexa pe |z° — d,2° + §[ = x° punct de minim.

Daca f"(x°) < 0, rezulta cd z° este punct de maxim.

Daci f este de n - ori derivabili, cu derivata f() continug in vecinitatea unui punct
z°, (n > 3), pentru care avem

f'(@%) = f"(«°) =0,

se folosegte formula lui Taylor pentru a decide dacd z° este punct de extrem sau nu i
eventual de ce tip este (minim sau maxim; vezi §2).

V) Alcdtuim tabloul de variatie (vezi primul exemplu rezolvat de mai jos).

VI) Trasam graficul, pe baza tabloului de variatie.

Studiul unor ecuatii cu ajutorul analizei matematice

Fie f : E C R = R o functie, pentru care putem trasa graficul G;.
A rezolva ecuatia
flx)=y°, z€FE

revine la a determina intersectia graficului Gy cu dreapta orizontala [do] de ecuatie y = y°
(avem f(z) =y° & (z,f(2)) = (z,y°) € Gy N [do]).

O altda metoda de a rezolva ecuatii este datd de girul lui Rolle, care se bazeaza pe
consecinte ale teoremei lui Rolle (si pe proprietatea lui Darboux).

TIata algoritmul de formare si utilizare al sirului lui Rolle.

Fie ECR si f: E— R, o functie derivabila.
I) Se fixeaza intervalul de studiu I C E, al ecuatiei

f(z)=0.

IT) Se rezolva ecuatia f'(z) = 0 si se considerd radacinile reale ale acestei ecuatii
situate in I, in ordine crescatoare

Ty < ...< Ty <Tog...< Ty,
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unde

T = cea mai mica rddicina reald a lui f’,

T := cea mai mare radacind reala a lui f'.

IIT) Se calculeaza f(xn),--., f(x1), f(x2),..., f(xa), precum si limitele a si 3 ale
lui f la capetele intervalului I. Se obtine un gir de valori, asociat functiei f, numit girul
lui Rolle:

a, f(@m),. ., f(x1), f(x2),..., flzm), B.
IV) Concluzia se stabilegte astfel:

(7) Daca in sirul lui Rolle apar doua semne aldturate egale (Sign f(x1) = sign f(z2),

unde
—1, daca y <0,
sign y := 0, daca y=0,
1, daca y >0,

atunci in intervalul ]z, zo[ nu existd radacini ale ecuatiei f(z) = 0.
(74) Daca in sirul lui Rolle apar doua semne aldturate diferite (de exemplu f(z;) <
0, f(xz2) > 0), atunci ecuatia f(z) = 0 are exact o radacina in intervalul ]z, zo][.

(7i7) Daca in sirul lui Rolle apare 0 (de exemplu f(z) = 0), atunci x; este radacing
multipld (de ordin cel putin doi) a ecuatiei f(z) = 0 i in intervalele Jzg, xp41 [, J2p—1, zk[
nu exista nici o radacina a acestei ecuatii.

In acest mod, urmérind schimbérile de semn si zerourile din sirul lui Rolle

Q, f(wM)w"?f(ml)ﬂ f(x2)7‘”7f(xM)7 67

se determina numaérul de radacini reale (fara a determina si ordinele lor de multiplicitate)
ale ecuatiei f(x) = 0, precum si intervalele in care aceste radacini sunt situate (vezi al
doilea exercitiu rezolvat mai jos).
Aproximarea liniara
in jurul unui punct z° de derivabilitate pentru f.
Intrucat pentru f derivabild in 2° avem

f@®+h) = f(°) = f'(2°) - h+w(@®, h),

cu

avem in particular

ceea ce implica

adica
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gi aproximarea liniara f(z°) + f'(z°) - h a lui f(x° + h), este cu atat mai precisd, cu cat
|h| este mai mic. Luind h := z — z°, avem deci

f@@) = f(°) + f'(a°) - (2w — 2°),

pentru z suficient de ” apropiat’ de x°.
Aproximarea din membrul drept se numeste liniard deoarece este un polinom de grad
11n z, deci o functie afind (liniard 4+ o constanta) in z.

EXERCITII REZOLVATE

1°. Sa se reprezinte grafic functia f(z) := \/xz—%, folosind si derivata a doua.
x
[Solutie: Parcurgem etapele I) — VI) mentionate in teorie.

I) Domeniul de definitie E este evident intreaga axi reald. Avem f(0) = —1, deci graficul inter-
secteazd axa Oy in punctul (0, —1). De asemenea, avem f(z) =0 < z =1, deci singurul punct in care
graficul intersecteazd axa Oz este punctul (1,0).

II) Evident, semnul lui f(z) este dat de semnul lui = — 1, deci f(z) > 0, Vz €]1,+o0[, f(z) <
0, Vz €]— 00, 1[. Functia nu este nici pard, nici impari.

III Functia este continud pe R, deci nu are asimptote verticale. Pe de altd parte, studiind existenta
unor asimptote orizontale, gasim

z—1 . z—1

i = 1 — = 1 =1
lz[4/1+ —
x
i
-1 -1
lim f(z)= lim ——— = lim ——— " = 1.
z——00 z—=—00 \/x2 4+ 1 T——00 1
[z[4/1+ —
T
Deci, dreapta y = 1 este asimptotd orizontald spre +oo, iar dreapta y = —1 este asimptotd orizontald
spre —oo. In particular, graficul nu admite asimptote oblice.
Vz2+l—(z—-1) ——
IV) Avem f'(z) = ©Y e = Tl s e R, evident, f(z) =0 ©
z2+1 (22 +1)3/2
z=-—1, f'(z) >0,Vze]-1,4+o00[si f/(z) <0, Vz € ]— 00, —1]. Deci, singurul punct critic este z° = —1,
functia fiind strict crescdtoare pe [—1,4o00[ si strict descrescdtoare pe |— oo, —1]. Rezultd c¢i 2° = —1

este punct de minim global strict (f(z) > f(—1), Vz € R\ {-1}).

Avem fin = f(—1) = ;_; — 3

—2z2 -3z +1
A . s < Moy
Trecand la studiul convexititii, calculdm f(z) = 7(502 T Vz € R.
Evident, semnul lui f”(z) este dat de semnul functriei polinomiale de gradul 2 de la num&r&tor.
-3 —-V17 -3+ V17
Radicinile acesteia sunt 1 = ——, x2 = +7 Rezultd cd f"(z) > 0, Vz €]z1,z2[ si

4
f"(z) <0, Vz €]— 00, z1[U]x2, +00[. Un calcul simplu cu inegalititi conduce la

-3 =17 -3+ V17
1= ——— < -1<0<r2= ——— < 1.
4 4
Punctele z1, x2 sunt puncte de inflexiune.

V) Tabloul de variatie este:

x —00 T1 —1 0 T2 1 +o00
f'(z) — — — 0 + + + + + + +
f@) | -1 N N V2 S -1 A0 ]
" (z) — — 0 + + + + 0 — — —
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VI) Cand z parcurge R =]— oo, +oo[, functia f descreste ” concav” pe |— oo, z1[ (avind asimptotd

i3

orizontald y = —1 spre —oo, graficul Gy aflandu-se ”sub” aceastd asimptotd). Apoi functia descreste
” conves” pe [x1,—1], avind pe —1 ca punct de minim global, cu fpin = f(—1) = —v/2. Pe intervalul
[-1,z2], functia cregte ” convez”, continudnd apoi si creascd, dar ”concav”. pe intervalul [z2,+oo] si
avand dreapta y = 1 ca asimptotd orizontald spre +oo. In particular, graficul G; se afld sub aceasta

orizontald y = 1. Punctele de intersectie cu axele de coordonate sunt (0, —1) si (1, O)J

2°. Sa se discute dupa m € R numarul radacinilor reale ale ecuatiei
fx) =z +In2? =m.

|—Solu§ie: intai vom rezolva problema folosind sirul lui Rolle; apoi vom schita solutia aceleiagi

probleme trasand graficul functiei f si discutdnd dupd m € R intersectia acestui grafic cu orizontale de
ecuatii y = m, m € R.

1° Revenim la girul lui Rolle. Fie m € R gi fm(z) := f(z) —m =2 +1nz? —m, z € R\ {0}.
Avem:

E=D(f) =R\ {0} =R~ )

Fm este derivabils pe E gi f, (z) = “ 2, vz € E.

T

Considerdm intai eventualele ridédcini ale ecuatiei f(z) = m < fi(z) = 0 situare in intervalul

2
10, +00[. Avem f,’n(x)x + > 0, Yz €]0,+oo[, deci f, este strict crescitoare pe ]0,+oo[. Pe de altd
parte, avem lim fm,(z) = —oco, lUm fm(x) = +oo si din proprietatea lui Darboux rezultd ci existd
0 z +oo

cel putin o rddicind a ecuatiei fm,(z) = 0 in ]0, +00[. Conform monotoniei stricte a lui f, pe ]0,+oo[,
aceastd raddcind este unicd. Notdm raddcina pozitivd a lui fr, cu Z3,m.

Trecem acum la discutia asupra rid#cinilor negative ale ecuatiei fy,(z) = 0, urménd etapele I) -
IV) precizate in teoria referitoare la sirul lui Rolle.

I) Intervalul I :=]— oo, 0[.

T+2 . . Cax s . . o
II) fl.(z) = i 0 < z = —2. Deci 1 = —2 este singura ridicind a derivatei f}, in intervalul

I, pentru Ym € R.
III) Calculdm
2lnjz| m

o= liIP fm(:c):gcgrzloo [x+lnx2—m} :gc{i(r_noox[l—k ]:—00(14—0—!—0):—00,

T\ — 00 T
fm(z1) = fm(-2) =—2+In4-m=2(In2—1) —msi
= li = —0o0.
B Zl}no Im () S
Formam tabloul referitor la girul lui Rolle
a, fm (ajl)a ﬁ
anume
X —00 -2 0
I (@) 0
fm(x) | —o0 2(In2—-1)—m —00

(sirul lui Rolle se afl§ pe linia a treia).

IV) Concluzia se stabileste discutand semnul expresiei 2(In2 — 1) — m, fm(—2) = f(z1), astfel:

(i) dacd fm(—2) = 2(In2 — 1) —m) < 0 (deci, dacd m > 2(In2 — 1)), atunci in sirul lui Rolle

o, fm(—2), B apar semnele —, —, — , deci nu apar schimbiri de semn. Conform teoriei, nu existd
riddcini ale ecuatiei fr(z) =0 in I =]— 0o, 0[, deci singura rdd&cind reald este Z3,, €]0,+00[.

(i1) dacd fm(—2) > 0 (deci 2(In2 — 1) — m > 0, adicd m < 2(In2 — 1)), atunci in sirul lui Rolle
a, fm(—2), B apar semnele —, 4+, —. Conform teoriei, existd exact doud rddicini; Z1,,, € 00, —2[
§i a,m €]— 2,0[ (cate una pentru fiecare schimbare de semn din sirul lui Rolle). In acest caz, ecuatia
fm(z) = 0 are deci exact trei rdd#cini reale, dintre care una este T3, €]0, 400l

(#ii) dacd fm(—2) =0, (adicd m = 2(In2 — 1)), atunci in sirul lui Rolle pe I =]— oo, 0[ apar semnele
—, 0, —. In acest caz, x1 = —2 este radicind a functiei fn, si a derivatei f},, adicd 1 = —2 este rddicini
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multipld (de ordin cel putin 2) pentru ecuatia fm (z) = 0 si, conform teoriei, nu existd alte ridicini in
I =]— 00,0[. In acest caz, ecuatia fm(z) =0, z € R* are doar doud radicini distincte Z1,,, = 1 = —2
sl Z3,m €]0,4o0[, prima dintre ele fiind radicind multipla.

Astfel, discutia privind numarul rddécinilor ecuatiei f, () = 0, folosind sirul lui Rolle, este incheiata.

2° La aceleasi concluzii se putea ajunge trasind graficul functiei f(z) = z + Inx?, z € R* si
?intersectand’ acest grafic cu drepte orizontale de ecuatii y = m. intr—adevér, pe intervalul |— oo, —2],
f creste strict de la —oo la f(—2) = =2+ 2In2 = 2(In2 — 1). Pe intervalul [—2,0[, functia f descreste
strict, de la f(—2) = 2(In2 — 1), la —oo. In sfarsit, pe ]0, +oo[ functia f cregte strict, de la —oo la 400,
intersectdnd axa Oz intr-un singur punct Z3,0 €]0,+oo[. Dacd trasdm graficul G si diferite orizontale
y = m, reobtinem (mai rapid) aceleasi concluzii asupra ridicinilor ecuatiei f(z) =m, m € ]R.J

3°. Folosind aproximarea liniara pentru functia f(z) = arcsinz, x € [—1,1], s se
determine o valoare aproximativa a numarului arcsin0, 51.

|—Solu§ie: Aplicam formula de aproximare liniard

f(@) » f(2°) + f'(2°) (= — 2°)

pentru functia f: [-1,1] = R, f(z) = arcsinz, z = 0,51 gi z° = 0,5 (f este derivabild pe |— 1,1[> z°).
Obtinem

arcsin 0, 51 ~ arcsin 0,5 + (0,51 —10,5) = — + 0,01 (~ — +0,011~0,513).

[ ]
Sl
[ ]

1—(0,5)2

~

. C e m
Asadar, aproximarea liniars este 5 + -0, OI.J

S

EXERCITII PROPUSE

4°. Pornind de la definitie, aratati ca dreapta y = 2x + 1 este asimptota la graficul

224 341
functiei f(z) = x—tciij spre 400 §i spre —oo.
5°. Determinati asimptotele la graficele urmatoarelor functii:
1
5°.1. = ; R:y=0.
0= 7575 Ry =0,
o — a . « — b j—
5°.2. f(ZU)—C+ (.3’1,7—71))2’ |_R.a:—b,y_c.J
x
5°.3. = Riz=-1,y==—-1
5°.4. f(z) = Va3 — 23 [R:y=—z.]
2
-1
5°.5. f(z)= |x| z2 n 11; [R: y = x spre + 00; y = — spre — oo. |
5°.6. f(x):x'ln(e+5), [R:x:—%;y:z—i—é.]
5°.7. f(x):x'eQ/z+1; [R:z=0,y=x+3.]
5°.8. f(z) =2z + arctg =; |—R:y:2x+g spre + oo, y:2x—g spre — 0o.]
P
5°.9. f(z)= a P((x:::))+ a’ unde

P este polinom neconstant, a #0. [R:y=az.]
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6°. Determinati asimptotele urmatoarelor curbe:

22 —2x+3
6°.1. = = = Riz=-2;y=2x—4.
Y y(a:) f(iL“) T+ 2 ) |- z Y= J
23
6°.2. y= :L'—2; [R:z=2; y=x+1 spre + 00, y=—x —1 spre — co.|
6°.3. y=2x%e"7; [R:y=0.]
6°4. y=22x-— co;x; [R:z=0; y=2z]
l 2
6°.5. y= nr_ 3x; [R:z=0; y = —3z.|
6°.6. y= Va3 — 622 [R:y=z—6.]
6°.7. y=0,5z+ arctgz; |—R:y:£—|—ﬁ spre + 00, y = = — X spre — 0.
27T 2 2 . 2
6°.8. y= —x-arctgx; |-R:y:—§x+1 spre + oo, y = 51‘-1-1 spre — co.]
7°. Reprezentati graficele functiilor
344
7°1. f(x)=2a2"—-nz, (neN,n>1); 7°.2. f(z)= u az—; ;
7°.3.  f(x) = /1 — 23; 7°.4.  f(x)=3Yv — =
7°.5. f(z) =lnz+In(zx —1); 7°.6. f(r)=1In ud T
3 Inz
7°.7. = —; 7°.8. =
f@) = fle) =22,
7°9. f(z) =z +e % 7°.10.  f(z) =In(z + Va? +1);
. 1\2
7°11.  f(x) = ez”_”Q; 7°.12.  f(x) = (1 + E) ;
1
7°13. f(z) =z -sinz; 7°14. f(z)==x+ %;
o €T o ea:'
7°.15.  f(x)= et 7°.16. f(x) = o
sinz .
7°.17.  f(x) =In(cosz); 7°.18. f(x) = z daci z #0,
1, dacd =0
7°.19.  f(x) = 2% — 4|z| + 3;
1 1
7°20. f(z)={ 1—z-¢ |7l T dacd x#0,
1, dacd = =0.

8°. Se da functia

ai(z +2)? 4+ b, dacd =z €]—o0,—1],
flz)=4q €* daca =z € [-1,1],
az(z —2)% + by, dacid = €]1,+o0].
8°.1. Sa se determine constantele ay, by, a2, by astfel incat f sa fie derivabila pe R.
[R:a1 =b1 = l, a2 = —E, by = 3—6J
2e 2 2
8°.2. Sa se traseze graficul lui f, ay, b1, as, be fiind numerele determinate la 8°.1.

9°. Folosind sirul lui Rolle, determinati numarul radicinilor reale ale ecuatiei 2z* —
322 -2z +1=0.

1
[R: Existd doua ridicini reale distincte: z1€ ] — 701 [, z2 €)1, 4+o0l.]
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10°. Determinati numarul radacinilor reale ale ecuatiei z-Ilnz = a, unde a > 0.
|—R: Folosind girul lui Rolle pentru functia fo(z) := = -Inz — a, = > 0, sau graficul functiei
f(z) == xz -lnz, = > 0, se ajunge la concluzia: existd o singurd ridicind reald, care se gisegte in

intervalul ] —, 400 si aceastd radicing este simpla (nefiind si ridicind a derivatei f'). ]
e

11°. Aratati ci ecuatia
4322 —2-2=0

are exact doud radacini reale, apartinand intervalelor |— 1, 0[ si restectiv ]0, 1[.

12°. Aratati ci ecuatia x-e* = 2 are exact o radicing reald, care apartine intervalului
10, 1] si care este radacinad simpla.

Definitia 4. Fie f : M — M. Elementul x* € M se numete punct fiz al lui f daca
gt numai daca f(z*) = z*.

13°. Sa se studieze existenta si eventual valorile punctelor fixe ale functiilor urmaéatoare:
13°1. f:R = R, f(z) =2+ ke N; [Rizt=—1,25=0,a25=1]

13°2. f:R =R, f(z) =2, keN; R:a} =0, 25 = 1.]
13°.3.f:]—g,g[—>R, flx) =tgmx; R: z* =0.]
13°.4. f:]0,400[= R, f(z) =Inwz;

13°5. f:]—1,400[= R, f(z) =In(z + 1);
13°.6. f: R = R, f(x) =a®, a > 1— discutie.

|—R: - dacd a € ] 1,el/e [, functia exponentiald f(z) = a*, x € R, are exact doud puncte fixe;

R: Nu existd puncte fixe. |
R: z* =0.]

— — — —

- dac¥ a = el/¢, avem un singur punct fix z* = e al functiei f(z) = e,

- dacd a > el/¢, functia exponentiald £ — a® nu are nici un punct ﬁx.J

14°.

14°.1. Aratati ca aproximarea liniard in jurul punctului z° = 0 a functiei e* este

x + 1. Determinatia apoi valoarea aproximativi a Iui e=0-001,
[R: e~ 0001 v ¢0 4 ¢0(—0,001 — 0) =1 — 0,001 = 0, 999. |
14°.2. Care este aproximarea liniard in jurul lui 2° = 0 a functiei f :]— 1, +oo[—
R, f(z) =In(1+ 2)? Calculati apoi (cu aproximarea liniard) numarul 1n(0, 999).
[R: In(1 +z) ~ z in jurul lui 2° = 0 = 1n(0,999) = In(1 — 0,001) ~ —0,001. |
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§ 6.4. Rezolvarea unor ecuatii functionale

Asupra ecuatiei functionale
9(x) = g(f(z)), Vo €I

Unele probleme concrete conduc la ecuatia functionala

9(z) = g(f(z)),Vz € 1, (1)
unde f este o functia necunoscuta, iar g este o functie continua data, care indeplineste
anumite conditii (g descreste pe un subinterval, apoi creste).
In astfel de conditii asupra lui g, exista o unica solutie strict descrescatoare si continua
a ecuatiei (1). De exemplu, dacd
g(z) = 22, (1)

solutia strict descrescdtoare (si continud) a ecuatiei

= (f(a:))z, Vz € R

este
flz) =—z, Yz e R.

In cele ce urmeaza ne ocupam de ecuatii functionale de tipul

9(x) = g(f(z)), Vo €1,

unde f este functia necunoscuta, iar g este o functie data, ce indeplineste anumite conditii
pe intervalul I.

Exista multe functii concrete g ce satisfac astfel de conditii.

Metoda de constructie a functiei f pornind de la g are un caracter general si ” ge-
ometric” dupa cum rezulta din teorema urmatoare. Existenta lui f se demonstreaza
construind-o efectiv (conform (viii) din teorema urmitoare).

Teorema 1. Fie u,v € R, u < v, b €lu,v[, g :Ju,v[ = R o functie continud, cu
proprietatile:

1) 3lim g(z) = lim g(z) = w € R;

) 3 1lim g(z) = lim g(2) ;

2) g este strict descrescdatoare pe |u,b] i strict crescatoare pe [b,v].

Atunci ezxistd o functie unicd f :]u,v[ — Ju,v[ astfel incat

9(x) = g(f(2)), Va €]u,v],

iar [ are urmdtoarele insugiri:
(4) ;1\% f(z) =, lim f(@) =u;
i1) b este unicul punct fiz al lui f;
(i1i) f~' = f pe Ju,vl;
(iv) f este continud;
(v) daca g este derivabila de n ori (n > 1) pe Ju,v[\{b}, atunci f este derivabild de

n ori pe Ju,v[\{b};
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(vi) daca g este derivabila de doua ori pe Ju,v[, g" fiind continud, cu g"(b) # 0 i
daca exista _
p1 = lim f'(z) € R,

z—b

atunci f este derivabild in b gi f'(b) = —1;
(vii) daca g este derivabila de trei ori, cu g"' continud, g (b) # 0 $i dacad exista

p1 = lim f'(z) € R, py:= lim f"(z) € R,
z—b z—b
atunci f este derivabild de doud ori in b gi

gIII (b) .
g"(b)’

(viii) dacd notam gs == gljup), 9a = 9lp,v[, atunci f se construieste pornind de la g,
dupa “formulele”:

F(@°) = (97" 0gs)(°) = sup{z € [b,v]; ga(z) < go(2°)}, Va© €]u, b];

f(z°) = (93_1 ogd) (z°) = inf{z €]u,b][; gs(z) < ga(z®)}, Va° € [b,v];

50 = pr =3

Exercitiu rezolvat

4°.1 Sa se arate ca pentru orice n € N*| gi orice a, 8, A > 0 exista o unica functie
f: R —= R, cu urmatoarele proprietati:
2% — Az =@ 4+ Bf(x) -1,  dacad =z <0,
{ e 4+ fr—1= (f(m))zn — Af(z), daca =z >0;
f este strict descrescitoare pe R, lim f(z) =400, lim f(x)= —o0;
r——00 T—r+00

)
)
) 0 este unicul punct fix al lui f;
4) f'=frpeR;
) f este continua pe R;
) f are derivate de orice ordin pe R\ {0};
) f este derivabila in 0 & A\ = a + (3 si in acest caz, f' este continud pe R, cu
f(0)=-1
(P.8) f poate fi ” construita” dupa ” formulele”:
f(x°) = sup{z > 0; e + Bz — 1 < (2°)>" — \z°}, Va° < 0,
f(z°) = inf{z < 0; 22" — Az < e**" + Bz° — 1}, Va° > 0;
(P.9) daca o,B,A € N* gi x € Z, atunci f(z) € Z<& z =0.

2n _ ¥
|—Solu§ie: Fieg : R > R, g(z):= { z AT, dacd  z <0,

o 4 By —1, daci x>0, Atunci g este derivabila

2nz2n—1 — )\, daci <0
H ! — k) k] 3 . . _
pe R\ {0} si ¢/(z) = { e’ + B, dack 7>0, Pe de altd parte, avem evident Ilzrzloog(x) =
lilil g(x) = +o0. Astfel, g indeplineste conditiile din ipoteza teoremei precedente, unde u := —o0, v :=
r—+00

400, w:= 400, b: +0.
Aplicand aceastd teoremd, existd f : R — R astfel incat au loc (P.1) - (P.6) si (P.8).
Demonstrdm acum ci are loc (P.7). Derivand in egalitdtile (P.1), obtinem:

232"t — X = [ae*/®) + 8] f'(z), daci =z <0,

_ Astfel, intr- indtate | — lui
ae"‘m—kB:[Qn(f(:v))zn 1—)\]f’(z), dacd > 0. stfel, intr-o vecindtate | — d,d[ a lui 0
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2 2n—1 _ A
n dacda -0 <z <0,

avem f'(z) = ae“g(jzﬁfﬂ’ ek 0y | Remltacs lim f@)== g lim f'(x) =
2n(f(a:))2n_1 Y

_e —: '8. De aici deducem imediat cd derivatele laterale in 0 sunt f.(0) = —%ﬁ, fi0) = i j\_ 'B. Pe

de altd parte, f este derivabild in 0 dacd sumumai dacd f(0) = f;(0) € R. Din cele de mai sus, rezultd

cd f este derivabild in 0 atunci gi numai atunci cand - j\_ 3 — —: p < A= a+ i, in caz de

derivabilitate, avem f’(0) = —1.

Rimane de demonstrat (P.9). Fie a, 8, A\ € N* gi © € Z\ {0}. S& presupunem prin absurd ci f(z) € Z.
Tinand cont de faptul cd f este strict descrescdtoare, avand ca unic punct fix pe 0, existd numai doud
cazuri:

(C1) ze€Z-\{0}si f(z) € Z4 \ {0}

(C2) weZy\{0}si f(x) €Z_\{0}.
Vom rezolva doar cazul (C1), intrucat al doilea caz se rezolvd asemdn3tor.

Fie deci x € Z_ \ {0} si f(x) € Z4+\{0}. Avem 22" —\z = /(@) L Bf(x) -1 < e/ @) L Bf(x) -1+
Az — 27 = 0. Intrucat a, 8, A, @, f(z) sunt numere intregi, cu a > 0 (a > 1), f(z) > 1, ultima egalitate
spune cd e este rdddcina unei ecuatii algebrice cu coeficienti intregi, adicd e ar fi un numar algebric. Dar
se gtie c& numirul e este transcendent! (nealgebric). Rezultd cd x € Z_ \ {0} = f(x) ¢ Z. Aseminitor,
se poate ardta cd z € Zy4 \ {0} = f(z) ¢ Z. Rezultd c& z € Z\ {0} = f(z) ¢ 7Z, ceea ce poate fi rescris
astfel: (z € Z, f(z) € Z) = x = 0. Astfel, implicatia ” = ” din (P.9) este demonstrati. Cum implicatia
inversi este evidents (f(0) = 0 € Z), rezolvarea este complet. |

Exercitii propuse

4°.2 Sa se demonstreze afirmatia (vi) si echivalenta relatiei (1) cu formulele
1) f@°) = (95" 0 95)(=°), 2° €]u, b,
17)  f(2°) = (95" 0 ga)(z°), 2° € [b,0].
din teorema 4.1. Interpretati geometric egalitatea (1).

|—I: Pentru a demonstra (vi), derivim in (1), tinand apoi cont ci b fiind punct de minim pentru g,
avem ¢'(b) = 0. Pe de altd parte, g" (b) # 0 si ¢’ continud in b = ¢"’ # 0 pe o vecindtate a lui b. Derivand

’
in (1), obtinem pentru orice  intr-o vecindtate a lui b: ¢'(z) = ¢'(f(z)) f'(z) = f'(z) = %, Vx €
g (f(e
b—6,b+ [ Fie p1 := limb f(z) € R. In ultima egalitate facem z — b si obtinem
z—
! O 7 . 1 " b 1 .. 1 b 1 1
p1 = lim f’(x):hmM:(_)lHogmal im 9" (x) _ 9" 1 Gang'e) 1 _ 1
2=b e=bg'(f(z)) \O e=b g" (f(2)) f'(x)  g"(f(b)) pr  ¢"(b) pr p1

1
Am obtinut p;1 = —, ceea ce implicd p; € {—1,1}. Stiind cd f este descrescidtoare, avem p; :=

1

ii_}mb f'(z) <0, deci p1 = —1. Rezultd acum usor c& f'(b) = p1 = —1.

Trecand la ” formula”
(1) f@°) = (97" 0 95)(2°), 2° €]u,b], A
observdm ci (1’) este echivalentd cu (1) pentru z = z° €]u,b]. Intr-adevir, pentru z° € ]Ju,b], (1')
& f(2°) = 97" (95(2°)) © 9a(f(2°)) = gs(2°) © g(f(2°)) = g(2°) & (1), deoarece z° < b & f(z°) >
f(b) = b. Aceastd ultim3 afirmatie se observd ugor daci interpretim geometric egalitatea (1) pe un
desen al graficului lui g. Mai precis, pentru z° € Ju, b], constructia lui f(z°) se face astfel: se traseazi

IMiron Nicolescu Analizd matematicd Vol. 1, pag. 224, Ed. Tehnic3, Bucuresti, 1957
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o verticald din punctul (z°,0), pand cind aceasta intersecteazid graficul lui gs in punctul (z°,gs(z°),
apoi se traseazd o orizontald, pand cand aceasta intersecteazd cealaltd ramurad a graficului lui g, adicd
graficul lui gg, In punctul (f(z°,gs(z°)) = (f(2°), ga(f(2°))). Din acest punct se traseazi o vertivala,
ce intersecteazd axa Oz in punctul (f(z°),0), cu f(z°) > b. Pentru z € [b, v[, echivalenta (1”) < (1) si

interpretarea geometricd respectivd se demonstreaza aseménétor.J
4°.3 Fiea,B,\,u > 0,a # B, A # psifie k € N*. Atunci exista o functie f : R - R
astfel incat:

—az?t —\r = ﬁ(f(m))%+1 + pf(z), daca z <0,

() Fa? 4w = —a( @)™ =N (@), daci 5> 0;

) f este strict descrescitoare pe R, lim f(z) = +oco, lim f(z) = —oc;
T—>—00 T—+00
) 0 este unicul punct fix al lui f;
4) f'=fpeR:
) f este continud pe R;
) f este indefinit derivabila pe R\ {0};
) daca existd p; := ;1_% f'(z) € R, atunci f este derivabild si in 0, f' este

vuvvw T
RIS

P.

continua pe R si f'(0) = —1;
(P.8) au loc urméitoarele formule constructive pentru f :

(
(
(
(
(
(

f(z°) = sup{z > 0; B ! + px < —a(x°)?k+1 — X2°}, dacid 2° <0,
f(2°) =inf{x < 0; —az®**t! — Xz < B(2°)*! + px°}, dacd 2° > 0;

1
RF1T
(P.9) dreaptay=— (%) x este asimptotd oblicd la —oo pentru graficul lui f,

k1
in timp ce dreapta y = — (é> x este asimptota oblica la +oo;
@

(P.10) dac# existi a1, 81 € N*, cu (ay,81) = 1,2 astfel incat a = o?¥+1, g = p2E+L,
atunci pentru orice intreg prim z cu |z| suficient de mare, f(z) nu poate fi un intreg
prim.

|—I: Se aplicd teorema 4.1 functiei g : R = R, (u := —00, v := +00), definitd prin:

g(z) = —az?*+! — Xz, daci <0,
g(z) = B+ 4 px,  daci =z >0.

Pentru a demonstra (P.9), se imparte cu z # 0 in egalititile (P.1) si se face |z| — oco. ]

2a1 si B1 - numere naturale prime intre ele
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§ 6.5 Exercitii diverse la capitolul 6

5°.1 Si se arate cii pentru orice a €]1,e!/¢[ fixat, functia exponentiald f : R —
R, f(x) = a®, are exact doud puncte fixe in R.
[I: Se pune ecuatia f(z) = a® = x sub forma echivalents p(z) = a® —z = 0 si se studiazi

zerourile (si eventual graficul) functiei ¢.]

5°.2 Fie ecuatia algebrica
f(@):=2% +ax2® + a1z +ag =0,

cu ag,ai,az € R.
Stiind ca toate radacinile acestei ecuatii sunt reale, pozitive gi indeplinesc conditia

Ty T2 I3
T3 T1 I = 0,
T2 T3 T1

sa se rezolve ecuatia.
|—I: Egalitatea din ipotezd este echivalentd cu: m? +x% +x§ = 3z1z223 (calcul), care se poate scrie
e +ad+ad s oo . s A . < .
astfel: ———=——= = {/x7z323. Conform inegalitatii mediilor (in care avem egalitate dacd si numai
dacd termenii (factorii) care apar sunt egali intre ei), rezultd cd x1 = x2 = x3. Apoi se aratd usor cd
1 = —Yag(=x2 = :L‘3)J

5°.3 Fie ecuatia algebrica
f@):=2" —nz" ' 4 a, 22"+ .. +ax+ (-1)" =0,

unde ag,...,an—s € R. Stiind ca toate radacinile ecuatiei sunt reale si pozitive, sa se
rezolve ecuatia.

|—I: Folosind relatiile lui Viete, se aratd cd media aritmetica a radacinilor coincide cu media lor
geometricd. Din inegalitatea mediilor, rezultd ca radicinile sunt egale intre ele. Apoi rezultd usor ca
radacina multipld de ordinul n este x1 = 1.J

5°.4 Aratati ca pentru orice a,b > 0, a # b, avem
1) a+b S b—a
2 Inb—Ina’
%) Vab< 29
Inb—Ina’

|—I: Pentru a demonstra (de exemplu) 1°), presupunem a < b si scriem inegalitatea sub forma
echivalentd (impdrtim cu b > 0):

t—1
Notand % =:t €]0,1[, avem de ar#itat cd t + 1 > Zﬁ’ Vvt €]0,1[. Aceasta revine la a scrie:
n

1—-t
pt) =t+1+ Qﬁ > 0, Vt €]0,1[. Ultima inegalitate se demonstreazi studiind semnul (si eventual
n

graficul) functiei ¢ :]0, 1[— R, cu ajutorul primelor doud derivate.J
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5°5 FieO0<a<b, n>1. 5ase arate ca:
1) a+ (V2-1)b< Ya" +b" <a+b
2
2) b—a< Yb"—a"< —-b—a.
) v 7

[1: Se procedeazi ca la exercitiul anterior. |

5°.6 Sa se arate ca pentru orice a > 0, a # 1 gi orice x > 1, avem
a—1> w(al/w — 1) > lna.

[T: Fie f :]0,4+00[— R, f(z) = z(a'/® —1). Se arati ci f este strict descresciitoare pe ]0,4ool.
Apoi se exploateazd inegalititile f(1) > f(x) > ILm f(z) =1na, Vz > 1.]
xr oo

5°.7 Folosind inegalitatea
In(1+2) <z Vz> -1,

sa se arate ca

. 1 1 1 1
lim <—+ + + .+ —) =1n2.
nsoo\n n+1 n+2 2n

1
5°.8 Fie f:]0,+oo[— R, f(z):=2vx —3+ .
(i) Sa se studieze graficul functiei f.
(ii) Sa se discute dupd parametrul m € R numadrul solutiilor reale ale ecuatiei

fz) =m

(731) SA& se arate ca pentru orice a,b €]0, +00[, avem
2av/a > vVb(3a - b).

In ce caz avem egalitate?

[R: Cand z parcurge intervalul ]0,1], f(x) descreste strict de la 400 la 0. Cénd z parcurge
intervalul [1,+oo[, f(z) creste strict de la 0 la +o0. In particular, z° = 1 este punct de minim global
pentru f, iar fmin = f(1) = 0. Deci graficul lui f se afli deasupra axei Oz, intersectind Oz doar in
punctul (1,0), in care axa Oz este tangentd la grafic(f(1) = 0= f'(1)).

Pentru m < 0, orizontala y = m nu intersecteaza graficul

Pentru m = 0, dreapta y = m = 0 (axa Oz) intersecteazd graficul numai in punctul (1,0), in care
este tangentd la grafic ceea ce inseamnd ci ecuatia f(z) = 0 are ca rdddcind dubld pe z° = 1.

Daca m > 0, orizontala y = m intersecteaza graficul lui f exact in doua puncte P; (zcl,f(zcl)) si
Py (z2, f(z2)), cu z1 €]0,1[ si respectiv z2 €]1,+o00[. Deci ecuatia f(z) = 0 are exact doud ridécini
reale x1, xa.

Pentru inegalitatea (4¢7), se imparte cu bvb > 0 si, notand z := % €10, +oo[, inegalitatea respectivd

revine la f(%) = f(z) > 0, conditie care rezultd din cele aridtate mai sus. Vom avea egalitate daci si
numai daca % =leca=b]
5°.9 TFien €]1,+oo[ (nu neapirat numér intreg), a,b,c € R astfel incat e? < a < b

si
a” + " =c".

Fie o : R = R, p(z) = a” +b* — .
(1) Aratati cd o(z) > 0, Vo <n gl ¢(z) <0, Vz > n;
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(#4) aratati ca existd un unic numar z; € |0, n[ astfel incat ¢'(z1) >0, Va<z1, ¢'(z) <
0, Vz > 2 si un unic punct 2 €]0,n[ cu proprietatile ¢"(z) > 0, Vz < x2, ¢"(z) <
0, VY > o, ¢"(x2) = ¢'(x1) = 0. In plus, are loc relatia zo < z1;

(747) trasati graficul functiei ¢;

(vi) demonstrati ca ¢ este strict convexa pe | — oo, n — 1].

(v) Aratati ca p(z) < ", Vo € R.

5°.10 Fien,a,b,c,p, 1,22 cain exercitiul 5°.9. Atunci exista o functie f :]—oo,n[—

] — 00, n[ astfel incat
(i) ¢ —a® —b* =@ —af@) _p/@) vz e] —oo,n;

(1) [ este strict descrescatoare, lim f(z) =n, lim f(z) = —oo;
Tr—r—00 r—n
(7i1) 1 este singurul punct fix al functiei f;

)
(iv) f~' = f pe intervalul | — oo, n[;
(v) f este continud pe | — oo, nJ;
)
)

(vi)  f este indefinit derivabila pe | — oo, n[\{z1};
(vii) dacd existd p; := lim f'(z) € R, atunci f este derivabila in z1 si f'(21) =
T—>T1

pr=-1
(viti) urmatoarele formule de ” construire” a functiei f au loc:

f(z°) = sup{z € [z1,n]; " —a® —b* < & —a® —b*"}, daca z° <y,
fz®) =inf{z €] —o0,21]; ¢* —a® —b* < & —a* —b*"}, dacd z° € [xy,n];

(iz) avem n —1 < f(z) < n, Yz €] — 0o,x1] (in particular, dacd n € N*, n >
2, f(z) ¢ Z, YV < x1);
() fied:=— [c” Inc—a"™lna—0b"In b] P 0; daca limitele ce apar mai jos exista,
atunci avem:
f(z) f ()

A= lim DRy LT v e n
T——00 a’ T——00 a“”(lna)

(in particular, intrucit A < 0, rezulta ca pentru orice k € N, My, > 0 astfel incét &)
este strict descrescatoare i strict concava pe | — 0o, — Mg[;
(zi) exista M > 0 suficient de mare astfel incat

2’ f"(z) > 4[zf'(z) — 2f(2) +2f(§)]’ Ve < —M;

~ . Zr
in particular, avem z f'(z) < 2[f(z) — f(a)], Vo < —M.
[R: Se aplici teorema 4.1 functiei
g(z) := —p(x) = —a® — b", Vo €] — 00, n|.
Ipotezele teoremei sunt indeplinite, conform exercitiului anterior 5°.9.J

5°.11 Fie p,q € N*. Atunci exista o functie f : R — R astfel incat:
(i) 2%z =12+ = [[(@)]7 [f@2) - 1], Ve e Bs

(i7)  f este strict descrescstoare, lim f(z) = 4o0, lim f(z) = —o0;
r——00 T—+00
2 1
(ii7) b: Pt este unicul punct fix al lui f;

T 2ptq+1)
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(iv) f~'=frpekR;
(v) f este continua pe R;
(vi) f este indefinit derivabila pe ]I_%\ {b};
(vii) daca existd p;:= ;113) f'(x) € R, atunci f este derivabildin bsi f'(b) = p1 = —1;
(viii) daci existd p; € R si lin}) f"(x) € R, atunci f este de doud ori derivabila in b
z—
i
3 (2p+1)(2¢+1)°

(iz) dacd p > ¢, atunci existd § > 0 suficient de mic astfel incat

fl@)+2<2b, Ve elb—6,b+ 4]

si inegalitatea este stricta pentru x # b, iar
daca p < ¢, atunci are loc inegalitatea contrara;
(x) avem:

f(2°) = sup{z > b; 22T (x — 1)29F! < (2°)?PF(z° —1)20H1} dacd z° <,
f(2°) =inf{x < b; 2?PH1(z — 1)24F! < (2°)?PF(z° — 1)29F1},  dacd z° > b;

2 1
(zi) dreaptay = —x + _Latt este asimptotd la +oo gi la —oco pentru graficul
p+qg+1
functiei f;
. . 2q+1 N . o .y .
(zii) daca T ¢ 7 (in particular daca p > ¢), atunci exista M > 0 suficient
pTgq

de mare astfel incat (m € Z, |m| > M) = f(m) ¢ Z;
(ziii) avem f(0) =1, f(1) =041 f(2) € Z << p=gsiinacestcaz f(z) =1—=z, Yz €
R (deci f(Z) = 7).
|—I: Se aplicd teorema 4.1 functiei g : R — R, g(x) := 221 (z — 1)2¢+L. Apoi se exploateazs
roprietdtile particulare ale acestei functii concrete g pentru a obtine proprietatile speciale ale functiei fJ

5°.12 Sa se afle toate radacinile pozitive ale ecuatiei
2% 4+ 3% + x = 6°.

|—I - R: Se pune ecuatia sub forma 6% — 2 — 3% = x ceea ce reduce problema la aflarea tuturor
punctelor fixe ale functiei f(z) := 6% — 2% — 3%,
Evident, £ = 1 este solutie a ecuatiei.

Pe de alti parte, un calcul arati ci f"”(z) > 0, Vz > 0, deci f este strict convexi pe [0, +o0l.
Obsrvand si cd f/(1) > 1, din convexitatea lui f, rezultd ci f(z) > z, Vo > 1, deci nu existd puncte
fixe ale lui f in ]1, +oo[. Apoi, folosind convexitatea (strictd) a functiei f pe intervalul [0, 1[, se aratd c&
f(z) < z, Yz € [0,1]. In concluzie, singura solutie pozitivi a ecuatiei in cauzi este z° = l.J

513 Fiea€eRsgi f:R— R, f(z)=(x+1)% —az — 1. S4 se determine numarul
real a pentru care avem f(z) > 0, Vz € R.

[T - R: Se observd c& f(0) = 0. Deci conditia din enunt revine la f(z) > f(0), V& € R, adici

x° = 0 este punct de minim global pentru f. In particular, ° = 0 este punct stationar (critic) pentru f,

adicd f/(0) = 0, ceea ce implicd a = 100. Deci a = 100 este o conditie necesard pentru f(z) > 0, Vz € R.

Aceastd conditie este si suficientd (a = 100 = f'(z) = 0 > = = 0 este punct de minim global pentru f
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ultima implicatie avand loc in virtutea convexitatii functiei f (o functie convexi pe un interval deschis
I, derivabild in z° € I, cu f'(z°) = 0 are un minim blobal in z°)).

5.14 Fiea €]0,00[ g f :]0,00[—= R, f(z) = alna—alnz. S& se determine a > 0
astfel incat f(z) >0, Vz €]0,00[.
|—I - R: Se procedeazi ca la exercitiul precedent; conditia necesard si suficientd este f'(a) = 0 <

a:e.J
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ANALIZA MATEMATICA
Teorie si aplicatii
Volumul I

Prof. univ. dr. Constantin Dragusin, U.P.B.
Prof. univ. dr. Octav Olteanu, U.P.B.
Conf. univ. dr. Marinici Gavrila, U.T.C.B.

Cele sase capitole ale cartii acopera - prin problematicd si prin aplicatii -
o parte din notiunile de baza ale analizei matematice predate in universitati
i in ultimii doi ani de liceu.

Fiecare capitol contine teoria de baza si problemele aferente, unele dintre
ele avand scopul sa "fixeze” si sd aplice partea teoretica, altele, mai complexe,
conducand la aplicatii interesante, care se rezolva greu prin alte metode. O
parte dintre probleme sunt rezolvate in extenso (ca model), iar restul pro-
blemelor sunt insotite de raspunsuri gi indicatii. Lucrarea cuprinde si probleme
mai dificile care se adreseaza cercurilor profesionale de studenti, precum si
aplicatii ale unei metode recente de rezolvare constructiva a unor ecuatii in
care necunoscuta este o functie continua strict descrescatoare.

Cartea se adreseaza studentilor din universitatile tehnice, din facultatile
de matematica-mecanica si de profil economic, elevilor din clasele superioare
de liceu, cadrelor didactice din invatamantul superior si mediu, tuturor celor
interesati de analiza matematica gi aplicatiile ei.

Prezentul volum va fi urmat de alte volume care sa cuprindi, intre altele,
dezvoltarea teoriei si aplicatii ale calculului diferential pentru functii de mai
multe variabile, calculului integral pentru functii de o variabila reald (integrale
improprii, integrale curbilinii) i de mai multe variabile (integrale multiple),
etc.

Lucrarea incearca sa puna in evidenta, incd odata, eficienta metodelor
analizei matematice, in care se imbina in mod armonios, intuitia geometrica
si calculul.



