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Cuvant inainte de la absolventii olimpici

Republica Moldova, in trei decenii de existenta, a avut si continua sa aiba
multi elevi pasionati de matematici. In fruntea pregitirii competitive s-a
aflat cu siguranta Liceul ,,Orizont” (sub numele , Liceul Moldo-Turc” inainte
de 2008). Cercul matematic condus de Marcel Teleucd a produs un numér
mare de olimpici de nivel national si international, multi din care au ajuns, cu
ajutorul rezultatelor si bazelor matematice obtinute, sa fie studenti, doctor-
anzi sau profesori la cele mai prestigioase universitati din lume, sau angajati
valorosi la companii tehnologice de cel mai inalt nivel. Am avut si eu privi-
legiul sa fac parte din acest cerc, in anii 2002-2007. Imi aduc aminte cu placere
si recunostinta de experienta mea in randul colegilor de liceu, pasionati de
matematica si de concursuri.

Aceasta carte reprezintda o mica fereastra in lumea concursurilor matem-
atice, prin probleme compuse si selectate de profesorul Marcel Teleuca si ele-
vii sal. Cea mai buna pregatire de concursuri este de a rezolva probleme.
Aceasta selectie este o colectie valoroasa pentru tanarul elev care vrea sa
devind olimpic. Céand eram si eu pici care doar visa la olimpiadele republi-
cane (nemaivorbind de cele internationale), am ciutat asa colectii de probleme
cu mare dorinta. Din pacate, Republica Moldova fiind o tara mica si tanara,
nu are multe concursuri sau colectii de probleme domestice pentru a pregati
elevi. Concursul ,,Orizont Cup” este deci foarte pretios pentru elevii tarii, iar
cartea prezenta este un pas important pentru miscarea olimpica a Republicii
Moldova.

Turie Boreico,
absolvent a universitatilor Harvard si Stanford,
in prezent cercetdator la compania tehnologico-financiara “Jump Trading’

)

Concursul de matematica ,,Orizont Cup” are o traditie strans legata de
istoria Liceului ,,Orizont”, anterior cunoscut sub numele ,Moldo-Turc”. De-
mararea competitiei a fost unul din elementele de baza a pentru identificarea
elevilor talentati din intreaga tara si crearea unui program unic de pregatire a
viitorilor olimpici in cadrul liceului. Responsabil pentru acest proiect de suc-
ces este dl. Marcel Teleuca - un profesor cu un impact deosebit in educatia
tinerilor matematicieni din Moldova. O buna parte din discipolii lui, care au
reusit s& facd performanta la multiple editii ale Olimpiadei Internationale de
Matematica, s-au remarcat mai intai la probele acestei competitii.

Prezenta lucrare intruneste o colectie de probleme propuse la concurs in
perioada 2008-2019. Ea este adresata in principal elevilor din clasele V-VIII,



cu deschidere pentru abordari inovative si moduri inedite de gandire. Prob-
lemele sunt insotite de solutii si, In multe cazuri, de diagrame edificatoare.
Stilul de scriere este unul colocvial, fapt ce permite parcurgerea continutului
intr-o maniera facila. Cartea poate fi folosita ca instrument de consolidare a
cunostintelor de o gama larga de rezolvitori si reprezinta o contributie utila
la Biblioteca Olimpiadelor de Matematica.

Liubomir Chiriac

Doctor itn Matematica
Portland State University
Oregon, USA

Lucrarea de fata va fi de mare folos elevilor si profesorilor interesati de
matematica. Pe parcursul mai multor ani profesorul Marcel Teleuca, aju-
tat de elevii sai, a organizat olimpiade si a pregatit multe generatii de tineri
matematicieni din Moldova. In aceastd carte sunt selectate probleme pentru
clasele 5-9 date la concursul de matematica din liceul Orizont pe parcur-
sul unui deceniu. Selectia este ampla si sistematica, include probleme care
ilustreaza tehnici si notiuni matematice importante, la diverse grade de difi-
cultate.

Problemele, sunt sigur, vor stimula cititorii sa gandeasca si sa le resolve,
dar o importanta valoare pedagogica a acestei carti consta si in solutiile care
sunt incluse. Aceste solutii vor ajuta la dezvoltarea capacitatilor cititorului,
care va fi pregatit pentru noi provocari matematice. Recomand cu multa
caldura aceasta carte cititorilor interesati de matematica.

Simion Filip
Profesor Asociat

Universitatea din Chicago,
Mai 2022
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Introducere

“Lumea este condusa de numere” - Pitagora

Aceasta carte este o reprezentare a problemelor concursului de matematica
“Orizont Math Cup”, prima editie a acestuia fiind organizata in anul 1997.
Cartea contine problemele de algebra, combinatorica, geometrie si teoria nu-
merelor din editiile 2008-2023, culese si alcatuite de catre elevii cercului de
matematica ai Liceului Teoretic “Orizont”, Durlesti, indrumati de catre pro-
fesorul Marcel Teleuca, doctor in stiinte matematice si conducatorul lotului
olimpic la aceasta disciplina.

Concursul are ca scop principal pregatirea continua a elevilor capabili de
performanta in matematica, dar si demonstrarea propriilor aptitudini prin
intermediul creativitatii utilizate la solutionarea problemelor. “Orizont Math
Cup” este o competitie de matematica cu un format deosebit, Intrucat prob-
lemele propuse sunt alcatuite de catre elevi olimpici la matematica, care ul-
terior, iau rolul unor profesori constituind juriul si examinatorii lucrarilor
participantilor. Problemele sunt destinate elevilor pasionati de matematica
din clasele V-VIII, care sunt dornici sa-si testeze cunostintele. Pentru clasele
V-VI, concursul are la baza proba scrisa, iar pentru clasele VII-VIII, competitia
se evalueaza in urma probei orale, in care elevii, imediat dupa rezolvarea unui
exercitiu, 1l prezinta examinatorului. In caz c& problema respectiva este rezol-
vata corect, elevul primeste un punct. In caz contrar, participantului i se mai
ofera inca doud sanse. Prin aceastd modalitate interactiva, gandirea elevului
este scoasa 1n evidentd, ingeniozitatea si creativitatea fiind mereu apreciate.

Speram ca cei ce vor parcurge aceasta carte sa simta satisfactia rezolvarii
unor probleme captivante, si constate progresul pregatirii lor in concursurile
viitoare si sa descopere frumusetea, si tainele matematicii.
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IMPACTUL OLIMPIADELOR CU PROBE ORALE

Una dintre formele de organizare ale intrecerilor scolare la obiectele esentiale
este olimpiada, a céarei istorie numara zeci de ani. Cu toate ca procesul
de Invatamant este orientat spre introducerea realizarilor sau, cel putin, a
esentelor gandirii metodice si pedagogice, prin diversitatea programelor scolare,
a metodelor de predare sub semnul stagnarii, intrecerile matematice sunt dom-
inate de olimpiadele cu probe scrise, atmosfera lor aducandu-ne aminte de o
proba de evaluare sau de o indeplinire in colectiv a temelor de acasa. Con-
cursurile matematice pentru clasele VI-XII pot fi organizate insa si sub forma
de expunere orala a solutiilor in fata juriului.

1. Olimpiadele scolare cu probe orale — eficienta si avantaje

In timpul olimpiadei cu probe scrise, activitatea creatoare a participan-
tului este limitata, sau, mai bine zis, ,,sufocatd” de nivelul de cultura scrisa
a acestuia, fapt ce-si lasd amprenta atat asupra concursului, cat si asupra
elevilor, pedagogilor, organizatorilor. Pe de alta parte, olimpiada cu probe
orale, transferand demersul participantului in atmosfera mai putin obisnuita
a prestatiei discursive, a limbajului gesturilor si a mimicii, limiteaza mani-
festarea potentialului creator doar in cazul unui deficit lexical, al unui nivel
redus de culturd generald. Astfel, incercarile, putin productive, de a construi
si a scrie corect o fraza gramaticala sunt inlocuite de tentativa de a realiza un
discurs individual cu argumente coerente. Acest lucru usureaza verbalizarea
rezolvarii, contribuind la dezvoltarea competentelor matematice si comunica-
tive ale participantului.

In cazul olimpiadei cu probe scrise, o lucrare ce lasa de dorit din punctul
de vedere al normelor ortografice si de punctuatie, eforturile considerabile de
structurare a textului, sustrag atentia si demoralizeaza elevul si, in consecinta,
duc la scaderea calitatii matematice a lucrarii. In cazul olimpiadei cu probe
orale insa, schimburile lexicale sau logice intre participant sau juriu, posibil-
itatea de a adapta discursul si de a opera corectari in detaliere pe parcurs,
in functie de calitatea audierii, permit a evita, a depasi sau camufla erorile
comise, a utiliza enunturi voluminoase, a-si valorifica potentialul la maximum.

Largirea ariei de comunicare in afara cercului de participanti, conditiile
mai putin formale, creeaza o senzatie placuta, alimentand simpatia fata de
actiune si interesul fata de obiect. Astfel, participarea la o olimpiada cu probe
orale pune in fata elevului o problema de creatie matematico-comunicativa,
propune metode alternative de autoexprimare si contine un element pozitiv
de orientare profesionala.

Olimpiada cu probe orale presupune doua etape: etapa eliminatorie si
olimpiada propriu-zisa.
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1. In prima faza, cea eliminatorie, elevul primeste lista cu problemele de
rezolvat. De asemenea, se precizeaza cat timp se aloca solutionarii acestora.

e Daca elevul reuseste, in intervalul de timp prevazut, sa realizeze sarcina,
atunci el are dreptul s expun solutia membrului liber al juriului (poate
s utilizeze si conspectul).

e Juriul cerceteaza corectitudinea si coerenta solutiei si, In cazul depistarii
unor erori, 1i adreseaza Intrebari. Acesta poate sa raspunda la aceste
intrebari chiar in timp ce expune solutia, lichidand astfel erorile. Daca
nu reuseste sa raspunda, juriul este nevoit sa constate o rezolvare gresita
a problemei.

e Numarul de erori admise in expunere este limitat. De aceea, in cazul in
care elevul nu izbuteste sa prezinte solutia corecta in intervalul de timp
acordat, este lipsit de dreptul de a continua expunerea.

e Daca membrul juriului considera solutia corecta, atunci elevul poate
prezenta solutiile celorlalte probleme eliminatorii. In acest caz, nu se
recurge la intrebari suplimentare.

e Daca rezolva toate problemele eliminatorii, elevul trece la cea de a doua
faza — olimpiada propriu-zisa.

2. In faza olimpiadei propriu-zise, elevului i se distribuie o nous listd cu
probleme si i se aduce la cunostinta intervalul de timp alocat. Se admite
transferarea elevului in fata altui auditoriu. Modul de expunere a solutiilor
ramane acelasi.

Numarul de probleme continute in fiecare set, cate unul pentru fiecare
faza, si timpul alocat rezolvarii se anunta de juriu la inceputul olimpiadei.

La notarea participantilor si desemnarea castigatorilor se ia in consideratie
numai numarul de probleme solutionate. In cazul unei situatii nereglementate
prin aceste reguli, juriul o va analiza si va lua decizia potrivita.

Olimpiada cu probe orale este, indiscutabil, cu mult mai atragatoare decat
cea cu probe scrise, chiar si pentru profesori. Prezentandu-se ca exceptie
de la formele traditionale, aceasta este perceputa ca o actiune ce exclude
o judecatd obiectiva (din cauza absentei lucririi) asupra calitatii activitatii
pedagogului sau a performantelor participantului. Argumente stereotipe de
genul ,,incapacitatea de a convinge oponentul”, , incapacitatea de a lega cateva
cuvinte”, ,pierderea intr-o dezbatere” 1i permit pedagogului si interpreteze
rezultatele drept intamplatoare si neconcludente. De aceea, ar fi cazul ca
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profesorul s& vada olimpiada cu probe orale dintr-o perspectiva pozitiva, lip-
sita de antagonisme cu scoala, sd-i orienteze pe elevi sa participe fara frica,
din interes si curiozitate, mai ales ca respectivul mod de derulare nu necesita
prezenta lui personala si este organizata de oameni care nu au nici o legatura
cu organizatiile de control.

Olimpiada cu probe orale, este atragatoare si pentru membrii juriului, un
factor nu mai putin important. Chiar la o simpla analizd a acesteia putem
observa cat de variate pot fi actiunile membrilor juriului:

1. ignorarea Intrebarii;
2. raspuns elementar laconic, care Insa nu contine informatii folositoare;

3. cateva subpuncte ale planului argumentativ ce ar ilustra imposibilitatea
criticarii cerintei problemei;

4. o descriere mai mult sau mai putin detaliata, care, de regula, nu prezinta
interes, dar care este indispensabila pentru intelegerea corecta a enuntului
problemei;

5. 0 narare succinta, ce permite comentatorului sa-si formeze o viziune
asupra conceptiei autorului problemei, privind plasarea intrebarii in
enunt;

6. o reflectie detaliata, complexd impreund cu analiza problemei, ridi-
cata in intrebarea pedagogului, a caracteristicii multilaterale a autorului
intrebarii si a concluziilor organizatorice.

Plasticitatea, neconventionalitatea actiunilor, chiar pana la inadecvare,
intelegerea avantajelor comunicarii orale, care confera prezentirii o amprenta
personald, apar ca niste factori mult mai atragatori pentru membrii juriului
decat controlul de rutina al lucrarilor, uneori confuze si agramate.

In aceastd situatie, este elocventa paralela dintre forma scrisa si forma
orald a examenelor. De reguld, alegerea formei de sustinere a examenului
este dictatd atét de scopurile evaludrii, cat si de cerinte (locul desfasurarii,
categoria de varsta a participantilor, modul de organizare a evenimentului,
indicatorii influentati de examen etc.). Dacd analizim si posibilitatea notarii
independente si obiective a cunostintelor elevului in cadrul probelor orale,
atunci putem pleda pentru inlocuirea reciproca a acestora.

Comparand olimpiada cu probe orale cu cea cu probe scrise, nici nu poate fi
vorba despre inlocuirea reciproca. Olimpiada cu probe orale este ,,superioara”
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celei cu probe scrise, atat din punctul de vedere al accesibilitatii, cat si din
cel al cerintelor complexe de jurizare. Din acest motiv, daca organizatorii
dau dovada de incompetenta, desfasurarea olimpiadelor cu probe orale este
inadecvata.

Daca ar fi sa tragem o concluzie, observam ca olimpiada cu probe scrise
nu exclude notarea subiectiva, limiteaza capacitatea elevilor de a-si promova
punctul de vedere, iar aspectul neingrijit al lucrarii este un element care poate
determina depunctarea concurentului.

Comunicarea vie a juriului cu autorul rezolvarii, in cadrul olimpiadei cu
probe orale, face posibila diagnosticarea mai exacta al nivelului intelectual
al elevului, depistarea sabloanelor de gandire si a stereotipurilor auditoriu-
lui, stabilirea eficientei predarii matematicii in scoli si a calitatii programelor
scolare. Astfel, chiar in cazul unui esec, nici elevul, nici pedagogul, nici parintii
nu vor percepe acest rezultat drept unul nesatisfacator si nefericit.

2. Modul interior de solutionare a problemelor olimpiadei

Expunerea in scris, dar si expunerea orald a rezolvarilor (audierea unui dis-
curs calitativ, dar mai ales a unuia necalitativ) reprezinta o munca intelectual-
metodica ce se Inscrie organic in conceptia unei olimpiade cu probe orale.

Se disting urmatoarele tipuri de solutii interioare:

1. solutiile elevilor (forma relaxativa);
2. solutiile pedagogilor (forma disipativa);
3. solutiile membrilor juriului (forma distructivi).

Solutiile elevilor isi produc efectul, de regula, imediat dupa olimpiada.
Elevul nu vede ca scop principal solutionarea problemei, ci modul de relatare
a rezolvarii, de aceea aceste momente servesc la reabilitarea elevului, compen-
sarea pagubei morale suferite In urma olimpiadei, capacitatea de a se aprecia
critic atat pe sine, cat si olimpiada, de a se pune in locul membrilor juriului.
In practica, acest lucru arata ca nu este important cat de adanc se rezolva o
problema, ci cat de bine se mentine contactul cu auditoriul.

Trebuie sa intelegem ca forta opusa scopurilor numite mai sus, o reprezinta
inertia intelectuala si inactivitatea majoritatii auditoriului, ca forma de man-
ifestare a comportamentului sablonard la olimpiada. intrebérile—capcané si,
intr-o oarecare masura, ,agresivitatea”, indicd asupra oboselii, accentuand
necesitatea de a anima relatarea, de a oferi solutiilor un caracter mai individ-
ual. Acest fapt poate fi atins atat prin comentarii, cat si printr-o ,,cochetarie”
cu auditoriul.

Solutiile pedagogilor au un scop cu totul diferit. Spre deosebire de elev,
care nu are experienta, pedagogul intelege evenimentele inevitabile olimpiadei.
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De aceea, el purcede spre surmontarea acestora, de regula, cu o dispozitie
criticd. Profesorul, in principal, nu este interesat de probleme. El este
influentat de simtul datoriei fata de elevi si atras de posibilitatea de a obtine
castiguri prin aplicarea problemelor respective. Aceste scopuri sunt acoperite
de ,,masca sociald” a auditoriului, care, pe de o parte, presupune un interes
formal, iar, pe de alta parte, un interes critic la adresa organizatorilor.

Solutiile juriului se deosebesc radical de cele prezentate anterior. In functie
de situatie, actiunile acestuia trebuie orientate spre argumentarea activitatii
auditoriului si spre detectarea defectelor rezolvarilor-sablon.

3. Pregatirea preventiva

Organizatorii olimpiadei cu probe orale trebuie, inainte de toate, sa se
ingrijeasca din timp de multitudinea aspectelor legate de desfasurarea aces-
teia:

e si asigure suficiente locuri;
e sa creeze conditii optime pentru a nu periclita munca elevilor;

e s3a includa in componenta juriului un numar cat mai mare de profesionisti
inalt calificati;

e si se asigure ca fiecare membru al juriului are o viziune adecvata asupra
celor ce urmeaza sa se desfasoare, asupra categoriei de varsta a partici-
pantilor si asupra materialului in lucru.

4. Activitatea membrului juriului

Olimpiada cu probe orale presupune cerinte specifice pentru activitatea
juriului. Obiectivitatea aprecierilor este determinata de relatia critica dintre
capacitatea elevului de a prezenta solutiile si capacitatea membrilor juriului
de a asculta si a estima expunerea acestuia, si nu o forma ,reconstruita” pe
baza propriilor idei sau pareri.

Prin urmare, olimpiada cu probe orale reprezinta in esenta o noua metoda
de testare si de evaluare a cunostintelor elevilor, care solicita noi tipuri de
aptitudini pentru elevi, pedagogi, membri ai juriului etc.
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Anul 2008

1.1 Clasa b

5.1 Aflati cel mai mic si cel mai mare numar natural de 7 cifre nenule cu suma
cifrelor 53.
5.2 Demonstrati inegalitatea:

L i Ll
1005 '~ 1006 " 2007 ' 2008 ~ 2

5.3 Suma a 10 numere naturale nenule este egala cu 54. Demonstrati ca cel
putin 2 numere sunt egale.
5.4 Sa se arate ca nu exista numere naturale x care verifica egalitatea:

2% 4 2008 = 5252008

1.2 Clasa 6

6.1 Aflati toate numerele naturale de doua cifre care sunt de 5 ori mai mari
decéat suma cifrelor sale.

6.2 Nicolae cu fiul sau si Petru cu fiul sau au fost la pescuit. Nicolae a prins
acelagi numar de pesti, ca si fiul sdu, dar Petru a prins de 3 trei ori mai mult,
decat fiul sdu. In total au fost prinsi 25 de pestisori. Se poate oare de aflat
numele fiului lui Petru?

6.3 Exista oare numere, produsul cifrelor carora este egal cu 20087
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6.4 Rezolvati in N ecuatia:

5% +5Y + 5% =151

1.3 Clasa 7

7.1 Aflati n € Z, pentru care:

_10n—4

= e 7.
2n + 3

7.2 Suma a doua numere este egald cu 2, dar suma patratelor lor este egala
cu 3. Gasiti suma cuburilor si suma puterilor a patra a acestor doua numere.
7.3 Mediana AM si indltimea AH a triunghiului ABC imparte Z/BAC 1n trei
unghiuri egale. Gasiti unghiurile triunghiului ABC.

7.4 Pe tabla sunt scrise numerele 12 i 4. In fiecare zi elevul de serviciu sterge
numerele scrise pe tabla si in locul lor scrie media lor armonica si media
aritmeticd. Gasiti produsul numerelor scrise pe tabld in ziua 2008 (media

aritmetica se defineste 242, iar media armonica lil ).
a b

1.4 Clasa 8

8.1 Aréatati cd pentru orice z,y, z € N are loc egalitatea:
(—1)m@+y) L (pymeleta) L (L)vElvde) — g
8.2 Rezolvati in N ecuatia:
zyz+zry+yz+rz+ar+y+z=24

8.3 In trapezul ABCD cu AB | CD,AD = AB+CD. Daca M este mijlocul
lui BC', aratati ca AM 1 MD.

8.4 Putem aranja numerele 1,2,3, ..., 11 pe un cerc astfel incat suma oricaror
2 numere vecine sa fie un numar prim?

1.5 Clasa 9

9.1 Si se arate ci ecuatia 2 — 3y%2 = —1 nu are solutii intregi.
9.2 Determinati multimea A ={n € N | /2" — 1 € N}.
9.3 Fie cercurile I'; si I'y tangente exterior in punctul F. Dreapta [ este

18



tangenta la cercul I's in punctul A. Paralela la [ este tangenta la cercul I'; in
B. Demonstrati ca punctele A, B, F' sunt coliniare.

9.4 Numarul 2" are 30 de cifre. Sa se arate ca una din cifre se repeta de cel
putin 4 ori.

2008 Solutii

1.6 Clasa 5 Solutii

5.1 Cel mai mic numar este 1799999, iar cel mai mare 9999971.

1 1 1 1 11 . ; .
5.2 Avem 1555 > 5053 To06 > 3008+ 5008 = agos- L rin adunare obtinem:

LS SR SO SN SRS SRS SUSPNE SRS (L\C R
1005 ' 1006 ' 2007 ' 2008 ~ 2008 ' 2008 ' 2008 ' 2008 2008 2

5.3 Presupunem ca toate numerele sunt diferite. Atunci suma lor este cel
putin egala cu suma celor mai mici numere naturale diferite, sau 54 > 1+ 2+
34 ...+ 94 10 = 55, dar 54 < 55, contradictie, deci cel putin 2 numere sunt
egale.

5.4 Observam ca numarul din membrul drept al egalitatii va avea ultima cifra
5, dar membrul stAng nu poate avea ultima cifra 5, deoarece z? poate avea
ultima cifra doar 0,1,4,5,6,9. Deci nu exista x, care indeplineste egalitatea.

1.7 Clasa 6 Solutii

6.1 Avem ab = 5(a + b) <= 10a + b = 5a + 5b < ba = 4b < a = 1b.
Rezulta ca b se divide cu 5, deci b = 5, de unde obtinem a = 4. Prin urmare,
ab = 45.

6.2 Fie Nicolae a prins x pegtisori, Petru 3y pestisori. Avem 3 cazuri:

e La pescuit au fost 4 oameni diferiti: Nicloae cu fiul siu, si Petru cu fiul sau.
Atunci in total au fost pringi  + = + 3y + y = 25 < 2(x + 2y) = 25. Dar 25
nu este par, deci x 4+ 2y ¢ N, contradictie.

e La pescuit au fost 3 oameni: Nicolae cu fiul sau Petru, si fiul lui Petru.
Atunci Nicolae a prins 3y pestisori si in total au fost pringi 3y + 3y +y =
25 & Ty = 25. Dar 25 nu se divide cu 7, contradictie.

e La pescuit au fost 3 oameni: Petru cu fiul Nicolae, si fiul lui Nicolae. Atunci
Nicolae a prins y pestigori si in total au fost pringi 3y +y +y =25 < y = 5.
Deci numele fiului lui Petru este Nicolae.

6.3 Fie P(n) produsul cifrelor. Atunci P(n) = 2008 =2-2-2-251. Deoarece
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251 este prim, el nu poate fi scris ca produs de cateva cifre, contradictie.

6.4 Putem presupune cid ¢ < y < z, deoarece pentru orice solutie (x,y, z)
permutarile sale tot sunt solutii. Fiindca 151 nu este divizibil cu 5, atunci
unul din termeni trebuie sa fie egal cu 1, deci 5* = 1 < x = 0. Atunci
5Y +5% = 150 si y,2 € N. Rezultda 5% < 150 & y € {1;2;3}. Pentru
y=1=5" =145 = 2z ¢ N. Dacd y = 2 atunci 5* = 125 = 2z = 3 &
(z,9,2) = (0,2,3). Pentru y = 3 obtinem 5* = 25 = z = 2, dar z > y. Deci
solutiile sunt (0, 2, 3), (0, 3,2),(2,0,3),(2,3,0),(3,0,2) si (3,2,0).

1.8 Clasa 7 Solutii

7.1 Observam ca:
10n—4 10n+15-19 5(2n+3)—-19 _ 19 N 19
2n+3 2n+3 2n+3 2n+3 2n+3
Rezulta ca 2n+3 | 19, deci 2n+3 € {—1,—-19, 1,19}, adican € {—2,—-11,—1,8}.
7.2 Se cunoaste a + b = 2 si a? + b?> = 3. Atunci

(a+b)?* =4 (a® +b*) +2ab=4=ab=1/2.

1
Prin urmare, a® 4+ 0> = (a + b)(a® +b* —ab) =2 (3 — 5) =2

€z

=9

Do | Ot
—

Sia* 4+ b* = (a* + b* +2a%b?) — 2a%b* = (a® +b*)* — 2a*D* =9 — 2 7=85

7.3 Cum AH este atat bisectoare cat si inaltime in AAMB = AAMB
este isoscel si MH = HB. Fie CB = 4a, atunci cum M este mijlocul

lui CB = CM = 2a, iar MH = HB = a. Din teorema bisectoarei in

. . AC CM  2a - .
ACAH obtinem caC—H = VHE - a = 2 = AC = 2CH. Fie N

mijlocul segmentului AC, respectiv cum ACAH este dreptunghic rezulta
ca HN = CN = NA = AH = ANAH este echilateral. Dupa aceasta
putem usor calcula fiecare unghi al AABC si obtinem ZA = 90°, /B = 60°,
£LC = 30°.




2 a+b  2ab(a+D)
4T 72 7 2(a+b)
este mereu egal cu produsul mediei armonice gi aritmetice = produsul nu-
merelor scrise pe tabla este constant. Deci gi produsul numerelor scrise pe

tabla in ziua 2008 este egal cu 4 - 12 = 48.

7.4 Observam ca

= ab, deci produsul numerelor

1.9 Clasa 8 Solutii

8.1 Vom demonstra ca pentru orice p,q € N, pg(p + q) este par. Intr-adevir,
daca cel putin unul din numerele p, g este par, atunci produsul pg(p + q) este
de asemenea par. Daca ambele p si ¢ sunt impare atunci pg(p + q) este iarasi
par deoarece p + ¢ par. Prin urmare:

(71)my(w+y) . (,1)1’2(1’%) ) (,1)yZ(y+Z) =1.-1-1=1

8.2 Avem
zyz +axy+yz+zz+ar+y+z2z+1=25

r(yz+y+z+1)+yz+y+2+1)=25
(z+1)(y(z+1)+(z+1)) =25
(z4+1D)(z+1)(y+1)=25-1-1=5-5-1

Obtinem tripletele (x,y, z) € {(0,0,24);(0,24,0); (24,0,0); (0,4, 4); (4,0,4);
(4,4,0)}

8.3 Ducem linia mijlocie MN, N € AD. MN = A&r# si AN = %AD =
ABEOD deci MN = AN = $AD < ZAMD = 90°.

8.4 Observam ca in total avem 5 numere pare, si 6 impare, deci cum nu vom
aranja numerele pe cerc, intotdeauna vom avea 2 numere consecutive impare
si suma lor va fi un numar par, mai mare ca 2, deci nu va prim, contradictie.

1.10 Clasa 9 Solutii

9.1 Analizand cazurile z = 3k, 3k & 1 obtinem z2? poate avea doar forma
3p,3p + 1. Atunci 22 — 3y? poate da doar resturile 0 sau 1 modulo3, dar —1
da restul 2, contradictie, deci ecuatia nu are solutii intregi.

9.2 Avem 2" — 1 = p2. Pentrun =0,2" — 1 =0. Pentrun =1, 2" —1 = 1.
Daci n > 2, atunci 4 | 27, deci 2" — 1 = 4k + 3 = p?, dar p? € {4k, 4k + 1}.
Obtinem A = {0,1}

9.3 Fie dreapta p - tangenta la ambele cercuri in F. Z01FO5 = 90° + 90° =
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180, deci punctele Oy, F, Oy sunt coliniare. O1B si OzA sunt perpendic-
ulare la doud drepte paralele, deci O1B || O2A & ZBO1F = ZAOF.
Triunghiurile ABOF si AAO>F sunt isoscele si au un unghi egal, deci
ABOF ~ NAOsF = L/0O1FB = LZAFO». Fiindca punctele O, F, O sunt
coliniare, rezulta ca si punctele A, B, ' sunt coliniare.

\
Y

9.4 Presupunem ca nici o cifra nu se repeta de cel putin 4 ori. Atunci fiecare
cifra se repeta fix de 3 ori, deci suma cifrelor se divide cu 3, rezulta ca si
numarul 2" se divide cu 3, contradictie.

)2
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2

Anul 2009

2.1 Clasa 5

5.1 Fie a,b,c cifre ale sistemului zecimal. Daci @a + bb + & = 99, si se
demonstreze ca numarul abe este divizibil cu 9.

5.2 Aflati numerele de trei cifre abc pentru care a - b- ¢ = 6.

5.3 Intr-un vas cu fructe sunt de 3 ori mai multe prune decat mere. La masa
sunt 4 persoane. Fiecare dintre ele isi ia pe farfurie cate un mar gi o pruna.
Raman in vas de 4 ori mai multe prune decat mere. Cate prune si cate mere
erau la inceput?

5.4 Aveti 9 monede, dintre care una este mai ugoara. Daca dispuneti de o
balanta, cum puteti identifica moneda mai ugsoara prin cel mult doua cantariri?

2.2 Clasa 6

6.1 Sa se arate ca pentru orice cifre a i b numarul abaaba este divizibil cu
1001.

6.2 Se divide oare numarul 100029 + 100%%° + 109 + 2 la 97

6.3 Aveti 9 monede, dintre care una este mai ugoari. Daca dispuneti de o
balanta, cum puteti identica moneda mai ugoara prin cel mult doua cantariri?
6.4 Gasiti z, stiind ca toate sirurile verticale sunt scrise dupa aceeasi legitate.
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H Coll ‘ Col2 ‘ Col3 ‘ Col4 ‘ Colb H

12 7 2 2 4
18 315 7 2 8
3 X 7 2 4

2.3 Clasa 7

7.1 Exista oare numere naturale x, y si z, ce satisfac ecuatia 28z +30y+31z =
3657

7.2 Demonstrati c& numarul 2'° 4 52 este compus.

7.3 Sa se rezolve in numere prime ecuatia:

11a + 42b + 49¢ + 525d = 2009

7.4 Sa se arate cum un patrulater poate fi taiat in trei trapezuri.

7.5 Fiecare punct al planului este colorat in alb sau negru. Sa se arate ca
exista o infinitate de segmente de lungime 2009, varfurile carora au aceeasi
culoare.

7.6 Pe tabli este scris numéarul 141. In fiecare zi cifrele num&rului de pe tabla
se Inmultesc si se adaugd la numéarul acesta sau se scad din el (iar rezultatul
se scrie in locul numérului initial). Demonstrati c& numarul 141 nu va apérea
pe tabla niciodata.

2.4 Clasa 8
8.1 Fie z = ﬂﬁ}?,y = 33333;}7 = gggggi Sa se scrie numerele x,y si z In

ordinea crescatoare.
8.2 Functia f : R — R satisface urmatoarele conditii:
(1) £(2) = £(3) + £(4)
(2) flx—1)+ f(x)+ f(x+1) =0, pentru orice x € R S& se calculeze f(2009).
8.3 Si se demonstreze ca nu existd numere naturale nenule a si b ce satisfac
relatia:

a® + a®b + ab® + b* = 2009

8.4 Fie ABCD un paralelogram si M, N mijloacele laturilor BC gi CD. Sa
se demonstreze ca semgentele AM si AN impart diagonala BD in trei parti
congruente.

24



8.5 Demonstrati ci pentru orice n € N* numerele n(n + 1) si (n — 1)? au
diferite sume de cifre.
8.6 Sa se rezolve in R x R x R sistemul de ecuatii:

20 —y+2z2—1 1 n 2 _3
20 —y + 2z r+y+z x+y—z 4
1 rt+y+z+1 1 1

20 —y + z r+y+z r+y—z 4

2 n 4 x+y—z+2_5
20 —y+z x+y+z rt+y—z

2009 Solutii

2.5 Clasa 5 Solutii

5.1 Rescriem egalitatea data ca
(10a + a) 4+ (106 + b) + (10c+¢) =99 < 11(a+ b+ ¢) = 99.

Rezulti ca a + b+ ¢ = 9. Din faptul c& 9 | a + b+ ¢, si obtinem c& 9 | abe.
5.2 Avemabc=6=1-2-3=1-1-6.

Obtinem solutiile abc € {123,132, 213,231, 312,321,116,161,611}.

5.3 Notand numarul initial de mere cu x, iar numarul initial de prune cu y
obtinem relatiile y = 3z si y — 4 = 4(x — 4). Rezolvand sistemul obtinem
r =12,y = 36.

5.4 impér‘gim monedele in trei grupe cate 3 monede in fiecare. In fiecare grup
cantarim doua din ele. Daca una este mai ugoara atunci o alegem pe ea, daca
nu, alegem din fiecare grup pe moneda necantarita. Din grupul ales cantarim
doua monede. Daca este una mai ugoara atunci ea este falsa, daca nu, atunci
moneda falsa este cea radmasa.

2.6 Clasa 6 Solutii

6.1 Avem abaaba = 1000 - aba + aba = 1001 - aba.
6.2 Observam ca 100...00™ — 1 = 9999...99 = 9p. Deci

1000299 +100%° +10°+2 = (9a+1)+ (964 1)+ (9c+1)+2 = 9(a+b+c) +5.
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Evident ca numarul acesta nu se divide cu 9.
6.3 Vezi problema 5.4.
6.4 Observam ca numarul din mijloc este egal cu semiprodusul celorlalte doua,

deci 315 = 72—"”, de unde x = 90.

2.7 Clasa 7 Solutii

7.1 Da. Avem 30(z + y + z) — 22 + z = 365. Ecuatia are multe solutii, noi
alegem z+y+ 2 = 12, atunci z — 2z = 5. Un exemplu ar fi (z,y,2) = (1,4, 7).
Nota. Observati ca z,y, z pot fi tratate ca numarul de luni cu 28, 30,31 de
zile Intr-un an cu 365 de zile.

7.2 Avem 2104512 = (2°)24(56)24-2.25.56 —26.25 = (25 4-56)2 — (23.5%)% =
(2% + 55 423 .53)(25 + 56 — 23 . 53), care este evident un numir compus.

7.3 Deoarece 42,49, 525 gi 2009 se divid cu 7, obtinem ca a7, de unde a = 7.
Atunci:

11-7 4+ 42b+ 49¢ + 525d = 2009 < 6b + 7c + 75d = 276

Din 6, 75,276 :3, obtinem ca ¢ :3 = ¢ =3, de unde
6b+7-3+ 75d = 276 < 2b + 25d = 85.

Analog, obtinem ca b = 5, de unde d = 3. In final am obtinut solutia unica
(a,b,c,d) = (7,5,3,3)

7.4 Fie patrulaterul ABCD. Alegem un punct X in interiorul patrulaterului,
astfel inc4t XA || BC. Consideram pe laturile BC gi CD punctele Z i Y,
astfel incat XZ || CD si XY || AD. Obtinem trei trapezuri AXZB, XZCY
si XYDA.

7.5 Consideram un triunghi echilateral cu latura 2009. Evident, din trei
varfuri ale triunghiului exista doua de aceeasi culoare si distanta intre ele este
egala cu 2009. Ramane sa mai observam ca exista o infinitate de triunghiuri
echilaterale in plan, deci si numarul segmentelor este infinit.

7.6 Putem obtine urmatoarele numere 141 — {137,145}. Din 145 nicio-
data nu vom putea obtine 141 deoarece toate numerele obtinute din 145 vor
divizibile cu 5 (si numéarul si produsul cifrelor sunt divizibile cu 5). Dar
137 — {116,158} si toate numerele obtinute din aceste doud vor pare.
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2.8 Clasa 8 Solutii

8.1
111110 1
T = =1-
111111 111111
222221 2 _q 1
YT 929223 T T 222223 T 111111+ 3
333331 3 1 1
= — — fry p—
333334 333334 111111 + %
1 1 1 :
Deoarece T+ = T11+2 < 1rqra- Obtinem z < 2 <.

8.2 Din (2) pentru z = 3 obtinem:
f@)+fB)+f(4)=0&2f(2) =04 f(2) =0 (%)
Pentru z = y si x = y + 1 din (2) obtinem
fy=D+fy)+fly+1)=0(3)

fW)+fly+1)+fly+2)=0(4)
Scadem din (4) relatia (3) si obtinem f(y — 1) = f(y + 2), de unde, inlocuind
y—1cu z obtinem f(z) = f(z+3). Deci functia f este periodica cu perioada
3, de unde

0=f(2)=f(5)=f(8) =... = f(2+ 1340 - 3) = f(2009)

8.3 Avem a® + @%b + ab® + b> = a®(a + b) + b*(a + b) = (a® + b*)(a + b).
Evident a® + b2 > a+bsi a+b > 1. Observam c& 2009 = 287 -7 = 49 - 41.
Deci (a? + b2, a + b) = (287,7) = (49,41). Rezolvand in fiecare caz ecuatiile
de gradul doi obtinem ca ecuatia initiala nu are solutii naturale.

8.4 Notam cu P, O si @ intersectiile segmentelor AM, AC si AN cu diagonala
BD. In triunghiul ABC, BO si AM sunt mediane, deci P este centrul de
greutate, de unde obtinem BP = 2P0 = %BD. Analog obtinem QD = %BD.
Prin urmare, BP = PQ = OD = %BD.

SNt
A‘ ¢
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8.5 Din numerele n — 1,n si n + 1 doar unul se divide cu 3, de unde obtinem
cd din numerele n(n + 1) si (n — 1)? unul se divide cu 3, iar celdlalt nu, de
unde rezulta ca aceste numere nu pot avea aceeasi suma de cifre, deoarece ele
dau resturi diferite modulo 3.

8.6.Notéma = m, b = x+31/+z7 c = xﬂl}_z. Atunci obtinem sistemul
echivalent:
(1—a)—b+2c=32 4a+4b—8c=1
a—(1+b)+c=1 — (4da—4b+4c=5
20+4b+ (1+2c)=5 a+2b+c=2

Obtinem: a =1,b = i c= % Rezolvand sistemul

2r—y+z2=1
r+y+z=4
r+y—z=2

gasim solutiile z =1,y =2,z = 1.
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3

Anul 2010

3.1 Clasa b

5.1 Impértiti multimea {1,2,9,25,49,64} in doui submultimi, astfel incat
suma elementelor din fiecare submultime sa fie egala.

5.2 Aratati cum putem aranja 24 de scaune In 6 randuri cdte 5 scaune in
fiecare.

5.3 Diferenta a doua numere a fost inmultita la produsul acestor numere.
Putea oare sa se obtind numarul 200920102011 7

5.4 Sa se afle toate numerele de patru cifre abed care satisfac relatia:

abed + bed + ¢d + d = 2010

3.2 Clasa 6

6.1 Aratati ca pentru orice z,y, z € N are loc egalitatea

(=1)vEty) . (—pyeelete) ()vevta) —

6.2 Aratati cum putem aranja 24 de scaune in 6 randuri cate 5 scaune in
fiecare.
6.3 Sa se afle toate numerele de patru cifre abed care satisfac relatia:

abed + bed + ¢d + d = 2010
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6.4 Intr-o cutie se afli 28 de baloane rosii, 20 verzi, 20 albastre, 10 albe, 10
negre si 12 galbene. Care este numarul minim de baloane ce trebuie scoase,
astfel Incat cel putin 15 baloane printre acestea sa aiba aceeagi culoare?

3.3 Clasa 7

7.1 Demonstrati ca pentru orice n € N are loc inegalitatea:

1+1+1+ +l >(n+1) 1+1+ +L
n 23...n_n s T3ttt

2009

7.2 Demonstrati ca ecuatia x = 22010 1 nu are solutii reale.

7.3 Demonstrati c& 10¥ 4+ 10" : 11 (k,] € N) daci si numai daci k si [ au
paritati diferite.

7.4 Aveti la dispozitie o rigla dubla (cu doua laturi paralele). Avand un unghi
dat, construiti bisectoarea cu ajutorul acestei rigle.

7.5 Intr-o scoali sunt 17 clase. Fiecare clev dintr-o clas cunoaste exact cate
un elev din celelalte clase. Demonstrati ca numarul elevilor este acelagi in
toate clasele.( Daca A il cunoaste pe B, atunci B il cunoagte pe A )

3.4 Clasa 8

8.1 Dreptunghiul X este impartit in 9 dreptunghiuri ca in desen. Aria drep-
tunghiului A este egalad cu 3, dreptunghiului B cu 9, lui C cu 1, lui D cu 2 si
lui E cu 8. Aflati aria dreptunghiului X.

30



8.2 Se considera n numere Intregi. Produsul oricarui dintre aceste numere cu
suma celorlalte marita cu 1 se divide cu suma tuturor numerelor. Demonstrati
ca suma patratelor a acestor numere se divide cu suma numerelor.

8.3 Putem oare scrie cifrele de la 1 la 9 intr-o ordine, astfel incat pentru orice
numar natural K <9 suma primelor K cifre se divide cu K?

8.4 Pentru orice numere reale = si y sa se demonstreze inegalitatea:

P +yP+1>z+y+ay

8.5 Punctele P, @, R, S sunt mijloacele laturilor AB, BC,CD, AD respectiv
ale patrulaterului convex ABC'D. Punctul M se afla in interiorul patrulateru-
lui, astfel incat APM S este paralelogram. Demonstrati cda CRM@Q este de
asemenea paralelogram.

8.6 Aratati ca:

(1) nu putem pune in varfurile unui cub 8 numere distincte din multimea
{0,1,2,3,...,11,12} astfel incat suma numerelor din oricare dous varfuri unite
printr-o muchie a cubului sa fie divizibila cu 2.

(it) putem pune in varfurile unui cub 8 numere distincte din multimea {0, 1, 2,
3,..., 11,12} astfel incdt suma numerelor din oricare dous varfuri unite printr-
o muchie a cubului sa fie divizibila cu 3.

3.5 Clasa 9

9.1 Notadm cu S(n) suma cifrelor unui numar natural n. Sa se rezolve in
numere naturale:

5(2010%) + S(2010") + S(2010%) + S(2010°) + ... + S(2010%) = 3*

9.2 Sa se afle toate polinoamele P cu coeficienti reali, astfel incat pentru orice
x pozitiv are loc relatia:

P(3z) + P(4x) = P(5z)

9.3 Se considera n numere intregi. Diferenta dintre oricare din aceste numere
si produsul celorlalte n — 1 numere se divide cu n. Aratati ca suma péatratelor
a acestor numere se divide cu n.

9.4 Pe latura AC a triunghiului ascutitunghic ABC' se considera punctul D.
Mediana AM intersecteaza Inaltimea C'H si segmentul BD in punctele N,
respectiv K. Dacd AK = BK, demonstrati ca AN = 2K M.
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9.5 Se considera trei numere reale pozitive distincte. Aratati ca le putem nota
a, b gi c astfel incat sa aiba loc inegalitatea:

a b_ a c
-+ ->—-+-
b ¢ ¢ a

2010 Solutii

3.6 Clasa 5 Solutii

5.1 Suma tuturor numerelor este egala cu 150, deci fiecare submultime trebuie
sa aiba suma elementelor egala cu 75. Este usor de observat ca submultimile
{2,9,64} si {1, 25,49} satisfac cerinta.

5.2 Orice configuratie ce respecta conditia este corecta. Una dintre solutii
poate fi urmatoarea:

5.3 Demonstrim c& ab(a — b) este intotdeauna un numér par. Intr-adevar,
daca cel putin unul din numere este par atunci ab(a —b) este de asemenea par;
dacd ambele numere sunt impare atunci diferenta lor este para, deci ab(a —b)
este iaragi par. Primim contradictie deoarece numarul 200920102011 este
impar. Deci, raspunsul este nu.

5.4 Rescriem egalitatea.

(1000a 4 100b 4 10¢ + d) + (100b + 10¢ + d) + (10¢ + d) + d = 2010 =

1000a + 2000 4 30c + 4d = 2010 <= 500a + 100b + 15¢ + 2d = 1005

Daca a > 3, atunci 500a > 1500, imposibil. Daca a = 2 atunci 100b 4 15¢ +
2d = 5, nu sunt solutii. Daca a = 1 atunci 1000 + 15¢ + 2d = 505. Analizand
cazurile b € {1,2,3,4,5}, aflim solutia abed = 1470.

3.7 Clasa 6 Solutii

6.1 Dacd cel putin unul din numerele z,y este par atunci zy(x + y) este
de asemenea par; daca ambele numere sunt impare atunci suma lor este
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pardi, deci zy(z + y) este iardsi par. Prin urmare, (—1)*¥+¥) = 1. Ana-
log, (—1)¥*+2) = 1 i (—=1)**(=*2) = 1. Prin urmare produsul lor este 1.

6.2 Vezi problema 5.2.

6.3 Vezi problema 5.4.

6.4 Sa gasim numarul maxim de bile care pot fi scoase astfel incat sa nu avem
scoase 15 bile de aceeasi culoare. In asa caz ar trebui sa scoatem cate 14 bile
de fiecare culoare, dar sunt culori cu care sunt colorate mai putin de 14 bile,
deci luam numarul cel mai mare de bile de aceeasi culoare mai mic sau egal
decat 14, si astfel obtinem ca numarul maxim de bile ce pot fi scoase astfel ca
sa nu avem 15 bile de aceeasi culoare, i anume: 14414414+10+10+12 = 74,
iar daca mai scoatem inca o bila aceasta va fi neaparat sau rosgie, sau verde,
sau albastra, deci sigur vom avea 15 bile de aceeasi culoare dupa ce scoatem
7441 =75 bile.

3.8 Clasa 7 Solutii

7.1 Avem:
(1+1+1+ +1)>( +1)(1+1+ - )=
n 5Tzttt )=n stgtto 7
+ (1+1+ +) ( ! 1)+(1+1+ +1)<:>
n+nl=+-+.. —+..+—)+(=+=+...+=
2 3 3 n 2 3 n
>1+ - +1+ +1
2 3 n’
Ultima inegalitate se obtine prin adunarea inegalitatilor 1 > 1,1 > %, ey 1>

-
7.2 Avem 2999 = 2201011 > 0, deci z > 0. In plus, 22009 = x2010 11 > 22010
deci z < 1. Atunci 22°19 + 1 = 22009 < 1, contradictie.

7.3 Avem 10* + 10" = 100..10..0. Daci 100..10..0 : 11, atunci, dup4 criteriul
de divizibilitate la 11, suma cifrelor de pe pozitiile impare este egald cu suma
cifrelor de pe porzitiile pare; deoarece avem doar zerouri si doi de 1, aceste
doua unitati trebuie sa se afle pe pozitii cu paritati diferite. Daca k si [ au
paritati diferite, atunci suma cifrelor de pe pozitiile impare este egala cu suma

cifrelor de pe pozitiile pare, deci 10F + 10 : 11

7.4 Fie unghiul ZBAC. Cu ajutorul riglei ducem cate o paralela la laturile
unghiului. Obtinem un paralelogram cu varful A. Ins, paralelogramul acesta
are Inaltimi egale, deci este romb. Diagonala dusa din varful A este bisec-
toarea unghiului ZBAC.

33



7.5 Alegem doua clase la intdmplare si le numim clasa A si clasa B. Pre-
supunem ca ele au numar diferit de elevi, fie in clasa A mai putini elevi. In
clasa B sunt mai multi elevi, iar fiecaruia trebuie sa ii corespunda cate un elev
din clasa A. Deoarece in clasa B sunt mai multi elevi, obtinem ca in clasa A
sunt elevi ce cunosc mai multi elevi din clasa B, deci am obtinut contradicitie,
de unde obtinem ca in aceste clase este acelasi numar de elevi. Astfel luand o
clasa gi comparand numarul de elevi din aceasta cu cel al elevilor din celelalte
16 clase obtinem ca in toate clasele trebuie sa fie acelagi numar de elevi.

3.9 Clasa 8 Solutii

8.1 Notam lungimile segmentelor pe orizontala cu a, b, ¢ si celor pe verticala
cud,e, f. Atunci avem ad =3, cd =9, ae =1, be =2, bf =8.

abde  (ad) - (be) . bede  (be) - (ed)

bd = ae - ae =6 ¢ bd - bd =3
_abef _(ac) - (bf) _ _beef _ (bf)-(ce) _
af = be be =4 of = be be =12

Aria dreptunghiului X este egald cu ad+bd+cd+ae+be+ce+af+bf+cf =
3+464+9+1+24+3+4+8+12=48.

8.2 Notam suma numerelor cu S. Notam numerele cu a; pentru toate i €
{1,...,n} Avem:

ai(S—ai+1):Sea;-S—(a?—a):S<a?—a;:8

Suméand aceste relatii pentru ¢ € {1,...,n} si notdnd cu Sy suma pétratelor

acestor numere, obtinem ci So — S © S, adica So . S.
8.3 Presupunem ca raspunsul este da. Incepem de la sfargit. Notam cifrele
cu ai,as...ag. Suma lor este 45. Deci, pentru K = 9 adevarat. Pentru

K = 8, 45 — ag : 8, unica variantd posibili a9 = 5. Atunci, pentru K =

7, 45 — 5 — ag : 7. lardsi, unica variantd posibild e ag = 5, insii ag = 5,
contradictie.
8.4 Inmultind cu 2 si grupand, obtinem o inegalitate echivalenta:

(@=y*+@@-1"+@y-1)°20
8.5 Cum APMS - paralelogram, SD = AS = PM si PM || SD, rezulta ca
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PSMD deasemenea este paralelogram, respectiv PS|MD si PS =MD (1).
Analog PSMB - paralelogram, iar PS||BM, PS = BM (2). Combinand
relatiile (1) si (2) obtinem c& M D|PS|MB = D, M, B - coliniare, iar M e
mijlocul segmentului DB. Cum M si @ - mijloacele segmentelor BD si BC'
= = QM - linie mijlocie in ADBC, respectiv QM| RC si QM = RC =

MQCR - paralelogram.

D

8.6 (i) Ca suma sa fie divizibild cu 2, numerele trebuie sa aiba aceeasi paritate.
Astfel, obtinem ca toate 8 numere scrise in varfurile cubului trebuie sa aiba
aceeasi paritate, insa avem 7 numere pare si 6 impare, contradictie.

(i) Ca suma sa fie divizibild cu 3 numerele trebuie sa se divida la 3 sau sa
aiba resturile 1 gi 2 modulo 3. Daca cel putin un numar se divide cu 3 atunci
toate se divid, insd nu avem 8 numere divizibile cu 3. Deci fiecare numér e

congruent sau cu 1 sau cu 2 modulo 3.

B R 5

11 10
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3.10 Clasa 9 Solutii

9.1 Pentru i > 1, 2010° se divide cu 3, deci si suma cifrelor se divide cu 3.
Pentru x > 0, partea stanga da restul 1 modulo 3, iar partea dreapta se divide
cu 3. Deci x = 0 unica solutie.

9.2 Presupunem ca gradul polinomului este n.

Scriem P(z) = apx™ + ap_12" ' + ... + a1z + ag. Atunci pentru orice x > 0 :

anz" (3" +4") + ...+ arx(3+4) +ap(l+1) =apz™ - 5"+ ...+ a1z -5+ aog

Deoarece relatia are loc pentru orice x, coeficientii respectivi pe langa z°
trebuie sa fie egali, deci a;(3" 4+ 4*) = a; - 5°,0 < i < n. Daca a; # 0 atunci
i i

3" + 4% = 5'. Rescriem ca 5 + 5= 1 Partea stanga este descrescatoare,
iar dreapta constanta, deci ecuatia are o solutie unica. Observam ca 2 este
solutie. Deci P(x) = az? Va € R

9.3 Notam produsul numerelor cu P. Notam numerele cu a; pentru toate
ie{l,..,n}. Avem:

‘ne P—adin

a; Q;

Suménd aceste relatii pentru ¢ € {1,...,n} si notdnd cu Ss suma patratelor

acestor numere, obtinem ci: nP — Sy : n, adicd Ss : n.

9.4 Trasaim KFE 1 AB, E € (AB). Atunci KE || CH si AE = EB, deoarece
triunghiul AAK B este isoscel. Rezulta ca EM este linie mijlocie in triunghiul
ANABC i EM || AC, EM = %AC. Cum FK|CH = /ZEKM = ZANC (1),
iar cum EM||AC = ZEMK = ZNAC. Respectiv din relatiile (1) si (2)
NA CA

KM EM

obtinem ca ACNA ~ AEKM =
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9.5 Fie numerele x,y, z. Presupunem ca oricum nu am nota aceste numere
cu a,b si ¢ inegalitatea ceruta nu are loc niciodata. Atunci § + % <242
Scriind toate 6 inegalitati posibile:
x Yy _x z z
S+I<=4+5, S+
y oz z Y

]|

si adunand, obtinem:
x oz T oz
4E (—+—)<4E <f—|—f).
y 2/ y =z
cyc cyc

Deci toate cele 6 inegalitati sunt de fapt egalitati, de unde obtinem z + y_
y oz

z
-+ Q7 deci x = z. Analog x = y, contradictie. Prin urmare nu pot fi toate
x

inegalitatile false.
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4

Anul 2011

4.1 Clasa 5

5.1 Un grup de copii s-au dus in padure la culesul nucilor. Ei s-au impartit in
perechi — cate un baiat si o fata. Dupa ce au iegit din padure s-a dovedit ca
fiecare baiat a cules sau de 2 ori mai putin sau de 2 ori mai multe nuci decét
fata din perechea sa. Poate oare numarul total de nuci cules de copii sa fie
egal cu 20117

5.2 Demonstrati ca numarul 20112011...2011 poate fi scris ca produs de doi

de 999 ori
factori mai mari decat 6000.

5.3 Aratati cum, utilizand toate cifrele 0,1, 2, ...,9 cate o data, putem obtine
numarul 2011 (puteti folosi toate operatiile cunoscute).

5.4 De-a lungul unui gard cresc 100 de pomi. Se gtie ca numarul de prune
care cresc pe 2 pomi vecini difera cu 1. Demonstrati ca numarul total de
prune nu poate fi egal cu 2011.

4.2 Clasa 6

6.1 Si se demonstreze ca numarul 20117 + 92011 se divide cu 10.

6.2 Demonstrati ca numarul 20111...11, unde 1 apare de 2011 de ori, nu este
patrat perfect.

6.3 Folosind bancnote de 1,3 si 5 lei, putem oare schimba 2011 de lei si sa
obtinem 666 de bancnote?

6.4 Intr-o cutie se afli 2011 de bile numerotate de la 1 pan# la 2011. Mai
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intai se scot bilele cu numerele divizibile cu 2, dupa aceasta cele divizibile cu
3 si, in final cele divizibile cu 5. Cate bile au ramas in cutie?

4.3 Clasa 7

7.1 Daci a + b = 2011 si se demonstreze ca 2011a + b* = 2011b + a?.

7.2 1n expresia 1% 2%3%...%2010%2011 = 0 putem oare inlocui toate stelutele
cu semnele + sau — astfel incat sa obtinem egalitate?

7.3 Sa se demonstreze egalitatea:

7.4 Sa se demonstreze ca numarul 1 + 22°!! este compus.

7.5 Fie M un punct in interiorul triunghiului ABC. Dreptele AM si BM
intersecteaza laturile BC' si AC ale triunghiului in punctele A; si B; respectiv.
Daca AM =2M A, si BM = 2M B, sa se demonstreze ca M este centrul de
greutate al triunghiului ABC (punctul de intersectie al medianelor).

7.6 Putem oare scrie in celulele unei tabele 2011 x 10 cate un numar natural
nenul, astfel incat suma numerelor in oricare coloana sau rand sa fie numar
prim?

4.4 Clasa 8

8.1 Sa se demonstreze ca, daca m este o radacina pozitiva a ecuatiei:

z(x+1)(z+2) - ... (x4 2010)(z + 2011) = 1,

1

-2-...-2010-2011°
8.2 Daca pgr = 2011(p + g+ r), unde p,q,r € N, demonstrati ci cel putin

unul din numerele p, g, 7 este compus.

8.3 Exista oare 2011 numere naturale consecutive, suma carora este cub per-
fect?

8.4 In expresia 1%2%3%...%2010%2011 = 0 putem oare inlocui toate stelutele
cu semnele + sau — astfel incat sa obtinem egalitate?

8.5 In triunghiul ABC' au loc relatiile AC' = 2BC si ZACB = 2/BAC. Sa
se afle unghiurile triunghiului ABC.

atunci m <
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8.6 Un numar de patru cifre scris pe tabla poate fi inlocuit cu altul, adaugand
cate o unitate la doua cifre vecine, daca ambele sunt diferite de 9 sau scazand
cate o unitate din doua cifre vecine, daca ambele sunt diferite de 0. Se poate,
cu un numar finit de astfel de operatii de obtinut din numarul 1234 numarul
20117

4.5 Clasa 9

9.1 S se arate ca pentru orice a,b € Z impare, ecuatia ax? 4+ 2011z +b =0
nu are solutii rationale.

9.2 5S4 se arate ca expresia: (@ + b+ 2011)(a+ b —2011)(a — b+ 2011)(—a +
b+ 2011), unde a =v1+ a2, b =+/1+y?si v+ y = 2011 este o marime
constanta, si sa se calculeze aceasta marime.

9.3 Si se compare numerele 2011! si 10062011,

9.4 Trei cercuri de razele 1,2,3 sunt tangente exterior doua cate doua. Sa
se determine aria triunghiului determinat de punctele de tangenta celor trei
cercuri.

9.5 Numerele 22011 gi 52011 sunt scrise unul dupa altul in baza 10. Cate cifre
are numarul obtinut?

9.6 Se considera un dreptunghi 9 x 5 impartit in patritele unitare. Se numegte
varf un punct ce se afla la intersectia a 4 patratele. Initial toate patratelele
sunt colorate in alb. O mutare consta in alegerea unui wvarf si schimbarea
culorii (din alb in negru sau din negru in alb) a oricdror 3 patritele ce au
acest vdrf in comun. Se poate oare dupa 2011 de mutari de colorat toate
patratelele dreptunghiului in negru?

2011 Solutii

4.6 Clasa 5 Solutii

5.1 Observam ca in orice pereche unul din copii a strans x nuci, iar celalalt
2x nuci. Deci fiecare pereche a strans un numar de nuci divizibil cu 3. Prin
urmare, i numarul total de nuci stranse trebuie sa se divida cu 3, insa 2011 =
3k + 1, deci raspunsul este nu.

5.2 Observam ca:

A20112011...2011 = 2011 - 100010001...10001 .
—_—
de 999 ori 999 de 1
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Observam ca al doilea factor are suma cifrelor egala cu 999, deci numarul
acesta este divizibil cu 3. Notam 3b = 100010001...10001, evident b este cu

999 de 1

mult mai mare decat 6000.
Atunci A = 2011 - 3b = 6033 - b.
5.3 Exista foarte multe posibilitati. Iata unele din ele

2011 =20+ 987 +3+6—-5—4, 2011 =26143: (54+8+7-9-0).

5.4 Numerotdm pomii de la 1 pana la 100 si le impartim in perechi (1, 2), (3,4)
...(99,100). Atunci in fiecare pereche de pomi pe unul cresc z prune si pe
altul x + 1, deci suma este impara. Atunci suma numerelor de prune de pe
pomi va fi egald cu suma a 50 de numere impare, deci va fi un numéar par.
Insd 2011 este impar, contradictie.

4.7 Clasa 6 Solutii

6.1 Observam ci ultima cifrd a numarului 2011* este intotdeauna 1, iar ultima
cifra a numarului 9™ este 1 daca m este par gi 9 daca m este impar. Rezulta
ca

20117 + 921! = (10a + 1) + (106 +9) = 10(a + b + 1),

deci ultima cifra este 0.

6.2 Observam ca suma cifrelor numarului dat este egala cu 2+1-2011 = 2013.
Rezultd ¢ numirul dat este divizibil cu 3. Insi dac n? se divide cu 3, atunci
n se divide cu 3, de unde obtinem ca n? se divide cu 9, deci si suma cifrelor
se divide cu 9, insa 2013 nu este divizibil cu 9, contradictie.

6.3 Presupunem ca putem obtine

20ll=14+14+..+1+3+...+3+5+...+5.
666

Insd suma unui numér par de numere impare este un numar par, dar 2011
este impar de unde obtinem contradictie.

6.4 Notam cu N multimea numerelor divizibile cu k din multimea A =
{1,2,...,2011}. Evident card(Ny) este catul, obtinut la impértirea lui 2011 la
k. Daca B este multimea numerelor ramase, atunci din diagrama de jos este
usor de observat ca

B =A—(Ny+ N3+ N5 — Ng — Nig — Nis + Nap).
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Deci card(B) = 2011 — (1005 + 670 4 402 — 335 — 201 — 1344 67) = 537. Deci,
raspunsul este 537 de bile.

4.8 Clasa 7 Solutii

7.1 Din a® — b? = (a—b)(a+b) = 2011(a —b) = 2011a — 2011b rezulta relatia
ceruta.

7.2 Observim ca 1+2—-3=0si (k—1)—k— (k+1)+ (k+2) = 0. Deoarece
2011 = 3+ 4 - 502 noi putem imparti numerele 4, 5,6, ...,2011 in grupe a cate
4 termeni si folosind relatia mentionata sa obtinem suma 0.

7.3 Notam:

1
k:3+4
+...+20%
Atunci:
1 n 1 _k +k+1f1
244 14+ 2k+1 0 2k+1
k
7.4 Avem

142201 = 34 (22911 —2) = 3+ 2((2'9%)% — 1) = 3+2(2"% —1)(2'% +1).

Rémane de observat ca produsul (2109 —1)(21995 4-1) se divide cu 3, deoarece
unul din numerele 2199 — 1, 21005 4 1 este divizibil cu 3.

AM BM AM MA
7.5 Cum - = ME T BN M Bi’ iar ZA1 MB, = ZAMB, respectiv
avem ca NAMB ~ ANAA;MB;. Din asemanarea acestor doud triunghiuri

AB AM

Obt;inem ca LZABM = 4MB1A1 = BlAl‘lAB Si ——— = =2= BlAl
Al Bl MAl
- linie mijlocie In AC AB, respectiv By si A; sunt mijloacele segmentelor AC

si CB = M e centrul de greutate al AABC.




7.6 Deoarece suma de pe o verticala sau orizontala este un numar prim mai
mare ci 2, acesta este un numar impar. Atunci suma numerelor din tabel va
fi egald cu suma a 10 numere impare (sumele de pe orizontale), deci va fi un
numar par. Pe de altd ea va fi egald cu suma a 2011 numere impare (sumele
de pe verticale) si va fi un numar impar, contradictie. Deci raspunsul este nu.

4.9 Clasa 8 Solutii

8.1 Din m > 0 obtinem:

L=m(m+1)(m+2)-...- (m~+2011) >m(0+1)(0+2) - ...- (0 + 2011) =

=m-1-2-3-...-2011

de unde si obtinem inegalitatea ceruta.

8.2 Presupunem ca toate numerele sunt prime. Demonstram atunci ecuatia
datad nu are solutii. Din 2011 | pgr si faptul cd 2011 este prim obtinem
ca unul din numere este egal cu 2011, fie r = 2011. Atunci ecuatia devine
pqg = p+ q + 2011, ceea ce este echivalent cu (p — 1)(¢ — 1) = 2012 = 1 -
2012 = 2-1006 = 4 - 503. Presupunem ca p < ¢, atunci obtinem solutiile
(p,q) € {(2,2013), (3,1007), (5,504)}, insa printre acestea nu exista nici o
pereche de numere prime, deci presupunerea facuta la inceput este falsa, si
cel putin un numar este compus.

8.3 Incercim si gasim un numar k, pentru care exista n, astfel incat:

n® = (k+1)+ (k+2)+ ...+ (k+2011) = 2011k +2011- 1006 = 2011(k 4 1006).

Existd mai multe solutii, de exemplu pentru k& = 20112 — 1006 obtinem
2011(20112 — 1006 + 1006) = 20113. Deci, raspunsul este da.

8.4 Vezi problema 7.2.

8.5 Fie M - mijlocul segmentului AC. Cum AC = 2BC = AM = MC =
BC, respectiv AMCB este isoscel. Fie punctul D, astfel incat D si B sunt
de aceiagi parte a dreptei AC, iar AD = AM si ZDAB = ZBAM. Obtinem
cda ADAM ~ AMCB si AB este mediatoarea segmentului DM = ABDM
este de asemenea isoscel, respectiv BD = BM. Cum ADAM ~ AMCB
si AD = AM = MC = CB = DM = MB = ADMB - echilateral
= 60° = ZBMD = 180° — 24/BMC = /ZBMC = 60° = ZMCB = 60°,
ZBAC = 30° si LZABC = 90°
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8.6 Consideram M (abcd) = (b+ d) — (a + ¢). Observam ci dupa operatiile
descrise numarul M nu se schimba, deoarece fiecare paranteza sau se mareste
cu 1 sau scade. Deci, pentru ca sa putem obtine din numéarul 1234 numarul
2011 trebuie 2 avem M (1234) = M (2011). Insi M(1234) = 2 si M(2011) =
—2. Prin urmare, raspunsul este nu.

4.10 Clasa 9 Solutii

9.1 Presupunem ca ecuatia are solutii rationale. Atunci discriminantul D =
20112 — 4ab este un patrat perfect impar. Atunci

20112 — 4ab = (2k + 1)? & (2010 — 2k)(2012 + 2k) =
= 4ab < (1005 — k)(1006 + k) = ab.

Insa unul din numerele 1005 — k, 1006 + k este par, de unde rezulta ca ab este
par, contradictie.

9.2 Abordarea directa prin deschiderea tuturor parantezelor va duce la solutie,
insa noi prezentam o alta metoda:

Notam marimea expresiei cerute cu X. Consideram un punct D in plan si
o dreapta prin D. Pe aceastd dreapta mai consideram doua puncte A si B
insa in dependenta de doua cazuri. Daca ambele z si y sunt pozitive, atunci
punctele A, D, B se afla pe dreapta in aceasta ordine si AD = x, BD = y.
Observam ca AB = 2011. Daca y este negativ, atunci punctele D, A, B se afla
pe dreapta in aceasta ordine si AD = x, BD = —y. Observam ca

AB=AD—-BD =z — (—y) =z +y = 2011
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In punctul D consideram un segment DC' perdendicular pe dreapta data,
astfel incat DC' = 1. Atunci

AC =\/CD2 + AD2 =\/1+22=q

siCB=v1+y2=b.

Observam ca aria triunghiului ABC este egala cu

1 2011

Dar pe de alta parte, utilizand formula lui Heron obtinem:

% = Aapc =V/p(p —a)(p — b)(p — 2011) = iﬁ

Deci X =4-2011%
9.3 Vom folosi inegalitatea Media Geometrica < Media Patratica:

a-+b

abg( )2<:>(a7b)220.

Atunci:

2011! = (1-2011) - (2-2010) - ... - (1005 - 1007) - 1006 <

1+2011\2 2+ 2010\2 1005 + 1007
2 2 2
Deci, 2011! < 10062011,
9.4 Fie O, 05, O3 centrele cercurilor, iar A, B, C' punctele de tangenta. Usor
se aratd ca tripletele de puncte (01, A,02), (O2BO3), (0O3CO;) sunt col-
iniare. Atunci:

2
) -1006 = 10062011

0102 =14+2=3, 0103=1+3=4,si 0,03 =2+3 =5.

Observam ca triunghiul AO; 0503 este dreptunghic in Oq, deci

3 4
sin(£C0O3B) = 5 sin(£LAO3B) = £
Atunci:
1 4 3 6
Sapc = 80,0,0,—54co, —SaBo,—SBcos = 5(3'4—1'1—2-2-5—3-3-5) =z

45



AN

9.5 Fie 22011 are m cifre, iar 52011 gre n cifre. Atunci 10m~1 < 22011 < 10™
si 10771 < 52011 < 10", Inmultind obtinem:

10mT1=2 < 102011 10T s 4 —2< 201l < m4+n

Prin urmare, m + n = 2012, adicad numarul obtinut are 2012 de cifre.

9.6 Raspunsul este da. In 17 mutéri putem obtine dreptunghi negru. In 2
mutari putem transforma un dreptunghi alb de dimensiunea 2 x 3 sau 3 x
2 In unul negru de aceiagi dimensiune, respectiv in 12 mutari putem face
dreptughiul total in negru, mai putin patrulaterul ABCD ce are dimensiunea
3 x 3.

D C

In continuare observati cum puteti colora patrulaterul ABC'D in 5 miscari:
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Dupa aceasta luam orice varf si efectuam o mutare oarecare si obtinem 3
patratele albe. Mai aplicam aceeagi mutare gi obtinem din nou un dreptunghi
negru deja in 19 mutari. Tot asa putem obtine un dreptunghi negru si in
21,23, ...2009, 2011 mutari efectudnd de fiecare data cele 2 mutari descrise.
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Anul 2012

5.1 Clasa 5

5.1 Fie N = aabb un numar natural de patru cifre. Aflati pentru ce valori ale
lui a si b sunt corecte urmatoarele afirmatii:

a)N:121;
b)N este patrat perfect.
5.2 Fie X; numere de forma X; = 122...21. Aflati cate din numerele
—
X1, Xo, ..., X100 sunt divizibile la 3.
5.3 Pe 15 cartonage sunt scrise numerele de la 1 pana la 15. Este oare posibil
de impartit cartonagele la 2 elevi in aga mod incat sumele numerelor de pe
cartonage la ambii elevi sa fie egale?
5.4 Pe o tabla sunt scrise 6 numere. Andrei, Vasile si Petru spun cate doua
afirmatii. Se stie ca fiecare copil spune numai adevarul, sau minte mereu.
Andrei spune:
1) toate numerele sunt consecutive;
2) suma numerelor este pard;
Vasile spune:
1) numerele sunt 1,2,3,4,5,6;
2) Petru minte;
Petru spune:
1) toate numerele sunt mai mici ca 20;
2) toate numerele se divid la 3.
Aflati numerele scrise initial pe tabla.
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5.2 Clasa 6

6.1 Aflati numerele de 3 cifre care se micgoreaza de 9 ori daca stergem cifra
din mijloc.

6.2 Intr-o ladd sunt 100 de bile multicolore: 28 rosii, 20 verzi, 12 galbene, 20
albastre, 10 albe i 10 negre. Care este numarul minim de bile ce trebuiesc
extrase, fara a privi in lada, astfel incit printre ele sa fie 15 bile de aceeasi
culoare?

6.3 Avem 6 lazi cu prune, mere si pere. Se stie ca in fiecare lada sunt toate
cele 3 tipuri de fructe. Numarul prunelor din fiecare lada este egal cu numarul
total de mere din celelalte 1dzi, iar numarul merelor din fiecare lada este egal
cu numarul total de pere din celelalte lazi. Demonstrati ca numarul total de
fructe se divide cu 31.

6.4 Daca ultima cifrd a numérului n? 4 2n este egald cu 4, aflati penultima
cifrd a acestui numar.

5.3 Clasa 7

7.1 Avem un numar format din 2012 cifre, 12 dintre care sunt zerouri, iar
restul sunt toate cifrele impare de la 1 pana la 9. Numarul de aparitii al
fiecarei cifre in scrierea numarului este direct proportional cu ea insasi.

a) Aflati suma cifrelor numarului dat;

b) Poate fi acest numar un patrat perfect?
7.2 Rezolvati ecuatia, unde a, b, ¢, d, e sunt cifre :

abed + cd + de = a'' —e.

7.3 Pe laturile BC si DC' ale patratului ABCD se considerd punctele M si
N, astfel incat ZBAM = ZMAN. Sa se demostreze ca BM + ND = AN.
7.4 Fie A = {y € N|y = 2a + 5b; a,b = 0,1,2,...100}. Aflati suma ele-
mentelor din A.

7.5 Andrei se afla in centrul unui cerc cu raza 100m. O data pe minut An-
drei alege directia in care vrea sa se migte. Mihai poate lasa aceasta directie
neschimbata sau sd o schimbe cu una in directia opusa. Apoi Andrei face un
pas de 1 metru in directia aleasd de Mihai. Determinati dacid Andrei are o
strategie, care 1i garanteza iegirea din cerc, indiferent de alegerile lui Mihai.
7.6 Rezolvati in numere naturale ecuatia:

n+ S(n)+ S(S(n)) = 2012
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unde cu S(n) este notata suma cifrelor numarului n.

5.4 Clasa 8

o o e . .. ..o 11 1
8.1 Gasiti numarul solutiilor intregi pozitive ale ecuatiei : — + 3 = 2008
a
8.2 Fie ABC un triunghi arbitrar si BB',CC’, AA’ inaltimile lui. H este

ortocentrul triunghiului. Demostrati relatia :

AH-AA'+ BH -BB' +CH -CC' = %(ABQ + BC? + AC?).

8.3 Daca a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, demonstrati inegalitatea si
determinati cazurile de egalitate :

a b c 2 2
—+—+ Z*-FE—

2
bc ac a a c’
8.4 Pe o tabla sunt scrise numerele 14,4, 6. Se pot sterge oricare doua numere,

3a—4b . 3b+4
a si b, iar in locul lor se scriu numerele a4 si + a. Putem oare obtine

numerele 7,9, 12 dupa un numar finit de operatii?

8.5 Fie ABC un triunghi echilateral cu latura 2012 si P un punct arbitrar
in interiorul triunghiului. Aflati suma distantelor de la P péana la laturile
triunghiului.

8.6 Pe o tabla de gah 8 x 8 se amplaseaza dame astfel incat in fiecare rand
si coloana numarul de dame albe este de doua ori mai mare decat numarul
de dame negre. Determinati numarul maxim de dame pe tabla si dati un
exemplu de configuratie in care el se obtine.

5.5 Clasa 9

9.1 Daca numerele 2n+1 si 3n+1 sunt patrate perfecte i n € N*, demonstrati
ca numarul 5n + 3 nu poate fi prim.

9.2 Fie a,b,c € RY si Via? + 2012+ v/b% + 2012 = 2¢/c2 + 2012. Demonstrati
ca ecuatia 22 — 2v/a2 + b2z + 2¢ = 0 are solutii in numere reale.

9.3 Fie ABC un triunghi si P un punct arbitrar in interiorul lui. Punctele
Ay, By, C1 sunt simetricele lui P fata de laturile BC, AC, AB. Tangentele la
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cercul circumscris triunghiului A1 B,C7 in A; si B se intersecteaza in D, in
Aj si C se intersecteaza in F, in C gi B se intersecteaza in F. Demostrati
ca dreptele DC, EB, AF sunt concurente.
9.4 Determinati toate tripletele de numere prime (a, b, ¢) care satisfac inegal-
itatea :

ab + be + ac > abe.

9.5 Fie ABC un triunghi si AB cea mai mare latura a sa. Pe latura AB se aleg
punctele P si @ astfel incat AQ = AC si BP = BC. Demonstrati ca centrul
cercului inscris in triunghiul ABC coincide cu centrul cercului circumscris
triunghiului PQC.

9.6 Pe tabla sunt scrise numerele 201 si 2012. La fiecare mutare se alege
cel mai mic numar de pe tabla si patratul lui se scrie pe o foaie, apoi numerele
(x,y), > y, scrise initial pe tabla, sunt gterse si inlocuite cu (z —y,y). Dupa
un numar finit de pasi, unul din numerele scrise pe tabla este 0. Cu ce este
egala suma numerelor scrise pe foaie pana in acest moment?

22011

2012 Solutii

5.6 Clasa 5 Solutii

5.1 a) N =1000a + 100a + 10b + b = 1100a + 116 = 11(100a + b). Acum din:

N:121 < 11(100a + b):(11 - 11) < 100a + b:11 < a + b:11
Deci (a,b) € {(2,9),(3,8),(4,7),(5,6),(6,5),(7,4),(8,3),(9,2)} <

aabb € {2299, 3388, 4477, 5566, 6655, 7744, 8833, 9922}

b) Dacd N este patrat perfect, din (a) cunoastem ci N:11, deci N:112, prin
urmare verificam toate solutiile din (a) si alegem pe cele care sunt patrate
perfecte, si obtinem: aabb = 7744.

5.2 Un numar este divizibil cu 3 daca suma cifrelor sale se divide cu 3. Fie
S; = S(X;), suma cifrelor lui X;. Atunci S; =142-i+1=2(i + 1). Deci:

3| X;<=3|S;<=3|20i+1)<=3|i+1.
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Deci1<i=3k+2<100=0<k <32

In acest caz toate X342, pentru 0 < k < 32 sunt divizibile cu 3.

5.3 Observam ca suma tuturor numerelor este 1 +2+ 3+ ... + 15 = 120, deci
ramane sa aflam daca putem imparti cartonagele in 2 grupe fiecare cu suma 60.
Réspunsul este da, spre exemplu o partitie este: {15,14,13,12,6} si {1,2,3,4,5
7,8,9,10,11} fiecare cu suma 60.

5.4 Presupunem ca Andrei spune adevarul. Atunci 6 numere consecutive
contin 3 numere pare si 3 impare, deci gi suma lor este impara. Prin urmare
Andrei minte, nu putem avea concomitent 6 numere consecutive cu suma lor
para. Deci numerele nu sunt consecutive, iar suma lor este impara.

Prin urmare Vasile minte si el, intrucat nu putem avea numerele 1,2,3,4,5,6
deoarece afirmatiile lui Andrei sunt false. Deci a 2-a afirmatie a lui Vasile e
falsa, rezulta ca Petru spune adevarul.

Deci avem 6 numere mai mici ca 20, ce se divid la 3. Deci numerele scrise
initial pe tabla sunt: {3,6,9,12,15,18}.

5.7 Clasa 6 Solutii

6.1 Avem:
abe = 9-ac <= 100a+10b+c = 90a+9c <= 10a+10b = 8¢ <= 5(a+b) = 4c.

Rezultii ¢ : 5 = ¢ = 5 deci = a+b = 4, prin urmare (a,b) € {(1,3); (2,2); (3,1)
:(4,0)}. Deci abc € {135, 225, 315, 405}.

6.2 In cel mai ritu caz vom avea extrase toate 10 bile negre, toate 10 bile albe,
toate 12 bile galbene, gi cate 14 bile rosii, verzi, albastre. Deci putem extrage
in total 104+ 10+ 12+ 14+ 14 + 14 = 74 de bile si sa nu avem nici un grup de
15 bile. Mai extragand o bila putem garanta ca cel putin 15 bile sunt toate de
aceeagsi culoare rogie, verde sau albastra, deci numarul minim de bile necesare
este 75.

6.3 Numaérul prunelor in fiecare lada este egal cu numarul de mere in toate
celelalte 5 lazi ramase. Prin urmare numarul de prune in toate 6 lazi este egal
cu 5 inmultit la numarul total de mere, intrucat fiecare lada de mere se aduna
de 5 ori pentru fiecare din cele 5 l1azi diferite de prune. Deci Npryne = 5-Npere-
Analog se obtine ca Npere = 5 - Npere. De unde rezulté:

Ntotal = Nprune + Nmere + Npere = 5Nmere + Nmere + Npere =

= 25Npere + 5Npere + Npere = Sleere-
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Deci numarul total de fructe se divide cu 31.
6.4 Tabelul de mai jos arata ultima cifrd modulo 10 in dependenta de expresia
E(n):

| E(n) | Ultima cifra modulo 10 ‘
n 01 2 3 4 5 6 7 8 9
n? 01 4 9 6 5 6 9 4 1
2n 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
n+2n |0 3 8 5 4 5 8 3 0 9

Observam ci n2+2n are ultima cifrs 4 doar atunci cand n are ultima cifra
4. Atunci n are forma n = 10k + 4. Deci:

n?42n = (10k+4)?4+2(10k+4) = 100k?+80k-+16+20k+8 = 100(k*+k)+24.

Prin urmare ultimele 2 cifre ale expresiei E(n) = n? + 2n sunt 24, deci penul-
tima cifra e 2.

5.8 Clasa 7 Solutii

7.1 (a) Fie ca avem n aparitii de 1, atunci vom avea 3n aparitii de 3, 5n
aparitii de 5, 7n aparitii de 7 gi 9n aparitii de 9. Atunci 12 cifre sunt zerouri
deci restul 2000 de cifre ramase sunt numere impare de la 1 pana la 9. Prin
urmare n + 3n + 5n + 7n + 9n = 25n = 2000 = n = 80. Deci suma cifrelor
numarului dat este:

S=80-1+240-34400-54560-74810-9412-0 = 13200

(b) Numarul nu poate fi patrat perfect deoarece suma cifrelor sale se divide
la 3 dar nu se divide la 9.
7.2 Ecuatia se rescrie ca:

1000a + 100b + 21c + 12d = a'' — e < 100b + 21c + 12d + e = a(a'® — 1000)

e Daca a > 3, atunci partea dreapta a ecuatiei este cu mult mai mare decat
partea stanga a ecuatiei deoarece:

100b 4+ 21c +12d + e < 100-9421-94+12:9+9 < 3(3'°-1000) < a(a'® — 1000)

e Dacd a = 1 partea dreapts e negativi deoarece 119 — 1000 < 0.
e Dacia=2=

1000+ 21c+12d + e = 2(1024 — 1000) =48 = b =0 = 2lc+ 12d + e =48
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Deci ¢ < 2: Daca c =2 = 12d + e = 48 — 42 = 6 = d = 0, contrazicere.
Dacd c =1 = 12d4+e =48 —-21 =27 = d = 2,e = 3 = (a,b,¢,d,e) =
Raspuns: (2,0,1,2,3).

7.3 Rotim AABM cu 90° in jurul punctului A dupa acele de ceasornic ca
in desenul alaturat. Prin urmare B — D si fie M — M’. Deci AABM =
NADM' deci /BAM = /DAM’, iar BM = DM’. Fie /BAM = /M AN =
/DAM’' = «. Atunci ZAM'D = 90° — ZDAM’' = 90° — o, iar ZNAM' =
LDAM' + ZNAD = a + (90° — 2a) = 90° — o« = ZAM'D. Prin urmare
ANANM' isoscel, deci AN = M'N = M'D + DN = BM + DN ceea ce
trebuia de demonstrat.

A B
M
]
/,
M N C
D

7.4 Fiind dat un numar ¢ € A, x = 2a +5b ai. a < 95 sau b < 98
rezulta ca gi * + 10 € A intrucat putem méari a — a + 5 sau b — b + 2,
echivalentul a © = 2a + 5b — 2a + 50+ 2 -5 = x + 10. Acum observam ca
{0,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13} € A (toate pot fi scrise sub forma 2a + 5b).
Acum deoarece A contine 10 numere consecutive {4,5,...,13} € A rezulta
cd gl urmatoarele 10 numere {14,15,16,...23} € A dupa procedura de mai
sus. Prin urmare crescand fiecare din aceste numere cu 10 de multiple ori, A
va contine toate numerele consecutive de la 0 la 700, cu exceptia numerelor
{1,3,697,699}. Prin urmare suma elementelor din A este:

700 - (700 + 1)

S(A) = 0+1+2+...4+700—(1+3+697+699) = —700-2 = 243950.

7.5 Vom demonstra ca Andrei are o strategie care ii garanteaza iegirea din
cerc. Fie dj distanta intre origine si Andrei dupa minutul &, iar g = di7
patratul acestei distante. Prin urmare vrem sa aratam ca exista n, pentru
care d, > 100, sau ¢, > 1002. Initial avem gy = dy = 0. Strategia este
urmatoarea, vom arata ca Andrei poate creste ¢; cu 1 metru in fiecare pas,
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adica poate garanta qpr1 = g + 1. Pentru k = 1 este evident, Andrei face
1 pas de 1 metru fata de origine indiferent de alegerea lui Mihai. Acum,
fie P pozitia lui Andrei dupa minutul k. Atunci la urméatorul pas Andrei
va alege o directie perpediculard pe OP, si indiferent daca Mihai reverseaza
directia sau nu, la urméatorul pas Andrei va face un pas de 1m perpedicular
cu OP. Fie R noua sa pozitie, atunci PR = 1 iar AOPR este dreptunghic cu
OP =dy, si OR = /d; + 1, din teorema lui Pitagora. Prin urmare vom avea
qk+1 = OR?> = OP?+ PR? = d} +1 = g +1. Deci dupa n = 10001 = 100%+1
pasi, Andrei se va afla la o distanta de d3yy0; = g10001 = 10001 > 1002, deci
d10001 > 100, si Andrei se afli in afara cercului.

7.6 Vom demonstra cd dacid n da restul x € {0,1,—1} la impartirea la 3,
atunci S(n) da restul = la impartirea la 3. Fie n = abcd si fie R(n) - restul
lui n la 3. Atunci: R(n) = R(abed) = R(1000a + 100b + 10¢ + d) = R(1000) -
R(a) + R(100) - R(b) + R(10) - R(c) + R(d) = R(a) + R(b) + R(c) + R(d) =
R(a+ b+ c+d) = R(S(n)). Prin urmare si S(S(n)) da acelasi rest ca S(n)
care da acelagi rest ca n la impéartirea la 3. Atunci deoarece toti termenii au
acelagi rest modulo 3 rezulta:

3| n+S(n) + S(S(n)) = 2012 insi 3 f 2012.

Prin urmare nu exista solutii in N.

5.9 Clasa 8 Solutii

8.1 Ecuatia se rescrie ca 2012(a+b) = ab. Acum fie (a, b) = d, atunci existd p, ¢
astfel incat a = pd ¢i b = ¢d iar (p,q) = 1 reciproc prime. Atunci inlocuind
in ecuatia initiald obtinem: 2012(pd + ¢d) = pd - qd < 2012p + 2012¢q =
pgd = 2012p = q(pd — 2012) (*). Prin urmare ¢ | 2012p, insd (p,q) = 1
deci g | 2012. Analog se obtine si p | 2012. Fie 2012 = gz, atunci inlocuind
in (x) = qzp = q(pd — qx) < qz = p(d — x). Deci p | z, si fie z = py
atunci ¢ - gpy = p(d — py) < d = y(q¢ + p). Deci 2012 = gz = gqpy, iar
d este definit in functie de p,q,y. Prin urmare numarul total de solutii al
(p,q) = 1. Observam divizorii lui 2012 sunt {1,2,4,503,1006,2012}. Daca
p = 1 avem 6 solutii pentru g € {1,2,4,503,1006,2012}. Daca p = 2 avem 2
solutii ¢ € {1,503}. Dacd p = 4 avem 2 solutii ¢ € {1,503}. Daca p = 503
avem 3 solutii ¢ € {1,2,4}. Daci p = 1006 avem 1 solutie ¢ € {1}, si daca
p = 2012 la fel avem o solutie ¢ € {1}. Prin urmare numérul total de solutii
este 6+2+2+4+3+ 1+ 1= 15 solutii.

8.2 Observati ca patrulaterele HB'CA’ si HC'BA’ sunt circumscriptibile,
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prin urmare din puterea punctului A fata de aceste 2 cercuri avem:
1
AH - AA' = AB' - AC = AC' - AB = i(AB/ -AC + AC'" - AB).

Analog se obtin expresiile pentru B si C':

1

BH-BB' =BC'-AB = BA'-BC = —(BC' - AB + BA' - BO).

[\

CH-CC'=CB'-AC =CA' -CB = %(CB’-AC—i—CA’ .CB).

Sumand ultimele 3 expresii, gi grupand termenii din partea dreapta obtinem
egalitatea dorita.
8.3 Inmultind ambele pirti la abc obtinem a? + b% + ¢ > 2bc + 2ac — 2ab sau

a® 4+ b% 4 % — 2bc — 2ac + 2ab > 0 <= (a +b—¢)* > 0.

Ultima inegalitate fiind evidenta. Iar cazul de egalitate se atinge pentru
a+b=c.

8.4 Raspuns : Nu este posibil. Explicatie: Fie pe tabla sunt numerele a, b si
c. Daca alegem sa inlocuim numerele a gi b cu numerele ?"ZT_‘“’ si % atunci

putem sa observam ca media patratica a celor 3 numere raméane neschim-
v . v U e el v 2 2 2 . v LN v
batd. Media patratica initiald este \/%. Media patratica finala va

“ab2 3 2 2
f \/3a54b +3b«g4u e \/25a ;EQSb te? NI
3 - 3 - 3

initiala a numerelor 14,4,6 ar trebui sa fie egald cu media patraticd a nu-
merelor 7,9,12 . Media patratica a numerelor 14, 4, 6 este egala cu 4/ 2478 , iar

. Deci media patratica

cealalta este egala cu ,/% care evident ca sunt diferite.

8.5 Fie h gi [ indltimea si lungimea laturii triunghiului echilateral ABC,
atunci Aapc = %l - h. Notadm prin dpap - distanta (sau inaltimea) de
la P la latura AB, atunci Aapp = %l - dp ap, analog definim si dp pc si
dp ca. Atunci pentru orice punct P in interiorul triunghiului avem: Aapc =
Aapp +Appc + Acpa =

1 1 1 1 1
5[ -h = §l ~dpap + il -dppc + §l -dpca (simplificim prin il) -

dpap +dppc+dpca =h.

Deci suma distantelor de la P la laturile triunghiului este egala cu inaltimea

triunghiului h. Iar din teorema lui Pitagora: h =4/12 — (1)2 = @l = 1006/3.
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8.6 Pentru fiecare coloana putem avea maxim 2 dame negre si 4 dame albe
iar in total 6 dame. Daca exista o coloana cu cel putin 3 dame negre, coloana
va avea si cel putin 6 dame albe iar in total 9 dame, insa o coloana are doar
8 patrate. Prin urmare fiecare coloana are maxim 6 dame, iar in total fiecare
tabla 8 X 8 va avea maxim 6 - 8 = 48 de dame. O configuratie posibila este
reprezentata mai jos.

®|® OO

®e|® | O|O0|O

e|® (O |O|O|O

e @/ OlO|O|O

®e| O[O |O]|O
oO|J|O|O|O
®e|® /O |O|O|O

5.10 Clasa 9 Solutii

9.1 Presupunem c& 5n+ 3 - prim. Fie 2n+1 = a? iar 3n + 1 = b?, observam:
3a2 -2 =3-2n+1)-2-Bn+1)=1 =
Sn+3=2n+14+3n+1+1=a?+b>+1=a>+b*+ (3a® — 20%) =
=4a®> —bv* = (2a —b) - (2a + b).

Daca 5n + 3 prim, atunci 2a —b=1sau b =2a — 1. Insa:
1=3a%—-2b>=3a%> —2(2a—1)* =3a®* — 8a* +8a — 2= —5a*> +8a -2 <0,
pentru a > 3

Deci 2a — b # 1, prin urmare 5n 4+ 3 = (2a — b) - (2a + b) este compus.

9.2 Pentru a demonstra ca exista solutii reale trebuie de demonstrat ca A > 0,
sau 4(a® +b?) —4-2¢* > 0 <= a® + b? > 2¢%. Pentru aceasta vom utiliza
inegalitatea

(x+y)?>2(2" +9°) (x) =2 =20y +9° = (x —y)* > 0.

Atunci inlocuind z =v/a? + 2012 gi y =v/b% + 2012 in inegalitatea de mai sus

obtinem:

(2v/ +2012)% = (Va2 + 20124+/b2 + 2012)2 < 2(a®+2012+ % +2012) <
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4¢® +4-2012 < 2(a® + %) +4-2012 <= 2 < a® + b> <= A > 0.

Prin urmare ecuatia are solutii reale.

9.3 Vom demonstra ca FA,EB si DC sunt bisectoare in ADEF, gi prin
urmare sunt concurente in centrul cercului inscris in ADFEF. Observati ca
AC; = AP = AB,, si FCy = FB; intrucat sunt tangente, iar F'A este
latura comuné, prin urmare dupa criteriul LLL avem AFAC, = AFAB;.
Deci ZC1FA=/BFA,si FA bisectda ZC1F By. Analog se demonstreaza ca
EB si DC sunt bisectoare in ADEF, deci toate 3 drepte sunt concurente.

9.4 Din simetrie fie a > b > c¢. Avem: abc < ab+ bc+ ca < ab + ab + ab =
3ab = ¢ < 3 = ¢ = 2. Rezulta ab + 2b + 2a > 2ab <= 2a + 2b > ab. Deci
ab<2a+20<2a+2a=4a=b< 4. Dacab=3—=2a+6>3a=—=a<6
insd a > b= 3 decia € {3,5}. Prin urmare (a,b,c) € {(3,3,2), (5,3,2)}. Daca
b =2 = 2a+4 > 2a care este adevarata pentru orice a — prim. Deci pentru
p — prim avem solutiile (p, 2,2), (5, 3,2), (3,3,2) si permutarile lor.

9.5 Fie [ si lp bisectoarele din A i din B in AABC, atunci l4 Nip = {I}
centrul cercului inscris in AABC. Insd, observati c¢& l4 este mediatoarea
segmentului CQ intrucat [4 este bisectoare in AACQ isoscel. Analog [g este
mediatoarea segmentului C'P, prin urmare Iy Nip = {X} centrul cercului
circumscris APQC. Deci X = I coincid.
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9.6 Observam ci 20122°!! se imparte fara rest la 2012, prin urmare la fiecare
pas primul numér 20122°M! va, sciidea cu 2012 pana se ajunge la 0, iar cel mai
mic numar va fi mereu 2012. Deci numarul total de pasi este 20122°11 +2012 =
20122010 pagi, iar la fiecare pas pe foaie se va scrie 20122. Respectiv, suma
numerelor de pe foaie va fi 20122 - 20122010 = 20122012,
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6

Anul 2013

6.1 Clasa 5

5.1 Un sportiv se antreneaza urcand pe o scara in modul urmator: el urca
9 trepte, coboara 7 si urca 2, apoi repeta acelasi exercitiu. Considerand ca
initial sportivul este la treapta 0, aflati pe ce treapta se afla sportivul dupa
2013 migcari (o miscare fiind o coborére sau o urcare a treptei).

5.2 Avem o foaie dreptunghiulara 3x4 impartita in patratele 1x1. Doi elevi
joaca dupa urmatoarele reguli: la fiecare migcare un elev taie unul din frag-
mente dupd o linie. Cagtigd acel elev care face ultima tdieturd (vor rdméne
12 patratele separate 1x1). Cine va cagtiga?

5.3 Demonstrati ca suma resturilor la impértire cu a,b si ¢ a numarului abe
nu poate fi egald cu 23.

5.4 Sunteti pe malul unui rau si aveti la dispozitie trei vase, dintre care doua
cu volumul de 7 litri, si unul cu volumul de 4 litri. Vasele nu sunt gradate.
Cum veti proceda pentru a turna cate 6 litri de apa in fiecare din vasele de 7
litri?

6.2 Clasa 6

6.1 Demonstrati c& nu exista nici un numar de trei cifre abe, astfel incat suma
abc + bea + cab sa fie patrat perfect.

6.2 In 2014 Nicolae implinegte o varsta egald cu suma cifrelor anului in care
el s-a ndscut. In ce an ar putea fi nascut Nicolae?
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6.3 Demonstrati c& numarul 1 + 420132013...2013 (

numarul 2013 repetat de 2013 ori) este compus.

6.4 Unui greierag 1i place sa sara pe axa numerelor. El incepe din punctul 0
iar la fiecare saritura el sare pe rand numere impare consecutive de unitati
(1,3,5...) in orice directie. Poate oare dupa 2013 sarituri greieragul sa se afle
in pozitia initiala?

exponentul este alcatuit din

6.3 Clasa 7

7.1 Petru alege trei cifre a, b, ¢ si 1i propune lui Vasile sa le ghiceasca. Conditia
este Insa ca Vasile trebuie sa-i spuna trei numere x, y, z, iar Petru s raspunda
cu suma azr + by + cz. Ce numere x,y, z trebuie sa aleaga Vasile pentru a
determina cifrele selectate de Petru.

7.2 Demonstrati ci numerele 2013293 + 20142014 si 2013 - 2014 sunt reciproc
prime.

7.3 In paralelogramul ABC'D pe semidreapta (BC' se considera un punct M,
astfel incat BC' = CM. Daca se stie ca CM = M D, aflati masura unghiului
/BAM.

7.4 Pe o masa sunt 2013 chibrituri. Doi elevi joaca dupa urmatoarele reguli:
la fiecare miscare poate fi luat de pe masa orice numéar de chibrituri de la
1 pana la 10, iar pierde acel elev care nu mai poate efectua vreo miscare.
Intr-un joc corect (ambii elevi efectueaza migcarile optime), cine va cagtiga?
7.5 Calculati suma:

2-1+1 2-241 2~3+1+ 2-2011+41 2-2012+4+1
12.22 22.32 32.42 20112 - 20122 © 20122 - 20132

7.6 Demonstrati ca printre oricare trei numere prime mai mari ca 3, exista
cel putin doua a caror suma sau diferenta se divide la 12.

6.4 Clasa 8

8.1 Gasiti toate valorile parametrului intreg a, astfel incat ambele solutii ale
ecuatiei 1122 — 2013z + a = 0 si fie numere prime.
8.2 Daca a, b sunt numere reale pozitive nenule, demonstrati inegalitatea :

1 n 1 S 1 n 1
a24+a bV24+b " a24+b b2 4a
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8.3 Fie AABC cu AB = AC. Fie punctele D si E astfel incat D € [AC],
B € [AE] si BE = CD. Demonstrati ca mijlocul segmentului DFE apartine
segmentului BC.

8.4 Aflati pentru care valori ale lui n € N numarul 22010 4 22013 1 9n egte
patrat perfect.

8.5 Rezolvati in R x R x R sistemul:

r+y+1l z4+y+2 x+2+43
z+y—1 z+y—3 x+z2-—2
{ { i

z+3f71+z+12/73_a:+f72

N W Wb | W

a:+y—17z+y—3+x+z—2:

8.6 O tabla 10x10 este completata cu numerele {1,2,3,...,100}. Putem oare
mereu alege doua patrate ce au In comun o latura sau un varf, astfel incéat
suma numerelor scrise in ele sa fie divizibila cu 47

6.5 Clasa 9

9.1 Fie triunghiul echilateral ABC' cu latura de lungime a. Pe laturile tri-
unghiului se considera punctele P € (AB), M € (BC), N € (AC) astfel incat
MP 1 AB,NM 1 BC si PN 1 AC. Determinati lungimea segmentului
MN.

9.2 Pentru care valori ale parametrului n € N ecuatia 42 — (4n + 48)z + 52 +
17n = 0 are ambele solutii numere intregi?

9.3 Avem o tabla dreptunghiulard nx 1 impartita in n patratele 1x1. Coloram
varfurile patratelelor in una din cele doua culori, rogu sau albastru, astfel incat
in fiecare patratel sa fie exact doua varfuri de aceeasi culoare. In cate moduri
distincte putem efectua aceasta colorare?

9.4 Gasiti toate solutiile reale = ale ecuatiei

x va b

T+a +atz a

9.5 Fie H ortocentrul triughiului ascutitunghic AABC. Dreptele BH si CH
intersecteaza cercul circumscris triunghiului in punctele B’ si C’ respectiv.
Fie M mijlocul segmentului B’C’. Demonstrati cda /ZMAB = ZCAH.
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9.6 Demonstrati ca printre oricare n+ 1 elemente ale multimii {1,2,3,...,2n}
exista cel putin doua reciproc prime.

2013 Solutii

6.6 Clasa 5 Solutii

5.1 Dupa fiecare set de 9 4+ 7 + 2 = 18 miscari consecutive sportivul va urca
9 — 7+ 2 =4 trepte. Tar 2013 = 111 - 18 + 15. Prin urmare in 2013 miscari
sportivul va efectua 111 seturi gi inca 15 miscari la sfarsit dintre care 9 in sus
$i 6 in jos. Deci la sfarsit sportivul se va afla pe treapta 111-4 49 — 6 = 447.
5.2 Fie A primul elev, si B al doilea elev. Atunci A mereu va castiga, el are
urmatoarea strategie: la prima miscare taie foaia la jumatate, in 2 dreptunghi-
uri simetrice cu dimensiunile 3 x 2. Astfel A va imparti dreptunghiul initial
in 2 seturi simetrice. Iar in urmatorii pasi, indiferent de taietura efectuata
de B in unul din seturi, A va efectua mereu fix aceiagi taietura in celalalt set
simetric. Deci A isi poate garanta ultima taietura, prin urmare el va castiga.
5.3 Presupunem ca putem avea suma resturilor 23 si vom obtine contradictie.
Fie x,y si 2z resturile impéartirii lui abc la a,bsi c. Atunciz <a <9,y <b <9
siz<ce<9 deciz,y,z <8¢ z+y+ 2z=23. Daca cel putin 2 numere sunt
<8atunciz+y+2 <7+ 7+ 8 =22 < 23 si nu avem solutii. Prin urmare
cel putin 2 numere sunt 8, iar celdlalt 23 — 16 = 7, gi avem solutia (7,8, 8)
si permutarile sale pentru resturi. Si prin urmare 2 din cifrele a, b, ¢ sunt 9
sl una sau 8, sau 9. Insd 999 evident nu satisface conditia problemei. Deci
ramane abc € {899,989, 998}. Dar la impartirea la 8 nici unul nu da restul 7,
prin urmare nu exista abc cu suma resturilor la a, b, c egala cu 23.

5.4 Fie A primul vas de 7 litri, B al doilea vas de 7 litri, si C' vasul de 4 litri.
Atunci umplem B cu 7 litri, turndm din B 4 litri in C, varsam C. Atunci
(A,B,C) =(0,3,0).

Acum umplem A cu 7 litri, turnam din A 4 litri in C, apoi turndm din A
restul 3 litri in B, si varsam C. Obtinem (A, B,C) = (0,6,0).

Apoi umplem A cu 7 litri, turndm din A 4 litri in C, varsam C si turnam din
A restul 3 litri in C. Obtinem (A, B,C) = (0,6, 3).

Acum umplem A cu 7 litri, si turnam un litru in C, varsam C. Obtinem
(A,B,C) = (6,6,0).
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6.7 Clasa 6 Solutii

6.1 Fie S suma celor 3 numere, atunci avem:
S = abc+ bea+ cab = (100a + 10b + ¢) + (100b+ 10c + a) + (100c + 10a + b) =

=111(a+b+¢)=3-37-(a+b+¢)

Deci S : 37, iar 37 este prim, prin urmare dacii S ar fi pitrat perfect atunci
are loc si relatia:

S:37”=13-37-(a+b+c):37" = a+b+c:3T,
insa ultima relatie nu poate avea loc intrucat maz(a +b+c¢) = 27 < 37 =

(a+b+c¢) 737, deci S nu poate fi pitrat perfect.

6.2 Presupunem ca Nicolae are < 114 ani. Atunci Nicolae s-a nascut in
anul 19ab sau 20cd. Fie s-a nascut in 19ab, atunci in 2014 el implinegte
2014 —19ab = 1+ 9+a+b < 114 —10a —b = 10+ a + b < 104 =
1la+2b < 1la+18 = a > 718 > 7 = ¢ € {8,9}. Daci a = 8 atunci
2 = 104 — 11a = 104 — 88 = 16 = b = 8, deci 19ab = [1988]. Dacii a = 9
atunci 2b = 104 — 99 = 5 nu are solutii in N.

Daci s-a nascut in 20cd, atunci in 2014 el implineste 2014 — 20cd = 2 + 0 +
c+d<=14—10c—d=24+c+d <= 12=11lc+ 2d, ¢ > 2 prea mare, daca
¢ =1 nu avem solutii in N si daca ¢ = 0 avem d = 6 deci 20cd = 2006. Deci
Nicolae s-a nascut in 1988 sau 2006.

6.3 Vom demonstra ca numarul se divide la 5. Deoarece 20132013...2013 este
impar, expresia se rescrie ca:

1_'_420132013..42013 — 1+42k+1 — 1+4 (42)k} — 1+4 16k: — 1+4 (5a+ 1)k

Pentru ca orice numar ce da restul 1 la impartirea la 5, adica de forma 5a+ 1
(inclusiv 16), indiferent de putere sa mereu va da restul 1 la impartirea la 5,
adica (5a + 1) are forma 5z + 1 =

14 4201320182008 — 1 4 4 (50 4 1) =20z +5=5- (4o +1) : 5.

6.4 In 2013 sirituri greieragul va parcurge o distanta totala de:

14345+ +(2013-2-1)=2-(14+24+3+..42013) -1 -1—..—1=
| —
de 2013 ori
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2013(2013 + 1
=2 % — 2013 = 2013 - 2014 — 2013 = 20132 de unititi.
Deci in 2013 sarituri greierasul parcurge o distantd de 20132 unitati, iar daci
ar fi posibil ca greieragul sa se intoarca Inapoi la pozitia 0, atunci el trebuie sa
parcurga jumatate de distanta sau 20%32 unitati la dreapta si cealalta jumatate

22 LRI A ~ . . A~ v .
% unitati la stanga, insa 20132 este impar, deci nu putem imparti numerele

1,3,5... in doua seturi drepta si stanga cu sume egale.

6.8 Clasa 7 Solutii

7.1 Vasile trebuie sa aleaga © = 1,y = 10 si z = 100, atunci intrucat a, b, c
sunt cifre, Petru va raspunde cu 100a+ 10b+ ¢ = abc. Prin urmare in numirul
de 3 cifre oferit de Petru, prima este a, a doua b, si ultima c.

7.2 Rescriem 20132014 = 3-11-61-2-19-53 = A. Fie 2013%°13 420142014 = B.
Acum pentru a ardta ca (A, B) = 1 sunt reciproc prime demonstram ca B nu
divide nici unul din factorii primi {2,3,11,19,53,61} a lui A.

Lema: Dacd d | x si d fy atunci => d fr + y, in caz contrar dacd d | x + y si
se cunoagte ca d | ¢ va rezulta ca d | y, contradictie cu conditia initiala.

Prin urmare 2 | 20142°M insi 2 42013213 = 2 /B. Si 3 | 20132'3 insi
3 /2014?04 = 3 /B. Analog 11,19,53,61 /B. Deci A si B sunt reciproc
prime.

7.3 Avem AD = BC = OCM = DM —> AADM - isoscel. Tar ZADC =2

£ZDCM @ ZCDM, (1) - unghiuri alterne interne, (2) - deoarece ACM D
isoscel. Prin urmare DC' este bisectoare in triunghiul isoscel AADM, deci
DC de asemenea inaltime in AADM. Fie DCNAM = {P}, atunci ZBAM =
ZAPD = 90°, intrucat /BAM si ZAPD unghiuri alterne interne. Deci
/BAM = 90°.

D A

7.4 Fie A primul si B al doilea elev. Observam 2013 = 11 x 183. Atunci B
are urmatoarea strategie de cagtig: la fiecare pas dupa ce A ia un numar a de
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chibrituri, B va lua un numar 11 — a astfel incat dupa fiecare set de 2 migcari
de pe masa se iau 11 chibrituri. Iar intrucat 2013 se divide la 11, B va cagtiga
jocul dupa % = 183 de pasi efectuati de fiecare jucator.
7.5 Observam:

2k+1  (k+1P2-k* 1 1

B2Ek+1)2 kEk+1D2 K (k+1)2

Prin urmare suma se rescrie ca:
( 1 1 ) n ( 1 1 ) R ( 1 1 ) _ 1
12 22 22 32 20122 20132/ 20132°

7.6 Analizam numerele dupa restul lor la 12. Toate numerele au una din
formele {12k, 12k +1,12k+2,12k+3,12k+4, 12k +5,12k+6}. Tar {12k, 12k +
2,12k + 3,12k + 4,12k + 6} se divid sau la 2 sau la 3, deci nu pot fi prime.
Prin urmare toate numerele prime p > 3 au forma p € {12k + 1,12k £+ 5}.
Acum avem 3 numere §i 2 seturi 12k £+ 1 sau 12k + 5, prin urmare unul din
seturi va contine cel putin 2 numere. Fie 12k + a contine 2 numere. Daca
ele au acelagi semn pentru a atunci diferenta se divide la 12, iar daca semne
diferite pentru a atunci suma se divide la 12.

6.9 Clasa 8 Solutii

8.1 Fie p; < py cele 2 solutii prime. Din formula lui Vieta avem:

2013 . a
p1+p2= ETH =183, sipy-p2 = 11

Daca pi1, p2 > 2 sunt prime, atunci p;, ps sunt impare, si deci 183 = p; +p2 =
impar + tmpar = par, contradictie. Daca p; = 2 atunci p, = 181, care este
la fel prim. Iar din formula lui Vieta avem: a = 11-pyips = 11-2-181 = 3982.
8.2 Inegalitatea este echivalenta cu:

LS S S <:>a2+a+b2+b a®+a+b>+b
a?+a b>4+b " a24+b bV +a (a2 4+ a)(2 +0b) — (a®>+b)(b% +a)

(a®> +b)(b? 4+ a) > (a® + a)(b* +b) <=
a?b® +ab+a® + 0% > a?b® + ab + a®b + b%a <= a® + b > a®b + ba
Tar ultima inegalitate se rescrie ca Media Aritmetica > Media Geometrica

pentru:
1(@®+a®+b°) > a’b si 3(a®+b°+°) > ba.
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8.3 Fie T'€ BC N DE. Fie punctul F astfel incat C' € [AF], iar CF = BE =
CD. Atunci AE = AF, deci AAEF isoscel, iar BC' || EF. Atunci in triunghiul
ADEF avem TC || EF iar C mijlocul DF, deci TC linie mijlocie in ADEF
deci T mijlocul la segmentul DFE.

A

8.4 Avem:
k? — 22010 + 22013 + 2n — 9 . 22010 + 2n — (3 . 21005)2 . :

2n — k2 _ (3 . 21005)2 — (k _ 3 . 21005)(k+3 . 21005).

Prin urmare fie 2¢ = k — 3 - 2199 jar 2 = k 4+ 3. 2109 ynde b > a. Atunci
avem
2b_2a :3.21006 z s 2a_ (2[)—(1_1) :3.21006.

Tar (20=¢ — 1) este impar, deci (2°7¢ —1) =3 <= b—a=2,saub=a+ 2.
Insd atunci 2¢ = 21096 — ¢ = 1006, deci b = 1008 => n = a + b = 2014. Iar
2% 4 28 = 2k > k = 21005 4 21007,

8.5.Notém a = ﬁy*l’ b = Z+;737 c = EJF;Q. Atunci obtinem sistemul
echivalent:
(14 2a) + (145b) — (1+5¢) =3 2a +5b — bc = 3
a—|—b—c=% = a+b—c=%
a72b+c:% a72b+c:%
Obtinem: a = £,b= 2, ¢ = 2. Rezolvand sistemul
_ 3
z+y—3:§
:z:+272:§
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46 =18

gasim solutiile x = %, Y= 3z, =

8.6 Nu. Misiunea noastra este sa aratam un caz in care oricare 2 patrate
adiacente printr-un punct sau printr-o laturd sa nu fie divizibile cu 4. Fie
impartim patratul nostru in patratele 2 x 2. Deoarece numerele noastre nu
conteaza, ci doar restul lor la impartirea cu 4, putem sa le inlocuim cu nu-
merele {1,2,3,0,1...0},1ntotal 25 de 0,25de 1, 25 de 2 gi 25 de 3.
Deci In fiecare din cele 25 patratele 2 x 2 trebuie sa fie un 2, un 0, si doi de
1 sau doi de 3, deoarece nu pot fi mai mult de un 2 intr-un patratel sau mai
mult de un 0 intr-un patratel 2 x 2, iar numarul total de patratele este 25. O
colorare potrivita ar fi:

1,1,1,1,1...1,1,1

2,0,2,0,2...0,2,0
3,3,3,3,3...3,3,3
2,0,2,0,2...0,2,0
1,1,1,1,1...1,1,1

2,0,2,0,2...0,2,0

observam ca oricum nu am alege 2 patrate adiacente intr-un punct sau intr-o
latura suma lor va fi divizibila cu 4.

6.10 Clasa 9 Solutii

9.1 Calculam ZAPM = 180° — ZPNA — ZPAN = 180° — 90° — 60° = 30°.
Analog se obtine ZBMP = 30° si ZOCNM = 30°. Acum /ZPMN = 180° —
ZBMP — ZNMC = 180° — 30° — 90° = 60°. Analog ZMNP = 60° si
/ZNPM = 60°. Deci AMNP este echilateral. Atunci dupa criteriul ULU
avem NANP = ABPM = ACMN. Fie MC = x, atunci in triunghiul drep-
tunghic ACM N, cateta MC opusa unghiului de 30° este egald cu jumatate
din lungimea ipotenuzei NC, deci NC' = 2z. Totodata MC = AN = BP = x.
Prin urmare a = AC = AN + NC = x + 2z = 3z, sau x = %a. Atunci din
teorema lui Pitagora :

MN =/NC? — MC? =\/422 — 22 = /3 = “33.
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9.2 In primul rand vedem ca solutiile au forma z; 2 = %. Evident

pentru ca acest numér sa fie pozitiv avem nevoie ca A sa fie patrat perfect.
A = 16n? + 384n + 2304 — 832 — 272n = 1612 + 112n + 1472. Daca A este
patrat perfect atunci si 4n2 + 28n + 368 trebuie si fie patrat perfect. Fie
4n? +28n+ 368=k%. Adicd k? — (2n+7)? = 319. 319 se descompune ca 1129
sau 319 - 1.

Primul caz: (k—2n —7)(k+2n+7) = 11 - 29, respectiv 2k = 40 si k = 20,
iar n = 1, facand verificarea obtinem ca o solutie din cele 2 nu este intreaga.
Al doilea caz: (k—2n—"7)(k+2n+7) = 1-319, respectiv 2k = 320 si k¥ = 160
iar n = 76. facand verificarea obtinem solutiile z1 = 4 gi xo = 84.

9.3 In figura datd m x 1 exista m + 1 muchii paralele. Daca pe prima o
coloram in rogu, pe a doua va trebui sa o coloram in albastru, pe a treia in
rosu g,a,m,d, deci respectiv avem un mod de a colora tabla. Daca pe prima o
coloram 1n albastru, pe a 2 va trebui sa o coloram in rosu, pe a 3 in albastru
g,a,m,d, gi mai avem o modalitate in plus de a colora tabla. Iar acum avem 2
moduri de a colora prima muchie in 2 culori diferite, 2 moduri de a colora a
2 muchie in 2 culori diferite ... in total 27! moduri. Deci rispunsul nostru
este egal cu 2 + 2"+ moduri diferite.

94 T _ Vo _wra—a Vo 4 e Vo op

T+ a va+zx r+a va+zx Tr+a \/a—i—x'
Vva

b b
notdm k = N Obtinem ci 1 — k? — k = o k:2—|-k:+(5—1).
b b
Vom rezolva ecuatia de gradul 2 pentru k. A =1-—4. (E - 1)=5— 4;
b
Ja —144/5—4-
. Deci k = = % " Dar deoarece radicalul este mereu

va—+zx 2
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/ b
—1 _ 4=
Ja _ +14/9 u

pozitiv obtinem ca . Ridicand totul la puterea a

a+x
/ / b b
1—24/5— 4 +5— 47 6—24/5—4— —4—
doua obtinem ca = 1 a a,
otz —24/5 47—47 " 2 — 2\/5—49—4é
. l—l—f sauf 1 de unde

2a — 2a4/5 — 47—4b a—a\/5 49—217
a . 9.5 Fie JA=q

si LC =~ Trebuie sa demonstram cd AH ¢i AM sunt simetrice fata de [4—
bisectoarea din A. Ins# este binecunoscut faptul ca pentru orice triunghi
cu ortocentrul H si centrul cercului circumscris O avem ca AH si AO sunt
simetrice fata de [4. Deci e necesar sa demonstram ca A—M —O sunt coliniare.
Ins& observati ca ZC'CA = 90 a = /B’BA, prin urmare arcul C'A=AB'.
Deci A este mijlocul arcului C’B’, iar M este mijlocul segmentului C'B’, prin
urmare A — M — O sunt coliniare. Acum demonstram ca AO si AH sunt
simetrice fata de bisectoare. Observati ca Z/CAH = 90o — . Iar in AAOB
isoscel avem /BAO = ZABO =90 — %AAOB =90" —1.2/4CB =90" —~.
Deci AH si A— M — O sunt simetrice in 4.

rezulta ca ¢ =

B’ A

9.6 Impértim multimea datd in n perechi in felul urm&tor (1,2),(3,4),...,(2n—
1,2n), astfel incat fiecare pereche (k,k + 1) este reciproc prima. Acum din
principiul cutiei indiferent cum vom alege n + 1 elemente din n perechi, vom
avea 2 elemente din aceeagi pereche care vor fi reciproc prime.
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7

Anul 2014

7.1 Clasa 5

5.1 Demonstrati ca numarul N = 44...4 — 88...8 este patrat perfect.
N—— ——

2014 ori 1007 ori
5.2 Rezolvati urmatoarea ecuatie

20142

(z — 2014) + (22 + 2013) + ... + (20137 — 2) + (2014z + 1) =

5.3 Gasiti toate numerele naturale n ce satisfac relatia n + S(n) = 2014. Cu
S(n) este notatd suma cifrelor numarului n.
5.4 Aduceti urméatoarea expresie la cea mai simpla forméa

2+4+6+...+2014+1+3+5+...+2013
1+34+5+4+...+2013 2+4+6+..+2014°

7.2 Clasa 6

6.1 Rezolvati urmatoarea ecuatie, daca se stie ca a # 0, ¢ # 0 si ab denota
scrierea zecimala a numarului.

ab  cd+16 64 —cd

cd 41—ab ab+15
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6.2 Patratul se numegte magic daca suma numerelor in orice rand, coloana si
cele doua diagonale principale este egala. Aflati toate numerele z pentru care
urmatorul patrat poate fi completat ca sa fie magic.

x| 20| 14

6.3 Calculatorul magic efectueaza urmatoarea operatie: el sumeaza numarul
introdus cu restul lui la Impartire cu 9. Luam un numar a si facem la rand
trei operatii cu calculatorul magic dupa care adunam numaérul primit cu a.
Demonstrati ca rezultatul este divizibil cu 9.

6.4 Determinati valoarea minima a numarului

E=(ala+1)(a+2)(a+3)(a+4),b(b+1)(b+2)(b+3)(b+5))

pentru a,b € N*. Cu (a,b) am notat cel mai mare divizor comun.

7.3 Clasa 7

7.1 Fie tabelul g (1) . Putem alege numerele adiacente a, b si sa le inlocuim
cua—1,b—1saua+1,b+1 (numerele se considerd adiacente daca au o latura
in comun). Este posibil dupa un numar finit de miscari sa obtinem tabelul
completat numai cu zerouri?

7.2 Demonstrati ci ecuatia 22 — 2y% 4+ 8z = 3 nu are solutii in numere intregi.
7.3 In triunghiul AABC pe laturile AB si AC sunt construite patratele
ABDE i ACFK (punctul D gi punctul C se afla in semiplane diferite fata
de dreapta AB). Dacd AM este mediana triunghiului AABC demonstrati ca
2AM = EK.

7.4 Avem 10 clase de elevi cu proprietatea ca fiecare elev dintr-o clasa cunoaste
exact cate un elev din celelalte noua clase. Demonstrati ca in fiecare clasa
este acelagi numar de elevi. Cunostinta este reciproca.

7.5 Fie E mijlocul laturii AD in paralelogramul ABC'D. Daca punctul F este
piciorul inaltimii duse din B pe EC, demonstrati ca triunghiul AABF este
isoscel.

7.6 Piastru este o valuta imaginara a statului ABC-land. O moneda de
valoarea un piastru cantareste 6 grame, o moneda de valoarea doi piastre
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cantareste 17 grame, iar o moneda de valoarea cinci piastre cantareste 30
grame. Bancile ABC-landului pot schimba orice combinatie de monede in
orice altd combinatie cu aceeati masia. Spre exemplu 30 de monede de doi
piastre pot fi schimbate in 17 monede de 5 piastre. Nicolae are un set de
monede cu valoarea totala 1995 de piastre. Poate el oare sa obtina un set de
monede cu valoare 2014 de piastre efectuand opertii bancare?

7.4 Clasa 8

8.1 Aflati toate numerele prime p si toate numerele naturale nenule n pentru
care p" + 1 este puterea a 7-a a unui numar natural.

8.2 Fie x,y,z numere reale pozitive care satisfac relatia © + y + z = 1.
Demonstrati urmatoarea inegalitate

V6r + 1+ /6y +1+v62+1<3V3

8.3 In pentagonul ABCDE, /A= /B =/C = /D = 120° si BC = 2014.
Daca se stie ca lungimele a tuturor laturilor pentagonului sunt numere intregi,
demonstrati ca perimetrul pentagonului este un numar par.

8.4 Fie girul a; € {—1,1}. Demonstrati ca a; - as - a3 - a4 + az - as - aq - a5 +
...+ Q2013 - Q2014 - Q1 - G2 + Q2014 - A1 - A2 - A3 7& 0

8.5 Fie un tabel 5 x 2014. Demonstrati ca oricum nu am colora fiecare celula
in una din cele 4 culori, mereu va exista un dreptungi cu laturile paralele la
tabel si varfurile in celule de aceeasi culoare.

8.6 Fie A o multime de 2014 numere intregi. Demonstrati ci A este o
submultime avand suma elementelor divizibila cu 2014.

7.5 Clasa 9

9.1 In triughiul AABC, punctele X,Y sunt mijloacele laturilor AB si AC
respectiv. Pe segmentul BC se considera un punct D diferit de mijlocul
segemntului BC. Demonstrati ca daca /X DY = ZBAC, atunci AD 1| BC
9.2 Fie un tabel 5 x 2014. Demonstrati ci oricum nu am colora fiecare celula
in una din cele 4 culori, mereu va exista un dreptungi cu laturile paralele la
tabel si varfurile in celule de aceeasi culoare.

9.3 Aflati toate numere reale x care satisfac ecuatia 2" = 2014,
L2014

X1 T2
+ +ot =
vV1-2 +2-3 v2014 - 2015

9.4 Fie z1, x2, ..., x2014 € R astfel incat
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2014. Aflati valoarea minima a expresiei E = 23 + 23 + ... + 23014

9.5 Demonstrati cd numarul a*°?® 4 (a — 1)29* se divide la a® — a + 1 pentru
orice a € N*.

9.6 Demonstrati ca in orice poligon convex cu 2014 laturi, exista o diagonala
ce nu este paralela la nici o latura.

2014 Solutii

7.6 Clasa 5 Solutii

5.1 Observam:

_4 _ |4/ 2014 . )
44..4 = g 99..9 = 5(10 — 1) |, analog obtinem:
2014 ori 2014 ori

8 8 4

.8 =-.99.9 = —.(10%007 _ 1) =| Z(2.10%007 _ 9
88..8 = 5+ 99..9 = 5 - (10 )=| 5210 )| =
1007 ori 1007 ori

4 4
-(102014—1)—79-(2-101007—2) = 79~(102014—2-101007+1) =
2014 ori 1007 ori

= (50007 -0) = (5 2:2) = (g:8)’

1007017 1007017

Deci numarul dat este patrat perfect.
5.2 Descompunem ecuatia in felul urmator:

(z+22+ 32+ ... +2014z) + (1 —2) + (3 —4) + ... + (2013 — 2014)) =

2014 - 201 20142

1007 - 2015z — 1007 - 1 = 1007 - 2014 <= 2016z — 1 = 2014 =z = 1.

5.3 Evident n < 2014, atunci fie n = abed. Tar S(n) = S(abed) < 14+9+9+9 =
28. Deci:

2014 = n + S(n) < n+ 28 = n > 2014 — 28 = 1986.
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Acum din criteriul de divizibilitate la 9 observati cd n si S(n) au acelasi
rest la impartire la 9. Fie acest rest , cu 0 < z < 8, atunci n + S(n) are
restul 0 < 2x < 16, insa 2014 are restul 7 sau 16 la impartirea la 9. Prin
urmare 2z = 16, sau x = 8. Acum inspectam toate n de forma 9%k + 8, cu
1986 < n < 2014. Deci n € {1988,1997,2006}. Observati cd n € {1988,2006}
satisfac relatia.

5.4 Avem: 1007+ (1+3+...42013) = (14+1)+(3+1)+...+(2013+1) =

1007(1007 + 1)

=2+4+4+..42014=2(1+2+..+1007) =2 >

= 1007 - 1008.

Deci 1+ 3+ ... + 2013 = 1007 - 1008 — 1007 = 10072. Deci expresia initiala se
rescrie ca:
2+4+6+...+2014 1+4+3+5+..+2013
1+34+5+...+2013 24+4+6+...+2014

1007 - 1008 N 10072 1008 N 1007 N 1
10072 1007 - 1008 ~ 1007 = 1008 1007 - 1008°

7.7 Clasa 6 Solutii
6.1 Fie ab = z si cd = ¥, atunci ecuatia se rescrie ca:

r y+16 64—y (y+16)+(64—y) 80 10 10

y 4-z z+15 (@l—-z)+(z+15) 56 7 7

Tar din prima ecuatie avem:

10 10
z(4l — z) = y(y + 16) <— 7y(41 - 7y) =y(y+16) <=
10 10 .

10-41-7— 16 - 49 = 49y + 100y <= 2086 = 149y = y = 14 = z = 20.

Prin urmare ab = 20 si cd = 14.
6.2 Din prima linie obtinem

ca suma numerelor In orice z 20 14
coloana, linie si cele 2 diago- 4 7 —10 40
nale principale este x + 20 + 30 2 T — 20

14 = x + 34. Acum notam
cu p;; patratul in linia 7 si
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coloana j. Atunci pentru prima coloand avem: =z + 4+ ps; = 34+ 2 =
ps3,1 = 30. Acum pentru diagonala principald '/’ avem: 14 + pg o + 30 = 34 +
T = pa2 = = — 10. Iar pentru a 2-a coloana avem: 204+ —10+p3 2 = z+34 =
p3,2 = 24. Pentru a 2-a linie avem: 4 + 2 — 10 + po 3 = x + 34 = po 3 = 40.
Tar pentru ultima linie avem 30 + 24 + p33 = 34+ = p33 =2 —20 si
obtinem tabelul aldturat. Acum pentru a 2-a diagonald principald '\’ avem:
4+ (x—10) + (z —20) =z + 34 <= 2z = 64 = |z = 32|,

6.3 Notam prin R(z) restul impartirii lui  la 9. Initial avem a.

Dupé primul pas avem a; = a + R(a).

Dupd pasul 2 avem az = a1 + R(a1) = a + R(a) + R(a + R(a)).

Dupd pasul 3 avem a3 = az + R(az) = a+ R(a)+ R(a+ R(a)) +R(a+R(a) +
R(a+ R(a))).

Tar dupa ce mai adaugdm un a, numarul final va i n = a + as.

Acum pentru a demonstra cd 9 | n vom demonstra cd R(n) = 0. Pentru
aceasta vom folosi proprietatea ca R(z+R(y)) = R(z+y), care este adeviraté
deoarece notand y = 9k + m avem

R(z+R(y)) = R(z+R(9%+m)) = R(z+m) = R(z+9k+m) = R(z+y). =
R(n) = R(a+a3) = R(a + as + R(az)) = R(a + as + a2) = R(a + 2az) =
= R(a + 2a; + 2R(a1)) =
= R(a+2a1 +2a1) = R(a+4a1) = R(a+4a+4R(a)) = R(a + 4a + 4a) =

= R(9a) = 0.

Prin urmare 9 | n.

6.4 Observam cé primul termen = = a(a+1)(a+2)(a+3)(a+4) este format
din 5 factori consecutivi, deci: cel putin 2 factori se divid la 2, cel putin 1
factor se divide la 3, cel putin 1 factor se divide la 4, si cel putin 1 factor se
divide la 5.

Prin urmare x se divide cel putin la 2-3-4 -5 = 120, deci 24|120|x.

Anolog al doilea termen y = b(b+1)(b+2)(b+3)(b+5) are 4 factori consecutivi,
deci cel putin 2 factori se divid la 2, cel putin 1 factor se divide la 3, si cel
putin 1 factor se divide la 4.

Prin urmare y se divide cel putin la 2-3-4 = 24, adica 24|y, deci F = (z,y) >
24. Tar pentru a = b =1 avem E = (120, 144) = 24. Deci min(E) = 24.
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7.8 Clasa 7 Solutii

a|b
c|d
nalelor constantd (a+ d) — (c+b) = const, deoarece dacd adunam +1 la doua
patrate adiacente se aduna cate +1 la fiecare diagonala, si dacé scidem (—1) la
doud péatrate adiacente, se scade cate (—1) la ambele diagonale. Prin urmare
in tabelul initial diferenta diagonalelor mereu va fi (24 1) — (54 0) = (-2),
insd un tabel completat numai cu zerouri va avea diferenta 0 # 3. Deci este
imposibil sa obtinem un tabel doar cu zerouri.

7.2 Avem 22 = 3 4 2y? — 8z, deci z - impar. Fie x = 2k + 1, atunci rezult:

7.1 Observam ca un tabel de forma mereu va avea diferenta diago-

(2k+1)? —2y* + 82 =3 <= 2k(k+1) —y* + 42 =1.
Prin urmare y la fel este impar, fie y = 2m + 1, obtinem:
2k(k+1)—(2m+1)2+4e=1<=k(k+1)—2m(m+1)+2z=1.

Insi k(k + 1) este par, deci si expresia: k(k 4+ 1) — 2m(m + 1) + 2z este pari,
insa 1 este impar. Prin urmare ecuatia nu are solutii in numere intregi.

7.3 Fie L simetricul lui A fata de M, atunci vrem sa demonstram ca 2AM =
AL = FEK. Observati ca ABLC este paralelogram, prin urmare CL = AB =
AE, iar BL = AC = AK. Prin urmare vrem sa demonstram ca AFAK =
ALCA = NABL. Inst ZEAK = 360 —90 — 90 — v = 180 — «, iar in paralel-
ogramul ABLC avem /ABL = /LCA = 180 — «. Deci dupé criteriul LUL
avem ANEAK = ALCA = ANABL. Deci EK = AL =2AM.

K
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7.4 Presupunem ca exista 2 clase, A gi B cu un numar diferit de elevi fiecare.
Fie clasa A cu n elevi si B cu m elevi, iar n # m. Atunci fiecare din cei n elevi
din A cunoagte exact cate un elev din B. Daca a1, as— doi elevi din A cunosc
acelagi elev b; din B atunci b; 1i cunoaste pe ambii a1 si ag, contradictie. Deci
fiecare din cei n elevi din A cunoaste exact un elev diferit din B. Deci B are
cel putin n elevi = m > n.

Analog se obtine ca fiecare din cei m elevi iIn B cunoaste un elev diferit in A,
deci A are cel putin m elevi, = n > m. Prin urmare n = m, contradictie cu
presupunerea initiala.

7.5 Fie T mijlocul laturii BC, vom demonstra ca AT este mediatoarea seg-
mentului BF. Observati c& ATCE este paralelogram, prin urmare AT || EC,
iar EC 1 BF, deci AT 1 BF. Mai departe in triunghiul dreptubghic ABFC,
FT este mediana, prin urmare ABTF este isoscel, iar T'A este inaltime in el,
deci T A este mediatoarea segmentului BF. Prin urmare ABAF isoscel.

A B

®&— a

o\ F \c

7.6 Observam ca un set cu o moneda de 5 piastri care cantareste 30 grame =
5-6 grame, poate fi schimbat intr-un set de 5 monede de 1 piastru si cu masa
de 6 grame fiecare, care au la fel voloarea totala de 5 piastri. Deci putem
presupune ci avem doar monede de 1 piastru, si monede de 2 piastri (toate
monedele de 5 piastri sunt schimbate liber in monede de 1 piastru, cu aceeasi
masd si valoare totala). Deci fie cd avem x monede de un piastru, y monede
de 2 piastri, cu voaloarea totala de = + 2y = 1995 piastri, si masa totala
6z + 17y = M grame. Si acum vrem si schimbam aceste monede in a monede
de 1 piastru, si b monede de 2 piastri, cu valoarea totala a + 2b = 2014 i
aceeagi masa totala 6a + 17b = M. Atunci avem:

6z + 17y = M = 6a + 17b, iar x = 1995 — 2y, a = 2014 — 2b =

6(1995 — 2y) + 17y = 6(2014 — 2b) + 17b <= 6 - 1995 + 5y = 6 - 2014 + 5b <>
6-19

5y —b) = 6(2014 ~ 1995) = 619 <=y —b = ~——

A
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Daca schimbul ar fi posibil, atunci am avea ca diferenta dintre numarul final
b si cel initial y de monede de 2 piastri nu va fi un numaér intreg, contradictie,
intrucat b i y sunt Intregi. Deci nu este posibil de efectuat operatiile bancare.

7.9 Clasa 8 Solutii

8lpt=z2"-1=(x—-1)(aS+2°+2t+23+22+2+1),clar (x — 1) #0.

Evident s —1 <28+ 25 +a2* 4+ 23 +22+2+1. Dacaz—1=1= 2 =2,

p" =127 - prim = .

Cazul 2: £ —1>1. Fiex —1=9p* 28+ 2> +2* + 23 + 22 + o+ 1 = pb,

cu 0 < a <b Obtinemcadp|x—1, 2 =pk+1. Atunci 2 cui dela 1

la 6 sunt de forma pk; + 1. Atunci p® = 28 + 2 + 2t + 23 + 22+ +1 =

(pke+1) + (pks +1) + (pka + 1) + (pk3 +1) + (pk2 + 1) + (ph1+1) +1 = pm + 7.

Decip? =pm +7=p|7T=p="1.

Acum 2% = (Tk +1)5 = 49t + 7- 6k + 1, 2% = (Tk + 1) = 495 + 7- 5k + 1
.o = (Tk + 1). Sumand aceste relatii obtinem ca 7° = 25 + 2° + 2* + 23 +

2 +r+1=49t+Tk- 5T + 7 =49(t + 3k) + 7.

Deci 7 | 7° dar 49 { 7° deoarece 49 | 49(t + 3k), deci obtinem contradictie, deci

singura solutie este .

8.2 Lema Media Aritmetica < Media Patratica:

b 202 12
a—|—3-i-cS (a +3+c)<:>a+b+c§ /—3(a2+b2+02).

Acum inlocuim a =+/6x + 1, b =+1/6y + 1 si ¢ =+62z + 1 in inegalitatea de

mai sus, si obtinem:

V6 +1+/6y +14+v62 +1 S\/3((6x—|— 1)+ (6y + 1) 4 (62 + 1)) =

:\/3<6(x+y+z) + 1) =3/3.

8.3 Suma unghiurilor intr-un pentagon este 180" - (5—2) = 540°. Prin urmare
ZE =540" —4-120° = 60°. Acum completam pentagonul, prelungim toate
laturile acestuia, si notam intersectiile. Fie AE N BC = {L}, si EDN BC =
{K}. Observati ca DC || AE si AB || ED. Avem /LAB = 60" = Z/LBA, deci
AABL echilateral iar ZALB = 60 . Analog /KDC = 60° = ZKCD, deci
ADCK echilateral iar ZDKC = 60" . Acum fie AB = z,CD =y, DE =z si
AE =t, unde z,y, z,t € N. Atunci in AFELK, echilateral avem FL = LK =
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KE saux+t=x+2014+y =y + 2. Deci z = + 2014, iar t = y + 2014,
iar perimetrul pentagonului este  +y + z + ¢t + 2014 = 2(x + y) + 3 - 2014,
care este un numar par.

8.4 Presupunem ca suma respectiva este egala cu 0, si obtinem urmatoarea
contradictie: Deoarece suma respectiva are 2014 termeni,putem sa deducem
ca 1007 dintre ei sunt egali cu 1 si 1007 dintre ei sunt egali cu —1. Avem ca
produsul termenilor ar trebui sa fieegalcul-1-...-1-—1-—-1....-—=1=-1

1007 1007
- 1=—1. Pe de alti parte produsul termenilor este egal cu a1* - as?. . .a9014*
care este evident, pozitiv, deci avem contradictie.
8.5 Exista 4% moduri de a colora un rand de 5 pitratele in 4 culori. Evident ci
fiecare rand va avea cel putin 2 patratele de aceiasi culoare. 4° = 1024 < 2014
deci cel putin 2 randuri sunt colorate in acelasi mod,deci putem sa le selectam
pe ele si luand cele 4 puncte care sunt paralele 2 cate 2 gi au aceiasi culoare
obtinem dreptunghiul dorit.
8.6 Fie A={x1,22...22014}. Daci cel putin un numir din A este divizibil cu
2014 atunci problema este rezolvata. Presupunem contrariul. Luam numerele
p1 = T1,p2 = T1 + To,...,P2014 = T1 + T2 + ...To014. Daca cel putin un
numar p, este divizibil cu 2014 atunci problema este rezolvata. Presupunem
contrariul. Deci sunt 2014 numere p, si 2013 resturi posibile care sunt
{1,2,3...2013}. Deci avem ca cel putin dous numere p, au acelagi rest la
impartirea cu 2014, si scazandu-le obtinem ca o suma din A este divizibila cu
2014.
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7.10 Clasa 9 Solutii

9.1 Notam ZABC = S, i ZACB = ~. Fie M mijlocul BC. Observati ca
ANABC ~ AMY X, iar /ZXMY = Z/BAC = «. Fie T piciorul inaltimii din A,
vom demonstra ca T' € C(XMY)— cercul circumscris AX MY. Deoarece TX
mediana in AABT avem XB = XA = XT, prin urmare /XTA = /TAX =
90° — . Analog ZYTA = 90" —~. Deci ZXTY =180—f3—~ =a = ZXMY.
DeciT € C(XMY). Acum deoarece ZXDY = a, rezultaca D € C(TXMY),
insa cercul are doar 2 intersectii cu segmentul BC, si deoarece D # M rezulta
ca D =T, piciorul inaltimii din A.

A

B M *c

9.2 Vezi 2014.8.5.
9.3 Observati cd x = *°¥/2014 satisface ecuatia deoarece:

2014 2014
xzzolzl _ 201 5014 V2014 _ 2014 20142014 — 92014,

Acum observati ca functia f(z) = ;v’”zom, este strict crescatoare, prin urmare
f(x) = 2014, are o solutie unica. Si deoarece z = *°3/2014 satisface ecuatia,
aceasta este unica solutie.

9.4 Din inegalitatea lui Cauchy-Schwartz:

2, .2 2 1 1 1
(x1+m2+...+x2014)<1 2+T3+ —&-72014.2015)2
Z1 T2 T2014 v
Zm+m+... szOM, insa
1 1 1 1 1 1 1 1 1
ettt — G2t s et () -
B 1 2014
2015 2015
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2014
(22 + 22+ ...+ 22,) (ﬁ) > 2014 = (22 + 22 + ... + 2244) > 2015.

Cu egalitate cand raportul perechilor este constant. Adica x;/ ﬁ =\
(7

9.5 Vom demonstra problema folosind congruenta modulo. Deoarece a? =

a—1 (mod a® — a+ 1) putem inlocui in ecuatia noastra initiald si obtinem
ci a1020 4 (g — 1)2014 = ¢1025 4 (2)2014 = 4025 | 44028 — 402543 | 1) =

a**?(a4+1)(a®—a+1) : (a*—a+1). Deci am demonstrat ce se cerea in conditjie.

n-(n—3)

9.6 Intr-un poligon cu n laturi sunt diagonale, respectiv in poligonul
nostru cu 2014 laturi sunt %. Presupunem ca toate diagonalele sunt
paralele la cel putin o latura. Din principiul cutiei avem ca exista o latura
care are cel putin 1006 diagonale parelele cu ea. Demonstrarea este simpla:
daca am avea ca toate 2014 laturi ale poligonului au < 1005 diagonale paralele
atunci numarul de diagonale va fi < % care este mai mic decat numarul
total de diagonale. Deci exista o latura care are cel putin 1006 de diagonale
paralele. Dar la orice latura poti sa construiesti maxim 1005 diagonale par-
alele(deoarece dacd ducem o diagonala paralela prin 2 varfuri la o anumita
latura, nici o alta diagonala paralela nu mai poate trece prin acele 2 varfuri,
deoarece astfel am avea 3 puncte coliniare intr-un poligon convex, iar in total
obtinem maxim 1005 perechi de varfuri), deci avem o contradictie.
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8

Anul 2015

8.1 Clasa b

5.1 Se considera numerele naturale consecutive 1,2, 3, ....., 2015.La fiecare pas
se aleg doua numere si se scrie diferenta lor. In final va rimane un singur
numar. Care va fi paritatea lui?

5.2 Aflati toate numerele de forma abc ce satisfac urmitoarea egalitate:

(4a + 7) % 25 + 2015 = 20bc + abe

5.3 Figura alaturata se considera completata daca suma numerelor de pe
fiecare linie este aceeasi. Este posibil sa folosim cel putin 3 numere distincte
pentru a completa figura?

5.4 Iepurele Urechila a ajuns in tara minunilor unde a gasit 2 copaci magici.
Conform legendei, noaptea, un copac dubleaza suma de bani ingropata, iar
celalalt-tripleaza. Cu parere de rau el nu stie care copac dubleazi si care
tripleaza. La moment, Urechild are 100 de monede gi doregte peste noapte
sa obtina exact 175 de monede. El va intreaba pe voi cum sa repartizeze
monedele pentru a obtine suma dorita.
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El poate ingropa o suma sub primul copac, alta suma sub al doilea, iar restul
sa nu o ingroape deloc.

8.2 Clasa 6

6.1 Dintre toate dreptunghiurile cu perimetrul de 2016 cm si laturile expri-
mate prin numere naturale, sa se determine dreptunghiul cu aria cea mai
mare.

6.2 Ali-Baba a cumparat 30 de animale cu 30 de monede identice. El a putut
cumpara cate 5 maimute cu 3 monede, un garpe cu 2 monede, si cate 2 papa-
gali cu o moneda. Cate animale de fiecare fel a cumparat Ali-Baba?

6.3 Aveti 100 monede de aur, dintre care 99 sunt adevarate(avand aceeasi
greutate) iar una este falsa (fiind mai ugoard). Dispuneti de o balanta. Pe
fiecare talger puteti plasa cate o moneda, iar balanta arata unul dintre cele 3
rezultate posibile: ”talgerul drept e mai greu” , "talgerul sting e mai greu”
sau ”avem echilibru”. Cu parere de rau balanta este defecta: ea mereu arata
un rezultat gresit din cele 3 posibile. Cum putem, cu ajutorul balantei, sa
gasim 98 de monede adevarate?

6.4 Se considera 300 puncte pe cerc. Initial un greier se afla in punctul 1. La
fiecare migcare el sare o anumita distanta si mai apoi mareste distanta cu 1.
La primul pas, el sare din punctul 1 in punctul 2, apoi din punctul 2 in punc-
tul 4, apoi din punctul 4 in 7. (El sare doar in directia acelor ceasornicului)
Aratati ca exista un punct in care el nu va ajunge niciodata.

83 Clasa 7

7.1 Consideram numerele naturale a,b astfel incat a > 2b. Se da faptul ca
3la — 2b i a + 2b|127, gisiti valoarea maxima a produsului ab.
7.2 Este dat triunghiul AABC cu mediana BD, D apartine lui AC. Se iau
punctele E, F pe BD astfel incat BE = EF = FD. Dacid AD = AF si
AB =1 gasiti lungimea segmentului C'E.
7.3 Este posibil de impartit numerele 2,2, ...,;2,3, 3, ..., 3 in doua grupe astfel

—— ——

403 ori 403 ori

incat suma numerelor din fiecare grup sa fie patrat perfect?
7.4 Fie punctele D, E si F pe laturile AC, AB si respectiv BC a triunghiului
isoscel AABC (AB = BC). Daca avem cd DE = DF i AE+ FC = AC,
demonstrati ca unghiurile ZBAC si ZF DFE sunt congruente.
7.5 Se da o tabla de sah (2015)x(2015). Este oare posibil ca un cal(de gah)
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s& se porneasca dintr-un patratel, dupa care sa sara pe fiecare celula a tablei
(numai o singura datd), si sa se Intoarca de unde s-a pornit?

7.6 Pe tabla sunt scrise 5 numere reale diferite. La o migcare putem alege
doua numere (z,y) si sd le inlocuim cu numerele (“F, £X¥). Aritati cd
putem alege cele 5 numere initiale, astfel incat indiferent de prima miscare,
la un anumit pas sa obtinem toate numerele egale.

8.4 Clasa 8

= 229 nu are solutii in numerele natu-

8.1 Demonstrati ca ecuatia % + 3
rale.
8.2 Fie M mijlocul laturii AB a triunghiului AABC. Consideram pe seg-
mentul CM punctele P si @ astfel incat CQ = 2PM. Demonstrati ca daca
ZAPM = 90 atunci BQ = AC.
8.3 Se dau numerele intregi nenule a, b astfel incat alb. Putem gési un numar
intreg nenul ¢ astfel incat blc si ecuatia ax? + bx + ¢ = 0 si aibd doua solutii
in numerele intregi?
8.4 Este posibil de impartit numerele 2,2, ...,2; 3,3, ..., 3 in trei grupuri astfel

—_—— ——

403 ori 403 ori

incat suma numerelor din fiecare grup sa fie patrat perfect?
8.5 Consideram un sir de numere intregi a4, ..., a7, cu proprietatea: daca ex-
cludem oricare numar, restul numerelor pot fi impartita in doua grupuri a
cate 3, astfel incat suma numerelor din ambele grupuri sa fie egale.
Demonstrati ca toate numerele sunt egale.
8.6 Se da triunghiul isoscel AABC cu AB = AC si ZBAC = 90, consideram
punctele D, E pe segmentul BC' astfel incat D este intre Bsi E , ZDAE = 45.
Demonstrati ca segmentele BD,DE EC pot fi laturile unui triunghi.

2015 Solutii

8.5 Clasa 5 Solutii

5.1 Observam ca dupa fiecare pas numarul de numere impare ramase pe
tabla sau scade cu 2 in cazul (impar,impar) — par, sau ramdne acelasi
in cazurile: (par, par) — par, (par,impar) — impar. Initial avem pe tabld
% +1 = 1008 - un numar par de numere impare. Deci indiferent de migcarile
efectuate, pe tabla va ramane mereu un numar par de numere impare. Deci
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cand vom avea un singur numar ramas, el va fi par, deoarece nu putem avea
un numar impar de numere impare.
5.2 Avem:

100a + 175 4 2015 = 2000 4 10b + ¢ + 100a + 10b + ¢ <=

190 =20b+2c < 95=10b+c=bc <= b=19, c= 5.

Intrucat 100a se simplificd, gi nu are nici o restrictie avem a € {1,2,3,4,5,
6,7,8,9}.

Deci obtinem: abc € {195,295, 395,495, 595, 695, 795, 895, 995} .

5.3 Fie a, b, ¢, d, e, f, g - numerele care satisfac relatia ,fiind aranjate ca in
imagine:

Cum suma de pe fiecare dreapta este constanta = a+b+c=a+d+e =
a+f+g=b+c=d+e=f+g(1). Analogc+ f=b+g=a+e (2). Din
aceste 2 relatii obtinem: (1) :b— f=9g—c,(2):b—f=c—g=c—g=
g—c=c=gsirespectivb = f,d+e=b+c=c+f=a+e=a=
dinsa2-a=a+d=c+g=2-c=a=c. Dinrelatiillec+e=a+e=c+0b,
deducem ca e = b, si respectiv imaginea finala va fi urmatoarea :

Observam ca acesta are maxim 2 numere distincte deci rapsunsul va fi Nu.
5.4 Intrucat Urechila nu stie care copac dubleaza si care tripleaza suma de
bani, el nu poate pune cate un numar diferit sub fiecare, deci el va pune acelasi
numar sub fiecare copac. Fie Urechila ingroapa = sub primul,  sub al doilea
iar 100 — 2z le pastreaza cu el. Atunci peste noapte urechila va strange 2z si
3z de sub ambii copaci iar impreuna cu cele 100 — 2z monede ne-ingropate va
avea:

2z + 3z + (100 — 22) = 100 + 3z = 175 = 32 = 75 = = = 25.
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Prin urmare Urechila ingroapa cate 25 de monede sub ambii copaci, iar restul
50 le pastreaza, iar peste noapte el va avea: 25-2 + 25-3 4+ 50 = 175 de
monede.

8.6 Clasa 6 Solutii

6.1 Fie laturile dreptunghiului a,b € N. Atunci pentru perimetru avem:

2a + 2b = 2016 = a + b = 1008. Fie a > b, atunci a =504 +z, b =504 — z
pentru careva x € N iar a + b = 1008 se intretine. Atunci aria maximi a
dreptunghiului este:

maz(A) = maz(a-b) = mazx(504 + z) - (504 — ) = max(504* — x?) =

= 5042, max pentru z = 0.

Deci aria maxima se obtine cand figura este un patrat cu latura 504, sau
a=b=>504.

6.2 Fie Ali-Baba a cumparat a seturi de 5 maimute cu 3 monede/set, b seturi
de cate un sarpe cu 2 monede/set, si ¢ seturi de 2 papagali cu 1 monede/set.
Pentru numarul total de monede platite avem: 3a + 2b + ¢ = 30 monede (x).
Pentru numarul total de animale cumparate: 5a + b+ 2¢ = 30 animale (xx).
Scadem (x%) — (¥) = 2a — b+ c= 0= b= 2a + ¢. Atunci avem:

5a4+b+2c=5a+ (2a+c¢c)+2c=Ta+3c=30 () = a <4

Observam ca in relatia (1): 3¢ si 30 se divid la 3, atunci avem si a : 3 la fel,
insa a < 4, deci a = 3, sau a = 0.

Daca a = 0 avem ca 3¢ = 30 — ¢ = 10, iar b = 2a + ¢, deci b = 10. In acest
caz Ali-baba are 0 maimute, 10 gerpi g 20 de papagali.

Daca a = 3, din (!) = 3¢ =30 —-Ta = 30 —21 = 9 = ¢ = 3. Deci
b=2a+c=2-343=29. Prin urmare Ali-Baba are 3 seturi de maimute,
adica 3-5 = 15 maimute, 9 seturi de sarpe, adica 9 serpi si 3 seturi de papagali
adica 3 - 2 = 6 papagali.

6.3 Intrucat balanta mereu arata un rezultat gresit, daca la un anumit pas
ea va arata egalitate Intre 2 monede, atunci cunoastem ca din aceste 2 mon-
ede una este falsa si una adevarata. Atunci le putem pune deoparte, si luam
pe restul 98 care sigur sunt adevarate. Deci putem presupune ca balanta
niciodata nu va arata egalitate, intrucat dacd va fi o egalitate problema e
finisata. Atunci oricare 2 monede a, b pot fi ordonate, intrucat daca balanta
arata b > a, se cunoaste cd defapt a < b. Acum ludm 2 monede aleatorii, le
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cantarim iar pe cea mai “mic egal” o numim “numdrdator”, iar moneda mai
"mare egal” o sortam ca adevarata, intrucat nu e cea mai ugoara. Acum la
fiecare pas cantarim “numdratorul” cu o moneda noua, daca moneda noua e
mai "mare egal” atunci ea este adevarata, si dacd moneda noua e mai “mic
egal” ea devine noul "numarator”, iar numaratorul vechi il sortam ca moneda
adevaratd. Prin urmare la fiecare pas numarul de monede creste cu 1, iar
dupa 98 de cantariri vom avea 98 de monede adevarate.
6.4 Vom incerca sa demonstram ca broasca nu va vizita niciodata nici un
punct divizibil cu 3. In momentul in care el este in punctul 1, prima mutare o
duce pe broasca in punctul 2, care da restul 2 la impartirea cu 3. Urmatoarea
mutare o duce pe broasca in punctul 4 care da restul 1 la impartirea cu
3, iar urmatoarea mutare o duce pe broasca in punctul 7 care da restul 1 la
impartirea cu 3. Luam modulul 3 obtinem girul de numere 1,2,1,1,2,1,1,2,1,
—_—— N ——

3 3
1,2,1..., deci broasca nu va vizita pozitiile divizibile cu 3.

8.7 Clasa 7 Solutii

7.1 Avem 3 | a — 2b deci a — 2b = 3k. Acum a + 2b | 127, insa 127 este
prim deci a + 2b = 1 sau a + 2b = 127. Presupunem ca a, b sunt diferite de
0, pentru a nu avea max(ab) = 0. Deci a + 2b > 3, deci a + 2b = 127. Iar cu
a — 2b = 3k rezulta: 2a = 127+ 3k, deci k impar, iar a = %(127—%— 3k). Analog
4b = 127 — 3k <= b = 1(127 — 3k). Prin urmare:

1 1 L
ab = (127 +3k) - (127 — 3k) = S(127” — Ok?).

Deci max(ab) se atinge pentru min(k), insa k impar deci k = 1. Atunci a—2b =
3'si a+2b =127 sau a = 65 si b = 31. Deci maz(ab) = 65-31 = (1272 —9) =
2015.

7.2 Vom demonstra ca ABAF = AECD. Observati ca AF = AD = DC,
si BFF = ED. lar /BFA =180 — ZAFD = 180 — ZADF = ZEDC. Prin
urmare din criteriul LUL, avem ABAF = AECD. Deci CE = AB = 1.
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C

A D

7.3 Presupunem ca este posibil. Fie suma numerelor din prima grupi n?, iar
celor din a doua grupa m?, unde n, m € N. Atunci avem:

n? +m? =403 -2+ 403 - 3 = 2015.

Prin urmare unul din numere este par iar altul impar. Fie n = 2k 4 1, iar
m = 2l, atunci

2015 = (2k + 1) + (20)? = 4k? + 4k + 1 + 417 <= 4(k* + k + 1%) = 2014,

Insd 4 12014, prin urmare nu este posibil de Impaértit numerele in 2 grupe.
7.4 Observati ca punctul D este unic pe segmentul AC, pentru orice pereche
de puncte (E,F). Intr-adevir, deoarece DE = DF, rezulti ci D se afli
pe intersectia lui AC cu mediatoarea | a segmentului EF. Astfel daca gasim
un alt punct T care satisface TE = TF, vom avea T = D. Acum fie T
pe segmentul AC astfel incat TA = FC, atunci TC = FEA. Prin urmare
AAET = ACTF = TE =TF = T = D. Acum LEDF = /ZETF =
180 - ZEDA - /FDC =180 — ZEDA — ZAED = /BAC.

B
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7.5 Nu este posibil. Observam ca la fiecare mutare calul isi schimba culoarea
de pe un patrat alb pe unul negru, si de pe unul negru pe unul alb. Tabla
20152015 are un numar impar de patrate, deci pentru a vizita toate patratele
o singura data si a se intoarce inapoi calul va efectua 2015 - 2015 mutari, insa
dupa un numar impar de mutari calul igi va schimba culoarea, deci el nu poate
termina pe aceeagi culoare de unde a pornit.
7.6 Incercam oricare sir de forma (a,—a,b,—b,0). Atunci indiferent de prima
migcare dorim sa obtinem girul (0,0, 0,0, 0). Dacad prima migcare cu (z,y) nu
contine 0, atunci In urméatoarea migcare putem efectua conjugata cu perechea
(—z,—y), sl vom obtine girul (%, %, —%ﬂ, —%ﬂ, ), si evident putem
grupa termenul 1 cu 3 si 2 cu 4 pentru a obtine sirul (0,0,0,0,0).

Daca prima migcare contine un 0, atunci fard a pierde din generalitate
fie aceasta (a,0). Observati ca cazul (—a,0), (b,0), si (—=b,0) prin simetrie se
rezolva asemanator cu a inlocuit cu —a, b, sau —b peste tot.

Acum fie prima miscare (a,0). Atunci efectuim urmatorii pasi:

Prin urmare orice gir de forma (a,—a,b,—b,0) poate fi transformat in
(0,0,0,0,0) indiferent de prima migcare.

8.8 Clasa 8 Solutii

8.1 Din congruenta modulo avem ca un numar natural la puterea a 3 poate
avea resturile 0, 1,6 la impartirea cu 7, iar 22915 = 22. 22013 = 92.(23)671 =
22.1 =4 (mod 7). Evident nu putem forma 4 dacd sumim 2 din numerele
0,1,6.

8.2 Fie R simetricul lui P fata de M. V-om demonstra ca ACAP = AQBR.
Observati ca AAPM = ABRM. Deci BR = AP, si /BRM = ZAPM =
90 = LAPC.Tar CP = CQ + QP =2PM + QP = PR+ QP = QR. Deci
dupa criteriul LUL, avem ACAP = AQBR, deci BQ = AC.
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8.3 Avem a | b, deci putem scrie b = ka. Dacd b | ¢ atunci putem gasi m astfel
incat ¢ = mb = mka. Discriminantul ecuatiei de gradul 2 va fi: (ak)? —4a?mk,

—ak + \/(ak)? — 4a’?mk  —k+Vk% -4
a (ak) aimk _ Zk ]; mk. (ak)? — 4a?mk
a

trebuie sa fie numar int2reg. Daca acesta este intreg este usor de demonstrat
cd k + Vk? — 4mk este un numar par.

k* — 4km = k(k — 4m) Daci luaim m = —2k, obtinem ci k(k + 8k) = 9k?,
care este patrat perfect, deci putem alege un ¢ ca sa avem 2 solutii Intregi.
8.4 Presupunem ca este posibil de impartit numerele in 3 grupe. Atunci exista
a,b,c € N ai. a4 b% + c? = 403 - 2 + 403 - 3 = 2015. Intrucat 2015 e impar,
avem 2 variante. Din cele 3 numere a, b, ¢ unul este impar si restul pare, sau
toate 3 sunt impare.

Daca unul impar si 2 pare avem:

iar solutiile

2015 = a? + 0> +c* = (2k+1)* +(2m)* + (2n?) = 4(K* + k+m? +n?) +1 =

2014 = 4 - (k* + k +m? 4+ n?), insa 412014 deci nu exista solutii.

Dacé toate 3 sunt impare atunci avem:
2015 = (2k+1)2+ (2m+1)2+ 2k +1)? = 4(k* +k+m?* +m+n*+n) +3

2012 = 4(k® +k+m?* +m+n?+n) < 403 = k(k+1)+m(m+1)+n(n+1).

Acum 403 este impar, insa fiecare din termenii din partea dreapta sunt pari
deci gi suma lor este para. Prin urmare nu este posibil de impartit girul in 3
grupe fiecare cu suma patrat perfect.

8.5 Fie S suma celor 7 numere din sgir. Atunci deoarece oricare 6 numere
pot fi Tmpartite in 2 grupe egale, rezulta ci suma oriciaror 6 numere este
para. Acum fie a7 este exclus din gir, atunci pentru restul 6 avem S — a7y =
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a1+as+az+as+as+ag = 2k. Prin urmare a7 §i S au aceeasi paritate. Analog
toate numerele au aceeasi paritate ca si S. Acum fie ay cel mai mic numar, si
vom forma un nou sir b; scazand din fiecare element a; valoarea celui mai mic
element ay. Astfel definim b; = a; — ax, atunci b; are aceeasi proprietate ca si
a;, iar by, = 0. Deoarece toate b; au aceeasi paritate, si by = 0, rezulta toate
b; sunt pare. Acum dacd exista b; # 0, si cunoagtem ca toate b; sunt pare,
putem forma un nou sir ¢; = %bi care iaragi va avea aceeasi proprietate ca si
a;. Tot aga la fiecare pas vom Imparti sirul b; la 2 de multiple ori pana vom
obtine un element impar, insa deoarece toate elementele au aceeasi paritate
rezulta ca toate sunt pare. Dar b, = 0 este mereu par, indiferent de cate ori
se imparte la 2. Prin urmare contradictie, deci toate b; sunt initial egale cu
0. Tar a; = b; + ar = ai, prin urmare toate a; sunt egale.

8.6 Fie M mijlocul BC, atunci avem /DAFE = 45 = /BAM = Z/MAC. Fie
/BAD = x = /DAM =45 - = /MAE = v = /FAC = 45 — .
V-om Incerca sa construim direct un triunghi din segmentele BD, DFE si EC.
Observati cd daca efectuam o rotatie a AAFEC cu 90° in jurul punctului A,
atunci C — B, si fie E — E’. Observati c& AAE'D = AADE dupa criteriul
LUL. Deci E'D = ED, insa E'B = EC, prin urmare AE’'BD este triunghiul
cautat cu laturile BD, DFE si EC.

A
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9

Anul 2016

9.1 Clasa b

5.1 Se consideri cifrele a, b, ¢ astfel incat @a + bb + ¢¢ = 99. Demonstrati ca
9| abe.

5.2 Suma a 64 numere naturale nenule este egala cu 2016. Demonstrati ca
cel putin doud dintre aceste numere sunt identice.

5.3 Se considera sirul 1,4,5,8,9,12,13,16,17,20...

a) Determinati urmatorii doi termeni ai girului.

b) Determinati al 2016-lea termen al sirului.

c¢) Calculati suma termenilor mai mici sau egali cu 80.

5.4 Un grup de copii s-a dus in padure la culesul nucilor. Ei s-au impartit in
perechi. Fiecare pereche este formataa dintr-un baiat si o fata. Dupa ce au
iegit din padure s-a adeverit ca fiecare baiat a cules sau de 2 ori mai putine
sau de 2 ori mai multe nuci decat fata din perechea sa. Poate oare numéarul
total de nuci cules de copii sa fie egal cu 20177

9.2 C(Clasa 6

6.1 Fie S un numar natural astfel incat S = 1234567891011.....20152016
Demonstrati ca 3 | S.

6.2 Determinati cel mai mic numar natural de 5 cifre care Impartit la 7 da
restul 4 , impartit la 11 da restul 8 si impartit la 13 da restul 10.

6.3 Fie x produsul primelor 2016 numere naturale nenule consecutive. Gasiti
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ultima cifra a numarului 7%.
6.4 Aflati toate numerele de doua cifre care sunt de 5 ori mai mari decat suma
cifrelor lor.

9.3 Clasa 7

7.1 Gasiti toate numerele naturale a, b, ¢, d astfel incat abcd +a+b+c+d =
2016.

7.2 Este posibil oare de scris toate numerele de la 1 la 2016 intr-un rand,
astfel incat oricare doud numere vecine si oricare doua numere situate peste
unul sa fie reciproc prime intre ele?

7.3 Fie AABC un triunghi echilateral. Construim in exteriorul acestuia tri-
unghiurile echilaterale AABE, ACBF, ANACG. Demonstrati ca BG, AF si
CFE sunt concurente intr-un punct.

7.4 Determinati numerele intregi x, y, z care satisfac relatia

20+3 25
3 3y—1 42-3

7.5 Demonstrati ca suma cifrelor numarului natural ab este egald cu suma
cifrelor numarului 5 x ab doar daci ab se divide cu 9.

7.6 Prezentatorul si fiecare dintre cei 30 de concurenti scriu numerele de la
1 la 30 intr-o anumita ordine. Apoi secventele numerice se compara: daca la
un participant si la prezentator pe aceeasi pozitie se afla acelagi numar, par-
ticipantul primeste un punct. Se stie ca toti participantii au obtinut punctaje
diferite. Demonstrati ci secventa numerica (scrierea celor 30 de numere) a
unuia dintre concurenti coincide cu cea a prezentatorului.

7.7 Fie triunghiul isoscel AABC cu |AB| = |AC|, M mijlocul laturii BC, P
este un punct pe segmentul AM , iar E, F sunt punctele simetrice lui P fata de
laturile AB, AC. Aritati ca triunghiul AMEF este isoscel si ca AM L EF.

9.4 C(Clasa 8

8.1 In triunghiul AABC, M este mijlocul lui AB, iar N este mijlocul lui AC.
Daca |[CM| = |BN/|, demonstrati cd |AB| = |AC].

8.2 In expresia 1e2e3e4e...02016 = 0, putem oare inlocui toate cerculetele
cu semnele + sau — astfel incat sa obtinem egalitate?

8.3 Aflati toate numerele naturale nenule x, p, ¢ unde p si ¢ sunt numere prime
si satisfac relatia p? + ¢ + 4z = 2016.
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8.4 Fie AABC si ADEF triunghiuri cu laturile respective paralele (AB la
DE, AC la DF, BC la EF). Demonstrati ca AD, BE, C'F sunt concurente
intr-un punct.

8.5 Functia f : R — R satisface urmatoarele conditii:

(i) £(3) = F(4) + £(5)

(#) f(x — 1)+ f(x) + f(z + 1) = 0 pentru orice = € R.

Sa se calculeze valoarea lui f(2016).

8.6 Sa se arate ca oricum am ageza 37 puncte In interiorul unui triunghi
echilateral cu latura de lungime 1, exista cel putin doua puncte astfel incét
distanta dintre ele nu depéseste 0, 1(6).

8.7 Se da un gir de 2016 numere reale pozitive cu suma 1. Fie aceste numere

.. T1 X Za015 1
1,2y ... L2016 Se §t16 ca — = — = ...= = —.
Ty T3 T2016 2

Gasiti valoarea numarului ;.

2016 Solutii

9.5 Clasa 5 Solutii

5.1 Avem: 10a+a+10b+b+10c+c=11(a+b+¢c)=99=a+b+c=9.

Deoarece suma cifrelor abe se imparte la 9 rezulti c& si abe © 9.

5.2 Presupunem ca toate numerele sunt diferite. Atunci suma lor este cel
putin egala cu suma celor mai mici 64 numere naturale nenule diferite, sau
2016 > 1+24-3+...4+634+64 = % = 2080, dar 2016 < 2080, contradictie,
deci cel putin 2 numere sunt egale.

5.3 a) Observati cd sirul cregte cu +1 (din pozitii impare), si cu +3 (din
pozitii pare) pe rand. Prin urmare urmatorii doi termeni vor fi: 21, 24.

b) Observati ci la fiecare doi pasi suma creste cu +4. Atunci deoarece
2016 = 2 4 1007 * 2 rezulta ca al 2016 — lea termen se afld la 1007 pasi dubli
fatd de al 2 — lea termen, respectiv acesta o sa fie egal cu 4 + 1007 x4 = 4032.
c)De asemenea o observatie buni este faptul ci acest gir contine toate nu-
merele naturale ce se divid cu 4 §i toate numerele naturale ce dau restul 1
la impartirea cu 4. Respectiv putem calcula ugor suma tuturor numerelor
divizibile cu 4 si celora ce dau restul 1 la impartirea la 4 cu ajutorul sumei lui
Gauss. Raspunsul final este 1620. O abordare directa ca adunarea termenilor
tot duce la fel la solutie.

5.4 Observam ca in orice pereche unul din copii a strans x nuci, iar celalalt 2z
nuci. Deci fiecare pereche a strans un numar de nuci divizil cu 3. Prin urmare,
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si numarul total de nuci stranse trebuie sa se divida cu 3, insa 2017 = 3k + 1,
deci raspunsul este nu.

9.6 Clasa 6 Solutii

6.1 Fie S are n cifre, atunci S = 1234567891011.....20152016 se rescrie ca:
S = 2016 + 2015 - 10* +2014 - 10° + ... +2-10" 2 +1-10"*

Observam ca 10 = 1 +99...99, iar 3 | 99...99. Atunci S se rescrie ca:
— —
k—1 ori k—1 ori

S = 2016 + 2015 - (1 + 9999) + 2014 - (1 +99...99) + ... + 2 - (1 + 99...99)+

8 ori n-2 ori

+1-(1+99..99) =

n-1 ori

=2016+2015+2014 + ... +2+1+ (2015 9999 + 2014 - 99...99 +

8 ori

e +2-99... 1-99...99).
+ . 4+2-99..99+1-99...99)
n-2 ori n-1 ori
Evident partea dreapta din paranteze se divide la 3, iar din formula lui Gauss
si
2016(2016 + 1)

5 = 1008 - 2017 : 3,

2016 +2015+ ... +2+ 1=
deoarece 3 | 1008. Prin urmare 3 | S.
6.2 Initial vom gasi forma tuturor numerelor cu restul 4,8, 10 la impartirea
cu 7,11, 13. Numerele date au forma n = 7a +4 = 116+ 8 = 13¢+ 10. Pentru
inceput gasim cel mai mic numar de forma m = 7a+4 = 110+8 care da restul
4 i 8 la impartirea cu 7 gi 11. Avem 7a = Tb+4b+ 4. Deci 4b+ 4 se divide la
7, iar prin metoda incercarii b = 0,1, 2, ... gasim cel mai mic b = 6. Iar cel mai
mic m = 11-6 + 8 = 74. Intrucat 7 gi 11 sunt reciproc prime, rezulta toate m
au formam =7-11-k+74 = 77k + 74 si dau restul 4 si 8 la impartirea cu 7 si
11. Acum gasim toate n de forma n = 77k + 74 = 13c + 10. Ultima egalitate
se rescrie ca 13¢ = 77k 464 = 13- (5k +4) + 12k + 12. Deci 12k + 12 se divide
la 13. Prin metoda incercarii £k = 0,1, 2, ... gasim cel mai mic k = 12. Iar cel
mai mic n = 7712+ 74 = 998. Intrucat 77 si 13 sunt reciproc prime, rezulta
toate n au forma n = 77-13 -t + 998 = 1001t 4 998. Iar cel mai mic numéar cu
proprietatile dorite se atinge pentru ¢t =9, sau n = 1001 - 9 + 998 = 10007.
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6.3 Observati ca 4 | x, atunci fie ¢ = 4k =

7% = 7% = (TY)F = (2401)* care mereu va avea ultima cifra 1.

6.4 Cautam ab astfel incat: ab = 5(a + b) < 10a + b = 5a + 5b < 5a = 4b <
a=4,b=>5.

Deci unica solutie ab = 45.

9.7 Clasa 7 Solutii
7.1 Rescriem ca:
1000a + 100b 4+ 10c+d+a+ b+ c+d = 1001a + 1016 + 11c + 2d = 2016

Pentru a > 3 nu exista solutii, rezultd a € {1, 2}.

e Dacdi a = 2 = 101b + 11lc + 2d = 2016 — 1001 - 2 = 14, deci b = 0 =
1le+2d=14= c€ {0,1}. Dacac=0=d =7,dacac=1= 2d =3 nu
exista solutii. Deci abed = 2007

e Dacd a =1 = 101b+ 11¢ + 2d = 2016 — 1001 = 1015, unica posibilitate:
b=9= 1lc+2d = 1015—909 = 106. De unde ¢ € {8,9}, dacic=8=d =38,
daci ¢ = 9 = 2d = 7 nu exista solutii. Deci abed = 1988.

Deci abed € {1988; 2007}.

7.2 Avem 1008 numere pare gi 1008 impare. Observam ca nu putem avea
2 numere pare la rand, intrucat ele trebuie sa fie reciproc prime. Deoarece
jumate din numere sunt pare rezulta ca ele sunt repartizate peste unul, insa
atunci vom avea 2 numere peste unul, care sunt pare si nu vor fi reciproc
prime. Prin urmare nu este posibil.

7.3 Observati ca AEFG este echilateral, iar A, B, C' sunt mijloacele laturilor.
Prin urmare BG, AF si CE sunt mediane in AEFG, deci sunt concurente in
centrul de greutate al AEFG.

7.4 Evident ca daca y > 2 atunci Tzl este mai mic decat 1 si pentruy < —1
este mai mare decat —1. Pentru x > 1 ,% este mai mare ca 1 gi pentru x <
—4 ,2””3+ 3 este mai mica decat —1, deci valorile fractiilor pot s& coincida doar
cand y € {0,1} si © € {-3,-2,—-1,0}. Facand verificarea obtinem solutia
r=0y=12=2.

7.5 Numarul ab da acelasi rest la impartirea cu 9 ca si numarul (a + b), si
numirul 5 - ab va avea acelasi rest la impartirea cu 9 ca si numarul 5 - (a +
b). Deci evident ele vor fi egale cand (a + b) va fi divizibil cu 9, adicd am
demonstrat ce trebuia.

7.6 Fiecare participant poate obtine un scor de la 0 la 30 in dependenta de
numarul de numere care coincid pe aceiasi pozitie cu cele ale prezentatorului.
Daca presupunem ca nici o secventa nu coincide cu cea a prezentatorului,
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atunci nimeni nu poate avea un scor de 30. La fel nimeni nu poate avea
un scor de 29, intrucat daca 29 de pozitii coincid cu cele ale prezentatorului
atunci gi ultima va coincide. Prin urmare vom avea 30 de participanti si 29 de
scoruri diferite posibile 0,1,2,3,...,28. Prin urmare vor exista 2 participanti
care vor avea acelasi scor, contradictie cu afirmatia ca fiecare are un scor
diferit. Prin urmare va exista un participant cu o secventa ce coincide cu cea
a prezentatorului.

7.7 Fie K si L proiectia lui P pe AB si AC. Intrucat P apartine bisectoarei
AM 1in triungiul isoscel AABC rezulta PK = PL. Prin urmare PE = 2PK =
2PL = PF, deci APEF isoscel. Acum /FPA = /ZLPA = 90° — % =
/KPA = ZEPA. Deci PA bisectoare in triunghiul isoscel AEPF, deci PA
mediatoarea segmentului FF. Iar M apartine mediatoarei segmentului E'F)
deci AM 1 EF i AMEF isoscel.

A
F
E
T,
P
¢ B
- Y

9.8 Clasa 8 Solutii

8.1 Fie BN N CM = {G}, centrul de greutate al triunghiului. Deoarece G
imparte medianele 1n raport de 2:1, avem CG = %CM = %BN = BG. Deci
AGBC, isoscel, iar /GBC = ZGCB. Prin urmare AMBC = ANCB. Deci
BM = CN, sau AB = AC. Prin urmare AABC este isoscel.

Solutie Alternativa: Fie D simetricul lui B fata de N. Observati ca
ABCD este paralelogram, intrucat N este mijlocul segmentului AC' si BD.
Analog se defineste FE simetricul lui C fata de M. Atunci ACBE la fel
este paralelogram, iar F, A, D sunt coliniare intrucit EA || BC || AD. Daca
BN = CM, atunci BD = CFE, iar EDCB este trapez isoscel. Prin urmare
AB = DC = EB = AC. Deci AABC este isoscel.
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C B

[ —

8.2 Observam cé pentru oricare 4 numere consecutive avem: k— (k+1) —
(k+2) + (k+3) =0. Iar 2016 = 4 - 504 poate fi impartit in 504 grupe a céte
4 numere consecutive, iar fiecare grupa are valoarea 0. Deci putem inlocui
toate e cu + sau — astfel incat suma sa fie 0.

8.3 Observam ca p,q au aceiasi paritate. Daca p,q > 3, atunci p,q sunt
impare. Notam p=2k+1sgiqg=2l+1, =

P =4-(504—2) = 2k+1)> + 20+ 1)* =4 (504 — z) <=

AR+ + P+ +2=4-(504 —z)

Insd partea dreapta se divide la 4, iar partea stanga nu, prin urmare p.¢q nu pot
fi ambele impare. Daca p, g pare, atunci p = ¢ = 2 = 22 + 22 + 4z = 2016,
iar x = 502. Prin uwrmare (p, ¢, z) = (2,2, 502)

8.4 Fie CF intersecteazd AD in P, iar BE intersecteazi AD, in P’, v-om
PD DF

demonstra cd P = P’. Din asemanarea triunghiurilor avem PA - AC "

DE _ P'D

AB PA

PA_PA _ DA_ DA

PD P'D PD P'D

Deci FC, BE si AD sunt toate concurente in P.

. Deci

<= PD=PD«+—= P=P.
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8.5 Punem x = 4 in (i), rezulta: f(3) + f(4) + f(5) = 0 =, aplicand (i)
rezulta:

FB)+ f(38) =0= f(3) =0. Fie f(4) = a,atunci f(5) = —a.

Din (i) = f(n+1) = —f(n)— f(n—1) rezultd f(6) =0, f(7) =a, f(8) = —a.
Prin inductie rezulta:

F(3k) =0, f3k+1)=a, f(3k+2)=—a.

Prin urmare f(2016) = f(3-672) = 0.

8.6 impar‘gim triunghiul cu latura 1 in 36
de triunghiuri mai mici, cu latura é ca in de-
senul alaturat. Din principiul cutiei, avem 37 de
puncte in 36 de triughiuri mici, deci va exista un
triunghi mic cu cel putin 2 puncte A si B in el.
Prin urmare distanta dintre aceste 2 puncte va

fi cel mult egala cu latura triungiului:

1
dap < 5= 0,1(6).
8.7 Avem prin inductie:
(1'2 = 2$1), ($3 = 2x9 = 221‘1), vy (-'172016 = 2x9015 = ... = 22015331) —

I + T2 =+ xIs + ...+ 2016 — L1 + 21.’E1 =+ 221'1 + ...+ 22015$1 =
= (1+2" +2% 4+ .+ 2219 jar
T4+28 22 4 42200 = (112t 422 . 422015 — 1 =229%6 1 deci

1

1= + 22+ 23+ ... + D016 =71 - (2210~ 1) = 1= o6 ]
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10

Anul 2017

10.1 Clasa 5

5.1 Aflati cifrele nenule x i y pentru care are loc relatia:

Tr—yYy=x+ty.

5.2 (a). Completati casutele de mai jos:

L1+ [ =7
[ i
—2 -0

(b). Avem numirul A = 2001200220032004...2999. S& se afle a 2017 — a
cifra a numarului dat.
5.3 Erau 100 de baieti si 100 de fete. Ei s-au imperecheat fata cu baiat si au
plecat in padure la cules ciuperci. Se stie ca in fiecare pereche sau baiatul a
cules de 5 ori mai mult decat fata, sau fata a cules de 5 ori mai mult decéat
baiatul. Demonstrati ca numarul total de ciuperci culese nu poate fi 2017.
5.4 Rebeca, Monica si Alexa au fiecare cate o carte, dintre care, o carte e
alba, una e neagra si una e gri. Se stie cad din urmatoarele afirmatii, 2 sunt
adevarate si una este falsa:
1. Alexa are cartea neagra si Rebeca nu are cartea gri
2. Monica are cartea neagra
3. Rebeca are cartea alba si Monica nu are cartea neagra.
Aflati cine si ce carte are.
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10.2 Clasa 6

6.1 Avem un lac de forma dreptunghiulard de dimensiunile 37 x 27 m. Pe
suprafata lui plutesc 1000 de nuferi. Demonstrati ca cel putin 2 nuferi se afla
pe un 1m?2.

6.2 Poate oare numarul 20162017 4 20172016 fi patrat perfect?

6.3 Aflati n € N pentru care are loc relatia:

40n + 1993
———F €N
on — 3

6.4 Pe 2017 fige sunt scrise numerele 1,2, 3,4, ..., 2017, apoi fisele sunt ameste-
cate gi puse cu partea curatd (care nu are numar scris pe ea) in sus. Pe
partile curate sunt iarasi scrise numerele 1,2,3,4,...,2017. Pentru orice fisa
adunam cele doua numere scrise pe ea. Apoi inmultim cele 2017 sume formate.
Demonstrati ca produsul lor este par.

10.3 Clasa 7

7.1 Adaugati la dreapta numarului 2017 trei cifre astfel Incat numarul obtinut
sa se divida cu 7,8, 9.
7.2 Fie a,b € R. Demonstrati inegalitatea:

16ab - (1 — 3ab) < (1 +a?) - (14 b?).

7.3 In exteriorul triunghiului ABC' sunt construite triunghiurile echilaterale
ABD si ACE. Fie M, N, P mijloacele laturilor DB, BC, CE respectiv.
Demonstrati ca triunghiul M NP este isoscel.

7.4 Un grup de copii la gradinita s-au aliniat intr-o coloana cate doi. In
fiecare din cele 2 coloane formate numarul de baieti este egal cu numarul de
fete. Totodata, numarul de perechi in care au stat un baiat si o fata este egal
cu numarul celorlalte perechi. Demonstrati ca numarul de copii in grup se
divide cu 8.

7.5 Dintre numerele naturale de la 1 pana la 100 s-au sters £ numere. Putem
oare gasi printre numerele ramase, £ numere distincte cu suma 100, daca:

a) k=9

b) k=8

7.6 Un trapez ABCD cu bazele AD si BC este astfel incat AB = BD. Fie
M mijlocul segmentului DC'. Demonstrati ca ZM BC = ZBCA.
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10.4 Clasa 8

8.1 Fie ABC un triunghi isoscel cu baza BC. Pe arcul mic AB al cercului
circumscris triunghiului dat se ia un punct D. Pe prelungirea laturii AD dupa
D, se ia punctul E astfel incat A si E se afld pe acelasi semiplan determinat
de dreapta BC. Cercul circumscris triunghiului BDE intersecteaza latura
AB in F. Demonstrati c8 EF || BC.

8.2 Fie numerele a,b € Q, ce satisfac egalitatea:

ab + ab® + 2a%0* + 24+ 2b+ 1 = 0.

Demonstrati ca numarul 1 — ab este patratul unui numar rational.
8.3 Demonstrati ca exista o infinitate de numere x, y, z € N* ce satisfac relatia:

@+ D2+ 1) =22+ 1.
8.4 Fie z,y € N*, rezolvati ecuatia:

22—y +3z—2y+4=0.

8.5 Avem dat un triunghi. Fie S o multime de 10 drepte in planul acestui
triunghi, cu proprietatea ca oricare doua drepte nu sunt paralele si fiecare
dreapta este egal departata de doua varfuri ale triunghiului dat. Demonstrati
ca In S exista minim 3 drepte concurente.

8.6 Putem oare imparti numerele 1,2,...,33 in 11 grupe a cate trei numere
fiecare astfel incat in fiecare grupéa sa existe un numar care este egal cu suma
celorlalte doua?

2017 Solutii

10.5 Clasa 5 Solutii

5.1 Ecuatia se rescrie ca:
TE—gy =10z 4+ 2 — (10y+y) =1lz —1lly=>ax+y =11z — 11y

10z = 12y & bz = 6y

Deoarece x,y sunt numere cu o singura cifra, rezulta £ =6 gi y = 5.
5.2 (a). Fie solutia (a, b, ¢, d):

103



Avem b—d=0decib=d,sidecic—b=c—d=1. lar adunand a+b =17
gsic—b=1rezulti a+c=8 (x). Insi a — ¢ = 2 (xx). Adunim (%) si (%)
si obtinem 2a = 10 = . Tar din (xx) avem ¢ =a — 2 = H Tar din
a+b=7=0b=T7-—a, deci.

Réspuns: (a,b,¢,d) = (5,2,3,2).

(b). Fie a 2017 — a cifrd . Observim cd putem Imparti cifrele lui A in
grupe de cate 4, si ele sunt de la 2001 pana la 2999. Respectiv 20174 = 504,
mod 1, deci nainte de x sunt exact 504 grupe, iar x este primul element din
grupa 505. Cum toate grupele se incep cu cifra 2, z = 2.

5.3 In fiecare pereche o persoana culege x ciuperci, iar alta 5z ciuperci, iar in
total 62 ciuperci. Prin urmare fiecare pereche culege un multiplu de 6, deci
si suma tuturor ciupercilor culese se divide la 6, dar 2017 nu se divide la 6.
5.4 Daca (2) ar fi adevaratd, atunci Monica are cartea neagra, si atunci (1)
este falsd deoarece spune ci Alexa are cartea neagra, si (3) la fel este falsd
deoarece spune ca Monica nu are cartea neagra. Si in final am obtine ca
(1), (3) sunt false, ins& din conditie cunoagtem ci doar o afirmatie e falsa, deci
presupunerea initiald cd ”(2) ar fi adevdrata” este falsi. Deci (2) este falsa,
si prin urmare (1), (3) sunt adevarate. Daca (1) adevarat, atunci Alexa —
cartea neagra, Rebeca nu are cartea gri, deci Rebeca — cartea alba, si deci
Monica — cartea gri. Atunci (2) este fals, deoarece Monica nu are cartea
neagra. lar (3) este adevarata deoarece Rebeca are alb, iar Monica nu are
negru.

Deci avem unica solutie: Alexa — negru, Rebeca — alb, si Monica — gri.

10.6 Clasa 6 Solutii

6.1 impér‘gim lacul, ca un tabel, cu linii verticale gi orizontale in patratele cu
latura 1m. Obtinem in total 27 - 37 = 999 patritele, dar avem in total 1000
de nuferi. Prin urmare se va gisi un patratel care contine 2 nuferi pe 1 m?2.
6.2 Nu poate. Fie U(z) — ultima cifra a numéarului . Observati cid un
pitrat perfect va avea mereu U(z?) € {0,1,4,9,6,5}. Acum U(20162°17) =
U(62°'7) = 6 (un numir ce se termind in 6 mereu va aveam ultima cifrd 6
indiferent de putere). Iar:

U(20172016) — U(72016) — U((74)504) — U(2401504) _ U(1504) = 1.
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Prin urmare:
U(2016%°17 420172016 = U(6 + 1) = 7 ¢ {0,1,4,9,6, 5}.

Deci numarul nu poate fi patrat perfect.

6.3
40n +1993  8(5n —3) +24 +1993 2017

5n—3 5 — 3 Jr5n—3

Deci 5n — 3| 2017, iar 2017 este prim, prin urmare 5n — 3 = 1 nu are solutii,
sau bn — 3 = 2017 = n = 404. Atunci:

40n + 1993 2017 2017
¢ w19 ¢s+5n_3 \/s+2017 Vo=3eN=[n=10d]

eN

6.4 Presupunem ca produsul este impar. Prin urmare toti 2017 factori din
produs sunt impari. Rezultd ca pentru orice figa, suma celor 2 numere scrise
pe ea este impara, deci numerele au paritati diferite. Deci fiecare figd contine
1 numar par si 1 numéar impar, iar in total 2017 numere pare si 2017 impare.
Ins4 setul {1,2,3,...,2017,1,2, 3, ...,2017} contine 2018 numere impare si 2016
pare. Contradictie.

10.7 Clasa 7 Solutii

7.1 Deoarece 7, 8,9 sunt reciproc prime atunci numarul cautat divide si pro-
dusul lor 7-8 -9 = 504. Atunci cautam toate numerele abc astfel incat:

2017abc : 504 <= 2016000-+1abc : 504 <= Tabc : 504, (deoarece 2016 = 4-504),

prin urmare cautim toate numerele labc de 4 cifre care incep cu 1 si sunt
multiple de 504. Observam ca doar: 504 - 2 = 1008 si 504 - 3 = 1512 satisfac
conditiile, deci ultimile 3 cifre sunt: abc € {008,512}.

7.2 Inegalitatea se rescrie ca:

16ab(1 — 3ab) < (14 a®)(1 4 b?) <= 16ab — 48a*b* < a?b* + 1+ a* +b* <—
(49a%b* — 14ab + 1) + (a* — 2ab + b*) > 0 <= (7Tab — 1)* + (a — b)* > 0.
Tar ultima inegalitatea este evidenta.

7.3 Intrucat AD = AB, AC = AE §i /DAC = LA+ 60° = /BAF, dupa
criteriul LUL avem ca ADAC = ABAE, aceste 2 triunghiuri sunt o rotatie
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cu 60° in jurul lui A. Prin urmare DC = BE. lar NM si NP sunt linii
mijlocii in ADBC si AECB =

NM = CTD = % = NP — AMNP este isoscel.
E A D
P M
c* N v B

7.4 Deoarece in fiecare coloand numarul de baieti este egal cu numarul de
fete, atunci numarul total de baieti in grup este egal cu numarul total de fete.
Acum fie numarul de perechi in care au stat un baiat si o fata y, numarul de
perechi in care au stat 2 baieti b, si numarul de perechi in care au stat 2 fete
f. Cunoagtem y = f + b (numarul de perechi cu un baiat si o fata este egal
cu numarul celorlalte perechi). Atunci, deoarece numarul total de baieti in
grup (y + 2b) este egal cu numarul total de fete (y + 2f), rezulta ca f = b.
Si deci numarul total de perechi este

y+f+b=(f+b)+f+b=b+b+b+b=4b.

Tar 4b perechi contin 8b copii, un numar ce se divide cu 8.

7.5 a) Nu neaparat. Daca stergem primele 9 numere {1,2,3,...,9}, atunci
chiar gi suma celor mai mici 9 numere ramase 10 + 11 + 124+ 13+ ... + 18 =
126 > 100.

b) Da, putem mereu. Alegem 12 perechi de numere fiecare cu suma
25: {(1,24),(2,23), (3,22),...,(12,13)}. Indiferent care 8 numere sunt sterse,
putem gasi cel putin 4 perechi din cele 12 din care nu a fost sters nici un
numar. lar suma acestor 4 perechi va fi 4 - 25 = 100.

7.6 Fie P = BM N AD. Atunci deoarece BC || PD = AMBC ~ AMPD
(intrucat BP si CD formeaza perechi de unghiuri egale). Iar din M mijlocul
CD rezulta:

MC =MD, AMBC ~AMPD — AMBC = AMPD — MB=MP =

BCPD paralelogram —> /CPA' 2 /cBD 2 /BpA Y

=/BAP — ABCP trapez isoscel,
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(1) deoarece BCPD paralelogram, (2) deoarece BC || AD, (3) deoarece BA =
BD. Iar din:

ABCP trapez isoscel = LABC = /PCB, AB=PC = ABCA=

= ACBP = £Z/MBC = /BCA.

A
1 B
D
<
C
Pe

10.8 Clasa 8 Solutii

8.1 Pentru a demonstra cid EF || BC demonstram cad ZAFE = 180°— ZABC.
Dar:

LAFE =180°— 4/BDE = /BDA = /180° — ZBCA = /180° — LABC

Prima egalitate rezulta din faptul ca patrulaterul F BDFE inscriptibil, a treia
din faptul cd ABDC inscriptibil, si ultima din faptul ca AABC isoscel in A.

A

X X C
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8.2 Egalitatea se rescrie ca:
ab(a® + b* +2ab) +2(a+b) +1 =abla +b)* +2(a+b)+1=0

Notam a + b = x, rezulta:

1+2
abx2+2x+1:0¢ab:7( +2x):>
T
1+2 1+2 2 1)2 b+ 1\2
l—ab—1+ +233: + x2+x :(a:+2) :<a+ + )
x T T a+b

8.3 Deschidem parantezele gi obtinem:

224242y 1 = 2241 = 22 aty? = 22y = 22 (P = (2+y) (2—)

Incercim: 22 =z+ysiy’+l=2—-y< z=y?+y+1, atunci:
P=zty=9y’+2y+1=(y+1)? = z=y+1

Deci obtinem o infinitate de solutii de forma (z,y,2) = (y+1, v, > +y+1)

in numere naturale.

8.4 Prin completarea patratelor ecuatia se rescrie ca:

2 3\ 2 3\ 2 2
. +3x+(5) —(5) P —1414+4=06

32 9 ,
(m+§) — )P H1+a=0e

%:(y+1)2_ (x—|—g>2: (y+1—x—§)(y+1+x+g> &
11=(2y—2x—1)(2y + 2z +5)

Acum deoarece x,y intregi pozitive, rezultd (2y + 2x + 5) pozitiv, deci si
(2y — 22 — 1) pozitiv. Iar 2y + 2z + 5 > 2y — 2x — 1, deci unica solutie
20+2x+5=115i2y —2x —1 =1, de unde rezulta z = 1,y = 2.

8.5 Observam ca o dreapta [ este egal departata de 2 puncte M, N doar daca
I|| MN sau l trece prin mijlocul M N. Acum fie dat AABC, avem 10 drepte
si & perechi de 2 varfuri {(4, B); (B,C);(C,A)}. Atunci din pricipiul cutiei
va exista o pereche de varfuri fie A, B care va avea /4 drepte egal departate de
A, B. Intrucat doar o dreapta poate fi paralela la AB, rezulta ci celelalte 3
drepte trec prin mijlocul AB, deci avem 3 drepte concurente.

Sol 8.6 Nu. Presupunem ca putem, atunci fiecare grupa contine 3 numere de
forma a + b = c¢. Prin urmare suma din fiecare grupa este para a + b+ c = 2¢,
deci si suma tuturor 33 de numere este para, insa 1 +2 + 3+ ... + 33 =
333541 — 33.17 = 561 impar#, contradictie.
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11

Anul 2018

11.1 Clasa 5

5.1 Initial, numarul 1 este scris pe tabla. Sunt permise urméatoarele operatii:
sa Inmultim numarul cu 3 sau sa rearanjam cifrele numarului. Este posibil ca
dupa cateva asemenea operatii sa obtinem numarul 9997

5.2 Determinati numerele de forma abc care verifica relatia:

b-ac=c-ab+ 10

5.3 Distanta dintre doua localitati aflate pe malul unui rau este de 60 km.
Doua corabii se pornesc simultan, cu aceeasi viteza, din cele doua localitati,
una in intampinarea alteia. Daca ele se intalnesc dupa 2 ore si raportul
vitezelor pe Tnaintare este egal cu 2, gasiti viteza apei.

5.4 Se dau doua gramezi de pietre. Intr-una se afli 30 de pietre, iar in
cealalta - 20 de pietre. La o miscare se pot lua oricate pietre din una si
aceeasi gramada. Pierde cel ce nu mai poate muta. Cine pierde?

11.2 Clasa 6

6.1 La un concurs de matematica, la care participa 50 de elevi, se ofera spre
rezolvare 3 probleme. Stiind ca fiecare elev a rezolvat cel putin o problema
si ca numarul de solutii corecte ale tuturor concurentilor este 100, aratati ca
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numarul celor care au rezolvat corect toate cele trei probleme este cel mult
25.
6.2 Fie a, b, c numere rationale pozitive astfel incat a + 2b, b+ 2¢, ¢ + 2a sunt

direct proportionale cu ¢, a,b. Demonstrati cd a =b = c.
016 T 2017

< < —.
2017y = 2018

6.3 Doua numere naturale z si y au proprietatea ca

Determinati valoarea minima a sumei x + y.

6.4 Intr-o cutie sunt 2018 bile. Doi copii extrag, pe rand, cel putin 10 bile
si cel mult 49 de bile. Castiga cel care scoate ultimul bile din cutie. Cum
trebuie sa procedeze primul copil pentru a fi sigur ca este cagtigator?

11.3 Clasa 7

2 2
7.1 Numerele reale a si b satisfac relatia a + — = b+ %. Este neaparat ca
numerele sa fie egale? ¢
7.2 Pe o fagie de lungime infinita sunt scrise in ordine crescatoare toate nu-
merele cu suma cifrelor 2018. Ce numar se afla pe pozitia 2257
7.3 Avem doua segmente paralele, care nu sunt egale. Utilizand doar o rigla
negradata, Impartiti unul dintre segmentele date in 8 parti egale.
7.4 Fie a, b, c trei numere reale. Demonstrati inegalitatea

a2—|—b2—|—c2—ab—bc—ca2Z(b—c)z.

7.5 In interiorul paralelogramului ABCD este luat un punct E astfel incat
AFE = DE si ZABE = 90°. Punctul M este mijlocul segmentului BC'.
Determinati masura unghiului ZDME.

7.6 Pe un cerc sunt scrise 2017 numere naturale. Daca numerele a,b sunt

. coqe o a .
vecine, atunci diferenta a — b este egala cu 1 sau 2, sau — = 2. Demonstrati

ca printre numerele scrise exista un numar care este divizibil cu 3.

11.4 Clasa 8

8.1 Pe o fasgie de lungime infinita sunt scrise in ordine crescatoare toate nu-
merele cu suma cifrelor 2018. Ce numar se afla pe pozitia 2257
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8.2 Este posibil s& reprezentim numarul 112018

fecte de numere naturale?

8.3 Pe cercul circumscris al triunghiului ABC se ia un punct A pentru care
AA' || BC. Notim cu G centrul de greutate al triunghiului ABC. Fie H4
piciorul perpendicularei din A pe dreapta BC. Aratati ca punctele H 4, G si
A’ sunt coliniare.

8.4 Fie numerele z,y > 0. Demonstrati ci 22 + 2y + 3> < 3- (v — VZY + y)2.
8.5 Fie ABC un triunghi scalen ascutitunghic cu circumcentrul O. Luam M
mijlocul lui BC' si notam cu N a doua intersectie a dreptei AM cu cercul
circumscris al AABC. Punctul de intersectie al dreptei BC cu tangenta din
A la cercul circumscris AABC este D. In final, fie X un punct pentru care
patrulaterul ADM X este paralelogram. Demonstrati cd AX AN este isoscel.
8.6 In plan sunt date cateva puncte, fiecare fiind colorat cu una din culorile
galben, albastru sau verde. Pe orice segment care uneste 2 puncte de aceeasi
culoare, nu exista puncte colorate la fel, dar exista cel putin un punct de
culoare diferita. Care este cel mai mare numar de puncte posibil?

ca suma a doua cuburi per-

2018 Solutii

11.5 Clasa 5 Solutii

5.1 Putem sa vedem daca am putea dupa cateva operatii sa ajungem de la 999
la 1, impartind numarul la 3, sau rearanjand cifrele numarului de pe tabla.
Este evident ca daca rearanjam cifrele lui 999 obtinem tot 999, deci trebuie
neaparat sa 1l impartim la 3. Acum pe tabla este scris 333. Deasemenea daca
rearanjam cifrele tot 333 obtinem deci trebuie sa il impéartim din nou la 3.
Acum pe tabld este 111. Analog trebuie sa il impartim la 3, si obtinem
numarul 37.
Numarul 37 nu este divizibil cu 3, si nici 73 nu este, deci nu putem ajunge de
la 999 la 1 folosind impartirea numarului la 3 si rearanjarea cifrelor numarului,
deci respectiv nu putem ajunge nici de la 1 la 999, folosind inmultirea cu 3 si
rearanjarea cifrelor, deci raspunsul este Nu.
5.2 Deoarece ac = 10a + ¢ si ab = 10a + b ecuatia se mai poate scrie si sub
forma:

b(10a + ¢) = ¢(10a + b) + 10

sau
10ab + be = 10ac + be + 10
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Simplificand bc, iar apoi impartind ambele parti la 10 obtinem ca:
ab=ac+1

Trecand ac In partea stangd a ecuatiei obtinem ci a(b — ¢) = 1, si evident
deoarece a, b, c sunt cifre de la 0 pana la 9 singurele solutii ale ecuatiei sunt
a=1sib—c=1, adica

abe € {121,132, 143,154, 165, 176, 187, 198}

5.3 Deoarece distanta dintre localitati este de 60 de kilometrii gi corabiile

. < O s . y 60km
merg 2 ore, viteza totala cu care corabiile se apropie este egala cu on

km
307. Deoarece raportul vitezelor de inaintare este egal cu 2 putem scrie ca

v+ . .
— P —92 =y + Vapa = 20V — 2Uqpq = ¥ = 3Vqpq. Viteza cu care se apropie

U — Ugpa

cele 2 coraibii una de alta este egald cu (v —vgpa) + (V+Vgpa) = 20 = 3077” =
k 15k

v = 15Tm, iar vape = g = Thm = 5km/h

5.4 Raspuns: al doilea (Primul are o strategie care ii garanteaza castigul)
Strategia este urmatoarea: in primul rand acesta egaleaza numarul de pietre
din ambele gramezi, adica scoate din prima gramada 10 pietre. Acum vine
randul celui de-al doilea jucator. Daca el scoate dintr-o gramada z pietre
strategia primului jucator este sa scoata din cealaltd gramada deasemenea x
pietre astfel egaland numarul de pietre din ambele gramezi. Si respectiv va
fi un moment in care al doilea jucitor va scoate toate pietrile ramase intr-o
gramada, si respectiv primul jucator va scoate toate pietrele ramase in cealalta
gramada, si astfel el va cagtiga jocul.

11.6 Clasa 6 Solutii

6.1 Deoarece fiecare elev a rezolvat cel putin o problema, numarul solutiilor
totale ramase inafard de cele 50 trimise pentru a rezolva o problema este
100 — 50 = 50. Acum avem 50 de solutii pe care trebuie sa le distribuim cum
vrem noi astfel incat numarul de elevi care au rezolvat 3 probleme este maxim.
Deoarece deja fiecare elev are o solutie corecta, mai convenabil pentru noi este
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s& Incepem de la primul si s& adaugam cate 2 solutii drepte la fiecare pentru
a face maxim numarul de elevi cu 3 probleme rezolvate. Deoarece fiecare elev

50
mai are nevoie de 2 probleme rezolvate numarul maxim va fi -5 = 25 elevi.

6.2 Deoarece a+2b este direct proportional cu ¢, b+2c este direct proportional
cu a, iar ¢ + 2a este direct proportional cu b putem scrie urméatoarea relatie:

a—|—2b7 b+2070—|—2a

= const.
c a b

x x 1+
Din cauza faptului ca T1_ %2 T1H %
Y1 Y2 Y1+ Y2

, putem sa deducem faptul ca:

a+2b_b+2c_c+2a

c a b
_(a42)+(b+20) _ (a+20)+(b+20) +(c+20) _,
- a+c - at+b+ec o
adica:
a—+2b=3c
b+2c=3a
¢+ 2a = 3b.

in a 3 ecuatie

2b .
Din prima ecuatie obtinem ca ¢ = %. Inlocuind ¢ cu

obtinem ca:
2 3 Ta 4% =0b=a=b.

Analog obtinem cid a = b = c.
6.3 Daca inversam fractiile avem: % > 4> % > 1. Prin urmare y > z,
deci fie y = = + k, unde k este un numar natural pozitiv. Atunci sistemul se
reduce la:

1 k 1 1 k 1
Acum deoarece z, k sunt numere naturale pozitive, avem ca k > 2, deoarece
sistemul nu are solutii pentru k& = 1. Deci dorim valoarea minima pentru
c+y=2x+k > 2-2016k + k = 4033k. Pentru k = 2, avem 4034 > z > 4032,
sau x = 4033, iar y = 4033 + 2 = 4035. Prin urmare pentru k = 2, avem
x4y = 8068. Daca k > 3, observam ca x +y > 4033k > 12099. Deci valoarea
minima este 8068, pentru x = 4033 si y = 4035.
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6.4 Strategia primului copil este urmatoarea: mai intai el scoate din cutie
12 bile, iar in urna raman 2006 de bile. Acum daca al doilea jucator scoate
x bile cu 10 < x < 49, primul jucator la randul lui va scoate 59 — x bile din
cutie. Este garantat ca 10 = 59 — 49 < 59 — z < 59 — 10 = 49, adica primul
jucator va putea scoate numarul necesar de bile din cutie. Acum deoarece la
fiecare 2 numarul de bile se micgoreaza cu 59, iar 2006 este divizibil cu 59,
dupa fiecare pas numarul de bile se va micgora cu 59 si la sfarsit in cutie v-or
ramane 59 de bile, si oricate nu ar scoate al doilea jucator, primul il poate
completa gi poate scoate numarul necesar de bile.

11.7 Clasa 7 Solutii

2
7.1 Dupa ce trecem b In partea stanga si — in partea dreapta obtinem ca
a

a—b—ﬁ—b——GB_bz)} ~ (a—0b)(a®+ ab+b?)

b a ab ab

Ultimul pas l-am obtinut deoarece a® — b® = (a — b)(a® + ab + b?). Iar acum
presupunem ca a # b gi putem simplifica din ambele parti (a — b) deoarece
acum (a — b) este diferit de 0.
2 2
.a+ab+b . .
Deci 7b+ =1 adica a® + ab + b = ab deci a® + b* = 0.
a
Dar deoarece a > 0 si b > 0 singura solutie este cand a = b = 0, dar avem
contrazicere cu presupunerea noastra deci raspunsul este ca a si b sunt mereu
egale.

7.2 Este evident cd cel mai mic numar care are suma cifrelor 2018 este

un numar care are cat mai putine cifre, adica contine cat mai multe cifre de

9 1n el. 2018 = 224 -9 + 2. Deci cel mai mic numar care are suma cifrelor

2018 este 2999---9. Al doilea cel mai mic numar numar de pe tabla va fi
—_—

224
38999---99. Mai departe cele mai mici numere de pe tabla le v-om obtine
—_——

223
cind 1l trecem pe 8 in dreapta, respectiv al 3 numar va fi 398999 --99 si asa
—_—

222
mai departe. Respectiv al 225 numér de pe tabla va fi 3999 ---998.
—_——

223
7.3 Fie AB si C'D segmentele paralele, dacd AB # C'D atunci ABDC este un
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trapez. Fie K intersectia diagonalelor, iar L intersectia laturilor neparalele.
Fie M si N intersectia lui LK cu AB si CD. Atunci M si N sunt mijloacele
AB si respective C'D. Demonstratie: fie AB se afla intre L si C' D, atunci din
teorema lui Ceva in ALCD avem

DB LA CN CN
"~ BL AC ND ND’

unde ultima egalitate are loc deoarece % = % din AB || CD. Prin urmare

CN = ND. Iar
AM _ AM/CN _ LM/LN _

MB ~ MB/ND LMJLN
L

1.

Cé¢ Y ~e[D

Deci M si N sunt mijloacele segmentelor initiale. Repetand acest proces din
nou de 2 ori putem Imparti fiecare jumatate in alte doua jumatati, adica in
4 parti egale. Efectuand procesul inca de 4 ori pe fiecare sfert de segment,
v-om obtine 8 segmente egale.

7.4 Inegalitatea noastra este echivalenta cu

4a® + 4b* + 4c® — 4ab — 4bc — dac > 3(b — ¢)* = 3b* + 3¢ — 6bc
Daca trecem totul in partea stdnga ne raméne sa demonstram ca
4a® + b% + ¢ — 4ab — dac + 2bc > 0

Dar 4a? + b2 + ¢® — 4ab — 4ac + 2bc = (2a — b — ¢)? care este evident, mereu
mai mare sau egal ca 0, deci inegalitatea este demonstrata.

7.5 Fie F mijlocul segmentului AD, observati ¢& EF L AD. In contin-

uare v-om demonstra ca patrulaterul M EFD se afla pe cerc si prin ur-
mare ZEMD = 180 — ZEFD = 90 . Pentru aceasta v-om demonstra ca
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/ZEFM = ZEDM. Acum fie ZEAF = ©x = ZEDF. Observati ca EBAF
pe cerc cu diametrul AE. Deci fie /BAE = y = /BFE. lar BFDM si
MFDC' sunt paralelograme, prin urmare /BAF = x+y = ZMFD. Deci
/MFE =90" —2—y. Acam /MDF = /BFA=/EFA—/EFB =90 —y.
Prin wrmare ZMDE = ZMDF — ZEDF = 90 —y — x. Deci EMDF in-
scriptibil cu diametrul ED, iar ZDME = 90°.

D
7.6 Fie ai,as,--- ,az17 cele 2017 numere consecutive pe cerc. Apoi inlocuim
fiecare numar a; cu b;, restul impartirii lui la 3. Prin urmare v-om obtine sirul
b1,ba, -+ ,ba17 cu b; € {0, 1,2}, si trebuie sa demonstram ca sirul v-a contine
cel putin un 0. Presupunem ca 0 nu este prezent in sir, deci b; # 0, pentru
orice i € {1,2,---,2017}. Daca inspectam putin sirul observam cd nu putem

avea 2 termeni consecutivi egali. Intradevar, daca b; = b;41 unde bog1s =
b1 se considera acelasi element, atunci diferenta dintre numerele consecutive
a; =3k +b; §i a;41 = 31+ b;41 va fi un multiplu de 3 si nu poate fi egala cu
1 sau 2. Prin urmare v-om avea a; = 2a;41 sau a;+1 = 2a;. Daca a; = 2a;41,
obtinem

3k +b; = 2(3l + bi+1) - bi+1 = 3(k‘ — 2[) §7_f {1, 2}.

Deci obtinem contradictie deoarece b = {1,2} nu este multiplu de 3. Analog
se obtine contradictie i in cazul a;4+1 = 2a;. Prin urmare oricare 2 termeni
consecutivi avem b; # b;11. Fard a pierde din generalitate fie by = 1, cazul
b1 = 2 se rezolva analog. Prin urmare sirul by, by, ,bog17 este de forma
1,2,1,2,1,--- , 1. Atunci observati ca byg17 = 1 = by, care sunt vecine pe cerc,
prin urmare obtine contradictie cu b; # b;41. Prin urmare sirul b;, va contine
cel putin un 0, si deci va exista cel putin un multiplu de 3.

116



11.8 Clasa 8 Solutii

8.1 Este evident ca cel mai mic numar care are suma cifrelor 2018 este un
numar care are cat mai putine cifre, adica contine cat mai multe cifre de 9 in
el. 2018 = 224 -9 + 2. Deci cel mai mic numar care are suma cifrelor 2018
este 2999---9. Al doilea cel mai mic numar de pe tabla va fi 38999 - - - 99.

—_ —_——

224 223
Mai departe cele mai mici numere de pe tabla le vom obtine cind 1l trecem

pe 8 in dreapta respectiv al 3 numar va fi 398999 ---99 si asa mai departe.
—_—

222
Respectiv al 225 numar de pe tabla va fi 3999 ---998.
—_—

223
8.2 Nu este posibil. Daca ar fi posibil am avea

112918 — 3 1 b3 = (a + b) (a® — ab + b?).
—_—— ———
11k 112018—k

Observati c& a + b > 2 deci k > 1, iar a2 4+ b —ab > 1, deci 2018 — k > 1.
Acum fie b = 11¥ — a. Atunci ecuatia se rescrie ca

112018 = 11%(a® — a(a — 11%) + (a — 11%)?) = 11%(3a” — 3a11* + 11%).

Prin urmare observati c& 3a% —3a11¥ 4112 = 112918-F:11 deci = 3a%:11 =
a1l = b = 11* — @!11. Deci fie a = 11ay, si b = 11b1, atunci ecuatia devine
112018 = 113(a? 4 b3) = 11215 = a3 + b3,

Folosind aceeasi strategie din nou vom avea
ay = 1lag, by = 11by, = 112912 = 43 + 3.

Folosind aceast/2 strategie de 672 ori vom obtine
a=1la; = 11%2a9 = --- = 11572479 = 11722
b=11by = 11%2by = - - - = 11672hgpp = 11572y

Cu z,y > 1, prin urmare:

112018 — 116723 (53 4 03) — 112 = 2 1+ 4 = (2 + y) (22 — 2y + ¥2).

Insa ambii factori in partea dreapta sunt > 1, prin urmare ambii factori sunt
11. Urmand aceeasi strategie vom obtine 11 | z si 11 | y, Insd aceasta este in
contradictie deoarece 11 > z,y > 1. Prin urmare ecuatia nu are solutii, iar
112918 nu poate fi scris ca suma de 2 cuburi perfecte.

8.3

117



Fie M mijlocul segmentului BC, iar fie G; intersectia segmentului AM cu
segmentul A H,4. Vrem s& demonstram ca G = G1. AA || BC, deci AA CB
este un trapez inscriptibil deci este un trapez isoscel, adica AB = A C.
Fie F piciorul perpendicularei din A pe BC'. Deoarece AA'CB este un trapez

AA

isoscel = M este mijlocul laturii H4 F', adica HaM = —

Deoarece AA" || HAM = LHAMG, = ZG1AA" §i ZGiHAM = /G1A'A =

= AAA'Gy ~ Gy H M.

De

.GiM 1 . . . . 2
ci GA- Dar singurul punct care imparte mediana in raportul 1
1
este centrul de greutate al triunghiului respectiv deci G = G.

’

A

8.4 Dupa deschiderea parantezelor si simplificarea tuturor termenilor inegal-
itatea se reduce la:

22 + 9% + 4oy — 3/Ty(x +y) > 0.

Observam ca are loc egalitatea pentru x = vy, deci Incercam sa factorizam
expresia de mai sus astfel incét s& scoatem (z—y) in fata parantezei. Incercam:

(z —y)? + 6zy — 3y/ay(z +y) = (x —y)* = 3/@y(z + y — 2\/2Y) =
= (z—y)* = 3yay(Vz — \/y)* > 0.

Deci inegalitatea se reduce la:

(Va+vy)? - (Vo — V) = 3yay(Va — V) 2 0.
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Deci am reusit factorizarea, iar daca x # y, simplificim inegalitatea prin
(V& — /y)* > 0, si rmane s& demonstram:

(VT +y)? = 3yay > 0= (Vz — \/y)* + a3y > 0,

ceea ce este evident.

8.5 Lemmé: Fie AABC(cu AB < AC), si punctul M - mijlocul laturii BC,
iar punctul N este intersectia dreptei AM cu cercul circumscris al AABC.
Daca ducem tangentele din A si N la cercul ©ABC, si acestea intersecteaza
BC in D i F, atunci avem ca AD = NFE, si EC = AD.

Demonstratie : Fie O centrul cercului circumscris al AABC. Este evident
ca OM 1 BC,ON L NE si OA 1L AD. Din cauza faptului ca ZOMD =
ZOAD = 90°, obtinem ca OAD M este un patrulater inscriptibil cu ZOAM =
ZODM. Analog ZOEM = ZONM, dar deoarece OA = ON, obtinem ca
ZOAN = ZONA, deci AODEFE este isoscel, si DB = C'E. Din congruenta
ANADO si AONFE avem ca AD = NFE, si lemma este demonstrata.

Acum folosind aceasta lemma problema noastra este aproape rezolvata. Ducem
tangenta din punctul N la cercul circumscris al AABC, si fie E punctul de
intersectie a acesteia cu BC. Din cauza cd AXMD paralelogram obtinem
cd AX = DM si AX||DM. De asemenea deoarece AX = MFE si AX|ME
avem ci AX MFE este un paralelgram, deci MN||XE, iar DA=MX = NE,
deci MNEX este un trapez isoscel cu NX = ME = AX, deci AAXN este
isoscel.
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8.6 Raspuns corect: 6

Explicatie: Presupunem ca exista 3 varfuri de aceeasi culoare. Fie luam
triunghiul monocolor(cu varfurile de aceeasi culoare) de arie minima. Fara
a pierde generalitatea presupunem ca varfurile acestuia au culoarea verde, si
notam varfurile prin Vi, V5 si respectiv, V3. lar acum, din conditie fie luam
segmentele ViVo, VoV3 si respectiv, V1V3. Pe aceste 3 segmente se afla 3
puncte de culorile galben sau albastru. Din principiul cutiei exista 2 puncte
de aceeasi culoare(nu pot exista 3 de aceeagi culoare pentru ci astfel triunghiul
V1 V5 V3 nu ar mai fi triunghiul monocolor cu aria minima). Fard a pierde din
generalitate putem presupune ca aceasta culoare este albastra. Deci punctele
respective sunt A; si respectiv As, si al treilea punct este G; de culoarea
galbena. Pe segmentul A; A, se afld neaparat un punct, fie galben, sau verde,
dar deoarece am spus ca triunghiul V; V5 V3 este triunghiul monocolor cu arie
minima, inseamné ca pe segmentul A; As se afld un punct galben.

Vs ' Vs

Acum daca luam segmentul G1G5s pe el se afld sau un punct albastru sau un
punct verde. Daca acest punct este albastru atunci aria triunghiului A; A3 A3
este mai mica decat aria triunghiului V3 V2V5 (contradictie). Daca acest punct
este verde atunci analog obtinem ca V7 V5V3 nu mai este triunghiul monocolor
de arie minima. Deci nu putem avea mai mult de 2 puncte de aceeasi culoare.

Vi
A
N
Ay
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Pentru 6 puncte (2 albastre, 2 galbene si 2 verzi) putem da un exemplu care
satisface conditia noastra:

Ga
A1 Vl A2

Gy

Vo
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12

Anul 2019

12.1 Clasa 5

5.1 Dragos a trimis solutii la cele toate 50 de probleme care i-au fost propuse.
Pentru o solutie corecta acesta primeste 40 de puncte, iar pentru una gresita
el pierde 10 puncte. La sfarsit, Dragog constata ca a acumulat 0 puncte. La
cate probleme Dragos a raspuns corect si la cate probleme a raspuns gresit?
5.2 Mai multe numere naturale consecutive sunt scrise In ordine crescatoare.
Diferenta dintre cel mai mare si cel mai mic dintre aceste numere este 2019.
Determinati suma celor mai mari 4 elemente ale girului stiind ca suma celor
mai mici 4 elemente este 54.

5.3 Intr-o urng sunt 100 de bile numerotate de la 1 la 100. Care este numérul
minim de bile ce trebuie sa le scoata Mihai din urna, pentru ca sa fie sigur ca
a scos cel putin 2 bile a caror suma4, sau diferenta se divide cu 5.

5.4 Un brutar, cand s-a uitat In camara, a observat ca mai are in rezerva sa
1504 kilograme de faina si 904 kilograme de zahar. Brutarul a decis sa coaca
paine gi prajituri. O paine este facuta din 3 kilograme de faina si 1 kilogram
de zahar, iar o prajitura din 4 kilograme de faina si 4 kilograme de zahar.
Dupa aceasta s-a uitat in camara brutarul a observat ca nu i-au mai ramas
deloc rezerve. Aflati cate prajituri a copt brutarul.

5.5 Numaérul natural n se numeste smecher daca suma cifrelor lui este mai
mare decat suma cifrelor numarului n + 2. Aflati suma tuturor numerelor
smechere de la 1 pana la 100.
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12.2 Clasa 6

6.1 Valentin, incercand sa sumeze fractiile ¢ si 5, unde a, b, ¢ si d sunt numere

diferite de 0, din greseala, a efectuat inmultirea. Insi, mai tarziu, acesta a

observat cd a obtinut raspunsul corect. Aflati valoarea 3 + %.

6.2 Suma a 112 numere naturale distincte este 6327. Determinati produsul

lor.

6.3 In scoala lui Dumitru invata 16 clase care au fiecare intre 19 gi 33 de elevi.

Demonstrati ca exista cel putin 2 clase care au acelagi numar de elevi.

6.4 Cate solutii are ecuatia 6 - 22 + 49 - 42 = 98784 in multimea numerelor

naturale si care sunt acestea?

6.5 Fie n > 3 un numar natural. Aratati ca numarul fractiilor ireductibile
2

din %, = "T_l este mereu par.

12.3 Clasa 7

7.1 Pe tabla sunt scrise cateva numere. Se stie ca patratul oricdrui numar
scris este mai mare decat produsul oricaror alte 2 numere scrise. Care este
numarul maxim de numere scrise pe tabla?

7.2 Punctul K este mijlocul ipotenuzei AB a triunghiului dreptunghic isoscel
ABC'. Punctele L gi M apartin laturilor BC' si AC, respectiv astfel incat
BL = CM. Demonstrati ca triunghiul LM K este deasemenea dreptunghic
isoscel.

7.3 Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul:

(z =Dy - D(z-1) =ayz -1,
(x—2)(y —2)(z — 2) = zyz — 2.

7.4 Am introdus 100 de mingi in 100 de cutii si nu am pus toate mingile intr-o
singura cutie (dar este posibil ca unele cutii sa fi rimas goale). Demonstrati
ca existd un numar natural k, cu 1 < k < 100, astfel incat sa putem alege k
cutii care sa contina, impreuna, exact k£ mingi.

7.5 In triunghiul ABC punctul I este centrul cercului inscris. Punctele M si
N sunt mijloacele laturilor AC si BC'. Se cunoaste ca ZAIN = 90°. Aratati
ca LBIM = 90°.
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12.4 Clasa 8

8.1 Exista oare numere intregi a, b cu proprietatea ca ecuatia LmQJ +2az+b =10
are solutii reale, insi ecuatia #? + 2az + b = 0 nu are? (Prin [z] am notat
partea intreagd a numarului ).

8.2 Fie x,y numere reale pozitive, diferite de zero. Demonstrati ca

T Y 1

< .
$4+y2+y4+$2 _xy

8.3 Fie S o multime finita de puncte in plan astfel incat oricare trei puncte
din S formeaza un triunghi dreptunghic. Determinati numarul maxim de el-
emente din S.

8.4 Fie P un punct arbitrar pe Inaltimea BH a triunghiului ascutitunghic
ABC'. Notam cu C1, A; mijloacele laturilor AB si BC, respectiv. Perpendic-
ulara din C7 pe AP intersecteaza perpendiculara din A; pe C'P in punctul
K. Demonstrati ca K este situat pe mediatoarea laturii AC.

8.5 Aratati cd orice numar natural poate fi reprezentat ca diferenta a doua
numere naturale care au acelagi numar de divizori primi.

12.5 Clasa 9

9.1 Fie z, y, z numere reale pozitive astfel incat zyz > ry+yz+zx. Demonstrati
ca:

VETE 2T+ T+ VE

9.2 Rezolvati In multimea numerelor reale ecuatia:

(@+ 1% 4 (24 15z — 1) + (@ + )% (@ — 1> ...+ (2 — 1)* =0

9.3 Sunt date cateva numere naturale, consecutive, fiecare fiind colorat cu
una din culorile albastru gi rosu (ambele culori sunt folosite). Este posibil ca
suma celui mai mic multiplu comun al numerelor albastre gi celui mai mic
multiplu comun al numerelor rosii sa fie egala cu o putere de 27

9.4 In triunghiul scalen ABC' se construieste bisectoarea BL. Mediana din B
intersectaza pentru a doua oara cercul circumscris triunghiului ABC' in punc-
tul D # B. Prin centrul cercului circumscris triunghiului BD L se construiegte
dreapta [, care este paralela dreptei AC. Demonstrati ca [ este tangenta cer-
cului circumscris al triunghiului ABC.
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9.5 Notam cu S(n) suma cifrelor numéarului natural n. Exista oare trei nu-
mere naturale distincte m,n, p cu proprietatea ca :

m+ S(m)=n+S(n)=p+S(p).

2019 Solutii

12.6 Clasa 5 Solutii

5.1 Fie x - numarul de probleme corecte, iar y - numarul de probleme gresite.
Din conditie avem ca numarul total de probleme trimise este 50, adica x4y =
50. De asemenea pentru fiecare problema corecta acesta primeste 40 de puncte
iar pentru una gresita acesta pierde 10, deci deoarece acesta a acumulat pana
la urma 0 puncte, avem ecuatia 40z — 10y = 0. Deci trebuie sa rezolvam
urmatorul sistem de ecuatii :

z+y =250
40z — 10y =0

40z — 10y = 0 deci 40z = 10y, sau 4x = y. Inlocuind in prima ecuatie
obtinem: 5z = 50 deci x = 10, si y = 4 - 10 = 40.

5.2 Fie cel mai mic element al acestei multimi: x.
Multimea va fi urméatoarea :

r,x+1,x+2...24 2019.

Deci deoarece diferenta dintre cel mai mare element gi cel mai mic element
este 2019 in total sunt 2020 de elemente.

Suma celor mai mici 4 elemente este 54, deci x4+ (z+1)+(z+2)+(z+3) = 54,
deci 4 +6 =54 = x = 12.

Si respectiv suma celor mai mari 4 elemente va fi:

(2 + 2016) + (z + 2017) + (= + 2018) + (z + 2019) = 8118.
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5.3 Raspuns: 4.

Logica este urméatoarea: fie avem o configuratie in care Mihai a scos nigte
bile astfel Incat nu exista 2 bile a caror suma sau diferenta sa se divida cu 5
si aceasta configuratie contine numarul maxim posibil de bile.

Atunci raspunsul la problema noastra va fi marimea acestei configuratii +1.
Daca luam restul numerelor scrise pe aceste bile la impartirea cu 5 avem 5
resturi posibile: 0,1,2,3,4. Ca sa se indeplineasca conditia ca diferenta a 2
bile sa nu se divida cu 5 nu putem scoate 2 bile care sa aiba acelagi rest la
impartirea cu 5 deci nu putem extrage mai mult de 5 bile. Pentru ca nici suma
sa nu se divida cu 5 putem extrage doar o bila din perechea 1 sau 4, si o bila
cu restul 2 sau 3, deci putem in total in aceasta configuratie doar maxim 3
bile, o bila cu restul 0, o bila cu restul intre (1,4) si o bila cu restul intre (2, 3).

5.4 Fie x - numarul de péini, si y - numarul de prajituri.

Deoarece pe o paine se foloseste 3 kilograme de faina, iar pentru o prajitura
4 kilograme de faina: 3z + 4y = 1504.

De asemenea folosind aceeasi logica obtnem ca x + 4y = 904, deci trebuie sa
rezolvam urmatorul sistem de ecuatii:

3z + 4y = 1504 — 3z + 4y = 1504
x + 4y =904 3z + 12y = 2712

(3z + 12y) — (3z + 4y) = 8y = 1208.

1208
Deci y = = - 151 (numarul de prajituri coapte de cdtre brutar).

5.5 Dacd ultima cifrd a numéarului n este una dintre (0, 1,2, 3,4, 5,6, 7) atunci
este evident ca suma cifrelor lui n este mai mica decat suma cifrelor numarului
n + 2 (deoarece doar numarul unitatilor se schimba). Acum ne raméan doar
numerele care au ultima cifra 8 sau 9. Daca ultima cifra este 8 atunci adunand
2 la nivelul unitatilor suma scade cu 8, iar la un nivel mai sus decat cel al
unitatilor (zecilor, sutelor etc.) suma poate cregte maxim cu o unitate. Ana-
log si daca ultima cifra este 9. Deci fiecare numar care se termina cu 8 sau
cu 9 satisface conditia noastra. Deci suma totala este:

8+9+18+19+428+29+...+98499 =1070
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12.7 Clasa 6 Solutii

6.1

ad+cb ac ad+cb d b
= =—=ac=ad+cb= =—+-=1.

c
+ d bd bd ac c  a

a
b

6.2 Presupunem ca toate numerele sunt mai mari decat 0, in acest caz suma
minima va fi egala cu

112113
1+2+3+...+112:7:6328>6327

Deci un numaér trebuie sa fie egal cu 0, deci produsul numerelor este egal cu
0.

6.3 In intervalul intre 19 si 33 de elevi sunt in total 15 posibilitati, iar
numarul total de clase este 16. Deci din principiul cutiei, exista cel putin 2
clase care au acelagi numar de elevi.

6.4 98784 se descompune ca 49 - 36 - 56. Deci avem ecuatia:
6- 22 +49-y* =49 -36-56 = 622 = 49(36 - 56 — y?)

Deci 622 trebuie sa se divida cu 49, deci z = Txo. Inlocuim rezultatul acesta
in ecuatia noastra initiala, si simplificam 49:

625 + y* = 36 - 56

Analog ca gi in pasul precedent obtinem ca y trebuie sa se divida cu 6 deci
y = 6yp. larasi inlocuim totul in ecuatia noastra si obtinem:

625 + 36y5 = 36 - 56 = 2 + 6y3 = 6 - 56 = x5 = 6(56 — y7)

Deci x( trebuie sa se divida cu 6 deci x¢g = 6x. Inlocuim din nou in ecuatia
noastra.:
3622 + 6y2 = 6 - 56 = 627 + y2 = 56

622 este par gi 56 este par, deci yo de asemenea este par, deci yg = 2y;.

622 4 4y? = 56 = 327 + 27 = 28
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Analog xq-par deci 1 = 2x5 si obtinem:
6$§+y%:14:>y1—par:>y1 :2y2:3x§+2y§:7

Ultima ecuatie nu are solutie (se poate verifica), deci ecuatia initiald de aseme-
nea nu are solutii.

. o y y Kk . -
6.5 Vom incerca sa demonstram urmatorul lucru: daca — este ireductibila,
n

este ireductibila.

.. =
atunci si

Deoarece — este ireductibila <= (k,n) = 1, unde (a,b) este cel mai mare
n

este reductibila adica

.. . . . o T
divizor comun al lui a si a lui b. Presupunem ca

n
(n—k,n) =dcud > 1 Putem afirma ci n — k = dx, si n = dy, adica
n—k=dy—k=dx = k=d(y—x), deci k se divide cu d si n se divide cu d
ceea ce este gresit din faptul ca (k,n) = 1.

k
este ireductibila atunci — este ireductibila.

. . =
Analog demonstram ca daca

. o n—=k
Acum ne ramane cazul special cand — =
n n

, dar deoarece

a ¢ a-+c k n—=k n 1

b_d_b+d:>ﬁ_ n 2-n 2

.o no. . N . o
Adica k = > cand n este par. Dar,evident in acest caz fractia noastra este

R n 9o
reductibila cu — care este un numar intreg.

Deci numarul de fractii ireductibile este par, deoarece numarul total de fractii

k n—k
este format din perechi de fractii de forma (, n )
n n

12.8 Clasa 7 Solutii

7.1 Fie m cel mai mic numar. Atunci pentru oricare alte numere a, b scrise
pe tabla avem a > m i b > m. Insi se cunoaste m? > ab > m -m = m?, prin
urmare contradictie, deci putem avea maxim 2 numere scrise pe tabla.

7.2 Este evident ca AM = CL. Deoarece K este mijlocul ipotenuzei, obtinem
cda AK = KB =CK si CK 1 AB. Avem ca LZKAM = /Z/KCL = 45°,
deci AAKM = AKCL din criteriul (LUL). Deci AMKL este isoscel, cu
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KM = KL. Acum trebuie si demonstram ca ZMKL = 90°. Dar ZMKL =
/CKL+/MKC =/CKL +90° — ZAKM = 90°.

A
[

M

C . e
" B

7.3 Daca deschidem parantezele obtinem

rT+yY+z=xy+rz+yYz, N rT+y+z=xy+rz+Yz,
20@4+y+z2)=xy+zz+yz+3. r+y+z=3

Prin urmare vom avea:
9=(z+y+2)?2 =249+ 22 +2ay+az+yz) =2+ + 22 +6.

Deci 22 + y? + 22 = 3. Insi:
2,2 .2 1 2 1 2 1 2
O=2"+y +=2 —($y+fﬂ2+yz):§($—y) +§(y—z) +§(z—x).

Prin urmare xr =y =z, insdax+y+z2=3,deciz =y =2=1.

7.4 In primul rand, daca toate cutiile contin exact 1 bila, atunci daca luam
k = 1, in orice cutie se afla fix o bila. Deci presupunem ca exista o cutie
in care numarul de bile diferd de 1. Acum demonstram ca exista o cutie in
care numarul de bile este 0 (cutia este goald). Presupunem contrariul: toate
cutiile contin un numar pozitiv de bile, dar in acest caz, deoarece exista o
cutie in care este mai mult de o bila, rezulta ca numarul total minim de bile
vafil4+1+...4+4143 =99+ 3 = 101, contradictie, deci exista cel putin o

99

cutie goala.

Acum, daca exista o cutie care contine 2 bile, atunci selectand cutia cu 0
bile i cutie cu 2 bile atunci avem 2 cutii care contin impreuna 2 bile si,
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astfel, problema este rezolvatd. Presupunem c& nu avem nici o cutie cu 2

bile. Deoarece presupunerea a fost ca existda doar o cutie goala, in acest caz

numarul minim de bilevafil 4+ 1+ ...+ 143 = 98+3 = 101, deci mai exista
98

o cutie goala.

Folosind acest rationament in continuare, ajungem la cazul in care avem 99

de cutii goale si o cutie care contine 100 de bile, dar din conditie stim ca acest

caz nu este posibil, deci problema este rezolvata.

7.5 Initial vom demonstra ca M N este tangenta la cercul inscris. Observati

cd /BAI = /TAC = /2, iar ZAMT = 180 — a/2 — 90 = 90 — a/2. Insi

/CMN = q, prin urmare

LNMI =180—-ZAMI—/ZCMN =180-90+a/2—a =90—a/2 = LZIMA.

Deci IM este bisectoarea ZAMN, iar M A este tangenta la cercul inscris
,prin urmare si M N este tangenta la cercul inscris. Acum observati ca NM
si N B sunt tangente la cercul inscris, deci VI este bisectoarea ZM N B. Prin
urmare ZINB = 3/MNB = (180 — ZMNC) = 90 — 3/2. Deci vom avea

ZBIN =180 — ZIBN — ZINB =180 — 13 — (90 — 1) = 90".

A

12.9 Clasa 8 Solutii

8.1 Daca 2% 4 2ax + b = 0 nu are solutii, atunci avem

A=4a>—4b<0<=b>a’> =b>da’>+1,

2

unde ultima relatie are loc deoarece b gi a® sunt numere intregi. Acum

observati ci 2% > LZ2J > 2 — 1. Prin urmare

|2*| +2az+b>2" -1+ 2ax+a”+1=(z—a)> >0
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Insd observati ca inegalitatea este stricta, prin urmare szj +2ax+b =0, nu
va avea solutii.
8.2 Dupa deschiderea parantezelor si simplificare inegalitatea se rescrie ca

28+ yG + :z:4y4 + x2y2 > x5y2 + y5:c2 + :c4y + y4:17.

Acum observati din media aritmetica > media geometrica avem:

6 4,4 6 4,4

r’ +x . +x

TV s oyt =y, 6 S s g =y
ITar

28 + 2%y? 6 4 22y?

%szﬁ-xz’y?:x‘*mi — 5 > Vi a2y = yia?,

Acum, suméand ultimele 4 inegalitati obtinem inegalitatea dorita.

8.3 Evident putem avea cel putin 3 puncte in S. Fie A, B, C aceste puncte.
Fara a pierde din generalitate, fie AABC dreptunghic in ZC. Atunci C se
afla pe cercul T' cu diametrul AB. Acum fie D oricare alt punct in S. vom
demonstra ca D € I', cercul cu diametrul AB. Daca AADB este dreptunghic
in /D atunci concluzia este evidenta. Altfel, fara a pierde din generalitate fie
AADB dreptunghic in A, cazul dreptunghic in ZB se rezolva analog. Prin
urmare Z/DAB = 90", deci D se afld pe tangenta in A la cercul T' cu diametrul
AB. Acum ne uitam la triunghiul dreptunghic AADC. Avem 3 cazuri.

Daci ZCAD = 90° = ZBAD, avem ci C — A — D coliniare iar ACAD
nu este dreptunghic.

Daci ZACD = 90° = ZACB, avem c¢& D — C — B coliniare iar ADCB
nu este dreptunghic.

Dacs ZODA =90" = ZDAB, avem ci D este piciorul inaltimii din C' pe
tangenta din A la T', iar CDAB este un trapez dreptunghic cu CD || AB.
Deoarece AABC este dreptunghic cd& ZACB = 90° avem ca ZABC < 90°,
deci ZDCB = 180°— > 90° dar orice triunghi dreptunghic nu poate avea
masura unghiului mai mare de 90 de grade, contradictie.

Prin urmare unica posibilitate e ca D se afla pe I, cercul cu diametrul AB.
Acum daca ne uitam la ACAD, triunghiul dreptunghic inscris in I', vom avea
ci una din laturile sale va fi diametrul cercului. Insi se cunoaste ci nici AD
nici AC nu sunt diametru, deci prin urmare D este punctul diametral opus
al lui C in I'. Acum fie F alt punct in S. Atunci din concluziile de mai sus
rezulta E € T', si prin urmare E este diametral opus lui C' in I'. Prin urmare
FE coincide cu D. Deci putem sa avem maxim 4 puncte in S.

131



8.4 Fie A,, Cy mijloacele segmentelor CP gi AP. Avem ca C1Cy = A1 Ay =
%BP. Fie ducem paralela prin A la A1 K i ludm punctul S astfel incéat
AsS = A1 K. Este evident cd K.SA;As este paralelogram si deci A; As| K S,
dar A;A5||C1Cs deci C1C2KS de asemenea este paralelogram, si respectiv
S este intersectia mediatoarelor al triunghiului APC'. De asemenea deoarece
SK| BP obtinem ca SK L AC, dar exista o singurd dreapta perpendiculara
cu AC care trece prin S, si aceea este mediatoarea segmentului AC.

8.5 Fie n are k divizori primi. Daca n este par, atunci n se poate rescrie
can = 2n — n, unde 2n,n au ambii k divizori primi. Daca n este impar, fie
p # 2 cel mai mic divizor prim care nu divide n. Atunci n se poate rescrie
can=p-n—(p—1)-n. Atunci observati ci p - n are exact k + 1 divizori
primi. Tar p — 1 e format din 2 si din factori primi mai mici ca p, care deja se
contin in n, intrucat p este cel mai mic prim care nu divide n. Prin urmare
(p — 1) - n, contine k divizori ai lui n si pe 2, prin urmare tot contine k + 1
divizori primi.

12.10 Clasa 9 Solutii

9.1 Deoarece ryz > xy + yz + xz Impartind totul cu zyz obtinem 1 >
1 1 1
— 4+ — + —. Analog impartind expresia \/Zyz > \/x + /¥ + /z cu \/Tyz
T Yy oz

. < 1 1 1 S o 1 1 1
obtinem ca 1 > Deci noi stim ca 1 > — + — + —
x Yy oz

_\/@-i-\/y?-i-\/a.
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1
si trebuie sa demonstram cal > + + deci daca demon-
Ty Jyz Vaxz
o1 11 1 1 1
stram ca — + —
x Yy

11,11
2Tyt +t =
1
z

atunci problema este rezolvata.
2 2 S 2 n 2 n 2

Yy ooz STy Yz Tz
2

x z ,/xy VYz
1 1 1 1 1

Erhrdehad
xr oy y oz x

metica-Geometricd).

9.2 Fie x — 1 = y, atunci ecuatia se rescrie ca:
(y + 2)2019 + y(y + 2)2018 4 y2019 =0.

Evident y = 0, sau y = 2 nu este solutie. Prin urmare impartim ecuatia la

32019 si obtinem

+2 +2 + 2 +2
(y7)2019 + (y7)2018 N (yT)l 4 (yT)O =0

. 2 . .
Fie a = %, atunci obtinem:

1 — 2020
O=1l4a+a’+ - - +g09=__=
1—a
Prin urmare 1 — a?920 = (. Deoarece a este real avem a¢ = 1, sau a = —1,

insd a # 1. Deci obtinem
r=y+1=0.

9.3 Raspuns corect: Nu
Cel mai mic multiplu comun al unei multimi de numere naturale se defineste
ca cel mai mic numar natural nenul astfel incat acesta este multiplu al tuturor
numerelor din multime. Este evident ca singurul multiplu al lui 0 este 0, dar
deoarece cel mai mic multiplu comun este mereu nenul, 0 nu poate exista in
multimea noastra initiala.

Din conditie avem ca va exista cel putin un numar par in secventa. Fie luam
un numar care are puterea maxima a lui 2 in descompunerea sa. Fie acest
numar r si puterea sa fie k astfel incat 2% | x gi 2¥+! 2. Vrem si demonstram
¢4 existd un singur numar in sir care se divide cu 2%, si anume dupa cum am
spus mai sus, doar x. Presupunem contrariul gi anume ca exista 2 numere
x sy care si se dividd cu 2F. Avem cd x = 2F . 2y si y = 2F - y1, unde
1 si y1 sunt impare diferite. Presupunem fara a pierde din generalitate ca
x1 < y1. Deoarece ele sunt diferite va exista un numar impar z; astfel incét
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T <21 <Yi. inmul‘gind totul cu 2% obtinem a o2k xy < 2k 2 < 25 y1, deci
2k . 21 tot este un element din multimea noastri consecutivi, fie acesta z. Dar
noi avem ca 2k+1|z, contradictie cu faptul ca k este puterea maxima al lui
2 care divide un element din multime. Fie numéarul cu puterea maxima 2 in
descompunerea sa x. x va fi inclus sau in multimea rosie sau in cea albastra.
Suma, celor mai mici multiplii comuni ale celor 2 multimi va fi 29 - M7 +2F - My,
unde M; si My sunt impare unde y < k, 2YM; + 2F My = 2Y(M; + 287V Ms,).
M, + 2F=Y M, este impar, deci acest produs nu poate fi o putere de 2.

9.4 In primul rand, daci avem un triunghi ABC, avem c& mediatoarea seg-
mentului BC si bisectoarea unghiului A se intersecteaza pe cercul circumscris
al triunghiului ABC.

Demonstratie: bisectoarea unghiului A imparte arcul BC in jumatate, iar
mediatoarea laturii BC, de asemenea injumatateste arcul BC, deci ele inter-
secteaza cercul circumscris al triunghiului ABC' in acelasi punct.

Fie in problema noastra dreapta m sa fie mediatoarea laturii BC, iar mNAL =
E. Fie H mijlocul arcului BC care il contine si pe A. Evident cd H € m.
Fie HD N BC = F. Deoarece HE este diametru avem ca ZHBE = 90°,
deci BHM L este un patrulater inscriptibil cu ZHBL = ZHML = 90°. Deci
/LBM = Z/LHM, dar deoarece BH DFE este un patrulater inscriptibil avem
c& ZEHD = /EBD deci ALHF este isoscel. Fie L' reflectia punctului L
peste tangenta prin punctul H la cercul circumscris al triunghiului ABC'. Fie
J punctul de intersectie a dreptei LL cu tangenta dusa din punctul H.
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Deoarece HM || JL si HJ || LM avem c& HM = JL = JL' dar M este
mijlocul segmentului LF', deci HM este linie mijlocie si L' — H — F sunt
coliniare. Deoarece HM || LL = /HL'L = /ZFHM, astfel BLDL' este un
patrulater inscriptibil cu ZH L'L = ZLBD. In acest caz centru cercului al
triunghiului BLD se afla pe mediatoarea laturii L'L care este exact tangenta
din H la cercul triunghiului ABC, care este paralela la latura AC.

9.5 Da, vor exista m,n si p ce satisfac relatia. Spre exemplu 103 +91, 103 +
100 si 10'3 —8 satisfac relatia. Observati ca este relativ usor sa gisim 2 numere
m < n ce satisfac relatia. Deoarece n gi S(n) au acelagi rest 0 < z < 8
la impdrtirea la 9, rezulta cad f(n) = n + S(n) are restul 0 < 2z < 16.
Analog dacid m are rezultat 0 < y < 8 la Impartirea la 9, vom avea ca
f(m) =m+S(m) are restul 0 < 2y < 16. Prin urmare x = y, iar n —m = 9k.
Vom inspecta solutiile cele mai simple pentru care n —m = 9. Observati ca,
deoarece m < n implica S(m) > S(n), rezulta ca S(t) scade cand trecem de
la m la un numar mai mare n, deci dorim sa inspectam numerele in apropiere

135



de 10%. Spre exemplu 91+ 5(91) = 101 = 10+ 5(100), sau 92+ 5(92) = 103 =
101+5(101), si tot asa. Acum observati ca daca f(abc) = f(def), vom avea si
f(10---0abc) = f(10---0def), cu oricare numar de O-uri In fatd, si incercim
si gasim gi f(9- - 9g) care va avea aceeasi valoare. Deci daca f(091) = f(100),
vom avea si f(10¥ +91) = £(10* 4+ 100), pentru k > 3, si dorim s& gisim un
p de forma f(p) = f(9---9g) care are aceeasi valoare. Observati cd m,n i p

l ori
trebuie sa aibd acelasi rest la impartirea la 9, si deoarece m = 10* + 91 are
rezultatul 2, iar p are restul g, rezulta ca g = 2. Acum observati ca

fp)=f(9::-92) = (10" =8) +(9-1+2) = 10" +- 91 — 6.

1 ori

f(m) = f(10* +91) = 10* 4+ 91 + 11 = 10* + 102.

Deci dorim k=141 i 91 — 6 = 102, sau [ = 12, iar £k = 13, de unde rezulta
solutia initiala.

Nota. Solutia poate fi generalizata pentru oricare numar de elemente. Fi-
ind date a1, as---a; cu f(a1) = f(az) = -+ = f(as), vom avea f(10* +a1) =
f(10* + ag) = --- = f(10¥ + a;) pentru k suficient de mare. Deci urmand
acelasi procedeu, putem gési inca un element a¢11 cu f(as41) = f(ay) =+ =

flay).
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13

Anul 2022

13.1 Clasa 5

5.1 Aflati suma tuturor numerelor impare de la 1 la 2023.

5.2 Se da numarul 12345678910 ...20212022, din care se sterg 20 de cifre.
Care este metoda de eliminare a cifrelor pentru a ajunge la a) cel mai mare,
si b) cel mai mic numér posibil?

5.3 Daca adaugam 9 la dreapta unui numar de 5 cifre, rezultatul va fi de 4
ori mai mic decat dacd addugam 9 la stanga acestuia. Aflati numarul.

5.4 Un joc pe calculator functioneaza astfel: pe ecran se afiseaza un tabel
3 x 3, unde fiecare celula are valoarea 0. La o migcare, Dana alege un patrat
format din patru casute alaturate ce formeaza un tabel 2 x 2, gi mareste cu o
unitate numerele din interior. Astfel dupa un pas s-ar putea obtine de exem-

111]0
plu: | 1 | 1 | 0 | Dupa 2022 de miscari, se cunoaste o parte din tabelul final:
0(0]0
5056 | b | e
a c | f | Aflati valorile lipsa.
500 | d | 468

13.2 Clasa 6

6.1 Avand un volum infinit de ulei si doar doua caldari, de 3 si 5 litri respec-
tiv, cum putem obtine exact 4 litri de ulei?

137



6.2 a) Gasiti numerele de forma a0b0a care sunt patrate perfecte, stiind ca
are loc relatia b =2 - a.

b) Gasiti numerele de forma abedab care sunt patrate perfecte, stiind cd are
loc relatia cd = 2 - ab.

6.3 Avem 2022 de bile numerotate de la 1 la 2022. Intai scoatem bilele diviz-
ibile la 4, apoi cele divizibile la 5. Cate bile raman?

6.4 Pe tabla sunt scrise numerele de la 1 la 22. Petru Parker si Maria Jane
concureaza intr-un joc, in care gterg pe rand, de pe tabla caite trei numere.
Petru incepe jocul. Daca ultimul numar pe tabla este unul par, castiga el, iar
in caz contrar castigda Maria. Se considera ca ambii participanti joacd optim
(adica folosesc cea mai bund metodd). Cine va castiga, si prin ce mod?

13.3 Clasa 7

7.1 Aflati toate numerele a de doua cifre astfel incat a® are ultima cifra 3.
7.2 Calculati valoarea expresiei:

110 R . S
21 31 421 102-1)"

7.3 Fie numerele A = @1a2a3 . .. @022, B = b1bob3 . .. bogos, C = C1¢2¢C3 . . . C2022-
Demonstrati ca exista 3 numere z,y, z astfel incat cifrele de pe aceste pozitii
sunt egale pentru fiecare numar (a; = ay = a,, by =b, = b, ¢z = ¢, = c;).
7.4 Fie segmentul AB si punctul C' pe segment. Fie punctul D care re-
specta conditia ca pentru orice punct M in plan, MA+ MB > MC + MD.
Demonstrati ca D apartine segmentului AB si ca mijloacele segmentelor AB
si C'D coincid.

7.5 Fie numerele reale a,b cu a + b = 1. Demonstrati ca:

V14+5a24+5-v/2+02>9

13.4 Clasa 8

8.1 Aratati ca daca x,y sunt numere reale astfel incat xy > 1, atunci :

1 n 1 S 2
224+1  y?+1 " zy+1
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8.2 Aflati:

\/1+1+1+\/1+1+1+ +\/1+ L
12 7 22 22 T 32 20212 20222

8.3 Fie AABC unde ZBAC = 60°. inél‘gimile din varfurile B si C inter-
secteaza dreptele AC' si AB in punctele FE si F'. Daca D e mijlocul segmen-
tului BC, aratati ca ADEF e echilateral.

8.4 Fie x,y si z numere intregi astfel incat:

(x—1)*+ @y —2)°+ (2 —2)* = zyz.

Demonstrati ci (z +y + 2 + 6) divide (2% + y® + 23).

8.5 In plan se considera 2022 de puncte, astfel incat sia nu existe 3 puncte
coliniare. Initial, acestea sunt impartite in 1011 perechi, si fiecare pereche
de puncte se uneste cu un segment. Ana efectueazd urmatoarea operatie:
aceasta alege o pereche de segmente care se intersecteaza AB si C'D, le sterge
cu radierd si deseneaza o noua pereche de segmente AC si BD. Demonstrati
ca secventa de miscari a Anei este finita.

13.5 Clasa 9

9.1 Fie a,b € N. Aratati ca dacd 2"a + b este patrat perfect pentru orice
n € N*, atunci a = 0.

9.2 Pe tabla sunt scrise numerele 1,2...2n, iar Ion alege n + 1 dintre ele.
Aratati ca indiferent de alegerea facuta de Ion, printre aceste n + 1 numere
se gasesc 2 numere astfel incat unul 1l divide pe celilalt.

9.3 Fie w cercul circumscris al triunghiului ascutitunghic AABC, iar M -
mijlocul lui BC' si respectiv H - ortocentrul acestui triunghi. Dreapta HM
intersecteaza w in punctul R, unde A si R se afla de aceiasi parte a dreptei
BC'. AR intersecteaza BC in T, iar T H intersecteazd AM in ). Demonstrati
ca punctele A, Q, H, R se afla pe un cerc.

9.4 Fie z, y si z numere reale pozitive ce satisfac relatia xyz = 1. Demonstrati
ca :

—1)? —1)? —1)2
(x+y—1) +@+z ) +&+$ )
z x Yy

>r+y+z

9.5 Se da o tabla de marimea 100 x 100. Initial 99 de patratele de marimea
1 x 1 sunt infectate. Daca un patratel de marimea 1 x 1 se invecineaza cu cel
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putin alte 2 patratele infectate, atunci acesta devine la fel infectat. Exista
oare o configuratie pentru care dupa un anumit timp toata tabla si devina
infectata?

(Patratelele se considers vecine dacd acestea au o laturd comuna.)

2022 Solutii

13.6 Clasa 5 Solutii

5.1 Scriem suma numerelor impare ca o diferenta: 1+3+54...+202142023
= (142+4...4+2022+2023) —(2+4+6+...4+2020+2022) = (1+2+...4+2023) —
2-(142+...+1011). Astfel obtinem doud sume Gauss: 2023:2024 . 10111012 _
2023 -1012 — 1011 - 1012 = 1012 - (2023 — 1012) = 1012 - 1012.

5.2 Pentru a obtine cel mai mare numar posibil dupa stergere, avem nevoie
ca cifrele de pe primele pozitii sa fie cat mai mari, incepand de la stanga la
dreapta. Astfel, pe prima pozitie maxim poate fi cifra 9. Pentru a ajunge la 9
trebuie sa stergem primele 8 pozittii. Numaéarul devine 910111213 ...2022,
si mai putem gterge 12 cifre. Pentru ca in a doud pozitie sa fie o cifra
maxima, putem obtine acest lucru prin stergerea perechilor 1z, si a unitatilor
care raman. Astfel putem sterge primele 5 perechi: 10,11,12,13, 14, prima
cifra din 15 si prima cifra din 16. In 20 de migcari am obtinut numarul
9561718...2022.

Similar ideii precedente, pentru numarul minim avem nevoie ca primele pozitii
sa continad numere mici, respectiv incepem cu 1. Urmétoarea cifra poate fi de
la01a9, dar pentru a avea numarul minim avem nevoie ca pozitia sa fie 0. Pen-
tru aceasta vom sterge cifrele 2,3,4,5,6,7,8,9, ai 1 fiind ramase 11 miscari.
Avand numarul 1001112...20212022, deoarece nu ne ajung miscari destule
ca sa ajungem pana la 0, urmatoarele pozitii vor fi cu cifra 1. Eliminam,
din perechile 1z numerele z, daci x > 1. Astfel vom elimina 8 cifre, ne
raman 3 miscari. La moment numarul este 101111111111202122...2022.
Acum avem nevoie ca sa atergem 3 pozitii, pentru ca 0 sa ajunga cat mai
spre stanga. Astfel vom gterge 2 X 1sil x 2. Numérul minim final este
10111111110212223 .. .20212022.

5.3 Se obtine relatia 9abcde = 4 - abede9, iar daca descompunem reieise
900000 + abcde = 4 - (10 - abede + 9) < 900000 — 36 = abede - (40 — 1) —
899964 = 39 - abede. Astfel obtinem ca abede = 23076.
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5.4 Indiferent de alegerea regiunilor, unul din patrate va cadea mereu pe cen-
tru, respectiv ¢ = 2022. Deoarece numarul total de ori cand s-au ales colturile
coincide cu numarul din centru, e = 2022 — 505 — 468 — 500 = 549. a va fi ales
doar cand colturile din stanga sus gi stanga jos vor fi alese in patratele, deci
a = 505 + 500 = 1005, similar b = 505 + 549 = 1054, d = 500 + 468 = 968 si
f =549 + 468 = 1017.

13.7 Clasa 6 Solutii

6.1 Umplem caldarea de 5 litri, varsam 3 litri din caldarea cu volum de 5 litri
in cildarea de 3 litri. In ciildarea de 5 litri rdmaén 2 litri. Vrsdm tot uleiul din
caldarea de 3 litri, respectiv ea ramane goala. Turnam uleiul ramas in volum
de 2 litri din cildarea de 5 litri in cildarea de 3 litri. In cildarea cu volum
de 3 litri sunt 2 litri de ulei. Caldarea de 5 litri este goala. Umplem caldarea
de 5 litri. Turnam 1 litru de ulei din caldarea cu volum de 5 litri in caldarea
de 3 litri, care are deja 2 litri de ulei. Astfel, in cadldarea de 5 litri raman 4 litri.

6.2 a) Observam, dupd ultima cifra si din faptul cd a este dublul lui b,
a poate avea numai valorile 1 si 4. Pentru a = 1,10201 = 1012, iar pentru
a = 4,40804 = 2022

b) abedab = 10000-ab+100-cd+ab = 10001-ab+200-ab = 10201-ab = 1012-ab
este patrat perfect, rezults ca ab - patrat perfect si ab < 50. Astfel, ab poate
fi 16,25, 36, 49.

6.3 Fie A = {4n|n € N,4n < 2022}, B = {6n|n € N,5n < 2022}.Ultimul
multiplu al lui 4 este 2020, deci de la 1 la 2022 sunt % = 505 multipli pe
care 1i scoatem, fiind ramase 1517 numere. Uitandu-ne, la multiplii lui 4 si 5,
observam ca ei se gasesc in ambele multimi. Astfel, daca am elimina toti mul-
tiplii lui 5 de la 1...2022, multiplii lui 20 ar fi scosi de exact doua ori. Astfel,
pentru a gasi numarul final ramas, vom avea nevoie sa scadem multiplii lui 5
i sd adunam cei ale lui 20. Astfel vom avea: 1517 — @ + % = 1214 bile.

6.4 De la 1 la 22 sunt 11 numere pare si 11 numere impare. Petru incepe
prin scoaterea a douad numere impare si a unui numar par. Astfel vom avea
10 numere pare si 9 numere impare. Apoi, el 1i va urmari miscarile Mariei, si
va face inversul acestora. Daca Maria scoate 2 numere pare si 1 numar impar,
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acesta va scoate 2 numere impare gi 1 numar par, si invers. Iar daca Maria
scoate 3 numere pare, el va scoate 3 numere impare, i viceversa. Observam
ca dupa ce merg Petru si Maria mereu vor fi scoase 3 numere pare si 3 impare.
Dupa 7 runde va raméne pe tabla un singur numar par. Respectiv, Petru va
fi cagtigator.

13.8 Clasa 7 Solutii

7.1 Observam ca daca a este par, atunci ultima cifra a lui a® va fi i ea para.
Daca ultima cifrd a lui a este 1 sau 5, atunci ultima cifra a lui a® va fi 1 sau
5 respectiv. Daca ultima cifra a lui a este 9, atunci ultima cifra a lui a® va fi
9 sau 1. Ramane sa investigam cazurile cand ultima cifra a lui a este 3 sau 7.
Daca ultima cifra a lui a este 3:

Ultima cifra a lui a™ parcurge ciclul 3, 9, 7, 1 atunci cand cregte n, de unde
obtinem ca a da restul 1 la impartire la 4. Valorile lui a care corespund sunt
13, 33, 53, 73, 93.

Daca ultima cifrd a lui a este 7:

Ultima cifra a lui a™ parcurge ciclul 7, 9, 3, 1 atunci cand creste n, de unde
obtinem ca a da restul 3 la impartire la 4. Valorile lui a care corespund sunt
27, 47, 67, 87.

1 1 1 1 —
7.2 110- (22_1 tegtpegt -+ 102—1> -

_ 1 1 1 1y
_110'(1ﬁfr7‘i+3?5+1“?9'7111)_ L1
:110‘?(;—?@1—11 sTsTotsoa) =
=110-5-(+3 - 15— 11) =72

7.3 Construim numerele Ny = a1b1c1, Nog = asbocs, N3 = asgbses, - -,

Nogao = a2022b2022C2022- Numerele N pot lua 1000 de valori (de la 0 la 999)
gi conform principiului cutiei vor exista trei numere dintre acestea care vor
fi egale, adica mereu vor exista N, = Ny, = N, si numerele z,y si z satisfac
conditia.

7.4 Fixam M = A si avem AB > AC + AD. Analog fixam M = B si avem
AB > BC + BD. Suméand obtinem 2AB > AC + AD + BC + BD > 2AB,
unde ultima relatie vine din inegalitatea triunghiului. Inegalitatea devine
egalitate si conform cazului de egalitate in inegalitatea triunghiului obtinem
ca D apartine segmentului AB. Acum AB = AC+ AD, de unde BC' = AD si
similar AC = BD, din ce rezulta ca segmentele CD gi AB au mijloc comun.
7.5 Grupand si folosind inegalitatea dintre media patratica si cea aritmetica
obtinem:
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VI45a®+5-V2+b2 =
_ /g ititititei et taitettar | o g \/%+ﬁ+%+i+%+i+%+%+b2 S
9 9 =
1+i+l+l+atatatata 1 15. 3+5+5+3+3+3+5+5+b  6415a+60+15b
9 9 = 9 =

>3-
5 =9
1

9
Egalitatea va avea loc pentru i = a? = b?, deci, decarece a+b=1,a=b = 5

13.9 Clasa 8 Solutii

8.1 Problema este echivalentd cu expresia:
(2 + 22+ 2)(zy +1) > 2(2? + 1) (12 + 1).

Deschizand parantezele obtinem zy® + 23y + 2zy + y? + 22 + 2 > 2222 +
222 + 2y? 4 2. SimplificAnd termenii comuni obtinem : 23y + y3x — 22%y% >
2?2 + y% — 22y, adicd zy(z — y)? > (z — y)? = (zy — 1)(x — y)? > 0, ceea ce
este evident adevarat.
8.2 Fie termenul general
.2 . 2 2

L+ = + gy = \/ (?k(ZiT)l)L = kk(ﬁﬁ =l+qmm =1+

Atunci expresia initald va fi egala cu

1 1 1 1 1 _ 1 __ 2021-2023
8.3

1

k+1°

=

A
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Deoarece ZCFB = ZBEC = 90, patrulaterul BFEC' este inscriptibil.
Deoarece triunghiurile BF'C' si CE B sunt dreuptunghice avem ca

DB = DC = DE = DF = triunghiul DEF este isoscel si D este centrul cer-
cului circumscris lui BFEC. ZABE = 180 — ZAEB — /BAFE = 30. Deoarece
D este centrul cercului avem /FDE = 2/FBFE = 60. Cum triunghiul FDE
este isoscel i are un unghi de 60 de grade, acesta este echilateral.

8.4 Expresia initiald este echivalents cu 22 + y? + 22 —zy — yz — 20 = e
Din factorizarea x® +y° + 2% —3zyz = (v +y+2)(2® +y? + 2% — 2y —yz — 27)
avem 2 +y° +2° = Bz +y+2+6) = +y+2+6 |23 +y° + 27

8.5 Pentru orice configuratie tinem cont de suma lungimilor tuturor seg-
mentelor desenate. Analizam cum se schimba aceastd valoare dupa o miscare
a Anei.

Fie E - intersectia dreptelor AB si CD. Din inegalitatea triunghiului avem
ca AE + EC > AC i ED + EB > DB, deci AB+ CD > AC + DB.
Asta Inseamna ca suma lungimilor dupa o migcare a Anei descregte. Numarul
total de configuratii este limitat. lata cum se calculeaza valoarea exacta a
numarului total de configuratii : pentru un varf putem sa il imperechem cu
alte 2021. Scotandule pe acestea 2 si repetand procesul avem ca numarul total
de configuratii este 2021 -2019-...-1. Deci numarul de configuratii este finit.
Fie luam configuratia cu suma lungimii segmentelor minima. Daca aceasta
configuratie are o intersectie, atunci Ana poate aplica o miscare asupra aces-
tei configuratii, si obtinem alta cu suma mai micd, ceea ce inseamna ca
configuratia luata de noi nu ar avea suma lungimii segmentelor minima. Deci
configuratia cu suma lungimii segmentelor minima nu are intersectii. Dar, Ana
daca aplica de mai multe ori operatia ei, ea va ajunge eventual la configuratia
cu suma lungimilor minima, deci secventa de migcari este finita.
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13.10 Clasa 9 Solutii

9.1 Presupunem ca a # 0. Fie b # 0. Luam n = ¢ gi n =t 4 2, atunci avem
2ta + b= k? & 21720 + 4b = 4k? §i 2!72a + b = k3. Scizand a doua expresie
din prima avem 3b = 4k} — k3 > 4k? — (2k; — 1) = 4k; — 1. Deoarece 2"a +b
este crescatoare gi b este un numar fixat, putem lua un n suficient de mare
care va contrazice inegalitatea. Deci b = 0. Atunci pentru un n par avem
a = 22, iar pentru un n impar avem a = 222, deci obtinem contradictie.

9.2 Grupam numerele in n perechi: (1,2),(2,4),...,(n,2n), fiecare pereche
avand un numair care 1l divide pe celalalt. Conform principiului lui Dirichlet
vom avea cel putin o pereche din care ambele numere au fost alese.

9.3

A

A/

Fie A’ a doua intersectie lui HM cu cercul w. Din Hamilton avem ca

HM = MA’, si deoarece BM = MC avem c& BHC A’ este un paralelogram
= A'C | BH = LACA' =90 = AA’ este diametrul cercului w = ZARM =
90. Atunci M H si AH sunt inaltimi in triunghiul ATM = TH de asemenea
este Inaltime iIn AT M. Deci ZHQA = /ZHRA =90 = AQH R este un patru-
later inscriptibil.

9.4 Din inegalitatea aritmetica geometrica avem x +y + z > 3yzyz = 3.
Din inegalitatea lui Sedrakyan (Cauchy-Schwarz) avem

2ty DL (2= DL (z+x D* > (2(xﬁﬁ)z 3 > (x++y++zz) —rty+z
9.5 Raspunsul este NU. Daca ne uitam la perlmetrul initial al figurii infec-

tate, avem ca acesta este maxim egal cu 99 - 4 = 396. Pe de alta parte, daca
figura finala este infectata in totalitate, atunci perimetrul acesteia este egal
cu 4-100 =400 > 396. Deci ne ramane sa demonstram ca dupa o procedura
de infectare a unei celule neinfectate perimetrul figurii nu poate creste. Se
desting 4 cazuri :
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Observam ca in toate 4 cazuri perimetrul figurii infectate sau scade, sau
ramane constant, deci acesta nu va putea ajunge niciodata la valoarea 400.
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14

Anul 2023

14.1 Clasa 5

5.1 Determinati ultima cifrd a numéarului A = 20232023°,

5.2 Distanta dintre Soroca si Stauceni este de 150 de km. Doi bicicligti merg
pe un drum drept dintre aceste localitati. Ei pornesc simultan, primul avand
viteza constantd de 20 km/h, iar celdlalt de 30 km/h. In momentul in care
cei doi pornesc, o musca isi ia zborul de pe roata primului biciclist gi se migca
cu viteza de 100 km/h pana ajunge pe roata celui de-al doilea biciclist, dupa
care se Intoarce din nou catre primul biciclist. Ea repeta actiunea pana cand
biciclistii se intalnesc. Care este distanta parcursa de catre musca?

5.3 Aranjati semnele 7 +7,7 =7 7 7 7 x? (7 ,7)” 5i 8 dintre cifrele de la 1
la 9, unind unele dintre acestea, ca sa obtineti rezultatul 2023.

Exemplu: 12 x (54+6) : 7+ 34 — 8.

5.4 Daca 3 adulti si 5 copii vopsesc un gard in 24 de ore, iar 4 adulti si 7 copii
vopsesc doua garduri in 36 de ore, in cate ore vor vopsi 3 garduri 2 adulti si
11 copii?

14.2 Clasa 6

6.1 Fie un numar format din 3 cifre diferite. Cea mai mare cifra a lui este
inlocuita cu 1. De exemplu, 263 va deveni 213, iar 761 va deveni 161. Se stie
ca numarul obtinut este divizibl cu 50. Aflati toate numerele care indeplinesc
aceasta conditie.
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6.2 Determinati ultima cifrd a numarului
A= 12023 + 22023 + 32023 +. o+ 20222023 + 20232023.

6.3 Fie S multimea numerelor naturale de la 1 la 2023. Daca din S se elimina
numéarul X, atunci media aritmeticd a numerelor ramase devine X. Aflati
valoarea lui X.

6.4 Un patrat cu latura care este un numar natural are aria 2023t, unde ¢ este
un numar natural. Care este cel mai mic perimetru posibil al acestui patrat?

14.3 Clasa 7

7.1 Fie p, g, niste numere prime. Stiind ca numarul

este un numar natural, aratati ca el este prim.
7.2 Determinati numerele de doua cifre ab, cu a < b, care satisfac relatia

ab=a+(a+1)+...+(b—1)+b.

7.3 Marius méananca fructe dintr-un copac magic cu 2023 de mere, 2023 de
pere si 2023 de gutui. Dacd mananca un mar, cade o para si cregte o gutuie.
Daca mananca o para, cad 2 gutui si creste un mar. Daca mananca o gutuie,
cregte o para gi cad 3 mere. La un moment dat pe copac a ramas doar un
fruct. Care este acest fruct?

7.4 Fie ABC un triunghi dreptunghic cu m(£BAC) = 90°. Demonstrati ca
lungimea inéltimii din varful A este o patrime din lungimea laturii BC' daca
$i numai dacd masura unui unghi al triunghiului ABC' este de 15 grade.

7.5 Numerele reale pozitive x,y, z satisfac relatia x + y + z = 3. Aratati ca

x2+y2+y2—|—z2 22 4 12
r+y Y+ z Z+x

>3

7.6 Dintr-o tabla de dimensiuni 8 x 8 sunt taiate doua colturi opuse. Putem
acoperi complet tabla cu dominouri de dimensiuni 1 x 2 astfel incat ele sa nu
se suprapuna sau sa depaseasca suprafata tablei? Dominourile pot fi plasate
orizontal si vertical.
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14.4 Clasa 8

8.1 Fie x,y, z nigte numere reale pozitive. Aratati ca

23 B B
—+—+—2>z+ty+=z
yz  zr  xy

8.2 Aflati numerele intregi « si y care indeplinesc relatia 22y + y? = z>.
8.3 Fie a, b, c nigte numerele naturale nenule. Demonstrati ca numerele

a’+b+e, b2+ ¢+ a, A4a+bd

nu pot fi patrate perfecte simultan.

8.4 Fie n un numar natural nenul si un poligon regulat (cu toate laturile egale)
cu 2n laturi. Keta si Slavic joacd un joc. Pe rand ei deseneaza céte o diag-
onala in poligon care nu intersecteaza alte diagonale in interiorul poligonului
(pot avea varfuri comune). Cel care la un moment dat nu poate desena o
diagonala pierde. Cine cagtiga daca Keta deseneaza prima diagonala si ambii
joaca optimal?

8.5 Fie ABC un triunghi in care punctele E si F' sunt punctele tangenta
ale cercului inscris triunghiului cu laturile AB si AC, respectiv. Bisectoarea
unghiului ZBCA intersecteazd EF in punctul 7. Aratati c& m(£BTC) =
90°.

8.6 Fie m si n doud numere naturale. Produsul divizorilor lui m este egal cu
produsul divizorilor lui n. Este necesar ca m si n sa fie egale?

14.5 Clasa 9

9.1 Fie a, b, ¢ nigte numerele naturale nenule. Demonstrati ca numerele
2 2 2
a“+b+ec, b +c+a, c“+a+b

nu pot fi patrate perfecte simultan.
9.2 Numerele reale pozitive x,y, z satisfac relatiile

xz <9, z+1y < 25, z+y+ 2 <169.

Aratati ca

VI 4y + vz < 19.
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9.3 Fie ABC un triunghi ascutitunghic cu centrul cercului circumscris O.
Fie K un punct astfel incat linia K A este tangenta cercului circumscris tri-
unghiului §i m(ZKCB) = 90°. Punctul D se afla pe latura BC' astfel incat
KD || AB. Aratati cd linia DO trece prin A.

9.4 Fie n un numar natural nenul si un poligon regulat (cu toate laturile egale)
cu 2n laturi. Mihai si Slavic joacd un joc. Pe rand ei deseneaza cate o diag-
onala in poligon care nu intersecteaza alte diagonale in interiorul poligonului
(pot avea varfuri comune). Cel care la un moment dat nu poate desena o di-
agonala pierde. Cine castiga daca Mihai deseneaza prima diagonald gi ambii
joaca optimal?

9.5 Fie a, cel mai mare divizor impar al numarului natural n. Calculati

N = ago23 + az024 + a2025 + - - . + @a044 + Q4045-
9.6 Aflati numarul prim p si numerele naturale a si b care satisfac relatia

a? + b* = p!
2023 Solutii

14.6 Clasa 5 Solutii

5.1 20232 = 4092529 = 4 x 1023132 + 1. Deci 20232 este un numar de forma
4k + 1. Un numar cu ultima cifra 3 ridicat la o putere de forma 4k + 1 va
avea ultima cifra 3, deci ultima cifra a lui A este 3.

5.2 Bicicligtii se vor intalni in = 3 ore. Atunci distanta parcursa de

musca va fi 3-100 = 300 km.
5.3 17x34x(9—2):(8—6)=2023.
5.4 Notam adulti - a, copii - ¢, garduri - g, ore - h. Din conditie avem

15
20+ 30

3agibc...1g...24h 3agibc...1g...24h
4dagi7c..2g...36h <& J4asi7c..1g..18h
2agillc..3g...7h 2agillc...3g...7h

3asgidc...1g...24h - 12agi20c...1g...6Nh
4agi7c..1g...18h 12asi2lc...1g...6h
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copiii nu fac nimic.

4agi7c..2g...36h 4a...2g...36h
2agillc...3g...7h 2a...3g...7h

2a..2g...72h

2a...3g...7h

= 108.

numaéarul de ore este

14.7 Clasa 6 Solutii

6.1 Ca numirul si fie divizibil cu 50 ultimele cifre trebuie si fie 00 sau
50. 0 este cea mai mici cifrd, deci aceasta nu va fi inlocuitd. Deoarece
cifrele numéarului sunt distincte, ultimele doud cifre vor fi 50. Ca 5 s nu
fie Inlocuit, prima cifra trebuie sa fie mai mare decat 5. Deci numerele sunt
650, 750, 850, 950.

6.2 Notam cu u(z) ultima cifrd a numarului natural z. 2023 este un numér
de forma 2k + 1 sau 4k + 3. Stiind ca toate puterile cu baza care are ultima
cifra 0,1, 5,6 mereu vor avea aceasi ultima cifra si ca u(24413) = 8, u(34+3) =
7, u(42F 1) = 4 o (74+3) = 3, u(8%F3) = 2 u(9%+1) = 9, avem

U(A) — u(12023 + 22023 + 32023 + . + 20222023 + 20232023)
U(12023 4 22023 4 32023 IS 22023 4 32023)

u(202- (44+5+6+3+2+9)+203-(0+1+8+7))
6

2023-2024 X

—2 X & X =1012.
2022 < 0

6.3 Din conditie avem relatia
6.4 Notam cu a latura patratului. Din conditie avem a? = 2023t = 172 - 7¢.
Atunci numarul 7¢ este un patrat perfect. Cel mai mic perimetru a patratului

va fi atunci cand lungimea laturii este cea mai mica, adica cand ¢ este cel mai
mic posibil, decit =7 g1 P=4a=4-7-17 = 476.
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14.8 Clasa 7 Solutii

2 2
71 M= 2432 _5pat2grtdrp

p q r bgr
= p|5pq + 2qr + 3rp = p|2qr = p =2 sau p =g sau p = r.
IR

r
g=r
5

1.1)q:3:>M:2+;:>T|5:>T:5:>M:3.

= pqr|5pg + 2qr + 3rp

= qr|5q + 3r = ¢|5q + 3r = ¢|3r = ¢ = 3 sau

8
12)g=r=M=1+—-=r8=r=2= M =5.
T
5q + or

2lp=q=M = = qr|5q+5r = ¢q|bq+5r = ¢q|br = ¢=5sau g =r.

)
21)g=5=M=1+-=rf=r=5=M=2.
T

10
22)q=r=M=—=r[l0=r=2saur=5= M =5sau M = 2.
r
T¢+3
3)p:r:>M:M:>qr|7q+3r:>q|7q+3r:>q|3r:>qusauqzr.
r

7
3l)g=3=>M=1+-=rT=r=7=M=2.

3.2)¢ = r. Analog cu 27.42).

72 a+(a+1)+...4b<1+42+4+...49=45=a <4

a=4. Atuncib>5giab>45=1+2+...4+9 = ab = 19, contradictie.
a=3 Atunci3+4+...+(b—-1)+b=3b&1+2+...+b-1=33 &
b(b — 1) = 66, ecuatie care nu are solutii pentru 4 <b < 9.

a=2 Atunci2+3+...+(b-1)+b=2b1+2+...+b-1=21 &
b(b — 1) = 42, ecuatie cu solutia b = 7.

a=1Atunci 1+2+...+(b—-1)+b=1b&1+2+...+b-1=10&
b(b — 1) = 20, ecuatie cu solutia b = 5.

Deci numerele sunt 15 si 27.

7.3 Notam cu (g, m,p) numarul de gutui, mere si pere la un moment dat.
Daca Marius manéanca un mar tripletul (g, m,p) devine (¢ +1,m — 1,p — 1),
numerele m+p gi (m — 1) + (p — 1) au aceasi paritate.

Daca Marius ménancd o para tripletul (g,m,p) devine (g —2,m + 1,p — 1),
numerele m +p gi (m+ 1) + (p — 1) au aceasi paritate.

Daca Marius mananca o gutuie tripletul (g, m,p) devine (¢ —1,m —3,p+1),
numerele m +p si (m —3) 4+ (p+ 1) au aceasi paritate.

Deci, paritatea numarului m + p mereu va fi aceasi. Initial m + p = 2023 +
2023 = 4046— numar par. Daca la final pe copac a ramas doar un méar sau o
parda vom avea m+ p = 0+ 1 = 1— numar impar, contradictie. Deci pe copac
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a ramas o gutuie.
7.4

¢ b

A B

1) Fara pierderea generalitatii fie ZABC = 15. Fie D piciorul inaltimii

din A, iar M mijlocul laturii BC. Din faptul ca AM = MB = MC,

trebuie sa demonstram ca AD = ATM. /ZACB = 180 — 90 — 15 = 75.

ZAMD = ZAMC = 180 — 75 — 75 = 30. In triunghiul dreptunghic AM D

avem ZAMD = 30, atunci AD = 4M_ Deci AD = BC.

2) Fara pierderea generalitatii ie ZABC < ZACB. Din conditia AD = %

i AM = MB = MC avem AD = ATM. Atunci avem ca LZAMC = ZAMD =

30. Deci ZACB = 180230 — 75 i ZABC =180 — 90 — 75 = 15.

2?4 2 _@ Ty
Ty _2 2 2 2, .2 2 2

22y < (x —y)? > 0. Atunci rty +2 te +2 Rk > x+y+y+z+

z+y Y+ z z+x 2 2
z+x

7.5 Vom arita cd 22 +yY) > (v +y? e +y? >

=r+y+z=23

7.6 Coloram tabla cu alb gi negru ca o tabla de sah. Un domino va acoperi un
patrat alb i unul negru, deci numaéarul de patrate albe acoperite gi numarul de
patrate negre acoperite vor fi egale. Deoarece tabla initiala va avea un numar
egal de patrate albe si negre, iar colturile opuse au aceasi culoare, dupa ce
sunt taiate colturile vom avea un numar diferit de patrate albe si negre. Deci
nu putem acoperi tabla cu dominouri.

14.9 Clasa 8 Solutii

.’173 y3 2'3
81 —+ =+ —>zty+zeat+yt+2 > a?yz 4yl + 22ay.
yz  zx Ty

eyt > a2y 122 2% e (2 — )2 4 (92— 222 4 (22— 22)2 > 0.

22y’ +y? 22+ 2222 > 2Py tytra+ 2oy & (vy—y2) 4 (yz—22)2 4+ (22 —2y)? >
0.
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8.2 Rezolvam ecuatia de gradul 2 fata de y. A = 2* + 423 = 22 (2 + 42) =
22 4 42 este un patrat perfect dacd x este nenul, iar dacad z = 0 = y = 0.
Deci 2? +4z = k* & (2+2)? = k®’+4 & (v+2+k)(z+2—k) = 4. Verificand
cazurile obtinem solutia * = —4,k = 0. Atunci A =0si y = =~ = -8.

8.3 Presupunem ci toate 3 numere sunt patrate perfecte. Atunci a®+b+c >
(a+1)2 < b+c>2a+1. Analog avem c+a > 2b+1sia+b > 2c+ 1.
Adunand toate 3 relatii avem 2a + 2b + 2¢ > 2a + 2b + 2¢ + 3, contradictie.
8.4 Vom arata ca Keta are strategie de castig. Notam poligonul A; As...As,.
Prima diagonala care o va desena Keta va fi una dintre diagonalele principala,
impartind poligonul in doua figuri simetrice. Fie aceasta diagonala Ay A,41.
Apoi dupa ce Slavic deseneaza o diagonala, Keta va desena o diagonala si-
metrica fatd de A1 A,41. De exemplu, daca Slavic deseneaza diagonala A;A;
(1 <i<j<n+1), Keta va desena diagonala A,;114,4,. In acest mod
Keta mereu va putea desena o diagonala, deci ea cagtiga.

8.5

A

B C

Fie I centrul cercului inscris triunghiului ABC. Deoarece ZIEB = 90 vom
demonstra ca I, E,T, B se afla pe un cerc. ZETI = 180 — ZFTC = 180 —
(180 — £498 _ (180 — ZAFE)). Triunghiul AEF este isoscel deci ZAFE =
90— £BAC - Agadar avem ZETI = 180—(180— £48E — (180— (90— £84C))) =
90 4 £ACB | £BAC _ 180 — £ABC Deci /EBI = #48€ = 180 — ZETI =
I1,E,T, B se afla pe un cerc = /BTI = Z/BEI = 90.

8.6 Fie d(t) numarul de divizori a numéarului natural ¢. Dac& unul din m gi n
este 0 atunci si celalalt este 0. Consideram cazul cand numerele sunt nenule.

Fie d un divizor al lui m atunci 7 tot este divizor al sau. Deci produsul

154



divizorilor lui m este m“ %" . Dacd m e un patrat perfect atunci vom grupa
% perechi de divizori si y/m rdméane de unul singur gi obtinem c& pro-
dusul este acelagi. Deci avem c& m*™) = nd(")  Fary pierderea generalititii
fie d(m) > d(n). Fie p un numaér prim astfel incat in factorizarea lui m sunt
mai multi de p decat in n. Atunci am avea c& in m®™) sunt mai multi factori
de p decat in n?™ obtinem contradictie. Deci avem ci m|n. Dar asta ar

insemna c& d(n) > d(m), dacd m # n e imposibil. Agadar avem cid m = n.

14.10 Clasa 9 Solutii

9.1 Presupunem ci toate 3 numere sunt patrate perfecte. Atunci a®+b+c >
(a+1)2 < b+c>2a+1. Analog avem c+a > 2b+1sia+b > 2c+ 1.
Adunand toate 3 relatii avem 2a + 2b + 2¢ > 2a + 2b + 2¢ + 3, contradictie.
9.2 In cele 3 relatii egalitatea are loc pentru z = 9,y = 16,z = 144. Din
inegalitatea mediilor geometrica si aritmetica avem

VT = vz < z+9

3 6

6y _y+16
:7<

\/:U 4 = ] )

Vi V1442 < z+ 144.
12 24

Adunand relatiile obtinem /x + /5y + /z < Az + 3y2—ZZ 228
9.3 Fie D' un punct fantomd care este intersectia dreptei AO cu BC.
Vom arita ci KD' | AB din care rezultd c& D' coincide cu D. Deoarece
AK este tangenta la cerc avem cd /D'AK = ZOAK = 90. Deoarece
/D'AK + /D'CK = 180 avem ci AD'CK este un patrulater inscriptibil.
Atunci ZAD'K = ZACK = 90 — ZACB, dar ZBAO = 180=224CB
90 — £C, deci obtinem cd ZAD'K = ZBAO = AB || KD’'. Asadar avem ci
D = D’, de unde rezulta concluzia.

<19.
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9.4 Vom arata ca Mihai are strategie de castig. Notam poligonul A; As... As,,.
Prima diagonala care o va desena Mihai va fi una dintre diagonalele principala,
impartind poligonul in doua figuri simetrice. Fie aceasta diagonald Aj A, 1.
Apoi dupa ce Slavic deseneaza o diagonala, Mihai va desena o diagonala si-
metrica fatd de A1 A,+1. De exemplu, dacd Slavic deseneaza diagonala A;A;
(1 <i<j<n+1), Mihai va desena diagonala Ay, 4114, n. In acest mod
Mihai mereu va putea desena o diagonala, deci el castiga.

9.5 Fie x un numar natural §i d cel mai mare divizor impar al sau. Atunci
urmatorul numar cu cel mai mare divizor impar d va 2x. Cum 4045 <
2 - 2023 = 4046, toti temenii ag, 2023 < k < 4045 sunt distincti. Deci,
avem 2023 numere impare distincte mai mici sau egale cu 4045. Deoarece
2023 = %, numarul N va fi suma numerelor impare de la 1 la 4045, adica
N = 20232

9.6 pP > p! = p > a,b. Din teorema mica a lui Fermat avem

O0=pl=a’ 4+ =a+b(modp)=pla+b=a+b=p.
al + b7 =aP 4+ (p— a)? = pl,ala?,alp! & alp < a = 1.

a? + (p—a)’» =1+ (p— 1) = p! Pentru p > 2 avem c& partea stangd este
imparéa iar partea dreapta este para, contradictie. Decia =1,b=1gi p = 2.
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