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Prezentul calet contine enunturile gi solufiila testelor
prin corespondent¥ din cadrul Concursului Interjudetean de Maie-
matic¥ "Traian Lalescu®, editias 1987, pentru claca a IX gi a X-a,
Este fnsotit de 5 note g1 comentarii matematice sugerate de pro-
blemele din teste gi doresc s3 ofere o cale de lirgire a orizon-
tului de cunogtinte matepatice ale elevilor,

_0a1etu1 contine gi enunturile testelor nr.l pesatru clasele
a IX-a 51 a X-a,

Enunturile testelor nr.2 - 5 vor apirea in numerele urmi-

toare. Un caiet similar va apirea (caietnl nr.6-liceu) pentrn

clasele a XI-a gi a XII-a.



PREPATA

Conoursul Interjudetean de Matematicd "Traian Lalescu" a fost
inigiat de ciitre Facultatea de §tiinte ale Naturii, Sectia Matematic}
Universitatea din Timigosra gi Inspectoratul §colar Judetean Carag-
Severin fn ocolaborare cu Inspectoratele §colare Judetene Arad, Hune-
doera gi Timig, la Consfituirea MetodicX din 8-9 cotombrie 1984 de
le Otelu Rogu. La orgenizarea lui participX nemijlocit Consiliile
Judetene ale Organizafiol Pionierilor gi Comitetele Judetene Arad,
Carag-Severin, Hunodoara gi Timig ale U.T.C., Universitatea din Ti-
migoara @i Institutul Politehnio "Traian Vuia™ din Timigoara., Acest
concurs s-a desfigurat dupd ounm urmeaz¥: Bditie & I- 2 la Caransebeg
21-23 martie 1985, Editie a II-a la Deve, 28-30 martie 1986 gi Edi-
tia a II-a la Inen, 4-7 iunie 1987.

Eycopind ocu anul goolar 1986-~1987 a-su experimentat gi s-su per-
fectionat noi forme de organizare care prevdd desfigurares a cinci
etape promergitoare gi o sectie "prin corespondenti" & conmoursului-,
in oadrul eectiei prin corespondentd se adreseazd ooncurentilor amwn-
torl din cele patru judete organizatvare, sau din orice alt judet,
oinci teste a cite oinci probleme (pentru fiecare dintre etapele I-Y).
Aceste teste se intocmesc pe clase gi conditia de Sfnregistrare oa
participant este rezolvarea coreotd a cel putin douX problomg pentru
fiecare etapl gi expedierea- lor Sn termenul stabilit de cidtre comisie
de coractare gi premiere (la data gi adress meniionat¥ mai jos).

?n acest ocasiet de informare matematiocl a elevilor interesati
in aprofunéarea matematicii gi a profeeorilor animatori ai programu-~
lui competitional al elevilor sint cuprinse solutiile problemelor de
la testele prin corespondentd pentru troaptu I. de liceu @i enuntu-~
rile problemelor din testul I, editia 1987-1988, fmpreun¥ cu cinoi
note ¢i comentarii monite s¥ lirgeasc¥ orizontul de cunogtinte mats-
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natice . Snungjurile testelor Iir.2-5 vor epare in caietul Ir.7.
Sfnt progreccate 83 cparid cite un caiet pentru fiecare etapi,
fiecare clasd (V-XII) si fiecere formi de concurs.
La editia a I-8 a forme; prin corespondentd & concursului
" Traien Lalescu ", 1987, a iarticipat un numdr mere de elevi,
Dintre acegtia comisis de corectare g§i premiere a acordat distinctil
urnitorilor elevi:
Clasa a IX-a
Premiul I: SCHEUSAR IOAN, Liceul de Matematici-FizicX, Caran-
sebes.
Premiul II: RUSU BOGDAN, Liceul de MatematicX¥~FigicH, .Carane~ -
sebes.
Premiul III: BOLDEA COSTIN, Liceul de Matematiol-Fizic¥ Nr.l,
Timigoara.

Clasa a X-a

Premiul II: PHILIPS PETRA, Liceul KR.lLenau, Timigoara.
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1. EWN}'URiLE TESTELOR PRIN CORESPOHDEN"I‘: ALE CONCURSULUIL
"TRAIAN LALESCU", BDI'.}‘IA 1987

1,A, Enunturile testelor prin corespondeny#, editia 1987,
peptru clasa a IX-a,
TESTUL )
1, Fie E o multime nevid¥ gi A,BE ?(E?. Se consider¥ funoti:.
Cty Pey— Fa)x Pvy, £x) = (XOR,XOB). 5K e srate ok £ este
bijeotivi dacX gl numai daci B -CBA gl in acest caz s¥ se-determi~
ne £7%,
2, a) Dacid fntr-un triunghi ascufitunghio cea mai mare inXlgime
- A -
AA' este egalX ocu mediana BM, atunci m(B) < 60°.
b) Demonstrati c& dac¥ intr-un triungbi ascujitunghic ABC
are loc egalitstea By = I'b - ho’ atunoi triunghilil este echilateral,

3, Se oconsider¥ triunghiul isoscel ABC (AB=AC). Din mijlocul

M al laturii BC ducem MD 1 AC (D €AC) gi fie N mijlocul segmentwiui
MD . Demonstrati oX AN\ BD.

4. Se consideri 2n puncte in plan, oricare trei necoliniare.
Colordm (1la fntimplare) n din soeste punote ou rogn gi celelaltc 2
ou albastru. Demonstrati o¥ putem duce n segments ou oapetele in
cele 2n puncte astfel fnoit fiecars segment s¥ aidi capstele_de tu-

lori diforite gi oricare dou¥ din sceste segments s¥ nu aib puncte
interioare oomuns.
TESTUL
5. &) Fle £: B — R, f(x) = axZ+bx+o (a € R*. b,ceR) gl ¢
Demonstrati oX max{lf( « =1, jeCa ), (20 420\ }?’% °
b) Dintre toate polinoamele f de gradul 2 ou proprietefc:
ek [£(x)| < 2, (Wxe (0,2],85 se doterninéd acela care are cosfici:..



tul dominant minim.

6. in triunghiul asouitunghio ABC se duc inXltimile M-i, BB!,
CC',. Demonstrati od

8) Perpendicularele din mijloacele laturilor BC , CA , AB
respectiv pe B'C'", C'A', A'B' sint oonourente,

b) Perpendioularele din A, B, C respectiv pe B'C!', C'A', A'B?

sint ooncurente.

Te ;n triunghinl esoutitunghic ABC se inscrie un semicers ou
centrul pe |AB| gi tangent la BC gi AC respectiv in P 3¢ Q; Pie
{s} = arnma.

Demonstrati od CS.1AB.

8, Se consideri triunghiul asoutitunghio ABC g4 A' ¢|BC|, B¢
€ |AC}, C' ¢ |AB| sstfel Sncit AA®, BB', CC' sint bisectosrele un-
ghiurilor triunghiului A'B'C', Demonstrati c¢X A', B', C' sint pi-
cioarele fniltimilor triunghiului ABC,

9. Se conaider¥ 1987 de mult{imi, fiecare avind 45 de elemente.
Dem:natrati of dacX oricare douX dintre acestea au un singur ele-~

ment oomun, atunol toate cele 1987 de mult{imi su un element comun.
TESTUL

10, Pentru ce valori ale lui a ¢ m" solutiile ecuatiilor x2 +

+ % X =2a =0 g1 x2 + -.6- x - a = 0 sint distincte gi ee separi (d-
dioc¥ intre doud solutii ale uneia din ecuayii se afl¥ exact o so~

lutie a csleilalte ecuatii) ?

11, SX se determine funotiile £:DC R —>R ou proprietatea of
f(xy) = xt(x) + y£(y) , (¥) x,yeD, dack
a) D= _R.

b) D= (0,a) ou ocacl,
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12, Pie ABCD un patrulater cirocumscriptibil, S& se arate oX
a) Oercurile Snscrise in triunghiurile ABD gi BDC sint
tangente.
b) Punotele de tangent¥ ale acestor cercuri ou laturile

patrulaterului sint virfurile unui patrulater insoriptibil,

13, Pie ABCD un patrulater insoriptibil. Demonstrati o ocon-
trele cercurilor insorise in triunghiurile ABC, BCD, CDA, DAB sint
virfurile unui dreptunghi,

14, Fie D punctul de intersectie a bisectoarsi unghiului A al
trivnghiului ABC ou oerscul ciroumsoris triunghiului. Demonstrati
ok AD > AB{AD,

IESTUL 4
15. 8) File n ¢ u" gi d un divizor natm:al al lui nz. Demonstr-
ati od numirul n2+4d' nu este pitrat perfect.
b) Pie a,b € 2 gi p(x) = x2+ax+b, Ar¥tati oX existd o e
€ R-Q astfel inoit p(d ) € Z.

16, Se consideri numersle reale 815 85y ¢so g an,distinote
douX oite dou¥. Determinatl valoarea minimi a _funo?ioi ft R—'R,
£(x) = (x-8;| + \x-85] +ees + \x-a, 0
17. Se dX% trapezul ABCD ou AB (|CD. Pe laturile neparalolo~(AD)
g1 (BC) se iau reepectiv punctele M gi N astfel fnoit . %_- %%-.
Pie {P} = MENAC g1 {Q} = M BD, Demonstrayi of UP = KQ.
18. fntr-un disc dé raz¥ r se iau 8 puncte distinoto.l' De-

monstrati of printre acestea exists dou¥ ou dietanta dintre-ele

mai miod decit r.

1, B, Enunturile testelor prin corespondent#, editia 198
pentru.olasa 8 X-a,
TESTUL
A
19, In figura slituratd, ariile celor patru triunghiuri ha.-



gurate sint egals.
a) Damonstrégi cd g1 ariile
celor trei patrulatere sint egale.
b) Dacd ariile triunzhiurilor
hagurate sint egale cu 1, detcrmi-

nati aria unui patrulater.

20, Pie ABC un triungni ascufitunghic gi O centrul cercului
c_f’rcumacris triunghiulul ABC.

a) Daci da' db' dc 8int respectiv distantele de la O la latu-
rile triunghiului, ardtati cX d. + db + do =R +r.

b) Demonstrati cf max {h., by, b } >R + r,

21, Demonstrati cid pentru orioce n € 5" ecuatia x2+y2 = g® are
solutie in R‘xN‘xN..

A
¥ 22. Intr-un cerc de razi 1l se insorie un poligon regulat
Al"?""n' Demonstrati cX dacZ P este un punot de pe ocercul oir-

oumscris poligonulul, atunci PAZ + PAS + euu + PAZ = 2n,

TESTUL ‘&

¥ 23. Laturile opuse AB gi DE, BC gi EP, CD g1 FA ale hexagonu-
lui convex ABCDEP sint paralele, Demonstrati c& q-[ACE] - T[BDPJ.

w 24, Hexagonul convex AlAiAZA'zAJAﬁ este Snacrio fintr-un cersc gi
m /-\ ~ °
m(AlAi) - m(AzA'z) = m(A3A5) = 60", Demonstrati cd mijloacsle coar~
delor AiAz. A'2A3, A§A1 sint virforile unui triunghi echilateral,

29. Pie ‘@1(01.1'1) gl '6’2(02"2)’ r1< Too dou¥ cercuri se-
cante in A ¢f B gi PE€ '@1. Dacl Py oi Py 8int intersectiile drepic
lor PA gi PB cu ‘6: 20 sd se arate cd raza cercului oircumscris

triunghialui 1’1’11’2 eote egald cu 0,0,,

& 26, Domonstrati cX nu oxinti progresii aritmetice infinite de

numere naturale fn care totl termenii eint pitrate perfecte.
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21. S& se giseascd solu;ulo ecuatiei

1o HE L, DM o) (e )

TESTUL 3
28, Fie ABCDE un pentagoa convex de arie 8 o1 o;, sy, 85, 8,,
8; reepeotiv ariile triunghiurilor ABC, BCD, ODE, DEA, EAB.
a) Ardtati o¥ cel puyin unul dintre numerele 81y 85 85, LT
85 eate mal mare deoit 5 . \
b) Dack 8 =8, = s, e ==, o se determine 8,

29, Hexagonul oonvex ABCDEF are aria S. Demonstrafi od cel
Putin unul dintre jriunghiurile ABC, BOD, CDE, EDF, DFA, PAB are
aria & % :

:__'}0:_.Domonstntl ol 1ntro raga r a sferei fnsorise fntr-un
tetrasdru oc)ufaoil_l ¢l raza R . cercului. oircumscris m;u fote
are 1oc inegalitatea R >2\2 r,

31. Fie a, a+r, «..y a4n0r, see O progﬁronio aritmetiocd infi-
nit¥ tantd de re reale, Demonstrayi ol aceasti progresie
oonts.no © progresie 5oonstri.ol infinitd deod g1 numai daoc¥ ‘e Q.

‘_32.' Pie A = {1,2,...,11_} ol pe 15! » P<n. Determinati numi:;jul
submul{imilor de p elemente sle lui A, care nu oontin douX numere

oonuenf_ivo.

TESTUL 4

33, Pack a, b, d_dt_!.nt lungimile lnt?.i-tl.yl:- unui trh_m;h}. a-
tunci 2 . 2 2
) o? + ¥+ o - 3abo 3 a(b-0)? ¢+ b(0-a)? + o(a-b)?,

34, Se considerk girul de numere naturale
N ‘ -t -
1 e x)Lx5<Ty3 oo ou proprietates o x  ,<2n, fﬂuel.
Demonstrati ok -pentru orice k€ " existd x40 X4 apar{inind girulni
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dat, astfel fnoit zi-x3 = ko

35, Pie P un punot interior triunzhiului ascutitunghie ABC,
Notdm cu u, v, w distanjele de }l P la laturile BC , CA , AR
(respeotiv) gi AP=x, BPay, CP=z, Demonsfrq;i inegali{titile:

}6.A§s deu 13 puncte in plan, oricare 3 necoliniare gi eri-
vare 4 gooonoioliae: Demonatrati c¥ printre soeste puncte existX
trei, A, B, C aatfel fnoit cercul ecircumsoris triunghiului ABC
s oon{inX In interior exsct 5 din cele 10 punote rimase, .
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2, SOLUTIILE TESTELOR PRIF CORESPONDENTA ALE CONCURSULUI
"TRAIAN LALESCU", EDITIA 1987

2. A, Soinyii;a testelor pfln corespondentX, editie 1967,

1. Ple E 0 multime nevidX gi A,B ¢ ?(1_:7). Se oconsiderk func-
tia £3 \?(E)‘* Feay x ?(B). £(X) = (XNA,XOB), S se arate oX
? este bijedt!.b -dack g1 numai dacX B = CgA ¢i in acest caz eX 8o
determine 21,

SOlujie; ( => ) Presupunem f bijectivd gi aritim oX AUB = B
¢l ANB = 0;

Dack AUB # E, (3 ) xe B~ (AUB). Fle CCE: x¢C (de exemplu
CEAUB). Atunot C ACU{x} si £(C) = {COA,CNB} = 2(0 U{x}),
deci £ nu este injectiv¥, contradiofie. DooX ANB £ B, (3 )yecAnB
Ardtém o £ nu este surjectiv!._mai preois ol £(X) £ ({y}.0) e
e feny x Pmy, (¥)xeP(B). .

in adeviir, dac (3)xe P(E):1 £(X) ({3} +9), n_tunoi ANX =
;{y} 81 BNX = @, Din prima ?g}atia rezn!.tl o yeX, deocl ye
€ BNX in oontradictie on relatis m_x = @,

( <==') BaCpA =>¢ buaot,ivl.

Ple X,2¢ P(B): £(X) = £(¥). Aven deci I0NA = YNA ¢4 XOB =
= YNB, de unde obtinem succesiv:i X = XNE = XN (AUB) =
= (XN A)U(XAB) = (TAA)U(XOB) = YN (AUB) = INE = ¥, dect £
eate 1njeotl.v!:

Ple scum (A;,B,) € Feay x ?(B), ndic! AIC 4, B,CB. Deca~-
rece ANB = B, rezultd off B,NA = 41N B = P Pentru X = 4,UB, €
€ P(B) avem £(X) =((A;UB))0 A,(A;UB;)VB) =((4; ARV (ByN1A)y
9 (4,0 B)U (B, OB)) =(AU ﬁ.n_lun) = (4,,B;). Prin urmare f este
o1 surjeotiyi.

Din oele de mai sus regult¥ ol £ este bijectivd dac¥ gi nu~
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mai’dnck B = Opk i in scest car ] 3(&) <P @) Py,
£72(a,,8,) = AU By.

Ohse ie

Relstia AUB =B de la implicatis ( => ) poate fi demonstrati
qtrog_t_»th_:s.nq seama de proprietatea de absorbtie: pentru orice
mulgizd X, Y, (XUV)OX = X3

E €T (E)=>1(E) = (ENA,EOB) = (4,B).

AUBe P(E)=> £(AUB) = ((AUB)NA,(AUB)NB) = (A,B). Deot
£(E) = £(AUB) gi cum £ este injectivi rezultX AUB = B,

De usa:nonen, B=Cph=>¢ injectivd poate fi domonstr;ti fo-

losind proprietitile functiei caracteristice (pentru detalii se
poate consults $hRiptsur, € Riztiuc, Tems putne wnanchs don Liar, e T.)

{xr\A-vnA___;’%q’mx-‘f AOQY PN icﬁ:‘fx'- ?LSYY

=
XNB = VOB 1ax = $1av T2 P = i fy.

= €%+ R0 = "fv((‘ﬁ + 2.

Dack A 4 6 atunol (¢ f5 = 1, dect Gy = ‘-(’Y S xaY.
Dno? A =6 atunoi (fx..‘{’x = g ‘fY => X = ¥ (am notat B=Cpd =
=A)e

Recomandim demomstratia upli_.catioi B-cEA => £ injectivi fo-
losind metoda réducerii la abdbsurd. M

2. a) Daci¥ fntr-un triunghi escugitunghic ocea mai mare inXl~
time AA' este egald ou mediana BM, atunci n(ﬁ)560°;

b) Nemonstrati ok dack fntr-un triunghi asoutitunghic ABC
.ro_loo egalitatea B, = &b - h° atunci triunghiul este echilate-
ral,

Soluti

& « Arktin of n(kBC) = 30° o1 m(iBA)<
N € 30°, Ducem MM'] BC(M'G BC) oi

fie ¥ mijlocul lui AB. Rezult¥ oX

' 1 1 -
g i M ® 3 AA' ='; BM, deci m(MEC) =
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- 10°,

Rezult¥ ol m(l;;ll) = 30°, deci pentru a demonstra c¥ m(ll/l?n)s
< 30° este suficient s¥ demonstrim of FMg NB,adic¥ BC<AB, inega-
litate care rezulti imediat din faptul c¥ Sfatr-un triunghi produ-
sul dintre o latur¥ gi inXltimea corespunzXtoare este constant iar
AA' este cea mal mare in¥l{ime a triunghiului.

b) Decarece h, = lb 2h, el b =n>h, b, este cea mai ma-
re in!l_y_ime a triunghiului ABC: Cum ho = mg, din prima parte a
problemei rezultk o¥ m(A) < 60°.

Pe do_a altd _parte. mediana mg este ocea mai mic¥ mediani a tri-
unghiului, deoarece m, = L bé oy el m, = h, < m,. Rezultd o¥ A )
este cel mai mare nngh!. al triunghiului. Prin urmare g1 m(B) < 60°,
n(0) < 60° gi oum m(A)+m(B)+m(0) = 180°, &n mod necesar m(A) e n(B)
- n(0) = 60°.

3. Se oonsider¥ triunghiul isoscel ABC (AB = AC). Din mijlocul

*
¥ al laturii BO ducem MD| AC (DE AC) gi fie E mijlooul segmentn-
lui MD . Demonsirati o¥ ANL BD.

Solutie,
A Pie P mijlooul segmentului CD.
Atunci KP este linie mijlocie in
triunghiul MDG, deoci NP\|MC., Cum
AM| BC, rezulti oX NPl AN, Dar, prin
ipotez¥, MD1 AC, deci K este orto-
/ DP centrul triunghiului AMP, Rezulti
8 ” c ok ANLMP gi cum MP||BD.(MP este 1i-
nie mijlooie &n triunghiul BDC), AN BD, c.c.t.d. ~

4. Se copeiderX 2n puncte in plan, oricare trei necoliniare.
Colorim (la $ntimplare) n dintre aceste puncte cu rogu gi celelal-

te n ou albastru, Demonstrati ok putem duce n segmente ou capetele
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‘fn cele 2n punots metfel fnoit fiecere segment s¥ eibX ocapetele
de culori diferite gi oricare doud din aceste segmente 8X nu aibj
punote interiocare comune.

Solutie.

Pe Rl' Rz. ceoy Rn punotele colorate ou rogu si Al, Az,...,An
cele colorate ou albastru. Unim punctele albastre ou cele rogii in
toate modurile posibiles g¢i lufim n considerare toate configuratiile
formate din n segmente avind capetele de culori diferits. Dintre
aceste configuratii (care sint in numir finit) considerim configu-
retis 1% (esu una din configuratiile) ou suma lungimilor celor n
segmente minimi,

S& ar¥tim cX in acesstd configurafie nu existi doud segmente
cu punocte interiocare comune,

Presupunem de exexplu (AR) N (A'R')##}.‘.nnoi AR' + A'R<CAR +#A'RY

|
Aocs—ayp R

AL--Der

duiSnlocuind segmentele AR gi A'R! ou AR' gi A'R gi 1¥sind celelalte
segmente din ‘6 neschimbate, obtinem o configuratie 'é ' formatl
din segmente ou capetele de culori diferite §i ou suma lungimilor
segmentelor mai mioc¥ decit suma lungimilor segmentelor din confi-
guratia % s ceea ce contrasice proprietatea de minimalitate a

configuratiei ‘6

5. 8) Ple £1 R— B, £(x) = ax’+bxsc (a € €', b0 € R) gi de
Demonstref{i oX max {[t(* -, {0, lecd +1)\}> %o
b) Dintre toate polinoamele de gradui 2 cu proprietatea cX
{2(x)] <2, (*)xego,Z‘] s¥ se determine acela care are coefici-
ental doninlgt pinim.

Solugie,
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a) Avem: f£(d -1) = a(d2-2d 41)4b(d «1)+0 = £(d )=2ax +a<b

£(d 41) = ala2e2e +1)+b(d +1)40 = £(X )+2ax +a+b,
deoi

£(d=1) + £(d 41) = 22(d ) + 28=> &= Mﬁ%*_'f_ll;?_f.("‘_l

- \a\slfd-l +12(s +1) ] +212( \S_l___-p__lél_+_zu~_z" unde X =

= max {|£(4 -], 1£(& )\, \2(L 4\} . Doct > F-> '8\, ()

®) Din M> 'S recultd (a) < W => -M<a< 2,

Pentru & = 1, obtinem M = max {|£(o)l , l£(1)) , £(2) 2 2,
deci & -4, Inoercim s¥ det?rminﬁm polinoamele de gradul 2 ocu pro-
Prietatea din enun{ ou a=-4.

Deoarece in (%) avem egalitate, $n mod necesar (2¢0)| =|£(2))
=[£(2)] = 2 In plus, & » 2D+ LZ = 20(1) . 4, et £(o) =
-;"(_2\) = =2, £(1) = 2,.

Obtinem sistomml

i

a+d+o w 2
4a+2b+0 = =2, ocu solutia a = -4, 0 = =2, b = 8,

Rimtne sl verificlm o¥ funofia £27(x) = -4xz+ax-2‘lro proprie-
tates [£(x)| < 2, (¥)xe[o,2]. '

Deoarece - !%- - 16[0;2’]. dinegalitatea \-4:208:-2\42 este

echivalentd ocu

iz(o)l < 2 -
{2(A\ € 2, ocare (4in felul £n care am dotorlingt pe a,bd,0)
22\ < 2

aint verificate ou egalitate,

LT A .
6. In triunghiul ascujitunghio ABO se duo fn¥ltimile AA*, BBY,
cot. Demonstrati oX: '
a) Perpendicularele din mijloacele lnfnrilor BO, CA, AB res-

peotiv pe B!C!, O'A', A'B' sint concurente.
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b) Perpendicularele din A, B, C respectiv pe B'C', C'A', A'E

sint concurente.

Solutie.

a) Pie ¥ mijloocul eegmentului AB. Regultl
cd A':l = B'E = %3 , deci perpendiculara di:
M pe B'A' este mediatoarea segmentului B'A‘
¢i analog pentru celelalte doud perpendicu-
lare, Punotul de concurentX c¥utat este cen-
trul cercului oircumscris trianghiului A'BC!
b) Perpendicularele din A, B, O respectiv pe B'C', O'A', A'B*

sint ooncurente in centrul cercului ocircumscris triunghiului ABC,
p! dupd oum resulti imediat din to9rem lui
Bagel: A0 L B*C' (gi analoagele). Demonstira-
tia acestei teoreme o lisim pe seams oiti-
torului.

Te ;n triunghiul ascutitunghic ABC se inscrie un semicerec cu
centrul pe |AR\ ,tangent la BC g1 AC respectiv &n P gi Q. Pie {S} .
= APNBQ., Demonstreti o& CS.)\ AB.

Solugie,

b Pie D piciorul $ndltimii din C a triunghiu-
. lui, Trebuie 63 demonstrim oX dreptele CD,
AP g1 BQ sint concurente, adiock

AD B2 Q0 L0 AR BR ), egalitate
DB PC QA DB QA
g
— care rezultf din aseminirile A AQO~ AADC
> 6 B ¢i A BPO~ & EDC,

aé‘ﬁeuconeidorl triunghiul ascutitunghic ABC gi A'e |BC|, Ble
< lAclmal incit AA', BB', CC' sint bisectoarele unghiurilor tri.
unghiului A'B'C', Demonetra{i oX A', B', C' sint piciocarele inXlt{i-
milor triunghiwlui ABC.
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Solutie,
. R SK arétdm oX AA') BC,
13
t t A Ducem prin A parslela la BC gi notdp
ou Al g1 A, intersecfiile acestei
g drepte respectiv ou A'O' gi A'B',
c T : .
b2 AA', BB', CC' sint concurente, deci
BAL  oB  Act (1)
] A'0  B'A C'B
AA
8 < par ACL . 1 gy CB! A0 o0 atuney
C'B  BA' B'A

din (1) rezulti AAy = AA,. Prin urmere In triunghiul AjArAy, AAY
este bisectoare gi mediend, deci este gi SnXl{ime. Regult¥ oX
AAtL BC (0 AyA5). Analog se aratX oX BB'l AC.

9. Se oonsidsrd 1987 de multimi, fiecare, avind 45 de elemente,
Demonstrati o¥ dac¥ oricare douX dintre acestea au un singur ele-.
ment comun, gtuno!. toate cele 1987 de mul{imi au un element comun,

Solugte,

Ple Al, Aoy ooy A1981 cele 1987 de multimi g1 AjNA, = {x}.
Arftém oX o:_:int! cel putin 51 de mul{imi (din cele date) care 1
contin pe x. (%)

Dac¥ toate multimile Ay i1 contin pe x, problema este rogol-
vat¥. Presupunem of existi o mul{ime A care nu-l contine pe x. Re-
zultd o§ A are un element comun o'u Al- i x} gi un element comun ca
Ay- {x}, deol existd cel mult 44.44 = 1936 mul{imi A, adick cel
putin 1987-1936 = 51 mul{imi oare 11 contin pe x.

Piecare din aceste 51 de mul{imi are un element comun cu A @i,
tinind seama de ipotes¥, rezultX o A are cel putin 51 de o).emento,l

nbsu.rd..

10, Pentru ce valori ale lui a ¢ R" solutiile ecuatiilor

124- -2- x-2a = 0 ¢i 12+ -ﬁ- x-a = 0 sfnt dietinote si ee’ gopprl T
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s
Solutie,
Picind un desen deducem ci o conditie ne-
cesard ca rid¥oinile a douX polinoame de gra-
\ \// dul II, £ gi g, sk se separe este ca graficel:
w lor s8¥ se intersecteze sudb axa Ox. Vom pune

I deol conditiile 8,3 0, 8,>0 gl f(x)) =
= g(xy) < o, Egalind f(x) = g(x), obyinem x, = 9-5 iar f(xl) - %a‘ +
428, care este negativ pentru a € (-2,0), iar esceste valori ale lui

a verifick gi inegalitlfile 4 ,>o, & ,> o,

}1. S¥ se determine funct{iile £i1D C(R— R cu proprietatea od
f(xy) = x2(x) + y2(3), (%) 7,3€D (),
dacl

a) De R

b) D« (0,a) cu 0<a<l,

Solutie,

a) Picind x = y = o0 rezult imediat ok £(o) = o, iaxf pentru
y=o obtinem o0 = f£(o) = xf(x), deci £(x) = 0 (¥) xe IR . Prin ur=-
mare £(x) = 0, (¥) x€ R.

Putem procede gi astfel:s

Pentru x s y = 1 £(1) =.0, decl o = £(1.x) = L.£(x) + y£(1)w
=> f£(x) = 0, (¥) x €IR.

b) Metoda de la a) nu mal este aplicabilX c¥ci O gi 1 nu apar-
tin lui D, gnlocuind succeeiv In (%) y = x, xz, © obtinem:

£(x?) = 2xt(x)

2(2) = x2(x) + 222(z%) = (xe2°)2(2)

2(xY = xf(x) + 22(x>) = (x+x4+2x6)t(x).

Pe do altX parte, £(x*) = r(xz.xz) - 2x2,f(x2) - 4xsf(x). deci

(1+x4*2!6)f(x) - 43t(x) = £(x) = 0 cu exceptia unui numir
f£init de puncte (solutiile ecuafiei x+::4’+2x6 - 4x3).

Ple x, o solufie a ecuatied x+x4+216-413 (‘o"" 3y xoil ool o
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‘81 1¢ D),
Dac¥ £(x )40, atunci f(xg) £ o=> r(x:) 4 o gi, In general,
f(xs‘) # o deci f£(x) ar fi nenulX fntr-o infinitate de puncte, at
surd,

Deci £(x) = o, (¥) xe IR,

12, Fis ABCD un patrulater oircumscriptibil. S¥ se arate ci:

8) Cercurile inscrise &n triunghinrile ABD gi BDO sint tangeu.
te.

b) Punctele de tangent¥ ale acestor serouri ou laturile patru

laterului sint virfurile unui patrulater inecriptibil.
Solutie,

a) Fie R gi Q punotele de tangenti ale
cerocurilor inscrigo fn triunghiurile ABD gi
BDO cu dreapta BD,

Atunci RQ = | BQ~BR\ = {(p-AD)~(p'~BD)| =
= 3\(AB+BD-AD) ~(BC+BD-DC)| = §|(AB+DC) - (AD+

+no)\ = 0, deci R = Q.

b) Notdm ou K, L, M, N punctele de tan-
gont¥ ale cercului Insorie ou laturile patrulaterului, iar ocu Kl,
Ll’ My, §y punctele de tangentX ale cercurilor fnsorise in triun-
ghiurile ABD gi BCD ou laturile petrulaterulul (vezi figura).

Atunol FiK || NK g1 ¥;I,\| ML, Demonstrdm ¢k ei K,I, || KL, nl'ulu
W\ WM

Din a) rezult¥ c¥ BN; = BQ = BM; e¢i BM = BK, deol MN\|M;N, g1
analog 3151“ KL,

Prin urmare, pa?rul,t,rul '1“1‘131' oca ¢i patrulaterul KILMN,
este insoriptibil, c.c.t.d.

13, Pie ABCD un patrulater inecriptibil, Demonstrai o¥ cen-
trele cerourilor fnscrise in triunghiurile ABC, BCD, ébA. DAB sint
virfurile unui drsptunghi,
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«  Solutle.

Se demonstreazd ugor cd dac¥ I es- |
te centruvl cercului fnscris intr-un triJ
oy 0 BAC
unghi ABO atunci m(BIC) = 90°+m(==) (1).
Folosind aceastd propriotato, ou
notagiile din figur¥,obtinem :
Pal ° 1 a)
II(BOIC) » 907 + 5 m(BAC)
= ° 1
n(BOZG) = 90" + 3 m(BDC) .
A\ a Pl ~
Decarece m(BAC) = m(BDC) rezultd od n(BOlc) - n(BOzc), deci patru-

laterul 301020 este inscriptidil.

Analog ss demonstreazX o3 patrulaterul 00203D este inscripti-
bil.

o ‘,\ o
Rezult¥ od m(0 0 C) = 180 - m(B) gl m(O C)=180"= Em(D)
o~ 172 E o~ 2

deci m(O1 203) = 360 - u(ogozc) - m(0. 020) - 360° - 180° + 2 n(B)-
-180° +5m(b) YOG

Analog se aratd cid n!surilo celorlalte unghiuri ale patrula-

o

terului 01020304 sint de 90",

14, FPie D punctul de intersectie @ biseotoarei unghiului A al
triunghiului ABC ou cercul circumsoris triunghiului, Demonstrefi
of Ap> AR AC

Solutie,

Din teorema lui Ptolemeu rezultX
ol

AD = AB:DC + AO.BD
Cum BD = DJ, inegalitatea de demonstrat
devine

DC(AB+AC)  AB+AC
DO(ABIAC) > ABMAC 5 210 > BC >

&> BD+DC >BC, inegalitate evidentd
(4BDC).
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15. a) Fie n € [N g1 4 un divizor natural al lui n2. Demon-

strati oX n2+4d nu este pitrat perfect,
b) Pie a,be 3 gt p(x) = x2+ax+b, Ardtati o existd L e
€ R-Q astfel fnoit p(od)e 7.

Solugio,

a) Pie n° = k.4 (ke ¥"). Dack n2+4d este pitrat perfeot, a=-
tunci n2+4d - mzanz + 5%— = n? = x%n? = nz(kzﬁk).

Rezultd oX k2+4k este pitrat perfect. Dar o k2+4k<(k+2‘)2.
dect k%+4k = (k+1)? = 4k = 2k+1, absurd.

b) Fie 4 un divizor al lui 32. Din a) rezult¥ od ecuafia

x%+ax-d = o are o solufie iragionald = St N8 +4d
2

Pentru acest o« ¢2+ad =d = 0 => 4484 +b = b+d =>p( &) -

=b+de 2,

16. Se considerd numersle reale B)s 8y ecey B distinote doni
ofte douX., Determina{i valoarea minimi a funotiei £: R — IR,
t(x) = lx-8)l + \x-gyl + ee0 + \x-nn\.

olu;io.
Observiim mai fntii oX pentru a < b,
a+b=2x pentru x < a
\x-a} + \x~b\={ -a+db pentru a<x4d ,
2x-a~b ‘pentru x50

deci |x~a| + |x-b| $¢i atinge valoarea minimk -a+d §n ﬂ.gom
punot din intervalul a<x¢ b,

Aceastd observatie ne permite si gisim solufia problemei.

Pird a restringe generalitatea, putem presupune ck n'1< 85 0
<a,. Pentru n par, n = 2m, putem sorie pe £(x) ca o suxk de m ter-
meni, grupind primul termen ou ultimul, al 2-lea ou penultimnl, ete:

(#)  2(x)=(|x-8)] +1x=8,,1 ) +(1x-8,| +|x-8gp 3 ) 4ecet([x-a, |+ |x-ay ;1)

Suma 4= \x-a,| ¢lx-12“1_1\ (1=1,m) are cea mai mioX valosre in

intervalul .1< x “2:41 Y in care este oonstanti. H.uro interval



-20 =

.[11,52”1.1] $1 contine pe urmlt?rul, iar toate ao?sto intervale
an f{n oomun intervalul [an,aml]:

T T RIZZZZDN 3
5 35 8 %11 8op-1 82m

in fiecare punct al acestui interval, fiecars din sumele vy
are valoarea minimX¥, deci f(x) are de asemenea valoarea ninimk. pe
care o determinim f¥cind fn (%) x = a_ sau x = a_ ;.
Valoarea minimX va fi deci in acest oas

"1-.2-0-0-ln+.-§1*l.+2+ooo‘!n

Pentru n = 2m+l, f£(x) se scrie sud forma

£(x)=( \t-all +{x-a,l )+ oo +( 1x-ajl+ \"“‘mz‘ ‘+lx-nm1\'-

Ca 9i in cazul n par se aratd ugor of fiecare din sumele vy
=|x-a;\ +\x-a  , ;| are cea mai miok veloare pentru X=a_ .+ Do ase-
menea, |x-a‘“1\ are valosrea minimi pentru X=8, 10 deci fn acest oa,

valoarea minimX a lui £ este

-ll-lz-...-llfnnzi‘lm”'fooo§ln.

17. Se dX trapesul ABCD cu AB|ICD. Pe laturile neparalele AD
81 BC se iau respectiv pnnoto}'o M gl § astfel Snoft % - %g . My
{P} = MENAC ¢4 {Q} = MEN BD, Demonstrati o MP = NQ.

Solugie;

Dack ME [|AB ooncluszia prodlemsi
rezulti ugor.

Dack MN X AB, fie {S} = MEAAB gi
{?} = MEQODC, Aven: 4SEA ~ OTMD =
M-M-8, ocmr~ooms =

% - §§ - %‘ o Tinind seama de ipotez¥, deducem ok %E - %g )

S

SK¥

gy S B 8D

BS CT " B3

De asenenes,

%3-%’;‘ (28 %;'%;. deot g—g-g dé unde obyinem ok
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‘8Q = PT, deoi SP = QT, !Linind seama de relatia SM = ET (demonstrati
anterior), oconcluzia este evidenti.

A
18, Intr-un cerc de rasi r se iau 8 puncte distincte. Demon-
sirai od pr!.ntro acestea existl douX ou distanta dintre ele mai
niok deoit r,

Solutie,

Din cele 8 punote, cel pujin 1 nu ocoincid ou centrul cerculai.
Unim aceste (aql putin) 7 puncte cu centrul oeroului. Daock toate
ocsle 7 segmente obtinute sint dietincte, oel putin unul din oele
T unghiuri la oentru oare se formeazld
intre ele este mai mic deocit %;360" =
= 60°,

A

.?runpu.nol de exemplu ok n(A10A2)<
<60°% Atunoi fa triunghiul OAjA, exie-
% un unghi mai mere, »do_oxempln 4‘2‘
Rezulth off AjA, <0A) < Fe

Dacd ob{inem mai patin de 7 segmente, atunoi cel pufin douk
puncte ( de exemple 4, 0 ‘-2.) sin¢ oo~
liniere eu O, ¢i In acest cas ‘1‘2 < P :

2, B, Bolufiile testelo COrespo: t}on X, editis 37
pentru oilg'g [y ;:;
19, ‘gn figura de mai Jos, ariile celor patru triunghiuri hagu-

rate sint egale.
a) D;onli;x;'-ti of gi ariile celor trei patrulatere sint egale.
;) Dack !x;_iq;o ;riun_s}!{.nrilor hagurate sint egale ou 1, deter-
ninn;;.-:.u'h \_mui patrulater.

;_) ‘ Clrs?) = T [rE0] ~> RE 1150, Ple (ll} = ATNRE, Dintres
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proprietate caracteristicX a trapegului
rezultd ok M) este mijlooul lui RN, deci

TART) = WQQII] + (Rm) - ¢[uln]+

+ Tlmu] = TR,

Prin urmare T fAP?) = T (ATC],
deoi T este mijlooml segmentului PO;
Dar atuned T (BTP) = T(B20), de unde
rezultd of T [BSEP] = r[nsréj:

Anelog se araté of T [MSTC) = T[arTH).
b) Avenm; %’3‘% - -‘r—‘gg% - §§ » de unde (notind TucTS] =x

Qe
L2 ¥inind seams de cele demonstrate la 8)):
x. )
R S 2 _ -la
1’_. ’x! =>(§) ; 1 o@x-l%(_5¢

20, Pie ABC un triunghi ascujitunghic ¢i O centrul oerscului

Sircumseris triunghiului ABC.
a) Dacl 4,4 4,, 4, sint respectiv distanfele de la O la laturi-

le trionghiulni, arftatd ek d, +dy +d = B + 1,
b) Demonstrati ck n-x{h.. By By Y2 R + 1,

Solutie,
. 8) 4, + 4 + &, = R(cosA + cosB + 008C) =
- R(1+4sin§ aing sin% ) =R(1 + f') =R + ¥
> (Relatia J'd, = R+r se numegte relatia lui

&
Carnot).

b) Presupunem of max {h,, by, b } = h..
Atunci a <b, a <o ¢1 2 TABC] = sh, = ad, + bd‘ +ed, >
2 o(d, + 4y + d)) = a(R + r), deci b >R+r (Erdds),

21, Demonstrati ,ol pentru orice n € m". ecuatia i2+72 s £® are
gologie $n K x E" x 5™,

Solutie,
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Demonstrim prin inductie matematiod ou pasul 2,

Proprietatea este adeviratk pentru n = 1 ¢gi n = 2 Sgoqgttl-
xzfyz = 5 are solutis (1,1,2), iar ecuatia xz+12 - 52 are solutie

(3,4,5)).
Presupunem cX souatis x2+y2 = £ are solutie in ( ") g1

arditim oX ¢i ecuatia x2+’2 = £5*2 are golutie in ( D EH

xg + ys - zg -> (xozo)2 + (yold)2 = £2*2, dect souatia x%+

°
+¥2 = 22*2 gre tn ( ¥M)2 solutia (Xg20s¥oEgeE,) e
A
22, Intr-un cerc de razi 1 se inscrie un poligon regulat
‘1‘2""n' Damon-trn;i of dac¥ P este un punot de pe cercul cir-

cumsoris poligonului, atunoi

TLES LSS k)
Boluyi.!
Pi, Ak('k)' unde 8., k-i:; sint solutiile ecuatiei z® - 1=0,

1 P(s). Atonci n
a 2 n 2 a —- - -
Pl T LE Ei \eg\ % = a('-"‘)(""‘) - E!l(;.- - 5. -

._f-l .o o 55 n n _
- Bep + Loty ) =ns.8 ~-¢ s - P B Typeye

5 +
k=l k=l 'k . kol
n n
Dar, P s, = o (din relagiile lui Vidte) deci g1 2 ii-o,
k=1 k=l

deoi ‘n
2 PAi - nislz +n=n+ne2n, o,8,t.d,
k=1

23. L.tuiilc opuse AB gi DE, BO gi EP, CD gi PA ale hexago-

nulul convex ABCDEP sint paralele. Demonstrati o¥ WT}CE] -
\!‘_anr);
Solutia 1,
Tlce] = Tacr) + TlcrE] +

+ TEed] + TLPrQ)

GfeoF] « TErD] + TlpER] +
+ TipqE) + T(rre] -
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Dar
(ReR) = C(FRD] (din trapezul PADC), eto.

Solutia a 2-8, ia a 2-8

1:3.1 Ty

Ducem prin A, C, E paralele la FE (gi BC), AB, DC gi se for-
meaz® [paralelogramele ABCR, APEF, EQCD {vezi Pig.l). Rezultl oX
q’ face} = 4 (T {ABCDBP])+ a{per)

Analog, C0B) = § (T Duacnsr])+ T [osz].

Triunghiurile PQR g1 UST (ovont?al degenerate) sint insi cen~
gruente, olici PR = |FE-BC| = US, ete.

Din aceast solutie rezulti urmitoarele comsecinte:

1) Tace) >4 c(ascoer].

2) min {eAP), TlaBc), TlcpE}} s}r[mnxr].

24. Hoxngonnl convex A,.A'AzAl‘,hAi este inscris intr-an cero
'a)
[18 l(AlA') - n(AZAp - n(A;AB) = 60°, Demonstrati of mijloacele

coardelor AiAz, AéAJ. A511 sint virfurile unui triunghi echilate-
ral.

Solutie, )
. ey Ple W = oos g;t_ +1 sin 3375; Alegen
N origines sistemnlui de coordonate in cen-
A trul cercului. Deocarece triunghiurile

OAIAi, OAZAQ. 0A3A5 sint echilaterale, re-
zultd o

2

wnl- °

w;zlg

\».o 'l\). OP" !
+* + <+

wn,-o.
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Avem :
» N
Dt Wy + oy = % [ni +ay + wz(n;n’h “’(,‘;“1)] -
1
- !((-;_4» 8) + wz(uéuo-z) +w(ag+ way)] =0,
deci triunghiul Ill2l3 este oohilaton;l;

25, Pie 'él(ol.rl_) !1 ﬁz(oz.rz). r<r, dou¥ cercuri se~
cente in A ¢1 B 91 Pe €. Dacd P, o1 P, sint intersectiile drep-

telor FA pi PB cu ~€, 20 sk se arate oX rasa cercului circumscris
triunghiulug PP1P2 este ogald ou 0,0,.
Solutie,

Aritim mai intii cX segmen.
tul 1’11’2 are o lungime constantd
~
(sau, echivalent, n(P]_Pz) = cone~
stant)..
'Y A
Avemt ‘(Plff) - 2m(P1f\P2)~ -
- 2(m(BP12)+m(BPP1)) = m(AmB) +
~ .
+ m(AnB) = constant (am folosit
N
faptul c¥ unghiul 1’1]31»’2 este unghi exterior triunghiului PBPI).

Pentru a determina lungimea segmentului Pil’z vom lua 0 posi-
tie particulari a lui P gi anume luim punctul P dismetral opus lui

A
‘ N A N o
< Atunci m(ABP) = m(ABP,)=90;
4 N
=> AP, diametru => 0,0, linie
) & mijlocise in triunghiul APP,.

Rozulﬂ_cl PP, = PPy8inP=

? B : 59

= 20,0,8in P.
Acum concluzie problome‘i

rezul t¥ imod}at din teorema sinusuluit 2122 » 2R sinPs 201029111 P
=> R 0102.
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26, Demonstrati c¥ mu exist¥ progresii aritmetice (neconstan-
te) infinite de pumere naturale in oare to{l termenii sint pXtrate

perfecte,

Solutie,

Presupunem ci avem pro'gresil 8)L85¢ ....,,f-in care a, = bi,
(¥) xeH, (b e B).

Atuned b) < by Leee LB eee o deci (3) ke N: re2s, + 1,

Rezultd c¥& bi = ey <84 =8+ r<b§ +2b + 1= (bk+1)2,
deci a, ;) nu este pitrat perfect (fiind cuprine intre doud piirate

perfecte consecutive), absurd.

27. S& se giéseascd solutiile ecuatiei

1 __{:_r o Xx-) ves + (-llnxgx-ln)...sx-ml} - o,
Solutie.
Demopstrédm prin inductie dupi n propozitia:

?(n)x 1 - I%— + Ziéill Foeee (-lznxgx-lﬁ;,,gx-n+1) -
o D(x-1)(x-2)0ea(x-n)
al

?(1) este adeviretd. Presupunem ci ?(n) este adevirati,
edick

1 ’ij . xéx-l) + oee + ‘-llﬁgx-ln)..,‘x-nu) -
- 1) (x-1)(x-2) 4.5 (x-n) .,
n

Atunci
1 ___715_‘ . xéx-ll feoot -1)2 x-llu... X-n+l .

(1) e (x-1) ... (x-2) ;-1;";;-12;;:-22...;::-::2
+ (n+1)1 = nl +
1Yo+l - 1)+l
+ (-1) xgxnh)...(x n) - 1 Ll eso(x-n (x-n-1) =
- =1 n+l x=1)(x-2), .o (x~n-1
lnd)‘ >
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adick P (n+1) este adevirat¥.

Deci 1 - -ﬁ + !1}1;_1). t ooee + (-llnxgx-lnl..ﬂx-zwlz -0 &>

~1)(x-1)(x-2) .., (x- —
S = :2 xn-o@xk-k,k-].,n.
28, Pie ABCDE un pentagon sonvex de arie S gi 8)s By B35 By,
g respectiv ariile triunghiurilor ABC, BCD, CDE, DEA, EAB,
a) Ardtati ci cel putin unul dintre numerele 8)r Byy By, 8,
8 este mai mare dec_it % .
b) DacX 8y =8y =8y =8, == 1, s se determine S,

Solutie,

a) Demonetrim o inegalitate mai tare: cel putin unul dintre
numerele s), 8y, 83, 8,, 85 este > % .

D S& presupunem de exemplu o¥
8, este cel mai mio dintre numere-
1le 8y 8y l3. s4. 55.

Notim ou P intersectia diago-
'eb""Ar' e o nalelor AD gi EC., Atunci S < T[AED]
+ T[EDc) + T{ABCE). Decarece F €(EC) g1 T{aBC] € T [EAB], rezul-
t& of T [EAB] > C[FAB]. Analog, T(pBc] > T[rcB].

Prin urmsre, T [ABCF] = T[raB] + T(rcB] < T[RaB] +T(ncH)

de unde

s ¢ TED) + T (Ep0] + T [EAB] + T[‘_Dncj s
deci cel mai mare din numerele 815 8y 839 84y 8g este mai mare
decit % .

b) Deoarece Tfepc] = G [DcB] = 1, BE|ICD. Analog BD|| AE gi

CE || AB," A
Fotind {F} = CENBD rezaltd

€ c& ABFE este paralelogram, deci
G{BrE] = TTABE] = 1 g1 BCDE
este trapez, deci (IBFC]) =



F.t
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cros)°=" 7.

Fotind T{CPD) = x, obiinem

x+y=l ol (deoarece%ﬁ%-%-%) e

Regolvind acest sistem rezultf y = % (ﬁ -1), deci T {ancny,
-2+y+x+y-%(5+{—5). )

29, Hexagonul convex ABCDEP are aria 8. Demonstrati oX cel

putin unul dintre triunghiurile ABC, BCD, CDE, EDF, EFA, FAB are
aria < % .

Solutie,

Pie S‘P} = ADO\CP, {R} =
= ADNBE, {Q} = PCOBE. Patrula-
terele APCB gi CQED nu au puncte
interiocare comune, c¥ci P, C, Q
sint coliniare iar AB gi DB sint
de o parte gi de alta a dreptei

CP, Analog, patrulatsrele APCB,
CQED gi BPAR pu au punote interioare comune, deci suma ariilor lor
nu depigegte S. Prin urmare, cel putin unul din triunghjurile ABP,
BCP, CDQ, DEQ, AFR, FER, de exemplu ABP, are aria < % .

Cam PE(FC), seu 4(C,AB) < d(P,AB), sau d(F,AB) < d(P,AB),
dect eeu T{aBc] S Capr) < £,0m0 Chamrls Clame] <.

30, Demonstrati c¥ intre reza r a sferei inscrise intr-un

tetrasdru echifacial gi rsza R a cercului circumscris unei fete
are loo inegalitatea R > 2 {2 r.

Solujie.
[4 N
Consjderdm paralelipipedul
o > in care este Snscris tetraedrul
o) -
A7

ABCD (vezi figura)., Decarsces
8 tetraedrul este echifacial, a-
b3
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cest paralelipiped este dreptunghioc. Hotdm cux, y, s dimensiunile

paralelipipedului,
Atunci volumul tetrasdrului ABCD este V = % XyZe Aven:x2+yz-
-02, y2+22 = l2. lz+x2
2.2 2,2 2
-b
72 =S8 oo oosB, 3% o B2t . 4b cosC, unde A, B, C

eint unghiurile triunghiului. ABC, deci

2 2
= b2, de unde ;2.2_%3:9_.“”.‘,

abe abo
co8A008B0oBC K ————|
- 3.2(2

Pe de altd parte, V = § Sr, abc = 48S ( S = T(ABC}), de unde
rezult¥ ci

(cosA cos B cos C %))

§s: __gs_ = r> 2V 2 r, c.0.4.4.

31, Pie 8, a+r, .., 8+Or, ... 0 progresie aritmetici 1nf1n1-
t4 neconstanti de numere reale. Demonstrati o¥ aceasti progresie
ocontine o pr?grosio geometrioX infinit¥ dacd gi numai daci % € Q.

Solutie,

Presupunem o¥’ % € Q. Pir¥ a restringe generalitatea, putem
2,24, p,q € WN.

r"q

m
Atunoi, pentru orice m € i, numirul ny -'ﬁ-létg)—'! -

considera c§ & g1 r au acelagi semn, deci

n

= 2 [(+q)®1]) - ﬁ (¢14q)® = 1] este natural nenul, deci orice
termen al progresiei geometrice a(1+q)™ (m € ) este de forma
a+r.n;, adio¥ aparyine progresiei aritmetice date.

Reociproo, dacd progresia (aﬂ:r}n el ocon{ine numerels a+kr,
a+ Lr, a+mr §n progresie geometricX ou k < L< n gl 24x-m 4 0,
atunci (a+ llr)2 = (a+kr)(a+mr), de unde rezulti 2adr+ 12 2 .
sanr + akr + kor? =>a(2 {-a-k) = r(km- 123 = ; a ?t‘—_—;,:f € R

n
32, Ple A = {1, 2, eoey n} gi pe N, pgn. Determinati
numirul submulfimilor de p elemente ale lui A care nu conyin doud

numere consecutive.
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Solutie.
Flo X = {xy4 x50 «vey xp‘]' X) £Xy Coeee L 0 Bubmulyime de
P elemente a lul A care nu contine doud numere consecutive. Atunci

numersle X3s Xp-1, 13-2. eeey X ~p+l 8int distinote gi deoi { Xy,

x
P
Xo=ly eeuy xp-p+1} este o submultime a mulyimii {1, 2, ..., n-p+1}
Reciproc, daci {yl. Yor eees yp} (3, ¢3; ...<yp) este o
submul{ime de p elemente a mulgimii {1, 2, «.., n-p+1}, punind
xl = ¥y Xp = y2+1. ooy xp =Yy + p+l, obtinem o submult{ime de p
elemsnte & multimii [1, 2, ..., n}cere pu contine doud numere

consecutive,

P % P
X Prin urmare numirul oerut este -cn—p+1'

33. Daci a, b, ¢ sint lungimile laturilor unui triunghi, atunoi

&3 + v + o> - 3ab0 > a(b=0)2 + blo-a)? + o(a-b)2.

Solutie.

a2 + 13 + ¢ - 3ame = a(b-0)2 + b(c-2)2 + o(a-b)zg.-.) ad -

= a(b-0)2 ~ abo + b> - b(o-a)? - abc + o> = o(a-b)? - LS
&> a(a? - b2 - c? +be) + b(v? - &2 - 02 & a0) + 1:(02 -a

+ ab) 2 0> a(bo - 2bo 0c0BA ) + b(a0 - 2a6 008B) + c(ab -

- 2ab co8C) > 0&Dabo {3 = 2(cos A+ 008B+ cos80) ] >0 <D oos A

+008B + conl &£ §®1+4sin%sin§sing $%<f=>1+ §s%
= R}%r.

v ‘34, Se consider¥ girul de numere naturale
1= 7y £XpLX3< 00 cu proprietatea of x  ,<2n, (¥) ne ¥
Demonstrati c¢X pentru orice k € B° extstd Xy X4 apar{inind
yirulul dat, astfel fnoit Xy = xa = k,
Solutie,
Pio Ty restul Smpirgirii lui xa prin k.,
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cpnsideri'wi'.nu.morelo Ty Ty ooy T din principiul lui
Dirichlet deducem c¥ existd i1,Jel,k+l, 1<Js ry = ra.
Deoarece 0<Lxy< xjsxhls 2k gi x, -x k, result¥ o¥
x - xa = Ko

35. Pie P un punot interior triunghiului asoutitunghio ABC.
Notdm ou u, v, w distantele de la P la laturile BC , CA , AB
(respectiv) g1 AP = x, BP = J, CP = g, Demonatrati inegalitiitile:

a) hliné;r«tu.

R
b) xys > e_— uvw.
Solutie,

a) in triunghiul dreptunghic
WAP, w = x 8in W/A\P, iar in tri-
unghiln VAP, v = x 8in V/A\!. deci
viw = x( linl/A\Pi' sin VAP ) =

/N A
- hlin%ﬁOl miméi’x -nf.

b) Din punctul a) avem 2x lin% >V + w g1 analog se demon-

streazi ol 2y sin% 2u+w, 2s ling ? v +w, deoci

8xys sin % sin ;- sin %) (v + w)(u+t w)(v + w) &
2>

Em

Dar
(u +v)(a +w)(v + w) 2 2 Juv .2 Vuw .2 (vw = 8uww,

(u + v)(a + w)(v.+ W),

deoi
xys 2 %g avw, o0.0.t.d,

36. Se oonsider¥ 13 puncte in plan, oricare trei necoliniare
gl oricare patru neoconciclice., Demonstrati o printre acestea
existd trei, A, B, O, astfel fnoit cercul eircumscris triunghiu-
lui ABC sX coniin¥X in interior exact 5 din cele 10 punote r¥masse,
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Solutie,

Pie AB uns din Xaturile infiguritoarei convexe & celor 13
punote. Numerotim celelalte puncte §n ordinea orescitoare a un-

ghiurilor sub care se vede gsegmentul AB din ele, adicd Py, Py, es,
s Py astfel fnoit

A ~ o~
n(APln) < m(AP,B) Laeo m(AP;,B).

Atnné; punoctels Pl' PZ' seey P5 sint situate in exteriorul
ceroului circumsoris triunghiului ABPG, iar r7. Ps. P9, P1o' Pll
in interiorul sXu, deci ocercul ABPB are proprietatea eeruﬁ!.
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3. BOTE SI COMENTARII
3.A, TEOREMA ARTICULATIEI (asupra problemei 2)

Se considerd triunghiurile ABC gi A'B'C' £n care AB = A'BY,
AC = A'C' gi m(i) > n(R'). Atunoi BC > B'C', Reciproc, dacl AB =
= A'B', AC = A'0O' gi BO > B'C', atunci m(A) >m(A').

Demonstratia acestel teoreme se gisegte in manualul de geo=

metrie pentru olasa a X-a, ed., 1983, pg. T3.

Aplicatil,
1) ;n triunghiul ABC, m(A) > n(B), Atunoi B, < By, g1 reci-
proc. /
Demonstm;i;:
A Din teorema articulatiei in tri-
unghiurile ACP gi POB rezultd oX
P N m(Aﬁ:) < m(B/I;\(!) gl din teorems arti-
oculatiei in triunghiurile PAG gi PBG
/ c obtinem atunci AG £ BG, deoi AM <BN,

M A
2) DaoX ABCD este un patrulater insoriptibil ou m(A) < 90°,
m(ﬁ) < 90° gt m(g) >m(ﬁ). atunci diagonala ce ‘se opune unghiului

B este mal mare decit diagonala ce 8se opune unghiului A,

Demonstratie,

8100 g ADOB: DO = AO = CO =
A A ~
= BO = R; m(B) > m(A) = m(ADO) >

A
> m(ICB) => m(A00) > m(D0B) TeAs
AC > DB,

A A
3) Dack in trinnghiul asoutitunghic ABC, m(A) < m(B), atunci

2 > 2 . AN\
¢ v Demonstragie, m(D'BC) = % n(®)>

> 3 m(A) = m(BAA) = (F) PeCAA)s
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A~ A
m(BAA') = m(D'BP) => patrulse
terul ABPD' este inscripiidil ou
a(d) <n(B) <90° 2 Bor<
< AP => BD' < AAY,

A
)
Consecinti. Triunghiul cu douk bisectosre congruente este i-

soscel (teorema lui Steiner-Lehmus).

A
4) Intr-un triunghi éscufitungbio lunginmes celel mai mici
mediane nu depigegte lungimea celei mai w»:ri bisestoars.

Solutie,
A
Presupunem of 90%°> m{A) >

A
2 n(B) 2 m(C) ¢ arétin ok D >
2 AM (CD- biseotoare, A¥~ medi-
D
ank),
A A
. Aritin ok n(BAM) > § =(C) o1
M E

c L0y > 2 ero)e
B u(MAQ) 2 3 n{0), R .
Decerece m(B)> w(C), notind
ou B piociorul biseotoarei dia A
A 1 A ° A
rezultd ok B € |BU|, deol m(BAM) > 3 m(A) 230" > é n(C),
Apoi, dac¥ O este centrul ocercului circumsoris triunghiviul

P AN\
ABC, O este interior triunghinlui ANC => m(O0A0)< m(MAQ).
A~ ° {on A A
Avem: n(0AC) = 1805 m(A00) _ 90° . 1 n(40C) = 90° ~ m(B).
A
Arktin ok 90° - n(B) 2 § m(C) &> 180° - 2u(B) - m(C) 2 0 &
&= m(A) + n(B) + -§é3 - 2a(B) - m(C) > o @n(d) > n(B). Deot
~ -
B(HAC) > m(dke) > 3 m(O).
in continuare problema propusi se rezolvi analog ou apli-

catia 3.
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3.B. TEOREMA LUI HA?BL SI 'RELA?IA LUI ?I?EICA.
(asupra problemei 6€)

Teoreﬁl lni Hagel,

Dacd O este centrul cercului ciroumsoris triunghiului ABC iar

B', C' sint picioarele SinXl{imilor @in B gi C, atunci AOLB'C'.
A T B

Demonstratie,
Patrulaternl BOB'C' este in-

N A
soriptibil, deci m(AB'C') = m(ABC)
Pa
= 3 m(KC) = m(TAC)(AT este tan-

genta in A la cercul circumsoris).

Rezult¥ of B'C' IlAT, deci AOLB'CY’
Din teorema lui Hagel se poate deduce urmitoarea relatie:
TaBC] = PR, ( " Relatis lui Tifeica ")

unde p, este semiperimetrul triungbiului ortio ier R ras; cercue~
lui oirocumsoris triunghiului ABO,

Demonstratie,
, Pie A', B', C' piciocarele

¢ [T N Sn¥lfimilor triunghiului ABC. A-
“ﬁqii1i=-\ tunoi  TABC) « WT}A[OG{I +
BA’ c +CcB'oa’) + Tfactos']., Din

teorema lui Nagel rgzultx b§ paL
/
trulatersle. BA'OC', CB'OA',
AC'0B3 au diagonalele parpendiohlaro, deoi

cl = 2 R.C'A' + Z RA'B + & R.C'B' = pR.
2 o

Vom demonstra in oontinuare cX dintre toate tiinnghihrils
fnsorise intr-un triunghi dat, triunghiul de perimetru minim
eate triunghiul ortioc.
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In adevir, fie UVW un trivnghl
ineorie $n triunghiul ABC ( cu vir-
furile pe cite o latur¥ a triunghiu-
lui), Atunci

TQABC) = p = % R(UWsina

+ UV einp + VW sin'r)é

$%R(U‘H+Wf‘m)-pk,

unde p este semiperimetrul triunghiunlui UVW,
Deci Py £ Pe 0.Cot.d.

Consecint¥, In orioce triunghi are loc inegalitatea

Ta2(b + o -'a) < 3avc ( 0.I.K., 1964)

Von u'&te:,v}ol sceast® inegalitate exprim¥ inegalitatea din-
tre yer:lmetru} triunghiului ortic gi perimetrul triunghiului me-
dian.

Laturile triunghiului ortic sint acosi, b cosB, ¢ coeG
deci perimetrul triunghiului ortic este

2 2 2
b - e Mg LA 20ttt
- !%E 2 qzt(bn)z-ez-zbo-_]- F}E(Eaz(bmn)(mc-a)-
;)
-2 anbo) ‘s -2-1“3 [(ubﬂ:) 2} a%(bee-a) -Zabc(ubn)]

- Q-l':)'#% ¢ 2 .z(b + 06 ~a) - 2abo).

Perimetrul triunghiului median al triunghiului ABC este p,=
- % (a + b 440).
Scriind of P} < Pp obiinem

* Y_Z‘.z(bu-a) - 2lbc] <1 4-‘—'?232(151»0-&) < Jabde.
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3.Ce O GENERALIZARE A PROBLEMEI 26,

Vom demonstrn of dacd k¢ " - -{1}, atunol mltimsa{l, z, 3 N
7
) seey nk. ...} ou con{ine nici o progresie aritmetic¥ infinitd,

Plene XY gl 1 s O — K, £(x,3) = 20 + B2y 4 2222,

+ .;. + y"l

Evident, f(x,y) = £(y,x). Vom demonstra ¢4 dac¥ x,y,z € N,
X <Y <3, stunoi

£2(x,5) < £(y,8).

in adevir, f£(g,y) - £(y,2) = fgs,y)' - f(x,y) = (’n-l_xn-l) +
+ (88230°2)y | (g2"32873)y2 4 vee > 00

S!»prasupunen acum prin absurd c¥ mult{imes {1, 2 ° J ) eses
, %, ...} contine progresia aritmetiok infinitd ‘1 < n.‘, cee &
<n: Coes o

Rozultk off @) {8y  eee (B (oo #

a:-.{-lgolg- .’..-!:-l:_llno,

de unde
(a,-8,)2(a;,8;) = gl_nj-nz)f(a,.az) = ees = (8 -8, 1)2(8 8, ;)=
(1)

Deoarece f(a;,8,) < f(ay,85)< cest(a 8 1)L eee o din (1)

resulti

8y = 8,58y =830 000 > 8 =8y )5 eee (2)

Deocarece a,, 8, ., € o1 'k+‘1>‘k' (V) ke W™, YHAZR ro-
sultd of girul (2) este tin gir infinit strict descresocitor de nu-

mere naturale cees oe este absurd,

e
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3.D. 1§ LAGATURA CU PROBLEMA 33
In nota Zgam demonstrat inegalitatea Zae(bn—a) < 3ave,
-Polosind aceasti lungali.i:n;o vom da o nouf solutie proble-

mei 332
2e(b+ 0 - ® < 3Jebo &> Zaz(b +¢) = a2 < 3abe <=

<> J%a3 4 3abc >Z’a2(b + é)‘-;?::j - 3abe >2‘n2(b +0) -
- 6abc = nz(b +0)+ bz(a +0) + 02(a + b) - 6abc = a(b2 + 02
- 28c) + o(a2 + b2 - 2ab) = a(d - 6)% + blo - tl)2 + cla - b)2,

Remarcip of > + b> + o = 4abo < a(b ~ )2 + b(a - c)2 4

+ cla - b)2 (0limptadX, Ungeria, 1972).
in udovl.'r,

PR RS S - 4abec - a(d -w)z -b(u-c)2 -ola =12 a

2 2

= l(b2 + 0 - nz) + b(o2 + a€ - bz) + o(a2 + 62 - °2) - 2abos

\

= 2abc( co8A + 008B + 0080 = 1) =

- 2nbo.4un§ ain g sin g > 0.
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A
3.E. IN LEGATURA CU INEGALITATEA 1UIL ERDSS-MORDELL

e
(asupra problemei 35)

Problema 35 face parte dintr-un é¢iclu de probleme "Varietiuni
pe teme inegalité{ii Erd¥s-Motdell™ care afirmf ci dacX P este un
punct interior triunghiului ascutitunghic ABC gi d_, 4, d° sint
distantele de la P la laturile triunghiului iar Ra = PA, By = PB,
Ro = PC, atunoi

Ry, + By + By > 2(4, + 4y + a,)- (B-M)

Una din cele mai frumoase demonstratii a acestei inegalitiyi
apart{ine matematicianului american xazarinofg. 5int ounoscute cite~
va zeoi de inegalititl legate de mirimile dg, dy, d, 1 Ry, Ry Ry
(cfteva dintre ele vor fi prezentate gi Sn aceastd notid). .

Prezentim fn continuasre demonstratias dat¥ de Kezarinoff ine=-

galitdtii lui Erd¥s.
A

Pie B, € (AC') 91 C; € (AB')
astfel ipqit AB; = kb gi Aclsko_.
Atunct 31"1 = kBC o1
2 € [ABj2C;] = ABjed; + ACjedy g

su.nlcl, deci
a R.)b do + 0 db &>

® " e ©R>L g+ 2 .
Considerind gi celelalte doud inegalitdti analoage, prin adu=-
nare, tinind seama de inegalitatea ?4- i >2, (%) x,y>0, re~-
zult¥ imediat inegalitatea do_rit!.
Egalitatea Sn (E-M) are loc oind triunghiul ABC egste echila-
teral iar P ooincide cu centrul triunghiului.

Particularigind punctud P din inegalitatea lui Erd¥s-Mordell
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obiinem o eerie de inegaliti{i remarcabdile in trinnghix.
DacZ P = 0, din (E-E) ¢i relstia lui Carnot rezultd
3R >2(q, + &y + 4) <> 3R > 2(R + r) & R > 2r,y

.adicli inegalitatea lui Euler.

De asemenes, d, = R cosA (g1 analoagele) deci in orice tri-
unghi escutitunghic 3R >2R( cosA + cosB + ¢cosC ) &>J cosA < % N
ou egalitate cind triunghiul este echilateral.

Dack P = H, stunct ' HA' < § 30 EHA, sdicd EATQRer,
deci T'h, = S'HA + SVEA' < 3(R + 1) .

‘Dacd P este un punot interior triunghiului ABC, atunci ‘2‘] APy
= 6r, '

A b, + By + b, 3
In adevir, in orice triunghi 5 2> n 1 : =
+ +
B "R TR

= —§— = 3r, deci hy + hy + b, > 9r.

r Prin urmare,
9r < by + by + b < (PA+PA') + (PB+
+PB' )+(PC+EC') = (PA+PB+PC) + (PA'+
seprapct) B (RasEBeRO) ¢ 3 (EAs
6‘ +PB+PC) deci

$PA >9r=> T'pA >6r,

i’nnctul a) al problemei 35 se poate rezolva printr-o tehnici
aseminitoare celei din demonstratia inegalitXtii lui ErdBs-Mordell
¢ anums, alegind punctele nlc-:(Ac') 38 CIG(AB') astfel finoit
4
ABl - Acl = ko
In acest cax B;C) =k sin % el ZT[ABIMCJ = k(dy + a)),

dect 2R, 8in % >4, + 4,
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De asemenea, alegind punctele B) o1 C, astfel !.no!t AB, = kb
g1 AC) = ko obfinem inegalitatea bR, > b dy + o d . Soriind gi
celelalte doud inegalit¥t{i analoage, prin aflunaro obtinem
aR, + VbR +0R >4T [ABC].

Folosind rezultatul problemei 35 vom demonstra o in orioce
.triunshi asoutitunghie '
R
2]—;':‘10 23 (o.M, nr, 6/1983).

Avem:
'2] | 3 I
e 3 r 5
éz-mz singsin-ésin-g 2
1 3{ o . ,
#2 5 3N 8 = 3" (em folosit inegelitatea mediilor gi inegalita=
tea sin% ning sin%( % e
Altd solutie a acestei probleme se gisegte in G.NM, nr.5/198'f.
Prezentdm in continuare alte douX inegalitXti intre R., Ry,
R0l dgy &y, a0
Din inegalititile a R‘ 2b dc + 0 t‘lh #ia Ra> b db +0 dc
stabilite mai suse, resultd oX 2a R, > (b+o)db+,d°). inmnltind cele
trei inegalitéti de acest tip gi tinind seama de inegalitatea
a+d > 2 JT» 91 analoagele, obtfinem
8abo Ry Ry By 2 (8 + b)(a + 0)(b + 0)(3, + dp)(d, + d,)(a,+d,)
=3 8abo B, R, R/ > aubo(d. + db)(d. + do)“b + do)'

deoci
R, By R, > (d + 4p)(d, +d)(d d)-

Soriind inegalitates a R, >Dd db + 0 d, sub forma

b [
4, Ry2g 48 + 3 44
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obtinen .
b b o
A, R, +d, By +d R 2(§+ g)dg +(2+ §) e d s
+(%+%)dad°o

de unde rezultd imediat

.
4, B, + 4y By + 4, R > 2(d,dy + dpdg + a,d.) -
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4, ERUNTURILE PROBLEMELOR PROPUSE IA TESTUL 1 (prin «.
pondent), editia 1987-1988, treapta I-- de liceu.

4,A, TESTUL 1, class a IX-a, editia 1988,

1, S8 se simplifice fraotia
x5 + Ex-lz‘ . -
(x=1)? ~ x
2. SX se determine a ¢ Z gtiind oX polinomul (x-a)(x-10)+1

se descompune Sntr-un produs de dou¥ polincame de gradul I ou

coefiocienti fntregi.

3. i\n triunghiul dreptunghioc ABC ( m(ﬁ) = 90° ) se duce
tnXlgimea AA' (A'¢ BC) @i fie M mijloounl lui AC, N mijlocul lui
AAt, {H;} = BNOAC, {M;} = BMOAA'. Demonstrai o¥ patrulaterul
“1“1 este insoriptibil,

4. In triunghinl ABG, m(B) = 75° far fnXltimea AA' egte

egald ou ’gg + Demonstrati o# triunghiul ABC este isoscel,

5. Ple A', B', C' punctele de tangentX ale ceroului inscris

fn triunghiul ABC respectiv cu BC, AC, AB, Bisectoarea unghiului
: A .
B intersecteazX pe B'0' Sn M. Demonstrati oX m(EMC) = 90°,

Solutiile se primesc pin¥X la data de 25 noiembrie 1987.
Plicurile (ocare vor contine cel putin douX probleme rezolvate)
se vor trimite pe adresa: Mihet{ Dorel, Lio., MatematicX-FPizicH,
nr.l, Strada Ghirlandei ar.4, 1900 Timigoara.
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4. ENUN?URILE PROBLEMELOR PROPUSE LA TESTUL 1 ( pric c-
ponden{X), edifiu 1987-1988, treapta I- de liceu.

4.B, TESTUL 1, olase a X-a, editia 1988,

’,

1. Fie a >0, b >0, 0 >0. S& se rezolve in R sistemul
ex - b{y| = ay = bjz| = 88 = b|x| = c.
2, Pie A,BER gi £1 R— R, f(x) = A sinx + B cosx,

Demonstrati o¥ dao¥ existd zy::-& Ry, X) =X, F kX
(k € 2) astfel Sncit 2(xy) = £(x,) = o, atunci £(x) = 0, (¥)xe R.

a 3. Demonstrati c¥ pentru orice x,y € R are loc inegalitatea

lx-r(
(1+x°) (145°)

v 4 Tle 2, 25, ¢ooy 8, €€ 8l 5, = %(81+12+ eoe +1.).

n
2 .
Demonstrati ¢X pentru orice zeC, %:; I, - 2| < 2__. {72 ;\‘.

> 5 P10 Ty, 2y eeey £

p Dumers complexe distincte doud cite

dou¥ ou proprietatea ci
min {"1 - 33‘. i,3ei,n, 14 J}> max {l"i\' ie )Tﬁ}.

Determinat{ valoares meximi a lui n.

Solutiile se primesc pink la data de 25 noiembrie 1987.
Plicurile (care vor contine cel putin dou¥ probleme rezolvate)
se vor trimite pe adresa: lf.hos.borol, Lic, MatematiocX-Fizicd
nr.l, Strads Ghirlandei nr.4, 1900 Timigoara,.
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