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Lucrarea abordeazi un capitol al trigonometriei, care prezinti
un interes deosebit atit pentru elevi, cit §i pentru cadre didactice,
si pentru cei care lucreazi In industric.

Prima parte a lucririi este consacraté rezolvirii unor tipuri de
ecuatii §i inecuatii trigonometrice, iar partea a doua se ocupd de
discutia ecuatiilor cu parametri.

Fiecare parte con{ine expunerea metodelor de rezolvare, urmaté
de probleme rezolvate, apoi se dau enunturile exercitiilor propuse
spre rezolvare, insotite de indicatii §i réspunsuri.

Se adreseazi tuturor elevilor de liceu, candidatilor la examenele
de bacalaureat §i de admitere tn institute tehnice, universititi,
geoli tehnice postliceale, cadrelor didactice §i studentilor din institute
pedagogice s§i poate fi utild maistrilor, tchnicienilor §i muncito-
rilor de Inalt# calificare din industrie,



PREFATA

Lucrarea de fatd se adreseazd in principal elevilor din liceele de toate
categoriile gt din gcolile tehnice, putind fi utilé gi maigtrilor, tehnicie-
nilor $i muncitorilor de tnalld calificare din industrie, precum $i cadrelor
didactice din tnvdtdmintul mediu, 3i are ca scop 84 pund la dispozifia
.acestora o sistematizare ceva mai completd dectt aceea din manualele
scolare a unui important capitol din trigonometrie $i anume acela pri-
vitor la rezolvarea gi discufia ecuatiilor trigonometrice. Tratarea mat
dezvoltatd a acestui capitol a fost determinatd de faptul cd problemele
din aceastd categorie mai constituie incd pentru elevii de licew o difi-
cultate, mai ales cd in lucrarile de specialitate (manuale, culegeri eto.)
tratarea acestora este limitatd doar la doud saw trei tipuri de ecuatii.

In materialul prezentat am cdutat sé extind pe cit a fost posibil
gruparea ecuafiilor trigonometrice pe mai multe tipuri, sintetizind
teoria respectivdé pe exemple tratate complet.

Apreciez ca posibild 1 o altd categorisire, dar din experienia de
la catedrd cu elevii a rezullat cd prezentarea ecuatiilor trigonometrice,
aga cum este datd in lucrarea de fatd, poate fi insugitd cu destuld ugu-
rinjd de topi elevii din anit II—IV, cu mengiunea doar ci rezolvarea

. $t discutia unora dintre probleme necesiti $i cunogtinge din anii III—
IV de liceu (reprezentarea graficd a funcfiilor, teorema lui Rolle etc.).
Materialul prezentat, circa 230 de exercilii, foarte variat gt cw
sgelectic din numeroase lucrdri de specialitate, oferd elevilor multiple
cdi de abordare a rezolvdrii gi discufier oricdror tipuri de ecuatii trigo-
nometrice, precum i a inecuafiilor gi sistemelor trigonometrice. Pentru
aceasta este nsd necesard cunoagterea temeinicd a formulelor trigono-
metrice, a calculului algebric gi a analizei din anvi III—IV.

Mengionez cd, in ceea ce privegte completarea gi finisarea mate-
rialului, am pinut seama de pretioasele sugestii date de tov. conf. dr.
Gh. D. Simionescu, care a efectuat controlul stiinific al lucrdrii, pre-
cum $i celor date de redacfia de matematicd a Editurii tehnice, cdrora
le aduc muljumiri.

Solutiile adoptate pentru fiecare exercifiu in parte nu sintlimitative
gt ag fi bucuros pentru unele sugestii ce ar veni de la cititori gi de
care, binetngeles, s-ar putea pine seama la o eventuald reeditare alucrdrii.

AUTORUL

Bucure§ti, februarie 1977
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~ Partea intfi

REZOLVAREA ECUATIILOR
SI INECUATIILOR TRIGONOMETRICE

1. ECUATII TRIGONOMETRICE
CU FUNCTII CIRCULARE DIRECTE

1.1. Forma de prezentare §i metode generale
de rezolvare ale ecuatiilor trigonometrice

O ecuatie se numegte trigonometricd dacé contine una sau mai
multe necunoscute numai prin intermediul unor funcfii trigono-
metrice. '

Forma generald a unei ecuatii trigonometrice confinind o singur
necunoscutd este

P (sin z, cos z, tg =, ctg z) = 0, (1.1)

in care cel putin una din functiile trigonometrice este nenuli.
Rezolvarea ecuatiei de forma (1.1) constd in a aduce membrul
intii, cu ajutorul operatiilor trigonometrice fundamentale cunoscute,
la forma :

£ (€08 2)-f, (sin 2)-f; (tg @)-F, (ctg 2). .. = O, (1.2)

produsul din membrul intii putind congine chiar un singur factor.
Din (1.2) rezultd imediat ecuatiile :

fi(cos ) =0, f, (sin 2) = 0, fy (tg &) = 0, f (ctg ) = 0, (1.3)

fiecare putind fi de orice grad in raport cu functia trigonometrica
respectivii. Rezolvarea ecuatiilor (1.3) conduce la ecuatii elemen-
tare de forma

sihz=a,co82 =0, tgor =c¢, ctgz =d, (1.4)

iar pentru ca ecuatiile (1.4) s& aibd solufii este necesar ca | a|<1,
1] <1 ic delR.



Problema dificild const# insd in aceea c¢d ecuatiile de forma (1.1)
in multe cazuri nu pot fi aduse la forma (1.2). In aceasts situatie sint
recomandabile urmitoarele metode :

1° Daci in ecuatia (1.1) o functie trigonometricd este la o putere
impari, iar celelalte sint la puteri pare, atunci se ia ca necunoscut#
funcfia de putere imapard, ficindu-se transformirile corespunzi-
toare ale functiilor de puteri pare cu ajutorul formulelor ce se deduc
din relatia fundamentald sin%« 4 cos®?z = 1, ecuatia (1.1) luind
una din formele (1.3) sau chiar (1.4).

2° Dacd transformarea 1° nu este posibild gi gradele functiilor
trigonometrice din (1.1) nu sint mari (de reguld <2), atunci cu aju-
torul formulelor universale

1— 2t 2t
COS & = — s S =— igr=—-—
14t 141 1—1¢
(1.5)
etg s =——, undet = tg —» cu— #(2k+1) =
2 2 2
ecuafia (1.1) se transform% intr-o ecuaﬁe algebricé de forma
Gt"+at*t+ ... +a, =0, (1.6)

rezolvarea acesteia ficindu-se dupé regulile cunoscute din algebrd.
Inconvenientul acestei metode este c& ecuatia algebrich (1.6) care
se ob{ine este de grad mare, aga incit metoda se aplicid atunci cind o
altd posibilitate mai rapid® nu existd, asigurindu-ne in aceastd
situatie cd ecuatia datd nu are solutii de forma # = (2k 4+ 1)r.
3° Dacd nici una din metodele de la 1° gi 2° nu este aplicabils,
atunci se vor folosi diferite procedee particulare ce necesitd - unele
artificii de calcul gi care se vor ariita in detaliu in cele ce urmeazi.
Orice metod# de rezolvare se folosegte, in principal se urméiregte ca
ecuatiile de forma (1.1) s# fie transformate in ecuatii echivalente de
forma (1.4), dupd care se trece la precizarea arcelor (unghiurilor)
care rispund la problemé, adic# la stabilirea solutiei generale.
Avind in vedere c# fiecireia din ecuatiile de forma (1.4) corespund
pentru « cite doud valori obtinute prin parcurgerea o singur#d datd
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a- cercului trigonometric, se convine si se ia urmitoarele solufii
generale pentru ecuatiile respective :
sin ¢ = a; ¥ = (—1)*arcsin @ + kn pentru a e [0,1]
gi @ = (—1)**!arcsin |a|+ k= pentru a € (—1,0)
cosxz =b; # = 4 arccos b + 2 k=, pentrud e [0,1]
§i * = L arceos|b|+(2% + 1)=,pentrube(—1, 0)
tgx =¢, ¢ =arctge+ kn
ctg x = d, x = arcetgd + kn

L (1.7)

}c,deR, keZ

(a se vedea cazurile particulare din anexa 2).

De observat ci fiecare solutie generald din (1.7) constituie de
fapt un gir sau doud giruri de valori pentru argumentul x, si cd
oricare din glrunle respective formeazd o progresie aritmeticd, cu
ratia 4 kn gi respectiv 4 2kw. Dacd din ecuatia 1.1) rezultd in
final mai multe ecuatii de forma (1.4), solutiile date in (1.7) se pot
reuni, sau rimin aga cum vor rezulta din calcule.

In cele ce urmeazi vom folosi denumirea de solutie generald, sau
pur si simplu solutie, a fiecirei ecuatii de forma (1.4), orice gir de
forma (1.7). Rezultd cd o ecuafie trigonometricd poate avea una sau
mai multe solutii generale de forma (1.7).

4° In multe cazuri ecuatiile trigonometrice se dau i sub forma

F, (sin z, cos z, tg z, ctg ) = F; (sin z, cos z, tg @, ctg =), (1.8)

“cu mentiunea ci cel putin una din functiile F; sau F, trebuie s3 de-
pindd minimum de o functie trigonometricd. Dacd una din functiile
F, sau F, nu are sens pentru £ = «, dar

lim (F, — F,) =0,

atunci, numérul « constituie o rdddcind singulard a ecuatiei (1.8),
solufia generald corespunzitoare rezultind din ecuatia elementar®
care face nedefinitd functia trigonometricd respectivéd, cind z =a.

, cazul in care limita de mai sus este diferitd de zero, nu existd
sau.nu are sens, atunci solutiile rezultate din # = « se exclud de la
inceput. De regul#, in manualele de trigonometrie pentru licee, va-
lorile « pentru care una din functiile F, sau F, nu are sens se inl&-
turd de la inceput, deoarece problemele de limiti se trateaz® in
cadrul analizei matematice. In exemplele ce se prezintd mai de-
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parte se vor analiza §i aceste cazuri, adicd se vor determma. sz aolu-
tiile singulare ale ecuatiilor trigonometrice.

1.2. Exeuiple de ecuatii trigonometrice ,rejplvate complet

1.2.1. Eecuafii la care se aplicd metoda 1°
1.1. S# se revolve ecuatia |

V2 cos & + 2 sin? @ + ctg? z = 3, cu z # kr.

R. Lulndu-se ca necunoscutl cos x, avem
- . : cos2x .
V2 cosx4+2(1— cos’z) + ——=3. ’ (1)
1 —cos?x :

Pentru usurinﬁa calculului, se face Inlocuirea cos z = tsi dupa electuarea calculelor
ecuatia (1) devine

—Vz_t3+V2_t—1‘.—_0
Vzed2t—1 +d2t-1=0, : 2

ridacinile reale ale ecuatiei (2) fiind ¢, = V22 5i t, = — 1}/2.
Tinind seamé de (1.7), rezultd sclutiile generale

sau

=4 —1:- + 2 k& 51 x4 = £ arccos % + (2ky + V)=, ky, kg€ Z.
V2

De observat c2 s-au ob{inub patru giruri de solutii distincte, care
corespund problemei. Aga cum s-a ardtat mai inainte girurile res-
pective se pot reuni, in cazul in care prin aceast# operafie solutia
generald a problemei se poate scrie sub o form% mai condensatd,
decit solutiile #, §i x,, ceea ce nu este cazul in acest exemplu.

Se intelege, c& dac® se fac precizirile respective, atunci se scrin
golutiile generale rezultate din ecuatiile de forma (1.4), reunirea
acestora sub forma (1.7) nu mai este necesard, degi in unele lucréri
de specialitate (culegeri de probleme), solut,xa, concentrat® se scrie
§i sub aceastd ultimd formd, adich z e {z} U {z,}, formd care in
situatia actuald, aga cum am preclza.t mai inainte, nu ofer® nici un
avantaj.

8
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Nu aceeasi situatie este in cazul urmitor.

1.2. 83 se rezolve ecuatia
8in? & — cos2 2 — cos ¢ = 0.

: 1
R. Solutiile sint date de ecuatiile elementare cos x = Y sicosz=—1cu ;=

b 3
= - + 2k,7 §i 23 = (2k, + 1)m. In acest caz, cele trei progresii date de z, §i x, se pot
reuni, observindu-se ci

T 2r T 4n k4

r=—t 2= |— — — 2km si x= 2k = —— — — + 2km.

3 + 2in [ 3 3 ) + § n + 2k 3 3 +

In consecinti solutia generali se poaie scrie astfel ¢
2 2k — 1

T
T=——F k=, KkeZ
s T3 3

1.2.2. Ecua}ii ce 8¢ rezolvd prin metoda 2° -
1.3. 84 se rezolve ecuatia

sinw—13cosa;-|—3tg%+4ctgw=4, cuz # kr, keZ.

. x
R. Inlocuind toate functiile circulare prin tg <" 1, ecuatia devib

PR Sl PN Sl 1)
1408 14 2 (

iar dupdl efectuarea calculelor
H+93452—-17t4+ 2=0, (2)
ridicinile Intregi ale ecuatiei (2)fiind ¢, = 1,1; = —2, de unde rezulti ecuatiile elementaré
tg % = 1, cu solutia ; = % + 2k,7 §i tg% = — 2, cu solutia r, = 2arctg (—2) +
+ 2Ky, ky, ky e Z.
'1.4. 84 se rezolve ecuatia

2 sin 2 tg = + tg2 g- 0.



: o Y ]
R. Se observi ci ecuatia este nedefinitd pentru arcele de forma z’ = (2k+ 1) 7

si 2 = (2k + 1) , k € Z, Astfel, solutiile de forma x’ i x* se exclud. :
Ecuatia datd se poate rezolva_ cu ajutorul formulelor (1.5). Ecualia devine in final

2n
B9 — (*) =0, de unde rezulld #;,, =0 cu x, = 2k 5i f, = £ V3 cu oy = Y + 2k,

—2r
3

§i x, = + 2kgr, ky5,,€ Z.

) - 2km
De mentjonat ci solutiile reunite se pot scrie sub forma concentratid x = —3-, keZ. )

Altfel. Ecuatia respectivi se poate rezolva si direct, astfel :

2sin? x 1—coszx 2 (1 —"cos? x) 1—cosx
=0 sau =

cos T 1+4+cosx cos T 1+cosx

de unde rezulti cosx=1 cu solulia x;, =2k §i 2(1 + cosx)® + cosx =0 sau

r
2cos? x + 5cos z + 2 = 0 cu solutia x, = :!:? + 2k, + D)7, ko€ Z.

1.2.3. Ecuafii care se rezolvd prin diferite procedee particulare
Ecuafii de forma a sin x 4+ bcosx = ¢ ' (1.9)
O ecuatie de tipul (1.9) in care a, b # 0 se rezolvd astfel :
1) Se introduce unghiul auxiliar ¢ = arctg 2 $i se impart
- : e a
ambii membri ai ecuatiei prin 4 |/a® + b* (semnul + corespunde
pentru ¢ > 0 si semnul — pentru a<0), ecuatia respectivd devenind
c -

sin %) = £+ ~———: adici de forma (1.4). Dar aceastd

(¢ +0) = £y v (1.4). Dar acea:

¢

N E Ve

2) Se pune t %=t cu x#(2k + 1) =, fiind necesar ca mai

ecuatie are solupie numai dacé <1 sau a?+ b% > 62

Entii sd se verifice dacd ecuafia datd prin enunt nu are solufii de aceastd
Sformad.

Se examineazd deci doud cazuri.

1. Cazul in care ecuatia (1.9) nu are solutii de forma & = (2k+1)x.
In aceastd situatie putem scrie a sin (2 + 1) + b cos (2k + 1) #¢
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saub + ¢ # 0. Inlocuind sin « §i cos z cu tangenta arcului (unghiului)
pe jumitate, ecuatia datd devine

2t 1—12
b =
1—|-t2+ 142
sau
b+e)t2—2at—b+c¢c=0, (1.10)

o ecuatie de gradul al doilea, tinind seam3, aga cum am precizat mai
fnainte, ci b 4+ ¢ # 0. Pentru ca ecuatia (1.10) si aibd radfcini
reale este necesar ca

A=a?+ 02— c2>0sau a4+ b2 > c?
conditie pe care am gisit-o folosind prima metodi.
in cazul in care ridicinile ecuatiei (1.10) sint distincte, avem
tg 2i =1t cu » = 2arctgt, + 2k = .si tg ?m =1, cu 23=2 arctg t,+
+ 2 kym, ky, ,€e2.

2. Cazul in care ecuatia (1.9) are o solutie de forma z = (2%} 1)=.
In aceastd situatie avem b 4 ¢ = 0, putindu-se scrie asin @ +

Fb(1+cos 2)=0s5au2a sing cos % + 2% cos2?w =0, cucos% =0

gi1=(2k+1) =, adics z=2k+1)m §i cu tgﬁ=—iy
2 2 2 a

cu 2z = 2 arctg (—-b—)+2kn, keZ.
a

De mentionat ci in situatia in care se presupune c¢i b4+ ¢=0
g§i cd ecuatia de gradul al doilea (1.10) se reduce la o ecuatie de gradul
intii, o rddicind a acestei ecuatii se poate considera oo, ceea ce co-
respunde pentru & = (2% 4+ 1)x. Problema se rezolvd in mod asem%-
nétor dacd se inlocuiegte a cu b (sau sin « prin cos ).

" Daci a #0 §5i b#0, atunci se presupune cd existi un are
«€e (— g ’ g)ca,re verificd ecuatia tg a« = i Prin urmare, impér-
a

tind ecuatia (1.9) prin a, ob{inem

. b ¢ .
sin ¢ 4 —cC08s # =— sau sinx 4+ tgx cos ¢ =
a a

QIQ
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sau incd

sin (& + #) = —— cos a. (1.11)
a
Dar ecuatia (1.11) are solutii in cazul in care L cos « S
a
¢ cos? 2 c2
@—E—a lsa,umcé,Ls 1 =14 1 .sa.u—— <1+
a42 a®  cosia tg2a a?

+ —-, adicd a® 4 b2 > c?, relafie gisitd in ambele metode indicate

mal inainte. Dacd condifia a® + b > ¢® este indeplinité, atunci
putem scrie sin (« + #) = sin B, de unde rezulti z = (—1)*B +
+ bk — a.

Analog se procedeazd dacd ecuatia (1.9) se imparte cu b; se

obtine cos (z — a) = —1%_ cos « ; punind condit;ia;l-%~ cos a I <1 g

notind % cos & = cos B, ecuatia (1.9) devine in final cos (= —.:a):ﬁ

=cos P, deunde. v = £+ B + 2 kw + «.
De remarcat ci impérfirea ecuatiei (1.9) la a sau b, dup® caz,

se recomands in cazul in care — sau — este valoarea tangentei
unui arc cunoscut. ¢
\i 1.5. S& se rezolve ecuatia
Y3 sin z + cos = 1. (1)

R. Aplicind acestei ecuatii cele de la 1.2.3, cazul 1, in care a = Vg, b=1¢ =1,
rezulti a® 4 52> c2 si cd, prin urmare, ecuatia daté are solutii.

1 T
Se’ introduce unghiul auxiliar ¢ = arctg —, ceea ce corespunde arcului T H

se imparte ecuatia cu Va' + b2 = 2 (s-a luat ) in fata radicalului deoarece a> 0) §i ecuatia
devine

3 ’t 1
mEtg) =3
adicd o ecuatie de forma (1.4) cu solutia

a:=(—1)”-%' +Im——:—, kez.
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De mentionat ci ecuatia se mai poate rezolva si prin separarea uneia din functiile trigo-
nometrice, ridicarea la patrat si tnlocuirea lui sin x prin cos x sau invers. fn acest caz,
este nevoie de a se verifica solufiile aflate, deoarece, de reguld, prin ridicarea la pdtrat
se (nlroduc solufit strdine. Aplicind aceastd metodd, ecuatia se poate scrie sub forma

cosz=1—V3sinzx; )
ridicind la pétrat si inlocuind pe cos® x prin 1 — sin? z, ecuatia (2) devine

2sin?x — |3 sin z=0, 3)
solutiile ecuatiei (3) fiind date de ecuatiile elementare sinx =0 cu =z, =kmn si

3 b

sinz = Tcu zg=(—1)a —3— + Kkgm, ky, kg€ Z, Dar inlocuind tn ecuatia (1) pe z, =
= k,m, se constati cd aceastd solutie nu este acceptabild decit pentru valori pare ale
lui &), adici pentru x, = 2k'r, cu k'eZ. La fel, se constatd ci nici solutia data de =z,
nu verificd ecuatia decit pentru valori imapare ale lui k,, ceea ce duce la concluzia ci z,
este de forma z; = ry + 2k, gisitd anterior,

Aplicind ecuatief (1) cele arétate In 1.2.3, cazul 2, aceasta se transforma tn

8-V3i=o,

x X x
unde ({ = tg - rezultind ecuatiile elementare tg 7 =0cuz,=2kmwnsitg ?:

- 2r
= V3 cu xr, = ‘—3 + 2’("7!,',(1.’62.

Ecuatii de forma & tg o H betgx + ¢-= 0. : (1.12)
Rezolvarea unor astfel de ecuafii se face in modul urméitor. Se
T, putem scrie

observi c#, deoarece » #

asin2z $H becos?x + csin xcos z = 0. (1.13)

Ecuatia (1.13) se poate considera ca omogen# §i in aceasts si-
tuatie, prin impér{irea cu cos? 2 # 0, se transform% in

atg®w +ctgx+b=0, . (1.14)

adicd e ecuatie de gradul al doilea in tg x, care se rezolvd dup® me-
todele algebrice cunoscute. Dar ecuafia (1.14) se mai poate scrie §i
sub forma
@ (1 — cos 22) + b (1 + cos 2x) + ¢sin 2% = 0,
sau incd
o8in 2z 4 (b — a) cos 2@ + (@ + b) = 0.
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Aceastd ecuatie fiind de forma (1.9), se trateazd ca atare.
1.6. 83 se rezolve ecuatia
2tgx+3ctger—5=0, 2 # i;‘_, keZ.

R. Folosind cele aritate mai Inainte, ecuatia se transformi in

2sin®z 4 3cos?z — 5sinzcos =0
s
2(1 —cos2z) +3(1 +cos2z) —5sin2x =0
sau Mnci
5sin2x —cos2x — 5=0.

Se observil c# ecuatia (1) are solutii, deoarece a? + b2z ¢2, adicd 52 4 12> 52. Deci, se
poate folosi oricare din metodele ar#tate la 1.3.3; rezolvarea ecuatiei se face Ins# direct.
Inlocuindu-se pentru usurinta calculului tg z = {, aceastéi ecuatie devine

22 —-5t4+3=0,
T 3 3 3
cul,=1$ldecitg::=1cux1=—4- + kyxosity = ?cutgx;—;si x,=arctg?+

¢ kgr, ambele solutii verificind ecuatia initiala.

Este recomandabil, ca la alegerea metodei de rezolvare a ori-
cirei ecuatii trigonometrice si se evite de la inceput aceea care
implicd vreo ridicare la pitrat, recurgindu-se la aceastd metodd
numai atunci cind o altd solutionare a problemei nu poate fi gisitd
operativ sau necesitd calcule dificile.

Ecouayii simetrice de forma
a (sin ¢ + cos 2) + bsinxcosx = ¢ (1.15)

O ecuatie de forma (1.15) se numeste simetricd in raport cu
sin # gi cos 2. Intr-adevir, dacd x, = x, este o solutie a ecuatiei res-

pective, atunci §i x, = %— — xyeste o solufie, deoarece sin x, =

= CO8 (% - wo)- Dar @, §i @, sint simetrice in raport cu % ’

-astfel incit, pentru rezolvarea ecuatiei (1.15) se face substitutia
= % + t, observindu-se ci

8in ¢ + cos it

Ve

cost—sint.

72

. . T
= — i1l =
sin @ sin (4 4+ )
K3
CO8 Z = CO8 (T + t) = (1.16)
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Cu substitutiile (1.16) ecuatia (1.15) devine
%(cos2 t —sin®t) + a2 cost =c¢, (1.17)
sau, notind cos = y‘, aceasta se scrie sub forma
b
by®+ alZy — 3-+c)=o. (L.18)

Rezultd cd §i —y este o ridicind a ecuaftiei (1.18). Modul de rezolvare
rimine valabil §i in cazul in care in ecuatfia de tip (1.15) se inlocuiegte
xecu —x.

Ecuatiile de forma (1.15) se pot rezolva §i prin substitutiile

. . 2 —1
8in & 4 cos £ = % => 8In £ CO8 & = ———»
ecuatia (1.16) devenind
bu2 4 2au — (b + 2¢) =0. (1.19)

Tinind seami de valorile extreme ale functiei sin x + cos «, rezultd
cd ecuatia (1.19) are doud solufii acceptabile numai dacd u,, u; €
e [—V2, V2], solutiile generale aflate trebuind a fi verificate,

deoarece s-2 folosit ridicarea la pétrat.
Ecuatiile de forma (1.15) se mai pot rezolva §i prin subtitutia

tg % = {, ecuatia trigonometricd respectivi transformindu-se intr-o
ecuatie algebricd de gradul patru in ¢.

1.7. S# se rezolve ecuaiia

]/'3_( ! 41 )=2(1+~V§),m;ek—2",kez.

cos x sin @

R. Eliminind numitorii, ecuatia dati se transformd in

Vi(sinx+cosz)—2(1+V§)sinxcosz=0, (1)
-1
adicd In ecuatia de tipul (1.15). Punind sin x 4+ cosx = u §i sin xcos z = P

15



ecualia respectivi devine
A+VHuw—Vau—- +V3) =0,

si u,=1—V§.

cH Uy =

1+ V3
2 — —
intrucit max(sin z 4 cos x) = V2 si min(sin x & cos ) = — V2, ambele rédéacing
u, 8i uy obtinute sint acceptabile. Acum avem de rezolvat ecuatiile echivalente

) V3 +1
cos x 4 sinx = 2 ’ (2)

cosx+sinx;1—V§

x
care se rezolva prin substilutia tg —? = {. Astfel, prima ecuatie din (2) devine

1—1 21 V3 +1 -
= 3s+ne—44+V3—-1=0
& e 5 V3 {3+1) +V

1 — 7Y T - T
cul, = F Sily=2— V3, de unde rezuita solutiile —2— = -6—- + kymsau_x; = ? + 2kn
T Ld ® ,

)] YTy + k,rc sau xp = ry + 2k, kyg€Z.

Cea de-a doua ecuatie din (2) devine

e=-Vhe-2-V3=0

1+)2V3—2

2-V3

x3 = 2 (arctg #y + kyw) §5i 2, = 2 (arctg { + kyxe), ky € 2.

] 'l,.. = , de unde rezultd inci douid solutii

Folosind celelalte doud metode, obtinem aceleasi rezullate.
Desigur ci ecuatia (1) se mai poate rezolva separind cei doi termeni §i apoi ridicind
la pitrat; se obtine

3(1 + sin 22) = 2(1 + V3) sin? 22,

ecuajie de forma (1.3), care se rezolvi lufndu-se ca necunoscutd sin 2z, solu{iile generale
obt‘inute trebuind a fi verificate.

1.8. S& se rezolve ecuatia
2 8in 2@ = 4 (8in # + cos ) — 3.
R. Se noteazid sin x 4 cos x = u §i ecuatia dati se transforma In
2u=1)—4u+3=0

2 = 4u+1c=0



cuay = (2 + V§)/2 siug = (2 — Vi)[2. ‘Finind seami Insd cd max(sin z 4 cos x) = ¥z
i min(sin x 4 cos x) = — V-i, rezulta cd avem de rezolvat doar ecuatia sin x +
+cos T = (2 — V2_)/2, rezolvare ce se face, folosind formulele de substitutie universale,
ecuatia respectivd transforminduse m (3—V2)8—2+1-V2 =0 cu ¢, =

=1+V2—1. De aid

= 2arctg (1 + V72 - 1) + 2k,5

x, = 2arctg (1 — VVE- 1) + 2kgx.

Alifel. inlocuind In ecuatia dati prin enunt pe sin 2z cu 2 sin z cos z, se observa, ci
aceastd ecualie este simetricd tn raport atit cu sin x clt §i cu cos x. Facem substitujia

sl

’t .
x=T—ls|avcm

sin 2z = sin 2 (—:—‘- - l) = cos 2{.

— T
sinx+cos:c=V2cos(—4——x]=V.—?. cos {,

asa Incit ecuatia din enun} devine dupi efectuarea tuturor calculelor 4 cos3t — 4¥2 cost +
+ 1 = 0, adicd o ecuatie de forma (1.3), care, rezolvati in raport cu cos {, ne da

V2-1 V241
2 - »

cos l; = >

si cos l,

ultima neavind solutie, deoarce '(VE + 1)/2> 1. Luind In considerare numaij prima ecuatie
elementars, se observd ci putem scrie

V2 1 ] T T T
€osly = — — — =€0s — — €0s — = 2sin —sin —.
2 2 4 3 24 24

EBcuatii omogene de forma

a,8in" 2 + a, sin" "'z cos ¢ +...+a,-15in zcos* ! z 4 a, cos® 2= 0
(1.20)

O ecuatie trigonometricd de forma (1.20) se numegte omogend,
rezolvarea acesteia ficindu-se astfel. Se inmultesc ambii membri ai

ecuatiei cu;(ceea, ce este posibil dacd se considerd cos z # 0)
cos” x
8i ecuatia devine
atg" s +atg" '+ ... + a, =0. (1.21)
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Se ia tg # = {, obfinindu-se astfel o ecuafie care se rezolv® prin
metodele cunoscute in algebri.

1.9. S% se rezolve ecuatia

58in22 — 2cos22 — 3sinxcos = 0.

R. Aplicind cele de mai tnainte, aceastd ecuatie devine

: r
5tg2x—3tgx—2=0, z#(2k+1)T, keZ,

T 2
de unde rezultd imediat tg x = 1 cu solutia x, = vy +hrsitgr=— -s—cu solutia

x, = arctg [-_?2-) + kg, kys€Z.

Sint numeroase exemple in care ecuafiile date nu se prezinté sub
forma, (1.20), dar care, prin unele transforméri 81mple, pot fi aduse la
aceastd formd. De exemplu:

— Ecuatiile de forma

aysin?x 4+ e, sinxcos ¢ 4 aycos2x — az; =0

pot fi aduse la forma (1.20) dacd a; se inhlult.este cusin? ¢ 4 cos? 2.
— Ecuatiile de forma

ag8in*  + a; sin® zcos x + ... + a,costz — a; = 0
pot fi aduse la forma (1.20) dacd a; se inmulteste cu (sin? # 4 cos)2.
Bouajiile de forma
fla cos? ma, B sin2 nx) = 0 (1.22)

care conjin numai pdlrate de sinusuri sau cosinusuri

Astfel de ecuatii se rezolvd trecind de la puteri de cosinusuri sau
sinusuri la cosinusuri de arce duble cu ajutorul formulelor

14 cos2mz . , 1 — cos 2nx
—_— si* = ————.

cos2 my =
2 2

18



1.10. S3 se rezolve ecuatia

w

cos? r 4 ces?2 3z + cos? by = —.

(34

R, Trectnd la cosinusuri de arce duble, avem

1 — cos2z 1 — cos 6z 1 — cos 10x 3

2 + 2 + 2 2

Efectuind calculele, ecuatia devine
cos 2x 4 cos 6x + cos 10x = 0. (1)
Transformind sumele in produse, ecuatia (1) se transformé tn’cos' 6z (2 cos 4z + 1)—
solutiile fiind date de cos 62=0 cu z;= :l_- — + k? si cos 4z = _T cu

2k, +1
ﬂ's—il 2k, +1)7

y» kya€2.
12 4
Ecuapii care conlin sume de forma sin?® z + cos*z, cun > 2,
edicd
F(x(cos?™ & 4 sin®" &) + P (cos*™V g + gin?*Vg) 4...) =0
(1.23)

In general ecuatiile care confin sume de forma sin®az 4-
+ cos?® z, cun > 2, se rezolvd plecind de la identitatea [sin? o 4
- cos2 2 = 1, pe care o ridicim la putere convenabild ob‘pmindu-se
in final o ecuatie in sin 2z.

1.11. S& se rezolve ecuatia
2(sin® @ 4+ cos® z) + sin? 22 4 cos? z = 3.
1
R. Se tine seami ci sin® x + cos® z = (sin? z + cos? z)2 — - sin? 2z §i cA sin® x 4
. 3
+ c0s® z = (cos? z + sin? z)3 — 3 sin? z cos? x(cos?x + sin2z) = 1 — e sin? 2z, Ecuatia
devine

3 1
2(1 —_ -—4—sin32:l:) =+ 1-— Tsin32r =3

kr
sag, efectuind calculele, se obtine sin?2x = 0, de unde = = = keZ.
Observafie. In unele lucrari se mai foloseste notiunea de solutie dubli, la ecuatia de

forma sin? ax = 0, cos® ax = O etc., ceea ce nu are sens, {inind seamé de faptul cii solutia
reprezintd unul sau doud giruri de valori pentru argumentul z.
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Ecuatiile de forma (1.23) se mai pot rezolva si dupi metoda ari-
tatd in 1.1, 1°, trecindu-se de la cosinusuri la sinusuri, sau invers,
metoda folositd insd in cazul problemei 1.11 fiind mai rapida.

Ecuatii continind produse de funciii trigonometrice de forma
cos ax cos Bx cosyx sau cosax cos Bz sinyz (1.24)
De regul® ecuatiile care confin produse de cosinusuri sau sinu-
suri de arce multiple, sau chiar produse din ambele functii, se rezolvé

prin transformarea produselor respective in sume de cosinusuri sau
sinusuri, luindu-se in considerare formulele de bazi.

1.12. S3 se rezove ecuafia
COS & COo8 3 COo8 6 = — -;— (1)

R, Se {ine seamd ci
2c0s x cos 3x = cos 4 + cos 2:;,
2 (cos 4x cos 6x + cos 2z cos 6x) = cos 10x + cos 2x + cos 8x + cos 4z,

astfel }nclt ecuatia devine

cos 10x + cos 8z + cos 4T + cos 2r = — 2. 2)
Se ia ca necunoscutd cos 2z §i ecuatia (2) devine
(16 cos® 2z — 20 cos32x + 5 cos 2x) + (8 cos® 2z — 8cos?2x + 1) + (2cos? 2z — 1) @

+cos2x = — 2

sau, efectulnd toate calculele,

8 cos® 2 + 4 cos* 2z — 10 cos32x — 3 cos? 2z + 3cos2x + 1 =0, (3)

. T T
o solufie a ecuatiei (3) fiind datd de 2cos2x +1=0 cu z; = 3 ry + 2k, + 1);.
De mentionat’ca ecuatia (2) mai are Incd doud ridicini reale: cos 2z = a §i cos 2z = g,
cu xe(—1,0) si B «—1, din care dupd cum se vede, numai o corespunde problemei.
O a doua solutie a problemei este x, = = arccos|a| + (2kg + 1)&, k) 3€Z.

Mai sint unele ecuatii trigonometrice care dupd unele transfor-
méri elementare pot fi aduse la una din formele :

sinz =siny = o =(—1)*y + kn,
cosr=cos8y ==+ Y + 2kn, (1.25)
tgz=tgy=2=y + kr,
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«u conditia ca arcele z si ¥ s& nu fie de forma (2% + 1)% in— ultima,

ecuafie.

1.13. S4 se rezolve ecuatia
. . T
msin (a — #) = nsin (b — z), undea — b =?-
R. Folosind proprietétile proportiilor, ecuatia dati se poale scrie sub forma

sin (a — z) + sin (b — x) _ n+m
sin (a — z) — sin (b — x) T n—m

t(a+b )
8 2 n+4m

a—b n—m

2

(8))

te

m T
Puners—- = tg @ si, .tinlnd seamid cd a— b= T" ecuatia (1) devine
n

V¢<x+b b
L R el

a+b

adicA o ecuatie de forma ' (1.25) cu solutia
a+4+bd

T .
_3;=T+q;+k1c, de unde

T =

T
- (Q-l- T) + k', k'€ Z.
L T T . .
~4Ufel.Dna— b= - rezultd b = a'= ry si ecuatia daté se transforma tn

msin (@ = %) = — ncos (a — x),

n
de vnde tg(z — a) = Lsi punind — = tg ¢, se obtine solutia *x — a = kr + ¢, ke 2
m m

1.2.4. Ecuafii cu solutii singulare

1.14. Si se rezolve ecuatia

1 cos ¥ — sin @
tg ¢ 4- ctg 22 ctgxr — 1
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R. Se observd ci ambii membri ai acestei ecuatii nu au sens pentru z = k. Se
procedeaadi asa cum s-a aritat tn 1.1, calculindu-se limita

]'m( 1 cos £ — sin :c)
l —
e-kn\tg = + ctg 2z ctgx— 1

= lim (sin 2z — sin ) = 0.
Tkt

In consecinti, x, = k,m este o solutie singulari a ecuatiei.
1 ]
Cealaltd solutie este datd de ecuatia elementard cos z = T' adicizy = & T Y
+ 2k, kya€Z.

Desigur cé in rezolvarea unor ecuatii se pot aplica unul sau chiar
mai multe din procedeele generale sau particulare ardtate mai inainte.
In cap. 4 se vor da numeroase exercitii a ciror rezolvare va contri-
bui intr-o mai buni mésuré la aprofundarea teoriei date in 1.2.

2. ECUATII TRIGONOMETRICE
CU FUNCTII TRIGONOMETRICE INVERSE

2.1, Forma de prezentare §i metode generale de rezolvare

Ca si in cazul ecuatiilor trigonometrice tratate in capitolul 1, ecua-
tiille continind ca necunoscute una sau mai multe arcfuncfii se
prezinti sub forma cea mai generald

‘P(arcsin @, arccos x, arctg @, arcctg «) = 0, (2.1)

in care cel putin una din a,rcfuxict,iile respective trebuie si fie nenul.
De cele mai multe ori ecuatiile de acest tip se prezintd ins® sub
forme mai simple :

f(aresin a, arccos @) = 0

sau (2.2)
flaretg @, arcetg z) = 0.

22



De reguldl, este necesar ca prin diferite transformiri trigonometrice
ecuafia s fie adusd la una din formele elementare

—

arcsin @ = a; arccos ¥ = b; arctg ¢ = ¢; arcetg @ = d.

(2.3)

De indaté ce am obtinut una sau mai multe din ecuatiile (2.3),
vor trebui luate in considerare urméitoarele :
— Pentru ecuafia arcsin ¢ = a. Functia sin # ia toate valorile

posibile daci se considers intervalul de studiu[— -;iv%] Ecuatia

: . . . ™ o a .
arcsin # = @ are solufie numai dacd |a| < ?”, {inind seama, bine-

inteles, ¢ i |z| < 1, solutia unicé fiind = = sin a. '

Dacd argumentul z se prezintd sub forma unei functii de z, de
exemplu ¢ (x), atunci ecuafia arcsin ¢(z) = a are solufii numai
dach |o(a)| <1 sila| < ’2‘ .

— Pentru ecuajia arccos x = b. Functia cos xia toate valorile
posibile daci se considerd intervalul de studiu [0, =]. In consecin{3,
ecuatia arccos # = b are solufie unici z = cos b, numai dacd
be[0,n] 5 | o] <1.

Dacd in loc de argumentul « avem o functie ¢(z), atunci pe ling#
conditia b € [0, =] se mai ia in considerare si inegalitatea | (z)| <1,
care constituie condifia de bazi.

— Pentru ecuajia arctg x = c. Se stie cd functia tg x ia toate va-

lorile posibile dac# se considerd ca interval de studiu (— %-%)

. o T ™ . . .
Prin urmare, cind ce (—? ?), ecuatia respectivi are solutie

unicd & = tge.

— Pentru ecuajia arcetg x = d. Intrucit functia ctg x ia toate
valorile posibile in intervalul (0, =), rezultd ci ecuatia arcctg x =d
are solutie unicd x = ctg d dacd §i numai dacd d € (0, «).

De mentionat cd in toate cele patru cazuri s-a ficut precizarea de
solufie unicd, dat fiind cd in intervalele considerate arcfunctiile res-
pective sint strict monotone.

Pentru rezolvarea ecuatiilor de forma

flaresin z, arccos ) = 0 §i f(arctg x, arcetg ) = 0

23



¥e.

Tabelul 2,)

m:; (;;lle arcsin x arccos r arctg x arcctg x
z ==
arccos Vl—:’, z€ [0,1) aretg ———— arectg ———, x € (0, 1]
. Vl — x2 x
.aresin x arcsin x s
— arccos Vl—:c’,.re[—l,o) cuzxe(—1,1) arcetg —mn,xe|— 1,0)!
— Vi—=
arcsin Vl-::’, z e [0,1] arctg———x , £€(0,1)
t
arccos x arccos x . arcctg T
1—x
— arcsinf 1—23, re [—1,0) r+arctg , xe[—1,0)
x 1 y 1 *
arcsin —-—— arccos——— —3 € Ry arcetg e R}
“ViF S 1+ 23
arctg x 1 arctg .
cure R — arccos ———, r€ R_ arcetg — — 7, re R_
VT + 28 x
1 *
arcsin % » ZE Rﬁ arctg = ze R,
14 2 F ]
arccos ———, z€ R arcctg z
arcctg x 1 V——J + 2 1 R :
| — aresin ———, ze R_ ) g ®{-arctg < *eR-
Yr+= : 2y




se vor lua i considerare, dup# caz, identitdtile

. T™
arcsin & +- arccos ¥ = 5
" " (2.4)
‘a,rctg x + arcétg )] =-%.

valabile pentru orice # admisibil.

Separat de aceste relatii, numite in unele lucrdri gi relagii de
primd spefd, in rezolvarea ecuatiilor trigonometrice de tipul (2.1)
sau (2.3) mai trebuie avute in vedere gi relatiile de transformare nu-
mite §i relafii de spefa doua, intre diversele functii trigonometrice
inverse, relatii redate in tabelul 2.1.

2.2. Exemple de ecuatii cu arcfunetii rezolvate complet -

2.1. S& se rezolve ecuatia -
arcsin @ + arccos Vo = arctg (o +1 + V)% cu @ e (—1,1)\{0}.

R. Se transforma arcfunctiile de sinus §i cosinus din membrul Intfi in arctg; tinind
scama de relatiile de transformare din tabelul 2.1, Avem

l—2x - —
retg + arctg V — =arctg Vz+1+ V=8 (1)

x
Vi—=
pentru z € (0, 1). Luim tangenta in ambii membri din (1) si obtinem

+ arctg V x$)=(Vx—l+Vx):

tg (arctg Vl =
-

sau incd

x 1—x
V= xs+ x — -
=Wz¥1+ Ve (2)

. 2 11—z
1—2z2 =z

Elimint d numitorii si efectuind toate calculele In ecuatia (2), aceasta devine In final
4zt — 222 — 2z + 1 = 0. 3

— — V
. 1 V2 V2
raditcinile ecualiei (3) fiind x, =3 Ty == Y st xg = — T,‘din care xy nu verificd ecua-

tla datX, deoarece ecuatia (1) este valabili cind x € (0, 1;.
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Pentru cazul x € (—1, 0) ecuatia daté se transformai in

T 1—=x
arctg ———— <4 w < arctg V— = arctg (V 14zx+ VE)’. 4)
Vi— a2 z

Trecem pe  In membrul al doilea §iluind tangentele in ambii membri ai ecuatiei, rezultd

: 2
in final aceeasi ecuatie (3); de data aceasta trebuind a retine doar pe z, = _T deoa-

rece z, §i £, nu convin cazului studiat. In consecin{s, pe intervalele (—1, 1) \\ {0} ecuatia
are trei rddacini.

2.2. S84 se rezolve ecuatia
| arcsin @ -+ arctg # = arctg 2.

R. Peintervalul (—1, 1) in care funciia arcsinz are sens, se face trecerea de la arcsin z
la arctg x §i ecuatia devine

arctg + arctg x = arctg 2z 1)

x
V1= =2

Luind tangentele arcelor In (1), aceasta devine

+z
VI—:A:2
-——Ia—t=2$. 2)
1 — .

1— 22

Efectuind calculele, ob{inem o singuri rédicind acceptabild x = 0.

2.3. 84 se rezolve ecuatia
arctg (2 — /4 — a?) + arcetg (2 + V4 — 2?) =%-
R. Se pune mai Intfi conditia ca x & [—2, 2]; apoi, din tabelul (2.1) rezulti ca

- 1
arctg (2 + Va= 2?) = arct§ ————— pentru x ¢ [0, 2}
‘ 2414 — a2
o

arcetg (2 + V4 — 1?) = ¢ J-aretg

————————— péntru ze [—2,0).
24+V4—2 .
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‘1

(2]

Avem deci de rezolvat doud ecuatii:

S 1

arctg (2 — Vi=a®) + aretg ————— = l, cind z € [0, 2], (1)
2+ Vi—22 6

si

arctg @ — V4 — 28 + x + arctg = % cnd ze[—2,0). (2)

2+Va—=
Luind tangenta tn ambii membri ai ecuatiei (1), rezulta
1

2—Vi— g —————
2+Va—= 1 )
1 2-Vi—= —V3— (
24+ Vi—=

Efectuind toate calculele in (1), inclusiv rationalizarea, rezultd ecuatia bipétrata
3x* 4+ 1022 - 13 =0,

cu doud ridicini reale + 1, din care numai i, = 1 convine ecuatiei (1).

Observatie, Dach se noteazi arctg (2 — V4 — 2% = o si arctg———— =B,
2+Va—2
T ™
atunci ecuatiile (1) si (2) devin e + B = o sia+(m+B)= —6-; tinind apoi seami

tge +tgf 1

it tg (= + B) = tg B, ambele relatii se reduc la ———————— = — ¢
¢ & 1-tgatgp V3

te.

3. APLICATII ALE ECUATIILOR TRIGONOMETRICE
LA REZOLVAREA INECUATIILOR SI SISTEMELOR
TRIGONOMETRICE
3.1. Inceuatii trigonometrice
3.1.1. Forma de prezentare $i diferite metode de rezolvare
Dach F(z) este o functie trigonometrics, atunci F(z)= m se nu-
megte inecuatie trigonometricé. Tinind seamd de periodicitatea func-

giilor trigonometrice, pentru aflarea mul{imii tuturor solufiilor se
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considerd o perioad% intreaghd a functiei trigonometice, care mtxﬁ in
compunerea inecuatiei considerate.

Solutiile unora din inecuatiile trigonometrice s1mple, mai des
intilnite, sint :

cos w<i > 4 2k1t<w<5—n+ 2kx,
-2 3 3
sine >3 o 4 okn< o< 2T 4 9k,
2 3 3
cos << ——1—=> ?—E-}- 2kr<a<< 4—“-!—2701:,
2 3 3
sin ¢ < —;V__3=> 4~—1r+2k7r<w <-—-1+2k1c,
2 3 3
tg w>V§=>—;i+ kn<w<% + k=,

ctg z>)3 k<< % + kr s.a.

Din forma de prezentare a solutiilor de mai inainte, se pot gisi gb
solutiile altor inecuatii trigonometrice simple, aseminitoare cu cele
date.

Dac# se dd un sistem de inecuatii trigonometrice, atunci solufia

sistemului se afli intersectind multimile solutiilor mecua.t,ulor
trigonometrice date in sistem.
3.1. S% se rezolve sistemul de inecuatii

tg2>V3, cos3w>—'%.

R. Perioada comunid celor doud functii trigonometrice este 2w, Soluliile primej
fnecualii sint

T <z < T | 4n 3n H
—_—ard — §i — — -
3 > § 3 <qxr @ ) (
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far solujiile celei de a doua inecuatii sint

2r « 421:» 4n <z 8c . 10m 14% )
— — x — — x — —_— <G —,
9 9 ' o 9’ 9 <5 @

Intersectind solutiile (1) si (2), obtinem solutiile sistemuluj

i

T
— + 2k <4 — + 2km,
9+ x42+

4in 3n . -
—§—+210t434-§—+2lﬂt, kelZ.
3.2. S3 se rezolve inecuatia sin z (1 — 2 cos z) > 0.
'n. Aceastﬁ inecualie se reduce la sistemele: ‘_ :

sinx>0, 1—2coszp>0

st A
sin r €0, 1— 2 cos x<0.

Rezolvarea acestor dou sisteme de inecuatii se face cu ajutorul tabelului urmitor, in care
s-a luat ca perioada intervalul (— m,7): )

, o =, = .
sin x 0 - - - = - o + + + + + 0
1—2cosx 3 + + + 0 - - - 0 4+ 4+ + 3
:xix(l—2wsx) 0 — — — 0 + 0 — 0 + + + 0

Din tabelul respecliv rezultd soluliile :

n 1
— — + 2kn 9x<42kr §i T+2Im <r<(2k + 1) w, keZ.

«

Inecuatiile rationale in raport cu o anumité funcfie trigonometrics

(sin sau cos)
F(f(x))>0,

se rezolvd prin substitufia f(z) = ¢, te [—1, 1].
29



3.3. S& se rezolve inecuatia 2 cos z > sin2 x.

R. Se aplicd substitutia de rationalizare sinz=t, cute[—1,1] si inecuatia dati
devine 8 4 2t — 10, cute(— o, —1 — ¥2)u(—1 + V2, ) si tinind seama de
restrictia pusad pentru ¢, rezultd te(—1 + V2, 1], adici —1 + V2 <tsinz << 1; prin
urmare, solutia inecuatiei din enunt este

(=1)* arcsia (—1 + V2) + ke <z % +kn, keZ.

De mentionat ¢, dacd membrul intii al unei inecuatii trigono-
metrice este o expresie rationald in raport cu mai multe functii trigo-
nometrice, atunci se aplicd substitutii de rationalizare fiecirei functii
trigonometrice in parte.

Unele inecuatii trigonometrice de forma F(sin «,cos «)Z0 se

rezolvd, prin folosirea interpretdrii grafice, considerind c& cos « §i

sin « sint respectiv abscisa §i ordonata unui punct de pe cercul tri-
gonometric.

3.4. S& se rezolve inecuafia cos« — sin a<< 1.
R. Notind cos ¢ = :ésl sin @ = y, avem de rezolvat sistemul

—
z—yg—1<0 si 22 4+ y? =1 (fig. 3.4,a.) Rezultii ci arcele cu extremitatea pe AA’B’
verificii inecuatia datd, adici

3r
2knqa<a -2— + 2kr, ke Z.

y“
Ay
2 . -
8 1R =7 8o~ s
‘\/,Q ll /

/- +_/‘5 s \ ’ \ L 1 -
i ‘ 7 z I 7 ] I T 27 X
A a A X 4 2 4

—1-
, ~VE-
a b
Fig. 3.4.

La aceeasi concluzie ajungem dac# se traseaz# graficul funcfiei
é(z) ;}—-) Cos « — sin «, care se Va compara cu dreapta y =1 (fig.
4, b).
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3.5. Si se rezolve inecuatia
cos « >}/ 2 sin%a.

N R. Folosind aceleasi notatii ca In exercifiul Y
w precedent, rezulti sistemul

x> V-2—y9, 24+p=1
cusolutﬁ]ez:z-z?-'y= l,—;si = £2'2"y=_,g’

T

fn fig. 3.5 In care s-a trasat cercul z? + y?=1

si parabola p? = «/V/2, arcul MM’ reprezintd
solutia inecuatiei din enunf, adicd

T
- + 2kn <a<s — + 2kn, keZ.
4 4 Fig. 3.5.

3.6. S% se giseascd solufia inecuatiei

i+V3—tgw<tgw.

(o

R. Inecualia se poate scrie §i sub
forma

V3—tgz <tgz—1, ()

conditiile fiind 3 — tg z>0, tgx — 10,
adicd

1<tgz<3, (8

tn aceste conditii se rationalizeazi m (1)
si se obtine inecuatia tgir — tgz —
—2p 0,cutgre(—o, — 1)U (2, ©);
tinind seamd si de (2), rezulti 2 <«
<tgz < 3, cu solutia arctg 2 + kn< <
<aarctg 3 + kx, keZ,

Altfel. Se pot trasa graficele functii-
lor fiz)=V3 —tgzsig(z)=tgz— 1
(fig. 3.6) si din studiul acestora rezultd
solutia de mai sus, punctul de intersectie
a celor douii curbe obtinindu-se prin
rezolvarea ecuatiei

V3—-tgz+1—-tgz=0.

Fig. 3.6.

__.._______.l_\,l_g-_

.*“
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3.7. 84 se rezolve inecuatia
tg2z —4tgx + 1> 0.

R. Se rezolvd ccuatia tg?x — 4tgx 4+ 1 =0, observuﬂ:lu-se ci tgx, =2+ V3 st
gz, =2 — V3, de unde rezults inecuatiile tgx< 2— V3 si tgx> 2 + 3, Tinnd

T 5m —
seama ci tg 1—2 =2 - y‘:o:' 5itg _1-27 =2 +V3.rezul-
ta solutiile (fig. 3.7)

5T b kg r< T 4 ke
o +AmSIS :

B okr< e 2T 4 ok,
19 i
12 i g

N 7
arcele cu extremitiitile pe M N si M’N’neverificind ine-
cuatia din enunt.

Fig. 3.7.

3.8. 8% se afle solutiile inecuatiei cos 2 — sin 22 — 150.

R. Se observil cd putem scrie
sin (—g— - 2z) — sin 22> 1
T 2 .
sau sin (T - 2::) > V?—-, de unde rezulta
i + 2kn i 2 43" + 2kn
—_— p q — —2xq —
4 4 4 :

T
sau — e + krn<ax<km, solutie echivalentd cu

3
=7 2kn<x<dnw + 2kn

k4
sl . _T.;.zknqzqmm,kez.

Altfel. Problema se poate trata si grafic : se reprezinta functia f(x) = cos 2z — sin 2x
i din comparatia graficului cu dreapta y = 1 rezulta aceleasi concluzii (v, fig. 3:8).
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La rezolvarea inecuatiilor care confin functii trigonometrice in-
verse, trebuie avute in vedere : domeniul de definifie, codomeniul gi
proprietatea de monotonie a functiei respective.

L7
) y=7 /\

~
~
-

|
g
)

Fig. 3.8,

3.9. 84 se rezolve inecuafia

2 arcsin?z 4+ arcsin 2 — 1> 0.

R, Se noteazd arcsinx = §i se rezolvi Inecuatia 204 t—1> 0, cu solutia

1
te (— o0, ~1] U[?, co). Dar functia arcsinx este definiti pentru ze [—1, 1],

T T - T

codomeniul corespunzitor fiind [— 7, T]’ de unde rezulti ci f € [— —2-, -— 1] Y
1 © . . T

v T 7 3 revenind la arcsinx, avem soluliile — e < arcsin 2 < —1 gl

T 1
Tsaresln:c:s —2—- cu —1<x<sin (—1) §i sin c2—<x<i.

“

3.10. S3 se rezolve inecuatia
aresin (1—#) < arcsin 2.

R, Domeniul de definitie pentru functia arcsin (1 — x) estedatde —1 <1—x <1,

1 1
ca z € [0, 2], iar pentru functia arcsin 2z este xe | — > 3| Intersectind cele

1
dou# mulimi, rezulti intervalul ze [0, ?] . Tinind seama de faptul c3 pe acest ins

8 — o 57 ) 33



1 1 :
terval functia este cresciitoarc,avem 1 — x €2 rsau x> T . Cumze [0, ?] , seob-

1 1
tine in final solutia :ce(—, -2—] . In fig. 3.10 sint trasate graficele functiilor

xy

3
aresin(l — z) si arcsin 2z, rezultind aceeasi solutie.
1Y)
| |l o |
| | |
4K~k
|l 2
| |
|
I
| g
|
|

<11 Y
Z, .

;@9

Fig. 3.10.

3.11. Si se rezolve inecuatia
arccos (2 — 2) <cos (z — 1).

R. Domeniul de definiie al functiei arccos (x> — 2) este dat de — 1 <a? — 2 <1,
cu zre [—V?, —1ju 1, V?], far al funcilei cos (x — 1) este ze[1 =m + 1]; rezultad
cit pentru cele doui functii domeniul de definitie este x € [1. W]. Dar din 22 — 2<z—1,
1—-V5 1415

'

si tinind seamid de domeniul de

145
=)

rezultd 2? — x — 1 <0, unde :ce[

definitie aflat, se observi ¢l solutia inecuatiei este x ¢ [1,

3.2. Sisteme de ecuatii trigonometrice

In rezolvarea sistemelor de ecuatii trigonometrice se vor avea in
vedere solufiile generale ale ecuatiilor trigonometrice previzute in
cap. 1. Metode generale de rezolvare sau categorii de sisteme care se

4
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rezolvd dupd anumite metode nu se pot da. In exemplele ce urmeazi
vor fi mentionate doar unele sisteme de ecuatii trigonometrice intil-
nite mai frecvent.

3.12. 85 se rezolve sistemul de ecuajii
T .
a;—y=—6-, tg 3w+ tg 3y =0.

R. Transformind ecuatia a doua in produs, obfinem

sin3(z +p)

T
cos 3zcosay O Y mde3@ e M =km o, pF @k +1)

Din T s M emulta LR T A ez
T—l = - x = — Tez T = — - = — - .
b= sti=3 127 VY 12" "

3.13. S& se rezolve sistemul

tge+tgy =4, tg(v—y) =J3.
R. Dezvoltim pe tg(z — y), iar pentru usurinta calculului notim tgx — u,
tg ¥y = p; avem de rezolvat sistemul
u—op —
Vs,

u+ov=4, =
+ 14w

: — 2 T
cu u=2+V§- $iu=2—V3, de unde rezulti solujia z = E-'- krsip = = -+

+ kw, keZ.

3.14. S% se rezolve sistemul

-~

sin @ + siny = 1, tg%+tg%=1.

x
R. Se observa ci z, y 3 (2k + 1) = ; notdm tg S =ute g— = v si sistemul dat

2u 2p
Se transformd tn u-po=1, '1_+_ui m =1, care se rezolva prin substitutie si
kn
are doudl solutii u =1, v =0 siu=0, p =1, de unde x=(2k¢-1)—:- siy= 2

kw
sau z=—2— sly=(21c+1)%-, keZ,
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COS T — V?’-

3.15. S& se rezolve sistemul @ +¥ =—
2 cos ¥y

cos ¥ — cos J V§— 1
cosx +cosy V3 +1

R. Din ecuajia a doua deducem sau, lransformind In

produse,

=2-V3.

1: -2 —
Tinind seamd ¢d z + Y= 5 rezulld imediat tg g?- =2—13 cu solutia
-z T = . . X %
> TY +krsau y—x = -—6— + 2kw. Asociind aceastd ecualiecu z + J = -

kg ) T
rezulté I=T—I\T{ $iy=-—3—-3-lm, kelZ.

fn cazul in care avem de rezolvat un sistem de ecuatii trigono-
metrice cu parametri, atunci este necesar s& se fac# anumite consi-
deratii asupra elementelor peprecizate — chiar dacd aceasta nu
ge cere prin enunt.

3.16. S3 se rezolve sistemul & +y=m, sin & + siny = p.

R. Se observi ci ecuatia a doua sc poate scrie sub forma 2 sin —':- cos a:_;_y =p,
far dacd sin —’21 =0, adicd m=£2kn, atunci
cos _x:! = p"n . )
2 sin?

Dar ecuatia (1) are solutie numai dacd

<1 ;1n caz contrar sistemul nu are solutit,
2 sin—

Aceastd conditie fiind indeplinité, se poate gési un arc @€ [0, ] astfel incit si putem nota

cos @ ="

@

m
2 sin—
2
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Tinind scama de (1) si (2), rezulld

Tr—j

Y oedo+ 2km.

2
Decl, avem de rezolvat sistemul z + y=m, z ~y= % 2¢ + 4 kn, de unde rezults
m m
T e T eoet2knsiy= ? TF @—2kw, keZ. Dacd m = 2kr, atuneci sistemul este
tncompatibil, dacd p %<0, 5i compatibil nedeterminat daca p=0

In mod asemdnitor se discutd si sistemele @ — y = a,
sin #—siny="b; ¢+ y=m, cosz L cosy=p; sinz + cos y =g,
@ + y =r, aceste ultime doud sisteme reducindu-se la cele prece-

dente, inlocuind pe cos ¥ cu sin (—;:— - y)«

3.17. S& se rezolve si s& se discute sistemul

T
R, Se observi cd daci cosy = Ty + Aw, atunci b nu poate rezulla decit dintr-o

0 b1
formi nedeterminati o $i, prin urmare, cos £ = 0§i z = 5 + kK'm. Tinind seami de

prima ecuatie a sistemului, ar rezulta in aceasts situatie @ = 2 + y = kw. Reciproc,

dacd a = k%, x = It — ysicos £ = + cos ¥, sistemul fiind incompatibil dacd b5 1 5
pedeterminat daci b = 1 (pentru k par), sau b = — 1 (pentru k impar).

Presupunem a =% kxv (si deci b=£ + 1); aplicind proprictatile proportiilor in ecuatia

8 doua a sistemului, obtinem ’

COS X — cos ¥ cosx 4 cosy

b—1  b41

(bFF 1)
z—y 1-=p a

—_cg—.

T 1+4d 2

k4 k4 b a
B ate gisi Insd un arc @& |— —, — | astfeltncit tg — t
e po gisi ? ( > 2)5 ¢ 1+b¢82 = g ¢,

de unde rezultd imediat £ — y = 2¢ + 2kw. Asociind aceastd ecualie cu 2+ y=a,

Dupi uncle calcule elementare, din ultimele doui rapoarte rezullii g

results m final z=q>+% +hn si y=—p+ %—lm, keZ.
84 se rezolve gi 8d se discute sistemele de ecuafii :
318. tgartgy=m, o +y =n.

R. Se va obgerva cii se poate scrie

tezlgy = €os (T — p)—cos (x + y) etc, -
cos (z — y)+cos (x + y)
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3.19. cos z + cosy =1,
cos 2 ¢ + cos 2y = m.

R. Se va tine seamd cd me [—2, 2]; apoi se vor exprima cos 2% si cos 2y In funciie

de cos % i cos g.
3220. 8in ¢ + siny = m,
cos @+ cosy =1 +}1—m?.
R, Yrebute ca me [—1, 1]; lranstormind in produse 5i Imparjind cele doud ecuatii,
se obtine tg aL = ’_n_
2 t4V1=—m

ecuatii 5i apol adunindu-le sub forma obtinutd, rezultd cos (x — y) =: Vi=ms,

. Pentru me [0, 1] se pot ridica la patrat ambele

3.21. sin @ + siny = m,
sin® z + sin? y = 8m?2

R. Se poate rezolva sistemul u + » = msi u® 4 v® = 8m?® (undesin x = usi sin.g="0)
ap.1 se pun conditiile u, ve [—1,1].

322, gin® @ 4 sinty =m, s Yy =0
B, Se trece dela pitrate de sinusuri la cosinusuri de arce duble, ob{intizdu-se
cos 2z 4 cos 2y =2(1—m), =z 4y=n
323. cosx 4 cosy =m, sinzsiny =n.
R. Se observa ci me [—2, 2], iar ne {—1, 1]; se poate transforma ecuatia a doua In

z+y x—y
(123
2 2

m
cos (3 — §) — cos (z 4 ¥) = 2n, iar prima ecuatie In cos =5 Acum,

x4y S T—Y
se pot lua ca necunoscute 2 = o §i >

=B.
324 cosz —cosy =a, sinz -+ siny =b.

*x— 9
R. Transformind in produse cele doud ecuatii, prin Impiriire se obiine tg = =

a

(b #0).

Dach considerim 0 <a, b <2, ridicim la patrat cele doud ecuatii §i prin adunarea
acestora se obtine
a? 4 b®

2 ?

cos(z+ y)=1-—

a® 4+ b3
1___+

| < 1 etc,

de unde rexultsi condifia
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4. EXERCITII PROPUSE SPRE REZOLVARE

Eouatii care se pot rezolva cu ajuiorul formulelor universale

4.1. Si se rezolve ecuatia

2 cos®* z — sin 22 - sin ¢ + cos ¢ = 1.

11— H x
R. Se folosesc formulele cos £ = —— sisina = ——, unde {=tg —
Ses 1+l=§ll x T e’ 8 2 °

Zx#(2k ¢ 1) 7; ficind tnlocuirile respective, ecuatia datd devine 3t — 31 — ¢ &1=0,

. 1 z
<u ridicinilet; = 1, £, 3= + 7_- » de unde rezultd imediat ecuatiile elementare tg Y =1,
3

] 1 T T
tg -2—' = F —cu solutiile-x, = ? + 2kx, r, =+ —3—' + 2k, ki .€Z.

Vs

\/4.2. B4 se rezolve ecuapia l—w— = 1 + sin 22,
l1—tge

]
R. Se exclud solutii de forma = = T + k% (pentru care se anuleazii numitorul din
‘membrul tntti al ecuatiei) precum si soiutii de forma (2k + 1) RT, ecuatia se poate rezol-

. : 3n
‘va cu ajutorul formulelor universale, obtinindu-se solutiile x; = T + k7 si x4 = kR,
k cZ.
sin x

. 2
Allfel. Se trece 1 n membrul Intti si ecuatid devine —————— =5l 2 cos x, de
cos z — sin x .

unde rezultd sinx =0 cu z, =km 5i sinz+cosz=0 cu x,= ?-;i 4 kyw ( sau

Z = -%-@k,‘n) , ke

4.3. B4 se rezolve ecuatia sin # + sin 22 = tg —;— .

x
R. Se poate lua ca necunoscutd tg —2— =tcu x # (2k + 1)r si ecuatia devine

2t 0 2{(1 — 13)
i+ T Grer

b3
cut; =0, care di =, =2k 5i f; = + 1, de unde gy = + > + 2k, kyq€Z.
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Alifel. Ecualia sc mai poate scrie

. x
sin —

s
2 Sin:-cos—i(l+2cos:‘)== , cu sin—z—=0, z=2kn st 2cos® — (1 +
.2 2 ‘ x 2 2

cos —
2
4+2cosz)=1< (1 +cosz) (1 +2cos2)=1, de unde rezultd cosz=0 cu

T
z=£-§-+2lm. keZ.

4.%. S& se rezolve ccuabia

8cosd o 4 sin?z — f3sinzcos @ = 1.

R. Inlocuind pesin? x cu 1 — cos?® z §i efectuind reducerea termenilor, ecuatia datd se
transforma in : -

8 cos?z — |/3sinxcosx — cos®z =0,
de unde
T
ol cos x =0 cu xl=:];-—2—+2k11: '
§costx— V3sinz —cosz =0, ) (1)
Dar ecuatia (1) se poale rezolva cu ajutorul formulelor universale, rezuliind ecuatia

o —2V3—-162—2¥3t4+7=0, (1"

T 1 T .
ande { =g - o solutic a ccuatici (1) fiind 4, = V—_- , de unde x5 = 5 + 2kgx ete.
3
4.5. S5 se rezolve ccuatia

1—sina z
V1+cosw +tg—2-_2.

x 1-—-t "
R. Notind tg ? = {, ecualia sc poate scrie V( 2 r =2~—¢f cu 42, san

1—t]=@—0n}2ectec
Bouajii de forma asin z + bcos & =c
486. Si se rezolve ccuatia |3 sina + cos & = 2.
R. Se nlocuicsle Y3_ cutg % si ccuatia datéi devine cos (:c - i;—) = 1, cu solutia

T
generaldt x = Y + 2km, ke 7.
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x —
Allfel. Notind tg — =1, ecuatia datd se transforma in 32 — 2 V3¢ + 1= 0, unde

1 ’
=1l V_si deci tg— =]-/;_-,cu solutia x = % + 2km, ke Z

4.7. 8% se rezolve ecuatia sin & 4 cosz = 1.
R. Se poate Inlocui coeficientul lui sin z (sau cos z) cu tg :— si ecuatlia devine

T V2_ ) T T
cos |z — vE = <> cu soluia x = + -4—+ -4—-+2Im,kez.
Altfel. Se pot folosi formulele universale si ecuatia dati devine 2{2 — 2{ = 0 cu {3 =0
T
§1 13 =1, de unde z, = 2k, x, = 5> + 2Kk;m, adicd accleasi rezultate ca mai tnainte,

Alifel, Ecuatia datd se poate scrie si astfel:

z .
sinx =2 sin’? , (1)

x o
solutiile ecuatici (1) fiind date de sin > = 0 cu x, = 2kn i tg — =1,cuz =T+
+ 2kry, ky g€ Z, (aceleasi rezultate),

4.8. 83 se rezolve ecuafia (/3 4 2)sina + cos » = |3 ¢ 1.

5m 57
R. Se Inlocuieste V3 +2cu tg = si se ob{ine tg T sinz + cos z = |3 4 1, sau

5m r2dz3-1) ) _ V2
cos (x_B)g(ﬁ-}- 1) — s fncd cos (x— E) =3 de unde

T 2%
t1'='6—+2k;7¢ si 3a=—3 +2kw, k,eZ.

Ecua;u care conjin expresiile sin @ + cos & i sin z cos @

4.9. S3 ge rezolve‘ ecuajia 8in’ ¢ 4- cos® o = 1.

~ R. Se poate nota sin x + c0s T = u §i ecuaha se transformi in u (1— ) -]
sau w#—-3u—~2=0, cu u1=u,=1 §l 43 = —2, din care convine doar»ul.,-l,
deoarece max (sin = & cos z) = J/2, Acum avem de rezolvat ecuatia sjn z ¢ cos x =1, _

ale cireij solulii sint @, = 2k;w 51 a, = ? + 2kgm, ky a6 2,
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Altfel. Putem scrie 1 — sind z — cos3 x =
=(1—sinx)(l +sinz+ sin? x) — cos x (1 — sin’z) =
= (1 — sin x)(1 — cc5 2) 2 +4sinz4cosx)=0,
rezultind aceleasi solutii.

%.10. S5 se rezolve ecuatia sin® z — cos® & = 1.

ut —1

"R. Notind sin x — cos = = u, ecualia devine u (l + ) = 1sau ud + u —2=0,

eu u, = 1, iy 5 € @, de unde sin £ — cos T = 1, cu solutiile x; = (2k,+1) 7w 5i 7y = Y +
+ 2k;m, ky g€ 2.
4.11. 83 se rezolve ecua.t,la,

. 2
sxn3w+cosam=-—2—-

R Se noteazdi sinzx + cos x = u §i ecuatia se transformi n
w—3u+l2=0, (6]

-V2+Ve
de unde se obtin radicinile u, = V_si Ugg = ¥ ;: /

= }/2 tar min (sin = + cos ) = — V2 rezultd ci nu pot fi luate in considerare dectt

V2+1F

ridicinile u, = V2 5i ug= —_— Deci, ecuatia datd este echivalentd cu

-V2+Ve
2

. Intructt max (sin 24-cas r)=

, solutiile fiind respectiv

sinzomsz=}’§: si sin x 4 cos x =
V3~1
2

™ ]
x; = T b2y si 23 = <+ arccos + _4_ + 2kgr, kh,ez.
4.12. S5 se rezolve ecuafia
sin® 8@ + cos® 3z -+ 8in 62 H 1 = 0.
R. Punem sin 33 = u §i cos 3z = v; ecualia datdl se transformi in
u 4 0® H2up 41 =0, a

Dar (1) se mai poate scrie §i astfel :
w4t 4utpdp2u0=0, de undeu-|»v=0;l ato—uwt+1m=0,
Din u + v =0 rezulti imediat solutia x; = —+— 3 rimine de rezolvat ecuatla

ut+o—uvt+1=0, : @)
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1n conditia u? 4 v2 = 1. Dar, singura solutie acceptabilé a ecuatici (2)esteu 4+ 0= — 1,

3z 3z 3=
adicdl sin 3x + cos 3x = — 1, de unde ry =4 ? + 2k $i—2 =T 4 kr etc.

EBcuatii omogene

4.13. Si se rezolve ecuatia

cos? # + 3sin? @ + 2 Y3 sin z cos 2 = 1.

R. Inlocuind membrul al doilea prin cos? z ¢ sin® z. ecuatia datd se transformi in
sin?z + ¥3sin zcos 2 = 0, cu T, = kT §i 3= r} + krt, kya€Z.

Altfel. Se poate trece de la pétrate de sinusuri i cosinusuri la cosinusuri de arce duble,

_ —_ T
rezultind ecuatia cos 2z — V3sin2z =1.m care, nlocuind }'3 cu tg —3—’ aceasta devine

T T
eos(2x +—-] = cos — etc.
3 3

4.14. S& se rezolve ecuatia

(VY3 4 1)sin22 —2)3sinzcos z + (3 — 1) cos2z =0

R. Ecuatia omogenii se Imparte la cos®z 5= 0 si rezultd o ecuatie de gradul al doilea

T —
In tg x, ale cdirei rddicini sint tgx,=1cuzx, = T +knositg £ =2— V3 cu
1: 7
Ty = '1—2 + kg‘ﬂ.‘, kme Z,

Attfel. Efectuind toate calculele, sc ajunge la ecuatia cos2x + }'3 sin 2x = Vi; n

— T ™ T
care tlocuindu-se V3 prin th , Se obtine cos | 2x — =5 /= cos <’ de unde rezulti
aceleagi solutii ca prin metoda anterioara.

4.15. 83 se rezolve ecuafia
sin® ¢ — 7 sin? @ cos® @ + 6 cos ® & = 0.

R, Ecuatia-omogen se e imparte la cos®z =,-" 0 $i se obline ecuatia tg8 x — 7 tgz+6 = 0
cu solufiile z,= -:— +If11r, Ty = - kygm;— &y = arctg \/6 + ke §i @ =
= arctg (— V6) + ki kygi00 € Z-

4.16. Si se rezolve_ecuatia

2 sinf z + 8in 2@ — 6 cos?! £ = 0.
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R, Scriind ecualia sub forma
2sintz 4 2sin x cos z (sin® x + cos® x) — 6 cos? z = 0,
aceasta se transformd Intr-o ecuatic omogend, prin impir{irea cu cos® x50 devenind
tglz+tetx 4 tgz—3=0, (¢))

]
o solutie a ecuatici (1) fiind dald de tgz = 1, ;= -—4— 4 kym, kieZ, Ramine de

rezolvat ecualia tgsz 4 2tgdx + 2tgz+ 3 =0, care nu are dectt o singuri solufie reald
dat¥ de tg * = «, cu e€ (—2, —1), ccea ce se poate constata folosind teorema lui Kolle.

4.17. S3 se rezolve ecuafia
b . . .
2 cost x vy sin 22 4> sin? 22 — sint ¢ = 0.
R. Daci n loc de sin 2x se scric sin 2z (sin? = 4 cos? x), ecuafia dald se transforma
 ecuatia omogeni

4 cost x — 5 cos® xsin x + 8 cos? xsin? z — 5 cos xsindz — 2sint £ =0,
care prin tmpértirea cu cos® x (ccea cc este posibil daci cos x 5= 0) se transformi n final
tn ecuatia
2tz +5tgtz — 8tglx + 5tgx —4 =0, (1)
™
avind dou# ridicini reale tg x = 1s5i t§x = ae(—4, —3), de unde ;= _d- + kegxe
8l xywmarctga 4 kg7, kya€ Z,
4.18. S3 se rezolve ecuatia
4 gin® o + sin? 22 4 sin 22 (cos? # — 3sin? ) — 2¢08 2 & = 0.

R. Se va Inlocui cos 2x cu (cos® x — sin? x) (cos 2z + sin? x) si ecuatia se transform#
in ecuatia omogend

3sin®  — 3sin3 cos x + 2 sin? x cos 2 x 4 sin xcos?  — cosb = 0,
care, prin Impirire cu cos® x (ceea ce este posibil daci cos x 5= 0), devine
gt —3Lgtz +2tgx+tgz—1=0, 1)

Dar ecuatia (1) are numai doud riidicini reale dale de 3tg2 x — 1 = 0, de unde rezuitd
Imediat solutiile gencrale

z, = .1;_ + I sl xp=— —%— + kym, sau {z;}U {z:} .—-_{i —:;—- +lm}. keZ.
PBouatii de forma f(a« sin®ma, B cos?nz) =0
4.19. S% se rezolve ecuafin
cos? ¢ 4 cos? 22 + cos? 3z = 1.
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R. Se trece de la puteri de cosinusuri la cosinusuri de arce multiple si se ob}ine

14+cos2x 1+cosd4x 14 cosbx 1

2 2 2 ’ M
far dupd efectuarca calculelor
cos 6x + cos4x + cos 2xr -1 =0, {19
care se mai poate scrie §i sub forma
2c0s23x + 2cos 3xcos x = 0 {1
sau Incd cos 3xcos2zcos x = 0, de unde x, = + % + 2’;‘” , Ty = -% ® kr;

T
Ty =4 Y + 2k, {2} < {73}, kpaaeZ
De observat cid ecuatia (1) se mai poate rezolva luind ca necunoscutid cos 2z = g,

rezullind ecualia algebrici 2 3 + y® — y = 0, cu riidicinile y; = 0, g = — 1, P = - .

4.20. S& se rezolve ecuatia
sin? & - sin? 22 == sin? 32 -} sin? 4z.

R, Sc trece de la puteri de sinusuri la cosinusuri de arce duble, proccdindu-se ca
la exercitiul anterior; sc obtin soluiiile

b1 %4
I]= i - +2k]_nt 32= — kl.zeZo
2 5
4.21. Si se rezolve ecuatia
cos? & 4 cos?2x + cos? 3z - cos2 4y == 2,
R. Se trece de la puteri de cosinusuri la cosinusuri de arce duble ; avem

cos 2 x 4 cos 4% 4~ c03 6 4 cos 8x = 0, 1)

T
sau {ransformind In produse, ecuatia (1) devine 2cos x cos 22 cos Sz =2 0, cu ;= % T +

5 3 2keyme
+ 2y, X, = :ET'*‘kzﬁs xa=:t1_0 +

, unde {1} < {z;}, k,,eZ,

4.22. S# se rezolve ecuatia

. . T 1
sint # + sint (m-i——-) =
4 4
R. Ecuatia datii se poate scrie §l sub forma
(1 —cos2z)® + (1 +sin2x)2 =1, 1)
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sau, dezvoltind si ficind tnlocuirile corespunztoare, (1) devine'

T 1
cos (2x+ —‘) = ——, dec unde z, = Iy §i T3 = — I + kyw, kya€Z.
4 V2 4

4.23. S# se rezolve ecuatia
cos? ¢ - sin? 22 + cos? 3z + sin? 42 = 2. )
R. Se trece la cosinusuri de arce duble, rezultind ecuatia cos 22 — cos 4z + cos 6z —
T
— cos 8z = 0 cu solutiile x, = + > + kw2 =kyw, 75 = fam , unde {z,} < {x3}.
4.24. Si se rezolve ecuatia

cos? & 4 cos? 2z + cos? 3z = sin? @ + sin% 2z 4 sin® 3.

R. Se trece de la puteri de cosinusuri si sinusuri la cosinusuri de arce multiple, rezul-

tind ecuatia cos 2z - cos 4z 4 cos 6x = O, care este echivalenti cu cos 4z = 0 si
2 cos 2z + 1 = 0, de unde

% Ky bl T
2=k + —12— sig= + (2k; + 1) -2"”‘1.2.362-

4.25. S4 se rezolve ecuatia

13 i 9
in4 sind | @ — sid [g— — | =— -
sint @ 4 si ( + 4)+ ( 4) 3

R. Se trece de la puteri de sinusuri la cosiuusuri de arce duble; in final se ajunge la
ecuatia 2 cos? 2z + 4 cos 2z — 1 = 0, care are o singurd solutie acceptabild data de
Yo -2

Ve—2
cos 2x =

, :c=:|:7 arccos + kr, ke Z.

n V2
Altfel, Se mlocuieste direct sin (x 3+ —4) cu T (sin x + cos 7) §i se ajunge la ecuafia
8 sin%xz — 16sin® x 4 5 = 0 etc.

4.26. S3 se rezolve ecuatia

cos? (¢ — &) + cos? (@ — 22) + cos? (& — 3a) + cos? (a — 42)=2.

R. Se trece de la puteri de cosinusuri la cosinusuri de arce duble si se obiiae

c0s 2(a — x) + cos 2(a — 2z) + o5 2(a — 32) + cos 2(a — 4z) = 0, 1)

46

C1



sau, grupind convenabil si transformind tn produse, (1) devine

c0s (2a — 5x) cos 3z + ¢os (2a — 5x) cos z = 0,

T 2kr 2a
de unde cos (2a — 5x) =0 cu xlu:}_--;o-+ T + — sl cos 3z +cosx = 0 cu
o

ki1 ™
T, =4 > + 2k 5 23 = £ T + kym, ko5 Z,
4.27. Si se rezolve ecuatia

sin @ + 8in® (@ + #) + sin? (@ 4 2a) + sin? (a + 32) = 2.

R, Se trece de la puteri de sinusuri la cosinusuri de arce duble si apoi se transformi

2k
sumele In produs, rezultind ecuatiile echivalente cos (2a + 3z)=0, cu x,= i% + —31: -

2a T )
- ? $i cos £ = 0, cos 2x = 0, cu solutiile g = :];? + 2k,7, respectiv x; = + % +

+ ks, kypp€Z
4.28. S3 se rezolve ecuatia
. . . 3
8in? 2 + sin? 3 + sin? Bz = e
R. Se trece de la puteri de sinusuri 1a cosinusuri de arce duble si ecuatia datd se trans-
forméd in
cos 2z + cos 6x + cos 10x = 0,
™
care este echivalentd cu cos 6z (2cos 4z + 1) = 0, cu solutiile xy = 2k, + 1)—15 st
£ 1
zy = & T} + (2, + 1)T » kyp€Z.
4.29. S3 se rezolve ecuatia
sin?z 4 sin® 32 - sin? 5z = 3.

R. Trecerea la cosinusuri de arce duble conduce la calcule destul de complicate (re-

-zultd ecuatia 2 cos 4xcos 6x 4 cos 6z = — 3, In care se poate lua ca necunogw.ptﬁ
cos 2z = y, obfinindu-se 16y° — 16y% + 8y 4 83 = 0, ecnafie cu o singurd radicini
reald y = — 1, ceea ce se constati utilizind teorema lui Rolle), Astfel, in cazul de fati este

mai simplu de rezolvat ecuatia respectiv, observind ci aceasta se poate scrie sub forma
(sin®z — 1) p (sin? 3z — 1) 4 (sin? 52— 1) =0

sau cos? z + cos? 3x 4 cos? 5z =0, de unde cosz =0, cos3xr =9, cosH5x = 0, cu

solutiile corespunzitoare.
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Ecuajit care contin expresii de forma sin®*® z + cos?" z, n>2
4.30. S3 se rezolve ecuatia,

56 ?

gin® & + cost 2 = 4— (sin® 2 4 cos? x). |

R. Se pleacé de la sin®z + cos? x = 1 §i se ridicdl succesiv la puterea a treia §i apoi la
a patra, obtinindu-se

3 N 56 5 1,
1 ——;—sin- 2x=H(1—sm22x+-8—sm 2x),

sau luind ca necunoscuti sin 2z, ecuatia devine
28 4 — 101 2 + 60 = 0, 69)] *

Dar ecuajia (1) este echivalentd cu ecuatiile 452 — 3 = 0 §i 7y* — 20 = 0, fiind accepta-

3 T T
bile doar solufiile y,,, = =+ - de unde si soluiiile 2, = (~1)h ry + ky - i 24

e

k,
= (—1)k'+1 %’ + ,Tn » K p€Z.

4.31. S& se rezolve ecuatia
tgo 4 ctgx + tg? » 4 ctg? @
tgd 2 4 ctgd tgtz + ctg 2

R. Se va tine seama cd sinx + cos® x = 1 — 2sin® x cos? x, sin® x4 cos® x = 1—
~—35in? x cos? x, sin® £+ cos® z=1— 4 sin? z cos? x +2 sin? x cos* x ; apoi se ia ca necunos-
cutdl sin2zcos®?x =y si ecuatia datd se transformd tn 203 — 37y 4+ 16y — 2= 0,

1
care are o singurd ridécind acceptabild y, = <’ de unde rezultd sin xcos z = + —2— “
cu ;

-?

13 ke T kart k4
@y = (—1)'7 +’T$i Xg = (—-1)"'“-—;—- +;;-, ki.€Z, sau xr =2k + 1)? keZ.

4.32. 84 se rezolve ecuatia
sint @ + cos? ¢ = 2 (sin® x 4 cos® @).

R. Se pleacd de la sin® x 4 cos® x = 1 si prin ridicarea la patrat i la cub a acestei
egalitéiti se obfine

1 — 2sin? zcos? x = 2 (1 — 3sin3 x cos? x). (1)
Lulad ca necunoscuti auxiliard sin 2x =y, ecuatm (1) se transformi tn y2 = 1, de unde

2 - (=11 — e'lsiz,-(-n"'*‘” +—2— A3 A saux=(2ke1)—- kez.
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4.33. 84 se rezolve ecuatia

. 29
sin'® z 4+ cos!® = i-é- cos? 2z.

R. Se fa ca necunoscutd cos?2x = te [0, 1] si ecuatia datd devine
242 — 10t —1 =0, 1)

. , .
réidicina acceptabili fiind {, = - de unde rezulti solutiile date de ecuatiile elementare

«

cos2z = & - .
Eeualis care confin produse de funcit trigonometrice de arce multiple
4.34. S& se rezolve ecuatia

cos x ¢0s 3¢ = c0s bx.cos Tz.

R. Este ugor de observat ca transformind produsele de cosinusuri fn sume, ecuatia
datd devine cos 2x + cos 4x = ¢0s 2z 4 cos 12X, sau cos 12z — cos 4z = 0, sau Incl

kg kg
2 sin 4z sin 8z = 0, de unde z, = Tsi T, = T ,cu {z,}e{xg}, k€2,
Alifel. Se observi ci ecuatia se mai poate scne si sub forma sm’ 4mcos 4z = 0, de

undesin 4z = Ogicos4x = 0, cusolutiilex, = kl—— sixg = (2k,+ 1) o far {z,} U {xo}=
n
=k —8- » keZ/

4.35. S& se rezolve ecuafia
4sinosin(z —a) =2cosa — 1.

R. Dupi desfacerea produsului din membrul intfi si gruparea convenabildi a termenilor
rezultd ecuatia

2 el izt 3l Gk kez
cos(z—a)——z—,c = G d,-;-e- , ke l.
4.36. 83 se rezolve ecuatia
. . ki T
2 cos 2 cos 2z sin 32 = sin (a;_+ T) cos (300 — —4—) .

R. Inmul{im ambii membri ai ecuatiei cu 2 si transformind produsele de slnusurl 3]
cosinusur] in sume, obt{inem

sin 2z + sin 4x 4 sin 6z = sin 4x 4- cos 2z

k,n
sau 2 sin 4z c0S 2z = cos 2z, de unde ;= :1: — ¢ hn§l 2g= (-—1)"'— & —>»

24
kq€2,
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4.37. S# se rezolve ecuatia
sin 2 cos 2@ + sin 22 cos 3z = sin 3w cos 42.
R. Se trece de Ia produse de sinusuri si cosinusuri la sume de aceleasi functii:
% (sin 3z — sin x) + —;— (sin 5% — sin x) =% (sin 7z — sin x),
ecuatie care este echivalenta cu sin 5z 4 sin 3z = sin 7z 4 sin z, sau '

sin 4x cos * = sin 4z cos 3z, ) (1)
1%
solutiile ecuatiei (1) fiind date de sin 4z =0 cu z; = —:- sicos3z — cosz=0cu 2, =

T T
= kot 5i xy = ky - adicd i final z = k <’ solutiile lui z, §i x; fiind cuprinse In
aceastd solutie generald,

Altfel, Ecuatia dati este echivalentd cu urmatoarele doud: sinx =0, cu z; = ke §i

cos 2z + 2 cos T cos 3T = cos 4z (3 — 4 sin® 2), 1)

sau

cos 2x + (cos 4z + cos 2x) = cos 4% (2 cos 2z +- 1), 1)

k13
solutiile ecuatiei '(1°) fiind date de cos 2z =0 cu z; = =+ v + ki §i cos4z =1 cu
® ke
zz = ky - care reunite dau z = T keZ.

Allfel, Dup# scoaterea In factor a lui sin z, de unde solutia imediatd z; = Ik, ecuaiia
riimasi se poate scrie sub forma
cos 22 + 2 cos x cos 3z = cos 4z (4 cos®x — 1), 1)

sau {inind seami cii 2 cos x c0s 3z = cos 2x + c0s 4z, ecuatia (1) devinecos 2z + cos 4x =
= 2 cos? z cos 4z, sau cos X cos 3z = cosx cos 4z, de unde a doua solutie este datd

ki 1
de cosz=0, adicd z;= % Y + 2k,m, iar cos 3z = - (cos 3z + cos 5x) sau

i kr
cos 5z — cos 3z = 0 di solutiile x; = k; T §si = Ikm, deci z= = keZ.

4.38. S& se rezolve ecuatia

sin 3z cosicos5—x=cos?>wsin(ﬁ+—n— sin(é“?-—-ﬁ- .
2 2 2 4 2 4

R, Transformind In sume cei doi membri ai ecuatiei, aceasta devine

sin x ¢ sin 5x + sin 62 = cos z 4 cos 5z + sin 6z
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sau 2 sin 3z cos 2z = 2 cos 3z cos 2z, de unde cos 2z=0 cu z, =+ ; + ke 5i tg3z =1
T

™ T r
3’ k; € Z. De remarcat ci {—7 +k,n}c{§ + K }

cu i + k,
Xy == — —
T 12 TR 3
- 4.39. Si se rezolve ecuatia
tg x tg 3z tg b = 1.
R. Se ia ca necunoscutd tg x = (¢ si ecuatia sc transforma tn
{3t — £2) (5t — 1083 + (5)
(1 — 33 (1 — 10£2 + 514)

(1)
Dupé eliminarea numitorului aceasta devine

£ — 1367 — 1568 +-35(° +3584 — 158 — 132 4 1 = 0, an
Ecuatia (1°) este reciproc avind una din solufiile {;, = — 1, de unde tgz,= —1 g

3 -

x, = -Tn + kym; alte doud radécini ale ecuatiei reciproce (1°) stnt t, = 2 — V3, ty =
w —

=2+V§, de unde tgzs=2—V§cu Zy = - + kg §i tg:c,=2+V3 cu x, =

5r
= ‘1—2' + ks'u', kl,me Z.

4.40. S3 se rezolve ecuafia

4 cos & cos 32 cos 6z = cos 10 z.

R. Membrul ntti al ecuatiei se transformd in sume de cosinusuri de arce multiple,
rezulta
. cos 2z + cos 42 4 cos 82 + cos 10x = cos 10 z
sau
2cos S5rcos 4T + cos dx =0,

k29 k:l“ . 1 T 2k‘7:
de unde cos 4x =0 cu 11=i§+? sleos5:c=——2- ol T, = 4+ — +

15 5
k.eZ.

Diverse tipuri de ecuatii
8d se rezolve ecuatiile :

4.41. sin b = sin T2.
R. Ecuatia dati fiind de forma (1.25), rezults imediat solutiile

2k + 1
7z 4+ 52 = (2k; + 1)® cu xz;, = T x,
7z — 5z = 2 kym cu x, = kyw, ky o€ Z.
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Altfel, Trecem In membrul al doilea pe sin 5 z si ecuatia se transformd o
2 sins cos 63= 0, solutiile fiind date de ecuatiile elementare sin z=0 cu z,= k7w sicos 68=
™

e 0cn 2= & 4 I au tnch gy = (2K + 1) =, kg€ Z.
12 3 12
4.42. 8in 22 = cos (= + @).
R, Se trece in membrul al doilea de la cosinus la sinusul arcului complementar, ecuaia
tilnd de aceeasi formd (1.25). Avem sin 2z = sin [E ~ (z + a){ sau, punind g —a=a,

2k +

cezultdt imediat x, = i 2= (kg £ V) — o, Ky p€ 2.

4.43.7sin (@ + a) = cos (3z + b).
R. Acelag! tip de ecuatie cu precedenta, Procedind asemiinitor, rezultd solutiile
a+ b a—

T b T
xlg(4kl+1)-g— 2 ) = —(4k3i1)-;,k,',ez.

4&.44%. 8in 2z = cos 3a.
R. Ecuatie de tipul (1.25) cu

7 1
x, = 27— —, :rz—'-—‘-Ta-(«lk,-i-l)n, kya€Z.

2

4.45. sin 22 4 cos 22 = J/2 sin o.

R. Scriem pe cos 2z tn functie de sinusul arcului complementar si membral tnti al
ecuatiel devine

T T
2 sin — cos (2::—- -) = V§sin z
4 4
san

] 3
sin{—z--2x+7) = sin 1,

adlc o ecuatle de acelagl tip cu (1.25).
4.46. sin 3z — cos?z — sin @ (1 —sin ) = 0.
R. Se transformil totul in sin x §i se ob{ine ecuatia

4sin8z—2sin3zx — 2sinzx +1=0

1 2 n
" eu ridécinile sin x, = -2-,; sin T3 = A < de unde x, = (—1)k ry 4+ kw, 2y =

T T
) 1 + Ky, 23 = (— 1)k T + kg, ky,a,4€Z. De observat ci {a,} U {x,} =

«={(2k+1)5}
Tt
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Altfel, Se observa ci ecuatia se mai poate scrie §i sub forma sin 3z — sin x — cos 2z=0

sau 2 sin z cos 2z — cos 2z = 0, de unde rezultd imediat cos 2x = O cu z; = (2k; + 1) Z:—
. 1 T T
si sin z= -?cu zg = (—1)ks ry + kgm, cu men{iunea cd solujiile (—1)ka+1 ry 5
®
+ k,m sint incluse tn (2k, + 1) T’ kyacZ.

4.47. sin @ — cos ¢ = 4 sin @ cos® .

R. Se impart ambii membri ai ecuatici la sin x #0 5i punind ctg x = g, se obtine
ecuatlinalgebrici y® + 3y% + y — 1 =0, curidiciniley, = — 15iyy=—1% V2 ete.

4.48. 2 (cos @ + cos 32) tg z + V3 = 0.

R. Se transform# suma de cosinusuri in produs si ecuajia dati devine echivalentd cu
4sinzcos2z+ V3 =0, cu z# 2k + 1)-72i ; tnlocuind pe cos2xcu 1 — 2sin3z §i
efectulnd calculele, se ajunge la ecuaiia

8sindz —4sinz — V3 =0, ()

3 ]
care are o singurd ridécind reald sin z = _i— , cireia ti corespunde solutia x =(— 1) E— P
+ kn, ke Z, celelalte radicini ale ecuatiei (1) fiind complexe, ceea ce se poate constata
formind sirul lui Rolle, sau direct tmpértind (1) la 2sin z — V3.
4.49. (7 sin ¢ — sin 22) sin  + 4(cos z — 1) = 0.

R. Dezvoltind si transformind totul In cos z, ecuatia devine 2 cosdx — Tcosiz P
4 2cos & 4 3 = 0, de unde rezultli cos z, = 1, cos T, = — 1/2 si cos g3 = 3, aceastd
ultimi solutie nefiind acceptabild, in consecini#, solutiile ecualici sint =z, =2k gl

T . 2kw .
£y = =+ ? + (2kq + 1) w, care rcunite dan z =-—3— ,keZ.

4.50. cos z (3 cos? # — sin®z) — sinz = 0.
R. Ecuatia estle echivalentd cu 3 costz — sin?z = tg x, care se poate rezolva luindu-se
ca pecunoscutd tg = y. Se obiine ecuafia algebrici y® 4 y* + y — 3 = 0, care are 0

™
singurd riidicind reald y = 1, pentru care 18 * = 1, cu solujia * = —4— + km, ke Z,

. . 29 .
451. cost x + sin® ¢ + tg? o + ctg®x 4 sec? x 4- cosec® & =?9-

R. Luind ca necunoscuti sin 2x, rezulld eccuatiile elemeuntare sin 2 xr = + —2- cn
. ®  Ikyw om km
x, = (—1)F ry + -5 = (—1)ka+1 Iy + 5 k€2,
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4.52. cost z 4 sint x + tgir + ctgle + seclz + cosectr = 2

R. Se ia ca necunoscuti sin® x c0s? = y si se ajunge la ecuatia 4y® + 15y% + 12y—

— 4 = 0, ale citrei rddécini sint ,;, = Z » Up,g = 3 2; ultimele doud ridicini nu cores-

pund problemei. In consecinti, solutiile ecuatiei slat date de sin 2z = £+ 1.
%53. (5 + 3)3)sin z + 2 (3 + V3)cos?z —win3 41— 3(2 +13) =0.

R. Trecem de la cos®z si sin 3z la sin « §i ub{inem ecuatia

4sin®z — 23 4+ V3 sin*z +2 + 3¥3)sinz — V3 =0, @
1 3 T
ridicinile fiind sin x, = 1,sin x, = oY sisin x4 = de unde solutiile z,=(—~1) ?4—
© ®
+ kym, 23 = (—1)a - + kg, 2y = (—1)s Y + kg, Ky gs€Z.

4.54. (5 + 3V3)cos &+ 2(3 + V3) sin? 2 4 cos 3z — 3(2 +3) =o.

R. Se transformi sin? x 5i cos 32 In cos =, rezultind ecuatia 4 cosx —2(3+ ¥ 3)cos? z+
4 23 & V3)cosxz— V3 =0, ai cdrei coeficien{i sint identici cu cei ai eeuatie

T
dela exercitiul precedent. Solufiile sint z,= 2k, 2= it — & 2y, Ty= + l;. +
+ 2kym, cu Ky 3€2Z.

4.55. /3 sin 22 — cos 2z = K;i (tg o+ ctg z).

R Solutiile de forma z = (2k + 1) -;-r- si = ki se excludv; peniru rezolvare se ia ca
necunoscutli y = tg z 5i ecuatia se transformd in Vs_y‘ -2 PB-2 V3 ©B+2y +V§'=O.
ale cirei rddécinisint g, , = £+ 1, y, = V3 'si Y= — ?3 » de unde rezulti solufiile ecua-
tiei din enunt{ =z, = ;:— + kyw, x, = i:— + ko, x4 =-§ + kg §i xg= i:— + kg,
kyes4€Z.

4.56. cos 2 + 2 cos 22 + 3 cos 3z + 4 cos 4z = 2.

R. Se inlocuiesc cosinusurile de arce multiple prin cos x; rezultd ecuatia

8 costz 4 3cos3z — 7cos?x —2cosx =0 cu cosx,=0 cu :c,=:|:%+2kln,

5- Va1 Var =5
cos T, = — 1 e &3 = (2k, + 1);w i cos x3 = ———4—— cu Ty = iarccos—4-

+ @k + 1), kyoq € Z.
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457 4c08222 — 2cos3x —1=0.

R. Se transformi cosinusurile de arce multiple In cos x; se ia cos x = J sise ajunge
%a ecuatia algebrici 16y* — 8y% — 16y® + By + 3 = 0, care se mai scrie sub forma

(4y® — 3) (4y® — 2y — 1) = 0, de unde
V3 1+V5
COS Ty,9= £ —— §i COS T3y =—"7,
2 4
solutiile rezultind din acestea.
4.58, 9sind4zr — 4tg2x 4+ 9sin2x — 4tgz = 0.
R. Se ia ca necunoscuti tg x = { §i ecuatia se transforma in

126 + 714 — 46 3 4 21) = 0,

1)
ridacinile reale fiind £, = 0, fo,5 = = V3, celelalte ridcini fiind date de ecuatia bipatratd
266 + 136 —7=0.

Alifel. Se grupeazi convenabil termenii ecuatiei 5i avem

4sin 3.
9 sin 2z (2cos 2z 4 1) — smoe

— 0,
cos X cos 2%

sau

sinz =0 §i 18cos®z(2cos®z — 1)(4cos?x— 1) —4(4cos?z—1)=0,

de unde 4 cos® z — 1 = 0 §i 36 cos® * — 18 cos? £ — 4 = 0, rezultind solutia ca In prima
metodi,

4.59. V3 cos 5 & = cos 2 + cos 122.

R. Se transformi in produs membrul al doflea al ecuatiei, rezultind imediat solutiile
:I:n+2k‘“i d:n+2k,1c
B 10 5 T T Eg

s kyge2.

4.60. sin z + sin (z + 40°) = sin (z + 60°).

R. Trecem in membrul al doilea pe sin x si transformind In produse, obtinem ecuatia
echivalenta sin (z + 40°) = cos (z + 30°), sau

sin (x + 40°) = sin (60° — x), 1)
solugia ecuatiei (1) fiind x = k - 180° + 10°, ke Z.

4.61. sin (76° 4 @) + cos (106° + ) + sin 22 = 1.

R. Dezvoltind si tnlocuind sin 75° = cos 15° si cos 75° = sin 15°, ecuatia datd devine

(cos x — sin x) (cos 15° — sin 15°) = (cos * — sin x)?3, 1)
de unde rezultd solutiile :

= = T
Ty = 7 + Ky, 33 = (—1)4 ry ke — —, kyp€Z,
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4.62. sin (z + 20°) + cos (@ — 10°) — sin (@ — 40°) = /3.
R. Se transformi in produs diferenta de sinusuri si rezulti solutiile

z, = 40° $ 360°k; §i 2y = — 20° P 360°k;, ky g, € Z.
4.63. cos 2 8in? @ — sin a cos? @ = 0,

R. O solutie evidents este datd de cos x = cos a, celelalte solutii fiind date de ecuatia
{1 + sin a) - cos?z — cos? a = 0.

cosaw+cos$aw+cos5aw_V§
sin az + sin 3az 4 sin Baz )

4.64.

R. Se transformd sumele de cosinusuri §i sinusuri tn produse, rezulttnd

cos 3azx (2 cos 2ax + 1) V§
sin 3az (2cos 2ax H 1)

1)

solufia ecuatiei (1) fiind datd de ctg 3a z = |3, de unde

] kr
= 18a +§' kez.
4.65. 1 4+ cos 2ax _ _ 8in 2ax ,
2 sin ax 1 — cos 2ax

unde @ este un parametru real.
R, Trebuie eliminate solutiile date de sin ax = 0 §1 1 — cos 2az = 0; singura solutie
acceptabild este dati decosar =0cu z = 4 21 + &, keZ,
a Q
4.66. cos z — sin z + 2 = 2 cos? o 4 s8in 2.

R. Ecuatia se poate scrie sub forma echivalentd cos £ — sin * + 2sinsx —
— 2sin z cos x = 0, de unde rezultd imediat solutiile

T k19
m= thm g zg=(—1)k'?+k,1:, Ky g€ Z.

4.67. sin (z + 2a) =sin (@ 9 2b) +sin(@ +2¢). 7 '
R. Se dezvolti sinusurile sumelor de arce, se transpun convenabil termenti 51 se obtine
— sin 2a + sin 2b 4> sin 2¢ '
tgxz= 5 + L3 ete.

©os 2a — cos 2b — cos2s
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4.68. sin z + sin 20 -+ sin 34 P sin 42 = 0.

R. Transformind sumele de sinusuri in produse, membrul Intli al ecuatiei devine
4sin 5z z o
sin — cos — =
3 3 2 cos z A

2k3ﬂ

T
de unde z,=d:5-+2k1ﬂr, Ty =kt 4k 5i 3y = » ke s€Z.

469. tgodig20 4 tg30=0, oAk P, @k+1)T s
2k 4+ 1) =
@k +1) 2

R. Inlocuind tg 3x st tg 3z In functie de tg x, ecuatia propusi se transformi 1o

tg3=0 si 2tglz—7tg?2 4+ 3=0

1 ° T VE
cu tg?x=3 i tg’x:;, de unde zb,=$?+lm:, Z,,4 = arctg _4,;-? +kn 9t

8=k, lyeZ,1=1,..., 5.
Altfet, Grupind tangentele, avem

sin 42 sin 2z

cos @ cos 3x cos 23

kn
de unde rezulti sin2x=0 cu 3= Y si k> 1 (conform restrictiilor din enunt) sl
2c0s?2x @ cos xcos 3x =0, sau ImmcA 6cos?2x 4 cos2x — 1 =0, de unde rezultd
- 1 1 T T
imediat cos 2z = — z si cos2z= 3 cu solutiile x, = 4 ry + @+ 1) Y 1 xg=

. 1 1
= 4 2z arccos 3 + ks, kya€2.

4.70. sin ¢ + sin 20 P sin 32 = 1 4 cos & + cos 2z.

R, Efectuind toate calculele, ecuatia dati se transformi tn

(19 2cosx)(2sinx— 1)cos z =

n ] 3
cu solutiile =, = + rY + 2k, zy=(—1)" ry +kw, 3=+ ry + (2k;+ 1w, kyq,0€2Z.
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4.71. sin 22 4 cos 2z = [/2 sin .

R. Se transformi tn produs membrul intli al ecuatjei iar in membrul al doilea se In-~
T T T
locuieste sin x prin cos (? - :c) s se obtine cos (2:1: - I) = ¢0s (—2- — x|, de unde

4 2k
=7t

Allfel. Se observd cd ecuaiia se poate scrie astfel 2 sin x cos * — Visin z +

+ (Vﬁcosz—l)(ﬁc05x+ l)=0,deundeV§cosx— 1=0,cu x, = ;}:% + 2k 52

T
y Ty = — ) & 2kym, Ky o€ 2.

V§(cos:c+sinz)+1=0. o (1)

Dar ecuaiia (1) se mai poate scrie astfel:

Sin x +sin (f_ _z) — _E (1')
2 2
sau
T 1 "
cos (3—:)=——2-, 1”»

n w
solutia ecuatiei (1) fiind z, = Y + -5 + Rk, + )w, ky ,€Z.

4.72. cosx +2cos 22 + 3cos 3 = — 2.

R. Se Inlocuiesc cosinusurile de arce multiple prin cos z ; rezulti ecuatia

T
cos x (3cos? x + cos x — 2) = 0, de unde x1=i?+2k11:, Ty= 2k, + 1), 3=

2
= £ arccos 3 + 2k, Ky, 5,3€Z.

4.73. (sin @ 4 cos x)? = 2 sin (-;i + a,-) sin (E. — a;)

R. Efectuind toate calculele ecuatia daté se transformi in 2 sin x (cos = + sin x) = 0,

T
de unde z, = k%, 1, = T + kgw, ky, . € Z.
. ™ . T T
4.74. 8in (z — w) + sin (—4— + 3a;) + cos 22 = cos (_ - a:) —
4 -

K3

— cos (l;- + 3w) -+ sin 22.
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R, Se transformd in produs suma de sinusuri din membrul intti al ecuatiei §i dife-
renia de cosinusuri din membrul al doilea, ob{inindu-se:

2sin (;-{-x) cos2x+cos2z=2sin(-}+x)sin2:t+sin2:: 1)
sau
]
(+in 2x — cos 2x) [2 sin (Z + x) + 1] =0, 1)

]
Solutiile ecuatiei sint date de sin 2x — cos 2z = 0 cu z, = % + Ky 5i 2sin (T + x) +

K. L3
+1=0cu z, = (—1)a+l n + ky -3 k ,€Z.

475, SR +sm2“’=§1/§, x;eklz‘-, keZ.

sin 22 sin

8
R. Se climind numitorii §i se ajunge la ecuatia 4 cos®zx — 3 3cosx+1=0, cu

T 1
solufiile x, = + — + 2k §i x, = & arccos —— + 2kx, k; ,€ Z.
3 21[3— 2" N, 2

4.76. s5in 22 4 2 8in 42 + 3 sin 102 — 4 sin 42 cos2 32 = 0.

R. Se Inlocuieste 2cos®3x cu 1 4 cos 6x, se reduc termenii §i se obtine ecuatia

k
sin 2z + sin 10x =0 cu :c1=—;1-r- §i 23 = ﬂ:%+k’7ﬂ, k, ,e2.
1 1
471 ————+———=212,
sin(—+w) sin(——a;)
4 4
n 2
R. Se tine seamd ci sin (—4- :[:x) = (sin = 4+ cos x); rezultd solutiile

T T
”1"(-1)" E + kw5l 2y = (—1)""“; + kg, Ky, q€Z,
. [® 3z . [T @ .
4.78. sin| —+— | =3sin| ———]-
4 2 4 2
R. Dezvoltind ambii membri ai ecuatiei, aceasta se transformi tn
3z in 3z 3( x in 3) 1
—_— _— CO§ — — —_
cos —= +sin 5 s s, ™
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3x x 2 8z - Lz .
Tinind seami cd cos —2— = 4 cos® i 3 cos Y si sin - = 3sin 2 — 4 sin P ecu-

-

atia (1) se transforma in

2 z ; :x:) 1 asin = x] 3 z . :)
—— —_— n — _— = — — 1n —
cos2 sn2 -+ sil 2(:os2 cos2 si 2 N

x z ™

de unde rezultd solutia imediatd datd de ecuatia cos rom sin 2= 0, adicd x; = - +
] x

+ 2k;m, observindu-se cd ecuaiia rdmasd 2 (1 + sin ;cos ;) = 3 furnizeazi ace-

=
easi solutle z, = rY + 2kgmt, Ky,0€Z.

Allfel. Se observd ci putem scrie
. K 3z .k L4 T x
sm(;—{- —2-—)—sm (Z—E) =2sln(7— E)
i cfectuind calculele, rezultd ecuatiile sinz =1 cu z, = (—1)"'-’2t + Iy, ke Z, si
£ z ©
sin (T - _é_) =0 cu r,= ; + 2k,m, kae Z, solulie care este inclusd In x,.

4.79. cos? 22 — 2 sin 22 s5in? # — cos 22 = 0.
R. Grupind convenabil termenii, ecuatia dati se transformi tn (cos x— '1)(cos 2z+
7T kg
=+ sin 2x) = 0, de unde rezultd imediat solutiile z, =k §i £, = ry -+ —;- » ky s€Z,

Observafie. Grupind termenii in alt mod, ecuatia respectivi se transformi in
sin? x cos 2z + sin3 xsin 2z = 0, de unde rezultd aceleasi solutii.

4.80. sin ¢ + cos & + sin 22 4 cos 22 + sin 3z + cos 3z = 0.

R. Grupind convenabil termenii din membrul fntli si transformind sumele in produse,
ecuatia datd se scrie astfel :

4V§cos(x+n)cos(' i ws(zz n) 0
—_ —_— ——— —_——
2 6 2 6 4 ’
w L I
de unde rezulta solufile z, = + & + 4kyw + 3’ ™= & e + 3 + kg, Ky g€ 2,

4.81. S& se rezolve ecuafiile
8in (# — a) + sin (@ — b) = sin a - 8in b,
cos (z — a) + cos (x — b) = cos a 4 cos b.

» .

R. Prima ecuatie este echivalenti cu sin (x— .: ) = sin ? : b , far cea de-a

a$bd ) a+b
= CO0S

doua cu cos (z—
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4.82. S3 se rezolve ecuatiile
sin (¢ — @) sin (¢ — b) = sin a sin b.
cos (z — a) cos (# — b) = cos a cos b.
R. Prima ccuatic este cchivalenti cu cos (—a + b) —cos 2z — a — b) = cos (a — b)—
—cos(a+b)cux,=(a+b)+2kn si x3= 2kr, iar cea de-a doua ecuatic este echi-

valentd cu cos (—a + b) + cos 2z — a — b) = cos (a + b) + cos (a — b) cu accleasi so-
luiii ca ecuatia precedentd.

4.83. Si se rezolve ecuatia
cos & cos 2z cos 3z = 1.
R. Transformind totul In cos «, ecuatia devine
8cos®x— 10cosf x 4+ 3cos®z — 1 =0, 1
avind ca riadicini acceptabile pe cos z = + 1, de unde x, = 2k;w i 2, = (2k; + 1) =, sau
gi mai general, x = krx, keZ.
Allfel, Ecuatia se mai poate scrie sub forma cos 2z(cos 2z + cos 4x) = 2, In care

luind ca necunoscutd cos 2r, rezultd o singurd solutie si apumec cos 2z =1 cu
g =kn, kelZ.

4.84. Si se rezolve ecuatia

sind x cos 3z + sin 3z cos® z =

| o

R. Se observd ci ecuatiia datd se poate scrie sub forma echivalent#, dupd ce se
trece de la arce mulliple la arce simple: sin zcos x(cos?z — sin?® x)=-;- sau
x e X T kr
4 sin x cos x cos 2z = 1, sau Incd sin 4z = 1, de unde = = (—1) ry + - keZ.

4.85. S# se rezolve ecuafia

2 1 ® 1
cos # c€os(x P> 2a)  cos(z — 2a)

R. Ecualia datd esle echivalenld cu cos? z = 2 cos® a, solutiile date de cos s = ©
¢l cos (z & 2a) = O fiind excluse,

4.86. Si se rezolve ecuatia
2 sin (# — a) cos 2z + 3 sin? (¢ — a) = cos® (z — @) +sin (¢ — 3a).
R. Se va observa mai intli ci

2sin (x — a) cos 2z = sin (3x — a) ~ sin (= + a),

apol se trece de la puteri de sinusuri §i cosinusuri la cosinusuri de arce dube §i ecuatia data
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se transformi in [sin (x + a) — 1] [2 cos 2(x — a) — 1] = 0, de unde rezultd solutiile
17 k13
x,=(—1)"'-2— thr—asin=to thrtak,eZ

4.87. B4 se rezolve aceeasi ecuatie de la exercifiul precedent, dar
in raport cu a.

T
R, Dinsin (x 4+ a) — 1 = 0, rezulti aq; = (—1)"‘ ; + kgr—z iar din 2 cos 2(a —z) =1

k3
rezultd a;, = + ? + kgn + x, k), 62,

4.88. S4 se rezolve ecuafia

. 1
sin® @ + cos® & + — = 0.
. Siny COo8 &
R. Ecuatia dat3 se mai poate scrie sub forma
sin x cos z (sin® = + cos® ) ¢ (sin x + cos ) = 0, 1)

kr
observindu-se cé soluiiile de forma z = > sint excluse, Dar ecuatia (1) este echivalenta

cu
sinx + cosx =0, 1)

si
sin z cos x (sin® x — sin® x cos = + sin®zcos® x — sin zcos® £ + cost ) + 1 =0, (17)

3n
din (1’) rezultind solutia & = vy + kr, keZ. Ecuatia (1”) se poate rezolva in dou2 mo-

duri: ori ca ecualic omogenid Inlocuindu-se termenul liber prin (sin? x + cos? x)?,
ori luind ca necunoscut# pesin x cos z. In acest ultim mod de rezolvare, (1) se transforma
ifn

P+ r-y—1=0 )

Cum ridécinile ecuatiel (2) sint gy =y = — 1 si Ys = 1, dar sin x cos z nu poate lua
aceste valori, rezultii cl singura solutie a ecnatiei din enunt cste aceea dati de (1°).

4.89. S8 se rezolve ecnatia
2cos?r 4 4sinwcosz + cosz +sine 4+ 1 =0.
3
R. Ecuatla se reducelacos z +sinz=0cu z, = T +lymsila 3cos x+sin x+1=0

kg1 T 3
cu 7, = (—1) Y + kyw 51 x; = arccos r + 2k + )7, ky 4 4€2.
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4.90. Si se rezolve ecuafia
dcos?x —2sinzcosz +3cosx + 3sine —3 =0.

3r
R. Aceasta se reduce la ecuatiile cos * +sinz =0 cu z,= T + kyw i cos x —

T 3
— 3sin £ 4 3=0 cu solutiile x;= ry + 2k, §i x4 = arccos I + @k +1)m ky, 0,362,

4.91. S% se afle valorile unghiului # pentru care
(sin & + i cos ) (sin 2z -+ i cos 2) (8in 3z +- i cos 3z) = %—1'

R. inmul{ind ambii membri ai egalititii cu — i’ aceasta se transformi In

i
j-—- , de unde rezultd imediat
)

K

{cos x — isin z)® = -

1 1
cos 6x = —— §i sinbr=—. @

V2 V2

solutia comunai a ecuatiilor (1) tiind 6z = 135° $ k 360°, keZ,

84 se rezolve ecuafiile :
4.92. sin @ + 3 cos @ + sin 3z + cos 3z — [ 2cos 22 — /2 =0. -

R. Se trece de la sinusuri si cosinusuri de arce multiple la arce simple, rezultind

T 2
ecuatiile cos?z=0 cu solutle =z, =% 2 4 2iyw §i sinx + cos x = > cu solutia

T T
z,':"z + '; 02’(‘,1:, kl.sez.

4.93. _1 + 1 = 2}2.
8in @ CO8 @

R. Se observa ci solutiile de forma I%r sint excluse. Eliminind numitorii, ecuatia
dati se transformi In
sinzq,coso:=2ﬁsinxcosz, 1)
care se rezolvi prin substituia sin z 4 cos T = u, astfel fncit (1) devine
Vow —u—-V2=0. 2)
Rezolvind ecuatia (2) i tinind seamd de substitutia fdcutd, se obtin solutiile
£y =2km+ 7’;- s _—.1;- + 1;- + @k, + D)7, kypeZ.
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1 1 ©
Altfel, Se observi c#i putem scris ——sin ® f — cos r = sin 2z sau sin (z <+ 2—) )

V2 V2

™
«s sin 2z cu solutia z+:=(-1)"2x+lm ke Z,

V3.+ 1

sinw coso

4%.94%. 8cos o=

R. Se observd cd = # kn/2, ke Z; se elimind numitorii §i se ajunge la ecuatia
echivalentd -

2 cos x sin 2z = sin (:c+ %} (8]
Membrul intii filnd echivalent cu sin z 4 sin 3z, ecuatia (1) se poate scrie sub forma
n
sin 3z = sin (:c + ?) —sinx 1)

sau, transformind in produs membrul al doilea §i transpunind apoi termenii, se ajunge la
ecuatia

T
slnSz—sm(E—x)=0

© n T Tn
cu solufille £, = n + k,-z- sl zg= £ TRy + 2k;w, ky,g€2.
Altfel, Se pot folosl formulele universale, ecuatia transformindu-se In

Y3+ 1489 V3t —360 - V3o + 14— V3 =0, @

x

unde { = tg -’— « Dar (2) este o ecuatie reciproci care, dupd tmpirfirea cu £ # 0, devine
- 1 1 — 1\

L 3®o—— 3|t— —| —36=0. g

V3(¢ F)au(ot,)+V(1 ‘) 36 =0, @)

2
Ficind substituita ¢ — _l- = z, 86 obtine o noui ecuatie

V3 + 1422 + 4V 3z — 8=0, 3)
2 1 . 2" 1 —
cu o ridicind 3= — — D>l —=——o | = —, l,=—V3,deunde -:‘a
t V3 ¥3 2

r 4in
=3 &k si = ry % 2kgw. Ecuatia (3) mal age Incd doud rildicini reale z, , =

_ 1
- - 2(V3 & 2), care tnlocuiten 3 ={ — —t- mai dau si celelalte ridicini ale ecuattet (2).
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De observat ci metoda aceasta — in cazul de fatd — conduce la dificuititi de calcul,
Allfel. Ecuatia data se mai poate scrie sub forma 8sinzcosz = V3 +tgz, cu

cos z # 0 sau
4sin2z = V3 4 tg o 3)

Se ia tgx =1t §i se obtine ecuatia

8¢
——=V3 4+ 3’
T E Y3+, ()
care este echivalentd cu
e +¥3e -7+ V3=, 3"
aceasta avind radicinile t, = V3 si tp,y = — V3 + 2, de unde rezults imediat solutiile
ecuatiei date.
. 3 1 kr
4.95. 8sin 2 = V + y ¥ —y LkelZ.

2

R. Se poate aplica metoda a treia de Ia ecuatia precedents ; inmultind ecuatia cu
cos z, se obtine

cos x sinz

- 1
4sin2z=V3 + e (1)

Se ia ca necunoscuti tg z = { i (1) se transforms tn

Vse—78+V3t+1=0, (1)

1 -
care are ca ridécini t; = V: ylg, 3= V3 + 2, cu solutiile evidente pentru tg z.
: 3

4.96. tg 22 + ctg x = 8 cos? 2.
cos
R. Transformim In produse membrul intfi a] ecuatiei §i obtinem —L =
sin x cos 2z
T
=8cosz, de unde cosz =0 cu x, = + Py + 2km, rdminind de rezolvat ecuatia
1
oo, =8cos z, care se mai scric sub forma 2 sin 4z =1 cu solutia
sin x cos 2z
T kg
gy= (—1)f — 4 2T
=t

Altfel. Dacd se ia ca necunoscutd tg x = ¢, ecuatia dati devine (4 + 88 4 212 — 8¢ 4-

+ 1 =0, care se rezolvii cu substitutia { — T =u,

» K262,
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497.1 )1 tcosa=)1—sine- Vl sinz pe
@ € [0, 2x].

R. Ecuatia dald se poate scrie

1-V2

x
cos 2= |cos x|,

de unde rezulti cit ecuatia (1) este echivalentél cu urmétoarcle :
- x T
1- V2 cos ; = ¢0s X, pentru re [0, —2-] .

- T : T
1—V2cos -2—= ~ ¢os &, penlruxe(—z—, n]

— x 3w
1+V2cos 5=— cos x, pentru xe|r. 2|

multimea

— x : 3= ‘
1+V2cos ;:cosx, pentru ze|-—, 2z},

x
care se rezolva luind ca necunoscutd pe cos 7" Rezultid solutiile :

3w
Xy = 5 la care se adaugi periadele corespunzitoare,

498 tgx +tg(z+a)=0.
R. Ecuatia se reduce la

tgalgiz—2tgx—tga=0

x ‘
. cu solufiile x;= (E -3 + ke osi Xg=7w— E + ko, ky,2€Z.

I =

wiA

e

4))

@)

3

)

5)

y Ty =T,

k;:llfel. Se poate scrie ig(a + x) = tg(— ), de unde x + a=krx — z, sau x =

a ‘
== (a se vedea formulele (1.25)).

‘ 4.99. tg (m+-§-)+tgw=2.

R. Se dezvolti tg (x + 1:—) si se ajunge la ecualia tg2x—4tgx +1=0, cuso- '

. 5 iy
lutiile xy= PrY + ksl T, = ETY + kyw, Ky,p€Z.
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.

4.100. tg (r — a) +-tg (2 — b) =tga + tgb.

R, Se poate lua ca necunoscuta tg x si sc ajunge la o ecualic de gradul al doilea.
Allfel. Ecuatia cste echivalentd cu

sin (x — a— b) sin (x — a— b)

cos (x — a)cos b cos (x — b)cos a =
de unde rezulti sin(x —a—b) =0, cu x =kr + (a + b) si

2cos acos beos x + sin xsin(a + &) = 0,
2cosacos b

sin (a + b)
4.101. tg (z — a) tg (@ — b) = tg a tg b.

R. Se dezvoltd 1g (x — a) si tg(x — b) si se Ia ca necunoscuti tg x; se oblin solu-
tiile x) = &y, x5 = (a + b) + Ko, kyp€Z. :

4.102. tg (¢ 4+ a) + tg (z — a) = 2 ctg 2.

™
R. Se observi cii solutiile de forma x =kx §i 2+ a = (2k+ 1) —2—slnl excluse ;

cutig x=—

pentru rezolvare se transformi sumele de tangente in produse si ecuatia datd se trans-
forma in

sin? & = cos (x + a) cos (x — a) (1)
sau, dezvoltind in (1), se obtine in final

sinz= 4 5 cosa. ,, . 1)

cos a

solufiile fiind x = (~1)* arcsin + krm, keZ.

4.103. tg (2 — a) tg (v — b) = tg2 &,
R. Se dezvolta tg(x — a), respectiv tg (x — b); rezultd solutia dati de tg2x =
2 sin asin b

sin (@ + b) )
4.104. tg (v + a) + tg (z — @) = tg 2.
R. Ecuatia se scrie sub forma

sin 2x ) sin 2z

cos (z + @)cos (x — a)  cos2x '
. kn | .
de unde rezultd sin2x =0 cu x, = ? si ces (x. + a) cos (x — a) = cos 2x. Dar ultima
ecuatie se poate scrie sub forma cos 2z + cos 2a = 2 cos 2x, de unde rezultd, {inind seam3

de (1.25), y==+4a+ ka""» kx.ze Z.
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2105. tgmztgn o =1.
R. Ecuatia dati se poate scrie sub forma echivalentd
tgmax =ctgnz, myneQ (¢))
(0bservind ci tg n x5~ 0). Dar ecuatia (1) se mai poate scrie §i sub forma

tgm:c—_-tg(-:——nx), 1)

T
solutia rezultati din (1°) fiind mz = —2- — nx + kr, de unde

(2k + 1=
x_z(m-;-n)’ mzE — n. )

in (2) pot fi cuprinse si soluiii striine, care se determini insi punind condijia

@k + )x 2k +1
X = m=
2(m + n) 2

de unde rezultd

_2k—kym
n—————2k,+1 » b,k eZ,
4.106. tg » + tg 22 + tg 32 + tg 42 = 0.

R. Se grupeazi convenabil termenii din membrul intli al ecuatiei, trapsformindu-se
sumele de tangente in produse; se obfine ecuatia echivalenta

sin 5x sin 5z

0, z=£ km ixE e keZ 1)
1 — x — .
cos Z cos 4% cos 2z cos 3x ’ 4 § 3’ € (

kr
Dar ecuatia (1) este echivalenti cu sin 5z = 0, cu z, = — §i
. 9

cos 2x cos 3z + cos x cos 4x = 0, 1)
Trectnd in (17 la cos 2z, aceastdi ecuatie devine
4cos?22 —cos2r—1=0,

1+ V17 1 1-717

§ x, = k& -+ — arcco:
g B m=kmi * T3

1
rezultind soluliile x; = kyw + ry arccos

¥y 09€Z.
4.107. ctg x + ctg 2z + ctg 3w + ctg 4z =0, & # -kl, x ;eﬁf—,

3
kelZ.
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R. Transformind sumele de contangente in produse, ecuatia devine
sin 5x (5 — 8 sin? x)
sin 3xsin 4

= 0,

™
de unde z, =k, e (k; 5= multiplu de 5),

5 5
x, = (—1)% arcsin e + kg 5i 13 = (—~1)ks+1 arcsin e +kw, kg€,

4108, t -_—tsi—i]-
go=tg' (5~

R. Memnrul a] doilea al ecuatiei se poate scrie astfel :
] x
si,,z(___
tg“(n T ¢ (1: ) 4 2 : (1: x
— — S— — D e e——e— —— — — =
4 2 g 4 (1: x]g 4 2
cos? | — ~— —
4 2
z

efgee] i
—_ —_ - CO§ — — —_—
5\ 2 T ( — sin 2)

SIS

1 4 cos (—E- -~z cos = <+ sin =z cos 2(1+sinz)
2 2 2
sin x (1 — sin x)?

Ecuatia dati devipe =
cos T cos x(1 +sin z)

» €U coszF£<0 5i sin x5 —1, de

1
unde se obfine 3sinx =1, cu x = (~1)* arcsin ?+Im,kez.

’ 2

4.109. tg (a: —-—n—)tgwtg'( @ +1)= £ cos*z
4 4 2 _ ot l

g2

iry

& &
tg— —ctg— # 0.
2 2
R. Dupi efectuarea primelor calcule, ecuatia dati se transformi tn

z x
4 cos® x sin ;cos~

3 4 2
—ctg(x+—)tg:ctg(:c+—) =
4 4 —Ccos T

b ] kym
8all tg x = 2sin £ c0s z, de unde z, = k, 7 §i 3, = -+ Lz, ks €Z.
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1——2cos2a.

5110, g (a + ) g (@ — 7) =

1 4 2cos8 2a
R. Ecnatia este cchivalentd cu
1
— — cos 2a
cos 2x ~— cos 2a 2
cos 2x + cos 2a R !
_é— + cos 2a

1 T
de unde rezulld imedial cos 2x = Y cuxr=-1 ? + ki, ke Z,

Altfel. Tnlocuind cos 2 118 g+ Dg@— ) tfa — g
el. uind cos 2a cu $1 a x a—2x)cu ———————" se
na I +igta 8 1— tgfatg’s’

1 =
obtine tglx = 3’ deunde x = % - + kr, keZ.

4111, tgz + ctg v = tg* @ + ctg 2.

1 1
R. Notam tgx = §i ccuatia devine!+ - = r+ R de unde , =t =1 i

t e C deciz= -’;_+:m, keZ.

5112, (sin z + cos z) 2 = tg & + ctg 7.

R. Ecualia datd esle cchivalentd cu,

. ( + n) 1 1
nje+ — = .
st 4 | sin 22 S

. '
Dar, {inlnd scam de inegalitilile evidente . sin (x + %) <1 511'

>1, rezulid

sin 2x
< ocuafia (1) poate fi satisficuti de solutiile date de ecuatiile elementave : .

T
a) sin (r+T) =1 sisin2xr=1,
1

w B
b) sin (v + T) =—1 sisin2zr = —1,

]

T
solafia geverald a ecuatiilor (1) fiind x T +2kr, ke Z.
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4.113. 4sin 4z 4 tg 22 + 4sin 2z + gz = 0.

R. Se grupeazii convenabil termenii, dupii care se transformii sumele ft produse..
rezultind ecuafia echivalenti

sin 3x
8 sin 3xcos ¥ 4 ——m =0 . (1)
- €OS X cos 2%
T T 'R
cu x 3= (2k+4 1) - §ix=E(2k+ 1) T Solujiile ccuatici (1) sint xy = 35
T T
=g+ 2k §i Ty = £ 5 t (2 k3 + 1) m, kg4 €Z, sau reunind, rezal{d
z = ke keZ
3 s REL,

4.114. 6tg x + 5 ctg 32 = tg 2.

' T 1524 T
R. Obscrvindu-se ci soluiii de forma 2 = (2k 4 1) W X = Y fx= (2k+l)—2—--

se exclud, ecu afia se poate scrie sub forma cchivalentd Z(lg x 4 clg3z) =82z — g«
sau, dupd tran sformarea sumelor in produse si simplificare,

5 cos? 2x = sin x sin 3x,

1
5 cos?2x = y (cos 2x — cos 12),

12cos?2x — cos2xr — 1 =0, )
1 1
solutiile ecuatiei (1) fiind date de cos 2x = 3 5i cos2r = — T de unde r, =

1 1 1 1 14
= 4 —5- arccos ? + kyrosi Ty = + —2—— arccos vy 4+ (kg + 1) 7’ IhseZ.

tg2xtg @
tg2x —tg o

A115. — 2sin (-’i + w)sm (L_:c).
4 4

k13
R. Se observi ci solujii de forma == Qk+1)— i z = 2k + 1) —:— au smt .

. . T ®
acceptabile; apoi, pentru rezolvare sc va {ine scama ¢i 2 sin (—4— + x) sin (T - x)

sin x
= c05 2x §i cd 1822 — l§ x = ———————, rezultind {3rd nici o dificulétate solulis -
cos X cos 2x
) b4 kw
datdi de ecuatia elementard 1g2x = 1, adicd x = ? + .2_, keZ.
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4.116. cos ¢ +sin x - tg @ p ctg v + sec  + cosec 2 = — 1.

R, Ecuatia dati este echivalenti cu urmiitoarele: sinz +cosz+1=0 g
sin x cos x 4+ 1 = 0, solutiile rezultind imediat din aceste doui ecuatii.

4117, tg o+ 2tg 20+ 4tgd4e+8tg8a 416 ctglé v = |/3.
R, Grupind ultimii doi termeni din membrul intli al ecuatiei avem

16 (1 — tg28x) 8
8tgs = . 1
88z + 2tg 8z tg 8z ®

Grupim acum (1) cu al treilea termen din membrul intti al ecuatiei 5i avem

stgis + 8 (1 — tg?4x) 4 .
T =
& i 2tg 4z tgdzx @)

1
Se repetii operatia cu ceilalfi termeni ai ecuatiel si se ajunge in final la i Vs, de

T
unde x = -6— + lat,keZ.

4.118. sin® z (1 + ctg @) + cos® z (1 + tg ») = cos 22.
R. Trebuie ca x=kn si x5 2k + 1) % ; apoi, se observd ci putem scrie ecu-
atia astfel: '

sin® z(1 + tg z) s L+tgx)(l —tgx)
_——tgx 4+ cos® z(1 + tgx) = T

3r
de unde rezulti prima soluiie datd detgz +1=0cu z, = T + kg, Ecuafia rd-
magh se poate scrie sub forma _
1—-tgx

sjn’ z 4+ cos®zsinz = thx,
sau
sinz(l +tgzx) —tgx(1 — tgx) =0, 1)
Excluzind solufia dati de sin z = O (restricfie rezultatd din enunf), (1), devine
sinz—cosz+41=0, (¢ %)

. 3r
Dar nicl solutiile ecuatiei (1°), x3=2k® §i 23 = Y + 2k;x nu convin problemei

3n
(cesteictii din enunt). in consecint4, singura solutie acceptabild este z,= —4— + kym kyeZ.
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4.119. tg 42 = 2 3 (cos® # — sint x).

25sin 2 z cos 2z ,
R. Tinind seami c3 tg 4z= m, ecualia din enun{ se poate scrie sub
- S

forma
28 (1 — 25in®2z) cos 2z — 2 sin 2z cos 2z = 0, )
fiind echivalenti cu urmitoarele :

cos2z=0cu z, = + % + k=,
1 1
sin 2r = —— cu x, = (—1)k aresin —— + K, 5
E V3

Vs %
sin 2z = —— = (— 1)+l ry +hkym, kyogeZ,

Alifel. Ecuatia dati se poate scrie sub forma

s sin & + cos = .
+costr —m———— = (cos = + sin ) (c0s x — sin z),
sin x cos T

sin £ 4 cos x
sip? g n T HCOST

3r
de unde rezulti solutia dat3 de cos = - sin =0, adici = = e + km, ecuajia rimasj

€os * —sin z = 1 neavind solutii acceptabile (@ se vedea restrictiile puse Ia tnceputul
rezolvirii).

4.120. (cos 2+ isin ) (cos 22 + isin2z) ... (cosna+ isin ne) =1.
R. Ecuafia dat# este echivalenti cu

1 1
cos-Ln-i- )x+isin-——n(n+ ) x=

2 2 ’
de unde rezultd imediat

n(n+1) o1 si sinn(n+1)a:

cos =0,
cu solutiile corespunzitoare.

4.121. sinn—;_l— z + sinnT—l x = sin .
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B. Se transformii membrul intli in produse ; rezult

2 ™
x,= (k£ Drsix, = [I:,n- + (— 1) ?], kyo€Z.

n
4.122, 1 + 1 4+t 1 =0,
eosxcos2x  COs 2x cos 3w cosnwcos(n+1)z

R. Pentru calculul surilci din membrul InUli al ecuatiei se pleacd dela tga — tgh=
sin (@ — D) . tg(n4+)x—tgx
; rezulld ccualia
cos acos b sin x

kr
= = 0 cu solutia x——-—;—, keZ.

£.123. sin (x cos ) = cos (= sin ).
R. Inlocuim cos (wsin ) cu sinusul arcului complementar; rezulld ccualiile
1 . 1
sinx 4 eosz.—:—? + 2k, 5i coszx —sinx = % 1-— ? + 4k, ; pentrn a avea solutii
acceplabile, este necesar ca numerele k; §i k, si verifice dubla inegalitate — V2’<
1 .
< Y + 2k, < T2, care este insi salisficutd doar pentru k, = k, = 0. Prin urmare,

1
ecuajia din enunt se reduce la rezolvarea ecuatiilor echivalente sinx + cos x = ry i

1
©05T — Sin X = -—2— , care se poate face utilizind formulele universale.

4.124. sin (xIn ) + cos (xln ) =1.

R. Se tnlocuieste cos (rln x) cu sinusul arcului complementar, apoi se transformi in

‘ k14
produs membrul ntti al ecuatici, rezultind 2sin T cos clnx—%} =1, sau
1

1 1 2
lnzr=t -+ -+ ety sizg=c ' E,

4.125. gin (n arctg z) = cos (w arctg z).
RB. Se observd cii putem scrie
T
sin (rarctg x) = sin l; — w arctg r)

T

1 ™
sauceea ce este echivalent cu arctg x = T + k, cu conditia — T <—4'- +ka -? .
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4.126. tg (n tg ) = ctg (w ctg ).

n
R, Ecualia se poate scrie sub forma tg (ntg r) = ¢ (T — melg x |, de unde rezultd

-~

ecuafia
1
tgx=?—clgx+k, ' )

echivalentid cu
2ig2r — 2k 4+ Digx +2=0. )

Pentru ca aceasta si aibd solulii reale este necesar ca (2k + 1)2 — 162> 0 etc.
4.127. logan 2 €OS & + logaesz sinz — 2 = 0.

T
R. Este necesar ca sin x> 0, cos >0, adicd z e (O,—2 ) ; setine seami apoi de

relatia logs b logy a=1 si se rezolvd sistemul u4+0v—-2=0, uso=1 ca a=
=p= 1, deci logcos z sin x = 1.

4%.128. 10Zcos: Sin .+ 4 10gen - COS 0 = 4.

R. Este necesar si avem concomitent sin x> 0 si sin z=5£ 1, cos x> 0gicos 25£1, adied
Te€ (0,—;]. Apoi, tinind seamd cdi logg b-logp a=1 si nolind logansces z=4p,

‘ 1
ecualia dati se transformi in (2y — 1)® = 0, de unde rezulld imediat logsins cos z=.—2- .
o )

si Jogeos z sin * = 2. Dar aceste ecualii siint echivalente respectiv cu Vein £ =cos =
§i sin-z = cos®z, aceste doud ecuatii avind aceleasi solutji

-1+ V5 ‘
x = arcsin —:V— + k=, x€ (0,%), keZ,

4.129. (cos ¢ + sin )" 4 (cos # — sin z)* = 0.
R. Transformind sumele din paranteze in produse, ecuatia dati devine
cos” (z— -E)+sin*(1-x)'~0 )
4 4 A

de unde rezulti ci dacéi n = 2k, ecuatia nu are nici o solutie, iar daci n = 2k 4 1 ecuafis

kil
are o singurd solutie datd de tg® (x iy ) =1, adici z = % + kr, keZ.



Altfel, Daci notdm cos x + sin x = u §i cos x — sin £ = v, obfinem sistemul
4 02=2 ud + 02 =0, 2)

"
Din ecuatia a doua rezulti u= — v VT si luind i considerare numai cazul u = — o,
solutiile sistemului (2) sint u = 4- 1, v = F 1, de unde §i ecuatiile
cosx+sinzx=+1,
‘ 3)

cosx—sinx = F 1,
b3
rezolvarea concomitentd a ecuatiilor (3) conducind la solutia generald x = 3= > + 2k,

care este echivalent# cu aceea obtinuti prin metoda anterioari.

£130. sin® @ + ——— = cos" @ +
cos™ z sin™ o

x
R, Observindu-se ci solutiile de forma x = (2k + I)T §i £ = kr nu sint accepta-
bile, ecuatia dati se poate scrie sub forma echivalent3
cos™ x — sin™

sin® z — cos? £ = ————————
. cos™ zsinMmz

]
golufia unici z = vy + kw fiind datd de ecuatia sinx —cos z =0, ke Z.

%.131. S3 se rezolve ecuatiile
sinw4sin (v +7) +sin(z+2r)+ ... +sinfoe+ (n—1)r]=0.

cos o  cos (@ + 7r) b cos (@ + 2r) + ... 4+ cos [z 4 (n — L)r]=0,
R. Se aplicit formulele de nsumare a sinusurilor si cosinusurilor arcelor in progresie
aritmetic i anume:
Sy =sina p Asin(a + r) + A2sin(a 4 2r) + ...
vee + A tgin[a+(n—1)r] =
- 22sin [a+ (n — 1)r] — A [sin (@ + nr) +-sin (@ —1r1)] +sina
A2 —2Acosr +1

Se=-cosa+ Acos(a+r)+ Acos(a + 2r) + ...
vee + A cos [a + (n— 1) 1] =
_ Mcos[a+4 (n—1)r]— A[cos(@+nr) 4 cos (a—r)] pcosa
A —2\cosr+1

76



th care, luindu-se A = 1, ecuatiile din enun{ se transformi tn

nr n—1
sin ?sin (x+ r)

2
= 0 (1)
r
sin —
2
n—1
sin —— cos (:c + r)
=0. )
_r
m —
0
Ecuatia (1) este echivalentd cu -
nr n—1
sin-2—=0;isin (:c+ %y r)=0. (¢Y)

nr
Ecuatia sin ry = O nu contine pe z, ci di doar o conditie pentru n §i r §ianume

r k
> = w. In aceasti situatie se disting doua cazuri

a)

n
k r
- & N, ceea ce conduce la sin > +*0;
. nr
sin -

k T
by — €N, deci k=nn'(n"eN) sisin — =sinkr =0, cind lim
n 2 r r
-E--okn sin —
2

n—1

= 4+ n, iar sin (:c + r) = F sin z, dupd paritatea lui n §i n’. Ecuatla res-
pectivi se reduce Ia sin x = 0 §i deci © = kr. Dealtfel, tn acest caz avem r = 2 n'r,
de unde sin(z +r)=sin(z +2r)= ... = sin [z 4+ (r — 1)r] =sin x si ecuatia dati
devine n sin x = 0
nr n—1
Daci sin 2—:#0, rimine sin (x + 2' ) =0, din care rezulti imediat z =

n—
= ki —

1 -1
r, ke Zsi ne N. Inacest caz ecuatia (2) se reduce Ia cos (a:-i— n?-r) =0

n

T -1
cu solutia a:=:l;? + 2kr — 3 T, keZ,

4.132. 84 se rezolve ecuatia

arctg (z + 2) — aretg (z + 1) = _I_.
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R. Luind tangenta arcelor din ambii membrij ecuajia datd se transforma In

E+D - @+ o
14 (z+2)(z+1)

§i efectuind calculele In (1),scoblin 2, = — 1, 7, = — 2.

4.133. 5S4 se rezolve ecuatia
arctg (z — 1) +4- arctg @ + arctg (z + 1) = arctg 3.
R. Se iau tangentele In ambii membri ai ecuatici i se obtine

—1D+z+(x+1)—2(z2—1)
=3z (1)
1—a(x—1)—x(z+1)— (22— 1)

1

sau, eteétumd calculele in (1), rezultd ecvalia x (42 — 1) =0 cu 1, =0, X3 =% 5"
Altfel. Se poate scrie §i astfel:
arctg (x — 1) + arctg (x + 1) = arctg 3x ~ arctg x
si apoi se iau tangeniele In ambii membri ai ecuatiei.

S4 se rezolve inecuatiile :

4134, |sinz | = |cosz |
R. Mai intij se expliciteazii modulii.
2 sin? 2
- > —1.
28in2z — 1
R. Se trece totul In partea siingid a inecuatiei.

4.136. tg = >_P§“’_“l.
} 2 tgw+ 2

4.135.

X
R. Se poate Ina ca necunoscuta tg—2— ={,

4137 1 _ T+ 1)ctge+V3—1>0.
sin2 x

R. Se ia ca necunoscut ctg z; rezulti inecuatiile elementare ctg x <1 si ctgr> V3.
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4.138. cos 2 (1 — 2 sin z) <0.

ki3 L4 5r 3r
R, ToFAT << +Umsi =+ Un <T <+ 2Um ke
* i “

4139, 4sin®z + 3 }3sin 22 —2cos? w2 >4.

R. Se poate trata mai inlii ca o ecuatie omogend, observind ci membrul al doilea se
poate scti: sub forma 4 (cos®z + sin®x),

4140, 20822 =1 4

1+ 2cos2x

R. Se poate forma un tabel pentru determinarea semnului expresiei din partea sting3
a inecuatiei (a se vedea exemplul 3.2).

sine +cosx — 1
sine —cosz +1

4.141. >0.

1—¢ x
R. Inecuatia se transformi m—+—t >0, unde ¢{ = tg ?—; soluiia generaldl este for-
matd din mul{imea infinitd de intervale

((21:—1)—"—— @k+1) —|, kez
2’ v 2 ) ’

%.142. cos 2z + |3 sin 2z < 1.
R. Se poate lua ca necunoscutd tg x = (.

4.143. tg o >tg%

R. Se va considera mai intfi un interval egal cu perioada 3w a functiilor din ambil
membri ai inecuatiei.

sin—




: ki1 3n 5n
R. Se procedeazi ca la exercitinl 3.2, rezultind 0 <z < ? si —2— <T < ? .

2
4.145. sin 2z tg 22 > L
4 — tgiz

R. Se poate Jua ca necunoﬁcutia tgx = 1.
4.146. cos (m + %) >sin (w + %)

4147 J2sin? z — 1 <1
R. Se vor scrie mai Intii conditiile de existenti
0 2sin2r—1<1.



Partea a doua
~ _DISCUTIA ECUATIILOR TRIGONOMETRICE

5. DISCUTIA ECUATIILOR TRIGONOMETRICE

b.1. Prezentare

Problema discutiei ecnatiilor trigonometrice, de reguld avind un
singur parametrn real, se pune in principal la ecuatii ce contin ca
necunoscutd una din funciiile sin # sau cos #, sau chiar o functie de
forma f(sin z, cos ) §i intr-o mai mici misursi, ecuatii ce contin ca
necunoscutd pe tg x sau ctg . Problemele cu privire la discutia ecua-
tiilor trigonometrice se pot grupa dupi cum urmeazs :

1° Eouatii de gradul intii in raport cu funciiile circulare de forma

8in «z = m, cos Bz = n, tgyx = p, ctg 3z = ¢, (5.1)

unde «, B, v, 3 sint elemente cunoscute, m, n, p, g parametri reali si
« argumentul.

Ecuatiile sin ax = m, cos Bz = n au solufii dacd [m| < 1, res-

pectiv [n| < 1. Pentru p §i ¢ nu se pun nici un fel de conditii, para-
metrii respectivi putind avea orice valori reale.

2° Fcuajii de gradul ol doilea in raport cu sin x sau cos & :
f(sin z, m) = 0, f(cos z, n) = 0. (5.2)

In aceastd situatie distingem dou# cazuri :

1) Parametrii m §i » pot fi explicitati (separati de restul termeni-
lor ecuafiei).

2) Parametrii m §i n nu sint explicitafi (separati de restul ter-
menilor ecuatiei).

In cazul 1 ecuatiile (5.2) pot avea forma generald

asin®z + bsinx 4 ¢ = m,

(6.3)
acos?z + becos x4+ ¢ = n.
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Pentru usurinta calculului in prima ecuatie notdm sinz = X,
aceasta devenind ,

X4 bX +e—m=0, a#0siXe[—11] (5.4)

Discufia ecuatiei (5.4) se poate face prin mai multe metode.

a) Fie X, si X, riidicinile ecuatiei (5.4). Pentru ca ambele ridicini
s fie acceptabile si distincte, adicd s& apartind intervalului [—1, 1],
este necesar ca parametrul m s& verifice urmatorul sistem de inecuatii
(in raport cu m):

A>0, af(—1) >0, af(1) >0, —1 < —;fi <1. (5.5)

‘Dacd: ins# numai una din ridécinile ecuatiei (5.4) convine problemei,
adicd aparfine intervalului [—1, 1], atunci parametrul m trebuie s&
verifice inecuatiile

f(—1)-fd) <0, A>0 - (5.8)

cazul de egalitate trebuind a fi studiat separat.

De mentionat faptul ci este necesar a se examing §i cazul in care
A = 0, deoarece este posibil ca pentru valorile lui m care verifics
ecuafia A = 0 s% corespund# o ridicind dubld X, = X, a ecuatiei
(5.4) si deci o solufie unicd a ecuatiei (5.3).

b) Se separd m din ecuafia (5.4) §i se noteazd cu

Y, =aX?2 4+ bX 4 ¢ §i y, =m.

Sereprezintd grafic parabola y,=f(X) gi se limiteaz# graficul respecti
de dreptele X = — 1 §i X = 1. Ordonatele punctelor de intersectie
ale graficului parabolei cu dreapta y, = m dau valorile lui m prin
care ecuatia (5.4) are una sau dou# ridicini acceptabile. Abscisele
o, «, ale punctelor de interec{ie respective conduc la ecuatiile ele-
mentare sin # = «, 8i 8in & = «,. Dacd dreapta ¥y, =m intil-
negte numai intr-un singur punct (simplu sau dublu) graficul limitat
al parabolei ¥,, atunci existd o singur# ridicind acceptabild a ecua-
tiei (5.4) i deci o sigurd solutie a ecuatiei, datd de sin ¢ = a;.

¢) Se rezolvd ecuatia algebricd (5.4), determinindu-se X;, X,;
pentru ca ambele radicini s fie insd acceptabile §i distinete pentru
ecuatia (5.3), este necesar ca parametrul m s verifice sistemele de
inecuatii

A>0, —1 <X, <1, —1 <X, <1. (5.7)
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“Fie A §i B respectiv solutiile celor doud sisteme din (5.7) verificate
de m, Pentru ca ecuatia (5.3) s% aibé o singuri solutie acceptabild este
ins3 necesar ca m 83 apartind multimei C=A\ B la care trebuie addu-
gate valorile Iui m pentru care A = 0. '

Tot in cazul 1 ecuatiile de tip (5.2) se mai pot prezenta sub o formé
in care parametrul m figureaz# la gradul intii, dar este afectat pe
%ingéa sin2x sau sin @, sau chiar pe lingd amindoud acestea, adicd de

orma

masinz:v—l—bsina;-|-¢z=‘o7
(5.8)
asin*x -+ dmsing +¢ =0,

sau inci masin?z + bsin 4 em = 0, ete., considerindu-se ‘ase-
minditor §i ecuatii in cos z. $i in aceastd situatie parametrul m
este separabil, deci se poate aplica pentru discutia ecuatiei respective
oricare din cele trei metode de la 2°. Deosebiréa constd doar in aceea
c¥ graficul corespunzitor funcfiei y = f(X) nu mai este o parabold ci
o curbd oarecare, discutia conducindu-se ca la 2° b). .

De remarcat doar, ci in cazul ecuatiilor de forma (5.8) metoda
graficd de la 2° b) prezintd unele dificultéti de rezolvare. De aceea,
in astfel de situatii se va observa daci nu sint mai indicate metodele
2% a) §i 2°% o). o

in cazul 2, adici atunci cind parametrii m sau n nu sint explici-
tati, ecuatiile respective se prezintd sub forma

f(m sin ) = 0 sau .f('n, cos x) = 0,

unde atit necunoscutele sin « §i cos @ cit si parametrii m sau n figu-
reazd neapirat §i la gradul al doilea. h
De exemplu :
(m? 4+ 1)sin2x + msinz 4+ ¢ = 0,
: (5.9)
(2m — 1)costw —cosz +m? —2 =0 '

gi-alte forme aseminitoare. Inlocuind sin « sau cos # cu X € [—1,1],
ecuatiile_trigonometrice (5.9) se transformd in ecuatii algebrice

(m?+1) X2+ mX + ¢ =0,
(6.10)
em—1)X2—-—X+4+m*—2=0.
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Pentru discufia ecuatiilor de tip (5.10) se procedeazs astfel :

a) Se calculeazd mai intii discriminantul A al ecuatiei respective.
Dac A este un pétrat perfect, se afli rid¥cinile X, si X, gi se pun con-
ditiile

X <1, | X, <1 (6.11)

Dacéd m verifics ambele sisteme de inecuatii din (b.11), atuneci ecua-
tiile de forma (5.9) au dous solutii distincte; dac$ numai unul din
cele doud sisteme este verificat de m, atunci ecuatiile de forma (5.9)
au o singurd soluyie acceptabild.

Dacé A nu este un pitrat perfect, se aplich metoda a) de la 2°
aplicarea metodei c) fiind, de reguls, destul de dificils. '

3° Eeuafii de gradul al treilea in raport o sin z sau cos @, confi-
nind un singur parameiru , de forma

F(sin &, m) = 0 sau F(cos z, m) = 0 (5.12)

Se disting doui cazuri :

1) Parametrii m gi » pot fi explicitati din ecuatiile (5.12).

2) Parametrii m §i # nu sint explicitati.

In cazul 1) pot exista urmitoarele situatii :

1. Ecuatiile (5.12) dup# explicitarea Iui m iau forma

f(sinz) = m sau f(cos z) = n. (5.13)

Seé poate proceda in dou# feluri :

a) Se inlocuiegte sin 2, respectiv cos # prin X €[~—1,1] si se re-
prezintd graficul functiei algebrice y = f(X), care se limiteazi de
dreptele X = — 1 i X = 1. Punctele de intersectie ale graficului
funcfiei y = f(X) cu dreapta ¥y = m dau numirul §i natura radici-
nilor ecuafiei respective de tip (5.13).

Cind functiile f(sin #) §i f(cos ) nu au forme Prea complicate,
acestea se pot reprezenta grafic ca functii trigonometrice, luindu-se ca
interval de studiu perioada ce rezult# din ordinul de multiplicitate al
argumentului . Trebuie insd avut in vedere in acest caz c3 inter-
sectia graficului functiei y = f(sin #) san y = f(cos ) cu dreapta
¥ =m d% un numir dublu de puncte de intersectie decit in cazul
reprezentirii functiei algebrice y=£(X) ; de aceea—in aceastd situatie
— punctele de intersectie, care sint simetrice de reguld doud cite

doui fatd de 0, %, ™, 3?“, vor constitui cite o solutie a ecuatiilor de
forma (5.12).
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Pentru stabilirea numirului rddicinilor oricireia din ecuatiile
de tip (5.12). se poate folosi §i teorema lui Rolle.

2. Ecuatiile de tip (5.12) nu iau forma (5.13) prin explicitarea lui
m, ¢i una din formele

o(sin x) —=m o(cos x) -
$(sin x) " Y(cos z)

In acest caz se inlocuiegte sin # sau cos # prin X e [—1,1]; se
reprezintd grafic functia
?(X)

$y(X)

§i se limiteazd graficul de dreptele X = —1 i X = 1. Punctele de
intersectie ale graficului astfel limitat cu dreapta y = m indicd nu-
mérul §i natura solutiilor ecuatiei studiate.

In cazul 2) in care parametrul m nu este explicitat, m figurind la
un grad > 2, discufia ecuatiei nu este posibild decit cu ajutorul teo-
remei lui Rolle.

4° FEcuajii care confin ca necunoscutd o functie ¢ (sin az, cos Bx)
in care, de reguld, sin x §i cos x figureazd la gradul intti, forma ecuatiei
respective fiind

(5.14)

y=

F(p, m) = 0, (5.15)

unde funcfia ¢ are semnificatia de mai inainte.

Discutia unor asemenea ecuatii se face in felul urmétor :

1. Se aflf extremele functiei ¢ (sin «, cos Bx) cu ajutorul deri-
vatelor sau printr-o altd metod# mai rapid.

2. Se inlocuiegte in ecuafia de discutat ¢ (sin az, cos Bx) prin
X € [min ¢, max 9], aplicindu-se apoi, dup# caz, una din metodele
ardtate la punctele 1°—3°.

5.2. Exemple de discutii de ecuatii trigonometrice
eu un singur parametru, rezolvate complet

Ecuatit de forma (5.2)
5.1. S se rezolve si 84 se discute natura solutiilor ecuafiei

cos & + J/3 sin = m,
unde m este un parametru real.
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™ N
R. fnlocuind V'3 prin tg 5 couatia dath devine

( m
sz ——]=~—
3

si ;inind seami de conditiile de la (1.4), pentru ca ecuatia datd s3 aibd solnii trebaie ca

m
ITI <l1=>me[-2,2),

m 3
soluliile fiind de forma x; = 4 arccos - +-3— + 2k pentro me [0,2) §| z,=

= 4. arccos

%I+—§- + @k, + 1) @ pentru m € [~2,0), kg€ Z.

Ecuatit de forma (5.3)
5.2. Si se discute natura solutiilor ecuatiei
2cos2x—cosx — (1 +m)=0,
unde m este un parametru real.

R. Aducem ecuatia la forma (5.4), punind cos x = Xe [—1,1]}; avem k
2X* — X — (1 4+ m)= 0, . M)
Aplicim metoda de la 5.2°, a §i avem :

b 1
A=14+814+m=9+4+8m ——=—.
2a 4

f(=1)=2—m; f1) = —m,

Tinind seam3 de conditiile (5.5), pentru ea ecuatia (1) s aibi doui solajii dislincte este
necesar ca m sd verifice concomitent inecuatiile

b
adich A> 0,af(—1) > 0, af(1) >0, —1<—;—<1 )
O +8m> 0,22 —m)>0,2(—m) >0, @

ultima inegalitate din (o) fiind evidenti pentru orice me R. Rezolvind sistexaml de ine-
9
cualii (2), rezultd me ( - T 0] .

Ca ecuatia sii aibd o singuri solutie aceeptabnli este necesar ca m st vegifice i
tatea f(—1)-f(1) < 0, adici (2—m) (—m) < 0= me (0,2). Din f(—1)-§{1) =© mlﬁ

m; = 0, m = 2; pentru m = 0 ecuatia dati are doud solutii : cos x=1 i mszs—;,
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asa cum a rezultat mai [nainte, iar pentru m = 2 ecuatia respectiva are o singura solutie
acceplabild cos x = — 1. o

Din A =40, rezultd m = — —2—, valoarea pentru care X, =X, = % .

In consecingd, ecuatia are o singqrﬁ solujie gcce.jptabili cuprinsa In intervalul {—1, 1],
Pentru me(o.zlu{--:— .

Altfel. Se aplici weloda de la 5.2°, b si separind pe m din ecuatia (1), avem

2X1—X—1=m,

Repre ze ntim grafic parabola y = 2X3 - X — 15i dreapta y = m, solutiile rezultind din
intersec tarea_graficelor (v. fig. 5.2, a), adicé : .

— pentra me(—oo, - -:—) U (2, ) ecuajia nu are nici o solutie,

9
— penfzu me(— —5,0] ecuatia- are doud solutii,

<

.9 : '
— pentru me (0, 2] UJ {— -E} ecuatia are o singuri solutie.

In cazul de fatii, se poate reprezenta grafic tsdsi functia y = 2 cos®z — cos x — 1, de-
oarcce studiul acesteia nu este complicat. Din tabloul

x (52 oy w2 2rl3 ® 4%[3 3=/2 o 2r

vl e — o + ++ 0o - - - 0 + 0

. 2 9
30\—;/—1/012\0\—1\—?/0

rezultd gaficul din fig. 5.2, b. Din studiul graficului rezultd urmitoarele :

9 .
— penbtra me(—oo, - -8~) U (2, ) ecuatia nu are solufii;
9
— pentru me(— -8—,0] ecuatia are dou# solutii de forma

=B+ 2w §i Jy=wky+ 2w, ke
— pentru me (0, 2] ecuatia are o solujie de forma
x=1:;hT+2k1t, keZ;
. 9
— penttu ;= — ry ecuaiia are o solujie de forma
z = 4 o (ag) + 2kw, ke Z,
adics aceleasi gezultate obfinute prin reprezentarea grafici a parabolef gy =2X* — X — 1,
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De remarcat faptul ci, tn cazul reprezentirii functiei ¥ = 2 cos®z — cos z—1, dreap-
ta y = mintilneste graficul respectiv intr-un numir dublu de puncte, simetrice doui cite
dou# fatd de extremititile arcelor 0, 7, 2. Fiecirei perechi de puncte de intersectie 1i
corespunde Ins# o singurd solutie, dat fiind c# in intervalul de studiu [0, 2=] functia cosinus

are cite doud valori simetrice fati de extremitatile arcelor 0, %, 2w,
Altfel, Aplicim metoda 5.2°,¢ i rezolviid ecuatia (1), obtinem

X = 1+Vo +8m % — 1-V9 + 8m
1= 3 y g = 1 .
Avem de rezolvat sistemele de inecuatii
< 1+V‘.;+8m <1 1—V94+8m <

/
4
—
N
-

sau
—5<)/o+8m<3; —3<)oIF8m<5 9+8m>0.
Solutiile sistemelor sint aritate In fig. 5.2, ¢, din care rezulta urmitoarele :
9
— peutru me (— -g, 0] ecuatia are doud solutii;

9
— pentru me (0,2] U {— E} ecuatia are o singurd solutie.

o

Ecuatii de forma (5.8)

5.3. S% se discute natura solutiilor ecuatiei
msin?x — 2(m —2)sine +m + 2 =0;
cazuri particulare m = 0, m = 1/2, m = 2/3.
R. Aducem ecuatia la forma (5.4), punind sinx = X e [—1, 1] siavem
mXt—2(m—2)X+m+2=0.
Folosim prima metodi de la 5.1, caleulind
A= m—2—m(m+2)=2(—8m+2),

b m—2
a-fl—1) =2m@2m — 1); a-f(1) = bm; — — =

Ecuatia (1) are doud radicini acceptabile si distincte, dacd m verifici inecuatiile

2(—-3m+2)>0, 2m@2m—1)>0, 6m>0,

<1,

17

¢

de unde rezulti cd me @, (Ecuatia (1) are o singurd ridicini tn intervalul [—1,1], daci
m verificd inegalitatea f(—1)-f(1) @0, sau 2m(2m — 1)-6m < 0, de unde rezulti cd
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me (eoo, %)\{0} (se vor studia si cazurile A = 0 si f(—1) f(1)=0) Cazhl M&alar

m = 0 are insa sens, cum se va ariita In continuare, o
Altfel, Aplicim metoda b) de la 5.1,2° i explicitind pe m, objinem

2X 41
(X — 12
2X 3 1
Graficul funcliei p = — 2%—————— este
. (X —1p
dat In fig. 5.3, din care rezaMi ci tn
1
intervalul (—oo, ;] ezualia respectivil
are o singuré solujie.
in cazurile particulare =

2
m =0, rezuld X = —;ﬁMsﬁn;=

1
=—-gma= (—1E+2 i;—-}-bt,kez

(cealaltd ridicind X, = oo a ecuatiei (1)
nu furnizeazi nici o solujie pentru ecuatia
datd) ;

m =

1
;, X=—1 smz=—1,

= (—1pH? -’21 + k=, BeZ;

2 .
m =—3—, ecuajia propns§ w2 are solulii

deoarece X; = Xy = — 2,
Aplicarea metodei £) @e In 5.1,2° este
mai dificild, avind de rezolvat sistemele

Fig. 5.3 de inecuatii irajionale
m—2-}2(—3m+2 m—2 2{—3m+
—-1< ( +)<l, —-1< +V( 2’%!.

m

m

Pentru valorile lui m care verificd concomitent ambele sisteme de inecu,atig, se obiin doui
solutii ale ecuatiei problemei 5.3, iar pentru valorile lui m care verificA numai un singur

sistem de inecuatii, existd o singurd solutie.

Ecuatii de forma (5.9)
5.4. S4 se discute natura solutiilor ecuatiei ~
. (2mP4m—1)costz — (2m +1)cosz + 1 = 0.
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R. Notiim oos « = X € [—1, 1] 5i ecuatia devine

' ' em+m—NX—Cm+ )X +1=0 30
Dcoareee parameteul n nu poate fi explicitat din ecuatia (1), metoda grafici de la 5.1,2°nu
mai este aplicabiti. De asemenea, nici metoda c) nu este indicats, intrucit, A nefiind un
piitrat perfect, X, 5i X, au forme complicate 5t rezolvarea sistemelor 1 X,| <1, 1X,] €1

conduee k& cafeule dificile.
. Astfel, n cazul de fatdl se aplici metoda a) de la 5.1,2°. Avem

A=@m+ 1) —4@m+m—1)=—4m +5,
1 ‘ 1
l(—1)=2[m+5) (m +1), f(1)=2(m+-£) (m—1),

b _ 2m 41 .
2¢a 2@m*+m-—1)

Pentm ca ecuatia (1) si aib doudt ridicini distincte acceplabile, cuprinse in iater-
va}ul [—1. 1], este Recesar ca m si verifice inecuatiile

1
—4m9+5>0,(2m"’+m——l)—2(m+—2—)(m+1)>0,
1 2m 4+ 1 |
—_1)2 — -1 _
@mi4+ m—1) (m+2](m );0’12(2m2+m—1)i<1'

. lE
ceea ce conduce la condilia me 1,——2- .

" Dach m verific doar inecuatiile

1 1
—4m’+5=-0,2(m_+;)(m+l)62(m+5)(m—l)<10,

adick mef{—1L1JU {£ g , atunci ecuatia (1) are o singurd radicind acceptabild,
cupringd fn fatervalul (—1, 1], deci ecuatia dald are o singuri soluiie.
Ecuatii de forma (5.13)
5.5. Si se discute natura solutiilor ecuatiei
cos®z —3cosz —m =0.
 R. Enlocuins o0s xprin X € [—1,1] i ecualia propusa devine

. X3 —3X—m=0, . v m
 Separam pe m din aceastd ultimi ecuatie §i reprezentam grafic functia §y = X3 — 3X;
limitim graticul acesteia cu dreptele X=-—1X=+1 (v. fig. 5.5, a). Punctele de
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intersectie ale acestui grafic cu dreapta y = m arati numirul §i natura rédicinilor ecuatieii
(1), deci numirul si natura solutiilor ecuatiei. Din analiza graficului dat In fig. 5.5,a re-
Zultd ¢ pentru me [—2, 2] ecuatia propusd are o singuri solutie,

o

Fig. 5.5

In cazul ecuatiei date se poate studia direct funclia g = cos3z — 3 cos 2, al cirei
grafic este dat in fig. 5.5,b, unde s-a considerat ca interval de studju [0, 2x]. Din analiza
accstuia, rezultd ci ecuatia dati are o singura solutie cind me [—2, 2], dreapta y=m
intersectind graficul din fig. 5.5, b numai in doux puncte simetrice fati de x.

Folosind teorema lui Rolle, metoda b) de 1a 5.1,3° 5i tabloul urmitor, rezulti numirul
5i natura solutiilor ecuatiei din enunt, .
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T 0 b 2 concluzii

N —(2 + m) 2—m —(2 + m)

+ + + nici o solutie
-2 0 + ¢ o solutie
x = 2km
_ + - o solutie de forma

t=da+@2k+Dx

2 , - 0 - o solutie
2=+ 1w

- - - nici o solutie

Ecuatii de forma (5.14)
5.6. Si se discute natura solutiilor ecuatiei
m(cos® z — 1) +cos® 2 +1=0.
R. Se expliciteazi m si se noteazi cos z = X € [~ 1, 1], obtintndu-se

14 X3

T @

14 X8 '
Se reprezintdl grafic functia y = 1 + e si se limiteazi graficul de dreptele X=-—1,

X =1 (v. fig. 5.6, a). Intersectiile dreplei y=m cu graficul respectiv rezolvd
problema. Astfel, din analiza graficului mentionat rezulti cd pentru me [0, + ) ecuatia
are o singurd solutie,

14 X3 14 cos?x
in loc de funciia y = 1+ se poate studia direct functia y = —+———, grafi-
1-— X3 1—cosdx

cul acesteia fiind dat 1n fig. 5.6, b, din care rezulti ci tn intervalul [0, ) dreapta y = m
ntiIneste graficul in dou# puncte simetrice in raport cu = gi deci ecuajia din enunt are
o singuri solutie de forma £ = + a« + (2k + 1) =.
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7
)
v
AT
—A—r 12 —x
-:1-'/ = é ______
& / o=
A
7
/V
Z
‘9.1\'
/...
7 7 T 3T zlyr 54
? z
b
Frig. 5.6

Ecuatii de forma (5.18)
5.7. 54 se rezolve §i s se discute na,tura,‘ solutiilor ecuatiei
‘ginxcosz —sinw —cosz -+ m = 0.

li. Se vor analiza si diferite cazuri particulare pentru parametrul real m, Notim cu
X = sinx + cos x. Se stie ci max (sin x + cos x) = V2 si cd min(sin z 4 cos z)=—-V2.

- 94



(S

‘sau, eféctuind toate calculele, se ajunge la forma

Tinind seamd cd (sinx + cos x) 2 =1+ 2sin xcos z, rezulta, cu subslitulia ficutd
X2-—1

anterior, c¢d sin x cos x = — Deci, ecuatia devine

-

X2 —1

—X4+m=0sau X2—-2X 42m—~1=0 1)

Ca ccuatia (1) s& aibdl doud ridicini distincte acceptabile, m trebuie si_verifice ine-
cuatiile
i

250, = V320, 1D >0, - —2"7 <V3,

2)2 -1
de unde rezulti me 3 y1]°

Pentru ca ecualia (1) sd aibd o singurd rz'xd_{aciné cuprinsd in intervalul [—-VE, V§]
este necesar ca m sii verifice inegalitatea f(—V2)- f(ﬁ) < 0, de unde rezultd

[ o2¥2+1 2¥2-1
meyj — 4
2 2

) U {1}

Jutndu-se in considerare si valorile lui 4& g
m pentru care A=0, precum si cazurile ’
cind m verificd §i egalitatea

f(=¥2) - rf2) = o.

N\

(1)

RN

La . . V2, Z_EZ)
aceleasi rezultate ajungem 0.1 > T2
daci se reprezintd grafic functia y = ( /‘2% / N
—-X? 4 2X4+1 . . : L »
= 2 si se limijteaza ~VZ* / [7] f/ 2 \\ X
graficul de dreptele X = — VE,X = g=m y// /
=V2. Intersectiile graficului (v.fig.5.7) 7 7
cu dreapta p = ni dau solutiile pro- / A /
blemei, adicd aceleasi rezultate ca VZ,~ —z—y /
cele objinute prin Metoda anterioard. 7% j
Ecuatia datd se jpoate rezolva, ra- L ves
aducind-o la o formi Fig. 5.7

2sinzcosx— 2(inx +cosz)+2m=20

T
2 sin  sin (—2- - x) —2[sinx+sin (; —x)] +2m=0

- n
2cos’(z-—§).—2v2cos (z——z) +2m—1=0.



tidicinile acestei ecuatii fiind

cos(z— E) = V242/T=m .
4

2
Daci m verifick inecuatiile

ESI 9%

2-2V1—m
[

V2 +2¥T—m

<10

1

2 (¢9)
ecuatia daté are doua selutii, iar dacal m verificd o singurd inecuatie din (1), atunci ecua tia
Propusd are o singuri solutie. in ambele cazuri solutiile sint de forma .

2+2V1—m
X = & arccos -—V*+ 2k 4- ;—, keZ
Se disting urmitoarele cazuri particulare :
r
—pentru m=1=x = ;]::+2!m+%;

2¥2 +1
— pentru m = —

T
=x=z+(2k+1)1r;
22 —1 T
— pentru m = V2 => 1 = -4—+2k,1:si

— n
zy = 4 arccos (2 — 1) + 7t 2ley, ky g€ 2.

6. EXERCITII PROPUSE SPRE REZOLVARE

\16.1. 83 se discute natura soluiilor ecuatiei

Scosﬁa:—2cosw--1+m=0, me R,

R. Este o ecuatie de acelasi tip cu aceea studiati
metode de discutie, rezulti in final urmitoarele :

in exercitiul 5.2, Aplicind aceleasi

4
— pentru me[—4, 0) y {?} ecuafia are o singurd soluie;
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— penlru me [0, —%—} ecu.atia are doud solutii distincte ; -
— pentru me (— «©, —4)U _(—3—, oo} ecuatia nu are solutii. A se vedea $i
fig. 6.1.
6.2. S# se discute natura solutiilor ecuatiei
3s8in?z —sinz +2 —m =0,
unde m este un parametru real.
R. Se apilcﬁ metoda graficdi ; notdm sin x = X §i separam pe m. Avem de reprezentat

functia y = 3X2 — X + 2, X e [—1, 1], al ciirei grafic este dat iIn fig. 6.2 si din care re-
zulté ;

AY
AY
7 2
2/
.4/ 1=+ A >
;{/ Y 7 X 74
1,/4/)

Nlhiimiinin
NN\

I
N
3

<<
N

Fig. 6.1 Fig. 6.2

tru l 23
— pentru me|— o, —
P { 12

N—

U (6, 4+ o) ecuatia nu are solutii ;
23
— peatru me E-’ 4| ecuatia are doud solutii;

3 .
— pentru me (4,6] U {—IE} ecuatia are o solutie.

7-c.671
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6.3. S se discute natura solutiilor ecuatiei

3msin®x —sine —1 =0, me R.

R. Este o ecuatie de acelasi tip cu aceea studiati In exercifiul- 5.3.

ry

R
SN NN

$I=m
7
m X
/)] A //i"-

Sint mai indicate metodele a)
si b) prezentate la 5.1,2°, metodn
¢) fiind ceva mai dificila.

Aplicim metoda graficii; pentru
aceasta separim pe m s§i avem

, unde am notat sinz=X.

m=
-3X2 .

este dat

. . +
Graficul functici y 3%
in fig. 6.3, din care rezulti:

— pentru me (—o, 0) ccuatia
propusé nu are soluii ;

N
N

Z

Fig. 6.3

>~y

2
— pentru me [0, -5-] ecuatia
are o singurd solutie;
2
— pentru me T ’ oo) ecuatia

propusi are dou# solutii.

Folosirea metodei a) indicatd la 5.1,2° conduce la aceleasi rezultate.

6.4. S# se discute natura solutiilor ecuatiei .

sin x 4 cost 2 + 8in 2z 4+ m = 0,

A}y

S

"7

w\ N

!
-

\01

,/// =) .
7 \\é <
%A 3 -

NN

ki

3
M

m e R.

R. Se t{ine seama ci sindx 4 cos® r =
=1 — 25sin2 z cos? x gi luind ca necurioscuta
pe sin 2z, ccuatia datli se transformi in

sin2z — 2sin 2z —2(1 4+ m)=0. (1)

Pentru discutia ecuatiei (1) se poate aplica

oricare din metodele mentionate la exercitiul

precedent; aplicind, de exemplu, metoda gra-

X3—-2X-2 ,
2

X e[-1,1], (fig. 6.4), rezultd ci pentru

ficd sircprezentind functia y =

3 1
me [— ? , —2—] ecuatia datd are o singuri

solutie.

.6.5. 8 serezolve i s se discute ecuatia

sin?x + (m? — 1) 8sin?2x 4 8in?3x =

98
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\

R. Se trece de la puteri de sinusurl la cosinusuri de arce duble si ecuatia se trans-
formd In

cos 2x 4 (m® — 1) cos 4x + cos 6z =0

sau, grupind convenabil si transformind sumele in produse, se obtin ecuatiile cos 4z = 0
. v i 1—m? 1 1—md
cu =+ — +'? si cos 2z = cu x, =+ ry arc cos + k;w,

1—m
2

—-1=<

< 1, adicd me [— V3, ﬁ]

6.6. Si se discute natura solufiilor ecuafiei
sindx +costx =m (sin®x + cosz), me R.

R. Se pleacii de la sin3x 4 cos 3z = 1 si se ia ca necunoscuti sin® 2z = y; ecuatia
dati devine (3m — 2) y? — 4 (m.— 1) = 0, de unde, -

. :l: 2 m-—1 , )

=2 em e
Pentru ca ecuafia (1) si aiba solutii acceptabile (ca sin 2z s existe) este necesar ca m s&
satisfaci dubla inecualie 0 < 3

< —, de unde rezulti me [1, 2].
m—2 4 -

( 6.7. S se rezolve si sd se discute ecuafia
(1 —a)cosdr —2(5 — 2a)cos 22 + ba + 13 =0, ac RB.
Caz particular:a = — 5.

. Sc trece de la cos 4z la cos 2x §i se obline ccualia

7 (1 — a) cos? 2z — (5 — 2a) cos 2z + (3a + 6) = 0. 1)
_ Dar ecuatia (1) nu are dectt o singura rddficind acceptabila
2+ a
2z, = . . 2
cos 2z, 1—a )

2+4+a
+ - <1, rezulta valorile lui @ pentru care ecuatia daté are

Punind condifia ca —1< 1
—-a

solutii §i anume
1
ae(— o0, —T] . Pentru @ = — 5, reaultd =z, = :1:% + 2k +1) % , keZ.
\/ 6.8. S& se discute natura solutiilor ecuatiei

sin2w+sin3a;=msinm, me R.
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R. O solutie evidentd este x; = km, pentru orice me R; ecuatia rimasi de discutat
este

4cos?r 4+ 2cosx—1—m=0. 1)

N pe m, obtinem
4X24+2X —1=m, (19

Din graficul functiei y, = 4 X2 + 2X — 1
dat in fig. 6.8 rezulta :

5 —pentrume[—oo -—-—Z-)U(fi )
ecuatia (1) nu are solutii;
5

\— pentru me (-— T , 1]ecuatia

are doud solutii;

atia (1) are o solutie.

Aceleasi rezultate obfinem, , daci
punem conditii ca ecuajia (1’) sid aibi
doud solutii tn intervalul [—1, 1], adicad

A>0, a-f(—1)= 0, af(1)=0,

T
N

N
X
Rl

D

N
M
>y

b
—-l<—-—— <
2a

/

0

sau o solutie dacid [(—1)-f(1)]<0;
studia separat, retinindu-se v%lorilc
corespunzitoare ale lui m pentru
ccuatia arc o singurd solufic;
Fig, 6.8 \| 6.9. Se d& ecuatia
cos® z + (a + a®) cos?x + (a® + a® — 1) cos @ + a®* —a =0,

unde a este un parametru real. Se cere:
v 1° Si se rezolve ecuatia notind y = cos x.

MR

4/ 2° Pentru a = V_22. s% se afle valorile lui «# care verificd ecuafia.

data. .
v 3° Fie ¥, = cos ,, y, = COS Ty, Y3 = C08 g riidicinile ecuatiei
de la 1°. S& se calculeze

E = tg x,-tg x, + tg 2,-tg x5 + tg 5 tg o,

R. 1°cos x, = — 1, cos ¥, = — @, cos ¥; = 1 — a? 5i pentru ca ecualia si aibd trei
solutii distincte este necesar ca | a| <1.
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— pentru me {, 5jv {— —:1—} ecu-

cazurile A = 0 i f(— 1)-f(1) = 0 ge vor °

Lare

Punind cos z = X € {—1, 1] si separind
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3 ™
2 zy=nm42knw, =2k + 1)+ -4—, z3=:l;?+2k31r, ky,33€2Z. .

P E=d4 2 - a”.

= 1—a?

6.10. Se di ecuatia
2(2a + 1) cost@H 3cosz + (1 — a) = 0

§i se cere :
— s8 se rezolve ecuatia;
— s& se determine a astfel incit ecuatia si aibd solutii cuprinse

in intervalul [0, T:“] .

a—1 e

R. Rezolvind ei:ua;ia, se obtine cos x, = 1 $i cos x; = — - Pentru ca z,

x .
sd fie cuprins in intcrvalul[o, —4—] este necesar ca parametrul asi verifice dubla ine-

2 a—1
cuatie LZ_ < —— =<1,
2 2a + 1

6.11. S& se discute natura solutiilor ecuatiei
(p+1)cos2z + 2p2sine+1 —3p =0, pe R.
R. Ecuatia datii esle echivalenti cu

P+ 1)sin?x—p®sinz+ p— 1.=0

si deoarcce A = (p? — 2)® esle un pilrat perfect, esle de preferat a se rezolva ecuatia, ale

1
cirei riadidcini sint sin x;=p — 1 si sinzx, = 1 punindu-se apoi conditiile
—1ssinx;<1si —1<sinx, <1.
Allfel. Ecualia are doui solulii dislincte cind p satisface inecuatiile

—b
A>0, af(—1)=0, af(1)=0, —1 < 2— <1
a

si o singura solulie dacd p satisface inccuatiile A >0, f(—])-l‘(l) <0 cazurile A=0
si f(—1)-f(1) = 0 studiindu-sc¢ separat.

6.12. Si se discute natura solutiilor ecuatiei

sin (—E— + 3a;) = m sin (1— m), m € R.
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R. Dezvoltind si efectulnd simplificirile respective, ccuatia datd se transformd in

¢os 3¢ + sin 3x = m (cos x — sin ).

g 1
care se descompune In cos & — sin ¢ = 0, de unde x = vy + krm,5id (1-}- Y sin 2.::) =

m ] .
=m+3 sau sin 2z= . Pentru ca aceasti ccuatic si aibd soluiii este necesar ca

m—1
-1=<

<1, adicd me [~1, 3].

6.13. S& se giiseascd valorile parametrului real m pentru care
ecuatia (m? 4 1) costz —sinz +1 —m = 0 are cele mai multe
solutii.

R. Ecuatia datd este echivalentd cu
(m? 4 1)sinfz +sinx— (m*—m+ 2)=0.

care are dou3 solifii dacd sint satisficule concomitent inecuatiile
b
ApO0,af(—-1)20, af(1)20, —1 «a — e 1.

Rezolvarea inecuatiilor conduce la rezultatul m e {2, c0).
De observat cii ecuatia dati are o singuri solutic, dacii sint satisficute concomitent
inecuatiile
A>0, f(—1)-[(1) <0

(51 separal A = 0, f(—1) f(1) = 0), din care, {&rd nici o dificultate rezultd cd m € [0, 2),
in consecintd, pentru valorile lui m € (— co0, 0) ecuatia nu are nici o solulic.

6.14. S& se glseascd valorile parametrului real m pentru
care ccuatia

(m*+ 1)sin?ec —cose+1—m=0

are cele mai multe solufii.

R. Procedeu analog ca la exerciliul precedent ; ecuatia dati este echivalenti cu
(m2 + 1) cos3x + cos £ — (N — m + 2) = 0. Pentru a avea cele mai multe solutiiaccep-
tabile, este necesar ca m si satisfacd concomitent inecuatiile

b .
A>0, af (—1)20, af(1)20, —1 <— Tyt
{!

Se va observa de ases enea cd pentru me [0, 2) ecuatia are o solutie, iar pentru
me (— 0, —1) ccualia nu are solutii,
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6.15. S& se discute natura solutiilor ecuatiei
(m?2 + 1)cos?x + (m +1)cosz —3 =0, me R.

R. Pentru ca ecuatia dati si aibd doud solutii este necesar ca m sdl satisfacd simultan
urmiitoarele inecuatii: )

b
8>0, a-f(=120, a-[(H)>0, =1 <~ —= <, )

iar pentru ca ecuatia respectivi si aib3 o singurid solutie este necesar ca m si satisfac
inecuatiile

A>0, [(=1)-f(1)<a0 (si separat A =0, f(—1)-f(1) = 0). )

-1 —Vs‘] v [1+Vi§

, 0 ). far din (2) rezulta
2 2

Din (1) rezulth cid me (—oo,

t

-1-Y5 1-V13 -1+V5 1+ V13
cl me U .
2 2 2 2
6.16. S# se discute natura solutiilor ecuatiei
m3cos2x —cosx + m = 0.
3/1
R. Procedeu analog ca la exercitiul precedent ; pentru me (— oo, f] U 3 ©

ecuatia are doudl solutfi i pentru m € [(8, ] ecuatia are o singuri solutie, unde « € (—1, 0),
Be(—2, —1).

6.17. Si se rezolve ecuatia
m(2cosz+1)2—(m+1)(2cosz+1)+1=0, me k.

R. Punind 2 cos x + 1 = u, ecuajia dati se transformd In mu® — (m+ 1)u+1=0

1 T
cu ridicinile u, = 1 §i u; = — , cu o solutie evidentd x, = + T + 2kym, ke Z, cealalti
m

solutie fiind datd de ecnatia

111
cosa:=-—(—— —1). 1)
2 \m
Evidenl, pentru ca ecuatia (1) sd aibd solu}ie cste necesar ca m si verifice dubla inecuatie
1 (1 1
-1 - ( - —l]sl, din care rezulti ci me (— o, —1]J U [—3, oo) . Rezulti ci
m ‘ -
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’ .
pentru me (—1, TJecuatia datdi are o singuri solutie, iar pentru restul valorilor, dot.&t

solutii.
6.18. S& se discute natura solutiilor eéuapiei
m(l —m)sin?x —sinz 4+ m (1 4 m) =0, me K.
R. Deoarece A = (2m? — 1), este preferabil a se calcula ridicinile ecuatiei; avem

m 1 m
§i sinx, = + . (1
—m m

sin x; =
1

Pentru ca ecuatia sii aibdl o singura solufie este necesar ca i si verifice unul din sistemele
de inecuatii :

-1=<

<1, —1<
1 —m m

<. 1)

1
Rezolvind aceste sisteme, rezulti ci pentru me (—oo, - 7) ecuatia are doud

solutii, iar pentru me| — > -;—-] ecuafia are o singurid solutie (v. fig. 6.18).
Altfel. Notam sin x = X si ecuatia din enunt devine
ml—mX2—X4+m{l+m=0, (2)
1/2 Ca ecuatia (2) sii aibdl o singurd solufie este necesar si avem
I , A >0, f(—1)-f(1)< 0 (separat studiindu-se cazul A = 0,

[(=1)11) = 0), 3)

iar pentru a avea dou# solutii (distincte), trebuie si avem

=

y=m

. b
A >0, af(—1)=0, af(1)=0, —1<—5— <1, )
a

1 1
! Rezolvind inecuatiile (3), se obiine me[-— —2— , —2~}, iar

- 00 1
d iil i -, — —
Fig. 6.18 in inecuatiile (4) se obtine me( 0, 2 )
6.19. S& se discute natura solutiilor ecuatiei
sin # + cos # -+ sin 2z = m, m e R.

R. Se ia ca necunoscutdi sinx 4 cosz =X, X e [— ¥Ya, Ve, si ecuatia datd se
transformd 1n .

~

. , X34+ X—-1=m, ‘ )
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Folosind metoda grafic, solujiile ecuatiei (1) sint abscisele puncteior de intersectie
a parabolei y; = X% + X — 1 cu dereapta y, = m. Din fig. 6.19 rezults: e :

5 _ :
— pentru m e(—co, — T) U(V2 <+ 1, ©) ecuatia nu are nici o solutie; -

— pentru me (—-—i-, 1-— VE), , {l!/ .
ccuatia are doud solujii; 2 h IR 7
- pentru me(l —Vf, V5+1) U Z : : é
U4{— —-» ecuatia are o solufie. % : : %
4 / | | /
o s 0 e a2
[;in2—, !5] es'te? ne:esar cafmn :ﬁ \. / : ! %
satisfacd concomitent inecuatiile 3 } : : %
Ay \(-VZ-,IH/Z.” : /
4 ” % N | Z
7 7 21 1 \yzg
7 7 20 NI F
e 74 | N
N y=m / /, / . IS f\
V/ 7 / ' ' //¢ \
AR RN
Z / / | (@-2v3) | / ANN
9-,4 vz, 0 /_‘_,_ / [ ] / N
vaum
% ZB '
w3 % 2 V.
Fig. 6.19 . Fig. 6.20. '

A>0, af(=V2)20, afl/2)= 0, -Vz<-— ?:; <V3,

iar pentru ca aceeasi ecuatie si aibl o singurd fﬁdﬁcini cuprinsd in intervalul considerat,
este necesar ca m si verifice inegalititile A >0, f(— V2 )-f(VE) < 0, studiindu-se se-
parat cazurile In care A=10 si [ (—V2) -f(V?) = 0 si retinindu-se valorile corespunzi-
toare ale lui m.

6.20. Si se discute natura solutiilor ecuatiei
(cos & — sin #)® — m (cos ¢ — sin @) +m —2/2 = 0, me R.
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R. Se stie ci max(cos x — sin z) = }2i c& min (cos = — sin z) = — 2. Pentru
rezolvarea prin metoda grafici, notim cosz —sin x = X, Xe[-— V_2-, Vﬁ-‘]. Avem
dect de reprezentat grafic functia

2¥2 - x3
h="%_q1 (¢))

solutiile ecuatiei fiind date de punctele de intersectie ale dréptei yg = m cu curba reprezen-
tativd a functiei (1). Din studiul graficului dat in fig. 6.20, a rezultd urmétoarele :

—pentru me(—w, — 22 )y [4¥2, ) ecuatia are doud solutii.
— pentru me [0, 4/2) U { — 2V2} ecuatia are o soluie;
— pentru ma (—2 Vf, 0) ecuatia nu are solufit. B

6.21. S# se discute natura solufiilor ecuatiei

m (V3cos @ + sin #)2 — 2 (V3 cos & + sinz) + m = 0.
R. Se cerceteazi mai Intti extremele functiei g(z) = ¥3 cos = + sin z pentiru xe
& [0, 2r], rezultind max (g(x)) = + 25i min (g(z)) = — 2, In ecuafia datd in enunt,
> In care se poate lua In considerare ca necunoscuts )3 cos = + sin z, se pun conditii :

— ccuatia datil si aibil o solutie cuprinsi in intervalul [—2, 2];
— ecuatia datii sd aibd doull solutii In intervalul considerat,

T A Y
// 7
D yen 28
,//// ' : SNemge

]

.
-~
-~
~

(o

N
A

1)

NN

Nl
AN

Fig. 6.21
In rezolvarea acestei probleme se pot folosi sau metoda grafici sau teoremele privi-

toare la separarea riidicinilor nnef ecuatii algebrice de gradul al doilea.
Alifel. Se reprezintii grafic functia

2X
f("-')"‘};‘_*‘_—ii Xel[-2,2), (1)

solutiile ecuatiei respective fiind date de abscisele punctelor comune (v. fig. 6.21) ale
graficului functiei (1) $1 dreptei y = m. Rezulti .
4

— pentru me | —1, — Y U i 1) ecuafia are doud solutii;
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4 4 i
—pentru m= + 1 sime (— ? . -—g ) ecuaiia are o singurd solujie;

— pentru nle(—oo; ~1) U (1, ) ccuatia nu are solutii,

6.22. S se discute natura solutiilor ecuatiei
fin® ¢ — msin? z — m = 0,

" R, Folosim netoda graficd, Separind-
pe m, ob{inem

m sin? x , (l)
1 4 sin® z

solufiile ecuatiei din enun{ fiind date
de intersectiile curbei de ecuatic y =
sindz 4 t
S —————— == .
T+ s cu dreapta y = m »
Pentru ugurinfa calcululuf, notdm
sin v = 32({5 X e [~1, 1), Graficul funciiei

= -——— este dat In fig. 6.22, din
v 1+ x8 8
care rezultd cii ecuatia din enun{ are o
) 1 1]
singurd solugie pentrume| — PEirik

me R,

Ay

Fig 6.22.

6.23. Si se discute natura solutiilor ecuafiei

m sind® ¢ + m cosd ¢ — 1 = 0, meR.
YA
n .
| |
VZ- ; {
11 ! |
|
I i
J} ] M% 1 1 1 1 3 o
g z T M T X
7 7% g £ 71 X
-7 . :
~vz{ : |
.1[ \I
] !
co I
Fig. 6.23
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R. Se foloseste metoda grafici, solutiile ecuatiel fiind abscisele punctelor de intersectie
a curbei de ecuafie y = —————— cu dreapla y = m. Din graficul dat In fig. 6.23
sindx 4 cos3x .
rezultd ci pe intervalul [0, 27]:

— pentru me (—o, — VE) V] (VE_, o0) ecuatia are doud solutii;
— pentru me-(— Vg, -1vu (1,_V2) ecuatia are patru solutii;
— pentru me {— V2, -1,1, V2} ecuatia are trei solutii.

6.24. Si se discute natura solufiilor ecuatiei

mcos? ¢ —cose —1 =0, me R.

R. Se foloseste metoda grafic, luind in considerare funciiile y = % si

y = m, X € [—1, 1]. Graficul este redat in fig. 6.24, din care rezulti si concluziiie necesare
cerute prin enunt{. : i

6.25. S3 se discute natura solutiilor ecuatiei
sin bz + cos bz __

m, me R,
sec x + cosec

N

Q
i
3

N
Ql:
2

7

Iz
7
% o
é ‘%2), Y yh V/
== 7 7 Z
g N~ .
7

N

N
N

AR

Fig. 6.24 Fig. 6,25

R. De observat e solutiile date de ecuatia sin 2 4 cos x = 0 sint excluse ; efectuind
- calculele ecuatia datdi se transformi tn

1 .
-E-sin 2x (1 4 2sin 2z — 4 5% 2x) = m, (1)
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_sau
%X(‘l 42X —4XY=m, Xel[-1,1] (¢9)

Dar ecuatia (1’) se poate discuta fie prin metoda graficd, fie cu ajutorul teoremei lui Rolle.
a) Meloda graficd. Se traseazii graficul functiei

1
p=—2X+ X4 o X,

solutiile ecuatiei (1°) fiind abscisele punctelor de intersec{ie ale curbei y cu dreapta*
g = m (v. fig. 6.25), tabloul de variatie a funcliei y fiind

= 1 1
X -1 - — 0 — 1
- "6 S 2
y| - - o + 4+ 0 - -
! N > 20/ ! N !
¥ 2 108 4 T2
‘ min max .
b) Discutia ecuatiei (1) cu teorema lui Rolle rezulti din tabloul:
X 1 1 1 1
- 6 2 o .
& 2m—-5 2m + ° 2 ! 2 1 Concluzii
— m — — —
m 5 m 2 m + oncluzii
—00 ’
- - - - nici o solutie
—1/2 - - - 0 o solufie X =1
- — — + o solutie
—5/108 - [ — + doudi solutii
(una dubla)
— + - + trei solutii
1/4 — -+ 0 + doudt solutii
. (una dubl#)
— + + + o solutie
5/2 0 + + + o solutie
+ e+ + nici o solufie-
+ : ‘

N ot i Se va observa ci ecuatia admite o solutie singulari eind sin & + cos £ -0
deoarece
lim cos bz 4+ sinbx
cos 2 + 8ln®—+0 secx 4 cosecx
existd.
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6.26. S& se discute natura Solupiilor ecuatiei
tg @ — tg 3z = m tg 2, meR.

‘R. Ecuatia dat4 se poate scrie sub forma
— sin 2z sin 2z
7A R

- = m
€o8 x cos 3x cos 2z
far solutia este datd de sin 2z = 0, adici z =

N

]
v
| : % T
o % = kn |solutia ¢ = —+ kr, k € Z, fiind
I i
% : é exlusy ) . Astfel din ecualia (1) rimine
/] 0
4 :_,_ ///' f 2mecos? 2x 4+ (m + 2) cos 2z — m = 0. (1')
7/ g / . Natura solutiilor ecuatiei (1°) se poate
/ I Al 7:'7) stabili fic prin metoda grafic3, fie prinsepara-
/ { % rea radicinilor ecuatiel algebrice
/ ] ,//.V=’” 2mAt+ (m+2)X -m=0, Xe[-1, 1].
A Y - @
//: i /, Se separdi m din (1”’) §i se traseazd graficul
Fig. 6.26 funcliei y = — 'Aa_+'x—' (v. fig. 6.26),

din care rezultd :

— pentru me (—~c0, —-1] ccuafia (17) are doud rddcini i deci ecuajia (1’) are doust
solutii ;

- pentra me (-—-1 ) ecuatia (1') are o singuré solutie,

Allfel. Ca ecuatia (1'’) si aibd o riddcing si decx (1) o solutic este necesar ca m s&
satisfaca sistemul de inecuafif

A0, f(—1) - f(1) <0 (5i separat A = 0, f(—1) - f(1) = 0), ()]
unde s-a notat cu f(X) membrul tutti al ecuafiei (1”) ; iar pentru ca ecuatia (1”’) s aib
doud ridicini §i deci (17) doua solutii este necesar ca m si salisfacl sistemul de inecuatii

b
A»O,a-f(—l)zo,a-f(l)zo,—1<1—;<31. 3)
Din (2) rezultf m e (~—1, ), iar din (3) rezultd me (— o0, — 1).
6.27. 84 se discute natura solufiilor ecuatiei

cos?z —sinda+1—m =0,
R. Folosim teorema lui Rolle §i notind cu f(z) membrul inili al ecuafiei, avem
f'(z) = 3 cos* x sin x — 3sin3 z cos z. Rezolvind ecuatia [(x) = 0, obfinem x; =

kg 3 .
= Tgi T, = T + kgw. Dacd ludm tn considerare doar intervalul [0, 2x], soluliile

3 3r T
Sz R %——2-, = T = 2r,.

Numirul solutillor ecualici din enunt se poate citi In tabloul de variatie intocmit conform
teoremei Iui Rolle,

ecuafiei f(2) = Osint: x; = -1-;- y Wy =
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6.28. Si se rezolve i s se discute ecuatia
8in? » + sin 20 — 2 cos? z = m,

unde m este un parametru real. Caz particular : m = % .

R. Multiplicind pe m cu cos®z + sin? 2 §i impér}ind ecualia prin cos? x, accasta
devine

A—mt@z4+2tgz— 2+ m =0, z¢(2k+1)-’2-’-,kez.
Pentru ca aceasts ecualie sii aibi solutii este necesar ca A = 1 4 1—m @2+ m) >0,

de unde rezulti
[ 1+ V13 -1+ Vﬁ]
mey| — )

y

2 2
solutiile fiind date de ecuatiile elementare

- 143 — 1
I +V3—md +m . )
1—-m

Pentru m = ;—, tgx=1 cu z,-—»+1.-n: si tg x=—5 cu x, = arctg ( —5) +
+ ki, kygeZ.

6.29. Si se rezolve gi 53 se discute solutiile ecuatiei

, tg? # = m tg ( + a) tg (x — a),

unde m este un parametru real, iar @ constant¥. Caz particular im =1,

R. Dezvoltind membrul al doilea §i apoi eliminind numitorii, ecuatfia propus# devine

tetatglz— (1 —m)tgtz —mtgta=0,
Notim tg x = { §i tg a = «, ecualia devenind
28— (1 —m)2 — mad =0,

adicii o ecuatie bipitratd in raport cu {. Aceasty ecuatie are toate rddiciuile reale dacs

1—m

l—me+4dmet =0, -20, —m=>0

“2
§i are numai doud r#décini reale, daci
(1—m?+ 4dmas> 0, —m <0,
Pentru m = 1, ecuatia vp_ropusi s¢ reduce la tg® z = 1, de unde tg x = + 1, cu =
’ =;l::—+lnr, keZ.
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6.30. S% se studieze natura solutiilor ecuatiei
mtgw —clge) — (tgx +etgar) =0, mekR.

yk .
| I | ‘
| | : :
| | , |
| | , |
. | | i |
| ! |
l [ I [] I 1 I 1 P
0 T 7 o arar X
. lé’ 7 & o7 s
-7 | | | .
NN [
{ : ! | y=n
R
| |
\'. | ! |

Fig. 6.30

R. Seaplici metoda graficd ; solnfiile ecuatiei rezulti din intersectia graficului functiei

tgztctgx I :

y= i—t—ﬁ—- cu dreapta y = m. Din fig. 6.30, in care s-a luat In considerare inter-
tgx—ctgz

valul [0, 2], rezulti.

— pentru m ¢ (—1, 1) ecuajia nu are solutii;
— pentru me(— 0, —1] U (1, ©) ecuafia are doud solutii,

m+1
1 cu ace-

Alifel. Se poate lua ca necunoscutd tg z, rezult';lnd tgx= =+ V
leagi concluzii ca mai Inainte.
6.31. S& se studieze natura solufiilor ecuatiei
(m —1)cos® # +-cosx —1 +m =0. )
cos3 x —cosx + 1
cos® =+ 1

(v. fig. 6.31, b); din ambele

R. Se aplici metoda graficdi, trasindu-se graficul functieiy =
X—-X+4+1
X341

(v. fig. 6.31, a) sau graficul functici y =
grafice rezultd;
s--- .
3-V4 ) _
— pentru m € | — o0, ecuatia nu are solutii;

8~ c. 571
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- 3
o (3=V1 1 .
— pentru m € —3——-,; ecuatia are doud solufii;

T 1 3-V1
— pentru m € (-? N oo) U{ 3‘ } ecuatia are o singurd solutie.

6.32. S se studieze natura solutiilor ecuatiei
(m—1)sin®2 +sine—-14+m=0, melk.

sinffx—sinx+1
sinfx + 1

R. Din graficul functiei y = dat In fig. 6.32 rezultd urmi-

toarele :

3
3-V1

— pentru m e (—- ©, ) ecuatia nu are solutit;

s_...
3—V1
3

1
— pentru m € ( » —2-] ecuajia are doud soluiii;

: )
1 3-V4 ) .
— pentru me 7’ o |U - ecuatia are o solutie,



Anexa 1

FORMULE TRIGONOMETRICE

A.1. Funetii trigonometrice de arce multiple
sin 2a = 2 cos asin a; cos 2a = cos?a — sin2a=2cos?2a— 1 =1— 2 sin®a
sin3a = 3sina— 4sin’a; cos3a =4 cos®a— 3cosa
1. n-1 3 ind Nn~3 5 ins 7B
sin na = Cy sin a cos a — Cy sind a cos a -+ Cy sind « cos a—...

-2 — . ‘ .
cos na = cos" a — C cos" 2 asin®q 4 Chcosh~tasinta —...

tga+ tgb+tgec—tgatgbtge
1—tgatgh—tgatge—tghtge

tgla+ b+ )=

ctgactgbctge — ctga — clgb — ctge
ctgactgh + ctgactge 4 ctgbetge—1

ctgla + b 4 ¢) =

3tga—tgta ctgla — 3clga
tg3a= 1—3tgza’Ctg3a= 3etg?a—1-
1
1 3. o 5. g
Catga—Cptg®a+ Cptgla—~— ... .
tg na = 4 i

1—Cltg*a+Chtgta—CotgSa+...

A.2, Transformiri de sume de functii trigonometrice
in produse (formule caleulabile prin logaritmi)

sin a 4 sin b = 2 sin

cos

atd aF b
> :; (semnele corespund)
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a4 b a—b
cos

cos @ + cos b = 2 cos

2
L a+b a—b .a+bd  b—a
cos a — cos b = — sin sin = 2sin sin -
2 2 2 2
sin(a £ b sin (ab
lga:l:t'gb=——(-——); ctgaictgh:_—(f—g—)
cos a cos b sinasin b
. N b = 2si n+a—b)c0 T a+b
ina 4 cosb = 2sin { — s | — — =
s ‘ 1\ 2 1 2
™ a—b>b (rc a+ b
= 2c¢08 | — — cos | — —
4 2 4 2

A.8. Transformiiri de produse de cosinusuri gi sinusuri
in sume de aceleagi funegit

2 sin a cos b = sin (a 4 b) + sin (@ — D)
2 cos a cos b = cos (a + b) + cos(a — b)
2 sin a sin b = cos (@ — b) — cos (a + b)
A.4. Transformiirl de piitrate de ecosinusurl gi sinusuri
in cosinusuri de arce multiple

1 4 cos2na 1 — cos 2na

cos? na = , sin?na= 3

A.5. Formule de transformare a sinusuluf, cosinusulul gi tangentel
in functiie de tangenta areului pe jumitate

2tg = 1— tg = 2tg —

. gy = &3 €3
sin 4 = ——, cos @ = ————, tga=

1+tg — 14 tg— 1-tg =

2. ST 2 : 2
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