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Lucrarea abordeazii un capitol al trigonometriei, care prezinta 
un interes deosebit attt pentru elevi, ctt ,1 pentru cadre didactice, 
fi pentru cei care lucreazA tn industric. 

Prima parte a Jucrarii este consacrata rezolvarii unor tlpuri de 
ecuatii ,1 inecuatii trigonometrice, tar partea a doua se ocupa de 
discu\ia ecuatiilor cu parametri. 

Fiecare parte con\ine expunerea metodelor de rezolvare, urmata 
de p robleme rezolvate, apoi se dau enun\urile exerci\Ulor propuse 
spre rezolvare, tnso\ite de· indica\ii fi raspunsuri. 

Se adreseazi tuturor elevilor de liceu, candida\ilor la examenele 
de bacalaureat fi de admitere tn institute tehnice, untversita\i. 
,$COli tehnice postliceale, cadrelor didactice fi studentilor din institute 
pedagogice fi poate fi utill maiJtrilor, tchnicienilor fi muncito­
.rilor de lnalta calificare din industrie. 



PREFA+.l 

Lu<11area de fa Ja ae adreaeaza in pri·noipal ele'Dilor din liceele de toate 
oategoriile Ii din 1colile teknioe, putind f i utilii, ,-i mai,trilor, tehnicie­
nilor fi muncitorilor de inaUa calif ioare din induatrie, preoum 1i cadrelor 
didactioe din in'DaJamintul mediu, 1i are oa acop aii, puna la dispozilia 
.acestora o aistematizare ceva mai completa deoit aceea din manualele 
,colare a unui important capitol din trigonometrie 1i anume acela pri-
vitor la rezolvarea ,i diaO'UJia ecua#ilor trigonometrice. Tratarea mai 
dezvoltata a acest'lti capitol a f oat determinata de f aptul ea problemele 
din aceaata categor-ie mai conatituie inoii, pentru ele'IJ'ii de liceu o difi­
C'Ultate, mai ales ea fo lucrarile de apecialitate (manuale, oolegeri etc.)
tratarea aoestora este limitata doar la doua aau trei tipuri de ecuaJii. 

ln materialul prezentat am cootat aa eaJtind pe cit a f oat posibil 
gruparea e011,aJiilor trigonometrioe pe mai multe tipuri, sintetiztnd 
teoria reapectiva pe eaJemple tratate complet. 

Apreoiez ea posibila 1i o alta oategorisire, dar din experienJa de 
la oatedrii, cu ele'Dii a rezultat ea prezentarea eoua#ilor trigonometrice, 
a,a cum este data in lucrarea de f aJa, poate Ji inau1ita cu deatula u,u­
rinJa de toJi elevii din anii II-IV, cu menJiunea doar ea rezolvarea 

. 1i diaouJia unora dintre probleme necesita ,i ouno,tinJe din anii III­
IV de liceu (reprezentarea grafioa a funcJiilor, teorema lui Rolle etc.). 

Materialul prezentat, circa 230 de exerciJii, foarte variat # C'l6 
�lecJ,ii din numeroase lucrari de apeoialitate, of era elevilor multiple 

cai de abordare a rezolvarii 1i dis011,Jiei orioaror tipuri de ecualii trigo­
nometrice, precum # a inecuajiilor 1i ai8temelor trigonometrice. Pentru 
aceaata este insa necesara cunoa,terea temeinica a formulelor trigono­
metrioe, a calculul1ti algebrio ,i a analizei din anii III-IV. 

M enJionez ea, fo ceea oe prive§te completarea ,i f iniaarea mate­
rialului, am J-inut seama de preJioasele augestii date de tov. oonf. dr. 
Gk. D. Simiortescu, care a efectuat controlul �tiinjific al lucrarii, pre­
cum ,i celor date de redaoJia de matematioa a Editurii tehn-ioe, carora 
le aduo muljumiri. 

BoluJiile adoptate pent1·u fieoare exerci#u in parte nu sint limitati'Ve 
# a, fi bu011,ros pent·ru unele augestii oe ar ve1ti de la cititori �i de 
care, binetnJeles, s-ar putea Jine sea-ma la o eventuala reeditare a luorarii. 

AUTOBUL 

Bucure�tf, februarie 1977 
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Partea intii 

REZOLVAREA ECUATIILOR 
�I INECUAflILOR TRIGONOMETRICE 

1. ECUATJI TRIGONOMETRICE
CU �NC'.fll CIRCULARE DfflECTE 

1.1. Forma de prezentare §i metode generale 
de rezolvare ale ecnatiilor trigonometrice 

0 ecuatie se nume�te trigonometrica daca, contine una sau mai 
multe necunoscute numai prin intermediul unor functU trigono­
metrice. 

Forma generala a unei ecuatii trigonometrice continind o singurA 
necunoscuta este 

F (sin a:, cos a:, tg a:, ctg :,;) = O, (1.1) 

in care eel putin una din functiile trigonometrice este nenula. 
Bezolvarea ecuat;iei de forma (1.1) consta in a aduce membrul 

..__intti, .cu ajutorul operatiilor trigonometrice fundamentale cunoscute, 
la forma 

f1 (cos :,;)•f2 (sin :,;)•fa (tg fC)•/4 (ctg fC) ••• = O, (1.2) 

produsul din membrul · intil putind contine chiar un singur factor. 
Din (1.2) rezulta imediat ecuat;iile : 

/1 (cos fC) = O, /2 (sin:,;) = O, fa (tg :,;) = O, /4 (ctg a:) = O, (1.3) 

fiecai·e putind fi de orice grad in raport cu fnnct;ia trigonometricA 
respectivi. Bezolvarea ecuatiilor (1.3) conduce la ecuat;ii elemen­
tare de forma 

sin :,; = a, cos a: = b, tg a: = c, ctg :,; = d, (1.4) 

iar pentru ea ecuatiile (1.4) sa aiba, solutii este necesar ea I al �1, 
I b I � 1 �i c, d e R. 
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Problema dificila consta insa in aceea ea ecua�iile de forma (1.1) 
in multe cazuri nu pot fi aduse la forma (1.2). 1n aceasta situaiie sint 
recomandabile urmatoarele metode : 

1° Daca in ecuat;ia (1.1) o functie trigonometrica este la o putere 
impara, iar celelalte sint la puteri pare, atunci se ia ea necunoscuta, 
funciia de putere imapara, facindu-se transformarile corespunza­
toare ale functiilor de puteri pare cu ajutorul formulelor ce se deduc 
din rela'\iia fundamentaUi, sin2 

(1) + cos2 a,= 1, ecuatia (1.1) luind 
una din formele (1.3) sau chiar (1.4). 

2
° Daca transformarea 1

° nu este posibila �i gradele functiilor 
trigonometrice din (1.1) nu sint mari ( de regula � 2), atunoi cu aju­
tornl formulelor universale 

1 -t2 2t 2t cos a, = ---, sin (1) = --- tg (1) = ---

1 + t2 1 + t2 1 -t2 

1-t2 

ctg (1) =---
2t 

a, a, '1t unde t = tg -, cu- #=(2k + 1)-
2 2 2 

eeuatia (1.1) se transforma, intr-o eeuatie algebrica de for.ma 

a0 t0 + "1 tn -l + ... + a,. = O, 

(1.5) 

(1.6) 

rezolvarea acesteia faoindu-se dupa, regulile eunoseute din algebrii. 
Inconvenientul aeestei metode este ea, ecuatia algebrieit (1.6) care 
se ob�ine este de grad mare, af$a incit metoda se aplica atunci cind o 
altiii posibilitate mai rapidiii nu exista, asigurindu-ne in acea,sta. 
situatie ea ecuatia data, nu are solut;ii de forma (1) = (2k + l)1t. 

3° Daca nici una din metodele de la 1° �i 2° nu este aplicabM, 
atunci se vor folosi diferite procedee particulare ce necesita · unele 
artificii de caloul �i care se vor arata in detaliu in cele ce urmeaza. 

Orice metoda de rezolvare se folos�te, in principal se urmareijte ea· 
ecuatiile de forma (1.1) sa fie transformate in ecuatii echivalente de 
forma (1.4), dupa care se trece la precizarea arcelor (unghiurilor) 
care raspund la problema, adica la stabilirea solutiei generale. 

Avind in vedere ea fiecareia din ecuatiile de forma (1.4) corespund 
pentru (1) cite doua valori obtinute prin parcu.rgerea o singura data 
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a· cercului trigonometric, se con vine sa se ia, urmatoarele soiuiii
generale pentru ecuatiile respective : 

sin a;= a; a;= (-It arcsin a+ krr: pentru a e [O, 1]
· �i a; = (-1)1+1 arcsin I a I + k1t· pentru a e ( -1, 0)

cos a;= b; a;= ± arccos b + 2 kn, pentru b e  [0, 1]
�i x = ± arccosJbl+(2k +l)n,pentrube(-1, 0)

tg m = c, m = arctg c + kn } c, d e R, k e Z
ctg a; = d, (1) = arcctg d + kn 

(a se vedea cazurile particulare din anexa 2). 

(1.7)

De observat ea fiecare solutie generala din (1. 7) constituie de
fapt un �ir sau doua �iruri de valori pentru argumentul a;, �i ea
oricare din �irurile respective formeaza o progresie aritmetica, cu
rat�a ± k1t �i respectiv ± 2kn. Daca din ecuayia (1.1) rezulta in
final mai multe ecuayii de forma (1.4), soluyiile date in (1.7) se pot
reuni, sau ramin a�a cum vor rezulta din calcule. 

tn cele ce urmeaza vom folosi denumirea de soluyie generala, sau
pur iji simplu soluyie, a fiecarei ecuaW de forma (1.4), orice �ir de
forma (1.7). Rezulta ea o ecuatie trigonometrica poate avea una sau
mai multe soluyii generale de forma (1. 7). 

4° :In multe cazuri ecuatiile trigonometrice se dau �i sub forma
F'1 (sin a;, cos x, tg m, ctg a;) = F'2 (sin a;, cos a;, tg a,, ctg a,), (1.8)

'"cu mentiunea ea eel puyin una din functiile F1 sau F2 trebuie sa de­
pinda minimum de o functie trigonometrica. Daca una din functiile
Ji'1 sau Ji'2 �u are sens pentru m = «, dar 

lim (F'1 - F'2) = 0,
Z-tCI 

a:tunci, numarul ex constituie o radacinii, singulariJ, a ecuatiei (1.8),
solutia generala corespunzatoare rezultind din ecuatia elementarl
care face nedefinita fu.ncyia trigonometrica respectiva, cind a; = «.
. . _ tn cazul in care limita de mai sus este diferita de zero, nu exista
eau. nu are sens, atunci solutiile rezultate din a; = oc se exclud de la,
inceput. De regular, in manualele de trigonometrie pentru licee, va­
.lorile « pentru care una din functiile F1 sau Jf2 nu are sens se inl�-
t.ura de la inceput, deoarece problemele de limita se trateazi in
cadrul analizei matematice. !n exemplele ce se prezintl mai qe-
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parte se vor ariaJiza iji aoeste cazuri; adicA .se vor determine, iji solllr 
�iile singulare ale ecuaviilor trigonometricc. . ... 

1-.2. Exemple de eeuatii. trigono�etrice ,rez�lvate complet 

1.2.1. Ectuqii la care se aplictl metoda 1° 

V 1.1 ·•· sx 1 � se revo ve ecuat1a 

V2 cos (1) + 2 sin2 
(1J + ctg2 a;= 3, CU a; 'I= k1t. 

n. Lutndu�e ea necunoscuUl cos x, avem

V-
. 

. cos2x 
2 cos x + 2 (1 - cos1x) + --- = 3. ' 1 - cos3 x 

(1) 

Pentru ui,urin'3 calcululut; se face tnlocuirea cos x =. t �i dupa efectuarea calculelor 
ecua\la (1) devine · , , 

2 ,, - "2 t' + V2 t - 1 = o 
sau 

FiP ('fit- 1) + (fft-1) = 0, 

ridAclnile reale ale ecua\lei (2) fiind t1 = Ya /2 i,i ta = - ti'/i. 
Tinlnd seami de ( 1. 7), rezultl solutiile generale 

ff 1 

(2) 

Xi = ± - + 2 k1ff tl x1 = ±arccos - + (2k
1
+ 1)n:, k

1
, k

1
eZ. 

,, 8 -
Y:£ 

De observat cA s-au obtinu1J patru f}iruri de solut,ii distincte, care 
corespund problemei. �a cum s-a aratat mai inainte i,irurile res-
pective se pot reuni, in cazul in care prin aceasta. operavie solutia. 
genera.la a problemei se poate scrie sub ·o forma mai condensatl, 
dectt solutiile $i iji a;2, ceea, ce nu este cazul in acest exemplu. 

· Se tntelege, ea daci se fac precizarile respective, atunci se scriu
eolutiile generale rezultate din ecuatiile de form.a (1.4), reunirea. 
acestora sub forma (1. 7) nu mai este necesara, de,i in unele lucrlri 
de specialitate (culegeri de probleme), solutia concentrati se eerie 
iji sub aceasta ultiml form.I, adicai a: e {a:1} u {m

2}, form! care in 
situat;ia actuala, a�a cum am precizat mai inainte, nu oferA nici un 
avantaj. 
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Nu a.,ceeal)i situatie este in cazul urmator. 

J 1.2. SI se rezolve ecuaiia

sin2 
a; - cos2 

{I) - cos m = 0. 

1 
B. Solutiile slnt date de ecuatfile elementare cos x = - fi cos .z = - 1 cu x1 =2 

ff 

== ± - + 2k1n fi x1 
= (2k2 + 1),r. !n acest caz, cele trei progresii date de x1 Ii x2 se pc:t

3 
reuni, observindu-se ci

n ( 2n 1t ) •n 1t x = - + 21.7t = -- - - + 2k 1t fi x = 1t + 21m = - - -. - + 2/rn.
3 3 3 3 3 

ln consecinta solutia generalA se poa�e scrie astfel,

7t 21t
:c=--+-k'= 

3 3 

2k' - 1
3 7t, 

1.2.2. Eouo,Jii ce se rezolvii prin metoda 2° .

J 1.3. Sa se rezolve ecuatia

k' � 7,. 

sin (IJ -13 cos (I) + 3 tg .!!.... + 4 ctg m = 4, cu m ::/: k1r, k c z �
2 

. X 

B. lnJocuind toate tunctiile circulare prin tg - = t, ecuatia deviD. 2 

21 1 - t2 1 - t2 

-- +2-- +3t+4-- =4 
1 + ,2 1 + ,2 �, ,

iar dupA efectuarea calculelor
t4 + 9t3 + 5L2 - 17{ + 2 = o,

(l) 

(2) 

ridAciniJe tntregi ale ecuatiei (2)Ciind t1 = 1, 12 = -2, de unde rezultl ecuatiile elementare
X 7t X 

tg - = l, cu solutia .r1 = - + 2k1n fi tg- = - 2, cu solutia .r1 = 2 arctg (-2) +
2 2 2 

+ 2k21t, ki, k2 e Z.

\J 1.4. Sa se rezolve ecuatia

2 sin m tg a: + tg2 .; -
. O.



. . . . '; ff 
R. Se observa ea ecuatia este nedefiniUi pentru arcele de forma :,;' = ·(2k + 1) -· -. 2 

fi :r;" = (2k + 1) ff, k e Z. Astfel, solu\iile de forma :,;' �I :r;" se exclud. 
Ecua\ia data se poate rezolva_ cu ajutorul formulelor (1.5). Ecuatia devine tn final- . 2rt 

P(9 - t2) = 0, de unde rezulta t1,2 = 0 cu :r:1 = 2k
1
rt �i 13,,a = ± VJ cu x3 = 

3 
+ 2k8n: 

-27t 
. .. . 

i;i :r:, = -
3
- + 2k4n, k

1.M e z.

. · 2krt 
De menUonat ea solutiile reunite se pot scrie sub forma concentrata x = -, k e Z.

3 
Altfel. Ecuatia respectiva se poate rezolva !ii direct, astfel: 

2 sin2 x 1 - cos x 2 (t
° 

- ·cos' x)
--- + ---- = 0 sau----

cos X 1 + COS X COS X 
1 - COS X 

---'--=0,
1+cosx 

de unde rezulta cos x = 1 cu solutia x1 = 2k
1 rt �i 2(1 + cos x)2 +cos:,;= 0 sau

1t 
2 cos2 x + 5 cos x + 2 = 0 cu solutia x2 

= ± 3 + (2k2 + 1) rt, k
1,2 e Z. 

1.2.3. EouaJii care 86 rezolva prin dif erite procedee partioulare' 

EcuaJii de f orma a sin x + b cos x = o 

0 ecuatie de tipul (1.9) in care a, b -:/; 0 se rezolva, astfel: 

(1.9) 

1) Se introduce unghiul auxiliar cp = arctg !!._ iji se impart 
a 

ambii membri ai ecuatiei prin ± Va2 + b2 (semnul + corespunde 

pentru. a> O iji semnul - pentru a< O), ecuatia respectiva, devenind 

sin ( cp + (1)) = ± 
V 

O 
> adica de forma (1.4). Dar a_ ce.a_ �tili

a2 + b2 .. 

ecuayie are soluyie numai dacii. I ± Va• : b' J ..; 1 sau a• + b" ;,, o•.

2) Se pune tg ..:!.. = t cu x :/= (2k + 1) 1t, fiind necesar ea mai
2 

tntii sa 86 verifice daca ecuaJia data prin enunJ nu are soluJii de aoeast4 
forma. 

Se examineaza deci doua cazuri. 
1. Cazul in care ecuatia (1.9) nu are soluiii de forma a;= (2k+1)1t.

tn aceasta, situa�ie putem scrie a sin (2k + l}1t + b cos (2k + l)1t ::J:.o 
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sau b + c #: O. 1nlocuind sin m �i cos m cu tangenta arcului (unghiului)
pe jumatate, ecuatia data devine 

sau

a 2t + b 1 - t2 

= c
1 + t2 1 + t2 

(b + c) t2 - 2 at - b + c = O, (1.10) 

o ecuaiie de gradul al doilea, tinind seam�, a�a cum am precizat mai
inainte, ea b + c 'I: o. Pentru ea ecuat;ia (1.10) sa aiba ritdicini
reale este necesar ea 

.6. = a2 + b2 - c2 � O sau a2 + b2 � c2, 

conditie pe care am gasit-o folosind prima metoda.
tn cazul in care radacinile ecuat;iei (1.10) sint distincte, avem

tg � = ti cu a:
1 

= 2 arctg t1 +2k
1 1r �i tg .!!.... =t2 c:u m2=2 arctg t2+

2 . 2 . 

+ 2 k21e, lei. 2 E z.

2. Cazul in care ecuatia (1.9) are o solutie de forma m = (2k+ l)1r.
1n aceasta situatie avem b + c = o, putindu-se scrie a sin (I) +

• (I) (I) (I) (I) +b (1 +cos m) =0 sau 2 a sm - cos - + 2b cos2 - = O, cu cos- = 0
2 2 2 2 

ti ..!!._ = (2k + 1) �, adica (I)= (2k + I) 1e §i CU tg ..!!._ = - .!., 
2 2 2 a

en a, = 2 arctg ( - : ) + 2 kn, k e Z.
De menfionat ea in situatia in care se presupune ea b + o = 0

ti ea ecuatia de gradul al doilea (1.10) se reduce la o ecuatie de gradul
intii, o radacina a acestei ecuatii se poate considera oo, ceea ce co­
respunde pentru m = (2k + l)1t. Problema se rezolva in mod asema­
nator daca se inlocnie�te a cu b (sau sin m prin cos m). 

· · Daca a 'I: O �i b 'I: o, atunci se presupune ea exista un arc
« e { - ; , ; ) care verificit ecuapa tg « = : . Prin urmare, ln!pitr­

t,ind ecuatia (1.9) prin a, obtinem
. + b C • +t C sm m -cos x =- sau sm x g « cos x =-

a a a 
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sau inci · 

sin ( ex + a:) = _!!_ cos ex. 
a 

(1.11) 

Dar ecuat;ia (1.11) are solut;ii in cazul in care/ : cos « I ,;; 1 = 

c2 cos2 ex o2 1 1 c2 

<=> --- � 1, sau inca, - � ---= 1 + --- , sau - � 1 +
a2 a2 cos2ex tg2ex a2 

+ 
b: , adica a2 + b2 � o2

, relatie gasita in ambele metode indicate 
a 

mai inainte. Daca condit;ia a2 + b2 � c2 este indeplinita, atunci 
putem scrie sin (ex + a,) = sin�, de unde rezulta a, = (-1)" � -+
+ krc - ix. 

Analog se procedeaza daca ecuatia (1.9) se imparte cu b; se
obtine cos (a; - «) = : cos«; punind condit;ia / : cos « I <: 1 ti 

notind .!!,_ cos ex = cos �, ecuat;ia (1.9) devine in final cos (a, -:-:ex)� 
b 

c;= cos�, de unde. a,= ± � + 2 krc + ex. 
De remarcat ea, impart;irea ecuatiei (1.9) la a sau b, ·dup§. ·cu, 

dx ,. ul ,. b .a t 1 t te· se recoman "' m caz m care - sau - es e va oarea, angen 1 
a b 

unui arc cunoscut. 

� 1.5. SA se rezolve ecuat;ia 

Va sin a, + cos a: = 1. (1)

n. Aplictnd acestei ecuatli cele de la 1.2.3, cazul 1, ln care a = Va, b = 1. c = i,
rezulti a1 + b1> cS �i ea, prln urmare, ecua\ia data are solutji.

1 ff 
Se· introduce unghiul auxi liar cp = arctg V:f , ceea ce corespunde arcului 6 ; 

se tmparte ecua \ia cu Va• + b8 = 2 (s-a luat � in fa ta radicalului deoarece a> 0) ii ecuapa
devlne 

sin (x + ...:..) = 2...,
6 2 

adica o ecuatie de forma (1.4) cu solu\ia 

12 
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De mentionat ea ecuatia se mai poate rezolva i;i prin separarea uneia din funct{ile lrlgo­
nomelrice, ridicarea la patrat ,i lnlocuirea lui sin x prin cos x sau invers. tn acest caz, 
este nevoie de a se veriflca solutllle aflate, deoarece, de regult'1, prin rldlcqrea la patrat 
Sf! introduc solu(ii straine. Aplictnd aceasta metoda, ecuatia se poate scrie sub forma 

cos x = 1 - Yasin x; (2) 

ridictnd Ja patrat �i lnlocuind pe cos1 x prin 1 - sin1 x, ecuatia (2) devine 

2 sin11 x - V:.f sin x = O, (3) 

solutiile ecuatiei (3) fiind date de ecuatiile elementare sin x = 0 cu x1 = k1rc ,1 

sin x = ff cu x11 = (-1)ks _::_ + k11':, k1, k1 e z. Dar tnlocuind ln ecuatia (1) pe x1 =-
2. 3 = k1

rr, se constatA ea aceasti solutie nu este acceptabila dectt pentru valori pare ale 
tut k1, adicl pentru x1 = 2k'1':, cu k' e Z. La fel, se constata ea nici solutia datii de x1 

nu verifica ecua Ua declt pentru valori imapare ale lui k1, ceea ce duce la concluzia ea x1 

21': 
este de forma x11 = - + 2k11': gAsita anterior.

3 
Aplictnd ecuattel (1) cele aratate In 1.2.3, cazul 2, aceasta se transforma In 

t1 - V'3 l = 0, 
X X X 

unde t = tg-, rezultlnd ecuatiile elementare tg - = 0 cu x1 = 2 k1 n ,1 tg -. = 
. . 2 . 2 .2 

V
. - 2rr 

= 3 cu x11 = 

3 
+ 2 k1rc, · k

1.1 
e Z. 

EcuaJii de fo-rma a tg m + b ctg w + c ·= 0. (1.12) 
Rezolvarea unor astfel de ecuatii se face in modul urmator. Se

observa· cl, deoarece (/J #: k1t , putem scrie. 2 

a sin 2m ♦ b cos2 w + c sin m cos m = O. (1.13)
Ecuatia (1.13) se poate considera ea omogena iji in aceasta si­

tuatie, prin impaftirea cu cos2 w #: O, se transforma in
a tg1 aJ + o tg m + b = 0, ( 1.14) 

adica e ecua�ie de gradul al doilea in tg (IJ, care se rezolva dupl me­
todele algebrice cunoscute. Dar ecuatia (1.14) se mai poate scrie iji 
sub forma 

a (1 - cos 2(1)) + b (1 + cos 2(1)) + o �in 2w = O, 
sa.u inci 

o sin 2m � (b - a) c�s2a, +(a+ b) = O.

13 



.Aceastl ecuatie fiind de forma (1.9), se trateaza ea atare. 
1.8. Sa se rezolve ecuatia 

' 
kn 2 tg (I) + 3 ctg (I) - 5 = o, (l) #: -- , k e Z.
2 

R. 1-�oloslnd cele ariitate mal tnalnte, ecua\ia se transforma tn 

2 sln1 z + 3 cos2 z - 5 sin z cos z -= 0 
S10 

sau tnd 

2(1 - cos 2z) + 3 (1 + cos 2z) - 5 sin 2z = 0 

5 sin 2:t - cos 2:t - 5 = 0. 

Se observi cii ecua1,ia (1) are solutii, deoarece a1 + b2't> c2, adica 52 + 12> 51• Deci, se 
poate folosi oricare din metodele arAtate la 1.3.3; rezolvarea ecuatiei se face lnsA direct. 
lnlocuindu-se pentru u�urinta calculului tg x = t, aceasti ecuatie deVine 

2t2 - 5t + 3 = o, 

n 3 3 3 
CU '

1 
= 1 ,1 deci tg % = 1 CU %1 = - + k

1n fi fs = - CU tg % = - �i Xz = arctg - +
4 · 2 · 2 2 

+ ksn, ambele solutu veriflctnd ecuatia initiala.
Este recomandabil, ea la alegerea metodei de rezolvare a ori­

carei ecuatii trigonometrice sa se evite de la inceput aceea care
implica vreo ridicare la patrat, recurgindu-se la aceasta metoda
numai atunci cind o alta solutionare a problemei nu poate fi gasita
operativ sau necesita caJcule dificile. 

Ecua,ii simetrice de Jorma 
a (sin (I) + cos (l)) + b sin (I) cos a, = c (1.15) 

0 ecuaiie de forma (1.15) se num�te simetrica in raport cu
Bin (I) �i cos (l). lntr-adevar, daca (1)1 = (1)0 este o soiuiie a ecuatiei res-
pective, atunci. �i (1)

2 
= ; - (1)0 este o solutie, deoarece sin (1)0 

=

= cos ( ; - :ii.)• Dar a:1 �i a:2 slnt Bimetrice In raport cu : , 

. astfel incit, pentru rezolvarea ecua�iei (1.15) se face substitutia 
7t x = - + t, observindu-se ea4 

( n ) sin t + cos tsin(l)=Sin 4 +t = V2 

( n ) cost - sin t
COS(l)=COS 4 +t = V2 (1.16) 



Cu substitutiile (1.16) ecuatia (1.15) devine 

_!_ (cos2 t -sin2 t) + a 112 cost= c,
2 

sau, notind cost= y, aceasta se scrie sub forma 

b y• + a V2°Y - ( : + c) = 0.

(l.lJ) 

(1.18) 

Rezulta ea �i -y este o radacinl a ecuatiei (1.18). Modul de rezolvare
ramine valabil �i in cazul in care in ecuatia de tip (1.15) se inlocuie�te
(1) CU -X. 

Ecuatiile de forma (1!15) se pot rezolva �i prin substitutiile 

. . u2 -1 
Sill (1) + COS (1) = U => Slll X COS (1) = ---,

2 
ecuatia (1.15) devenind 

b ii2 + 2au -(b + 2o) = 0. (1.19)

'finind seama de valorile extreme ale funct;iei sin a; + c�s a:, rezulta
ea ecuatia (1.19) are doua, solutii acceptabile numai dacai -ui, �1 e
e [ -V2, V2], solutiile generale aflate trebuind a fi verificate,
deoarece g .. a, folosit ridicarea la pa.trat. 

Ecuatiile de forma (1.15) se mai pot rezolva �i prin subtitutia
tg � = t, ecuatia trigonometrica respectiva transformindu-se intr-o 
ecuatie algebrica de gradul patru in t. 

V.t.7. Sa se rezolve ecuatia 

l/3 ( l + .
1 

) = 2 (1 + f3), w # krc , k e Z.cos x smx 2 
n. Eliminlnd numitorii, ecuatia datA se transforms. · 1µ

V3 (sin x + cos x) - 2(1 + V'a) sin x cos x = O, (1) 

u!-1 
adica ln ecua\ia de tipul (1.15). Puntnd sin x + cos x = u fi sin x cos :,; = --,

2 

15



ecua\ia respecliva devine 

( 1 + V3) u2 - Yau - ( l + Va) C: 0, 

l + lf3 
CU "• = -

2
-· - 'i U2 = l - Va.

mlru.cU max(sin X ± cos x) = Vi ,1 miD(sin :r; :J: cos :r:) C: - V2, ambele radAcinl 
u1 ,1 u1 ob\inute stnt acceptabile. Acum avem de i'ezolvat ecuatlile echivalente 

Ya+ 1 
cos x + sin x = --- , (2) 2 

cos x + sin x = 1 - f3 

care se rezolva prin substilutia tg - = t. AsUel, prima ecuatie din (2) dcvine 
2 

1 - ,2 2, Va+ 1 
-- + --- = · � V'3 (l'3 + l) t2 - 41 + f3 - 1 = 0
1+12 1+12 2 
1 

v-
X1 7t • ff

cu 11 = 
V:"3 

,i 12 
= 2 - 3, de unde rezulta solutiile 

2
= 

6 
+ k1rc sau�x1 = 

3 
+ 2k11t

X1 1t 7t 
fi - = - + k2rt sau � = - + 21ci1t, k1,2eZ.

2 12 6 
Cea de-a doua ecua\ie din (2) devine 

<2 - VJ> 12 - 21 - Va = o

de unde rezulta lncA doua solutii 

x3 = 2 (arctg 13 + k31t) ,1 x, c::: 2 (arctg t, + k,1t), k8.c e Z. 

Folosind celelalte doua metode, ob\inem aceleafi rezullate. 
Desigur ea ecua\ia (1) se mai poate rezolva separtnd eel doi termeni ti apoi ridictnd 

la pa lra t ; se o b\ine 
3<t + sin 2x> c::: 2<1 + Vs> s1n2 2x, 

ecua \ie de forma (1.3), care se rezolva lulndu-se ea necunoscuta sin 2x, solu \iile genera)e 
obtinute trebuind a ii verificate. 

J 1.8. Sa se rezolve ecuaifa

1180 

... 

2 sin 2a: = 4 (sin fJ) + cos tv) - 3. 

R. Se noteaza sin x + cos x = u �i ecuatia data se transforma In

2 (u1 - 1) - 4u + 3 = 0 

2u• - 4u + 1 m: O 



- 

cu u
1 
= (2 + V2)/2 �i u

2 
= (2-:-- V2)/2. Tinlnd seama 1ns4 ea max(sin z + cos z) = Y2 

,1 min(sin :r + cos z) = - Y-2, rezultii ea avem de· rezolvat doar �cuatia sin :r +
+ cos x = (2 - V2)/2, rezolvare ce se face, Colosind formulele de substitutie universale , 
ecuatia respectivi transformtndu-se tn (3 - l'2) t2 - 2t + 1 - Y2 = O eu 11.1 =
cc 1 ± V Y2 - 1. De aid

,. 

x
2 
= 2 arctg (1 - VV2 - 1) + 2k21t.

All(el. lnlocuind Jn ecua\ia data prin enunt pe sin 2:r cu 2 sin x cos x, se observi, ea 
aceasta ecua tie este simetrica tn raport atlt cu sin x clt �i cu cos x. Facem subslitu\ia 

1t 
:r = - - I fi avcm 

4 

sin 2:r = sin 2 ( : - I) = cos 2/. 

sin x + cos x = V2 cos ( : - x) = V'2 cos t, 

a� tncll ecuaUa din enun\ devine dupa efectuarea tuturor calculelor 4 cos2t - 4Y2 cost +

+ 1 = O, adica o ecuatie de forma (1.3), care, rezolvata tn raport cu cost, ne da 

J/2-1 ¥2+1 
cos 11 = --- ,1 cos In = --- , 

2 • 2 

ultima neavlnd solutie, deoarce ·cf2 + 1)/2 :> 1. Lutnd 1n considerare numal prima ecua\ie 
elementara, se observa ea putem scrie 

V2 1 n 1t 1t 71t 
cos 11 = - - - = cos - - cos - = 2 sin - sin - • 

2 2 4 3 24 24 

Ecuatii omogene de f orma 

ao Sinn X + a1 Sinn -l aJ COS X + ... +an-1 Sin X COSn -l X + a" COS
n 

aJ= 0 
(1.20) 

0 ecuat,ie trigonometrica de forma (1.20) se nume�te omogena, 
rezolvarea acesteia facindu-se astfel. Se inmult;esc ambii membri ai 

ecuat,iei cu 
1 

(ceea ce este posibil daca se considera cos m #: 0) 
cos11 m 

iji ecuat,ia devine 

·a0 tgn a:+ lJi tg"- 1 (I)+ • . .  + an =0. 

a - c. r,71 

(1.21) 
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Se ia, tg (J} = t, obtinindu-se astfel o ecua�ie care se rezolvl prin 
metodele cunoscute in algebra. 
J t.9. Sa se rezolve ecuatia 

5 sin2 (J) - 2 cos2 (J) - 3 sin (J) cos (J) = 0. 
R. Apllclnd cele de mal tnainte, aceasti ecuatie devine

. 
lt 

5 tg2 x - 3 tg x - 2 = O, x =I= (2k + 1) -, k e Z,
2 

1t 2 
de unde. rezulta imediat tg :c = 1 cu solutia x

1 
= - + k1

rt �i tg x = - -cu solutta
4 5 

x1 = arctg ( �
2 J + kart, kueZ.

Sint nu.meroase exemple in care ecuatiile date nu se prezinta sub 
forma (1.20 ), dar care, prin unele transformari simple, pot fi ad use la 
aceasta forma. De exemplu : 

- Ecuatiile de forma

a0 
sin 2 (J) + ai sin (J) cos (J) + a

2 cos2 a; - a3 = 0 

pot fi aduse la forma (1.20) daca a3 se inmultef}te cu sin,2 (J) + cos2 (J).

- Ecuatiile de forma

a0 sin' (J) + ai sin 3 (J) cos a; + . . . + a, cos4 x - a5 = 0

pot fi aduse la forma (1.20) daca a5 se inmultef}te cu (sin2 (J) -t cos)2
• 

EC'Ua/,iiZe de forma 

(1.22) 

care C0'11,Jin numai patrate de Binusuri sau coBinusuri 

Astfel de ecuatii se rezolva trecind de la puteri de cosinusuri sa,u 
sinusuri la, cosinusuri de arce duble cu ajutorul formulelor 

18 

1 + cos 2ma; 1 - cos 2n(J)cos2 m(J) = -----, sin2 n(J) = 
2 2 



,It.to. Sa se rezolve ecuatia

3 
cos2 (1) + ces2 3(1) + cos2 5x = -.·

2 

B. Trectnd Ja cosinusuri de arce duble, avem

1 - cos 2:r 1 - cos 6:r 1 - cos 10x 

----+ +----
2 2 2 

Efectutnd calculele, erua\la devine
cos 2x + cos 6x + cos !Ox = O.

3
2

(1) 

Transformtnd sumele In produse, ecuatia (1) se transform(tn�cos-' 6x (2 cos 4x + 1)=0,
1t k1n _ r 1 

soJutille fiind date de cos 6x = 0 CU X1 = ± 12 + 3 �l cos 4:r = - 2 CU

1t (2k2 + 1)1t 
4"a = ±-+----, k12 eZ."' 12 4 • 

Ecuajii care conJin sume de forma sin2" x + cos2n(l), cu n > 2,
ailicit 

.F(cx(cos2" (1) + sin2" (1)) + � (cos2<n-1> x + sin2<n-1> x) + ... ) = O

(1.23)

tn general ecuatiile care contin sume de forma, sin2 (I)+
+ cos2n (1), cu n � 2, se rezolva plectnd de la identitatea [sin2 (I) +
+ cos2 m = 1, pe care o ridicam la putere convenabila obtinindu-se
In final o ecnatie in sin 2(1). 

·J1.11. Sa se rezolve ecnatia

2(sin8 (I) + cos8 x) + sin4 x + cos' x = 3.

1 
B. Se tine seama ea sin' x + cos' x = (sin2 x + cos2 :r)2 - - sin2 2x !Ji ea sin8 x +

2 
+ cos9 x = (cos2 x + sin2 x)8 - 3 sin2 x cos2�:r(cos2z + sin2 x) = 1 -+ sin• 2%. Ecua\la
devine

2( 1- ! sin2 2x) + 1 -+sfn2 2:r = 3

l.."'Zt 
sao, efectu!nd calculele, se ob\ine sln2 2x = 0, de unde x = -, k e Z.

2 
Obseroo/ie. 1n unele lucrari se mal folose,te notlunea de solu\ie dubla, Ja ecuatta de

forma sln1 otx = 0, cos9 «x = 0 etc., ceea ce nu are sens, \intnd seamii de faptul ea solutla
reprezfnti'i unul sau doua Jlruri de valori pentru argumentul x. 

19 



Ecuatiile de forma (1.23) se mai pot rezolva �i dupa metoda, ara­
tata in 1.1, 1°, trecindu-se de la cosinusuri la sinusuri, sau invers; 
metoda folosita insa in cazul problemei .1.11 fiind mai rapida. 

EcuaJii conJinind produse de funcJii trigonometrice de. f orrn_q, 

cos otx cos �x cosyx sau cosota; cos �x sinya: (1.24) 

De regulii ecuatiile care contin produse de cosinusuri sau sinu­
suri de arce multiple, sau chiar produse din ambele functii, se rezolva 
prin transformarea produselor respective in sume de cosinusuri sau 
sinusuri, luindu-se in considerare formulele de baza. 

1.12. Si se rezove ecuatia . 

n. Se tine seama ea 

1cos a; cos 3a: cos 6a; = - -.

.2 cos x cos 3x = cos 4x + cos 2x, 

2 (cos 4x cos 6x + cos 2x cos 6x) = cos 10x + cos 2x + cos Sx + cos 4x,

aslfel tnctt ecua\ia devine 

cos 10x + cos 8:r + cos 4:r + _cos 2:r == - 2. 

Se la ea necunoscuta cos 2x fi ecua tta (2) devine 

( 1.) 

(2)

,1s cos6 2x - 20 cos3 2x + 5 cos 2x) + (8 cost 2x - 8 cos9 2x + 1) + · (2 cos• 2:r - 1) $ 
+ cos 2x = -. 2 

sau, efectutnd toate calculele, 

8 cos5 2:t + 4 cost 2x - 10 cos3 2x - 3 cos11 2:r + 3 cos 2:t + 1 = 0, (3) 

. 7t' 7t' 

o solu\ie a ecua\iei (3) fiind data de 2 cos 2:t + 1 = 0 cu x1 = ± 
6 

+ (2k1 + 1) 
2

.

De menponat�ca ecua\ia (2) mai are tncii doua radacini reale: cos 2x = « �i cos 2x = �, 
cu « e (-1, 0) i,i � <1-1, din care dupa cum se vede, numai « corespunde problemei. 
0 a dona solu\ie a problemei este x2 

= ± arccos I« I + (2k
1 

+ 1)1r, k1,s e Z.

Mai sint unele ecuatii trigonometrice care dupa unele transfor­
mari elementare pot fi aduse la una din formele: 

20 

sin x = siny => x = (-lty + kn, 

cos x = cos y => a; = ± y + 2kn, 

tg x = tgy.� (J) = y + kn, 

(1.25) 



-fJu conditia ea, arcele x �i y sa nu fie de forma, (2k + I)� in- ultima,
2 

,ecuatie. 

Jt.13. Sa, se rezolve ecuatia

sari 

7t 

m sin (a - (I})= n sin (b - x), unde a - b = -·
2-

_n. Folosfn•i proprietati le proportiilor, ecuatia data se poale scrie sub forma

sin (a - x) + sin (b - x)
sin (a - x) - sin (b - :z:)

n+m 

n-m

tg(T-zl 
a-b 

tg--
2 

n+m 
=--,

n-m

m 7t 

Puneri
--;;

• = tg cp i;i,:tinlnd seama ea a - b = 

2
., ecuaua (1) devine

lg ( a ; b 
- x) = tg (: + <p ),

(1) 

a+b 1t · 
adlcA o ecuatie de forma (1.25) cu solu\la -· -· · - - x = - + <p + krt, de undo

2 4 

X � 
a 

: 
b 

- ( <p + : ) + k'n:, k' e z.

. . n: 7t . 

4 ltfel. Din a - b = - rezulta b =a:.- - �i ecua\ia data sc lransforma In
2 2 . 

m sin (a - �) = - n cos (a - x),

n n 
de rnde tg (2: - Cl)= - �i puntnd -= tg <p, se obtine sollltla x - a= krt +. q,, keZ

,n m 

1.2.4. EcuaJii cu soluJii singulare

J 1.14. Sa. se rezolve ecua�ia,

1 cos x - sin x

tg (I} + ctg 2x ctg X - 1
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B. Se observa ea ambii membri ai acestei ecuatii nu au sens pentru :c= Im. Se
procedeam a� cum s-a aratat bi 1.1, calcuUndu-se limita 

( 1 lim a:➔m tg x + ctg 2:c 
cos :c - sin :c ) =ctg :c- 1 

= lim (sin 2x - sin x) = O.
41:-+kff 

In consecinta, x
1 

= k11r este o solu\ie singulara a ecuatiei.
1 ff Cealalta solutie este datA de ecua\ia elementara cos :c = -, adici x

1 
= iti -. - ♦

2 3 

+ 2 k2,r, k1,1eZ.
Desigur ea in rezolvarea unor ecuaiii se pot aplica unul sau chiar

mai multe din procedeele generale sau particulare aratate mai ina,inte.
tn cap. 4 se vor da numeroase exercitii a caror rezolvare va, contri­
bui intr-o mai buna masura la aprofundarea teoriei date in 1.2. 

2. ECUATJI TRIGONOMETRICE
CU FUNCTJI TRIGONOMETRICE INVERSE 

2.1� Forma de prezentare §i metode generale de rezolvare

Ca �i in cazul ecuaiiilor trigonometrice tratate tn capitolul 1, ecua,­
jiile continind ea necunoscute una sau mai multe arcfunciii se
prezinta sub forma cea mai genera.II 

·.F(arcsin (I)' arccos (I), arctg (I), arcctg a:) = o, (2.1)

tn care eel putin una din arcfunc_tiile respective trebuie sa fie nenu.IA.
De cele mai multe ori ecuaWle de acest tip se prezinta tnsil sub
forme mai simple : 

/(arcsin tr, arccos a:) = 0

sau (2.2)
/(arctg a:, arcctg a:) == 0.
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De regulA, este "rtecesar ea prin diferite transformari trigonometriceecuaiia si fie adusl la una din formele elementare __ ------
------�--

arcsin (I) = a ; arccos m = b ; arctg m = c ; arcctg (l} = d.
(2.3)

De lndata ce am obyinut una sau mai multe din ecuatiile (2.3),vor trebui luate in considerare urmatoarele : - Pentr'U, ecuaJia arcsin x = a. Functia sin x ia toate valorile
posibile daca se considel'a intervalul de stud.in [ - ; , ; } Ecuatia
arcsin a,= a are solut,ie numai daca I al � ..!:..., tinind seama, bine-. . . . 2 lnt;e}�s, cl �i I x I � 1, solutia unica fiind x = sin a. Dacai argumentul x se prezinta sub forma unei functii de (1}7 deexemplu cp ((l}), atunci ecuatia arcsin c:p(x) = a are soluyii numai
daca lt(a,)I < 1 �i !al<�.2 - Pentru eouaJia arccos {))=b. Funcyia cos x ia toate valorileposibile dacl se considera intervalul de studiu [O, n:]. 1n consecint;a,,ecua\ia arccos (l} = b are solutie unica x = cos b, numai daca.be [O, n] iji I a, I < 1. Dad, -in loc de argumentul (l} avem o functie c:p(a:), atunci pe lingiconditia, be [O, n] se mai ia in considerare �i inegalitatea I cp(x) I <:1,care constituie conditia de baza. 

- Pentr'U, eouaJia arctg x = o. Se �tie ea functia tg x ia toate va-
lorile posibile daca se considera ea interval de studiu (- ..!:... , ..!:...) .

. 2 2 

Prin urmare, cind c e (-�, �), ecuatia respectiva are soluyie
, 2 2 unit� a, = tg o. � Pentru ecuaJia arcctg x = d. tntrucit functia ctg (l} ia toatevalorile posibile in intervalul (0, n:), rezulta ea ecuatia arcctg (l} = dare solutie unica x = ctg d daca �i numai daca d e (O, n:). De mentionat ea in toate cele patru cazuri s-a facut precizarea desoZ'U,Jie 'U,nica, dat fiind ea in intervalele considerate arcfunctiile res­pective sint strict monotone. Pentru rezolvarea ecuatiilor de forma 

/(arcsin x, arccos x) = 0 �i f(arctg x, arcctg $) = 0
23



t,,,) 

arc-

I 
runctiile 

I 

. �resin :c I 

arccos x 

arctg x 

arcctg x 

arcsin x 

arcsin :c 

arcsin V 1-x2, :c e [0,1) 

- arcsinV 1-x2, x e (-1,0)

:c 
arcsin 

V 1 + x• 

cu xe R 

1 * a resin -=====:-, z e R + 
V1 + x2 

1 - arcsin --=:=, :ce R_

I 
Yt +·x9 

I 

arccos x I 
arccos V 1-x1, x e [0,1) 

- arccos Vt-r,xe[-1,0)I

arccos x 

1 
arccos-_-_-_- _-, xe R+ 

Vt + x• 

1 
- arccos y---· , x e R_ 

1 + x• 

arctg :c 

arctg---
. Vi-x2 

CU X E (-1,1) 

<iii 

Ta1'tlul_ i.1

arcclg x . l 

V1 - x' 
a rcctg ---, x e (0, 1) 

Vi:x• I arcctg----it,:ce[-1,0)! 

--------------

Vi - x• 
arctg---, :ce(O,t) 

X 

I 

X 
arcctg --=-===-

Vi- x2 Vt - x2 

1t+arctg---, xe[-1,0) 

arctg x 

1 * arctg-, z e R+ 

1 
lntarci,117,_ :ce-R_

1 * arcctg -, :ce R+ 

1 
arcctg - - n, x e R_ 

:c 

arcctg x 







































1n conditia u11 + o9 = t. Dar, singura solutie acceptabila a ecuatici (2) este u + o = - 1.
• 3x 1t 3x Sn ad1cl sin 3.x + cos 3x = - 1, de unde - = ± - + 2hr �i - = - + kn etc. 2 2 2 4 

EcuaJii om.ogene 

4."13. Sa se rezolve ecuatia 

cos2 (I) + 3 sin2 (I) + 2 }'3 sin (I) cos a; = 1. 
B. lnloculnd membrul al doilea prin cos2 x + sin1 x. ecuatia data se transform! In 

2n 
sln1x + Yi sin x cos x = O, cu x1 = kitt �i x2 Cl 

3 
+ k1

rr, k
1
.1 e Z. 

Altfel. Se poate trece de la patrate de sinusuli fi cosinusuri ·1a cosfnusuri de arce dub le.

rezulttnd ecuatia cos 2:r - Ya sin 2x = 1. In care, lnlocuind V'a CU tg �, aceasta devine
3 

cos{2x + ; ) = cos ; etc. 

4.14. Sa se rezolve ecuatia 

(Vs + 1) sin2 (I) - 2 V3 sin {I) cos (I)+ <Va - I) cos2 X = 0 
B. Ecuatla omogenii se lmparte la cos9x =#:: 0 �i rezultii o ecuatle de gradnl al doilea 

7t 
y-in tg :a:, ale carei radacini slnt tg :r1 = 1 CU X1 = - + k1

1t �i tg :t = 2 - 3 CU
4 

x1 = 12 
+ k21r:, k1•2 e z.

Attfel. Efectulnd toate calculele, sc ajungc la ecua\ia cos 2x � J'3 sin 2.x = Yi; tn 

care !nlocuindu-se Va prin tg�, SC obtlne cos (2.x- �)=cos�, de unde rezultA 
:{ a s 

aceleati solu\ii ea prin metoda anterioara.

4.15. Sa se rezolve ecuaiia 

sin8 x - 7 sin4 (I) cos4 a; + 6 ·cos _8 _a; = 0. 
R� Eciiatta-omogenii se lmparte la cos8x =#:: 0 ,1 sc ol>Une ecua\ia tg8 x - 7 tg'%+6 = 0 

cu solutiile x1 
= : --+ k1i,-Xi == -

3
: -+-k9n,-i; � arctg Vi + k17t oi •a =

Cl arctg (- t/6) + k41t, k1.2.a.c e Z. 

4. 16. Sa se rezolve: ecuajia

2 sin4 a;+ sin 2(1) - 6 cos4 (I)= 0. 
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- penlru me [ 0, : ) ecu.atia are doua solutii distincte;

- pentru me (- co, -4) U . ( : , co) ecuatia nu are solutu. A se vcdea fi

fig. 6.1.

6.2. Sa se discute natura solutiilor ecuatiei 

3 sin 2x - sin x + 2 - m = O, 

unde m este un parametrn real. 

R. Se aplica metoda grafica; notam sin x = X �i separam pe m. Avem de reprezentat
functia u = 3X2 - X + 2, X e [-1, 1}, al carei grafic este dat ln fig. 6.2 �i din care re­
zulta; 

!I 

X 

X 

·,_ 

Fig. 6.1 Fig. 6.2

' 23) 
- pentru me l- co, 

12 
U (6, + oo) ecuatia nu are solutli;

- pentru me ( :: , 4] ecuatia are doua solutii;

{ 23} - pentru me (4, 6) U 
12 

ecuatia are o solutle.

'I - o. 671 
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6.3. Sa se discute natura, solutiilor ecuaiiei 

3 m sin2ro - si-!,1 a; - 1 = O, m e R. 

B. Este o ecuatle de acela�i tip en aceea studinta tn excrcl\iul - 5.:t 

9 

X 

Fig. 6.3 

Stnt mai indicate metodele a) 
�i b) prezentate la 5.1,2°, metodn 
c) nind ceva mai dificiHi. 

Apllcam metoda grfifjcii ; penlru 
aceasta separAm pe m �l avem 

x+1 
m = -- , unde am notn t sinx=X. 

· 3X9. 
x+ 1 

Graficul functfoi y = --.. - este dat 
3X• 

ln fig. 6.3, din care rezulti : 
- pentru me (-co, 0) ecuatia

propusa nu are solutil ; 

- pentru me [ O, :. ) ecua\ltl

ue o slngurii solutie ; 

- pentru me[+, oo) ecuatln

propusa are doua solu\ii. 
Folosirea metodei a) indicatii la 5.1,2° conduce In acelea�l rezultate. 

8.4. Si se discute natm-a soluiiilor ecliatiei 

6.5. 

98 

sin4 
(1) + cos' (1) + sin 2ro + m = O, m e R. 

X 

B. Se tine seama ea sin'x + cos' x =
= 1 - 2 sin9 :c cos11 x �i lutnd ea necurioscuta 
pe sin 2:c, ccua tla data se transformu tn 

sin1 2x - 2 sin 2:c - 2 (1 + m) = 0. (1) 

Pentru discutia ecuatiei (1) se poate aplica 
oricare din metodele mentfonate la exercitiul 
precedent; apllctnd, de exemplu, metoda gra-

X9-2X-2 
fica. �l rcprezenttnd runctia y = -·-----

2
--

X e [ -1, 1 ], (fig. 6.4), rezultii ea pentru 

me [-+, +] ecuatia datii are o singurii

Fig. 6.4 solutie. 

Sa se rezolve �i sa se discute ecuaiia,

sin2 (1) + (m2 - 1) sin2 2:v + sin2 3x = m,2 + 
l:, me B. 

, 2 . - . '-•

# 



. . 

R Se trece·de la putcri de sinusurl la coslnusuri de arce duble �i ecuatia se trans­
forma 1n 

cos 2x + (m2 - 1) cos 4x + cos 6x = 0 

sau, gruptnd convenabil �i transformlnd sumele tn produsc, se obtin ecuatiile cos 4:i: = 0 
. n k11r • • 1 - m2 1 1 - ma 

cu a:
1 

= ± - + - �1 cos lx = cu a:2 = ± - arc cos -- + k
11
,r, 

8 2 2 2 2 

1-m2 ' -· 
- 1 :s;; -- :s;; 1, adicii me [-Va, l'aJ.

-
2 

6.6. Sa se disc�te nat�ra solutiilor ecuaiiei 

_ sin4 x +·cos4 m = rn (sin6 x + cos6 m), me R. 

n. Se pleaca de la sin2x + cos :Ix = 1 �i se ia ea necunoscuta sin2 2x = y; ecuatia 
daf:a devinc __ (3m -2) y2 - 4 (m.- 1) = O, de unde, 

u, .• := ± 2 y ;:,.--:__�. (1) 

Pentru ea ec.�ua\ia (1) sa aiba solutii a·cceptBbile (ea sin 2a: sa existe) este necesar ea m si 
m� 1 1 

'1 satisfacli dubla inecuatie O :s;; -- =:si-, de unde rezulta me [1, 2).
3m-2 4 ·· 

( 6. 7. Sa se rezolve �i s! se discute ecuatia 

(1 - a) cos 4x - 2 (5 - 2a) cos 2x + 5a + 13 = O, a e R. 

Oaz particular: a= - 5. 

n. Sc lrece de la cos 4:i: la cos 2:i: �i se ob�ine ccuntla

(1 - a) cos2 2x - (5 -2a) cos 2x + (3a + 6) = O. 

, Dar ecll'.ttia (1) nu are dcclt o singura ridiiclnii acceptabila 

2+a 
cos2x1 =--.

1-a 

(1) 

(2) 

2+a 
Puntnd conditia ea -1=:si--· :s;; 1, rezulta valorlle lui a pentru care ecuatia dati are 

1-a

solutii !Ji anume 
a e ( - co, - +] . Pentru a = - 5, rezulta :i:1 = ±_ ; + (2 k

1 
+ 1) ; , k e Z.

J 6.8. Sa se discute natlim solutiilor ecuatiei

sin 2a: + sin 3m = m sin a;, m e R. 
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x3 = ± 
3 

+ 2k31r, ku,a e Z •.

6.10. Se da ecuatfa
2 (2a + 1) cos2 iv+ 3 cos (1) + (1 - a) = O

�i se cere: 
 - sa se rezolve ecuat,ia ; - sa se determine a -astfel incit ecuat,fa sa aiba solutu cuprinse

in intervalul [ O, : ] •
a - 1 -i··

R. Rezolvlnd ecua\ia, se ob\ine cos x1 = -- .�i cos x2 = - - . Pentru ea x1 2a + 1 2 

sa fie cuprins 1n intervalul [ 0, : ] cstc nccesar ea paramctrul a sa verifice dubla ine­

V2 a-1 
cua tie -- E; -- E:; 1.

2 2a + 1 

6.11. Sa se discute natura solutiilor ecuatiei
(p + 1) cos 2x + 2p2 sin x + 1 - 3p � O, p E R.

R. Ecua\ia data cslc cchiValcntii cu

(p + 1) sin2 x - p2 sin x + p - 1·= O

�i dcoarcce A = (p2 - 2)1 cslc un palrat perfect, csle de prcfcrat a se rczolva ccuatia, ale
1 

carei raducini slnt sin x1 = p - 1 �i sin x2 = -- , punlnclu-sc apoi conditiilc
p+l 

-1 E:; sin x1 E:; 1 �i -1 E; sin x2 E; 1. 

Alt[el. Ecuo\ia are dona solu\ii dislinctc ctud /J salisfacc inccua\iile

-b 
A >0, af( - 1)�0, af(l)�O, � 1 < - <1

2a 
�i o singura solu\ie daca p satisface inccuatiilc A > 0, f(-1)· f(l) <0 cazurilc A = 0
�i f(-1)·((1} = 0 studiindu-sc separot. 

6.12. Sa se discute natura solut,iilor ecuatiei
sin ( : + 3:v) = m sin ( ; - a,), m e R. 
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G.15. Sa se discute natura solut;iilor ecuatiei

(m2 + 1) cos2 a;+ (m + 1) cos m - 3 = O, nz, e R. 

R. Pentru ea eeua\ia data su riibu dona solu\ii este neeesar ea m sii satisCacA simultan
urmatoarele lnecua\ii: 

b 
.6.>0, a•f(-1)�0, a•f(l)�O, -1 <i- -- <il, 2a (lJ 

iar pentru ea eeua\la respectivti sil aibil o singura solulie cste necesar en m sii . sa tis!acil 
inecuatiile 

.6.>0, f(-1)·f(1)<l0 (i,l separnt .6. = 0, f(-1)·((1) = 0). (2) 

Din (1) rezultA cl m E ( - a,, 
-1 

; VS] U [ 
1 +: 13, a, ) , lar l\ln (2) rezultA

[
-1 -Ys 1-Yi3

J [
- 1+ vs 1+ Y13

] ci\ me ----, -- U ----, ---- • 
2 2 2 2 

6.16. Sa se discute natura solutiilor ecuatiei 

m3 cos
2 m - cos a,+ m = 0. 

R. Procedeu analog ea la exerci\iul precedent; pentru me (-oo, �] U [ {/ ! , oo)

ecuatia are dona solutli i,i pentru me [�, a) ecuatia are o singura solu\ie, unde a e (-1, 0), 
� e (-2, -1). 

6.17. Sa se rezolve ecuatia 

m (2 cos m + 1)2 - (m + 1) (2 cos m + 1) + 1 = o, m e R.

R. Puntnd 2 cos x + 1 = u, ecuatia data se transforma tn mu2 - (m + 1) u + 1 = 0
1 n 

cu radacinile u
1 = 1 i,i u2 = - , cu o sollltle evidenta x1 = ± - + 2k1n, keZ, ceafalta 

m 2 
solutle Clind data de eena\ia 

(1) 

Evident, pentru ea ecua\ia (1) sa aiba solutie cste necesar ea m sa verifice dubla lnecua\ie 

- 1 =Si + ( : -1) =Sit, din.care rezulta ca,m e (- oo, -1) U [ +, oo) • Rezultil cii
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