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PREFATA

I'n ultimile decenii rolul teoriei probabilitdfilor si al statisticii mate-
matice $i stiinfele naturii @ crescut considerabil. In acelagi timp relatia
strinsé dimtre aceste dowd ramuri ale matematicii moderne si cerevile
activitdtilor practice a comstituit un important factor al dezvoltdrii lor.
Avind un rol important in fizicd, chimie, biologie, metodele probabilistice
st statistice sint utilizate cu succes in diferite ramuri ale tehnicii, in
economie, in organwizarea productiei, in medicind, in geologie etc. Men-
tondm cd in fara noastrd §i pe plan mondial in cercetdrile geologice sint
folosite curent metode de investigarc care fac apel la teoria probabilitd-

tilor si la statistica matematicd.
Pentru a-si insugi cu succes bazele teoretice ale teorier probabili-

tatilor si ale stabisticii imatematice cititorul are la dispozitie o serie de
tratate si manuale valoroase (unele dintre ele mentionate la biblografie).
Dar, peniru infelegerea §i aprofundarea conceptelor unei teoris mate-
matice, pewtru a le putea ubiliza cu usurinid in probleme practice, este
nevoie si de culegeri de probleme. I'n acest scop a fost elaboratd si aceastd
lucrare.

Lucrarea de fad cste impdrtitd in patru capitole. Fiecare capitol
incepe cu un rezumat teoretic in care sint prezentate definitiile si rezul-
tatele de bazd necesare rezolvdrii cu succes a problemelor. Solutiile proble-
melor sint elaborate in spirit modern, riguros, dar in acelasi timp §i tntr-o
manierd accesibild@ cititorilor interesafi.

In primul capitol, printr-o gamé largd de probleme (uncle dintre ele
devenite clasice) cititorul estc familiarizat cu nofiunca fundamentald de
probabilitate, cu proprictatile sale importante. Probleinele din capitolul
I1 sint selectate astfel incit conceptele cele mai utilizate din teoria proba-
bilititilor (repartitii, momente, functii caracteristice) sd devind accesi-
bile si usor de manevrat. In capitolul IIT sint exemplificate tipurile de
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convergentd larg utilizate in teoria probabilitifilor iar apoi sint prezen-
tate probleme care ilustreazd cele doud mari teoreme ale teoriei probabili-
tatilor (legea mumerelor mari §i teorema limitd centrali).

Problemele din capitolele I, II si 111 au fost redactate de Constantin
Tudor si Dorel Florea. ,

Capitolul 1V abordeazd elementele fundamentale ale statisticii para-
metrice. I'n primul paragraf al capitolului apar probleme in care se sta-
bileste completitudinea unor familii de repartifii si suficienta unor sta-
tistici. Importanfa acestor nofiuni este pusd in evidentd in paragrafele
3 5i 4, in care sint prezentate probleme care cer gdsirea unor estimapii
nedeplasale, de dispersie minimd 5i « testelor uniforme, cele mai puter-
nice peniru verificarea unor ipoteze parametrice. Problemele din paragra-
Jul 2 abordeazd prima intrebare cu care estc confrumtat un statistician:
cum lrebuie ales un model probabilist §i cum se verificd adecvarea
modelului la datele experimentale. :

Problemele din cgpz’tblul' IV au fost redactate de Monica Duinitrescu.
. Lucrarea este adresatd inginerilor, ecomomistilor, matematicienilor,
studentilor de la institutele tehnice §i de la umiversititi si tuturor celor
interesati de teoria probabilitdfilor §i de statistici matematicd si care
aplicd in activitatea lov metodele probabilistice §i statistice.
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CAPITOLUL I

CIMP DE PROBABILITATE

Obiectul de bazi in teoria probabilititilor este cimpul de probabilitate care se defi
neste ca un triplet (E, ¥, P), unde:

— E este o mul{ime numitd mulfimea evenimenielor elementare ;
— 9t este un corp borelian pe E, adicd ¥ este o familie de pirii ale lui E asa
incit L€ K, 4 € & implici C4 X §i Ap € % implici UA,, & ¥ (deci perechea

(E, %) este un spatiu misurabil). Elementele lui ¥ se numesc evenimente.
— P este o probabilitate pe ¥, adicd P: ¥ — [0, 1] 5i_are propnetatxle P(E) = l
si P(J 4) = 2 P(4)), dack I este cel mult numirabild §i 4; 0 4; = O “dack i ;& j

1el] fel
(dacit aceastd egalitate este adevirati numai pentru I finits, atunci P se numeste
probabilitate finit aditivd).

Proprietﬁti'

a) (Subadmvltatea) P ( ) zP(A,), dacdi I este cel mult numirabild;
ial ssl;

b) Daci 4 o B, atunci P(A4\ B) = P(A) P(B). In particular P(C4) =

— P{d);
n
c) Formula lui Poincaré : P(UA;) = (—1yeard L+1 P(m A,—) =
§e=1 Le{l, ..., n} ie L
= EP(A.) —- 2 PN A) + 3 PlAinA;ndy) —. .. +(=1)" P 0. 04w

i=1 i<§} i<j<k

d) Daci Ap 7 A (tesp. Ay A), atunci P(d,) s P(A4) (resp. P(An) M P(4)).
Dacii P este probabilitate finitd aditiv, atunci fiecare din afirmatiile din (d) asigurd
ci P este probabilitate (chiar mai mult in cazul 4, 4 este suficient de Inat
nunai situatia 4 = 0). :

Daci 8 este o familie de piirti ale Ini E, atunci definim corpul borelian generat de
& prin B(MN) = m ¥#; deci (M) este cel mai mic corp horelian ce include M,

Ao M
. H corp borelian
M se numegte sistem de genervalori pentru H(M).



In particular dacd E este spafiu topologic, atunci 8z va desemna corpul borelian
generat de mulfimile deschise (respectiv inchise).
Daci (¥;); o este o familie de corpuri boreliene (¥; fiind cotp borelian E;), atunci

definim produsul corpurilor boreliene %; prin ® =8 ( I—I Ay A e W st {85 A; #
el farl

# E;} este finitﬁ), deci in particular %, ® ... @ Hu = 8(A; X ... X 4n; 4 € H,).

Dati fiind o familie de spatii misurabile (E;, #);ez 51 o familie de aplicatii f;: E~ E;,

atunci notdim &(f;; i I) = &(U ;‘1&3‘} . Cu alte cuvinte &(f;; i € I) este cel mai
mic corp borelian pe E in rapc;rat’cu care fiecare f; este ‘m¥surabili. Se observi ci
@I?C,* este cel mai mic corp borelian pe EE,- in raport cu care proiectiile sint
misurabile.

€) (Teorema de unicitate). Dack doud probabilitdti P,, P, definite pe &(u) coin-

cid pe 8%, unde 9N este o familie de mul{imi inchisi la intersecia finits, atunci cle coin-
cid pe &(sM). ‘

. Doud sxemple de cimpuri de probabilitate. 1) Cimpul ckasic care se defineste prin
trlpletéll.'F(E, 2(E), P) unde E este o mulfime finits iar P este definits prin P(F) =
car ‘ . ;
= ‘m(P este numitd - probabilitatea clasicd). Acest cimp de probabilitate cores-
punde unui experiment aleator ale cirui experimente elementare sint in numir

finit gi Sinte_gal probabile (avem P({e}) =

rice e = E-
card E pentru o )

Conform probabilitdfii fclasice avem c& probabilitaiea unwi eveniment F este egald
cu raportul dintye numdirul evenimentelor elementave Javorabile lui F gi numdrul total
al evenimenteloy elementare.

.'Subl§'niem faptul ci primul pas in calculul probabilitiitilor cu ajutorul probabil:-
tatii clasice 1l constituie definirea corect a mul{imii evenimentelor elementare E gia
evemimentuluj F a céirui probabilitate trebuie calculats. | i

Al doilea pas 1 constituie calculul lui card E, card F, O metod3 eficienti de numi-
rare este dati de analiza combinatorie. Reddm in continuare patru reguli de numirare
care utilizate cu ingeniozitate permit calculul unei mari varietdti de probabilititi.

%) Principiul de basi al analizei combinatorii : dach obiectele #, ..., % pot fi
alese in m,, ..., my, moduri (in ordinea scris), atunci k-truplul ordomat (xy, ..., %)
poate fi ales in my, ..., m, moduri. i

£) Formula pentru numarul de k-trupluri ordonate. Fie U o mulf{ime cu n elemente
si & un intreg. Atunci existi nk, k-trupluri ordonate distincte (uy, ..., %) de elemente
ale lui U. Dacii k< #, atunci existi 45, -trupluri ordonate distincte de elemente ale
lui U ce ‘au_componente distincte. ’

£;) Formula pentru numdrul de submulfimi ale unei mulfimi. Daci U.este o mulfime
cu n elemente, atunci existi CE submulfimi ale lui U cu k elemente.

£,). Formula pentru numdrul de partitii. Fie U omultime cu # elemente sifier,..., 7
3

s

intregi ce satisfac: »; > 0, r;=n. Atunci existi
=1 ity .
«vo, Up) ale Ini U cu card U; = ;. o '

!
-—-i—”-——l partitii distincte (Uy,...
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g) Cimpul geometric. Fie ™M o mulfime de sisteme de & puncte din R# ai ciirei
parametri (coordonate) determini multimea boreliani mirginiti D, de misuri Lebes-
gue nenuld i fie M, I ai clirei parametri determind submultimea borelians D, < D,.
m(Dy)
. mDy =
familie de drepte in plan de ecuatii # cos 8 + y sin 8 — p = 0 unde (p, 0) variazi Intr-o
mul{ime boreliand mérginitd D, de misuri Lebesque nenuld din R® si fie 8, < SN ai
céirei parametri (p, 0) variazi in mul{imea borelianid D,.

m(D.
Se defineste P(§W,) = m((D‘)) , m fiind misura Lebesque in R* (este vizibil ci
, o .
putem extinde consideratiile gi la spatiul euclidian Rn).

Cimpul de probabilitate (D,, &p,, P) se numegte cimpul geometric de probabili-
tate asociat Iui 9N, iar P se numegte probabilitatea geometrici asociati lui &N. Cu
cimpurile de’ probabilitate se pot face operatiile %, ¢, j de mai jos,

h)y Cimpul indus. Fie (E, %, P) un cimp de probabilitate gi B un eveniment din
% cu P(B) > 0. Atunci pentru orice eveniment 4 din % se defineste probabilitatea

. P4 n B)
condifionatd a lui 4 de B prin Pa(d) = P(4|B) = W.

Definim corpul borelian %5 = {4 € X; A < B}. Tripletul (B, %5 Pp) este un
cimp de probabilitate (il vom numi wwma pe B a lni (E, &, P) sau cimpul indus pe
B de (E, %, P)). , o . ,

Sii observdm ci Pp este probabilitate 5i pe ¥ (nu numai pe ¥jz). Probabilitatea
condifionatd se bucurd de urmétoarele proprieti{i mai importante:

h,) Daci B,,...,By €% si P(B, n ... N By,) > 0, atunci
" P(B;N ... 0N By) = P(BYP(By |B,) ... P(By| B, N ... A\ Bn_,).

hy) (Formula probabilitdfii iotale). Fie (Bj);c; o partitie cel mult numirabild a
Ini E cu clemente din % aga incit fiecare B; are probabilitate nenuld. Atunci pentru
A € % avem

e
Definim P(gR,) = unde m este misura Lebesgue in R»%, Fie acum M o

P(A) = Z_‘; P(Bi)P(4]B)),

h,) (Formula lui Bayes).Cu notafiile si' ipotezele din h, §i daci in plus P(4)>0,
atunci L . . S

PUB)B4 | B)
2 P(B)P(4 | B))
je1 ‘. .‘ .

P(B;) 4) =

i) Produsul direct. Fie (E;, i, Pi)j¢ic,» » cimpuri ' de probabilitate §i fie

" i n .. n n B . -
& (Ei, %, Py= (H E, Q@ % & P,-)’ ‘produsul lor considerate ca spatii cu
i=1 i =1 =l .
misuri). . L o
v i . ” o . ," ) ) L
Reamintim ' cd @ %; = &4, % .00 X An, 4; € %) 'si ®l P; eéste unica mésurd
f==] - cor $m :



pe é %®; pentru care t@P.)( H A;)= I_I Pi(4,), 4;.< % . Cum(@ P,-)(HE,’)r-'
i=1

i=1 i=1 il fe=1. \iml
” . ]
= [] PiEi) = 1 rezultd ci Q) P; este o probabilitate i prin urmare ® (Bi, %, P)
i=1 i=1 f=1

este cimp de probabilitate (it vom numi produsul cimpurilor (Ei, %;, Pj)).
j) Suma directd. Fie E o mulfime §i E,, ..., Es o partitie a lui E. Pentru orice ¢

_ ”
fie (E; %;, P;) un cimp de probabilitate gi fie «; > 0. cu E a; = 1.

=1
n

. s
Definim @ ¥; = {4 < E; A4 0 E; €X; pentru orice ¢} si (@ P,-)(A) =
i=l1 i=1

%

" ” %
= E «Pi(4 n E;) pentru 4 € @ %i. Tripletul (E @ % @ P.-) este cimp de pro-

t=1 §=1 $=1 f=1
babilitate §i se numegte suma directd a cimpurilor (E;, ¥;, P;) in raport cu ponderile
”

«; §i se mai noteazd cu @ (E;, %, P;).
tm=]
Corpurile boreliene (¥X;);c; siut independente daci

P(ﬂ Ai)= T1P)

[V tal

de indati ce A; € X; §i {i, 4; # E} este finiti (avem fixat (E, ¥, P) un cimp de
probabilitate gi ¥; sint corpuri boreliene incluse in ¥). In particular rezultd ci %,, ..., %
sint independente dacid )

PlA; N ... N Ap) = P(4,) ... P(dy)
pentru orice 4; € ¥;.

Evenimentele (4;);, (respectiv partitiile lui E, (A;);4,) sint independente daci
corpurile boreliene {8(d4,)};q; (respectiv {&(A))};q;) sint independente.
Urmiitorul rezultat este foarte simplu dar extrem de util:
k) (Lema Borel-Canlelli). Fie (Ay) un sir de evenimente din X,
L .
1) Dack 3 P(dy) <o, atunci P(lim 4,) = 0.

sl =00

: : © .
2) Dacd (4,) sint independente 5i ), P(dn) = o0, atunci P(iim 4,) = 1.
. ‘Nl . 730

Are loc urmitorul criteriu de independents.
1) Corpurile boreliene &(M,), ..., B(M,;), (unde fiecare §N; este inchisi la

intersectia finit gi contin mulfimea E) sint independente daci §i numai daci P(4,0 ...
+o+ NAy) = P(4,) ... P(4,) pentru orice 4; = §U;.
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m) (Asociativitatea independentei). Dacd corpurile boreliene (X;);c; sint indepen.
dente §i (1) < 4 este o partitie a lui I atunci corpurile boreliene {ﬁ’: U x; } sint
sal
€4

independente. ‘ :

h) (Dezasociativitatea independenfei). Fie (I ) q40 partitie a multimii I gi fie
(qa)ac 4 © familie de corpuri boreliene independente. Dac# pentru orice e, (¥;);q I
este o familie de corpuri boreliene.incluse in § independente, atunci corpurile boreliene
(%i); ey sint independente.

'§1. Cimp de prohabilitate. Proprietiifi

1.1, Fie (E, %, P) un cimp de probabilitate si A, B,C = ¥. Si
se demonstreze relatiile :

a) P(AA B) = P(4A) + P(B) —2P(AN B);

b) max [P(4), P(B)] < P(4A U B) < 2max [P(4), P(B)];

c) |IP(AN B) — P(ANC)| < P(BAC);

d) P(4 U B) P(AN B) < P(A)P(B);

e) P4 U B) + P4 N B) = P4) + PB) +
+ 2P(4A NCB) P(C4A N B). : '

Solutie. a) Avem ca (AAB) (AN B)=4UBsi
(AAB)N (AN B)=@,deci P(AAB)+ P(AN B) = P(A U B)=
= P(A) + P(B) — P(A N B), de unde P(A AB) = P(4) + P(B) ~
—2P(AN B)

b)) ACAUB, BCAUB deci P(A) < P(4UB), PB) <

< P(A U B) si prin urmare

max [P(4), P(B)] < P(4 U B).
A poi
P(4 U B) < P(4) + P(B) < 2max [P(4), P(B)).
c) Observim ci AN BC(ANC)UBAC), ANCC(ANB)U

U(BAC), asa ci

PANB) s PANC)+ P(BAC); R4 N C)< P(Aﬂ B)4P(BAC)
de unde rezultd inegalitatea din enunt.

d' Deoarece P(A) — P(AN B)> 0, P(B) — P(A N B)> 0si deci
[P(A) — P(AN B)][P(B)—P(A N B)] >0, avemci [P(A) I-P(B)——
- P((ﬁ)g(g)] P(A N B) < P(4) P(B) sau P(4 U B) P(AN B) s

p .
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e) Rezultd prin.calcul direct observind cid
" P(4U B)=P(4) + P(B) — P(4 U B);
P(AN CB)=P4) — P(AN B);
P(BN CA4) = P(B) — P(AN B).

1.2.. Fie A, B doui evenimente. Si se arate ci
1
a) |P(AN B) — P(4) P(B)| < -

b) P4 () B) + PHCA N B) + PXA (\CB) + PACANCE) >1/4,
egalitatea avind loc daci §1 numai dacid P(A) P(B) =1/2
P(ANB) = 1/4. ‘

Solutie. a) Presupunem ci P(A) > P(B).

Deoarece P(A N B) < P(B), avem
P(AN B) — P(4) P(B) < P(B)(1 — P(4))< P(A)(1 — P(A4)) < 1/4.
Si punem x=P(ANB) a=PANCB) si b= P4 N B)
observim cd a+4+b+4+x=PAUB) <1
sicum a<P(4); b < P(Q4) =1 — P(A4) ab< P(A)(l — P(4) < 1/4.
Avem in fine

P(AN B) — P(A)P(B) =x — (a + 2)(b + #) =
=x—[ab+xae+b+2)]>x—ab—x=—ab>—1/4
b) Evident

P(4 () B) + P(4 N CB) + P(CA N B) + P(cA N CB) = 1.
Sa punem P(4 (N B)=x+, PANCB)=y+5,P(C4ANB)=
=:+1, Peance =¢+L.

Deci x4+y+4+2+4+¢=0. Dar
() +o+ 3+ [+ )+ [ 3 =2t A

>0

12



egalitatea avind loc daci §i numai daci x =y =2 = t =0, ceea ce
revine la faptul ci P(4)= P(B) = % si P(A N B)=-—-

1.3. Intr-un cimp de probablhtate (E, %, P) fie evenimentele
4y, A4, ..., 4, astfel incit E P4, n — 1. Si se arate cid
i f. « “! o
P (ﬂl A,.) > 0.

Solutie. Avem “ci

N4=E UJCA)

t= fus]

$u=]

Deci P (ﬁ A,) =1-— (,L:J, >CA,-)'

DarP( ) f:PcA Z}(l—-P(A,-)):n—gP(A,-)<

f=1
<n—(n—1)=1,
de unde rezulti P (n p: | ) > 0.
Suel

1.4. fotr-un cimp de probabilitate (E,%, P) fie evenimentele

gml]

A, Ay A,y .. A, astfel mc1tﬂ A, C A. Si se arate ci

HM>§m@—m—u

Solugie. Si observim intii ci pentru orice evenimente By, ..., By
avem

P(UB) =T rB) - PBNB) + 3, PEBNENE) +
() B) < 3 BB

13



deci

LPENE) > B PEN BN By ...+ <~1)"-1P(Q )
Apoi prin ipotezi avem '

P(d) > P(QA,-): 1 —P(UCA)_I - p( cA,)+

=1

+ (P40 04) — 35 P(CAi 0451 g4+
—1)»-119((“7 cA,-)> 1-—- _ﬁp(cA ZP (n — 1).

1.5. Si se arate ci oricare ar fi evemmente]e Ay, ..., A, are loc
egalitatea

PN .. N4)= D <—1)W+IP(U 4;)

Le{h, ..., n} iel

Solutie. Aplicind proprietitile b,§ic din rezumatul teoretic, obfi-
nem:

P(ﬁ]‘A,-)—_—P(c(iQ (CA.-)U= 1—p (U CA)- -

=, (CV=E PN cA:) = 1—
= e VP (G 4| = 1 -
Py >“"““'“[‘“P(,q—»)]-mfi (i
P (41— QL:@.:, U= 5 (e .
Papri-Brd= B (Yl
+ (1 =1) %z:u?.,»; (— 1) L1 P(.EL ]

Lésim cititorului si giseasci o _demonstrape prin inductie dupi .
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1.6. Date fiind evenimentele 4,, ..., 4,, si se calculeze probabili-
tatea realizirii a » dintre aceste evenimente cunoscind probabilité-

tite P{() A4;| pentru orice L C {1, ..., n}.
ial

Solujie. Evenimentul ce ne intereseazi se scrie sub forma

2=, {040 (o)

deci putem scrie

pE = 5 PN =5 [P(4)-
ard J=r :

efl, ... saj sa]
card J =r

- (A o, [0

= T 5 (Fimer P 4)=
Le{t, ...,n} JelL - l¢€l
card Lzr card Je=r

=, D (e G L P(() )=

Lefl, ..., #}
eér;l Lar

. - 1\ o .
o kzs-rt.c{l,z..., n}( l) C'k P(Q.A')
card L=k

1.7. Fic py, ps 1o numere reale. Si se arate ci existd doud eveni-
mente A, B intr-un cimp de probabilitate asa incit P(4) = pu,
P(B)=p, P(AN B) = p;, dacd si numai dacd sint verificate rela-
tiile :

l—py—pat+p1e 20 pr—$u>0 1)
Po— 5120 $12 20

Solufic. Presupunem ci existi A, B cu propritafile din enunf.
Atunci : o

0 < P(p(4 UB))=1—P(AUB)=1—P(A)—P(B)+
+ P(ANB)= 1—p,— ps+Pr2 '

0 < P(A\B)=P(4A) — P(AN B) =7, — pu

0 < P(B\A) = P(B) — P(AN B) =p» — pr=

0 < PAN B) =Py
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Presupunem acum ci relatnle (1) sint verificate. Rezulta in partl-

cular ¢ 0< pp< 1< P14+ P2 — Pr1a< 1; 0L Py, < o< B +P2
— P12 < 1, deci p,, Py, pyp sint cuprinse intre 0 i 1.

Pe cimpul de probabilitate ([0, 1], 8y, 13, m), m misura Lebesgue,
evenimentele 4 = [0, pli] B = [:f’1 D10 P11+ ;bz P121] satisfac ce-
rintele.

1.8. Daci (4,) este un sir de evemmente sd se probeze incgali-
tatile

P(y;_n A,,) < lim P(4,) < imP(4,) < P(]i_m A;,J

Solufie. Avem :

P(_li_?A;,) (U n A,,,] = lim P(ﬂA )< lim P(4,)

n man m=n 70O

P(iim 4) = P(ﬂ U 4a)=tim P 4 ) > Fm P(4,)

n man n— 00

am folosit faptul ci sirul{") 4,, este crescator si sirul {J 4,, este des-

man man

crescitor §i proprietatea d din rezumatul teoretic)-

1.9. Pentru un sir de evenimente (4,) si se demonstreze implica-
tiile

2 P(AsAdyy) <o = P(li‘_m A;,): P‘@ A,‘,) => lim P(4,A 4,)=0

m, N o

Solu;ze Avem

lim 4, \hmA _ﬂUA,,\UﬂA,, N U 4,A4,=

& m,nzk
= m U 4, A An+1
n2k
deci
P(hmA \hmA ) = P(O ”LAA AA,.+,) _iﬁ P(”LJ; A, AA,,.H)

< lim 2 P(A AAdyyy) =0 daca 2 P (A4A dgyq)<-oo, cu alte cuvinte

R0 n=j

P(h:n A4,) = (11_m A,,) .
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k m, a2k

Daci P.(ﬁ,/ln): P (lim 4,), atunci rezults ci P(ﬂ U 4,44, ) 0

sau echivalent lim P( U 4, AA] 0. Apoi din incluziunea

m, n—o0 ", nak

A4, A4, c U 4, A 4,

. k,Izmin (m, n)
rezulti ci lim P(4,A4,)< lim ‘P(, U YA,,AA,)=
m, H—0o m, #—00 &, I>min (m, n)-

n—00 k, l;m

=1imP( U A,,AA,) 0.

1.10. Si se arate ci intr-un cimp de probabilitate (E, ¥, P) orice
familie de evenimente disjuncte doud cite doud §i de probabilitdti
pozitive este cel mult numérabild. : .

- Solutie. Fie I o astfel de familie si fie I, = {A e I; P(4) > l}.
L g v ] n
Avem evident ci I = U 1, asaci est_e suficient sd aritim cé I,, este

cel mult numérabila. :

‘Vom arita mai mult si anume ci I are cel mult # — 1 evemmente
Prin absurd si presupunem ci I are cel putin m > » evenimente, fie
ele 4,, ..., A, Atunci

1= P(E)>P(QA) EP(A >=>1

deci o contrad1c;1e

1.11. Fie P o probabilitate f1mt ad1t1va definitd pe corpul borelian

8(SM). Daci are loc egalitatea P(A)= sup P(B) si 8 este o familie
Begn

compactd, in sensul ci dacd 4,= M si ﬂ 4, = 5), atunci existd m

asa. incit n 4, = Q sa se arate ca P este probab1l1tate
. ip=1 S RTR RNy

Solutie. Fie A,,\ Q si sd aratam ci P(A ) O, deci ca ’pentru
e > 0 existd m asa incit: P( ,,.) < & Alegem: B, C 4,; B,e M asa

incit P(4,) — P(B,) < 2i L

2 — Probleme de teoria probabilit3tilor si statistic matematica 17



Avem ﬂ B,=¢, deci existi m asa mctln B, = @. Dcoarcce

n=1

=N4,c U4\ B,) obtinem
n=l :

Nl

Pian < B4\ B))< 35 P43\ B) = 35 (PU)— PIBI]<

m e 0 e

1.12. Si se arate ci nu orice probabilitate finit aditivd definiti pe
un corp este o-aditivd (reamintim ci un corp este o familie de mul-
timi nevidi, inchisd la complementari si reuniunea finita).

Solupic. Fie Q mulfimea numerelor rationale din [0, 1] si @ cor-
pul pe Q format din mulfimile de forma {r;a< 7<¥b}, {r; a<r<b},
{r,a<r<b} {r; a<r <b},ab numere rationale si din reuni-
unile finite de astfel de multimi.

Pentru orice mulfime A de forma {r; a<r< b}, {r; a <r < b}
{ria<r<b} {7' a<r<b} defmnn P( ) =0b—a, far daci

Be@ si B= UA,, unde 4;sint dlSJuncte doui cite doui, definim

f=1
m

P(B) =E P(4,)-

gm]

Atunci P este bine definitd si este finit athlva Aritim ci P nu
este g-aditiva.

Observim ci daci 7 este un rational din [0, 1], atunci {r} sesi
P({r}) = 0. Afirmatia rezulti din relatiile:

Q =’La% {r}: PQ) =1 7e';np({r}) = 0.

1.13. Dupd cum este cunoscut, teorema de unicitate a probabili-
titilor afirmid ci daci doud probabilititi coincid pe un sistem de
generatori inchis la intersectia finiti, atunci ele coincid pe corpul
borelian generat de un astfel de sistem de generatori. Si se arate
cd nu se poate renunfa la cerinfa ca sistemul de generatori s3 fie inchis
la intersectia finita.
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Solugie. Fie Q = {l, b, I, I}, 3 = {{{1, .}, {L1, ls}}. Este clar ci
&(sn) = 2(Q) si sn nu este Inchis la intersectia finitd. Alegem p, ¢ > 0
asa incit p +¢ <1 §i fie ¢ = min (p, g). Definim probabilitdtile
P,, P, pe 2(Q) prin egalitifile:

Py({l)) =0, Py({l})) =, Pi({ls}) = ¢ Py({l}) =1—p —¢;
P =e Po(ll})=p — = Pofla) =q—>=,
Py({L}) :f--l —?t—q9+-=

Avem

- P_l({lp L) = Po({ls, b)), Py({l, 1)) = Pz({lh la})7
dar P, # P, cici Py({l)}) # Pol{li}) '

1.14. Si se arate ci doui probabilititi P,, P, pe $(A) (unde. A
este o partitie cel mult numéarabild al unei multimi E) sint egale daci
si numai dacd coincid pe ‘A. ;

Solugie. Deci avem de aritat ci daci P, = P, pe A, atunci
P, = P, pe $(A). Familia A’ = A |J {J} este inchisd la intersectia
finits, satisface egalitatea &(A’) = &(A) si P, = P, pe A’. Din teo-
rema de unicitate rezulti ci P, = P, pe &(A"). ' :

Altd solupic. Aritam intli ci S(A) ={ U 4; A’CA}.Este clar
AepN

ci totul se reduce la a ardta ci & ={ U 4;Ac A} este corp bore-

. AEA'
lian. Avem ciE = | J A= &Fsidaci B=|J 4 atunci (B= |J 4 =¥.
AcA AN AcGA\AN
Apoi daci B, = U 4 atunci UB,= U 4 «§&. Daci B =4
’ AGdy n A€ VA, Aen’

atunci Py(B) =4§A’ PI(A)/ =4§' PQ(A) =',’P2(B)'

1.15. Fie E o mulfime cel mult numirabild $i & un corp borelian

pe E. Si se aratc ci orice probabilitate P.pe ¥ este unic determi-

‘nati de valotile ei intr-o mulfime cel mult numirabild de evenimentele

... Solugic. Avind in vedere problema precedentd ‘observdm ca este

suficient si dovedim ci avem % = &(A) cu A paititie (evident cel
mult numirabild) a lui E. .
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Fie pentru x € E, E,=[) 4 (avem x « E « X). Vom demons-
xad -
Ade}

tra cd E, ¥ aritind ci QE, = %. ‘
Avem (E, = |J 4 si pentru orice Yy € (E; existi 4, = % asa incit
€4 .

y € Ay 5i x & Ay, deci CE, = UE Ay =% (CE. este cel mult numara-
G (CEs !
bild). Definim pe E relatia de'eychivalenté »~"prin ¥ ~y < E, = E,.

~ ~

Aritdm ci x =2FE, pentru orice x. Fie y € x; atunci E,=E,si

cum y s E, rezultd ci y = E,. Reciproc, fie y € E,. Trebuie si ari-
~ o
tim ci y = x, deci cid E, = E,. : .

Evident E, C E,, cici E, € . Incluziunea reciproci rezulti
dacd aritim ci x < E,. Prin absyrd presupunem ci x < QE,. Re-
zulti ci existi 4, = X asaincit x = ASsiy & Ay, deciy ¢ E,, ceea ce
nu se poate, '

Fie A partifia cel mult numirabili a lui E definiti prin A =
={E,.; x<E}. Vom arita ci are loc cgalitatea ¥ = &(4). Incluziu-
nea $(A)CH este imediati. Pentru incluziunea reciproci se arati
cd orice 4 ¥ se scrie sub forma 4 = |J E, = 8(A)

€4

1.16. Fie E o multime si A o partifie cel mult numarabila a lui E.
53 se arate ci a da o probabilitate pe ®(A) este echivalent cu a da un

sistem de numere (pa)sea, unde ps> 0si ) ps = 1.
A€A

Obseyvafie. Tn particular rezulti c# daci E este cel mult numdirabild, atunci a
da o probabilitate pe £(E) este echivalent cu a da un sistem de numere ()

leB
unde £, > 0 silef_zm =1 (seia A= ({);ap §i se observk ci B(4) = &(E)).

Solufie. Din problema 1.14 (vezi solufia) rezulti ci &(A) =

= {4UA'A ;A C A}. Corespondenta se obtine astfel :

Dacd P este o probabilitate pe &(A), atunci definim p4 = P(4).
Este vizibil ci . > 0 §i 3 ps = P( U A)—_- P(E) = 1.
494 4<a

Reciproc, fie {p4) un sistem de numere cu proprietdtile din enunf.
Atunci pentru B = &(A), deci B =J 4, definim P(B) = ¥ pa
Acp’ ASA

Avem P(E) =3, pa=1 si daci B, = |J 4 sint disjuncte doui

. A<i cre Aaas
cite doud, atunci familiile A® sint disjuncte doui cite doud 5i
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(Y 8= PY )= t) = B e =B -

n

=), P(B,), deci P esfe probabilitate pe &(A). Corespondenta este

evident bijectivi.

1.17. Fie 4;, i =1, , R evenlmente independente intr-un cimp
(E, &, P) de probab111tate cu P(4;) =p; 51 A evemmentul ca si se
producé cel putin unul din evenimentele 4;, P(4) =

S3 se arate ci:

T
}'_715.>P>1 e’

Solutie. Deoarece 4 =‘_U [A,- O(H cAj)], avem pe de o parte
o - 2ta) = 33740 (04|« Sy 1t = Sy

Pe de alti parte, decoarece (4 = ﬂ C4; si deoarece evenimentele
i=1
A;, 1 =1,2, ..., n sint independente

p=1—PLd)=1—(1=p)1—p) ... (1 =47 >1—

" n n
X pi -2k
—j1—-="]>1—e ;

n
(am tinut seama gi de faptul cid E Pi< n)

1.18. Pe un cimp de probabilitate (E, %, P) fie Ay ooy 4py oo
o partitie a lui E cu elemente din % §i fie 4 un eveniment oarecare.
Daci A este independent de fiecare din evenimentele 4,, si se
arate ci A este independent de corpul borelian generat de partifia

precedenti (in sensul ci A este independent de orice eveniment din
acest corp borelian).
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Solutic. Din problema 1.14 tezulti ci are loc egalitatea
B(A,; n > i) ={UA,-; Icq{, ... n }}
 lier 1
Avem de aritat ci
P(A N (U A,-)) = P(A)P(U A,-).
il iel
Putem scrie ‘
P(A N ( A)] ( 4N A,)) T PAN4) =
sal ial
=3 P(4) P(4,) P(A)P(U A,.] :

sal

1.19. a) S se arate ci evenimentele 4,, ..., 4, sint indepen-
dente dacd $i numai daci

(nA) T P4, M

isJ jeJ

pentru orice ] cA{l, ...,n}
b) Si se arate ca partltule cel mult numirabile A, ..., A, sint
mdependente dacid si numai daci

P(ﬂ ! )= H P(4;) 2
i=I i=
pentru orice 4; € A,

Solm!:c a) Familia 8t = {4;, @} este inchisi la intcrscctia finita
si B(on;) = B(4;)

De asemenea este vizibil cd (1) este valabili §1 dacd in loc deun 4
punem @. Se aplici acum teorema de unicitate a probabilititilor.

Alté solufie. Avem de aritat :
P()5) =125

dacd B; = &(4;) = {(4;, 04;, 9, E} Se observd ci totul se reduce

la cazul: daci J = v oondih i< ... <],, atunci P(04;, N
N CAR N A3, O -0 N 4z) = P(C4;) ... P(CA;) P(4y,,) -
- P(4;,).
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Aplicind inducfia dup# %, rdmine de considerat cazul % = 1.
Avem:

P(CA:'.ﬂ Aj.ﬂ nAj;) = P(A}.m nAiz) -
— P(4; N 4N .- N 4) = P(4;) ... P(4;) —
_P(;) P (4y) ... P(d;) =1 — P(4;)] P(dy) ... P(4;) =
= P(04;) P(4;) ... P(4z)

b) Se considerd o, = {A;

, 9} si sc aplicd teorema de unicitate a
probabilitétilor. ‘

Altd solugie. Din problema 1.14 se stie ci &(A { U A;AC Aj}

deci avem de ardtat cd P(B;N ... N B,) = (Bl) ..
B; = &(4,;). Scriind B; = |J 4; obfinem:
4,5

P(B; N ...ﬂB;,):P[U ...AL«)A(A1 Nn-..N A;,))=

4,eA

. P(B,.) pentru

= 2P0 - nA)—Ag P(4y) ... P(4,) =

=[&P] - [ ]P(w) A=
—P(Bl ... P(B,).

1.20. Fie (E;, %(E)), P;)i<i<» # cimpuri clasice de probabilitate.
a) Si se arate ci cimpul de probabilitate produs ® (E;, (E;), F;)

este cimpul clasic de probabilitate atagat mulfimii ITE,.

b) Fie 4, CE; i Bi=E, X ... X EryX A;X Epa X .. X By,
Si se arate ci evenimentele B, ..., B, sint independente.

Observafie. Punctul 2) este adevirat in general in sensul ci se poate inlocui cim-

pul clasic (E;, 2(E), P;). cu un cimp de probabilitate oarecare (Qi, Fi, Qi) (in acest

n
caz B; € (‘9 §,-).
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i m .
Solutie. a) Avem de aritat ci .® &(E;) = (I_[ ) sici ® P;

t==] 11

este probabilitatea clasici pe H E;. Incluziunea ® 2(E,) CQ(H E )

t=1
este imediati.
Pentru incluziunea inversi este suficient sa observim (intrucit

H E; este finitd) ci {ll, s b)) e ® &(E;)
f=1

=1

Cum Q(I__[ E,-) = &(A), unde A este partifia cu elementele

$=a]

{4} I, rezulta cid ® P; coincide cu probabilitatea clasici daci si
le f=1

t=1

numai daci (.@1 P.-) (b - 4)) = 1‘1 .

! = (vezi problema 1.14).

Or

» 1 1

(& Pttt = & Papy = L = e

b) Daci JC({l,...,n}, atunci ﬂfB,- =C; X ... X C,, unde
i

Ci=4; dacd ¢ € J si C; = E; in caz contrar. Avem deci

P(f] B,-): P(C, X .. I‘{ P/(C)) I'IP(A =T1P(B)

iaJ ieJ
deci evenimentele B, ..., B,, sint independente.

1.21. Fic E o mulfime finitd cu » elemente. Si se arate ci daci
#n > 3, atunci existi o probabilitate P pe €(E) si » evemmente
4,,..., 4, independente doud cite doud cu 0J<P(4;) pentru orice 7 st

P(4;) <1 pentru 2 <7 < n.

Solutie. Fie n > 3, E —{ n} si P probabilitatca pe &(E)
definitd prin P({1}) =1 — (» — l)x P{5}) =%, 1=2, ..., n, unde
0<x<1 este solufia ecuatiei 1— (# — 1)z = [1 — (n — 2)x]3,
n—3 H
n—2p" : R

adici x =
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Definim evenimentele —
A, ={1, ...,n} A;={1,4,1=2,.

Avem P(4,) =1, P(4;) =1 — (n — 2)x, si e\rldent P(A ) >0 pen-
tru orice 1 €7 < §1 P(4;) <1 dacd 2 <j < m. Este vizibil ci
pentru orice 2 £1<n evenimentele A, A‘ sint mdependente Sa
aritim ci pentru orlce 2 < 1, § < n cvenimentele A;, 4; sint inde-
pendente..

intr-adevir
PA4;N4)=P{1})=1—(n—1)x
P(4;)P(4;) = [1 — (n — 2)x]?

deci P(4;N 4;) = P(4;,)P(4;) daci avem in vedere eccuatia ce o
verifica x. , . g .

1.22, Daci intr-un cimp de probabilitate (E ¥, P) (unde E este
finitd) existi evenimentele 1dependente 4;,...,4,cu0 < P(4)) < 1
pentru orice 7, sd se arate cd # < lg2 (card E)

Si se construiasci apoi un mmp de probab1ht'1te (E, %, P) cu
proprietifile din enunt.

Solutie. Daci punem A“ 4, A = [',‘A atunci pentru' orice
vector (g, ..., s,), unde g =0 sau 1, avem

P[Q Af) I_pr( )> 0; deci ‘in partlcular ﬂAm L0

) ) ‘- . " oy

Deoarece pentru‘ (el, ceey By) ;é (51' . .,e,,) evemmentele. N A" si
i=1
” , ‘ - ‘ )
() 4% sint disjuncte si sint in npmir de 2° rezultid ci 2* <
t=1

< card ( U A‘) < card E, decin < 1g, (cardE

. In continuare fie E = {(el, .. ) En); e, =0 sau 1} si con51deram
cimpul clasic de probabilitate (E, Q(E)
Atunci evenimentele ‘4 Ly , A4, unde A = {(e1, .- -,5); €= 0}

satisfac cerintele (adicd sint. mdependente si 0 < P(A ) <1).
Intr-adevér cu notatia {0,1}; = {0,1}- avem

d 0, 1};
card 4; - ’:IEII'{ ¥ E card {0, 1};
P(A,) — P j#i — i#

card E o 2n on on 2
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PN ...N A;m) =P({(e, .-, 8); &, = ... =g, =0}) =
card JI {0, 1} i II  card {0, 1} on

LR E L LT

2n ) o2n 9n
= P(4;) ... P(4;,), deci 4, ..., 4, sint independente.

1 —
om -

1.23. Evenimentele A4,, ..., 4, satisfac conditiile P(nA)
j=1
i !
=[] A4; pentru orice 7.
je=1
Sint aceste evenimente independente?

Solutie. Din problema 1.19 rezulti ci in cazul » =2 rispunsul
este afirmativ. Aritim printr-un exemplu cid afirmatia este falsi
daci n > 3. Considerdm cimpul de probabilitate ((0,1), 8, 1), #2), 7

misura Lebesgue si cvenimentele A4, = (O, -;—), A, = (%, %); A=

= (E’ %J Avem m(4;) =-;— si m(AlﬂA2)=m((%, -;-)} =% =

== m(4,)m(4,)
m(A; N 42N 4;) = m((%, %)} = E = m(A)m(Ay)m (A4,

deci A, 4, A satisfac cerinfele din enunful problemei.
Dar A4,, A,, A, nu sint independente deoarece

m(A,nA)_.m( ))_— # m(d, )m(A)=-;-.

1.24, S3 se arate ci daci in problema 1.19 egalitatea ( 1) nu este
adevirati pentru orice J, nu rezulti ci evenimentele A4, ..., 4,
sint independente, A )

 Solutie. Urmitorul exemplu datorat lui Bernstein justifici acest
lucru. Considerim cimpul clasic 'de probabilitate ({1, 2, 3, 4},
2({1,2, 3, 4}), P) si evenimentele 4; ={z, 4}; ¢ =1, 2, 3. Daci 7# j,

avem

P(d: () 4;) = P((4) = 7 = 2 - = = P(4)P(4,).
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Insi
L
P(AN 4; N 45) = P({4)) = Y #
deci 4,, A,, A, nu sint independente.

1
2 = P(4) P(4,)P(45),

1.25. Fie (E, %) un spatiu misurabil, (§);<; o familie de corpuri
boreliene incluse in %, P,, P, doui probabilititi pe ¥ asa incit
P, = P, pe orice ¥, si (§); si fie independente atit relativ la P,
cit si la P, ' :

Si se arate cd P, = P, pe &(L.) 8’,-).

Solutie. Observim cas(L‘) a=,-) = &[Q A;; A;<8,si {i; A; 2 E)
este finité).

Conform teoremei de unicitate a probabilitatilor avem de arétat cd

P[0 4)-2{0) )
daca A, = &; s5i {i; A’#* E} cste finitd. Avem din independenfd
PN 4) =TT Pd) = [L Pa(4) = (1 4).
1.26. F1e A, ..., A, evenimente illdépehdenté cu P(Av;)‘——: $ pen-

tru orice 7. Si se arate ci probabilitatea realizdrii a 7 dintre aceste
evenimente este C (1 — p)" g e B

Solutie. Se poate aplica rezultatul problemei 1.6, insi este mai
usor de ficut calculul direct. ° ‘ : ' A
Evenimentul a cirui probabilitate se cere se scrie sub forma

F = U BL' und

card L=+ o _ o o
= (QLA)n QLo

Avem

P(B2) = [T P(4) [TIP(GA) = p=ot (1 — ppr-=s &,
deci : o

P(F) = 3 PUB) =_T3 p(1— pr = Cip(l— "

card L=r card L=r
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1.27. Intr-un cimp de probabilitate (E, ¥, P) considerim o par-
tifie 4,, ..., 4, a evenimentelor elementare (deci daci P(4;) = p;,
atunci p; >0 si p, + ... + p = 1). Presupunem ci repetim de
# ori (in mod independent) experimentul aleator £ care este modelat
de (E, %, P). _

Fie intregii #, 2 0 cu n; + ... 4+ n, =n. Si se arate ci pro-
babilitatea ca pentru orice ¢ evenimentul A; si se produci de #;

.o . « nl i
ori, in cele # experimente este egald cu Pt .. prr. (Aceasta
n

)
e ny,
problemé generalizeazi pe cea precedenti).

Solutie. In continuare prin o = («,, ..., @) vom desemna o par-

titie a lui {1,...,#}, cu card o; = #,
r

Fie Ay=E X ... XEX A; X E X ... x Esi Ba =) () 4.
7

t=1 J.G&i

Atunci evenimentul a cirui probabilitate se cere este B = | B,.

. a
Cimpul de probabilitate ce modeleazi experimentul constituit din

repetarea independentd de # ori a Iui este produsul é (E, %, P),,
i=1

unde (E, ¥, P),=(E, ¥, P) pentru orice 7. Din problema 1.20
rezulti ci corpurile boreliene X, ---» Xy, unde ¥; = %, sint indepen-
dente 5i cum prin ipotezd pentru j fixat evenimentele 4,;, ..., 4,
sint independente rezulti din dezasociativitatea independentei ci
evenimentele (4); ; sint independente (vezi » din rezumatul teo-
retic).

Aplicind apoi asociativitatea independentei (vezi m din rezumatul

teoretic) rezulti ci evenimentele N 'A,-,-) sint independente. Putem
. ; jeo; H

deci scrie
P(B,) = jIeI P(A;;) =.‘1:I|1b?i’
P(B) =T PB) =L I phi= 7 L1 ot

(am aplicat la ultima egalitate formula f+ din rezumatul teorctic).

1.28. Fie 4,, ..., 4, evenimente independente cu P(4,) = p pen-
tru orice 4. Si se arate cid probabilitatea ca si se realizeze 4, si
r — 1 dintre 4, ..., Ay—y este CiZ1p"(1 — P
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!

Solugie. Fie A evenimentul ci exact » — 1 dintre 4,, ..., 44—
se realizeazi. Atunci evenimentul a cirui probabilitate se cere este
B=4N 4, Cum din asociativitatea mdependentel rezulti ci eve-
pimentele A si A, sint independente, putem scrie

P(B) = P(A)P(4,) = G2 (1 = )" - p = CiZip’(1 — )"
(am folosit mai sus problema 1.26). .

1.29. Si se arate ci daci P{lim 4 ) 0, nu rezulti ci E P(4,) <

<o (lema Borel-Cantelh afirmi ci. aﬁrmatla rec1proca este ade-
viratd).

Solutie. Considersm c1mpul de probabﬂltate (0,1), &, 1), m),

m fiind misura Lebesgue, si fie 4, = (O, —)
n

-]
Deoarece Apy1 C A4, rezultdi ci fimAd,= () 4, = &, deci
n nel
m(fim 4,) =0. Insi), m(d,) = E—;— = 0.
1.30. Daci (4,) este un sir de evenimente cu proprietatea ci existd
un subsir (4,,) de evenimente independente aga incit h P(4,) =
) []

=00, si se arate ci P(lim 4,) = 1.

Solugie. Din lema Borel-Cantelli rezulti ci P(liTﬁ A,) = 1. Apoi
! 1
din incluziunea Tix_ﬁA,., C m A4, rezulty ci P(lim4,) = 1.

1.31. Fie (4,) un sir de evenimente ixlldependente.‘ S3 se arate

ca P(UA) =1 dacaEP(A ) = oo.
Solutie. P(U A,,)= 1 ép(c(u A,,)) =0« P(n cA,,J=0 -

< I—[ P(¢4,) =0. Or avind in Vedere megahtatea l—a<gem

=]

O0gcaxl, rezulty ci

I‘[P(cA,, H[l — P(4,)1=0: dacaEP =00
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1.32. Fie (4,) un sir de cvenimente independente si fie Bff =

=4y - N Arsm .
a) Sa se arate ci pentru m fixat avem P(hm By) = 1 daca st

numai daci
=11 P4ss) =oo. )
Si se dedﬁcé apoi ci P(Q ij B},”) =1 daci (vl)‘ev-ste satisfz‘i-cutz‘i.'
b) DacégP(cA,,) =00 si se arate ci P(Q L:.J Bg) =0.
Solugie. a) Faptul ci P{fiﬁ B,',") = 1 implici (1) rezulti din lema

Borel-Cantelli.
Dacid (1) are loc rezulti in partlcular ci 2 P( A;H.,) co pentru

orice 0 <7 < m. , '
Si aratam ci P{hm B,,) = 0 sau echivalent ci P[hm CB,,) = 0.

Se observa ¢4 totul se reduce la a arita ci P( N U CAH.;) =0
k2nj=0

sau inci la P(n cAk+j) 0 pentru orice 0 < j < . Se aplicéi acum
problema precedenti. . P
Mai departe tot_din problema preccdenta rezultd ci P(U B’”) =

=1 daci (1) este wverificats, deci si P(ﬂ U: B,,) =1 (intersectia

mik

numdrabili de evenimente cu probabilitatea 1 are probablltatea 1).
b) Dacid (2) are loc, atunci din lema Borel-Cantelli rezulti ci

P(l—iTn- CA,,) = 1 si cum arc loc incluziunea

m g4, UM U Cri=C(OU By}
rezultd ci P( (n U B; )) = 1 sau echivalént P[Q LhJB;,") =
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1.33. Fie C([0, 1], R) considerat ca spatiu metric separabil §i
complet in raport cu metrica d(f, g) = sup |f(t) —g@)| §i fie m:
$
C([0, 1], R) - R proiecfia canonici definitd prin m,(f) = f(¢).
Si se arate cd

B, 11, & = B(m; ¢ < [0, 1i)).
Si se deducd apoi ci doud probabilitidti Py, Pp pe &cp, 1, rcoincid
”m
daci si numai daci coincid pe mulfimile {de forma N {r, =43},
i=1 ,

unde 4; € &p.

Solupie. Cum fiecare m, este continud, deci misurabild, rezulti ca
avem &(w, 1) C Hc(p, 11, B '

Deoarece C([0, 1], R) este separabil, rezulti ci orice mulfime
deschisi este reuniune numérabild de sfere inchise, ‘deci pentru inclu-
ziunea inversi este suficient si prob3m ci sferele inchise sint in

&(m,; 2). )
Fie f, = C([0, 11, R) 5i » < 0. Avem
Sifo) ={f; dlf fo) <7} = O {176 —fol)l < 3=

werie,t teQno, 1]
=" N s ml) —mlfo)l < 7} < Blms )
teQnlo, 13/ ’
pentru ci {x, — =,(f.)| este &(m,; u) — misurabild §i intersectia -este
numirabili.

”

n {"Tt; € As} H

f=1

Este vizibil ci are loc §i egalitatea &(w,; ¢) = &(
n arbitrar §i 4; € &R) si cum familia & = [ﬂ {7:,,, € A;}; m arbit-
. 1 i=1

rar si A; € &p( este inchisd la intersecfia finitd, rezultd din teorema

de unicitate a probabilititilor ci P, 'si P, coincid daci si numai
daci coincid pe 8. : :

1.34. Fic E un spatiu metric si Py, P, probabilitdfi pe &g. Si se
arate cd dacd:
a) P,(G) = P,(G) pentru orice mulfime deschisd G sau

b) S faP, = S fdP, pentru orice f: E - R continui s§i mérgi-

nitd;
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- Rezulta:
. C P=P,
Dacd E este local compact si cu bazi numirabild si -
a’) Py(K) = P,(K) pentru orice multime compacti K sau
b’) S fdP, = S fdP, pentru orice f: E — R continui si cu suport

compact, atunci P, = P,,

. Solutie. Deoarece mulfimile deschise genereazi pe &g si sint in-

chise la intersecfia finitd rezulti din teorema de unicitate a proba-
bilitatilor ci a) implici P, = P,. L

S& presupunem acum ci are loc b) si si aritim ci Pyi(G) = P,(G)
pentru orice deschis G. o CL -

g thc;iiie “continue f,(x) = min (1, nd(x, (G)). converg crescitor

citre X si 0< f, < 1. Prin ipotezi S fodP, = S fadP, de unde aplj-

cind teorema de convergentz’i Vijiominaté obtinem S Aed P, =S‘)\G dp,
adicd P,(G) = P,(G). . . '

Si presupunem acum ci a‘) este satisficuti.  Si alegem un sir
de compacti K, asa fucit K,C K,y si E = K,

Atunci ‘daci F este mulfime inchisi, putem scrie F = | J(K,NF),
unde K, F sint compacte, de unde ‘
Py(F) = lim Py(K, " F) = lim Py(K, N F) = P,(F)
n-+0 7B~ 0

deci P, = P, daci avem in vedere teorema de unicitdte a probabili-
tafilor. In fine presupunem ci (b’) are loc. Conform punctului b)

este suficient si aritim céS fdP, = 5 S dP, pentru f continui si
mirginiti., - g ‘ SR o R
Fie ¢,: E > R continui asa incit 0 < 0, < 1, 9, = 1 pe K, si

9, = 0 pe CK,. Atunci S s 7 f, f @ sint continue si cu suport: com-
pact si uniform mirginite.

Deci in-egalitated S [ @, dP] = S J ©s AP, putem trece la lirnita sub

integrald pe baza teoremei de convergenti dominati si.se obtine

.{fdPl =SfdP2.
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1.35. Daci E este spatiu metric, si se arate ci &g este cea mai mici
clasi @ de submulfimi ale lui E care confine mul{imile deschise
(sau inchise) si este inchisd la intersectiile §i reuniunile numirabile.

Aplicatie. Dati fiind o probabilitate P pe &g, si se probeze
egalitatile
P(4) = sup P(F) = inf P(D)

FcA Do 4
F tnchisi D deschisi

Solugie. Deoarece & are proprietitile din def1n1]:1a lui &, rezulta
ca & DO d.

Fie @ ={4; 4 <4, (4 = 61}. Este ugor de vizut ci @' este
corp borelian si cum orice mulfime inchisi este intersecfie numérabild
de multimi deschise (respectiv orice multlme deschisi este reuniune
numdrabild de mulfimi inchisc) rezulti cd @' D &g. Dar cum @' D
D@, deci @ =4, rezultd cd 4D Bp.

Aplicatie. Ficd@ = {4 = &;; P(4) = sup P(F)}. Vom arita
F tnchis

cid d este inchisi la intersectiile si reuniunile numirabile si evident
include mulfimile inchise (deci-va rezulta ci @ = &g).
Fie deci 4, asa incit P(4,) = sup P(F), deci pentru ¢ >0 existd
: Facd ”
F inchisa

F,(CA,, F inchisi asa incit P(4,)—P(F,) < zi . Fie multimea inchisi

n F, care este 1nclusa in m A,, Deoarece n A\ mF,,cU (A,, \F,,)
"&

rezulta ci’ . o ‘
P(O A;,] -"P(Q F;,}s 2 P(4,\F,) < 5% =

ci1l alte cuvinte n A, € @. Pe de alti parte, deoarece P(U A,,) =

Uy

=lim P (U A, ) rezulti ci ex1sta m asa mc1t P(U 4, ) (U A;,) <e

m =l n=1 ne=l

avem () 4) - (0 r) s‘.P(LmJ (An\lv‘,.)) <3 ;’(A;, \Fp) <

=1

< 7”"23” e si prin urmare P(UA \U F, )< P(U A,.) UA )

n=1 n=1 n=-l

+ P(U A ) (U F) 2¢, cu’  alte cuvinte U A4, = 4.

==l nal =1
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- Mai departe avem:

Pgd) =1— P(4) = sup P(F) = sup 1 —QCF)] =

F tadits Fliactiss
= sup [l —PD)]=1—~ inf P(D)
Do A D>4
D deschisi D deschiss
cu alte cuvinte P(4) = inf P(D).
D deschisa

1.36. Fie (E, %, P) un cimp de probabilitate cu proprietatea ci
pentru orice 4 = % cu P(4) > 0 existi B € ¥ asa incit 0 << P(B) <
< P(A) (un astfel de cimp de probabilitate se numeste neatomic).

Sa se arate cd P(¥) = [0, 1].

Soluiie. Pasul 1. Aritim cd pentru orice 4 € % cu P(4) >0
sie>0existi BeXcuBCA45i0<P(B) <=

Intr-adevar, daci P(4) < ¢, luim B= A. Daci P(4) > 0, atunci
fie BC A cu 0 < P(B) < P(A).

Deoarece P(B) + P(A \ B) = P(4), rezultid ci B sau A \ B arc
probabilitatea < % P(A). Fie Bj acela dintre ei, deci 0 < P(B;) <

< ¢, ludm mulfimea ciutatd egald cu Bj. Daci

< B pogg PO

24 > ¢, atunci reludm rationamentul si obtinem B, C Bj.asa incit

unul dintre evenimentele By \ B, §i B, (fie acela Bg) are proprietatea
ci 0 < P(BY) s-?%.
P(4)

. . P(B
< ¢, deci daci ;.;)

Daca < ¢ ludm mul]:imea cautatd cgala

P(A) > g, continuim rai;lonamentul

( Py

cu Bg. Daci ——*

Deoarece existd un intreg r asa incit < ¢, rezultd ci, dupi

un numdir finit de pasi, vom gisi BC 4 cu 0 < P(B)< =

Pasul 2. Aritim ci pentru orice A € X cu P(4) >0 s5i <
existd o partitie finitd 4, ..., 4, a lui 4 asa incit-0 < P(4,)
pentru orice 3.

Pentru aceasta, consideram intii cazul A = E. Aplicind pasul 1
pentru 4 = E obfinem un eveniment A4,, asa incit 0 < P(4,) < =

>0
< e

34



Si notam y(B) = sup P(C), B € A. Evident y,(B) > 0, dacd
CcB
P(C)<e

P(B) > 0 (deoarece din pasul 1 exxstd CC B cu0< P(C) < e).
Fie A, C 04, cu e > P(4,) > -5- 1e(04,). Apoi fie 43C (4, U

U4, asa incit = > P(d;) > %p.([}(/ll U4,) si in general fie
At C 04U ... U4,) asaincit e > P(dusa) > 5 1w(0ld: U

LU 4. i}
Deoarece 4, ..., A, ... sint disjuncte, rezulti 3, P(4,) =
. sl

CJ
= P(U 4 ) < 1, deci in particular P(4,) -0 si prin urmare

ne=]

w04, U ... U4,) - 0. Luind B = UA,. si avind in vedere ci
e este crescatoare obfinem ci pg(CB) = O deci P((B) =0.

Fie 4; =4, UC(B; atunci 4] U(UA)=E si 0 < P(4,)<

< e Fie N suficient de mare asa incit E P(4,) <

0

Atunci A%, A,, ..., Ax_1, U A, este partitia ciutati. In general

n=N
pemru A oarecare se considera partifia 4 () 4,, ..., 4 " 4,, unde
Ay . A este partitia corespunzatoare lui E.

Pasul 3 Vom arita ci pentru orice 0 < x < 1 exist4 un eveniment
A cu P(A) = x (cazurile x =0, 1 sint imcdiate).
Fie Ay, ..., Ais, 0 partific a lui E, asa incit 0 < P(dy) <

x
2
si fie

X, =EP(AU): 17 <n —1.

i=r

Atunci x apartine la unul din intervalele [#y,, %1, ,+1), 1 < 7 < 7, — 1.
Fic {7y, X1, n+1) acest interval. Dacd x = %, ,, atundi se ia A=

= 4y. '

i=1

[
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Dacd x > xy,,, fic 4y, ..., A2 4, o partific a lui 4,, ,+; asa incit

— L6 r
0 < P(4y) < %ﬁ Xy = P(_UIAI,-U UlAz,), 1 <7< n—1.
J= =

Atunci x aparfine la unul din intervalele [x,, ,, %3, ,41). Continuind
procedeul, vom obtine evenimentul

L] n
= (U A[j) ce are proprietatea ci P(4) = .
1=1 \j=1

§2. Probabilitatea clasied si probabilitatea geometrica

1.37. Si se afle probabilitatea ca alegind la intimplare un numir

din mulfimea {1, ..., #} acesta si se dividi prin numdirul natural %.
Solugie. Evenimentele elementare (posibile) sint E = {1, ..., n}
iar evenimentele favorabile sint F = {a = {1 } a se divide

cu k}. Rezultd

1.38. Din mulfimea {1, ..., #} sc extrage la intimplare un numdir
a; si se afle probabilitatea ca 4> — 1 si se divida cu 10.

Solutie. Evenimentele elementare sint E = {1, ..., n}. Deoarece
a*=1 (mod 10) daci si numai daci a=1 (mod 10) s au a=9 (mod 10)
rezulti c3 evenimentele favorabile sint F = {a {L ..., n};

a =1 (mod 10) sau a = 9 (mod 10)} ={a = {1, ..., #}; a are cifre
unitatilor 1 sau 9}.

Fie n =10k 4+1, 0<l1 <9

Cazul 1=0. In acest caz F={1, 100 —1, 100 4+ 1, 1 <!
<k—1, IO(k — 1) + 9}, deci card F = 2k §i prin urmare P(F)

= e— T e—

<

Cazul 0 <1< 9. In acest caz F= {1, 100 4+ 1, 1 <! < %}, deci
card F =2k + 1, §i prin urmare P(F) = k1,

Cazul I =9. Avem F={1, 100 4+ 1, 1
card F = 2k 4 2 si prin urmare P(F) = 2

” ’
<l <k 10k + 9}, ‘deci
k2

n
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1.39. Dintr-o urni ce contine # bile de diferite culori se extrag
la intimplare % bile cu intoarcere.

S3 se determine probabilitatea ca cele 2 bile extrase si fie de
culori diferite.

Solugie. Evenimentele elementare E -sint toate k-truplurile (u,,

u,;) ce pot fi formate cu cele # bile, asa ci avem card E =
= nk Evenimentele favorabile F sint k-truplunle (%y, ..., %) cu
elemente distincte, deci card F = 4.

Rezultd ci P(F) _—_caf_dli:ﬂi:(l_L)(l _3) {1 _hoyy
n

card E nk n

1.40. Un sofer a fost amendat pentru parcare interzisd de 12 ori
numai in zilele de luni §i marti. Din aceastd cauzd gsoferul s-a decis
sd nu foloseasci masina in aceste doud zile. Este justificati aceasty
decizie?

Daci cele 12 amenzi au fost date in zilele lucratoare ale sdpti-
minii, rezulti ci nu se dau amenzi dummma?

Solufie. In primul caz evenimentele elementare sint date E =
= {zilele siptdminii}’?, iar evenimentele favorabile sint F = {luni,
. < x card F 12
merfi}% Rezultd ci P(F) = =2 f( ) = 0,0000003, deci proba-
car
bilitatea este extrem de micid ca si se dea amenzi numai ]unea si
martea, asa ci decizia yoferului nu este justificata.
Ia fel ca mai inainte rezulty ci probabilitatea ca si se dea anienzi
[P : w : : .. 12
numai in zilele luerdtoare (deci nu duminica) este( g J ~ % .
Deoarece aceastd probablhtate este intermediari (nici foarte mici,
nici foarte mare) rezultd cd nu se poate trage nici o concluzie.

1.41. S3 sc arate ci cste mai probabil ca aruncind 4 zaruri si se
obtind cel putin o datd fafa unu decit aruncind de 24 deori cite doui
zaruri si se o bfind cel pufin o datd o dubld de unul (parado*cul lui
Mére).

Solufic. Pentru aruncarea a 4 zaruri evenimentele elementare sint
E, = {1 , 6)% iar pentru aruncarca de 24 de ori a doui zaruri
evenimentele elementare sint E,={(1,1),...,(6, 6)} (decx avem
de comparat doui probabilitifi a doui evemmentc din 01mpur1 de
probabilitate diferite).

'
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Fie A, evenimentul ca si se obfini cel putin o data fata unu.
Avem egalitatea 04, = {2, 3, ..., 6)4, deci

P(d) =1 — =404 _ {i)‘ = 0,517747.
card E, 6

Fie A4, evenimentul ca si sc obfini cel putin o dubld de unu. Are
lee cgalitatea (4, = {(1, 2), (1, 3), ..., (6, 6)}%, asa ci

— 1 _ _cardA,‘= _ 3_5‘-’4=
P(4,) =1 P4, =1 B E, 1 ‘36’ 0,491404.

Se observid ci P(4,) > P(4,).

1.42. Se imagineazi un joc in care jucitorul X arunci 6 zaruri
$l cistigd jocu daci obtine cel putin o dati fata unu, iar jucitorul Y
aruncd 12 zaruri §i cistigd jocul daci obtine cel pufin de doud ori fata
unu.

Care dintre cei doi jucitori are sanse mai mari de a cigtiga jocul?

 Solufie. Evenimentele clementare in cazul cind se arunci 6 zaruri
sint date de E, = {1, ..., 6)% iar in cazul cind se arunci 12 zaruri
sint date de E, = {1, ..., 6},

Fie 4, evenimentul ca X’si obtini cel putin o datd fata unu. La
fel ca la problema precedent3 se obfine ci P(4,)=1— (%)6 = 0,66510.

Fie 4, evenimentul ca Y si ob}ini cel putin de doud ori fata unu.
Avem (4,=B;|JB, unde B, este evenimentul ca Y si obtini exact

o datd fafa unu §i B,cste evenimentul Y s§ .nu ofind niciodati
12

fafa unu. De_asemenea observim ci B, =|JC; unde C; este cveni-
: ;=1 .
mentul ca asul sy apari la al i-léa zar. Avem B, = {2, ..., 6}
deci P(B2)={-:-J12 i Co=1{2 ..., 601 x {1} x {2, ..., 612~
Py = (& 5 P(By)= S P(C) — .(z)ﬁ =gy
(Cy) (6 | g a5 ci P(B)) ;: PC) =12 (2] o=2[3

Infine, P(4,) = 1 — P(p4,) =1 — P(By) — P(By) =1 — (-{6’:}“_
— 2(%," = 0,61867. |

Deci ci avem P(4,) > P(4,), cu alte cuvinte X are sansa mai
mare si cistige jocul.
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1.43. Dintr-o urni ce contmf. m blle rosii si # — m bile albe s¢
extrag la intimplare / bile cu intoarcere.

Sa se giseasci probabilitatea ca bila ¢ si fie rosie.

Solutie. Evenimentele elementare E sint I — truplurile (w1, - .., 1))
ce sc pot forma cu mulfimnea bilelor, deci card E = #/,

Dacd 4; este evenimentul ca bila i si fie rosie atunci A gt
dat de l— truplurile (#,, ..., %) din E cu #; bila rosie. Emsti m
p051b111ta1:1 de alegere ale lui #; 5i n p051b111tat1 de alegere 4
pentru j # ¢, dcoarece #; nu are -nici o restrictie.

Conform principiului de bazd, avem card 4;=m#'~1, asa c4 rezult}

lui 1t

L =1
P(d,) = 284w m

card E n n

~Se va vedca in problema 1.59 ci acelasi rezultat se obtine si dac
extracjia se face fird intoarcere.

1.44. Din mulfimea {1, ..., #}, # > 3, se extrag la intimplare douj
numere & $i b. :

Si se arate ci este mai posibil ca a2 — §% si se dividi cu 3 decit
cu 2,

Solutie. ’\(Iultlmea evenimentelor elementare este E = ..
dcci card E = 2 Fie F, = {(a, b) < E; a* — b este dlvulbll cu g},
Fy={(a, b) € E; a®> — B este divizibil cu 3}.

Avem

F,={(a, b) = E; a, b sint parc sau a, b sint impare}
Fy={(a, %) € E; a, b se divid cu 3 sau @, b nu sc divid cu 8}
deci

P(F,) = P({(a, b) € E; a,.b pare}) + P({(a, b) = E; a, bimpare})=

__ card {(a, b) € E; a, b pare} . card {(a,b) € E; a, b impare} __
card I ' card E o

B g

P(F,)=P({(a, b)e E; a,b se divid cu 3})4+P({(a,b)= E; a, bnu se¢

n 2 [n 2
3l+ n® [3]

BT - [ ])
divid cu 3}) =
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Ardtdm cd P(F,) < P(F,) daca » > 3. Avem
A - = 2]+ 2[5 -

=2 [a)l -2l D)o

1.45. Perechile de numere (%, y), unde x, v iau valorile intregi
intre —un, §1 n, sint scrise pe niste cartonage (pe fiecare cartonas este
scris numai o pereche). Aceste cartonage se introduc intr-o urnd si
sc¢ extrag apoi la intimplare trei cartonase firi intoarcere.

Considerind cele trei perechi scrise pe cele trei cartonase ca fiind
coordonatele punctelor M,, M, M, si se calculeze probabilitatea
ca M, si M, si fie simetrice in raport cu Mj,.

Solugie. Mulfimea evenimentelor elementare E este dati de
3-truplurile ordonate cu componente distincte formate cu cele (272--1)?
cartonage. Conform punctului f, din rezumatul teoretic, avem cgali-
tatea

card E = Apypp = 4n(n + V){[4n(n + 1)]2 — 1}.
Pentru [d,| < n, |dy]| <, fie Fg, ¢ = { ¥1» yl) (%2, Y2)s (%3, 7))
Xy — X = Xp — X3 = dpya Y=Y — Y3 =

Atunci evenimentele favorabile sint date de F = U Ly, g
: d,, d, =—n

Aphcatla f: Fa, a = {(x ), |x| n— |d,|, ]y] n— ]dzl} dz-
tinita prin f((x;, ), (xz, yz), (x3, Y3 )) — (%3, ¥3) este o bijectie, deci

card Fg, 4 = card {x, | 2] < n— |dy], |yl <n— |d2|} =
=card {x; |x|] < #n— |d1|} card {y [y| <n— Idzj} =2n 41—
— ld,)2n + 1 — |dy)
Rezulta
card F= ) cardFa a= 3, (2n+1—|d))(2n+ 1—|d,])=
dy, d3=—n L, ds=—n
di+ d3#0 di+d3%0

= (2n + 1)24.2” 2n + 1 — 2d,)+ 2 2 @2n+ 1 —
=1 di=1

— '2dl)(2n +142 d'é_l (2n 41 _ »242))= 2(2n + 1)(n(2n + 1) —

— nln + 1)) + 220 + 1) — n(n + )28 + 1 +2n@2n + 1) —
—n(n+1)))= 4n*(n 4 1)2 '
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"deci

— card F — 4n2(n + 1)% — n(n 4 1)
card E 4n(n + 1) -{[n(n + DE —1}  [n@x+ DF -1 )

P(F)

1.46. Un grup de 2# baieti §i 2n fete este impiartit la intimplare
in doui grupuri egale.

S& se giseascid probabilitatea p ca fiecare grup sd aibd acelasi
numir de baiefi si fete si apoi si se estimeze p folosind formula lui
Stirling. . / ) '

Solutie. Fie A mulfimea biiefilor §i B cea a fetelor. Atunci eve-
nimentele elementare sint E={LCAUB; cardL = Zn},mdéa
conform punctului f; din rezumatul teoretic avem card E =Cin

FEvenimentele favorabile sint F={LCA4 UB; card L =2n,
card(L N 4) = card (L N = B) n}. ° ;

Aplicatia L — (LN 4, L N B) este o bijectie intre F si {L,C 4;
card L, = n} x{L,C B; card L, = n}, deci card F=C3, - C2s = (C2)%

Rezulta

_ _ card F _ (C3,)
p= P(F) —cardE_ Cg: )

1
— ni
Formula lui Stirling afirmi ci »! ~ ﬁ-rm Ze™" (a,, ~ b, in-

seamni ci lim 2 = 1}. Avem
n-0 bn
P _ (2n1) 2. (2n1)? — 2n 1)
[(n !)"] . 4m! dnl(nl)

—

- 2»’+%4 R
A2z(2n) e 8 a2

4n+l- iy n-i--]— .
NZz(dn) Ze™ (J2_r':n 2) et

ni

~

1.47. (Schema bilei meintoarse). Dintr-o urni ce contine m bile
rosii 5i # — m bile albe se extrag la intimplare & bile fird intoarcere
(extractie se face simultan sau secvential).
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S4 sc arate ci probabilitatea ca cele k bile extrase si confind exact

r ~k—r
* bile rosii este ’”—:T—"—' .

2]

Solutie. Presupunem intli ci bilele se extrag simultan. Fie R
muljimea bilelor 1osii si 4 cea a bilelor albe.

Evenimentele elementare sint E={LCRUA; card L =
deci card L = C}. Evenimentele favorabile sint F = {L C R U 4,
card L = %, card (LN R) = R.}

Aplicatia L - (L N4, LN R) este o bijectie intre F si
{LiCd;card Ly =% —7} X {L, C R; card L, =17}, deci card F =
card F Cn Cﬁ::n

:—ﬂl 2! Pllll ur mare‘ P(I ) caxd E Ck
= ( : C »m §1 . n

Presupunem in continuare ci bilele se extrag secvential. In acest caz
evenimentele elementare sint E = {u = (u,, ..., %); #, = RUA,
# are elemente distincte}, deci conform punctului f, din rezumatul
teoretic avem card E =A%} '

- Evenimentele favorabile sint F = fu=(uy, ..., 1) € E;card {i;
#; € R} =7}, '

Dacd pentru L={i}, ...,5} C{l, ...,k cu i, < ... <1, de-
{inim R
Fr={u=(u,...,m) €E; 43R, 1<7<7}
atunci '

F=UF,.
'L

Multimile Fy si {o = (v5, ..., 9,); %, € R, v are clemente dis-
tincte} X {w = (wy, ..., wy,_); w; € 4, @ arc elemente distincte)},
tunde j; < ..., < s, sint indicii din {1 ...,s}\L, sint in cores-
pondentd bijectivi prin aplicatia ‘

% = (ul, R A ((u,-., cen, u;'), ﬁu,-,, ceey u,-k_,))

Rezulti cd avem card F = Z; card Fp =D L AL Ar=l = CL A, A%,

k—
ChAmAn_m

i prin urmare P(F) =
4,
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Mai departe avem

h— - -
GAndbTy a1 AndiTL 4, AL GG,
ak rl(k— 7)1 ak rl (k—nl b ct ’

1.48. (Schema bilei intoarse). Dintr-o urni ce contine m bile rosif
si # — m bile albe se extrag la intimplare % bile cu intoarcere,
S% se arate ci probabilitatea ca cele k bile si confini exact
Crpmr(n — m)b=r : v

7 bile rosii este
! : nk

Solutie. Fie R muljimea bilelor rosii.§i A cea a bilelor albe. Ever
nimentele elementare sint E = (R U 4)* deci card E = #*.
Observim ci E se mai scrie sub forma

E= \U G, x ... X G, Evenimentele favorabile sint
G;=A sau R ! h
.F == U G1 X ... X Gk,
G;=A4 sau R
card {i; G;=R}=r
deci card F = > card (G; X ... X Gp) =
G‘EA sau R R

card {§; G‘=I§_} =y
= m'(n —m)t—rcard {(G; ... Gy) ; G =A sau'R, card {i; G;= R} =71},

Aplicatia (Gy, ..., Gy) = {i; Gi = R} este o bijectjc intre {(Gy, ..,
. Gy); Gy=A sau R, card{s; G;=R} =7} si {LC{L ..., k};
card L = r}, fapt ce implicd egalitatea urmatoare: card{(Gy, ..., Gs);
G;= A sau R, card {i; G; = R}.=1} = C;. Prin urmare card F =
card F _ Crmf(n — mt~r
card E nk

Alté solugie. Conform problemei 1.20 din paragraful precedent
probabilitatea clasici pe E este produsul probabilitatilor clasice pe

= Cim'(n — m)*—, de unde P(F) =

(RUA); i=1,...,k unde (RU4);= RUA.
Daci notim cu F; evenimentul cd la extragerea ¢ am obfinut o
bila rosie, atunci P(F;) = 2 si din problema 1.20 rezultd cd eveni-
— ” .
mentele F; = (R U 4); X ... X (R{J 4)i-1 X FE,x(RU A4d)+U..,
... (R U A); sint indepcndente. '
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Evenimentul F ca in cele % bile extrase si avem 7 bile rogii inseamna
rcalizarea a 7 dintre evenimentele F; deci conform problemei 1.26
rezultd ca :

~ B 5 — k=
PO =G (L) 1 =27 = e m
n n nk

1.49. Pe niste bilete sint scrise numerele de la 000000 la 999999,
Care cste probabilitatea ca extrigind la intimplare un bilet acesta si
aibd suma primclor trei cifre egald cu'suma ultimelor trej cifre,

Solufie. Evenimentele elementare sint E = {(ay, ..., a5); 0 < ;<
< 9}, deci card E = 108, ' :
Evenimentele favorabile sint F = {(q,, .. ., a);0<a<9, a, +
27

+a2+a3=a4+a5+q,}=H{(al,...,as); a<a<9;

27
Gt aytayg=a,+4 as+ ag =1} =IL=%F,.

Cum aplicatia f: F; = {(a, a,, a5); 0 < 4; < 9, a, + a, + a; =
= }}* definitd prin f((a,, ... ag)) = (a,, @y, @3), (a4, a;, ag)) este o bi-
jectie, rezulti ;

card F; =8} = [card{(a, b, ¢); 0 < @, b, c < 9, a Fbte=0nR
Atunci
27

anrdF;

card F 1=0 2
— — = : — —6 2
PR ==o=2  _10 (lzﬂo:b;)

Riamin de calculat numerele ber - -+, by
. . . . . 1 .
Calculul luib,, ..., by. b= card U {6, ¢);0<b, c<9b+¢c=
a=0

!
=1_a}=2(z_a+1)=(’"“1);ﬂ
a=0

.o R . - 9 . L X
Calculul &y, ..., bys. Avem bypo = 2 card {(b, ¢); 0<b,¢<g9,
a=0 ’
-1

b+ec=9+1—a) =Ecard{(lb, é);Osb, <9, b+c=9 +l—a}+
: ’ a=0

9
+E’card {6, 0); 0<b,¢<9,b+c=941—a4}.
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Deoarece pentrua < ! — lavemd 4 ¢ =9 4! — adacd si numai
dacé:b=9,c=l-—-a;b=8,c=l—a—]—l;...;b;l:a,c=
=9 §i pentru @ > ! avem b+ ¢ =9+ 7/ — a dacd si numai daci:

=0, c=9+4l—a;b=1c=9+1l—a—1;...;b=9+1—
— a, ¢ = 0 rezulty ci avem card {(b, ¢); 0<bc<9 bfc=9+
+1l—a=10—( —a)daci a<!—1 si card (b, ¢); 0< b, ¢< 9,
b+c=9+l—a}=10+l—-adacéa;l. R
1-1

9 T
Prin urmare biye = 3, (10 — I+ a) + 2 (10 +1—a) =

a=0 a=l :
=9+‘2°” .z+‘°f2’+1(10—1)_=9z—12+55.

. ’ . .9 N
Calculul lui by, ..., boy. Avem big4y =.Z card {(b,¢); 0< b, ¢ <9,
: a=]

(10 — H(11 = 1)

9
b+c=18-|—l——a}=Z;(a-l+l)= .

1.50. Daci 7 persoane, printre care se afli 4 si B, se agazd la
intimplare intr-un rind, care este probabilitatea ca si existe exact
r persoane intre 4 i B?

Daci cele # persoane se agazi intr-un cerc, si se arate cd proba-

bilitatea precedenti este indépeﬁdenté’. de 7 si deci egald cu p— (in
- —

agezare in cerc se consideri numai arcurile 45 in directie pozitiva).

Solugie. Evenimentele elementare E sint date de n-truplurile ordo-
nate distincte cu componente distincte formate cu cele # persoane
deci card E=#n!. A si B pot si stea pe locurile (5, ¢+ 7+ 1),
1<i<n—r—1,deci 4 si B se pot ageza in 2(#» — 7 — 1) moduri
(A si B au roluri simetrice). o

Evenimentele favorabile F sint date de #-trupurile (uy, ..., %)
distincte cu elemente distincte cu proprietatea cd #; = 4, %itrs1=
=B, sau ;= B, #ippp1 =4 pentru 1 <i<n—7r— 1, deci
F= U {u = (4, ..., %) ; % din mulfimea celor # per-

w;=A, “i+r+1=‘B .
sau
“.--B, “.'+'+1=A
1<ign—r—1
soane, # are componente distincte}.
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Rezulti ci avem card F = > card {w = uy, ..., %i_;,
=4, Yityp1=8

sau
“‘-‘B, “"+'+l-4
1€ign—r—1

$it1, < ooy Wigr ooy Uiggqs, -+, Uy); % aTe componente distincte} =
= Y m—2!=20—7r—1)n—2)!

d'- IHA, U‘+’+I-B

san
#;=B, U;pypym=d
1Kign—r—~1

Prin urmare P(F) — card F ____2(11 — 7 — 1)(n —2)! — An—r—1) )

card E nl i n(n — 1)

Presupunem acum ci persoanele se asazi in cerc.
Fie {1, ..., %} multimea persoanelor. In acest caz ev cmmentele

lementare smt E={f:{l,...,n} > {1,...,%}; f bijectivi} deci
card E = ! Pentru 1<i<n fie A-—{fEE'f (i)=A, f(i+r +1)=B)},

Avem card 4; = (n — 2)! si evenimentele sint date de F U A4,

=1

. card F 1
deci card F = .-21 card A =nn—2)), asa ci P(F)= > =—

1.51. Din submul{imile multimii {1, ..., #} se extrag la mtlmplare
7 submulfimi A4,, ..., 4, cu mtoarcere

Sa se afle probablhtatea ca cele 7 submultlml sé fie disjuncte doua
cite doua. ‘
Solugie. Evemmentele elementare sint E, = (2({1, . n} , deci

card E, = 2. Evenimentele favorabile sint F, = {(A,, ..., 4,) € E;
4; sint disjuncte doud cite doui}. Pentru a calcula card F, aplicim

mductla dupa 7.
g. .y
Fie r = 2. Atunc1 Fj= U1«k unde F* = {(4,, 4,); card 4, =
=k AN 4, =0} = U {4y, 4y); 4,0 4, =9}, ded

A,e{1, ..., 5}

1, ..
-=0 card A,=Ic

= i card F* = Z .4.=(2 card {(41, 4o) 3A1QA2= O} =
=0

7
=3 2 2”"" = ; Ch2#—# = 3% (am folosit faptul ci pentru



A, fixat cu card 4, = k mulfimile {(4,, 45}; A, N A, =T} 5i 2(C4,)
au acelagi cardinal ; se vede cd aplicatia (4,, A;) —» A, este o bijectie
intre aceste mulfimi). :
Rezulti ci P(F,) = cord Fy ¥ = (i]n
card E, 238 4
Presupunem acum ci avem card F, ;=" si si aritam cd

"
card F, = (v + 1)*. Avem F, = HF* unde Fé= {(4,, ..., 47);

card A, = k, A; sint disjuncte dous cite doud} =  |J Gu,, unde
o ' | ey

Ga, = {Ay, ..., 4,); 4; sint disjuncte .doui cite doud}. Dar prin

aplicatia bijectivd ((4y, ..., 47) = (ds, ..., 4,) se observid ci Gy,

are acelasi cardinal cu F,_; construit plecind de la mulfimea (A4,,

deci conform ipotezei inductiei avem card G4, = yn—card 4y Rezultd

) é . 2 k=

card F, = ), 2 card G4, =
k=0 A;c(l, ..., 0} k=0 d,c{l, ..., 8}
card A=k o card Ay =k i

(] .
= Z_}o Chn—t= (r 4+ 1)

Prin urmare P(F,) = card F, _ (r+1)" _ ( v+ 1 )n.

card E, 2nr- 2r

1.52. Numerele 1, ..., 7 sint scrise pe niste cartonage. Se intro-
duc cartonagele intr-o urni si se extrag la intimplare !/ cartonase
(cele I cartonage se extrag simultan). Si se afle probabilitatea ca in
cele I cartonage si nu fie doud numere consecutive.

Solufie. Evenimentele elementare sint E = {L C {1, ...,m}; card
L =1}, deci avem card L = Cf,. ’ :
Evenimentele favorabile sint F = {L = E; L nu conjine doui
numere consecutive}. Definim aplicatia f: F - {L C {0, 1, ..., ” — I}
card L =} prin fL)y=0—1, ..., 4—1, dacd L={i ..., iy
1y < .0 < ;. .
Este ugor de vazut ci f este o bijectie, deci card F = Chotsr.

. Con
Prin urmare P(F)="23F - Tnoiil
card E c

”

1.53. (Problema mesei rotunde). In jurul unci mese rotunde cu

21 'scaune se asazi in mod aleator # perechi sof-sotie astfel incit ci
nu existe doud porsoans de acelagi sex pe scaunc aliaturate.
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Se cere probabilitatea ca nici un birbat si nu aibi ca vecini
sofia sa (nu se disting doud configurafii ce diferd printr-o rotatie).

Solufie. Fie {1, ..., n} mulfimea barbatilor si {1, ..., #} mulfimea
femeilor. > g

Evenimentele elementare (agezirile posibile) sint E = {r-4{, ...
eeo} = {1,..., n}; f bijectivd}.

Intr-adevir la o agezare :(dacd notdm cu 1, ..., » locurile pe care
stau bérbatii) ii facem si corespundi aplicafia bijectivi f: {, ...,
ooy (1, ..., %) definits prin f(f)=sotia ce
std ig dreaRta lui<. Invers dacif: {1,.. ., n} -
= {1, ..., n} este o functie bijectivi i facem
i sd corespundd agezarea definitd astfel: in
,_ 7 dreapta lui ¢ pun f(3).

Fie Ay ={f € E; fli) =4, 1

n <n, Ay={fsE; fl)=141;} 1
<n—1, ?Az"={fEE; f(n) = 1_}

Evenimentele favorabile sint F=0(4,l). ..

co. UAy), deci P(F)=1—PA4, U ...

Ul =1— 3 (=l P(‘_QA,-):l—

Le{l, ..., 28}

2

VAN/AN
VAN

41 )
1

™

Fig. 1.

2n

o A VI I

Laied ialL

Deci pentru L C {1, ..., 21} card L =, avem de calculat P( N A,-}

1=
Aritim pentru aceasta cii: =
1) Dacd I > #n 4 1, atunci L contine doi intregi consecutivi din
{1, ..., 2n, 1} (aici 1 este considerat consecutiv lui 2#).
* 2) Daci L conine doi intregi consecutivi din{l, ..., 2, 1}, atunci

N 4;,=0.

1) Presupunem deci ci LD {4, ..., Tad1) CU Oy < ... < gy §i
tj41 — %; > 1. Rezultd cid intre 4; si 474, se afli cel putin un numir
din {1, ..., 2#n}, deci in total cel putin # numere din {1, ..., 2n}
se afli intercalate intre numerele T3, « vy Ing1, Tapt ce ar implica
{1, ...,2n} ar avea ‘mai mult de 2# clemente (i, ..., ipsy §icele 2

intervale), ceea ce nu se poate.
A1
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2) Presupunem ci L contine doi intregi consecutivi si prin ab-
surd fie f € 4,. Fie (2, 2i 4+ 1), (2#, 1) una din perechile de
ial

numere consecutive pe care le confine L.

Daci f € Agi () Agigr atunci f € Ay implicd f(7) =7+ 1 si
S EfAz,H implica f(i +71) =7+ 1, fapt ce contrazice injectivitatea
lui

Daci f = Ag-1N 4a, atundi f(@) =1 + 1 f(z) =7, ceea ce ar
arita ci f'nu este univoc definitd. -
" Dacd f € Ay, 4,, atunci f(n) = l f(1) = l ~fapt ce contrazice
injectivitatea lui f

Rezulti deci cid

-, D, (= P 4]
I=1 Le<fl, 2n) ‘\ielL
card Lwl s}n L
nu contine doi
intregi consccu-
tivi din
{, ....2s, 1}

Dar P(ﬂ A) == D! hen o3

ial nl

l‘*‘)=l—2(—1)‘+1 (”_l)'card{LCfl ., 2n}, card L--l
I=1

si L nu conjine doi intregi consecutnrl din 1, ...,2n,1}
Fied={L_C {1 »2m}; card L =1, L nu contme doi intregi

consecut1v1 din 1, Zn
={L, C{2 . ,2n — 2}; card L, =/ — 1, L, nu confine doi

1ntreg1 consecutivi dm 2, , 21 — 2
= {L. C{l, . ,2n — 1}; card L, =14 I,2 nu congine doi
mtreg1 consecutivi dm 1, ..., 2z — 1}

Avem card @, = Cz,,..l, card a, = Cg,,_[ si este vizibil cd 4, N
N &, =@ Aplicatia ¢: 4 —» &, U 4, definitd prin

I IN{l,2n — 1,2n} daci 2n = L
q’()=[L  daci 2né L

2n Al
7 CZ_»-—I-

este o bljecpe aga ci. avem card 4 = card 6[ + card a2

In fine obj;mem ci

n s
P(F)=1—3 (—1)+ (=1 20 Chpey

T=1 nl 20— 1 - Y
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1.5%4. Fie f, g functii reale definite pe mulfimea parfilor multimii
finite E. Si se arate ci urmitoarele doud afirmatii sint echivalente :

a) pentru orice 4 C E avem f(4) = BE g(B);

>4
b) pentru orice 4 C E avem g(4) = Y (—1)=rd (BNA) £(B)
B>4
(principiul includerii si al excluderii). .
Aplicatie. La o sirbitoare participd » copii §i m adulti. Fiecare
adult atribuie la intimplare copiilor cite 7 cadouri (un adult nudi mai

mult de un cadou la un copil si deci 7 < ). ‘

Care este probabilitatea ca fiecare copil si primeascad cel putin
un cadou?

Solutie. Observim intii ci& daci 4 C CC E i card(C\4) =#>0

atunci existi C* multimi Basaincit A C B C C si card (B\4) =k%.
Deci

(1) O\ = 3 CH—1)# = (1 — 1=,

AcBcC

(—1)rd (C\B) — ”EC{g(—l)"-k = (—1+4 1)»=0.

AcBecC k=0

Rezultd ci f(B) =Bz,cg(C) pentru orice B implicd ‘
> (=1 N f(B) = 35 (1) B\ 37 g(C) =

AcB AcB

=340 2 (—1)=t N = g(d).

A=C

Invers daci g(B) = *_, (—1)=®(\Bf(C) pentru orice B atunci

T8 = 3, T (—l=mennr(c) =
= 5/ I (Cimeesn=f)

Aplicatie. Dacid E este multimea copiilor atunci pentru 4 C E
definim f(4) ca fiind probabilitatea ca cel putin copiii din mulfimea
A si nu fi primit cadouri §i g(4) ca fiind probabilitatea ca numai
copiii din multimea A si nu fi primit cadouri.

Evenimentele elementare sint date de E = {L C E; card L = r}™,
deci card E = (C)™.
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Fie F evenimentul ca cel pufin copii din 4 si nu primecasci cado-
uri. Avem F =@ daci cardd >n—7r si F={L C(4; card
L =7r}mdaci card 4 < n — r, deci

(4) = P(F) =0 daci card A > n —r 5if(4) = °“’”~lc"-°““]

ard E [C),
dacd card A4 < » — 7. Deoarece pentru B # B’, g(B) ei g(B') sint
probabilitifi de evenimente disjuncte, rezulti ci f(4 Z; &(B).

Avem de calculat g(@) care, din principiul includerii si al excluderii, este

= crd B i =N 1T [n = W1t (=1t
dat de g(@) §( DB = e fkg; —r—) 11" &1

Lisim c1t1torulu1 sd dea o solutle directs aplicatiei.

1.55. (Problema concordangelor). n. perechi sof-sofic participi la
un dans unde partenerii sint alesi pnn tragere la sorti.

Care este probabilitatea ca nici un birbat si nu danseze ctt sotm
sa?

Solutie. Fie {3, Z}]g,s" cele # perechi. Evenimentele elementare
(perechﬂe de dans posibile) sint date de E = {f: {I,..., #} >
- {1, ..., @}; f bijectivi}, deci card E = u!. Fie
A, = {f eE; f(1)= z} Atunci evenimentul a cdrui probabilitate se

cere este F = ((4,U ..., U4,), deci v .
P(F) =1— (UA)— 1 — s (1)t £ P(n A,.).

f=1 seL

Dar ﬂ A; este in bijectie cu {f:{1,...,n)\L - {1, ... ,BI\L;
J b1]ect1e} prin aplicatia f - f|q, ..., mz, deci card( ) —
ialL .
=(n —card L)! si pnn urmare P[ﬂ A. ) (» — Cafld L)!
sel ¢ n
Rezulti ci
P(F) =1— E (—l)u"d 41 (#—card L)! —
1<{l,..., n} n!
n ’ . ’ O — 1 _

—1-% T (e

= < vee n!
) = Lea{rlé Lw' ,}
n " A P
y (n— l)! : -9l (=0
1—; (—1)'+1c };4_1@ D D T



Este amuzant de vizut-ci P(F) » e = 0,36 cind'# —»c0. Putem
aplica si principiul includerii si al excluderii pentru rezolvarea proble-
mei. Pentru A C {1, ..., n} definim f(4) ca fiind probabilitatea ca
cel pujin dansatorii din A 'si danseze cu sotiile lor si g(A) ca fiind
probabilitatea ca numai dansatorii din A si danseze cu sofiile lor.

Conform celor precedente, avem f(A4) = -‘”-#dﬁl
) ) n
B’ # B" g(B!) si g(B”) sint probabilitd$i de evenimente disjuncte

rezultid ci f(4) = 2, g(B). Avem de calculat g(J) care conform prin-
AcB :

si, cum pentru

cipiului includerii si al excluderii este datd de egalitatea

AR YUy P LR 3 PRI,/ ek L Y
g@)=23(-1) L (et =

B nl =0 =0 1!

1.56. Printre # bilete de examen, m sint ,favorabile”. Studentii
vin pe rind si tragd cite un bilet.

Dintre primii doi studenfi, care are sansa mai mare de a trage
un bilet ,favorabil”’?

Solupie. Fie A evenimentul ci primul student trage un bilet ,,fa-
vorabil” si B cvenimentul ci al doilea student trage un bilet ,,favora-
bil”.

Avem P(d) =2, iar din formula probabilitiii totale (vezi

n .
punctul %, din rezumatul teoretic) rezultd ca

P(B) = P(4) P(B|4) + P(C4)P(B|C4) = 13 P(B|4) 4

+ === P(B] ¢4)
Dar
P(B|4) =%, P(B[g4) =", deci P(B) =2 m—1
g ” —

» n—1

n n—1 n

Prin urmare cei doi studen{i au acceasi sansi si tragi cite un bilet
»favorabil”, ,

1.57. Intr-o urni se afli # bile. Sint posibile (# 4 1) ipoteze asupra
numirului de bile albe din urni: H,, H,, ..., H, unde H; este ipo-
teza care constd in aceea ci in urni 7 sint ¢ bile albe. -
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Presupunem ci toate aceste ipoteze sint egal probabile, deci P(H;)=
= _:. " pentru orice 7. '

n ’ : . oo .

Din urnd se extrage la intimplare o bili care este albi. Si se
calculeze probabilitifile conditionate P(H;|B), 0 < 7 < #, unde B

este evenimentul ca extrigind o' bili din urni, aceasta este albi.
T e W 1 ~ -

Solutic. Avem P(BlH;):_—i- , deci prin aplicarea formulei lui
n

Bayes (vezi punctul %, din rezumatul teoretic) obtinem
o 1 i

P(H;|B) = —"* 12
PEL| B my
k:Eonq-l‘n

Prin urmare cea mai mare probabilitate aposteriori (adici in ipostaza

cd B s-a produs) o are ipoteza H,. " '
Observajie. Problema precedenti este un caz particular al pro-

belmei 1.56, unde 4; = g‘cudentul ¢ trage un bilet favorabil}.

1.58. Sultanul ii spune lui Ali Baba: ,Iati doud urne identice,
m bile albe si # bile negre. Repartizeazi cum vrei bilele in cele
doud urne asa incit si nu fie nici o urni vidi si eu voi extrage o
bild. Dacd bila va fi alba, ifi diruiesc viata”. Cum a ficut Ali Baba
sd-si maximimeze sansele? 2 ‘

2

=n(n+l).

Solufic. Fie U,, U, cele doud urne si si presupunem ci in U, se
afld x > 1 bile albe i y bile negre, deci in U, se afli m — x bile albe
si # — y bile negre.

Fie ET'? multimea bilelor din U,, EPY multimea bilelor din
U, si P{*? probabilitatea clasici pe EF?. :

¥ A : . o1 1
Deoarece cele doud urne sint alese cu aceeasi probabilitate Py

tezultd cid experimentul aleator constituit din extragerea unei bile
din ccle doui urne este modelat de suma directs :

(E7?, 2(E7?), PP?) @ (ES?, 8(Ef?), P}).
Fie F evenimentul de a extrage o bili albi. Atunci

Pxy(F) = 2 PY? (FNEFY) + 2 PP7 (FO E5Y) =

___1 x m—x ) )
2[x+y mtn—y—y
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(am notat cu (EF? U E3?, &(EY? U EZ?), P® ¥) suma dircctd pre-
cedenti).
Vom arita ci daci 1 < x < m — x (fapt cenu restringe genera-
litatea?) oY o : ‘
P=3(F) < P»YF) < PLO(F),
fapt ce arati ci Ali Baba isi mireste sansele dacid pune o bild albd
intr-o urni, iar restul bilelor in a doua urna. Avem

px,O(F)__pz,y([?):.l_(l_;-uyji_l(”’:‘y_};‘ mo % )=

2 m4n—x 2 ¥ mbn—x—y
_l y m+n_1_ m—z ]
2mtn—x—y \x+y mtn—2

Suma din paranteze este minimi daci y = # cind ia valoarea

m—®m—29) - deci P= O(F) — P#¥(F) > 0 pentru orice %, Y.

(n+_x)(m+n—x)
Apoi este ugor de vazut cd P 0 (F) > P%?°(F) pentru x > 1.

1.59. Dintr-o urni ce contine m bile rogii §i #—m bile albe se
extrag la intimplare toate bilele, fard intoarecere. S4 se afle proba-
bilititile urmitoarelor evenimente:

A; = {bila ¢ este rosie}; .

A; ; = {bilele 7, sint rosii};

B;, ; = {bila ¢ este albd si bila j este rosie}.

Solutie. Pentru L {1,...,u} cu cardL =m fie Dy =[) B

v L iml

unde B; = A; daci i &« L §i B; = (4; dacd ¢ & L. '

Aritim ci P(Dy) =C-17pentru orice L ca mai sus.

Aplicind punctul %, din rezumatul teoretic obfinem

P(D,) = P(BI)P(leBl) ... P(B,|Bs-1N --- N By)
Fie L ={i}, ..., tm} C1 3y < ... < ip. Avem ‘

P(B,) =n—’;m’ p(BalBI)=L”:’_'l—_‘

n—m—1 +2

n—i +2

v P(B.’,-]IBi‘_z"n . n Bl) =

i
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P(Bi|By-1 N -+ N B) = —————, P(Byn|ByN ... N By) =

n—ig 41"
=2zt it P(Bu-1|Biyca() ... ) By =" mo il
" —1 n—ty+2
—1
P(By|By-1 --- N By) == i PBigilBipa) .. N By)=
o n—idy 1 A
—n—im+2 !
1
P(B‘,,,IB.-,,,—xﬂ N Bx):m.

P(B;,+41Bip4a=1N ... N By) =1
pentru 1 € 2 < m — 1,
Prin urmare

P(Dy) = m) =M = in+ 1) ) =ml 1

nn—1) ... (n—1i, +1) nl c»
‘Mai_departe ' _ o
A=\ Dy deci P4)= 3 P(Dy) =
iaL Le{i .., n)
teL, card L=m
R e N
B e A

 iGL, card L=m
De asemenea 4 ; = U Dy, deci

i, jelL
1 ChZs  mn — 1)
PA,- ;) = = =
(1) ,-,?;L car o n(n — 1)
In fine B; ;= |J Dy, deci
i3
P(B’ ) — E P(D ) — c:r:2l - m{n — m)
“I T cefferl VE cr nn — 1)

Alta solufie. Fie R mulfimea bilelor rosii 5i A cea a bilelor albe.
Evenimentele elementare E sint #- trupluri distincte si cu componente

distincte a = (a, ..., a,) formate cu elementele din R {J 4, deci
card E = »n! T i
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A, sint #-truplurile din E care pe locul i au elemente din R.

Aplicaia ¢: 4; — 4, definitd prin o((ay, ..., a,) = (ay, a, .
..., @iy, Gy, @iy1, - -, Q) este o bijectie, deci card 4; = card 4, =

= m(n — 1) !. Rezultd ca
d A mn — 1)1 m
PA=PA =car L = = —_—,
‘ ( ')( ( 1)1 card E nl n
A; jsint n-truplurile care pe locurile 7, j au elemente din R.

Aplicatia ¢: A;j = 41,2 definita prin ¢(ay, ..., @) = (By, ..., bs).
unde b, = a;, by = a;, by =&, 1 # 1, §, este o bijectie, deci

card A;; = card 4;, 5 = m(m — 1)(n — 2)!

Deci
P A-V _ m(m — 1)(n — 2)! =m(m-— 1) .
( i.d) nl nn — 1)
Aseminitor se arati ci avem card B; ;= card Bi,s= m(n — n)X
s (n — 2) | si-prin urmare P(B; ;) =2e=me=-2 min — m)
. : ' k nl nn — 1)

1.60. Un punct A este ales la intimplare din intervalul [0, 1]. Fie
1, (resp. J,) lungimea segmentului mai mare (resp. mai mic) determi-

nat de 4 pe [0, 1]
Si se calculeze P(l,< %), P(l; < %).

Solugie. Fie ! coordonata punctului 4. Au loc egalitatile

h<g=f<gn{—l<sH=[1-xn2] ;<r<]

te[--

B> =0>xaN{1—-1I>2=@x1-2); 0< %<

Prin urmare (m fiind misura Lebesgue):
£x <1

N')—a

P, < x) =m([1 — %, ¥]) =2x — 1 dacd
P(l, < x)=1 — P(l, > x)=1—m((x, 1 —x)) =1 —(1 — 2x) =2«
dacd 0 < x < %

1.61. Doi prieteni au hotirit si sc intilneascd intr-un anumit loc.
Ambii sosesc aleator in acel loc intre orele a si a + T. Fiecare asteap-
ti un sfert de ori si apoi pleacd dacd celdlalt nu a venit. ,

Care este probabilitatea intilnirii lor?
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Solutie. Fie s, ¢t timpil de
sosirc ai celor doi prieteni.
Punctele (s, #) determind in plan @av) -
piatratul E = [0, e + T]~ , \\

Conditia ca cei doi prieteni
si se intilneasci determind in
plan mulfimea

F={(s,t) cE;|s—t] s—l-} 004_.--;

Observém cd dacd T < %, ' (0a) \\

N,

- -

atunci F = E, iar daca T > -;—

. , @9 (a+4—f,0) (e+7,0) ¢
mulfimea F este regiuneca hasu- '
ratd din figuri. Fig. 2 -
Rezultd c& c
1 daci T < %

1.62. (Paradoxil lui Bertrand). Si se determine probabilitatea ca
o coardi a unui cere luati la intimplare si fie mai mare decit latura
triunghiului echilateral inscris in cerc.

Solutie. Considerim ca fixd directia coardei si ducem diametrul
perpendicular pe aceasta directie.

\Totc}m cu A, B extremititile diame- g
trului §i cu C, D mijloacele segmentelor :
OA, OB. Pcntru ca lungimea coardei si fie

mai mare decit latuza triunghiului echila- a X
teral .inscris in cerc trebuie ca mijlocul p#X\8
ei si fie situat intre C si D. Daca (p, 0) g
sint coordonatele polare ale mijlocului M

al coaidd, atunci —R< p< R, 0< 0< 2% ¢
si M se afliintreC si Ddaca—fs ps‘iif,
0 < 0 < 2=, Rfiind raza cercului. Fig. 3

1

»
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Rezultd cd probabilitatea ciutati este (vezi punctul g din rezu-
matul teoretic)

2nR
2% 2R

1
p= re
Bertrand a dat acestei probleme trei solutii (cea de fati care cores-
punde cimpului gometric i altele doud ce folosesc alte cimpuri de
probabilitate) obtinind rezultate diferite.

1.63. (Problema acului lui Bufforn). Un ac de lungime [ este arun-
cat la intimplare pe un parchet format din lame paralele de litime
a, unde I < a.

S4 se afle probabilitatea ca acul si cadi pe una din liniile despir-
titoare ale parchetului. '

Solutie. Pozitia acului este determinatd de coordonatele (x,y) ale

unei} extremititi ale sale (de exemplu A4) si de unghiul 6 pe care
AB il face ci1 axa Ox.

Presupunem cé liniile despértitoare sint paralele cu axa Ox.
Nu restringem generalitatea daci presupunem 0 < 0 < — ,
2

0< y € a. Pentru 6 dat pozitiile acului AB care intersecteazii linia
despirtitoare sint date de banda hagurati din figura 4.

y
45 (0.972)
N
NN \\\\ 8
NN \\
e
N f (0.0) (@0}
: a
g x (M'Jﬂ/
Fig. 4. Fig. 5.
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Rezulti cd probabilitatea cidutatd este

w

i

B

i3
a 2
‘ ae dy SlﬂnOdﬂ
i ‘ 0

a

°'~’§n|;‘ |
@

a
Sd&dy
0

Altd solufie. Determindm pozifia acului prm unghiul 6 pe care il
face cu axa Ox §i prin pozitia ml]loculm siu M, datd de distanta
dla Ox. Avem -

‘ f‘ . 0<d<a —Z<0 <'§

»

Evenimentul ca acul si intérsecteze linia despartltoare este dat de
domemul hasurat din fig. 5, deci

{(d 6); ; Ism 6] sau.d > a‘——% [sin 6[}
Deci |
P(F) = ada 7 =2 sin0do=2
6.0 ., 7 wa ) 2 =a
[[ a;X[— 2 T 2]) 0



CAPITOLUL II »

REPARTITII $I VARIABILE ALEATOARE

Probabilitéfile pe mulfimile boreliene din R4 se mai numesc reparlitii sau legi.
Din teorema de unicitate a probabilitéfilor rezultd ci o repartifie este unic determinati
de valorile el pe un sistem de generatori inchis la intersectia finit¥, deci in particular
de valorile ei pe orice tip de intervale.

Prin urmare daci F este o rjpartigie, atunci aceasta este umic determinati de
valorile funcfiei F:Ré — [0,1], F(x) = F((— 0, %)), Vom numi funcfia F Sfunctia
de repartifie a lui F.

O clasi importanti de repartitii o formeazi cele care posedi densitate. Vom
spune cd repartitia F are densitatea p daci:

a) p2 0 si p este boreliani,

b) ( e(x)dr = 1,
Rd

¢) F(4) = ( g(x)dx,
a .

pentru orice mulfime boreliani A sau este suficient ca 4 si parcurgd un sistem de
generatori inchis la intersectia finitd (toate integralele vor fi integrale Lebesguc.

Observdm ci densitatea unei repartitii este unic determinatit in sensul cii dacit
P pe satisfac a) — ¢), atunci g, = ¢, a.pt.in raport cu misura Lebesgue, deci in
particular nu conteazi valorile densititii pe o mul{ime cel mult numérabila.

Dintr-o teoremid a lui Lebesgue rezultd ci dach F are densitatea p atunci

onpe onF
S existil §i are loc egalitatea ———— = p a.p.t. in raport cu miisura
0%y, ... 0%y Xiy o e e, O%n
Lebesgue.

O repartific F pe R4 este:
i) discretd daci F = 2 a; eg; I cel mult numdrabily, a; > 0, 2 a; =1, x;€Rd,
te] icl
iar sy este repartitia definiti prin e (d4) = 2 q(%).
ii) continud@ daci F({x}) = 0 pentru orice z.

Repartitiile discret¢ nu sint continue, in schimb cele care posedi densitate sint
continue,
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De asemenea o repartific nu incarcd decit o muliime cel mult numirabild de
puncte. .

O functie f: (E, %, R) — (R4, Bgq) care este miisurabild (adici fBgre) < %))
se numegte variabild aleatoare d-dimensionald ((E, ¥, P) este un cimp de probabilitate).

Desecori in loc de variabili aleatoare l-dimensionald vom spune pe scurt varia-
bile aleatoare §i in loc de variabild aleatoare d-dimensionall, d > 1, vom spune vector
aleator d-dimensional sau pe scurt vector aleator daci d se subintelege din context.

Probabilitatea Po f-1 definiti pe &gd prin egalitatea (Pof-1)(4) = P(f € 4)
se numeste repartifia variabilei alealoare.

Daci f este discreti (adicd f(E) este cel mult numirabils), atunci a cunoagte
repartitia lui f este_echivalent cu a cunoaste familia de numere {P(f = %)} yaymy
'Pentru astfel de variabile aleatoare-vom spune prin abuz de limbaj c3 sistemul de
numere de mai sus este repartifia lui f. Punctia de repartitie asociati repartitiei varia-
bilei aleatoare f se noteazd cu Fy si se numeste functia de repartific a lui f.

Dati fiind o repartifie F, existd intotdeauna o' variabili aleatoare f avind repar-
titia F. o

Dacd variabilele aleatoare (f;);a; @u aceeasi repartitie, vom mai spune ci ele
sint identic repartizate.

O variabili aleatoare are densitate dac#i repartitia ci are densitate, deci varia-
bila aleatoare f are densitatea p dacd:

a) p >0 §i p este boreliani;

b) S Hx)dx =1;
R4
c) P(fe4) —.=S p(#)dx pentru orice multime boreliani 4 sau este suficient
4 :
pentru A intr-un sistem de generatori inchis la intersectia finitd.
Dac (fy, ..., fs) are densitatea psid’ <d, atunci (f,, ..., f;) are densitatea

. g ={ ot ra
Rd—d’
O metodd de calcul a densitidfilor este urmiitoarca:

Fie w o transformare definiti pe o mul{ime deschisi D < R4 si cu valori in
E < R4, Presupunem cil w este bijectivd §i cu jacobianul |J,(#)}| # 0 pentru orice ¥=D.

Dacii f are densitatea p §i P(f € D) = 1, atunci g = w(f) are densijtatea
PN 1 1)l vy S E

a0 =‘{ o M
. y¢E

(v este transformarea inversi a lui w).
in particular, daci A este o matrice nesingulari de ordin 4, b € R4, atunci varia-
bila aleatoare g = 4f 4 b are densitatea ‘

1
q(y) = m e(d7y — b)) 2
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Fie f:(E, %, P) — R4 o variabili aleatoare §i #:R& — R o functie boreliani
Atunct are loc cgalitatea urmitoare (cunoscuti sub numele de formula de ¢ranspor
sau de schimbare de variabild): ) :

(utnar = {un ae o r90a : @)
. E 3 L
in sensul ci existenta unui membru implic existen{a celuilalt §i egalitatea lor.
In particular dac# f are densitatea p atunci (3) devine

Su(f)dP = Su(x) p(#)dx - ' @
E R4 ‘
Vom spune ci variabilele aleatoare (fj);q sint independente dacd corpurile boreliene

{8(f)};a; sint independente, cu alte cuvinte daci pentru orice parte finitd J a lui
I si pentru orice 4; € &Rd astfel incit {i; 4; % Rd} este finitd avem ci:

P(Q (i e A.-}) = gpm e 4)).

Este vizibil ci dacid I este finitd atunci variabilele aleatoare (f;);qy sint inde-
pendente daci §i numai dacd are loc egalitatea precedenti pentru orice 4; € &pd,

Variabilele aleatoare discrete fy, ..., fs sint independente daci §i numai daci
Phi=x,..o.fu=2)=Plfy=2) ... P(fu = xn) (5)
pentrn orice x; €R4 sau numai pentru x; in imaginea Ini f;.
Urmiitoarele afirmatii sint echivalente:
i) fir - -+, fy sint independente,
L) Plhedy ..ufan=dy) = P(fie 4)) ... P(fus Ap)

pentru orice 4; € OM;, M; fiind un sistem de, generatori inchis la intersectia finitd
pentru Bpa,

i) Po(fi, ..o S = (Poff) @ ... (Pof,Y) (cu alte cuvinte repartitia
vectorului este egali cu produsul repartifiilor componentelor).

In termeni de functii de repartitie gi densitati, independenta se exprim3 prin wrmi-
toarele afirmatii cchivalente: oF P

i) fu -+ .. fu sint independente
ja) FU” - /")(xp coes Xy) =F,‘(x1) e F,”(x,,)Pentm orice #; (cu alte cuvinte

innctia de repartific a vectorului este egald cu produsul functiilor de repartitie ale
componentelor). :

js) In ipoteza ci f; are denmsitatea p;, functia

det
(1 @ - BPu)#y .oy T )= pa(#)) - .. Pplay)
este densitatca de repartifie a vectornlui (f, ..., fi).
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In ipoteza de independenti putem calcula densitatea si funcfia de repartitie a
sumei.
Dacd f), fy sint variabile aleatoare independente atunci
Po(fy + i)™ = (Pofi) ¥ (Pof?) ©)
deci repartitia sumei de variabile aleatoars independente este egald cu convolutia
repartitiilor componentelor. -
Daci in plus f; are densitatea ¢;, atunci f; + f; are densitatea .

(e % e(s) = |l — mdmatsdaz, g

Un rezultat important este dat de asociativitatea independenfei care afirmi ci:
dacd variabilele aleatoare (fi);g I sint independente §i (la)yq A este o partifie a lui I

§i pentru orice a € 4 se di wug: Rla o R misurabils (pe Rla se considerd corpul
borelian produs de R) atunci variabilele aleatoare {ua((f iar )}ue 4 Sint  indepen-

dente.

De asemenea sii amintim §i urmitorul rezultat care va fi folosit in mod tacit de
multe ori, Fiind daté o familie (F;);., de repartitii existd pe un cimp de probabilitate
(E, %, P) o familie de variabile aleatoare independente (f;);o; asa incit f; are reparti-

tia F; pentru orice 4.
in continuare vom asocia repartifiilor (deci §i variabilelor aleatoare) o serie de
parametri (caracteristici numerice).

Fie F o repartitie pe R si f o variabili aleatoare. Atunci definim :
1) Momentul de ordin r = 1,2, ..., al lui F prin

M(F) = S 2"dF (%)
R

cn conditia ca integrala si aibd sems.
Momentul de ordinul intli se numeste media lui I’ gi se noteazii cu M(F).

2) Momentul absolut de ordin 7 prin

M,(F) = S |#\dF (%)
R .
3) Momentul centrat de ordin y al lui F prin

7 AT =S[x — M(P)TaF()
"R

eu conditia ca M(F) < c0.

Momentul centrat de ordinul doi al lui F se numegte dispersia (sau vana;m)
lui F si se noteazi cu D3F) sau o%(F),

Avem deci ci

DYF) = o*(F) = S[x — M(F)PAF(x) = My(F) — [M(F)}
R ' :

cu condifia ca M,y(F) < 0.
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4) Momentul de ordin », momentul absolut.de ordin », momentul centrat de
ordin 7, media, dispersia (variatia) Iui f prin

Mf) = M(Pof;  M{f) = M(Pof); Mf)=MPof)
M(f) = M(Po f™); D*f) = ¢*(f) = D¥Pof7)
deci se definesc caracteristicile unei variabile aleatoare ca fiind caracteristicile repar-
titiei sale.

5) Dacii A este un eveniment de probabilitate nenuli, definim media condifionati
a lui f in raport cu 4 prin

M) = M(fid) = | fapy
Din formula de transport obtinem valabilitatea egalit#tilor

aaf) =\ rars s = | 1pvaps 2z = [ - mpyer

Df) = g (f — M(f))dP = Sf”dP S— (fapy

in particular daci f este o variabili aleatoare discretii (scrierea egalititilor urmitoare
pentru repartitii este imediati), avem '

M= Y, APU=2: D)= Y (v~ MONPF=2 =

*</(E) r<J(E)
2
= 2 #2P(f = 2) "‘{ 2 xP(f = :c)}
2Ef(E) S f(E)

iar dacdl f are densitatea p, atunci
w40 = § #etmas; 00 = {5 = dppenar = wsar ({sotras]
R R g R

Este vizibil ci toate caracteristicile introduse sint unic determinate de repartitie.
6) Dacd f si g sint variabile cu momentul de ordinul doi finit definim covariatia
(sau corelatia) dintre f gi g prin

cov (f, &) = M(fg) — M(f) M(g) = M(f — M(f))(g — M(g))]-

7) Dacli f=(fy, ..., f4) este un vector aleator atunci definim media lui f prin
M(f) = (M(f), - -+, M(fg)) cu conditia ca M(f;) si existe pentru orice 7, iar dacd
M,(f)) < oo pentru orice ¢ definim matricea de covariatie (sau de corelatie) alui f prin
Cr = (cov (fis f1<i, j<d)- ‘

Daci f:(E, %, P) — R este o variabili aleatoare de medie finiti §i & este un
corp borelian inclus in ¥, atunci. se definegte media conditionati a lui f in raport
cu ¥ ca fiind o variabild aleatoare cu urmitoarele dou# proprietiti (ce o determini
unic in sensul egalitdtii a.s): ‘

k)) M[f|§] este § — misurabili si de medie finitd

k,) S M[f|§]dP = SfdP pentru orice 4 & §.
A
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Daci & este corpul borelian generat de variabilele aleatoare (fi);q; atunci vom
spune M[f{fi; +€I] in loc de M['_ﬂ&(f.,i e I)].

Date douil variabile aleatoare f, g cu f avind medie finiti atunci prln M(flg = »]
vom nota o functie definiti pe R si cu valori in R care este boreliand i satisfac ega-
litatea

M(flg = #]Jog = M([flg} P — as.

Astfel definiti M([fjg = #] este unici Pog™ — as.
in conexiune cu caracteristicele variabilelor aleatoare in mod curent se folosesc
urmitoarele proprietsti:

M.
— Inegalitatea lusi Markov: P(|f] = ¢) < +(f) pentru orice ¢>0 § r=>1.
[ .

In particular pentru v =2 §i f—f— M(f) obfinem inegalitaiea IuivC.a:bi;n
o .
pus- M1z 9 < 20 ®

e~ -
-1

— Dack f;, ... [ sint variabile aleatoare independente de medie finitd atunci
M(fy oo s fr) = M(fy) ... M(fy) (formula de multiplicare) (t)]

Daci f,, ..., fs sint variabile aleatoare independente de dispersie finitd atunci
D¥fy + ... + fu) = D) + ... + Dfu) (10)

— Dacd f are media finitd §i (A,) jar este o “partitie cel mult nmnirabilﬁ a lui
E, ((E, %, P) este ctmpul de probabilitate pe care este definiti f) atunci

M(f) = 21 PlA)M(f|4]) (cu conventia ci dack P(d) =0
atunci P(4)M| 14 & g (11)

— Daci f, g sint variabile aleatoare si f are media finitd atunci
M(f) {M(ﬂg - v)d(Pog-l)(x) a2
R :

— Dacd f ).A sint mdependente, f g smt mdepeudente §1 f ate med.ie finitd,
atunci . STTTT

ot

M(fl4) = lw(f) H M(ﬂg)? M(f)- . - (13)

- Dagﬁ _f (fx, ..., fg)-este un vector aleator §i 4 o matrice de ordin 4 (AT
inseamnd transpusa) , . o

 M(df) = AM(f); Ca4p= ACAT R ()

Un instrument eficace in teoria probabllitétilor/ il constituie functia caracteristicd
si functia generatoare.
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Datd fiind F ‘o repartifie pe R4 atunci aplicatia pp: R¥ — C definiti prin
orlt) = Sexp (¢ <t x> )dF(x) se numeste funcfia caracteristicd a lui F.,
%
Pentru o variabili aleatoare f functia caracteristici asociati lui Po f~! se noteazi
cu ¢ si se numeste funcfia caracteristici a lui f.
Prin urmare putem scrie

Col) = Sexp G <1, #>)d(Pof)(z) = Sexp (i <tf>)aP
Rd

Proprietatile mai importante ale functiilor caracteristice sint (le scriem numai in ter-
meni de variabile aleatoare):
— Dacd f,, ..., fs sint variabﬂe aleatoare independente atunci

Rhite+lnll) = 94 (8) 2 () . .- @7, () {15)

— ' Dack variabila aleatoare fare M,(f) < oo aturici- :p}')(O) existd sx este dati de
egalitatea . .

"’(0) = irM,(f) o (16)

— Teorema de wunicitate: Dacl #, = ¢y, atunci Po Iy 1= Po fs 1

— Teqq'rém'é de ‘ihuer;iu:hc : Dacd f este o variabil} aleatoare aga Aiu‘cit ( los(t) ldi<o0
R
atunci f are densitatea p(#) datii de egalitatea

p(#) = S exp (—i < #, ¥ >) pf(t)dt 17

(2n)d

— Variabilele aleatoare f,, ..., f, sint independente daci §i numai daci

Phineee Sy (b oo tn) = @p(h) - .. @, (0n) (18)

pentru otice 4. Fie F = Ep,, ¢y O repartifie discrets, deci avem p, >0 si Ep,, =1
k=0 k=0

Functm. Gp: [—1, 1] - R defimti prm Gp(z) 2 2% se numeste functia gene-
k=0 .
raloare a lui F.

Daci f este o variabild aleatoare cu valori in {0, 1, ...} atunci se defineste functxa
generatoare a lui f §i se noteazi cu Gy ca fiind functla generatoare a repartitiei

{P(f= n)}n a lii £, deci Glz)= E P(f = n)zm;

n=0
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+ — Dac dond repartitii discrete (respectiv variabile aleatoare discrete) au aceeagl
functie generatoare atunci repartltule (respectiv repartitiile variabilelor aleatoare)
comcxd

— Daci f,, .+, fa sint variabile aleatoare discrete independente atunci
e G =G G
pentru orice 5] < 1.

— Dacd f este discrets §i M(f) <co atunci M(f) = g'(1) iar daci D) <o0
atunei DY(f) = G}(1) + Gy(1) — [G)()]*

Inchelem consideratiile din Zacest paragraf prin listarea repartitiilor mal impot-
' tante.

Tabelssd 1

Repartifii discrete 1-dimensionale
Denumirea (Notatie) Definitia Media | Dispenia Fuactia m
Dirac in punctul .
cs R cald) = rle) a 0 -
(ea)— e e e e I
Solen | LS T o L e e i Ty

Uniform3 pe mul-" | - ""15’“ el w1 _l_.l-t!'“
timea {1,...,n} e & ]2 12 n 1—¢

0
Geometricd de pa- ? p 1—-p

22, (L= p)phey -

rametru 0<1.’<l‘ U A lf_P" A=pr| 1 —ps

Binomiali de pa- 5. SRR I 1. C
rametri 2,0 < p<1 L Chpr(1 — pin—he, np |[up(l—p) | (1 + p(z — 1))»
(Bu(p)) : B=0 .

Poisson de para- L 3k
metru 2 > 0 ~— e7Agy A x A1)
(7‘1) k=0 kL.
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Tabelul 2

Repartitii continue l-dlmelislonnle .‘

Denumirea ‘(Notatie) Forma densitatli Media | Dispersia Functia caract.
Uniformi pe (a,b) LN atbh |1 1 eitb_ ia
' s a< <) —~pb—ap| — .= —°

U, » b—a 2 |12 ) b—a . it
Ekp}:;néntiali de -7.,: B cL ‘ 2
parametru A > 0 e M xz0 At Y :

(e» I - .f"‘j v e . . )‘ —it
Normali de para- Zlx—mp o
metri m, o? 1 o 20 ;zeR ™ o? e‘”"‘“g—
(N(m, o%) oo
Cauchy de para- 1 o _ .
metri- o, - o '*—-a—‘—, # € R|nu are|  nu-are--|-- € il Ll
(Ca, B) m o=

e | T - - . . . .
e oy | T a0 | a7 8%(8 — i)~

Beparu;h multidimensionale. 1 1) Repartifia Dirac in punciul a & R4 este definitd
pnn sa(A) = M(a) Daci vectorul aleator f are repartifia g, atunci

i M(f) = a; Cp=0, gflt) = ¥,
1,) Repartifia multidimensionald de parametyi 1,0 < p;, ..., pa <1 este definitd

: My(py - .. Pa)= E — n! L34 . :'P”de
B 6 TR 2 ) p sees .
n;>0 nl... 04l b ")
et b g=n

Daci vectorul aleator f are repartitia My(p,, ..., pd) atunci

npy(1—py) —nprps . ... —0prPa
M(f) = (py, ..., mpa); Cr= —"pabr ”Pz(l.".f’a). o -.-"'I’ziid N
—wpapy | —wpape - npall — P

et e td) = (i€ pu®
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1) Repartifia uniforma pe mulfimea D = (4, b)) X ... X (ag4, by) este definitd prin

1
densitatea p(x) = 2p(x). Dacd vectorul alcator f are repar.
L (by — ay) ... (ba — aq)
titia uniformi pe D atunci

a + b, ag + bd} { 1
M(f) = ey ; Cr={—(b;i — a5,
0 ( 2 2 ! 12( ' i3 ’}m-‘, j<d
. d iy e,

'?f('lr e ta) =

[ k=1 it
T1 (by— ) k
k=21 i

1) Repartifia normald d-dimensionald de parametyi m, B (unde m € Ré i B cste
o matrice pitrati de ordin d, simetricd §i pozitiv definits) este repartifia Ng(m, B)
de densitate B : ‘ '

] =

1 1
elx) = [ml exp(— 2 <BMx—m) ¥ — m>).

Dacii f are repartifia Ng(m, B) atunci

i<t, m> —-%<:, Bt>
M(fy =m; Cr=B; o) =e

§1. Repartitia variabilelor aleatoare

2.1. Fie g o variabili aleatoare cu functia de repartific F. S3 se
calculeze functia de repartifie a variabilei aleatoare f = F(g). Si se
deducd apoi ci dacd F este continui atunci f are repartifia uniformi
pe (0,1). ' '

" Solugic. Pentru y< (0,1) fie s(y) = sup {x; F(x) < y}. Deoarece F
este nedescrecitoare §i continud la stinga rezultd pentruy = (0,1) ci

‘ dacd F(s(y)) =¥

. '; : — (—00»3(3’))
{x; E(x) <y} —w,s(¥))  F(s(y) <

Prin urmare
; P(g < s(y)) = F(s(y)) =y dacd F(s(y)) =
F = P(F(g) < v) = - , .
) = P <) lP(g < s()) = F(s(y) + 0) daca F(s(y) <
Este clar ci Fy(y) = 0 dacid y < 0 siFy(y) =1 dacd y > 1.°
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Apoi Fy(l) = lim Ff(y):(orice funcfie de repartifie estc continud
=1

) y<l . . -
la stinga). Repartifia lui f este decilurmitoarea :

[O daci y <0
y daci 0 <y <1 si F(s(y)) =
JE(s(9) +0) daci 0 <y <1 si F(s(y)) <y
FA9) =1 tim Fy(x) daci y = 1
< ‘
1 daci y > 1

Dacd F este continui atunci F(s(y)) = y pentru orice ¥ & (0, 1), asa
cd in acest caz obfinem egalitatea : :

0 y
Fy(y) = y 0
1y

<l

Vv AA
—e O

cu alte cuvinte f are repartifia uniforma pe (0,1).

2.2, 84 se arate cd daci variabilele aleatoare /. g sint egale as
atunci ele au aceecasi repartitie.

. Solufie. Fie B-= {f # g}. Prin ipotezi ‘avem ci P(B) = 0. Apoi
din incluziunea {f € 4} C {g = 4} U.B rezultd ci
P(f= 4d) < Plg « A) + P(B) = P(g < A). Analog se obfine ci
Plg<4) < P(f = 4), asa i P(f = A) = Pge A). -~ -
2.3.  Fie f, & variabile aleatoare indépendénte.

a) Dacd f, g au repartifia discreti P(f = %) = P(g = %) = ba:
k=1, ...,nsiseafle P(f=g). - ' S

b) Daci fsau g are repartifia continui s se arate ci P(f=g) =0.
Soufie. a) P(f =) = P(U) (/=i =) = 32 P/ = 1

g=1x)= );lﬁ
b) Fie A = {(x, x); x = R}. Atunci se stie c&

. Po(f,g)7t =i(Pof) ® (Pog™).
Sd presupunem de exemplu ci f are repartijie continua.
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Rezultd cia
P(f=g = [Po(f,8 1 (A)=[Pof)® (Pog™)j(4) =
= {(Pos AP og ) = Pl =) d(Pog () =0
deoarece P(f = y) = 0 pentru oricé y. | | |

2.4, Vectorul aleator (fj, ..., f,) are densitatca de forma p(x,,. ..
oy %) = Pr(%1) « o . Pul%a)s undesp,-(x) dx =1 si p; =2 0 pentru
R

orice 1.
Si se arate ca variabilele aletoare f, ..., f, sint independente i
ci f; are densitatea p,.

Solutie. Dacid A este o mulfime borelianid atunci

P(f'.EA)=P(fIER,'...,f.’—1e R:fc' € A: fH-l € R, °°"fne R)=

—9 QT o) - Bz =

RAR R
(teorema lui Fubini)
= SP1(x1)dx1 ce (?i-l(’_‘i—x)dxi—l Sﬁi(xi)dx;SPiH(x.'“) daisy ...

R R A R

: S Pul%) A%y = 5 pilx) de
R A

cu alte cuvinte p; este densitatea lui f;.

Independenta variabilelor aleatoare f,, ..., f, estc acum cunos-
cutid (vezi aflrmaj(u]e J1 — Js din rezumatut de fa inceputul capitolu-
lui). Lo -

2.5. Fie fy, ..., fu, - -+ un $ir de variabile aleatoare independente,
identic repatizate §i fie 7, <7, < ... <7, < ... unalt sir de varia-~
bile aleatoare cu valori in {1, ..., %, ...} asa incit {r; = n} =

e&(fy, - .-, fa—1) pentru orice #,7.
Si se arate ca pentru orice 7 variabila aleatoare f,,, are aceeasi
repartitie ca f; si cd variabilele f;,, ..., f,, :.., sint independente,
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Solugie. In primul rind din egalitatea
0
{f‘r,, € A} = jk=J1 {fis4d, =7}

rezultd ci f, este variabild aleatoare.

Din asociativitatea independentei rezulti ci pentru #; <... <,
evenimentele

{71 = nl,f,,, < Al’ “ ey Tk_l' = 7i'”k_l = Ak—l: Ty = nk} = &(fl’ .. "f”k—l)

{fnk S Ak} < &(fnk)
sint independente. Avem ’
N . 0 . . ' N ) ‘w' ’ /
Plfey € 4) = 2, Plfe, < A, 7 =) ) =L PUs = 4, 7 =) =

(asociativitatea independentei : {fi = A} si {r, = j} = & (foo - fim1)
sint, independente). A

=S Py < APl =) =Pl = 4) 2 Pl =

1=1

= P < AP =) = 20 < )

cu alte cuvinte f, ., si f; au aceeasi repartme.

Mai departe A _ :
P(f‘l’, EAD °":f‘tk eAk) = 2 P(‘rl=n’f”xe‘41’ e T
lsn,<...<nk<oo )
=ty fuy S AN = 3 U Ply=my, .. frpy < Ay,
o 1€m <. o<, <0 ‘ .
=) Pf,, = Ay)= X Plan=tg, s fay = Aacr
l<n,<...<»k<oo
=) P(f, € 4;) = 2 Plri=1y, ..., They= iy

) 1<n,< - <ty <0 ] ,
Jonr < 4,5) P(f1 S 4y = Plfu < 4, ‘--V‘,fr,,_ < Ap- 1)P(f1'EA¢)=
=...=P(f,=4).. P, = 49 Pl A3 - Pl < 4)
deci fr, ..., f, sint independente_
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2,6. Vectorul aleator (f, g) are densitatea p(x, v). Si se arate cj
variabilele aleatoare f + g, f — g au densititile

ea(®) = olx —2,9) 45 pal®) = (o (x +,9)dy
R ’ R
In plus daci P(g # 0) = 1 si sc arate ci fg, L sau densititile
, : g

qa(%) = Slyl*1 e(my™ y) dy; ga(%) = 5 Iyl e (xy, y) dy -
R ) R

Solufic. Fie w transformarea’y, = %y + %, ¥p = %5, Inversa y a

lui w este x; =y, — ¥y, ¥» = ¥, al cdrei iacobian este ],(yl, ¥o) =1,

Din formula (1) obtinem ci vectorul »(f, g) = (f + g, &) are densitatea
p(¥1 — ¥, ¥2) de unde re&ulta ci f + g are densitatea p(y,) =

S p(¥1 — Yo ¥2) dyz

R
Pentru f — g se ia transformarea y, = Xy — %, Y2 = %, §l se pro.
cedeazd la fel ca mai sus. (
Pentru L considerim transformarea w: RX [R\ {0}]—>R X [R {0}]
g

Xy
definitd prin = ; , Yo = %y a care1 inversy este x1 Y12 %=V,
2

Iacob1a11u1 invers este [ (yy, o) = y2 aga cd vectorul w(f, g) = ( =, g)
g .

are densitatea |y,| p(¥,Ys, ¥2) de unde obtinem ci densitatea citului s

g
este dati de .
Slyzl p(V1y2r ¥2) 4¥e

R
Pentru produs se ia transformarea y; = x,%,, ¥, = %, si se procedeaz}
in mod similar.
Altd solutie.

-z

Pl+g<n = { ot 9dydz= ([ (o2 ayar=
y+a<z R —o }
= s( p(u — 2z, 2) du)
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de unde derivind in raport cu % obfinem ehpresm lui p din enuni;
Se procedcaza analog pentru f—e
0 %

Daci punem / = L , atunci F,,(x)=P[£- < x) = S S ey, 2)dydz4--
4 4 2 o
- S o(v, z) dv dz de unde derivind in raport cu x obtinem p,(x) =

£

R

S 8 éu/sc

0 +00
zp (2%, 2) dz - S zp(zx, 2)dz = S |z] p (2%, 2)dz.
-—00 | —00

*° -‘; 0 © .
In i dy dz , ) dy dz =
n fine P(fg < x) = S’—Sw , 2) dy +-Sw§-9(y 2) y
wl ) .°°°1 5
= \ = d 1.(= ca a1 s
§ Z_Swp(‘, z)dudz-l-_swsss P(z ) z) du dz, de unde denylnd in

raport cu x obfinem expresia lui g¢;.

2.7. Vectorul aleator (f, g) are densitatea (%, ¥). 54 se afle densi-
titile variabilelor aleatoare m = min (f, g) si M = max (f, g).

Solugie. Avem

Pimzzx)=Pf>2x¢2x= (¥, 2) dy dz deci, P(m < x)=

w8
R 8

@ 0

=1 — S S 2(y, z) dydz, de unde prin derivare in raport cu x obfinem
x ST

cd m are densitatea

om (%) =°§ 0, %) dy + °§ Pl 2) dz.

De asemenea
x

PM<)=Pf<mg<z=\ (20 2d,

—00 —00
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de unde prin derivare in raport cu x obtinem cid AM are densitatea

x x

eulz) = | plny) v + (2 2) dz
- —©
2.8. Variabilele aleatoare f), ..., f, sint independente si au gepar.
titiile F,, ..., F,.. S4 se afle functla de repartitie a \ectorulm aleator

v(minf B maxfk)

Daci in plus /i ate pentru orice %, densltatea p si se calculeze den.
'sitatea variabilei max f; — m1n fu o
k

Solutie. Fie m = p‘;m fk‘, ‘-‘—_m:xf‘,:,. 'F.:unc‘,cia de repartifie a vec-
torului (m, M) este ’ S
V F(x, y) = P(m <x M<y) = PM<y)—PM<y m3> x)=
= Pfy <3, - fa<2) — P(M <3,m> 0= TPl <) ~
—PM <y m> x) -
Daci y< xatunci {M < y< % m}v— @, deci P(M < y,m>x)=0
iar dacd y > « atunci {x <m<g M <y} n{x < fp <y}, deci

k=1
P(M <y, m > x) I—IP x <fk<y) H[Fk(y) — Fy(x))
he=1 k=1
Rezultd ci : ‘

ARG daca y< %

Flr,5) = | 1 -
1 E() H [Fily) — Fia(x)] dacd y> «

. -\ k=] kl-l i
In cazul cind F, = F pentru orice % obtinem formula
[F(»)]" - dacdy < %

T D=\ Py — (Fi) = F@P dach >

Séd. presupunem. cid f; are, dens1tatea p. Rezultd ci (m M) arc dens{-

tatea N i ,

p(x «-)=0-F(x.y)={° o o o daaa x>y
- 9% 2y n(n — 1) [F(y) = F (x)]"'z:ﬁ(x) py) dacix <y
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Fie £ = M — m. Din problema 2.6 rezulti ci densitatea lui % este
data dec

g(x) = S{)(y, y + x) dy dacid x>0 si g(x) =0 daci x < 0.

R

2.9. Tie f, g variabile aleatoare independente. Si se arate' ci

a) Dacd f are repartifia B,(p) si g are repartifia B,(p) atunci
J + g are repartitia Bupin (p)- L

b) Daci f are repatifia m, si g are repartitia =, atunci f -} g are
repartitia m,,,

c) Daci f are repartifia N(m,, of) si g are repartifia N(m,, ol)
atunci f 4 g are repartifia N(m, + m,, o2 + o).
.. 4d) Daci f are repartifia gama de parametri (a,, B) si g are repar-
tifia gama dc parametri (a,, B), atunci f 4 g are repartitia gama de
parametri («; + «,, B).

Solutie. a) Avem ci
P(f+g=#) =,Z:,;P<f=j> Plg=Fk—j) =
= gcz‘..;»f(l PGP — gy
— L= pminh 35 GO = Chyy ph(1 — =t

=0

pentru £ =0,1, ..., m 4 n, deci f4 g are repartifia Buyq(p).
b) Analog avem : .

» \ 5 1’)\}, A b e'_u.+u)écj P
= = - - —le—bk —= =) =
(f+g ) ,-of' ¢ (k_j),-v- :8 3 k. h k;\yf N

— kl! (A + p)te—+m), deci f 4 g are i'epartitia Tt

¢) Fie fy=f—my, f,=f— m,. Observim ci f,, f, sint inde-
pendente si au repartitiile N (0, o2), N(0, cf). Cum f+4g=f, +

+fe 4 my + m,, rezulti ci avem de aritat ci f, + f,, are repartitia
NO, o + o). i
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Din (7) avem ci f; + f, are densitatea

L C (x — 9

-— _x_—-—y— . 7
2royay S CXP[ . 29} 7 20’] ®
. -0 . 7

Aceasti densitate se mai scrie

exp (——)Se p[_%al+o’ 2%)]dy=

er,c, °x L
o
1 [ 2 o3 } [ Jol + of
= ex —_———_-_—_——X ex —_— Y -
270,65 P{ 2 [ "3 "i(": + o3) ] . P ( G103 _'}’

_ Gy 2d=_ 1“', _x’ G, 03 -z —
T | =i =xp (el + Slarale
IRECEE) P{ 2(q} + c:)]
fapt ce aratd ci f; + f2 are repartitia N(0, o} + o3).
d) Dm (7) rezulta cd pentru % > 0 densitatea lui f + g este datd

de

— y)m-t emBe B puto—brdy = -
S a;)(x e I‘My“' c® dy

0

' Ba‘-l-a. 8 ‘( ) 1 1 d .
=t _e-Br| (x — y)u-l. yn=l dy =
T(ety) Tz} S Y - .

. . gw X
(cu schimbarea de variabild — =#|.

@

1
youte—1 e—Bs St%-‘ (1 — )=t d

°

BC; o
T I(e)T(as)

si cum este valabild egalitatea

) —_ 1‘("1)1‘(“3)

. ‘l ) . ) }
(=1 (1 — f)m=1 ¢t = Blay,
( ( ) (o1, T + @)

o
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ultima expresie devine

put® - tam-1 -8z
 Tmte © S
fapt ce arati ci f 4 g are repartifia gama de parametri
(o) + 2,B).

2.10. Variabilele aleatoare-f, g, & sint uniform repartizate pe mul-
jimea {—#, —w.+1,...,—1,0,1, .::,n — 1, n} si £, h sint indepen-
dente. Fie o, B, y variabilele aleatoare astfel incit valorile trinorului
ax? + Bx 4 y in punctele 1,2, 3 si fie egale cu f, g, h.

53 se calculeze probabilitatea p, ca numerele «, B, y si fie intregi.

Solutie. Prin rezolvarca sistemului -
« + By=f
da+28+v=¢g
Qa+3B+yv=15h
se obfine solufia o = % —-g,'B=4g—f'—% (f+ %), y=3f—8g+4
Este vizibil ci -a, B, y sint intregi daci si numai daci f + % este par.
Rezulti ci - -
s = P(f + h = par) = P(f, h = pare) + P(f, h = impare) =
= P(f = par) P (k = par) + P(f = impar) P (s =-impar) =
= [P(f = pan)}* + [P(f = impar)]2

Daci # este par atunci P(f= ar="+l,P = impar)= —2
' P i P(f=par) i1 ,‘_,,(f,‘. par) o i1
deci ‘ ‘
2 _ 2L 2n 4+ 1
SR T |
Dacid 7 este impar, atunci P(f = par) = > :-l , P(f = impar) =
n
=”+l,d€Ci" o '
2n 41 ~
;bn=2n’+2n+l

@41 "

2.11. Variabilele aleatoare f, g sint independente si uniform repar-
tizate pe multimea {0,1,...,9}, suma f 4 g se poate sub forma
fH+Eeg=10a; 4+ 0 0 < oy <9.
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S4 se afle repartifiile variabilelor aleatoare «y, o, §i si se vadd
daci «, ¢, sint independente.

Solujie. Observim ci «, ia numai valorile 0, 1. Avem ci:
P(e; =0) = P(f +g=~F, pentru k intre 0 5i 9) =

: o & ‘ .
Plf+g=H=5 DPI=DPe=F—l=

Bl O 1y 1 10.11 A
—_—] = 1 —_— = —t— =
,@,,5(10) &(k—'. )[10) 100 2 0,55

Play; = 1) = 1 — P(a, = 0) = 0,45.
Daci 0 € 2 £ 9 avem: .

Play=Fk)=P(f+g=Fk+ P(f+g=10+k)=(k+1)1_2;+

10—&—1
+P(f4g=10+R=(k+1) =+ 3 P(f=Lg=10+k-)=
jm=]

{o
>

9
=X
=0

1 10—k~-1 ) 1
=G+ Do+ % P(f=0)-Plg=10+k—N=(+1 5+
1 1
+(10—k—1) = =-=0L

jar dacd & =9 avem .
Plag=9)=P(f+£=9) '=1-—?'_‘,P(f+g =k =1-—09=01
. = - . .

Variabilele aleatoare a,, @, sint dependente pentru ci de exemplu -

P(ml=0,‘oc2=9)=P(f+g=9)=0,1;éP(a'1=O)P(oz2=9) =
_ = 0,45 - 0,1. ,

2.12. Variabilele aleatoare f, g sint repartizate Poisson cu para-
metrii A, p. Dacid A > p si se arate ci P(f < n) < P(g < #) pentru
orice intreg #.

Soluie. Fie (Q, ¥, %) cimpul de probabilitate pe care sint definite
f, g si fie cimpul de probabilitate (N, £ (N), mp—p) ‘

Formim cimpul produs QXN ¥® &(N), 8 ® mr—y) 5i definim
variabilele aleatoare f, g /4 prin '

~ ~

Flo, m) =flo), glo, n) =go), o, #)=n.
Atunci 7, g, # au repartitiile m,, 7, ma—isi in plus ) este independentd
de 7, @
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- De asemenea J -+ g are repartitia “A—uw = nl
Prin urmare

P(f<n)=(P@m-w(t+7 < E (P ® ma—y) (=

=m)P(g<n—m)<(P ® my)(h < n)P(g < n) < Plg < n).

2.13. Variabilele aleatore A4, B sint uniform repartlzate pe (—1,1).
S3 se calculeze probablhtatea ci ridicinile ecuapel x4 Ax +B=0
si fie reale.

Solupie. Fie p(x) den51tatea lui 4, B deci p(x) == 7\(_1, 1 (%).

Probabilitatea ciutati este egali cu

Pz —4B>0)= { plappidsdy =7 (  dedy =
—4220 P —4220
—1<z, y<1 —1<x, <1
. 0 1 ) 1 1 =\
==\d dy + -\ d d N dy =
Hor {orifol {or o)
-1 -1 0 2V -1
1
1 17 - 1
_;+_2.S(1—2Jx)dx—-5
[1]

2.14. Vectorul (f, g) aré reparftma uniformd in pétratul (0, a) x
X (0, a). S& se arate cid variabilele aleatoare |f— g| si min(f, g)
au aceeasi repartitie.

. Solutie. Este suficient si aritim ci P(lf —gl< )= P(mJn(f g) < )
pentru orice 0 < ¢ < a.
Fie D,, i=1, 2, domeniile ha§uratc din hgurlle alaturate

¥y -

a
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Atunci P()f —g| <) = = ara D, = £Z@-8

a a=
a* — (a — P
e

P(min (f, g <) =;‘- aria D, =

Se poate proceda si astfel. Se observd cid -

Plf—gl<n=—+ (| .
|x—p|<t
O‘x{ygn
P(min(f, g) < #)= — S dxdy.
: a®

min'(z, y) <¢
0<x, ysa

Se calculeazd apoi integralele si se observi egalitatca lor.

2.15. Variabilele aleatoare f si g sint iﬁdebendente. Sa se calcu-
leze densitatea citului daci:

1) fsi g au repartitia uniforma pe (0, 1);

2) f si g au repartitia e,.

Solutie. Putem aplica rezultatul din problema 2.6.

a) Fie p(x) densitatea ldi f si g, deci p(x) = A, 1y (¥). Atunci den-

sitatea vectorului (f, g) este p(x)p(y) si deci densitatea lui L este pen-
, I g

tru x> 0:
1
S zdz  daci x< 1
P (%) = SZP(Zx)P (2)dz = J i;)x
o‘ S Szdz dacid x> 1
. . 0 A . ..
. 1/2 dacd x §1 ‘
X) = B .
ere() {1/2;;2 daci x > 1

Putem proceda si astfel. Vectorul (f, g) are ca repartitie produsul re-
partitiilor lui f si g, cu alte cuvinte toemai miasura Lebesgue (aria
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pe patratul (0,1) X (0,1). Rezultd ci functia de repatitie a citului

=~ este
I'4

F,,,(x) = aria A,

unde A este unul din domeniile hajurate din figurile urmiitoare :

z Z 4

W
7 7 \
X
Ty , 78
Pentru x< 1. Pentrux > 1.
Decti :
z daci ¥ < 1
Fpg (x) =

1—L daca «x =1
2% .
Prin derivare in raport cu x se obfine expresia deja aflati mai sus,

b) Fie g(x) densitatea lui f si g, deci ¢(x) = e~*Ag,(x). Densitatea
vectorului (f, g) este g(x)g(y), deci densitatea citului f/g este

daci x > 0.

@ -]
=\ze=% =% dz = | ze—H1+2 d7 =
erre(x) § e § e T

2.16. Fie f,, ..., f, variabile aleatoare independente cu repartitia
uniformi pe [0, a]. Si se arate ci densitatea de repartitie p, si functia
de repartitie F, a variabilei aleatoare S, = f; + ... 4 f, sint date
pentru # > 2 de egalititile:

0 daci x <0

1) pu(%) = 1 - : =
(1) pal) ;W—_l—)l-';’(—l)*c,’;(x—-ka)g-l daci x>0
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0 dacd x <0

Fu(2) ={_1 §~, n 3
B = \am L (—1Ch (s — kel dack 2> 0

unde %, = max(x, 0).

Solutie. Vom folosi inductia dupi #. Presupunem # = 2 §i si notim

cu p(x) densitatea de repartifie a lui f;, deci p(%)

& (0, a) si p(x) = 0 pentru x ¢ (0, 4). Avem

a

pentru x €

a a s
1 1
pa(®) = {olx — 3)e0)dy = = (o(x — )y = ~ { ola)dz.
0 ' 0 ) z—a
Figura alituratd aratd ci
a { O x £0sau x> 2a
x
-’-Sp(z)dz" 0<zx<a
‘ a
p2(%) =< 0
1(e@a:  a<x<2
a
. \ x—a
de unde rezulti ci ‘
0 x <0 sau x> 2a
: )= o 0<x<a
palr) =1 @ |
finds a<x<2a
.-aﬁ :: ; '
a)r<0. pP——F— -
-7 =z ‘0‘ i,
b) 0 <x<a [——fH—]
R g v a
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Q) a<x<2a [ HH
7 x-n aQ X,

d) x> 2a { -j! [ }
0 a g x

Nu este greu de vizut cid 'éz(x) = _12_ (%, — 2(x — a),.1, fapt ce
a -

justifici egalitatea {1) pentru # = 2.
Intrucit pentru x > 0

S(z — k) dz = ;‘; (x — ka)yr (3)

Fol®) = eale)d, @

Ot"ln

se observd ci rezultd si egalitatea (2) pentru # = 2. De fapt din (3)
si (4) rezultid valabilitatea egalititii (2) pentru orice # de indati ce
am demonstrat egahtatea (1).

Presupunem acum ci (1) este adevirati pentru » si si o ardtim
pentru # 4 1. Este vizibil cd putem presupune x > 0. Avem

pus1(2) = { oulx — Moy = = [ als — 5)dy = = [F(x) —
- Fn(n’ _oa)]’

Folosind egalitatea (2) pentru F,, obfinem pentru p,+; urmitoarea re-
prezentare:

onn() = | 3 (Gl — B B~ DMl — 6

n n+l
+ D)= L ,{ 3 (—1P Chla — ket + 3 (—1)/CEi(r— ot |=

= LSS (M O — R+

+ (—1)**1Ce[x — (n + l)a]i},
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de unde,avind in vedere ci C% + C*—1 = C%,,, obtinem egalitatea
(1) pentru # + 1.

2.17. Fie F o repartifie pe R concentrati pe (0, ). Si se arate
ci F este repartitie exponentiald dacd si numai daci este satisficuti
conditia

Fla+y) —Fy = ﬁ(x - ﬁ(y)] pentru orice x, y > 0. (1)

Solutie. S& presupunem cid F = ¢,. Este v1zlb11 ci ¢, este continud
si concentrati pe R,.. Pe deasupra el(x)— 1 — exp(—xx) daci x >0.

Apoi

G +9) —aly) =1 — exp{— M+V}— 1 + exp(—%y) =
= exp(—2y) — exp{—A(x + y)} = exp(—1)[1 — exp(—Ix)] =
= [1— e;t(x)]e;(x) |
daci x, ¥ > 0. ' ' :
Pentru a demonstra afirmatia inversd, fie G(x) = 1 — F(x). Re-
latia (1) se mai scric sub forma

G(x 4 v) = G(x)G(y) pentru orice %, y> 0. (2

Observiam ci G(x) > 0 pentru orice x > O Prin absurd fie %, > 0
asa incit G(x,) = 0. .

Din (2) rezultd ci G(x,) = [G(ﬁ‘-)]” pentru orice n, deci Glﬁ) =
» )

= 0 pentru orice #, de unde ficind # — o obtmem 0=1mG x‘) =
: n— 0

= F(0, ©) = 1, ceea ce nu se poate.
Din (2) rezultd ci pentru orice numere naturale m, # avem

Glm(n) = [G(1)]m
si cum G este continud la stinga, .'rezuiltvé egalitatea
G(») = [G(1)]* pentru orice xv > 0. (3)
in continuare, intrucit imG(x) =1 —limF(x) =1 —1= 0 re-

£ X+ 00
zultd cd G(1) <1
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Dacd punem 2 = —InG(1), atunci din G(1) < 1 rezulti A > 0,
asa ci (3) sc scrie
G(x) = exp(—2x) ~pentru orice ¥ > 0
sau ceca ce-este totuna - ' o
ﬁ(x) =1 —exp(—2x) pentru x> 0.

i

Or aceastd cgalitate nu spune altceva decit ci F = ¢, (functia de
repartifie determind in mod unic repartitia).
+ 2.18. Fic f si g variabile aleatoare nenegative cu densitatea 4
mirginitd §i continui in sems topologic si p(x) >0 pentru x > 0.
Daci sint indeplinite condifiile :
a) f si g independente ; ‘
b) f — g si min (f, g) sint independente,
sd se arate ci f si g au repartifie exponential3.
Solutie. Fie U =f—g si V = min (f, g). Densitatea vectorului
este in virtutea independentei cgald cu p(x)p(y). '
.- Din problema 2.6 rezulti ci ‘U are densitatea " .
. 3 L
po(). = | plu+ m)p(x)ds
- o
iar din problema 2.7 obtinem ci V are densitatea
]

#r0) = 26(0) | 2(3) dx = 25(0) [1 — /001,

Variabilele aleatoare U, V fiind independente rezulti ci vectorul
(U, V) arc densitatea p(u, v) ‘daté de
. ‘

Bl v) = polwlplv) = 2 plu + x)p(x)dx p) 1 — Fyo)]. (1)

0
Pe de alti parte functia de repartifie a lui (U, V) cste daci u < 0

PU<u V<o)= [ pwp)dsdy={ p(a)dx | p(:)dy.
-y <u o "o T—u

min (2, y)<v

0<z,y<0



Luind derivatele in raport cu # i v, obfinem ci densitatea lui (U, V)
pentru # <0 si v > 0 este

plople — 1) = ()P0 + lul). @)
Analog se obtine pentru z > 0 '

yi+u

PU<u, V<v)= S;b(y dy Sjb(x)dx,

de unde prin derivare obtinem ci densxtatea lui (U V) este pentru
# <0, v>0 dati tot de (2). S ,

Egalind (1) si (2), objinem

o+ [ul) =2 { plu + 2)p(ndrfl — Fiio)]

0

(deocarece p(v) > 0 dacd v > 0).

Fiacind #— 05i avind in vedere continuitatea lui  si faptul ca in-
tegrandul este majorat de sup p(y)-p(x), deci de o funcjie integrabild
y

(prin urmare teorema de convergenti dominatid funcfioneazd) obfi-
nem

-]

Fj{o) = plo) =2 S P(x)dx[1 — Fyfo)] = A[1 — F@)], 1> 0.

Solutia acestei ecuatu diferenfiale este F,(v) = 1 — exp(—=2v),
deci f are repartitia e)\.ponentlala de parametru A.

2.19. Fie f,, ..., fs ... variabile aleatoare independente cu re-
partitia ¢,. Sa se "arate ci suma f1 .. + f, are densitatea

— MM)" =A%
pu( ) —1)! 1R+(x)'

Sa se deducid apoi cd i+ ... +fa+ ... =0 as.

Solutic. Vom ratlona prin mductle dupi #. Afirmatia este adeva-
rata pentru # =1 §i sd o presupunem adevirati pentru .
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Fie S,=fi+ ... +/f,. Cum S, si f,4+, sint independente (aso-
ciativitatea independenjei), rezulti ci S,+, are densitatea ‘

@

puniln) = { pu)plx — 5)y
)
de unde
: ;}H*Lxﬂ e—M X V 0,
ponr(x) =q *!
a 0 x < 0.

Mai departe, daci ¢ > 0, avem g

Plfit ot fot o SO=HmP(fi+ ... +f, <) =

St i I
= lim SM'_‘e—k dx=Slim AN gy =0

nsoo J(n—1)1 noo (7 — 1)!
0

0

sirul de sub integrali este majorat de 1, deci teorema de convergenti
dominatd functioneazi). ‘ ' ’

in fine -
Pfi+/fo+ ... =) =ii.21P(f1-|- i F fut .. <) =0
cu alte cuvinte f; + ... 4+ f, + ... =0 as.

2.20. Variabilele aleatoare g,,,..., g, sint independente si au re-
partifia uniformi pe (0, 1). _ 7 I
S4 sc afle densitatea de repartifie a produsului P, =g, ... g
Solutie. Fie f; = —Ing; Atunci f; sint bine definite deoarece

Plg; = (0, 1) =15i P(f; < (0, ) = 1.

Pentru 0 <x < oo avem P(fi<z) = Plg<c¢™) =1 — =,
deci f; are repartitia e,.

Cum f,, ..., f, sint independente (asociativitatea independengei)
din problema precedentd, rezultd ci f; + ... + f, are densitatea p,
din enuntul aceleiasi probleme. o
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Cum P(f, € (0,1)) = 1, rezultd ci dacd 0 < x <1 avem
4 ~Inx

PP, < %)= P(fy+ .. +/o>—lnz) =1—

n-1e—t

o — 1)1
1]

dt= -

Gkl G PP ld,
<»——l>l$,(n’) v

Derivind in raport cu x, ob{inem cia P, are densitatea

2l _(Inx)*-1+ daca 0<x <1

2.21. Tie fy, ..., fy, ... un sir de variabile aleatoare indepen-
dente, fiecare avind repartifia exponentiali de parametru A si fie

—minn > 1; fy+ ... +fu> 1),

S4 se afle repartltule vanabllelor aleatoare T sif..

Solufie. Din problema 2.19 se stie ¢d fy+ ... +fa+ ... =
a.s. deci = definita mai sus este f1mta a.s.si de asemenea fl v fu
are densitatea ,

)‘n
(n— 1)!
Are loc egalitatea: {7v= n} ={fi+ + f,,_ < IN{AHA + ---
fo < ) sioum {4 o F S BC U+ o i< e

zulté

Plo=m =Pt o tfa SV Plhot oo +f < Ui
‘)‘n;l

(n —1)!

2=l g, (%) = fua(x).

)»"-1

- e,
(n—2)!

1
S an—2e—Mdy — S ar—lg=2r dx =

(n — 1)1

Cu alte cuvinte ~ are repartme P01sson de parametru 2.
Mai departe -

P, <0 =3 Pl <m s == Pl </ <)+

+5P(h<aShc1<Ts)
Fie 5 =f; + ... + fu-r.
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Cazul 1. x < LAvem P(1 <f; <) =0 si P(f, <% 7n<1,
1 E 1

Ntfa> 1) = oy ) §remtedudu = (o, () [e-20-9 — o= 2)du

1-s 1—-u 1-%
§i cum
m .
E Py_y(®) = A daci x > 0,
fm=2
ob{inem

1
P(f, < x) = S Ale~ M=) — o=M{ldy = 1 — =2 — jxe—)r,

1-x

Cazul 2 x> 1. Avem P(l <f, <) = ¢=» — ¢=% si P(f, < ,
1

Nl pdfo>1)= S opy(#) [e"M1=9— 5] dz, Prin urmare
0
1
P(f, < x) =e=2 — =¥ + S Ae=M =9 — g=Msijdy = 1 — g=H5 — po=1s,
[}

In concluzie obtinem ci

1 —e=2 — xe—?, x g1,
Pife <= = ‘1 —eM M, xS,

2.22, Dacd variabilele aleatoare f si g sint independentc si au
repartifia N(0, o%),sd se arate ci i f + g, f — g sint independente.

Solutie. Densitatea vectorului (f, &) este

2:32 xp (_ 2}: )eXP(; ‘;L:T) = p(x ).

Fie transformarea w definitd de y, = %, + %,, y, = ¥, — %,. Inversa
lui w este ' :

x1= J'l';y:; x2=3’1;3f§"

si are jacobianul J = — %
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Atunci vectorul (f + g f —g) are densitatea ;bl;v: :— ¥2 9 — - I}':) —

e

esp(~ ) (- &) = g(y;)q(y», unde ¢(x) =

1
T 2 J=
R D SR LI ST ST .
- exp ( P } este densitatea repartitiei N(0, 2¢2).

Din problema 2.4 rezulti ci f + gsif — g au fepartifia N(0, 2¢?)
si ci sint independente.

2.23. Fie f, g, & varidbile aleatoare independente cu repartifia

N(0, 1). Si se arate ci variabila aleatoare 6 = jl++g:‘ are tot rcpar-

t11;1a No, 1. | -

FRREE

Solugie. Din ipoteza de independentd rezultd ca vectorul f, 8 h
arc densitatea

2+y2+zl

s ) = sl )

&

Fie D,= {(x,» v, 2); :;l”:_y f < t} Functia de repartltxe a 1u1 Gva fi

Fo(l f+gh <'t) =P((f, 'g;”h) < D‘)= :

S | exp( M) dxdydz =

(«/2? 2.

. +00 4o tTFR—ys . .
S 2+ + 8 qadrvdr =
= ) § R

N e e L
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8 4o -4

DR e e e O

o t 4o | - +o
~gip § § (- o fom(- )
N §
-5 § ol 5)e
—00

deci are repartifia N(0, 1) (am folosit mai sus egalitatea

+00

S exp(—-"z—’de:»\/Zz).

-

2.24. Fie f, ..., f, variabile] aleatoare independente cu repar-
titia N(0, 1). Si se arate ci variabila aleatoare g = fZ+ ... 4 f2
are densitatea ‘

1 27 77
P(*) = =27 ¢ gy (1)
BEC
2
(repartifia cu densitatea de mai sus se numeste repartitia ¥ cu »
grade de libertate).
S3 se deducd volumul §i aria sferei cu ajutorul acestui rezultat.

Solufia 1. Repartifia lui f2 este P(f2< ) = P(|f,] < 4/7) =

x %y

2 2 . . . o -
N S e © du, x> 0, de unde prin derivare obfinem c# densitatea
T
s :

lui f2 este

1
. 1 z7! 2 /
X)) =——2% A xX),
?( ) N € R+( )
cu alte cuvinte f? are repartitia gama de parametri ( %", —21-) .
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Problema 2.9 implics faptul ci g are repartifia gama [de para-
metri (3'2-, %) , cu alte cuvinte g are densitatea datd de (1).
Solutia 2. Din independentd rezulté cid vectorul (fy, ..., fs) are
densitatea
3; + ...+ x’l] .

1) = (-5

- Vom calcula mai intfi funcfia de repartitie a variabilei h=g[a/n. Aceasta
este nuld pentru y < 0 iar pentru y > 0 este

F,?(yz) = 5 («/_ ehp(—-—T""—"‘"} dx, ... dx,.

E 2,<ny'

i=1
Folosind schimbarea de variabild
%, =7cos 0, ... cos B,_,

_xy=rcos 0, ...sin 6,_,

obtinem
/2 72 Wn ‘1 N A :
2) — — exp{—7#2 n—1 Jp—
Fy(s?) = S S S e gl (CRRRL L
) -njz  -mz 0
i |
=C, S exp(—r2[2)rn=1 dr.

Constanta C,rezulti din conditia lim F,,(y) = 1, care se scrie

0

-1
‘e\P(—-ﬂ/Z yrr-tdr = r,,zz T(n/2), deci Cp=——"——.
-1
' : 2® @)
; T opn
Atunci Fy(y?) = — ‘ exp (—r2/2)r-1dr.
. -——1 .

2% T2 °
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Functia de repartitie a 1u1 £ se obtine ficind in Fi(y) substitujia

¥ = x[afn, deci
- - * X

Fy(z) = — m=lexp(—r2/2)dr =

2% D) o

I W B

= e ,So't | exp( :It/,z_)d;t,’“ B

de unde prin derivare se obfine formula (1).

Si se determine acum volumul si aria sferei #-dimensionale. Fie
V(r) (r&spectlv S(r)) volumul (respectw aria)-sferei #-dimensionale cu
centrul in origine si de razd » (si notim cu.B(r) aceastd sferd).

Au loc egalitatile o
N "'x%—le—g
P(fi+...+/2<m 5p(x \—"dx=
, | ) I‘(;) 92
n +S ST o
n -1 n 5
?(—2-]"2 2 . P(‘E}”Z E
(integrind prin pirti) EE R
PO S <) =P f) < B = (aade @
‘ Bl

Avind in vedere ci V(r) = r"V(I) si teorema valorii medii vom ob;:xne
A _ ;

2!

Clim P(P + . -+ RS = lim: PR +

r—0 V(r) 70 r”V(l)

_r ' N n_=

e 2 : 1 %2e 2
=lim ————— 4 lim 7y ; dx =

r= ”n 'i-—l r—0 3z

I‘(;)nZ V(1) o I‘; n2

_ [I‘;l(%)‘n2%'_lV(1)]-l
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Pe de altd parte
{ atas
fim PULE -+ B B0 = g(0) = (4/20) 7"

7—0 V(r) r—0

Rezultd egalitatea
[t v

o ”
7 7 3
deci V(1) = -2 i prin urmare V() =22 _m = =2
» n n
nI‘(E' nI‘(?) ) I‘(;—!-l)

fn fine S(r) = 220 =21,
”n
| x(z)
2.25. Si se arate ci daci f, g sint independente §i cu repartifia
N(0, 1), atunci fi =f, + g f2= L sint independente.
. ) .8

Solugic. Fie p(x,y) densitatea vectorului (fuf2)- Vom arita ci
P(x, ¥) = p1(%)po(y), unde p; este densitatea lui f.

Din ipoteza de independentd rezulti ci vectorul (f, g) are den-
. 1 i P .
sitatea — exp(— ———-] .

2 2

Din problema 2.24 rezultd cd f; are repartifia x® cu 2 grade de

libertate, deci f; are densitatea p,(x)= %.exp (; i;—) g, (%)-

Din problema 2.6 rezulti ci f, are densitatea o
Paly) = §|x|q<x)q(xy>dx (unde ) =—=exp (— 5]}

Deci
0

ba(y) %;— ;1;_- S X exp (— %s) exp(— _f.g_,_] dx +

1
a1 499

+'21_,=°§ ?cexp(— —;iz-)e:\p —i;y—‘)dx—-—-

95



Prin urmare

Pix)pa(y) = wp(— %) x>0, veR,

2x(1 + %)
o . - in rest.

Mai departe avem -
Fo i) =P+e<xnl<y= [ qwgo)dud =

u’+;“<z
<
=2i g exp(— +v’)dudv daci ¥ >0, y = R,
- T u’+.v'<x :

de unde trecind la coordonate polare # = # cos 0, v = 7 sin § se obtine

)

3 arctg ¥ arctgy-+m
— exp (—-— —)] (2= — 2 arctg y)

Derivind in raport cu x,y, obfinem ci densitatea lui (fy,f,) este :

Fy, (2, 3)

ol
-]

= P1(%) P2(3)

- 2 ,
Plry) = LUt _ L ()

1
ox dy 2/ ;+ ¥)

daci ¥ >0, y € R. ‘ '
Egalitatea de demonstrat este imediati daca %<0,

2.26. Pentru orice intreg # > 1, fie 7,:([0,1), 8, y, m) - R
(m este misura Lebesgue) variabila aleatoare definitd prin 7,(x) =
= f(2*—1x), unde

1: 0 S x<l’

» 2

Sy =1 _1, %<x<1,
flx+ 1) in rest.

S4 se arate ci 7, ..., 7, ... sint variabile aleatoare independente,
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Solufic. Fie A, ={r, = 1} i &, algebra generata de {dA,, ..., 4,
+ 1

2n ) ’

0 < k<2+. Vom demonatra aceasta prin inductie dupa #. Afirmatia

Aritim i &, este de ascmenca generatd de partitia {[— )

este imediati pentru # = 1. Si presupunem afirmafia adeviratd
pentru # si sd o probém pentru » 4- 1.

2k 1 - ~ » A
Deoarece Apqq = U (2” 1’ 2'”':1 rezultd ci &,4; este inclus

in algebra generati de partltlz{{[z—fﬁ.v%]; 0k 2n+1}_
Incluziunea inversd rezulté din egalititile

k k+1

—_—y

[2k 2k+1),lk k+l _
s+l —

2ﬂ+l 2n+l

2n

k41 2k 2)
[Z” 17’ 2n+l :

Aritim acum ci A,y si &, sint independente. Pentru aceasta este

. . - wiw o - k k41 .
suficient si aritim ci dacia B = [—' , B ) atunci
"

P(B (N Ansr) = P(B)P(d 1)

Avem
1 1 v prp o~
P(B) = ; , P(An+1) = —2- $1 P(B'n A“.'_l) = — 2”+l N deci (1) este
adevirati. ! o :
ry, ..., 7, sint mdcpendcnte dacd si numai dacd

P(Aln"ﬂAu)=P(Al)P(An) (2)

Vom demonstra relatia (2) prin inductie dupid »#. Pentru #.= 2 afir-
matia rezultd din faptul cd A, si &, sint independente.

Apoi deoarece 4, ... N 4, € &, rezultd ca

PA N - N AN Aur) =P(Ar N oo O A Pldag) =
= P(4,) ... P(4,) P(Ans1)

(in primma egalitate am folosit faptul cd A si @, sint indcpendente.
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§2. Momentele variabilelor aleatoare

2.27. Si se deduci expresiile mediilor si dispersiilor pentru repar-
titiile unidimensionale listate in cele doui tabele din rezultatul teo-
retic iar pentru repartitiile multidimensionale din rezumatul teoretic
sd se deducd expresiile mediilor §i matricilor de' corelatie.

Solutic. ‘

Repartitia Dirac. Folosind formula gencra]é‘s fdzs = f(a) se obtine
imediat ci M(e,) = a si D2(s,) = 0.

Repartitia uniformé pe. mulfimea {L ..., 0.

z id " Y
‘M(Zlek)‘,= Z—I-M'(s,,)=l k:”';'l

. k=1 n k=1m k=1

n l ° ” l ] n
M2(E—sk)= Kx-’d( —s)(x):— Sx“’dz-:,, (%)=

k=1n 9, k=1 m 7 k=l
»
1 (n+1)(2n 41
= — R== LA
n Ig . 6

deci

1 D@L (—1p mr—1
Dl — = —_— = .
(;:'{ u ") 6 4 12

- Repartifia ’gc'omctricd de parametru p.
M (gou —p)p*ék) = (1=2) Bp*M(e) = (1~ p)p L bph~! =

o —a— 1 _ ¢,
i ( p)P(l—?)’ 1—.1>

M, (go(l —A‘P)ﬁ"sk) — (1—9) &kzp.” =(1 —P)Pz ka ,"—é _

= (1= 2)p* L k(k — Nph=2 + (1. — p) Yo kpt =(1 ‘P)ﬁ(l—l:—p) +

? . . 2 ? plp+ 1)
—_— 1 -— d = .
+ 1—p ( j))j? (1‘—-?)3+ I—p (1 —p)
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deci

D ke W’ th_ P P
(&( — e ) = p) (1 —pp (1—pp

Repartitia binomiald de pammctn' n, p.

MIBp)] = IR — F)r=* = np(p + 1 — p)* = np,

k=0

M,y(B,(p)) = 2732(:"15"(1 — "—"— np Ekck 1ph-1(1 — p)nh = B

k=0 A=1
= npkz-l (B — 1) Cizipr=1(1 — p)n=+ _I_&Ch-lpk—- (1 — p)»—t =

= itp [M(Ba-1)(P)) + (6 + 1 — P)"“'] = ”?[M(Bn-n(;b)) + 1] =
= ”.75[(" - 1)1> + 1]

de unde A
D2[B,(p)] = npl(n — 1)p + 1] — u?p* = np (1 — P).

Repartitia Poisson de parametrii \

M ( k—- r=A = g—A: T Ay =
M(m,) ;,2,,0: ¢ e~ Z ; =11 e~ A,
o 3
Moy(my) Ekz LS Y- 2 % — g e
= o= 1)* AT
_1 !

i

= +1

. Di(m) = 2 ‘l' h—F =
Repartitia umforma pe (a, b) . '

de unde

MU, ) = — Sxdx= atb

My(Us,p) =~ . - szdx ==
’ .
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de unde

DYUs,y) = (@ + ab 4 33) - L2 L=df

12,
Repartitia exponentiald de parametru A
© 00
M(e,) = S Ae=dx = AL Moy(e,) =.S\ Mte—Mdx = 2A-2
-0

(1]
de unde

3D2(ex)7; 2072 — ATt = 272,
Repartitia normald de parametri m, o*

Fiacind substitufia y = (¥ — m)/c obfinem
M[N(m, ¢?)] =

qjﬂ S x exp {—(x — m)*/2¢%}dy .
+o0

4;; S (m + av) exp(— y?’)dy =m — V%Kwd[exp(— 2’2_'” —
- —® .

—m——" exp [— 2} =
=m wrs e.\p‘ )| .= m
+oo0 "
y Ly 1 ” (* —m
D?[N(m, ¢¥)] = = S (x — m)? exp {—— —}dx =
. 2
a2 = 26

. 4+
ol

4o o
e fron (2o ul ()=

o T2 2‘ !
_w-l— S exp (- %)dy]= s

F=l(e(=3)

Repartitia Cauchy de parametri a, B. Fie f o variabild aleatoare

cu repartifia Cq, g. Atunci g=(f — B)/« are repartitia C,, o (se foloseste
formula (1) din rezumatul teoretic).

Avem
1+°° E7] 2 P x 2 .. 4 x
M(lgl):—g dx=—s dx=—hmg dx =
= 1 4 a2 zol-i-xz T b= 1+ 2
—0 0

=L lim In (1 + b)2 =

T boow
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fapt ce aratd cd ¢ nu are medie (deci nici dispersic), deci si
f = ug + 8 nu are medie.
Repartitia gama de paramelri a, B.
o0

M, [yl B)] = T(TS go=1Hr — =B dy = B

—yDle+1r)
()

=B "afe+ 1) ... (& 47— 1).
in particular

My(a, B)] = 287, M,[y(a 8)] = B2a(x + 1)
D2[y(x, B)] = B2u(o + 1) — a2B—2 = B~

Repartitia Dirac in punctul a € R4, Fie f = (f,, ..., fy) un vector: A
aleator cu repartitia e, Atunci M(f;) = S xidez(x) = a;, deci

deci

R3
M(f) = a.
cov (fi, fi) = M(fif;) — awt; = ( xixide,(x) — a4; = a;q; — a,0; =0
Ry
deei Cp = 0.

Repartitia  multinomiald de  parametri n, p,, ..., ps. TFie
f=1{f1, ..., fa) un vector aleator cu repartitia M,(p,, ..., pa)-
Atunci
M(f;) —-E n;P(fi=n )-—— En P!

"=0 n,=0 ”1+ et ni FuiatcFug=n—n; (fl

4 . '
=iy, e, fu= nd)) = 3> u » " — ..
!

#;=0 O T T N T e e el R .ng!

.../):,1:";/)‘. 2 (2 — 1)! /);»,”.

LIS NN . l'(n,—— Dt beong!

" Il . — 1! ‘
R e N R VD DS LU LRy A

m,+...{-md=u—| m, [ md!

PP = npipt e+ PPt = npy
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Aplicind un rationament analog se obtine cid
Mf(fi — )] = n(n — 1)p2, deci M(f2) = n(n — 1)p? + np; si prin
urmare

Dfi) = cov (fu, fi) = n(n — 1)p} + np; — n*p} = npi(1 — p).
Daci 1 # § atunci

2]

Mfofy= 2, 'o nin P(f; = n;, fj = n)) =

”'- ”jw
”
= S D M gne
n;thn;=0 3 m=n—m—n ﬂll
ket g

B (n — 2) !
=n(n — 1)p;p; mt ... Fmy=n—z m;!
" =

= n(” - l)ptj)]( 1 cee 154)”_2 = ”’(”’ - I)ﬁiﬁj:

pm. o ’”d.._

deci

cov (fi, f3) = M(fi, f3) — M(fs) M(f;) = n(n — V)pup; — w'pip; =
= — npp;.
Repartifia uniformd pe mulfimea D = (a;, b)) X ... X(az bi).
Fie f= (f}, ...,fs) un vector aleator cu repartifia uniforma pe D.
— .7\(“‘, sy (%) (deci f;

are repartifia uniformid pe (a; b)) si- (vl, ce ey %) = py(%y)
Pd(xd) (unde p este densitatea lui.f) rezulta ci variabilele aleatoare
1 -+ fa sint independente,

Prin urmare M(f;) =Z + bi 'D (f, =cov (fu f}) = = (b. @)%,

iar daci

i#], cov(fufy) = MIUfs — M(f) '<.f,- — M) =
= M[f; — M(f)] M [f, — M(f;)] =0

(am aplicat formula de multlphcare intrucit f, — M(f)) §i fi — M(fy)
sint. independente).

Repartitia normald d-dimensionald de jmramclrz m, B. Presu-
punem pentru inceput ¢ci m = 0. Fie 2, ..., 2, valorile proprii

Atunci intrucit f; are densitatea p;(x) =
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ale matricei B (care sint pozitive) si fie H o matrice ortogonaly
(HT = H™1) astfel incit '

| W o0
HBHT:A"z“( N )

\
0 A
Fie f un vector aleator cu repartifia N0, B) si g = Hf. Calculé.m

densitatea vectorului g = (g, ..., &4
Conform cu formula (1) din rezumatul teoretic avem ci densi~

tatea lui g este

N == HTy) = ERNE SN — — < B-1HT T
Pely) = ia¢ tHlpf( ) exP( < " H V>)
[(2r)%det B]2
— —___1 Y = -1 Ty ’ —_ .1— »
== lexp( 2<HB tHTy, 3 >) ~1X
((2m)ddet B) 2 [(21:)4det B] 2
xcxp(— % <A, y >) - 1 exp(— 2 E” yz)

WY i

d yz ’
E; Ty O (— 2:) = o1(¥) - . palya),

unde p; este densitatea repartifiei. (O ). _

Din §1 (problema 2.4) rezulti cid g, ..., g, sint variabile alea-
toarc independente cu repartitiile N(0, %), ..., N(0, %,).

Cum f = H7g rezultd din égalitatile (1. 4) ca
M(f)=H™M(g) = H'0=0 s5i C;=Cyty = HIC,H = HTAH = B,
D(g;) = »; sidacd i # j din ipoteza de 1ndcpcnden1:a rezultd ci avem
cov (gi, &) = 0, deci Cp = A. Dacad m # 0 ludm f un vector aleator
cu repartitia N (ni, B). ~\tunc1 g=f—m are repartitia N(0, B) (sc verifici
imediat cu cgalitatea (1)) si deci M (g) = 0 = M{( f —m) sau M(f) =m
si C = B = C/_n == C/ (cste imediat faptul cd existd relatia cov (f4-a,
g+ a) =cov (f,g) daci a este o constantd).

2.28, Fic f si g variabile aleatoare cu dispersiile finite. Si se afle
1) mm MI(f— 1)2]

2) mm MI[(f— xg — y)‘] in ipoteza ci D~(g)
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Solutic. Din egalitatea

1) (f— 2= (f — M)} + (x — M(f))* + 2(f — M(INM(f) — %)

rezultd relatia :
M[(f — 2] = D¥f) + (x — M(f))*
din care se vede cd M [(f — x)?] este minim dacd (v — M(f))* =0,
deci dacd x = M(f). _
- Prin urmare, min M [(f — x)*] = D*f) i minimul se atinge pen-
tru x = M(f). : . )
2) Din punctul 1) rezulti cid pentru x fixat expresia M [(f—xg—y)?]
este minimd pentru y = M(f — xg) = M(f) — xM(g).
Cu aceasti alegere a lui ¥ avem cid :
M[(f — xg — 2P = M[(f; — %g,)*]
unde f, = f — M(f), g, =g — M(g). |
Mai. departe
M(fy — xg:)*] = M(f}) — 2xM(fig,) + x°M(g}) =
| D¥f) — 2xM(%g,) + #*D*(g). :
- Derivind in raport cu x se obfine ci minimul este atins pentru

M) _ cov(fg) s cov (7, g)
X = = 1 este egal cu D2 —_ — Lo
DHg) | Dy o o B N = g

2.29. a) Variabilcle aleatoare f,, ..., f,, ... sint independente si
1 . 1 y 1 ¢
P(f,=1) = T P(f, =—1)=:, P(f, =0)= S = L2 ...

Si se afle media §i dispersia variabilei aleatoare S, = Sit+ oot S
b) Variabilele aleatoare 6,, ..., 0, ... sint independente,

P(6, = 0) = P(o, = 1) =-;-, n=1,2 ..., si fie «, =0, — O,pa

Pentru orice 7 si se arate ci a, si f, au aceeasi repartitie si ca
%y dp4y Sint independente., Si se afle media- si dispersia variabilei
aleatoare R, = o; + ... + a,.

Solutic. a) M(f,) =1 - _1,'%"‘0 . % =0,

1
4.
My =1-2 40 2=, D)= M(fD) = Mf)=7, deci

n

M(S)= S M (fy) = 0, DX(S,) = 33 D) =

k=1 k=

1
2

|

| R
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b) P(x, = 0) = P(0, = Oyi2) = P(6, =0, 0,2 =0) + P(6,=1,
Bpsz=1) = P(8,)P(0p12 = 0) + P(0, = 1) P(Bsy2=1) =

P(U.,,= 1) = P(G,, — 9,,.,.2 == 1) ( , 9,,...2 = 0)=

— PO, = 1)P(Bayg = 0) = %

P(oy = —1) = 1 — P(e, = 0) — P(a = 1) =

»hl)-

Independenta dintre o, a,41 rezultd din asociativitatea independen-
tei sau direct astfel:

Plo, =0, dpy1=0)= P(0, = Oy, Ons1= Osss) = P(8, = Oypy =
= Oypo= 0,43 =0) + P(0, = 043y = Opio= Opy3=1) =

=P(%,=0) Play11=0).

—HP(O = 0) + T P(6:=1)= =5

i=n t=n
Similar se procedeazi pentru celelalte cazuri: a; =0, ogp1=1;
0,=0, appy=—1; 0,=1, tpu=0; a,=1, ay4; =10, = 1,

ap41 = — 1.
Mai departe

R,=10, — 0,4+ 0, — 04 0, — 8+ ... + 0,— 0,40 =
= 91 + 6, — 0541 — Onyo.

. : 1
M(R;) = M(0)) -+ M(8;) — M(Onss) — M(Oyp0) = +% -
_1_1_,
2 2 _
9 . 1 1
- D¥(R,) = D¥(6,) + D*(6;) + D*(8441). + D*(Bus2) = -+ 1
1 ) ’
R R
2.30. Pentru orice intreg p > 1, fie f%, ..., f¢ variabile aleatoarq
independente si uniform repartizate pe multlmea {1, ..., p}sifo=
= ma\ .
P
Sa se arate ci lim —— Mfh __» si lim D) i .
P P n+1 poo PP (n + 2)(n +1)*
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Solugie. Avem ’
P(fr <x) =P(fe.<x, ..., [0<2x) = P(ft <x)... P(fi< ) =
’(—l-)" daci 1 <2 <2,

»

2\n
: el daci 2 < x <3,

= [P(ft < %)]" ={ (p)
(P'%‘)" dacd p— 1 < x < p,

\1 daci x > p,

- \ SRV (B dacy
deci P(f* = )éP(fP<k+1)—P(fP<k)—(;) ( , | dacx
1<k<p

Atunci

MU = SSRP(P =B = p— S (1" o+ (p = 1),
A= '
deci |

M(fp) =1 LT +(1”"1)".

? A ?”"‘l
: Sqm 1\ .
Din criteriul lui Stoltz rezulti ci -t ; _:f N — cind
n +
5 v .x M(fp) R
p — o0, de unde rezulti ci r =1 Py el
7 : dex o ax MR Ll
In particular rezulti si cd 5 1

Mai departe avem

M[fp]\_.zk[( )” k—lJn] 2]2"“‘2——2 (k—l

k=1 k=1 k=1

+ 2k = 1)+ 1k — 1) = P” gt — L (e -

'3
=1 P =

2(k_1n+!_ —'2(}3—1"‘752——2(/3—1)"'“

k=1
L§~ g —1)
RR— e___ b3
L3

k=1
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de unde

? .
' o2 — . "
m+2) nt2
si i)rin urmare _ {
DA o om M o

2 w2 (n + i)= = (ﬁ + 1)2(n + 2) '
2.31. Variabﬂele aleatoare f, g sint uniform repartizate pe [0, 1],
a) Si se arate inegalitatea M([f —al < %-

b) Daci in plus f, g sint independente sd se afle valoarea minim3
si maximi a mirimii M(%) dupi toate variabilele aleatoare 4 cu pro-

prietatea P(f = 1) = P(g = %) = % ‘
Sollu,tic. a) Avem cd 111(if;‘%‘|)#§‘x—%|dx=%; de unde
M(lf—gr)=w1[|f—§—(g -3 < M(|f;§|)+lw[|g_%"'§
o =2AI('f—%I)<2-%=

b) Observim ci min (f, g), mas (f, g) satisfac P(f=4%) = P(g=
= k) =§-. fntr-adevir este suficient si verificim (din cauza simex

triei) c& P (min (f, g) = f) = 2 Oravem
’ jl y 1
P(min(f, g) =f) = P(f < &) = S dxdy = S ( S dx)}dyi‘= S ydy = % .
o x<y 00 B

Daca vom arita ci P(min (f,g) </ < max (f,g) =1 pentru A

ca in enunf atunci va rezulta ¢ min M(h) = M [min (f, g)], max M(h)=
i A A
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= M [max (f, g)] si cum

11

M{min (f, g)] = S Smin (=, y? dxdy = j( g xdx 4 g v dx) dy =

00 0 x<y >y

= §[—§-’+y(1 -y =5
1 1

M[max (f, g)] Sjm x(%, ¥) dxdv—S( g ydx + Sxdx]dy =
0

0 =z<y >y
1 1 0
= — y—- A
—5(2 + 2 ' dy 3
o .
2
Va rezulta c¢id min M (k) = %, max M(h) = 3

Deoarece P(f =g) =0 (vem problema 2.3) rezulti ci
Pf=hsaug=1£h ) P(f=h)+ Plg=

h) =
Apoi incluziunea {f = &} U {g = 1} C {min (f, g) < h < max(f,g)}
1111phca faptul ci P(min (f, g) < & < max (f, g)) =

2.32. Fie f,, ..., f,, ... un sir de variabile aleatoare indepen-
dente avind ca repartltu €rp o O .. SA se arate ci:
00

a) Dacid 2 Mt <oo atunci ) f, <o as.

n=1 =1

° ‘
b) Daci ) 3! = o0 atunci zf,, = o0 a.s.

n=1 ”=|

Solufie. a) Se stie ci M( f,,) = 3;1, deci
Q0 0 o]

M(Efn) =2 M) =25t <o
n=] n= n=1

de unde Ef,, < 0 a.s.

n=1
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® ‘ »
- b) Avem M [exp (— Ef,,) = lirri'M[exp (—-sz,,)] =
. #el 5= 00 . =] R
= lim T M(e ™)
no k=1
(formula de multiplicare)
«© .
Apoi M(e™h) = S ey exp (—ax)dr = (L4 A) 1= (1 + A2
0 " N

asa ca ' . _
A ) . n -1 » -1
M [exp (— 2f,',)] = lim [1‘[ (1+ 1,.")] < lim (2 x;l) = 0.
n=1 B0 | p=1 naw \k=1 '
S © :
Prin urmare exp (— Ef n) =0 as fapt ce atrage dupa sine ca
, =1 )
. 0

2 fa=c0 as.
n=1 ’

2.33. O matrice 4 = (f; ;)1<i,1<n are elementele variabile alea-
toare independente cu M(f; ;) =0, D%(f; ;) = ¢* pentru orice ¢, 3j.

Si se calculeze media si dispersia determinantului lui A. Si se
deduci apoi ci maximul determinantilor de ordin # cu elementele

+1 este mai mare sau egal cu Jn!

”
Solugie. Avem ca det 4 =9, [1/i, o unde suma este luatd dupi
=1

a
toate permutirile mulfimii (1, ..., #) §i ¢s = =1 este semnul lui o.

~ Avind in vedere formula de multiplicare, obfinem:

M(det A) = 5 e TT Mlfioi) =0

=l

Il

D¥(det A) = M [(det A)] = 2'; et M (H fi ot fir o)

=3 2 M (r[lfsz, a(i)) -+ cqcer M ('].:.I; f". u(i)f:’, a'("))=

] c#e’
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=*EI'I M(f2 o0 + E €0t M [ TI 7iew- T1 f;, oti) /i, o’(ﬁ] =c"nl+

o iml (5)=0o’t) ai}#o0=

E EgEq’ ]".[(f,‘ o(.)) I_I IVI(f,’ c(g)) .ZV[(f,’ .,l(,')) = g2 !
o¥o’ o(i)=a"(i) )#0’(i)
Alegem elementele f; ; ale matricii A asa incit P(f; ;= 41) = 1/2
pentru orice 4,4, deci-in acest caz D(f; ;) = 1.
Fie D, maximul din enunt. Avem ci Dj > (det 4) de unde
D} > M (det A)? = :

2.34. Fie f o variabild aleatoare asa incit f si —f au acecasi repar-
titie (f se zice c# are repartitie mmctnca) S& se arate cd M(f#+!) =0
pentru orice 2 >-0. -

S se deduca apoi cd dacid matncea 4= f.]‘,)1<.,,<u este asa
fncit f, ...,f, sint variabile aleatoare independente cu repartitie
simetricd §i cu momentul absolut de ordinul k finit atunci M(4*)
este matrice diagonala (daci B este o matrice cu elemente variabile
aleatoare atunci M(B) este matricea cu elementele mediile compo-
nentelor lui B i se numeste media lui B).

Solufie. Avem M(f#+) = S #2414 (P o f-1) (%) =
=AS x%*+1d(Po (_f) 41)(,;)':5 (‘_f)fzhﬂ dP = — M (f2£+1)’. deci -
M(f2+1) = 0, i ') ‘

Reamintim ci daci B = (b;, ;)i j<n atunci

. y ‘B s : i
. 7 I, , )
B* = ( i E » Ay, am’ . a,k_l j) )
15 CE ’ 1<4, j<n

"""k—lEl

In cazul nostru obtinem expresia

a =(m h» {“,-ff, ---ff,,_,fj)

’), 1= 1€4, j€n

Este suficient sd aritim cid daci i #5si 1 <7y, ..., 7, < #, atunci

M(fifov- - frinfs) = 0.
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Daci printre 7, ..., 74— nu se afld 7 'si 7 atunci din asoc1at1v1tatea
1ndependen1;e1 si formula de multiplicare ob];mem .

M(fifn, o_--fq,_,fj)M(f: =M(fr, .- fruey )U(fj)

(din prima parte a problemei avem ci M(f;) = M(f;) = 0).

Sd presupunem acuma ci cel putin unul dintre 4, j se afld prin-
tre 7y, ..., 7h—1.

Pentru-a face o- alcgere sd presupunem ci 7 se: afla pmrtre
i+ ., 74—1. Fie I mulfimea indicilor din7,, ..., rp—; ce sint egali cut.

Avem '

M(fifr-. o)) = f?"““ 1 Hf,,fo— Aﬂf“"‘ o M(Hfrz.fi) =0

(asociativitatea independentei si formula de mult1phcare)
deoarece M( freard I+l 7, conform primei pirti a problemel
2.35. Fie f,, . f,, ,e .. un §1r de variabile aleatoare mdependente

si de medie fnuta si fie * o variabild aleatoare cu valori in {1, .
n, ...} ce are media finitd si este mdependenta de sirul (f)n.

Sa se deducd egahtatea

CM(fy . S = M(f)M(7) (z'de'mimtea i Wald ). ()

Daca in plus fl si-t au dispersii finite sd se deduci egalitatea
DXfy+ ... + fo) = M{=)D¥ 1) D) M2(fy) 2
Solufic. Fie S, =fi + ... +f,,. Avem - '
sy =5 § sap =35 § isiap <
: k=1 (c=k) - k=1 (zap) .
<> § o ok ) AP = PG = B M(fi] A+ e

k=1 (‘t=k)

0
. + i) = M(IA1]) PG = k) = M(IADM(),
deci S, are medie finitd.

Rclumd calculele fari modul (in acest caz in calculele de mai sus
avem numai cgalitifi) obtirem egalitatea (1).
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Presupunem acum' c¢i 7 §i f; au dispersii finite. Tinind cont ca
DX(S,) = D2(f,) + ... + D*fy) = kD?(f;) si' de formula de multi-
plicare, putem scrie o

M(Sﬁ):i S S2P = i}M(sg) P(z=1F) = }"_, [M(S?) —
=] {(z=h) o k=1 | v

t

- M%S)]P(x =k) + gw(s,,)P(f = k) ’gm (S P(x=k) +

T Mf) SR = 1) = D) SIRP = )+ MM =

— DYA)M () + MAf)M()

2.36. Variabilele aleatoare f, ..., f, sint pozitive, independente
si identic repartizate. Dacd punem g, = fi(fy + ... 4 f,)se cere:
1) Si sc arate cd gy, ..., , &n sint identic repartizate si si se cal-

culeze M(g;).
2) 54 se arate’ cd Vectorii aleatori {(g, &) }rwt smt 1dent1c repar-

tizati §i sa se calculeze V(8 &) gacy f, g sint variabile aleatoare
D(gx) D{g1) : :

atunci raportul p(f, g = —;{% se numeste coeficientul de core-
latie dintre f si g. :

. Solutie. Deoarece 0 < g, < 1 rezultid ca g, are momente de orice
ordin. '

1) Fie F = Pofi* si fie u: R » R aplicaia continud (deci bore-
liand) definitd prin u(x,, ..., x,) = (%, + ... + %,).

Avem . ‘ } E

Polfy ..o f) = (Pofi)® ... 0 (Pofi) =F®...®F

Po (fifo s fomts fufarrs o fu) P =(Pofi) @ ... (R0 i) ®

® (Pofi) ® (Pofi) ® ... ®(Pof;1) =F®...®F
Atunci Po gyl = Po [u(fy, ..., fu)]~ Po (fir oo fu) 0wt =

= Po(fufo - fk—h/l;fk+l; v fa)TtonTt =
= Po [u(fufa -- 'rfk—l’fl'fk+!» . ’rfn)]:_l = P°gx-1'

deci g, are aceeasi repartitie cu g,..
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in particular rezultd ci M(g) = M(g,) si cum g + ... + & ==
avem ci 1 = M(g) + ...+ M(g,) = nM(g,) ceea ce atrage dupa
sine ci M(g,) = M(g) = 1/n.

2) Este vizibil ci daci & = atunci coeficientul de corclatie care
se cere este egal cu 1.

Fie acuma k # ! si pentru a face o alc.gere sd presupunem
k < lsi fie functia v: R* - PZ continud (deci borehana) definita prin
v(xp ey n) = xk/(xl ...+ n) xl/(xl .+ ))

Avem '

o(fy oo Su) = (&0 &) v(fkvfb oo S 1’f1’fk+1: .- fl—l:fz:fl+1, ce

ooy fu) = (81, 82). Ca mai inainte se arata ci Vectorii ( fl, ceonSu) si

(fofo -- rfk—l:fpfk+ls oo fiovSo frvrs -, fa) au aceeasi repartltle
fapt ce atrage dupi sine cd vectorii- (g,, gz) si (g &) au aceeasi Tepar-
titie.

Mai departe D¥g,) = DXg) = D(gi) = Migh) — M:(es) =
= M(g) — 1/n?

cov(g, &) = cov(gy, &) = M(g, gz) — M(g)M(g,) = M(g,g.)—1/n*
l=(g+ ... +&)PF=28 + ...+ &k — Z’Egkg, implici

1= M[(gy + - + &)= nM(g}) + nn — 1)M(g,g,), deci
1 = udM(g}) ‘

M =
M (g:85) w1
Rezulti cid - . o - )
_ covigng) _ Migg) — 1n® _
Pl &) = oo Dy — Mgy — 1
I'1 - ﬂM(g{)}In(n —-1)— 1/143 1
M(gh — 1t n—1

2.37. Si se arate cd pentru orice variabild aleatoare f au loc inge-
litagile o

0

2 PS> n) Ifl <1+ 21 > n)

”==

-

Observatte Din ‘aceste megahta‘;l rezultd in particular ci f arc

medie finitd dacd si numai dacd EP( | f [ > n) < o®

n=1
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Solupie. Fie A, = {n < |f] < n+1}. Atunci M(|f]) = 3 { 171aP
n=0
A”

si cum #P(4,) < s |f1dP < (» + 1)P(4,) obfinem prin urmare
A :

”

S3nP(y) < MU7) < 3 0+ 0P(,) = 35 Bl +

=0 #m0

+ onP(4,) =1=1+ Y nP(4,)
n=0 n=0 .

fapt ce aratd ci totul se reduce la a arita ci

2 nP(d,) = ugl P(lf] = n).
Avem ci '
TPl = 3 B PU)= 3 Y P() = 3PS 3

(seriile cu termeni pozitivi comuti).

2.38. Fie f o variabili aleatoare cu valori in multimea q,, .

@y -.. unde @; < ... <4, < ... S4 se deduci egalitatea
o0 ) .
M(f) = a +k2| (@41 — @)P(f > ary1). (1

fn particular daci f ia valori in {0, L ...n, .. .} egalitatea (1)
se scrie

O

M(f) = 2 P(f = n). : (2)
Solutic. Avem cd M(f) =2, a,P(f = &) = g:lak [P(f > ) —

— P(f 2 aa1)] = @+ é (@41 — @) P(f = ary,) (pﬁn grupare)
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2.39. Fie f o variabili aleatoare cu valori nenegative. Si se deducd
egalitatea

RN . . T
M(f) =SP(f> t) dt (1)
‘ 0
Si se arate apoi ci ecgalitatea (1) este echivalenti cu egalitatea
-]
- M(f) =SP(f>t) a @
: ‘0
Soluﬁe.‘ Presupunem intii ci f ia valorile 4, < ... <@, < ..

Avem ci

Ll

SP(f>t)dt= 5 froa+3 ( PU>oit=
-0 N e e (8 B4pq)

[0, ay)

= Pif>a dt+2 { 20> )t g

L » Be1)

=a + ,,z,;,'(“kﬂ — @) P(f 2 app1) = M(f) -

(ultima egalitate rezultd ‘din problema precedentd).

Daci f este arbitrard (dar cu valori in R,) alegem un sir  f, de-
variabile aleatoare simple nenegatlve asa incit f, ~ f. Atunci ‘avem

cd {fi > A {f>1] asa ci P(f,>1) 7 P(f>1).
Variabilele f,, fiind simple dc]a stim ci

" MU =\ P, >

Deoarcce integrala comuti cu limitele ascendente prin trecere la
limitd in ultima egalitate obtinem (1).

Se stie cid o repartltle incarci numai o multime cel mult numa-
rabild de puncte, asa ci {¢; P(f>1) # P(f > 1)} arc misura Lebes-
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. gue nuli, deci

n§P(f > f)dt = j P(f > t)dt = S P(f > f)dt =

o {t; PU>0=P(f>1)} ¢ PU>H=P(f>1)

= S P(f > t) dt, cu alte cuvinte si (2) are loc.

0

Solutia 2. Folosind teorema lui Fubini obtinem:

?P(f> 1) ds =? losod(P of‘l)(x)]dt =°§ (§ dt) d(Pof1)(x) =

(U )

o

=S xd(Po f1)(x) = Sfdlf' = M(f)

2.40. Fic Ji -« fur ... un sir de variabile aleatoare indcpeﬁdente
asa Incit 2 M(f3) < oo. Si se araté ci M(sup Ifa]) < o0
n=l

Solufie. Fic f* = sup f,, fy = sup |f;|. Intrucit are loc egalitatea
n k<n

M(f*) = “P(f* > x)dx (vezi problema 2.39) rezulti ci este sufi-

0
. . Q0
cient si arz‘itém cd existd a > 0 astfel incitS P(f* > x)dx < 0.

Din {f,, > x} 1 {f* > x} rezultdi ci P(f* > x) = hm P(f,, > x)

<1im 3 P(lfil > ) < —hm;,‘M |fel?) ——EM(JM)

n-s00 k=]
w0
. 1 S Q2 A% of
Deoarece pentru orice @ >0 avemS—:dx < oo, rezultd ci si
X

a
0

SP(f* >Ax) dx < o0

, &
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2.41. Fie f, ..., fy, ... un sir de variabile aleatoare indepen-
dente, identic repartizate si cu repartifie continui si fiet = min (2 >2,
fo> 1) :

a) si se afle repartitia lui =;
b) si se calculeze M(z).
Solutic. Putem scrie

2 - fi>h o
=k Hi>fufi<hi=1 ..., k—1
o f, < f, pentru orice »

P
asa cd Plr>n) =Pfy, <fufs<fo - o fu<f)=Plfi <fofs <
<fo ... << fy)= L si prin urmare Pt =#)=Pt>n— 1) —
n

- ‘ ,
Pz >n) = —1 _ daci n > 2. Deoarece 3 P(v = n) = lrezultd
(n— n pryey's
ci Pr<w)=1.
[ H 0
Dc asemenea M(z) = S3uPlx =u) = l__
z;; ,,2,=2 m—1 %
2.42. In ipotezele problemei precedente fie =, = min (# > m;
Jfa > max f;). Si se arate ci P(r,>n) =2 .
k<m :

n

Solufie. Aplicim inductia dupd m. Pentru m = 1 obfinem tocmai
rezultatul din problema precedenti (vezi solufia). Presupunem afir-

matia adeviratd pentru m — 1 si sd o aritim pentru m. Avem pentru
nzm-4 1: '

Pl > n) = P(fusr < max (fy, .., fu)y o s fo S max (fy, + .., fum)) =
= P(fw <max (f;, ..., fuzt), fur1 < Max(fy, ..., fuet)s -+ fu €
< max (fy, ..., fu1)) + P(max (£, ..., fus1) < fo fus1< for € mMax,

fn <fm) =m;l + P(fl s.fm’ '."!.fm—‘l <f‘nu.fm-l-l<,fm: "'r.fﬂsfm)=

Am folosit mai sus faptul cd dacd f, g sint variabile aleatoare

independente si una are repartifia continui atunci P(f=g) =0
(vezi problema 2.3): :
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2.43. Dacd fy, ..., fy ... este un sir de variabile aleatoare inde-
pendente cu repartitia Cauchy de parametru 1 si se arate ci

- 1
. 1 -1
lim P|—max f, < x) = ¢ T,
7n—00 N k€Ln

Solutie. Avem ca

P lmaxf,, <x)= P(f, <unx, ..., [, < nx) =

n k<n
= P(f, ... P(f; =1 d
R A N e =
| 171 :
=[1-1 ayl'= =1z _ A=
( - S L4y J.’) [1 - (2 arctg m)]
=) -2 (G-umen)

; R I_ retg ny
= [1 -1 11 —arctg ﬁx}] 7"
w2 )

deci
1 T 1
- ;"l:.m.‘=° 1|(§—arctg nz) -
lim P( ma\fk<r)—e =e
B0 n k< . ’
2.44. Fie f;, ..., fy < .. un sir de variabile aleatoare independente,

identic repartizate si de medie finiti. Si se¢ arate ci

lim L M(max |f,]) = 0
=00 1.1 k<n
Solufic. Fic F functia de repartifie a lui [f;]. Deoarcce M ([f,])<oo
rezultd ci) [1 — F(k)] < oo (vezi problema 2.37).
intru‘cit lP(m’ax 1fal 2 x) ZP (Ife]) = 2)=P(lf;] = ) = .
n k<n (3 ver]
=1 — F(x) uniform -in , rezulta cd

lim —EP ma\ Ifz] = Ehm —P(ma*c il 28 =0

o N I =1 "® n k<n
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In fine din egalitatea 3—M(max |fel) = L S P(max |fi]| = 1)
n kan n = k<

(vezi problema 2.38) obfinem egalitatea din enuntul problemei.

2.45. Si se arate ci daci pentru doul variabile aleatoare f, g
este adeviratd formula de multiplicare M( fg) M(f) M(g) nu rezultda
cd f si g sint independente. .

Solutie. Fie f, g asa incit vectorul (f, g) si aibid densitatea
. 1 A ' ‘
P 3) = f(x 9) + - exp{—(2* 457}

unde .
et 1<z <2 51 1<|y|<2 ' sau
m O0<|xl<l si O0<|yl<1 '

flay =1 e 1<ig]<2 si 0<|y]<1 sau

= O0<|x|<l si I<|y|<2

0 in rest

Rezulti ci f si g au densitatea 12 exp|— -;—°) cu alte cuvmte

f si:g au repartifia N (0, 1) 51 deci in partlcular M(f) = M(g) =
Pe dec alta parte

M(fg) = {uyp (x,9) dudy =0

3

asa cid
M(fg) = M(f) M(g)

Insi f si g nu sint independente pentru ci densitatea vectorului
(f, g) nu este egald cu produsul densititilor lui f si g.
. Un alt contracxemplu va fi dat in paragraful urmaitor.

2.46. Fie f 2 'C],)\{f=,} §1 g = E Vﬂ\{gay}

vanablle alcatoare simple. :
Si se arate cd f si g sint independente dacd §i numai daci

M(fg) = M(f)M(g®) pentru:orice 1l <r<m—1, 1<s<n—1
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Solupic. Fie py=P(f=x), q=Plg=1y), pai1=P(f= x,
g=w) 1 <kh<m 1<1<nsisi presupunem ci are loc cgali-
tatea din enunf. Independenta dintre f si g rezulti daci vom arita

Cd pu, 1 = pug. ‘
Egalitatea din ipotezi se mai scrie sub forma

.oom n n .
kzzpk,,x;yf = ;pkx;] Eq,yf] daci 1 <7< m—1,
=1 I=1 =1 I=1
l<ssgsn—1. (1)
Se observd cd cgalitatea de mai sus este valabili si pentru 7 = 0,
s=n—1sir=m—1,s=0.
Cu notafia 8, ; = ps 1 — psg; egalitatea (1) se scrie

m n
Ezsk,,x;yf=0 pentru 0 <7 <m—1,0<s<n—1 2)
k=1 l=1

m
Egalitatea (2) arata cid pentru 7 fixat numerele d, =2 3k, 1
¥=1

verifici sistemul de # ecuatii si # necunoscute
3
254, v =0;0<s<n—1 (3)
I=1
i

Oricum acest sistem este omogen si are determinantul coeficientilor
un determinant Vandermonde (deci nenul) rezulti ci el are numai
solutia nuli, deci

" ‘ ‘
ESk,,x;c:O; O<srgsm—1;1<il<n (4)
k=1

Noul sistem (4) fiind de genul lui (3) pentru  fixat i 0 < » < m — 1
atrage faptul ca &, , =0 pentru orice 1 <k <m, 1 <1 < n.

Invers presupunem ci f si g sint independente. Atunci si f* si g°
sint independente si 'din formula de multiplicare obfinem valabili-
tatea egalitdfii din enunful problemei.

2.47. Fie f si g variabile aleatoare mdrginite. Si se arate ci f si
g sint independente dacd si numai daca M(fg*) = M(f) M (g*) pentru
orice iIntregi »,s > 1. ‘

Solugie. Valabilitatea egalititii din enunt in ipoteza de indepen-
dentd rezultd din independenta lui f”, ¢° si formula de multiplicare.
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Invers si presupunem cid are loc egalitatea din enunt. Independenta
dintre f si g rezulti dacd vom arita cd

P(f € D,g € D) = P(f € D)P(g =G) pentru D 5i G deschisi in R (1)

Fie u,(x) = min (1, » - dist (x, (D)), v () = min (1, » - dist(x,0G))
Atunci #, si v, sint continue, 0 < #,, v,.< 1, u, converge citre 2p,
v, converge catre A6

Avind in vedere teorema de convergenfi dominati rezultd cid
cei doi membri din (1) se scriu

P(feD, g=G) = Sx,,(f)xc AP = lim S w,(f)v,(g) AP

P(f < D)P(g < G) = S( f)dp - Sxe(g)dP = lim Su,.(f) dp

- lim S v,(g)dP = lim ‘u,, PSv,,(g)dP

#—0

prin urmare este suficient si dovedim ci
(urviar = g u(f)dP {ote)ap. 2)

pentru u, v continue si marginite, sau cste sufluent (intrucit f si g
sint marglmte) ca u, v sd f1e continue $i cu suport compact.

Teorema lui Weierstrass ne spune ci existi P,, @, polinoame asa
incit P, converge uniform citre # si @, converge uniform catre v.
Procedind ca mai sus pentru obtinerea lui (2) (teorema de conver-
gentd dominati funcfioneazi) deducem ci totul se reduce la a arata
cil

{ P(f)@(g) dP = P(/)aP So(g) ar, @)

pentru P, Q polmoame
n fine intrucit integrala este aditiva observam cd putem lua

P(x) =, Q(x) =
Or in acest caz (3) se scrie
M(Fg) = M(P) M(g) W

ceea ce nu este altceva decit ipoteza.

2.48. Daca variabilele aleatoare f si g sint 1ndepcndente si identic
repart17ate sec cere si se calculeze M(f/f + g -
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Solutic. Fie Pof™ = Pog—1=F. Din independenta rezulti ci
Po(f,'=(Pof) ® (Pog) =F@F; Po(gf) =
= (Pog )@ (PofY)Y=FQ®F
deci Po(f,g)™*= Po (g f)™
Daci A este o multime boreliani avem ci

{ 74P = {pruts+ ) ap = (#ha(x +3) dPo (£ 0)72(x, 5) =

(f+g=4)
= {#hlx +9) dPo @) M0y = {enale +/)dP = ( gap
o ‘ (f+ee4) -
deci obfinem ci M(f|f + g) = M(g/f + g)- Pe de alti parte cum
MUIf+& +Melf+e=Mf+glf+8=f+g

deducem ci
M(f)f +g) =T

2.49. Fie f, ..., f,, ... variabile aleatoare mdependente identic
Tepartizate §i de medie finits sifieS, =f; 4+ ... +f,. Si searateci

M(fl/sm S"-H: .. ') = '—Sn

Solutie. Vom arita pentru inceput ci

ju(fllsm Sn+l: . -:) = M(fllsn) ’

In’grucit &(Sn Snt1s ---) = B(S,, fut1, ...) egalitatea precedenti se
scrie ‘

M [fllS,,,ﬁ.+1. ..) = M(f/S,)

sau echivalent

S fdP = SM( £,/S.)dP pentru orice A < &(S,, fos1, .. .)
A

sau mca, dacd avem in vedere ci & (S,, f,,.H, o) =8({S,s A}NB;
A<sBrsi BE®(fus1,...)) sl teorema de unicitate a probablhtajalor

fdP = S M(f,/S,)dP pentru A < &zsi B< &(fosr,...).
{S,94}n B {s,s4}n B ‘ ‘
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Ori din asociativitatea mdependentel rezultd cd (f;, S,) si &( fatr, - %)
sint independente, aga cid tmmd cont si de formula de multiplicare

obtinem
 hdP =S u(S,',)fllgdP = 5 A(S;)f,dP - P(B) =
{S,=4inB P R

= (S MUAISIAP - P(B) = § 2SI 200D =

= S'  M(f,/Sn)dP

{S,=4)n B

ceea ce justificd egalitatea.
Aseminitor ca in problema precedenta se aratd ci M( f./S
= M(f,/S,). In fine putem scne

M(G/S;) ‘ M [fifSa] = — M ISl = —M [S./S,] = L S,
D > .

2.50. Fie f;, ..., fs vanablle aleatoare mdependente si cu repar-
tigiile w3, ..., 7, Sd sc calculeze

P(fu=UYf+ ... +fu=h:  Mfulfi+ - +10)

Solugic. In primul -rind observim ci 0 <! < & Avem ci

P ”=1, oo "=k
Py =Ufit oA S = b= DEZRAE TR -
. - L ‘ Pt 1 e 8 = Lo

Plfa=bLfit+ o tfan=k=10 . Pfs=)Ph+ ... +fna=k—-10)
Plfi+ ... +fa=h . Plhid oo +fa=k

(suma de variabili aleatoare independente cu repartifii Poisson este
inci o variabila aleatoare cu repartifia Poisson de parametru suma

parametrilor ; vezi problema 2.9). . .
1A ] N k-1
LS (Mm+ e+ ) et h) o
1 (k=0
o . I LY P WIS WA
X ot Gt = Cp 2 1
(a4 oo+ 20)* (4 ..o+ M)k
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Mai departe putem scrie -

MU+ -+ fo= D= SN Py = Ufy + o+ fo = B) =

=0’
k )\:,(11 + K"_‘)k- B 3 ” _
——“"20 Ck M+ .o+ M) _A[( k(7\1+ cee + 7%))
—h M
Mt ...4
de unde
M(fulfi+ .- + /) = kEoP(fl-*— =R M(folFy+. . . +fo=k)=
R N TR 1) L , n _
_g) = gxp{ M+ ..o+ 0} k—7.1+...+1”

‘ ‘ 2 (!
= Mexp{—(M+ ... + 1,) =
= },g & — 1)1

C=nexp{—(N 4 AN exp (At ... A = A,

2.51. Fie cimpul de probabilitate ‘ [—1,1], &y, 13 %m), m misura

Lebesgue si fie g: [—1, 1] — [0, 1] variabila aleatoare definiti prin
glu) = u®

Dacid f este o variabili aleatoare de medie finiti si se arate ci
M(flg)(n) =—;— f(n) +% f(—u) as. S3i se giseasci apoi o versiune
a lui M(flg = u).

Solugie. Observim ci éB(o,) = &5((0 t) 0<t<1sideci &(g) =

= g™Y(B,1) Jt \/ t < 1 asa cd teorema de unicitate
a probablhtatllor ne spune ci este suficient si probam ci
vr
S flu) d(— m) # [—f(u —-f —u ]d —m] 7). (1)
-V7 —Vt .
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Avem ci

V7 Vi
(f(u)d{%m] (u)=% S f(u)du
, , N7 Vi
" . . . y \ . JE
§ [3700 + 3r—m]a(gm)m =5 § fm du + 2§ A—wdu=
-7 T 7
{prin schimbarea de variabild v = —u in integrala a doua)
e Y g
=5 (rwaw + 4 Sdf(u)du = (| fedu
. T T

deci (1) este adeviératd.
Prin  definitie M(f/g = u) are proprietatea ci M(ffg)og =

= %f(.) + %f(—-) a.s. Se observi ci M(flg =u) = ‘;' Flfw) +

-+ % f(—4fu) satisface aceastd cerinfa.

2.52. Fic f o variabild aleatoare cu densitatea Bl w1 —u)hpo1
7,8,

(u)(B(r, 5) este functia Beta) si g o altd variabild aleatoare cu valori
m {0,1... N}asa incit pentru k@ € {0, 1 ... N} media condifionald

Mg f = p] este CipH(1— p)—*.
83 se afle repartitia lui g. Cind repartifia lui g este repartitia uni-
formi pe mulfimea {0, 1, ..., N}? /
Solutic. Din formula (12) (din rezumatul teoretic) rezultd cd
, 1
Plg =) =(MIn@)If = p] = pH(1 = p)idp =

0

1
= {capr — ppvr s) L (1 — ppidp=
0
1 k

S{,H,_.(] — p)Ntsti-1dp =

(1}

k
Cn
B(r, s)

T Bk+r,N+s—k)=

—C* Tk + NN+ s—RT(s+7)
¥ T TN +s+7)

125



Se observa ca P(g = k) =

! " (adicd g are repartitia uniformi f)e
{0,1,...,N}) daca r =s=1.

2.53. Fie Jo=0, fi, .. o fwr oo un sir de variabile alcatoare asa
incit pentru orice y, media condifionati

M (Mo, ) fe) | fr—1 = 2] = U, (=0, %))

1) Si se arate ci f; are densitatéa

pala) = {;" 77 0 (1.— 2)]#=1, y(%)
‘) Sa se calculeze A (f)

Solutw 1) Aplicim mductla dupa k. Pentru k=1 aflrmana
rezulti astfel

P(f;<y)= gﬂm-w A/ fo=21dP 0 f~1x) = (Uss((—e0, 1) deg(a) =

=Uy,1((—0, y)) =y, deci f, are repartitia Uy, ,, iar p, este densitatea
de repartitie a lui Uy, Presupunem afirmatia adevarata pentru
k si sd o aritim pentru k2 4- 1. Avemc3

) ¥y
Plfass <3) = § Mo, nfisalfs = Bl ey (1< 0] =

21_—1 [(n (1 — x)}*-!' dx, de unde derivind in raport cu
-— X L .

T
—
=
a
|
-
ol

y obtinem cd fp4, are densitatea

dx =

;
(-n" 'S ol = x*F* o (—=1)* ([ — x)*-!
7 s+1(y) = 1)10 1— & dx_(k_ms 1—2%
0

—1n* 11— 1% 1k
=(/f,—)])![1n( - %] 0___ (k!) [111 (1 _y)]k
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1

— —1)k_ a1 (=n*=
2) M(fk) = x[ln(l _ x)] dx = ﬁIk Cu substitu-
.0

jia In (1 — %) = % obtinem:

deci .

0

I =_(1 — ol] S eﬂukeldﬁ = (1 - ;lr)(— 1)4-1T(k) =

-

-0

- (_1);,_ (1 — —)(k —1)!

M (=™ 1
: (k)—(k—l)l T T

§3. Funefia caracteristieit si funefia generatoare

2.54. 5S4 se deducd urmitoarele proprietifi ale functulor carac-

teristice :

'

1) o0) =1, |o/)] <1
1) o—1t) = ¢4t)
ig) Daca f= (f,, ..., f;) este o vanabxla aleatoare, A4 este o ma-

trice d X d, b € R4, atunc1

Qarso(t) = <45 @/ (ATH)(AT este transpusi lui A)
1,) @y esté uniform continui.
Solutie. 1,) @f(0) = M(e5<®>) = M(1) = 1;

loft) .= [M(ei4P)| < M(|e<D]) = M(1) =
i) o(—t) = M) = M{eD) = g70h)
Ig) Qaprolt) = M (e A1+D) | M (i< it 1) = i<t M (654 4TD) =
= ey (A7)
i) Avem | . ,
oAt + 1) — o)] = [M(hr — D) | < M(jeiht> — 1)) <
< M (min (2, |2] ]f])) A
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deci '
" lim sup |/t + &) — o/f)] < lim M(min (2, |Z] |f])) =
h—0 t h—0

(ultima egalitate este o consecintd a teoremei de convergen{d domi-
nati), cu alte cuvinte ¢; este uniform continud.

2.55. Si se determine functiile generatoare ale repartitiilor dis-
crete din tabelul 1 si functiile caracteristice ale repartitiilor continue
din tabelul 2 (vezi rezumatul teoretic de la inceputul capitolului).

Solutie.

Repartifia uniformd pe mulfimea {1, ..., n}. Functia generatoare
a acestei repartitii este
1—3"

3 —k —_— k=—
,gnz 2 nzl—z

% =1

Repartitia geomelricé de parametru p. Funcfia generatoare este
2 P g : A ; 1
Glz) =3 (1 —"p)pta*=(1 — p) 3 (#2)* = (1 — P)
: k=0 v k=0 , 1-— pz‘
Rej)artitia binomiald de ﬁaramctri n, p. Functia generatoare este

ECk k 1 — n-—k».k._ EC (174 j))n—k — (PZ 4 l—j))”

k=0

Repartitia Poisson de parametru . Func‘;ia generatoare este

G(z) = E— e‘*z" = c—*E ()‘z) = ¢—heM—= pMs—1),

k=0
Repartifia uniformd ])c (a,b). Func,t1a _caracteristicd este

Repartitia exponenfiald de paramelru 1. Functia caracteristica este
o] 0

-] L.
= s e e~ 2Mdx = 7\8 e~Mcos fx dx 4 177\80—7-” sin {2 dx.

[

Integrind prin pérfi objinem
© : o
S re™Mcostxdy =1 — tSe—Msin tx dux.
0
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de unde integrind incid odatid prin pir{i deducem

-] -]
S re=7* cos tx dx = 1— -)—’ S re—2* cos ix dx
° .
deci
-]
S Ae=2s cos tx dx = " i - si atunci
0
a2
-} —-—
ASe‘“sintxdx= A sk Lo
) _ ¢ LN

Rezulti ci -
2 M A+t A
1) = = A = .
o) 7@+t='+'7@ + 8 Mpn A1

Repartifia normald dfé’ parametri m, o Considerim intli cazul
m =0, 2= 1. Fie f o variabili aleatoare cu repartifia N(0,1).

Solutie. 1. Observim intii ci pentru orice « € R avem ci

+0 z

-2
1 -7 »
M(e=V) = S o edl®le *dxy = = Se"“;‘dx_
00 0
®© 1 x ©
2 —z-9 T_ 2 37 »
= d = -2, <
o Se x-e N S P S S
° -
a +o ‘?‘ a
sj';_nez S.e Zdy = 2% < co. '
-0

Mai departe putem scrie

+00 _=
Mo ii(f) = J— s ar+lg ? dx =0 (deoarece funcfia de integrat este

impari)
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+ a +o

= iz § o Face g T mal-)-

ﬁ; 2%
-0 -0
1 ( —£J o +e _x
=—\—ar1e )| +(2r—1) S 2% 2dx =(2r — 1) Mgz =
42_7: -0 -0
=@ —1)...31=21
2'r!

deci f are functia caracteristici

olt) = M(e¥) = M(E L ) -

r=0

«© r
<3 1" — el1ifsi M(e#1W!) < o0, putem aplica teo-

re=}

= rl

(deoarece

<

tema de convergentd dominati i deci putem permuta seria cu integrala)
©  2rs2¢ var (291

— "' _ ’ Rl AN
2 '(f’—;}, @)1 Malf) = E(_ Vet @t e

r=0 r! r=0

(" )'

= (-2l

r=0

Solugia 2. In egalitatea

1 ¢ e-f
o(f) = 7= S e 2dx
-0

derivim in raport cu f. (teorema de derivare sub integrald functio-

s =
neazi deoarece le 2ix|< |xle * uniform in ¢ si |xje ? este inte-
grabild).
Obfinem
) = - (xS
P = S 1xe dx
2
V2= )
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de unde integrind prin parti deducem ci

; +Soo ( _;_') ; __;_' +o
(p'(t) = — —— eitsd ¢ = — eit%e -_
'\(2n 2 \[ﬂ o
: + 0 c'l:--;-.
—®

Prin urmare ¢ satisface ecuatia diferentiala
?'t) = —t9(t)

F1

a cirel solutie este o(f ¢ 2. fntrucit @(0) = 1 rezulti C =1 si

) =
£
prin urmare off) =e °

Solugia 3. Pentru « real avem

. +c0 u_:‘ 1 x+o (s—a)t .3
of) — % 4 — ) T _ 3
M(e) = S e x Wor e e
—C0 -0
Fie functiile #, v de variabili complexi z definite prin
O S s
w(z) = M(e¥) = ./— S Tdx; o) =e°

—C0
Evident v este olomorfi. Aritim pentru finceput ci u este

L]
. . R ‘n“'% x:—-z- . S —
continui. Fie 2z, — z; atunci ¢ - e §1 cum |e <

Itz 2 supizq li 2| £ sup [anll 21 2

i iy ~ 7 4 -7 . I TR'] - -

<e Zgen ’si en ® cste integrabild, rezulti din

teorema de convergentd dominati cd #(z,) — u(z), deci # este continui.
Daci I' este un contur inchis atunci avem

g u(z) dz = g { S ey dP)dz = S ‘Se’f dz) dP = 0 deoarece ¢¥ fiind olo-
P ;

r
(teorema lui Fubini)

morfd, rczultd din teorema lui Cauchy ci Seﬂdz =0.
r
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Funcfia # fiind continui §i integrala sa pe orice contur inchis
fiind nuld rezulti din teorema lui Morera ci u este olomorfi. Cum
am aritat ci u si v coincid pe R rezultd din teorema de unicitate
a functiilor olomorfe ci % = v pe C. In particular luind z = 4 obti-

Fi
nem ci wu(if) = o(f) =¢ *

J ‘ Solutia 4. Avem ci
~ o
. - o - = L S Ty =
f) - (3 x °() 2z ¢ x
. -0

v - : ) _8 4o (z—ift
e ? (e 2 dx

o -it N h
A 8 ' —00
Fie conturul inchis din figura
aliturata ;
[ E id . . Fid
. 1 "3 -3 . T3
Avem deci o(f) =-7=¢ 2 S e * dz. Cum funcfia ¢ * este olo-
3
Im gem —if .
=
morfi rezulti din tcorema lui Cauchy ci e 2dz=0
ABcp
in continuare avem
8 0 _ (ativp -2
-3 - 2 = —iaw
J;_Sezdz= J%_Se 2 du s’_sez ldu:
T T
BC ‘ : -1 V2= °

11
=< Se?:lu—»Ocinda—»oo.
°

Se procedeazd analog pentru segmentul DA. Rezultd

1 -2 1 = i % _=®
0 = lim ! e ldr=—— S ¢ 2dz _Sezdz
‘ P A2 Jor . ; + V2=
ABCD Im s =it 7 feo
de unde
1* : +o [
1 “ -z 1 r)
e “dz= e “dz=1
4}21: R ‘\lz—ﬁ 5
Ims=—it —
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si prin urmare
1 L "

1 —_ -

q,(t):JE_ez S ¢ 2dz =e

Img e=—it
Fie acum g o variabild aleatoare cu repartifia N(m, ¢2). Atunci
=== are repartitia N0, 1) si g = of + m. Rezultd ci repartitia
[+

N(m, ¢) are functia caracteristici

ot o*?

Pelt) = cmoy(ot) = etme T —¢ °

Repartitia Cauchy de parametri a, B. Presupunem intfi ci o = 1,
g =0.

Solutia 1. Functia caracteristici a lui C,, este datd de
. oo

1 ; 1
) = — dtx T
o(f) Sc 1-'_:‘adx

T
- 00

its
Presupunem intii cd ¢ > 0. Fie functia u(2) =.__‘—‘— $i conturul
z

N . 1+
inchis din figura aldturati. Din teorema
rezidurilor rezulti ci : g
N : %
(1) S u(z)dz + S u(z)dz = e
R I,
= Rez (u, ¢)-2ni -R 0 r x

Pentru z € ' avem ci <

1 422

1 . . ..
— 0 cind R - oo, deci conform lemei lui Jordan avem cd

n:—1

<

/

lim S u(z)dz =0

R— 0

Ficind R - o in (1) obfinem
+ 0o ‘ .
. . . 1
S u(z)dz = Rez (u, 1) - 2ri = 2xi - rr e~ = we~! = e~V
. 2 .

—®
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4 prin urmare
+o
olf) = - S w(z)dz = e=M  daci t >0
T
—00

Daci ¢ < 0 atunci ¢(t) = ¢(—2) = e~ ¥ si deci (f)= ¢~ ¥ pentru orice
t R :

Solugia 2. Avem

1 +® itz ]+°° ¢
f) = — ¢ dax =~ S LOS* dx
#() = S 1 42 = 14 22
~o ~e

de unde luind ¢ > 0, derivind in raport cu # si avind in vedere egali-

+o
tatea S SN gy = = (teorema de derivare sub integrald functio-
X
-
% : « - sin ix l¢j
neazi deoarece din calculul ce urmeazi avem ci
2(1 4 2?%) 14x%
51 este integrabild), vom obtine
1 4 a2
+o in +© p
1 — xsin tx 1 —xsintxy
‘(¢ 1=-S——dx 1=—S———-dx+
? ( ) + k3 14 a3 + T 14 at
— —c0
+o0 + o s
+_l_ sintxdx: S 1 nix dx
T x 1 -2 x
—00 —

Refinind primul §i ultimul dintre termenii acestor egalitafi si deri-
vind incid odati in raport cu ¢ obfinem urmitoarea ccuagie diferen-
fiala

?"() = 9(t)

Solufia acestei ecuatii este ¢(f) = C,ef + Coe—*, £ > 0. Cum ¢ este
marginitd rezulti ci C, = 0 si din ¢(0) = 1 rezulti ci C, = 1, asa
ca pentru /> 0 obfinem o(f) = e~ = ¢—M¥,

Fie acum f o variabili alecatoare cu repartifia C,5. Atunci varia-

bila aleatoare g = I=8 are repartifia Cyo §i f=ga + 8
o
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Rezultd ci
ost) = ¢~ (at) = cihe—all = ¢itB-altl

Repartitia Gamma de parametri o,p. Functia caracteristic cste

. g* itx ga—lp—B2
o () o ie xe-1e

« o
Fie #: {Rez < B} - C definita prin #(z) = IPM Se“x“*‘e"ﬂ”dx. Dacy
[}

o0
(]
A< P rezultd cid u(A) = B s e—(B-Nrya-1dy =

T(a) .
0
Bu ® 1 dy BG °
— -y 4 = “_‘e"'d =
T() § T B—%  T@e - n* gy Y
B g

- D(a)(p — N* BTEE'S

Deozrcce integrantul, din definifia lui # este continuu in z si
Iesxxa-le—ﬁxl g eRezsya—1p—Br g phrya—1p—Bs — o—(B—kir ya—1 daci Rez <
< k < B, unde ¢~B-h* ya-1 este integrabild, rezulti din teorema de
convergentd dominatd ci # este continui.

Daci T' este un contur inchis in Rez < 8 atunci prin utilizareq
teoremei lui Fubini §i a tcoremei Iui Cauchy (e** este olomorf3 in
z) obtinem ci

@©
o
su-(z) dz = -2 S xe—lg—Brdy (c"dz =0
. I'(a)
I 0 r
cu alte cuvinte # ecste olomorfi conform teoremei lui Morera.
Cum am aritat mai sus ci # coincide cu functia olomorfi pe

-
domeniul (a > B) g rezulta din teorema de unicitate a func.
—_ x)a

fiilor olomorfe ci cele doud funcfii coincid pe Rez < 8.
In particular pentru z =it obfinem ci o(?) = BB — )~
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2.56. Si se determine functiile caracteristice pentru repart’itiile
multidimensionale listate in rezumatul teoretic de la inceputul ca-
pitolului.

Solutie.

Repartitia Dirac in punctul a = R% Functia caracteristicd este

o) = Se"<'v Ddey(x) = ciho>,
2

Repartitia multidimensionald de parametri n, py, ..., pa. Funcfia
caracteristicd este

n! ittty V=
o) = Y I pr... pultntt =
n >0 nll...u,.
Byt =

nl . . . n i ”
R 1 L A X il T
>0 n!l... ngl =1
mt. . b=
Repartifia uniformi pe multimea D = (ay, b)) X ... X (aa, ba).
Functfia caracteristica este

, . 5, b, '
. . . e+, .+ ,)
L elt) = 356 Fddx, ... dxg=
(b — @) ... (ba— aq) r ¢
. ay a,

(teorema lui Fubini)

1 b | bg -
=|—L ( gtndx, |.. [— 1 ( M%da, |=
by — a2) S ‘] [(ba—ad)s ¢

L1 LF]

_ 1 ghb _ tam 1 Stba %
(b, — a) ity T bg— ey ity :

Repartifia normali d-dimensionald de parametri m, B. Presupu-
nem pentru inceput ci m = 0. Fie A, .... A; valorile proprii ale
lui B (sint pozitive deoarece B este pozitiv definitd) si fie H o.

o N O
matrice ortogonali (HT = H™?) asa incit HBH? =( O

9,
3

0 N
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Din problema 2.27 rezultd cd vectorul g = Hf are componentele
g ---» ga independente si cu repartitiile N(0, 2;) ... N(0, 2,;). Pu-

1
. . s —%‘{h _’Ea‘)‘d
tem deci scrie ci qgf) = 0g,(t1) -+ Pglta) = ¢ o€ =
iy , A
-, 1
=c ? .
Rezultd cd
1 1,7 1,0
—gCAHGLH  —gCHTARLS =B D,

o) = vr, () = ol HY) = ¢ —e _

deoarece HTAH = B. : ,

Daci m = 0 atunci daci f este o variabild aleatoare cu repar-
tifia N(m, B) rezultd ci variabila aleatoare g.= f— m arc repars
titia N(0, B) si deci avem ci
A : o Kam—gCELD

or(t) = Pe+mlt) = &4 Mgl = ¢ .

2.57. Fie f, si f, variabile aleatoare independente. Folosindu-se
functiile’ caracteristice si se arate ca: ) ‘

a) daci f; are repartitia e, atunci f, + f» are repartifia ¢4 4q,:

b) daci f; are repartifia B,(p), atunci f; + f, are repartifia
B”:"'”a(p ) ; . ‘

c) daca f; are repartifia =y, atunci f, + f, are repartifia w4,

" d) daci f; are repartifia N(m;, o?) atunci f; + f, are repartifia
N(my + My, o} + 63); . )

e) daci f; are . repartifia: Ca‘;..p'-,- atunci f; + fo are Tepartitia’
Coitan Brtbas , :

f) daci f; arc repartifia vy(a;, B), atunci f; + f, are repartitia
Y(“l + a, B) : ; C

g) daci f; are reparj:i;ia My (p1, ., Pa), atuncify + f, are re-
partitia My in(pr -5 D). . ‘ .

h) Daci f; are repartifia Ny(m;, B;), atunci fi + f» are repar-
titia Ny(m, + ma By + By). b LT P

‘

. Solufie. Din indcpendentd rezultd cd qn4,() = o4(t) on(t). Des
carcce funcfia caracteristica determind in mod unic repartitia, ob-
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servam cd estc suficient si verificim ci g4, coincide cu functia
varacteristici a repartifiilor care se specifici in enunt.
a) ?,..*_,’(t) == e‘.(‘l al)ei(’; u‘lz = e"(': al""‘l)
Deoarece avem egalitatea o{f) = Gy(e¥) rezulti ci pentru reparti-
Yia B,(p) si =, functiile caracteristice sint
i .
[1 4 ple# — 1" 5i M-
b)g‘?fﬁf.(t): L+ (" = DI%[L + ple* — 1)]m = [1 4 ple* —1)]n+m.
C) @f44(t) = el —Dghte=1) — LJNFARNE-1),
it o3

d) ?’x*‘fn(l) =e ’ 2 e .
©) Ppapn(t) = emulltiBio—adtl+ibd = p=lertaltI+iBLBN,
) onralt) = BH(B — if)=% - BB — it)~er = Brvtu(p — if)~lerta),
B) @n+nll) = (bre™ + ... + pacte)u(prets + ...+ paete)™ =

= (hiet + ... + pacii)uin,

)= 3B KM= IKBAD i mbm (BB,
h) (?f:"'ll(t) =e - e = ¢ .

imi- L Jimtmi= oy g

2.58. S3 se deduci urmitoarele proprietii ale repartitiei nor-
male d-dimensionale :

1;) Daci f=(f,, ..., fs) are repartifia Ny(in, A) si s < d atunci
&§=(fu ..., f;) are repartifia Ng(n, B), unde n = (my, ..., m),
B = (@)1 <i,j<s.

ip) Dacd f=(f,, ..., fs) arc repartifia Ny(m, A), g=(gy .., 8)
are repartifia Ny(», B) si f, g sint independente atunci (f, g) are
Yepartifia Ny (s, A) unde

= (m, n); Z=(g %)

ig) Dacd (f,8) = (fy, ---» fu €1 - .., &) are repartifia normala si
pentru orice ¢, j variabilele aleatoare f;, g; verifici formula de mul-
tiplicare, si se arate ci f si g sint independente.

i,) Daci f are repartifia Ny(m, 4) si u: R% - R% este aplicafia
definiti prin w(x) =a + Cx si se arate ci u(f) € Ne(a 4 Cm,
CBC7?), CT fiind transpusa lui C.
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Solutie. i,) Avem o t) = @glty, .- t) = oflty, - 1 0, ..., O)=
s 3
= exp (z S =12 35 o, ,t,,t,) — exp (i {n, 'y — 1/2 (BEAD)
k=1 ' k=1 )
deci g € Ny(un, B) (functia caracteristici determini in mod unig
repartitia).

iz) Fie = (tl’ vees tay tagr, oo, td-i-s): V= (tl, e b)), U=
= (t441,- - -» ta4s). Din independenta lui f 5i g rezulti ci qu,,,,'(i)—a
= @ {t')p(t”") (vezi egalitatea (18) din rezumatul teoretic), asa cj
oy, o(f) = exp (i ¢, m ) —1/2 (AL, t) exp (i ¢, n) —1/2<Bt", ")) =

=exp (1 & my — 1/2 (45, By).
deci (f, g) are repartifia Ny, A).

i;) Vom arita ci ¢y,g(t', £”) = o) pelt”). Fie Nays(i, A) req
partitia vectorului (f, g), w= (m, n), m=(my, ..., M), n=
=(Mag1, - - -r Mags), A = (@ijhcijeds B = (% j)a+1<i,j<a+s. Din indes
pendenta lui f;, g; rezultd ci M(fig) = M(f)M(g) cu alte cuvinte
a’,—,,- = 0.

Forma matricii A cste urmitoarea A = (g %) Pe de alt}

parte din punctul i,) rezultid ci f are repartifia Ny(m, 4), g arg
repartitia Ni(n, B). De asemenea putem scrie

ou,alts 1) =exp (1m, ) 41 ln, 1) —1/24A8, ') —
—12 (B 1Y) = exp (i $m, #'y— %(At', #3) exp (i n, 17y —

— 2 <BI", ) = olt)edlt")

i) pun(v) = exp (i v, D))o CTv) = exp (i (v, @) exp (i {L7v, M)y~
-:‘T(ACTv, cTy)) = exp (i {w, a + Cmy— %(CACTv, v)), deci # (f) arg
repartifia Ng{(a + Cm, CACT).

2,59, Si se deduci faptul ci urmitoarele functii

-] 2, .
cos¥#, ¥ a, cos ut, ((a;, >0) Y a, = l), eMF-1n (% > 0), c=k”'>_sing

n=0 n=0

functii caracteristice.
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Solufie. Avem

o’t —it \2 1
cos? = (_‘_'*‘2’_) =qe 4 o + 1 ais

deci cos? este funcfia caracteristici a repartiiei discrete

F=i—s_2+ — g, +—82

' @0 0
Mai departe: a, cos 1l = (—e it g —e"“) deci a, cos nt
este funcfia caracteristici a repartifiei discrete

F = a5ey + E — (e + 2-4)
n=]

In continuare putem scrie

M=) — e""E M im — 2 emt( e—’-)

n=o " Hem0
fapt ce ne arati ci eM¥-1 ‘este functia caractenstlca a repartitiei

0
discrete F = E %— e~re,, deci a repart11:1e1 e
n=0
Pentru ultima functie vom folosi teorema de inversiune. Deoarece '

Se*"ldt < oo rezultd ci putem defini

®
+o0
pla) = ﬁ | oot at
Avem
plx) = — s e~He#s - o—ix) At = ije"cos tr dt = — L a2 p()
2r ° w A T
deci p(x) =

rﬁ(l T alte cuvinte p este densitatea repartifiei
k14

C 10 §i deci e~ Ml este functia caracteristici a repartitiei Cyg
2.60. Vanabllele aleatoare f, g, / sint independente §i P(h = 0) =
=P Ph+1)=1-p0<p<1
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Si se afle functia caracteristici a variabilei % = Af + (1 — A)g.

Solutie. Putem scrie cd -

oult) = M{e#) 220 (e [k = 0) Ph = 0) '+ M (/b = 1)P(h = 1) =

= M(efh = 0) p + M(e¥[h = 1)(1— )M (e) p + M(e¥)(1 — )=
 =pelt) + (1 —p)esl)

5.61. Si se determine a, B, v, 3 asa incit funcgia G(z) = & 53

sd
v + 8z
fie funcfia generatoare a unei variabile aleatoare.

Solutie. Constantele «, B, Y, $ le vom determina din urméitoarele
condifii :
a) G(1) =1
b) G este functie analitici in lz] € 1 si in dezvoltarca sa in serie
de puteri coeficientii sint nenegativi.

Cazul 1. y = 0 Rezultd ci 3 # 0 si pentru ca G si fie analiticd
trebuie ca « = 0 cu alte cuvinte obfinem cid G(z) = -‘i si cum G(1)=

= 1 rezulti ci B 1, deci G(2)= 1, situafie care corespunde unei

variabile aleatoare f egald cu 0 as.
Cazul 2. v # 0. In acest caz condifia G(1) =1 di relatia

. £
1=2tf v Y 4))
Y+ L3
Y
Apoi putem scrie
L
Glz) = =X Y__“..;.P.) 1
1_'_8 Y Y 143

Or

este analitica pentru \izi < 1si cum |z| € 1 rezultd
Y
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] n
ci|£’< 15i in acest caz =3 (- 1)"‘3) 2" Rezulti ci
T

1+§ »=0 Y
(3 + 4 oo (2=~ o
33

Coeficientii dezvoltarii trebuind si fie nenegativi obfinem urmai-
toarele conditii:

*—a O0O<acxl %)
Y
“_s_ggo 3
il 3)
2<osi cum|3,<1 rezulty i 2= —4,0<d<1 (4)
Y Y Y

Din condifia (1) rezults ci

Ee1—-d—a (5)
h'e

In fine se observi ci (3) rezulti de indati din (2), 4), (5), deci
dacd v # 0 atunci G este functic generatoare a unei variabile alea-
toare dacd sint indeplinite conditiile (2), (4), (5).

2.62. Variabila aleatoare f cu valori intregi nenegative are func-
tia generatogre G(z). Pentru b > g > 0 si se deduci egalititile

1

1
M (1) = (2ot 1
] (f+ a] 5)2 G(z) dz (1)
, 1 - 1 4
M| —————— =\ zb—9-1 | ya—1G(x) du dz 2
1(U+MU+M) § | g“ (1) o @
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1

(-]

nem

M(fla)= M(%S’z%dz)=%$)M(z’=)dz — -:-;S)G,(zé]dz =

(substitufia z = u*)

i
- Sw‘—‘G(u) du, deci tocmai (1)
0

Mai departe avem
1 —_ 1 _ 1
F+af+d (G—alf+ae) G—alf+d

M[(f+a)l(f+b)]=b-l-¢M(f-:-a)_biaM(f:-b)=
1 ) §

52“-1G(z)dz— ! Sz"-‘G(z)dz

b—a

b—a
0

si prin aplicarea teoremei lui Fubini obfinem

iz"-‘-l §u"‘G(u) du dz = §u“1G(u) du §zb—‘ 14z =
0 o [} L]

.-_—.lSu‘-lG(u) ( LI “H)du =1 §u'—lG(u) du —

b—a b—a b—a
[}]

1

1 (e
b_a‘s,u G(») du,

deci (2) este adevirata.

2,63. Fie f o variabili aleatoare cu valori in
{...,—1,0,1,...} si cu funcfia caracteristici ®(f). Sa se calculeze

1) P(f =0 (mod %))
2) P(f = m (mod &))
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k=1
Solufie. 1) Pornind de la egalitatea D, ¢¥™ =k putem scrie
; =

; , +%o +o (1 k-1
P(f =0(mod &) = 3 P(f=1uk)= S~ (; Eem) P(f = k) =

#=—0 = —c0 =0

C1 k=1 . : . ’1 k=1 an

= - erfiP(f = k) =/_ —

ki—o fm—00 (f ”) k,go(p( k }

2) Fie g = f — m. Atunci o) = e=mio.(f) sil
k= .
P(f = m (mod %)) = Plg = 0 (mod k) =2 ‘%(ﬂ)=

k =0 k

1 50 fon -

=% 2 Pe (7) €

j=0

2.64.' Fie f;, ..., f, un §ir de variabile aleatoare independente
cu repartifia uniforma pe multimea {1,2, ..., 3%}. Si se afle

max P(ff + ... + f2=0(mod 3)) ; min P(fZ- ... + /%) =0 (mod 3))
w>1 1
Solutie. Fie 7, restul impirfirii lui f? prin 3. Observim ci fEnu
poate fi decit de forma 3m, 3m + 1, deci putem scrie ci
o lO ff=3m
Tl p=8mpn
De asemenea P(r; =0) = é—, Pir;=1)= % Ré_zulté cd funcfia

T . 1 0 .
caracteristicd a lui 7, este ¢, (f) = 3 + % e* si cum 7, ...,7, sint

independente {r1=u(f)) si se aplica asociativitatea independentei)
rezults o% ?";+:--+'” ) = 3_1”_ (142 e*)* Folosind rezultatul din prob-
lema precedenti putem scrie

P(fi4 ... +/2) =0(mod3)) = P(t; + ... + 7, = 0) mod3)) =

== [‘Pf.+...+ (°)+°'x+...'+r’(2?n)+¢r,+... +r,(.%t)] =

3 n
L R I B (R
+ 5 (48)]
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in fine se obfine ugor ci

max P(f2+ ...+ f2=0(mod 3)) = u
s>1 27

© =

min P(f} 4+ ... +ﬁ = 0(mod 3))=

2.65. Fie f o variabili aleatoare. Si se arate ca:
1) Daci existi doi intregi nenegativi m <p asa incit

= 1 pentru orice intreg #.

P(f= m(mod ) = 1 atunci lq,,[i;‘i)
2) Daci |<pf(t0)l =1 pentru £, 0 atunci existi un real a asa
mc1tP(f—a+-—k k=041, }:1

Solugie. 1) Avem cd

I kprm) £ — itk
os{t) = gm et .P(f kp + n) nz-w km + jJ)e 4
.:2_-,,,,2 Soo . s2xnm
¢,(£1")=e PSS P(f=rkm + pletmk—=¢ ? E P(f=hkm+p)=
P h=—c0 k= —00
i 2nnm
=c ? , dec1 @, I—- 1

2) Din |offy)| = 1 rezultd ci existi un numdir rea] a asa in-

cit o t,) = ¢4
Fie g = f — a; atunci qgt,) = e™#e gs(fy) = e—iheciha = 1 adica

Scos t,gdP =1 sau S (1— cos tpg) AP = 0, ‘dc unde li—cost,,g— 0

— 2 .
a.s. §i prin urmare g = -tf- n; n=0,+1,..., a.s. sau echivalen
o - N

2 : A w
f= a+_t£”’ n=0,211,-..a. s sau incid
(]

.

P(f=a+3’i'n; n=0,+1,...,) =1

: 2,66, Sa se arate ci o variabild aleatoare f are repartitie simetrici
(adici f 5i —f au aceeasi repartitie) daci si numai daca ¢, este reali.
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Solugie. Din teorema de unicitate a funcjiilor caracteristice rezult-
c f are repartifie simetrici daci si numai daci ¢/f) = p(t). Pe de
altd parte cum cp_f(t) = @i(—1) = cp,() rezulti ci f are repartifie
simetricd dacd si numai dacd qff) = @7(), cu alte cuvinte dacd si
numai dacd ¢; este real.

2.67. Fie f o variabild aleatoare cu repartifie simetrici aga incit
I/l = 1.

S se arate cd ¢, se anuleazd in intervalul (0, ).
Solutie. Este suficient s aritim ci 5<p/(t) sin ¢ d¢ < 0. Deoa-

rece f are repartitie simetricd rezulti dm problema precedenti ci
@, este reald, deci off) = Scos tfdP = S costfdP

fi>1

Putem scrie
14

T T
S(p,(t) sin ¢ df= S( S costfdP) sin ¢dt = S (S cos if sin ¢ dt) dP =
0 i1 i7i>1\0

°
(teorema lui Fubini)

- ("sin[t(f+1)]+sin[t(1—m dt)dp=
i71»1 %o

2

19-
dP =

0

=5 {— ;:1:°°5 [f + 1)] —I’chos (1 —f)}

=::; 5 { f+ cos [x(f +1)] — £C0s [=(1 —f)]_i_f__H__{_

+—l; ap=1 (z1+Ncos[mf+ 11— (1 +Sfleos[=1 —f)i+23p_,

= —_
i71>1

iyt OiNent/t2qp ~ ( LE=Fap <o

1—fe
i1 ifi>1

Nl-l

2 68. Fie f, ..., f, variabile aleatoare independente cu repartitia
. Si se determine
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1) Repartitia sumei f; 4+ ... + fx
Y M{(fy+ ... + /¥

Solugie. 1) Functia caracteristicd a lui f; este . Din inde-

A—it
- pendenti obtinem egalitatea

1) = )
Pht... +1,(1) (7\ —u

Prin derivare in raport cu ¢ de #» — 1 ori in egalitatea

o0
LI S Aei**e—** dx obfinem
A -4
0
-]
in—=1(5 — 1)1 Belyn—1,82 A%
=Y )! (1—::)" 7\_{1 gn—leitrg—2ds
0
san echivalent
0
LS A itz fn~1p=— A%
(x—a) n— 1)158 (hx)n=te=2r dx
din care rezultd ci P(f,+ ...+ f,=4)= S Y (Ax)r—1)e—¥ dx
0 —

. 2) Din egalitatea (16) (din rezumatul teorctic) rezultd ci

M+ -+ =g o, O = [ ]L =

= Ahln 4 1) .. (n-|—k—l)

~Se poate aplica (pentru o altid solufie) si teorema de inversiune.
‘Deoarece

§=0

+o0
flonra B1dt = | —Fat < oo
—o0 (224 #2) 2
rezultid din teorema de inversiume ci f; 4 ... 4 f, are densitatea
1 Vi . PRl
plx) = P S 3_“’<Pl.+...+f,.()d¢— — S (x-u)»dt

—c0
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X%
Fie pentru x > 0 functia g(z) = (;_—'w?
si conturul aliturat.

Funcfia g are in conturul aliturat po-
-R R lul —42, agsa ci din teorema rezidurilor re-
1.2 zultd ca

-R

A ‘
(1) § gt dz + 5 2(z) dz=2r iRez (g —i})
R T'p
Avem .
Rez (g, —i%) = —— lim {(z 4 24)7g(2)]~¥ =
(n— 1) lsaeni
=N gim (e—=)n-0 = — L xn—te-as
=11 30 -2 i(n—1)!
Pe de altd parte pe I'g
l ! - < ! —+0 cind R->
(A — iz)* IA— RI®
Din lema lui Jordan rezulti ci lim |g(z)dz = 0. Ficind R -+
R ]"R
in egalitatea (1) obfinem ci
+o
5 g(2)dz = —2ni Rez (g, —i)) = 2= - l:v”‘le"7~", deci
2 n—1)
—_ Ln. .92 .__l___ fn—1y—= A% — n—1,—A%
p(%) 2r n(»-—l)!x ¢ (n—l)lx e, >0

Daci x < 0 se obtine conturul simetric celui de mai sus. Functia g
este olomorfi in domeniul delimitat de contur, asa ci integrala sa pe

+
contur este nuli (teorema lui Cauchy), deci S g(z) dz = 0.

—®
fn concluzie am obtinut -
0 %<0
x) = —as xl"“
P( ) Afe > 0

=11
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in continuare dim o solutie directd pentru punctul 1). Calculim functia

de repartifie a lui f; + ... 4 f;. Pentru b > 0 avem
Plfy+ «oo +fu<<B) =2 S e=Mnt... +e)dy, ... du,

o€ +...+¥ LD

b b—s, Cbem—i—%y
== A“S S . 5 e—Mut...tsddx, ... dy, =1,
o 0 0
bmgy—.i =%y 1
S : e-*(‘t""--""»)dx,, —_ — _:_:{e-lb__e—l(z.-l- ...... +:,__“] .
0

Prin urmare are loc urmitoarea relatie de recurenfi:
. by e =2y

= —xn-li E .. S e~Mdx, ... A%y + Lo

Mai departe

5
=(... S (b—-xl—.-.—xn_z)dxl...dx._2=
° )

b b= —...—2y_4 .
=S S """*"2!'"""-“ dx, ... d%e-s =
] 0
Iy b=z~ =%y 5
- — * . bt J a
=s... S s 31 Fume) dxl -..dxn—(=
Q []

=...=b"1(n—1)!
_Rezulta cgalitatea
Ly=Iay— [(AO)*7Y(n — 1) 1] &=
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de unde deducem

P(fi + +f,.<b) =1, —1 — c=®[(b)=(n — 1) ! +
42+ 1]
Prin urmare obtinem cid f; + ... 4 f, are densitatea

p(b) = Ip = 2= [(20)"Y(— 1) ! + ... + 2 + 1] —
2e=M[(Ab) #=2(n — 2) 1 4 ... ++ N + 1] = e=ppm=1(n — 1)!

2.69. Fie f, ¢ variabilc aleatoarc independente, identic repartizate,
de medie zero §i de dlspersm finita.
Si-se demonstreze ci f §i g au repartijie normald dacid §i numai

dacd f+ g §i f — g sint independente.

Solutie. Presupunem ci f, g au repartifia N(0, ¢%) si sd ardtim ci
f+e f g sint independente.
Pentru aceasta este suficient sa"dovedim ci

Qur+e 1-0(th V)= Pr+e(16) Pr—(v)

Avem
Putte, s—alth V) = Sgi[uu+s)+vu-s)1d P = Sei[(u+v)f+(u—v)g1 aP =
_ oMu+)? oy — v)*
=opol+ou—v)=gutv)ou—v)=e * ¢ 2 =
= g=o'(*+v"
_ gt _ ot "
reli) = o) o) =¢ T T =
_ow _ o
or-elt) = 90)@ —¢(v) = ¢(V)pg(—v) = ¢ * ¢ =
deci

or+() o —f(v) = e~ = P(f+8f=8) (u, @)

Presupunem acum cd f + g, f — g sint mdependente si si aratam
ci f si g au repartifie normald. Fird a restringe generalitatea putem
prespune ci D*(f) = D?*(g) = 1. Fie ¢ functla caracteristici a lui f

si g. Va trebui si dovedim ci o(f) = ¢ -2-. Deoarece f 4 g, f — g sint
independente rezulti ci ‘

Qg+ 1—elt) = Preg (£) 9r—g(E) = @4(t) @glt) @/(t) @e(—1) = 93(t) P(—0),
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dar

Prtetr-olt) = 22y(t) = f(2) = o(24).
Este valabild deci egalitatea

?(2) = 9%) o(—1), (1)
Afirmim ci o(f) # O pentru orice ¢. Prin absurd daci ¢{f,) = 0 atunci
din (1) rezulti ca cp(‘;') =0, si in general ¢ (2%)=0, de unde

0=Ilime¢ (5} = ¢(0) = 1, ceea ce nu se poate.
s—o (|27

Putem deci defini ¢(f) = In ¢(f). Din (1) rezulti ci

$(2) = 34() + d(—2), 2
de unde inlocuind ¢ cu —¢ obtinem si
$(—2¢) = 3Y(—1) + ¢(¢) 3)
Prin scidere din}(2) si (3), cu’notajia 3(¢) = () — ¢(—2) objinem
8(2) = 23(¢). (2)

Prin ipotezi ¢ este de doud ori derivabild si ¢'(0) = 0, ¢”(0) = —1.

Rezultd cd ¢, 3 sint de doud ori derivabile §i ci: ¢(0) = ¢‘(0) =0,
¢’(0) = —1, 3(0) = 3'(0) =0.

(-‘_

Din (4) rezultd cid -—8{9- = ——‘2——

2*

de unde ficind # — co obfinem

ca -a-i‘l-= 3'(0) =0, deci d =0 si prin urmare {(f) = ¢(—¢). In

acest caz (2) devine §(2f) = 4J(!) de unde din formula Iui Taylor
obtinem
t

‘ t 4 _l.._—zll _L’
w _F)  worgvosg(E]vosoly]

e ()

(unde O(t) este o funcfie aga incit lim O(f) =0)
=0
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Retinind primul si ultimul membru din egalitdfile de mai sus §i

- . . 1 . "o
facind # — oo obfinem ci 0 1 ded oit) = — 3 1 prin urmare

4 2
'I

o(f) =e¢

Observatie. Problema precedenti admite urm¥toarea generalizare. Dac3 variabilele
aleatoare f, g sint independente, identic repartizate §i f + g, f — g sint independente
atunci f i g au repartitie normali (deci nu este necesar si le presupunem de dispersie
finit3). : : v

Solutie. Fie o functia caracteristicd a lui f$i g. Trebuie sa aratam
ci existi m € R, o > 0 astfel incit () = exp (im ¢ — . 6*?/2) pentru
orice ¢ (prin definifie N(m, 0) = cp).

Fie ¢y(t) = o(t) o(—?) = |o() > , )

Pasul 1. Ardtdm ci $y(nx) = $,(x)" pentru orice n € N, x € R.
Din independenti rezulti ci pentru #;, 7%, = R are loc egalitatea

ot + t2) ?(t1 — 1) = ?(Ifs.‘!—g)(tl: ty) = (Pl-i-s(tl) Pr—elts) =

= o(t,)* 9(ts) o(—12) (1)
Daci in (1) ludm ¢, = ¢, = x objinem o
9(22) = ¢*(x) (—2) (2)

de unde {,(2x) = ¢y(x)%
S&. presupunem acum cd ;((# — 1) x) = §y(x)@=V, y(na) = gy (2)™.
Punind ¢, = x, £, = nx in (1) obtinem

((n + 1)x) o((n — 1)x) = ¢(n2)* p(%) ¢(—2)
de unde S .
(4 1)2) Gyl — 1)3) = Byl(n + 1)2) d(x) =0 = §y(n2)2 dy(2)?

si-deci
(4 1)) = (@) Bz = ()
Pasul 2. Ardtim cd o, §, nu se anuleazd in nict un punct. :
Prin absurd fie un real £ asa incit §,(f) = 0. Atunci din pasul (1) dedu-
cem ci {,(¢/n)" = ,(f) pentru orice natural u, deci (/) =0 si

cum ¢, este continui rezultd ci ¢,(0) = 0 ceea ce nu cste posibil
($4(0) = 1). Deci ¢, nu se anuleaza niclieri §i ca urmare §i ¢ are

aceeasi proprietate.
Pasul 3. Ardtim ci existd b e C asa incit $y(x) = exp (bx®) dacd
% € R. Deoarece (1) # 0 rezultd ci existi b e C aga incit ¢,() =
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= exp (2b). Din pasul (1) avem {,(n) = exp (26n%) pentru n e N si
Ja(n) = )™ asa ca du(nfm) = exp (2bn* /i), adich u(r) = exp(2br?)
dacd 7 « Q,. Apoi continuitatea lui ¢, incheie probarea afirmafiei.

Pasul 4. Fie $y(t) = o(t)/o(—*). Similar ca in pasul (1) se aratd ca

Up(1%) = Py(#)” pentru #» € N; x = R&
de unde rationind ca in pasul (3) deducem egalitatea .
$,(2) = exp (2ax) pentru x < R si un anumit a C. (3)

Pasul 5. Avem ci o(f)2 = U, (f) $o(f) = exp (2a¢ +4- 2b#%), de unde
o(f) = & exp (at + b#*). Din continuitatea lui ¢ si din faptul cd nu se
anuleazd rezulti cd are peste tot acelasi semn si anume -+ (deoarcce

@(0) = 1).

Pasul 6. Ardtam cd b < 0. Deoarece |o(t)[2 = exp (2bf?) pentru
orice £ € R rezulti ci b € R. Daci b > 0, atunci pentru ¢ suficient
de mare o : ,

lp(t)| = |exp (at + bt?)| = exp ((Re a + bt?) > 1 fapt imposibil

.

(o) < 1).
Rezultd ci b < 0. ; _

Pasul 7. Ardtdm cé aji = R. Din egalitatca |o(—f)| = |o(})]
rezultd o '
lexp (—at + bi2)| = Iéxp (at 4+ %)} pentru orice ¢ € R, deci.
exp (—tRea + bf?) =.exp (¢t Rea + bt?) si prin urmare Re a = 0.
in fine punind m = afi, b = —d?/2 obtinem ci ¢(f) = exp (im?¢ —

— o’t?[2). .
2,70, Fic f, g variabile aleatoare independente cu repartifia N(0,1).

Si se arate cid L are repartifia Cpg.
£

Soluic. Folosim urmitorul rezultat. Fie #:R - R ‘asa incit
+®

S |#(x)| dx < oo. Atunci’ este valabild egalitatea

—c0
+w +o
\ u(t - -f;-) dx = S u(x) dx pentru orice ¢ > 0. (1)
—@ —0
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Intr-adevir aplicatia x —+ x — L duce bijectiv (—co, 0) pe R si
- %
{0, ©) pe R.
Pentru prima bijectie inversa este =XV +4 ":’M deci

dy =% __ 2% iar pentru a doua bijectie inversa este

2. 2t
=2tV +H "r"'“, deci dx = %’i oW ’_;d.i“ .
Rezults
e . .
S u(x—-i—)dx: S u(x—%)dx+5u(x—£)dx=
= o o
e dy i yuly)  dy i dy
= S‘”(y)'z—— Sm"“-m—z--i- S“(y)'z-+
e = o
+® +o
+_s —Jj—f%% = S u(y) dy

(deocarece |y| < /3% + 4 rezulti ci integrala cu radical este finit3).
Mai departe avem :

al a2 2. 2

ql(t)=Se ‘4P =
&

e _® e +w_("z) -5 e
— s 2 2 = 2 2 2 =
=5 S (Se dy)e dx 235 Se e “dyle “dx
—00 \e00 -0 ‘>~

+© f [

1 )
= e 4 dx.
-J2r: _S°°

Fie acum >0 si #(x) = e * . Atund u(x — i) =c * s
X

ul%
{
|
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prin aplicarea egalitafii (1) obtinem

1 to _ & -t - to _ =
2 € 2
= — dx = dx = e—t = e—itl
?L(t) 2= S ¢ N S ¢ %
4 — -
(—) = e-thl.

Dacd ¢t < 0 atunci ¢ ,(#) =<_p!_
g g

Prin urmare pentru orice #, g () = ¢~!* si cum e~i#l este functia

8
caracteristici a lui Cy,¢ (vezi problema 2.55) rezuitd ci L are repar-
4

titia C 1,0-

2.71. Fie vectorul aleator (f, g) a cirui repartifie este datd de coe-
ficientii dezvoltarii in serie a funcfiei u(x, y) = exp {A (p1% + 223 +
+ pgxy — 1)} unde 2 >0, p; + P+ ps =1, ;> 0.

S3 se arate cii f si g verificd formula de multiplicare fir3 si fie
independente.

Solutie. Cum u(1,1) = 1 si coeficientii dezvoltirii lui # sint pozi-
tivi rezulti ci acestia definesc o repartifie pe {0, 1, ...,}X {0, 1, ...}.
Mai departe_din egalitatea

[

ulw, ) = 33 IS P(f = m, g = n) wmyr

m=0 18=0 .

se obfin relatiile

M(f) = ’ng(f= m) ="§m,§P(f= m, g =n) =

0 0

=D B mP(f=mg=n = (L) =Nl —3)
M(g) = M1 — p,) (se obfine asemindtor ca M(f))

0 e

M(fg) = 3 3, mnP(f=m, g =mn) =

m=0 =0

Ox
Prin urmare M(fg) = M (f) M(g).

o a1 _
5 (D=2 £1)(1 — 29)
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Pe de altd parte putem scrie
P(f=0)=2, P(f=0, g =) = u(0, 1) = exp {Np, — 1)}

Plg=0)= 3SP(f=m, g=0) = u(l, 0) = exp {A(py — 1)}
P(f = 0,8 =0) = 4(0, 0) = exp (—)

deci P(f=0,g=0) # P(f=0) P(g =0), fapt ce arati ci fsig
nu sint independente.

2.72. S3 se arate cd dacid funcfia caracteristici a sumei a doui
variabile aleatoare este egald cu produsul functiilor caracteristice ale
variabilelor aleatoare atunci nu rezulti ci variabilele aleatoare sint
independente.

Solujie. Fie f o variabild aleatoare cu repartifia Cyo. Atunci

Prag ) = @glt) = 9,(2) = ™A = e=Ml . e~ =g (1) g (f) dar f nu
este independenti de f intrucit P(f <0, f>0) =0 si P(f < 0) 0,
P(f>0)0.

2.73. Variabila aleatoare f are densitatea p(x) = Cu(x) unde
1 O0<x<2

u(x) = x>2

¥2nx

1(—x). <0

C= [S u(x) dx]_l

53 se arate cd M([f]) = si |¢’(0)| < co.

Solugie. Deoarece pentru x > 2, NN

xlnx ~ xm2

si S-i-dx: +oc
2

©
Tezulti ci S ! dx= + oo,
zln
2
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Avem atunci
[ -]

M(If]) = 2Sxp(x) dx =2 ) xp(%) dx + szp(x) dx =
0 . 0 2
1

zlnx

=4+2C§° dx = 4

: 2
Mai departe avem

1 —9f) = 2§(1 — cos tx) p(x) dx <

0

(dacé T > 2 si avind in vedere inegalitatea 1 —cosy < —2":)
T °°1 T © . .
12 1 oSt qx =CeT —CO8¥ 4 —
< Ct TSj:(x)dx+S — 2 dx Ct*TS;b(x)dx-l—tS =% du
b3 T 0 IT u‘!nT
T , 2,
- COS %
—Ct2TSj>(x) dx +-I—I?S—“.—du
0 : T
deci
It — g1 ¢ 1 €1
— Y — cos
—I—< CtT§p(x)dx+ mT§ o5t gy

de unde lim du si ficind apoi T — o

1 — o] T1-.
- Pr < 1 S 1 — cosu
10 4 InT 2

0
obtinem cd

1 — o,
10 t
egalitatea care ne aratd ci ¢f(0) = 0.

274, Fie f o variabild aleatoare de medie finiti. Si se probeze
egalitatea : '

2 — olt) — o,(—1)

im = M,(f)

10 -
indiferent daci membrul din dreapta este ori nu finit.
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Si se deducd apoi echivalenfa urmitoarelor afirmatii

a) My(f) <o
b) ¢, este de doud ori derivabila
c) @, este de doud ori derivabild in zero.

Solugie. Avem

2 — o/f) — o{— o _ —itf -
(1) 2 — @/lt) — (1) ___52-5“ —e dP___S 201 ~ costf) 4p
" f3] 2

Deoarece 1 — cos % < —;—’ rezulty ci 0 ¢ 4= 20911')
t
t # 0, x. Dacd M,(f) < oo atunci prin aplicarea teoremei de convegenti

dominatid putem trece la limiti in (1):

< f? pentru orice

2 — o(t) — o(— -
fim 2 =% = &0 >Slim2(1h:°smdP=Sf2dP=Mg(f)

240 2 10 t

Si presupunem acum ci M,(f) = co. Prin aplicarea lemei lui Fatou
deducem ci

. 2Z—gdt) — o(—1) . 2(1 — costf)
im - S lim =2 =229 4P — My(f) = oo,

deci tim ~ =09 _
1—0 1
a) = b) Este cunoscuti
b) = c¢) Este imediati ,
¢) = a) Prin aplicarea regulei lui 1'Hospital ob}inem

2ol —l=t) fim s — ol

lim
1=+0 4] £—+0 2t
. (—2) — o/(0 . () — o4(0
= — Liim or(—8) — (0 Lym #7(t) — #4(0) = —o}(0).
2 -0 —t 2 ta0 ¢

2.75. Sd se deduci ci daci variabila aleatoare f are functia caracteris-

ticd de forma q:,(t)=exp{ S (e — dtu — 1) dn(u)}: ,unde 7z este o
1ui<1
misurd pozitivd pe R aga incit S w*dn(u) < co atunci M,(f) < 0.

lul<1
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Solutie.] Conform problemei precedente avem de aritat ci o5 (0)

existi. Se observi ci aceasta are loc dacd f(f) = S (¢ — itu — 1) dn(u)
jei<]
are derivati de ordinul doi in zero.
Avem ’

fe+B—f) _ S 1) — B g) =

h h
|#i<1

Oy __ ‘

- S o™ = =1 apiu) + S suleie — 1) dniu)
|u|<1 |si<1

(integrala a doua existd deoarece |iu(e®™ — 1)] < |¢|u?)

S by — 1)
P

< _"'bL'= hut si S wdn(u) < oo putem

Deoarece

. , Inisl
aplica teorema de convergenfi dominati §i obfinem ci

— * m & — 1 —
[ = 12101____._“‘ "'"2 10 _ S lim Ca h”'“ D an(u) +
{sl<1

+ § sutem — 1) dnfu) = (. dutem — 1) anu).
Jul<1 |ul<1

. Mai departe 7@ ;f 0 _ g "“(’&;_ Y dn(w) si cum

|ul<€t

-
iule™” — 1 a
< P, A Ot N —u? cind 5 -0

‘ (o™ — 1)
h

| h

prin aplicarea teoremei de comnvergen{d dominati obtinem

£7(0) = lim IL’}:(@ =— Su?dn(u) < .
vl <1



CAPITOLUL TII

CONVERGENTA VARIABILELOR ALEATOARE

’

Fie f, fu (n = 1,2, ...) variabile aleatoare d-dimensionale definite pe un cimp
de probabilitate (E, %, P). ‘ '
Vom spune c¥ girul f, converge citre f

— ‘aproape sigur (simbolic f, el f) dacd P(fy —f) =1, deci daci multimea pe
care f, converge ciitre f are probabilitatea 1. ‘

— &n probabilitate (simbolic f, A f). dacd lim P(|fy — f] > ¢} = 0 pentru
orice ¢ > 0 . . e

—tn L? (p > 1) (simbolic funf) daci f, fa < L? si lim ifs = fllp =0 sau

echivalent lim Mp(fs — f) = O.
$~+00

— in repartific (simbolic fy —»f) daci lim Su( fn) AP = Su( f)dP pentru orice
N 00

1#: R4 — R continni si mairginity. -
Convergenta in repartifie a .variabilelor aleatoare provine din convergenta slab{
a repartitiilor care se definegte astfel: girul.de repartitii F converge slab citre repar-

titia F (simbolic Fp=> F) daci lim SudF,, = Sud.l-‘ pentru orice #:R4— R con-
-+

tinud gi mirginiti. Prin urmare fy—>f dack Pof;l=> Pof1

Convenfie. Daci F este o repartitie, vom spune ci f, converge slab ciitre F (sim-
bolic fs=F) daci Pof;!= F. : ' '
Au loc implicatiile urmitoare:

Convergenta aproape singurd Convergenta in L?

¢ s

Convergenta in probabilitate = Convergenta in repartitie

$irul f, converge citre f aproape sigur, in probabilitate, in L?, tn repartitie daci
§i numai daci f, este sir Cauchy in acelasi mod (péntru primele trei convergente defi-
nitia girului Cauchy este imediat4 iar pentru convergenta in repartitie aceasta inseamni

cid { Su( fn) dP} este gir Cauchy pentru orice #u: R4 — R continu gi mirginiti).
”
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Au loc urmitoarele descrieri ale convergentfelor introduse mai sus.
a) fu3.f dacé si numai dach sup |fy — f1—>0 cu alte cuvinte daci §i numai
man

daci Ym P(sup |fm — f| > €} = O pentru orice ¢ > 0.
: n— 00 man

b) fa A f daci §i numai dacd din orice subgir al lui (fm) se poate extrage alt
subsir aproape sigur convergent citre f.

c) fa -E> f daci gi numai daci lim sup
n—o0 A

Sf..dP - SfdPl =0
4 4
d) Urmiitoarele afirmatii sint echivalente:

a) fa—>f

d,) lim \ u(fn) dP = Su(j)dP pentru orice #: Ré — R uniform continui si
m&rglni:;w

d;) lim F,”(x) = Fy(%) pentru orice # = (%, ..., ¥4) & R4 aga inctt »; este punct
de conti’;n-t.ﬂ“t’ate pentru FI‘.

d.)"lin:oP(f.. € A) = P(f € A) dack P(fS 94d) =0

¢) Din inegalitatea lui Cebisev rezults ci fu—>0 daca
lim M,(fs) =0, 1)
71— .

si in particular fo — M(fs) —> 0 daci _
im D*(fy) = 0. @
71—~ 0

Conceptul de uniform integrabilitatea ce-1 vom introduce in continuare permite stabilirea
unor implicatii inverse celor listate mai sus.

O familie U de vatiabile aleatoare de medie finit4 este uniform integrabild dacd

lim sup 1fldP = 0.
3= saf
If1>a

Daci familia A are prorpietatea ci are elementele majorate in norma din R4 de
aceeagi variabild aleatoare g de medie finitd san mai general dacd existi p > 1 aga

incit sup Mp(f) <co atunci At este uniform integrabila.
jett

Urmiitoarea afirmatie este o generalizare a teoremei de convergent{i dominati.

L
f) Presupunem cid f,,-;‘,» fsifas L?. Atunci fn—>f dact §i numai daci (fu)s
este uniform integrabild. !

Urmitorul rezultat cunoscut subnumele de feorema de convergentd a funcfiilor
caracteristice este adesea util.

g) Daci F, = F atunci an”(t) — @g(f) uniform pe orice compact §i reciproc daci
@F,(#) converge punctual ciitre o functie ¢ continuii in origine, atunci ¢ este functia
caracteristici a unei repartitii si F, converge slab cidtre acea repartifie.
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Aceast# afirmatie se poate folosi §i pentru a verifica cd o functfie este functie carac-
teristici.
Sirul (fy) de variabile aleatoare de medie finitd statisface legea slabd a numerelor
1 ”
mari dacd Sp=— 3 [fi — M(f)] 2> 0. Se observi ci daci M(fs) =a pentru
n

=1
1 ”
orice 1 atunci girul (f,) satisface legea slabd daci S, = — Z fi _p) a.
L=
Criteriu. Sirul (f,) satisface legea slabd a numerelor mari daci si numai dacd

Sa
lim M =0 (3)
500 148}
O conditie suficientd ca (fys) st satisfacl legea slabid a numerelor mari este urmitoarea
1 n
lim D3| — il]=0 4

In cazul cind variabilele aleatoare f;, ..., fn, ... sint independente doui cite douni
conditia (4) devine

l ”
lim — S Dy f) =0 5
lim ;1 (f) )
Sirul (f,) satisface legea tare a mumerelor mavi dack Sp—>0 (dack M(fn) = a

pentru orice n atunci (fy) satisface legea tare a numerelor mari daci S,',lia).
Dacli variabilele aleatoare fj, ..., fu, ... sint independente, identic repartizate si
M(f,) = a <00 atunci sirul (fy) satisface legea tare a numerelor mari.
$irul de variabile aleatoare (fy) se spune ci satisface
— teorema limitd centrald dacd 0 < D3(f,) < oo pentru orice n si

3 s — M(f)]
k=1

D(fp+ oo+ 1)
— condifia Lindeberg daci 0 < D¥fy) <oo pentru orice n si

='N(@©,1) (6)

I n
fm ———— . _
w—co D¥fy + ... + fn) £} Ur — M(f)RdP =0 ?)

YRS AT
DihF ot

pentru orice ¢ > 0.

Urmitoarele afirmatii sint echivalente (feorema limitd cenirald):
i) $irul (fu) satisface teorema limitdi centrald si

o D3(fy

max —T—————— (8)
neoo 1gk<n D3fy + ... + fu)
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ii) Sirul (fs) satisface conditia Lindeberg.
Din teorema limit3 centrali se obfin urmitoarele doui rezultate:

iij) Dacd variabilele aleatoare f;, ..., fu,... sint independente, identic repartizate

n — nM
si 0<o=D(f) <o atunci 2T J:f/; wMA) _, no, 1),

iv) (Teorema Leapunov). Daci variabilele aleatoare f;, ..., fn ... sint inde-
pendente, 0 < D%(f,) < oo pentru orice # §i

1
1
nawo DUy + -r0 + f)I270

pentrn un anumit 3 > 0, atunci girul (f,) satisface teorema limitd centrald.

Toorema limitd centrald multidimensionald pentru variabils aleatoars identic repar-
tizate. Fie fy, ..., fn,... un gir de vectori aleatori d-dimensionali, independenti, identic
repartizafi §i cu M(|f])* <o, C; pozitiv definitd. Atunci

2 Milfa—M(f)1PTYH =0 ©)
k=1

1 ”»
: 7;; Us — M(f)] = Nal0, Cp).

§1. Tipuri de convergenti a variabilelor aleatoare

3.1. Si se demonstreze urmiitoarele:

a) convergenta aproape sigurdi nu implici convergenja in L?;

b) convergenta in L? nu implicd convergenfa aproape siguri;
_ ¢) convergenfa in probabilitate nu implici convergenfa aproape
siguri ; ' oo

d) convergenta in probabilitate nu implici convergenja in L?;
i e) convergenfa in repartifie nu implici convergenja in probabi-
itate.

Solugic. a) Pe cimpul de probabilitate ([0, 1]), &, 13, m), m mi-
sura Lebesgue, definim pentru orice # variabila- aleatoare f, prin

n?  daci o € [0, L
f”((.)) = . n?
0 in rest
L
P

Prin urmare pentru # > n, avem ci f,(w) =0, deci f, - 0 peste
tot in (0, 1] deci in particular a.s. in [0, 1].

Pentru orice o = (0, 1] exista », asa incit o & |0, pentru # > n

°
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4
Dar f,,f'»O deoarece S |fulf din = S wtdm = 1. O.

[>55]

e

b). Orice # € N se scrie unic sub forma n =2+ m, 0 < m < 2%,
k=0,1, ... Pe cimpul de probabilitate precedent definim variabila

aleatoare

1 daci 0 € |2, m”;l]
Solw) = ‘ 26 2
0 in rest

. . . 2.4
dm=2L 0 cind # » o, deci f,—>0

Avem ci S | faltdim =

" m+41
o ok
fnss pentru orice w € [0, 1] avem f,(w) = 1 pentru o infinitate de

valori ale lui #, deci in particular f,(w) - 0, aga cd f,,:iO.

c) Pentru orice # construim variabilele aleatoare f{“’, .oy fu prin
< . i—1 i
- 1 daci w E[ , —]
§ ((,)) = n n
0 1in rest
Consideram sirul £V, f&, f&, .., ™ .., & ...

Avem ci P(|f”] > €) <= > 0 deci /50
n
Dar pentru orice w € [0, 1] avem o infinitatefde 1 in sirul
), ..., f™w), ..., fapt ce aratd ci sirul nu converge a.s. citre 0.
d) Fie # = 2% + m scrierea unici a lui # ca la punctul b).
Definim
b m omtl
Fulo) = {2 0 < [2kp » Tohp ]

0 in rest

Pentru ¢ > 0 avem P(|f,| = ¢) < ;Tp—»O cind # — oo, deci f,,—l’>0

si
' »
(ifram = | @pan=1-0 deci , %0,

m m-+1
P
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e) Pe cimpul de probabilitate din punctul a) definim variabilelg
aleatoare

1 s -O, -;—)
Fulw) = '1
0 o=e 3 l]
0 = rO, -l-)
flw) = -
1 0 s .—l-, l]
| 2

Se observd cd f §i f, au aceeasi repartitie asa cj f, - f. In schimh
pentru 1 > e> Oavem P(|f, — f) > &) = m([0, 1])’= 1 = 0, cu alte
cuvinte f, L /|

3.2. Fiind date sirurile de variabile aleatoare d-dimensionalg
(fu), (gs) §i variabilele aleatoare f, g cu proprietitile

a.s . p
a) f,—>f (respectiv f,,—>p / fn"’L f)-
. a.s : ? ...).Lp
b) ga=>g (respectiv g,—>g, g,—>g).

¢) Pentru orice #, f, =g, a.s.
sii sc arate cd f =g a.s.

Solutic. Presupuném intii ca f = fo & = g si si notim
A, = {fn =gn}' B = {fn _’f}’ C= {gn "’g}°

Prin ipotezi avem ci P(4,) = P(B) = P(C) = 1, deci avem si
cda P((N 44) N BN C) =1 (intersectie numirabili de mulfimi de

"

probabilitate 1 arc probabilitatea 1).

Cum este adeviratd incluziunea (N 4,) N\ BN CC{f=¢g)
rezulti cd P(f=g) = 1. ; i
 Presupunem acum ci f,,—ﬁ>f, g,,—l:»g. Alegem up subsir (1;) asa
incit f,, = 7, g,,’is» g. Acuma totul se reduce la cazul precedent,

* Altfel : Deoarcce P(f — g=0) = lim p( If — gl > l) rezult’ ¢}

n—c0 n

totul se reduce la a aridta cd P(|f — g| > €) =0 pentru orice ¢ > 0,
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Avem cia

P(f—gl> ¢ < P(If— /1> 7]+ P(lfs =gl > 5]+

+ P(les — gl > 5) = P(1a = 81> 7] + P(les 81> 5]

de unde ficind # — oo obfinem ci P(|f —g| > ) =0.
; ? .
Presupunem ci f,,—L; f, 8,— g Deoarece in particular f, 5 £,

g,,—p>g afirmatia rezultd din cea corespunzitoare convergentei in
probabilitate. Altfel: Din inegalitatea lui Minkowski rezulti ci

Hf—&llp < IIf —=Fullp + 18s — Fullp + 1lgn — &llp =
= Hf—=fallp + 1&g — &ulls

Ficind # — oo obtinem ci ||f — g|l, =0, deci f=g a.s.
3.3. Si se arate ci daci f,—>f, g,—>g si pentru orice 7, fsare
aceeasi repartifie cu g, atunci f §i g au aceeasi repartitie.

Solutie. Fie u: R* -» R continui i mirginiti. Prin ipotezi avem ci

lim Su( £,)dP = S u(f) dP; j_ig:Su(g,,) dP= Su(g) ap;

H0
Pofy'= Pog,*
Din formula de transport rezulti ci
Su( £,)dP = SudP ofit: S u(g,) dP = S udPog;!
N | 1.
deci avem egalitatea Su( ) AP =S;¢(g,,) dP, de unde prin trecere la

limitd Su(f) dP = Su(g) dP sau echivalent SudPof‘1 = SudPog‘l,
asa cd Pof™ = Pog™! (vezi problema 1.34 din Cap. I). "

3.4. Si se arate ci /" = (f7, ..., fq) converge citre f = (fy, . . ., fa)
a.s., in probabilitate sau in L? daci si numai daci pentru orice

1 <i<d, f{ converge citre f; in acelasi mod.

Solutie. Pentru convergenfa a.s afirmafia este o consecin{i a fap-
tului cd mulfimea de convergentd a vectorului este intersecfia mulfi-
milor de convergentd ale componentelor.
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Pentru convergenfa in probabilitate afirmatia se reduce la con-
vergenfa a.s. prin aplicarea rezultatului b) din rezumatul teoretic
sau se poate obtine direct din inegalitatile:

4 .
P(If*—f1>¢) < Qp(w —fil > ﬁ)
P(If! — fil > ¢) < P(If" —fI > o).

Pentru convergenta in L? afirmatia este o consecinti a inegalitatilor
d
Nf" = fll, < 25 1Iff = £ill, (inegalitatea lui Minkowski)
$=1
A —Ffillp < 1" = flls.

3.5. S& sc arate cd dacd f" = (ff, ..., fs) converge in repartitie

citre [ = (f}, ..., fa) atunci pentru orice 1 <% < 4, f’ converge in
repartitie cétre f;.

Daca in plus f', ..., fi sint independente pentru orice # atunci
Ji -+, fa sint independente.

Solutic. Fie u: R - R o functie continui si mirginjty si fie
%: R4 » R functie continud si mairginitd definiti prin (x) = u(x)
. : ]

Atunci prin ipotezi Sﬁ( 1, . fi)dP - S #(fy, ..., f1)dP sau echi-
valent (avind in vedere definitia lui #) Su( fdpP - S u(f) AP, cu

. r
alte cuvinte fi—f;.

o - 2] A .
_S3d presupunem acuma ci fy, ..., f; sint independente pentry
oricc # i si artim cd f,, ..., fs sint independente. Fie %; punct
de continuitate pentru functia de repartifie a lui f;. Avem ci

P(fz <, .. "f"’: < %) = P(fy < %, ..., fa<2x)sidin independent3
P(ff <y ..ofit<x)=P(ff <) ... P(f) <x). Pe de alt}

parte din f'—>f; avem si P(f? < %) = P(f; < x)).
Avem deci relatiile :

1i12 P <y, o fi<x)=Pfy<x, ... i <x)=

_ =P(fy <) ... Pfa < xa)
Retinem deci cgalitatea

P(fy <y oo fa<ma) = P(fi < %) ... P(fi < )
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valabili pentru ¥; punct de continuitate pentru funcfia de repartitie
& lui f.

Or cum 8%; = {(—o0, %); x; punct de continuitate pentru functia
de repartifie a lui f;} formeazd un sistem de generatori inchis la
Intersectia finitd rezultd ci fi, ..., fs sint independente.

Putem procedafsi astfel. Este suficient si ardtim ci

Ppllr, -0 ta) = g (&) - -« Py lta)
Or din teorema de convergenti a functiilor caracteristice avem:
(Pf(tl’ DR td) = lim Qf”(tlx ARE td)
n—0
9y (ts) = Hm gua(t;)
asa ci este suficient si ardtim cid
ijn(tl, ey td) = q)j;’(tl) oo @lg(td).

Or aceasta este o consecinfd a independentei variabilelor aleatoare

So oo

3.6. Fie (f,) un sir de variabile aleatoare d-dimensionale si f o
Variabild aleatoare d-dimensionali.

S4 se arate ci daci u: R% —» R este continui si f;,:'i S (resp.
fA . a.s. r
Jo=> fo Ja=>f) atunci u(f,) > ulf) (resp. u(fn) > u(f), ul(fn)> u(f)).
. . IP . .o ) . . .
Daci f,— f si familia {|«(f,)|*}, cste uniform integrabili si se

arate cid u(f,) = u(f) (de exemplu este cazul cind # este si mair-
ginitd sau are una din formele #(x) = <<a«, x>, #(x) = max(x,,...
ooy %), u(x) = min (%, ..., x5)).

Solugie. Pentru comvergenta a.s. afirmatia rezulti imediat din

incluziunea {f, - f} C {u(f.) = u(f)}
Presupunem acum ci f, 4 f si fie (') un subsir. Alegem (n")
un subsir al lui (#') aga incit f,» —>f. Atunci % (fur) 2 ) si prin

urmare #( f,) —&u( f) (vezi afirmatia b) din rezumatul teoretic). Pu-
tem proceda si astfel. Fie € >0, T < oo §i alegem 3(s, T) >0
asa Incit |x| < T, |yl £ T, |x —y| < & implicd [u#(x) — u(y)| < €
(# este uniform continui pe compacti).
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Avem céa:

 P(luffy) — wl()] > ) < P(lfal S T, Ifl < T, |w{fa) — u(f)] > <)
Pl > D)+ PUA> D PA— 1> 8) + B (o] >3]+

+ P(If1> 7|+ P (/1> T).
de unde ficind # — oo obtinem Lm P(|%(f,) — #(f)] >> e) S
P( IfI> %) + P(|f| > T)si in fin:mfécind T - oo deducem c}
Bm P(fu(f,) —u(f)| > ¢)=0 (intrucitlim P(|f]> @) =P(If]) = 00) =0;
|f] ia valori in R_). Presupunem ca f,,—'» fsifiep: R > R o funce .

tie continui §i marginitd. Deoarece ¢ o # este continui si mirginity
rezultd ci S (po u)(f,)dP —>S (po u)(f)dP, fapt ce aratd ci u(f,,)-;u(f),

. . Lp Y 2 S .
In fine fie f,—>f. Atunci f, —f si deciu( f,,)-£> w(f). Afirmatig
f) din rezumatul teoretic arati cd #( ,,)i u(f).

3.7. Fie f,f,, ..., fu ... variabile aleatoare §i ¢,, ..., g, . un sir
de numere reale.

S3i se arate cid

a) daci &, N 0 s5i Y P(lfa—f] > 5,) < o0 atunci f,=>f; ;
n=1

© [
b) Y e, <o si D, P(lfuss —ful = €,) < o0 atunci f, converge
n=l n=1

aproape sigur citre o variabila 'aleatoare I*
Solutie. a) Daci punem A, = {lf, —f| > ¢,} atunci din lemg
Borel-Cantelli objinem cd P(lim 4,) =0, sau echivalent

n—0

P(tim ¢4,) = P(C] hmA ) =

ﬂ—‘m

Daci w € A = lim 04, atunci [f,(e) — f(w)| < &, pentru % sufie
7~ 00
cient de mare, deci in particular fu(w) - f(w).
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Prin urmare A C {f” —>f} }1 cum P(A) = 1 rezultd ca P(f,,—+f)=

“=1, cu alte cuvinte f,~> f.
b) Daci punem A, = {|fat1 —fal > ¢,} si A =1lim 4, atunci

70
ca la punctul precedent rezulti ci P(4) = 1 si pentru w €4 avem

[fo+1(®@) — fu()| < &, pentru % suficient de mare, deci in particular
seria E[f,,.“ — fa(®)] este convergenta.
"

7n—

Atunci obginem ci si sirul fu(w) = fi(o) +2 [fH.. ) —fi1(w)]

este convergent.
Dacd punem
’ lim fy(w) o <4

fo(w) = ==
0 w¢ A

. . . a.s,
atunci este usor de wvizut ci f,— f*

3.8, Fie f;, ..., fs ... un sir de variabile aleatoarc asa incit
f,,—j->> 0 si pentru orice #nf, > 0, f, > fa41 as.

Si se arate ci f;“—J‘O.

Solutie. Avem de aritat (& P(sup [f,| > ¢) - 0 pentru orice

e > 0. >
Fie A, ={f,2 far1}, B, = {fs > 0}. Prin ipotezi P(4,) =1
P(Bn) =1 dQCI P(m (A»ﬂ Bn)) L.

Rezultd ci

P(sup [fal> <) = P({sup |ful > ¢} V(N (4n N Ba))) =
=P({Ifsl = N {N (4N B.)}) = P(Iful > =) = 0

3.9. Fie (f,), (g,), (h,) trei siruri de variabile aleatoare cu proprie-
tagile

@) £ 5% f (resp. fode £ fu 2 fo fu = f);
b) h25 £ (resp. hu-e /. a2/, 1) ;
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c) Pentru orice #,f, < g <k, as.

S4 se arate ci g,, —->f (resp gn—>f gn—’f gn"’f)
Solu;ze Presupunem intii ci f,,——> /5 lz,,—> f si si notim
={fa<tas<h} B={fan/}h C={l >/}
Prin 1poteza avem ci P(4,) = P(B)\= P(C) =1, deci avem si
P(BNC AN=1
Enen()4)
Din incluziunea BN C ﬂ(nA,,)C{g;,—-) f}rezultici P(g,—»f)=1,
Pentru cazul convergenfei in probabilitate prin alegerea unuj

. o a.s. a.s. . o . .
subsir (n;) asa incit f,, —>f, hy,—> f se observd ci afirmatia este o
consecin{i a cazului convergentei a.s.

Altfel :
P(lg, — f1 > <) (m ﬂ>)+4m &l > %)

< P(Ifa=f1> %) + P(tn— 1> £)< P(1s = 11> 3]+
—|—P(|Iz:,—f|>-§-)+P(lf,;—fl>i—)—»0 cind % — o0

: b5 4 34
Presupunem ci f,—> f, h,—> f. Avem ci

”gn f”p ”fn f”P+ ”gn'—fn”ﬁ Ihu fn“p+ ”h fn”pg
< fa=Flp+ N —fllp+ 1170 —fllp =211fa —flls +
411y —fllp > 0 cind 7 — 0

Altfel: in particular avem cd f,,—p> £ h;,—p?. f, deci din cazul
convergenfei in probabilitate obfinem ca g”-f> Jf. Din afirmatia f)
din rezumatul teoretic rezulti ci este suficient si aritim ci familia
(Igs1?), este uniform integrabild.

Ori aceasta este o consecinti a faptului ci familiile (|£,1?),, (1%,]?),
sint uniform integrabile, deci in particular si familia {max (|f,|?, |%,|)#},

este uniform integrabilid si a inegalitatii |g,|? < max (| fal? |1,19).
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In sfirsit si presupunem ci f,,—-> £ b, R f. Fie F,, G,, H,, func-
}ille de repartitic ale lui f,, g, 7. Aflrmatna in acest caz (adlca

g,,—* f)_este o consecin{d imediati a inegalitafilor H,,(x) G (x)
<F, (x)sia faptulm 4 extremele acestor inegalitifiau aceeasi “limits.

3.10. Fie f,, ..., f, ...f variabile aleatoare si v(l), v()

v, v(n), ... un sir de varlablle aleatoare cu valori in {.2,...}
a) Daci f, = fsiv(n) = o si se arate ci f‘,(,,,—> f
b) Daci fy,...,fa, ...¥(1), ..., v(#), ... sint independente si
fn"> . v(n) >0 si se arate ci f,(,,)—>f

Solutie. a) Pentru ¢ > 0 avem din ipotezi ci
lim P(sup |f, — f] 2 €) =0, lim P(inf v(r) > ¢) = 1.
7= 00 n>m

m—s 0 nam
Avem cid

P(sup |fum— f| > €) = P(sup’| fym — f| > &, inf v(n) > N,) +
na>N n>N n=N
+ P(sup |fym — f] > &, inf v(n) < N,) < P(sup |f, — f] > <)+
n>N >N n2> N,
+ P(inf v(n) < N,)
n>N . .
de unde ficind pe rind N - o0, N; - o obtinem afirmatia.
b) Presupunem cia f,',—£> fsi fie £ > 0. Avem
P(lfum — f1 = &) = P(|fum — f| 2 &, v(n) < N) +

+ & Pllfur —11 5 &, () = B) < Pluin) <) +

+ 3 Pl —£1 > &) Ploln) = 1) < Plo(n) < N) +
+ Pu(n) > N) - sup P(Ify = > <) < P(v(n) <N) +
+sup Pl ~ 11 > o),

tde unde, ficind pe rind # —» 0, N - oo, obtinem ci f‘,(,,)—-’ f

Fie acum f,,—» f st x punct de continuitate al repartitiei Iui f.
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Avem ci
0
P(fym < %) = P(fum < % v(r) <N) +k§v P(fum < 2,v(n) = k) <
<P(v(n) < N) + sup P(fy < %)
N
de unde ficind pe rind # » 0, N —7co obfinem cid fyu - f.

3.11. Fie (f,) un sir de variabile aleatoare independente, identic
repartizate si cu Pofi'= Cyo S se arate ci

‘H E frZ3 0 pentru orice A > 0.

k=1
Solugie. Fie g, =5 E fn Observim intii ci g, A0 deoa-
k-l
l
€ —.
rece P(lgul > &) < —
Conform lemei Borel-Cantelli P(lim gm =0) = 1. Pentru a
n—o
arita ci g, —> 0 trebuie si aritim ci P(im A,) = 0 sau echivalent
n— 00
lim P(O A,-)= 0, unde 4, = {|g.|> <.
N— 00 =

Pentru # > 1 alegem un intreg v(n) asa incit 2¥wg # < 2"@+!

Deoarece g,,—-»O pen’cru e > 0 existi N, astfel incit pentru n> N,
si avem

(lhzv(u)+1 + k| < —n1+’~)> — unde b, = Ef,,
=
intr-adevir
S hy P

— 0 si
JRFEY JRERY

9 (v(n)+1}(1+2) 1

»
Pouim 41 = R pim+1—>0

plta o{¥(n)+1}(1+2)
deoarece 20M+11+3) y—1-) g 21+3,
Fie

B, = {fhzv(n)ﬂ Il < — ﬂ‘“} C.= {VQ»(»)HI? Es-n”‘"} .
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Observim ci 4, B, CC, si ci A;, B; sint independente pentru
i+ < # Pentru # > N avem:

2 (0 A.-) = P(A)+P(Ans\AD)+- .. + P(A,,_,_,,\ UA»+¢)+

fampy =0

<2 [P(A;.)P(B,.> + P(Ans1\4y) P(Baps) + .. +

+ P(A,.+;.\UA”+e)P(B»+h) + ] =2[P (4, N B) +

f=0
+ PApt1 N\ Basr N C4a) + -+ + P(Apsx N Bosa N C4n N - -
<N CAn4r-1) + ...]< 2[P(4, N B,)+ P(Aus1NC(44 NB,)+
P(4p4xN BarzNCAN BN - - ﬂC(A;%-ﬁ N Buys-1))+ ... 1=
—2p (O (4;U B,-)} < 215(0 c,-).

i=n s=n

Dar deoarece g,, 20 rezulti ci lim P (U C; )

n— i

3.12. Pentru orice #fie f2, ..., /* variabile aleatoare independente
cu repartitia N(0, 1).
Pentru ¢, 7, > 0 definim Bre={x= (%, ...,%,); (1—2¢)7 <

,x1l+ + lxn|< 1+E)7’} Crs {x_ xl: cvey xn); (1_' €)”<
<Slrll=@+ ... + 8% < (1497}

Sa se arate ci
im P((f;', ) e B V2 )_ 1, hmP((fl, o f)=C J=1
Solugie. Avem ci
[ ET TR

Ui = B”\/g") ( \/’ ) e)»

si ¢um |f?], ..., |f2] sint variabile aléatoare independente, identic

-] x' (] -_—

repartizate §i M(|f3]) = J?S xe 2dy= }/278 e~v dnu = \/E
T o T o T
iy =arips — (V2 = 1- 2,

174 '



prima relatie din enunt rezulti prin aplicarca inegalitifii lui Cebisev.
Mai departe

*) p((fin, oo f) e CJ;.:)éP( [UD2+ ...+ (/)22 » ss)

1
”2

(/) ..., (f%)? sint variabilele aleatoare independente, identic re-
partizate si M[(f72] =1, D*[(fi 1 =M[(f})f1—1=3—1=2asa
ci din inegalitatea lui Cebigev rezultd ci

8] =

U+ + 0D 21 o inde si 0D . +UR7 5

n

1
”?2
sau echivalent ci sirul din (*) converge citre 1.

3.13. Fie f, ..., fu - .. un sir de variabile aleatoare independente,
identic repartizate si pentru orice » fie u,: R* - Ro aplicatie bore-
liani si simetrici (simetricd in sensul cd u,(%, ..., %,) = ,,(%,,

.., %) pentru orice permutare 1y, ..., %, a numerelor 1, ..., #).

« < w L4 PR <
Sa se arate ci dacid u,(f;, ..., fa)—>f atunci existd o constanta a
asa incit f=a as.

v vy

Solugie. Fie ¢: R » R o funcfie continui, injectiva si mirginita
(de exemplu @(x) = arctg x).

Atunci din problema 3.6. rezulti ci o(u,(fy, - .., f4)) -£><p(f).

Problema este rezolvati daci vom arita ci existd o constantd ¢ asa
incit o(f) = ¢ a.s.

Deoarece sirul ¢(#,(fy, - . ., fn)) — @(#aa(f1, - - -» fz;,))—p> 0 si este uni-
form marginit rezultd din teorema de convergenjd dominata ca

lim M [|e(#a{/1s e fa)) — oluaalfis - fa)) 1 =0 (1)
Din independenti si identic repartizare obfinem ci

Po(fiy - fig t=Po(fy, ... fa)7?
pentru orice permutare %, .. .,%m @ numerelor 1, ..., m.
Avind in vedere acest lucru (1) se mai scrie sub forma

lim M {|@(#alfatr, - o)) = Pl fasr s - s fenr Sy oo ST =0
@)
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sau tinind cont de simetria lui #,
tim 2 [p(talats -0 ) — 90alfy - S FI=0. (3)
Din (1) si (2) objinem
Hm M{lo(#a(fy - fa)) — @(alfass oo fa)) 1= 0. (4)

sau intrucit M [<p(u,,( Joo oo s iVl =M [qa(u,,( f1s <<+, fa))] pentru
orice permutare 7, ..., %, a numerelor 1, ..., # si variabilele alca-

toare o(unlfy, ..., n) — Mo(nlfur .- f)], Pt (fatts -5 Som)) —

— M o%n(fot1s - - -» fz,,))s] sint mdependente (din asoc1at1v1tatea inde-
pendentei) rezulti ci (4) se mai scrie sub forma (folsindu-se egalita-
tea (10) din rezumatul teoretic):

B Ml (0lfo -0 f)) = lfars, - fa) ] =
= lim {D2lo(ualfys - - oo )] + D2[@(tha( fusr, - -, f2u))]} = (5)
= 2lim D2[o(#,(fy, --.,fa))] = O, deci retinem ci

'1,11’2 D> [q’(un(fl' .. :fn))] = 0. . (6)
Pe de altd parte din teorema de convergentd dominati avem si relatia
lim D*fe[u,(f, - ... fa))] = D*[o(f)]. 7

Din (6) si (7) deducem cid D? [¢(f)] = O cu alte cuvinte
o(f) = M [p(f)] a.ss. (M[o(f)] este deci constanta ¢ ciutatd).
3.14. Fie f, ..., fu ... un sir de variabile aleatoare independente
unde f, are functia de repartific
1 — 1
F,(x) = ¥tmn
0 - x<0.

x =20,

Si se arate ci f, 50 dar — Ef 1= O (aceasta aratd cid nu existd
n
=1

0 normi pe spafiul variabilelor aleatoare care si dea convergenja
in probabilitate). .

Solugie. Pentru = > 0 avem cid P(f, < a) = Fp(e)=1— —

e+ n

cind # — o0, deci f”—->0 (deoarece P(f, < 0) = 0 rezulti ci f,> 0

-1,
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. N . L4
as.) Fie g, = max(f;, ...,fs). Ca s aritdm ci 1 Z:ﬂ—p>0 este
% =1

. . Y ‘ . .
suficient si verificim ci -2 4. 0 (deoarece are loc inegalitatea
n . .

%< e)=P(fy<me, ..., fa <1zs‘=;I_[P(f,< ne) =
: =1

P
d 1 1 \» 1 n

=771 = ]= 1— <[1 — ] e-t+0 < 1,

,I;Il( et+n c+n} 7n(l 4 ¢€) - <
’ . 'n ’ #
deci lim P[i— < s] < e—+e) < 1, fapt ce arati ci il - 0.

7= 00 - n . n

3.15. Fie f;, ..., f, ... un sir de variabile aleatoare nenegative,

de medie finiti si fie f o variabild aleatoare asa incit f"-f> fo.

S% se arate ci f are medie finitad si f, = f dacd si numai dacd f
are medie finiti si lim M(f,) = M(f).

7$—00

L;Solu;z'e. Este suficient si aritim ci daci M (f.)— M(f) < oo, atunci
fo—>f (cealalti implicatie este imediati). ‘

Putem presupune cd f,,—ai f (in caz contrar sc trece la subsiruri).
Deoarece min (f,.f) = f rezultd prin folosirea teoremei de convergenta
dominata ci M [min (fw N)1— M(f).

Apoi din egalitatea f+ f, = min (f, f») + max (f, fu) rezultd si
faptul ci M [max (f, fa)l] = M(f)-

in fine din egalitatea |f — f,| = max (f, fu) — min (f, f,) rezulta

T ‘

cd M(|fa— fl) = 0, cu alte cuvinte f, —> f.

3.16. Fie fi, ..., fn, ... un sir de variabile aleatoare siae R4
v Qx « ? o . o r
o constanti. Si se arate ci f,—> a daci i numai dacd f,— a.

~Solutie. Faptul ci intotdeauna convergenta in probabilitate implicd
convergenta in repartifie este cunoscut. '

S presupumem acum Cd f,,—'> a si fiee>0 si A = (Sale):
Sq(c) este sfera inchisd de centru a §i raza e. Deoarcce Pa € 64) =0
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rezultd din punctul d4,) al rezumatului teoretic ci P(f, = 4) —»
—»PlasA)=0, dar P(f,=A)= P(|f.— a|>¢), deci P(|fy—a|>¢)-0,

cu alte cuvinte f, — a.

3.17. Si se arate ci f" = (fl, oY) f=(fu .-, [fa) dacs i
numai dacid pentru orice oy, ..., g dm R avem

ftt o aafiafy + ..+ agfo

Solugie. Fie u: R - R continui si mirginitd si L(x) = a,2, + ...
. + o4 Atunci deoarece # o L: R? - R este continui si marginiti
avem ci:

Su(alf;‘-i- oo+ oafl) dP=S(uoL)(f;, confR)apr -
—»S(uoL)(fl, oo fa)dp =Su(oclf1 + ... + agfs)dP

deci ayft 4+ ... + aaft—> ayfu + ... + oufs.

Implicatia inversd: fie £ = (¢, ..., #). Prin ipotezi avem cd
$t, <, >, de unde folosind teorema de convergentd a functiilor
caracteristice obfinem ci

P4, % (8) = 94,4 (s) pentruorice s = R, adicd @ u(st) — ¢/(st).

In particular luind s = 1obfinem ci ¢ (f) — ¢{¢), deci f, - f

dacd apelim din nou la teorema de convergentd a functiilor caracte-
ristice. :

3.18. Fief, f,,. . .,/n, . . . variabilele alcatoare cu valoriin{0,1,2,...}.

84 se arate ci f,—>f dacd §i numai daci lim P(fu= k) = P(f =k)
71— 00

pentru orice £ =0,1, ...

In particular dacd P(f,=1)=21, P(f,=0) =1— 1 pentru

k4 ”n

orice nsi fy, ..., u ... sint independente s3 se arate ci f,.—g> 0 dar
fu 0.

Solugie. Si presupunem ci f,,—> f sl pentra k& = {O 1, ...} alegem
rorydin Ragaincit b — 1 <7 <k <r,<hk+ 1. ,
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Atunci P(f, = k)= F;(k 4+ 1)—=F,(R)="F,(r;) — Fy,(r) = Ffrs)—
— Fy(r)) = P(f;="*) (am folosit mai sus faptul ci 7, 7, sint
puncte de continuitate pentru Fj). :

Reciproc si presupunem [cd lim P(f, = k) = P (f = k) pentru

Bt 00O
orice £ =0,1, ... Deoarece R\{0, 1, ...} este mul{imea punctelor
de continuitate ale lui F; rezultd ci avem de aritat ci lim F,(r) =
7 O
= F{r) pentru orice » € R\{0, 1, ...}.
Fie %k cel mai mare numir natural asa incit 2 < r. Atunci
k K
F () =Y P(fa=1) - 3 P(f=1) = F)
= =
Fie acum
Plfa=1)= =, P(f=0)=1—_.

Deoarcce ‘
P(fo=1) - P(0=1) =0, P(f,=0) > P0=0)=1,

rezultd ci S - 0 deci §i fu 40 (vezi probelema 3.16)

Fie A,= {fu= 1}; A,sint evenimente independente .5iiP(A,,)=

n=]

0 ! U,
=3 LI oo, deci din lema Borel-Cantelli rezulti ci P(lim 4.) =

pel ® 700
= P(f, =1 pentru o infinitate de #) = 1, fapt ce aratd ci Ja nu
poate si conveargd a.s. citre 0.

3.19. Fie (f,), g») doud siruri de variabile aleatoare si g o variabila
aleatoare.

Si se arate ci daci f, 1» 0, g,,-—:» g atunci f,+ g - g si
gl +f) e '

Solutie. Fie ¢ > 0si x € R aga incit x 4 ¢, ¥ — ¢ s3 fie puncte de
continuitate pentru functia de repartitie a lui g.
Din egalitatea . o

P(fo+ 8:< %) = P(Ifal < &, fat &< %)+ P(Iful> & fot &0 < %)
si incluziunile ' '

{gn< X — ¢, lfuls E} C {'fal < g f;:+ gu<; x}C{gu <z E:Iflsa}
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’

rezultd inegalititile
Plga<z—slful <)+ Plfal>¢c fot ga<2)< P(fa+ 8. <%) €
SPlga<zx+c lfal <)+ Plful >¢ fat 8 <2)
de unde avind in vedere ci P(4 N B) > P(4) — P((B) obtinem
Plg <% — <) — Plfal > ) + Pllfal > fa+ &< 2) <
< P(fat+ 80 < %) < Plga< %+ ¢) + P(lfa] > ¢).

Utilizind faptul cid P(|fal > ¢, fo + ga < %) < P(|fa| > ) =0,
obtinem prin trecere la limitd cind] » — co in inegalitédfile prece-
dente

Plg < x—¢) < fim P(f, + g, < %) < Plg<x+ ¢

=%
din care facind ¢ » 0 deducem ci
Plg < %) <Tm P(f, 4+, <) < Plg<2)
cu alte cuvinte
lim P(f, + g.) < %) = P(g < x)

%=

Putem proceda si altfel folosind teorema de convergenti a funcii-
lor caracteristice. Trebuie si aritim ci @ 4 (£) = @g(f) adicd
. nton

Se""fnﬂn’ dP > Sc"EdP.
Avem

| Ses't(l,.-l-l,.) dP — Se.'ggdp l <

< S s — lldP + 19g,(8) — @4ld)1.

Deoarece [e"* — 1| este continui, rezulti din problema 3.6 ci

|efn — 1]—;0 si cu [e#* — 1| € 2 rezulti din teorema de conver-
gen{d dominati ci

Se’wﬂ""”’ dp — Se“"'dPI +

' +|Se"'~dp—semdp

S]e"’"—lldP—»O.
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Pe de alti parte ¢g(f) = @gf) conform tecoremei de convergentd
a functiilor caracteristice. Acum afirmatia rezulti de indati.

in continuare alegem ¢ >0 si ¥ € R asa incit x, " z, 1x
—e +e
si fie puncte de continuitate ale functiei de repartitie a lui g.
Avem

Plgs(1 + /1) < 2) = Plga(l + fo) < %, 1ful < e) +
+ Plga(l +fa) < % 1fal >¢)

x

fo <120 Ul < | Clall + /) <% 1Al < S C

C{g,.< —, Il < s}.

1+

Se continui apoi rationamentul de la cazul precedent.

3.20. Fie f, ..., fs ... un sir de variabile aleatoare avind repar-
titii geometerice de parametri p,, ..., p,, ... unde p, - 1. Si se

arate ci g, = (1 — p,)f, converge slab citre repartitia exponentiald
de parametru 1. )

Solutie. Vom aplica teorema de convergenti a functiilor carac-
teristice (vezi g) din rezumatul teoretic).

Functia caracteristici a lui f, este ¢,(t) = 11_—:"“, deci functia
— pne
. e N . 1-— . .
caracteristici a lui g, este ¢,(¢) = ,—,.ﬁl"_’) . Avem prin aplicarea
né »

1—-p
regulei lui I'Hospital cd

1— . —_
id = lim 1

. e N
}.l..n;%(t) = lim W=7 ) _GN-A g W ] g ¢(¢)-

211 — z¢

Insa ¢(f) este functia caracteristici a repartitiei e,, deci conform
teoremei de convergentd a funcfiilor caracteristice rezulti ci g, = e,.
Putem proceda direct astfel : va trebui si aritim ci lim P(g, < %)=

. Laad ]
YN =1—e%x20 (1 — e~* este funcfia de repartifie a lui ¢; pentru
% 2 0; pentru x < 0 relatia de demonstrat cste imediati).
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Avem

Plg, <) = Plf < 7] =

]
[l"n] > x
35 (1 — p,)pn dacd " nu este intreg

=0 —~ Pn —

EAR B

2 (1 — p,) pn in caz contrar

=0
f [ - |+
p n,
_ ) (1 —'pn)Pn 1— pn
‘-P[ _1’»]
(1 —pn)Pn 1— n

nu este intreg

P»(l - Pn[m] H)dacé - id

_P”
(=]
;b,,(l — P! Pn ) in caz contrar
r =z
Prin urmare totul se reduce la a arita ci lim pl-l""’" = g~%,
n—+ 0

Avem ci
| f ] x _(l—?")[i:":;]
P PP | N O -

5 —lim (1-p,)
& — g "

X
1=#y]
Din  inegalititile

2= 14 pp = (- 555

<=2 [l—pn] <

(l—;b,.)( +1)~x+1—p,.

obtinem "¢i ']:'m (1 — p,,)[ |=x

1 — pa
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3.21. Daci f este o variabili aleatoare cu valori in [0,1] si cu densi-
tatea p(x) continui si se arate cd sirul g, = {nf} ({x} este partea
zecimali a lui %) converge in repartifie cétre repartifia uniformd pe

[0, 11.
Solutie. Avem de aritat ci pentru orice 0 <x <1, lim P(g, <x)==x.
Putem scrie e
n—1
Plgs <) =2 Pk <nf <k +1, g <2 =
’ ktx
n—1 n—1 7
k k
= P{— <f< +”)= S p(ydy =
k=0 n n k=0 x
n—1 ¥ n—1 1 !
=¥ E ) =22 Lol > 2| p1dy = »
k=0 n =0 = Y
kR4 x]) .

(teorema de medie afirmi ci existd &, ; = [
n ”

3.22, Fie A o submulfime a lui R si pentru orice x € 4 fie
un sir de variabile aleatoare cu proprietitile

fl(x): .. -,f,.(x), v
| M[/@)] = % sup DEf()] — 0.

S4 se arate ci pentru orice funcfie ¢ uniform continui gi marginitd
are loc egalitatea lim M [p(f,(*))] = ¢(x) uniform pe 4, cu alte
n— 0 .

cuvinte f,,(x)—"x uniform pentru x € 4.
Solupie. Pentru ¢ > 0 fie § > 0 aga incit |p(x) — ¢(y)| < = dacd

lx — v < 8.

- Atunci avem
M [p(ful#)] — o(¥)| < M[le(fu(2)) — o(2)]] =
le(fa(x)) — o(x)| AP + lo(fa(%)) — o(x)| P <

Ifp(x)—*1>8

() —=1<38

< &+ 2sup ()| P(I/ulx) — #1 > 3) <

< ¢+ 2sup ()] -%D‘z[fn(f‘)]
y
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de unde lim sup |M[@(f,(x))] — ¢(x)| < ¢ si cum ¢ este arbitrar
n—o0 za4

obtinem ci lim sup |M [o(fi(*))] — o(x)]| = O.
n=c 364

Observagie. Se poate obtine ca o consecinti teorema lui Bernstein. Daci f: [0, 1]~R

7%
k
este o functie continui atunci sirul de polinoame By(f, #) = E C: f ( —] x"(l — x)”‘k
a=0 n

converge uniform ciitre f.

Intr-adevir se ia f,(#), ..., fa(#), ... un gir de variabile aleatoare independente,
identic repartizate aga incit P(fu(x) = 1) = 2, P(fu(3) = 0) =1 — x.

Atunci se aplicii rezultatul problemei sirului ’

R T

3.23. Si se arate c3 in teorema de convergenti a functiilor carac-
teristice cerinfa ca ¢ si fie continud in 0 nu se poate suprima.

Solutie. Fie F, repartifia pe R cu functia de repartitie
l 0, x< —n

= g B x

B =11+ 2, ze[-nn

1, x

\'%

»n
Avem

sin nt _J1 ¢=0

10 t£0

Evident ¢ nu este continui in origine. Pe de alti parte pentru orice
x avem ci ’3112 f:‘,,(x) =F (%) = %, deci F nu este functie de repartitie

02,0) = 222 5i lim o () = ()

n nt n—

si in particular ¢ nu este funcfia caracteristici a unuei repartitii.

3.24. Sd se arate ci in raport cu convergenta slabid a repartitiilor :

a) Repartijia Dirac ¢, depinde continuu in a §i mulfimea
{es; a € R%} este inchisd;

b) repartifia Poisson =, depinde continuu in 2 si mulfimea
{ma; 2 > 0} este inchisa. '

c) Repartifia normald N(a, ¢?) depinde continuu in (e, ¢) si mul-
timea {N(a, ¢?); a €R, ¢ > 0} este inchisi.

d) Repartitia Cauchy C,,p depinde continuu in (z, B) si mulfimea
{Cap; « 20, B € R} este inchisd.

(Prin conventie w, = &g, N(a, 0) = ¢,, Co,g = zp)
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Solutie. Pentru continuitate este suficient si observdm (con-
form teoremei de convergen}d a functiilor caracteristice) cd functiile
caracteristice depind continuu de parametrii listati mai sus.

Si aritim inchiderea mulfimilor, respective.

Fie g, = F. Atunci ¢, (f) = exp (i}, a,)) - o#(?).

Aritim ci sirul (a,) este marginit. Prin absurd daci (a,) nu este
mirginit atunci el confine un subsir a, — co. Din teorema de con-
vergentd dominati rezultd ca pentru orice s avem

(exp (ict, apy) at = oete) a.
(1] 0

Dar

N

‘SeXP (1<t an)) dt‘— exp {ian(f) 55} — 1 ” 1 o
0

4
il el 11 a05)
j=1
deci Sq;F(t) dt =0 si cum ¢ este continuid rezulti ci o =0, fapt

0
imposibil (@r(0) = 1).

Aratim acum ci a,,) este convergent. Prin absurd dacd nu este
asa putem g gdsi a’ # a4’ si doud sub§1rur1 (as), (ay) asa incit a, — a’,
al - a’. In partlcular obtinem c3 op{f) = exp (i{¢, a’)) = exp (i, a’")),
deci exp (z(t, @' —a'y) = 1 ceea ce nu este posibil [seia { = — L "'

i a —a
Prin urmare a, — a §i deci in particular o@g(f) = exp (¢, a)) sau
cchivalent F = e,. :

Fie acum m, = F. Atunci o (f) = exp {M,(e* — 1)} — op(f) si
in particular |on, (f)| = exp {—A,(1 — cos#)} — |pp(f)|, deci 2, — A
cu 0 € % <oo. '

Fie N(a,, o2) = F.Aritim ci (o,) este sir mirginit. In caz
contrar am extrage o, —» 0 §i am avea

600 = lim[ey,, 0] = i esp ian, — k)| =
1 =0
= lim ex (— — 262 )
— P o [0 t 0

ceea cc contrazice continuitatea lui ¢p.
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Aratdm cd (a,) este mairginit. Prin absurd fie un subsira/ — oo
§i trecind eventual la alt subsir putem presupune ci ¢, — o.
Atunci

. 1 ' 9
@e, (£} = Hm P c,,)(t) exp (— t"’o,',’] — or(t) exp (l o-tzj
n n—00 n N 2 2

de unde ar rezulta ci ¢p = 0 (vezi consideratiile precedente legate
de repartifia Dirac).

Aritim acum ci (a,), (o, sint convergente. Intr-adevir, daci
de exemplu ¢, nu ar converge, am putea extrage doui subsiruri

Gy =+ 6, 6p—>6"', 6" #£c" sla,»a, a,-a’.

Ar urma ci PN, oy = Puiar, o 10st incompatibil cu o’ # &”.
In fine fie Cq,,p, = F. Atunci |oc, o) = exp (it B, — |t| &) | =
= exp (—[t] %) — los(t)], deci &, » & < [0, 0.

Dacd « = 40, atunci [pp(f)| = 0 pentru orice ¢ # 0, fapt impo-
sibil (contrazice continuitatea lui gg). '

Ca la repartifia Dirac si normali se arati ci B, — B.

3.25, Si se arate ci dacd Ny(a*, A") = F atunci a" - a, A" > A
(deci in particular F = Ny(a, A), daci A este pozitiv definiti).

Solutie. Fie ¢, ¢ functiile caracteristice corespunzitoare lui
Ng(a®, A®) si F. Se stie cid ¢,(t) = exp (i¢t, a*)) — —;-(A"t, £y sicd

¢, — ¢ uniform pe orice compact, deci in particular lim |g,(#)|=
=00
= exp (— -;—(A”t, t)) = |o(#)| uniform pe orice compact.

"Intrucit ¢ este continui si ¢(0) = 1 rezulti ci existi 3 > 0 asa
incit ¢(f) # O in cubul cu laturile egale cu 28 si centrul in origine.

Daci ¢ = (3y); atunci <A™, t> = A} — In |o(t)].
Daci t=(0,...,0, 80,...,0,9,0, ...) atunci <A", =
i ?
= 8%(4} + Ay + 24}), de unde rezulti ci lim Aj existd, cu alte

7n— 00
cuvinte A" > A.

Fie §,(8) = o,(t) exp ( % (A, t)) = exp (i{a", £))
) = 9(t) exp (7 <A, )
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Din convergenta lui ¢, si A» rezultd convergenta lui exp (i{f, a™),
in particular luind ¢ = (3;); obfinem ci lim exp (iqj) cxisti. Fie

S = {0} x{0} X0, 11 X {0} X ... X {0}. Atunci g, — o uniform

pe S si dall) = exp (iat), b(t) = o(f) exp (% A,.,-t,?) daci f = S.

Deoarece
1 2 1
lexp (; A;’;‘t”) — exp (;

exp (-;— A,-;t?)[exp {% (A}} — A4y) t,z} — 1] daci Aj > 4;

e\p(—A,,t J[exp{ — A) }—- l] dacid 45 < 4y

rezultid ci maximul pe S ecste luat in /; = 1.

Dar pentru ¢; =1 din 4j - A; rezultdi ci lim exp( A,",}
B0
- e*{p(] A,,)‘—— 0, asa ci lim exp —A,-,-t-) = exp (; ﬁtj) uniform
B0

pentru #; € [0, 1] si deci ¢, converge uniform pe S.

Atundi pentru e > 0 existd #, asa incit |{u(t) — ulf)] < ¢
pentru ¢ € S, #', #" > n, Fie T, drumul definit de 2{f) = ¢,(f) =
= exp (#; — a;), t «S. I, pleacd din z=1 si merge pe cercul
unitate in sensul determinat de sign 4} pind in punctul z = exp (igj).

Din ultima inegalitate ob{inem ca .

S la. — Sidz £ ¢ dacd #', n” = #n,.

2z z
| ) g

1
Dar S dr = S iajdt; = iaj, deci [af —af | < ¢ dacd #', n”’ > n,.
Pnn urmare §u-ul (47), este Cauchy, deci convergent.

3.26. Fic f, = N(a,, c2) si f o variabilad aleatoare. Si se arate
« b . of . « ¢ L .
fcid ,—f daci §i numai dacd f,—>f pentru orice 1 < p <oo.

. v " ? PR
Solugie. Si presupunem cd f,—>f. Atunci din problema 3.24
rezulti ci a, — a, ¢, — o.
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Prin urmare, sirurile M [exp (+af,))] = exp (:[: @, — “’j) sint

mirginite (fiind convergente) pentru orice « € R, deci in particular
obfinem ci 4 = sup M [exp(f,) + exp(—f,)] < co.

Cum avem sup M(|f,|*+?) < 4 rezulti ci familia (| Jal?)n este

uniform integrabild (vezi rezumatul teoretic) si cum f, -_—‘-’> f rezultd

din punctul f) al rezumatului teoretic ci f, 5 f. Cealaltd impli-
catic este cunoscuti.

§2. Legea numerelor mari. Teorema limit# centrali

3.27. Fie(f,), (g,) doudl siruri de variabile aleatoare cu proprie-
téﬁ]e: Sy S
a) M(f,) = M(g,) pentru orice #.
©
b) TP &) < oo.

c) ( j-':,) satisface legea tare (legea slabd) a numerelor mari.
S4 se arate cd i (g,) satisface legea tare (legea slabi) a numerelor
mari.

Solugie. Presupunem intii ci (f,) satisface legea tare a numerelor
mari.

Fie 4 = lim {f, = g,}. Din proprietatea b) si lema Borel-Cantelli
rezults ci P(A) = 1.

Din incluziunea
) [%;1 i — M(f)] - o] NA4AC [%:.E.n[g' — M(g)i] — o]
si faptul ci P(i— ?f_;‘ [/ — M(f)] - 0) =1 dedi si

P({;l;;.é; [f”_ Masf’)] - 0] N A) =1 rezulti ci'

P(lz (& — M(g)] - O) = 1, cu alte cuvinte (g,) satisface legea
%n i1

tare a numerelor mari,
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Presupunem acum ci (f,) satisface legea slabid a numerelor mari.
Pentru a arata ci (g,) satlsface legea slabid este suficient de aritat

ci din orice subsir al lui —E [g: — M(g)] se poate extrage alt
subsir a.s. convergent citre zero. Fie deci {(#’) un subslr al lui (s).

Deoarece —p [fi — M( f,)]—>0 rezultd ci (»’) contine un subsir

(»’’) asa incit —2 [fi — M( f,)]7_;>0 deci conform celor de

P

. .1
mai sus §i 7‘_21[&—]‘4(&)];"30

3.28. Fie (f3, f2) un sir de variabile aleatoare cu valori in R2
care sint independente, identic repartizate.

Dacd 0 <a;, = M(f}) < o0, 0 < ay= M(f}) <o si se arate ci

Ea = Bt 4f converge a.s. catre &,
4. .+fa ay
Solutie. Putem scrie g, = At .+ i . Din legea
” A+...+1f
numerelor mari rezulti ci -f—"i———ﬂ”-—wz » 2 =1,2 deci g',,—>2

Gy

3.29. Fie (f,) un sir de wvariabile aleatoare independente,
identic repartizate ce iau wvalori in (0, 1] aproape sigur si fie
v: (0, 1] — (0, o) functii continue aga incit # < cv, ¢ constanti.

S3 sc arate cid

lim M
n—00

(“(.fx) + ... +ulfa)) . M(AH)]
v(f)) + ... + v(fu) Miv(fi)]

w(f) + ... + u(fa)
v(f) + ..o +(fa)

Solugie. Deoarece g, = < ¢ rezultd cad g, are

medie finita.
Din legea tare a numerelor mari rezulta ci

u(fy) + ... + u(fn) “ M[u(f )]

”n

vf) + ... + v(fn) &3
e VAL

189



deci

W)+ ooe ) 25 MR
W)+ e +olf)  M(A)]

de unde prin .aplicarea teoremei de convergenj:a dominati obtinem
egalitatea din enunj.

Observagie. Luind (fy) cu repartitia uniformi pe [0, 1] obtinem egalitatea:

u(x)dx

3 S u(x) + ... + u(xy)
n—+c0 v(%) + ... 4+ v(xn)
o, 11"

dxl...dx,,=

v(x) dx

Clwm i | O™y o

3.30. Fiec #: R » R continuid si mirginitd. S3 se arate egalititile
urmitoare

0 .
a) imY (x + ) e~nh— (”h) =u(x + k) pentru orice x € R

#8—c0 R0
si A >0.
. 1< 1
— coodr, =ul—].
b lim “(n?l.ﬁk)dxl = =u(z)
fo, 11"
¢) lim S u(Jx : dx;l ..dx,,=u(-1-}-
n—coO [

fo, 11"

d) lim S costm T (g + ... + ) dry ... d, =27

#n—00
0, 11"

Solutie. a) Fie f;, ..., fo ... un gir de variabile aleatoare
independente, identic repartizate, cu f; avind rapartifia w,;. Din

ht...+fn 23 k, deci

legea tarc a numerclor mari avem ci
- n

u(x +f‘+,———z—"'f”) > u(x+h) i prin urmare M[u(x 4htet n +f”)]—>

— u(x 4 7)) dacd avem in vedere teorema de convergentd dominatd.
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fnsi M[ (x—l—f‘ +f")]— x+u)dp=

U {frl- «+in=k}

=éu(x+§]9(fl A+ fa=H) E u(x + L) oL

b) Fie f;, ..., fs ... ‘un gir de variabile aleatoare independente,
identic repartizate cu f; avind repartifia uniformi pe [0, 1]
At ...t+fn s

»
(f‘ +f"]—>u( ) si prin urmare M[u(f‘—i'i)] -»u( )
conform teoremei de convergentd dominati. Insi conform formulei
de transport M[ ( At +f” )] S (ﬂ———"'ﬁ) dx, ... dx,.
n

o, 11"
c) Se considerd sirul de la punctul b. Dm legea tare a nume-

relor mari rezultdi ci Indyf; ...f, = mht.. +hfs B Minf,) =
n

= —1, deci Jf, ... [, = 1 si in particular “(ﬁ)—»u(—)
e

Mai departe se continui ca la punctul b).

Din legea tare a numerelor mari avem 5= > L deci si

d) Sc aplici punctul b) luind #(x) = cos?® -;-'- x.

3.31. Si se calculeze limitele

a) lim dx,dx, ... dx,
75— 00
{s}+B+... 455 <a}no, 11"
b) lim S dx,d%, ... dz,
n— 00
{x§+z:+...+x§ < 1}n 0, 17*
4
¢) lim S dx,dx, ... Az,
n— 0

{z}+...+x,’, < é‘-}

Solugie. a) Considerim un cimp de probabilitate {E, ¥, P} §iun
sit (f,) dc variabile aleatoare independente uniform repartizate
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pe [0, 1]. Utilizind formula de transport avem:

Az, ... dx, = P{f2+f2+4 ... + f2< n} =

{f+...+23 < falnlo, 11"

_pffRt.+fA _ 1]
= pffitetfl ¢

Dar conform legii slabe a numerelor mari

A

Observam apoi cid pentru ¢ =Tl{ (de exemplu) existd un rang N

l_._fi—%l > s} — 0 pentru orice ¢ <0.
n

astfel incit pentru orice » > N

(et o Ll cf| e 1150
n 3
Rezulti deci ci lim dx, ...dx,=0.
175+ 00

{dl+...+43 <4} (0, 1)"
b) Se rationeazi analog luind pentru = o valoare mai micd decit
1_1é , obtinindu-se pentru limitd valoarea 0.

c) De aceasti datd ludm ¢ = -16— (de exemplu)

“M__l_lg s}c{Mgl}
n n 2

3
obtinindu-se pentru limiti valoarea 0.

3.32. Fie f € C([0, 1]). Si se arate ci este adeviratd egaiitatca:

w1
e § [t ple-

n—00
fo, 11"

Solufie: Fie uy, ..., %, ... un sir de variabile aleatoare mdepen—
dente cu repartitia uniformi pe [0, 17.

192



| 5 R (R O
[, 11"
)

asa ci avem de dovedit egalitatea

et e RO iy

Din formula lui Taylor ob;mem:

f(%) =f(§) +f'(§}(x —3) 3G+ O(x ~(=— %)2.
0<b<l.

si cum M (ﬁi—Tj'—“l - %) = 0 rezulti egalitatea
) ) -
-;-M[f"(—; + 0(_____"‘ * - tn %))(“: + " +un ,;_)2] .

. - vee LA .
Din legea tare a numerelor avem ci u*;— si cum

I

nM[(ul+u2+...+u,. 1)2] 1

”» 2
rezulti ci

o
ST e
ey

3.33. Fic sirul (/,)ss1 de variabile aleatoare independente care

iau cu probabilititi egale doar doud valori +#nz, «,>a >0,
n=1,2,

S4 se arate ci sirul (f,)s»1 nu satisface legea slabid a numerelor
mari.

13 — Probleme de teoria probabilitdtilor §i statisticd matematicd
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Solutie. Evident M(f,) = 0. Avem apoi

1 n 1 n—1
P{— 2 fo <s}=P|— 2> fut 1o <s}=
n | k=1 LN T}
1 1 n—1 1 1 n—1
=—2-P[; Igfk—l—”f/.” < 8}+-2—P[; &fk—nan <E}.
Fie ¢ > 0 astfel incit de la un rang incolo
1 n—1
€<U.” §1;§1fk+nd"<3.
Atunci
1 n—1 1 n—1
- Efk_”‘an = 2“»""(2]#"*‘”“-:) Z
n [ k=1 n\k=1
n=~1
Zzan—l Efk'*‘nan > =
n | k=1
Rezultid deci ci pentru un astfel de ¢
P{l ka <z~:} < L.
% | k=l 2

3.34. Fie(f,) n>1 un §ir de variabile aleatoare independente care
iau cu probabilititi cgale doud valori +«, care satisfac relajia
n—1
@5 > ), a4 B, B> 0. Sisearate ci sirul (f,) nu satisface legea
k=1
slabd a numerelor mari.

Solugie. Evident M(f,) = 0. Apoi

n—1 n—1 n—1 ‘
LA <TIAl =2 o< ay—B < ap=Ifyl-

Atunci

PlL]3> 5

n

sl L] <o

N k=1

n—-1

2 fe

k=1

<

n—1
"ka <s]=p[ﬂ_l
=1

n n

sP[%rm—%
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n—1 —1
1

Dar - ka < ;kz | fal = —E oy, deci

[ 1 =

=== =

= — fS.;f" B
Rezulti cid pentrz ¢ < B obtinem

< el =0,

3.35. Fie (f,) un sir de variabile aleatoare independente cu densi-
tifile py(x) triunghiulare, adica
0 dacd x € (—co, —n8] | (#3, o)
e 5 —nd 1
palx) = —am— dacd x € (—n%, 0] 8<3

3
g dack x < (0, ]

S4 se arate ci (f,) satisface legea slabi a numerelor mari.

Solutie. Avem succesiv
0 8

M(f,,)=S ”””d +S 22—t 45 = 0.

[1} S
8
D(f,) = gxz” ~Za dv + (222  ax = Lan,
g 0
In continuare:
n nt1 8+1
r2 (n + 1)2
— D = — < A8y < —Fe—
u? (gf") Zﬁ 6 = 6nt S 628 + 1)t
1

1 .
dceoarcce cum § - coavem §i 28 + 1 <2,

Prin urmare (f,) satisface legea slabi a numecrelor mari, vezi
condifia (4) din rezumatul teoretic.
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3.36. Fie f, ..., f, ... un sir de variabile aleatoare independente,
identic repartizate §i gy, ..., gn ... un alt sir de variabile alcatoare
independente, identic repartizate asa incit

‘I(fn) = Jl(gn) = a, D¥ n) D gn) = ¢* < 0.

Sa se arate cd sirul g, = f,, hu—1 = g, satisface legea slabi a
numerelor mari,

Solutic. Afirmatia rezulti daci vom arata ci are loc incluziunea

f J
{lhl+.;‘.+h.._a }C +[?]_a>s U

H

E I
l§1 g(,._:.l]_a >£
In+l 2

s

(sirurile (f,) si (ga) satisfac legea slabd (chiar tare) a numerelor mari).
Presupunem pentru inceput ci # = 2k. Avem

h+ .o+ it o+ fitat ~--+gk_a
2k

U

al>c

¢|f1+---+fh';gl+"'+g" —-2al>29=>l.fl+_";ﬂ_al>g

At e +frn
[]

2k +1

saul———g‘+"’"+g"—a|>8¢ — a|>c¢ sau
n
2]
gx+---+€[n+1]
2d _a|l>e.
n-}-l]
=%
Presupunem acum ci # = 2k 4 1. Avem
|ﬁ-'-*'°"+h”—a|>s~»
. 7n
¢.If:‘i’---‘*‘fk—ka"’gl'*‘~--‘f‘glz-n“‘(k‘%‘l)“ >z =
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= St .o S —ka >isau Srt+ - g —(k+1a DL
2k + 1 2 %k + 1 2
o | Lot o+ i —ka > & ogay A1 ng+—--+gk+|—(k—l)a]>_=_
2 2 2 + 1 k+1 )
=>|fl+m+_fk—a >esan (Bt Fen 1o e
k k1 2
|f1+'+f[£] g1+---+g[”+l]
| —— L2 4l>c sau 2 2 _al> 2%,
n n+l] 2
2 ' 2
3.37. Variabilele aleatoarc f,, ...,f,, ... sint independente  si
M(f,) = a, D¥(f,) = o®* <o pentru orice #. Daci hy = E fifi
1<iZjgn
b4 . B ¢ 2 v A . .
sd sc arate cj C_";—»a - Dacd in plus variabilele aleatoare VTRV

Ag s . . . « hy a
sint identic repartizate si se arate ci -C—’: - .
"
Solufie. Avem M(h,) = 3, M(f; f;) = p M(f) M(f;) =
l<i<’j<n,‘ 1€i<fgn
= Cja?, deci pentru a arita ci % —> a este suficient si demonstrim

”
ci 1)2( %) — 0 (vezi afirmatia din punctul e) al rezumatului teoretic).
n

Dar D2 g'-) = (Cln *(h,), asa cd ecste suficient si aritim ci
# ) . .
D3(h,) este un polinom in # de grad mai mic sau egal cu 3. Cum

M2(h,) = :—‘ n* - Py(n) (Pg(n) polinom de gradul 3 in n) rezulti ci

totul se reducc la a arita ci M(h2) = Z—‘ n* 4 Py(n) cu Py(n) polinom

de grad 3 in u (atunci D*(h,) = M(h2) — M2(h,) = Py(n) — By(n)).
” -1

Pentru j=1,...,n —1 fic gi= 3> f. Atunci %, —= Ef, &
1=7%1 =1

Avem

M= S M2 T M) M) =

J+1€i<k<n

= (1 — j)(o® + a?) + 2¢°C;_;
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-3 n—

—j-
hy = Zf +22 fifiv18igi+1+ 2 E Sifi+igi8i41 =

-] =1

.

=1, + 2I, + 2I,.
n—1 n—1

ML) = 35 M(f) Mg = (e + @) 2 [(w — ) (o + @)+ 26°Cary]=

= (e* + a‘)E [(n — ) + @(c® + @) (u—j)m — j — D]=(c* + @) -
"(

"l n{n—1)

-|—a2(c"’+a2 lZ(n——] g(n-—j]=(c-“+a“)2 s T

i=1

+ a¥(6? + a?) l(” — 1)’;(2" =1 "("2— 1)] = Q4(n) cu Q4(n) polinom de

n—1
grad 3 in # (refinem din acest calcul caz M(g}) este polinom de
]n
grad 3 in #). Mai departe

fifinggin=fifirlfisz + oo + 10 + fifinifira + - /P
M(fifiv18igi+1) = M(f)M(fie) [M(fra2) + -« + M(f)] +

+ M(f;) M(fi+1) M[(fi2 + -+ + fa)?] = @(c* + @) (n — j— i+
+a [(n—j — 1) (o® + @) + 2a*Chj 1]

n—2 n—2

M(l,) = ?’:’1 M(fifjggin) = 262 (c* + ) 2 (n—j — 1) +

=1
n—2

+ a‘jgl (n — j — 1)(n — j — 2) = Q4(n) cu Qy(n) polinom de grad 3.
Prin urmare, rimine dec aritat cd M (213) = —a— nt + Qg(n) cu Qs(n)
polinom de gradul 3.
Pentru / > 1 avem
fif ivigigin = fifi i+ oo+ finm) s+ oo ) +
+ fifislfimier + oo F o) Ffifinlfinn + oo TS
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M(fifiigigie) = @ (0 — D —j — 1) + a(c* + @) (n — j — ) +
+ @ [(0* + a)(n — § — 1) + 20°C35)
n—f— n—3 n—j—1
=

M1y =2 2 H(fifreggie) = 38 3 bl — 1)(n —j — 1) 4

i=1 1=2
+@(c* + @)(n —j — 1) + @ [(* + @) (n —j — 1) +
n—3 n—j—1

tan—j— N —j ==} =2 je (r— ) 2 =1~

n—j—1 n—j—1 n—j—1

—at ) 24 at 122 + 2a2 (c* + a?) 22 n—j7—1)

=2 = =

n—j—1 n—j—1
+ at ,}_‘2, (n—j —10)F—a g (n—j—14=
_5 {aq \(”"1—22)("—1—1) (n—j—l)(n-;j)mn—zj—l)_ll +

+ (‘4[("___7_"_2%_7-2_ 1]-!—2(!2(62 + az)("—j—Z)z(n—j—l) +

T N 1L 1)}=

j {5 10— 5) = 360 — 3 + 200 — )] = £ 1200 — )~
=800 — j)2+ (0 — )] + = [2(n— j)3— O(u— j)+13(x — j)—6)] +

F == D — ) + @ (e @) —f 2 — j— 1) =

”

3

—Z == —j— 1) =) > (2= )"+ Holn) cu Hyfn) pois
J=
nom de grad 3. Dar
”2_3(,, _]')3=L‘—l_)*”’ — 13 — 93
=1 4
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deci

M(2I,) = 2M(Iy) [ S (0 — 3+ Ha(n)] = — g

i=1 i=1

+ 2H,(n) = 7”4 + Qa(n).

Presupunem acum ca f, . f,., ces smt identic repartizate.
Avem ci (fy + ... + fa)* = f1 2+ 2h,, deci

ﬂ — U+ +fn)’ _f;’+ e+ fa

cl 2cr, 2c2

Din legea tare a numerelor mati rezulti ci e R si

n

8 : «Je .
A4 +fi 2 + @, deci

n

(NS S E T SR i U
2C: w3 n—1 2C5

3 5o . . '+ 8o
L A+ 44 2 0, fapt ce implicA convergenfa I 23 g2,
n+1 ” Cc?
3.38. (O teoremi a lui Bernstein). Intr-un cimp de probablhtate
(E, %, P) fie (f,) un sir de variabile aleatoare astfel incit D¥, < C
si 7; > o0 odatd cu |i —j| - oo, (unde 7; este coeficientul de core-

1at1é dintre f; i f;).
Si se arate ci (f,) satisface legea slabd a numcrelor mari.

M(fi— M) — M(f;)]
D(1:)D(f;)

=

Solutic. $tiind ca r; =
avem
k=1

Fie ¢ > 0 arbitrar. Existad N naturalincit dacid | — j| > N, [r;] <e
Atunci

Dz(g]fk) =S DU +2 DU DU e+

D2 (S5 = 35 12 U0) 42, g D) DUy

lﬁs_<j<n
li—§I<N

24 X DEID() _r <
}:—}Tﬁv" "'3 I<e

< nC 4+ 4Cu N + Cn (n 4+ 1).
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Rezulti

2
1 ¥=1

1 o [ o 1
_D"(E :fk)s ;C1+ € C2
si de aici

1 n
o) e
Deci (f,) satisface legea slabd a numerelor mari (vezi condifia (4) din
rezumatul teoretic).

3.38. a) Fic (f,) un sir de variabile aleatoare independente aga

incit im L D?(f,) = 0. S& se arate ci (f,) satisface legea slabi a
n—c0 N

numerelor mari.
b) Fie (f,) un sir de variabile aleatoare aga incit pentru orice

n, f, cste independentd de &(f;;1# n —1, n + 1).

S3 se arate ci daci D?(f,) este sir crescitor silim D, 0
700 n

atunci (f,) satisface legea slabid a numerelor » mari.

”
Solutie. a) Este suficient si aritim ci lim —1-2 D*(fi)=0
nao % ()

(vezi condifia 5) din rezumatul teoretic).
Ori conform lemei lui Stoltz avem

tim L5 D(fy) = tim 20— i 2 — g

neeo B £ poo w3 — (2 —12 pow2n—1

b) Avem:
Dz(kznfu) = k}:”lDz(fk) + Zicov(fk,f,,“) +2 ,;a cov (fa f) =
K2

= 2" DA(fy) + 2 Z coV (fi fas1) deoarece din ipoteza de independents

k=1 K=l
obtinem cov (fi ,f;) =0 daca A — % > 2.
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Dar din inegalitatea lui Schwartz cov (fs, fk.,.,)é JDQ( Te)D?(fr41) <
S D2 (fk-{-l) asa ca

_Dz(zf,)< -—Em D32 o,

k=1

vu alte cuvinte (f,) satisface legea slabi a numerelor mari (vezi
conditia 4) din rezumatul teoretic).
3.40. Fie f,, ..., fs, ... un sir de variabile alcatoare independente

. . PPV | - .y
cu media zero §i asa incit lim, — M (f3) = O si fie = o variabild aleatoare
n-o0 N

cu repartifia Poisson de parametru A osi independenté de sirul (f,).
T+1
Sa se deducd convergenta E f,, - 0.
=1

Solutie. Fic £ > 0 si alegem 3, N asa incit P(ﬁ i+
n

+f»+||>s)< 8 daci » > N, (f, satisface legea slabi a numere-

lor mari, vezi problema precedentd).
Atunci avem:

P[]
= iP(T = n)P (

0=0

) ZiP(T=1Z)P(T_1:T§fk>; —,=ﬂ_)=
AR S B AR

= "0
o0 l n
P(z = »)P > ) Xooagos
+”_ y (x =) (”+I\§fk ”Euo

de unde ficind pe rind A —» 0, § — 0 obfinem

Z)f* >z-:)—-0

A=t
3.41. Fle (fa) un sir de variabile aleatoare pentru care M(f,) =0

lim P(

n—»00

§i seria E f este convergentid a.s. Si sc arate cd sirul (f,) satisface

legea tare a numerelor mari.
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Solutie. Si notim cu s, = El fi. Din ipotezd s, 23 S =
=]

=1/,

Observam apoi cid
fk = k(s,, — Sk..l), k=1, lulnd s, =0.

x

Rezulti deci

—th = —2 k(sg — Sp—1) = — [31 +2(sp — s)) 4. - - F1(sa— Spy) =

K T
1 n+1 a.5.
=—:(sl+sz+...+sn)+ " s, — 0.
~ “~ - S——
s s

Se poate da urmitoarca generalizare :
Fie (f,) un sir dc variabile aleatoare independente pentru care
M(f,) =0, M(f?) < 0, si a, un sir de numere pozitive strict crescitor

astfel incit scnaz f,, este convergenti a.s. Sa se arate ci

n=1 9n
. n .5,
=S /=50,
n j=1

Pentru demonstrafic sc utilizeazi urmitorul rezuitat: Dacid x,— #,

”
atunci L 2 (ar — ar—1) % — %, (aq) fiind sirul din enunt.
an j=1

3.42. Se di sirul dc variabile aleatoare mdependente (fs), unde fy
ia valorile — #a, 0, n«, « € R, cu probabilitatile I -;—, %'

Folosind teorema limitd centrald, si sc arate cd sirul (f,) nu satisface
legea slabi a numerclor mari.

2,2 . kid
Solutie. Avem M(f,) =0, D*f,) = ”2“ Si o =3 of =

k=1

_ e+ )2 + 1) deci pentru & > 0 existd” 7, asa incit o >ng
. 12 -
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pentru » > #,. Este astfel satisficutd condijia Lindeberg (vezi (7)
din rezumatul teoretic).

2(ED>7

k=1

— () k=1

<a)<P( — S <e)=
la]

W _#

n ——

=P(‘ fk<i=.)—> I_Sczdt<l,
%w | =1 fe| 27 ),

Tal
asa cd sirul (f,) nu satisface legea slabi a numerelor mari.

3.43. Se di sirul (f,) de variabile aleatoare independente fiecare
fn avind densitatea de repartitie

1 1

« 1 1 .
2% daca —_—SXSW $1 1—~W<]x1< 1+2”—+3',

z

palx) = { 2"
0 in rest.

Sd se arate ci sirul (f,) satisface teorema limita centrali.

Solutie.

1 1 1 1 1 1
- on+3 I —1 +2n+3 T gnt2 0 S +2 1 _2n+3 1+ gn+3
| | I | 1 I | ]
Avem
1 1 1 N
BT iz + T

M(f,) =2 S xdx + Sxdx+ S xdx |= 0.

1

—f——— —— oo—

! on+3 on+2 on +3

1 1 1
s iz Ry

D3(f,) = 2» S x%dx - S x2dx 4 S x2:dx) =
1 1
P e e

=+ (e -
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0 o0
ﬂﬂmm=—§wmwmw§ﬁ%mdw=
2 )
i+ s 0 yoo 1+
=2 - S xtdx — S x®dx + S x® dx + S x3dx|=
PR 1 o .
on+3 an+2 on+3

One 1 | 1 |4 1 \W]_ ! 1 1
=2‘W+?ﬁ”ﬁ“?ﬂ+bmﬂ“;+?m+ww~

Aceste calcule permit si aritim cd este satisfacutd teorema Lyapu-
nov pentru 8 = 1 deci sirul (f,) satisface teorema limitd centrali.

3.44. Fie (f,) un sir de variabile aleatoare independente, identic
repartizate cu p = M(fy), 72 = D*( f) < 0. Folosind teorema limitad

i
centrali si se arate ci sirul g,= Y, fi nu satisface legea slabéd a nume-
=1

relor mari.
n

”
Solutic. Si notim cu h, = nf,. Observam ca ;gk =3 ha

"
Deoarece M(h,) = nu §i D* (Zh,,) = mj—%(zﬁ}-)-cﬁ,

k=l '
utilizind conditia Lindeberg, rezulti ci sirul Ak, satisface teorema
limiti centrali. Deci:

1 n
P -—-————Z; h — M) < =
{D(h1+... + hy) ).-1( * ( k)) 8‘

e n
! S (s — M () < al .7;_—“_ S e 2dt.

=P !
c\/”‘” + )20 +1) 81
6

Deci pentru orice ¢ > 0

P{ "‘

=1-P {% :): (ks — M(I))< s} +P [% El (he— M(hy)) < — e} >

k=

L5 (g — M(zi) > | =

n k=1

>%=puggwer»
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L ;":(h,,—ﬂfz(h,,)) <e|+
\/ oln + 1)2n + 1) 4=1 :
6

”

1
+pf—1
i\/”(ﬂ+1)(2"+1)k2-1
. 6
.

>I—P{

(e — M(l)) <—¢| -

- B
1 2 1 F) 1
1 —— S € d: S [ dd=1— —
\/ 2 + A2z J 2n
-0 -0 -
pentru un ¢ suficient de mic, ceea ce arati ci sirul g, nu satisface legea
slabid a numerelor mari.

3.45. Fie sirul de variabile aleatoare (f,) asa incit :
a) max [fi|< ¢, unde ¢, este un sir convergent citre zero;
1€h€n

b) D2(fy+ ... +f) > C2>0.

S& se arate ci (f,) satisface tcorema limit3 centrala.

Solutie. Vom arita cid este indeplinitd conditia Lindeberg (7) din

rezumatul teoretic.
Pentru 1<k < n avem cd |M(f)] < M(|fi]) € &, deci

max |fy — M(fs) | € 2¢, i prin urmare
<n

1<k
P( max Ife — M(f)] < 2ey ) =1
1<k€n D{fi+ ...+ fu)  Dfy+ ... + fo)
Dar cum 2en <2 rezulta

Difit evr +fu)

P‘max M S 28”): l
1<skgn D(fy + ... + fa) c

. Ay 2e - w w
Pentru = > 0 fie # asa incit —cl < e dacd # > n,. Rezulti ci avem

P( max =MD _ o s’ =0 daci # > #n,, fapt ce implici vala-
1<h<n D{fy + ... + f)
bilitatea conditiei Lindcberg.

3.46. Fie (f,) un sir de variabile aleatoare independente incit
p(f" - i%):p, P(fo=0)=1—2p, unde 0< p< 15i < p<l.
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Si se arate cd sirul (f,) satisface teorema limitd centrala.
Solutie. Vom arita ci este indeplinitd conditia 9) din teorema lui
Leapunov cu 3 = 1. Avem

M(f) =0, D*(fi+ - +f) =S Dfi) = 23 5

k=1 =1 k

M(fal) =2 =5

deci
2% 3 35
LSS MY =—2E o0
DU+ .- + WP a2 1 -22
w2 (2, )
deoarece 2 < oo si L © pentru — <B < <L
= F 35 ;:1 e 2’
3.47. Fie f,, ..., fa, ... un sir de variabile aleatoare independente

asa incit
a) sup |fu| < C a.s unde C este o constantd;
L

b) lim D2 (fy + ... + fi) = oo.

N0

Si se arate ci sirul (f,) satisface teorema limiti centrali.

Solugic. Vom arita ci este indepliniti condifia Leapunov 9) din
rezumatul teoretic pentru orice 3 > 0. Avem

IM(fa)] < M(|fz]) < C, deci |fx — M(fs)] < 2C ass.
Daci 3 > 0, atunci

1
DOy + .- + f)]

< 2303 ZM Ifk _ M(fk) [_L_
T DU e+ S DUt i fa] e

deci conditia Leapunov cste indeplinita.

e 3 MUA ~ MU <
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3.48. a) Fie x < (0, 1), g,(%) a # cifri in scrierca zecimali a lui x
2 — 9 .
fn(%) <y-}.
33n

Al#) =3 eul®) si Auly) = {x < (0, 1),

k=1

Daci m este misura Lebesgue si se arate ci

y
. 1 -2
1 4 = — d
lim m (4 () = o=
-
b) Orice z = (0, 1) (exceptind o mulf{ime numairabild) se poate
[
pune sub forma x = & unde ¢,(x) poate lua valoarile
nel Nz --- 4,

01,...,9,— 1. Punind
1 »
fl®) — — E (g —1) -

falx) =3 ealx) 5i Bu(y)=¢x<(0, 1), <X
#=l \/— S @- 1
12 k=1
max g
si se arate ci daci lim — 1<hzn =0, atunci
7 C0 2
Z 191
r=1
1 > -
i Bﬂ ) = == 2dt.
lim 2 (B(3)) = 7= S e

Solutie. a) Se considerd cimpul de probabilitate ({0, 1) &,1), 7),
m misura Lebesgue.
Fie f variabila aleatoarc repartizatd uniform pe (0,1) care cores-
punde alegerii la intimplare a unei numdr in intervalul (0,1). Atunci
&n = &,(f) sint variabile aleatoare independente identic repartizate

cu M(g,) =-§— si D¥g,) = 3—43-. Se aplici in continuare teorema
limit3 centrali.

b) Se consideri acelasi cimp de probabilitate ca la punctul a)
se ia din nou variabila aleatoare f si se pune in eviden}d sirul de varia-
bile aleatoare g, = &,(f). Avem

Mg = 2L pe Bl s M(lg,— Mg Y < Kg?
Mgg) = =5 (&) = = 5— ¢ &n &n qn»

208



conditia lui Leapunov fiind indeplinita se aplici in continuare teorema
limiti centrali.

3.48. Fie (f,) un sir de variabile aleatoare indcpendente identic

repartizate cu valori in {—1,0, ...} si asa incit P(fa =1) = c

@+ 1)1 ;
=—1,0,1... si fies,=f, + ... +fu
Si sc arate ci sirurile P(s, < 0) si P(s, > 0) sint crescatoare si au
limita 1/2. Si se deducd apoi egalitatea

Solugie. Deoarece 1+ f este repartizati Poisson cu parametrul

1, rezultd cia M(f)=MQ1 + fi) —1=1-1 =0 si D*(f;) =
= D?(1 + f,) = 1. Conform teoremci limitd centrald (vezi iii din

rezumatul teoretic) avem = = N (0,1).
n
9 =

in particular obtinem ci P(s, <0) = P < 0, S L Zdx =
\ n ‘JZ‘R

=1 5 P(>0) = P("‘>0) Sﬁﬂdx =

Deoarece # -+ s, este repartizati Poisson cu paramectrul #, rezultd

P(sy, < 0) = P(n + s5,< 1) E —_ e-”, asa ci 2—— et — l_

k=0
Din formula lui Taylor de ordinul # cu rest integral rezulta ca

” L]
en = 1.+._l-

e(n — 1) dt
=kt ml ( ) dry

o L, o

deci P(s, > 0) =1—e‘”le" —L‘Se

n:
(1}

Hn — frdt - —| e at.
. ] nl,
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n+1

”
! —n+1 S —tpnt1ds —
Y S)e ntidil \ e

Atunci P(s*+! > 0) — P(s,>0) =

n
- se-‘ (n + l)t”dt] , de unde aplicind ultimei integrale formula de

integrare prin par{i obfinem:

P(S,..H > O) P(S,, > P)_

s

Analog cu ajutorul formulei lui Taylor de ordinul # — 1 se obtme cd

1 -

Sc“(l +i)”“dz—1
”n

(1]

4

-n 1

P(sut1 < 0) — Pfs,

In fine este vizibil ci totul se reduce la inegalititile clasice
(1 +i)"\ ¢t < (1 + 4 )"H
”

pentru 0 < /¢ < 1.

3.50. Fie (f,), » > 1, un §ir. de variabile aleatoare indepcndente
care au valorile 4- #* cu probabilitﬁtile;l—h si 0 cu probabilititile

an

1-— %, 0 < 7 < 1. S3 sc arate ci pentru sirul (f,)ss; este indepli-
niti tcorema limitd centrala.

Solugie. Avem M(f,) = 0, D*f,) = n*. Fie 8§ > 0. Atunci

”
k?x(l')'a)
" (2+s) _ k_Z'Ix <K (n + 1M+
=, ., i) " 143 "(x+1)(1+§)
D’
(l{;] (fﬁ) (kz k )
| AR
(+3)
=K~ "" 0 (K constants)
2a-n
n

si este deci indeplinitd condifia Leapunov.
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3.51. Se di sirul de variabile aleatoare (f,) care iau cu probabilitati

2
— =
egale doar doud valori 4 +/an. Si sc arate ci daci lim —— =0,
n— X% ( 2 ak)
k=1

atunci (f,) satisface teorema limitd centrala.
Solutie. Cum M (f,) = 0 si D*(f,) = a, avem

1 ” -

TErT (/s — M(f)) dP=
Dfi+ ...+ fn) k=1 Uk_MUk)|>¢D([,+...+f”)

1 L 1 n
= - kz_l 5 adP = o, a#’(lfhl? 3v2ak)<

k=1
k§l k Ukbzvhzl“k A=1

2
2 ak
1 LJ a; 1 x=1
S )y —f—— = w1 v 0
E ay k=1 et z ar z ¢RJ
kel A=l k=1

si este deci indepliniti condifia Lindeberg.



CAPITOLUL 1V

ELEMENTE DE STATISTICA
MATEMATICA

Completitudine, sulicientd. Fie X : (E, #) — (F, §) o variabili aleatoare cu IF < R,
nzl, §F=38&Fsifie £={Pg(), 06 €O} o familie de repartitii de probabilitate pe
F, §).

( 0) aplicatie misurabilt ¢: (F, §) — (G, §) cu G < R4, d = 1, § = 8¢ se numeste
statisticd. ’

Familia de repartitii € = {Pp(.), 0 € O} :ste completd dacd are loc urmitoarea
implicatie : :

Sf(x) dPy(x) = 0 pentrn orice 0 € @ = f(x) =0 Py — a - s. pentru orice § € @,
F

O statisticii ¢ cste completd pentru familia de repartitii € = {Py(.), 0 « O} daci
familia dc probabilititi indusi de ¢ pe (G, @) este completd.

Un concept de mare insemniitate in statistica matematici este acela de suficientd.
Fischer a introdus conceptul de statistici suficienti ca fiind acea statistici ce ,,contine
toati informatia relevanti’’. Neyman, Halmos §i Savage au dat metode de determinare
a statisticilor suficiente.

a) Cazul discret. O statisticii ! este suficientd pentru familia de repartitii discrete
£ = {Py(.), 0 € O} (suficientd pentru 6 € ©) daci repartitia condifionati de ¢, Po(.|f)
existd aproape sigur pentru oricc 0 € O si este independenti de 0.

Criteriul de favorizare (Neyman): Fie Py(x) = Pg(X = x). O condifie necesari gi
suficientd ca statistica ¢ sii fic suficientd pentru 0 € © este ca si existe factorizarea
Py(x) = go(¢(x)) o(#), unde primul factor poate si depindi de 0, dar depinde de x doar

prin intermediul lui #(#), iar al doilea factor este nenegativ, independent de 0, astfel
ncit pentru orice ¥ cu Pg(y) > 0 si avem E(p(x) >0, unde 4 = {x[{(x) = y}.

z€4

b) Cazul absolut continun: Pg <p, 0 € 0. O statistici ¢ este suficientd pentru
familia de repartitii £ = {Py(.), 0 = O} daci pentru orice functie f, Py — integrabild
pentru orice 0, valoarea medie conditionati Mg(f[f) existi aproape sigur pentru orice
0 € O si este independentd de 0.

Criteriul de factorizare (Halmos si Savage). Fie py(x) densitatea de repartitie in
raport cu p. O conditic necesari §i suficientd ca statistica ¢ si fie suficientd pentru
0 € O este ca si existe o funcfie nenegativi ¢, misurabili, u — integrabild gi
o familie de functii misurabile {gy, 0 € O} asa incit si aibd loc o factorizare
o) = go(t(+)) o(¥) n — aproape sigur, pentru orice 6 € O,
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Observatie privind notafia. In cursul acestui capitol vom utiliza, in functie de nece-
sitidfile scrierii urmitoarele notatii echivalente: Py(.) san P(.; 0) i po(») sau p(x; 0).

Seleeie. Coneordanga repartifiei de selectie "eu o repartitie teoreticii. Considerim o
populatie modelatd prin cimpul de probabilitate (E, &, P) si o caracteristicd modelatid
printr-o variabild aleatoare X:(E, &) — (S, 8).

Spajiul selectiilor bernoulliene n-dimensionale este spatiul produs (E*, 3", P7),
iar vectorul de selectie n-dimensional este X" = (X,, ... X,), X":(E" ") — (5", 8")
cu componentele independente §i identic repartizate en X, Xi(w") = X(w;), unde
o = (0, ..., 0n).

Repartitia variabilei X aflati sub cercetare, F = P o X1 este necunoscuti. Ea
1
este bine aproximati de repartifia de selectie Fyly, o®) = — card {X;(o") | Xi(o") <y}
»
in sensul urmitoarelor teoreme:

Teorema lui Glivenko. Fie (E®, §°, P®) spatiul seleciilor bernoulliene infinit-di-
mensionale §i Fu(y, ©®) = Fa(y, 0"). Avem

P®({w®|lim sup|Fu(y, ©®) — F(y)| =0}) =1,
-0 yE€ R
Teoresma Iui Kolmogorov. Daci F este continul, atunci

lim P®[sup v/n | Faly, ®) — F(3)| > z] =
7 =200 yeR
0 z2<0.

-]
2 2 (—=1)r-texp (—2r%%), z>0,

r=1

l’m'ninfl de la teorema lui Kolmogorov, se poate coustrui festul peniru verificarea
concordanfei intre vepartifia de selectie §i o repartific teoretici F complet specificatd.:

a) Se face o selectie bernoulliand #, ..., #» asupra lui X, de volum # suficient
de mare;
b) Se calculeazi Ky = 4fn max |Fu(%) — F(%)|;
1<i<n

¢) Se determini din tabelul repartitiei Kolmogorov cuantila %, o de rang (1 — a);

d) Decizia de acceptare sau de respingere a ipotezei “F(x) este repartifia reald a
lui X se ia conformm regulii:

— daci Ky < ki, se acceptd ipoteza de concordanti

— daci Ky > ky_a, se respinge ipoteza cii F este repartitia reald a lui X.

Testul descris mai sus se aplici in cazul reaprtitiei F complet specificate. In cazul
repartitiei normale cu media §i dispersia nespecificate a fost constrnitd o varianti a
testului lui Kolmogorov, festul Iui Lilliefors pentru verificarea normalititii.

Un alt _binecunoscut test pentru verificarea concordantei repartitiei de selectie
cu o repartitie teorctici este lestul ¥? pentru datele grupate.

4
Presupunem ci existi o partifie a spatiulni valorilor caracteristicii X:S = U S;

j=1
s.-ns,-:e i#j; Sie &,
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’ r
AF(z); Y pi=1¢i qilo") = SdF»(x, o), Y gile?) =1, " = E™.

_ i=1 . =1
1 sf

1
Notim vj(wh) = — . gi(o®), o® € E".
n

Lt}

Fie p; =

(%]

T ) - "\ (vi — npi)? .
corema hti Pearson. Variabila aleatoare HJ = 2 —7—‘ converge in repar-
i=1 npi

titie pentru # tinzind la infinit la o variabild repartizatd 42 cu (r — 1) grade de liber-
tate (vezi problema 2.24. din cap. IT pentru definitia repartitiei »?%).

Aceasti teoremi sti la baza urmitorului test pentru verificarea concordantei
intre Fy(x) §i F(x):

a) Se face o selectie bernoulliand x,, ..
de mare;

., #p asupra lui X, de volum # suficient

T tvi — nbi)?
b) Se calculeazi Hj = 2 L — npi)”
=
¢) Se determini din tabelul repartifiei ¥* cu (r — 1) grade de libertate cuantila
de rang (1 — o), A}y, ¢}
d) Decizia de acceptare sau de respingere a ipotezei “F(z) este repartitia reald a

lui X’ se ia conform regulii:
— dacd HI < "3-—1; 1—ar S€ acceptd ipoteza de concordanti.

— dacd H} > I}_,, o 5€ respinge ipoteza ci F este repartifia realit a lui X,

€,

In aplicarea practici a testului 2 de obicei nu se cunoaste partitia lui S.
STASS 7/22-65 recomandi impdrtirea lui S in v =~ 1 + 3,322 1g # intervale de lun-
gimi egale.
partitia teoretici F nu este complet specificatd, o
parte dintre parametrii sii trebuind si fie estimati. Dacd se introduc s relatii pentru
estimarea parametrilor, variabila Hj urmeazi asimptotic o repartitie #* cu (r—s—1)
grade de libertate, jar testul 32 se adapteazii corespunzitor.

Estimarea parametrilor. Considerim o populatie (E, &, Pg) cu 0 < Oc Rk sio
caracteristicii aleatoare X. O estimafic a parametyului 0 bazati pe o selectie bernoul-
liani #-dimensionali este o aplicatic misurabild #: (S", §”) — (0, 80)-

1, este o estimatie nedeplasatd a lui 0 daci Mg({(X™) = 0, unde niedia se face
in raport cu Py.

Ttilitatea notiunii de suficien{d in problema estimatiilor nedeplasate, de dispersie
minimi este dati de urmitoarea teoremd.

Teovema Rao-Blachwell. Fie ¢ o statisticd suficientd pentru 6 = O si E o estimatie

nedeplasaté a unei functii cu valori reale g(6). Atunci Me(-g"lt) este de asemenea o esti-
matie nedeplasati a lui g(6), iar dispersia sa este mai mici sau egald cu dispersia

lui g pentru orice 0. - :
In problemele de estimare a parametrilor se pune in general problema glisirii unui

estimator nedeplasat, de dispersic minimi pentru parametrul 6. In anumite conditii
de regularitate, se poate giisi o margine inferioard a dispersiei unui estimator.

Inegalitatea Rao-Cramer. Fie Xy, ..., Xn variabile de selectie independente, identic
repartizate, cu densitatea de repartifie pe(x) in raport cu o misurd ¢ — finitd @
(adici pg(#) este derivata Radon-Nicodym a repartitiei Py o X7' in raport cu mésura p).
Fie 3(X,, ..., X») o estimatie (ou obligatoriu nedeplasatd a lui 0).

De asemenes, in practicd re
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Dacid My(8(X,, ..., X)) = 0 + b(0) si urmiitoarele condifii de regularitate sint
satisficute.
i) © este un interval deschis al dreptei reale;

i) Po()

existd pentru toti 6 € O;

i) Sl__[po(x,) de.(x,) poate fi derivati in raport cu 6 sub integrald;
(£33
dlo
) M[ g polX)

20 ] > 0 pentru orice 6 € @;

n n

v) S 8(#y, oo vy Zn) I__[ Pol#:) I_[dp.(x,-) poate fi derivatd in raport cu 6 sub inte-
i=1 i=1

grald; atunci dispersia estimatiei 3 satisface inegalitatea

L+ (O
T [ (Zoatie) ]

fn general se verificA ugor conditiile (i), (ii) si (iv). Pentru a verifica conditiile
(iti) si (v) se procedeazi in modul urmitor: Presupunem ci pentru orice 8° € ©
existi numerele ¢ §i b si functiile p — integrabile G, §i G, aga tncit 6° € (a, 3),

_3}:%_ < G,(%) pentru 6 € (g, b) 5i ¥ € S — N, unde N este o mul{ime de miisurd p
716
a0

egald cu zero §i aga incit 'S(x)

D3(3) >

< Gy(¥) pentru 0= (q, b)) i xr=S — N

Atunci (iii) si (v) sint verificate dacil

SG,'(JI) du(r) <o0; t=1, 2,

N
dlo Xy, oo Xn) 12
Valoarea I(0) = M, gi’a(a:) ")] se numeste informafia lui Fisher.
Printr-un calcul direct se verifici ci: I(0) = n4(0), unde
21 X
i(0) = Mo[_ Flog po(X) ] |
08

Pe de altd parte, se utilizeazii frecvent notatia

_ ologpe(Xy, ..., Xn)
cd

U(0)

avem Mg(U(6)) =0, De(U(O)) I(0).

Eficienta unei estimatii nedeplasate ¢, este egald cu raportul dintre dxspersia sa
si marginea inferioard a dispersiei dati de inegalitatea Rao-Cramer:
 Dy(tn)

) = T10)
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Pentru un parametru 0, k-dimensional, se considerd matricea informapionald Fisher :
dlog pg(Xy, ..., Xn)  0log pe(Xy, ..., Xn) |
My . .
c0; 290; i
Generalizarea inegalititii Rao—Cramer in cazul multidimensional pentru un esti-
mator nedeplasat g al lui 0 stabileste faptul ci matricea covariationald

Covg(g) = Myl(g — 0)(g — 0]
are proprietatea ci Covo(g) — [I(0)]! este o matrice pozitiv semidefiniti.
Una dintre cele mai vechi si mai importante metode de cstimare a parametrilor
este metoda verosimilitdfii maxime.
Pentru o selectie bernoulliand n-dimensionald, funcfia de verosimilitate este in cazul
”
discret Ly(x;, ..., #n, 0) = I—I Py(Xi = x;) iar in cazul repartitiilor absolut continue
i1
i n
fn raport cu misura Lebesgue Ly(%y, «+vs %ny 0) = Hpo(x,-). Metoda verosimilitatii
$=1
maxime revine la gisirea umei valori & parametrului care maximizeazi funcfia de
verosimilitate. Presupunind ci Lu(%;, ..., #n; 0) este o functie pozitivi, diferentiabili
in raport cu 0, iar maximul nu este atins pe fromtiera multimii valorilor admisibile

c
pentru 0, problema revine la rezolvarea ecuatiei de verosimilitate —"—01 =0, sau echi-
a

dlog L
valent 2—2=" _ g,
20

Teoremii. Presupunem cii sint verificate urmitoarele conditii:
7 21 ¥ &lo X
8 log po(x) % log pe(#) E £o(%) existi pentru aproape toti ¥ §i pentrn

20 502 ' 268
toti 0 dintr-un interval © al dreptei reale;
opol¥ ol 16° log po(x)
ii) Pentru orice 0 € © avem GPP( ) < 4,(%), _’:.::—) < A,(#), iT <

< Ay(x), unde A,(x), A.(x) sint func{ii integrabile, iar SAn(x)po(x) dx < M, cu M

independent de 0

iii) Pentru orice 0 € O, S (

R

Atunci ecuatia de verosimilitate are o solutie care converge la © in probabilitate
(Pg) pentru % tinzind la infinit. Aceastd solutie este asimptotic eficientd (nedeplasatd,
iar dispersia sa converge la marginea inferioari datd de imegalitatea Rao—Cramer).
Mai mult estimatia de verosimilitate maxima (E.V.M) este repartizatd asimptotic nor-

mal.

1 2
L0 o (s) dx este finit 5i poritivi.
v

E.V.M. are o serie de alte proprietiiti Temarcabile dintre care enumerim :

— Dacl existi o estimatie pentru care marginea inferioard a inegalititii Rao—
Cramer este atinsi, atunci ecuatia de verosimilitate are o solufie unicd.

— Daci existd o statistic suficients pentru 0  ©, atunci E.V.M. este funcfie

doar de aceastdl statistici.
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O alts metods frecvent utilizatd este estimarea prin metoda celor mai mici pdlrate,
pe care o vom prezenta doar pentru problema estimirii coeficientilor in regresia poli-
nominald.

Considerim modelul regresiei polinominale Y = Xy 4 ¢, unde Y? = (Y1 o -0 Ym)

5i et = (g, .., &m) sint vectori aleatori
1 % a8 ... af
x=|1 = 12
1 % ¥ X
este matricea constituitd cu ajutorul valorilor #; i=1, ..., m observate pentru o

variabild reals, iar v = (yo - .. ys) este vectorul coeficientilor de regresie.
Presupunem ci M(Y) = X v, rangul lui X este (& + 1), iar matricea de covariantd
a vectorului aleator Y este ol
Fie gt = (g,, - - ., &) o estimatie pentru vectorul coeficientilor de regresie. Atunci
eroarea de ordinul doi este
ete = (Y — Xg)t (Y — Xg).

Estimatia obtinuti prin metoda celor mai mici pitrate, notatd ¢ realizeazii eroarea
patraticA minimd. Ea este solutia sistemului de ecuatii normale

d
2g;
si anume y = (X!X) ™ X¢Y.
O alti abordare a problemei estimirii parametrilor este oferiti de punctul de
vedere bayesian.
O functie de picrdere este o aplicatie w: © X ©® — R, maisurabild in ambele argu-
mente. Funcfia de risc asociatd unei estimatii g a parametrului 6 este definitd de
relatia

(Y- Xg) (Y —Xg) =0, j=0,1,...,k

Rg(0) = Mo(w(B, g(Xy, - -, Xn)-

Riscul maxim asociat unei estimafii g este R(g) = sup Rg(0). Riscul mediu asociat
0@

estimatiei g si unei probabilitati a priori pe (0, 8¢) este R(g) = S Rg(0) d2(0)
2]
Z este o estimafie minimax dacid R(E) < _R(g), oricare ar fi g, estimatie a lui 6.

g* este o estimatie Bayes dacd R(g*) < R{g). oricare ar fig, estimatie a lui 0.
Tn cazul unui parametru real si al unei functil de pierdere pitraticd, w(6, 0) =
= (0 — 0, cstimatia Bayes este media a posteriori a parametrului,

g*(¥y, - vy Xn) = S 0p(0) %y, - .., #p) 40, unde

o
#(0) TT polxd)
POL#y, <o #n) = — =1 .
{ TT otz (0 a0
s=1

jar p(0) este o densitate de repartitie a priori.
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Alituri de problema estimiirii punctuale a valoriifparametrului, in statistica mate-
matici se pune §i problema construirii unor intervale de estimare, sau de incredere,
pentru parametrul unei repartitii.

In cazul unui parametru real, daci existd doud functii 4 si B, misurabile, aga
incit

Pyld{X,y, ..., Xn) K 0K B(Xy, ..., Xp)) =1 — a,

atunci [A(X), ..., Xn); B(X,, ..., Xn)] este un interval de estimare pentru 6, cu coefi-
cientul de incredere (I — a).

Constructia unui interval de estimare se face utilizind o functie g: 5? x © — R,
misurabild in x;, ..., s, monotond ca funcfie in 6 §i a cirei repartifie nu depinde
de © (daci un asemenea g exists). Pentru « > 0 fixat, fie a(«), b(«) dond numere cu
proprietatea

Pola(o) < g(Xy, -+ Xn; 0) < (o)) =1 — c

Pentru x,, ..., x, fixati, din monotonia lui g rezulti ci existd A%y, -ovy 25 @)
§i B(x, ..., #y; o) asa incit

PolA(Xy, oo s X3 o) S O< B(Xy, ..o, Xns @) =1 — a.

Verificarea Ipotezelor statistice ; teste parametrice. Considerdm populatia (E, 3, Py)
0 € ® c Rk, caracteristica aleatoare X si vectorul de selectie n-dimensional X?.
Notim cu Fy(2”; 0) functia de repartitie a lni X%,

Se numeste ipolezd statisticd familia

H = {Fu(»"; 0), 6 € O} cu 8, < O, notati H:{0 = 0,).
Se numeste ipotezd allernativé lui H familia
Hy={Fu(x"; 0), 0 € ©\ O}, notati Hy:{0 € O\ O}

O ipotezd statistici se numeste simpld dacd ©, = {0,).

O multime W < S* misurabild se numeste regiune criticd pentru ipoteza H dacit
decidem s respingem ipoteza H atunci cind valoarea 2" a selectiei cade in mul-
timea W, jar atunci cind A" nu apartine lui W, acceptim ipoteza H.

Presupunem cd © = {0, 0,} si considerim ipoteza H:{0 = 6,} cu alternativa
H4:{0 = 0,}. Pentru un test bazat pe regiunea critici W pot apirea doud tipuri de
erori: eroarea de primul ordin, care revine la respingerca unei ipoteze adevirate si a
ciirei probabilitate este P'(;'(X” € W) =« §i eroarea de ordinul doi, care revine la
acceptarea unei ipoteze false §i a ciirei probabilitate este P'o“(X“ & W) =28

Fie W ={We ' PR(X" & W) =a}, unde « € (0,1) este o valoarc fixatd
(-,prag de semnificatic”’). Multimea W* & W, se numeste cea mai bund regiune criticd,
pentru ipoteza H: = {0 = 0,} cu alternativa H,: = {6 = 0,} daci P'(jl(X" < %) =
> P%,(X" € W) pentru orice W < Wy

Lema Neyman— Pearson : presupunem ci Wo # @ i chexistd 1'* € Wy i K>0
incit

PY(X" e W) > K. P} (X" < W¥)

Py(X" & W*) < K- P} (X" & W*).

Atunci W* este cea mai buni regiune critici pentru ipoteza H: = {6 = 0y} cu alter-
nativa Hy: = {6 = 0,} la pragul de semnificajie «.
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Lema "Neyman—Pearson stabileste deci forma celei mai bune regiuni critice:
W = {a"|Fu(#", 0,) = K - Fu(+", 0,)}. Constanta K sc determind aga incit pragul de
semnificatie si fie egal cu valoarea o fixati.

Si considerim acum cazul ipotezei compuse H: = {0 e @y} cu  ernativa
compusi Hy: ={0e€ 0 — 6,}. Pentru 0< <1 fixat considersmalt familia
w,={We 87| Pj(X? € W) < « pentru toti 8 € ©,). Multimea W* & W  se nu-
meste regiunea criticd uniform cea mai bund pentru ipoteza H daci Pj(X" = W*) >
> Pj(X" € W) pentru orice s 0 — 0,siorice WeW, Testul uniform cel mai

puternic nu existd intotdeauna.

O metodi larg utilizat3 pentru verificarea ipotezelor statistice este testul raportului
de verosimilitate, Dach notim prin p(%,, ..., ¥, 0) densitatea de repartitie a vectorului
de selectie X" si presupunem ci aceasta este misurabili, raportul de verosimilitate
pentru ipoteza H:{0 € ©,} este definit prin

sup p(#y, ..., #n, 0)
0< 0,

sup p(xy, ..., ¥n, 0) )
0= 0

A(Xy, o ooy 2n) =

Daci se cunoaste repartitia lui A(X, ..., Xy,), testul este dat de regiunea
critich W = {(%1, --., #n) | A%y, ..., %0) < ka}, constanta ke fiind determinati asa
incit Py(W) = « pentru orice 0 € O,

Un rezultat asimptotic important, utilizat foarte frecvent in probleme este nrmi-
torul:

Teoremii. Presupunem c# sint verificate conditiile de regularitate pentru existenfa

~ .
estimatiilor de verosimilitate maximit 0(%,, ..., ¥n), O(#x, ..., 7a), C1
”~
Py, ooy xp, 0) = sup p#y, ..o, ¥a 0)
0=0

¥y v oo %, 6) = sup ply, ..., Zm 0).
0e0,

”~
Atunci —2log A = 2(log p(X,. ..., Xu, 0) —log p(X,, ..., Xn, é)) converge in repar-
titie la o variabili repartizatd 2 cur grade de libertate, » fiind num¥rul de restrictii
impuse asupra lui 0 pentru definirea lui ,.

Testul raportului de verosimilitate (T.R.V.) asimptotic se construieste utilizind
cuantila de rang « a repartitiei x2.

n cazul ipotezelor simple cu alternative simple (© = {0,, 0,)) prezentim si testul
secvenfial al raporiului probabilitatilor (I'SRP) pentru verificarea ipotezei H: {0 = 0o}
cu alternativa H y: {6 = 6,}.

Se numeste raport al probabilitdfiilor functia misurabild

— P(”ll cees Xy el) A
P(xn ceey Xnty ea)

Tie constantele pozitive A4 si B, B < 4. T.S.R.P. este definit la momentul #
de regiunile:

Ry, -- -, Zn)

W3 = {(%, -+, #n)| Rul#y, - .., #n) < B} regiunea de acceptare 2 i H -
W= {(%, ..., #a) | Rn(®y, .., x0) = A} regiunea de respingere a lui H
Wa={(#, ---, 2| B < Rul#y, ..., #n) < A} regiunea de continuare a testului,
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T.S.R.P. se incheie aproape sigur, adici
im PP((X,, ..., X,) € W,) =0 pentru orice 6.
11—+ 00

Constantele 4 gi B se determind astfel tncit probabilititile de eroare si fie «, respectiv

. i—-p
g 5i ele sint 4 = , B =
&

l1—a

§ 1. Completitudine, suficienti

4.1. Se considerd urmitoarele familii de repartifii discrete
g ={PX=1)=p PX=0)=1—»;0<p<1}
8 ={PX=1Fk =1/m, k =1 ...,m; m € N*.

Utilizind variabilele aleatoare X,, ..., X, independente, identic repar-
tizate conform familiei &, (respectiv €,), si se arate ci statistica

n

T, =z_\l,X, este suficientd pentru &, iar T, = lmz}x X; este sufi-
™ QIEn

cienti pentru £,.

Solutic. In cazul familiei 8, daci T, = ¢, atunci exact C) dintre
valorile observate (x,, ..., #,) sint egale cu unu. Obfinem

= = |T, =4 = L0=p" _ 1
P(X1 = X1y o0 e Xn xnl [1 t) Cf,pt(l _ P)n—t Cf,

care nu depinde de parametrul .
In cazul familiei €, avem:

P(T,=1#) =PI, <t) — P(T, <) =1 ="
m" mn
Atunci
1
= X .. n == X =t = mt = ! >
P(Xl 31: » Xn -xnl T2 ) _‘i (I _ l)” m_ (‘ —

m m"
care nu depinde de parametrul sm.

4.2, Fie X,, ..., X, variabile aleatoare independente, avind
aceeasi repartifie de tip exponential, cu parametru unidimensional :

(%, 8) = exp {a(0) b(x) 4 ¢(6) + d(x)}, 06 € R.
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84 se dctermine o statistici suficientd pentru aceasti familie de repar-
tifii §i si se particularizeze rezultatul pentru urmitoarele cazuri:

a) N(m, o3), o3 cunoscut, m < R;

b) N (m,, o?), m, cunoscut, 62> 0;

c) gama vy(k, 6), k, cunoscut, 6 € R;
d) binomiald B,(6), 0 <0< 1;

e) Poisson mg, 0 > 0.

Solugie. p(%y, ..., %,; 0) = exp {a(ﬁ) ib(xj) + nc(6) + i;d(xj)}

Considerim statistica T(X,, ..., 2 b(X;). Avem
j=1

D%y - v ., %5 0) = exp {a(0) £z, - .., %,) + 16(6)} exp L-él d(xj)} .

Conform teoremei de factorizare ¢ este o statisticd suficientd pentru
familia de repartitii de tip exponential.

a) plx; m, o) = exp{—— linor —-l—ln ot — —(12_0—’"):—}=
4
= exp{mx ——-ﬁ—i——-ln o — -—1n21':}
T 20} 20} 2} 2

n
T(X,, ... X,) = E 1: X, cste o statisticd suficientd pentru m.
=

M . G2) = —l Y ——l 2—@.}:
b) p(x; my; 6%) exp{ In2n 2lnc; P

— a2 2
= e\P{&ﬁ—x‘—ﬂ——;-ln 02—--;—11127:}.

T(X,, ..., X,) =2m, E X; — EAZ este o statistici suficienta

i=1 t=1

pentru ¢*

) p(v; 0) = -I-‘-(lk_) Bhoghe—le—05 —

= exp {—0x + ko In 0 + (R, — 1) In x — In T'(k,)}.

n
X, ....X,) = 3 X, este o statisticd suficientid pentru 0.

=]
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d) P(x; 0) = Cz0%(1 — 0)»—* =
=exp{¥(In 6 —1In(l1 — 0)) + miIn (1 — 6) 4- In Cz}.

T(X,, ..., X,) =) X, este o statistici suficients pentru 6.

fe=al

e) P(x; 0) = %e"" =exp{xln0— 6 —1Inxl}.

Ld -
X, ..., X,) =§X.~ cste o statisticid suficienti pentru 6.

- 1 &
Observafie. In practici, pentru cazurile a), ), d), e) se lucreazdi cu X = — E X;,
. %=1
3 1 1
far pentru cazul b) se lucreazd cu ST= — 3 (X; — my)* = — (am} — T).
n = ”
4.3. Fie X, ..., X, variabile independente, identic repartizate

uniform pe (0, 0) cu 0> 0. Si se arate ci statistica T = max X;
1€i<n

este suficientd pentru 0,

Solutie.
1/6%, dacax; =(0,0), i=1,...,n
0 in rest

p(x,,...x,,;e)={

Fie fla,p) = [ 4022 G T max X, Z = min X,
0 daci b <a 1<i<n 1<i<n

Atunci

P(%y, oo ., %y; 0) =f—(:,‘—0)f(0, 2), pentru T =4, Z = z.

Suficienfa statisticii 7' rezulti din criteriul de factorizare.

4.4. Fie X,, ..., X, independente, urmind o repartitie de tip expo-
nenfial cu parametru multidimensional :

p(x, 0) =exp kgmlak(ﬁ) by(x) + ¢(0) + d(x)] cu 6=(0,...0,) s R

Si se determine o statistici suficienti pentru aceasti familie.

Sa se particularizeze rezultatul in cazul normal N (g, ¢%) cu ambii
parametri necunoscuti $i in cazul normal N(g, y3u2) cu cocficient
de variatie cunoscut. :
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Solutic. p(%y, ..., %, ; 0) = exp {::, ay(0) Sp(%y, - .., %) + nc(0) 4+
-]

n ”
+21d(x.-)}, ctt Sp(%y, - -0 Xa) = Zb,(xj), k=1,...,m.
= j=t
O statistici suficientd pentru familiafconsideratd este
S(Xp - Xo) = (SilXy, -, Xa)y -y Sal Xy o0 X))

Observim ci m §i 7 nu coincid in mod obligatoriu. Dacé intre compo-
pentele lui O existi o relajie oarecare, se poate ca m < 7. Cel mai
frecvent este cazul m = # (Aici se inscrie si modelul normal cu ambii

parametri necunoscufi).

Cazul N(w, 0?). p(x; u, 6% = cxp{% x— 2102 W= ;-ln 6 —

— %ln 21:} . O statistici suficienti pentru 8 = (p, 6°) este S = (S;, Sy)

$=1

cu S(Xy ... X,) = Z::, X SolXy oo X)) = Z”) b'ed
Cazul N(u, yiu?), cu y, cunoscut:
p(x; ) = exp {YT:; — %;, - 2%3 — %ln (Zﬂ*rﬁuz)}'
O statistici suficientd pentru peste S = (S;, Sp) cu S,(Xy, ..., X,) =
=§X,-, So(Xy, ., X)) = gX? (sintem in cazul m > 7).
Observatie. In cazul repartifiei normale, in practici se utili-
zeazi statistica suficientd bidimensionals (X, S%) cu X = -l-éX,-,

n s=1
kid —
S2=> (X;— X
i=1
4.5. Se considerd modelul general liniar normal:

g
Y; = Gybrt+ s J=1L...mn
k=1
cu X = (%p)jet, ... n;k=1,...,q matrice de componente cunoscute,
1igX=q<n gj=1...,n variabile aleatoare independente, iden-
tic repartizate N(0, 62), B = (By, - - -» Bo)* §i & parametri necunoscuti.
Si se determine o statistica suficientd pentru 0 = (B, o%).
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‘ B, 6% = — 1 R -
Solutic. p(vy, ooy Va3 B, 6%) = R exp{ Py (v Xg)t(y X{B)} .

Pentru parametrul 8 luim in considerafie estimatorul care realizeazi
conditia min (y — XB)(y — XB), respectiv care verifici sistemul
8

(X'X) B = Xy
B = (XX) 71Xy,
Pentru parametrul o? luim in considerafie statistica

St = (y — XBHy — XP).
Atunci ;

B A A
. . 2) — I aepl ST (B—BEXIX(B—B)
PO - 3m5 B, 0% (2n)™%s" e}*p( 261 201 } ’
Cum densitatea de repartitie depinde de y,, ...,y, doar prin
ad
intermediul lui B si S2, rezultd in baza teoremei de factorizare ci
(?3, S2) formeazd o statisticd suficientd pentru (B, o%).
%.6. Pentru modelul regresiei liniare, care este un caz particular

al modelului general liniar normal si se determinc o statisticid sufici-
entd pentru parametrii modelului.

Fic deci YV; =%+ 5 7=1,...,n cuxy ..., %, valori scalare
cunoscute, €, ..., & vanablle aleatoare mdependente identic repar-
tizate N(0, ¢2), B si o*> parametrii necunoscufi. Si se determine o
statistici suficienti pentru (B, o2).

, ‘ 1 1 5

Solutic. p(yy, -+ Yn; B, 0%) = P CXP{— ;;12 (v — ﬁxj)z}-
A ”

B se obtine din conditia néinE( v — Bx)t:
j=1

2 xi¥i

g=
2 3
i=1

”

St =3 (v — Bry)

-
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, 1 1 [ ~ oy
Py o2 B 0% = ———CXP{——(Z (5 — Bx)* +
A L !
+@-erX ).
. jEl
Din teorema de factorizare rezultd cd (é\, S?) formeazi o statisticd sufi-

cienti pentru (B, ¢2%). '

47, Pentru urmitorul model de clasificare bifactoriald (care este
un caz particular al modelului linjar normal) si se determine o sta-
tistici suficienti pentru parametrii modelului. Fie deci

ij=p-+ “j+{3k'i',x3]kl .=1, ey My, k=1, «oe, Mg

cu e variabile aleatoare independente, identic repartizate, N(0, ¢?),
iar g, & = (g, -+ -» @m)s B = (B, ... Buw,) §i o® parametri necunoscu}i
my . .

My
care verificd condifiile 3 ;=) Bs = 0. S se determine o statisticd
= =
suficienta pentru (u, «, B, o%).
SOlu,t‘L.e. P(yll' DS} ym;m, ; PG &, B; 62) =

= g 5P| T o g (e — B

~ ~ - ”~ 3 . Tae, .
@, « si B se obtin din condifia
e ‘M ‘
min 3,3
w, @, Bi=1 k=1

“ E’;=5’= 1 2‘23’1} :

’”1"”: J

(im — W= & — Bh)2-

A . 1 AT
% = Fi = oo 4?3’:‘#2 By == — ZJ.\,yﬁ-
. 1
Atunci $* = 2; (¥4 — Fio — Y + F)3 dar
J
PVa1s -« or Yamys o &, B, 6%) =
1 1 -y - N
pl- gz (S Mm@ — 5. P+

] —(2’:) ",‘mdz c‘,m.m,

+ 35 (9 — Fo = B - a5 — wF)}

<
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Din teorema de factorizare rezulti ci

Voo Vi o, V), (T ., Vo), S2)

formeazi o statistici suficientd pentru (g, o, 8, o).

4.8. Se considerd urmitorul model de analizi dispersionald uni-
factoriald: Xp=wi+ ¢ k=1,...,7, j=1,...,m cu X varia-
bile aleatoare independente, ¢ variabili aleatoarc repartizati N(0, ¢2).
S4 se determine o statistici suficientd pentru parametrii necunoscuti
(1 -+ s tom 02, wi € Rj=1,...,m 2> 0.

Solutic. p(xyy, ..., Xmr; s 02) =

« ) l “ - 9
= @ret) R exp |~ 25 33 (5 — ] =
: , 2q¢® j=14=1 ‘ :

= (2.’10.2)—"'|/2 exp [._ T E (;{;j. —_ y‘j):!} .

2q2 j=1

m r ’ [4
1 s - 1 .
expy— —— > (% — x,-.)-} , cu £, = 7; x; Xjg.

262 j=1 k=1

Fie S2 =Y (% — ;)% Atunci
ik

P(xu_: o Xonr s p'f 0‘2) =
=2R2-—rm/z X _L‘ — )2 __l_ 2.
NS

Din teorema de factorizare rezulti ci (X, ..., X, S?) este o
statisticd suficientd pentru parametrii modelului considerat.

4.9. Se considerd urmitorul model de analizi dispersionali cu
factori aleatori:

Xp=u+n+507=1..,m, k——'-‘l., R

unde w;, g5 sint variabile aleatoare independente in totalitate,
v; identic repartizati N(0, 63)(j = 1, ..., m), e identic repartizati
NO od)j=1,...,m k=1,...,n), iar g, o si o} sint paramctri

r
. . T 1 - 1 v
necunoscufi. Fic X = =3 Xp, X. = -3 X,.
Y k=1

m =1
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Sid ge arate cd

m " 7

(Sy, S, Sg) = (X 2 (X E Xp — X;.)2 )

=1
estc o statistici suficienti pentru (u, of, of).

- Solugie. Vectorii X; = (Xp, ... Xp) j=1,...,m sint indepen-
denti, identic repartizati N(r; (u, . . v Z) cu I = o3l + &3],
unde I este matricea unitate, iar J este matricea cu toate cele 72
elemente egale cu unu. Atunci

_1—_.—_1- I—_EE__}
z { a:+ro:]'

Notind cu A, obtinem X7 = -1—’ (I —2r)).
Ca

o3 + 7oy
Deci X;, j =1, ..., m, au fiecare densitatea de repartifie

1 1
Pl w Z) = TR "-XP{-— 5 (% — w) 2% — P-)} .

Atunci

Inp(xy, <o) X, X) = K—ﬁln(detz)

- if) (% —w)fZxy, — ) = K — 1”—ln (det ) —

2c,{2x’x — 2t ;xj-{-my. o
— Ty — 2T+ Jl)}.

unde am notat vectorul @ prin scalarul p inmulfit cu vectorul 1,
p=p- ljiarJj=1-1

Inp(Xy, ooy Xos W z)‘=K—’211n (det X) — |
— ;% { ; 3 &k — 2urmi. + rmp’® — 1(72 £ — 2urmi., + 72().2]} =
~“2
=K —-'i'—ln(detZ —-——{Sa-}—rS (1 — =)+

+ rmS3(l — A) — ‘Zp.rmSl)(l — ) + rmyp® — 1Rt
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Deci Inp(xy, ..., 4,; 0) =K — 12'1111 (det ) — 2L= (rmy® — w2u?) —
G2

— o {Sa + 7(1 = 0)(S, + mSE — 2mS))}

Din teorema de factorizare rezulti ci (S, S,, S;) este o statistici
suficientd pentru parametrul 6 = (u, o2, of).

4.10. Se considerd familia de probabilititi {Pg(.), 0 € @} pe
(E, &). Sé se demonstreze cii daci ¢ este o statistici completd pentru 0,
atunci orice statistici #* care depinde de x doar prin intermediul lui
! este de asemenea completi. ' a X

Solutic. Fie t* = g(t). Presupunem ci existi o functie / care satis-
face conditiile: /(/*) masurabils,

Mo(h(t*)) = O pentru orice 6 = @,

Deci (g(f)) este misurabild si My(k(g(t))) = 0 pentru orice 6 = 0.
Din completitudinea lui ¢ rezulti k(g(f)) =0, Py, — aproape sigur
pentru orice 0, de unde /(¢*) = 0, Py — aproape sigur pentru orice 6.

4.11. Sd se demonstreze completitudinea urmitoarelor familii
de repartitii de probabilitate:

a) {Py = B,(0), 6 = (0, 1)} (binomiali);

b) {Py = =, 0 € (0, )} (Poisson) ;

c) {Pp= N(0,1) 8 € (—o0, 0)} (normali) ;

d) {Po = 7(0, -;) 0 e N} (gama).

Solutic. a) Py(x) = Cz0*(1 — 0)»-%, x =0, 1, ..., n.
Fic f(x) masurabili, asa incit-

2 f(x) Cz65(1 — 0)»== = 0 pentru orice 0 = (0, 1).

2m0
Notim a(x) = f(x) - CZ si ¢ =1—ee . Avem atunci ), a(x) ¢* = 0.
- 20 .

Am obfinut un polinom de gradul # in variabila ¢, care este identic
nul. Rezultd a(x) =0 pentru x =0, 1, ..., #, deci f(x) =0 pentru
x=0,1,..., 5

b) Py(x) =c—°.°_’;, ¥=01,2 ....
: X
Fie f(x) masurabild, care satisface relatia

e—"Ef(x) — =0 pentru 0 > 0.

0
x=0 x!
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Din proprictatile seriei de puteri rezultd f(x) =0 as.
(z—0p
1 -

c) po(x) = = e 2, x e (—oo, o).

Considerdm relatia

« (x—0) _
«/;_— Sf(x)c~ 2 dx = 0 pentru orice § & (—00, o).
-

*] s
Rezulta S f(x)e Zeo*dx = 0. Deci transformata Laplace a functic
—_00 '

x?

f(=) ¢ 2 este identic nuld. Din unicitatea transformatei Iaplace
Ea : : ;

rezulti f(x)e 2 = 0 aproape sigur, de unde f(x) =0 aproape sigur,
d) Rezultd din unicitatea transformatei Laplace.

4.12. Si se arate ci familia repartifiilor uniforme pe (6, 8 4 1),
cu 6 € (—oo,oc) nu este completd.

1, n<x< %+ n
Solutic. Considerdm f(x) =

-1 %+n<x<n+l, n ez

Daci 0 <n g 0+ %, atunei
0+1 " nty 0+1
V fwax =(rwaz+ § fwav+ § far=
;] 0 n ”_‘_.%

1 1) _
_—(;1—0)+-2——(0+1—1z—§- = 0.

S———

- .‘ 0+1,
Daci 0 + % <n < 641, obfinem din nou Sf(x) dx = 0.
. . : 0 :
Deci My(f(X)) = 0 pentru orice 6 € R, iar f# 0.
4.13. Fie X o variabild alcatoare cu densitatea de repartitie
064 1a% 0<gxxgl
Po(x) = {( )

0 . - in rest
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cu paramctrul 6 € N. S sc arate c¢i #(x) = x este o statistici com-
pletd.

Solutic. Vom arita ci daci /(x) este o functie masurabila pe [0, 1],
1

asa incit My(h) = Sh(x)(f) 4+ 1) a%x =0 pentru 6=0, 1, 2, ..

atunci s(x) = 0 aproape sigur.
Fie H(x)={is)ds, 0 < x < 1.
0

1 .
Avem dedi SdeH( %) =0 0=012.

Cum H(l) = Mo(h)

1 1 .
Dar S AdH (x SH(*c da® + H(1) - 1 — H(0) - 0.
0
=0, rezulta

1 1

= (Hx) dw = 0 (H(E) x0-1ax, 06=1,2,.
"0 [}

Fie K(x) =\ H(s) ds. Procedind ca mai sus, obtinem

O ey R

1

SxOK(x)dx:o, 0=01,2....

0

Cum H(s) este diferenfa a douid funcyii monotone, K cste con-
tinud pe [0, 1].

Pentru orice polinom p(x) = aga" + a1 4 .. 4 a avem

Sp(x) K(x)dx =0. Cum K(x) este continui, pentru orice = > 0
0

existd un polinom p(x) asa incit |p(x) — K(x)| < e pentrux [0, 1]
1

{ 2(0) ax

1

< (1B@)| - 1K@ — p)1 dx < =\ 1K) dx < co.

o




Cum ¢ cste arbitrar de mic, obfinem SK‘*(x) dx =0, deci
?

RK*(x) = K(x) = 0 aproape sigur.
x x
Dar K(x) = \H(s)ds = 0 a.s. implici H(x) = \2(s)ds =0 aproapc
proaj

0 0
sigur si deci #(x) =0 as.

" 4.14. Si se arate cd familia de probabilitéti induse de variabilg
aleatoare X definitd prin densitdtile de repartitie

0c-%, x>0

PO =1"0 " 2<0 0en

este completd.

Solutic. Fie g(x) = ¢—*. Densitatca de repartitie péntru g este

~ 0g®-!, O0<ggxl
Polg) = { ¢ ' & .

0 , 1in rest

Din problema 4.4. stim ci pentru familia de repartifii definity
de |polg), O = N} statistica #(g) = g este completi.
Cum x = —logg, folosind rezultatul din problema 4.1, obtinem

faptul cid variabila aleatoare X este completd, deci familia conside~
ratd este completd.

4.15. Fie X,, X,, ..., X, independente, identic repartizate cu
r 1 “ "
PX,=RkR=—, k=1,2 ..., my m=N* Si se arate cii
" ‘ .
t = max X; cste completi.
1<i<n :

. n — 1" . ' . .

Solutic. P, (t = v) = -y—” — _(y_T)_ Presupuncm cit este adevaraty
L m .

relagia

—I-Zf(;\') V= (y—1D*1 =0 pentru m =1,2, ... .
mh 3= .

Pentru m = 1 obtinem f(1) = 0.
Pentru m = 2 obtinem f(1) = 0, f(2) = 0 etc.
‘Deci f(v) = 0 pentru y = 1,2, ..., m, oricarc ar fi m € N*.
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4.16. Fie X,, ..., X, variabile aleatoare independente, identic
repartizate, de tip exponential cu parametru unidimensional :

p(x; 0) = exp {a(0) b(x) + ¢(0) + d(x)}, 6 = R.

B4 se arate ci statistica suficienti construiti in problema 4.2,

S = X b(X;) este completd pentru familia considerati.
=1

Solutie. ‘

D%y, ooy X, 55 0) =exp {a(ﬂ)s + nc(0) +‘2” d(x,-)} ,

fm]
cu s = ib(X;).
t=1

Atunci S are densitatea de repérti;ie

2(s: 0) = exp (a(0)s + ne(8)} exp (z":d(x,-)) dx, ... dzx,.
n $=l

Fie f cu proprietatea ci Mfo( f(S)) = 0, adica

t=1

exp (nc(6)) § exp (2 d(x,)) dx, ... dx, S £(5) exp (s a(0)) ds = 0
‘ ‘ R* o R
‘Rezulti ci f(s) =0 aproape sigur pentru orice 0, deci S ¢s'e
completd. ‘ ’

4.17. Fie Xy, ..., X, variabile independente, identic repartizate
normal, cu coeficient de variatie cunoscut Ny, v3u®). Sa se arate
. ” " A)

cd statistica suficienti S = { 2 X, > X?) construiti in problema

f=a] f=1 -
4.4 nu este completa.
Solutic.
1

n +Yg b 7" 2
R n( )0

i=1 i=1

. n n 2 ’ ’
lar f(S) —rt+ EX?—{Z:X,-) este diferita de zero.

I+ 3 =1 i=2

:Leh§11a11 a demonstrat ci o statistici S este suficients pentru o familie
de tip exponential cu parametrul 6 daci si numai daci dim S = dim 6.
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§2. Selectie, concordanta. repartitiei de seleetie eu o repartitie
tcoretleﬁ

4.18. Se fac 100 observatu 1ndependente asupra caracteristicii
aleatoare X, valorile obfinute fiind date in tabelul urmdtor:

Valori :jbscrvate 0,20 | 0,34 038 | 0,40 | 048] 0,50 0,55 | 0,59| 0,60 0,70
Fr
mﬁﬁfﬁ% o | 1 g8 { 10| 12| 10 9o 10| 11| 10

Se face’ 1poteza ci X uriheazd repartljzla uniformi pe mtervalul
(O 1). Si se verifice aceastd 1poteza utilizind testul' lui Kolmogorov

Solugie. Functia de rcpartltle teoretici este F(x) = x pentru
x < (0,1). -

Elementele de calcul necesare apllcarn testulm lui Kolmogorovr
sint prezentate in tabelul urmitor:

5 | o020 034 038|040 | 048 050 | 0,55 | 0,59 | 0,60 0,56'
Fis) 020 | 0,34 [ 0,38 | 0,40 | 0,48 | 0,50 | 0,55 | 0,59 | 0,60 | 0,70
Fylz) 0,00 | 0,20 | 0,28 | 0,38 | 0,50 | 0,60 | 0,69 | 0,79 [ 0,90 | 1,00
F,(5)—Fist | 0,11 | 0,14 | 0,10 | 0,02 | 0,02 010 | 0,14 | 0,20 | 0,30 | 0.30

. K, =4n max |Fy(x;) — F(x)| =10 - 0,30 = 3.
1<i<n
Pentru « = 0,05, cuantila de rang 0,95 a repartifiei lui Kolma-

gorov este Roes= 3,81.
Cum K" < kogs, decidem si acceptim ipoteza ci X urmeaz}

repartifia Upy, la pragul de semmflca‘ge o= 005

4.19. Se fac 15 observatii mdependcute asupra unei caracteristici
aleatoare' X, valorile observate fiind date in tabelul de mai jos:

-

Valori observate| 15 | 19 |22 |23 (24 |26 |27 |30 |32 |33 |36 |39
1 - . . 4

abachute ; 1 2!1 2 |1 |1 |1 |1 |1 |1}

=]




Sd se verifice normalitatea datclo'r, utilizind testul’ Lilliefors.

Solufic. Estimdm intii parametrii repartifici normale prin

A — 1 ” X
= = —— '=2 1
m=x "i;x, 6,13,
~ QA l = s — )2 — ~
6= s = — g(x, I)* = 41,18, s ~ 6,4.

Facem deci ipoteza ci datele observate urmeazi o repartitie
N(26,13; 41,18). Calculele necesare aplicirii testului Lilliefors sint
date in tabelul urmitor, in care D(z;) reprezinti valoarea functiei
de repartific normale standard N(0, 1) in punctul z;.

% 53 i o) Fy5) IF\(5) ~0(z,)]
16° —10,13 —~0,58 0,2810 0,0667 0,2143
19 - 7,13 —0,47 0,3192 0,2000 0,1192
22 — 4,13 —0,27 0,3936 0,3333 0,0603
3 - 313 | —021 0,4168 0,4000 0,0168
24 — 213 —0,14 0,4443 0,5333 10,0890
26 — 013 0 0,5000 0,6000 0,1000
A 0,87 0,06 0,5239 0,6667 0,1428
80 3,87 0,26 0,6026 " 0,7333 0,1307
s 5,87 0,39 10,6517 0,8000 0,1483
33 687 | 049 0,6879 0,8667 0,1788
—_—
36 9.87 0,66 0,7454 0,9333 - - 0,1879
39 12,87 0,86 08051 | 1,0000 0,1949

Dpax = max [F,(z;) — O(z)] = 0,2143.

1€ig13
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Utilizind Anexa IV gisim Djs; 0ps = 0,220.
Cum Dij: < Dis; 095 decidem si acceptam ipoteza de mnormalitate
a datelor, la pragul de semnificatie « = 0,05.

4.20. Se fac 100 observatii independente asupra unei caracteriss
tici aleatoare X, valorile observate fiind date in tabelul de mai jos:

Valori observate | 36 | 19 | 22 | 23 | 24 | 27 | 30 | 32 | 33 | 36
3

-Precvente abso- 1 9-| 18 | ‘10 15 18 | 12 14' 2 | 1

lute %,

S4 se verifice utilizind testul x* concordahta dintre repartifia dq
selectic a datelor si repartifia N(26; 49).

Solufie. Stabilim numérul intervalelor de grupare a datelor utilis
zind recomandarea STAS 7122—65. :

E~1+43321gn ~8.

Calculele necesare aplicirii testului #2 sint date in tabelul de maj

jos:
Inervale pt. X Frm ;tt)so- pt,I:l t:’)‘?‘iczq pi=0(b;,,)—-9B(¥;) .(fﬂ’_)'_
j %nl | (3 4 (55 ] S "
16<X<19 10 _143<i<—1 | 0,1587—0,0764=0,0823 038
19<x<22 | 8 1 <i<—057 | 02843-0,1587=0,1256 | 235
2<X<28 | 10 | —057<I<—043 | 0.3336—0,2843—0,0493 T s
23<X<24 | 15 _043<t<—0,28 | 0,3897—0,3336=0,0561 1572
24 <X <27 18 _028<t< 0,14 | 05557—0,3897=0,166 | 0,13
27<X<30 | - 12 old<i< 057 | 07157—05557=0,06 | 1
30 <X <32 14 - 057<t< 086 | 0,8051—0,7157=0,0894 | 2,86
32<X<36 | 3 086<t< 143 | 09326-0,8051=0,1185 | 661

. 8 \
. (nj — npj)?
H? = E TP = 34,25
” - 2 N

j=
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Numirul gradelor de libertate cstc # — 1 = 7. Din Anexa II
determinim cuantila i3, 005 = 14,067.

Cum H2 > h2, 05, decidem si respingem ipoteza de normalitate
iV (26 ; 49) a datelor considerate, pentru « = 0,05.

4.21. Intr-o operatie de control al funcfiondrii unei masini auto-
mate se preleveazi la intervale de o jumitate de ori cite 20 de
piese care sint verificate. Dupi prelevarea a 100 esantioane de con-
trol, datele obfinute sc prezinti astfel:

Y. piese defecte . - ) 0 1 2 3. | 4 5 6 8

%

"y

Nr. de cgantioane 14 25 27 23 I 7 2 1 1

Utilizind testul 2 s3 se verifice concordanta repartitiei de selectie
cu o repartifie binomiali.

Solutic. Cum volumul fiecirui esantion a fost # = 20, iar valoarea
100

. . . _ 1
medie a variabilei ,,numir de piese defecte” este % = o X =2,
i=]
. « . « = ¥ 2
rezultid valoarca estimati a paramectrului P cgald cup=2= o=
! n
= (,1.

Vom face ipoteza ci datele considerate urmeazi o repartitic
B20 (011)

Calculele necesare aplicirii testului % sint date in tabelul urmitor :

' [y—y
et | v " Ty

X<0 14 0,122 0,27
0<Xx<1 s 0.270 0,15

<Xz o7 0,285 0,08

Z<X<3 23 0,190 0,84
3<X<4 7 0,090 , 0,44
<X s 4 0,043 0,20

6 )2
HE =3 i npi)t 1,80.
ik ’é; "1’ 8
Numirul gradelor de libertate este k& — 2 = 4
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Pentru « = 0,05 determinim din anexa II cuantila /§; 095 = 9,488.
Cum H?2 < K, 095, decidem si acceptim ipoteza ci variabila
,numir de piese defecte’” urmeazi repartifia By, (0,1).

4.22. Se fac 100 observatii independente asupra unci caracteris-
tici aleatoare X, valorile observate fiind date in tabelul de mai jos:

Valori o:scrvate 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94

(1

Fri
Shoctute” 1| 2 6| 14 {,21 | 23| 16| 0] 5| 2

;

Si se verifice normalitatea datelor, utilizind testul »*

Solufie. Cum repartifia teoretici este incomplet precizatd (nor-
mali, cu parametrii neprecizafi), vom construi intii estimatori nede-
plasati pentru cei doi parametri s :

~ —_ 1" .
m=zx =—=Y"%; =89,79
~ fud —
ot = st= llz(x,-—x)2=3,166; s =1,78.
” ‘

t=al

Vom verifica deci ipoteza ci X urmeazi o repartifie N(89,79;
3,166).
Conform recomandirii STASS 7122—63, numirul de intervale de
grupare este
E~1433221gn ~8.
Calculele necesare aplicirii testulul ¥2sint date in tabelul urmator:

Freev. Intervale .Bt' (mim 5510

Int:x:va‘ie‘ ::] X abs;il.ltﬁ . X—x . = £l J

7 (650 %541) b, b1 0;+1)= 05) "
85 < X < 86 3 —-2,7 <t —2,13 0,032 0,01
86 <« X < 87 6 —-2,13 <t < —1,57 0,067 0,07
87 < X £ 88 14 —-157 <t —1 0,134 0,03
88 < X <89 21 1 =1 <t —0,44 0,200 0,05
89 < X < 90 23 ~0,44 <1< 0,12 0,219 - 0,06
90 < X <91 16 0,12 <t 0,67 0,177 0,17
91 < X <92 10 067 <t << 1,24 - 0,107 0,05
92 <« X < 94 7 i<t < 2,36 0,064 0,06
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H2 = i"’_f'—_"?v‘)_f = 0,50.

=1 "Pj

Numirul gradelor de libertate este 5 — 3 = 5. Din anexa IIT
determindm cuantila /%; oes = 11,070 pentru o = 0,05.

Cum HJ < hE; o5, decidem si acceptim ipoteza de normalitate
a datelor, la pragul de semnificatie o = 0,05.

§3. Estimarea parametrilor

4.23. Fie X, ..., X, variabile aleatoare indcpendente, identic
repartizate uniform pe muljimea {1, ..., m}. Utilizind teorema Rao—
Blackwell, si se gdseascd un estimator nedeplasat, de dispersie mini-
ma pentru parametrul m, m € N*, ‘

”
Solutie. Pp(X, = k) = Ln E=1,...,m MuyX,) = 2’% = 1”2i‘
k=1

Observam ci M, (2X, — 1) = m, deci E(Xl) =2X, — 1 este un
estimator nedeplasat pentru m.

= max X; cste o statistici suficientd si completi pentru .

1€i<n
Put=1v) =2 _L=0"
" - mn mn
. LI 1
P,,,X =x,...,X,,=x,,t=y=___._
Xy =1 = A [t =) fa——
y"“—(y—l)”'l L _
ooy =L =0
Pu(Xy = x|t =y) = - -
2 » Xy =Yy

W —(y—-nr

~ -1 n-1 ¥—1
Mo(git =y) = X0 V"0,
Mu(git =) prys—ry 2;1( ) +

g1 2y — 1 =y”+‘—(y-l)"+"
Tl Y-
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Deci

LX) = HX)PH — (X)) — T
(’(X))” —¢xy—-1n*

este o estimajie nedeplasatd, de dispersie minima a lui m.

4.2%4. Fie X,, ..., X, variabile aleatoare independente, identic
repartizate gama y(2, 8). Sidse determine, utilizind teorema Rao-
Blackwell o estimatie nedeplasatd, de dispersic minimi pentru 0.

Solutie. p(x, 8) = 0%xe=%, x>0, 0 > 0.

H(xy, - os X 0) = 0 cxp{—eéx.-] f‘[ X

t=1 =1

n
KXy, ... X)) =Y X este o statisticd suficientd pentru 6.
=1 :

Xy LX) = 1 este un cstimator nedeplasat pentru 6, cici

1

Mo(g) = 0.

fn virtutea teoremei Rao-Blackwell, un estimator nedeplasat de
dispersie minima este Mo(g |t). Pentru a-l evalua, trebuie sa deter-
mindm densitatea de repartifie condifionatd pg(x,lf)-
Considerim urmitoarea transformare de coordonate, cu jacobianul
egal cu unu:jx.- =%, =1, ..., 2—1
n

t = X3
" &
n—1 n—1
Atuvci py(y, « - v Xaow t) = 0% @ (t — E x,-) IBED] de vade rezultd
= i=1
boliy £) = O e~V (t — )0 - — 1 pentru >0, 0 < % <t
: (2n — 3)!
polx, O ‘ #1 % Y23
polx 1) =BF D oy )2 —2)2[1 -2, 0 <8, <8
pat) =B = 2 — 2w —2) 3 (1= :

Atunci estimatorul ciautat este

i
Mo(;l; t) = S;f-(zfz — 1)(2n — 2) :i' (1 — x_n)-’"-s dy, ==L,
1 1
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n
Deci (2n — 1) > X este o estimatie nedeplasati, de dispersie
:==l
minimd. Dispersia acestei estlmaj;n este

D°(2'n-l — 02

2 x 2(n — 1)
f =l .
Pe de altd parte, informatia Fischer cste

1(8) = nM(U(6)) = —’5, unde U(6) = f'“n_ggxﬁ 2-x

Atunci marginea mfenoara a dlspers1e1 unui estimator nedeplasat este

1/I(6) = 62/2. Deci
oy Z=L >%e)"
2 X
t =1
Pentru 7 suficient de mare, estimatorul construit este aproximativ
eficient, dar pentru #» = 2 ef1c1enta sa este de 0,5.

4.25. Fie X,, ..., X, variabile aleatoare 1ndependente identic
repartlzate exponentla] cu densitatea de repartifie a lui X; (1 =1,
#) dati sub una din formele: R

Ca) prmp) =Le-, x>0, p> 0
®

b) p(x, ) =pe?*, x>0, o>0.
$3 se determine o estimafie nedeplasati, de dlspersm minimi pentru
parametrul repartifiei considerate.

Solugie.

In p(X, X
a) U“‘)*é%ﬂ."‘i‘*ﬁ

n
pt .
Deci marginea inferioari a dispersiei unui estimator nedeplasat pep-

I() = nM(U2(y)) =

2
t te £ |
ruy.ese”

LTS

by, .y %y 1) _;—- exp l——zx'}—i; exp{——ifil.
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v 1 c ey e e . .
X =— 2 ;X,- este o' statisticd suficientd pentru y, iar
B =t ‘ : o
2
e _ e

n n

My(X) = p, DiX) =

Deci X este estimatorul nedeplasat care realizeazi cgalitate in ine-
galitatea Rao — Cramer (estimator eficient).

b) U(P)——ap—-—:—X‘

I(p) = nM (U2(p)) = %
Deci Jf;érginea inferioard a dispersiei unui estimator nedcplasat pentru
p este p%/m. . L : : ,
Vom studia estimé.tiile de forma ¢ / i X;, constanta ¢ urmind
sd fie aleasi asa incit estimé;ia sa fie njejileplasaté.

Variabila aleatoare S = anX ; are densitatea de repartitie p(s; p)=

i=1 !
n—1 -—ps . .
— p(P(S) 1; . Atunci M(1/S) = ¢/(n — 1). Vom alege deci ¢ =
N —
= n — 1, pentru ca si obfinem M, [ 2= =5 Avem si Do{ 2= =
” n
E X XX,
S\ j=1 J=1 J
= S 1
n—2" I
Am obtinut deci S =YX, o statistici suficientd pentru p si
i=1 B '
7 —1 .

i =

»_:0 estimatie nedeplasatd pentru g¢. In virtutea teoremei.
2 %i
J=1 { ¢ . . .
Rao—Blackwell, ¢ este chiar estimatorul de dispersic minimi. Pentru
#_suficient de mare ¢ este aproximativ eficient, dar pentru # = 3
eficicnta sa este doar de 0,33.

4.26. Fie X, ..., X, independente,. identic repartizate Poisson
de parametru u(r,). Si se .determine un estimator nedeplasat,, dc¢
dispersie minimi pentru 0 = e~k . : o
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Solutie. O primi modalitate de cstimare a lui 0 ne este oferitd
de estimafia nedeplasatd, de dispersie minimd pentru p carc era

= 1 » . = -
X=_% X cu My(X) = p, DYX) = p*/n.

=1

Dar ¢—X este un cstimator deplasat al lui 6. Intr-adevir, dacid
(DX )‘())‘/2 nu este prea mare, putem considera dezvoltarea Taylor

¢(®) = glw) + (X — wg') + 5 (X — wig" (), ‘unde g(n) = e=*.
Mediind, objinem:

Mo(g(R) = glw) + - DR g (w), sau Myl D = e{1+ 2]

Deci ¢—% nu este estimatorul ciutat. Pentru rezolvarea problemei
vom face din nou apel la teorema Rao-Blackwell.

x x
P(x; p)= %!—e“’- =0 —:—l- (ln —H

1}, 2,7
P(xy, ..., %y; 0) = 0" 1 (ln ;)J‘ﬂ

n

3 ;!

i=1

”
S=3%X;cste o statistici suficienti pentru 0. Ea este repar-
j=1
tizati Poisson de parametru #g (%pua).

Considerim acum o cstimagic nedeplasatd a lui 0:
1 a X, =
|l dacd Xi=0 e,
0, daci X, #0.
Repartitia lui ¢ conditionatd de S =s este binomiald B(s, l) .
”
Atunci M(t]|S) = P(X, = 0]S) = (1 — _‘.)s= (1 — l)"*’
” ”

este o estimagie nedeplasat3, de dispersie minim3 pentru 0.

%27. Se alege o selectie n-dimensionald dintr-o populatie impar-
tita in trei clase. Probabilitatile teoretice ale celor trei clase sint

0,, 6, 1 — 6, — 0,. S& se determine matricea informationald Fischer
corespunzitoare §i estimatorii eficienti ai parametrilor 0; si 0,
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Solutic. Notdm parametrul bidimensional 6 = (0,, 6,), 0, = (0,1),
0, = (0,1) si x= (%, %, %) vectorul ce di numirul observatiilor

din cele trei clase, x; + %, -+ %3 = #.
P(x;.0) =—2L _ 0men(l — 0, — 0,)% .
(x ) 2, 12 1251 1 62 ( 0l 02)

Deci X = (X;, X, X,) urmeazi o repartifie multinomiala si
M(X)) = n8;, M(X,) =nb,, M(X;)=n(l—0,—0,).

1.00) = M (_52 In P(X; 0))___ (i_;__l__.']

11(9) Mg 502 " 0, 1 —0,—~80,
‘ & In P(X; 0) K

Ia(0) =1 e=M(— )=

12(8) 21(6) ~ e 30, 26, 1—0,—6,

I,5(0) = Me(— W‘) —n (l + _1_____]

203 0, 1-— 0,— 0,
1 1
-+
16) = n 0, 1—0,—6, 1—0,— o0,
1 1 1
1—0,—0, E+T-ol—e2
aopa (W00 o
» — 0,0, 0,(1 — 0,)

Estimatorii eficieni ai parametrilor 6,, 0, sint:
0(X) = X,y/n, Mo(t) =0, Dﬁ(tl) = 0,(1 — 6,)/n
1o(X) = Xofn, Molty) = 6,  Di(ts) = 0,(1 — 0y)/n.

4.28. Si se construiascd estimatorii nedeplasafi, de dispersie mi-
nimi pentru parametrii repartifici normale N(y, 1), 1 € R v € (0, )
§1 sd se evalueze matricea informationali Fischer.

Solutie. Fie X,, ..., X, variabile independente, identic reparti-
zate N(w, t) S-a aritat in problema 4.4 ci (X,é(X; — )_()2)) for-

i=1
meazd o statisticd suficientd pentru (p, 7). Pe baza acestei statistici

construim estimatorii nedeplasati pentru p si © daji de X si

hid v d * . . . X [ B - -

st —_1 ” 2 (X; — X)2. Datoritd completitudinii- familiei reparti-
n - =1 _ ) o ¢

tillor normale, X si S* sint estimatori de dispersic minima, pentrn

0 = (u, 7). ’
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" Matricea informatfionald Fisher este
1(6) = (IM(—Uu(6) |ls, j1,2, unde

SlnplXy ooy Xnt 0)
Uij(e) = ?( ale‘.ae’. Lid

cu 61= P-, 92=T, ial‘

1) = — = -z _15 )
tn p(Xy, -+ Xni 0) = = 310 2m — Flu Ly

Dintr-uh calcul simplu rezultd

2 0
1(0) =
0o . =
2<%
Atunci
= 0
o) ="
0 =
n
Observim ca DX) =<, deci X este un estimator cficient, dar
k23
" 272
DSy > =

”

4.99. Si se determine o estimafie nedeplasatd pentru 9 =loge
in cazul repartifici normale N(g, ¢®) cu @ si o2 necunoscuti.
Solutie. Fie X, ..., Xau variabile independente, identic reparti-
7”

zate N(p o¥) St=— (X,-.—: X)2 este o estimajie nedeplasatd
@ P

n—1

=l

pentru - ¢* (L—-}E este repartizati y2 cu (» — 1) grade de libertate.
g .

Atunci M(%—log S“-’) =log ¢ — %log (n —1) +

n—1
® _1.(-1_ '*')T—l e— 2 ‘ :
+{ (3108 ) 2 dx=log s — - log(n — 1)+
3 I‘(” - 1) ) 2
— .

n—1
rl

2 .

n—1
I\ —

2




Deci o estimatie nedeplasati pentru 0 = log ¢ este

n—1
ez
t=—;-log32+%¥log -1 —-—27

. Pl”;lJ

Functia W(m) = %’-’%are valorile tabelate,
. m

4.30. Fie X,, ..., X, variabile independente, identic repartizate
exponential, cu densitatea de repartifie
p(x;p) =pe?* 220, p>0.
Pentru z = R, fixat, notdm prin Fy(z) valoarea funcfiei de repar-
tifie Fyz) = Py(X < z). Si se arate ci estimatia nedeplasati, de
dispersic minima pentru F,(z) este

t=1—{1—i"‘isﬁ}" cu S=3 X,

f=]

" . ,
Solutie. S =EXJ este o statistici suficienti pentru p.
=1 : , 1
1, dacd X, <2
0, dacd X; >z
Atunci, conform teoremei Rao-Blackwell, ¢ = M(V|S) este o esti-
matie nedeplasati, de dispersie minimd pentru F,(z).
Densitatea de repartifie conditionati este:
_ Px‘(*li ] ?s_x,(s — %5 p) _

cste o estimatie nedeplasati a lui Fy(z).

-]

P(xyls; 0)
! " pgls: o)
—on p"(s _ xl)”—lc_"(’-x')
e Y AT i :
= =—]1—-2 pentru 0 < %, < s.
s’n-l-lsne-as s s J
h »n!
Atunci

l—‘l—-f-”, 2 S
t= M(VIS) = P(V = 1]S) = (1= ,
v . 1 , 228

min (z, S) "
mrl s }

adici t =1 —{l —
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4.31. Fie X,, ..., X, variabile independente, cu aceeasi repar-
titie de tip exponential:

p(x, 8) = exp {a(0) b(x) + ¢(0) + d(x)}, O < R.
Si se arate ci £t = 1 Z: b(X,) estc o estimatie de dispersie minima

n j=1
pentru 0.

Solutic. U(8) = 3"’?‘”‘1'56""‘"‘ 9.

Dar p(x,, ..., ¥,; 8) = exp {a(ﬁ):é b(x;) + nc(6) + Z: d(x,-)}.

Jj=1

Atunci U(0) = a'(9) ilb(X,-) + nc'(0) = na'(8)t + nc'(0)

_ye) — <9,

! =
na’(0) a’(0)

t apare deci ca o funcfie liniard de U(0), deci pentru ¢ se obfine
egalitate in inegalitatea - Rao—Cramer.. Nu putem “4nsi preciza daca
{ este o estimatie nedeplasati sau nu pentru 0.

4.32. Fie X,, ..., X, variabile independente, identic repartizate
log-normal (adicd Y; = In X; sint repartizate N(7, 7%). Sa se eva-
lueze deplasarea estimatiei :

= exp{? + %ng}
pentru paramectrul ,,media repartitiei log-normale” (s-a folosit notatia

F=1Ymx, St=—1 1 3 (n X; — T)).

7 j=1 n—1j=1

Solutie. Dacd Y = In X este repartizatia N(2, %), atunci

M(X) = M(e¥) = exp (x + ’;’) :

Deci parametrul ce trebuie estimat este 0 = exp ( A+ g) Y, . LY,

sint variabile independente, identic. repartizate N(3, ). Y si Sy
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sint cstimafii nedeplasate, de dispersic minimi pentru si 72 O
estimatie a lui 6 poate fi deci

t=exp‘?+%5§)..

. I n— 1) S?
Y urmeazi o repartitic N{x, =], iar ‘ ) Sy
D , n

este repartizati 2

cu # — 1 grade de libertate. Atunci

M(e¥) = exp()\—kif- ,
2 n
/

n—1

(39 157

Deci M(t)_—.exp(u_i_";lm(l_ i ))=

2n n -1

<) xt w 1
= ex X — —_— —_— ]l
exp ( + 2)@)?1)(2” + 4n + O(n’))
~ Deplasarea de ordinul 1/n se inlituri trecind la estimatia
-~ S3 St
t = texp(—-%(%—i—%)).

4.33. 53 se determine estimatia de verosimilitate maximi (E.V.M.)
pentru parametrii urmatoarelor repartitii:

a) N(u, 0% in cazul p € R, 6> 0 si i1 cazul u > 0, 62> 0;
b) exponentiali ¢, p > 0;

c) gama y(k,, B), 8 > 0;

d) binomiald B,(0), 0 < 0 < 1;
e) Poisson =, 0> 0.

Solutie. a) Fie X,, ..., X, variabile independente, identic
repartizate N(u, ¢%). ‘ , L

In L(xy, ..., %,; @, o) = ——Z—ln2.-: - iiln % — —E(x;—p.)-.



Se vede cd functia de log-verosimilitate este derivabild in raport
cu p si o2 Sistemul de verosimilitate maximi

dInL{%, ..., ¥n; & 6% =0 olnL(xy, ..., %n; @, 08 __ 0
i ’ : da®

”~ 1 Lid -
are solutla unicd p. =i = 2 %, 62=—) (% — %)
n tnl n i=]

In cazul w € R, 62> 0, (p, c‘) dau un maxim global al funct1e1
de \erosmuhtate 31 deci ele reprezinti E.V.M. pentru p si ¢ In

acest caz y. = —EX; este o estimafie eficienta a lui w. Insa
n i=1

~ : . i g 1 .
Z;(X; X)? are media egali cu {oz-——az) deci este o
N i=1 n
estimatie deplasatd. Marginea inferioard a dispersiei unci estimatii
2¢* .
a iui ¢® este, din inegalitatea Rao—Cramer, ( 1— —)-i, iar
n n

7~ n—1 . 7 . o . . o ey : 9
D¥(¢%) = —— 2%, deci ¢® estc estimatie de dispersie minima a lui 6
n .

in cazul p >0, ¢ <0, ’;:. este E.V.M. doar daci & > 0. Deci
”~ — ”~ hd ~,
E.V.M. este in acest caz p = max (0, X), o= 1 (X; — @)
n-1 .

i=1

b) Fie X, ..., X, variabile independeflte, identic repartizate e,,.

”
InL(xy, -.-, X p) = —nlnp —-lzx,u

@ i=1
'. L. o age .o OlnL(#xy, ..., 255 1)
Ecuatia de verosimilitate maxima P = 0 are.solu-
. C L :
fia unica p. = #. S-a aritat in problema 4.25 ci X este o estimatie

eficienta pcntru Th
¢) Fie X,, ..., X, variabile independente, identic repartizate

v(ko, B), cu k, cunoscut, § > 0.
I L(sty ..., 203 8) = —nlko + 1) InB —

— nln T'(k, +l k0+121nx,——21.

alnL(xp .ty An, B)

Ecuatia de ver051m1htate maxima = 0 are so-
. T ; %
lufia unici B = .
ko + 1
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Estimatia B(X, ..., X,) = X are M(f) =B, D3(B) =

BS
T alhe + 1) : | o
Pe dc altd parte, marginea inferioard a dispersici unei estimatii
nedeplasate a lui B este

1 B
m'(B) M ([31n1>(X B)l ’ ”(ko +1

ko + 1

Deci E. V.M. p este eficients. : '
d) Fie X, ..., X, vanablle 1ndependmte identic repartizate
B,(9), 0< b6 < 1. ‘ '

n

: ‘ » X % nm — Z %
L(xy, ..., %,; 0) = (H C,’f,') =! (1 —9 =

i=1
dlmL(xy, ..., #4; 0)
a0
. R~ T o . -
solutia unicd 6 = — %, care realizeazi un maxim al functiei de vero-

m
01— 0)

similitate. Estimatia 6= —X are 1[0(0) =0, D§ (6)
nm

Pe de altd parte, margmea mfenoara a dispersiei unei estimatii
nedeplasate pentru 6 cste

Ecuatia de verosimilitate maximi =0 are

1 1 )

7i(0) —‘nM ([3111 P(X; 9)]’) T am
0 a0 '

Deci E.V.M. B este o estimatie eficienti a lui 0.
e) Fie X, ..., X,, variabile -independente, identic repartizate m,.

InL(x,, ..., Ex, In 6 — %0 —Zln (x:1)

[ W i=l

Ecuatia de Veros1m1l1tate maximi are solufia unici 0 = %, care
reahzeaza. un maxim al func1;1e1 de ver051m1htate ()(X1 e, Xy) =

ZX are M(,(B) =0, Dg(»ﬂ) = — §1 este o estnna];le eficientd
n .

7 ¢=1
a lui 0.
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4.34. Si se construiasci E.V.M. pentru parametrii repartitiei
normale s-dimensionale, pe baza unei selectii n-dimensionale, # > s.

Solutie. Fie X,, ..., X, vectori aleatori independenti, identic repar-
tizati normal N(s; u, )3) 7> S.

e B . 1
ey Xl Wy Z . S
p(xl’ % !"‘ ) (2“)”8/2 (det z)"’z

exp |~ L3 (s~ B ).

Ne ocupim intii de estimarea lui p §i a lui 72, pentru ci ele apar
in forma densitdtii de repartifie. Notam X1 = ¢.
Functia de log-verosimilitate este

InL(xy, .oy %5 o 4) = —22i1uzw+§1n (det ¢) —
1 ]
—; (s — w) Plx: — w).
Fie media de se]cctle £ = —2 K= (%y, ..., B)} cu & = 1 E Xy

. 7 =1 . 7 =1
si fie matricea ‘

4= 2 :\;x)

i=1

Z (%r — &) (x5 — %)

=1

K, f=1,...,s

Dintr-un calcul direct se obfine
”»
2 (% — w(x — ) = 4 + #{& — (& — )
Notind tr CD = Ec;,-d,v; = tr DC, putem scrie
. [ .

3 s — wes — ) = tr 3 (3 — Wil — ) =

= trg (s — w) (2 — @) = tr YA + trdm(s — p)(% — b =
= tr 44 + »(% — p) Y& — p).
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Atunci In L(xy, ..., % p, ) = — 1;_5 In 27 4 -g-ln (det &) — —;—tr b4 —

— Sn(E — ) U(E — u).

Cum ¢ este pozitiv serrﬁdefinité, n(% —p)d(x —p) =0 si este
egald cu zero doar pentru p = % .

Pentru a minimiza suma ’;‘ln (det ¢) — —;-tr A4 procedim astfel:

egalam cu zero derivatele pargiale ale lui
A(9) =2 1n (det §) — (tr 4d) <

in raport cu cele s* elemente ale lui ¢. Obtinem y =nAd

N

Deci E.V.M. pentru p este p. = X, iar pentru ¢ este: @ = nA 1,
Atunci E.VM. a lui Z = ¢~ este.

ﬁ———A,=—2(x.—z ‘ , E'H:.—xx‘

~111=]

4.35. Presupuncm ci probabilitatea =(s) ca un individ si rispundi
la mivelul s al unui stimul cste aproximativ egald cu

S—i '

[+ ]
S e—#i2dz.
‘0

z(s)=q>(s"“]

Nivelul s; (=1, ...,7) al stimulului se aplici la #»; indivizi,
dintre carc m; mspund 'S se determine E.V.M. pentru parametrul
bidimensional 0 = (y, )}, » € R, ¢ > 0.

Solugic. Notim cu x = (my, m,, ..., m,) vectorul care di numdrul
de rdspunsuri pentru cele r nivele ale stimulului aplicate, iar,cu =;
valorile m(s;).

in ipoteza ca indivizii raspund in mod mdependent functia de
verosimilitate este

L(x: 0) I‘[c L — )T

=1
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dlog L{x; 0) =0

. T . o .
Sistemul de verosimilitate maximi revine la

dlogL(x;6) __ 0
do

14
mi — wimi Omg

s=1 mi(l — ™) dp

r

2 mi — wimi Omi _
=17i(l — =) do _

Acest sistem poate fi rezolvat doar prin metode numerice. Vom
ciuta intii o aproximatie inifiald a solutiei, (g, 6o)* = 0.

Fie @ inversa functiei monoton crescitoare ®. Dacid valorile

@, ¢ =1, ... rar fi cunoscute, atunci punctele (s;, ®rg))i=1,...,7
s-ar dispune dupi dreapta ®7(z) = (s — p)/c. Nu cunoastem insd
decit valorile m;yfn;, 2 =1, ..., 7, care estimeazd pe m;, 1 =1, ..., 7.

Vom figura punctele A,-(s.-, @‘l(ﬁ:]] i=1,...,7 si dacd ipoteza
de normalitate este corecta, acesteans‘e vor dispune aproximativ dupa
o dreaptd. Scriem ecuatia acestei drepte sub forma ®-}(x) =21"H
si luim 0, = (g,, 6o) drept aproximatie inijiald a estimatici crode

verosimilitate ‘maximi. Deci figurarea punctelor 4; ne oferid- atit o
verificare a normalitatif datelor, cit si o aproximatie inifiald a E.V.M.

Notind cu 0 estimatia de verosimilitate maximd, din formula lui
Taylor obtinem : -

0= Dyftn p(x, B) = Delin p(x, 6) -+ (b — 8,) D (in p(x, 0,),

unde am notat prin D, operatorul (i , —‘2-)‘ iar prin D} opera-

o . O 30'.‘

opdo
Atunci ® =~ 8, — [D3 (In p(x, 6,))]"* Dy(ln p(%, 8)).

" Notim cu 0, = (g,, 6;) noua solutic obtinuti. Procedeul se reia,

obtinindu-se girul de estimatii 0, = (u,, o,)* care converge la [ (me-
toda lui Newton). ‘ a ‘ :

torul ”

4.36. Fie urmitorul model de regresie liniara:

X'.=A§0+ glai_}— €4y i= ]’ ey H,
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cu a,, ..., a4, scalari cun_oscutl nu to}i egalifintre ei, ¢, ..., ¢, varia-
bile aleatoarc ,,eroare” mnecorelate, cu D¥(g;) = 6% i=1, ..., #, iar
Bes By parametri necunoscutl ‘

Sd se determine estimatiile lui B, §i B, prin metoda celor mai
mici pitrate si si se calculeze dispersiile §i covarianta estlmatonlor
obtinuti.

Solugie. ﬁo si {31 se obtin din condltla mm;(x; — Bo — Bii)?

Egalmd cu zero derivatele partiale ale sumei de pitrate in raport cu
Bo 5i B; se obtin estimatiile

n .§J“"‘“"“ - A
gy = - » Bo =:X — aBy,
3 (@ — ap
cu X = —2X¢ si a——-Ea;
” i=1 7n §=1
D) = P (e~ ap Do) = .
('§ (a5 — ap) " 2 (a5 — at

D2(,) = D¥(X) + @D(By) = o? (l + —Lﬁ) |

"% (@—ap
fmx]
cov (By, By) = cov (X, B,) — aD2(By).

Cum cov (e, g) =0 pentru ¢ # j, rezulty cov (X, X,)=0
pentru 7 # 5. Deci

cov (X, [51 = cov( EX,, - t(ai — a) XI) =

n g-] -]
S (g —ap’
i=1

=1 (E (a; — a) cov (X5 Xj) + 02;-:_; (a; — d)) =0

53 (@ —ap 0
1=1
. A A ~
Atunci cov (B, B,) = —a2D*(B,).
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4.37. Fie X o variabilélalcatoarc repartizati B,(p). Si se gaseascd
o estimatie minimax pentru p, cind functia de pierdere este croarea
péatratica.

Solutie. P(X = x) = Cip*(1 — p)*=%, 0 <p <1; w(p, ¥X)) =
= (3(X) — p)*

Presupunem ci 3(X) este o estimatie liniari de froma §(X) =
= aX + b, cu a si b constante necunoscute.

Ry(p) = MpaX + b — p) = My (X — np) + b + (an — 1)p)) =
= anpg + (b + (an — 1) p)* =
= [(an — 1)2 — an] p* + [a®n + 2b(an — 1)] P + b°.
Pentru a determina valorile lui a i b pentru care riscul este con-
stant rezolvim sistemul
(an — 1)* —a*n =0
a*n + 2b(an — 1) = 0.
. 1 . 1
Se obtine a, = W T sau a, = W )
by = 2(1 -1-1417) sau b = 2(2n — 31417— 1)
(a5, bg) se elimini, cici estimafia corespunzitoarc poate lua valori in

afara intervalului (0,1)
Estimatia lui p are deci forma

3(%) = —mee b
Vu(t+4n) " 201+ 4n)
Daci se poate gisi o repartifie a priori n(p) pentru care estimatia
Bayes are riscul constant, atunci obtinem estimatia minimax.
Consideram =(p) = cp~!(1 — p)P~!, repartifia beta cu >0,
8 > 0si c¢convenabil aleasd. Atunci

B B 1',
‘ﬁczp‘(l — )" *R(p) dp S"“x“ — prtBms=igy
Oa(®) = 0! = 10 =
S Cip*(1 — p)* *r(p) dp Sp“'l'*—l(l — =iy
0 0

TG+ dln+B-—mTd+Binil) n+td+p  n+d+p
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Impunem condifia ca

_ 1 _ 1 . p—__d 1
n+d+p  An(l+4n)’ Atd+ps  21+4n)
de unde obtinem d = p = “/2'7 . Atunci estimatia
A 1
= — X —
n(l +Jn) T 2(1 -|-«/n)

este o estimatie minimax si are functia de risc constantd, egald cu
1 :

4(1 + )

4.38. Fie X, X, variabile independente, identic repartizate
N(0, 1), 6 « R. Pentru parametrul 0 se considerd repartifia a priori
N(0, 1). Si se determinc estimafia Bayes a lui 0, bazatid pe observatiile
(%, x,) pentru funcfia de pierdere eroarea pitratica.

Sclugie. polsy, %a) = — e\p{— ey — 0)2 4 (% — 9)2)}.
p(0) = J"‘ —=exp (—0%4/2).

(2=) % exp{ 5 = O (e — O + o=>}
ﬁ(elﬁl! x2) = =

-]

@0 § exp{- 3 (= 08 + (= 07+ 09 a0

—00

exp |— ! (B—x"*'x’)z

— 1 1 3
—_= 2= ’
V2w 3 3
Daci repartitia a posteriori a parametrului 6 este N(x'—-:—{’-i %)
Atunii 0%(X, X,) = M(0|X,, X,) = = ‘;‘Xz .

" 4.39. Fie R variabila alecatoare ce di numirul de succese in 2
probe bernoulliene, cu probabilitatea de succes egalicu 6,0 < 6 < 1.
Parainetrul 0 se consideri repartizat a priori uniform pe (0, 1) Si se
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determine estimagia Bayces a lui 0, pentru funcfia de pierdere croarea
pitratica.

Solutie. Py(R = r) = CL0’(1 — 0)»—r. Densitatea de repartitie a
Lo0<b<1

priori a lui 6 cste p(ﬁ) ={ .
0, in rest

pO]r) == 1 6r(1 — B)"—.
) 1 Bir+1, n—r+1)
S 0"(1 — 8)"~"a0
0 : !
Estlmajcxa Bayes pentru pierderea pitraticd este valoarea medle
a posteriori a lui 0. .
1

L e = - Se'“(l——e)"-'de—""li
: . B(r+]n—r+l) ‘n+2

Se observi ci dispersia repartltlel a posteriori'a lui 0 este egala
(r+1Ln—r+1)
(n + 2)3(n + 3)
puternic centratd in jurul valorii 6%, in timp ce repartifia a priori
avea maximum de difuzie.

. Pentru # mare, repartifia a posteriori este

440. Fic X,, ..., X, variabile independente, identic repartizate
N(m, ¢®), m € R, o > 0. S& se construiascd intervale de estimare
pentru , respectiv pentru %, cu coeficient de incredere egal cu
(1 —a)

Solutie. a) Interval de estimare pentru m:

Functia g%y, ..., Xy m) = A (e — m are urmitoarele
?
, Z (m—ap
. . . . o n—1 j=1
proprietdti: este misurabild in (%, ..., x,,),‘ este monoton descresci-
toare in m, iar repartitia lui g(X,, ..., X,; m) nu depinde de
0 = (m, ¢*), i anume: .
-“—/"—(X—c—_—"f—)- este repartizati N(O, 1).
(X — m) B _
G : . 1/11()_{ — m) _ '»\/7—;(-)_{ — m)

1 s i1Xi—m X-—m]® __2' st
-\/‘n—ligll c - G ] Vn—1.§1(x' X)'
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este repartizati Student cu (n — 1) grade de libertate, adicd g(X,, ...
v X om) ~tn—1). v
Repartitia #(r) este datd de dcu51tatea de repartltle

I
P )‘ ’

Pentru a > 0 ﬁxat fie tu_t; o cuantlla de rang « a repartifiei t(n— l)
Atunci

?, xeR

«/n(X —m)

‘5..;‘ < u—l 1—:/2)'— 1.— &.

: P (tn—-l clz

s S

2 —c=tn-t;1-0p2; x——t-l ]

| [ oo e

este un interval de estiméire pentrum, cu coeficient de incredére (1—a).
b) Interval de estunare pentru ¢2:

Funcpa g(xl, cey Xy 6%) = ! E(x; - E) are urmé,toaréle pro-
ot f=1
prietdti: este miasurabila in (%, ..., %), descrescitoare in o? iar
repartifia lui g(Xl, wiey Xp; 6% nu depmde de 0= (m, 02) st
anume : S

¢ . .

Y; —Xizm i=1,...,n sint identic repartizate N(0, 1).
35 (Y — V)2 este repartizatid 32 cu (ﬁ?; 1) grade de libertate.
t=1

Repartifia %? cu 7 grade de libertate este dati de densitatea

r
1 —
2 e, x> 0.

'»’/2 _'_ |
()
Cum g(Xg .. ,X,.; o?) —E(Y Y) rezulta c¢i g(Xy o...
Xos 0'2) este rcpartlzata x‘(n - l) 4

ey &
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Pentru « > 0 fixat, fie /2_, 1;« cuantila de rang o« a repartitiei
x2 cu (» — 1) grade de libertate. Atunci

Plimsan < 8Kss - Xai 09 < Botioan) = 1 — o

[h_’_l__i(x—i)z';é(%—’z)]

£ 3
n—1; 1—af2 =1 n—1;a/Z =1

este un interval de estimare pentru o2 cu coeficient de incredere
(I1—a).

4.41. Fie X, ..., X,,,, X,,,.H, <.+, X4, variabile aleatoare inde-
pendente in totalitate, asa incit X, ..., X, sint repartuate N (g,
e
oj), iar X, 41, ... X,,l.,_,,, sint repartlzate N{uy, a3) cu of si 62 cunos-
cute. Fie p = p.llp.z raportul celor doui medii. Si se construiasci
o regiune de estimare pentru p, cu coeficient de incredere (1—z).

Solugie. Considerim "o noud parametrizare: p, = }, = Ap.
n,
Fentru o: valoare p = p, fixatd, variabila Xy = —EX este
) %=1
) o ;] mEm = )
repartizati N ( NP —-‘-) , iar X(z, = — E X; este repartizati
i . %, My f=ny+1 . o
N(x- 4
~ ’ ”’

Xu — 00X(2) este repartizati N( . 4+ & Po)

Atunci T =-X0—0X® o540 repartizati N(0, 1).
of a
— + Pl -—
% ny
Pentru un « > O fixat, fie 2, cuantila de rang « a repartltm
N(0, 1). Atunci mulfimea

A = = 0{ 2 °=
el 12w — p%@) | < Zup \/ =+ * =
Lo 2
este o regiune de estimare pentru p, cu coeficient de incredere (1 —a).
4.42. Fie modelul regresiei - liniare X; =PBo+ Pras+ =z 1=
=1...,n cu a, ..., a, constante cunoscute, z,, ... s, variabile
aleatoare independente, identic repartizate N(0, ¢2), iar B, B,
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parametri necunoscuti. Si se determine intervale de estimare cu
cocficient de inceredere (1—a) pentru $, si pentru 8y 4 ¢B, (c  R).

Solutie. a) Estlmatule ob];mutc prin metoda cclor mai mici pitrate
pentru B, B, sint

~ 2(“-“'5)”5

B, _‘___"=‘ Bo=2%— 4B, (problema 4.36)
E.l (a; — ap
Bu(Xy, ..., X,) urmeazd o repartitie N( By, -—a'—c"_) . Cum o-z
% (a; —ap
este mecunoscut, il vom inlocm cu un est1mator nedeplasat al sau
Y z: (X 29 — Bl“t)z

BI)VE(% 5)’ o )
Variabila urmeaza o reparu;le Student cu

(n —2) grade de hber’catc R
Pentru a > 0 fixat, fic /,_g,, cuantﬂa de rang @ a repartmex
tn — 2). Atunm -

i’ s . ~
By —

n—2; l—alzt; - 5—2 a2 T —m—m—m—
\/E(a,—a \/2(& ap

este un mtemal de estimare pentru By, cu coef1c1ent de incredere
—=a). -

b) ,o(Xl, coey Xp) AeBy( X, .. .,,X,,) “urmeazi o re’pa-rti]:ie

N(Boticp: offih+ —E=T ), !
X ; i§l (ai — ap

~
deci variabila

80 +_‘-’§1 — (Bo + ¢By)
1 + (@ — o)~

n

este repartizatd Student cu (» — 2) - grade de

‘,z;'l‘(a; — ap
libertate.
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Pentru 2 > 0 fixat, mulfimea

. go + Cé\l — ln—2; 1-af2 S\\/.:: + "(5 —c)? ,

z (“t —ap

(L)

""Eo + c§1 — ln—3; af2§ :l" + ~——“—(§ —
‘Z‘ (a; — 5)’

este un interval de cstlmare pentru (B, + ¢By), cu.cocficient de incre-
dere (1 — o). '

. %43. Fie modelul  de regresie - liniard X; = B, + P + s,,
f=1,...,n cl a, ..., a, constante cunoscute, ¢, ... g, variab
mdependente identic repartlzate cu De) =% i=1,...,n iar
Bo» B, ©? parametri necunoscufi.

Pentru ¢, ¢, € R, considerdim paramectrizarea 0 = (6;, 0p),
0, = Bo + €1B1, 02 = Po + €3B1. Sé se determine o regiune de estimare
pentru parametrul bldJmensmnal 0, cu coeficient de incredere (1 — a).

Solutic. Fie ﬂo, {51 estimatiile lui B, §1 B ob;mute prin metoda
celor mai mici patrate (problema 4.36).

M(Bo) = 0 Do) = az(g+ 2 ) :
. 3 (@ —ar
. ) . fe=l B -
lw(,él) = ﬁx:':Dz(El) = ”—c’-—— , cov (ﬁo, 31) = —— LA
,E (a; — d)” : ?!‘3 (@ — &t

Fie el = Bo + clﬁl’ 2 = po + 02(31 Atunci .
M(Ol) = Bo + 18 = 01, Dz(el) = 02(-1— + —M-) ’
™ »

.'Z:l (a‘ - aF
1‘4(62) = By + Cf = 0,, ‘ I _@a—e) )
o 2 (a; — @

n n
> (a5 — a)®

=1

cov (31, 8,) = o (_ +_(“_"M)
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- Utilizind o tcoremi limitd centrali bidimensionali, stabilim c}
n ~ . . see - .« qo N -
(Bo» B;) urmeazid asimptotic o repartific normali bidimensionali,

NN
Deci pentru # suficient de mare, (8, 8,)' ~ N(Z; (6,, 6,)!, ¢*Z) cy

l (@ —e)? l (@ — c)(é — co)
» + n n * oo '

_El (a; — a® _21 (a; — a)®

s = = =
_11: + (a ”— &)@ — ¢ % + "(ﬁ — &)
621 (a5 — ap .E: (a; — ap
Fie §* = ——22 (% — (50 — Bla;) o esti{na;ie nedeplasati g
1 - s=1 L

lui 6% Deci
(91. By ~ ( (65, 65), s'E)

Atunci variabila (0 — 0) (322) ‘1(0 — 0) urmeazi o Tepartitie ¥
cu doud grade de libertate.

Pentru « > 0 fixat, fie Iz, 1-a cuantlla de rang (1 — a) a repar-
titici  #2(2). Multlmea ‘

{0 = (0, 62)|(ﬂ(x,, RERR xX,) — 0)‘(822)‘1(0(:{1, A AR S
' A < Ilg- ‘l—a}\ B

cste o regiune de estimare pentru paramc.trul bidimensional 6, cu
cocficient de incredere (1 — ).

)

. A ‘
§4. Verificarea ipotezelor statistice. Teste parametrice

444, Si se, construiascd testul cel mai putcrmc (bazat pe lema
Ncyman — Pearson) pentru verificarea unei ipoteze simple cu alter«
nativi sm1pla pentru repartifiile de tip exponengial. Sd sc precizeze
testul in cazul repartijiilor By(p), ., N(w, ¢2).cu 63 cunoscut.

Solutic. a) Fie X,, ..., X, variabile mdcpcndente identic repars

tizate cu densitatea de repar’atle :

Pl 0) = exp (@(O)(2) + <(0) + d(x)}, 0 = R

&
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Ne propunem si verificim ipoteza H,:{0 = 6y} cu alternativa
Hy: {0 = 04}, la pragul de semnificatie o. . ‘

- D%y, oo, Zn; 04) -
p(x,, T 779 po)

= exp {(a(04) — a(00) S(xs, .., 32) + n(e(Bs) — e(6,)}

Alxy, - .., %)

ru S(xy, ..., ) =éb(x,-). ‘
Regiunea criticé; celui mai puternic test este de forma
W ={(%, ..., %) | InA(xy, ..., x,) 2 Gy} =
= (% -+ > %) | (a(04) — a(80)) S(%y, .., %) > ko).
Daci a(94) — a(6,) > 0, atunci regiunca criticd ‘
W= {(% ..., %) | S, ..., %) > ki}

este aceeasi pentru orice valoare alternativa 04.

Pentru a determina complet regiunea critici, trebuie si cunoag-
tem repartifia lui S(X,, ..., X,) pentru H, adevirati. Daci aceasti
repartifie nu poate fi determinati exact, se utilizeazi aproximarea
normald. . :

b) Fie X, ..., X, variabile independente, identic repartizate
Bp(p). Ne propunem sa verificim ipoteza Hy: {p = p,} cu alternativa
Ha:{p = pa} (pa < po) 1a pragul de semnificatie o. A

P(x; p) = exp{x(ln p — In(1 — p)) + m lln (1 —p) +1InC3}

P4 -\ & 1—p,
Alxy, ..., 2,) =expllln=<L —In-———= x; - nmln -

Pall — po) 2

W=ww_&uw———2a>Q=

Po(l — 2,4) &

é.xi 2> k&] .

=1

- ——;{(xl, %)

- ™ ) . :
Statistica S = 3 X urmeazd o repartifie Bau(p)-
=1 . :
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Constanta k; se determini din condifia ca probabilitatca erorii de
ordinul intii si fie o, Pp (S > ki) = a, sau, echivalent,

L
ka 1

jgo C{:mﬁ{;(l "*‘Pn)”""i =1 — 2.

c) Fie X, ..., X, variabile independente, identic repartiiate T4
sifieHo: {A = A}, Ha: {} = A}(ha < ).

Px;)) =exp{xlnd—x—Inzxl}

. 2 :
Afxy, ..., %) =cexp {ln—AZx; — (g — lo)}.

0 gam]

W = [(x,, ceey X)

A, B :
ln)—AEx; = k&} = {(xl,’ ce ey Xp)

0 =1

” Lo
¥ K.
fe=] '

n . I )
Statistica S = > X; urmeazi o repartific w,. Constanta kg se

t=2]

determind din conditia Py (S > kz) = « sau, echivalent,

Tk-1 .
¢ _(n)..,)" e~ = 1 — g,
=0 jl
d) Fie X,,. . ., X, variabile independente, identic repartizate Ny, 62)
cu p<s R. o cunoscut, si fie Hy: {u = ot Ha: {p = pa}(pa > ).
' 1 1

. e A ® o 2 pt 1
plx =OXP{—= & — — %2 — = — Zlneg — ~1n2=xl.
Pl w) = exp{£ o=

) k ) " 2 2
i —a —
A%y, o, vy) = cexp {““ ° Zx,- — 12 u]
T LH i= 203
[ ) Bg = to 2 ‘
W= (v, ..., %) 2.«7,- = k) ={(xy, ..., a,)
i=1 . °

l 53 i

1 My
—z:x¢>k;].
”

. ” L .
Statistica X = 1 X urmeazi o repartitie ‘N(w, 62/n).
" ; T A

t=1
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Constanta %, se determini din conditia P, (X > k) = « sau, echi-
valent,

i
n_ @m(_ﬂtiipy=1_m
\Zrad 24
—
ar M;_—")urmeazé o repartitie N(0, 1). Putem impune atunci
0 . <
conditia P, ( ‘/—"TX_ LIRS et u&)) = o
S CGo )
Notind z;_, cuantlla de rang (1—«) a repartitiei N(0, 1), avem
I %0%)
M = Z1—a, :de unde kg = p, + .
Gy : \/ %

4 45 Fie X, ..., X, variabile mdcpendente identic repartizate
N(w,'y3p2) cu v, cunoscut @€ R.

a) Si se construiascd testul cel mai puternic pentru verificarea
ipotezei H,: {n = uo} cu alternativa Hy: {p = #aly (w4 > o)

b) Pentru aceleasi ipoteze sd se prezinte testele bazate pe statis-
ticile

1'=l

= ; (X — o) Sa= 3> (X; — ol

n }
S eaY Z (% — va? .21 (%; — ol
' . ox,) =2 exp)_ =t =
’ Solufie. a)A(xy, .. ’.x) (uo) | P th = N o
Ax,..;,x,,=f.4"e# {_“o’l’u[( A _ ”x;
( ) o ) ("'0) P 2‘1’3!‘-0!14 to FA]Q 'HZI .

o 1 1 . . L2
Fie Y-=(—+—)X2—2X-, =1L..,ns5 T=YY;
" e i J $ r;l i
Raportul de verosimilitate este funcpe de statistica T, deci con-
structia celui mai puternic test se va face utilizind aceasti statistici.
Reglunea critica va fi de forma . '

= {(xl, .. x,,)lT(;\,,, cee X)) 2 Ry}

Pentru a determina . constanta %, trebuie si cunoa§tem repartitia
lui T atunci cind H, este adevirati.
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— Ko
Yolto '
De aici, 1Xj = !J,O_I_ Zonp.m P .

Pentru g =y, Zj= urmeazd repartitia N(O, ), =1, ..., s

'

Bo T L -
Y;= > L (vo + Z.J"Yo(-"o)2 — 2(po + Ziyokto)s sau
l’»olJ-A o . )
YJ—S(Z +f3)2+*( cu
g bt o w4
x T vt e T wetus

A

Atunc1T——82 (Z; 4+ B)? —|—ny

J=1

Notind T" = E(Z + B)?, avem T = 3T + ny.
: S fel ; : - :

Dacid H, cste adevaratd, T’ urmeazi o repartifie y* necentratd, cu
n grade de hbcrtate si parametru de necentricitate .

W = { %y - x,,)lST’(xl, coey Xn) A0y 2 R

Presupunind § > 0 obtmcrn W= {(%, ..., )| T'(%, ..., %) 2 > R,
unde %; va fi cuantila de rang (l—a) a repartmel i cu " grade
de llbertate si parametru de necentricitaté #p.

Daci H, este adeviratd, Z; rimin repartizate notinal :

Z N ( — ko , “'A ] _1
Yolto ] 7. )
Atunci statistica T’ va fi proporponala tot cu o repartifie y*necentraty
cu # grade de libertate, al cérel parametru de necentricitate poate fi
determinat. Deci §i func]:la de putere a; testulul se determini utlhzmd
o repartifie ¥® neccentrata. S .

Facem si obscrvat.la ci T’ este functie de statisticile X = 2 X,
» i
si i(X.' — X)2. Printr-un, calcul direct se,obfine
= , . "
P e ()

Yaus F=1 Yolto Yoltto + 14)
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n
b) Daci H, este adeviratd, statistica S, = 3 (Xi—p,) urmeaza
i=1

b repartific N(O, 2 y2u2). Regiunea critici construit3 ‘pe baza lui

S; este W, ={(x4, cees Xn)

sl(xlo '-tn x”) > 71 }
‘\/ "’foﬁo ) y’
unde z;_, este cuantila de rang (1—a) a repartitiei N(0, 1).
Daci H,4 cste adevirati, S; urmeazi repartitia N(n(ps — ,),
LACTAE S
Functia de putere a testului bazat pe S, este deci

0 Vnleg — uo
() = Py (W) = 1 — B, x)(:_a (zl—a - _’Hu‘u))) "

Yolto
-~ . . »
Daci H, cste” adeviraty, statistica Sy = Y (X; — po)? urmeazi

, . F=
O fepartific y2 centratd, cu # grade de libertate. Regiunca critici
cottstruita pe baza lui S, este

Wy={(xy, ..., %)

L P
Yolto
unde %3; 1, este cuantila de rang (1—a) a repartifiei y* cu »# grade
de libertate. . :
Dacd H, este adevirati, S, urmeazi o repartitie y* necentrats,
cu # grade de libertate. Functia de putere a.acestui test se poate deter-
mina deci prin utilizarea repartitiei y* necentrate corespunzitoare.

4/46. Si sc cerceteze cxistenfa testului uniform cel mai puternic
bentru verificarea ipotezei H,:{u = %o}, cu una din alternativele
Hyf{p > pe), Hy: {u # o}, in cazul repartitiei normale Ny, 1),
ks R : o

Solutie. a) Fie Xl, ..., X, variabile indepcndente, identic reparti-
rate N(u. 1) si fie ipoteza simpld H: {n = o} cu alternativa compusi
1:{§t > po}. Fie o valoare p, > p,. :

Ay, x) = P Tl

f{C7V S N T

=expf= 5 =t 23 o) =

i=]

= exp {”(u — )% — tete)).
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Mulfimea W = 1("1: ey Xn) | B > kg}
va fi regiunea critica uniform cea mai buni la pragul de scmmﬁcatxe
«, dacid determinim constanta %, din conditia

P,(W) = a
Atunci

W =:{(@»1, ceey Xy) |2 J =+ 51.0],
s oL n

unde 2;_, cste cuantila de i'ang (1—a) a_repartitiei N(O, 1).

b) Fie din nou X,, ... X,, variabile independente, identic repar.
tizate N(y, 1) si fie ipoteza simpld Hy: {p = o} cu alternativa com.
pusd Hy: {p # p.o} Fie o valoare e # o

Dacd p >, W,= {(:Ll, ey Xu) | E > J—“ +Ho}
" .

‘este o reglune crltlca umform cea mai putermca pentru orice p > ge

- 2 I—a
r< = + P'o}
N
estc o regiune critica uniform cea ‘mai putermca pentru orice u<
Deci, nu putem gisi un test uniform cel mai puternic pentru verifi
carea ipotezeir H, cu.alternativa H,. R

Daci p<py, Wo,= [(r,, ey Xy)

447, Fie X,, ..., X, variabile 1ndependente, ideutic feparti,
zate exponential, cu densitatea de repartitie :

plx; 9)*96”‘ 09>0

Sa se determme testul umform cel mai puternic pentru venﬁcarea

ipotezei H,: {p = po} cu alternativa H : {p < p,} la pragul de semni»
ficatie a. Sa se determine functla de putere a acestui test. )

Solu;zc Fle. o valoare p, p < Po-
ao i M (P)’.'A.;exp[—-— (o — po)éx,.}.

P(F - Xni po) Po =1
Regluneacnticé va fi de formﬁ W= {(%, -, %) A%y, - %) 3
2 Co)t : :
Logantmmd raportul de verosnmhtate obtinem:
W { 2NN ) E % > a,pentru orice p < g,
o $=1
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n
Dacd H, cste.adevarata, S(X,, ..., X,) = 3 X are densitatea de
) ‘ ’ : t=1
repartitie '
__ ealpos)™t &0
2(s, 00) n D1

. ‘< e
Rezultd imediat ¢d T = 2p, S = ZpOEX,- urmeazi o repartitie
. fm1 . .
%* cu 2 grade de libertate, Atunci

134 2" 1
= [(xl, e ey x”) N x" > é:- hgu; l—ﬂ}
. $eu] 0

este regiunca critici uniform cea mai buni pentru ipoteza H o Cu alter-
nativa H,, la pragul de semnificatie « - (#3n; 1« este cuantila de
rang (1—a) a repartifiei ¥2 cu 2% grade de libertate).

Functia de putefe a testului este

n
w(p) = Po(I¥) = P(zpzx,- > L, )
448. Fie X, ..., X, variabile independente, identic repartizate
cu densitatea de repartifie de forma

P(x, B) = exp (‘— %x- 021, x <R 0<R

S3 se determine testul uniform cel mai puteruic pentru verificarea
ipotezei H,:{0 = 0} cu alternativa H,:{6 > 0}, la pragul de semni-

ficatie a.
Solutie. Fic o valoare 0, 0 > 0.

Az, .x")=M= exp | — Oi\x;}

(% ooy %55 0) =

Regiunea critici are forma W = {(xl, cee X))

é % < ka] pen-
tru orice 6 > 0. 7= ‘

Nu putem stapijj repartitia] exacti a statisticii éX,‘ care defi-
neste tcstﬁl, dar vbm ﬁtiliza zrepartij:ia sa asimptoti‘::iif
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N

Stim ci daci X este repartizatd N(0, 1), atunci M (X4m)= _m !

: 22m (2m) 1

de unde M(X*) =3, D¥X*) = 96.
) § X; —8n )
Utilizind teorema limiti centrali, variabila f-:‘j%”—— este

repartizati asimptotic N(0, 1) cind H, esﬁé adevirati. Deci pentru
n suficient de mare, regiunea critici uniform cea mai buni la pragul
de semnificatie « este

” 4 —
W= {(xP e m | < 3+ za\/96n],

=1

unde z, este cuantila de rang « a repartitiei N(0, 1).

449. Fie X,, ..., X, variabile independente, identic reparti-
zate, cu densitatca de repartifie p(x; 6). Si se construiasci testul
local cel mai puternic pentru verificarea ipotezei H,:{6 = 0,} cu
alternativa H: {6 > 6}, la pragul de semnificatie a«.

Aplicajie. Fie X,, ..., X, independente, identic repartizate
N(0, 1 4 ab?) cu a constantd cunoscuta. Si se construiasci testul
Jocal cel mai puternic pentru verificarea ipotezei H,:{8 = 0} cu
alternativa H :{0 > 0}, la pragul de semnificatie o. ’

Solugie. Considerim ipoteza- alternativd Hy: {6 =0, + 8} cu 8>0.

Aly, ..o %) = (¥ o oes %ns 05 + 9)
.( ' " P, 0 #ni B)

Pentru § suficient de- mic avem:

ln A(xl, e x”) —_— ‘8am?(xlua-e--: #ns Oo) + 0(82). oo
(] v .

Pentru constructia testului local'cel mai puternic se utilizeazad

statistica U(0,) = olnp (X"a'a"’x”; %) care are media M o,(U(Oo))“:"O
' ] . .

si dispersia D3, (U(0,)) = I(6,) (informatia Fisher).
“Regiunca criticd are forma
W= {(# .- %)| U(B) > koo

Constanta %, sc¢ detcrmind asa incit Pe (W) = a.

269



Aplicapie. , ,
(x; — Op

In p(x;; )=———1n21t——ln(l +a02) 20 T a0
9 In p(xy; 6) =z
2  lomo

=X,

=0 - j=1

201 ; 0
U(0) =E_Ei;(:_fl
j=1

Regiunea critici va avea deci forma

w ={(xl, . .,ﬁx,,)_. é % > k,).

Jj=1

Daci H, este adevirati, U(0) = éX urmeazi repartitia N(0, »).

Deci reg1unea criticd local cea mai buna la pragul de semnmcatle o

este
2 x] zl-—-cz} )

W= [(xl, ;,
unde z;_, este cuantila de rang ( 1 — ac) a repartitiei N (O 1).
Daci ipoteza alterﬁéti\ 4 Ha: {6=238} ¢( 8 > 0) este adevarati,

variabila U(0) = EX urmeazi reparitia N(n8, n(l + ad?))..

Funcfia de putere a testului este
=(3) = PS(W) =1— Byp,y (\’"‘n—a——”a)

An(l + ad?)
4.50. Fie X,, ..., X, variabile independente, repartizate respectiv

Tcu, nu_p, e ”_l(p‘ > O p 1)
84 se ‘determine“teste local celé mai. putermce pentru urmitoarele

1poteze
) H: {p = u.w, HA {y. > p.o} e fund cunoscut)

b) H'; {p=po), Hi: {p > o} (y. fund cunoscut)
Solutie. Variabila X; (=1, ) are den51tatea de repartifie

(w=)%
X

51

?(x]; W, P) — ekp { —_ [_L:)J"l} ] = ], <oy 7.
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a)w._ .__.9
' au -

U(sto) = ;o- ; (X7 —pap’™). "

Daci H este adevirats, M, (Ulsg)) =0, D2(U(wy) = I(te) =
=21 z”: oi-1, ) .

" Bo 51

Var1ab11a EX este erartlzata ‘Poisson = n
N J=1 e E 9! l

A 2
Reg1unea criticd local cea mai puternici are forma:

w ={(xl, o )| Sy = ) }
C o 521
Constanta %, se determinid utilizind cuantilele repartitiei Poisson
T o it sau pentru # suficient de mare, utilizind repartifia nor-
w3 eI, :
=1

mali asimptoticd a lui U(w,).

b) 81!1?;:,'; )] — — u (] . 1) pj_2+ (j—pl)xi.

Uleol = =33 = DX = w el (i - Y,

Po Jml
Daci H’ este adcvarata, 114,,(U eo)) =0, D,.(U(po)) = I(p,) =

HE]‘I

je=1
Regiunea critici local cea mai p’utérnici are forma:
W= {(®y - %) Ulpy) > k-

451, Fie X, ..., X, variabile independente, identic repartizate,
cu densitatea de repartifie p(x; ¢, 2) depinzind de pa.rametrul 0,
0= (g, 2) = O, X0, Considerim 1poteza compusd Hy: {o = @,
A € O,} cu alternativa compusd H : {p # 9, 2 € 0,}. Fie S o sta-
tisticd suficientd pentru A. Dacid H, este adevirata, repartlpa vecto-
rului (X,, ...; X,) conditionati de S nu depinde de 2. o

271



Pentru o valoare alternativd 0 = (9, ) sc considerd rtegiunca
criticd

We={(z, ..., x|t lsiod ca},
{( t ") ?‘(?'g,---.xnls;(po)

unde constanta ¢ se determind din condifia

P ((Xy .-, X,) €eW|S=35)=a. 7
Dacid W astfel definitd este aceeasi pentru orice valoare alternativi
0 = (¢, ), ea se numeste regiunea criticd umiform cca mai bund,

bazata pe statistica suficientd S. Asemienea teste se iau‘in considerare
atunci cind raportul de verosimilitate depinde de parametrul 2.

Problemd. Fie X,, X, variabile independente, repartizate Poisson
Ty, Tespectiv m,, cu y, o > 0. Utilizind notiunile introduse mai
sus, si se testeze ipoteza Hy: {1; = qops} (cu @, cunoscutd), cu alter-
nativa H4:{p; > @ous}, 1a pragul de semnificatie .

Solutie. Considerim o noud parametrizare: ¢ = y;fp,, A = [
Deci X, ~ 7er §1 X, ~ m,, lar ipotezele pe care le avem de testat sint
Hy:{o =gy, 2> 0} cu alternativa Hu: {p > @,, 2> 0}.

e—M1+9) jntan ™.

P(xy, %25 9, 3) =
x lap !
Pentru o valoare a]tcrnatna (o, 1) se obtine raportul de verosi-
militate . : : :

Alzy, ) = Ewien (&) . y—No—ed,
) . P(xy, %3 900 ¥ Po

Se observa cd raportu] de verosimilitate depinde de parametrul 2,
ori pentru a construi regiunea critici uniform cea mai buné avem
nevoie de o statistici ce nu depinde de A.

S = X, 4 X, este o statisticd suficienti pentru 2, care urmeazi
o repartitie Poisson wj(+4q)-

P(xl, N ,'(p, ‘7-.) = -—!—l— Lokl 8-}(“’9) 25,
o . x, (s — !

':P(S; @A) ‘=~; 7\3( -+ q,)sg—wm

+

 Plmlsi 9, 0) = CP (ﬁl:](l*l e
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‘i

Deci rep'lrtltla 1u1 X condl!:lonata de S=3s este B, ( -
4

Fie o valoare altermativd (¢, %), @, > @, Testul bazat pc
statistica suficientd S este dat de regiunea criticid

W = { lM = ¢ }, respectiv
P(xils'; 9o) 7 ‘
V=i

N 1+%] : } %)%, >k
o [][1+m i {lll/“}'
Constanta k se determini asa mc1t P (W|S = s) = a. Daca H,
este adevarata X, are repartltla conditionatd de S=s b1n0m1a1a

B( ) Atunci %, este datd de relatia

Ecz(l +<p,) é(,,— l——?;)’_xz b=

L x=0
o

- e

sau, ecBwalentE Cs gl + @) =1—a

2=0

4.52. Consideram urmitorul model al regresiei binare: fic X,
., X, variabile independente, identic repartizate, luind valorile
0 sau 1, pentru care se presupunc ci 4

PXj=1) _

P, =0 ¢+ By} j=1

unde P si y sint parametri-necunoscuti, g,y € R, iar y;, ..., ¥, sint
scalari cunoscuji. Si se construiasci testul umform cel mai puternic
bazat pe o statisticd suflclenta (definit in problema 4.51) pentru veri-
ficarea ipotezei Hy:{B'= By, v = R} cu alternativa HA B> Bo,
4 € R}, la pragul de démnmificatic o - ,

S olutze

PX'_ e M)_, § O,l,'=1,..,7l
(X; x:f@) L+ exp (v + B9 % = {0,1},7 |

”» . ” .
exp X j§1 x, + ,ﬁ J§l ijj) .

Py, «oos X3 1, B) = —
- jl;ll (I + exp (y + Byy))

18 — Probleme de teoria probabilitdtilor gi statisticd matemalica ’ 278



Tie o valoare alternativi (B,y), B> B, Raportul de verosimi-
litate are forma: ‘

_PEmy, i B)
A(xp » xn) P, -.e0 % 31 Bo)

o n S l4exply+ Boi'i)
— e‘\ — x. - :
P ((‘3 Bo) .1=El 2] y:) 1 + exp(y + Byj)

Se vede ci A(x, ..., x,) depinde de para:r.rietrul liber vy, deci nu
poate fi utilizat pentru constructia testului uniform cel mai puternic.

” ”n L . -
(R, T) = (E X,-,jz X; y;) este o statistici suficientd pentru (y, B).
=1 =1

P(R=7r, T=¢;v,B) = clr, t) exp (vr + B¥)
JL (o exp by + 69)))
unde ¢, £) este numirul de submulfimi de cite 7 elemente ale lui

(%1 - - -» ¥) cu proprietatea ci suma elementelor respectivei submul-
timi este egald cu £ Observim ci ¢(r, /) este egal cu coeficientul lui

£ &4 din produsul [T (1 4 £,&%). Atunci
j=i - :

: 2 Ac(r, 1) exp (yr '+ B}‘)
PR=r; v, B) ==

n

j!-Il (1 -+ exp (y + By;)
T =¢t{R=rvr-: — ¢(r, t) exp (B?) » )
i ! \ 7o B) 3 ¢(r, 1) exp (Bu)

Aceastd répértitie conditionati nu depinde de vy si ea va fi uti-
lizatd in constructia regiunii critice cdutate, pentru Hy: {8 = B,,
Y SR}, Hi: {B> Bo v = R}

Ze(r, u) exp (Bow)

ex — B>,
p(B Bo) Z“c(r, ) exp (5%)

?

W={(x1, e %)

” ”
unde r = 3y~ %5, [ = p %;y;- Echivalent, obt{inem:
J=1 -]

W = {(%g, -, %) |t > B}
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Constanta %, se determini asa.incit Pg(W|R =7) = a, ires-
Ay o '
2 ofr, u) exp (Bou)
pectiv asa incit 2= =1— a
’ bmax
2, 6 ¥) exp (Bow)

53 Si se construiasci testul raportu]m de verosimilitate (T R V )
pentru urmitoarele ipoteze simple cu alternative compuse :

a) Hy: {p = po}, Ha: {p # po} In cazul repartitie'i/ PX=1)=p
PX=0=1—p 0<p<l.
b) Hy:{A= 2}, Ha: {XA# %} in cazul repartitiei =, A > 0.

c) Hy: {w =1}, Ha:{n+ po}in cazul repartifici N(w, o),
© € R, o2 cunoscut.

Solugie.
a) Fie X,, ..., X,/ variabile independente, identic repartizate, cu
P(X; = x) = p™(1 — P x; = {0, B, i=1...,n

Raportul de verosimilitate este

: ..\2"1’."‘. ”—_:Y:l"‘i
. : $=1 19 i=
. A(xl;' e ey xn) = - 2o - (l ‘ 1’0) — 7
z% "—in]_-

supl p*=1 (1 —p) 1
ﬁ_ .

) : A s 1 .
E.V.M. pentru parametrul p este p =X = = X;. Atunci
- Z Lo
o n ‘ ”
‘i

f P2 T =0
A(xl,..,x,.)._[ [l_x
Desi- stim c3 vanabﬂa EX . urmeaw. o repartitie binomialid

B,(p), repartifia lui A(Xy, ..., X, ) este, greu de calculat §i vom uti-
liza rezultatul lui Neyman si Pearson pnwnd repartltla asimptotica
a variabilei —2log A(X,, ..., X;). _
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Pentru un o > O fixat, fie 42, ;_, cuantila de rang (1 — «) a repar-
tifiei y2 cu un grad de libertate. T.R.V. pentru » suficient de mare
este dat de regiunea critici

W= {(xl; Y xn)l —2 log A(xl» ces x») > hg; 1—3}‘

b)}Fie}X,, ..., X, variabile independente, identic repartizate ;.
Raportul de verosimilitate pentru H, cu alternativa Hy4 este
- A%y, .oy Xp) = — —

” A°E
sup JI —-exp(—nd)
A i=1 %5l

ex {(—n.
1 %! (=n%)

E.V.M. a parametrului x.gste”i =X=1 3 X, (p’roblgma 4.33);

7 i=1
Deci
Alxs . m) = exp (65 — 2 TT[ 2]
=l L’

T R.V. pentru # suficient de mare, la pragul de semnificatie a este
dat]de]regiunea criticd : :

W= {(x ..., %) | —21log A(xy, ..., Xy) = B3 1-a}

c) Fie X,, ..., X, variabile independente, identic repartizate
N(u, 6d) cu o cunoscut. Raportul de verosimilitate pentru H, cu
alternativa H, cste

1 "
exp {— 208 l(x;— uo)"}

fu

A%y, .0y %) =

. ~ g il
E.V.M. pentru p este p =X = 1§ X, Deci
: ”

=1

l n
A.(xl, ooy x,.) = eXp l'— -2—6;"
0 §m

[t = ot — (s = 271}

‘Regiunea critici a testului rapoi';ctﬂui dé. verosimilitate - este
W= {(% - %) |A(%y, ..., %) S Rg}e %

276



Logaritmind obfinem forma echivalenti

W =‘{(x1, s l’”‘"c;*‘)‘; /e;,}

Dar variabila @ este repartizatd N(0, 1) daci H, este ade-
viratd. Deci pentru pragul de semmflca;le -« fixat, constanta kg se

ia egald cu zj_4p, cuantlla de rang (1 - 3) a repart11:1e1 N(0, 1).

4.54. Sa se construiascd T.R.V. pentru verificarea urmitoarelor
ipoteze compuse cu alternative compuse :

a) Hy: {p = p,o; o> 0}, Hy: {;L;é y.o, 0'2>0} pentru repartitia
N(w 6%, p =R, 6*>0.

b) Hy: {n € R; o2 = of}, HA {p. € R; 6%+ o3} pentru aceeasi
repartme o
Solutie.

a) Spatiul parametrilor este ® = {(n, 0% |pn = R, 02> 0}, iar
O, = {(£o» 6% | ¢* > 0}. Raportul de verosimilitate bazat pe # obser-
vatii independente, identic repartizate N(u, o%) estc

sup D% oo es #ni g, 0%)
A(xl, vy x”)= >0 ,
sup P(xp vy Xyl 1, 69)
neR, 0'>0 '
utide p(v X, 6%) = ;—'exp' — Ly (% — w)2}-
Xpy vy Xy Hy (27“,3)”/2 R 2g g s 133 .
Maximul de la uumarator cste atms pentru 62 = — E s — Wo)s-

» T2
. . : AL = A 1
iar ccl de la num1t0r pentru p = v, ¢ = —

e

Astfel, raportui: de verosimilitate devine

' ) n ni2
’ D (w =
Alxy, o .o, %) = ':l——
2 (% — pa)®
$=1
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T.R.V. pentru # suficient de mare, la pragul de semnificatie «
este dat de regiunea critici

W={x,...%5)]—2logA(x;, ..., %) >, 1-a},

unde /2, ,_, cste cuantila de rang (1 — «) a repartifiei- y* cu un grad
de libertate.

b) Spatiul*parametrilor ‘ este © = {(, ¢*) | € R, ¢*> 0}, iar
©, = {(1t o3) | » = R}. Raportul de verosimilitate bazat pe » obser-
vatii' independente, identic repartizate N(w, ¢°) este
- SUp P(#y, « o0 Xt O3)

weR

‘sup  P(Fy e es Fni 0%
#eR, o'>0

Alxy, ..., 2) =
. - . 3 1 E
Iuind in considerare estimatiile de verosimilitate maximi cores-
punzitoare, obfinem:

-. . A 1nj2 A'
Alry ..., 1) = Pl xn:x.c:)=[i] (—( —ﬁ)),
(xl H xn) ; exp 5 1 cg

- N G
P(xll » Xn; %, "7’)
S et =15t — a2
cu X =-—) "% g% = — X; — X))

Pentru #» stificientr de mare, T.R.V. la pragul de semnificatie o
este dat de regiunea critica

W= {(%, ..., %)| — 2108 A(%y, ..., %) > i;1-a}

4.55. Se considera modelul regresiei liniare: X, ..., X, variabile
independente, repartizate respectiv [N(y$; o3), ¢ =1,...,7, cu

Y1+ - - Yp.vectori coloand s — dimensionali cunoscuti, 6% cunoscut, P
vectorul' coleani s — dimensional al parametrilor necunoscufi. Si

se construiasci T.R.V. pentru verificarea ipotezei H,: {8 = Bo} cu
alternativa- Hy: {B # By}, la pragul de semnificatie . :

e bl 1 exp | LN () — ya)2
Solutic. p(xy, ..., %n; B) = o) exp‘ i E(mJ , )’.5) }

0 =1
Raportul de verosimilitate pentru H, cu alternativa Ha cste
o

ARy -y ) = 2 Pni B

sn;p (¥ o ons % B)

278



E.V.M. se obtinc rezolvind sistemul
olnp(x,, ..
0By

A~ " -1 n
Ea este B = (;Ex ¥i yj) ;Ex Xj ¥j.

Dintr-un -calcul direct rezulti ¢

=i f) o k=1,...,s.

Alxy, ..., x,,):M -
P(xlx ceny Xny B)

= exp{- L6 P (X9105) 6 - 31 .

Ne intereseazi repartitia exacti a lui A(Xy, ..., X,), sau a lui
—2InA(X,, .. o

N
Dacd H, este adeviratd, B urmeazi o repartifie normali s-di-
”

-1
mensionald de medie B §i matrice de covarianti cﬁ(p ¥; y;) .
‘ | ~
Atunci variabila aleatoare

T(X, ..., X)) = =2InA(X,, ..., X,) =

l A ki )
= LB p(Sr)b—r0
0 . =]
este repartizati y* cu s grade de libertate.
La pragul de semnmificatie «, T.R.V. este¢ dat de regiunea criticd

.y n)-

W={(xl’ "”x”) ‘ T(xli crcy xﬂ) = k?;!-a}:
unde /3, _, este cuantila de rang (1 — «) a repartitiei ¥2 cu s grade
de libertate. R ' :

4.56. Se considerd urmitorul model al regresiei poissoniene :
X3, ..., X, variabile independente, repartizate respectiv Tatoy,

j=1,...,n unde a este o constanti cunoscuta, yy, ..., ¥, sint
.

scalari cunoscuti, cu®,y; = 0, iar 0 este un parametru real necu-
&’

7 . . -
noscut, asa incit a 4 0y; >0, j =1,...,n Si se construiasci
T.R.V. pentru verificarea ipotezei H, : {6 =0}, cu alternativa
Hy: {60}
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Solutic. p(%y, ..., %n; 0) = H[&—*'Lyl’)—’ éxp (—(a +.9'yj)‘)] )
1=1

%41

Ecuajia de verosimilitate maximj 222 (x"a'e' 2% 9 _ 0 revine la
[ . . o o

%% (. Ea nu poate fi rezolvati. prin metode cxacte i de
j=1a + Oy;

aceea vom construi T.R.V. bazat pe o statistici asimptotic echivalenta
cu AX,, ..., X,).

in gencral, A(xg, ..., %) = Plon o xni 00 Py oo i Ga)

sgpp(xl. e X0 0) Pl ...,x,;:%\)

T(Xy - Xo) = =210 A(Xy, oy X) = 2(0 p(Xy, -0 X %) —
—Inp(X,, -y Xn; 00)) ' '

~ n ipoteza_ci 6, = Int®, luind in considerare proprietafile esti-
matiei de verosimilitate maximd si utilizind dezvoltarea dupa formula

lui Taylor a lui In (%, ..., x,.;@) obfinem: " ’
% R (B — B2[LOUO] I de
T(Xy ... X)) = =n(0 — 8) {” 2ol | unde

— dlmp(X,, ..., Xn; 0)

U(0) 70
'convefge' in ‘proﬁabilitatea Py, 1la — 10 , unde
. Loon

Dar 1200
n d0 |0=0, N ‘
I (Qo)‘ este informatia lui Fischer. : _

Deci T(Xy, ..., Xu) = (8 — 0,)2I(8,), care este repartizatd asimp-
totic 2 cu un grad de libertate.

Dar 0 — 0, ~ U(0c)/I(6,) si decik T' = U(0,)/I(0,) cste o sta-
tistici ce-l aproximeazi pe —2InA(Xj, ..., X,) pentru # suficient
de mare.

In cazul problemei noastre, 8, =0 si U(0) = 12 X; yj; iar
s . aF=1 .

__1_" 2 ‘='_1_‘";.‘é
=3 Eijo(Xi) " gy;-

B npXy, ..., Xn: 0).
a0t

1(0) = M, (~
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- Decd T' = U?0)/1(0)

aEy (;ij)'

Pe baza lui T’ se poate construi un test asxmptotlc echivalent
cu testul raportulul de verosimilitate.

4.57. Fie Xl, veir X Yy, .0 Y, varlablle aleatoare independente
in totalitate, X, ..., X, identic repartmate N(wy, 6%), iar Y, ..., Y,
identic repartizate N (p.,, 6?), cu parametrn Y, tho §1 6% necunoscuti
(#1, 2 S R, 6> 0). S4 se construiascd T.R.V. pentru verificarea

ipotezei egalititii mediilor p, si Mo

Solufie. Spatiul parametrilor este 0= {0 = (, te, O ¢%) | B M2 €R,
ot > 0} iar ©y = {6 = O| p, = p,}; ne propunem si verificim ipo-
teza H,:{0 € @} cu alternativa Hu: {0 € 0\0,}.

. 1' n
Bl 5o o s <o er 0 0) = L (2 = w)
(27:) o

)

SUp PFps ver Zm Pio o er¥n; 0)
0= 0,

Alxy, oo Xy Vpy e ey V) = ‘ .
{ (%2 'f-‘l . ) sup p(%y, ... Zm Yy ie Yus 8)
, . 60 u :

1

. J PRI L i
Maximul de la numairdtor este atms pentru

~ 1
V"—"—"E'("" +9) -——'Za;(x +y

iar cel de Ia numitor este atms pentru p.l = %, ;;2 _«7‘

tm] . i=]
Atunci . LT y

: -
A(xy, e XYy cey V) = [—xl .
e L s LN a
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Dar &2=§2+%(x—y)2.

Regiunea critici a testului este de forma

-3
~
g

W={(x1, .« ey xmyls ---:‘yn)

> k,}.
b C(énstanta kg se determini a‘sa incit Py(W) = o« pentru orice
< 0, - . ’

Dar variabila aleatoare % \/” ; ! (
o

X — Y) urmeazi o repartitie

Student cu (2% — 2) grade de libertate. Deci °

zZ—9 2
xAy <\/ tz»—z;cﬂ}u
i n—1

-9 2
~ z > \/ t2n—2; l-alz} .
o n—1

unde fp,_s; o este cuantila de rang o a repartitiei #(2n — 2).

W = [(xl, s Xy Vis o os Vn)

U‘(xp o K Y1 e Vn)

4.58. Se consideri o populatie supusi influentei a doi factori
A si B avind respectiv nivelele A,, ..., 4, si By, ..., Bs. Fie 0;
probabilitatea cxercitirii influentei simultane a celor doi factori la

nivelele (4; Bj), 0; > 0 oricare ar fi 4, 5,2 68; = 1.
&

Se fac # observatii indep§ndente asupra populatiei §i se noteaza
cu #, numirul de observatii ce s-au dovedit a fi influentate de (4, B;).

3 14
Notim 0 =80¢,-, 0; =730y, 1+ = 1, ..,7,5=1...,5s
j=1 =1 -

Si se conmstruiasci T.R.V. pentru verificare a ipotezei ci cei doi
factori actioneazi in mod independent H,: {6; = 0; 8; oricare ar
fi 1,5} ’ B

Solutie. Parametrul necunoscut este 0= (0;, ..., 0,), spatiul

parametrilor este O = {OIOS 0; <1, Z 0 = l}. iar

’I’

0, ={e < @’e,-,- = 0.0, 0.=1,20,= 1}.
B J
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Vectorul x = (1, ..., #s) cu Zﬂu- = # urmeazi o Trepartitie
multinomiala de ‘_pa‘ram'et‘ru b S
;}"Pu;m=kqem
’ i S .
- swpri0)
Raportul de verosimi]itgte estc A(@)=}ZIE’1,7‘”-

Daca 6 = 0,, p(x; 6) =k E (jﬂi,).""(é.;)‘;"i,

’II
s r .
unde 1, =Y, 1=y M. '
i=1 i=1
' o . A 7, ~ ",
Maximul de! la numdritor este atins pentru 6; = T", 0.; =T"

' L. ~ e
iar cel de la numitor este atins pentru 0; = 7"

Atunci A(x) = #* ][] i’ r"'

LA RN

Determinarea repartifiei exacte a statisticii A este foarte dificila
51 de aceea utilizdim aproximarea asimptotici a acestei repartifii.

‘© are s — 1 parametri liberi, iar @, are » + s — 2. Deci pentru-
definirea lui @, s-au impus (rs—1) — (r+s—2) = (r — I)(s — 1)
restrictii neredundante. —2 log A urmeazi o, repartitie y2cu (r — 1)(s—
— 1) grade de libertate §i regiunea critici a testului raportului de -
verosimilitate - la ‘pragul dec scmnificatie « este

W = {x] = 21og A(%) > Kf—e-1); 1-}-

4.59. Si se construiascd testul secvenfial al raportului probabili-
tatilor (T.S.R.P.) pentru verificarea’ urmatoarelor ipoteze simple cu
alternative simple : ’ .

a) Ho:{p = po}, Hy:{p =} pentru repartitia P(X=1) = p,
L - PX=0=1-7%0<p<l

b) Hy: {r =2}, Hy:{A=1} pentru repartitia T, 2> 0.

) Ho:{w=mpo}, Hy:{g=1y,} pentru repartitia.NV(u, o) cu

# € R, 6} cunoscut. i

4) Hy:{c* = o3}, H;: {c® = 6}} pentru repartifia N(y,, 62 cu
B ¢? >0, p, cunoscut.
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Solupre.

a) Fie X,, ..., X, variabile independente, identic repartizate cu
PX =2)=

(1 — p)1-% x = {0, 1} si fie %, -—Ex‘ numirul de

,succese’” in # observatii (x, ..., x,,). Raportul probabilititilor
pentru ipotezele H,, H, este:

_ P _ _p; ]"n [1 -p,]'-*-
" P Lped L1-70
T.S.R.P. va fi dat la momentul » de regiunile :
wa {log R, < log }
-— 0

W, = {log R, log — 8 }

W= {log P <log R, < log i:l}
1l—a «
sau

W = ‘(xl, cees Xl E %=k, < a,,} regiunea de acceptare a lui H,
i=1

We = {(%y, - %) | R 2 70} regiunea de respingere a lui H,

Wo={(%1, -+, %)| an < Ry <7l regiunca de continuare a selectiei,
unde a, = —hy + sn, 7, = hy + s, cu
1 —«a i ) 11— [
log 2 o . log
hl = ‘i hz =
21 1—2 1 1—p
log — — 1 log — —lo
e 1o e C1—1o
. / logl —Po
5 = 1—-5
?l _pl
log = — 1
B 1 s,
b) Fie Xl, .

., X, variabile independente, identic repartimte T

si fie k = E Zi. Raportul probabilitatilor pentru 1p0teze1e H, H,
este:

2 [l exp (—nlhy = M) k
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T.S.R.P. va fi dat la momentul # de regiunile
Wa = {(%1, ..., %n)| ko < a,} regiunea de acceptare a lui H,
Wi = {(%y, ..., %)| ky = 7,} Tegiunea de respingerea lui H,
W:i = {(%y, ..., %)| 4y <k, <7,} Tegiunea de continuare a selectiei,
unde - : ‘ )

n I‘E- « A — A
a” p— N + 1 " 0
In = In =
Y ke . X
N Bl
7y = o +n M — 2
In 2 In 2
Ao Ao :
c¢) Fie X,, ..., X, variabile independente, identic repartizate

N(p, o). Raportul probabﬂltaj:llor pentru ipotezele H, si I-I1 este :
P(#l, coer Fni i)

, unde
(%1, oo er ¥ns ll-o)

Ry(%y, « ooy %) =

’ Ly - )

P s Hoi 8 = s P { i & e ]
"

N

T.S.R.P. este dat la momentul »# de regiunile:
Wi ={m - %) | Rifa - ) S =
- . L 1~
wr ={(x1, e %) | Ral, ooy 5) > aa}
W,,={(xl, com)| 2 x) < =8
Logaritmind, ob]:inem regiu&iile cchivalente

< —}.
Ws — {x %)

< Ru(#y, - -,
a "

«

Ex, < a,,} regiunea de acceptare a lui H,

W, = {(xl, x,,) Ex, > ,,]:regiunéa_ de respingere a lui H,

t=l

RS L ’ .. ¢ s
; < r,,} regiunca de continuare a selectiei,

W, ={,(x1’.«'- iy xnj A -
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unde a, = —h, + sn, v, = hy -+ sn, cu
1 ” 2

— o —
hy= % gy 1=e 7;2——~——°° n 1=8 ?,s=———-“‘+“°-

1= o g'-‘ ' — Mo B 2
d) Fie X,, ..., X, variabilé" independente, identic repartizaté
N(g, 62). Raportul probabilitifilor pentru ipotezele H, si H; este

Ry(%y; -+, % =M._’:f”'_cll=
"( v ”) ?(xlu- ,xn;o‘g)

- (8] x|~ ) Gy s — |

T.S.R.P. la momentul # este dat de regiunile

.
We= {(xl, ce x,',) | E (x;-— o)? < a,,‘ regiunea dec acceptare a lui H,

Wi = l(xl, x,,) | E ‘— p.(, pJ r,,} ‘reg‘i‘ﬂﬁéa de respingefé a lui H,-

Wo=1(xy ..., x) s < E x. } regiunca de continuare
a selectiei, und(. . “ ‘ |
a, = —hy +sn, n ——Iaz + sn, cu
— —_ ' P )
hp= g g 1o G dd 1o o dd
o — o} B" o} — o} @ oj—9g: G .

4.60. (testul t). Si se construiasci testul simplu (bazat pe un
interval de incredere) pentru urmitoarele ipoteze asupra mediei m a
unei repartifii normale N(m, ¢%), cu ¢® necunoscut

H,: {m = m,, 6> > 0} cu alternatlva

Hy:{m € (—ow0, ) m# mg, 6* > 0} R
Hy: {m = my, 6 > 0} cu alternativa Hj: {m > m,, ¢*> 0}
Hy: {m = m,, ¢* > 0} cu altcrnatlva Hi: {m < m,, o> 0}
H,:{m, <m < m,, c*> 0} cu alternativa

Hi: {m <my, ¢* >0} U {m > my,, ¢* > 0}

A pl;catze a) Sc considerd o' selectie bernoulliand de volum
#n = 16 dintr-o populatie normali, valorile observate fiind prezentate-
in continuare: 16,71; 18,11; 11,19; 11,98; 24,86; 20,18;.17,49;
9,23; 15,35; 21,125 17,23 18,67 : 23 17; 1705 15, 43; 168‘7

286 -



S84 se testeze ipoteza H: {m = 10,

¢* > 0} cu alternativa

H': {m > 10, 6® > 0}, la pragul de semnificatie « = 0,05.

b) Se considerid o selectie bernoulliani de volum # = 16 dintr-o
populatie normals, valorile observate fiind prezentate in continuare :
7,63; 6,37; 6,97; 528; 6,74; 6,74; 12,06; 7,53; 8,81; 13,58; 12,64 ;
10,71; 5,41; 7,46; 4,39; 11,85. '

Si se testeze ipoteza H:{7 < m < 9,5, 2> 0} cu alternativa

H:{m <7, >0} U {m> 95, 6> 0} la pragul de semnificatie «.
Solufie. Parametrul necunoscut ¢ va fi estimat prin S?=

1 , v
X; — X)?,

n—1 § ( i ) . . . .

pe baza selectiei bermoulliene #-dimensionale (X,,

care estc o estimatic nedeplasats, construiti

..., X,) asupra

varidbilei X repartizatid N(m, ¢2). N ) '
Variabila aleatoare cu ajutorul cireia vom construi teste simple

pentru verificarea ipotezelor considerate este /= ﬁj_Xs—_m) , care

urmeazd o repartifie Student cu (» — 1) grade de libertate.
in tabelul urmitor prezentim regiunile critice pentru fiecare caz

considerat. .
I‘”Ixm ; Altgr;?tha ’ " Regiunea criticA pentru H; la pragul de semmificatie o
4
m=m, ‘me(—oo.oo) o n(@ — mg) |
ot >0 mEomg (%1, +- o0 %) £—°<t”—l;£ 1]
o >0 ) 2
‘ 4/17(2 — )
5. v {(x,, vees Xp) S >t,...|;1...§}
m = i, m > m, ' J; 7 _ m
o> 0 o2 >0 . {(x,, ceer Zp) (_S—J)— > ’n—l_; lfa}
m = M, m < mg I X n(E—m
>0 : 'q’>0 ‘ {(x,,..;,xn) 'J‘_Sg)"<t”_”al
m<m<my | {m < m} U - (& — my)
6i>0 U {m > m,} (Fpp ves ) | —————— < by_y; af V-
o> 0 ‘ , S : S
q/;(:? — ) -
U'I(”l’ “eer Xn) T 5 Tty l-a.l

cu oy 4+ oy = a.
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fn acest tabel #,_;;, reprezinti cuantila de rang « a repartifiei
Aplicatie o
a) 2 =17,16; $*=17,07; S = 4,13

[

FPA

boate = An (:?S— mo) 6,9 ‘

) tlS; 0'95“? ‘i ,753.

Cum fou, > t15; 05, decidem si respingem ipoteza H:{m = 10}
si si acceptim- alternativa H':{m > 10}. - '
] J;(:': —m) 1.9: 4/;(2___— m) _ ——1,55
S S . 1.

W
—t1s; 0025 = b1s; 075 = 2,131,

Cum «/"(’73.— ) o, bis; o025’ S ‘/”_(’-’s"_’”i < t1s; 0975 ‘decidem  si

acceptim ipoteza H: {7 < m < 9,5} e el

4.61 (testul X). Se considerd -0 selecfie bernoulliani n-dimensio-
nali. asupra _unei variabile_repartizate. normal N(m, c?) .cu ambii
parametri necunoscuji. S se construiascd testul simplu (bazat .pe un
interval de incredere) pentru verificarea urmitoarelor ipoteze:

H,:{m = R, ¢® = o3} cu alternativa Hj: {m<= R, 6*>0, o # o3}
H,:{m € R, ¢* = op} cu alternati'\va H:{m = R, ¢*> o5}
Hy:{m = R, o = of} cu alternativa Hy: {m < R, ¢* < o)+

Aplicajie. a) Pentru selectia de volum 16 dat3 in problema 4.60
a) de’la acest paragraf si se verifice ipoteza H: {m e R, =18} cu
alternativa H': {m = R, o> > 18} la pragul de semnificafie « = 0,05.

b) Pentru selectia de volum 16 datd in problema 4.60. b) de la
acest paragraf si se verifice ipoteza H:{m € R, o = 12} cu alter-
nativa H': {m € R, 62 > 0, o* # 12}.

Solutie. Tic 5° = ! : 5 (X; — X)? o estimagie nedeplasata peﬁ—
. 7 —1§=1
tru o® Variabila (l_a—l)s: urmeazi o repartifie y? cu # — 1 grade
’ [

de libertatc.
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Regiunile critice pentiu ipotezele considerate smt date in tabelul
urmator :

" Alternativa ' ; ‘ e
: 'Ipm:m o H] Regiunea critich pentru H; la pragul de seomificatie & -
T@=6 7 |@#>0 . R A SO (n—1)S*"" Yy T
m e R C’¢ c% N (xl,n . xﬁ) _—3— < h’ @ [ }]
meR . O o= v
v n — 1)S* S
u {(x,...-.xn) (—,—)>h* a]
Co n—1; l—i
ot = o} ot > o} (n — 1)S?
m e R me R (%1, o+ -y %n) T>hn—l 1—a
o
o = o} o < o} (n — 1)St
waeR me R e (xl, .ie xn) —a' Bt «

in acest tabel Baatia repre/mta cuantila de rang o a repartl-
tiei %2 cu (n.— 1) grade de libertate. - !

Aplicaic. a) S*=17,07; @=DS_ 1490, h,s,m_ne
U

Dec1dem ¢4 Trespingem 1poteza H si si acceptam alternatwa

‘:{m e R, o> 18}. - _

b) S* =828; ‘”_‘—‘lii/— 10,35 ; h?5,0,975=626

°o

Decidem si respingem ipoteza H 3t si acceptim H':{m < R,
62> 0, o # 12} o )

4.62. S3 se const‘ri‘i’i@s’gé testul 2 ,pentru compararea a 7 pro-
portii. .
Aplicatie. Apartenen’;a ja’ una din clasele C,, Cy, Cy, Cy 2 500
de indivizi supusi la trel tratamentc ditulte T,, T,, T3 este-~datd in
‘tabelul de mai ]os = S R S

1

Tratament eszgtl.;::gui C, Cy C, C. Total
T, 150 K2 48 { -5 -} , 8L | my = 150
T, 200 20 65 71 ) 44 | ny = 20
T, 150 18 37 70 25 ny = 150
Total 7 =500 | ey =50 - | nd=150 | =, =200 ney = 100
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Sd se examineze egalitatea proportiilor pe clase a indivizilor in
cele trei tratamente.
" Solutie. Considerdm 7 populatii supuse la tratamente diferite,
investigatiile ficute asupra fiecirui individ putind oferi s rispunsuri
L4, Co, ..., Cs. Datele observate se ordoneazi ca in tabelul de mai jos:

- Nt. observatiilor
Tratamentul . Volumul egantionului Total
‘ G | G | [
T, ny Ny Nyg . Ry Ny
C T, ny Ny N9y Moy Hge
T, n, 1,y Mg .. Nyg Ny
Total 's n e,y ey ees g

Fie p; probabilitatea de aparifie a rdspunsului 7 (7=1,2, ..., s)
- 7= 3 :
la un individ din populatia i (i =1,2, ...,7) p py=1 pentru
: z ' =1

orice 1 = 1,2,"..., ».
. .Cum. py sint necunoscufi, vom construi in primul rind estima-
tiile lor de verosimilitate maximai. ‘

Introducem notatiile : ‘
. . s

P =204 Py= g ]55;

-] -
3 [ 4
mo = my, =2 ny.
-] fm=]
- In ipoteza cid observatiile ficute sint independente avem
P4 = Pupj iar functia de verosimilitate este

B LT s Ty

i=lj=]
r o r—1
- Tinind seama de faptul cé’1~2 pi =1, obtinem $, = 1 — E Diws
i f=]
far functia de verosimilitate devine!
r—1 fy, r—1 s
L= ('1 — ;ﬁi-)' ‘ '_1::.!(.'/’-'-)""]_11 (pi)™
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Logaritmind, obfinem
e o

1

r—‘]‘ o r—'l ; L]
log L = #,, log (1, — Elp,) + ;1 n;, log pi. + Z_; n;log ps

Considerind ca necunoscute p., =1, ..., (r — 1), sistemy] de
verosimilitate maximi conduce la -

%, By,

==L ,i=12 ..., —1).
bi. by. ; - :
Din proprietafile sirului. de rapoarte cgale obfinem 2,-‘ = &'a
= i - o 5,
i=12...,r . . 4
- Analog se obtin 2.,- =2 i=1,2".."s.
. n :

Deci py= 224 11,2, ..., 7; j=1,....s

nt : , :

Conform teoremei lui- Pearson, variabila

s I (g = 195)?
He =375

nﬁ"j

este repartizatd y? cu
i=1j5=1

(rs—1) —(—1)—(s— 1) = (r — 1)(s — 1) grade de libertate,
Avind in vedere acest fapt, se construieste testul x® pentru verifi,

carca ipotezei H: {py=1¢q;, j=1,2,...5, i=1,2, .. o 7h

* Penitru un s fixat, fie Aj_ye-n;1-. cuantila de rang (1 — a)

repartitiei 2 cu (r — 1)(s — 1) grade de libertate. Regiunea critics,

pentru ipoteza H la pragul de semnificatie o este

W= {H* 2 lfptys—1); 1-a}-

Aﬁlic"a,tie. i, 1 =123, st. nj,7=1,2,34 apar pe ultima
linie si ultima coloani a tabelului de date. L

.. Valorile estimate ale' probabilitdtilor p; sint

;’\u = 0,03; }’\12 =0,09, 513 =0,12; ?’\14 = 0,06



7’;21 =0,04; 222 =0,12; })\23 =0,16; })\24"= 0,08

22’\31 ='b,03'; ' 232 =0,09; 1”\33 = 0,12; }/5\34 = 0,06.

e =3 éﬁ_z_’iz)_ 7,201

i=1j=1 nby

Numirul gradelor de libertate ale lui H? este egal cu (3 — 1)x
X (#=1) = 6. Pentru «=0,05, cuantila de rang 0,95 a repatifiei x2
tu 6 grade de libertate este /g, 085 = 12,6.

Cum Hiy < h§; o5, decidem sa acceptdm ipoteza: de egalitate a
proportiilor pe clase a indivizilor in cele trei tratamente.

. 463, Se considerd doud selectii bernoulliene de volume #,, n,,
independente pentru popula]:n ale cdror caracteristici aleatoare X si
Y sint repartizate N(m,, ¢f), respectiv N(m,, c3), cu parametrii necu-
noscuti.

Si se construlasca testul F (testul Snedecor) pentru vcrlfxcarca
ipotezei H: {6} = o3} cu una din alternativele Hj: {c} # o3}

H;:{c? > o%}, H3:{c? <:c}}, la pragul de semnificatic «

Aplicatie. Se consideri doui.selectii independente de volume
#y =3, 1, =6 din populatii normale, datele obscrvate fiind prezen-
tate in tabelul urmitor: SN

% 66 70 . 73 67 1 69 l

E 0 | e+ | e |75 78

Si se verifice 1potcza H: {c:1 = az} (egahtatea dlspersulor celor
doui populatii) la pragul de semmﬁcatxe o = 0,05. .

Solufic. Pe baza primei selectii (X, .. t Xo) construim o estimatie
uedeplasata a lui 0'1, S} = 1_ ’1':"2‘1 (X — X)2, care are proprietatea
cd ("I.T‘._.l)sz urmeazi o repa;tlple‘ y2 cu (n, — 1) grade de libertate.

Pe baza cclei de-a doua selectii (Y5, ..., Yy,;) ‘construim o estima-
tie edeplasatd a lui of, S§= ml— - g(Y, — V)2, care are proprie-
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(n, — 1)S}
2

C3

tatea ca urmeazi o repatltle ¥2 cu (n, — 1) grade de libey,

tate. :
In cazul in care H: {o] = - 63 = o-} estc adevarata, variabilg,

F = %— este repartlzata Snedecor cu (n1 ~ 1, n, — 1) grade de liber,

tate. (Repartltla ‘Snedecor arc prin definitie densitatea

Sts) nin
l‘{ P ) ( —) 5+, o

)+
2 2
$3, S,-se numesc gradele de- libertate' ale repantitiei)

Pentru un prag de semnificatie «, decizia de acceptare sau de reg,
pingere a ipotezei H: {o} = of} se ia conform urmitorului tabel:

.V ‘l p( )_(sltz‘

Ipo;;eza Mtﬂ;‘:ﬁﬁ Regnmea ;itieﬁ penftu H la pmgﬂ ae semniﬁa:tnea h
of = of ‘ V"{ 95_"’_; ‘ : .' ‘{Ftalc‘<'f1} v {écak > fa} )
id=c |ei>d} Fate > £}
of =o} of <o} {Feate <1}

Constantele de definire a testului se obtm din Anexa IV in modu]
urmator :

— pentru 1 — P= % f2 se afla la intersectia coloanei

v, = (#, — 1) cu linia v, = (#; — 1)

— pentru 1 — P = -;, 1/f, se afld la intersecfia coloanei

v, = (ny — 1) cu linia vy = (#y — 1)
— pentru 1 — P = q, f; sc afld la mtersecpa coloane1
= (n; — 1) cu linia v, = (1, —1)
— pentru 1 — P = o, 1/f; se afld la intersectia coloanci
v, = (#, — 1) cu linia v, = (#; — 1).
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Aplicagie 2=69; y=71; S2=175; S2 =28
Fm=027
| fe=17.39; 1/f, = 9,36; f1_011

Cum Fo = (f,, f ) dec1dem sd acceptdm ipoteza de egalitate a
“dispersiilor.

4.64. Se consideri doui selectii bernoullienc, independente, de
volume #, respectiv 7, efectuate asupra a doud variabile aleatoare
repartizate N(m,, o2), N(my, o). Si se construiascid testul Student
pentru verificarea ipotezei H: {m, = mz} cu una din alternativele

Hy (e, # mz} H;: {m1 > m,_,} Hj: {m1 < mz} la pragul.de semnifi-
cane ®.

4 p lica tie. Pentru observa]:nle din aphcapa de la problema 4.63
{pentru car: s-a verificat egalitatea dispersiilor) sa se testeze ipotez.
H:{m, = mz} la pragul de semnificatie « = 0,05,

Soluﬂe.‘ Medule de selecpe--corespunzatoare~—celor' doud populatii-
sint repartizate respeétiv:')? ~N (ml, ig), 17~ N (7722, f)'
n

Diferenfa lor urmeazi tot o rcparupe normali, i anume
X -7~ N(mx——mz, o--‘—- —-JJ

Pe de alta parte, vanabﬂa

uste repartizati y* cu (# 4 7 — 2) grade de libertate.
Rezulti ci variabila ‘

T = X —F) = (my — my)

.ﬁl Xi— Xp + 3 (vi— P

$es]
n+r—2 V +—..

urmeazad o repartifie Student cu (# 4 7 — 2) grade de libertate.
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Regiunile critice pentru’ 1poteza H: {m1
cons1derate smt datc in tabelul urmator

m«,} cu alternativele

IR

Ipoteza Altem'ativa Regiunea critici pentru H fa™pragul dé semnificatic «
H H ;
"y ‘=,'”: my F My Toge < —#
wtr—2; 1—% U
(T >t ] R
cale
U~{, Tt 1—5}
——-r. /‘ 2
"y = My "y > iy {chlc > typr—2; l—a} |
my = My my < m, {Teate < —lngr—2; 1-a}
Aplicatie.n="5r=6, £ =69, 5 =71
' Tea: = —0 76

‘ Curﬁ

to, oers = 2, 262
|Tc.,,,| <2262 si

ts 095 = 1833

—1 833 < Tgalc < 1,833,
acceptdm ipoteza de egahtatc a mednlor

decidem 3

4.65. Sc. consulera tre1 selectu bernoulhene independente, de
volume egale cu # = 5, cfectuate asupra a trei variabile aleatoare

repart1zatc N(m,, 6%, i = 1,2, 3. Dateleobservate sint prezentate in_
tabelul urmator: .

%) 64 58 52 38 48 .7
%25 64 30 55 79 27
3§ 42 59 47 98 - 24

S3 se cerceteze cgalitatea mediilor celor trei caracteristici, utili-

zind .tabelul. de_analizd dispersionald.
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Solugie. "Adoptind valoarea S0 cu o medie de lucru pentru simpli-
ficarea calculelor, datele sint prezentate in tabelul urmator

4 ' 14 8 27 -2 -2
~ % - - e 14 - —20- —1|- 5 1. ...29. | —23
x5 -8 9 =3 48 —26

3
myo=n,=ny=5 N=Y ,n=15 r=3.

f=1
Mediile de selectie sint 7
.731=2, ﬁ2=1;£3=4; £=2,33-
Variabilele

o X; — Xy, EZ(X.;—X‘-"

r—14=1 N —riZij=1

Va=
sint doud estimatii nedeplasate 1ndependente pentru ¢2.
Vanablla F=Y4 urmeazi o repartltle Snedecor cu (r — 1, N —7)

R
gradc de hbertate ,
Tabelul de analizi dlspersmnala este urmatorul

Sumele de ‘pétrate Grade de libertate Estimatii pentrn o!
Sl IR B . s .
3
-2;;;(2;-?)! =23,34 - - S 2- - - Va = 11,67
$=1 : .
8 5
350 (i — Er = 5432 7 12 Vg = 452,7
i=1j=1 ' '
s 5 o e . I
D02 g~ B = 545534 . 14
i=1j=1 '
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= 187 _ 0,026.
452,7

Pentru « = 0,05, intervalul (f;, f,) se determini utilizind anexa V
(vezi problema 4.63):

cale

(fu fo) = (0,002; 5,10).

Cum Fey € (fy, f,), decidem: si acceptiam ipoteza de egalitate a
mediilor H : {m, = m, = mg}. -

! R ' '
4 Yoy
i
T‘:
\
1 IRERY ¢ i
Lt Pial, [ i .
T B Pt RS BN j
. - . , NEEEEY Y Vi
b . I3 K
" o o
‘ . IRART K .
W ¢ R Y




Anexa I
Repartifia normalé standard N (0, 1)
x
1 S —pp2
Q(x) = —\e dat
1/27:
-—00

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,0¢
—0,0 |0,5000]0,4960 | 0,4920 | 0,4880 | 0,4840 | 0,4801 | 0,4761 | 0,4721 | 0,4681 | 0,464
-0,1 | 0,4602 | 0,4562 | 0,4522 | 0,4483 | 0,4443 | 0,4404 | 0,4364 | 0,4325 | 0,4286 | 0,424
—0,2 | 0,4207 | 0,4168 | 0,4129 | 0,4090 | 0,4052 | 0,4013 | 0,3974 | 0,3936 | 0,3897 | 0,385
-0,3 |0,3821]0,3783 | 0,3745 | 0,3707 | 0,3669 | 0,3632 | 0,3594 | 0,3557 | 0,3520 | 0,34¢
—0,4 |0,3446 | 0,3409 | 0,3372| 0,3336 | 0,3300 | 0,3264 | 0,3228 | 0,3192 | 0,3156 | 0,312
—0,5 |0,3085 | 0,3050 | 0,3015 | 0,2981 { 0,2946 | 0,2912 | 0,2877 | 0,2843 | 0,2810 | 0,277
—0,6 |0,2743 | 0,2709 | 0,2676 | 0,2643 | 0,2611 | 0,2578 | 0,2546 { 0,2514 | 0,2483 | 0,245
—0,7 |0,2420 | 0,2389 | 0,2358 | 0,2327 | 0,2297 | 0,2266 | 0,2236 | 0,2206 | 0,2177 | 0,214
—0,8 |0,2119 | 0,2090 | 0,2061 | 0,2033 | 0,2005 | 0,1977 | 0,1949 | 0,1922 | 0,189+ | 0,186
—0,9 40,1841 40,1814 0,1788 | 0,1762 | 0,1736 | 0,1711 { 0,1685 | 0,1660 | 0,1635 | 0,161
—1,0 | 0,1587 | 0,1562 | 0,1539 | 0,1515 | 0,1492 | 0,1469 | 0,1446 | 0,1423 | 0,1401 | 0,137
-1,1 }0,1357]0,1335 ; 0,1314 | 0,1292 | 0,1271 | 0,1251 | 0,1230 | 0,1210 | 0,1190 | 0,117
-1,2 | 0,1151}0,1131 { 0,1112 | 0,1093 | 0,1075 | 0,1056 | 0,1038 | 0,1020 | 0,1003 | 0,098
-—1,3 | 0,0968 | 0,0951 | 0,0934 | 0,0918 | 0,0901 | 0,0885 | 0,0869 | 0,0853 | 0,0838 | 0,082
-1,4 |0,0808  0,0793 | 0,0778 | 0,0764 | 0,0749 | 0,0735 | 0,0721 | 0,0708 | 0,0694 | 0,068
—1,5 |0,0668 | 0,0655 | 0,0643 | 0,0630 | 0,0618 | 0,0606 | 0,0594 | 0,0582 | 0,0570 | 0,059
-1,6 |0,0548 | 0,0537 | 0,0526 | 0,0515 | 0,0505 | 0,0495 | 0,0485 | 0,0475 | 0,0465 | 0,045
—1,7 |0,0446 | 0,0436 | 0,0427 | 0,0418 | 0,0409 | 0,0401 | 0,0392 | 0,0384 | 0,0375 | 0,03€
—1,8 }0,0359 | 0,0351 | 0,0344 | 0,0336 | 0,0332 | 0,0329 | 0,0314 { 0,0307 | 0,0300 | 0,029
—1,9 |0,0287 | 0,0281 | 0,0274 | 0,0268 | 0,0262 | 0,0256 | 0,0250 | 0,0244 | 0,0238 | 0,023
—2,0 |0,0227 | 0,0222 | 0,0217 | 0,0212 | 0,0207 { 0,0202 | 0,0197 { 0,0192 | 0,0188 | 0,018
-2,1 {0,0179 | 0,0174 | 0,0170 | 0,0166 | 0,0162 { 0,0158 | 0,0154 | 0,0150 | 0,0146 | 0,014
-2,2 10,0139 0,0135 | 0,0132 | 0,0129 | 0,0125 | 0,0122 | 0,0119 | 0,0116 | 0,0113 | 0,011
—2,3 10,0107 | 0,0104 | 0,0102 | 0,0099 | 0,0096 | 0,0094 | 0,0091 | 0,0089 | 0,0087 | 0,008
-2,4 |0,0082 | 0,0080 | 0,0078 | 0,0075 { 0,0073 | 0,0071 | 0,0069 | 0,0068 | 0,0066 | 0,00€
-2,5 |0,0062 | 0,0060 | 0,0059 | 0,0057 | 0,0055 | 0,0054 | 0,0052 | 0,0051 | 0,0049 | 0,004
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R s I Rt IE  NEPEY
- -Repartifia -normald standard N (0, 1) -

Anexa I (continuare)

.90 1

i

0,08

x 001 | 002 | 003 | 004 [ 005 | 007 | _o008 | 009
-2,6 | 0,0047 | 0,0045 | 0,0044 | 0,0043,| 0,0041 | 0,0040 | 0,0039 | 0,0038 | 0,0037.|.0,0036
-2,7 | 0,0035 | 0,0034 | 0,0033 | 0,0032 | 0,0030 | 0,000 | 0,0029 | 0,0028. | 0,0027.| 0,0026
-2,8 |0,0026 | 0,0025 | 0,0024 | 0,0023 | 0,0023 | 0,0022 | 0,0021 | 0,0020 | 0,0020 | 0,0019
-2,9 | 0,0019 | 0,0018 | 0,0017 | 0,0017 | 0,0016 | 0,0016 | 0,0015 | 0,0015 | 0,0014 | 0,0014
-3,0 10,0013 | 0,0013 | 0,0012 | 0,0012 { 0,0012 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0011" | 0,0010 | 0,0010
0,0 |0,5000 | 0,5040 | 0,5080 | 0,5120 | 0,5136 | 0,5199 | 0,5230 | 0,5278"('0,5319"'0.5359
0,1 |0,5398 | 0,5438 | 0,5478'| 0,5517 | 0,5557 | 0,5596 | 0,5636 | 0,5675 |'0,5714 | 0,5753
0,2 | 0,5793 | 0,5832 | 0,5871|0,5910 |:0,5948 | 0,5987 | 0,6026 | 0,6064 10,6103 | 0,6141
0,3 |0,6179 | 0,6217 | 0,6255 | 0,6293 |-0,6331 | 0,6368 | 0,6406 | 0,6443 .| 0,6480 | 0,6541
0,4 |0,6554 | 0,6591 | 0,6628 | 0,666+ |-0,6700 | 0,6736 | 0,6772 | 0,6808_( 0,6844 | 0,6879
0,5 |0,6915 | 0,6950 | 0,6985 | 0,7019 07054 0,7088 | 0,7123 | 0,7157 | 0,7190 | 0,7224
0,6 |0,7257 | 0,7291 | 0,7324 | '0,7357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 0,7486 | 0,7517 | 0,7549
0,7 [0,7580 | 0,7611 | 0,7642 | 0,8673 | 0,7703 | 0,7734 | 0,7764 | 0,7794 | 0,7823 | 0,7852
0,8 |0,7881 | 0,7910 | 0,7939 | 0,7967 | 0,7995 | 0,8023 | 0,8051-| 0,8078].0,8106 | 0,8133
0,9 | 08159 | 0,8186 | 0,8212 | 0,8238 |.0,8264 | 0,8289 | 0,8315 | 0,8340 | 0,8365 | 0,8389
1,0 |0,8413 | 0,8438 | 0,8461,( 0,8485 | 0,8508 | 0,8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0,8599 | 0,8621
1,1 |0,8643 | 0,8665 | 0,8686 | 0,8708 | 0,8729 0,8749 | 0,8770 | 0,8790 ,0,8810 | 0,8830
1,2 |0,8849 | 0,8869 | 0,8888 | 0,8907 |'0,8925 | 0,8944 | 0,8962 | 0.8980 ° 0,8997 | 0,9015
1,3 [0,9032 | 0,9049 | 0,9066 | 0,9082 | 0,099 | 0,9115 | 0,9131 | 0,9147 | 0,9162 0,9177
1,4 |0,9122 | 0,9207 | 0,9222 | 0{9236 | 0,9251 | 0,9265 | 0,9279 | 0,9292 /| 0,9306 | 0,0319
1,5 | 0,9332 | 0,9345 | 0,9357 { 0,9370 | 0,9382 | 0,9394 | 0,9406 | 0,9418 | 0,9429 | 0,9441
1,6 {0,9452 | 0,9463 | 0,9463 | 0,9474 | 0,9484 | 0,9595 | 0,9505 | 0,9515. | 0,9525 | 0.9535
1,7 |0,9554 | 0,9564 | 0,9573 | 0,9582 0,0591 | 0,9599 | 0,9608 10,9616 | 0,9625 | 0,9633.
1,8 |0,9641 | 0,9649 | 0,9656 | 0,9664 | 0,9671 | 0,9678 | 0,9686 | 0,9693 | 0,9699 | 0,9706
19 | 09713 | 0,9719 | 0,9726 | 0,9732 | 0,9738 | 0,9744 | 0,9750 | 0,9756 | 0,9761 | 0,9767
2,0 |0,9772 | 0,9778 | 0,9783 | 0,9788 | 0,9793 | 0,9798 | 0,9803.| .0,9808 | 0,9812] 0,9817
2,1 |0,9821 | 0,9826 | 0,9830 | 0,9834 | 0,9833 | 0,9842 | 0,9846 | 0,9850 | 0,0854.] 0,9857
2,2 | 0,9861 | 0,9864 | 0,9868 | 0,9871 | 0,9875 | 0,9878 | 0,9881 | 0,9884 | 0,9887 | 0,9890
2,3 | 0,9893 | 0,9896 | 0,9898 | 0,9901 | 0,9904 0,9906 | 0,9909 | 0,9911 | 0,9913 | 0,9916
2,4 |0,9919 | 0,9920| 0,9922 | 0,9925 | 0,9927 | 0,9929 | 0,9981 [ '0,9932 | 0,9934 | 0,9936
2,5 |0,9938 | 0,9940°| 0,9941 [ 0,9943 | 0,9945 | 0,9946 | 0,9948 | '0,9949 | 0,9951 | 0,9952
2,6 | 0,9953 | 0,9955 | 0,9956 | 0,9957 | 0,9959 [ 0,9960 | 0,9961 | 0,9962 | 0,9963 | 0,9964
2,7 |0,9965 | 0,9966 | 0,9967 | 0,9968 | 0,9969 | 0,9970 | 0,9971 {.0,9972 | 0,9973 | 0,9974-
2,8 | 0,9974 | 0,9975°) 0,9976 | 0,9977 | 0,9977 | 0,9978 | 0,9979 | '0,9979 | 0,9980 | 0,9981 _
2,9 | 0,981 | 0,9982 | 0,9982 | 0,9983 | 0,9984 | 0,9984 | 0,9985 | 0,9985 | 0,9986 |:0,9986
3,0 | 0,9987 | 0,9937 | 0,9987.|.0,9988 | 0,9988 | 0,9989 | 0,9989 | 0,9989 | 0,9990 | 0,9990
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Anexa II
Repartitia 7.’.7 Cunntilele %, 1~

N 0,095 099 | 0975 | 090 | ose | o0 | o700 | 0500
” ' . B N \
~1.|.—. |- 0,0002-| 0,0010 | -0,0039 | -0,0158 | 0,0642 | 0,148 | - 0,455
2 |0,0100| 00201 | 0,006 | 0,103 | 0211 | 0466 | 0713 | 1,39
3 [o077]" 0115 |' 0,216 | ' 0,352 0,584 101" 142 | 2,37
40207 | 0207 | o484 | 0711 | 106 | 1es 220 | 336
5| 0412 [ 0554 | o831 | 115 161 . | 234 3,00 .| 435
6lo676 | o872 | 124 | 184 | 220 | 307 3,83 5,35
7. 0.089.| (L2s | 1,60 217, | .28 | 382 . | 467 | 635
8|13¢ |65 | 218..| 273 | 349. | 459 | 553 .| 7,34
911,73 | 200 | 270 | 33 | 417 ‘| 538 639 | 834
10 |'2 16 | ‘25'6‘”"" " 328 3904 | 487 | 618 | 727 | 934
1 260" 73,05 | 382, | 457 | 558 699 | 815 | 103
121307 | 357.. | 440 | 523 | es0 | 781 | 903 .| 1.8
13 {357 | 411 | 501 | 58 704 | 868 | 993 | 123
14 (4,077} 466 | 583 657 | 779 947 | 108 | 133
15 460 | 523 626 | 726 | 855 10,3 11,7 14,3
16 | 514 | 581 691 | 796 | 981 |12 | 126 | 153
17] 570 | 641 | 756 | se7 [101 . {120 135 | 163
18| 626 | 7,01 823 | 939 | 109 12,9 144 | 173
19| 684 | 763 | 891 | 101 1,7 |187 154 | 183
201"743 | 826 | 959 | 109 12,4 14,6 163 | 193
21| 803 [ 890 |103 |16 |132 |154 [ 172 | 203
22 { 8,64 | 9,54, 11,0 . | 12,3 140 163 . 18,1- 21,3
23 | 9,26 102 11,7 131 | 148 [172 19,00 .| 22,3
24| 9,89 | 109 12,4 13,8 15,7 18,1 199 - | 233
251105 | 11,5 | 131 14,6 16,5 18,9 20,9 24,3
26 (11,2 | 122 13,8 15,4 173, | 198 | 218 253
272|118 | 129 14,6 16,2 181 |207 | 227 | 268,
28 125 |186 [153 | 169 189 |-21,6 | 236 27,3
29 {131 {143 |160 | 177.0 | 198 |225. .| 246 28,3
30 138 |[15,0 168. | 185 | 206 234 255 | 293

QObservatie. =~ o e -
Penttru # > 30' se poate adxmte cé A\/27’ JZn -1 urineazi o Vrepart.itie» N(O, 1).

[
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Anecxa I'IT
Repartitia Student, Cuantilele ¢, . pentru eare
- ‘-.g(g..s.t_]—a' ”) f':.l - a-.

i
i
i

1—a .
" 0,5 0,90 Y- 0975 | 099 0,995 .
W\ D e T T e T
1 1,000 3,078 " 6,314 12,706 | 31,821 63,657
2 | .0816 1,886 | 2,920 4,303 ..| 6,965 9,925
3 | o7es 1,638 2,353 3,182 4,541 5841
4 | 0741 1,533 . 2,132 2,776 . 3,747 4,604
5 | 0727 1,476 2,015, 2,571 3,365 4,032
6 0,718 1,440 n:.1;943 2,447 7). 38,143 3,707
7 0,711 - 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 0,706 1,397 24711860 2,306 | 2,896 3,355
9 0,703 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 | 0i700 1,372 T1812 2,228 | 2,764 3,169
11 0,697 1,363 1,79 2,200 | 2718 3,106 ~
12 | 0695 1,356 1782 2,179 2,681 3,055
13 | 0,694 1,350 L7 2,160 | 2,650 3,012
14 0,692 1,345 1,761 2,145 2,624 . 2,977
15 | 0691 1,341 1,753 2,131 | . 2,602 2,947
16 0,690 1,337 1,746 2,120 . 2583 |- 2921 ..
17 | 0,689 1,333 11 21,740 2,110 | 2,567 2,898
18 0,688 1,330 1,734 2,101 2552 | 2878 -
19 0,688 1,328 1,729 2093 1 2,539 2i861
20 0,687 1,325 1,725 - 2,086 2,528 2,845
21 | 6686 1,323 | "7t 2,080 2,518 23831
22 0,686 1,321 Y, 2,074 _ | 2,508 2,819
23 0,685 1,319 1,714 2,069 2,500 | 2,807 .
24 | 0,685 1,318 .. 2,064 .| 2492 2,797
25 0,684 1,316 1,708 2060 | 2485 ---2,787 -
2 | 0,684 1,315 . 1,706 2,056 . . 2,479 2,779
27 068+ | 1,314 . 1,703 2,052 2,473 2,971 —
28 | 0,683 1,313 - 1,701 2,048 | - 2,467 2,763
29 0,683 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 | 0,683 1,310 1,697 2,042 < 2,457 2,750
35 0,681 1,306 1,690 2030 | 2438 2,724
40 | 0681 1,303 *'1,684 2021 | ' 2423 2,704
80 | 0,679 1,291 1,671 2,000 | = 2,390 2,660
120 0,677 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617
#>120| 0,674 1,282 1,645 1,960 . |- .. 2,326 2,576
Observa'tic. byn = —l _q n " oy
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' Valorile D, ale testulul 'Lilliefors - '

Anexa 1V

p— ~— —— N Pe—
. 0,90 . oss 099
' 0,352 . 0381 " 0,417
5 0,315 ' " 0,337 0,405
6 0,204 - - 10,319 'p,-ss«:
7 0,276 0,300 0,384
8 0,261 - . 0,285 0,331
P 0,249 0271 0,311
10 023 0,258 0,204
11 0,230} 0,249 0,284
12 0223 ~ 0,242 0,275
13 ) 0,214 ~r-rt - 9,234 0,268
14 0,207 0,227 0,261
15 0,201 . 0,220 0,257
16 "0,195 0,213 0,250
17 0,189 0,206 0,245
18 0,184 0,200 0,239
19 0,179 0,195 n.235
2 0,174 0,190 s
25 . 0158 0173 0.200
30 0,144 “0,161 0,187
n>30 “0805 | — 0886 RN B
Ny ~ Wn

02

CQO
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