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Introducere

Toate domeniile culturii se dezvoltã astãzi în strânsã interdependenþã cu
matematica. În societatea contemporanã, dinamicã ºi aflatã într-un proces de
globalizare, matematica devine tot mai mult un instrument necesar pentru studiul
ºi înþelegerea fenomenelor sociale. Domeniul artistic ºi cel spiritual tind ºi ele sã
fructifice achiziþii din domeniul matematicii. De aceea, am construit demersul
didactic al acestui manual cu scop deopotrivã cultural ºi pragmatic, urmãrind atât
formarea de competenþe specifice matematicii, cât ºi transferul de tehnici ºi
metode cãtre domenii transdisciplinare.

Manualul se adreseazã elevilor de la filiera teoreticã, profil umanist,
specializarea ºtiinþe sociale;  filiera vocaþionalã, profil militar M.A.I, specializarea
ºtiinþe sociale precum ºi filiera vocaþionalã, profil teologic, toate specializãrile.

Pentru a simplifica parcurgerea manualului am diferenþiat unitãþile de conþinut
ce se adreseazã specializãrilor care au prevãzute una, respectiv douã ore
sãptãmânal, prin simbolurile grafice,                      , respectiv                      .

Cu aceleaºi simboluri grafice sunt diferenþiate exerciþiile ºi problemele propuse
spre rezolvare pentru cele douã tipuri de alocãri în planul de învãþãmânt.

Fiecare unitate de învãþare începe cu un test preliminar de autoevaluare, ce
sintetizeazã cunoºtinþele de bazã necesare pentru parcurgerea capitolului respectiv.

În corpul fiecãrei lecþii, am evidenþiat etapele demersului didactic propus prin
expresiile: Sã observãm!, Sã comparãm!, Sã analizãm!, Sã aplicãm!.

Concluziile unei etape de raþionament sau de observare, finalizate printr-o
propoziþie generalã, sunt evidenþiate cu ajutorul expresiei „În general” ºi marcate
prin chenar.

Pentru a facilita conexiunile între conþinuturile cu caracter strict matematic
din lecþie ºi aplicaþiile acestora, am grupat în benzile laterale ale paginilor manualului
atenþionãri, exemplificãri ºi exerciþii necesare pentru fixarea noþiunilor prezentate.

Întregul demers de construcþie ºi dezvoltare a manualului a avut în vedere
formarea acelor competenþe care sã permitã identificarea relaþiilor între noþiunile
matematice studiate, interpretarea datelor de diverse tipuri, utilizarea unor algoritmi
ºi concepte matematice în situaþii diverse, exprimarea caracteristicilor matematice
ale unei situaþii concrete ºi analiza de situaþii-problemã în scopul optimizãrii soluþiilor
practice. De aceea, informaþia conþinutã în programa ºcolarã a fost structuratã ºi
detaliatã astfel încât acest deziderat sã fie realizat cu succes.

Testele de evaluare de la sfârºitul fiecãrui capitol oferã modalitãþi de verificare
a nivelului la care s-au format competenþele vizate ºi se adreseazã în mod
diferenþiat elevilor care au alocate prin planul de învãþãmânt una, respectiv douã
ore de studiu.

Ne exprimãm speranþa cã manualul de faþã va oferi un instrument util de lucru
tuturor acelora care sunt dornici sã înþeleagã, sã explice ºi sã acþioneze eficient
în lumea în care trãim.



5

Acest simbol marcheazã
secvenþa avutã în vedere
în cadrul unitãþii de
învãþare.

Observãm ºi explorãm!

Indicã un enunþ obþinut prin extrapolarea unor
exemple sau proprietãþi particulare. Acest
enunþ poate fi o definiþie sau o teoremã.

Comentariile ºi atenþio-
nãrile sunt marcate
prin acest semn.

Aplicaþiile imediate
sunt corelate cu
explicaþiile sau
exemplele din corpul
lecþiei, în dreptul
cãrora sunt situate.

Aceastã expresie
evidenþiazã tipul de
activitate care urmeazã.

Exemplele au
legãturã cu noþiunile
definite anterior.

Subtitlurile puncteazã
etape ale demersului
didactic.

Simbolul  ...  atenþioneazã asupra faptului cã anumite
justificãri au fost omise în cadrul demonstraþiei. Ele
trebuie formulate de cãtre cititor, pentru a participa
activ la înþelegerea textului.

Cum se utilizeazã acest manual?

* Textele scrise cu corp de literã mai mic au doar rolul de exemplu. Ele se pot regãsi în paginile acestui manual.
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Calcul numeric

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. Efectueazã:
a) –15 + 23; b) (–4 – 2) · (4 + 2); c) 2 · 0 + 3 · (1 – 2);

d) 
1 2 5 3:
5 3 25 2
  ; e) 6,72 – (2,53 – 4,41); f) 3 2 ( 2 2 2 3 2)   .

Proprietãþile
operaþiilor cu
numere

Unitatea de învãþare 1

Test iniþial de autoevaluare

2. Calculeazã, folosind metoda factorului comun:
a) 2007 · 2008 – 2007 · 2007
b) (4 + 6 + 8 + 10) : 2.

Procente

3. Efectueazã calculele, apoi stabileºte valoarea de adevãr a propoziþiilor de mai jos:
a) (1 + 4) + 5 = 1 + (4 + 5); b) (1 – 4) – 5 = 1 – (4 – 5);
c) (1 · 4) · 5 = 1 · (4 · 5); d) (1 : 4) : 5 = 1 : (4 : 5).

Calcul algebric Alege rãspunsurile corecte!
5. (x – 1)2 este egal cu:

a) x2 – 2x + 1; b) x2 – 1; c) x2 + 2x + 1; d) x2 + 1.

Inegalitãþi

6. x2 – 3x + 2 este egal cu:
a) (x – 3)(x + 2); b) (x + 1)(x + 2);     c) (x – 1)(x – 2); d) (x + 2)2.

Intervale

7. Stabileºte care dintre urmãtoarele propoziþii sunt adevãrate:
a) 4 · 2 < 4 · 3; b) (–4) · 2 < (–4) · 3; c) (–4) · (–2) T (–4) · 0;
d) 1234 · (–3) U 1234 · (–4); e) 1234 · 1233 U 1233 · 1234.

4. Calculeazã:
a) cât reprezintã 25% din 1400;
b) cât va costa un produs de 20 lei dupã o ieftinire de 15%;
c) cât la sutã din 800 reprezintã 250.

8. Afirmaþiile urmãtoare se referã la numere reale.
Identificã afirmaþiile false ºi propune câte un contraexemplu.
a) x T a ºi y T b    x + y T a + b;
b) x + y > a + b    x > a ºi y > b;
c) x < y    x2 < y2;
d) x T a ºi y T b    x · y T a · b;
e) x T y     a · x T a · y.

9. a) Scrie mulþimile de mai jos sub formã de interval ºi reprezintã-le apoi pe axã.
A = {x i Z | x T 3}; B = {x i Z  | x > 1}; C = {x i Z | 0 T x < 2}.
b) Determinã mulþimile: A O B; A N B; A \ C.
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 Explicã diferenþa dintre
scãderea preþului unui
produs cu 10% ºi scãderea
preþului unui produs cu 10
bani.

Explicã în ce mod a obþinut
dl. Popescu aceste relaþii.

Uneori în viaþa de zi cu zi ne confruntãm cu probleme care conþin în enunþul lor
cantitãþi necunoscute. Pentru determinarea acestora trebuie, mai întâi, „sã punem
problema în ecuaþie”, cu alte cuvinte sã identificãm relaþii matematice care descriu
situaþia din enunþ.

Sã analizãm!

Exemplul 1
Doamna Georgescu doreºte sã-ºi cumpere un palton din Magazinul „Flora”. Pentru

cã iniþial i s-a pãrut cam scump, a mai aºteptat o lunã. Între timp, paltonul s-a ieftinit
cu 20 lei, apoi s-a mai aplicat încã o reducere de 15% ºi a ajuns astfel la preþul de
238 lei. Deoarece a uitat vechiul preþ, doamna Georgescu ar vrea sã-l calculeze
pentru a vedea ce economie a fãcut cumpãrându-l mai târziu.

Notând cu p acest preþ, doamna Georgescu a obþinut:

p p   1520 ( 20) 238
100 .

Exemplul 2
Domnul Popescu a fost numit administrator al unui bloc cu 30 de apartamente, în

care fiecare apartament are 2 sau 3 camere. ªtiind cã în total sunt 78 de camere,
dl. Popescu ºi-a propus sã afle câte apartamente cu 2 camere ºi câte cu 3 camere
sunt în bloc.

Pentru aceasta a notat cu d numãrul apartamentelor cu douã camere ºi cu t
numãrul celor cu 3 camere ºi a raþionat astfel:

„Pe de o parte ºtiu câte apartamente sunt în bloc, iar pe de altã parte ºtiu câte
camere sunt în bloc.  Am, aºadar, urmãtoarele douã relaþii:  d + t = 30 ºi  2d + 3t = 78.”

Exemplul 3
Întrebat de niºte colegi ce vârste au copiii sãi, domnul Gheorghiu le-a rãspuns

printr-o problemã: „Bãiatul este cu 4 ani mai mare decât fata, iar anul viitor vor avea,
împreunã, 30 de ani.”

Primul prieten a gândit astfel: „Notez cu x vârsta fetei, deci vârsta bãiatului este
x + 4. Anul viitor cei doi copii vor avea vârstele (x + 1), respectiv (x + 5) ºi suma lor
este 30, deci am relaþia: (x + 1) + (x + 5) = 30.”

Cel de-al doilea coleg a raþionat în alt mod: „Sã presupunem cã vârsta fetei este
f, iar vârsta bãiatului este b. Despre f ºi b ºtiu, aºadar, cã verificã douã relaþii:

b = f + 4  ºi  (f + 1) + (b + 1) = 30.”

Ne amintim ºi explorãm!

Situaþii cotidiene care conduc la ecuaþii sau inecuaþii

Ecuaþii ºi inecuaþii liniare

Exemplul 4
Domnul Andronache este directorul unei firme. Fãcând o estimare pentru luna în

curs, a constatat cã firma va avea cheltuieli în valoare de 21 000 de lei. Pe de altã
parte, 25% din veniturile lunare sunt alocate pentru taxe ºi dezvoltare.

Dl. Andronache ºi-a pus problema ce venituri trebuie sã obþinã firma pentru a
avea profit. Notând cu v aceste venituri, a observat mai întâi cã suma rãmasã dupã

efectuarea tuturor plãþilor este egalã cu v v  2521000
100

, iar pentru a nu avea pierderi

 Cea mai veche problemã
cunoscutã apare într-un
papirus egiptean scris acum
3000 de ani. Problema cere
sã se afle o cantitate necu-
noscutã, dacã ºtim cã
ºeptimea ei împreunã cu ea
toatã dau 19.

 Uneori aceeaºi problemã
poate fi pusã în ecuaþie în mai
multe moduri diferite.
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1. Dacã, pentru a îndeplini un contract de livrare, o uzinã
ar fabrica zilnic 18 maºini, la termenul stabilit ar lipsi
4 maºini. Dacã uzina ar fabrica zilnic câte 20 de
maºini, la termenul stabilit ar fi cu 10 mai multe decât
prevede contractul. Câte maºini au fost comandate
prin contract ºi în cât timp este prevãzut a fi fabri-
cate?

2. Aflã numerele naturale cu proprietatea cã diferenþa
dintre triplul fiecãruia ºi jumãtatea sa este mai micã
decât 10.

3. Perimetrul unui dreptunghi este de 220 m. Dacã
micºorezi lungimea sa cu 20 m, cu cât ar trebui mãritã
lãþimea pentru ca perimetrul sã rãmânã acelaºi?

Exemplul 5
Organizatorii unui concurs sportiv trebuie sã delimiteze cu jaloane un triunghi

având una dintre laturi egalã cu 20 m ºi altã laturã egalã cu 50 m. Pentru a determina
ce lungime l poate avea cea de-a treia laturã, organizatorii au folosit un rezultat de
geometrie, ºi anume cã într-un triunghi suma oricãror douã laturi trebuie sã fie mai
mare decât cea de-a treia. Ei au obþinut urmãtoarele trei relaþii:

l + 50 > 20
20 + l > 50
50 + 20 > l.

Exerciþii ºi probleme

În fiecare dintre exemplele analizate mai sus, am transpus enunþul problemei sub
forma unor relaþii matematice. Am obþinut astfel: ecuaþii, inecuaþii, sisteme de ecuaþii,
sisteme de inecuaþii.

 Construieºte, folosind
doar rigla ºi compasul, un
triunghi care sã aibã laturile
egale cu 3 cm, 4 cm ºi 5 cm.
Poþi construi, folosind acelaºi
procedeu, un triunghi având
laturile de 3 cm, 4 cm ºi 8 cm?
Explicã!

 Pune în evidenþã aceºti
doi paºi în fiecare dintre
exemplele anterioare.

trebuie ca aceastã sumã sã fie mai mare decât 0, deci sã aibã loc relaþia

v v  2521000 0
100 .

În general

Pentru a transpune enunþul unei probleme sub forma unor relaþii matematice,
procedãm astfel:

Etapa I: alegerea necunoscutei
• Citim enunþul cu atenþie.
• Ne imaginãm situaþia descrisã cât mai exact posibil.
• Separãm ceea ce „se dã” de ceea ce „se cere”.
• Identificãm mãrimile necunoscute.
• Analizãm enunþul ºi cãutãm mãrimea necunoscutã cea mai potrivitã pentru a fi

notatã cu o literã.

Etapa a II-a: punerea problemei în ecuaþie
• Cãutãm sã exprimãm cât mai simplu legãturi între date ºi cerinþe.
• Stabilim un plan de acþiune.
• Efectuãm calcule parþiale ºi evaluãm natura rezultatului.

4. Perimetrul unui dreptunghi este de 70 dm ºi lãþimea
este de 40% din lungime. Determinã aria
dreptunghiului.

5. Întrebat odatã ce orã este, Pitagora a rãspuns: „Pânã

la sfârºitul zilei a rãmas de douã ori 2
5  din cât a

trecut de la începutul ei.” Ce orã este?

6. Dintr-un coº cu mere, Dãnuþ ia 5
8  din numãrul lor,,

apoi vine Ana ºi ia 4
5  din numãrul merelor rãmase.

Au rãmas 15 mere. Câte mere au fost la început în
coº?

 Explicã de ce în acest
exemplu nu obþinem o
ecuaþie.

Scrie ecuaþiile, respectiv inecuaþiile prin care se exprimã matematic urmãtoarele probleme:
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Analizãm ºi generalizãm!

Metode de rezolvare a ecuaþiilor, inecuaþiilor ºi sistemelor

Problemele formulate în prima parte a acestei unitãþi de învãþare ne-au condus la
diverse relaþii care conþin cantitãþile necunoscute. Vom determina, pentru fiecare
problemã în parte, mulþimile ale cãror elemente verificã ipotezele problemei.

 Ce este o ecuaþie?

Sã ne amintim!
O ecuaþie este o propoziþie în care apare o singurã datã semnul egal. O ecuaþie

are doi membri. În cei doi membri ai unei ecuaþii apar variabile, numite necunoscute.
Aceste necunoscute pot lua valori dintr-o mulþime, numitã domeniul de definiþie al
ecuaþiei.

În cazul în care domeniul de definiþie D nu este precizat, acesta trebuie determinat,
punând condiþia ca pentru orice element al lui D expresiile care apar în cei doi membri
ai ecuaþiei sã aibã definitã valoarea.

O soluþie a unei ecuaþii este un element al domeniului de definiþie cu proprietatea
cã, înlocuit în ecuaþie, conduce la o propoziþie adevãratã.

 Cuvântul ecuaþie provine
din latinescul „aequatio” ºi
înseamnã egalare.

Exemple
1) 2(x + 1) + (2x – 3) = x – (–1 – x) este o ecuaþie având necunoscuta x. Cum

ambii membri ai ecuaþiei au sens pentru orice numãr real x, domeniul de definiþie este
mulþimea Z.

Înlocuind x cu 1, rezultã propoziþia adevãratã 3 = 3. Deci 1 este soluþie a acestei
ecuaþii. Pe de altã parte, înlocuind x cu 0, se obþine propoziþia falsã –1 = 1. Deci
numãrul 0 nu este soluþie a acestei ecuaþii.

2) x
x
 


2 1 4
1

 este o ecuaþie având necunoscuta x. Pentru ca numitorul care apare

în membrul din stânga sã fie diferit de 0 (împãrþirea prin 0 nu are sens!) trebuie ca x
sã fie diferit de 1. Deci domeniul de definiþie al ecuaþiei este Z \ {1}.

Numãrul 3 este soluþie a acestei ecuaþii.

3) 2x – y + 3 = 0 este o ecuaþie având douã necunoscute x ºi y, al cãrei domeniu
de definiþie este Z D Z.

Stabileºte dacã numãrul
–1 este o soluþie a ecuaþiei
x + 2(1 – x) = 5.

 Identificã necunoscutele
ºi domeniile de definiþie
pentru ecuaþiile:

1 1lg( 1)
2 2

   


x
x ;

x y   2 2 3 2 .

Sã analizãm!
A rezolva o ecuaþie înseamnã a gãsi mulþimea tuturor soluþiilor acesteia.
Sã considerãm, de exemplu, ecuaþia 2(x + 1) + (2x – 3) = x + (1 + x). Am vãzut cã

numãrul 1 este o soluþie a acestei ecuaþii. Problema care se pune este dacã aceasta
este singura soluþie sau mai existã ºi altele.

În general, pentru a determina toate soluþiile unei ecuaþii încercãm sã o aducem
la o formã cât mai simplã efectuând transformãri echivalente ale acesteia.

În cazul ecuaþiei menþionate procedãm astfel:

 Identificã proprietãþile
operaþiilor cu numere utiliza-
te în aceste calcule.

Explicã de ce a fost util sã
adunãm (–2x) la ambii
membri. Ce s-ar fi întâmplat
dacã adunam (–4x)?

Efectuãm calculele ºi reducem termenii
asemenea în cei doi membri

2x + 2 + 2x – 3 = x + 1 + x
4x – 1              = 2x + 1

Adunãm în ambii membri ai ecuaþiei
–2x (sau scãdem 2x)

(4x – 1) – 2x = (2x + 1) – 2x

Folosim asociativitatea ºi
comutativitatea adunãrii

(4x – 2x) – 1 = (2x – 2x) + 1
         2x – 1 = 1
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Verificã faptul cã numãrul
1 este soluþie a tuturor ecua-
þiilor care apar prin transfor-
mãri echivalente din ecuaþia
datã.

Explicã de ce toate aceste
transformãri nu au modificat
mulþimea soluþiilor ecuaþiei.

În general

Pentru a rezolva o ecuaþie, încercãm sã o aducem la o formã cât mai simplã
folosind transformãri care nu schimbã mulþimea de soluþii ale acesteia. Obþinem astfel
ecuaþii echivalente cu cea datã.

Transformãrile utilizate de obicei sunt:
– efectuarea de calcule algebrice în fiecare membru al ecuaþiei;
– adunarea sau scãderea aceluiaºi termen în ambii membri ai ecuaþiei;
– înmulþirea sau împãrþirea ambilor membri cu acelaºi numãr real nenul.

 Ce se întâmplã dacã
înmulþim cu 0 ambii membri
ai unei ecuaþii? De ce nu este
aceasta o transformare care
pãstreazã mulþimea soluþiilor?

 Ce este o ecuaþie liniarã?

Sã analizãm!
În ecuaþiile prezentate mai sus am întâlnit situaþii în care necunoscuta sau

necunoscutele apãreau doar la puterea întâi, cum ar fi, de exemplu:
2 · (x + 1) + (2x – 3) = x – (–1 – x) sau
2x – y + 3 = 0.

În schimb, în ecuaþia 
2 1 4

1
 


x
x  necunoscuta x apare la numitorul unei fracþii, iar

numãrãtorul acesteia conþine termenul x2.

În general

O ecuaþie care conþine numai termeni de gradul întâi (adicã termeni de forma
a · x, cu a numãr real nenul ºi x necunoscutã) ºi/sau termeni liberi (adicã termeni care
nu conþin necunoscute) se numeºte ecuaþie liniarã (sau ecuaþie de gradul întâi).

 Cum rezolvãm ecuaþii liniare cu o necunoscutã?

Sã analizãm!

În unul dintre exemplele anterioare am obþinut ecuaþia liniarã cu necunoscuta p:
1520 ( 20) 238
100

   p p .

Utilizând transformãri echivalente, obþinem succesiv urmãtoarele ecuaþii, care au
aceleaºi mulþimi de soluþii ca ºi ecuaþia iniþialã:

17 255 0
20

 p .

17 255
20

p .

p = 300.

Deci ecuaþia iniþialã are ca soluþie numãrul 300.

Scrie o ecuaþie liniarã cu
necunoscutele x, y ºi z.

Exprimã în cuvinte trans-
formãrile utilizate pentru
rezolvarea ecuaþiei
p – 2(p – 1) = 5.

În urma tuturor acestor transformãri am ajuns la concluzia cã ecuaþia datã are
aceeaºi mulþime de soluþii cu ecuaþia x = 1. Deci mulþimea soluþiilor ecuaþiei iniþiale
este S = {1}.

Adunãm 1 în ambii membri 2x – 1 + 1 = 1 + 1
           2x  = 2

Înmulþim ambii membri cu 1
2  ºi

folosim faptul cã 1 este element
neutru pentru înmulþire.

x  1 1(2 ) 2
2 2
    1 · x  = 1
        x  = 1

Rezolvã ecuaþia
x · (x – 2) + 3 · (x – 2) = 0.
Ce transformãri echivalente
ai folosit?
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În general

Orice ecuaþie liniarã cu necunoscuta x poate fi adusã, prin transformãri echivalente,
la o ecuaþie de forma ax + b = 0, cu a, b i Z.

Sã demonstrãm!

Despre mulþimea S a soluþiilor ecuaþiei ax + b = 0, (a, b i Z), x i Z, putem spune cã:

•  S   b
a , dacã a @ 0.

• S = l, dacã a = 0 ºi b @ 0
• S = Z, dacã a = 0 ºi b = 0.

Stabileºte ce proprietãþi
ale operaþiilor cu numere
sunt utilizate în algoritmul de
rezolvare a ecuaþiei
3x + 7 = 0.

 Cum rezolvãm sisteme de ecuaþii liniare?

Sã ne amintim!
Un sistem de ecuaþii se obþine prin operaþia logicã „ºi” din douã sau mai multe

ecuaþii. O soluþie a sistemului este o soluþie comunã a tuturor ecuaþiilor acestuia.
A rezolva un sistem de ecuaþii înseamnã a determina mulþimea tuturor soluþiilor sale.
Dacã toate ecuaþiile care alcãtuiesc un sistem sunt liniare, atunci sistemul se numeºte
sistem de ecuaþii liniare (sau sistem de gradul întâi).

Exemple

1. Sistemul 2 4 3 0
2 5 0
  
  
x y

x y  este un sistem de douã ecuaþii liniare cu

necunoscutele  x ºi y.

2. Sistemul 
2 2 4 0

2 1 0
   
   

x y
x y  este un sistem de douã ecuaþii cu necunoscutele x

ºi y. Cum prima ecuaþie nu este liniarã, acesta nu este un sistem de ecuaþii liniare.

Formeazã un sistem de
douã ecuaþii liniare cu necu-
noscutele x ºi y care sã conþi-
nã ecuaþia 2x – y – 1 = 0.

În continuare, vom fi interesaþi de rezolvarea sistemelor de gradul întâi. Am vãzut
cã orice ecuaþie de gradul întâi cu necunoscuta x poate fi adusã, prin transformãri
echivalente, la forma ax + b = 0. Existã oare o formã simplã la care putem aduce,
prin transformãri echivalente, un sistem de ecuaþii liniare, fãrã a schimba mulþimea
soluþiilor?

Am mai vãzut cã, în funcþie de valorile lui a ºi b, mulþimea de soluþii a ecuaþiei
ax + b = 0 poate avea un element, o infinitate de elemente, sau poate fi mulþimea
vidã. Regãsim oare aceste trei situaþii în rezolvarea sistemelor de ecuaþii liniare?

În rezolvarea unei ecuaþii de forma ax + b = 0 putem folosi un algoritm care
precizeazã mulþimea soluþiilor ecuaþiei.

11

12

Adunând –b la ambii membri, deducem cã ecuaþia ax + b = 0 este echivalentã cu
ecuaþia ax = –b.

• Dacã a @ 0, înmulþind cu inversul numãrului a (deci cu 
1
a ), obþinem ecuaþia

echivalentã   bx
a . De aceea, pentru a @ 0, mulþimea soluþiilor ecuaþiei iniþiale este

 S   b
a

.

• Dacã a = 0 ºi b @ 0, ecuaþia  ax = –b se rescrie  0x = –b. Cum pentru orice
numãr real x avem  0x = 0 @ –b, rezultã cã ecuaþia  0x = –b nu are soluþii. Deci S = l.

• Dacã  a = 0 ºi b = 0, ecuaþia ax = –b devine 0x = 0. Cum orice numãr real x
verificã aceastã relaþie, deducem cã în acest caz avem S = Z.
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În general

Prin efectuarea unor transformãri echivalente convenabile ale ecuaþiilor compo-
nente, orice sistem de douã ecuaþii liniare cu necunoscutele x ºi y poate fi adus la

forma  1 1 1

2 2 2

 
 

a x b y c
a x b y c .

Sã analizãm!

Considerãm sistemul de ecuaþii liniare cu necunoscutele x ºi y:

 2 1 6 3
2 3 3 1
    
    

x y x y
x y x y .

Adunând la ambii membri ai primei ecuaþii termenul (x – 3y – 1) ºi reducând
termenii asemenea se obþine o ecuaþie echivalentã cu ea:

2x – y = 5.
În mod analog, cea de-a doua ecuaþie este echivalentã cu x – 2y = 4.

Transformãrile efectuate au avut ca scop obþinerea unor ecuaþii echivalente cu
cele iniþiale, dar care conþin în membrul stâng numai termeni în care apar necunoscutele,
iar în membrul drept termenul liber.

Explicã ce transformare a
fost efectuatã asupra celei
de-a doua ecuaþii.

Sã ne amintim!
Putem determina mulþimea soluþiilor unui sistem liniar prin metoda reducerii.

Aplicãm aceastã metodã în cazul sistemului 2 5
2 4
 
 
x y

x y .

Prima ecuaţie o lăsăm neschimbată (o înmulţim cu 1), 
iar pe cea de-a doua ecuaţie o înmulţim cu –2.  x y

x y
 

  
2 5

( 2)2 4
 

Adunăm ecuaţiile membru cu membru. În acest fel, 
reducem necunoscuta x şi obţinem o ecuaţie care are 
doar necunoscuta y. 

2 5
2 4 8

____________
/ 3 3

 
   

 

x y
x y

y  

Înlocuim a doua ecuaţie a sistemului cu ecuaţia cu o 
singură necunoscută obţinută la pasul anterior. 
Obţinem un sistem echivalent cu cel dat. 

2 5
3 3
 

 
x y

y  

Rezolvăm cea de-a doua ecuaţie a noului sistem, 
determinând valoarea lui y. 2 5

1
 

 
x y

y  

Înlocuim valoarea lui y în prima ecuaţie şi calculăm pe 
x.  2 ( 1) 5 2 4

;
1 1

   
   

x x
y y  

Scriem soluţia sistemului. S = {(2; –1)} 
 

Explicã de ce am înmulþit
a doua ecuaþie a sistemului
cu –2.

Rezolvã sistemul prin
reducerea necunoscutei y.

Sã aplicãm!
În unul dintre exemplele anterioare (referitor la numãrul de apartamente cu douã,

respectiv cu trei camere ale unui bloc de locuinþe), am obþinut sistemul de ecuaþii

liniare:    30
2 3 78
 
 

x y
x y .

Pentru a rezolva acest sistem prin metoda reducerii, este necesar sã corelãm
coeficienþii variabilei x. Pentru aceasta, înmulþim prima ecuaþie cu 2 ºi pe cea de-a
doua cu –1, apoi adunãm ecuaþiile astfel obþinute. Rezultã sistemul echivalent:

 30
18

 
  

x y
y .

13

Scrie forma mai simplã la
care poate fi adus un sistem
liniar cu trei ecuaþii ºi trei
necunoscute.

14

15

16

În concluzie, sistemul dat este echivalent cu sistemul:  2 5
2 4
 
 
x y

x y .
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În general

Unele sisteme de ecuaþii liniare au o singurã soluþie.
Un sistem de ecuaþii liniare care are mulþimea soluþiilor formatã dintr-un singur

element se numeºte compatibil determinat.

Exemplul 2
Am vãzut cã ecuaþia 0 · x = 0 are ca mulþime a soluþiilor Z, deci admite o infinitate

de soluþii. Apare în mod natural întrebarea: existã oare sisteme de douã ecuaþii cu
douã necunoscute care sã aibã, la rândul lor, mai multe soluþii?

Gãseºte y astfel încât
perechea (3, y) sã fie soluþie

a sistemului  2
2

 
   
x y

x y .

Stabileºte apoi dacã

 1 1;
2 2

  aparþine mulþimii

soluþiilor.

Explicã ce legãturã este
între ecuaþiile sistemului

 1
2 2 2
 
 

x y
x y . Gãseºte apoi

trei elemente diferite ale mul-
þimii soluþiilor.

În general

Unele sisteme de ecuaþii liniare au o infinitate de soluþii.
Un sistem de ecuaþii liniare care admite o infinitate de soluþii se numeºte compatibil

nedeterminat.

Formeazã un sistem
compatibil nedeterminat care
sã conþinã ecuaþia
4x – 2y = –8.

Ultima situaþie întâlnitã în cazul ecuaþiilor liniare a fost cea a ecuaþiei incompatibile
0 · x = b, cu b @ 0, care are mulþimea soluþiilor vidã. Apare în mod natural întrebarea:
existã oare sisteme liniare de douã ecuaþii care nu admit soluþii?

Sã analizãm!

Sistemul  2 2
2 4 5
 
 

x y
x y  nu admite soluþii. Într-adevãr, înmulþind prima ecuaþie cu –2

ºi adunând ecuaþiile, obþinem sistemul echivalent x y
y

 
 
2 2

0 1
.

Cum egalitatea 0 = 1 nu poate avea loc pentru nici o valoare a lui x ºi y, rezultã cã
sistemul considerat nu are soluþie.

Cea de-a doua ecuaþie a acestui sistem are soluþia unicã y = 18. De aceea,
sistemul considerat are, la rândul sãu, mulþimea soluþiilor formatã dintr-un singur
element, ºi anume perechea (12, 18).

Sã analizãm!

Considerãm sistemul  1
1

 
 

x y
x y , în care prima ºi cea de-a doua ecuaþie coincid. 17

18

19

În general

Unele sisteme de ecuaþii liniare nu au soluþie.
Un sistem de ecuaþii liniare care nu admite nici o soluþie se numeºte incompatibil.

Perechile (1, 0); (0, 1); (2, –1);  1 1,
2 2

 aparþin mulþimii soluþiilor acestui sistem. De

aceea, sistemul dat are o infinitate de soluþii.

Sã analizãm ce se întâmplã atunci când aplicãm metoda reducerii sistemului

2 3 1
4 6 2

  
  

x y
x y . Înmulþind prima ecuaþie cu –2 ºi adunând ecuaþiile astfel obþinute,

obþinem ecuaþia 0 = 0. Sistemul dat este deci, echivalent cu sistemul 2 3 1
0 0

  


x y
.

Acest sistem admite o infinitate de soluþii. De aceea, aceeaºi proprietate o are ºi
sistemul iniþial.

 Aplicând metoda redu-
cerii unui sistem compatibil
determinat, se ajunge la o
ecuaþie de tip
a · x = b, cu a @ 0.

 Aplicând metoda redu-
cerii unui sistem compatibil
nedeterminat, se ajunge la o
ecuaþie de tip 0 · x = b.

 Aplicând metoda redu-
cerii unui sistem incompatibil,
se ajunge la o ecuaþie de tip
0 · x = b, cu b @ 0.
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Ideea centralã a metodei reducerii, pe care am aplicat-o unor sisteme de forma

 1 1 1

2 2 2

 
 

a x b y c
a x b y c  , constã în înmulþirea ecuaþiilor cu numere convenabil alese, astfel

încât, prin adunarea ecuaþiilor astfel obþinute, una dintre necunoscute sã se reducã.
Aceastã metodã poate fi aplicatã însã ºi unor sisteme de ecuaþii liniare având mai
multe necunoscute.

Fie sistemul de ecuaþii liniare cu necunoscutele x, y ºi z: 
x y z

x y z
x y z

     
   

2
3 2 7
4 2 0

.

Pentru rezolvarea acestui sistem prin metoda reducerii putem proceda astfel:

Sã aplicãm!
Considerãm sistemul urmãtor, de trei ecuaþii liniare cu douã necunoscute:

3 7
2 0

1 2
2

 
  
  


x y
x y

x y

Aplicãm „metoda reducerii în scarã” acestui sistem ºi îl aducem la forma

echivalentã: 

3 7
7 14
0 0

    
 

x y
y .

Ultima ecuaþie a sistemului obþinut (adicã 0 · y = 0) este verificatã pentru orice
valoare a lui y. De aceea, aceastã ecuaþie poate fi neglijatã.

Sistemul obþinut este compatibil determinat, având mulþimea soluþiilor S = {(1, 2)}.
Aceeaºi mulþime de soluþii o are deci ºi sistemul iniþial.

Transformã sistemul dat,
reducând mai întâi necu-
noscuta y.

Efectueazã calculele
intermediare ºi verificã faptul
cã (1, 2, –1) este soluþie a
sistemului dat.

Aplicã „metoda reducerii
în scarã” sistemului

3 7
2 0

1 3
2

 
  
  

x y
x y

x y

ºi aratã cã este sistem incom-
patibil.

 Cum rezolvãm sisteme liniare cu mai multe necunoscute?

Reducem mai întâi necunoscuta x din
ultimele douã ecuaþii. Pentru aceasta,
înmulþim prima ecuaþie cu –3 ºi o adunãm
cu a doua ecuaþie ...

–3x – 3y – 3z = –6

  3x +   y – 2z = 7

        –2y – 5z = 1

... apoi înmulþim prima ecuaþie cu –4 ºi o
adunãm la a treia ecuaþie

–4x – 4y – 4z = –8

  4x –   y + 2z = 0

        –5y – 2z = –8

Obþinem un sistem echivalent cu sistemul
iniþial

x y z
y z
y z

     
    

2
2 2 1
5 2 8

Reducem necunoscuta y din ultimele
douã ecuaþii

   10y + 25z = –5

 –10y  –  4z = –16

             21z = –21

Obþinem un sistem echivalent cu sistemul
iniþial

x y z
y z

z

     
  

2
2 5 1

21 21

Rezolvãm succesiv ecuaþiile sistemului ºi obþinem soluþia (1; 2; –1).

Sã analizãm!
În rezolvarea sistemului de mai sus, am aplicat transformãri echivalente pentru a

aduce sistemul la o formã de „scarã”. Mai precis, am fãcut acele transformãri prin
care fiecare ecuaþie a sistemului obþinut are mai puþine necunoscute decât ecuaþia
anterioarã. Aceastã metodã poate fi folositã în rezolvarea oricãrui sistem liniar.

20

21

22
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 Ce este o inecuaþie?
Sã ne amintim!

O inecuaþie este o propoziþie în care apare o singurã datã semnul de inegalitate
(strictã sau nu). O inecuaþie are doi membri, în care apar variabile numite necunoscute.
Aceste necunoscute pot lua valori în domeniul de definiþie al inecuaþiei. O soluþie a
unei inecuaþii este un element al domeniului de definiþie cu proprietatea cã, prin
înlocuirea sa în inecuaþie, conduce la o propoziþie adevãratã.

Exemple
1) 2x + 1 > x – 2 este o inecuaþie cu necunoscuta x al cãrei domeniu de definiþie

este Z.
Înlocuind x cu 0 în inecuaþie, obþinem inegalitatea 1 > –2, care reprezintã o propoziþie

adevãratã. Deci 0 este soluþie a acestei inecuaþii. De asemenea 1 este soluþie,
deoarece suntem conduºi la propoziþia adevãratã 3 > –1. În schimb, înlocuind x cu
–3 obþinem propoziþia falsã –5 > –5. Deci –3 nu este soluþie a inecuaþiei date.

2) În exemplul 4 al primei pãrþi a unitãþii, am notat cu v veniturile unei firme.
Þinând cont de cheltuielile existente, condiþia de a nu avea pierderi a fost transpusã

în relaþia 252100 0
100

 v v U , care este o inecuaþie cu necunoscuta v.

3) 
2 2 1 1

1
  


x x x
x

U  este o inecuaþie, având domeniul de definiþie D = Z \ {–1}.

4) log
2
x T x + 1 este o inecuaþie, având domeniul de definiþie D = (0, +). Numãrul

1 este o soluþie a acestei inecuaþii, deoarece log
2
1 = 0 ºi 0 T 2.

5) x + y – 2 < 0 este o inecuaþie cu necunoscutele x ºi y, având domeniul de
definiþie Z D Z. Perechea (2; –1) este soluþie a inecuaþiei, în timp ce (2; 3) nu este
soluþie a acestei inecuaþii.

Stabileºte care dintre
numerele –2; 0,5; –4 este
soluþie a inecuaþiei
2x + 1 > x – 2.

23

Explicã de ce numãrul
(–1) nu aparþine domeniului
de definiþie al inecuaþiei din
exemplul 3. Gãseºte apoi
câteva soluþii ale acestei
inecuaþii.

24

Gãseºte trei soluþii ale
inecuaþiei x + y – 2 < 0, apoi
reprezintã-le într-un reper
cartezian xOy.

25

Dã exemple de inecuaþii
de gradul întâi cu o necu-
noscutã.

26

 Cum rezolvãm inecuaþii de gradul întâi cu o necunoscutã?
Sã analizãm!

Pentru a rezolva o inecuaþie, trebuie sã descriem complet mulþimea soluþiilor
acesteia. Vom analiza în continuare inecuaþii de gradul întâi cu o necunoscutã, adicã
inecuaþii în care apar doar termeni liberi ºi termeni în care apare necunoscuta la
puterea întâi. Ca ºi în cazul ecuaþiilor, pentru a rezolva o inecuaþie de gradul întâi,
încercãm sã o aducem la o formã cât mai simplã.

Exemplu
Dragoº ºi Eugen ºi-au propus sã rezolve inecuaþia de gradul întâi cu necunoscuta

x ºi cu domeniul de definiþie Z: –3x – x + 5 > 3 – 2x – 2.
Pentru început, amândoi au redus termenii asemenea din cei doi membri, obþinând

inecuaþia –4x + 5 > –2x + 1.
În continuare, Dragoº a adunat 4x – 1 în ambili membri, a redus din nou termenii

asemenea, obþinând inecuaþia 4 > 2x, pe care a rescris-o „de la dreapta la stânga”,
adicã 2x < 4.

În final, înmulþind ambii membri cu numãrul pozitiv 1
2 , Dragoº a obþinut inecuaþia

x < 2. El a dedus cã mulþimea soluþiilor inecuaþiei este S = (–, 2).

0

2
)

– +
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Care dintre cele douã
rezolvãri þi s-a pãrut mai
uºoarã? De ce?

27

Rezolvã inecuaþia

252100 0
100

 v v U .

28

Ce poþi spune despre ine-
cuaþiile de forma 0 · x > b?

Gãseºte mulþimile de
soluþii pentru inecuaþiile:

0 · x > 2,
0 · x > –3 ºi

0 4 2 x T .

29

Dacã a < 0, inecuaþia
ax > b este echivalentã cu

inecuaþia  bx a .

În general
Pentru a rezolva o inecuaþie putem utiliza urmãtoarele transformãri:
– efectuarea de calcule algebrice în fiecare membru al inecuaþiei;
– adunarea (scãderea) aceluiaºi termen în ambii membri;
– înmulþirea (împãrþirea) ambilor membri cu acelaºi numãr pozitiv nenul;
– înmulþirea (împãrþirea) ambilor membri cu acelaºi numãr negativ nenul, urmatã

de schimbarea sensului inecuaþiei;
– schimbarea între ei a celor doi membri ai inecuaþiei, însoþitã de schimbarea

sensului acesteia.
Prin aplicarea transformãrilor de mai sus, se obþin inecuaþii echivalente. Inecuaþiile

echivalente au aceeaºi mulþime de soluþii.

 Cum rezolvãm sisteme de inecuaþii?

Sã ne amintim!
Un sistem de inecuaþii este format din douã sau mai multe inecuaþii legate prin

cuvântul „ºi”. O soluþie a unui sistem de inecuaþii este o soluþie comunã a tuturor
inecuaþiilor sistemului.

Exemple

1) 2 1
3 1 

x
x
U  este un sistem de inecuaþii cu necunoscuta x.

Numãrul 2 este soluþie a acestui sistem, deoarece 2 este soluþie atât a inecuaþiei
2x U 1, cât ºi a inecuaþiei   x – 3 T 1.

În schimb, numãrul 5 nu este soluþie a sistemului: deºi el verificã prima inecuaþie,
el nu este soluþie a celei de-a doua inecuaþii, deci nici a sistemului.

2) Notând cu l lungimea laturii unui triunghi care urmeazã sã fie delimitat cu
jaloane, într-un exemplu anterior am obþinut sistemul de inecuaþii cu necunoscuta l:

50 20
20 50
50 20

   
  

l
l

l
.

3) 
2 1 2

cos3 sin
  
   
x y x
x y x y

T
 este un sistem de douã inecuaþii cu necunoscutele x ºi y.

Stabileºte care dintre nu-

merele 0, 1
2 , 2 ºi 4 este

soluþie a sistemului:

 x
x  
2 1

3 1
U .

30

Gãseºte trei soluþii ale
sistemului din exemplul 2),
apoi indicã trei numere care
nu sunt soluþii ale acestuia.

31

Sã analizãm!
Ne-am amintit cum se rezolvã ecuaþiile, inecuaþiile ºi sistemele de ecuaþii de

gradul întâi. Ne propunem în continuare sã gãsim o metodã de rezolvare a sistemelor
formate din inecuaþii de gradul întâi cu o singurã necunoscutã.

Sã considerãm, de exemplu, sistemul 2 1
3 1 

x
x
U

.

Eugen, în schimb, a adunat termenul (2x – 5) ambilor membri ai inecuaþiei
–4x + 5 > –2x + 1, ajungând la –2x > – 4.

Înmulþind ambii membri cu numãrul negativ  1
2

  ºi þinând cont cã, prin înmulþirea

cu un numãr negativ, sensul unei inegalitãþi se schimbã, Eugen a obþinut inecuaþia
x < 2, deci, la rândul sãu, a obþinut mulþimea soluþiilor S = (–, 2).

Orice inecuaþie de gradul întâi este echivalentã cu o inecuaþie de forma
ax > b  (U, <, T).
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Explicã de ce trebuie sã
luãm intersecþia mulþimilor de
soluþii.

 32

În general
Pentru a rezolva un sistem de inecuaþii, rezolvãm fiecare inecuaþie în parte ºi

intersectãm mulþimile de soluþii.

Rezolvã sistemul

50 20
20 50
50 20

   
  

l
l

l

 33

Mai întâi, prin efectuarea unor transformãri
echivalente, rezolvãm fiecare inecuaþie în
parte

1
2
4






x

x

U

Scriem mulþimile de soluþii ale inecuaþiilor
sistemului     

  

1

2

1,
2

( ; 4)

S

S
,

Obþinem mulþimea soluþiilor sistemului,
intersectând mulþimile de soluþii ale celor douã
inecuaþii

 1 1, ( , 4) , 4
2 2

S        
 .

1. Dintre propoziþiile urmãtoare, alege-le pe acelea care
reprezintã ecuaþii:

a) x x
x

  –1 2, \ { 1}
+1

Z

b) 
x x y
y

   –1 2, \ { 1}
+1

Z, Z

c) yx z x y z   
1–1 2, , ,

3 4 5
Z

d) (–1)n = n, n i m.
e) 2x = x + 1, x i {.

2. Rezolvã ecuaþiile:
a) 2x + 1 – 3(x + 2) = x + 3
b) 3x + 4(1 – x) = 2(2x + 1)
c) x + 2(1 + x) = 3(x – 1).

3. Rezolvã sistemele:

a) x y
x y
 
 
2 3

2 1 ; b) 
x y

x y
x y

   
  

2 3 0
2

3 2 2
.

4. Dintre propoziþiile urmãtoare, alege-le pe acelea care
reprezintã inecuaþii:
a) 3x – 1 T x + 2
b) 0 · x T 5
c) x T x + 1 T 7
d) 2 + 1 = 3 T x

Exerciþii ºi probleme

5. Rezolvã inecuaþiile:
a) x + 2 < 4x – 1
b) 2(x + 1) U 3x – 2.

6. Rezolvã sistemele de inecuaþii:

a)  x x
x x

 
 

3 2
2 10

U
; b) 

x
x x

x x

 
   

1 0
2 4

3 2 1

T
U

7. Scrie sub formã de sistem, apoi rezolvã:
a) x – 2y = x + 4y + 1 = y – 3;
b) 2x + 3 T x + 1 < x – 7.

8. Partea întreagã a unui numãr real x (notatã [x]), este
numãrul întreg n ales astfel încât n T x < n + 1.
a) Calculeazã [2 ,8] ºi [–2, 8].
b) Rezolvã ecuaþia [2x + 1] = 4.
c) Determinã numerele reale x pentru care [x + 1] T 3,5.

10. Considerãm ecuaþia cu necunoscuta x, a x a  2( 1) 1,
unde aZ  este un numãr real.
a) Scrie explicit ºi rezolvã ecuaþia obþinutã pentru
valoarea a = 2.
b) Determinã a astfel încât x = 0 sã fie soluþie a ecuaþiei.
c) Stabileºte pentru ce valori ale lui a ecuaþia admite
o soluþie unicã.

9. Rezolvã sistemul: 

3
2 1
3 0

   
 

x y
x y
x yT

.
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Aplicãm ºi dezvoltãm!

Rezolvarea unor ecuaþii, inecuaþii sau sisteme

Sã analizãm!
Unele ecuaþii, inecuaþii sau sisteme pot fi reduse, prin efectuarea unor calcule, la

o formã mai simplã, în care apar doar termeni de gradul întâi sau termeni liberi. În
acest caz, putem folosi metodele deja învãþate, pentru a obþine soluþiile ecuaþiilor,
inecuaþiilor sau sistemelor considerate iniþial.

Exemplul 1
Sã considerãm ecuaþia  x2 – 2x + 4 = x2 – 6x + 9, cu necunoscuta x ºi domeniul

de definiþie Z. Cum în amândoi membrii apare termenul x2, aceasta nu este o ecuaþie
de gradul întâi. Totuºi, adunând (–x2) ambilor membri, obþinem ecuaþia echivalentã
–2x + 4 = –6x + 9, care este o ecuaþie de gradul întâi. Spunem cã ecuaþia iniþialã este
reductibilã la o ecuaþie de gradul întâi. Obþinem cã mulþimea soluþiilor ecuaþiei date

este  5
4

S  .

 Stabileºte domeniul de
definiþie al ecuaþiei

2 1 4    x x x x  º i
apoi rezolvã aceastã ecuaþie.

  Explicã de ce 1 nu
aparþine domeniului de defi-
niþie al ecuaþiei din exemplul
2. Stabileºte apoi dacã ecua-

þia 
2 2 3 2 2

1
   


x x x
x

 are

soluþii.

 Verificã faptul cã 5 este
soluþie a ecuaþiei iniþiale.

Sã analizãm!
Uneori, pentru a rezolva ecuaþii, inecuaþii sau sisteme putem nota anumiþi termeni

în mod convenabil, introducând astfel noi necunoscute.
Sã considerãm, de exemplu, sistemul de ecuaþii urmãtor având necunoscutele x

ºi y ºi domeniul de definiþie D = Z2 \ {(a, b) | a · b = 0}:
2 3 7

1 1 1

  



 


x y

x y

Observãm cã, notând 1  u
x  ºi 1  v

y
, obþinem sistemul de ecuaþii liniare (în u ºi v)

2 3 7
1

 
 
u v

u v , care admite soluþia (2, 1).

Revenind la necunoscutele iniþiale x ºi y, deducem cã ele verificã ecuaþiile

1 2

1 1

 





x

y

,

deci 1
2

x  ºi y = 1. Cum  1, 1
2

D , rezultã   1, 1
2

S  .

Exemplul 2

Discutãm în continuare rezolvarea ecuaþiei  
2 2 3 2 2

1
   


x x x
x .

Necunoscuta este x, iar domeniul de definiþie este D = Z \ {1}. Nici aceasta nu
este o ecuaþie de gradul întâi, dar, scriind numãrãtorul fracþiei sub forma x2 + 2x – 3 =
= (x – 1)(x + 3) ºi simplificând fracþia prin (x – 1), ajungem la ecuaþia de gradul întâi
x + 3 = 2x – 2, care are soluþia x = 5. Cum  5 i D, rezultã cã ecuaþia consideratã iniþial
are mulþimea soluþiilor  S = {5}.

 Foloseºte notaþii conve-
nabile ºi rezolvã sistemele:

a) 11

2 3 7
2 3 16

  
  

yx

yx

b) 2 3
2 3

2 3

log ( ) log ( ) 3
log ( ) log ( ) 7

 
  

x y
x y
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Sã analizãm!
Unele inecuaþii pot fi rezolvate cu ajutorul sistemelor de inecuaþii. De exemplu, sã

considerãm inecuaþia (x – 5)(x + 1) > 0, x i Z. Aceasta se rezolvã astfel:

Produsul a două numere este pozitiv dacă 
ambele numere sunt fie pozitive, fie negative  5 0 5 0

sau
1 0 1 0

   
   

x x
x x  

Rezolvăm fiecare sistem în parte x i (5, + ) sau x i (–, –1) 
Mulţimea soluţiilor inecuaţiei iniţiale este 
reuniunea mulţimilor de soluţii ale sistemelor 
obţinute 

S = (5, +) N (–, –1) 

 

 Inecuaþia (x – 5)(x + 1) > 0
a putut fi rezolvatã cu ajutorul
unor sisteme, deoarece unul
dintre membri este 0.

 Cuvântul „sau” conduce
la operaþia de reuniune a
mulþimilor.

1. Rezolvã ecuaþiile:
a) (x + 1)2 = (x – 2)2 + 1, x i Z.

b) x x x
x
  

2

1, \ {0}Z .

Exerciþii ºi probleme

3. Determinã mulþimile de soluþii pentru:
a) (2x – 1)(3x + 1) = 0
b) (2x – 1)(3x + 1) > 0
c) (2x – 1)(3x + 1) < 0.
Ce relaþie existã între mulþimile gãsite la punctele
a), b) ºi c)?

4. Rezolvã inecuaþiile: a) x2 – 3x T 10, x i Z.
b) x(x – 1) T x(2x + 3), x i Z.

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã recunosc ecuaþii, inecuaþii ºi sisteme liniare
 sã asociez unei probleme o ecuaþie, inecuaþie sau sistem
 sã aplic algoritmii de rezolvare a ecuaþiilor, inecuaþiilor sau sistemelor
 sã stabilesc compatibilitatea unor sisteme de ecuaþii liniare?

2. Rezolvã sistemul: 

x y

x y
  



 


1 3 2

2 1 3
.

1. Dintre propoziþiile urmãtoare, identificã ecuaþiile,
inecuaþiile ºi sistemele de gradul întâi:
a) x2 + x – 1 = 3, x i Z.

b) x x x x     1 2 1 6,
3 9 2

Z

c) 
x y
x y
 

  
2 2

2 1
2

d) 2x + 1 U x + 3.

2. Rezolvã sistemul de inecuaþii:  x x
x x
 

 
3 1 3
2 1

U
.

Test de verificare

3. Scrie ecuaþia corespunzãtoare urmãtoarei probleme:
Determinã un numãr natural de ºase cifre care are
cifra unitãþilor egalã cu 4 ºi care se mãreºte de patru
ori atunci când ultima cifrã este mutatã la începutul
numãrului.

4. Precizeazã dacã sistemul urmãtor este compatibil:

x y z
x y z
x y z

     
   

3 1
2 4 3
4 2 5 4

.

Lecturã

Printre popoarele antice egiptenii ocupã un loc aparte. Realizãrile lor au intrigat ºi fascinat în egalã mãsurã oamenii
de culturã sau simplii turiºti. Monumentalele piramide de la Gisech au condus la ideea cã egiptenii aveau temeinice
cunoºtinþe matematice. În sprijinul acestei presupuneri vine ºi papirusul Rhind, descifrat la sfârºitul secolului al XIX-lea, ce
conþine informaþii importante despre cunoºtinþele matematice ale egiptenilor. Aceste cunoºtinþe erau, în majoritatea lor,
algoritmice: metodele de rezolvare nu erau justificate prin raþionament, ci fixate ºi transmise sub formã de „reguli“.
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Reprezentarea
datelor
statistice

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. Într-un ziar sportiv a apãrut urmãtorul tabel comparativ al întâlnirilor directe dintre echipele
de fotbal Manchester United ºi AC Milan:

Sisteme de
coordonate

Unitatea de învãþare 2

Test iniþial de autoevaluare

2. Reprezintã într-un sistem ortogonal xOy punctele:
A(–2; 1), B(3; –1), C(–3; 0), D(0; 2), E(4, 4).

Elemente de
geometrie

3. Observã reprezentarea alãturatã, apoi asociazã fiecare punct
cu coordonatele sale.
a) (0; –2)
b) (–1; 1)
c) (3; 2)
d) (2; –1)
e) (1; 1)
f) (–2; 0)

4. În figura de mai jos dreptele d1 ºi d2

sunt paralele. Calculeazã x.

Ecuaþii 6. Dintre perechile de numere de mai jos, identificã soluþiile ecuaþiei 3x – y + 1 = 0.
a) (1; 4); b) (0; 1); c) (1; 0); d) (–1; –2).

Inecuaþii

7. Determinã parametrul a, dacã ecuaþia 3ax – 1 = x + a are soluþia 2.

 M.U. A.C.M 
Goluri 2,0 1,3 
Şuturi de poartă 9,6 12,7 
Cornere 3,9 6,1 
Faulturi 14,6 12,7 

 Transformã acest tabel într-un grafic comparativ cu bare.

N
Q O

M

R

P

x

y

S

5. Completeazã cu rãspunsul corect!
Lungimea laturii MP este ...

A

6 8

B C

M

N P3

30°

40°

x

d1

d2

8. Reprezintã pe axa numerelor mulþimile de soluþii ale inecuaþiilor:
a) 3x – 1 U x + 1 b) x – 4 < 3x + 2

9. Asociazã fiecare dintre mulþimile urmãtoare, reprezentate pe axã, cu o inecuaþie sau cu
un sistem de inecuaþii:
a) b)

c)

0 1 0 1–1 2

0 1
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Observãm ºi explorãm!

Reprezentarea ºi interpretarea datelor

Reprezentãri grafice. Liniaritate

Pentru a analiza ºi a înþelege mai bine conþinutul unor date este util sã le
reprezentãm într-un mod cât mai sugestiv. Folosind reprezentãrile grafice, putem
formula diverse concluzii utile.

Exemplul 1: Râurile din România
Ionuþ a realizat pentru ora de geografie un referat despre râurile de pe teritoriul

României. Dorind sã facã o comparaþie, ºi-a dat seama cã are mai mulþi indicatori
care ar putea fi consideraþi: lungimea totalã, lungimea pe teritoriul României, bazinul
hidrografic (total, respectiv pe teritoriul României), debitul mediu.

Ionuþ a alcãtuit un tabel în care a sintetizat unele dintre aceste date ºi în care a
ordonat râurile din þara noastrã în funcþie de lungimea lor pe teritoriul României. Pentru ca
tabelul sã fie cât mai sugestiv, el a inclus în tabel ºi lungimea totalã a respectivelor râuri.

Denumirea 
cursului de apă 

Lungimea pe teritoriul 
României (km) 

Lungimea 
totală (km) 

Dunăre 1075 2850 
Mureş 761 803 
Prut 742 953 
Olt 615 615 

Siret 559 706 
 

 Informeazã-te ºi rãspun-
de! Prin ce þãri mai trec prin-
cipalele râuri de pe teritoriul
României?

Din tabel putem deduce imediat cã:
• aproape o treime din lungimea totalã a Dunãrii este pe teritoriul României;
• Oltul este singurul râu important care curge doar pe teritoriul þãrii noastre.

Exemplul 2: Cursul de schimb
Într-un raport privind situaþia financiarã a bãncii la care lucreazã, domnul Popescu

va include ºi evoluþia cursului euro-leu ºi a cursului dolar-leu în cele 12 luni ale anului
2006. De pe site-ul Bãncii Naþionale a României, el a extras cursurile valutare medii
pentru fiecare lunã din 2006 ºi a realizat un grafic, pentru a ilustra mai bine evoluþia
acestor cursuri.

2,5000

3,0000

3,5000

ian feb mar apr mai iun iul aug sept oct nov dec

$

 În reprezentarea evoluþiei
cursului de schimb, ne inte-
reseazã doar regiunea din
plan în care are relevanþã
informaþia. De aceea, origi-
nea sistemului de axe nu are
coordonatele (0; 0).

Completeazã tabelul alcã-
tuit de Ionuþ cu încã o co-

loanã, în care exprimi pro-
centual lungimea principa-
lelor râuri de pe teritoriul
României, raportatã la
lungimea lor totalã.

Din acest grafic putem deduce cã:
– leul a avut o tendinþã generalã de apreciere faþã de euro ºi dolar
– deprecierea dolarului faþã de leu a fost mai accentuatã decât deprecierea monedei

euro faþã de leu.

Presupunând cã tendinþa
de apreciere a leului faþã de
euro s-ar fi menþinut analog
ºi în 2007, estimeazã rata
medie de schimb euro-leu în
decembrie 2007. Comparã
apoi rezultatul gãsit cu
evoluþia realã a acestei rate.
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În general
Reprezentãrile grafice transmit, într-o formã concisã ºi sugestivã, informaþii

referitoare la un set de date. O alegere adecvatã a modului de reprezentare a datelor
evidenþiazã caracteristici, tendinþe ºi proprietãþi ale setului de date analizate.

Exemplul 4: Creºterea vitezei unui automobil
Constructorii unui nou model de autoturism au testat cât de rapid poate atinge

acesta o anumitã vitezã la pornirea de pe loc. Pentru aceasta ei au folosit un radar
special, care înregistreazã din secundã în secundã viteza maºinii, timp de 15 secunde.
Pe baza datelor obþinute, inginerii au realizat graficul de mai jos. Ulterior, ei au constatat
însã cã unind punctele corespunzãtoare din primul grafic obþin o imagine mai sugestivã
a comportãrii modelului testat.

Din acest grafic, deducem cã:
– populaþia ºcolarã a scãzut între 1990 ºi 2004
– scãderea cea mai accentuatã s-a înregistrat în învãþãmântul primar ºi gimnazial.

Exemplul 3: Variaþia numãrului elevilor
Doamna Marinescu a prezentat colegilor de la un institut de sociologie câteva

date referitoare la evoluþia populaþiei ºcolare.
Pentru aceasta, ea a selectat din Anuarul Statistic al României numãrul copiilor

înscriºi în diverse forme ale învãþãmântului preuniversitar (învãþãmânt preºcolar, primar
ºi gimnazial, liceal, profesional ºi de ucenici) în anii ºcolari 1990/1991 ºi 2004/2005.

Pentru ca datele culese sã fie redate într-un mod cât mai sugestiv, a fost realizat
un grafic cu bare cu ajutorul cãruia pot fi realizate mai uºor comparaþii ºi pot fi puse în
evidenþã anumite tendinþe.
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 Estimeazã numãrul ele-
vilor cuprinºi într-o formã de
învãþãmânt preuniversitar, în
1990 ºi în 2004.

Folosind graficul timp-vite-
zã din imagine, estimeazã:
a) acceleraþia maºinii în se-
cunda 4;
b) distanþa parcursã de auto-
turism în 15 sec.

Pe baza reprezentãrii grafice realizate, constructorii au dedus cã:
– modelul realizat atinge viteza de 100 km/h în 8,3 sec de la plecarea de pe loc
– accelerarea maximã se petrece între 6,2 sec ºi 9,4 sec de la pornire.
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1. Specialiºtii atrag din ce în ce mai des atenþia asupra
încãlzirii globale a Pãmântului.

Exerciþii ºi probleme

grade Celsius
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În ultimii 125 de ani, temperaturile
medii considerate normale la nivel
global (marcate cu 0) au cunoscut o
tendinþã clarã de creºtere.

Temperaturile înregistrate în ultimul
deceniu au ajuns chiar la un nivel cu
0,6 grade Celsius mai ridicat decât cel
obiºnuit. Ceea ce îngrijoreazã cel mai
mult nu este neapãrat trendul ascen-
dent, cât ritmul accelerat din ultimele 
decenii. Dacã se va pãstra aceeaºi pro-
gresie, este posibil ca peste mai puþin
de un secol climatul global ºi harta
Terrei sã se modifice radical.

3. Companiile europene au ajuns la concluzia cã
multiculturalitatea angajaþilor lor poate aduce
beneficii. Astfel, angajarea de personal cu competenþe
lingvistice a devenit o strategie importantã pentru
majoritatea companiilor. În graficul cu bare alãturat
sunt prezentate rezultatele unui studiu fãcut în
câteva þãri europene asupra acestei strategii de
angajare.
a) Formuleazã posibile explicaþii pentru deosebirile
între þãrile analizate din perspectiva studiului
prezentat.
b) Informeazã-te ºi rãspunde. Câþi dintre locuitorii
României cunosc cel puþin o limbã strãinã?

Observã reprezentarea graficã, apoi precizeazã:
a) Ce semnificaþie au datele de pe abscisã ºi de pe
ordonatã?
b) Pe ce se bazeazã afirmaþia: „existã un ritm
accelerat de creºtere a temperaturii în ultimele
decenii”?
c) Cum a fost realizat acest grafic?

ATU. O bunã parte din firme angajeazã
vorbitori nativi de limbi strãine pentru
a aborda alte pieþe.
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Sursa: Rev. Capital 5/1 febr. 2007

Sursa: Rev. Capital 12/22 martie 2007

2. În tabelul alãturat sunt prezentate dobânzile de
referinþã pentru împrumuturi în lei, practicate de
bãncile comerciale între septembrie 2005 ºi aprilie
2006.
a) Asociazã acestui tabel o reprezentare graficã cât
mai sugestivã.
b) Domnul Popescu a împrumutat de la o bancã, în
august 2005, 43000 RON. El achitã lunar câte 1000
RON, la care se adaugã dobânda la suma rãmasã.
Înregistreazã într-un tabel sumele totale plãtite de
domnul Popescu în fiecare lunã, din septembrie
pânã în aprilie.

Luna Dobânda 

aprilie 2006 8,50 

martie 2006 8,47 

februarie 2006 7,50 

ianuarie 2006 7,50 

decembrie 2005 7,50 

noiembrie 2005 7,50 

octombrie 2005 7,72 

septembrie 2005 8,25 
 

4. Reprezentãrile grafice alãturate prezintã variaþia
cotaþiei principalelor monede în raport cu moneda
naþionalã, în câteva zile ale lunii mai 2007.

a) Determinã valoarea medie a cotaþiei monedei euro
în perioada analizatã.
b) Precizeazã tendinþa cotaþiei euro.
c) Calculeazã diferenþele dintre cotaþiile maxime ºi
cele minime ale acestor monede.

euro dolar
3,2863 3,2831

3,2766
3,27083,27773,2755

2,4380

2,4194

2,4259
2,4218

2,4109

2,4246
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Analizãm ºi generalizãm!

Metoda graficã în studiul ecuaþiilor ºi al inecuaþiilor liniare

Sã ne amintim!
Mulþimea soluþiilor unei ecuaþii sau a unei inecuaþii de gradul întâi poate fi

reprezentatã pe axa numerelor reale.

Astfel, în cazul ecuaþiei 2x – 3 = 0, mulþimea soluþiilor este  3
2

S  ; acestei

mulþimi îi corespunde, pe axa numerelor reale, un punct:

0 3
2

 3
2

S 

În schimb, considerând inecuaþia 2x – 3 T  0, mulþimea soluþiilor este intervalul

  
3;
2 , cãruia îi corespunde pe axa numerelor reale o semidreaptã:

   
3;
2

S
.

Analog, mulþimea soluþiilor inecuaþiei 2x – 3 > 0 este intervalul  3;
2 , cãruia îi

corespunde pe axa numerelor reale o semidreaptã:

 Cum interpretãm grafic ecuaþii de gradul întâi cu douã necunoscute?

Sã analizãm!
Am vãzut cã în cazul ecuaþiilor ºi inecuaþiilor de gradul întâi cu o necunoscutã

putem reprezenta mulþimile de soluþii pe axa numerelor reale. Ne propunem în
continuare sã gãsim o reprezentare ºi pentru soluþiile ecuaþiilor ºi inecuaþiilor de gradul
întâi cu douã necunoscute. În acest caz vom folosi reprezentãri grafice într-un plan în
care a fost ales un reper cartezian.

Sã considerãm, de exemplu, ecuaþia de gradul
întâi cu necunoscutele x ºi y:

2x – y – 3 = 0
Observãm mai întâi cã aceastã ecuaþie admite

mai multe soluþii.
Astfel, (0;  –3) (1; –1), precum ºi (3; 3) sunt soluþiile

ecuaþiei date.
Fixãm în plan un reper cartezian xOy în care

reprezentãm punctele A(0; –3), B(1; –1) ºi C(3; 3)
corespunzãtoare soluþiilor indicate mai sus.

 Gãseºte trei soluþii ale
ecuaþiei 2x – y + 3 = 0.

Desenul sugereazã cã cele trei puncte sunt situ-
ate pe o aceeaºi dreaptã. Acest fapt trebuie însã
demonstrat riguros.

O

C

A B

B C

y

x

b

a

Reprezintã pe axa nume-
relor mulþimile de soluþii
pentru:
a) 4x + 1 = 0
b) 4x + 1 > 0
c) 4x + 1 < 0.

În lecþiile urmãtoare vom reprezenta grafic ºi mulþimile de soluþii ale unor ecuaþii,
inecuaþii ºi sisteme mai generale.

  3;
2

S
.
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Sã demonstrãm!

Punctele A(0; –3), B(1; –1) ºi C(3; 3) sunt coliniare.

Vom face o construcþie auxiliarã: prin A ºi B ducem paralele a ºi b la dreapta
suport a axei Ox, iar prin B, respectiv C, ducem paralele la axa Oy care intersecteazã
dreptele a ºi b în B, respectiv C. Acestea au coordonatele B(1, –3), respectiv
C(3, –1). Pentru a arãta cã punctele A, B, C sunt coliniare este suficient sã demonstrãm

cã   m( ) m( ) m( ) 180ABB B BC C BC       .

Unghiul  B BC  este drept, deci m( ) 90B BC    . Pentru a obþine informaþii legate

de celelalte douã unghiuri, studiem triunghiurile ABB ºi BCC. Remarcãm cã acestea
sunt dreptunghice, în B, respectiv C, iar catetele lor au lungimile egale cu

AB = 1; BB = 2;   BC = 2; CC = 4.

Observãm cã aceste lungimi sunt proporþionale, deci   ~AB B BC C  (deoarece

  AB B BC C  ºi    )AB B B
BC C C

.

Deducem cã  m( ) m( )BAB CBC  , deci    m( ) m( ) m( ) m( )ABB B BC C BC ABB       
90 m( ) 180BAB     , ceea ce probeazã afirmaþia fãcutã.

 Exprimã vectorii AB


 ºi
AC


 în funcþie de versorii
axelor. Ce poþi spune despre
aceºti vectori?

  Calculeazã lungimea
segmentului PQ, dacã:
a) P(1; 2), Q(1; 4):
b) P(1; 2), Q(–5; 2).

Am arãtat, aºadar, cã punctele A, B ºi C, corespunzãtoare celor trei soluþii (0; –3);
(1; –1), respectiv (3; 3), sunt coliniare.

În general, dacã (x
0
; y

0
) este o soluþie a ecuaþiei 2x – y – 3 = 0, punctul P(x

0
; y

0
)

este situat pe dreapta AB determinatã de punctele de mai sus. Ne întrebãm dacã ºi
reciproca este adevãratã, deci dacã orice punct de pe aceastã dreaptã corespunde
unei soluþii a ecuaþiei considerate.

 Verificã faptul cã (4; 5) este
o soluþie a ecuaþiei
2x – y + 3 = 0 ºi aratã cã A, B
ºi D sunt coliniare, unde D
este punctul de coordonate
(4; 5).

Sã demonstrãm!

Dacã P(x
0
; y

0
) este situat pe dreapta determinatã de punctele A(0; –3) ºi B(1; –1),

atunci  2x
0
 – y

0
 – 3 = 0, deci (x

0
; y

0
) este soluþie a ecuaþiei 2x – y – 3 = 0.

Considerãm un punct P(x
0
, y

0
) aflat pe dreapta AB.

Paralela prin P la Oy intersecteazã a în P . Din
asemãnarea triunghiurilor APP ºi ABB deducem:

  
AP PP
AB BB , deci 0 0 3

1 2



x y

, adicã 2x
0
 – y

0
 – 3 = 0.

 Determinã mijlocul M al
segmentului AB. Aratã apoi
cã x

M
 ºi y

M
 (coordonatele lui

M) verificã ecuaþia
2x

M
 – y

M
 – 3 = 0.

În concluzie am stabilit o legãturã între mulþimea soluþiilor ecuaþiei 2x – y – 3 = 0
ºi mulþimea punctelor din plan situate pe dreapta AB.

În general

Mulþimea soluþiilor unei ecuaþii de gradul întâi cu necunoscutele x ºi y se reprezintã,
într-un plan în care a fost fixat un reper cartezian xOy, printr-o dreaptã. Aceastã
dreaptã este determinatã de douã puncte corespunzând unor soluþii particulare ale
ecuaþiei.

Reciproc, orice dreaptã din acest plan este reprezentarea graficã a soluþiilor unei
ecuaþii de gradul întâi cu douã necunoscute.

 Scrie ecuaþia dreptei PQ,
unde P(1, 1) ºi Q(–2, 3).
Determinã coordonatele altor
trei puncte ale acestei drepte.
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Sã analizãm!
Am arãtat cã existã o legãturã între interpretarea graficã a mulþimii soluþiilor ecuaþiei

2x – 3 = 0 ºi interpretarea graficã a mulþimii soluþiilor inecuaþiei 2x – 3 T 0: în timp ce
mulþimea soluþiilor ecuaþiei este reprezentatã pe axa numerelor reale printr-un punct,
inecuaþia are ca mulþime de soluþii o semidreaptã, delimitatã
de acest punct pe axa numerelor.

Ne aºteptãm ca un fenomen analog sã aibã loc ºi în
cazul ecuaþiilor, respectiv inecuaþiilor, de gradul întâi cu douã
necunoscute. ªtim deja cã soluþiile unei ecuaþii de gradul
întâi cu douã necunoscute pot fi reprezentate printr-o dreaptã
ºi ne punem problema descrierii mulþimilor de soluþii pentru
inecuaþiile asociate.

De exemplu, în cazul ecuaþiei 2x – y – 3 = 0, mulþimea
soluþiilor este reprezentatã de dreapta determinatã de punctele
A(0; –3) ºi B(1; –1).

Observãm cã aceastã dreaptã împarte planul în douã semiplane ºi se întrebãm
dacã existã vreo legãturã între acestea ºi inecuaþiile 2x – y – 3 < 0, respectiv
2x – y – 3 > 0.

Pentru aceasta, sã considerãm punctele O(0, 0); M(0, –1); N(–1, 1), situate
într-unul din semiplane, precum ºi punctele S(2, 0); T(3, 1); U(1, –3), situate în semiplanul
opus. Observãm cã avem:

 Identificã douã soluþii ale
inecuaþiei
2x + y – 3 = 0.

 Reprezintã grafic mul-
þimile de soluþii ale ine-
cuaþiilor 2x + y – 3 U 0 ºi
2x + y – 3 T 0.

În general

Mulþimea soluþiilor unei ecuaþii de gradul întâi cu douã necunoscute poate fi
reprezentatã printr-o dreaptã. Mulþimile de soluþii ale inecuaþiilor asociate acestei ecuaþii
pot fi reprezentate prin semiplanele delimitate de aceastã dreaptã. Semiplanele sunt
deschise (adicã nu conþin d) sau închise, dupã cum inecuaþiile considerate sunt
stricte sau nu.

 Cum interpretãm grafic inecuaþii de gradul întâi cu douã necunoscute?

O

2 · 0 – 0 – 3 = –3 < 0
2 · 0 – (–1) – 3 = –2 < 0
2 · (–1) – 1 – 3 = –6 < 0,

deci punctele O, M, N cores-
pund unor soluþii ale inecuaþiei
2x – y – 3 < 0.

Pe de altã parte, avem:
2 · 2 – 0 – 3 = 1 > 0
2 · 3 – 1 – 3 = 2 > 0
2 · 1 – (–3) – 3 = 2 > 0,

deci punctele S, T ºi U cores-
pund unor soluþii ale inecuaþiei
2x – y – 3 > 0.

 Reprezintã grafic, faþã de
acelaºi sistem de axe, mul-
þimile de soluþii ale ecuaþiilor:
2x + y – 3 = 0;
2x + y = 0;
2x + y + 1 = 0.

Sã aplicãm!

Pentru a reprezenta grafic mulþimea soluþiilor inecuaþiei x + y – 2 U 0, procedãm
astfel:

• reprezentãm grafic dreapta de ecuaþie x + y – 2 = 0;
• verificãm dacã (0; 0) este soluþie a inecuaþiei date;
• deoarece 0 + 0 – 2 U 0 este o propoziþie falsã, mulþimea soluþiilor inecuaþiei este

acela dintre semiplanele determinate de dreapta d, care nu conþine punctul O.

Asociazã domeniului
evidenþiat o inecuaþie:
11

–1
1

O x

y
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 Cum interpretãm grafic sisteme de ecuaþii liniare?

Sã analizãm!
Am demonstrat cã mulþimea soluþiilor unei ecuaþii liniare cu douã necunoscute se

reprezintã în plan printr-o dreaptã. Aceasta înseamnã cã în cazul unui sistem de douã
ecuaþii liniare cu douã necunoscute, fiecãreia dintre ecuaþii îi corespunde o dreaptã.
ªtim cã douã drepte din plan pot fi concurente, confundate sau paralele. Pe de altã
parte, am arãtat cã sistemele de ecuaþii liniare pot fi compatibil determinate sau
compatibil nedeterminate sau incompatibile. Ne propunem sã investigãm legãtura
dintre compatibilitatea unui sistem de douã ecuaþii liniare cu douã necunoscute ºi
poziþia relativã a dreptelor corespunzãtoare ecuaþiilor sistemului.

Exemplul 1

Considerãm sistemul de ecuaþii liniare cu necunoscutele x ºi y:  2
2 1

 
 

x y
x y .

Acesta este un sistem compatibil determinat, având soluþia (3; –1).
Vrem sã determinãm grafic soluþia acestui sistem. Pentru aceasta, reprezentãm

dreptele corespunzãtoare ecuaþiilor sale.
Prima ecuaþie admite soluþiile (0; 2) ºi (2; 0). De aceea,

punctele A(0; 2) ºi B(2; 0) determinã dreapta
corespunzãtoare ecuaþiei x + y – 2 = 0.

Analog, mulþimea soluþiilor ecuaþiei x + 2y – 1 = 0,
este reprezentatã de dreapta determinatã de punctele
C(1; 0) ºi D(–1; 1). Reprezentând ambele drepte în reperul
cartezian xOy, observãm cã ele sunt concurente în
punctul S(3; –1), ale cãrui coordonate reprezintã chiar
soluþia sistemului considerat.

Rezolvã sistemul

x y
x y
 
 

2
2 1 prin metoda re-

ducerii ºi verificã faptul cã
(3; –1) este soluþia sa unicã.

Determinã intersecþiile
cu axele de coordonate ale
dreptei de ecuaþie

x + 2y – 1 = 0.

13

Explicã de ce punctul de
intersecþie a dreptelor cores-
punde soluþiei sistemului.

14

În general

Un sistem de douã ecuaþii cu douã necunoscute este compatibil determinat dacã
ºi numai dacã dreptele corespunzãtoare ecuaþiilor sistemului sunt concurente.
Coordonatele punctului de intersecþie a celor douã drepte reprezintã soluþia sistemului
dat.

x

y

D

2 A

C

S

B

Exemplul 2

Sistemul 2 3
4 2 6

 
 

x y
x y  este compatibil nedeterminat: cea

de-a doua ecuaþie se obþine din prima prin înmulþire cu 2.
Dreapta corespunzãtoare primei ecuaþii are ca intersecþie

cu axa Ox punctul  3, 0
2

A , iar ca intersecþie cu axa Oy punctul

B(0, –3). Pe de altã parte, dreapta corespunzãtoare celei de-a
doua ecuaþii are aceleaºi puncte de intersecþie cu cele douã
axe. Deoarece aceste douã drepte au în comun punctele A ºi
B, deducem cã ele  coincid.

Explicã ce legãturã
existã între faptul cã sistemul
are o infinitate de soluþii ºi
faptul cã cele douã drepte
coincid.

15

În general

Un sistem de douã ecuaþii cu douã necunoscute este compatibil nedeterminat
dacã ºi numai dacã dreptele corespunzãtoare ecuaþiilor sistemului coincid.

x

y

B

O A

12
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Putea fi gãsitã dreapta
corespunzãtoare primei ecuaþii
din exemplul 3, folosind inter-
secþia cu axele?

16

Exemplul 3

Sistemul de ecuaþii liniare  0
2 2 4
 
 

x y
x y  este incompatibil.

Prima ecuaþie admite soluþiile particulare (0; 0) ºi (1; 1),
deci mulþimea soluþiilor acestei ecuaþii se reprezintã prin dreapta
determinatã de punctele O(0; 0) ºi A(1; 1). Analog, mulþimea
soluþiilor celei de-a doua ecuaþii se reprezintã prin dreata BC,
unde B(2; 0) ºi C(0; –2). Reprezentând cele douã drepte în acelaºi
sistem de axe, observãm cã ele sunt paralele.

Ce s-ar fi întâmplat dacã
dreptele erau concurente?
17

În general

Un sistem de douã ecuaþii cu douã necunoscute este incompatibil dacã ºi numai
dacã dreptele corespunzãtoare ecuaþiilor sistemului sunt paralele.

Putem sistematiza legãtura dintre compatibilitatea unui sistem de douã ecuaþii
liniare cu douã necunoscute ºi poziþia relativã a dreptelor asociate ecuaþiilor prin
urmãtorul tabel:

x

y

C

O B

A

Sã aplicãm!
Metoda graficã poate fi utilizatã ºi pentru interpretarea sistemelor de trei ecuaþii

cu douã necunoscute. De aceastã datã vom avea trei drepte în plan; poziþia lor relativã
ne va da informaþii cu privire la compatibilitatea sistemului. Mai precis: sistemul este
compatibil dacã ºi numai dacã toate dreptele trec prin acelaºi punct.

Exemplul 4

Rezolvã sistemul din
exemplul 4 folosind metoda
reducerii.

18

x

y

A

d2

O

P

d1

B2

A2

B1

A1

 Cazul I Cazul II Cazul III 
Forma ecuaţiilor 
(exemple)  x y

x y
   

 
2 7 11

3 5 1
 x y

x y
 

   
3 2

2 6 4
  x y

x y
 
 

3 4
6 2 5

 

Numărul 
soluţiilor 

una singură o infinitate nici una 

Mulţimea de 
soluţii 

S = {(2; –1)} S = {(x; y) | x – 3 y = 2} S = l 

Compatibilitatea 
sistemului 

Sistem compatibil 
determinat 

Sistem compatibil 
nedeterminat 

Sistem 
incompatibil 

Interpretarea 
grafică a 
sistemului 

două drepte care se 
intersectează într-un 
punct ale cărui 
coordonate formează 
soluţia sistemului 

două drepte care coincid; 
mulţimea punctelor 
acestor drepte identice 
reprezintă mulţimea de 
soluţii a sistemului 

două drepte 
paralele distincte; 
intersecţia nu 
conţine nici un 
punct 

 

Considerãm sistemul de trei ecuaþii cu douã necunoscute: 

3 3
5

3 2 0

   
  

x y
x y
x y

Reprezentãm grafic dreptele d
1
, d

2
 ºi d

3

corespunzãtoare celor trei ecuaþii. Obþinem
astfel dreptele A

1
B

1
, A

2
B

2
 ºi OP, unde A

1
(1; 0);

B
1
(0; –3), A

2
(5; 0), B

2
(0; 5),  31;

2
A . Obþinem,

în concluzie, reprezentarea graficã alãturatã.
Desenul indicã faptul cã cele trei drepte au

un punct comun, ºi anume punctul P(2; 3).
Aceasta înseamnã cã sistemul considerat
admite soluþia (2; 3). Deci sistemul dat este
compatibil.
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1. Se dã inecuaþia 2x – 3y > 6. Într-un plan în care s-a
fixat un reper, considerãm punctele:

 15–3;
2

A       11; 0
3

D        73;
3

G

   22;
3

B     (1; 3)E            93;
2

H

C(0;–2)          F(4; 1)          I(–10;1).

a) Marcheazã cu roºu punctele ale cãror coordonate
verificã inecuaþia ºi cu verde pe celelalte. Fixeazã
alte 10 puncte în plan ºi coloreazã-le dupã regula de
mai sus.
b) Încearcã sã ghiceºti care este frontiera care separã
zona „punctelor roºii” de cea a punctelor verzi.
Coloreazã cu roºu zona reprezentând toate soluþiile
inecuaþiei.
c) Coloreazã cu roºu zona reprezentând toate
soluþiile inecuaþiilor: 2x – 3y < 6 ºi 2x – 3y T 6.
Foloseºte douã repere carteziene diferite.
d) Rezolvã grafic inecuaþiile x U 5 ºi respectiv x T 2.

Exerciþii ºi probleme

2. Reprezintã dreptele de soluþii ale ecuaþiilor ce
compun sistemele urmãtoare, apoi determinã
mulþimile de soluþii ale sistemelor:

a) x y
x y
 
 

1
3

; b)  x y
x y


 

2
0

;

c)  x y
x y x

 
  

2 1
2 ; d)  x y

x y
 
 

2 3
0 .

3. Scrie un sistem care are ca soluþie (–1; 1). Mai poþi
scrie încã un astfel de sistem?

4. În figura alãturatã sunt re-
prezentate dreptele de soluþii
ale ecuaþiilor unui sistem. Care
este soluþia sistemului?

1

–1

1

x

y

O

5. Determinã numerele reale a ºi b ºtiind cã (1; 3) este
soluþie a sistemului:

a) x ay
bx y
 
 

4
1

;     b)   x ay
x y b
  
 

2 1 0
3 ;

c) ax by
bx y

 
 

3
2

7. Folosind reprezentarea pe hârtie milimetricã,
aproximeazã soluþiile sistemelor:

a)  x y
x y

  
  

2 2 0
0,5 0 ; b) x y

x y
 
 

1,3
2 0,6 ;

c) 
x y
x y

  


 

2
3 ; d) xx y


 

2
3 1.

Verificã dacã astfel ai obþinut soluþii ale sistemelor
date.

8. Reprezintã grafic dreptele de soluþii ale ecuaþiilor ce
compun sistemele urmãtoare, apoi determinã
soluþiile sistemelor:

a) x y
x y
 
  
2 5

4 3 13
; b) x y

x y
  
  

7 0
3 1 0 ;

c)  x y
x y
  

   
7 5 1

5 13

9. Folosind proprietãþile numerelor reale, rescrie sub
forma unui sistem ecuaþiile:
a) (x – y)2 + (2x + y – 1)2 = 0;

b) x y x y    1 2 3 0 ;

c) x y x y    2 1 0 ;

d) x2 – 2xy + 2y2 + 2y + 1 = 0.

10. Determinã numãrul de soluþii ale sistemelor:

a) 

x y
x y

x y

    
   

1 0
2 4

3 0
; b) 

x y
x y

x y

   
   

2 3 0
1

2 1 0
.

11. Determinã numerele reale a ºi b ºtiind cã sistemele
de mai jos au aceeaºi soluþie:

x y
x by
 
 

2
1

 ºi ax y
x y

 
 

3 1
8

.

12. a) Reprezintã grafic mulþimea soluþiilor inecuaþiei:

x y  U2 3 0 .
b) Determinã o inecuaþie a cãrei mulþime de soluþii
este cea reprezentatã mai jos.

6. Adaugã încã o ecuaþie sistemului x y
x y
 
 

1
3 , astfel

ca noul sistem obþinut sã devinã
a) compatibil; b) incompatibil.
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Aplicãm ºi dezvoltãm!

Elemente de programare liniarã

Am vãzut cã mulþimea soluþiilor unei inecuaþii liniare cu douã necunoscute se
reprezintã printr-un semiplan.

Considerãm o dreaptã d, având ecuaþia y = ax + b. Atunci, coordonatele tuturor
punctelor M(x; y) situate: a) deasupra dreptei d, verificã inecuaþia y > ax + b.

b) sub dreapta d, verificã inecuaþia  y < ax + b.
c) pe dreapta d, verificã ecuaþia y = ax + b.

Sunt posibile situaþiile ilustrate mai jos:

 Fie funcþia x  ax + b.
Cum putem decide rapid
dacã originea reperului se
aflã sau nu deasupra grafi-
cului funcþiei?

Ne propunem sã reprezentãm grafic mulþimea

soluþiilor sistemului de inecuaþii 
 

  

2 3 (I)

5 3 10 (II)

x y
x y

.

Inecuaþia (I) este echivalentã cu inecuaþia y < 2x – 3.
Considerãm dreapta d

1
 de ecuaþie y = 2x – 3. Folosind

punctul b) de mai sus, putem stabili cã perechile (x; y)
care verificã inecuaþia (I) sunt situate „sub“ dreapta d

1
.

 Dreptele de ecuaþii
y = 2x – 3 ºi
5x + 3y = 10
împart planul în patru regiuni.
Caracterizeazã prin inecuaþii
fiecare regiune în parte.

Inecuaþia (II) este echivalentã cu inecuaþia

y x  5 10
3 3

. Considerãm dreapta d
2
 de ecuaþie

y x  5 10
3 3

. Din punctul a) de mai sus rezultã

cã perechile (x; y) care verificã inecuaþia (II) sunt
situate „deasupra“ dreptei d

2
.

Soluþiile sistemului de inecuaþii sunt acele
perechi (x; y) care verificã ambele inecuaþii. Ele
sunt situate în zona de intersecþie a celor douã
domenii.

Se poate întâmpla ca intersecþia celor douã
domenii sã fie mulþimea vidã. În acest caz,
sistemul de inecuaþii nu are soluþii.

 Reprezintã grafic soluþia
sistemului de inecuaþii:

x y

x y

 
  

3 2 1

2 2 .

 Cum rezolvãm sisteme de inecuaþii?
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 Cum rezolvãm probleme cu ajutorul sistemelor de inecuaþii?

Exemplu
Un vagon de marfã poate transporta maxim 20 de containere, încãrcãtura

maximalã a vagonului fiind de 32 tone. Un container cu grâu cântãreºte 1 tonã ºi un
container cu  porumb cântãreºte 2 tone. Este necesar sã se expedieze cel puþin 7
containere cu porumb ºi cel puþin 8 containere cu grâu. Ce posibilitãþi sunt de a face
transportul?
Rezolvare

Notãm cu x – numãrul de containere cu grâu posibil de expediat ºi cu y – numãrul
de containere cu porumb posibil de expediat.

Constrângeri „evidente“:  x ºi y sunt numere naturale.
Constrângeri asupra numãrului de containere:  x U 7; y U 8; x + y T 20.
Constrângeri asupra masei:  x + 2y T 32.

Formãm sistemul
de inecuaþii:

x y
x y
x y


 
 

7, 8

20

2 32

U U
T
T

unde x i q, y i q.

 Alegem convenabil
variabilele

 Reprezentãm grafic sis-
temul („poligonul condiþiilor“)

Soluþiile sistemului sunt:

 (7; 8); (7; 9); (7; 10);
(7; 11); (7; 12);

 (8; 8); (8; 9); (8; 10);
(8; 11); (8; 12).

 (9; 8); (9; 9); (9; 10);
(9; 11);

 (10; 8); (10; 9); (10; 10);

 (11; 8); (11; 9); (12; 8).

Graficul permite lectura directã a posibilitãþilor de
expediþie:
 Expedierea a 7 containere cu porumb poate fi

realizatã împreunã cu 8; 9; 10; 11 sau 12
containere cu grâu.

 Expedierea a 8 containere cu porumb poate fi
realizatã împreunã cu 8; 9; 10; 11 sau 12
containere cu grâu.

 Expedierea a 9 containere cu porumb poate di
realizatã împreunã cu 8; 9; 10 sau 11 containere
cu grâu.

 Expedierea a 10 containere cu porumb poate fi
realizatã împreunã cu 8; 9 sau 10 containere
cu grâu.

 Se mai pot expedia 11 containere cu porumb ºi
8 sau 9 containere cu grâu sau 12 containere
cu porumb ºi 8 containere cu grâu.

Nu se pot trimite mai mult de 12 containere cu
porumb.

 Interpretãm rezultatele
folosind lectura graficã

 Modificã una dintre con-
diþii pentru ca problema sã
aibã mai puþine soluþii.

 Expliciteazã toate soluþiile
problemei.
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Exerciþii ºi probleme

1. Rezolvã sistemele de inecuaþii, reprezentând grafic
mulþimea soluþiilor:

a) 
x y

x y
 

   

2 3 7

4 5
;    b) 

x y
x y x

   
   

9 3 3 5

2 5 7
;

c) 
x y
x y

  
   

3

2 4 2
;    d) 

x y x y
x y y

  
    

2( 2 ) 3(3 )

6 2 12
.

2. Caracterizeazã printr-un sistem de inecuaþii mulþimea
punctelor M(x; y) situate în zona coloratã a fiecãrei
figuri;

3. Un librar cumpãrã albume cu 5 lei ºi le vinde cu 8 lei
bucata. Impozitul revine la 0,8 lei pe album, la care
se adaugã o sumã fixã de 4 lei.
a) Calculeazã, în funcþie de x, profitul obþinut din
vânzarea a x albume.
b) Câte albume trebuie sã vândã pentru ca profitul
sã fie cuprins între 150 lei ºi 160 lei?

4. Printre urmãtoarele sisteme de inecuaþii, unul singur
are ca soluþii mulþimea indicatã în sistemul de axe
de coordonate. Care este acesta?

a) 
x y
x y
 

  

3 3

2 1
;

b) 
x y x

x y
  

   

2 1 2

3 6 2 3
;

c) 
x y xy
y x
x y

  


    

( 1)( 3)

2 4
1

3 3
;

d) 
y x
y x
 

  

3 3

2 1 .

5. Rezolvã grafic fiecare inecuaþie:
a) 2x + y > 3; b) 5x + 3y > – 2;
c) x + 3y < 6; d) 3x + 9 < – 5 – y.

x

y

x x

y y

2

2

(2; 2)(–2; 2)

(–1; –2) (1; –2)–2

–2

–2

–2

2

2
O O O

7. În triunghiul ABC, aflã cum trebuie ales x pentru ca
unghiul A sã fie obtuz, iar unghiul B sã aibã mai
puþin de 35°. Formuleazã o problemã asemãnãtoare,
care nu are soluþie.

8. Un dreptunghi are aria de 480 m2. Aratã cã una dintre
laturile sale este mai mare de 21 m.

9. Pentru o excursie, mai multe persoane au închiriat
un autocar, plãtind fiecare o sumã între 70 ºi 75 de
lei. În ultima clipã, doi dintre excursioniºti au renunþat
aºa cã, pentru a completa suma cerutã, ceilalþi au
mai plãtit fiecare câte 3 lei. Câþi excursioniºti au
plecat în excursie?

10. Pentru a pregãti un cocteil, se foloseºte de cel puþin
5 ori mai mult suc de mere decât suc de portocale.
Sucul de mere costã 9 lei litrul, sucul de portocale
costã 12 lei litrul, iar suma de bani disponibilã este
de 270 lei. Trebuie pregãtiþi minimum 18 l de cocteil.
a) Dacã se folosesc 15 l suc de mere ºi 3 l suc de
portocale sunt îndeplinite condiþiile problemei? Dar
dacã se folosesc 25 l suc de mere ºi 5 l suc de
portocale?
b) Notând cu x, respectiv y, numãrul de litri de suc
de mere, respectiv portocale, exprimã, folosind un
sistem, constrângerile impuse de problemã.
Reprezintã într-un sistem ortogonal zona care
satisface toate condiþiile problemei.

6. Un vaporaº coboarã în aval pe un râu 10 km, apoi
urcã în amonte 6 km. Viteza de deplasare a râului
este de 1 km/h. Între ce limite trebuie sã varieze
viteza dezvoltatã de vaporaº, astfel încât întreaga
cãlãtorie sã dureze între 3 ºi 4 ore?

11. O gimnastã are nevoie, pentru a executa o sãriturã,
de 1,5 secunde între momentul aruncãrii pe verticalã
a mingii ºi momentul prinderii acesteia. Cu ce vitezã
iniþialã trebuie sã arunce mingea? (Aplicãm relaþia
care exprimã dependenþa spaþiului de timp în

miºcarea de aruncare pe verticalã: s t v t gt  2
0

1( )
2

,

unde g = 10 m/s2, iar v0 este viteza iniþialã a corpului.)

12. Variaþia capitalului
depus la o bancã în
regim de dobândã sim-
plã este reprezentatã
în figura alãturatã. De-
monstreazã cã triun-
ghiurile S

0
A

1
S

1
 ºi

A
0
A

3
S

3
 sunt aseme-

nea. Ce semnificaþie are proporþia 0 1 0 3

1 1 3 3

S S S S
S A S A ,

dedusã din aceastã asemãnare?

S1

S

S

2

3

S0

A1

A2

A3

1 2 3 4O
t (luni)

s (mil. lei)
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1. Descrie fiecare dintre mulþimile reprezentate, printr-o ecuaþie, o inecuaþie sau un sistem:

a) b)

c) d)

Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã asociez unor ecuaþii, inecuaþii sau sisteme o reprezentare graficã adecvatã a mulþimilor de soluþii
 sã urmez proceduri recomandate pentru reprezentarea graficã adecvatã a ecuaþiilor/inecuaþiilor / sistemelor
 sã corelez proprietãþi ale reprezentãrilor grafice cu condiþii de compatibilitate ale sistemelor?

Lecturã

Gãsirea unor formule de rezolvare a sistemelor liniare a fost una dintre preocupãrile fundamentale
ale matematicienilor secolului al XVIII-lea. Pornind de la cercetãrile lui Leibniz desfãºurate începând
cu 1676, astfel de formule au fost obþinute de Mac-Laurin în 1748 ºi de Cramer în 1754.

Algebra liniarã, în cadrul cãreia s-a dezvoltat teoria sistemelor liniare (sisteme conþinând ecuaþii de
forma a

1
x

1
 + a

2
x

2
 + ... + a

n
x

n
 = b, pentru care cele de forma y = ax + b reprezintã un caz particular) a

cunoscut ulterior o dezvoltare imprevizibilã prin aplicaþiile sale. Astfel, de la cercetarea optimizãrii
regimului alimentar la contribuþia asupra stabilirii podului aerian american în perioada blocadei
Berlinului (1948-1949), separarea planului în regiuni pe baza programãrii liniare ºi-a gãsit numeroase
aplicaþii.

Aºa cum s-a întâmplat în cazul rezolvãrii sistemelor, adesea, analizând o anumitã problemã, matematicienii creeazã
concepte noi, care deschid drumul unor domenii noi, îmbogãþind problema de la care s-a pornit ºi anticipând necesitãþile
viitoare de dezvoltare în ºtiinþã ºi tehnologie.

G. Leibniz

2. Reprezintã grafic mulþimea soluþiilor sistemului:   x y
x y
 
  

3 0
2 1 0

U
.

3. Cele trei ecuaþii ale unui sistem cu necunoscutele x ºi y sunt reprezentate
geometric în figura alãturatã. Precizeazã numãrul soluþiilor sistemului.

0 2 0 2

1

1

1
1

x

y

O

13. În figura alãturatã este repre-
zentatã variaþia spaþiului
parcurs de un mobil în funcþie
de timp. Ce semnificaþie fizicã
are faptul cã graficul este
liniar? Care este viteza
mobilului dupã 2 secunde de
la plecare?

14. Determinã o funcþie de forma x   ax + b ce are pro-
prietatea cã f(2m + 1) = m – 1, pentru orice m i Z.

15. Determinã m i Z astfel încât punctul A(2; –1) sã aparþinã
graficului funcþiei f : Z  Z, f(x) = (m – 1)x + 1.
Este funcþia obþinutã crescãtoare?O 1 2

1

2

s (m)

t (sec)
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Scrierea
numerelor în
baza 10

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. Calculeazã:
a) 103 · 104;  b) 105 : 102; c) 4 3(10 ) .

Calcul numeric

Unitatea de învãþare 3

Test iniþial de autoevaluare

2. Scrie în baza 10:
a) o mie doi; b) 3 · 102 + 2 · 10 + 5.

Operaþii cu
mulþimi

4. Foloseºte proprietãþile operaþiilor ºi calculeazã rapid:
a) 23 + 41 + 37 + 159; b) 11 + 42 – 12 – 11;
c) 137 · 2 + 137 · 3 + 137 · 5; d) 999 · 46. e) 99 · 101.

5. Alege rãspunsul corect!
Pentru a obþine rezultatul 1, numãrul 12,5 trebuie înmulþit cu:

a) –11,5; b) 1; c) 0,08; d) 
125
10 .

6. Pe diagramele Venn-Euler de mai jos sunt reprezentate câteva rezultate ale unor operaþii
cu mulþimi. Asociazã diagramele cu rãspunsul corespunzãtor.

a) A O B O C; b) A O B; c) (A O B) N C; d) A N C.

Calcule
geometrice

7. Calculeazã:
a) (–; 1) O [0; ); b) [0; 2) N (1; 5];        c) [2; 5] N [–1; 4]; d) (–; 0) N [–2; +).

Vectori

8. Calculeazã:
a) aria dreptunghiului;     b) numãrul de cercuri din desen;   c) lungimea segmentului AB.

3. Scrie cu ajutorul puterilor lui 10:
a) 321; b) 1005.

A B

C

A A AB B B

C C C

9. În desen sunt reprezentaþi vectorii u


 ºi v


. Reprezintã u


 + v


, u


 – v


, – v


, 2 v


, –2 u


.

10. Considerãm propoziþiile p, q, r. ªtim cã p este adevãratã, iar q ºi r sunt false. Stabileºte
valoarea de adevãr pentru fiecare dintre propoziþiile urmãtoare:
a) p  q;      b) r ;       c) q  r;        d) p (q  r);        e) p  (q r).

Elemente de
logicã

u


v


6

3
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Ne amintim ºi explorãm!

Scrierea poziþionalã a numerelor raþionale

Legi de compoziþie

 Cum au apãrut sistemele de numeraþie?

Numerele ºi operaþiile cu numere reprezintã fundamentul matematicii moderne.
Acestea au un caracter universal: în orice loc de pe Pãmânt simboluri precum

213 reprezintã acelaºi lucru. La fel, 15 + 42 = 57 sau 3 > 1, au aceeaºi semnificaþie
indiferent de limba în care sunt exprimate. Mintea umanã le proceseazã la fel, chiar
dacã sunt exprimate verbal în moduri diferite.

Dar ce este numãrul? Cum s-a ajuns la scrierea universal acceptatã a simbolurilor
„+, –, =, D”, cãrora aproape cã nu le mai acordãm nici o atenþie? În continuare, facem
o scurtã incursiune în istoria sistemului numeric pe care îl folosim astãzi.

Prima etapã: o unitate = un simbol
La început, în epoca primitivã, oamenii foloseau desene sau colectau obiecte

pentru a þine minte sau pentru a transmite altor oameni informaþii numerice: fiecare
pietricicã, nod, liniuþã, desen însemna o unitate.

Ei realizau astfel o corespondenþã „1 la 1” între mulþimea ce trebuia „numãratã” ºi
unitãþile folosite.

A doua etapã: ideea grupãrii
În timp, a þine socoteala animalelor cu ajutorul „unitãþilor” (care puteau fi liniuþe,

noduri, pietricele, desene) a devenit, pentru vechile triburi de pãstori, un procedeu
complicat atunci când se lucra cu numere mai mari.

De aceea, oamenii au ajuns la ideea grupãrii unitãþilor ºi atribuirea câte unui simbol
pentru fiecare grupã.

Ca mod simplu de înregistrare a numerelor s-a folosit multã vreme
(ºi se mai foloseºte ºi astãzi), rãbojul.

În exemplele de mai jos, sunt prezentate câteva numere, scrise în
douã variante de rãboj. Imaginea alãturatã prezintã fotografia unui rãboj
utilizat în zilele noastre.

 Istoricul grec Herodot
(484 î.Hr. – 425 î. Hr.)
povesteºte cã Darius a învins
marele imperiu persan ºi
pentru cã a stabilit cu aliaþii
sãi un mod de numãrare a
zilelor.

 Conform DEX, rãbojul
este o bucatã de lemn, pe
care se înscriu prin crestãturi
diverse socoteli (numãrul
vitelor, zile de muncã, bani
datoraþi).

 Reprezintã numerele 11
ºi 14 în cele douã variante
de rãboj.

3

5

6

8

A treia etapã: gruparea grupelor
Apariþia monedelor ºi dezvoltarea economicã i-a condus pe oameni la necesitatea

de a lucra cu numere din ce în ce mai mari. Au apãrut astfel sisteme de numeraþie în
care se foloseau simboluri (pictograme) speciale pentru a reprezenta diverse numere.

Prezentãm în continuare trei exemple importante.

 Alte simboluri universal
acceptate sunt cele rutiere.
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Sistemul de numeraþie chinezesc folosit cu 10 secole
î. Hr. era, în esenþã, un sistem zecimal.

Chinezii foloseau simboluri de tipul celor din imagine
pentru a reprezenta numere. Astfel, simbolul pentru 300 este
o combinaþie între simbolul pentru 3 ºi cel pentru 100 (ceea
ce dã un caracter multiplicativ scrierii), iar numãrul 52 se
reprezintã prin alãturarea simbolului pentru 50 cu simbolul
pentru 2 (ceea ce dã caracterul aditiv al scrierii).

Sistemul vechi chinezesc nu era un sistem poziþional,
adicã ordinea în care erau scrise simbolurile nu conta. De
aceea, chinezii nu aveau nevoie de un simbol special
pentru 0.

 Se crede cã simbolurile
numerice ale vechilor chi-
nezi aveau semnificaþii reli-
gioase: ele erau folosite doar
în ceremonii funerare.

 În imagine apare scris
numãrul 5080, în sistemul
chinezesc de numeraþie.

Scrie analog numãrul 2030.

Sistemul de numeraþie egiptean s-a
dezvoltat în jurul anului 3400 î.Hr.

Egiptenii aveau un sistem de scriere
în baza 10, în care foloseau mici picto-
grame (hieroglife) pentru a reprezenta di-
verse numere. Spre deosebire de sistemul actual de scriere, egiptenii foloseau însã
hieroglife speciale pentru fiecare dintre numerele 10, 100,1000.

La egipteni, adunarea numerelor era foarte simplã: ei doar puneau împreunã
simbolurile de acelaºi fel, înlocuind zece astfel de semne cu un singur simbol, de
valoarea imediat superioarã.

Se pare cã egiptenii au fost primii care au folosit semne
speciale pentru adunare ºi scãdere. Semnul egiptean pentru
adunare seamãnã cu o pereche de picioare ce merg în direcþia
de scriere a textului. Acelaºi semn, aºezat în direcþia opusã
sensului de scriere, indica operaþia de scãdere. Nu exista un semn distinctiv pentru  a
marca egalitatea.

Egiptenii foloseau, de asemenea, simboluri speciale pentru fracþii. Ei exprimau
însã orice fracþie ca o sumã de fracþii cu numãrãtor 1.

 Simbolul din imagine re-

prezintã fracþia 1
3  în sistemul

egiptean.

Scrie fracþia 2
5  ca o sumã

de fracþii cu numãrãtorul 1 ºi
numitori diferiþi între ei.

Sistemul de numeraþie roman
s-a dezvoltat în intervalul 500 î.Hr.
- 100 d.Hr. Acest sistem foloseºte
simbolurile din tabelul alãturat.

Notaþia în sistemul roman de numeraþie s-a schimbat de-a lungul timpului. Iniþial,
se folosea simbolul IIII pentru a reprezenta numãrul patru. Ulterior, în secolul al
XIV-lea, a fost adoptatã notaþia substractivã: când simboluri cu valoare mai micã
sunt scrise înaintea unora cu valoare mai mare, atunci valorile se scad.

Chiar dacã romanii foloseau un sistem de numeraþie
zecimal, sistemul ales pentru fracþii era duodecimal (adicã
fracþiile se obþineau prin divizarea unitãþii în 12 pãrþi egale).

De exemplu, 1
12  se nota • ºi se numea uncie, iar  1 4

3 12
se nota • • • ºi se numea triens.

(În imaginea alãturatã apare o monedã cu valoarea
de un triens.)

 Notaþia substractivã a fost
inspiratã ºi de exprimarea
verbalã: de exemplu, în
limba latinã, nouãsprezece
se pronunþã unodeviginti,
adicã „unu pânã la douãzeci”.

 Notaþiile MDCCCCX ºi
MCMX reprezintã amândouã
numãrul 1910, în sistemul
roman de numeraþie.

 Gãseºte o justificare
pentru împãrþirea unitãþii în
12 pãrþi egale, fãcutã de cãtre
romani.

I V X L C D M 
1 5 10 50 100 500 1000 
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A patra etapã: ideea poziþionãrii
Evidenþierea prin simboluri diferite a unor numere foarte mari era totuºi greu de

fãcut. O idee genialã a fost acordarea unor semnificaþii diferite unui acelaºi simbol, în
funcþie de poziþia pe care acesta o ocupa în scrierea numãrului.

Primii care au ajuns la aceastã idee au fost chinezii. Ei au
simplificat scrierea folositã anterior ºi au trecut la un sistem
de scriere poziþional, pentru a putea efectua mai uºor calcule
cu numere.

În imaginea alãturatã, sunt prezentate douã modalitãþi
folosite de chinezi pentru scrierea cifrelor.

Sistemul chinezesc de numeraþie putea sã fie folosit pentru
o varietate de probleme, cum ar fi rezolvarea sistemelor de
ecuaþii.

Scrierea poziþionalã chinezeascã a fost determinatã de utilizarea, în efectuarea
calculelor a „tablelor de numãrat”: acestea erau realizate de obicei din lemn, cu mici
adâncituri umplute cu nisip, pe care se „scriau” cifrele. Înainte de apariþia unui semn
distinctiv pentru zero, în locul acestuia se lãsa un spaþiu.

Cu 2000 de ani î.Hr, sumerienii (locuitorii Babilonului an-
tic, þinut situat între Tigru ºi Eufrat) aveau un sistem poziþional
de scriere a numerelor în baza 60. Pentru a scrie un numãr,
ei foloseau 59 de simboluri grafice („cifre”), prezentate în
imaginea alãturatã.

Babilonienii nu aveau un simbol special pentru zero;
acesta nu era considerat numãr, ci indica doar absenþa unui
numãr.

O scurtã explicaþie este necesarã. Numãrul 271, scris în
baza 10, înseamnã 2 · 102 + 7 · 10 + 1. Sistemul babilonian
plaseazã simbolurile pentru „cifre” cu aceeaºi convenþie: dacã
adoptãm o notaþie ad-hoc prin care punem în câte un
dreptunghi fiecare „cifrã” de la 1 la 59, atunci, de exemplu, numãrul 1 23 49  (scris
cu simboluri sumeriene) reprezintã (în scrierea zecimalã, cu care suntem obiºnuiþi)
numãrul 1 · 602 + 23 · 60 + 49.

Pentru efectuarea calculelor cu numere, sumerienii foloseau table special alcãtuite,
cu care reuºeau sã efectueze adunãri, înmulþiri ºi chiar unele împãrþiri.

Babilonienii utilizau, de asemenea, un sistem sexagesimal de reprezentare a
fracþiilor, similar sistemului nostru de reprezentare zecimalã. În scrierea lor, întregii ºi
fracþiile erau scrise la fel, diferenþa fiind fãcutã de context. Unul dintre avantajele

bazei 60 constã în  faptul cã fracþia 
a
b  se reprezintã ca fracþie sexagesimalã finitã

doar dacã b nu are divizori primi diferiþi de 2, 3 sau 5. Prin comparaþie, în sistemul

zecimal, 
a
b  este fracþie zecimalã finitã doar dacã b nu are divizori primi diferiþi de 2 sau 5.

 Sistemul de numeraþie cu
baza 60 a condus la
împãrþirea zilei în 24 de ore,
a orei în 60 de minute ºi a
minutului în 60 de secunde.
Babilonienii înºiºi foloseau
aceastã împãrþire orarã.

Reprezintã „cu virgulã”, în
sistemul sexagesimal (în

baza 60), fracþiile 1
3  ºi 7

12 .

Foloseºte pentru aceasta
simbolurile „cifrelor” babilo-
niene.

A cincea etapã: apariþia lui zero
Odatã ce poziþia cifrelor a cãpãtat semnificaþie în scrierea unui numãr,

trebuia rezolvatã situaþia în care lipseºte o cifrã. Aceastã lipsã trebuia ºi
ea marcatã printr-un simbol.

Cea mai veche inscripþie în care zero apare foarte clar a fost gravatã în
piatrã în anul 933 într-un mic templu situat la 30km de New Delhi (India).
Se pare însã cã zero era cunoscut încã din anii 400-500. Inventat la început
doar pentru a „þine locul“ unei cifre lipsã, s-a constatat cã zero se comportã
foarte interesant în operaþii ºi a devenit un numãr ca ºi celelalte.

Pornind dinspre Orient, arabii au rãspândit între secolele X-XIV tehnica de
scriere ºi de calcul care integra pe zero printre numere. Treptat, cifrele venite
din India s-au simplificat ºi au ajuns cãtre secolul XV la forma de astãzi.
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146 D 27 = 54 + 432 + 3456 = 3942.

Sistemele de numeraþie prezentate anterior nu pun suficient în evidenþã proprietãþile
operaþiilor cu numere. De aceea, matematicienii antichitãþii au trebuit sã inventeze
reguli de calcul care astãzi ni se par dificile, dar ºi instrumente adecvate de calcul.
Astfel au apãrut: abacul roman, suan-pan-ul chinezesc, sciotul rusesc, sau yupana
incaºilor. De exemplu, abacul roman (prezentat în imaginea alãturatã), avea douã serii
de câte opt baghete pe care culisau bile gãurite. Acestea arãtau progresiv, de la dreapta
la stânga, unciile (subunitãþile), unitãþile, zecile, sutele, etc.

Multã vreme, abacul (în diversele sale forme) a reprezentat singurul sprijin în
calculul aritmetic.

 Cum s-a dezvoltat simbolismul în matematicã?

Sistemul zecimal de scriere a numerelor ºi operaþiile aritmetice, care se învaþã
astãzi începând chiar de la grãdiniþã, ascund proprietãþi a cãror complexitate a pus
numeroase probleme matematicienilor de-a lungul timpului. Simpla scriere a numerelor
aºa cum este folositã ea astãzi, este rezultatul unui amplu proces de interacþiune a
mai multor culturi. Astfel, simbolurile cifrelor de astãzi au fost introduse în Occidentul
European de cãtre arabi, care au preluat modul de scriere indian.

Una dintre primele lucrãri în care sunt explicate principiile de bazã ale calculului
numeric este „Al-Gebr wel mukabala”, scrisã în jurul anului 825 de cãtre Muhamed
ben Musa Al-Horezmi. Acesta foloseºte scrierea zecimalã poziþionalã ºi cifra 0 pentru
a descrie reguli (algoritmi) de calcul. Astfel, s-a fãcut un prim pas spre ceea ce
Leibniz a numit „cabbala vera”, adicã „magia” matematicii: rezultatele calculelor nu
mai era date de abace, ci o
scriere „magicã” permitea
efectuarea acestora doar prin
folosirea celor 10 semne pentru
cifre ºi a tablelor de adunare ºi
de înmulþire.

Cel care a contribuit decisiv
la rãspândirea sistemului
zecimal arab a fost matematicianul italian Leonardo din Pisa, numit ºi Fibonacci.
Lucrarea sa, „Liber Abaci” (scrisã în 1202), prezenta modul de operare în scrierea
zecimalã a numerelor, cu aplicaþii în comerþ, dar ºi în probleme de matematicã.

Dacã sistemul de scriere ºi modul de operare actuale provin de la indieni ºi arabi,
terminologia utilizatã este, în mare parte, de origine latinã. Astfel, cuvântul „adunare”
(care are forme asemãnãtoare ºi în alte limbi) provine din latinescul „addere”. Chiar
semnul „+” (folosit pentru prima datã de cãtre J. Widmann, în 1489) pare sã fie o
formã stilizatã a latinescului et.

Majoritatea simbolurilor matematice, atât de familiare astãzi, au apãrut abia în
secolele al XV-lea – al XVII-lea. De exemplu, semnul „=” a fost utilizat pentru prima
oarã în 1557, de cãtre R. Recorde, iar „>” – în 1621, de T. Harriot.

 De la numele lui Al-
Horezmi a fost derivat cuvân-
tul „algoritm”, iar de la nu-
mele cãrþii sale s-a format
denumirea „algebrã”.

Fibonacci (1170-1250)

 Pânã la apariþia sim-
bolurilor „+” ºi „–”, pentru
adunare ºi scãdere erau
folosite în Europa secolului al
XV-lea, literele P, respectiv M.

 Robert Recorde (1510-
1558) a fost matematician
galez.

 Thomas Harriot (1560-
1621) a fost matematician
englez.

Egiptenii ºi, mai apoi, romanii, utilizau doar adunãri ºi scãderi
în calculele lor. Totuºi, ei reuºeau sã efectueze înmulþiri ºi împãrþiri,
reducând aceste operaþii la un ºir de câteva adunãri. Iatã, de
exemplu, cum efectuau ei înmulþirea 146 D 27. (Desigur, egiptenii
ºi romanii foloseau propriile simboluri pentru numere!)

Scriem numerele unul lângã altul, apoi împãrþim primul numãr
la 2 ºi dublãm al doilea numãr. Continuãm la fel, ignorând restul
atunci când deîmpãrþitul din prima coloanã este impar. Rezultatul
produsului se obþine adunând numerele din a doua coloanã, aflate
în dreptul numerelor impare din prima coloanã:

 Împãrþirea la 2 era
suficient de simplã la
Egipteni sau la romani: se
luau jumãtate din simbolurile
folosite în reprezentarea
numãrului!

 Verificã dacã înmulþirea
146 D 27 este corectã.
Procedeazã analog pentru a
calcula 27 D 146.

 Cum se fãceau calculele în vechile sisteme de numeraþie?

146
73
36
18
9
4
2
1

  27
  54
  108
  216
  432
  864
1728
3456
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 Crucea Sfântului Andrei
este simbolul Scoþiei. Ea
apare pe steagurile unora
dintre statele din nordul
Europei.

1. Pentru scrierea numerelor în
baza 5 se folosesc doar cifrele
0, 1, 2, 3, 4. Tablele de adu-
nare ºi de înmulþire în aceastã
bazã sunt urmãtoarele:

Exerciþii ºi probleme

+ 0 1 2 3 4 
0 0 1 2 3 4 
1 1 2 3 4 10 
2 2 3 4 10 11 
3 3 4 10 11 12 
4 4 10 11 12 13 

 

D 0 1 2 3 4 
0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 4 
2 0 2 4 11 13 
3 0 3 11 14 22 
4 0 4 13 22 31 

 Foloseºte aceste table pentru a calcula în baza 5:   4304 + 1244,   12 D 34, (31)2.
2. a) Scrie numãrul 23 ca o sumã de puteri diferite ale lui 2.

b) Foloseºte modul egiptean de calcul pentru a gãsi rezultatul produsului 23 D 31.
c) Explicã de ce se obþine rezultatul corect al înmulþirii atunci când aplici metoda egipteanã de calcul.

3. În Evul Mediu, unele popoare arabe foloseau o anumitã aºezare a calculelor pentru
a înmulþi douã numere. De exemplu, pentru a calcula 64 D 385, ei procedau astfel:
• Aºezau factorii 64 ºi 385 pe laturile unui tabel, în ordinea indicatã.
• În fiecare cãsuþã a tabelului, înscriau produsul dintre numerele aflate la capãtul
liniei, respectiv coloanei, din care face parte cãsuþa.
• Adunau cifrele dintre douã diagonale consecutive ºi citeau rezultatul:
64 D 385 = 24640.
a) Urmãreºte exemplul, apoi calculeazã analog 247 D 38.
b) Explicã de ce algoritmul prezentat conduce la rezultatul corect.

3 8 5

4

6
1

1
2 2 0

3 2

4
8

3
0

2 4 6 4 0

8

 Cum a influenþat religia dezvoltarea matematicii?
Existã o indiscutabilã legãturã între religie ºi istoria matematicii.
În societãþile antice, cunoºtinþele matematice erau considerate de naturã divinã

ºi, ca atare, erau împãrtãºite doar câtorva iniþiaþi. Regulile de calcul se transmiteau
de la o generaþie la alta de cãtre preoþi, fãrã a se insista asupra justificãrii lor. De
aceea, amestecul de reguli ºtiinþifice cu regulile privind practicile cultului sau cu teze
de tip metafizic, au fãcut ca matematica sã aibã mult timp un caracter secret. Nu
este întâmplãtor cã unul dintre primele papirusuri egiptene – papirusul din colecþia
Rhind, care a condus la descifrarea hieroglifelor egiptene, se intitula „Instrucþiuni
pentru a cunoaºte toate lucrurile secrete”.

Legea secretului se regãseºte, într-o formã chiar mai accentuatã, în ºcoala lui
Pitagora. Modul de viaþã impus, admiterea doar în urma parcurgerii unui stagiu de
iniþiere, prestarea unui jurãmânt de credinþã ºi caracterul ei secret fac din ºcoala lui
Pitagora un fel de sectã religioasã.

ªtiinþa occidentalã s-a dezvoltat prin intermediul bisericii creºtine. Nu este vorba
aici doar de faptul cã, mult timp, ºcoala a fost o anexã a Bisericii, iar cei mai mari
învãþaþi au provenit din rândul cãlugãrilor; dar disputele teologice au dezvoltat mai
ales gândirea analiticã, ceea ce a dus ºi la dezvoltarea matematicii.

În anumite momente, religia a fost însã o frânã în dezvoltarea matematicii.
Rãspândirea în Europa a notaþiei cu cifre arabe, în locul celei cu simboluri romane,
s-a fãcut destul de târziu, prin secolul al XII-lea, mai ales datoritã dezvoltãrii relaþiilor
comerciale cu Orientul. O monedã din 1134, descoperitã în Sicilia, este deocamdatã
prima atestare a utilizãrii noilor cifre în Europa. Introducerea sistemului arab a
întâmpinat însã rezistenþã din partea bisericii catolice, care considera utilizarea acestor
simboluri drept erezie. Astfel, un edict din 1300 interzicea negustorilor florentini folosirea
cifrelor arabe.

Influenþa ideilor religioase în matematicã s-a resimþit ºi în alegerea unor simboluri.
Se pare cã semnul de înmulþire „D”, care a fost utilizat pentru prima oarã în 1631 de
cãtre W. Oughtred, este o stilizare a crucii Sfântului Andrei.

Principiul dominant al matematicii moderne constã în faptul cã toate propoziþiile
matematice trebuie sã se reducã, în cele din urmã, la propoziþii referitoare la numerele
naturale. Leopold Kronecker spunea: „Dumnezeu a creat numerele naturale; restul
este opera omului”.

4. Explicã de ce 125 @ 1250, dar 1,25 = 1,250, deºi, în fiecare caz, adãugãm o cifrã de 0 la sfârºit!

L. Kronecker (1823-1891)

Pitagora (569-500 î.Hr.)
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Aplicãm ºi dezvoltãm!

Operaþii algebrice

 Ce este o operaþie algebricã?

În matematicã folosim diverse operaþii. Unele dintre acestea, cum ar fi adunarea
sau produsul numerelor, ne-au devenit atât de familiare, încât suntem tentaþi sã nu
mai acordãm prea mare atenþie proprietãþilor lor. Vom vedea însã în continuare cã
tocmai aceste proprietãþi au un rol important în structurarea mulþimilor de numere.
Pentru a înþelege mai bine cum funcþioneazã proprietãþile operaþiilor învãþate, pornim
la drum cu câteva exemple.

Experienþa de calcul dobânditã pânã acum ne face sã nu ne îndoim de faptul cã
suma a douã numere naturale este un numãr natural ºi cã produsul a douã numere
raþionale este tot un numãr raþional. Ce se întâmplã însã atunci când mulþimile cu
care operãm nu sunt mulþimi de numere? În anii anteriori am lucrat, de exemplu, cu
vectori, cu funcþii, cu propoziþii logice. Cu fiecare dintre aceste „obiecte” matematice,
am definit diferite operaþii.

Exemplul 1: Adunarea vectorilor
Orice douã puncte A ºi B, din plan, determinã un vector, notat 


AB .

Suma a doi vectori se calculeazã cu regula paralelogramului sau cu regula
triunghiului.

A

B

C D

Fiind daþi vectorii
AB  ºi 


CD ,

calculãm

s AB CD 
 

.

Regula triunghiului:
Transportãm unul din vectori
cu originea în extremitatea
celuilalt. Suma vectorilor ( s


)

este cea de-a treia laturã
(orientatã) a triunghiului format.

Regula paralelogramului:
Transportãm unul din vectori
cu originea în originea celui-

lalt. Suma vectorilor ( s


)
este diagonala (orientatã) a
paralelogramului format.

 Se poate aplica regula
paralelogramului pentru
suma a doi vectori coliniari?

Observãm cã suma a doi vectori este tot un vector.

Exemplul 2: Produsul funcþiilor
Fie f : Z  Z, g : Z  Z,  douã funcþii. Produsul funcþiilor f ºi g se noteazã  f · g

ºi este definit prin condiþia urmãtoare:
Pentru orice numãr real a,  (f · g)(a) = f (a) · g(a).
Observãm cã oricãrui numãr a i Z îi corespunde numãrul (f · g)(a) i Z. Aceasta

aratã cã produsul a douã funcþii este tot o funcþie.

Exemplul 3: Conjuncþia propoziþiilor
Fiind date propoziþiile p ºi q, notãm p q  conjuncþia lui p cu q.
p q  este o propoziþie adevãratã dacã ºi numai dacã atât p, cât ºi q sunt

adevãrate.
Ca urmare, conjuncþia a douã propoziþii este tot o propoziþie.

În toate exemplele anterioare, la douã „obiecte” matematice de un anumit tip
(vectori, funcþii, respectiv propoziþii) le corespunde un al treilea obiect, de acelaºi tip.

Spunem cã am definit astfel o operaþie algebricã pe mulþimea acelor „obiecte”.

Ce se poate spune despre
suma a douã numere
iraþionale?

 Explic iteazã produsul

funcþiilor u, v Z Z: ,
u(x) = x + |x|,
v(x) = x – |x|.
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Observãm cã operaþia a fost notatã diferit în fiecare caz analizat. Astfel, în cazul
vectorilor au folosit simbolul „+”; în cazul funcþiilor, simbolul „·”; în cazul propoziþiilor
simbolul „  ”. Deºi notaþiile sunt diferite, ele evidenþiazã o corespondenþã între orice
pereche de elemente ale mulþimii date (fie ea mulþime de vectori, de funcþii sau de
propoziþii) ºi rezultatul aplicãrii operaþiei asupra elementelor perechii.

Putem folosi o notaþie convenþionalã generalã oarecare ce evidenþiazã aceastã
corespondenþã. De exemplu: fiind datã mulþimea M ºi  a, b i M, atunci notãm cu
a b  rezultatul operaþiei „ ”.

În general
O operaþie algebricã (lege de compoziþie internã) pe mulþimea M este o funcþie

 : M D M  M.
Aºa cum am precizat anterior, în loc sã scriem  (a; b) = c, alegem un simbol (de

exemplu,  ) ºi scriem a b c  .

 Câteva simboluri prin care
reprezentãm operaþii alge-
brice uzuale sunt: „+”, „–”,
„D”, „·”, „N”, „O”, „  ”.

Sã aplicãm!
O operaþie algebricã pe care am studiat-o deja este intersecþia intervalelor de

numere reale. În acest caz, mulþimea pe care este definitã operaþia algebricã „O” este
mulþimea tuturor intervalelor (închise sau deschise) de numere reale.

Pentru orice douã intervale I ºi J, notãm  I O J  rezultatul operaþiei „intersecþie”:
x i I O J ® x i I ºi x i J.
Observãm cã intersecþia a douã intervale de numere reale este tot un interval de

numere reale.

Atenþie! Sã considerãm, pe aceeaºi mulþime de intervale, operaþia „reuniune”. În
unele situaþii, reuniunea a douã intervale nu este un interval. De aceea, reuniunea nu
este o lege de compoziþie internã pe mulþimea intervalelor de numere reale.

Atunci când definim o operaþie algebricã pe o mulþime, „obiectele” cu care operãm
trebuie, în mod firesc, sã aparþinã mulþimii date. Am învãþat însã ºi operaþii între
„obiecte” matematice de tipuri diferite (care nu se gãsesc într-o aceeaºi mulþime). De
exemplu, ºtim sã înmulþim un numãr real cu un vector sau cu o funcþie. În aceste
cazuri, operaþiile respective nu sunt legi de compoziþie internã.

Atenþie! Produsul dintre un numãr ºi un vector nu este operaþie algebricã: numerele
reale ºi vectorii sunt „obiecte” matematice diferite.

 Ce proprietãþi importante poate avea o operaþie algebricã?

O primã proprietate: asociativitatea

Sã analizãm!
Atunci când adunãm numerele naturale 52 ºi 6, procedãm astfel:

• descompunem: 52 = 50 + 2;
• grupãm: 2 + 6 = 8
• calculãm: 52 + 6 = (50 + 2) + 6 = 50 + (2 + 6) = 58.

În acelaºi fel putem proceda pentru a efectua mai uºor diferite înmulþiri. Sã
presupunem, de exemplu, cã vrem sã calculãm produsul 28 D 25:

• descompunem: 28 = 7 D 4
• grupãm: 4 D 25 = 100
• calculãm: 28 D 25 = (7 D 4) D 25 = 7 D (4 D 25) = 700

 Considerarea celui mai
mare divizor comun a douã
numere naturale, este
operaþie algebricã? Cum
este aceasta notatã de
obicei?

 Calculeazã:

[–1; 3) (0; 4]  ºi

 (– ;1] [2; 5) .

 Este înmulþirea dintre un
numãr întreg ºi un numãr
raþional, o lege de com-
poziþie internã?

 Grupeazã convenabil fac-
torii pentru a calcula
48 D 125.



42

Exemplul 1: Adunarea vectorilor

În cubul ABCDEFGH, vrem sã calculãm suma AB AD AE 
  

.
Pentru aceasta, putem proceda în douã moduri:

grupãm: ( )AB AD AC 
  

 sau ( )AD AE AH 
  

calculãm: ( )AB AD AE AC AE AG    
     

 sau

( )AB AD AE AB AH AG    
     

.

Observãm cã, prin gruparea în moduri diferite a vectorilor, rezultatul sumei este
acelaºi.

 Justificã egalitãþile

 
  
AC AE AG  ºi

 
  
AB AH AG , în cubul

ABCDEFGH.

A B

CD

E F

GH

Exemplul 2: Intersecþia mulþimilor
Fie A, B, C trei mulþimi, reprezentate în diagrama Venn-Euler

alãturatã. Pentru a identifica pe diagramã mulþimea A O B O C, putem
proceda în douã moduri:
grupãm ºi identificãm:

reprezentãm:          (A O B) O C                                   A O (B O C)
A B

C

BA

C

Observãm cã, prin gruparea în moduri diferite a mulþimilor, rezultatul intersecþiei
este acelaºi.

Exemplul 3: Conjuncþia propoziþiilor
Fie p, q, r propoziþii logice. Explicitãm tabelele de adevãr ale propoziþiilor

p q r ( ) , respectiv p q r ( ) .

p q r p q  p q r ( )  q r  p q r ( )  

1 1 1 1 1 1 1 
1 1 0 1 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 

 

Pentru numãrul natural n,
notãm cu D

n
 mulþimea

divizorilor sãi. Calculeazã
mulþimile (D

6
 O D

15
) O D

9
 ºi

D
6
 O (D

15
 O D

9
).

Completeazã încã douã
linii ale tabelului din exem-
plul 3.
Cum justificãm, pe tabelele
de adevãr, echivalenþa

p q r p q r   ( ) ( ) ?
Observãm cã, prin gruparea în moduri diferite a propoziþiilor, obþinem propoziþii

echivalente logic.

În fiecare din exemplele anterioare, grupãrile diferite ale numerelor, vectorilor,
mulþimilor sau propoziþiilor au condus, de fiecare datã, la acelaºi rezultat. Aceastã
coincidenþã evidenþiazã o proprietate comunã pentru operaþii algebrice foarte diferite,
aºa cum sunt adunarea sau înmulþirea numerelor, adunarea vectorilor, intersecþia
mulþimilor sau conjuncþia propoziþiilor.

În general
Fiind datã operaþia algebricã  , definitã pe mulþimea M, spunem cã ea este operaþie

asociativã dacã, pentru orice elemente x, y, z din M, avem x y z x y z    ( ) ( ) .

Putem proceda analog nu doar când adunãm sau înmulþim numere reale: existã
ºi alte operaþii algebrice cu proprietãþi asemãnãtoare.

A B

A  BO

A B

C
B

C

B  CO
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Putem concluziona deci cã adunarea ºi înmulþirea numerelor, adunarea vectorilor,
intersecþia mulþimilor ºi conjuncþia propoziþiilor sunt operaþii algebrice asociative.

Sã aplicãm!
O operaþie algebricã pe care am studiat-o deja este înmulþirea funcþiilor numerice:

ºi aceasta este o operaþie asociativã. De aceea, funcþiile
f : Z  Z, f (x) = (x2 – 1) · x ºi g : Z  Z, g(x) = (x – 1)(x2 + x) sunt funcþii egale.

Atenþie! Nu orice operaþie algebricã este asociativã. De exemplu, operaþia de
scãdere a numerelor reale nu este asociativã, deoarece (3 – 1) – 5 @ 3 – (1 – 5).

Aratã cã
(4 – 1) – 0 = 4 – (1 – 0).
Cum se justificã atunci afir-
maþia: „Scãderea nu este
asociativã”?

Aratã cã operaþia de
împãrþire este o lege de
compoziþie neasociativã pe
mulþimea M = (0; +).• O a doua proprietate: comutativitatea

Sã analizãm!
Dreptunghiurile din figurã sunt congruente, deci au

arii egale.
De aceea   4,3 D 2,1 = 2,1 D 4,3.

Din justificãrile geometrice de mai sus, vedem cã ordinea factorilor la înmulþire,
sau ordinea termenilor la adunarea numerelor reale, nu conteazã. Existã însã ºi alte
operaþii algebrice cu aceastã proprietate: la adunarea vectorilor, produsul funcþiilor
numerice, intersecþia mulþimilor sau conjuncþia propoziþiilor, rezultatul nu se modificã
dacã schimbãm ordinea elementelor implicate în operaþie.

4,3 2,1A B

4,3 + 2,1

4,32,1C D

2,1 + 4,3

În general

Fiind datã operaþia algebricã  , definitã pe mulþimea M, spunem cã ea este operaþie
comutativã dacã, pentru orice douã elemente x, y din M, avem x y y x   .

Atenþie! Nu orice operaþie algebricã este comutativã. De exemplu, operaþia de
împãrþire pe Z* nu este comutativã, deoarece   4 : 2 @ 2 : 4.

Verificã egalitatea:
(–3) : 3 = 3 : (–3).
Este aceasta în contradicþie
cu afirmaþia „împãrþirea este
necomutativã”?

• O a treia proprietate: existenþa elementului neutru

Sã analizãm!
În civilizaþiile antice, modul de reprezentare simbolicã a numerelor nu impunea

existenþa unui semn distinctiv pentru zero.
Considerarea lui zero ca numãr ºi folosirea unui semn distinctiv pentru cifra zero

s-au impus de-abia în momentul apariþiei sistemelor poziþionale de scriere. Astfel,
zero a cãpãtat un dublu rol. Pe de o parte, aºezat la dreapta unui numãr natural, zero
îi mãreºte valoarea de 10 ori; pe de altã parte, adunarea cu zero nu modificã termenul
iniþial, adicã a + 0 = a, pentru orice numãr a.

O evoluþie asemãnãtoare a avut ºi numãrul 1. Pânã în Evul Mediu, era rãspânditã
ideea cã „unu” nici nu reprezintã un numãr, deoarece oamenii legau numãrul de mãrime,
multitudine. Numãrul unu nu este însã important doar pentru cã pornind de la el,
putem genera toate numerele naturale adunând, pe rând, 1. Un alt motiv este acela
cã înmulþirea cu 1 nu modificã factorul iniþial, adicã  a · 1 = a, pentru orice numãr a.

Egalitãþile: a + 0 = a  ºi  a · 1 = a, pentru orice numãr real  a, exprimã faptul cã
adunarea cu 0, respectiv înmulþirea cu 1 nu au nici un efect. De aceea, 0 se numeºte
element neutru pentru adunare, iar 1 se numeºte element neutru pentru înmulþirea
numerelor reale.

11

Segmentele AB ºi CD sunt
congruente, deci au lungimi egale.

De aceea: 4,3 + 2,1 = 2,1 + 4,3.

12

Aratã printr-un desen cã,
dacã u


 ºi v


 sunt doi vectori,
atunci u v = v u 

   
.

13

14

Ce rol are cifra zero în
scrierea numãrului 2043?
Poate fi ignoratã aceastã cifrã
în scrierea anterioarã?

15

Conform DEX, cuvântul
„neutru” are ºi sensul de
„indiferent”.
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Exemplul 1: Adunarea vectorilor
Un vector este determinat de un segment orientat MN


, adicã de

originea M ºi de extremitatea N ale segmentului.
Dacã originea ºi extremitatea unui segment orientat coincid,

obþinem un vector redus la un punct, numit vectorul nul ºi notat cu 0


.
Vectorul nul este element neutru pentru adunarea vectorilor deoarece pentru

orice vector MN


, avem 0 0MN MN MN   
   

. 0


 este singurul vector cu aceastã
proprietate.

M

N

Exemplul 2: Produsul funcþiilor numerice
Fie u : Z  Z funcþia constantã, descrisã prin asocierea u(x) = 1 pentru orice

x i Z. Funcþia u este element neutru pentru operaþia de înmulþire a funcþiilor numerice,
deoarece, pentru orice funcþie f : Z  Z, avem  f · u = u · f = f. Funcþia u este singura
funcþie cu aceastã proprietate.

Exemplul 3: Intersecþia intervalelor de numere reale
Sã notãm cu T „intervalul” (–; +), adicã întreaga mulþime a numerelor reale.

T este element neutru pentru operaþia de intersecþie a intervalelor, deoarece T O J =
= J O T = J, pentru orice interval J. T este singurul interval cu aceastã proprietate.

În general
Operaþia algebricã „ ”, definitã pe mulþimea M, admite element neutru dacã existã

e i M cu proprietatea e x x e x    , pentru orice x i M.

Sã demonstrãm!
Dacã o operaþie algebricã admite un element neutru, atunci acesta este unic.

Fie e
1
 ºi e

2
 elemente neutre pentru operaþia algebricã „ ”; vrem sã demonstrãm

cã e
1
 = e

2
.

Avem e e e 1 2 2  (deoarece e
1
 este element neutru) ºi e e e 1 2 1  (deoarece ºi e

2

este element neutru). Deci e
1
 = e

2
.

Observã egalitatea:
x : 1 = x, pentru orice x > 0.
Putem deduce de aici cã 1
este element neutru pentru
operaþia de împãrþire a
numerelor reale pozitive?

Calculeazã min(2; 5).
Demonstreazã cã operaþia
algebricã min este asociativã
ºi comutativã.

Demonstreazã cã nu
existã un cel mai mare numãr
natural.

Atenþie! Existã operaþii algebrice care nu admit element neutru. Sã considerãm,
de exemplu, operaþia min definitã pe q, prin care asociem numerelor naturale x ºi y
pe cel mai mic dintre ele. Aceastã operaþie algebricã nu are element neutru: în caz
contrar, ar exista un cel mai mare numãr natural, ceea ce este imposibil.

• O a patra proprietate: existenþa simetricului unui element

Sã analizãm!
Numãrul 3 se reprezintã pe axa numerelor prin punctul A.
Simetricul lui A faþã de origine, reprezintã pe axã numãrul

–3. Aceastã proprietate geometricã ne asigurã cã 3 + (–3) = 0.
Considerãm vectorul AB


 ºi fie C simetricul lui B faþã de A. Vectorii

AB


 ºi AC


 au aceeaºi lungime, aceeaºi direcþie, dar sensurile lor sunt
opuse. Aceastã proprietate geometricã ne asigurã cã 0AB AC 

  
.

B(–3) O(0) A(3)

Existã însã ºi alte operaþii algebrice care admit elemente neutre.

Care este elementul
neutru pentru operaþia alge-
bricã de adunare a funcþiilor?

16

Aratã cã operaþia algebri-
cã de reuniune a mulþimilor
admite ca element neutru
mulþimea vidã.

17

18

19

20

B

C

A
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În cele douã exemple anterioare, am pornit iniþial de la câte un „obiect” matematic
(numãr, respectiv vector) ºi am obþinut prin simetrie, un alt „obiect” de acelaºi tip,
astfel ca suma dintre „obiectul” iniþial ºi cel „construit” sã fie „zero”. Numãrul 0 ºi
vectorul 0


 nu reprezintã acelaºi tip de „obiect” matematic; ele se aseamãnã doar prin

faptul cã sunt elemente neutre ale unor operaþii algebrice de adunare, definite însã pe
mulþimi diferite.

Putem sã ne întrebãm dacã procedeele de simetrizare folosite anterior ar putea
cãpãta vreun sens ºi în cazul unor alte legi de compoziþie. Ce ar însemna, de exemplu,
„simetricul” unui numãr raþional relativ la operaþia de înmulþire?

Sã comparãm!
0 este element neutru pentru adunarea numerelor raþionale.
–2,5 este simetricul lui 2,5 faþã de adunare, deoarece
2,5 + (–2,5) = 0.

1 este element neutru pentru înmulþirea numerelor
raþionale.
Care este simetricul lui 2,5 faþã de înmulþire?

Comparând cele douã operaþii algebrice, putem spune cã numãrul 0,2 este
simetricul lui 2,5 faþã de înmulþire, deoarece 0,2 D 2,5 = 1.

În general

Fie „ ” o operaþie algebricã definitã pe mulþimea M, care admite elementul neutru e.
Un element x din M se numeºte simetrizabil faþã de operaþia „ ” dacã existã un

element x i M astfel încât x x x x e     .
Elementul x se numeºte simetricul lui x faþã de operaþia  .

 Denumirea de „simetric”
atribuitã elementului x din
definiþie este, de obicei,
adaptatã operaþiei algebrice.
Astfel, în cazul operaþiei de
adunare, simetricul se
numeºte opus, iar pentru
înmulþire, simetricul se
numeºte invers.

Sã observãm!
Pentru o operaþie algebricã cu element neutru, pot exista elemente care nu sunt

simetrizabile.

Exemplul 1
Considerãm operaþia de înmulþire, definitã pe mulþimea m a numerelor întregi,

care admite ca element neutru pe 1.
Numãrul –1 este inversabil faþã de înmulþire, deoarece  (–1) D (–1) = 1.
Numãrul –2 nu este inversabil faþã de înmulþire, deoarece nu existã un numãr

întreg y astfel încât (–2) D y = 1.

Demonstreazã cã –1 ºi 1
sunt singurele numere întregi
inversabile faþã de înmulþire.

21

Determinã toate interva-
lele simetrizabile faþã de in-
tersecþie.

22

Exemplul 2
Pe mulþimea M a intervalelor de numere reale, considerãm operaþia algebricã de

intersecþie, faþã de care elementul neutru este intervalul  ( , )   Z . Elementul
I = (0; 2) i M nu este simetrizabil, deoarece nu putem gãsi un interval J astfel încât

I J  Z .

Exemplul 3
Pe mulþimea funcþiilor numerice, operaþia de înmulþire admite ca element neutru

funcþia u : Z  Z, u(x) =  1. Sã considerãm funcþiile numerice f : Z  Z, f(x) = x2 + 1
ºi g : Z  Z, g(x) = x + 1.

Funcþia f este simetrizabilã faþã de înmulþire, simetrica ei fiind funcþia h : Z  Z,

2
1( )

1



h x

x
.

Funcþia g nu este însã simetrizabilã: dacã ar fi, deci dacã ar exista o funcþie
t : Z  Z astfel încât  g · t = u  ºi  t · g = u, am deduce cã (g · t)(–1) = u(–1), adicã
0 · t(–1) = 1, ceea ce este imposibil.

Demonstreazã cã funcþia
e : Z  Z, e(x) = 2x, este
simetrizabilã faþã de operaþia
de înmulþire a funcþiilor.

23

Demonstreazã cã o
funcþie p : Z  Z este sime-
trizabilã faþã de înmulþire
dacã ºi numai dacã  p(x) @ 0,
pentru orice x i Z.

24
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Sã demonstrãm!
Fie „ ” o operaþie algebricã asociativã, definitã pe mulþimea M, care admite

elementul neutru e, ºi fie x un element din M.
Atunci simetricul lui x (dacã existã!) este unic.

Sã presupunem cã y, z i M sunt douã simetrice pentru x; vom demonstra cã y = z.
Deoarece ( ) ( )    y x z y x z  ... , iar   y x e  ºi  x z e  ... , deducem cã

  e z y e , deci z = y  ... .

 Ce proprietãþi pot relaþiona douã operaþii algebrice?

Sã analizãm!
Pentru a calcula produsul 73 D 24, organizãm de obicei datele ca în

schema alãturatã.
Am vãzut anterior cã înmulþirea s-a efectuat mult timp folosind o cu

totul altã schemã de organizare a datelor. Ce proprietãþi ale operaþiilor cu
numere au permis oare simplificarea algoritmului de înmulþire?

Pentru a înþelege acest mecanism, este nevoie sã detaliem calculele: 73 D 24 =
73 D (4 + 20) = 73 D 4 + 73 D 20 = 73 D 4 + (73 D 2) D 10.

Observãm cã putem recurge la operaþii în care înmulþitorul are o singurã cifrã,
datoritã „desfacerii parantezei”, ceea ce exprimã o legãturã între operaþiile de adunare
ºi de înmulþire:

a D (b + c) = a D b + a D c.
Interpretãm geometric aceastã pro-

prietate folosind desenul alãturat, în care aria
dreptunghiului iniþial este egalã cu suma
ariilor dreptunghiurilor componente.

Efectueazã înmulþirea
73 D 24, prin procedeul de
înjumãtãþire folosit de egip-
teni.

25

Pe schema de înmulþire,
explicã de ce rezultatul 73 D 2
(adicã 146), se scrie deplasat
cu o poziþie faþã de 73 D 4
(adicã 292).

26

a

b c

= a

b

+

c

a

Putem identifica proprietãþi asemãnãtoare ºi în raport cu alte operaþii algebrice,
definite pe o aceeaºi mulþime.

Exemplu: Reuniunea ºi intersecþia
Fie A, B, C trei mulþimi de numere reale. Vom arãta cã A O (B N C) = (A O B) N

N (A O C), folosind diagrame Venn-Euler.

 Egalitatea
a D b + a D c = a D (b + c) se
mai numeºte „regula facto-
rului comun”.

 Dacã înlocuim simbolul
„O” cu „D” ºi „N” cu „+”, în
egalitatea de mulþimi
A O (B N C) = (A O B) N (A O C),
obþinem regula factorului
comun pentru numere!

Demonstreazã cã
A N (B O C) = (A N B) O (A N C).

Înlocuieºte apoi conve-
nabil simbolurile „N” ºi „O” cu
„+” ºi „D” pentru a recunoaºte
regula factorului comun.

27

Interpretãm:            ( )A B C      =    ( ) ( )A B A C  
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În general

Fie „ ” ºi „  ” douã operaþii algebrice definite pe mulþimea M. Spunem cã operaþia

„ ”  este distributivã faþã de operaþia „  ” dacã, pentru orice x, y, z i M, avem

( ) ( ) ( )   x y z x y x z   ºi ( ) ( ) ( )   y z x y x z x  .

 În orice expresie alge-
bricã, parantezele preci-
zeazã prioritãþile în calcul.

Sã aplicãm!

Pe mulþimea numerelor naturale definim operaþiile algebrice notate m , respectiv

M  care sunt descrise astfel:

x m  y = cel mai mic dintre numerele x ºi y

x M  y = cel mai mare dintre numerele x ºi y.

De exemplu, 6 m  9 = 6 ºi 6 M  9 = 9.

Ne propunem sã demonstrãm cã operaþia M  este distributivã faþã de operaþia m ;

aceasta înseamnã cã trebuie sã verificãm dacã  x M  (y m  z) = (x M  y) m  (x M  z),
pentru orice x, y, z i q.

Pentru a putea demonstra aceastã egalitate, este nevoie sã ordonãm numerele
care apar în calcule.

Dacã, de exemplu, y T x T z, atunci:

x M  (y m  z) = x M  y = x, iar

(x M  y) m  (x M  z) = x m  z = x.

Considerând toate cazurile posibile, putem justifica distributivitatea operaþiei M

faþã de operaþia m .

Expliciteazã operaþiile
algebrice din cei doi membri,
în cazul z T y T x. Câte cazuri
ar trebui considerate în total,
pentru a demonstra distibuti-
vitatea?

28

1. Pe mulþimea numerelor reale, definim operaþiile
algebrice notate , respectiv   ºi descrise prin:
x  y = 2x – y + 1, x y = xy – x.
Calculeazã: 2  4, ( 1) 3   ºi (4 5) (2 0)  .

2. Foloseºte regula triunghiului ºi demonstreazã cã
adunarea vectorilor este asociativã.

3. Pe mulþimea propoziþiilor logice, considerãm operaþia
care asociazã propoziþiilor p ºi q, propoziþia p  q.
Justificã dacã aceastã operaþie algebricã este
asociativã.

4. a) Adaugã paranteze pentru a obþine o egalitate!
–1 – 2 – 3 – 4 – 5 – 6 – 7 = 0.
b) Aratã cã în scrierea urmãtoare nu se pot aºeza
paranteze pentru a obþine egalitate.
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 20.
c) Explicã diferenþa între (a) ºi (b).

5. Pe mulþimea q = {1; 2; 3; 4; ...} definim operaþia
 ba b a , pentru orice a, b i q.

a) Verificã dacã (2 1) 5 2 (1 5)    .
b) Este „  ” operaþie asociativã?
c) Admite „  ” element neutru?

Exerciþii ºi probleme

6. Pe mulþimea M = {1, 2, 3, 4, 6, 9, 12}, definim
operaþia algebricã:  x y  cel mai mare divizor
comun între x ºi y.
a) Calculeazã 4 6  ºi 4 9 .
b) Completeazã „tabla operaþiei ”, dupã modelul
tablei adunãrii ºi al tablei înmulþirii.
c) Demonstreazã cã  este operaþie comutativã ºi
cã 12 este element neutru pentru .
d) Demonstreazã cã  este operaþie asociativã.
e) Care sunt elementele simetrizabile din M?

7. Pe mulþimea M = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
considerãm operaþia algebricã u : M D M  M,
u(x; y) = ultima cifrã a produsului x · y.
a) Demonstreazã cã 1 este element neutru pentru u.
b) Aratã cã simetricul lui 3 faþã de u, este 7.
c) Determinã toate elementele simetrizabile faþã de u.

8. a) Demonstreazã cã înmulþirea este distributivã faþã
de scãderea numerelor reale.
b) Este conjuncþia propoziþiilor distributivã faþã de
disjuncþie? Pentru a rãspunde, alcãtuieºte un tabel
de adevãr.
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Aplicãm ºi dezvoltãm!

Aplicaþii ale proprietãþilor operaþiilor algebrice

 Cum folosim proprietãþile operaþiilor algebrice pentru a rezolva
ecuaþii?

Sã analizãm!

Cunoaºtem un algoritm pentru a rezolva ecuaþii de tipul m · x + n = p, unde
m, n, p i Z. De exemplu, ecuaþia 3x + 1 = 16 se rezolvã astfel:

3x = 16 – 1
3x = 15 | : 3
x = 5.
Algoritmul de rezolvare de mai sus utilizeazã proprietãþile operaþiilor algebrice;

înþelegerea modului în care aplicãm aceste proprietãþi ne poate folosi ºi pentru
rezolvarea altor ecuaþii. De aceea, este util sã reluãm algoritmul, dintr-o altã perspectivã:

Ecuaþia datã: 3x + 1 = 16
Adunãm în ambii membri numãrul –1; deoarece
acesta este opusul lui 1 faþã de adunare: (3x + 1) + (–1) = 16 + (–1)

Folosim asociativitatea adunãrii ºi grupãm
convenabil termenii: 3x + [1 + (–1)] = 15

Numãrul 0 este elementul neutru pentru adunare: 3x + 0 = 15
3x = 15

 Relaþia de egalitate este
compatibilã cu operaþiile al-
gebrice, adicã:
a = b  a + c = b + c ºi
a · c = b · c, pentru a, b, c i Z.

Înmulþim în ambii membri cu 1
3  deoarece acesta

este inversul lui 3 faþã de înmulþire: 1 1(3 ) 15
3 3
  x

Folosim comutativitatea ºi asociativitatea înmulþirii:  13 5
3

  x

Numãrul 1 este element neutru pentru înmulþire:  x · 1 = 5
Obþinem astfel soluþia ecuaþiei:  x = 5

Sã aplicãm!
Fie A ºi B douã mulþimi. Definim operaþia algebricã notatã , astfel:
A  B = {x | x aparþine uneia dintre cele douã mulþimi, dar nu aparþine celeilalte}.
De exemplu, dacã  A = {1; 4; 10; 13}  ºi  B = {4; 5; 10}, atunci  A  B = {1; 5; 13}.
Vrem sã determinãm un algoritm pentru rezolvarea ecuaþiilor de tipul M  X = N

(unde M ºi N sunt douã mulþimi cunoscute). Pentru aceasta, este util sã identificãm
mai întâi proprietãþile operaþiei „”.

 Operaþia „” se numeºte
diferenþã simetricã.

Calculeazã
{1; 2}  {1; 2; 3} ºi
{3; 5}  {3; 5}.

Reprezentãm operaþia  folosind diagrame Venn-Euler:

A B A B

Explicã ce proprietãþi folo-
sim în rezolvarea ecuaþiei:
3 · (x + 1) = x – 2.

Mulþimea A  B este reprezentatã prin porþiunea coloratã de pe desen.
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Rezolvã ecuaþia
{1; 2}  X = {2; 5; 6}.

Folosind aceste proprietãþi, putem rezolva ecuaþia M  X = N astfel:
Compunem în ambii membri cu mulþimea M, deoarece
aceasta este simetrica lui M faþã de : M  (M  X) = M  N

Folosim asociativitatea operaþiei : ( )M M X M N   

Simetrica lui M faþã de  este M însuºi: X M N  
Mulþimea vidã este elementul neutru pentru ;
obþinem astfel soluþia ecuaþiei: X M N 

• orice mulþime este propria ei simetricã faþã de operaþia : A  A = l.

A B

C

A B

C

A B

C

A B

C

A B

C

 Cum folosim proprietãþile operaþiilor algebrice pentru a rezolva sisteme?

În rezolvarea unor sisteme de ecuaþii ºi de inecuaþii, cunoaºterea proprietãþilor
operaþiilor algebrice poate fi un ajutor util pentru efectuarea calculelor.

Exemplul 1
Fie A, B, C trei mulþimi date; ne propunem sã rezolvãm sistemul de ecuaþii


 




X A B

X A C
, în care necunoscuta este mulþimea X.

Observãm cã o condiþie necesarã pentru ca sistemul dat sã aibã soluþie este ca
între mulþimile A, B ºi C sã existe relaþia: B _ A _ C. Presupunând cã aceastã relaþie
este îndeplinitã, reprezentãm ecuaþiile sistemului printr-o diagramã Venn-Euler ºi
identificãm astfel o posibilã soluþie:

X = B N (C \ A)

Ne propunem sã verificãm dacã, într-adevãr, aceastã mulþime este soluþie a
sistemului:

(B N (C \ A)) O A = (B O A) N ((C \ A) O A) = B N l = B
(B N (C \ A)) N A = B N ((C \ A) N A) = B N C = C
În calculele anterioare, am folosit în mod esenþial distributivitatea intersecþiei faþã

de reuniune ºi asociativitatea reuniunii.

A X

B C\A
C

 Dacã M N N = P, atunci
M   P ºi N   P, iar dacã
M O N = Q, atunci M Q  ºi

N Q .

 Ce alte proprietãþi ale
reuniunii au mai fost folosite
în verificarea soluþiei siste-
mului?

Rezolvã sistemul

 





{1; 2} { 1 }
{1; 2} {1; 2; 3}

X
X

.

 Urmãreºte diagramele
Venn-Euler ºi explicã modul
în care a fost evidenþiatã
mulþimea (A  B)  C.

Verificãm cã:
• elementul neutru al operaþiei  este mulþimea vidã: A  l = l  A = A.
• operaþia  este asociativã: (A  B)  C = A  (B  C).

Dacã A = {1; 2; 3},
B = {2; 4} ºi C = {3; 4; 5},
calculeazã (A  B)  C  ºi
A  (B  C).
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Exemplul 2
Ne propunem sã rezolvãm sistemul de inecuaþii:

x
x

x x x

  
   

U

3 2

2 1 0
3 7 0

– 2 1 0

Pentru rezolvarea acestui sistem, putem proceda astfel:
• rezolvãm pe rând cele trei inecuaþii ºi obþinem mulþimile de soluþii S

1
, S

2
, S

3
;

• exprimãm mulþimea de soluþii a sistemului: S = S
1
 O S

2
 O S

3
.

Observãm cã primele douã inecuaþii se pot rezolva uºor, deoarece acestea sunt
inecuaþii de gradul I cu o necunoscutã:

x x x       
U U U 1

1 12 1 0 2 –1 – – ;
2 2

S

 x x x        2
7 73 7 0 3 –7 – , –
3 3

S

Nu ºtim însã cum sã rezolvãm cea de-a treia inecuaþie. Totuºi, putem determina
mulþimea de soluþii a sistemului dat, aplicând proprietãþi ale intersecþiei:

S = S
1
 O S

2
 O S

3
 = (S

1
 O S

2
) O S

3
          

  3 3
1 7– ; , –
2 3

S S .

Rezolvã în Z  sistemul de
inecuaþii:

x
x

x x


  
  

4

3 2 0
1 0

(3 2)( 3) 0

U

T
.

1. Pentru A = {1; 2; 3} ºi B = {2; 3}:

a) calculeazã A \ B ºi A B ;

b) rezolvã ecuaþia  A X B ;

c) rezolvã ecuaþia B Y A .

Exerciþii ºi probleme

 0 1 2 3 
0 2 3 0 1 
1 3 2 1 0 
2 0 1 2 3 
3 1 0 3 2 

 

2. Pe mulþimea numerelor naturale vrem sã descriem o
nouã operaþie algebricã (notatã  ), în acelaºi mod
în care definim adunarea.
Pentru aceasta, întocmim tabla operaþiei   pentru
cifrele de la 0 la 9 ºi folosim aceastã tablã în adunarea
oricãror numere.

  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 
2 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 
3 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 
4 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 
5 5 1 2 3 4 0 1 2 3 4 
6 6 2 3 4 0 1 2 3 4 0 
7 7 3 4 0 1 2 3 4 0 1 
8 8 4 0 1 2 3 4 0 1 2 
9 9 0 1 2 3 4 0 1 2 3 

 Astfel, 2 4 = 1 , 21 43 =14 .
a) Calculeazã 317 56 .
b) Rezolvã ecuaþia x5 = 12 .
c) Aratã cã operaþia   are element neutru, dar nu
este asociativã.

3. Pe mulþimea A = {1; 2; 3; ...; 9} definim operaþiile m

ºi M  astfel: a m  b = cel mai mic dintre numerele

a ºi b; a M  b = cel mai mare dintre numerele a ºi

b. Rezolvã sistemul: x m y m
x M y M




6 4
6 4 .

4. Pe mulþimea numerelor reale definim operaþia
algebricã notatã  , astfel: x y xy x y = + + , pentru

orice x, y i Z.

a) Calculeazã 2 3  ºi 0 5 .
b) Demonstreazã cã operaþia   este asociativã ºi
comutativã.
c) Aratã cã 0 este element neutru pentru operaþia 
ºi cã inversul lui –2 faþã de operaþia   este tot –2.

d) Rezolvã ecuaþia x(–2) = 4 , folosind doar
proprietãþile operaþiei date.

5. Pe mulþimea M = {0, 1, 2, 3}, definim operaþia alge-
bricã notatã , a cãrei tablã este descrisã mai jos.

a) Calculeazã 1  3 ºi (1  3)  0.
b) Aratã cã 2 este elementul neutru al operaþiei .
c) Determinã simetricul lui 3 faþã de operaþia .
d) Rezolvã ecuaþia 3  x = 1.
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1. a) Subliniazã numerele raþionale din lista urmãtoare: 0,25; 2 ; 0,1010101...; 0,1010010001...; 9 ; 
3
4

; 2 1.

b) Precizeazã care dintre urmãtoarele reguli de asociere defineºte o operaþie algebricã pe mulþimea numerelor
raþionale.
x y x y( ; ) x y x y 2 2( ; ) x y x y( ; ) 2 x y x 2( ; ) .

2. Pe mulþimea M = [0; ) definim operaþia algebricã   descrisã prin: x y x y    (unde a  înseamnã modulul

numãrului real a).
a) Demonstreazã cã   este operaþie comutativã.
b) Este   operaþie asociativã? Admite element neutru?
c) Aratã cã orice element din M este simetrizabil faþã de operaþia  .

3. Fie P mulþimea pãrþilor mulþimii {1; 2; 3; 4} ºi fie S = {1; 2; 3; 4; 6; 12}.
Pe mulþimea P definim operaþiile „intersecþie” (notatã O) ºi „reuniune” (notatã N), iar pe mulþimea S definim

operaþiile „cel mai mare divizor comun” (notatã D ), respectiv „cel mai mic multiplu comun” (notatã M ).

a) Calculeazã {1; 2} O {2; 3; 4} ºi 4 D  6.

b) Demonstreazã cã ( ) ( ) ( )X Y Z X Y X Z     , pentru X, Y, Z i P ºi cã x M  (y D  z) = (x M  y) D  (x M  z),
pentru x, y, z i S.

c) Soluþia sistemului 


 




{1; 2; 3} { 1 }
,

{1; 2; 3} {1; 2; 3; 4}

X
X P

X
, este mulþimea {1} N ({1; 2; 3; 4} \ {1; 2; 3}).

Determinã analog, soluþia sistemului x D
x M




4 2
4 12

, x i S, comparând proprietãþile celor patru operaþii definite

în enunþ.

Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã recunosc operaþii algebrice definite pe diverse mulþimi de numere
 sã identific proprietãþi ale unor operaþii algebrice
 sã compar proprietãþi ale unor operaþii algebrice, în scopul identificãrii unor algoritmi de calcul
 sã utilizez proprietãþi ale operaþiilor algebrice pentru optimizarea calculelor?

De-a lungul timpului, constituirea unor tipuri de numere a fost strâns legatã de rezolvarea unor ecuaþii.
Dacã numerele naturale au apãrut din necesitãþi practice încã din preistoria omenirii, numerele negative s-au constituit

mult mai greu. Prima menþiune a acestora apare abia într-un manuscris chinez din anul 200 d.Hr., fãrã ca acest lucru sã aibã
impact asupra altor civilizaþii. Astfel, în lucrarea sa „Aritmetica”, ce este consideratã apogeul algebric în Grecia anticã,
Diofante din Alexandria (cca. 250 D.Hr.) afirmã cã ecuaþia 3x + 11 = 5 este absurdã, deoarece aceastã ecuaþie nu are ca
soluþie niciun numãr natural.

În jurul anului 600 D.Hr., Brahmagupta vorbeºte de cantitãþi „afirmative” ºi cantitãþi „negative” ºi dã reguli de
adunare ºi scãdere pentru credite ºi debite în bilanþuri.

Abia în 1545, Gerolamo Cardano – matematician, medic ºi filozof italian, stabileºte regula semnelor, care permite
obþinerea de ecuaþii echivalente.

Lecturã

4. Rezolvã sistemul de inecuaþii: 
x x

x x
x

 
 
  

3

2 1 – 4
– 2 –1 0
1 0

T
.
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Calcul numeric

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. Efectueazã:
a) 2 · (–3) + 5 · 4 + (–2) · 0 b) 1,2 · 3 + 0,4 · 0 – 1,5 · 2
c) –1,5 · 4 + (–3) · (–2) – (–1) · 5

Calcul algebric

Unitatea de învãþare 4

Test iniþial de autoevaluare

2. Scrie mai simplu:
a) x + x + x + x b) x · x + x · x + x · x c) x2 · x – x · x2

Poziþionare în
plan

3. Deseneazã planul unei sãli de spectacol, în care sunt 20 de rânduri cu câte 15 fotolii.
Indicã pe acest plan fotoliul corespunzãtor biletului pe care scrie: rândul 4, locul 7.

4. Reprezintã pe un sistem de axe ortogonale punctele: A(–1; 4); B(3; 2); C(1; 0); D(0; –3).

Operaþii cu
vectori

5. Deseneazã suma ºi diferenþa vectorilor marcaþi pe desen.
a) b)

Proprietãþi ale
operaþiilor cu
numere

7. În imaginea alãturatã apare rezultatul înmulþirii 2359 D 487, aºa
cum a fost el afiºat pe ecranul unui calculator de buzunar.
Precizeazã rezultatele urmãtoarelor operaþii, fãrã sã le mai
efectuezi de fiecare datã.
a) 487 D 2359; b) 2359 D 400 + 2359 D 87; c) 2300 D 487 + 59 D 487.

Elemente de
logicã

8. Alege propoziþiile adevãrate!
a) ¼a, b i Z,  a + b = b + a     b) jx, y i Z,  x · y @ y · x  c) ¼z i Z,  z · 1 = z.

6. Exprimã vectorii marcaþi prin culoare în funcþie de u


 ºi v


.

u
 v



1148833

9. Precizeazã valoarea de adevãr a urmãtoarelor propoziþii!
a) ¼x i Z, ¼y i Z, x + y = y + x b) jx i Z, jy i Z, x – y = y – x
c) ¼x i Z, jy i Z,  x + y @ y + x d) jx i Z, ¼y i Z, x · y @ y · x.

10. Formuleazã propoziþia obþinutã prin negarea enunþului: orice douã numere reale x ºi y au
proprietatea   x2 + y2 U 4.
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În multe situaþii din viaþa cotidianã este util sã organizãm datele în tabele. În
acest fel, avem o imagine globalã asupra situaþiei descrise ºi putem opera mai uºor
cu datele înregistrate.

Exemplul 1: Evidenþa vânzãrilor
Reþeaua de magazine „Simfonia” comercializeazã CD-uri muzicale. Pentru a putea

compara eficienþa echipelor de vânzãri din douã magazine, managerul firmei a cerut
situaþia vânzãrilor pentru fiecare articol în parte, în lunile noiembrie ºi decembrie. Iatã
o parte a tabelelor completate cu aceastã ocazie.

Ne amintim ºi explorãm!

Calcul tabelar

Matrice

Simfonia Braºov

Simfonia Bacãu
 Beethoven 

IX 
Beatles  

Love Songs 
Bach 

Arta fugii 
Berlioz 

Fantastica 
noiembrie 63 51 157 32 
decembrie 56 92 149 40 

 

Denumire produs 
Luna 

 Beethoven 
IX 

Beatles  
Love Songs 

Bach 
Arta fugii 

Berlioz 
Fantastica 

noiembrie 48 86 121 27 
decembrie 64 102 87 56 

 

Denumire produs 
Luna  Informeazã-te ºi rãspunde!

Cine a fost Berlioz?
La ce se referã „Fantastica”?

Tabelele oferã atât informaþii comparative, cât ºi posibilitatea de a obþine un
centralizator al vânzãrilor. Pentru aceasta „adunãm” tabelele prin suprapunere ºi
obþinem:

 Câte CD-uri Beatles s-au
vândut în total în cele douã
magazine?

 Ce reprezintã numãrul
137 din ultimul tabel?

Avem astfel situaþia totalã a vânzãrilor, din cele douã magazine.

48 86 121

6

27

92 149 4063 51 157 32

56 92 149 40
= 92 149 40

111 137 278 59

120 194 236 96

Exemplul 2: Codificarea grafurilor

În imaginea alãturatã este desenat graful orientat
corespunzãtor strãzilor unui cartier. Pentru a înregistra
sintetic informaþia în vederea determinãrii unor drumuri
optime, o firmã de transport a preferat codificarea grafului
printr-un tabel cu numere.

În tabel apare 1 în pãtrãþelul din linia i ºi coloana
j dacã nodurile i ºi j sunt unite printr-un arc (de la i
la j); dacã un astfel de arc nu existã, atunci în tabel
apare 0. Graful din imaginea de mai sus a fost deci
codificat prin tabelul alãturat:

1

2

3

4  Pãtrãþelul marcat pe tabel
este situat pe locul (2; 3).

 Identificã pãtrãþelul de pe
locul (4; 2). Ce numãr apare
în acest loc?

 Cum operãm cu tabelele de date?
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Exerciþii ºi probleme

Exemplul 3: Situaþia încasãrilor
Firmele „Alfa”, „Beta” ºi „Gama” asambleazã computere, pe care le vând prin

magazinele firmei „Computers S.R.L.”. Pentru primele patru luni ale anului, serviciile
specializate ale firmelor au întocmit urmãtoarele situaþii:

 I F M A 
Alfa 420 410 440 400 
Beta 350 360 340 350 

Gama 520 520 510 500 
 

       Serviciul marketing
   Preþul unitar al PC-urilor (lei)

   Serviciul desfacere
Numãrul de PC-uri vândute lunar

 Alfa Beta Gama 
Magazinul 1 50 100 80 
Magazinul 2 70 100 40 

La sfârºitul perioadei, serviciul contabilitate doreºte sã aibã o situaþie clarã a
încasãrilor din cele douã magazine, în fiecare dintre cele patru luni.

De exemplu, încasãrile din magazinul 1 în ianuarie au fost de:
50 D 420 + 100 D 350 + 80 D 520 = 97 600 lei

Observãm cã numerele care apar în acest calcul provin din prima linie, respectiv
din prima coloanã a celor douã tabele.

Analog, pentru a calcula încasãrile din magazinul 1 în luna martie, folosim numerele
de pe linia „magazinul 1”  din primul tabel ºi numerele de pe coloana „martie” din al
doilea tabel:
50 D 440 + 100 D 340 + 80 D 510 = 96 800 lei

Putem proceda în acelaºi
mod pentru a calcula încasã-
rile lunare ale fiecãrui ma-
gazin. Rezultatele calculelor
au fost centralizate în tabelul
alãturat:

Ce reprezintã numãrul 80
din primul tabel? Dar numã-
rul 360 din al doilea tabel?

 Explicã modul de calcul
al încasãrilor din luna ianua-
rie în magazinul 1.

Explicã modul în care pro-
cedãm, pentru a afla valoa-
rea vânzãrilor din magazinul
2, în februarie.

Din modul în care se face codificarea, putem deduce cã:
• numãrul de arce ale grafului corespunde numãrului de apariþii în tabel ale lui 1;
• numãrul de arce care pleacã din nodul i corespunde apariþiilor lui 1 pe linia i;
• numãrul de arce care sosesc în nodul j corespunde apariþiilor lui 1 pe coloana j.

 Cum crezi cã se poate
codifica un graf neorientat?

 Completeazã tabelul
încasãrilor lunare cu datele
care mai lipsesc. În ce lunã
s-au obþinut cele mai mari
încasãri?

1. Domnul Popescu a depus mai multe sume de bani la câteva bãnci,
pe timp de 1 an. Ratele dobânzilor anuale ºi sumele depuse sunt
cuprinse în tabelul alãturat.
Ce dobândã totalã va încasa domnul Popescu dupã 1 an?

Suma           3000    4000    2000

Rata dobânzii        20%    15%     17%

2. La o bancã se acordã o dobândã de 15% pentru depunerile pe termen de un an. Organizeazã într-un tabel situaþia
conturilor la începutul ºi la sfârºitul anului pentru: Ana, Dragoº, ªtefan ºi Matei care au depus fiecare 3 400,
6 800, 7 200, respectiv 12 100 lei.

3. a) Care este preþul unui produs achiziþionat de magazinul „Mega“ cu 145 lei, dacã i se aplicã un adaos comercial de 20%?
b) Completeazã tabelul urmãtor ºi reprezintã grafic variaþia preþului de vânzare în funcþie de preþul de achiziþie.

Denumire produs Aparat ras Oală bucătărie Mănuşi menaj Perie păr Trusă voiaj Agrafe 
Preţ achiziţie (lei) 16,50 72,50   19,50  

Preţ de vânzare (lei)   1,80 4,44  1,16 
 4. Magazinul „Calculus“ vinde calculatoare de buzunar.

Foloseºte tabelele pentru a afla încasãrile în fiecare dintre cele douã luni.

Tipul calculatorului CASIO SHARP CITIZEN 
Preţul unitar 35 30 40 

 

Nr. de bucăţi vândute Tipul calculatorului 
Mai Iunie 

CASIO 100 50 
SHARP 200 400 
CITIZEN 250 150 

 

                   Încasări lunare   
 I F M A 

Magazinul 1 97600 98100 96800  
Magazinul 2 85200  85200 83000 
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Analizãm ºi generalizãm!

Matrice ºi operaþii cu matrice

 O matrice în care numãrul
de linii este egal cu numãrul
de coloane se numeºte
matrice pãtraticã. Mulþimea
matricelor pãtratice de tip
(m, m) cu elemente din E, se
noteazã M

m
(E); m se mai

numeºte ºi ordinul acestor
matrice.

Pentru a þine evidenþa vânzãrilor, administratorul unei papetãrii completeazã
sãptãmânal un tabel din care redãm mai jos doar o secvenþã.

 Pixuri Creioane Caiete 
L 300 200 50 
M 150 200 125 
M 225 75 200 
J 89 234 145 
V 200 150 70 

În acest tabel, fiecare element este caracterizat de poziþia lui pe coloanã (vertical
– sortimentul de produse) ºi pe linie (orizontal – ziua din sãptãmâna când s-a efectuat
vânzarea).

Pentru a simplifica scrierea, la matematicã notãm tabelul anterior astfel:
300 200 50
150 200 125
225 75 200
89 234 145

200 150 70

 
 
 
 
  
 

.

Acest tabel se numeºte matrice cu 5 linii ºi 3 coloane.

În general

Fie E o mulþime de numere reale. Vom numi matrice de tipul (m, n) cu elemente din
mulþimea E, orice tabel de forma urmãtoare, în care numerele aij sunt numere din
mulþimea E.

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

 
 
 
  
 

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a
.

 Caracterizeazã poziþia
numãrului 145 în tabelul cu
evidenþa vânzãrilor.

Scrie o matrice de tipul (2, 3)
cu elemente din mulþimea {.

Mulþimea tuturor matricelor de tip (m, n) cu elementele din mulþimea E se noteazã
prin Mm,n(E).

Sã observãm!

P
y

xO

3

2 1
2
3
4
5
6
7
8

A B C D E F G H

Coloana C

Linia
5

X =

3 1 0

–1

2

6

4

–7

8

5

10

–2

Coloana 2

Linia 3

În sistemul ortogonal
de axe, punctul P are
cordonatele (2; 3).

Pe tabla de ºah, pionul
este aºezat pe câmpul
C5.

În matricea X, numãrul
–7 ocupã poziþia (3; 2):
x

3,2
 = –7.

Observã asemãnãri ºi
deosebiri între cele 3 moduri
de raportare, sugerate în
exemplele alãturate. Cât
este x

2,3
 în matricea X?

 Ce este o matrice?

Putem folosi pentru matricea de mai sus ºi notaþia 1
1

( ) i m
j n

A  ija T T
T T

.

Dacã tipul matricei este precizat, putem nota pe scurt ija ( )A .
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 Cum se adunã matricele?

Sã comparãm!
Pentru un studiu statistic, Alina, Dan ºi Silviu au avut de completat un tabel cu

temperaturile înregistrate în oraºul lor, în câteva zile ºi la anumite ore, stabilite ante-
rior. Iatã cum aratã tabelele lor de date:

 L M M J 
800 12°C 10°C 10°C 9°C 
1200 18°C 14°C 15°C 12°C 
1600 16°C 14°C 14°C 10°C 

 L M M J 
800 12°C 10°C 10°C 9°C 

1200 18°C 16°C 15°C 12°C 
1600 16°C 14°C 14°C 10°C 

 

 L M M 
800 12°C 10°C 10°C 

1200 18°C 14°C 15°C 

1600 16°C 14°C 14°C 

 

                             Alina          Dan             Silviu

Observãm cã, deºi înregistreazã temperaturi în acelaºi oraº, la aceleaºi ore ºi în
aceleaºi zile, primele douã tabele nu sunt identice: înregistrãrile fãcute marþi, la ora
1200, nu coincid. De aceea, deºi celelalte date corespund, matricele obþinute de Alina ºi
de Dan nu sunt egale.

Ultimul tabel, completat de Silviu, confirmã înregistrãrile Alinei; Silviu a neglijat
însã sã consemneze temperaturile de joi. De aceea, nici matricele obþinute de Alina
ºi Silviu nu sunt egale.

Ce temperaturã a înre-
gistrat Alina miercuri, la ora
1600? Când a înregistrat Dan
temperatura minimã?

În general

Douã matrice sunt egale dacã au acelaºi numãr de linii ºi de coloane ºi dacã
elementele corespunzãtoare sunt egale.

Altfel spus: matricele 1
1

( )A  ij i m
j n

a T T
T T

 ºi 1
1

( )B  ij i m
j n

b T T
T T

 se numesc egale dacã

aij = bij, pentru orice indici (i, j).

Aflã x ºi y dacã matricele

x 
 
 
1
0 3

 ºi y
 
 
 
1 2
0

 sunt egale.

 Cum definim egalitatea matricelor?

Sã analizãm!
Firma Aqua, care produce trei sortimente de umbrele, îºi desface produsele prin

douã puncte de vânzare. Pentru lunile octombrie ºi noiembrie, situaþia vânzãrilor este
înregistratã în matricele urmãtoare:

214 108 156

312 154 171
 
 
 

81 45 71

92 57 83
 
 
 

primul magazin al doilea magazin

Situaþia vânzãrilor firmei Aqua în cele douã luni, pentru fiecare dintre sortimente,
se obþine adunând termen cu termen matricele date. Matricea astfel obþinutã este
suma matricelor date:

214 108 156 81 45 71 295 153 227

312 154 171 92 57 83 404 211 254
     

      
     

În general

Douã matrice se pot aduna numai dacã sunt de acelaºi tip, adicã au acelaºi
numãr de linii ºi de coloane.

Suma matricelor A = (aij) ºi B = (bij), unde A, B i Mm,n(Z), este matricea
C = (cij) i Mm,n(Z), unde  cij = aij + bij pentru orice indici (i, j).

Notãm C = A + B.

Pentru 1 2 3
0 1 1

X     

ºi 
2 0 4
2 1 0

Y     
,

calculeazã  X + Y ºi  X + X.

Explicã ce reprezintã fie-
care numãr din matricele ce
conþin situaþia vânzãrilor de
umbrele.
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Sã aplicãm!
Într-un sistem de axe ortogonale, orice vector corespunde unei

matrice de tip (2; 1), care exprimã descompunerea vectorului dupã
cele douã axe.

De exemplu, pentru vectorii din imagine, putem scrie:

2 1,
3 2

OP OQ          

 
.

Dacã OS OP OQ 
  

, coordonatele lui S se obþin adunând matricele termenilor:

2 1 3

3 2 1
     

           
.

Deci S este punctul de coordonate (3; 1).

P
y

xO

3

2

–2

1

S

Q

i


 Cum definim produsul dintre o matrice ºi un scalar?

Sã ne amintim!
În afarã de adunarea vectorilor, am mai

definit o operaþie importantã: înmulþirea unui
vector cu un numãr real.

Pentru vectorii din figurã, egalitatea 2 OP OA 
 

 se scrie matriceal: 
2 4

2
3 6
   
    
   

.

Observãm cã elementele celei de-a doua matrice s-au obþinut din elementele
corespunzãtoare ale primei matrice, prin înmulþire cu 2.

2v

v –1,5·v

P

y

xO

3

2

A

v

2v

În general

Prin înmulþirea unei matrice cu un numãr real se obþine o matrice de acelaºi tip cu
matricea iniþialã.

Produsul matricei A = (aij) i Mm,n(Z) cu numãrul real  este matricea
P = (pij) i Mm,n(Z), unde pij =  · aij pentru orice indici (i, j).

Notãm: P =  · A.

 Exprimã în coordonate

suma vectorilor v    
 

1
4

 ºi

w    
 
3
1

. Verificã prin desen

corectitudinea calculelor.

 Deseneazã un vector u


,
apoi reprezintã grafic vectorii:

u, u u  
  

2 (–2) , 0 .

 Fie   
 
1 1
0 1

A . Determinã

o matrice M Z
2
( )X  astfel

încât X = 3 · A.

 Ce relaþie existã între adunarea matricelor ºi înmulþirea cu scalari?

Sã comparãm!

Dacã a este un numãr real, atunci a + a + a = 3 · a.

Aceastã relaþie se pãstreazã dacã a


 este un vector în plan: a a a a     
3 · .

Observãm cã, în exemplele anterioare, este evidenþiatã o legãturã între adunare
(de numere sau de vectori) ºi înmulþire cu numere naturale. Aceastã proprietate rãmâne

valabilã ºi pentru operaþiile cu matrice: pentru orice matrice 
m n

M Z
,

( )A  ºi orice

numãr natural r, avem r    ...
r termeni

A A A A .

Sã aplicãm!

Fie 
1 2 0

1 0 3
X

 
   

 ºi 
2 1 1

0 1 0
Y

 
  
 

.

Atunci 3 1 1 3 6 0, 3
1 1 3 3 0 9

X Y X                
.
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DE LA oraº     sat

MERG LA
oraº

sat

0,8      0,3

0,2     0,7
= A

DE LA oraº     sat

MERG LA
oraº

sat

0,85     0,25

0,15     0,75
= B

0,8 0,3 0,85 0,25 (0,85 0,8 0,25 0,2) (0,85 0,3 0,25 0,7)
0,2 0,7 (0,15 0,8 0,75 0,2) (0,15 0,3 0,75 0,7)0,15 0,75

                                                   



u
u

u u r r u ru
r u r u rrr

. Putem deci descrie variaþia de populaþie, între momentul actual ºi 2015, prin
matricea:

0,85 0,8 0,25 0,2 0,85 0,3 0,25 0,7

0,15 0,8 0,75 0,2 0,15 0,3 0,75 0,7
C

      
        

.

Ce legãturã este între matricea C ºi matricele A ºi B?
Observãm cã în formula de calcul a fiecãrui element din C apar elementele unei

linii a matricei B ºi a unei coloane a matricei A.

Spunem cã matricea C este produsul matricelor B ºi A.

 Cum definim produsul a douã matrice?

Sã analizãm!
Pentru urmãtorii ani, specialiºtii în demografie apreciazã cã structura populaþiei

României se va modifica astfel:
Pânã în 2010: 20% din populaþia urbanã se va muta la sat, iar 30% din populaþia

ruralã va pleca la oraº.
Între 2010 ºi 2015: 15% din populaþia urbanã se va muta la sat, iar 25% din

populaþia ruralã se va muta la oraº.

Sã presupunem cã populaþia întregii þãri nu variazã în perioada analizatã. Fie u ºi
r populaþia urbanã, respectiv ruralã, în acest moment. Variaþia de populaþie urbanã ºi
ruralã va fi, conform previziunilor:
2010: urban: 0,8 · u + 0,3 · r

rural: 0,2 · u + 0,7 · r
2015: urban: 0,85 · (0,8 · u + 0,3 · r) + 0,25 · (0,2 · u + 0,7 · r) =

= (0,85 · 0,8 + 0,25 · 0,2) · u + (0,85 · 0,3 + 0,25 · 0,7) · r
rural: 0,15 · (0,8 · u + 0,3 · r) + 0,75 · (0,2 · u + 0,7 · r) =

= (0,15 · 0,8 + 0,75 · 0,2) · u + (0,15 · 0,3 + 0,75 · 0,7) · r

Putem organiza aceste date cu ajutorul matricelor astfel:
• notãm sintetic:

Explicã de unde provin
coeficienþii 0,8 ºi 0,3, din
estimarea fãcutã pentru
populaþia ruralã în 2010.

11

modul de variaþie
pânã în 2010

modul de variaþie
pânã în 2015

• exprimãm matriceal variaþia de populaþie urbanã ºi ruralã:

Ce semnificaþie au u ºi
r, în exprimarea matricealã
a variaþiei de populaþie?

12

0,85 0,25

0,15 0,75
 
 
 

 ºi 
0,8 0,3 0,85 0,8 0,25 0,2 0,85 0,3 0,25 0,7

0,2 0,7 0,15 0,8 0,15 0,2 0,15 0,3 0,75 0,7

        
           

.

În general

Fie ( )X  ijx  o matrice de tip (m, n) ºi Y = (yij) o matrice de tip (n, p).

Produsul matricelor X ºi Y (în aceastã ordine!) este matricea Z = (zij), de tip (m, p),
unde zij = xi1 · y1j + xi2 · y2j + ... + xinynj, pentru orice pereche de indici (i, j).

Notãm Z = X · Y.

 Numãrul de linii ale ma-
tricei X · Y este egal cu nu-
mãrul de linii ale matricei X.
Numãrul de coloane ale
matricei X · Y este egal cu
numãrul de coloane ale
matricei Y.
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• procedãm la fel cu a doua linie a lui X:

 
           
 
 
 
           
 
 

1

(0 5 4) 1 0 1 5 ( 1) 4 3 7

3

6

(0 5 4) 2 0 6 5 ( 2) 4 5 10

5

• în final, obþinem: 
10 14 25 0

7 26 10 11
X Y

 
    

Calculeazã

1 2
1 5

0 3
2 01 4

 
       

 
.

 Ce proprietãþi au operaþiile cu matrice?

Sã analizãm!
ªtim cã operaþia de adunare a vectorilor este asociativã, este comutativã ºi admite

element neutru.
Prin raportare la un sistem de axe ortogonale, orice vector din plan corespunde

unei matrice de tip (2; 1), astfel cã suma a doi vectori corespunde matricei sumã.
Este oare adevãrat cã proprietãþile adunãrii vectorilor, enumerate mai sus, se

regãsesc la adunarea matricelor?
Pentru a rãspunde, este util sã considerãm un exemplu.

Fie 2,3

1 5 0 4 0 7 2 3 4
, , ( )

1 3 4 5 6 1 8 5 0
A B C

     
              

ZM .

1 4 ... ... 4 1 ... ...

... 3 6 ... ... 6 3 ...
A B B A

    
           

.

1 4 ... ... (1 4) 2 ... ...
( )

... 3 6 ... ... (3 6) 5 ...
A B C C

     
             

1 (4 2) ... ...
( )

... 3 (6 5) ...
A B C

  
      

Calculãm produsul matricelor 
2 1 3

0 5 4
X

 
  
 

 ºi 
1 0 6 0

1 2 2 3

3 4 5 1

Y
 
     
 
 

.

Matricea X · Y are douã linii ºi patru coloane. Pentru a calcula X · Y:
• înmulþim pe rând prima linie a lui X cu coloanele lui Y:

Sã aplicãm!

Explicã modul în care au
fost calculate toate elemen-
tele matricei X · Y din exem-
plul alãturat.

Atenþie! Putem calcula produsul a douã matrice doar dacã numãrul de coloane
ale primei matrice este egal cu numãrul de linii ale celei de-a doua matrice.

13

1

(2 1 3) 1 2 1 1 ( 1) 3 3 10

3

0

(2 1 3) 2 2 0 1 2 3 4 14

4

 
           
 
 
 
         
 
 

Ce ar putea însemna
pãtratul unei matrice A? În ce
caz s-ar putea calcula
matricea A2?

14

Efectueazã toate calcu-
lele ºi convinge-te cã egalitã-
þile din exemplul alãturat sunt
corecte.

15

17

Justificã geometric aso-
ciativitatea operaþiei de adu-
nare a vectorilor. Cine este
elementul neutru pentru
adunarea vectorilor?

16

10 14 ... ... 
 
 

10 14 25 0

7 ... 10 ...
 
 
 
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Înmulþirea matricelor este o operaþie mai complicatã ºi de aceea are nevoie de o
discuþie mai amplã.

Sã observãm mai întâi cã înmulþirea matricelor devine o operaþie algebricã doar
dacã ne restrângem la matricele pãtratice de ordin fixat. Pentru a determina ce
proprietãþi are aceastã operaþie, este util sã considerãm câteva exemple.

Fie 
3 1 5 0 1 1

, ,
2 4 1 7 2 0

A B C
     

            
.

1. Studiem comutativitatea înmulþirii:

3 1 5 0 3 5 1 ( 1) ... 14 7

2 4 1 7 ... ... 6 28
A B

          
                  

5 0 3 1 ... 5 1 0 4 15 5

1 7 2 4 ... ... 11 27
B A

         
                  

Observãm cã, pentru exemplul dat,   A · B @ B · A.

Verificãm alte douã produse. Observãm cã 
 

    
 

1 3

6 2
A C C A .

În concluzie, dacã schimbãm ordinea factorilor unui produs de matrice pãtratice,
uneori rezultatul se pãstreazã, alteori obþinem rezultate diferite.

2. Studiem asociativitatea înmulþirii:

14 7 1 1 0 14
( )

6 28 2 0 50 6
A B C

     
         

     

3 1 5 5 0 14
( )

2 4 15 1 50 6
A B C

     
              

.

Observãm cã (A · B) · C = A · (B · C).
Verificãm alte produse. Obþinem, de exemplu:

       
 

5 15( ) ( )
44 11

B A C B A C .

Dacã X ºi Y sunt douã
matrice, putem efectua
produsele  X · Y  ºi  Y · X
doar dacã X ºi Y sunt matrice
de acelaºi ordin.

Dacã 
1 0 1
0 1 1
1 1 0

X
 
 
 
 

 ºi

0 1 1
1 1 0
1 1 1

Y
 
 
 
 

, calculeazã

X · Y ºi Y · X, apoi comparã
rezultatele obþinute.

18

Gãseºte numere reale ne-
nule x, y, z, t, diferite între ele,
astfel încât x : y @ y : x, dar
z : t = t : z.

19

Fie 
0 0 0

0 0 0
O

 
  
 

 matricea de tip (2; 3) în care toate elementele sunt egale cu

zero. Atunci 
1 0 ... ...

... 3 0 ...
A O A

 
    

.

În calculele de mai sus, am completat doar o parte dintre elementele matricelor
obþinute prin adunare. Ne putem însã convinge imediat cã egalitãþile sunt, într-adevãr,
corecte.

În toate aceste calcule am folosit, de fapt, proprietãþile adunãrii pe Z. De fiecare
datã când adunãm matrice de acelaºi tip, calculele se reduc la operaþii cu numere
reale. Ca urmare, putem afirma cã proprietãþile adunãrii matricelor evidenþiate mai
sus sunt universal valabile.

În general

Adunarea matricelor defineºte pe Mm,n(Z) o operaþie algebricã asociativã ºi
comutativã. Adunarea admite ca element neutru matricea nulã, adicã matricea
O i Mm,n(Z), în care toate elementele sunt egale cu zero.

Calculeazã
C ·(B · A) ºi (C · B) ·A.

20
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 Ce legãturã existã între adunarea ºi înmulþirea matricelor?

Sã comparãm!
În calculele cu numere reale folosim distributivitatea

înmulþirii faþã de adunare: pentru orice a, b, c i Z avem
a · (b + c) = a · b + a · c.

Aceastã proprietate ne permite sã efectuãm mai uºor unele calcule, prin utilizarea
factorului comun. De exemplu:

23 · 6 + 23 · 4 = 23 · (6 + 4) = 230

       
      

11 (1 2 3 4)11 22 33 44 11
111 222 333 444 111 (1 2 3 4) 111 .

Operaþiile de adunare ºi de înmulþire au fost definite însã ºi pentru matrice pãtratice
de acelaºi ordin. Se pãstreazã oare ºi în acest caz proprietatea de distributivitate a
înmulþirii faþã de adunare?

Scrie matricea I
4
.21

= +a
b c b c

a a
Explicã geometric distri-

butivitatea, folosind figura
alãturatã.

22

Sã demonstrãm!
Dacã A, B, C i M

2
(Z), atunci

A · (B + C) = A · B + A · C  ºi  (B + C) · A = B · A + C · A.

Fie 1 2 1 2 1 2

3 4 3 4 3 4

, , .A B C            
     

a a b b c c
a a b b c c

 Atunci

1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 3 3

3 4 3 3 4 4

( ) ( ) ...
( )

... ...
A B C

                         
a a b c b c a b c a b c
a a b c b c

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 3 1 1 2 3

3 4 3 4 3 4 3 4

... ...
... ... ... ...

A B A C
                               

           
a a b b a a c c a b a b a c a c
a a b b a a c c

Deoarece  a
1
 · (b

1
 + c

1
) + a

2
 · (b

3
 + c

3
) = (a

1
b

1
 + a

2
b

3
) + (a

1
c

1
 + a

2
c

3
),  deducem cã

A · (B + C) = A · B + A · C.
Analog se demonstreazã a doua egalitate din enunþ.

Completeazã spaþiile
marcate prin ... în demon-
straþia alãturatã, apoi verificã
egalitãþile din enunþ.

23

 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

I
 
 
 
 

În general

Înmulþirea matricelor defineºte pe Mn(Z) o operaþie algebricã asociativã ºi
necomutativã.

Înmulþirea matricelor de ordin n admite ca element neutru matricea unitate, adicã
matricea I

n
 i Mn(Z) în care toate elementele de pe diagonala principalã sunt egale cu

1, iar restul elementelor sunt egale cu 0.

3. Observãm ce proprietãþi are înmulþirea cu matricea unitate.

Fie 
 

  
 

2

1 0

0 1
I  matricea pãtraticã de ordinul 2 în care elementele de pe diagonala

principalã sunt egale cu 1, iar restul elementelor sunt egale cu 0. Atunci

     
         

     
2

3 1 1 0 3 1

2 4 0 1 2 4
A I A

2

1 0 5 0 5 0

0 1 1 7 1 7
I B B

     
               

Exemplele de mai sus nu reprezintã o demonstraþie. Putem afirma totuºi cã
proprietãþile evidenþiate sunt valabile pentru calculele cu matrice arbitrare.
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1. Determinã numerele x, y ºi z astfel încât

1 31 0
1 0 1 0 1

          
x zx

y
.

2. a) Scrie douã matrice X ºi Y din M
3
(m), care au pe

fiecare linie ºi pe fiecare coloanã exact câte un ele-
ment nenul.
b) Calculeazã  X + Y  ºi  X · Y.

3. Observã desenul, apoi descrie
matriceal egalitatea:

 
  
OA OB OC .

Exerciþii ºi probleme

4. Fie X, Y i M
3
(Z). Notãm X  matricea obþinutã din

X, prin înmulþirea tuturor elementelor primei linii cu
2. Ce relaþie existã între matricea  X · Y  ºi matricea

X Y ?

5. Pentru  
   

1 1

1 0
A  ºi 

 
  
 

3 3

0 1
B , calculeazã:

A + B;  3 · A;  3 · A + 2 · B;  A · B;
A · B + B · A;  A2;  B2.

6. Aflã numãrul real a dacã

2
2 0 1 2 5

0 3
4 1 3 7 11

1 1

 
            

 

a
.

7. Verificã pe câteva exemple dacã formula
X 2 – Y 2 = (X – Y) · (X + Y) este valabilã pentru
X, Y i M

2
(Z).

8. Fie O i M
2
(Z) matricea nulã. Demonstreazã cã

O · X = O, pentru orice X i M
2
(Z).

9. Notãm 

 
   
 
 

0 1 1

0 0 2

0 0 0

A . Demonstreazã cã A3 = 0.

10. Fie X, Y, Z i M
3
(Z). Notãm (Y | Z) matricea de tip

(2; 4), în care scriem mai întâi coloanele lui Y, apoi
coloanele lui Z. Demonstreazã cã
X · (Y | Z) = (X · Y | X · Z).

11. Notãm 

    
        
   
   

3 0 0 1 3 2

0 3 0 , 0 4 1

0 0 3 1 1 0

T A .

a) Calculeazã T · A.
b) Dacã X i M

3
(Z) este o matrice oarecare, aratã cã

T · X = 3 · X.

12. Se considerã matricea    
 
1 2
0 3

A .

a) Calculeazã A2, A3, A4.
b) Observã rezultatele obþinute, apoi propune o
formulã generalã de calcul pentru An. Verificã for-
mula pentru n = 5.

13. Fie    
 
1 0
1 1

A  ºi 
x y   

 1 2
B . Determinã x ºi y

astfel încât A · B = B · A.

14. Pentru o matrice pãtraticã n ZM ( )X  notãm Tr(X)
suma elementelor de pe diagonala principalã.
(Prescurtarea Tr provine din cuvântul „trace”, care
înseamnã în limba englezã „urmã”.)

De exemplu, dacã 
 
  
  

1 2 4
1 5 0

3 2 7
X , atunci

Tr(X) = 1 + 5 + 7 = 13.

a) Calculeazã Tr(Y), pentru     
2 1
1 3

Y .

b) Alege douã matrice pãtratice X ºi Y, de ordinul 3,
ºi verificã egalitãþile:
Tr(X + Y) = Tr(X) + Tr(Y); Tr(5 · X) = 5 · Tr(X);
Tr(X · Y) = Tr(Y · X).
c) Demonstreazã proprietãþile de la punctul b) în
cazul unor matrice pãtratice X ºi Y de ordinul n,
dacã X este o matrice arbitrarã, iar Y are doar
elementul de pe poziþia (i; j) nenul.

15. Fie 
           

ZM2
1 2 1 1, ( )
3 4 2 3

X Y . Verificã

dacã      2 2 2( ) 2X Y X X Y Y .

16. Ce condiþii îndeplinesc, x, y, z, t i Z, dacã
x y y t
z t x z

       
    2O ?

1

1

1
y

x

z

A C

O B

În general
În operaþiile cu matrice pãtratice, putem folosi distributivitatea înmulþirii faþã de

adunare: pentru orice matrice A, B, C i Mn(Z), avem
A ·(B + C) = A · B + A · C   ºi   (B + C) · A = B · A + C · A.

Explicã de ce, în opera-
þiile cu numere reale enun-
þãm o singurã condiþie privind
distributivitatea înmulþirii faþã
de adunare, în timp ce pentru
operaþiile cu matrice avem
douã astfel de condiþii.

24
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Aplicãm ºi dezvoltãm!

Utilizarea matricelor în practicã

Matricele ºi operaþiile cu matrice nu sunt importante doar pentru matematicã.
Multe situaþii cotidiene pot fi exprimate mai uºor matriceal.

 Cum folosim operaþiile cu matrice în rezolvarea unor probleme practice?

Exemplu
Angajaþii unei firme de construcþii au fost solicitaþi

de câteva ori sã lucreze peste program sau în zilele de
week-end. Directorul firmei a decis ca, în aceste cazuri,
angajaþii sã fie plãtiþi cu 20 lei/orã, faþã de 10 lei/orã cât
ar fi câºtigat în cadrul programului normal de lucru. La
aceastã firmã, plata se face sãptãmânal, dar actele
contabile se întocmesc la sfârºitul lunii. La sfârºitul
primei sãptãmâni, contabilitatea a primit situaþia din
tabelul alãturat.

Drepturile salariale pentru prima sãptãmânã pot fi calculate
înmulþind, pentru fiecare angajat, numãrul de ore din programul
normal cu 10 ºi numãrul de ore suplimentare cu 20. Putem
formaliza acest calcul folosind operaþii cu matrice. Mai precis,
drepturile salariale pot fi calculate efectuând produsul alãturat.

Aceeaºi regulã a fost pãstratã în a doua sãptãmânã. Situaþia numãrului de ore
lucrate este prezentatã în tabelul urmãtor, iar serviciul contabil a calculat drepturile
salariale efectuând produsul matricelor de mai jos.

 
 
  

Program  
normal 

Ore  
suplimentare 

Popescu 40 5 
Ionescu 40 15 
Georgescu 20 0 
Marinescu 36 7 
Constantinescu 40 10 

 

Ore lucrate 
Nume 

 
 
 

Program  
normal 

Ore  
suplimentare 

Popescu 40 20 
Ionescu 0 0 
Georgescu 20 5 
Marinescu 36 10 
Constantinescu 40 5 

 

Ore lucrate 
Nume 

Patronul firmei a vrut sã verifice corectitudinea înregistrãrilor contabile. El a
procedat însã altfel: a totalizat mai întâi orele lucrate de fiecare angajat în programul
normal, respectiv ca ore suplimentare ºi apoi a calculat drepturile salariale totale:

   
   

            
      
   

40 5 40 20
40 15 0 0

10( )20 0 20 5
20

36 7 36 10
40 10 40 5

La sfârºit, se obþine acelaºi rezultat, deoarece înmulþirea matricelor este distributivã
faþã de adunare:  X · Z + Y · Z = (X + Y) · Z.

 Cum poþi exprima matri-
ceal numãrul total de ore
lucrate de fiecare angajat?

 
 
          
 
 
 

40 5

40 15
10

20 0
20

36 7

40 10

 
 
          
 
 
 

40 20

0 0
10

20 5
20

36 10

40 5

 Explicã de ce drepturile
salariale sãptãmânale ale
angajaþilor firmei pot fi calcu-
late efectuând un produs de
matrice.

 Cum ar fi trebuit organizate
calculele, dacã muncitorii ar
fi fost plãtiþi cu 10 lei/orã
pentru zilele normale de
lucru, cu 15 lei/orã pentru
orele suplimentare din timpul
sãptãmânii ºi cu 20 lei/orã
pentru orele lucrate în week-
end?

  Calculeazã în douã
moduri drepturile salariale
ale angajaþilor firmei de
construcþii, în cele douã
sãptãmâni ºi verificã dacã
obþii aceleaºi rezultate.
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Exemplu
Graful din figura de mai jos corespunde urmãtoarei matrice:

 
 
 
 
 
 
 
 

0 1 0 1 0

1 0 1 0 1

0 1 0 0 0

1 0 0 0 1

0 1 0 1 0

A

Vrem sã interpretãm numerele ce apar în matricea  B = A2  ºi sã deducem proprietãþi
ale grafului dat. Sã calculãm, de exemplu, numãrul de pe poziþia (2; 4) din B; conform
definiþiei, acesta este egal cu:

b
2,4

 = a
2,1

 · a
1,4

 + a
2,2

 · a
2,4

 + a
2,3

 · a
3,4

 + a
2,4

 · a
4,4

 + a
2,5

 · a
5,4

Observãm cã termenii sumei anterioare pot fi doar 0 sau 1.
Termenul  a

2,i · ai,4  este egal cu 1 dacã ºi numai dacã  a
2,i = ai,4 = 1. Dar aceastã

condiþie este echivalentã cu urmãtoarea condiþie: în graful dat, existã muchii între
nodurile 2 ºi i, respectiv i ºi 4. De aceea, b

2,4
 reprezintã numãrul de drumuri de

lungime 2 între nodurile 2 ºi 4.
Analog, numerele ce apar în matricea A3 precizeazã câte drumuri de lungime 3

existã între douã noduri date ale grafului, numerele din A4 precizeazã câte drumuri de
lungime 4 existã între douã noduri ale grafului, ºi aºa mai departe.

3

2

5
1

4

 Calculeazã matricea A2,
unde A este matricea
alãturatã. Aratã astfel cã între
nodurile 1 ºi 5 existã douã
drumuri de lungime 2. Câte
circuite de lungime 3 are
graful dat?

2. Asociazã o matrice grafului din figura alãturatã, apoi aflã câte drumuri de lungime 2
are acest graf.

Exerciþii ºi probleme

Martie Aprilie  

Program normal Ore suplimentare Program normal Ore suplimentare 

Mihai 160 20 150 15 
Gigi 160 0 160 10 
Ştefan 0 0 160 5 
Sandu 80 4 85 10 

 

Ore lucrate 

Nume 

1. La un service auto, contabilitatea a sintetizat în tabele numãrul de ore lucrate, dupã cum urmeazã:

Fiecare orã din programul normal se plãteºte cu 15 lei, iar ora suplimentarã cu 20 lei. Calculeazã în douã moduri,
cu ajutorul matricelor, sumele totale încasate de cãtre angajaþi în cele douã luni.

3. Se dã matricea 

 
 
 
 
 
 
 
 

0 1 0 0 1

1 0 1 1 1

0 1 0 0 1

0 1 0 0 1

1 1 1 1 0

. Asociazã acestei matrice un graf adecvat.

Ce ordine au nodurile grafului? Verificã dacã ai desenat corect, calculând ordinele nodurilor doar pe baza elementelor
matricei.

1

2
3

4
5 7

6
8

9

 Explicã modul în care unui
graf i se asociazã o matrice.

 Cum determinãm drumuri în grafuri?

Un graf poate fi descris cu ajutorul unei matrice. Putem folosi matricea asociatã
pentru a determina ºi alte proprietãþi ale grafului.
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1. Calculeazã: 
   

     
      

1 2 0 2 1 1
1 0 1 1 1 1

3 1 2 0 1 0
 .

2. În cadrul unui sondaj de opinie, au fost adresate elevilor dintr-un liceu întrebãrile:
a) cât timp aloci zilnic pentru tema la matematicã?
b) câte ore petreci zilnic în faþa calculatorului?
Sondajul a fost realizat de trei elevi, care au prezentat rezultatele obþinute sub forma tabelelor urmãtoare:
Ana

Bogdan

Camelia

Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã identific situaþii practice care necesitã asocierea unor date cu reprezentarea lor matricealã
 sã aplic algoritmi de calcul cu matrice
 sã descriu matriceal modalitãþi de calcul în situaþii cotidiene
 sã interpretez rezultatele obþinute prin calcul matriceal?

Lecturã

Timp  
Întrebare 

0 – 0,5 h 0,5 – 1 h 1 – 1,5 h  1,5 – 2 h > 2 h 

a) 15 12 3 1 0 
b) 5 20 2 3 1 

 

De-a lungul timpului, matematicienii au cãutat modalitãþi de a exprima cât mai sintetic calcule abstracte complexe.
O notaþie simplã ºi clarã simplificã ºi clarificã la rândul ei întregul raþionament.

Noþiunea de matrice intervine în studiul sistemelor de ecuaþii liniare. Ea a fost introdusã de matematicianul englez

Arthur Cayley (1821- 1895) în 1858. În 1913, C. E. Cullis propune notaþia  1
1

[ ]ij i m
j n

a T T
T T

, iar în 1919, la sugestia lui M. Bôcher,,

s-a introdus notaþia 1
1

( )ij i m
j n

a T T
T T

.

4. Bucãtarul restaurantului „Poftã bunã!“ dispune de douã
reþete pentru un anumit fel de mâncare. El a înregistrat
cantitãþile ingredientelor necesare în tabelul din dreapta,
în care unitãþile de mãsurã sunt cele standard.
Pentru aprovizionare, directorul restaurantului a cerut la
trei firme comerciale oferte de preþuri. Acestea sunt
înregistrate în tabelul alãturat.
Aplicaþi calculul matriceal pentru a determina costul
realizãrii fiecãrei reþete, în cazul aprovizionãrii din unul
dintre aceste magazine.

Fãinã Ulei Roºii Paste Sare

Reþeta I

Reþeta II

0,4

0,3

0,1

0,1

2

3

1

1,2

0,05

0,06

Fãinã Ulei Roºii Paste Sare

12

14

13

35

34,5

36

30

31

29

14

15

16

2

2

2

Magazin 1

Magazin 2

Magazin 3

Exprimã matriceal rezultatele totale ale sondajului.

3. Transpune într-o matrice datele repre-
zentate prin graficul cu bare de mai jos.

Timp  
Întrebare 

0 – 0,5 h 0,5 – 1 h 1 – 1,5 h  1,5 – 2 h > 2 h 

a) 17 20 5 4 2 
b) 8 24 10 5 1 

 
Timp  

Întrebare 
0 – 0,5 h 0,5 – 1 h 1 – 1,5 h  1,5 – 2 h > 2 h 

a) 13 20 11 1 1 
b) 21 15 2 4 4 
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Calcul numeric

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. (–1) · (–2) + 0 · 2 = ...
a) 4; b) 0; c) 2; d) –2

Ecuaþii ºi
sisteme

Unitatea de învãþare 5

Test iniþial de autoevaluare

2. –(–1) · (–2) · (–3) + 1 · 2 · 3 = ...
a) 12; b) 0; c) –6; d) 6.

Calcul algebric

4. Rezolvã sistemul: 3 1
2 0
 

  
x y

x y
.

5. a) Reprezintã grafic, în acelaºi sistem de axe, mulþimile de soluþii ale ecuaþiilor:
x – y = 0, respectiv x + y = 4.

b) Foloseºte reprezentarea graficã de la punctul a) pentru a rezolva sistemul

 0
4

 
 

x y
x y

.

Elemente de
geometrie

6. Exprimã printr-o formulã:
a) aria unui pãtrat cu latura l;
b) volumul unui cub cu latura t;
c) soluþia ecuaþiei a · x + b = 0 (a @ 0);
d) soluþiile ecuaþiei x2 + mx + 11 = 0.

7. Calculeazã ariile figurilor desenate.

a) b) c)

3. Care dintre urmãtoarele perechi de numere sunt soluþii ale sistemului  3
2 0
 
 

x y
x y ?

a) (2; 1); b) (2; 4); c) (0; 3); d) (1; 2)

8. Precizeazã care dintre punctele marcate pe desen se gãsesc:
a) pe dreapta AB; b) pe dreapta CE;
c) în interiorul triunghiului AHI; d) în interiorul unghiului HCI.

3

7

3

5 4

3

2

A

C
D

E F G

H
J

B

I
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 Explicã de ce sistemele
(S) ºi (S) sunt echivalente.

Rezolvarea sistemelor de ecuaþii liniare se poate face prin mai multe metode. În
oricare dintre acestea se urmãreºte, însã, transformarea sistemului dat într-un sistem
echivalent cu el, astfel încât ecuaþiile noului sistem sã devinã mai simple.

De exemplu, sistemul:  (S)  x y
x y
 
  

3 4 9
3 6

  este echivalent cu:  (S)  x y
y

 


3 4 9
3 15

Observãm cã S se poate rezolva imediat, deoarece este un sistem „în scarã” în
care a doua ecuaþie a sistemului are o singurã necunoscutã. În general, putem
transforma un sistem de ecuaþii liniare într-un sistem echivalent cu el, de tip scarã.
Aceastã metodã de rezolvare este atribuitã matematicianului german Karl Gauss.

Exemplul 1

Considerãm sistemul: 
2 1

3 3 5 4
4 3 2

     
    

x y z
x y z

x y z

Pentru a transforma sistemul dat într-un sistem scarã, putem proceda astfel:

Pasul 1: Înmulþim ecuaþiile cu numere nenule, alese convenabil, astfel încât
coeficienþii lui x sã devinã egali:

2 1 |·6 12 6 6 6
3 3 5 4 |·(–4) 12 12 20 16

12 3 9 64 3 2 |·3

                
         

x y z x y z
x y z x y z

x y zx y z

Ne amintim ºi explorãm!

Rezolvarea sistemelor prin reducerea „în scarã”

Determinanþi ºi sisteme liniare

Pasul 2: Scãdem prima ecuaþie din celelalte douã; în acest fel, obþinem sistemul

echivalent: 
12 6 6 6

18 26 22
9 15 12

      
    

x y z
y z

y z

Pasul 3: Procedãm la fel cu ultimele douã ecuaþii ale sistemului, urmãrind termenii
care conþin necunoscuta y:

12 6 6 6 12 6 6 6 12 6 6 6
118 26 22 | 9 13 11 9 13 11
29 15 12 9 15 12 2 1

                            
              

x y z x y z x y z
y z y z y z

y z y z z

Pasul 4: Aflãm succesiv necunoscutele sistemului, pornind de la ultima ecuaþie
spre prima:

    
z

z

  



2 1
1
2

   

y

y

   

 

19 13 11
2

35
18

 
x

x

    



35 112 6 6 6
18 2

11
9

Karl Friedrich Gauss
(1777-1855)

 Pasul 2 realizeazã prima
„treaptã” a scãrii.

 Pasul 3 construieºte a
doua „treaptã” a scãrii.

Rezolvã acelaºi sistem,
construind o „scarã” de forma
celei din desen.

 

Pentru aceasta, începe
prin a reduce variabila z.

În exemplul dat, pentru „a
reduce” necunoscuta x, s-a
obþinut coeficientul comun
12. Ce coeficient comun ar
trebui obþinut pentru a-l re-
duce pe y? Dar pe z?
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1. Scrie un sistem de 3 ecuaþii cu 3 necunoscute care admite ca soluþie tripletul:
a) (1; 2; – 3); b) (0; 1; 2); c) (1; 0; 2); d) (0,2; 0,5; 0).

2. În sistemul de mai jos, înmulþeºte convenabil pentru a reduce:
a) mai întâi necunoscuta x; b) mai întâi necunoscuta y; c) mai întâi necunoscuta z.

2 3 1
33 8 6
4

6 6 7 12

  
   
   

x y z

x y z

x y z

.

3. Rezolvã prin metoda lui Gauss sistemele urmãtoare:

a) 
1

2
3

    
 

x y z
y z
z

; b) 
2 2
4 3 1 0
5 2 4

     
  

x y z
y z
y z

; c) 
3 2 6
6 4 3 17
3 6 4

     
   

x y z
x y z
x y z

;

d) 
2 2 3 7
3 5 4 3
7 4 5 8

     
   

x y z
x y z
x y z

; e) 

2 3 1
3 2 3 2 1
2 2 3 1

   
   
    

x y z
x y z
x y z

; f) 
2 5 7 0
3 2 5 3 7 14
5 3 5 2 7 6

   
   
   

x y z
x y z
x y z

.

4. Aplicã metoda lui Gauss pentru sistemele urmãtoare. Ce observi?

a) 
3 4 0

2 2 0
3 6 0

     
   

x y z
x y z
x y z

; b) 
3 4 2 2

3 6
6 8 4 4

     
   

x y z
x y z
x y z

; c) 
3 2 6

2 6 4 3
3 9 6 5

     
   

x y z
x y z
x y z

.

5. Aplicã metoda reducerii în scarã pentru a rezolva sistemele:

a) 

2 3 1
2 2

2 3
3 4

   
    
    

   

x y z t
x y z t
x y z t
x y z t

; b) 

2 1
3 3 0
2 2 1

2

    
   
    

   

x y z t
x y t

y z t
x y z t

;

Exemplul 2

Exerciþii ºi probleme

 A doua ecuaþie a siste-
mului nu conþine variabila x,
deci nu este nevoie sã fie
modificatã!

Rezolvã sistemul dat prin
metoda lui Gauss, scriind
variabilele ecuaþiilor în ordi-
nea y, x, z.

Sã rezolvãm prin metoda lui Gauss sistemul:   
3 1

2 2
3 0

    
   

y z
x y z
x y z

.

Observãm cã prima ecuaþie nu conþine variabila x. De aceea, pentru a aplica
metoda lui Gauss, avem douã posibilitãþi: ori schimbãm ordinea ecuaþiilor, ori
schimbãm ordinea necunoscutelor!

Sã alegem prima variantã:

3 0 | 2 2 2 6 0 2 2 6 0
3 1 ... 3 1 3 1

2 2 3 7 2 8 1

                       
         

x y z x y z x y z
y z y z y z

x y z y z z

În general

Un sistem de ecuaþii liniare se poate rezolva prin metoda lui Gauss. Pentru aceasta
reducem necunoscutele sistemului, obþinând un sistem „scarã”, echivalent cu cel iniþial.
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Analizãm ºi generalizãm!

Sisteme ºi determinanþi

 Cum se obþin formulele de calcul pentru soluþiile unor ecuaþii sau
sisteme?

Sã analizãm!

Considerãm ecuaþia  3x2 + 7x + 2 = 0.
Putem rezolva aceastã ecuaþie prin descompunerea membrului stâng într-un produs.
3x2 + 7x + 2 = 0

 În formula de rezolvare a
ecuaþiilor de gradul al doilea
apare numãrul  = b2 – 4ac.
Formula se poate aplica
doar dacã  U 0.

6x x

(3x2 + 6x) + (x + 2) = 0
3x(x + 2) + (x + 2)  = 0
(x + 2)(3x + 1)        = 0

3x2 + 7x + 2 = 0 | · 3
9x2 + 21x + 6 = 0

 x x   2 49 259 21 0
4 4

 x  
27 253

2 4

x 7 53 +
2 2

   sau

x   7 53
2 2

x   1
3    sau

x  = –2

ax2 + bx + c = 0 | · a, (a @ 0)
a2x2 + abx + ac = 0

b b aca x abx      
 

2 2
2 2 4 0

4 4

 b b acax  
2 2 4

2 4

b acbax  
2 4

2 2
   sau

b acbax   
2 4

2 2
2 4

2
  –b b acx

a
 sau

b b acx
a

  
2 4

2

Cum am putea oare obþine o formulã de rezolvare pentru sistemele de ecuaþii
liniare?

Sã comparãm!
Rezolvãm sistemul urmãtor prin metoda
lui Gauss:

 x y
x y
 
 

4 3 6
5 2 1

Generalizãm metoda de rezolvare pentru
sisteme cu coeficienþi literali:

a x a y b
a x a y b

 
 

11 12 1

21 22 2
.

În acest fel, ecuaþia se reduce la rezolvarea a douã noi ecuaþii, de gradul întâi:

Existã însã situaþii în care descompunerea unui termen ca o sumã convenabilã
de alþi doi termeni nu este evidentã. De aceea, matematicienii au gãsit un mod de
rezolvare a ecuaþiilor de gradul al doilea, ce se poate aplica tuturor acestor ecuaþii.
Observând cum rezolvãm ecuaþii date, ei au ajuns la o formulã generalã de rezolvare.

x + 2 = 0  sau  3x + 1 = 0

x = –2      sau   x  1
3

.

Descompune convenabil
ºi scrie ca produs membrul
întâi al ecuaþiilor:
x2 + 3x + 2 = 0
5x2 + 16x + 3 = 0.

 Aplicã formula pentru a
rezolva ecuaþiile urmãtoare:
x2 + 3x + 1 = 0
6x2 – 8x +1 = 0
2x2 – 3x + 2 = 0.
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x y
x y

   
   

4 3 6 | 5
5 2 1| 4

 x y
x y
 
 

20 15 30
20 8 4

 x y
y

 
  

4 3 6
7 26

Determinãm soluþia sistemului:

y x 26 9,
7 7

a x a y b a
a x a y b a
   
   

11 12 1 21

21 22 2 11

|
|

 11 21 12 21 21 1

11 21 22 11 11 2

 
 

b
b

a a x a a y a
a a x a a y a

 11 12 1

11 22 12 21 11 2 21 1( )
 

  
a x a y b

a a a a y a b a b

Determinãm soluþia sistemului în
cazul în care numãrul a

11
a

22
 – a

12
a

21
 nu

este zero:

a b a b a b a b
y x

a a a a a a a a
 

 
 

11 2 21 1 22 1 12 2

11 22 12 21 11 22 12 21

, .

 Ce sunt determinanþii de ordinul doi?

Formulele obþinute par mult prea complicate; de aceea, este nevoie sã înþelegem
mai bine cum se obþin numãrãtorii ºi numitorii lui x ºi y, pornind de la coeficienþii
sistemului iniþial.

Scriem sistemul  a x a y b
a x a y b

 
 

11 12 1

21 22 2
  în forma matricealã:  

ba a x
a a by

              
111 12

21 22 2

Observãm cã numãrul a
11

a
22

 – a
12

a
21

 (care apare atât ca numitor al lui x, cât ºi ca
numitor al lui y, în formulele de rezolvare) este calculat folosind elementele matricei

11 12

21 22

M    
 
a a
a a .

Acest numãr se obþine fãcând „înmulþiri în diagonalã” ca în schema alãturatã.
Numãrul astfel obþinut se numeº te determinantul matricei M ºi se noteazã

11 12

21 22

det( )M  a a
a a .

Numerele care apar la numãrãtorii lui  x  ºi respectiv y, în formulele de rezolvare
de mai sus, pot fi ºi ele scrise ca determinanþi ai unor matrice pãtratice de ordinul 2.

Astfel, dacã înlocuim în matricea sistemului prima coloanã (a coeficienþilor lui x),
cu coloana termenilor liberi, apoi calculãm determinantul, obþinem:

 Matricea M se numeºte
matricea sistemului.

De aceea, formulele de rezolvare ale sistemului literal a x a y b
a x a y b

 
 

11 12 1

21 22 2
 pot fi

scrise cu ajutorul unor determinanþi de ordinul doi, sub forma:

1 12 11 1

2 22 21 2

11 12 11 12

21 22 21 22

, 

b a a b
b a a b

x y
a a a a
a a a a

.

a11 a12

a21 a22

, b1

b2

Rezolvã sistemul

2 3 4
4 5 3

 
  

x y
x y

aplicând direct formulele de
calcul. Identificã mai întâi
coeficienþii.

Înmulþim convenabil ecuaþiile, astfel încât coeficienþii lui  x  sã devinã egali, apoi
reducem variabila  x:

b a b a b ab a    1 12
1 22 2 12

2 22
.

Exprimã soluþia siste-

mului 5 4 7
2 4

 
 

x y
x y  cu

ajutorul determinanþilor.

a11 a12

a21 a22

–a12· a21 a11 · a22
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 Determinanþi de ordinul trei

De ce ar fi aºa de importante formulele de rezolvare scrise cu ajutorul
determinanþilor? Avantajul este cã ele pot fi aplicate analog în rezolvarea oricãrui
sistem compatibil de ecuaþii liniare. Pentru a înþelege cum se întâmplã acest lucru,
este necesar sã definim ºi determinanþi de ordin mai mare decât 2.

Sã analizãm!

Am vãzut cã în rezolvarea sistemelor de forma  11 12 1

21 22 2

 
 

a x a y b
a x a y b  am recurs la

scrierea matricealã  
ba a x

a a by
              

111 12

21 22 2
.

În acest caz, determinantul de ordinul doi 
a a
a a

11 12

21 22
 a apãrut ca numitor comun al

soluþiei (x; y) a sistemului considerat. De aceea, ne putem aºtepta ca determinanþii
de ordinul trei sã poatã fi descoperiþi prin rezolvarea sistemului:

 
11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

     
   

a x a y a z b
a x a y a z b
a x a y a z b

.

Pentru a rezolva sistemul dat, reducem variabila x din ultimele douã ecuaþii:

a x a y a z b a x a y a z b
a x a y a z b a a a a y a a a a z b a b a
a x a y a z b a a a a y a a a a z b a b a

                
         

11 12 13 1 11 12 13 1

21 22 23 2 22 11 12 21 23 11 13 21 2 11 1 21

31 32 33 3 32 11 31 12 33 11 13 31 3 11 1 31

( ) ( )
( ) ( )

Observãm cã ecuaþiile pe care le obþinem în acest fel evidenþiazã câþiva
determinanþi de ordinul 2. Pentru ca acest lucru sã fie mai clar, scriem a doua ºi a
treia ecuaþie sub forma:

11 1311 12 11 1

21 22 21 221 23

11 1311 12 11 1

31 32 31 331 33

    

    

a aa a a by za a a ba a

a aa a a by za a a ba a

Este de aºteptat ca soluþiile sistemului iniþial sã poatã fi exprimate în funcþie de
determinanþi de ordinul doi, de tipul celor de mai sus. Continuând rezolvarea obþinem
ca numitor comun al necunoscutelor sistemului, numãrul:

a
33

 · (a
11

a
22

 – a
12

a
21

) – a
32

 · (a
11

a
23

 – a
13

a
21

) + a
31

 · (a
12

a
23

 – a
13

a
22

),

care se mai poate scrie:

a
11

a
22

a
33

 + a
12

a
23

a
31

 + a
13

a
21

a
32

 – a
13

a
22

a
31

 – a
11

a
23

a
32

 – a
12

a
21

a
33

.

Observãm cã acest numãr se calculeazã folosind numai coeficienþii necunoscutelor
sistemului. De aceea este util sã scriem sistemul în forma sa matricealã:

xa a a b
a a a y b

ba a a z

    
               

11 12 13 1

21 22 23 2

331 32 33

.

Prin analogie cu determinanþii de ordinul 2, notãm determinantul matricei

a a a
a a a
a a a

 
 
 
 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

M  prin 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

det( )M 
a a a
a a a
a a a

.

Transcrie etapele de cal-
cul alãturate pentru sistemul:

6
2 3 7
3 4 2 3

     
   

x y z
x y z
x y z

.

 Identificã produsele
a

12
a

23
a

31
 ºi a

13
a

22
a

31
 din

determinantul

2 4 5
1 3 6
7 8 10





.
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Sã aplicãm!

 Putem aplica regula lui
Sarrus repetând primele
douã linii ºi aplicând regula
diagonalelor „pozitive” sau
„negative”:

1 4 1
2 2 3
0 1 5
1 4 1
2 2 3







Calculeazã, aplicând
regula lui Sarrus,

determinantul 





3 1 1
0 1 2
4 3 5

Pentru a calcula determinantul 




1 4 1
2 2 3
0 1 5

 prin regula lui Sarrus, procedãm astfel:

• repetãm primele douã coloane ale determinantului ºi calculãm produsele de pe
diagonalele „pozitive”:

1 4 1 1 4
2 2 3 2 2
0 1 5 0 1


            1 · (–2) · 5 + 4 · 3 · 0 + (–1) · 2 · 1

• scãdem apoi produsele de pe diagonalele „negative”:

1 4 1 1 4
2 2 3 2 2
0 1 5 0 1


  1 · (–2) · 5 + 4 · 3 · 0 + (–1) · 2 · 1 – (–1) · (–2) · 0 – 1 · 3 · 1 – 4 · 2 · 5

• obþinem astfel valoarea determinantului:

1 4 1

2 2 3 57

0 1 5


  

– +

+ + +

a11 a12

a21 a22

a13

a23

a31 a32 a33

a11 a12

a21 a22

a31 a32

Determinantul de ordinul trei se obþine ºi el, ca ºi determinantul de ordinul doi, prin
procedeul înmulþirilor în diagonalã. Aceastã regulã a fost descoperitã de Sarrus.

Pentru a vizualiza mai uºor calculele repetãm primele douã coloane ale matricei:
Pierre Frederic Sarrus a

trãit între 1798 ºi 1861.

În general

Unui sistem de n ecuaþii liniare cu n necunoscute, scris în forma matricealã:

a a a x b
a a a x b

a a a x b

     
     

      
          
     

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

...

...
... ... ... ... ... ...

...

n

n

n n nn n n

, îi asociem determinantul de ordinul n, notat

a a a
a a a

a a a

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

n n nn

. Acest numãr este numitorul comun al soluþiilor sistemului.

Determinanþii sunt nu-
mere asociate doar matri-
celor pãtratice. Ordinul unui
determinant este numãrul de
linii sau coloane ale sale.

Analog, obþinem:


                        
3 2 1
4 1 7 [(3 1 2) ( 2) 7 5 1 ( 4) 0] [1 1 5 3 7 0 ( 2) ( 4) 2] 85

5 0 2

.
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În general

Fie M o matrice pãtraticã de ordinul n, al cãrei determinant (notat cu ) este diferit
de zero.

 Cum putem folosi determinanþii în rezolvarea sistemelor?

La prima vedere, utilizarea determinanþilor în rezolvarea sistemelor pare foarte
complicatã. Importanþa metodei constã în posibilitatea unei tratãri unitare a rezolvãrii
unor sisteme diferite ca numãr de ecuaþii ºi de necunoscute.

Sã verificãm!

Am vãzut cã soluþia sistemului  11 12 1

21 22 2

 
 

a x a y b
a x a y b

 poate fi calculatã astfel:

1 12 11 1

2 22 21 2

11 12 11 12

21 22 21 22

, 

b a a b
b a a b

x y
a a a a
a a a a

(dacã determinantul 11 12

21 22

a a
a a  este diferit de zero).

Vom arãta printr-un exemplu cã aceleaºi formule se aplicã ºi în cazul sistemelor
liniare cu trei ecuaþii ºi trei necunoscute.

Considerãm sistemul: 
2 1

2
2 3 3

     
   

x y z
x y z
x y z

Calculãm determinantul matricei sistemului:

2 1 1

1 1 1 ... 3

1 2 3

 
   



Numãrãtorii rapoartelor prin care exprimãm soluþia sistemului se obþin înlocuind
în matricea sistemului, pe rând, coloana coeficienþilor fiecãrei necunoscute cu coloana
termenilor liberi. Obþinem:

1 1 1 2 1 1 2 1 1

2 1 1 , 1 2 1 , 1 1 2

3 2 3 1 3 3 1 2 3
x y z

   
     

 

Soluþia sistemului se obþine calculând rapoartele de mai jos:

1 1 2yx z
 

      
  

x y z .

Aceastã metodã de rezolvare a sistemului a fost descoperitã de Gabriel Cramer.

 Determinantul 
x
 se

obþine înlocuind prima
coloanã a determinantului
matricei sistemului, cu
coloana termenilor liberi.

Explicã regula de formare
a determinanþilor notaþi 

y
 ºi


z
.

Cramer, Gabriel
(1704-1752)

Atunci soluþia sistemului 

1 1

2 2

n n

M

   
   
    
      
   

x b
x b

x b
   poate fi exprimatã prin formulele lui

Cramer:

, 1, 2, ..., ,


 


ix
ix i n

unde 
ix  este determinantul obþinut din , prin înlocuirea coloanei i cu coloana

termenilor liberi a sistemului.

Explicã schema:

a11 a12

a21 a22

a13

a23

a31 a32 a33

,
b1

b2

b3

Calculeazã determinanþii,
apoi verificã soluþia siste-
mului prin înlocuiri în ecua-
þiile iniþiale.
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3

2 10 2

4 3 5 280

3 2 4


   


.

 Ce proprietãþi de calcul au determinanþii?

Sã observãm!

Sistemul 
5 1

4 3 5 0
3 2 4 2

     
   

x y z
x y z
x y z

 poate fi înlocuit cu un sistem echivalent (deci cu un

sistem având aceleaºi soluþii), folosind câteva tipuri de transformãri.
Pe de altã parte, soluþiile sistemului pot fi calculate cu ajutorul unor determinanþi.
Observãm cã:
• schimbarea între ele a primelor douã ecuaþii ale sistemului conduce la schimbarea

între ele a douã linii ale determinantului:

4 3 5 0
5 1

3 2 4 2

     
   

x y z
x y z
x y z

;     1 2

1 5 1 4 3 5

4 3 5 1 5 1

3 2 4 3 2 4
L L

 
 

 


• rescrierea ecuaþiilor, prin comutarea termenilor în y ºi z, conduce la schimbarea
între ele a douã coloane ale determinantului:

5 1
4 5 3 0
3 4 – 2 2

     
  

x z y
x z y
x z y

;    2 3

1 5 1 1 1 5

4 3 5 4 5 3

3 2 4 3 4 2
C C

 
 

 


• înmulþirea primei ecuaþii cu 2 conduce la înmulþirea cu 2 a primei linii a
determinantului:

2 –10 2 2
4 3 – 5 0
3 – 2 4 2

   
  

x y z
x y z
x y z

;    1 2

1 5 1 2 10 2

4 3 5 4 3 5

3 2 4 3 2 4
L 

 
 

 


• adunarea primelor douã ecuaþii conduce la adunarea primelor douã linii ale
determinantului:

– 5 1
5 – 2 – 4 1
3 – 2 4 2

  
  

x y z
x y z
x y z

;     2 1

1 5 1 1 5 1

4 3 5 5 2 4

3 2 4 3 2 4
L L

 
  

 


În ce mod se schimbã oare valoarea determinantului iniþial, în urma aplicãrii acestor
transformãri? Pentru a rãspunde, calculãm:

1 5 1

4 3 5 140

3 2 4


   



Asupra determinantului

1 2 3
1 3 4

2 1 1
 


 aplicã urmã-

toarele transformãri:

2 3L L

1 2C C

1 2 4L L  .

Calculeazã în fiecare caz
determinantul obþinut. Ce
observi?

11

Calculeazã determinanþii
, 

1
, 

2
, 

3
, 

4
, care apar în

exemplul alãturat ºi verificã
astfel proprietãþile enunþate.

12

1

4 3 5

1 5 1 140

3 2 4


    


.

2

1 1 5

4 5 3 140

3 4 2


     .


1
 se obþine din  schimbând între ele linia 1

cu linia 2. Deci: un determinant îºi schimbã
semnul dacã schimbãm între ele douã linii ale
determinantului.


2
 se obþine din  schimbând între ele coloana

2 cu coloana 3.  Deci: un determinant îºi schimbã
semnul, dacã schimbãm între ele douã coloane.


3
 se obþine din  înmulþind prima linie cu 2.

Deci: înmulþind o linie a unui determinant cu un
numãr, determinantul se înmulþeºte cu acel numãr.
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Sã demonstrãm!
• Dacã un determinant are o linie (sau o coloanã) cu toate elementele egale cu

zero, atunci determinantul este egal cu zero.
• Dacã un determinant are douã linii (sau douã coloane) proporþionale, atunci

determinantul este egal cu zero.

• Fie 
0 0 0

  a b c
d e f

; atunci 
2 0 2 0 2 0

2
  

    a b c
d e f

, deci  = 0.

• Sã presupunem, de exemplu, cã linia 1 ºi linia 2 din determinant sunt proporþionale
ºi factorul de proporþionalitate este 3; atunci:

0 0 0
3 3 3 3 3 ( 1) 3 0

  
              

a b c a b ca b c
a b c a b c a b c a b c

m n p m n p m n p m n p
. Explicã toate transfor-

mãrile fãcute în demonstraþia
proprietãþii alãturate. Menþio-
neazã regulile aplicate.

14

 Scrierile exprimã dezvol-
tarea determinantului dupã
prima linie, respectiv dupã a
doua coloanã.

 Cum se pot calcula determinanþii de ordin mai mare ca 3?

Sã observãm!

Fie 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

 
a a a
a a a
a a a

, determinantul general de ordinul 3.

ªtim cã  este o sumã algebricã cu 6 termeni; grupând convenabil termenii,
obþinem, de exemplu:

Comparã valorile urmã-
torilor determinanþi fãrã sã îi
calculezi efectiv:

3 1 0
5 4 4
1 1 2


  p

1 3 0
4 5 4
1 1 2


  q

3 5 1 4 0 4
5 4 4
1 1 2

   
  r

13

În general

Determinanþii au urmãtoarele proprietãþi:
• Dacã schimbãm între ele douã linii (sau douã coloane) ale unui determinant,

acesta îºi schimbã semnul.
• Dacã înmulþim o linie (sau o coloanã) a unui determinant cu un numãr,

determinantul se înmulþeºte cu acel numãr.
• Dacã la o linie (sau la o coloanã) a unui determinant adunãm o altã linie (sau o

coloanã), atunci determinantul nu se schimbã.
• Dacã un determinant are o linie (sau o coloanã) cu toate elementele egale cu

zero, atunci determinantul este egal cu zero.
• Dacã un determinant are douã linii (sau douã coloane) proporþionale, atunci

determinantul este egal cu zero.

4

1 5 1

4 1 3 5 4 1 140

3 2 4


      



.

22 23 21 23 21 22
11 12 13

31 3232 33 31 33

      a a a a a aa a a a aa a a a      sau

21 23 11 13 11 13
12 22 32

31 33 31 33 21 23

       
a a a a a aa a aa a a a a a


4 
se obþine din , adunând prima linie

la a doua linie. Deci: un determinant nu se
schimbã dacã adunãm la o linie a sa o altã
linie a determinantului.

Aceste proprietãþi sunt valabile pentru determinanþi de orice ordin. Determinanþii
au însã ºi alte proprietãþi care se dovedesc foarte utile în calcule.
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+   –   +
–   +   –
+   –   +

Exemplul 1

 Dezvoltãm
dupã a
treia coloanã

2 0 1 3
4 1 2 2 0 3 2 0 3

4 1 0 2
(–1) 1 0 4 0 1 0 4 2 4 1 2

1 0 2 4
1 2 1 1 2 1 1 2 1

1 2 0 1



         


  


2 0 3

0 4 1 2 1 ( 33) 2 ( 11) 55

1 0 4

         


.

Exemplul 2

 
2 1
3 1

3

1 1 0 1 1 3 0 4
4 1 8

3 1 1 5 0 4 1 8
1 1 3 1 9

1 0 3 0 0 1 3 1
1 2 2

0 1 2 2 0 1 2 2

L L
L L






 
     

 


 

.

Explicã modul de calcul
al determinantului din exem-
plul 1.

În exemplul 2, am calculat
determinantul prin dezvol-
tare dupã prima coloanã.
Calculeazã acelaºi determi-
nant prin dezvoltare dupã a
treia linie.

În general
Un determinant se poate calcula prin dezvoltarea dupã o linie sau o coloanã. În

acest fel, calculul unui determinant de ordinul n se poate reduce la calculul unor
determinanþi de ordin n – 1.

În calculul determinanþilor, este util sã aplicãm proprietãþile pentru a obþine cât
mai multe zerouri.

Astfel, termenul 11 13
32

21 23


a aa a a  are semnul minus, deoarece a

32
 este poziþionat,

în , pe un „câmp negativ”.
Aceste reguli sunt importante deoarece ne ajutã sã calculãm determinanþi de

ordin mai mare decât 3. Astfel pentru a calcula un determinant de ordinul 4, putem
proceda ca în exemplele urmãtoare.

• Fiecare dintre aceste numere se înmulþeºte cu determinantul de ordinul doi,
obþinut prin tãierea liniei ºi coloanei sale; de exemplu, a

11
 se înmulþeºte cu

11 12 13
22 23

21 22 23
32 33

31 32 33


a a aa a a a aa a a a a

.

• Semnele „+” ºi „–” alterneazã ºi sunt alese dupã regula „tablei de
ºah”.

15

16

Calculeazã:

5 4 3 2 1
4 3 2 1 0
3 2 1 0 0
2 1 0 0 0
1 0 0 0 0

.

17
Sã aplicãm!

Dezvoltãm Dezvoltãm
dupã prima dupã prima
coloanã coloanã

1 2 3 4 5
1 2 3 4

1 2 30 1 2 3 4
0 1 2 3

1 0 1 2 ... 10 0 1 2 3
0 0 1 2

0 0 10 0 0 1 2
0 0 0 1

0 0 0 0 1

    

Cele douã moduri de exprimare a determinantului  sunt asemãnãtoare; câteva
analogii sunt evidenþiate în continuare.

• Coeficienþii a
11

, a
12

, a
13

 ºi a
12

, a
22

, a
32

 sunt numerele de pe o linie, respectiv o
coloanã a lui ;
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1. Afirmaþiile urmãtoare sunt false. Descoperã greºeala.
Reformuleazã enunþurile astfel încât acestea sã fie
adevãrate.
a) Ecuaþia (x + 2)2 – 1 = (1 – x)2 + 3x are o soluþie
numãr natural.
b) Ecuaþia 2(x – 3)2 – 5x = 2 – (3 – x)2 are o infinitate
de soluþii.

c) Sistemul 2 3 1 0
6 9 2 0

  
  

x y
x y  are o infinitate de soluþii

reale.

d) Sistemul 2( 4) 3( 2) 3
3( 2) 2( 4) 3

   
   

x y
x y  nu are soluþii

reale.

Exerciþii ºi probleme

2. Rezolvã sistemele folosind metoda reducerii.

a)  7
3 2 4
 
 

x y
x y

; b)
4

2 3 5
3 2

     
   

x y z
x y z
x y z

;

c) 
2 3 2 4

1
4 2 5 2

     
   

x y z
x y z

x y z
.

3. Scrie fiecare sistem în formã matricealã, apoi exprimã
soluþiile folosind determinanþi.

a) 

2 3 2 2
2

3 2

     
   

x y z
x y z
x y z

;

b) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

0
3 2 2 5
2 3 2 2

     
   

x x x
x x x
x x x

;

c) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 1
4 2 2

2 3 3

  
   
   

x x x
x x x

x x x
.

4. Calculeazã determinanþii:

a) 
8 4

3 5 ; b) 

 

6 2

3 9 ;

c) 


2 1 3

1 4 5

6 2 1
;  d) 

0 1 1

1 0 2

1 2 3
;

e) 

 


 

1 1 2

1 0 1

2 1 1
; f) 

2 0 1
1 3 4

1 1 1
 .

5. Calculeazã rapid, folosind proprietãþile deter-
minanþilor:

a) 

2 4 6

1 1 1

3 6 9
; b) 

  3 6 9

3 6 9

2 5 4
;

c) 

2 3 5 3 6 3

4 10 1

6 15 1
; d) 

8 3 1

4 6 2

4 9 3
.

6. Calculeazã determinanþii:

a) 

1 2 3 4

4 3 2 1

1 2 3 4

4 3 2 1

; b) 

2 1 1 4

4 0 2 0

6 1 3 4

8 0 4 0

;

c) 

  





12 6 3 9

1 1 0 1

4 8 4 8

1 1 0 1

; d) 

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

.

7. Aplicând proprietãþile determinanþilor, calculeazã ºi
scrie punând rezultatul sub formã de produs:

a) 
a a a
b b b
c c c

 
 
 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( 1) ( 2)
( 1) ( 2)
( 1) ( 2)

;

b) 
x x x
y y y
z z z

  
  
  

2

2

2

1 1 1
1 1 1
1 1 1

;

8. Rezolvã urmãtoarele sisteme liniare prin metoda lui
Cramer:

a) 
x y z

x y z
x y z

     
   

12 7 6 83
8 4 3 24
2 5 13 23

; b) 
x y z
x y z
x y z

     
   

3 8 4 23
6 2 7 6

9 5 38
.

9. Verificã urmãtoarea proprietate de aditivitate a deter-
minanþilor:

y x y x y
a a b b c c a b c b c

x z z z
m n p m n p m n p

  
 

1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2v

c)  
a b c

b c c a a b
b c c a a b

  
  2 2 2 2 2 2

.
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Aplicãm ºi dezvoltãm!

Calculul determinanþilor: aplicaþii

Determinanþii au apãrut în matematicã din necesitatea de a identifica formule
directe de rezolvare a sistemelor de ecuaþii liniare.

Ulterior, s-a constatat însã cã putem utiliza determinanþii ºi în rezolvarea altor
probleme de matematicã. Câteva dintre aceste aplicaþii sunt explicate în continuare.

 Cum calculãm aria unui triunghi?

În clasele anterioare, am învãþat mai multe formule de calcul pentru aria unui
triunghi. Dacã triunghiul este trasat pe caietul de matematicã (sau pe orice altã reþea
de pãtrãþele), putem calcula aria acestuia mai simplu, folosind numai ariile unor
dreptunghiuri sau triunghiuri dreptunghice.

Aria unui triunghi se cal-
culeazã cu formula:


2

b îA .

Scrie formula pentru aria
unui triunghi dreptunghic.

Sã analizãm!
Considerãm o reþea de pãtrate de laturã 1.
Pentru a calcula aria unui triunghi cu vârfurile în nodurile reþelei, putem proceda

astfel:
• încadrãm triunghiul într-un dreptunghi
• scãdem din aria acestui dreptunghi, ariile a trei triunghiuri dreptunghice.

  Calculeazã aria triun-
ghiului DEF din imaginea
urmãtoare.

Exemplu

A

BN

PCM

E

F

D

Pentru triunghiul din figurã:
A

ABC
 = A

MNBP
 – (A

AMC
 + A

ANB
 + A

BPC
)

            1 1 15 4 2 2 2 5 4 3 7
2 2 2ABCA

Putem utiliza aceastã metodã de calcul ºi pentru a
determina aria unui triunghi, la care sunt precizate
coordonatele vârfurilor în raport cu un sistem de axe.

Sã demonstrãm!

Dacã vârfurile triunghiului ABC au coordonatele A(a
1
; a

2
), B(b

1
; b

2
), C(c

1
; c

2
),

atunci aria triunghiului se poate calcula cu formula:

a a
b b
c c

  
1 2

1 2

1 2

1
1 1
2 1

ABCA , semnul fiind ales astfel ca rezultatul sã fie pozitiv..

Observã figura de mai jos,
apoi explicã de ce BM = b

1
 – a

1

ºi AM = a
2
 – b

2
. Identificã apoi

toþi termenii care apar în cal-
culul A

ABC
.

Ce arie are triunghiul DEF,
ale cãrui vârfuri au coor-
donatele D(2; 4),  E(–3; 5),
F(1; 6)?

Încadrãm triunghiul ABC într-un dreptunghi. Dacã figura aratã ca în imaginea
alãturatã, atunci:

b b b a a b b c c b c a c a               1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 1( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2 2 2ABCA a c

1 2

1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2

1 2

1
1 1( ) 1
2 2 1

       
a a

a b a c b c b c a b a c b b
c c

N
P

M B( )b ,  b1 2

A( )a ,  a1 2

( )0; 0 x

y

C  ,  ( )c c1 2

O analizã simplã conduce la concluzia cã, în orice situaþie, unul dintre
vârfurile triunghiului dat va coincide cu un vârf al dreptunghiului, iar celelalte
douã vârfuri vor fi pe laturile opuse acestuia. De aceea, formula demonstratã
rãmâne valabilã în orice situaþie.
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Sã aplicãm!
Pentru a calcula distanþa de la C(2; 1) la dreapta AB, unde A(–2; 3) ºi B(1; –1),

putem proceda astfel:

• Calculãm 


   

2 3 1
1 1 1 1 5
2

2 1 1
ABCA .

• Determinãm      2 2(2 1) (3 ( 1)) 5AB .

• Exprimãm  1
2ABC cA AB h

Deci: d(C; AB) = h
c
 = 2.

x

y
A

C

B
–2

3

2
–1

1
1

 Cum demonstrãm coliniaritatea unor puncte?

Trei sau mai multe puncte se numesc coliniare dacã se gãsesc toate pe o dreaptã.
În clasele anterioare, am învãþat mai multe metode de demonstrare a coliniaritãþii.

Sã ne amintim!

• Dacã ˆ ˆm(1) m(2) , atunci A, B, C sunt coliniare.
B

C

A

1
2

Calculeazã distanþa de la
A(1; 3) la dreapta ce trece prin
B(3; 0) ºi C(2; 1).

În figurã sunt desenate un
pãtrat ºi douã triunghiuri
echilaterale. Aratã cã A, B, C
sunt puncte coliniare.

B
A

C• Dacã AB t d ºi AC t d, atunci A, B, C sunt coliniare.

d

B C
A

A

B

C

P

Q• Dacã AP BP
BQ CQ , atunci A, B, C sunt coliniare.

Sã analizãm!
Trei puncte sunt coliniare dacã ºi numai dacã aria triunghiului format de ele este

egalã cu zero.
Fie A(–3; –1), B(–1; 1), C(3; 5) trei puncte reprezentate în sistemul cartezian xOy.
Calculãm:

 
     

3 1 1
1 1 1 1 ... 0
2 3 5 1

ABCA

Deducem cã A, B, C sunt coliniare.

 Foloseºte metoda triun-
ghiurilor asemenea pentru a
verifica dacã A(–3; –1),
B(–1; 1) ºi C(3; 5) sunt coli-
niare.

În general

Punctele A(x
1
; y

1
), B(x

2
; y

2
) ºi C(x

3
; y

3
) sunt coliniare dacã ºi numai dacã

1 1

2 2

3 3

1
1 0
1


x y
x y
x y

.

 Continuã calculele ºi
aratã cã A

ABC
 = 0.

Dacã punctele sunt raportate la un sistem de axe ortogonale, putem verifica mai
simplu dacã acestea sunt coliniare.
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 Cum aflãm ecuaþia dreptei determinatã de douã puncte?

Am vãzut cã mulþimea soluþiilor unei ecuaþii de tipul ax + by + c = 0 se reprezintã
într-un sistem cartezian xOy, printr-o dreaptã.

Reciproc, orice dreaptã din plan este reprezentarea geometricã
a mulþimii soluþiilor unei ecuaþii de gradul I cu douã necunoscute.

Exemplu
Mulþimea soluþiilor ecuaþiei 2x – y + 1 = 0 se reprezintã geo-

metric prin dreapta d.
Spunem cã d are ecuaþia 2x – y + 1 = 0.

x

y

–1

–1

d

O

1

Sã analizãm!
Fie A(–1; 1) ºi B(1; 0) douã puncte în plan. Vrem sã

determinãm ecuaþia dreptei AB. Altfel spus: vrem sã determinãm
în ce condiþii un punct M(x; y) aparþine dreptei AB.

Observãm cã:
M i AB dacã ºi numai dacã M, A, B sunt coliniare.

Aceastã ultimã condiþie este echivalentã cu: 
1

1 1 1 0
1 0 1
 
x y

,

adicã x + 2y – 1 = 0. Ecuaþia dreptei AB este deci x + 2y – 1 = 0.

x

y

–1

1

d

1A

BO

 Reprezintã geometric
mulþimea soluþiilor ecuaþiei
x + y + 1 = 0.

În general

Ecuaþia dreptei determinatã de punctele distincte A(x
1
; y

1
) ºi B(x

2
; y

2
) este:

1 1

2 2

1
1 0
1


x y
x y
x y

.

Scrie ecuaþia dreptei CD,
unde C(1; 1), D(2; 3).

1. Calculeazã ariile triunghiurilor din figurile de mai jos.

a)       b) c)

Exerciþii ºi probleme

2. Pãtratele din reþeaua alãturatã
au latura de 1. Calculeazã
lungimile laturilor ºi aria
triunghiului ABC. Ce mãsurã
are unghiul A?

3

2

60°
3

2
1

A

B

C

3. Fie M(–1; 1), N(1; 2), P(3; –3).
a) Calculeazã AMNP.
b) Deseneazã perpendiculara din N pe MP ºi
estimeazã, pe desen, distanþa de la N la MP.
c) Calculeazã distanþa de la N la MP. Comparã
rezultatul gãsit cu estimarea de la punctul b).

4. Fie d dreapta de ecuaþie x – y + 1 = 0.
a) Aratã cã A(1; 2) ºi B(0; 1) aparþin lui d.
b) Calculeazã distanþa de la M(2; 0) la d.

5. a) Verificã dacã A(1; 2), B(–1; 1) ºi C(5; 4) sunt
puncte coliniare.
b) Determinã numãrul real m dacã punctele M(m; 1),
P(1; –1), Q(3; 0) sunt coliniare.

6. Urmãtoarele puncte sunt raportate la sistemul de axe
xOy: A(6; 0), B(6; 6), C(0; 6), D(4; 2), E(6; 3).
a) Aratã cã OABC este un pãtrat.
b) Verificã afirmaþia: D i AC ºi 2 · AD = DC.
c) Demonstreazã cã E este mijlocul lui AB ºi cã O,
D, E sunt puncte coliniare.
d) Reformuleazã problema, fãcând abstracþie de
sistemul de axe ºi de coordonatele punctelor date.

7. Într-un determinant de ordinul trei, toate cele 9
elemente sunt egale cu +1 sau cu –1. Aratã cã
valoarea determinantului poate fi doar 0, 4 sau –4.
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1. Completeazã cu rãspunsul corect!

Determinantul 





2 1 4

0 1 1

2 1 4

 este egal cu zero, deoarece ...

Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã identific proprietãþi ale determinanþilor
 sã calculez determinanþi de ordin cel mult 4
 sã rezolv sisteme, folosind metode diferite de rezolvare, ºi sã compar aceste rezolvãri
 sã utilizez determinanþii în rezolvarea unor probleme de geometrie?

Lecturã

2.  Considerãm determinantul 
1 2 3

2 1 4

0 1 1

D  

a) Transformã determinantul D dupã regula:   2 2 12L L L .
b) Dezvoltã determinantul obþinut dupã prima coloanã.
c) Aplicã regula lui Sarrus pentru a calcula D. Comparã rezultatele obþinute.

3.  Considerãm sistemul: 
3 2

2 3
 

  
x y

x y . Rezolvã sistemul:

a) prin metoda reducerii;
b) folosind regula lui Cramer;
c) prin reprezentarea graficã a ecuaþiilor sistemului.
Comparã modurile de rezolvare. Care metodã þi se pare mai simplã? De ce?

4.  Fie A(–2; 1), B(1; 3), C(2; –2).
a) Calculeazã aria triunghiului ABC.
b) Scrie ecuaþiile dreptelor AB, AC ºi BC.
c) Justificã dacã sistemul format cu cele trei ecuaþii determinate la b) are soluþie.

Rezolvarea sistemelor de ecuaþii liniare este legatã în mod fundamental de numele matematicianului elveþian  Gabriel
Cramer (1704-1752). Acesta a descoperit forma generalã a soluþiei unice a unui sistem liniar de n ecuaþii liniare cu n
necunoscute ºi condiþia de existenþã a acesteia. Algoritmul de rezolvare a sistemelor de ecuaþii liniare dezvoltat de
matematicianul german Karl Friederich Gauss (1777-1855) se mai numeºte ºi rezolvarea prin eliminare. Acest algoritm se
preteazã la folosirea pe calculator, de aceea aceastã metodã a cãpãtat o importanþã tot mai mare în ultimii ani.

Dupã cum ºtim, o ecuaþie liniarã cu douã necunoscute defineºte în plan o dreaptã. Ca urmare, douã ecuaþii cu douã
necunoscute determinã o pereche de drepte în plan ºi soluþiile, dacã existã, trebuie sã fie punctele de intersecþie ale celor
douã drepte. Putem avea urmãtoarele situaþii:

a) Existã o infinitate de soluþii ºi o infinitate de puncte de intersecþie ale celor douã drepte. În acest caz, cele douã drepte
coincid. Putem da o valoare arbitrarã uneia dintre necunoscute, iar cealaltã este determinatã în funcþie de aceasta.

b) Sistemul admite soluþie unicã. În acest caz, dreptele se intersecteazã într-un singur punct.
c) Sistemul nu are soluþii. În acest caz, dreptele sunt distincte ºi paralele.
În mod similar, putem proceda în cazul unui sistem cu trei ecuaþii ºi trei necunoscute. Fiecare ecuaþie determinã un plan

în spaþiul cu trei dimensiuni. Soluþiile sistemului se gãsesc la intersecþia celor trei plane.
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Operaþii
elementare

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. Calculeazã:
a) 2 – 3 · (5 + 4); b) [(–2) – (–3)] · (–2); c) 4 + 1 · [2 + 3 – (–4)]; d) –(–4) + 0 · (234 – 432);

e) 
1 [( 3) ( 2)]
5
    ; f)    1 2 1 50:

2 4 5 10
  ; g)  1 5 7 · 1

3 3 3
  ;  h) 

1 1 1
2 3 4
  .

Exponenþiale
ºi logaritmi

Unitatea de învãþare 6

Test iniþial de autoevaluare

Elemente
de logicã

Rezolvarea
ecuaþiilor

Operaþii
cu mulþimi

Funcþii

2. Determinã:
a) (–2)3 b) (–3)2 c) log24 d)  3

1log
9

e) 10lg7

f) 3
4log 4 g) 32 · 3–3 h) 1 2(5 ) i) log327 j) log36 – log32.

3. Stabileºte valoarea de adevãr a propoziþiilor:
a) (2 + 1) + 3 = 2 + (1 + 3) c) (2 – 1) – 3 = 2 – (1 – 3) e) 

31 3 1(2 ) 2
b) (2 · 1) · 3 = 2 · (1 · 3) d) (2 : 1) : 3 = 2 : (1 : 3) f) 2 3 3 2(4 ) (4 ) .

5. Rezolvã ecuaþiile de mai jos în mulþimea numerelor reale. Stabileºte în fiecare caz dacã
soluþiile gãsite aparþin ºi mulþimii numerelor naturale.
a) x + 3 = –5 b) (–4)x = –8 c) –3x – 6 = –12
d) 4x + 1 = 0 e) x2 – x – 2 = 0 f) x2 + 4x + 4 = 0.

7. Fie E o mulþime. Demonstreazã folosind diagrame Venn-Euler cã oricare ar fi submulþimile
A, B ºi C ale lui E, au loc egalitãþile:
a) (A N B) N C = A N (B N C) b) (A O B) O C = A O (B O C)
c) A O (B N C) = (A O B) N (A O C) d) A N (B O C) = (A N B) O (A N C)
e) A N l = l N A = A f) A O E = E O A = A.

9. Stabileºte care dintre diagramele de mai jos corespunde unei funcþii.

1
2

3

4

a
b
c

a)
1 1
2 2

3 3

4 4

a
a

b
b

c
c

b) c)

4. Exprimã altfel urmãtoarele enunþuri, folosind principiile logice de transformare a propo-
ziþiilor echivalente.
a) Dacã nu mã grãbesc, atunci pierd trenul.
b) Dacã toþi sportivii sunt prezenþi, atunci concursul poate începe.
c) Dacã echipa aplicã indicaþiile antrenorului, atunci ea câºtigã meciul.

6. Rezolvã în Z ecuaþiile:
a) 2x = 8 b) log3x = 2 c) 2x + 2x+1 = 6     d) log3x + log3(x – 2) = 1.

8. Exprimã altfel urmãtoarele mulþimi:
a) A este mulþimea numerelor naturale, care sunt multipli ºi de 2, ºi de 3.
b) B este mulþimea numerelor naturale care dau restul 1 la împãrþirea cu 2 ºi restul 2 la
împãrþirea cu 3.

a) b) c)
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 Enunþã probleme pentru
a cãror rezolvare suntem
conduºi la ecuaþiile alãturate.

Ne amintim ºi explorãm!

Grupuri

Mulþimile de numere ºi rezolvarea ecuaþiilor

Sã analizãm!
În soluþionarea unor probleme din cotidian suntem conduºi la rezolvarea unor

ecuaþii ºi uneori suntem interesaþi sã decidem dacã aceste ecuaþii au soluþii în mulþimea
numerelor naturale q.

Exemple
1) Ecuaþia  2 + x = 6  are în mulþimea numerelor naturale soluþia 4.
2) Ecuaþia  2x = 6  are în mulþimea numerelor naturale soluþia 3.
3) Ecuaþia  3 + x = 2  nu are soluþii în mulþimea numerelor naturale, deoarece

avem  3 + x U 3 pentru orice numãr natural x.
4) Ecuaþia  3 · x = 2  nu are soluþii în mulþimea numerelor naturale, deoarece 2 nu

este divizibil prin 3.

În general

Ecuaþia  x + a = b  (a, b i q) admite o soluþie în mulþimea numerelor naturale dacã
ºi numai dacã  b U a. În acest caz soluþia ecuaþiei este numãrul natural  b – a.

 Rezolvã în m ecuaþiile

x + 12 = 2,   x + (–1) = –7.

Ecuaþia  a · x = b (a, b i q, a @ 0) admite o soluþie în mulþimea numerelor naturale

dacã ºi numai dacã a este un divizor al lui b. În acest caz, soluþia ecuaþiei este b
a

.

Sã demonstrãm!

Ecuaþia  x + a = b  are soluþie în m oricare ar fi a, b i m; soluþia acestei ecuaþii
este  b – a.

Ecuaþia  x + a = b  este echivalentã cu ecuaþia  (x + a) + (–a) = b + (–a), unde
(–a) este opusul lui a.

Folosind asociativitatea adunãrii din m, faptul cã  a + (–a) = 0, precum ºi relaþia
b – a = b + (–a), deducem cã soluþia ecuaþiei  x + a = b  este  b – a.

Mulþimea numerelor naturale nu este suficient de „bogatã” pentru a rezolva în ea
orice ecuaþie de forma  a + x = b  sau  a · x = b. Este nevoie sã considerãm mulþimi
de numere mai cuprinzãtoare pentru a putea rezolva aceste ecuaþii.

Ecuaþia x + a = b poate fi rezolvatã în q în cazul în care b U a ºi are soluþia
b – a, deoarece în acest caz  b – a  este un numãr natural. Dacã  b < a, diferenþa
b – a nu mai aparþine lui q, ci este un numãr întreg negativ.

Este natural sã încercãm sã rezolvãm o ecuaþie de forma  x + a = b în mulþimea
m a numerelor întregi.

Ecuaþiile
x + a = b     ºi      x = b – a
sunt echivalente.

Ecuaþiile

a · x = b     ºi      , 0 bx a
a ,

sunt echivalente.

 Ce tipuri de ecuaþii liniare au soluþii în q?

 Ce tipuri de ecuaþii liniare au soluþii în m?

 Explicã de ce ecuaþia
x + a = b  nu poate fi rezolvatã
în q, pentru unele numere
a, b i q.



84

În schimb, nici în m nu putem gãsi o soluþie a ecuaþiei 3x = 2. Este nevoie de o
nouã extindere a mulþimii de numere în care lucrãm pentru a putea rezolva aceastã
ecuaþie ºi anume este nevoie de mulþimea { a numerelor raþionale.

Sã demonstrãm!

Ecuaþia   a · x = b   are soluþie în {, oricare ar fi a, b i {, a @ 0.

Soluþia acestei ecuaþii este 1 b
a

.

Ecuaþia  a · x = b  este echivalentã cu ecuaþia 1 1( )   a x b
aa

, unde 
1
a  este

inversul lui  a.

Folosind asociativitatea înmulþirii din { ºi egalitatea  1 1 a
a

, obþinem a · x = b,

deci 1 x b
a

.

Sã analizãm!

Pentru a rezolva în { ecuaþia  a · x = b (a, b i {, a @ 0) am folosit existenþa în

{ a  inversului  
1
a   al numãrului nenul a, precum ºi faptul cã  1 b

a
  este, la rândul sãu,

un numãr raþional.

În {, orice numãr are un opus ºi orice numãr nenul are un invers. De aceea, în {
putem rezolva atât ecuaþii de forma  x + a = b (a, b i {), cât ºi ecuaþii de tipul  a · x = b
(a, b i {, a @ 0). În concluzie, putem rezolva în { orice ecuaþie de forma  a · x + b = c

cu coeficienþi  a, b, c i {, a @ 0.

Obþinem 1 1 1( )      
a a

x c b c b
a

.

 Stabileºte ce proprietãþi
ale operaþiilor cu numere
raþionale sunt folosite pentru
a obþine soluþia ecuaþiei
a · x = b, unde a, b i {, a @ 0.

Existã ecuaþii, cum ar fi
x2 + 1 = 0, care nu admit
soluþii în mulþimea numerelor
reale.

Unele probleme conduc la ecuaþii care nu sunt de tipul celor de mai sus, de
exemplu, ecuaþiile  x3 = 2; 3x = 2. Aceste ecuaþii nu admit soluþii în mulþimea {, a
numerelor raþionale. Ele pot fi, însã, rezolvate în mulþimea Z, a numerelor reale.

Astfel, numãrul real (iraþional) 3 2  este soluþie a ecuaþiei  x3 = 2, iar numãrul real
(iraþional) log

3
2 este soluþie a ecuaþiei  3x = 2.

Am vãzut, aºadar, cum necesitatea rezolvãrii unor ecuaþii simple în care apar
numai numere naturale, ne conduce la considerarea unor mulþimi, mai bogate, în care
aceste ecuaþii admit soluþii. Astfel, pentru a putea rezolva toate ecuaþiile de forma  x + a = b,
a fost nevoie sã lucrãm în mulþimea m a numerelor întregi. Toate ecuaþiile de tipul
ax = b, unde a, b i m, a @ 0, pot fi rezolvate în mulþimea { a numerelor raþionale.
Toate ecuaþiile de forma  x n = a, unde n, a i q, au o soluþie în mulþimea numerelor
reale. Observãm cã mulþimile de numere au apãrut ºi s-au dezvoltat din necesitatea
rezolvãrii unor ecuaþii.

Sã comparãm!

Pentru rezolvarea în m a ecuaþiei  x + a = b (a, b i m) am folosit existenþa în m a
opusului (–a) al lui a, precum ºi faptul cã  b + (–a)  este, la rândul sãu, un numãr
întreg.

 Ce tipuri de ecuaþii liniare au soluþii în {?

Sã analizãm!
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Exerciþii ºi probleme

1. Rezolvã în m ecuaþiile:
a) x – 6 = 0; 3x + 9 = 0; –x + 6 = 0;
b) 4x – 8 = 0; 6x + 24 = 0; –9x + 81 = 0;
c) 6x – 2 = 10; 13x + 5 = 18; 4(x + 4) = 12.

2. Rezolvã în mulþimea numerelor întregi inecuaþiile:
a) x – 3 > 0; x + 3 < 0; 2x T 18
b) –8x > 16; 2x + 3 < 7; –5x + 1 U –14
c) x + 4 T –1; 3(x + 2) > –9; 7(2 – x) U –36.

3. Rezolvã ecuaþiile în {
+
:

a)  1 2
15 15

x ;    b) x – 0,7 = 1,8;   c)  1 12
8 4

x ;

d)   1( 0,8) 1,5
2

x ;    e)   1 7(4 ) 1
4 8

x .

4. Rezolvã ecuaþiile în {:
a) (3,7 + 0,3) · x = 0,4
b) (31,5 – 1,5) · x = 1,2
c) 6,75 · x + 0,50 · x = 6,25 x
d) x : 0,62 = 10,5
e) (6,32 + x) · 103 = 7916,9.

5. Rezolvã în {:
a) 5,2 · x = 11,96 b) 4,59 : x = 4,5
c) x : 4,73 = 0,215 d) 6,4 · x – 3,9 · x = 5
e) 2,5 · x + 4,5 · x = 14,7
f) 9,3 · x + 6,2 · x – 7,8 · x = 30,8.

6. Suma a douã numere zecimale este 324,21, iar unul
dintre ele este de 100 ori mai mare decât celãlalt.
Aflã numerele.

7. Diferenþa a douã numere zecimale este 3, iar unul
dintre ele este de 301 ori mai mic decât celãlalt. Aflã
numerele.

8. Suma a douã numere este 60,66. Unul dintre ele
este de 5 ori mai mic decât celãlalt. Aflã numerele.

9. O grãdinã în formã de pãtrat are perimetrul de
170,60 m. Aflã aria sa.

10. Rezolvã în m inecuaþiile:

a) 3 + 2 5x T ; b) +7 0x T ; c) 4( – ) 4 0x x U .

11. Rezolvã în Q în ecuaþiile:

a)  1 5
11

x b)   10,2
4

x

c)  2 10
5 3

x d) 4 7:
7 4

x

12. Aflã numerele întregi n pentru care:
a) |n| T 2 b) |n – 3| T 0
c) |2(n – 3)| < 4 d) |2n – 8| – 3 < 1.

13. Determinã numerele întregi a ºi b, ºtiind cã mulþimile
A = {–3; 11; |a|; –5} ºi B = {b; –|3|; 11; –(–5)} sunt
egale.

14. Aflã x i Z astfel încât numerele întregi impare:
a) –5, –3, x, 5, 7 sã fie ordonate crescãtor;
b) 5, 3, x, –5, –7, –9 sã fie ordonate descrescãtor.

15. Reprezintã pe axa numerelor, în fiecare caz,
elementele mulþimii, apoi scrie-le în ordine
crescãtoare, folosind semnul „T“.
a) A = {x | x i Z, |x| T 3};
b) B = {x | x i Z, 2 T |x| < 5}.

16. Decide, fãrã sã rezolvi, dacã existã numere naturale
care verificã ecuaþia:
a) 2x + 1 = 20038
b) 3x + 7 = 127843
c) 4x + 18 = 156787.

17. a) Avem o balanþã ºi trei corpuri geometrice: un cub,
o piramidã ºi un cilindru. Cum putem aranja cele trei
obiecte în ordinea crescãtoare a maselor lor, exe-
cutând cântãriri cu balanþa, fãrã sã folosim greutãþi
marcate?
b) Avem o balanþã ºi patru corpuri geometrice: un
cub, un paralelipiped dreptunghic, o piramidã ºi un
cilindru. Cum putem aranja obiectele în ordinea cres-
cãtoare a maselor lor, executând cântãriri cu balanþa?
Alcãtuieºte ºi rezolvã o problemã asemãnãtoare.

18. Rezolvã în Z:
a) |x| = –x
b) |2(x – 3)| = 8
c) ||x – 1| – 2| = 1
d) |–3(2x + 4)| T 0
e) |5(2 – x)| < 5.

19. Stabileºte pentru ce valori ale numãrului întreg a
ecuaþiile de mai jos cu necunoscuta x admit soluþii
în mulþimea numerelor întregi:
a) (a + 3)x = 2
b) (2a + 1)x = 3
c) (a2 – 4)x = a – 2
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 Dacã o lege de com-
poziþie admite element
neutru, acesta este unic.

 Dacã legea de compoziþie
este notatã cu „+”, pentru
elementul neutru se folo-
seºte notaþia 0, iar pentru o
lege de compoziþie notatã cu
„·”, elementul neutru se
noteazã cu 1.

Sã ne amintim!

O lege de compoziþie „*” pe o mulþime M se numeºte asociativã dacã
(a * b) * c = a * (b * c), oricare ar fi  a, b, c i M.

Exemple ºi contraexemple

1) Adunarea ºi înmulþirea pe q, m, {, respectiv Z, sunt operaþii asociative.

2) Fie E o mulþime. Reuniunea ºi intersecþia sunt legi de compoziþie asociative pe
P (E).

3) Pe m, operaþia de scãdere nu este asociativã; de exemplu:
(4 – 2) – 5 @ 4 – (2 – 5).

4) 0 este element neutru pentru adunare pe q, m, { ºi Z.

5) 1 este element neutru pentru înmulþire pe q, m, { ºi Z.

6) Fie E o mulþime. Mulþimea vidã  l i P (E) este element neutru pentru reuniune,
deoarece A N l = l N A = A, pentru orice A i P (E), iar  E i P (E) este element neutru
pentru intersecþie.

Sã analizãm!
Pe mulþimea numerelor întregi, operaþiile de adunare ºi înmulþire sunt comutative.

Spre deosebire de acestea, operaþia de scãdere pe m nu este comutativã; de exemplu:
3 – 5 @ 5 – 3.

Gãseºte un alt exemplu
pentru a arãta cã scãderea
nu este operaþie asociativã.

Sã ne amintim!

O lege de compoziþie pe o mulþime M este comutativã dacã

* *=a b b a , oricare ar fi a, b i M.

Exemple ºi contraexemple
1) Adunarea ºi înmulþirea sunt comutative.
2) Reuniunea ºi intersecþia sunt comutative.
3) Compunerea funcþiilor nu este, în general, comutativã.
Spre exemplu, sã considerãm funcþiile f ºi g, descrise de „maºinile de calculat”

din imagine:

f(x) = x + 2

+2–3

1

7

–1

3

9

· 25

–2

0

10

–4

0

g(y) = y · 2

Analizãm ºi generalizãm!

Structuri algebrice: monoizi ºi grupuri

Un element e al lui M se numeºte element neutru pentru „*” dacã
a * e = e * a = a, oricare ar fi a i M.

 Explicã de ce adunarea
este lege de compoziþie pe
mulþimile q, m, { ºi Z. Este
scãderea o operaþie alge-
bricã pe q? Dar pe m?

 Ce proprietãþi au operaþiile cu numere?

Sã analizãm!
În rezolvarea ecuaþiilor în diferitele mulþimi de numere am utilizat douã operaþii

elementare: adunarea ºi înmulþirea, considerându-le ca legi de compoziþie pe q, m, {
sau Z. Dupã cum am vãzut, operaþiile algebrice pot avea diferite proprietãþi.
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Observãm cã datele de intrare în „maºinile” f g  ºi g f  sunt aceleaºi, dar
datele de ieºire diferã.

În concluzie  f g g f  .

 Aratã cã (P(E), N) este un
monoid comutativ cu ele-
ment neutru .

În general

Fie M o mulþime nevidã ºi „*” o lege de compoziþie pe M. Perechea ( , )*M  este un
monoid dacã legea de compoziþie „*” este asociativã ºi admite element neutru. Un
monoid ( , )*M  este comutativ dacã legea de compoziþie „*” este comutativã.

Exemple
1) (q, +); (m, +); ({, +); (Z, +) sunt monoizi comutativi, având ca element neutru pe 0.
2) (q, ·); (m, ·); ({, ·); (Z, ·) sunt monoizi comutativi având elementul neutru 1.
3) (q*, ·); (m*, ·); ({*, ·); (Z*, ·) sunt monoizi comutativi, având elementul neutru 1.
4) Fie E o mulþime. Atunci (P (E), N) ºi (P (E), O) sunt monoizi comutativi, având

elementele neutre l, respectiv E.
5) Fie F = {f  | f : Z   Z}; atunci (F,  ) este un monoid necomutativ, având ca element

neutru funcþia identicã a lui Z (adicã funcþia descrisã de corespondenþa x  x).

Pentru un monoid (M, +)
cu element neutru 0, inversul
unui element x i M este notat
cu (–x) ºi se numeºte opusul
lui x.

Notaþia m * indicã mulþi-
mea numerelor întregi
nenule.

Explicã, folosind diagrame,

de ce  f g g f .

Exprimã prin formule le-
gile de asociere descrise de
funcþiile f g  ºi g f .

Compunerea funcþiilor f ºi g are ca efect trecerea succesivã a unui numãr prin
cele douã maºini:

+2 6

1

8

· 2 12

2

16

4

–1

6

8

–2

12

· 2 10

0

14

4

–1

6

+2

g f f g

 Ce este un monoid?

Observãm cã operaþiile de adunare ºi înmulþire, considerate ca legi de compoziþie
pe q, m, { sau Z verificã atât proprietatea de asociativitate, cât ºi pe cea de
comutativitate.

 Ce proprietãþi au submulþimile în raport cu o operaþie algebricã?

Sã analizãm!
Considerãm operaþia de adunare pe mulþimea numerelor întregi.
Observãm cã:
• suma a douã numere pare este tot un numãr par;
• suma a douã numere întregi negative este un numãr întreg negativ.
Am pus astfel în evidenþã douã submulþimi ale lui  m pe care adunarea este în

continuare lege internã.
Spre deosebire de aceste exemple, suma a douã numere impare nu mai este un

numãr impar.

În general

Fie M o mulþime pe care am definit operaþia algebricã * ºi fie P o submulþime
nevidã a lui M.

Spunem cã P este parte stabilã faþã de operaþia * dacã, pentru orice x, y i P,
avem  x y P .
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Exemple ºi contraexemple
1) (m, +); ({, +); (Z, +) sunt grupuri, în timp ce (q, +) nu este un grup.
2) ({*, ·), (Z*, ·) sunt grupuri. În schimb, ({, ·) ºi (Z, ·) nu sunt grupuri. De

asemenea, (m*, ·) nu este un grup.
3) Dacã E este o mulþime nevidã, monoizii (P (E), N) ºi (P (E), O) nu sunt grupuri.

 Justificã toate afirmaþiile
din exemplele alãturate.

Denumirea de grup abe-
lian provine de la numele
matematicianului danez
Niels Abel (1802-1829).

În general

Un monoid ( , )*G  în care toate elementele sunt inversabile se numeºte grup. Un
grup ( , )*G  se numeºte comutativ (sau abelian) dacã legea de compoziþie „*” este
comutativã.

Sã analizãm!
În exemplele de mai sus, unii monoizi au proprietatea cã toate elementele lor sunt

inversabile în raport cu legea de compoziþie datã, în timp ce în restul monoizilor doar
unele elemente verificã aceastã proprietate.

Sã aplicãm!
Pe mulþimea V a vectorilor din plan este definitã operaþia algebricã de adunare a

vectorilor. Aceastã lege de compoziþie are urmãtoarele proprietãþi:

a) Asociativitate

Dacã u


, v
  ºi w

  sunt trei vectori din plan, folosind regula
triunghiului, deducem cã are loc egalitatea
 u v w u v w    
     

( ) ( ) .

Verificã aceastã proprie-
tate în cazul a trei vectori
coliniari.

w

u

v

 Ce este un grup?

Sã analizãm!
Comparând proprietãþile adunãrii ºi înmulþirii pe mulþimile de numere, observãm cã

ceea ce distinge adunarea pe m de adunarea pe q este existenþa opusului, iar ceea ce
distinge înmulþirea pe { de înmulþirea pe m este existenþa elementului invers faþã de
înmulþire, pentru numerele nenule. Aceasta aratã cã existã o diferenþã fundamentalã între
monoizii (q, +) ºi (m, +). Proprietatea anterioarã diferenþiazã ºi monoizii  (m*, ·) ºi ({*, ·).

 Dacã un element are
invers, atunci acesta este
unic.

În general

Fie ( , )*M  un monoid cu element neutru e.
Un element  x i M  se numeºte inversabil dacã existã un element  y i M

astfel încât  * * x y y x e .
Elementul y se numeºte inversul lui x ºi este notat cu x–1.

Descrie elementele inver-
sabile ale monoizilor
(m *, ·); ({*, ·); (Z *, ·).

Exemple ºi contraexemple
1) În monoidul (q, +) singurul element inversabil este 0, iar opusul sãu este tot 0.

Niciun element  x i q \ {0}  nu este inversabil, deoarece pentru  x @ 0  nu putem gãsi
y i q astfel încât  x + y = y + x = 0.

2) În monoidul (m, +) toate elementele sunt inversabile; aceeaºi proprietate este
valabilã în monoizii ({, +) ºi (Z, +).

3) În monoidul (m, ·) singurele elemente inversabile sunt 1 ºi –1.
4) În monoizii ({*, ·); (Z*, ·) toate elementele sunt inversabile.
5) Fie E o mulþime. În monoidul (P (E), N) singurul element inversabil este l.  Aceasta

se întâmplã deoarece  l N l = l  ºi pentru o mulþime A _ E, nevidã, nu putem gãsi
B _ E astfel încât A N B = l.

Analog, în monoidul (P (E), O) singurul element inversabil este E.

Aratã cã E este unicul ele-
ment inversabil în monoidul
(P(E), O).

Un grup în care operaþia
este notatã cu „+” se mai
numeºte grup aditiv, iar un
grup în care operaþia este
notatã cu „·” se mai numeºte
grup multiplicativ.
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d) Comutativitate

Dacã ,u v
 

 sunt doi vectori oarecare din plan, avem:

u v v u      .

În concluzie, am demonstrat cã (V, +) este un grup comutativ.

 Ce alte exemple de grupuri cunoaºtem?

Sã observãm!
Cu ajutorul vectorilor putem descrie anumite transformãri ale figurilor geometrice.
Observã desenul! Sania se deplaseazã din poziþia S în poziþia S. Spunem cã

sania a efectuat o miºcare de translaþie de vector SS


. Prin aceastã translaþie, poziþiei
iniþiale S îi corespunde noua poziþie S.

Cuvântul vector provine
din latinescul „vehere”, care
înseamnã a transporta, a
duce.

Sã ne amintim!
O translaþie de vector a


 asociazã unei figuri geometrice F o figurã geometricã F 

congruentã cu F. Translaþia este o funcþie care asociazã fiecãrui punct P al figurii F
un punct P  F  astfel încât PP  a

 
.

S

S
SS

Dacã sania se miºcã întâi din poziþia S în poziþia S prin translaþia de vector SS


,
iar apoi din S în S prin translaþia de vector  


S S  succesiunea celor douã deplasãri

este tot o translaþie, corespunzãtoare vectorului SS


.

S

S

S

b) Existenþa elementului neutru
Un vector este determinat de un segment orientat. Dacã

originea ºi extremitatea acestui segment coincid, obþinem
vectorul nul, notat 0


.

Vectorul nul 0


 are proprietatea cã oricare ar fi vectorul v


avem: v v v   
   
0 0 .

v v 
 
0

c) Elemente simetrizabile:
Toate elementele mulþimii V sunt simetrizabile faþã

de „+”: dacã v 

AB  este un vector din plan ºi C este

simetricul lui B faþã de A, notãm v 

AC .

Avem v v v v     
   

( ) ( ) 0 , deci vectorul v


 este

simetricul lui v


  faþã de operaþia algebricã „+”.

Un alt simetric pentru vec-
torul 


AB  este vectorul 


BA .

Verificã dacã vectorul 

BA

ºi vectorul 

AC  (definit alãtu-

rat) sunt vectori egali.A

C

B

v

–v
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Sã aplicãm!
Putem folosi translaþia pentru a trasa graficul unor funcþii. De exemplu, ºtiind cã

funcþia  f : Z  Z,  f (x) = x2 are graficul de mai jos, putem reprezenta cu uºurinþã, prin
translaþie, funcþii precum g, h : Z  Z, g(x) = x 2 + 3; h(x) = x 2 – 2.

x  x2 x  x2 + 3                  x  x2 – 2

Explicã modul în care au
fost obþinute graficele alã-
turate.

11

De asemenea, translaþia poate fi utilizatã la trasarea graficului funcþiilor periodice.

Sã ne amintim!

O funcþie f : Z  Z se numeºte periodicã dacã existã un numãr real nenul T astfel
încât f (x + T) = f (x), oricare ar fi numãrul real x. Numãrul T se numeºte perioadã a
funcþiei f.

Fie f : Z  Z o funcþie cu perioada T, pentru care cunoaºtem graficul lui f pe
intervalul [0, T]. „Translatând” acest grafic cu multipli întregi ai vectorului OX


 (vector

aºezat de-a lungul axei Ox, ºi având lungimea T), obþinem graficul lui f pe toatã
dreapta realã.

De exemplu, sã considerãm o funcþie având perioada T = 4; cãreia îi cunoaºtem
graficul pe intervalul [0, 4].

Presupunând cã punc-
tele din figurã au coordona-
tele A(0, 2); B(1, 3); C(2, 1);
D(3, 5); E(4, 2); X(4, 0), scrie
ecuaþiile dreptelor AB ºi BC.

Calculeazã  f f1 , (1)
2

 º i

 f 3
2

. Ce coordonate au

punctele P ºi Q?

12 Translatând graficul funcþiei f cu vectorul OX


, unde O(0, 0) ºi X(4, 0), obþinem
graficul acestei funcþii pe intervalul [4, 8].

Efectuând încã o translaþie, de vector 


2OX , obþinem graficul pe intervalul [8, 12].
Continuând la fel, obþinem graficul funcþiei f pe toatã axa realã.

Sã analizãm!
Am vãzut cã putem face o conexiune între proprietatea de periodicitate a funcþiilor

ºi anumite transformãri ale figurilor geometrice, mai precis translaþiile. În mod analog,
alte proprietãþi ale funcþiilor pot fi puse în legãturã cu alte transformãri geometrice.

Aplicarea succesivã a func-
þiilor f ºi g se numeºte com-
punerea lui g cu f  ºi se
noteazã g f . Rezultatul
compunerii a douã funcþii
este tot o funcþie.

În general

Succesiunea a douã translaþii este tot o translaþie. În acest fel, obþinem o operaþie
algebricã pe mulþimea T a translaþiilor din plan. T este un grup în raport cu aceastã
lege.

f
A B

C

g

g   f°
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Sã ne amintim!

O funcþie f : Z  Z se numeºte:
a) parã dacã f (–x) = f (x), oricare x i Z ;
b) imparã, dacã f (–x) = –f (x), oricare x i Z.

Astfel, funcþia f : Z  Z; f (x) = x este o funcþie imparã, în vreme ce funcþia

g : Z  Z, g x x( )  este o funcþie parã. Analizând graficele celor douã funcþii,
observãm cã graficul lui f este simetric faþã de punctul O, în timp ce graficul lui g este
simetric faþã de axa Oy. Suntem, aºadar, conduºi, la alte tipuri de transformãri ale
figurilor geometrice: simetria centralã (faþã de un punct) ºi simetria axialã (faþã de o
dreaptã).

Stabileºte dacã funcþiile
urmãtoare sunt pare sau
impare
h : Z  Z; h(x) = x2

u : Z  Z; u x x x ( ) .

13

Sã observãm!

Pentru a putea funcþiona, o moriºcã, elicea unui avion, paletele
morilor de vânt au o proprietate comunã: ele sunt echilibrat distribuite
faþã de axul de prindere.

F

F 

C
• Douã puncte se numesc simetrice faþã de un punct numit centru dacã sunt

coliniare cu centrul ºi egal depãrtate de acesta.
• O figurã (sau un corp geometric) admite centru de simetrie dacã simetricul

oricãrui punct al sãu faþã de centru aparþine figurii (sau corpului).

Sã ne amintim!

• Douã figuri F  ºi F   sunt simetrice faþã de un punct C dacã pentru orice punct
P i F   existã P i F   astfel încât CP = CP , iar P, C ºi P  sunt coliniare. În acest
caz, figura F   este asociatã figurii F  printr-o simetrie de centru C.

Sã observãm!
Ca ºi simetria centralã, simetria axialã este frecvent întâlnitã în naturã.

• Douã puncte se numesc simetrice faþã de o dreaptã dacã sunt situate pe o
perpendicularã pe acea dreaptã ºi sunt egal depãrtate de ea.

• O figurã (sau un corp geometric) admite axã de simetrie dacã simetricul oricãrui
punct al sãu faþã de axã aparþine figurii (corpului).

Sã ne amintim!

• Douã figuri F  ºi F   sunt simetrice faþã de o dreaptã d dacã distanþa de la un
punct oarecare al figurii F  la dreapta d este egalã cu distanþa de la d la punctul
corespunzãtor al figurii F  .

Simetria centralã (simetria
faþã de un punct) este o funcþie
care transformã o figurã geo-
metricã într-o figurã congru-
entã cu ea însãºi.
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Proprietatea de simetrie ne ajutã sã trasãm rapid grafice de funcþii sau sã verificãm
corectitudinea unora deja trasate.

Exemple
1) Funcþiile f, g : Z  Z, f (x) = x2 – 3 ºi g(x) = 3 – x2

au graficele simetrice faþã de axa Ox.

2) Funcþia f : Z  Z, f x x ( ) 1  are graficul
simetric faþã de o dreaptã perpendicularã pe Ox, care trece
prin punctul de abscisã 1.

Sã observãm!
Când merge cu bicicleta, „ochiul de pisicã” pus de Maria pe

roatã se deplaseazã, de exemplu, din poziþia P în poziþia P .
În limbaj matematic, spunem cã „ochiul de pisicã” a executat

o miºcare de rotaþie de centru O ºi unghi . Prin aceastã miºcare,
poziþiei iniþiale P îi corespunde noua poziþie P .

F F

33–

Gf

Gg

O x

y

O

P

P



Simetria axialã (simetria
faþã de o dreaptã) este o
funcþie care transformã o
figurã geometricã într-o figurã
congruentã cu ea însãºi.

Traseazã graficul funcþiei
x  |x – 1|   ºi identificã axa
de simetrie a acestuia.

14 Sã comparãm!
Am vãzut cã efectuând o succesiune de douã translaþii obþinem tot o translaþie.

În schimb, succesiunea a douã simetrii nu este, în general, o simetrie. Sã considerãm
de exemplu, un desen reprezentând un autoturism, care are volanul în partea stângã.
Aplicându-i o simetrie axialã, obþinem imaginea unui autoturism cu volanul în partea
dreaptã. Simetria axialã este

utilizatã de constructorii de
autoturisme pentru a proiec-
ta modele utilizate în þãrile
unde circulaþia se desfãºoarã
pe stânga.

Aplicând succesiv douã simetrii axiale unui astfel de desen, obþinem din nou un
autoturism cu volanul pe partea stângã, deci succesiunea a douã simetrii axiale nu
mai este o simetrie axialã. De exemplu, în cazul în care axele celor douã simetrii sunt
drepte paralele, obþinem figura de mai jos:

În general

O compunere a douã simetrii axiale nu este o simetrie. De aceea, mulþimea
simetriilor axiale ale planului nu formeazã un grup în raport cu operaþia de
compunere.

Ce transformare a fost
obþinutã prin succesiunea
celor douã simetrii având
axele paralele?

15
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O rotaþie de centru O ºi unghi  în plan asociazã unei figuri geometrice F o figurã
geometricã F  , congruentã cu F. Rotaþia este o funcþie care asociazã unui punct P i F
punctul P i F   situat pe cercul de centru O ºi razã OP, astfel încât   m( )POP .

Sã ne amintim!

O succesiune a douã rotaþii având acelaºi
centru este tot o rotaþie. Astfel, dacã prima rotaþie
are centrul O ºi unghiul , iar cea de-a doua rotaþie
are centrul O ºi unghiul , succesiunea lor este
rotaþia de centru O ºi unghi ( + ).

În general

Fie O un punct fixat în plan. Mulþimea rotaþiilor de centru O formeazã un grup în
raport cu operaþia de compunere.

Ce rotaþie este element
neutru al grupului rotaþiilor
de centru O? Cum poþi des-
crie elementul invers al
rotaþiei de centru O ºi unghi
?

16

Exerciþii ºi probleme

1. Paul a inventat o nouã operaþie algebricã, notatã „ ”
ºi definitã prin: a  b este media aritmeticã a
numerelor reale a ºi b.
a) Calculeazã 2  4 ºi (–1)  5.
b) Rezolvã în Z ecuaþia x  3 = 1,5.
c) Verificã dacã noua operaþie algebricã, inventatã
de Paul, este asociativã.
d) Inventeazã ºi tu o operaþie algebricã pe Z ºi
propune colegilor o problemã.

2. Exprimã printr-o formulã operaþia algebricã notatã
„*”, care este descrisã prin desenul alãturat.

a · 2

b
+ a    b*

3. Pe mulþimea numerelor întregi, definim o nouã
operaþie algebricã, descrisã prin: 2   a b ab a b .
a) Aratã cã operaþia „  ” este asociativã.
b) Verificã dacã numãrul 2 este element neutru pentru 0.
c) Determinã toate elementele inversabile din ( , )m .
d) Este ( , )m  un grup?

4. a) Observã figura alãtu-
ratã ºi deseneazã sime-
tricul triunghiului ABC faþã
de O, apoi simetricul
aceluiaºi triunghi faþã de
dreapta d.
b) Deseneazã figura obþi-
nutã prin rotaþia în jurul lui
P a triunghiului DEF, cu
un unghi de 90°.

c) Considerãm toate transformã-
rile planului care invariazã
punctul O ºi care pãstreazã
distanþele dintre puncte: o astfel
de transformare se numeºte
izometrie. Simetriile faþã de
punctul O sau faþã de dreapta
d, ca ºi rotaþia în jurul lui P, cu care ai lucrat la
punctele a) ºi b) ale problemei, sunt izometrii.
Demonstreazã cã o succesiune de douã izometrii
(adicã o compunere de izometrii) este tot o izometrie.
d) Aratã cã izometriile formeazã un grup necomutativ,
în raport cu operaþia de compunere a izometriilor. Care
este inversa simetriei faþã de dreapta d, în acest grup?
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Structurile algebrice pot fi utilizate pentru a modela diferite contexte. Putem analiza
proprietãþile unor mulþimi în raport cu anumite operaþii care structureazã acea mulþime.
Cele douã exemple care urmeazã te ajutã sã înþelegi mai bine cum funcþioneazã
structura de grup ºi cum descrie ea comportarea unor „obiecte” de naturã geometricã.

 Ce este grupul „cosiþelor”?

Modelele artistice realizate prin împletire par
sã nu aibã nici o legãturã cu matematica. Vom
arãta totuºi cã o categorie anume de astfel de
împletituri formeazã în mod natural un grup. Sã
numim „cosiþã” modele de forma celor alãturate,
realizate prin împletirea câtorva fire ce unesc douã
laturi ale unui gherghef (în desene, apar trei,
respectiv patru fire în împletiturã).

În continuare, lucrãm doar cu cosiþe având acelaºi numãr de fire: acestea vor fi
elementele grupului nostru.

Definim operaþia de „lipire” (concatenare, punere în contact) a cosiþelor: date douã
cosiþe, ele determinã o nouã cosiþã prin concatenarea laturilor celor douã gherghefuri.

Exemplu:

Ce legãturã este între de-

senul C ºi desenul A B ?

Verificã pe un caz particu-
lar cã operaþia de lipire a
cosiþelor este asociativã.

 „Cosiþa despletitã” este
element neutru, deoarece

E X X E X   , pentru orice
cosiþã X. Verificã afirmaþia pe
un caz particular, folosind un
desen.

Este uºor de vãzut cã operaþia de lipire a cosiþelor are ca element neutru „cosiþa
despletitã” E:

Pe de altã parte, orice cosiþã poate fi „despletitã”, prin concatenare cu imaginea
ei în oglindã:

A E A E A

A A–1 1A A E

Toate verificãrile anterioare sugereazã faptul cã mulþimea cosiþelor cu un numãr
fixat de fire formeazã un grup faþã de operaþia de concatenare a cosiþelor.

Pentru cosiþa A din desen,
verificã egalitatea

1A A E  .

Demonstreazã cã grupul
cosiþelor cu n fire este neco-
mutativ, pentru n U 3.

Aplicãm ºi dezvoltãm!

Structuri algebrice: aplicaþii în geometrie

A B A B C
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A

B E

F

GD

C

B E

F
C

GD

A

Simplificã circuitul
ABCFGFEBCBA, ºtergând o
muchie atunci când este par-
cursã succesiv în cele douã
sensuri. Putem oare ºterge
muchia BC din acest circuit?

Este uºor de verificat cã operaþia de lipire a circuitelor este asociativã.
Observãm în plus cã „circuitul” nul N (adicã circuitul de lungime 0, în care, de

fapt, nu plecăm din nodul A) este element neutru pentru operaþia de lipire a circuitelor.
Orice circuit are un invers faþã de operaþia de lipire. De exemplu, inversul circuitului

C = ABEFCBA este circuitul C–1 = ABCFEBA:

C
2

C
1

1 2 ADGFCB A BEFCDA C C

ADGFCBEFCDA

Pentru circuitele din exem-
plul alãturat, calculeazã

 2 1C C , apoi 1 1C C .

A

B E

F

GD

C

De exemplu, dacã
C

1
 = ADGFCBA, iar

C
2
 = ABEFCDA, atunci

A

B E

F

GD

C

1 ...ABEFCB A BCFEBA ABEFCBCFEBA ABA     C C N .

Toate afirmaþiile ºi verificãrile anterioare ne aratã cã mulþimea circuitelor unui graf
G având originea ºi extremitatea în nodul A formeazã un grup faþã de operaþia de
concatenare a circuitelor. Prin tradiþie, acest grup este notat (G; A).

Verificã egalitatea
 -1 C C N . Cum crezi cã a
fost obþinut circuitul C–1, por-
nind de la C?

Fie G un graf care nu este
graf arbore. Demonstreazã
cã grupul circuitelor cu
originea într-un nod fixat al
grafului G este grup neco-
mutativ.

 Cum putem asocia un grup unui graf?

Fie G un graf conex ºi A un nod fixat al grafului.
Considerãm mulþimea tuturor drumurilor în graf care

pornesc ºi se terminã în punctul A; un astfel de drum
este, evident, un circuit al grafului G, dar noi avem nevoie
de evidenþierea originii ºi a extremitãþii acestor drumuri
închise.

De exemplu, pentru graful din figura alãturatã, un
drum care porneºte ºi se terminã în A este descris de
succesiunea de noduri: ADCFGDCFGDCBA.

Desigur, un circuit este ºi ABCDGDA. Deoarece
muchia DG este parcursã succesiv, în cele douã sensuri
ale sale (ca ºi cum ne-am fi rãtãcit în drumul pe graf!),
simplificãm circuitul anterior ºi spunem cã el este
echivalent cu circuitul ABCDA.

Aºadar, într-un circuit, ºtergem o muchie atunci când
este parcursã succesiv, în sensuri diferite, pentru a obþine
un circuit echivalent cu cel iniþial.

Definim operaþia de „lipire” (concatenare, continuare) a circuitelor cu originea ºi
extremitatea în A, astfel: circuitul C

1
 concatenat cu circuitul C

2
 înseamnã circuitul

1 2C C , obþinut prin parcurgerea lui C
1
, urmatã de parcurgerea lui C

2
.
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Sã analizãm!
Fie M ºi N douã noduri ale grafului conex G.
Dacã fixãm drumul D, cu originea în M ºi extremitatea în N, avem o modalitate

naturalã sã transformãm circuite cu originea ºi extremitatea în M, în circuite cu originea
ºi extremitatea în N.

S

RQ

P

M ND
De exemplu, pentru graful G din figurã ºi
drumul D marcat pe desen, transformãm
circuitele astfel:

S

RQ

P

M N

S

RQ

P

M N

                          C = MPQM      1 N M PQ M NC D C D

D

În acest mod, grupul (G; M) se identificã cu grupul (G; N). Deci grupul  nu
depinde de nodul fixat; spunem cã acest grup este un invariant al grafului.

 se numeºte grupul ciclilor grafului G.

Alege un alt drum D între
M ºi N ºi explicã modul în
care circuitul C se transformã
într-un circuit din (G; N).

Exerciþii ºi probleme

1. Fie n i m un numãr întreg ºi Mn = {k · n | k i m} =
= {..., –3n, –2n, –n, 0, n, 2n, ...} mulþimea multiplilor
întregi ai lui n. Aratã cã Mn este grup în raport cu
adunarea.

2. Aratã cã mulþimea numerelor reale pozitive este grup
în raport cu înmulþirea.

3. Explicã de ce adunarea numerelor pozitive nu admite
element neutru.

4. Studiazã proprietãþile adunãrii pe mulþimea [0, ).

5. Stabileºte dacã ridicarea la putere admite element
neutru în mulþimea q*.

6. Pentru x, y i m definim   x y x y xy . Studiazã
proprietãþile acestei operaþii.

7. Deseneazã douã cosiþe cu 3 fire A ºi B ºi determinã

apoi elementele A B   ºi B A  din grupul cosiþelor..

Precizeazã dacã A B B A  .

8. Deseneazã o cosiþã cu 4 fire ºi determinã inversa
acesteia, în grupul cosiþelor.

A

10. Descrie grupul (G; A) pentru graful din imagine.

A

C

11. a) Fie R
O
 mulþimea rotaþiilor în jurul punctului O în

sensul în care se miºcã acele ceasului. Demon-
streazã cã R

O
 este un grup faþã de compunerea

rotaþiilor.
b) Determinã inversa rotaþiei cu 60°, în grupul (R

O
, ).

12. Demonstreazã cã orice grup cu patru elemente este
comutativ.

–1D

9. Pentru graful G din figura de mai jos, aratã cã
elementele din (G; A) sunt perfect caracterizate de
numere întregi, adicã oricãrui element din (G; A) i
se asociazã în mod unic un element din m ºi reciproc.
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Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã recunosc structuri algebrice care sunt grupuri
 sã determin proprietãþi ale unei structuri algebrice date
 sã utilizez proprietãþile unor grupuri în probleme diverse
 sã demonstrez proprietãþi ale unor grupuri?

1. Din lista urmãtoare de mulþimi înzestrate cu operaþii algebrice, încercuieºte-le pe cele care determinã un grup.
(q, +); (q, ·); (m, +); (m, ·); (m*, ·); (Z, +); (Z, ·); (Z*, ·); (q, +, ·).

2. Fie T mulþimea numerelor raþionale care se pot reprezenta ca fracþii cu numitorul putere a lui 3:

 m m n  m q,
3n

T . Identificã ce structuri algebrice definesc pe T operaþiile uzuale de adunare ºi de înmulþire.

3. Comparã modul de rezolvare a ecuaþiilor  x + a = b în m,  respectiv  x · a = b în {*,  apoi precizeazã cum se
rezolvã ecuaþia X A B  în grupul cosiþelor cu trei fire. Verificã pe un exemplu algoritmul gãsit.

4. Pe mulþimea q a numerelor naturale definim operaþia x  y = cel mai mare divizor comun al numerelor x ºi y.
a) Calculeazã 6  8 ºi 10  0.
b) Exprimã, folosind operaþia datã, urmãtoarea proprietate: cel mai mare divizor comun al numerelor naturale a,
b, c, d se poate calcula „din aproape în aproape”, adicã se înlocuiesc primele douã numere cu cel mai mare
divizor comun al lor ºi se continuã în acelaºi mod.

5. Fie E o mulþime nevidã. În monoidul  (P (E), O),  considerãm ecuaþia  X O A = B.  Deoarece  A O A = A,  deducem
cã ecuaþia are soluþie dacã ºi numai dacã  B _ A.
Foloseºte acelaºi raþionament pentru a studia ecuaþia  Y N A = B  în monoidul  (P (E), N).

6. Fie (G, *) un grup în care are loc proprietatea: x 2 = e, pentru orice x i  G. Demonstreazã cã (G, *) este un grup
comutativ.

7. Pe mulþimea numerelor întregi, definim o nouã operaþie algebricã, descrisã prin: 2   a b ab a b .
a) Aratã cã operaþia „  ” este asociativã.
b) Verificã dacã numãrul 2 este element neutru pentru 0.
c) Determinã toate elementele inversabile din ( , )m .
d) Este ( , )m  un grup?

Lecturã

Printre primele cercetãri care au dus la dezvoltarea teoriei grupurilor s-au numãrat
lucrãrile despre grupuri de substituþii (permutãri) ale unei mulþimi finite M: o substituþie a lui
M este o funcþie care „schimbã” între ele elementele acestei mulþimi. Proprietãþile fundamentale
ale substituþiilor au fost analizate de cãtre matematicianul francez Augustin Louis Cauchy
(1789-1857).

De o deosebitã importanþã sunt contribuþiile lui Evariste Galois, cel care a utilizat primul
termenul de „grup” (1830). Galois a pus în evidenþã legãtura strânsã dintre teoria ecuaþiilor
algebrice ºi teoria grupurilor de substituþii, arãtând cã fiecãrei astfel de ecuaþii îi corespunde
un grup, care conþine informaþii despre proprietãþile esenþiale ale ecuaþiei. În afarã de teoria
ecuaþiilor algebrice, alte domenii ale matematicii care au stimulat dezvoltarea teoriei
grupurilor au fost teoria numerelor ºi geometria. Evariste Galois

(1811-1832)
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Calcul rapid

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. Efectueazã:
a) 998 · 15 + 2 · 15 b) 1002 · 34 – 68 c) 25 · 417 · 4

Operaþii cu
mulþimi

Unitatea de învãþare 7

Test iniþial de autoevaluare

2. Calculeazã:

a)   
  

1 11 111 1111
2 22 222 2222 b) 1 + 2 + 3 – 4 + ... + 99 – 100.

Mulþimi de
numere

3. Dacã A = {1; 2; 3} ºi B = {2; 4; 5; 6}, calculeazã:
a) A O B; b) A N B; c) A \ B; d) B \ A.

Aproximãri

5. Exprimã mulþimile evidenþiate prin culoare, în funcþie de mulþimile X, Y ºi Z.

a) b) c)

6. a) Subliniazã numerele raþionale din lista urmãtoare:

3; 0,25;  1
7 ; 2 ; 9 ; 2 5 20 ; 0; 3 .

b) Scrie un numãr raþional cuprins între 2  ºi 3 .

7. Notãm a b a b  ( 2) { 2 | , }{ { . Precizeazã care dintre urmãtoarele numere aparþin

lui ( 2){ :

–3 0,5 2 ; 2 1; 8 ;  18 50 3 ; 4; 3 1.

4. Scrie patru submulþimi ale mulþimii A = {2; 4; 6}.

8. Aproximeazã prin lipsã la ordinul sutimilor numerele:

0,(5); 1
7 ; 2 ; 3,21.

X Y X Z X Y

Z

9. Calculeazã partea întreagã a numerelor:

3,72; –2,84; 3 ; 2 3 .

10. Fie a un numãr real pozitiv, care aproximeazã numãrul 2 . Aratã cã  a
a

1 2
2

 este o

aproximare mai bunã pentru 2 .

11. Precizeazã primele trei cifre dupã virgulã ale sumei x + y, dacã x = 3,141618... ºi
y = 1,26897... Explicã rezultatul obþinut.



99

 Stabileºte dacã scãderea
este lege de compoziþie pe
m.

Pe mulþimile de numere q, m, {, Z  am definit douã operaþii algebrice elementare:
adunarea ºi înmulþirea. De regulã, nu mai acordãm prea mare atenþie acestor operaþii,
deoarece lucrãm cu ele încã din clasele primare ºi ne-am obiºnuit sã folosim, uneori
fãrã sã ne dãm seama, proprietãþile lor. De exemplu, atunci când avem de calculat
suma 214 + 193, ni se pare evident cã putem aranja calculele în oricare din urmãtoarele
moduri:

214 +
183
397

    sau      
183 +
214
397

      sau       
     10  + 8 · 10 + 3 +
2 · 10  + 1 · 10 + 4
3 · 10  + 9 · 10 + 7

2

2

2

Ne amintim ºi explorãm!

Proprietãþi ale operaþiilor algebrice

Inele ºi corpuri

Am definit însã ºi alte operaþii algebrice, cum ar fi: reuniunea, intersecþia sau
diferenþa mulþimilor; adunarea sau înmulþirea matricelor; conjuncþia sau disjuncþia
propoziþiilor. Pentru a înþelege aceste operaþii, ale cãror proprietãþi nu ne sunt încã
familiare, este util sã comparãm proprietãþile acelor operaþii pe care le cunoaºtem
mai bine.

 Ce proprietãþi au adunarea ºi înmulþirea numerelor?

Sã analizãm!
Legile de compoziþie pot avea diferite proprietãþi. Spre exemplu, operaþiile de

adunare ºi înmulþire verificã pe mulþimile q, {, m, Z proprietãþile prezentate în tabelul
de mai jos.

 Explicã de ce în unele
cãsuþe ale tabelului alãturat
nu apare semnul „“ .

 q m { Z 
Asociativitate     
Element neutru (0)     
Existenţa opusului (–a)     Adunarea 

Comutativitate     
Asociativitate     
Element neutru (1)     

Existenţa inversului  a
a

1, 0      Înmulţirea 

Comutativitate     
Distributivitatea înmulţirii faţă de adunare     

 

Operaþie Mulþime

 Tocmai inexistenþa
opusului sau a inversului în
una dintre mulþimile de nu-
mere a generat apariþia unor
mulþimi mai cuprinzãtoare.

Analizând tabelul, observãm cã adunarea ºi înmulþirea au unele proprietãþi comune,
atunci când sunt definite pe cele patru mulþimi de numere. Diferenþe apare doar în
ceea ce priveºte existenþa opusului ºi a inversului.

Mai precis: în timp ce unele numere naturale nu au opus în q, orice numãr întreg,
raþional sau real are un opus în mulþimea respectivã. Deosebiri de aceeaºi naturã
apar ºi pentru înmulþire: în timp ce unele numere naturale sau întregi nu au invers în
q, respectiv în m, chiar dacã sunt numere nenule, orice numãr raþional sau real nenul
are un invers în {, respectiv în Z.

 Precizeazã: un numãr
natural care nu are opus în
q; un numãr întreg nenul,
care are invers în m.
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1. Foloseºte definiþia înmulþirii pe q ca adunare repetatã,
pentru a justifica egalitatea: (2 · 3) · 5 = 2 · (3 · 5).

2. Justificã regula semnelor la înmulþirea în m.

3. Calculeazã ºi justificã rezultatul obþinut:
a) 2006 · 2008 · 2009 · 2007 – 2009 · 2008 · 2007 · 2006;
b) 120 · 140 · 160 · 180 – 16 · 60 · 70 · 80 · 90.

4. Stabileºte dacã adunarea numerelor raþionale este
distributivã faþã de înmulþirea acestora.

5. Studiazã proprietãþile operaþiei algebrice de împãrþire
a numerelor raþionale nenule.

Exerciþii ºi probleme

 Ce legãturi existã între adunarea ºi înmulþirea numerelor?

O analizã detaliatã a modului în care am definit adunarea ºi înmulþirea numerelor
poate fi utilã în înþelegerea legãturilor dintre aceste operaþii.

Sã analizãm!
Pe mulþimea numerelor naturale, înmulþirea este definitã ca o adunare repetatã:

în loc de 3 + 3 + 3 + 3 + 3, notãm pe scurt 3 · 5.
Asociativitatea adunãrii pe q determinã astfel distributivitatea înmulþirii faþã de

adunarea pe q. De exemplu:


6 termeni2 termeni 4 termeni

3 2 3 4 (3 3) (3 3 3 3) 3 3 3 3 3 3 3 6                 ,

adicã 3 · 2 + 3 · 4 = 3 · (2 + 4).

Pe mulþimea numerelor întregi, putem defini de asemenea înmulþirea ca o adunare
repetatã, atunci când unul dintre factori este numãr natural. Pentru a defini însã produsul
(–3) · (–4), folosim urmãtoarea analogie: „chiar dacã nu ºtiu cum sã definesc înmulþirea
pe m, cer doar ca aceasta sã rãmânã distributivã faþã de adunare“.

De aceea, (–3) · (–4) se calculeazã astfel:

ªtim: (–3) · 0 = 0 ºi (–3) · 4 = (–3) + (–3) + (–3) + (–3) = –12

Folosim distributivitatea: (–3) · [4 + (–4)] = (–3) · 4 + (–3) · (–4)

Deci: (–3) · (–4) = 12, deoarece 0 = –12 + 12

Aceeaºi analogie poate fi folositã pentru a defini înmulþirea pe {.

De exemplu, 4 1
5 3  se calculeazã astfel:

ªtim:  4 41
5 5

Folosim distributivitatea:            4 4 1 1 1 4 1 4 1 4 11
5 5 3 3 3 5 3 5 3 5 3

Deci:  4 1 4
5 3 15 , deoarece     4 4 4 4 4 4 4

15 15 15 15 3

Întrucât înmulþirea pe q se defineºte prin adunare repetatã, în lista de proprietãþi
ale înmulþirii este necesar sã aparã o proprietate care leagã înmulþirea de adunare.
Aceasta ne permite sã extindem înmulþirea din q, la alte mulþimi de numere.

Aºadar, în definirea înmulþirii, ca operaþie algebricã pe q, m, { sau Z este esenþialã
distributivitatea înmulþirii faþã de adunare.

Justificã egalitatea:
(–5) · 4 = –20.

6. Pe mulþimea Z definim legea de compoziþie „ ”  prin
formula x y x y  2 2 .

a) Calculeazã 1 3 .

b) Este   o lege de compoziþie asociativã? Dar
comutativã?

c) Calculeazã 4 (1 3)   ºi 4 12 . Ce observi?

d) Demonstreazã cã înmulþirea numerelor reale este

distributivã faþã de operaþia „ ” .
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Analizãm ºi generalizãm!

Structuri algebrice: inele ºi corpuri

 Ce este un inel?

Sã analizãm!
Sã privim din nou tabelul cu proprietãþile operaþiilor cu numere. Observãm cã pe

fiecare dintre mulþimile q, m, {, Z sunt definite douã operaþii (adunarea ºi înmulþirea).
Comparând între ele proprietãþile acestor operaþii, între q, pe de o parte ºi m, (sau {,
sau Z) pe de altã parte, apare o diferenþã, ºi anume: unele dintre elementele lui q nu
au opus.

Pe mulþimea numerelor întregi, cele douã operaþii au urmãtoarele proprietãþi:
i) (m, +) este grup comutativ, adicã:

• „+” este operaþie asociativã: (x + y) + z = x + (y + z), pentru orice x, y, z i m;
• „+” este operaþie comutativã: x + y = y + x, pentru orice x, y i m.
• „+” admite element neutru: 0 + x = x + 0 = x, pentru orice x i m;
• orice numãr întreg are un opus: x + (–x) = (–x) + x = 0, pentru orice x i m.

ii) (m, ·) este monoid, adicã:
• „·“ este operaþie asociativã: (x · y) · z = x · (y · z), pentru orice x, y, z i m;
• „·” admite element neutru: x · 1 = 1 · x = x, pentru orice x i m.

iii) Înmulþirea este distributivã faþã de adunare:
x · (y + z) = x · y + x · z
(y + z) · x = y · x + z · x, pentru orice x, y, z i m.

Aceste proprietãþi sunt verificate de adunare ºi înmulþire, ºi atunci când le
considerãm operaþii algebrice definite pe { sau pe Z.

Spunem cã adunarea ºi înmulþirea definesc pe fiecare dintre mulþimile m, { sau Z
o structurã algebricã, denumitã inel.

 Verificã dacã mulþimea
numerelor impare formeazã
un inel cu adunarea ºi
înmulþirea.

Aratã cã (m, +, ·), ({, +, ·) ºi
(Z, +, ·) sunt inele comutative.

În general

Fie A o mulþime nevidã, pe care am definit douã operaþii algebrice, notate „+” ºi
„·”. Spunem cã (A, +, ·) este un inel dacã:

(i) (A, +) este grup comutativ
(ii) (A, ·) este monoid
(iii) legea de compoziþie „·” este distributivã faþã de „+”
Un inel (A, +, ·) se numeºte comutativ dacã legea de compoziþie „·” este comutativã.

 Ce alte exemple de inele cunoaºtem deja?

Aºa cum este de aºteptat, studiul inelelor, ca structuri algebrice, a pornit de la
exemplele cele mai simple ºi anume de la inelele (m, +, ·), ({, +, ·) ºi (Z, +, ·).
Noþiunea s-a dovedit utilã atunci când s-a constatat cã ºi alte operaþii algebrice definesc
o structurã de inel.

Exemplul 1: Inelul matricelor pãtratice
Pe mulþimea M

n
(Z), a matricelor pãtratice de ordinul n cu elemente numere reale,

am definit operaþiile de adunare ºi de înmulþire a matricelor. Am demonstrat deja cã:
i) adunarea matricelor este operaþie algebricã asociativã ºi comutativã:

• matricea n

 
 

  
  
 

0 0 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 0

O  este element neutru pentru adunarea matricelor..

• orice matrice A =  (aij)1Ti,jTn are ca opus matricea –A = (–aij)1Ti,jTn
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ii) • înmulþirea matricelor este operaþie algebricã asociativã;

• matricea n

 
 

  
  
 

1 0 ... 0
0 1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 1

I  este element neutru pentru înmulþirea matricelor

iii) înmulþirea este distributivã faþã de adunare.
Toate aceste proprietãþi aratã cã (Mn(Z), +, ·) este un inel.

Considerãm matricele 
1 0 0 ... 0 0 1 0 ... 0
0 0 0 ... 0 , 0 0 0 ... 0 ( ), 2
0 0 0 ... 0 0 0 0 ... 0

X Y
   
     
   
   

n nZ UM .

Observãm cã X · Y @ Y · X, ceea ce aratã cã inelul (Mn(Z), +, ·) nu este inel
comutativ.

Scrie matricele X ºi Y din
exemplul alãturat în cazurile
n = 2 ºi n = 3. Verificã în
aceste cazuri cã
X · Y @ Y · X .

Exemplul 2: Inelul numerelor cu reprezentare zecimalã finitã
ªtim cã orice numãr raþional are o reprezentare zecimalã care poate fi: cu numãr

finit de zecimale nenule, periodicã simplã sau periodicã mixtã.
Sã notãm {

fin
 mulþimea acelor numere raþionale care au, în reprezentare zecimalã,

un numãr finit de cifre nenule.

Astfel, 0,25, –13 ºi 78  sunt elemente ale mulþimii {
fin

, dar 0,(3) ºi 1
7  nu se gãsesc

în aceastã mulþime.
Observãm cã adunarea ºi înmulþirea sunt operaþii algebrice pe {

fin
.

De exemplu, pentru numerele 2,15 ºi 3,2 din {
fin

 avem:
2,15 + 3,2 = 5,35 i {

fin
.

2,15 · 3,2 = 6,88 i {
fin

.
Toate proprietãþile adunãrii ºi înmulþirii se pãstreazã atunci când, în loc sã operãm

cu numere raþionale alese la întâmplare, lucrãm doar cu numere zecimale care au un
numãr finit de zecimale nenule. De aceea, ({

fin
, +, ·) este un inel comutativ.

Precizeazã trei aproximãri
diferite ale numerelor:

2  ºi .

Numerele reale se apro-
ximeazã, de obicei, cu nu-
mere din {

fin
.

 Dacã a ºi b sunt numere
raþionale care au m, respectiv
n zecimale dupã virgulã, atunci
a · b are cel mult m + n
zecimale dupã virgulã.

Calculeazã
0,517 + 1,24 ºi 0,517 · 1,24.

 Ce este un corp?

Sã comparãm!
Considerãm inelele (m, +, ·), ({, +, ·) ºi (Z, +, ·). Vrem sã precizãm, în fiecare

dintre aceste inele, elementele inversabile.
În inelul (m, +, ·), numerele 1 ºi –1 sunt inversabile faþã de înmulþire, deoarece

1 · 1 = 1 ºi (–1) · (–1) = 1. Orice alt numãr întreg (diferit de 1 ºi de –1) nu mai este
inversabil; de exemplu, 4 nu este inversabil pentru cã nu existã un numãr întreg t
astfel încât 4 · t = 1.

Spre deosebire de inelul m, orice numãr nenul din { sau din Z este inversabil faþã

de înmulþire. De exemplu, inversul în { al lui 3
7  este 7

3 , iar inversul în Z al lui 2 1

este 2 1, deoarece:

 3 7 1
7 3

   ( 2 1) ( 2 1) 1 .
Aceastã proprietate a elementelor nenule din { ºi Z defineºte o nouã structurã

algebricã: inelele ({, +, ·) ºi (Z, +, ·) sunt corpuri.

Calculeazã

  ( 3 5) ( 3 5) .
Care este inversul în Z al
numãrului 3 5 ?
Propune un exerciþiu asemã-
nãtor.

În general

Fie A o mulþime nevidã pe care am definit operaþiile algebrice „+” ºi „·”, împreunã
cu care A formeazã un inel.

Spunem cã inelul (A, +, ·) este un corp dacã orice element nenul din A este
inversabil faþã de operaþia „·“.

 Dacã (A, +, ·) este un inel,
iar 0 este elementul neutru
pentru operaþia „+”, atunci
element nenul din A înseam-
nã element diferit de 0.

 Ce înseamnã element
nenul în inelul (M

2
(Z), +, ·)?
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Sã demonstrãm!
Inelul (A, +, ·) este un corp dacã ºi numai dacã (A*, ·) este un grup, unde

A* = A \ {0}.

Presupunem mai întâi cã (A, +, ·) este un corp ºi arãtãm cã (A*, ·) este grup.
Trebuie sã demonstrãm doar cã înmulþirea este lege internã pe A*   ...

Fie x, y i A*; presupunem prin absurd cã x · y h A*, deci cã x · y = 0.
Înmulþind la stânga cu inversul lui x, obþinem:
x–1 · (x · y) = x–1 · 0, deci y = 0   ...   Contradicþia obþinutã aratã cã x · y i A*.
Reciproc, dacã (A*, ·) este un grup, atunci orice element nenul din A este inversabil

faþã de înmulþire. Deci (A, +, ·) este corp.

 Ce alte corpuri existã?

Studiul corpurilor, ca structuri algebrice, a pornit de la corpurile ({, +, ·) ºi (Z, +, ·).
Noþiunea s-a dovedit utilã atunci când s-a constatat cã existã ºi alte exemple de
corpuri.

Exemplul 1

Fie a b a b  { {( 2) { 2 | , } . Astfel,    0,5 2 2, 1 0,3 2 ( 2){ , dar

3 ( 2){ .

Adunarea ºi înmulþirea definesc pe ( 2){  o structurã de inel comutativ. De exemplu:

• Pentru 2 3 2  ºi  4 2 ( 2){  avem   (2 3 2) (4 2) ;

   (2 3 2) (4 2) ( 2){ .

• 0 este element neutru pentru adunare, 1 este element neutru pentru înmulþire,

iar 0, 1 ( 2){ ;

• opusul lui 3 1,7 2  este  3 1,7 2 , iar numerele 3 1,7 2  ºi  3 1,7 2  sunt

în ( 2){ .

Sã considerãm numerele nenule 2 3 2  ºi 4 2 . Observãm cã

 
    

  
1 2 3 2 1 3 2 ( 2)

7 142 3 2 (2 3 2)(2 3 2)
{

   
  
1 4 2 1 1 2 ( 2)

7 144 2 (4 2)(4 2)
{ .

Deoarece      1 3(2 3 2) 2 1
7 14

 ºi    1 1(4 2) 2 1
7 14

, deducem cã

numerele 2 3 2  ºi 4 2  sunt inversabile în ( 2){ .

Aceeaºi concluzie are loc pentru orice numãr nenul din ( 2){ : inversul lui

a b 2  (a, b i {, a @ 0 sau b @ 0) este a b
a a b


 2 2 2 2

2
2 2b

.

De aceea, ( ( 2), , ·){  este un corp comutativ..

Enunþã toate proprietãþile
ce ar trebui verificate pentru
a arãta cã „+” ºi „·” definesc o

structurã de inel pe ( 2){ .

Exemplul 2

Fie a b a b
b a

       
Z| ,C . Astfel,    

 
1 2
2 1

C , dar    
 
1 2
2 1

C .

Adunarea ºi înmulþirea definesc pe C o structurã de inel comutativ.

 În {( 2) , folosim raþio-

nalizarea pentru a calcula
inversul unui numãr nenul.

 În ( 2){ , calculeazã
opusul ºi inversul numãrului
4 5 2 .



104

De exemplu:

• Pentru            
3 1 2 4

,
1 3 4 2

C  avem 
    

       

3 1 2 4

1 3 4 2
 ºi             

3 1 2 4
1 3 4 2

C ;

• 
 

  
 

0 0

0 0
O  ºi 

 
  
 

1 0

0 1
I  sunt elemente neutre pentru adunarea, respectiv

pentru înmulþirea matricelor, iar O; I i C;

• Opusul lui 
 

 
 

3 1

1 3
 este  

   

3 1

1 3
, iar matricele  

 
 
 

3 1

1 3
 ºi 

 
   

3 1

1 3
 sunt

în C.

Sã considerãm matricea nenulã 
 

  
 

3 1

1 3
X . Atunci matricea 

 
 
 
 
 

3 1
10 10

1 3
10 10

 este

inversa lui X în mulþimea C. Mai general, dacã 
a b
b a

    
X  (cu a @ 0 sau b @ 0),

inversa lui X faþã de înmulþirea matricelor este 

a b
a b a b

ab
a b a b

 
  
 
 
  

2 2 2 2

2 2 2 2

.

De aceea, (C, +, ·) este un corp comutativ.

1. Fie P mulþimea numerelor întregi pare.
a) Subliniazã elementele lui P din lista urmãtoare:

12; –7; 
4
3 ; 0,2; 242; –164; 0.

b) Aratã cã adunarea ºi înmulþirea sunt legi interne
pe mulþimea P.
c) Este (P, +, ·) un inel? Justificã rãspunsul.

2. Notãm cu A mulþimea acelor numere raþionale care
se pot scrie ca fracþie cu numitorul o putere de 2.

a) Aratã cã 21
6

A  ºi 2
15

A .

b) Demonstreazã cã adunarea ºi înmulþirea sunt
operaþii algebrice pe A.
c) Verificã dacã (A, +, ·) este inel comutativ.
d) Demonstreazã cã 4 este element inversabil în A,

dar 3
2  nu este inversabil în A.

e) Este (A, +, ·) un corp?

3. Fie B mulþimea acelor numere raþionale care se pot
scrie ca fracþie cu numitorul impar.

a) Aratã cã –5 i B, 14
6

B , dar 0,125 h B.

b) Demonstreazã cã adunarea ºi înmulþirea sunt
operaþii algebrice pe B.
c) Verificã dacã (B, +, ·) este inel comutativ.

Exerciþii ºi probleme

d) Demonstreazã cã –5 este inversabil în B, dar 2
3

nu este inversabil în B.
e) Este (B, +, ·) un corp?

4. Notãm a b a b  { {( 3) { 3 | , } . Demonstreazã

cã {( ( 3), , ·)  este un corp.

5. Notãm cu T mulþimea matricelor „triunghiulare”, adicã

mulþimea matricelor de forma
x y

z
 
 
 0

, cu x, y, z i Z.

a) Scrie o matrice din T ºi o altã matrice care nu
este element al lui T.
b) Aratã cã adunarea ºi înmulþirea matricelor sunt
operaþii algebrice pe T.
c) Demonstreazã cã (T, +, ·) este un inel necomutativ.

d) Observã cã      
      

     

1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0
. Justificã

apoi cã (T, +, ·) nu este corp.

6. Aratã cã mulþimea  m m p  m q10 | ,
10p

A  este

inel în raport cu adunarea ºi înmulþirea.

Efectueazã calculele din
exemplul alãturat.

În corpul (C, +, ·) calcu-
leazã opusul ºi inversul ele-

mentului 
 
  

1 2
2 1 .

11
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Aplicãm ºi dezvoltãm!

Structuri algebrice pe mulþimea pãrþilor unei mulþimi

Notaþiile folosite pentru diferite operaþii algebrice sunt convenþii general acceptate.
Uneori însã, folosim acelaºi simbol pentru legi de compoziþie foarte diferite. De exemplu,
simbolul „+” (plus) este folosit pentru:

• adunarea numerelor: 2,13 + 0,4 = 2,43

• adunarea matricelor: 
     

           

1 7 0 4 1 3

1 3 1 1 0 4

• adunarea vectorilor:

O situaþie oarecum asemãnãtoare este întâlnitã ºi în definirea structurilor algebrice.
De exemplu, am definit inelul ca fiind o mulþime nevidã, pe care sunt date douã

operaþii algebrice, notate „+” ºi „·”, ce îndeplinesc câteva proprietãþi specifice. Notaþiile
„+” ºi „·” folosite în definiþie sunt însã doar notaþii convenþionale. Nu înseamnã cã
într-un inel prima operaþie este neapãrat adunare ºi a doua este înmulþire. Existã inele
în care operaþiile sunt foarte diferite de acestea douã.

+ =

 Calculeazã 2,13 · 0,4 ºi

         
1 7 0 4
1 3 1 1 .

Reprezintã simbolul „·”,
folosit mai sus, o singurã
operaþie algebricã?

Sã demonstrãm!

Fie M = {1; 2; 3} ºi P mulþimea pãrþilor lui M.
Pe mulþimea P definim operaþiile algebrice: „” (diferenþa simetricã) ºi „O”

(intersecþia). Vrem sã demonstrãm cã (A, , O) este un inel comutativ.

Sã facem mai întâi câteva precizãri.
P este o mulþime de mulþimi. De exemplu:
{1; 2} i P, l i P, {3} i P, dar 3 h P ºi {1; 5} h P.
Pe mulþimea P operaþiile acþioneazã astfel:
{1; 2}  {2; 3} = ({1; 2} \ {2; 3}) N ({2; 3} \ {1; 2}) = {1; 3}
{1; 2} O {2; 3} = {2}.
Pentru a înþelege ce avem de demonstrat, vom scrie toate proprietãþile unui inel

(în care folosim simbolurile „+” ºi „·” pentru cele douã operaþii) ºi vom transcrie aceste
proprietãþi, înlocuind „+” cu „” ºi „·” cu „O”.

   ( \ ) ( \ )X Y X Y Y X
se numeºte diferenþa sime-
tricã a mulþimilor X ºi Y.

 Mulþimea P are 8 ele-
mente. Expliciteazã toate
elementele lui P.

 Calculeazã {1; 3}  ºi

  {1; 3} .

(A, +, ·) este inel comutativ dacã:

i) (A, +) este grup comutativ, adicã:
• (x + y) + z = x + (y + z), (¼)x, y, z
• x + y = y + x, (¼)x, y
• (j)e, (¼)x : x + e = x
• (¼)x, (j)x: x + x = e

ii) (A, ·) este monoid, adicã:
• (x · y) · z = x · (y · z), (¼)x, y, z
• x · y = y · x, (¼)x, y
• (j)u, (¼x): x · u = x

iii) „·” este distributivã faþã de „+”:
x · (y + z) = x · y + x · z, (¼)x, y, z

Pentru a demonstra cã (P, , O) este inel
comutativ, trebuie sã verificãm dacã:
i) (P, ) este grup comutativ, adicã:

• (X  Y)  Z = X  (Y  Z), (¼)X, Y, Z
• X  Y = Y  X, (¼)X, Y
• (j)E, (¼)X: X  E = X
• (¼)X, (j)X: X  X = E

ii) (P, O) este monoid, adicã:
• (X O Y) O Z = X O (Y O Z), (¼)X, Y, Z
• X O Y = Y O X, (¼)X, Y
• (j)U, (¼)X, X O U = X

iii) „O” este distributivã faþã de „”:
X O (Y  Z) = (X O Y)  (X O Z), (¼)X, Y, Z.

 Denumeºte fiecare dintre
proprietãþile din definiþia
inelului.

  Definiþia elementului
neutru e al unui grup (A, +)
este urmãtoarea: pentru orice
x i A, x + e = x ºi e + x = x. De
ce crezi cã ultima egalitate
nu a mai fost scrisã la i)?

 Comparã egalitãþile de la
iii). Una din ele foloseºte mai
puþin paranteze. De ce crezi
cã au fost acestea neglijate?
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1. Fie A mulþimea numerelor raþionale care pot fi
reprezentate prin fracþii cu numitorul impar. Astfel,

16 A
12 , deoarece 4

3  este o altã scriere a numãrului

16
12 , ºi aceastã fracþie are numitorul impar..

a) Demonstreazã cã adunarea ºi înmulþirea sunt legi
de compoziþie pe A.
b) Aratã cã (A, +, ·) este inel comutativ.

c) Demonstreazã cã 10
6  este element inversabil în

A, iar 10
3  nu este inversabil. Este (A, +, ·) un corp?

d) Caracterizeazã toate elementele inversabile din
inelul A.
e) Aratã cã suma a douã elemente neinversabile din
A rãmâne element neinversabil în A. Are inelul m o
proprietate analogã?

2. Pe mulþimea m D { definim operaþiile „+” ºi „·” astfel:
(a; b) + (c; d) = (a + c; b + d)
(a; b) · (c; d) = (ac; bd)
a) Dã trei exemple de elemente din m D {.
b) Aratã cã (m D {, +, ·) este inel comutativ.

3. Considerãm mulþimea M a matricelor de forma

1
0 1
 
 
 

x
, cu x i Z.

Exerciþii ºi probleme

Deducem cã (P, , O) este un inel comutativ.

  Foloseºte diagrame
Venn-Euler pentru a de-
monstra cã, pentru orice trei
mulþimi X, Y, Z, avem

    ( ) ( )X Y Z X Y Z .

 Noteazã elementele lui P
cu X

1
, X

2
, ..., X

8
. Alcãtuieºte

tablele celor douã operaþii
definite pe mulþimea P.

X Y

Z
Y Z X (  O Y Z )

X Y

Z

X  OY

X  OZ

(X OY X Z) ( ) O

Este uºor de vãzut cã E = l ºi U = {1; 2; 3} sunt elemente neutre pentru operaþiile
„”, respectiv „O”. Toate celelalte proprietãþi pot fi justificate folosind definiþiile sau
diagrame Venn-Euler.

De exemplu, egalitatea
X O (Y  Z) = (X O Y)  (X O Z) este justificatã prin diagramele urmãtoare:

a) Scrie o matrice din M ºi o matrice care nu este în
M.
b) Aratã cã înmulþirea matricelor este o operaþie
algebricã pe M.
c) Demonstreazã cã (M, ·) este grup comutativ.

4. Pe mulþimea E = Z D Z definim legile de compoziþie:
(a; b) + (c; d) = (a + c; b + d)
(a; b) · (c; d) = (ac – bd; ad + bc).
a) Efectueazã (1; 0) + (0; 1); (1; 0) · (0; 1);
(0; 1) · (0; –1); (0; 1) · (0; 1); (2; 3) · (2; – 3).
b) Aratã cã (E, +, ·) este corp comutativ.

5. Fie T mulþimea numerelor raþionale care se pot
reprezenta ca fracþii cu numitorul putere a lui 2:

 ,
2n

T   m m nm q . Identificã ce structurã alge-

bricã definesc pe T operaþiile uzuale de adunare ºi
de înmulþire.

6. Fie M = {1; 2} ºi P mulþimea pãrþilor lui M.
a) Aratã cã mulþimea P are patru elemente. Scrie
explicit aceste elemente.
b) Demonstreazã cã operaþiile „” (diferenþa sime-
tricã) ºi „O” (intersecþia) determinã pe mulþimea P un
inel comutativ.
c) Este inelul (P, , O) un corp?
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1. Fie [ 2]m  mulþimea numerelor reale care se pot scrie sub forma m n 2 , unde m, n i m.

a) Demonstreazã cã adunarea ºi înmulþirea sunt operaþii algebrice pe [ 2]m .

b) Aratã cã  ( [ 2], , )m  este inel comutativ, care nu este corp.

c) Demonstreazã cã    [ 2] 0; 0,001m .

2. Observã modul de rezolvare a ecuaþiei 2x + 3 = 0 în Z, apoi rezolvã ecuaþia (A O X)  B = , unde A = {1; 2; 3},
B = {1; 3} ºi X _ {1; 2; 3; 4}.

3. Pe mulþimea { a numerelor raþionale definim operaþia algebricã descrisã prin: x y x y  max{ ; } .

a) Calculeazã 3 7 ºi 201 3 .
b) Exprimã, folosind operaþia datã, urmãtoarea proprietate: pentru a determina cel mai mare dintre mai multe
numere date, putem face comparãri „din aproape în aproape”.

Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã identific structuri algebrice prin verificare proprietãþile acestora

 sã compar proprietãþi algebrice ale unor operaþii, în scopul identificãrii unor algoritmi

 sã exprim proprietãþi ale operaþiilor algebrice?

Lecturã

Structurile algebrice au apãrut ºi s-au dezvoltat pornind de la concepte geometrice. La baza noþiunii de grup au stat
transformãrile geometrice, vectorii ºi permutãrile. Ulterior, prin analogie ºi generalizare, proprietãþile acestor mulþimi au
cãpãtat un caracter abstract, pur algebric.

Procesul de degajare a noþiunilor fundamentale ale algebrei, în spiritul prezentãrii axiomatice, a durat mai bine de un
secol. Totuºi, aceste noþiuni nu au apãrut din neant: evoluþia s-a datorat, în mare mãsurã, nevoilor practice sau celorlalte
ramuri ale matematicii. Babilonienii ºi, mai târziu, grecii au studiat probleme de algebrã, în particular metodele de rezolvare
a unor ecuaþii simple. O contribuþie majorã la dezvoltarea algebrei au avut-o, în Evul Mediu, arabii. Ulterior, în perioada
Renaºterii, matematicienii italieni Leonardo din Pisa (sec. XII) ºi François Viète (1540-1603) au impus simbolismul actual
din algebrã. În secolul al XIX-lea, operaþiile algebrice ºi proprietãþile lor au început sã fie studiate din ce în ce mai mult,
conducând la degajarea noþiunilor de grup, inel ºi corp.

7. Notãm cu A mulþimea tuturor funcþiilor numerice
(adicã funcþiile definite pe Z, cu valori în Z).
a) Demonstreazã cã operaþiile de adunare ºi de
înmulþire a funcþiilor definesc pe A o structurã de
inel comutativ.
b) Este (A, +, ·) un corp?
c) Precizeazã elementele neutre (notate 0, respectiv 1)
din inelul A.
d) Determinã douã funcþii f, g i A \ {0} astfel încât
f · g = 0.

8. Considerãm matricea 
0 1

1 0
X

 
   

.

a) Calculeazã X 2 ºi X 3, apoi precizeazã o regulã de
calcul pentru X n, n i q*.

b) Aratã cã mulþimea G = {X n | n i q*} este grup
faþã de operaþia de înmulþire a matricelor.

9. Notãm cu S mulþimea submulþimilor finite ºi nevide
ale lui m. Pentru A, B i S, definim A + B = {x + y | x i A,
y i B}, A · B = {x · y | x i A, y i B}.
De exemplu, dacã A = {1; 3}, B = {–1; 1; 2}, atunci
A + B = {0; 2; 3; 4; 5}, A · B = {–3; –1; 1; 2; 3; 6}.
a) Aratã cã „+” ºi „·” sunt operaþii algebrice pe S ºi
cã Z = {0} este element neutru pentru „+”.
b) Determinã elementul neutru (notat U) pentru ope-
raþia „·”.
c) Justificã dacã operaþia „·” este distributivã faþã de
„+”.
d) Este (S, +, ·) un inel?
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Calcul numeric

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

Alege rãspunsurile corecte!

1. (–2) · (–3) + 4 · 0 + (–1) · 5 = ...
a) 15; b) 1; c) –11; d) –6.

Proprietãþi ale
operaþiilor
algebrice

Unitatea de învãþare 8

Test iniþial de autoevaluare

2. Dacã  x – 0,3 = 2,  atunci x = ...
a) 0,6; b) 1,7; c) 2,3; d) 3,2.

Calcul matriceal

3. Elementul neutru pentru adunarea numerelor întregi este:
a) 0; b) 1; c) –1; d) –2.

4. Simetricul lui 4 faþã de înmulþirea numerelor reale este:
a) –4; b) 1; c) 0; d) 0,25.

Determinanþi

Efectueazã operaþiile:

5.    
   

   

2 1 –3 0

–1 0 2 4
. 6.   

   
   

   

2 1 –3 0

–1 0 2 4
.

7.
   

   
   

4 2 1 –1

1 1 2 3
. 8.    

   
   

1 –1 1 –1

2 3 2 3
.

Sisteme de
ecuaþii

9. Calculeazã folosind regula lui Sarrus:

a) 
2 1 3

–1 1 0

4 –2 1

; b) 



3 0 1

1 2 3

5 1 2

.

10. Dezvoltã dupã o linie, apoi calculeazã:

a) 

1 2 0

0 1 3

1 5 4

; b) 

–1 1 1

1 –1 1

4 1 –1

11. Rezolvã prin metoda Gauss sistemele:

a) 
x y z
x y z
x y z

    
  

– 2 3
2 1
– – 2 4 0

; b) 
x y z

x y z
x y z

     
  

2 4 0
1

4 – 3 2
.

12. Aplicã formulele lui Cramer ºi rezolvã sistemele:

a) x y
x y
 


3 2

2 – 0  ; b) 

x y
x y z
x y z

   
  

3
– 1

2 3 – 4 0
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Observãm ºi explorãm!

Matrice ºi coduri

Matrice inversabile

Radu ºi ªtefan au inventat un cod prin care îºi pot transmite diferite „mesaje
secrete”. Pentru aceasta, ei au atribuit literelor alfabetului numere consecutive, repetând
fiecare numãr ºi alternând semnele  +  ºi  – , ca în exemplul de mai jos:

A B C D E F ...
1 –1 2 –2 3 –3

În acest mod, frazele au putut fi transformate în ºiruri de numere, în care cifra
zero semnificã spaþiul liber dintre douã cuvinte. Astfel, propoziþia: „Mergi la cinema?”
a fost codificatã „7,3, – 9,4,5,0, – 6,1,0,2,5, – 7,3,7,1”.

Din pãcate, codul lor a fost aflat ºi de alþi colegi ºi, de aceea, Radu ºi ªtefan s-au
gândit sã foloseascã încã o „cheie” de codificare.

Pentru aceasta, ei au ales matricea 
 
   
 
 

1 –1 0

1 1 1

1 0 1

C  ºi au folosit aceastã „cheie”

ºi operaþii cu matrice pentru a codifica ºi mai mult mesajul:

Mergi la cinema?                                                        
 

 
  

7 3 9 4 5
0 6 1 0 2
5 7 3 7 1




       

              
            

1 1 0 7 3 9 4 5 7 9 10 4 3

1 1 1 0 6 1 0 2 12 10 5 11 8

1 0 1 5 7 3 7 1 12 4 6 11 6

 

Acum însã, cei doi bãieþi au o altã problemã: cum s-ar putea decodifica un mesaj?

Sã analizãm!
În codul inventat de Radu ºi ªtefan, frazele sunt transformate în matrice; astfel,

fraza „Mergi la cinema?” se transformã într-o matrice X i M
3,5

(Z), aºezând pe linii
numerele corespunzãtoare literelor.

Mesajul transmis conþine însã doar elementele matricei  T = C · X, unde C este
„cheia”, adicã matricea 3D3 de mai sus. De aceea, pentru decodificare, trebuie rezolvatã
ecuaþia matricealã  C · X = T (în care C este „cheia” cunoscutã de ambii bãieþi, T este
matricea transmisã, iar matricea X este necunoscuta).

Sã comparãm!

 Cum se poate codifica un mesaj?

 Ce numãr au atribuit Radu
ºi ªtefan literei L? Ce literã
corespunde numãrului –7?

 Codificã mesajul „Cheia
este C”, folosind metoda
prezentatã.

 În transmiterea datelor,,
s-a folosit mult timp codul
Morse. În acest cod, fiecare
literã este transformatã într-o
succesiune de puncte ºi linii.

 Explicã modul în care se
rezolvã ecuaþia
3x + 0,4 = 1,6.

7 9 –10 4 3 12 –10 –5 11 8 12 –4 –6 11 6

7 3 –9 5 –6 0 5 3 14 0 1 2 –7 7

–2,5 + (2,5 + x) = –2,5 + 7,2
               0 + x = 4,7
                     x = 4,7

 Pentru simplificare, Radu
ºi ªtefan nu au folosit
diacritice ºi au ignorat literele
X ºi Y (folosite rar în limba
românã). Astfel, ei au codi-
ficat doar 23 de litere.

0,4 · (2,5 · x) = 0,4 · 7,2
             1 · x = 2,88
                  x = 2,88
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1. Anca ºi Elena au propus urmãtorul mod de codificare
a unei fraze:
• au atribuit literelor alfabetului numere naturale con-
secutive:
A B C D E ...
1 2 3 4 5 ...

• au folosit cheia 
 

  
 

1 1

1 2
C

• au transformat fraza datã într-o matrice cu douã linii,
completând mai întâi prima linie, apoi a doua linie.
• au înmulþit cheia C cu matricea obþinutã ºi au scris
din nou elementele rezultatului sub forma unui ºir de
numere.
    Cum au codificat cele douã fete fraza „Merg la cine-
ma”?

2. Marcel s-a gândit la un mod de codificare a mesajelor
în care „cheia” este matricea I3, dar Cãtãlin susþine cã
acest cod este prea simplu. Îi dai dreptate? De ce?

3. Corina susþine cã inversa matricei    
 
2 3
5 8

A  este

matricea     
8 3
5 2

B . Ce crezi, are dreptate?

4. a) Alex susþine cã inversa matricei 
 

  
 

1 0

1 1
X  este

Exerciþii ºi probleme

(a + b) + c = a + (b + c)    (a · b) · c = a · (b · c).

Element neutru: pentru orice a i Z avem:

0 + 0 = 0 + a = a     a · 1 = 1 · a = a.

Opus/invers:
dat a i Z, existã –a i Z

astfel încât a + (–a) = (–a) + a = 0

În general

Spunem cã o matrice pãtraticã  A i  Mn(Z)  este matrice inversabilã (sau
nesingularã) dacã existã o matrice B i Mn(Z) astfel încât  A · B = B · A = In.

Inversa unei matrice  A (dacã existã!) se noteazã A–1.

În cele douã exemple de mai sus, am rezolvat douã ecuaþii în mulþimea numerelor
reale. În rezolvare, sunt folosite câteva proprietãþi comune ale operaþiilor de adunare
ºi de înmulþire, ºi anume:

Asociativitate: pentru orice a, b, c i Z avem:

dat a i Z*, existã 
a
1 Z

astfel încât a a
a a
   1 1 1 .

ªtim cã înmulþirea matricelor pãtratice de ordin n este ºi ea o operaþie asociativã
ºi cã In este element neutru la înmulþire. De aceea, pentru a rezolva o ecuaþie de tipul
C · X = T, unde C este o matrice pãtraticã, este necesar sã determinãm inversa
matricei C.

Determinã: opusul lui 2,5;
inversul lui 2,5. Cum verifici
dacã ai rãspuns corect?

 Dacã B este inversa
matricei A, atunci A este
inversa lui B.

matricea 
 

 
 

1 1

1 0
, dar Mihai spune cã inversa este

matricea  
  

1 0

1 1
. S-ar putea oare ca amândoi bãieþii

sã aibã dreptate? De ce?

b)  Ileana a scris: „Inversa matricei 
 

  
 

2 1

1 1
A  este

 
  

1 1

1 2
, iar opusa matricei A este 

  
   

2 1

1 1
”.

Verificã dacã Ileana a calculat corect!

5. Fie O i M2(Z) matricea nulã de ordinul 2. Aratã cã O

nu este matrice inversabilã.

6. a) Fie 2

2 3
( )

1 1
A

  
  
 

ZM . Calculeazã A2 ºi A3.

b) Demonstreazã cã A este matrice inversabilã ºi cã
A–1 = A2.

c) Rezolvã ecuaþia A · X = B, unde 
 

  
 

1 0

1 1
B , iar

X i M2(Z) este necunoscuta ecuaþiei.

Ecuaþia  2,5 + x = 7,2  se rezolvã adunând în ambii membri numãrul real –2,5.
Ecuaþia  2,5 · x = 7,2  se rezolvã înmulþind ambii membri cu numãrul real 0,4.



111

Analizãm ºi generalizãm!

Inversa unei matrice. Metode de calcul

 Comparã sistemul obþi-
nute în calculul matricei Y cu
sistemul obþinut în calculul lui
X. Ce asemãnãri observi?
Prin ce se deosebesc ele?

Sã comparãm!

Fie matricea    
  2
2 1 ( )
1 3

A ZM ; vrem sã justificãm dacã A este inversabilã

ºi, în caz afirmativ, sã calculãm inversa matricei A. Pentru aceasta, trebuie sã

argumentãm dacã existã o matrice x z
y t

   
 

2 ( )X ZM  astfel încât  A · X = I
2
 ºi

X · A = I
2
.

Explicitãm prima egalitate:

x z x y z t
x y z ty t

                   
2 1 2 2
1 3 3 3

A X

 x y
x y

     2

2 1
3 0

A X I  ºi 2 0
3 1
 
 
z t

z t
.

 Care matrice sunt inversabile?

Un calcul simplu ne aratã cã aceste sisteme sunt incompatibile, deci matricea B
nu este inversabilã.

Matricile A ºi B sunt foarte asemãnãtoare: doar unul dintre elementele lor este
diferit. Ce proprietate a acestor matrice ar putea oare sã influenþeze existenþa sau
inexistenþa inversei?

Observãm cã pentru determinarea inversei unei matrice încercãm sã rezolvãm
câteva sisteme de ecuaþii; inversa existã dacã ºi numai dacã aceste sisteme sunt
toate compatibile.  Am învãþat cã, în rezolvarea unui sistem de ecuaþii liniare, un rol
important îl are matricea formatã din coeficienþii necunoscutelor. Mai precis, dacã
aceastã matrice este pãtraticã (adicã dacã numãrul de ecuaþii ale sistemului este
egal cu numãrul de necunoscute) ºi dacã determinantul matricei este diferit de zero,
atunci sistemul are soluþie. Aceasta explicã de ce, în exemplul anterior, A este matrice
inversabilã, iar B nu este inversabilã: deosebirea esenþialã constã în faptul cã
det(A) @ 0, dar det(B) = 0.

În general
O matrice pãtraticã este inversabilã dacã ºi numai dacã determinantul ei este

diferit de zero.

Problema inversabilitãþii
unei matrice se pune doar
pentru matricele pãtratice.

Fie 2 1 0
1 1 1

M    
 

 ºi

0 1
1 2
1 2

N
 
  
  

. Observã cã

M · N = I
2
. Putem deduce cã

N = M–1?

Rezolvând cele douã sisteme, obþinem: 

 
   
  

3 1
7 7
1 2
7 7

X .

Un calcul direct ne aratã cã ºi  X · A = I
2
. Deci A este matrice inversabilã ºi

inversa ei este matricea X de mai sus.
Sã aplicãm acelaºi procedeu de calcul pentru a justifica dacã matricea

2

2 1
( )

1 0,5
B

 
   

ZM  este inversabilã.

Conform definiþiei, B este matrice inversabilã dacã existã o matrice 2 ( )Y    
 
m n
p q

ZM

astfel încât B · Y = I
2
 ºi Y · B = I

2
.  Explicitãm prima egalitate:

2B Y I     ...  2 1
0,5 0
 
 

m p
m p  ºi 2 0

0,5 1
 
 
n q

n q .

 Efectueazã toate calculele
ºi verificã dacã matricea B
este inversabilã.
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Sã observãm!

Pentru a calcula inversa matricei 
 

  
 

2 1

1 3
A , am rezolvat sistemele 2 1

3 0
 
 
x y

x y

ºi 2 0
3 1
 
 
z t

z t ; soluþiile acestor sisteme sunt chiar coloanele matricei inverse A–1.

 Cum calculãm inversa unei matrice?

Observãm cã în cele douã sisteme, ecuaþiile au aceiaºi coeficienþi. De aceea,
putem rezolva cele douã sisteme în acelaºi timp, fãcând simultan aceleaºi transformãri
echivalente. Explicitãm în continuare aceste rezolvãri.

Folosim „pivotul” 2 ºi reducem variabila
x, respectiv z, din a doua ecuaþie. Codificãm

transformarea prin:  2 2 1
1
2

L L L .

În fiecare sistem, rezolvãm a doua ecua-

þie, prin împãrþire cu 7
2 . Codificãm transfor-

marea prin: 2 2
2
7

L L

Notaþia 2 2 1
1
2

L L L   în-

seamnã cã din linia a doua
scãdem linia întâi înmulþitã cu
1
2  ºi scriem rezultatul pe linia

a doua.

Reducem variabila y, respectiv t, din
prima ecuaþie a fiecãrui sistem. Codificãm
transformarea prin:  1 1 2L L L .

În fiecare sistem, rezolvãm prima
ecuaþie, prin împãrþire cu 2. Codificãm

transformarea prin: 1 10,5L L .

Transformãrile efectuate pentru rezolvarea celor douã sisteme
au urmãrit iniþial obþinerea unui sistem „scarã”, în care matricea
asociatã este cea alãturatã.

Aceste observaþii ne aratã cã putem organiza calculele în felul urmãtor:

  

                   
2 2 1 2 2

0,5 :7
2

2 1 1 0 1 02 1 1 0 2 1
7 1 1 21 3 0 1 0 10 1
2 2 7 7

L L L L L

 

   
       
    
   

1 1 2 1 1 : 2

6 2 3 1
2 0 1 07 7 7 7
0 1 1 2 0 1 1 2

7 7 7 7
L L L L L

matricea A  matricea I2

 Metoda de rezolvare
folositã în determinarea solu-
þiilor celor douã sisteme se
numeºte „metoda eliminãrii
totale”.

Notaþia 1 1 2L L L   în-

seamnã cã se înlocuieºte
linia întâi cu suma dintre L

1

ºi L
2
.

 Ce crezi cã înseamnã no-

taþia 1 1 25L L L  ?

 Cum se codificã înmulþirea
primei ecuaþii a unui sistem
cu 4? Dar adunarea primelor
douã ecuaþii ale sistemului?

matricea I2  matricea A–1

Am obþinut astfel soluþiile celor douã
sisteme, deci putem scrie matricea A–1.

3
7

1
7

 


 

x

y    

1
7
2
7

 




z

t

62
7

1
7

 


 

x

y    

22
7
2
7

 




z

t

2 1
1
7

 
  

x y

y    
2 0

2
7

 
 

z t

t .

2 1
7 1
2 2

 
  

x y

y   
2 0

7 1
2

 
 

z t

t

2 1
3 0
 
 
x y

x y   2 0
3 1
 
 
z t

z t

 
 
 
 

2 1

70
2

Ulterior, am continuat transformãrile, pornind de la ultima ecuaþie, pânã când am
rezolvat complet sistemele. În acel moment, matricea sistemelor obþinute a devenit I

2
.
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Sã aplicãm!

 Explicã ce urmãresc
transformãrile fãcute la
primul pas.

La ce concluzie ai ajunge
dacã, dupã efectuarea
câtorva transformãri ai obþine
în partea stângã o linie
formatã doar din zerouri?

Utilizãm procedeul descris mai sus pentru a calcula inversa matricei

 
   
 
 

1 0 2

1 4 1

2 1 5

X . (În calculele fãcute am marcat de fiecare datã „pivotul” folosit.)

 
 

   
    
      

1

2 2 1

3 3 2

1 0 2 1 0 0 1 0 2 1 0 0
1 4 1 0 1 0 0 4 3 1 1 0
2 1 5 0 0 1 0 1 1 2 0 1

L L L
L L L

   

 
  
    
       

 

3 33 3 2
1 4
4

1 0 2 1 0 0 1 0 2 1 0 0
0 4 3 1 1 0 0 4 3 1 1 0

1 9 1 0 0 1 9 1 40 0 1
4 4 4

L LL L L

 





    
      
         

2 2 3 2 2
1 1 3

3 :4
2

1 0 0 19 2 8 1 0 0 19 2 8
0 4 0 28 4 12 0 1 0 7 1 3
0 0 1 9 1 4 0 0 1 9 1 4

L L L L L
L L L

.

Am obþinut: 

 
   
   

1

19 2 8

7 1 3

9 1 4

X .
Verificã egalitãþile:
X · X–1 = I

3
 ºi X–1 · X = I

3
, care

aratã corectitudinea calcule-
lor fãcute.

În general
Inversa unei matrice pãtratice nesingulare se poate calcula folosind metoda

eliminãrii totale. Pentru aceasta, aºezãm una lângã alta matricea datã ºi matricea
unitate, într-un tabel cu douã compartimente. Transformãm simultan liniile celor douã
matrice, pânã când în primul compartiment apare matricea unitate. În acest moment,
inversa matricei date apare în al doilea compartiment al tabelului.

 Cum procedãm în situaþii particulare?

În calculul inversei unei matrice prin metoda eliminãrii totale descrisã mai sus,
pot interveni situaþii pe care nu le-am întâlnit în exemplele anterioare. Câteva dintre
aceste situaþii sunt analizate în continuare.

Exemplul 1

Vrem sã calculãm inversa matricei 
 
   
  

0 1 1

2 0 5

1 1 1

A .

Observãm cã, la primul pas, nu putem folosi numãrul din colþul din stânga-sus ca
pivot, deoarece acest numãr este 0. Putem continua însã calculele în douã moduri:

• adunãm linia a doua la prima linie, pentru a obþine un pivot nenul:

1 1 2

0 1 1 1 0 0 3 1 6 1 1 0
2 0 5 0 1 0 2 0 5 0 1 0
1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1

L L L 
   
   
       
sau
• schimbãm între ele linia 1 cu linia 3, pentru a obþine un pivot nenul:

1 3

0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1
2 0 5 0 1 0 2 0 5 0 1 0
1 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 0

L L
   

   
      

Descrie ºi alte transfor-
mãri prin care ajungi la un
pivot nenul în colþul din stânga
sus. Continuã calculele
pentru a obþine A–1.

 Într-un sistem de ecuaþii
liniare, pivotul determinã
reducerea unei necunoscute
dintr-o ecuaþie a sistemului.
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 Ce alte metode putem folosi pentru calculul inversei?

Sã observãm!
Determinantul unei matrice poate fi calculat prin dezvoltarea acestuia dupã o linie

sau dupã o coloanã. Astfel, dacã dezvoltãm dupã linia a doua un determinant de
ordinul trei, obþinem:

Ne propunem sã calculãm inversa matricei 
 

   
   

1 2 1

2 4 0

1 2 5

B . Transformãrile

fãcute pe linii ne conduc la situaþia:

12 2

3 3 1

2
1 2 1 1 0 0 1 2 1 1 0 0
2 4 0 0 1 0 0 0 2 2 1 0
1 2 5 0 0 1 0 0 4 1 0 1

L L L
L L L
 
 

    
    
       

.

Observãm cã metoda eliminãrii totale nu poate fi continuatã, din cauza zerourilor
de pe a doua coloanã marcate prin culoare. În acest caz, putem deduce cã, de fapt,
matricea B nu este inversabilã.

 În calculul det(B) folosim
aceleaºi transformãri ca ºi în
metoda eliminãrii totale.

 Explicã egalitatea mar-
catã în text prin ?  .

11 12 13
12 13 11 13 11 12

21 22 23 21 22 23
31 3232 33 31 33

31 32 33

     
a a a a a a a a aa a a a a a a aa a a aa a a

.

Acelaºi determinant se dezvoltã dupã coloana a treia astfel:

11 12 13
21 22 11 12 11 12

21 22 23 13 23 33
31 32 31 32 21 22

31 32 33

–   
a a a

a a a a a aa a a a a aa a a a a aa a a
.

Observãm cã, indiferent cum dezvoltãm un determinant (dupã o linie sau dupã o
coloanã), elementul aij se înmulþeºte cu determinantul obþinut prin ºtergerea liniei ºi
coloanei lui aij în determinantul iniþial. Determinantul astfel obþinut se numeºte minorul
corespunzãtor elementului aij ºi se noteazã, de obicei, A

ij
.

De exemplu: în dezvoltarea dupã prima linie sau dupã a doua coloanã, a
12

 se va

înmulþi cu 
11 12 13

12 21 22 23

31 32 33

A 
a a a
a a a
a a a

, adicã cu 21 23
12

31 33

A 
a a
a a . Numãrul A

12
 = a

21
a

33
 –

a
23

a
31

 este deci minorul corespunzãtor lui a
12

. Cu aceste notaþii, dezvoltarea determi-
nantului dupã linia a treia se poate scrie:

11 12 13

21 22 23 31 31 32 32 33 33

31 32 33

A A A      
a a a

d a a a a a a
a a a

.

Foloseºte notaþia A
i j

pentru a descrie dezvoltarea
determinantului dupã prima
coloanã. Explicã modul în
care sunt alese semnele
termenilor.

Într-adevãr: 
2 1

3 1

2 ?
1 2 1 1 2 1

0 2
det( ) 2 4 0 0 0 2 1 0

0 6
1 2 5 0 0 6

L L

L L
B





 
    
 

.

Exemplul 2

 În dezvoltarea unui deter-
minant dupã o linie sau
coloanã se þine cont de
„regula tablei de ºah” în
alegerea semnelor:

   
   
    

.

În cele trei relaþii din enunþ
apar minorii A

11
, A

12
, A

13
.

Scrie alte trei relaþii de tipul
celor din enunþ, referitoare la
minorii A

12
, A

22
, A

32
. Va trebui

sã consideri dezvoltarea de-
terminantului dupã o coloanã.

Sã demonstrãm!

Fie X i M
3
(Z), X = (aij). Notãm d = det(X) ºi Aij minorul corespunzãtor ele-

mentului aij. Atunci:
a

11
 · A

11
 – a

12
 · A

12
 + a

13
 · A

13
 = d

a
21

 · A
11

 – a
22

 · A
12

 + a
23

 · A
13

 = 0
a

31
 · A

11
 – a

32
 · A

12
 + a

33
 · A

13
 = 0.

12

11
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Prima relaþie reprezintã dezvoltarea determinantului dupã linia întâi.

Fie 
21 22 23

21 22 23

31 32 33

Y
 
 
 
 

a a a
a a a
a a a

, matricea obþinutã din X prin înlocuirea primei linii cu a

doua linie. ªtim cã det(Y) = 0, deoarece Y are douã linii egale. Pe de altã parte, prin
dezvoltarea determinantului dupã prima linie obþinem:

21 22 23

21 22 23 21 11 22 12 23 13

31 32 33

0 A A A      
a a a
a a a a a a
a a a

.

Am demonstrat astfel a doua egalitate din enunþ. Analog se demonstreazã ºi a
treia egalitate.

Sã aplicãm!
Egalitãþile anterioare conduc la un algoritm pentru calculul inversei unei matrice

pãtratice. Explicãm algoritmul pentru matricea 
2 0 1
1 4 1
3 1 2

X
 

 
  

.

Pas 1. Calculãm 
2 0 1

det( ) 1 4 1 ... 7
3 1 2

X


   


.

Deoarece det(X) @ 0, matricea X este inversabilã. Continuãm algoritmul.
Pas 2. În matricea X, schimbãm între ele liniile cu coloanele. Obþinem astfel

matricea transpusã a lui X, notatã X t:

2 0 1 2 1 3

1 4 1 0 4 1

3 1 2 1 1 2

tX X

   
        
        

Pas 3. În matricea X  t înlocuim fiecare element cu minorul corespunzãtor, þinând
cont de „regula tablei de ºah” în alegerea semnelor. Obþinem astfel matricea adjunctã
a lui X, notatã X *.

2 1 3 9 1 4

0 4 1 * 5 1 3

1 1 2 11 2 8

tX X

    
          
         

În X t, 3 se înlocuieºte cu 
0 4

1 1

 , iar 0 se înlocuieºte cu 

1 3

1 2



.

Pas 4. Împãrþim elementele matricei X * la det(X) ºi obþinem astfel inversa matricei
X, notatã X–1. Obþinem astfel:

1

9 1 4
7 7 7
5 1 3
7 7 7

11 2 8
7 7 7

X 

  
 

  
 
  
 

Justificã egalitatea
det(X) = –7. La ce concluzie
ai fi ajuns dacã obþineam
det(X) = 0?

Pentru exemplul analizat,
explicã modul în care au
apãrut în X * numerele –11 ºi
–2.

 Matricea X t ºi matricea X
sunt simetrice faþã de dia-
gonala principalã.

 Calculeazã X · X–1 ºi
X–1 · X, pentru a te convinge
cã am obþinut într-adevãr
matricea inversã.

14

 Aplicã algoritmul pentru
o matrice pãtraticã X de
ordinul 3, cu elementele a

ij
.

Explicã de ce matricea
obþinutã la sfârºit este inversa
lui X.

17

În general
Inversa unei matrice pãtratice cu determinantul nenul se obþine împãrþind elementele

matricei adjuncte la determinantul matricei iniþiale. Calculul inversei se face dupã schema:
1*tX X X X    .

15

16

Efectueazã calculele
pentru a justifica fiecare afir-
maþie din demonstraþia alã-
turatã.

13
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1. Fie 2

1 0
( )

1 3
P

 
  
 

{M . Scrie sistemele de ecuaþii

la care ajungi, dacã vrei sã calculezi, pornind de la
definiþie, inversa lui P. Calculeazã P–1.

2. Aratã cã matricea 1 2
2 4
 
 
 

 nu este inversabilã.

3. Determinã numãrul real x, ºtiind cã matricea 2
1 4
 
 
 

x

nu este inversabilã.

4. Modificã matricea 
2 1 3
1 0 1
1 1 0

 
 
 
 

, aplicând succesiv

urmãtoarele transformãri:

2 2 3 1 1 3 2 2 1 3; 2 ; 4;L L L L L L L L L L       .
Ce matrice ai obþinut?

Exerciþii ºi probleme

 Ce structurã algebricã determinã matricele inversabile?

Sã comparãm!
Pe mulþimea numerelor reale am definit douã operaþii algebrice: adunarea ºi

înmulþirea. (Z, +) este un grup, dar (Z, ·) are doar o structurã de monoid (deoarece 0
nu este element inversabil). Înmulþirea determinã însã o structurã de grup pe mulþimea
Z*, în care apar doar numerele reale inversabile.

Tot douã operaþii algebrice am definit ºi pe mulþimea Mn(Z), a matricelor pãtratice
de ordinul n. (Mn(Z), +) este un grup, dar (Mn(Z), ·) are doar o structurã de monoid
(deoarece matricele cu determinantul 0 nu sunt inversabile).

Cu ce structurã algebricã este oare înzestratã mulþimea matricelor inversabile?

Sã demonstrãm!

Notãm GLn(Z) mulþimea matricelor inversabile de ordinul n (n U 2). Atunci (GLn(Z), ·)
este un grup necomutativ.

Fie A, B i GLn(Z) douã matrice inversabile de ordinul n. Existã deci matricele
pãtratice A ºi B, de ordin n, astfel încât:

A · A = In,    A · A = In,     B · B = In,    B · B = In.
Demonstrãm cã B · A este inversa matricei A · B. Într-adevãr:
(A · B) · (B · A) = A · (B · B) · A = A · In · A = (A · In) · A = In ºi, analog,

(B · A) · (A · B) = In.
Deducem cã produsul a douã matrice inversabile este tot o matrice inversabilã,

adicã înmulþirea matricelor este o operaþie algebricã pe GLn(Z). Deoarece înmulþirea
matricelor este asociativã, In i GLn(Z) este element neutru la înmulþire ºi orice matrice
din GL

n
(Z) este (prin definiþie!) inversabilã, deducem cã (GLn(Z), ·) este un grup.

Pentru n = 2, observãm cã 
 

  
 

1 1

0 1
X  ºi 

 
  
 

1 0

1 1
Y  sunt matrice inversabile, dar

X · Y @ Y · X.  Analog, putem gãsi douã matrice inversabile de ordinul n (cu n > 2), care
nu comutã la înmulþire. De aceea, grupul (GLn(Z), ·) nu este comutativ pentru n U 2.

 Grupul GLn(Z) se numeºte
grupul general liniar de
ordinul n.

 Ce poþi spune despre
grupul (GL

1
(Z), ·)? Fã-i o

descriere mai simplã!

18

 Fie 
1 1 0
0 1 0
0 0 1

Z
 
 
 
 

 º i

1 0 0
1 1 0
0 0 1

T
 
 
 
 

. Aratã cã

Z, T  i GL
3
(Z) ºi cã Z · T @ T · Z.

Gãseºte douã matrice inver-
sabile, de ordin 4, care nu
comutã la înmulþire.

19

5. Calculeazã inversele matricelor urmãtoare, folosind
metoda eliminãrii totale.

a) 
 
 
 

1 3

1 2 ;   b) 
 
 
 

0 4

1 1 ;   c) 
 
 
 

0 1

1 0 ;

d) 

 
 
 
 
 

1 1 2

1 1 1

2 0 1

;   e) 

 
 
 
 
 

1 0 0

1 1 0

1 1 1
;    f) 

 
 
 
 
 

0 0 1

0 1 0

1 0 0
.

6. Pentru 
 
   
 
 

3 4 0

1 1 1

0 1 2

A , scrie matricea transpusã At,

apoi calculeazã A + At ºi A · At.
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7. Fie 3

1 2 3

4 5 6 ( )

7 8 9

M
 
   
 
 

ZM .

a) Dezvoltã det(M) dupã coloana a treia.
b) Calculeazã minorul lui M, corespunzãtor numãrului
5 (5 este elementul de pe poziþia (2; 2)).
c) Justificã dacã M este matrice inversabilã.

8. Notãm 3

2 4 1

1 3 1 ( )

0 1 1

A
 
    
 
 

ZM .

a) Demonstreazã cã det(A) = 7.
b) Scrie matricea At.

c) Adjuncta matricei A este *
2 ... ...
... ... 3
... 2 ...

A
 
  
  

.

b) Verificã dacã (T, ·) este grup comutativ.

14. Fie 
1 1

3 5
A

 
  
 

 ºi 
2 3

7 1
B

 
  
 

.

a) Calculeazã A · B ºi B · A.
b) Determinã: At, Bt, (A · B)t, At · Bt, Bt · At.
c) Comparã rezultatele obþinute ºi formuleazã o
ipotezã generalã. Verificã aceastã ipotezã pe un nou
exemplu, apoi demonstreaz-o pentru cazul general.

15. Notãm O
2
 = {X i M

2
(Z) | X · Xt = I

2
}.

a) Verificã dacã matricele urmãtoare aparþin mulþimii O
2
:

1 3
0 1 0 1 2 22 2, , ,
1 0 2 3 2 23 1

2 2

A B C D

 
      

                  

b) Demonstreazã cã, dacã X, Y i O
2
, atunci X · Y i O

2
.

c) Aratã cã (O
2
, ·) este grup necomutativ. (Acest

grup se mai numeºte grupul ortogonal.)

16. a) Fie 
2 0

1 3
X

 
  
 

. Demonstreazã cã X2 – 5X + 6I
2
 = 0.

b) Aratã cã orice matrice Z i M
2
(Z), soluþie a ecuaþiei

Z2 – 5Z + 6I
2
 = 0, este matrice inversabilã.

17. Notãm cu M
2
(m) mulþimea matricelor pãtratice, de

ordin 2, cu elemente numere întregi.
a) Expliciteazã proprietãþile ce ar trebui verificate
pentru a demonstra cã (M

2
(m), +, ·) este un inel.

b) Verificã dacã 
1 2

3 4
X

 
  
 

 este element inversabil

Completeazã spaþiile libere. Verificã dacã numerele
ce apar în matricea A* au fost calculate corect.
d) Calculeazã inversa lui A.
e) Cum verifici dacã inversa a fost calculatã corect?

9. a) Scrie „regula tablei de ºah” pentru o matrice de
ordinul 4.

b) Calculeazã determinantul matricei 

 
 
 
 
  
 

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

X .

 
   
 
 

3 9 0

1 3 0

0 0 0

X .

c) Determinã X t, X* ºi X–1.

10. Notãm  
  
 

3 5

1 4
A  ºi  B = A2.

a) Calculeazã matricea B, apoi det(A) ºi det(B).
b) Comparã det(A) ºi det(B); ce observi?
c) Calculeazã A–1 ºi B–1. Ce relaþie crezi cã existã
între acest douã matrice? Justificã afirmaþiile fãcute!
d) Demonstreazã cã, dacã X i Mn(Z) este o matrice
inversabilã, atunci X 2 este ºi ea matrice inversabilã.

11. Gãseºte o matrice  M i M
2
(Z)  pentru care:

a) M t = M; b) M–1 = M.

12. Sã presupunem cã  X i M
3
(Z) ºi  X 2 = 0.

a) Demonstreazã cã  X  nu este matrice inversabilã;
b) Aratã cã  I

3
 + X   este inversabilã ºi inversa ei

este  I
3
 – X.

c) Verificã afirmaþiile anterioare pentru

13. Notãm 
1

|
0 1

     
  

a a ZT .

a) Demonstreazã cã înmulþirea matricelor este lege
de compoziþie internã pe mulþimea T.

în M
2
(m).

c) Demonstreazã cã A este element inversabil în
M

2
(m) dacã ºi numai dacã det(A) i {–1; +1}.

18. Gãseºte inversele matricelor urmãtoare.

a) 
1 2

2 3
 
 
 

; b) 

1 2 3

0 1 2

0 0 1

 
 
 
 
 

;

c) 

0 1 1

1 0 1

1 1 0

 
 
 
 
 

; d) 
1 1 1

1 1 1

1 1 1

 
  
   

.

19. Fie 
a b c d
b a d c

            
2, ( )A B ZM .

a) Calculeazã A · B, det(A), det(B), det(A · B).
b) Verificã dacã det(A · B) = det(A) · det(B).
c) Fie x, y douã numere naturale, care se scriu
fiecare ca o sumã de douã pãtrate perfecte.
Demonstreazã cã x · y are aceeaºi proprietate.
d) Aratã cã, dacã A @ O

2
, atunci A este matrice

inversabilã. Calculeazã A–1.
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 Cum rezolvãm ecuaþii matriceale?

Sã comparãm!

Pentru a rezolva ecuaþia
x + 1,7 = 2,4, x i Z, adunãm în
ambii membri numãrul –1,7;
acesta este opusul numãrului 1,7
faþã de adunare:

x + 1,7 + (–1,7) = 2,4 + (–1,7)

               x + 0 = 0,7

                    x = 0,7

Pentru a rezolva ecuaþia 
2

1 1 1,3 0 , ( )
2 4 1 0,5

X X           
ZM , adunãm în

ambii membri matricea 
 

 
 

1 1

2 4
, opusa matricei 

 
 
 

1 1

2 4
 faþã de adunare:

 
         

                     

1 1 1 1 1,3 0 1 1

2 4 2 4 1 0,5 2 4
X

                         2X O  
0,3 1

3 3,5
 

    

                               X  0,3 1

3 3,5
 

    

Aplicãm ºi dezvoltãm!

Ecuaþii matriceale

 Ce este o ecuaþie matricealã?

Sã observãm!
Considerãm urmãtoarele propoziþii:

2q + 1 = q + 3, q i {;    (x – 1)(x + 2) = 10, x i m ;    t 2 – 3t = 1, t i Z .

Toate acestea sunt ecuaþii algebrice, în care necunoscutele q, x, respectiv t,
sunt numere. Am învãþat însã ºi alte tipuri de ecuaþii. De exemplu:

2x + 3y – 4 = 0, x, y i Z, este o ecuaþie liniarã în douã variabile;

X N {1; 2} = {1; 2; 3}, este o ecuaþie cu mulþimi;

2x = 4x–1, x i Z, este o ecuaþie exponenþialã;

1 2 5   x x , x i [1; ), este o ecuaþie iraþionalã;

log
2
(x + 1) = 7, x i (–1; ), este o ecuaþie logaritmicã.

În toate aceste cazuri, a rezolva ecuaþia datã înseamnã a determina mulþimea
tuturor soluþiilor ecuaþiei. De exemplu, pentru x2 + x = 6, x i Z, nu este suficient sã
observãm cã numãrul 2 este soluþie. O rezolvare completã a ecuaþiei date presupune
rãspunsul urmãtor: mulþimea soluþiilor ecuaþiei este S = {2; –3}.

Operaþiile algebrice definite pentru matrice au proprietãþi asemãnãtoare operaþiilor
cu numere sau cu mulþimi. De aceea, are sens sã considerãm propoziþii de tipul:

2
1 2 2 1 , ( )
0 3 1 4

X X           
ZM ;

2
2

1 0 , ( )
1 1

Z Z   
 

{M .

Acestea sunt ecuaþii matriceale, în care necunoscutele sunt matrice.

 Rezolvã ecuaþia x2 – 3x = 1,
x i Z, apoi rezolvã în mulþi-
mea { aceeaºi ecuaþie.

 Rezolvã fiecare dintre
ecuaþiile urmãtoare:
3x+1 = 3x + 6, x i Z;

2 3, [ 2; );    x x

5log ( 2) 1, [2; )   x x .

 Ionel susþine cã propoziþia
x2 + 3x – 1 = 0, x i M

2
(Z) este

o ecuaþie matricealã. Ce
crezi, are el dreptate?

 Încercând sã rezolve o
problemã, Otilia a dat urmã-
torul exemplu de ecuaþie
matricealã:

   
       

1 2 2 1 0

1 3 1 1 1
X .

Este corect exemplul dat de
Otilia?

Ecuaþiile de forma x + a = b se rezolvã analog în Z sau în Mn(Z).
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Pentru a compara metodele de rezolvare a ecuaþiilor de forma  a · x = b  în Z sau
în Mn(Z), este nevoie de o discuþie suplimentarã.

Ecuaþiile  2 · x = 3  ºi  x · 2 = 3 (x i Z)  sunt echivalente (cele douã propoziþii
reprezintã aceeaºi ecuaþie), deoarece înmulþirea numerelor reale este comutativã. Nu
acelaºi lucru se întâmplã cu ecuaþiile matriceale de forma  A · x = B  sau  x · A = B:
înmulþirea matricelor nu este comutativã.

Sã considerãm, de exemplu, ecuaþiile urmãtoare:

1 1 1 1
0 1 1 1

X       
   

, respectiv 1 1 1 1
0 1 1 1

X
       
   

.

În timp ce matricea 
0 0
1 1
 
 
 

 este soluþie a primei ecuaþii, un calcul simplu aratã

cã ea nu este soluþie a celei de-a doua ecuaþii.
Deci ecuaþiile date nu sunt echivalente.

Rezolvã ecuaþia

 
1 1 0 2 1 0
1 0 1 2 0 1

X       
    .

Precizeazã mai întâi tipul
matricei X.

Aratã cã matricea 
0 1
1 0
 
 
 

este o soluþie a ecuaþiei

2 1 1 2
1 1 1 1

X       
   

, dar nu

este o soluþie a ecuaþiei

2 1 1 2
1 1 1 1

X        
   

.

 Verificã afirmaþia: matri-

cea 1 1
1 2

 
  

 este inversa

matricei 
2 1
1 1
 
 
 

.

Sã comparãm!

Pentru a rezolva ecua-
þia 2,5  ·  x = 3, x i Z,
înmulþim ambii membri ai
ecuaþiei cu numãrul 0,4;
acesta este inversul
numãrului 2,5 faþã de
înmulþire:

Pentru a rezolva ecuaþia 2 1 1 1
1 1 1 1

X       
   

,

înmulþim la stânga ambii membri ai ecuaþiei cu

matricea 
1 1
1 2

 
  

; aceasta este inversa matricei

2 1
1 1
 
 
 

 faþã de înmulþire:

0,4 · (2,5 · x) = 0,4 · 3
          

                    

1 1 2 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1 2 1 1
X

(0,4 · 2,5) · x = 1,2
       

              

1 1 2 1 0 0

1 2 1 1 1 1
X

             1 · x = 1,2              
 

   
 

2

0 0

1 1
I X

                  x = 1,2      
 

  
 

0 0

1 1
X

Observã modul de rezol-
vare din exemplul alãturat,
apoi rezolvã ecuaþia

 
2 1 1 1
1 1 1 1

X        
   

.

În rezolvarea celor douã ecuaþii, am folosit metode asemãnãtoare, deoarece
operaþiile de înmulþire a numerelor reale, respectiv de înmulþire a matricelor, au aceleaºi
proprietãþi: sunt asociative ºi admit elemente neutre. În ambele cazuri, am obþinut o
singurã soluþie. Rezolvarea a fost posibilã deoarece coeficienþii necunoscutelor (adicã

numãrul 2,5, din prima ecuaþie, respectiv matricea  
 
 

2 1

1 1
, din a doua ecuaþie) sunt

elemente inversabile faþã de înmulþire. Cum procedãm dacã aceastã condiþie nu este
îndeplinitã?

În rezolvarea celor douã ecuaþii am folosit metode asemãnãtoare, deoarece
operaþiile de adunare a numerelor reale, respectiv de adunare a matricelor, au aceleaºi
proprietãþi: sunt asociative, admit elemente neutre ºi orice element (numãr sau matrice)
are un opus faþã de adunare.
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 Cum se poate decodifica un mesaj?

La începutul acestei Unitãþi de învãþare, am prezentat modul în care Radu ºi
ªtefan au codificat un mesaj. Reamintim cum au procedat ei.

• Au atribuit literelor alfabetului numere consecutive, repetând fiecare numãr ºi
alternând semnele + ºi –:

A     B    C D E F ...
1    –1    2 –2 3 –3

• Au transformat mesajul într-un ºir de numere (în care 0 semnificã spaþiul liber
dintre douã cuvinte) ºi au aranjat ºirul într-o matrice X cu trei linii.

 Determinã mulþimea
soluþiilor ecuaþiei

1 2 1 2
,

1 2 1 2
Z

          

2( )Z ZM .

Exemplul 1

Considerãm ecuaþia 2

1 2 3 2
, ( )

2 4 6 4
X X        

   
ZM .

Matricea 
 
 
 

1 2

2 4
 nu este inversabilã, deci nu putem aplica un algoritm de rezolvare

a ecuaþiei date. Putem însã sã transformãm ecuaþia matricealã într-un sistem.

Fie X    
 
x y
z t

;      atunci     1 2 3 2
2 4 6 4

             
x y
z t

,

deci  2 3
2 4 6
 
 

x z
x z

    ºi     2 2
2 4 4
 
 

y t
y t

.

Observãm cã primul sistem are mulþimea de soluþii 1 {(3 2 ; ) | }S   a a a Z , iar

al doilea sistem are mulþimea de soluþii 2 {(2 2 ; ) | }S   b b b Z .
Deducem cã soluþiile ecuaþiei matriceale date sunt matricele de tipul

3 2 2 2  
 
 

a b
a a , unde a, b i Z.

Aºadar, ecuaþia datã are o infinitate de soluþii.

Exemplul 2

Considerãm ecuaþia 2

1 2 3 6
, ( )

2 4 1 3
Y Y        

   
ZM .

Fie Y    
 
m n
p q

. Ecuaþia matricealã conduce la sistemele:

 2 3
2 4 6
 
 

m n
m n

  ºi   2 1
2 4 3
 
 

p q
p q .

Observãm cã, în timp ce primul sistem este compatibil nedeterminat (având
mulþimea de soluþii {(3 – 2a; a) | a i Z}), al doilea sistem este incompatibil.

Aºadar, ecuaþia matricealã datã nu are soluþie.

 Determinã mulþimea
soluþiilor ecuaþiei

1 2 1 2
,

1 2 0 0
Y

           

2( )Y  ZM .

Sã observãm!

Ecuaþia 0 · x = 0, x i Z, are o infinitate de soluþii.
Ecuaþia 0 · x = 3, x i Z, nu are soluþie.
Aceste situaþii se pot întâlni ºi în rezolvarea ecuaþiilor matriceale.
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Ce mesaj þi-au transmis
Radu ºi ªtefan? Aratã-le cã
ºtii sã-l decodifici ºi scrie
mesajul pe caietul tãu.

12

Exerciþii ºi probleme

Sã analizãm!
Într-una din zile, Radu ºi ªtefan au transmis mesajul urmãtor:

–1 –10 –4 –11 17 2 3 16 –6 –11 2 2 11 –6 –2 

Primul pas în decodificarea acestui mesaj îl constituie rezolvarea ecuaþiei
matriceale C · X = T, adicã a ecuaþiei:

1 1 0 1 10 4 11 17
1 1 1 2 3 16 6 11
1 0 1 2 2 11 6 2

X
       

      
       

.

„Cheia” codului, adicã matricea C, este o matrice inversabilã. De aceea, ecuaþia
C · X = T are soluþia unicã X = C–1 · T.

Deducem: 

   
   
  

1 9 1 11 8

0 1 5 0 9

3 11 10 5 10

X .

Citind elementele lui X pe linii cu ajutorul codului, putem afla mesajul iniþial.

Aratã cã C este matrice
inversabilã ºi calculeazã ma-
tricea C–1.

11

• Au folosit matricea 
1 1 0
1 1 1
1 0 1

C
 

 
 
 

 pe post de „cheie” de codificare ºi au obþinut

matricea T = C · X.

• Mesajul transmis este ºirul de elemente din matricea T (citite pe linii).

1. Rezolvã ecuaþiile urmãtoare, evidenþiind de fiecare
datã proprietãþile folosite.

a) 3x – 1 = x + 5, x i Z.

b) 3 2 2  x , x  i Z.

c) 23x–1 = 4, x i Z.

d) (x – 3)(2x + 1) = 0, x i Z.

2. Justificã dacã matricea  
 
 

1 2

0 1
 este soluþie a

urmãtoarelor ecuaþii:

a) 
   

         

1 1 3 3
2

1 1 1 3
X

b)    
    
   

1 1 3 3

1 1 1 1
X

c)  
  
 

2 1 4

0 1
X

d)      
       

     

1 1 1 1 2 4

0 1 0 1 0 2
X .

3. Rezolvã ecuaþiile matriceale urmãtoare, evidenþiind
de fiecare datã proprietãþile folosite.

a) 
2

0 33 , ( )
3 0

X X     
ZM

b) 
2

1 1 2 4
2 , ( )

0 1 2 0
X X            

ZM

c) 2
1 1 3 0 , ( )
2 1 1 0

X X           
ZM

d) 2

1 1 3 0
, ( )

2 1 1 0
X X           

ZM

4. Considerãm ecuaþia matricealã A · X = B, unde
2 1 4

,
3 2 1

A B
   

       
, iar matricea necunoscutã X

este o matrice de tip (2, 1).
a) Demonstreazã cã A este o matrice inversabilã ºi
calculeazã matricele A–1 ºi A–1B.
b) Aratã cã ecuaþia A · X = B conduce la sistemul

 x y
x y
 
 

2 4
3 2 1 ºi rezolvã acest sistem.

c) Comparã rãspunsurile de la a) ºi b). Interpreteazã
geometric rezultatele obþinute.
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Istoria cunoscutã a criptografiei începe acum aproximativ 4000 de ani când un scrib egiptean foloseºte pentru prima
datã hieroglife uºor modificate pentru a ilustra povestea stãpânului sãu. Prin aceasta el deschide drumul cãtre “scrierea
secretã”.

Una dintre formele cele mai simple de codificare a mesajelor a fost folositã de împãratul roman, Iulius Caesar, pentru a
comunica cu generalii sãi. Se spune cã Iulius Caesar folosea o deplasare cu 3 poziþii la dreapta a alfabetului, producând
astfel o transformare care a fost foarte eficientã în vremea aceea deoarece foarte puþini dintre inamicii sãi puteau citi sau
scrie, fãrã sã mai luãm în calcul metodele criptanalitice. În ciuda faptului cã este un cifru relativ uºor de “spart” a
supravieþuit o perioadã destul de îndelungatã, fiind folosit de armata rusã pânã în jurul anului 1915.

Utilizarea criptografiei s-a extins în perioada celor douã rãzboaie mondiale. Era criptografiei moderne începe odatã cu
publicarea lucrãrii “Communication Theory of Secrecy Systems” de cãtre Claude Elwood Shannon în jurnalul tehnic al
Bell Systems în anul 1949. Cu aceastã lucrare, se pun bazele matematice ale criptografiei. Ca principiu general, pentru
criptarea textului se alege aleator o matrice pãtraticã inversabilã, care va reprezenta cheia de criptare. Pentru decriptare,
este necesarã descoperirea unor ecuaþii matriceale tot mai complicate.

Lecturã

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã identific condiþii pentru ca o matrice sã fie inversabilã
 sã aplic algoritmi de calcul matriceal
 sã exprim sisteme de ecuaþii liniare în formã matricealã ºi sã determin astfel soluþiile sistemelor
 sã aplic în situaþii diverse regulile de calcul matriceal?

1. a) Fie 
 

    

2 1

1 1
A . Demonstreazã cã

A · (A2 – I
2
) = 2I

2
.

b) Dacã  X i M
2
(Z)  ºi  X · (X 2 – I

2
) = 2I

2
,  aratã

cã X este inversabilã.

2. Fie  3

1 1 0
2 1 1 ( )
1 2 1

A
 

  
   

ZM . Demonstreazã cã

A este matrice inversabilã ºi calculeazã A–1.

Test de verificare

 Plăci de lemn (m2) Balamale (buc) Şuruburi (buc) 
B1 5 12 100 
B2 6 18 140 

 Piesele componente pot fi procurate din trei surse diferite, notate S
1
, S

2
, S

3
. Directorul de producþie a calculat

preþul materialelor pentru fiecare tip de bibliotecã, în funcþie de sursa de aprovizionare.

 S1 S2 S3 
B1 446 463 479 
B2 574 604 614 

 
Cât costã fiecare dintre componentele bibliotecilor la cele trei surse de aprovizionare?
a) Exprimã printr-o ecuaþie matricealã problema datã.
b) Rãspunde la întrebarea din enunþ.

4. Un atelier de mobilã produce douã tipuri de biblioteci, B
1
 ºi B

2
. În fabricarea acestora se folosesc plãci de lemn,

balamale ºi ºuruburi de conectare, aºa cum se sugereazã în tabelul alãturat.

3. Considerãm sistemul: 
x y
x y z
x y z

    
    

3
2 1

2 1
.

a) Aratã cã sistemul este echivalent cu ecuaþia

matricealã:  
1 1 0 3
2 1 1 1
1 2 1 1

    
                

x
y
z

b) Rezolvã sistemul dat, folosind metodele de
rezolvare pentru ecuaþii matriceale.
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Probleme recapitulative

1. Calculeazã:

a) 
   

       

1 2 0 2 1 7

1 4 3 0 1 2
;

b) 
   
       
   
   

1 2 1 0 4

0 1 0 3 1

1 2 1 5 1

;

c) 
   

    
   

1 1 1 1 0 0
3

2 2 2 0 0 1
.

2. Fie 
 

  
 

ZM2

1 0
( )

2 1
A .

a) Calculeazã A2, A3, A4.
b) Observã regularitãþi, anticipeazã valoarea lui A5,
apoi convinge-te prin calcul dacã ai sau nu dreptate!

3. Pentru fiecare dintre urmãtorii determinanþi,
foloseºte dezvoltarea dupã prima linie pentru a-i calcula.

a) 




2 1 0

3 2 1

1 1 1

; b) 




4 0 1 0

1 1 1 1

1 0 0 2

3 1 0 1

4. Notãm 
   

    
   

2 3 4 3
,

1 5 3 5
A B .

a) Calculeazã A + B ºi A · B.
b) Comparã det(A · B) ºi det(A + B) cu det(A) ºi
det(B). Formuleazã o regulã generalã.
c) Verificã regula propusã pentru alte douã matrice
pãtratice, de acelaºi ordin.

5. Transformã determinanþii urmãtori, conform
relaþiilor indicate:

a) 


 3 3 2

5 0 1

1 2 0 : 2

2 2 3

L L L ;

b)  1 1 2

3 3 2

2 3 3 :

3 2 3

C C C

6. Aplicã regula lui Sarrus ºi calculeazã determinanþii:

a) 
0 2 2

2 0 2

2 2 0

; b) 
1 2 3

4 5 6

7 8 9

7. Foloseºte regula lui Cramer ºi rezolvã sistemele:

a)  x y
x y

 
 

2 1
3 2

; b) 
x y z
x y z
x y z

     
   

2 2 0
2 2 1
2 2 2

8. Decide dacã sistemele urmãtoare sunt compatibile:

a) 
x y
x y
x y

   
  

1
2 0
3 2

; b) 
x y
x y
x y

   
  

0
2 1

3 5 2

9. Exprimã printr-o ecuaþie matricealã sistemele
urmãtoare.

a)  x y
x y

 
 

2 3
4 0

; b) 
x y
x z
y z

   
  

1
2
3

10. Decide care dintre matricele urmãtoare sunt
inversabile:

a) 
 
 
 

2 0

1 1 ;    b) 
 
 
 

1 3

3 9 ;     c) 
 
 
 
 
 

2 0 2

0 2 2

2 2 0

.

11. Justificã dacã matricele urmãtoare sunt
inversabile. În caz afirmativ, calculeazã inversele.

a) 
 
  

1 2 3

1 1 0 ; b) 
 
 
 

1 2

3 4 ;

c) 

 
  
  

1 1 1

1 1 1

1 1 1
; d) 

 
 
 
 
 

1 2 3

4 5 6

7 8 9

.

12. Fie 
 

   

2 3

1 1
A  ºi 

 
  
 

0 1

3 2
B . Rezolvã

ecuaþiile matriceale: A · X = B; Y · A = B; B · Z = A;
T · B = A.

13. În sistemul cartezian xOy, considerãm punctele
A(1; 2), B(–1; 3), C(2; –1).

a) Expliciteazã ecuaþia dreptei AB.
b) Justificã dacã A, B, C sunt coliniare.
c) Calculeazã aria triunghiului ABC.
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20. Considerãm mulþimea nodurilor care se pot face cu o
sfoarã. (În imagine apare un element al acestei
mulþimi.)

21. Fie A mulþimea numerelor raþionale care pot fi
reprezentate sub formã de fracþie ireductibilã cu
numãrãtorul divizibil prin 3.
a) Aratã cã adunarea ºi înmulþirea sunt legi de
compoziþie pe A.
b) Studiazã proprietãþile celor douã operaþii pe A ºi
identificã structurile algebrice care apar.

22. Fie T  mulþimea numerelor raþionale care au o
prezentare cu cel mult trei zecimale semnificative.
Justificã dacã (T, +, ·) este un inel.

23. Notãm cu D mulþimea numerelor întregi care au cel
puþin o cifrã egalã cu 2. Justificã dacã (D, +) este un
monoid.

24. Dovedeºte cã  –2 este soluþie comunã a ecuaþiei
2 3 7 x  ºi a inecuaþiei 5( 4) 10 x T .

25. Aflã x i m astfel încât 
17

3 2


x m  ºi 
7

2


x m .

26. Pe mulþimea Z a numerelor reale considerãm legea
de compoziþie x y xy x y    3 3 12 .
a) Calculeazã 2 4  ºi 0 ( 5)  .
b) Demonstreazã cã x y x y    ( 3)( 3) 3 .
c) Aratã cã „ ”  este o operaþie algebricã asociativã
ºi comutativã ºi cã 4 este element neutru pentru „ ” .
d) Stabileºte dacã ( , )Z  este un grup.
e) Rezolvã ecuaþia x 2 8 .

27. Reprezintã într-un sistem de axe ortogonale perechile
(x, y) de numere întregi, care sunt soluþii ale ecuaþiei
(x + 2) · (y – 3) = 3.

28. Determinã a, b i Z astfel încât legea de compoziþie
„ ”  definitã pe mulþimea numerelor reale prin relaþia
x y ax by   sã fie asociativã, comutativã ºi sã
admitã element neutru.

29. Considerãm mulþimea M
2
(Z) a matricelor pãtratice

de ordinul 2, pe care definim operaþia algebricã
X Y X Y Y X    

a) Pentru 
1 2

0 1
A

 
   

 ºi 
2 3

4 5
B

 
  
 

, calculeazã

A B  ºi B A . Comparã rezultatele obþinute. Ce
observi?
b) Pentru A ºi B de mai sus, calculeazã ( )A B A  .

c) Aratã, folosind proprietãþile operaþiilor cu matrice,
cã pentru orice X, Y, Z i M

2
(Z) are loc egalitatea

( ) ( ) ( ) 0X Y Z Y Z X Z X Y         .

d) Este legea de compoziþie „ ”  asociativã? Dar
comutativã?

Pe mulþimea nodurilor considerãm operaþia de
„continuare”: date nodurile N ºi M, considerãm nodul
NM obþinut prin „lipirea” extremitãþii lui N cu originea
lui M. Studiazã proprietãþile acestei operaþii.

14. Scrie ecuaþiile dreptelor reprezentate în figura de
mai jos.

a) b)
2

–1
O x

y

–1
O x

y

–2

–1

15. Sã notãm cu M mulþimea matricelor de ordinul
3, cu elemente numere naturale.

a) Demonstreazã cã adunarea ºi înmulþirea
matricelor sunt operaþii algebrice pe M.
b) Aratã cã (M, +) ºi (M, ·) sunt monoizi.
c) Determinã elementele simetrizabile din cei doi
monoizi de la b).
16. Demonstreazã cã

 

a
x a

a a a ay z a
u v t a

   

1

2
1 2 3 4

3

4

0 0 0
0 0

0

17. Pentru a i Z, notãm Ma = {x i Z  | x U a}.
a) Expliciteazã mulþimile M

2
 ºi M

–2
.

b) Demonstreazã cã Ma este parte stabilã faþã de
adunarea numerelor reale dacã ºi numai dacã a U 0.
c) Ce condiþie trebuie sã îndeplineascã numãrul a
pentru ca Ma sã fie parte stabilã faþã de înmulþirea
numerelor reale?

18. a) Aratã cã {0; 1} este parte stabilã a lui m, în
raport cu înmulþirea.
b) Determinã toate submulþimile finite ale lui m,
care sunt pãrþi stabile faþã de operaþia de
înmulþire.

19. Pe mulþimea Z a a numerelor reale definim legea de

compoziþie: 2 3  x y x y .
Stabileºte dacã aceastã lege este asociativã sau
comutativã. Admite legea „ “ element neutru?
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40. Aºazã paranteze în urmãtoarele exerciþii astfel încât
rezultatul operaþiilor sã fie 0.
a) –15 + 15 · 25 + 72 : 4;   b) –4 · 8 + 64 : 2 : 5 – 9.

41. Un numãr întreg se înmulþeºte cu –8, apoi rezultatul
se adunã cu 50, numãrul obþinut se împarte la –6,
din câtul împãrþirii se scade de 3 ori numãrul iniþial ºi
se obþine –25. Aflã numãrul.

42. Dintre cinci numere întregi consecutive, cel din mijloc
este 1. Care sunt celelalte?

39. În figura de mai jos avem: [OA] \ [OB] ºi
[OC] \ [OD]. Aflã numerele întregi a ºi b.

45. Perechii (4, 7) îi asociem numãrul –3, perechii (7, 4)
îi asociem numãrul 3. În acest fel, perechile de
numere naturale pot fi ordonate. Ordoneazã crescãtor
perechile: (17, 25);  (39, 20);  (48, 20);  (101, 119);
(1231, 1021).

46. Aratã cã numãrul   3 33 333 3333
4 44 444 4444

 este natural.

47. Dovedeºte cã 
1 1 1 1... 1
2 4 8 1024
     .

48. Determinã cifrele a, b, c, a < b < c, astfel încât
numãrul   0, ( ) 0, ( ) 0, ( )A ab c bc a ca b  sã fie natural.

49. Partea zecimalã a numãrului a se obþine din scrierea
în continuare a termenilor ºirului: 5, 15, 1115, 3115,
132115, ... Cum este numãrul a: periodic simplu,
periodic mixt, neperiodic? Justificã.

50. Precizeazã care dintre urmãtoarele propoziþii sunt
adevãrate.  Motiveazã.

e) Aratã cã legea de compoziþie „ ”  este distribu-
tivã faþã de adunarea matricelor din M

2
(Z). Este

(M
2
(Z), +,  ) un inel?

30. Aratã cã adunarea ºi înmulþirea matricelor definesc
o structurã de inel pe mulþimea

 a b
a

b
     
  

0
| ,

0
D Z  a matricelor „diagonale” cu

douã linii ºi douã coloane. Determinã elementele din
D inversabile în raport cu operaþia de înmulþire.

31. Aflã suma a 100 numere întregi consecutive, ºtiind
cã 30 dintre ele sunt negative.

32. Calculeazã suma:
S = 1 · (–1) + 3 · (–1)3 + 5 · (–1)5 + .. + 2001 · (–1)2001.

33. Gãseºte trei numere întregi consecutive a cãror
sumã sã fie 0.

34. Aflã x i q, astfel încât 
15

3
 
 x m .

35. Aratã cã numãrul întreg m de forma:
m = a(a + 1)(a + 2) – 12 se divide cu 3, oricare ar fi
numãrul întreg a.

36. Calculeazã produsul:
p = (2002 – 1) · (2001 – 2) · ... · (1 – 2002).

37. Dacã a + 2b + 3c = 5 ºi b + 2c = 10, aflã a + b + c.

38. Aflã numerele întregi a astfel încât:
(2a + 11) | (6a + 22).

43. Examineazã figura de mai jos.

44. Bogdan s-a decis sã punã toate
numerele întregi dintre 0 ºi 109
într-un tabel. Iatã o parte din
tabelul completat. Care dintre
urmãtoarele pãrþi nu pot face
parte din tabel?

68

65

a) b)

e)d)

68

78

c) 45

59

59

63

43

56

a) Care sunt abscisele punctelor P ºi Q?
b) Care dintre punctele P ºi Q este mai depãrtat de
punctul O? De ce?

a)   
ori de 725 de

13...1313   >   
ori de 13 de

725...725725  ;

b) 3×3×3×3 = 
ori de 27 de

3...33  .

Modificã propoziþiile date astfel încât cea adevãratã
sã devinã falsã ºi  cea falsã sã devinã adevãratã.
Alcãtuieºte exerciþii asemãnãtoare.

51. (Numere pãtratice.) Comparã:
a) 1 + 3 cu 4;
b) 1 + 3 + 5 cu 9;
c) 1 + 3 + 5 + 7 cu 16;
d) 1 + 3 + 5 + 7 + 9 cu 25;
e) 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 cu 36;
f) 1 + 3 + … + 13 cu 49.
Formuleazã ºi rezolvã un exerciþiu  asemãnãtor celor
anterioare. Existã vreo legãturã între suma
1 + 3 + 5 + … + (2n – 1)  ºi numãrul termenilor ei?
Dacã rãspunsul este „da“, precizeazã care este
legãtura. Completeazã propoziþia:
1 + 3 + 5 + … + (2n – 1) + (2n + 1) = …
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Rãspunsuri

Pag. 6. Test iniþial de autoevaluare. 1. a) 8; b) –36; c) –3; d) 4
15 ; e) 8,6; f) 3 2 . 2. a) 2007; b) 14. 3. a) A; b) F;

c) A; d) F. 4. a) 350; b) 17 lei; c) 31,25%. 5. a. 6. c. 7. a) A; b) F; c) F; d) A; e) A. 8. a) A; b) F; c) F; d) F; e) A.
9. a) A = (–; 3]; B = (1; +); C = [0; 2). b) A O B = (1; 3]; A N B = Z; A \ C = (–; 0) N [2; 3].

Pag. 8. 1. 18x + 4 = 20x – 10, x = 7 zile, 130 maºini. 2. xx 3 – 10
2

; x i {0; 1; 2; 3}. 3. 2(L – 20 + l + x) = 200 m.

4.      40 , 35, ?
100

l L l L l L , A = 250 dm2. 5. 22 24
5
  x x , 113 ; 13 : 20

3
x . 6. 5 4 3 15 ,

8 5 8
    x x x

200 merex . Pag. 17. 1. a, b, d, e. 2. a) –4; b) 2
5 ; c) l. 3. a) x = 1, y = 1; b) 6 4,

5 5
  x y . 4. a, b. 5. a) x i (1; +);

b) x i (–; 4]. 6. a) 1
2

x T ; b) x i [–4; 1]. 7. a) 7 1,
2 6

   x y ; b) l. 8. a) 2; –3; b) 3; 2
2
 

x ; c) x i (–; 3).

Pag. 19. 1. a) 2
3

x ; b) l. 2.  7 , 7
11 . 3. a)  1 1;

2 3 ; b)       1 1; ;
3 2 ; c)   1 1;

3 2 . 4. x i [–2; 5].

Pag. 19. Test de verificare. 2. x i [–2; 1). 3. 4 4 4 abcde abcde .  4. Nu.

Pag. 20. Test iniþial de autoevaluare. 3. a) P; b) N; c) M; d) R; e) S; f) {. 4. 70°. 5. 12
5 . 6. a); b); d). 7. 3

5 .

8. a) [1, +); b) (–3, +). 9. a) Orice inecuaþie echivalentã cu x > 1 are ca mulþime de soluþii mulþimea indicatã.

Pag. 29. 3. De exemplu, sistemul 2x – y = –3; x + y = 0. 4. (1, –1). 5. a) (–1; –2); b)   1; 0
3

; c) (0; 1).

6. a) De exemplu, 3x + y = 5; b) De exemplu, 3x + y = 6. 9. a) x – y = 0, 2x + y – 1 = 0; b) x – y + 1 = 0, 2x – 3y = 0;

c) x – y = 0, y + 1 = 0. 10. a) 1; b) 0. 11.   42;
3

. 12. b) De exemplu, x + 2y – 2 < 0. Pag. 32. 3. a) 2,2x – 4; b) între

70 ºi 74 de albume. 4. d). 7. x < 30°. 14. f x x 1 3( )
2 2 . 15. m = 0; nu.

Pag. 33. Test de verificare. De exemplu: 1. 2x – 5 = 4x – 9; b) 2x – 5 < 4x – 9; c) x + y – 1 = 0. d) x + y – 1 < 0. 3. 0.

Pag. 34. Test iniþial de autoevaluare. 1. a) 107; b) 103; c) 1012. 2. a) 1002; b) 325. 3. a) 3 · 102 + 2 · 10 + 1; b) 1 · 103 + 5.
4. a) 260; b) 30; c) 1370; d) Scriind 999 = 1000 – 1 ºi folosind proprietatea de distributivitate avem 999 · 46 =
= (1000 – 1) · 46 = 46000 – 46 = 45954. e) 99 · 101 = (100 – 1)(100 + 1) = 1002 – 1 = 9999. 5. c). 6. b), d), a), c).
7. a) [0; 1); b) [0; 5]; c) [–1; 5]; d) Z. 8. a) 18; b) 20; c) 8. 10. a) F; b) A; c) F; d) A; e) A. Pag. 39. 1. 11103; 1013; 2011.
Pag. 47. 1. 1; –2; 16. 3. Nu. 5. a) Nu, deoarece (2 · 1) · 5 = 32, iar 2 · (1 · 5) = 2. b) Nu; c) Nu. 6. a) 4  6 = 2;
4  9 = 1; e) 12. 7. a) Cum x este o cifrã, ultima cifrã a produsului x · 1 este chiar x. b) ultima cifrã a lui 3 · 7 este 1.
c) 1; 3; 7; 9. Pag. 50. 1. a) A \ B = {1}; A  B = {1}. b) x = {1} este soluþie unicã. c) Ecuaþia are patru soluþii: {1};
{1; 2}; {1; 3}; {1; 2; 3}. 2. a) 313; b) x i {12, 17}. c) Elementul neutru este 0. Se aratã cã operaþia algebricã   nu este

asociativã, indicând x, y, z numere naturale astfel ca x y z x y z    ( ) ( ) . 3. x = 4; y = 6. 4. a) 11; 5. b), c) Se
demonstreazã prin verificãri directe. d) x = –6.

Pag. 51. Test de verificare. 1. a) 0,25; 0,1010101...; 9 ; 3
4 . b) Prima ºi ultima. 2. a) Se foloseºte faptul cã pentru

orice numãr real a are loc egalitatea a a  . b) Operaþia nu este asociativã. De exemplu, avem (1 2) 3 2   , iar

1 (2 3) 0   . Operaþia   admite pe 0 ca element neutru. c) Pentru orice x i M, simetricul lui x este x, deoarece

x x  0 . 3. a) {2}; 2. b) Pentru a demonstra distributivitatea reuniunii faþã de intersecþie pot fi folosite diagramele

Venn-Euler. Pentru a demonstra distributivitatea operaþiei  faþã de  pot fi utilizate descompunerea în factori
primi ºi distributivitatea operaþiei care asociazã la douã numere reale pe cel mai mare dintre ele faþã de cea care îl
asociazã pe cel mai mic. c) x  = 6. 4. S = (–, –1).
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Pag. 52. Test iniþial de autoevaluare. 1. a) 14; b) 0,6; c) 5. 2. a) 4x; b) 3x2; c) 0. 7. a) 1148833 (se foloseºte
comutativitatea înmulþirii); b) 1148833 (se foloseºte distributivitatea înmulþirii faþã de adunare). 8. a); c). 9. a) adevãrat;
b) adevãrat; c) fals; d) fals. 10. Existã douã numere reale x, y cu proprietatea x2 + y2 < 4. Pag. 62. 1. x = –3;

y = –1; z = 3. 4. x y x y  2 . 6. a  1
2

. 13. x = 2; y = 0.

Pag. 65. Test de verificare. 1. Liniile corespund anilor, iar coloanele þãrilor.

Pag. 66. Test iniþial de autoevaluare. 1. c). 2. a). 3. d). 4. x y 1 2;
5 5

. 6. a) l2; b) t3; c)   bx
a

; d) Dacã m2 U 44,

atunci 
2

1,2
44

2
   m mx , în caz contrar ecuaþia nu admite soluþii reale. 7. a) 21; b) 15

2 ; c) 9. 8. a) A, B, D, F;

b) C, E, H; c) D, F, G. d) B, F, G, J. Pag. 68. 1. a) De exemplu x + y + z = 0; 2x + y – z = 7; 3x – 2y + 2z = –7.
2. a) Prima ecuaþie poate fi înmulþitã cu 6, a doua cu 2 ºi cea de-a treia cu 1. 3. a) x = –1; y = –1; z = 3. c) x = 2;

1
2

y ; z = 1. e) x = 0; 3
3

y ; z = 0. 4. a) sistemul are soluþie unicã: x = 0; y = 0; z = 0; b) sistemul este compatibil

nedeterminat; c) sistemul este incompatibil. 5. a) 16 19 7 2; ; ;
25 25 5 25

   x y z t . Pag. 77. 1. a) Ecuaþia are o soluþie

un numãr raþional, care nu este numãr natural  2
3

 x . c) Sistemul este incompatibil. 2. a) 18 17;
5 5

 x y ;

b) x = –1; y = –6; z = –11. 4. a) 28; b) 60; c) –7; d) 1. 5. b) 0 (prima ºi a doua linie sunt proporþionale); d) 0 (a doua ºi
a treia coloanã sunt proporþionale). 6. a) 0; b) 0; c) –216. 7. a) –4(a – b)(b – c)(c – a); b) 2(y – x)(x – z)(z – y).
8. b)  = –259; x = 777; y = –1295; z = –518, deci x = –3; y = 5; z = 2.

Pag. 80. 1. a) 3 3
2 ; b) 3; c) 3 3

4 . 2.  2 5AB ;  10AC ;  10BC ; 45°. 3. a) 6. 4. a) A i d, deoarece

1 – 2 + 1 = 0. b) 3 2
2 . 5. a) Da. b) m = 5.

Pag. 81. Test de verificare. 1. Linia întâi ºi linia a treia sunt proporþionale (coincid). 2. a) Dupã transformare, linia a

doua are elementele 0, 5, 10.b) D = –5. 3. (1; 1). 4. a) 17
2 . b) AB: 2x – 3y + 7 = 0, AC: 3x + 4y + 2 = 0, iar

BC: 5x + y – 8 = 0. c) Nu; AB, AC ºi BC nu au un punct comun.

Pag. 82. Test iniþial de autoevaluare: 1. a) –25; b) –2; c) 13; d) 4; e) –1; f) ; g)  1
3 ; h) 7

12 . 2. a) –8; b) 9; c) 2;

d) –2; e) 7; f) 1
3 ; g) 1

3 ; h) 25; i) 3; j) 1. 3. A, F, A, F, F. . 5. a) x = –8; b) x = 2; c) x = 2; d) 1
4

 x ; e) x i {–1, 2};

f) x = –2. 6. a) x = 3; b) x = 9; c) x = 1; d) x = 3. 9. b). Pag. 85. 1. a) x = 6; x = –3; x = 6; b) x = 2; x = –4; x = 9;

c) x = 2; x = 1; x = –1. 2. a) x i {4, 5, 6, ...}; x i {..., –6, –5, –4}; x i {..., 7, 8, 9}; b) x i  {..., –5; –4; –3}; x i {..., –2,

–1, 0, 1}; x i {..., 1, 2, 3}; c) x i {..., –7, –6, –5}; x i {–4, –3, –2, ...}; x i {..., 5, 6, 7}. 3.  a) 1
15

x ; b) x = 2,5;

c) 1
16

x ; d) x = 2,2; e) x = 3,3. 4. a) x = 0,1; b) 1
25

x ; c) x = 0; d) 378
100

x ; e) x = 1,5969. 5. a) x = 2,3; b) 51
50

x ;

c) x = 1,01695; d) x = 2; e) x = 2,1; f) x = 4. 6. 321 ºi 3,21. 7.  1
100  ºi  301

100 , respectiv 1
100  ºi 301

100 . 8. 10,11 ºi1 ºi

50,55. 9. 1819,0225 m2. 10. a) x i {–2; –1; 0; 1}; b) x = –7; c) x i q. 11. a) 54
11

x ; b) 9
20

x ; c) 25
3

x ; d) x = 1.

12. a) n i {–2, –1, 0, 1, 2}; b) n = 3; c) n i {2; 3; 4}; d) n i {3, 4, 5}. 13. (a, b) = (5, –5) sau (a, b) = (–5, –5).
14. a) x i {–1; 1; 3}; b) x i {1; –1; –3}. 15. a) A = {–3, –2, –1, 0, 1, 2, 3}; b) B = {–4, –3, –2, 2, 3, 4}. 16. a) nu; b) da;
c) nu. 18. a) x i {–, 0]; b) x i {–1; 7}; c) x i {–2, 0, 2, 4}; d) x = –2; e) x i (1, 3). Pag. 93. 1. a) 3 ºi 2; b) x = 0.

c) Nu. 2. a b a b  2 . Pag. 96. 4. Asociativã; 0 este element neutru; singurul element inversabil este 0; comutativã.
5. Nu. 6. Asociativã; 0 este element neutru; elementele simetrizabile sunt 0 ºi 2; comutativã. 9. A da un circuit în
graful G cu originea ºi extremitatea în A înseamnã a „parcurge” graful de un numãr de ori, plecând din A ºi ajungând
tot în A. Alegem un sens de parcurgere ca fiind sensul pozitiv (spre exemplu sensul acelor ceasului). În acest fel,
fiecãrui circuit în G îi va corespunde un numãr întreg, care indicã de câte ori a fost parcurs graful. 11. Compunerea
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rotaþiei de unghi  cu rotaþia de unghi  este rotaþia de unghi  + . Rotaþia de unghi nul este element neutru al
grupului. Fixând o rotaþie de unghi  ºi alegând  astfel încât  +  x 360°, rezultã cã rotaþia de unghi  este
inversa rotaþiei de unghi  în R

O
.

Pag. 97. Test de verificare. 1. (m, +); (Z, +); (Z*, ·). 2. (T, +) este grup, iar (T, ·) este monoid.
4. a) 2 ºi 10. 5. Pentru x, y i G avem (xy)2 = e, deci x y x y e    .  Înmulþind cu x ºi þinând cont de ipoteza

x2 = e, deducem cã y x y x   .  Înmulþind la stânga cu y ºi folosind relaþia y2 = e rezultã x y y x   ,  deci
( , )G  este comutativ, deoarece x ºi y au fost alese arbitrare.

Pag. 98. Test iniþial de autoevaluare. 1. a) 15000; b) 34000; c) 41700. 2. a) 1
2 ; b) 2450. 3. a) {2}: b) {1; 2; 3; 4; 5; 6};

c) {1; 3}; d) {4; 5; 6}. 4. l; {2}; {4}; {2; 6}. 5. a) X O Y; b) Z \ X; c) X \ Y. 6. a) 3; 0,25;  1
7 ; 9 3 ;  2 5 20 0 ;

0. b) 1,5. 7. Toate cu excepþia ultimului. 8. 0,55; 0,14; 1,41; 3,14. 9. 3; –3; 1; 3. Pag. 100. 3. a) 0; b) 0. 4. a) Nu.

6. a) 8; b) Este comutativã, nu este asociativã. Pag. 104. 1. a) 12, 242; –164; 0; c) Nu. 2. a)  1
21 7 2A ;
6 152

 nu

poate fi scris ca o fracþie cu numitorul o putere a lui 2. d) Inversul lui 4 este 1
4

A . Nu existã a i A astfel ca a 3 1
2 .

e) Nu. Pag. 106. 2. a) (–1; 2);     3 50; ; 2,
4 3 . b) Elementul neutru faþã de operaþia „+” este (0; 0), iar faþã de

operaþia „·” este (1, 1). 4. a) (1, 1); (0, 1); (1, 0); (–1, 0); (13, 0). b) e
1
 = (0, 0), e

2
 = (1, 0), –(a, b) = (–a, –b),

 
a ba b

a b a b
    

  
1

2 2 2 2
( , ) , . 5. Inel.

Pag. 107. Test de verificare. 1. a) Suma, respectiv produsul, dintre douã elemente ale lui m[ 2]  aparþin lui m[ 2] .

b) De exemplu, 1 2  nu este inversabil în m[ 2] . 2. X = {1; 3} sau X = {1; 3; 4}. 3. a) 7 ºi 201.

Pag. 108. Test iniþial de autoevaluare. 1. b). 2. c). 3. a). 4. d). 9. a) –3; b) 10. 10. a) –5; b) 10. 11. a)   7 22; ;
3 3 .

12.  2 4;
7 7 ; b) (1, 2, 2). Pag. 110. 1. 13, 2, 9, –7, –5, –1, 0, 13, 11, 36, 35, 10, 38, 3. 3. Da. 4. a) Mihai are dreptate.

Nu pot avea amândoi dreptate, deoarece inversa unei matrice, dacã existã, este unicã. 6. b) Se foloseºte faptul cã
A3 = I

3
. c) X se determinã înmulþind ambii membri ai ecuaþiei la stânga cu A–1. Pag. 116. 1. a

11
 = 1; a

12
 = 0; a

11
 + 3a

21
 =

= 0; a
12

 + 3a
22

 = 1. 3. 8. 5. a) Pot fi efectuate transformãrile      2 2 1 1 1 2 2 2; 3 ;L L L L L L L L . 7. b) –12; c) Nu.

10. a) det(A) = 7; det(B) = 49, det(B) = (det(A))2; c) B–1 = (A–1)2; d) Fie Y inversa lui X, deci X · Y = In; In = X · Y =
= (X · In) · Y = X · In · Y = X(X · Y) · Y = (X · X) · (Y · Y) = X2 · Y2, deci X2 este inversabilã ºi (X2)–1 = (X–1)2.

Pag. 122. Test de verificare. 1. b) Inversa lui X este 2
2

1( )
2

X I . 2. detA = 6, deci A este matrice inversabilã.

3. a) Se foloseºte regula de înmulþire a matricelor.
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