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Introducere

Toate domeniile culturii se dezvolta astazi in stransa interdependenta cu
matematica. In societatea contemporané, dinamica si aflata intr-un proces de
globalizare, matematica devine tot mai mult un instrument necesar pentru studiul
si intelegerea fenomenelor sociale. Domeniul artistic si cel spiritual tind si ele sa
fructifice achizitii din domeniul matematicii. De aceea, am construit demersul
didactic al acestui manual cu scop deopotriva cultural si pragmatic, urmarind atat
formarea de competente specifice matematicii, cat si transferul de tehnici si
metode catre domenii transdisciplinare.

Manualul se adreseaza elevilor de la filiera teoretica, profil umanist,
specializarea stiinte sociale; filiera vocationala, profil militar M.A.l, specializarea
stiinte sociale precum si filiera vocationala, profil teologic, toate specializarile.

Pentru a simplifica parcurgerea manualului am diferentiat unitatile de continut
ce se adreseaza specializarilor care au prevazute una, respectiv doua ore
saptamanal, prin simbolurile grafice, XXXXXXX, respectiv ¢ $$ .

Cu aceleasi simboluri grafice sunt diferentiate exercitiile si problemele propuse
spre rezolvare pentru cele doua tipuri de alocari in planul de invatamant.

Fiecare unitate de invatare incepe cu un test preliminar de autoevaluare, ce
sintetizeaza cunostintele de baza necesare pentru parcurgerea capitolului respectiv.

In corpul fiecarei lectii, am evidentiat etapele demersului didactic propus prin
expresiile: S3 observam!, Sa comparam!, Sa analizam!, Sa aplicam!.

Concluziile unei etape de rationament sau de observare, finalizate printr-o
propozitie generala, sunt evidentiate cu ajutorul expresiei ,in general” si marcate
prin chenar.

Pentru a facilita conexiunile intre continuturile cu caracter strict matematic
din lectie si aplicatiile acestora, am grupat in benzile laterale ale paginilor manualului
atentionari, exemplificari si exercitii necesare pentru fixarea notiunilor prezentate.

intregul demers de constructie si dezvoltare a manualului a avut in vedere
formarea acelor competente care sa permita identificarea relatiilor intre notiunile
matematice studiate, interpretarea datelor de diverse tipuri, utilizarea unor algoritmi
si concepte matematice in situatii diverse, exprimarea caracteristicilor matematice
ale unei situatii concrete si analiza de situatii-problema in scopul optimizarii solutiilor
practice. De aceea, informatia continuta in programa scolara a fost structurata si
detaliata astfel incat acest deziderat sa fie realizat cu succes.

Testele de evaluare de la sfarsitul fiecarui capitol ofera modalitati de verificare
a nivelului la care s-au format competentele vizate si se adreseaza in mod
diferentiat elevilor care au alocate prin planul de Tnvatamant una, respectiv doua
ore de studiu.

Ne exprimam speranta ca manualul de fata va oferi un instrument util de lucru
tuturor acelora care sunt dornici sa inteleaga, sa explice si sa actioneze eficient
in lumea in care traim.



Cum se utilizeaza acest manual?

Acest simbol marcheaza
secventa avuta in vedere

n cadrul unitatii de | I »
invatare.

. . . b Dacad un element are
Comentariile si atentio- invers, adunci acests esis

narile sunt marcate ‘ e
prin acestsemn. ©

Aplicatiile imediate (2, ) (", ) (R, ).
sunt corelate cu

Indica un enunt obtinut prin extrapolarea unor
exemple sau proprietati particulare. Acest

enunt poate fi o definitie sau o teorema.
|

Observam si exploram!

# Ce este un grup?
53 analizam!

Comparand proprietatile adunsii si inmu multimile de numere, observam ca

ceea ca distinge adunarea pe I de adu esle existenta opusulul, iar ceea c2
distinge inmulfirea pe C de inmulirea pe existenta elementului invers fala de
Inmultire, pentru numerele nenule. Aceasta exista o giferenta fundamentala intre

monoizi (M, +) si (Z, +). Proprietatea antericar@Serentiaza si monoizil (L7, -) i (Q°, .

in general

Fie (M, «) un monoid cu element neutru e
Unelement xc M se numeste inversabil daca existd un elemant y= M
astfel incat x«y=pex=e.

explicatiile sau Elementul v se numesite inversul i x i este notat cu x'.

exemplele din corpul
lectiei, in dreptul
carora sunt situate.

Exemple si contraexemple

1) In monoidul (N, +) singunil element inversabil este 0, iar opusul sdu este tot 0.
Niciun element xe N1{0} nu este inversabil, decarece pentru x = 0 nu putem gési
ye Mastfelincal v+ y=y+x=0.

Exemplele au
legatura cu notiunile ‘
definite anterior.

+ 0 a doua propriy =]
B84 analizam!
Dreptunghiurile din figurd sunt congruente, deci au
arii egale.
Deaceea 43x21=21x43.
‘ A a3 21B Caq 43 D

Il“:] ‘3

'E] 21

Subtitlurile puncteaza
etape ale demersului
didactic.

Segmentele AB si CD sunt
congruents, deci au lungimi egale.
Deaceea: 43 +21=21+43.

F
o

43+21 = Z21+43

53 demonstrim!
Inedull (A, +, -) este un corp dacd § numai daci (A7, ) esle un grup, unde
A= AVO)

l Presupunem mai intai ¢ (A, +, -) este un comp sl arditam ca (A", -) este grup.
Trebuie s demonstrém doar ¢ inmultirea este lege internd pe A*
Fie x, y € A", presupunerm prin absurd c v - ye A" decicd - y=0
Inmultind la stanga cu inversul lui ¥, oblinem:
' efr-yl=x" 0, deciy=0

ww Contradiclia oblinutd aratd cd x - ye A",
i orice eberment nenul din A este inversabil
fata de inmultire, Deci (A, +, <) esté 0o

Reciproc, daca (A", ) este ungrup,
%

Simbolul ... atentioneaza asupra faptului ca anumite
justificari au fost omise n cadrul demonstratiei. Ele
trebuie formulate de catre cititor, pentru a participa
activ la intelegerea textului.

Aceasta expresie
evidentiaza tipul de
activitate care urmeaza.

R 4

* Textele scrise cu corp de litera mai mic au doar rolul de exemplu. Ele se pot regasi in paginile acestui manual.




Unitatea de invatare 1

) Test initial de autoevaluare

Rezolvand exercitile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitati de invatare.

Calcul numeric 1. Efectueaza:

a) -15 + 23; b) (-4 - 2) - (4 + 2); c)2-0+3-(1-2)

0) g 2430 ¢)672- (253 441) 1) 3V2-(V2+242-342).
Proprietatile 2. Calculeaza, folosind metoda factorului comun:

a) 2007 - 2008 - 2007 - 2007

operatiilor cu b) (4 +6+8+10): 2.

numere
3. Efectueaza calculele, apoi stabileste valoarea de adevar a propozitiilor de mai jos:
a)(1+4)+5=1+ (4 +5); b)(1-4)-5=1-(4-5);
c)(1-4)-5=1-(4-5) dy(1:4):5=1:(4:5).
Procente 4. Calculeaza:
a) cat reprezinta 25% din 1400;
b) cat va costa un produs de 20 lei dupa o ieftinire de 15%;
c) cét la suta din 800 reprezinta 250.
Calcul algebric Alege raspunsurile corecte!
5. (x - 1)? este egal cu:
a)x?-2x +1; b) x2 - 1; c)x2+ 2x + 1; d) x2 + 1.
6. x2 - 3x + 2 este egal cu:
a)(x-3)(x+2); b)x+1Nx+2); c (x-1)x-2); d) (x + 2)%.
Inegalitati 7. Stabileste care dintre urmatoarele propozitii sunt adevarate:
8)4:2<4:3 D) (-4)2<(-4)3 ) (4) (-2) <(-4) 0
d) 1234 - (-3) > 1234 - (-4); e) 1234 - 1233 > 1233 - 1234.
Intervale 8. Afirmatiile urmatoare se refera la numere reale.

Identifica afirmatiile false si propune céate un contraexemplu.
ayx<asiy<b = x+y<at+hb
b)x+y>a+b = x>asiy>b;
C)xX<y = x2<)%
dx<asiy<b = x-y<a-b
e)x<y > a-x<a-).
9. a) Scrie multimile de mai jos sub forma de interval si reprezinta-le apoi pe axa.
A={xeR|x<3;B={xeR |x>1;C=xe R|0<x<2}
b) Determina multimile: AN B; AU B; A\ C.



Ecuatii si inecuatii liniare

Situatii cotidiene care conduc la ecuatii sau inecuatii

) Ne amintim si exploram!

Uneori in viata de zi cu zi ne confruntam cu probleme care contin in enuntul lor
cantitati necunoscute. Pentru determinarea acestora trebuie, mai intai, ,sa punem
problema in ecuatie”, cu alte cuvinte sa identificam relatii matematice care descriu
situatia din enunt.

Sa analizam!

Exemplul 1

Doamna Georgescu doreste sa-si cumpere un palton din Magazinul ,Flora®. Pentru
ca initial i s-a parut cam scump, a mai asteptat o luna. Intre timp, paltonul s-a ieftinit
cu 20 lei, apoi s-a mai aplicat inca o reducere de 15% si a ajuns astfel la pretul de
238 lei. Deoarece a uitat vechiul pret, doamna Georgescu ar vrea sa-l calculeze
pentru a vedea ce economie a facut cumparandu-I mai tarziu.

Notand cu p acest pret, doamna Georgescu a obtinut:

p-20- 100(p 20) =238 .

Exemplul 2

Domnul Popescu a fost numit administrator al unui bloc cu 30 de apartamente, in
care fiecare apartament are 2 sau 3 camere. Stiind ca in total sunt 78 de camere,
dl. Popescu si-a propus sa afle cate apartamente cu 2 camere si cate cu 3 camere
sunt in bloc.

Pentru aceasta a notat cu d numarul apartamentelor cu doua camere si cu ¢
numarul celor cu 3 camere si a rationat astfel:

,Pe de o parte stiu cate apartamente sunt in bloc, iar pe de alta parte stiu cate
camere sunt in bloc. Am, asadar, urmatoarele doua relatii: d+¢=30si 2d+ 3t=78."

Exemplul 3

intrebat de niste colegi ce varste au copiii sai, domnul Gheorghiu le-a raspuns
printr-o problema: ,Baiatul este cu 4 ani mai mare decét fata, iar anul viitor vor avea,
impreund, 30 de ani.”

Primul prieten a gandit astfel: ,Notez cu x varsta fetei, deci varsta baiatului este
x + 4. Anul viitor cei doi copii vor avea varstele (x + 1), respectiv (x + 5) si suma lor
este 30, deci am relatia: (x + 1) + (x + 5) = 30.”

Cel de-al doilea coleg a rationat in alt mod: ,Sa presupunem ca varsta fetei este
/. iar varsta baiatului este b. Despre f'si b stiu, asadar, ca verifica doua relatii:

b=f+4 si (f+1)+(b+1)=30"

Exemplul 4
Domnul Andronache este directorul unei firme. Facand o estimare pentru luna in
curs, a constatat ca firma va avea cheltuieli in valoare de 21 000 de lei. Pe de alta
parte, 25% din veniturile lunare sunt alocate pentru taxe si dezvoltare.
DI. Andronache si-a pus problema ce venituri trebuie sa obtina firma pentru a
avea profit. Notand cu v aceste venituri, a observat mai intai ca suma ramasa dupa
0— 25

efectuarea tuturor platilor este egala cu v — 2100 100

£y, iar pentru a nu avea pierderi

A Cea mai veche problema
cunoscuta apare intr-un

papirus egiptean scris acum
3000 de ani. Problema cere
sa se afle o cantitate necu-
noscutd, daca stim ca
septimea ei impreuna cu ea
toata dau 19.

O Explica diferenta dintre
scaderea pretului unui
produs cu 10% si scaderea
pretului unui produs cu 10
bani.

@ Explica in ce mod a obtinut
dl. Popescu aceste relatii.

A Uneori aceeasi problema
poate fi pusa in ecuatie in mai

multe moduri diferite.



© Explicad de ce in acest
exemplu nu obtinem o
ecuatie.

@ Construieste, folosind
doar rigla si compasul, un
triunghi care sa aiba laturile
egale cu 3cm, 4 cm si 5 cm.
Poti construi, folosind acelasi
procedeu, un triunghi avand
laturile de 3cm, 4cm si8 cm?
Explica!

© Pune in evidenta acesti
doi pasi in fiecare dintre
exemplele anterioare.

Exercitii si probleme

trebuie ca aceasta suma sa fie mai mare decat 0, deci sa aiba loc relatia

_ _25
y-21000 100v >0,

Exemplul 5

Organizatorii unui concurs sportiv trebuie sa delimiteze cu jaloane un triunghi
avand una dintre laturi egala cu 20 m si alta latura egala cu 50 m. Pentru a determina
ce lungime / poate avea cea de-a treia latura, organizatorii au folosit un rezultat de
geometrie, si anume ca intr-un triunghi suma oricaror doua laturi trebuie sa fie mai
mare decét cea de-a treia. Ei au obtinut urmatoarele trei relatii:

[ +50>20 <
20+/>50 0
50+ 20> /.

\

in fiecare dintre exemplele analizate mai sus, am transpus enuntul problemei sub
forma unor relatii matematice. Am obtinut astfel: ecuatii, inecuatii, sisteme de ecuatii,
sisteme de inecuatii.

in general

Pentru a transpune enuntul unei probleme sub forma unor relatii matematice,
procedam astfel:

Etapa I: alegerea necunoscutei

« Citim enuntul cu atentie.

* Ne imaginam situatia descrisa cat mai exact posibil.

» Separam ceea ce ,se da” de ceea ce ,se cere”.

* Identificam marimile necunoscute.

* Analizam enuntul si cautam marimea necunoscuta cea mai potrivita pentru a fi
notata cu o litera.

Etapa a ll-a: punerea problemei in ecuatie

« Cautam sa exprimam cat mai simplu legaturi intre date si cerinte.
« Stabilim un plan de actiune.

« Efectuam calcule partiale si evaluam natura rezultatului.

Scrie ecuatiile, respectiv inecuatiile prin care se exprima matematic urmatoarele probleme:

1. Daca, pentru a indeplini un contract de livrare, o uzina
ar fabrica zilnic 18 masini, la termenul stabilit ar lipsi

4. Perimetrul unui dreptunghi este de 70 dm si latimea
este de 40% din lungime. Determina aria

4 masini. Daca uzina ar fabrica zilnic cate 20 de
masini, la termenul stabilit ar fi cu 10 mai multe decat
prevede contractul. Cate masini au fost comandate
prin contract si in céat timp este prevazut a fi fabri-
cate?

. Afla numerele naturale cu proprietatea ca diferenta
dintre triplul fiecaruia si jumatatea sa este mai mica
decat 10.

. Perimetrul unui dreptunghi este de 220 m. Daca
micsorezi lungimea sa cu 20 m, cu cat ar trebui marita
latimea pentru ca perimetrul sa ramana acelasi?

dreptunghiului.

. Intrebat odata ce or3 este, Pitagora a raspuns: ,Pana

la sfarsitul zilei a ramas de doua ori % din cat a
trecut de la inceputul ei.” Ce ora este?

. “ .5 -
. Dintr-un cos cu mere, Danut ia 8 din numarul lor,

. .4 . o
apoi vine Ana si ia 5 din numarul merelor ramase.

Au ramas 15 mere. Cate mere au fost la inceput in
cos?



Mectode de rezolvare a ecuatiilor, inecuatiilor si sistemelor

) Analizam si generalizam!

Problemele formulate Tn prima parte a acestei unitati de invatare ne-au condus la
diverse relatii care contin cantitatile necunoscute. Vom determina, pentru fiecare
problema in parte, multimile ale caror elemente verifica ipotezele problemei.

¢ Ce este o ecuatie?

Sa ne amintim!

O ecuatie este o propozitie in care apare o singura data semnul egal. O ecuatie
are doi membri. In cei doi membri ai unei ecuatii apar variabile, numite necunoscute.
Aceste necunoscute pot lua valori dintr-o multime, numita domeniul de definitie al
ecuatiei.

In cazul in care domeniul de definitie D nu este precizat, acesta trebuie determinat,
punand conditia ca pentru orice element al lui D expresiile care apar in cei doi membri
ai ecuatiei sa aiba definita valoarea.

O solutie a unei ecuatii este un element al domeniului de definitie cu proprietatea
ca, Tnlocuit In ecuatie, conduce la o propozitie adevarata.

Exemple

1) 2(x + 1) + (2x - 3) = x - (-1 - x) este o ecuatie avand necunoscuta x. Cum
ambii membri ai ecuatiei au sens pentru orice numar real x, domeniul de definitie este
multimea R.

Inlocuind x cu 1, rezulta propozitia adevérata 3 = 3. Deci 1 este solutie a acestei
ecuatii. Pe de alta parte, inlocuind x cu 0, se obtine propozitia falsa -1 = 1. Deci
numarul 0 nu este solutie a acestei ecuatii.

x> -1

2) x -1

in membrul din stanga sa fie diferit de 0 (fTmpartirea prin 0 nu are sens!) trebuie ca x
sa fie diferit de 1. Deci domeniul de definitie al ecuatiei este R\ {1}.

Numarul 3 este solutie a acestei ecuatii.

=4 este o ecuatie avand necunoscuta x. Pentru ca numitorul care apare

3) 2x - y + 3 = 0 este o ecuatie avand doua necunoscute x si y, al carei domeniu
de definitie este R x R.

Sa analizam!

A rezolva o ecuatie Inseamna a gasi multimea tuturor solutiilor acesteia.

Sa consideram, de exemplu, ecuatia 2(x + 1) + (2x - 3) =x + (1 + x). Am vazut ca
numarul 1 este o solutie a acestei ecuatii. Problema care se pune este daca aceasta
este singura solutie sau mai exista si altele.

in general, pentru a determina toate solutiile unei ecuatii incercam sa o aducem
la o forma cat mai simpla efectuand transformari echivalente ale acesteia.

in cazul ecuatiei mentionate procedam astfel:

Efectuam calculele si reducem termenii
asemenea in cei doi membri

2x+2+2x-3=x+1+x
4x -1 =2x+1

Adunam in ambii membri ai ecuatiei
-2x (sau scadem 2x)

(4x - 1) -2x= (2x + 1) - 2x

Folosim asociativitatea si
comutativitatea adunarii

(4x - 20) - 1= (2 - 20) + 1
2¢ -1=1

A cuvantul ecuatie provine
din latinescul ,aequatio” si

inseamna egalare.

O Stabileste dacd numarul
-1 este o solutie a ecuatiei
x+2(1-x)=5.

@ Identificd necunoscutele
si domeniile de definitie
pentru ecuatiile:

1 __ 1.
Ig(x+1)+x_2— X
V2x-2+y-3=2.

© Identificd proprietétile
operatiilor cu numere utiliza-
te in aceste calcule.

@ Explic de ce a fost util s&
adunam (-2x) la ambii
membri. Ce s-ar fi intamplat
daca adunam (-4x)?



© Verifica faptul c& numérul
1 este solutie a tuturor ecua-
tiilor care apar prin transfor-
mari echivalente din ecuatia
data.

® Explica de ce toate aceste
transformari nu au modificat
multimea solutiilor ecuatiei.

@ Ce se intampla dacé
inmultim cu 0 ambii membri
ai unei ecuatii? De ce nu este
aceasta o transformare care
pastreaza mulfimea solutiilor?

© Rezolva ecuatia

X -(x-2)+3-(x-2)=0.
Ce transformari echivalente
ai folosit?

© Scrie o ecuatie liniara cu
necunoscutele x, y si z.

© Exprima in cuvinte trans-
formarile utilizate pentru
rezolvarea ecuatiei

p-2p-1)=5.

10

Adunam 1 Tn ambii membri 2x-1+1=1+1

2x =2
inmultim ambii membri cu % si 5 (2x) %
folosim faptul ca 1 este element 1 =1
neutru pentru inmultire. =1

in urma tuturor acestor transformari am ajuns la concluzia ca ecuatia dat are
aceeasi multime de solutii cu ecuatia x = 1. Deci multimea solutiilor ecuatiei initiale
este S = {1}.

in general

Pentru a rezolva o ecuatie, incercam sa o aducem la o forma cat mai simpla
folosind transformari care nu schimba multimea de solutii ale acesteia. Obtinem astfel
ecuatii echivalente cu cea data.

Transformarile utilizate de obicei sunt:

- efectuarea de calcule algebrice in fiecare membru al ecuatiei;

- adunarea sau scaderea aceluiasi termen in ambii membri ai ecuatiei;

- inmultirea sau impartirea ambilor membri cu acelasi numar real nenul.

4 Ce este o ecuatie liniara?

Sa analizam!
in ecuatiile prezentate mai sus am intalnit situatii in care necunoscuta sau
necunoscutele apareau doar la puterea intai, cum ar fi, de exemplu:
2-(x+1)+(2x-3)=x-(-1-x)sau
2x-y+3=0.
x* -1

In schimb, in ecuat|a =
x -1

numaratorul acesteia contine termenul x2.

=4 necunoscuta x apare la numitorul unei fractii, iar

in general

O ecuatie care contine numai termeni de gradul intai (adica termeni de forma
a-x, cu a numar real nenul si x necunoscuta) si/sau termeni liberi (adica termeni care
nu contin necunoscute) se numeste ecuatie liniara (sau ecuatie de gradul intai).

¢ Cum rezolvam ecuatii liniare cu o necunoscuta?

Sa analizam!
in unul dintre exemplele anterioare am obtinut ecuatia liniar& cu necunoscuta p:

p-20- 1Oo(p 20) = 238 .

Utilizand transformari echivalente, obtinem succesiv urmatoarele ecuatii, care au
aceleasi multimi de solutii ca si ecuatia initiala:
15 p-255=0

17
20

p = 300.

1 p=255.

Deci ecuatia initiala are ca solutie numarul 300.




in general

Orice ecuatie liniara cu necunoscuta x poate fi adusa, prin transformari echivalente,
la o ecuatie de formaax+b=0,cua, be R.

in rezolvarea unei ecuatii de forma ax + b = 0 putem folosi un algoritm care
precizeaza multimea solutiilor ecuatiei.

Sa demonstram!

Despre multimea S a solutiilor ecuatieiax + b =0, (a, b€ R), x€ R, putem spune ca:

. Sz{—é},dacéaqéo.
a

*S=¢,dacaa=0sib#0
*S=R,dacaa=0sib=0.

Adunand -b la ambii membri, deducem ca ecuatia ax + b = 0 este echivalenta cu
ecuatia ax = -b.

- N . . U . 1 . .
* Daca a # 0, inmultind cu inversul numarului a (deci cu E)’ obtinem ecuatia

. “ b . . T
echivalenta x = 4 De aceea, pentru a # 0, multimea solutiilor ecuatiei initiale este

-4

*Daca a=0sib # 0, ecuatia ax = -b se rescrie 0x = -b. Cum pentru orice
numar real x avem Ox = 0 # -b, rezultad ca ecuatia Ox = -b nu are solutii. Deci S=J.
* Daca a =0sib =0, ecuatia ax = -b devine Ox = 0. Cum orice numar real x
verifica aceasta relatie, deducem ca in acest caz avem S = R.

4 Cum rezolvam sisteme de ecuatii liniare?

Sa ne amintim!

Un sistem de ecuatii se obtine prin operatia logica ,si” din doua sau mai multe
ecuatii. O solutie a sistemului este o solutie comuna a tuturor ecuatiilor acestuia.
A rezolva un sistem de ecuatii iTnseamna a determina multimea tuturor solutiilor sale.
Daca toate ecuatiile care alcatuiesc un sistem sunt liniare, atunci sistemul se numeste
sistem de ecuatii liniare (sau sistem de gradul intai).

Exemple
1. Sistemul 2x+4y _3_: 0 este un sistem de doua ecuatii liniare cu
x-2y+5=0
necunoscutele x siy.
2 .2 —
2. Sistemul {;x _J;} _+14_ 00 este un sistem de doué ecuatii cu necunoscutele x

si y. Cum prima ecuatie nu este liniara, acesta nu este un sistem de ecuatii liniare.

In continuare, vom fi interesati de rezolvarea sistemelor de gradul intai. Am vazut
ca orice ecuatie de gradul intai cu necunoscuta x poate fi adusa, prin transformari
echivalente, la forma ax + b = 0. Exista oare o forma simpla la care putem aduce,
prin transformari echivalente, un sistem de ecuatii liniare, fara a schimba multimea
solutiilor?

Am mai vazut ca, in functie de valorile lui a si b, multimea de solutii a ecuatiei
ax + b = 0 poate avea un element, o infinitate de elemente, sau poate fi multimea
vida. Regasim oare aceste trei situatii in rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare?

@ Stabileste ce proprietati
ale operatiilor cu numere
sunt utilizate in algoritmul de
rezolvare a ecuatiei
3x+7=0.

@ Formeazd un sistem de
doua ecuatii liniare cu necu-
noscutele x siy care sa conti-
na ecuatia 2x -y - 1= 0.

11



@® Explica ce transformare a
fost efectuata asupra celei
de-a doua ecuatii.

@ Scrie forma mai simpla la
care poate fi adus un sistem
liniar cu trei ecuatii si trei
necunoscute.

@ Explica de ce am inmultit
a doua ecuatie a sistemului
cu -2.

@ Rezolva sistemul prin
reducerea necunoscutei y.

12

Sa analizam!
Consideram sistemul de ecuatii liniare cu necunoscutele x si y:
X+2y+1=6-x+3y
2x-3y-3=1+x-y"
Adunéand la ambii membri ai primei ecuatii termenul (x - 3y - 1) si reducand
termenii asemenea se obtine o ecuatie echivalenta cu ea:
2x-y=05.
in mod analog, cea de-a doua ecuatie este echivalenta cu x - 2y = 4.

Transformarile efectuate au avut ca scop obtinerea unor ecuatii echivalente cu
cele initiale, dar care contin in membrul stang numai termeni in care apar necunoscutele,
iar in membrul drept termenul liber.

. r ) ) 2x-y=5
In concluzie, sistemul dat este echivalent cu sistemul:

x—-2y=4-

in general

Prin efectuarea unor transformari echivalente convenabile ale ecuatiilor compo-
nente, orice sistem de doua ecuatii liniare cu necunoscutele x si y poate fi adus la
ax+by=c

forma .
a,x+b,y=c,

Sa ne amintim!

Putem determina multimea solutiilor unui sistem liniar prin metoda reducerii.
2x-y=5

Aplicam aceasta metoda in cazul sistemului { .
x—-2y=4

Prima ecuatie o I&sam neschimbata (o inmultim cu 1), | [2x—-y =95
x-2y=41-(-2)

iar pe cea de-a doua ecuatie o inmultim cu -2.

5 " 7 2x-y=5
Adunam ecuatiile membru cu membru. In acest fel,
reducem necunoscuta x si obtinem o ecuatie care are ~2x+4y=-8
doar necunoscuta y. / 3y=-3
Tnlocuim a doua ecuatje a sistemului cu ecuatia cu o 2x-y=5
singura necunoscuta obtinuta la pasul anterior. 3y=-3

Obtinem un sistem echivalent cu cel dat.

Rezolvam cea de-a doua ecuatie a noului sistem,
determinand valoarea lui y.

Tnlocuim valoarea lui y Tn prima ecuatie si calculam pe
X. =-1

Scriem solutia sistemului.

Sa aplicam!

in unul dintre exemplele anterioare (referitor la numarul de apartamente cu dous,
respectiv cu trei camere ale unui bloc de locuinte), am obtinut sistemul de ecuatii
liniare: x+y=30
iniare: (5 3y-78"

Pentru a rezolva acest sistem prin metoda reducerii, este necesar sa corelam
coeficientii variabilei x. Pentru aceasta, inmultim prima ecuatie cu 2 si pe cea de-a
doua cu -1, apoi adunam ecuatiile astfel obtinute. Rezulta sistemul echivalent:

x+y=30
-y=-18"




Cea de-a doua ecuatie a acestui sistem are solutia unica y = 18. De aceea,
sistemul considerat are, la randul sau, multimea solutiilor formata dintr-un singur
element, si anume perechea (12, 18).

in general

Unele sisteme de ecuatii liniare au o singura solutie.
Un sistem de ecuatii liniare care are multimea solutiilor formata dintr-un singur
element se numeste compatibil determinat.

Exemplul 2

Am vazut ca ecuatia 0 - x = 0 are ca multime a solutiilor R, deci admite o infinitate
de solutii. Apare in mod natural intrebarea: exista oare sisteme de doua ecuatii cu
doua necunoscute care sa aiba, la randul lor, mai multe solutii?

Sa analizam!

x+y=1

Consideram sistemul {x Ly=1 in care prima si cea de-a doua ecuatie coincid.

2'2
aceea, sistemul dat are o infinitate de solutii.
Sa analizam ce se intampla atunci cand aplicam metoda reducerii sistemului

2x-3y=-1 .
4§Cc—6;}/ _ _o- Inmultind prima ecuatie cu -2 si adunand ecuatiile astfel obtinute,

Perechile (1, 0); (0, 1); (2, -1); (1 1) apartin multimii solutiilor acestui sistem. De

2x-3y=-1
0=0 -
Acest sistem admite o infinitate de solutii. De aceea, aceeasi proprietate o are si
sistemul initial.

obtinem ecuatia 0 = 0. Sistemul dat este deci, echivalent cu sistemul

in general

Unele sisteme de ecuatii liniare au o infinitate de solutii.
Un sistem de ecuatii liniare care admite o infinitate de solutii se numeste compatibil
nedeterminat.

Ultima situatie intalnita in cazul ecuatiilor liniare a fost cea a ecuatiei incompatibile
0-x=b, cub # 0, care are multimea solutiilor vida. Apare in mod natural intrebarea:
exista oare sisteme liniare de doua ecuatii care nu admit solutii?

Sa analizam!

xX+2y=2 N
Sistemul |5 | i}y _ 5 nu admite solutii. Intr-adevar, inmultind prima ecuatie cu -2
si adunand ecuatiile, obtinem sistemul echivalent x Bziff .

Cum egalitatea 0 = 1 nu poate avea loc pentru nici o valoare a lui x si y, rezulta ca
sistemul considerat nu are solutie.

in general

Unele sisteme de ecuatii liniare nu au solutie.
Un sistem de ecuatii liniare care nu admite nici o solutie se numeste incompatibil.

A Aplicand metoda redu-
cerii unui sistem compatibil

determinat, se ajunge la o
ecuatie de tip
a-x=b,cua #0.

@ Gaseste y astfel incat
perechea (3, y) sa fie solutie
X+y=2

X-y=-2"
Stabileste  apoi daca

a sistemului {

1.1 . L
275 apartine multimii
solutiilor.

@ Explica ce legatura este
intre ecuatiile sistemului

x—-y=1 . .
<2x “oy=2- Gaseste apoi
trei elemente diferite ale mul-
timii solutiilor.

A Aplicand metoda redu-
cerii unui sistem compatibil

nedeterminat, se ajunge la o
ecuatie de tip 0 - x = b.

® Formeaz&d un sistem
compatibil nedeterminat care
sa contina ecuatia

4x - 2y = -8.

A Aplicand metoda redu-
cerii unui sistem incompatibil,
se ajunge la o ecuatie de tip

0-x=b,cub #0.
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@) Transforma sistemul dat,
reducédnd mai intai necu-
noscutay.

@ Efectueaza calculele
intermediare si verifica faptul
ca (1, 2, -1) este solutie a
sistemului dat.

D Aplica ,metoda reducerii
in scara” sistemului

x+3y=7
2x-y=0

1., -
x+§y—3

si arata ca este sistem incom-
patibil.
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¢ Cum rezolvam sisteme liniare cu mai multe necunoscute?

Ideea centrala a metodei reducerii, pe care am aplicat-o unor sisteme de forma
ax+by=c
a,x+b,y=c,

incat, prin adunarea ecuatiilor astfel obtinute, una dintre necunoscute sa se reduca.

Aceasta metoda poate fi aplicata insa si unor sisteme de ecuatii liniare avand mai
multe necunoscute.

, consta Tn inmultirea ecuatiilor cu numere convenabil alese, astfel

X+y+z =2
Fie sistemul de ecuatii liniare cu necunoscutele x, y siz: 13x+y—-2z=7.
4x-y+2z=0

Pentru rezolvarea acestui sistem prin metoda reducerii putem proceda astfel:

Reducem mai intai necunoscuta x din -3x-3y-3z=-6

ultimele doua ecuatii. Pentru aceasta, 3x+ y-22=7
inmultim prima ecuatie cu -3 si o adunam ~
cu a doua ecuatie ... -2y -5z=1
... apoi Tnmultim prima ecuatie cu -4 sio 4x -4y -4z = -8
adunam la a treia ecuatie
' 4x - y+2z=0
-5y-2z=-8
Obtinem un sistem echivalent cu sistemul X+y+z =2
initial -2y-2z=1
-5y-2z=-8
Reducem necunoscuta y din ultimele 10y + 25z = -5
doua ecuatii -10y - 4z=-16
21z = -21
Obtinem un sistem echivalent cu sistemul X+y+z =2
initial -2y-5z=1
21z =-21

Rezolvam succesiv ecuatiile sistemului si obtinem solutia (1; 2; -1).

Sa analizam!

in rezolvarea sistemului de mai sus, am aplicat transforméri echivalente pentru a
aduce sistemul la o forma de ,scara”. Mai precis, am facut acele transformari prin
care fiecare ecuatie a sistemului obtinut are mai putine necunoscute decat ecuatia
anterioara. Aceasta metoda poate fi folosita in rezolvarea oricarui sistem liniar.

Sa aplicam!
Consideram sistemul urmator, de trei ecuatii liniare cu doua necunoscute:
x+3y=7
2x-y=0
x+%y:2
Aplicam ,metoda reducerii in scara” acestui sistem si il aducem la forma
x+3y=7
echivalenta; | /Y =-14
0=0

Ultima ecuatie a sistemului obtinut (adica 0 - y = 0) este verificata pentru orice
valoare a lui y. De aceea, aceasta ecuatie poate fi neglijata.

Sistemul obtinut este compatibil determinat, avand multimea solutiilor S = {(1, 2)}.
Aceeasi multime de solutii 0 are deci si sistemul initial.



¢ Ce este o inecuatie?
Sa ne amintim!

O inecuatie este o propozitie in care apare o singura data semnul de inegalitate
(stricta sau nu). O inecuatie are doi membri, in care apar variabile numite necunoscute.
Aceste necunoscute pot lua valori in domeniul de definitie al inecuatiei. O solutie a
unei inecuatii este un element al domeniului de definitie cu proprietatea ca, prin
inlocuirea sa in inecuatie, conduce la o propozitie adevarata.

Exemple

1) 2x + 1 > x - 2 este o inecuatie cu necunoscuta x al carei domeniu de definitie
este R.

Tnlocuindx cu 0in inecuatie, obtinem inegalitatea 1 > -2, care reprezinta o propozitie
adevarata. Deci 0 este solutie a acestei inecuatii. De asemenea 1 este solutie,
deoarece suntem condusi la propozitia adevarata 3 > -1. in schimb, inlocuind x cu
-3 obtinem propozitia falsa -5 > -5. Deci -3 nu este solutie a inecuatiei date.

2) In exemplul 4 al primei parti a unitatii, am notat cu v veniturile unei firme.
Tinand cont de cheltuielile existente, conditia de a nu avea pierderi a fost transpusa

in relatia v—-2100 —%v > 0, care este o inecuatie cu necunoscuta v.

2
3) % > x +1 este o inecuatie, avand domeniul de definitie D = R\ {-1}.

4)log,x < x + 1 este o inecuatie, avand domeniul de definitie D = (0, +o0). Numarul
1 este o solutie a acestei inecuatii, deoarece log,1 =0si0 < 2.

5) x + y - 2 < 0 este o inecuatie cu necunoscutele x si y, avand domeniul de
definitie R x R. Perechea (2; -1) este solutie a inecuatiei, in timp ce (2; 3) nu este
solutie a acestei inecuatii.

¢ Cum rezolvam inecuatii de gradul intai cu o necunoscuta?
Sa analizam!

Pentru a rezolva o inecuatie, trebuie sa descriem complet multimea solutiilor
acesteia. Vom analiza in continuare inecuatii de gradul intai cu o necunoscuta, adica
inecuatii in care apar doar termeni liberi si termeni in care apare necunoscuta la
puterea intai. Ca si in cazul ecuatiilor, pentru a rezolva o inecuatie de gradul intai,
incercam sa o aducem la o forma cat mai simpla.

Exemplu

Dragos si Eugen si-au propus sa rezolve inecuatia de gradul intai cu necunoscuta
x si cu domeniul de definitie R: -3x -x+ 5> 3 - 2x - 2.

Pentru inceput, amandoi au redus termenii asemenea din cei doi membri, obtinand
inecuatia -4x + 5> -2x + 1.

In continuare, Dragos a adunat 4x — 1 in ambili memobiri, a redus din nou termenii
asemenea, obtinand inecuatia 4 > 2x, pe care a rescris-o ,de la dreapta la stanga’,
adica 2x < 4.

in final, inmultind ambii membri cu numérul pozitiv 1 , Dragos a obtinut inecuatia
x < 2. El a dedus ca multimea solutiilor inecuatiei este S = (-, 2).

—o0 0

; 5 3

¢ Stabileste care dintre
numerele -2; 0,5; -4 este
solutie a inecuatiei
2x+1>x-2.

) Explica de ce numarul
(-1) nu apartine domeniului
de definitie al inecuatiei din
exemplul 3. Gaseste apoi
cateva solutii ale acestei
inecuatii.

/D Gaseste trei solutii ale
inecuatieix +y - 2 < 0, apoi
reprezinta-le intr-un reper
cartezian xOy.

1) Da exemple de inecuatii
de gradul intai cu o necu-
noscuta.
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@) Care dintre cele doua
rezolvari ti s-a parut mai
usoara? De ce?

¢ Rezolvéd inecuatia

25
V_2100_mv = 0

A Daca a < 0, inecuatia
ax > b este echivalenta cu

inecuatia x < g .

¢X) Ce poti spune despre ine-
cuatiile de forma 0 - x > b?
Gaseste multimile de
solutii pentru inecuatiile:
0-x>2,
0-x>-3si
0-x <42.

€) Stabileste care dintre nu-

%, 2 si 4 este
solutie a sistemului:

merele 0,

2x =1 ]
x—-3<1

€} Gaseste trei solutii ale
sistemului din exemplul 2),
apoi indica trei numere care
nu sunt solutii ale acestuia.
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Eugen, in schimb, a adunat termenul (2x - 5) ambilor membri ai inecuatiei
-4x + 5> -2x + 1, ajungand la -2x > - 4.

Inmultind ambii membri cu numarul negativ (—%) si tinand cont ca, prin inmultirea

Cu un numar negativ, sensul unei inegalitati se schimba, Eugen a obtinut inecuatia
x < 2, deci, la randul sau, a obtinut multimea solutiilor S = (-, 2).

in general

Pentru a rezolva o inecuatie putem utiliza urmatoarele transformari:

- efectuarea de calcule algebrice in fiecare membru al inecuatiei;

- adunarea (scaderea) aceluiasi termen in ambii membri;

- inmultirea (impartirea) ambilor membri cu acelasi numar pozitiv nenul;

- inmultirea (impartirea) ambilor membri cu acelasi numar negativ nenul, urmata
de schimbarea sensului inecuatiei;

- schimbarea intre ei a celor doi membri ai inecuatiei, insotita de schimbarea
sensului acesteia.

Prin aplicarea transformarilor de mai sus, se obtin inecuatii echivalente. Inecuatiile
echivalente au aceeasi multime de solutii.

Orice inecuatie de gradul intéi este echivalenta cu o inecuatie de forma
ax>b (=, <, <).

4 Cum rezolvam sisteme de inecuatii?

Sa ne amintim!

Un sistem de inecuatii este format din doua sau mai multe inecuatii legate prin
cuvantul ,si”. O solutie a unui sistem de inecuatii este o solutie comuna a tuturor
inecuatiilor sistemului.

Exemple

2x =1
) x-3<1
Numarul 2 este solutie a acestui sistem, deoarece 2 este solutie atat a inecuatiei
2x > 1, cat si ainecuatiei x -3 < 1.
Tn schimb, numarul 5 nu este solutie a sistemului: desi el verifica prima inecuatie,
el nu este solutie a celei de-a doua inecuatii, deci nici a sistemului.

este un sistem de inecuatii cu necunoscuta x.

2) Notand cu / lungimea laturii unui triunghi care urmeaza sa fie delimitat cu
jaloane, intr-un exemplu anterior am obtinut sistemul de inecuatii cu necunoscuta /:

[+50>20
20+ >50-
50+20>1

X2 —y+1<2x _ .. ) ,
este un sistem de doua inecuatii cu necunoscutele x Si y.

x—cos3y>x+siny

Sa analizam!

Ne-am amintit cum se rezolva ecuatiile, inecuatiile si sistemele de ecuatii de
gradul intai. Ne propunem in continuare sa gasim o metoda de rezolvare a sistemelor
formate din inecuatii de gradul intai cu o singura necunoscuta.

. - . 2x =1
Sa consideram, de exemplu, sistemul Y—3<1




Mai intai, prin efectuarea unor transformari

1
echivalente, rezolvam fiecare inecuatie in x> 2
parte x<4
Scriem multimile de solutii ale inecuatiilor [ 1 )
; ; ’ ’ ’ S =|5,+®©
sistemului 2
Sz = (~o0; 4) ,
. . . . . €& Explica de ce trebuie sa
. Obtlr]em mu!tlmea SOIUU!!Or SIStemUIUIJ S= B )n(—w 4) = B, 4) luam intersectia mulfimilor de
intersectand multimile de solutii ale celor doua solutii.
inecuatii ’
82 S']
- A N~
7 —
o0 [ \
I_ 1 /4 +o0

le

in general

Pentru a rezolva un sistem de inecuatii, rezolvam fiecare inecuatie in parte si

intersectam multimile de solutii.

€ Rezolva sistemul
[+50>20

Exercitii si probleme

20+/>50
50+20>1/

1. Dintre propozitiile urmatoare, alege-le pe acelea care
reprezinta ecuatii:

-1

a) x+1

=2, xeR\{-1}

=2, xeR, yeR\{-1}

-2
5

y+1
3 4
d) (-1)"=n,ne Z.
e)2x=x+1,xe Q.
Rezolva ecuatiile:
a)2x+1-3(x+2)=x+3
b) 3x+4(1 -x)=2(2x + 1)
c)x+2(1+x)=3(x-1).

Rezolva sistemele:

=Z ,X,y,z€eR

2x+3y=0
3x+2y=2

xX+2y=3,

Dax-y=1: D

Dintre propozitiile urmatoare, alege-le pe acelea care
reprezinta inecuatii:

a) 3x - 1 x+2
b) 0
c)x<x+ 1 7
d2+1=3<x

5. Rezolva inecuatiile:
a)x+2<4x-1
b)2(x+ 1) = 3x - 2.

6. Rezolva sistemele de inecuatii:
3x+2>x x-1<0
Dax<10+4x i D) q2x=x-4

x+3>2x-1

Scrie sub forma de sistem, apoi rezolva:
a)x-2y=x+4y+1=y-3;
b)2x+3 <x+1<x-7.
Partea intreaga a unui numar real x (notata [x]), este
numarul intreg n ales astfel incatn < x <n + 1.
a) Calculeaza [2 ,8] si [-2, 8].
b) Rezolva ecuatia [2x + 1] =
c) Determina numerele reale x pentru care [x + 1] < 3,5
x+y=3
2x-y=1,
3x+y<0

Rezolva sistemul:

10. Consideram ecuatia cu necunoscutax, (a* —1)x=a-1,
unde a R este un numar real.

a) Scrie explicit si rezolva ecuatia obtinuta pentru
valoarea a = 2.

b) Determina a astfel incat x = 0 sa fie solutie a ecuatiei.
c) Stabileste pentru ce valori ale lui @ ecuatia admite

o solutie unica.
17



Rezolvarea unor ecuatii, inecuatii sau sisteme

) Aplicam si dezvoltam!

O Stabileste domeniul de
definitie al ecuatiei

Jx+2x-1=x+x-4 si

apoi rezolva aceasta ecuatie.

@ Explicd de ce 1 nu

apartine domeniului de defi-

nitie al ecuatiei din exemplul

2. Stabileste apoi daca ecua-

fia X+2x=3 _5. o are
x-1

solutii.

© Verifica faptul cd 5 este
solutie a ecuatiei initiale.

@ Foloseste notatii conve-
nabile si rezolva sistemele:

2°4+37 =7
2x+1 +3y+1 :16

log, (x)+log,(y) =3
) {Iogzw) +log,(y*) =7
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Sa analizam!

Unele ecuatii, inecuatii sau sisteme pot fi reduse, prin efectuarea unor calcule, la
o forma mai simpla, in care apar doar termeni de gradul intai sau termeni liberi. In
acest caz, putem folosi metodele deja invatate, pentru a obtine solutiile ecuatiilor,
inecuatiilor sau sistemelor considerate initial.

Exemplul 1

Sa consideram ecuatia x? - 2x + 4 = x? - 6x + 9, cu necunoscuta x si domeniul
de definitie R. Cum in amandoi membrii apare termenul x?, aceasta nu este o ecuatie
de gradul intai. Totusi, adunand (-x?) ambilor membri, obtinem ecuatia echivalenta
-2x +4=-6x+ 9, care este o ecuatie de gradul intai. Spunem ca ecuatia initiala este
reductibila la o ecuatie de gradul intai. Obtinem ca multimea solutiilor ecuatiei date

_15
este S = { 4} .
Exemplul 2

X42x-3_5 o

x -1

Necunoscuta este x, iar domeniul de definitie este D = R\ {1}. Nici aceasta nu
este o ecuatie de gradul intai, dar, scriind numaratorul fractiei sub forma x? + 2x - 3 =
= (x - 1)(x + 3) si simplificand fractia prin (x - 1), ajungem la ecuatia de gradul intéi
x+3=2x -2, care are solutiax = 5. Cum 5 & D, rezulta ca ecuatia considerata initial
are multimea solutiilor S = {5}.

Discutam in continuare rezolvarea ecuatiei

Sa analizam!

Uneori, pentru a rezolva ecuatii, inecuatii sau sisteme putem nota anumiti termeni
in mod convenabil, introducand astfel noi necunoscute.

Sa consideram, de exemplu, sistemul de ecuatii urmator avand necunoscutele x
si y si domeniul de definitie D = R2\ {(a, b) | @ - b = O}:

g+§=7
Xy
1_1_4
x oy

Observam ca, notand % =u gi % =V, obtinem sistemul de ecuatii liniare (in u si v)

2u+3v=7 ) i
, care admite solutia (2, 1).

u-v=1
Revenind la necunoscutele initiale x si y, deducem ca ele verifica ecuatiile
1.2
x ’
14
’ 1 1 1
deci x =5 siy=1.Cum (5’ 1) €D, rezulta S= {(5 1)} .



S& analizam! A inecuatia (x - 5)(x+ 1)> 0
Unele inecuatii pot fi rezolvate cu ajutorul sistemelor de inecuatii. De exemplu, s& @ pututfirezolvaté cu ajutorul

consideram inecuatia (x - 5)(x + 1) > 0, x € R. Aceasta se rezolva astfel: unor sisteme, deoarece unul
’ dintre membri este 0.

Produsul a doua numere este pozitiv daca x-5>0 x-5<0
ambele numere sunt fie pozitive, fie negative x+1>0 x+1<0
Rezolvam fiecare sistem in parte x € (5, o) sau x € (-, —1)
Multimea solutiilor inecuatjei initiale este A Cuvantul ,sau” conduce
reuniunea multimilor de solutii ale sistemelor S = (5, + o) U (—oo, —1) la operatia de reuniune a
obtinute multimilor.
Exercitii si probleme
1. Rezolva ecuatiile: 3. Determina multimile de solutii pentru:
a)(x+1)2?=(x-22+1,xe R a)(2x-1)Bx+1)=0
2 b) (2x - 1)(3x +1) >0
b) S =1, x e R\{0}. o) (2x - 1)(3x + 1) < 0.
Ce relatie exista intre multimile gasite la punctele
1,3_» a), b) sic)?
2. Rezolva sistemul: !X V|
2 1_4 4. Rezolva inecuatiile: a) x* - 3x < 10, x € R.
roy b) x(x - 1) < x(2x + 3),x€ R.

Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
& sa recunosc ecuatii, inecuatii Si sisteme liniare
& sa asociez unei probleme o ecuatie, inecuatie sau sistem
¢ sa aplic algoritmii de rezolvare a ecuatiilor, inecuatiilor sau sistemelor
& sa stabilesc compatibilitatea unor sisteme de ecuatii liniare?

) Test de verificare

1. Dintre propozitile urmatoare, identifica ecuatiile, 3. Scrie ecuatia corespunzatoare urmatoarei probleme:
inecuatiile si sistemele de gradul intai: Determina un numar natural de sase cifre care are
a)x*+x-1=3,xe R. cifra unitatilor egala cu 4 si care se mareste de patru

ori atunci cand ultima cifra este mutata la inceputul
b)x—1=2x+1=—x+6 xeR numarului
3 9 2’ :
X+2y =1 4. Precizeaza daca sistemul urmator este compatibil:
C){xg_ygzz d)2x+1>x+3 x_y+32=1
2x+4y-z=3
3x+1=2x-3 4x+2y+5z=4

2. Rezolva sistemul de inecuatii: .
T2 <x+1

Lectura

Printre popoarele antice egiptenii ocupd un loc aparte. Realizdrile lor au intrigat si fascinat in egald mdsurd oamenii
de culturd sau simplii turisti. Monumentalele piramide de la Gisech au condus la ideea cd egiptenii aveau temeinice
cunostinte matematice. In sprijinul acestei presupuneri vine si papirusul Rhind, descifrat la sfarsitul secolului al XIX-lea, ce
contine informatii importante despre cunostintele matematice ale egiptenilor. Aceste cunostinte erau, in majoritatea lor,
algoritmice: metodele de rezolvare nu erau justificate prin rationament, ci fixate si transmise sub formd de ,,reguli*.
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Unitatea de invatare 2

) Test initial de autoevaluare

Rezolvand exercitile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitati de invatare.

Reprezentarea 1. Intr-un ziar sportiv a ap&rut urmatorul tabel comparativ al intalnirilor directe dintre echipele
datelor de fotbal Manchester United si AC Milan:
statistice : M.U. A.C.M

Goluri 2,0 1,3

Suturi de poarta 9,6 12,7

Cornere 3,9 6,1

Faulturi 14,6 12,7

Transforma acest tabel intr-un grafic comparativ cu bare.

Sisteme de 2. Reprezinta intr-un sistem ortogonal xOy punctele:
coordonate A(-2; 1), B(3; -1), C(-3; 0), D(0; 2), E(4, 4).
3. Observa reprezentarea alaturata, apoi asociaza fiecare punct Y
cu coordonatele sale. M
a) (0; -2) N S
b) (-1 1) a o
0) (3; 2) >
d) (2; -1)
e) (1; 1) R
f) (-2; 0) P
Elemente de 4. In figura de mai jos dreptele d, si d, 5. Completeaza cu raspunsul corect!
geometrie sunt paralele. Calculeaza x. Lungimea laturii MP este ...
A
x / 8 A
d.
40° 2 B c N%¥==F—r
Ecuatii 6. Dintre perechile de numere de mai jos, identifica solutiile ecuatiei 3x - y + 1 = 0.
a)(1;4), b)(0;1); c) (1; 0); d) (-1; -2).

7. Determina parametrul a, daca ecuatia 3ax - 1 = x + a are solutia 2.

Inecuatii 8. Reprezinta pe axa numerelor multimile de solutii ale inecuatiilor:
a)3x-1=2x+1 byx-4<3x+2

9. Asociaza fiecare dintre multimile urmatoare, reprezentate pe axa, cu o inecuatie sau cu
un sistem de inecuatii:
a) 0 1 b) -10 1 2
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Reprezentari grafice. Liniaritate

Reprezentarea si interpretarea datelor

exploram!

Pentru a analiza si a intelege mai bine continutul unor date este util sa le
reprezentam intr-un mod cat mai sugestiv. Folosind reprezentarile grafice, putem
formula diverse concluzii utile.

Exemplul 1: Raurile din Roméania

lonut a realizat pentru ora de geografie un referat despre raurile de pe teritoriul
Romaéniei. Dorind sa faca o comparatie, si-a dat seama ca are mai multi indicatori
care ar putea fi considerati: lungimea totala, lungimea pe teritoriul Romaniei, bazinul
hidrografic (total, respectiv pe teritoriul Romaniei), debitul mediu.

lonut a alcatuit un tabel in care a sintetizat unele dintre aceste date si in care a
ordonat raurile din tara noastra in functie de lungimea lor pe teritoriul Romaniei. Pentru ca
tabelul sa fie cat mai sugestiv, el a inclus in tabel si lungimea totala a respectivelor rauri.

Denumirea Lungimea pe teritoriul Lungimea
cursului de apa Romaniei (km) totala (km)
Dunare 1075 2850
Mures 761 803
Prut 742 953
Olt 615 615
Siret 559 706

Din tabel putem deduce imediat ca:
* aproape o treime din lungimea totala a Dunarii este pe teritoriul Romaniei;
+ Oltul este singurul rau important care curge doar pe teritoriul tarii noastre.

Exemplul 2: Cursul de schimb

Intr-un raport privind situatia financiara a bancii la care lucreaza, domnul Popescu
va include si evolutia cursului euro-leu si a cursului dolar-leu in cele 12 luni ale anului
2006. De pe site-ul Bancii Nationale a Romaniei, el a extras cursurile valutare medii
pentru fiecare luna din 2006 si a realizat un grafic, pentru a ilustra mai bine evolutia
acestor cursuri.

=
[ | ] m €
3,5000 1 g nn L P
30000+ @
[ ] ® P ° Y [} ° ° Y o
2,5000 + °

t t t t t t t t t t t t
ian feb mar apr mai iun iul aug sept oct nov dec

Din acest grafic putem deduce ca:

- leul a avut o tendinta generala de apreciere fata de euro si dolar

- deprecierea dolarului fata de leu a fost mai accentuata decat deprecierea monedei
euro fata de leu.

O Informeazéa-te si rdspun-
de! Prin ce tari mai trec prin-
cipalele rauri de pe teritoriul
Romaniei?

@ Completeazé tabelul alca-
tuit de lonut cu inca o co’
loana, in care exprimi pro-
centual lungimea principa-
lelor réauri de pe teritoriul
Romaéniei, raportata Ia
lungimea lor totala.

Ain reprezentarea evolutiei
cursului de schimb, ne inte-

reseaza doar regiunea din
plan in care are relevanta
informatia. De aceea, origi-
nea sistemului de axe nu are
coordonatele (0; 0).

® Presupunénd cé tendinta
de apreciere a leului fata de
euro s-ar fi mentinut analog
si in 2007, estimeaza rata
medie de schimb euro-leu in
decembrie 2007. Compara
apoi rezultatul gasit cu
evolutia reala a acestei rate.
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@ Estimeazd numaérul ele-
vilor cupringsi intr-o forma de
invatamant preuniversitar, in
1990 si in 2004.

© Folosind graficul timp-vite-
za din imagine, estimeaza:
a) acceleratia masinii in se-
cunda 4;

b) distanta parcursa de auto-
turism in 15 sec.
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Exemplul 3: Variatia numarului elevilor

Doamna Marinescu a prezentat colegilor de la un institut de sociologie cateva
date referitoare la evolutia populatiei scolare.

Pentru aceasta, ea a selectat din Anuarul Statistic al Romaniei numarul copiilor
inscrisi in diverse forme ale invatamantului preuniversitar (invatdmant prescolar, primar
si gimnazial, liceal, profesional si de ucenici) in anii scolari 1990/1991 si 2004/2005.

Pentru ca datele culese sa fie redate intr-un mod cat mai sugestiv, a fost realizat
un grafic cu bare cu ajutorul caruia pot fi realizate mai usor comparatii si pot fi puse in
evidenta anumite tendinte.

A [ ] 1990/1991
‘5. 2.750.000+ _
5 2500.000+ 2004/2005
2 #
= 2.250.000T
% 2.000.000+
‘% 1.750.000+
§_ 1.500.000T
o 1.250.000T
T 1.000.000+
©
£  750.000T
>
Z  500.000+
250.000 T 777
>
Inv. prescolar  Inv. primar Inv. liceal  Inv. profesional
si gimnazial si de ucenici

Forma de invatamant
Din acest grafic, deducem ca:
- populatia scolara a scazut intre 1990 si 2004
- scaderea cea mai accentuata s-a inregistrat in invatamantul primar si gimnazial.

Exemplul 4: Cresterea vitezei unui automobil

Constructorii unui nou model de autoturism au testat cat de rapid poate atinge
acesta o anumita viteza la pornirea de pe loc. Pentru aceasta ei au folosit un radar
special, care Tnregistreaza din secunda in secunda viteza masinii, timp de 15 secunde.
Pe baza datelor obtinute, inginerii au realizat graficul de mai jos. Ulterior, ei au constatat
insa ca unind punctele corespunzatoare din primul grafic obtin o imagine mai sugestiva
a comportarii modelului testat.

Viteza Viteza
(km/h) (km/h)
1504 P 1504
L]
L]
L]
100+ R 1004+
L]
50+ . 50+
L]
L]
P I 0
123456788910112131415 Timp 123456780910112131415 Timp

(s) (s)

Pe baza reprezentarii grafice realizate, constructorii au dedus ca:
- modelul realizat atinge viteza de 100 km/h in 8,3 sec de la plecarea de pe loc
- accelerarea maxima se petrece intre 6,2 sec si 9,4 sec de la pornire.

in general

Reprezentarile grafice transmit, intr-o forma concisa si sugestiva, informatii
referitoare la un set de date. O alegere adecvata a modului de reprezentare a datelor
evidentiaza caracteristici, tendinte si proprietati ale setului de date analizate.




Exercitii si probleme

1. Specialistii atrag din ce in ce mai des atentia asupra
incalzirii globale a Pamantului.

NE E DIN CE IN CE MAI CALD

n ultimii 125 de ani, temperaturile
medii considerate normale la nivel
global (marcate cu 0) au cunoscut o
tendinta clara de crestere.

Temperaturile inregistrate in ultimul
deceniu au ajuns chiar la un nivel cu
0,6 grade Celsius mai ridicat decat cel
obisnuit. Ceea ce ingrijoreaza cel mai
mult nu este neaparat trendul ascen-
dent, cat ritmul accelerat din ultimele
decenii. Daca se va pastra aceeasi pro-
gresie, este posibil ca peste mai putin
de un secol climatul global si harta
Terrei sa se modifice radical.

SURSA:WIKIPEDIA
Sursa: Rev. Capital 5/1 febr. 2007

0.6
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Observa reprezentarea grafica, apoi precizeaza:
a) Ce semnificatie au datele de pe abscisa si de pe

ordonata?

b) Pe ce se bazeaza afirmatia: ,exista un ritm
accelerat de crestere a temperaturii Tn ultimele

decenii”?

c) Cum a fost realizat acest grafic?

2. In tabelul aldturat sunt prezentate dobanzile de

referinta pentru Tmprumuturi in lei, practicate de
bancile comerciale intre septembrie 2005 si aprilie
2006.

a) Asociaza acestui tabel o reprezentare grafica cat
mai sugestiva.

b) Domnul Popescu a imprumutat de la o banca, in
august 2005, 43000 RON. El achita lunar cate 1000
RON, la care se adauga dobanda la suma ramasa.
Inregistreaza intr-un tabel sumele totale platite de
domnul Popescu in fiecare luna, din septembrie
pana in aprilie.

Luna Dobéanda
aprilie 2006 8,50
martie 2006 8,47

februarie 2006 7,50
ianuarie 2006 7,50
decembrie 2005 7,50
noiembrie 2005 7,50
octombrie 2005 7,72
septembrie 2005 8,25

3. Companiile europene au ajuns la concluzia ca

multiculturalitatea angajatilor lor poate aduce
beneficii. Astfel, angajarea de personal cu competente
lingvistice a devenit o strategie importanta pentru
majoritatea companiilor. In graficul cu bare aliturat
sunt prezentate rezultatele unui studiu facut in
cateva tari europene asupra acestei strategii de
angajare.

a) Formuleaza posibile explicatii pentru deosebirile
intre tarile analizate din perspectiva studiului
prezentat.

b) Informeaza-te si raspunde. Cati dintre locuitorii
Romaéniei cunosc cel putin o limba straina?

VORBITORII NATIVI
POT AJUTA EXPORTURILE

ATU. O buna parte din firme angajeaza
vorbitori nativi de limbi straine pentru
a aborda alte piete.

45
40
35

30—
o — mu B

= |
15

% din companii

10
5
e = = & =
5§ 2 § & &
8 3 ® S5 &
o (O]
SURSA: CE

Sursa: Rev. Capital 12/22 martie 2007

. Reprezentarile grafice alaturate prezinta variatia

cotatiei principalelor monede in raport cu moneda
nationald, in cateva zile ale lunii mai 2007.

dolar
» =
2,4380 E
(']
24259 ) 1 24246
™
£ 24194
= 24109 2,4162

a) Determina valoarea medie a cotatiei monedei euro
in perioada analizata.

b) Precizeaza tendinta cotatiei euro.

c) Calculeaza diferentele dintre cotatiile maxime si
cele minime ale acestor monede.
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Mectoda grafica in studiul ecuatiilor si al inecuatiilor liniare =——————

O Reprezints pe axa nume-
relor multimile de solutii
pentru:

a)dx+1=0

b)4x+1>0

c)4x+1<0.

@ Gaseste trei solutii ale
ecuatiei 2x - y + 3= 0.
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) Analizam si generalizam!

Sa ne amintim!

Multimea solutiilor unei ecuatii sau a unei inecuatii de gradul intai poate fi
reprezentata pe axa numerelor reale.

Astfel, In cazul ecuatiei 2x - 3 = 0, multimea solutiilor este S = {Q} ; acestei

s-{3

in schimb, considerand inecuatia 2x - 3 < 0, multimea solutiilor este intervalul

multimi Ti corespunde, pe axa numerelor reale, un punct:

0

N|w o

T . o
(—00, 5 |, caruiai corespunde pe axa numerelor reale o semidreapta:

Il —I _ | _ §
0o 3 S‘(w'zl
2

Analog, multimea solutiilor inecuatiei 2x - 3 > 0 este intervalul (% 00) , caruia li

corespunde pe axa numerelor reale o semidreapta:
3

—2 s=(3i)

in lectiile urmatoare vom reprezenta grafic si multimile de solutii ale unor ecuatii,
inecuatii si sisteme mai generale.

4 Cum interpretam grafic ecuatii de gradul intai cu doua necunoscute?

Sa analizam!

Am vazut ca in cazul ecuatiilor si inecuatiilor de gradul intai cu o necunoscuta
putem reprezenta multimile de solutii pe axa numerelor reale. Ne propunem in
continuare sa gasim o reprezentare si pentru solutiile ecuatiilor siinecuatiilor de gradul
intai cu doua necunoscute. in acest caz vom folosi reprezentari grafice intr-un plan in
care a fost ales un reper cartezian.

Sa consideram, de exemplu, ecuatia de gradul
intéi cu necunoscutele x si y: 1 Cc

2x-y-3=0

Observam mai intai ca aceasta ecuatie admite
mai multe solutii.

Astfel, (0; -3) (1; -1), precum si (3; 3) sunt solutiile
ecuatiei date.

QO F———f———————

Fixam in plan un reper cartezian xOy in care 0 i ' X
reprezentam punctele A(0; -3), B(1; -1) si C(3; 3) IB
corespunzatoare solutiilor indicate mai sus. ' " b

|

Desenul sugereaza ca cele trei puncte sunt situ- i
ate pe o aceeasi dreapta. Acest fapt trebuie insa " E / -

demonstrat riguros.



Sa demonstram!

Punctele A(0; -3), B(1; -1) si C(3; 3) sunt coliniare.

Vom face o constructie auxiliara: prin A si B ducem paralele a si b la dreapta
suport a axei Ox, iar prin B, respectiv C, ducem paralele la axa Oy care intersecteaza
dreptele a si b in B', respectiv C'. Acestea au coordonatele B'(1, -3), respectiv
C"(3, -1). Pentru a arata ca punctele A, B, C sunt coliniare este suficient sa demonstram

cd m(ABB') +m(B'BC")+m(C"BC) =180° .

Unghiul B'BC" este drept, deci m(@) = 90° . Pentru a obtine informatii legate
de celelalte doua unghiuri, studiem triunghiurile AB'B si BC"C. Remarcam ca acestea
sunt dreptunghice, in B', respectiv C"”, iar catetele lor au lungimile egale cu

AB =1;BB=2; BC'=2;C'C=4.

Observam ca aceste lungimi sunt proportionale, deci AAB'B ~ ABC"C (deoarece
/\/B,\B = BC/”\C SI AB, 2@ .

" BC C"C)
Deducem c& m(BAB) = m(CBC"), deci m(ABB) + m(BBC") + m(C’BC) = m(ABB) +

+90° + m(B/AE’) =180°, ceea ce probeaza afirmatia facuta.

Am aratat, asadar, ca punctele A, B si C, corespunzatoare celor trei solutii (0; -3);
(1; -1), respectiv (3; 3), sunt coliniare.

in general, daca (x,; v,) este o solutie a ecuatiei 2x - y - 3 = 0, punctul P(x,; y,)
este situat pe dreapta AB determinata de punctele de mai sus. Ne intrebam daca si
reciproca este adevarata, deci daca orice punct de pe aceasta dreapta corespunde
unei solutii a ecuatiei considerate.

Sa demonstram!

Daca P(x,; y,) este situat pe dreapta determinata de punctele A(0; -3) si B(1; -1),
atunci 2x, - y, - 3 =0, deci (x,; y,) este solutie a ecuatiei 2x - y - 3 = 0.

Consideram un punct P(x,, y,) aflat pe dreapta AB.
Paralela prin P la Oy intersecteaza a in P'. Din
asemanarea triunghiurilor AP'P si AB'B deducem:
AP _PP" i Xo _ Yo t3
AB ~ BB 9% 7 =

, adica 2x, - y, - 3 =0.

in concluzie am stabilit o legatura intre multimea solutiilor ecuatiei 2x - y - 3=0
si multimea punctelor din plan situate pe dreapta AB.

in general

Multimea solutiilor unei ecuatii de gradul intai cu necunoscutele x si y se reprezinta,
intr-un plan in care a fost fixat un reper cartezian xOy, printr-o dreapta. Aceasta
dreapta este determinata de doua puncte corespunzand unor solutii particulare ale
ecuatiei.

Reciproc, orice dreapta din acest plan este reprezentarea grafica a solutiilor unei
ecuatii de gradul intai cu doua necunoscute.

© Exprima vectorii AB si
AC in functie de versorii
axelor. Ce poti spune despre
acesti vectori?

@ Calculeazd lungimea
segmentului PQ, daca:

a) P(1; 2), Q(1; 4):

b) P(1; 2), Q(-5; 2).

© Verifica faptul c& (4; 5) este
o solutie a ecuatiei
2x-y+3=0siarata céd A, B
si D sunt coliniare, unde D
este punctul de coordonate
(4; 5).

® Determina mijlocul M al
segmentului AB. Arata apoi
cd x,, siy, (coordonatele lui
M) verifica ecuatia

2x -3=0.

M_yM

@ Scrie ecuatia dreptei PQ,
unde P(1, 1) si Q(-2, 3).
Determina coordonatele altor
trei puncte ale acestei drepte.

25



© Reprezinta grafic, fata de
acelasi sistem de axe, mul-
timile de solutii ale ecuatiilor:
2x+y-3=0;

2x+y=0;

2x+y+1=0.

© Identifica doud solutii ale
inecuatiei
2x+y-3=0.

© Reprezinta grafic mul-
timile de solutii ale ine-
cuatiilor 2x + y - 3 > 0 si
2x+y-3<0.

@® Asociazd domeniului
evidentiat o inecuatie:

v
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¢ Cum interpretam grafic inecuatii de gradul intai cu doua necunoscute?
Sa analizam!

Am aratat ca exista o legatura intre interpretarea grafica a multimii solutiilor ecuatiei
2x - 3 = 0 si interpretarea grafica a multimii solutiilor inecuatiei 2x - 3 < 0: in timp ce
multimea solutiilor ecuatiei este reprezentata pe axa numerelor reale printr-un punct,
inecuatia are ca multime de solutii o semidreapta, delimitata
de acest punct pe axa numerelor. Y

Ne asteptam ca un fenomen analog sa aiba loc si in
cazul ecuatiilor, respectiv inecuatiilor, de gradul intai cu doua
necunoscute. Stim deja ca solutiile unei ecuatii de gradul
intai cu doua necunoscute pot fi reprezentate printr-o dreapta
si ne punem problema descrierii multimilor de solutii pentru
inecuatiile asociate.

De exemplu, in cazul ecuatiei 2x - y - 3 = 0, multimea
solutiilor este reprezentata de dreapta determinata de punctele
A(0; -3) si B(1; -1).

Observam ca aceasta dreapta imparte planul in doua semiplane si se intrebam
daca exista vreo legatura intre acestea si inecuatiile 2x - y - 3 < 0, respectiv
2x-y-3>0.

Pentru aceasta, sa consideram punctele O(0, 0); M(0, -1); N(-1, 1), situate
intr-unul din semiplane, precum si punctele S(2, 0); T(3, 1); U(1, -3), situate in semiplanul
opus. Observam ca avem:

2:-0-0-3=-3<0 y

2:-0-(-1)-3=-2<0

2:-(-1)-1-3=-6<0,
deci punctele O, M, N cores- N
pund unor solutii ale inecuatiei
2x-y-3<0.

Pe de alta parte, avem: [0]

2:2-0-3=1>0 multimea M

2-3-1-3=2>0 solutiilor

2:-1-(-3)-3=2>0, inecuatiei  —r
deci punctele S, T si U cores- 2x-y-3<0
pund unor solutii ale inecuatiei At
2-y-3>0. multimga solutiilor
. inecuatiei 2x -y -3>0
In general

Multimea solutiilor unei ecuatii de gradul intai cu doua necunoscute poate fi
reprezentata printr-o dreapta. Multimile de solutii ale inecuatiilor asociate acestei ecuatii
pot fi reprezentate prin semiplanele delimitate de aceasta dreapta. Semiplanele sunt
deschise (adica nu contin d) sau inchise, dupa cum inecuatiile considerate sunt
stricte sau nu.

Sa aplicam!

Pentru a reprezenta grafic multimea solutiilor inecuatiei x + y - 2 > 0, procedam
astfel:

* reprezentam grafic dreapta de ecuatie x + y - 2 = 0;

« verificam daca (0; 0) este solutie a inecuatiei date;

» deoarece 0 + 0 - 2 > 0 este o propozitie falsa, multimea solutiilor inecuatiei este
acela dintre semiplanele determinate de dreapta d, care nu contine punctul O.




¢ Cum interpretam grafic sisteme de ecuatii liniare?

Sa analizam!

Am demonstrat ca multimea solutiilor unei ecuatii liniare cu doua necunoscute se
reprezinta in plan printr-o dreapta. Aceasta inseamna ca in cazul unui sistem de doua
ecuatii liniare cu doua necunoscute, fiecareia dintre ecuatii 1i corespunde o dreapta.
Stim ca doua drepte din plan pot fi concurente, confundate sau paralele. Pe de alta
parte, am aratat ca sistemele de ecuatii liniare pot fi compatibil determinate sau
compatibil nedeterminate sau incompatibile. Ne propunem sa investigam legatura
dintre compatibilitatea unui sistem de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute i
pozitia relativa a dreptelor corespunzatoare ecuatiilor sistemului.

Exemplul 1

Consideram sistemul de ecuatii liniare cu necunoscutele x si y: {i : 5};221 .
Acesta este un sistem compatibil determinat, avand solutia (3; -1).
Vrem sa determinam grafic solutia acestui sistem. Pentru aceasta, reprezentam
dreptele corespunzatoare ecuatiilor sale.
Prima ecuatie admite solutiile (0; 2) si (2; 0). De aceea, Y
punctele A(0; 2) si B(2; 0) determina dreapta

corespunzatoare ecuatiei x + y - 2 = 0.

Analog, multimea solutiilor ecuatiei x + 2y - 1 = 0, D _-\
este reprezentata de dreapta determinata de punctele l ~ N\B |
C(1;0) si D(-1; 1). Reprezentand ambele drepte in reperul I ?Xl\ *
cartezian xOy, observam ca ele sunt concurente in S

punctul S(3; -1), ale carui coordonate reprezinta chiar
solutia sistemului considerat.

in general

Un sistem de doua ecuatii cu doua necunoscute este compatibil determinat daca
si numai daca dreptele corespunzatoare ecuatiilor sistemului sunt concurente.
Coordonatele punctului de intersectie a celor doua drepte reprezinta solutia sistemului
dat.

Exemplul 2

Sistemul 2x -y =_3 este compatibil nedeterminat: cea Y
4x-2y=6

de-a doua ecuatie se obtine din prima prin inmultire cu 2.
Dreapta corespunzatoare primei ecuatii are ca intersectie

(§
>
B(0, -3). Pe de alta parte, dreapta corespunzatoare celei de-a / B
doua ecuatii are aceleasi puncte de intersectie cu cele doua

axe. Deoarece aceste doua drepte au in comun punctele A si

B, deducem ca ele coincid.

cu axa Ox punctul A 0) , iar caintersectie cu axa Oy punctul T

in general

Un sistem de doua ecuatii cu doua necunoscute este compatibil nedeterminat
daca si numai daca dreptele corespunzatoare ecuatiilor sistemului coincid.

@ Rezolva sistemul
X+y=2 )
x+2y =1 Pprin metoda re-
ducerii si verifica faptul ca
(3; -1) este solutia sa unica.

@® Determina intersectiile

cu axele de coordonate ale

dreptei de ecuatie
x+2y-1=0.

@ Explica de ce punctul de
intersectie a dreptelor cores-
punde solutiei sistemului.

@® Explica ce legéaturd
exista intre faptul ca sistemul
are o infinitate de solutii si
faptul ca cele doua drepte
coincid.
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@ Putea fi gasita dreapta
corespunzéatoare primei ecuatii
din exemplul 3, folosind inter-
sectia cu axele?

@ Ce s-ar fi intamplat dacé
dreptele erau concurente?

Exemplul 3

x-y=0
Sistemul de ecuatii liniare 2% _y2y _ 4 este incompatibil.

L-4A
Prima ecuatie admite solutiile particulare (0; 0) si (1; 1), ! /
deci multimea solutiilor acestei ecuatii se reprezinta prin dreapta
determinata de punctele O(0; 0) si A(1; 1). Analog, multimea
solutiilor celei de-a doua ecuatii se reprezinta prin dreata BC, /
unde B(2; 0) si C(0; -2). Reprezentand cele doua drepte in acelasi
sistem de axe, observam ca ele sunt paralele.

in general

Un sistem de doua ecuatii cu doua necunoscute este incompatibil daca si numai
daca dreptele corespunzatoare ecuatiilor sistemului sunt paralele.

Putem sistematiza legatura dintre compatibilitatea unui sistem de doua ecuatii
liniare cu doua necunoscute si pozitia relativa a dreptelor asociate ecuatiilor prin
urmatorul tabel:

@ Rezolva sistemul din
exemplul 4 folosind metoda
reducerii.
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Cazul | Cazul ll Cazul lll
Forma ecuatiilor | (-2x+7y =11 x-3y=2 3x-y=4
(exemple) 3x+5y=1 2x+6y=-4 6x-2y=5
Numarul una singura o infinitate nici una
solutiilor
Multimea de S={(2;-1)} S={(;»)|x-3y=2} S=¢
solutii
Compatibilitatea | Sistem compatibil Sistem compatibil Sistem
sistemului determinat nedeterminat incompatibil
Interpretarea doua drepte care se doua drepte care coincid; | doua drepte
grafica a intersecteaza intr-un | multimea punctelor paralele distincte;
sistemului punct ale carui acestor drepte identice intersectia nu
coordonate formeaza | reprezintd multimea de contine nici un
solutia sistemului solutii a sistemului punct
Sa aplicam!

Metoda grafica poate fi utilizata si pentru interpretarea sistemelor de trei ecuatii
cu doua necunoscute. De aceasta data vom avea trei drepte in plan; pozitia lor relativa
ne va da informatii cu privire la compatibilitatea sistemului. Mai precis: sistemul este
compatibil daca si numai daca toate dreptele trec prin acelasi punct.

Exemplul 4 3x—y=3
Consideram sistemul de trei ecuatii cu doua necunoscute: (X 7Y = 5
’ 3x-2y=0

Reprezentam grafic dreptele d,, d, si d,
corespunzatoare celor trei ecuatii. Obtinem
astfel dreptele A,B,, A,B, si OP, unde A (1; 0);

171
B,(0; -3), A,(5; 0), B,(0; 5), A(1; %) Obtinem,

in concluzie, reprezentarea grafica alaturata.

Desenul indica faptul ca cele trei drepte au
un punct comun, si anume punctul P(2; 3).
Aceasta inseamna ca sistemul considerat
admite solutia (2; 3). Deci sistemul dat este
compatibil.




Exercitii si probleme

1. Se dainecuatia 2x - 3y > 6. intr-un plan in care s-a 7. Folosind reprezentarea pe hartie milimetrica,

fixat un reper, consideram punctele:

A(-3%2)  o(Hho) of-s-7)

aproximeaza solutiile sistemelor:

{2x+y—2:0 {x+y:1,3
a

) lx-y+0,5=0’ P)|2x >y =06
s(28) e (s T
C(0;-2) F(4; 1) 1(=10;1). X+y=+3" ) lx+3y=1

a) Marcheaza cu rosu punctele ale caror coordonate
verifica inecuatia si cu verde pe celelalte. Fixeaza
alte 10 puncte in plan si coloreaza-le dupa regula de
mai sus.

b) Incearca sa ghicesti care este frontiera care separa
zona ,punctelor rosii” de cea a punctelor verzi.

Verifica daca astfel ai obtinut solutii ale sistemelor
date.

. Reprezinta grafic dreptele de solutii ale ecuatiilor ce

compun sistemele urmatoare, apoi determina
solutiile sistemelor:

Coloreaza cu rosu zona reprezentand toate solutiile x+2y=5 . xX+y+7=0
inecuatiei. a) {4x—3y:—13’ 3x—y+1=0>
c) Coloreaza cu rosu zona reprezentand toate

solutiile inecuatiilor: 2x - 3y <6 si 2x - 3y < 6 {7x +5y =1

Foloseste doua repere carteziene diferite. —9x+y=-13

d) Rezolva grafic inecuatiile x > 5 sirespectiv x < 2.

. Reprezinta dreptele de solutii ale ecuatiilor ce
compun sistemele urmatoare, apoi determina

. Folosind proprietatile numerelor reale, rescrie sub

forma unui sistem ecuatiile:
a) (x-yp+ (2x+y-1)=0;

multimile de solutii ale sistemelor: b) |x -y +1+|2x-3)|=0
-y=1. 2x=y . .
a) {x A b){ : c) Jx—2y+x+y+1=0;
4 d)x?-2xy+22+2y+1=0.
2x-y= 1 2x-y=3
C) X—-y=2- ; x+y=0 - 10. Determina numarul de solutii ale sistemelor:

. Scrie un sistem care are ca solutie (-1; 1). Mai poti

x-y+1=0 2x-3y=0
a) 2x+y=4 .p) {x+y=1

scrie inca un astfel de sistem? ’ x+y-3=0 —x+2y-1=0 '

. In figura al&turatd sunt re- oL R o
prezentate dreptele de solutii 1 11. Determina numerele reale a si b stiind ca sistemele
ale ecuatiilor unui sistem. Care N\ 1 de mai jos au aceeasi solutie:
este solutia sistemului? _10__ ! X x—y=2 o Jax- 3y =1

x+by=1" |x+y=8
- Determina numerele reale  si b stiind ca (1; 3) este 12. a) Reprezinta grafic multimea solutiilor inecuatiei:

solutie a sistemului:

x+2y-3=20.

) {z -~y i‘; . b) {gx + ay__b1 =0 : b) Determina o inecuatie a carei multime de solutii
xt+y= x-y= este cea reprezentata mai jos.
ax—by=3
bx+y=2
. Adauga inca o ecuatie sistemului {x +y=1 , astfel
; x—-y=3 -

ca noul sistem obtinut sa devina
a) compatibil; b) incompatibil.
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) Aplicam si dezvoltam!

4 Cum rezolvam sisteme de inecuatii?
Am vazut ca multimea solutiilor unei inecuatii liniare cu doua necunoscute se

O Fie functia x B oax + b enrezinta printr-un semiplan.
Cum putem decide rapid

dacs originea reperului se Consideram o dreapta d, avand ecuatia y = ax + b. Atunci, coordonatele tuturor
afld sau nu deasupra grafi- punctelor M(x; y) situate: a) deasupra dreptei d, verifica inecuatia y > ax + b.
cului functiei? b) sub dreapta d, verifica inecuatia y < ax + b.
c) pe dreapta d, verifica ecuatia y = ax + b.
Sunt posibile situatiile ilustrate mai jos:

a>0 a<0

—Q F <ax + bF
Ne propunem sa reprezentam grafic multimea d/
@ Dreptele de ecuatii prop P ) 9 3 () ’ A /
- i X—-y>
y=2x-3si solutiilor sistemului de inecuatii ’ . ¥
5x +3y=10 ’ T 5x+3y>10 () o| /3 x
impart planul in patru regiuni. Inecuatia (1) este echivalenta cu inecuatia y < 2x - 3. s
Caracterizeazd prin inecualii  considersm dreapta d, de ecuatie y = 2x - 3. Folosind /
fiecare regiune in parte. . 1 . . -3
punctul b) de mai sus, putem stabili ca perechile (x; y) /lf
care verifica inecuatia (1) sunt situate ,sub“ dreapta d,.
\ A Inecuatia (II) este echivalenta cu inecuatia
5 .10 I .
>—oX+—.
m\ y 3 3 Consideram dreapta d, de ecuatie
S |\ 5 10 . . o
i y=-3¥ +? . Din punctul a) de mai sus rezulta
2
\\ ca perechile (x; y) care verifica inecuatia (Il) sunt
situate ,deasupra“ dreptei d,,.
O 2 X
‘ Ay dll
Solutiile sistemului de inecuatii sunt acele 10\
o . _ perechi (x; y) care verifica ambele inecuatii. Ele 3 \
© Reprezinté grafic solufia  sunt situate in zona de intersectie a celor dous v
sistemului de inecuatii: domenii \ |/
) \/
3x-2y>1 A
2v4y<2 - Se poate intampla ca intersectia celor doua 0O 3 \2
domenii sa fie multimea vida. In acest caz, 2
sistemul de inecuatii nu are solutii. / \
/ \
o N\
T d:\
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4 Cum rezolvam probleme cu ajutorul sistemelor de inecuatii?

Exemplu

Un vagon de marfa poate transporta maxim 20 de containere, incarcatura
maximala a vagonului fiind de 32 tone. Un container cu grau cantareste 1 tona si un
container cu porumb cantareste 2 tone. Este necesar sa se expedieze cel putin 7
containere cu porumb si cel putin 8 containere cu grau. Ce posibilitati sunt de a face
transportul?
Rezolvare

Notam cu x - numarul de containere cu grau posibil de expediat si cu y — numarul
de containere cu porumb posibil de expediat.

Constrangeri ,evidente”: x siy sunt numere naturale.

Constrangeri asupra numarului de containere: x > 7;y > 8; x +y < 20.

Constrangeri asupra masei: x + 2y < 32.

Formam sistemul A oL
de inecuatii: \ <+ I
20 X =
x>7,y>8 ARG
=1, = 18
y NN\
x+y<20 15
X+2y <32 i \
12
undexe N, ye N. # .
L2
9 L 13
7
6
5
4
3
2
1 X
ol1234567890M12 2\ 3N

Solutiile sistemului sunt: Graficul permite lectura directa a posibilitatilor de
expeditie:
¢ (7;8);(7;9); (7;10); ¢ Expedierea a 7 containere cu porumb poate fi
(7;11); (7;12); realizatd impreuna cu 8; 9; 10; 11 sau 12
containere cu grau.
¢ (8;8);(8;9); (8;10); ¢ Expedierea a 8 containere cu porumb poate fi
(8;11); (8;12). realizatd impreuna cu 8; 9; 10; 11 sau 12
containere cu grau.
¢ (9;8);(9;9); (9; 10); ¢ Expedierea a 9 containere cu porumb poate di
(9; 11); realizata impreuna cu 8; 9; 10 sau 11 containere
cu grau.
¢ (10; 8); (10; 9); (10; 10); ¢ Expedierea a 10 containere cu porumb poate fi
realizata Tmpreuna cu 8; 9 sau 10 containere
cu grau.
¢ (11;8); (11; 9); (12; 8). ¢ Se mai pot expedia 11 containere cu porumb si
8 sau 9 containere cu grau sau 12 containere
cu porumb si 8 containere cu grau.
Nu se pot trimite mai mult de 12 containere cu
porumb.

A Alegem convenabil
variabilele

A Reprezentam grafic sis-
temul (,poligonul conditiilor®)

A Interpretam rezultatele
folosind lectura grafica

@ Expliciteaza toate solutiile
problemei.

© Modificd una dintre con-
ditii pentru ca problema sa
aiba mai putine solultii.
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Exercitii si probleme

1.

Rezolva sistemele de inecuatii, reprezentand grafic
multimea solutiilor:

2x-3y<T Ox+3>3y-5
—4x+y<-5’ 2x+5y>7-x '

. {—x+y>3 _ 2(x-2y)>3(Bx+y)
2x-4y<-2’ xX+6y-2<12-y

. Caracterizeaza printr-un sistem de inecuatii multimea

punctelor M(x; y) situate In zona colorata a fiecarei
figuri;

Yy Yy
2 (-2; 2)

A

A
0] 2x ojx_QY/x
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-2 -1:-2) (1;-2) -2

. Unlibrar cumpara albume cu 5 lei sile vinde cu 8 lei

bucata. Impozitul revine la 0,8 lei pe album, la care
se adauga o suma fixa de 4 lei.

a) Calculeaza, in functie de x, profitul obtinut din
vanzarea ax albume.

b) Cate albume trebuie sa vanda pentru ca profitul
sa fie cuprins intre 150 lei si 160 lei?

. Printre urmatoarele sisteme de inecuatii, unul singur

are ca solutii multimea indicata in sistemul de axe
de coordonate. Care este acesta?

a) 3x-y>3
—x+2y>1’

2x+1<2y+x
3+6x-2y>3’

(x=N(y+3)>xy
C) yy+2x—4
x—3-y

\
Q
aN[T
=V

-3
y+3>3x
2y—x<1"
. Rezolva grafic fiecare inecuatie:
a)2x+y>3; b) 5x + 3y > - 2;
c)x + 3y <6; d)3x+9<-5-y.

. Un vaporas coboara in aval pe un rau 10 km, apoi

urca in amonte 6 km. Viteza de deplasare a raului
este de 1 km/h. Intre ce limite trebuie sa varieze
viteza dezvoltata de vaporas, astfel incat intreaga
calatorie sa dureze intre 3 si 4 ore?

10.

1.

12.

. In triunghiul ABC, afla cum trebuie ales x pentru ca

unghiul A sa fie obtuz, iar unghiul B sa aiba mai
putin de 35°. Formuleaza o problema asemanatoare,
care nu are solutie. A

2x
Bt C

. Un dreptunghi are aria de 480 m2. Arata ca una dintre

laturile sale este mai mare de 21 m.

. Pentru o excursie, mai multe persoane au inchiriat

un autocar, platind fiecare o suma intre 70 si 75 de
lei. in ultima clip&, doi dintre excursionisti au renuntat
asa ca, pentru a completa suma ceruta, ceilalti au
mai platit fiecare cate 3 lei. Cati excursionisti au
plecat in excursie?

Pentru a pregati un cocteil, se foloseste de cel putin
5 ori mai mult suc de mere decét suc de portocale.
Sucul de mere costa 9 lei litrul, sucul de portocale
costa 12 lei litrul, iar suma de bani disponibila este
de 270 lei. Trebuie pregatiti minimum 18 / de cocteil.
a) Daca se folosesc 15 / suc de mere si 3 / suc de
portocale sunt indeplinite conditiile problemei? Dar
daca se folosesc 25 / suc de mere si 5/ suc de
portocale?

b) Notand cu x, respectiv y, numarul de litri de suc
de mere, respectiv portocale, exprima, folosind un
sistem, constrangerile impuse de problema.
Reprezinta intr-un sistem ortogonal zona care
satisface toate conditiile problemei.

O gimnasta are nevoie, pentru a executa o saritura,
de 1,5 secunde intre momentul aruncarii pe verticala
a mingii si momentul prinderii acesteia. Cu ce viteza
initiala trebuie sa arunce mingea? (Aplicam relatia
care exprima dependenta spatiului de timp in
miscarea de aruncare pe verticala: s(¢) = v, — %gt2 ,
unde g =10 m/s?, iar v, este viteza initiala a corpului.)

Variatia capitalului
depus la o banca in S,
regim de dobanda sim- S,
pla este reprezentata S
in figura aliturata. De- !

s (mil. lei)

monstreaza ca triun- So i i  dun
ghiurile SA.S, si 5 BN ENAL
AA.S, sunt aseme- 2 3 4
C ificati rti 5051 _ 505,
nea. Ce semnificatie are proportia =
’ proport S1A1 83A3 ’

dedusa din aceasta asemanare?



13. In figura alaturata este repre-
zentata variatia spatiului
parcurs de un mobil in functie
de timp. Ce semnificatie fizica
are faptul ca graficul este
liniar? Care este viteza
mobilului dupa 2 secunde de
la plecare?

14. Determina o functie de formax — ax + b ce are pro-
prietatea ca f{2m + 1) = m - 1, pentru orice m € R.

15. Determina m € R astfel incat punctul A(2; -1) sa apartina
graficului functiei f: R - R, fix) = (m - 1)x + 1.
Este functia obtinuta crescatoare?

Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
¥ sa asociez unor ecuatii, inecuatii sau sisteme o reprezentare grafica adecvata a multimilor de solutii
# saurmez proceduri recomandate pentru reprezentarea grafica adecvata a ecuatiilor/inecuatiilor / sistemelor
@ sa corelez proprietati ale reprezentarilor grafice cu conditii de compatibilitate ale sistemelor?

) Test de verificare

1. Descrie fiecare dintre multimile reprezentate, printr-o ecuatie, o inecuatie sau un sistem:

a N b —t+—
) 0 2 ) 0 2
1 1
c) d) 1
1
y
. ' . . . . |x+y-3=0
2. Reprezinta grafic multimea solutiilor sistemului: 2xly41<0°
3. Cele trei ecuatii ale unui sistem cu necunoscutele x si y sunt reprezentate 0

geometric in figura alaturata. Precizeaza numarul solutiilor sistemului.

Lectura

Gasirea unor formule de rezolvare a sistemelor liniare a fost una dintre preocupdrile fundamentale
ale matematicienilor secolului al XVIII-lea. Pornind de la cercetdrile lui Leibniz desfdsurate incepdand
cu 1676, astfel de formule au fost obtinute de Mac-Laurin in 1748 si de Cramer in 1754.

Algebra liniard, in cadrul cdreia s-a dezvoltat teoria sistemelor liniare (sisteme contindnd ecuatii de
Jormaax, +ax,+ .. +ax =b, pentru care cele de formay = ax + b reprezintd un caz particular) a
cunoscut ulterior o dezvoltare imprevizibild prin aplicatiile sale. Astfel, de la cercetarea optimizdrii
regimului alimentar la contributia asupra stabilirii podului aerian american in perioada blocadei
Berlinului (1948-1949), separarea planului in regiuni pe baza programdrii liniare si-a gdsit numeroase
aplicatii.

Asa cum s-a intdmplat in cazul rezolvdrii sistemelor, adesea, analizdnd o anumitd problemd, matematicienii creeazd
concepte noi, care deschid drumul unor domenii noi, imbogdtind problema de la care s-a pornit si anticipand necesitdtile
viitoare de dezvoltare in stiintd si tehnologie.

G. Leibniz
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Unitatea de invatare 3

) Test initial de autoevaluare

Scrierea
numerelor in
baza 10

Calcul numeric

Operatii cu
multimi

Calcule
geometrice

Vectori

Elemente de
logica
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Rezolvand exercitile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei

unitati de invatare.

1.

Calculeaza:
a) 10% - 104 b) 10°: 10% c) (10%)7°.
. Scrie In baza 10:
a) o mie doi; b)3-102+2-10 + 5.
. Scrie cu ajutorul puterilor lui 10:
a) 321; b) 1005.
. Foloseste proprietatile operatiilor si calculeaza rapid:
a) 23 + 41 + 37 + 159; b) 11 +42 - 12 - 11;
c)137 -2+ 137 -3 +137 - 5; d) 999 - 46. e) 99 - 101.

. Alege raspunsul corect!

Pentru a obtine rezultatul 1, numarul 12,5 trebuie Tnmultit cu:

125

a) -11,5; b) 1; c) 0,08; d) 30 -

. Pe diagramele Venn-Euler de mai jos sunt reprezentate cateva rezultate ale unor operatii

cu multimi. Asociaza diagramele cu raspunsul corespunzator.

C C C C

a)ANBNC; b) AN B; c)(ANB)UC; d)yAUC.
. Calculeaza:

a) (-oo; ) N0 ) b)[0;2)U(1; 6 ) (251 U[-1; 4] ) (~o0; 0) U [-2; +o0).
. Calculeaza:

a) aria dreptunghiului; | b) numarul de cercuri din desen; | c) lungimea segmentului AB.

00000
00000 _

3 92939 A-3) o B(5)
00000

6

. In desen sunt reprezentati vectorii # si V. Reprezintd i + v, i -v,-V,2v, -2ii .

=7
N

. Consideram propozitiile p, g, r. Stim ca p este adevarata, iar g si r sunt false. Stabileste

valoarea de adevar pentru fiecare dintre propozitile urmatoare:
ajprg;,  b)r;  cygar,  dipvignr; € lp—o(gvn).



Scriereca pozitionala a numerelor rationale

) Ne amintim si exploram!

¢ Cum au aparut sistemele de numeratie?

Numerele si operatiile cu numere reprezinta fundamentul matematicii moderne.

Acestea au un caracter universal: in orice loc de pe Pamant simboluri precum
213 reprezinta acelasi lucru. La fel, 15 + 42 = 57 sau 3 > 1, au aceeasi semnificatie
indiferent de limba Tn care sunt exprimate. Mintea umana le proceseaza la fel, chiar
daca sunt exprimate verbal in moduri diferite.

Dar ce este numarul? Cum s-a ajuns la scrierea universal acceptata a simbolurilor
.+, -, =, X", carora aproape ca nu le mai acordam nici o atentie? in continuare, facem
o scurta incursiune in istoria sistemului numeric pe care il folosim astazi.

Prima etapa: o unitate = un simbol

La Tnceput, in epoca primitiva, oamenii foloseau desene sau colectau obiecte
pentru a tine minte sau pentru a transmite altor oameni informatii numerice: fiecare
pietricica, nod, liniuta, desen insemna o unitate.

Eirealizau astfel o corespondenta 1 la 1" intre multimea ce trebuia ,numarata” si
unitatile folosite.

A doua etapa: ideea gruparii

in timp, a tine socoteala animalelor cu ajutorul ,unitatilor” (care puteau fi liniute,
noduri, pietricele, desene) a devenit, pentru vechile triburi de pastori, un procedeu
complicat atunci cand se lucra cu numere mai mari.

De aceea, oamenii au ajuns la ideea gruparii unitatilor si atribuirea cate unui simbol
pentru fiecare grupa.

Ca mod simplu de inregistrare a numerelor s-a folosit multa vreme
(si se mai foloseste si astazi), rabojul.

in exemplele de mai jos, sunt prezentate cateva numere, scrise in
doua variante de raboj. Imaginea alaturata prezinta fotografia unui raboj
utilizat n zilele noastre.

3 Il L]
5 THL vl
6 LI X
s WL X L

A treia etapa: gruparea grupelor

Aparitia monedelor si dezvoltarea economica i-a condus pe oameni la necesitatea
de alucra cu numere din ce in ce mai mari. Au aparut astfel sisteme de numeratie in
care se foloseau simboluri (pictograme) speciale pentru a reprezenta diverse numere.

Prezentam in continuare trei exemple importante.

Legi de compozitie

*

A Alte simboluri universal
acceptate sunt cele rutiere.

A storicul grec Herodot
(484 i.Hr. - 425 i. Hr.)

povesteste ca Darius a invins
marele imperiu persan si
pentru ca a stabilit cu aliatii
sai un mod de numarare a
Zilelor.

A conform DEX, rabojul
este o bucata de lemn, pe

care se inscriu prin crestaturi
diverse socoteli (numarul
vitelor, zile de munca, bani
datorati).

O Reprezintd numerele 11
si 14 in cele doua variante
de raboj.
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A Se crede ca simbolurile
numerice ale vechilor chi-

nezi aveau semnificatii reli-
gioase: ele erau folosite doar
in ceremonii funerare.

@ In imagine apare scris
numarul 5080, in sistemul
chinezesc de numeratie.

2

Scrie analog numarul 2030.

A\ simbolul din imagine re-
e 1
prezinta fractia 3 in sistemul

egiptean.

1

® Scrie fractia % ca o sumé

de fractii cu numaratorul 1 si
numitori diferiti intre ei.

A Notatia substractiva a fost
inspirata si de exprimarea
verbala: de exemplu, in
limba latind, noudsprezece
se pronuntad unodeviginti,
adica ,unu pénda la douazecy’.

A\ Notatiile MDCCCCX si
MCMX reprezinta amandoua
numarul 1910, in sistemul
roman de numeratie.

@ Gaseste o justificare
pentru impartirea unitatii in
12 partiegale, facuta de catre
romani.
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~ Sistemul de numeratie chinezesc folosit cu 10 secole
- i. Hr. era, in esenta, un sistem zecimal.
Chinezii foloseau simboluri de tipul celor din imagine
I pentru a reprezenta numere. Astfel, simbolul pentru 300 este
0 o combinatie intre simbolul pentru 3 si cel pentru 100 (ceea
ﬁ ce da un caracter multiplicativ scrierii), iar numarul 52 se
- reprezinta prin alaturarea simbolului pentru 50 cu simbolul
g pentru 2 (ceea ce da caracterul aditiv al scrierii).
SO0
£

|l

& z|&| ||~ |l
éa’
SOl B S B

S
o

1s]

Sistemul vechi chinezesc nu era un sistem pozitional,
adica ordinea n care erau scrise simbolurile nu conta. De
aceea, chinezii nu aveau nevoie de un simbol special
pentru 0.

.
s
g
iy

o
L.
g

i |® 2|lc|=|2|-) |

i
_-HJ .
S [y

Ty | ZOW0N0 | D0W0N0 |

=
oy
=
o

Sistemul de numeratie egiptean s-a
dezvoltat in jurul anului 3400 i.Hr. | 0|2 I ﬂ ey _ﬂ
Egiptenii aveau un sistem de scriere
in baza 10, in care foloseau mici picto- 1 |10 | 1001000
grame (hieroglife) pentru a reprezenta di-
verse numere. Spre deosebire de sistemul actual de scriere, egiptenii foloseau insa
hieroglife speciale pentru fiecare dintre numerele 10, 100,1000.

10000 [ 100000 1-!]6

La egipteni, adunarea numerelor era foarte simpla: ei doar puneau impreuna
simbolurile de acelasi fel, inlocuind zece astfel de semne cu un singur simbol, de
valoarea imediat superioara.

Se pare ca egiptenii au fost primii care au folosit semne
speciale pentru adunare si scadere. Semnul egiptean pentru A A
adunare seamana cu o pereche de picioare ce merg in directia
de scriere a textului. Acelasi semn, asezat in directia opusa
sensului de scriere, indica operatia de scadere. Nu exista un semn distinctiv pentru a
marca egalitatea.

Egiptenii foloseau, de asemenea, simboluri speciale pentru fractii. Ei exprimau
insa orice fractie ca o suma de fractii cu numarator 1.

Sistemul de numeratie roman I | V] X L C D M
s-a dezvoltat in intervalul 500 1.Hr.
- 100 d.Hr. Acest sistem foloseste ! S | 10 ] 50 | 100 | 500 | 1000
simbolurile din tabelul alaturat.

Notatia in sistemul roman de numeratie s-a schimbat de-a lungul timpului. Initial,
se folosea simbolul 1lll pentru a reprezenta numarul patru. Ulterior, in secolul al
XlIV-lea, a fost adoptata notatia substractiva: cand simboluri cu valoare mai mica
sunt scrise Thaintea unora cu valoare mai mare, atunci valorile se scad.

Chiar daca romanii foloseau un sistem de numeratie
zecimal, sistemul ales pentru fractii era duodecimal (adica
fractiile se obtineau prin divizarea unitatii in 12 parti egale).

5 - senota«si o ior 3(-3)
€ exemplu, 12 Seé nota * SI se numea uncie, iar 3 12

se nota ¢+ si se numea triens.
(In imaginea alaturata apare o moneda cu valoarea
de untriens.)



A patra etapa: ideea pozitionarii

Evidentierea prin simboluri diferite a unor numere foarte mari era totusi greu de
facut. O idee geniala a fost acordarea unor semnificatii diferite unui acelasi simbol, in
functie de pozitia pe care acesta o ocupa in scrierea numarului.

Primii care au ajuns la aceasta idee au fost chinezii. Ei au
simplificat scrierea folosita anterior si au trecut la un sistem 1 2 3 4 % & 7 ® 9
de scriere pozitional, pentru a putea efectua mai usor calcule — = S
cunumere. N {1 1 e 111
In imaginea alaturata, sunt prezentate doua modalitati
folosite de chinezi pentru scrierea cifrelor. —_——_—= = = | | | I
Sistemul chinezesc de numeratie putea sa fie folosit pentru e —
o varietate de probleme, cum ar fi rezolvarea sistemelor de e
ecuatii.
Scrierea pozitionala chinezeasca a fost determinata de utilizarea, in efectuarea
calculelor a ,tablelor de numarat”: acestea erau realizate de obicei din lemn, cu mici
adancituri umplute cu nisip, pe care se ,scriau” cifrele. inainte de aparitia unui semn
distinctiv pentru zero, n locul acestuia se lasa un spatiu.
Cu 2000 de anii.Hr, sumerienii (locuitorii Babilonului an- F <7 | 2T T o BT |0 &7
tic, tinut situat intre Tigru si Eufrat) aveau un sistem pozitional | : tv | = ¥ | = &(IW | = <& |- LW |- L&Y
de scriere a numerelor in baza 60. Pentru a scrieunnumar, | = 77| o €T = T = <& T | . &7 o KT
ei foloseau 59 de simboluri grafice (,cifre”), prezentate in [ . & .. LF T T | T >
imaginea alaturata. S| | e | S 45‘
Babilonienii nu aveau un simbol special pentru zero; ) ' ' A e R .cft.w
acesta nu era considerat numar, ci indica doar absenta unui “FF e <P o «FF e < |- Jfﬁ 4“{W
nUMAr. T LT T | LT . &
O scurta explicatie este necesara. Numarul 271, scris in W oW T T | W
baza 10, inseamna 2 - 10+ 7 - 10 + 1. Sistemul babilonian |+ | <« - <«FF - ««FF .LT &LF
plaseaza simbolurile pentru ,cifre” cu aceeasi conventie: daca |, , & | et & | ‘4 . ‘é:ﬁ
adoptam o notatie ad-hoc prin care punem in céate un

dreptunghi fiecare ,cifra” de la 1 la 59, atunci, de exemplu, numarul (scris
cu simboluri sumeriene) reprezinta (in scrierea zecimala, cu care suntem obisnuiti)
numarul 1 - 602 + 23 - 60 + 49.

Pentru efectuarea calculelor cu numere, sumerienii foloseau table special alcatuite,
cu care reuseau sa efectueze adunari, inmultiri si chiar unele impartiri.

Babilonienii utilizau, de asemenea, un sistem sexagesimal de reprezentare a
fractiilor, similar sistemului nostru de reprezentare zecimala. in scrierea lor, intregii si

fractiile erau scrise la fel, diferenta fiind facuta de context. Unul dintre avantajele
. N o . a L . . C o s
bazei 60 consta in faptul ca fractia }, Se reprezinta ca fractie sexagesimala finita
doar daca b nu are divizori primi diferiti de 2, 3 sau 5. Prin comparatie, in sistemul
zecimal, % este fractie zecimala finita doar daca b nu are divizori primi diferiti de 2 sau 5.

A cincea etapa: aparitia lui zero

A sistemul de numeratie cu
baza 60 a condus la

impartirea zilei in 24 de ore,
a orei in 60 de minute si a
minutului in 60 de secunde.
Babilonienii insisi foloseau
aceasta impartire orara.

© Reprezinté ,.cu virgula”, in
sistemul sexagesimal (in

o1 7
baza 60), fractiile 3 5 73
Foloseste pentru aceasta
simbolurile ,cifrelor” babilo-

niene.

Odata ce pozitia cifrelor a capatat semnificatie in scrierea unui numar,
trebuia rezolvata situatia in care lipseste o cifra. Aceasta lipsa trebuia si
ea marcata printr-un simbol.

Cea mai veche inscriptie in care zero apare foarte clar a fost gravata in
piatra in anul 933 intr-un mic templu situat la 30km de New Delhi (India).
Se pare insa ca zero era cunoscut inca din anii 400-500. Inventat la inceput
doar pentru a ,tine locul” unei cifre lipsa, s-a constatat ca zero se comporta
foarte interesant in operatii si a devenit un numar ca si celelalte.

Pornind dinspre Orient, arabii au raspandit intre secolele X-XIV tehnica de

R 5ngIle
RI YEOTEo

11??‘56"&5?0
13325628 90

scriere si de calcul care integra pe zero printre numere. Treptat, cifrele venite
din India s-au simplificat si au ajuns catre secolul XV la forma de astazi.
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A impartirea la 2 era
suficient de simpla la
Egipteni sau la romani: se
luau jumatate din simbolurile
folosite in reprezentarea
numarului!

® Verificd dacd inmultirea
146 x 27 este corecta.
Procedeazé analog pentru a
calcula 27 x 146.

A De I1a numele lui Al-
Horezmi a fost derivat cuvan-
tul ,algoritm”, iar de la nu-
mele cartii sale s-a format

<

denumirea ,algebra”.

Fibonacci (1170-1250)

A Pans Ia aparitia sim-
bolurilor ,+” si ,-", pentru
adunare si scadere erau
folosite in Europa secolului al
XV-lea, literele P, respectiv M.

A\ Robert Recorde (1510-
1558) a fost matematician

galez.

A Thomas Harriot (1560-
1621) a fost matematician

englez.
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¢ Cum se faceau calculele in vechile sisteme de numeratie?

Egiptenii si, mai apoi, romanii, utilizau doar adunari si scaderi

N A o N o 146 27
in calculele lor. Totusi, ei reuseau sa efectueze inmultiri si impartiri,
reducand aceste operatii la un sir de cateva adunari. lata, de 73 o4
exemplu, cum efectuau ei inmultirea 146 x 27. (Desigur, egiptenii 36 108
si romanii foloseau propriile simboluri pentru numere!) 18 216
Scriem numerele unul Ianga altul, apoi impartim primul numar 9 432
la 2 si dublam al doilea numar. Continuam la fel, ignorand restul 4 864
atunci cand deimpartitul din prima coloana este impar. Rezultatul 2 1728
produsului se obtine adunand numerele din a doua coloana, aflate 1 3456

in dreptul numerelor impare din prima coloana:
146 x 27 = 54 + 432 + 3456 = 3942.

Sistemele de numeratie prezentate anterior nu pun suficient in evidenta proprietatile
operatiilor cu numere. De aceea, matematicienii antichitatii au trebuit sa inventeze
reguli de calcul care astazi ni se par dificile, dar si instrumente adecvate de calcul.
Astfel au aparut: abacul roman, suan-pan-ul chinezesc, sciotul rusesc, sau yupana
incasilor. De exemplu, abacul roman (prezentat in imaginea alaturata), avea doua serii
de cate opt baghete pe care culisau bile gaurite. Acestea aratau progresiv, de la dreapta
la stanga, unciile (subunitatile), unitatile, zecile, sutele, etc.

Multa vreme, abacul (in diversele sale forme) a reprezentat singurul sprijin in
calculul aritmetic.

¢ Cum s-a dezvoltat simbolismul in matematica?

Sistemul zecimal de scriere a numerelor si operatiile aritmetice, care se invata
astazi incepand chiar de la gradinita, ascund proprietati a caror complexitate a pus
numeroase probleme matematicienilor de-a lungul timpului. Simpla scriere a numerelor
asa cum este folosita ea astazi, este rezultatul unui amplu proces de interactiune a
mai multor culturi. Astfel, simbolurile cifrelor de astazi au fost introduse in Occidentul
European de catre arabi, care au preluat modul de scriere indian.

Una dintre primele lucrari in care sunt explicate principiile de baza ale calculului
numeric este ,,Al-Gebr wel mukabala”, scrisa in jurul anului 825 de catre Muhamed
ben Musa Al-Horezmi. Acesta foloseste scrierea zecimala pozitionala si cifra 0 pentru
a descrie reguli (algoritmi) de calcul. Astfel, s-a facut un prim pas spre ceea ce
Leibniz a numit ,cabbala vera”, adica ,magia” matematicii: rezultatele calculelor nu
mai era date de abace, ci o

0123456789 013456 789
scriere ,magica” permitea =« o . )
efectuarea acestora doar prin C B .
folosirea celor 10 semne pentru 7 . M :
cifre si a tablelor de adunare si = 13 s 5] 1o
de inmultire. 3 e I '

Cel care a contribuit decisiv
la raspandirea sistemului
zecimal arab a fost matematicianul italian Leonardo din Pisa, numit si Fibonacci.
Lucrarea sa, ,Liber Abaci” (scrisa in 1202), prezenta modul de operare in scrierea
zecimala a numerelor, cu aplicatii in comert, dar si in probleme de matematica.

Daca sistemul de scriere si modul de operare actuale provin de la indieni si arabi,
terminologia utilizata este, in mare parte, de origine latina. Astfel, cuvantul ,adunare”
(care are forme asemanatoare si in alte limbi) provine din latinescul ,addere”. Chiar
semnul ,+” (folosit pentru prima data de catre J. Widmann, in 1489) pare sa fie o
forma stilizata a latinescului et.

Maijoritatea simbolurilor matematice, atat de familiare astazi, au aparut abia in
secolele al XV-lea - al XVll-lea. De exemplu, semnul ,=" a fost utilizat pentru prima
oara in 1557, de catre R. Recorde, iar ,>” - in 1621, de T. Harriot.
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¢ Cum a influentat religia dezvoltarea matematicii?

Exista o indiscutabila legatura intre religie si istoria matematicii.

in societétile antice, cunostintele matematice erau considerate de natur divina
si, ca atare, erau impartasite doar catorva initiati. Regulile de calcul se transmiteau
de la o generatie la alta de catre preoti, fara a se insista asupra justificarii lor. De
aceea, amestecul de reguli stiintifice cu regulile privind practicile cultului sau cu teze
de tip metafizic, au facut ca matematica sa aiba mult timp un caracter secret. Nu
este Intamplator ca unul dintre primele papirusuri egiptene - papirusul din colectia
Rhind, care a condus la descifrarea hieroglifelor egiptene, se intitula ,Instructiuni
pentru a cunoaste toate lucrurile secrete”.

Legea secretului se regaseste, intr-o forma chiar mai accentuata, in scoala lui
Pitagora. Modul de viata impus, admiterea doar in urma parcurgerii unui stagiu de
initiere, prestarea unui juramant de credinta si caracterul ei secret fac din scoala lui
Pitagora un fel de secta religioasa.

Stiinta occidentala s-a dezvoltat prin intermediul bisericii crestine. Nu este vorba
aici doar de faptul ca, mult timp, scoala a fost o anexa a Bisericii, iar cei mai mari
invatati au provenit din randul calugarilor; dar disputele teologice au dezvoltat mai
ales gandirea analitica, ceea ce a dus si la dezvoltarea matematicii.

In anumite momente, religia a fost insa o frana in dezvoltarea matematicii.
Raspandirea in Europa a notatiei cu cifre arabe, in locul celei cu simboluri romane,
s-a facut destul de tarziu, prin secolul al XlI-lea, mai ales datorita dezvoltarii relatiilor
comerciale cu Orientul. O moneda din 1134, descoperita in Sicilia, este deocamdata
prima atestare a utilizarii noilor cifre in Europa. Introducerea sistemului arab a
intdmpinat insa rezistenta din partea bisericii catolice, care considera utilizarea acestor
simboluri drept erezie. Astfel, un edict din 1300 interzicea negustorilor florentini folosirea
cifrelor arabe.

Influenta ideilor religioase in matematica s-a resimtit si in alegerea unor simboluri.
Se pare ca semnul de inmultire ,,x”, care a fost utilizat pentru prima oara in 1631 de
catre W. Oughtred, este o stilizare a crucii Sfantului Andrei.

Principiul dominant al matematicii moderne consta in faptul ca toate propozitiile
matematice trebuie sa se reduca, in cele din urma, la propozitii referitoare la numerele
naturale. Leopold Kronecker spunea: ,Dumnezeu a creat numerele naturale; restul
este opera omului”.

Exercitii si probleme

Pitagora (569-500 i.Hr.)

A Crucea Sfantului Andrei
este simbolul Scotiei. Ea

apare pe steagurile unora
dintre statele din nordul
Europei.

L. Kronecker (1823-1891)

1. Pentru scrierea numerelor in +]0 1 2 3 4 x | 0 1 2 3 4
baza 5 se folosesc doar cifrele 01l o0 1 2 3 4 ) 0 0 0 0

0, 1, 2, 3, 4. Tablele de adu- 1 1 2 3 4 10 1 0 1 2 3 4
nare si de inmultire in aceasta 2 2 3 4 10 1 2 0 2 4 11 13
baza sunt urmatoarele: 3 3 4 10 11 12 3 0 3 1 14 22

4 | 4 10 11 12 13 410 4 13 22 3

Foloseste aceste table pentru a calcula in baza 5: 4304 + 1244,
. a) Scrie numarul 23 ca o suma de puteri diferite ale lui 2.
b) Foloseste modul egiptean de calcul pentru a gasi rezultatul produsului 23 x 31.

12 x 34, (31)2.

c) Explica de ce se obtine rezultatul corect al Tnmultirii atunci cand aplici metoda egipteana de calcul.

3. In Evul Mediu, unele popoare arabe foloseau o anumita asezare a calculelor pentru
a inmulti doua numere. De exemplu, pentru a calcula 64 x 385, ei procedau astfel:
» Asezau factorii 64 si 385 pe laturile unui tabel, In ordinea indicata.
« In fiecare césuta a tabelului, inscriau produsul dintre numerele aflate la capatul
liniei, respectiv coloanei, din care face parte casuta.

» Adunau cifrele dintre doua diagonale consecutive si citeau rezultatul:
64 x 385 = 24640.

a) Urmareste exemplul, apoi calculeaza analog 247 x 38.

b) Explica de ce algoritmul prezentat conduce la rezultatul corect.

_—
3 8 5
\\ 2 \\ 2 \\ O \\
T 4 N3 27N \\\
EINC N AR
1 \\J \\ 3 \\ \\ \\
2 4 6 4 0

4. Explica de ce 125 # 1250, dar 1,25 = 1,250, desi, in fiecare caz, adaugam o cifra de 0 la sfarsit!
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Operatii algebrice
) Aplicam si dezvoltam!

O Ce se poate spune despre
suma a doua numere
irationale?

@ Se poate aplica regula
paralelogramului pentru
suma a doi vectori coliniari?

© Expliciteazd produsul
functiilor u, v:R —>R,
u(x)=x+ x|,

v(x)=x - |x].
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4 Ce este o operatie algebrica?

In matematica folosim diverse operatii. Unele dintre acestea, cum ar fi adunarea
sau produsul numerelor, ne-au devenit atat de familiare, incat suntem tentati sa nu
mai acordam prea mare atentie proprietatilor lor. Vom vedea insa in continuare ca
tocmai aceste proprietati au un rol important in structurarea multimilor de numere.
Pentru a intelege mai bine cum functioneaza proprietatile operatiilor invatate, pornim
la drum cu cateva exemple.

Experienta de calcul dobandita pana acum ne face sa nu ne indoim de faptul ca
suma a doua numere naturale este un numar natural si ca produsul a doua numere
rationale este tot un numar rational. Ce se intampla insa atunci cand multimile cu
care operam nu sunt multimi de numere? Tn anii anteriori am lucrat, de exemplu, cu
vectori, cu functii, cu propozitii logice. Cu fiecare dintre aceste ,obiecte” matematice,
am definit diferite operatii.

Exemplul 1: Adunarea vectorilor
Orice doua puncte A si B, din plan, determina un vector, notat AB.
Suma a doi vectori se calculeaza cu regula paralelogramului sau cu regula

triunghiului.
7 P
A

Regula triunghiului:

C
Transportam unul din vectori
cu originea in extremitatea

D
Regula paralelogramului:

Transportam unul din vectori
cu originea in originea celui-

Fiind dati vectorii

AB si CD, . Lo
e lalt. Suma vectorilor (§) celuilalt. Suma vectorilor (s)
am : : \ ) ) /
caicllam este diagonala (orientatd)a | ©€Sté cea de-a treia latura
s=AB+CD. (orientata) a triunghiului format.

paralelogramului format.

Observam ca suma a doi vectori este tot un vector.

Exemplul 2: Produsul functiilor

Fief: R—> R, g:R— R, doua functii. Produsul functiilor f'si g se noteaza f- g
si este definit prin conditia urmatoare:

Pentru orice numar real a, (f- g)(a) =f(a) - g(a).

Observam ca oricarui numar a € R i corespunde numarul (f- g)(a) € R. Aceasta
arata ca produsul a doua functii este tot o functie.

Exemplul 3: Conjunctia propozitiilor

Fiind date propozitiile p si g, notam p A g conjunctia lui p cu q.

P Aq este o propozitie adevarata daca si numai daca atat p, céat si ¢ sunt
adevarate.

Ca urmare, conjunctia a doua propozitii este tot o propozitie.

in toate exemplele anterioare, la dou ,obiecte” matematice de un anumit tip
(vectori, functii, respectiv propozitii) le corespunde un al treilea obiect, de acelasi tip.
Spunem ca am definit astfel o operatie algebrica pe multimea acelor ,,obiecte”.



Observam ca operatia a fost notata diferit in fiecare caz analizat. Astfel, in cazul
vectorilor au folosit simbolul ,,+”; in cazul functiilor, simbolul ,-”; in cazul propozitiilor
simbolul , A”. Desi notatiile sunt diferite, ele evidentiaza o corespondenta intre orice
pereche de elemente ale multimii date (fie ea multime de vectori, de functii sau de
propozitii) si rezultatul aplicarii operatiei asupra elementelor perechii.

Putem folosi o notatie conventionala generala oarecare ce evidentiaza aceasta
corespondenta. De exemplu: fiind datéd multimea M si a, b € M, atunci notam cu
a* b rezultatul operatiei ,, .

in general

O operatie algebrica (lege de compozitie interna) pe multimea M este o functie
O:Mx M- M.
Asa cum am precizat anterior, in loc sa scriem ¢ (a; b) = ¢, alegem un simbol (de

exemplu, *) si scriem axb=c.

Sa aplicam!

O operatie algebrica pe care am studiat-o deja este intersectia intervalelor de
numere reale. In acest caz, multimea pe care este definit4 operatia algebrici ,N” este
multimea tuturor intervalelor (inchise sau deschise) de numere reale.

Pentru orice doua intervale / si J, notam /N J rezultatul operatiei ,intersectie”:

xelNdexelsixe d

Observam ca intersectia a doua intervale de numere reale este tot un interval de
numere reale.

Atentie! Sa consideram, pe aceeasi multime de intervale, operatia ,reuniune”. In
unele situatii, reuniunea a doua intervale nu este un interval. De aceea, reuniunea nu
este o lege de compozitie interna pe multimea intervalelor de numere reale.

Atunci cand definim o operatie algebrica pe o multime, ,obiectele” cu care operam
trebuie, In mod firesc, sa apartina multimii date. Am invatat insa si operatii intre
,obiecte” matematice de tipuri diferite (care nu se gasesc intr-o aceeasi multime). De
exemplu, stim s& inmultim un numér real cu un vector sau cu o functie. in aceste
cazuri, operatiile respective nu sunt legi de compozitie interna.

Atentie! Produsul dintre un numar si un vector nu este operatie algebrica: numerele
reale si vectorii sunt ,obiecte” matematice diferite.

¢ Ce proprietati importante poate avea o operatie algebrica?
O prima proprietate: asociativitatea

Sa analizam!
Atunci cand adunam numerele naturale 52 si 6, procedam astfel:

* descompunem:. 52 =50 + 2;
e grupam:. 2+6=8
* calculam: 52+6=(50+2)+6=50+ (2 +6)=58.

in acelasi fel putem proceda pentru a efectua mai usor diferite inmultiri. S&
presupunem, de exemplu, ca vrem sa calculam produsul 28 x 25:

» descompunem: 28=7 x4
* grupam:. 4 x 25=100
« calculam: 28 x25=(7 x4) x25=7 x (4 x 25)=700

@ Considerarea celui mai
mare divizor comun a doua
numere naturale, este
operatie algebrica? Cum
este aceasta notata de
obicei?

A cateva simboluri prin care
reprezentam operatii alge-
brice uzuale sunt: +” -7
X N AT

3 onT s

® Calculeaza:
[-13)N(0; 4] si
(-0, 11N [2; 5).

® Este inmulfirea dintre un
numar intreg si un numar
rational, o lege de com-
pozitie interna?

@ Grupeazéa convenabil fac-
torii pentru a calcula
48 x 125.
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© Justificd egalitatile
AC+AE=AG si

AB+AH = AG , in cubul
ABCDEFGH.

© Pentru numarul natural n,
notam cu D, multimea
divizorilor sai. Calculeaza
multimile (D, N D,) N D, si
D,Nn(D,,ND,.

© Completeaza incé doud
linii ale tabelului din exem-
plul 3.

Cum justificam, pe tabelele
de adevar, echivalenta

(pAg)r=pA(gnar)?
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Putem proceda analog nu doar cand adunam sau inmultim numere reale: exista
si alte operatii algebrice cu proprietati asemanatoare.

Exemplul 1: Adunarea vectorilor

In cubul ABCDEFGH, vrem sa calculdm suma AB + AD + AE .
Pentru aceasta, putem proceda in doua moduri:

grupam:

calculam: (AB + AD)+ AE = AC + AE = AG sau

acelasi.

Exemplul 2: Intersectia multimilor

(AB+AD) = AC sau (AD +AE) = AH

AB+(AD+AE)=AB+AH = AG .
Observam ca, prin gruparea in moduri diferite a vectorilor, rezultatul sumei este

Ny
(0)

E

Fie A, B, C trei multimi, reprezentate in diagrama Venn-Euler
alaturata. Pentru a identifica pe diagrama multimea AN BN C, putem

proceda in doua moduri:

grupam si identificam:

reprezentam:

ANB

BNnC

C

B

AN(BNC)

B

C

Observam ca, prin gruparea in moduri diferite a multimilor, rezultatul intersectiei

este acelasi.

Exemplul 3: Conjunctia propozitiilor

Fie p, g, r propozitii logice. Explicitam tabelele de adevar ale propozitiilor

(pAg)Ar,respectiv pa(gar).

plaqgl|l r | P G | (pag@ar | 9N | pa(gnar)
1111 1 1 1 1
11110 1 0 0 0
ol1] o0 0 0 0 0

Observam ca, prin gruparea in moduri diferite a propozitiilor, obtinem propozitii

echivalente logic.

In fiecare din exemplele anterioare, gruparile diferite ale numerelor, vectorilor,
multimilor sau propozitiilor au condus, de fiecare data, la acelasi rezultat. Aceasta
coincidenta evidentiaza o proprietate comuna pentru operatii algebrice foarte diferite,
asa cum sunt adunarea sau inmultirea numerelor, adunarea vectorilor, intersectia
multimilor sau conjunctia propozitiilor.

in general

Fiind data operatia algebrica = , definita pe multimea M, spunem ca ea este operatie
asociativa daca, pentru orice elemente x, y, zdin M, avem (x* y)xz =x=*(y*z).




Putem concluziona deci ca adunarea si inmultirea numerelor, adunarea vectorilor,
intersectia multimilor si conjunctia propozitiilor sunt operatii algebrice asociative.

Sa aplicam!
O operatie algebrica pe care am studiat-o deja este inmultirea functiilor numerice:

si aceasta este o operatie asociativa. De aceea, functiile
fTRo>R, f(x)=@-1)-xsig:R—> R, gx)=(x - 1)(x? + x) sunt functii egale.

Atentie! Nu orice operatie algebrica este asociativa. De exemplu, operatia de
scadere a numerelor reale nu este asociativa, deoarece (3-1) -5# 3 - (1 -5).

» O a doua proprietate: comutativitatea

Sa analizam!

Dreptunghiurile din figura sunt congruente, deci au
arii egale.

De aceea 4,3 x2,1=2,1x4,3.

2,1 43

43 21

AMB G 2.1 4.3 Segmentele AB si CD sunt
— — congruente, deci au lungimi egale.
4,3+21 = 21+43 De aceea: 4,3+2,1=2,1+4,3.

Din justificarile geometrice de mai sus, vedem ca ordinea factorilor la inmultire,
sau ordinea termenilor la adunarea numerelor reale, nu conteaza. Exista insa si alte
operatii algebrice cu aceasta proprietate: la adunarea vectorilor, produsul functiilor
numerice, intersectia multimilor sau conjunctia propozitiilor, rezultatul nu se modifica
daca schimbam ordinea elementelor implicate in operatie.

in general

Fiind data operatia algebrica = , definita pe multimea M, spunem ca ea este operatie
comutativd daca, pentru orice doua elemente x, y din M, avem x*y =y *x.

Atentie! Nu orice operatie algebrica este comutativa. De exemplu, operatia de
impartire pe R* nu este comutativa, deoarece 4:2 # 2: 4.

* O a treia proprietate: existenta elementului neutru

Sa analizam!

in civilizatiile antice, modul de reprezentare simbolici a numerelor nu impunea
existenta unui semn distinctiv pentru zero.

Considerarea lui zero ca numar si folosirea unui semn distinctiv pentru cifra zero
s-au impus de-abia in momentul aparitiei sistemelor pozitionale de scriere. Astfel,
zero a capatat un dublu rol. Pe de o parte, asezat la dreapta unui numar natural, zero
i mareste valoarea de 10 ori; pe de alta parte, adunarea cu zero nu modifica termenul
initial, adica a + 0 = a, pentru orice numar a.

O evolutie asemanatoare a avut sinumarul 1. Pana in Evul Mediu, era raspandita
ideea ca ,,unu” nici nu reprezinta un numar, deoarece oamenii legau numarul de marime,
multitudine. Numarul unu nu este insa important doar pentru ca pornind de la el,
putem genera toate numerele naturale adunand, pe rand, 1. Un alt motiv este acela
ca inmultirea cu 1 nu modifica factorul initial, adica a - 1 = a, pentru orice numar a.

Egalitatile: a + 0 =a si a -1 = a, pentru orice numar real a, exprima faptul ca
adunarea cu 0, respectiv inmultirea cu 1 nu au nici un efect. De aceea, 0 se numeste
element neutru pentru adunare, iar 1 se numeste element neutru pentru inmultirea
numerelor reale.

@ Arats ca
(4-1)-0=4-(1-0).
Cum se justifica atunci afir-
matia: ,Scadderea nu este
asociativa”?

@ Aratd ca operatia de
impartire este o lege de
compozitie neasociativa pe
multimea M = (0; +).

@® Arata printr-un desen c4,
daca u si v suntdoivectori,
atunci U +vVv=v +1u.

@ Verifica egalitatea:
(-3):3=3:(-3).

Este aceasta in contradictie
cu afirmatia ,impartirea este
necomutativa”?

@® cCe rol are cifra zero in
scrierea numarului 20437?
Poate fiignorata aceasta cifra
in scrierea anterioara?

A Conform DEX, cuvéantul
Lheutru” are si sensul de

Jindiferent”.
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@ Care este elementul
neutru pentru operatia alge-
brica de adunare a functiilor?

(@ Arata cé operatia algebri-
cd de reuniune a multimilor
admite ca element neutru
multimea vida.

@ Observa egalitatea:

x : 1 =x, pentru orice x > Q.
Putem deduce de aici ca 1
este element neutru pentru
operatia de impartire a
numerelor reale pozitive?

® Calculeaza min(2; 5).
Demonstreaza ca operatia
algebrica min este asociativa
si comutativa.

@) Demonstreaza ca nu
exista un cel mai mare numar
natural.
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Exista Insa si alte operatii algebrice care admit elemente neutre.

Exemplul 1: Adunarea vectorilor L M
Un vector este determinat de un segment orientat MN | adica de
originea M si de extremitatea N ale segmentului. N
Daca originea si extremitatea unui segment orientat coincid,
obtinem un vector redus la un punct, numit vectorul nul si notatcu 0.
Vectorul nul este element neutru pentru adunarea vectorilor deoarece pentru
orice vector MN , avem MN +0 =0+MN = MN . 0 este singurul vector cu aceasta
proprietate.

Exemplul 2: Produsul functiilor numerice

Fie u : R —> R functia constanta, descrisa prin asocierea u(x) = 1 pentru orice
x € R. Functia u este element neutru pentru operatia de inmultire a functiilor numerice,
deoarece, pentru orice functie f: R —» R, avem f-u = u - f=f. Functia u este singura
functie cu aceasta proprietate.

Exemplul 3: Intersectia intervalelor de numere reale

Sa notam cu T ,intervalul” (-o0; +0), adica intreaga multime a numerelor reale.
T este element neutru pentru operatia de intersectie a intervalelor, deoarece TN J =
=JN T=J, pentru orice interval J. T este singurul interval cu aceasta proprietate.

in general

Operatia algebrica ,, « ”, definita pe multimea M, admite element neutru daca exista
e € M cu proprietatea e*x = x *e = x, pentru orice x € M.

Sa demonstram!
Daca o operatie algebrica admite un element neutru, atunci acesta este unic.

Fie e, si e, elemente neutre pentru operatia algebrica , « ”; vrem s& demonstram
cae, =e,
Avem e, xe, = e, (deoarece e, este element neutru) si ¢, *e, = e, (deoarecesie,

este element neutru). Deci e, = e,.

Atentie! Exista operatii algebrice care nu admit element neutru. Sa consideram,
de exemplu, operatia min definita pe N, prin care asociem numerelor naturale x si y
pe cel mai mic dintre ele. Aceasta operatie algebrica nu are element neutru: in caz
contrar, ar exista un cel mai mare numar natural, ceea ce este imposibil.

* O a patra proprietate: existenta simetricului unui element

Sa analizam!
Numarul 3 se reprezinta pe axa numerelor prin punctul A.
Simetricul lui A fata de origine, reprezinta pe axa numarul
-3. Aceasta proprietate geometrica ne asigura ca 3 + (-3) = 0.
Consideram vectorul AB sifie C simetricul lui B fata de A. Vectorii B
AB si AC au aceeasi lungime, aceeasi directie, dar sensurile lor sunt
opuse. Aceasta proprietate geometrica ne asigura ca AB+AC=0.

B(-3) O(0) A(3)
— 0 —0—

C




in cele doua exemple anterioare, am pornit initial de la cate un ,,obiect” matematic
(numar, respectiv vector) si am obtinut prin simetrie, un alt ,,obiect” de acelasi tip,
astfel ca suma dintre ,obiectul” initial si cel ,construit” sa fie ,zero”. Numarul O si
vectorul O nu reprezint3 acelasi tip de ,obiect” matematic; ele se aseamana doar prin
faptul ca sunt elemente neutre ale unor operatii algebrice de adunare, definite insa pe
multimi diferite.

Putem sa ne intrebam daca procedeele de simetrizare folosite anterior ar putea
capata vreun sens si in cazul unor alte legi de compozitie. Ce ar insemna, de exemplu,
,simetricul” unui numar rational relativ la operatia de inmultire?

Sa comparam!
0 este element neutru pentru adunarea numerelor rationale.

-2,5 este simetricul lui 2,5 fata de adunare, deoarece
25+ (-2,5)=0.

rationale.

Comparand cele doua operatii algebrice, putem spune ca numarul 0,2 este
simetricul lui 2,5 fata de inmultire, deoarece 0,2 x 2,5 =1.

in general

Fie , = " o operatie algebrica definita pe multimea M, care admite elementul neutru e.

Un element x din M se numeste simetrizabil fata de operatia , « " daca exista un
element x' € M astfel incat x*x'=x"*x=e¢.

Elementul x" se numeste simetricul lui x fata de operatia = .

Sa observam!

Pentru o operatie algebrica cu element neutru, pot exista elemente care nu sunt
simetrizabile.

Exemplul 1
Consideram operatia de inmultire, definita pe multimea Z a numerelor intregi,
care admite ca element neutru pe 1.
Numarul -1 este inversabil fata de inmultire, deoarece (-1) x (-1) =1.
Numarul -2 nu este inversabil fata de inmultire, deoarece nu exista un numar

intreg y astfel incat (-2) x y = 1.

Exemplul 2

Pe multimea M a intervalelor de numere reale, consideram operatia algebrica de
intersectie, fata de care elementul neutru este intervalul R = (-, + ). Elementul
1= (0; 2) € M nu este simetrizabil, deoarece nu putem gasi un interval J astfel incat

INJ=R.

Exemplul 3

Pe multimea functiilor numerice, operatia de inmultire admite ca element neutru
functia # : R > R, u(x) = 1. Sa consideram functiile numerice f: R — R, fix) =x2 + 1
sig:R> R, glx)=x+1.

Functia f este simetrizabila fata de inmultire, simetrica ei fiind functia#: R -> R,

1
hx) = x2+1
Functia g nu este insa simetrizabila: daca ar fi, deci daca ar exista o functie
t:R—> Rastfelincat g-¢t=u si t- g=u, amdeduce ca (g - £)(-1) = u(-1), adica
0 - #-1) = 1, ceea ce este imposibil.

1 este element neutru pentru inmultirea numerelor

Care este simetricul lui 2,5 fata de inmultire?

4

A Denumirea de ,Simetric”
atribuita elementului x' din
definitie este, de obicei,
adaptata operatiei algebrice.
Astfel, in cazul operatiei de
adunare, simetricul se
numeste opus, iar pentru
inmultire, simetricul se
numeste invers.

) Demonstreaza ca -1 si 1
sunt singurele numere intregi
inversabile fata de inmultire.

@ Determina toate interva-
lele simetrizabile fata de in-
tersectie.

¥ Demonstreaza ca functia
e: R —> R e(x) =2, este
simetrizabila fata de operatia
de inmultire a functiilor.

@ Demonstreazd ca o
functie p : R — R este sime-
trizabila fata de inmultire
dacd si numai dacé p(x) # 0,
pentru orice x € R.
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¢H Efectueaza inmultirea
73 x 24, prin procedeul de
injumatatire folosit de egip-
teni.

) Pe schema de inmultire,
explica de ce rezultatul 73 x 2
(adica 146), se scrie deplasat
cu o pozitie fata de 73 x 4
(adica 292).

A Egalitatea
axb+axc=ax(b+c)se
mai numeste ,regula facto-
rului comun”.

A Dacs inlocuim simbolul
N eu <" si U cu 4+ in
egalitatea de multimi
ANBUC)=(ANB)UANC),
obtinem regula factorului
comun pentru numere!

@) Demonstreaza ca
AUBNC)=(AUB)NAUC).
Inlocuieste apoi conve-
nabil simbolurile ,J” si ,N” cu
L+ si ,x"pentru a recunoaste
regula factorului comun.
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Sa demonstram!

Fie ,+" o operatie algebrica asociativa, definitd pe multimea M, care admite
elementul neutru e, si fie x un element din M.
Atunci simetricul lui x (daca existal) este unic.

Sa presupunem ca y, z€ M sunt doua simetrice pentru x; vom demonstracay =z.

Deoarece (y*x)*z=y*(x*z) ...,iar y*x=e si x*z=e¢ ..., deducem ca

exz=yx*xe deciz=y ...

¢ Ce proprietati pot relationa doua operatii algebrice?

Sa analizam!

Pentru a calcula produsul 73 x 24, organizam de obicei datele ca in 52 x
schema alaturata. 202

Am vazut anterior ca inmultirea s-a efectuat mult timp folosind o cu 146
totul altd schema de organizare a datelor. Ce proprietati ale operatiilor cu 1752
numere au permis oare simplificarea algoritmului de inmultire?

Pentru a intelege acest mecanism, este nevoie sa detaliem calculele: 73 x 24 =
73x (4+20)=73x4+73x20=73 x4+ (73 x 2) x10.

Observam ca putem recurge la operatii in care inmultitorul are o singura cifra,
datorita ,desfacerii parantezei”, ceea ce exprima o legatura intre operatiile de adunare
si de Tnmultire:

ax(b+cy=axb+axec.

Interpretam geometric aceasta pro- b c b c
prietate folosind desenul alaturat, in care aria
dreptunghiului initial este egala cu suma
ariilor dreptunghiurilor componente.

Putem identifica proprietati asemanatoare si in raport cu alte operatii algebrice,
definite pe o aceeasi multime.

Exemplu: Reuniunea si intersectia

Fie A, B, C trei multimi de numere reale. Vom arataca AN(BUC)= (AN B) U
U (AN C), folosind diagrame Venn-Euler.

A B A B
Reprezentam: @
C C
A B A B A B
Evidentiem:
BUC ANB ANC
C C C
A B A B
AN(BUC) (ANB)UANC) @
C C
Interpretam: ANBUC) = (ANB)U(ANC)



in general

3k

x#(yoz)=(x*y)o(x*z) si (yoz)*x=(y*x)o(z%x).

Fie ,«"si,°” doua operatii algebrice definite pe multimea M. Spunem ca operatia

este distributiva fatd de operatia ,,°” daca, pentru orice x, y, z € M, avem

A in orice expresie alge-
brica, parantezele preci-
zeaza prioritatile in calcul.

Sa aplicam!

Pe multimea numerelor naturale definim operatiile algebrice notate (@), respectiv

@ care sunt descrise astfel:

x @) y = cel mai mic dintre numerele x si y
x (M) y = cel mai mare dintre numerele x si y.

De exemplu, 6 @) 9=6si6 (M) 9=9.

Ne propunem sa demonstram ca operatia @ este distributiva fata de operatia ();

aceasta inseamna ca trebuie sa verificam dacad x (M) (v @ 2) = (x M) ») @ (x W) 2),

pentru orice x, y, z€ N.
Pentru a putea demonstra aceasta egalitate, este nevoie sa ordonam numerele
care apar in calcule.

Daca, de exemplu, y < x < z, atunci:
xM O @2)=x@y=x iar
(x@y)@(x@z)=x®z=x.

) Expliciteaza operatiile
algebrice din cei doi membri,
incazulz <y <x. Céte cazuri
ar trebui considerate in total,
pentru a demonstra distibuti-
vitatea?

Considerand toate cazurile posibile, putem justifica distributivitatea operatiei @

fata de operatia ().

Exercitii si probleme

1.

Pe multimea numerelor reale, definim operatiile
algebrice notate A, respectiv o si descrise prin:
XAy=2x-y+1,x°y=xpy-x.

Calculeaza: 2 A 4, (103 si (4 A5)o(2A0).

. Foloseste regula triunghiului si demonstreaza ca

adunarea vectorilor este asociativa.

. Pe multimea propozitiilor logice, consideram operatia

care asociaza propozitiilor p si g, propozitia p — q.
Justifica daca aceasta operatie algebrica este
asociativa.

. a) Adauga paranteze pentru a obtine o egalitate!

-1-2-3-4-5-6-7=0.

b) Arata ca in scrierea urmatoare nu se pot aseza
paranteze pentru a obtine egalitate.
1+2+3+4+5+6+7=20.

c) Explica diferenta intre (a) si (b).

. Pe multimea N = {1; 2; 3; 4; ...} definim operatia

aob=a", pentruorice a, b € N.
a) Verificd daca (201)05=20(1-5).

b) Este , o” operatie asociativa?
c) Admite ,,o” element neutru?

6. Pe multimea M = {1, 2, 3, 4, 6, 9, 12}, definim

operatia algebrica: xAy = cel mai mare divizor
comun intre x si y.

a) Calculeaza 4A6 si 4A9.

b) Completeaza ,tabla operatiei A", dupa modelul
tablei adunarii si al tablei inmultirii.

c) Demonstreaza ca A este operatie comutativa si
ca 12 este element neutru pentru A.

d) Demonstreaza ca A este operatie asociativa.

e) Care sunt elementele simetrizabile din M?

. Pe multimea M = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

consideram operatia algebrica u : M x M - M,
u(x; y) = ultima cifra a produsului x - y.

a) Demonstreaza ca 1 este element neutru pentru u.
b) Arata ca simetricul lui 3 fata de u, este 7.

c) Determina toate elementele simetrizabile fata de u.

. a) Demonstreaza ca inmultirea este distributiva fata

de scaderea numerelor reale.

b) Este conjunctia propozitiilor distributiva fata de
disjunctie? Pentru a raspunde, alcatuieste un tabel
de adevar.
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Aplicatii ale proprictatilor operatiilor algebrice

) Aplicam si dezvoltam!

¢ Cum folosim proprietatile operatiilor algebrice pentru a rezolva
ecuatii?

A Relatia de egalitate este
compatibild cu operatiile al-
gebrice, adica:
a=b=a+c=b+csi
a-c=b-c pentrua,b,ceR.

O Explic ce proprietéti folo-
sim in rezolvarea ecuatiei:
3-(x+1)=x-2

A Operatia ,A” se numeste
diferenta simetrica.

@ Calculeaza
{1, 2V A{1;2; 3} si
{3: 5} A {3: 5).
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Sa analizam!

Sa

Cunoastem un algoritm pentru a rezolva ecuatii de tipul m - x + n = p, unde
m, n, p € R. De exemplu, ecuatia 3x + 1 = 16 se rezolva astfel:

3x=16 -1
3x=15]:3
x=5.

Algoritmul de rezolvare de mai sus utilizeaza proprietatile operatiilor algebrice;
intelegerea modului in care aplicam aceste proprietati ne poate folosi si pentru
rezolvarea altor ecuatii. De aceea, este util sa reluam algoritmul, dintr-o alta perspectiva:

Ecuatia data:
Adunam Tn ambii membri numarul -1; deoarece
acesta este opusul lui 1 fata de adunare:

Folosim asociativitatea adunarii si grupam
convenabil termenii:

Numarul 0 este elementul neutru pentru adunare:

» A . . 1
Inmultim in ambii membri cu 3 deoarece acesta

este inversul lui 3 fata de Tnmultire:

Folosim comutativitatea si asociativitatea inmultirii:

Numarul 1 este element neutru pentru inmultire:
Obtinem astfel solutia ecuatiei:

aplicam!

3x+1=16

(Bx+1)+(-1) =16+ (-1)

3x+[1+(-1)]=15

3x+0=15
3x=15

Fie A si B doua multimi. Definim operatia algebrica notata A, astfel:

A A B = {x| x apartine uneia dintre cele dou& multimi, dar nu apartine celeilalte}.
De exemplu, daca A={1;4; 10; 13} si B={4;5; 10}, atunci AAB={1;5; 13}.
Vrem sa determinam un algoritm pentru rezolvarea ecuatiilor de tipul M A X= N
(unde M si N sunt doua multimi cunoscute). Pentru aceasta, este util sa identificam
mai intai proprietatile operatiei ,A”.

Reprezentam operatia A folosind diagrame Venn-Euler:

A B AAB

Multimea A A B este reprezentata prin portiunea colorata de pe desen.



Verificam ca:
* elementul neutru al operafiei A este multimea vida: AAJ =J AA=A.
« operatia A este asociativa: AAB)AC=AA (BAC).

| /@:@
@\@ 5

BAC

(AAB)AC

AA(BAC)
« orice multime este propria ei simetrica fata de operatia A: AAA=J.

Folosind aceste proprietati, putem rezolva ecuatia M A X = N astfel:
Compunem in ambii membri cu multimea M, deoarece

aceasta este simetrica lui M fata de A: MAMAX)=MAN

Folosim asociativitatea operatiei A: (MAMYAX = MAN

Simetrica lui M fata de A este M insusi: OAX = MAN
Multimea vida este elementul neutru pentru A;
obtinem astfel solutia ecuatiei: X = MAN

4 Cum folosim proprietatile operatiilor algebrice pentru a rezolva sisteme?

in rezolvarea unor sisteme de ecuatii si de inecuatii, cunoasterea proprietatilor
operatiilor algebrice poate fi un ajutor util pentru efectuarea calculelor.

Exemplul 1
Fie A, B, C trei multimi date; ne propunem sa rezolvam sistemul de ecuatii
XUA=B | ta este multimea X
in care necunoscuta este multimea X.
XUA=C’ ’

Observam ca o conditie necesara pentru ca sistemul dat sa aiba solutie este ca
intre multimile A, B si C sa existe relatia: B< A — C. Presupunand ca aceasta relatie
este indeplinita, reprezentam ecuatiile sistemului printr-o diagrama Venn-Euler si

identificam astfel o posibila solutie:
(8=

X=BU(C\A)
A X

Ne propunem sa verificam daca, intr-adevar, aceasta multime este solutie a
sistemului:

(BU(CVA)NA=(BNA)U((C\AINA)=BUZ =B

(BU(CVA)UA=BU((C\A)JUA)=BUC=C

in calculele anterioare, am folosit in mod esential distributivitatea intersectiei fata
de reuniune si asociativitatea reuniunii.

® Urmdareste diagramele
Venn-Euler si explicda modul
in care a fost evidentiata
multimea (A A B) A C.

@ Daca A= {1; 2; 3},

B = {2; 4} si C = {3; 4, 5},
calculeaza (A A B) A C si
AA(BAC).

© Rezolva ecuatia
{1: 2} A X = {2 5; 6].

A Daca M U N = P, atunci
Mc PsiN c P, iar daca

MNN=Q, atunci M>Q si
NoQ.

® Ce alte proprietati ale
reuniunii au mai fost folosite
in verificarea solutiei siste-
mului?

@ Rezolva sistemul

XN{1;2}={1}
XU{1;2}={1;2; 3}
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Exemplul 2

Ne propunem sa rezolvam sistemul de inecuatii:

2x+1=0
3x+7<0
X} -2x2+x+1>0

Pentru rezolvarea acestui sistem, putem proceda astfel:

* rezolvam pe rand cele trei inecuatii si obtinem multimile de solutii S,, S,, S;;

* exprimam multimea de solutii a sistemului: S= S, N S, N S,.

Observam ca primele doua inecuatii se pot rezolva usor, deoarece acestea sunt
inecuatii de gradul | cu o necunoscuta:

264120 & 21> -1 & x>-1 & § =|:—%;+oo)
® Rezolva in R sistemul de
inecuatii: 3x+7<0 & 3x<-7 & x<—% = 82:(—00,—%)
3f;$>>00 Nu stim Tnsa cum sa rezolvam cea de-a treia inecuatie. Totusi, putem determina
X

(Bx-2)(x-3)<0

multimea de solutii a sistemului dat, aplicand proprietati ale intersectiei:

$=5,18,08,=(5,n5)NS, =([-3i=)n(=.-I}|ns, -2ns, - 2.

Exercitii si probleme

1.
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Pentru A = {1; 2; 3} si B={2; 3}
a) calculeaza A\ Bsi AAB,;
b) rezolva ecuatia A A X =B;

c) rezolva ecuatia BUY =A.

. Pe multimea numerelor naturale vrem sa descriem o

noua operatie algebrica (notata @ ), in acelasi mod
in care definim adunarea.
Pentru aceasta, intocmim tabla operatiei @ pentru

cifrele de la 0 la 9 si folosim aceasta tabla in adunarea
oricaror numere.

|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ojo 1 2 3 4 5 6 7 8 9
11 2 3 4 0 1 2 3 4 0
212 3 4 0 1 2 3 4 0 1
3|3 4 0 1 2 3 4 0 1 2
414 0 1 2 3 4 0 1 2 3
5/ 1.2 3 4 0 1 2 3 4
6/ 6 2 3 4 0 1 2 3 4 O
7|17 3 4 0 1 2 3 4 0 1
88 4 0 1 2 3 4 0 1 2
919 o0 1 2 3 4 0 1 2 3
Astfel, 2®4=1, 21®43=14.

a) Calculeaza 317 @56 .

b) Rezolva ecuatia 5@ x =12 .

c) Arata ca operatia @ are element neutru, dar nu
este asociativa.

3. PemultimeaA={1;2;3;...;

9} definim operatiile (m)
Si @ astfel: a @ b = cel mai mic dintre numerele

asib;a @ b = cel mai mare dintre numerele a si

@6=y @4
@6y@4

b. Rezolva sistemul:

. Pe multimea numerelor reale definim operatia

algebrica notata =, astfel: x* y = xy +x+ y, pentru
oricex, y€ R.

a) Calculeaza 2+ 3 si 0%5.

b) Demonstreaza ca operatia = este asociativa si
comutativa.

c) Arata ca 0 este element neutru pentru operatia «
si ca inversul lui -2 fata de operatia = este tot -2.

d) Rezolva ecuatia (-2)*x =4, folosind doar
proprietatile operatiei date.

. Pe multimea M ={0, 1, 2, 3}, definim operatia alge-

brica notata [, a carei tabla este descrisa mai jos.

OJlo 1 2 3
02 3 0 1
113 2 1 0
210 1 2 3
3/1 0 3 2

Calculeaza 13 si (103) 0.

Arata ca 2 este elementul neutru al operatiei .
Determina simetricul lui 3 fata de operatia [J.
Rezolva ecuatia 30 x = 1.

a
b
c
d

~— ~— — —



Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
& sa recunosc operatii algebrice definite pe diverse multimi de numere
@ sa identific proprietati ale unor operatii algebrice
& sa compar proprietati ale unor operatii algebrice, in scopul identificarii unor algoritmi de calcul
& sa utilizez proprietati ale operatiilor algebrice pentru optimizarea calculelor?

) Test de verificare

3
1. a) Subliniaza numerele rationale din lista urmatoare: 0,25; V2 ;0,1010101...; 0,1010010001...; /9 ; Z; V2 +1.

b) Precizeaza care dintre urmatoarele reguli de asociere defineste o operatie algebrica pe multimea numerelor
rationale.

(x; ¥) = |x+)y (x; y) > X" +y° (x; ¥) > x+ 2 (x; y) > x%.

2. Pe multimea M = [0; «) definim operatia algebrica * descrisa prin: x*y = |x —y| (unde | a | inseamna modulul

numarului real a).

a) Demonstreaza ca = este operatie comutativa.

b) Este « operatie asociativa? Admite element neutru?

c) Arata ca orice element din M este simetrizabil fata de operatia = .

3. Fie P multimea partilor multimii {1; 2; 3; 4} sifie S={1; 2; 3; 4; 6; 12}.
Pe multimea P definim operatiile ,intersectie” (notata N) si ,reuniune” (notata U), iar pe multimea S definim

operatiile ,cel mai mare divizor comun” (notata @), respectiv ,cel mai mic multiplu comun” (notata @).

a) Calculeaza {1; 2} N {2; 3; 4} si 4 (D) 6.

b) Demonstreaza ca XU(YN2)=(XUY)N(XUZ), pentru X, Y, Ze Psicax ) (v D) 2) = (x M) y) D) (x M) 2),
pentrux, y,z€ S.

XN{1;,2;3y={1}
XU{1;2;3}={1,2;3; 4}

xD 4=2

Determina analog, solutia sistemului {x @ 4-12 x e S, comparand proprietatile celor patru operatii definite

c) Solutia sistemului { X e P, este multimea {1} U ({1; 2; 3; 4}\ {1; 2; 3}).

in enunt.
2x+1<-x+4

4. Rezolva sistemul de inecuatii: 4 x* -2x-1<0
x+1<0

Lectura

De-a lungul timpului, constituirea unor tipuri de numere a fost strans legatd de rezolvarea unor ecuatii.

Dacd numerele naturale au apdrut din necesitdti practice incd din preistoria omenirii, numerele negative s-au constituit
mult mai greu. Prima mentiune a acestora apare abia intr-un manuscris chinez din anul 200 d.Hr., fard ca acest lucru sd aibd
impact asupra altor civilizatii. Astfel, in lucrarea sa ,, Aritmetica”, ce este consideratd apogeul algebric in Grecia anticd,
Diofante din Alexandria (cca. 250 D.Hr.) afirmd cd ecuatia 3x + 11 =5 este absurdd, deoarece aceastd ecuatie nu are ca
solutie niciun numdr natural.

In jurul anului 600 D.Hr, Brahmagupta vorbeste de cantitdti ,,afirmative”’ si cantitdti ,,negative” si dd reguli de
adunare si scddere pentru credite si debite in bilanturi.

Abia in 1545, Gerolamo Cardano — matematician, medic si filozof italian, stabileste regula semnelor, care permite
obtinerea de ecuatii echivalente.
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Unitatea de invatare 4

) Test initial de autoevaluare

Calcul numeric

Calcul algebric

Pozitionare in
plan

Operatii cu
vectori

Proprietati ale
operatiilor cu
numere

Elemente de
logica
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Rezolvand exercitile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei

unitati de invatare.

1.

10.

. In imaginea alaturata apare rezultatul inmultirii 2359 x 487, asa

Efectueaza:
a)2-(-3)+5-4+(-2)-0
c)-15-4+(-3)-(-2)-(-1)-5

b)1,2-3+04-0-15-2

. Scrie mai simplu:

a)x+x+x+x b)x - x+x-x+x-Xx c)x?-x-x-x?

. Deseneaza planul unei sali de spectacol, in care sunt 20 de randuri cu cate 15 fotolii.

Indica pe acest plan fotoliul corespunzator biletului pe care scrie: randul 4, locul 7.

. Reprezinta pe un sistem de axe ortogonale punctele: A(-1; 4); B(3; 2); C(1; 0); D(0; -3).

. Deseneaza suma si diferenta vectorilor marcati pe desen.

a) b)

. Exprima vectorii marcati prin culoare in functie de i si V.

v

INC /) )
/] /I/M/
[V LT/

1148833

cum a fost el afisat pe ecranul unui calculator de buzunar.
Precizeaza rezultatele urmatoarelor operatii, fara sa le mai
efectuezi de fiecare data.

a) 487 x 2359; b) 2359 x 400 + 2359 x 87;

c) 2300 x 487 + 59 x 487.

. Alege propozitiile adevarate!

a)Va,be R, a+b=b+a b)3x,yeR, x-y#y-x c)VzeR, z-1=z

. Precizeaza valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii!

a)Vxe R,Yye R x+y=y+x
c)Vxe R,3ye R, x+y#y+x

b)Ixe R, Iye Ryx-y=y-x
d)Ixe R,VYye R x-y#y-x.

Formuleaza propozitia obtinuta prin negarea enuntului: orice doua numere reale x si y au
proprietatea x? + )% > 4.



Matrice

Calcul tabelar

) Ne amintim si exploram!

¢ Cum operam cu tabelele de date?

in multe situatii din viata cotidiana este util s& organizam datele in tabele. in
acest fel, avem o imagine globala asupra situatiei descrise si putem opera mai usor
cu datele inregistrate.

Exemplul 1: Evidenta vanzarilor

Reteaua de magazine ,Simfonia” comercializeaza CD-uri muzicale. Pentru a putea
compara eficienta echipelor de vanzari din doua magazine, managerul firmei a cerut
situatia vanzarilor pentru fiecare articol in parte, n lunile noiembrie si decembrie. lata
o parte a tabelelor completate cu aceasta ocazie.

Simfonia Brasov

Tabelele ofera atat informatii comparative, céat si posibilitatea de a obtine un
centralizator al vanzarilor. Pentru aceasta ,adunam” tabelele prin suprapunere si
obtinem:

48 | 86 [121] 27/
6| 63 | 51 [157| 32| [111
56 | 92 [149] 40 | [120

137|278 | 59
1941236 | 96

Avem astfel situatia totala a vanzarilor, din cele doua magazine.
Exemplul 2: Codificarea grafurilor

in imaginea al&turata este desenat graful orientat

2
corespunzator strazilor unui cartier. Pentru a inregistra 1
sintetic informatia in vederea determinarii unor drumuri \
4

3
optime, o firma de transport a preferat codificarea grafului
printr-un tabel cu numere.
In tabel apare 1 in patratelul din linia i si coloana | coloana 3

J daca nodurile i sij sunt unite printr-un arc (de la i ol1 101
la j); daca un astfel de arc nu exista, atunciintabel |ina2—[ o | 0 | 1 1
apare 0. Graful din imaginea de mai sus a fost deci ololo |1
codificat prin tabelul alaturat: 1111700

Denumire produs | Beethoven Beatles Bach Berlioz
luna ——— IX Love Songs Arta fugii Fantastica @ Informeazé-te siraspunde!
noiembrie 48 86 121 27 Cine a fost Berlioz?
decembrie 64 102 87 56 La ce se refera ,Fantastica”?
Simfonia Bacau
Denumire produs | Beethoven Beatles Bach Berlioz
Luna\ IX Love Songs Arta fugii Fantastica
noiembrie 63 51 157 32
decembrie 56 92 149 40

@ Cate CD-uri Beatles s-au
vandut in total in cele doua
magazine?

© Ce reprezintd numérul
137 din ultimul tabel?

A Patratelul marcat pe tabel
este situat pe locul (2; 3).

@ Identifica pétratelul de pe
locul (4; 2). Ce numar apare
in acest loc?
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© Cum crezi c& se poate
codifica un graf neorientat?

® Ce reprezintd numérul 80
din primul tabel? Dar numa-
rul 360 din al doilea tabel?

@ Explicd modul de calcul
al incasatrilor din luna ianua-
rie in magazinul 1.

© Explicd modul in care pro-
cedam, pentru a afla valoa-
rea vanzarilor din magazinul
2, in februarie.

© Completeaza tabelul
incasarilor lunare cu datele
care mai lipsesc. In ce luna
s-au obtinut cele mai mari
incasari?

Exercitii si probleme

1. Domnul Popescu a depus mai multe sume de bani la cateva banci,
pe timp de 1 an. Ratele dobanzilor anuale si sumele depuse sunt
cuprinse in tabelul alaturat.

Ce dobanda totala va incasa domnul Popescu dupa 1 an?

Din modul in care se face codificarea, putem deduce ca:

» numarul de arce ale grafului corespunde numarului de aparitii in tabel ale lui 1;
» numarul de arce care pleaca din nodul i corespunde aparitiilor lui 1 pe linia i;

* numarul de arce care sosesc in nodul j corespunde aparitiilor lui 1 pe coloana ;.

Exemplul 3: Situatia incasérilor

Firmele ,Alfa”, ,Beta” si ,Gama” asambleaza computere, pe care le vand prin
magazinele firmei ,Computers S.R.L.”. Pentru primele patru luni ale anului, serviciile
specializate ale firmelor au intocmit urmatoarele situatii:

Serviciul desfacere Serviciul marketing
Numarul de PC-uri vandute lunar Pretul unitar al PC-urilor (lei)
Alfa Beta Gama | F M A
Magazinul 1 50 100 80 Alfa | 420 | 410 | 440 | 400

Beta | 350 | 360 | 340 | 350
Gama | 520 | 520 | 510 | 500

La sfarsitul perioadei, serviciul contabilitate doreste sa aiba o situatie clara a
incasarilor din cele doua magazine, in fiecare dintre cele patru luni.

De exemplu, incasarile din magazinul 1 in ianuarie au fost de:
50 x 420 + 100 x 350 + 80 x 520 = 97 600 lei

Observam ca numerele care apar in acest calcul provin din prima linie, respectiv
din prima coloana a celor doua tabele.

Analog, pentru a calcula incasarile din magazinul 1 in luna martie, folosim numerele
de pe linia ,magazinul 1" din primul tabel si numerele de pe coloana ,martie” din al
doilea tabel:

50 x 440 + 100 x 340 + 80 x 510 = 96 800 lei

Putem proceda in acelasi Incaséri lunare
mod pentru a calcula incasa- | F M A
rile lunare ale fiecarui ma-

Magazinul 2 70 100 40

gazin. Rezultatele calculelor ~ Magazinul 1| 97600 | 98100 | 96800
au fost centralizate in tabelul Magazinul 2 | 85200 85200 | 83000
alaturat:
Suma 3000 | 4000| 2000
Rata dobanzii 20% | 15% 17%

2. La o banca se acorda o dobanda de 15% pentru depunerile pe termen de un an. Organizeaza intr-un tabel situatia
conturilor la inceputul si la sfarsitul anului pentru: Ana, Dragos, Stefan si Matei care au depus fiecare 3 400,
6 800, 7 200, respectiv 12 100 lei.

3. a) Care este pretul unui produs achizitionat de magazinul ,Mega“ cu 145 lei, daca i se aplica un adaos comercial de 20%?
b) Completeaza tabelul urmator si reprezinta grafic variatia pretului de vanzare in functie de pretul de achizitie.

Denumire produs Aparatras | Oala bucatarie Manusi menaj Perie par Trusa voiaj | Agrafe
Pret achizitie (lei) 16,50 72,50 19,50
Pret de vanzare (lei) 1,80 4,44 1,16

4. Magazinul ,Calculus® vinde calculatoare de buzunar.
Foloseste tabelele pentru a afla incasarile in fiecare dintre cele doua luni.
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Tipul calculatorului CASIO | SHARP | CITIZEN . .| Nr. de bucati vandute
Tipul calculatorului - -
Pretul unitar 35 30 40 Mai lunie
CASIO 100 50
SHARP 200 400
CITIZEN 250 150




Matrice si operatii cu matrice

) Analizam si generalizam!

4 Ce este o matrice?

Pentru a tine evidenta vanzarilor, administratorul unei papetarii completeaza
saptamanal un tabel din care redam mai jos doar o secventa.

Pixuri Creioane Caiete
L 300 200 50
M 150 200 125
M 225 75 200
J 89 234 145
\Y 200 150 70

n acest tabel, fiecare element este caracterizat de pozitia lui pe coloana (vertical
- sortimentul de produse) si pe linie (orizontal - ziua din saptamana cand s-a efectuat
vanzarea).
Pentru a simplifica scrierea, la matematica notam tabelul anterior astfel:
300 200 50
150 200 125
225 75 200}
89 234 145
200 150 70

Acest tabel se numeste matrice cu 5 linii si 3 coloane.

in general

Fie E o multime de numere reale. Vom numi matrice de tipul (m, n) cu elemente din
mulfimea E, orice tabel de forma urmatoare, in care numerele a, sunt numere din
multimea E.

Ay Ay A,
Ay Ay ayp
am1 am 2 amn

1<ism *
1<j<n

Daca tipul matricei este precizat, putem nota pe scurt A = (a;)-

Putem folosi pentru matricea de mai sus si notatia A = (q;)

Multimea tuturor matricelor de tip (m, n) cu elementele din multimea E se noteaza

prin t//{m’n(E).

Sa observam! Coloana C
Coloana 2
y 8
3 ____.IP 7 3 1 0
| 6
| Linia— 5| ["[R x=[-1 4 5
i 5 4 2 -7 10<—Linia3
. 3
of 3 2 6 8 -2
2 1
A ABCDEFGH A
In sistemul ortogonal Pe tabla de sah, pionul In matricea X, numarul
de axe, punctul P are este asezat pe campul -7 ocupa pozitia (3; 2):
cordonatele (2; 3). C5. X,,=-T.

O Caracterizeaza pozitia
numarului 145 in tabelul cu
evidenta vanzarilor.

@ Scrie o matrice de tipul (2, 3)
cu elemente din multimea Q.

A 0 matrice in care numarul
de linii este egal cu numarul

de coloane se numeste
matrice patratica. Multimea
matricelor patratice de tip
(m, m) cu elemente din E, se
noteaza .4 (E); m se mai
numeste si ordinul acestor
matrice.

© Observa asemdnari si
deosebiri intre cele 3 moduri
de raportare, sugerate in
exemplele alaturate. Cat
este X,; in matricea X?

55



¢ Cum definim egalitatea matricelor?
Sa comparam!

Pentru un studiu statistic, Alina, Dan si Silviu au avut de completat un tabel cu
temperaturile inregistrate in orasul lor, in cateva zile si la anumite ore, stabilite ante-
rior. lata cum arata tabelele lor de date:

Alina Dan Silviu
L M M J L M M J L M M
8w 12°C | 10°C | 10°C 9°C 800 12°C | 10°C | 10°C 9°C 8% 12°C | 10°C | 10°C
12% | 18°C | 14°C | 15°C | 12°C 12% | 18°C | 16°C | 15°C | 12°C 12% | 18°C | 14°C | 15°C
16%° | 16°C | 14°C | 14°C | 10°C 16% | 16°C | 14°C | 14°C | 10°C 16% | 16°C | 14°C | 14°C

@ Ce temperatura a inre-
gistrat Alina miercuri, la ora
16°? Cand a inregistrat Dan
temperatura minima?

© Afld x si y dacd matricele

1 x) .(1 2 teqal
Ossloysunegae.

® Explica ce reprezints fie-
care numar din matricele ce
contin situatia vanzarilor de
umbrele.

1 2 3
@ Pentru X:(O 4 1)

v (2 0 4
$’y:(—2 1 oj'

calculeaza X+ Y si X+ X.
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Observam ca, desi inregistreaza temperaturi in acelasi oras, la aceleasi ore si in
aceleasi zile, primele doua tabele nu sunt identice: inregistrarile facute marti, la ora
12% nu coincid. De aceea, desi celelalte date corespund, matricele obtinute de Alina si
de Dan nu sunt egale.

Ultimul tabel, completat de Silviu, confirma inregistrarile Alinei; Silviu a neglijat
insa sa consemneze temperaturile de joi. De aceea, nici matricele obtinute de Alina
si Silviu nu sunt egale.

in general

Doua matrice sunt egale daca au acelasi numar de linii si de coloane si daca
elementele corespunzatoare sunt egale.

Altfel spus: matricele A = (a;) si B =(b;)ii<n S€ numesc egale daca

1<j<n

1<i<sm
1<j<n

a,= by’ pentru orice indici (i, j).

4 Cum se aduna matricele?
Sa analizam!

Firma Aqua, care produce trei sortimente de umbrele, isi desface produsele prin
doua puncte de vanzare. Pentru lunile octombrie si noiembrie, situatia vanzarilor este
inregistrata in matricele urmatoare:

214 108 156 81 45 71
312 154 171 92 57 83

primul magazin al doilea magazin

Situatia vanzarilor firmei Aqua in cele doua luni, pentru fiecare dintre sortimente,
se obtine adunand termen cu termen matricele date. Matricea astfel obtinuta este
suma matricelor date:

(214 108 156}{81 45 71]

(295 153 227
312 154 1|71 92 57 8|3 B

404 211 254
1

in general

Doua matrice se pot aduna numai daca sunt de acelasi tip, adica au acelasi
numar de linii si de coloane.

Suma matricelor A = (aij_) si B = (by)’ unde A, B € .4, (R), este matricea
C= (C,-,-) € ./, (R), unde c,=a;+ b,-,- pentru orice indici (i, j).

Notam C=A + B.




Sa aplicam! 3o p
Intr-un sistem de axe ortogonale, orice vector corespunde unei
matrice de tip (2; 1), care exprima descompunerea vectorului dupa

cele doua axe. A "/

De exemplu, pentru vectorii din imagine, putem scrie: 0 Wr

o §ca-(§]

Daci OS = OP + OQ, coordonatele Iui S se obtin adunand matricele termenilor:

3(2H)

Deci S este punctul de coordonate (3; 1).

4 Cum definim produsul dintre o matrice si un scalar?

Sa ne amintim!

In afara de adunarea vectorilor, am mai J 5y
definit o operatie importanta: inmultirea unui
vector cu un numar real.

. 2 4
Pentru vectorii din figura, egalitatea 2-OP = OA se scrie matriceal: 2- (:J = [6] .

Observam ca elementele celei de-a doua matrice s-au obtinut din elementele
corespunzatoare ale primei matrice, prin inmultire cu 2.

in general

Prin inmultirea unei matrice cu un numar real se obtine o matrice de acelasi tip cu
matricea initiala.

Produsul matricei A = (a,-,-) € ., (R) cu numarul real 1. este matricea

P= (p,-,-) € .4, (R), unde p; =% a,pentru orice indici (i, j).

Notam: P= X\ - A.

¢ Ce relatie exista intre adunarea matricelor si inmultirea cu scalari?
Sa comparam!
Daca a este un numar real, atuncia+a+a =3 - a.

Aceasta relatie se pastreaza daca ad esteunvectorinplan: é+a+a=3-a .

Observam ca, in exemplele anterioare, este evidentiata o legatura intre adunare
(de numere sau de vectori) si inmultire cu numere naturale. Aceasta proprietate ramane

valabila si pentru operatiile cu matrice: pentru orice matrice A e ,,///mn(IR) si orice

numar natural 7, avem A+ A+...+A=r-A.
_

r termeni

Sa aplicam!

FieX=1203iY=2_11.
10 3)° 010

: (3 11 (3 6 0
AtunC|X+Y_(_1 1 3) —3.X_(3 0 —9)

© Exprima in coordonate

. -1 .
suma vectorilor v = 4| S
W= Gj Verifica prin desen

corectitudinea calculelor.

€ 2v

X

o
NF—————=—=

© Deseneaza un vector ii,
apoi reprezinta grafic vectorii:

2.4, (-2), 0-ii.

11

© Fie A:(0 1

) . Determina

o matrice X S A (R) astfel
incat X =3 - A.
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@® Explica de unde provin
coeficientii 0,8 si 0,3, din
estimarea facuta pentru
populatia rurald in 2010.

modul de variatie

pana in 2010
u 0,8-u+0,3-r
r 0,2-u+0,7-r

@ Ce semnificatie au u’ si
7', in exprimarea matriceala
a variatiei de populatie?

A\ Numérul de linii ale ma-
tricei X - 'Y este egal cu nu-

marul de linii ale matricei X.
Numarul de coloane ale
matricei X - Y este egal cu
numarul de coloane ale
matricei Y.
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¢ Cum definim produsul a doua matrice?
Sa analizam!
Pentru urmatorii ani, specialistii in demografie apreciaza ca structura populatiei
Romaniei se va modifica astfel:
Panain 2010: 20% din populatia urbana se va muta la sat, iar 30% din populatia
rurala va pleca la oras.

intre 2010 si 2015: 15% din populatia urbana se va muta la sat, iar 25% din
populatia rurala se va muta la oras.

Sa presupunem ca populatia intregii tari nu variaza in perioada analizata. Fie u si
r populatia urbana, respectiv rurala, in acest moment. Variatia de populatie urbana si
rurala va fi, conform previziunilor:
2010: wurban: 0,8-u+0,3-r
rura: 0,2-u+0,7-r
2015: wurban: 0,85-(0,8-u+0,3-7)+0,25-(0,2-u+0,7-r)=
=(0,85-0,8+0,25-0,2)-u+(0,85-0,3+0,25-0,7) - r
rural:  0,15-(08-u+0,3-7)+0,75-(0,2-u+0,7-7)=
=(0,15-0,8+0,75-0,2) - u+ (0,15- 0,3+ 0,75-0,7) - r

Putem organiza aceste date cu ajutorul matricelor astfel:
* notam sintetic:

DE LA—> oras sat DE LA—> oras sat
08 03 0,85 0,25
MERG LA\ oras ( ) A MERG LA\ oras ( ) -B
sat 0,2 07 sat 0,15 0,75

 exprimam matriceal variatia de populatie urbana si rurala:

modul de variatie
pana in 2015

r

u) (0,85-u’+0,25-r'j ((0,85-0,8+0,25-O,2)-u+(0,85-0,3+0,25-0,7)-rj
— =

r

0,15-u'+0,75 1 (0,15-0,8+0,75-0,2)- u+(0,15-0,3+0,75-0,7) - r

Putem deci descrie variatia de populatie, intre momentul actual si 2015, prin
matricea:
0,85-0,8+0,25-0,2 0,85-0,3+0,25-0,7
(0,15~0,8+0,75~O,2 0,15~0,3+0,75~0,7)
Ce legatura este intre matricea C si matricele A si B?

Observam ca in formula de calcul a fiecarui element din C apar elementele unei
linii @ matricei B si a unei coloane a matricei A.

[ T N g
085 025 (08 03)_ (08508+025:02 085:03+025:07
015 075) ¥ (02 07 0,15-0,8+0,15-0,2 0,15-0,3+0,75-0,7 )

Spunem ca matricea C este produsul matricelor B si A.

in general

Fie X = (x;) o matrice de tip (m, n) si Y = (V,-,-) o matrice de tip (n, p).
Produsul matricelor X si Y (in aceasta ordine!) este matricea Z = (Z,-,-)’ de tip (m, p),
undez, =x, "y, * X, y, *..+xy pentru orice pereche de indici 1))

Notam Z=X"Y.




Atentie! Putem calcula produsul a doua matrice doar daca numarul de coloane
ale primei matrice este egal cu numarul de linii ale celei de-a doua matrice.

Sa aplicam!
13 1 0 6 O
Calculam produsul matricelor X :[O 5 4] siYy=|-12 -2 -3]|.
3 4 5 1

Matricea X - Y are doua linii si patru coloane. Pentru a calcula X - Y:
* inmultim pe rand prima linie a lui X cu coloanele lui Y:

1
2 1 3)[-1|=2-1+1-(-)+3-3=[0
3 j
0
2 1 3)]2(=2-0+1.2+3-4=[14
4

* procedam la fel cu a doua linie a lui X:
1

© 5 4).|-1[=0-1+5-(-1)+4-37]
3 10 14 25 0
5

© 5 4).|2|=0-6+5-(-2)+4-5=[10
5

10 14 25 O
« in final, obtinem: X~Y=( j

7 26 10 -11

¢ Ce proprietati au operatiile cu matrice?

Sa analizam!

Stim ca operatia de adunare a vectorilor este asociativa, este comutativa si admite
element neutru.

Prin raportare la un sistem de axe ortogonale, orice vector din plan corespunde
unei matrice de tip (2; 1), astfel ca suma a doi vectori corespunde matricei suma.

Este oare adevarat ca proprietatile adunarii vectorilor, enumerate mai sus, se
regasesc la adunarea matricelor?

Pentru a raspunde, este util sa consideram un exemplu.

1 50 4 07 2 -3 4
Fie A = ,B= ,C= 3 4. M 5(R) .
1 3 4 5 6 1 8 5 0 ’

A+B = 1+4 ... .. _ 4+1 ... .. _BiA.
.. 346 .. .. 6+3 ..

(A+B)+C=(1+4 "'j+C=((1+4)+2 j:
. 346 ... 3+6)+5 ..

(1+(4+2) _A+(B+0)

——

@® Explicd modul in care au
fost calculate toate elemen-
tele matricei X - Y din exem-
plul alaturat.

@ Ce ar putea insemna
patratul unei matrice A? in ce
caz s-ar putea calcula
matricea A%?

® cCalculeazs

36

@ Justificd geometric aso-
ciativitatea operatiei de adu-
nare a vectorilor. Cine este
elementul neutru pentru
adunarea vectorilor?

@ Efectueazd toate calcu-
lele si convinge-te ca egalita-
tile din exemplul alaturat sunt
corecte.
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A Dacs x si Y sunt doua
matrice, putem efectua

produsele X -Y si Y- X
doar daca X si Y sunt matrice
de acelasi ordin.

10 1
@® Daca X=|0 1 1]si
1710

01 1
Y={1 1 0], calculeaza

111

X-YsiY- X, apoi compara
rezultatele obtinute.

@® Gaseste numere reale ne-
nule x, y, z, t, diferite intre ele,
astfel incatx :y #y : x, dar
z:!t=t:z.

) Calculeazs
C-(B-A)si(C-B)-A.
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00

Fie O =
[o 0

0
OJ matricea de tip (2; 3) in care toate elementele sunt egale cu

1
zero. Atunci A+ O = +0 =A.
.. 3+0 ...

In calculele de mai sus, am completat doar o parte dintre elementele matricelor
obtinute prin adunare. Ne putem insa convinge imediat ca egalitatile sunt, intr-adevar,
corecte.

in toate aceste calcule am folosit, de fapt, proprietétile adunarii pe R. De fiecare
data cand adunam matrice de acelasi tip, calculele se reduc la operatii cu numere
reale. Ca urmare, putem afirma ca proprietatile adunarii matricelor evidentiate mai
sus sunt universal valabile.

in general

Adunarea matricelor defineste pe .# (R) o operatie algebrica asociativa si
comutativa. Adunarea admite ca element neutru matricea nula, adica matricea
Oe ./ (R),in care toate elementele sunt egale cu zero.

Inmultirea matricelor este o operatie mai complicata si de aceea are nevoie de o
discutie mai ampla.

Sa observam mai intai ca inmultirea matricelor devine o operatie algebrica doar
daca ne restrangem la matricele patratice de ordin fixat. Pentru a determina ce
proprietati are aceasta operatie, este util sa consideram cateva exemple.

Fea=(> M B=[° %c-[T 1
2 4 -1 7 2 0
1. Studiem comutativitatea inmultirii:
A.B- 3 1 . 5 0 _ 3:-5+1-(-1) ... _ 14 7
2 417 6 28
B.A- 5 0.3 1 [ 5~1+0~4:15 5
-1 7)\2 4 11 27
Observam ca, pentru exemplul dat, A-B # B - A.

6

In concluzie, daca schimbam ordinea factorilor unui produs de matrice patratice,
uneori rezultatul se pastreaza, alteori obtinem rezultate diferite.

-1 3
Verificam alte doua produse. Observamca A-C = ( 2] =C-A.

2. Studiem asociativitatea Tnmultiri:

14 7\ (-1 1 0 14
(A-B)-C = . -

6 28)\2 O 50 6

1\ (-5 5 0 14
A-(B-C)= 3 . = .
2 4)15 1 50 6
Observamca(A-B)-C=A-(B- C).
Verificam alte produse. Obtinem, de exemplu:

-5 15

B'(A'C):(44 11

J-e-ac.




3. Observam ce proprietati are inmultirea cu matricea unitate.

10
Fie I, = [0 1] matricea patratica de ordinul 2 in care elementele de pe diagonala

principala sunt egale cu 1, iar restul elementelor sunt egale cu 0. Atunci

fd (0 O
o0 (8 95 -2

Exemplele de mai sus nu reprezinta o demonstratie. Putem afirma totusi ca
proprietatile evidentiate sunt valabile pentru calculele cu matrice arbitrare.

in general 1.0 0
inmultirea matricelor defineste pe A (R) o operatie algebrica asociativa si A ly={0"1 0
necomutativa. 0 01

Tnmultirea matricelor de ordin » admite ca element neutru matricea unitate, adica
matricea / € .4 (R) in care toate elementele de pe diagonala principala sunt egale cu

! @) Scrie matricea I,.
1, iar restul elementelor sunt egale cu 0.

¢ Ce legatura exista intre adunarea si inmultirea matricelor?

Sa comparam!

in calculele cu numere reale folosim distributivitatea b _c b ¢ ) Explica geometric distri-
inmultirii fata de adunare: pentru orice a, b, ce Ravem  a =|a +|Z| butivitatea, folosind figura
a-(b+cy=a-b+a-c. alaturata.

Aceasta proprietate ne permite sa efectuam mai usor unele calcule, prin utilizarea
factorului comun. De exemplu:
23:6+23-4=23-(6+4)=230

11+22+33+44 _ 11-(1+2+3+4) _ 11

111+222+333+444  111-(1+2+3+4) 111"

Operatiile de adunare si de inmultire au fost definite insa si pentru matrice patratice
de acelasi ordin. Se pastreaza oare si in acest caz proprietatea de distributivitate a
inmultirii fata de adunare?

Sa demonstram!
Daca A, B, C € .#(R), atunci

A (B+C)=A-B+A-Csi (B+C)-A=B-A+C-A.

Fie A:(Z1 ZZJ,B:(? 22)0:(? ?j Atunci
3 4 3 4 3 4
B Completeaza spatiile
a, b+c, b, +c, a,-(b+c)+a, (b, +¢c;) ... marcate prin ... in demon-
\b.o+c. b +c = Stratia alaturata, apoi verifica
,+Cy b+, o arar
egalitatile din enunt.

A-(B+C):(a1

a, a,

A-B+A.C=[% @) b b [ @) (a o) ab +ab; .. L[+ acs
a, a,)\b, b) \a, a,)\c; ¢,
Deoarece a, - (b,+c)*a, (b,+c)=(ab,+ab,)+ (ac,+axc,), deducemca

A-(B+C)=A-B+A-C.
Analog se demonstreaza a doua egalitate din enunt.
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24]

tile cu numere reale enun-
tam o singura conditie privind
distributivitatea inmultirii fata
de adunare, in timp ce pentru

Explica de ce, in opera- in general

in operatiile cu matrice patratice, putem folosi distributivitatea inmultirii fata de
adunare: pentru orice matrice A, B, C € ./ (R), avem
AB+C)=A-B+A-C si (B+C)-A=B-A+C-A

operatiile cu matrice avem
doua astfel de conditii.

Exercitii si probleme

10.
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. Notam A=|0 0 2

. Determina numerele x, y si z astfel incat

1x0_1—3x+Z
-10 1) {y O 1)

. a) Scrie doua matrice X si Y din .#,(Z), care au pe

fiecare linie si pe fiecare coloana exact cate un ele-
ment nenul. -
b) Calculeaza X+ Y si X- Y. 1T

. Observa desenul, apoi descrie A C
rEtrice_aI egﬂ[atea: Q/i"' Bt
OA+0B=0C. 1k y

X

. Fie X, Y € .#(R). Notam X matricea obtinuta din

X, prin inmultirea tuturor elementelor primei linii cu
2. Ce relatie exista intre matricea X - Y simatricea

X-Y?

3 -3
. Pentru A = T si B= , calculeaza:
-1 0)° 0o 1

A+B; 3-A; 3-A+2-B; A-B;
A-B+B-A; A%, B2

. Afla numarul real a daca

(201)8:23
4 1.3)|5 ]

B @ 151)

. Verifica pe cateva exemple daca formula

X2_-Y2=(X-Y)-(X+Y)este valabila pentru
X, Y€ M(R).

. Fie O € ./, (R) matricea nula. Demonstreaza ca

O - X = 0, pentru orice X € ./,(R).

01 1
. Demonstreaza ca A% = 0.
0 0 O

Fie X, Y, Z€ .#(R). Notam (Y| Z) matricea de tip
(2; 4), in care scriem mai intai coloanele lui Y, apoi
coloanele lui Z. Demonstreaza ca
X-(Y|2)=(X-Y|X- 2).

12.

13.

14.

15.

16.

300 1 3 2
Notam T = 3 0,A=|0 4 1
0 0 3 1 1 0

a) Calculeaza T - A.
b) Daca X € . #,(R) este o matrice oarecare, arata ca
T-X=3 X

~ —

Se considerd matricea A = (; gj .

a) Calculeaza A%, A3, A4,

b) Observa rezultatele obtinute, apoi propune o
formula generala de calcul pentru A". Verifica for-
mula pentru n = 5.

11 1 2
astfelincat A- B= B - A.

Fie A:(1 0) si B:(x y) Determina x si y

Pentru o matrice patratica X € .4 (R) notam Tr(X)
suma elementelor de pe diagonala principala.
(Prescurtarea Tr provine din cuvantul ,trace”, care
inseamna in limba engleza ,urma”.)

1 2 4
De exemplu, dacd x-=|-1 5 0}, atunci

Tr(X)=1+5+7=13. 3 27

a) Calculeaza Tr(Y), pentru Y = ( 21 ;j .

b) Alege doua matrice patratice X si Y, de ordinul 3,
si verifica egalitatile:

Tr(X+ Y)=Tr(X) + Tr(Y); Tr(5 - X) =5 - Tr(X);
Tr(X - Y)=Tr(Y - X).

c) Demonstreaza proprietatile de la punctul b) in
cazul unor matrice patratice X si Y de ordinul n,
daca X este o matrice arbitrara, iar Y are doar
elementul de pe pozitia (i; /) nenul.

12 1 -1
Fie X=(3 4), Y=(_2 3je~f/é(lR). Verifica

dacd (X +Y)P?=X?+2-X-Y+Y2.
Ce conditii indeplinesc, x, y, z, t € R, daca

G 2o




Utilizareca matricelor in practica
) Aplicam si dezvoltam!

Matricele si operatiile cu matrice nu sunt importante doar pentru matematica.

Multe situatii cotidiene pot fi exprimate mai usor matriceal.

¢ Cum folosim operatiile cu matrice in rezolvarea unor probleme practice?

Exemplu

Angajatii unei firme de constructii au fost solicitati
de cateva ori sa lucreze peste program sau in zilele de
week-end. Directorul firmei a decis ca, in aceste cazuri,
angajatii sa fie platiti cu 20 lei/ora, fata de 10 lei/ora cat
ar fi castigat in cadrul programului normal de lucru. La
aceasta firma, plata se face saptamanal, dar actele
contabile se intocmesc la sfarsitul lunii. La sfarsitul
primei saptamani, contabilitatea a primit situatia din

tabelul alaturat.

Ore lucrate Program Ore
Nume normal suplimentare
Popescu 40 5
lonescu 40 15
Georgescu 20 0
Marinescu 36 7
Constantinescu 40 10

Drepturile salariale pentru prima saptamana pot fi calculate 40 5
inmultind, pentru fiecare angajat, numarul de ore din programul 40 15 10
normal cu 10 si numarul de ore suplimentare cu 20. Putem 20 0 [ ]
formaliza acest calcul folosind operatii cu matrice. Mai precis, 36 7 20
drepturile salariale pot fi calculate efectuand produsul alaturat. 40 10

Aceeasi regula a fost pastrata in a doua saptamana. Situatia numarului de ore
lucrate este prezentata in tabelul urmator, iar serviciul contabil a calculat drepturile
salariale efectuand produsul matricelor de mai jos.

Ore lucrate Program Ore
Nume normal suplimentare
Popescu 40 20
lonescu 0 0
Georgescu 20 5
Marinescu 36 10
Constantinescu 40 5

Patronul firmei a vrut sa verifice corectitudinea inregistrarilor contabile. El a
procedat insa altfel: a totalizat mai intai orele lucrate de fiecare angajat in programul
normal, respectiv ca ore suplimentare si apoi a calculat drepturile salariale totale:

40 5 40 20
40 15 0 O
(20 0 |+|20 5 -
36 7 36 10
40 10 40 5

(2]

La sfarsit, se obtine acelasi rezultat, deoarece inmultirea matricelor este distributiva
fatd de adunare: X-Z+Y-Z=(X+Y)" Z

@ Cum poti exprima matri-
ceal numarul total de ore
lucrate de fiecare angajat?

@ Explicd de ce drepturile
salariale saptaménale ale
angajatilor firmei pot fi calcu-
late efectuand un produs de
matrice.

® Cum arfitrebuit organizate
calculele, daca muncitorii ar
fi fost platiti cu 10 lei/ora
pentru zilele normale de
lucru, cu 15 lei/ord pentru
orele suplimentare din timpul
saptamanii si cu 20 lei/ora
pentru orele lucrate in week-
end?

@ Calculeazd in doud
moduri drepturile salariale
ale angajatilor firmei de
constructii, in cele doua
saptamani si verifica daca
obtii aceleasi rezultate.
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© Explicd modul in care unui
graf i se asociaza o matrice.

® Calculeazd matricea A2,
unde A este matricea
alaturata. Arata astfel ca intre
nodurile 1 si 5 exista doua
drumuri de lungime 2. Cate
circuite de lungime 3 are
graful dat?

Exercitii si probleme

¢ Cum determinam drumuri in grafuri?

Un graf poate fi descris cu ajutorul unei matrice. Putem folosi matricea asociata
pentru a determina si alte proprietati ale grafului.

Exemplu
Graful din figura de mai jos corespunde urmatoarei matrice:

2 01010
1010 1

1 5 A=/0 1000
1000 1

4 01010

Vrem sa interpretam numerele ce apar in matricea B = A? sisa deducem proprietati
ale grafului dat. Sa calculam, de exemplu, numarul de pe pozitia (2; 4) din B; conform
definitiei, acesta este egal cu:

b2,4 = a2,1 ) a1,4 + a2,2 na

+a, - a

+ . + .
24 23 Q3T Oy, Ay, T4y A
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Observam ca termenii sumei anterioare pot fi doar 0 sau 1.

Termenul a, .- a,, este egal cu 1 daca sinumaidaca a,,=a,, = 1. Dar aceasta
conditie este echivalenta cu urmatoarea conditie: in graful dat, exista muchii intre
nodurile 2 si i, respectiv i si 4. De aceea, bz’4 reprezinta numarul de drumuri de
lungime 2 intre nodurile 2 si 4.

Analog, numerele ce apar in matricea A® precizeaza cate drumuri de lungime 3
exista intre doua noduri date ale grafului, numerele din A* precizeaza cate drumuri de
lungime 4 exista intre doua noduri ale grafului, si asa mai departe.

1. La un service auto, contabilitatea a sintetizat in tabele numarul de ore lucrate, dupa cum urmeaza:

Ore lucrate Martie Aprilie
Nume Program normal | Ore suplimentare | Program normal | Ore suplimentare
Mihai 160 20 150 15
Gigi 160 0 160 10
Stefan 0 0 160 5
Sandu 80 4 85 10

Fiecare ora din programul normal se plateste cu 15 lei, iar ora suplimentara cu 20 lei. Calculeaza in doua moduri,

cu ajutorul matricelor, sumele totale incasate de catre angajati in cele doua luni.

2. Asociaza o matrice grafului din figura alaturata, apoi afla cate drumuri de lungime 2

are acest graf.

3. Se da matricea

Ce ordine au nodurile grafului? Verifica daca ai desenat corect, calculand ordinele nodurilor doar pe baza elementelor

matricei.
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10 0 1
o1 11
1 0 0 1|. Asociaza acestei matrice un graf adecvat.
10 0 1
17110




Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
& sa identific situatii practice care necesita asocierea unor date cu reprezentarea lor matriceala
& sa aplic algoritmi de calcul cu matrice
¢ sa descriu matriceal modalitati de calcul in situatii cotidiene
& sa interpretez rezultatele obtinute prin calcul matriceal?

e verificare

17 2 0 2 -1 1
1. Calculeaza: | -1 0 11|-|-1 1 1
3 -1 2 0O 1 0

2. In cadrul unui sondaj de opinie, au fost adresate elevilor dintr-un liceu intrebarile:
a) cat timp aloci zilnic pentru tema la matematica?
b) céate ore petreci zilnic in fata calculatorului?
Sondajul a fost realizat de trei elevi, care au prezentat rezultatele obtinute sub forma tabelelor urmatoare:
Ana

Timp 3. Transpune intr-o matrice datele repre-
Intrebars 0-05h|05-1h|1-15h11,5-2h{ >2h zentate prin graficul cu bare de mai jos.
a) 15 12 3 1 0
b) 5 20 2 3 1
Bogdan
) TmP 1o _05h|05-1h|1-15h01,5-2h|>2h
Intrebare
a) 17 20 5 4 2
b) 8 24 10 5 1
Camelia
) TmP 1o _05h|05-1h|1-15h01,5-2h|>2h
Intrebare
a) 13 20 11 1 1
b) 21 15 2 4 4

Exprima matriceal rezultatele totale ale sondajului.

4. Bucatarul restaurantului ,Poftad buna!“ dispune de doua Faina | Ulei Rosii | Paste | Sare
retete pentru un anumit fel de méancare. El a inregistrat Reteta | 04 0,1 2 1 0,05
cantitatile ingredientelor necesare in tabelul din dreapta, Ret‘eta I 03 01 3 192 0.06
in care unitatile de masura sunt cele standard. : : : : :
Pentru aprovizionare, directorul restaurantului a cerut la
trei firme comerciale oferte de preturi. Acestea sunt Faina | Ulei Rosii | Paste | Sare
inregistrate in tabelul alaturat. Magazin 1 12 35 30 14 2
Aplicati calculul matriceal pentru a determina costul Magazin 2 | 14 345 31 15 5
realizarii fiecarei retete, In cazul aprovizionarii din unul - :
dintre aceste magazine. Magazin3 | 13 36 29 16 2

Lectura

De-a lungul timpului, matematicienii au cdutat modalitdti de a exprima cdt mai sintetic calcule abstracte complexe.
O notatie simpld si clard simplificd si clarificd la randul ei intregul rationament.
Notiunea de matrice intervine in studiul sistemelor de ecuatii liniare. Ea a fost introdusd de matematicianul englez

Arthur Cayley (1821- 1895) in 1858. In 1913, C. E. Cullis propune notatia [a,.j lici<m» far in 1919, la sugestia lui M. Bicher,
s-a introdus notatia (a,.j Di<icm - =
1<j<n
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Unitatea de invatare 5

) Test initial de autoevaluare

Rezolvand exercitile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitati de invatare.

Calcul numeric 1. (-1)-(-2)+0-2= ...
a) 4; b)0; c¢)2; d)-2
2. (1) (-2) - (-3)+1-2-3=..
a) 12; b)0; c¢)-6; d)6.
Ecuatii si 3. Care dintre urmétoarele perechi de numere sunt solutii ale sistemului )26;_)/ ==30 ?
sisteme a)(21);  b)(Z4) c) (0; 3); d) (1; 2)
3x+y=1

4. Rezolva sistemul: .
—2x+y=0

5. a) Reprezinta grafic, in acelasi sistem de axe, multimile de solutii ale ecuatiilor:
x -y =0, respectivx +y = 4.
b) Foloseste reprezentarea grafica de la punctul a) pentru a rezolva sistemul

x-y=0
x+y=4
Calcul algebric 6. Exprima printr-o formula:

a) aria unui patrat cu latura /;

b) volumul unui cub cu latura t;

c) solutia ecuatiei a - x + b = 0 (a # 0);
d) solutiile ecuatiei x2 + mx + 11 = 0.

Elemente de 7. Calculeaza ariile figurilor desenate. 2

geometrie a) 3 b) 3 : ¢) 3 i

7 5 4

8. Precizeaza care dintre punctele marcate pe desen se gasesc:

a) pe dreapta AB; b) pe dreapta CE;
c) in interiorul triunghiului AHI; d) in interiorul unghiului HCI.

B

H I

J

E F G
c D /
A
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Determinant

Rezolvarea sistemelor prin reducerea ,.in scara”

i si sisteme liniare

) Ne amintim si exploram!

Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare se poate face prin mai multe metode. in
oricare dintre acestea se urmareste, insa, transformarea sistemului dat intr-un sistem
echivalent cu el, astfel incat ecuatiile noului sistem sa devina mai simple.

3x+4y=9 3x+4y=9
3x+y=-6 3y=15

Observam ca S’ se poate rezolva imediat, deoarece este un sistem ,in scara” in
care a doua ecuatie a sistemului are o singurd necunoscuta. in general, putem
transforma un sistem de ecuatii liniare intr-un sistem echivalent cu el, de tip scara.
Aceasta metoda de rezolvare este atribuitd matematicianului german Karl Gauss.

De exemplu, sistemul: (S) { este echivalent cu: (S') {

Exemplul 1
2x+y+z=1
Consideram sistemul: {-3x+3y +5z =4
4x-y-3z=-2

Pentru a transforma sistemul dat intr-un sistem scara, putem proceda astfel:

Pasul 1: Tnmultim ecuatiile cu numere nenule, alese convenabil, astfel incat
coeficientii lui x sa devina egali:

2x+y+z=1 |6
3x+3y+5z=4 |(-4) =
4x-y-3z=-2|3

12x+6y +6z =6
12x -12y-20z =-16
12x-3y -9z =-6

Pasul 2: Scadem prima ecuatie din celelalte doua; in acest fel, obtinem sistemul

12x+6y+6z =6
echivalent: \T— 18y — 26z = —22

~9y-15z =-12

Pasul 3: Procedam la fel cu ultimele doua ecuatii ale sistemului, urmarind termenii

care contin necunoscuta y:
12x+6y+6z =6
-9y -13z =-11
-2z =-1

12x+6y+6z =6
—18y-26z=-22| 1 =

Pasul 4: Aflam succesiv necunoscutele sistemului, pornind de la ultima ecuatie

spre prima:

12x+6y+6z =6
-9y-13z=-11=>

—9y-15z =12 2 —9)y 15z =12

9v_13.1_ =35 .,5.1_

_22=1_1 9y—13-2 =11 12x+6.532+6.1 =6
=1 __35= 11
2 Y=738l | ¥ 9

O Explica de ce sistemele
(S) si (S’) sunt echivalente.

Karl Friedrich Gauss
(1777-1855)

@ In exemplul dat, pentru ,a
reduce” necunoscuta x, s-a
obtinut coeficientul comun
12. Ce coeficient comun ar
trebui obtinut pentru a-l re-
duce pe y? Dar pe z?

A Pasul 2 realizeaza prima

Jtreapta” a scarii.

A pasul 3 construieste a
doua Ltreapta” a scarii.

© Rezolva acelasi sistem,

construind o ,scara” de forma
celei din desen.

e

Pentru aceasta, incepe
prin a reduce variabila z.
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Exemplul 2

3y+z =1
A A doua ecuatie a siste- Sa rezolvam prin metoda lui Gauss sistemul: (2x+y—-z=2.
mului nu contine variabila x, x-y+3z=0

deci nu este nevoie sa fie . . . . _ .
modificata! Observam ca prima ecuatie nu contine variabila x. De aceea, pentru a aplica

metoda lui Gauss, avem doua posibilitati: ori schimbam ordinea ecuatiilor, ori
schimbam ordinea necunoscutelor!

Sa alegem prima varianta:
@ Rezolvé sistemul dat prin

metoda lui Gauss, scriind x-y+3z=0]2 2x-2y+6z=0 2x—-2y+6z=0

variabilele ecuatiilor in ordi- 3y+z =1 = 3y+z =1 = 3y+z =1

neay,x, z. 2x+y—-z=2 3y-7z=2 -8z =1
in general

Un sistem de ecuatii liniare se poate rezolva prin metoda lui Gauss. Pentru aceasta
reducem necunoscutele sistemului, obtinand un sistem ,scara”, echivalent cu cel initial.

Exercitii si probleme

1. Scrie un sistem de 3 ecuatii cu 3 necunoscute care admite ca solutie tripletul:

a)(1;2;-3); b) (05 1; 2); c) (1;0; 2); d) (0,2;0,5; 0).
2. In sistemul de mai jos, inmulteste convenabil pentru a reduce:
a) mai intai necunoscuta x; b) mai intai necunoscuta y; c) mai intai necunoscuta z.
xX+2y-3z=1
3x - %y +8z=6-

6x-6y—-7z=12

3. Rezolva prin metoda lui Gauss sistemele urmatoare:

x+y+z=1 X+2y+z=2 3x-2y+z=6

a)ly+z=2 b) 4y+3z+1=0; c) {6x+4y+3z=17;
z=3 Sy+2z=4 3x-6y+z=4
2x+2y-3z=7 2+ 3 -z =1 2x -5 +2V7 =0

d) {3x—5y+42:3; e) 13xvV2+ y/3-2z=1; f) 43x—2y\/5+ 327 =14.
7x-4y+5z=8 2372 - 3+ 2 = -1 5x +3yV5-2247 =6

4. Aplica metoda lui Gauss pentru sistemele urmatoare. Ce observi?

x+3y—-4z=0 3x+4y-2z=2 x-3y+2z=6

a) 12x+2y-z=0; b) s x+y+3z=6 ; C) 42x—-6y+4z=3.
3x-y+6z=0 6x+8y-4z=4 3x-9y+6z=5

5. Aplica metoda reducerii in scara pentru a rezolva sistemele:

X+2y—-z+3t=1 X+ y —z+2t=-1
. 2x-y+z+t=2 py) X3y +3=0 .
) —X+y+2z+t=3" ) -2y+2z+t=1 "~

xX-y+3z-t=4 X+ y+z —t=2
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Sisteme si determinanti

) Analizam si generalizam!

¢ Cum se obtin formulele de calcul pentru solutiile unor ecuatii sau
sisteme?

Sa analizam!

Consideram ecuatia 3x2+ 7x +2=0.

Putem rezolva aceasta ecuatie prin descompunerea membrului stang intr-un produs. @ Descompune convenabil

3x2+7x+2=0 si scrie ca produs membrul
intai al ecuatiilor:

X2+3x+2=0

(3x2+6x)+(x+2)=0 5x2+ 16x + 3= 0.

3x(x+2)+(x+2) =0

(x+2)(3x+ 1) =0

In acest fel, ecuatia se reduce la rezolvarea a doua noi ecuatii, de gradul intai:

x+2=0sau 3x+1=0

xX=-2 sau x-= _—1.

3

Exista insa situatii in care descompunerea unui termen ca o suma convenabila
de alti doi termeni nu este evidenta. De aceea, matematicienii au gasit un mod de
rezolvare a ecuatiilor de gradul al doilea, ce se poate aplica tuturor acestor ecuatii.
Observand cum rezolvam ecuatii date, ei au ajuns la o formula generala de rezolvare.

32+ 7x+2=0]-3 ax*+bx+c=0]|-a, (a #0)
I?+21x+6=0 a’x*> + abx + ac=0
(9x2 +21x + %) - % =0 (azxz +abx + b_z) _b*—4ac =0 A\ in formula de rezolvare a
4 4 ecuatiilor de gradul al doilea
2 2 2 apare numarul A = b - 4ac.
(3x + %) = % (ax + é) _b" —4ac Formula se poate aplica
2 4 doar daca A > 0.
7_5 b _b*—4ac
3x+§—§ sau ax+5 = 5 sau
3x+Z=_§ ax+é:——“b2_4ac
2 2 2 2 @ Aplics
plica formula pentru a
_ 1 _—b+b?-4ac sau rezolva ecuatiile urméatoare:
x=-3 sau x_—2a X+3x+1=0
T 6x2-8x+1=0
x =-2 x:_b_zb—a_‘l'ac 2%2_3x+2=0.

Cum am putea oare obtine o formula de rezolvare pentru sistemele de ecuatii

liniare?

Sa comparam!

Rezolvam sistemul urmator prin metoda

Generalizam metoda de rezolvare pentru

lui Gauss: sisteme cu coeficienti literali:
gi:gyi,? aXx+a,y =b,
Y= Uy X +ayy =b, "
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© Rezolva sistemul

2x+3y=4
4x -5y =-3

aplicand direct formulele de
calcul. Identifica mai intai
coeficientii.

A Matricea M se numeste
matricea sistemului.

< a11 a12>
a21 a22

—Qyy Ay Ay Ay

@ Exprimé solutia siste-

(Sx -4y =7
mului 2x-y=4 cu

ajutorul determinantilor.
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Tnmultim convenabil ecuatiile, astfel incat coeficientii lui x sa devina egali, apoi
reducem variabila x:

4x+3y=6|5 a,x +a,y=Db,|-a,
5x+2y=1| 4 X +ayy = b, | -a,
20x +15y =30 40y X + A1y, Y = Ay,
20x+8y =4 Ay, X + (py @y, Y = Ayyby
{4x+3y:6 {a11x+a12y = b,
—7y=-26 (1102 = Q1251)y = Ay, — ayb,
Determinam solutia sistemului: Determinam solutia sistemului in
cazul in care numarul a,.a,, - a,,a,, nu
este zero:
y= %, X =% _ ayb, — ayb, _ by — ay,b,
y10y — Ayply Ay1Qy — AypQy

4 Ce sunt determinantii de ordinul doi?

Formulele obtinute par mult prea complicate; de aceea, este nevoie sa intelegem
mai bine cum se obtin numaratorii si numitorii lui x si y, pornind de la coeficientii
sistemului initial.

a,, X +a,y = b,

. . N . .. (a, a X b
Scriem sistemul { _p N forma matriceala: ( " 12)-[ j = (l;j
pX +ayY = b A Gy ) \Y 2
Observam ca numarul a,,a,, - a,,a,, (care apare atat ca numitor al lui x, cat si ca

numitor al lui y, in formulele de rezolvare) este calculat folosind elementele matricei

M = (aﬂ a12) _
Ay Oy
Acest numar se obtine facand ,inmultiri n diagonald” ca in schema alaturata.
Numarul astfel obfinut se nume®te determinantul matricei M si se noteaza

det(M) = |41 e

21 oo

Numerele care apar la numaratorii lui x sirespectiv y, in formulele de rezolvare
de mai sus, pot fi si ele scrise ca determinanti ai unor matrice patratice de ordinul 2.

Astfel, daca inlocuim in matricea sistemului prima coloana (a coeficientilor lui x),
cu coloana termenilor liberi, apoi calculam determinantul, obtinem:

Ay Ay b1
<a21 azz)’<b2>

De aceea, formulele de rezolvare ale sistemului literal {

b a,

—b'a —b -a
b a 1 22 2 12 .
2 22

a,,x +a,y = b, oot fi
Ay X +ayy = b,
scrise cu ajutorul unor determinanti de ordinul doi, sub forma:

b ay ay b
b, a a,, b
x =12 92| _ 19 D
Ay Gy Ay ypf -
Qyy dyp Gy Ay




¢ Determinanti de ordinul trei

De ce ar fi asa de importante formulele de rezolvare scrise cu ajutorul
determinantilor? Avantajul este ca ele pot fi aplicate analog in rezolvarea oricarui
sistem compatibil de ecuatii liniare. Pentru a intelege cum se intampla acest lucru,
este necesar sa definim si determinanti de ordin mai mare decat 2.

Sa analizam!

a,, X +a,y = b,

Am vazut ca in rezolvarea sistemelor de forma {a21x+a22y = b, amrecurs la

; ; x (G i) [ X b
scrierea matriceala : = .
Ayy Gy ) \Y b,

- . . TR P L .
In acest caz, determinantul de ordinul doi a.. a..| @aparutcanumitor comun al
21 22

solutiei (x; y) a sistemului considerat. De aceea, ne putem astepta ca determinantii
de ordinul trei sa poata fi descoperiti prin rezolvarea sistemului:

A X+ A,y +a,2 = b,

Ay X+ Ay +ayz =b,

Ay X+ Ay Y + A3zz = by

Pentru a rezolva sistemul dat, reducem variabila x din ultimele doua ecuatii:
AX + Ay + A3z = by AyX + Ay + A3z = by
Ui X + U Y + UysZ = by = (A1 = Arp1) Y + (Apsyy — Ar30)Z = Dyt — ity
Uy X + A3, Y + gy Z = by (5011 — A34015) Y + (A53014 — Ai3034)z = byay, — byas,
Observam ca ecuatiile pe care le obtinem in acest fel evidentiaza cativa

determinanti de ordinul 2. Pentru ca acest lucru sa fie mai clar, scriem a doua si a
treia ecuatie sub forma:

Ay Ay Sy iy gl _ | b,
Ay Ay Ay Ay ay b,
Ay Gy T+ Gy ig|, o _ | b,
Az s A3y g3 ay b,

Este de asteptat ca solutiile sistemului initial sa poata fi exprimate in functie de
determinanti de ordinul doi, de tipul celor de mai sus. Continuand rezolvarea obtinem
ca numitor comun al necunoscutelor sistemului, numarul:

Qg3 ° (a11a22 - a12a21) - Ay (a11a23 - a13a21) + as” (a12a23 - a13a22)’
care se mai poate scrie:
a5, + a0 505, + U130y Qg = Ayl — A Ay, = 10505

Observam ca acest numar se calculeaza folosind numai coeficientii necunoscutelor
sistemului. De aceea este util sa scriem sistemul in forma sa matriceala:

Ay Qi g X b,
Ay Gy Gy ||V |=| by
Q3 Uz Qg3 z b,

Prin analogie cu determinantii de ordinul 2, notam determinantul matricei

Ay Gy Gy Ay Gy Qg
M=\|a, a, ay|prindetM)=|ay a, ay|.
Q31 dzp Ay Q3 Uz Ay

© Transcrie etapele de cal-
cul alaturate pentru sistemul:

X+y+z=6
2x-y+3z=7

3x-4y+2z=3

® Identifica produsele

a12a23a31 $i a13a22a31 din

determinantul

2 4 -5
1 -3 6
7 -8 10
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A Pierre Frederic Sarrus a
trait intre 1798 si 1861.

A Determinantii sunt nu-
mere asociate doar matri-

celor patratice. Ordinul unui
determinant este numarul de
linii sau coloane ale sale.

@ Putem aplica regula lui
Sarrus repetand primele
doua linii si aplicand regula
diagonalelor ,pozitive” sau

Lhegative”:

Calculeaza, aplicand

regula lui Sarrus,

3

determinantul 0
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Determinantul de ordinul trei se obtine si el, ca si determinantul de ordinul doi, prin
procedeul inmultirilor in diagonala. Aceasta regula a fost descoperita de Sarrus.
Pentru a vizualiza mai usor calculele repetam primele doua coloane ale matricei:

in general

Unui sistem de n ecuatii liniare cu n necunoscute, scris in forma matriceala:

Ay Gy - Gy X4 b
Uy Ay oo Gy | | Xy | _| by
... |, 1i asociem determinantul de ordinul 7z, notat
a, a, .. a,)\x, b,

Ay Q- Oy

Ay Qyy ... Qy,

. ... | . Acest numar este numitorul comun al solutiilor sistemului.

a, a, .. a,

Sa aplicam!

1 4 -1

-2 3

Pentru a calcula determinantul g prin regula lui Sarrus, procedam astfel:

* repetam primele doua coloane ale determinantului si calculam produsele de pe
diagonalele ,pozitive™:

1.4 11 4

2 2 3[2 2 —»1:(-2)5+4-3-0+(-1)-21|
01 5/0 1

« scadem apoi produsele de pe diagonalele ,negative”:

4 1|1 4

2 3|2 -2 —>1-(-2)-5+4-3-0+(-1)-2-1|-(-1)-(-2)-0-1-3-1-4-2-5
o 1 5|0 1

N —

* obtinem astfel valoarea determinantului:

1 4
2 -2 3|=-57
0 1 5

Analog, obtinem:

3 -2 1
4 1 7|=[(312)+(-2)-7-5+1-(-4)-0]-[1-1-5+ 37 -0+ (-2) - (-4) - 2] = -85 -
5 0 2




¢ Cum putem folosi determinantii in rezolvarea sistemelor?

La prima vedere, utilizarea determinantilor in rezolvarea sistemelor pare foarte
complicata. Importanta metodei consta in posibilitatea unei tratari unitare a rezolvarii
unor sisteme diferite ca numar de ecuatii si de necunoscute.

Sa verificam!

< < . - ax+ =b , o
Am vazut ca solutia sistemului (" GV = O poate fi calculata astfel:
Ay X + Y =0,
21 2P A 21
a a
X = 2 22 , — 21 2
a11 a12 a’l'] a’IZ
Qyy Gy T
< . CTICY) .
(daca determinantul |, | este diferit de zero).
21 22

Vom arata printr-un exemplu ca aceleasi formule se aplica si in cazul sistemelor
liniare cu trei ecuatii si trei necunoscute.

2x-y-z=1
Consideram sistemul: { x+y+z=2
-Xx+2y+3z=3
Calculam determinantul matricei sistemului:
2 -1 -1
A=l1 1 1|=..=3
-1 2 3

Numaratorii rapoartelor prin care exprimam solutia sistemului se obtin Tnlocuind
in matricea sistemului, pe rand, coloana coeficientilor fiecarei necunoscute cu coloana
termenilor liberi. Obtinem:

1T -1 - 2 1 - 2 11
A=12 1 1A =11 2 1A =1 1 2
3 2 3 -13 3 -1 2 3
Solutia sistemului se obtine calculand rapoartele de mai jos:
Ax A,V Az
X_X_1 y_K__1 Z—K—z.

Aceasta metoda de rezolvare a sistemului a fost descoperita de Gabriel Cramer.

in general

© Explicd schema:

v |
Ay Gy Ay b1
Ay Gy Ay |, bz
Ay Gy Ay ba

Fie M o matrice patratica de ordinul , al carei determinant (notat cu A) este diferit

de zero. X, b,
Atunci solutia sistemului M - :xz = :bz poate fi exprimata prin formulele lui
X b

n

Cramer:

A i1
x,.—T,l—, y eeey N

unde A_ este determinantul obtinut din A, prin inlocuirea coloanei i cu coloana
1
termenilor liberi a sistemului.

A Determinantul A se
obtine inlocuind prima
coloana a determinantului
matricei sistemului, cu
coloana termenilor liberi.

© Explica regula de formare
a determinantilor notati Ay si
A

z

© Calculeaza determinantii,
apoi verifica solutia siste-
mului prin inlocuiri in ecua-
tiile initiale.

Cramer, Gabriel
(1704-1752)
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@ Asupra determinantului

1 2 3
_21 _13 f’1 aplica urma-
toarele transformari:
L, L,
C, oG,
Lo L +4.

Calculeaza in fiecare caz
determinantul obtinut. Ce
observi?

@ Calculeaza determinantii
AA, A, AL A, care apar in
exemplul alaturat si verifica
astfel proprietatile enuntate.
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¢ Ce proprietati de calcul au determinantii?

Sa observam!

x-5y+z=1
Sistemul y4x +3y -5z =0 poate fi inlocuit cu un sistem echivalent (deci cu un
3x-2y+4z=2

sistem avand aceleasi solutii), folosind cateva tipuri de transformari.
Pe de alta parte, solutiile sistemului pot fi calculate cu ajutorul unor determinanti.
Observam ca:
* schimbarea intre ele a primelor doua ecuatii ale sistemului conduce la schimbarea
intre ele a doua linii ale determinantului:

4x+3y-5z=0 |1 1 43 -5
x-5y +z=1. 4 3 -5 :>L 1 -5 1
3x-2y+4z=2" |3 2 4| " |3 2 4

* rescrierea ecuatiilor, prin comutarea termenilor in y si z, conduce la schimbarea
intre ele a doua coloane ale determinantului:

1 -5 1 1 1 -5
4 3 5 = |4 5 3

C,>Cy
2 4 3 4 -2

x+z-5y =1
4x-5z +3y=0.
3x+4z-2y =2 |3

» inmultirea primei ecuatii cu 2 conduce la inmultirea cu 2 a primei linii a
determinantului:

2x-10y+2z=2 |1 1 2 -10 2
4x+3y-5z=0. 4 3 5 = 4 3 -5
3x-2y+dz=2" |3 2 4 3 2 4

» adunarea primelor doua ecuatii conduce la adunarea primelor doua linii ale
determinantului:

By izt 1 5 1 1 -5 1
5x-2y-4z=1. |4 3 -5 = 5 -2 4
3x-2y+4z=2" 3 2 4 2 3 2 4

In ce mod se schimb3 oare valoarea determinantului initial, Tn urma aplicarii acestor
transformari? Pentru a raspunde, calculam:

1 -5 1
A=|4 3 -5/=140
3 -2 4
4 3 -5 A, se obtine din A schimband intre ele linia 1
A=l1 25 1]=_140 cu linia 2. Deci: un determinant isi schimba
e B ' semnul daca schimbam intre ele doua linii ale
3 2 4 determinantului.
TH A, se obtine din A schimband intre ele coloana
A =14 =5 3|=-140. 2 cu coloana 3. Deci: un determinant isi schimba
3 4 2 semnul, daca schimbam intre ele doua coloane.
2 10 2 A, se obtine din A inmultind prima linie cu 2.
A, =4 3 -5=280. Deci: inmultind o linie a unui determinant cu un
3 2 4 numar, determinantul se inmulteste cu acel numar.




1 -5 1 A, se obtine din A, adunand prima linie

A, =4+1 3-5 —4+1=140. la a doua linie. Deci: un determinant nu se
3 ) 4 schimba daca adunam la o linie a sa o alta
linie a determinantului. @® Compara valorile urma-
torilor determinanti fara sa i
Aceste proprietati sunt valabile pentru determinanti de orice ordin. Determinantii calculezi efectiv:
au insa si alte proprietati care se dovedesc foarte utile in calcule. 3 1 0
Sa demonstram! p= _15 ‘11' j’
» Daca un determinant are o linie (sau o coloana) cu toate elementele egale cu
zero, atunci determinantul este egal cu zero. 1 3 0
» Daca un determinant are doua linii (sau doua coloane) proportionale, atunci q=|4 -5 -4
determinantul este egal cu zero. 11 2
3-5 —1+4 0-4
0 0O 2.0 2.0 2.0 r= -5 4 —4
*Fie A=la b c|;atunci 2-A=| a b c |=A,deciA=0. 1 1 2
d e f d e f

* Sa presupunem, de exemplu, ca linia 1 si linia 2 din determinant sunt proportionale
si factorul de proportionalitate este 3; atunci:

a b c a b c -a -b —c 0 00O
A=13- 3-b 3-¢|=3- b =3-(-1)- b =-3- b =0
4 ¢ a ¢ (=1 a ¢ a ¢ . @ Explica toate transfor-
m n p m-n-p m-n-p m-n.p mairile facute in demonstratia
proprietatii alaturate. Mentio-
n general neaza regulile aplicate.

Determinantii au urmatoarele proprietati:

» Daca schimbam intre ele doua linii (sau doua coloane) ale unui determinant,
acesta si schimba semnul.

* Daca inmultim o linie (sau o coloand) a unui determinant cu un numar,
determinantul se inmulteste cu acel numar.

» Daca la o linie (sau la o coloana) a unui determinant adunam o alta linie (sau o
coloana), atunci determinantul nu se schimba.

» Daca un determinant are o linie (sau o coloana) cu toate elementele egale cu
zero, atunci determinantul este egal cu zero.

» Daca un determinant are doua linii (sau doua coloane) proportionale, atunci
determinantul este egal cu zero.

¢ Cum se pot calcula determinantii de ordin mai mare ca 3?

Sa observam!

Ay Gy Gy
Fie A=|a,, a,, ay|,determinantul generalde ordinul 3.
Q3 Uz Ay
Stim ca A este o suma algebrica cu 6 termeni; grupand convenabil termenii,
obtinem, de exemplu:

A Scrierile exprima dezvol-

a,, a a, a a,, a ' . .
A=a,- a22 a23 s - a21 a23 +Hag - a21 a22 sau tarea determinantului dupa
32 733 31 T3 1 a2 prima linie, respectiv dupa a
doua coloana.
Qyy Qg Ay Qg3 Ay iz
A:_am'a a 2|, N P
31 O3 31 a3 o1 o3
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@® Explicad modul de calcul
al determinantului din exem-
plul 1.

@ Inexemplul 2, am calculat
determinantul prin dezvol-
tare dupa prima coloana.
Calculeaza acelasi determi-
nant prin dezvoltare dupa a
treia linie.

@ Calculeaza:

54 3 2 1
43210
32100
21000
10 000
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Cele doua moduri de exprimare a determinantului A sunt asemanatoare; cateva
analogii sunt evidentiate in continuare.

* Coeficientii a,,, a,,, a,, Si a
coloana a lui A;

a,, sunt numerele de pe o linie, respectiv o

11? 12? a22’

* Fiecare dintre aceste numere se inmulteste cu determinantul de ordinul doi,
obtinut prin taierea liniei si coloanei sale; de exemplu, a,, se inmulteste cu

Ay
Y2 %3 g a4, a
a a 21 22 23| "
32 33 a a a
31 Uz U3 +F _ +
» Semnele ,+” si ,-" alterneaza si sunt alese dupa regula ,tableide |- *+ -
sah”. -t
ap Gy . "
Astfel, termenul as, - a are semnul minus, deoarece a,, este pozitionat,
21 23

in A, pe un ,camp negativ”.

Aceste reguli sunt importante deoarece ne ajutd sa calculdam determinanti de
ordin mai mare decat 3. Astfel pentru a calcula un determinant de ordinul 4, putem
proceda ca in exemplele urmatoare.

Exemplul 1
2 0 1 3
4 1 2 2 0 3 2 0 3
4 1 0 2
0 9 4loemdan TEV1 O 4[-0|1 0 44244 1 2/~
?rg'i)aécaoloané 1 2 _1 1 2 —1 1 2 —1
12 0 1
2 0 3
0|4 1 2/=-1(-33)+2-(+11) =55
-1 0 4
Exemplul 2
17 1 0 -1 1 3 0 4
3 11 5 0 41 8 18
t 003 oo 1 3 -t 3 =9
borh 1 2 -2
o 1 2 -2 0o 1 2 -2
in general

Un determinant se poate calcula prin dezvoltarea dup o linie sau o coloana. in
acest fel, calculul unui determinant de ordinul n se poate reduce la calculul unor
determinanti de ordin n - 1.

in calculul determinantilor, este util s& aplicam proprietatile pentru a obtine cat
mai multe zerouri.

Sa aplicam!
12 3 45
012 3 4 (1) ? g g 12 3
0012 3 = +1 = [0 1 2|=.. =1
0 0 0 1 Dezvoltam 0 0 1 Dezvoltam 1
00 0 0 fomE™ 00 0 1pE




Exercitii si probleme

1. Afirmatiile urmatoare sunt false. Descopera greseala.
Reformuleaza enunturile astfel incat acestea sa fie

adevarate.
a) Ecuatia (x + 2)? - 1 = (1 - x)? + 3x are o solutie
numar natural.
b) Ecuatia 2(x - 3)? - 5x =2 - (3 - x)? are o infinitate
de solutii.

: 2x-3y-1=0 o .
c) Sistemul {6x _9y-2-0 are o infinitate de solutii
reale.

. 20x-4)+3(y+2)=3 .
d) Sistemul 3(x+2)+2(y—-4)=3 huare solutii

reale.

2. Rezolva sistemele folosind metoda reducerii.

xX+y-z=4
a) {x+y=7 : b){2x-3y+z=5;
Sx—-2y=4 3Ax+y-z=2
2x-3y+2z=4
c) {x—y—z:1 )
4x -2y +5z=2

3. Scrie fiecare sistem in forma matriceala, apoi exprima
solutiile folosind determinanti.

2x-3y+2z=2
g)(X—y+z=2
3x+y-z=2

X, +x,—-x,=0

b) 3x, —2x, +2x, :5;
2%, +3x, —2x, =2
X, +2x, —2x; =1

—Ax, +x,+2x, =2

c)
2x,—%x,+3x, =3

4. Calculeaza determinanti:

8 4 6 2
A3 5’ b)l3 g’
2 1 3 0 1 1
o1 4 5. alt 02,
6 —2 1 1 2 3
2 2 0 1
o1 O 1 pl1s o4
2 -1 -1 1 1 1

5. Calculeaza rapid, folosind proprietatile deter-
minantilor:

2 4 6 -3 -6 -9
a)111, b)369,
36 9 2 5 4
23 5J3 6J3 8 3 1
C)4101, d)—462
6 15 1 4 9 3

6. Calculeaza determinantii:

12 3 4 2 11 4
4321_ 4020_
aAly 2 3 4 Plg g 3 4
4 3 2 1 8 04 0
-12 6 -3 9 01 1 1
17 -1 0 1 170 1 1
c ; d
s e e o
-1 1 0 1

7. Aplicand proprietatile determinantilor, calculeaza si
scrie punand rezultatul sub forma de produs:

a (a+17° (a+2)
a) |b> (b+1)? (b+2);
c® (c+1)? (c+2)7

x-1 x+1 x*-
b) [y-1 y+1 »*-
z-1 z+1 z*-

P G

a b c
c) | b+c c+a a+b

b+ *+a® a*+b°

8. Rezolva urmatoarele sisteme liniare prin metoda lui
Cramer:

12x-7y+6z=83 3x+8y-4z=23
a) 48x—-4y—-3z=24 ;b) {6x+2y+7z=6
—2x+5y+13z=23 -x+9y-5z=38

9. Verifica urmatoarea proprietate de aditivitate a deter-
minantilor:

a+a, b+b, c,+c,| la, b ¢ v, b, ¢
x y z |=|x y z|+|x y z
m n p m n pl |m n p
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Calculul determinantilor: aplicatii

) Aplicam si dezvoltam!

O Aria unui triunghi se cal-
culeaza cu formula:

_b-i
A= 5 -
Scrie formula pentru aria
unui triunghi dreptunghic.

@ Calculeaza aria triun-
ghiului DEF din imaginea
urmatoare.

E

© Observa figura de mai jos,
apoi explicd de ce BM=b, - a,
siAM = a,- b, Identificd apoi
toti termenii care apar in cal-
culul A, ;.

@ Ce arie are triunghiul DEF,
ale carui varfuri au coor-
donatele D(2; 4), E(-3; 5),
F(1;6)?

Determinantii au aparut in matematica din necesitatea de a identifica formule
directe de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare.

Ulterior, s-a constatat insa ca putem utiliza determinantii si in rezolvarea altor
probleme de matematica. Cateva dintre aceste aplicatii sunt explicate in continuare.

4 Cum calculam aria unui triunghi?

In clasele anterioare, am invatat mai multe formule de calcul pentru aria unui
triunghi. Daca triunghiul este trasat pe caietul de matematica (sau pe orice alta retea
de patratele), putem calcula aria acestuia mai simplu, folosind numai ariile unor
dreptunghiuri sau triunghiuri dreptunghice.

Sa analizam!

Consideram o retea de patrate de latura 1.

Pentru a calcula aria unui triunghi cu varfurile in nodurile retelei, putem proceda
astfel:

* incadram triunghiul intr-un dreptunghi

» scadem din aria acestui dreptunghi, ariile a trei triunghiuri dreptunghice.

Exemplu
N B Pentru triunghiul din figura:
= AABC = AMNBP - (AAMC + AANB + ABPC)
1 1 1
1 AABC=5~4—(§~2~2+§-2~5+§~4-3):7
Putem utiliza aceastd metoda de calcul si pentru a
determina aria unui triunghi, la care sunt precizate
M c P coordonatele varfurilor in raport cu un sistem de axe.
Sa demonstram!

Daca varfurile triunghiului ABC au coordonatele A(a,; a,), B(b,; b,), C(c,; ¢,),
atunci aria triunghiului se poate calcula cu formula:

a, a, 1
Apse = J_r%. b: bz 1|, semnul fiind ales astfel ca rezultatul sa fie pozitiv.
¢ ¢ 1

incadram triunghiul ABC intr-un dreptunghi. Dacé figura arat& ca in imaginea
alaturata, atunci:

y o A = (b —a,)(c, _bz)_|:l(b1 -a,)(a, _b2)+1(b1_01)(02_172)"‘1(01 —a;)(¢, _az)}:
N Cler, ) 2 2 2
P
Aa, a,) o 1 1 a, a, 1
= E(cqb2 +a,c, + b, —b,c, —a,b, — ac,) = > b, b, 1
¢ ¢ 1
0,0 X
(0:0) O analiza simpla conduce la concluzia ca, in orice situatie, unul dintre
by B, b) varfurile triunghiului dat va coincide cu un varf al dreptunghiului, iar celelalte
v doua varfuri vor fi pe laturile opuse acestuia. De aceea, formula demonstrata

78

ramane valabila in orice situatie.




Sa aplicam!
Pentru a calcula distanta de la C(2; 1) la dreapta AB, unde A(-2; 3) si B(1; -1),
putem proceda astfel:

2 3 1
« Calculam AABC:J_r% 1 -1 1|=5
2 11

« Determinam AB =(2—-17 +(3—(-1)* =5.

 EXPrimam A, = +AB-h,

Deci: d(C; AB) = h_ = 2.

© Calculeaza distanta de la
A(1; 3) ladreapta ce trece prin
B(3; 0) si C(2; 1).

¢ Cum demonstram coliniaritatea unor puncte?

Trei sau mai multe puncte se numesc coliniare daca se gasesc toate pe o dreapta.
In clasele anterioare, am invatat mai multe metode de demonstrare a coliniaritatii.

Sa ne amintim! c i
A A B/// ® In figura sunt desenate un
« Daca m(1) =m(2), atunci A, B, C sunt coliniare. 3 2 patrat si doua triunghiuri
echilaterale. Arata ca A, B, C
A sunt puncte coliniare.
B A
*Daca AB || dsi AC || d, atunci A, B, C sunt coliniare. /\«C\ c
d A B

40(
* Daca % = % , atunci A, B, C sunt coliniare. B Q

@ Foloseste metoda triun-
ghiurilor asemenea pentru a

A verifica daca A(-3; -1),
P B(-1; 1) si C(3; 5) sunt coli-
Daca punctele sunt raportate la un sistem de axe ortogonale, putem verifica mai niare.
simplu daca acestea sunt coliniare.
Sa analizam!
Trei puncte sunt coliniare daca si numai daca aria triunghiului format de ele este
egala cu zero.
Fie A(-3; -1), B(-1; 1), C(3; 5) trei puncte reprezentate in sistemul cartezian xOy.
Calculam:
-3 -1 1
A —+1114 1 1= . =0 © Continug calculele si
ABC T 72 3 5 1 aratd cd A, = 0.

Deducem ca A, B, C sunt coliniare.

in general

Punctele A(x,; y,), B(x,; y,) si C(x,; y,) sunt coliniare daca si numai daca
X 1

X, y, 1/=0.

x; ¥ 1
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© Reprezintd geometric
multimea solutiilor ecuatiei
x+y+1=0.

© Scrie ecuatia dreptei CD,
unde C(1; 1), D(2; 3).

¢ Cum aflam ecuatia dreptei determinata de doua puncte?

Am vazut ca multimea solutiilor unei ecuatii de tipul ax + by + ¢ = 0 se reprezinta
intr-un sistem cartezian xOy, printr-o dreapta.

Reciproc, orice dreapta din plan este reprezentarea geometrica y
a multimii solutiilor unei ecuatii de gradul | cu doua necunoscute.

Exemplu

Multimea solutiilor ecuatiei 2x - y + 1 = 0 se reprezinta geo-

metric prin dreapta d.

Sa analizam!

Fie A(-1; 1) si B(1; 0) doua puncte in plan. Vrem sa
determinam ecuatia dreptei AB. Altfel spus: vrem sa determinam
in ce conditii un punct M(x; y) apartine dreptei AB.

Observam ca:

M e AB daca si numai daca M, A, B sunt coliniare.

Spunem ca d are ecuatia2x -y + 1=0.

x y 1

Aceasta ultima conditie este echivalentd cu: -1 1 1|=0,
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adica x + 2y - 1 = 0. Ecuatia dreptei AB este decix + 2y - 1=0.

in general

x y 1
x y 1=0
X, Y, 1

Ecuatia dreptei determinata de punctele distincte A(x,; y,) si B(x,; y,) este:

*

Exercitii si probleme
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a) b)
‘h 2
4 3

3
B
. Patratele din reteaua alaturata
au latura de 1. Calculeaza
lungimile laturilor si aria A /
triunghiului ABC. Ce masura ™
are unghiul A? C

. Fie M(=1; 1), N(1; 2), P(3; -3).

a) Calculeaza A, ..

b) Deseneaza perpendiculara din N pe MP si
estimeaza, pe desen, distanta de la N la MP.

c) Calculeaza distanta de la N la MP. Compara
rezultatul gasit cu estimarea de la punctul b).

. Fie d dreapta de ecuatiex - y + 1 = 0.

a) Arata ca A(1; 2) si B(0; 1) apartin lui d.
b) Calculeaza distanta de la M(2; 0) la d.

. a) Verifica daca A(1; 2), B(-1; 1) si C(5; 4) sunt

puncte coliniare.
b) Determina numarul real m daca punctele M(m; 1),
P(1; -1), Q(3; 0) sunt coliniare.

. Urmatoarele puncte sunt raportate la sistemul de axe

x0Oy: A(6; 0), B(6; 6), C(0; 6), D(4; 2), E(6; 3).

a) Arata ca OABC este un patrat.

b) Verifica afirmatia: D € AC si 2 - AD = DC.

c) Demonstreaza ca E este mijlocul lui AB si ca O,
D, E sunt puncte coliniare.

d) Reformuleaza problema, facand abstractie de
sistemul de axe si de coordonatele punctelor date.

. Intr-un determinant de ordinul trei, toate cele 9

elemente sunt egale cu +1 sau cu -1. Arata ca
valoarea determinantului poate fi doar 0, 4 sau -4.




Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
& sa identific proprietati ale determinantilor
¢ sa calculez determinanti de ordin cel mult 4
& sarezolv sisteme, folosind metode diferite de rezolvare, si sa compar aceste rezolvari
& sa utilizez determinantii in rezolvarea unor probleme de geometrie?

) Test de verificare

1. Completeaza cu raspunsul corect!

2 -1 4
Determinantul | 0 1 1 | este egal cu zero, deoarece ...
2 -1 4
1 2 3
2. Consideramdeterminantul D=2 1 4
o 1 1

a) Transforma determinantul D duparegula: L, < L, +2-L,.

b) Dezvolta determinantul obtinut dupa prima coloana.
c) Aplica regula lui Sarrus pentru a calcula D. Compara rezultatele obtinute.

3x-y=2

3. Consideram sistemul: { 3- Rezolva sistemul:

X+2y=
a) prin metoda reducerii;

b) folosind regula lui Cramer;

c) prin reprezentarea grafica a ecuatiilor sistemului.

Compara modurile de rezolvare. Care metoda ti se pare mai simpla? De ce?

4. Fie A(-2; 1), B(1; 3), C(2; -2).
a) Calculeaza aria triunghiului ABC.

b) Scrie ecuatiile dreptelor AB, AC si BC.
c) Justifica daca sistemul format cu cele trei ecuatii determinate la b) are solutie.

Lectura

Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare este legatd in mod fundamental de numele matematicianului elvetian Gabriel
Cramer (1704-1752). Acesta a descoperit forma generald a solutiei unice a unui sistem liniar de n ecuatii liniare cu n
necunoscute si conditia de existentd a acesteia. Algoritmul de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare dezvoltat de
matematicianul german Karl Friederich Gauss (1777-1855) se mai numeste si rezolvarea prin eliminare. Acest algoritm se
preteazd la folosirea pe calculator, de aceea aceastd metodd a cdpdtat o importantd tot mai mare in ultimii ani.

Dupd cum stim, o ecuatie liniard cu doud necunoscute defineste in plan o dreaptd. Ca urmare, doud ecuatii cu doud
necunoscute determind o pereche de drepte in plan si solutiile, dacd existd, trebuie sd fie punctele de intersectie ale celor
doud drepte. Putem avea urmdtoarele situatii:

a) Existd o infinitate de solutii si o infinitate de puncte de intersectie ale celor doud drepte. In acest caz, cele doud drepte
coincid. Putem da o valoare arbitrard uneia dintre necunoscute, iar cealaltd este determinatd in functie de aceasta.

b) Sistemul admite solutie unicd. In acest caz, dreptele se intersecteazd intr-un singur punct.

c) Sistemul nu are solutii. In acest caz, dreptele sunt distincte si paralele.

In mod similar, putem proceda in cazul unui sistem cu trei ecuatii si trei necunoscute. Fiecare ecuatie determind un plan
in spatiul cu trei dimensiuni. Solutiile sistemului se gdsesc la intersectia celor trei plane.
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Unitatea de invatare 6

) Test initial de autoevaluare

Rezolvand exercitiile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitati de Tnvatare.

Operatii 1. Calculeaza:
elementare a)2-3-(5+4);b)[(-2) - (-3)] - (-2);c) 4 +1-[2+ 3 - (-4)];d) —(-4) + 0 - (234 - 432);
1. _) 5 7).4. 1,11
S+ e200 (3:3)(3:38): 0 (2+3-1) 1 m 3437
Exponentiale 2. Determina: ]
si logaritmi a) (-2 b) (-3) c) log,4 d) log, (5) e) 109
f) log, ¥4  g)3%-33 h) (5" i) log,27 j) log,6 - log,2.
3. Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor:
Elemente v : s
de loaic a)+1)+3=2+(1+3) ¢c)(2-1)-3=2-(1-3) e) (2')?° =2
9 b)(2-1)-3=2-(1-3) d)@2:1):3=2:(1:3) f) (4%)° =(4%).
4. Exprima altfel urmatoarele enunturi, folosind principiile logice de transformare a propo-
zitiilor echivalente.
a) Daca nu ma grabesc, atunci pierd trenul.
b) Daca toti sportivii sunt prezenti, atunci concursul poate incepe.
c) Daca echipa aplica indicatiile antrenorului, atunci ea castiga meciul.
Rezolvarea 5. Rezolva ecuatiile de mai jos in multimea numerelor reale. Stabileste in fiecare caz daca
ecuatiilor solutiile gasite apartin si multimii numerelor naturale.
’ a)x+3=-5 b) (-4)x = -8 c)-3x-6=-12
dyd4x+1=0 e)x2-x-2=0 flx2+4x +4=0.
6. Rezolva in R ecuatiile:
a)2*=8 b) log,x = 2 c)2+2% =6 d) logx + log,(x - 2) = 1.
Operatii 7. Fie E o multime. Demonstreaza folosind diagrame Venn-Euler ca oricare ar fi submultimile
. A, B si C ale lui E, au loc egalitatile:
cu multimi a)(AUB)UC=AU(BUC) b)(ANB)NC=AN(BNC)
c)ANBUC)=(ANB)UANCQC) dAUBNC)=(AUB)N(AUC)
e) AU =JUA=A ) ANE=ENA=A.
8. Exprima altfel urmatoarele multimi:
a) A este multimea numerelor naturale, care sunt multipli si de 2, si de 3.
b) B este multimea numerelor naturale care dau restul 1 la ITmpartirea cu 2 si restul 2 la
impartirea cu 3.
Functii 9. Stabileste care dintre diagramele de mai jos corespunde unei functii.

a) b) °) ,
- |

: A |

Ny

il
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Grupuri

Multimile de numere si rezolvarea ecuatiilor

) Nec amintim si exploram!

4 Ce tipuri de ecuatii liniare au solutii in N?
Sa analizam!

in solutionarea unor probleme din cotidian suntem condusi la rezolvarea unor
ecuatii si uneori suntem interesati sa decidem daca aceste ecuatii au solutii in multimea
numerelor naturale N.
Exemple

1) Ecuatia 2 + x =6 are In multimea numerelor naturale solutia 4.

2) Ecuatia 2x =6 are in multimea numerelor naturale solutia 3.

3) Ecuatia 3 + x = 2 nu are solutii In multimea numerelor naturale, deoarece
avem 3 + x > 3 pentru orice numar natural x.

4) Ecuatia 3 - x =2 nu are solutii in multimea numerelor naturale, deoarece 2 nu
este divizibil prin 3.

in general

Ecuatia x + a =) (a, b € N) admite o solutie in multimea numerelor naturale daca
sinumai daca b > a. In acest caz solutia ecuatiei este numarul natural b - a.

Ecuatia a-x=b(a, b€ N, a # 0) admite o solutie in multimea numerelor naturale

daca si numai daca a este un divizor al lui b. In acest caz, solutia ecuatiei este é.

a

4 Ce tipuri de ecuatii liniare au solutii in Z?

Multimea numerelor naturale nu este suficient de ,bogata” pentru a rezolva in ea
orice ecuatie de forma a + x = b sau a - x = b. Este nevoie sa consideram multimi
de numere mai cuprinzatoare pentru a putea rezolva aceste ecuatii.

Ecuatia x + a = b poate fi rezolvatd in N in cazul in care b = a si are solutia
b - a, deoarece in acest caz b — a este un numar natural. Daca b < a, diferenta
b = a nu mai apartine Iui N, ci este un numar intreg negativ.

Este natural sa incercam s rezolvdm o ecuatie de forma x + @ = b in multimea
Z a numerelor intregi.

Sa demonstram!

Ecuatia x + a = b are solutie in Z oricare ar fi a, b € Z; solutia acestei ecuatii
este b - a.

Ecuatia x + a = b este echivalenta cu ecuatia (x + a) + (-a) = b + (-a), unde
(-a) este opusul lui a.

Folosind asociativitatea adunarii din Z, faptul cd a + (-a) = 0, precum si relatia
b - a= b+ (-a), deducem ca solutia ecuatiei x +a=b este b - a.

@ Enunts probleme pentru
a cadror rezolvare suntem
condusi la ecuatiile alaturate.

A Ecuatiile
x+a=b si x=b-a
sunt echivalente.

Ecuatiile
a-x=b si X=—,a#0,
sunt echivalente.

@ Rezolvé in Z ecuatiile
X+12=22 x+(-1)=-7.

® Explicad de ce ecuatia
x +a=b nupoate firezolvata
in N, pentru unele numere
a, beN.
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@ Stabileste ce proprietéti
ale operatiilor cu numere
rationale sunt folosite pentru
a obtine solutia ecuatiei

a-x=b,undea,be Q a #0.

A Exista ecuatii, cum ar fi
x2+ 1 =0, care nu admit
solutii in multimea numerelor
reale.
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4 Ce tipuri de ecuatii liniare au solutii in Q?
Sa comparam!
Pentru rezolvarea in Z a ecuatiei x + a = b (a, b € Z) am folosit existentain Z a

opusului (-a) al lui a, precum si faptul cd b + (-a) este, la randul sdu, un numar
intreg.

in schimb, nici in Z nu putem gasi o solutie a ecuatiei 3x = 2. Este nevoie de o
noua extindere a multimii de numere in care lucram pentru a putea rezolva aceasta
ecuatie si anume este nevoie de multimea Q a numerelor rationale.

Sa demonstram!

Ecuatia a-x=b are solutie in Q, oricare arfia, be Q, a # 0.

Solutia acestei ecuatii este %~b.

Ecuatia a-x = b este echivalenta cu ecuatia l~(a~x) =%~b, unde % este
a
inversul lui a.

Folosind asociativitatea Tnmultirii din Q si egalitatea 1a=1 , obtinem a-x = b,
a

deci x:1~b.
a

Sa analizam!
Pentru a rezolva in Q ecuatia a - x=b (a, b€ Q, a # 0) am folosit existenta in

. .1 L . . . A .
Q a inversului P al numarului nenul @, precum si faptul ca 1~b este, la randul sau,
a

un numar rational.

In Q, orice numar are un opus si orice numar nenul are un invers. De aceea, in Q
putem rezolva atat ecuatii de forma x +a =b (a, b € Q), cat si ecuatii de tipul a - x = b
(a,be Q, a # 0). in concluzie, putem rezolva in Q orice ecuatiedeforma a-x+b=c

cu coeficienti a, b, c€ Q, a # 0.

Obtinem x:l-(c—b)=1~c—1~b.
a a a

Sa analizam!

Unele probleme conduc la ecuatii care nu sunt de tipul celor de mai sus, de
exemplu, ecuatiile x® = 2; 3" = 2. Aceste ecuatii nu admit solutii in multimea Q, a
numerelor rationale. Ele pot fi, insa, rezolvate in multimea R, a numerelor reale.

Astfel, numarul real (irational) 32 este solutie a ecuatiei x* = 2, iar numarul real
(irational) log,2 este solutie a ecuatiei 3" = 2.

Am vazut, asadar, cum necesitatea rezolvarii unor ecuatii simple in care apar
numai numere naturale, ne conduce la considerarea unor multimi, mai bogate, in care
aceste ecuatii admit solutii. Astfel, pentru a putea rezolva toate ecuatiile de forma x+a=b,
a fost nevoie sa lucram in multimea Z a numerelor intregi. Toate ecuatiile de tipul
ax=b,unde a, be Z, a # 0, pot fi rezolvate in multimea Q a numerelor rationale.
Toate ecuatiile de forma x” = @, unde n, a € N, au o solutie in multimea numerelor
reale. Observam ca multimile de numere au aparut si s-au dezvoltat din necesitatea
rezolvarii unor ecuatii.




Exercitii s

-

probleme

10.

11.

. Rezolva in Z ecuatiile:
a)x-6=0; 3x+9=0; -x+6=0;
b) 4x - 8 = 0; 6x +24 =0; -9x+81=0;
c) 6x - 2=10; 13x+5=18; 4(x+4)=12.
. Rezolva in multimea numerelor intregi inecuatiile:
a)x-3>0; x+3<0; 2x <18
b) -8x > 16; 2x+ 3 <7, 5x+1>=-14
c)x+4<-1, 3x+2)>-9;, 7(2-x)=>-36.
. Rezolva ecuatiile in Q,:
a) x+o=2: b)x-07=18 c) 2x+pi=1:
15 15° ’ e 8 4
1 1.7
d) (x+0,8)~§=1,5; e) (4—x)~1Z=§_
. Rezolva ecuatiile in Q:
a)(3,7+0,3)-x=04
b) (31,56-1,5)-x=1,2
c)6,75-x+0,50 - x=6,25x
d) x:0,6°=10,5
e) (6,32 +x) - 10°=7916,9.
. Rezolva in Q:
a)52-x=11,96 b) 4,59:x=4,5

c)x:4,73=0,215
e)25-x+45-x=14,7
)9,3-x+6,2-x-7,8-x=30,8.

d)6,4-x-39-x=5

. Suma a doua numere zecimale este 324,21, iar unul

dintre ele este de 100 ori mai mare decéat celalalt.
Afla numerele.

. Diferenta a doua numere zecimale este 3, iar unul

dintre ele este de 301 ori mai mic decat celalalt. Afla
numerele.

. Suma a doua numere este 60,66. Unul dintre ele

este de 5 ori mai mic decéat celalalt. Afla numerele.

. O gradina in forma de patrat are perimetrul de

170,60 m. Afla aria sa.

Rezolva in Z inecuatiile:
a) [3x+2/<5;b) [x+7|<0;c) 4(x-|x))+4>0.

Rezolva in Q in ecuatiile:

1 1
a) X+ﬂ_—5 b) X—O,Z_——l
C) x.5 3 d)x7 4

12. Afla numerele intregi n pentru care:
a)|n| <2 b) |n-3| <0
c)|2(n-3)|<4 d)|2n-8/-3<1.

13. Determina numerele intregi a si b, stiind ca multimile
A ={-3; 11; |al; -5} si B = {b; -|3]; 11; ~(-5)} sunt
egale.

14. Afla x € Z astfel incat numerele intregi impare:
a) -5, -3, x, 5, 7 sa fie ordonate crescator;
b) 5, 3, x, -5, -7, -9 sa fie ordonate descrescator.

15. Reprezinta pe axa numerelor, in fiecare caz,
elementele multimii, apoi scrie-le in ordine
crescatoare, folosind semnul ,<".

a)A={x|xe Z |x|

16. Decide, fara sa rezolvi, daca exista numere naturale
care verifica ecuatia:

a) 2x + 1 =20038
b) 3x + 7 =127843
c)4x + 18 = 156787.

17. a) Avem o balanta si trei corpuri geometrice: un cub,

o piramida si un cilindru. Cum putem aranja cele trei
obiecte in ordinea crescatoare a maselor lor, exe-
cutand cantariri cu balanta, fara sa folosim greutati
marcate?
b) Avem o balanta si patru corpuri geometrice: un
cub, un paralelipiped dreptunghic, o piramida si un
cilindru. Cum putem aranja obiectele in ordinea cres-
catoare a maselor lor, executand cantariri cu balanta?
Alcatuieste si rezolva o problema asemanatoare.

18. Rezolvain R:
a) x| = —x
b) [2(x - 3)| = 8
c)|lx-1]-2=1
d)|-3(2x+4)| <0
e)|5(2 - x)| <5.

19. Stabileste pentru ce valori ale numarului intreg a
ecuatiile de mai jos cu necunoscuta x admit solutii
in multimea numerelor intregi:
a)(a+3)x=2
b) (2a+1)x=3
Cc)(@®-4)x=a-2
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Structuri algebrice: monoizi si grupuri

@ Explica de ce adunarea
este lege de compozitie pe
multimile N, Z, Q si R. Este
scaderea o operatie alge-
brica pe N? Dar pe Z?

A Dacs o lege de com-
pozitie admite element
neutru, acesta este unic.

A Dacs legea de compozitie
este notata cu ,+”, pentru
elementul neutru se folo-
seste notatia 0, iar pentru o
lege de compozitie notata cu
., elementul neutru se
noteaza cu 1.

”

@ Gaseste un alt exemplu
pentru a arata ca scaderea
nu este operatie asociativa.
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) Analizam si generalizam!

¢ Ce proprietati au operatiile cu numere?

Sa analizam!

in rezolvarea ecuatiilor in diferitele multimi de numere am utilizat dou& operatii
elementare: adunarea si inmultirea, considerandu-le ca legi de compozitie pe N, Z, Q
sau R. Dupa cum am vazut, operatiile algebrice pot avea diferite proprietati.

Sa ne amintim!
O lege de compozitie ,.+” pe 0 multime M se numeste asociativa daca
(axb)+c=ax(b=*c),oricare arfi a, b,ce M.
Un element e al lui M se numeste element neutru pentru =" daca
axe=exa=aqa,oricare ar fiae M.

Exemple si contraexemple

1) Adunarea si inmultirea pe N, Z, Q, respectiv R, sunt operatii asociative.

2) Fie E o multime. Reuniunea si intersectia sunt legi de compozitie asociative pe
2 (E).

3) Pe Z, operatia de scadere nu este asociativa; de exemplu:
4-2)-5#4-(2-5).

4) 0 este element neutru pentru adunare pe N, Z, Q si R.

5) 1 este element neutru pentru inmultire pe N, Z, Q si R.

6) Fie E o multime. Multimea vida & € .#(E) este element neutru pentru reuniune,

deoarece AUZ = UA=A, pentruorice Ac #(E), iar E € .#(E) este element neutru
pentru intersectie.

Sa analizam!
Pe multimea numerelor intregi, operatiile de adunare si inmultire sunt comutative.

Spre deosebire de acestea, operatia de scadere pe Z nu este comutativa; de exemplu:
3-5#5-3.

Sa ne amintim!

O lege de compozitie pe o multime M este comutativa daca
a*b=bxa,oricarearfia, be M.

Exemple si contraexemple

1) Adunarea si inmultirea sunt comutative.

2) Reuniunea si intersectia sunt comutative.

3) Compunerea functiilor nu este, in general, comutativa.

Spre exemplu, sa consideram functiile f'si g, descrise de ,masinile de calculat”
dinimagine:

------ - #2




Compunerea functiilor f'si g are ca efect trecerea succesiva a unui numar prin
cele doua masini:

EI R

Observam ca datele de intrare in ,masinile” fog si go f sunt aceleasi, dar
datele de iesire difera.
In concluzie fog=#gof.

¢ Ce proprietati au submultimile in raport cu o operatie algebrica?

Sa analizam!

Consideram operatia de adunare pe multimea numerelor intregi.

Observam ca:

* suma a doua numere pare este tot un numar par;

» suma a doua numere intregi negative este un numar intreg negativ.

Am pus astfel in evidenta doua submultimi ale lui Z pe care adunarea este in
continuare lege interna.

Spre deosebire de aceste exemple, suma a doua numere impare nu mai este un
numar impar.

in general

Fie M o multime pe care am definit operatia algebrica * si fie -# o submultime
nevida a lui M.

Spunem ca # este parte stabila fata de operatia * daca, pentru orice x, y € 7,
avem x*ye .

4 Ce este un monoid?

Observam ca operatiile de adunare si inmultire, considerate ca legi de compozitie
pe N, Z, Q sau R verifica atat proprietatea de asociativitate, cat si pe cea de
comutativitate.

in general

Fie M o multime nevida si +" o lege de compozitie pe M. Perechea (M, *) este un
monoid daca legea de compozitie ,+" este asociativa si admite element neutru. Un
monoid (M, *) este comutativ daca legea de compozitie ,.»” este comutativa.

Exemple
1) (N, +); (Z, +); (Q, +); (R, +) sunt monoizi comutativi, avand ca element neutru pe 0.
2) (N, *); (Z, -); (Q, *); (R, -) sunt monoizi comutativi avand elementul neutru 1.
3) (N, ); (Z, -); (@', *); (R, -) sunt monoizi comutativi, avand elementul neutru 1.
4) Fie E o multime. Atunci (#(E), U) si (#(E), N) sunt monoizi comutativi, avand
elementele neutre J, respectiv E.
5)Fie 7={f | :R— R}; atunci (., o ) este un monoid necomutativ, avand ca element
neutru functia identica a lui R (adica functia descrisa de corespondenta x — Xx).

/@
2 e

~

© Explica, folosind diagrame,
dece fog#gof.

@ Exprimé prin formule le-
gile de asociere descrise de
functiile fog si gof .

A Notatia z* indica multi-
mea numerelor intregi
nenule.

© Arats ca (#(E), U) este un
monoid comutativ cu ele-
ment neutru &.

A\ Pentru un monoid M, +)
cu element neutru 0, inversul
unui elementx € M este notat
cu (-x) si se numeste opusul
lui x.

87



A Daca un element are
invers, atunci acesta este
unic.

® Descrie elementele inver-
sabile ale monoizilor
(Z*,-); (@ ), (R*, ).

A un grup in care operatia
este notatd cu ,+” se mai
numeste grup aditiv, iar un
grup in care operatia este
notatéa cu ,-” se mai numeste
grup multiplicativ.

@ Arata cé E este unicul ele-
ment inversabil in monoidul
(#(E), 1).

A Denumirea de grup abe-
lian provine de la numele
matematicianului danez
Niels Abel (1802-1829).

@ Justificad toate afirmatiile
din exemplele alaturate.

© Verificd aceasts proprie-
tate in cazul a trei vectori
coliniari.
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¢ Ce este un grup?
Sa analizam!

Comparand proprietatile adunarii si inmuiltirii pe multimile de numere, observam ca
ceea ce distinge adunarea pe Z de adunarea pe N este existenta opusului, iar ceea ce
distinge inmultirea pe Q de inmultirea pe Z este existenta elementului invers fata de
inmultire, pentru numerele nenule. Aceasta arata ca exista o diferenta fundamentala intre
monoizii (N, +) si (Z, +). Proprietatea anterioara diferentiaza si monoizii (Z*, ) si (Q*, -).

in general

Fie (M, *) un monoid cu element neutru e.

Un element x € M se numeste inversabil daca exista un element ye M
astfel incat x*y=y*x=e.

Elementul y se numeste inversul lui x si este notat cu x".

Exemple si contraexemple

1) In monoidul (N, +) singurul element inversabil este 0, iar opusul siu este tot 0.
Niciun element xe N\ {0} nu este inversabil, deoarece pentru x # 0 nu putem gasi
ye Nastfelincat x+y=y+x=0.

2) In monoidul (Z, +) toate elementele sunt inversabile; aceeasi proprietate este
valabila n monoizii (Q, +) si (R, +).

3) In monoidul (Z, ) singurele elemente inversabile sunt 1 si -1.

4) In monoizii (@*, ); (R*, -) toate elementele sunt inversabile.

5) Fie E o multime. in monoidul (#(E), U) singurul element inversabil este &. Aceasta
se intdmpla deoarece ¥ U = si pentru o multime A c E, nevida, nu putem gasi
B c E astfelincat AUB = .

Analog, in monoidul (:#(E), N) singurul element inversabil este E.

Sa analizam!

in exemplele de mai sus, unii monoizi au proprietatea c4 toate elementele lor sunt
inversabile Tn raport cu legea de compozitie data, in timp ce in restul monoizilor doar
unele elemente verifica aceasta proprietate.

in general

Un monoid (G, *) in care toate elementele sunt inversabile se numeste grup. Un

grup (G, *) se numeste comutativ (sau abelian) daca legea de compozitie ,+" este
comutativa.

Exemple si contraexemple

1) (Z, +); (Q, +); (R, +) sunt grupuri, in timp ce (N, +) nu este un grup.

2) (@*, -), (R*, -) sunt grupuri. In schimb, (@, ) si (R, ) nu sunt grupuri. De
asemenea, (Z*, ) nu este un grup.

3) Daca E este o multime nevida, monoizii (#(E), U) si (#(E), N) nu sunt grupuri.
Sa aplicam!

Pe multimea 7 a vectorilor din plan este definita operatia algebrica de adunare a
vectorilor. Aceasta lege de compozitie are urmatoarele proprietati:

—

w

N

u/

_—
v

a) Asociativitate

Daca i, v si w sunttreivectoridin plan, folosind regula
triunghiului, deducem ca are loc egalitatea

(ﬁ+§)+W:E+(§+W).




b) Existenta elementului neutru
Un vector este determinat de un segment orientat. Daca = 0
originea si extremitatea acestui segment coincid, obtinem /

vectorul nul, notat 0.

Vectorul nul O are proprietatea cé oricare ar fi vectorul v v+0=V
avem: ¥ +0=0+vV =V,

¢) Elemente simetrizabile:

Toate elementele multimii 7 sunt simetrizabile fata
de ,+": dac ¥ = AB este un vector din plan si C este B
simetricul lui B fatd de A, notdm —v = AC . v

Avem V + (=) = (V) + v = 0, deci vectorul - este = A
simetricul lui Vv fata de operatia algebrica ,+". C

d) Comutativitate
Daca i, Vv sunt doi vectori oarecare din plan, avem:
U+v=v+ii-
vV
E/ m V+u
W u
_— —
v v

in concluzie, am demonstrat ca (7, +) este un grup comutativ.
¢ Ce alte exemple de grupuri cunoastem?

Sa observam!
Cu ajutorul vectorilor putem descrie anumite transformari ale figurilor geometrice.
Observa desenul! Sania se deplaseaza din pozitia S in pozitia S’. Spunem ca
sania a efectuat o miscare de translatie de vector SS'. Prin aceasta translatie, pozitiei
initiale S i corespunde noua pozitie S'.

Sa ne amintim!

O translatie de vector a asociaza unei figuri geometrice .7 o figura geometrica ",
congruenta cu .. Translatia este o functie care asociaza fiecarui punct P al figurii 7
un punct P’ e ' astfel incat PP =G .

Daca sania se misca intai din pozitia S in pozitia S’ prin translatia de vector SS,
iar apoi din S’ in S" prin translatia de vector S'S" succesiunea celor doua deplasari
este tot o translatie, corespunzatoare vectorului 33

PRy

A\ Un alt simetric pentru vec-
torul AB este vectorul BA .

O Verifica daca vectorul BA
sivectorul AC (definit alétu-
rat) sunt vectori egali.

A cuvantul vector provine
din latinescul ,vehere”, care
inseamna a transporta, a
duce.
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AAp/icarea succesiva a func-
tiilor f si g se numeste com-
punerea lui g cu f si se
noteazd go f . Rezultatul
compunerii a doua functii
este tot o functie.

@ Explica modul in care au
fost obtinute graficele ala-
turate.

@ Presupunénd ca punc-
tele din figura au coordona-
tele A(0, 2); B(1, 3); C(2, 1);
D(3, 5); E(4, 2); X(4, 0), scrie
ecuatiile dreptelor AB si BC.

Calculeaza f(%),fm) si

f %) Ce coordonate au
punctele P si Q?
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in general

Succesiunea a doué translatii este tot o translatie. In acest fel, obtinem o operatie
algebrica pe multimea 7 a translatiilor din plan. .7 este un grup in raport cu aceasta
lege.

Sa aplicam!

Putem folosi translatia pentru a trasa graficul unor functii. De exemplu, stiind ca
functia f: R— R, f(x) = x? are graficul de mai jos, putem reprezenta cu usurinta, prin
translatie, functii precum g, 1 : R - R, g(x) = x2 + 3; h(x) = x2 - 2.

Y y

3
2
1
(0] X (0] X
- X x? -2

X X2 XxX—>x2+3

De asemenea, translatia poate fi utilizata la trasarea graficului functiilor periodice.

Sa ne amintim!

O functie f: R — R se numeste periodica daca exista un numar real nenul T astfel
incat f(x + T) = f(x), oricare ar fi numarul real x. Numarul T se numeste perioada a
functiei f.

Fie /: R > R o functie cu perioada T, pentru care cunoastem graficul lui /' pe
intervalul [0, T]. ,Translatand” acest grafic cu multipli intregi ai vectorului OX (vector
asezat de-a lungul axei Ox, si avand lungimea T), obtinem graficul lui f pe toata

dreaptareala.
De exemplu, sa consideram o functie avand perioada T = 4; careia ii cunoastem

graficul pe intervalul [0, 4]. y
D P
NT [
/l\ T //\‘
s NNy
7 N Nt
\/ A \VIC E
1 1 1 Q
I I |
00, ) ——~———~—— X
T X 7

Translatand graficul functiei f'cu vectorul OX , unde O(0, 0) si X(4, 0), obtinem
graficul acestei functii pe intervalul [4, 8].

Efectuand inca o translatie, de vector 20X , obtinem graficul pe intervalul [8, 12].
Continuand la fel, obtinem graficul functiei f pe toata axa reala.

Sa analizam!

Am vazut ca putem face o conexiune intre proprietatea de periodicitate a functiilor
si anumite transformari ale figurilor geometrice, mai precis translatiile. In mod analog,
alte proprietati ale functiilor pot fi puse in legatura cu alte transformari geometrice.




Sa ne amintim!

O functie f: R — R se numeste:
a) pard daca f (-x) = f (x), oricare x € R ;
b) impard, daca f'(-x) = -f (x), oricare x € R.

Astfel, functia f: R — R; f (x) = x este o functie impara, in vreme ce functia
g: R > R, g(x)=|x| este o functie para. Analizand graficele celor doua functi,
observam ca graficul lui feste simetric fata de punctul O, in timp ce graficul lui g este
simetric fata de axa Oy. Suntem, asadar, condusi, la alte tipuri de transformari ale
figurilor geometrice: simetria centrala (fata de un punct) si simetria axiala (fata de o

dreapta).
pta) y y

Gy

Sa observam!

Pentru a putea functiona, o morisca, elicea unui avion, paletele
morilor de vant au o proprietate comuna: ele sunt echilibrat distribuite
fata de axul de prindere.

Sa ne amintim!

* Doua puncte se numesc simetrice fata de un punct numit centru daca sunt
coliniare cu centrul si egal departate de acesta.

« O figura (sau un corp geometric) admite centru de simetrie daca simetricul
oricarui punct al sau fata de centru apartine figurii (sau corpului).

* Doua figuri # si .7 ' sunt simetrice fata de un punct C daca pentru orice punct
Pe 7 exista P'e 7' astfel incat CP = CP’, iar P, C si P’ sunt coliniare. In acest
caz, figura 7' este asociata figurii .7 printr-o simetrie de centru C.

Sa observam!
Ca si simetria centrala, simetria axiala este frecvent intalnita in natura.

i)

Sa ne amintim!

» Doua puncte se numesc simetrice fata de o dreapta daca sunt situate pe o
perpendiculara pe acea dreapta si sunt egal departate de ea.

+ O figura (sau un corp geometric) admite axa de simetrie daca simetricul oricarui
punct al sau fata de axa apartine figurii (corpului).

+ Doua figuri 7 si 4 ' sunt simetrice fata de o dreapta d daca distanta de la un
punct oarecare al figurii 7 la dreapta d este egala cu distanta de la d la punctul
corespunzator al figurii .7 .

® Stabileste daca functiile
urmatoare sunt pare sau
impare

h:R— R; hx)=x?

u:R— R u(x)=x+|x|.

A\ Simetria central (simetria
fata de un punct) este o functie
care transforma o figura geo-
metrica intr-o figura congru-
enta cu ea insasi.
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SN

A\ simetria axiali (simetria
fatd de o dreapta) este o
functie care transforma o
figura geometrica intr-o figura
congruenta cu ea insasi.

@ Traseaza graficul functiei
X > |x - 1| siidentifica axa
de simetrie a acestuia.

A Simetria axiala este
utilizata de constructorii de

autoturisme pentru a proiec-
ta modele utilizate in tarile
unde circulatia se desfasoara
pe stanga.

@ Ce transformare a fost
obtinuta prin succesiunea
celor doua simetrii avand
axele paralele?
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Proprietatea de simetrie ne ajuta sa trasam rapid grafice de functii sau sa verificam
corectitudinea unora deja trasate.

Exemple Ay

1) Functile £, g : R — R, f(x) =2 - 3 i g(x) = 3 - 32 SN e
au graficele simetrice fata de axa Ox. P

2) Functia f: R »> R, f(x)=|x-1 are graficul -3 5 ;\‘ J,g ;
simetric fata de o dreapta perpendiculara pe Ox, care trece I/ + \\ o
prin punctul de abscisa 1. I,' T ‘\\ G,

Sa comparam!

Am vazut ca efectuand o succesiune de doua translatii obtinem tot o translatie.
Tn schimb, succesiunea a doud simetrii nu este, in general, o simetrie. Sa consideram
de exemplu, un desen reprezentand un autoturism, care are volanul in partea stanga.
Aplicandu-i o simetrie axiala, obtinem imaginea unui autoturism cu volanul in partea
dreapta.

Aplicand succesiv doua simetrii axiale unui astfel de desen, obtinem din nou un
autoturism cu volanul pe partea stanga, deci succesiunea a doua simetrii axiale nu
mai este o simetrie axiala. De exemplu, in cazul in care axele celor doua simetrii sunt
drepte paralele, obtinem figura de mai jos:

SO

in general

O compunere a doua simetrii axiale nu este o simetrie. De aceea, multimea
simetriilor axiale ale planului nu formeaza un grup in raport cu operatia de
compunere.

Sa observam!

Cand merge cu bicicleta, ,,ochiul de pisica” pus de Maria pe
roata se deplaseaza, de exemplu, din pozitia P in pozitia P'.

in limbaj matematic, spunem c& ,,ochiul de pisica” a executat
o miscare de rotatie de centru O si unghi a.. Prin aceasta miscare,

pozitiei initiale P ii corespunde noua pozitie P'.




Sa ne amintim!

O rotatie de centru O si unghi a in plan asociaza unei figuri geometrice .7 o figura
geometrica 7', congruenta cu 7. Rotatia este o functie care asociaza unuipunct Pe 7

punctul P' € ' situat pe cercul de centru O siraza OP, astfel incat m(F’/()?") =a.

O succesiune a doua rotatii avand acelasi
centru este tot o rotatie. Astfel, daca prima rotatie
are centrul O siunghiul o, iar cea de-a doua rotatie
are centrul O si unghiul 8, succesiunea lor este
rotatia de centru O si unghi (o + B).

in general

3

Fie O un punct fixat in plan. Multimea rotatiilor de centru O formeaza un grup in

raport cu operatia de compunere.

@ Ce rotatie este element
neutru al grupului rotatiilor
de centru O? Cum poti des-

*

Exercitii si probleme

1. Paul ainventat o noua operatie algebrica, notata ,,o”
si definita prin: a o b este media aritmetica a

numerelor reale a si b.
a) Calculeaza 2o 4 si (-1)o 5.
b) Rezolva in R ecuatiaxo 3 =1,5.

c) Verifica daca noua operatie algebrica, inventata

de Paul, este asociativa.

d) Inventeaza si tu o operatie algebrica pe R si

propune colegilor o problema.

2. Exprima printr-o formula operatia algebrica notata

»~ , care este descrisa prin desenul alaturat.

@
o e

3. Pe multimea numerelor intregi, definim o noua
operatie algebrica, descrisa prin: acb=ab—a-b-2.

a) Arata ca operatia ,, o ” este asociativa.

b) Verifica daca numarul 2 este element neutru pentru O.
c) Determina toate elementele inversabile din (Z, o).
)

d) Este (Z, o) un grup?

crie elementul invers al
rotatiei de centru O si unghi

a?

4. a) Observa figura alatu- A )
ratd si deseneaza sime- y
tricul triunghiului ABC fata / C
de O, apoi simetricul o o)
aceluiasi triunghi fata de B

dreapta d.

b) Deseneaza figura obti-
nuta prin rotatia in jurul lui
P a triunghiului DEF, cu

un unghide 90°. \D

c) Consideram toate transforma-

rile planului care invariaza / -
punctul O si care pastreaza !
distantele dintre puncte: o astfel E P

de transformare se numeste
izometrie. Simetriile fata de
punctul O sau fata de dreapta
d, ca si rotatia in jurul lui P, cu care ai lucrat la
punctele a) si b) ale problemei, sunt izometrii.

Demonstreaza ca o succesiune de doua izometrii
(adica o compunere de izometrii) este tot o izometrie.
d) Arata ca izometriile formeaza un grup necomutativ,
in raport cu operatia de compunere a izometriilor. Care
este inversa simetriei fata de dreapta d, in acest grup?
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Structuri algebrice: aplicatii in geometrie
) Aplicam si dezvoltam!

Structurile algebrice pot fi utilizate pentru a modela diferite contexte. Putem analiza
proprietatile unor multimiin raport cu anumite operatii care structureaza acea multime.
Cele doua exemple care urmeaza te ajuta sa intelegi mai bine cum functioneaza
structura de grup si cum descrie ea comportarea unor ,,obiecte” de natura geometrica.

4 Ce este grupul ,,cositelor”?

Modelele artistice realizate prin impletire par
sa nu aiba nici o legatura cu matematica. Vom
arata totusi ca o categorie anume de astfel de
impletituri formeaza in mod natural un grup. Sa
numim ,cosita” modele de forma celor alaturate,
realizate prin impletirea catorva fire ce unesc doua
laturi ale unui gherghef (in desene, apar ftrei,
respectiv patru fire in impletitura).

In continuare, lucram doar cu cosite avand acelasi numar de fire: acestea vor fi
elementele grupului nostru.

Definim operatia de ,lipire” (concatenare, punere in contact) a cositelor: date doua
cosite, ele determina o noua cosita prin concatenarea laturilor celor doua gherghefuri.

Exemplu:

A

O Ce legatura este intre de-
senul C si desenul AoB ?

@ Verifica pe un caz particu-
lar ca operatia de lipire a
cositelor este asociativa.

© ,Cosita despletitd” este
element neutru, deoarece
EoX=XoE =X, pentru orice
cosita X. Verifica afirmatia pe
un caz particular, folosind un
desen.

@ Pentru cosita A din desen,
verifica egalitatea
A'oA=E.

© Demonstreazé ca grupul

cositelor cu n fire este neco-
mutativ, pentrun > 3.
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B AoB C

Este usor de vazut ca operatia de lipire a cositelor are ca element neutru ,cosita

despletita” E:

—_— | —
——

A E AcE=A

Pe de alta parte, orice cosita poate fi ,despletita”, prin concatenare cu imaginea

ei in oglinda: ,\

o B

A w AOA_1 E

Toate verificarile anterioare sugereaza faptul ca multimea cositelor cu un numar
fixat de fire formeaza un grup fata de operatia de concatenare a cositelor.




¢ Cum putem asocia un grup unui graf?

Fie G un graf conex si A un nod fixat al grafului.

Consideram multimea tuturor drumurilor in graf care
pornesc si se termina in punctul A; un astfel de drum
este, evident, un circuit al grafului G, dar noiavemnevoie  p F
de evidentierea originii si a extremitatii acestor drumuri
inchise.

De exemplu, pentru graful din figura alaturata, un D
drum care porneste si se termina in A este descris de
succesiunea de noduri: ADCFGDCFGDCBA.

Desigur, un circuit este si ABCDGDA. Deoarece

A & muchia DG este parcursa succesiv, in cele doua sensuri

A A C ale sale (ca si cum ne-am fi ratacit in drumul pe graf!),

Ae F simplificam circuitul anterior si spunem ca el este
N / echivalent cu circuitul ABCDA.

b G Asadar, intr-un circuit, stergem o muchie atunci cand

este parcursa succesiv, in sensuri diferite, pentru a obtine
un circuit echivalent cu cel initial.

Definim operatia de ,lipire” (concatenare, continuare) a circuitelor cu originea si
extremitatea in A, astfel: circuitul ¢, concatenat cu circuitul ¢, inseamna circuitul

¢, ¢, , obtinut prin parcurgerea lui ¢,, urmata de parcurgerea lui @,

De exemplu, daca

B E ¢,= ADGFCBA, iar
«,= ABEFCDA, atunci
A F
((')2
D G €% = (ADGFCB (A)BEFCDA )=

7

1

= ADGFCBEFCDA

Este usor de verificat ca operatia de lipire a circuitelor este asociativa.

Observam in plus ca ,circuitul” nul .4 (adica circuitul de lungime 0, in care, de
fapt, nu plecam din nodul A) este element neutru pentru operatia de lipire a circuitelor.

Orice circuit are un invers fata de operatia de lipire. De exemplu, inversul circuitului
¢ = ABEFCBA este circuitul ¢'= ABCFEBA:

B E

D G

¢o¢"' = (ABEFCB (A) BCFEBA)= ABEFCBCFEBA =...= ABA = .1I".

Toate afirmatiile si verificarile anterioare ne arata ca multimea circuitelor unui graf
G avand originea si extremitatea in nodul A formeaza un grup fatd de operatia de
concatenare a circuitelor. Prin traditie, acest grup este notat n(G; A).

® Simplifica circuitul

ABCFGFEBCBA, stergand o
muchie atunci cand este par-
cursa succesiv in cele doua
sensuri. Putem oare sterge
muchia BC din acest circuit?

@ Pentru circuitele din exem-
plul alaturat, calculeaza

o4, apoi € 0.

© Verificd egalitatea

w1 - P

7" o€ =.1". Cumcrezica a
fost obtinut circuitul ¢, por-
nind de la €?

© Fie G un graf care nu este
graf arbore. Demonstreaza
ca grupul circuitelor cu
originea intr-un nod fixat al
grafului G este grup neco-
mutativ.
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Sa analizam!

Fie M si N doua noduri ale grafului conex G.
Daca fixam drumul &, cu originea in M si extremitatea in N, avem o modalitate
naturala sa transformam circuite cu originea si extremitatea in M, in circuite cu originea

si extremitatea in N.

M g
P
Q
M N
Ve
pel &

© Alege un alt drum @ intre Q R
M si N si explicd modul in = MPQM

care circuitul ¢ se transforma

intr-un circuit din ©(G; N).

De exemplu, pentru graful G din figura si
S drumul ¥ marcat pe desen, transformam
circuitele astfel:

M N
S — P S
Q R
g € 9

in acest mod, grupul ©(G; M) se identifici cu grupul n(G; N). Deci grupul = nu
depinde de nodul fixat; spunem ca acest grup este un invariant al grafului.
n se numeste grupul ciclilor grafului G.

*

Exercitii si probleme

96

. Fiene Z un numarintreg si.# ={k-n|ke z} =

={..., -3n, -2n, -n, 0, n, 2n, ...} multimea multiplilor
intregi ai lui n. Arata ca ./ este grup in raport cu
adunarea.

. Arata ca multimea numerelor reale pozitive este grup

in raport cu inmultirea.

. Explica de ce adunarea numerelor pozitive nu admite

element neutru.

. Studiaza proprietatile adunarii pe multimea [0, «).

. Stabileste daca ridicarea la putere admite element

neutru Tn multimea N*.

. Pentrux, ye Z definim xoy = x+ y—xy . Studiaza

proprietatile acestei operatii.

. Deseneaza doua cosite cu 3 fire A si B si determina

apoi elementele Ao B si Bo A din grupul cositelor.
Precizeazadaca AcB=B-A.

. Deseneaza o cosita cu 4 fire si determina inversa

acesteia, in grupul cositelor.

9.

Pentru graful G din figura de mai jos, arata ca
elementele din 7(G; A) sunt perfect caracterizate de
numere intregi, adica oricarui element din n(G; A) i
se asociaza in mod unic un element din Z si reciproc.

A

. Descrie grupul n(G; A) pentru graful din imagine.

A

11. a) Fie R, multimea rotatiilor in jurul punctului O in

sensul in care se misca acele ceasului. Demon-
streazéa ca R, este un grup fatd de compunerea
rotatiilor.

b) Determina inversa rotatiei cu 60°, in grupul (R, o).

12. Demonstreaza ca orice grup cu patru elemente este

comutativ.



Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
& sarecunosc structuri algebrice care sunt grupuri
& sa determin proprietati ale unei structuri algebrice date
@ sa utilizez proprietatile unor grupuri in probleme diverse
@ sa demonstrez proprietati ale unor grupuri?

) Test de verificare

1. Din lista urmatoare de multimi inzestrate cu operatii algebrice, incercuieste-le pe cele care determina un grup.
(N, +); (N, ); (Z, +); (Z,); (Z%, *); (R, +); (R, -); (R*, ); (N, +, ).

2. Fie T multimea numerelor rationale care se pot reprezenta ca fractii cu numitorul putere a lui 3:

T = {3—":|m e Z, n eN; . Identifica ce structuri algebrice definesc pe T operatiile uzuale de adunare si de inmultire.

3. Compara modul de rezolvare a ecuatiilor x + a = bin Z, respectiv x - a = b in Q*, apoi precizeaza cum se
rezolva ecuatia X oA =B in grupul cositelor cu trei fire. Verifica pe un exemplu algoritmul gasit.

4. Pe multimea N a numerelor naturale definim operatia x 0 y = cel mai mare divizor comun al numerelor x si y.
a) Calculeaza 608 si 1000.
b) Exprima, folosind operatia data, urmatoarea proprietate: cel mai mare divizor comun al numerelor naturale a,
b, ¢, d se poate calcula ,din aproape in aproape”, adica se inlocuiesc primele doua numere cu cel mai mare
divizor comun al lor si se continua in acelasi mod.

5. Fie E o multime nevid&. in monoidul (#(E), N), considerdm ecuatia XN A = B. Deoarece ANA=A, deducem
ca ecuatia are solutie daca si numai daca B c A.
Foloseste acelasi rationament pentru a studia ecuatia YU A = B in monoidul (:#(E), V).

6. Fie (G, *) un grup in care are loc proprietatea: x 2 = e, pentru orice x € G. Demonstreaza ca (G, ) este un grup
comutativ.
7. Pe multimea numerelor intregi, definim o noua operatie algebrica, descrisa prin: acb=ab—a-b-2.
a) Arata ca operatia ,, »” este asociativa.
b) Verifica daca numarul 2 este element neutru pentru O.
c) Determina toate elementele inversabile din (Z, o).
d) Este (Z, o) un grup?

Lectura

Printre primele cercetdri care au dus la dezvoltarea teoriei grupurilor s-au numdrat
lucrdrile despre grupuri de substitutii (permutdri) ale unei multimi finite M: o substitutie a lui
M este o functie care ,,schimbd” intre ele elementele acestei multimi. Proprietdtile fundamentale
ale substitutiilor au fost analizate de cdtre matematicianul francez Augustin Louis Cauchy
(1789-1857).

De o deosebitd importantd sunt contributiile lui Evariste Galois, cel care a utilizat primul
termenul de ,,grup” (1830). Galois a pus in evidentd legdtura stransd dintre teoria ecuatiilor
algebrice si teoria grupurilor de substitutii, ardtdnd cd fiecdrei astfel de ecuatii ii corespunde
un grup, care contine informatii despre proprietdtile esentiale ale ecuatiei. In afard de teoria
ecuatiilor algebrice, alte domenii ale matematicii care au stimulat dezvoltarea teoriei P A

grupurilor au fost teoria numerelor si geometria. Evariste Galois
' (1811-1832)




Unitatea de invatare 7

) Test initial de autoevaluare

Rezolvand exercitile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitati de invatare.

Calcul rapid 1. Efectueaza:
a)998-15+2-15 b) 1002 - 34 - 68 c)25-417 - 4
2. Calculeaza:

a) 1+11+111+1111
2+22+222+2222

b)y1+2+3 -4+ ..+99 -100.

3. Daca A = {1; 2; 3} si B = {2; 4, 5; 6}, calculeaza:

Operatii cu
’ a)ANB; b)AUB; c)A\B; d) B\ A.

multimi
4. Scrie patru submultimi ale multimii A = {2; 4; 6}.

5. Exprima multimile evidentiate prin culoare, in functie de multimile X, Y si Z.
X Y

Multimi de 6. a) Subliniazd numerele rationale din lista urmatoare:
numere 3; 0,25; —%;«/?;J@;ZJE—JZ_O;O; V3.

b) Scrie un numar rational cuprins intre /2 si /3.

7. Notam (D(\/E) ={a+ b2 | a, b € Q} . Precizeaza care dintre urmatoarele numere apartin
lui Q(2):
-3+0,5v2; V2 -1; V8; V18 +50+3; 4; V3 +1.

Aproximari 8. Aproximeaza prin lipsa la ordinul sutimilor numerele:
0.5): 7; ¥2; 3.21.

9. Calculeaza partea intreaga a numerelor:
3,72; -2,84; J3; J2++3.

10. Fie a un numar real pozitiv, care aproximeaza numarul V2. Arati ca %(a +%) este o

aproximare mai buna pentru ~/2 .

11. Precizeaza primele trei cifre dupa virguld ale sumei x + y, daca x = 3,141618... si
y = 1,26897... Explica rezultatul obtinut.
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Inele si corpuri

Proprictati ale operatiilor algebrice

) Ne amintim si exploram!

Pe multimile de numere N, Z, Q, R am definit doua operatii algebrice elementare:
adunarea si inmultirea. De regula, nu mai acordam prea mare atentie acestor operatii,
deoarece lucram cu ele inca din clasele primare si ne-am obisnuit sa folosim, uneori
fara sa ne dam seama, proprietatile lor. De exemplu, atunci cand avem de calculat
suma 214 + 193, ni se pare evident ca putem aranja calculele in oricare din urmatoarele
moduri:

214 + 183 + 102+8-10+3 +
183 sau 214 sau 2-10%+1-10+4
397 397 3-10%+9-10+7

Am definit Tnsa si alte operatii algebrice, cum ar fi: reuniunea, intersectia sau
diferenta multimilor; adunarea sau inmultirea matricelor; conjunctia sau disjunctia
propozitiilor. Pentru a intelege aceste operatii, ale caror proprietati nu ne sunt inca
familiare, este util sa comparam proprietatile acelor operatii pe care le cunoastem
mai bine.

¢ Ce proprietati au adunarea si inmultirea numerelor?

Sa analizam!

Legile de compozitie pot avea diferite proprietati. Spre exemplu, operatiile de
adunare si inmultire verifica pe multimile N, Q, Z, R proprietatile prezentate in tabelul
de mai jos.

Operatie Multime N Z Q R
Asociativitate v v v v

Adunarea Element neutru (0) v v v v
Existenta opusului (—a) v v v
Comutativitate v v v v/

Asociativitate v v v v

Element neutru (1) v v v v

Inmulirea Existenta inversului (% a+# 0) 7 v
Comutativitate v v v v/
Distributivitatea inmultirii fata de adunare 4 v v v

Analizand tabelul, observam ca adunarea si inmultirea au unele proprietati comune,
atunci cand sunt definite pe cele patru multimi de numere. Diferente apare doar in
ceea ce priveste existenta opusului si a inversului.

Mai precis: in timp ce unele numere naturale nu au opus in N, orice numar intreg,
rational sau real are un opus in multimea respectiva. Deosebiri de aceeasi natura
apar si pentru inmultire: Tn timp ce unele numere naturale sau intregi nu au invers in
N, respectiv in Z, chiar daca sunt numere nenule, orice numar rational sau real nenul
are uninvers in Q, respectiv in R.

O Stabileste dacéa scdderea
este lege de compozitie pe
Z.

@ Explicad de ce in unele
casute ale tabelului alaturat
nu apare semnul ,/“.

A Tocmai inexistenta
opusului sau a inversului in
una dintre multimile de nu-
mere a generat aparitia unor
multimi mai cuprinzatoare.

® Precizeazad: un numar
natural care nu are opus in
N; un numar intreg nenul,
care are invers in Z.
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@ Justifica egalitatea:
(-5) - 4= -20.

¢ Ce legaturi exista intre adunarea si inmultirea numerelor?

O analiza detaliata a modului in care am definit adunarea si inmultirea numerelor
poate fi utila in intelegerea legaturilor dintre aceste operatii.

Sa analizam!

Pe multimea numerelor naturale, inmultirea este definita ca o adunare repetata:
inlocde 3+ 3+ 3+ 3+ 3, notam pe scurt 3 - 5.
Asociativitatea adunarii pe N determina astfel distributivitatea inmultirii fata de

adunarea pe N. De exemplu:

3-2+3-4=(3+3)+(8+3+3+3)=3+3+3+3+3+3=3-6,
|

h/—"_
2 termeni

4 termeni

adicd3-2+3-4=3-(2+4).

Pe multimea numerelor intregi, putem defini de asemenea inmultirea ca o adunare
repetata, atunci cand unul dintre factori este numar natural. Pentru a defini insa produsul

6 termeni

(-3) - (-4), folosim urmatoarea analogie: ,chiar daca nu stiu cum sa definesc inmultirea
pe Z, cer doar ca aceasta sa ramana distributiva fata de adunare®.

De aceea, (-3) - (-4) se calculeaza astfel:

Stim:

(-3)-0=0si(-3)-4=(-3) +(-3) +(-3) +(-3) = -12

Folosim distributivitatea: (-3) - [4 + (-4)] = (-3) - 4 + (-3) - (-4)

Deci:

(-3) - (-4) =12, deoarece 0 = -12 + 12

Aceeasi analogie poate fi folosita pentru a defini inmultirea pe Q.

De exemplu, %% se calculeaza astfel:

Stim:

Folosim distributivitatea:

Deci:

ald gl ol

_4
.1_5
41, 1,1 _ 41,41, .41
=53 (3*3*3) 5353753
1.4 4o 4 4. 4 _4+4+4_4
3-15" 15715716~ 15 3

Intrucat inmultirea pe N se defineste prin adunare repetat, in lista de proprietati
ale inmultirii este necesar sa apara o proprietate care leaga inmultirea de adunare.
Aceasta ne permite sa extindem inmultirea din N, la alte multimi de numere.

Asadar, in definirea inmultirii, ca operatie algebrica pe N, Z, Q sau R este esentiala
distributivitatea inmultirii fata de adunare.

Exercitii si probleme

. Foloseste definitia inmultirii pe N ca adunare repetata,

pentru a justifica egalitatea: (2 -3)-5=2- (3 - 5).

2. Justifica regula semnelor la inmultirea in Z.

3. Calculeaza si justifica rezultatul obtinut:
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a) 2006 - 2008 - 2009 - 2007 - 2009 - 2008 - 2007 - 2006;
b) 120 - 140 - 160 - 180 - 16 - 60 - 70 - 80 - 90.

. Stabileste daca adunarea numerelor rationale este

distributiva fata de inmultirea acestora.

. Studiaza proprietatile operatiei algebrice de impartire

a numerelor rationale nenule.

6. Pe multimea R definim legea de compozitie

L prin
formula x*y =2x+2y.
a) Calculeaza 1+ 3.

b) Este * o lege de compozitie asociativa? Dar
comutativa?

c) Calculeaza 4-(1%3) si 4*12. Ce observi?
d) Demonstreaza ca inmultirea numerelor reale este
distributiva fata de operatia *".



Structuri algebrice: inele si corpuri

) Analizam si generalizam!

¢ Ce este uninel?
Sa analizam!

Sa privim din nou tabelul cu proprietatile operatiilor cu numere. Observam ca pe
fiecare dintre multimile N, Z, Q, R sunt definite doua operatii (adunarea si inmultirea).
Comparand intre ele proprietatile acestor operatii, intre N, pe de o parte si Z, (sau Q,
sau R) pe de alta parte, apare o diferenta, si anume: unele dintre elementele lui N nu
au opus.

Pe multimea numerelor intregi, cele doua operatii au urmatoarele proprietati:

i) (Z, +) este grup comutativ, adica:

- ,+" este operatie asociativa: (x + y) + z = x + (y + z), pentru orice x, y, z € Z,
+ ,+" este operatie comutativa: x + y = y + x, pentru orice x, y € Z.

« ,+” admite element neutru: 0 + x = x + 0 = x, pentru orice x € Z,

« orice numar intreg are un opus: x + (-x) = (-x) + x = 0, pentru orice x € Z.

i) (Z, -) este monoid, adica:

« ,-“ este operatie asociativa: (x - y) -z=x - (y - z), pentru orice x, y, z € Z,
« -~ admite element neutru: x - 1 =1 - x = x, pentru orice x € Z.
iii) Inmultirea este distributiva fati de adunare:
x-(y+z)=x-y+x-z
y+z)-x=y -x+z-x pentru orice x, y, z € Z.

Aceste proprietati sunt verificate de adunare si inmultire, si atunci cand le
consideram operatii algebrice definite pe Q sau pe R.

Spunem ca adunarea si inmultirea definesc pe fiecare dintre multimile Z, Q sau R
o structura algebrica, denumita inel.
in general

Fie A o multime nevida, pe care am definit doua operatii algebrice, notate ,+” si
.. Spunem ca (A, +, -) este un inel daca:

(i) (A, +) este grup comutativ

(ii) (A, ) este monoid

(iii) legea de compozitie " este distributiva fata de ,+”

Uninel (A, +, ) se numeste comutativ daca legea de compozitie ,-” este comutativa.

4 Ce alte exemple de inele cunoastem deja?

Asa cum este de asteptat, studiul inelelor, ca structuri algebrice, a pornit de la
exemplele cele mai simple si anume de la inelele (Z, +, -), (Q, +, -) si (R, +, -).
Notiunea s-a dovedit utila atunci cand s-a constatat ca si alte operatii algebrice definesc
o structura de inel.

Exemplul 1: Inelul matricelor patratice
Pe multimea . # (R), a matricelor patratice de ordinul n cu elemente numere reale,
am definit operatiile de adunare si de inmultire a matricelor. Am demonstrat deja ca:
i) adunarea matricelor este operatie algebrica asociativa si comutativa:

0 0 .. 0
* matricea O, = 0 0.0 este element neutru pentru adunarea matricelor.
0 0 .. 0

are ca opus matricea -A = (-a,),_,.

Jsn

* orice matrice A= (a,)
i

1<ij<n

O Verificd dacd multimea
numerelor impare formeaza
un inel cu adunarea si
inmultirea.

A Araticad (Z,+,), (Q, +, ) si
(R, +, -) suntinele comutative.
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® Scrie matricele X si Y din
exemplul alaturat in cazurile
n =2 sin= 3 Verificd in
aceste cazuri ca
X-Y#Y-X.

A Numerele reale se apro-
ximeaza, de obicei, cu nu-

mere din Q.

@ Precizeaza trei aproximéri

diferite ale numerelor:

V2 sim

A Dacs a si b sunt numere
rationale care au m, respectiv
n zecimale dupa virgula, atunci
a - barecel mult m + n
zecimale dupa virgula.

® Calculeaza
0,517 + 1,24 si 0,517 - 1,24.

® cCalculeaza

(3 +5)-(3-5).

Care este inversul in R al
numarului 3 ++/5 ?
Propune un exercitiu asema-
nator.

A Daca (A, +, -) este un inel,
iar 0 este elementul neutru
pentru operatia ,+”, atunci
element nenul din A inseam-
na element diferit de 0.

@ Ce inseamnd element
nenul in inelul (M,R), +, -)?
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ii) * Tnmultirea matricelor este operatie algebrica asociativa;

10 ... 0
* matricea /, = 01 .0 este element neutru pentru inmultirea matricelor
0O o0 .. 1

i) Inmultirea este distributiva fata de adunare.
Toate aceste proprietati arata ca (. # (R), +, -) este uninel.

100 ..0 010 ..0
Consideram matricele X={0 0 0 ... 0|,Y=|/0 0 0 .. O|e.#(R),n>2.
000 ..0 000 ..0

Observam ca X - Y # Y - X, ceea ce arata ca inelul (.« (R), +, -) nu este inel

comutativ.

Exemplul 2: Inelul numerelor cu reprezentare zecimala finita

Stim ca orice numar rational are o reprezentare zecimala care poate fi: cu numar
finit de zecimale nenule, periodica simpla sau periodica mixta.

Sanotam Q, multimea acelor numere rationale care au, in reprezentare zecimala,
un numar finit de cifre nenule.

Astfel, 0,25, -13 si % sunt elemente ale multimii Q, , dar 0,(3) si % nu se gasesc
in aceasta multime.

Observam ca adunarea si inmultirea sunt operatii algebrice pe Q.

De exemplu, pentru numerele 2,15 si 3,2 din Q, avem:

2,15+3,2=535€ Q,.

2,15-3,2=6,88€ Q.

Toate proprietatile adunarii si inmultirii se pastreaza atunci cand, in loc sa operam
cu numere rationale alese la intamplare, lucram doar cu numere zecimale care au un
numar finit de zecimale nenule. De aceea, (Q, , +, -) este un inel comutativ.

fin’

¢ Ce este un corp?
Sa comparam!

Consideram inelele (Z, +, -), (Q, +, ) si (R, +,
dint[e aceste inele, elementele inversabile.

Ininelul (Z, +, -), numerele 1 si -1 sunt inversabile fata de inmultire, deoarece
1-1=1si(-1) - (-1) = 1. Orice alt numar intreg (diferit de 1 si de -1) nu mai este
inversabil; de exemplu, 4 nu este inversabil pentru ca nu exista un numar intreg ¢
astfel incat4 - 1 = 1.

Spre deosebire de inelul Z, orice numar nenul din (D sau din R este inversabil fata
3

‘). Vrem sa precizam, in fiecare

de inmultire. De exemplu, inversul in Q al |UI este §’ iar inversul in R al lui V2 +1

este /2 —1, deoarece:

37 _

73 =1

V2+1)-(2-1)=1.

Aceasta proprietate a elementelor nenule din Q si R defineste o noua structura
algebrica: inelele (Q, +, *) si (R, +, -) sunt corpuri.

in general

Fie A o multime nevida pe care am definit operatiile algebrice ,+" si ", impreuna
cu care A formeaza un inel.

Spunem ca inelul (A, +,
inversabil fata de operatia ,,-“.

‘) este un corp daca orice element nenul din A este




Sa demonstram!

Inelul (A, +, -) este un corp daca si numai daca (A%, -) este un grup, unde
A*=A\{0}.

Presupunem mai intai ca (A, +, -) este un corp si aratam ca (A%, -) este grup.
Trebuie sa demonstram doar ca inmultirea este lege interna pe A* ...

Fie x, y € A*; presupunem prin absurd cax - y ¢ A*,decicax-y=0.

inmultind la stanga cu inversul lui x, obtinem:

x'-(x-y)=x"'-0,deciy=0 Contradictia obtinuta arata ca x - y e A*.

Reciproc, daca (A*, -) este un grup, atunci orice element nenul din A este inversabil
fata de inmultire. Deci (A, +, ) este corp.

¢ Ce alte corpuri exista?

Studiul corpurilor, ca structuri algebrice, a pornit de la corpurile (Q, +, *) si (R, +, °).
Notiunea s-a dovedit utila atunci cand s-a constatat ca exista si alte exemple de
corpuri.

Exemplul 1

Fie QW2)={a+bJV2|a,becQ}. Astfel, 0,5+2v2,-1+0,3v2 c Q/2), dar
V3£ Q(2).

Adunarea siinmultirea definesc pe Q(~/2) o structura de inel comutativ. De exemplu:

* Pentru 2-3v2 si 4+/2 € Q(/2) avem (2-32)+(4++/2);
(2-3V2)- (4 +2) e Q\2) .

* 0 este element neutru pentru adunare, 1 este element neutru pentru inmultire,
iar0, 1e Q\/2);

« opusul lui 3-1,7+/2 este -3 +1,7+/2, iar numerele 31,72 si -3 +1,74/2 sunt
in Q+2).

Sé& consideram numerele nenule 2—-3+2 si 4 ++/2 . Observam ca

1 2+3J2 1.3
2-3vV2 (2-3V2)2+3v2) 7 14&6‘9@)

1 4-2 1 1
4442 (4+V2)4-V2) 7 742 =0N2).

Deoarece (2—3\/§)~(—1—i\/§):1 si (4+J§)(

_1 5= 5
737 \/5) 1, deducem c3a

1

7 14

numerele 2-3v2 si 4++/2 suntinversabile in Q(+/2).
Aceeasi concluzie are loc pentru orice numar nenul din Q(~/2) : inversul lui

b
a+bJ2 (a,be Q,a# 0saub # 0) este e _a2bz—az_2bz*/§-

De aceea, (Q(~2), +, *) este un corp comutativ.

Exemplul 2
. Jfa b 1 -2 1 2
Fie C_{[_b aj|a,belR}.Astfel, (2 1jec,dar(z ch.

Adunarea si inmultirea definesc pe C o structura de inel comutativ.

@ Enunta toate proprietatile
ce ar trebui verificate pentru
a arata ca +”si, " definesc o

structura de inel pe Q(~/2).

© in Q(2), calculeaza
opusul si inversul numarului
4+52.

Ain Q(+/2) , folosim ratio-

nalizarea pentru a calcula
inversul unui numar nenul.
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O Efectueaza calculele din
exemplul alaturat.

®

leaza opusul si inversul ele-

De exemplu:

3 N (2 4
Pentru( j(_4

1 3

00

in C.

-1
Sa consideram matricea nenula X = [:’ 3 j . Atunci matricea

in corpul (C, +, -) calcu-

(12
mentului (_2 1).

inversa lui X in multimea C. Mai general, daca X = (_ab

3 -1 (2 4) _.(3 -\(-2 4 .
jeCavem (1 3]4{_4 _2] $|(1 3).(_4 _zjeC,
0 0) . 10 .

« O= si l= 0 1 sunt elemente neutre pentru adunarea, respectiv

pentru inmultirea matricelor, iar O; I € C;

+ Opusul lui 3 1) este
1 3 1

-3 1) . , 3 -1 (-3 1
, iar matricele Si sunt
1 _ 1.3)7 11 =3
3 1
10 10| oste
1 3
10 10
Zj (cua # 0saub #0)

a -b
2 2 2 2
. . o s . . a+b” a +b
inversa lui X fata de inmultirea matricelor este b a
a+b a*+b

De aceea, (C, +, -) este un corp comutativ.

Exercitii si probleme

1.
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Fie P multimea numerelor intregi pare.

a) Subliniaza elementele lui P din lista urmatoare:
12; -7; %; 0,2; 242; -164; 0.

b) Arata ca adunarea si inmultirea sunt legi interne
pe multimea P.

c) Este (P, +, ) un inel? Justifica raspunsul.

Notam cu A multimea acelor numere rationale care
se pot scrie ca fractie cu numitorul o putere de 2.
a) Arata ca %EA si %eA.

b) Demonstreaza ca adunarea si inmultirea sunt
operatii algebrice pe A.

c) Verifica daca (A, +, -) este inel comutativ.

d) Demonstreaza ca 4 este element inversabil in A,

dar % nu este inversabil in A.
e) Este (A, +, ) un corp?

Fie B multimea acelor numere rationale care se pot
scrie ca fractie cu numitorul impar.

2) Arata ca -5 € B, %EB ,dar 0,125 ¢ B.

b) Demonstreaza ca adunarea si inmultirea sunt
operatii algebrice pe B.
c) Verifica daca (B, +, -) este inel comutativ.

d) Demonstreaza ca -5 este inversabil in B, dar %

nu este inversabil in B.
e) Este (B, +, *) un corp?

. Notadm (D(x/§) ={a+ b3 | a, b € Q} . Demonstreaza

ca ((D(x/g), +,*) este un corp.

. Notédm cu T multimea matricelor ,triunghiulare”, adica

multimea matricelor de forma ()(; JZ} j cux,y,ze R.

a) Scrie o matrice din T si o alta matrice care nu
este element al lui T.

b) Arata ca adunarea si inmultirea matricelor sunt
operatii algebrice pe T.

c) Demonstreaza ca (T, +, -) este un inel necomutativ.

0)(0 0)_(0 0) " stifica
oJlo 1) o o

apoi ca (T, +, *) nu este corp.

d) Observa ca (;

6. Aratd ca multimea A, = {% |mez pe IN} este

inel in raport cu adunarea si inmultirea.



Structuri algebrice pe multimea partilor unei multimi

) Aplicam si dezvoltam!

Notatiile folosite pentru diferite operatii algebrice sunt conventii general acceptate.
Uneori ins3, folosim acelasi simbol pentru legi de compozitie foarte diferite. De exemplu,
simbolul ,+” (plus) este folosit pentru:

e adunarea numerelor: 2,13+ 0,4 =2,43

. veoror [ 1 TVL(0 (13
aaunarea matricelor: 13 1 1 = 0 4

N
N
« adunarea vectorilor: /+ \ = %/‘
4
7/
7/

O situatie oarecum asemanatoare este intalnita si in definirea structurilor algebrice.

De exemplu, am definit inelul ca fiind o multime nevida, pe care sunt date doua
operatii algebrice, notate ,+” si,,”, ce indeplinesc cateva proprietati specifice. Notatiile
.1 si " folosite in definitie sunt insa doar notatii conventionale. Nu inseamna ca
intr-un inel prima operatie este neaparat adunare si a doua este inmultire. Exista inele
in care operatiile sunt foarte diferite de acestea doua.

Sa demonstram!

Fie M = {1; 2; 3} si P multimea partilor lui M.
Pe multimea P definim operatiile algebrice: ,A” (diferenta simetrica) si ,N’
(intersectia). Vrem sa demonstram ca (A, A, N) este un inel comutativ.

Sa facem mai intai cateva precizari.

P este o multime de multimi. De exemplu:

{1;2e P, e P,{3}e P,dar3¢ Psi{1;5}¢ P.

Pe multimea P operatiile actioneaza astfel:

{12 A{2; 3} = ({1, 23\ {2, 3P U ({2; 3}\ {1; 2}) = {1, 3}

{1;2}N{2; 3} = {2}.

Pentru a intelege ce avem de demonstrat, vom scrie toate proprietatile unui inel

(in care folosim simbolurile ,+” si " pentru cele doua operatii) si vom transcrie aceste

proprietati, inlocuind ,,+" cu ,A” si ,-" cu ,N".

(A, +, -) este inel comutativ daca: Pentru a demonstra ca (P, A, N) este inel

comutativ, trebuie sa verificam daca:

i) (P, A) este grup comutativ, adica:
cXAYVAZ=XA(YAZ), V)X, Y, Z
*XAY=YAX (WM)X Y
c@E, MX: XAE=X
(W)X, @)X :XAX =E

i) (A, +) este grup comutativ, adica:
cxry)tz=x+(y+z), (VX z
cx+y=y+x, (V) y
*@e, V)x:x+e=x
c(W)x, @)X :x+x' =e

ii) (A, ) este monoid, adica:
c@y)zEx-(r2), (Vn oy, z

cx-y=y-x (Vxy
* @u, (Vx):x-u=x

ii) (P, N) este monoid, adica:
c(XNY)YNZ=XN(YNZ), VX, Y,Z
XNY=YNX, (V)X Y
@)U, W)X, XNU=X

iii) ,-” este distributiva fata de ,+":
x-(+z)=x-y+x-z, V)x, » z

iii) ,N” este distributiva fata de ,A™:
XN(YAZ)=(XNY)AXN2Z), V)XY, Z

O Calculeaza 2,13 - 0,4 si

1 7\ (0 -4
-13)\1 1)
Reprezintad simbolul -7,

folosit mai sus, o singura
operatie algebrica?

A XAy =(X\Y)U(Y\X)
se numeste diferenta sime-
trica a mulfimilor X si Y.

@ Multimea P are 8 ele-
mente. Expliciteaza toate
elementele Iui P.

® Calculeaza DA{1; 3} si
IN{1; 3}.

@ Denumeste fiecare dintre
proprietédtile din definitia
inelului.

© Definitia elementului
neutru e al unui grup (A, +)
este urmatoarea: pentru orice
xeA xte=xsietx=x.De
ce crezi ca ultima egalitate
nu a mai fost scrisa la i)?

® Comparé egalitatile de la
iii). Una din ele foloseste mai
putin paranteze. De ce crezi
cd au fost acestea neglijate?
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7]

Venn-Euler pentru a de-
monstra ca, pentru orice trei
multimi X, Y, Z, avem

(XAY)AZ = XA(YAZ).

© Noteaza elementele lui P
cu X, X, ..., X, Alcatuieste
tablele celor doua operatii
definite pe multimea P.

Este usorde vazut ca E =9 si U= {1; 2; 3} sunt elemente neutre pentru operatiile
,A”, respectiv ,N". Toate celelalte proprietati pot fi justificate folosind definitiile sau

diagrame Venn-Euler.
Foloseste diagrame

De exemplu, egalitatea
XN(YAZ)=(XNY)A (XN 2Z) este justificata prin diagramele urmatoare:

H-@-E
L

Z X =
(XNY)A(XNZ)

Deducem ca (P, A, N) este un inel comutativ.

Exercitii si probleme

1.

3.
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Fie A multimea numerelor rationale care pot fi
reprezentate prin fractii cu numitorul impar. Astfel,

12 € A, deoarece g este o alta scriere a numarului

16 . < . . .
12 si aceasta fractie are numitorul impar.

a) Demonstreaza ca adunarea si inmultirea sunt legi
de compozitie pe A.
b) Arata ca (A, +, -) este inel comutativ.

- = 10 . o a
c) Demonstreaza ca 3 este element inversabil in

A, iar % nu este inversabil. Este (A, +, -) un corp?

d) Caracterizeaza toate elementele inversabile din
inelul A.

e) Arata ca suma a doua elemente neinversabile din
A ramane element neinversabil in A. Are inelul Z o
proprietate analoga?

. Pe multimea Z x Q definim operatiile ,+" si " astfel:

(@ b))+ (c;d)=(a+cb+d

(a; b) - (c; d) = (ac; bd)

a) Da trei exemple de elemente din Z x Q.
b) Arata ca (Z x Q, +, *) este inel comutativ.

Consideram multimea M a matricelor de forma

1 x
(0 1),CUXER.

a) Scrie o matrice din M si o matrice care nu este in
M.

b) Arata ca inmultirea matricelor este o operatie
algebrica pe M.

c) Demonstreaza ca (M, -) este grup comutativ.

. Pe multimea E = R x R definim legile de compozitie:

(a;b)+ (c;d)=(a+c; b+d)

(a; b) - (c; d) = (ac - bd; ad + bc).

a) Efectueaza (1; 0) + (0; 1); (1; 0) - (0; 1);
(0; 1) - (0; =1); (05 1) - (05 1); (25 3) - (2; - 3).
b) Arata ca (E, +, -) este corp comutativ.

. Fie T multimea numerelor rationale care se pot

reprezenta ca fractii cu numitorul putere a lui 2:
T= 2ﬂn|m e Z, n eN;. Identifica ce structura alge-

brica definesc pe T operatiile uzuale de adunare si
de inmultire.

. Fie M = {1; 2} si P multimea partilor lui M.

a) Arata ca multimea P are patru elemente. Scrie
explicit aceste elemente.

b) Demonstreaza ca operatiile ,A” (diferenta sime-
trica) si ,N” (intersectia) determina pe multimea P un
inel comutativ.

c) Este inelul (P, A, N) un corp?



7. Notam cu A multimea tuturor functiilor numerice
(adica functiile definite pe R, cu valori in R).
a) Demonstreaza ca operatiile de adunare si de
inmultire a functiilor definesc pe A o structura de
inel comutativ.
b) Este (A, +, ) un corp?
c) Precizeaza elementele neutre (notate 0, respectiv 1)
din inelul A.

d) Determina doua functii f, g € A \ {0} astfel incat
f-g=0.

b) Aratd c& multimea G = {X” | n € N*} este grup
fata de operatia de inmultire a matricelor.

. Notam cu S multimea submultimilor finite si nevide

ale lui Z. Pentru A, Be S, definm A+ B= {x+y|xe A,
yeBL,A-B={x-y|xe A ye B}.

De exemplu, daca A = {1; 3}, B = {-1; 1; 2}, atunci
A+B={0;2;3;,4;5}, A- B={3; -1;1; 2; 3; 6}.
a) Arata ca ,+” si " sunt operatii algebrice pe S si
ca Z = {0} este element neutru pentru ,+".

b) Determina elementul neutru (notat U) pentru ope-
0 -1 ratia ,".
-1 0/ c¢) Justifica daca operatia ,” este distributiva fatd de
+
a) Calculeaza X2 si X?, apoi precizeaza o regula de NP
calcul pentru X", n € N*.

8. Consideram matricea X =[

d) Este (S, +, ) un inel?

Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
@ sa identific structuri algebrice prin verificare proprietatile acestora
& sa compar proprietati algebrice ale unor operatii, in scopul identificarii unor algoritmi
& sa exprim proprietati ale operatiilor algebrice?

) Test de verificare

1. Fie Z[v2] multimea numerelor reale care se pot scrie sub forma m+nv2, unde m, n e Z.

a) Demonstreaza c& adunarea si inmultirea sunt operatii algebrice pe Z[\/2].
b) Aratd ca (Z[\/2], +, ) este inel comutativ, care nu este corp.
c) Demonstreaza ca Z[v2]((0;0,001) = & .
2. Observa modul de rezolvare a ecuatiei 2x + 3 = 0 in R, apoi rezolva ecuatia (AN X) A B=J, unde A = {1; 2; 3},
B={1;3}si Xc{1; 2; 3; 4}

3. Pe multimea Q a numerelor rationale definim operatia algebricé descrisa prin: x* y = max{x; y}.
a) Calculeaza 3«7 si 201%3.
b) Exprima, folosind operatia data, urmatoarea proprietate: pentru a determina cel mai mare dintre mai multe
numere date, putem face comparari ,din aproape in aproape”.

Lectura

Structurile algebrice au apdrut si s-au dezvoltat pornind de la concepte geometrice. La baza notiunii de grup au stat
transformdrile geometrice, vectorii si permutdrile. Ulterior, prin analogie si generalizare, proprietdtile acestor multimi au
cdpdtat un caracter abstract, pur algebric.

Procesul de degajare a notiunilor fundamentale ale algebrei, in spiritul prezentdrii axiomatice, a durat mai bine de un
secol. Totusi, aceste notiuni nu au apdrut din neant: evolutia s-a datorat, in mare mdsurd, nevoilor practice sau celorlalte
ramuri ale matematicii. Babilonienii si, mai tdrziu, grecii au studiat probleme de algebrd, in particular metodele de rezolvare
a unor ecuatii simple. O contributie majord la dezvoltarea algebrei au avut-o, in Evul Mediu, arabii. Ulterior, in perioada
Renasterii, matematicienii italieni Leonardo din Pisa (sec. XII) si Frangois Viete (1540-1603) au impus simbolismul actual
din algebrd. In secolul al XIX-lea, operatiile algebrice si proprietdtile lor au inceput sd fie studiate din ce in ce mai mult,
conducdnd la degajarea notiunilor de grup, inel si corp.
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Unitatea de invatare 8

) Test initial de autoevaluare

Rezolvand exercitile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitati de invatare.

Alege raspunsurile corecte!

Calcul numeric 1.(-2) - (-3)+4-0+(-1)-5=..

a) 15; b) 1; c) -11; d) -6.

2. Daca x -0,3=2, atuncix = ...

a) 0,6: b) 1,7; c) 2,3; d) 3,2.
Proprietati ale 3. Elementul neutru pentru adunarea numerelor intregi este:
operatiilor a) 0; b) 1; c) -1 d) -2.
algebrice 4. Simetricul lui 4 fatd de inmultirea numerelor reale este:

a) -4; b) 1; c) 0; d) 0,25.

Calcul matriceal Efectueaza operatiile:
- 2 1\(-3 0
5. 2 1 + 30 . 6. . .
-1 0 2 4 -1 02 4
4 2 1 -1 - -
7. + . 8. 1 1 . 1 1 .
11 2 3 2 3/l2 3

Determinanti 9. Calculeaza folosind regula lui Sarrus:
2 1 3 3 0 1

a1 1 0 b)l4 2 3|

4 -2 1 5 -1 2

10. Dezvolta dupa o linie, apoi calculeaza:

12 0 -1 1 1
a) |0 1 3; by |1 -1 1
15 4 4 1 -1
Sisteme de 11. Rezolva prin metoda Gauss sistemele:
ecuatii X-y+2z=3 2x+y+4z=0
’ a) 2x+y+z=1 b) sx+y+z=1
-x-2y+4z=0 4x-y+3z=2

12. Aplica formulele lui Cramer si rezolva sistemele:

x+y=3
=2
o 55 o froe
-r= 2x+3y-4z=0
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Matrice inversabile

Matrice si coduri

) Observam si exploram!

¢ Cum se poate codifica un mesaj?

Radu si Stefan au inventat un cod prin care isi pot transmite diferite ,mesaje
secrete”. Pentru aceasta, ei au atribuit literelor alfabetului numere consecutive, repetand
fiecare numar si alternand semnele + si -, ca in exemplul de mai jos:

A B C D E F
1 -1 2 -2 3 3

In acest mod, frazele au putut fi transformate in siruri de numere, in care cifra
zero semnifica spatiul liber dintre doua cuvinte. Astfel, propozitia: ,Mergi la cinema?”
a fost codificata ,7,3, - 9,4,5,0, - 6,1,0,2,5, - 7,3,7,1".

Din pacate, codul lor a fost aflat si de alti colegi si, de aceea, Radu si Stefan s-au
gandit sa foloseasca inca o ,cheie” de codificare.

1 -10
Pentru aceasta, ei au ales matricea C =|1 1 1| si au folosit aceasta ,cheie”
1 0 1

si operatii cu matrice pentru a codifica si mai mult mesajul:

A Pentru simplificare, Radu
si Stefan nu au folosit

diacritice si au ignorat literele
X si Y (folosite rar in limba
romana). Astfel, ei au codi-
ficat doar 23 de litere.

O Ce numér au atribuit Radu
si Stefan literei L? Ce litera
corespunde numarului -77?

@ Codificad mesajul ,Cheia
este C”, folosind metoda
prezentata.

7 3 945
Mergi la cinema? — | 7| 3]-9]4|5]0]-6[1]0]2]|5]-7]3]7[1]>|0 6 1 0 2|
5 7 3 7 1

1 -10\(7 3 945 (7 9 -10 4 3
—>1 1 1/ /0 -6 1 0 2(=[12 10 -5 11 8|—|7]9]|-10]4]3[12[-10]-5[11] 8 [12|-4]-6[11] 6]
10 16 7 3 71) (12 4 6 116

Acum insa, cei doi baieti au o alta problema: cum s-ar putea decodifica un mesa;j?

Sa analizam!

In codul inventat de Radu si Stefan, frazele sunt transformate in matrice; astfel,
fraza ,Mergi la cinema?” se transforma intr-o matrice X € ./, (R), asezand pe linii
numerele corespunzatoare literelor.

Mesajul transmis contine insa doar elementele matricei T= C - X, unde C este
,cheia”, adica matricea 3x 3 de mai sus. De aceea, pentru decodificare, trebuie rezolvata
ecuatia matriceala C- X =T (in care C este ,cheia” cunoscuta de ambii baieti, T este
matricea transmisa, iar matricea X este necunoscuta).

Sa comparam!

25+ (25+x)=-25+7,2
0+x=4,7
x=4,7

04-(25-x)=04-72
1-x=2,88
x=2,88

A In transmiterea datelor,
s-a folosit mult timp codul

Morse. In acest cod, fiecare
litera este transformata intr-o
succesiune de puncte si linii.

© Explicd modul in care se
rezolva ecuatia
3x+0,4=1,6.
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@ Determina: opusul lui 2,5;
inversul lui 2,5. Cum verifici

Ecuatia 2,5+ x = 7,2 se rezolva adunand in ambii membri numarul real -2,5.
Ecuatia 2,5 x=7,2 se rezolva inmultind ambii membri cu numarul real 0,4.

in cele doua exemple de mai sus, am rezolvat doud ecuatii in multimea numerelor
reale. In rezolvare, sunt folosite cateva proprietati comune ale operatiilor de adunare

si de inmultire, si anume:

Asociativitate: pentru orice a, b, c € R avem:

(a+b)y+c=a+(b+c)

| (@-b)y-c=a-(b-o).

Element neutru: pentru orice a € R avem:

0+0=0+a=a

Opus/invers:

daca ai raspuns corect?

A Daca B este inversa
matricei A, atunci A este
inversa lui B.

astfel incata + (-a) = (-a) +a=0

data € R, exista -a€ R

‘ a-1=1-a=a.

dat a € R*, existd 1R
a

astfel incat a- 1_1
a

a

ca=1.

Stim ca inmultirea matricelor patratice de ordin » este si ea o operatie asociativa
si ca I, este element neutru la inmultire. De aceea, pentru a rezolva o ecuatie de tipul
C - X =T, unde C este o matrice patratica, este necesar sa determinam inversa

matricei C.

in general

Spunem ca o matrice patratica A € ./ (R) este matrice inversabila (sau
nesingulard) daca exista o matrice Be ./ (R) astfel incat A-B=B-A=1.
Inversa unei matrice A (daca exista!) se noteaza A-".

Exercitii si probleme

1.

2.

4,
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Anca si Elena au propus urmatorul mod de codificare
a unei fraze:
* au atribuit literelor alfabetului numere naturale con-
secutive:
A B C D E
1 2 3 4 5

—1

2
 au transformat fraza data intr-o matrice cu doua linii,
completand mai intai prima linie, apoi a doua linie.
+ au Tnmultit cheia C cu matricea obtinuta si au scris
din nou elementele rezultatului sub forma unui sir de
numere.

Cum au codificat cele doua fete fraza ,Merg la cine-

ma”?

« au folosit cheia C =

Marcel s-a gandit la un mod de codificare a mesajelor
in care ,cheia” este matriceaAla, dar Catalin sustine ca
acest cod este prea simplu. li dai dreptate? De ce?

Corina sustine ca inversa matricei A = (2 3) este

5 8
8 -3

matricea B = (_5 > ) . Ce crezi, are dreptate?

1
a) Alex sustine ca inversa matricei X = [1 1] este

. a) Fie Az[

matricea [1 _01] dar Mihai spune ca inversa este

10
-1 1

sa aiba dreptate? De ce?

matricea [ ] . S-ar putea oare ca amandoi baietii

2 1
b) lleana a scris: ,Inversa matricei A = [1 1] este

T , iar opusa matricei A este -2 -
1 2 -1 -1

Verifica daca lleana a calculat corect!

. Fie O € .#,(R) matricea nula de ordinul 2. Arata ca O

nu este matrice inversabila.
-2 -3
1 1

b) Demonstreaza ca A este matrice inversabila si ca
A= A2

] € M,(R) . Calculeaza A? si A%

c) Rezolva ecuatia A - X = B, unde B =[1 (1)] iar

X € ,(R) este necunoscuta ecuatiei.




Inversa unei matrice. Metode de calcul

) Analizam si generalizam!

¢ Care matrice sunt inversabile?

Sa comparam!

. . 2 1
Fie matricea A = (1 3

si, In caz afirmativ, sa calculam inversa matricei A. Pentru aceasta, trebuie sa

)e AL(R) ; vrem sa justificam daca A este inversabila

argumentam dacé exista o matrice X = [x ij € -#,(R) astfelincat A - X =1, si
Y

X-A=I,
Explicitam prima egalitate:

(2 1\ (x z)_(2x-y 2z-t
A'X_(1 3) [y tj_(x+3y z+3t)

2x—y :1 H 2Z—t = 0
X = Si .
AX 12:{x+3y:0 ' {z+3t=1
3 1
Rezolvand cele doua sisteme, obtinem: X = 71 ; .
77

Un calcul direct ne arata ca si X - A = [,. Deci A este matrice inversabila si
inversa ei este matricea X de mai sus.
Sa aplicam acelasi procedeu de calcul pentru a justifica daca matricea

2 -1
B= € 4,(R) este inversabila.
1 -05

Conform definitiei, B este matrice inversabild daca exista o matrice Y = [’Z ZJ € A, (R)

astfelincat B- Y=1,si Y- B=1,. Explicitam prima egalitate:
. [2n—-q =0

{Zm—p:1 o
n—-0,5g =1

B-Y:I2:> m_0,5p:0 S

Un calcul simplu ne arata ca aceste sisteme sunt incompatibile, deci matricea B
nu este inversabila.

Matricile A si B sunt foarte asemanatoare: doar unul dintre elementele lor este
diferit. Ce proprietate a acestor matrice ar putea oare sa influenteze existenta sau
inexistenta inversei?

Observam ca pentru determinarea inversei unei matrice incercam sa rezolvam
cateva sisteme de ecuatii; inversa exista daca si numai daca aceste sisteme sunt
toate compatibile. Am invatat ca, in rezolvarea unui sistem de ecuatii liniare, un rol
important il are matricea formata din coeficientii necunoscutelor. Mai precis, daca
aceasta matrice este patratica (adica daca numarul de ecuatii ale sistemului este
egal cu numarul de necunoscute) si daca determinantul matricei este diferit de zero,
atunci sistemul are solutie. Aceasta explica de ce, in exemplul anterior, A este matrice
inversabild, iar B nu este inversabila: deosebirea esentiala consta in faptul ca
det(A) # 0, dar det(B) = 0.

in general

O matrice patratica este inversabila daca si numai daca determinantul ei este
diferit de zero.

A Problema inversabilitatii
unei matrice se pune doar

pentru matricele patratice.

, 2 1 0) _;
OF/eM:(1 ] 1) si

-1 2

M- N =1, Putem deduce ca
N=M1?

0 1
N=|1 -2|.0Observaca

@ Comparéa sistemul obti-
nute in calculul matricei Y cu
sistemul obtinut in calculul lui
X. Ce asemanari observi?
Prin ce se deosebesc ele?

© Efectueaza toate calculele
si verifica daca matricea B
este inversabila.
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A Notatia L, < L, —%g in-

seamna ca din linia a doua
scadem linia intai inmultita cu

% si scriem rezultatul pe linia
a doua.

@ Cum se codificd inmulfirea
primei ecuatii a unui sistem
cu 4? Dar adunarea primelor
doua ecuatii ale sistemului?

® Ce crezi cd inseamnéa no-
tatia L, < L, +5L, ?

A Metoda de rezolvare
folosita in determinarea solu-

tiilor celor doua sisteme se
numeste ,metoda eliminarii
totale”.

A Notatia L, <L +L, in-
seamna ca se inlocuieste
linia intai cu suma dintre L,
SiL,
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¢ Cum calculam inversa unei matrice?

Sa observam!

. . 2
Pentru a calcula inversa matricei A = (1

. {22—t=0
si

z+3t=1"

3

2x-y=1

] , am rezolvat sistemele
x+3y=0

; solutiile acestor sisteme sunt chiar coloanele matricei inverse A-".

Observam ca in cele doua sisteme, ecuatiile au aceiasi coeficienti. De aceea,
putem rezolva cele doua sisteme in acelasi timp, facand simultan aceleasi transformari
echivalente. Explicitam in continuare aceste rezolvari.

2x-y=1
x+3y=0
2x-y=1
7,__1
2 2
{Zx— =1
__1
Y="7
_6
2x-7
y=-1
_3
*=7
y=-1

Transformarile efectuate pentru rezolvarea celor doua sisteme
au urmarit initial obtinerea unui sistem ,scarad”, in care matricea

|

2z—-t=0
z+3t=1

{22—t=0
7,_
2t—1
{22—1‘:0
_2
t_7
_2
22—7
_2
=37
1
77
_2
t_7

asociata este cea alaturata.

Folosim ,pivotul” 2 si reducem variabila
x, respectiv z, din a doua ecuatie. Codificam

transformarea prin: L, < L, —%L1 .

In fiecare sistem, rezolvam a doua ecua-
. S 7 e
tie, prin impartire cu 5 Codificam transfor-

marea prin: L, < %LQ

Reducem variabila y, respectiv ¢, din
prima ecuatie a fiecarui sistem. Codificam
transformarea prin: L, < L, +L,.

In fiecare sistem, rezolvam prima
ecuatie, prin impartire cu 2. Codificam

transformarea prin: L, < 0,5L,.

Am obtinut astfel solutiile celor doua
sisteme, deci putem scrie matricea A-".

2 1
4
0 2

Ulterior, am continuat transformarile, pornind de la ultima ecuatie, pana cand am
rezolvat complet sistemele. In acel moment, matricea sistemelor obtinute a devenit /,.

Aceste observatii ne arata ca putem organiza calculele in felul urmator:

2 1110
1 3 |0 1

matricea A matricea |,

e rr—d
Li<Li+l2 0 1 ‘

N~ No
~NIN NN

2 -1
7
0 2

>

L<[1:2

10 2 _4
—% 1 L2<—L2% 0o 1

0
2
7

‘_7

1
7
0 1 2
7
matricea /, matricea A



Sa aplicam!
Utilizam procedeul descris mai sus pentru a calcula inversa matricei

10 2
X=|-1 4 1].(Incalculele ficute am marcat de fiecare data ,pivotul” folosit.)
2 15
102100 . 10 2 100
14 1]0 1 0|—7 >[04 3| 110
215|001 011|-2201
10 2 1 00 10 2 1 0
Ly L1, 4 3 1 10 L4 0 4 3 1 (V=N
4 o 1|_.9 _1 4 0 01 -9 -1 4
4 4 4
10019 2 -8 100|199 2 -8
—— 0 4 0|28 4 A2\—/—75—>/0 1 0 7 1 -3
Lel-2L, 001|-9 -1 4 00 1| -9 1 4
19 2 -8
Amobtinut: X '=| 7 1 -3]1.
-9 -1 4

in general

Inversa unei matrice patratice nesingulare se poate calcula folosind metoda
eliminarii totale. Pentru aceasta, asezam una langa alta matricea data si matricea
unitate, intr-un tabel cu doua compartimente. Transformam simultan liniile celor doua
matrice, pana cand in primul compartiment apare matricea unitate. in acest moment,
inversa matricei date apare in al doilea compartiment al tabelului.

¢ Cum procedam in situatii particulare?

In calculul inversei unei matrice prin metoda eliminarii totale descrisa mai sus,
pot interveni situatii pe care nu le-am intalnit in exemplele anterioare. Cateva dintre
aceste situatii sunt analizate n continuare.

Exemplul 1

11
0 5).
1

0
Vrem sa calculam inversa matricei A =| 2
17 -1

Observam ca, la primul pas, nu putem folosi numarul din coltul din stanga-sus ca
pivot, deoarece acest numar este 0. Putem continua Tnsa calculele in doua moduri:
» adunam linia a doua la prima linie, pentru a obtine un pivot nenul:

01 1}(100 316|110

2 05(01 04—t y2 05(010
11110 0 1 11110 0 1

sau

 schimbam intre ele linia 1 cu linia 3, pentru a obtine un pivot nenul:
0O 1 1110 1 117001

2 0 5[010—2%5205[010

1 -11]0 0 1 01 1}100

® Explicd ce urmdresc
transformarile facute Ila
primul pas.

@ La ce concluzie ai ajunge
daca, dupa efectuarea
catorva transformari ai obtine
in partea stanga o linie
formata doar din zerouri?

© Verifica egalitétile:
X-XT=1siX" X=1,care
arata corectitudinea calcule-
lor facute.

A\ intr-un sistem de ecuatii
liniare, pivotul determina

reducerea unei necunoscute
dintr-o ecuatie a sistemului.

© Descrie si alte transfor-
mari prin care ajungi la un
pivot nenul in coltul din stanga
sus. Continud calculele
pentru a obtine A-".
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A\ n calculul det(B) folosim
aceleasi transformari ca si in

metoda eliminarii totale.

© Explica egalitatea mar-
cata in text prin'? .

A in dezvoltarea unui deter-
minant dupa o linie sau

coloana se tine cont de
Jregula tablei de sah” in
alegerea semnelor:

@® Foloseste notatia A,./.
pentru a descrie dezvoltarea
determinantului dupa prima
coloana. Explica modul in
care sunt alese semnele
termenilor.

@ In cele trei relatii din enunt
apar minorii A, A, A,..
Scrie alte trei relatii de tipul
celor din enunt, referitoare la
minorii A, A,,, A, Va trebui
sa consideri dezvoltarea de-
terminantului dupa o coloana.
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Exemplul 2

1 2 1
Ne propunem sa calculam inversa matricei B=| 2 4 0 |. Transformarile
- - N -1 -2 5
facute pe linii ne conduc la situatia:
1 2 11100 12 111 00
2 4 0|01 0—2%£2500 2[-210
-1 -2 510 0 1 0 0 4 1 01

Observam ca metoda eliminarii totale nu poate fi continuata, din cauza zerourilor
de pe a doua coloana marcate prin culoare. In acest caz, putem deduce ca, de fapt,
matricea B nu este inversabila.

1 2 M.t 2 s
intr-adevar: det(B)={2 4 0 =10 0 2 = 1-‘
1 -2 5/*"lo 0 6

0 2

o 2-0.

¢ Ce alte metode putem folosi pentru calculul inversei?

Sa observam!

Determinantul unei matrice poate fi calculat prin dezvoltarea acestuia dupa o linie
sau dupa o coloana. Astfel, daca dezvoltam dupa linia a doua un determinant de
ordinul trei, obtinem:

Ay Gy gy
Gy Gy Oy =~y
Q31 Uz g

Ay Qig

Q31 i

ay Gy
Q3 Ay

A, Gy

+ay, -
22
Q3 A3z

Acelasi determinant se dezvolta dupa coloana a treia astfel:

I PN T

Ay Ay Gy3| = Qg3
Qzy A3z dg3

Ay Ay
Q3 A

ap Ay
Qs Ay

-a .

+dsy; -

Ay Ay

Observam ca, indiferent cum dezvoltam un determinant (dupa o linie sau dupa o
coloana), elementul a,se inmulteste cu determinantul obtinut prin stergerea liniei si
coloanei lui a, in determinantul initial. Determinantul astfel obtinut se numeste minorul
corespunzator elementului a, si se noteaza, de obicei, A;,--

De exemplu: in dezvoltarea dupa prima linie sau dupa a doua coloana, a,, se va

a1 |Gy a13|
inmulti cu A, =|a,, |a,»| a|, adicd cu A, =
Q31 |Asp| Qa3

Qyy Qg

. Numarul A, = a,,a
A3y dag

21%33 7

a,,a,, este deci minorul corespunzator lui a,,. Cu aceste notatii, dezvoltarea determi-
nantului dupa linia a treia se poate scrie:

Ay Gy Gy
d=|ay Gy =0y Ay~ Ay +ag- Ay

Q31 Uz Qg3

Sa demonstram!

Fie X € .#(R), X = (aU). Notam d = det(X) si AU minorul corespunzator ele-
mentului a, Atunci:
a,: A11 -y A12 + A A13 =d
_a22'A12+a23'A13=0

Ay A11
as” A11 - Ay A12 + Ay * A13 =0.




Prima relatie reprezinta dezvoltarea determinantului dupa linia intai.

. a21 a22 a23 . . - . . ~ . . T e
Fie Y=|a, a, a,; |, matriceaobtinutadin X prin inlocuirea primei linii cu a
Q31 Q3 Qg
doua linie. Stim ca det(Y) = 0, deoarece Y are doua linii egale. Pe de alta parte, prin
dezvoltarea determinantului dupa prima linie obtinem:

Gy Ay Ay
O=l|ay Gy p|=ay Ay—ay-Ap+ay-As.
31 Uz Ay
Am demonstrat astfel a doua egalitate din enunt. Analog se demonstreaza si a
treia egalitate.

Sa aplicam!
Egalitatile anterioare conduc la un algoritm pentru calculul inversei unei matrice
2 0 1
patratice. Explicam algoritmul pentru matricea X =1 4 1
3 1 2
2 0 1
Pas 1. Calculam det(X)=|1 4 1|= .. =-T7.
3 1 2

Deoarece det(X) # 0, matricea X este inversabila. Continuam algoritmul.
Pas 2. In matricea X, schimbam intre ele linile cu coloanele. Obtinem astfel

matricea transpusd a lui X, notata X"

2 0 -1 2 1 3
X=|14 1| =>xt=[0 4 1
31 -2 11 -2

Pas 3. In matricea X inlocuim fiecare element cu minorul corespunzator, tinand

cont de ,regula tablei de sah” in alegerea semnelor. Obtinem astfel matricea adjuncta
a lui X, notata X *.

2 13 9 -1 4
X'=|0 4 1|=Xx*=|5 -1 -3
11 =2 11 -2 8

0

in X, 3 se inlocuieste cu +

i T . 1
11 iar O se inlocuieste cu —‘1 L

Pas 4. Impartim elementele matricei X * la det(X) si obtinem astfel inversa matricei
X, notata X-'. Obtinem astfel:

~NIN N[—= =~
|
IRAIENIFN

|
~|oo

in general

Inversa unei matrice patratice cu determinantul nenul se obtine impartind elementele
matricei adjuncte la determinantul matricei initiale. Calculul inversei se face dupa schema:

X=> X=X = X7

® Efectueazad calculele
pentru a justifica fiecare afir-
matie din demonstratia ala-
turata.

@ Justifica egalitatea
det(X) = -7. La ce concluzie
ai fi ajuns daca obtineam
det(X) = 0?

A Matricea X' si matricea X
sunt simetrice fata de dia-

gonala principala.

® Pentru exemplul analizat,
explica modul in care au
aparut in X* numerele -11 si
-2.

© calculeaza X - X si
X-1- X, pentru a te convinge
ca am obtinut intr-adevar
matricea inversa.

@ Aplica algoritmul pentru
0 matrice patratica X de
ordinul 3, cu elementele a,
Explica de ce matricea
obtinuta la sfarsit este inversa
lui X.
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A Grupul GL.(R) se numeste
grupul general liniar de

ordinul n.

@ Ce poti spune despre
grupul (GL,(2), -)? Fa-i o
descriere mai simpla!

110
® Fie z=/0 1 0] si

00 1
00

1
T=|1 1 0]|.Aratdca
00 1

Z, TeGL(Z)sicaZ - T#T-Z
Géaseste doud matrice inver-
sabile, de ordin 4, care nu
comuta la inmultire.

*

Exerci

10
1. Fie P = [1 3] € 44L,(Q) . Scrie sistemele de ecuatii

la care ajungi, daca vrei sa calculezi, pornind de la a)
definitie, inversa lui P. Calculeaza P-".

¢ Ce structura algebrica determina matricele inversabile?

Sa comparam!

Pe multimea numerelor reale am definit doua operatii algebrice: adunarea si
inmultirea. (R, +) este un grup, dar (R, -) are doar o structura de monoid (deoarece 0
nu este element inversabil). inmultirea determin& insa o structura de grup pe multimea
R*, in care apar doar numerele reale inversabile.

Tot doua operatii algebrice am definit si pe multimea. /# (R), a matricelor patratice
de ordinul n. (.# (R), +) este un grup, dar (.# (R), -) are doar o structura de monoid
(deoarece matricele cu determinantul O nu sunt inversabile).

Cu ce structura algebrica este oare inzestrata multimea matricelor inversabile?

Sa demonstram!

Notam GL (R) multimea matricelor inversabile de ordinul 7 (n > 2). Atunci (GL (R), )
este un grup necomutativ.

tii si probleme

Fie A, Be GL (R) doua matrice inversabile de ordinul n. Exista deci matricele
patratice A’ si B', de ordin n, astfel incat:

A-A=I, A-A=Il, B-B=I, B-B=]I.

Demonstram ca B’ - A’ este inversa matricei A - B. intr-adevar:

(A-B)-(B-A)=A-(B-B)-A=A-1-A=(A-1)-A =1 si, analog,
B-A)-(A-B)=1.

Deducem ca produsul a doua matrice inversabile este tot o matrice inversabila,
adica inmultirea matricelor este o operatie algebrica pe GL (R). Deoarece inmultirea
matricelor este asociativa, | € GL (R) este element neutru la inmultire i orice matrice
din GL,(R) este (prin definitie!) inversabila, deducem ca (GL (R), -) este un grup.

1
0 1

XY # Y- X. Analog, putem gasi doua matrice inversabile de ordinul z (cu n > 2), care
nu comuta la inmultire. De aceea, grupul (GL, (R), -) nu este comutativ pentru n > 2.

Pentru n = 2, observam ca Xz{ J Si Y:G (1)] sunt matrice inversabile, dar

5. Calculeaza inversele matricelor urmatoare, folosind
metoda eliminarii totale.
0 1
C) 1 0 )

13 0 4
1 2]? b)[1 1]?

2. Aratd ca matricea (; ij nu este inversabil3. 1 -1 2 100 0 01
d|1 1 1; (1 10, 010
3. Determina numarul real x, stiind ca matricea (% zj 2 01 1 100
nu este inversabila.
0 13 340
6. Pentru A=|1 1 1], scrie matricea transpusa A,
4. Modificd matricea | 1 0 1], aplicand succesiv P
1710 01 2
urmatoarele transformari: apoi calculeaza A + A'si A - A'.
L«L-L; L«L-2L; L« L -4 Lol

Ce matrice ai obtinut?
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12 3
7. Fie M=|4 5 6 |e.#4(R).
7 89
a) Dezvolta det(M) dupa coloana a treia.
b) Calculeaza minorul lui M, corespunzator numarului
5 (5 este elementul de pe pozitia (2; 2)).
c) Justifica daca M este matrice inversabila.

2 4 1
8. Notam A=| -1 3 1|e.#(R).
0 1 1

a) Demonstreaza ca det(A) = 7.
b) Scrie matricea A".

2 ... ..
c) Adjuncta matricei A este A’ :[ —3}.
. 2

Completeaza spatiile libere. Verifica daca numerele
ce apar in matricea A* au fost calculate corect.

d) Calculeaza inversa lui A.

e) Cum verifici daca inversa a fost calculata corect?

9. a) Scrie ,regula tablei de sah” pentru o matrice de

ordinul 4. 1000
b) Calculeaza determinantul matricei X=1 200

1230/
c) Determina X!, X* si X-'. 1234

10. Notam A =[? i] si B= A2

a) Calculeaza matricea B, apoi det(A) si det(B).

b) Compara det(A) si det(B); ce observi?

c) Calculeaza A-" si B-'. Ce relatie crezi ca exista
intre acest doua matrice? Justifica afirmatiile facute!
d) Demonstreaza ca, daca X € . # (R) este o matrice
inversabila, atunci X 2 este si ea matrice inversabila.

11. Géaseste o matrice Me .#,(R) pentru care:
ayMi=M, b)M'=M.

12. Sa presupunem ca X e .#,(R)si X*=0.
a) Demonstreaza ca X nu este matrice inversabila;
b) Arata ca I, + X este inversabila si inversa ei
este [, - X
c) Verifica afirmatiile anterioare pentru

-3 90
X=|-13 0].
0 0O

. 1 a
13. Not&dm 7 :{(0 1)|aelR}.

a) Demonstreaza ca inmultirea matricelor este lege
de compozitie interna pe multimea 7.

b) Verifica daca (.7, -) este grup comutativ.

1 -1 2 3
ie A= i B=
14. Fie [3 5] Si (7 1].

a) Calculeaza A - Bsi B - A.

b) Determina: A, B!, (A - B)!, A'- B!, B'- A",

c) Compara rezultatele obtinute si formuleaza o
ipoteza generala. Verifica aceasta ipoteza pe un nou
exemplu, apoi demonstreaz-o pentru cazul general.

15. Notdm O, = {X € ./(R) | X - X' =1 }.
a) Verifica daca matricele urmatoare apartin multimii O,

1 3
A0 Ng| 2 2| o (0 N p (2 V2
1.0/ 31 ' 2 3) 2 2

2 2
b) Demonstreaza ca, daca X, Ye O,, atunci X- Ye O,

c) Arata ca (O,, -) este grup necomutativ. (Acest
grup se mai numeste grupul ortogonal.)

16. a)Fie X = ﬁ gj . Demonstreaza ca X*- 5X+6/,=0.

b) Araté ca orice matrice Z € . #(R), solutie a ecuatiei
Z? - 5Z + 61, = 0, este matrice inversabila.

17. Notam cu .#,(Z) multimea matricelor patratice, de
ordin 2, cu elemente numere intregi.
a) Expliciteaza proprietatile ce ar trebui verificate
pentru a demonstra ca (. #,(Z), +, -) este uninel.

1 2
b) Verificadaca X = [3 4] este element inversabil

in.i,Z).
c) Demonstreaza ca A este element inversabil in
l(Z) daca si numai daca det(A) € {-1; +1}.

18. Gaseste inversele matricelor urmatoare.

12 3
a) (1 2]; b)|0 1 2;
23 0 01
01 1 1 11
c)|1 0 1§; d|-1 1 1].
110 -1 -1 1

. (a by g (c d)_
19. F|eA—(_b a]'B_(—d Cje,///z(lR).

a) Calculeaza A - B, det(A), det(B), det(A - B).
b) Verifica daca det(A - B) = det(A) - det(B).
c) Fie x, y doua numere naturale, care se scriu
fiecare ca o suma de doua patrate perfecte.
Demonstreaza ca x - y are aceeasi proprietate.
d) Arata ca, daca A # O,, atunci A este matrice
inversabila. Calculeaza A-'.
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Ecuatii matriceale

Aplicam si dezvoltam!

O Rezolva ecuatiax? - 3x = 1,
x € R, apoi rezolva in mulfi-
mea Q aceeasi ecuatie.

@ Rezolva fiecare dintre
ecuatiile urmatoare:
37=3+6x€eR:

Nx+2=3, x e[-2; w);
logs(x—2)=1, x €[2; ).

® lonel sustine cé propozitia
x?+3x-1=0,xe .M, (Z)este
o ecuatie matriceald. Ce
crezi, are el dreptate?

@ Incercand sa rezolve o
problema, Otilia a dat urma-
torul exemplu de ecuatie
matriceala:

wl(12)_ (210
13 \-111)

Este corect exemplul dat de
Otilia?

Pentru a rezolva ecuatia
x+1,7=24,xe R, adunam in
ambii membri numarul -1,7;
acesta este opusul numarului 1,7

fata de adunare:

x+1,7+(-1,7)= 2,4+ (-1,7)

x+0=0,7

x=0,7

¢ Ce este o ecuatie matriceala?

Sa observam!
Consideram urmatoarele propozitii:
2g+1=q+3,geQ;, (x-1)x+2)=10,xeZ; ¢*-3t=1,teR.

Toate acestea sunt ecuatii algebrice, in care necunoscutele g, x, respectiv ¢,
sunt numere. Am invatat insa si alte tipuri de ecuatii. De exemplu:

2x+3y-4=0,x,ye€ R, este o ecuatie liniara in doua variabile;

XU{1;2}={1; 2; 3}, este o ecuatie cu multimi,

2*= 4" x € R, este o ecuatie exponentiala;

Jx—-1++Jx+2 =5, x€ [1; »), este o ecuatie irationala;

log,(x + 1) =7, x€ (-1, »), este o ecuatie logaritmica.

in toate aceste cazuri, a rezolva ecuatia datd inseamna a determina multimea
tuturor solutiilor ecuatiei. De exemplu, pentru x*> + x = 6, x € R, nu este suficient sa
observam ca numarul 2 este solutie. O rezolvare completa a ecuatiei date presupune
raspunsul urmator: multimea solutiilor ecuatiei este S = {2; -3}.

Operatiile algebrice definite pentru matrice au proprietati asemanatoare operatiilor
cu numere sau cu multimi. De aceea, are sens sa consideram propozitii de tipul:

(‘1) g).x:@ JJ X e 44R);

z :G (1)) Ze. Q)

Acestea sunt ecuatii matriceale, in care necunoscutele sunt matrice.

4 Cum rezolvam ecuatii matriceale?

Sa comparam!
Ecuatiile de forma x + a = b se rezolva analog in R sau in./# (R).

13 0

-1 0,5

Pentru a rezolva ecuatia X + G _41) = (

j, X € M,(R) , adunamin
.. . . 1 1 (1 A1 .
ambii membri matricea — , opusa matricei fata de adunare:
2 4 2 4
17 -1 -1 1 1,3 0 -1 1
X+ + = +
2 4 -2 -4 -1 0,5 -2 -4

03 1
X+0, = 3 _35

Y - 0,3 1
-3 -35




In rezolvarea celor doud ecuatii am folosit metode asemanatoare, deoarece
operatiile de adunare a numerelor reale, respectiv de adunare a matricelor, au aceleasi
proprietati: sunt asociative, admit elemente neutre si orice element (numar sau matrice)
are un opus fata de adunare.

Pentru a compara metodele de rezolvare a ecuatiilor de forma a - x=5 in Rsau
in.# (R), este nevoie de o discutie suplimentara.

Ecuatile 2-x=3 si x-2 =3 (xe R) sunt echivalente (cele doua propozitii
reprezinta aceeasi ecuatie), deoarece inmultirea numerelor reale este comutativa. Nu
acelasi lucru se intampla cu ecuatiile matriceale de forma A-x=B sau x- A= B:

inmultirea matricelor nu este comutativa.
Sa consideram, de exemplu, ecuatiile urmatoare:

-1 1 (11 . -1 1N (11
(0 1)-X—(1 1j,respectw X'(O 1j_(1 1).

o , 00 : o . . «
In timp ce matricea 11 este solutie a primei ecuatii, un calcul simplu arata

ca ea nu este solutie a celei de-a doua ecuatii.
Deci ecuatiile date nu sunt echivalente.

Sa comparam!

Pentru arezolva ecua-
tia 2,5-x = 3, x € R,
inmultim ambii membri ai
ecuatiei cu numarul 0,4;

Pentru a rezolva ecuatia (? DX :G D

inmultim /a stdnga ambii membri ai ecuatiei cu

acesta este inversul i 1 1), ; to i trice
numarului 2,5 fata de matricea | _, , |; aceasta este inversa matricei
inmultire: 2 1

(1 1) fata de inmultire:

04-(25-x)=04-3

(0,4-25)-x=1,2

1-x=12 ;X =

x=1,2

In rezolvarea celor doud ecuatii, am folosit metode asemanatoare, deoarece
operatiile de inmultire a numerelor reale, respectiv de inmultire a matricelor, au aceleasi
proprietati: sunt asociative si admit elemente neutre. In ambele cazuri, am obtinut o
singura solutie. Rezolvarea a fost posibila deoarece coeficientii necunoscutelor (adica

numarul 2,5, din prima ecuatie, respectiv matricea [? U din a doua ecuatie) sunt

elemente inversabile fata de inmultire. Cum procedam daca aceasta conditie nu este
indeplinita?

© Rezolva ecuatia

110 2 10
(1 0 1J+X‘(2 0 1)-

Precizeaza mai intai tipul
matricei X.

0 1
® Arats ca matricea (1 Oj

este o solutie a ecuatiei

G DX=G ij dar nu

este o solutie a ecuatiei

o )04

@ Verifica afirmatia: matri-
-1 2

matricei 21
1 1)

( 1 —1) .
cea este inversa

© Observd modul de rezol-
vare din exemplul alaturat,
apoi rezolva ecuatia

<6 -0 )
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Sa observam!

Ecuatia 0 - x =0, x € R, are o infinitate de solutii.
Ecuatia 0 - x = 3, x € R, nu are solutie.
Aceste situatii se pot intalni si in rezolvarea ecuatiilor matriceale.

Exemplul 1

— (1 2 3 2 p
Consideram ecuatia (2 4)X _(6 4) X € A(R) .

2
Matricea [ 5 4] nu este inversabild, deci nu putem aplica un algoritm de rezolvare

a ecuatiei date. Putem insa sa transformam ecuatia matriceala intr-un sistem.

. _ X y). . 1 2.)C y _ 3 2
Fie X_£Z tj’ atunci (2 4) (z tj_(6 a4l

deci X+2z=3 y+2t=2
© Determindg multimea 2x+4z=6 2y +4t=4"
solutiilor ecuatiei
v (_1 2) (_1 2) Observam ca primul sistem are multimea de solutii S, = {(3-2a; a)| a € R}, iar

T2 0 0 al doilea sistem are multimea de solutii S, = {(2-2b; b)| b € R}.
Y € . 44(R). Deducem ca solutiile ecuatiei matriceale date sunt matricele de tipul
3-2a 2-2b
( a j,undea,be R.
a a

Asadar, ecuatia data are o infinitate de solutii.

Exemplul 2

3 6

Consideram ecuatia Y~(1 2) = (1 3

) 4 j Y e . 4(R).

Fie Y = (’Z ZJ . Ecuatia matriceala conduce la sistemele:

© Determindg multimea
solutiilor ecuatiei {m +2n=3 {p +2¢g=1

-1 2 Z—1 2 2m+4n="6 2p+4g=3-
SRt

Observam ca, in timp ce primul sistem este compatibil nedeterminat (avand
Z e M(R).

multimea de solutii {(3 - 2a; a) | a € R}), al doilea sistem este incompatibil.
Asadar, ecuatia matriceala data nu are solutie.

¢ Cum se poate decodifica un mesaj?

La inceputul acestei Unitati de invatare, am prezentat modul in care Radu si
Stefan au codificat un mesaj. Reamintim cum au procedat ei.

* Au atribuit literelor alfabetului numere consecutive, repetand fiecare numar si
alternand semnele + si -

AL B C D E F
1 1 2 2 3 3

* Au transformat mesajul intr-un sir de numere (in care 0 semnifica spatiul liber
dintre doua cuvinte) si au aranjat sirul intr-o matrice X cu trei linii.
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110

* Au folosit matricea C = [1 1 1} pe post de ,cheie” de codificare si au obtinut

170 1
matricea T=C - X.

» Mesajul transmis este sirul de elemente din matricea T (citite pe linii).

Sa analizam!

intr-una din zile, Radu si Stefan au transmis mesajul urmator:

[ 1] -10] 4] -11]17]2]3]16]-6[-11]2]2]11]-6]-2]

Primul pas in decodificarea acestui mesaj il constituie rezolvarea ecuatiei

matriceale C - X = T, adica a ecuatiei:

110 -1 -10 4 11 17 @ Arats o5 C est .
PXx=2 3 16 -6 1. invergzz;/as: Zi caz:zliangg /r“rl:i
tod 2 2 1 -6 =2 tricea C-'.

,Cheia” codului, adica matricea C, este o matrice inversabila. De aceea, ecuatia

C - X =T are solutia unica X=C"'- T.

-1 -9 1 -11 8
Deducem: X={0 1 5 0 -9
3 1110 5 -10

@ Ce mesaj ti-au transmis
Radu si Stefan? Arata-le ca
stii sa-I decodifici si scrie
mesajul pe caietul tau.

Citind elementele lui X pe linii cu ajutorul codului, putem afla mesajul initial.

Exercitii si probleme

1. Rezolva ecuatiile urmatoare, evidentiind de fiecare 3. Rezolva ecuatiile matriceale urmatoare, evidentiind

data proprietatile folosite.
a)3x-1=x+5xe R

b) ¥x+2=-2,x € R.
c) 201 =4, xe R.
d) (x-3)2x+ 1) =0, xe R.

2. Justifica daca matricea [; ?] este solutie a

urmatoarelor ecuatii:

1 -1 3 3
a)2~X+{_1 1J={_1 3] 4,

de fiecare data proprietatile folosite.

0 3
-3 0

b) 2.x+(1 1):(_22 gj, X e 44 (R)

o) G D X = (_31 8), X e . U(R)

d)X(; D:@ 8J,Xe,///2(IR)

Consideram ecuatia matriceala A - X = B, unde

2 1 4
A= [3 —2]' B= [1 j , iar matricea necunoscuta X
este o matrice de tip (2, 1).

a) Demonstreaza ca A este o matrice inversabila si
calculeaza matricele A-' si A-'B.

b) Arata ca ecuatia A - X = B conduce la sistemul

2x+y=4 3 .
3x-2y=1% rezolva acest sistem.

a) 3-X:( ),xe,//g(lR)

c) Compara raspunsurile de la a) sib). Interpreteaza
geometric rezultatele obtinute.
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Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
& sa identific conditii pentru ca o matrice sa fie inversabila
& sa aplic algoritmi de calcul matriceal
& sa exprim sisteme de ecuatii liniare in forma matriceala si sa determin astfel solutiile sistemelor
& sa aplic in situatii diverse regulile de calcul matriceal?

) Test de verificare

2 ~y=3
A= . X—y=
1. a)Fie [—1 —1] - Demonstreaza ca 3. Consideram sistemul: {2x+ y+z =1
A-(A2-1)=2l, —x-2y+z=-1
b) Dacd Xe .#(R) si X (X?2-1)=2l, arata a) Arata ca sistemul este echivalent cu ecuatia

ca X este inversabila. 1 -1 0) (x 3

1 -1 0 matriceala: | 2 1 1| |y|=|1
2. Fie A=|2 1 1|e.#(R). Demonstreaza ca -1 -2 1) |z -1
-1 -2 1

b) Rezolva sistemul dat, folosind metodele de
A este matrice inversabila si calculeaza A-". rezolvare pentru ecuatii matriceale.

4. Un atelier de mobila produce doua tipuri de biblioteci, B, si B,. In fabricarea acestora se folosesc pl&ci de lemn,
balamale si suruburi de conectare, asa cum se sugereaza in tabelul alaturat.

Placi de lemn (m®) | Balamale (buc) | Suruburi (buc)
B1 5 12 100
B2 6 18 140

Piesele componente pot fi procurate din trei surse diferite, notate S,, S,, S,. Directorul de productie a calculat
pretul materialelor pentru fiecare tip de biblioteca, in functie de sursa de aprovizionare.

S S, S3
B1 | 446 | 463 | 479
B2 | 574 | 604 | 614

Cat costa fiecare dintre componentele bibliotecilor la cele trei surse de aprovizionare?
a) Exprima printr-o ecuatie matriceala problema data.
b) Raspunde la intrebarea din enunt.

Lectura

Istoria cunoscutd a criptografiei incepe acum aproximativ 4000 de ani cdnd un scrib egiptean foloseste pentru prima
datd hieroglife usor modificate pentru a ilustra povestea stapanului sdu. Prin aceasta el deschide drumul cdtre “scrierea
secretd’”.

Una dintre formele cele mai simple de codificare a mesajelor a fost folositd de impdratul roman, Iulius Caesar, pentru a
comunica cu generalii sdi. Se spune cd Iulius Caesar folosea o deplasare cu 3 pozitii la dreapta a alfabetului, producdnd
astfel o transformare care a fost foarte eficientd in vremea aceea deoarece foarte putini dintre inamicii sdi puteau citi sau
scrie, fard sd mai ludm in calcul metodele criptanalitice. In ciuda faptului cd este un cifru relativ usor de “spart” a
supravietuit o perioadd destul de indelungatd, fiind folosit de armata rusd pand in jurul anului 1915.

Utilizarea criptografiei s-a extins in perioada celor doud rdzboaie mondiale. Era criptografiei moderne incepe odatd cu
publicarea lucrdrii “Communication Theory of Secrecy Systems” de cdtre Claude Elwood Shannon in jurnalul tehnic al
Bell Systems in anul 1949. Cu aceastd lucrare, se pun bazele matematice ale criptografiei. Ca principiu general, pentru
criptarea textului se alege aleator o matrice pdtraticd inversabild, care va reprezenta cheia de criptare. Pentru decriptare,
este necesard descoperirea unor ecuatii matriceale tot mai complicate.
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Probleme recapitulative

1. Calculeaza:

1.2 0) (2 1 -7
Al 44 30 1 2/

12 1,(0 4
b)lo 1 O[3 —1;
12 1)(5 1
1 -1 1 100
) +3-
2 2 2 0 0 1
. 10
2. F|eA=[2 Jee//é(lR).

a) Calculeaza A%, A3, A4,
b) Observa regularitati, anticipeaza valoarea lui A,
apoi convinge-te prin calcul daca ai sau nu dreptate!

3. Pentru fiecare dintre urmatorii determinanti,
foloseste dezvoltarea dupa prima linie pentru a-i calcula.

2 1 0 4 010
a3 2 -1; b)‘1111
11 1 100 2
3 10 1

2 3 4 3
. am A= ,B= .
4. Notam [1 5] (3 5]

a) Calculeaza A+ BsiA - B.

b) Compara det(A - B) si det(A + B) cu det(A) si
det(B). Formuleaza o regula generala.

c) Verifica regula propusa pentru alte doua matrice
patratice, de acelasi ordin.

5. Transforma determinantii urmatori, conform
relatiilor indicate:

-5 0 1
a)|1 2 O:L«L,-2L, ;
2 23

332
b)[2 3 3/:C,«C -C,
323

6. Aplica regula Iui Sarrus si calculeaza determinanti:

0 2 2 12 3
a)2 0 2; b)|4 5 6
220 7 8 9

7. Foloseste regula lui Cramer si rezolva sistemele:

B x+2y+2z=0
a) {)26)1_3}}:12 b) {2x+y+2z=1
V= 2x+2y+z=2

8. Decide daca sistemele urmatoare sunt compatibile:
x+y=1 x+y=0

a) {2x-y=0; b) sx+2y=1
3x+y=2 3x+5y=2

9. Exprima printr-o ecuatie matriceala sistemele

urmatoare.
x+y=1
){2ny 3. b)lrez=2
Xx-ay= y+z=3

10. Decide care dintre matricele urmatoare sunt
inversabile:

2 0 1 3
a) [1 »J; b) [3 gj; c)

11. Justifica daca matricele urmatoare sunt
inversabile. In caz afirmativ, calculeaza inversele.

123 12
a)[—1 1 oj? b)[s 4j?

N O©ON

0
2
2

o N DN

-1 1 1

12 3
o1 -1 1], d|4 56
17 1 1 7 8 9
12. Fie A:[2 j B = [0 1] Rezolva
- 3 2

ecuatiile matriceale: A- X=B; Y-A=8B; B -
T-B=A.

13. In sistemul cartezian xOy, consideram punctele
A(1; 2), B(-1; 3), C(2; -1).

a) Expliciteaza ecuatia dreptei AB.

b) Justifica daca A, B, C sunt coliniare.

)
c) Calculeaza aria triunghiului ABC.
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mai jos.

14. Scrie ecuatiile dreptelor reprezentate in figura de
y y

a) b)

| \2_1
1 ~0 X
/'O X {

15. Sa notam cu M multimea matricelor de ordinul

3, cu elemente numere naturale.

a) Demonstreaza ca adunarea si inmultirea
matricelor sunt operatii algebrice pe M.

b) Arata ca (M, +) si (M, -) sunt monoizi.

c) Determina elementele simetrizabile din cei doi
monoizi de la b).

16. Demonstreaza ca

a 0 0 O

x a O

y z a O =40y a5 -4y
u v t aq

17.Pentrua € R, notam M, = {x€ R | x > a}.

a) Expliciteaza multimile M, si M .

b) Demonstreaza ca M, este parte stabila fata de
adunarea numerelor reale daca sinumaidacaa = 0.
c) Ce conditie trebuie sa indeplineasca numarul a
pentru ca M sa fie parte stabila fata de inmultirea
numerelor reale?

18. a) Arata ca {0; 1} este parte stabila a lui Z, in

raport cu inmultirea.

b) Determina toate submultimile finite ale lui Z,
care sunt parti stabile fata de operatia de
inmultire.

19. Pe multimea R a a numerelor reale definim legea de

compozitie: x*y = x*+y°,
Stabileste daca aceasta lege este asociativa sau
comutativa. Admite legea ,, « “ element neutru?

20. Consideram multimea nodurilor care se pot face cu o

sfoard. (in imagine apare un element al acestei
multimi.)

Pe multimea nodurilor consideram operatia de
,continuare”: date nodurile N si M, consideram nodul
NM obtinut prin ,lipirea” extremitatii lui N cu originea
lui M. Studiaza proprietatile acestei operatii.

21.

22

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

Fie A multimea numerelor rationale care pot fi
reprezentate sub forma de fractie ireductibila cu
numaratorul divizibil prin 3.

a) Arata ca adunarea si inmultirea sunt legi de
compozitie pe A.

b) Studiaza proprietatile celor doua operatii pe A si
identifica structurile algebrice care apar.

Fie T multimea numerelor rationale care au o
prezentare cu cel mult trei zecimale semnificative.
Justifica daca (T, +, -) este un inel.

Notam cu D multimea numerelor intregi care au cel
putin o cifra egala cu 2. Justifica daca (D, +) este un
monoid.

Dovedeste ca -2 este solutie comuna a ecuatiei
|2x —3| =7 siainecuatiei |-5(x +4)[<10.

7 S
xX+2

Afla x € Z astfel incat 17 el si Z.
3x+2 d

Pe multimea R a numerelor reale consideram legea
de compozitie x*y =xy—-3x-3y+12.

a) Calculeaza 2+*4 si 0x(-5).

b) Demonstreazdca x*y =(x-3)(y—-3)+3.

c) Arata ca ,«" este o operatie algebrica asociativa
si comutativa si ca 4 este element neutru pentru .
d) Stabileste daca (R, *) este un grup.

e) Rezolva ecuatia 2« x =8 .

Reprezinta intr-un sistem de axe ortogonale perechile
(xx, v) de numere intregi, care sunt solutii ale ecuatiei
(x+2)-(y-3)=3.

Determina a, b € R astfel incat legea de compozitie
,o definita pe multimea numerelor reale prin relatia
Xxoy=ax+by sa fie asociativa, comutativa si sa
admita element neutru.

Consideram multimea . #,(R) a matricelor patratice
de ordinul 2, pe care definim operatia algebrica

XxY=X-Y-Y-X

2 siB=2
1) 4

A*B si BxA. Compara rezultatele obtinute. Ce
observi?
b) Pentru A si B de mai sus, calculeaza (A=B)*A .

a) Pentru A = [; _53j calculeaza

c) Arata, folosind proprietatile operatiilor cu matrice,
ca pentru orice X, Y, Z € ./, (R) are loc egalitatea
X))« Z+(Y*xZ)* X +(Z*+X)*xY =0.

d) Este legea de compozitie ,+ asociativa? Dar

comutativa?



30.

3.

32.

33.

34.

35.

36.

37.
38.

39.

40.

41.

42.

43.

e) Arata ca legea de compozitie ,*” este distribu-

tiva fata de adunarea matricelor din ./, (R). Este
(A(R), +, ) uninel?

Arata ca adunarea si inmultirea matricelor definesc
o structura de inel pe multimea

a 0
b= {[0 bj la,be 'R} a matricelor ,diagonale” cu

doua linii si doua coloane. Determina elementele din
D inversabile in raport cu operatia de inmultire.

Afla suma a 100 numere intregi consecutive, stiind
ca 30 dintre ele sunt negative.

Calculeaza suma:
S=1-(-1)+3:(-1)2+5-(-1)5+ ..+ 2001 - (-1)2%1,

Gaseste trei numere ntregi consecutive a caror
suma sa fie 0.

3—-x

Afla x € N, astfel incat ez,

Arata ca numarul intreg m de forma:
m=a(a+ 1)(a + 2) - 12 se divide cu 3, oricare ar fi
numarul intreg a.

Calculeaza produsul:
p=(2002 -1)- (2001 -2) - ... - (1 - 2002).
Dacaa+2b+3c=5sib+2c=10,aflaa+b+c.

Afla numerele intregi a astfel incat:
(2a + 1) | (Ba + 22).

in figura de mai jos avem: [OA] = [OB] si

[OC] = [OD]. Afla numerele intregi a si b.

D(-9)  B(-3a) 0 A®)  C(18:)
~ I9 T T 6I T

Asaza paranteze in urmatoarele exercitii astfel incat
rezultatul operatiilor sa fie 0.
a)-15+15-25+72:4; b)-4-8+64:2:5-9.

»
»

Un numar intreg se inmulteste cu -8, apoi rezultatul
se aduna cu 50, numarul obtinut se imparte la -6,
din catul impartirii se scade de 3 ori numarul initial si
se obtine -25. Afla numarul.

Dintre cinci numere intregi consecutive, cel din mijloc
este 1. Care sunt celelalte?

Examineaza figura de mai jos.
0 1

¥ | | | | | ¥ »
x T T T T T x »

Q um. P

a) Care sunt abscisele punctelor P si Q?
b) Care dintre punctele P si Q este mai departat de
punctul O? De ce?

44. Bogdan s-a decis sa puna toate 0(2|4|6|8

a)

d)

45

46.

47.

48.

49.

50.

51.

numerele intregi dintre 0 si 109 1135719
intr-un tabel. lata o parte din

tabelul completat. Care dintre 10]12]14116/18
urmatoarele parti nu pot face 11]13]15]17]19
parte din tabel? 20|22|24 26|28
68| b) [ s of [45
les] 78
| 59
59| ) [43]
56
[63 H

. Perechii (4, 7) i asociem numarul -3, perechii (7, 4)

ii asociem numarul 3. In acest fel, perechile de
numere naturale pot fi ordonate. Ordoneaza crescator
perechile: (17, 25); (39, 20); (48, 20); (101, 119);
(1231, 1021).

L. ~ 3 33 333 3333
Arata ca numarul 7 + i + V) + YY) este natural.

<1,

L1011 1
Dovedeste ca statgt 1004

Determina cifrele a, b, ¢, a < b < ¢, astfel incat
numarul A = 0,ab(c) +0,bc(a) + 0,ca(b) sa fie natural.

Partea zecimala a numarului a se obtine din scrierea
in continuare a termenilor sirului: 5, 15, 1115, 3115,
132115, ... Cum este numarul a: periodic simplu,
periodic mixt, neperiodic? Justifica.

Precizeaza care dintre urmatoarele propozitii sunt

adevarate. Motiveaza.
a) 13+13+...+13 > 7256+ 725+...+725;

de725deori de13deori
b) 3x3%x3%x3=3+3+...+3.
de 27 deori
Modifica propozitiile date astfel incat cea adevarata
sa devina falsa si cea falsa sa devina adevarata.
Alcatuieste exercitii asemanatoare.

(Numere patratice.) Compara:

a)1+3cud;

b)1+3+5cu9;

c)1+3+5+7cui6;

d)1+3+5+7+9cu 25
e)1+3+5+7+9+ 11 cu 36;

)1+ 3+ ...+ 13 cu49.

Formuleaza sirezolva un exercitiu asemanator celor
anterioare. Exista vreo legatura intre suma
1+3+5+ ...+ (2n -1) sinumarul termenilor ei?
Daca raspunsul este ,da“, precizeaza care este
legatura. Completeaza propozitia:

1+3+5+ . +2n-1)+n+1)=... 12s



Raspunsuri

Pag. 6. Test initial de autoevaluare. 1. a) 8; b) -36; c) -3; d) % ;e) 8,6; f) 3./2.2.a)2007; b) 14. 3. a) A; b) F;
c) A; d) F. 4. a) 350; b) 17 lei; c) 31,25%. 5. a.6.c. 7.a)A; b)F; c) F; d)A; e) A. 8. a) A; b) F; c) F; d) F; e) A
9.a)A=(-x;3];B=(1;+x); C=[0;2).b)ANB=(1; 3] AUB=R; A\ C = (-; 0) U [2; 3].

Pag. 8. 1. 18x + 4 = 20x - 10, x = 7 zile, 130 masini. 2. 3x—%<10 ;xe {0;1;2; 3}. 3. 2(L - 20 + [+ x) = 200 m.

4, I=%-L,I+L=35,I-L=?, A = 250 dm?. 5. 2%x+x=24, x=13%;13:20_ 6.

x =200 mere . Pag. 17.1.a, b, d, e. 2. a) -4; b) %;c)@.3.a)x=1,y=1;b) x:%,y:—%A.a, b.5.a)x € (1; +0);
b)x€ (-0 4]. 6.a) ¥ <5 b)xe [-4;1].7.8) x=—-L, v =—1:b)@. 8.2) 2, -3; b) xe[%;Z);c)xE (=0; 3).

-x+15=1x,

oo|o

X +

[$21FN
oo|w

Pag. 19.1.2) x=2;0)@.2 (%7) 3.a) {% —%}; b) (—oo; —%)U(%; +oo); o) (—%;%).4.xe [-2; 5]

Pag. 19. Test de verificare. 2. x € [-2; 1). 3. 4abcde =4 - abcde4 . 4. Nu.

—_—

Pag. 20. Test initial de autoevaluare. 3. a) P; b) N; c) M; d) R; e) S; f) Q. 4. 70°. 5. 5 - 6. a); b); d). 7. %

8.a) [1, +x); b) (-3, +x). 9. a) Orice inecuatie echivalenta cu x > 1 are ca multime de solutii multimea indicata.
Pag. 29. 3. De exemplu, sistemul 2x - y= -3; x +y=0. 4. (1, -1). 5. a) (-1; -2); b) (—%; O) ; €) (0; 1).
6. a) De exemplu, 3x + y = 5; b) De exemplu, 3x+y=6.9.a)x-y=0,2x+y-1=0;b)x-y+1=0,2x - 3y=0;

c)x-y=0,y+1=0.10.a) 1; b) 0. 11. (2;—%).12. b) De exemplu, x + 2y - 2 < 0. Pag. 32. 3. a) 2,2x - 4; b) intre

70 5i 74 de albume. 4. d). 7. x < 30°. 14. f(x)=23x~3_15.m=0; nu,

Pag. 33. Test de verificare. De exemplu: 1. 2x - 5=4x-9;b) 2x -5<4x-9;¢c)x+y-1=0.d)x+y-1<0. 3. 0.
Pag. 34. Test initial de autoevaluare. 1. a) 107; b) 10% c) 10%. 2. a) 1002; b) 325.3.a) 3- 102+2-10+1;b) 1- 103+ 5.
4. a) 260; b) 30; c) 1370; d) Scriind 999 = 1000 - 1 si folosind proprietatea de distributivitate avem 999 - 46 =
= (1000 - 1) - 46 = 46000 - 46 = 45954. ) 99 - 101 = (100 - 1)(100 + 1) = 1002 - 1 = 9999. 5. c). 6. b), d), a), c).
7.a)[0; 1); b) [0; 5]; c) [-1; 5]; d) R. 8. a) 18; b) 20; c) 8. 10. a) F; b) A; c) F; d) A; e) A. Pag. 39. 1. 11103; 1013; 2011.
Pag. 47. 1. 1; -2; 16. 3. Nu. 5. a) Nu, deoarece (2-1)-5=32,iar2-(1-5)=2.b) Nu; c) Nu. 6. a) 4 A6 = 2;
4 A9=1;e)12.7. a) Cum x este o cifra, ultima cifra a produsului x - 1 este chiar x. b) ultima cifra alui 3 - 7 este 1.
c) 1;3;7;9. Pag. 50. 1. a) A\ B={1}; AA B = {1}. b) x = {1} este solutie unica. c) Ecuatia are patru solutii: {1};
{1;2}; {1; 3}; {1; 2; 3}. 2. @) 313; b) x € {12, 17}. c) Elementul neutru este 0. Se arata ca operatia algebrica @ nu este
asociativa, indicand x, y, z numere naturale astfelca (x® »)@z=x®(y®@z).3.x=4;y=6.4.a) 11;5.b), c) Se
demonstreaza prin verificari directe. d) x = -6.

Pag. 51. Test de verificare. 1. a) 0,25; 0,1010101...; /9; % b) Prima si ultima. 2. a) Se foloseste faptul ca pentru

orice numar real a are loc egalitatea |a| = |—a| . b) Operatia nu este asociativa. De exemplu, avem (1%2)* 3 =2, iar

1#(2+3)=0. Operatia + admite pe 0 ca element neutru. c) Pentru orice x € M, simetricul lui x este x, deoarece
x*x =0.3.a){2}; 2. b) Pentru a demonstra distributivitatea reuniunii fata de intersectie pot fi folosite diagramele
Venn-Euler. Pentru a demonstra distributivitatea operatiei @ fata de @ pot fi utilizate descompunerea in factori

primi si distributivitatea operatiei care asociaza la doua numere reale pe cel mai mare dintre ele fata de cea care il
asociaza pe cel mai mic. ¢) x =6.4. S= (-, -1).
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Pag. 52. Test initial de autoevaluare. 1. a) 14; b) 0,6; c) 5. 2. a) 4x; b) 3x% c) 0. 7. a) 1148833 (se foloseste
comutativitatea Tnmultirii); b) 1148833 (se foloseste distributivitatea inmultirii fata de adunare). 8. a); c). 9. a) adevarat;
b) adevarat; c) fals; d) fals. 10. Exista doua numere reale x, y cu proprietatea x* + )2 < 4. Pag. 62. 1. x = -3;
y=-1,z=3.4. % -y=2x-y.6. a:%. 13.x=2;y=0.

Pag. 65. Test de verificare. 1. Liniile corespund anilor, iar coloanele tarilor.
Pag. 66. Test initial de autoevaluare. 1. c). 2. a). 3.d). 4. x = 1; y= % 6.a) %4 b) £ c) x= —S ; d) Daca m? > 44,

5
2
atunci x,, = —mENmZ—44 “;’1_44 , in caz contrar ecuatia nu admite solutii reale. 7. a) 21; b) %; c)9.8.a)A, B, D, F;

b)C,E,H,c)D,F,G.d)B, F, G, J. Pag. 68.1.a) Deexemplux+y+z=0;2x+y-z=7;3x -2y + 2z = 7.
2. a) Prima ecuatie poate fi inmultita cu 6, a doua cu 2 siceade-atreiacu1.3.a)x=-1;y=-1;z=3.¢c)x=2;
V3. z=0. 4. a) sistemul are solutie unica: x = 0; y = 0; z = 0; b) sistemul este compatibil

T ’
Lot A) i : . _16. 0 _19. 7. 2 . .
nedeterminat; c) sistemul este incompatibil. 5.a) x = 25 V=55 775 t 55 Pag. 77. 1. a) Ecuatia are o solutie

I -0 1
y—2,z—1.e)x—0,y—

un numar rational, care nu este numar natural (x = —%) c) Sistemul este incompatibil. 2. a) x =%; y =%;

b)x=-1;y=-6;z=-11.4. a) 28; b) 60; c) -7; d) 1. 5. b) 0 (prima si a doua linie sunt proportionale); d) 0 (a doua si
a treia coloana sunt proportionale). 6. a) 0; b) 0; ¢) -216. 7. a) -4(a - b)(b - ¢)(c - a); b) 2(y - x)(x - 2)(z - V).
8.b) A=-259; A =777, A =-1295; A = -518, decix = -3;y =5,z = 2.

Pag. 80. 1. a M;b 3;¢c M.Z. AB=2J5; AC=-10; BC =10; 45°. 3. a) 6. 4. a) A € d, deoarece
2 4

1_2+1:0.b)%.5.a)oa.b)m:5.

Pag. 81. Test de verificare. 1. Linia intai si linia a treia sunt proportionale (coincid). 2. a) Dupa transformare, linia a
17

doua are elementele 0, 5, 10.b) D = -5. 3. (1; 1). 4. a) 5 - b) AB: 2x - 3y + 7 =0, AC: 3x + 4y + 2 =0, iar

BC:5x+y-8=0.c)Nu; AB, AC si BC nu au un punct comun.

Pag. 82. Test initial de autoevaluare: 1. a) -25; b) -2; ¢) 13; d) 4; e) -1; ) ; g) —%; h) % 2.a)-8;b)9; c) 2;
d)-2;e)7;f) %;g) %; h)25;i)3;))1.3.A FA FF 5 a)x=-8b)x=2;¢c)x=2;d) x=——
flx=-2.6.a)x=3;b)x=9;¢c)x=1;d)x=3.9.b). Pag. 85.1.a)x=6;x=-3;x=6;b)x=2; x=-4;x=9;
c)x=2;x=1,x=-1.2.a)xe {4,5,6, ..};xe {..,-6,-5 -4}, x€{..,7,8,9;b)xe {.,-5 -4;-3};xe{., -2
-1,0,1,xe{.,1,2,3;c)xe{., -7, -6, -5} xe {-4,-3,-2,..};xe{.,5,6,7} 3. a) x=-1: b) x = 2,5;

=15
) x= - :d)x=22e)x=33.4.2)x=01:b) X =~ :c)x=0:d) x = 50 ¢) x=1,5969. 5. a) x = 2,3 b) X = 2o :
16, 14y s e y 1y 25a ’ 100a ’ .. [ ] 50a
¢)x=1,01695; d) x = 2 €) x = 2,1; f) x = 4. 6. 321 §1 3,21. 7. 705 §i —200 , respectiv 105 §i g . 8. 10,11 si
50,55. 9. 1819,0225 m2. 10. a) x € {-2; -1; 0; 1}; b) x = -7; ¢) x € N.11.a)x=%;b)x=%;c)x=%;d)x:1.

12.a)ne{-2,-1,0,1,2};b)n=3;c)ne {2; 3;4};d) ne {3, 4, 5}. 13. (a, b) = (5, -5) sau (a, b) = (-5, -5).
14.a)xe {-1;1;3};b)xe {1; -1; -3}.15.a) A={-3, -2, -1,0,1, 2, 3}; b) B={-4, -3, -2, 2, 3, 4}. 16. a) nu; b) da;
c)nu.18.a)xe {-»,0];b)xe {-1; 7};c) xe {-2,0,2,4}; d)x=-2;e)xe (1, 3). Pag. 93.1.a) 3si 2; b) x=0.
c)Nu.2. axb=2a+b.Pag. 96. 4. Asociativa; 0 este element neutru; singurul element inversabil este 0; comutativa.
5. Nu. 6. Asociativa; 0 este element neutru; elementele simetrizabile sunt O si 2; comutativa. 9. A da un circuit in
graful G cu originea si extremitatea in A inseamna a ,parcurge” graful de un numar de ori, plecand din A si ajungand
tot in A. Alegem un sens de parcurgere ca fiind sensul pozitiv (spre exemplu sensul acelor ceasului). in acest fel,
fiecarui circuit Tn G ii va corespunde un numar intreg, care indica de cate ori a fost parcurs graful. 11. Compunerea
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rotatiei de unghi o cu rotatia de unghi 3 este rotatia de unghi o + 3. Rotatia de unghi nul este element neutru al
grupului. Fixand o rotatie de unghi o si alegand o’ astfel incat o + o’ : 360°, rezulta ca rotatia de unghi o’ este
inversa rotatiei de unghi a in R ..

Pag. 97. Test de verificare. 1. (Z, +); (R, +); (R*, -). 2. (T, +) este grup, iar (T, -) este monoid.

4.a)2si10. 5. Pentrux, y€ G avem (xy)? = ¢, deci x* y*x *y =e. Inmultind cu x si tinand cont de ipoteza

x2 = e, deducem cd y * x * y = x. Inmultind la stanga cu y si folosind relatia ? = e rezultd x * y = y * x, deci
(G, *) este comutativ, deoarece x si y au fost alese arbitrare.

Pag. 98. Test initial de autoevaluare. 1. a) 15000; b) 34000; c) 41700. 2. a) 1

55 )2450 3.a){2}:b){1;2; 3; 4; 5;6};

c) {1; 3}; d) {4; 5; 6}. 4.T; {2}; {4}; {2; 6}. 5. @) XN Y; b) Z\ X; c) X\ Y. 6. a) 3; 0,25; —7; V9=3; 25-420=0;
0. b) 1,5. 7. Toate cu exceptia ultimului. 8. 0,55; 0,14; 1,41; 3,14. 9. 3; -3; 1; 3. Pag. 100. 3. a) 0; b) 0. 4. a) Nu.
21_7

6. a) 8; b) Este comutativa, nu este asociativa. Pag. 104. 1. a) 12, 242; -164; 0; ¢) Nu. 2. a) 5" = = eA; = 15 hu
poate fi scris ca o fractie cu numitorul o putere a lui 2. d) Inversul lui 4 este % € A . Nu exista a € A astfel ca % a=1.

e) Nu. Pag. 106. 2. a) (-1; 2); (0: %) (—2, —%) b) Elementul neutru fata de operatia ,+” este (0; 0), iar fata de

operatia " este (1, 1). 4. a) (1, 1); (0, 1); (1, 0); (-1, 0); (13, 0). b) e, = (0, 0), e, = (1, 0), (a, b) = (-a, -b),

(a, b)” =(a2 sz , ﬁj. 5. Inel.

Pag. 107. Test de verificare. 1. a) Suma, respectiv produsul, dintre doua elemente ale lui Z[+/2] apartin lui Z[/2].

b) De exemplu, 1++2 nu este inversabil in Z[v2]. 2. X = {1; 3} sau X = {1; 3; 4}. 3. a) 7 si 201.
Pag. 108. Test initial de autoevaluare. 1.b). 2. c). 3. a). 4.d). 9. a) -3; b) 10. 10. a) -5; b) 10. 11. a) (2: —%: —%)

12, (2 4) b) (1, 2, 2). Pag. 110.1. 13, 2,9, -7, -5, -1, 0, 13, 11, 36, 35, 10, 38, 3. 3. Da. 4. a) Mihai are dreptate.
Nu pot avea amandoi dreptate, deoarece inversa unei matrice, daca exista, este unica. 6. b) Se foloseste faptul ca
A® = [.. ¢) X se determina inmultind ambii membri ai ecuatiei la stanga cu A-'. Pag. 116.1.a,=1;a,=0; a, + 3a,, =
=0;a,* 3a,,=1.3. 8. 5. a) Pot fi efectuate transformarile L, <— L, —L;; L, < L +3L,; L, < -L,. 7. b) -12; c) Nu.
10. a) det(A) = 7; det(B) = 49, det(B) = (det(A))% c) B! = (A")?; d) Fie Yinversa lui X, deci X - Y=/, =X Y =
=(X-1)-Y=X-1 -Y=X(X-Y)-Y=(X-X)-(Y-Y)=X*-Y? deci X* este inversabila si (X?)-" = (X-')%.

Pag. 122. Test de verificare. 1. b) Inversa lui X este %(X2 —1,). 2. detA = 6, deci A este matrice inversabila.

3. a) Se foloseste regula de inmultire a matricelor.
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