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Partea I. Elemente de algebrå

GRUPURICapito lul  1

1. Lege de compoziþie internã, tabla operaþiei

1.1. Noþiuni recapitulative

Au fost studiate mulÆimile de numere: N = {0, 1, 2, ..., n, ...} – mulÆimea numerelor
naturale; Z = {..., –n, ..., –2, –1, 0, 1, 2, ..., n, ...} – mulÆimea numerelor întregi;

Q = { }, , 0a a b b
b

∈ ≠Z  – mulÆimea numerelor raÆionale; R – mulÆimea numerelor

reale;
C = {x + iy  x, y ∈ R} – mulÆimea numerelor complexe.
MulÆimile de numere studiate au proprietatea: N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.
Ne reamintim produsul cartezian a douå mulÆimi. Fie A çi B douå mulÆimi. Produsul

cartezian al celor douå mulÆimi este: A × B = {(x, y) x ∈ A, y ∈ B}.

EXEMPLE

1. Dacå A = {–2, 3} çi B = {1, 2, 5}, avem:
A × B = {(x, y)  x ∈ A, y ∈ B} = {(–2, 1), (–2, 2), (–2, 5), (3, 1), (3, 2), (3, 5)}.

2. Dacå A = {a, b}, B = {α, β, γ}.
A × B = {(a, α), (a, β), (a, γ), (b, α), (b, β), (b, γ)}.

Aceste mulÆimi au fost dotate cu diferite operaÆii. De exemplu, pe mulÆimea numerelor
naturale au fost definite operaÆiile de adunare çi înmulÆire:

≤ x, y ∈ N avem x + y ∈ N çi xy ∈ N
pentru care am acceptat anumite proprietåÆi:

A1. (x + y) + z = x + (y + z), ≤ x, y, z ∈ N;
A2. 0 + x = x + 0 = x, ≤ x ∈ N;
A3. x + y = y + x, ≤ x, y ∈ N;
I1. (xy)z = x(yz), ≤ x, y, z ∈ N;
I2. 1 $ x = x $ 1 = x, ≤ x ∈ N;
I3. xy = yx, ≤ x, y ∈ N.
D. x(y + z) = xy + xz, ≤ x, y, z ∈ N.

Odatå cu studiul altor mulÆimi, au fost acceptate alte proprietåÆi. Astfel, în mulÆimea Z
a numerelor întregi, operaÆiile de adunare çi înmulÆire satisfac în plus faÆå de A1, A2, A3,
I1, I2, I3, D çi proprietatea:

x + (–x) = (–x) + x = 0, ≤ x ∈ Z.
Un studiu atent ne permite så stabilim unele caracteristici comune ale operaÆiilor

cunoscute çi så facem anumite generalizåri.
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Astfel, pe mulÆimea numerelor naturale N = {0, 1, 2, ..., n, ...}, operaÆia de adunare ne
permite så definim aplicaÆia:

ϕ : N × N → N, (x, y) → ϕ(x, y),
prin care facem så corespundå la orice pereche ordonatå (x, y) de numere naturale un

numår natural, unic determinat, ϕ(x, y) = x + y numit suma lui x cu y.
În mod analog, înmulÆirea numerelor naturale ne permite så definim aplicaÆia:

Ψ : N × N → N, (x, y) → Ψ(x, y),
prin care la orice pereche ordonatå (x, y) de numere naturale, asociem un numår

natural unic determinat Ψ(x, y) = xy, numit produsul lui x cu y.

EXEMPLU
ϕ(5, 2) = 5 + 2 = 7, ϕ(3, 8) = 3 + 8 = 11,
respectiv
Ψ(5, 2) = 5 × 2 = 10, Ψ(3, 8) = 3 × 8 = 24.

Vom remarca faptul cå observaÆii similare pot fi fåcute în studiul altor mulÆimi.
Fie mulÆimea M2(R) a matricelor påtratice de ordin 2 cu coeficienÆi din R.
Pentru operaÆia de adunare am asociat fiecårei perechi ordonate (A, B) de matrice din

M2(R) matricea A + B ∈ M2(R) prin aplicaÆia: ϕ : M2(R) × M2(R) → M2(R),
(A, B) → ϕ(A, B) = A + B, numitå operaÆia de adunare a matricelor.

EXEMPLU

Fie A, B ∈ M2(R); A =  
 ÷
 
a b
c d ; B =  

 ÷
 

x y
z t .

Avem: ϕ(A, B) = A + B = 
+ +     + = ÷  ÷  ÷+ +     

a b x y a x b y
c d z t c z d t ,

respectiv Ψ(A, B) = AB = 
+ +    = ÷ ÷  ÷+ +    

a b x y ax bz ay bt
c d z t cx dz cy dt .

Considerând mulÆimea numerelor complexe C = {x + iy  x, y ∈ R} putem defini aplicaÆiile:
ϕ : C × C → C, (z1, z2) → ϕ(z1, z2) = z1 + z2,

prin care, fiecårei perechi ordonate (z1, z2) de numere complexe, z1, z2 ∈ C, i se asociazå
numårul complex z1 + z2, aplicaÆia este numitå operaÆia de adunare a numerelor
complexe.

De asemenea, am asociat fiecårei perechi ordonate (z1, z2) de numere complexe,
z1, z2 ∈ C, numårul complex z1z2 ∈ C prin aplicaÆia:

Ψ : C × C → C, (z1, z2) → Ψ(z1, z2) = z1z2,
numitå operaÆia de înmulÆire a numerelor complexe.

EXEMPLU
Fie z1, z2 ∈ C, unde z1 = x1 + iy1, x1, y1 ∈ R, çi z2 = x2 + iy2, x2, y2 ∈ R. Avem:

ϕ(z1, z2) = z1 + z2 = (x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2),
respectiv

Ψ(z1, z2) = z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2 – y1y2) + i(x1y2 + x2y1).
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Exemplele pot continua, considerând çi alte mulÆimi.
ObservaÆiile asupra acestor aplicaÆii ne permit så surprindem într-o schemå generalå

situaÆii asemånåtoare celor prezentate mai sus. Pentru aceasta vom considera o mulÆime
nevidå M çi o aplicaÆie

ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y),
în care este ignoratå natura elementelor mulÆimii M, cum çi regula efectivå prin care

oricårui cuplu (x, y) de elemente din M i se asociazå un element unic ϕ(x, y) ∈ M.
ObÆinem astfel noÆiunea de lege de compoziÆie pe mulÆimea M.

1.2. Definiþie. Exemple

Definþie
Fie M o mulÆime nevidå. O aplicaÆie ϕ definitå pe produsul cartezian M × M cu

valori în M,
ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y),

se numeçte lege de compoziÆie pe M.

Elementul unic determinat ϕ(x, y) ∈ M care corespunde cuplului (x, y) ∈ M × M prin
aplicaÆia ϕ se numeçte compusul lui x cu y prin legea de compoziÆie ϕ.

O lege de compoziÆie pe o mulÆime M se mai numeçte operaÆie binarå pe M sau
operaÆie algebricå pe M. În cele ce urmeazå vom prefera så folosim pentru aplicaÆia ϕ
denumirea de lege de compoziÆie.

EXEMPLE
Prezentåm câteva exemple de legi de compoziÆie cunoscute:
1. Adunarea pe Z: ϕ : Z × Z → Z, (x, y) → ϕ(x, y) = x + y.
2. ÎnmulÆirea pe Z: Ψ : Z × Z → Z, (x, y) → Ψ(x, y) = xy.
3. Adunarea pe R: ϕ : R × R → R, (x, y) → ϕ(x, y) = x + y.
4. ÎnmulÆirea pe R: Ψ : R × R → R, (x, y) → Ψ(x, y) = x $ y.

1.2.1. Notaþii pentru o lege de compoziþie
NotaÆia aditivå: ϕ : M × M → M, ϕ(x, y) = x + y. Elementul x + y se numeçte suma lui

x cu y, iar legea de compoziÆie ϕ se numeçte adunare.
NotaÆia multiplicativå: ϕ : M × M → M, ϕ(x, y) = xy. Elementul xy se numeçte produsul

lui x cu y, iar legea de compoziÆie ϕ se numeçte înmulÆire.
Vom remarca faptul cå pentru o lege de compoziÆie vor fi utilizate diferite notaÆii

pentru compusul ϕ(x, y) a lui x cu y, cum ar fi:
x & y, x ⊥ y, x º y, x ) y, x . y, x - y, x / y, x ? y, x 1 y, x < y, x = y etc.

EXEMPLE
1. Folosind notaÆia aditivå pentru M ∈ {N, Z, Q, R, C, Mn(C)}, avem legile de compoziÆie:

ϕ : M × M → M, ϕ(a, b) = a + b.
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2. În notaÆie multiplicativå, avem legile de compoziÆie:
ϕ : M × M → M, ϕ(a, b) = ab.

3. Reuniunea pe P(E) mulÆimea pårÆilor mulÆimii E:
ϕ : P(E) × P(E) → P(E), ϕ(X, Y) = X ∪ Y.

4. IntersecÆia pe P(E), mulÆimea pårÆilor mulÆimii E:
ϕ : P(E) × P(E) → P(E), ϕ(X, Y) = X ∩ Y.

5. Compunerea funcÆiilor pe F(E), mulÆimea funcÆiilor definite pe E cu valori în E:
ϕ : F(E) × F(E) → P(E), ϕ(f, g) = f ) g.

Considerând mulÆimea Z a numerelor întregi çi n ∈ N*, un numår natural, este cunoscutå
definiÆia împårÆirii cu rest (a împårÆirii euclidiene). Pentru orice a ∈ Z existå q, r ∈ Z, unic
determinate, astfel încât a = nq + r, 0 ≤ r < n.

Numårul r din aceastå relaÆie este cunoscut sub numele  de restul împårÆirii lui a prin n.
Acest numår va fi notat

r = a mod n
çi se citeçte „a modulo n“. Acest numår se mai numeçte încå: redusul modulo n al
numårului întreg a.

EXEMPLE
Dacå n = 6, avem:
15 mod 6 = 3; 18 mod 6 = 0; –9 mod 6 = 3;
–13 mod 6 = 5; 25 mod 6 = 1; –11 mod 6 = 1.

Acum putem defini legea de compoziÆie.
6. Adunarea modulo n. Dacå a, b ∈ Z, definim suma modulo n a lui a cu b,

notatå a / b astfel:
ϕ : Z × Z → Z, (a, b) → ϕ(a, b) = a / b prin a / b =

def.
 (a + b) mod n,

numitå adunarea modulo n.

EXEMPLE
Dacå n = 5, avem:

3 / 8 = (3 + 8) mod 5 = 11 mod 5 = 1;
(–4) / 7 = (–4 + 7) mod 5 = 3 mod 5 = 3;
9 / (–12) = (9 + (–12)) mod 5 = (–3) mod 5 = 2;
10 / 4 = (10 + 4) mod 5 = 14 mod 5 = 4.

7. ÎnmulÆirea modulo n. Dacå a, b ∈ Z, definim produsul modulo n al lui a cu b,
notat cu a 1 b astfel:

ϕ : Z × Z → Z, (a, b) → ϕ(a, b) = a 1 b, prin a 1 b =
def.

 (ab) mod n,
numitå înmulÆirea modulo n.
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EXEMPLE
Dacå n = 5, avem:

3 1 7 = (3 $ 7) mod 5 = 21 mod 5 = 1;
4 1 12 = (4 $ 12) mod 5 = 48 mod 5 = 3;
(–3) 1 8 = ((–3) $ 8) mod 5 = (–24) mod 5 = 1
(–4) 1 (–13) = ((–4) $ (–13)) mod 5 = 52 mod 5 = 2.

Efectuaþi în clasã
Dacå n = 6, calculaÆi:
1 . a) 3 / 13; b) 4 / 19; c) 11 / 17; d) (–3) / 12.
2 . a) 5 1 11; b) 7 1 14; c) 8 1 (–5); d) (–9) 1 (–12).

1.2.2. Parte stabilã. Lege de compoziþie indusã

Definiþie
Fie M o mulÆime pe care este datå o lege de compoziÆie ϕ:

ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y).
O submulÆime H a lui M cu proprietatea:

≤ x, y ∈ H ⇒ ϕ(x, y) ∈ H
se numeçte parte stabilå a lui M în raport cu legea de compoziÆie ϕ.

Dacå H este o parte stabilå a lui M în raport cu legea de compoziÆie M, putem defini pe

H  legea de compoziÆie: ϕ′ : H × H → H, punând ϕ′(x, y) =
def.

 ϕ(x, y) ∈ H, ≤ x, y ∈ H, çi se
spune cå ϕ′ este legea de compoziÆie induså pe H de cåtre ϕ.

EXEMPLE
Vom nota 2Z = {2k  k ∈ Z} a numerelor întregi pare çi 2Z + 1 = {2k  + 1  k ∈ Z}

mulÆimea numerelor întregi impare. Avem 2Z ⊂ Z çi 2Z + 1 ⊂ Z.

1. MulÆimea 2Z este o parte stabilå a lui Z în raport cu operaÆia de adunare a nume-
relor întregi.

Avem M = Z, H = 2Z çi legea de compoziÆie:
+: Z × Z → Z, (x, y) → x + y.

Dacå x, y ∈ 2Z, x = 2k1, y = 2k2, k1, k2 ∈ Z, atunci x + y = 2k1 + 2k2 = 2(k1 + k2) ∈ Z, deci
+ : 2Z × 2Z → 2Z

(ceea ce exprimå faptul cå suma a douå numere întregi pare este un numår par), deci
H = 2Z este parte stabilå a lui Z în raport cu operaÆia de adunare a numerelor întregi.

2. MulÆimea 2Z este parte stabilå a lui Z în raport cu operaÆia de înmulÆire a numerelor
întregi.

Fie x, y ∈2Z, x = 2k1, y = 2k2, k1, k2 ∈ Z. Atunci xy = 2k1 $ 2k2 = 4k1k2 ∈ 2Z.
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3. MulÆimea 2Z + 1 nu este parte stabilå a lui Z în raport cu operaÆia de adunare a
numerelor întregi.

Fie x, y ∈ 2Z + 1, x = 2k1 + 1 çi y = 2k2 + 1, k1, k2 ∈ Z.
Rezultå x + y = 2k1 + 1 + 2k2 + 1 = 2(k1 + k2 + 1) ∉ 2Z + 1.

4. MulÆimea 2Z + 1 este parte stabilå a lui Z în raport cu operaÆia de înmulÆire.
Pentru x, y ∈ 2Z + 1, x = 2k1 + 1 çi y= 2k2 + 1, k1, k2 ∈ Z, avem:

xy = (2k1 + 1)(2k2 + 1) = 2(2k1k2 + k1 + k2) + 1,
deci xy ∈ 2Z + 1, ceea ce demonstreazå cå H = 2Z + 1 este parte stabilå a lui Z în raport
cu operaÆia de înmulÆire a numerelor întregi.

5. Pe mulÆimea R a numerelor reale definim legea de compoziÆie:
& : R × R → R, (x, y) → x & y,

unde x & y =
def.

 xy – 2x – 2y + 6.
Considerând submulÆimea H a lui R, H = (2, ∞), så aråtåm cå submulÆimea (2, +∞)

este parte stabilå a lui R în raport cu legea de compoziÆie „&“.
Oricare ar fi x, y ∈ R, rezultå cå x & y ∈ R, unde x & y = xy – 2x – 2y + 6 ∈ R.
Pentru H = (2, +∞), deducem cå ≤ x, y ∈ H, rezultå x & y ∈ H. Fie x, y ∈ (2, +∞), deci

x > 2, y > 2 sau x – 2 > 0, y – 2 > 0. Legea de compoziÆie „&“ se poate scrie sub forma:

x & y = (x – 2)(y – 2) + 2, de unde deducem 
>

− −
0

( 2)( 2)x y  + 2 > 2, deci x & y ∈ H, ceea

ce demonstreazå cå H = (2, +∞) este parte stabilå a lui R în raport cu legea de compoziÆie.

1.2.3. Lege de compoziþie internã
Legile de compoziÆie definite pânå acum sunt aplicaÆii de forma:

ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y) ∈ M,
unde M este o mulÆime nevidå. Aceste aplicaÆii se mai numesc legi de compoziÆie interne.

Vom sublinia proprietatea unei legi de compoziÆie internå ϕ care este definitå pe M × M
cu valori în M astfel încât compusul a douå elemente x, y ∈ M este de asemenea un
element din M, deci ϕ(x, y) ∈ M.

EXEMPLE
1. Fie M = (–1, ∞) pe care definim aplicaÆia ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y) = x & y,

unde x & y =
def.

 xy + x + y.
Så dovedim cå legea „&“ este o lege de compoziÆie internå.
Så dovedim cå oricare ar fi x, y ∈ M, atunci x & y ∈ M. Putem scrie

x &  y = xy + x + y = xy + x + y + 1 – 1 = (x + 1)(y + 1) – 1.
Din condiÆia x, y ∈ (–1, ∞), deducem x > –1, y > –1, deci x + 1 > 0, y + 1 > 0, de unde

rezultå (x + 1)(y + 1) > 0, prin urmare (x + 1)(y + 1) – 1 > –1, deci x & y > –1, de unde
rezultå x & y ∈ (–1, ∞).
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2. Fie M = (–1, 1) pe care este definitå aplicaÆia ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y) = x & y,

unde x & y =
def.

 
+

+1
x y

xy
. Vom aråta cå aplicaÆia „&“ este o lege de compoziÆie, cu alte cuvinte

vom aråta cå ≤ x, y ∈ (–1, 1) çi compusul x & y ∈ (–1, 1), deci –1 < 
+

+1
x y

xy
 < 1.

Aceastå condiÆie este echivalentå cu sistemul de inecuaÆii:

+− < +
 + <

+

1 ,
1

1
1

x y
xy

x y
xy

, echivalent cu sistemul 

+ + > +
 + − >

+

1 0
1

1 0
1

x y
xy
x y

xy

 sau 

+ + > +
 − − >

+

( 1)( 1)
0 (1)

1
( 1)( 1)

0 (2)
1

x y
xy

x y
xy

.

Din condiÆia x ∈ (–1, 1) rezultå –1 < x < 1 çi obÆinem –1 < x, deci x + 1 > 0, respectiv
x < 1, x – 1 < 0.

Analog pentru y ∈ (–1, 1) rezultå y + 1 > 0 çi y – 1 < 0 deci (x + 1)(y + 1) > 0 (1′) çi
(x – 1)(y – 1) > 0 (1′′).

Din x, y ∈ (–1, 1), deducem |x| < 1 çi |y| < 1, de unde rezultå|x||y| < 1 sau |xy| < 1,
deci –1 < xy < 1, adicå –1 < xy, 1 + xy > 0 (1′′′) çi obÆinem din (1′) çi (1′′′) respectiv (1′′)
çi (1′′′):

+ +
+

( 1)( 1)
1

x y
xy

 > 0 çi 
− −

+
( 1)( 1)

1
x y

xy
 > 0,

ceea ce demonstreazå cå aplicaÆia „&“ este o lege de compoziÆie internå pe M = (–1, 1).

Exerciþii rezolvate

1. Fie M = [3, +∞) çi aplicaÆia ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y) = x & y,

unde x & y =
def.

 + −2 2 9x y . Så demonstråm cå „&“ este o lege de compoziÆie internå.
Soluþie
Pentru orice x, y ∈ [3, +∞), rezultå x ≥ 3, y ≥ 3, deci x2 ≥ 9, y2 ≥ 9, de unde deducem

x2 + y2 ≥ 18 sau x2 + y2 – 9 ≥ 32, deci + −2 2 9x y  ≥ 3, ceea ce demonstrezå cå

x & y = + −2 2 9x y  ≥ 3, x & y ∈ [3, +∞).

2. Fie M2(Q) çi legea de compoziÆie: ϕ : M2(Q) × M2(Q) → M2(Q), (A, B) → AB.

Dacå H = {A ∈ M2(Q)  A =  
 ÷
 
2 3

2
x y
y x , 4x2 – 3y2 = 1, x, y ∈ Q}, så se demonstreze

cå H este parte stabilå a lui M2(Q) în raport cu înmulÆirea matricelor.
Soluþie

Fie A1, A2 ∈ H, deci A1 =  
 ÷
 

1 1

1 1

2 3
2

x y
y x , −2 2

1 14 3x y  = 1, x1, y1 ∈ Q, çi A2 =  
 ÷
 

2 2

2 2

2 3
2

x y
y x ,

−2 2
2 24 3x y  = 1, x2, y2 ∈ Q. Rezultå:
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A1A2 =   
 ÷ ÷
  

1 1 2 2

1 1 2 2

2 3 2 3
2 2

x y x y
y x y x  = 

+ + 
 ÷+ + 

1 2 1 2 1 2 2 1

2 1 1 2 1 2 1 2

4 3 6 6
2 2 3 4

x x y y x y x y
x y x y y y x x  =

= 
( )

( )
 + + ÷
 ÷

+ + ÷
 

1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 2 1 1 2 1 2

32 2 3(2 2 )
2

3(2 2 ) 2 2
2

x x y y x y x y

x y x y x x y y
 =  

 ÷
 
2 3

2
x y
y x , unde x, y ∈ Q.

Calculând 4x2 – 3y2 = 4 ( )+
2

1 2 1 2
32
2

x x y y  – 3(2x1y2 + 2x2y1)
2 =

= 4 ( )+ +2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

94 6
4

x x x x y y y y  – 3 ( )+ +2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 14 8 4x y x x y y x y  =

= + − −2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 116 9 12 12x x y y x y x y  = ( )−2 2 2

1 2 24 4 3x x y  – ( )−2 2 2
1 2 23 4 3y x y  =

= ( )( )− −2 2 2 2
1 1 2 24 3 4 3x y x y  = 1 $ 1 = 1,

rezultå cå H este parte stabilå pentru M2(Q) în raport cu operaÆia de înmulÆire a matricelor.

1.3. Tabla unei legi de compoziþie (tabla lui Cayley)

Fie M o mulÆime finitå M = {a1, a2, ..., an}. Legea de compoziÆie ϕ : M × M → M, poate
fi datå prin tabla operaÆiei ϕ, care constå dintr-un tabel cu n linii çi n coloane,
corespunzåtoare celor n elemente ale lui M. În tabla legii de compoziÆie ϕ conÆine la
intersecÆia liniei lui ai cu coloana lui aj elementul ϕ(ai, aj):

ϕ    a1  a2 ... aj ... an

a1

a2

§
ai ϕ(ai, aj)
§
an

EXEMPLE
1. Fie H = {1, ε, ε2}, ε2 + ε + 1 = 0, ε3 = 1, adicå mulÆimea rådåcinilor de ordinul trei

a unitåÆii. Avem H ⊂ C. Întocmind tabla înmulÆirii, legea de compoziÆie induså pe H de
înmulÆirea numerelor complexe obÆinem:

$      1    ε     ε2

1      1     ε     ε2

ε       ε    ε2    1

ε2      ε    1      ε2

Rezultå cå H este parte stabilå a lui C în raport cu operaÆia de înmulÆire.
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2. Fie H = {1, –1, i, –i} ⊂ C. OperaÆia induså de înmulÆirea numerelor complexe pe H

    $      1 –1    i    –i

   1     1 –1    i    –i

 –1     –1   1   –i     i

   i      i    –i   –1    1

 –i     –i     i    1   –1

ne aratå cå submulÆimea H a lui C este parte stabilå a lui C în raport cu operaÆia de
înmulÆire a numerelor complexe.

Efectuaþi în clasã

1 . Fie M = [3, +∞) çi ϕ : M × M → M, (xy) → ϕ(x, y) = x & y, unde x & y = xy – 3x – 3y + 12.
Så se arate cå „&“ este o lege de compoziÆie internå.

2 . Fie legea de compoziÆie ϕ : Z × Z → Z, (x, y) → ϕ(x, y), unde ϕ(x, y) = x &  y =
def.

 min (x, y)
çi H = {–5, –1, 0, 1}. Så se întocmeascå tabla operaÆiei induse pe H de legea „&“ çi så
se arate cå H este parte stabilå a lui Z în raport cu legea „&“.

Temã
1 . Fie mulÆimea numerelor complexe C = {z  z = x + iy, x, y ∈ R} çi operaÆia de înmulÆire:

ϕ : C × C → C, (z1, z2) → ϕ(z1, z2) = z1z2. Dacå H = Z[i] = {z  z = x + iy, x, y ∈ Z}.
Så se arate cå H este parte stabilå a lui C în raport cu operaÆia de înmulÆire.

2 . Fie M = (1, +∞) ⊂ R çi legea de compoziÆie ϕ : R → R, (x, y) → x & y,

unde x & y =
def.

 xy + x + y + 2. Så se demonstreze cå H = M este parte stabilå
pentru mulÆimea Z în raport cu legea „&“.

3 . Fie M = (–1, 1) çi aplicaÆia ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y), unde ϕ(x, y) = x & y =
def.

 
−

−1
x y

xy
.

Så se demonstreze cå aplicaÆia „&“ este o lege de compoziÆie internå.

4 . Fie aplicaÆia: ϕ : Z × Z → Z, (x, y) → ϕ(x, y), ϕ(x, y) = x & y =
def.

 max (x, y).
Så se arate cå H = {0, 1, 2, 3} ⊂ Z este parte stabilå în raport cu legea „&“.

5 . Fie M3(R) çi operaÆia: M3(R) × M3(R) → M3(R), (A, B) → AB. Consideråm submulÆimea

H = {A(x)  A(x) = 
 
 ÷
 ÷
 

0
0 0 0

0

x x

x x
, x ∈ R}, så se arate cå H este parte stabilå pentru

M3(R) în raport cu operaÆia de înmulÆire a matricelor.
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6 . În mulÆimea numerelor naturale nenule consideråm legea de compoziÆie: ϕ : N* × N* → N*,

(a, b) → ϕ(a, b), unde ϕ(x, y) = x & y =
def.

 c.m.m.d.c.(a, b). Dacå vom considera

submulÆimea lui N*, H = {x ∈ N*  x divide 15}, så se arate cå H este parte stabilå a lui
N* în raport cu legea „&“.

7 . Fie legea ϕ : R × R → R, (x, y) → ϕ(x, y), unde ϕ(x, y) = x & y =
def.

 xy – 2(x + y) + 6.
Så se demonstreze cå H = (1, 3) este parte stabilå a lui R în raport cu legea „&“.

8 . Fie ϕ : M3(R) × M3(R) → M3(R), (A, B) → AB. Considerând matricea A = 
 
 ÷−
 ÷− 

0 1 0
0 0 1
1 0 0

çi mulÆimea H = {An  n ∈ N*} ⊂ M3(R) så se arate cå H este parte stabilå a mulÆimii
matricelor M3(R) în raport cu operaÆia de înmulÆire a matricelor çi så se întocmeascå
tabela operaÆiei pentru H.

9 . Fie matricea Aα = 
α α 

 ÷− α α 
cos sin
sin cos , α ∈ R. Så se demonstreze cå submulÆimea

H = {Aα  α ∈ R} ⊂ M2(R) este parte stabilå a lui M2(R) în raport cu operaÆia de
înmulÆire a matricelor.

10. Fie H = {a ∈ N  a divide 12}. AråtaÆi cå H este o parte stabilå a lui N în raport cu

legile de compoziÆie: a ⊥ b =
def.

 c.m.m.d.c.(a, b), a º b =
def.

 c.m.m.m.c.(a, b), a, b ∈ N.

AlcåtuiÆi tablele legilor induse.

1.4. Proprietãþi ale operaþiilor algebrice

În definiÆia unei operaÆii algebrice (a unei legi de compoziÆie):
ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y)

a fost impuså o singurå restricÆie çi anume: prin legea ϕ, oricåror douå elemente x, y ∈ M
cu alte cuvinte oricãrei perechi ordonate (x, y) ∈ M × M îi corespunde un singur
element ϕ(x, y) din M çi numai unul.

Natura elementelor mulÆimii M çi modul cum acÆioneazå legea de compoziÆie nu au
importanÆå în definiÆia legii de compoziÆie.

Studiul legilor de compoziÆie, care se bazeazå numai pe definiÆie, nu conduce la
obÆinerea unor rezultate deosebite. Din analiza legilor de compoziÆie se deduc proprietåÆi
comune care se regåsesc în exemplele concrete studiate.

În cele ce urmeazå, vom studia în cazul general proprietåÆi ale unei legi de compoziÆie,
cum ar fi, de exemplu, cele care au fost întâlnite la operaÆiile definite pe mulÆimea numerelor
complexe, adunarea sau înmulÆirea:

a) asociativitate;
b) element neutru;
c) elemente simetrizabile;
d) comutativitate.
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1.4.1. Asociativitatea

Definþie
O lege de compoziÆie

&: M × M → M, (x, y) → x & y,
se numeçte asociativå dacå:

(x & y) &z = x & (y & z), ≤ x, y, z ∈ M.

Vom preciza cå mulÆimea M este o mulÆime nevidå, care este dotatå cu legea de
compoziÆie „&“.

Utilizarea parantezelor în definiÆia asociativitåÆii pentru prima parte a egalitåÆii în expresia:
(x & y) & z

impune procedura de calcul: se determinå compusul lui x cu y çi apoi compusul elementului
(x & y) cu z în aceastå ordine. Pentru expresia:

x & (y & z)
procedura de calcul este: se determinå compusul lui y cu z çi apoi compusul elementului
x cu elementul (y & z), în aceastå ordine.

Vom preciza cå în cazul în care legea de compoziÆie este datå în notaÆie aditivå:
M × M → M, (x, y) → x + y,

proprietatea de asociativitate se scrie astfel:
(x + y) + z = x + (y + z), ≤ x, y, z ∈ M.

Dacå legea de compoziÆie este datå în notaÆie multiplicativå:
M × M → M, (x, y) → xy,

proprietatea de asociativitate se scrie astfel:
(xy)z = x(yz), ≤ x, y, z ∈ M.

EXEMPLE
1. Fie M una dintre mulÆimile de numere N, Z, Q, R, C.
OperaÆia de adunare:
+ : M × M → M, (x, y) → x + y,
este asociativå: (x + y) + z = x + (y + z), ≤ x, y, z ∈M.
De asemenea, operaÆia de înmulÆire:
$ : M × M → M, (x, y) → x $ y = xy, este asociativå:
(xy)z = x(yz), ≤ x, y, z ∈ M.

2. Fie mulÆimea M = (2, +∞). Se defineçte aplicaÆia: & : M × M → M, (x, y) → x & y,
 unde x & y =

def.
 xy – 2x – 2y + 6.

Så dovedim cå este o lege de compoziÆie internå asociativå.
Putem scrie x & y = (x – 2)(y – 2) + 2. Din condiÆia x, y ∈ M, rezultå x > 2 çi y > 2, deci

x – 2 > 0, y – 2 > 0, deci (x – 2)(y – 2) > 0, de unde deducem (x – 2)(y – 2) + 2 > 2, deci
x & y ∈ M.

Pentru a stabili dacå „&“ este asociativå (x & y) & z = x & (y & z), ≤ x, y, z ∈ M, vom calcula:
(x & y) & z = [(x – 2)(y – 2) + 2] & z = [(x – 2)(y – 2) + 2 – 2](z – 2) + 2 =

= (x – 2)(y – 2)(z – 2) + 2
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çi x & (y & z) = x & [(y – 2)(z – 2) + 2] =
= (x – 2)[(y – 2)(z – 2) + 2 – 2] + 2 = (x – 2)(y – 2)(z – 2) + 2.

Astfel am dovedit cå legea de compoziÆie „&“ este asociativå.

3. Fie M = (–1, 1) çi aplicaÆia :  M × M → M, (x, y) → x & y, unde x & y =
def.

 
+

+1
x y

xy
.

Am demonstrat cå este o lege de compoziÆie internå. Så verificåm cå aceastå lege este asociativå.

Avem: (x & y) & z = 
+

+1
x y

xy
 & z = 

+ +
+

+
+ ×+

1

1
1

x y
z

xy
x y

z
xy

 = 
+ + +

+ + +1
x y z xyz

xy yz zx
.

3 . Fie mulÆimea M = (0, ∞) ⊂ R çi aplicaÆia M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 
+
2

x y

(este definiÆia mediei aritmetice a douå numere: marit. = 
+
2

x y
, x, y ∈ R+

* ).

Analog: x & (y & z) = x & 
+

+1
y z

yz
 = 

++
+

+
+ × +

1

1
1

y z
x

yz
y z

x
yz

 = 
1
x y z xyz

xy yz zx
+ + +

+ + +
,

ceea ce probeazå proprietatea de asociativitate.

4. Fie mulÆimea M = (0, +∞) ⊂ R çi aplicaÆia M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 xy .

AplicaÆia este o lege de compoziÆie internå; din condiÆia x, y ∈ M rezultå x & y  = xy  ∈ M.
Studiind proprietatea de asociativitate, deducem:

(x & y) & z = xy  & z = ×xy z  = 2xyz  = 24 xyz , respectiv

x & (y & z) = x & yz  = x yz  = 2x yz  = 24 x yz ,

ceea ce dovedeçte cå legea de compoziÆie „&“ nu este asociativå (legea studiatå
reprezintå media geometricå çi rezultå cå nu este asociativå).

5. Un exemplu de lege de compoziÆie asociativå este produsul matricelor.
Fie M = M2(C) × M2(C) → M2(C), (A, B) → AB. Se çtie cå este verificatå proprietatea
de asociativitate: (AB) $ C = A $ (BC), ≤ A, B, C ∈ M2(C).

Efectuaþi în clasã
1 . Fie M = (3, +∞) çi aplicaÆia & : M × M → M, (x, y) → x & y, unde x &  y =

def.
 xy – 3x – 3y + 12.

a) AråtaÆi cå aplicaÆia „&“ este o lege de compoziÆie internå.
b) VerificaÆi cå este satisfåcutå proprietatea de asociativitate.

2 . Fie A, B, C ∈ M2(R), A = 
− 

 ÷
 
1 1
2 1 , B = 

− 
 ÷
 

1 0
1 2 , C =  

 ÷− 
1 1
1 1 . AråtaÆi cå este verificatå

proprietatea de asociativitate pentru operaÆia de adunare çi operaÆia de înmulÆire a
matricelor: (A + B) + C = A + (B + C) çi (AB) $ C = A $ (BC).

AråtaÆi cå nu este verificatå proprietatea de asociativitate.
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Temã
1 . Fie M = 2Z mulÆimea numerelor întregi pare. Så se demonstreze cå operaÆiile de

adunare çi de înmulÆire:
+ : 2Z × 2Z → 2Z, (x, y) → x + y      çi $ : 2Z × 2Z → 2Z, (x, y) → xy
sunt legi de compoziÆie asociative.

2 . Fie M = 2Z + 1 mulÆimea numerelor întregi impare.
Så se demonstreze cå operaÆia de înmulÆire $ : M × M → M, (x, y) → xy, este asociativå,
dar operaÆia de adunare nu este o lege de compoziÆie internå, deci + : M × M → M,
(x, y) → x + y, deci nu este asociativå.

3 . Fie M = (1, 2) ⊂ R çi legea de compoziÆie & : R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

 xy – x – y
+ 2. Så se arate cå M este o parte stabilå a lui R în raport cu legea „&“ çi apoi så se
verifice cå legea induså pe M este asociativå.

4 . Fie M = (–1, 1) çi aplicaÆia & : M × M → M, (x, y ) → x & y =
def.

 
1
x y

xy
+

+
.

Så se verifice dacå „&“ este o lege de compoziÆie internå çi apoi så se verifice
asociativitatea.

5 . Fie M = R \ (–1, 1) çi aplicaÆia & : M × M → M, (x, y) → x & y, unde

x & y =
def.

 − − +2 2 2 2 2x y x y  este o lege de compoziÆie internå. Så se arate cå
aceastå lege induce pe mulÆimea (1, +∞) o lege de compoziÆie asociativå.

6 . Fie H = {A =  
 ÷
 

x y
y x   x, y ∈ R, det A = 1} ⊂ M2(R). Så se arate cå aplicaÆia $ : H × H → H,

(A, B) → A $ B 
not

=  AB este o lege de compoziÆie internå (H este o parte stabilå a lui
M2(R) în raport cu operaÆia de înmulÆire a matricelor) asociativå.

7 . Fie M = Z mulÆimea numerelor întregi çi legea

) : Z × Z → Z, (x, y) → x ) y =
def.

 x + y – xy numitå compunerea circularå.
Så se arate cå legea de compoziÆie „)“ este asociativå.

8 . Fie M = [–1, +∞) ⊂ R çi legea de compoziÆie & : R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

 x + y + xy.
Så se arate cå M este o parte stabilå a lui R în raport cu legea „&“ çi este asociativå.

9 . Fie M = R çi legea de compoziÆie & : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 mx + y, m ∈ R.
Så se determine parametrul m astfel încât legea de compoziÆie så fie asociativå.

10. Fie M = R çi legea: M × M → M, (x, y) → x ) y = ax + by – 1.

Så se determine a, b astfel încât legea „)“ så fie asociativå.
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1.4.2. Elementul neutru
Dacå M este una dintre mulÆimile N, Z, Q, R, C, atunci numerele 0 çi 1 au proprietåÆile

cunoscute:                          0 + x = x + 0 = x, ≤ x ∈ M,
respectiv                                      1 $ x = x $ 1 = x, ≤ x ∈ M.

De asemenea, am våzut cå pentru M = M2(R), elementele O2 =  
 ÷
 
0 0
0 0  çi I2 =  

 ÷
 
1 0
0 1 ,

pentru operaÆiile de adunare çi înmulÆire a matricelor satisfac proprietåÆile:
O2 + A = A + O2 = A, ≤ A ∈ M2(R),

I2 $ A = A $ I2 = A, ≤ A ∈ M2(R).
Aceastå proprietate va fi studiatå în cazul general.

Definiþie
Un element e ∈ M se numeçte element neutru pentru o lege de compoziÆie

& : M × M → M, (x, y) → x & y,
dacå e & x = x & e = x, ≤ x ∈ M.

Este foarte important rezultatul dat în urmåtoarea teoremå referitor la unicitatea
elementului neutru.

Teoremã
Dacå o lege de compoziÆie are element neutru, atunci acesta este unic.

Demonstraþie
Presupunem cå legea de compoziÆie M × M → M, (x, y) → x & y admite douå elemente

neutre e çi e′. Avem: e & e′ = e′ & e = e′ pentru cå e este element neutru. De asemenea,
e′ & e = e & e′ = e, pentru cå çi e′ este element neutru. Din aceste egalitåÆi rezultå e′ = e,
ceea ce demonstreazå cå, în cazul în care existå element neutru, el este unic determinat.

Observaþii:
Dacå legea de compoziÆie este datå în notaÆie aditivå, elementul neutru se noteazå de

regulå cu 0 çi se numeçte elementul zero. Dacå legea de compoziÆie este datå în notaÆie
multiplicativå, elementul neutru se noteazå cu 1 çi se numeçte element unitate. Avem:

0 + x = x + 0 = x, ≤ x ∈ M,
respectiv 1 $ x = x $ 1 = x, ≤ x ∈ M.

EXEMPLE
1. Fie H = {1, ε, ε2}, ε2 + ε + 1 = 0, ε3 = 1 çi operaÆia induså de înmulÆirea numerelor

complexe. Din tabela înmulÆirii pe H, rezultå:

 $     1    ε    ε2

1     1    ε ε2

ε     ε    ε2   1

ε2    ε2  1     ε
Deducem cå elementul neutru este e = 1.
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2. Fie legea de compoziÆie: Z × Z → Z, (x, y) → x ) y =
def.

 x + y – xy. Aceastå lege de
compoziÆie admite element neutru. Dacå e ∈ Z este element neutru: e ) x = x ) e = x, ≤ x ∈ Z.
Putem scrie x = e ) x = e + x – ex, ≤ x ∈ Z, de unde rezultå e – ex = 0 sau e(1 – x) = 0.
Aceastå relaÆie este satisfåcutå ≤ x ∈ Z dacå e = 0. În acest caz avem x ) 0 = x + 0 – x $ 0 = x,
deci elementul neutru este e = 0.

Exerciþii rezolvate

1. Fie mulÆimea M = R çi legea de compoziÆie R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

 xy – x – y + 2. Så
se studieze existenÆa elementului neutru.
Soluþie
Notând cu e elementul neutru, avem: e & x = x & e = x, ≤ x ∈ R. Din x = e & x, deducem
x = ex – e – x + 2 sau 2x – 2 – e(x – 1) = 0, (2 – e)(x – 1) = 0, ≤ x ∈ R, deci 2 – e = 0,
e = 2. Avem x & e = x & 2 = x $ 2 – x – 2 + 2 = x, ≤ x ∈ R.

2. Fie H = C \ {i} ⊂ C çi legea: C × C → C, (z1, z2) → z1 º z2 =
def.

 z1z2 – i(z1 + z2) + i – 1. Så
se arate cå H este o parte stabilå a lui C în raport cu legea de compoziÆie induså çi cå
aceastå lege este asociativå çi admite element neutru.

Soluþie
Legea de compoziÆie „º“ poate fi scriså sub forma: z1 º z2 = (z1 – i)(z2 – i) + i.
Din condiÆia z1, z2 ∈ C \ {i} rezultå z1 ≠ i, z2 ≠ i, de unde deducem z1 – i ≠ 0 çi z2 – i ≠ 0,
deci (z1 – i)(z2 – i) ≠ 0 çi avem z1 º z2 = (z1 – i)(z2 – i) + i ≠ i, z1 º z2 ∈ H.
Pentru a studia asociativitatea: (z1 º z2) º z3 = z1 º (z2 º z3), ≤ z1, z2, z3 ∈ H, avem:
(z1 º z2) º z3 = [(z1 – i)(z2 – i) + i] º z2 = [(z1 – i)(z2 – i) + i – i](z3 – i) + i =

= (z1 – i)(z2 – i)(z3 – i) + i.
Analog z1 º (z2 º z3) = z1 º [(z2 – i)(z3 – i) + i] =

= (z1 – i)[(z2 – i)(z3 – i) + i – i] + i = (z1 – i)(z2 – i)(z3 – i) + 1,
deci rezultå cå legea „º“ este asociativå.
Pentru elementul neutru pe care îl vom nota cu e avem: e º z = z º e = z, ≤ z ∈ C \ {i}.
Din egalitatea z = e º z, rezultå z = (e – i)(z – i) + i, çi putem scrie: z – i – (e – i)(z – i) = 0,
(z – i)(1 – e + i) = 0, ≤ z ∈ C \ {i}; deducem e = 1 + i. De asemenea, avem:
z º e = (z – i)(e – i) + i = (z – i)(1 + i – i) + i = z – i + i = z, ≤ z ∈ C \ {i}.

3. Fie mulÆimea M = ( 3 , +∞) dotatå cu legea de compoziÆie: M × M → M,

(x, y) → x & y =
def.

 xy – (x + y) 3  + 3 + 3 . Så se arate cå legea „&“ admite element neutru.
Soluþie
Dacå notåm cu e elementul neutru, e & x = x & e = x, ≤ x ∈ M, din egalitatea x = e & x re-

zultå: x = ex – (e + x) 3  + 3 + 3 , x – 3  = (e – 3 )(x – 3 ), (x – 3 )(e – 3  – 1) = 0,

≤ x ∈ M, de unde rezultå: e = 1 + 3 . Efectuând calculele, rezultå

x & e = (x – 3 )(e – 3 ) + 3  = (x – 3 )(1 + 3  – 3 ) + 3  =

= x – 3  + 3  = x, ≤ x ∈ M.
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4. Fie M = 2Z çi legea induså pe M de adunarea çi înmuÆirea numerelor întregi. Så se
arate cå legea de compoziÆie induså pe mulÆimea 2m în raport cu adunarea admite
element neutru, dar nu admite element neutru în raport cu operaÆia de înmulÆire.
Soluþie
Fie e+ elementul neutru în raport cu operaÆia de adunare: e+ + x = x + e+ = x, ≤ x ∈ 2Z.
Avem e+ = 0 = 2 $ 0, astfel încât 0 + x = x + 0 = x, ≤ x ∈ 2m.
Pentru înmulÆire: e$ $ x = x $ e$ = x, ≤ x ∈ 2m, avem e$ $ x = x, deci (e$ – 1)x = 0, ≤ x ∈ 2Z,
de unde rezultå e$ = 1, dar 1 ∉ 2m.

E fectua þi  în  c la s ã

1 . Fie M = 2Z + 1 mulÆimea numerelor întregi impare çi operaÆiile:
+ : Z × Z → Z, (x, y) → x + y     çi      $ : Z × Z → Z, (x, y) → xy.
AråtaÆi cå legea de compoziÆie induså pe 2Z + 1 de adunarea numerelor întregi nu
admite element neutru, dar legea de compoziÆie induså pe 2Z + 1 de înmulÆirea
numerelor întregi, admite element neutru.

2 . Fie mulÆimea M = (2, +∞) çi aplicaÆia & : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 (x – 2)(y – 2) + 2.
AråtaÆi cå „&“ este o lege de compoziÆie internå care admite element neutru.

3 . Fie H = {–1, 1, –i, i} ⊂ C. Så se întocmeascå tabla înmulÆirii pe H, induså de înmulÆirea
numerelor complexe çi så se determine elementul neutru.

Temã
1 . Fie mulÆimea M = (–2, +∞) çi legea de compoziÆie & : M × M → M,

(x, y) → x & y =
def.

 xy + 2x + 2y +2. AråtaÆi cå legea „&“ admite element neutru.

2 . Fie M = (–1, 1) çi legea de compoziÆie & : M × M → M,

(x, y) → x & y =
def.

 
+

+1
x y

xy
. DeterminaÆi elementul neutru al legii „&“.

3 . Fie M = [5, 7] çi aplicaÆia & : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 xy – 6x – 6y + 42.
AråtaÆi cå „&“ este o lege de compoziÆie cu element neutru.

4 . Fie mulÆimea M = C \ {–i} çi legea de compoziÆie & : M × M → M,

(z1, z2) → z1 & z2 =
def.

 z1z2 + i(z1 + z2) – 1 – i.

Så se arate cå legea „&“ admite element neutru.

5 . Fie M = [–2, +∞) çi aplicaÆia & : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 3xy + 6(x + y) + 10.
AråtaÆi cå „&“ este lege de compoziÆie internå çi admite element neutru.

6 . Pe R se defineçte legea de compoziÆie „&“ prin: R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

 xy – x – y – 2.
CercetaÆi existenÆa elementului neutru.
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  7. Pe Q se considerå legea de compoziÆie & : Q × Q → Q, (x, y) → x & y =
def.

 x + y – 1
2

xy.

AråtaÆi cå M = Q \ {2} este o parte stabilå a lui Q în raport cu legea de compoziÆie „&“
çi determinaÆi elementul neutru.

  8. Se defineçte pe C legea de compoziÆie „&“ prin relaÆia: z1 & z2 = (1 – i)z1z2, ≤ z1, z2 ∈ C,

i = −1 . Så se gåseascå elementul neutru.

  9. Pe Z se defineçte legea de compoziÆie „&“ astfel: x & y = xy – 3(x + y) + 12, ≤ x, y ∈ Z.
Så se determine elementul neutru.

10. Pe mulÆimea G = (0, ∞) \ {1} se considerå legea de compoziÆie & : G × G → G,
(x, y) → x & y = eln x $ ln y. DeterminaÆi elementul neutru u ale legii „&“.

1.4.3. Elementele simetrizabile
Fie M o mulÆime nevidå, înzestratå cu o lege de compoziÆie M × M → M, (x, y) → x & y.
Pentru aceastå lege de compozÆie vom presupune cå este asociativå çi admite element

neutru, notat e.

Definiþie
Un element x ∈ M se numeçte simetrizabil în raport cu legea de compoziÆie „&“
(asociativå çi cu element neutru)

& : M × M → M, (x, y) → x & y
dacå existå x′ ∈ M astfel încât  x′ & x = x & x′ = e.

În cazul în care un element x ∈ M este simetrizabil în raport cu legea de compoziÆie
„&“, atunci simetricul x′ este unic.

Teoremã
Dacå x′ este simetricul elementului x, pentru legea de compoziÆie

& : M × M → M, (x, y) → x & y,
atunci x′ este unic.

Demonstraþie:
Dacå x′ çi x″ ar fi elemente simetrice al elementului x ∈ M, atunci:

x′ & x = x & x′ = e, x′ fiind simetric al elementului x ∈ M.
De asemenea, x″ & x = x & x″ = e, x″ fiind presupus element simetric al lui x ∈ M.
Putem scrie: x′ = x′ & e = x′ & (x & x″) = (x′ & x) & x″ = e & x″ = x″.

Observaþie:
Dacå legea de compoziÆie este datå în notaÆie aditivå, simetricul unui element x ∈ M se

noteazå cu –x çi se numeçte opusul lui x: (–x) + x = x + (–x) = 0.
Dacå legea de compoziÆie este datå în notaÆie multiplicativå, simetricul lui x în cazul în

care existå se noteazå cu x–1 çi se numeçte inversul lui x; x–1 $ x = x $ x–1 = 1.

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


21

Capitolul 1. Grupuri

EXEMPLE
1. Fie M = Z çi operaÆia de adunare + : Z × Z → Z, (x, y) → x + y.
Orice element x este simetrizabil çi simetricul såu este –x, deci:

(–x) + x = x + (–x) = 0.
Pentru operaÆia de înmulÆire: Z × Z → Z, (x, y) → xy, singurele elemente simetrizabile,

(care admit elemente inverse) sunt –1 çi 1, deci 1–1 = 1, (–1)–1 = –1.

2. Fie M = (2, +∞) çi legea de compoziÆie:

& : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 xy – 2(x + y) + 6.
Determinãm elementele simetrizabile ale mulÆimii M în raport cu legea „&“.
Într-adevår „&“ este o lege de compoziÆie internå: x & y = (x – 2)(y – 2) + 2 > 2,

≤ x, y ∈ (2, +∞). Notând cu e elementul neutru avem: e & x = x & e = x, ≤ x ∈ M. Avem:
e & x = x, (e – 2)(x – 2) + 2 = x sau (e – 2)(x – 2) – (x – 2) = 0, (x – 2)(e – 3) = 0,
≤ x ∈ (2, +∞), de unde rezultå e = 3 ∈ M. Este verificatå çi condiÆia

x & e = x, x & e = x & 3 = (x – 2)(3 – 2) + 2 = x – 2 + 2 = x, ≤ x ∈ M.
Notåm cu x′ simetricul unui element x ∈ M. Avem: x′ & x = x & x′ = 3, e = 3, ≤ x ∈ M.

Din egalitatea x′ & x = 3, deducem: (x′ – 2)(x – 2) + 2 = 3, (x′ – 2)(x – 2) = 1, x′ – 2 = 
−
1

2x
,

x′ = 2 + 
−
1

2x
 ∈ M sau x′ = −

−
2 3

2
x
x

, ≤ x ∈ (2, +∞). Este verificatå çi egalitatea: x & x′ = 3.

Într-adevår: x & x′ = x & ( )+
−
12

2x
 = (x – 2) ( )+ −

−
12 2

2x
 + 2 = (x – 2) 1

2x −
 + 2 = 3.

Unele proprietåÆi remarcabile sunt prezentate în urmåtoarea teoremå:

Teoremã
Dacå x, y ∈ M sunt elemente simetrizabile în raport cu o lege de compoziÆie
& : M × M → M, (x, y) → x & y (asociativå çi cu element neutru),
atunci: x & y çi x′ sunt inversabile çi avem:

1. (x & y)′ = y′ & x′;
2. (x′)′ = x.

Demonstraþie:
Vom dovedi cå y′ & x′ este simetricul lui x & y. Avem:
(y′ & x′) & (x & y) = y′ & (x′ & (x & y)) = y′ & ((x′ & x) & y) = y′ & (e & y) = y′ & y = e.

Analog (x & y) & (y′ & x′) = x & (y & (y′ & x′)) = x & ((y & y′) & x′) = x & (e & x′) = x & x′ = e.
Rezultå cå elementul x & y este simetrizabil çi (x & y)′ = y′ & x′.
Pentru proprietatea (x′)′ = x, avem: x′ & x = x & x′ = e, deci x este simetricul lui x′, deci

(x′)′ = x.

Observaþii:
Dacå legea de compoziÆie este datå în notaÆie aditivå, proprietåÆile prezentate în teorema

precedentå se transcriu astfel:
–(x + y) = (–y) + (–x), respectiv –(–x) = x.
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Dacå legea de compoziÆie este datå în notaÆie multiplicativå, avem:
(xy)–1 = y–1x–1, respectiv (x–1)–1 = x.

În cazul unei legi de compoziÆie notatå aditiv se face urmåtoarea convenÆie:

x – y =
def.

 x + (–y).

Exerciþiu rezolvat:

Fie mulÆimea M = {z = a – b 5   a, b ∈ Q, a2 – 5b2 = 1} dotatå cu legea:
$ : M × M → M, (z1, z2) → z1z2.

Så se demonstreze cå orice element z ∈ M este simetrizabil.
Soluþie
Fie z1, z2 ∈ M, deci z1 = a1 – b1 5 , z2 = a2 – b2 5 ; a1, b1, a2, b2 ∈ Q, −2 2

1 15a b  = 1,
−2 2

2 25a b  = 1.

Rezultå z1z2 = (a1 – b1 5 )(a2 – b2 5 ) = (a1a2 + 5b1b2) – (a1b2 + a2b1) 5 , unde
a1a2 + 5b1b2, a1b2 + a2b1 ∈ Q çi (a1a2 + 5b1b2)

2 – 5(a1b2 + a2b1)
2 = 2 2

1 2a a  + 10a1a2b1b2 +

+ 25 2 2
1 2b b  – 5 2 2

1 2a b  – 10a1b1a2b2 – 5 2 2
2 1a b  = 2 2

1 2a a  + 25 2 2
1 2b b  – 5 2 2

1 2a b  – 5 2 2
2 1a b  =

= −2 2 2
1 2 2( 5 )a a b  – −2 2 2

1 2 25 ( 5 )b a b  = − −2 2 2 2
1 1 2 2( 5 )( 5 )a b a b  = 1 $ 1 = 1,

deci este o lege de compoziÆie internå.
Se verificå cu uçurinÆå, proprietatea de asociativitate:

(z1z2)z3 = z1(z2z3), ≤ z1, z2, z3 ∈ M.
Cercetând existenÆa elementului neutru avem: e = e1 – e2 5 , astfel încât:

ez = ze = z, ≤ z ∈ M.
Din egalitatea: ez = z, rezultå pentru z = a – b 5 , (e1 – e2 5 )(a – b 5 ) = a – b 5 ;

(e1a + 5e2b) – (e1b + e2a) 5  = a – b 5 , deci:

{ + =
+ =

1 2

1 2

5e a e b a
e b e a b ,

de unde rezultå e1 = 1 çi e2 = 0, deci e = 1 – 0 $ 5  = 1, unde e1, e2 ∈ Q çi −2 2
1 25e e  = 1.

Pentru z = a – b 5  ∈ M, a, b ∈ Q, vrem så determinåm elementele simetrice ale lui x.

Notând z–1 = x – y 5 , x, y ∈ Q, elementul simetric a lui z, avem z–1 $ z = z $  z–1 = 1.
Din egalitatea: z–1 $ z = 1, rezultå (x – y 5 )(a – b 5 ) = 1, (xa + 5yb) – (xb + ya) 5  = 1

çi se obÆine sistemul:

{ + =
+ =

5 1
0

xa yb
xb ya    ( )5

×

× −

a
b           

( )b
a

× −

×

Adunând ecuaÆiile sistemului obÆinem ecuaÆia x(a2 – 5b2) = a, cu soluÆia  x = a;
rezultå çi y = –b. ObÆinem z–1 = a + b 5 , a, b ∈ Q, a2 – 5b2 = 1, de unde rezultå cå este

verificatå çi egalitatea zz–1 = 1:

z $ z–1 = (a – b 5 )(a + b 5 ) = a2 – 5b2 = 1.
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E fectua þi  în  c la s ã:

Fie mulÆimea M = (–2, +∞) çi aplicaÆia:

& : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 3xy + 6(x + y) + 10.

DemonstraÆi cå:
a) legea „&“ este o lege de compoziÆie internå;
b) legea „&“ este asociativå;
c) legea „&“ admite element neutru;
d) elementele mulÆimii M sunt simetrizabile.

Temã
1 . Fie H = {–1, 1, i, –i} ⊂ C. DemonstraÆi cå înmulÆirea numerelor complexe induce pe H

o lege de compoziÆie internå çi så se determine inversele elementelor lui H.

2 . Pe R se defineçte legea de compoziÆie: R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

 1
2

(1 + x + y – xy).

Så se arate cå legea este asociativå çi are element neutru. Care sunt elementele simetrizabile?

3 . Fie legea de compoziÆie: & : Q × Q → Q, (x, y) → x & y =
def.

 x + y – 2xy.
DeterminaÆi mulÆimea elementelor simetrizabile.

4 . Pe Z se defineçte legea de compoziÆie „&“ astfel: x & y = xy – 3(x + y) + 12, ≤ x, y ∈ Z.
Så se determine elementul neutru çi elementele care nu sunt simetrizabile.

5 . Pe mulÆimea M = ( )−∞ − 3,
2

 se defineçte legea de compoziÆie: x & y = 
+

+ +
4 3

4( 1)
xy

x y
.

DeterminaÆi elementul neutru çi elementele simetrizabile.

6 . Pe mulÆimea M = Z se defineçte legea de compoziÆie „&“ astfel:

& : M & M → M, (x, y) → x & y =
def.

 2xy – 3x – 3y + 6.
DeterminaÆi mulÆimea elementelor simetrizabile în raport cu „&“.

1.4.4. Comutativitatea
ProprietåÆile studiate pânå acum pentru o lege de compoziÆie def initå pe o mulÆime

nevidå au fost fåcute cu restricÆia pentru compusul a douå elemente x çi y, care este
primul element çi respectiv al doilea element.

O importanÆå deosebitå au legile de compoziÆie pentru care compusul a douå elemente
oarecare este independent de ordinea în care se face compunerea acestora.

Definiþie
O lege de compoziÆie

& : M × M → M, (x, y) → x & y
se numeçte comutativå, dacå

x & y = y & x, ≤ x, y ∈ M.
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EXEMPLE

1 . Dacå M este una dintre N, Z, Q, R, C operaÆiile de adunare çi înmulÆire sunt comutative:
x + y = y + x, ≤ x, y ∈ M, xy = yx, ≤ x, y ∈ M.

2 . OperaÆia de înmulÆire a numerelor complexe $  : C × C → C → (z1, z2) → z2z2

induce pe mulÆimea H = {1, ε, ε2} ⊂ C, ε2 + ε + 1 = 0, parte stabilå a lui C, o operaÆie

) : Z × Z → Z, (x, y) → x ) y =
def.

 x + y – xy
numitå compunerea circularå. AråtaÆi ca legea „)“ este asociativå çi comutativå.

2 . Fie M = (–∞, 1) dotatå cu aplicaÆia & : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 
−

+ −
2

3
xy

x y
.

3 . Fie M = 
+ 

 ÷− − 
4 2

7 4
x y y

y x y   x, y ∈ R, x2 – 2y2 = 1} ⊂ M2(R).

3 . Fie mulÆimea M = (2, +∞) dotatå cu legea de compoziÆie & : M × M → M,

(x, y) → x & y =
def.

 xy – 3x – 3y + 12. AråtaÆi cå legea „&“ este comutativå.

3 . Fie M = (3, 5) dotatå cu aplicaÆia & : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 xy – 4(x + y) + 20.
AråtaÆi cå „&“ este o lege de compoziÆie internå comutativå.

4 . Fie M = M2(C) çi A, B ∈ M2(C), A =  
 ÷− 

1 2
1 1 , B = 

1 2
1 2

− − 
 ÷− 

, verificaÆi cå AB ≠ BA.

5 . Fie M = R çi legea de compoziÆie & : R × R → R, (x, y) → x & y = 2x + 3y.
AråtaÆi cå legea „&“ nu este comutativå.

Temã
1 . Pe mulÆimea Z a numerelor întregi se defineçte legea de compoziÆie:

DemonstraÆi cå este o lege de compoziÆie comutativå.

comutativå. Din tabla înmulÆirii
deducem cå legea de compoziÆie
induså este comutativå, tabla
fiind simetricå faÆå de diagonala
principalå.

    $    1     ε     ε2

  1   1     ε    ε2

ε    ε     ε2   1
ε2   ε2   1   ε

(x, y) → x & y =
def.

 xy – 2x – 2y + 6. Legea de compoziÆie „&“ este comutativå: x & y = y & x,
≤ x, y∈ M. Avem x & y = xy – 2x – 2y + 6 = yx – 2y + 6 = y & x, ≤ x, y ∈ M.

Så observåm ca legea de compoziÆie „&“ este simetricå în x çi y ceea ce pune în evidenÆå
faptul ca legea de compoziÆie este comutativå.

E fectua þi  în  c la s ã
1 . AråtaÆi cå operaÆia de adunare a numerelor întregi pare + : 2Z × 2Z → 2Z, (x, y) → x + y

este comutativå.

2 . Fie mulÆimea M = (3, +∞) dotatå cu legea de compoziÆie & : M × M → M,

Så se demonstreze cå operaÆia de înmulÆire induså pe mulÆimea M este comutativå.
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4 . Fie M =  
( )

− −   = ∈  ÷− −   

*2 1
,

2 1 2 1
Rx

x x
A x

x x
 çi legea de compoziÆie $  : M × M → M,

A

1. Fie mulÆimea M = m çi legea de com-
poziÆie & : m   D m « m, (x, y) «  x &  y,

(1p)
(1p)

(1p)
(1p)

unde: 2
def

x y x y= + −& .
Så se demonstreze cå legea „&“ :
a) este asociativå;
b) admite element neutru;
c) elementele mulÆimii sunt

simetrizabile;
d) legea „&“ este comutativå.

2. Fie mulÆimea M = (0, + ∞) ¾ {1} çi
legea de compoziÆie & : M   D M « M,
(x, y) «  x &  y, unde:   x &  y = x5lny.
Så se demonstreze cå legea „&“ :
a) este asociativå;
b) admite element neutru;
c) elementele mulÆimii sunt

simetrizabile;
d) legea este comutativå.

(2p)
(1p)

(1p)
(1p)

(Ax, Ay) → AxAy. Så se demonstreze cå legea de compoziÆie induså de înmulÆirea
matricelor este o lege comutativå.

5 . Fie mulÆimea M = (0, +∞) – {1} çi aplicaÆia & : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 
3ln yx . Så

se demonstreze cå este o lege de compoziÆie internå, comutativå.

6 . Pe R se defineçte legea de compoziÆie & : R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

 xy + ax + by.
Så se determine a çi b astfel încât legea så fie asociativå çi comutativå.

7 . Pe R se defineçte legea de compoziÆie & : R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

 xy + 2ax + by.
Så se determine a, b ∈ R astfel încât legea de compoziÆie „&“ så fie comutativå çi asociativå.

8 . Pe mulÆimea R se considerå legea de compoziÆie „&“: R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

= (1 – a)x + ay – a. Så se determine a astfel încât legea „&“ så fie comutativå.

9 . Fie legea & : R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

 2xy + ax + by. Så se determine a, b ∈ R
astfel încât legea de compoziÆie „&“ så fie comutativå çi asociativå.

10. Pe mulÆimea M = (1, +∞) se considerå operaÆia x & y = 1 + (x – 1)lg (y – 1). Så se arate cå:
a) legea „&“ este o lege de compoziÆie pe M; b) legea „&“ este asociativå;
c) legea „&“ este comutativå.

Teste pentru verificarea cunoºtinþelor
B

1. Fie mulÆimea M = m   çi legea de com-
poziÆie & : m   D m « m, (x, y) «  x &  y,

unde: 3
def

x y x y= + −& .
Så se demonstreze cå legea „&“ :
a) este asociativå;
b) admite element neutru;
c) elementele mulÆimii sunt

simetrizabile;
d) legea este comutativå.

2. Fie mulÆimea M = (0, + ∞) ¾ {1} çi
legea de compoziÆie & : M   D M « M,
(x, y) «  x &  y, unde:  x &  y = x7lny.
Så se demonstreze cå legea „&“ :
a) este asociativå;
b) admite element neutru;
c) elementele mulÆimii sunt

simetrizabile;
d) legea este comutativå.

(2p)
(1p)

(1p)
(1p)

(1p)
(1p)

(1p)
(1p)

Notå: Timpul efectiv de lucru este de 50 de minute pentru fiecare variantå. Se acordå 1 punct din oficiu.
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2. Grup, exemple: grupuri numerice, grupuri
de matrice, grupuri de permutãri, mn

2.1. Definiþii ºi exemple

Definiþie
O mulÆime nevidå M este monoid în raport cu o lege de compoziÆie „&“ definitå

pe M,   & : M × M → M, (x, y) → x & y, dacå sunt satisfåcute urmåtoarele axiome:
M1. (x & y) & z = x & (y & z), ≤ x, y, z ∈ M;
M2. ∃ e ∈ M astfel încât e & x = x  & e = x, ≤ x ∈ M.

Monoidul va fi notat (M, &). Dacå, în plus, este satisfåcutå çi axioma:
M4. x & y = y & x = e, ≤ x, y ∈ M,

spunem cå monoidul este comutativ.

Una dintre structurile importante pe care le vom studia este structura de grup. Fie o
mulÆime nevidå pe care o vom nota cu G, dotatå cu o lege de compoziÆie.

Definiþie
Un cuplu (G, &) format dintr-o mulÆime nevidå G çi o lege de compoziÆie pe G,

& : G × G → G, (x, y) → x & y
se numeçte grup dacå sunt satisfåcute urmåtoarele axiome:

G1. (x & y) & z = x & (y & z), ≤ x, y, z ∈ G;
G2. ∃ e ∈ G astfel încât e & x = x  & e = x, ≤ x ∈ G;
G3. ≤ x ∈ G, ∃ x′ ∈ G astfel încât x′ & x = x & x′ = e.

Ansamblul de condiÆii G1, G2, G3 poartå numele de axiomele grupului, unde G2 asigurå
existenÆa elementului neutru al grupului G. Elementul x′ a cårui existenÆå este asiguratå
de axioma G3 se numeçte simetricul lui x.

Dacå, în plus, este satisfåcutå çi axioma
G4. x& y = y & x, ≤ x, y ∈ G,

atunci (G, &) se numeçte grup abelian sau grup comutativ.

2.1.1. Grupuri numerice

EXEMPLE
1. Fie mulÆimea Z dotatå cu legea de compoziÆie

& : Z × Z → Z, (x, y) → x & y 
def.
=  x + y – 1.

Perechea (Z, &) este grup abelian.
Legea „&“ este o lege de compoziÆie internå: ≤ x, y ∈ Z, atunci x & y = x + y – 1 ∈ Z çi

este verificat ansamblul de axiome:
G1. (x & y) & z = x & (y & z), ≤ x, y, z ∈ Z.
Avem (x & y) & z = (x + y – 1) & z = (x + y – 1) + z – 1 = x + y + z – 2, respectiv

x & (y & z) = x & (y + z – 1) = x + (y + z – 1) – 1 = x + y + z – 2.
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G2. ∃ e ∈ G astfel încât e & x = x & e = x, ≤ x ∈ G.
Din condiÆia e & x = x, rezultå e + x – 1 = x, deci e = 1 ∈ Z.
Este verificatå çi condiÆia x & e = x, x & 1 = x + 1 – 1 = x, ≤ x ∈ Z.
G3. ≤ x ∈ Z, ∃ x′ ∈ Z astfel încât x′ & x = x & x′ = e. Din condiÆia x′ & x = 1, rezultå

x′ + x – 1 = 1, deci x′ = 2 – x, x′ ∈ Z.
Este verificatå çi condiÆia x & x′ = 1;  x & x′ = x + (2 – x) – 1 = 1.
Rezultå (Z, &) este grup. În plus, este verificatå çi axioma:
G4. x & y = y & x, ≤ x, y ∈ Z. Avem: x & y = x + y – 1 = y + x – 1 = y & x, deci (G, &)

este grup abelian.

2. Fie G = (0, ∞) \ {1}. Aråtåm cå aplicaÆia & : G × G → G, (x, y) → x & y 
def.
=  xln y este

o lege de compoziÆie pe G çi (G, &) este grup comutativ.
Legea „&“ este o lege de compoziÆie internå x, y ∈ G ⇒ ln y ∈ R*, deci xln y ∈ G çi

ansamblul de axiome din definiÆia grupului G1, G2, G3 se verificå.
G1. (x & y) & z = x & (y & z), ≤ x, y, z ∈ G. Avem (x & y) & z = xln y & z = (xln y)ln z =

= xln y $ ln z, de unde rezultå (x & y) & z = x & (y & z), ≤ x, y, z.
G3. Pentru a nu se crea confuzia elementului neutru cu baza logaritmului natural, vom

nota elementul neutru cu e& çi avem: ∃ e& ∈ G astfel încât e& & x = x & e& = x, ≤ x ∈ G. Din

egalitatea e& & x = x, rezultå: ln xe&  = x çi deducem ln ln xe&  = ln x, ln x $ ln e& = ln x, deci

(ln e& – 1)ln x = 0, unde ln x ≠ 0 çi rezultå ln e& = 1, deci ln e& = ln e, e& = e, unde e = ( )1lim 1
n

n n→∞
+ .

Este verificatå çi egalitatea x & e& = x. Avem: x & e& = x & e = xln e = x1 = x, ≤ x ∈ G.
Rezultå cå (G, &) este grup.

În plus, este verificatå çi axioma:
G4. x & y = y & x, ≤ x, y ∈ G. Într-adevår, x & y = xln y = 

lnln yxe  = eln y $ ln x = 
lnln xye  =

= yln x = y & x, de unde rezultå cå (G, &) este grup abelian.

2.1.2. Grupuri de funcþii

EXEMPLU
Grupul lui Klein. Fie E = R × R çi K = {1E, u, v, w}, unde 1E, u, v, w sunt funcÆiile:

1E : E → E, 1E(x) = (x1, x2),
u : E → E, u(x) = (x1, –x2),
v : E → E, v(x) = (–x1, x2),
w : E → E, w(x) = (–x1, –x2),

oricare ar fi x ∈ (x1, x2) ∈ E = R × R.
SemnificaÆiile acestor funcÆii, dacå se

considerå un sistem de axe de coordonate
(x1Ox2) sunt: 1E(x) este funcÆia identicå; u(x)
este simetria faÆå de axa Ox2, v(x) este simetria
faÆå de axa Ox1, iar w(x) este simetria faÆå de
origine (fig. 1).

Fig .  1

O 1x

2x

1 2( ) ( , )v x x x= − 1 2( , )x x x=

1 2( ) ( , )w x x x= − − 1 2( ) ( , )u x x x= −
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Pentru orice x ∈ E, x = (x1, x2), dacå compunem douå funcÆii din K = {1E, u, v, w}, se
obÆine tot o funcÆie din K.

De exemplu:
(1E ) u)(x) = 1E(u(x)) = 1E(x1, –x2)) = (x1, –x2) = u(x),
(1E ) v)(x) = v(x), (1E ) w)(w) = w(x).
(u ) v)(x) = u(v(x)) = u((–x1, x2)) = (–x1, –x2) = w(x);
(v ) w)(x) = v(w(x)) = v((–x1, –x2)) = (x1, –x2) = u(x);
(w ) u)(x) = w(u(x)) = w((x1, –x2)) = (–x1, x2) = v(x);
(w ) w)(x) = w(w(x)) = w((–x1, –x2)) = (x1, x2) = 1E(x).

Dacå alcåtuim tabla operaÆiei induså pe K de compunerea funcÆiilor, obÆinem:

) 1E u v w

1E 1E u v w
u u 1E w v
v v w 1E u
w w v u 1E

Observaþie:
În cazul general al compunerii funcÆiilor sunt verificate axiomele:
M1. Asociativitatea: (f ) g) ) h = f ) (g ) h), ≤ f, g, h ∈ F.
M2. Element neutru: ∃ 1E ∈ F astfel încât 1E ) f = f ) 1E = f, ≤ f ∈ F.
Putem spune cå (F, )) este o structurå de monoid.

Pentru mulÆimea funcÆiilor K = {1E, u, v, w} sunt satisfåcute axiomele:
G1. (f ) g) ) h = f ) (g ) h), ≤ f, g, h ∈ K.
G2. ∃ 1E ∈ K astfel încât 1E ) f = f ) 1E = f, ≤ f ∈ K.
G3. ∃ f–1 ∈ K astfel încât f–1 ) f = f ) f–1 = 1E, ≤ f ∈ K.
Avem: 11E

−  = 1E, u
–1 = u, v–1 = v, w–1 = w.

În plus:
G4. f ) g = g ) f, ≤ f, g ∈ K.
Aceastå proprietate rezultå din observaÆia cå tabla operaÆiei lui K este simetricå în

raport cu diagonala principalå.
FuncÆiile 1E, u, v, w sunt bijective. Avem: 1E ) 1E = 1E, u ) u = 1E, v ) v = 1E, w ) w = 1E.
Açadar, (K, )) este grup, numit grupul lui Klein. Am constatat cå grupul lui Klein este

comutativ.

Efectuaþi în clasã
Fie mulÆimea G = (2, +∞) çi aplicaÆia:

& : G × G → G, (x, y) → x & y = xy – 2x – 2y + 6.
a) AråtaÆi  cå „&“ este o lege de compoziÆie internå.
b) AråtaÆi cå (G, )) este grup abelian.
c) CalculaÆi x & x & x çi apoi demonstraÆi cå

de  ori

...
n

x x x& & &  = (x – 2)n + 2.
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2.2. Reguli de calcul într-un grup
Proprietatea G3 a unui grup ne aratå cå orice element al unui grup este simetrizabil în

raport cu operaÆia acestuia. Rezultå cå un grup este un monoid în care este verificatå çi
axioma G3.

În continuare, vom preciza câteva proprietåÆi importante ale grupurilor.

2.2.1. Simplificarea la stânga ºi la dreapta într-un grup

Teoremã
Într-un grup (G, &) sunt adevårate regulile de simplificare la stânga çi la dreapta:

a & b = a & c  ⇒ b = c,
respectiv

b & a = c & a ⇒ b = c.

Demonstraþie
Fie a, b, c ∈ G astfel încât a & b = a & c çi a′ simetricul elementului a, deci a′ & a = a & a′ = e.

Avem: b = e & b = (a′ & a) & b = a′ & (a & b) = a′ & (a & c) = (a′ & a) & c = e & c = c.
În mod analog demonstråm çi pentru simplificarea la dreapta. Presupunem b & a = c & a.

Avem: b = b & e = b & (a & a′) = (b & a) & a′ = (c & a) & a′ = c & (a & a′) = c & e = c.

2.2.2. Ecuaþii într-un grup

Teoremã
Fie (G, &) un grup. Oricare ar fi a, b ∈ G ecuaÆiile

a & x = b çi y & a = b
au soluÆii unice în G, anume:

x = a′ & b, y = b & a′,
unde a′ este simetricul lui a.

Demonstraþie
Så aråtåm cå x = a′ & b este soluÆie a ecuaÆiei a & x = b, unde a′ este simetricul lui a,

a′ & a = a & a′ = e. Avem: a & x = a & (a′ & b) = (a & a′) & b = e & b = b.
Unicitatea. Dacå x1 çi x2 sunt soluÆii din G ale ecuaÆiei a & x = b, atunci a& x1 = b =

= a & x2, deci a & x1 = a & x2 çi conform regulii de simplificare la stânga obÆinem x1 = x2.
Rezultå cå ecuaÆia a & x = b admite soluÆie unicå în grupul (G, &).

Procedând analog çi pentru ecuaÆia y & a = b, deducem: Dacå y1 çi y2 sunt soluÆii din
G ale ecuaÆiei y & a = b, avem: y1 & a = b = y2 & a, de unde rezultå y1& a = y2 & a çi,
folosind regula de simplificare la dreapta, obÆinem y1 = y2. Açadar, ecuaÆia y & a = b are
cel mult o soluÆie în G. Aceastå soluÆie este y = b & a′.

Într-adevår, y & a = (b & a′) & a = b & (a′ & a) = b & e = b.
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2.3. Grupuri de permutãri

Pentru n g q*, considerând mulÆimea E = {1, 2, 3,..., n} çi aplicaÆiile bijective  f : E →
E, vom nota:

 ° e

π

σ
e e

e

e

e

e

e

π

π
π

π

π

π

π

β

β

β
β

β

β

β

β

α

α
α

α

α

α

α

α

γ

γ
γ

γ

γ

γ

γγ

σ

σ
σ

σ

σ

σ

σ

−  
= =  ÷

 
1 1 2 3

1 2 3
e e ; −  

σ = π =  ÷
 

1 1 2 3

3 1 2
; −  

π = σ =  ÷
 

1 1 2 3

2 3 1
;

Întocmim tabela operaÆiei induse pe S3 de cåtre
compunerea funcÆiilor, numitå compunerea
permutårilor de trei obiecte.

Din analiza tablei compunerii permutårilor de
trei obiecte, rezultå cå „°” este o lege de compoziÆie
internå. Precizåm cå mulÆimea funcÆiilor în raport
cu operaÆia de compunere este asociativå. Pentru
S3, avem: 1E = e gS3, unde e este elementul neutru
çi din tabela compunerii rezultå cå orice element
din S3 este simetrizabil, anume:

( ) ( ) ( )
1 2 ...

1 2 ...

n
n

 
σ =  ÷σ σ σ 

çi cu Sn mulÆimea acestor funcÆii bijective ale cårei elemente se numesc permutåri de gradul n.
Pentru oricare douå elemente σ, τ g S

1
 care sunt funcÆii, se defineçte operaÆia de

compunere definitå a funcÆiilor (σ ° τ)(k) = σ(τ(k)), k g {1, 2, ..., n}.
Pentru n = 3, E = {1, 2, 3}, elementele mulÆimii S3, în numår de 3! = 6, sunt:

 
= =  ÷

 

1 2 3
1

1 2 3E e ,  
σ =  ÷

 

1 2 3

2 3 1
,  

π =  ÷
 

1 2 3

3 1 2

 
α =  ÷

 

1 2 3

1 3 2
,  

β =  ÷
 

1 2 3

3 2 1
,  

γ =  ÷
 

1 2 3

2 1 3

çi avem mulÆimea S
3
 = {e, σ, π, α, β, γ}.

Elementele acestei mulÆimi fiind funcÆii bijective, prin compunerea a douå permutåri
se obÆine o funcÆie bijectivå.

EXEMPLU

Fie permutårile 
 

σ =  ÷
 

1 2 3

2 3 1
 çi 

 
γ =  ÷

 

1 2 3

2 1 3
. Calculåm (σ ° γ)(k), k g {1, 2, 3}.

Avem: (σ ° γ)(1) = σ(γ(1)) = σ(2) = 3 = β(1).
(σ ° γ)(2) = σ(γ(2)) = σ(1) = 2 = β(2).
(σ ° γ)(3) = σ(γ(3)) = σ(3) = 1 = β(3).

çi am obÆinut: 
 

σ γ = = β ÷
 


1 2 3

3 2 1
.

−  
α = α =  ÷

 
1 1 2 3

1 3 2
; −  

β = β =  ÷
 

1 1 2 3

1 3 2
; −  

γ = γ =  ÷
 

1 1 2 3

2 1 3
.
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Fiind verificate axiomele G1, G2, G3 din definiÆia unui grup, rezultå cå (S3, °) este grup,
numit grupul permutårilor de trei obiecte sau grupul simetric de grad 3. Vom preciza
cå acest grup nu este comutativ. Din tabla operaÆiei lui S3 deducem, de exemplu, cå:

α π = γ ≠ β = π α  ; π β = γ ≠ α = β π  .
În general, dacå n > 1 çi E = {1, 2, 3,..., n}, atunci mulÆimea Sn a funcÆiilor bijective de

la E la E formeazå un grup în raport cu operaÆia de compunere a funcÆiilor, notatå „°”;
(Sn, °) se numeçte grupul permutårilor de n obiecte sau grupul simetric de grad n.

2.4. Grupuri de resturi modulo n (mn)

Pentru n gq* çi a g   m, conform definiÆiei împårÆirii cu rest rezultå cå existå q, r g    m unic
determinaÆi astfel încât:

a = nq + r, ≤ <0 r n .
Din relaÆia precedentå, deducem cå numårul r, unic determinat, este restul împårÆirii

lui a la n çi se mai noteazå:
r = a modn

numit çi redusul modulo n al lui a.
Resturile posibile ale împårÆirii numerelor întregi prin n gq* sunt:

0, 1, 2, ... r, ..., n − 1,
mulÆime notatå cu:

nn = {0, 1, 2, ..., n – 1}
OperaÆiile induse pe nn de cåtre adunarea çi înmulÆirea modulo n sunt:

I : nn × nn → nn, (a, b) → a I b ( )
def.

moda b n= + ;

⊕ 0 1 2

1
0

2

20 1
021
102

3
3

3
3

33 0 1 2

⊗ 0 1 2

1
0

2

00 0
310
200

3
0

2
2

03 3 2 1

⊕ 0 1 2

1
0

2

20 1
021
102

⊗ 0 1 2

1
0

2

00 0
210
120

Pentru n = 4, n4 = {0, 1, 2, 3}, tablele operaÆiilor
induse pe n4  de cåtre adunarea çi înmulÆirea modulo 4
sunt cele alåturate:

K : nn × nn → nn, (a, b) → a K b ( )
def.

modab n= .

Pentru n = 3, n3 = {0, 1, 2} tablele operaÆiilor
induse pe n3  de cåtre adunarea çi înmulÆirea modulo 3
sunt cele alåturate:

Analizând, pentru n = 4, n4 = {0, 1, 2, 3,} vom observa cå (n4, I)este o structurå de
grup abelian, unde sunt verificate axiomele G1, G2, G3, G4 çi:

e = 0; –0 = 0; –1 = 3; –2 = 2; –3 = 1.
Precizåm cå, în general, pentru n gq*, nn = {0, 1, 2,..., n – 1}, de unde rezultå cå

(nn, I) este o structurå de grup abelian, numit grupul resturilor modulo n.
Pentru a g m çi n gq* se definesc mulÆimile:
C0, C1,..., Cr,..., Cn – 1,  unde:

{ }0 mod 0C a a n= ∈ = =m? { }nh h n∈ =? m m ;
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{ }1 mod 1C a a n= ∈ = =m? { }1 1nh h n+ ∈ = +? m m ;
...

{ }modrC a a n r= ∈ = =m? { }nh r h n r+ ∈ = +? m m ;
...

{ }1 mod 1nC a a n n− = ∈ = − =m? { }1nh n h+ − ∈ =? m 1n n+ −m

çi se numesc clase de resturi modulo n.

Clasa de resturi modulo r se noteazå cu Cr sau r :

rr C n r= = + m , { }0,1,2,..., 1r n∈ − .

În acest fel, se obÆine mulÆimea claselor de resturi modulo n, notatå cu mn:

  ·{ }0,1,2,..., 1n n= −m

Pe mulÆimea mn a claselor de resturi modulo n, se definesc operaÆiile de adunare çi de înmulÆire:

+ : mn × mn → mn, 
( )  ·def.

,a b a b a b→ + = ⊕  ,      E : mn × mn → mn, 
 µ( )  ·def.

,a b ab a b→ = ⊗ .

Fie n = 4. Rezultå  { }4 0,1,2,3=  m  çi tabla adunårii este alåturi.

+ 2

1
0

2

20 1
021
102

3

3
3

3
33 0 1 2

0 1^^^^

^^^^
^^^^
^^^^
^^^^

^
^
^
^

Analizând tabla adunårii claselor de resturi modulo 4, deducem cå
sunt verificate axiomele G1, G2, G3, G4 ale unui grup comutativ, unde:

0e = ,  0 0= , ¶1 3− =  , ¶ 2 2− = , ¶3 1− =  .
çi tabla adunårii este simetricå faÆå de diagonala principalå:

 µ µ x y y x+ = + ,  µ, nx y∀ ∈ m .

În general, pentru n g q* ,   ·{ }0,1,2,..., 1n n= −m , avem cå ( ),n +m , este o structurå de

grup abelian, numit grupul claselor de resturi modulo n pentru operaÆia de adunare.

2.5. Grupuri de matrice

EXEMPLU

Fie mulÆimea 
cos sin

sin cos
M Aα

 α α  = = α ∈  ÷− α α   
Z  çi operaÆia de înmulÆire a matricelor:

× : M × M → M, (Aα, Bβ) → AαE Bβ.
Se verificå axiomele grupului G1, G2, G3 çi G4, deci (M, ×) este grup abelian.

Efectuaþi în clasã

1. Pentru n = 2, E2 = {1, 2} så se scrie permutårile lui S2 çi så se întocmeascå tabla compunerii.

2. Pentru n = 6,    { }6 0,1,2,3,4,5=  m , så se întocmeascå tabla adunårii çi så se verifice cå

(m6, +) este o structurå de grup abelian.
ObservaÆie: StabiliÆi dacå (m, E) este o structurå de grup. JustificaÆi.
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Temã
1. Fie mulÆimea G = {        S  {3}, unde { este mulÆimea numerelor raÆionale çi legea de

compoziÆie & :  G × G → G, (x, y) → x & y, unde: 
def. 1

3
x y x y xy= + −& .

Så se demonstreze cå (G, &) este grup abelian.

2. Fie mulÆimea G = (2, +∞) S  {3}  çi aplicaÆia & : G × G → G, (x, y) → x & y, unde:

( ) ( )1def. ln 2
22 2yx y x −= − +& .

Så se demonstreze cå (G, &) este grup abelian.

3. Fie mulÆimea numerelor întregi, k g m  çi aplicaÆia & : m × m → m, (x, y) → x & y, unde:
def.

x y x y k y= + +& .
Så se determine k gm astfel încât (m, &) så fie o structurå de grup abelian.

4. Fie a, b gZ çi legea de compoziÆie & : Z × Z → Z, (x, y) → x & y, unde: x & y = ax + by.
Så se determine a, b gZ astfel încât (Z, &) så fie o structurå de grup abelian.

5. Fie mulÆimea G = (−2, +∞) çi legea de compoziÆie & : G × G → G, (x, y) → x & y, unde:
x & y = xy + 2(x + y) + 2.
Så se demonstreze cå (G, &) este o structurå de grup abelian.

6. Fie M = Z&         S  {−1, 1} çi funcÆiile fi : M → M,  i = 1, 2, 3, 4, unde:

( ) =1f x x , ( ) −
=

+2

1
1

x
f x

x
, ( ) = −3

1
f x

x
  çi ( ) +

= −
−4

1
1

x
f x

x
.

Considerând mulÆimea G =     {f1, f2, f3, f4} çi operaÆia de compunere a funcÆiilor, notatå
cu „°” så se demonstreze cå (G, °) este o structurå de grup comutativ.

7. Fie mulÆimea matricelor påtratice de ordinul doi 
−   = ∈ + ≠  ÷

   

2 2, , 0
x y

M x y x y
y x

? Z .

Så se demonstreze cå mulÆimea M în raport cu operaÆia de înmulÆire a matricelor este
o structurå de grup.

8. Fie mulÆimea α

α − α   = = α ∈  ÷α α   

cos sin

sin cos
M A ? Z  çi operaÆia de înmulÆire a matricelor

× : M × M → M, (Aα, Bβ) → Aα × Bβ. DemonstraÆi cå (M, ×) este structurå de grup.

9. Fie mulÆimea matricelor påtratice de ordinul doi
  
  ÷= ∈ − =  ÷ ÷   

2 2

2
, , 7 17

2

x y
M x y x y

y x
? { .

Så se demonstreze cå (M, ×) este o structurå de grup în raport cu operaÆia de înmulÆire
a matricelor.
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10. Fie mulÆimea 
  = − 
  

3 3
;

3 3
M Z¾  çi funcÆiile fi : M → M,  i = 1, 2, 3,  unde:

( ) =1f x x , ( ) +
=

−
2

3

1 3

x
f x

x
  çi ( ) −

=
+

3

3

1 3

x
f x

x
.

Notând G =     {f1, f2, f3} çi operaÆia de compunere a funcÆiilor cu „°” så se demonstreze
cå (G, °) este o strcturå de grup.

11. Fie mulÆimea G =      (−3, 3) çi legea de compoziÆie & : G × G → G, (x, y) → x & y, unde:

FuncÆia +→ *:f Z Z , f(x) = ex, este un morfism de grupuri.

CondiÆia  f (x + y) = f (x) × f (y), ≤ x, y g Z  este satisfåcutå:
f (x + y) = ex + y = ex × e y = f (x) × f (y), ≤ x, y g Z .

2. Considerând aceleaçi grupuri (Z, +) çi ( )* ,+ ×Z , funcÆia + →*:f Z Z , f (x) = logax,

cu a g(0, 1) N (1, +∞), este un morfism de grupuri.

CondiÆia f (x × y) = f (x) + f (y), ≤ x, y g *
+Z  este verificatå:

 f (x × y) = loga(x × y) = logax + logay = f (x) + f (y), ≤ x, y g *
+Z .

3. Fie grupul multiplicativ al numerelor reale, strict pozitive ( )* ,+ ×Z çi grupul (G, ×),

FuncÆia: + →*:f GZ , ( )  
=  ÷

 

0

0

x
f x

x
 este un morfism de grupuri. Avem:

( )9

9

x y
x y

xy

+
=

+
& . Så se demonstreze cå (G, &) este o structurå de grup abelian.

3. Morfisme ºi izomorfisme de grupuri

Definiþie
Fie (G, &) çi (Γ, °) douå grupuri. O funcÆie

f : G → Γ
se numeçte morfism de grupuri dacå:

 f (x & y) = f (x) ° f (y), ≤ x, y g G.

EXEMPLE

1. Fie grupul aditiv al numerelor reale (Z, +) çi grupul multiplicativ al mulÆimii
numerelor reale strict pozitive ( )* ,+ ×Z .

unde 
+

   = ∈  ÷
   

*0

0

x
G x

x
? Z  çi „×“  este operaÆia de înmulÆire a matricelor..

( )  
= = ÷

 

0

0

xy
f xy

xy
   

× = ÷  ÷
   

0 0

0 0

x y

x y
( ) ( )×f x f y , ≤ x, y g *

+Z .
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Fig .  2

În practicå s-a constatat cå numårul exemplelor de grupuri este considerabil çi din
acest motiv se impune o clasificare a acestora în funcÆie de proprietatea lor. Douå grupuri
(G, &) çi (Γ, )) vor fi declarate ca fiind de acelaçi tip (izotipice) dacå cele douå grupuri G çi
Γ sunt la fel de bogate în elemente çi operaÆiile celor douå grupuri, mai puÆin o bijecÆie
f : G → Γ, acÆioneazå la fel asupra elementelor celor douå grupuri G çi Γ.

Definiþie
Fie (G, &) çi (Γ, )) douå grupuri. O aplicaÆie bijectivå f : G → Γ se numeçte

izomorfism de grupuri dacå:
f(x & y) = f(x) ) f(y), ≤ x, y ∈ G.

Vom spune cå grupul G este izomorf cu grupul Γ çi scriem G ∫ Γ. În caz

contrar spunem cå grupul G nu este izomorf cu grupul Γ çi scriem G /;  Γ.

Dacå vom reprezenta
geometric cele douå mulÆimi
G çi Γ çi imaginile elementelor
x, y çi x & y prin obÆinem
imaginea din figura 2.

Din cele aråtate çi din fi-
gura alåturatå rezultå ima-
ginea compusului a douå
elemente f(x & y) este com-
pusul imaginilor f(x) ) f(y).

EXEMPLE

Fie (R*
+ , $), unde R*

+  = (0, +∞), grupul multiplicativ al numerelor reale strict pozitive

çi grupul (Γ, &), unde Γ = (–1, 1), iar legea de compoziÆie este:

1. f : R*
+  → Γ, f(x) = 1

1
x
x

−
+

, este funcÆie bijectivå;

Γ × Γ → Γ, (x, y) → x & y 
def.
=  

1
x y

xy
+

+
.

Så aråtåm cå aplicaÆia: f : (0, +∞) → (–1, 1), f(x) = 1
1

x
x

−
+

 este un izomorfism de la

grupul (R*
+ , $) la grupul (Γ, &).

În rezolvare vom considera cå au fost studiate cele douå grupuri (R*
+ , $), (Γ, )) çi vom

analiza proprietatea de izomorfism. Pentru aceasta este necesar så demonstråm cå:

2. f(xy) = f(x) ) f(y), ≤ x, y ∈ R*
+ .

1. FuncÆia f(x) = 1
1

x
x

−
+

, f : R*
+  → Γ este bijectivå:

a) Injectivitatea: ≤ x1, x2 ∈ R*
+  çi f(x1) = f(x2), atunci x1 = x2.

Fie x1, x2 ∈ R*
+  çi f(x1) = f(x2), rezultå 1 2

1 2

1 1
1 1

x x
x x

− −
=

+ +
, (1 – x1)(1 + x2) =

= (1 + x1)(1 – x2), 1 – x1 + x2 – x1x2 = 1 + x1 – x2 – x1x2,
deci –x1 + x2 = x1 – x2 sau 2(x1 – x2) = 0 çi obÆinem x1 = x2, deci f este injectivå.

( )f x

( )f y

x y∗ ( ) ( ) ( )f x y f x f y∗ = 

G Γ
f

f

f

x

y
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b) Surjectivitatea: ≤ y ∈ Γ existå x ∈ R*
+  astfel încât f(x) = y.

f

f

f

Din y = 1
1

x
x

−
+

, deducem y(1 + x) = 1 – x ⇒ x = 
1
1

y
y

−
+

 çi avem

f(x) = 1
1

x
x

−
+

 = 

1
1

1
1

1
1

y
y
y
y

−−
+
−

+ +

 = 
1 1
1 1

y y
y y

+ − +
+ + −

 = 
2
2
y

 = y.

Rezultå  funcÆia f este bijectivå

2. Este verificatå çi identitatea f(xy) = f(x) & f(y), ≤ x, y ∈ R*
+ .

Avem f(xy) = 
1
1

xy
xy

−
+

, respectiv f(x) & f(y) = 
( ) ( )

1 ( ) ( )
f x f y

f x f y
+

+
 = 

11
1 1

111
1 1

yx
x y

yx
x y

−− +
+ +

−−+ ×+ +

 =

= 
(1 )(1 ) (1 )(1 )
(1 )(1 ) (1 )(1 )

x y x y
x y x y

− + + + −
+ + + − −

 = 
1 1
1 1

x y xy x y xy
x y xy x y xy

− + − + + − −
+ + + + − − +

 =

= 
2 2
2 2

xy
xy

−
+

 = 
2(1 )
2(1 )

xy
xy

−
+

 = 
1
1

xy
xy

−
+

, deci f(xy) = f(x) & f(y), ≤ x, y ∈ Z *
+ .

Astfel am demonstrat cå grupul (Z *
+ , $) este izomorf cu grupul (Γ, &).

Un rezultat important este dat de urmåtoarea

Teoremã
Fie (G, &) çi (Γ, )) douå grupuri. Dacå f : G → Γ este un izomorfism, atunci çi

f –1 : Γ → G este izomorfism.

Demonstraþie
Din ipotezå, funcÆia f : G → Γ este bijectivå, de unde rezultå cå existå inversa f–1 a

funcÆiei f, f–1 : Γ → G çi f–1 este de asemenea bijectivå.
Fie u, v ∈ Γ. Cum f este aplicaÆie bijectivå, existå x, y ∈ G unic determinaÆi astfel încât

f(x) = u çi f(y) = v. De asemenea, avem f–1(u) = x çi f–1(v) = y. Reprezentând geometric
aplicaÆia f : G → R, rezultå

& a1 ... aj ... ) b1 ... bj ...

a1 b1

§ §
ai ai & aj bi bi ) bj

§ §

Fig .  3

Avem: u ) v = f(x) ) f(y) = f(x & y), de unde f –1(u ) v) = x & y = f –1(u) & f –1(v), ≤ u, v ∈ Γ.
Cum funcÆia f –1 : Γ → G este bijectivå çi este îndeplinitå condiÆia: f –1(u ) v) = f –1(u) & f –1(v),
≤ u, v ∈ Γ, rezultå cå grupul (Γ, )) este izomorf cu grupul (G, &) çi scriem (Γ, )) ∫ (G, &)
sau Γ ∫ G.

cå 
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EXEMPLU
În exemplul studiat mai înainte am aråtat cå grupurile (R*

+ , $) çi (Γ, &) sunt izomorfe,

unde f : R*
+  → Γ, f(x) = 1

1
x
x

−
+

, R*
+  = (0, +∞), Γ = (–1, 1) çi x & y = 

1
x y

xy
+

+
.

FuncÆia f fiind bijectivå, este inversabilå çi avem: f–1 : Γ → R*
+  çi f–1 este bijectivå.

Avem f–1(y) = x = 
1
1

y
y

−
+

 sau f–1(x) = 1
1

x
x

−
+

. Så aråtåm cå este îndeplinitå çi a doua

condiÆie din definiÆia izomorfismului:

f–1(x & y) = 
1
1

x y
x y

−
+

&
&

 = 
1

1

1
1

x y
xy

x y
xy

+−
+
+

+ +

 = 
1
1

xy x y
xy x y

+ − −
+ + +

 = 
(1 ) (1 )
(1 ) (1 )

x x y
x x y

− − −
+ + +

 =

= 
(1 )(1 )
(1 )(1 )

x y
x y

− −
+ +

 = 
11

1 1
yx

x y
−− ×

+ +
 = f(x) $ f(y).

Rezultå cå grupurile (Γ, &) çi (R*
+ , $) sunt izomorfe, (Γ, &) ∫ (Z *

+ , $).

Efectuaþi în clasã

1. AråtaÆi cå mulÆimea M = Z*, în raport cu operaÆia de înmulÆire $ :  Z* × Z* → Z*,
(x, y) → xy, este grup abelian, notat prin (Z*, $) çi numit grupul multiplicativ al
numerelor reale, nenule.

2 . AråtaÆi cå  M = G = 
2 1

| *2( 1) 2 1
x x

xx x
− −   ∈  ÷− −  

R  ⊂ M2(Z) este grup abelian în raport

cu operaÆia de înmulÆire induså pe G de înmulÆirea matricelor, (G, $).

3 . AråtaÆi cå f : R* → G, f(x) = 
2 1

2( 1) 2 1
x x

x x
− − 

 ÷− − 
, cu G =

2 1
| *2( 1) 2 1

x x
xx x

− −   ∈  ÷− −  
R ,

este un izomorfism de grupuri, adicå (Z*, $) ∫ (G, $).

4 . AråtaÆi cå f–1 : G → R*, unde G = 
2 1

| *2( 1) 2 1
x x

xx x
− −   ∈  ÷− −  

R , este, de asemenea, un

izomorfism de grupuri, adicå  (G, $) ∫ (Z*, $).

Temã
1 . Fie grupurile: (R, +) grupul aditiv al numerelor reale çi (Z *

+ , $) grupul multiplicativ al
numerelor reale pozitive.
DemonstraÆi cå funcÆia f : Z → Z *

+ , f(x) = ex este un izomorfism de grupuri.

AråtaÆi cå f–1 : Z *
+  → Z este, de asemenea, un izomorfism de grupuri.
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2 . a) Så se demonstreze cå (G, &) este grup, unde

G = (2, +∞), & : G × G → G, (x, y) → x & y 
def.
=  xy –2x – 2y + 6.

b) Så se demonstreze cå (Γ, )) este grup, unde

Γ = (3, +∞), ) : Γ × Γ → G, (x, y) → x ) y 
def.
=  xy – 3x – 3y + 12.

c) AråtaÆi cå f : G → Γ, f (x) = x + 1 este un izomorfism de grupuri.
d) AråtaÆi cå f–1 : Γ → G este de asemenea un izomorfism de grupuri, unde  f (x) = x + 1.
e) AråtaÆi cå f : Z *

+  → Γ, f(x) = x + 3 este un izomorfism între grupul (Z *
+ , $), numit

grupul multiplicativ al numerelor reale strict pozitive, çi grupul (Γ, )) definit la
subpunctul b) al acestui exerciÆiu.

3 . Pe mulÆimea Z se definesc operaÆiile „&“ çi „)“ astfel:
x & y = x + y + 1, ≤ x, y ∈ Z       çi x ) y = x + y – 1, ≤ x, y ∈ Z.
Så se arate cå (Z, &) çi (Z, )) sunt grupuri izomorfe.

4 . Se considerå grupurile:

(M, $), unde M = 2 2| , , 03
x y

A x y x yx y
  = ∈ + ≠  ÷

  
Q  ⊂ M2(R)  çi

(Q( 3 ), $) unde Q 3  = {x + y 3   x, y ∈ Q}.
Så se arate cå cele douå grupuri sunt izomorfe.

5 . Se considerå grupurile:
(R, &), x & y = x + y – 2, ≤ x, y ∈ R  çi
(R, )), x ) y = x + y – 5, ≤ x, y ∈ R.
Så se determine α, β ∈ R astfel încât funcÆia f : R → R, f(x) = αx + β, så stabileascå un
izomorfism de la grupul (R, &) la grupul (R, )).

6 . Fie M = G = 
1 1
0 0 1 | 2 1
0 0 1

x
x

   ∈ + ÷  ÷   
Z  çi aplicaÆia $ : G × G → G, (A, B) → A $ B.Så se

arate cå (G, $) este un grup abelian izomorf cu grupul aditiv al numerelor întregi (Z, +).

7 . Fie M = G = 
2

1 0

1 |
2

0 0 1

x
xx x

  
 ÷ 

− − ∈  ÷
  ÷
  

R  ⊂ M3(R). Så se arate cå G în raport cu operaÆia

induså de înmulÆirea matricelor formeazå grup abelian izomorf cu grupul aditiv al
numerelor reale (R, +).

8 . Fie G = 
1 ln 0
0 1 0 | 0
0 0

x
x

x

   > ÷  ÷   
 çi aplicaÆia G × G → G, (A, B) → AB. Så se arate cå (G, $)

este grup izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor reale strict pozitive (R*
+ , $).
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A
Fie grupurile:

{ }2 2, , , 1G z z x iy x y x y= ∈ = + ∈ + =³ ? Z

çi 2 2, , 1
x y

x y x y
y x

   Γ = ∈ + =  ÷−   
? Z .

Så se demonstreze cå:
a) (G, ×) çi (Γ, ×) sunt grupuri;

b) funcÆia f : G → Γ, ( )  
=  ÷− 

x y
f z

y x

este un morfism de grupuri;
c) funcÆia f −1 : Γ → G este un izo-

morfism de grupuri.

(4p)

(3p)

(2p)

(4p)

(5p)

Teste pentru verificarea cunoºtinþelor
B

Fie grupurile (G, °), unde G = {f1, f2, f3},
iar „°” este legea de compunere a func-
Æiilor fi : M → M, i = 1, 2, 3, f1(x)= x,

( ) +
=

−
2

3

1 3

x
f x

x
 çi ( ) −

=
+

3

3

1 3

x
f x

x
,

M =  Z ¾{1}, çi grupul multiplicativ al rå-
dåcinilor de ordinul trei ale unitåÆii (Γ, ×),
unde Γ = {1, ε, ε2}, 1 + ε + ε2 = 1, ε3 = 1.
a) Så se demonstreze cå cele douå gru-

puri sunt izomorfe: (G, °) Y (Γ, ×),
precizând funcÆia f : G → Γ.

b) Så se precizeze f −1 çi så se arate cå
f −1 : Γ → G  este morfism de grupuri.

9 . Fie G = 2 2
0

0 0 0 | , , 0, 1
0

x iy
x y x y i

iy x

   ∈ + ≠ = − ÷  ÷   
R  ⊂ M3(C). Så se demonstreze

cå (G, $) este grup izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor complexe nenule.

10. Fie G = 1,
2

1 10
2 2
0 0 | *
1 10
2 2

x
A x x

  
  ÷   ÷= ∈ 

 ÷  ÷   

Q  çi f : G → Q*, f 1,
2

x
A

 
 ÷
 

 = x. Så se demonstreze

cå (G, $) este un grup izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor raÆionale nenule (Q*, $).

1 1 . Se considerå legea de compoziÆie & : R × R → R, (x, y) → x & y 
def
=  x + y – 1.

a) Çtiind cå funcÆia f : R → R, f(x) = ax + b este izomorfism de la grupul (R, +) la
grupul (R, &), så se determine valorile a çi b.

b) Pentru valorile a çi b determinate la punctul a), aråtaÆi cå f –1 : R → R este izomorfism
de la grupul (R, &) la grupul (R, +).

Så se arate cå (C, ⊥), (C, º) sunt grupuri izomorfe: f : (C, ⊥) → (C, º), f(z) = iz.

Notå: Timpul efectiv de lucru este de 50 de minute pentru fiecare variantå. Se acordå 1 punct din oficiu.
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Am studiat structura de grup çi structura de monoid. MulÆimea G a fost dotatå cu o
lege de compoziÆie care verificå o listå specificå de proprietåÆi.

În continuare vom studia o nouå structurå algebricå – structura de inel. Pentru aceastå
structurå, mulÆimea nenulå M va fi dotatå cu douå legi de compoziÆie. MulÆimea nevidå
va fi notatå cu A çi operaÆiile vor fi notate aditiv çi multiplicativ.

1. Inel, exemple: inele numerice (m, {, Z, ³), mn,
inele de matrice, inele de funcþii reale

Definþie
O mulÆime nevidå A luatå împreunå cu douå legi de compoziÆie (adunarea çi

înmulÆirea)
+ : A × A → A, (x, y) → x + y

çi   $ : A × A → A, (x, y) → x $ y not.=  xy,
se numeçte inel dacå:

G. (A, +) este grup abelian;
M. (A, $) este monoid;
D. înmulÆirea este distributivå faÆå de adunare, anume:

x(y + z) = xy + xz, (y + z)x = yx + zx, ≤ x, y, z ∈ A.

Prima afirmaÆie, G. (A, +) este grup abelian, revine la faptul cå adunarea inelului
satisface axiomele:

G1. (x  + y) + z = x + (y + z), ≤ x, y, z ∈ A,
G2. ∃ 0 ∈ A astfel încât 0 + x = x + 0 = x, ≤ x ∈ A;
G3. ≤ x ∈ A, ∃ x′ ∈ A astfel încât x′ + x = x′ + x = 0;
G4. x + y = y + x, ≤ x, y ∈ A.
A doua afirmaÆie M) (A, $) este monoid revine la faptul cå înmulÆirea inelului satisface

axiomele:
M1. (xy)z = x(yz), ≤ x, y, z ∈ A;
M2. ∃ 1 ∈ A astfel încât 1 $ x = x $ 1 = x, ≤ x ∈ A.
Vom spune cå (A, +) este grupul aditiv al inelului A çi ansamblul de condiÆii G1, G2,

G3, G4, M1, M2 çi D poartå numele de axiomele inelului.
Elementele 0 çi 1 sunt unic determinate çi se numesc elementul zero, respectiv

elementul unitate ale inelului A. Dacå mulÆimea A are un numår finit de elemente, inelul
A se numeçte finit. Elementele x ∈ A simetrizabile în raport cu înmulÆirea lui A se numesc
elemente inversabile sau unitåÆi ale mulÆimii A.

Dacå înmulÆirea inelului satisface çi axioma
M4. xy = yx, ≤ x, y ∈ A,

se spune cå A este inel comutativ.

INELE ªI CORPURICapito lul  2
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EXEMPLU
Inelul Z, al întregilor raÆionali.
Fie + : Z × Z → Z, (x, y) → x + y,

 $ : Z × Z → Z, (x, y) → x $ y not.=  xy.
Avem:
G. (Z, +) este grup abelian;
M. (Z, $) este monoid;
D. x(y + z) = xy + xz, (y + z)x = yx + zx, ≤ x, y, z ∈ Z.
În plus, faÆå de ansamblul de axiome G1, G2, G3, G4, M1, M2, D este satisfåcutå çi axioma:
M4. xy = yx, ≤ x, y ∈ Z,
deci (Z, +, $) este un inel comutativ, numit inelul întregilor raÆionali.

1.1. Exemple de inele numerice
Fie mulÆimea Z[ 3 ] = {z = x + y 3   x, y ∈ Z} çi aplicaÆiile

+ : Z[ 3 ] × Z[ 3 ] → Z[ 3 ], (z1, z2) → z1 + z2;

 $ : Z[ 3 ] × Z[ 3 ] → Z[ 3 ], (z1, z2) → z1 $ z2 
not.=  z1z2.

Aråtåm cå (Z[ 3 ], +, $) este o structurå de inel comutativ..

Oricare ar fi z1, z2 ∈ Z[ 3 ], de forma

z1 = x1 + y1 3 , z2 = x2 + y2 3 , x1, y1, x2, y2 ∈ Z,
avem:

z1 + z2 = (x1 + y1 3 ) + (x2 + y2 3 ) = (x1 + x2) + (y1 + y2) 3 , cu x1 + x2, y1 + y2 ∈ Z,

deci z1 + z2 ∈ Z[ 3 ];
çi

z1 $ z2 = (x1 + y1 3 ) $ (x2 + y2 3 ) = (x1x2 + 3y1y2) + (x1y2 + x2y1) 3 , cu

x1x2 + 3y1y2, x1y2 + x2y2 ∈ Z, deci z1z2 ∈ Z[ 3 ].

Vom aråta cå sunt verificate axiomele specifice structurii de inel.

G. (Z[ 3 ], +) este grup abelian.

G1. (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3), ≤ z1, z2, z3 ∈ Z[ 3 ].

Fie z1 = x1 + y1 3 , z2 = x2 + y2 3 , z3 = x3 + y3 3 , x1, y1, x2, y2, x3, y3 ∈ Z. Avem:

(z1 + z2) + z3 = [(x1 + y1 3 ) + (x2 + y2 3 )] + (x3 + y3 3 ) =

= [(x1 + x2) + (y1 + y2) 3 ] + (x3 + y3 3 ) = (x1 + x2 + x3) + (y1 + y2 + y3) 3  =

= [x1 + (x2 + x3)] + [y1 + (y2 + y3) 3 ] = (x1 + y1 3 ) + [(x2 + x3) + (y2 + y3) 3 ] =
= z1 + (z2 + z3).

G2. ∃ e ∈ Z[ 3 ] astfel încât e + z = z + e = z, ≤ z ∈ Z[ 3 ].

Fie e = e1 + e2 3 , z = x + y 3 , e1, e2 ∈ Z, x, y ∈ Z. Din egalitatea e + z = z, avem:

(e1 + e2 3 ) + (x + y 3 ) = x + y 3 , (e1 + x) + (e2 + y) 3  = x + y 3 ,
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de unde rezultå { 1

2

e x x
e y y

+ =
+ = ,

deci e1 = e2 = 0; e = 0 + 0 3  = 0 çi este verificatå çi egalitatea z + e = z.

Avem:    z + 0 = (x + y 3 ) + (0 + 0 3 ) = (x + 0) + (y + 0) 3  = x + y 3 .

G3. ≤ z ∈ Z, ∃ z′ ∈ Z[ 3 ] astfel încât z′ + z = z + z′ = 0.

Fie z = a + b 3 , a, b ∈ Z, çi z′ = x + y 3 , x, y ∈ Z.
Avem:

z′ + z = 0; (x + y 3 ) + (a + b 3 ) = 0 + 0 3 ; (x + a) + (y + b) 3  = 0 + 0 3 ,

deci { 0
0

x a
y b

+ =
+ = ,

de unde obÆinem x = –a, y = –b, deci z′ = x + y 3  = –a – b 3  = –(a + b 3 ) = –z.
De asemenea:

z + z′ = (a + b 3 ) + (–a – b 3 ) = [a + (–a)] + [b + (–b)] 3  = 0 + 0 3  = 0.

G4. z1 + z2 = z2 + z1, ≤ z1, z2 ∈ Z[ 3 ]. Avem:

 z1 + z2 = (x1 + y1 3 ) + (x2 + y2 3 ) = (x1 + x2) + (y1 + y2) 3  =

   = (x2 + x1) + (y2 + y1) 3  = (x2 + y2 3 ) + (x1 + y1 3 ) = z2 + z1.

Rezultå cå (Z[ 3 ], +) este grup abelian.

M. (Z[ 3 ], $) este monoid.

M1. (z1z2)z3 = z1(z2z3), ≤ z1, z2, z3 ∈ Z[ 3 ]. Avem:

  (z1z2)z3 = [(x1 + y1 3 )(x2 + y2 3 )](x3 + y3 3 ) = [(x1x2 + 3y1y2) +

  + (x1y2 + x2y1) 3 ](x3 + y3 3 ) = (x1x2x3 + 3x3y1y2 + 3x1y2y3 + 3x2y1y3) +

  + (x1x2y3 + 3y1y2y3 + x1x3y2 + x2x3y1) 3 .

  Efectuând calculele, rezultå (z1z2)z3 = z1(z2z3), ≤ z1, z2, z3 ∈ Z[ 3 ].

M2. ∃ e ∈ Z[ 3 ] astfel încât ez = ze = z, ≤ z ∈ Z[ 3 ]. Fie e = e1 + e2 3 . Avem din

  ez = z, (e1 + e2 3 )(x + y 3 ) = x + y 3 , deci (e1x + 3e2y) + (e1y + e2x) 3  = x + y 3 ,

  prin urmare  { 1 2

1 2

3e x e y x
e y e x y

+ =
+ =   

( )
( 3 )
x y

y x
× × −
× − × .

ÎnmulÆind ecuaÆiile sistemului cu x çi 3y, respectiv cu –y çi x, obÆinem: e1 = 1, e2 = 0,

deci e = 1 + 0 3  = 1 çi este verificatå egalitatea:

z $ e = (x + y 3 )(1 + 0 3 ) = (x $ 1 + 3y $ 0) + (x $ 0 + y $ 1) 3  = x + y 3  = z.

Rezultå cå (Z[ 3 ], $) este monoid.

D. z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3; (z2 + z3)z1 = z2z1 + z3z1, ≤ z1, z2, z3 ∈ Z[ 3 ].
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Avem:

z1(z2 + z3) = (x1 + y1 3 )[(x2 + y2 3 ) + (x3 + y3 3 )] =

= (x1 + y1 3 )[(x2 + x3) + (y2 + y3) 3 ] = [x1(x2 + x3) + 3y1(y2 + y3)] +

+ [x1(y2 + y3) + y1(x2 + x3)] 3  = [(x2 + x3)x1 + 3(y2 + y3)y1] + [(y2 + y3)x1 +

+ (x2 + x3)y1] 3  = [(x2 + x3) + (y2 + y3) 3 ](x1 + y1 3 ) =

= [(x2 + y2 3 ) + (x3 + y3 3 )](x1 + y1 3 ) = (z2 + z3)z1.

În plus avem:

M4. z1z2 = z2z1, ≤ z1, z2 ∈ Z[ 3 ].
ObÆinem cå:

 z1z2 = (x1 + y1 3 )(x2 + y2 3 ) = (x1x2 + 3y1y2) + (x1y2 + x2y1) 3  =

   = (x2x1 + 3y2y1) + (x2y1 + x1y2) 3  = (x2 + y2 3 )(x1 + y1 3 ) = z2z1,

de unde rezultå cå monoidul (Z[ 3 ], $) este comutativ çi deducem cå inelul

(Z[ 3 ], +, $) este comutativ..

1.2. Exemple de inele de matrice

Fie M = | ,3
x y

x yy x
   ∈  ÷
  

Z  ⊂ M2(R).

Aråtåm cå adunarea çi înmulÆirea definite pe mulÆimea matricelor determinå pe mulÆimea
M o structurå de inel, adicå (M, +, )) este inel.
MulÆimea M este parte stabilå pentru M2(R) în raport cu adunarea çi înmulÆirea
matricelor.

Fie A1, A2 ∈ M, A1 = 1 1

1 13
x y
y x

 
 ÷
 

, A2 = 2 2

2 22
x y
y x

 
 ÷
 

, x1, y1, x2, y2 ∈ Z.

Avem:

A1 + A2 = 1 1

1 13
x y
y x

 
 ÷
 

 + 2 2

2 23
x y
y x

 
 ÷
 

 = 1 2 1 2

1 2 1 23( )
x x y y
y y x x

+ + 
 ÷+ + 

 ∈ M.

A1A2 = 1 1 2 2

1 1 2 23 3
x y x y
y x y x

   
 ÷ ÷
   

 = 1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 2 1 1 2 1 2

3
3( ) 3
x x y y x y x y
x y x y x x y y

+ + 
 ÷+ + 

 ∈ M.

Sunt verificate axiomele inelului.
G. (M, +) este grup abelian.
G1. (A1 + A2) + A3 = A1 + (A2 + A3), ≤ A1, A2, A3 ∈ M, proprietate verificatå în cazul

general pentru M2(R).

G2. ∃ e ∈ M astfel încât e + A = A + e = A, ≤ A ∈ M. Avem e = O2 = 
0 0
0 0

 
 ÷
 

.

G3. ≤ A ∈ M, ∃ A′ ∈ M astfel încât A′ + A = A + A′ = O2.

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


44

Partea I. Elemente de algebrå

Rezultå cå:

A′ = 3
x y
y x

− − 
 ÷− − 

 = – 3
x y
y x

 
 ÷
 

 = –A.

G4. A + B = B + A, ≤ A, B ∈ M, proprietate cunoscutå în cazul general M2(R).
Deducem cå (M, +) este grup abelian.
M. (M, $) este monoid. Avem:
M1. (A1A2)A3 = A1(A2A3), ≤ A1, A2, A3∈ M;
M2. ∃ e ∈ M astfel încât e $ A = A $ e = A, ≤ A ∈ M.

  Avem e = I2 = 
1 0
0 1

 
 ÷
 

, I2A = AI2 = A, ≤ A ∈ M. Deci (M, $) este monoid.

Este verificatå çi proprietatea de distributivitate.
D. A1(A2 + A3) = A1A2 + A1A3, ≤ A1, A2, A3 ∈ M

çi
(A2 + A3)A1 = A2A1 + A3A1, ≤ A1, A2, A3 ∈ M.
Este cunoscutå proprietatea de distributivitate a înmulÆirii faÆå de adunare, în cazul
general al mulÆimii M2(R).

1.3. Inelul claselor de resturi modulo n

Fie n > 0 un numår întreg. pentru orice a ∈ Z, conform împårÆirii cu rest, existå q, r ∈ Z,
unic determinai astfel încât a = nq + r, 0 d” r < n.

Numårul unic determinat din relaÆia precedentå, numit restul împårÆirii lui a prin n,

s-a notat cu amod n çi s-a numit încå restul modulo n al lui a.
Ca rezultat al împårÆirii numerelor întregi prin n > 0 sunt posibile resturile:

0, 1, 2, ..., n – 1.
Prin împårÆirea lui a la n se obÆine restul r dacå çi numai dacå a este de forma nh = r,

cu a ∈ Z. MulÆimile de numere C0, C1, C2,... , Cr, ... , Cn – 1,
unde    C0 = {a ∈ Z/amod n = 0} = {nh/a ∈ Z} = nZ,

C1 = {a ∈ Z/amod n = 1} = {nh + 1/a ∈ Z} = nZ + 1,
C2 = {a ∈ Z/amod n = 2} = {nh + 2/a ∈ Z} = nZ + 2,
.........
Cr = {a ∈ Z/amod n = r} = {nh + r/a ∈ Z} = nZ + r,
.........
Cn – 1 = {a ∈ Z/amod n = n – 1} = {nh + 1/a ∈ Z} = nZ + n – 1,

se numesc clase de resturi modulo n.
Açadar, un numår întreg a aparÆine clasei Cr dacå çi numai dacå a împårÆit la n då

restul r:                                          a ∈ Cr ⇔ amod n + r.
În particular, r ∈ Cr pentru r ∈ {0, 1, 2, ..., n – 1}. Clasa de resturi Cr se noteazå de

regulå cu r . Açadar,,

r  = Cr = nZ + r, r ∈ {0, 1, 2, ..., n – 1}.
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Vom nota cu Zn mulÆimea claselor de resturi modulo n:

Zn =   ·{ }−0, 1, 2,..., 1n .

Dacå  ,a b  ∈ Zn, se defineçte suma a b+   çi produsul a b  prin:

 ·def
a b a b+ = ⊕ ,  ·def

a b a b= ⊗ .

Se definesc astfel pe Zn, douå legi de compoziÆie:

Zn × Zn → Zn, ( ) ,a b a b→ +   çi Zn × Zn → Zn,
( ) ,a b a b→ 

numite adunarea, respectiv înmulÆirea claselor de resturi modulo n.

Caz particular: Pentru n = 4, avem Zn =   { }0, 1,2,3 çi tabelele de resturi modulo 4 sunt:

Proprietate

Adunarea çi înmulÆirea claselor de resturi modulo n conferå mulÆimii Zn o
structurå de inel comutativ, numit inelul claselor de resturi modulo n.

Se verificå axiomele din definiÆia inelului.
Astfel, pentru n = 4, avem inelul (Z4,  +, $) al claselor de resturi modulo 4. Vom observa

cå în efectuarea calculelor ]n inelul Z4, putem apela la tabelele celor douå operaÆii.
Un interes aparte îl prezintå inelul (Z2,  +, $) al claselor

de resturi modulo 2 datoritå aplicaÆiilor pe care le are în
tehnicå (codificarea informaÆiei, aritmetica calculatoare-
lor) çi în logicå. Tabelele operaÆiilor din acest inel sunt:

1.4. Exemple de inele de funcþii

Fie mulÆimea funcÆiilor F(Z) = {f : Z → Z} înzestratå cu operaÆiile de adunare çi
înmulÆire a funcÆiilor.

Tripletul (M(Z), +, $) formeazå inelul funcÆiilor definite pe Z cu valori în Z.

Conform proprietåÆilor funcÆiilor, existå çi alte inele de funcÆii, cum ar fi, de exemplu:
(M(Z), +, $)  inelul funcÆiilor mårginite;
(C(Z), +, $)  inelul funcÆiilor continue;
(D(Z), +, $)  inelul funcÆiilor derivabile.

  0 1 2 3+ 

   0 0 1 2 3

  1 1 2 3 0 

   3 3 0 1 2

   2 2 3 0 1

  0 1 2 3× 

    0 0 0 0 0
  1 0 1 2 3 

    2 0 2 0 2
   3 0 3 2 1

 0 1× 

  0 0 0

1 0 1 

0 1+ 

 0 0 1

1 1 0 

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


46

Partea I. Elemente de algebrå

Efectuaþi în clasã

1. Fie mulÆimea Z[ 2 ] = {z = x + y 2   x, y ∈ Z} çi aplicaÆiile:

+ : Z[ 2 ] × Z[ 2 ] → Z[ 2 ], (z1, z2) → z1 + z2,

 $ : Z[ 2 ] × Z[ 2 ] → Z[ 2 ], (z1, z2) → z1 $ z2 
not.=  z1z2.

Så se demonstreze cå (Z[ 2 ], +, $) este o structurå de inel comutativ..

2 . Fie M = | ,2
x y

x yy x
   ∈  ÷
  

Z  ⊂ M2(R) çi operaÆiile induse pe M de adunarea çi

înmulÆirea matricelor M2(R). Så se arate cå (M, +, $) este inel.

Temã
1 . Pe mulÆimea C a numerelor complexe se considerå operaÆiile:

+ : C × C → C, (z1, z2) → z1 + z2 (adunarea numerelor complexe) çi
 & : C × C → C, (z1, z2) → z1 & z2, unde

z1 & z2 
def.
=  x1x2 + y1y2i, cu z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, x1, x2, y1, y2 ∈ R.

Så se arate cå (C, +, &) este inel comutativ.

2 . Fie mulÆimea A = | ,0
a x

a xa
   ∈ ∈  ÷
  

Q R  ⊂ M2(R).

AråtaÆi cå în raport cu adunarea çi înmulÆirea matricelor din M2(R), (A, +, $) este o
structurå de inel.

3 . Se considerå mulÆimile:

A1 = {x + y 7   x, y ∈ Z} çi A2 = | ,7
x y

x yy x
   ∈  ÷
  

Z .

Så se demonstreze cå (A1, +, $) çi (A2, +, $) sunt inele.

4 . Fie mulÆimile:

A1 = {x + y 2   x, y ∈ Z}, A2 = 
2 2

| ,2 2
x y y

x yy x y
+   ∈  ÷− −  

Z  ⊂ M2(R).

DemonstraÆi cå operaÆiile de adunare çi înmulÆire induse determinå structuri de inele:
(A1, +, $) çi (A2, +, $).

5 . Pe mulÆimea A1 = Z × Z se definesc operaÆiile „+“ çi „$“:
(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2)
çi
(x1, y1) $ (x2, y2) = (x1x2, y1y2).
Så se arate cå tripletul (A, +, $) este inel.
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2. Corp, exemple: corpuri numerice ({, Z, ³),
mp (p prim)

O altå structurå algebricå în care mulÆimea nevidå M este dotatå cu douå legi de
compoziÆie este structura de corp. Inelele care au proprietatea cå orice element diferit de
0 (elementul neutru al inelului aditiv) este simetrizabil în raport cu înmulÆirea sunt cunoscute
sub numele de corpuri.

Definiþie

Un inel (K, +, $) se numeçte corp dacå 0 ≠ 1 çi orice element x ∈ K, x ≠ 0 este
simetrizabil în raport cu înmulÆirea:

≤ x ∈ K, x ≠ 0 ⇒ ∃ x–1 ∈ K astfel încât x–1 $ x = x $ x–1 = 1.
Un corp K se numeçte comutativ dacå înmulÆirea sa este comutativå.

EXEMPLE
1. (Q, +, $) corpul numerelor raÆionale.

2. (R, +, $) corpul numerelor reale.

3. (C, +, $) corpul numerelor complexe. În raport cu operaÆia de înmulÆire, ≤ x ≠ 0,

x ∈ Q, R, C existå x–1 = 1
x

, astfel încât x–1 $ x = x $ x–1 = 1.

4. Fie mulÆimea K = (0, +∞) çi operaÆiile:

⊥ : K × K → K, (x, y) → x ⊥ y 
def.
=  xy

º : K × K → K, (x, y) → x º y = xln y.
Tripletul (K, ⊥, º) este corp comutativ.

Exerciþii rezolvate

1. Fie K = 
2

| ,
x y

x yy x
   ∈  ÷
  

Q . Så se arate cå mulÆimea K este parte stabilå a lui M2(Q) în

raport cu adunarea çi înmulÆirea matricelor çi cå formeazå corp în raport cu operaÆiile induse.
Soluþie

Fie A1 = 1 1

1 1

2x y
y x

 
 ÷
 

 ∈ K, A2 = 2 2

2 2

2x y
y x

 
 ÷
 

 ∈ K. Rezultå:

A1 $ A2 = 1 1 2 2

1 1 2 2

2 2x y x y
y x y x

   × ÷  ÷
   

 = 1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 2 1 1 2 1 2

2 2( )
2

x x y y x y x y
x y x y x x y y

+ + 
 ÷+ + 

,

x1x2 + 2y1y2 ∈ Q, x1y2 + x2y1 ∈ Q, deci A1A2 ∈ K.

G. (K, +) este grup abelian.
G1. (A1 + A2) + A3 = A1 + (A2 + A3), ≤ A1, A 2, A3 ∈ K, proprietate cunoscutå în cazul general.
G2. ∃ e ∈ K astfel încât e + A = A + e = A, ≤ A ∈ K.
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Avem e = 
0 0
0 0

 
 ÷
 

 = O2 ∈ K, astfel încât A + O2 = A.

G3. ∃ A′ ∈ K astfel încât A′+ A = A + A′ = O2, ≤ A ∈ K.

Rezultå A′ = 
2x y

y x
− − 

 ÷− − 
 = –

2x y
y x

 
 ÷
 

 = –A, A + A′ = A + (–A) = O2.

G4. A + B = B + A, ≤ A, B ∈ K.
ProprietåÆile G1, G2, G3, G4 sunt adevårate în general.
M. (K, $) este monoid çi toate elementele diferite de O2 sunt simetrizabile (inversabile).
M1. (A1A2)A3 = A1(A2A3), ≤ A1, A2, A3 ∈ K.
M2. ∃ e ∈ K astfel încât eA = Ae = A, ≤ A ∈ K.

Avem e = I2 = 
1 0
0 1

 
 ÷
 

 ∈ K çi AI2 = A.

M3. ≤ A ∈ K çi A ≠ O2, ∃ A–1 ∈ K astfel încât A–1 $ A = A $ A–1 = I2.

Fie A = 
2a b

b a
 
 ÷
 

, a, b ∈ Q, a2 – 2b2 ≠ 0, çi A–1 = 
2x y

y x
 
 ÷
 

, x, y ∈ Q. Avem:  A–1 $ A = I2,

2 2 1 0
0 1

x y a b
y x b a

     = ÷ ÷  ÷
     

, 
2 2( ) 1 0

2 0 1
ax by bx ay
bx ay ax by

+ +   = ÷  ÷+ +   
, deci { 2 1

0
ax by
bx ay

+ =
+ = .

Rezolvând sistemul de ecuaÆii avem:

x = 2 22
a

a b−
, y = – 2 22

b
a b−

, a, b ∈ Q çi a2 – 2b2 ≠ 0, deci

A–1 = 
2 2 2 2

2 2 2 2

2
2 2

2 2

a b
a b a b

b a
a b a b

 − ÷− −
 ÷
 ÷− ÷
 − −

 ∈ K çi AA–1 = I2,

Deci (K, $) este monoid çi toate elementele din K diferite de O2 sunt inversabile.
D. A1(A2 + A3) = A1A2 + A1A3, (A2 + A3)A1 = A2A1 + A3A1. Avem:

A1(A2 + A3) = 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

2 2 2x y x y x y
y x y x y x

      + ÷  ÷  ÷ ÷      
 =

= 1 1 2 3 2 3

1 1 2 3 2 3

2 2( )x y x x y y
y x y y x x

+ +  
 ÷ ÷+ +  

 =

= ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 2 ( )

x x x y y y y x x x y y
y x x x y y x x x y y y

+ + + + + + 
 ÷+ + + + + + 

 =

= 1 2 1 2 1 3 1 3 1 2 2 1 1 3 3 1

1 2 2 1 1 3 3 1 1 2 1 2 1 3 1 3

2 2 2( ) 2( )
2 2

x x y y x x y y x y x y x y x y
x y x y x y x y x x y y x x y y

+ + + + + + 
 ÷+ + + + + + 

 =

= 1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 2 1 1 2 1 2

2 2( )
2

x x y y x y x y
x y x y x x y y

+ + 
 ÷+ + 

 + 1 3 1 3 1 3 3 1

1 3 3 1 1 3 1 3

2 2( )
2

x x y y x y x y
x y x y x x y y

+ + 
 ÷+ + 

 =

= 1 1 2 2

1 1 2 2

2 2x y x y
y x y x

  
 ÷ ÷
  

 + 1 1 3 3

1 1 3 3

2 2x y x y
y x y x

  
 ÷ ÷
  

 = A1A2 + A1A3.

Analog se aratå: (A2 + A3)A1 = A2A1 + A3A1.
Rezultå cå tripletul (K, +, $) este corp.
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2. Pe mulÆimea K = (0, +∞) se definesc aplicaÆiile:
$ : K × K → K, (x, y) → x $ y not.=   xy      çi      & : K × K → K, (x, y) → x & y 

def.
=  xln y.

Så se arate cå tripletul (K, $, &) este corp comutativ.
Soluþie
Cele douå aplicaÆii sunt legi de compoziÆie interne, ≤ x, y ∈ (0, +∞), avem xy ∈ (0, +∞)
çi x & y = xln y ∈ (0, +∞).
Cuplul (K, $) este grup abelian.
G. (K, $) verificå axiomele grupului abelian:
G1. (xy)z = x(yz), ≤ x, y, z ∈ K;
G2. ∃ e ∈ K astfel încât ex = xe = x, ≤ x ∈ K.

Elementul neutru este e = 1 ∈ K, 1 $ x = x $ 1 = x, ≤ x ∈ K.
G3. ≤ x ∈ K, ∃ x′ ∈ K astfel încât x′ $ x = x $ x′ = 1.

Pentru orice x ∈ K, avem x′ = x–1 = 1
x

 astfel încât x $ x–1 = x–1 $ x = 1.

G4. xy = yx, ≤ x, y ∈ K.
Rezultå cå acest cuplu, (K, $), este grup abelian, grupul multiplicativ al numerelor

reale strict pozitive, (R*
+ , $).

M. (K, &) este monoid çi toate elementele diferite de 1, care este elementul neutru pentru
înmulÆire, sunt simetrizabile.

Se verificå axiomele M1, M2, M4 çi M3 ale unui monoid comutativ (K, &)  çi axioma D de
distributivitate. Rezultå cå tripletul (K, $, &) este corp comutativ.

Corpul Zp al claselor de resturi modulo p (p prim)

Inelele (Z, +, $) çi (Z4, +, $) nu sunt corpuri. Nu oricare ar fi x ∈ Z este inversabil în
raport cu înmulÆirea din Z. În inelul (Z4, +, $), nu orice x ∈ Z4 este inversabil în raport cu

operaÆia de înmulÆire, unde avem   2 2 0× =  çi se çtie cå nu existå divizori ai lui zero
într-un corp.

Dacå p > 0 este un numår prim, atunci inelul Zp este corp.

Într-adevår, elementele lui Zp sunt:   ·0, 1, 2,..., 1p − .
Pentru orice a ∈ Z4 , 1 d” a < p, p prim, avem (a, p) = 1. Pentru p prim, singurii divizori

pozitivi ai lui p sunt 1 çi p. Cum 1 d” a < p, p nu divide pe a, deci a çi p admit un singur

divizor comun pozitiv, çi anume pe 1, deci (a, p) = 1. Deducem de aici cå orice claså a  ∈ Zp,

 0a ≠ , este inversabilå în raport cu înmulÆirea, deci Zp este corp.
În particular, Z3 este corp. Faptul cå orice claså

a  ∈ Z3,  0a ≠ , este inversabilå în raport cu înmul-
Æirea se observå çi pe tabela înmulÆirii din Z3:

( ) 1
1 1

−
=  , ( ) 

1
2 2

−
= .

 0 1 2+ 

  0 0 1 2

 1 1 2 0 

  2 2 0 1

 0 1 2× 

   0 0 0 0
 1 0 1 2 

  2 0 2 1

Tabela înmulÆirii
din Z3

Tabela adunårii
din Z3
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Temã
1 . Fie aplicaÆiile:

& : R × R → R, (x, y) → x & y 
def.
=  3 33 x y+ ;

 $ : R × R → R, (x, y) → x $ y not.=  xy.
Så se arate cå tripletul (R, &, $) este o structurå de corp comutativ.

2 . Pe mulÆimea R se definesc aplicaÆiile:

& : R × R → R, (x, y) → x & y 
def.
=  x + y – 2,

¿ : R  × R → R, (x, y) → x ¿ y 
def.
=  2(xy – 2x – 2y + 5).

Så se arate cå (R, &, ¿) este corp.

3 . Pe mulÆimea Q se definesc aplicaÆiile:

¿ : Q × Q → Q, (x, y) → x ¿ y  
def.
=  x + y – 7;

Ã : Q × Q → Q, (x, y) → x Ã y 
def.
=  xy – 7(x + y) + 56.

Så se arate cå tripletul (Q, ¿, Ã) este o structurå de corp comutativ.

4 . Pe mulÆimea R se definesc aplicaÆiile:

& : R × R → R, (x, y) → x & y 
def.
=  x + y – 1,

⊥ : R × R → R, (x, y) → x ⊥ y = 2xy – 2x – 2y + 3.
Så se arate cå tripletul (R, &, ⊥) este o structurå de corp.

5. Fie ( )1 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 2
2 1

, , , , ,
z z

K z x y i z x y i x y x y
z z

   = = + = + ∈ ⊂ ÷  ÷−   
Z ZM .

Så se arate cå împreunå cu adunarea çi înmulÆirea matricelor tripletul (K, +, $) este corp.

6. Fie ( )2,
5 2

x y y
K x y

y x y

 +  = ∈ ⊂  ÷− −   
Z ZM .

Så se arate cå tripletul (K, +, $) este corp comutativ.

7. Fie mulÆimea K = (0, +∞) çi aplicaÆiile:

$ : K × K → K, (x, y) → x $ y not.=  xy,

& : K × K → K, (x, y) → x & y 
def.
= 3ln yx .

AråtaÆi cå tripletul (K, $, &) este o structurå de corp comutativ.

8. Fie mulÆimea K = | ,
x y

x yy x
   ∈  ÷−  

R  ⊂ M2(Z).

AråtaÆi cå tripletul (K, +, $) este corp comutativ.
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A

1. Pe mulÆimea m a numerelor întregi
definim legile de compoziÆie:
x Ω y = x + y + 3, ≤ x, y ∈ m   çi
x º y = xy + 3x + 3y + 6, ≤ x, y ∈ m.
Så se demonstreze cå (m, Ω, º)
este o structurå de inel. (4p)

2. Fie mulÆimea K = (0, + ∞) çi
aplicaÆiile
× : K    D K « K, (x, y) «  x ×  y = xy,
 & : K    D K « K, (x, y) «  x &  y = xlny.
Så se demonstreze cå (K, ×, &) este
o structurå de corp comutativ. (5p)

B

Teste pentru verificarea cunoºtinþelor

1. Fie { }= + ∈5 ,A x y x y? m o mulÆime

dotatå cu operaÆiile de adunare çi
înmulÆire.
Så se demonstreze cå (A, +, ×) este
o structurå de inel comutativ. (4p)

2. Se considerå mulÆimile

Notå: Timpul efectiv de lucru este de 50 de minute pentru fiecare variantå. Se acordå 1 punct din oficiu.

9. Se considerå mulÆimile:

K1 = Q[ 5 ] = {x + y 5   x, y ∈ Q}  çi 2

5
,

x y
K x y

y x

   = ∈  ÷
   

{ .

Så se arate cå tripletele (K1, +, $) çi (K2, +, $) sunt corpuri.

1 0 . Se considerå tripletele (R, +, ×) çi (R, ), &), unde

) : R × R → R, (x, y) → x ) y = x + y – 2 çi

& : R × R → R, (x, y) → x & y = xy – 2x – 2y+ 6.
Så se demonstreze cå (R, ), &) este o structurå de corp.

( ) { }= + ∈2 2 ,x y x y{ ? { çi
   = ∈  ÷
   

2
,

x y
K x y

y x
? { .

Så se demonstreze cå ( )( )2 , ,+ ×{

1 1 . În mulÆimea matricelor M2(³) se considerå submulÆimea 
0

0

z
G z

z

   = ∈ ÷  ÷
   

³ .

a) Så se verifice dacå I2 ∈ G çi O2 ∈ G.

b) Så se arate cå dacå 
0

0
0

z

z
= , atunci z = 0 oricare ar fi z ∈ ³.

c) Så se arate cå dacå A1, A2 ∈ G, atunci A1A2 ∈ G.
d) Så se arate cå dacå A ∈ G, A ≠ O2, atunci matricea A este inversabilå çi A–1 ∈ G.

e) Så se gåseascå o matrice X ∈ G cu proprietatea cå 
0 0

0 0

i i
X X

i i

− −   
× ≠ × ÷  ÷
   

.

f) Så se arate cå dacå A, B ∈ G çi A × B = O2, atunci A = O2 sau B = O2.
g) Så se arate cå mulÆimea H = G ¾ {O2} împreunå cu operaÆia de înmulÆire a matricelor

determinå o structurå de grup comutativ. StabiliÆi dacå (G, +, ×) este corp.

çi (K, +, ×) sunt corpuri. (5p)
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INELE DE POLINOAME CU
COEFICIENÞI ÎNTR-UN CORP
COMUTATIV ({, Z, C, mp, p prim)

Capito lul  3

1. Forma algebricã a unui polinom; operaþii
(adunarea,  înmulþirea, înmulþirea cu un scalar)

1.1. Definiþii ºi exemple

Fie a0, a1, ..., an, ..., n ∈ N, un çir infinit de numere complexe cu proprietatea cå existå
k∈ N astfel încât ak = 0, oricare ar fi k ≥ n. Fie, de asemenea, un simbol numit
nedeterminatå pe care îl vom nota cu X.

Definiþie
Se numeçte polinom în nedeterminata X cu coeficienÆi complecçi expresia

formalå f = a0 + a1X + a2X
2 + ... + anX

n + ....
Numårul ak, k ∈ N, se numeçte coeficientul de rang k al polinomului f, iar

expresia de forma akX
k se numeçte monom în variabila X çi coeficientul ak.

Vom nota mulÆimea polinoamelor cu coeficienÆi complecçi în nedeterminata X cu C[X].
De asemenea, vom nota:
R[X] mulÆimea polinoamelor cu coeficienÆi reali în nedeterminata X;
Q[X] mulÆimea polinoamelor cu coeficienÆi raÆionali;
Z[X] mulÆimea polinoamelor cu coeficienÆi întregi;
Se çtie cå Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C çi deducem proprietatea Z[X] ⊂ Q[X] ⊂ R[X] ⊂ C[X].
Vom scrie un polinom f cu coeficienÆi complecçi în nedeterminata X sub forma

f = a0 + a1X + a2X
2 + ... + anX

n

numitå forma algebricå. Vom conveni ca termenii akX
k så fie omiçi dacå ak = 0, iar

dacå ak = 1 vom scrie Xk în loc de 1 × Xk.
De exemplu, putem scrie:
f = 1 + 3 × X + 0 × X 2 – 4 × X 3 + 0 × X 4 + ... = 1 + 3X – 4X 3

g = 0 + 0 × X + 2X2 + 1 × X3 + 3 × X4 + 0 × X5 + ... = 2X2 + X3 + 3X4

h = 1 + 1 × X + 3 × X2 + 1 × X3 + 0 × X4 + ... = 1 + X + 3X2 + X3

1.2. Egalitatea a douã polinoame

Definiþie
Fiind date polinoamele f, g ∈ C[X],
f = a0 + a1X + a2X

2 + ... + anX
n   çi   g = b0 + b1X + b2X

2 + ... + bmXm,
vom spune cå cele douå polinoame sunt egale çi vom scrie f = g dacå ak = bk,

oricare ar fi k ∈ N.
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EXEMPLE
1. Polinoamele f = 1 + 2X2 + 5X4 çi g = 5X4 + 2X2 + 1 sunt egale.
Cele douå polinoame au toÆi coeficienÆii de acelaçi rang egali.
Într-adevår: a0 = b0 = 1, a1 = b1 = 0, a2 = b2 = 2, a3 = b3 = 0 çi a4 = b4 = 5.

2. DeterminaÆi parametrii λ çi µ astfel încât polinoamele f = 3 + λX + X2 + 5X3 + ...,
g = 3 + 4X + X2 + µX3 + ... så fie egale.

Din condiÆia ca cele douå polinoame så aibå coeficienÆii egali rezultå λ = 4 çi µ = 5,
deci f = g = 3 + 4X + X2 + 5X3.

1.3. Gradul unui polinom

Fie f ∈ C[X], f ≠ 0, f = a0 + a1 + ... + anX
n + ... un polinom.

Definiþie
Se numeçte gradul polinomului f cel mai mare numår natural n cu proprie-

tatea an ≠ 0.
Dacå grad f = n, monomul anX

n se numeçte termenul principal al polinomului f,
iar an coeficientul dominant. Dacå an = 1 se spune cå f este polinom unitar
sau polinom monic. Coeficientul a0 se numeçte termenul liber al polinomului f.

Pentru polinomul 0 (nul), 0 = 0 + 0 × X + ... + 0 × Xn + ..., nu se defineçte
gradul. Polinoamele de grad zero çi polinomul 0 se numesc polinoame constante.

Exerciþii rezolvate
1 . Fie f ∈ R[X], f = (λ2 + 5λ + 6)X3 + (λ2 + 3λ + 2)X2 + (λ + 2)X + 5. Så se determine

gradul polinomului f în funcÆie de parametrul λ.
Soluþie
Dacå λ2 + 5λ + 6 = 0, deci λ ∈ {–3, –2}, coeficientul lui X3 este zero.
Rezultå cå grad f = 3 dacå λ ∈ R \ {–3, –2}. Pentru λ = –3, rezultå f = 2X2 – X + 5, deci
grad f = 2. Pentru λ = –2, f = 5, deci grad f = 0.

2 . Fie f ∈ R[X], f = (λ + 1)X3 + (λ2 + 2λ + 2)X2 + (λ2 + 1)X + λ2 + 4λ. Så se arate cå
existå λ ∈ R astfel încât grad f = 2 çi coeficientul dominant så fie 1.
Soluþie
Din condiÆia ca grad f = 2 çi λ2 + 2λ + 2 = 1, rezultå λ2 + 2λ + 1 = 0, (λ + 1)2 = 0,
deci λ = –1, de unde rezultå f = X2 + 2X – 3.

Efectuaþi  în c lasã
1 . DeterminaÆi valorile parametrilor λ çi µ astfel încât polinoamele f = (λ + 2)X3 + 5X2 +

(λ + 2)X + 3 çi g = X3 + (µ + 2)X2 + X + 3 så fie egale.

2 . StudiaÆi gradul polinomului
f = (m3 + 3m + 2)X3 + (m2 + 5m + 4)X2 + (m2 – 1)X + m + 2
în raport cu parametrul m.
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1.4. Operaþii cu polinoame

Definim pe mulÆimea C[X] douå operaÆii algebrice: adunarea polinoamelor çi înmulÆirea
polinoamelor.

1.4.1. Adunarea polinoamelor

Fie f, g ∈ C[X], f = a0 + a1X + a2X
2  ... + anX

n + ..., g = b0 + b1X + b2X
2 + ... + bnX

n + ....

Definiþie
Se numeçte suma polinomului f cu polinomul g, notatå f + g, polinomul:

f + g = (a0 + b0) + (a1 + b1)X + (a2 + b2)X2 + ... + (an + bn)Xn + ....

EXEMPLE
1. Fie f, g ∈ C[X], f = 3X3 + 2X2 – 5X + 2, g = –2X3 + X2 + 4X – 3. Suma celor douå

polinoame este: f + g = (3 – 2)X3 + (2 + 1)X2 + (–5 + 4)X + 2 – 3 = X3 + 3X2 – X – 1 çi
deducem cå grad (f + g) = 3 = grad f = grad g.

2. Fie f, g ∈ C[X], f = 2X3 + 7X2 – 3X + 5 çi g = –4X2 + 2X – 3. Suma celor douå
polinoame f çi g este: f + g = 2X3 + (7 – 4)X2 + (–3 + 2)X + 5 – 3 = 2X3 + 3X2 – X + 2;
rezultå grad (f + g) = grad f = 3 > 2 = grad g.

3. Fie f, g ∈ C[X], f = 2iX2 + 3X – 2 çi g = 3iX3 + X2 – 3X + i.
Rezultå f + g = 3iX3 + (1 + 2i)X2 + i – 2 çi grad (f + g) = grad g = 3 > 2 = grad f.

4. Fie f, g ∈ C[X], f = –5(i – 2)X4 + 3iX3 + 2X2 – iX + i – 2, g = 5(2 – i)X4 – 3iX3 +
+ (i – 2)X2 + (1 + 2i)X + 3 – 2i. Rezultå f + g = iX2 + (1 + i)X + 1 – i, grad (f + g) =
= 2 < 4 = grad f = grad g.

Proprietate
Fie f, g ∈ C[X], f = anX

n + an–1X
n–1 + ... + a1X + a0, g = bmXm + bm–1X

m–1 + ...
... + b1X + b0 astfel încât grad f = n, grad g = m. Atunci

grad (f + g) ≤ max {grad f, grad g}.

Într-adevår, f + g = anX
n + ... + (am + bm)Xm + ... + a0 + b0, dacå n > m, deci

grad (f + g) = n > m. De asemenea, f + g = bmXm + ... + (an + bn)Xn + ... + a0 + b0,
grad (f + g) = m, dacå m > n.

În cazul în care m = n, f + g = (an + bn)X
n + (an–1 + bn–1)X

n–1 + ... + (a1 + b1)X + a0 + b0

çi grad (f + g) = n, dacå an + bn ≠ 0 sau grad (f + g) < n, dacå an + bn = 0.

1.4.1.1. Opusul unui polinom

Fie f ∈ C[X], f = anX
n + an–1X

n–1 + a1X + a0. Se numeçte opusul polinomului f çi se
noteazå –f polinomul –f = (–an)Xn + (–an–1)Xn–1 + ... + (–a1)X + (–a0).

Rezultå f + (–f) = (–f) + f = 0.
Într-adevår, (–f) + f = ((–an) + an)Xn + ((–an–1) + an–1)Xn–1 + ... + ((–a1) + a1)X +

+ (–a0) + a0 = 0 × Xn + 0 × Xn–1 + ... + 0 × X + 0 = 0 çi, analog, f + (–f) = 0.
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1.4.1.2. Proprietãþi ale operaþiei de adunare a polinoamelor

A1. Asociativitatea: (f + g) + h = f + (g + h), ≤ f, g, h ∈ C[X].
A2. Elementul neutru: f + 0 = 0 + f = f, ≤ f ∈ C[X].
A3. Opusul unui polinom: f + (–f) = (–f) + f = 0, ≤ f ∈ C[X] (orice polinom are opus).
A4. Comutativitatea: f + g = g + f, ≤ f, g ∈ C[X]
Demonstraþie
Vom demonstra proprietatea 3. Fie f ∈ C[X], f = anX

n + an–1X
n–1 + ... + a1X + a0.

Rezultå –f = (–an)Xn + (–an–1)Xn–1 + ... + (–a1)X + (–a0), deci
f + (–f) = (an + (–an))Xn + (an–1 + (–an–1))Xn–1 + ... + (a1 + (–a1))X + a0 + (–a0) =
= 0 × Xn + 0 × Xn–1 + ... + 0 × X = 0 = ((–an) + an)Xn + ((–an–1) + an–1)Xn–1 + ... +
+ ((–a1) + a1)X + (a0)X + a0 = (–f) + f.
Se demonstreazå uçor çi celelalte proprietåÆi.

1.4.2. Scãderea polinoamelor

Definiþie
Fie f, g ∈ C[X] douå polinoame.
Se numeçte diferenÆa celor douå polinoame polinomul:

f – g 
def.
=  f + (–g),  ≤ f, g ∈ C[X].

EXEMPLE
1. Fie f, g ∈ C[X], f = 3X4 + 2X3 – 5X + 7 çi g = 5X4 – 3X3 + 2X2 + 3X – 2. Vom scrie

–f, –g çi vom calcula f – g çi g – f. AråtaÆi cå f + g = g + f.
Rezultå –f = (–3)X4 + (–2)X3 – (–5)X + (–7)  = –3X4 – 2X3 + 5X – 7,
–g = (–5)X4 – (–3)X3 + (–2)X2 + (–3)X – (–2) = –5X4 + 3X3 – 2X2 – 3X + 2.
f – g = f + (–g) = (3 – 5)X4 + (+2 + 3)X3 + (0 – 2)X2 + (–5 – 3)X + 7 + 2 =

= –2X4 + 5X3 – 2X2 – 8X + 9; g – f = g + (–f) = (5 – 3)X4 + (–3 – 2)X2 + (2 + 0)X2 +
+ (3 + 5)X – 2 – 7 = 2X4 – 5X3 + 2X2 + 8X – 9, de unde rezultå cå f – g ≠ g – f.

Pentru f + g = (3 + 5)X4 + (2 – 3)X3 + (0 + 2)X2 + (–5 + 3)X + 7 – 2 = (5 + 3)X4 +
+ (–3 + 2)X3 + (2 + 0)X2 + (3 – 5)X – 2 + 7 = g + f.

2. Fie polinoamele f, g ∈ C[X], f = λX2 + (α + 1)X + β + 3 çi g = X2 – 3X + 7.
Vom determina parametrii λ, α, β astfel încât f + g = g + f = 0.

Rezultå f + g = (λ + 1)X2 + (α + 1 – 3)X + β + 3 + 7 = (λ + 1)X2 + (α – 2)X + β +
+ 10 = 0, deci λ + 1 = 0, α – 2 = 0 çi β + 10 = 0. ObÆinem λ = –1, α = 2, β = –10,
f = –X2 + 3X – 7 = –g.

Efectuaþi în clasã
1 . StabiliÆi gradul polinomului f ∈ C[X], f = X3 + 2X2 + X(X3 + 2X2) – X2(3 + X2 + 3X) + 5.

2 . Så se determine gradul polinomului f ∈ C[X], f = (λ2 – 1)X4 + (λ2 + 3λ + 2)X2 +
+ (λ – 1)X + λ + 2, λ fiind parametru real.

3 . Fie polinoamele f, g ∈ C[X], f = X2 + 5X + 2, g = –2X2 + 6X + 1.
CalculaÆi –f, –g, f +g, f – g, f – g çi g – f.
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4 . Se considerå polinoamele f, g ∈ C[X], f = (m + 1)X2 + (m2 – 1)X,
g = –(m – 1)X2 + X + 3m. CalculaÆi – f, –g, f + g, f – g çi g – f.

5 . StabiliÆi gardul polinomului f ∈ C[X],
f = (X2 – 1)X3 + (λ2 – 3λ + 2)X2 + (λ2 + 3λ + 2)X + λ – 1 çtiind cå λ ∈ R.

1.4.3. Înmulþirea polinoamelor

Fie f, g ∈ C[X], f = a0 + a1X + a2X
2 + ... + anX

n, g = b0 + b1X + b2X
2 + ... + bm Xm.

Definiþie
Se numeçte produsul polinomului f cu g polinomul

fg = c0 + c1X + c2X
2 + ... + cm+nX

n+m,

unde 

0 0

1 0 1 1 0

2 0 2 1 1 2 0

0 1 1 0

...........................................
...

...........................................

o

k k k k

n m n m

c a b
c a b a b
c a b a b a b

c a b a b a b

c a b

−

+

=
 = +
 = + +

 = + + +

 =

.

Dacå f = 0 sau g = 0, atunci fg = 0. Dacå f ≠ 0 çi g ≠ 0, atunci anbm este coeficientul
termenului principal al produsului fg çi grad fg = grad f + grad g.

OperaÆia de înmulÆire a polinoamelor are proprietåÆi asemånåtoare operaÆiei de adunare
a polinoamelor:

I1. Asociativitatea: (fg)h = f(gh), ≤ f, g, h ∈ C[X].

I2. Elementul neutru: 1 × f = f × 1 = f, ≤ f ∈ C[X].

I3. Comutativitatea: fg = gf, ≤ f, g ∈ C[X].

În raport cu operaÆia de adunare a polinoamelor este satisfåcutå çi proprietatea:

D. Distributivitatea înmulÆirii faÆå de adunare: f(g + h) = fg + fh.

OperaÆiile cu polinoame au proprietåÆi asemånåtoare operaÆiilor cu numere.

Exerciþii rezolvate
1 . Fie f, g ∈ C[X], f = 2X3 – 3X2 + X – 2 çi g = 3X2 + 2X – 1, så se calculeze fg.

Soluþie
Efectuând calculele, putem scrie:
f × g = (2X3 – 3X2 + X – 2)(3X2 + 2X – 1) =

  = 6X5 – 9X4 + 3X3 – 6X2 +
 + 4X4 – 6X3 + 2X2 – 4X –

 – 2X3 + 3X2 –   X + 2 =

  = 6X5 – 5X4 – 5X3 –    X2 – 5X + 2
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2 . Fie f, g, h ∈ C[X], f = X2 + 1, g = X2 + 2X + 3, h = 3X2 – 2X + 2.
VerificaÆi proprietatea de asociativitate (fg)h = f(gh).
Soluþie
fg = (X2 + 1)(X2 + 2X + 3) = X4           +   X2 +

      + 2X3           + 2X +
   + 3X2          + 3 =

           = X4 + 2X3 + 4X2 + 2X + 3

(fg)h = (X4 + 2X3 + 4X2 + 2X + 3)(3X2 – 2X + 2) =

= 3X6 + 6X5 + 12X4  + 6X3 +   9X2  –
 – 2X5  –    4X4  –  8X3 –    4X2  – 6X +

      +   2X4  + 4X3 +   8X2 + 4X + 6 =

= 3X6 + 4X5 + 10X4   + 2X3 + 13X2  – 2X + 6.

De asemenea:
gh = (X2 + 2X + 3)(3X2 – 2X + 2) = 3X4 + 6X3 + 9X2 –

       – 2X3  –  4X2 –  6X +
    + 2X2 + 4X + 6 =

         = 3X4 + 4X3 + 7X2  – 2X + 6

f (g h) = (X2 + 1)(3X4 + 4X3 + 7X2 – 2X + 6) =
= (3X4 + 4X3 + 7X2 – 2X + 6)(X2 + 1) =

= 3X6 + 4X5 +   7X4
  –  2X3 +   6X2 +

      +   3X4 + 4X3 +   7X2
  – 2X + 6 =

= 3X6 + 4X5 + 10X4 + 2X3 + 13X2
  – 2X + 6

3 . Fie f, g, h ∈ C[X], f = iX + 2, g = 2X2 – iX + 1, h = X2 + 2X + i.
Så se verifice proprietatea f(g + h) = fg + fh.
Soluþie
Efectuând calculele obÆinem:
g + h = 2X2    –  iX + 1 +

  + X2   + 2X        + i =

     = 3X2 + (2 – i)X + 1 + i

f(g + h) = (iX + 2)(3X2 + (2 – i)X + 1 + i) =
= 3X2 + (2 – i)X + 1 + i
    iX + 2

= 3iX3 + (2i + 1)X2 +   (i – 1)X +
    + 6X2 + (4 – 2i)X + 2 + 2i =

= 3iX3 + (2i + 7)X2 +   (3 – i)X + 2 + 2i.

De asemenea:
fg = (iX +2)(2X2 – iX + 1) = (2X2 – iX + 1)(iX + 2) =

          = 2iX3 +   X
2 +   iX +

        + 4X2  – 2iX + 2 =

          = 2iX3 + 5X2 –    iX + 2
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fh = (iX + 2)(X2 + 2X + i) = (X2 + 2X + i)(iX + 2) =

          = iX3 + 2iX2  –   X +
       +  2X2 + 4X + 2i =

          = iX3 + (2 + 2i)X2 + 3X + 2i,

astfel încât:
fg + fh = 2iX3 + 5X2 – iX + 2 +

   + iX3 + (2 + 2i)X2 + 3X + 2i =

 = 3iX3 + (2i + 7)X2 + (3 – i)X + 2 + 2i.

MenÆionåm cå proprietåÆile întâlnite la operaÆiile cu numere se regåsesc çi la operaÆiile
cu polinoame. Vom preciza unele din aceste proprietåÆi. Fie f, g, h ∈ C[X]. Avem:

f(–g) = (–f)g = –fg (regula semnelor);
(f + g)2 = f 2 + 2fg + g2;
(f – g)2 = f 2 – 2fg + g2;
(f + g)(f – g) = f 2 – g2;
f(g – h) = fg – fh;
f 3 + g3 = (f + g)(f 2 – fg + g2);
f 3 – g3 = (f – g)(f 2 + fg + g2);
(f + g)n = 0

nC f n + 1
nC f n–1g + ... + k

nC f n–kgk + ... + n
nC gn, n ∈ N* (binomul lui Newton).

Efectuaþi  în c lasã
1 . Se dau f = X2 – 3X + 2, g = X + 5. CalculaÆi fg.

2 . Fie f = 5X2 – 2X + 7. DeterminaÆi a, b, c ∈ R astfel încât f = a(X – 2)2 + b(X – 2) + c.

3 . CalculaÆi (X + 2)2 çi (X + 2)3.

Temã
1 . CalculaÆi fg dacå:

a) f = X2 – X + 1, g = X2 + X + 1; b) f = X2 + iX + 1, g = X2 – iX + 1;
c) f = X4 – X3 + X2 – X + 1, g = X + 1; d) f = X4 + X3 + X2 + X + 1, g = X – 1;
e) f = (1 + i)X + (1 – i), g = X2 + (1 – i)X + 2i;
f) f = –iX2 + (1 + i)X + (1 – i), g = iX2 + (1 – i)X + (1 + i).

2 . CalculaÆi f(g + h) çi f(g – h) dacå f = X2 + 3X + 2, g = X2 – 3X + 2, h = 2X + 1.

3 . CalculaÆi (f + g)2, (f – g)2 çi f 2 – g2 dacå f = 2X + 1, g = –X + 2.

4 . DeterminaÆi a, b, c astfel încât polinomul f = 2X2 + 3X – 4 så se scrie sub forma
f = a(X + 2)2 + b(X + 2) + c.

5 . Dacå f = 3(X + 3)2 + 2(X + 3) + 1, determinaÆi a, b, c ∈ R astfel încât
f = a(X – 3)2 + b(X – 3) + c.
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2. Teorema împãrþirii cu rest; împãrþirea
cu X – a; schema lui Horner

2.1. Teorema împãrþirii cu rest a polinoamelor

În mulÆimea numerelor întregi m este cunoscutå teorema împårÆirii cu rest (a împårÆirii
euclidiene):

Teoremã
Oricare ar fi a ∈ Z çi n ∈ N*, existå q, r ∈ Z, unic determinaÆi, astfel încât:

a = nq + r, 0 ≤ r < n,

unde q se numeçte câtul çi r restul împårÆirii euclidiene a lui a prin n.

Aceastå proprietate se regåseçte çi în mulÆimea polinoamelor.
Vom nota cu K[X] mulÆimea polinoamelor cu coeficienÆi în corpul K çi nedeterminata

X, unde corpul K poate fi {, Z, {, ³ sau mp, p prim.

Teoremã
Fie f çi g douå polinoame din K[X], g ≠ 0. Oricare ar fi polinomul f ∈  K[X],

existå   polinoamele  q, r ∈ K[X] unic determinate astfel încât:
f = g × q + r,

cu grad r < grad g, dacå r ≠ 0.

DemonstraÆie. Vom demonstra existenÆa çi unicitatea polinoamelor q çi r.
ExistenÆa. Dacå f = 0, atunci se ia q = 0 çi r = 0; avem: f = g × 0 + 0 = 0.
Dacå f ≠ 0, presupunem grad f = n çi grad g = m. Avem:
f = anx

n + an – 1x
n – 1+ ... + a1x

1+  a0x
0, an ≠ 0, çi

g = bmxm + bm – 1x
m – 1+ ... + b1x

1+  b0x
0, bm ≠ 0.

Dacå n < m, relaÆia f = g × q + r este verificatå dacå consideråm q = 0 çi r = f. Så
presupunem cå grad f = n > m = grad g çi relaÆia:

f = g × q + r,

este adevåratå pentru polinomul f1 ∈ K[X], f1 ≠ 0, unde grad f1 < n. Vom considera
polinomul  f1 ∈ K[X] definit astfel:

(*) 1
n mn

m

a
f f X g

b
−= − × .

Deducem cå termenul principal al polinomului n mn

m

a
X g

b
−  este:

n m m nn
m n

n

a
X b X a X

b
− = .

Deducem cå polinoamele f çi n mn

m

a
X g

b
−  au acelaçi termen principal çi deci:

grad f1< n = grad f, dacå f1 ≠ 0.
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Repetând raÆionamentul, deducem cå existå douå polinoame  q1, r1 ∈ K[X] astfel încât
     f1 = g × q1 + r1,

unde grad r1< grad g, dacå r1 ≠ 0 çi obÆinem:     1 1
n mn

m

a
f g X q r

b
− 

= + + ÷
 

,

çi relaÆia (*) este adevåratå, cu:                           1
n mn

m

a
q X q

b
−= +  çi r = r1.

Unicitatea. Så demonstråm unicitatea lui q çi r din relaÆia (*).
Fie q′, r′ ∈ K[X] astfel încât

     f ′ = g × q′ + r′,
çi grad r′< grad g, dacå r′ ≠ 0.

Din  f  = g × q + r = g × q′ + r′, rezultå g(q – q′)= r – r′.
Dacå r ≠ r′, atunci q – q′ ≠ 0 çi avem:
grad g = m > grad(r′ – r) = grad g + grad(q′ – q) ≥ grad g = m, dacå m > m.
ContradicÆie: Atunci este adevårat cå r = r′ çi din grad(q – q′) = r – r′ = 0, g ≠ 0, rezultå

cå q = q′.
Polinoamele q çi r din enunÆul teoremei se numesc câtul, respectiv restul împårÆirii

euclidiene a polinoamelor f prin polinomul g ≠ 0.

Rezultå cå este necesar så se demonstreze existenÆa çi unicitatea polinoamelor q çi r.
În cele ce urmeazå vom utiliza algoritmul care rezultå din demonstraÆia teoremei çi vom
prezenta pentru cazuri particulare determinarea lui q çi r.

EXEMPLE
1. Fie f, g ∈ C[X], f = 2X5 – 5X4 + 11X3 – 11X2 + 15X – 7, g = X2 – 2X + 3. Având în vedere

relaÆia f = gq + r, unde grad r < grad g, deducem cå grad q = grad f – grad g = 5 – 2 = 3.
Coeficientul dominant al lui q se determinå astfel încât înmulÆit cu coeficientul dominant
al lui g så dea coeficientul dominant al lui f; prin scådere obÆinem un polinom f – gq cu
gradul mai mic. Algoritmul se repetå  pentru acest polinom f – gq pânå se obÆine un
polinom de grad mai mic decât gradul lui g.

Procedând în mod analog cu cazul împårÆirii euclidiene a numerelor întregi, sche-
matic calculele pentru determinarea lui q çi r pot fi organizate astfel:

  2X5  – 5X4 + 11X3 – 11X2 + 15X – 7       X2 –2X + 3
–2X5 + 4X4  –   6X3

      2X3 – X2 + 3X – 2
 – X4 + 5X3 – 11X2 + 15X – 7
    X4

  –  2X3 +  3X2

     /   3X3
  –  8X2 + 15X – 7

–3X3 + 6X2
  –    9X

    /   –  2X2 +   6X  – 7
       2X2

  –    4X + 6

 /         2X  – 1
Rezultå q = 2X3 – X2 + 3X – 2 çi r = 2X – 1.
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Folosind relaÆia de definiÆie a împårÆirii f = gq + r, putem face proba:

gq = qg = (2X3 – X2 + 3X – 2)(X2 – 2X + 3) =
= 2X5  –   X

4 + 3X3  –    2X2 –
      – 4X4 + 2X3  –    6X2 +   4X +

  + 6X3  –    3X2 +   9X  – 6 =

= 2X5 – 5X4 + 11X3 – 11X2 + 13X  – 6,
deci:
gq + r = 2X5 – 5X4 + 11X3 – 11X2 + 13X – 6 +

        +   2X – 1 =

 =  2X5 – 5X4 + 11X3 – 11X2 + 15X – 7 = f

2. Fie f, g ∈ C[X], f = 3X5 – X4 – 3
2

X3 + 3X2 – 3X + 2 çi g = 2X3 – 2X + 3. Determinåm

câtul çi restul împårÆirii lui f la g.
Efectuând calculele, obÆinem:

  3X5 – X4 – 3
2

X3 +  3X2 – 3X + 2 2X3 – 2X + 3

–3X5         + 3X3  – 9
2

X2 3
2

X2 – 1
2

X + 3
4

    /   – X4 + 3
2

X3 – 3
2

X2 – 3X

X4   –    X2 + 3
2

X

/     3
2

X3 –  
5
2

X2 – 3
2

X + 2

  – 3
2

X3            
     + 3

2
X – 9

4

     /   5
2

− X2  –  1
4

Rezultå q = 3
2

X2 – 1
2

X + 3
4

, r = 5
2

− X2 – 1
4

.

Efectuaþi în clasã
Så se facå proba împårÆirii de la exemplul 2.

Exerciþiu rezolvat
Så se determine polinomul f = 2X3 + aX2 + bX + 8 astfel încât împårÆit la polinomul

g = X2 – 2X + 3 så dea restul r = 3X + 2.
Soluþie
Câtul împårÆirii polinomul f la g are gradul 1. Coeficientul dominant al lui q este 2,

deci avem q = 2X + λ. Din relaÆia f = gq + r deducem:
gq = (X2 – 2X + 3) × (2X + λ) =

= 2X3 – 4X2  +   6X +
     + λX2  – 2λX + 3λ =

= 2X3 + (λ – 4)X2 + 2(3 – λ)X + 3λ,
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astfel: gq + r = 2X3 + (λ – 4)X2 + 2(3 – λ)X + 3λ +
      + 3X + 2 =

           = 2X3 + (λ – 4)X2 + (9 – 2λ)X + 3λ + 2 =
            = 2X3 +          aX2 +            bX + 8          = f.

Rezultå 
4

9 2
3 2 8

a
b

λ − = − λ =
 λ + =

, λ = 2, a = –2, b = 5, deci f = 2X3 – 2X2 + 5X + 8.

Efectuaþi în clasã
Fie f, g ∈ C[X], f = 3X4 + 2X3 – 5X2 + 3X + 2 çi g = X2 – X + 2.
a) DeterminaÆi câtul çi restul împårÆirii polinomului f la g.
b) Så se facå proba împårÆirii (f = gq + r).

Temã
1 . AflaÆi câtul çi restul împårÆirii euclidiene a polinomului f = 5X5 + 3X4 – 2X3 + 4X2 – 3X + 2

prin g = X3 + 2X2 – 3.

2 . Så se afle câtul çi restul împårÆirii euclidiene a polinomului f = 2X5 + X4 – 5X2 – 8X + 1
prin g = X2 – 3.

3 . Så se determine câtul çi restul împårÆirii polinomului f prin g dacå
f = X4 + 2iX3 + (1 + 2i)X2 + 2iX + 1 çi g = X2 + X + 1.

4 . Se cere q çi r astfel încât f = g × q + r dacå f = iX4 – (1 + i)X2 + 3iX – (i + 1) çi
g = X + 2i.

5 . Fie f ∈ C[X] çi α, β ∈ C, α ≠ β. Så se demonstreze cå restul împårÆirii polinomului f prin

(X – α)(X – β) este: r = 
( ) ( ) ( ) ( )f f f f

X
α − β α β − β α

+
α − β α − β

.

2.2. Valoarea unui polinom

Definiþie
Dacå f ∈ C[X], f = anX

n + an–1X
n–1 + ... + a1X + a0 çi α ∈ C, vom nota

f(α) = anαn + an–1αn–1 + ... + a1α + a0. Numårul f(α) ∈ C se numeçte valoarea
polinomului f pentru α ∈ C.

De asemenea, se mai spune cå f(α) este valoarea polinomului f çi se obÆine atribuind
nedeterminatei X valoarea α ∈ C.

EXEMPLE
1. Dacå f ∈ C[X], f = 3X3 – 8X2 + 5X – 3 çi α = 2, atunci valoarea polinomului f

atribuind nedeterminatei X valoarea 2 ∈ C este:
f(2) = 3 × 23 – 8 × 22 + 5 × 2 – 3 = 24 – 32 + 10 – 3 = –1.

2. Dacå f = iX2 – (1 + i)X – 3 + 2i çi α = 1 – i ∈ C, valoarea polinomului f în α = 1 – i,
este: f(1 – i) = i(1 – i)2 – (1 + i)(1 – i) – 3 + 2i = i(1 – 2i – 1) + (1 + 1) – 3 + 2i =
= 2 + 2 – 3 + 2i = 1 + 2i.
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2.3. Valoarea sumei a douã polinoame ºi
valoarea produsului a douã polinoame

Pentru f, g ∈ C[X] çi α ∈ C, avem

  (f + g)(α) = f(α) + g(α)          çi           (fg)(α) = f(α) × g(α)

Într-adevår, fie f = X2 – 3iX + 5 çi g = 2X2 – 3. Pentru α = i ∈ C, avem:
f + g = 3X2 – 3iX + 2, (f + g)(i) = 3 × i2 – 3 × i × i + 2 = –3 + 3 + 2 = 2 çi
f(i) = i2 – 3i × i + 5 = –1 + 3 + 5 = 7, g(i) = 2 × i2 – 3 = 2 × (–1) – 3 = –5,
de unde rezultå f(i) + g(i) = 7 – 5 = 2 = (f + g)(i).
De asemenea,
fg = (X2 – 3iX + 5)(2X2 – 3) =

= 2X4 – 6iX3 + 10X2 –
 –   3X2 + 9iX – 15 =

= 2X4 – 6iX3 +   7X2 + 9iX – 15,

deci (fg)(i) = 2 × i4 – 6i × i3 + 7i2 + 9i × i – 15 = 2 – 6 – 7 – 9 – 15 = –35,
respectiv f(i) × g(i) = 7 × (–5) = –35, deci (fg)(i) = f(i) × g(i).

Efectuaþi în clasã
Dacå f  = 2X2 – 3X + 5 çi g = X2 + 2, verificaÆi cå (f + g)(α) = f(α) + g(α) çi

(fg)(α) = f(α) × g(α) pentru α = –2.

2.4. Funcþia polinomialã asociatã unui polinom

Definiþie
Fie f ∈ C[X], f = anX

n + an–1X
n–1 + ... + a1X + a0. Polinomului f îi vom asocia

o funcÆie f  : C → C datå prin f (α) = f(α) = anαn + an–1αn–1 + ... + a1α + a0,
≤ α ∈ C; f  se numeçte funcÆia polinomialå asociatå polinomului f.

În cazul f ∈ R[X] funcÆia polinomialå asociatå polinomului f este:
f  : R → R, f (α) = f(α), ≤ α ∈ R.

EXEMPLE
1. Fie f ∈ R[X], f = X2 – 5X + 4. FuncÆia polinomialå asociatå polinomului f este

f  : R → R, f (x) = x2 – 5x + 4.

2. Fie f ∈ R[X], f = –X2 + 4X – 1. FuncÆia polinomialå asociatå polinomului f este
f  : R → R, f (x) = –x2 + 4x – 1.

3. Fie f ∈ R[X], f = X3 – 4X. FuncÆia polinomialå asociatå polinomului f este f  : R → R,
f (x) = x3 – 4x.

MulÆimea valorilor funcÆiilor polinomiale asociate polinomului f din exemplele 1, 2 çi 3
sunt prezentate în desenele din figura 1 (a, respectiv b çi c de pe pagina 64).

Efectuaþi în clasã
Dacå f ∈ R[X], f = X2 – X – 6, så se scrie funcÆia polinomialå asociatå çi så se vizualizeze

mulÆimea valorilor posibile ale acestei funcÆii.

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


Partea I. Elemente de algebrå

64

y y y

O O Ox x x
1

1

4

(0, 4)

2 3− 2 3+ –2 2

a b c

Fig .  1

2.5. Rãdãcina unui polinom

Definiþie
Fiind dat un polinom f ∈ C[X], un numår α ∈ C se numeçte rådåcinå a

polinomului f dacå f(α) = 0.

EXEMPLE
1. Dacå f ∈ R[X], f = X2 – 5X + 6, atunci numårul α = 2 ∈ R este rådåcinå a polinomului f.

Într-adevår, f(α) = f(2) = 22 – 5 × 2 + 6 = 4 – 10 + 6 = 0.

2. Fie f ∈ R[X], f = 1
2

X3 + 5
2

X2 – X – 3. Numårul α = –1 ∈ R este rådåcinå a polinomului f.

Într-adevår, f(–1) = 3 21 5( 1) ( 1)
2 2

× − + × −  – (–1) – 3 = 1 5
2 2

− +  + 1 – 3 = 2 + 1 – 3 = 0.

3. Fie f ∈ C[X], f = X4 + 3X2 + 2. Numårul α = –i ∈ C este rådåcinå a polinomului f.
Avem f(i) = i4 + 3 × i2 + 2 = 1 – 3 + 2 = 0.

4. Fie f ∈ C[X], f = 2X2 – 3iX – 3 – i. Numårul α = 1 + i ∈ C este rådåcinå a polinomului f.
Într-adevår, f(α) = f(1 + i) = 2(1 + i)2 – 3i(1 + i) – 3 – i = 2(1 + 2i – 1) – 3i + 3 –
– 3 – i = 4i – 4i = 0.

Efectuaþi în clasã
VerificaÆi cå α este rådåcinå a polinoamelor în cazurile urmåtoare:
a) f = X2 – 7X + 12, α = 4; b) f = 3X2 – 5X + 8, α = –1;
c) f = iX3 – 2X2 + 1, α = i; d) f = X3 – 2 2 X2 – 2 X  + 2 + 2 2 , α = 2 ;

e) f = (X2 + 1)2 + X + i, α = –i.

2.6. Împãrþirea cu X – a, unde a ∈ C,
teorema restului

Aplicând teorema împårÆirii euclidiene pentru polinomul f ∈ C[X], f = X4 – 3X3 +
+ 5X2 – 2X – 1 prin g = X – 1, obÆinem:
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  X4 – 3X3 + 5X2 – 2X – 1 X – 1
–X4 +  X3

X3 – 2X2 + 3X + 1
  /   – 2X3 + 5X2

    2X3
  –   2X2

     3X2 – 2X
  –3X2 + 3X

/         X  –  1
    –X + 1
      /     /

Am gåsit câtul împårÆirii lui f la X – 1, q = X3 – 2X2 + 3X + 1 çi r = 0. Observåm cå
α = 1 este rådåcinå a polinomului, f(1) = 0.

Un rezultat important este dat de teorema urmåtoare.

Teorema restului
Fiind date polinoamele f ∈ C[X] çi g = X – a, a ∈ C, restul împårÆirii euclidiene

a lui f prin X – a este f(a).

Demonstraþie
æinând seama cå g = X – a, deci grad g = 1, rezultå cå restul împårÆirii lui f prin X – a

este un polinom constant. Deducem cå existå q ∈ C[X] çi r ∈ C astfel încât f = (X – a)q + r.
Pentru a ∈ C, considerând valoarea fiecårui polinom din egalitatea precedentå, rezultå:
f(a) = (a – a)q(a) + r çi deducem r = f(a).

2.7. Schema lui Horner

Un procedeu, diferit de algoritmul de împårÆire a unui polinom f prin polinomul X – α = g
pentru a determina câtul çi restul este dat de schema lui Horner.

Fie f, g ∈ C[X], unde g = X – a. Din teorema împårÆirii euclidiene avem f = gq + r, unde
grad g = 1. Rezultå grad q = grad f – 1 = n – 1 çi grad r = 0 deci putem scrie:

q = bn–1X
n–1 + bn–2X

n–2 + ... + b1X + b0,

iar relaÆia f = gq + r devine:

anX
n + an–1X

n–1 + ... + a1X + a0 = (X – a)(bn–1X
n–1 + bn–2X

n–2 + ... + b1x + b0).

Efectuând calculele çi grupând termenii asemenea rezultå:

bn–1X
n + (bn–2 – abn–1)Xn–1 + (bn–3 – abn–2)Xn–2 + ... + (b0 – ab1)X + (r – ab0) =

= anX
n + an–1X

n–1 + an–2X
n–2 + ... + a1X + a0.

Conform definiÆiei egalitåÆii a douå polinoame identificåm coeficienÆii acestor polinoame:

1

2 1 1

3 2 2

0 1 1

0 0

.............................

n n

n n n

n n n

b a
b ab a
b ab a

b ab a
r ab a

−

− − −

− − −

=
 − =
 − =



− =
− =

, (1)
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de unde deducem:   

1

2 1 1

3 2 2

0 1 1

0 0

.............................

n n

n n n

n n n

b a
b a ab
b a ab

b a ab
r a ab

−

− − −

− − −

=
 = +
 = +



= +
= +

                                                     (1′)

Am determinat astfel coeficienÆii polinomului cât. Aceçti coeficienÆi pot fi trecuÆi într-un
tabel, numit schema lui Horner:

Xn Xn–1 Xn–2 ... X1 X0

an an–1 an–2 ... a1 a0

a an an–1 + abn–1 an–2 + abn–2 ... a1 + ab1 a0 + ab0

bn–1 bn–2 bn–2 ... b0 r

de unde deducem: q = bn–1X
n–1 + bn–2X

n–2 + ... + b1X + b0 çi r = f(a).

EXEMPLU
Utilizând schema lui Horner, så se determine câtul çi restul împårÆirii polinomului

f = X5 – 3X4 + 5X3 – 3X2 + 2X – 6 la X – 2.
Întocmind schema lui Horner, obÆinem:

X5 X4 X3 X2 X X0

1 –3 5 –3 2 –6
2 1 –1 3 3 8 10

b4 b3 b2 b1 b0 r

Am obÆinut câtul q = X4 – X3 + 3X2 + 3X + 8 çi restul r = 10.

Exerciþii rezolvate
1 . Fie f ∈ C[X], f = 2X3 – 9X2 + 13X – 10 çi α = 1.
a) Så se afle câtul çi restul împårÆirii lui f la X – 1.
b) Så se scrie polinomul f sub forma f = a(X – 1)3 + b(X – 1)2 + c(X – 1) + d folosind

schema lui Horner çi metoda coeficienÆilor nedeterminaÆi.
Soluþie
a) X3 X2 X X0

2 –9 13 –10
1 2 –7 6 –4

Rezultå q = 2X2 – 7X + 6 çi r = –4, deci f = (X – 1)(2X2 – 7X + 6) – 4.

b) Pentru f = a(X – 1)3 + b(X – 1)2 + c(X – 1) + d, putem scrie:
f = aX3 – 3aX2 + 3aX  – a +

+ bX2  – 2bX + b +
+ cX  –  c +

+ d =
  = aX3 + (–3a + b)X2 + (3a – 2b + c)X – a + b – c + d =
  = 2X3                – 9X2                  + 13X                  – 10.
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Rezultå sistemul de ecuaÆii:

2
3 9

3 2 13
10

a
a b

a b c
a b c d

=
− + = −
 − + =

− + − + = −

,

care admite soluÆia a = 2, b = –3, c = 1, d = –4, deci f = 2(X – 1)3 – 3(X – 1)2 + (X – 1) – 4.
Utilizând schema lui Horner, avem:

X3 X2 X X0

2 –9 13 –10
1 2 –7 6 –4
1 2 –5 1
1 2 –3
deci f = 2(X – 1)3 – 3(X – 1)2 + (X – 1) – 4.

2 . Fie f, g ∈ C[X], f = X4 – 4X3 + 2X2 + X + 6 çi g = X2 – 5X + 6.
Folosind schema lui Horner, så se arate cå g este divizor al lui f.
Soluþie
Putem scrie g = (X – 2)(X – 3). Întocmind schema lui Horner, rezultå:

X4 X3 X2 X X0

1 –4 2 1 6

2 1 –2 –2 –3 0
3 1 1 1 0

deci f = (X – 2)(X – 3)(X2 + X + 1) = (X2 – 5X + 6)(X2 + X + 1) = (X2 + X + 1)g.

Efectuaþi în clasã
1 . Fie f ∈ C[X], f = 3X3 – 5X2 + 4X – 6, α = –1. Folosind schema lui Horner, så se afle câtul

çi restul împårÆirii polinomului f la X + 1.

2 . Fie f ∈ C[X], f = 5X2 – 7X + 3. Så se scrie f sub forma f = a(X – 2)2 + b(X – 2) + c, folosind:
a) metoda coeficienÆilor nedeterminaÆi; b) schema lui Horner.

Temã
1. Aplicând schema lui Horner så se determine câtul çi restul împårÆirii polinomului f prin g.

a) f = 3X3 – 2X2 – 6X + 1, g = X – 1; b) f = X5 – 3X3 – 6X + 2, g = X + 1;
c)f = X4 – 2X3 + X2 – X – 2, g = X – 2; d) f = 2X4 – X3 + 2X2 – 2, g = X + 2;

e) f = 4X4 – 6X3 + 2X2 + 4X – 1, g = X + 1
2

;

f) f = 2X3 + 8X2 – 4X + 2, g = 2X + 1;
g) f = 2X3 – 3X2 + 4X – 6, g = X + 1;
h) f = 2X5 – 7X4 + 6X3 – 8X2 + 9X + 10, g = X – 2;
i) f = X6 – X5 + 3X3 – 6X + 2, g = X + 1;
j) f = X5 + 3 X4 – 5X3 + 2 3 X2 – 6X – 4 3 , g = X – 3 .

2. Fie f = 2X3 – 3X2 – X + 1, α = 2. DeterminaÆi restul împårÆirii lui f la X – α.
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3. Divizibilitatea polinoamelor, teorema lui Bézout,
c.m.m.d.c. ºi c.m.m.m.c. al unor polinoame,
descompunerea unui polinom în factori ireductibili

3.1. Divizibilitatea polinoamelor

Fiind date polinoamele f, g ∈ C[X] am våzut cå restul çi câtul împårÆirii euclidiene a lui
f prin g sunt unic determinate.

Definiþie
Dacå f, g ∈ C[X] se spune cå polinomul g divide polinomul f dacå existå un

polinom q ∈ C[X] astfel încât f = g × q.
Dacå polinomul g divide polinomul f vom nota gf çi se spune cå g este

divizor al lui f sau f este multiplu al lui g. Se mai spune cå f se divide prin g.

Exerciþiu rezolvat
Så se stabileascå dacå polinomul f = 4X5 – 6X4 + 13X3 – 5X2 + 10X – 8 se divide prin

g = X2 – X + 2.
Soluþie
Pentru a stabili dacå polinomul g este un divizor al polinomului f vom face împårÆirea

lui f la g.
  4X5  –  6X4 + 13X3 – 11X2 + 10X – 8     X2 – X + 2
–4X5 + 4X4 –    8X3

    4 X3 – 2X2 + 3X – 4
    /   –  2X4 +   5X3 – 11X2

          +2X4  –   2X3 +  4X2

    /         3X3  –  7X2 + 10X
 – 3X3 +  3X2  –   6X
     /     – 4X2  +  4X  – 8

 4X2   –  4X + 8
   /          /      /

rezultå cå g  f çi q = 4X3 – 2X2 + 3X – 4.

Efectuaþi în clasã
VerificaÆi relaÆia gq = f.

3.2. Teorema lui Bézout

Din teorema restului, deducem cå fiind dat polinomul f ∈ C[X] çi a ∈ C, polinomul g =
X – α divide polinomul f dacå çi numai dacå restul împårÆirii euclidiene a lui f prin X – a este
egal cu zero.
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Teorema lui Bézout
Un polinom f ∈ C[X] se divide prin polinomul X – a, a ∈ C, dacå çi numai

dacå f(a) = 0.

Teorema poate fi enunÆatå çi astfel:

X – a  este divizor al polinomului f dacå çi numai dacå a este rådåcinå a
polinomului f.

EXEMPLE
1. Fie f ∈ C[X], f = X3 + 3X2 + 5X + 3 çi a = –1. Rezultå  f(–1) = (–1)3 + 3(–1)2 +

+ 5(–1) + 3 = –1 + 3 – 5 + 3 = 0, deci (X + 1)  f.

2. Fie f ∈ C[X], f = X4 + (3 + 2 )X3 + ( 3 2  – 2)X2 + (1 – 2 2 )X + 2  çi a = 2− .
Efectuând calculele, obÆinem: f(a) = f( 2− ) = ( 2− )4 + (3 + 2 )(– 2 )3 +

+ (3 – 2 )( 2− )2 + (1 – 2 2 )( 2− ) + 2  = 4 – (3 + 2 ) × 2 2  + 2( 3 2  – 2) –
– (1 – 2 2 ) 2  + 2  = 4 – 6 2 – 4 + 6 2  – 4 – 2  + 4 + 2  = 0.

Rezultå cå g = X + 2  este divizor al polinomului f.

3. Fie f ∈ C[X], f = X3 + (4 + 3i)X – 6 çi a = –2i ∈ C. Calculând valoarea polinomului f
pentru a = –2i, obÆinem: f(a) = f(–2i) = (–2i)3 + (4 + 3i)(–2i) – 6 = 8i  – 8i + 6 – 6 = 0.

Rezultå cå X + 2i este divizor al polinomului α.

4. Fie f ∈ C[X], f = X2 – 4X + 1 çi a = 2 – 3  ∈ C. Valoarea polinomului f pentru

a = 2 – 3 , este: f(a) = f(2 – 3 ) = (2 – 3 )2 – 4(2 – 3 ) + 1 = 4 – 4 3  + 3 –
– 8 + 4 3  + 1 = 0, de unde rezultå cå f se divide prin X – 2 + 3 .

5. Fie f ∈ C[X], f = X4 – 4X3 + 6X2 – 4X + 1 çi a = –1 ∈ C. Deducem: f(a) = f(–1) = 1 +
+ 4 + 6 + 4 + 1 = 16 ≠ 0, ceea ce demonstreazå cå X + 1 nu este divizor al lui f.

Vom remarca faptul cå generalizarea teoremei lui Bézout are o importanÆå deosebitå.
Putem enunÆa urmåtoarea teoremã.

Teoremã
Fie f ∈ C[X], f ≠ 0 çi a1, a2 ∈ C, a1 ≠ a2. Polinomul f se divide prin

(X – a1)(X – a2) dacå çi numai dacå f(a1) = 0 çi f(a2) = 0.

Demonstraþie
Presupunem cå polinomul f se divide prin (X – a1)(X – a2), deci existå q ∈ C[X] astfel

încât f = (x – a1)(x – a2)q. De aici deducem cå f(a1) = f(a2) = 0.
Reciproc, dacå presupunem f(a1) = 0 çi f(a2) = 0 çi aplicåm teorema lui Bézout din

f(a1) = 0 rezultå f = (X – a1)g cu g ∈ C[X]. Din condiÆia f(a2) = 0, deducem: 0 = f(a2) =
= (a2 – a1)g(a2), unde a2 – a1 ≠ 0. Rezultå g(a2) = 0 çi aplicând teorema lui Bézout putem
scrie: g = (X – a2)q cu q ∈ C[X] deci: f = (X – a1)(X – a2)q.
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EXEMPLU
Fie f ∈ C[X], f = X4 – 3X3 + 3X2 – 3X + 2. Så se arate cå f se divide prin X2 – 3X + 2.
Vom observa cå putem scrie X2 – 3X + 2 = (X – 1)(X – 2) çi f(1) = f(2) = 0.
De asemenea, efectuând împårÆirea:
  X4  –  3X3 + 3X2 – 3X + 2    X2 – 3X + 2
–X4 + 3X3  –  2X2    X2 + 1
  /        /         X2 – 3X + 2
                     –X2

 + 3X – 2

                       /        /    /

deducem cå (X2 – 3X + 2)f çi putem scrie:
f = (X2 – 3X + 2)(X2 + 1) = (X – 1)(X – 2)(X – i)(X + i).

Efectuaþi în clasã
1 . Fie polinomul f ∈ C[X], f = X4 – 3X3 + 3X2 – 3X + 2. AråtaÆi cå f se divide prin g dacå:

a) g = (X – i)(X + i);
b) g = X2 – (1 + i)X + i;
c) g = X2 – (2 + i)X + 2i;
d) g = (X – 1)(X + i);
e) g = (X – 2)(X + i).

2 . Se considerå polinoamele f, g ∈R[X], f = X4 + 1, g = X2 – mX + n.
Så se determine m, n ∈ R astfel încât g|f.

3.3. Cel mai mare divizor comun (c.m.m.d.c.) ºi cel mai
mic multiplu comun (c.m.m.m.c.) al polinoamelor

3.3.1. Noþiuni pregãtitoare

 Fie  f, g gK[X], g ≠ 0. Conform teoremei împårÆirii euclidiene, avem:
(*)   f = gq + r, grad r < grad g.

Vom aråta, pentru f ≠ 0, cå:
dacå d gK[X], d ≠ 0, çi d|f, d|g, atunci d|r.

Fie  f = df1 çi g = dg1. Deducem cå:
df1 = dg1q + r,

çi putem scrie d(f1 – g1q) = r, de unde rezultå cå d|r.
De asemenea, vom demonstra cå:

dacå d|r çi d|g, atunci d|f.
Fie r = dr′ çi g = dg′. Din (*), rezultå cå

f = dg′q + dr′,
de unde deducem cå f = d(g′q + r′) çi d|f.
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 3.3.2. Cel mai mare divizor comun a douã polinoame
(c.m.m.d.c.)

Definiþie
Fie K unul dintre corpurile comutative {, Z, {, ³ sau mp, p prim.
Fiind date douå polinoame f, g gK[X]. Un polinom d gK[X] se numeçte cel

mai mare divizor comun al polinoamelor f çi g dacå sunt verificate condiÆiile:
(a)  d|f çi d|g,                                (b) dacå h|f çi h|g, atunci h|d.

NotaÆie. Pentru cel mai mare divizor comun al polinoamelor f, g gK[X] se noteazå cu
c.m.m.d.c.(f, g) sau, simplu, (f, g).

Pentru douå polinoame f, g gK[X] pentru a dovedi existenÆa c.m.m.d.c. vom studia
cazul în care grad f ≥ grad g, g ≠ 0.

Dacå g|f, atunci c.m.m.d.c.(f, g) = f.

Vom studia acum existenÆa c.m.m.d.c. al polinoamelor f, g gK[X], care au:
grad f ≥ grad g çi g o f.

Am aråtat, conform teoremei împårÆirii euclidiene a polinoamelor f, g gK[X], cå existå
q1, r1 gK[X], r1 ≠ 0, astfel încât:

(1) f = gq1 + r1, r1 ≠ 0, grad r1 < grad g.
Analog, rezultå cå:
(2)                   g = r1q2 + r2, r2 ≠ 0, grad r2 < grad r1,
(3)                  r1 = r2q3 + r3, r3 ≠ 0, grad r3 < grad r2,
....................................................................
(n)               rn – 2 = rn – 1qn + rn, rn ≠ 0, grad rn < grad rn – 1,
(n + 1)       rn – 1 = rnqn + 1 + 0, rn + 1 = 0.
Din relaÆiile:

grad g > grad r1 > grad r2 > ... ,
deducem cå existå n ∈ q* astfel încât ri ≠ 0 pentru 1 ≤ i ≤ n çi rn + 1 = 0.

Din relaÆiile de împårÆiri cu rest (1), (2), ..., (n + 1) se obÆine un algoritm cunoscut
sub numele de algoritmul lui Euclid pentru polinoamele f çi g, iar rn se numeçte ultimul
rest diferit de zero din algoritmul lui Euclid pentru polinoamele f çi g.

Vom aråta cå polinomul d = rn verificå condiÆiile (a) çi (b) din definiÆia c.m.m.d.c. al
polinoamelor f çi g.

Din relaÆia (n + 1) din algoritmul lui Euclid, deducem:

d = rn|rn – 1 
( )n

⇒ rn|rn – 2 
( )1n−

⇒  ...  
( )2

⇒  rn|g  
( )1

⇒  rn|f,
çi condiÆia (a) este verificatå.

Dacå h|f çi h|g, atunci deducem:

h|r1 
( )2

⇒ h|r2 
( )3

⇒  ...  
( )1n−

⇒  h|rn – 1  
( )n

⇒  h|rn, rn ≠ 0,
çi este verificatå çi condiÆia (b) din definiÆia c.m.m.d.c. al polinoamelor f, g gK[X].

Rezultå cå d = c.m.m.d.c.(f, g) = rn, care este ultimul este ultimulul rest diferit de zero
din algoritmul lui Euclid pentru f çi g.
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EXEMPLE
1. Fie polinoamele f, g gZ[X], f = X3 + 5X2 + 8X + 4 çi g = X2 – X – 6.
Determinåm d = (f, g).
Din algoritmul lui Euclid, obÆinem:
  X3 + 5X2 + 8X + 4
–X3 +   X2 + 6X
/ 6X2 + 14X + 4
–6X2 +    6X + 36
/           20X + 40

  X2 –  X – 6
–X2 – 2X
/     –3X – 6
        3X + 6
         /      /
Rezultå d = (f, g) = 20X + 40 = 20(X + 2) sau c.m.m.d.c.(f, g) = X + 2.

Observaþie:
Pentru polinoamele f çi g anterioare, avem: f = (X + 1)(X + 2)2 çi g = (X + 2)(X – 3),

de unde deducem (f, g) = X + 2.

2. Fie polinoamele f, g gm5[X], 4 3 22 3 4 2 4f X X X X
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= + + + +  çi 22 2 1g X X
∧ ∧ ∧

= + + .

Determinåm d = (f, g).
Utilizând algoritmul lui Euclid, obÆinem:

4 3 22 3 4 2 4X X X X
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

+ + + +

4 3 23 3 4X X X
∧ ∧ ∧

+ +

/           3 23 2X X X
∧ ∧

+ +

          3 24 4 2X X X
∧ ∧ ∧

+ +

            /       22 4 4X X
∧ ∧ ∧

+ +

                    23 3 4X X
∧ ∧ ∧

+ +

                     /       2 3X
∧ ∧

+

22 2 1X X
∧ ∧ ∧

+ +

23 2X X
∧ ∧

+

/        4 1X
∧ ∧

+

            1X
∧

+
             /    /

X2 – X – 6
X + 6

ObÆinem:
f = gq1 + r1,
q1 = X + 6,
r1 = 20X + 40.

20X + 40

1 3
20 20

X −

ObÆinem:
g = r1q2 + r2,

2

1 3
20 20

q X= − ,

r2 = 0.

22 2 1X X
∧ ∧ ∧

+ +

2 3 1X X
∧ ∧

+ +

ObÆinem:
f = gq1 + r1,

q1 = 2 3 1X X
∧ ∧

+ + ,

r1 = 2 3X
∧ ∧

+ .

2 3X
∧ ∧

+

2X
∧

+

ObÆinem:
g = r1q2 + r2,

2 2q X
∧

= + ,

2 0r
∧

= .
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Rezultå: (f, g) = 2 3X
∧ ∧

+ .

Observaþii:
1. Fie f, g gK[X] çi succesiunea de relaÆii:

 f = gq1 + r1, grad r1 < grad g,
g = r1q2 + r2, grad r2 < grad r1,

r1 = r2q3 + 0,
adicå d = r2 = (f, g).

Putem scrie:
r2 = g – r1q2 = g – (f – gq1)q2 = g(– q2) + g(1 + q1q2)

çi deducem cå existå douå polinoame u, v gK[X] astfel încât:
 d = fu + gv,

proprietate care este adevåratå pentru oricare douå polinoame f, g gK[X].
2. Dacå f, g gK[X] çi d = c.m.m.d.c.(f, g) = 1, atunci se spune cå f este prim cu g.

Vom observa cå existå çi proprietatea urmåtoare.

Proprietate
Fie  f, g gK[X]. Avem c.m.m.d.c.(f, g) = 1 dacå çi numai dacå existå
u, v gK[X] astfel încât:

 fu + gv = 1.

Urmåtoarele proprietåÆi ale celui mai mare divizor comun al douå polinoame f, g gK[X]
sunt analoge cu proprietåÆile cunoscute pentru cel mai mare divizor comun al numerelor întregi.

Proprietate
Fie  f, g gK[X], d = (f, g) çi h gK[X].
Au loc relaÆiile urmåtoare:
1. (hf, hg)= hd;
2.  (f, g)= 1 çi (f, h)= 1 ⇒  (f, gh)= 1;
3.  f|gh  çi (f, g)= 1 ⇒  f|h.

3.3.3. Cel mai mic multiplu comun a douã polinoame
(c.m.m.m.c.)

Definþie
Fie douå polinoame f, g gK[X]. Un polinom m gK[X] se numeçte cel mai

mic multiplu comun al polinoamelor f çi g dacå sunt verificate condiÆiile:
(a′)  f|m çi g|m,
(b′) dacå f|h çi g|h, atunci m|h.

NotaÆie. Pentru cel mai mic multiplu comun al polinoamelor f, g gK[X] se noteazå
cu c.m.m.m.c.(f, g) sau, simplu, [f, g].
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Proprietate
Oricare ar fi f, g gK[X], existå relaÆia:

 fg = (f, g)×[f, g].

EXEMPLU
Fie polinoamele  f, g gZ[X],  f = X3 + 5X2 + 8X + 4 çi g = X2 – X – 6.
Folosind algoritmul lui Euclid, obÆinem:
d = (f, g) = X + 2.
Deducem: c.m.m.m.c.(f, g) = X4 + 12X3 – 7X2 – 20X – 12.

Observaþie:
Pentru polinoamele f çi g anterioare, avem: f = (X + 1)(X + 2)2 çi g = (X + 2)(X – 3), de

unde deducem cå:
d = (f, g) = X + 2 çi m = [f, g] = (X + 1)(X + 2)2(X – 3) = X4 + 12X3 – 7X2 – 20X – 12.

Deci: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
21 2 3

1 2 3
2

X X Xfg
m X X X

d X
+ + −

= = = + + −
+

.

Proprietate
Dacå f gK[X] este un polinom çi a gK, a ≠ 0, atunci polinoamele f çi af au

acelaçi divizor în K[X].

Observaþie:
O consecinÆå a acestei proprietåÆi este cå, aça cum este precizat în exemplul 1 de la

determnarea celui mai mare divizor comun, unde r1 = 20X + 40, avem d = X + 2.

 Temã
1. Pentru  f, g gZ[X], f = (X – 1)(X – 2)2 çi g = (X – 1)(X + 3) så se determine (f, g) çi [f, g].

2. Så se determine (f, g) çi  [f, g] pentru f çi g date în urmåtoarele forme:
a)  f = X3 + 3X2 + 4X + 2 çi g = X2+ 3X + 2, f, g gZ[X];
b)  f = X3 – 3X2 + 4X – 2 çi g = X2 – X, f, g gZ[X];
c)  f = X4+ 3X3 + X2 – 2 çi g = X3+ 2X2 + 2X + 1, f, g gZ[X];

d)  4 2 1f X X
∧

= + +  çi g = X3+ X2,  f, g gm2[X].

3.4. Descompunerea unui polinom
în factori ireductibili

Am våzut cå, fiind dat un polinom f ∈ C[X], nenul çi α ∈ C, conform teoremei lui
Bézout, α este rådåcinå a polinomului f dacå çi numai dacå X – α divide f.

Astfel, fie f ∈ C[X], f = 2X3 – 5X2 + 2X + 1 çi α = 1 ∈ C, de unde rezultå f(1) = 2 – 5 +
+ 2 + 1 = 0, deci (X – 1)f. Rezultå cå existå un polinom q ∈ C[X] astfel încât f = gq.
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Acest polinom poate fi determinat:
a) ÎmpårÆind polinomul f la g = X – 1:
  2X3

  –  5X2 + 2X + 1       X – 1
–2X3 + 2X2       2X2 – 3X – 1
    /   –  3X2 + 2X

  3X2 
  –  3X

   /       –X + 1
   X  –  1
   /     /

deci q = 2X2 – 3X – 1, f = (X – 1)(2X2 – 3X – 1);

b) Folosind metoda coeficientilor nedeterminaÆi:,
  f = (X – 1)(aX2 + bX – c) =

= aX3 + bX2 + cX –
           – aX2  –  bX – c =

= aX3 + (b – a)X2 + (c – b)X – c =
= 2X3           – 5X2         + 2X + 1,

de unde rezultå 

2
5

2
1

a
b a
c b

c

=
 − = −
 − =

− =

,  astfel: a = 2, b = –3, c = –1;

f = 2X3 – 5X2 + 2X + 1 = (X – 1)(2X2 – 3X – 1); q = 2X2 – 3X – 1;
c) Folosind schema lui Horner, deducem:

X3 X2 X X0

2 –5 2 1

1 2 –3 –1 0

deci q = 2X2 – 3X – 1 çi r = 0.

Definiþie
Fie f ∈ C[X], grad f > 1. Dacå existå α ∈ C astfel încât f(α) = 0, atunci f este

reductibil peste C. Rezultå cå existå q ∈ C[X] astfel încât f = (X – α)q.

Am våzut în exemplul precedent cå f = 2X3 – 5X2 + 2X + 1 este reductibil, unde
 α = 1 çi f = (X – 1)(2X2 – 3X – 1), q = 2X2 – 3X – 1.

Vom remarca faptul cå studiul ireductibilitåÆii unui polinom f ∈ C[X] (sau R[X], Q[X],
Z[X]) se face peste C, R, Q sau Z.

EXEMPLE
1. Polinomul f ∈ Z[X], f = X2 – 2 nu este reductibil peste Z sau Q, dar este reductibil

peste R, f = (X – 2 )(X + 2 ).

2. Polinomul f ∈ Z[X], f = X2 + 4 nu este reductibil peste Z, Q sau R, dar este reductibil
peste C, f = (X – 2i)(X + 2i).
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3. Polinomul f ∈ Z[X], f = X4 + X2 + 1, este reductibil peste Z, f = (X2 – X + 1)(X2 +
+ X + 1). Cunoscând cå Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C, spunem cå f este reductibil în oricare din
mulÆimile Z, Q, R sau C. Mai mult, polinoamele X2 – X + 1 çi X2 + X + 1 nu sunt reductibile
în Z, Q sau R, dar sunt reductibile în C. Astfel X2 + X + 1 = (X – ε)(X – ε2), unde ε, ε2 sunt
rådåcinile cubice complexe ale unitåÆii ε2 + ε + 1 = 0 çi ε3 = 1.

4. Polinomul f ∈ Z[X], f = X4 – 10X2 + 9 este reductibil în Z. Avem:
f = (X2 – 1)(X2 – 9) = (X – 1)(X + 1)(X – 3)(X + 3).

Un rezultat important este dat de urmåtoarea proprietate.

Proprietate
Fie f ∈ R[X], grad f = 2, f = a2X

2 + a1X + a0, atunci:
1) f este reductibil peste C,
çi 2) f este reductibil peste R dacå çi numai dacå ∆ = 2

1a  – 4a2a0 ≥0.

Demonstraþie
De la studiul funcÆiei de gradul al doilea y = f(x) = ax2 + bx + c, funcÆie polinomialå

ataçatå polinomului f = aX2 + bX + c, unde am folosit notaÆia a2 = a, a1 = b, a0 = c, se çtie cå:

1) x1, x2 ∈ C sunt soluÆiile ecuaÆiei ax2 + bx + c = 0, x1,2 = 
2 4

2
b b ac− ± −  çi avem: f

= a(X – x1)(X – x2), deci f este reductibil peste C.
2) Dacå ∆ = b2 – 4ac ≥ 0, atunci ecuaÆia ax2 + bx + c = 0 are soluÆiile reale x1, x2 çi

f = a(X – x1)(X – x2), deci f este reductibilå peste R.
Vom observa cå dacå ∆ = b2 – 4ac < 0 çi polinomul f ar fi reductibil peste R, atunci am

avea f = f1 × f2, unde f1, f2 ∈ R [X] çi grad f1 = grad f2 = 1. Rezultå cå f are rådåcini reale
(rådåcinile lui f1 çi f2), în contradicÆie cu ipoteza ∆ < 0.

Exerciþii rezolvate
1 . Polinomul f = 2Xn – (n + 1)Xn–1 + nXn–2 – 1 se divide prin g = X – 1, deci este reductibil.

Soluþie
f(1) = 2 – (n + 1) + n – 1 = 0, deci (X – 1)f.

2 . Fie f ∈ Z[X], f = (X – 1)(X – 2) + 1. DemonstraÆi cå f este ireductibil peste Z, dar este
reductibil peste C.
Soluþie
f = (X – 1)(X – 2) + 1 = X2 – 3X + 3.
EcuaÆia x3 – 3x + 3 = 0 are ∆ = b2 – 4ac = 9 – 12 = –3 < 0, deci x1, x2 ∉ R. Rezultå

x1,2 = 3 3
2
i± , deci f = 3 3 3 3

2 2
i iX X  − +− − ÷ ÷

  
, adicå f este reductibil peste C.

3 . Så se determine numerele reale a çi b astfel încât polinomul f = aX4 + bX3 + 1 så se
dividå cu g = (X – 1)2.
Soluþie
Dacå X – 1  f, atunci f(1) = 0, deci a + b +1 = 0 çi avem b = –(a + 1),
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f = aX4 – (a + 1)X3 + 1 = aX4 – aX3 – X3 + 1 = aX3(X – 1) – (X3 – 1) = aX3(X – 1) –
– (X – 1)(X2 + X + 1) = (X – 1)(aX3 – X2 – X – 1).
Din condiÆia (X – 1)2  f, rezultå (X – 1)  h, unde h = aX3 – X2 – X – 1, deci h(1) = 0,
h(1) = a – 1 – 1 – 1 = a – 3 = 0, a = 3, de unde b = –(a + 1) = –4. Deci
 f = 3X4 – 4X3  + 1 = (X – 1)(3X3 – X2 – X – 1) = (X – 1)[(X3 – X2) + (X3 – X) + (X3 – 1)] =

= (X – 1)[X2(X – 1) + X(X + 1)(X – 1) + (X – 1)(X2 + X + 1)] = (X – 1)2(3X2 + 2X + 1).

4 . Fie f ∈ R[X], f = aXn + bXn–1 + 1. Så se determine numerele reale a, b astfel încât f så
se dividå  prin g = (X – 1)2.
Soluþie
Din condiÆia (X – 1)f rezultå f(1) = 0, deci f(1) = a + b + 1 = 0, b = –(a + 1) deci
f = aXn – (a + 1)Xn–1 + 1 = a(Xn – Xn–1) – Xn–1 + 1 = aXn–1(X – 1) – (Xn–1 – 1)=

= aXn–1(X – 1) – (X – 1)(Xn–2 + Xn–3 + ... + X + 1) =
= (X – 1)[aXn–1 – (Xn–2 + Xn–3 + ... + X + 1)] = (X – 1) × h.

Având în vedere condiÆia (X – 1)2f, rezultå (X – 1) h, deci h(1) = 0.
Rezultå: h(1) = a × 1n–1 – (1n–2 + ... + 11 + 1) = a – (n – 1) = 0,

deci a = n – 1 çi b = –(a + 1) = –(n – 1 + 1) = –n,
prin urmare f = (n – 1)Xn – nXn–1 + 1 çi (X – 1)2f.

Efectuaþi în clasã
1 . AråtaÆi cå f = X2 – 7X + 6 este reductibil în Z.

2 . AråtaÆi cå f = X2 + 2X + 2 nu este reductibil în Z, Q çi R, dar este reductibil în C.

3 . Så se arate cå f = Xn – nXn–1 + n – 1 este reductibil în Z.

4 . Så se descompunå în factori ireductibili în Z polinomul f = X4 – 5X2 + 4.

5 . Så se descompunå în factori ireductibili în Z polinomul f = X4 – 29X2 + 100.

Temã
  1. DescompuneÆi în factori ireductibili polinoamele:

a) f = X4 – 1, peste Z, Q, R çi C; b) f = X4 + 1, peste R çi C;
c) f = X4 – X2 + 1, peste R çi C; d) f = X6 – 1, peste Z, Q, R çi C;
e) f = X6 + 1, peste Z, Q, R çi C.

  2. Fie f = mX(Xn – 1) – nX(Xm – 1), unde m, n ∈ N*. Så se demonstreze cå f este
reductibil çi poate fi descompus sub forma (X – 1)2g çi så se determine polinomul g.

  3. Fie f = (X – 1)n – (X + 3)n, n ∈ N* este divizibil prin X + 1, dar nu se divide prin (X + 1)2.

  4. Så se arate cå f = X2n + (X + 1)2n – (X – 3)2n – Xn, n ∈ N* se divide prin X – 1.

  5. Fie polinomul f = Xn – nX + n – 1. Så se demonstreze cå f se divide prin X – 1.
Se divide prin (X – 1)2?

  6. Fie f = X5 + m2X4 – m2X3 – mX2 + mX – 1. Så se demonstreze cå f se divide prin X – 1.

  7. Fie f = X2n – nX8 + nX4 – 1. Så se arate cå f se divide prin g = X2 – 1.
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  8. Fie f = (X – 1)n+3 + X2n+3. Så se arate cå f se divide prin g = X2 – X + 1.

  9. Fie f = X12n + X3n+1 + 1. Så se arate cå f se divide prin g = X2 + X + 1.

10. Fie f = (X + 1)3n+2 + X2 + 2 çi g = X2 + 3x + 3. Så se demonstreze cå gf.

4. Rãdãcini ale polinoamelor; relaþiile lui
Viète pentru polinoame de grad cel mult 4

4.1. Rãdãcini complexe ale polinoamelor

Am demonstrat cå fiind dat un polinom f ∈ R[X], grad f = 2, f = aX2 + bX + c,
rådåcinile polinomului sunt reale dacå çi numai dacå ∆ = b2 – 4ac ≥ 0.

Dacå ∆ < 0, atunci rådåcinile polinomului x1, x2 ∉ R çi sunt

x1 = 
2

b i
a

− + −∆ , x2 = 
2

b i
a

− − −∆ .

Vom remarca faptul cå rådåcinile sunt complexe conjugate, deci x2 = 1x .
Vom enunÆa fårå demonstraÆie teorema fudamentalå a algebrei, denumitå çi teorema

lui d’Alembert-Gauss în cinstea celor care au formulat-o.

Teorema lui d’Alembert-Gauss
Orice polinom cu coeficienÆi complecçi de grad mai mare sau egal cu unu are

cel puÆin o rådåcinå în C.

Pe baza teoremei fundamentale vom preciza proprietåÆile:

1. Un polinom f ∈ C[X] este ireductibil dacå çi numai dacå f = a1X + a0, a1, a2 ∈ C, a1 ≠ 0.

2. Un polinom f ∈ R[X] este ireductibil dacå çi numai dacå f = a1X + a0, a0, a1 ∈ R, a1 ≠ 0,
sau f = a2X

2 + a1X + a0, a2, a1, a0 ∈ R, a2 ≠ 0 çi ∆ = 2
1a – 4a2a0 < 0.

EXEMPLE

1. Fie f, g ∈ C[X], f = 3X + 5 çi g = 2iX + 3. Aceste polinoame sunt de gradul întâi çi

sunt ireductibile în C. Rådåcinile celor douå polinoame sunt x′ = – 5
3

, respectiv x″ = 3
2

i

deci f(x′) = f ( )5
3

−  = 0, g(x″) = g ( )3
2

i  = 0.

2. Fie f = X2 – 3. Rådåcinile polinomului sunt x1 = 3−  çi x2 = 3  prin urmare

f = (X – 3 )(X + 3 ), deci f este ireductibil peste Z çi Q, dar este reductibil peste R.

3. Fie f = 4X2 + 9. Rådåcinile polinomului sunt x1 = 3
2

− i , x2 = 3
2

i, deci

f = 4 ( ) ( )3 3
2 2

X i X i− +  = (2X – 3i)(2X + 3i).
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4. Polinomul f = X2 – 4X + 6 admite rådåcinile x1 = 2 – 2 , x2 = 2 + 2  çi putem

scrie f = (X – 2 + 2 )(X – 2 – 2 ), ceea ce dovedeçte cå f nu este reductibil în Z çi Q, dar
este reductibil în R.

5. Polinomul f = X2 + 2X + 5, admite rådåcinile x1 = –1 + 2i, x2 = –1 – 2i, deci
f = (X + 1 – 2i)(X + 1 + 2i); f nu este reductibil în Z, Q, R  çi este reductibil în C.

Vom preciza, de asemenea, unele proprietåÆi importante în studiul polinoamelor:

Teorema de descompunere în factori ireductibili
Dacå f ∈ C[X] (sau f ∈ R[X]), atunci polinomul f se scrie ca un produs finit de

polinoame ireductibile din C[X] (respectiv R[X])
Descompunerea este unicå, abstracÆie fåcând de ordinea factorilor.

ConsecinÆe importante sunt çi proprietåÆile urmåtoare:

1) Orice polinom de grad n ≥ 1, f ∈ C[X] are n rådåcini.
Rådåcini multiple. Dacå (X – α)k  f çi (X – α)k+1 P f, k ∈ N, numårul k se numeçte

ordinul de multiplicitate a rådåcinii α.

2) Dacå x1, x2, ..., xn sunt rådåcinile polinomului f ∈ C[X], grad f = n, n ∈ N*,
f = anX

n + an–1X
n–1 + ... + a1X + a0, atunci: f = an(X – x1)(X – x2) ... (X – xn).

O aplicaÆie a acestor proprietåÆi se regåseçte în studiul relaÆiilor care existå între
rådåcinile unui polinom çi coeficienÆii såi.

4.2. Relaþiile între rãdãcinile ºi coeficienþii unui polinom
sau relaþiile lui Viète pentru polinoame de grad cel mult 4

În cele ce urmeazå vom studia aceste relaÆii în cazurile particulare pentru n ∈ {2, 3, 4},
unde f ∈ C[X] çi n = grad f.

4.2.1. Relaþiile lui Viète pentru polinoame de grad 2

Fie f ∈ C[X], grad f = 2, f = a2X
2 + a1X + a0, a2 ≠ 0 çi x1, x2 ∈ C rådåcinile polinomului

f, deci f(x1) = f(x2) = 0.
Putem scrie f = a2(X – x1)(X – x2) = a2[X2 – (x1 + x2)X + x1x2]. Rezultå:

1
1 1 2

2

0
2 1 2

2

a
S x x

a
a

S x x
a

 = + = −

 = =


cunoscute ca suma S çi produsul P ale rådåcinilor ecuaÆiei de gradul al doilea çi avem:

f = a2X
2 + a1X + a0 = a2(X – x1)(X – x2) = a2(X2 – SX + P)
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Exerciþii rezolvate
1 . Fiind dat polinomul f = X2 – 3X + 4, så se scrie suma çi produsul rådåcinilor x1, x2.

Så se calculeze 2 2
1 2x x+  çi 3 3

1 2x x+ .
Soluþie

{ 1 2

1 2

3
4

S x x
P x x

= + =
= = .

Pentru a calcula 2 2
1 2x x+  putem scrie:

2 2
1 2x x+  = 2

1x  + 2x1x2 + 2
2x  – 2x1x2 = (x1 + x2)

2 – 2x1x2 = S2 – 2P = 9 – 8 = 1,

respectiv 3 3
1 2x x+  = (x1 + x2)(

2
1x  – x1x2 + 2

2x ) = (x1 + x2)(
2
1x  + 2x1x2 + 2

2x  – 3x1x2) =
= (x1 + x2)[(x1 + x2)

2 – 3x1x2] = S(S2 – 3P) = 3(9 – 12) = –9.

Så observåm cå sumele 2 2
1 2x x+  çi 3 3

1 2x x+  pot fi calculate çi astfel:
Vom scrie cå x1 çi x2 sunt rådåcinile polinomului f:

2
1 1
2
2 2

3 4 0 (1)
3 4 0 (2)

x x
x x

 − + =


− + =
2 2
1 2x x+  – 3(x1 + x2) + 8 = 0,

deci 2 2
1 2x x+  = 3(x1 + x2) – 8 = 3 × 3 – 8 = 9 – 8 = 1.

ÎnmulÆind relaÆiile (1) çi (2) cu x1, respectiv cu x2, obÆinem:
3 2
1 13x x−  + 4x1 = 0
3 2
2 23x x−  + 4x2 = 0
3 3 2 2
1 2 1 23( )x x x x+ − +  + 4(x1 + x2) = 0,

de unde rezultå 3 3
1 2x x+  = 3 2 2

1 2( )x x+  – 4(x1 + x2) = 3 × 1 – 4 × 3 = 3 – 12 = –9.
2 . Fie polinomul f ∈ C[X], f = X2 + mX – m + 1, unde m este un parametru real. Så se

determine m ∈ R astfel încât suma påtratelor rådåcinilor så fie egalå cu 10.
Soluþie
EcuaÆia corespunzåtoare polinomului f este o ecuaÆie de gradul al doilea
x2 + mx + m – 1 = 0. Calculând rådåcinile ecuaÆiei, obÆinem x1 = –m + 1 çi x2 = –1 çi

deducem 2 2
1 2x x+  = 10, (–m + 1)2 + 1 = 10, –m + 1 = ±3, deci m ∈ {–2, 4}.

Dacå m = –2, ecuaÆia este x2 – 2x – 3 = 0, care admite rådåcinile x1 = –1, x2 = 3,

pentru care avem: 2 2
1 2x x+  = 1 + 9 = 10.

Dacå m = 4, ecuaÆia este: x2 + 4x + 3 = 0, cu rådåcinile x1 = –1, x2 = –3, care satisfac

relaÆia 2 2
1 2x x+  = 1 + 9 = 10.

Efectuaþi în clasã

1 . Fie f ∈ R[X], f = X2 – 5X + 6. Så se determine 2 2
1 2x x+ , 2 2

1 1 2 2x x x x− + , 2 2
1 1 2 2x x x x+ + .

2 . Fie f ∈ C[X], unde f = X2 + (m – 1)X + m çi m este parametru. DeterminaÆi parametrul
m astfel încât 2 2

1 1 2 2x x x x+ +  = 19.
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4.2.2. Relaþiile lui Viète pentru polinoame de grad 3

Fie f ∈ C[X], grad f = 3, f = a3X
3 + a2X

2 + a1X + a0 çi x1, x2, x3 rådåcinile polinomului
f. Putem scrie:

f = a3(X – x1)(X – x2)(X – x3) = a3[X
3 – (x1 + x2 + x3)X

2 + (x1x2 + x1x3 + x2x3)X – x1x2x3]

De aici deducem:    

2
1 1 2 3

3

1
2 1 2 1 3 2 3

3

0
3 1 2 3

3

a
S x x x

a
a

S x x x x x x
a

a
S x x x

a

 = + + = −
 = + + =

 = = −

Exerciþii rezolvate
1 . Fie f ∈ R[X], f = X3 – 3X2 + 2X – 1. Så se calculeze: 2 2 2

1 2 3x x x+ +  çi 3 3 3
1 2 3x x x+ + , unde

x1, x2, x3 sunt rådåcinile polinomului f.
Soluþie
Cu ajutorul formulelor lui Viète, deducem:
S1 = x1 + x2 + x3 = 3; S2 = x1x2 + x1x3 + x2x3 = 2.
Din S1 = (x1 + x2 + x3)

2 = 32, rezultå 2 2 2
1 2 3x x x+ +  + 2(x1x2 + x1x3 + x2x3) = 9,

deci 2 2 2
1 2 3x x x+ +  = 9 – 2S2 = 9 – 2 × 2 = 5.

Pentru a calcula suma 3 3 3
1 2 3x x x+ +  putem proceda în mod analog,

3
1S  = (x1 + x2 + x3)

3 = 27, dar calculele sunt mai simple dacå vom scrie cå

x1, x2, x3 sunt rådåcinile polinomului f:              

3 2
1 1 1
3 2
2 2 2
3 2
3 3 3

3 2 1 0
3 2 1 0
3 2 1 0

x x x
x x x
x x x

 − + − =
 − + − =
 − + − =

.

Adunând aceste relaÆii, rezultå:
3 3 3
1 2 3x x x+ +  – 3( 2 2 2

1 2 3x x x+ + ) + 2(x1 + x2 + x3) – 3 = 0, deci 3 3 3
1 2 3x x x+ +  =

= 3( 2 2 2
1 2 3x x x+ + ) – 2(x1 + x2 + x3) + 3 = 3 × 5 – 2 × 3 + 3 = 15 – 6 + 3 = 12.

2 . Fie f ∈ C[X], f = X3 – 5X2 + (m + 6)X – m – 2 = 0.
a) Så se determine parametrul m çtiind cå suma påtratelor rådåcinilor este egalå cu 3.
b) Çtiind cå suma a douå rådåcini este de 4 ori a treia rådåcinå, så se determine

rådåcinile polinomului.
Soluþie
a) Din S1 = x1 + x2 + x3 = 5 çi S2 = x1x2 + x1x3+ x2x3  = m + 6, deducem:

2
1S  = (x1 + x2 + x3)

2 = 25, 2 2 2
1 2 3x x x+ +  + 2(x1x2 + x1x3 + x2x3) = 25 sau

3 + 2(m + 6) = 25, de unde rezultå m = 5 astfel încât f = X3 – 5X2 + 11X – 7.
b) Scriind formulele lui Viète pentru polinomul dat, rezultå

1 1 2 3

2 1 2 2 3 3 1

3 1 2 3

5
6

2

S x x x
S x x x x x x m
S x x x m

= + + = = + + = +
 = = +

, astfel încât 4x1 = x2 + x3.
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Din S1 obÆinem x1 + 4x1 = 5, deci x1 = 1 çi deducem cå f(1) = 0, 1 – 5 + (m + 6) –
– m – 2 = 0, ≤ m ∈ C.
Din S2 rezultå: x1(x2 + x3) + x2x3 = m + 6; 1 × 4 + x2x3 = m + 6, deci x2x3 = m + 2,
relaÆie care se obÆine çi din S3.
Din schema lui Horner:

X3 X2 X X0

1 –5 m + 6 –m – 2

1 1 –4 m + 2 0

deci f = (X – 1)(X2 – 4X + m + 2), cu rådåcinile x1 = 1, x2,3 = 2 ± 2 m− ,
astfel încât x2 + x3 = 4 = 4x1, ≤ m ∈ C.
În particular, pentru m = 5 se obÆine f = X3 – 5X2 + 11X – 7, polinomul rezultat
la punctul a).
Vom observa cå x2,3 ∈R dacå m ∈ (–∞, 2].

Observaþii
Pentru n = 3, relaÆiile lui Viète pot fi scrise sub forme avantajoase dacå rådåcinile x1,

x2, x3 satisfac anumite condiÆii.
a) Dacå rådåcinile x1, x2, x3 sunt în progresie aritmeticå: ÷ x1, x2, x3, putem scrie:

÷ x1, x1 + r, x2 + 2r, unde r este raÆia progresiei aritmetice, sau
÷ x1 – r, x1, x1 + r,

caz în care S1 = x1 – r + x1 + x1 + r = 3x1 = – 2

3

a
a

,

de unde rezultå x1 = – 2

33
a
a

 çi raÆia progresiei aritmetice este r.

b) De asemenea, dacå rådåcinile polinomului sunt în progresie geometricå:  x1, x2, x3,
putem folosi notaÆia:

 x1, x1q, x1q
2, unde q este raÆia progresiei geometrice sau:

 1x
q

, x1, x1q,

unde q este raÆia çi din S3 rezultå S3 = 3 0
1

3

a
x

a
= −  çi poate fi determinatå rådåcina x1.

Exerciþii rezolvate

1 . Fie f = 8X3 – 6X2 – 3X + 1. Så se determine rådåcinile polinomului f çtiind cå sunt în
progresie aritmeticå.
Soluþie
Fie ÷ x1, x1 + r, x1 + 2r. Rezultå:

1 1 1 1

2 1 1 1 1 1 1

3 1 1 1

32
4

3( ) ( 2 ) ( )( 2 )
8

1( )( 2 )
8

S x x r x r

S x x r x x r x r x r

S x x r x r

 = + + + + =
 = + + + + + + = −

 = + + = −


,
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de unde rezultå: 

1

2 2
1 1

1 1

1
4

33 6 2
8

1 1( 2 )
4 8

x r

x rx r

x x r

 + =
 + + = −

 × + = −


 ⇒ ( ) ( )
1

2
2

1 1

1
4

1 1 33 6 2
4 4 8

1( 2 )
2

x r

r r r r

x x r

 = −
 − + − + = −

 + = −


;

3 ( )21 1 3
16 2 2

r r r− + +  – 6r2 + 2r2 = 3
8

− , de unde deducem:

2 23 3 3 33 4 0
16 2 2 8

r r r r− + + − + = ; –r2 + 9
16

 = 0, r = ± 3
4

.

Dacå r = 3
4

, x1 = 1 1 3
4 4 4

r− = −  = – 1
2

; x2 = x1 + r = – 1 3 1
2 4 4

+ = ,

x3 = x1 + 2r = 1 3
2 2

− +  = 1, deci ÷ – 1
2

, 1
4

, 1.

Dacå r = – 3
4

, x1 = 1 1 3
4 4 4

r− = +  = 1, x2 = x1 + r = 1 – 3
4

 = 1
4

,

x3 = x1 + 2r = 1 – 3
2

 = – 1
2

, deci ÷ 1, 1
4

, – 1
2

.

Så observåm cå folosind pentru progresia aritmeticå notaÆia ÷ x1 – r, x1, x1 + r, deducem

S1 = x1 – r + x1 + x1 + r = 3x1 = 3
4

, de unde rezultå x1 = 1
4

.

Din S3 = x1x2x3 = – 1
8

, deducem x1(x1 – r)(x1 + r) = – 1
8

, deci ( ) ( )1 1 1 1
4 4 4 8

r r− + = −

sau 21 1
16 2

r− = − , r2 = 1 1 9
16 2 16

+ = , r = ± 3
4

, çi rezultå progresia ÷ – 1
2

, 1
4

, 1,

cu raÆia 3
4

, sau progresia ÷ 1, 1
4

, 
1
2

−  cu raÆia – 3
4

.

2 . Fie f ∈ R[X], f = X3 – 7X2 + 14X – 8. Çtiind cå rådåcinile sunt în progresie geometricå,
så se determine rådåcinile polinomului.
Soluþie

Fie  x1, x1q, x1q
2. Rezultå: 

2
1 1 1 1

2 2
2 1 1 1 1 1 1

2
3 1 1 1

7
14

8

S x x q x q
S x x q x x q x q x q
S x x q x q

 = + + =
 = + + =
 = =

, 

2
1
2 2
1
3 3
1

(1 ) 7
(1 ) 14

8

x q q
x q q q
x q

 + + =
 + + =
 =

,

de unde rezultå x1q = 2, deci x1 = 2
q

 çi din prima ecuaÆie deducem 2(1 + q + q2) = 72,

astfel încât 2q2 – 5q + 2 = 0, ecuaÆie care admite rådåcinile: q1 = 1
2

, q2 = 2.

Dacå q = 1
2

, rezultå x1 = 4, x2 = 2, x3 = 1, deci  4, 2, 1.

Dacå q = 2, rezultå x1 = 1, x2 = 2, x3 = 4, deci  1, 2, 4.

Observaþie

Folosind notaÆia  1x
q

, x1, x1q, din S3 rezultå S3 = 3
1x  = 8 deci x1 ∈ {2, 2ε, 2ε2} çi

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


Partea I. Elemente de algebrå

84

S1 = x1
1 1 q
q

 + + ÷
 

 = 7, S2 = 2
1

1 1x q
q

 + + ÷
 

 = 14, de unde 2

1

S
S

 = x1 = 2, deci

2 1 1 q
q

 + + ÷
 

 = 7, ecuaÆie care admite rådåcinile q1 = 1
2

, q2 = 2, çi astfel am regåsit

rådåcinile polinomului.

4.2.3. Relaþiile lui Viète pentru polinoame de grad 4

Fie  f ∈ C[X], f = a4X
4 + a3X

3 + a2X
2 + a1X + a0, grad f = 4, a4 ≠ 0.Putem scrie:

f = a4(X – x1)(X – x2)(X – x3)(X – x4) = a4[X
2 – (x1 + x2)X + x1x2] × [X

2 – (x3 + x4)X + x3x4] =
  = a4[X4 – (x1 + x2 + x3 + x4)X3 + (x1x2 + x1x3 + x2x4 + x3x4)X2 – (x1x2x3 + x1x2x4 +
  + x1x3x4 + x2x3x4)X + x1x2x3x4],

Çi în cazul n = 4, rådåcinile polinomului x1, x2, x3, x4 pot îndeplini anumite condiÆii.
a) Dacå rådåcinile polinomului sunt în progresie aritmeticå, putem nota:

÷ x1, x1 + r, x1 + 2r, x1 + 3r, cu raÆia r, sau
÷ x1 – 3r, x1 – r, x1 + r, x1 + 3r, cu raÆia r′ = 2r,

care este o notaÆie avantajoaså astfel încât din S1 rezultå 4x1 = – 3

4

a
a

, deci x1 = – 3

44
a
a

.

b) Dacå rådåcinile polinomului f sunt în progresie geometricå, putem scrie:

de unde rezultå:

3
1 1 2 3 4

4

2
2 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4

4

1
3 1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4

4

0
4 1 2 3 4

4

a
S x x x x

a
a

S x x x x x x x x x x x x
a

a
S x x x x x x x x x x x x

a
a

S x x x x
a

 = + + + = −

 = + + + + + =


 = + + + = −



= =


 x1, x1q, x1q
2, x1q

3, cu raÆia q,     sau  1
3

x

q
, 1x

q
, x1q, x1q

3 cu raÆia q′ = q2

astfel încât din S4 deducem: 4 0
1

4

a
x

a
= .

De asemenea, în cazul n = 4 rådåcini, dacå suma a douå rådåcini este egalå cu suma
celorlalte douå rådåcini, sau produsul a douå rådåcini este egal cu produsul celorlalte
douå, formulele lui Viète se scriu sub forma:

3
1 1 2 3 4

4

2
2 1 2 3 4 1 2 3 4

4

1
3 1 2 3 4 1 2 3 4

4

0
4 1 2 3 4

4

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

( )( )

a
S x x x x

a
a

S x x x x x x x x
a

a
S x x x x x x x x

a
a

S x x x x
a

 = + + + = −

 = + + + + =


 = + + + = −



= =

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Exerciþii rezolvate
1 . Så se determine rådåcinile polinomului f = 2X4 + 5X3 – 15X2 – 10X + 8, çtiind cå

produsul a douå rådåcini este egal cu produsul celorlalte douå rådåcini.
Soluþie
Fie x1x2 = x3x4. Din formulele lui Viète obÆinem:

1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 3 4 1 2

1 2 3 4

5
2

15( )( )
2

( ) ( ) 5
4

x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x
x x x x

 + + + = −
 + + + + = −
 + + + =
 =

.

x1x2(x1 + x2 + x3 + x4) = 5; x1x2 ( )5
2

−  = 5, x1x2 = –2; (x1 + x2)(x3 + x4) = – 7
2

.

Notând u = x1 + x2, v = x3 + x4, avem 
5
2

7
2

u v

uv

 + = −


= −

, t2 + 5
2

t – 7
2

 = 0, t1 = 1, t2 = – 7
2

,

deci u = 1, v = – 7
2

; { 1 2

1 2

1
2

x x
x x

+ =
= − ; 3 4

3 4

7
2

2

x x

x x

 + = −


= −
.

2 . Så se determine rådåcinile polinomului f = X4 – 15X3 + 70X2 – 120X + 64 çtiind cå
sunt în progresie geometricå.
Soluþie
Fie  x1, x2, x3, x4 sau  α, αq, αq2, αq3. Vom observa cå produsul a douå rådåcini este
egal cu produsul celorlalte rådåcini. Scriind formulele lui Viète sub forma:

( )( )
( ) ( )

1 1 2 3 4

2 1 4 2 3 1 4 2 3

3 1 4 2 3 1 4 2 3

4 1 2 3 4

15

70

120

64

S x x x x

S x x x x x x x x

S x x x x x x x x

S x x x x

= + + + =
 = + + + + =


= + + + =
 = =

, deducem: 
( ) ( )
( )( )

1 4 2 3

1 4 2 3

15

54

x x x x

x x x x

+ + + =


+ + =
.

Rezultå –4; 1
2

; –1, 2.

Notând u = x2 + x3, v = x1 + x4, rezultå: { 15
54

u v
uv

+ =
= , t2 – 15t + 54 = 0, t1 = 6, t2 = 9.

Din sistemele de ecuaÆii 2 3

2 3

6

8

x x

x x

+ =
 =

, 1 4

1 4

9

8

x x

x x

+ =
 =

, rezultå x1 = 1, x2 = 2, x3 = 4, x4 = 8,

çi astfel  se obÆin termenii progresiei geometrice  x1, x2, x3, x4, deci 1, 2, 4, 8.

Efectuaþi în clasã
1 . Så se determine rådåcinile polinomului f = X4 + 8X3 + 14X2 – 8X + 15 çtiind cå sunt

în progresie aritmeticå.

2 . Så se determine rådåcinile polinomului f = 8X4 – 27X3 + 26X2 – 9X + 2 çtiind cå sunt
în progresie geometricå.
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3 . Så se determine rådåcinile polinomului f = X4 – 4X3 + 3X2 – 10X – 6 çtiind cå suma a
douå rådåcini este egalå cu suma celorlalte douå rådåcini.

Temã
1 . Så se afle rådåcinile polinomului f = X3 – 3X2 – X + 3 çtiind cå sunt în progresie

aritmeticå.

2 . Så se determine rådåcinile polinomului f = X3 + 3X2 – 6X – 8 çtiind cå sunt în progresie
geometricå.

3 . Så se afle rådåcinile polinomului f = X4 – 10X2 + 9 çtiind cå sunt în progresie aritmeticå.

4 . Så se afle rådåcinile polinomului f = X4 + 5X3 – 30X2 – 40X + 64 çtiind cå sunt în
progresie geometricå.

5 . Så se determine rådåcinile polinomului f = X4 + mX3 + 35X2 + 50X + 24 çtiind cå sunt
în progresie aritmeticå çi una dintre rådåcini este –1.

5. Rezolvarea ecuaþiilor algebrice cu coeficienþi
în m, {, Z, ³, ecuaþii binome,
ecuaþii reciproce, ecuaþii bipãtrate

Fiind dat un polinom f g ³ [X], f = anX
n + an – 1X

n – 1 +... + a1X + a0, an ≠ 0, n g q*, egalitatea:

anx
n + an – 1x

n – 1 +... + a1x + a0 = 0  (x g³)
se numeçte ecuaÆie algebricå (cu coeficienÆi complecçi) în necunoscuta x, asociatå
polinomului f.

Prin definiÆie, gradul polinomului f este gradul ecuaÆiei, iar rådåcinile (soluÆiile)
ecuaÆiei sunt rådåcinile, din ³ ale polinomului f.

Ca o consecinÆå a teoremei fundamentale a algebrei, rezultå cå orice ecuaÆie algebricå
de grad n cu coeficienÆi complecçi admite n rådåcini complexe, nu neapårat distincte.

În continuare, vom prezenta unele tipuri particulare de ecuaÆii algebrice.

5.1. Rezolvarea ecuaþiilor algebrice cu coeficienþi
în m, {, Z, ³

5.1.1. Ecuaþii cu coeficienþi în inelul întregilor m

Fie ecuaÆia cu coeficienÆi în m: 9x3 – 18x2 – x + 2 = 0.
Vom observa cå putem scrie: 9x2(x – 2) – (x – 2) = 0,

de unde deducem cå α = 2 este o rådåcinå întreagå a ecuaÆiei çi 2 este un divizor al
termenului liber al ecuaÆiei a0 = 2.
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Vom demonstra cå proprietatea este adevåratå în cazul general.

Proprietate
Dacå f g m[X], f = anX

n + an – 1X
n – 1 +... + a1X + a0, an ≠ 0, çi x = p g m este

o rådåcinå întreagå a ecuaÆiei corespunzåtoare f (x) = 0,
adicå f (p) = 0 ⇔ anp

n + an – 1p
n – 1 +... + a1p + a0 = 0,

atunci p|a0.

Demonstraþie.
RelaÆia anp

n + an – 1p
n – 1 +... + a1p + a0 = 0 se poate scrie sub forma:

p(anp
n – 1 + an – 1p

n – 2 +... + a2p + a1) = –a0, de unde rezultå cå p /a0.

Fie ecuaÆia 4x3 – 4x2 – 9x + 9 = 0.
Observåm cå aceasta se poate scrie sub forma:

(x – 1)(4x2 – 9) = 0 sau (x – 1)(2x – 3)(2x + 3) = 0.

Constatåm cå 
3
2

 este o rådåcinå a ecuaÆiei, unde 3|a0 = 9 çi 2|a3.

Vom demonstra cå proprietatea este adevåratå în cazul general.

Proprietate

Dacå f g m[X], f = anX
n + an – 1X

n – 1 +... + a1X + a0, an ≠ 0, çi 
p

x
q

= , p, q  g m,

(p, q) = 1, q ≠ 0, este o rådåcinå a ecuaÆiei corespunzåtoare f (x) = 0,

adicå 0
p

f
q

 
= ÷

 
 ⇔ 

1

1 1 0... 0
n n

n n

p p p
a a a a

q q q

−

−

   
+ + + + = ÷  ÷

   
,

atunci p|a0 çi q|an.

Demonstraþie.

Din condiÆia 
1

1 1 0... 0
n n

n n

p p p
a a a a

q q q

−

−

   
+ + + + = ÷  ÷

   
, eliminând numitorii, rezultå:

anp
n + an – 1p

n – 1q +... + a1pqn – 1 + a0q
n = 0 çi putem scrie:

p(anp
n – 1 + an – 1p

n – 2q +... + a2pqn – 2 + a1q
n – 1) = –a0q

n , de unde rezultå cå p|a0q
n.

æinând seama de faptul cå (p, q) = 1, avem (p, qn) = 1, deci p|a0.
În mod analog, putem scrie:
q(an – 1p

n – 1 + an – 2p
n – 2q +... + a1pqn – 2 + a0q

n – 1) = –anp
n , de unde rezultå cå q |anp

n.
æinând seama de faptul cå (p, q) = 1, avem (pn, q) = 1, deci q|an.

EXEMPLU
Fie ecuaÆia cu coeficienÆi în m: 2x3 – 11x2 + 17x – 6 = 0, unde a0 = –6 çi a3 = 2.
Rezultå cå mulÆimea divizorilor lui a0 este D(a0) = D(– 6) = {– 6; – 3; – 2; – 1; 1; 2; 3; 6}.
Conform demonstraÆiei, dacå ecuaÆia admite o rådåcinå întreagå, aceasta aparÆine

mulÆimii D(– 6).
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Vom constata cå pentru x = 3, avem:

X3 X2 X X0

2 –11 17 –6
3 2 –5 2 0

deci x = 3 este rådåcinå a ecuaÆiei.

Este important så remarcåm faptul cå existå divizori ai termenului liber a0, dar nu sunt
rådåcini ale ecuaÆiei, de exemplu, x = –2.

X3 X2 X X0

2 –11 17 –6
–2 2 –15 47 –100 ≠ 0

deci x = –2 nu este rådåcinå a ecuaÆiei.

Så stabilim dacå ecuaÆia cu coeficienÆi întregi admite rådåcini raÆionale de forma:

p
x

q
= , p, q g m, q ≠ 0, (p, q) = 1.

MulÆimea divizorilor termenului liber a0 = –6 este:
D(a0) = D(– 6) = {– 6; – 3; – 2; – 1; 1; 2; 3; 6}
MulÆimea divizorilor coeficientului dominant a3 = 2 este:
D(a3) = D(2) = {– 2; – 1; 1; 2}.
Vom cerceta dacå ecuaÆia datå admite rådåcini raÆionale, dar nu întregi, deci din

mulÆimea { ¾ m.
Rezultå cå este necesar så vedem dacå ecuaÆia datå admite o rådåcinå din mulÆimea:

 
3 1 1 3

, , ,
2 2 2 2

− − .

Analizând, obÆinem, pentru 
1
2

x = , cå:

X3 X2 X X0

2 –11 17 –6

1
2

2 –10 12 0

deci 
1
2

x =  este rådåcinå a ecuaÆiei.

Se stabileçte cå ecuaÆia datå se scrie sub forma:
(x – 3)(x – 2)(2x – 1) = 0,

iar rådåcinile ecuaÆiei sunt:

1

1
2

x = , x2 = 2, x3 = 3.
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5.1.2. Ecuaþii cu coeficienþi în inelul numerelor raþionale {

Fie ecuaÆia cu coeficienÆi în {: 3 27 1 1
0

3 3 3
x x x− − + = .

Så consideråm o valoare pentru x de forma x a b p= + , unde a, b g m, b ≠ 0, çi p ∈ q,

dar p nu este un påtrat perfect.

Pentru ecuaÆia consideratå, fie 1 1 2x = − .

Rezultå:

( ) ( ) ( )3 27 1 1
1 2 1 2 1 2

3 3 3
− − − − − + =

7 2 14 1 2 1
1 3 6 2 2 14

3 3 3 3 3 3
= − + − − + − − + + =

21
7 5 2 5 2 0

3
= − − + = ,

deci 1 1 2x = −  este rådåcinå a ecuaÆiei çi deci 2 11 2x x= + = .

Avem:
(x – x1)(x – x2) = x2 – (x1 + x2)x + x1x2 = x2 – 2x – 1.
ObÆinem:

( )3 2 27 1 1 1
2 1

3 3 3 3
x x x x x x − − + = − − − ÷

 
, deci rådåcinile ecuaÆiei sunt:

1 1 2x = − , 2 1 2x = +  çi 3

1
3

x = .

Proprietate
Dacå o ecuaÆie cu coeficienÆi raÆionali admite o rådåcinå de forma

1x a b p= + , a ≠ 0, b ≠ 0 çi p ∈ q, p nu este un påtrat perfect, atunci ecuaÆia

admite çi rådåcina 2 1x x a b p= = − .

În caz particular, putem enunÆa çi urmåtoarea proprietate:

Proprietate
Dacå o ecuaÆie cu coeficienÆi raÆionali admite o rådåcinå de forma

1x a b p= + , a = 0, b ≠ 0 çi p ∈ q, p nu este un påtrat perfect (deci, rådåcina

este 1x b p= ), atunci ecuaÆia admite çi rådåcina 2 1x x b p= = − .
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5.1.3. Ecuaþii cu coeficienþi în inelul numerelor reale Z

Fie ecuaÆia cu coeficienÆi reali: x3 + x2 – x + 15 = 0.
Fie α = 1 + 2i. Avem:

X3 X2 X X0

1 1 –1 15

1 + 2i 1 2 + 2i –3 + 6i 0

Deci z1 = 1 + 2i este rådåcinå a ecuaÆiei.

Se verificå uçor cå çi z2 = 1 – 2i = 1z este rådåcinå a ecuaÆiei.

Avem:

(x – z1)(x – z2) = ( )( ) ( )2
1 1 1 1 1 1x z x z x z z x z z− − = − + + = x2 – 2x + 5.

Efectuând împårÆirea celor douå polinoame asociate ecuaÆiilor:
  X3 +   X2 –   X + 15
–X3 + 2X2 – 5X
  /      3X2 – 6X + 15
       –3X2 + 6X  – 15
          /        /       /
deducem cå:
 x3+ x2 – x + 15 = (x2 – 2x + 5)(x + 3), deci rådåcinile ecuaÆiei sunt:
x1 = 1 + 2i, x2 = 1 – 2i çi x3 = –3.

Conform exerciÆiului prezentat anterior, putem enunÆa urmåtoarea proprietate:

Proprietate
Dacå o ecuaÆie cu coeficienÆi reali admite o rådåcinå de forma x1 = a + bi,

a, b g Z, b ≠ 0 çi i2 = –1, atunci ecuaÆia admite çi rådåcina 2 1x x a bi= = − .

EXEMPLE
1. Fie ecuaÆia cu coeficienÆi reali, de grad impar: 2x3 – 7x2 + 7x – 1 = 0.

Cercetând dacå ecuaÆia admite rådåcini întregi, vom constata cå α1 = 1, valoare care
se aflå printre divizorii termenului liber, este o rådåcinå a ecuaÆiei.

X3 X2 X   X0

2     –7    7 – 2

1 2     –5 2  0

Deci, putem scrie: (x – 3)(2x2 – 5x + 2) = 0.

EcuaÆia: 2x2 – 5x + 2 = 0 admite rådåcinile 2

1
2

α =  çi  α3 = 2, deci putem scrie:

 X2 – 2X + 5
          X + 3
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( ) ( )1
2 2 1 0

2
x x x − − − = ÷

 
 ⇔ (2x – 1)(x – 2)(x – 1) = 0.

Observåm cå ecuaÆia are toate rådåcinile reale.

2. Fie ecuaÆia cu coeficienÆi reali, de grad impar: x3 + 4x2 + x – 26 = 0.
Cercetând dacå ecuaÆia admite rådåcini întregi, vom consata cå x1 = 2 este o rådåcinå
a ecuaÆiei.

X3 X2  X      X0

1     4     1    –26

2 1     6 13     0

Deci, putem scrie: (x – 2)(x2 + 6x + 13) = 0.
EcuaÆia x2 + 6x + 13 = 0 admite rådåcinile x2 = –3 – 2i çi x3 = –3 + 2i, care sunt

numere complexe conjugate. EcuaÆia se poate scrie sub forma:
(x – 1)(x + 3 – 2i)(x + 3 + 2i) = 0.
Observåm cå ecuaÆia are o rådåcinå realå çi douå complexe.

3. Fie ecuaÆia cu coeficienÆi reali, de grad par: 6x4 – 11x3 – 30x2 + 29x – 6 = 0 .
Vom constata cå α1 = –2 çi α2 = 3, valori care se aflå printre divizorii termenului liber,
sunt rådåcini ale ecuaÆiei. Rezultå cå este un divizor al ecaÆiei:

  6x4 – 11x3 – 30x2 + 29x – 6       x2 – x – 6
–6x4 + 6x3 + 36x2       6x2 – 5x + 1

    /   – 5x3 +   6x2 + 29x

  5x3  –   5x2  – 30x

   /          x2  –     x – 6
       – x2 +    x + 6

   /         /     /

EcuaÆia datå se poate scrie:

(x2 – x – 6)(6x2 – 5x + 1) = 0 ⇔ (x + 2)(x – 3)(6x2 – 5x + 1) = 0.

EcuaÆia 6x2 – 5x + 1 = 0 admite rådåcinile 3

1
2

x =  çi 
4

1
3

x = .

EcuaÆia se poate scrie sub forma: ( ) ( )1 1
2 3 0

2 3
x x x x  − − + − = ÷ ÷

  
.

Observåm cå ecuaÆia are are toate rådåcinile reale.

5.1.4. Ecuaþii cu coeficienþi în inelul numerelor complexe ³

Fie ecuaÆia cu coeficienÆi în ³: x3 + 2(i – 2) x2 + (3 – 8i)x+ 6i = 0.
Efectuând calculele, vom stabili cå x1 = 3 este rådåcinå a ecuaÆiei:
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X3 X2 X X0

1 2(i – 1) 3 – 8i 6i

3 1 2i – 1 –2i 0

Deci, putem scrie: (x – 3)[x2 + (2i – 1)x – 2i] = 0.
Pentru ecuaÆia: x2 + (2i – 1)x – 2i = 0,
obÆinem rådåcinile:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2,3

2 1 2 1 8 2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 2

i i i i i i i
x

− − ± − + − − ± + − − ± +
= = =

çi rezultå: x2 = – 2i, x3 = 1.
EcuaÆia de gradul doi: x2 + (2i – 1)x – 2i = 0,
se poate scrie sub forma:
x2 + 2ix – x – 2i = 0 ⇔ x(x + 2i) – (x + 2i) = 0 ⇔ (x – 1)(x + 2i) = 0,
pentru care obÆinem rådåcinile: x2 = – 2i çi x3 = 1.

Efectuaþi în clasã
1. Så se rezolve ecuaÆia: x3 + 6x2 + 11x + 6 = 0, çtiind cå admite rådåcini în m.
2. Så se rezolve ecuaÆia: 4x3 + 6x2 – 2x – 3 = 0, çtiind cå admite rådåcini în {  ¾ m.
3. Så se rezolve ecuaÆia: x4 + x3 + 2x2 + x + 1 = 0, çtiind cå admite rådåcina x1 = – i.
4. Så se rezolve ecuaÆia: x3 + 2ix2 + x + 2i = 0, çtiind cå admite rådåcina x = i.

Temã
Så se rezolve ecuaÆiile urmåtoare:
1. 2x3 + 7x2 + 7x + 2 = 0;
2. x3 – 4x2 + x + 26 = 0;
3. 6x4 + 11x3 – 29x2 – 6 = 0;
 4. x4 + x3 – 2x2 – 17x – 30 = 0.

5.2. Ecuaþii binome

Definiþie
O ecuaÆie de forma:

xn − a = 0, a g ³, a ≠ 0, n g q*,
se numeçte ecuaÆie binomå de grad n.

Având în vedere incluziunile  m ⊂ { ⊂ Z ⊂  ³, rezultå cå a poate aparÆine oricåreia
dintre mulÆimile m, {, Z, ³.
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• 1 ε ε2

ε
1

ε2

ε21 ε
1ε2ε
ε1ε2

Deducem cå pentru ecuaÆia x3 − 64 = 0, rådåcinile sunt: x g {4, 4ε, 4ε2}, unde ε3 = 1
çi ε2 + ε + 1 = 0.

4. Så se rezolve ecuaÆia z2 − i = 0.
a) SoluÆie algebricå: Fie z = x + iy, x, y gZ. Deducem (x + iy)2 − i = 0 sau x2 − y2 +

+ i(2xy − 1) = 0, astfel încât obÆinem sistemele echivalente de ecuaÆii:

2 2  0

2 1  0

x y

xy

 − =
⇔

− =

( )( ) 0

2 1 0

x y x y

xy

− + =
⇔

− =
 (1) 

0

2 1 0

x y

xy

− =
 − =

 sau (2) 
0

2 1 0

x y

xy

+ =
 − =

.

Din sistemul de ecuaÆii (1), deducem cå y = x, iar din ecuaÆia a doua, cå 2x2 − 1= 0,

deci 1,2

2
2

x = ± , respectiv ( )1

2 2 2
1

2 2 2
z i i= + = + , ( )2

2 2 2
1

2 2 2
z i i= − = − + .

Din sistemul de ecuaÆii (2), rezultå y = −x, iar din ecuaÆia a doua a sistemului se
obÆine 2x2 + 1= 0, unde x h Z.

EXEMPLE
1. Pentru n = 1, ecuaÆia x − 15 = 0, unde a = 15, admite soluÆia: x0 = 15 g m.

2. Pentru n = 2, ecuaÆia x2 − 9 = 0, unde a = 9, are rådåcinile ecuaÆiei: x1 = −3 çi x2 = 3.
În schimb, pentru ecuaÆia x2 + 16 = 0, unde a = −16, rezultå ecuaÆia: x2 = −16, care are

rådåcinile 1,2 16 4x i= ± − = ± . Observåm cå ecuaÆia este cu coeficienÆi reali, dar rådåcinile

nu mai sunt reale.

3. Pentru n = 3, ecuaÆia  x3 − 64 = 0 are rådåcinile 33
1,2,3 64 4 1x = = .

Vom observa cå este necesar så studiem rådåcinile ecuaÆiei: x3 − 1 = 0.
Putem scrie: (x − 1)(x2 + x + 1) = 0 çi obÆinem rådåcinile:

x0 = 1, 2,3

1 1 4 1 3
2 2

x
− ± − − ± −

= = =
1 3 1 1 3

2 2
i− ± × − − ±

= .

Avem: x3 − 1 = 0 ⇒ 3 1 3
1 1,

2
i

x
 − ± = ∈  
  

çi sunt rådåcinile de ordinul trei ale unitåÆii.

Vom observa cå putem scrie: { }23 1 1, ,∈ ε ε ,

unde x0 = 1, 1

1 3
2
i

x
− +

= ε =  çi  2
2

1 3
2
i

x
− −

= ε = .

Întocmind tabla înmulÆirii rådåcinilor de ordin 3 ale unitåÆii, rezultå
tabla alåturatå.

Acum putem formula problema:
Produsul a douå rådåcini de ordin 3 ale unitåÆii este o rådåcinå a

unitåÆii.
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b) SoluÆie trigonometricå: Putem scrie 2 cos sin
2 2

z i i
π π

= = + ,

çi avem: cos sin
2 2kz i i
π π

= = + =
2 2

2 2cos sin
2 2

k k
i

π π
+ π + π

+ , k g {0, 1}, deci:

0

2 0 2 0
2 2cos sin

2 2
z i

π π
+ × ×π + × ×π

= + = cos sin
4 4

i
π π

+ =
2 2

2 2
i+ = ( ) 2

1
2

i+ ;

1

2 1 2 1
2 2cos sin

2 2
z i

π π
+ × ×π + × ×π

= + =
5 5

cos sin
4 4

i
π π

+ = 2 2
2 2

i− − = ( ) 2
1

2
i− − .

În general, pentru o ecuaÆie binomå de forma:
 xn − a = 0, a g³, n gq*,

rådåcinile sunt:
n

kx a= , k g {0, 1, 2, ..., n − 1}.

Un caz particular este ecuaÆia de forma: xn − 1 = 0, de unde rezultå 1n
kx = , unde

k g {0, 1, 2, ..., n − 1}.

Folosind forma trigonometricå: 1 = cos 0 + isin 0, unde 1i = − , deducem:

1 cos0 sin0n n
kx i= = + =

0 2 0 2
cos sin

k k
i

n n
+ π + π

+
2 2

cos sin
k k

i
n n

π π
= + ,

k g {0, 1, 2, ..., n − 1}.
Putem scrie:

k kx = ε , unde 
2 2

cos sink

k k
i

n n
π π

ε = + ,  k g {0, 1, 2, ..., n − 1}, sunt rådåcinile de ordin n

ale unitåÆii.

În particular,
• pentru n = 2, avem:  x2 − 1 = 0,

0

2 0 2 0
cos sin

2 2
i

× ×π × ×π
ε = + = cos0 sin 0 1 0 1i i+ = + × = ,

1

2 1 2 1
cos sin

2 2
i

× ×π × ×π
ε = + = cos sin 1 0 1iπ + π = − + = − ;

• pentru n = 3, avem: x3 − 1 = 0, rezultå:

0

2 0 2 0
cos sin

3 3
i

× ×π × ×π
ε = + = cos0 sin0 1 0 1i+ = + = ,

1

2 1 2 1
cos sin

3 3
i

× ×π × ×π
ε = + =

2 2
cos sin

3 3
i

π π
+ = 1 3

2 2
i

−
+ =

1 3
2
i− +

= ε ;
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2

2 2 2 2
cos sin

3 3
i

× ×π × ×π
ε = + =

4 4
cos sin

3 3
i

π π
+ = 1 3

2 2
i

−
− = 21 3

2
i− −

= ε .

În cazul general, putem scrie (vom nota necunoscuta cu z):

zn − a = 0, çi, notând a r= , arg a = α, rezultå:

2 2
cos sinn n

k

k k
z a r i

n n
α + π α + π = = + ÷

 
, k g {0, 1, 2, ..., n − 1}.

Efectuaþi în clasã
Så se rezolve ecuaÆiile:
1. z4 − 1 = 0; 2. z4 − 81 = 0; 3. z4 + 1 = 0.

Temã
Så se rezolve ecuaÆiile binome:
1. z2 − 2 = 0;   2. z2 + 2 = 0;  3. z3 − 3 = 0;   4. z3 + 3 = 0;  5. z4 − 1 = 0;
6. z4 + 1 = 0;  7. z6 − 1 = 0;   8. z6 + 1 = 0;  9. z8 − 1 = 0; 10. z8 + 1 = 0.

5.3. Ecuaþii bipãtrate

Definiþie
O ecuaÆie de forma:

ax4 + bx2 + c = 0, a, b, c g ³, a ≠ 0,
se numeçte ecuaÆie bipåtratå.

Fåcând o substituÆie y = x2, se obÆine o ecuaÆie de gradul 2:
ay2 + by + c = 0,

ale cårei rådåcini sunt:

2

1

4
2

b b ac
y

a
− − −

= , 
2

2

4
2

b b ac
y

a
− + −

=

iar rådåcinile ecuaÆiei bipåtrate sunt rådåcinile ecuaÆiilor binome:
x2 − y1 = 0, x2 − y2 = 0.

Rezultå: 
2

1,2

4
2

b b ac
x

a
− − −

= ± , 
2

3,4

4
2

b b ac
x

a
− + −

= ± .

EXEMPLE
1. Rezolvåm ecuaÆia bipåtratå: x4 − 5x2 + 4= 0.

Notând x2 = y, obÆinem ecuaÆia de gradul 2: y2 − 5y + 4= 0, ale cårei rådåcini sunt:
y1 = 1 çi y2 = 4.

Din ecuaÆiile binome x2 = y1 çi x
2 = y2, deducem ecuaÆiile de gradul 2:

x2 = 1, cu soluÆiile 1,2 1x = ± , çi x2 = 4, cu soluÆiile 3,4 2x = ± .
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MulÆimea rådåcinilor ecuaÆiei bipåtrate considerate este: {−2, −1, 1, 2 }.

2. Rezolvåm ecuaÆia bipåtratå: x4 − 3x2 − 4= 0.
Notând x2 = y, obÆinem ecuaÆia de gradul 2: y2 − 3y − 4= 0, ale cårei rådåcini sunt:

1,2

3 9 16
2

y
± +

= =
3 25 3 5

2 2
± ±

= , deci: y1 = 4 çi y2 = −1.

Din ecuaÆiile binome x2 = y1 çi x
2 = y2, deducem ecuaÆiile de gradul 2:

x2 = 4, cu soluÆiile 1,2 2x = ± , çi x2 = −1, cu soluÆiile 3,4 1x i= ± − = ± .

MulÆimea rådåcinilor ecuaÆiei bipåtrate considerate este: {−2, 2, −i, i }.

3. Rezolvåm ecuaÆia bipåtratå:  x4 − 3x2 − 40= 0.
Notând x2 = y, obÆinem ecuaÆia de gradul 2: y2 − 3y − 40= 0, ale cårei rådåcini sunt:

1,2

3 9 160
2

y
± +

=
3 169 3 13

2 2
± ±

= , deci y1 = 8 çi y2 = −5.

Din ecuaÆiile binome x2 = y1 çi x
2 = y2, deducem ecuaÆiile de gradul al doilea:

x2 = 8, cu soluÆiile 1,2 2 2x = ± , çi x2 = −5, cu soluÆiile 3,4 5x i= ± .

MulÆimea soluÆiilor ecuaÆiei considerate este { }2 2, 2 2, 5, 5i i− − .

4. Rezolvåm ecuaÆia bipåtratå: z4 + 16x2 + 100= 0.
Notând z2 = y, obÆinem ecuaÆia de gradul 2:

t2 + 16t + 100= 0, ale cårei rådåcini sunt:

1,2 8 64 100t = − ± − = 8 36 8 6i− ± − = − ± , deci t1 = −8 + 6i çi t2 = −8 − 6i.

Din ecuaÆiile binome z2 = t1 çi z
2 = t2, deducem ecuaÆiile de gradul 2:

z2 = −8 + 6i  çi z2 = −8 − 6i.

EcuaÆia z2 = −8 + 6i are soluÆiile de forma: 8 6z i x iy= − + = + , cu x, y gZ. Ridicând

la påtrat, obÆinem x2 − y2 + 2xyi = −8 + 6i çi, identificând cele douå numere complexe,

avem sistemul: 
2 2 8

2 6

x y
xy

 − = −


=
, care are soluÆiile: x1 = 1, y1 = 3 çi  x2 = −1,  y2 = −3.

Rezultå:  z1 = 1 + 3i çi z2 = −1 − 3i.

EcuaÆia z2 = −8 − 6i are soluÆiile de forma: 8 6z i x iy= − − = + , cu x, y gZ. Analog

obÆinem soluÆiile: 3 1x = − , 3 3y = çi x4 = 1, 4 3y = − .

Rezultå: z3 = −1 + 3i çi z2 = 1 − 3i.
Prin urmare, rådåcinile ecuaÆiei bipåtrate considerate sunt:
z1 = 1 + 3i, z2 = −1 − 3i, z3 = −1 + 3i çi z2 = 1 − 3i.

Observaþie
EcuaÆia bipåtratå este un caz particular al unei ecuaÆii de forma:

ax2n + bxn + c = 0, a, b, c g ³, a ≠ 0, n g q*,
din care, prin substituÆia xn = y, se obÆine ecuaÆia:
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ay2 + by + c = 0.
Dacå y1 çi y2 sunt rådåcinile ecuaÆiei

ay2 + by + c = 0,
atunci din ecuaÆiile binome:

xn = y1 çi x
n = y2,

se obÆin cele 2n soluÆii ale ecuaÆiei în necunoscuta x.

Temã
Så se rezolve ecuaÆiile:
1. x4 − 10x2 + 169= 0; 2. x4 − a(a + b)2 + a3b= 0;
3. x4 + 4ix2 − 5= 0; 4. x4 + 5x2 − 36= 0;
5. x4 − 2(a2 + b2)x2 + (a2 − b2)2 = 0; 6. 4x4 + 19x2 − 5= 0;

7. 
2 2 10

1 1 9
x x

x x
   + = ÷  ÷− +   

; 8. x6 − 9x3 + 8= 0;

9. x6 − (1 + i)x3 + i= 0; 10. x4 − x2 − 6= 0.

5.4. Ecuaþii reciproce

Definiþie
O ecuaÆie algebricå de grad n:

anx
n + an − 1x

n − 1 + ... +  a1x
1 + a0 = 0, ai g ³, i g {0, 1, 2,..., n}, an ≠ 0,

se numeçte ecuaÆie reciprocå dacå:

n k ka a− =  pentru orice k g {0, 1, 2,..., n}.

Pentru n gq*, vom analiza urmåtoarele cazuri particulare:
1. Dacå n = 1, ecuaÆia reciprocå de grad 1 este: ax + a = 0, a ≠ 0, care admite soluÆia

x1 = −1.
2. Dacå n = 2, ecuaÆia reciprocå de grad 2 este: ax2 + bx + a = 0, a ≠ 0, care admite

soluÆiile:

2 2

1,2

4
2

b b a
x

a
− ± −

= .

3. Dacå n = 3, ecuaÆia reciprocå de grad 3 este: ax3 + bx2 + bx + a = 0, a ≠ 0.
Vom observa cå putem scrie:

a(x3 + 1) + bx(x + 1) = 0 sau a(x + 1)(x2 − x + 1) + bx(x + 1) = 0,
de unde deducem:

(x + 1)[ax2 + (b − a)x + a] = 0,
unde o rådåcinå este x1 = −1, iar celelalte rådåcini x2, x3 sunt rådåcini ale ecuaÆiei reciproce
de grad 2:

ax2 + (b − a)x + a] = 0.
4. Dacå n = 4, ecuaÆia reciprocå de grad 4 este: ax4 + bx3 + cx2 + bx + a = 0, a ≠ 0.
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Vom observa cå împårÆind ecuaÆia cu x2 ≠ 0 (având condiÆia a ≠ 0), putem scrie:

2
2

1 1
0ax bx c b a

x x
+ + + × + × =  sau 2

2

1 1
0a x b x c

x x
   + + + + = ÷  ÷
   

.

Notând 
1

x y
x

+ = , deducem 2 2
2

1
2x y

x
+ = − , de unde rezultå:

a(y2 − 2) + by + c = 0 sau ay2 + by + c − a = 0.
Dacå y1 çi y2 sunt rådåcini ale acestei ecuaÆii atunci din ecuaÆiile de grad 2:

1

1
x y

x
+ =  ⇔ x2 − y1x + 1 = 0 (cu rådåcinile x1 çi x2)  çi 2

1
x y

x
+ =  ⇔ x2 − y2x + 1 = 0

(cu rådåcinile x3 çi x4), obÆinem rådåcinile x1, x2 , x3 çi x4 ale ecuaÆiei reciproce de grad 4.
5. Dacå n = 5, ecuaÆia reciprocå de grad 5 este: ax5 + bx4 + cx3 + cx2 +  bx + a = 0, a ≠ 0.
Putem scrie:

a(x5 + 1) + bx(x3 + 1) + cx2(x + 1) = 0
sau

a(x + 1)(x4 − x3 + x2 − x + 1) + bx(x + 1)(x2 − x + 1) + bx2(x + 1) = 0,
astfel încât rezultå:

(x + 1)[ax4 + (b − a) x3 + (a − b+ c)x2 + (b − a)x + a] = 0,
Deducem cå o rådåcinå este x1 = −1, iar celelalte rådåcini x2, x3, x4 çi x5  sunt rådåcinile

ecuaÆiei reciproce de grad 4:
ax4 + (b − a) x3 + (a − b+ c)x2 + (b − a)x + a = 0..

Vom observa cå împårÆind polinoamele ax3 + bx2 + bx + a, respectiv ax5 + bx4 + cx3 +
+cx2 + bx + a prin x + 1, folosind schema lui Horner:
respectiv

putem scrie:

a b c c
x5

–1 a b–a 0

x4 x3 x2 x x0

b a

a–b+c b–a a

a b b a
x3

–1 a b–a a 0

x2 x1 x0

ax3 + bx2 + bx + a = (x + 1)[ax2 + (b − a) x + a] = 0,
ax5 + bx4 + cx3 + +cx2 + bx + a =

= (x + 1)[ax4 + (b − a) x3 + (a − b+ c)x2 + (b − a)x + a] = 0.
De aici deducem cå pentru rezolvarea ecuaÆiei reciproce de grad 3 vom rezolva ecuaÆia

reciprocå de grad 2:
ax2 + (b − a) x + a = 0,

iar pentru rezolvarea ecuaÆiei reciproce de grad 5 vom rezolva ecuaÆia reciprocå de gradul 4:
ax4 + (b − a) x3 + (a − b+ c)x2 + (b − a)x + a = 0.

Vom observa cå ecuaÆiile reciproce de grad 3 çi grad 5 admit ca rådåcinå x = −1.

Aceastå proprietate se extinde la toate ecuaÆiile reciproce de grad impar astfel:
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Proprietate
Orice ecuaÆie reciprocå de grad impar admite rådåcina –1.

EXEMPLE
1. Rezolvåm ecuaÆia reciprocå de grad 3: 2x3 + 7x2 + 7x + 2 = 0.

Fiind o ecuaÆie reciprocå de grad impar, admite rådåcina –1
çi, folosind schema lui Horner, obÆinem schema de alåturi:

Putem scrie: (x + 1)(2x2 + 5x + 2) = 0.
Rezolvând ecuaÆia reciprocå 2x2 + 5x + 2 = 0, obÆinem rådåcinile:

2,3

5 25 16 5 9 5 3
4 4 4

x
− ± − − ± − ±

= = = , deci x2 = −2 çi 3

1
2

x = − .

Rezultå cå mulÆimea rådåcinilor ecuaÆiei reciproce de grad 3 este: 1
1, , 2

2
 − − − 
 

.

2. Rezolvåm ecuaÆia reciprocå: 3x3 − x2 − x + 3 = 0.
Fiind o ecuaÆie reciprocå de grad 3, admite rådåcina –1. Putem descompune în factori,
grupând termenii sau folosind schema lui Horner pentru polinomul 3X3 − X2 −X + 3
sau fåcând împårÆirea acestuia la X + 1.
Avem:

2 –3 1 1

–1 2 –5 6 0–5

–3

2

2

2 7 7 2

–1 2 5 2 0

Deducem ecuaÆia: (x + 1)(3x2 − 4x + 3) = 0, care admite rådåcinile: x1 = −1 çi

2,3 2 4 9 2 5 2 5x i= ± − = ± − = ± .

Rezultå cå mulÆimea rådåcinilor ecuaÆiei reciproce de grad 3 este: { }1, 2 5, 2 5i i− − + .

3. Rezolvåm ecuaÆia reciprocå: 2x5 − 3x4 + x3 + x2 − 3x + 2 = 0.
Fiind o ecuaÆie reciprocå de grad 5, admite rådåcina x1 = −1.
Utilizând schema lui Horner, obÆinem schema de alåturi:
EcuaÆia datå se scrie sub forma:
(x + 1)(2x4 − 5x3 + 6x2 − 5x + 2) = 0.
Pentru a determina rådåcinile ecuaÆiei date, vom rezolva ecuaÆia reciprocå de grad 4:

2x4 − 5x3 + 6x2 − 5x + 2 = 0.
ÎmpårÆind aceastå ecuaÆie cu x2 ≠ 0, obÆinem:

2
2

1 1
2 5 6 5 2 0x x

x x
− + − × + × =  ⇔ 2

2

1 1
2 5 6 0x x

x x
   + − + + = ÷  ÷
   

.

Notând 
1

x y
x

+ = , rezultå: 2 2
2

1
2x y

x
+ = − , çi ecuaÆia devine:

− − +

− −
− −

+
+

− −

3 2

3 2

2

2

3 3

3 3
4

4 4
/3 3

3 3
/ /

X X X

X X
X X

X X
X

X

X + 1
3X2 – 4X + 3
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Notå: Timpul efectiv de lucru este de 50 de minute pentru fiecare variantå. Se acordå 1 punct din oficiu.

A
1. Så se rezolve ecuaÆia:

x4 + 16 = 0. (2p)
2. Så se rezolve ecuaÆia:

x4 − 20x2 + 6 = 0. (2p)
3. Så se rezolve ecuaÆia

x3 − x2 − x + 1 = 0. (2p)
4. Så se rezolve ecuaÆia:

x2 – (1 + i)x + i = 0. (1p)
5. Så se rezolve ecuaÆia:

x2 + 4x + 20 = 0. (2p)

Teste pentru verificarea cunoºtinþelor
B

1. Så se rezolve ecuaÆia:
x4 − 16 = 0. (2p)

2. Så se rezolve ecuaÆia:
x4 + 20x2 + 64 = 0. (2p)

3. Så se rezolve ecuaÆia:
x3 + (1 + 2i)x2 + (1 + 2i)x + 1 = 0. (2p)

4. Så se rezolve ecuaÆia:
x2 + (3 + 2i)x + 6i = 0. (1p)

5. Så se rezolve ecuaÆia:
16x2 + 8x + 37 = 0. (2p)

2(y2 − 2) − 5y + 6 = 0 ⇔ 2y2 − 5y + 2 = 0, cu rådåcinile:

1,2

5 25 16 5 9 5 3
4 4 4

y
± − ± ±

= = = ; y1 = 2 çi 2

1
2

y = .

Rezolvând ecuaÆiile: 1

1
x y

x
+ =  çi 2

1
x y

x
+ = , determinåm rådåcinile ecuaÆiei date.

Din ecuaÆia 
1

2x
x

+ = , obÆinem ecuaÆia: x2 − 2x + 1 = 0, cu rådåcinile: x2 = x3 = 1.

Din ecuaÆia 
1 1

2
x

x
+ = , obÆinem ecuaÆia 2x2 − x + 2 = 0, cu rådåcinile:

4,5

1 1 16 1 15 1 15
4 4 4

i
x

± − ± − ±
= = = .

Am determinat astfel rådåcinile ecuaÆiei reciproce de grad 5:

x1 = −1, x2 = x3 = 1, 4

1 15
4
i

x
+

=  çi 5

1 15
4
i

x
−

= .

Efectuaþi în clasã
RezolvaÆi ecuaÆiile:
1. x4 − 256 = 0; 2. x4 − 13x2 + 36 = 0; 3. 2x4 − 3x2 − 3x + 2 = 0;
4. x3 + 1 = 0; 5. x6 − 1 = 0; 6. x8 − 1 = 0; 7. x4 − 81 = 0;

Temã
Så se rezolve ecuaÆiile:
1. x4 − 5x2 + 4 = 0;   2. x4 − 25x2 + 144 = 0;
3. x6 − 9x3 + 8 = 0;   4. 2x4 + 7x2 + 7x + 2 = 0;
5. x3 + (1 − 2i)x2 +(1 − 2i)x + 1 = 0;   6. 3x3 − 7x2 − 7x + 3 = 0;
7. 6x4 – 11x3 – 3x2 + 11x – 3 = 0;   8. 2x3 – x2 – 6x + 3 = 0;
9. 3x3 – 4x2 + 2x + 4 = 0; 10. x2 + (1 – 2i)x – (1 + 3i)(2 + i) = 0.
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Partea a II-a. Elemente de analizå matematicå

1. Noþiuni introductive
Una dintre problemele importante ale matematicii a fost calculul ariile unor suprafeÆe

plane.
Din geometrie se çtie cum se calculeazå ariile unor suprafeÆe simple: triunghiul,

dreptunghiul, paralelogramul, påtratul, rombul,
trapezul etc.

Aria unui poligon se obÆine descompunând poligonul
în triunghiuri çi însumând ariile acestora (figura 1).

Pentru calculul ariei unui disc de razå R se considerå
un çir de poligoane regulate înscrise în cerc, cu un numår
de laturi din ce în ce mai mare (figura 2).

Cu cât numårul laturilor este mai mare, cu atât poligonul diferå mai puÆin de cerc.
Çirul ariilor acestor poligoane are limita πR2.

Dacå se considerå un çir de poligoane circumscrise (figura 3) cu un numår de laturi
din ce în ce mai mare, çirul ariilor acestor poligoane are, de asemenea, limita πR2.

* Arhimede (287-212 î.Hr.) a fost unul dintre cei mai mari oameni de çtiinÆå ai antichitåÆii. A creat hidrostatica,
a dat metode pentru calculul aproximativ al lui π. La cucerirea Siracuzei, a fost ucis de un soldat roman.

** Sir Isaac Newton (1642-1727) matematician, fizician çi filozof englez. Este creatorul mecanicii clasice.
Plecând de la probleme de mecanicå, a creat calculul diferenÆial çI integral, dar a dat rezultate fundamentale
çi în opticå.

*** Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) matematician çi filozof german. A pus bazele calculului diferenÆial
çi integral în 1673; este creatorul teoriei determinanÆilor.

PROBLEME CARE CONDUC LA
NOÞIUNEA DE INTEGRALÃCapito lul  1

Fig .  1

F ig .  2 F ig .  3

Limita comunå, πR2, a celor douå çiruri de arii a fost luatå prin definiÆie, ca arie a discului.
Procedeul folosit pentru calculul ariei discului poate fi extins çi în cazul altor suprafeÆe,

definind aria ca limitå comunå a ariilor unor anumite çiruri de poligoane (nu neapårat
regulate).

Pentru calculul ariilor unor suprafeÆe plane, care nu se pot descompune în triunghiuri
sau nu se pot aplica formulele cunoscute din geometrie, a fost creat un nou instrument de
calcul – integrala – care s-a dovedit util çi în rezolvarea altor probleme (din fizicå, de exemplu).

Încå din antichitate, Arhimede* a dat metode pentru calculul unor arii, cum este aria
segmentului de parabolå, dar bazele calculului integral au fost fundamentate cu 1900 de
ani mai târziu de Newton** çi Leibniz***.
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2. Aria triunghiului
Aplicåm procedeul folosit pentru calculul ariei discului în cazul unui triunghi çi verificåm

dacå obÆinem într-adevår formula ariei triunghiului.
Så consideråm triunghiul OAA1 mårginit de axa Ox, dreapta y = 2x (graficul funcÆiei

f : R → R, f(x) = 2x) çi axa x = a, a > 0.
ÎmpårÆim intervalul [0, a] în n pårÆi egale prin punctele de diviziune:

F ig .  4

F ig .  5

Pe fiecare dintre cele n intervale parÆiale, luate ca bazå,
construim câte un dreptunghi ca în figura 4. Aceste drept-

unghiuri au bazele egale cu 
a
n

 çi înålÆimile, respectiv, cu

0, 
2a
n

, 
4a
n

, ... , 
( )2 1n a

n

−
.

Suma ariilor acestor dreptunghiuri este:

( )2 12 4
0 ...n

n aa a a a a a
S

n n n n n n n

−
= × + × + × + + × =

( )
2

2
2

1
2 1 2 3 ... 1

a n
n a

n n
−

= × × + + + + − = ×   .

Aria Sn aproximeazå prin lipså aria triunghiului OAA1.
Calculând limita çirului (Sn)n ≥ 1 obÆinem:

Acum, pe fiecare din cele n intervale parÆiale construim

a
n

, 
2a
n

, 
3a
n

, ... , 
( )1n a

n

−
, 

na
n

.

dreptunghiuri cu baza 
a
n

 çi înålÆimile respectiv 2
a
n

, 4
a
n

,

6
a
n

, ..., 2
a

n
n

.

Suma ariilor acestor dreptunghiuri este:

2 4 6 ... 2n

a a a a a a a a
S n

n n n n n n n n
= × + × + × + + × =

( )
2

2
2

1
2 1 2 3 ...

a n
n a

n n
+

= × × + + + + = × .

Aria Sn aproximeazå prin adaos aria triunghiului OAA1.
Aceastå aproximare este cu atât mai bunå cu cât n este mai

mare. Limita çirului Sn este: 
2 21

lim limnn n

n
S a a

n→+∞ →+∞

+
= × = .

Am obÆinut 
1

2lim limn n OAAn n
s S a

→+∞ →+∞
= = = A .

Comentariu:
Este evident cå în cazul triunghiului este mult mai simplu så-i aflåm aria direct, calcu-

lând semiprodusul dintre bazå çi înålÆime decât cåutând limita çirului ariilor unor poligoane.

2 21
lim limnn n

n
s a a

n→+∞ →+∞

−
= × = .
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Fig .  6

y

O x

2a

1A
a

3. Aria segmentului de parabolã
SuprafaÆa mårginitå de: axa Ox, parabola y = x2 (graficul

funcÆiei f : R → R, f(x) = x2) çi axa x = a, a > 0 (figura 6), o vom
numi triunghiul curbiliniu OAA1. În cazul acestei suprafeÆe (în
general al celor mårginite de linii curbe) nu mai dispunem de o
formulå pentru calcularea ariei, ci trebuie så recurgem la procedeul
de aproximare prin poligoane. Så împårÆim intervalul [0, a] în n
pårÆi egale prin punctele de diviziune

Fig .  7

Fig .  8

y

O x

2a

1A

A

a
n

2a
n

3a
n

na
n

y

O x

2a

1A

A

a
n

2a
n

3a
n

na
n

sunt egale respectiv cu a
n

× 0,  a
n

× 
2

2
a
n

, a
n

× 22 × 
2

2
a
n

, ..., a
n

× (n – 1)2 × 
2

2
a
n

.

Aria poligonului haçurat în figura 7 este:

sn = a
n

× 0 + a
n

× 
2

2
a
n

+ a
n

× 22 × 
2

2
a
n

+ ... + a
n

× (n – 1)2 × 
2

2
a
n

 =

    = 
3

3
a
n

[1 + 22 + 32 + ... + (n – 1)2] =

= 
3

3
a
n

 
3 2

3 2 6
n n n − + ÷

 
 = a3

2
1 1 1
3 2 6n n

 − + ÷
 

.

Luând n = 1, 2, 3, ... obÆinem un çir de poligoane care au
respectiv ariile s1¸s2, s3 ... Limita acestui çir este

a
n

, 2a
n

, 3a
n

, ..., 
( 1)n a

n
−

, na
n

çi pe fiecare interval så construim câte un dreptunghi ca în figura 7. Aceste dreptunghiuri

au bazele egale cu a
n

 çi înålÆimile respectiv 0, ( )2a
n

, ( )22a
n

, ..., 
2( 1)n a

n
− 

  
, iar ariile lor

lim limn
n n

s
→∞ →∞

=  a3
2

1 1 1
3 2 6n n

 − + ÷
 

 = 
3

3
a .

Acum, pe fiecare interval så construim câte un dreptunghi

ca în figura 8. Acestea au bazele egale cu a
n

 çi înålÆimile res-

pectiv 0, ( )2a
n

, ( )22a
n

, ..., 
2( 1)n a

n
− 

  
, ( )2na

n
; ariile lor sunt

egale respectiv cu a
n

× 
2

2
a
n

, a
n

× 22×
2

2
a
n

, a
n

× 32× 
2

2
a
n

, ..., a
n

× n2× 
2

2
a
n

.

Aria poligonului haçurat în figura 8 este:
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 22 3 ...n

a a a a a a a a
S n

n n n n n n n n
= × + × × + × × + + × × =

( )
2

2 2 2
2 1 2 3 ...

a
n

n
= × + + + + =
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Fig .  9

y

O x
1A

A

a
n

2a
n

3a
n

na
n

1A′

A′
B

= 
3

3
a
n

3 2

3 2 6
n n n + + ÷

 
 = a3

2
1 1 1
3 2 6n n

 + + ÷
 

.

Luând n = 1, 2, 3, ... obÆinem un çir de poligoane care au respectiv ariile S1, S2, S3, ...

Limita acestui çir este: lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

 a3
2

1 1 1
3 2 6n n

 + + ÷
 

 = 
3

3
a .

Comentariu
Poligoanele din figura 7 sunt conÆinute în triunghiul curbiliniu, iar poligoanele din

figura 8 conÆin triunghiul curbiliniu OAA1. Aceste poligoane sunt cu atât mai „apropiate“
de triunghiul curbiliniu cu cât n este mai mare.

Este natural ca aria S a triunghiului curbiliniu OAA1 så fie un numår cât mai apropiat
de ariile sn çi Sn; acest numår este limita comunå a celor douå çiruri de arii (sn)n>0, (Sn)n>0.

baze a
n

 çi înålÆimi respectiv:

2
1ξ , 2

2ξ , 2
3ξ , ..., 2

nξ (vezi figura 9).

Aria poligonului haçurat din figura 9 este: σn = a
n

× 2
1ξ  + a

n
× 2

2ξ + ... + a
n

×  2
nξ .

Acest poligon este cuprins între poligoanele de arii sn çi Sn, din figurile 7 çi 8, deci

sn ≤ σn ≤ Sn çi trecând la limitå, avem lim
n→∞

 sn ≤ lim
n→∞

σn ≤ lim
n→∞

Sn.

Prin definiÆie, S = 
3

3
a .

Vom aråta cå, folosind alte dreptunghiuri, se
obÆine acelaçi rezultat. ÎmpårÆind intervalul [0, a]
în n pårÆi egale, alegem puncte intermediare
astfel: un punct ξ1 în primul interval parÆial, un
punct ξ2 în al doilea interval, ..., un punct ξn în al
n-lea interval parÆial:

ξi ∈ 
( 1)

,
i a ia

n n
− 

  
, i ∈ 1, n .

Pe aceste intervale construim dreptunghiuri de

Cu teorema „cleçtelui“ rezultå lim
n→∞

σn = 
3

3
a .

Comentariu
Se observå cå aria triunghiului curbiliniu BOA este 

32
3
a  


= 

3
3

3
aa − ÷


. Rezultå cå aria

segmentului de parabolå AOA′ este egalå cu douå treimi din aria dreptunghiului AA1A′1A′,
rezultat obÆinut pentru prima oarå de Arhimede.

Efectuaþi în clasã
Folosind procedeul aproximårii prin poligoane, deduceÆi formula ariei trapezului.

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


106

PRIMITIVE (ANTIDERIVATE)

1. Continuitatea ºi derivabilitatea funcþiilor
(recapitulare)

Reamintim cunoçtinÆele çi noÆiunile învåÆate în clasa a XI-a.
În limbajul obiçnuit, a spune cå o curbå (acesta poate fi graficul unei funcÆii) este

continuå înseamnå cå ea nu are întreruperi. Dacå într-un punct curba se întrerupe, spunem
cå în acel punct funcÆia nu este continuå (este discontinuå).

1.1. Definiþii ºi exemple

Fie funcÆia f : D → R, D ⊂ R.

Definiþie
FuncÆia f se numeçte continuå în punctul x0 ∈ D dacå existå 

→ 0

lim
x x

f(x) çi
dacå aceastå limitå este egalå cu f(x0).

În caz contrar se spune cå f este discontinuå în punctul x0.

Çtim cå o funcÆie are limitå într-un punct dacå existå çi sunt egale limitele laterale ale
funcÆiei în punctul dat:

∃ 
→ 0

lim
x x

f(x) = l ⇔  ∃ 
↗ 0

lim
x x

f(x) =
not

 f(x0 – 0), ∃ 
↘ 0

lim
x x

f(x) =
not

 f(x0 + 0)

çi f(x0 – 0) = f(x0 + 0) = l.

FuncÆia f se numeçte continuå la stânga în punctul x0, dacå existå 
→
<

0

0

lim
x x
x x

f(x) çi

↗ 0

lim
x x

f(x) = f(x0);

f se numeçte continuå la dreapta în punctul x0, dacå existå 
→
>

0

0

lim
x x
x x

f(x) çi 
↘ 0

lim
x x

f(x) = f(x0).

Teoremã
f continuå în x0 ∈ D ⇔ ∃ f(x0 – 0), ∃ f(x0 + 0) çi f(x0 – 0) = f(x0 + 0) = f(x0).

Definiþie
FuncÆia f se numeçte continuå pe mulÆimea A, unde A ⊂ D, dacå f este

continuå în toate punctele lui A.

EXEMPLU

Capito lul  2

S
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Fie funcÆia f : R → R, f(x) = 

 + <
 ≤ ≤

− + < <
 =
 − + >

2

2, dacå 0
2, dacå 0 3

6, dacå 3 4
1, dacå 4
8 16, dacå 4

x x
x

x x
x

x x x
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Graficul funcÆiei este prezentat în figura 1.
Ne propunem så studiem continuitatea

funcÆiei în punctele –1, 0 çi 3.

Avem 
→−1
lim
x

f(x) = 
→−1
lim
x

(x + 2) = –1 + 2 = 1

çi f (–1) = 1, deci f este continuå în punctul –1.
În punctul 0 calculåm limitele laterale çi va-

loarea funcÆiei:

→
<

0
0

lim
x
x

f(x) = 
→
<

0
0

lim
x
x

(x + 2) = 2

→
>

0
0

lim
x
x

f(x) = 
→
>

0
0

lim
x
x

2 = 2

f(0) = 2

Analog procedåm în punctul x0 = 3:

→
<

3
3

lim
x
x

f(x) = 
→
<

3
3

lim
x
x

2 = 2

→
>

3
3

lim
x
x

f(x) = 
→
>

3
3

lim
x
x

(–x + 6) = 3

f(3) = 2

Efectuaþi în clasã
Pentru funcÆia datå la exemplul anterior:

1 . a) CalculaÆi limitele laterale çi valoarea funcÆiei în punctul x0 = 4.
b) Ce puteÆi afirma despre continuitatea funcÆiei în acest punct?

2 . StudiaÆi continuitatea funcÆiei în punctul x0 = 5.

3 . UrmåriÆi graficul funcÆiei dat în figura 1 çi observaÆi „comportamentul“ acestuia în
punctele: –1, 0, 3, 4, 5.

4 . Ce puteÆi afirma despre continuitatea funcÆiei pe R? JustificaÆi.

Teoremã
Toate funcÆiile elementare (funcÆia polinomialå, funcÆia raÆionalå, funcÆia

radical, funcÆia putere, funcÆia exponenÆialå, funcÆia logaritmicå, funcÆiile
trigonometrice – directe çi inverse) sunt continue pe tot domeniul lor de definiÆie.

Observaþie
Problema continuitåÆii unei funcÆii nu se pune în punctele care nu aparÆin domeniului

de definiÆie. Pentru funcÆiile „cu acoladå“ se pune problema continuitåÆii în punctele dome-
niului de definiÆie în care se schimbå expresia legii de corespondenÆå.

Fig .  1

























S
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⇒ ls f(0) = ld f(0) = f(0) ⇒ ∃ ( ) ( )
0

lim 0 2
x

f x f
→

= = , deci

f este continuå în x0 = 0. (Se vede în figura 1 cå graficul
nu se întrerupe în punctul 0.)

⇒ f(3) = ls f(3) ≠ ld f(3) ⇒ ∃ ( )
3

lim
x

f x
→

, deci f nu este

continuå în x0 = 3.
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Exerciþiu rezolvat
Så se determine parametrul real α, astfel încât funcÆia f : Z → Z,

f(x) = 
 − + ≠
 −
 α =

2 4 3 , dacå 3
3
, dacå 3

x x x
x

x
 så fie continuå pe Z.

Soluþie
FuncÆia este continuå pe (–∞, 3) çi (3, +∞), ca funcÆie elementarå (este funcÆie raÆionalå).
Problema continuitåÆii se pune în punctul x0 = 3. Avem:

( ) ( )( ) ( )
2

3 3 3 3
3 3 3 3

3 14 3
lim lim lim lim 1 2

3 3x x x x
x x x x

x xx x
f x x

x x→ → → →
< < < <

− −− +
= = = − =

− −
,

( ) ( )( ) ( )
2

3 3 3 3
3 3 3 3

3 14 3
lim lim lim lim 1 2

3 3x x x x
x x x x

x xx x
f x x

x x→ → → →
> > > >

− −− +
= = = − =

− −
  çi f(3) = α.

Pentru ca funcÆia f så fie continuå în 3 punem condiÆia ( ) ( ) ( )
3 3

3 3

lim lim 3
x x
x x

f x f x f
→ →
< >

= = ,

care este echivalentå cu α = 2.
Prin urmare, f este continuå pe Z, dacå α = 2.

Efectuaþi în clasã
1. ReprezentaÆi grafic, apoi studiaÆi continuitatea funcÆiilor urmåtoare:

a ) f : Z → Z, f(x) = |x| (funcÆia „modul“);

b) f : Z → Z, f(x) = [x] (funcÆia „parte întreagå“);

c )  f : Z → Z, f(x) = {x} (funcÆia „parte fracÆionarå“);

d) f : Z → Z, ( )
1, dacå 0

sign 0, dacå 0

1, dacå 0

x

f x x x

x

>
= = =
− <

 (funcÆia „semn“ – signum).

e )  f : Z → Z, ( ) 2

, dacå  0

, dacå  0

x x
f x

x x

<
= 

≥
.

2. StudiaÆi continuitatea urmåtoarelor funcÆii f : Z → Z, date prin expresiile:

a) ( )
cos , pentru 0

0, pentru 0

x x
f x

x

≠
=  =

; b) ( )
2

1

, pentru 0

0, pentru 0

xe xf x
x

− ≠= 
 =

;

c) ( ) ( )2

2
, pentru 1

1

5, pentru 1

x
xf x

x

 ≠ − += 
 = −

; d) ( )
2 4

, pentru 2
2

, pentru 2,

x
x

f x x
x

 −
≠= −

α = α ∈ Z
 .
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Fie funcÆia f : I → R, unde I ⊂ R este interval sau reuniune de intervale.

Definiþie
FuncÆia f se numeçte derivabilå în punctul x0 ∈ I, dacå existå çi este finitå

limita 
→

−
−

0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x
x x

 =
not

 f ′(x0).

Numårul f ′(x0) se numeçte derivata funcÆiei f în punctul x0.
FuncÆia f se numeçte derivabilå la stânga în punctul x0, dacå existå çi este

finitå 
→
<

−
−

0

0

0

0

( ) ( )
lim
x x
x x

f x f x
x x

 =
not

 fs′(x0) (derivata la stânga a funcÆiei f în punctul x0).

FuncÆia f se numeçte derivabilå la dreapta în punctul x0, dacå existå çi este

finitå 
→
>

−
−

0

0

0

0

( ) ( )
lim
x x
x x

f x f x
x x

 =
not

 fd′(x0) (derivata la dreapta a funcÆiei f în punctul x0).

Teoremã
f derivabilå în x0 ∈ I ⇔ f derivabilå la stânga çi la dreapta în x0 çi fs′(x0) = fd′(x0).

Definiþie
FuncÆia f se numeçte derivabilå pe mulÆimea A, unde A ⊂ I, dacå çi numai

dacå f este derivabilå în toate punctele lui A.

EXEMPLU

Fie funcÆia f : R → R, f(x) = 
+ <

− + ≥
2

2, dacå 0
2, dacå 0

x x
x x

.

Graficul funcÆiei este prezentat în figura 2.

Fig .  2

y

O x–1 1

2

–2

semitangenta 
la  dreapta  în 0

2

tangenta în 1

Ne propunem så studiem derivabilitatea funcÆiei în
punctele 0 çi 1. În punctul 0, trebuie så calculåm
derivatele laterale:

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0

0 2 2
0 lim lim

0s x x
x

f x f x
f

x x→
<

− + −
′ = = =

− ↗

0
lim 1
x

x
x

= =
↗

,

(este panta tangentei la stânga a graficului funcÆiei în punctul de absciså 0, vezi figura 2).

( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 0 0
0

2 20
0 lim lim lim 0

0d x x x
x

xf x f x
f

x x x→
>

− + −− −
′ = = = =

− ↘ ↘

(este panta semitangentei la dreapta a graficului funcÆiei în punctul de absciså 0, vezi
figura 2).

Cum fs′(0) ≠ fd′(0), deducem cå f nu este derivabilå în 0.
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În punctul de absciså 1 nu este cazul så calculåm derivatele laterale, pentru cå nu se
schimbå formula legii de corespondenÆå:

f ′(1) = 
→1

lim
x

−
−

( ) (1)
1

f x f
x

 = 
→1

lim
x

− + − − +
−

2( 2) ( 1 2)
1

x
x

 = 
→1

lim
x

− +
−

2 1
1

x
x

=

= 
→1

lim
x

− − +
−

( 1)( 1)
1

x x
x

 = 
→1

lim
x

(–x – 1) = –2.

FuncÆia este derivabilå în punctul de absciså 1.

Interpretare geometricã
Numårul –2 este egal cu panta tangentei la graficul funcÆiei f în punctul de absciså 1.

În figura 2, aceastå tangentå a fost marcatå prin linie punctatå.

Observaþie
Punctul 0 este punct unghiular (pentru cå cel puÆin una dintre semitangente este finitå çi

derivatele laterale sunt diferite; semitangentele formeazå între ele un unghi nenul).
Reamintim cå ecuaÆia tangentei la graficul funcÆiei f în punctul x0 este:

y – f(x0) = f ′(x0)(x – x0).

Efectuaþi în clasã

Pentru funcÆia datå la exemplul anterior:

1 . StudiaÆi derivabilitatea funcÆiei în punctul x0 = –2.

2 . UrmåriÆi graficul funcÆiei în figura 2 çi observaÆi „comportamentul“ acestuia çi al
tangentelor în punctele: –2, 0, 1, 2 .

3 . ScrieÆi ecuaÆia tangentei la graficul funcÆiei date în punctul 1.

4 . Ce puteÆi afirma despre derivabilitatea funcÆiei pe R? JustificaÆi!

5 . StudiaÆi continuitatea funcÆiei date în acest exemplu çi stabiliÆi o legåturå între
continuitatea çi derivabilitatea acestei funcÆii.

Teoremã
FuncÆiile elementare  funcÆia polinomialå, funcÆia raÆionalå, funcÆia putere, funcÆia

exponenÆialå, funcÆia logaritmicå  sunt derivabile pe tot domeniul lor de definiÆie.

Teoremã
Orice funcÆie derivabilå într-un punct x0 ∈ I sau pe o submulÆime A a lui I

este continuå în acel punct, respectiv pe acea submulÆime.

Observaþie
Reciproca nu este întotdeauna valabilå: nu orice funcÆie continuå este derivabilå

(a se vedea funcÆia de la exemplul de la paginile 107-108).

Comentariu
AfirmaÆia din teorema anterioarå este echivalentå cu a spune cå dacå o funcÆie nu este

continuå într-un punct atunci aceasta nu este nici derivabilå în acel punct (a se vedea spre
exemplificare funcÆia de la exemplul de la paginile 107-108).
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Prin urmare: problema derivabilitåÆii unei funcÆii nu se pune în punctele care nu
aparÆin domeniului de definiÆie çi nici în cele în care funcÆia nu este continuå.

Pentru uçurinÆa calculelor prezentåm un tabel cu derivatele funcÆiilor uzuale:

Derivatele funcÆiilor uzuale

Denumirea Domeniul Legea Derivata Domeniul de
funcÆiei de definiÆie funcÆiei funcÆiei derivabilitate

constantå R c c′ = 0 R
putere cu
exponent R xn (xn)′ = nxn – 1 R
natural (n ∈ N*)
putere cu (0, +∞) xr (xr)′ = rxr – 1 (0, +∞)
exponent real (r ∈ R)
caz particular:
funcÆia radical (0, +∞) x ( ) 1

2
x

x
′ = (0, +∞)

de ordinul 2
exponenÆialå R ax (a > 0, (ax)′ = ax ln a R

a ≠ 1)
caz particular:
exponenÆiala R ex (ex)′ = ex R
de bazå e

logaritm natural (0, +∞) ln x (ln x)′ = 1
x

R

sinus R sin x (sin x)′ = cos x R
cosinus R cos x (cos x)′ = –sin x R

tangentå R\{ }π + π ∈¢|
2

k k tg x (tg x)′ = 2
1

cos x  R\{ }π+ π ∈¢|
2

k k

cotangentå R \ {kπ | k ∈ Z} ctg x (ctg x)′ = – 2
1

sin x
R\{kπ|k ∈ Z}

arcsinus [–1, 1] arcsin x (arcsin x)′ = 
2

1

1 x−
(–1, 1)

arccosinus [–1, 1] arccos x (arccos x)′ = –
2

1

1 x−
(–1, 1)

arctangentå R arctg x ( ) 2

1
arctg

1
x

x
′ =

+
R

arccotangentå R arcctg x ( ) 2

1
arcctg

1
x

x
′ = −

+
R

Efectuaþi în clasã

Pentru funcÆia f : D → Z (D domeniul maxim de derivabilitate) date mai jos, calculaÆi:

a) f (x) = x2007; b) ( ) 2006f x x= ; c) f (x) = 2007x.
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1.2. Operaþii cu funcþii continue. Suma sau
diferenþa a douã funcþii derivabile

Din proprietåÆile operaÆiilor cu limite de funcÆii se deduc proprietåÆile operaÆiilor cu
funcÆii continue. Fie I ⊂ R un interval sau o reuniune de intervale.

Teoremã
Suma (produsul, câtul, puterea, compusa) a douå funcÆii continue este o funcÆie

continuå pe domeniile pe care aceste operaÆii au sens.

Analog am enunÆat çi demonstrat urmåtoarea

Suma (diferenÆa) a douå funcÆii derivabile într-un punct sau pe o submulÆime
a domeniului de definiÆie este o funcÆie derivabilå în punctul respectiv sau pe
acea submulÆime.

Fie f, g : D → R douå funcÆii derivabile pe D. Atunci:
[f(x) + g(x)]′ = f ′(x) + g′(x), oricare ar fi x ∈ D.
[f(x) – g(x)]′ = f ′(x) – g′(x), oricare ar fi x ∈ D.

Teoremã
Produsul dintre o constantå çi o funcÆie derivabilå într-un punct sau pe o

submulÆime a domeniului de definiÆie este o funcÆie derivabilå în punctul respectiv
sau pe acea submulÆime.

Fie f : D → R o funcÆie derivabilå çi λ ∈ R.
[λ f(x)]′ = λ f ′(x), oricare ar fi x ∈ D.
Derivata de ordin superior f 

(n+ 1)(x) = [f 
(n)(x)]′, n ∈ N çi f 

(0)(x) = f(x).

EXEMPLE

1. (x3 + ln x)′ = (x3)′ + (ln x)′ = 3x2 + 1
x

, x > 0.

2.  (3x – x  + 4)′ = (3x)′ – ( x )′ + 4′ = 3x ln 3 – 1
2 x

, x > 0.
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3. ( )71
7

x
′
 = 1

7
(x7)′ = 1

7
(7 × x6) = x6.

4. (ex + x3)′′ = [(ex + x3)′]′ = (ex + 3x2)′ = (ex)′ + 3(x2)′ = ex + 3 × 2x = ex + 6x.

Efectuaþi în clasã

1 . CalculaÆi derivatele funcÆiilor f : D → R (D domeniul maxim de derivabilitate):
a) f(x) = 3 x  – 2x3; b) f(x) = 2x + ex + xe; c) f(x) = 5x6.

2 . GåsiÆi derivata de ordinul 4 a funcÆiilor f : R → R urmåtoare:
a) f(x) = x5; b) f(x) = ex.
Ce puteÆi spune despre derivata de ordinul n a funcÆiei de la b)?

Teoremã
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Exerciþiu rezolvat
Så se determine constantele reale α çi β astfel încât funcÆia

f : R → R,  f(x) = 
22 3 , 1

, 1
x x

x x
 + α ≤
 α + β >

så fie derivabilå pe R, apoi så se scrie derivata funcÆiei.
Soluþie
FuncÆia este continuå çi derivabilå pe (–∞, 1) çi (1, +∞) ca funcÆie elementarå.
Problema derivabilitåÆii se pune în punctul x0 = 1. Mai întâi vom pune condiÆia ca f så
fie continuå în punctul x0 = 1:

1
1

lim
x
x

→
<

 f(x) = 
1

lim
x↗

(2x2 + 3α) = 2 + 3α

1
1

lim
x
x

→
>

 f(x) = 
1

lim
x↘

 (αx + β) = α + β     ⇒  2 + 3α = α + β ⇒ β = 2 + 2 α.

f(1) = 2 + 3α

Deci f(x) = 
22 3 , 1

2 2 , 1
x x

x x
 + α ≤
α + + α >

 este continuå pe R, oricare ar fi α ∈ R.

Vom pune condiÆia ca aceastå funcÆie så fie derivabilå în x0 = 1:

fs′(1) = 
1

1

lim
x
x

→
<

 
( ) (1)

1
f x f

x
−
−

 = 
1

lim
x↗

2(2 3 ) (2 3 )
1

x
x

+ α − + α
−

 =
1

lim
x↗

 
22( 1)

1
x
x

−
−

 =

 = 
1

lim
x↗

 2(x + 1) = 4

fd′(1) = 
1
1

lim
x
x

→
>

 
( ) (1)

1
f x f

x
−
−

 = 
1

lim
x↘

( 2 2 ) (2 3 )
1

x
x

α + + α − + α
−

 = 
1

lim
x↘

 ( 1)
1

x
x

α −
−

 = α

⇒ fs′(1) = fd′(1) ⇒ α = 4. Deducem β = 10.

Prin urmare f(x) = 
22 12, 1

4 10, 1
x x
x x

 + ≤
 + >

 çi f ′(x) = 
4 , 1

4, 1

x x

x

<
 ≥

.

Temã
1 . StudiaÆi derivabilitatea çi continuitatea urmåtoarelor funcÆii:

a) f : R → R, f(x) = 2x + 3;       b) f : R → R, f(x) = x2;

c) f : R → R, f(x) =|x|;       d) f : R → R, f(x) = 1, 0
2, 0

xe x
x x

 + <
 + ≥

.












f continuã în 1













⇒

f derivabilå în 1

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


114

primitiva derivata

2 . CalculaÆi derivatele urmåtoarelor funcÆii f : D → R (D fiind domeniul maxim de derivabilitate):

a) f(x) = x2; b) f(x) = 7; c) f(x) = 3 x ;

d) f(x) = 4x; e) f(x) = 4 x + 1
x ; f) f(x) = 8ex – ln x;

g) f(x) = 3sin x; h) f(x) = x4 – 2 × 4x; i) f(x) = 7 cos x – 2x3 + 3;
j) f(x) = x2 + sin x; k) f(x) = 2007tg x; l) f(x) = 2007 + arctg x.

3 . AflaÆi  derivata de ordinul n (n ∈ N) a funcÆiei f : R → R, f(x) = sin x.

4 . Fie funcÆia f : R → R, f(x) = x2 – mx – 3, unde m este parametru real. AflaÆi m astfel
încât tangenta la graficul funcÆiei în punctul (2, f(2)) så fie paralelå cu prima bisectoare.

2. Primitiva unei funcþii: definiþii ºi exemple

2.1. Definiþia primitivei ºi exemple

Så pornim de la un exemplu.
Fie g : R → R, g(x) = x4. Aceastå funcÆie este derivabilå pe R, ca funcÆie elementarå çi

avem g′(x) = 4x3.
FuncÆia g′ se numeçte derivata funcÆiei g, iar funcÆia g se numeçte primitiva funcÆiei g′.

( x
4 )′ = 4x3

(funcÆia din care
se obÆine derivata)

În cele ce urmeazå ne vom ocupa de gåsirea primitivelor unor funcÆii date (deci operaÆia
inverså derivårii), în caz cå acestea existå.

Definiþie
Fie f : I → R, I ⊂ R interval. Spunem cå f admite primitivå pe I dacå existå

o funcÆie F : I → R, F derivabilå pe I, astfel încât
F ′(x) = f(x), oricare ar fi x ∈ I.

FuncÆia F se numeçte primitivå a funcÆiei f.

EXEMPLE

1 . Fie f : R → R, f(x) = x2.

O primitivå a acestei funcÆii este funcÆia F : R → R, F(x) = 1
3

x3 + 1.

Într-adevår, F este derivabilå pe R (ca funcÆie elementarå) çi

F ′(x) = 31
1

3
x

′ + ÷
 

 = ( )31
3

x
′
 + 1′ = 1

3
3x2 + 0 = x2 = f (x), ¼ x ∈ R.

2 . f : R → R, f(x) = cos x.
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O primitivå  a acestei funcÆii este funcÆia F : R → R, F(x) = sin x + c, unde c este o
constantå realå.
Într-adevår, F este derivabilå pe R (ca funcÆie elementarå) çi
F ′(x) = (sin x + c)′ = cos x + 0 = cos x = f (x), ¼ x ∈ R.

3 . f : R → R, f(x) = 1.
FuncÆia F : R → R, F(x) = x + 2, este o primitivå a lui f deoarece este derivabilå pe
R çi F ′(x) = (x + 2)′ = 1 + 0 = 1 = f (x), ¼ x ∈ R.

Efectuaþi în clasã
Folosind tabelul de derivate, identificaÆi primitive ale funcÆiilor urmåtoare:

a) f : R → R, f(x) = ex;  b) f : (0, +∞) → R, f(x) = 1
2 x

;

c) f : R → R, f(x) = 2x ln 2;  d) f : (0, +∞) → R, f(x) = 1
x

;

e) f : R → R, f(x) = 0;  f) f : R → R, f(x) = 3;

g) f : R → R, f(x) = 2
1

1 x+
;  h) f : R → R, f(x) = –sin x;

i) f : R → R, f (x) = 2008x2007;  j) f : R → R, f(x) = –cos x;

k) f : (–1; 1) → R, ( )
2

1

1
f x

x
=

−
; l) f : R ¾ {kπ/k ∈ Z} → R, ( ) 2

1
sin

f x
x

= − .

PuteÆi preciza mai multe primitive pentru o singurå funcÆie? Prin ce sunt diferite acestea?

Rezolvând exerciÆiile de mai sus aÆi observat, desigur, cå o funcÆie poate admite mai
multe primitive.

Propoziþie
Douå primitive ale aceleiaçi funcÆii definite pe un interval I diferå printr-o

constantå.

Demonstraþie
Fie o funcÆie f : I → R, I interval ⊂ R. Fie F1, F2 : I → R, douå primitive ale funcÆiei f.
Înseamnå cå F1 çi F2 sunt derivabile pe I çi 1F′ (x) = f(x), 2F′ (x) = f(x).
Derivata funcÆiei diferenÆå a celor douå primitive existå çi are loc relaÆia:
(F1 – F2)′(x) = 1F′ (x) – 2F′ (x) = f(x) – f(x) = 0, oricare ar fi x ∈ I.
FuncÆia F1 – F2 având derivata nulå pe I, rezultå cå este constantå pe acest interval,
deci F1(x) – F2(x) = c ⇒ F1(x) = F2(x) + c, ≤ c ∈ I, c constantå realå.

Observaþie
Apar douã întrebãri:
1. Cum stabilim dacå o funcÆie admite primitive?
2. Iar în caz afirmativ, cum scriem o primitivå a funcÆiei date?
Råspunsurile la aceste întrebåri le vom da printr-un exemplu.
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EXEMPLE

1. Fie funcÆia f : R → R, f(x) = {2 1, dacå 2
3, dacå 2

x x
x

− ≤
> .

O primitivå a acestei funcÆii ar putea fi o funcÆie de forma F : R → R, F(x) =
2

1

2

, dacå 2
3 , dacå 2

x x c x
x c x

 − + ≤
 + >

, derivabilå pe R, unde c1 çi c2 sunt constante pe R (forma funcÆiei

am intuit-o folosind tabelul derivatelor uzuale astfel încât F′(x) = f(x), ≤ x ∈ R\{2}).
FuncÆia F este derivabilå pe (–∞, 2) çi (2, ∞) ca funcÆie elementarå. Ne punem problema

derivabilitåÆii funcÆiei F în punctul x0 = 2.
Mai întâi punem condiÆia ca F så fie continuå în x0 = 2.

2
2

lim
x
x

→
<

F(x) = 
2

lim
x↗

(x2 – x + c1) = 2 + c1

2
2

lim
x
x

→
>

F(x) = 
2

lim
x↘

(3x + c2) = 6 + c2        ⇒ 2 + c1 = 6 + c2 ⇒ c1 = 4 + c2.

F(2) = 2 + c1

Notând c2 = c, avem acum F(x) = 
2 4 , dacå 2
3 , dacå 2

x x c x
x c x

 − + + ≤
 + >

.

Studiem derivabilitatea funcÆiei F în punctul x0 = 2. Avem:

(2)sF′  = 
2
2

lim
x
x

→
<

( ) (2)
2

F x F
x

−
−

 = 
2

lim
x↗

2( 4 ) (6 )
2

x x c c
x

− + + − +
−

 = 
2

2

2lim
2x

x x
x
− −

−↗
 =

  = 
2

lim
x↗

(x + 1) = 3,

(2)dF′  = 
2
2

lim
x
x

→
>

( ) (2)
2

F x F
x

−
−

 = 
2

lim
x↘

(3 ) (6 )
2

x c c
x

+ − +
−

 = 
2

3( 2)lim
2x

x
x

−
−↘

 = 3,

de unde rezultå cå: F′(2) = 3 = f (2).
Constatåm cå F este derivabilå pe R çi F′(x) =  f (x), ¼ x ∈ R, deci F este o primitivå a

funcÆiei f.













⇒












F continuã în 2

punctul x = 0, rezultå c1 = c2 
not
=  c. Deci, F : R → R, ( )

, dacå 0

1
sin , dacå 0

c x
F x

x c x
x

≤
= 

+ >

.

2. FuncÆia f : R → R, ( )
0, dacå 0

1 1 1
sin cos , dacå 0

x
f x

x
x x x

≤
= 

− >

 nu admite primitive.

O primitivå a acestei funcÆii ar putea fi o funcÆie F : R → R, derivabilå pe R, de forma

( )
1

2

, dacå 0

1
sin , dacå 0

c x
F x

x c x
x

≤
= 

+ >

.

Orice primitivå este derivabilå, deci continuå pe R. Din condiÆia de continuitate în
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Observând cå 
( ) ( )0 1

sin
0

F x F

x x

−
=

−
, µ  x > 0, çi Æinând cont cå 

0

1
lim sin
x x→

 nu existå,

deducem cå F nu este derivabilå în x = 0, deci F nu este derivabilå pe R; în concluzie, F nu
este primitivå pentru f.

Efectuaþi în clasã

StudiaÆi dacå funcÆia f : R → R, f(x) = { 1, dacå 0
1, dacå 0

x
x

− <
≥  admite primitive pe R.

Ce puteÆi spune despre continuitatea acestei funcÆii?

IndicaÆie: ConsideraÆi F : R → R, F(x) = { 1

2

, dacå 0
, dacå 0

x c x
x c x

− + <
+ ≥ , c1, c2 constante, apoi

procedaÆi ca în exemplul anterior.

Observaþie
Admitem fårå demonstraÆie urmåtoarea teoremå: orice funcÆie continuå pe un in-

terval admite primitive pe acel interval.

3. Integrala nedefinitã a unei funcþii continue;
definiþii, exemple

Definiþie
Fie f : I → R (I interval din R) o funcÆie care admite primitive.
MulÆimea tuturor primitivelor lui f se numeçte integrala nedefinitå a funcÆiei

f çi se noteazå prin simbolul: ( )d( )f x x∫ .

C 
not.
=  {c  c : I → R, c(x) = constant}.

Semnul ∫ se numeçte semn de integralå.

Deci ( )df x∫ dx = F(x) + C, unde F : I → R este o primitivå a lui f, çi am notat prin C

mulÆimea funcÆiilor constante definite pe I cu valori în R:

EXEMPLE

1. 2x∫ dx = 
3

3
x  + C. 2. cos x∫ dx = sin x + C. 3. 1∫ dx = x + C.

Din definiÆia integralei nedefinite deducem:

( )F x′∫ dx = F(x) + C  .

Definiþie
OperaÆia de calculare a primitivelor unei funcÆii (care admite primitive) se

numeçte integrare.
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4. Primitive uzuale
Pentru a nu proceda „prin încercåri“ çi pentru a uçura calculul integral, prezentåm un tabel

cu primitivele (integralele nedefinite ale) funcÆiilor uzuale:

Primitivele funcÆiilor uzuale

FuncÆia Domeniul  Integrala nedefinitå
de definiÆie (mulÆimea primitivelor)

constantå Z c∫ dx = cx + C

putere cu exponent Z nx∫ dx = 
1

1

nx
n

+

+
 + C

natural (n ∈ N)

putere cu exponent (0, +∞) rx∫ dx = 
1

1

rx
r

+

+
 + C

real (r ∈ R \ {–1}

putere cu expo- Z* 1
x∫ dx = ln|x| + C

nentul –1

exponenÆialå de bazå Z xa∫ dx = 
ln

xa
a

 + C
a > 0, a ≠ 1

exponenÆialå de bazå e Z xe∫ dx = ex + C

sinus Z sin x∫ dx = –cos x + C

cosinus Z cos x∫ dx = sin x + C

tangentå 2
k k

π + π ∈ 
 

Z ¾ Z tg x∫ dx = –ln|cos x| + C

cotangentå Z \ {kπ/k ∈ m} ctg x∫ dx = ln|sin x| + C

Z \ {–a, a}, a ≠ 0 2 2
1

x a−∫ dx = 1 ln
2

x a
a x a

−
+

 + C

Z, a ≠ 0 2 2
1

x a+∫ dx = 1 arctg x
a a

 + C

(–∞, –a) sau (a, + ∞),
2 2

1

x a−
∫ dx = ln 2 2x x a+ −  + C

a ≠ 0

Z, a ≠ 0
2 2

1

x a+
∫ dx = ln ( )2 2x x a+ +  + C

(–a, a), a > 0
2 2

1

a x−
∫ dx = arcsin x

a
 + C

raÆionalå cu numitorul
diferenÆå de påtrate

raÆionalå cu numitorul
sumå de påtrate

numitorul radical din
diferenÆå de påtrate

numitorul radical din
sumå de påtrate

numitorul radical din
diferenÆå de påtrate

ReÆineÆi! ( )f x∫ dx = ( )f x∫ dx + C
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Efectuaþi în clasã
VerificaÆi prin derivare relaÆiile din tabelul primitivelor uzuale.

EXEMPLE
1 . (cx + C)′ = cx′ + 0 = c ×1 = c.

2 .
1

1

nx
n

+ ′ 
+ ÷+ 

C = ( )11 10
1 1

nx
n n

+ ′ + =
+ +

 × (n + 1) xn + 1 – 1 = xn.

Temã
1 . CalculaÆi urmåtoarele integrale nedefinite:

a) 3x∫ dx, x ∈ R; b) 
1
3x∫ dx, x ∈ R;

c) x∫ dx, x > 0; d) 2x∫ dx, x ∈ R;

e) 1
x∫ dx, x > 0; f) ex∫ dx, x ∈ R;

g) 1
x∫ dx, x < 0; h) 1∫ dx, x ∈ R;

i) sin x∫ dx, x ∈ R; j) 2
1

9x −∫ dx, x ∈ R \ {±3};

k) tg x∫ dx, cos x ≠ 0; l) 2
1

4x +∫ dx;

m) 2
1

4x −∫ dx, x ∈ R \{–2, 2}; n) 
2

1

4x −
∫ dx, x > 2;

o) 
2

1

4x +
∫ dx, x ∈ R; p) 

2

1

4 x−
∫ dx, x ∈ (–2, 2).

2 . TranscrieÆi çi completaÆi tabelul:

Primitiva funcÆiei FuncÆia Derivata funcÆiei

1

1

nx
n

+

+
 + C xn, x ∈ R, n ∈ N nxn – 1

xr, x ∈ (0, +∞), r ≠ – 1.

ax, x ∈ R, a > 0, a ≠ 1.

1
x

, x ∈ R*

sin x, x ∈ R
cos x, x ∈ R.
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5. Proprietãþi ale integralelor nedefinite;
proprietatea de liniaritate

Çi pentru funcÆiile care admit primitive se pot enunÆa çi demonstra proprietåÆi analoage
operaÆiilor cu funcÆii derivabile.

Teoremã
Suma (diferenÆa) a douå funcÆii definite pe I care admit primitive este o funcÆie

definitå pe I çi care admite primitive. Integrala sumei (diferenÆei) este egalå cu
suma (diferenÆa) integralelor.

Demonstraþie
Fie f, g : I → R, I interval din R, douå funcÆii care admit primitive. Aceasta înseamnå cå

existå funcÆiile derivabile F, G : I → R astfel încât F′(x) = f(x) çi G′(x) = g(x), ¼ x ∈ I.

Deducem cå suma F + G : I → R, (F + G)(x) 
def.
=  F(x) + G(x) este o funcÆie deri-

vabilå çi (F + G)′(x) = F′(x) + G′(x) = f(x) + g(x) = (f + g)(x),
adicå F + G este o primitivå a funcÆiei f + g.

Putem scrie: [ ]( ) ( )f x g x+∫ dx = F(x) + G(x) + C,

                            ( )f x∫ dx = F(x) + C     çi     ( )g x∫ dx = G(x) + C.

Deci:

( )f x∫ dx + ( )g x∫ dx = F(x) + C + G(x) + C = F(x) + G(x) + C = [ ]( ) ( )f x g x+∫ dx.

Analog se poate demonstra pentru diferenÆa a douå funcÆii care admit primitive.

ReÆinem cå:

 [ ]( ) ( )f x g x+∫ dx = ( )f x∫ dx + ( )g x∫ dx   çi  [ ]( ) ( )f x g x−∫ dx = ( )f x∫ dx – ( )g x∫ dx

Observaþii
1. Proprietatea este adevåratå çi pentru suma mai multor funcÆii.
2. Dacå dintre douå funcÆii numerice diferite pe acelaçi interval una admite primitive, iar

cealaltå nu admite primitive, atunci suma (diferenÆa) funcÆiilor nu admite primitive.

EXEMPLE

1. 4 3( )x x+∫ dx = 4x∫ dx + 3x∫ dx = 
5 4

5 4
x x+  + C.

2. Pentru x > 0, avem:

( )1 xe x
x

− +∫ dx = 1
x∫ dx – xe∫ dx + 

1
2x∫ dx =

= ln|x| – ex + 

3
2

3
2

x  + C = ln x – ex + 2
3

x x  + C .
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Efectuaþi în clasã

CalculaÆi urmåtoarele integrale:

a) ( )3 1x +∫ dx, x ∈ R; b) 5( 2 )xx −∫ dx, x ∈ R; c) 2( 1)x x− +∫ dx, x ∈ R;

d) ( )1 3 4x

x
− +∫ dx, x < 0; e) (2 sin )x+∫ dx, x ∈ R;

f) (cos tg )xx x e− +∫ dx, x ∈ R \ { }π + π ∈ ¢|
2

k k .

Teoremã
Produsul dintre o constantå nenulå çi o funcÆie definitå pe I, care admite

primitive, este o funcÆie care admite primitive pe I. În acest caz, constanta „iese“
în faÆa integralei.

Demonstraþie
Fie f : I → R, I interval ⊂ R, o funcÆie care admite primitive çi λ ∈ R* o constantå.
Atunci existå o funcÆie derivabilå F : I → R, astfel încât F′(x) = f(x), ≤ x ∈ I.

Deducem cå funcÆia λF : I → R, (λF)(x) 
def.
=  λF(x) este o funcÆie derivabilå çi

(λF)′(x) = [λF(x)]′ = λF′(x) = λf(x) = (λf)(x),
adicå λF este o primitivå a funcÆiei λf.

Putem scrie: [ ]( )f xλ∫ dx = λF(x) + C

çi λ ( )f x∫ dx = λ[F(x) + C] = λF(x) + λC = λF(x) + C.

Deci ( )f xλ∫ dx = λ ( )f x∫ dx   .

EXEMPLE

1. 25x∫ dx = 5 2x∫ dx = 5 × 
3

3
x  + C.

2. 45
2

x∫ dx = 5
2

1
4x∫ dx = 

1 145
2 1 1

4

x
+

×
+

 + C = 
5
45 4

2 5
x× ×  + C = 2x 4 x  + C.

3. 6(7 3 )x x−∫ dx = 7 6x∫ dx – 3 x∫ dx = 7

3
7 2

3
7 3

2

x x−  + C = x7 – 2x x  + C, x > 0.

4. 
( )2

2 2 2 2 2

1 2 1 4 4 1 4 4
d d d d d

x x x x x x
x x x x x

x x x x x

+ + +
= = + + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫

3
2 2 1 1 8
d 4 d 4 d 4 lnx x x x x x

x x x

−−= + + = − − + +∫ ∫ ∫ C , x > 0.
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Efectuaþi în clasã

CalculaÆi urmåtoarele integrale:

a) ∫ 35 x  dx, x ∈ R; b) 3∫ ex
 dx, x ∈ R; c) ∫4x4

 dx , x ∈ R; d) 6
x∫ dx, x < 0;

e) ( ctg )x−∫ dx, x ∈ R \ {π + kπ  k ∈ Z}; f) ∫ (–cos x) dx, x ∈ R.

Observaþie
Rezultatele celor douå teoreme se pot cumula: dacå douå funcÆii f, g : I → R (I interval

inclus în R) admit primitive, atunci orice combinaÆie liniarå a lor, λf + µg, admite primitive
pe I, oricare ar fi λ, µ ∈ R:

  [ ]( ) ( )f x g xλ + µ∫ dx = λ ( )f x∫ dx + µ ( )g x∫ dx  .

Temã
1. CalculaÆi primitivele urmåtoarelor funcÆii:

a) f (x) = x2 + 3x, x ∈ Z; b) f (x) = asin x + bcos x, x ∈ Z, a, b ∈ Z;

c) ( ) 1
f x x

x
= + , x ∈ (0, +∞); d) ( ) 1

f x x
x

= + , x ∈ (−∞, 0);

e) ( )
2

1

1 9
f x

x
=

−
, 

1 1
,

3 3
x  ∈ − ÷

 
; f) ( )

2

1

4
f x

x
=

−
, x ∈ (−2, 2);

g) ( ) 2 2

1 2
sin cos

f x
x x

= + , 0,
2

x
π ∈  ÷

 
; h) ( ) 2

1
9

f x
x

=
+

, x ∈ Z;

i) ( ) 2

1
4 1

f x
x

=
+

, x ∈ Z; j) f (x) = 3x + ex, x ∈ Z;

j) f (x) = 3x + ex, x ∈ Z; k) ( ) 2

1
1

f x
x

=
−

, x ∈ (−1, 1);

l) ( ) 2

1
1

f x
x

=
−

, x ∈ (−∞; −1); m) ( ) 2 2

4
5 1

x
f x

x x
= +

− +
, { }5; 5x ∈ −Z ¾ .

2. CalculaÆi urmåtoarele integrale nedefinite:

a) ( )7 56 4 3x x x− + +∫ dx; b) ( )2 2x x −∫ dx;

c) ( )2 3x x+∫ dx, x > 0; d) 3 54 x x×∫ dx, x ∈ Z;

e) ( )32 1x

x
+ −∫ dx, x > 0 sau x < 0; f) x x∫ (  – 1)(x – 2) dx, x ∈ Z.
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Capitolul 2. Primitive (antiderivate)

A

Teste pentru verificarea cunoºtinþelor

(1p)

(1,5p)

(1p)

(1,5p)

(1,5p)

(1,5p)

(1p)

B

CalculaÆi:

1. 23 dx x∫ ;

2. 
1

32 dx x x
 

+ ÷
 

∫ ;

3. 3sin dx x∫ ;

4. { }2

1
d , 5

25
x x

x
∈ ±

−∫ Z¾ ;

5. 
2

1
d

25
x

x +
∫ ;

6. ( )
2

1
d , 5; 5

25
x x

x
∈ −

−
∫ ;

7. 2tg d , /
2

x x x k k
π ∈ + π ∈ 

 ∫ Z¾ m .

CalculaÆi:

1. 2 dx x∫ ;

2. 
1
3 dx x x

 
− ÷

 
∫ ;

3. 2cos dx x∫ ;

4. 
2

1
 d

25
x

x +∫ ;

5. ( )
2

1
 d , 5,

25
x x

x
∈ + ∞

−
∫ ;

6. ( )
2

5
 d , 1, 1

1
x x

x
∈ −

−
∫ ;

7. { }3ctg d , /x x x k k∈ π ∈∫ Z¾ m .

(1p)

(1,5p)

(1p)

(1,5p)

(1,5p)

(1,5p)

(1p)

Notå: Timpul efectiv de lucru este de 50 de minute pentru fiecare variantå. Se acordå 1 p din oficiu.

3.CalculaÆi urmåtoarele integrale nedefinite:

a) ( )35 2 3 dx x x− +∫ ; b) ( )5 4 22 3 3 4 dx x x x x− + + −∫ ;

c) 2 3

1 2
5 d , 0

2
x x − + > ÷λ ∫ ; d) 

2 3

5

1
d , 0

x x
x x

x
− +

<∫ ;

e) ( )1 d , 0x x x+ >∫ ; f) ( )2 1 d , 0x x x x x− + >∫ ;

g) d , 0x x x x x >∫ ; h) 
33

1 1
d , 0x x

xx
 + < ÷
 ∫ ;

i) 
1

d , 0
5

x x
x

>∫ ;  j) 5 dxe x∫ ;

k) 3 2 dx x×∫ ; l) ( )1 dex x+∫ ;

m) 2 2

1 1
d

16 16
x

x x

 
− ÷

+ + 
∫ ; n) 2 2

1 2
d , 4

16 16
x x

x x

 
+ > ÷

− − 
∫ .
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Partea a II-a: Elemente de analizå matematicå

1 2 4

INTEGRALA DEFINITÃCapito lul  3

1. Definirea integralei Riemann a unei funcþii
continue prin formula Leibniz-Newton

1.1. Definirea integralei Riemann a unei funcþii continue
Fie o funcÆie f : [a, b] → R (figura 1).
Så împårÆim intervalul [a, b] în n intervale parÆi-

ale prin punctele  x0 = a, x1, x2, x3, ..., xn – 1, xn = b.
În fiecare interval parÆial [xi – 1, xi] alegem un

punct oarecare ξi, xi – 1 ≤ ξi ≤ xi, i = 1, n ; consideråm

f(ξi) valoarea funcÆiei f în punctul ξi çi scriem
produsul f(ξi)(xi – xi – 1), care reprezintå aria fiecå-
ruia dintre dreptunghiurile construite în figura 1.

Pentru cele n intervale parÆiale, obÆinem produsele:
f(ξ1)(x1 – x0), f(ξ2)(x2 – x1), f(ξ3)(x3 – x2), ..., f(ξn)(xn – xn – 1),

iar suma acestora

Sn = f(ξ1)(x1 – x0) + f(ξ2)(x2 – x1) + ... + f(ξn)(xn – xn – 1) = 1
1

( )( )
n

i i i
i

f x x −
=

ξ −∑
se numeçte sumå integralå (suma Riemann*) a funcÆiei f.

Comentariu
Luând succesiv n = 1, 2, 3,... (adicå împårÆind intervalul [a, b] în pårÆi din ce în ce mai

mici), pentru o anumitå alegere a punctelor intermediare ξi, obÆinem un çir de sume
integrale S1, S2, ..., Sn, pentru o altå alegere a punctelor intermediare obÆinem un alt çir
de sume integrale etc.

Efectuaþi în clasã

Fie funcÆia f : [0, 4] → R, f(x) = x2.
i) CalculaÆi sumele Riemann asociate funcÆiei f pentru

urmåtoarele diviziuni çi puncte intermediare:
a) xi ∈ {0, 2, 4}, ξi ∈ {1, 3};

b) xi ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ξi ∈{ }1 3 5 7, , ,
2 2 2 2

;

c) xi ∈ { }40, , 2, 4
3

ξi ∈ { }51, , 3
3

.

0

0

0

1 2

2

2

3 4

4

4

1ξ

1ξ

1ξ

2ξ

2ξ

2ξ

3ξ

3ξ

4ξ

4
3

  * Bernhard Riemann (1826-1866) matematician german. A pus bazele geometriei riemanniene. Cercetårile
lui çi-au gåsit aplicaÆie în teoria relativitåÆii.

Fig .  1

y

O x
a b

0x 1x 3x2x
1ξ 2ξ 3ξ

4ξ 5ξ

nξ

1
(

)
f

ξ

n
(

)
f

ξ3
(

)
f

ξ

4x n–1x nx
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ii) ÎmpårÆiÆi intervalul [0, 4] în 8 intervale parÆiale egale, alegeÆi douå sisteme de puncte
intermediare diferite çi calculaÆi sumele Riemann corespunzåtoare.

iii) Ce observaÆii puteÆi face privind sumele Riemann asociate funcÆiei f?

Definiþie
Dacå çirul (Sn) de sume integrale are aceeaçi limitå finitå I, independentå de

alegerea punctelor intermediare xi spunem cå funcÆia f este integrabilå pe
intervalul (a, b).

Limita unicå I se numeçte integrala definitå a funcÆiei f pe intervalul [a, b]
sau, simplu, integrala funcÆiei f çi se noteazå:

( )
b

a
f x∫ dx (se citeçte „integrala de la a la b din f(x)dx“).

Putem scrie relaÆia:

( )
b

a
f x∫ dx 

def.
=  lim

n→∞
Sn.

Valorile a çi b se numesc limite de integrare, a este limita inferioarå, iar b limita
superioarå; intervalul [a, b] se numeçte interval de integrare; funcÆia f se numeçte funcÆia
de integrat; x se numeçte variabila de integrare. Semnul de diferenÆialå dx nu are
justificare teoreticå, dar s-a påstrat pânå aståzi prin tradiÆie.

Observaþii
1. Trebuie reÆinut cå ( )

b

a
f x∫ dx este un numår.

2. Se poate demonstra urmåtoarea proprietate: orice funcÆie continuå pe un inter-
val este integrabilå pe acel interval.

3. În ce priveçte funcÆiile discontinue, unele sunt integrabile, iar altele nu sunt integrabile.

1.2. Formula Leibniz-Newton
Dupå cum aÆi våzut în procedeul expus anterior, calculul integralei definite, ca limitå a

çirurilor de sume integrale, este greoi chiar pentru funcÆiile cele mai simple.
Vom stabili mai jos pentru funcÆiile continue o formulå de calcul cu ajutorul primitivelor.
Fie f : [a, b] → R o funcÆie continuå çi F o primitivå a sa. ÎmpårÆim intervalul [a, b] în

n pårÆi prin punctele de diviziune x0, x1, x2, x3, ..., xn – 1, xn. Aplicåm teorema creçterilor
finite (a lui Lagrange) funcÆiei F pe fiecare interval parÆial [xi – 1, xi]. Rezultå cå existå un
punct  ξi ∈ (xi – 1, xi) astfel încât:


1

1 ( )

( ) ( )
( )

i

i i
i

i i f

F x F x
F

x x
−

− ξ

− ′= ξ
−

,

ceea ce se poate scrie:
F(xi) – F(xi – 1) = f(ξi)(xi – xi – 1).
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Luând i = 1, 2, 3, ..., n – 1, n obÆinem egalitåÆile:
F(x1) – F(x0) = f(ξ1)(x1 – x0)
F(x2) – F(x1) = f(ξ2)(x2 – x1)
F(x3) – F(x2) = f(ξ3)(x3 – x2)
.............................................
F(xn – 1) – F(xn – 2) = f(ξn – 1)(xn – 1 – xn – 2)
F(xn) – F(xn– 1) = f(ξn)(xn – xn – 1)

F(xn) – F(x0) = 1
1

( )( )
n

i i i
i

f x x −
=

ξ −∑ ,

adicå F(b) – F(a) = Sn.
Aceasta înseamnå cå toate sumele Sn corespunzåtoare alegerii punctelor ξi (indicate

de teorema creçterilor finite) sunt constante.

Deci lim
n→∞

Sn = F(b) – F(a) çi cum ( )
b

a
f x∫ dx = lim

n→∞
Sn, obÆinem:

( )
b

a
f x∫ dx = F(b) – F(a).

Comentariu

Pentru calculul integralei ( )
b

a
f x∫ dx este suficient så cunoaçtem o primitivå F a funcÆiei f.

DiferenÆa F(b) – F(a) se noteazå frecvent ( ) b
aF x .

Formula Leibniz-Newton
Fie funcÆia f : [a, b] → R, a < b, continuå, çi F o primitivå a sa. Are loc relaÆia:

( )
b

a
f x∫ dx = F(b) – F(a)

numitå formula Leibniz-Newton.

EXEMPLE

1. 
2 2
1

x∫ dx = 
23

1
3
x = 

3 32 1 8 1 7
3 3 3 3

−− = = .

2. 
2 2 2 2 2

d
2 2 2 2

b
b

a
a

x b a b a
x x

−
= = − =∫ .

Efectuaþi în clasã
Folosind formula Leibniz-Newton, calculaÆi:

a) 
2

1
x

−∫ dx; b) 
4

0
3∫ dx; c) 

1

0
xe∫ dx;

d) 
1

ln
e

x∫ dx; e) 2
0

cos x
π

∫ dx; f) 
1 2007

0
dx x∫ .

adunåm membru cu membru
çi reducem termenii asemenea
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2. Proprietãþi ale integralei definite: liniaritate,
monotonie, aditivitate în raport cu
intervalul de integrare

Este uçor så intuim cå proprietåÆile integralelor nedefinite sunt adevårate çi pentru
integralele definite.

Propoziþie
Fie  f, g  : [a, b] → R, a < b, douå funcÆii continue çi α, µ ∈ R.
Atunci au loc relaÆiile:

1) ( ) ( ) ( ) ( )d d d
b b b

a a a
f x g x x f x x g x x+ = +  ∫ ∫ ∫

(integrala definitå este aditivå);

2) ( ) ( )d d
b b

a a
f x x f x xλ = λ∫ ∫                      (integrala definitå este omogenå);

3) [ ]( ) ( )
b

a
f x g xλ + µ∫ dx = λ ( )

b

a
f x∫ dx + µ ( )

b

a
g x∫ dx

(integrala definitå este liniarå);

4) Dacå f (x) ≤ g(x), ¼ x ∈[a, b], atunci ( ) ( )d d
b b

a a
f x x g x x≤∫ ∫

(integrala definitå este monotonå).

Demonstraþie
1) Fie F, G : [a, b] → R primitivele funcÆiilor f, respectiv g (funcÆiile F çi G existå

datoritå continuitåÆii funcÆiilor f çi g).
Atunci F + G este o primitivå a funcÆiei f + g pe intervalul [a, b] çi

( ) ( ) d
b

a
f x g x x+ =  ∫ (F + G)(b) – (F + G)(a) = F(b) + G(b) – F(a) – G(a) =

 = [F(b) – F(a)] + [G(b) – G(a)] ( ) ( )d d
b b

a a
f x x g x x= +∫ ∫ .

2) Se laså ca exerciÆiu.
3) Se deduce din proprietåÆile 1) çi 2).
4) Se laså ca exerciÆiu.

Acceptåm fårå demonstraÆie urmåtoarele convenÆii.
Fie  f : [a, b] → R, a < b, o funcÆie continuå. Atunci au loc relaÆiile:

5) ( )d 0
a

a
f x x =∫ ;                                     6) ( ) ( )d d

b a

a b
f x x f x x= −∫ ∫ .

Fie f : [a, b] → R o funcÆie çi c ∈ (a, b), astfel încât f continuå pe [a, c] çi [c, b]. Atunci are
loc relaÆia:

7) ( )
b

a
f x∫ dx = ( )

c

a
f x∫ dx + ( )

b

c
f x∫ dx .
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EXEMPLU

Fie f : [–1, 2] → R, f(x) = |x|. Så se calculeze 
2

1
( )f x

−∫ dx.

Explicitåm modulul |x| = { , dacå 0
, dacå 0

x x
x x

≥
− <  çi împårÆim intervalul de integrare în

[–1, 0] çi [0, 2].

Deci 
2

1
| |x

−∫ dx = 
0

1
( )x

−
−∫ dx+ 

2

0
x∫ dx = –

02

1
2
x

−

 + 
22

0
2
x  = – 0 + 1

2
 + 4

2
 – 0 = 5

2
.

Temã

1 . Aplicând formula Leibniz–Newton, calculaÆi:

a) 
1 2
1
( 2 3)x x

−
− +∫ dx; b) 

1

0
xe−∫ dx; c) 

1

20

1
1 x+∫ dx;

d) 2
0

sin x
π

∫ ; e) 
4

1

1
2 x∫ dx; f) 

2

1

1
x∫ dx;

g) 
4

0
x∫ dx; h) 3

6

cos dx x
π

π∫ ; i) 4
0

tg dx x
π

∫ .

2 . AråtaÆi cå funcÆiile urmåtoare sunt continue, apoi calculaÆi integrala definitå pe
domeniul de definiÆie:

a) f : [0, 2] → R, f(x) = 2
2 , dacå [0, 1]

1, dacå (1, 2]
x x

x x
∈

 + ∈
;

b) f : ,
2 2
π π −  

 → R, f(x) = sin x;

c) f : [1, 2e] → R, f(x) = ln x – 1.

3. Metode de calcul ale integralelor definite:
integrarea prin pãrþi, integrarea prin
schimbare de variabilã

Formula Leibniz-Newton permite calculul integralei oricårei funcÆii continue cåreia îi
cunoaçtem o primitivå.

Pentru funcÆiile cårora nu le cunoaçtem primitive, se pot folosi procedee, numite metode
de integrare, care reduc calculul integralei unei funcÆii la calculul integralei altei funcÆii
(cu primitivå cunoscutå).

Vom prezenta çi exemplifica trei metode de integrare, întâi pentru integrale nedefinite,
apoi pentru integrale definite.

×

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


Capitolul 3. Integrala definitå

1 2 9

3.1. Integrarea prin pãrþi
Bazându-ne pe regula de derivare a produsului a douå funcÆii çi pe faptul cå orice funcÆie

continuå admite primitive, stabilim o regulå de integrare a produsului a douå funcÆii.

3.1.1. Integrarea prin pãrþi a primitivelor

Teoremã
Dacå f, g : I → R sunt funcÆii derivabile cu derivate continue, atunci funcÆiile

fg, f ′g  çi fg′ admit primitive çi între acestea existå relaÆia:

′×∫ ( ) ( )f x g x dx = f(x) × g(x) – ′∫ ( )f x g(x) dx,

numitå formula de integrare prin pårÆi.

Demonstraþie
Din ipotezå çtim cå f çi g sunt derivabile, deci continue; având çi f ′, g′ continue,

deducem cå fg, f ′g çi fg′ sunt continue, deci admit primitive.
Din definiÆa integralei nedefinite putem scrie:

[ ] ′×∫ ( ) ( )f x g x dx = f(x) × g(x) + C  ⇔

⇔ [ ′ ′× + ×∫ ( ) ( ) ( ) ( )f x g x x g x×f ] dx = f(x) × g(x) + C ⇔

⇔ ′ ×∫ ( ) ( )f x g x dx + ′×∫ ( ) ( )f x g x dx = f(x) × g(x) + C ⇔

⇔ ′ ×∫ ( ) ( )f x g x dx = f(x) × g(x) – ′×∫ ( ) ( )f x g x  dx + C ⇔

⇔ ′ ×∫ ( ) ( )f x g x dx = f(x) × g(x) – ′×∫ ( ) ( )f x g x dx.

Comentariu
Pentru a calcula integrala unui produs de funcÆii, ( ) ( )f x g x×∫ dx trebuie så gåsim primitiva

uneia dintre funcÆii, apoi aplicåm formula de integrare prin pårÆi de câte ori este necesar.

EXEMPLE

1 . 2 xx e∫ dx, x > 0.

Alegem funcÆiile derivabile f, g : R → R, f(x) = x2 çi g′(x) = ex;

avem f ′(x) = 2x çi g(x) = ( )g x′∫ dx = xe∫ dx = ex.

Rezultå 2 xx e∫ dx = x2ex – 2 xx e∫ dx = x2ex – 2 xx e∫ dx.

Pentru calculul integralei xx e∫ dx, folosind aceleaçi notaÆii alegem:

f(x) = x; g′(x) = ex, f, g : R → R derivabile

f ′(x) = 1, g(x) = xe∫ dx = ex,

integrala sumei = suma integralelor

formula de derivare a unui produs
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çi obÆinem xx e∫ dx = xex – xe∫ dx = xex – ex + C.

Mai scurt, fårå så mai indicåm notaÆiile funcÆiilor, putem redacta astfel:
Cåutåm o primitivå a funcÆiei ex (fiindcå este indefinit derivabilå); avem:

2 xx e∫ dx = 2 ( )xx e ′∫ dx =  x2ex – 2( ) xx e′∫ dx = x2ex – 2 xx e∫ dx =

= x2ex – 2 xx e∫ dx = x2ex – 2 ( )xx e ′∫ dx = x2ex – 2[xex – ( ) xx e′∫ dx] =

= x2ex – 2xex + 2 xe∫ dx = x2ex – 2xex + 2ex + C = ex(x2 – 2x + 2) + C.

Observaþie

Dacå pentru a calcula 2 xx e∫ dx am fi cåutat o primitivå a funcÆiei x2 (deci nu a funcÆiei

indefinit derivabile) am fi avut:

2 xx e∫ dx = 
3

3
x 

 ÷
 ∫ ex dx = 

3

3
x ex – 

3

3
x∫ (ex)′dx= 

3

3
x ex – 1

3
3x∫ (ex)′dx.

Astfel am ajuns la o integralå în care gradul funcÆiei polinomiale este mai mare decât
a funcÆiei iniÆiale çi, continuând similar, observåm cå nu putem finaliza calculul.

2 . nx∫ ln x dx, x > 0, n ∈ N*.

Procedåm ca la punctul anterior.

nx∫ ln x dx =  
1

1

nx
n

+ ′ 
 ÷+ ∫ ln x dx = 1

1n +∫ (xn + 1)′ ln x dx = 1
1n +

1( )nx + ′∫ ln x dx =

= 1
1n +

[xn + 1 ln x – 1nx +∫ (ln x)′ dx]= 1
1n +

xn + 1 ln x – 1
1n +

1 1nx
x

+ ×∫  dx =

=  1
1n +

xn + 1 ln x – 1
1n +

nx∫  dx = 1
1n +

xn + 1 ln x – 1
1n +

1

1

nx
n

+

+
 + C =

= 1
1n +

xn + 1 ( )1ln
1

x
n

−
+

 + C.

Comentariu
Alegerea funcÆiilor f çi g′ pentru aplicarea formulei de integrare prin pårÆi se face astfel

încât så se ajungå la integrale mai simple çi depinde de experienÆa çi inventivitatea
rezolvitorului.

1

1

n
n xx

n

+ ′ =  ÷+ 

constanta iese în
faÆa integralei

integr. prin pårÆi derivåm çi desfacem parantezele

constanta iese în
faÆa derivatei

formule uzuale

dåm factor comun

ex = (ex)′ integr. prin pårÆi derivåm

dåm factor constanta ex = (ex)′ integr. prin pårÆi

desfacem paranteza çi derivåm formule uzuale dåm factor comun
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Efectuaþi în clasã

Folosind formula de integrare prin pårÆi, calculaÆi:

a) ln x∫ dx, x > 0.

IndicaÆie. ScrieÆi ln x = 1 × ln x, apoi 1 = x′.

b) 2x∫ (x + 1) dx, x ∈ R;

c) x∫ cos x dx, x ∈ R.

Proprietate
În aplicarea formulei de integrare prin pårÆi se poate întâmpla så obÆinem ca

termen chiar integrala pe care dorim cå o calculåm.

EXEMPLE

1 . I = 2cos x∫ dx = cos cosx x×∫ dx = (sin )x ′∫ cos x dx = sin x cos x – sin x∫ (cos x)′ dx =

  = sin x cos x – sin x∫ (–sin x) dx = sin x cos x + 2sin x∫ dx =

  = sin x cos x + 2(1 cos )x−∫ dx = sin x cos x + ∫dx – 2cos x∫ dx = sinx cos x + x – I.

Pânå acum avem I = sin x cos x + x – I, adicå o ecuaÆie în „necunoscuta“ I.
Trecând I în membrul stâng çi „rezolvând ecuaÆia“ obÆinem:

2I = sin x cos x + x ⇒ I = sin cos
2

x x x+  + C.

Efectuaþi în clasã

CalculaÆi 2sin x∫ dx, x ∈ R.

2 . 2x + α∫ dx, unde x2 + α > 0.

Avem: I 
not.
= 2x + α∫ dx = 

2

2

x

x

+ α

+ α
∫ dx = 

2

2

x

x + α
∫ dx + 

2x

α

+ α
∫ dx.

Pentru a calcula I1 aplicåm formula de integrare prin pårÆi:

I1 = 
2

x

x + α
∫ × x dx = 

2

2

2

x

x + α
∫  ×  x dx = 

( )2

22

x

x

′+ α

+ α
∫ ×  x dx = ( )2x

′
+ α∫ x dx =

= 2x x + α  – 2x + α∫ dx = 2x x + α  – I.

Pentru calculul lui I2, utilizåm formula din tabelul primitivelor uzuale;

 
I1 I2
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I2 = α
2

1

x + α
∫ dx = α ln ( )2x x+ + α  + C (am observat cå 2x + α  > |x|).

Prin urmare, I = 2x x + α  – I + α ln ( )2x x+ + α , de unde deducem

2I = 2x x + α  + α ln ( )2x x+ + α  ⇒ I = 
2

2 2
x x + α α+  ln ( )2x x+ + α  + C.

Efectuaþi în clasã

Procedând analog exemplului anterior, aråtaÆi cå:

2 2a x−∫ dx = 2 21 arcsin
2 2

a xx a x
a

− +  + C, pentru orice x ∈ (–a; a), cu a > 0.

Temã
1 . CalculaÆi primitivele urmåtoarelor funcÆii:

a)f(x) = x2sin x; b) f(x) = 5sin x cos x – 1;
c) f(x) = x2 ln x, x > 0; d) f(x) = cos(ln x), x > 0.

2 . CalculaÆi urmåtoarele integrale nedefinite, folosind formula de integrare prin pårÆi:

a) xx e∫ dx ; b) 2 lnx x∫ dx, x > 0; c) 1 ln x
x∫ dx, x > 0;

d) 2ln x∫ dx, x > 0; e) ( )2 1 xx x e+ +∫ dx; f) 2 sinx x∫ dx;

g) 2 9x −∫ dx, x ∈ (3, +∞); h) 2 9x +∫ dx, x ∈ R; i) 29 x−∫ dx, x ∈ (–3, 3).

3.1.2. Integrarea prin pãrþi a integralelor definite

Teoremã
Formula de integrare prin pårÆi
Dacå F, G : [a, b] → R sunt funcÆii derivabile, cu derivate continue, atunci:

( ) ( )
b

a
F x G x′∫ dx = F(x) × ( ) b

aG x  – ( ) ( )
b

a
F x G x′∫ dx .

Demonstraþie
Avem:

F(x) × G(x) b
a  = (F × G)(x) b

ax  = 
b

a∫ (F × G)′(x) dx = 
b

a∫ [F(x) × G(x)]′ dx =

= [ ( ) ( ) ( ) ( )]
b

a
F x G x F x G x′ ′+∫ dx = ( ) ( )

b

a
F x G x′∫ dx + ( ) ( )

b

a
F x G x′∫ dx,

adicå ( ) ( )
b

a
F x G x′∫ dx = (F × G)( ) b

ax – ( ) ( )
b

a
F x G x′∫ dx.
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Exerciþiu rezolvat

CalculaÆi 
1

ln
e
x x∫ dx.

Soluþie

1
ln

e
x x∫ dx = 

2

1
ln

2
e x x

′ 
 ÷
 ∫ dx = 

2

1

ln
2

e
x x  – 

2

1
(ln )

2
e x x ′∫ dx =

= 
2

1

ln
2

e
x x – 

2

1

1
2

e x
x

×∫ dx = 
2

1

ln
2

e
x x – 

1

1
2

e
x∫ dx = 

2

1

ln
2

e
x x  – 

2

1

1
2 2

e
x×  =

= 
2

1

ln
2

e
x x  – 

2

1
4

e
x  = 

2 2ln 1 ln1
2 2

e e − ÷
 

 – 
2 21
4 4
e − ÷

 
 = 

2

2
e  – 

2

4
e  + 1

4
 = 

2 1
4

e + .

Efectuaþi în clasã
CalculaÆi:

a)
2 2
1

( 3 4)x x− +∫ dx;      b) 
1 2
0

xx e∫ dx;      c) 2
0

cosx x
π

∫ dx;      d) 
5 2
4

9x −∫ dx.

Temã
CalculaÆi:

a) 
1

0
dxxe x∫ ; b) 

0
sin dx x x

π

∫ ; c) 
2 3

0
dxx e x∫ ; d) 22

0
sin dx x x

π

∫ ; e) 
1

ln d
e

x x∫ ;

f) 
1

1
arctg dx x

−∫ ; g) ( )1 2

0
ln 1 dx x+∫ ; h) 

2 2

1
dxx e x∫ ; i) 22

0
cos dx x x

π

∫ ; j)
1 2

0
4 dx x+∫ .

3.2.  Integrarea prin schimbare de variabilã
a funcþiilor compuse

Reamintim derivarea funcÆiilor compuse:

Teoremã
Fie F : I → R çi ϕ : J → I douå funcÆii derivabile, I, J intervale incluse în R.
Atunci F ) ϕ : J → R este derivabilå pe J çi

(F ) ϕ)′ = (F′ ) ϕ) ×  ϕ′

EXEMPLE
1 . Fie F : (0, +∞) → R, F(x) = ln x çi ϕ : R → (0, +∞), ϕ(t) = t2 + 4.

Atunci F ) ϕ : R → R este derivabilå çi

(F ) ϕ)′(t) = (F′)ϕ)(t) ×  ϕ′(t) = F′(ϕ(t)) ×  ϕ′(t) = 1
( )tϕ

 ×  ϕ′(t) = 2
1

4t +
 ×  2t = 2

2
4

t
t +

.
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2 . 

( )( )

( )

[sin(ln )]

F t

t

t

ϕ

ϕ


′ = [

( )( )

cos(ln )
F t

t
ϕ′

 ] × (
( )

ln
t
t

ϕ′
)′ = ( )1

cos ln t
t

, t > 0.

3. [(x2 + x)100]′ = 100(x2 + x)99 $ (x2 + x)′ = 100(x2 + x)99(2x + 1).

Se poate prezenta un tabel al derivatelor funcÆiilor uzuale compuse (am omis în mod
intenÆionat scrierea variabilei t ∈ J).

Derivatele funcÆiilor compuse uzuale

CondiÆii Derivata funcÆiei compuse

t ∈ R, n ∈ N (ϕn)′ = nϕn – 1 × ϕ′

ϕ(t) > 0, r ≠ –1 (ϕr)′ = rϕr – 1 × ϕ′

ϕ(t) > 0 ( ) 1
2

′ϕ =
ϕ

× ϕ′

a > 0, a ≠ 1 (aϕ)′ = aϕ × ϕ′× ln a

(eϕ)′ = eϕ × ϕ′

ϕ(t) > 0 (ln ϕ)′ = 
′ϕ

ϕ

ϕ(t) ∈ R (sin ϕ)′ = cos ϕ × ϕ′

ϕ(t) ∈ R (cos ϕ)′ = –sin ϕ × ϕ′

cos ϕ(t) ≠ 0 (tg ϕ )′ = 2
1

cos ϕ
× ϕ′

sin ϕ(t) ≠ 0 (ctg ϕ)′ = – 2
1

sin ϕ
 × ϕ′

ϕ(t) ∈ (–1, 1) (arcsin ϕ)′ = 
2

1

1− ϕ
 × ϕ′

ϕ(t) ∈ (–1, 1) (arccos ϕ)′ = –
2

1

1− ϕ
 × ϕ′

ϕ(t) ∈ R (arctg ϕ)′ = 2
1

1+ ϕ
× ϕ′

ϕ(t) ∈ R (arcctg ϕ)′ = – 2
1

1+ ϕ
× ϕ′

EXEMPLE

1. [(t2 – t)5]′ = 5(t2 – t)4 × (t2 – t)′ = 5(t2 – t)4 × (2t – 1).

ln
( ) sin

x t
F x x

=
=
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2. ( )2

2

11
2 1

t
t

′
+ =

+
× (t2 + 1)′ = 

2 2

2

2 1 1

t t

t t
=

+ +
.

3. [cos (x2 + ex)]′ = [–sin (x2 + ex)] $ (x2 + ex)′ = –(2x + ex) $ sin (x2+ ex).

Efectuaþi în clasã
CalculaÆi derivatele urmåtoarelor funcÆii:

a) e–t, t ∈ R; b) (t2 + 1)3, t ∈ R; c) 
2 12t − , t ∈ R;

d) 3 1t − , t ∈ R; e) ln(t2 + 1), t ∈ R; f) 4
1

2t +
, t ∈ R;

g) sin(2t + 1) , t ∈ R; h) ln ( )2 1t + , t ∈ R; i) esin t, t ∈ R.

În multe situaÆii, funcÆia pe care vrem så o „integråm“ poate fi puså sub forma
f(ϕ(t)) × ϕ′(t), unde ϕ : J → I este o funcÆie derivabilå çi f : I → R este o funcÆie care
admite primitive.

Dacå funcÆia f admite o primitivå F(deci F derivabilå çi F ′ = f), atunci (f ) ϕ) × ϕ′ admite
primitive pe J çi, Æinând cont de formula de derivare a funcÆiilor compuse, putem scrie:

( ( ))f tϕ∫ × ϕ′(t) dt = ( ( ))F t′ ϕ∫ × ϕ′(t) dt = ( )F ′ϕ∫  (t)dt = (F ) ϕ)(t) + C.

Deci, problema gåsirii unei primitive a funcÆiei (f ) ϕ) × ϕ′ se reduce la aflarea unei
primitive a funcÆiei f.

Rezultatul intuit anterior se poate enunÆa astfel:

Teoremã
Prima metodå de schimbare de variabilå
Fie J çi I intervale din R çi funcÆiile ϕ : J → I derivabilå pe J, respectiv

f : I → R funcÆie care admite primitive pe I (fie F o primitivå a sa).
Atunci funcÆia (f ) ϕ) × ϕ′ admite primitive, iar F ) ϕ este o primitivå a sa.

Demonstraþie
FuncÆia F : I → R, fiind o primitivå a lui f, este derivabilå pe I çi F ′(x) = f(x), oricare ar
fi x ∈ I.

Avem J ϕ→  I F→  R; cum çi ϕ este derivabilå pe J rezultå cå F ) ϕ este derivabilå
pe J çi (F ) ϕ)′(t) = F′(ϕ(t)) × ϕ′(t) = f(ϕ(t)) × ϕ′(t) = (f ) ϕ)(t) × ϕ′(t), deci F ) ϕ este o
primitivå a funcÆiei (f ) ϕ) × ϕ′.

Putem scrie:    ( ( ))f tϕ∫ ϕ′(t) dt = F(ϕ(t)) + C  .

În continuare, vom prezenta un tabel al primitivelor funcÆiilor compuse uzuale.
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Primitivele funcÆiilor compuse uzuale

Integrala nedefinitå CondiÆii
(mulÆimea primitivelor)

( )n tϕ∫ ϕ′(t) dt = 
1( )
1

n t
n

+ϕ
+

 + C t ∈ R, n ∈ N

( )r tϕ∫ ϕ′(t) dt = 
1( )
1

r t
r

+ϕ
+

 + C ϕ(t) > 0, r ≠ –1

( )
( )
t
t

′ϕ
ϕ∫ dt = ln|ϕ(t)| + C ϕ(t) ≠ 0

( )taϕ∫ ϕ′(t) dt = 
( )

ln

ta
a

ϕ
 + C a > 0, a ≠ 1, ϕ(t) ∈ R

( )teϕ∫ ϕ′(t) dt = eϕ(t) + C ϕ(t) ∈ R

sin ( ) ( )d cos ( )t t t t′ϕ ×ϕ = − ϕ +∫ C ϕ(t) ∈ R

cos ( ) ( )d sin ( )t t t t′ϕ ×ϕ = ϕ +∫ C ϕ(t) ∈ R

tg ( ) ( )d ln cos ( )t t t t′ϕ ×ϕ = − ϕ +∫ C cos ϕ(t) ≠ 0

ctg ( ) ( )d ln sin ( )t t t t′ϕ ×ϕ = ϕ +∫ C sin ϕ(t) ≠ 0

2 2
( )

( )
t

t a

′ϕ
ϕ −∫ dt = 

( )1 ln
2 ( )

t a
a t a

ϕ −
ϕ +

 + C ϕ(t) ≠ ±a

2 2
( )

( )
t

t a

′ϕ
ϕ +∫ dt = ( )1 arctg

t
a a

ϕ  + C a ≠ 0

2 2

( )

( )

t

t a

′ϕ

ϕ ±
∫ dt = ln ϕ(t) + 2 2( )t aϕ ±  + C ϕ(t) > a, a ≠ 0

2 2

( )

( )

t

a t

′ϕ

− ϕ
∫ dt = arcsin ( )t

a
ϕ  + C ϕ(t)| < a, a > 0

EXEMPLE

1 . Calculåm 2 8( 7)t t −∫ dt, pentru t ∈ R.

Luåm ϕ(t) = t2  – 7, ϕ : R → R. FuncÆia ϕ este derivabilå pe R çi ϕ′(t) = 2t.

Putem scrie I = 2 8( 7)t t −∫ dt = 2 81 ( 7) 2
2

t t− ×∫ dt = [ ]81 ( ) ( )
2

t t′ϕ ×ϕ∫ dt.
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Definim f : R → R, f(x) = x8; f admite primitive pe R çi o primitivå a sa este

F : R → R, F(x) = 
9

9
x .

În baza teoremei anterioare, o primitivå a funcÆiei (f ) ϕ) × ϕ′ este:

(F ) ϕ)(t) = F(ϕ(t)) = 
[ ]9( )

9
tϕ

, t ∈ R. Deci I = 
2 9( 7)1

2 9
t −×  + C = 

2 9( 7)
18

t −  + C.

Comentariu
Pentru un calcul rapid procedåm astfel:

2 8( 7)t t −∫ dt = 2 81 ( 7) 2
2

t t− ×∫ dt = 2 8 21 ( 7) ( 7)
2

t t ′− × −∫ dt =

 = 
2 9( 7)1

2 9
t −×  + C = 1

18
(t2 – 7)9 + C.

4 . 2 29 ( 2)
x

x+ −∫ dx = 2 2
1 2
2 9 ( 2)

x
x+ −∫ dx = 

2

2 2 2
( 2)1

2 3 ( 2)
x

x
′−

+ −∫ dx =

= 1
2

 × 1
3

 arctg 
2 2
3

x −  + C = 1
6

 arctg
2 2
3

x −  + C.

Efectuaþi în clasã

Folosind prima metodå de schimbare de variabilå, calculaÆi:

a) 
2

3 2
3 2 2

2 3
t t

t t t
+ +

+ + +∫ dt; b) 2sin(2 3 )t t+∫ dt; c) sin5x∫ dx ; d) e7x dx.

Exerciþiu rezolvat

CalculaÆi 
2

1

x

x
e

e+∫ dx.

Soluþie
Notåm ex = t, t > 0; rezultå x = ln t.

Consideråm funcÆia ϕ : (0, +∞) → R, ϕ(t) = ln t; funcÆia ϕ este derivabilå çi ϕ′(t) = 1
t

(ϕ este çi bijectivå çi ϕ–1(x) = ex).

2. 
2 4(6 3) t tt e + −+∫ dt = 3

2 4t te t+ −∫ (2t + 1) dt = 3
2 4 2( 4)t te t t+ − ′× + −∫ dt = 3

2 4t te + −  + C.

Comentariu
În exerciÆiul anterior am luat ϕ(t) = t2 + t – 4, ϕ : R → R, çi f : R → R, f(x) = ex.

3 .
2 2

1

1 ( 2 3)

x

x x

−

− − +
∫ dx = 

2 2

1 2 2
2 1 ( 2 3)

x

x x

−

− − +
∫ dx = 

2

2 2

( 2 3)1
2 1 ( 2 3)

x x

x x

′− +

− − +
∫ dx =

= 1
2

arcsin (x2 – 2x + 3) + C, unde |x2 – 2x+ 3| < 1.
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Luåm f : R → R, f(x) = 
2

1

x

x
e

e+
; f este continuå, deci admite primitive.

Avem f(ϕ(t)) × ϕ′(t) = 
2 1 1 1 11

1 1 1 1
t t t

t t t t t
+ −× = = = −

+ + + +
.

O primitivå a funcÆiei (f ) ϕ)(t) × ϕ′(t) este:

( )11
1 t

−
+∫ dt = t – 1

1 t+∫ dt = t – (1 )
1

t
t

′+
+∫ dt = t – ln|1 + t| + C = t – ln(1 + t) + C.

æinând cont de notaÆia iniÆialå (t = ex), rezultå:

2

1

x

x
e

e+∫ dx = ex – ln(1 + ex) + C.

Altfel. Formal, putem proceda ca mai jos:

Notåm ex = t (t > 0); deducem x = ln t, deci dx = 1
t

dt.

Înlocuind în integralå obÆinem:

2 1
1
t

t t
×

+∫ dt = 
1

t
t+∫ dt = 1 1

1
t

t
+ −

+∫ dt = 1∫ dt  – 1
1 t+∫ dt = t – ln|1+ t| + C =

    = t – ln (1 + t) + C.

Prin urmare,
2

1

x

x
e

e+∫ dx = ex – ln(1 + ex) + C.

Comentariu
În exerciÆiul rezolvat am utilizat, bazându-ne pe intuiÆie, a doua metodå de schimbare

de variabilå.

Efectuaþi în clasã

1. VerificaÆi, prin derivare, corectitudinea rezultatului obÆinut în exerciÆiul precedent.

2. CalculaÆi 
2

1

1x x +
∫ dx, x > 0.  IndicaÆie: NotaÆi 2 1x +  = t.

S
IN

TE
Z

Å

Prima metodå de schimbare
de variabilå

1. Se då o funcÆie h : J → R care admite
primitive.

2. Se cautå douå funcÆii J 
ϕ

→  I 
f

→  R astfel
încât h(t) = f(ϕ(t)) × ϕ′(t), ϕ(t) = x.

3. Se aflå o primitivå F a lui f, adicå

( )f x∫ dx = F(x) + C.

4. O primitivå a lui h este F ) ϕ.

A doua metodå de schimbare
de variabilå

1. Se då o funcÆie f : I → R care admite
primitive.

2. Se cautå o funcÆie ϕ : J → I deriva-
bilå, cu derivata nenulå, ϕ bijectivå.

3. Se aflå o primitivå H a funcÆiei
(f ) ϕ)ϕ′.

4. O primitivå a lui f este H ) ϕ–1, deci

( )f x∫ dx = (H ) ϕ–1)(x) + C
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Temã

1 . CalculaÆi primitivele urmåtoarelor funcÆii:

a) h(t) = t 2 1t + ; b) h(t) = 3 2t te e + ;

c) f(x) = 
2ln x
x

, x > 0; d) ( ) 2

2 1
1

x
f x

x x
+

=
+ +

.

2 . CalculaÆi, utilizând schimbarea de variabilå:

a) xe∫ ctg ex dx, x ∈ ( )10,
4

; b) 
22 3

x

x +
∫ dx;

c) 2sin x∫ cos x dx; d) 4cos x∫ sin x dx;

e) ln( 2)
2

x
x

+
+∫ dx, (x > –2); f) 2

arctg
1

x
x+∫ dx;

g) 2 1
x

x +∫ dx; h) 2
1

2 7
x

x x
+

+ +∫ dx;

i) cos
2sin 3

x
x +∫ dx; j) 2 20022 ( 1)x x +∫ dx;

k) 
2

61
x

x+
dx; l) 41

x
x+∫ dx;

m) 
41

x

x−
∫ dx, x ∈ (–1, 1); n) sin cosxe x∫ dx;

o) 
2 8 7( 4) x xx e + −+∫ dx; p) 

21

x

x

e

e−
∫ dx;

q) 2 2
cos

sin
x

a x+∫ , a ≠ 0; r) 
sin

d
2cos 3

x
x

x
−

+∫ .

Formula schimbårii de variabilå pentru integrale definite rezultå din urmåtoarea
teoremå:

Teoremã
Dacå ϕ : [a, b] → I este o funcÆie derivabilå cu derivata ϕ′ continuå pe [a,b]

çi f :  I → Z este o funcÆie continuå pe intervalul [ϕ(a), ϕ(b)], atunci:

( )( ) ( ) ( )
( )

( )
d d

b b

a a
f t t t f x x

ϕ

ϕ
ϕ ×ϕ′ =∫ ∫ .

Demonstraþie

Într-adevår, dacå ( ) ( )f x dx F x=∫ , atunci:
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( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )d
b b

aa
f x x F x F b F a F b F a

ϕ ϕ
ϕϕ

= = ϕ − ϕ = ϕ − ϕ =∫  

( ) ( ) ( )( ) ( )d
bb

a a
F t F t t t= ϕ = ϕ ×ϕ′∫ .

Comentariu
Se observå cå integrala din membrul drept se obÆine din cea din membrul stâng fåcând

înlocuirile: x = ϕ (t), dx = ϕ′(t)dt.

EXEMPLE

1. Calculåm: ( )
1 2007

0
5 4 dx x+∫ .

Facem schimbarea de variabilå 5 4x t+ = ⇒
4

5
t

x
−

= ; =
1

d d
5

x t . ObÆinem:

0 1x≤ ≤ ⇔
4

0 1
5

t −
≤ ≤ ⇔

( )4

0 4 5t
+

≤ − ≤ ⇔ 4 9t≤ ≤ .

Açadar, ( ) ( )
920081 92007 2007 2008 2008

0 4
4

1 1 1 1
5 4 d d 9 4

5 5 2008 5 2008
t

x x t t+ = = × = × −∫ ∫ .

2. Calculåm: 
4

1
 d

xe
x

x∫ .

Notåm 2x t x t= ⇒ = ; dx = 2tdt; 1 4x≤ ≤ ⇒ 1 2x≤ ≤ ⇒ 1 2t≤ ≤ .

Deci, integrala este: ( )4 2 2 2 2

11 1 1
 d 2 d 2 d 2 2

x t
t te e

x t t e t e e e
tx

= × = = × = −∫ ∫ ∫ .

Temã
CalculaÆi:

a) 
2 2

2
4dx x x

−
−∫ ; b) 

2 2 3

0
1 dx x x+∫ ; c) 

21

20
d

1
x

x
x+∫ ;

d) 
1

ln
d

e x
x

x∫ ; e) 22
0

cos sin  dx x x
π

×∫ ; f) 32
0

sin  dx x
π

∫ ;

g) 
31 2 1

1
dyy e y+

−∫ ; h) 
3
2

20

1
 d

9 2
t

t+∫ ; i) 
2 2 20

1
 d

a
b z

a b z+∫ ;

j) 
0

4

tg dx xπ
−∫ ; k) 

21

60
d

1
x

x
x +∫ ; l) 

1

20
d

2 1

x
x

x +
∫ ;

m) sin2

2

cos dxe x x
π

π
−∫ ; n) 

0

21
d

1

x

x

e
x

e− +
∫ ; o) 3

0

sin
d

3cos 4
x

x
x

π

+∫ .
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3.3. Calculul integralelor de forma 
( )
( )

d
b

a

P x
x

Q x∫ , grad Q ≤ 4,

prin metoda descompunerii în fracþii simple
Reamintim cå o funcÆie f : I → R (I interval ⊂ R) se numeçte raÆionalå dacå este de

forma f(x) = ( )
( )

P x
Q x

, Q(x) ≠ 0, ≤ x ∈ I (unde P çi Q sunt polinoame cu coeficienÆi reali).

Definiþie
O funcÆie raÆionalå f se numeçte simplå dacå este de una dintre formele:

( )n
A

x − α
 sau 2( )n

Ax B
ax bx c

+
+ +

, unde n ∈ N, α, a, b, c, A, B ∈ R, a ≠ 0 çi b2 – 4ac < 0.

Acceptåm fårå demonstraÆie faptul cå orice funcÆie raÆionalå se scrie ca o sumå finitå
de funcÆii raÆionale simple.

Teoremã
Descompunerea funcÆiilor raÆionale în funcÆii raÆionale simple

Fie f : I → R o funcÆie raÆionalå ( ) ( )
( )

P x
f x

Q x
= , Q (x) ≠ 0, ¼  x ∈ I, unde P çi Q

sunt polinoame prime între ele. Presupunem cå descompunerea lui Q în factori
primi are forma:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 2 2
1 1 1... ...q r

q r rQ x x a x a x M x N x M x N
α β βα= − × × − × + + × × + + .

Atunci f se descompune, în mod unic, astfel:

( ) ( )
( ) ( ) 1

1 2

1

...
n n

n n nq
n

n nn n

A A A
f x L x

x ax a x a −α α
=

 
= + + + + + 

−− −  
∑

( ) ( ) 1

1 1 2 2
22 2

1

...
m m

m m m m m mr
m m

m m mm m m m

B x C B x C B x C
x M x Nx M x N x M x N −β β

=

 + + + + + + +
 + ++ + + + 

∑ ,

unde L este un polinom cu coeficienÆi reali, iar am, Mm, Nm, n
iA , ¼  1,i n= ,

m
jB , m

jC , ¼  1,j m= , sunt constante reale çi 2 4 0m mM N− < .

Observaþii
Metoda coeficienÆilor nedeterminaÆi:
Se face împårÆirea cu rest a lui P la Q. Vom avea: P = L × Q + R,
unde R este un polinom de grad strict mai mic decât gradul lui Q çi deci:

( )
( )

( ) ( )
( )

P x R x
L x

Q x Q x
= + .
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i) Se scrie formula de descompunere ca în enunÆul teoremei în care coeficienÆii n
iA ,

¼ 1,i n= ,  m
jB , m

jC , ¼ 1,j m= , sunt nedeterminaÆi.

ii) Se aduce la acelaçi numitor în memrul drept çi se pune condiÆia ca numåråtorul
fracÆiei care rezultå în membrul drept sã coincidå cu numåråtorul fracÆiei din membrul
stâng, de fapt aceasta revine la a scrie cå douå polinoame coincid.

iii) Se obÆine un sistem liniar în care necunoscutele sunt coeficienÆii cåutaÆi n
iA ,

¼ 1,i n= ,  m
jB , m

jC , ¼ 1,j m= .

Calculul primitivelor unei funcÆii se reduce la calculul primitivelor funcÆiilor raÆionale
simple. Vom da metode de calcul al primitivelor funcÆiilor raÆionale analizând cazuri particulare.

EXEMPLUL 1

a) Dacå f : I → R, f(x) = 1
x − α

, α ≠ 0, I ⊂ (–∞, α) sau I ⊂ (α, +∞), avem

1
x − α∫ dx = ( )x

x
′− α

− α∫ dx = ln |x – α| + C.

b) Dacå f : I → R, f(x) = 2
1

( )x − α
, α ≠ 0, I ⊂ (–∞, α) sau I ⊂ (α, +∞), avem

2
1

( )x − α∫ dx = 2( )x −− α∫ dx = 2( )x −− α∫ (x – α)′ dx = 
2 1( )

2 1
x − +− α

− +
 + C = – 1

x − α
 + C.

Efectuaþi în clasã

1 . Fie f : (1, +∞) → R, f(x) = 1
( 1)nx −

, n ≥ 2.

Procedând ca în exemplul 1, b), aråtaÆi cå:  1
( 1)nx −∫ dx = 1

1 1
1 ( 1)nn x −− ×

− −
 + C.

2 . CalculaÆi 3
5

( 4)x +∫ dx, x < –4.

EXEMPLUL 2

a) Dacå f : I → R, f(x) = 2 2
1

x a+
, I ⊂ R, a ≠ 0, avem 2 2

1
x a+∫ dx = 1

a
arctg x

a
 + C.

b) Dacå f : I → R, f(x) = 2 2
x

x a+
, I ⊂ R, a ≠ 0, avem 2 2

x
x a+∫ dx = 2 2

1 2
2

x
x a+∫ dx =

= 
2 2

2 2
( )1

2 (
x a
x a

′+
+∫ dx = 1 ln

2
(x2 + a2) + C.
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c) Dacå f : I → R, f(x) = 2 2 2( )
x

x a+
, I ⊂ R, a ≠ 0, avem 2 2 2( )

x
x a+∫ dx = 2 2 2

1 2
2 ( )

x
x a+∫ dx =

= 2 2 2 2 21 ( ) ( )
2

x a x a −′+ +∫ dx = 
2 2 2 1( )1

2 2 1
x a − ++

− +
 + C = 2 2

1 1
2 x a

− ×
+

 + C.

d) Dacå f : I → R, f(x) = 2 2 2
1

( )x a+
, I ⊂ R, a ≠ 0, avem 2 2 2

1
( )x a+∫ dx = 

2

2 2 2 2
1

( )
a

a x a+∫ dx =

=
2 2 2

2 2 2 2
1

( )
x a x

a x a
+ −

+∫ dx = 
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
1 d d

( ) ( )
x a xx x

a x a x a
 + − + + 
∫ ∫  = 2 2 2

1 1
a x a+∫ dx –

– 2 2 2 2
1

( )
x x

a x a
×

+∫ dx = ( )2
1 1 arctg x

a aa
 – 2 2 2 2 2

2
1 ( ) ( )

2
x a x a

a
− ′+ × + ∫ × x dx =

 = 3
1 arctg x

aa
 – 

2 2 2 1

2
( )1

2 12
x a

a

− + ′ +
 − + ∫ × x dx =

( ) ( ) 12 2
12 2

3 2

1 1
arctg d

2 1

x ax
x a x x x

a a a

−
−

 +
 = − − + × − × ′ =
 −
 

∫

înmulÆire çi
împårÆire cu a2

adunåm çi
scådem x2

integrala sumei =
suma integralelor

integrarea funcÆiilor compuse

integrarea prin pårÆi

3 2 2 2 2 2 2 3 2 2 2

1 1 1 1 1 1
arctg d arctg

2 2 2 2
x x x x

x C
a a a x a a x a a a a x a

= + × − × = + × +
+ + +∫ .

Efectuaþi în clasã

CalculaÆi:

a) 2
1

9x +∫ dx; b) 2 9
x

x +∫ dx; c) 2 2( 1)
x

x +∫ dx; d) 2 2
1

( 1)x +∫ dx.

EXEMPLUL 3

a) Dacå f : I → R, f(x) = 2 2
Ax B
x a

+
+

, I ⊂ R, a, A, B ∈ R*, avem

2 2
Ax B
x a

+
+∫ dx = 2 2

Ax
x a+∫ dx + 2 2

B
x a+∫ dx = A 2 2

x
x a+∫ dx + B 2 2

1
x a+∫ dx;

integralele obÆinute se calculeazå ca în exemplul 2, punctele a) çi b).

b) Dacå f : I → R, f(x) = 2 2 2( )
Ax B

x a
+

+
, I ⊂ R, a, A, B ∈ R*, avem:

2 2 2( )
Ax B

x a
+

+∫ dx = A 2 2 2( )
x

x a+∫ dx + B 2 2 2
1

( )x a+∫ dx,

iar aceste integrale se aflå ca în exemplul 2, punctele c) çi d).

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


Partea a II-a: Elemente de analizå matematicå

1 4 4

c) Dacå f : I → R, f(x) = 
2

2 2 2( )
x

x a+∫ , I ⊂ R, a ≠ 0, avem

2

2 2 2( )
x

x a+∫ dx = 2 2 2( )
x x

x a
×

+∫ dx = 2 2 2
1 2
2 ( )

x
x a+∫ × x dx =

= 2 2 2 2 21 ( ) ( )
2

x a x a x−′+ + ×∫ dx = 
2 2 1( )1

2 1
x a x

− ′ + × − ∫ dx =

= 2 2 2 2
1 1 1 d
2

x x
x a x a

 −− × − ÷
 + +∫ = 2 2

1 1 arctg
2

x x
a ax a

 − + ÷
 +

 + C.

Efectuaþi în clasã
CalculaÆi:

a) 2
2 3

4
x

x
+
+∫ dx;    b) 2 2

2 3
( 4)

x
x

+
+∫ dx;    c) 

2

2 2( 4)
x

x +∫ dx.

EXEMPLUL 4

a) Dacå f : I → R, f(x) = 2 2
1

x a−
, I ⊂ R \ {–a, a} interval, a ≠ 0, avem

2 2
1

x a−∫ dx = 1 ln
2

x a
a x a

−
+

 + C.

b) Dacå f : I → R, f(x) = 2 2
x

x a−
, I ⊂ R \ {–a, a} interval, a ≠ 0, avem

2 2
x

x a−∫ dx = 2 21 ln| |
2

x a−  + C.

c) Dacå f : I → R, f(x) = 2 2 2( )
x

x a−
, I ⊂ R \ {–a, a} interval, a ≠ 0, avem

2 2 2( )
x

x a−∫ dx = – 1
2

 × 2 2
1

x a−
 + C; se procedeazå analog exemplului 2, punctul c).

d) Dacå f : I → R, f(x) = 2 2 2
1

( )x a−
, I ⊂ R \ {–a, a} interval, a ≠ 0, avem

2 2 2
1

( )x a−∫ dx = – 2
1

2a 2 2
1 1ln
2

x a
a x a x a

 − + ÷+ −
  + C.

Se procedeazå analog exemplului 2, punctul d).

Efectuaþi în clasã

Pentru x ∈ R \ {±3}, calculaÆi:

integrarea prin pårÆi

a) 2
1

9x −∫ dx ;   b) 2 9
x

x −∫ dx ;   c) 2 2( 9)
x

x −∫ dx ;   d) 2 2
1

( 9)x −∫ dx .
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EXEMPLUL 5

a) Dacå f : I → R, f(x) = 2
1
4 5x x+ +

, I ⊂ R (numitorul are discriminantul negativ), avem

2
1
4 5x x+ +∫ dx = 2

1
4 4 1x x+ + +∫  dx = 2 2

1
( 2) 1x + +∫ dx = 2 2

( 2)
( 2) 1

x
x

′+
+ +∫ dx =

= arctg (x + 2) + C.

b) Dacå f : I → R, f(x) = 2 2
1

( 4 5)x x+ +
, I ⊂ R, avem

2 2
1

( 4 5)x x+ +∫ dx = 22 2

1

( 2) 1x + + 
∫  dx; facem schimbarea de variabilå x + 2 = t;

calculåm 2 2
1

( 1)t +∫ dt, apoi Æinem cont de notaÆia fåcutå.

Efectuaþi în clasã
CalculaÆi:

a) 2
1
2 5x x+ +∫ dx;    b) 2 2

1
( 2 5)x x+ +∫ dx.

EXEMPLUL 6

a) Dacå f : I → R, f(x) = 2
1
4 5x x+ −

dx, I ⊂ (–∞, –5) sau I ⊂ (1, +∞) deoarece numitorul

are discriminantul pozitiv; putem scrie x2 + 4x – 5 = (x – 1)(x + 5).
FracÆia se poate descompune în fracÆii simple:

2
1

1 54 5
A B

x xx x
= +

− ++ −
, iar coeficienÆii A, B îi aflåm prin identificare:

1 = A(x + 5) + B(x – 1) ⇔ 1 = Ax + 5A + Bx – B ⇔ 1 = (A + B)x + 5A – B.      (*)

scriem numitorul ca sumå de påtrate

2
1 1 1 1 1d d d

6 1 6 54 5
x x x

x xx x
= −

− ++ −∫ ∫ ∫  = 1
6

ln|x – 1| – 1
6

ln|x + 5| + C.

ObÆinem sistemul { 0
5 1
A B
A B
+ =

− =  ⇒ 
1
6

1
6

A

B

 =


= −

.

Altå metodå de obÆinere a coeficienÆilor A çi B:

în relaÆia (*) dåm lui x valoarea 1 çi rezultå 1 = A × 6 ⇒ A = 1
6

,

apoi valoarea –5 çi rezultå 1 = B × (–6) ⇒ B = – 1
6

.

Deci 2
1 1 1 1 1

6 1 6 54 5 x xx x
= × − ×

− ++ −
; prin urmare
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b) Dacå f : I → R, f(x) = 2 2
1

( 4 5)x x+ −
dx, I ⊂ (–∞, –5) sau I ⊂ (1, +∞),

fracÆia se poate descompune în fracÆii simple astfel:

2 2 2 2
1

( 4 5) ( 1) ( 5)
A B

x x x x
= +

+ − − +
, de unde 1 = A(x + 5)2 + B(x – 1)2 (**)

Din relaÆia (**) se gåseçte A = 1
6

 çi B = – 1
6

, prin urmare

2 2 2 2
1 1 1 1 1d d d

6 6( 4 5) ( 1) ( 5)
x x x

x x x x
= −

+ − − +∫ ∫ ∫  = 1
6

1
1x −

 – 1
6

1
5x +

 + C.

c) Dacå f : I → R, f(x) = 1
( 2)( 1)( 3)x x x− + +

 (I interval inclus în domeniul de existenÆå),

numitorul se poate scrie ca produsul unor expresii de gradul întâi, atunci fracÆia se
descompune în suma a trei fracÆii simple:

1
( 2)( 1)( 3)x x x− + +

 = 
2

A
x −

 + 
1

B
x +

 + 
3

C
x +

, iar coeficienÆii A, B, C se aflå din relaÆia

1 = A(x + 1)(x + 3) + B(x – 2)(x + 3) + C(x – 2)(x + 1)
prin identificare sau dând valori convenabile lui x.

d) Dacå f : I → R, f(x) = 2
1

( 2)( 1)x x− +
 (I interval inclus în domeniul de existenÆå),

numitorul se poate scrie ca produsul unor expresii de gradul al doilea (ireductibile) cu
expresii de gradul întâi çi atunci fracÆia se descompune astfel:

2
1

( 2)( 1)x x− +
 = 

1
A

x −
 + 2 1

Bx C
x

+
+

,

iar A, B, C se aflå din relaÆia 1 = A(x2 + 1) + (Bx + C)(x – 1).

Efectuaþi în clasã

CalculaÆi:

a) 2
1
3 2x x+ +∫ dx; b) 2 2

1
( 3 2)x x+ +∫ dx;  c) 1

( 2)( 3)( 4)x x x x− − −∫ dx; d) 3
1

4x x+∫ dx.

Observaþie
În toate exemplele anterioare gradul numåråtorului a fost mai mic decât gradul numitorului.

EXEMPLUL 7

Dacå funcÆia raÆionalå f : I → R, f(x) = ( )
( )

P x
Q x

, I interval inclus în domeniul de definiÆie,

are gradul numåråtorului mai mare sau egal cu gradul numitorului, procedåm astfel:
 conform teoremei împårÆirii cu rest, existå polinoamele unice C(X) çi R(X), astfel încât

P(X) = C(X) × Q(X) + R(X), grad R < grad Q;

 scriem ( ) ( )( )
( ) ( )

P x R xC x
Q x Q x

= + ; rezultå: ( ) ( )d ( )d d
( ) ( )

P x R xx C x x x
Q x Q x

= +∫ ∫ ∫ .
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Exerciþiu rezolvat

CalculaÆi integrala nedefinitå: 
5 3

3 2
4 1

2
x x

x x
− +

+∫ dx, x > 0.

Soluþie

Avem 2
3 2

12
2

x x
x x

 − + ÷
 +∫ dx = 

3
2

2
1

3 ( 2)
x x

x x
− +

+∫ dx =

= 
3

2
2

1 1 1
3 4 4( 2)2
x x

x xx
 − + − + + + ∫ dx = ...

Efectuaþi în clasã

CalculaÆi: 
5 4

3
8

4
x x

x x
+ −

−∫ dx, x ∈ (2, +∞).

IndicaÆii:
 AflaÆi câtul çi restul împårÆirii lui x5 + x4 – 8 la x3 – 4x.

 ScrieÆi 
5 4

3
8

4
x x

x x
+ −

−
 = x2 + x + 4 + 

2

3

4 16 8
4

x x
x x
+ −

−
.

 DescompuneÆi x3 – 4x = x(x – 2)(x+ 2) çi scrieÆi fracÆia datå ca sumå de fracÆii simple

( )( )

24 16 8
2 2 2 2

x x A B C
x x x x x x

+ −
= + +

− + − +
.

Comentariu

Pentru calculul integralelor de forma 
( )
( )

d
b

a

P x
x

Q x∫    
, grad Q                   R              4, vå recomandåm så

aflaÆi mai întâi primitivele funcÆiei raÆionale 
( )
( )

P x

Q x   
, grad Q                   R              4, prin descompunerea în

fracÆii simple, apoi aplicaÆi formula Leibniz-Newton.

Efectuaþi în clasã

CalculaÆi: 
5 43

32

8
4

x x
dx

x x
+ −

−∫ , ( )2,x ∈ +∞ .

Temã
1. CalculaÆi primitivele urmåtoarelor funcÆii raÆionale:

a) 3
2x +∫ dx, x ≠ –2; b) 3

1
( 2)x +∫ dx, x ≠ –2; c) 2

2
25x +∫ dx, x ∈ R;

d) 2
2

25
x

x +∫ dx, x ∈ R; e) 2 2( 25)
x

x +∫ dx, x ∈ R; f) 2 2
1

( 25)x +∫ dx, x ∈ R;
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g) 2
3 2

25
x

x
−

+∫ dx, x ∈ R; h) 2 2
3 2

( 25)
x

x
−

+∫ dx, x ∈ R; i) 
2

2 2( 25)
x

x +∫ dx, x ∈ R;

j) 2
2

25x −∫ dx, x ∈ R\{±5}; k) 2 25
x

x −∫ dx, x ∈ R\{±5};

l) 2 2( 25)
x

x −∫ dx, x ∈ R\{±5}; m) 2 2
1

( 25)x −∫ dx, x ∈ R\{±5};

n) 
2

2 25
x

x +∫ dx, x ∈ R; o) 
3

2 25
x

x +∫ dx, x ∈ R;

p) 
4 2

2
2

25
x x
x

−
+∫ dx, x ∈ R; q) 1

( 2)( 3)x x− +∫ dx, x∈R\{–3, 2};

r) 2
2

4
x

x x+∫ dx, x ∈ R\{–4, 0}; s) 2
2 1

2
x

x x
+

+ −∫ dx, x ∈ R;

t) 2
2 1

1
x

x x
+

+ +∫ dx, x ∈ R; u) 1
( 1)( 2)( 3)x x x− − −∫ dx, x ∈ R \{1, 2, 3};

x)
3

2 2
x

x x+∫ dx, x ∈ R\{–2, 0}; y) 3
2

4x x+∫ dx, x ∈ R\{0}.

2 . Så se calculeze derivatele funcÆiilor f : D → R (D fiind domeniul maxim de definiÆie):

a) f(x) = x – 1
2

 x2 + 1
3

x3 – 1
4

x4 + 1
5

x5; b) f(x) = ex(x2 – 2x + 2);

c) f(x) = x  – ln x – 1
x

; d) f(x) = 
3

3
x ln x – 1

9
x3.

3 . Så se deducå formula sumei S = 1 + 2x + 3x2 + ... + nxn – 1 din egalitatea:

1 + x + x2 + ... + xn = 
11

1

nx
x

+−
− , (x ≠ 1).

4 . CalculaÆi:

a) 
2 1

x

x +
∫ dx; b) ( )7 6 48 7 5 2x x x− + −∫ dx; c) 1

4
x x

x
 − ÷
 ∫ dx, x > 0;

d) 2 sinxx e x∫ dx; e) x∫  arctg x dx, x ∈ R; f) x∫ sin2x dx, x ∈ R;

g) 2
arcsin x

x∫ dx, x ∈ (0, 1); h) 21x x−∫ dx, x ∈ (–1, 1); i) 
6

3 1
x

x −∫ dx, x ∈ R\{1}.

5 . StabiliÆi formule de recurenÆå pentru urmåtoarele integrale (n ∈ N, n > 2):

c) In = n xx e∫ dx, x ∈ R; d) In = 
2

d
1

nx
x

x +
∫ , x ∈ R.

a) In = ( )ln
n

x∫ dx, x > 0; b) In = sinnx x∫ dx, x ∈ R;

6 . Så se determine constantele reale α çi β astfel încât funcÆia F(x) = ex(α cos x + βsin x)
så fie o primitivå a funcÆiei f(x) = excos x.
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A
CalculaÆi:

1. 2 2( 1)x +∫ dx (1p)

2. 2002(2 3)x −∫ dx (1p)

3. 2x∫ (x3 + 1)5dx (1p)

4. sin
cos

x
x∫ dx, cos x ≠ 0 (1p)

5. 2
3

4
x

x +∫ dx, x ∈ R (1p)

6 . 2
1
2 10x x+ +∫ dx, x ∈ R (1p)

7. 
0

2
1

2
d

4 3
x

x x− − +∫ (1p)

8. 
30

1 2
2

d
1

x
x

x− −∫ (2p)

B
CalculaÆi

1. 2 2( 1)x −∫ dx (1p)

2. 2002(3 2)x −∫ dx (1p)

3. 3 4( 1)x −∫ x2dx (1p)

4. cos
sin

x
x∫ dx, sin x ≠ 0 (1p)

5. 2
2

1
x

x +∫ dx, x ∈ R (1p)

6. 2
1
2 3x x+ −∫ dx, x ∈ R\{–3, 1} (1p)

7. 
1

2
0

2
d

4 5
x

x x− +∫ (1p)

8. 
31

2
0

d
1

x
x

x +∫ (2p)

Notå: Timpul de lucru efectiv este de 50 de minute (pentru fiecare variantå). Se acordå 1 punct din oficiu.

Teste pentru verificarea cunoºtinþelor

7 . Så se calculeze:

a) 
2 25

x

x −
∫ dx, x > 5; b) ( )2 lnx x∫ dx, x > 0; c) 

4

3 4
x

x x−∫ dx, x ∈ R\{–2, 0, 2};

d) 2

3
d

4
x

x
x
− +

+∫ ; e) arcsin x∫ dx, x ∈ [–1; 1]; f) 
5

2( 1)
x

x x +∫ dx, x ∈ R\{–1, 0}.

8.Så se calculeze urmåtoarele integrale:

a) 1 ln x
x∫ dx, x ≥ 1; b) 

3

81

x

x−
∫ dx, x ∈ (–1, 1); c) d

ln
x

x x∫ , x > e;

d) 2 3
2 1
x
x

+
+∫ dx, x ∈ R \{ }1

2
− ; e) 2( 1)

x
x +∫ dx, x ∈ R \{–1}; f) 

2 1

x

x +
∫ dx, x ∈ R;

g) cos x
x∫ dx, x > 0; h) 2 3

1
lnx x∫ dx, x ∈ (0, +∞); i) 4

1
1 x+∫ dx, x ∈ R;

j) 
4

3 1
x

x −∫ dx, x ∈ R \{1}; k) 2 2(1 )

x

x
e
e+∫ dx, x ∈ R; l) 

3

1

x

x
e

e +∫ dx, x ∈ R.

9 . StabiliÆi o relaÆie de recurenÆå pentru a calcula In = n xx e−∫ dx, apoi calculaÆi I3.
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APLICAÞII ALE INTEGRALEI
DEFINITECapito lul  4

Fig.  2

y

O x
a b

0x 1x 2x nx
1ξ 2ξ 3ξ nξ

Ne punem întrebarea: cum se poate calcula aria suprafeÆei Γf?
Observåm cå aceastå suprafaÆå nu are o formå cunoscutå (aça cum se întâmplå adesea

în practicå); aria acesteia s-ar putea aproxima prin suma ariilor unor dreptunghiuri.
Într-adevår, så împårÆim intervalul [a, b] în n intervale

parÆiale prin punctele de diviziune
a = x0, x1, x2, ..., xn – 1, xn = b

çi så alegem în fiecare interval parÆial [xi – 1, xi] un punct
intermediar ξi.

Produsul f(ξi)(xi – xi – 1) reprezintå aria dreptunghiului
cu baza pe intervalul [xi – 1, xi] çi înålÆime f(ξi), iar suma

Riemann Sn = 1
1

( )( )
n

i i i
i

f x x −
=

ξ −∑  reprezintå aria poli-

gonului haçurat în figura 2.
Cu cât numårul n al dreptunghiurilor este mai mare, cu atât poligonul diferå mai puÆin

de subgraficul lui f, deci este natural så luåm ca arie a subgraficului Γf numårul lim
n→∞

Sn.

Fie f : [a, b] → [0, +∞) o funcÆie continuå çi pozitivå.
Atunci mulÆimea Γf = {(x, y) ∈ R × R  a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)} are arie çi aria sa este

egalå cu integrala lui f pe intervalul [a, b]:

aria(Γf) = ( )
b

a
f x∫ dx.

Fig .  1

y

O xa b

Γf

Gf

Calculul integral este util în rezolvarea unor probleme de geometrie (cum ar fi: aflarea
ariei unei suprafeÆe plane, a volumului unui corp de rotaÆie, aria lateralå a unui corp de
rotaÆie, lungimea unei curbe etc.), dar çi în fizicå.

1. Subgrafic, definiþie. Interpretarea geometricã a
integralei definite a unei funcþii pozitive

Definiþie
Dacå f : [a, b] → R+ este o funcÆie continuå

pozitivå, vom numi subgraficul lui f mulÆimea
din planul xOy delimitatå de: axa Ox, graficul
funcÆiei çi dreptele (paralele cu Oy) x = a çi x = b
(figura 1).

Γf = {(x, y) ∈ R × R| a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}.
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EXEMPLE

1 . Fie f : [0, 2] → R, f(x) = x2.
Pentru aceastå funcÆie subgraficul este mulÆimea
Γf = {(x, y) ∈ R × R  0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ f(x)}
(vezi porÆiunea haçuratå din figura 3).
Aria acestei suprafeÆe este:

aria(Γf) = 
2 2
0

x∫ dx = 
23

0
3
x  = 

3 32 0 8
3 3 3

− = .

Comentariu
Nicio formulå geometricå nu ne-ar fi fost utilå pentru a calcula cu exactitate aria acestei

suprafeÆe.

2 . Fie f : [a, b] → R (a > 0), f(x) = αx + β (α, β ∈ R+)
Observåm cå aceastå funcÆie este pozitivå (figura 4), deci:

aria(Γf) = ( )
b

a
xα + β∫ dx = 

b

a
xα∫ dx + 

b

a
β∫ dx =

   = α
b

a
x∫ dx + β 1

b

a∫ dx = α ×
2

2

b

a

x
 + β × b

ax  =

   = α
2 2

2 2
b a − ÷

 
 + β(b – a) =

   = α ( )( )
2

b a b a− +  + β(b – a) = 
( )( 2 )

2
b a a b− α + α + β

.

Comentariu
În acest caz, subgraficul funcÆiei date este un trapez dreptunghic de înålÆime b – a çi

baze f(a), respectiv f(b).

Cu formula ariei trapezului avem:

aria(Γf) = 
[ ]( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( 2 )

2 2 2
b a f b f a b a b a b a a b− + − α + β + α + β − α + α + β= =

adicå acelaçi rezultat ca atunci când am aplicat calculul integral.

Efectuaþi în clasã

ReprezentaÆi grafic, apoi aflaÆi aria subgraficului urmåtoarelor funcÆii:

a) f : [1, 3] → [0, +∞), f(x) = 2x + 1; b) f : [0, 9] → Z+, f(x) = x ;

c) f : [–2, 0] → [0, 4], f(x) = x2; d) f : [0, 2] → Z, ( )
3

2
x

f x = .

Fig .  3

Fig .  4

y

O x1

4

1

2

y

O xa b

f a( )

f b( )
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2. Aria unei suprafeþe plane (mãrginitã de curbe)
Ca o consecinÆå importantå a celor prezentate anterior, avem urmåtoarea propoziÆie.

Propoziþie
Dacå f, g : [a, b] → R sunt funcÆii continue astfel

încât f(x) ≤ g(x), oricare ar fi x ∈ [a, b], atunci
mulÆimea cuprinså între graficele funcÆiilor f, g çi
dreptele (paralele cu Oy) x = a, x = b (figura 5),

Γf, g = {(x, y) ∈ R × R  a ≤ x ≤ b, f(x) ≤ y ≤ g(x)}
are arie çi

aria(Γf, g) = [ ]( ) ( )
b

a
g x f x−∫ dx.

Observaþii
1 . Dacå g(x) ≥ f(x) ≥ 0, oricare ar fi x ∈ [a, b] (figura 6),

atunci aria(Γf, g) = aria(Γg) – aria(Γf).

2 . Dacå funcÆia f este negativå, f(x) ≤ 0, ≤ x ∈ [a, b],
atunci graficul såu este situat sub axa Ox.
Graficul funcÆiei opuse, –f, este situat deasupra axei
Ox; graficele celor douå funcÆii sunt simetrice faÆå
de axa Ox, deci ariile subgraficelor lor sunt egale.

Deci aria (Γf) = | ( )|
b

a
f x∫ dx.

EXEMPLE

1 . Fie f(x) = – x , g(x) = x , x ∈ [0, 4].
Γf, g = {(x, y) ∈ R × R  0 ≤ x ≤ 4, – x  ≤ y ≤ x }
(figura 7).

aria(Γf, g) = 
4

0
( )x x − − ∫ dx = 

4

0
2 x∫ dx =

= 2
4

0
x∫ dx = 2

14
2

0
x∫ dx = 2

4
3
2

0

3
2

x  = 
4

0

4
3

x x  =

= ( )4 4 4 0 0
3

−  = 4
3

 × 8 = 32
3

.

Comentariu
Putem observa cå – f = g, deci cå aria Γf = aria Γg çi avem

aria(Γf, g) = 2 aria(Γg) = 2 ∫
4

0
( )g x dx.

2 . Calculåm aria mulÆimii cuprinse între graficul funcÆiei f : R+ → R, f(x) = x2 çi
dreapta de ecuaÆie y = 2x.

Fig .  6

y

O xa b

Gf

Gg

Fig .  5

y

O xa b

Gf

Gg

Fig .  7

y

O x

1

–1
–2

2

4

Gf

Gg
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Consideråm funcÆia g : [0, +∞) → R, g(x) = 2x.
Aflåm punctele de intersecÆie ale graficelor celor douå funcÆii.
x2 = 2x ⇒ x2 – 2x = 0 ⇒ x(x – 2) = 0 ⇒ x1 = 0 çi x2 = 2,
deci punctele de intersecÆie au coordonatele (0, 0) çi (2, 4)
(vezi figura 8). Atunci

aria(Γf, g) = 
2 2
0
(2 )x x−∫ dx = 

2

0
2x∫ dx – 

2 2
0

x∫ dx =

= 
22
0

x  – 
23

0
3
x  = (22 – 02) – 

3 32 0
3 3

 − ÷
 

 = 4 – 8
3

 = 4
3

.

3 . Så calculåm aria cercului cu centrul în origine çi de razå r.
EcuaÆia acestui cerc este x2 + y2 = r2, de unde

y = ± 2 2r x− , x ∈[–r, r].

Semicercul superior are ecuaÆia y = 2 2r x− , iar

aria lui este A1= 2 2r

r
r x

−
−∫ dx, care se mai poate

scrie A1 = 2 2
0

2
r

r x−∫ dx = 2 2 2
0

r
r x−∫ dx.

Pentru calculul primitivei I = 2 2r x−∫ dx procedåm astfel:

I = 
2 2

2 2

r x

r x

−

−
∫ dx = 

2

2 2

r

r x−
∫ dx – 

2

2 2

x

r x−
∫ dx = r2 

2 2

1

r x−
∫ dx – 

2 2

x

r x−
∫ x dx =

  = r2 arcsin x
r

 + 
2 2

2

2

x x
r x

− ×
−

∫ dx = r2 arcsin x
r

 + ( )2 2r x
′

−∫ × x dx =

  = r2 arcsin x
r

 + x × 2 2r x−  – 2 2r x−∫  dx.

Deci 2I = r2 arcsin x
r

 + x × 2 2r x− , de unde I = 
2

2
r arcsin x

r
 + 

2
x 2 2r x−  + C.

Prin urmare,

A1 = 2
2

2 2

00

arcsin
2 2

r rr x x r x
r

 
+ − ÷ ÷

 
 = r2 

0
arcsin

rx
r

 + 2 2

0

r
x r x− =

= r2arcsin 1 – r2arcsin 0 + r 2 2r r−  – 0 2 20r −  = r2

2
π  = 

2

2
rπ

 (aria unui semicerc),

deci Acerc = πr2.
Comentariu

Am verificat astfel formula ariei cercului.

Efectuaþi în clasã

AflaÆi aria suprafeÆei mårginite de curbele de ecuaÆii y = x2 + 1, y = 3 – x, x ∈ [–2, 1].

Fig .  8

y

O x1

4

1

2

Gf

Gg

2y x= y = 2x

Fig .  9

y

O x
r–r

A1

2 2y r x= − −

2 2y r x= −
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Temã
1 . CalculaÆi aria subgraficului pentru fiecare dintre  funcÆiile urmåtoare:

a) : 0;
2

f
π  →  

Z , ( ) sin
1 2cos

x
f x

x
=

+
; b) f : [0; e] → Z, f(x) = x2 × ln(x + 1);

c) f : [0; 2] → Z, ( ) 22f x x x= − ; d) f : [0; 1] → Z, f(x) = x2 × arctg(x2 + 1);

e) f : [0; π] → Z,   f(x) = cos2x – cosx + 1; f) f : [0; 1] → Z,  f(x) = x × arcsinx2.

2 . Så se calculeze aria mulÆimii Γf, g:

a) f(x) = x3, g(x) = x2, x ∈[0, 2]; b) f(x) = 
2

2
x , g(x) = 2

1
1x +

, x ∈ [–1, 1];

c) f(x) = |x|, g(x) = 1, x ∈ [–1, 1]; d) f(x) = e–x, g(x) = ex, x ∈ [0, 1].

3 . AflaÆi aria elipsei de ecuaÆie 
22

2 2
yx

a b
+  = 1.

4 . Så se gåseascå aria suprafeÆei plane limitate de curbele y = x2 + 2 çi y = 3x.

5 . CalculaÆi ariile suprafeÆelor delimitate de curbele specificate:

a) f(x) = 1
x

, x= 1, x= 2; b) f(x) = 4 – x2 çi axa Ox;

c) f(x) = x3, y = 2x, y = x; d) y2 = 2x, x= 2;
e) y2 = x, y = x2; f) xy = 4, axa Ox, x = 2, x = 4;

g) x2 + y2 = 16, y2 = 6x; h) y = ex, axa Ox, axa Oy, x = 1.

3. Volumul unui corp de rotaþie
Volumul unor corpuri geometrice simple (prisma, piramida etc.) vå este cunoscut din

clasele gimnaziale. Volumul unui poliedru se poate calcula descompunând corpul în
piramide çi însumând volumele acestora.

Volumul cilindrului se poate calcula ca limitå a çirului volumelor unor prisme care au
ca baze poligoane regulate înscrise în cercurile baze ale cilindrului.

Dacå R este raza bazei, iar h înålÆimea cilindrului, atunci volumul este:
Vcil. = πR2h.

Urmând un procedeu analog, de aproximare cu poliedre sau cilindri, se poate defini
volumul altor corpuri.

Reamintim cå un domeniu plan care se roteçte în jurul unei drepte d situate în planul
domeniului determinå un corp de rotaÆie. Dreapta d se numeçte axå de rotaÆie.

EXEMPLE
Prin rotaÆia unui dreptunghi în jurul unei laturi obÆinem un cilindru; prin rotaÆia unui

triunghi dreptunghic în jurul unei catete obÆinem un con; prin rotaÆia unui disc în jurul
unui diametru al såu obÆinem o bilå etc.
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Fig.  10

y

O xa b

Gf

Cf

Fig .  11

y

O x
a b
1x

nξ1ξ

i
(

)
f

ξ

i–1x ix nx

Vom defini volumul corpurilor generate de rotaÆia unui subgrafic în jurul axei Ox.

Definiþie

Fie f : [a, b] → R+ o funcÆie continuå
pozitivå. Corpul geometric Cf obÆinut prin
rotirea subgraficului Γf  în jurul axei Ox (vezi
figura 10) se numeçte corpul de rotaÆie
determinat de funcÆia f.

Så împårÆim intervalul [a, b] în n intervale parÆiale
prin punctele de diviziune.

a = x0, x1, x2, x3, ..., xn–1, xn = b,
iar în fiecare interval parÆial [xi–1, xi] alegem un punct
intermediar ξi.

Rotind dreptunghiul cu baza pe intervalul [xi–1, xi] çi
de înålÆime f(ξi) în jurul axei Ox obÆinem un cilindru de
razå f(ξi) çi înålÆime xi – xi–1.

Volumul såu este π[f(ξi)]2(xi – xi–1), iar volumul Vn al
corpului format din cei n cilindri este egal cu suma volu-
melor acestora:

Vn = 2

1

( )
n

i
i

f
=

π ξ∑ (xi – xi–1) 
.not

=  
1

( )
n

i
i

h
=

ξ∑ (xi – xi–1).

Se observå cå Vn este o sumå integralå a funcÆiei h, iar limita çirului (Vn)n este egalå cu
integrala funcÆiei h:

lim
n→∞

Vn = ( )
b

a
h x∫ dx = 

b

a
π∫ f2(x) dx = π 2( )

b

a
f x∫ dx.

Teoremã
Fie f : [a, b] → R+ o funcÆie continuå pozitivå. Atunci corpul de rotaÆie deter-

minat de f are volum çi

vol(Cf) = π 2( )
b

a
f x∫ dx.

x0
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Fig.  13

y

O xa b

f a( )

f b( )

EXEMPLE
1 . Fie f : [0, 2] → R, f(x) = x2.

Volumul corpului de rotaÆie Cf (vezi figura 12) este

vol(Cf) = π
2 2 2
0
( )x∫ dx = π

2 4
0

x∫ dx = π
25

0
5
x  =

        = π
5 52 0
5 5

 − ÷
 

 = 32
5

π .

2 . Fie f : [a, b] → R (a > 0), f(x) = αx + β (α, β ∈ R+).
Aceastå funcÆie este pozitivå çi corpul de rotaÆie Cf
(vezi figura 13) are volumul:

vol(Cf) = π 2( )
b

a
xα + β∫ dx =

  = π 2 2 2( 2 )
b

a
x xα + αβ + β∫ dx = π ( )2 2 2d 2 d d

b b b

a a a
x x x x xα + αβ + β∫ ∫ ∫  =

  = π ( )2 2 2d 2 d 1d
b b b

a a a
x x x x xα + αβ + β∫ ∫ ∫  = π

3 2
2 22

3 2

b b
b

a
a a

x x x
 

α + αβ + β ÷ ÷
 

 =

 = π 
3 3

2 2 2 2( ) ( )
3 3
b a b a b a

  α − + αβ − + β − ÷   
 =

( ) ( )2 2
2

3

b a b ab a− + +
= π ×α × +

( )( ) ( )2b a b a b a+ π ×αβ × − + + π ×β × − =

= π(b – a)
2 2

2 2( )
3

b ab a b a + +α + αβ + + β  
 =

= ( )
3

b aπ − [α2(b2 + ab + b2) + 3αβ(b + a) + 3β2].

Comentariu
În acest caz, corpul de rotaÆie este un trunchi de con

circular drept având înålÆimea b – a, raza micå f(a), raza mare f(b).

Aplicând formula V = 
3

hπ × (R2 + Rr + r2), obÆinem:

vol(Cf) = ( )
3

b aπ − [(αb + β)2 + (αb + β)(αa+ β) + (αa+β )2] =

  = ( )
3

b aπ − (α2b2 + 2αbβ +β2 + α2ab + αbβ + αaβ + β2 + α2a2+ 2αaβ + β2) =

  = ( )
3

b aπ − [α2(b2 +ab +a2) + 3αβ(b + a) +3β2],

adicå acelaçi rezultat obÆinut aplicând calculul integral.

Fig .  12

y

O x

4

2
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Efectuaþi în clasã
ReprezentaÆi grafic apoi aflaÆi volumul corpului de rotaÆie determinat de funcÆia f în situaÆiile:

a) f : [1, 5] → R, f(x) = 3. Ce corp geometric se obÆine prin rotirea subgraficului Γf în jurul
axei Ox? ComparaÆi volumul calculat prin integrale cu rezultatul obÆinut aplicând for-
mula cunoscutå.

b) f : [0, 4] → R, f(x) = x ;

c) f : [0, 2] → R, f(x) = 24 x− .
ComparaÆi volumul lui Cf cu volumul unei semisfere de razå 2.

EXEMPLE
1 . Så consideråm un con circular drept de razå r çi înålÆime

h. Acesta se obÆine prin rotirea generatoarei OA în jurul
axei Ox (vezi figura 14); ecuaÆia generatoarei OA este

y = r
h

x (panta ei este r
h

.

Deci volumul conului este

Vcon = π ( 2

0

h r x
h∫ dx = π

2
2

20

h r x
h∫ dx =

= π
2

2
2 0

hr x
h ∫ dx =  π

2 3

2
0

3

h
r x
h

×  =

= π
2 3

2 3
r h
h

×  = 
2

3
r hπ .

2 . O sferå de razå r se obÆine prin rotirea unui semicerc
în jurul diametrului såu. EcuaÆia semicercului este:

y = 2 2r x−
(obÆinutå din ecuaÆia cercului x2 + y2 = r2), x ∈ [–r, r].
Volumul sferei este

 Vsferå = π ( )2
2 2r

r
r x

−
−∫ dx = 2π 2 2

0
( )

r
r x−∫ dx =

= 2π ( )2 2
0 0

d d
r r
r x x x−∫ ∫ =

= 2π
3

2
0

0
3

r
r xr x

 
× − ÷ ÷

 
 =

= 2π
3 3

2 0(3 0)
3 3
rr

  − − − ÷   
 =

= 2π
3

3

3
rr − ÷

 
 = 

34
3
rπ .

Fig .  14

y

O x

r
h

ry x
h

=

Fig .  15

y

O x
r–r

2 2y r x= −

)
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A
1 . CalculaÆi aria suprafeÆei delimitate de

graficul funcÆiei f : Z → Z,  f (x) = x2 − x,
axa Ox çi dreptele x = 1, x = 2.

2 . AflaÆi aria suprafeÆei delimitatå de
graficul funcÆiei f : Z → Z, f(x) = sin x,

axa Oy çi dreapta x = 
2
π .

3 . CalculaÆi volumul corpului de rotaÆie

determinat de curba y = 
2

2
x , axa Oy

çi dreapta x = 2.

Teste pentru verificarea cunoºtinþelor
B

1 . CalculaÆi aria suprafeÆei delimi-
tate de graficul funcÆiei  f : Z → Z,
f (x)= x3, axa Ox çi dreapta x = 2.

2 . AflaÆi aria suprafeÆei delimitatå de

graficul funcÆiei f : Z → Z,  f (x)= ex,

axa Ox çi dreptele x = 0, x = 2.

3 . CalculaÆi volumul corpului de

rotaÆie determinat de y = 6x  çi
dreapta  x = 3.

Notå: Timpul de lucru efectiv este de 50 de minute (pentru fiecare variantå). Se acordå 1 punct din oficiu.

(3p)

(3p)

(3p)

(3p)

(3p)

(3p)

Temã

1. CalculaÆi volumele corpurilor de rotaÆie determinate de funcÆiile f urmåtoare:

a) f : [0, 4] → R+, f(x) = 6x  (paraboloid de rotaÆie);

b) f : [2, 5] → R+, f(x) = 2 4x −  (hiperboloid de rotaÆie);

c) f : [0, a] → R+ (a > 0), f(x) = 2 2b a x
a

−  (elipsoid de rotaÆie);

d) f : [0, 2] → R+, f(x) = 2x – x2;
e) f : [1, e] → R+, f(x) = x ln x;
f) f : [0, π] → R+, f(x) = sin x;
g) f : [0, 2] → R+, f(x) = ex.

ReprezentaÆi prin desene.

2. CalculaÆi volumele corpurilor formate prin rotaÆia în jurul axei Ox a suprafeÆelor delimi-
tate de curbele specificate în fiecare caz în parte:
a) y = 3x2, y = 2x; b) y = x3, y = x2;

c) y = sin x, y = 0, x = 0, 
2

x
π

= ; d) y = tg x, y = 0, x = 0, 
4

x
π

= ;

e) 
1

x
y x

x
=

−
, y = 0, 

1
2

x = ; f) y = xex, y = 0, x = 1.
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Partea a III-a. Pregåtire pentru examenul de bacalaureat

1. TEME DE SINTEZÃ

Tema 1 −  Grupuri
  1. Se considerå legea de compoziÆie & : R % R → R (x, y) → x & y, unde x & y = λxy + x + y,

λ ∈ R. Çtiind cå mulÆimea M = [–1, +∞) este parte stabilå a lui R în raport cu legea
„&“, så se determine λ çi elementul neutru al legii „&“.

  2. Se considerå legea de compoziÆie & : Z % Z → Z, (x, y) → x & y, unde

x & y 
def.
=  xy + 2x + 2y + 2. Så se studieze proprietåÆile legii considerate.

  3. Fie operaÆia & : C % C → C, (z1, z2) → z1 & z2 
def.
=  z1 + z2 – z1z2.

Så se determine elementele nesimetrizabile faÆå de legea „&“.

  4. Pe mulÆimea R se defineçte legea de compoziÆie:

& : R × R → R, (x, y) → x & y 
def.
=  x + y + + ax + by, unde a, b ∈ R.

Så se determine a çi b astfel încât legea de compoziÆie „&“ så fie asociativå çi comutativå.

  5. Se considerå legea de compoziÆie & : R3 % R3 → R3, (u, v) → u & v, unde u = (x1, y1, z1),

v = (x2, y2, z3) çi u % v = (x1, y1, z1) & (x2, y2, z2) 
def.
=  (x1 + x2, y1 + y2, z1z2).

Så se determine elementul neutru al legii „&“.

  6. Pe R se defineçte legea de compoziÆie „&“ prin:

& : R × R → (x, y) 
def.
=  xy – x – y – 2.

AråtaÆi cå legea „&“ nu admite element neutru.

  7. Se considerå legea de compoziÆie & : Z % Z → Z, (x, y) → x & y 
def.
=  xy – 7x – 7y + 56.

Så se determine elementele simetrizabile în raport cu legea „&“.

  8. Pe mulÆimea R se defineçte legea de compoziÆie:

& : R × R → R, (x, y) → x & y 
def.
=  ax + by, a, b ∈ R*.

Så se determine a çi b astfel încât legea „&“ så fie asociativå.

  9. Pe mulÆimea G = (–1, +∞) se defineçte legea de compoziÆie & : G % G → G,

(x, y) → x & y 
def.
=  xy + x + y.

Så se studieze proprietåÆile legii „&“.

1 0 . Se considerå legea de compoziÆie:

& : R × R → R, (x, y) → x & y 
def.
=  x + ay, a ∈ R.

Så se determine a ∈ R astfel încât legea så fie asociativå.

1 1 . Se considerå legea & : R × R → R, (x, y) → x & y 
def.
=  xy + 2λx + µy. Så se determine

λ çi µ astfel ca aceastå lege så fie asociativå, comutativå çi cu 0 (zero) element neutru.
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1 2 . Se considerå legea de compoziÆie:

& : R × R → R, (x, y) → x & y 
def.
=  2xy – 2x – 2y + a, a ∈ R.

Så se determine a ∈ R astfel încât legea de compoziÆie så fie asociativå.

1 3 . Se considerå legea de compoziÆie:

& : Q × Q → Q, (x, y) → x & y 
def.
=  x + y – 1

2
xy.

Så se arate cå M = Q \ {2} este o parte stabilå a lui Q în raport cu legea de compoziÆie.
AråtaÆi cå legea este asociativå, admite element neutru, elementele lui M sunt
simetrizabile çi legea este comutativå.

1 4 . Se considerå legea de compoziÆie:

& : R × R → R, (x, y) → x & y 
def.
=  xy + 4a(x + y), a ∈ R.

DeterminaÆi a ∈ R astfel încât legea „&“ så fie asociativå.

15. Se considerå legea de compoziÆie × : R& × R& → R& (x, y) → x × y
def
=  3xy. Dacå e& este

elementul neutru al legii considerate, så se calculeze a = (2e&) & (3e&) & (4e&).

1 6 . Fie mulÆimea R*
+  çi legea de compoziÆie:

& : R*
+  × R*

+  → R*
+ , (x, y) → x & y 

def.
=  loga x + loga y, a ∈ R, a > 1.

Så se determine valorile lui a pentru care mulÆimea M = (a, +∞) ∈ R*
+  este parte stabilå

a lui R*
+  în raport cu legea de compoziÆie „&“. StudiaÆi proprietatea acestei legi.

17. Fie legea de compoziÆie & : Z × Z → Z, (x, y) → x & y 
def
=  x + y + 2.

Så se rezolve ecuaÆia x & x & x = e&, unde e& este elementul neutru al legii „&“.

18. Se considerå legile de compoziÆie & : R × R → R, (x, y) → x & y 
def
=  x + y + 1

3
 çi

) : R × R → R, (x, y) → x ) y = –3xy – x – y – 2
3

.

Dacå e1 çi e2 sunt elementele neutre în raport cu legile „&“, respectiv „)“ çi
a =   

1 1 1

de ori

...
n

e e e ; b = ∗ ∗ ∗
2 2 2

de ori

...
n

e e e , calculaÆi b – a.

1 9 . Se considerå legea de compoziÆie & : R × R → R, (x, y) → x & y 
def
= λx + y, λ ∈ R.

Så se determine λ astfel încât legea „&“ så aibå element neutru.

2 0 . Fie M = (2, 4) ⊂ R çi legea:

& : M × M → M, (x, y) → x & y 
def.
=  xy – 3(x + y) + 12.

AråtaÆi cå legea „&“ este o lege de compoziÆie internå, comutativå.
DeterminaÆi elementul neutru.

2 1 . Fie M = (3, 5) ⊂ R çi legea:

& : M × M → M, (x, y) → x & y 
def.
=  xy – 4(x + y) + 20.

AråtaÆi cå legea „&“ este o lege de compoziÆie internå, comutativå.
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22. Fie M = {x + y 5   x, y ∈ Q, x2 – 5y2 = 1}. Så se arate cå M este parte stabilå a lui
R în raport cu înmulÆirea. Så se arate cå existå element neutru çi så se determine
elementele simetrizabile (inversabile).

2 3 . Fie M = | , , , 00
x z

x y z xyy
   ∈ ≠  ÷
  

R . Så se arate cå M este o parte stabilå a lui

M2(R) în raport cu operaÆia de înmulÆire a matricelor çi så se studieze proprietåÆile
operaÆiei induse pe M de înmulÆirea matricelor.

2 4 . Fie M = (1, +∞) çi aplicaÆia:

& : M × M → M, (x, y) → x & y 
def.
=  1 + ln 1( 1) yx −− .

AråtaÆi cå „&“ este o lege de compoziÆie internå, comutativå.

2 5 . Fie legea de compoziÆie:
& : R × R → R, (x, y) → x & y 

def.
=  (1 – m)x + my – m, m ∈ R.

Så se determine m ∈ R astfel încât legea „&“ så fie comutativå.

2 6 . Fie M = 2 24 2
| , , 2 17 2

x y y
x y x yy x y

+   ∈ − =  ÷− −  
R  ⊂ M2(R).

Så se arate cå înmulÆirea induså pe M în raport cu M2(R) este comutativå.

2 7 . Fie M = [5, 7] çi legea de compoziÆie:

& : M × M → M, (x, y) → x & y 
def.
=  xy – 6(x + y) + 42.

AråtaÆi cå „&“ este o lege de compoziÆie internå asociativå, comutativå çi cu element
neutru. DeterminaÆi elementele simetrizabile.

2 8 . Fie M = 
1 0

10 0 0 | ,
20 1

x

x x
A x x

x x

−    ÷= ∈ ≠  ÷ −  
R  ⊂ M3(R). Så se arate cå înmulÆirea

induså pe M de înmulÆitrea matricelor este asociativå, admite element neutru çi este comutativå.

2 9 . Pe R*
+  = {x ∈ R  x > 0} se definesc legile de compoziÆie:

x & y 
def.
=  

2
x y+

 (media aritmeticå);

x º y 
def.
=  xy  (media geometricå);

x ⊥ y 
def.
=  

2xy
x y+

 (media armonicå).

AråtaÆi cå aceste legi de compoziÆie sunt comutative çi nu sunt asociative.
Admit element neutru?

3 0 . Fie mulÆimea M = (0, +∞) \ {1} çi aplicaÆia:

& : M × M → M, (x, y) → x & y
def.
=  eln x ln y.

AråtaÆi cå legea „&“ este lege de compoziÆie internå, asociativå, cu element neutru,
comutativå çi toate elementele din M sunt simetrizabile.
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31. Fie mulÆimea M = {x + y 7   x, y ∈ Q, x2 – 7y2 = 1}. AråtaÆi cå M este parte stabilå
a lui R în raport cu înmulÆirea çi cå toate elementele lui M sunt simetrizabile în raport
cu operaÆia induså.

3 2 . Fie mulÆimea M = 
0

| ,
x

x yz y
   ∈  ÷
  

R  ⊂ M2(R). AråtaÆi cå M este o parte stabilå în

raport cu înmulÆirea matricelor M2(R). DeterminaÆi elementul neutru çi elementele
simetrizabile ale lui M în raport cu operaÆia induså.

3 3 . Fie mulÆimea G = (3, +∞) çi aplicaÆia:

& : G × G → G, (x, y) → x & y 
def.
=  xy – 3(x + y) + 12.

a) AråtaÆi cå „&“ este lege de compoziÆie internå çi cå (G, &) este grup abelian.
b) DeterminaÆi a, b ∈ R astfel încât aplicaÆia f : R*

+  → G, f(x) = ax + b så fie un
izomorfism de la grupul (R*

+ , $) la grupul (G, &).
c) AråtaÆi cå 

de  ori

...
n

x x x& & &  = (x – 3)n + 3, ≤ x ∈ G.

3 4 . Fie G = (2, +∞) çi aplicaÆia:

& : G × G → G, (x, y) → x & y 
def.
=  xy – 2(x + y) + 6.

DemonstraÆi cå „&“ este o lege de compoziÆie internå çi (G, &) este o lege de compoziÆie
internå çi (G, &) este grup abelian. CalculaÆi 

de  ori

...
n

x x x& & & .

3 5 . Fie G = (–3, 3) ⊂ R çi aplicaÆia:

& : G × G → G, (x, y) → (x & y) = 
9( )
9
x y

xy
+

+
.

AråtaÆi cå „&“ este o lege de compoziÆie internå çi (G, &) este grup abelian.
AråtaÆi cå aplicaÆia

f : R → G, f(x) = 
9

9
2( 1)

1

x

x
e
e

−
+

este izomorfism de la grupul (R, +) la grupul (G, &).
AråtaÆi cå çi f –1 : G → R este un izomorfism de grupuri.

3 6 . Se considerå pe Z legea de compoziÆie:

& : Z × Z → Z, (x, y) → x & y 
def.
=  x + y – 2.

Så se demonstreze cå (Z, &) este grup abelian çi cå aplicaÆia f : Z → Z, f(x) = x – 2 este
un izomorfism de la grupul (Z, &) la grupul (Z, +).

3 7 . Fie mulÆimea G = (3, +∞) çi aplicaÆia:

& : G × G → G, (x, y) 
def.
=  xy – 3(x + y) + 12.

Så se arate:
a) (G, &) este grup abelian.
b) FuncÆia f : G → R*

+ , f(x) = x – 3 este izomorfism de la grupul (G, &) la grupul (R*
+ , $),

grupul multiplicativ al numerelor reale strict pozitive.
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38. Fie mulÆimea G = (1, +∞) çi aplicaÆia:

& : G × G → G, (x, y) → x & y 
def.
=  xy – x – y + 2.

a) Så se arate cå „&“ este o lege de compoziÆie internå çi cå (G, &) este grup abelian.

b) DemonstraÆi cå: 
de  ori

...
n

x x x& & &  = (x – 1)n + 1, n ∈ N, n ≥ 2.

3 9 . Fie mulÆimea G = R \ {1} çi legea:

& : G × G → G, (x, y) → x & y = 1
2

(1 + x + y – xy).

Så se arate cå (G, &) este grup.

4 0 . Fie mulÆimea G = (m, +∞) çi operaÆia„&“, datã prin:

& : G × G → G, (x, y) → x & y 
def.
=  xy – m(x + y) + + m2 + m, m ∈ R.

Så se demonstreze cå (G, &) este grup abelian.

4 1 . Pe mulÆimea Z a numerelor întregi se definesc legile de compoziÆie:

& : Z × Z → Z, (x, y) → x & y 
def.
=  x + y + 1,

⊥ : Z × Z → Z, (x, y) → x ⊥ y 
def.
=  x + y – 1.

Så se arate cå (Z, &) çi (Z, ⊥) sunt grupuri izomorfe, adicã (Z, &) ∫ (Z, ⊥), cu
izomorfismul f : Z → Z, f(x) = x + 2.

4 2 . Fie G = 2 2| , , 0
x y

x y x yy x
−   ∈ + ≠  ÷

  
R  ⊂ M2(R).

a) AråtaÆi cå G este o parte stabilå a lui M2(R) în raport cu înmulÆirea matricelor çi
cå (G, $) este grup abelian.
b) AråtaÆi cå (C*, $) este izomorf cu grupul (G, $).

4 3 . Fie mulÆimea G = 
1
0 1 | , ,
0 0 1

x y
z x y z

    ÷ ∈  ÷   
Z  ⊂ M3(R). Så se arate cå (G, $) este

grup, unde „$“ este operaÆia induså de înmulÆirea matricelor.

4 4 . Så se arate cå pe mulÆimea G = 2 2| , , 03
x y

x y x yy x
   ∈ + ≠  ÷
  

Q  ⊂ M2(R)

înmulÆirea matricelor determinå o structurå de grup.

Så se arate cå acest grup (G, $) este izomorf cu grupul (Q( 3 ), $), unde

Q( 3 ) = {x + y 3   x, y ∈ Q}. f : G → Q( 3 ), f(A) = x + y 3 , A = 3
x y
y x

 
 ÷
 

.

 AråtaÆi cå f 
–1 : Q( 3 ) → G este un izomorfism de grupuri.

4 5 . Se considerå mulÆimea G = Q \ {k}, k ∈ Q* çi legea de compoziÆie:

& : G × G → G, (x, y) → x & y 
def.
=  x + y – xy

k
.

Så se arate cå (G, &) este grup abelian.
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4 6 . Se considerå grupul comutativ (G, $) çi a ∈ G fixat. Se defineçte legea de compoziÆie
pe G:

& : G × G → G, (x, y) → x & y 
def.
=  xya.

Så se arate cå (G, &) este grup comutativ.

4 7 . Se considerå mulÆimea de funcÆii G = {f : R → (0, +∞)  f(x) = eax, a ∈ R}. Så se
arate cå:
a) G este grup multiplicativ, notat (G, $);
b) (G, $) este izomorf cu grupul (R, +), care este grupul aditiv al numerelor reale.

4 8 . Se considerå mulÆimea G = {E, A, A2}, unde E = 
1 0
0 1

 
 ÷
 

, A = 2
1
0

ε 
 ÷ε 

 çi ε este o rådåcinå

cubicå complexå a unitåÆii, adicå este soluÆie a ecuaÆiilor ε2 + ε + 1 = 0 çi ε3 = 1.
AråtaÆi cå (G, $) este grup în raport cu înmulÆirea matricelor.

4 9 . Se considerå legea de compoziÆie:

& : C × C → C, (z1, z2) → z1 & z2 
def.
=  z1z2 – (z1 + z2)i – 1 + i.

a) Så se arate cå mulÆimea C1 = C \ {i} este parte stabilå a lui C faÆå de legea „&“, iar
C1 cu operaÆia induså este grup comutativ, (C1, &).

b) Så se demonstreze cã: 
de  ori

...
n

z z z& & & = ( z – i)n + i, n ∈ N, n ≥ 2.

5 0 . Fie mulÆimea G = (0, 1) çi aplicaÆia:

& : G × G → G, (x, y) → x & y 
def.
=  

2 1
xy

xy x y− − +
.

Så se arate cã:
a) (G, &) este grup abelian;

b) aplicaÆia f : G  → R*
+ , f(x) = 1

x
 – 1 este izomorfism de la grupul (G, &) la grupul

(R*
+ , $).

51. Fie mulÆimea A= {x | x ∈ R, 0 ≤ x < a}. Pe mulÆimea M = [0, +∞) se defineçte legea

de compoziÆie & : M × M → M, (x, y) → x & y, unde x & y 
def.
=  

+
+

2

2
( )m x y

m xy
.

Så se arate cå:
a) A este parte stabilå a lui M în raport cu „&“;
b) „&“ este asociativå, comutativå çi cu element neutru;
c) A împreunå cu operaÆia induså de „&“ nu este grup.
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  1. Pe mulÆimea Z se definesc operaÆiile:
⊥ : Z × Z → Z, (x, y) → x ⊥ y = x + y – 3,
º : Z × Z → Z, (x, y) → x º y = xy – 3x – 3y  + 12.

Så se arate cå (Z, ⊥, º) este o structurå de inel.

  2. Pe mulÆimea C a numerelor complexe se considerå aplicaÆiile:
+ : C × C → C, (z1, z2) → z1 + z2,
 & : C × C → C, (z1, z2) → z1& z2 = x1x2 + y1y2i, unde z1 = x1 + y1i, z2 = x2 + y2i.

Så se arate cå (C, +, &) este un inel comutativ.

  3. Pe mulÆimea A = R × R se introduc urmåtoarele legi de compoziÆie:
(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2),
(x1, y1) $ (x 2, y2) = (x1x2, x1y2 + x2y1).

a) Så se arate cå (A, +, $) este inel comutativ.

b) Så se arate cå aplicaÆia f : A → M2(R), f((x, y)) = 0
x y

x
 
 ÷
 

 este izomorfism de inele.

  4. Fie mulÆimea A = | ,
x y

x yy x
   ∈  ÷−  

Z . Så se arate cå (A, +, $) este inel comutativ,,

în raport cu operaÆiile de adunare çi înmulÆire a matricelor.

  5. Fie mulÆimea A = 
0 0

0 0 | , ,
0 0

x
y x y z

z

    ÷ ∈  ÷   
R .

Så se arate cå (A, + , $) este inel comutativ, „+“ çi „$“ fiind operaÆiile de adunare çi
înmulÆire a matricelor.

  6. Fie operaÆiile definite pe mulÆimea K = Q:

⊥ : Q × Q → Q, (x, y) → x ⊥ y 
def.
=  x + y + 2,

º : Q × Q → Q, (x, y) → x º y 
def.
=  xy + 2(x + y) + 2.

AråtaÆi cå tripletul (K, ⊥, º) este o structurå de corp.

  7. Pe mulÆimea R se definesc operaÆiile:

⊥ : R × R → R, (x, y) → x ⊥ y 
def.
=  x + y – 2,

º : R × R → R, (x, y) → x º y 
def.
=  2xy – 4(x + y) + 10.

Så se arate cå (R, ⊥, º) este o structurå de corp.

  8. Fie mulÆimea K = {x + iy 3   x, y ∈ Q} dotatå cu operaÆiile obiçnuite de adunare çi
înmulÆire. Så se arate cå tripletul (K, +, $) este un corp.

Tema 2 − Inele ºi corpuri
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  9. Pe mulÆimea numerelor complexe se definesc operaÆiile:
⊥ : C × C → C, (z1, z2) → z1 ⊥ z2 = z1 + z2 + ai, a ∈ R,
º : C × C → C, (z1, z2) → z1 º z2 = z1 + z2 – a.

Så se arate cå (C, ⊥) çi (C, º) sunt grupuri izomorfe, cu izomorfismul f : (C, ⊥) → (C, º),
f(z) = iz.

10. Se considerå legile de compoziÆie:

/ : Z × Z → Z, (x, y) → x / y 
def.
=  x + y – 2, çi

? : Z × Z → Z, (x, y) → x ? y 
def.
=  xy – 2(x + y) + 6.

i ) Så se arate cå tripletul (Z, /, ?) este inel.
i i ) Så se determine elementele inversabile ale inelului (Z, /, ?).

1 1 . Fie tripletele:

(K1, +, $), K1= Q( 3 ) = {x + y 3   x, y ∈ Q},

(K2, +, $), K2 = | ,3
x y

x yy x
   ∈  ÷
  

Q .

Så se arate cå cele douå triplete sunt corpuri.

1 2 . Fie inelele (A1, +, $), A1 = {x + iy  x, y ∈ Z} çi (A2, +, $), A2 = | ,
x y

x yy x
−   ∈  ÷

  
Z .

Så se demonstreze cå cele douå triplete sunt inele.

1 3 . Fie mulÆimea K  = | ,
x y y

x yy x y
+   ∈  ÷−  

Q  ⊂ M2(R). Så se arate cå mulÆimea K

împreunå cu operaÆiile induse de adunarea çi înmulÆirea matricelor este un corp
comutativ (K, +, $).

14. Se considerå legea de compoziÆie & : R × R → R, (x, y) → x & y 
def.
=  x + y + 1.

Så se studieze proprietåÆile legii de compoziÆie çi så se calculeze:
a = (–10) & (–9) & ... & (–1) & 0 & 1 & ... & 10.

15. Se considerå legea de compoziÆie & : R × R → R, (x, y) → x & y 
def.
=  2xy + 2x + 2y + 1.

DemonstraÆi cå avem relaÆiile:
x & y = 2(x + 1)(y + 1) – 1; ∗ ∗ ∗

de ori

...
n

x x x  = 2n–1(x + 1)n – 1, n ∈ N.

CalculaÆi: a = (–100) & (–99) & ... & (–1) & 0 & 1 & ... & 99 & 100.

16. Se considerå legea de compoziÆie & : R % R → R, (x, y) → x & y 
def
=  2xy – 4x – 4y + 10.

Demonstrati cå avem x & y = 2(x – 2)(y – 2) + 2 çi calculaÆi
a = (–50) & (–49) & ... & (–1) & 0 & 1 & ... & 49 & 50.
Så se rezolve ecuaÆia: 2x & 4x = 2.

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


168

Partea a III-a. Pregåtire pentru examenul de bacalaureat

Tema 3 − Inele de polinoame cu coeficienþi într-un
corp comutativ ({, Z, ³, mp, p prim)

  1. Så se determine parametrii a, b, c, d astfel încât polinoamele f çi g så fie egale:
a) f = (a + 2)X3 + 3(b + 1)X2 + (2c – 1)X + 2d + 3, g = (X + 1)(X + 2)(X + 5);
b) f = 2X3 + 3X2 – 4X + 5, g = a(X + 1)3 + b(X + 1)2 + c(X + 1) + d;

  2. Fie polinoamele f = a4X
4 + a3X

3 + a2X
2 + a1X + a0 çi g = (X + 2)(X + 3)(X + 4)(X + 5).

Så se determine a4, a3, a2, a1, a0 astfel încât  f = g.

  3. DeterminaÆi gradul polinomului f = (m4 – 5m + 4)X4 + (m2 – 1)X3 + (m – 4)X + 3,
unde m ∈ C.

  4. Fie polinomul f ∈ C[X], f = (m4 – 1)X3 + (m2 – 1)X2 + (m – 1)X + m + 1. Så se
determine grad f dacå m ∈ C.

  5. CalculaÆi f + g, f – g, fg dacå f = 2iX2 + iX – 1 + i ºi g = (1 + i)X2 + 2iX – i.

  6. CalculaÆi fg dacå:
a) f = X2 + X + 1, g = X – 1;
b) f = X3 + X2 + X + 1, g = X – 1;
c) f = X3 – X2 + X – 1, g = X + 1.

  7. CalculaÆi f + g dacå f = (2 + i)X4 – 3iX3 + 2 X2 – 0,5X + 5 çi

g = –iX4 – (i – 1)X3 – 3 2 X2 + 1
2

X – 1.

  8. CalculaÆi produsul polinoamelor f çi g:
a) f = X4 – 2X3 + 4X2 – X + 2, g = X + 2;
b) f = X2 + (2 – i)X + 1 – i, g = iX2 – (2 + i)X – 1 – i.

  9. DeterminaÆi câtul çi restul împårÆirii polinomului f la g, unde f = X4 + 6X3 + 8X2 + 1 çi
g = X3 – X + 1.

1 0 . Så se gåseascå câtul çi restul împårÆirii polinomului f la g, unde:
a) f = 2X4 – X3 – X2 + 3X – 2, g = X – 2; b) f =X4 – X2 + 2X – 3, g = X + 1;
c) f = X4 – 2X3 – 3X + 1, g = X – 2; d) f = X5 – 2X4 + X2 – X + 3, g = X + 2;
e) f = X5 – 2X3 + X2 – 3X + 4, g = X – 1; f) f = X6 – X4 + 2X3 – 6X2 + 2, g = X + 1.

1 1 . Utilizând schema lui Horner, så se determine câtul çi restul împårÆirii polinomului f la
polinomul g, unde: f = 3X4 + 2X3 – X + 10, g = X + 13.

1 2 . Folosind schema lui Horner, efectuaÆi împårÆirea polinoamelor:
f = X6 – X5 + 3X3 – 6X + 2, g = X + 1.

1 3 .  CalculaÆi suma coeficienÆilor polinomului f = X5 – 3X4 + X3 + X2 – X + 1.

1 4 . Fie polinoamele f = 6X5 + 7X4 – 33X2 – 29X – 42 çi g = 3X3 – 4X2 + X – 7.
Så se determine câtul çi restul împårÆirii lui f la g.
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1 5 . Fie f = 2X3 – 3X2 – X + 1, α = 2. DeterminaÆi restul împårÆirii lui f la X – α.

1 6 . Fie polinomul f = 3X4 – X3 – 2X2 – X + 1. Så se gåseascå restul împårÆirii lui f la
g = X – 2, fårå så se facå împårÆirea.

1 7 . Folosind schema lui Horner, så se facå împårÆirea polinomului f = 2X5 – 5X3 – 8X + 1
la g = X – 3.

1 8 . Fie f = (X + 1)20 = a20X
20 + a19X

19 + ... + a1X + a0. CalculaÆi:

a) 
20

0
k

k

a
=
∑ ; b) 

10

2
0

k
k

a
=
∑ ;

c) 
10

2 1
1

k
k

a −
=

∑ ; d) a13 çi a17.

1 9 . Så se determine parametrul a astfel încât restul împårÆirii polinomului
f = X4 – aX3 + (3a + 2)X2 – aX + 1 la g = X + 1 så fie 2.

2 0 . DeterminaÆi numerele reale a çi b astfel încât polinomul f = 2X4 – 3X3 + aX + b så fie
divizibil cu g = X2 – 2X + 3.

2 1 . DeterminaÆi numerele reale a çi b astfel încât polinomul f = aX3 + bX2 – 3X + 2 så fie
divizibil prin g = X2 – 1.

2 2 . Så se determine polinomul f ∈ R[X], f = X2 + aX + b, çtiind cå admite rådåcinile
x1 = a, x2 = b.

2 3 . Så se determine funcÆia polinomialå f : R → R, f(x) = ax2 + bx + c, çtiind cå
f(f(x)) = x4 – 2x3 + 4x2 – 3x + 4.

2 4 . Så se arate cå:
a) (X – a)(Xn – an), n ∈ N*, a ∈ C;
b) (X + a)(X2n+1 + a2n+1);
c) (X – a)(X + a)(X2n – a2n).

2 5 . DemonstraÆi cå:
a) (X – 1)(Xn – nX + n – 1), n ∈ N;
b) (X – 1)2(Xn – nX + n – 1).

2 6 . DemonstraÆi cå polinomul f = (X + 1)3n+2 + X2 + 2 este divizibil cu g = X2 + 3X + 3.

2 7 . DemonstraÆi cå polinomul g = X2 – 1 divide polinomul f = (X2 + X – 1)4n+1 – X.

2 8 . DemonstraÆi cå polinomul f = X12n–1 + X3n+1 + 1 se divide prin g = X2 + X + 1.

2 9 . DeterminaÆi valorile parametrului m ∈ C pentru care numårul i este rådåcinå a ecuaÆiei:
x3 + (3 – i)x2 – (2 – 3i)x + m = 0 çi rezolvaÆi ecuaÆia.

3 0 . DescompuneÆi în factori de gradul întâi ecuaÆia:
a) 2x2 – (3 + 2i)x + i + 1 = 0;
b) x3 + 4x2 + 5x + 2 = 0;
c) x4 – 4 = 0.
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3 1 . Dacå x1, x2, x3 sunt rådåcinile ecuaÆiei x3 – 3x2 + 4x – 3 = 0, calculaÆi:
a) 2 2 2

1 2 3x x x+ + ; b) 3 3 3
1 2 3x x x+ + ; c) 4 4 4

1 2 3x x x+ + .

3 2 . Så se rezolve ecuaÆia x3 – (a + 3)x2 + (3a + 2)x – 2a = 0 çtiind cå admite rådåcini
independente de a.

3 3 . RezolvaÆi ecuaÆia dacå admite rådåcini independente de m:
x3 – (3m + 2)x2 + (2m2 + 6m)x – 4m2 = 0.

3 4 . Într-un paralelipiped dreptunghic suma muchiilor este 40 cm, aria totalå este
62 cm2, iar volumul 30 cm3. DeterminaÆi lungimile muchiilor.

3 5 . DeterminaÆi valorile parametrului m ∈ R pentru care rådåcinile ecuaÆiei
x3 – 3x2 + (m – 2)x + m = 0 sunt în progresie aritmeticå.

3 6 . DeterminaÆi valorile parametrului m ∈ R pentru care rådåcinile ecuaÆiei
x3 + 3x2 – (m + 2)x – 3m + 1 = 0 sunt în progresie geometricå.

3 7 . DemonstraÆi cå ecuaÆia x4 + (2m + 1)x3 + 2(m + 1)2x2 + px + q = 0, m, p, q ∈ R,
m ≥ 0, are cel mult douå rådåcini reale.

3 8 . DescompuneÆi în factori ireductibili în Q[X], R[X] çi în C[X] polinoamele:
a) f = X3 – 3X2 + 4X – 12;
b) f = X4 – 1.

3 9 . Fie ecuaÆia x4 – (a + b)x2 – (a + b)x + 1 = 0, unde a, b ∈ [–2, 2]. DemonstraÆi cå toate
rådåcinile ecuaÆiei au modulul egal cu 1.

4 0 . DemonstraÆi cå pentru orice polinom f de grad n ≥ 0 çi numårul natural k, 0 ≤ k ≤ n,
existå un polinom g astfel încât grad(f + g) = k.

4 1 . Så se determine parametrii a çi b astfel încât polinomul f = X3 + aX2 + bX + 1
împårÆit la X – 1 så dea restul 1 çi împårÆit la X + 1 så dea restul –5.

4 2 . Fie polinomul f = X4 + aX3 + X2 + bX – 1. Så se determine parametrii a çi b dacå f
împårÆit la X – 2 då restul –1 çi împårÆit la X – 3 då restul 14. Så se determine restul
împårÆirii lui f la (X – 2)(X – 3).

4 3 . Fie f ∈ C[X] çi a, b ∈ C, a ≠ 0.
a) AråtaÆi cå restul împårÆirii polinomului f prin (X – a)(X – b) este

r = 
( ) ( )( ) ( ) a f b b f af a f b

X
a b a b

−−
+

− −
.

b) Dacå (X – a)f, (X – b)f çi a ≠ b, atunci (X – a)(X – b)f.

4 4 . Fie f ∈ C[X], f = a3X
3 + a2X

2 + a1X + a0. DeterminaÆi coeficienÆii polinomului f dacå
f(1) + f(2) + ... + f(n) = n4, ≤ n ∈ N*.

4 5 . Fie polinomul f ∈ C[X], f = X2 + aX + b. DeterminaÆi a çi b astfel încât polinomul f så
dividå polinomul X4 + 1.

4 6 . Så se determine douå polinoame f çi g de grad unu, f, g ∈ Z[X] astfel încât
(X2 + 2X + 2)f + (X2 + 3X + 3)g = 1.
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4 7 . Så se determine un polinom f = X4 + aX3 + bX2 + cX + d astfel încât împårÆit la
X2 – 3X + 1 så dea restul 2X + 1 çi împårÆit la X2 – 1 så dea restul –2X + 2.

4 8 . Fie polinomul f = aXn+2 + bXn + 2. Så se determine a çi b astfel încât f så fie divizibil
prin g = (X – 1)2.

4 9 . Fie f un polinom nenul f ∈ Z[X]. Dacå α = 
p
q

, p, q ∈ Z, (p, q) = 1, q ≠ 0, este rådåcinå

a lui f, atunci (p – q) | f(1).

5 0 . Fie f ∈ Q[X], f = X4 – 6X3 + aX2 – 12X + b. Så se determine parametrii a çi b çi så se
rezolve ecuaÆia çtiind cå admite rådåcina 2 – 2 .

5 1 . Så se rezolve ecuaÆia 2x + 7x3 + 9x2 + 7x + 2 = 0.

5 2 . Så se rezolve ecuaÆia x3 – 12x2 + 44x – 48 = 0 çtiind cå rådåcinile ei sunt în progresie
aritmeticå.

5 3 . Fie ecuaÆia x3 – 3x+2 + mx + 2m – 1 = 0, m ∈ R. Så se rezolve ecuaÆia çtiind cå
rådåcinile x1, x2, x3 satisfac relaÆia: (x1 + 1)3 + (x2 – 1)3 + (x3 – 3)3 = 0.

5 4 . Så se rezolve ecuaÆia x3 + x2 + ax + 8 = 0 çtiind cå produsul a douå rådåcini este
egal cu 2, iar a ∈ R.

5 5 . Fie f ∈ R[X], f = X3 + X2 + (m + 1)X + m.
a) Så se arate cå 3 3 3

1 2 3x x x+ +  nu depinde de m.

b) Så se arate cå ( 2 2 3
1 2 3x x x+ + )2 ≥ 12x1x2x3 – 15, ≤ m ∈ R.

56. Se considerå polinomul  f ∈ ³[X], f = X3 – 6X + 2, cu rådåcinile x1, x2, x3 ∈ ³. Se

noteazå 1 2 3
k k k

kE x x x= + + pentru orice k ∈ q* çi se ia  E0 = 3.

a) Så se calculeze f (2)× f (–2).
b) Så se demonstreze cå polinomul f nu are rådåcini raÆionale.

c) Så se demonstreze cå toate rådåcinile polinomului f sunt reale.

d) Så se calculeze E1 = x1 + x2 + x3 çi 
2 2 2

2 1 2 3E x x x= + + .

e) Så se arate cå Ek + 3 – 6Ek + 1 + 2Ek = 0, pentru orice k ∈ q.

f) Så se demonstreze cå En ∈ m, pentru orice n ∈ q.

57. Se considerå polinomul  f ∈ ³[X], f = (X + i)4 + (X – i)4 , având forma algebricå

f = a4X
4 + a3X

3 + a2X
2 + a1X + a0.

a) Så se calculeze f (0).
b) Så se determine a3 çi a1.

c) Så se calculeze suma coeficienÆilor polinomului f.
d) Så se arate cå toÆi coeficienÆii a4, a3, a2, a1, a0 ai polinomului f sunt numere reale.

e) Så se arate cå dacå z ∈ ³ este o rådåcinå a lui  f, atunci z i z i+ = − .

f) Så se arate cå f are numai rådåcini reale.polinomul  

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


172

Partea a III-a. Pregåtire pentru examenul de bacalaureat

  1. CalculaÆi primitivele urmåtoarelor funcÆii:

a) ( ) 3 22 5f x x x x= + − + , x ∈ Z; b) ( ) 2 1
2f x x

x
= + − , ( ), 0x ∈ −∞ ;

c) ( ) 2 1
2f x x

x
= + − , x ∈ (0, +∞); d) ( ) 1

1
f x

x
=

+
, ( )1,x ∈ − +∞ ;

e) ( ) 2

1
2 3

f x
x

=
+

, x ∈ Z; f) ( ) 2

1
2

f x
x

=
−

, ( )2, 2x ∈ − ;

g) ( ) 2

1
2

f x
x

=
−

, ( )2,x ∈ +∞ ; h) ( ) 3f x x x x= + , x ∈ (0, +∞);

i) ( )
21

x
f x

x
=

+
, x ∈ Z; j) ( )

2

2

1
f x

x
=

−
, ( )1,1x ∈ − ;

k) ( ) sin cosf x x a x= + , x ∈ Z, a constantå; l) ( ) sin

cos

x
f x

x
= , 0,

2
x

π ∈  ÷
 

;

m) ( ) sinxf x e x= + , x ∈ Z; n) ( )
2

1

2
f x

x
=

−
, ( )2, 2x ∈ − .

  2. CalculaÆi:

a) ( )32 dx x+∫ ; b) ( )73 5 dx x+∫ ;

c) ( )42 5 dx x x+∫ ; d) 3sin cos dx x x∫ ;

e) 5 dxe x∫ ; f)
2

d
x

x
x a+

∫ ;

g)
2

2 3
d

3 5

x
x

x x

+

+ +
∫ ; h) 1

d
3

x
x +∫ ;

i)
1

d
5 7

x
x −∫ ; j) 2

5
d

2
x

x
x
−

+∫ ;

k) 2 d
4 3

x
x

x −∫ ; l)
( )2

1
d

1 2 3
x

x+ +∫ ;

m) sin2 dx x∫ ; n) ( )sin 2 3 dx x+∫ ;

o) 2cos dx x x∫ ; p) 
cos

d
x

x
x∫ ;

Tema 4 − Primitive (antiderivate)
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q) 
2

1
d

cos 3
x

x∫ ; r) 
( )2 2

5
d

sin 3 1
x

x
x −∫ ;

s) 
2 3dxxe x−∫ ; t) sincos dxxe x∫ .

  3. CalculaÆi urmåtoarele primitive de funcÆii raÆionale:

a) 
2

3
d

2
x

x
x x+ −∫ ; b) 

2

2

5 3
d

3 4
x x

x
x x

+ +
+ −∫ ;

c) 
2

4

2
d

1
x

x
x −∫ ; d) 

4

4 d
1

x
x

x −∫ ;

e) 2

4
d

2 3 5
x

x
x x

+
+ −∫ ; f) 

2

1
d

6 5 6
x

x
x x

−
+ −∫ ;

g) 
3 2

1
d

2 2
x

x
x x x

+
+ − −∫ ; h) 2

2 6
d

7 48 7
x

x
x x

−
− −∫ ;

i) 2

3 7
d

5 13 6
x

x
x x

+
+ −∫ ; j) 2

7
d

11 96 27
x

x x− −∫ .

4. CalculaÆi urmåtoarele integrale nedefinite (funcÆiile se considerå definite pe domeniul
maxim de definiÆie):

a) ( )38 2 3 dx x x− +∫ ; b) ( )2008 2007 20062 3 3 3 dx x x x x− + + −∫ ;

c) 2 3

1 2
5 dx

x x
 − + ÷
 ∫ ; d) 

2 3

5

1
d

x x
x

x
− +

∫ ;

e) ( )1 dx x+∫ ; f) ( )2 3 dx x x x− +∫ ;

g) dx x x x∫ ; h) 
2

d
3 5

x
x +∫ ;

i) 
2

1
d

2 5
x

x
x x

+
+ +∫ ; j) 

2

3

5
d

1
x

x
x −∫ ;

k) 
2

4
d

1 2
x

x−
∫ ; l) 

2

1
d

7
x

x−
∫ ;

m) 
2

1
d

1 16
x

x+∫ ; n) 
2

1
d

5
x

x+∫ ;

o) sin5 dx x∫ ; p) ( ) ( )21 sin 2 3 dx x x x− − −∫ ;

q) ( )2 37 cos 1 dx x x+∫ ; r) 3d
x

e x∫ ;

s) 4dxe x− +∫ ; t) 
2 1dxxe x−∫ .
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  5. CalculaÆi, pe domeniul maxim de definiÆie:

a) 21 dx x x+∫ ; b) 
2

d
1

x
x

x+
∫ ;

c) 34 5 1dx x x−∫ ; d) 
( )92

d
5

x
x

x +
∫ ;

e) d
xe

x
x∫ ; f) 

2

6 d
1

x
x

x +∫ ;

g) 5cos sin dx x x∫ ; h) 3cos dx x∫ ;

i) 3 dxa x∫ ; j) ( ) 2 2 20071 dx xx a x+ −+∫ ;

k) 
3

d
1

x
x

x−
∫ ; l) 4 d

1
x

x
x+∫ ;

m) 
2

6 d
1

x
x

x+∫ ; n) 
4

d
1

x
x

x−
∫ ;

o) 
2

d
1

x

x

e
x

e−
∫ ; p) 

( )
1

d
1 ln

x
x x+∫ .

  6. Se considerå funcÆia f : Z → Z, ( ) 1
1 1

f x
x

=
− +

.

AråtaÆi cå funcÆia admite primitive pe Z çi determinaÆi o primitivå a sa.

  7. CalculaÆi integrala nedefinitå:

 
1

d
1 1

I x
x x

=
+ + +∫ , x ∈ (0; +∞).

  8. AråtaÆi cå funcÆia

f : Z → Z, ( )
[ ]
( ) ( )

21 , 1, 1

1 , , 1 1, +

x x
f x

x x

 − ∈ −= 
− ∈ −∞ − ∞ N

admite primitive çi så se afle aceste primitive.

  9. AråtaÆi cå funcÆia

f : [0, +∞) → Z, ( ) ( )1 1 1
sin cos , 0, +

0, 0

x
f x x x x

x

 − ∈ ∞= 
 =

nu admite primitive.
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10. GåsiÆi primitivele F çi G ale funcÆiei  f : Z → Z, ( )
2 , dacå 1

2, dacå 1

4 6, dacå 1

x x
f x x

x x

<
= =
− + >

, astfel

încât F(1) = 4 çi G(2) = 3.

11. Admite primitive funcÆia g : Z → Z, ( )
2

2 , dacå 1

0, dacå 1

2 6 , dacå 1

x x

g x x

x x x

 <
= =
− + >

?

12. Folosind o substituÆie convenabilå, calculaÆi:

a) ( )20082 1 dx x−∫ ; b) 
( )2

d

1 ln

x

x x+∫ ;

c) 
2

sin2
d

1 cos
x

x
x+∫ ; d) 

( )cos ln
d

x
x

x∫ ;

e) 
2

d

1 ln

x

x x−
∫ ; f) 2 31 dx x x+∫ .

13. CalculaÆi:

a) 3

ln
d

x
x

x∫ ; b) ln dpx x x∫ , x > 0, p ∈ Z ¾ {1};

c) 2 cos dx x x∫ ; d) 2 sin dx x x∫ ;

e) 2 2sin dxe x x∫ ; f) 2 2cos dxe x x∫ ;

g) 
2

2

4+2
d

4

x
x

x

−

−
∫ , x > 2; h) 

( )3

3

2
d

x
x

x
+

∫ , x > 0;

i) 
4 d

3
x

x
x +∫ , x ∈ Z; j) 

2 2

1
d

1 arcsin
x

x x− ×
∫ , x ∈ (0; 1);

k) 3 22 dx x x+∫ , x ∈ Z; l) 
43 dxx e x∫ , x ∈ Z;

m) 5 2dx x+∫ , 
2
5

x ≥ − ; n) 
2

6 d
4

x
x

x +∫ , x ∈ Z;

o) 2 3 4 dx x x+ +∫ , x ∈ Z; p) 2 5 6 dx x x− + −∫ , x ∈ (2; 3);

q) 
2

1
d

2 3 2
x

x x− −∫ , 
1
2

x < − ; r) 
2

1
d

6 9
x

x x− +∫ , x > 3.
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  1. CalculaÆi:

a) 
2 2

1

1
2 d

3
x x x + + ÷

 ∫ ; b) 
1

6
3 dx x

−

−
−∫ ;

c) 
4

1

1
dx

x∫ ; d) ( )10 2

1
5 1 dx x x× −∫ ;

e) 
3

20
d

1

x
x

x +
∫ ; f) 6

0
tg2 dx x

π

∫ ;

g) 4
0

sin4 dx x
π

∫ ; h) 4
0

sin cos
d

1 sin2
x x

x
x

π −
+∫ ;

i) ( )3 2

2
5 1 dx x x

−
− +∫ ; j) 

2 32

51

1
d

t t
t

t
− +

∫ ;

k) ( )1 25

0
dx x x x+∫ ; l) 

21

30
d

1
t

t
t+∫ ;

m) 
0

ln
d

e x
x

x∫ ; n) 
31 2 1

1
dtt e t+

−∫ ;

o) 
3

2
21

1
d

9 2
x

x+∫ ; p) 2 2 20

1
d

a
b x

a b x+∫ .

  2. Folosind metoda integrårii prin pårÆi, calculaÆi:

a) 2
0

cos dx x x
π

∫ ; b) 2
0

sin dx x x
π

∫ ;

c) 22
0

cos dx x x
π

∫ ; d) 22
0

sin dx x x
π

∫ ;

e) 
1 2

0
dxx e x∫ ; f) 22

0
cos dx x x

π

∫ ;

g) 
( )

21

21 2
d

1

x
x

x− +
∫ ; h) 

1
4
0

arcsin 2 dx x∫ ;

i) ( )
1

3 ln d
e

t t t−∫ ; j) 
1

0
arctg dx x x∫ ;

k) ( )1 2

0
ln 1 dx x+∫ ; l) 4

20

cos
d

1 sin
t

t
t

π

+∫ .

Tema 5 − Integrala definitã
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  3. Folosind metoda schimbårii de variabilå, calculaÆi:

a) 2
0

d
2cos 3

x
x

π

+∫ ; b) 3
3

4

d
d

sin sin
x

x
x x

π

π +∫ ;

c) 
1
2

20

1
d

1
x

x x+ +∫ ; d) 
1

0
sin dx xa a x∫ ;

e) sin2

2

cos dxe x x
π

π
−∫ ; f) 

3
2

20

sin
d

1 cos
x

x
x

π

+∫ ;

g) 
1 2

0
1 dx x x+∫ ; h) 

( )
2

1
d

3 1 3 1

x
x

x x− −∫ .

  4. CalculaÆi:

a) 4

4

tg dx x
π

π
−∫ ; b) 

( )
( )

3 2
1

21

sin ln 1
d

1 cos

x x
x

x x−

+

+∫ .

  5. CalculaÆi urmåtoarele integrale definite:

a) ( )1 2 2

0
3 4 dxx e x+∫ ; b) ( )0 4 dx x

a
e e x

−
−∫ , a +∈Z ;

c) ( )1

0
2 2 dx x x−+∫ ; d) ( )3 2 6

2
ln 1 dx x x−∫ ;

e) 
( )31

d

1 ln

e x

x x+∫ ; f) 1
ln

 d
e

e

x
x

x∫ ;

g) 
( )

3

21 3

2
 d

4

x
x

x x

−

−
∫ ; h) 

3

1

ln
 d

1

x
x

x+∫ ;

i) 
1

1
ln d

e
x x

x∫ ; j) 
1 3
2

80
 d

1

x
x

x−
∫ ;

k) 
1 d

ln

e

e

x
x x

+

∫ ; l) 
1

0

2 3
 d

2 1
x

x
x

+
+∫ ;

m) 
( )

1

20
 d

1

x
x

x +∫ ; n) 
1

21
 d

1

x
x

x− +
∫ ;

o) 
4

1

cos
 d

x
x

x∫ ; p) 
2

2 3

1
 d

ln

e

e
x

x x∫ ;

q) 
0

41

1
 d

1
x

x− +∫ ; r) 
40

31
 d

1
x

x
x− −∫ ;
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s) 
( )

1

20 2
 d

1

x

x

e
x

e+
∫ ; t) 

31

0
 d

1

x

x

e
x

e +∫ .

6. StabiliÆi o relaÆie de recurenÆå pentru dn x
nI x e x−= ∫ , n ∈ Z, n ≥ 2, apoi calculaÆi

I2, I3, I4 çi I5.

7. Se considerå integralele:

0 2 2

0
d

x
I a x x= −∫  çi 

0
2

2 20
d

x x
J x

a x
=

−
∫ , x0∈ (0; a), a > 0.

a) StabiliÆi douå relaÆii distincte între I çi J care så nu conÆinå altå integralå.
b) CalculaÆi I çi J.

8. CalculaÆi:

a) 2
0

sin cos dx x x
π

−∫ ; b)
2

1
ln 1 d

e
x x−∫  ;

c) 
2

1
sin dxe x x

π −∫ ; d) 
2 4

2
20

d
1

x
x

x−
∫ ;

e) 
22

1

1
d

x
x

x
−

∫ ; f) 
2

4 41

1
d

sin cos
x

x x

π

+∫ .

9. Fie funcÆia f : Z → Z, f(x) = x2 × e–x.

a) CalculaÆi ( )
0

d
n

nI f x x= ∫ , n ∈ q*.

b) CalculaÆi lim nn
I

→+∞
.

10. a) CalculaÆi 24
0

tg dx x x
π

∫ .

b) æinând seama cå tg2 x ≤ 1, pentru orice 0;
4

x
π ∈   

, deduceÆi inegalitatea:

( )4
ln2

8

π − π
≥ .

11. CalculaÆi:

a) ( )1 3

2
3 4 dx x x

−
− +∫ ; b) 

3

1

3
2 dx x x

x
 − + ÷
 ∫ ;

c) ( )2

2
1 1 dx x x

−
− + −∫ ; d) 

1

32

3 1
d

x
x

x

−

−

−
∫ ;

e) 
3 2

5
3 2 dx x x

−
− +∫ ; f) 

1 3 2

0
1 dx x x−∫ ;
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g) 
1

1 2
3

arctg
d

1
x

x
x+∫ ; h) 

31

81
d

1

x
x

x− +
∫ ;

i) 
21

60
d

4

x
x

x +
∫ ; j) 

2 1
d

ln

e

e
x

x x∫ ;

k) 
( )

3

21 2

2
d

4

x
x

x x

−

−
∫ ; l) ( )1 2 2

0
3 4 dxx e x+∫ ;

m) ( )0 4 dx x

a
e e x

−
−∫ ; n) ( )1

0
2 2 dx x x−+∫ .

12. Comparând integralele:

2
0

lncos dA x x
π

= ∫ , 2
0

ln sin dB x x
π

= ∫  çi ( )2
0

ln sin2 dC x x
π

= ∫ ,

aråtaÆi cå A = B = C = ln2
2
π

− .

13. Se considerå funcÆia f : Z → Z, ( )
2

2

, dacå 0

1, dacå 0

xx e x
f x

x x

 + ≤= 
+ >

.

a) AråtaÆi cå f admite primitive pe Z çi calculaÆi o primitivå a sa.

b) CalculaÆi ( )
1

1
df x x

−∫ .

14. Se considerå funcÆia f : Z → Z, f (x) = ax5 + bx2 + c, a, b çi c parametri reali.
DeterminaÆi a, b çi c  astfel încât så fie îndeplinite simultan urmåtoarele condiÆii:

f (0) = 1, f ′(1) = 36 çi ( )
1

0
d 3f x x =∫ .

15. Se considerå funcÆia f : Z ¾   {–1; 1} → Z, ( ) 2

2
1

x
f x

x
=

−
.

a) DeterminaÆi a, b ∈ Z cu proprietatea cå:

( )
1 1

a b
f x

x x
= +

+ −
, oricare ar fi x ∈ Z ¾   {–1; 1}.

b) CalculaÆi ( )
3

2
df x x∫ .

16. Se considerå funcÆia f : Z ¾   {–1} → Z, ( )
2 3 3

1
x x

f x
x
+ +

=
+

.

a) CalculaÆi ( )lim
x

f x
→+∞

 çi ( )
3

0
df x x∫ .

b) DeterminaÆi f ′(x) pentru orice x ∈ Z ¾   {–1} çi rezolvaÆi ecuaÆia  f ′(x) = 0.

c) AråtaÆi cå ( ) 1
2

1
f x x

x
= + +

+
, ¼ x ∈ Z ¾   {–1} .
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  1. CalculaÆi:
a) aria triunghiului mårginit de axa Ox, dreapta y = 2x çi dreapta x = a;
b) aria suprafeÆei mårginite de dreptele: y = 0, y = 3x − 1, x = 1 çi x = 2;
c) aria suprafeÆei mårginite de axa Ox, parabola y = x2 çi dreapta x = a;
d) aria suprafeÆei mårginite de parabola  y = x2 çi dreapta y = 2x.

  2. AflaÆi aria subgraficului pentru fiecare dintre funcÆiile urmåtoare:

a) f : [0; 1] → Z, ( )
2 1

1
x

f x
x

+
=

+
;

b) f : [0; a] → Z, ( ) 2 2f x x a= + , a > 0;

c) f : [0; e −1] → Z, f (x) = ln(x + 1);

d) f : [0; π] → Z, ( ) sin cos
2
x

f x x= + .

e) : 0;
3

f
π  →  

Z , ( ) sin
1 cos2

x
f x

x
=

+
;

f) f : [0; e] → Z,  f (x) = x2 × ln(x + 1);

g) f : [0; 2] → Z,  ( ) 22f x x x= − ;

h) f : [0; 1] → Z,  f (x) = x × arctg(x2 + 1);

i) f : [0; π] → Z,  f (x) = cos2x − cos x + 1;

j) f : [0; 1] → Z,  f (x) = x × arcsin x2.

  3. CalculaÆi aria mulÆimii Γf :

a) ( ) 2 2 3f x x x= − + ,  x ∈ [0, 1]; b) ( ) sinf x x= , x ∈ [0, π];

c) ( ) 2

1
1

f x
x

=
+

, x ∈ [0, 1]; d) ( )
3

2

4 3
4

x x
f x x

x
− +

= −
−

, x ∈ [4, 6];

e) ( ) 1
ln

f x
x x

= , x ∈ [e, e2]; f) ( )
2 1x

f x
x

−
= , x ∈ [1, 2].

  4. CalculaÆi aria mulÆimii Γf, g:

a) ( ) 2 1f x x= + , ( ) ( )21

2

x
g x

+
= , [ ]0,1x ∈ ;

Tema 6 − Aplicaþii ale integralei definite
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b) f (x) = tg x, ( ) 1
3

g x x= − , 0,
3

x
π ∈   

;

c) f (x) = x2 −1, g (x) = 1 − x2, x ∈ Z;

d) f (x) = x2 − x + 2, g (x) = 2x, x ∈ Z;
e) f (x) = ln x, g (x) = ln2 x, x > 0;

f) ( )
2

4
x

f x = , ( ) 2

1
3

g x
x

=
+

, x ∈ Z.

5. CalculaÆi aria mulÆimii cuprinse între curbele de ecuaÆii y = e x, xy e−=  çi dreapta

de ecuaÆie x = 1.

  6. Se considerå funcÆiile f, g : Z→ Z, date prin expresiile:

f (x) = x × arctg x çi g(x) = ln(1 + x2).

CalculaÆi aria mulÆimii cuprinse între graficele funcÆiilor f çi g çi dreptele de ecuaÆii
x = 0, respectiv x = 1.

7. Se considerå funcÆia f : Z→ Z, ( ) ( ) 11 xf x x e− −= + × .

Så se determine aria mulÆimii cuprinse între graficul funcÆiei f, axele de coordonate
Ox çi dreapta de ecuaÆie  x = 2.

8. Fie funcÆia f : Z→ Z, f (x) = ex − e4x.
a) Så se calculeze S(a), aria mulÆimii mårginite de între graficul funcÆiei f, axa de

coordonate Ox çi dreapta de ecuaÆie  x = a, a < 0.

b) Så se determine ( )lim
a

S a
→−∞

.

9. Se considerå funcÆia f : [0; 2] → Z, f (x) = 2x − x2.
Så se determine parametrul real m astfel încât dreapta de ecuaÆie  y = mx så împartå
subgraficul funcÆiei f în douå mulÆimi de arii egale.

10. CalculaÆi volumul corpului obÆinut prin rotaÆia în jurul axei Ox a suprafeÆei mårginite
de curbele:

a) y x x= + , y = 1, x = 4 çi y = 0;

b) y = ex, x = 0, x = 1 çi y = 0;

c) y = sinx, 
6

x
π

= , 
5
6

x
π

=  çi y = 0.

11. AflaÆi volumele corpurilor de rotaÆie determinate de funcÆiile:

a) ( ) 2f x x x= − , [ ]0,1x ∈ ;

b) ( ) ( )1 xf x x e= + , [ ]1,2x ∈ − .
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12. Se considerå elipsa de ecuaÆie  
2 2

2 2 1 0
x y
a b

+ − = , 0 < b < a, çi dreapta OM care trece

prin originea axelor de coordonate. Se considerå, de asemenea, punctul M situat pe

elipså, care are abscisa egalå cu 2 2a b−  çi ordonata pozitivå.
DeterminaÆi volumul corpului obÆinut prin rotaÆia suprafeÆei plane mårginite de
elipså, dreapta OM çi semiaxa pozitivå Ox (pentru care x > 0 çi y > 0).

13. DeterminaÆi volumul corpului obÆinut prin rotaÆia în jurul axei Ox a suprafeÆei plane
mårginite de curbele de ecuaÆii:

a) y = arcsin x, y = 0, x = −1, x = 0;

b) y = ln x, y = 0, x = 1, x = e.

14. Prin rotaÆia suprafeÆei plane mårginite de elipsa de ecuaÆie 
2 2

2 2 1 0
x y
a b

+ − = , 0 < b < a,

în jurul axei Ox, se obÆine corpul de volum V1, iar prin rotaÆia în jurul axei Oy, se
obÆine corpul de volum V2.
a) CalculaÆi V1 çi V2.
b) Care dintre volumele obÆinute este mai mare?

15. Fie funcÆia f : Z → Z, ( )
2 , dacå 1

, dacå 1

x m x
f x

mx n x

 + ≤
= 

+ >
.

a) AflaÆi m çi n astfel încât funcÆia så fie derivabilå.
b) Pentru m = 2 çi n = 1, scrieÆi ecuaÆia tangentei la graficul funcÆiei f în punctul de

absciså x = 1.
c) Pentru m = 2 çi n = 1, aflaÆi aria suprafeÆei plane mårginite de graficul funcÆiei f,

axa Ox çi dreptele de ecuaÆii x = 0 çi x = 2.

16. Se dau funcÆiile f, g : Z → Z, f (x) = x2 çi g(x) = x + 2.
a) AflaÆi valorile lui x pentru care f (x) = g(x).
b) ReprezentaÆi grafic cele douå funcÆii în acelaçi sistem de coordonate.
c) CalculaÆi aria suprafeÆei plane cuprinse între graficele celor douå funcÆii.

17. Fie funcÆia f : D → Z, ( )
24 5 1x x

f x
x

− +
= .

a) DeterminaÆi valorile întregi ale lui f (x) pentru care x ∈ m.
b) AflaÆi abscisele punctelor de extrem ale graficului funcÆiei f.
c) AflaÆi asimptotele funcÆiei f.
d) AflaÆi aria subgraficului restricÆiei funcÆiei f la intervalul [1; 2].
e) DeterminaÆi numerele reale a pentru care aria de la punctul d) este egalå cu

1 + ln(a2 + 1).
c) ScrieÆi ecuaÆia tangentei la graficul funcÆiei în punctul de absciså x = 1.
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18. Se då funcÆia f : Z → Z,  f (x) = 2x2 − 5x + 2.

a) DeterminaÆi çi reprezentaÆi grafic funcÆia g : Z → Z, ( ) ( )g x f x= .

b) DeterminaÆi aria suprafeÆei plane mårginite de restricÆia funcÆiei f la intervalul

1
; 2

2
 
  

 çi axa Ox.

19. Fie funcÆia f : [0; 1] → Z, ( )
2

1

4 6
f x

x x
=

+ +
.

a) DeterminaÆi primitiva F : [0; 1] → Z  a funcÆiei f care se anuleazå în x0 = 1.
b) CalculaÆi volumul corpului de rotaÆie obÆinut prin rotirea graficului funcÆiei f în

jurul axei Ox.

20. Se considerå funcÆia f : Z → Z, ( )
2

lim
1

nx

nxn

a xe bx c
f x

e→+∞

× + +
=

+
, unde a, b, c ∈ Z.

a) AråtaÆi cå ( )

2 , dacå 0

, dacå 0
2

, dacå 0

bx c x

c
f x x

ax x

 + <

= =


>

.

b) DeterminaÆi a, b, c ∈ Z astfel încât f så fie continuå pe Z.
c) Pentru valorile gåsite la punctul b), determinaÆi primitivele funcÆiei  f.
d) Pentru c = 0 çi a, b > 0, determinaÆi aria domeniului limitat de graficul funcÆiei f,

axa Ox çi dreptele de ecuaÆii x = –2 çi x = 1.

21. Se considerå funcÆia f : Z → Z, ( )
2

2 1
x

f x
x

=
+

.

a) Så se verifice dacå f (–x) = f (x), ¼ x ∈ Z.
b) Så se determine asimptotele la graficul funcÆiei f.

c) Så se calculeze ( )
1

0
df x x∫ .

d) DeterminaÆi aria domeniului limitat de graficului funcÆiei f, axa Ox çi dreptele de
ecuaÆii x = –1 çi x = 3.

22. Fie funcÆia f : (1; +∞) → Z, ( )
2

1
x ax b

f x
x
+ +

=
−

, a, b ∈ Z.

a) Så se determine  f ′(x), ¼ x ∈ (1; +∞).
b) Så se afle a çi b astfel încât  f (2) = 1 çi  f ′(2) = 0.
c) Pentru a = –3 çi b = 3, så se stabileascå semnul lui f ′ pe (1; +∞) çi, de aici, så se

deducå intervalele de monotonie ale lui f.
d) Pentru a = –3 çi b = 3, determinaÆi volumul corpului de rotaÆie obÆinut prin

rotirea graficului restricÆiei funcÆiei f la intervalul [2; 3] în jurul axei Oy.
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Tema 7

Testul 1

Subiectul I (30 puncte)

1 . Fie x1, x2, x3 rådåcinile polinomului cu coeficienÆi reali
f = X3 + (m + 1)X2 + 2X + m, unde m ∈ R.
a) AflaÆi m astfel încât polinomul så fie divizibil prin X – 1. (5p)

b) CalculaÆi, în funcÆie de m, suma 2 2 2
1 2 3x x x+ + . (3p)

c) CalculaÆi, în funcÆie de m,  suma 3 3 3
1 2 3x x x+ + . (4p)

d) DeterminaÆi m astfel încât 3 3 3
1 2 3x x x+ +  > 3x1x2x3 + 5. (3p)

2 . Se då funcÆia f : [0, π] → R, f(x) = 

3

2

, [0, 1]
sin( 1) , (1, ]

5 4

xe x
xa x

x x

 ∈
− × ∈ π − +

.

a) DeterminaÆi a astfel încât f så fie continuå pe [0, π]. (5p)
b) StudiaÆi derivabilitatea funcÆiei în punctul x = 1.

3 . În sistemul cartezian xOy se considerå punctele: A(2, 3), B(–1, –1) çi C(6, 0).
a) AråtaÆi cå triunghiul ABC este isoscel cu baza BC. (6p)
b) ScrieÆi ecuaÆia înålÆimii din A. (4p)

Subiectul II (20 puncte)

1 . Pentru x, y ∈ R definim legea de compoziÆie x & y = xy – x – y + 2.
DemonstraÆi cå:
a) mulÆimea G = (1, +∞) este parte stabilå a lui R în raport cu operaÆia „&“. (5p)
b) (G, &) este grup abelian. (9p)

2 . AflaÆi a, b ∈ R astfel încât ( )2lim 2 4 1 2 2
x

x x ax b
→∞

+ + − − = . (6p)

Subiectul III (20 puncte)

Fie matricea A = 
1 2
0 3

 
 ÷
 

.

a) DemonstraÆi cå An = 
1 3 1
0 3

n

n

 −
 ÷
 

(10p)

b) DeterminaÆi matricea B = A + A2 + ... + An. (7p)
c) CalculaÆi det B. (3p)

2. TESTE PREGÃTITOARE PENTRU
EXAMENUL DE BACALAUREAT
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Subiectul IV (20 puncte)

Se considerå funcÆia f(x) = 
2 5

2
x x a

x
− +

−
, unde a ∈ R.

a) DeterminaÆi valorile lui a pentru care funcÆia admite un extrem în x = –2. (6p)
b) Pentru a = 4, studiaÆi variaÆia çi reprezentaÆi grafic funcÆia

(fårå a folosi a doua derivatå). (8p)
c) AflaÆi volumul corpului obÆinut prin rotaÆia în jurul axei Ox a porÆiunii din

graficul funcÆiei cuprinse între dreptele de ecuaÆii x = 4 çi x = 6. (6p)

Notå: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acordå 10 puncte din oficiu.
Nota finalå se calculeazå împårÆind punctajul obÆinut la 10.

Testul 2

Subiectul I (30 puncte)

1. Fie F(x) = logx e + loge x + log e
x

x .

a) RezolvaÆi ecuaÆia ( ) 5
2

F x = − . (6p)

b) DeterminaÆi x astfel încât ( ) 5
2

F x > − . (6p)

2. RezolvaÆi sistemul cu coeficienÆi în Z5: 
ˆ ˆ4̂ 3 2

ˆ ˆ ˆ3 2 2
x y
x y

 + =


+ =
. (6p)

3 . a) ScrieÆi ecuaÆia unui cerc care trece prin originea axelor de coordonate çi
este tangent dreptei de ecuaÆie 2x + y = 5 în punctul A(2, 1). (4p)
b) AflaÆi punctele de intersecÆie ale acestui cerc cu axa Ox. (4p)
c) ScrieÆi ecuaÆiile tangentelor la cerc în aceste puncte. (4p)

Subiectul II (20 puncte)

1. Se considerå funcÆia f : (0, +∞) → R, f(x) = 2ln x + x2 – 4x – m, unde m este
parametru real.
a) StabiliÆi domeniul de derivabilitate al funcÆiei çi rezolvaÆi ecuaÆia

f ′(x) = 0. (4p)
b) DiscutaÆi în funcÆie de parametrul m numårul soluÆiilor reale ale ecuaÆiei

f(x) = 0. (6p)
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2. Se dau matricele A = 
1 3
0 1

 
 ÷
 

 çi X = 
3 5
u v

 
 ÷
 

.

a) DeterminaÆi u çi v astfel încât AX = XA. (4p)
b) CalculaÆi An, n ∈ N. (6p)

Subiectul III (20 puncte)

a) RezolvaÆi sistemul 

( )

2

1 2

11 2 5 71

11 2 5 21

11 5 16

xz y

y
xz

y
x z−

 − × =

 + × =

 + =

. (7p)

b) Pentru x = 2, y = 2, z = 1, determinaÆi matricele:

A = 
1 2 3

2 2
x x z y z
y z

 
 ÷− −
 ÷− 

 çi B = 
3

1 1
1 0

x z y z
z

y z

+ − − 
 ÷
 ÷− 

. (3p)

c) AflaÆi rangul matricei A + B. (4p)
d) CalculaÆi inversa matricei A. (6p)

Subiectul IV (20 puncte)

Fie f : (0, +∞) → R, f(x) = 2
ln x
x

.

a) DeterminaÆi intervalele de monotonie ale funcÆiei f. (6p)
b) JustificaÆi cå funcÆia admite primitive çi calculaÆi o primitivå a sa. (7p)
c) DemonstraÆi cå pentru orice k ∈ N, k ≥ 2, avem:

1

2 2
ln( 1) ln( ) d
( 1)

k

k

k kf x x
k k

++ ≤ ≤
+ ∫ . (7p)

Notå: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acordå 10 puncte din oficiu.
Nota finalå se calculeazå împårÆind punctajul obÆinut la 10.

Testul 3

Subiectul I (30 puncte)

1. Se considerå dezvoltarea binomialå 3
3
12
3

n
 + ÷
 

.

a) DeterminaÆi n ∈ N* pentru care 7

5

1
6n

T
T −

= . (6p)
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b) RezolvaÆi ecuaÆia 
4 5 6

1 1 1
x x xC C C

− = . (4p)

2. Fie funcÆia f : [1, 5] → R, ( )
[ ]
( ]

3ln , 1,

, , 5

x x e
f x

ax b x e

 ∈= 
+ ∈

.

a) DeterminaÆi a çi b astfel încât funcÆia så verifice condiÆiile teoremei
lui Lagrange. (6p)

b) CalculaÆi 
1

( )
e

f x∫ dx. (6p)

3 . În sistemul cartezian de coordonate xOy se considerå punctul M ( )52,
3

−

çi elipsa (E): 
22

9 5
yx +  – 1 = 0.

a) CalculaÆi aria patrulaterului ale cårui vârfuri coincid cu focarele elipsei
çi celelalte douå sunt extremitåÆi ale axei mici. (4p)

b) VerificaÆi dacå punctul M este situat pe elipså çi, în caz afirmativ, scrieÆi
ecuaÆia tangentei la elipså în acest punct. (4p)

Subiectul II (10 puncte)

Fie matricea A = 
1
0

α 
 ÷β 

 ∈ M2(R), I2 matricea unitate çi O2 matricea nulå

din M2(R).
a) DeterminaÆi α çi β astfel încât (A – I2)

2 = O2. (5p)
b) DeterminaÆi α çi β astfel încât A2 = I2. (5p)

Subiectul III (20 puncte)

1. Pe Z se defineçte legea de compoziÆie x & y = xy – 2x – 2y + 6.
a) DeterminaÆi elementul neutru. (3p)
b) AflaÆi suma elementelor simetrizabile în raport cu legea de compoziÆie „&“. (6p)
c) RezolvaÆi ecuaÆia x & x = 11. (4p)

2 . Pe R se defineçte legea de compoziÆie ⊥ : R × R → R, x ⊥ y = xy + 2ax + by.
DeterminaÆi a, b ∈ R astfel încât legea de compoziÆie så fie asociativå
çi comutativå. (7p)

Subiectul IV (30 puncte)

1. AråtaÆi cå funcÆia f : R → R, f(x) = 2
, 0

, 0
1

xx e x
x x

x

 ≤


> +
 admite primitive çi så

se determine o astfel de primitivå. (15p)
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2 . Se considerå funcÆia f : D → R, ( ) 2 1f x x ax bx= − + +  (unde a, b ∈ R, a > 0,

D domeniul de definiÆie).

a) DeterminaÆi a, b astfel încât lim
x→∞

f(x) = – 1
2

. (10p)

b) Pentru a = b = 1, determinaÆi asimptotele la graficul funcÆiei obÆinute. (3p)

c) CalculaÆi [ ( )]x f x−∫ dx. (2p)

Notå: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acordå 10 puncte din oficiu.
Nota finalå se calculeazå împårÆind punctajul obÆinut la 10.

Testul 4

Subiectul I (30 puncte)

1 . Fie ecuaÆia (m – 2)x2 + (3m – 5)x + 3 = 0, unde m ∈ R \ {2}.
a) AråtaÆi cå ecuaÆia are rådåcini reale, oricare ar fi m ∈ R \ {2}. (3p)
b) DeterminaÆi m astfel încât o rådåcinå så fie dublul celeilalte. (3p)
c) DeterminaÆi m astfel încât rådåcinile så fie de semne contrare. (2p)
d) DeterminaÆi m astfel încât rådåcinile så fie pozitive. (2p)

2 . RezolvaÆi ecuaÆia:

1 + 2 $ 3 3 3
1 7 1 7log log 2 log 1

3 3

x x    + += + +  ÷  ÷
     

. (10p)

3 . Se considerå funcÆia f : (0, +∞) → R, f(x) = x 2 1x + .
a) CalculaÆi f ′(x), ≤ x ∈ (0, +∞). (5p)
b) DeterminaÆi o primitivå F : (0, +∞) → R a lui f cu

proprietatea cå F(1) = 1. (5p)

Subiectul II (20 puncte)

a) AråtaÆi cå pentru orice z ∈ C avem:
z4 – 4z3 + 6z2 – 4z + 5 = (z2 + 1)(z2 – 4z + 5). (10p)

b) RezolvaÆi în C ecuaÆia: z4 – 4z3 + 6z2 – 4z + 5 = 0. (10p)

Subiectul III (20 puncte)

Fie legile de compoziÆie & : Z × Z → Z çi ⊥ : Z × Z → Z definite astfel:
x & y = x + y – 4 çi x ⊥ y = xy – 4x – 4y + 20.

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


189

2. Teste pregåtitoare pentru examenul de bacalaureat

a) AråtaÆi cå (Z, &, ⊥) este inel comutativ. (15p)
b) AflaÆi elementele inversabile ale inelului. (5p)

Subiectul IV (20 puncte)

a) CalculaÆi primitivele funcÆiei f : (1; +∞) → R, f(x) = 1
(1 ln )x x+

. (10p)

b) AflaÆi primitiva F cu proprietatea F(ee–1) = 2. (10p)

Notå: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acordå 10 puncte din oficiu.
Nota finalå se calculeazå împårÆind punctajul obÆinut la 10.

Testul 5

La toate subiectele se cer rezolvåri cu soluÆii complete.

Subiectul I (20 puncte)

a) Så se determine numerele reale a çi b dacå dreptele d1: y = ay + b çi
d2: y = bx – a trec prin punctul A(1; 1). (4p)

b) Så se calculeze perimetrul unui triunghi echilateral, çtiind cå aria sa
este egalå cu 3. (4p)

c) Så se dea un exemplu de un numår complex nenul care are modulul
egal cu 3. (4p)

d) Så se gåseascå un numår natural n pentru care in + in + 1 = 1 – i,
unde i2 = – 1. (4p)

e) Så se dea un exemplu de douå numere reale x çi y pentru care cos(x + y). (2p)
f) Så se gåseascå douå elemente ale mulÆimii M ={x ∈ Z/sinx = sin2x}. (2p)

Subiectul II (30 puncte)
1. a) Så se calculeze suma soluÆiilor reale ale ecuaÆiilor x2 + 4x – 10 = 0. (3p)

b) Så se calculeze 
2
5
3
5

C
C

. (3p)

c) Så se rezolve în mulÆimea numerelor reale strict pozitive ecuaÆia
log5(x + 1) =  log5(x2 + x). (3p)

d) Så se rezolve în mulÆimea numerelor reale ecuaÆia 10x = 100. (3p)
e) Så se calculeze probabilitatea ca un element n ∈{1; 2; 3; 4; 5} så

verifice relaÆia n! ≥ 20. (3p)

2. Se considerå funcÆia f : Z → Z, f (x) = ln(x2 + 1).
a) Så se calculeze f ′(x), x ∈ Z. (3p)
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b) Så se calculeze ( )′∫
1

0
df x x . (3p)

c) Så se arate cå  f (x) ≥ f (0), ¼  x ∈ Z. (3p)
d) Så se determine coordonatele punctului de extrem local al funcÆiei f. (3p)

e) Så se calculeze ( )
→+∞

× ′lim
x

x f x . (3p)

Subiectul III (20 puncte)

Se considerå polinoamele f = X2 – 4X + 2 ∈ Z[X], funcÆia g : M2(³) → M2(³),

g(X) = X2 – 4X + 2I2 çi matricea ( ) 
= ∈ ÷

 
2

2 2

1 2
A M ³ .

a) Så se arate cå dacå x1 çi x2 sunt rådåcinile polinomului f, atunci

= +2 2
1 2a x x  este un numår natural. (4p)

b) Så se calculeze determinantul çi rangul matricei A. (4p)
c) Så se arate cå g(A) = O2. (4p)
d) Så se arate cå g(I2) = f (1)× I2. (2p)
e) Så se arate cå matricea B = f (1)× I2 este inversabilå. (2p)
f) Så se arate cå existå o matrice C ∈ M2(³) astfel încât

g(I2) – g (A) = (I2 – A)× C. (2p)
g) Så se arate cå dacå X ∈ M2(³) este o matrice pentru care g(X) = O2,

atunci matricea I2 – A este inversabilå. (2p)

Subiectul IV (20 puncte)

Se considerå funcÆiile f : Z → Z,  f (x) = 1 – x + x2 – x3 +...+x8,
g : Z → Z, g(x) = x9 + 1, ¼  x ∈ Z, çi

F : Z → Z, ( ) = − + − + +
2 3 4 9

...
2 3 4 9
x x x x

F x x .

a) Så se calculeze f (–1) çi g(–1). (4p)
b) Så se verifice dacå (x + 1)f (x) = g(x), µ x ∈ Z. (4p)
c) Så se arate cå dacå x < –1, atunci g(x) < 0 çi dacå x > –1,

atunci g(x) > 0. (4p)
d) Så se arate cå f (x) > 0, µ x ∈ Z. (2p)
e) Så se arate cå funcÆia F este o primitivå a funcÆiei f pe Z. (2p)
f) Så se arate cå funcÆia F este strict crescåtoare pe Z. (2p)
g) Så se arate cå funcÆia F este bijectivå. (2p)

Notå: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acordå 10 puncte din oficiu.
Nota finalå se calculeazå împårÆind punctajul obÆinut la 10.
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Testul 6

La toate subiectele se cer rezolvåri cu soluÆii complete.

Subiectul I (20 puncte)

a) Så se determine distanÆa dintre punctele A(–2; 5) çi B(1; 1). (4p)
b) Så se arate cå punctele M(1; 1), N(2; 3) çi P(4; 7) sunt coliniare. (4p)
c) Så se determine a, b ∈ Z, dacå 1 + (a + b) × i = a + 3 × i,

unde i2 = –1. (4p)

d) Så se determine µ( )sin A  dacå în triunghiul ABC avem:

µ( ) µ( ) µ( )5 m A m B m C× = + . (4p)

e) Så se dea un exemplu de numere x, y ∈ Z, x ≠ y, pentru care sin x = sin y.  (2p)

f) Så se demonstreze cå vectorii 2 3u i j= − +
  

 çi 3 2v i j= +
  

 sunt perpendiculari. (2p)

Subiectul II (30 puncte)
1. Se considerå polinomul f = X3 – X2 – X + 1 ∈ ³[X], care are rådåcinile

x1, x2, x3 ∈ ³.
a) Så se afle probabilitatea ca un element al mulÆimii {–1; 0; 1} så fie

rådåcinå a polinomului f. (3p)
b) Så se afle câtul çi restul împårÆirii polinomului f la binomul X + 1. (3p)
c) Så se calculeze x1 + x2 + x3. (3p)

d) Så se afle valoarea expresiei 
1 2 2 3 1 3

1 1 1
x x x x x x

+ +
× × ×

. (3p)

e) Så se rezolve în intervalul (0, +∞) ecuaÆia f (log3x) = 0. (3p)

2. Se considerå funcÆia f : Z → Z, f (x) = 2007x + x2.
a) Så se calculeze f ′(x), x ∈ Z. (3p)

b) Så se calculeze 
( ) ( )

0

0
lim

0x

f x f

x→

−
−

. (3p)

c) Så se demonstreze cå funcÆia f este strict crescåtoare pe (0, +∞). (3p)
d) Så se demonstreze cå funcÆia f este convexå pe (0, +∞). (3p)
e) Så se calculeze aria suprafeÆei cuprinse între graficul funcÆiei f, axa Ox

çi dreptele de ecuaÆii x = 0 çi x = 1. (3p)
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Subiectul III (20 puncte)
Se considerå matricele A, B, C ∈ M2(Z), de forma

0 1

0 0
A

 
=  ÷

 
, 

0 0

1 0
B

 
=  ÷

 
 çi C = A × B – B × A.

a) Så se afle matricele A2 çi B2. (4p)
b) Så se arate cå A × B ≠ B × A. (4p)
c) Så se calculeze determinantul çi rangul matricei A. (4p)
d) Så se determine matricea C2. (2p)
e) Så se arate cå matricea C este inversabilå çi så se calculeze inversa sa. (2p)
f) Så se determine suma elementelor matricei C + C2 + C3 + ... + C2007. (2p)
g) Så se arate cå existå matricele X, Y ∈ M2(Z), X ≠ Y, astfel încât

are loc relaÆia A × X = B × Y. (2p)

Subiectul IV (20 puncte)

Se considerå funcÆiile f : Z → Z,  f (x) = 2 + arcsin(sin x) çi

F : Z → Z, ( ) ( )
0

d
x

F x f t t= ∫ .

a) Så se verifice dacå f (x + 2π) = f(x), µ x ∈ Z. (4p)

b) Så se calculeze ( )0
2

f f
π +  ÷

 
. (4p)

c) Så se arate cå ( )2 2
2 2

f x
π π

− ≤ ≤ + , µ x ∈ Z. (4p)

d) Så se arate cå nu existå ( )
0

lim
x

f x
→

. (2p)

e) Så se arate cå orice primitivå a funcÆiei f este strict crescåtoare pe Z. (2p)

f) Så se verifice dacå ( )
2

2
2
x

F x x= + , µ ,
2 2

x
π π ∈ −  

. (2p)

g) Så se arate cå ( ) ( )2006 2007F F< . (2p)

Notå: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acordå 10 puncte din oficiu.
Nota finalå se calculeazå împårÆind punctajul obÆinut la 10.
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Testul 7

La toate subiectele se cer rezolvåri cu soluÆii complete.

Subiectul I (20 puncte)

În sistemul cartezian de coordonate xOy se considerå punctele A(–2; 0),
B(4; 0) çi C(0; 6).
a) Så se calculeze lungimea segmentului BC. (4p)
b) Så se calculeze aria triunghiului ABC. (4p)
c) Så se calculeze lungimea medianei duse din vârful C. (4p)
d) Så se determine coordonatele punctului D(a; b) astfel încât ABCD så

fie paralelogram. (4p)
e) Så se calculeze aria paralelogramului ABCD. (2p)

f) Så se determine vectorul de poziÆie OD


, unde D(2; –6), în funcÆie de

versorii i


 çi j


 ai axelor de coordonate. (2p)

Subiectul II (30 puncte)
1. Se considerå polinomul

f = (X + 1)10 = a10X
10 + a9X

9 + ... + a1X
1 + a0 ∈ ³[X].

a) Så se determine a7. (3p)
b) Så se calculeze  f (–1). (3p)
c) Så se calculeze a1 + a2 + a3 + ... + a10. (3p)
d) Så se calculeze a1 + a3 + a5 + a7 + a9. (3p)
e) Så se calculeze (X + 1)4 = g. (3p)

2. Se considerå funcÆia f : (–2; +∞)  → Z, ( ) 2

1
5 6

f x
x x

=
+ +

.

a) Så se determine a, b ∈ Z astfel încât ( )
2 3

a b
f x

x x
= +

+ +
. (3p)

b) Så se calculeze f ′(x), x ∈ Z. (3p)

c) Så se calculeze ( )
2

1
df x x∫ . (3p)

d) Så se calculeze ( )2lim
x

x f x
→+∞

. (3p)

e) Så se determine ecuaÆiei asimptotei orizontale a funcÆiei f. (3p)
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Subiectul III (20 puncte)

1. Fie M = (2; +∞) çi legea de compoziÆie & : M × M → Z, (x, y) → x & y,

unde x & y
def.
=  2xy + 2x + 2y + 1.

a) Så se determine elementul neutru al acestei legi. (4p)
b) Så se determine simetricul x′ al unui element x ∈ M. (4p)
c) Så se rezolve în M ecuaÆia x & x & x= 10. (4p)

2. Se considerå matricele A, B, I3 ∈ M3(Z), de forma

1 1 1

3 3 3

4 4 4

A
 
 ÷=  ÷
 ÷− − − 

, 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

I
 
 ÷=  ÷
 ÷
 

 çi B = I3 – A.

a) Så se calculeze A2 çi A3. (2p)
b) Så se arate cå B2 = I3 – 2A. (2p)
c) Så se arate cå B + B2 – B3 = I3. (2p)
d) Så se determine B–1, inversa matricei B. (2p)

Subiectul IV (20 puncte)

Se considerå çirul (In)n ∈ Z definit prin 
1

0
d

5 7

n

n

x
I x

x
=

+∫ .

a) Så se calculeze I0 çi I1. (4p)

b) Så se arate cå 1

1
5 7

1n nI I
n+ + =

+
, µ n ∈ q*. (4p)

c) Så se arate cå In ≥ In + 1, µ n ∈ q*. (4p)

d) Så se deducå inegalitåÆile 
( )
1 1

12 1 12nIn n
≤ ≤

+
, µ n ∈ q*. (2p)

e) Så se calculeze lim nn
nI

→+∞
. (2p)

f) Så se calculeze f ′(x) dacå ( ) 1
5 7

f x
x

=
+

, 
7

:
5

f  − → 
 

Z ¾ Z . (2p)

g) Så se determine ecuaÆia asimptotei verticale pentru funcÆia f. (2p)

Notå: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acordå 10 puncte din oficiu.
Nota finalå se calculeazå împårÆind punctajul obÆinut la 10.
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Testul 8

La toate subiectele se cer rezolvåri cu soluÆii complete.

Subiectul I (20 puncte)

a) Så se calculeze distanÆa dintre punctele A(–3; 3) çi B(4; –4). (4p)
b) Så se calculeze aria triunghiului OAB. (4p)

c) Så se calculeze modulul numårului complex 
1
1

i
z

i
−

=
+

. (4p)

d) Så se calculeze partea imaginarå a numårului complex
z = (1 – i)(1 + 2i). (4p)

e) Så se determine ecuaÆia dreptei care trece prin punctele
M1(2; 4) çi M2(2; 6). (2p)
f) Så se determine vectorul de poziÆie al punctului M(2; –6)

în reperul ( ), ,O i j
 

. (2p)

Subiectul II (30 puncte)

1. Pe mulÆimea M = (–4; +∞) se defineçte operaÆia
& : M × M → Z, (x, y) → x & y,

unde x & y
def.
=  xy + 4x + 4y + 12.

a) Så se demonstreze cå „&“ este o lege de compoziÆie internå. (3p)
b) Så se determine, dacå existå, elementul neutru al legii „&“. (3p)
c) Så se calculeze x & x & x. (3p)
d) Så se determina cardinalul mulÆimii {x ∈ M/x & 2 = 60}. (3p)
e) Så se determine x′, simetricul elementului x ∈ M în raport cu legea „&“. (3p)

2. Se considerå funcÆia f : Z → Z,  f (x) = ex – x + 1.
a) Så se calculeze f ′(x), x ∈ Z. (3p)

b) Så se calculeze ( )
1

0
df x x∫ . (3p)

c) Så se afle câte puncte de extrem local are funcÆia f. (3p)

d) Så se calculeze ( )lim
x

f x
→−∞

. (3p)

e) Så se calculeze 
( )
( )

lim
x

f x

f x→+∞ ′
. (3p)
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Subiectul III (20 puncte)

Se considerå matricele A, B ∈ M2(Z), de forma

1 2

3 4
A

 
=  ÷

 
  çi 

5 6

7 8
B

 
=  ÷

 
.

a) Så se rezolve ecuaÆia matricealå AX = B. (4p)

b) Så se rezolve ecuaÆia matricealå 
1 5

6 1
XA AX

 
− =  ÷− − 

. (4p)

c) Så se calculeze AB çi BA. (4p)
d) Så se afle numerele reale x çi y care verificå ecuaÆia:

(1 + i)x + (2 – 3i)y = 4 – i. (2p)

e) Så se calculeze 
( )
( )

2

3

1

1

i
z

i

+
=

−
. (2p)

f) Så se arate cå dacå a, b, c ∈ Z  formeazå o progresie aritmeticå,
atunci çi a2 – bc, b2 – ca, c2 – ab formeazå o progresie aritmeticå. (2p)

Subiectul IV (20 puncte)

Se considerå f : Z → Z, ( ) ( )( )2 2

2 1

1 2 1

x
f x

x x x
+

=
+ + +

.

a) Så se verifice cå ( ) ( )2 2

1 1
1 1 1

f x
x x

= −
+ + +

, µ x ∈ Z. (4p)

b) Så se calculeze f ′(x), x ∈ Z. (4p)
c) Så se determine ecuaÆia asimptotei orizontale a graficului funcÆiei f. (4p)

d) Så se calculeze ( )
1

0
df x x∫ . (2p)

e) Så se determine mulÆimea M pentru care funcÆia g : Z → M,

( ) 2

2 1
1

x
g x

x x
+

=
+ +

 este surjectivå. (2p)

f) Så se rezolve inecuaÆia 23n + 2 ≤ 256. (2p)

g) Så se demonstreze cå ( )1;1
1
x y

xy
+

∈ −
+

, µ x ∈ (–1; 1). (2p)

Notå: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acordå 10 puncte din oficiu.
Nota finalå se calculeazå împårÆind punctajul obÆinut la 10.
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Testul 9
varianta datå la examentul de bacalaureat 2005, programa M2

Subiectul I (30 puncte)

Pentru subiectele 1-16, scrieÆi doar råspunsurile pe foaia de examen.

  1. Câte funcÆii f : {a; b} → {1; 2; 3} au proprietatea f (a) < f (b)? (3p)
  2. Care este probabilitatea ca un element n din mulÆimea {1; 2; 3; 4; 5}

så verifice relaÆia n2 < n!? (3p)
  3. Câte soluÆii reale are ecuaÆia 2x + 2 = 0? (3p)
  4. Care este valoarea sumei 1 + 5 + 9 + 13 +... + 49? (3p)
  5. Dacå funcÆiile f : Z → Z çi g : Z → Z au expresiile f (x) = 2x + 3 çi

g(x) = 3x + 2, cât este (g ° f)(–1)? (3p)

Se considerå funcÆia f : (0, +∞) → Z, f (x) = ln x.
  6. Cât este f ′(x), x ∈ (0, +∞)? (3p)

  7. Cât este 
( ) ( )

1

1
lim

1x

f x f

x→

−
−

? (3p)

  8. Câte asimptote verticale are graficul funcÆiei f? (3p)

  9. Cât este 1
0 dxe x∫ ? (3p)

10. Cât este 
2 3

lim
3 2n

n
n→+∞

+
+

? (3p)

Subiectul II (20 puncte)

11. Cât este distanÆa de la punctul  A (1, 1) la punctul B (2, 2)? (4p)
12. Care este ecuaÆia dreptei care trece prin punctele  A (1, 1) çi B (2, 2)? (4p)

13. Cât este aria unui triunghi echilateral cu latura de lungime 3 ? (4p)
14. Cât este conjugatul numårului complex 2 + 3i? (4p)
15. Cât este  cos21 + sin21? (4p)

16. Dacå în triunghiul ABC, AB = 2, AC = 3 çi ( )m
3

BAC
π

=S , cât este BC? (4p)

Pentru subiectele III çi IV, se cer rezolvårile complete.

Subiectul III (20 puncte)

Se considerå matricele 
3 2

2 3
A

 
=  ÷

 
, 2

1 0

0 1
I

 
=  ÷

 
, 2

0 0

0 0
O

 
=  ÷

 
 çi polinomul
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Partea a III-a. Pregåtire pentru examenul de bacalaureat

f (X) = X2 − 6X + 5.
a) Så se rezolve în mulÆimea numerelor reale ecuaÆia f (x) = 0. (4p)
b) Så se calculeze determinantul matricei A. (4p)
c) Så se calculeze matricea A2. (4p)
d) Så se verifice cå f (A) = O2, unde prin f (A) înÆelegem

matricea A2 − 6A + 5I2. (2p)

e) Så se rezolve sistemul 
3 2 0

2 3 0

x y

x y

+ =
 + =

, unde x, y ∈ Z. (4p)

f) Så se arate cå 
5 1 5 11

2 5 1 5 1

n n
n

n n
A

 + −
=  ÷

− + 
, µ n ∈ q, n ≥ 2. (4p)

Subiectul IV (20 puncte)

Se considerå funcÆia f : [0, +∞) → [0, +∞),  ( ) 2
1

x
f x

x
+

=
+

.

a) Så se calculeze  f ′(x), x ∈ [0, +∞). (4p)
b) Så se arate cå funcÆia f este strict descrescåtoare pe intervalul  [0, +∞). (4p)

c) Så se verifice dacå ( )2 2f = . (4p)

d) Så se arate cå, dacå x, y ∈ [0, +∞), x ≠ y, atunci ( ) ( )f x f y x y− < − . (2p)

e) Så se calculeze integrala  ( )1
0 df x x∫ . (4p)

f) Så se arate cå 2
2 2

p p q
q p q

+
− < −

+
, µ p, q ∈ q*. (2p)

Notå: Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acordå 10 puncte din oficiu.
Nota finalå se calculeazå împårÆind punctajul obÆinut la 10.

Testul 10
varianta datå la examentul de bacalaureat 2006, programa M2

La toate subiectele se cer rezolvåri cu soluÆii complete.

Subiectul I (30 puncte)

  a) Så se calculeze distanÆa de la punctul A(0, 2) la punctul B(2, 0). (4p)
  b) Så se calculeze cos2101 + sin2101. (4p)
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2. Teste pregåtitoare pentru examenul de bacalaureat

  c) Så se calculeze aria unui triunghi echilateral cu latura de lungime 6. (4p)
  d) Så se determine conjugatul numårului complex 2 + 5i. (4p)
  e) Så se calculeze a, b ∈ Z, astfel încât punctele A(0, 2) çi B(2, 0) så fie

pe dreapta de ecuaÆie x + ay + b = 0. (2p)

  f) Dacå în triunghiul ABC, AB = 8, AC = 8 çi ( )m
2

BAC
π

=S , så se calculeze BC. (2p)

Subiectul II (20 puncte)

  1. a) Så se calculeze determinantul 
10 5

4 2
. (3p)

b) Så se calculeze probabilitatea ca un element n ∈ {1; 2; 3; 4; 5} så
verifice relaÆia 4n < 20. (3p)

c) Så se rezolve în mulÆimea numerelor reale ecuaÆia 4x − 4 = 0. (3p)
d) Så se rezolve în mulÆimea numerelor reale strict pozitive ecuaÆia log9x = 1. (3p)

e) Så se calculeze expresia 2 5
7 7E C C= − . (3p)

  2. Se considerå funcÆia f : (0, +∞) → Z, ( ) 2

1
3

f x
x

=
+

.

a) Så se calculeze f ′(x), x ∈ (0, +∞). (3p)

b) Så se calculeze 
( ) ( )

1

1
lim

1x

f x f

x→

−
−

. (3p)

c) Så se arate cå funcÆia f este strict descrescåtoare pe intervalul (0, +∞). (3p)

d) Så se calculeze ( )2
1 df x x′∫ . (3p)

e) Så se calculeze 
2 3

lim
3 2n

n
n→∞

+
+

. (3p)

Subiectul III (20 puncte)

Se considerå polinoamele f = X2 + 5X + 7 çi g  = X2 + 5X + 6.
a) Så se determine rådåcinile complexe ale polinomului f. (4p)
b) Så se rezolve în mulÆimea numerelor reale inecuaÆia x2 + 5x + 6 < 0. (4p)

c) Så se verifice identitatea 
( )
1 1 1

2 3g n n n
= −

+ +
, µ n ∈ q*. (4p)

d) Så se calculeze suma 
( ) ( ) ( )
1 1 1

...
1 2 2006

S
g g g

= + + + . (2p)

e) Så se verifice dacå 
225 3

2 2
f X

  = + +  ÷ ÷
   

. (2p)
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Partea a III-a. Pregåtire pentru examenul de bacalaureat

f) Så se arate cå pentru orice douå polinoame s, t ∈ Z[X], avem
relaÆia g ≠ s2 + t2. (2p)

g) Så se gåsescå douå polinoame u, v ∈ ³[X], avem încât så avem
relaÆia  g = u2 + v2. (2p)

Subiectul IV (20 puncte)

Se considerå funcÆia f : Z → Z,  f (x) = ex.
a) Så se calculeze f ′(x), x ∈ Z. (4p)
b) Så se verifice dacå f (x) > 0, µ x ∈ Z, çi f ′(x) > 0, µ x ∈ Z. (4p)
c) Så se determine ecuaÆia asimptotei cåtre −∞ la graficul funcÆiei f. (4p)

d) Så se calculeze ( )1
0 df x x∫ . (2p)

e) Så se arate cå funcÆia f este strict crescåtoare pe Z. (2p)
f) Så se rezolve în Z ecuaÆia f(x) + f(x + 1)= 1 + e. (2p)
g) Så se arate cå existå douå funcÆii f : Z → Z çi g : Z → Z,

strict crescåtoare, astfel încât   f(x) = g(x) − h(x), µ x ∈ Z. (2p)

Notå: Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acordå 10 puncte din oficiu.
Nota finalå se calculeazå împårÆind punctajul obÆinut la 10.
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PARTEA I: ELEMENTE DE ALGEBRÃ

Capitolul 1. Grupuri

pag. 12
1 . H = Z[i], z1, z2 ∈ H; z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2; x1, x2, y1, y2 ∈ Z;

z1z2 = (x1x2 – y1y2) + (x1y2 + x2y1)i ∈ H.
2 . x, y ∈ M, x > 1, y > 1; x & y = (x + 1)(y + 1) + 1 > 0.

3 . x, y ∈ (–1, 1), x & y = 
1
x y

xy
+

+
 ∈ (–1, 1).

4 . max 0 1 2 3

0 0 1 2 3
1 1 1 2 3
2 2 2 2 3
3 3 3 3 3

5 . A, B ∈ H, A(x) $ A(y) = 
0 0 2 0 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 2

x x y y xy xy

x x y y xy xy

    
 ÷ ÷  ÷=
 ÷ ÷  ÷
    

.

6 . H = {1, 3, 5, 15}

& 1 3 5 15

1 1 1 1 1
3 1 3 1 3
5 1 1 5 5
15 1 3 5 15

7 . H = (1, 3). x & y = (x – 2)(y – 2) + 2, 1 < x < 3, 1 < y < 3; –1 < x – 2 < 1;
–1 < y – 2 < 1; |x – 2| < 1; |y – 2| < 1, |x – 2||y – 2| < 1;

|(x – 2)(y – 2)| < 1, –1 < (x – 2)(y – 2) < 1, 1 < (x – 2)(y – 2) + 2 < 3,
x & y ∈ (1, 3).

8 . A2 = 
0 1 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 1 0 0
1 0 0 1 0 0 0 1 0

−    
 ÷ ÷  ÷− − =
 ÷ ÷  ÷− − −    

;

A3 = A2 $ A = 
0 0 1 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0 0 0 1

−    
 ÷ ÷  ÷− =
 ÷ ÷  ÷− −    

; H = {I, A, A2}.

$ I A A2

I I A A2

A A A2 I
A2 A2 I A
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9 . Aα $ Aβ = 
cos sin cos sin
sin cos sin cos

α α β β  
 ÷ ÷− α α − β β  

 = 
cos( ) sin( )
sin( ) cos( )

α + β α + β 
 ÷− α + β α + β 

 ∈ H.

10. H = {1, 2, 3, 4, 6, 12};
(a, b) 1 2 3 4 6 12

1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 2 2
3 1 1 3 1 3 3
4 1 2 1 4 2 4
6 1 2 3 2 6 6

12 1 2 3 4 6 12

[a, b] 1 2 3 4 6 12
1 1 2 3 4 6 12
2 2 2 6 4 6 12
3 3 6 3 12 6 12
4 4 4 12 4 12 12
6 6 6 6 12 6 12

12 12 12 12 12 12 12

pag. 16
1 . x, y, z ∈ 2Z, x = 2k1, y = 2k2, z = 2k3; (x + y) + z = (2k1 + 2k2) + 2k3 =

= 2(k1 + k2 + k3) = x + (y + z); (xy)z = (2k1 $ 2k2) $ 2k3 = 2k1(2k2 $ 2k1) = x(yz).
2 . x = 2k1 + 1, y = 2k2 + 1, z = 2k3 + 1; (xy)z = x(yz); dar x + y ∈ 2Z + 1.
3 . x, y ∈ (1, 2); x & y = (x – 1)(y – 1) + 1 ∈ (1, 2); (x & y) & z = x & (y & z).
4 . x, y ∈ (–1, 1); x & y ∈ M, (x & y) & z = x & (y & z).

5 . x, y ∈ (–1, 1), x & y = 2 2( 1)( 1) 1x y− − +  ∈ R \ (–1, 1);

„&“ asociativå pentru H = (1, +∞).

6 . A1 = 1 1

1 1

x y
y x

 
 ÷
 

; A2 = 2 2

2 2

x y
y x

 
 ÷
 

; A1A2 = 1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 1 2 1 2 1 2

x x y y x y y x
x y x y y y x x

+ + 
 ÷+ + 

, A1, A2 ∈ H.

(AB)C = A(BC).
7 . x, y ∈ Z, x ) y = 1 – (1 – x)(1 – y) ∈ Z; (x ) y) ) z = x ) (y ) z).
8 . x, y ∈ R, x & y = x + y + xy ∈ R, (x & y) & z = x & (y & z).
9 . (x & y) & z = (mx + y) & z = m(mx + y) + z = m2x + my + z;

x & (y & z) = x & (my + z) = mx + my + z, m2 = m, m(m – 1) = 10.
10. Exemplu: x ) y = x + y – 1, adicå a = 1 çi b = 1.

pag. 19
1 . e = –1, e & x = x & e = x, e = –1 ∈ M. 2. e = 0.
3 . x & y = (x – 6)(y – 6) + 6; 5 ≤x ≤ 7; 5 ≤ y ≤ 7; –1 ≤ x – 6 ≤ 1;

–1 ≤ x – 6 ≤1, |x – 6| ≤ 1, |y – 6| ≤ 1, |(x – 6)(y – 6)| ≤ 1, –1 ≤ (x – 6)(y – 6) ≤ 1,
5 ≤ (x – 6)(y  – 6) ≤ 7, x & y ∈ [5, 7], e = –7.

4 . z1 & z2 = (z1 + i)(z2 + i) – i, e = 1 – i.
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5. x & y = 3(x + 2)(y + 2) – 2, e = – 5
3

. 10. u = e = ( )1lim 1
n

n n→∞
+ .

pag. 23

1 . $ –1 1 i –i (–1)–1 = –1

–1 1 –1 –i i 1–1 = 1
1 –1 1 i –i i–1 = –i
i –i i –1 1 (–i)–1 = i

–i i –i 1 –1

2 . (x & y) & z = x & (y & z); e = –1; x′ = 3
1

x
x

+
−

, x ∈ R \ {1}.

3 . e = 0, x + x′ – 2xx′ = 0, x′(2x – 1) = x, x′ = 
2 1

x
x −

, x ∈ Q \ { }1
2

.

4 . x & y  = (x – 3)(y – 3) + 3, e = 4; (x – 3)(x′ – 3) + 3 = 4, x′ – 3 = 1
3x −

,

x′ = 3 + 1
3x −

, ≤ x ∈ Q \ {3}.

pag. 24
1 . (x ) y) ) z = x ) (y ) z); x ) y  = y ) x. 2. x & y = y & x.
10. a) x, y ∈ M, x & y ∈ M; b)(x & y) & z = x & (y & z); c) x & y = y & z.

pag. 25

Test A
1. a) (x & y) & z = x & (y & z)= x + y − 4; b) e = 2; c) x′= 4 − x; d) x & y = y & x.

2. a) (x & y) & z = x & (y & z)= x25lnylnz; b) 5e e∗ = , 
1

lim 1
n

n
e

n→∞

 = + ÷ 
; c) 

1
25ln xx e′ = ;

d) x5lny = y5lnx.

Test B
1. a) (x & y) & z = x & (y & z)= x + y + z − 6; b) e = 3; c) x′= 6 − x; d) x & y = y & x.

2. a) (x & y) & z = x & (y & z)= x49lnylnz; b) ∗ = 7e e ,  = + ÷ 
1

lim 1
n

e
n

; c) 
1

49ln xx e′ = ;

d) x7lny = y7lnx.

pag. 32

1. 
 

=  ÷
 

1 2

1 2
e ; 

1 2

2 1
 

σ =  ÷
 

; S2 = {e, σ}.

2.  µ µ + = +x y y x ,  µ ∈ 6,x y m ;   = ≠2 0x ; µ = ≠3 0y , dar  µ × = 0x y .

Nu existå 
−1

2 , 
− 1

3 .

° e σ

σ
e e σ

eσ
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 unde     = 0e ,  − =0 0 , − =1 5 ,  − =2 4 ,

    − = 3 3 , − =4 2 , − =5 1.

+ 4̂ 5̂3̂2̂1̂0̂

0̂ 0̂
0̂

0̂
0̂

0̂
0̂

1̂
1̂

1̂

1̂
1̂

1̂
1̂

2̂
2̂

2̂
2̂

2̂
2̂

3̂
3̂

3̂
3̂

3̂

3̂

3̂
2̂

4̂

4̂
4̂

4̂
4̂

4̂
4̂

5̂
5̂

5̂
5̂

5̂
5̂5̂

pag. 33

1. ( ) ( )1
3 3 3 3

3
x y x y= − − − ≠& ; e = 0, 

9
3

3
x

x
′ = +

−
.

2. ( ) ( )


1
ln 2

2

0
0

2 2 3yx y x −

>
>

= − + ≠


& ; a) ( ) ( ) ( )− −−
1

ln 2 ln 2
42 y zx ;

b) ∗ = +2 2e e , 
→∞

 = + ÷ 
1

lim 1
n

n
e

n
; c) ( )

4
ln 22 xx e −′ = + .

3. k = 0, x & y = x + y. 4. a = b = 1. 5. e = –1, 
2 3

2
x

x
x

+
′ =

+
.

6 . ° f1 f2 f3

f2

f1

f3

f3f1 f2

f1f3f2

f2f1f3

f4

f4

f4

f4

f4f4 f1 f2 f3

11. e* = 0, x′ = –x.
° f1 f2 f3

f2

f1

f3

f3f1 f2

f1f3f2

f2f1f3

7. 
 

=  ÷
 

1 0

0 1
E ; 2 2 0

x y
x y

y x

−
= + ≠ .

8. 
−   

= = ÷  ÷
   

cos0 sin0 1 0

sin0 cos0 0 1
E ; 

cos sin
1

sin cos

α − α
=

α α
.

9. 
 

=  ÷
 

1 0

0 1
E ; 2 2

2
7 1 07

2

x y
x y

y x
= − = ≠ .

1 0 .
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pag. 39

Test A

a) (G, ×) este grup,  e = 1 + 0 × i; (Γ, ×) este grup,  
 

=  ÷
 

1 0

0 1
E ; b) f (z1z2) = f (z1) ×  f (z2);

c)  f –1(AB) = f –1(A) ×  f –1(B), f ° f 
–1 = 1³.

Test B
f1(x) ↔ 1, f2(x) ↔ ε, f3(x) ↔ ε2.

Capitolul 2. Inele ºi corpuri

pag. 45
EfectuaÆi în claså:

1. Avem 1 1 1 2z x y= + , 2 2 2 2z x y= + ; x1, y1, x2, y2 ∈ m ⇒ x1 + y1 ∈ m, x2 + y2 ∈ m,

obÆinem ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2z z x x y y+ = + + + , deci 1 2 2z z  + ∈  m . Analog

1 2 2z z  ∈  m . Se verificå axiomele G1, G2, G3, G4 ale grupului ( )2 ,  × m , unde,

pentru 2z x y= + , x, y ∈ m, avem 2z x y− = − − . Se verificå axiomele monoidului

comutativ ( )2 ;  × m , M1, M2, M4 çi D: z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3. Rezultå cå ( )2 ,  × m

este structurå de inel comutativ.

2. Dacå 1 1
1

1 12

x y
A

y x
 

=  ÷
 

, 2 2
2

2 22

x y
A

y x
 

=  ÷
 

, x1, y1, x2, y2 ∈ m, deducem A1 + A2, A1A2 ∈ M.

Se verificå axiomele G1, G2, G3, G4 ale grupului (M, +), unde 1 1

1 12

x y
A

y x

− − 
− =  ÷− − 

 este

opusa matricei A, çi axiomele monoidului (M, ×), respectiv axioma D:
A1(A2 + A3) = A1A2 + A1A3.

pag. 46

1. (³, +) este grupul cunoscut, grupul aditiv al numerelor complexe. Se verificå axiomele
monoidului comutativ (³, &), M1, M2, M3 çi axioma D:
z1 & (z2 + z3) = z1 & z2 + z1 & z3.

2. (A,+) este grupul abelian. Sunt verificate axiomele G1, G2, G3, 0

a x
A

a

− − 
− =  ÷− 

 este

opusa matricei A, G4, axiomele monoidului (A, ×) çi axioma D.

3. Se verificå axiomele inelului G1, G2, G3, G4, M1, M2, M4 çi D pentru fiecare inel (A1, +,  ×)
çi (A2, +,  ×).
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4. Analog cu problem 3.
5. Se verificå axiomele inelului. Så se compare rezultatele obÆinute cu cele de la problema 1.

pag. 49

Pentru toate problemele propuse se va demonstra cå tripletele sunt structuri algebrice de
inel çi apoi se vor pune în evidenÆå axiomele necesare ca fiecare structurå så fie corp.
1. (Z, &,  ×) este inel comutativ. În plus, este verificatå çi axioma M3: oricare ar fi x ∈ Z*

existå x–1, 1 1
x

x
− = .

2. (Z, &, ß) este inel comutativ. În plus, este verificatå çi axioma M3: existå elementele

neutre 
5
2

e =V   çi  e& = 2; existå x ′V , 
( )

8 15
4 2

x
x

x
−

′ =
−V  oricare ar fi x ∈ Z*, x ≠ 2 = e&.

Este verificatå çi axioma M4: x ß y = y ß x, deci (Z, &, ß) este grup comutativ.
3. ({, ß, Ã) este inel comutativ. În plus, este verificatå çi axioma M3: existå elementele

neutre eß = 7 çi eÃ = 8; existå x ′Ã , 
1

7
7

x
x

′ = +
−Ã  oricare ar fi x ∈ Z*, x ≠ 7 = eß. Este

verificatå çi axioma M4: x Ã y = y Ã x, deci ({, ß, Ã) este corp comutativ.
4. (Z, &, Ω) este inel comutativ. În plus, este verificatå çi axioma M3: existå elementele

neutre 
3
2

e =Ω   çi  e& = 1; existå x ′Ω , 
( )

1
1

4 1
x

x
′ = +

−Ω  oricare ar fi x ∈ Z*, x ≠ 1 = e&.

Deci (Z, &, Ω) este o structurå de corp.
5. (K, +, ×) este inel. În plus, este verificatå çi axioma M3: existå elementele neutre

2

0 0

0 0
e O+

 
= =  ÷

 
 çi 2

1 0

0 1
e I

 
= =  ÷

 
i ; existå A–1, 

1 2

1 1 2 2
2 1

det 0
z z

A z z z z
z z

= = + ≠
−

.

Rezultå cå (K, +, ×) este o structurå de corp.
6. (K, +, ×) este inel. În plus, este verificatå çi axioma M3: existå elementele neutre

2

0 0

0 0
e O+

 
= =  ÷

 
  çi  2

1 0

0 1
e I

 
= =  ÷

 
i ; existå A–1, 1 *1

det
A A

A
− = × , deoarece oricare

ar fi x, y ∈ Z, avem 2 2 2 2 22
det 4 5 0

5 2

x y y
A x y y x y

y x y

+
= = − + = + ≠

− −
. Rezultå cå

(K, +, ×) este corp.
7. (K, ×, &) este inel comutativ. În plus, este verificatå çi axioma M3: existå elementele

neutre e& = e3, 1
lim 1

n

n
e

n→+∞

 = + ÷
 

, çi e× = 1; existå 1 1
x

x
− =   çi 

9
ln xx e′ = , oricare ar fi

x ∈ Z,  x ≠ 1 = e×. Rezultå cå (K, ×, &) este o structurå de corp.
8. (K, +, ×) este inel comutativ. În plus, este verificatå çi axioma M3: existå elementele
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neutre 2

0 0

0 0
e O+

 
= =  ÷

 
 çi 2

1 0

0 1
e I

 
= =  ÷

 
i ; existå A–1, 1 *1

det
A A

A
− = × , deoarece

oricare ar fi x, y ∈ Z, avem 2 2det 0
x y

A x y
y x

= = + ≠
−

. Rezultå cå (K, +, ×) este corp.

9. (K1, +, ×) çi (K2, +, ×) sunt structuri de inel. În plus, este verificatå çi axioma M3: existå

elementele neutre 
1

0 0 5 0Ke + = + × = , 
1

1 0 5 1Ke = + × =i , 
2 2

0 0

0 0Ke O+

 
= =  ÷

 
 çi

2 2

1 0

0 1Ke I
 

= =  ÷
 

i ; existå A–1, 1 *1
det

A A
A

− = ×  deoarece oricare ar fi x, y ∈ Z, avem

2 25
det 5 0

x y
A x y

y x
= = − ≠ . Rezultå cå (K2, +, ×) este o structurå de corp.

De asemenea, pentru 5z x y= + y ∈ K1, avem 5z z x y′ = − = − −  çi

1

1
2 2 2 2

1
5

5 55K

x y
z

x y x yx y
−

+ = = −
− −+

; 
1

1
1Kz K− ∈i .

10. (Z, ), &) este inel. În plus, este verificatå çi axioma M3: existå elementele neutre

e0 = 2 çi e& = 3; existå *

1
2

2
x

x
′ = +

−
∈ Z oricare ar fi x ∈ Z, x ≠ 2 = e. Rezultå cå

(Z, ), &) este corp.

11. a) Pentru z = 1, se obÆine 2

1 0

0 1
I G

 
= ∈ ÷

 
, iar pentru z = 0, se obÆine 2

0 0

0 0
O G

 
= ∈ ÷

 
;

b) Dacå z = x + yi, x, y ∈ Z, din 
0

0
0

z

z
=  rezultå implicaÆiile: 0z z× =  ⇒ x2 + y2 = 0 ⇒

⇒ x = y = 0 ⇒ z = 0;

c) Fie 1

1
1

0

0

z
A G

z

 
= ∈ ÷ ÷

 
 çi 2

2
2

0

0

z
A G

z

 
= ∈ ÷ ÷

 
. Rezultå 

1 2

1 2
1 2

0

0

z z
A A G

z z

 
= ∈ ÷ ÷

 
;

d) Fie 
0

0

z
A

z

 
=  ÷ ÷

 
, A ≠ O2, cu 2 2

0
det 0

0

z
A zz x y

z
= = = + ≠ . Atunci existå matricea

inverså 1 *
2

01 1
det 0

z
A A

A zz
−  

= × = × ÷ ÷
 

;
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e) Dacå 
0

0

z
X

z

 
=  ÷ ÷

 
, atunci 

0 00 0

0 00 0

z izi i
X

i iz zi

−− −      
= = ÷  ÷ ÷  ÷ ÷  ÷      

, respectiv

0 00 0

0 0 0 0

z izi i
X

i i z iz

−− −       
= = ÷  ÷ ÷  ÷ ÷  ÷      

, unde zi zi= − ;

f)  Fie AB = O2. Dacå det A ≠ 0, atunci matricea A este inversabilå çi rezultå implicaÆiile:
A–1×(AB) = A–1×O2 ⇒ (A–1×A2)×B = O2 ⇒ I2×B = O2, deci B = O2. Dacå det B ≠ 0, în
mod analog, rezultå A = O2;

g) Pentru H = G   ¾  {O2}, A ∈ H, avem det A ≠ 0, deci existå matricea inverså  A–1  astfel
încât AA–1 = A–1A = I2. Sunt verificate axiomele corpului (G, +, ×).

Capitolul 3. Inele de polinoame cu coeficienþi într-un
corp comutativ ({, Z,  ³, mp, p prim )

pag. 58
1 . a) X4 + X2 + 1; b) X4 + 3X2 + 1; c) X5 + 1; d) X5 – 1;

e) (1 + i)X3 + (3 – i)X2 – 2X + 2(1 + i); f) X4 – 2X3 + 4X2 + 2..
2 . X4 – 4X3 + 2X2 + 7X + 6; X4 – 2X3 – 12X2 – 13X + 2.
3 . X2 + 6X + 9; 9X2 – 6X + 1; 3X2 + 8X – 3.
4 . a = 2, b = –5, c = –2, f = 2(X + 2)2 – 5(X + 2) – 2.
5 . f = 3X2 + 20X + 34 = 3(X – 3)2 + 38(X – 3) + 121, a = 3, b = 38, c = 121.

pag. 62
1 . q = 5X2 – 7X + 12, r = –35X2 – 24X – 36. 2. q = 2X3 + X2 + 6X – 2, r = 10X – 5.
3 . q = X2 + (2i – 1)X + 1, r = 0. 4. q = iX3 + 2X2 – (1 + 5i)X + 5(i – 2), r = 9 + 19i.
5 . f = (X – α)(X – β)q + aX + b, f(α) = aα + b, f(β) = aβ + b,

a = 
( ) ( )f fα − β

α − β
, b = 

( ) ( )f fα β − β α
α − β

.

pag. 67
1. a) q = 3X2 + X – 5, r = –4; b) q = X4 – X3 – 2X2 + 2X – 8;

c) q = X3 + X + 1, r = 0; d) 2X3 – 5X2 + 12X – 24, r = 46;

e) q = 4X3 – 8X2 + 6X + 1, r = – 3
2

; f) q = X2 + 7
2

X – 15
4

, r = 23
4

;

g) q = 2X2 – 5X + 9, r = –15; h) q = 2X4 – 3X3 – 8X – 7, q = –4;
i) q = X5 – 2X4 + 2X3 + X2 – X – 5, r = 7; j) q = X4 + 2 3 X3 + X2 + 3 3  + 3, r = – 3 .

2. Restul este r = f (2) = 3.

pag. 77
1 . a) Z, Q, R: f = (X2 – 1)(X2 + 1) = (X – 1)(X + 1)(X2+ 1);

C: f = (X – 1)(X + 1)(X – i)(X + i);

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


210

IndicaÆii çi råspunsuri

b) R: f = (X2 – X 2  + 1)(X2 + X 2  + 1);

C: f = 2 2
2 2

X i
 

− + ÷
 

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

X i X i X i   − − + + + − ÷ ÷ ÷
   

;

c) R: f = (X2 + 1)2 – (X 3 )2 = (X2 – X 3  + 1)(X2 + X 3  + 1);

C: f = 3 1 3 1 3 1 3 1
2 2 2 2 2 2 2 2

X i X i X i X i      − − − + + − + + ÷ ÷ ÷ ÷
      

;

d) Z, Q, R: f = (X – 1)(X + 1)(X2 – X + 1)(X2 + X + 1);
C: f = (X – 1)(X + 1)(X – ε)(X – ε2)(X2 + X + 1) =

= (X – 1)(X + 1)(X – ε)(X – ε2) 1 3 1 3
2 2
i iX X  + −+ + ÷ ÷

  
, ε2 + ε + 1 = 0, ε3 = 1;

e) Z, Q: f = (X2 + 1)(X4 – X2 + 1); R: f = (X2 + 1)(X2 – X 3  + 1)(X2 + 3  + 1);

C: f = (X + i)(X – i) 3 1 3 1 3 1 3 1
2 2 2 2 2 2 2 2

X i X i X i X i      − − − + + − + + ÷ ÷ ÷ ÷
      

.

2 . f(1) = 0, f = mX(X – 1)(Xn–1 + Xn–2 + ... + X + 1) – nX(X – 1)(Xm–1 + Xm–2 + ... +
+ X + 1) = X(X – 1)[m(Xn–1 + Xn–2 + ... + X + 1) – n(Xm–1 + Xm–2 + ... + X + 1)] =
= X(X – 1)h, h(1) = m $ n – n $ m = 0, (X – 1)2f.

4 . f(1) = 12n + 22n – (–2)2n – 1n = 1 + 22n – 22n – 1 = 0, (X – 1)f.
5 . f(1) = 1n – n $  1 + n – 1 = 1 – n + n – 1 = 0, X – 1  f, f = (Xn – 1) – n(X – 1) =

= (X– 1)(Xn–1 + Xn–2 + ... + X + 1) – n(X – 1) = (X – 1)[(Xn–1 + Xn–2 + ... +
+ X + 1) – n] = (X – 1)g, g(1) = 0.

6 . f(1) = 1 + m2 – m2 – m + m – 1 = 0, (X – 1)f.
7 . f(1) = 12n – n $ 18 + n $ 14 – 1 = 1 – n + n – 1 = 0, f(–1) = (–1)2n – n(–1)8 +

+ n(–1)4 – 1= 1 – n + n –1 = 0, (X2 – 1)f.
8 . g(α) = 0, α2 – α + 1 = 0, α3 = –1, α – 1 = α2;

f(α) = (α – 1)n+3 + α2n+3 = (α2)n+3 + α2n+3 = α2n+6 + α2n+3 = α2n+3(α3 + 1) = 0.
9 . g(α) = 0, α2 + α + 1 = 0, α3 = 1,

f(α) = α12n+2 + α3n+1 + 1 = (α3)4n $ α2 + (α3)n $ α + 1 = α2 + α + 1 = 0.
10. g(α) + 3α + 3 = 0, f(α) = (α + 1)3n+2 + α2 + 2 = (α + 1)3n(α + 1)2 + α2 + 2 =

= [(α + 1)3]n(α + 1)2 + α2 + 2 = (α3 + 3α2 + 3α + 1)n(α2 + 2α + 1) + α2 + 2 =
= [α(α2 + 3α + 3) +1]n(α2 + 2α + 1) + α2 + 2 = α2 + 2α + 1 + α2 + 2 =
= 2(α2 + α + 1) = 0.

pag. 86
1 . –1, 1, 3. 2. –1, 2, –4. 3. –3, –1, 1, 3. 4. 1, –2, 4, –8. 5. m = 10, –1, –2, –3, –4.

pag. 92

EfectuaÆi în claså: 1. –1, –2, 3. 2. 
1
2

− , 
1
2

, 
3
2

− . 3. –i, i, 
1 3

2
i− ±

. 4. –i, i, –2i.
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Temå: 1. 
1
2

− , –2, –1. 2. –2, 3 – 2i, 3 + 2i. 3. 
1
2

− , 2, –3, 1
3

− . 4. B2, 3, –1 – 2i, –1 + 2i.

pag. 95

1. ± 2 . 2. ± 2i . 3. 3 3 , 3 3ε , 3 3ε , ε3 = 1, ε3 + ε + 1= 0.

4. −3 3 , 2 3 3−ε ; ε3 = 1, ε3 + ε + 1= 0. 5. B1, 1, Bi, i. 6. ( )± +
2

1
2

i , ( )± −
2

1
2

i .

7. –1, 1, –ε, ε, –ε2, ε2. 8. 
( ) ( )2 1 2 1

cos sin
6 6k

k k
z i

+ π + π
= + , k ∈ {0; 1; 2; 3; 4; 5}.

9. (z4 – 1)(z4 + 1) = 0 are soluÆiile –1, 1, ( ) 2
1

2
i± + –i, i, ( )± −

2
1

2
i .

10. z8 – i2 = 0 ⇔ (z4 – 1)(z4 + 1) = 0 are soluÆiile:

( ) ( )8 8 2 1 2 1
1 cos sin cos sin

8 8k

k k
z i i

+ π + π
= − = π + π = + , k ∈ {0; 1; 2;...; 7}.

pag. 97

1. ±3 2i , − ±3 2i . 2. ±a, ab± . 3. (x2 – 2i + 1)(x2 – 2i – 1) = 0. 4. ± ±2, 3i .

5. ±(a – b), ±(a + b). 6. ± ±
5

1,  
2

. 7.  
1
2

± , 5i± . 8. 1, ε, ε2, 2, 2ε, 2ε2.

9. (x3 – 1)(x3 – i) = 0. 10. (x2 – 3)(x2 + 2) = 0 are soluÆiile 3, 3, 2, 2i i− − .

pag. 99

EfectuaÆi în claså: 1. –4, 4, –4i, 4i. 2. –3, –2, 2, 3. 3. –1, 
1
2

, 2. 4. –1, –e, –e2.

5. (x3 – 1)(x3 + 1) = 0; –1, 1, –ε, ε, –ε2, ε2.
6. (x4 – 1)(x4 + 1) = (x – 1)(x + 1)(x2 + 1)(x2 – i)(x2 + i) = 0. 7. –3, 3, –3i, 3i.

Temå: 1. –2, –1, 1, 2. 2. ±3, ±4. 3. (x3 – 1)(x3 – 8) = 0. 4. –2, –1, 
1
2

− .

5. (x + 1)(x2 – 2ix + 1) = 0. 6. –1, 
1
2

, 3. 7. –1, 1, 
3
2

, 
1
3

.  8. 
1
2

, 3− , 3 .

9. 1 + i, 1 –   i, 
2
3

− . 10. 1 + 3i, –2–  i.

pag. 100
Test A: 1. (x2 – 4i)(x2 + 4i) = 0. 2. –4, –2, 2, 4. 3. –1, 1, 1. 4. i, 1. 5. –2 + 4i, –2–  4i.

Test B: 1. (x2 – 4)(x2 + 4) = 0, –2, 2, –2i, 2i. 2. (x2 + 4)(x2 + 16) = 0,  –4i, –2i, 2i, 4i.

3. (x + 1)(x2 + 2ix + 2 + 2i) = 0. 4. –3, –2i. 5. 
1 6
4

i− +
, 

1 6
4

i− −
.

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


212

IndicaÆii çi råspunsuri

PARTEA A II-A: ELEMENTE DE ANALIZÃ
MATEMATICÃ

Capitolul 2. Primitive (antiderivate)

pag. 113
1 . a) f continuå çi derivabilå pe R;                     b) f continuå çi derivabilå pe R;

c) f continuå pe R çi derivabilå pe R*;           d) f continuå pe R çi derivabilå pe R*.

2 . a) 2x; b) 0; c) 
3 2

1

3 x
 (x ≠ 0); d) 4x ln 4; e) 

4 3

1

4 x
 – 2

1
x

 (x ≠ 0);

f) 8ex – 1
x

 (x > 0); g) 3 cos x; h) 4x3 – 2 $ 4x ln 4; i) –7sin x – 6x2; j) 2x + cos x;

k) 2

2007
cos x

; l) 2

1
1 x+

.

3 . f (n)(x) = 

cos ,  dacå 4 1,
sin ,  dacå 4 2,
cos ,  dacå 4 3,
sin ,  dacå 4 4,

x n k k
x n k k
x n k k
x n k k

= + ∈
− = + ∈
− = + ∈

= + ∈

N
N
N
N

. 4. m = 3.

pag. 119

1 . a) 
4

4
x  + C; b) 

4
33

4
x  + C; c) 2

3
x x  + C; d) 2

ln2

x
 + C; e) ln x + C; f) 

1

1

ex
e

+

+
 + C;

g) ln(–x) + C; h) x + C; i) –cos x + C; j) 1 3ln
3 3

x
x

−
+

 + C; k) –ln |cos x| + C;

l) 1
2

arctg
2
x  + C; m) 1 2ln

2 2
x
x

−
+

 + C; n) ln 2 4x x+ −  + C;

o) ln 2 4x x+ +  + C; p) arcsin 
2
x  + C.

pag. 122

1. a) ( )
3

1
3
x

x + + C ; b) –acos x + bsin x + C; c) 
2

ln
2
x

x+ + C ; d) ( )
2

ln
2
x

x+ − + C ;

e) 
1

arcsin3
3

x + C ; f) arcsin
2
x

+ C ; g) –ctg x + 2tg x + C; h) 1
arctg

3 3
x

+ C ;

i) 1
arc tg2

2
x + C ; j) 

3
ln3

x
xe+ + C ; k) 1 1

ln
2 1

x
x

− +
+

+
C ; l) 

1 1
ln

2 1
x
x

−
+

+
C ;

m) ( )22 5 5 1
ln ln 1

5 25
x

x
x

−
+ + +

+
C .
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2. a) 
8

6 22 3
8
x

x x x− + + + C ; b) 
4 33 8
12

x x+
+ C ; c) 2 2x x x+ + C ; d) 15 860

23
x x× + C ;

e) 
2

3ln
ln2

x

x x+ − + C ; f) 
4 3 24 4

4
x x x− +

+ C .

3. a) 
4

25
3

4
x

x x− + + C ; b) 
6 2

5 33
4

3 5 2
x x

x x x− + + − + C ;  c) 
2

1 1
5x

x x
− + + + C ;

d) 
2 4

1 1 1
2 4x x x

− + − + C ; e) 
1

2
x

x
+ + C ;  f) 2 22

5
x x x x− + + C ;

g) 
15
88

15
x + C ; h) 3 2

2

3 1
2 2

x
x

− + C ; i) 5ln x− + C ; j) 5 xe + C ; k) 3
2

ln2
x× + C ;

l) 
1

1

ex
x

e

+

+ +
+

C ; m) ( )21
arctg ln 16

4 4
x

x x− + + + C ;

n) ( )21 4
ln 2ln 16

8 4
x

x x
x

−  + + − + ÷+ 
C .

pag. 123

Test A

1. x3 + C. 2. 
3 4
2 32 3

3 4
x x+ + C . 3. 3cos x− + C . 4. 

1 5
ln

10 5
x
x

−
+

+
C .

5. ( )2ln 25x x+ + + C . 6. arcsin
5
x

+ C . 7. 2 ln cos x− + C .

Test B

1. x2 + C. 2. 32 3
3 4

x x x x− + C . 3. 2 sin x + C . 4. 
1

arctg
5 5

x
+ C .

5. ( )2ln 25x x+ − + C . 6. 5arcsin x + C . 7. ( )3ln sin x + C .

Capitolul 3. Integrala definitã

pag. 128

1. a) 
20
3

; b) e B 1; c) 
4
π

; d) 1; e) 1; f) ln2; g) 18; h) 
3 1
2
−

; i) ln 2 .

2. a) 
13
3

; b) 2; c) ln2 B 2.

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


214

IndicaÆii çi råspunsuri

pag. 132

1 . a) –x2 cos x + 2x sin x  – 2 cos x + C; b) 5
2sin
2

x  – x + C;

c) 
3 1

ln
3 3
x

x − + ÷
 

C ; d) ( ) ( )cos ln sin ln
2
x

x x+ +   C .

2 . a) ex(x – 1); b) 
3

3
x ( )1ln

3
x −  + C; c) 

2ln
2

x  + C; d)  x ln2 x – 2x ln x + 2x + C;

e) ex(x2 – x + 2) + C; f) (–x2 + 2) cos x + 2x sin x + C;

g) 
2

29 9 ln 9
2 2

x x x x− − + −  + C; h) 
2

29 9 ln 9
2 2

x x x x+ + + +  + C;

i) 21 39 arcsin
2 2 3

xx x− +  + C.

pag. 133
a) 1; b) π; c) 2e2 + 6; d) π – 2; e) 1; f) 0.

pag. 139

1 . a) 
2 2( 1) 1

3
t t+ +  + C; b)

3
22(3 2)

9
te +  + C; c) 

3ln
3

x ; d) ln(x2 + x + 1) + C.

2 . a) ln |sin ex| + C; b) 21 2 3
2

x +  + C; c) 
3sin
3

x  + C; d) –
5cos

5
x  + C;

e) 
2ln ( 2)

2
x +  + C; f) 

2(artctg )
2

x
 + C; g) 1

2
ln(x2 + 1) + C;

h) 1
2

ln(x2 + 2x + 7) + C; i) 1
2

ln(2 sin x + 3) + C; j) 
2 2003( 1)
2003

x +  + C;

k) 1
3

arctg x3 + C; l) 1
2

 arctg x2 + C; m) 1
2

 arcsin x2 + C; n) esin x + C;

o) 
2 8 71

2
x xe + −  + C; p) arcsin ex + C; q) 1

a
arctg

sin x
α

 + C; r) ( )1
ln 2cos 3

2
x + + C .

pag. 140

a) 0; b) 
52
9

; c) 
4

4
π−

; d) 
1
2

; e) 
1
3

; f) 
2
3

; g) 
2 1
3

e −
; h) 

2
24

π
; i) 

4ab
π

; j) 
2

ln
2

.

pag. 147

1. a) 3 ln|x + 2| + C; b) – 2
1

2( 2)x +
 + C; c) 2

5
arctg

5
x  + C; d) ln (x2 + 25) + C;

e) – 2
1

2( 25)x +
 + C; f) 

2

1 1
arctg

50 5 5 25
x x

x
 + ÷+ 

+ C;

g) 3
2

ln(x2 + 25) – 2
5

arctg
5
x  + C; h) ( ) ( )2 2

3 1
arctg

125 52 25 25 25
x x

x x
− − −

+ +
 + C;
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i) ( )2

1
arctg

10 5 2 25
x x

x
−

+
+ C; j) 1

5
ln 5

5
x
x

−
+

 + C; k) 1
2

ln |x2 – 25| + C;

l) – 2
1

2( 25)x −
 + C; m) 2

1 1 5
ln

50 10 5 25
x x
x x

− − + ÷+ − 
+ C;

n) 5arctg
5
x

x − + C ; o) ( )
2

225
ln 25

2 2
x

x− + + C ; p) 
32

51 255arctg
3 5
x x

x− + + C .

2. a) 4 3 2 1x x x x− + − + ; b) x2ex; c) 
2 1

2

x x

x x

− +
; d) x2 ln x.

3. ( ) 1 ... nf x x x= + + + ; observåm cå f ′(x) = S, deci

1 2 11 1 ...
1 1

n n nx x x x nx
S

x x

+ −′ − + + + + −
= = ÷− − 

, 1x ≠ .

4. a) 2 1x C+ + ; b) 8 7 5 2x x x x− + − + C ; c) ( )220
10

x
x− + C ;

d) ( )2 2 2xe x x− + + C ; e) ( )21
1 arctg

2
x x x + − +  C ;

f) 
2

2 21 cos2 sin2 cos2
sin

2 2 2 4
x x x x x

x x
 

+ − − + ÷
 

C ;

g) 
2

2

arcsin 1 1 1
ln

2 1 1

x x
x x

− −
− + +

+ −
C ; h) ( )2 21

1 1
3

x x− − − + C .

5. a) ( ) 1ln n
n nI x x nI −= − , , 2n n∀ ∈ >q ;

b) ( ) ( )1
2cos sin 1n

n nI x x x n x n n I−
−= − + − − ;

c) 1
n x

n nI x e nI −= − , x∀ ∈Z ;

d) ( )1 2
21 1n

n nI x x n I−
−= + − − , , 2n n∀ ∈ >q .

6. Avem F′(x) = f (x) . ObÆinem 
1
2

α = β = .

7. a) 2 25x − + C ; b) 2 1
ln

2
x x − + ÷

 
C ;

d) ( )21 3
ln 4 arctg

2 4 2
x

x− + + + C ; e) 2arcsin 1x x x+ − + C .

8. a) 
2

ln ln
3

x x + C ; b) 41
arcsin

4
x + C ; c) ( )ln ln x + C ;
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d) 
1

ln
2

x x C+ + + ; e) 
1

ln 1
1

x C
x

+ + +
+

; f) 2 1x C+ + ; g) 2sin x C+ ;

i) 
2

2

1 2 1 2 2 2 2
ln 2 arctg arctg

4 2 2 1 2 2

x x x x
C

x x

  + + + −
+ + +  ÷

− +   
;

j) 
2

2

3 2 1 1 1
arctg ln

2 3 33 1

x x x
C

x x

+ −
+ + +

+ +
;

k) 
2

1
arctg 

2 1

x
x

x

e
e C

e
 

+ + ÷+ 
; l) ( )

2

ln 1
2

x
x xe

e e C− + + + .

9. In = –xne–x + nIn – 1; I3 = –e–x(x3 + 3x2 + 6x + 6)+ C.

pag. 149

Test A

1. 
5

32
 

5 3
x

x x+ + + C . 2. 
( )20032 3

4006

x −
+ C . 3. ( )631

1
18

x× + + C . 4. ln cos x− + C .

5. ( )23
ln 4

2
x + + C . 6. 

1 1
arctg

3 3
x +

+ C . 7. 
3

ln
2

.

8. 
1 1 1 1

arctg ln 4
2 33 3

+ + .

Test B

1. 
5

32
5 3
x

x x− + + C . 2. 
( )20033 2

6009

x −
+ C . 3. 

( )53 1

15

x −
+ C . 4. ln sin x + C .

5. ( )2ln 1x + + C . 6. 
1 1

ln
4 3

x
x

−
+

+
C . 7. 2arctg2

2
π

+ .

8. 3 1 1
1 ln 2 arctg 3 arctg

3 3
 − − − ÷
 

.

Capitolul 4. Aplicaþii ale integralei definite

pag. 154

1. a) ln 3 ; b) ( ) ( )
3 3 2 1

ln 1 ln 1
3 9 6 3 3
e e e e

e e+ − + − + + ; c) 
2
π

; d) 
1 5

arctg2 ln
4 2 8

π
− − .

2. a) 
4
3

− ; b) 
3 2

6
π −

; c) 1; d) 
1

2e
e

+ − . 3. πab. 4. 
1
6

.
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5. a) ln2; b) 
32
3

; c) 4; d) 
4 2

3
; e) 

1
3

; f) 4 ln4; g) ( )4
2 3

3
π − ; h) e B  1.

pag. 158

1. a) 48π; b) 27π; c) 
22

3
abπ ; d) 16

5
π .

2. a) 
64
405

π
; b) 

2
35

π
; c) 

2

4
π

; d) 
( )4

4

π − π
; e) 

( )ln 8 2

3

π −
; f)  ( )2 1

4
e

π
− .

pag. 158

Test A: 1. 
5
6

. 2. 1. 3. 8
5
π .

Test B: 1. 4. 2. e2 B  1. 3. 27π.

PARTEA A III-A: PREGÃTIRE PENTRU
EXAMENUL DE BACALAUREAT

1. Teme de sintezã

Tema 1. Grupuri

pag. 160
1. e = 0, λ = 1. 2. e = –1. 3. e = 0, z = 1. 4. a = b, a ∈ {–1, 0}. 5. (0, 0, 1).
6. x = 1, e = –2; x = 1, x & e= –3 ≠ 1. 7. e = 8 ∈ Z, x′ ∈ {6, 8}. 8. a = b = 1. 9. e = –1.

10. a ∈ {0, 1}. 11. λ = µ = 0. 12. a = 3. 13. e = 0, x′ = 2
2

x
x −

 ∈ Q \{2}.

14. a ∈ { }10;
4

. 15. e& = 1
3

; a = 8. 16. a ∈ (1, 2]. 17. e& = –2, x = –2.

18. e1 = – 1
3

; e2 = – 2
3

; a = – 1
3

; b = – 1
3

n + . x & y = –3 ( ) ( )1 1
3 3

x y+ +  – 1
3

; (x ) y) ) z =

= 32 (x )1
3

+ ( )1
3

y + ( )1
3

z +  – 1
3

; 
de  ori

...
n

x x x    = (–1)n–1 ( )1 1
3 3

n
x + − ; x & x = 2x + 1

3
;

de ori

...
n

x x x∗ ∗ ∗  = nx + (n – 1) 2
3

; b = ne2 + (n – 1) 2 1
3 3

n += − ; b – a = 
3
n  = n(e2 – e1).

19. λ = 1.
20. x, y ∈ (2, 4), xx – 3x < 1, xy – 3x< 1; x & y = (x – 3)(y – 3) + 3,
xx & y – 3x < 1; x & e = x ⇒ e = 4 ∉ M; x & y = y & x.
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21. xx – 4x < 1; xy – 4 x < 1, xx & y – 4x < 1; x & y = (x – 4)(y – 4) + 4 = y & x.

22. a = x1 + y1 5 ; b = x2 + y2 5 ; x1, y1, x2, y2 ∈ Q, ab ∈ M, ≤ a, b ∈ M.

Pentru a = x + y 5 , x, y ∈ Q, x2 – 5y2 = 1, e = 1 + 0 × 5 , a′ = x – y 5 .

23. I2 = 
1 0
0 1

 
 ÷
 

; AB ∈ M, ≤ A, B ∈M, (AB)C = A(BC), det A ≠ 0; AB ≠ BA;

A–1 = 

1

10

z
x xy

y

 
 ÷
 ÷
 ÷
 

.

24. x & y ∈ M, x & y = y & x; 1 + ln 1( 1) yx −−  = 1 + ln 1( 1) xy −− ;

1
2

ln(y – 1)ln(x – 1) = 1
2

ln(x – 1)ln(y – 1), ≤ x, y ∈ M.

25. m = 1
2

.

26. AxAy ∈ M, AxAy = AyAx, ≤ Ax, Ay ∈ M.
27. xx – 6x < 1, xy – 6x < 1; xx & y – 6x < 1; x & y = (x – 6)(y – 6) + 6,
(x & y) & z = x & (y & z), x & y = y & x, ≤ x, y ∈ M, e = 7 ∈ M.

Este necesar ca x′ = 6 + 1
6x −

 ∈ [5, 7]. Rezultå x = 5 çi x = 7.

28. AxAy ∈ M, E = A0; AxAy = AyAx, ≤ Ax, Ay ∈ M.
29. Nu existå e&, eS, eΩ.

30. x & y ∈ M, (x & y) & z = x & (y & z), e& = e = ( )1lim 1
n

n n→∞
+ ; x & y = y & x; x′ = 

1
ln xe , ≤ x ∈ M.

31. a1 = x1 + y1 2 , a2 = x2 + y2 2 ; x1, y1, x2, y2 ∈ Q ⇒ a1a2 ∈ M;

a = x + y 2 , x, y ∈ Q, x2 – 7y2 = 1, e = 1, x′ = x – y 7 .

32. I = I2. Existå A–1 dacå detA ≠ 0 ⇔ x ≠ 0 çi y ≠ 0; A–1 = 

1 0

1
x
z
xy y

 
 ÷
 ÷− ÷
 

.

33. a) x & y = (x – 3)(y – 3) + 3, x – 3 > 0, y – 3 > 0, x & y > 3; b) a ≠ 0; f(x) este
bijectivå; f(xy) = f(x) & f(y); a = 1, b = 3; c) InducÆie matematicå.

34. x & y = (x – 2)(y – 2) + 2, 
de ori

...
n

x x x∗ ∗ ∗  = (x – 2)n + 2, n ∈ N, n ≥ 2.

35. xxx < 3, xyx < 3, xx & yx < 3, x & y ∈G; (x & y) & z = x & (y & z), e = 0, x′ = –x;

x & y = y & x; f : R → G este funcÆie bijectivå çi f(x + y) = f(x) & f(y); f–1(x) = 1 3ln
3 3

x
x

+
−

,

f–1 : G → R este funcÆie bijectivå çi f–1(x & y) = f–1(x) + f–1(y).
36. x & y ∈Z, (x & y) & z = x & (y & z), e = 2, x′ = 2 – x, x & y = y & x, ≤ x, y ∈ Z,
f(x) = x – 2 este funcÆie bijectivå; f(x & y) = f(x) + f(y), ≤ x, y ∈Z.

37. a) x & y = (x – 3)(y – 3) + 3 = y & x, ≤ x, y ∈ G; b) f : G → ∗
+¡  este funcÆie bijectivå

çi f(x & y) = f(x) × f(y), ≤ x, y ∈ G.
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38. a) x & y = (x – 1)(y – 1) + 1; x & y ∈ (G, (x & y) & z = x & (y & z), e = 2, x′ = 1 + −
1

1x ;

x & y = y & x, ≤ x, y ∈ G; b) Se demonstreazå prin inducÆie matematicå.

39. x & y ∈ G, x & y= 1
2

[2 – (x – 1)(y – 1)] = 1 – 1
2

(x – 1)(y – 1), e = –1 ∈ G;

x′ = 1 + 4
1x −

 ∈ G, x &y = y & x.

40. a) x & y = (x – m)(y – m) + m; (x &y) & z = x & (y & z), e = m + 1, x′ = 1 m mx
x m

− +
−

 =

= m + 1
x m−

; x & y = y & x. 41. e& = –1, e⊥ = 1, x∗′ = –2 – x, x⊥′  = 2 – x, x∗′ , x⊥′ ∈ Z;

f(x) = x + 2 este bijectivå, f(x & y) = f(x) ⊥ f(y). 42. A1A2 ∈ G, E = I2 = 
1 0
0 1

 
 ÷
 

;

detA = x2 + y2 ≠ 0, A–1 = 2 2
1

x y+
x y
y x

 
 ÷− 

; f–1 : C* → G, f–1(z) = 
x y
y x

− 
 ÷
 

; f : G → C*;

f(A) = z, A = 
x y
y x

− 
 ÷− 

; z = x + iy, f(x) este bijectivå, f(AB) = f(A) × f(B).

43. A1A2 ∈ G, (A1A2)A3 = A1(A2A3), I3 = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 ÷
 ÷
 

, detA = 1, A–1 = 
1
0 1
0 0 1

x xz y
z

− − 
 ÷−
 ÷
 

 ∈ G.

44. A1A2 ∈ G, I2 = 
1 0
0 1

 
 ÷
 

, detA ≠ 0.

45. x & y ∈ G, (x & y) & z = x & (y & z), e = 0, x′ = x
x k−

, x ∈ Q \ {k},

x & y = y & x, ≤ x, y, z ∈ G.
46. a ∈ G, a fixat, x & y ∈ G, ≤ x, y ∈ G, a × a′ = a′ × a = e, x∗′ & x = x & x∗′  = e& = a′, e& =

a′, x∗′  = x′ a′ a′, xy = yx, x & y = y & x.
47. a) eax × ebx = e(a+b)x ∈ G; (eax × ebx) × ecx = e(a + b + c)x = eax × (ebx × ecx); e = 1, (eax)′ = e–ax;
b) f : G → R, f(eax) = a, f(x) este bijectivå çi f(eaxebx) = f(eax) + f(ebx), deci (G, ×) ≈ (R, +1).

48. det A = ε2 ≠ 0; A2 = 
21

0
 −ε
 ÷ε 

; A3 = E, A–1 = A2, (A2)–1 = E.

49. a) z1 & z2 = (z1 – i) × × (z2 – i) + i, e = 1 + i, z′ = i + 1
z i−

 ∈ C1; b) Se demonstreazå

prin inducÆie matematicå.

50. ≤ x, y ∈ G, x & y = 
( 1)( 1)

xy
xy x y+ − −

 ∈ G, e = 1
2

 ∈ (0, 1), x′ = 1 – x, x′ ∈ (0, 1);

x & y = y & x; b) f(x) este bijectivå; f(x & y) = f(x) × f(y).

51. a) x & y ∈ G, ≤ x, y ∈ G; b) (x & y) & z = 
2

2
( )m x y z xyz

m xy yz zx
+ + +

+ + +
 = x & (y & z),

x & y = y & x, e = 0; c) x & x′ = x′ & x = e, e = 0, 
2

2
( )m x x

m xx
′+
′+

 = 0, x′ = –x < 0, dacå x ∈ (0, +∞),

deci x′ ∉ A. Rezultå cå (A, &) nu este grup.

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


220

IndicaÆii çi råspunsuri

Tema 2. Inele ºi corpuri

pag. 166

1. x ⊥ y ∈ Z, x º y ∈Z, (Z, ⊥) este grup abelian e⊥ = 3, x⊥′  = 6 – x, eS = 4, (Z, º) este

monoid, x º (y ⊥ z) = (x º y) ⊥ (x º z).
2. (C, +) este grup abelian, eS = 0, z′ = –z, z1 + z2 = z2 + z1; (C, &) este monoid
comutativ, e& = 1 + i; z & (z1 + z2) = (z & z1) + (z & z2).
3. a) u1 = (x1, y1), u2 = (x2, y2), u3 = (x3, y3), u1 + u2 ∈ A, u1u2 ∈ A, e+ = (0, 0);
–u = (–x, –y); u1 + u2 = u2 + u1, e& = (1, 0), u1u2 = u2u1, u(u1 + u2) = uu1 + uu2; (A, +, ×)
este inel comutativ; b) f(x, y) este bijectivå, f(u1 + u2) = f(u1) + f(u2); f(u1u2) = f(u1) × f(u2).
4. ≤ A1, A2 ∈ A, A1 + A2 ∈ A, e+ = O2, A′ = –A, A1 + A2 = A2 + A1; A1 × A2 ∈ A, e = I2;
A(A1 + A2) = AA1 + AA2.
5. e+ = O3, e× = I2.
6. (A, ⊥, º) este inel, x ∈ A, x′ ∈ A, x º  x ′ = x′ º x = eº, eº = –1,
x ⊥ y = (x + 2)(y + 2) – 2, x ⊥ x′ = –1, (x + 2)(x′ + 2) –2 = –1,

x′ = –2 + 
1

2x + , ≤ x ∈ K; x º (y ⊥ z) = x º y ⊥ x º z.

7. (K, ⊥) este grup abelian, (K, º) este grup abelian; x º (y ⊥ z) = (x º y) ⊥ (x º z).

8. u1 = x1 + iy1 3 , u2 = x2 + iy2 3 ; x1, y1, x2, y2 ∈ Q, u1 + u2 ∈ K, u1u2 ∈ K, e+ = 0, e· = 1,
(K, +) este grup abelian, (K, ×) este grup abelian, z(z1 + z2) = zz1 + zz2 = (z1 + z2)z.
9. z1 ⊥ z2 ∈ C, z1 º z2 ∈ C, (z1 ⊥ z2) ⊥ z3 = z1 ⊥ (z2 ⊥ z3), (z1 º z2) º z3 = z1 º (z2 º z3),
e⊥ = –ai, eº = a; f(z) = iz este funcÆie bijectivå, f(z1 ⊥ z2) = f(z1) º f(z2).

10. x / y ∈ Z, x ? y ∈ Z, e/ = 2, x⊕′  = 4 – x, (Z, /) este grup abelian; e? = 3; (Z, ?)

este monoid; x ? (y / z) = (y / z) ? x çi x ? y = y ? z, deci (Z, /, ?) este inel comutativ;
ii) e? = 3; x ? x′ = e?; (x – 2)(x′ – 2) = 1; (x – 2)|1, deci x – 2 ∈ {–1, 1}, x ∈ {1, 3}.
11. Se verificå axiomele corpului pentru (K1, +, ×) çi (K2, +, ×). Luåm  f : K1 → K2, f(u) =

= 3
x y
y x

 
 ÷
 

, unde u = x + y 3 , x, y ∈ Q; f(u) este funcÆie bijectivå, care verificå relaÆiile

f(u1 + u2) = f(u1) + f(u2), respectiv f(u1u2) = f(u1) × f(u2).

12. Se verificå axiomele inelului pentru (A1, +, ×), (A2, +, ×); f : A1 → A2, f(z) = 
x y
y x

− 
 ÷
 

,

unde z = x + yi, x, y ∈ Z; f(z) este funcÆie bijectivå, care verificå f(z1 + z2) = f(z1) + f(z2)
çi  f(z1z2) = f(z1) × f(z2).
13. A1 + A2 ∈ N, ≤ A1, A2 ∈ K; e+ = O2, (K, +) este grup abelian, (K \ O2, ×) este grup abelian.

e×= I2; Ax,y = 
x y y

y x y
+ 

 ÷− 
; A–1

x,y 2 2
1
2

x y y
y x yx y
− − =  ÷+ −

; distributivitatea: A1A2 = A2A1.

14. x & y ∈ R; (x & y) & z = x & (y & z), e& = –1, x′ = –2 – x, x & y = y & x; x1 & x2 & ... & xn =
= x1 + x2 + ... + xn + n – 1, a = –10 – 9 – ... – 1 + 0 + 1 + 2 + ... + 21 – 1 = 20.
15. x & y = 2(x + 1)(y + 1) – 1; x & x = 2(x + 1)2 – 1; x & x & x = 22(x + 1)3 – 1,

de  ori

...
n

x x x∗ ∗ ∗  = 2n–1(x + 1)n – 1, demonstraÆie prin inducÆie matematicå;
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x1 & x2 & ... & xn = 2n–1(x1 + 1)(x2 + 1)...(xn + 1) – 1.
Pentru cazul xn = –1, se obÆine x1 & x2 & ... & xn = –1, deci a = –1.
16. x & y = 2(xy – 2x – 2y + 5) = 2[(x – 2)(y – 2) + 1] = 2(x – 2)(y – 2) + 2,
x1 & x2 & ... & xn = 2n–1(x1 – 2)(x2 – 2)...(xn – 2) + 2, demonstraÆie prin inducÆie matematicå.
Dacå existå xn = 2, atunci x1 & x2 & ... & xn = 2. Cum 2 ∈ {–20, –19, ... –1, 0, 1, 2, ..., 20},

rezultå a = 2. Se obÆine e = 5
2

. Notând 2x = t > 0, se obÆine t & t2 = 2, 2(t – 2)(t2 – 2) +

+ 2 = 2, de unde rezultå t1 = 2 çi t2 = 2  astfel încât x ∈ { }11;
2

.

Tema 3. Inele de polinoame cu coeficienþi într-un
corp  comutativ ({, Z, ³, mp, p prim)

pag. 168
1. a) X3 + 8X2 + 17X + 10, a + 2 = 1, 3(b + 1) = 8, 2c – 1 = 17, 2d + 3 = 10;

b) f = 2(X + 1)3 – 3(X + 1)2 –4(X + 1) + 0, a = 2, b = –3, c = –4, d = 0.
2 . f = g = X4 + 14X3 + 71X2 + 154X + 120.
3. m = 1, grad f = 1, m = 4, grad f = 3, m ∈ R \ {1, 4}, grad f = 4.
4. m = –1, grad f = 0, m = –1, grad f = 1, m  = i, grad f = 2, m = i, grad f = 2.
5 . f + g = (1 + 3i)X2 + 3iX – 1 – i. 6. a) X3 – 1; b) X4 – 1; c) X4 + 1.
7 . f + g = 2X4 – (4i – 1)X3 – 2 2  + 4.
8. a) X5 + 7X2 + 4; b) iX4 + (3i – 1)X3 – 5X2 – 6X – 2. 9.q = iX + 6, r = 9X2 + 5X – 5.
10. a) q = 2X3 + 3X2 + 5X + 13, r = 24. 11. q = 3X3 – 7X2 + 21X – 64, r = 202.
12. q = X5 – 2X4 + 2X3 + X2 – X – 5, r = 7. 13. 0. 14. q = 2X5 + 5X + 6, r = 0.
15. r = f(2) = 3. 16. r = f(–2) = 51.
17. q = 2X4 + 6X3 + 13X2 + 39 + 109, r = 328.
18. a) f(1) = a0 + a1 + ... + a20 = 220; f(–1) = a0 – a1 + a2 – a3 + ... – a19+ a20 = 0;

b) 
10

2
0

1
2k

k

a
=

=∑ [f(1) + f(–1)] = a0 + a2 + a4 + ... + a20 = 210.

c) 
10

2 1
1

1
2k

k

a −
=

=∑ [f(1) – f(–1)] = a1 + a3 + ... + a19 = 210.

d) (X + 1)20, Tk+1 = 20
kC X20–k, k + 1= 17, k = 16;

T17 = 16
20C X4 = a17X

4, a17 = 16 4
20 20C C= .

19. f(–1) = 2.
20. a = –11, b = –3.
21. a = 3, b = –2.
22. f = X2, a = b = 0, f = X2 + X – 2, a = 1, b = –2.
23. grad f  = 2, f = ax2 + bx + c, f = X2 – X + 2.
24. a) f = Xn – an, f(a) = 0; b) f = X2n+1 + a2n+1, f(–a) = 0;

c) f = X2n – a2n, f(a) = f(–a) = 0.
25. a) f(1) = 0, (X – 1)f;
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b) f = Xn – 1 – n(X – 1) = (X – 1)[(Xn–1 + Xn–2 + ... + X + 1) – n] = (X – 1)g,
g(1) = 0, (X – 1)2f.

26. (X + 1)3 = X(X2 + 3X + 3) + 1.
27. f(1) = f(–1) = 0.
28. g(α) = 0, α2 + α + 1 = 0, α3 = 1, f(α) = 0.
29. m = 6 + 2i, (X – i)(X2 + 3X – 2 + 6i) = 0.

30. a) (X – 1)(X – 2 – 2i); b) (X + 1)2(X – i); c) (X – 2 )(X + 2 )(X – i 2 )(X + i 2 ).

31. x1 + x2 + x3 = 3, x1x2 + x2x3 + x3x1 = 4, 2 2 2
1 2 3x x x+ +  = 17; 

3
3

1
k

k

x
=

∑  = 48, 
3

4

1
k

k

x
=
∑  = 85.

32. x1 = a, x2 = 1, x3 = 2.
33. x1 = 2, x2 = 2a, x3 = a.
34. 2; 3; 5.
35. m = 2; ÷ 1 – 3 , 1, 1 + 3 .
36. a ∈ ∅.
37. x1 + x2 + x3 + x4 = –(2m + 1), x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x4 + x3x4 = 2(m + 1)2 = S2;

(x1 + x2 + x3 + x4)
2 = (2m + 1)2, S1 + 2S2 = (2m + 1)2; 2 2 2 2

1 2 3 4x x x x+ + +  =
= 4m2 + 4m + 1 – 4m2 – 8m – 4 = –(4m + 3) < 0;

deci cel puÆin douå rådåcini nu sunt reale, adicå cel mult douå rådåcini sunt reale.
38. a) Q[X], R[X]: f = (X – 3)(X2 + 4); C[X]: f = (X – 3)(X – 2i)(X + 2i);
Q[X], R[X]: f = (X – 1)(X + 1)(X2 + 1); C[X]: f = (X – 1)(X + 1)(X – i)(X + i).

39. x4 – (a + b)x3 + (ab + 2)x2 – (a + b)x + 1 = (x2 – ax + 1)(x2 – bx + 1); a, b ∈ [–2, 2].

x2 – ax + 1 = 0, x1,2 = 
2 4

2
a a± − , –2 ≤ a ≤ 2, 0 ≤ a2 ≤ 4, a2 – 4 ≤ 0,

x1,2 = 
24

2
a i a± −  = 

24
2 2

aa i −± ,

|x1,2| = ( )
2

2 24
2 2

aa  −+ ± ÷ ÷
 

 = 
2 24

4 4
a a−+  = 4

4
 = 1.

Analog: x2 – bx + 1 = 0; x3,4 = 
24

2
b i a± − , |x3,4| = 1.

40. f = anX
n + ... + ak+1X

k+1 + akX
k + ... + a1X + a0, g = bnX

n + ... + bn+1X
k+1 +

+ bkX
k + ... + b1X + a0, grad (f +g) = k, 0 ≤ k ≤ n, an + bn = 0, ..., ak+1 + bk+1 = 0,

ak + bk ≠ 0, g = –anX
n – an–1X

n–1 – ... – ak+1X
k+1 + bkX

k + ... + b1X + b0, bk ≠ ak.
41. a = –3, b = 1, f = X3 – 3X2 + X + 1.
42. a = 15, b = –31, f = X4 + 15X3 + X2 –31X – 1 = (X – 2)(X – 3) $ q + 15X – 31.
43. a) f = q $ q + r, g = (X – a)(x – b), grad g = 2, grad r < 2, r = αX + β,

f(a) = αa + β, f(b) = αb + β, α = 
( ) ( )f a f b

a b
−
−

, β = 
( ) ( )f b f a

a b
α − β

−
.

b) f(a) = 0, f(b) = 0, a ≠ b, f = (X – a)(X – b) $ q; gf.
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44. 3
3

1 1

( ) (
n n

k k

f k a k
= =

=∑ ∑  + a2k
2 + a1k + a0) = a3

3

1

n

k

k
=

∑  + a2
2

1

n

k

k
=

∑  + a=1
1

n

k

k
=

∑  + n$ a0

= = a3 $ 
2 2( 1)

4
n n +  + a2

( 1)(2 1)
6

n n n+ +  + a1
( 1)

2
n n +  + a0n;

f = 4X3 – 6X2 + 4X – 1; a3 = 4, a2 = –6, a1 = 4, a0 = –1.

45. a = ±1, b = 0; a = 1, b = ± 2 ; a = –1, b = 2 .
46. f = X + 2, g = –X – 1.
47. f = X4 – 2X3 – X2 + 2.
48. a = n, b = –(n + 2).

49. f = anX
n + an–1X

n–1 + ... + a1X + a0; α = 
p
q

; p, q ∈ Z, (p, q) = 1;

f(α) = 0, f(α) = an

n

n
p
q

 + an–1

1

1

n

n
p
q

−

−  + ... + a1
p
q

 + a0 = 0,

qnf(α) = anp
n + an–1p

n–1q + ... + a1pqn–1 + a0q
n;

f(α) – f(1) = an 1
n

n
p
q

 
− ÷

 
 + an–1

1

1 1
n

n
p
q

−

−

 
− ÷

 
 + ... + a1 1

p
q

 − ÷
 

 = –f(1);

an(pn – qn) + an–1q(pn–1 – qn–1) + ... + + a1q
n–1(p – q) = –f(1) $ qn;

(p – q)(pk – qk); k = 1, 2, ..., n;
(p – q)qnf(1); (p, q) = 1; (p – q, q) = 1, (p – q, qn) = 1, deci (p – q)f(1).

50. f ∈ Q[X] x1 = 2 – 2 , x2 = 2 + 2 , m = 12, n = 4; x3, 4 = 1 ± i.

51. EcuaÆie reciprocå x1 = –2, x2 = 1
2

− , x3,4 = 1 3
2

i− ± .

52. x1 = α – r, x2 = α, x3 = α + r. 1) d = 4, r = 2, x1 = 2, x2 = 4, x3 = 6;
2) a = 4, r = –2; x1 = 6; x2 = 4, x3 = 2.

53. (x1 + 1) + (x2 – 1) + (x – 3) = 3 – 3 = 0, t1 + t2 + t3 = 0, 3 3 3
1 2 3t t t+ +  = 3t1t2t3 = 0;

m = 5; x1 = –1; x2,3 = 2 ± i 5 ; m = 1, x2 = –1, x1,3 = 1 ± i 5 ; m = 1
5

, x3 = 3;

x1,2 = ± 5
5

i .

54. a = –10; x1 = 1, x2 = 2, x3 = –4.

55. a) m= 3
2

− ; b) 2 2 2
1 2 3x x x+ +  = 2; c) 4(m + 2)2 ≥ 0, m ∈ R.

56. a) Pentru n = 0, 0 0 0
0 1 2 3 1 1 1 3E x x x= + + = + + = , unde xk ≠ 0, k ∈ {1, 2, 3};

f (2) = 23 – 6 × 2 + 2 = 8 – 12 + 2 = –2,
f (–2) = (–2)3 – 6 × (–2) + 2 = –8 + 12 + 2 = 6,
deci f (2) × f (–2) = (–2) × 6 = –12;
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b) Presupunem 
p

r
q

=  ∈ {, p, q ∈ m, q ≠ 0, (p, q) = 1, astfel încât ( ) 0
p

f r f
q

 
= = ÷

 
;

a3 = 1, a2 = 0, a1 = –6, a0 = 2. Este necesar ca pa0 çi qa3. Din aceste condiÆii,
rezultå cå p2 çi q1, deci r ∈ {–2, –1, 1, 2}, unde r ∈ m, adicå r ∉ { ¾ m. Deducem
cå f nu admite rådåcini raÆionale;

c) Consideråm funcÆia polinomialå f (x) = x3 – 6x + 2.

Avem: ( )lim
x

f x
→−∞

= −∞ , ( )lim
x

f x
→+∞

= +∞ , f ′(x) = 3x2 – 6; ecuaÆia f ′(x) = 0 are

soluÆiile x′1, 2 = ± 2 .

x –∞ x1 2−       x2       2       x3     +∞

f ′(x) = 3x2 – 6 + + + + + +  0 –  –  –  –  0 + + + + + +

f (x) = x3 – 6x + 2 –∞   ~     ( )2 1 2 2+   Ä  ( )2 1 2 2−  ~     +∞

M    m

( ) ( )2 2 2 6 2 2 4 2 2 2 1 2 2f − = − + + = + = + > 0;

( ) ( )2 2 2 6 2 2 4 2 2 2 1 2 2f = − + = − + = − < 0.

Rezultå cå x1 ∈ ( ); 2−∞ − , x2 ∈ ( )2; 2−  çi x3 ∈ ( )2; + ∞ , deci f are toate

rådåcinile reale;
d) Din relaÆiile lui Viète, deducem cå:

S1 = x1 + x2 + x3 = 2

3

0
a
a

− =  çi  S2 = x1x2 + x1x3 + x2x3 = 1

3

6
a
a

= − .

Pentru ( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 3 1 2 2 3 1 3 22 2 6S x x x x x x x x x E= + + + + + = + − , avem 0 = E2 – 12,

de unde rezultå cå: 2 2 2
2 1 2 3 12E x x x= + + = ;

e) x1, x2, x3 fiind rådåcinile polinomului, putem scrie, înmulÆind relaÆiile respective cu

1 2 3, ,k k kx x x :

3
1 1 1

3
2 2 2

3
3 3 3

6 2 0

6 2 0

6 2 0

k

k

k

x x x

x x x

x x x

− + = ×

− + = ×

− + = ×

.

De aici obÆinem sistemul: 

3 1
1 1 1

3 1
2 2 2

3 1
3 3 3

6 2 0

6 2 0

6 2 0

k k k

k k k

k k k

x x x

x x x

x x x

+ +

+ +

+ +

 − + =


− + =
 − + =

.

Adunând relaÆiile, obÆinem: Ek + 3 – 6Ek + 1 + 2Ek = 0;
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f) Am aråtat cå E0= 3, E1= 0 çi E2= 12.
Avem E3 – 6E1 + 2E0 = 0 ⇒ E3 = 6E1 – 2E0 = 0 + 6 = 6.
Rezultå cå E0, E1, E2, E3 ∈ m,  çi putem scrie: En + 1 = 6En – 1 – 2En – 2, ¼ n ≥ 2.
Folosind metoda inducÆiei matematice, presupunând cå Ek ∈ m, pentru k ∈ q, rezultå
cå 6En – 1 – 2En – 2 ∈ m, deci En + 1 ∈ m.

57. a) Rezultå f (0) = i4 + (–i)4 = 1 + 1 = 2;

b) În general, avem: ( ) ( )
0

1
n

n k n k n k k
n

k

a b C a b− −

=

− = −∑ , deci:

( )0 4 1 3 2 2 2 3 3 4 4 0 4 1 3 2 2 2 3 3 4 4
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4f C X C X i C X i C Xi C i C X C X i C X i C Xi C i= + + + + + − + − +

çi deducem cå: 1 1
3 4 4 0a C i C i= − = , 3 3 3 3 3 3

1 4 4 4 4 0a C i C i iC iC= − = − + = ;

c) Pentru a determina suma coeficienÆilor, calculåm:
f (1) = (1 + i)4 + (1 – i)4 = (1 + 2i – 1)2 + (1 – 2i – 1)2 = –4 – 4 = –8.

d) Oricare coeficient ak, k ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, este:

( ) ( )4 4 4
k kk k k k k

ka C i C i i i C = + − = + − ×  .

Pentru k impar, deci pentru k ∈ {1, 3}, avem: ik + (–i)k = 0, adicå  a3 = a1 = 0 ∈ Z.
Pentru k par, deci pentru k ∈ {0, 2, 4}, avem:

( )00 0 0
4 4 4 1 1 2a C i C i= + − = + = , ( )22 2 2 2 2 2

2 4 4 4 4 42a C i C i C C C= + − = − − = − ∈ Z   çi

( )44 4 4 4
0 4 4 42 2a C i C i C= + − = = ;

e) Dacå f (z) = 0, avem: (z + i)4 = –(z – i)4 çi deducem: ( ) ( )4 4z i z i+ = − −  sau

4 4z i z i+ = − , de unde rezultå cå: z i z i+ = − ;

f)   Fie z = a + bi, a, b ∈ Z, astfel încât  f (z) = 0. Conform rezultatului demonstrat la

subpunctul e), avem z i z i+ = −  çi deducem:

( ) ( )1 1a b i a b i+ + = + −  sau ( ) ( )2 22 21 1a b a b+ + = + − .

Efectuând calculele, obÆinem b = 0, deci: z = a + bi = a + 0 × i = a ∈ Z.

 Tema 4. Primitive (antiderivate)

pag. 172

1. a) 
4 2

32
5

4 3 2
x x

x+ − + + C ; b) 
3

2
3
x x

x
n

+ − + C ; c) 
3

2
3
x x

x
n

+ − + C ;

d) ( )ln 1x + + C ; e) 
1 6

arctg
3 3

x
+ C ; f) 

1 2
ln

2 2 2
x

x

 −
+ ÷

+ 
C ;

g) 
1 2

ln
2 2 2

x
x

 −
+ ÷

+ 
C ; h) 2 32 3

3 7
x x x x+ × + C ; i) 2 1x + + C ;
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j) 2arcsin x + C ; k) cos sinx x− + α + C ; l) 2 cos x− + C ;

m) cosxe x− + C ; n) 
2

arcsin
2

x
+ C .

2. a) 
( )42

4

x +
+ C ; b) 

( )83 51
3 8

x +
× + C ; c) 

( )52 51
2 5

x +
× + C ;

d) 
4sin

4
x

+ C ; e) 
5

5

xe
+ C ;f) 2 5x + + C ; g) 22 3 5x x+ + + C ;

h) ln 3x + + C ; i) 5ln 5 7x − + C ;j) 25
ln 2

2
x− + + C ;

k) 21
ln 4 3

8
x − + C ; l) ( )1

arctg 2 3
2

x + + C ; m) 
1

cos2
2

x− + C ;

n) ( )1
cos 2 3

2
x− + + C ; o) 21

sin
2

x + C ; p) 2sin x + C ; q) 
1

tg3
3

x + C ;

r) ( )25
ctg 3 1

6
x− − + C ; s) 

2 11
2

xe − + C ; t) sin xe + C .

3. a) 
1

ln
2

x
x

−
+

+
C ; b) 1

ln 1
2

x
x

− − +
+

C ; c) 1 1
ln arctg

2 1
x

x
x

−
+ +

+
C ;

d) 
1 1 1

ln arctg
4 1 2

x
x x

x
−

+ − +
+

C .

4. a) 2x4 – x2 + 3x + C; b) 
2009 2008 2007

2 3 3
2009 2008 669
x x x

x× − × + − + C ; c) 
2

1 1
5x

x x
− + + + C ;

d) 
2 3

4

2 4 1
4

x x
x

− + −
+ C ; e) 

2
3

x x
x+ + C ; f) 

2
22

3
5

x x
x x− + + C ; g) 

8 78
15

x x
+ C ;

h) 
2

ln 3 5
3

x + + C ; i) ( )21
ln 2 5

2
x x+ + + C ; j) 35

ln 1
3

x − + C ;

k) ( )2 2 arcsin 2x + C ; l) arcsin
7
x

+ C ; m) 
1

arc tg4
4

x + C ; n) 
1

arc tg
5 5

x
+ C ;

o) 1
cos5

5
x− + C ; p) ( )21

cos 2 3
2

x x− − + + C ; q) ( )37
sin 1

3
x + + C ;

r) 33
x

e + C ; s) –e–x + 4 + C; t) 
2 11

2
xe − + C .

5. a) 
( )

3
2 21

3

x+
+ C ; b) 21 x+ + C ; c) 

( )
4

5 313
5 4

x −
× + C ;
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d) ( ) 821
5

16
x

−
− + + C ; e) 2 xe + C ; f) 31

arctg
3

x + C ; g) 21
cos

6
x− + C ;

h) 31
sin sin

3
x x− + C ; i) 

3

3ln

xa
a

+ C ; j) 
2 2 2007

2ln

x xa
a

+ −

+ C ; k) 2
arcsin

3
x x + C ;

l) 
1

arcsin
2

x x + C ; m) 31
arctg

3
x + C ; n) 21

arc sin
2

x + C ; o) arcsinex + C.

6. Explicitând modulul, obÆinem: ( )

1
, 1

1
, 1

2

x
xf x

x
x

 ≥= 
 <
 −

.

FuncÆia este continuå pe Z çi o primitivå a sa este: ( ) ( )
ln , 1

ln 2 , 1

x x
F x

x x

+ ≥
=  − − <

C

C
.

7. FracÆia de integrat se poate scrie:

( ) ( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
2 21 2 1 21 1

x x x x x
xx x x xx x

+ − + + − + +
= = + −

+ + − −+ − +
.

Se obÆine: 
1 1

d
2 2
x x

I x x
x
J

+
= + − ∫


.

Pentru calculul integralei 1
d

x
J x

x
+

= ∫ , se face substituÆia 21x
t

x
+

=  çi rezultå

integrala unei funcÆii raÆionale de variabilå t.

În final, 
( )ln 11

2 2 2

x xx x x
I x

+ ++
= + − − + C .

8. FuncÆia este continuå pe Z, deci admite primitive. MulÆimea primitivelor este:

( )

( )

[ ]

( )

2

3

2

1, ; 1
2

, 1;1
3
1

, 1;
2 6

x
x x

x
F x x x

x
x x


+ + − ∈ −∞ −


= − + ∈ −



− + + ∈ + ∞


C

C

C

.

9. Presupunem prin absurd cå funcÆia f are o primitivå, iar aceasta este de forma:

( ) ( )

1

1
sin , 0;

, 0

x c x
F x x

c x

 + + ∈ + ∞= 
 =

.
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Punând condiÆia de continuitate, obÆinem: c1 = c.

FuncÆia ( ) ( )1
sin , 0;

, 0

x x
F x x

x

 + + ∈ + ∞= 
 =

C

C
 nu are derivatå în x = 0 deoarece

raportul:

( ) ( )
1

sin0 1
sin

0

x c cF x F x
x x x

+ + −−
= =

−

nu are limitå pentru x → 0, x > 0.

10. ( )

2

2

3, dacå 1

4, dacå 1

2 6 , dacå 1

x x

F x x

x x x

 + <
= =
− + >

 çi ( )

2

2

2, dacå 1

3, dacå 1

2 6 1, dacå 1

x x

G x x

x x x

 + <
= =
− + − >

.

11. FuncÆia f nu admite primitive.

12. a) 
( )20092 1

4 018

x −
+ C ; b) 

( )2

1

2 1 ln x
− +

+
C ; c) ( )2ln 1 cos x− + + C ;

d) ( )sin ln x + C ; e) ( )arcsin ln x + C ; f) ( )22 3
1

9 2
x+ + C .

13. a) 2 2

1 1
ln

2 4
x

x x
− − + C ; b) 

( )

1 1

2ln
1 1

p px x
x

p p

+ +

− +
+ +

C ; c) x2sin x + 2x cos x – 2sin x + C;

d) 
2 1
sin2 cos2 sin2

2 2 4
x x

x x x+ − + C ; e) 
2 sin 2 cos2

1
4 2 2

xe x x − − + ÷
 

C ;

f) 
2 sin 2 cos2

1
4 2 2

xe x x + + + ÷
 

C ; g) 22ln 4x x x+ + − + C ;

h) 2

12 4
6 lnx x

x x
+ − − + C ; i) 

21
arctg

2 3 3

x
+ C ; j) 

1
arcsin x

− + C ;

k) ( ) 32 23
2 2

8
x x+ + + C ; l) 

41
4

xe + C ; m) 
10 4

5 2
15
x

x
+

+ + C ;

n) 
31

arctg
6 2

x
+ C ; o) 2 22 3 7 2 3

3 4 ln 3 4
2 8 2

x x
x x x x

+ + + + + + + + + ÷
 

C ;

p) ( )22 5 1
5 6 arcsin 2 5

2 8
x

x x x
−

− + − + − + C ;

q) 
1 2 4

ln
5 2 1

x
x

−
+

+
C ; r) 

1
3x

− +
−

C .
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Tema 5. Integrala definitã

pag. 176

1. a) 
13
2

; b) 
38
3

; c) 2; d) 
67
3

; e) 1; f) ln 2 ; g) 
1
2

; h) 
2 2
2
−

;

i) 
25
6

; j) 
7

64
; k) 26

33
− ; l) ln 2

3
; m) 1

2
; n) ( )21

1
3

e − ; o) 
12 2

π
; p) 

4ab
π

.

2. a) 1
2
π

− ; b) 1; c) 
2

2
4
π

− ; d) π   – 2; e) e   – 2; f) 
2 1

16 4
π

− ;

g) 
2

4
π −

; h) 
6 3 12

24
π − −

; i) 
211

4
e−

; j) 
2

4
− π

; k) ; l) 
2ln2 4

2
+ π −

.

3. a) FaceÆi substituÆia tg
2
x

t= ; rezultatul este 
2 1

arctg
5 5

;

b) FaceÆi substituÆia cos x = t; rezultatul este ( )1 2 2 1 1
ln +ln 2 1 ln 3

2 7 2 1

 +  + − ÷  ÷+  
;

c) 
3

9
−π

; d) 
cos1 cos

ln
a

a
−

; e) 
2 1e
e
−

; f) 
2

2
π −

; g) 
2 2 1

3
−

; h) 
( )2 4 2 5

9 10

−
.

4. a) 0; b) 0.

5. a) ( )211
1

4
e − ; b) 

43 4
4

a ae e− −− +
; c) 

3
ln 4

; d) ( )1
26 ln6 28ln8 7ln7 9ln9 38

3
+ − − − ;

e) 
3
8

; f) 0; h) 
8 2 224

4 ln 3
15
−

+ ; i) 
2
3

; j) 
1 1

arcsin
4 16

; k) ( )( )ln ln 1e + ;

l) 1 + ln 3; m) 
1

ln2
2

− ; n) 0; o) ( )2 sin2 sin1− ;

p) ( ) ( )2 2 2 2 2
1 2 ln 3 2 2 2arctg arctg

8 8 2 2

π + −
− + + + − ;

r) 
2 3 6 ln 2 9

18
π − −

; s) 2

1 1
arctg

2 1 2
e

e
e

 + − ÷+ 
; t) ( )2 2 2 ln 1 1

2

e e e− + + +
.

6. In = –xne–x + nIn – 1; I3 = –e–x(x3 + 3x2 + 6x + 6)+ C.

7. a) 2 2
0 0I J x a x− = × − , 2 0arcsin

x
I J a

a
+ = ; b) 2 2 20

0 0

1
arcsin

2
x

I a x a x
a

 = × + × − ÷
 

,

2 2 20
0 0

1
arcsin

2
x

J a x a x
a

 = × − × − ÷
 

 .
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8. a) 2 2 ; b) 2(eln2 – 1); c) ( )21
1

2
e−π+ ; d) 

3 1
32 4

π
− ; e) 3

3
π

− ; f) 2 2π .

9. a) 
2 2 2

2n n

n n
I

e
+ +

= − ; b) lim 2nn
I

→+∞
= .

10. a) 
2 ln 2

4 32 2
π π

− − ;

b) 
2

24 4
0 0

tg d d
32

x x x x x
π π π

≤ =∫ ∫ , deci 
2 2ln 2

4 32 2 32
π π π

− − ≤ , 
( )4

ln2
8

π − π
≥ .

11. a) 
51
4

; b) 
22

3ln3 2 3
3

− + ; c) 10;  d) 
9
8

; e) 91; f) 
3
8

; g) 
25

288
π

;

h) 0;  i) 
1 1 5

ln
3 2

+
; j) ln2; k) 

1
12

; l) ( )211
1

4
e − ;

m) 43 1
4 4

a ae e− −− + ; n) 3
2ln2

.

13. a) FuncÆia f este continuå pe Z, deci admite primitive.
O primitivå a sa este de forma:

f : Z → Z, ( )
( )

3

2 2

1, 0
3

1
1 ln 1 , 0

2 2

xx
e x

F x
x

x x x x


+ − ≤= 

 + + + + >


;

b) 22 1 1
ln 1

2
x

e
+

+ + − .

14. Avem:  f (0) = c,  f ′(x) = 5ax4 + 2bx; ( )
1

0
d

6 3
a b

f x x c= + +∫ .

Se obÆine: a = 6, b = 3 çi c = 1.

15. a) a = b = 1; b) 
2

ln
3

.

16. a) +∞ çi 
21

ln 4
2

+ ; b)  f ′(x) = 0 ⇒ x ∈ {–2; 0}.

Tema 6. Aplicaþii ale integralei definite

pag. 180

1. a) a2; b) 
7
2

; c) 
3

3
a

; d) 
4
3

.

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


231

IndicaÆii çi råspunsuri

2. a) 
1

ln 4
2

− + ; b) ( )
2

2 ln 1 2
2
a  + +  .

3. a) 
7
3

; b) 2; c) 
2

2
; d) 

3 2
10 ln

4 3
− ; e) ln2; f) 3 3

3
− π .

4. a) 
1
6

; b) ln2
36
π

+ ; c) 
8
3

; d) 
1
6 ; e) 3 – e; f) 

1
63 3

π
− .

5. 
2 1 2e e

e
+ − . 6. 3

ln2
2 4

π
− − . 7. 4 – 4 × e–1. 8. 

3
4

.

10. a) 
533
10

π
; b) 

2 1
2

e −
π ; c) 

2 3
2 3 2

 π π
+ ÷

 
.

11. a) 
9
70

π
; b) 4

2

1 1
13

4
e

e

π
 − ÷ 

.

12. EcuaÆia dreptei OM este 
2

2 2

b
y x

a a b
= ×

−
; 

2 2

2arcsin
2
ab a b

a

 −
= π − ÷ ÷

 
V .

13. a) 
2

2
4

 π
π × − ÷

 
; b) π(e – 2).

14. a) 
2

1

4
3
abπ

=V , 
2

2

4
3
a bπ

=V ; b)  1

2

1
b
a

= <
V
V

, deci V1 < V2.

15. a) ( ) ( )
1

1

lim 1 1
x
x

f x f m
→
<

= = + , ( )
1

1

lim
x
x

f x m n
→
>

= +  çi f continuå în x = 1, implicå:

m + n = m + 1 ⇒ n = 1; ( )
2 , 1

, 1

x x
f x

m x

<
′ =  >

, cu fs′(1) = 2 çi  fd′(1) = m;

f derivabilå în x = 1, implicå m = 2;

b) 2x – y + 1 = 0; c) 19
3

=A .

16. a)  x1 = –1, x2 = 2; c) 
9
2

=A .

17. a) ( ) 1
4 5f x x

x
= − + , f (x) ∈ m pentru x ∈ {–1; 1};

b) 
1
2

x = −  este punct de maxim, 
1
2

x =  este punct de minim;

c) Dreapta x = 0 este asimptotå verticalå la stânga çi la dreapta; dreapta y = 4x – 5
este asimptotå oblicå la ±∞;
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d) A = 1 + ln2; e) a ∈ {–1; 1}; f) 3x – y – 3 = 0.

18. a) ( )
[ )2

2

1
2 5 2, dacå ; 2;

2
1

2 5 2, dacå ; 2
2

x x x
g x

x x x

  − + ∈ −∞ + ∞   = 
  − + − ∈  ÷  

N
;  b) 

9
8

=A .

19. a) ( ) ( )2ln 2 4 6F x x x x= + + + + + C ; din condiÆia F(1) = 0, rezultå ( )ln 3 11c = − + ;

b) 
1

1

20
0

1 1 2 3 2
d arctg arctg arctg

4 6 2 2 2 2 2

x
x

x x
+ π  = π = π = − ÷+ +  ∫V .

20. a) Pentru x < 0, enx → 0 (n → +∞), rezultå f (x) = bx2 + c.

Pentru x = 0, rezultå ( )0
2
c

f = .

Pentru x > 0, rezultå ( )

2

lim
1

1

nx
nx nx

n nx
nx

bx c
e ax

e e
f x ax

e
e

→+∞

 
+ + ÷

 = =
 + ÷
 

;

deci ( )

2 , 0

, 0
2

, 0

bx c x

c
f x x

ax x

 + <

= =


>

.

b) ls(0) = ld(0) ⇒ 0
2
c

c = =  ⇒ m = 0, a, b ∈ Z ⇒ ( )
2 , 0

, 0

bx c x
f x

ax x

 + <
= 

≥
.

c) Primitivele lui F sunt de forma: ( )

3

2

1

, 0
3

, 0
2

bx
c x

F x
ax

c x


+ <= 

 + ≥

.

Din continuitatea lui f pe Z, deci çi în x = 0, obÆinem c1 = c, de unde rezultå cå:

 ( )

3

2

, 0
3

, 0
2

bx
c x

F x
ax

c x


+ <= 

 + ≥

.

d) Aria(Γf) = ( )
0 13 21 0 12

2 2 0
2 0

8 3 16
d d d

3 2 3 2 6
x x b a a b

f x x bx x ax x b a
− −

−

+
= + = + = + =∫ ∫ ∫ .
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21. b) Dreapta y = 1 este asimptotå orizontalå spre ±∞; c) 4 − π
π

.

22. a) ( )
( )

2

2

2

1

x x a b
f x

x

− − −
′ =

−
; b) a =   3, b =   –3;

c) Pentru x ∈ (1; 2), rezultå f ′(x) < 0; pentru x = 2, rezultå f ′(x) = 0; pentru x > 2,
rezultå f ′(x) > 0. Pentru x ∈ (1; 2], rezultå cå f este descrescåtoare, iar pentru
x ∈ [2; +∞), rezultå cå f este crescåtoare;

d) ( )
2

2 ln 1
2
x

x x− + − + C , pentru x > 1; 
1

ln 2
2

+ .

2. Teste pregãtitoare pentru examenul de bacalaureat

pag. 184 – Testul 1

I. 1. a) m =   –2; b) m2   – 4; c)    –m3 + 3 m   – 3; d) 
1 21 1 21

, 1,
2 2

m
   − − − +

∈ −∞ ∪ ÷  ÷
   

.

2. a) a =   – 3 e3;

b) ( )1 31 3sf e= ; ( )1 1 0df = ; ( ) ( )1 11 1s df f≠ , deci f nu este derivabilå în x = 1.

3. a) Fie P mijlocul lui BC, 
1

2,5,
2

P  − ÷
 

; 1BC APm m BC AP= = − ⇒ ⊥ , deci înålÆimea

este çi medianå. Açadar, triunghiul ABC este isoscel;
b) AP : 7x + y B 17 = 0.

II. 1. b) se verificå proprietåÆile din definiÆia grupului abelian.

2. 2a = , 
2

4
b = .

III. a) Prin inducÆie; b) 

13 3 2
2

3 1
0 3

2

n

n

n
n

B

+ − −
 ÷
 ÷=
 ÷−
 ÷
 

; c) ( )3
det 3 1

2
nn

B = × − .

IV. a) a = 4; c) 
3 ln 4

2
−

×π .

pag. 185 – Testul 2

I. 1. a) CondiÆii: x ∈ (0, 1) N (1, +∞), x > 0, ( )0, 1 (1, )
e
x

∈ + ∞N  ⇒

⇒ x ∈ (0, 1) N (1, e) (e,+∞).

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


234

IndicaÆii çi råspunsuri

5
log log log

2ex e
x

e x x+ + = −  ⇔
1 1 5

log
log 2log

e
e

x

x
ex
x

+ + = −  ⇔

⇔ 
1 1 5

log
log log log 2e

e x x

x
x e x

+ + = −
+

 ⇔ 
1 1 5

log
1log 21

log

e
e

e

x
x

x

+ + = −
+

.

Folosind notaÆia logex 
not

=  lnx, obÆinem:

1 1 5
ln

1ln 21
ln

x
x

x

+ + = −
+

 ⇔ 1 ln 5
ln

ln 1 ln 2
x

x
x x

+ + = −
+

.

Notând logex = t, obÆinem: 1 5
1 2

t
t

t t
+ + = −

+
 ⇔ 1 5

1 2
t t

t t
+

+ = −
+

.

Notând 
1 t

y
t
+

= , obÆinem: 1 5
| 2

2
y y

y
+ = − × ⇒ 22 2 5y y+ = − ⇔ 22 5 2 0y y+ + = ,

care are soluÆiile: 
1,2

5 25 16
4

y
− ± −

= =
5 9 5 3

4 4
− ± − ±

= , deci:

1

5 3
2

4
y

− −
= = − ; 2

5 3 2 1
4 4 2

y
− + −

= = = − .

Cazul I: 1 2y = − ⇒  
1

2
t

t
+

= − ⇒  1 + t = B2t ⇒ 3t = B1 ⇒ 1
ln

3
x = −  ⇒

⇒ 
1
3

3

1
x e

e

−
= = .

Cazul II: 2

1
2

y = − ⇒ 1 1
2

t
t
+

= − ⇒ 2 + 2t = Bt ⇒ 3t = B2 ⇒ 
2
3

t = −  ⇒ 
2

ln
3

x = − ⇒

⇒ 
2
3

3 2

1
x e

e

−
= = .

SoluÆia ecuaÆiei este 
3 3 2

1 1
,x

e e

 
∈  

 
.

b) Se fac substituÆiile t = logex  çi 
1 t

y
t
+

= . ObÆinem inecuaÆia: 
1 5

2
y

y
+ > − , care

are soluÆiile: y ∈ (0, +∞) çi 
1

2,
2

y  ∈ − − ÷
 

.

Rezultå: 
33 2

1 1 1
0, , (1, ) ( , )x e e

e ee

  ∈ + ∞ ÷ ÷
   

N N  N .
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x

1 B            2 lnx

x3

3

1 2ln
'( )

x
f x

x
−

=

2

ln
( )

x
f x

x
=

0

+ + + + +

+ + + + + + + + + + + + + +

+ + + + + +

0

1

0

1
2e

max.

B B B B B B B BB

B B B B B B B BB

2 e +∞e

2. 
2

3

x

y

 =


= 
.

3. a) ( ) ( )2 2 2 3 2 3 1 0x y x y+ − + + − =  sau ( ) ( )2 2 2 3 1 2 3 0x y x y+ − − − + = .

II. 1. a) *:f ′ →Z Z; x = 1; b) Dacå 3m > − , ecuaÆia are douå rådåcini reale, situate în

intervalele (B2, 1), respectiv (1, ∞). Dacå m = B3, ecuaÆia are soluÆia dublå x = 1
(singura realå). Dacå m < B3, ecuaÆia nu are rådåcini reale.

2. a) u = 0, v = 3; b) 
1 3

0 1
n n

A
 

=  ÷
 

, *n∀ ∈q .

III. a) Se fac substituÆiile 11xz = a, 11z = b, 25
y

c= ; obÆinem x = 2, y = 2, z = 1.

b) rang (A + B) = 2;  c) 1

3 8 1
1

2 11 5
17

8 10 3

A−

− − 
 ÷= − − ÷
 ÷− 

IV. a) Pentru ( )0,x e∈ , funcÆia este strict crescåtoare; pentru x e> , funcÆia este

strict descrescåtoare; b) ( ) ln 1x
F x

x
+

= − .

c) ( )
2

4 4 3

1
2 ln 2 ln 1 2lnx x x x x x xxf x

x x x

× − × − −
′ = = = .

1 B 2lnx = 0 ⇒ 
1

ln
2

x = ⇒
1
2x e e= = ;

~  ~  ~  Ä  Ä  Ä
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1 B 2lnx > 0 ⇒ 
1

ln
2

x < ⇔
1
2ln lnx e< ⇒

1
2x e e< = ;

1 B 2lnx < 0 ⇒ 
1

ln
2

x > ⇔
1
2ln lnx e> ⇒

1
2x e e> = .

Deducem cå                                                f (x) este strict descrescåtoate ( ), , unde 2x e e k∀ ∈ +∞ < ≤ .

Din condiÆia 1k x k≤ ≤ + , rezultå cå ( ) ( ) ( )1f k f x f k+ ≤ ≤ .

( )
( )

( )2 2

ln 1 ln

1

k k
f x

kk

+
≤ ≤ ⇒

+

( )
( )

( )
1 1 1

2 2

ln 1 ln
d  d d

1

k k k

k k k

k k
x f x x x

kk

+ + ++
≤ ≤

+∫ ∫ ∫  ⇔

⇔
( )

( )
1 1 1

2 2

ln 1 ln
d ( ) d d

1

k k k

k k k

k k
x f x x x

kk

+ + ++
≤ ≤

+ ∫ ∫ ∫  ⇔

⇔ 
( )

( )
( )

11 1

2 2

ln 1 ln
 d

1

kk k

k kk

k k
x f x x x

kk

++ ++
× ≤ ≤ ×

+ ∫ ⇔

⇔
( )

( )
( ) ( ) ( )

1

2 2

ln 1 ln
1 d 1

1

k

k

k k
k k f x x k k

kk

++
+ − ≤ ≤ + −

+ ∫ ⇔

⇔ ( )
( )

( )
1

2 2

ln 1 ln
d

1

k

k

k k
f x x

kk

++
≤ ≤

+ ∫ .

V. b) A1(0, 0), ( )2 2 3,0A + ;  c) 
5

2 3
x =

+
.

pag. 186 – Testul 3

I. 1. a) n = 15; b) n = 15 sau n = 2.
2. a) a = 6/e, b = B5; b) 6 B                                   2e.

3. a) 6 5 ; b) 2
1

9 3
x y

− = .

II. a) α = 2, β = −1; b) α = 0, β = 1.

III. 1. a) e = 2; b) simetricul oricårui numår este 2; c) { }1,5x ∈ − .

2. a) 
1
2

a = , b = 1.

IV. 1.  ( )
( )

( )
2

1

ln 1 1
2

xe x x
F x x

x x c

 − +
= 

− + + + −


.

2. a) a = b = 1, c gZ; b) 
1
2

y = −  asimptotå spre +∞ ;
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c) ( ) 2 22 1 3 1
1 ln 1

4 8 2
x

x f x dx x x x x x
+  − = + + + + + + +   ÷   ∫ .

pag. 188 – Testul 4

I. 1. a) 3 7 0m∆ = − ≥ ⇒  ecuaÆia are rådåcini reale; b) 
13
6

m =  sau 
8
3

m = ;

c) 
5
3

m = ; d) m ∉Z .

2. x = 1.

3. a) ( )
2

2

2 1

1

x
f x

x

+
=

+
“ , ( )0,x∀ ∈ ∞ ; b) ( ) ( )2 21 2 2

1 1 1
3 3

F x x x= + + + − .

II. b) { };2z i i∈ ± ± .

III. a) Se verificå axiomele inelului comutativ.

b) Elementele inversabile sunt de forma ( )4 5

4

x

x

−
−

.

IV. a) ( ) ( )ln 1 lnF x x= + + C ; b) ( ) ( )ln 1 ln 1F x x= + + .

pag. 189 – Testul 5

I. 1. a) A ∈ d1 ⇒ a × 1 + b = 1, A ∈ d2 ⇒ 1 – b – a = 1, deci avem sistemul:

1

1

a b

a b

+ =
− + =

 ⇒ 
0

1

a

b

=
 =

 ;

b) 
2 3

3
4

l
=  ⇒ 2 12

3
l =  ⇒ 42 3l = × ; perimetrul va fi: 46 3=P ;

c) a = 2, 5b = ;

d) in + in + 1 = 1 – i ⇔ in(1 + i) = 1 – i ⇔ 
( )211

1 2
n ii

i i
i

−−
= = = −

+
.

Putem lua, de exemplu, n = 3 (i3 = –i);

e) Evident cos 0
2
π

=  ⇒ 
2

x y
π

+ = , deci putem lua 
3

x
π

=  çi 
6

y
π

= , x, y ∈ Z;

f) Avem echivalenÆa: sin x = cos x ⇔ x = 2x + 2kπ, k ∈ m;
pentru k = 1, obÆinem x = 2x + 2π ⇒ x = – 2π;
pentru k = 0, obÆinem x = 2x + 0 ⇒ x = 0.

II. 1. a) Din relaÆiile lui Viète, avem: x1 + x2 = –4;
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b) 
2
5
3
5

5! 3! 2!
1

2! 3! 5!
C
C

×
= × =

×
;

c) CondiÆii 
2

1 0

0

x

x x

+ >


+ >
 ⇒ 

( )
( ) ( )

1;

; 1 0;

x

x

∈ − + ∞


∈ −∞ − + ∞ N
 ⇒ x ∈ (0; +∞);

log5(x + 1) = log5(x2 + x) ⇒ x + 1 = x2 + x ⇒ x2 = 1 ⇒ x = 1;
d) x = 2;
e) Observåm cå n! > 20 doar pentru n = 4 sau n = 5. Avem 2 cazuri favorabile çi 5

posibile, deci probabilitatea va fi 
2
5

, adicå 40%.

2. a) ( ) 2

2
1

x
f x

x
′ =

+
, ¼ x ∈ Z;

b) ( ) ( ) 11 1 2
20 0 0

2
d d ln 1 ln2

1
x

f x x x x
x

′ = = + =
+∫ ∫ ;

c) Avem x2 + 1 ≥ 0, ¼ x ∈ Z. Cum funcÆia logaritmicå cu baza supraunitarå este
crescåtoare, avem cå ln(x2 + 1) ≥ ln1 ⇔ f (x) ≥  f (0), ¼ x ∈ Z.

d) f ′(x) = 0 ⇔ x = 0, deci 0 este punct de extrem local. Din c), rezultå cå f (x) ≥  f (0)
deci 0 este punct de maxim çi este atins în punctul f (0) = ln(0 + 1) = 0;

e) ( ) 2

2
lim lim 2

1x x

x
x f x

x→+∞ →+∞
× ′ = =

+
.

III. a) Folosind relaÆiile lui Viète pentru ecuaÆia ataçatå polinomului f, obÆinem:
2 2
1 2x x+ = (x1 + x2)2 – 2x1x2 = 42 – 2 × 2 = 12 ∈ q;

b) det A = 2 implicå rang A = 2;

c) 
6 8

4 6
A

 
=  ÷

 
, deci g(A) = A2 – 4A+ 2I2;

d) g(I2) = (I2)
2 – 4I2+ 2I2 = – I2 çi f (1) × I2 = (12 – 4 × 1 + 2) × I2 = – I2,

deci g(I2) = f (1) × I2;
e) det B = det (–I2) = 1 ≠ 0, deci B este o matrice inversabilå;
f) g(I2) = f (1) × I2 çi g(A) = O2 implicå  g(I2) – g(A) = (I2 – A) × C ⇔ –I2 = (I2 – A) × C;

matricea –I2 este inversabilå, deci (–I2) × (–I2) = (–I2) × (I2 – A) × C ⇒ I2 = (A – I2) × C.

Dar 2

1 2

1 1
A I

 
− =  ÷

 
, implicå det (A – I2) = –1 ≠ 0, deci matricea A – I2 este inversabilå;

conform definiÆiei, ∃ C  ∈ M2(³) a.î. C × (A – I2) = (A – I2) × C = I2;
g) Observåm cå (I2 – X) × (3I2 – X) = 3I2 – X – 3X + X2 = X2 – 4X + 2I2 + I2.

Dar avem echivalenÆa g(X) = 0 ⇔ X2 – 4X + 2I2 = O2, deci ∃ C = 3I2 – X ∈ M2(³)
a.î. (I2 – X) × (3I2 – X) = I2.
De asemenea, avem: (3I2 – X) × (I2 – X) = I2, deci matricea I2 – X este inversabilå.

IV. a) f (–1) = 9 çi g(–1) = 0;
b) (x + 1) × f (x) = (x + 1) × (1 – x + x2 – x3 + ... + x8) = x9 + 1 = g(x), ¼ x ∈ Z;
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c) g(x) = 0 ⇔ x = –1.
  x   –∞    –1        +∞
g(x)      – – – – – – 0 + + + + +
Din tabelul de variaÆie a funcÆiei g observåm cå g(x) < 0 pentru x < –1 çi cå g(x) > 0
pentru x > –1;

d) Consideråm ( )
( )

, 1
1
9, 1

g x
x

f x x
x


≠ −= +

 = −

.

Din tabelul de variaÆie al funcÆiei g observåm cå f (x) > 0, ¼ x ∈ Z;
  x –∞ –1    +∞
 g(x)     – – – – – – 0 + + + + +
x + 1    – – – – – –  + + + + +
 f (x)    + + + + + + + + + +

e) Deoarece ( )
2 3 8

2 3 82 3 4 9
1 ... 1 ...

2 3 4 9
x x x x

F x x x x x
× × × ×

′ = − + − + + = − + − + + ,

avem  F ′(x) = f (x), ¼ x ∈ Z. Prin urmare, F este o primitivå a lui f pe Z;

f) Avem  F ′(x) = f (x), ¼ x ∈ Z. Dar  f (x) > 0, ¼ x ∈ Z (conform punctului d), deci
F ′(x) > 0, ¼ x ∈ Z. Prin urmare, F este strict crescåtoare pe Z;

g) Fiind strict crescåtoare pe Z, F este bijectivå.

pag. 191 – Testul 6

I. a) ( ) ( ) ( )2 2, 2 1 5 1 9 16 5d A B = − − + − = + = ;

b) MN:  
1 1

2 1 2
x y− −

=
−

 ⇔ MN: 2x – y – 1 = 0.

Deoarece P ∈ MN (coordonatele punctului P verificå ecuaÆia dreptei MN), punctele
M, P çi N sunt coliniare, situându-se pe aceeaçi dreaptå MN;

c) 1 + (a + b)i = a + 3i ⇔ a = 1 çi a + b = 3, deci a = 1 çi b = 2;

d) Avem ( ) ( ) o5 180m A m A+ =
 

 ⇒ ( ) o30m A =


, deci 
1

sin
2

A = ;

e) sin x = sin y ⇔ x = y + 2kπ, k ∈ m; putem lua x = π çi y = 0;

f) Avem ( )2 3 3 2 0u v× = − × + × =
 

, deci vectorii u


, v


 sunt perpendiculari.

II. 1. a) Observåm cå 0 este singurul element al mulÆimii care nu este soluÆie a ecuaÆiei
ataçate polinomului f. Avem 2 cazuri favorabile çi 3 cazuri posibile, deci

probabilitatea va fi 2
3

, adicå 66%;

b) X3 – X2 – X + 1= (X + 1)(X – 1)2, deci câtul este (X – 1)2, iar restul este 0;
c) x1 + x2 + x3 = 1;
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d) Folosind relaÆiile lui Viète, obÆinem:

1 2 3

1 2 2 3 1 3 1 2 3

1 1 1 1
1

1
x x x

x x x x x x x x x
+ +

+ + = = = −
− ;

e) Folosind punctul b), observåm cå:
f (log3n) = 0 ⇔ (log3n + 1)(log3n – 1)2 = 0, cu condiÆia ca n > 0.

Avem: log3n + 1= 0 ⇒ 
1
3

n =  > 0 çi log3n – 1= 0 ⇒ n = 3 > 0. Deci 
1

; 3
3

n  ∈ 
 

.

2. a) f ′(x) = 2007x × ln 2006 + 2 > 0, ¼ x ∈ Z;

b) 
( ) ( ) ( )

0

0
lim ln 2007
x

f x f
f x

x→

−
= ′ = ;

c) Avem f ′(x) = 2007x × ln 2007 + 2 > 0, ¼ x ∈ (0; +∞), deci f este strict crescåtoare
pe (0; +∞);
d) Avem f ′′(x) = 2007x × ln22007 + 2 > 0, ¼ x ∈ Z, deci f este convexå pe Z;

e) ( ) ( )
1

1 1 2

0 0
0

2007
d 2007 d 2

ln2007

x
xf x x x x x

 
π = π + = π + = ÷

 
∫ ∫

2007 1 2006 2ln2007
2

ln 2007 ln2007 ln2007
+ = π + − = π × ÷

 
.

III. a) Observåm cå: A2 = B2 = O2;

b)
0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0
A B

     
× = × = ÷  ÷  ÷

     
 çi

0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 1
B A

     
× = × = ÷  ÷  ÷

     
, deci A × B ≠ B × A;

c) det A = 0 implicå rang A = 1;

d) 
1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 1
C

     
= − = ÷  ÷  ÷−     

, deci C2 = I2;

e) det A = –1 ≠ 0, deci matricea C este inversabilå; evident inversa matricei C va fi tot
C deoarece C × C = C2 = I2;

f) Observåm cå: 
2

, dacå impar

, dacå par

C n
C

I n


= 


, deci avem:

C + C2 + C3 + ... + C2007 = C + I2 + C +  I2 + ... + C = (C + I2 ) × 1003 + C =

2006 0 1 0 2007 0

0 0 0 1 0 1
     

= + = ÷  ÷  ÷− −     
;

g) Folosind punctul a), observåm cå: A2 = B2 = O2, deci putem lua X = A, Y = B,
X ≠ Y, X, Y ∈ M2(Z).

IV. a) f (x + 2π) = 2 + arcsin(sin(x + 2π)) = 2 + arcsin(sin x) = f (x), ¼ x ∈ Z;

b) ( ) 8
0 2 2

2 2 2
f f

π π + π + = + + = ÷
 

;
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c) Deoarece arcsin : [–1; 1] → ;
2 2
π π −  

, obÆinem cå:

( )arcsin sin
2 2

x
π π

− ≤ ≤  ⇔ ( )2 2 arcsin sin 2
2 2

x
π π

− ≤ + ≤ +  ⇔

⇔ ( )2 2
2 2

f x
π π

− ≤ ≤ + , ¼ x ∈ Z;

d) FuncÆia f nu are limitå la infinit pentru cå lim sin
x

x
→+∞

 nu existå;, deci C2 = I2;

e) Fie F o primitivå a lui f, cu F′(x) = f (x), ¼ x ∈ Z. Deoarece ( ) 2
2

f x
π

≥ − , avem

f ′(x) ≥ 0, ¼ x ∈ Z, deci F este strict crescåtoare pe Z;

f) Observåm cå arcsin(sin x) = x, ¼ x ∈ ;
2 2
π π −  

, deci

( ) ( ) ( )
2 2

0 0
0

d 2 d 2 2
2 2

x
x x t x

F x f t t t t t x
 

= = + = + = + ÷
 

∫ ∫ , ¼ x ∈ ;
2 2
π π −  

;

g) FuncÆia F este o primitivå a lui f, deci F este strict crescåtoare pe Z. Cum

2006 2007< , rezultå cå ( ) ( )2006 2007F F< .

pag. 193 – Testul 7
I. a) Vom reprezenta în plan punctele A, B çi C.

Avem ( ) ( )2 2
B C B CBC x x y y= − + − = ;

( ) ( )2 24 0 0 6 52 2 13= − + − = = .

b) CO ⊥ AB;

4 2 6B AAB x x= − = + = ; CO = 6;

6 6
18

2 2ABC

AB CO
∆

× ×
= = =A

sau 
1
2ABC∆ = × ∆A , unde

1 2 0 1

1 4 0 1

1 0 6 1

A A

B B

C C

x y

x y

x y

−
∆ = = = a

( ) ( )3 2 2 1
1 6 6 6 36

4 1
+ −

= − × × = − × − = .
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Deci aria triunghiului ABC este: 
1 1

36 18
2 2ABC∆ = × ∆ = × =A ;

c) Fie punctul M(xM, yM), M ∈ BC, cu BM = MC. Rezultå cå:

4 0
2

2 2
B C

M

x x
x

+ +
= = =  çi 

0 6
3

2 2
B C

M

y y
y

+ +
= = = .

ObÆinem lungimea medianei ca fiind:

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 3 0 25 5M A M AAM x x y y= − + − = + + − = = ;

d) Vom determina pantele dreptelor AC çi BC. Avem:

6 0
3

0 2
C A

AC
C A

y y
m

x x
− −

= = =
− +

 çi 
6 0 3
0 4 2

C B
BC

C B

y y
m

x x
− −

= = = −
− −

.

EcuaÆiile dreptelor AD çi BD sunt:

AD: y – yA = mAD(x – xA), cu 3
2AD BCm m= = − , deci

( )3
0 2

2
y x− = − +  ⇒  

3
3

2
y x= − − ;

BD: y – yB = mBD(x – xB), cu mBD = mBD = 3, deci
y – 0 = 3(x – 4) ⇒  y = 3x – 12.

Punctul D se aflå la intersecÆia dreptelor AD çi BD, deci coordonatele sale verificå

sistemul: 
3

3
2

3 12

y x

y x

 = − −

 = −

.

ObÆinem 
3

3 3 12
2

x x− − = −  ⇔ 
3

3 9
2

x x+ =  ⇔ xD = 2 çi yD = –6, deci D(2; –6);

e) AABCD = 2 × AABC = 2 × 18 = 36;

f) 2 6D DOD x i y j i j= × + × = −
    

.

II. 1. a) Formula pentru termenul general al binomului (x + y)n este 1
k n k k

k nT C x y−
+ =  çi

are coeficientul k
nC .

Pentru (x + y)10 avem: 7 10 7 3
7 10 10 10

10 9 8
120

1 2 3
a C C C− × ×

= = = = =
× ×

;

b) f (–1) = 0 = a10 – a9 + a8 – a7 + a6 – a5 + a4 – a3 + a2 – a1 + a0 ;
c) f (0) = 1 = a0,

f (1) = a10 + a9 + a8 + a7 + a6 + a5 + a4 + a3 + a2 + a1 + a0 = 210, deci
a10 + a9 + a8 + a7 + a6 + a5 + a4 + a3 + a2 + a1 + a0 = 210 – 1;

d) f (1) – f (–1) = 2(a9 + a7 + a5 + a3 + a1) = 210, deci
a9 + a7 + a5 + a3 + a1 = 29;

e) (X + 1)4 = 4 4 3 3 2 2 1 0
4 4 4 4 4C X C X C X C X C+ + + + = X4 + 4X3 + 6X2 + 4X + 1.
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2. a) Din egalitatea 2

1
5 6 2 3

a b
x x x x

= +
+ + + + , eliminând numitorii, rezultå cå:

1 = (a + b)x + 3a + 2b.

Identificând coeficienÆii, obÆinem sistemul: 
0

3 2 1

a b

a b

+ =
 + =

.

Rezultå cå: a = 1, b = –1, deci ( ) 1 1
2 3

f x
x x

= −
+ +

;

b) ( )
( ) ( )

( )
( )2 2 22

2 51 1 1 1
2 3 2 3 5 6

x
f x

x x x x x x

′ ′ − +   ′ = − = − + = ÷  ÷+ +    + + + +
;

c) ( ) ( ) ( )
2 2 2

11 1

1 1
d d ln 2 ln 3

2 3
f x x x x x

x x
 = − = + − + =  ÷  + + ∫ ∫

2

1

3 4 3 4 4 16
ln ln ln ln ln

2 5 4 5 3 15
x
x

+
= = − = × =

+
;

d) ( )
2

2
2lim lim 1

5 6x x

x
x f x

x x→+∞ →+∞
= =

+ +
;

e)  f : (–2; +∞) → Z, ( ) 2

1
lim lim 0

5 6x x
f x

x x→+∞ →+∞
= =

+ +
, deci y = 0 este ecuaÆia

asimptotei orizontale a funcÆiei la +∞.
III. 1. a) Pentru a se verifica axioma G2 a grupului (M, &), trebuie så aråtåm cå:

∃ e ∈ M a.î. e & x = x & e = x, ¼ x ∈ M.
Avem implicaÆia: e & x = x ⇒ (e – 2)(x – 2) + 2 = x, de unde deducem cå:
(x – 2)(e – 3) = 0, unde x > 2. Deci e = 3 ∈ M.
Avem çi: x & e = x & 3 = (x – 2)(3 – 2) + 2 = x – 2 + 2 = x;

b) Din axioma G3 a grupului (M, &), avem cå:
x′ & x = x & x′ = 3, pentru elementele x ∈ M care admit simetric.
Avem implicaÆiile:

x′ & x = 3 ⇒ (x′ – 2)(x – 2) + 2 = 3 ⇒ 


1
2

2
0

x
x

′ = 2 + >
−

>

∈ M, de unde se verificå:

x & x′ = 3 ⇒ (x – 2)(x′ – 2) + 2 = ( ) 1
2 2 2

2
x

x
 − + − ÷− 

 + 2 = 3;

c) Din (x & y) & z = x & (y & z), rezultå cå: x & x & x = (x – 2)3 + 2.
ObÆinem ecuaÆia: (x – 2)3 + 2 = 10 ⇒ (x – 2)3 = 8.
Putem scrie:
(x – 2)3 – 23 = 0 ⇒ (x – 2 – 2)[(x – 2)2 + 2(x – 2) + 4] = 0 ⇒
⇒ (x – 4)[(x – 2)2 + 2(x – 2) + 4] = 0.
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ObÆinem ecuaÆiile:  x – 4 = 0, cu rådåcina x = 4 ∈ M, çi (x – 2)2 + 2(x – 2) + 4 = 0,
care nu are rådåcini în M ⊂ Z.

2. a) 2
3

1 1 1 1 1 1 0 0 0

3 3 3 3 3 3 0 0 0

4 4 4 4 4 4 0 0 0

A A A O
     
 ÷  ÷  ÷= × = × = = ÷  ÷  ÷
 ÷  ÷  ÷− − − − − −     

çi

3 2
3

0 0 0

0 0 0

0 0 0

A A A O
 
 ÷= × = = ÷
 ÷
 

;

b) ( )22 2 2
3 3 3 3 3 32 2 2B I A I I A A I A O I A= − = − + = − + = − ;

c) ( ) ( )3 2 2 2
3 3 3 3 3 3 33 2 3 3B B B I A I A I I A A I A O I A= × = − × − = − + = − + = − ;

B + B2 – B3 = I3 – A + I3 – 2A – I3 + 3A = I3 ;
d)  Din relaÆia B + B2 – B3 = I3, deducem B(I3 + B – B2) = I3, deci

B–1 = I3 + B – B2 = I3   + I3 – A – I3 + 2A2 = I3 + A =

=  

1 0 0 1 1 1 2 1 1

0 1 0 3 3 3 3 4 3

0 0 1 4 4 4 4 4 3

     
 ÷  ÷  ÷+ = ÷  ÷  ÷
 ÷  ÷  ÷− − − − − −     

.

Evident, se obÆine acelaçi rezultat folosind formula cunoscutå pentru calculul

inversei unei matrice: 1 *1
det

B B
B

− = × .

Efectuând calculele, obÆinem: det B = 1 ≠ 0 çi *

2 1 1

3 4 3

4 4 3

B
 
 ÷=  ÷
 ÷− − − 

.

IV. a) ( ) ( )
1

1

0 0
0

1 1 1 1 12
d ln 5 7 ln12 ln7 ln

5 7 5 5 5 7
I x x

x
= = + = − =

+∫ ;

1 1 1

1 0 0 0

5 7 7 1 7
d d 1 d

5 7 5 7 5 5 7
x x

I x x x
x x x

+ −  = = = − = ÷+ + + ∫ ∫ ∫ a

( )
1

1

0
0

1 7 1 7 12
ln 5 7 1 ln

5 5 5 5 7
x x

   = − + = −   ÷
   

;

b) 5In + 1 + 7In

( ) 111 1

0 0
0

5 7 1
d d

5 7 1 1

n n
nx x x

x x x
x n n

++
= = = =

+ + +∫ ∫ ;

c) xn(1 – x) ≥ 0, ¼ x ∈ [0; 1]. Prin integrarea inegalitåÆii xn(1 – x) ≥ 0, obÆinem:
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( )
( ) ( )

1 1 1 1

0 0 0

1 1 1
1 d d d 0

1 2 1 2
n n nx x x x x x x

n n n n
+− = − = − = ≥

+ + + +∫ ∫ ∫ ;

d) 
1

1n +
 = 5In + 1 + 7In ≤ 12In, In + 1 ≤ In, deducem: 

( )
1 1

12 1 12nIn n
≤ ≤

+
;

e) 
( )

lim lim lim
12 1 12nn n n

n n
nI

n n→+∞ →+∞ →+∞
≤ ≤

+
, de unde rezultå cå: 1 1

lim
12 12nn

nI
→+∞

≤ ≤ , deci

1
lim

12nn
nI

→+∞
= ;

f) ( )
( )2

5

5 7
f x

x

−
′ =

+
;

g) 0

7
5

x = − , ( )
7 7
5 5

1
lim lim

5 7x x
f x

x− −
= = −∞

+↗ ↗
, ( )

7 7
5 5

1
lim lim

5 7x x
f x

x− −
= = +∞

+↘ ↘
.

            x –∞
7
5

−      +∞

       5x + 7 – – – – – –  0  + + + + + +

( ) 1
5 7

f x
x

=
+   – – – – – –∞

+∞
 + + + + +

Rezultå cå 
7
5

x = −  este asimptotå verticalå la stânga spre –∞ pentru graficul

funcÆiei f (x).

pag. 195 – Testul 8

I. a) Vom reprezenta în plan punctele
A çi B. Avem:

( ) ( )2 2
B A B AAB x x y y= − + − =

( ) ( )2 24 3 4 3= + + − − =

22 7 7 2= × = ;
b) O ∈ AB, deci A∆ABC = 0;

c) Numårul complex 
1
1

i
z

i
−

=
+

, are modulul

11 1 1 2
1

1 1 1 1 2

ii
z

i i

−− +
= = = = =

+ + +
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sau, dacå scriem 
( )

( ) ( )

21 1 2 1
1 1 1 1

i i
z i

i i

− − −
= = = −

+ − +
, atunci are modulul 1z i= − = ;

d) z = (1 – i)(1 + 2i) = 1 + i + 2 = 3 + i, deci Im z = 1;

e) M1M2: 
1

2 4 1 0

2 6 1

x y

= ⇒
4 1 2 1 2 4

0
6 1 2 1 2 6

x y− + = ⇒ – 2x + 0y + 4 = 0 ⇒ x = 2.

Vom observa cå 
1 2

2M Mx x= = , deci cele douå puncte sunt situate pe dreapta de

ecuaÆie x = 2;

f) ( ) ( )0 0 2 6M MOM x x i y y j i j= − × + − × = −
    

.

II. 1. a) Putem scrie x & y = (x + 4)(y + 4) – 4, unde x, y ∈ M = (4; +∞), deci x > –4,
y > –4. ObÆinem: (x + 4)(y + 4) – 4 > – 4, deci x & y > – 4, adicå x & y ∈ M;

b) Din axioma elementului neutru x & e = e & x = x, ¼ x ∈ M, obÆinem echivalenÆele:
x & e = x ⇒ (x + 4)(e + 4) – 4 = x ⇒ (x + 4)(e + 4 – 1) = 0, unde x + 4 ≠ 0.
Deducem cå e = –3 ∈ M, deci:
e & x = (–3) & x = (–3 + 4)(x + 4) – 4 = x + 4 – 4 = x;

c) Legea  „&“ este asociativå: (x & y) & z = x & (y & z), ¼ x, y, z ∈ M; deducem:
x & y & z = (x + 4)(y + 4)(z + 4) – 4, deci x & x & x = (x + 4)3 – 4;

d) Din ecuaÆia x & 2 = 56, deducem echivalenÆele:
(x + 4)(2 + 4) – 4 = 56 ⇒ (x + 4) × 6 = 60 ⇒ x + 4 = 10 ⇒ x = 6,
deci cardinalul mulÆimii date este 1;

e) Din x′ & x = x & x′ = e, e = –3, deducem implicaÆiile:

x′ & x = –3 ⇒ (x′ + 4)(x + 4) – 4= –3 ⇒ 1
4

4
x

x
′ = − +

+
 > –4, ¼ x > –4

çi deci x & x′ = (x + 4)(x′ + 4) – 4 = (x + 4)
1

4
4x

 − + ÷+ 
  – 4 = 1 – 4 = –3.

2. a) f ′(x) = ex – 1;

b) ( ) ( )
121 1 1 0

0 0
0

1 1
d 1 d 1 1

2 2 2
x x x

f x x e x x e e e e
 

= − + = − + = − + − = − ÷
 

∫ ∫ ;

c) f ′(x) = 0 ⇒  ex – 1 = 0 ⇒ ex = 1 ⇒ x = 1;
    x –∞ 0 +∞
 f ′(x)  – – – – – – 0 + + + + +
 f (x) ~    ~   ~ 0  Ä    Ä    Ä

M
deci existå un singur punct de extrem local;

d) ( ) ( )lim lim 1x

x x
f x e x

→−∞ →−∞
= − + = +∞ ;
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e) 
( )
( )

1 1
lim lim lim 1

1 1

x x

x xx x x

f x e x e
f x e e→+∞ →+∞ →+∞

− + −
= = =

′ − −
.

III. a) Deoarece 
1 2

det 4 6 2 0
3 4

A = = − = − ≠ , existå 1 *1
det

A A
A

− = × .

Avem echivalenÆele: AX = B ⇒ A – 1 × AX = A – 1 × B ⇒ X = A – 1 × B.

Calculåm 1 4 21
3 12

A− − 
=  ÷−−  

, deci:

 
4 2 5 6 6 8 3 41 1
3 1 7 8 8 10 4 52 2

X
− − −       

= × = − = ÷  ÷  ÷  ÷− − −−        
;

b) Fie 
x y

X
z t

 
=  ÷

 
. Avem:

1 2 1 2

3 4 3 4

x y x y
XA AX

z t z t
     

− = − = ÷ ÷  ÷ ÷
     

3 2 4 2 2 3 2 2 3 2

3 2 4 3 4 3 4 3 3 3 3 2

x y x y x z y t y z x y t

z t z t x z y t x z t y z

+ + + + − + −     
= − = = ÷  ÷  ÷+ + + + − − + − +     

1 5

6 1
 

=  ÷− − 
, de unde rezultå sistemul de ecuaÆii:

3 2 1

2 3 2 5

3 3 3 6

3 2 1

y z

x y t

x z t

y z

− =
 + − =
− − + = −
 − + = −

, unde prima çi a patra ecuaÆie sunt identice.

În concluzie, avem:

3 2 1
2 3 2 5

3 3 3 6

y z
x y t

x z t

− =
 + − =
− − + = −

.

Rezolvând sistemul, obÆinem: 
1 2

3
z

y
+

= , t = x + z – 2, deci:

1 2
3

2

z
x

X
z x z

+ 
 ÷=
 ÷ ÷+ − 

,  x, y ∈ Z.
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Caz particular: 
1 1

1 0
X

 
=  ÷

 
, dacå x = y = z = 1;

c) Avem 
1 2 5 6 19 22

3 4 7 8 43 50
AB

    
= = ÷ ÷  ÷

    
 çi 

5 6 1 2 23 34

7 8 3 4 31 46
BA

    
= = ÷ ÷  ÷

    
, deci

AB ≠ BA ;
d) EcuaÆia se scrie sub forma: x + 2y + i(x – 3y) = 4 – i,

çi rezultå sistemul de ecuaÆii: 
2 4

3 1

x z

x y

+ =
 − = −

,

care are soluÆia x = 2, y = 1;

e) 
( )
( )

2

3 2 3

1 1 2 1 2 2
1 3 3 1 3 3 2 2 11

i i i i i
z

i i i i i i ii

+ + −
= = = = = =

− + − − − + − − − −−

( )
( ) ( )

( )1 1 1 1
1 1 1 1 2 2

i i i i
i

i i

− −
= − = − = − −

+ − +
;

f) Dacå ÷ a, b, c, avem 
2

a c
b

+
= ⇒ 2b = a +  c, deci ÷ a2 – bc, b2 – ca, c2 – ab.

IV. a) Aducând la acelaçi numitor, avem:

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 222

1 1 1 2 1
1 2 21 1 1

x x x
f x

x x xx x

+ + − + +
= =

  + + ++ + + 
;

b) ( ) ( )
( )

22 2

2 12
1 1 1

xx
f x

x x

+
′ = − +

+  + + 

;

c) ( ) ( )( )2 2

2 1
lim lim 0

1 2 2x x

x
f x

x x x→+∞ →+∞

+
= =

+ + +
 çi

( ) ( )( )2 2

2 1
lim lim 0

1 2 2x x

x
f x

x x x→−∞ →−∞

+
= =

+ + +
,

deci y = 0 este ecuaÆia asimptotei orizontale spre +∞ çi –∞;

d) ( )
( )

( )
1 1 1 11

22 0 00 0 0

1 1
d d d arctg arctg 1

1 1 1
f x x x x x x

x x
= − = − + =

+ + +∫ ∫ ∫

arctg1 arctg0 arctg2 arctg1 arctg2 arctg2
4 4 2
π π π

= − − + = − + = − ;
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e) g(x) = y ⇒ 2

2 1
1

x
y

x x
+

=
+ +

⇒ yx2 + (y – 2)x + y – 1 = 0, care este o ecuaÆie de

gradul doi în necunoscuta x, cu discriminantul:
∆ = (y – 2)2 – 4y(y – 1) = y2 – 4y + 4 – 4y2 + 4y = –3y2 + 4.

Pentru ∆ ≥ 0 ⇒ –3y2 + 4 ≥ 0 ⇒ 3y2 – 4 = 0 ⇒  2 3
3

y = ± .

           y –∞
2 3

3
−

2 3
3

+∞

∆ = –3y2 + 4   – – – – – – –    0 + + + + + 0 – – – – – – –

Rezultå cå imaginea funcÆiei f (x) este: Im f = y ∈ 
2 3 2 3

;
3 3

 
− 

 
;

f) EcuaÆia datå se scrie sub forma:

23n × 22 ≤ 256 | : 22 ⇒ 23n  ≤ 64 ⇒ 23n ≤ 26, de unde rezultå: 3n ≤ 6 ⇒ n ≤ 2;

g) Din ipotezå, avem: x, y ∈ (–1; 1) ⇔ 
1 1

1 1

x

y

− < <
− < <

 ⇔ 
1 0, 1 0

1 0, 1 0

x x

y y

+ > − <
 + > − <

 (*).

Deducem cå: 
1

1

x

y

 <


<
 ⇒ 1x y <  ⇒ 1xy <  ⇒  –1 < xy < 1 ⇒  xy + 1 > 0.

CondiÆia 
1
x y

xy
+

+
∈ (–1; 1) se scrie sub forma: 1 1

1
x y

xy
+

− < <
+

, unde 1+ xy > 0, deci

putem elimina numitorul.
ObÆinem echivalenÆele:

–1 – xy < x + y < 1 + xy ⇔ 
1

1

xy x y

x y xy

− − < +
 + < +

 ⇔ 
1 0

1 0

xy x y

xy x y

+ + + >
 − − + >

 ⇔

⇔ 
( )( )
( ) ( )

1 1 0

1 1 0

x y

x y

+ + >


− − >
, condiÆii îndeplinite conform relaÆiilor notate cu (*).

pag. 197 – Testul 9

I.   1. trei funcÆii. 2. 40%. 3. niciuna. 4. 325. 5. 5. 6. ( ) 1
f x

x
′ = , ¼ x ∈ (0; +∞).

7. 1. 8. asimptotå. 9. e – 1. 10. 
2
3

.

II. 11. 2AB = . 12. AB: x = y. 13. 
3 3

4
. 14. 2 – 3i. 15. 1. 16. 7 .
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III. a) f (x) = 0 ⇔ (x – 5)(x – 1) = 0 ⇒ x1 = 5, x2 = 1, x1, x2 ∈ Z;
b) det A = 5;

c) 2 13 12

12 13
A A A

 
= × =  ÷

 
;

d) f (A) = A2 – 6A + 5I2 = 2

13 12 18 12 5 0 5 0 5 0

12 13 12 18 0 5 0 5 0 5
O

−         
− + = + = ÷  ÷  ÷  ÷  ÷−         

;

e) (x, y) = {(0; 0)};
f) InducÆie dupå n:

n = 1: 
1 1

1
1 1

6 4 5 1 5 11 1
4 62 2 5 1 5 1

A
 + − 

= =  ÷ ÷ − +   
;

n = 2: 
2 2

2
2 2

26 24 5 1 5 11 1
24 262 2 5 1 5 1

A
 + − 

= =  ÷ ÷ − +   
;

....

n = k: 
5 1 5 11

2 5 1 5 1

k k
k

k k
A

 + −
=  ÷

− + 
.

Presupunem relaÆia adevåratå pentru n = k çi demonstråm pentru n = k + 1,

adicå: 
1 1

1
1 1

5 1 5 11
2 5 1 5 1

k k
k

k k
A

+ +
+

+ +

 + −
=  ÷

− + 
.

Avem: 1 5 1 5 15 1 5 11 1
5 1 5 12 25 1 5 1

k k
k k

k k
A A A+ + − + −  

= × = × = ÷  ÷− +− +   

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

6 5 1 4 5 1 4 5 1 6 5 11
4 6 5 1 4 5 1 4 5 1 6 5 1

k k k k

k k k k

 + + − + + −
 ÷= =
 ÷− + + − + + 

2 5 5 2 2 5 5 21
4 2 5 5 2 2 5 5 2

k k

k k

 × × + × × −
= = ÷

× × − × × + 

1 1

1 1

5 1 5 11
2 5 1 5 1

k k

k k

+ +

+ +

 + −
=  ÷

− + 
, ¼ k ≥ 1.

Deci 
5 1 5 11

2 5 1 5 1

n n
n

n n
A

 + −
=  ÷

− + 
, ¼ n ≥ 1, n ∈ q.

IV. a) ( )
( )2

1

1
f x

x
′ = −

+
, ¼ x ∈ (0; +∞).
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b) Deoarece (x + 1)2 > 0, ¼ x ∈ [0; +∞), avem ( )
( )2

1

1
f x

x
′ = −

+
 < 0, ¼ x ∈ [0; +∞),

deci f este strict descrescåtoare pe [0; +∞);

c) ( ) ( )( )2 2 2 12 2
2 2

2 12 1
f

+ −+
= = =

−+
;

d) Avem: ( ) ( )f x f y x y− < −  ⇔  
( ) ( )

1
f x f y

x y
−

<
−

⇔  
( ) ( )

1
1

1 1x y
− <

+ +
.

Pentru x, y ∈ [0; +∞), deci pentru x + 1 ≥ 1 çi y + 1 ≥ 1, avem: (x + 1)( y + 1) ≥ 1.

Pentru x, y ∈ [0; +∞), x ≠ y, avem (x + 1)( y + 1) > 1 çi deci: 
( )( )

1
0 1

1 1x y
< <

+ +
.

ObÆinem 
( ) ( ) ( )( )

1 1
1

1 1 1 1x y x y
− = <

+ + + +
, relaÆie care este adevåratå.

ObservaÆie: Se poate raÆiona çi direct, plecând de la faptul cå funcÆia f este strict

descrescåtoare pe [0; +∞), deci 
( ) ( )

0 1
f x f y

x y

−
< <

−
, ¼ x ≠ y, atunci

( ) ( )
1

f x f y

x y

−
<

−
 ⇔ ( ) ( )f x f y x y− < − ,  ¼ x, y ∈ (0; +∞), x ≠ y;

e) ( ) ( )
1 1 1

00 0

1
d 1 d ln 1 1 ln 2

1
f x x x x x

x
 = + = + + = +  ÷  + ∫ ∫ ;

f)  Folosind punctul d), este suficient så luåm 
p

x
q

=  çi 2y =  pentru a demonstra

egalitatea, deoarece avem: ( ) 2p q
f x

p q
+

=
+

 çi ( ) 2f y = , ¼ p, q ∈ q*.

pag. 198 – Testul 10

I. a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2, 0 2 2 0 8 2 2B A B Ad A B x x y y= − + − = − + − = = ;

b) cos2101 + sin2101 = 1;

c) 
26 2 36 2

9 2
4 4

= = ;

d) 2 5 2 5i i+ = − ;

e) A çi B verificå ecuaÆia dreptei, deci 
2 0

2 0

a b
b

+ =
 + =

 ⇒ 
1

2

a

b

=
 = −

;
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f) ( )
2

m BAC
π

=S , deci triunghiul este dreptunghic, cu ipotenuza de lungime:

2 2 2 28 8 8 2BC AB AC= + = + = .

II. 1.  a) 
10 5

20 20 0
4 2

= − = ;

b) Observåm cå doar pentru n = 1 çi n = 2 relaÆia se verificå, deci avem 2 cazuri

favorabile çi 5 cazuri posibile; probablitatea este 
2
5

, adicå 40%;

c) 4x = 4, iar conform proprietåÆii de monotonie a funcÆiei exponenÆiale de bazå
supraunitarå, ecuaÆia are o singurå soluÆie: x = 1;

d) log9x = 1 ⇔ log9x = log99 ⇒ x = 9;

e) Deoarece k n k
n nC C −= , ¼ n, k ∈ q, k ≤ n, avem 2 5

7 7C C= , deci E = 0.

2.  a) ( )
( )22

2

3

x
f x

x
′ = −

+
, ¼ x ∈ (0; +∞); b) 

( ) ( ) ( )
1

1 1
lim 1

1 8x

f x f
f

x→

−
= ′ = −

−
;

c) Avem: –2x < 0, ¼ x ∈ (0; +∞), iar (x2 + 3)2 > 0, ¼ x ∈ (0; +∞). Rezultå cå
 f ′(x) < 0, ¼ x ∈ (0; +∞), adicå funcÆia f este strict descrescåtoare pe (0; +∞);

d) ( ) ( )
1

2 1

201
0

1 1 1 3
d

3 7 4 28
f x x f x

x
′ = = = − = −

+∫ ;

e) 2 3 2
lim

3 2 3n

n
n→+∞

+
=

+
.

III. a) ∆ = 25 – 28 = –3, deci ecuaÆia are douå rådåcini complexe:

1

5 3
2

x
− +

=  çi 2

5 3
2

x
− −

= ;

b) x2 + 5x + 6< 0 ⇔ (x + 2)(x + 3) < 0, deci, x ∈ (–3; –2);
       x –∞ –3 –2 +∞
   x + 2  – – – – – – – – – – – – – – 0 + + + + +
   x + 3  – – – – – –   0 + + + + + + + + + ++
x2 + 5x + 6  + + + + +  0 – – – – – –  0 + + + + +

c) 
( )( ) ( ) ( ) ( )2

1 1 3 2 1 1 1
2 3 2 3 2 3 5 6

n n
n n n n n n n n g n

+ − −
− = = = =

+ + + + + + + +
, ¼ n ∈ q*;

d) Adunåm urmåtoarele relaÆii:

( )
1 1 1
1 1 2 1 3g

= −
+ +

,

( )
1 1 1
2 4 5g

= − ,

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


253

IndicaÆii çi råspunsuri

( )
1 1 1
3 5 6g

= − ,

...

( )
1 1 1

2005 2007 2008g
= − ,

( )
1 1 1

2006 2008 2009g
= − .

ObÆinem 
( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 2006

...
1 2 2006 3 2009 2009 3

S
g g g

= + + + = − =
×

;

e) 
22

2 25 3 25 3
5 5 7

2 2 4 4
X X X X X f

  + + = + + + = + + = ÷ ÷
   

;

f) Dacå s, t ∈ Z[X] astfel încât grad s ≥ 2 sau grad t ≥ 2, atunci avem:
grad g ≠ grad s2 + grad t2, deci g ≠ s2 + t2.
Cercetåm cazul în care grad s < 2 çi grad t < 2 (dacå ambele au gradul 0, de
asemenea nu se verificå).
Fie s = aX2 + b çi t = cX2 + d, cu a, b, c, d ∈ Z. Avem:
s2 + t2 = a2X2 + 2abX + b2 + c2X2 + 2cdX + d2 = X2(a2 + c2) + 2(ab + cd)X + b2 + d2.
Presupunem cå g = s2 + t2. Atunci s2 + t2 are aceleaçi rådåcini ca çi g, adicå –2 çi –3.
Dacå X = –2, atunci au loc echivalenÆele:
4(a2 + c2) – 4(ab + cd) + b2 + d2 = 0 ⇔ (2a – b)2 + (2c – d)2 = 0 ⇔ b = 2a çi d = 2c.
Dacå X = –3, atunci au loc echivalenÆele:
9(a2 + c2) – 6(ab + cd) + b2 + d2 = 0 ⇔ (3a – b)2 + (3c – d)2 = 0 ⇔ b = 3a çi d = 3c.
Rezultå cå a = b = c = d = 0, adicå s çi t sunt polinoamele nule, ceea ce nu verificå
presupunerea fåcutå.
Råmâne cå: g ≠ s2 + t2, ¼ s, t ∈ Z[X];

g) Luåm 
5
2

u X= +  çi 
2
i

v = , ¼ u, v ∈ ³[X]. Avem:

2 2 2 225 1
5 5 6

4 4
u v X X X X g+ = + + − = + + = .

IV. a) f ′(x) = ex, ¼ x ∈ Z;
b) e > 0, iar funcÆia exponenÆialå ia valori pozitive.

Råmâne cå  f (x) =  f ′(x) = ex > 0, ¼ x ∈ Z;

c) ( )lim 0
x

f x
→−∞

= , deci y = 0 este asimptotå orizontalå a lui f spre –∞;

d) ( )
1 1

00
1xf x dx e e= = −∫ ;

e) Deoarece f ′(x) > 0, ¼ x ∈ Z, funcÆia f este strict crescåtoare pe Z;
f) f (x) + f (x + 1) = 1 + e ⇔ ex + ex + 1 = 1 + e ⇔ ex(1 + e) = 1 + e ⇔ ex = 1 ⇔ x = 0,

care este soluÆie unicå;
g) Luåm g, h : Z → Z, g(x) =  ex + 1 + ex, h(x) = f (x + 1) =  ex + 1, g çi h strict crescåtoare.

 Avem f (x) =  ex + 1 + ex – ex + 1 = g(x) – h(x), ¼ x ∈ Z.
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