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GRUPURI

1. Lege de compozitie interna, tabla operatiei

1.1. Notiuni recapitulative

Au fost studiate multimile de numere: N = {0, 1, 2, ..., n, ...} — multimea numerelor
naturale; Z = {..., -n, ..., -2,-1,0, 1, 2, ..., n, ...} — multimea numerelor intregi;

Q- {2
reale;

C={x+1iy | x, y € R} — multimea numerelor complexe.

Multimile de numere studiate au proprietatea: Nc Zc Q cR c C.

Ne reamintim produsul cartezian a doud multimi. Fie A si B doua multimi. Produsul
cartezian al celor doua multimi este: A x B = {(x, y) | xeA,yeB).

a,beZ,b= 0} — multimea numerelor rationale; R — multimea numerelor

EXEMPLE

1. DacaA = {-2,3}siB = {1, 2, 5}, avem:
AxB={(y) | xeAyeBl={(-21), (-2, 2), (-2,5), (3, 1), (3,2), (3,5)}.

2. DacaA = {a,b},B = {0, B,v}.
AxB={(a,a), (a, ), (a,y), (b, ), (b, B), (b,y)}.

Aceste multimi au fost dotate cu diferite operatii. De exemplu, pe multimea numerelor
naturale au fost definite operatiile de adunare si inmultire:
V x,y € Navem x+yeNsixyeN
pentru care am acceptat anumite proprietéati:
Al.x+y)+z=x++2),Vx,y,zeN;
A2.0+x=x+0=x,VxeN;
A3.x+y=y+x,Vx,yeN;
I1. )z =x(2z), Vx,y,z € N;
2.1-x=x-1=x,VxeN;
B.xy=yx,Vx,yeN.
D.x(y+2) =xy +xz, Vx,y,zeN.

Odaté cu studiul altor multimi, au fost acceptate alte proprietéti. Astfel, in multimea Z
a numerelor intregi, operatiile de adunare si inmultire satisfac in plus fatd de A1, A2, A3,
I1, 12, I3, D si proprietatea:
X+ (=)=(=)+x=0,VxelZ
Un studiu atent ne permite sa stabilim unele caracteristici comune ale operatiilor
cunoscute si sa facem anumite generalizari.
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Capitolul 1. Grupuri

Astfel, pe multimea numerelor naturale N = {0, 1, 2, ..., n, ...}, operatia de adunare ne
permite sa definim aplicatia:

0:NxN->N, (x,y) - olx,y),

prin care facem sa corespunda la orice pereche ordonaté (x, y) de numere naturale un

numdr natural, unic determinat, ¢(x, y) = x + y numit suma lui x cu y.

In mod analog, inmultirea numerelor naturale ne permite sa definim aplicatia:

Y:NxN->N, (x,) > ¥, ),

prin care la orice pereche ordonatd (x, y) de numere naturale, asociem un numar

natural unic determinat W(x, y) = xy, numit produsul lui x cuy.

EXEMPLU

0(5,2) =5+2=7,0(3,8 =3+8=11,

respectiv

Y(5,2) =5%x2=10,¥(3,8) =3x8 =24.

Vom remarca faptul cd observatii similare pot fi facute in studiul altor multimi.

Fie multimea M,(R) a matricelor patratice de ordin 2 cu coeficienti din R.

Pentru operatia de adunare am asociat fiecarei perechi ordonate (A, B) de matrice din
M,(R) matricea A + B € M,(R) prin aplicatia: ¢ : My(R) x M,y(R) = M,y(R),

(A, B) > ¢(A, B) = A + B, numita operatia de adunare a matricelor.

EXEMPLU

Fie A,B € My(R); A =

Avem: ¢(A,B) =A + B = (‘C‘

respectiv W (A, B) = AB

(@ Do ()

c dj’

@

z tf

o (e

bY(x y\ (ax+bz
djilz t] (cx+ds

Considerand multimea numerelor complexe C = {x + iy | x, ¥y € R} putem defini aplicatiile:

0:CxC—oC, (2,29 > 0z, 39) = 21 + 2y,

prin care, fiecarei perechi ordonate (z;, 2,) de numere complexe, z,, 2, € C, i se asociaza
numarul complex z; + z,, aplicatia este numitd operatia de adunare a numerelor

complexe.

De asemenea, am asociat fiecarei perechi ordonate (z;, 2,) de numere complexe,
21, 2 € C, numarul complex 2,2, € C prin aplicatia:
Y:CxC—>C, (2,29 > VY(2q, 29) = 2129,

numitd operatia de inmultire a numerelor complexe.

EXEMPLU

Fie 21, 2, € C, unde z; = x; + 1y, X1, ¥; € R, 5125 = X3 + 15, Xy, Yo € R. Avem:
(\D(Zlﬁ 22) =2z + Z9 = (x1 + lyl) + (x2 + lyz) = (X1 + X2) + l(yl +y2),

respectiv

Y(21, 25) = 2125 = (] + iy) Oy + 1iyy) = 00X, —Y1Yo) + 100y, + Xoy7).
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Partea 1. Elemente de algebrd

Exemplele pot continua, considerand si alte multimi.

Observatiile asupra acestor aplicatii ne permit sa surprindem intr-o schema generala
situatii aseméandtoare celor prezentate mai sus. Pentru aceasta vom considera o multime
nevida M si o aplicatie

O:MxM—>M, (x,y) > olx,y),

in care este ignoratd natura elementelor multimii M, cum si regula efectiva prin care

oricarui cuplu (x, y) de elemente din M i se asociazad un element unic ¢(x, y) € M.
Obtinem astfel notiunea de lege de compozitie pe multimea M.

1.2. Definitie. Exemple

Fie M o multime nevida. O aplicatie ¢ definita pe produsul cartezian M x M cu
valori in M,
o:MxM->M, (x,y) > ox,y),
se numeste lege de compozitie pe M.

Elementul unic determinat ¢(x, y) € M care corespunde cuplului (x, y) € M x M prin
aplicatia ¢ se numeste compusul lui x cu y prin legea de compozitie ¢.

O lege de compozitie pe o multime M se mai numeste operatie binara pe M sau
operatie algebrici pe M. in cele ce urmeazi vom prefera si folosim pentru aplicatia ¢
denumirea de lege de compozitie.

EXEMPLE

Prezentam cateva exemple de legi de compozitie cunoscute:
1. Adunareape Z: ¢ : ZxZ —> Z, (x,¥) > o, y) =x +y.
2. IAnmul;irea peZ:Y :Z X7 —>Z, (x,y) >Y0,y) =xy.
3. AdunareapeR: ¢ :RxR >R, (x,y) - o(x,y) =x + .
4. IAnmul,tirea peR:VY:RxR—->R, (,y) >VY0,y) =x-Y.

1.2.1. Notatii pentru o lege de compozitie

Notatia aditiva: ¢ : M x M — M, ¢(x,y) = x +y. Elementul x + y se numeste suma lui
X cuy, iar legea de compozitie ¢ se numeste adunare.
Notatia multiplicativa: ¢ : M x M — M, ¢(x,y) = xy. Elementul xy se numeste produsul
lui x cuy, iar legea de compozitie ¢ se numeste inmultire.
Vom remarca faptul cd pentru o lege de compozitie vor fi utilizate diferite notatii
pentru compusul ¢(x, y) a lui x cu y, cum ar fi:
X*Y, X Ly, XxTy,xoy,x \Y,XVY,X®Y, X Y, XQY,X Ay, X VY etc.

EXEMPLE

1. Folosind notatia aditiva pentru M € {N, Z, Q, R, C, M, (C) }, avem legile de compozitie:
Q@:MxM—M,o¢(a,b) =a+b.
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Capitolul 1. Grupuri
2. In notatie multiplicativa, avem legile de compozitie:
¢Q:MxM— M, ¢(a, b) = ab.

3. Reuniunea pe P(E) multimea partilor multimii E:
¢ : P(E) x P(E) - P(E), (X, Y) =XUY.

4. Intersectia pe P(E), multimea partilor multimii E:
¢ : P(E) x P(E) - P(E), o(X,Y) =XNY.

5. Compunerea functiilor pe F(E), multimea functiilor definite pe E cu valori in E:
¢ : F(E) x F(E) > PE), ¢(f,g) =fog.

Considerand multimea Z a numerelor intregi sin € N*, un numar natural, este cunoscuta

definitia impartirii cu rest (a impartirii euclidiene). Pentru orice a € Z existé q, r € Z, unic
determinate, astfel incita =nq +r,0<r <n.

Numarul r din aceasta relatie este cunoscut sub numele de restul impartirii lui a prin n.

Acest numar va fi notat

r=amodn

si se citeste ,a modulo n“. Acest numar se mai numeste inca: redusul modulo n al

numarului intreg a.

EXEMPLE

Dacan = 6, avem:

15 mod 6 = 3; 18 mod 6 = 0; -9 mod 6 = 3;
-13mod 6 = 5; 25mod 6 = 1; -11mod 6 = 1.

Acum putem defini legea de compozitie.
6. Adunarea modulo n. Dacd a, b € Z, definim suma modulo n a luia cu b,

notatd a @ b astfel:

def.
¢0:ZxZ—>7Z,(a,b) >ela,b)=a@®bprinad®b = (a+ b) modn,

numita adunarea modulo n.

EXEMPLE

Dacan = 5, avem:
38=B+8 mod5=11mod5=1;
(-9)®7=(-4+7)mod5=3mod5 = 3;
9@ (-12) = (9 + (-12)) mod 5 = (-3) mod 5 = 2;
1094 =(10+4) mod5=14mod 5 = 4.

7. inmulgirea modulo n. Daca a, b € Z, definim produsul modulo n al lui a cu b,

notat cu a ® b astfel:

def.
©:ZxZ—>7Z,(a,b) >epla,b) =a®b,prina®b = (ab) mod n,
numitd inmultirea modulo n.
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EXEMPLE

Dacan = 5, avem:
3 7=@B-7)mod5=21mod5=1;
4®12=(4-12) mod 5 =48 mod 5 = 3;
(-3)®8=((-3)-8 mod5=(-24) mod5 =1
(-4) ® (-13) = ((-4) - (-13)) mod 5 = 52 mod 5 = 2.

Efectuati in clasa

Daca n = 6, calculati:

1.a)3®13;b)4®19;¢c) 11 17;d) (-3) & 12.
2.a)5®11;b) 7® 14;¢) 8 ® (-5); d) (-9) ® (-12).

1.2.2. Parte stabila. Lege de compozitie indusa

Definitie
Fie M o multime pe care este datd o lege de compozitie o:
O:MxM-—>M, (,y) > ol y).
O submultime H a lui M cu proprietatea:
Vx,yeH=ol,y) eH
se numeste parte stabila a lui M in raport cu legea de compozitie ¢.

Daca H este o parte stabild a lui M in raport cu legea de compozitie M, putem defini pe

def.
H legea de compozitie: ¢’ : H x H— H, punand ¢'(x,y) = ¢(,y) €e H,VXx,y € H,sise

spune ca ¢’ este legea de compozitie indusa pe H de catre ¢.

EXEMPLE

Vom nota 27Z = {2k | k e Z} a numerelor intregi pare si2Z + 1 = {2k +1 | k e Z}
multimea numerelor Intregi impare. Avem 2Z c Z si 2Z + 1 c Z.

1. Multimea 2Z este o parte stabild a lui Z in raport cu operatia de adunare a nume-
relor intregi.
Avem M = Z, H = 2Z si legea de compozitie:
+:ZxXZ—>Z, 06y >x+Yy.
Dacax,y € 2Z,x = 2k,,y = 2k,, ky, k, € Z, atuncix + y = 2k; + 2k, = 2(k; + k,) € Z, deci
+:2Z x 27 — 27
(ceea ce exprima faptul ca suma a doud numere Intregi pare este un numar par), deci
H = 27 este parte stabild a lui Z in raport cu operatia de adunare a numerelor intregi.

2. Multimea 27 este parte stabild a lui Z in raport cu operatia de inmultire a numerelor
intregi.
Fie x,y €2Z, x = 2k, y = 2k,, k;, ky € Z. Atunci xy = 2k, - 2k, = 4k k, € 2Z.

8
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3. Multimea 2Z + 1 nu este parte stabild a lui Z in raport cu operatia de adunare a
numerelor intregi.

Fiex,y € 2Z + 1,x =2k, + 1siy = 2k, + 1, ky, ky € Z.

Rezultax +y =2k; + 1 + 2k, + 1 =2(k; + k, + 1) ¢ 2Z + 1.

4. Multimea 2Z + 1 este parte stabild a lui Z in raport cu operatia de inmultire.
Pentrux,y € 2Z + 1,x = 2k; + 1 siy= 2k, + 1, ky, k, € Z, avem:
xy = (2k; + D2k, + 1) = 2(2kiky + ky + k) + 1,
deci xy € 2Z + 1, ceea ce demonstreaza ca H = 2Z + 1 este parte stabila a lui Z in raport
cu operatia de inmultire a numerelor Intregi.

5. Pe multimea R a numerelor reale definim legea de compozitie:
*:RxR->R, 0,y) >x*y,

def.
undexxy = xy-—2x-2y + 6.

Considerand submultimea H a lui R, H = (2, ), sd ardtam ca submultimea (2, +o0)
este parte stabild a lui R 1n raport cu legea de compozitie ,,*“.

Oricare arfix,y e R, rezulticax*y e R,undexxy =xy-2x-2y + 6 e R.

Pentru H = (2, +), deducem cd V x,y € H, rezultd x x y € H. Fiex,y € (2, +), deci
x>2,y>2saux-2>0,y-2 > 0. Legea de compozitie ,*“ se poate scrie sub forma:

x*xy=(x-2)(y-2) + 2,de unde deducem (x—-2)(y-2) + 2> 2,decix *y € H, ceea
|
>0
ce demonstreaza ca H = (2, +) este parte stabild a lui R in raport cu legea de compozitie.

1.2.3. Lege de compozitie interna

Legile de compozitie definite pana acum sunt aplicatii de forma:
O:MxM—>M, (x,y) > oly) €M,
unde M este o multime nevida. Aceste aplicatii se mai numesc legi de compozitie interne.
Vom sublinia proprietatea unei legi de compozitie interna ¢ care este definitd pe M x M
cu valori in M astfel incat compusul a doud elemente x, y € M este de asemenea un
element din M, deci ¢(x,y) € M.

EXEMPLE
1. Fie M = (-1, ) pe care definim aplicatia ¢ : M x M —> M, (x,y) = 00, y) = x *Y,

def.
undexxy = xy +x+y.

Sa dovedim cé legea ,,»“ este o lege de compozitie interna.
Sa dovedim ca oricare ar fi x, y € M, atunci x * y € M. Putem scrie
X*¥y=xy+x+y=xy+x+y+1-1=x+1y+1)-1.
Din conditiax,y € (-1, «), deducemx > -1,y >-1,decix+ 1 >0,y + 1 > 0, de unde
rezultd (x + 1)(y + 1) > 0, prin urmare (x + 1)(y + 1) -1 > -1, decix ¥y > -1, de unde
rezultd x x y € (-1, ).

9
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2. Fie M = (-1, 1) pe care este definita aplicatia ¢ : M x M — M, (¢, y) > ¢(x,y) = x*Y,

def.
undexxy = % . Vom aréta ca aplicatia ,,*“ este o lege de compozitie, cu alte cuvinte
o . . xX+y
vom ardtaca vV x,y € (-1, 1) si compusul x * y € (-1, 1), deci -1 < " <1
Aceastd conditie este echivalentd cu sistemul de inecuatii:
—1<1x++y, 1x++y+1>o Ww 1)
X , echivalent cu sistemul X sau X .
X+Yy X+y (x-Dy-1
<1 - >0 —— >0 (2
1+ xy 1+ xy 1+ xy

Din conditiax € (-1, 1) rezultd -1 < x < 1si obtinem -1 < x, decix + 1 > 0, respectiv
x<l,x-1<0.

Analogpentruy € (-1, 1) rezultdy + 1 > 0siy—1 < Odeci (x+ 1)(y + 1) > 0 (1) si
x-Dy-1)>0@am.

Dinx,y € (-1, 1), deducem |x| < 1i |y| <1, de unde rezulta|x| |y| < 1sau |xy| <1,
deci-1 <xy < 1,adica-1 <xy,1+xy > 0 (1) si obtinem din (1") si (1""") respectiv (1)
si(1"):

c+D+D 0si -D&y-1 0
1+xy 1+ xy
ceea ce demonstreaza cd aplicatia ,,x“ este o lege de compozitie internd pe M = (-1, 1).

5

Exercitii rezolvate

1. Fie M = [3, +o) siaplicatiap: M xM > M, (x,y) > 00, y) = x *Y,

def.
undexxy = x?+y*—-9.Sademonstram ci ,*“ este o lege de compozitie interna.

Solutie
Pentru orice x, y € [3, +), rezultd x > 3,y > 3, deci =9, y2 >9, de unde deducem

24 y2 > 18 sau > + yz -9>32 deci m > 3, ceea ce demonstreza ca
xxy={x>+y* =9 23,xxy e [3, +).

2. Fie M,(Q) si legea de compozitie: ¢ : M4,(Q) x M,(Q) - M,(Q), (A, B) —> AB.

Daca H = {A € M,(Q) | A= (2; g){}, 4x* - 3y2 =1,x,y € Q}, sd se demonstreze

ca H este parte stabila a lui M,(Q) 1n raport cu inmultirea matricelor.
Solutie

i i 2x; 3y1) 2 2 . 2xy 35 )
FleA JA EHﬁdECIA = ( 1 1'; 4x _3 =1,x; € 5 1A = 2 2-7
1542 1 v 2x7 1 Y1 Y1 €Q,51A,) Yo 2X,7

4x2 -3y2 =1, x5, Y, € Q. Rezulta:
10
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AA. = 2x; 3y;)\(2xy 3Yy) _ (4x1x5 +3y1yy 6x1Y5 +6x5)7) _
2y 2% F

Yo 2x, T 2Xo 1 +2X1Yo  3Y1Yo T4X1Xy ]

y ij" unde x, y € Q.

3
2(2x1x2+§y1y2) 3(2x1y, +2Xz)’1)\ 3 (Zx 3y)

3
(2x1y5 +2x5¥1) 2(2x1x2 +§)’1J’2)7
3 2 2
Calculand 4x* - 3y* = 4(2x1x2 5N yz) = 3(2xy5 + 2x5y)° =

: 4(4x12X§ +6X,X,)1 5 + %yfyi) —3(4xty3 +8x,x0)1 7, +4x3y7 ) =
= 16x7x5 +9ylys —12x}y3 —12x2y? = 4x3 (4x§ - 3y§) - 3y} (4x§ - 3y§) =

= (4x12 —3y12)(4x§ —3y§) =1-1=1,

rezultd ca H este parte stabild pentru M, (Q) 1n raport cu operatia de inmultire a matricelor.

1.3. Tabla unei legi de compozitie (tabla lui Cayley)

Fie M o multime finitd M = {a,, a,, ..., a,,} . Legea de compozitie ¢ : M x M — M, poate
fi datd prin tabla operatiei ¢, care constd dintr-un tabel cu n linii si n coloane,
corespunzitoare celor n elemente ale lui M. in tabla legii de compozitie ¢ contine la
intersectia liniei lui a; cu coloana lui a; elementul ¢(a;, a):

¢ |a ay...q;...a,
a

a,

Appoo (P(a{, a;)
an

EXEMPLE

1. FieH = {1, ¢, 82}, £+e+1=0,¢ =1,adici multimea radécinilor de ordinul trei
a unitatii. Avem H c C. Intocmind tabla inmultirii, legea de compozitie indusad pe H de
inmultirea numerelor complexe obtinem:

Rezultd cd H este parte stabild a lui C In raport cu operatia de inmultire.

11
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2. FieH = {1,-1,1,-i} c C. Operatia indusa de inmultirea numerelor complexe pe H
1 -1 i -i

111 -1 i -
1| -1 1 - i
i|i -1 -1 1
-1 |1 1 1 -1
ne aratd cd submultimea H a lui C este parte stabild a lui C in raport cu operatia de
inmultire a numerelor complexe.

Efectuati in clasa

1.FieM=1[3, +0)sio: MxM—->M, (xy) > ¢,y) =x*Yy,undex *y = xy—3x— 3y + 12.
Sd se arate ca ,,x“ este o lege de compozitie interna.

def.
2 . Fie legea de compozitie ¢ : Z x Z — Z, (x,y) = ¢(x,y), unde ¢(x,y) =x* y = min (x,y)
siH = {-5,-1, 0, 1}. Sa se intocmeasca tabla operatiei induse pe H de legea ,,x“ si sa
se arate ca H este parte stabild a lui Z in raport cu legea ,x“.

Temad

1 . Fie multimea numerelor complexe C = {z | z=x+ iy, X,y € R} si operatia de inmultire:
@:CxC—oC, (2, 29) > 021, 25) = 2125. Dacd H = Z[i] = {z | z=x+ iy,x,y € Z}.
Sd se arate ca H este parte stabild a lui C in raport cu operatia de inmultire.

2. Fie M = (1, +o) c Rsi legea de compozitie ¢ : R > R, (x,y) > x *Y,

def.
undex xy = xy +x + y + 2. Sa se demonstreze cd H = M este parte stabila

pentru multimea Z in raport cu legea ,,x“.
. D def. x —y
3. FieM = (-1, 1) siaplicatiaqp : M x M — M, (x,y) > 0(x,y), unde (0, y) =x*y = T

Sa se demonstreze ca aplicatia ,,x“ este o lege de compozitie interna.
def.
4 . Fie aplicatia: 9 : ZxZ > Z, (x,y) > 006, y), o(x,y) =x*y = max (x,y).
Sa se arate ca H = {0, 1, 2, 3} c Z este parte stabila in raport cu legea ,,x“.
5. Fie M3(R) sioperatia: M5(R) x M3(R) - M4(R), (A, B) > AB. Consideram submultimea

x 0 x)
H= {Ax) | AX) =10 0 0+, x € R}, sa se arate ca H este parte stabila pentru
x 0 xJ

M;(R) in raport cu operatia de inmultire a matricelor.
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6 . In multimea numerelor naturale nenule considerdm legea de compozitie: ¢ : N* x N* — N*¥,
def.
(a, b) — ¢(a, b), unde ¢(x, y) = x * y = c.m.m.d.c.(a, b). Dacd vom considera

submultimea lui N*, H = {x € N* | x divide 15}, sa se arate ca H este parte stabila a lui

N* 1n raport cu legea ,,*“.

def.
7 . Fielegea o : R xR > R, (x,y) = ¢(x,y), unde ¢(x,y) =x*xy = xy—-2(x +y) + 6.
Sa se demonstreze cd H = (1, 3) este parte stabild a lui R in raport cu legea ,,x“.

0 1 0)
8. Fie ¢ : M5(R) x M5(R) — M5(R), (A, B) - AB. Considerand matriccaA=| 0 0 -1+
-1 0 0Ff

si multimea H = {A" | neN*} M;(R) sa se arate cd H este parte stabild a multimii
matricelor M;(R) In raport cu operatia de inmultire a matricelor si sa se intocmeasca
tabela operatiei pentru H.

cosa.  sina)

9. Fie matricea A, = . s
—sino  cosao

o € R. Sa se demonstreze ca submultimea

H={A, | a e R} M, (R) este parte stabila a lui M, (R) in raport cu operatia de
inmultire a matricelor.

10. Fie H = {a e N | a divide 12}. Arétati cd H este o parte stabila a lui N in raport cu

def.
legile de compozitie: a L b dif' c.m.m.d.c.(a, b),aTh = cm.m.m.c.(a, b),a, b e N.
Alcatuiti tablele legilor induse.

1.4. Proprietati ale operatiilor algebrice

in definitia unei operatii algebrice (a unei legi de compozitie):
O:MxM—M, (x,y) > ox,y)
a fost impusa o singura restrictie si anume: prin legea ¢, oricaror doud elemente x,y € M
cu alte cuvinte oricarei perechi ordonate (x, y) € M x M 1i corespunde un singur
element ¢(x, y) din M si numai unul.

Natura elementelor multimii M si modul cum actioneaza legea de compozitie nu au
importanta in definitia legii de compozitie.

Studiul legilor de compozitie, care se bazeaza numai pe definitie, nu conduce la
obtinerea unor rezultate deosebite. Din analiza legilor de compozitie se deduc proprietati
comune care se regasesc in exemplele concrete studiate.

in cele ce urmeaza, vom studia in cazul general proprietiti ale unei legi de compozitie,
cum ar fi, de exemplu, cele care au fost Intalnite la operatiile definite pe multimea numerelor
complexe, adunarea sau inmultirea:

a) asociativitate;

b) element neutru;

¢) elemente simetrizabile;

d) comutativitate.
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1.4.1. Asociativitatea

O lege de compozitie
s MxM—>M, (,y) >x*Y,
se numeste asociativa daca:
(xxy)*xz=x%x(y*2),Vx,y, zeM.

Vom preciza cd multimea M este o multime nevidd, care este dotatd cu legea de
compozitie ,,*“.
Utilizarea parantezelor in definitia asociativitatii pentru prima parte a egalitatii in expresia:
(xxy) *z
impune procedura de calcul: se determina compusul lui x cu y si apoi compusul elementului
(x * ¥) cu z In aceasta ordine. Pentru expresia:
x* (y *2)
procedura de calcul este: se determina compusul lui y cu z si apoi compusul elementului
x cu elementul (y * ), In aceasta ordine.
Vom preciza cd in cazul in care legea de compozitie este datd in notatie aditiva:
MxM->M, (xy) >x+y,
proprietatea de asociativitate se scrie astfel:
x+y)+z=x+y+2,Vx,y,zeM.
Daca legea de compozitie este data in notatie multiplicativa:
MxM— M, (x,y) > xy,
proprietatea de asociativitate se scrie astfel:
o)z =xW2),Vx,y,zeM.

EXEMPLE

1. Fie M una dintre multimile de numere N, Z, Q, R, C.
Operatia de adunare:

+: MxM—->M, (x,y) >x+Yy,

este asociativa: (x+y) +z=x+ (y +2),VXx,y, 2 M.
De asemenea, operatia de inmultire:

c:MxM—>M, (x,y) > Xy = Xy, este asociativa:
)z =xW2),Vx,y,zeM.

2. Fie m&]rgimea M = (2, +»). Se defineste aplicatia: x : M x M — M, (x,y) > x *Y,
undexxy = xy—2x-2y + 6.

Sa dovedim ca este o lege de compozitie internd asociativa.

Putem scrie x * y = (x—-2)(y-2) + 2. Din conditiax, y € M, rezultd x > 2siy > 2, deci
x-2>0,y-2>0,deci (x-2)(y-2) > 0, de unde deducem (x-2)(y—2) + 2 > 2, deci
x*y eM.

Pentru a stabili daca ,,x“ este asociativa (x x y) * 2 = x* (y % 2), VX, ¥, 2 € M, vom calcula:

xxy) x2=[(x-2D(-2) +2]%z=[(x-2D(-2) +2-2]z-2) + 2 =

=x-2)o-2)(=z-2) +2

14
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six* (y*2) =xx[(y-2)(z-2) +2]=
=x-2[-2E-2)+2-2]+2=x-2)y-2)(z-2) + 2.
Astfel am dovedit cé legea de compozitie ,,x“ este asociativa.

def.
3. FieM = (-1, 1) si aplicatia: MxM —> M, (x,y) >x*y,undexxy = f++x)),/ .
Am demonstrat ca este o lege de compozitie interna. Sa verificam ca aceastd lege este asociativa.
X+ f++y+z X+ y+z+Xxyz
Avem: (x xy) * z = Y *Z = usd = Y sk .
1+ xy 1+x+y 1+xy +yz+2x
1+xy
+3z x+1y++zz X+ y+z+xyz
Analog: x x (y * 2) = x % Y = YE _ Y XY ;
1+ yz y+z 1+xy +yz+2x
1+ xx
1+ yz

ceea ce probeaza proprietatea de asociativitate.

def.
4. Fie multimea M = (0, +x) c Rsiaplicatia M xM > M, (x,y) >x*xy = \/E .

Aplicatia este o lege de compozitie intern; din conditiax,y € Mrezultix xy = {xy e M.
Studiind proprietatea de asociativitate, deducem:

(xxy) xz= \/E * g = \/@xz = \/\/xyzz = ‘\‘/xyzz,respectiv
xx(xg) =xx bz = {xhz = [Yx'ye = Yy,

ceea ce dovedeste ca legea de compozitie ,x“ nu este asociativa (legea studiata
reprezintd media geometrica si rezultd ca nu este asociativa).

5. Un exemplu de lege de compozitie asociativa este produsul matricelor.
Fie M = M,(C) x M,(C) — M,(C), (A, B) - AB. Se stie ca este verificatd proprietatea
de asociativitate: (AB) - C =A- (BC), V A, B, C € M,(C).

Efectuati in clasa
def.
1. FieM = (3, +o) si aplicatiax : M xM — M, (,y) >x*y,undex* y = xy—3x—3y+ 12.

a) Ardtati cd aplicatia ,.x“ este o lege de compozitie interna.
b) Verificati ca este satisfacuta proprietatea de asociativitate.
. (1 -1, (-1 0) . (1 1) ,. . .
2.FieA,B,Ce My,(R),A= (2 1 j"B = ( 1 27, C= (_1 17. Aratati cd este verificata
proprietatea de asociativitate pentru operatia de adunare si operatia de inmultire a
matricelor: A+ B) + C=A+ (B+ C)si (AB) - C=A- (BO).

def.
3. Fie multimea M = (0, ©) c Rsi aplicatiaM x M —> M, (x,y) > x*y = %
(este definitia mediei aritmetice a doua numere: m,,;, = x+Ty ,6yeR).

Aratati cd nu este verificata proprietatea de asociativitate.
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Temad

1. Fie M = 2Z multimea numerelor intregi pare. S& se demonstreze ca operatiile de
adunare si de inmultire:
+:2Zx27Z - 27, (x,y) >x+y si <122 x 27— 27, (X, y) —> Xy
sunt legi de compozitie asociative.

2. Fie M = 2Z + 1 multimea numerelor intregi impare.
Sa se demonstreze ca operatia de inmultire - : M x M — M, (x, y) — Xy, este asociativa,
dar operatia de adunare nu este o lege de compozitie internd, deci + : M x M — M,
(x,¥) = x + y, deci nu este asociativa.

def.
3.FieM = (1, 2) c Rsilegea de compozitie ¥ : RxR >R, (x,y) >x*y = xy—-x-y

+ 2. Sa se arate cd M este o parte stabild a lui R in raport cu legea ,,x“ si apoi sa se
verifice ca legea indusa pe M este asociativa.

. . . . def. xX+Yy
4. FieM = (-1,1) siaplicatia* : M xM—> M, (x,y) >x*y = 1 .
+ Xy

Sa se verifice daca ,,x“ este o lege de compozitie interna si apoi sa se verifice
asociativitatea.

5.FieM =R\ (-1, 1) si aplicatia * : M x M — M, (x,y) —>x %y, unde

def.
X*xy = \/xzy2 —x? - y?+2 este olege de compozitie internd. Sa se arate ca

aceasta lege induce pe multimea (1, +) o lege de compozitie asociativa.

B6.FieH={A= (; ))c,} | X,y eR,detA =1} c M,(R). Sa se arate ca aplicatia - : Hx H — H,
not
(A,B) > A-B = AB este o lege de compozitie interna (H este o parte stabild a lui
M, (R) in raport cu operatia de Inmultire a matricelor) asociativa.
7 . Fie M = Z multimea numerelor intregi si legea

def.
01 ZxZ—>1Z,(x,y) >xoy = X+ y-Xxynumitd compunerea circulara.

Sa se arate ca legea de compozitie ,,o“ este asociativa.

def.
8. Fie M = [-1, +x) c Rsilegea de compozitie x : RxR >R, (x,y) >x*y = x+Yy + xy.

Sa se arate ca M este o parte stabila a lui R 1n raport cu legea ,,*“ si este asociativa.

def.
9. Fie M = R si legea de compozitie x : M x M —> M, (x,y) >x*y = mx+y,meR.

Sa se determine parametrul m astfel incat legea de compozitie sa fie asociativa.

10.Fie M = Rsilegea: M x M —> M, (x,y) > xoy = ax + by — 1.

Sa se determine a, b astfel incat legea ,0“ sa fie asociativa.
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1.4.2. Elementul neutru

Dacd M este una dintre multimile N, Z, Q, R, C, atunci numerele O si 1 au proprietatile
cunoscute: O+x=x+0=x,Vxel,
respectiv l-x=x-1=x,VxeM.
0 0). (1 0)
0 ojfik= (o 17
pentru operatiile de adunare si inmultire a matricelor satisfac proprietétile:

O, +A=A+0,=A, VAec MyR),
L-A=A-I,=A YAe My(R).
Aceastd proprietate va fi studiata in cazul general.

De asemenea, am vazut ca pentru M = M, (R), elementele O, = (

Un element e € M se numeste element neutru pentru o lege de compozitie
* :MxM—>M, (,y) >x*Y,
daciexx=xxe=x,VxeM.

Este foarte important rezultatul dat in urmatoarea teorema referitor la unicitatea
elementului neutru.

Teorema

Daca o lege de compozitie are element neutru, atunci acesta este unic. j

Demonstratie

Presupunem cd legea de compozitie M x M — M, (x,y) — x * y admite doud elemente
neutre e si e’. Avem: e x ¢’ = e’ ¥ e = e’ pentru cd e este element neutru. De asemenea,
e’ xe =e xe' = e, pentru ca si e’ este element neutru. Din aceste egalitati rezulta e’ = e,
ceea ce demonstreaza cd, in cazul in care exista element neutru, el este unic determinat.

Observatii:

Daca legea de compozitie este datd in notatie aditivd, elementul neutru se noteaza de
reguld cu O si se numeste elementul zero. Daca legea de compozitie este datd in notatie
multiplicativd, elementul neutru se noteaza cu 1 si se numeste element unitate. Avem:

O+x=x+0=x,VxebM,
respectivl-x=x-1=x,VxeM.

EXEMPLE
1. FieH={1,¢,¢*}, e +e+1=0,=1 si operatia indusa de inmultirea numerelor
complexe. Din tabela inmultirii pe H, rezulta:

Deducem ci elementul neutru este e = 1.
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def.
2. Fie legea de compozitie: Z x Z — Z, (x,y) > xeoy = X+ y—Xxy. Aceastd lege de

compozitie admite element neutru. Dacd e € Z este element neutru: ecx =xoe =x, Vx € Z.
Putem scriex =eox =¢e + x—ex, Vx € Z, de unde rezultd e —ex = O saue(1 —x) = 0.
Aceasti relatie este satisfacutd V x € Z daci e = 0. In acest cazavemxo 0 =x + 0-x-0 =X,
deci elementul neutru este e = 0.

Exercitii rezolvate

def.
1. Fie multimea M = R si legea de compozitie Rx R > R, (,y) >x*y = xy-x-y +2.5a

se studieze existenta elementului neutru.

Solutie

Notand cu e elementul neutru, avem: e xx =x xe =X, V x € R. Din x = e x x, deducem
x=ex—e—-x+2sau2x-2—-e(x-1)=0,2-e)(x-1)=0,VxeR,deci2—-e =0,
e=2.Avemx*xe=x%2=x-2-x-24+2=x,VxeR.

def.
2. FieH=C\{i} cCsilegea:CxC—>C, (2,2)) > 2, T2y = 22—1(z,+32,) +1-1.5a

se arate cd H este o parte stabild a lui C in raport cu legea de compozitie indusa si ca
aceastd lege este asociativa si admite element neutru.
Solutie
Legea de compozitie ,, 7“ poate fi scrisd sub forma: z; T 2, = (z; — 1) (g, — 1) + i.
Din conditia 2, z, € C\ {i} rezultd z; # i, 2, # i, de unde deducem z; —i# 0siz,—i #0,
deci (z; - (z,— ) #0siavemz; T2, = (2, -1 (z,—1) + 1#1,2, T2y €H.
Pentru a studia asociativitatea: (z; T2,) T 23 = 2; T (2, T 23), V 24, 29, 23 € H, avem:
(2 T2) T23=[(z7-D(2—1) + 1] T2y =[(2;-D(2g—1) +i-1](zg3—1) +1=
= (2, -D(z,-D(z5—1) + 1.

Analog 2; T (2, T 25) = 2, T [(3, - 1) (253 —1) +i] =

= (2 -D[(zy-D(zg—D +i-i]+i=(z-D(E-D(z5-10) + 1,
deci rezultd ca legea , T“ este asociativa.
Pentru elementul neutru pe careil vomnotacueavem:e Tz =2Te =2,V g € C\ {i}.
Din egalitatea z = e T 2, rezultd z = (e —i)(z—1) + i, si putem scrie: z—i— (e—1)(z—1) = O,
(z-1)(1-e+1i) =0,VzeC\{i};deducem e = 1 + i. De asemenea, avem:
zTe=(@-De-D)+i=c-DA+i-)+i=z-i+i=32 VzeC\/{i].

3. Fie multimea M = (¥3, +) dotati cu legea de compozitie: M x M — M,

def.
Coy)—>xxy = xy—-(x+Yy) V3 +3+ 3.Sdsearateci legea ,,x* admite element neutru.
Solutie
Daca notdm cu e elementul neutru, e * x = x x e = X, V x € M, din egalitatea x = e * x re-

zulti: x=ex—(e + 03 +3+ V3,x=+3 = (= V3)(x=+3), x=¥3)(e-= 3 -1) =0,
V x € M, de unde rezultd: e = 1 + 3. Efectudnd calculele, rezultia
xxe=(-v3)e-V3)+ V3 =(x-V3)A+ V3 -V3)+ 3 =
=x-V3 + V3 =x,VxeM.
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. Fie M = 2Z si legea indusa pe M de adunarea si inmutirea numerelor intregi. Sa se
arate cd legea de compozitie indusd pe multimea 2Z in raport cu adunarea admite
element neutru, dar nu admite element neutru in raport cu operatia de inmultire.
Solutie

Fie e, elementul neutru in raport cu operatia de adunare: e, +x=x + e, =x, Vx € 2Z.
Aveme, =0=2-0,astfelincat 0 + x =x+ 0 =x, V x € 2Z.

Pentru inmultire: e - x =x-e. =X, Vx € 2Z,aveme. - x = x, deci (e.— )x = 0, V x € 2Z,
de unde rezulti e, = 1,dar 1 ¢ 2Z.

Efectuati in clasd

. Fie M = 2Z + 1 multimea numerelor intregi impare si operatiile:
+:1ZXxZ—>ZL,(xYy)>x+y si - iZxXZ—>Z, XYy >xy.
Aratati cd legea de compozitie indusd pe 2Z + 1 de adunarea numerelor intregi nu
admite element neutru, dar legea de compozitie indusd pe 2Z + 1 de inmultirea
numerelor intregi, admite element neutru.

def.
. Fiemultimea M = (2, +0) siaplicatia* :MxM—>M, (¢, y) >x*y = (x-2)(y-2) + 2.
Aratati ca ,,»“ este o lege de compozitie interna care admite element neutru.

.FieH = {-1,1,—i,i} c C. Sd se intocmeasca tabla inmultirii pe H, indusa de inmultirea
numerelor complexe si sa se determine elementul neutru.

Temad

. Fie multimea M = (-2, +©) si legea de compozitie * : M x M — M,

def.
G,y) >x*y = Xxy+ 2x + 2y +2. Aratati ca legea ,,x“ admite element neutru.

. Fie M = (-1, 1) si legea de compozitie x : M x M — M,

def. x4y o o
(¢, y) >x*y = ———.Determinati elementul neutru al legii ,,»“.

1+ xy
. . . . def.
. Fie M =[5, 7] si aplicatia x : M xM —> M, (x,y) >x*y = xy—-6x—6y + 42.
Aratati ca ,,»“ este o lege de compozitie cu element neutru.
. Fie multimea M = C\ {-i} si legea de compozitie * : M x M — M,
def.

(21, %9) D> 2y * By = 212 + 1(2 + 29) =1 —1.

Sa se arate cd legea ,,x“ admite element neutru.

def.
. Fie M = [-2, +0) siaplicatia x : M xM —> M, (x,y) >x*y = 3xy + 6(x+y) + 10.
Aratati cd ,,»“ este lege de compozitie internd si admite element neutru.

def.
. Pe R se defineste legea de compozitie ,x“prin: Rx R 5> R, (x,y) >x*y = xy—-x-y—2.

Cercetati existenta elementului neutru.

19


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Partea 1. Elemente de algebrd

def.
7.Pe Q se considera legea de compozitie * : Q x Q > Q, (x,y) >x*y = x+y— %xy

ArataticaM = Q\ {2} este o parte stabila a lui Q in raport cu legea de compozitie ,,x“
si determinati elementul neutru.

8. Se defineste pe C legea de compozitie ,,*“ prin relatia: ; * 2, = (1 —1)2125, V 29, 2, € C,
i = V-1 . Sa se gaseasca elementul neutru.

9. Pe Z se defineste legea de compozitie ,,x“ astfel: x x y = xy-3(x +y) + 12,V x,y € Z.
Sa se determine elementul neutru.

10. Pe multimea G = (0, ©) \ {1} se considerd legea de compozitie x : G x G — G,
(x,y) >xxy=enxny, Determinati elementul neutru u ale legii ,,*“.

1.4.3. Elementele simetrizabile

Fie M o multime nevida, inzestratd cu o lege de compozitie M x M — M, (x,y) > x % y.
Pentru aceastd lege de compoztie vom presupune ca este asociativa si admite element
neutru, notate.

Un element x € M se numeste simetrizabil in raport cu legea de compozitie ,,x“
(asociativa si cu element neutru)

¥ MxM->M, (0,y) >x*Yy
daca existd x' € M astfel incat x' * x = x * X’ =e.

In cazul in care un element x € M este simetrizabil in raport cu legea de compozitie
%, atunci simetricul x’ este unic.

Teorema

Dacd x' este simetricul elementului x, pentru legea de compozitie
¥ :MxM—>M, (x,y) >x*Y,
atunci x' este unic.

Demonstratie:
Daca x' si x” ar fi elemente simetrice al elementului x € M, atunci:
x' % x = x % x' = e, x' fiind simetric al elementului x € M.

De asemenea, x” ¥ x = x * X" = e, x" fiind presupus element simetric al lui x € M.

Putemscrie: X’ =x'xe=x"*x(x*xx") = (X *xx) »x" =exx" =x".

Observatie:

Dacd legea de compozitie este data in notatie aditiva, simetricul unui elementx € M se
noteaza cu —x si se numeste opusul lui x: (=x) + x =x+ (=) = 0.

Dacd legea de compozitie este datd in notatie multiplicativa, simetricul lui x in cazul in
care existi se noteazi cu X si se numeste inversul luix; x ' - x = x-x' = 1.
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EXEMPLE

1. Fie M = Z si operatia de adunare + : ZxZ —> Z, (x,y) >x + .
Orice element x este simetrizabil si simetricul sdu este —x, deci:
(=) +x=x4+(=x) =0.

Pentru operatia de inmultire: Z x Z — Z, (x, y) — xy, singurele elemente simetrizabile,
(care admit elemente inverse) sunt -1 si 1, deci 1t=1, (D)t =-1.

2. Fie M = (2, +0) si legea de compozitie:

¥ MxM—>M, (x,y) >x*y dj xy—-2(x+y) + 6.

Determindm elementele simetrizabile ale multimii M in raport cu legea ,,x“.

Intr-adevir ,x“ este o lege de compozitie internd: x *y = (x—2)(y-2) + 2 > 2,
V x,y € (2, +o). Notand cu e elementul neutru avem: e * x = x * e = X, V x € M. Avem:
exx=x,(e-2)(x-2)+2=xsau(e-2)(x-2)-(x-2) =0, (x-2)(e-3) =0,
V x € (2, +), de unde rezultd e = 3 € M. Este verificata si conditia

x¥xe=x,x*xe=x%x3=x-2)3-2)+2=x-2+2=x,VxeM.

Notam cu x’ simetricul unui element x € M. Avem: x' xx =x*xx'=3,e=3,Vx e M.
1
x-2’

, V x € (2, +). Este verificata si egalitatea: x » x' = 3.

Din egalitatea x’ ¥ x = 3, deducem: (X' -2)(x-2) +2=3, (¢ -2)(x-2) =1,X¥ -2 =

e Msaux' = 2x-3

. 1
x_2+x—2 x—2

Intr-adevir: x » X' = x » (2+ ) = (x—2)(2+ 12—2) + 2= (x—2)L +2=3.

x—-2 X — x—-2

Unele proprietati remarcabile sunt prezentate In urméatoarea teorema:

Teorema

Dacd x, y € M sunt elemente simetrizabile 1n raport cu o lege de compozitie
*: M xM— M, (x,y) > x =y (asociativa si cu element neutru),
atunci: x * y si X' sunt inversabile si avem:

1. (xxy) =y *x';

2. (X)) =x.

Demonstratie:

Vom dovedi cay’  x' este simetricul lui x % y. Avem:

*xX)*xx*xy) =y >0 *x*xy) =y *((*x)*xy) =y x(exy) =y xy=e.
Analog (x*y) * () ¥*X) =x*x (> V' *xX)) =x* (y*xy) *xX) =x*(exx) =x*x =e.

Rezulta ca elementul x % y este simetrizabil si (x * y)' =y * x".

Pentru proprietatea (x')’ = x, avem: x’ ¥ x = x * x' = e, deci x este simetricul luix’, deci
() = x.

Observatii:

Dacé legea de compozitie este datd in notatie aditiva, proprietétile prezentate in teorema
precedenta se transcriu astfel:

-+ y) = (=) + (=), respectiv —(-x) = x.
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Daca legea de compozitie este data in notatie multiplicativa, avem:
0) 7 =y 7Y, respectiv () 7! = x.
In cazul unei legi de compozitie notatd aditiv se face urmétoarea conventie:

def.
(x—y = x+ (—y))

Exercitiu rezolvat:

Fie multimea M = {z = a - b5 | a,b e Q, a®-5b* = 1} dotatd cu legea:
M xM—> M, (2, 29) = 2,25,
Sa se demonstreze ca orice element z € M este simetrizabil.
Solutie
Fie 2, 2, € M, deci z, = a; — b5, 2, = a,—b,\5; a;, by, ay, b, € Q, a® —5b% = 1,
a? -5b% = 1.
Rezultd 2,2, = (a; — b, v/5)(ay — by<5) = (a;a, + 5bb,) — (a;b, + a,by) V5, unde
a,a, + 5byb,, a;b, + asb, € Qi (aya, + 5b;b,)*—5(a,b, + ab))* = a?a? + 10a,a,b,b, +
+ 25b7b3 —5aibs — 10a;,byazb, — 5a5b) = ala; + 25b7b; - 5a7b; —5a3b; =
= & (a5 - 5b3) - 5b7(a; —5b3) = (af —5b{)(a; —5b3) =1-1=1,
deci este o lege de compozitie interna.
Se verifica cu usurintd, proprietatea de asociativitate:
(2129)25 = 21(2923), V 21, 29, 23 € M.
Cercetand existenta elementului neutru avem: e = e, — e, /5 , astfel incat:
ez =2e=3,VzeM.
Din egalitatea: ez = 2, rezultd pentru z = a— b5, (e;—e,5)(@-by5) = a-b+5;
(e;a + 5e,b) — (b + eya) J5 = a-b+5, deci:
e,a+5eb=a
eb+e,a=b ’
de unde rezultie, = 1sie, = 0,decie =1-0-+5 = 1,unde e, e, € Qsi e? —5e2 = 1.
Pentruz = a-b+5 € M, a, b € Q, vrem si determinim elementele simetrice ale lui x.
Notand 27! = x— y«/g , X,y € Q, elementul simetric a lui z, avem glog=z.-g1=1.
Din egalitatea: Z1.2=1, rezulti (x—yxfg Ya-b5) =1, (xa + 5yb) — (xb + ya) V5 =1
si se obtine sistemul:

xa
{-50)

Adunénd ecuatiile sistemului obtinem ecuatia x(a* — 5b*) = a, cu solutia x = a;
rezultd siy = -b. Obtinem zl=a+b+5,a,beQ,a’-5b% =1, de unde rezulti ci este
verificata si egalitatea zz ' = 1:

z-2t=(a-by5)(a+b+5) =a®-5b*>=1.

{-b)

xa

xa+5yb=1
xb+ya=0
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Efectuati in clasa:

Fie multimea M = (-2, +) si aplicatia:
def.
*:MxM—>M, (x,y) >x*y = 3xy + 6(x+y) + 10.

Demonstrati ca:

a) legea ,x“ este o lege de compozitie internd;
b) legea ,x“ este asociativa;

c) legea ,x“ admite element neutru;

d) elementele multimii M sunt simetrizabile.

Temad

1.FieH = {-1,1,1,-i} ¢ C. Demonstrati cd inmultirea numerelor complexe induce pe H
o lege de compozitie interna si sa se determine inversele elementelor lui H.

def.
2 . Pe R se defineste legea de compozitie: RxR > R, (x,y) > x*y = % (1+x+y-xy).

Sa se arate cé legea este asociativa si are element neutru. Care sunt elementele simetrizabile?

def.
3. Fie legea de compozitie: ¥ : Q x Q > Q, (x,y) »>x*y = x+y—2xy.

Determinati multimea elementelor simetrizabile.

4 . Pe Z se defineste legea de compozitie ,x“ astfel: x x y =xy -3¢ +y) + 12,V x,y € Z
Sd se determine elementul neutru si elementele care nu sunt simetrizabile.
4xy +3

. _ 3 , He: - _PyH+3
5. Pe multimea M = (—oo, ) se defineste legea de compozitie: x * y A+ y 4D

2
Determinati elementul neutru si elementele simetrizabile.

B . Pe multimea M = Z se defineste legea de compozitie ,x“ astfel:
def.
¥ :MxM—>M, (x,y) >xxy = 2xy—3x-3y + 6.

Determinati multimea elementelor simetrizabile in raport cu ,,*“.

1.4.4. Comutativitatea

Proprietatile studiate pand acum pentru o lege de compozitie def initd pe o multime
nevidad au fost facute cu restrictia pentru compusul a doud elemente x si y, care este
primul element si respectiv al doilea element.

O importantd deosebita au legile de compozitie pentru care compusul a doud elemente
oarecare este independent de ordinea in care se face compunerea acestora.

O lege de compozitie
*:MxM-—>M, (x,y) >x %Yy
se numeste comutativa, daca
x*xy=yx*x,Vx,yeM.
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EXEMPLE

1. Dacad M este unadintre N, Z, Q, R, C operatiile de adunare si inmultire sunt comutative:
X+y=y+x,Vx,yeMxy=yx, Vx,y € M.

2 . Operatia de inmultire a numerelor complexe - : C x C > C - (2, 25) = %2
induce pe multimea H = {1, ¢, 8%}  C, ¢ + ¢ + 1 = 0, parte stabild a lui C, o operatie

comutativd. Din tabla inmultirii
deducem céd legea de compozitie
indusa este comutativa, tabla
fiind simetrica fatd de diagonala
principala.

3. Fie multimea M = (2, +x) dotata cu legea de compozitie * : M x M — M,

(,y) > x*y dj Xy —2x—2y + 6. Legea de compozitie ,,x“ este comutativa: x x y =y % X,
Vx,ye M.Avemx xy =xy-2x-2y + 6 =yx-2y + 6 =y xx, Vx,y € M.

Sd observam ca legea de compozitie ,,x“ este simetrica in x si y ceea ce pune in evidenta
faptul ca legea de compozitie este comutativa.

Efectuati in clasd
1. Arétati ca operatia de adunare a numerelor intregi pare + : 2Z x 2Z — 27Z, (x,y) >x +Yy
este comutativa.

2 . Fie multimea M = (3, +x) dotata cu legea de compozitie * : M x M — M,
def.
(G,y) >xxy = xy-3x-3y + 12. Aratati cd legea ,,x“ este comutativa.

3. Fie M = (3, 5) dotatd cu aplicatia x : M x M — M, (x,y) > x *y xy 4(x +y) + 20.
Aratati ca ,,»“ este o lege de compozitie internd comutativa.

L . (1 2) “2)
4. Fie M = M,(C) siA, B e M,(C),A= (_1 17 B = ( 1 9 7 verificati cd AB # BA.
5. Fie M = R silegea de compozitie ¥ : Rx R > R, (x,y) >x*y = 2x + 3y.
Aratati cd legea ,,x“ nu este comutativa.

Temad

1. Pe multimea Z a numerelor 1 1ntreg1 se defineste legea de compozitie:
def
LxL L, (x,y) >Xoy = X+Yy-—Xxy
numita compunerea circulara. Arétati ca legea ,,o“ este asociativa si comutativa.

def. _
2.Fie M = (-0, 1) dotata cu aplicatia x : M xM > M, (x,y) > x %y = xx-a,—y—ZB

Demonstrati cd este o lege de compozitie comutativa.

x+4y 2y )
7y x- 4y7|xye]Rx—2y—1}cM(R)

Sd se demonstreze ca operatia de Inmultire indusa pe multimea M este comutativa.
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2-x  x-1) gl sl d e M x M- M
2(1-x) 2x—1j’ xe } si legea de compozitie - : M x M — M,
(A, A)) > AA,. Sd se demonstreze cd legea de compozitie indusd de inmultirea
matricelor este o lege comutativa.

4. FieM= {A, =

def.
5. Fiemultimea M = (0, +o0) — {1} siaplicatiax :MxM —> M, (,y) >x*y = x]ny; .Sa

se demonstreze cd este o lege de compozitie internd, comutativa.

def.
B . Pe R se defineste legea de compozitie x : Rx R > R, (x,y) >x*y = Xy + ax + by.

Sd se determine a si b astfel incat legea sa fie asociativa si comutativa.

def.
7 . Pe R se defineste legea de compozitie x :Rx R >R, (x,y) >x*Yy = xy + 2ax + by.

Sa se determine a, b € R astfel incat legea de compozitie ,,»“ sa fie comutativa si asociativa.

def.
8. Pe multimea R se considera legea de compozitie ,*“: RxR >R, (x,y) >x*y =

= (1 - a)x + ay — a. Sa se determine a astfel incat legea ,,x“ sa fie comutativa.

def.
9.Fielegea x :RxR >R, (x,¥y) >x*y = 2xy + ax + by. S se determine a, b € R

astfel incat legea de compozitie ,,x“ sa fie comutativa si asociativa.

10. Pe multimea M = (1, +x) se considerd operatiax *y = 1 + (x— 1)lg 0-D g3 se arate ca:
a) legea ,x“ este o lege de compozitie pe M; b) legea ,*“ este asociativa;
c) legea ,x“ este comutativa.

Teste pentru verificarea cunostingelor

A B
1. Fie multimea M = Z si legea de com- | 1. Fie multimea M = Z si legea de com-
pozitie x : Z X Z > Z, (x,y) — X *Y, pozitie x : Zd>; Z—>Z,(x,y) >x*Y,
de; e

unde:x*yzfx+y—2. unde: x* y=x+y-3.
Sa se demonstreze ca legea ,*“ : Sa se demonstreze ca legea , *“ :
a) este asociativa; (1p) a) este asociativa; (1p)
b) admite element neutru; (1p) b) admite element neutru; (1p)
¢) elementele multimii sunt ¢) elementele multimii sunt

simetrizabile; (1p) simetrizabile; (1p)
d) legea ,,x“ este comutativa. (1p) d) legea este comutativa. (1p)

2. Fie multimea M = (0, + o) \ {1} si 2. Fie multimea M = (0, + o) \ {1} si

legea de compozitie * : M x M — M, legea de compozitie * : M x M — M,
(6, y) >x*y,unde: x *xy = x°, (06, y) >x*y,unde: x *y = X",
Sa se demonstreze ca legea ,*“ : Sa se demonstreze ca legea , *“ :
a) este asociativa; 2p) a) este asociativa; 2p)
b) admite element neutru; (1p) b) admite element neutru; (1p)
c) elementele multimii sunt c) elementele multimii sunt

simetrizabile; (1p) simetrizabile; (1p)
d) legea este comutativa. (1p) d) legea este comutativa. (1p)

Notd: Timpul efectiv de lucru este de 50 de minute pentru fiecare varianta. Se acorda 1 punct din oficiu.
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2. Grup, exemple: grupuri numerice, grupuri
de matrice, grupuri de permutari, Z,,

2.1. Definitii si exemple

O multime nevida M este monoid in raport cu o lege de compozitie ,,x“ definita
peM, x:MxM— M, (x,y) —x Yy, daca sunt satisfacute urmatoarele axiome:
M. x*y)xz=x%(y*2),VX,y,2eM,
M,.Jde e Mastfel iIncite xx =x *e =x, Vx e M.
Monoidul va fi notat (M, ). Dacd, in plus, este satisfacuta si axioma:
My.xxy=yxx=e,Vx,yeM,
spunem cd monoidul este comutativ.

Una dintre structurile importante pe care le vom studia este structura de grup. Fie o
multime nevida pe care o vom nota cu G, dotata cu o lege de compozitie.

Un cuplu (G, *) format dintr-o multime nevida G si o lege de compozitie pe G,
¥:GxG>G, (x,y) >x*Yy
se numeste grup dacd sunt satisfacute urmatoarele axiome:
G.(x*y)*xz=x%x (¥ *2),VX,Y,2eG;
G,.Je e Gastfelincate x x =x xe =x, Vx € G;
G3. Vx € G,3x" € Gastfel Incatx’ xx = x »x' = e.

Ansamblul de conditii G;, G,, G5 poartd numele de axiomele grupului, unde G, asigura
existenta elementului neutru al grupului G. Elementul x' a cdrui existenta este asigurata
de axioma G4 se numeste simetricul lui x.

Daca, 1n plus, este satisfacuta si axioma

Guxxy=y*x,Vx,yegG,
atunci (G, %) se numeste grup abelian sau grup comutativ.

2.1.1. Grupuri numerice
EXEMPLE

1. Fie multimea Z dotata cu legea de compozitie

def.
¥ 1 LxZ—>Z, 0,y >x*y = x+y-1.

Perechea (Z, %) este grup abelian.

Legea ,x“ este o lege de compozitie internd: V x,y € Z, atuncixxy =x +y-1 e Zsi
este verificat ansamblul de axiome:

G.(x*xy)*xz=x%x (¥ *2),Vx,Yy,z¢el

Avem (xxy)xz=(x+y-1)*xz=x+y-1)+2z-1=x+y + z- 2, respectiv
xXx(y*z)=x*xy+z-1)=x+y+z-D-1=x+y+z-2.
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G,. Je e Gastfelincate x x =x*xe =x, Vx e G.

Din conditia e ¥ x = x, rezultd e + x—1 = x, decie = 1 € Z.

Este verificatd si conditiaxxe =x,x*1=x+1-1=x,Vx e Z.

G3. Vx € Z,3x" € Z astfel incat X’ x x = x * X' = e. Din conditia X’ * x = 1, rezultd
X +x-1=1,decix’ =2-x,x" € Z.

Este verificatd si conditiax xx' = 1; x*x' =x+ (2-x)-1=1.

Rezultd (Z, ) este grup. in plus, este verificati si axioma:

Guxxy=y*x,Vx,yeZ. Avem:xxy=x+y-1=y +x-1=yxx, deci (G, *)
este grup abelian.

2. Fie G = (0, 0) \ {1}. Aratam ca aplicatia* : Gx G—> G, (x,y) > x*y dj XY este
o lege de compozitie pe G si (G, *) este grup comutativ.

Legea ,,x“ este o lege de compozitie internd x, y € G = Iny € R¥, deci W eG si
ansamblul de axiome din definitia grupului G,, G,, G4 se verifica.

G (xxy) xz=xx(y*2),Vx,y,zeG Avem (x y) »z = X % z = ()" =
= x""1% de unde rezultd (x * y) ¥z = x * (y ¥ 2), V x, ¥, 2.

Gg. Pentru a nu se crea confuzia elementului neutru cu baza logaritmului natural, vom
nota elementul neutru cu e, si avem: J e, € G astfel incate, * x = xxe, = x, V x € G. Din

Inx
*

Inx
*

egalitatea e, » x = x, rezultd: e,”” = xsideducem In e,"”" =Ilnx,Inx-Ine, = Inx, deci

(Ine,—Dlnx=0,undeInx#0sirezultidlne = 1,decilne, =Ine,e, =e,undee = lim (1+%) .

n—w
Este verificati si egalitatea x x e, = x. Avem: x e, = xxe = x"°*=x' = x, Vx € G.
Rezultd ca (G, ) este grup.
In plus, este verificata si axioma:
N o Iny .
G, Xx*xy=yx*X,VXx,yeG. Intr-adevir, x x y = x™¥ = "~ = lnv-nx = Jny™

= y"* = y x x, de unde rezulti ci (G, ) este grup abelian.
2.1.2. Grupuri de functii
EXEMPLU

Grupul lui Klein. Fie E = Rx R siK = {1, u, v, w}, unde 1, u, v, w sunt functiile:
1, :E—>E, 1;00 = (x3, x5),

u:E—>E ulx) = (x;,=xy), )
v:iE—>E v(0) = (=X, Xy) W

) > X2)s x) = (=xq, X5) x =(xq, X3)
w:E—>E wx) = (=, =Xy), e T2 T ;,—14 2

oricare ar fix € (xy,x,) € E=RxR. -
Semnificatiile acestor functii, daca se -

considerd un sistem de axe de coordonate 10 X1
(5¢;0x,) sunt: 1(x) este functia identica; u(x) .,/’/
este simetria fatd de axa Ox,, v(x) este simetria  w(x) = (-x;, —x,) | u(x) = (x5, —Xx5)

fata de axa Ox,, iar w(x) este simetria fata de

origine (fig. 1). Fig. 1
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Pentru orice x € E, x = (x;, X,), daca compunem doua functii din K = {1, u, v, w}, se
obtine tot o functie din K.
De exemplu:
(Agew) () = 15(w(x)) = 15(xy, —x5)) = (xp, =) = u(x),
(Agov)() =v(x), (e w)(w) = w(x).
(@ov)(x) = u(w) = u((-xy, x5)) = (=x1, =x3) = w(x);
Veow)(x) = vw(x) = v((=x;, =) = (x1, =) = u(x);
wouw)(x) =w)) = w(lxy, —x3)) = (=x1, X5) = v(x);
wow)(x) = ww(x)) = w((—xy, =x3)) = (x1, X5) = 15(x).

Dacd alcatuim tabla operatiei indusa pe K de compunerea functiilor, obtinem:

° | 1; u v w
1;| 1 u v w
u u 1; w %
% % w 1; u
wi w v u 1;
Observatie:

In cazul general al compunerii functiilor sunt verificate axiomele:
M;. Asociativitatea: (fog) och =fo(goh),Vf, g, h e F.

M,. Element neutru: 3 1; € Fastfel incat 1pof = fo 1z =f, Vfe F.
Putem spune ca (F, o) este o structurd de monoid.

Pentru multimea functiilor K = {1, u, v, w} sunt satisficute axiomele:
Gl‘ (fog) oh :fo (goh)7 v.f’gah ekK.

G,.31peKastfelincat 1;0f =fo 1, =f,VfeK.

G;. 3f ' eKastfel incat flof=fof' =1, VfeKk.

1=v,w_1=w.

Avem: 1;1 =1, T u,v

In plus:

Gy fog=gof,Vf,gek

Aceastd proprietate rezultd din observatia ca tabla operatiei lui K este simetricd in
raport cu diagonala principala.

Functiile 15, u, v, w sunt bijective. Avem: 1z0 1, = 1, ucu = 1 vov=1,wow = 1.

Asadar, (K, o) este grup, numit grupul lui Klein. Am constatat ca grupul lui Klein este
comutativ.

Efectuati in clasa
Fie multimea G = (2, +) si aplicatia:
¥:GxG>G, (x,y) >ox*xy=xy—2x-2y + 6.
a) Aratati ca,*“este o lege de compozitie interna.
b) Aratati ca (G, o) este grup abelian.
¢) Calculati x * x * x si apoi demonstrati ca
XxX*..%x = (x=2)" + 2.

de n ori
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2.2. Reguli de calcul intr-un grup

Proprietatea G5 a unui grup ne arata cé orice element al unui grup este simetrizabil in
raport cu operatia acestuia. Rezulta cd un grup este un monoid in care este verificata si
axioma Gs.

In continuare, vom preciza cateva proprietdti importante ale grupurilor.

2.2.1. Simplificarea la stanga si la dreapta intr-un grup

Teorema

Intr-un grup (G, ) sunt adevirate regulile de simplificare la stinga si la dreapta:
axb=axc =>b=c,
respectiv
bxa=cxa=b=c.

Demonstratie

Fie a, b, c € Gastfel incata » b = a x c si @’ simetricul elementului a, decia’ xa =a xa’ =e.
Avem:b=exb=(ad*xa)xb=a x(axb)=a x(axc)=(a*a)xc=exc=c.

in mod analog demonstram si pentru simplificarea la dreapta. Presupunem b  a = ¢ % a.
Avem:b=bxe=bx(axa)=0bxra)*xa' =(cxa)xa =cx(axa)=cxe=c.

2.2.2. Ecuatii intr-un grup

Teorema

Fie (G, %) un grup. Oricare ar fi a, b € G ecuatiile
axx=bsiyxa=>b
au solutii unice in G, anume:
x=ax*b,y=bxd,
unde a’ este simetricul lui a.

Demonstratie

Sa ardtam cd x = a’ = b este solutie a ecuatiei a * x = b, unde a’ este simetricul lui a,
adxa=axa =e.Avem:axx=ax(a xb)=(axa)xb=exb=D>.

Unicitatea. Daca x; si x, sunt solutii din G ale ecuatiei a * x = b, atunci ax x; = b =
= a * Xy, deci a * x; = a * x, si conform regulii de simplificare la stanga obtinem x; = x,.
Rezulta cé ecuatia a * x = b admite solutie unica in grupul (G, *).

Proceddnd analog si pentru ecuatia y * a = b, deducem: Dacd y, si y, sunt solutii din
G ale ecuatiei y x a = b, avem: y; * a = b = y, * a, de unde rezultd y,;* a = y, * a si,
folosind regula de simplificare la dreapta, obtinem y; = y,. Asadar, ecuatiay = a = b are
cel mult o solutie in G. Aceasta solutie estey = b x a'.

fntr-adevér,y*a =0bx*xa)* a=bx(a*a) =bxe=>.
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2.3. Grupuri de permutari

Pentru n € N', considerand multimea E = {1, 2, 3,..., n} si aplicatiile bijective f: E —
E, vom nota: 1 5 n
o [0(1) 5(2) ... o(n)j
sicuS multimea acestor functii bijective ale carei elemente se numesc permutdri de gradul n.
Pentru oricare doud elemente o, T € S, care sunt functii, se defineste operatia de

compunere definita a functiilor (c o 1) (k) = o(t(k)), ke {1, 2, ..., n}.
Pentrun = 3, E = {1, 2, 3}, elementele multimii S,, in numar de 3! = 6, sunt:

(123\ [123\ [123\
1, =e= =

1237 (231777 (31 2]

123) (123 (12 3)
(1 3 2}*’3_(3 2 1j’y_[2 1 37

si avem multimea S, = {e, o, 7, a, B, v}
Elementele acestei multimi fiind functii bijective, prin compunerea a doud permutari
se obtine o functie bijectiva.

EXEMPLU

1 2 1 2 3

5 3 :13}_ siy= [2 1 3}. Calculam (o o y)(k), ke {1, 2, 3}.

Avem: (c°y)(1) = o(y(1)) = o(2) = 3 = B(1).
(6°7)(2) =0(y(2)) =0o(1) =2=B(2).
(c6°o1)R) =0(y(3) =03 =1=BA).

1 2 3)

) 32 1]

Intocmim tabela operatiei induse pe S, de cétre
compunerea functiilor, numitd compunerea
permutdrilor de trei obiecte.

Din analiza tablei compunerii permutérilor de
trei obiecte, rezultd ca ,,o” este o lege de compozitie
internd. Precizdm ca multimea functiilor in raport
cu operatia de compunere este asociativd. Pentru
S,,avem: 1, = e S,, unde e este elementul neutru
si din tabela compunerii rezulta ca orice element
din S, este simetrizabil, anume:

B 12 3) | 12 3) 1
e =e= ., 0 =7= ;MU =0=
1 2 3] 31 2]

Fie permutarile ¢ = (

si am obtinut: oy = (

o
®
Q
a
Q
-

Q
[+

o

o ™ =R Q
®c qQ =" R T |™

Q a R ™ =

< ™

= K = Q
3

[

w =

-1 _123\. -1 _ _123\. 1 _1
* "a"(1 5 27 P TPl 3 oY T
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Fiind verificate axiomele G, G,, G, din definitia unui grup, rezulta ca (S,, o) este grup,
numit grupul permutérilor de trei obiecte sau grupul simetric de grad 3. Vom preciza
ca acest grup nu este comutativ. Din tabla operatiei lui S, deducem, de exemplu, ca:

oot=y#P=moa; Tof=y#a=Fom.

In general, dacin > 1 siE={1,2,3,...,n}, atunci multimea S_ a functiilor bijective de
la E la E formeaza un grup in raport cu operatia de compunere a functiilor, notata ,,0”;
(S,, ) se numeste grupul permutarilor de n obiecte sau grupul simetric de grad n.

2.4. Grupuri de resturi modulo n (Z,)

Pentrune N"sia e Z, conform definitiei Impartirii cu rest rezultd ca existd g, r € Z unic
determinati astfel incat:
a=nq+r,0<r<n-.
Din relatia precedentd, deducem cd numarul r, unic determinat, este restul impartirii
lui a la n §i se mai noteaza:
r = a modn
numit si redusul modulo n al lui a.
Resturile posibile ale impartirii numerelor intregi prin n € N" sunt:
0,1,2,...r,...,n—1,
multime notatd cu:
R =1{0,1,2,..,n-1}
Operatiile induse pe R de cétre adunarea si inmultirea modulo n sunt:

ef.
®:R xRN >R, (@b >a®b =(a+b)modn;

def.
®:R xR >R, (a,b) >a®b =(ab)modn. ®(012 ®[01 2
Pentru n = 3, R, = {0, 1, 2} tablele operatiilor 0j{012 0/000
induse pe R, de cdtre adunarea i inmultirea modulo 3 11120 11012
sunt cele aldturate: 21201 21021
Pentrun =4, R, = {0, 1, 2, 3}, tablele operatiilor ®[0123 ®|0123
induse pe R, de cétre adunarea si inmultirea modulo 4 0[0123 0({0000
sunt cele aldturate: 111230 110123
212301 210202
3/3012 3/]0321
Analizand, pentrun = 4,R, = {0, 1, 2, 3,} vom observa ca (R, ®)este o structura de

grup abelian, unde sunt verificate axiomele G, G,, G,, G, si:
e=0;,-0=0;-1=3;-2=2;-3=1.
Precizdm cd, in general, pentrune N*, R = {0, 1, 2,..., n — 1}, de unde rezulta ca
(R, ®) este o structurd de grup abelian, numit grupul resturilor modulo n.
Pentru a € Z si n € N* se definesc multimile:
C, Cpeery C,er, €, unde:

C0={an| amodn=0}={nh| heZ}=nZ;
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C; ={an| amodn=1}= {nh+1| heZ}:nZ+1;

Cr ={an| amodn:r}= {nh+r| heZ}:nZ+r;

C,., ={a €7 amodn = n—1} = {nh+n—1| h eZ} =nZ+n-1
si se numesc clase de resturi modulo n.
Clasa de resturi modulo r se noteaza cu C, sau r
F=C =nZ+r, re{0,1,2,.,n-1}.
In acest fel, se obtine multimea claselor de resturi modulo n, notatd cu Z :
Z = {6,1,2,...,71’—\1}
Pe multimea Z_a claselor de resturi modulo n, se definesc operatiile de adunare si de inmultire:

~A~def.

+:Z xZ >Z, (&,E)->&+Edif‘a/oﬁj, .:2,x2Z, -2, (a,b)>ab=a®b.

Fien = 4.Rezulta Z, = é,i,i,é i tabla adunarii este alaturi.
4 $

Analizédnd tabla adunarii claselor de resturi modulo 4, deducem ca

sunt verificate axiomele G,, G,, G,, G, ale unui grup comutativ, unde: +10123
e=0,0=0,-1=3, 2=2, 3=1. g %l%ﬁ
si tabla adundrii este simetrica fatd de diagonala principala: 513 g\ g\ %
X+y=y+x,Vx,yelZ,. 313612

In general, pentru neN", zZ, = {6}1, ﬁ,..,,n/—\l} ,avem ci (Z,,+), este o structurd de

grup abelian, numit grupul claselor de resturi modulo n pentru operatia de adunare.

2.5. Grupuri de matrice
EXEMPLU

o -

( cosa  sina)

Fie multimea M =<A, =| .
—sino. cosa )

o€ IR} si operatia de inmultire a matricelor:

x: M x M —> M, (A, By) = A," By
Se verificd axiomele grupului G;, G,, G5 si G4, deci (M, ¥ este grup abelian.

Efectuati in clasa

1.Pentrun = 2, E, = {1, 2} sa se scrie permutdrile lui S, 5i sd se intocmeasca tabla compunerii.

AAA A A A

(Z,, +) este o structurd de grup abelian.
Observatie: Stabiliti daca (Z, -) este o structura de grup. Justificati.
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Temad

1. Fie multimea G = Q\ {3}, unde Q este multimea numerelor rationale si legea de
def. 1
compozitie x : GxG—> G, (x,y) >x*y, unde: xx y = x+y—§xy.
Sa se demonstreze ca (G, *) este grup abelian.

2. Fie multimea G = (2, +0) \ {3} si aplicatia * : G x G = G, (x,y) > x * y, unde:
def. 1
xxy = (x=2)2" 42,
Sa se demonstreze ca (G, *) este grup abelian.

3. Fie multimea numerelor intregi, k € Z si aplicatia x : Zx Z — Z, (x, y) — x * y, unde:
def.
Xx*y=x+y+ky.
Sa se determine k € Z astfel incat (Z, x) sa fie o structurd de grup abelian.

4. Fie a, b e Rsilegea de compozitie * : Rx R —> R, (x, y) —> x % y, unde: x ¥y = ax + by.
Sa se determine a, b € R astfel incat (R, %) sa fie o structurd de grup abelian.

5. Fie multimea G = (=2, +0) si legea de compozitie * : G x G — G, (x,y) = x *y, unde:
x*y=xy+ 2x+y) + 2.
Sa se demonstreze ca (G, x) este o structura de grup abelian.

B. Fie M = R"™\\{—1, 1} si functiile f, : M > M, i = 1, 2, 3, 4, unde:

x-1 1 . x+1
X)=X, = — = —— 1 X)=——.
f1( ) fz(x) 1 fs(x) X $ f4( ) Y1
Considerand multimea G = {f}, f5, f5, f4} si operatia de compunere a functiilor, notata

cu ,,0” sa se demonstreze ca (G, o) este o structurd de grup comutativ.

x —
7. Fie multimea matricelor pitratice de ordinul doi M = {[ y}f x,yeR x*+y* # O} )
y x

Sd se demonstreze cd multimea M in raport cu operatia de inmultire a matricelor este
o structurd de grup.

cosa —sina
. \M aeR
sino  cosa )

8. Fie multimea M = {Aa = [ } si operatia de Inmultire a matricelor

xxMxM—>M, (A, Bﬁ) —A, xBﬁ. Demonstrati ca (M, » este structura de grup.

x  2y)
9. Fie multimea matricelor patratice de ordinul doi M = <| 7 ‘1 X, yeQ,x*-7y*=1}.
2 J

Sd se demonstreze ca (M, 3 este o structura de grup in raport cu operatia de inmultire
a matricelor.
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B3

10. Fie multimea M = IR\{—? —} si functiile f, : M -> M, i =1, 2, 3, unde:

filx)=x, f,(x)= 1X_+\\//__ i fy (%) = 1x+_x\/\/§§'

Notand G = {f,, f,, f5} si operatia de compunere a functiilor cu ,,o” sa se demonstreze
ca (G, o) este o strctura de grup.

11.Fie multimea G = (-3, 3) si legea de compozitie x : G x G — G, (x,y) = x * y, unde:
O(x+
X*xy= é+—x3}//) Sa se demonstreze ca (G, x) este o structura de grup abelian.

3. Morfisme si izomorfisme de grupuri

Definitie

Fie (G, ) si (T, o) doud grupuri. O functie
f:G->T
se numeste morfism de grupuri daca:

fOGxy) =f)of(),Vx,yeG.

EXEMPLE

1. Fie grupul aditiv al numerelor reale (R, +) si grupul multiplicativ al multimii

numerelor reale strict pozitive (lRi, >§ .
Functia f:R — R, f(x) = ¢* este un morfism de grupuri.

Conditia f (x +y) = f () Xf (), V x,y € R este satisfacuta:

fx+y)=etr=exe’=f0)xO),Vx,yeR.

2. Considerand aceleasi grupuri (R, +) si (lRi, %, functiaf: R, >R, f(x) = log x,
cuac (0,1)U (1, +o0), este un morfism de grupuri.

Conditia f (xxxy) = f () +f (), V x, y € R, este verificata:

flexy) =log (xxy) =logx+logy=f0)+f(),Vx,yeR,.

3. Fie grupul multiplicativ al numerelor reale, strict pozitive (lRi, %§i grupul (G, 3,

0 i . N . .
unde G = {[g \J xe IR;} si, X este operatia de inmultire a matricelor.
X

. X
Functia: f:R, > G, f(x)= (O }_ este un morfism de grupuri. Avem:
X

Xy o\z(x 0\ (y 0)

0 wilo x7lo yi~FFU) vryer:.

f(xy)=[
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In practici s-a constatat ci numirul exemplelor de grupuri este considerabil si din
acest motiv se impune o clasificare a acestora in functie de proprietatea lor. Doud grupuri
(G, ) si (I, ») vor fi declarate ca fiind de acelasi tip (izotipice) daca cele doud grupuri G si
I" sunt la fel de bogate in elemente si operatiile celor doud grupuri, mai putin o bijectie
f:G—T, actioneazd la fel asupra elementelor celor doud grupuri GsiT.

Definitie
Fie (G, =) si (T, o) doud grupuri. O aplicatie bijectiva f : G — T se numeste
izomorfism de grupuri daca:

flx*xy) =f) of(y),Vx,y €G.

Vom spune ci grupul G este izomorf cu grupul I si scriem G =TI In caz

contrar spunem cé grupul G nu este izomorf cu grupul I si scriem G # T.

Daca vom reprezenta
geometric cele doud multimi

G i I'siimaginile elementelor f

X, y si x » y prin obtinem

imaginea din figura 2. f
Din cele aratate si din fi- f

gura aldturata rezulta ima-
ginea compusului a doua
elemente f(x % y) este com-
pusul imaginilor f(x) o f(y).

Fig. 2

EXEMPLE

Fie (R ,-),unde R, = (0, +o0), grupul multiplicativ al numerelor reale strict pozitive
si grupul (T, ¥),unde I' = (-1, 1), iar legea de compozitie este:

def.
I'xC->T00y) ox*xy = f:x)},,.

Sa aratam ca aplicatia: f: (0, +0) — (-1, 1), f(x) =

1-x

este un izomorfism de la
1+x

grupul (R: ,+) la grupul (T, ).
In rezolvare vom considera ci au fost studiate cele doua grupuri (R: ,), (T, 0) sivom
analiza proprietatea de izomorfism. Pentru aceasta este necesar sa demonstram ca:

1. f: ]R+ —T, () = L__;C , este functie bijectiva;

2. fOy) = f0O) o f(y), Vx, ¥y € R}

: 1-x
1. Funct = —=
unctia f(x) Trx

a) Injectivitatea: V x;, X, € R, sif(x;) = f(x,), atunci x; = x,.
= , (T=x(A +xy) =
1+x; 1+x, ( I 2
= (1 + xl)(l —x2), 1 _X1 + X2 —X1X2 = 1 + x1 —X2 —X1X2,
deci —x; + x5 = x; =X, sau 2(x; —x,) = 0si obtinem x; = x,, deci f este injectiva.
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b) Surjectivitatea: Vy e I' existd x € R+ astfel incat f(x) = y.

. _1-x 1 _ 1-y .
Diny = Ty’ deducemy(l1+x) =1-x=x o si avem
1_1_73’
_ 1+ 1+y-1+ 2

1+x 1+1—y l+y+1-y
1+y

Rezulta ca functia f este bijectiva

2. Este verificata si identitatea f(xxy) = f(x) * f(), VX, ¥ € ]R+ .

1-x ,1-y
1oy . _ QO+ fy) _ 14x1+y

Avem f00) = 715y TPtV SO S = Ry T L ox Aoy
1+x 1+y

_1-00+y)+A+x)A-y) _ 1-x+y-xy+1l+x-y-xy _
T A+00++A-00-y)  l+x+y+xy+l-x-y+xy

_2-2xy _ 20-xy) _ 1-xy . B
C2+42xy 20+xy) 1+xy:d3C1f(X}’) =f0) xf(), Vx,yeR_.

Astfel am demonstrat cd grupul (IR: , ) este izomorf cu grupul (T, ).

Un rezultat important este dat de urmatoarea

Teorema

Fie (G, %) si (T, o) doud grupuri. Daca f: G — T este un izomorfism, atunci si
f7':T - G este izomorfism.

Demonstratie

Din ipoteza, functia f : G — I este bijectivd, de unde rezulti ci exista inversa f a
functiei f, f' : T — G si f este de asemenea bijectiva.

Fie u,v e I'. Cum f este aplicatie bijectiva, existd x, y € G unic determinati astfel incat
fG) = usif(y) = v. De asemenea, avem f (1) = x sif ' (v) = y. Reprezentand geometric
aplicatia f: G — R, rezulta

Fig. 3

Avem: uov = f(x) o f(y) = flx *y), de undef’l(u oV) =X*Y =f_1(u) *fl(v), Vuvel.
Cum functiaf ™ : T — G este bijectiva si este indeplinita conditia: f ™ (u o v) = f(w) *f (),
V u,v e T, rezulta ca grupul (T, o) este izomorf cu grupul (G, *) si scriem (T, o) = (G, *)
saul =G.
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EXEMPLU ,
in exemplul studiat mai inainte am aratat ca grupurile (R: ,+) si (T, ) sunt izomorfe,
N * = —1 - X * = = (— i = X+ y
undef: R, - T, f(x) 1+X,R+ 0, +0), T'= (-1, D six*y Tray

Functia f fiind bijectivi, este inversabili si avem: f*: T — R, sif " este bijectiva.

Avem f ! ) =x= 1;;, sau f L) = L__—i Sa ardtam ca este indeplinita si a doua

conditie din definitia izomorfismului:
1_X+y
1-x*y _ l+xy  l+xy-x-y _ (A-x)-Q-x)y _
1+xxy 1. Xty S l+xy+x+y  A+0+Q+x)y
1+xy
_(A-090-y) _1-x 1-y _
A+x)0+y) 1+x 1+y

fleexy)

fO) - f).

Rezulta ca grupurile (T, %) si (R: , -) sunt izomorfe, (T, ¥) = (R: ,).

Efectuati in clasa

1. Aratati ca multimea M = R*, in raport cu operatia de inmultire - : R* x R* —» R¥,
(x, y) = xy, este grup abelian, notat prin (R¥, -) si numit grupul multiplicativ al
numerelor reale, nenule.

co wae o | 2=x  1-x) . A
2. Ardtaticda M =G = {(Z(x _1 2x—1j’| xeR } < M, (R) este grup abelian in raport

cu operatia de inmultire indusa pe G de inmultirea matricelor, (G, -).

e e _(2-x 1-x) f2-x  1-x) .
3. Arataticaf: R* - G, f(x) = (Z(x—l) 2x—1j”cuG_{(2(x—1) 2x—1j’|XER },

este un izomorfism de grupuri, adica (R*, -) = (G, -).

G sl - _ 2-x 1-x) s
4 . Ardtati ca f~ .G—)R,undeG—{(z(x_D 2x—1j’|XER , este, de asemenea, un

izomorfism de grupuri, adica (G, -) = (R*, ).

Temad

1 . Fie grupurile: (R, +) grupul aditiv al numerelor reale si (R, , -) grupul multiplicativ al
numerelor reale pozitive.
Demonstrati ci functia f: R —» R, , f(x) = " este un izomorfism de grupuri.

Ardtatica f': R, — Reste, de asemenea, un izomorfism de grupuri.
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2. a) Sase demonstreze ca (G, %) este grup, unde

def.
G=(2,4+%),*x:GxG—>G, (x,y) >x*Yy = xy —2x -2y + 6.

b) Sa se demonstreze ca (I, o) este grup, unde

def.
I'=(3,4x),0:I'xI' >G, (,y) >xoy = xy—3x-3y + 12.

c) Arataticaf: G- T, f(x) = x + 1 este un izomorfism de grupuri.

d) Aritati cif! : T — G este de asemenea un izomorfism de grupuri, unde f(x) = x + 1.

e) Arataticaf: IR+ — T, f(x) = x + 3 este un izomorfism intre grupul (IR: , +), numit
grupul multiplicativ al numerelor reale strict pozitive, si grupul (T, o) definit la
subpunctul b) al acestui exercitiu.

3. Pe multimea Z se definesc operatiile ,,x“ si ,,o“ astfel:
x*xy=x+y+1L,Vx,yeZ si xoy=x+y-1,Vx,yeZ
Sa se arate ca (Z, ) si (Z, o) sunt grupuri izomorfe.

4 . Se considera grupurile:

(M, ), unde M = {A:(B); §}|x,ye(@, x2+y2¢0} c M,[R) si
(Q(+3), ) unde Q3 = {x + y/3 |x,yeQ}.

Sa se arate ca cele doud grupuri sunt izomorfe.

5. Se considera grupurile:
R, #),x*y=x+y-2,Vx,yeR si
(R,0),xoy=x+y-5Vx,yeR.
Sd se determine a, B € R astfel incat functiaf: R > R, f(x) = ox + B, sa stabileasca un
izomorfism de la grupul (R, ) la grupul (R, o).

11 x
6.FieM=G= {[O 0 1+| erZ+1} si aplicatia- : GxG —> G, (A,B) > A-B.Sé se

00 1j
arate ca (G, -) este un grup abelian izomorf cu grupul aditiv al numerelor intregi (Z, +).
1 0 x )
2+
7 FieM=G=4{-x 1 -X|xeR} < Ms(R). Si se arate ci G in raport cu operatia
0 0 1 7

indusd de inmultirea matricelor formeaza grup abelian izomorf cu grupul aditiv al
numerelor reale (R, +).

1 Inx 0)
8.FieG = {[O 1 0+|x> O} siaplicatia G x G — G, (A, B) — AB. Sa se arate cé (G, -)
0 0 xJ

este grup izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor reale strict pozitive (R , -).
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x 0 iy)
9.Fie G = {[O 0 0+|x,yeR, x2 +y2 #0, i=«/—_1} < M4(C). Sa se demonstreze
iy 0 xJ

ca (G, -) este grup izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor complexe nenule.

0 %\_ \

x 0+|xeQ* sif:G— Q*,f[Al o = x. Sa se demonstreze
17 2

035

cd (G, -) este un grup izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor rationale nenule (Q*, -).

10.FieG= {A, =
X

11.Se considerd legea de compozitie x : Rx R > R, (x,y) > x *Yy o x+y-1.
a) Stiind ca functia f: R —> R, f(x) = ax + b este izomorfism de la grupul (R, +) la
grupul (R, %), sa se determine valorile a si b.
b) Pentru valorile a si b determinate la punctul a), aratati ca f 1. R - R este izomorfism
de la grupul (R, %) la grupul (R, +).
Sa se arate ca (C, 1), (C, T) sunt grupuri izomorfe: f: (C, L) — (C, 1), f(2) = iz.

Teste pentru verificarea cunostintelor
A B
Fie grupurile: Fie grupurile (G, ©), unde G = {f,, f,, f,},
iar ,o” este legea de compunere a func-

G=lzeC|lz=x+iy,x,yeRx*+y*=1
{ } tillor,: M > M,i=1,2,3,0)=x,

$ir:{[—); g x’yER’xz+y2:1}' fu(x) =2 si f3(x) 03

1-xv3 - 1+x4/3°
Sa se demonstreze ca: M=R \{1}, si grupul multiplicativ al ra-
a) (G, R si (T, B sunt grupuri; (4p) décinilor de ordinul trei ale unitatii (T, 3,

undel'={1,¢, &}, 1+ec+e=1,&=1.

b) functiaf: G- T, f(z)= [ x y\; a) Si se demonstreze ci cele doua gru-
-y x) puri sunt izomorfe: (G, o) = (T, 3,
este un morfism de grupuri; (3p) precizand functiaf: G > T. (4p)
¢) functiaf ' : T — G este un izo- b) Si se precizeze f ' si si se arate ci
morfism de grupuri. (2p) f71:T'— G este morfism de grupuri. (5p)

Notd: Timpul efectiv de lucru este de 50 de minute pentru fiecare varianta. Se acorda 1 punct din oficiu.
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Am studiat structura de grup si structura de monoid. Multimea G a fost dotaté cu o
lege de compozitie care verifica o lista specificd de proprietati.

In continuare vom studia o noui structuri algebrici — structura de inel. Pentru aceasti
structurd, multimea nenuld M va fi dotata cu doud legi de compozitie. Multimea nevida
va fi notatd cu A si operatiile vor fi notate aditiv si multiplicativ.

1. Inel, exemple: inele numerice (Z, Q, R, C), Z,,
inele de matrice, inele de functii reale

_Defintie |

O multime nevidd A luatd impreund cu douad legi de compozitie (adunarea si

inmultirea)
+:AXA>A (x,y) >x+y

not.

si cTAXAA Gy ox-y = Xy,
se numeste inel daca:
G. (A, +) este grup abelian;
M. (4, -) este monoid;
D. inmultirea este distributiva fatd de adunare, anume:
x+2)=xy+xz, +2Dx=yx+20VX,Yy,2c€A.

Prima afirmatie, G. (A, +) este grup abelian, revine la faptul ca adunarea inelului
satisface axiomele:

G.(x +yY)+z=x+ ¥ +2),Vx,y,zeA,

G,.30ecAastfelincat 0 + x =x+ 0 =x, Vx € A;

G3. Vx €A, Ix € Aastfel incatx’ + x = x' + x = 0;

Gyex+ty=y+x,Vx,yeA

A doua afirmatie M) (4, -) este monoid revine la faptul cd inmultirea inelului satisface
axiomele:

M;. 0z =x(y2), VX,y,2 € A;

M,.31 cAastfelincit 1 -x=x-1=x, Vx A

Vom spune ca (A, +) este grupul aditiv al inelului A si ansamblul de conditii G;, G,,
G, G4, M3, M, i D poarta numele de axiomele inelului.

Elementele O si 1 sunt unic determinate $i se numesc elementul zero, respectiv
elementul unitate ale inelului A. Dacd multimea A are un numar finit de elemente, inelul
A se numeste finit. Elementele x € A simetrizabile In raport cu inmultirea lui A se numesc
elemente inversabile sau unitati ale multimii A.

Dacéd inmultirea inelului satisface si axioma

My xy=yx,Vx,y €A,
se spune cd A este inel comutativ.
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EXEMPLU

Inelul Z, al intregilor rationali.
Fie +:ZxZ->7Z,xy) >x+Y,
XL STL, () >x-y 2 xy.
Avem:
G. (Z, +) este grup abelian;
M. (Z, -) este monoid;
D.x(y+2)=xy+xz +2)x=yx+ 20 VXY, 2 e Z.
In plus, fatd de ansamblul de axiome Gy, G,, G35, G4, M;, M, D este satisfacutad si axioma:
M. xy =yx,Vx,y € Z,
deci (Z, +, -) este un inel comutativ, numit inelul intregilor rationali.

1.1. Exemple de inele numerice
Fie multimea Z[v3 ] = {z = x + y3 | X,y € Z} si aplicatiile
+ Z[N3 X Z[V3] > Z[N3 ], (21, 25) — 2, + 2o

CZIV3 X Z[VB 1> Z[N3 ], (21, 25) > 2, - 25 = 212,
Aritam ci (Z[V3 ], +, -) este o structurd de inel comutativ.
Oricare ar fi z,, 2, € Z[ 3 ], de forma

21 =% +Y1¥3, 2 = Xy + ¥oV3, Xy, Y1, Xo, ¥ € Z,
avem:

21+ 2= 0 +y1¥3) + 0 +5v3) = Gy +x) + (g + ¥o) V3, cux; + Xo, ¥, + ¥, € Z,
deciz, + 2, € Z[V3 ];
si
212 = (0 +y193) - Oy +¥233) = (e + 3y1y,) + (xy, + x5y V3, cu
X1Xy + 3V, X1y + XoYo € Z, deci 2,2, € Z[V3 ]
Vom aréta ca sunt verificate axiomele specifice structurii de inel.
G. (Z[3 ], +) este grup abelian.
Gy (2, + 25) + 25 =2, + (2 + 25), V 2, 25, 23 € Z[V3 ].
Fie z; =1 +Y1V3, 2, =%, +¥2V3, 23 = X3 + ¥333 , X1, Y1, X5, Y2, X3, ¥3 € Z. Avem:
(214 2) +253=[0; +¥1¥3) + 0, + ¥2¥3)] + G5 +y3V3) =
= [0 +x) + 0 + YD) V31 + (3 +y3v3) = G + x5 +x3) + (1 + Yo +y2) V3 =

=[x, + 0+ x)] + [y + 0 +¥2) V31 = 0 +y,v3) + [0 +X3) + 0y +¥2) V31 =
=2, + (25 + 23).

G,.Je e Z[J3 ]astfelincAte + z =z +e =2 Vz e Z[J3].
Fiee=el+e2«/§,z=x+yx/§,el,ezeZ,x,yeZ.Dinegalitateae+z=z,avern:
(e +eV3) + (x+yV3) =x+yV3, (e +X) + (e, + V3 =x +y+3,
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. [ +x=x
deunderezultd {177
ety =y

decie, = e, = 0;e = 0 + 043 = 0 i este verificati si egalitatea z + e = .
Avem: z+0=(x+yJ§)+(0+Ox/§)=(x+0)+(y+0)«/§=x+yx/§.
G;.VzeZ 37 € Z[J3 astfel incat g’ + 2=z + 2 = 0.

Fiez=a+b«/§,a,beZ,§iz’=x+y«/§,x,yeZ.
Avem:

z’+z=0;(x+y\/§)+(a+b«/§)=0+0\/§;(x+a)+(y+b)x/§ =0+043,

x+a=0

deci y4+b=0’

de unde obtinem x = —a,y = -b, deci ' =x+y«/§ =a-by¥3 =—(a+by3)=-=.
De asemenea:

z+2 =(a+bV3)+ (-a-bv¥3) =[a+ ()] + [b+ (-h)]V3 =0+ 03 =0.
Gy 21+ 29=2,+ 2,V 2,29 € Z[ 3 ]. Avem:
2+ 2= (00 +yV¥3) + (G + ¥oV3) = (0 +x0) + (7, +Yo) V3 =
=0 +x) + 0 +y)V3 = O +2¥3) + G +y1¥3) = 2, + 2.
Rezultid ci (Z[V3 ], +) este grup abelian.
M. (Z[+3], -) este monoid.
M,;. (2129)25 = 21(29%3), V 21, %9, 23 € Z[3 ]. Avem:
(#1273 = [0 + ¥1¥3) (0 + ¥23)106 + ¥3+3) = [Gepx, + 3yyyy) +
+ Gy + Xy V3106 +y333) = Goppxs + 3xayays + 3x0yays + 3xay1ys) +
+ Geptays + 3yryays + XpXaYs + XXay1) V3.
Efectuénd calculele, rezulti (2,2,)25 = 2,(225), ¥ 21, 29, 23 € Z[3 |.
M,. 3 e € Z[ 3 | astfel incit ez = ze = 2, V z € Z[3 ]. Fie e = e, + e,+/3 . Avem din
ez=z,(e; +62«/§)(x+y«/§) =x+yx/§,deci(elx+ 3eyy) + (e]y+ezx)x/§ =x+yx/§,
{(=y)

XX

exX+3e,y=x | xx
ey+ex=y {(=3Y)

Inmultind ecuatiile sistemului cu x si 3y, respectiv cu -y si x, obtinem: e; = 1, e, = 0,

prin urmare {

decie = 1 + 043 = 1si este verificati egalitatea:
ze=+yVy3)A+0v3)=(-1+3y-0)+(x-0+y-DV3 =x+yV3 =2
Rezulta ca (Z[\/g ], ) este monoid.

D. 2,(2, + 25) = 2,25 + 2,255 (29 + 23)2, = 2,2, + 232, ¥ 2., 2o, 23 € Z[V3 ].
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Avem:
2,2y + 23) = O + y1V3) [0 + ¥,¥3) + (5 + y343)] =
= (x; + y1¥3) [0 +3) + (7, + ¥3) V31 = [x;00, + x3) + 3y1(y + y5)] +
+ [0, + ) + y100 + x)1V3 = [0 + x)x; + 30 + ya)yi] + [0 + yo)x, +
+ (e, + X9)y1143 = [0 +x3) + (2 +¥) V3100 +,3) =
=[G +¥2V3) + (3 + ¥3¥3)100 +y1V3) = (25 + 25)2y.
In plus avem:
M,. 2,25 = 2571, ¥ 21, 25 € Z[V3 ].
Obtinem ca:
212y = (0 + Y13 )00y + ¥o3) = (epxy + 3y1Yy) + (s + Xy ) V3 =

= (p; + 3yy1) + Gy +xy2) V3 = (o + ¥2V3) (0 + y143) = 252y,
de unde rezulta ca monoidul (Z[\/g ], -) este comutativ si deducem ca inelul
(Z[«@ ], +, -) este comutativ.

1.2. Exemple de inele de matrice

3y xJ

Aratam cd adunarea si Inmultirea definite pe multimea matricelor determind pe multimea

Fie M = {( x ) | x, J’EZ} < M,y(R).

M o structura de inel, adica (M, +, o) este inel.

Multimea M este parte stabild pentru M,(R) in raport cu adunarea si Inmultirea
matricelor.

: _(x »n) _(x2 ¥2)

FieA,,A, e M, A, = | .1 LA, = L X, Y1, Xo, Vo € Z.
L2 1 (By1 x, J7 2 2y, x,7 1Y X2 )2

Avem:

A1+A2=(x1 )’1\_,_(3(2 )’2\_(X1+x2 )’1+)’2\€M

3y1 xf 3y, ij_ 3y +yy) xi+xyJ '

AA. = (x1 )’1}( X )’2\_ _ ( XXy +3Y1Ys  X1Yp +Xoyp )
1Ay = = :
3y1 N3y, X7 300Ys +X5)1) XXy +3y1Yo )
Sunt verificate axiomele inelului.
G. (M, +) este grup abelian.
Gi. (AL +A) +A;=A, + (A, + Aj), VA, Ay, A; € M, proprietate verificatd 1n cazul

general pentru M,(R).

0 0)

G,.Jee Mastfelincite + A=A +e=A,VAeM. Aveme = O, = (O 07

G;. VAeM,3A € Mastfel iIncat A’ + A=A+ A" = 0,.
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Rezulta ca:
(X sy _ (x y)__
a= (G S=ley o

G,.A+B =B+ A, VA, B e M, proprietate cunoscuta in cazul general M,(R).
Deducem ca (M, +) este grup abelian.

M. (M, -) este monoid. Avem:

M,. (AA)A; = A (AAs), Y Aj, Ay, Age M;

M,.3e € Mastfel iIncite-A=A-e=A,VAeM.

1 0)
017
Este verificata si proprietatea de distributivitate.
D.A(Ay +A3) = AA, + AA;, YV ALA A3 e M
si
Este cunoscutd proprietatea de distributivitate a inmultirii fata de adunare, in cazul
general al multimii M,(R).

Aveme =1, = ( LA = Al, = A,V A € M. Deci (M, -) este monoid.

1.3. Inelul claselor de resturi modulo n

Fie n > 0 un numédr intreg. pentru orice a € Z, conform impartirii cu rest, exista q, r € Z,
unic determinai astfel incata =nqg +r,0d”r <n.
Numadrul unic determinat din relatia precedentd, numit restul impartirii lui a prinn,

s-a notat cu amod n si s-a numit incé restul modulo n al lui a.
Carezultat al impartirii numerelor intregi prin n > 0 sunt posibile resturile:
0,1,2,..,n-1.
Prin impdrtirea lui a la n se obtine restul r dacd si numai dacé a este de formanh =r,
cu a € Z. Multimile de numere C,, Cy, Cy,... , Cpy ... , Cy_1,
unde C,= {a € Z/amod n = 0} = {nh/a € Z} = nZ,
C,={aeZ/amodn=1}={nh+1/aeZ}=nZ+1,
Cy,={aeZ/amodn=2}={nh+2/aecZ}=nZ+2,

C.={aeZ/amodn=r}={nh+r/aeZ}=nZ+r,

C,.i={aeZ/amodn=n-1}y={nh+ 1/aeZ}=nZ+n-1,
se numesc clase de resturi modulo n.
Asadar, un numar intreg a apartine clasei C, daca si numai dacd a impartit la n da
restul r: aeC <amodn + r.
In particular, r € C, pentru r € {0, 1, 2, ..., n — 1}. Clasa de resturi C, se noteazi de

reguli cu r . Asadar,

r=C=nZ+rre{0,1,2,...,n-1}.
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Vom nota cu Z, multimea claselor de resturi modulo n:
Z,={0,1,2..,n-1}.

Daci a,b e Z,, se defineste suma a + b si produsul a b prin:

def . . def

a+b=a®b, ab=a®b.
Se definesc astfel pe Z,, doud legi de compozitie:
Z,x L, — Z,, (&,13)_>&+13 siZ, x 7, —> Zn,(&,f))—ﬁzf)
numite adunarea, respectiv inmultirea claselor de resturi modulo n.

Cazparticular: Pentrun = 4,avemZ, = {6, i,ﬁ,é} si tabelele de resturi modulo 4 sunt:

x|0 1 2 3

~ A~

Ny O N> o
> Ny W o

—> Oy W N>
N> > O W |

W A = O |+
wW> N> O |o
O W N s =
wW> N> > O
O O O O
w> N > O

Proprietate

Adunarea si Inmultirea claselor de resturi modulo n confera multimii Z, o
structura de inel comutativ, numit inelul claselor de resturi modulo n.

Se verifica axiomele din definitia inelului.
Astfel, pentru n = 4, avem inelul (Z,, +, -) al claselor de resturi modulo 4. Vom observa
ca In efectuarea calculelor ]n inelul Z,, putem apela la tabelele celor doua operatii.

Un interes aparte il pre%lnta 1n.elul. .(Zz, +, ) al claselor +l0 1 <0 1

de resturi modulo 2 datorita aplicatiilor pe care le are in ole i 0106 o
tehnicd (codificarea informatiei, aritmetica calculatoare- o .
111 0 1(0 1

lor) siin logica. Tabelele operatiilor din acest inel sunt:

1.4. Exemple de inele de functii

Fie multimea functiilor /(R) = {f : R - R} iInzestratd cu operatiile de adunare si
inmultire a functiilor.

Tripletul (M(R), +, -) formeaza inelul functiilor definite pe R cu valori in R.

Conform proprietatilor functiilor, exista si alte inele de functii, cum ar fi, de exemplu:

(M(R), +, -) — inelul functiilor marginite;

(C(R), +, -) —inelul functiilor continue;

(D(R), +, -) —inelul functiilor derivabile.
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Efectuati in clasda
1. Fie multimea Z[v2]= {z =x + y2 | X,y € Z} si aplicatiile:
+ I ZN2 X Z[V2 ] Z[V2 ), (2, 29) —> 21 + 2o,
N2 X ZN2] > N2, (21, 25) o> 2 - 2 = 2%,

Sa se demonstreze ca (Z[ V2 ], +, ) este o structura de inel comutativ.

2.Fie M = {(2); 3;}| X,y eZ} c M,(R) si operatiile induse pe M de adunarea si

inmultirea matricelor M,(R). Sa se arate ca (M, +, -) este inel.

Temd

1. Pe multimea C a numerelor complexe se considera operatiile:
+ :CxC—C, (2, 2,) > 2; + 3, (adunarea numerelor complexe) si
¥ :CxC— C, (2, 29) > 21 * 25, unde

def.
21 %%y = XyXg + Y1Yol, CUZ) = Xg + 11, Zp = Xo + Y5, X1, X3, Y1, Y2 € R.
Sase arate ca (C, +, %) este inel comutativ.

2. Fie multimea A = {(8 27| acQ, xe ]R} < M,(R).

Aratati ca in raport cu adunarea si inmultirea matricelor din M,(R), (A, +, -) este o
structura de inel.

3. Se considera multimile:
_ A _J(x oy
A= {x+y7 | x,y ez} siA, {(7), x7| b yeZ}.
Sd se demonstreze ca (A, +, -) si (A,, +, -) sunt inele.

4 . Fie multimile:
A = {x+yV2 |x,yeZ},A2={(x+22y 2y \-|x,yeZ}cM2(R).
2y x-2yJ
Demonstrati cd operatiile de adunare si inmultire induse determind structuri de inele:
Ay, +, ) si (A, +, ).

5. Pe multimea A; = Z x Z se definesc operatiile ,,+“ si ,,-“:
Ocp, y1) + O, )0) = 06 + 2,51 +¥2)
si
(1, ¥1) - (g, ¥9) = (e1xp, y1ya)-
Sa se arate ca tripletul (A, +, -) este inel.
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2. Corp, exemple: corpuri numerice (Q, R, C),
Z, (p prim)

O alta structurd algebrica in care multimea nevidd M este dotatd cu doud legi de
compozitie este structura de corp. Inelele care au proprietatea ca orice element diferit de
0 (elementul neutru al inelului aditiv) este simetrizabil in raport cu inmultirea sunt cunoscute
sub numele de corpuri.

Definitie

Uninel (K, +, -) se numeste corp daca 0 # 1 si orice element x € K, x = 0 este
simetrizabil 1n raport cu inmultirea:
VxeK x#0=3x!eKastfelincatx ! -x=x-x'=1.
Un corp K se numeste comutativ daca inmultirea sa este comutativa.

EXEMPLE

1. (Q, +, -) corpul numerelor rationale.
2. (R, +, -) corpul numerelor reale.

3. (C, +, -) corpul numerelor complexe. in raport cu operatia de inmultire, V x # 0,
xeQ,R, Cexistix! = %, astfel incatx - x =x-x1 = 1.

4. Fie multimea K = (0, +) si operatiile:

def.
L:KxK—->K, (x,y) >xLly = xy

T:KxK—K, (xy) >xTy =XV,
Tripletul (K, L, T) este corp comutativ.

Exercitii rezolvate

1.FieK = {(’; 2)?’ }| X,y € Q}. Sa se arate ca multimea K este parte stabild a lui M,(Q) in
raport cu adunarea si Inmultirea matricelor si cd formeaza corp in raport cu operatiile induse.
Solutie
Fie A, = (Xl ) ek a, = (Xz 2¥2) ¢ K. Rezulta:
ynoxJ Yo Xo ]
A A = (x1 2)’1}(3(2 2y, _ (x1x2 +2y1Yy  200,Y5 +X5)71))
LA, = ! |- !
Y1 X Yo Xy ] X1Yo +XoY1 XXy +2Y1Yy ]
XXy + 2y1y5 € Q, X1y + X5y, € Q, deci AJA, € K.
G. (K, +) este grup abelian.
Gy (A +A) +A;=A) + (A, + Ay), VA, Ao, A; €K, proprietate cunoscutd in cazul general.
G,. Je e Kastfelincite + A=A+e=AVAecKk.
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0 0)
0 0F
Gy. A € Kastfel incatA'+ A=A+ A" = 0,,VAeK.

Aveme = ( = 0, €K, astfel incat A + O, = A.

y -x =2y) (x 2y
RezultiA' = L =_ ! =-AA+A=A+ (-A) =0,
(-y -xj \y x7J A =0

G4, A+B=B+A VA BeKk.

Proprietatile G;, G,, G, G, sunt adevarate in general.

M. (K, -) este monoid si toate elementele diferite de O, sunt simetrizabile (inversabile).
M. (A,4)A; = A, (AA5), Y A, Ay, As € K.

M,. Je € Kastfel InciteA = Ae = A, VA e K.

1 0 .
Aveme =1, = (O 1} e KsiAl, =A.
M, VAecKsiA#0, 3A" e Kastfel incat A1 -A=A-A" =L,
. _(a Zb\\ 2 2 -1 (X Zy\ | _
FleA—(b aj,a,beQ,a -2b"#0,51A" = y xj,x,yeQ.Avem.A ‘A =1,
x 2y\(a 2b) (1 0) (ax+2by 2(bx+ay)) (1 0) deci ax+2by =1
y xjib aj 0 17\ bx+ay ax+2byj (O 1)’ bx+ay=0 "
Rezolvand sistemul de ecuatii avem:
a b . 2 2 .
X=———,y=—-————,a,b e Qsia“-2b*#0, deci
a? - 2b* Y a? - 2b* ’
a _2b )
2 2 212+
At=] ¢ ‘be @277 CksiaaT =1,
a

a? -2  &®-2p? 7
Deci (K, -) este monoid si toate elementele din K diferite de O, sunt inversabile.

A4y +A) = (X1 2}’1}((352 2)’2\_4_(353 2}’3\_\_ —
i X Yo Xy J \ys X3 ]JJ

_ (x1 2)’1}(352'”53 20y, +¥3)) _
YiooXp \Ya+ys Xot+x3 ]

_ (xl(x2+x3)+2y1(y2 +¥3) 2(x100 +x3) + X0y, +}’3))\_ _
Y10 +x3)+x1 (¥ +¥3)  x00 +x3)+2y1(Yo +y3) T

_ (xlxz+2y1y2+x1x3+2yly3 2(x1y2+x2y1)+2(x1y3+x3y1)\' _
X1Yo T XY +X1Y3 + X3Y, X1 Xg +2Y1 Yo + X1 X3 +2Y1Y3 ]

_ (x1x2+2y1y2 2065 +x31)) " (x1x3+2y1y3 20x1y5 +x3y1)) _

X1Yo+XoY1  XyXo +2Y1Y5 ] X1Y3+ XYy XXz +2y1Y3 ] a

— (x1 2)’1}(352 2)’2\_ n (x1 2)’1}(353 2)’3\_ — AA. + AA
yi o \ya xof yi o x \ys x3f 2 v

Analog se arata: (A, + A3)A; = AA; + AsA,.

Rezulta ca tripletul (K, +, -) este corp.
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2. Pe multimea K = (0, +) se definesc aplicatiile:
i KxKo>K 06y ox-y 2 xy si *:K><K—>K,(x,y)—>x*ydjxlny.
Sa se arate ca tripletul (K, -, ) este corp comutativ.
Solutie
Cele douad aplicatii sunt legi de compozitie interne, V x, y € (0, +), avem xy € (0, +o)
sixxy= XY e (0, +0).
Cuplul (K, -) este grup abelian.
G. (K, -) verifica axiomele grupului abelian:
G;. )z =x(2),VXx,Y¥,2€Kk;
G,. 3 e € K astfel incat ex = xe = x, Vx € K.
Elementul neutruestee=1eK,1-x=x-1=x,VxekK.
G3. Vx e K,3x e Kastfel incatx’ -x =x-x' = 1.

~1

. _ 1 A~ A _
Pentru orice x € K, avem x’ = x ' = ; astfel incatx-x'=x"1.-x=1.

G xy=yx,Vx,y ek
Rezultd ca acest cuplu, (K, -), este grup abelian, grupul multiplicativ al numerelor

reale strict pozitive, (R: L)
M. (K, %) este monoid si toate elementele diferite de 1, care este elementul neutru pentru
inmultire, sunt simetrizabile.
Se verificd axiomele M;, M,, M, si M3 ale unui monoid comutativ (K, ) siaxiomaD de
distributivitate. Rezulta ca tripletul (K, -, ¥) este corp comutativ.

Corpul Z, al claselor de resturi modulo p (p prim)

Inelele (Z, +, $) si (Z,4, +, $) nu sunt corpuri. Nu oricare ar fi x € Z este inversabil in
raport cu inmultirea din Z. In inelul (Z,, +, $), nu orice x € Z, este inversabil in raport cu

operatia de inmultire, unde avem 2-2 =0 si se stie cd nu existd divizori ai lui zero
intr-un corp.
Dacd p > 0 este un numar prim, atunci inelul Z, este corp.

o

Intr-adevir, elementele lui Z, sunt: 6, i, ﬁ,..., p-1.

Pentru oricea € Z,,1d” a < p, p prim, avem (a, p) = 1. Pentru p prim, singurii divizori
pozitivi ai lui p sunt 1 si p. Cum 1 d” a < p, p nu divide pe a, deci a si p admit un singur

divizor comun pozitiv, si anume pe 1, deci (a, p) = 1. Deducem de aici ca orice clasa a € Z,,

a # 0, este inversabila in raport cu inmultirea, deci Z, este corp.

In particular, Z este corp. Faptul cé orice clasa oo ) o
Tabela adundrii ~ Tabela tnmultirii

a €Zs, a # 0, este inversabila in raport cu Inmul- din 7 din 7

tirea se observa si pe tabela inmultirii din Zs: .| 9 ] 3 01 2
-l A a1 s T2 =~ 2
i) =1.(3) -2 oo 12

1|1 2 0

212 0 1
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Temad
1. Fie aplicatiile:

def.
* RxRoR,(y) >xxy = 3x°+y%;

GRxROR, () >x-y = xy.
Sa se arate ca tripletul (R, «, -) este o structura de corp comutativ.

2 . Pe multimea R se definesc aplicatiile:

def.
*:RxR>R, 0,y) >x*xy = x+y-2,

def.
AR XxRSR, 0,y) >xay = 2(xy—2x-2y + 5).

Sa se arate ca (R, x, A) este corp.

3. Pe multimea Q se definesc aplicatiile:

def.
A:QxQ—->Q, 0y) »>xAy = x+y-7;
def.
v:QxQ—->Q, (,y) >xvy = xy—7(c+y) + 56.
Sa se arate ca tripletul (Q, A, V) este o structurad de corp comutativ.

4 . Pe multimea R se definesc aplicatiile:

def.
*:RxR>R, 0,y) >x*xy = x+y-1,

1:RxR->R, 0,y) >xLly=2xy—2x-2y + 3.
Sa se arate ca tripletul (R, *, 1) este o structura de corp.

Z b4
5. Fie K:{[ L _21

2, % 7

% =X+ Vil By =Xy + Yol, X1, Yi5Xss Vs eIR} c M, (R).

Sa se arate ca impreund cu adunarea si inmultirea matricelor tripletul (K, +, -) este corp.

X+
6. Fie K = Y Y \_
=Sy x-2y)

x,yelR}c/\/IQ(lR)‘

Sa se arate ca tripletul (K, +, -) este corp comutativ.

7. Fie multimea K = (0, +o0) si aplicatiile:

-:KxK—>K, (x,y)—)x-yng'xy,

def.
» KxK—>K, (x,y) >xxy = x™.

Aratati ca tripletul (X, -, %) este o structurd de corp comutativ.

8. Fie multimea K = {(_xy )};}| X, ye]R} < M,y(R).

Aratati ca tripletul (K, +, -) este corp comutativ.
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9. Se considera multimile:

10.

11

K, =Q[V5]={x+y¥5 | x,ycQ} si KZZ{(x 57)
y xJ

Sd se arate ca tripletele (K;, +, -) si (Ky, +, -) sunt corpuri.

x,yeQ}.

Se considera tripletele (R, +, 3 si (R, o, ), unde
o :RxR->R,(y) >xoy=x+y-25si
¥ ' RxR->R, (x,y) >x*xy=xy—-2x-2y+ 6.

Sa se demonstreze ca (R, o, ¥) este o structura de corp.

R Z
.In multimea matricelor M,(C) se considera submultimea G = {[O -

a) Sa se verifice dacal, € Gsi 0, € G.

0

P4

b) Sa se arate ca daca =0, atunci z = O oricare ar fi z € C.

c) Sa se arate cd dacd A;, A, € G, atunci AA, € G.
d) Sa se arate cd daca A € G, A # O,, atunci matricea A este inversabila si Al edG.

y b y . ) 3 -i 0) (-i 0)
e) Sa se gaseasca o matrice X € G cu proprietatea ca X 0 7;& 0 }_xX .
i i
f) Sa se arate cddacd A, B € G siAxB = O,, atunci A = O, sau B = O,.

g) Sase arate cd multimea H = G \ {O,} Impreuna cu operatia de iInmultire a matricelor
determina o structura de grup comutativ. Stabiliti daca (G, +, ¥ este corp.

Teste pentru verificarea cunostintelor
A B

1. Pe multimea Z a numerelor intregi 1.FieA= {x + y\/gl X,y € Z} o multime
definim legile de compozitie:

dotatd cu operatiile de adunare si

Xly=x+y+3,Vx,yelZsi inmultire.
XxTy=xy+3x+3y+6,VxyelZ S4 se demonstreze ci (A, +, ¥ este
Sa se demonstreze ca (Z, 1, T) o structurd de inel comutativ. (4p)
este o structura de inel. (4p) 2. Se considera multimile

2. Fie multimea K = (0, + o) si Q(\/ﬁ :{x+yx/§| x,ye@}§i
aplicatiile x 2y)
x: KxXK—>K, (x,y) >x > = xy, K= [y X}JX,J’EQ}-

Si se demonstreze ca (K, % x) este

:KxK—>K, (x,y) > = X" v 5
* 06 y) >xxy = x Sasedemonstrezeca(Q(\/E),ﬂ%

o structurd de corp comutativ. (5p) si (K, +, ¥ sunt corpuri. (5p)

Notd: Timpul efectiv de lucru este de 50 de minute pentru fiecare varianta. Se acorda 1 punct din oficiu.
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INELE DE POLINOAME CU
COEFICIENTI INTR-UN CORP
COMUTATIV (Q, R, C, Z,,, p prim)

1. Forma algebrica a unui polinom; operatii
(adunarea, inmultirea, inmultirea cu un scalar)

1.1. Definitii si exemple

Fie ay, ay, ..., a,, ..., n € N, un sir infinit de numere complexe cu proprietatea ca exista
ke N astfel incat a, = 0, oricare ar fi k > n. Fie, de asemenea, un simbol numit
nedeterminata pe care il vom nota cu X.

Definitie
Se numeste polinom in nedeterminata X cu coeficienti complecsi expresia
formaldf = a, + @, X + a,X* + ... + ¢, X" + ...
Numarul q;, k € N, se numeste coeficientul de rang k al polinomului f, iar
expresia de forma q,X* se numeste monom in variabila X si coeficientul a;.

Vom nota multimea polinoamelor cu coeficienti complecsi in nedeterminata X cu C[X].
De asemenea, vom nota:

R[X] multimea polinoamelor cu coeficienti reali in nedeterminata X;

Q[X] multimea polinoamelor cu coeficienti rationali;

Z[X] multimea polinoamelor cu coeficienti intregi;

Se stie ca Z < Q — R < C si deducem proprietatea Z[X] ¢ Q[X] c R[X] < C[X].

Vom scrie un polinom f cu coeficienti complecsi in nedeterminata X sub forma

f=ay+aX+aX + .. +aXx"

numiti forma algebrici. Vom conveni ca termenii a,X* si fie omisi dacd a; = 0, iar
daci @, = 1 vom scrie X* in loc de 1 xX*.

De exemplu, putem scrie:

F=14+3xX+0xX2-4xX3+0xx*+...=1+3Xx-4x"7

g=0+0xX+2X*+ 1+ 3xX* + 0 + ... = 2X* + X° + 3x*

h=1+1xX+3xX+1xC+0xX"+..=1+X+3X+X°

1.2. Egalitatea a doua polinoame

Definitie
Fiind date polinoamele f, g € C[X],
f=ay+aX+aX*+..+aX" si g=by+bX+hbX + .. +bX"
vom spune ca cele doud polinoame sunt egale si vom scrie f = g dacd a; = by,
oricare ar fi k € N.
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EXEMPLE

1. Polinoamele f = 1 + 2X* + 5X*si g = 5X* + 2X* + 1 sunt egale.

Cele doud polinoame au toti coeficientii de acelasi rang egali.

intr-adevar: ay = by = 1,a, = b, = 0,a, = b, = 2,a;, =b; =0sia, = b, = 5.

2. Determinati parametrii A si p astfel incat polinoamele f = 3 + AX + X* + 5X° + ...,
g=3 44X+ X* 4+ uX° + ... si fie egale.

Din conditia ca cele doud polinoame sa aiba coeficientii egali rezultd A = 4sip = 5,
decif=g=3+4X + X* + 5X°.

1.3. Gradul unui polinom

Fiefe C[X],f#0,f=ay,+ a; + ... + ¢, X" + ... un polinom.

Se numeste gradul polinomului f cel mai mare numaér natural n cu proprie-
tatea a, = 0.

Daca grad f = n, monomul ¢, X" se numeste termenul principal al polinomuluif,
iar a, coeficientul dominant. Dacé a,, = 1 se spune ca f este polinom unitar
sau polinom monic. Coeficientul a, se numeste termenul liber al polinomului f.

Pentru polinomul 0 (nul), 0 = 0 + 0 xX + ... + 0 xX" + ..., nu se defineste
gradul. Polinoamele de grad zero si polinomul 0 se numesc polinoame constante.

Exercitii rezolvate

1.FiefeRX],f= %+ 51+ 6)X> + 02+ 31 + 2)X2 + (A + 2)X + 5. Si se determine
gradul polinomului fin functie de parametrul A.
Solutie
Dacd A% + 50 + 6 = 0, deci A € {-3, -2}, coeficientul lui X° este zero.
Rezulti cd grad f = 3dacd A € R\ {-3,-2}. Pentru A = -3, rezultif = 2X>*-X + 5, deci
grad f = 2. Pentru A = -2, f = 5, deci grad f = 0.

2. FiefeR[X],f=O+ DX+ A%+ 2% + 2)X* + (A% + 1)X + A% + 4. Si se arate ci
existd A € R astfel incat grad f = 2 si coeficientul dominant sa fie 1.
Solutie
Din conditia ca grad f = 2 si Mr2v+2=1rezulti A2+ 20 +1=0,(A + D% =0,
deci A = -1, de unde rezultd f = X*> + 2X - 3.

Efectuati in clasd
1. Determinati valorile parametrilor X si p astfel incat polinoamele f = (A + 22X + 55X +
(L +2)X+3sig=X+ (un+ 2)X* + X + 3 si fie egale.
2 . Studiati gradul polinomului
f=m +3m+2)X + (M*+5m+HX°+ (M*- DX +m + 2
in raport cu parametrul m.
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1.4. Operatii cu polinoame

Definim pe multimea C[X] doud operatii algebrice: adunarea polinoamelor si Inmultirea
polinoamelor.

1.4.1. Adunarea polinoamelor
Fief,g e CIX],f=ay+ aX + aX* ... +a X"+ ..., g =by + b X + b,X* + ... + b, X" + ...

Definitie
Se numeste suma polinomului f cu polinomul g, notata f + g, polinomul:
f+g=(ay+by) + (a; +b)X + (ay + bX* + ... + (@, + bX" + ...

EXEMPLE

1. Fief,g e C[X],f = 3X° + 2X* - 5X + 2, g = —2X°> + X> + 4X — 3. Suma celor doui
polinoame este: f+ g = (3-2)X>+ 2+ DX* + (-5+ DX +2-3 =X+ 3X*-X-1si
deducem ca grad (f + g) = 3 = grad f = grad g.

2. Fief,g e C[X], f=2X> + 7X* - 3X + 5 si g = —4X* + 2X — 3. Suma celor doui
polinoame fsigeste: f+ g=2X>+ (7-HX>+ (-3 +2)X + 5-3 =2X> + 3X* - X + 2;
rezulta grad (f+ g) = gradf=3 > 2 = grad g.

3. Fief,g e C[X],f=2iX* + 3X-2sig = 3iX> + X*-3X + i.
Rezultd f+ g = 3iX> + (1 + 20)X* +i—2sigrad (f+ g = gradg = 3 > 2 = grad f.

4. Fief,g e CX], f=-51-2X*+3iX° + 2X*-iX +i-2,g = 52 - DX* - 31 +
+E-DX+ (1 +20X+3-2i.Rezultif+g=iX>+ 1+ )X+ 1—-i,grad f+ g) =
=2 <4 =gradf = gradg.

Proprietate

Fief,g e CIX],f=a X"+ a, X"+ .. +aX+ap,g=b,X" +b, X" +..
... +bX + by astfel incat grad f = n, grad g = m. Atunci
grad (f + g) <max {grad f, grad g}.

Intr-adevir, f + g = a X" + ... + (a,, + b,)X™ + ... + a, + by, daci n > m, deci
grad (f + g) = n > m. De asemenea, f + g = b, X" + ... + (a, + b)X" + ... + a5 + by,
grad (f + g) = m, dacam > n.

Incazulincarem =n,f+ g = (a, + b)X" + (@, ; + b, DX"' + ... + (a; + b))X + a, + b,
sigrad (f + g = n, dacd a, + b, # 0sau grad (f + g) <n, dacda, + b, =0.

1.4.1.1. Opusul unui polinom

Fie f € C[X], f = a, X" + a, X' + a,X + a,. Se numeste opusul polinomului f si se
noteazi —f polinomul —f = (—a,)X" + (-a,_ )X" " + ... + (a)X + (-ay).

Rezulta f+ () = () + f=0.

Intr-adevir, () + f = ((-a,) + a,)X, + ((=a,;) + a, DX + ... + ((-a;) + a)X +
+ (—ap) +ap=0xX"+ 0xX"" + ... + 0xX + 0 = 05, analog, f + () = 0.
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1.4.1.2. Proprietati ale operatiei de adunare a polinoamelor

Al. Asociativitatea: (f + g) + h=f+ (g + h), Vf, g h € C[X].

A2. Elementul neutru: f+ 0 =0 + f =f, V f € C[X].

A3. Opusul unui polinom: f + (-f) = (-f) + f =0, V f € C[X] (orice polinom are opus).

A4. Comutativitatea: f+ g =g + f, V f, g € C[X]

Demonstratie

Vom demonstra proprietatea 3. Fie f € C[X], f = @, X" + a, X" + ... + a,X + a,.
Rezultd -f = (-a,)X" + (—an_l)X”_1 + ... + (=aX + (=ay), deci

f+ (D= (a,+ a)NX"+ (a,; + (~a, DX+ ...+ (@, + (a)X + ay + (-ap) =

=0xX"+0xX"t + ...+ 0xX=0=((-a,) +a)X"+ ((~a,_ ;) +a, )X+ .. +

Se demonstreaza usor si celelalte proprietati.

1.4.2. Scaderea polinoamelor

Definitie

Fie f, g € C[X] doua polinoame.
Se numeste diferenta celor doud polinoame polinomul:

def.
f-g = f+ (=9, Vf,geCX]

EXEMPLE
1. Fief,g e C[X], f = 3X* + 2X> = 5X + 7 si g = 5X* - 3X® + 2X? + 3X - 2. Vom scrie
—f, —g si vom calcula f-gsig—f. Ardtaticaf+ g=g + f.
Rezulti —f = (=3)X* + (-2)X® - (-5)X + (-7) = -3X* - 2X®> + 5X - 7,
—g = (-5)X' - (3)X% + (-)X* + (-3)X - (-2) = -5X* + 3 - 2x> - 3X + 2.
f-g=f+ () =@B-5)X"+(+2+ )X+ (0-DX*+ (-5-3)X+ 7+ 2 =
= 22X +5X°-2X*-8X+9;g-f=g+ (N =G-3)X"+ (3-2X>+ 2+ 0)X> +
+ (B+5X-2-7=2X"-5X"+ 2X*> + 8X-9, de unde rezulti cif-g# g—f.
Pentruf+g= B +5)X'+ 2-3)X + (0 +2)X*+ (-5+3)X+7-2=(5+3)X* +
+( B+ R2+0X3+ B-5X-2+7=g+f

2. Fie polinoamele f, g € C[X], f = AX* + (o + DX + B +3§ig=X2—3X+ 7.
Vom determina parametrii A, a, f astfel incatf+ g =g + f= 0.

Rezultif+g= A+ X2+ (a+1-3)X+P+3+7=0+DX*+ (a-2DX+ B +
+10=0,decir+1=0,0-2=0sip + 10 = 0. Obtinem A = -1, a = 2, § = -10,
f=-X*+3X-7=-g.

Efectuati in clasd
1 . Stabiliti gradul polinomului f € C[X], f = X°> + 2X* + X(X* + 2X3) - X*(3 + X* + 3X) + 5.

2 . Sa se determine gradul polinomului f € C[X], f = O2-DX + 2+ 30+ 2)X +
+ (A= 1)X + A + 2, A fiind parametru real.

3. Fie polinoamele f, g € C[X], f=X> + 5X + 2, g = -2X*> + 6X + 1.
Calculati -f, —g, f +g, f- 8, f-g5ig-f.
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4 . Se considera polinoamele f, g € C[X], f = (m + DX+ (m?-1)X,
g=-(m-1)X*+ X+ 3m. Calculati—f, -¢, f + g, f- g sig—f.

5. Stabiliti gardul polinomului f € C[X],
f=&-DX3+ O2-30 + 2)X* + (A2 + 3% + 2)X + L — 1 stiind ca A e R.
1.4.3. inmultirea polinoamelor
Fief,g e C[X],f=ay + a,X + aX* + ... + a,X", g = by + b,X + b,X* + ... + b, X™.
Definitie
Se numeste produsul polinomului f cu g polinomul
fe=co+ X+ X2+ oo+ XU,

Co = agb,

¢ = ayby + ajby

¢y = ayby + @by + ayby

UNAE e .

Daca f = 0 sau g = 0, atunci fg = 0. Daca f # 0 si g # 0, atunci a,,b,, este coeficientul
termenului principal al produsului fg si grad fg = grad f + grad g.

Operatia de inmultire a polinoamelor are proprietati asemanatoare operatiei de adunare
a polinoamelor:

I1. Asociativitatea: (fg)h = f(gh), V f, g, h € C[X].

12. Elementul neutru: 1 xf = fx1 = f, V f € C[X].

I3. Comutativitatea: fg = gf, V f, g € C[X].

In raport cu operatia de adunare a polinoamelor este satisficuti si proprietatea:

D. Distributivitatea inmultirii fata de adunare: f(g + h) = fg + fh.

Operatiile cu polinoame au proprietdti asemandatoare operatiilor cu numere.

Exercitii rezolvate
1.Fief, g e CX],f=2X>-3X? + X-2sig = 3X? + 2X — 1, si se calculeze fg.

Solutie
Efectuand calculele, putem scrie:
fxg=2C-32+X-2)3Xx*+2X-1) =

=6X°-9X* + 3x° - 6X> +

+4xt - 6X° + 2X* - 4x -
—2x3 +3X%- X+ 2=
=6X°-5X"-5X - X*-5X+2
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2. Fief,g,heCX,f=X>+1,g=X>+2X+3,h =3X*-2X + 2.
Verificati proprietatea de asociativitate (fg)h = f(gh).
Solutie
fe=E+ D +2x+3)=x* + X2+
+ 2x° +2X +
+ 3%° +3=

=X*+2xX° + 4x> + 2X + 3

(foh =&+ 23 + 4+ 2X + 3)(3X%-2X + 2) =

=3x°+ 6X° + 12x* + 6X° + 9Xx? -
—2x° - 4x* - 8x°- 4x* —6X +
+ 2X' +4X° + 8X* +4X+ 6=
=3X% + 4X° + 10x* + 2X° + 13X%> —2X + 6.

De asemenea:
gh= (0 +2X +3)(3X° - 2X + 2) = 3X* + 6X° + 9X>—
-2X° - 4X° - 6X +
+2X° +4X + 6 =
=3X*+4X° + 7X* -2X + 6
flgh) =+ DEX + 4 + 7X> - 2X + 6) =
=X+ + 72X+ 60X+ 1) =
=30+ 4%+ X -2+ 6xXP +
+ 3X*'+4x°+ 7X*-2X+6=
=3X°+4x° + 10x* + 23 + 13> - 2X + 6

3.Fief,g heCX,f=iX+2g=2X"—iX+1,h=X>+2X +1i.
Sa se verifice proprietatea f(g + h) = fg + fh.

Solutie
Efectuand calculele obtinem:
g+h=2x —iX+1+

+ X2 +2X +i=
=3+ Q2-DX+1+1i
flg+h) =@X+2)BC+Q2-DX+1+1)=
=3+ Q2-DX+1+i
iX+2
=3+ Qi+ DX+ (-DX+
+6X*+ (420X + 2+ 2i =

=3+ Qi+ DX+ B-DX+2+2i.

De asemenea:
fo= (X +2)2C-iX+1) = (2 -iX+ DX+ 2) =
=2+ X*+ iX+
+4X* —2iX + 2 =
=2 +5xX%- iX+2
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fh=X+2)0C+2X+1) = +2X+ DX + 2) =
=iX* + 2iX* - X+
+ 2%+ 4X + 20 =
=+ (2 + 20X% + 3X + 2,

astfel Incat:

fa+fh=2X+5X2-iX+2+
+iXC+ Q2+20X2+3X+2i =
=3+ Qi+ 7DX+ B-DX+ 2+ 2i.

Mentionam cd proprietdtile Intalnite la operatiile cu numere se regdsesc si la operatiile
cu polinoame. Vom preciza unele din aceste proprietati. Fie f, g, h € C[X]. Avem:

f(—g) = (-Ng = —fg (regula semnelor);

F+e?=Ff>+2f2+g%

f-9°=f>-2f2 + ¢

F+9F-8 =f>-g5

flg-h) = fg—fh;

P48 =+ fe+ 9

-8 =0-90F+f+);

F+"=Cof"+ CHf" g+ ..+ Ck kK + .+ C"¢", n e N* (binomul lui Newton).

Efectuati in clasd
1.Sedauf=X*-3X+ 2,g =X + 5. Calculati fg.

2.Fief= 5X2-2X + 7. Determinati a, b, ¢ € R astfel incat f = a(X - 22+ b(X-2) +c.
3. Calculati (X + 2)*si (X + 2)°.

Temd
1. Calculati fg daca:
a)f=X-X+1,g=X>+X+1; D) f=X*+iX+1,g=X-iX+1;
Of=X"-X+xX-X+1,g=X+1; Df=X*+X+X+X+1,g=X-1;

e)f=1+DX+1-10,g=X+1A-DX+ 2i;
Hf=-X>+Q+DX+1A-1,g=X>+QA-DX+ (1 +1.

2. Calculatif(g + h) sif(g—h) dacif=X>*+3X +2,g =X>-3X +2,h = 2X + 1.
3. Calculati (f + @)% (f-@)?sif>-g*dacif=2X+1,g =X + 2.

4 . Determinati a, b, ¢ astfel incat polinomul f = 2X% + 3X — 4 si se scrie sub forma
f=aX+ 2?2 +bX+2) +c.

5.Dacdf=3X+ 3)2+2(X+3) + 1, determinati a, b, ¢ € R astfel incat
f=aX-3”+b(X-3) +c.
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2. Teorema impartirii cu rest; impartirea
cu X — a; schema lui Horner

2.1. Teorema impartirii cu rest a polinoamelor

In multimea numerelor Intregi Z este cunoscuta teorema Impaértirii cu rest (a impartirii
euclidiene):

Teorema

Oricare ar fia € Z sin € N*, existd q, r € Z, unic determinati, astfel incat:
a=nq+r,0<r<n,

unde g se numeste catul si r restul impartirii euclidiene a lui a prin n.

Aceastd proprietate se regaseste si in multimea polinoamelor.
Vom nota cu K[X] multimea polinoamelor cu coeficienti in corpul K si nedeterminata
X, unde corpul K poate fi Q, R, Q, C sau Z,, p prim.

Teorema

Fie f si g doua polinoame din K[X], g # 0. Oricare ar fi polinomul f € K[X],
existd polinoamele g, r € K[X] unic determinate astfel incat:
f=gxq+r,
cu grad r < grad g, dacar # 0.

Demonstratie. Vom demonstra existenta si unicitatea polinoamelor g sir.

Existenta. Dacd f = 0, atunciseiaq = Osir = 0; avem: f = gx0 + 0 = 0.

Daca f # 0, presupunem grad f = n si grad g = m. Avem:

f=ax"+a, X"+ .. +ax'+ ax’ a,#0,si

g=Db, X"+ b, X"+ ..+ bx'+ by’ b, #0.

Daca n < m, relatia f = g xq + r este verificatd dacd considerdam q = 0 sir = f. Sa
presupunem cé grad f = n > m = grad g si relatia:

f=gxq+r,

este adevaratad pentru polinomul f; € K[X], f; # 0, unde grad f; < n. Vom considera
polinomul f; e K[X] definit astfel:

a, n-m
G) fi=f-pmX"Tg.

m

Deducem ca termenul principal al polinomului Z—”X Mg este:
L xmmh X" = a, X"
b,
Deducem ca polinoamele f si Z—”X ""Mg au acelasi termen principal si deci:

m

grad f;< n = grad f, daca f; # 0.
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Repetand rationamentul, deducem cé exista doud polinoame q,, r; € K[X] astfel incat
1=8%q, + 1y,

unde grad r; < grad g, dacd r; # O si obtinem: f = g[Z—"X Mg }+ n,

. . . s Ay nm .
si relatia () este adevarata, cu: q= b—"X +q, sir=ry.

m

Unicitatea. Sa demonstram unicitatea lui q si r din relatia ().
Fie ¢/, r' € K[X] astfel incat
fr=gxq +r1,

si grad r'< grad g, daca r' # 0.

Din f =gxq+r=gxq' +r,rezultag(q-q)=r-r'.

Dacédr #r', atunci g — q' # 0 si avem:

grad g = m > grad(r' —r) = grad g + grad(q' — q) > grad g = m, dacd m > m.

Contradictie: Atunci este adevarat cir =r' sidin grad(q—q) =r-r' =0, g# 0, rezultd
caq=4q'.

Polinoamele q si  din enuntul teoremei se numesc catul, respectiv restul impartirii
euclidiene a polinoamelor f prin polinomul g = 0.

Rezultd ca este necesar sa se demonstreze existenta si unicitatea polinoamelor q sir.
In cele ce urmeaza vom utiliza algoritmul care rezultd din demonstratia teoremei si vom
prezenta pentru cazuri particulare determinarea lui g sir.

EXEMPLE

1.Fief,g e C[X], f = 2X°— 5X* + 11x° - 11X* + 15X -7, g = X*>— 2X + 3. Avand in vedere
relatia f = gg + r, unde grad r < grad g, deducem cé grad q = gradf—gradg =5-2 = 3.
Coeficientul dominant al lui q se determina astfel incat inmultit cu coeficientul dominant
al lui g sa dea coeficientul dominant al lui f; prin scadere obtinem un polinom f - gq cu
gradul mai mic. Algoritmul se repetd pentru acest polinom f — gq pana se obtine un
polinom de grad mai mic decat gradul lui g.

Procedand in mod analog cu cazul impartirii euclidiene a numerelor intregi, sche-
matic calculele pentru determinarea lui q si r pot fi organizate astfel:

2X° —5X* + 11X°— 112 + 15X -7 | X*—2X + 3

2X° + 4x* - 6x° | 2X° X%+ 3X-2
-Xx*+5x°-11X% + 15X -7
Xt - 2x® + 3x%

/  3X°- 8X*+ 15X -7
33X+ 6X2 - 9X
/ —2X°+ 6X-7
22— 4X+6
/ 2X -1
Rezultd g = 2X° - X* + 3X - 2sir =2X-1.
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Folosind relatia de definitie a impartirii f = gq + r, putem face proba:
g =qg =2 -X*+3X-2)(X*-2X+3) =
=2X° - X*+3X° - 2X*-
—ax* +2x° - 6X*+ 4X +
+6X° - 3X*+ 9X -6=
= 2X° - 5X* + 11X° - 11X* + 13X -6,

deci:
gq +r=2X-5X"+11X°-11x*> + 13X -6 +
+ 2X-1=
=2X° -5 + 11X°-11X2 + 15X -7 = f

2.Fief,g e C[X],f=3X"-X"- %XB +3x*-3X + 25i g = 2X° - 2X + 3. Determinim

catul si restul impartirii lui fla g.
Efectuand calculele, obtinem:

3X5—X4—%X3+ 3X2_3X + 2 | 2X°-2X + 3

3y 3 940 3 1y, 3
3X + 3X 2X |2X 2X+4
_ 3x3_3x2_
/ X4+2X 5X*-3X
X - X2+%X
3y3_ 552 3
/ 2X 2X 2X+2
_3x3 3x_9
ZX +2 4
52 1
/ _iX 7
so- 3¢ ly,3 ,_ 5p 1
Rezultd g = 2X 2X + 2 r 2X 7

Efectuati in clasa
Sa se facd proba impartirii de la exemplul 2.

Exercitiu rezolvat
Si se determine polinomul f = 2X° + aX? + bX + 8 astfel incét imprtit la polinomul
g =X>-2X + 3sadearestul r = 3X + 2.
Solutie
Catul Tmpartirii polinomul fla g are gradul 1. Coeficientul dominant al lui g este 2,
deci avem q = 2X + A. Din relatia f = gq + r deducem:
g7 = (X*—2X +3) x(2X + 1) =
=2X°-4X* + 6X +
+0X2 - 20X + 3\ =
=2X° + (b —DX> + 2(3-MX + 31,
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astfel: gg + r = 2+ W =—DX>+2(3-)X + 30 +

+3X+2=
=20+ L -DX2+ (9-20X + 30 + 2 =
=2x° + ax® + bX + 8 =1
A—4=a
Rezulti {9-2L=b,A =2, a=-2,b =5, deci f = 2X> - 2X*> + 5X + 8.
3L+2=8

Efectuati in clasd

Fief,ge CIX], f=3X"+2x° - 5x* + 3X + 25ig = X* - X + 2.
a) Determinati catul si restul Impartirii polinomului fla g.

b) Sa se faca proba impartirii (f = gg + 1).

Temd

1 . Aflati catul si restul impirtirii euclidiene a polinomuluif = 5X° + 3X* - 2X° + 4X* - 3X + 2
pring = X° + 2X> - 3.

2 . Si se afle catul si restul impartirii euclidiene a polinomului f = 2X° + X* - 5X* - 8X + 1
pring = X* - 3.

3. Sa se determine catul si restul impartirii polinomului f prin g daca
f=X"+2x3+ A+ 20X+ 2iX + 1sig=X>+ X + 1.

4 . Se cere q sir astfel incat f = gxq + rdacaf=iX" - (1 + DX? + 3iX— (i + 1) si
g=X+2i

5. Fiefe C[X]sia, B € C, a# 3. Sd se demonstreze ca restul impartirii polinomului f prin

X = ) (X—B) este: r = LB =SB 5, o (B)=Pf(e)
. a-p a—P )

2.2. Valoarea unui polinom

Definitie
Daci f e CX], f = a,X" + a, X" ' + ... + ,X + a, si a € C, vom nota

flo) = a0 + @, ;0™ + ... + ;0 + ao. Numarul f(a) € C se numeste valoarea
polinomului f pentru a. € C.

De asemenea, se mai spune ca f(o) este valoarea polinomului f si se obtine atribuind
nedeterminatei X valoarea o. € C.

EXEMPLE

1. Daci f € C[X], f = 3X> — 8X* + 5X — 3 si o = 2, atunci valoarea polinomului f
atribuind nedeterminatei X valoarea 2 € C este:

f2) =3x2°-8x22+5x2-3=24-32+10-3 = —1.

2. Dacadf = X2-(1+DX-3+2i sio = 1-i e C, valoarea polinomuluifina = 1 -1,
este: f(1-1) =i(1-D*- A +DA-0)-3+20=i(1-2i-1)+ (1 +1)-3+2i=
=2+4+2-34+2i=1+2i.
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2.3. Valoarea sumei a doua polinoame si
valoarea produsului a doua polinoame

Pentru f, g € C[X]si a € C, avem
G+ 9@ =fl@ +g) s () (@) = flw) xg(0))

intr-adevar, fie f = X* - 3iX + 5si g = 2X* - 3. Pentru o. = i € C, avem:
f+g=3X-3iX+2 (f+g) =3xi*-3xixi+2=-3+3+2=2si
fi) =i?-3ixi+5=-1+3+5=7,g() =2xi°-3 =2x(-1) -3 = -5,
de unde rezultd f(i) + g()) =7-5=2= (f+ 2 ).
De asemenea,
fg = (3-3iX+5)(2x*-3) =

= 2x* - 6iX° + 10x% -

- 3X* +9iX-15 =

=2x*-6iX° + 7X* + 9iX - 15,

deci (fg) (D) = 2 xi* = 6ixi®> + 7i* + 9ixi—15=2-6-7-9 - 15 = -35,
respectiv f(i) xg(i) = 7 x(-5) = =35, deci (fg) (i) = f(i) xg(@).

Efectuati in clasa
Daci f = 2X*—3X + 5sig = X* + 2, verificati ci (f + g)(a) = fla) + g(a) si

(fo) (o) = f(o) xg(a) pentru o = -2.

2.4. Functia polinomiala asociata unui polinom

Definitie
Fiefe CX],f=aX" + an_l)gn‘1 + ... + @, X + a,. Polinomului f i vom asocia

o functie f : C— Cdatd prin f (o) = fla) = a, o + an_lotn_1 + ... + a0 + a,

V a € C; f se numeste functia polinomiala asociatd polinomului f.
In cazul f € R[X] functia polinomiald asociatd polinomului f este:
f R>R, f(a) =flw), VaeR.

EXEMPLE
1. Fiefe R[X], f = X* - 5X + 4. Functia polinomiald asociati polinomului f este

fiRSR, f(x) =x*-5x+ 4.

2. Fie f € R[X], f = -X* + 4X — 1. Functia polinomiali asociati polinomului f este
f ‘R R, f(x) =%+ 4x-1.

3. Fie f € R[X], f = X° - 4X. Functia polinomiala asociati polinomului feste f : R —» R,
f ) = x° - 4x.

Multimea valorilor functiilor polinomiale asociate polinomului f din exemplele 1, 2 5i 3
sunt prezentate in desenele din figura 1 (a, respectiv b si c de pe pagina 64).

Efectuati in clasa
Dacif € R[X], f = X*—X -6, si se scrie functia polinomiala asociata si si se vizualizeze

multimea valorilor posibile ale acestei functii.
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a Yy b Y c Yy
O 9

/TN

Fig. 1

\
QY
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QY

2.5. Radacina unui polinom

Definitie

Fiind dat un polinom f € C[X], un numar o € C se numeste radacina a
polinomului fdaca f(a) = 0.

EXEMPLE
1. Dacif e R[X],f = X*~5X + 6, atunci numérul o = 2 € R este ridécini a polinomuluif.
Intr-adevar, f(a) = f(2) = 22_5x2+6=4-10+6=0.

2.Fiefe RX],f= %XS + %Xz —X-3. Numaérul o = -1 € R este radécina a polinomului f.

fntr-adevir, f(-1) = %4_1)3 +%>{—1)2 (-1 -3= -%% +1-3=2+1-3=0.

3.Fiefe C[X], f = X* + 3X% + 2. Numirul a = —i € C este riadicini a polinomului f.
Avem f(i) = i*+3xi*>+2=1-3+2=0.

4. FiefeCXLf= 2X? — 3iX-3—i.Numirul a = 1 + i € C este radicini a polinomului f.
Intr-adevar, f(a) =f(1 + 1) =2(1 + D2-3i1+1)-3-i=2(1+2i-1)-3i+3-
-3-i=4i-4i=0.

Efectuati in clasd

Verificati cd o este raddcind a polinoamelor in cazurile urmatoare:

a) f=X-7X+12,a =4 b)f=3X>-5X + 8, 0. = -1;

Q) f=iX’-2X+ 1, a=1i d)f=X- 22X~ \2X + 2+ 202, 0= 42;
e f=0C+1*+X+ia=-

2.6. impartirea cu X - a, unde a < C,
teorema restului

Aplicand teorema impartirii euclidiene pentru polinomul f € C[X], f = X* - 3X° +
+ 5X*—2X -1 prin g = X — 1, obtinem:
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xX-3x +5x0-2x-1  [x-1

3
—?/<4+2§3+5X2 IX®_2x® +3X + 1
_2X3—2X2

3X% - 2X
-3X% + 3X

/ X-1

X+1

/ /

Am gisit catul impartirii lui flaX -1, ¢ = X> - 2X* + 3X + 1 sir = 0. Observim ca
o = 1 este rddécind a polinomului, f(1) = 0.
Un rezultat important este dat de teorema urmatoare.

Teorema restului

Fiind date polinoamele f € C[X]sig = X-a, a € C, restul impartirii euclidiene
a lui f prin X — a este f(a).

Demonstratie

Tindnd seama ca g = X — qa, deci grad g = 1, rezulta ca restul impartirii lui fprin X — a
este un polinom constant. Deducem ca existd q € C[X]sir e C astfel incatf = (X-a)q +r.
Pentru a € C, considerand valoarea fiecarui polinom din egalitatea precedenta, rezulta:
fla) = (a-a)q(a) + r si deducem r = f(a).

2.7. Schema lui Horner

Un procedeu, diferit de algoritmul de impartire a unui polinom f prin polinomul X-o. = g
pentru a determina catul si restul este dat de schema lui Horner.
Fief, g € C[X], unde g = X — a. Din teorema impadrtirii euclidiene avem f = gg + r, unde
grad g = 1. Rezulta grad g = grad f— 1 = n— 1 si grad r = 0 deci putem scrie:
q=b, X'+ b, X"*+..+bX+b,,
iar relatia f = gq + r devine:
X"+ a, X"+ ...+ aX+ay= X-a)(b, X'+ b, X2+ ...+ byx + by).
Efectuand calculele si grupand termenii asemenea rezulta:
b, X"+ (b, ,—ab, DX" + (b, 3—ab, DX*+ ... + (by—ab)X + (r—ab,) =
=a X"+ a, X"+ a, X"+ ... + a,X + a,.
Conform definitiei egalitdtii a doud polinoame identificdm coeficientii acestor polinoame:

bn—l =a,

bn—2 - abn—l =0y

bn—S - abn—2 =0y D
r—ab, = a,
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bn—l =a
by =a, 1 +ab,4
by_3 =a, 5 +ab,_, an

de unde deducem:

Am determinat astfel coeficientii polinomului cat. Acesti coeficienti pot fi trecuti intr-un
tabel, numit schema lui Horner:

X" X! X" X x°
a, a1 Ay s a; a,

al a, a,,+ab,, a,,+ab,, a; + ab, a, + ab,
b, 1 b, b, bo | T

de unde deducem: q = b, ;X" + b, X" 2 + ... + b)X + by sir = f(a).
EXEMPLU

Utilizdnd schema lui Horner, sa se determine catul si restul impértirii polinomului
f=X-3x"+5x3-3X*+ 2X-61laX-2.
Intocmind schema lui Horner, obtinem:
¥ x x¥ X x X
1 -3 5 -3 2 -6
2 1 -1 3 3 8 10
by by by by by | T

Am obtinut catul g = X* - X> + 3X* + 3X + 8si restul r = 10.

Exercitii rezolvate
1.Fiefe CX],f=2X>-9X*+ 13X-10sia = 1.
a) Sa se afle catul si restul impartirii lui fla X — 1.
b) Sa se scrie polinomul f sub forma f = a(X - 1%+ bX-1)2+ c(X-1) + d folosind
schema lui Horner si metoda coeficientilor nedeterminati.
Solutie
a) ¥ xX x X
2 -9 13 -10
1] 2 7 6|4
Rezultd ¢ = 2X*~7X + 6sir = -4, deci f = (X - 1) (2X* - 7X + 6) — 4.

b) Pentru f = a(X - DP+bX-12+c(X-1) + d, putem scrie:
f=ax®-3aX* + 3aX —a +
+bX? —2bX + b +

+X-c+
+d=
=X+ (3Ba+bX*+ Ba-2b+)X-a+b-c+d=
= 2x° - 9x? + 13X -10.

66


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Capitolul 3. Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q, R, C, Z,, p prim)

Rezulta sistemul de ecuatii:

a=2

-3a+b=-9
3a-2b+c=13 ’
—-a+b-c+d=-10

care admite solutiaa =2,b = -3,c =1,d = -4, decif = 2(X - D3-3X-1%+ X-1) -4.
Utilizdnd schema lui Horner, avem:
xX X X
2 -9 13 -10
1 2 -7 6 -4
1 2 -5 1
1 2 -3

decif=2X-1)°-3(X-1*+ (X-1) - 4.

2 Fief,geCX,f=X"-4X*+2X* + X + 6s5ig = X*~5X + 6.
Folosind schema lui Horner, sa se arate ca g este divizor al lui f.
Solutie
Putem scrie g = (X - 2)(X-3). Intocmind schema lui Horner, rezulti:

x x¥ x* x X

1 -4 2 1 6

—_
—
—_
o

decif=X-2)X-3)C+X+1D)=0C-5X+6)X*+X+1) = +X+ Dg.

Efectuati in clasd
1. Fiefe C[X],f = 3X> - 5X> + 4X -6, a. = —1. Folosind schema lui Horner, si se afle catul
si restul Impartirii polinomului fla X + 1.

2 . Fie fe C[X],f = 5X*>— 7X + 3. Si se scrie fsub formaf = a(X—2)* + b(X-2) + ¢, folosind:

a) metoda coeficientilor nedeterminati; b) schema lui Horner.
Temd
1. Aplicand schema lui Horner sa se determine catul si restul impartirii polinomului f prin g.
a)f=3x-2x*-6X+1,g=X-1; b)f=X-3C-6X+2g=X+1;
of =x'-2+x*-X-2,g=X-2; dDf=2x"-X+2X°-2,g=X+2;
e) f=4X'—6X + 2X* + 4X -1, g =X + %;

f) f=2X+8X*-4X+2,g=2X+ 1;

g) f=2X-3X*+4X-6,g=X+1;

h) f=2X-7x*+ 6X°-8X> + 9X + 10, g = X — 2;

) f=x-X"+3x°-6X+2g=X+1;

P =X+ Bx-s5x3+ 2/3x*-6X-4J3,g=X-3.

2. Fie f = 2X> - 3X* - X + 1, o = 2. Determinati restul impértirii lui fla X — a..
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3. Divizibilitatea polinoamelor, teorema lui Bézout,
c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. al unor polinoame,
descompunerea unui polinom in factori ireductibili

3.1. Divizibilitatea polinoamelor

Fiind date polinoamele f, g € C[X] am vazut ca restul si catul impartirii euclidiene a lui
f prin g sunt unic determinate.

Definitie
Daca f, g € C[X] se spune ca polinomul g divide polinomul f dacé exista un
polinom q e C[X] astfel incat f = g xq.
Daca polinomul g divide polinomul f vom nota g | fsi se spune cé g este
divizor al lui f sau f este multiplu al lui g. Se mai spune ca f se divide prin g.

Exercitiu rezolvat
S4 se stabileascd daci polinomul f = 4X° - 6X* + 13x% - 5X° + 10X — 8 se divide prin
g=X-X+2.
Solutie
Pentru a stabili daca polinomul g este un divizor al polinomului f vom face impartirea
luiflag.
45— 6X* + 13X°-11X% + 10X -8 | X2—X +2
—4X° + 4X" - 8X° | 4X° 262 +3X-4
/ - 2X'+ 5x°-11%°
+2x* - 2X3 + 4x*
/3% - 7X* 4+ 10X
-3X° + 3% - X
/ —4X* + 4X-8
4X> - 4X+ 8
/ /o

rezulta ca g |f§iq = 4x% - 2X> + 3X - 4.

Efectuati in clasa
Verificati relatia gg = f.

3.2. Teorema lui Bézout
Din teorema restului, deducem ca fiind dat polinomul f € C[X]sia € C, polinomul g =

X — o divide polinomul f daca si numai daca restul impartirii euclidiene a lui f prin X — a este
egal cu zero.
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Teorema lui Bézout

Un polinom f € C[X] se divide prin polinomul X — a, a € C, daca si numai
daca f(a) = 0.

Teorema poate fi enuntatd si astfel:

X — a este divizor al polinomului f daca si numai dacd a este raddcina a
polinomului f.

EXEMPLE

1. Fiefe C[X],f=X>+ 3X* + 5X + 3sia = —1. Rezultd f(-1) = (-1)° + 3(-1)* +
+5-1)+3=-14+3-5+3=0,deci X+ 1) | f.

2.Fiefe CIX,f=X"+ 3+ v2)X° + (3V2 -2)X* + (1- 2V2)X + V2 sia = —/2.
Efectuand calculele, obtinem: f(a) = f( —2)=(-V2)+ 3B+ V2)=V2)2 +
+(3-V2)(2) + (1-2V2)(—2) + V2 =4-(3 + V2) x2/2 + 2(3V2 -2) -
—(1-22)V2 + V2 =4-62-4+ 6J2 —4-2 + 4+ V2 =0.
Rezultd ci g = X + 2 este divizor al polinomului f.

3.Fiefe C[X],f=X>+ (4 + 3))X -6 sia = —2i e C. Calculand valoarea polinomului f
pentru a = -2i, obtinem: f(a) = f(-2i) = (-20° + 4+ 30)(20)-6=8 -8i+6-6=0.

Rezultd ca X + 2i este divizor al polinomului a.

4.Fiefe CX],f=X*-4X + 1sia = 2—- V3 e C. Valoarea polinomului f pentru
a=2-+3,este:fla) =f2-3)=(2-+3)2-42-V3) +1=4-4/3 +3-
-8+ 4¥3 + 1 =0, de unde rezulti ci f se divide prin X - 2 + /3.

5.Fiefe CX],f=X"-4X + 6X*-~4X + 1 sia = -1 € C. Deducem: f(a) = f(-1) = 1 +
+4+6+4+1=16=+0,ceea ce demonstreazd ca X + 1 nu este divizor al lui f.

Vom remarca faptul ca generalizarea teoremei lui Bézout are o importanta deosebita.

Putem enunta urmatoarea teorema.

Teorema
Fie f e C[X], f# 0siay, a, € C, a; # a,. Polinomul f se divide prin j

(X - a;) (X -a,) daca si numai daca f(a;) = 05sif(ay) = 0.

Demonstratie

Presupunem ca polinomul f se divide prin (X - a;) (X — a,), deci existd q € C[X] astfel
incat f = (x — a;) (x — a,)q. De aici deducem cé f(a;) = f(a,) = 0.

Reciproc, daca presupunem f(a;) = 0 si f(a,) = 0 si aplicdm teorema lui Bézout din
flay) = Orezultd f = (X—a;)g cu g € C[X]. Din conditia f(a,) = 0, deducem: 0 = f(a,) =
= (ay—-a,)g(a,), unde a, — a; # 0. Rezultd g(a,) = 0 si aplicand teorema lui Bézout putem
scrie: g = (X -a,)gcuq e CX]deci: f = X -a;) X -a,)q.

69


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Partea 1. Elemente de algebrd

EXEMPLU
Fie f e C[X], f = X* - 3X® + 3X? - 3X + 2. Si se arate ci f se divide prin X*> - 3X + 2.
Vom observa ca putem scrie X*-3X+2=X-1DX-2) sif(1) = f(2) = 0.
De asemenea, efectuand impartirea:
X' -3x° +3x*-3X+2 X*-3X + 2
X* + 3%x° - 2x° 211
/o X*—3X + 2
X*+3X-2
/ /7

deducem ci (X?-3X + 2) | fsi putem scrie:
fF=-3X+2)0+1) =X-DE-2)X-D)X+ 0.

Efectuati in clasa
1 . Fie polinomul f € C[X], f = X* — 3X® + 3X? - 3X + 2. Aritati ci f se divide prin g daci:
a) g=X-DX+10);
b)g=X>-(1+ DX+
€) g=X>—(2+ DX+ 2i;
dg=X-DX+D;
e) g=X-2)X+1).

2 . Se consideri polinoamele f, g eR[X], f=X*+ 1, g = X>*-mX + n.
Sd se determine m, n € R astfel incét g|f.

3.3. Cel mai mare divizor comun (c.m.m.d.c.) si cel mai
mic multiplu comun (c.m.m.m.c.) al polinoamelor

3.3.1. Notiuni pregatitoare

Fie f, geK[X], g # 0. Conform teoremei impartirii euclidiene, avem:
(x) f=gq+r,gradr < grad g.
Vom arata, pentru f # 0, ca:
dacd deK[X],d+0,sid|f,d|g, atuncid|r.
Fie f = df; si g = dg;. Deducem ca:
dfy =dg,q +r,
si putem scrie d(f; — g,q) = r, de unde rezulta ca d|r.
De asemenea, vom demonstra ca:
dacd d|rsid|g, atunci d|f.
Fier = dr’ sig = dg'. Din («), rezultd ca
f=dgq+dr,
de unde deducem ca f = d(g'q + r') sid|f.
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3.3.2. Cel mai mare divizor comun a doua polinoame
(c.m.m.d.c.)

Definitie

Fie K unul dintre corpurile comutative Q, R, @, C sau Zp, p prim.

Fiind date doua polinoame f, g € K[X]. Un polinom d € K[X] se numeste cel
mai mare divizor comun al polinoamelor f si g daca sunt verificate conditiile:

(a) d|fsid]g, (b) daca h|fsi h|g, atunci h|d.

Notatie. Pentru cel mai mare divizor comun al polinoamelor f, g € K[X] se noteazd cu
c.m.m.d.c.(f, g) sau, simplu, (f, g).

Pentru doua polinoame f, g € K[X] pentru a dovedi existenta c.m.m.d.c. vom studia
cazul in care grad f > grad g, g # 0.
Daca g|f, atunci c.m.m.d.c.(f, g) = f.

Vom studia acum existenta c.m.m.d.c. al polinoamelor f, g € K[X], care au:
grad f>gradgsig /[ f.

Am aratat, conform teoremei impartirii euclidiene a polinoamelor f, g € K[X], cé exista
qq, 71 €KI[X], r; # 0, astfel incat:

(1) f=gq, + 1, 7,20, gradr; < grad g.

Analog, rezulta ca:

2 g=Tr1qy + 1y 1y #0,gradr, < grad ry,
3 ry =Tryqs + 15,73 # 0, grad ry < grad ry,
(n) ry_9=T,_1G, + T, #0,gradr, < gradr,_q,

n+1) r_1=7"qn+1+0,7,,.,=0.
Din relatiile:
grad g > gradr; > gradry, > ...,
deducem ci existi n € N” astfel incat ;= O pentru 1 <i<nsir,,, = 0.

Din relatiile de impartiri cu rest (1), (2), ..., (n + 1) se obtine un algoritm cunoscut
sub numele de algoritmul lui Euclid pentru polinoamele f si g, iar r,, se numeste ultimul
rest diferit de zero din algoritmul lui Euclid pentru polinoamele fsi g.

Vom arata ca polinomul d = r,, verifica conditiile (a) si (b) din definitia c.m.m.d.c. al
polinoamelor fsi g.

Din relatia (n + 1) din algoritmul lui Euclid, deducem:

(1) (n-1) (2) (1)
d=r)r,_1=r|m.s = ... > g = nlf
si conditia (a) este verificata.
Dacé h|fsi h|g, atunci deducem:
(2) (3) (n-1) (n)
h|ry =>h|ry = .. = h|r,_; = h|r,r, %0,
si este verificatd si conditia (b) din definitia c.m.m.d.c. al polinoamelor f, g € K[X].

Rezultd ca d = c.m.m.d.c.(f, g = r,, care este ultimul este ultimulul rest diferit de zero

din algoritmul lui Euclid pentru fsi g.
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EXEMPLE

1. Fie polinoamele f, ge R[X], f = X> + 5X* + 8X + 4sig = X* - X - 6.

Determindam d = (f, g).

Din algoritmul lui Fuclid, obtinem:

X2 +5X2+8X+ 4
X+ X2+ 6X
/6X% + 14X + 4
-6X2+ 6X+ 36

/ 20X + 40
X’- X-6 20X + 40
2 -
i 1 3
/ -3X-6 TR
3X+ 6
/ /

Obtinem:

f=8q; +ry,
g, =X+6,
r, = 20X + 40.

Obtinem:
§=T11qy t 1y
1 3
= —X-—,
©=5" 20

T‘2=O.

Rezultd d = (f, g) = 20X + 40 = 20(X + 2) sau cm.m.d.c.(f,2) = X + 2.

Observatie:

Pentru polinoamele fsi g anterioare, avem: f= (X + 1) (X + 2)2 sig= X+ 2)(X-3),

de unde deducem (f, g) = X + 2.

2. Fie polinoamele f, g € Zs[X], f:éX4 13X +4X2 42X +4 si gzﬁX2 +2X +1.

Determindm d = (f, g).

Utilizand algoritmul lui Euclid, obtinem:

2X* +3X°+4X2+2X +4

3X*+3X° +4X?

/ X +3X% 42X

4XP+4X% 42X

2X% +2X+1

X +3X+1

/ 2X2+4X+4

3X%+3X+4

/ §X+§
2X% +2X+1 2X +3
3X%+2X X+2
/ 2lX+i

X+i

/o

Obtinem:
& =gz 1y

q, :X+§,

A
r,=0.
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Rezulta: (f, 2) = 2X +3 .
Observatii:
1. Fie f, g e K[X] si succesiunea de relatii:
f=8q, +ry, gradry < gradg,
g =T11qy + 1y, grad ry < grad ry,
ry =13+ 0,
adicad =r, = (f, 2.
Putem scrie:
ry=8-T1qy = &~ (f-891)q> = (= q2) + g(1 + q1q)
si deducem ca existd doua polinoame u, v € K[X] astfel incat:
d=fu+gv,
proprietate care este adevarata pentru oricare doud polinoame f, g e K[X].
2.Dacaf, geK[X] sid = cm.m.d.c.(f, g = 1, atunci se spune cé f este prim cu g.

Vom observa cd exista si proprietatea urmatoare.

Proprietate

Fie f, geK[X]. Avem c.m.m.d.c.(f, g) = 1 dacé si numai daca exista
u, v e K[X] astfel incat:

fu+gv=1.

Urmatoarele proprietati ale celui mai mare divizor comun al doua polinoame f, g e K[X]
sunt analoge cu proprietatile cunoscute pentru cel mai mare divizor comun al numerelor intregi.

Proprietate

Fie f,geK[X],d = (f, g si he K[X].
Au loc relatiile urmétoare:

1. (hf, hg) = hd,

2. o=1si,N=1= (f,gh)=1;
3. flgh 5i (f, 9)= 1= flh.

3.3.3. Cel mai mic multiplu comun a doua polinoame
(c.m.m.m.c.)

Fie doua polinoame f, g € K[X]. Un polinom m € K[X] se numeste cel mai
mic multiplu comun al polinoamelor f'si g daca sunt verificate conditiile:

@) flmsig|m,

(b') dacé f|h si g|h, atunci m|h.

Notatie. Pentru cel mai mic multiplu comun al polinoamelor f, g € K[X] se noteaza
cu c.m.m.m.c.(f, g) sau, simplu, [f, g].
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Proprietate
Oricare ar fi f, g e K[X], exista relatia:
fg=(, {f. gl
EXEMPLU

Fie polinoamele f,geR[X], f=X> 4+ 5X>+ 8X + 4 sig= X*-X-6.

Folosind algoritmul lui Euclid, obtinem:

d=(f,gd =X+2.

Deducem: c.m.m.m.c.(f, g) = X* + 12X — 7x* - 20X - 12.
Observatie:

Pentru polinoamele f si g anterioare, avem: f = (X + 1) (X + 2)? sig=X+2)(X-3),de
unde deducem ca:

d=(,g) =X+2sim=[fgl = X+ DX+ 2*X-3) =X+ 12xX> - 7x* - 20X - 12.

(X+1)(X+2) (X -3)

Deci: m:%: ) :(X+1)(X+2)2(X—3).

Proprietate

Daca f € K[X] este un polinom si a €K, a # 0, atunci polinoamele fsi af au
acelasi divizor in K[X].

Observatie:
O consecintd a acestei proprietati este cd, asa cum este precizat in exemplul 1 de la
determnarea celui mai mare divizor comun, unde r; = 20X + 40, avemd = X + 2.

Tema
1.Pentru f,ge R[X],f= X- 1)(X—2)2§ig = (X-1) (X + 3) sa se determine (f, g) si [f, gl-

2. Sa se determine (f, g) si [f, gl pentru fsi g date in urmatoarele forme:
a) f=X+3X*+4X + 25ig = X*+ 3X + 2, f, g R[X];

b) f=X-3X*+4X-2sig = X*-X, f, g R[X];

O f=X"+3C+X>-2s5ig =X+ 2X* + 2X + 1, f, g R[X];

D f=X'+X>+1sig=X+X2 f geZ[X].
3.4. Descompunerea unui polinom

in factori ireductibili

Am vazut ci, fiind dat un polinom f € C[X], nenul si a € C, conform teoremei lui
Bézout, o este radécina a polinomului f daca si numai daca X — a divide f.

Astfel, fie f € C[X],f = 2X°—5X? + 2X + 1sia = 1 € C, de unde rezulti f(1) = 25 +
+2+1=0,deci X-1)] f. Rezulta ca exista un polinom g € C[X] astfel incat f = gq.
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Acest polinom poate fi determinat:
a) impér;ind polinomul flag =X-1:
23 -5x*+2X+1 | X-1

-2X° + 2x° X%~ 3X - 1
/ -3X*+2X
3x? - 3X
/ X+1
X-1
/7

decig=2X*-3X-1,f= X-1)(2X*-3X-1);

b) Folosind metoda coeficientilor nedeterminati:
f=&-D@x*+bX-c) =

=+ bX% + X -
—aX’> - bX-c=
=X+ (b-a)X* + (c-b)X—-c=
= 2x° -5 42X+ 1,
a=2
. |[b—a=-5
de unde rezultd b9 ° astfel:a = 2,b=-3,c = -1;

—-c=1
f=2xX3-5X"+2X+1=X-1(2X*-3X-1);q = 2X*-3X - 1;
¢) Folosind schema lui Horner, deducem:

xX x x X
2 -5 2 1
1/ 2 3 -1 o0

deciq = 2X*-3X—-1sir = 0.

Definitie
Fie f e C[X], grad f > 1. Daca exista o € C astfel incét f(a) = 0, atunci f este
reductibil peste C. Rezulta ca existd g € C[X] astfel incat f = (X - a)q.

Am vizut in exemplul precedent ci f = 2X° - 5X* + 2X + 1 este reductibil, unde
a=1sif=X-1)2x*-3X-1),q=2x*-3X-1.

Vom remarca faptul ca studiul ireductibilitétii unui polinom f € C[X] (sau R[X], Q[X],
Z[X]) se face peste C, R, Q sau Z.

EXEMPLE
1. Polinomul f € Z[X], f = X* — 2 nu este reductibil peste Z sau Q, dar este reductibil
peste R, f= (X - V2)(X + ¥2).

2. Polinomul f € Z[X], f = X* + 4 nu este reductibil peste Z, Q sau R, dar este reductibil
peste C, f = (X - 20) (X + 2i).
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3. Polinomul f € Z[X], f = X* + X* + 1, este reductibil peste Z, f = (X*-X + 1) +
+ X + 1). Cunoscand ca Z < Q < R < C, spunem ca f este reductibil in oricare din
multimile Z, Q, R sau C. Mai mult, polinoamele X2-X+1 §iX2 + X + 1 nu sunt reductibile
in Z, Q sau R, dar sunt reductibile in C. Astfel X+X+1=X-e)(X- 82), unde g, % sunt
radacinile cubice complexe ale unitatii e + ¢ + 1 = 0sie’ = 1.

4. Polinomul f € Z[X], f = X* - 10x*> + 9 este reductibil in Z. Avem:
f=E-DX-9)=X-DX+ DX-3)X + 3).

Un rezultat important este dat de urmatoarea proprietate.

Proprietate
Fie f € R[X], grad f = 2, f = a,X* + a,X + a,, atunci:
1) feste reductibil peste C,
si 2) feste reductibil peste R daci si numai daci A = a® — 4a,a, >0.

Demonstratie
De la studiul functiei de gradul al doilea y = f(x) = ax* + bx + c, functie polinomiald
atasat polinomului f = aX* + bX + ¢, unde am folosit notatia a, = a, a; = b, a, = c, se stie ca:

—b++b? — 4ac

1) x;, x, € C sunt solutiile ecuatiei ax* + bx + ¢ = 0, Xy 9= 5

siavem: f

= a(X -x;) (X - x,), deci f este reductibil peste C.

2) Daci A = b% - 4ac > 0, atunci ecuatia ax* + bx + ¢ = 0 are solutiile reale x;, x, si
f=aX-x;)(X-x,), deci f este reductibila peste R.

Vom observa ci daci A = b* - 4ac < 0 si polinomul f ar fi reductibil peste R, atunci am
avea f = f; xfy, unde fi, f, € R [X]si grad f; = grad f, = 1. Rezulta ca f are radacini reale
(rddécinile lui f; sif5;), in contradictie cu ipoteza A < 0.

Exercitii rezolvate

1. Polinomul f = 2X" - (n + DX 4+ nXx™2 - 1 se divide prin g = X -1, deci este reductibil.
Solutie
f)=2-(n+ 1 +n-1=0,deci X-1|f

2.FiefeZX],f= X-1)(X-2) + 1. Demonstrati ca f este ireductibil peste Z, dar este
reductibil peste C.
Solutie
f=X-1DEX-2)+1=Xx*-3X+ 3.
Ecuatia x> —3x + 3 = O are A = b*—4ac = 9- 12 = -3 < 0, deci x;, x, ¢ R. Rezultd

3+iV3 4o (¢ 3-i3)y 3+iV3)
5 ,dec1f—(X 5 X 2 7
3. Si se determine numerele reale a si b astfel incat polinomul f = aX* + bX> + 1 si se
dividdcug = (X- 1)2.
Solutie
DacaX -1 | f,atuncif(1) = 0,decia +b +1 =0siavem b = —(a + 1),
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f=aX*- @+ DX +1=aX*"-a®-C+1=aXX-1D--1) =ax®x-1) -

—X-DXP X+ 1) = X-D@C-X-X-1).

Din conditia (X - 1)? |f, rezulta (X-1) | h,unde h = aX° —X*-X-1, deci h(1) = 0,

h(1)=a-1-1-1=a-3=0,a=3,deunde b =—(a + 1) = 4. Deci

=34 +1=X-DEX-X*-X-1) = X-D[C-X) + X -X) + -1 =
= X-DXPX-1) + XX+ 1DE-1) + X-DCE+ X+ D)= X- 13>+ 2X + 1).

. Fie f e R[X], f = aX" + bX"! + 1. Si se determine numerele reale a, b astfel incat f sa
se divida pring = (X-1)%
Solutie
Din conditia (X-1) |frezultéf(1) =0,decif(1) =a+b+1=0,b=-(a + 1) deci
f=aX"-(@+ DX '+ 1=aX"-X"H-X"+1=ax"'X-1) - X"'-1)=
=X X-D-X-DXP+ X4+ L+ X+ 1) =
= X-DaX"' - X2+ X+ L+ X+ 1)]= (X-1) xh.
Avand 1n vedere conditia (X - 1)2 | f, rezultd (X-1) | h,deci h(1) = 0.
Rezulti: h(1) = ax1"' - (1" 2+ ...+ 1'+ 1) =a-(n-1) =0,
decia=n-1si b=-(a+1)=-(n-1+1) =-n,
prin urmare f= (n—- DX"—nX"* + 1 si(X- 1)2 |f

Efectuati in clasa
. Aritati ca f = X* - 7X + 6 este reductibil in Z.
. Aratatica f = X? 4+ 2X + 2 nu este reductibil in Z, Qsi R, dar este reductibil in C.
. Sdsearate ci f = X" - nX" ' + n— 1 este reductibil in Z.
. Si se descompuni in factori ireductibili in Z polinomul f = X* - 5X* + 4.

. Si se descompuni in factori ireductibili in Z polinomul f = X* - 29x* + 100.

Tema

1.Descompuneti in factori ireductibili polinoamele:
a)f=X4—1,pesteZ,Q,R§iC; b)f=X4+1,pesteR§i(C;
c)f=X4—X2 + 1, peste R si C; d)f=X6—1,pesteZ, Q,RsiC;
e)f=X6 + 1, peste Z, Q, R si C.

2.Fie f = mX(X" - 1) - nX(X™ — 1), unde m, n € N*. Si se demonstreze ca f este
reductibil si poate fi descompus sub forma (X — 1)g si si se determine polinomul g.

3.Fief= (X-1)"- (X + 3)", n e N* este divizibil prin X + 1, dar nu se divide prin (X + 12
4.Sisearatecif= X"+ (X + 1) - (X-3)*"- X", n e N* se divide prin X - 1.

5.Fie polinomul f = X" —nX 4+ n — 1. Sd se demonstreze ca f se divide prin X — 1.
Se divide prin (X - 12

6.Fie f = X° + m*X* - m?x® - mX?® + mX - 1. Si se demonstreze ci f se divide prin X — 1.
7.Fie f = X*" - nX® + nX* - 1. Si se arate ci f se divide prin g = X*> - 1.
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8.Fie f= (X—1)""3 4+ X*"*3. S4 se arate ci f se divide pring = X>* - X + 1.
9.Fie f = X" + X*>"*! + 1. S# se arate ci f se divide prin g = X*> + X + 1.
10.Fief= (X + 1)°"*2 + X* + 2sig = X* + 3x + 3. Sd se demonstreze ci glf

4. Radacini ale polinoamelor; relatiile lui
Viete pentru polinoame de grad cel mult 4

4.1. Radacini complexe ale polinoamelor

Am demonstrat ci fiind dat un polinom f € R[X], grad f = 2, f = aX* + bX + ,
radicinile polinomului sunt reale daca si numai daci A = b*— 4ac > 0.
Daca A < 0, atunci radécinile polinomului x;, x, ¢ R si sunt
_ —b+iv-A _ —b-iv-A
2a 2a

X1 > Xo

Vom enunta fard demonstratie teorema fudamentald a algebrei, denumita si teorema
lui d’Alembert-Gauss in cinstea celor care au formulat-o.

Teorema lui d’Alembert-Gauss

Orice polinom cu coeficienti complecsi de grad mai mare sau egal cu unu are
cel putin o radacina in C.

Pe baza teoremei fundamentale vom preciza proprietatile:
1. Un polinom f € C[X] este ireductibil daca si numai daca f = a;X + ay, a;, a, € C, a; #0.

2. Un polinom f € R[X] este ireductibil daca si numai daca f = a;X + ay, ag, a; € R, a; #0,
sauf = a,X* + a,X + ag, ay, a5, ay € R,a, #0si A = a—4a,a, <O0.

EXEMPLE
1. Fief, g € C[X],f= 3X + 5sig = 2iX + 3. Aceste polinoame sunt de gradul intai si
sunt ireductibile in C. Radécinile celor doua polinoame sunt x’ = —% , respectiv x" = %i

deci fx) = f(-3) = 0,56 = g(3i) = 0.
2. Fie f = X*- 3. Radicinile polinomului sunt x, = —/3 six, = 3 prin urmare

f=X- V3)(X + 4/3), deci feste ireductibil peste Z si Q, dar este reductibil peste R.

§i,x2 = %i, deci

3. Fie f = 4X* + 9. Radicinile polinomului sunt x, = — 5

f= 4(X—%i)(X+%i) = (2X - 3i)(2X + 30).
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4. Polinomul f = X* - 4X + 6 admite radicinile x, = 2 — V2, x, = 2 + V2 si putem

scrie f = (X—2 + v2)(X—2—- +2), ceea ce dovedeste ci f nu este reductibil in Z si Q, dar
este reductibil in R.

5. Polinomul f = X2 + 2X + 5, admite radicinile x; =-1+ 2i,x, =-1-2i, deci
f=X+1-20)X+ 1+ 2i); fnu este reductibil in Z, Q, R si este reductibil in C.

Vom preciza, de asemenea, unele proprietati importante in studiul polinoamelor:

Teorema de descompunere in factori ireductibili

Dacé f e C[X] (sauf € R[X]), atunci polinomul f se scrie ca un produs finit de
polinoame ireductibile din C[X] (respectiv R[X])
Descompunerea este unicd, abstractie facand de ordinea factorilor.

Consecinte importante sunt si proprietatile urmatoare:

1) Orice polinom de grad n > 1, f € C[X] are n radacini.

Rédéacini multiple. Daca (X — a)k | fsi(X- a)<t! [ f, k € N, numaérul k se numeste
ordinul de multiplicitate a radacinii .

2) Daca xy, Xy, ..., X, sunt radacinile polinomului f € C[X], grad f = n, n € N¥,
f=aX"+a,_ X"+ ...+ aX+ a, atunci: f = a,(X - x)) (X —x,) ... X—x,).

O aplicatie a acestor proprietdti se regaseste in studiul relatiilor care exista intre
raddcinile unui polinom si coeficientii sai.

4.2. Relatiile intre radacinile si coeficientii unui polinom
sau relatiile lui Viete pentru polinoame de grad cel mult 4

In cele ce urmeazi vom studia aceste relatii in cazurile particulare pentrun € {2, 3, 4},
unde f € C[X]sin = grad f.

4.2.1. Relatiile lui Viéte pentru polinoame de grad 2
Fiefe C[X], gradf=2,f = a2X2 + a.X + ay, a, # 0 5ixy, Xy € Crddacinile polinomului

£, deci f(x)) = f(xy) = 0.

Putem scrie f = a,(X — x.) (X = Xx,) = ay[X* - (x; + %)X + Xx;x,]. Rezulta:

4
S;i=x]+xy=——

a

a
Sy = XX, =—2
2 1X2 a,

cunoscute ca suma S si produsul P ale rddécinilor ecuatiei de gradul al doilea si avem:

Cf= @,X° + @ X + ag = a,(X —x7) (X —x,) = a,(X* - SX + PD
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Exercitii rezolvate

1 . Fiind dat polinomul f = X* — 3X + 4, s se scrie suma si produsul radacinilor x;, x,.
Si se calculeze X7+ x2 si x5 +X3.
Solutie
S=x;+x,=3
P=x;x,=4
Pentru a calcula x? + x2 putem scrie:
X2l = P 200 + xE - 20 = (0 + x)E - 200, = S -2P=9-8=1,
respectiv X3 + x5 = (¢, + x) (X —x%, + x2) = (0 + %) (XF + 20, + X5 —3x,%,) =
= (x; + x)[(; + %)% = 3x,%0,] = S(S* - 3P) = 3(9-12) = -9.
Si observam ca sumele x? +x2 si x> + x5 pot fi calculate si astfel:
Vom scrie cd x; si x, sunt rddacinile polinomului f:

x}-3x,+4=0 (1)
xX3-3x,+4=0 (2

x12 +x§ =30 +x,) +8=0,

deci x?+x2 =30, +x,) -8 =3x3-8=9-8=1.
Tnmul',tind relatiile (1) si (2) cu x;, respectiv cu x,, obtinem:
xf—3x12 +4x;=0

x§—3x§ +4x,=0

x4+ x3 =302 +x2) + 4(x; +x,) =0,

de unde rezultd x} + x5 = 3(x7 +x3) —40; +x,) =3x1-4x3=3-12=-9.
2 . Fie polinomul f € C[X], f = X> + mX - m + 1, unde m este un parametru real. Si se
determine m € R astfel incat suma patratelor radacinilor s fie egala cu 10.
Solutie
Ecuatia corespunzdtoare polinomului f este o ecuatie de gradul al doilea
x* + mx + m—-1 = 0. Calculand radécinile ecuatiei, obtinem x; = —m + 1six, = -1si

deducem x12 +x§ =10, (-m+ 1)>+1=10,-m + 1 = +3,decim e {-2, 4}.

Daca m = -2, ecuatia este x? — 2x — 3 = 0, care admite radicinile x; =-1,x, =3,
pentru care avem: x12 +x§ =1+9=10.

Dacd m = 4, ecuatia este: X% + 4x + 3 = 0, cu radicinile x; = -1, x, = -3, care satisfac
relatia x7 +x5 = 1+ 9 = 10.

Efectuati in clasa

1. Fie f € R[X], f = X*—5X + 6. Sd se determine xZ + X2, XZ — XXy + X2 , X2 + X, Xy + X3

2 . Fief e C[X], unde f = X* + (m — 1)X + m si m este parametru. Determinati parametrul
m astfel incat x? + x,x, + x2 = 19.
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4.2.2. Relatiile lui Viéte pentru polinoame de grad 3

Fie f € C[X], grad f = 3, f = a;X° + a,X* + a,X + a, si x;, X,, X3 ridicinile polinomului
f. Putem scrie:

G = a;(X —x) (X —x) (X —x3) = @3[X° — (0; + X + X)X* + (e + 200 + X)X —x1x2x3D

a
81 =X1 +X2 +X3 :—_2
az
. aQ
De aici deducem: Sy = X1Xg + X1 X3 + XoXg = PR
3
a
83 = X1X2XS = __O
a3

Exercitii rezolvate
1. Fief e R[X],f=X>—3X> + 2X - 1. Sa se calculeze: x; + x5 + x> §i X} + X3 + x5 , unde
X1, Xy, X5 sunt radacinile polinomului f.
Solutie
Cu ajutorul formulelor lui Viete, deducem:
S1=x1 + X5+ X3 = 3; Sg = X1Xg + X1X3 + XoX3 = 2.
Din S; = (; + X, + x3)* = 32, rezultd x? + x2 +x§ + 2005 + X1X5 + Xox3) = 9,
deci x? +x5+x2 =9-25,=9-2x2 =75,
Pentru a calcula suma x5 + X3 + xg putem proceda in mod analog,
Sf = (0 + x5 + xg)3 = 27, dar calculele sunt mai simple daca vom scrie ca
xf’ —3x12 +2x;,-1=0
X1, Xy, X5 sunt raddcinile polinomului f: x5 —3x3 +2x, -1=0.

x§—3x§+2x3—1:0
Adunand aceste relatii, rezulta:
3,.,3,.,3 2, .2 .2 _ . 03,3 .3 _
X;+xy+x; —3(x7 +x5+x35) + 200 + x5 + x3) =3 =0, deci xj +x5+x;5 =

=3(xF +x3+Xx3) =20 + X, +X3) +3=3x5-2x3+3=15-6+3 =12

2. FiefeCX,f=X-5X>+ (m+6)X-m-2=0.
a) Sase determine parametrul m stiind cd suma patratelor radacinilor este egala cu 3.
b) Stiind cd suma a doua radacini este de 4 ori a treia radacing, sa se determine
rddécinile polinomului.
Solutie
a) Din S; = x; + Xy + X3 = 551 Sy = X%, + X3X3+ Xox5- = m + 6, deducem:
SZ = (x; + Xy + x3)% = 25, X7 + x5 +x2 + 2000, + XX + XoX3) = 25 sau
3 + 2(m + 6) = 25, de unde rezultd m = 5 astfel incat f = X> - 5X*> + 11X - 7.
b) Scriind formulele lui Viete pentru polinomul dat, rezulta
S1=Xx1+Xxy+Xx3=5
Sy = X3Xg + Xy X5 + X3Xx; =m+ 6, astfel Incat 4x; = x, + X3.
S =X1X9Xg =m+2
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Din S, obtinemx; + 4x; = 5, decix; = 1 sideducemcaf(1) =0,1-5+ (m + 6) -
-m-2=0,VmeC.
Din S, rezultd: x; (xy + Xx3) + Xox3 = m + 6; 1 x4 + x93 = m + 6, decixyx; =m + 2,
relatie care se obtine si din Ss.
Din schema lui Horner:

X X X x°

1 -5 m+6 -m-2

1‘1 -4 m+2 0

decif= (X-1)(X*-4X + m + 2), cu rdddcinile x; = 1,x,5 =2 * v2-m,
astfel incat x, + x3 = 4 = 4x;, Vv m e C.
In particular, pentru m = 5 se obtine f = X> - 5X*> + 11X — 7, polinomul rezultat
la punctul a).
Vom observa ca x, ; R dacd m € (-, 2].
Observatii
Pentru n = 3, relatiile lui Viete pot fi scrise sub forme avantajoase daca radacinile x;,
Xy, X4 satisfac anumite conditii.
a) Daca radécinile x;, x,, x5 sunt in progresie aritmetica: + x;, X,, X5, putem scrie:
+Xy, X + 1, Xy + 2r, unde r este ratia progresiei aritmetice, sau
Xy =T, X1, X, + T,

A a2
cazmcare81=x1—r+x1+x1+r=3x1=—a—,
3

s

de unde rezulta x; = - 3
3

si ratia progresiei aritmetice este r.

b) De asemenea, dacd radacinile polinomului sunt in progresie geometrica: # x;, Xy, Xs,
putem folosi notatia:
= Xy, X,q, X;q% unde q este ratia progresiei geometrice sau:

..x1qu
T T AL A1YS
q

L < ay . . e s
unde q este ratia si din S, rezultd S; = X3 = —a—o si poate fi determinatd raddcina x;.
3

Exercitii rezolvate

1. Fie f = 8X® - 6X* - 3X + 1. Si se determine radicinile polinomului f stiind ca sunt in
progresie aritmetica.
Solutie
Fie +x;, x; + r, x; + 2r. Rezulta:
S =X +x;+r+Xx; +2r:%
Sy =x,0¢ 1)+ x,(; +2r)+ (¢ +1) (] +2r) = —% ,
Sy =x;0¢, +1)(x; +2r) = —%

82


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Capitolul 3. Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q, R, C, Z,, p prim)

1
x1+r:% N=4r
3 3 1) 1 2__3
de unde rezulta: <3x? + 6rx; + 2 = -2 = 3(——r) +6r(——r)+2r =-=;
8 4 4 8
1 1
1 XZ(X1 +2r)= -3 x; (e +2r) = -5
1 1.,.2),3, g2402- 3 .
3(16 2r+r )+2r ore + 2r 8,deundededucem.
3 3 3 3. 0.2+ 9 _or_43
16 2r+3r tor- 41> 8—0, e+ 16 ,T 14.
sr=9 y =Lt -1 .3 _ 1. _ -_1,3_1
Dacar—4,x1 2 r—4 2 55 %2 X, +r 5t 7=
- 1,3 _ L1 1
X3 =X; +2r = 2+2 1, deci 2,4,1.
< 3 1 1,3 3 1
Dacar——Z,x1= Z_r:Z+Z =1l,x,=x;,+r= “7 " 3
—1.3-_1 T S
Xg=x; +2r = 5 2,de1 1,4, 5
Sa observam ca folosind pentru progresia aritmetica notatia +x; —r, x;, x; + r, deducem
Sl=x1—r+x1+x1+r=3x1=%,deunderezulté)q:%.
Din S, = = -1 ded --14d Lir)--1
in S5 = x5 = — 5, de ucemxl(xl—r)(x1+r)—— eci —|=-r 2773

2

1 -1 1,19 ._,3 __l 1
sau ye 1" =5, 6T5°16° "= * ,§1rezultaprogres1a 5 4,1
. . 1 .
cu ratla% sau progresia + 1, % _E cu ratla—%.

sd se determme radacmlle pohnomuluL

Solutie 5 5
Si=x;+x9+x9° =7 x;1+q+q°)=7

Fie = x, X,q, X,¢% Rezultd: {S, = x;x,q + X;,G° + X,9x,q° =14, {x2q(L+q+¢*) =14,
S3 =x1X1q 3‘19!2 =8 xi’,qs =8

de unde rezultd x;q = 2, decix; = % si din prima ecuatie deducem 2(1 + q + ¢ = 72,
astfel incat 2q* — 5¢ + 2 = 0, ecuatie care admite radicinile: q, = %, gy = 2

Dacd q = 1 ,rezultd x; = 4,x, = 2,x3 = 1, deci % 4,2, 1.
Dacaq = 2, rezultdx; = 1,x, = 2, x5 = 4, deci + 1, 2, 4.
Observatie

Folosind notatia + %, Xy, %,q, din Sy rezulti S, = x7 = 8 deci x; € {2, 2¢, 262} si
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1 ) 2 (1 ) Sy .
Si=x1|=+1+q3y =7,S,= x| =+1+qs = 14,de unde —= = x; = 2, deci
1 1(q q]' 2 g q7 S, 1
2 (%+1+q} = 7, ecuatie care admite radéacinile q; = %, g, = 2, si astfel am regasit

rddécinile polinomului.

4.2.3. Relatiile lui Viéte pentru polinoame de grad 4

Fie fe CX], f = a,X* + a;X® + a,X* + a,X + a,, grad f = 4, a, # 0.Putem scrie:
f=a,X—x) (X =x) (X —x3) (X =) = q4[X*— (1 + )X + Xp6] XX — 05 + X)X + Xy, =
= au[X* = oy + Xy + X5 + X)X + (03000 + X3 + XXy + XX )X — (0,205 + X1X0X, +
+20X3Xy + XX3X)X + XXXy,
as )

S1 =X+ Xy +Xg+ Xy =——
a4

a
Sy = X Xg + X1 X5 + X X4 + XgXg + XoXy4 + X3Xy = 7
de unde rezult: 4

4
Sg = XX Xg + XXXy + X1 X3X4 + XgX3X, = T

\ S4 = X1X9X3X4 =Z—Z D
Siin cazul n = 4, radécinile polinomului x;, x,, X5, X, pot indeplini anumite conditii.
a) Daca radacinile polinomului sunt in progresie aritmetica, putem nota:

+Xy,X; +1,X; + 2r,x; + 3r, curatiar, sau

+Xx,-3r,x—-1,x; +1,Xx; + 3r, curatiar’ = 2r,

. L N < a . a
care este o notatie avantajoasa astfel incat din S, rezulta 4x; = —a—3 ,decix; = —473.
4 4
b) Daca radacinile polinomului f sunt in progresie geometrica, putem scrie:
.. 2 3 ti X1 X 3 tia g’ = g
# Xy, X9, X197, X1q°, curatiag, sau = q_3 g Xx19, x,q9” curatiaq’' = q

N a
astfel incat din S, deducem: x' = a—o .
4
De asemenea, in cazul n = 4 radacini, dacd suma a doua radacini este egala cu suma
celorlalte doud radacini, sau produsul a doua radacini este egal cu produsul celorlalte
doua, formulele lui Viéte se scriu sub forma:

4 a; )

Sy =0 +x)+ (x5 +x4)=—
a4

a
S = () +X5) (g + X, ) + X7X0 + X3, =a—2
4

a
Sy = (3] + X9)X3X, + XX, (3 +X,) = —a—1
4

a
Sy = (%) (x3x4) = =2
N\ %
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Exercitii rezolvate
. Si se determine ridacinile polinomului f = 2X* + 5X° — 15X* - 10X + 8, stiind ci
produsul a doua radécini este egal cu produsul celorlalte doua radacini.
Solutie
Fie x;x, = x3x,. Din formulele lui Viete obtinem:

5
X;+Xy+Xg+X, =—=

2
_ 15
X1 + XgX4 + (00 +2x) (X3 +X4) = -
X1 (35 + X, )+ X3, (X +X5)=5
X1X2XSX4 =4

X1X2(X1+X2+X3+X4) =5;X1X2(—%) =5,X1X2=_2; (x1+x2)(x3+x4) z_%'
R u+v=—% , 5 7 ;
Notand u = x; + X5,V = X3 + X4, avem Bt 2t- L =0t =1,t,=-2,
_ 7 2 2 P
u=-=%
2
; 7 |x;+x,=1 x+x:_z
dec1u=1,v=_§;{1 _22; 3+ Xy 5.
%= XXy =—2
Rezultd —4; %; -1, 2.

. Si se determine radicinile polinomului f = X* - 15X> + 70X* — 120X + 64 stiind ca
sunt in progresie geometrica.
Solutie

egal cu produsul celorlalte radacini. Scriind formulele lui Viete sub forma:
S =x;+x,+x;,+x, =15

S, = X, + X, + (X, + X, ) (X, +x,) =70 X+, )+(x, + ;) =15

, deducem: (
Sy =22, (X, + 25 )+ (2 + X, ) x5 =120 x, +x,)(%, +x;) =54
S, =X, x,x,x, =64
u+v=15

2 _ _ —
o s E-15t+54=0,6,=6,t,=09.

Notand u = x, + x5, v = x; + X, rezulta: {

X, +x,=6 [x;+x,=9 .
,rezultdx; = 1,x, = 2,x3 = 4,x, = 8,

Din sistemele de ecuatii
X,X; =8

x;x, =8
si astfel se obtin termenii progresiei geometrice # Xy, Xy, X3, X4, deci 1, 2, 4, 8.

Efectuati in clasa

. Sa se determine radacinile polinomului f = X* + 8X® + 14X - 8X + 15 stiind ca sunt
in progresie aritmetica.

. S4 se determine radacinile polinomului f = 8X* - 27X° + 26X*— 9X + 2 stiind ca sunt
in progresie geometrica.
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3. Si se determine ridicinile polinomului f = X* - 4x® + 3X? — 10X - 6 stiind cd suma a

Tema
1. S4 se afle radicinile polinomului f = X* — 3X* - X + 3 stiind ci sunt in progresie
aritmetica.
2 . Sise determine radacinile polinomului f = X> + 3X* — 6X — 8 stiind ci sunt in progresie
geometrica.
3. Sise afle radcinile polinomului f = X*— 10X? + 9 stiind cd sunt in progresie aritmetica.
4 . S se afle radicinile polinomului f = X* + 5X° — 30x* — 40X + 64 stiind ci sunt in

progresie geometrica.

5. Sise determine radacinile polinomului f = X* + mX® + 35X* + 50X + 24 stiind c& sunt
in progresie aritmetica si una dintre radacini este —1.

5. Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu coeficienti
inZ, Q, R, C, ecuatii binome,
ecuatii reciproce, ecuatii bipatrate

Fiind dat un polinomfe C[X],f = a,X" +a, X"~ ' +... + ;X + a,, a, #0,ne N, egalitatea:
ax"+a, X '+.+ax+a,=0 (xeC)

se numeste ecuatie algebrica (cu coeficienti complecsi) In necunoscuta x, asociatd
polinomului f.

Prin definitie, gradul polinomului f este gradul ecuatiei, iar rddacinile (solutiile)
ecuatiei sunt radacinile, din C ale polinomului f.

Ca o consecintd a teoremei fundamentale a algebrei, rezulta ca orice ecuatie algebrica
de grad n cu coeficienti complecsi admite n rddacini complexe, nu neaparat distincte.

In continuare, vom prezenta unele tipuri particulare de ecuatii algebrice.

5.1. Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu coeficienti
inzZ,Q,R,C

5.1.1. Ecuatii cu coeficienti in inelul intregilor Z

Fie ecuatia cu coeficienti in Z: 9x> - 18x* - x + 2 = 0.

Vom observa ca putem scrie: 9%(x—2) - (x-2) =0,
de unde deducem cd o = 2 este o rdddcind Intreagd a ecuatiei si 2 este un divizor al
termenului liber al ecuatiei a, = 2.
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Vom demonstra ca proprietatea este adevarata in cazul general.

Proprietate

Dacife Z[X],f=a X"+ a, X" '+..+aX+aya,#0,six=pe Zeste
o radacina intreagd a ecuatiei corespunzatoare f (x) = 0,
adicif(p) =0 ap"+a, p" ' +..+ap+a,=0,
atuncip | a,.
Demonstratie.
Relatia a,p" + a,_,p" "' +... + a;p + a, = 0 se poate scrie sub forma:
pla,p" ' +a, p" % +..+ ap + a;) = -a,, de unde rezulti ci p /a,.

Fie ecuatia 4x> — 4x> - 9x + 9 = 0.
Observam ca aceasta se poate scrie sub forma:
(x— 1) (4*-9) = 0sau (x - 1)(2x - 3)(2x + 3) = 0.

Constatam ca 3 este o rddécina a ecuatiei, unde 3|a, = 9 si 2|a,.

Vom demonstra ca proprietatea este adevarata in cazul general.

Proprietate
\

Dacédfe Z[X],f=a +a_X”_1+...+a1X+a,an¢O,ix=£,p,qu,
n-1 0. $ q

(p, @ = 1,q+0, este o radacina a ecuatiei corespunzatoare f (x) = 0,
n n-1
adicéf(glzo = an[gl +a,, [2\_ +...+a1£+a0 =0,
q) q) q) q
\_ atuncip|a, siq|a,. J
Demonstratie.

n n-1

Din conditia a, [2\_ +a,, [2\_ .ot q P, a, = 0, elimindnd numitorii, rezulta:
q) q)

ap" +a, p""'q+... + a;pq" ' + ayq" = 0si putem scrie:

pla,p" ' +a, p"2q +... + a,pq" "% + a;q" ) = —ayq", de unde rezulti ci p|ayq".

Tinand seama de faptul ca (p, q¢) = 1, avem (p, ¢") = 1, deci p|a,.

In mod analog, putem scrie:

qla, p" ' +a, ,p" g +... +a;pq" >+ apq" Y = -a,p", de unde rezulti ci q |a,p".

Tinand seama de faptul ca (p, q¢) = 1, avem (p", q) = 1, deci q|a,.

EXEMPLU

Fie ecuatia cu coeficienti in Z: 2x*> - 11x* + 17x -6 = 0, unde a, = -6 si a; = 2.

Rezulta cd multimea divizorilor lui a, este D(ay) = D(-6) = {-6;-3;-2;-1; 1; 2; 3; 6}.

Conform demonstratiei, dacd ecuatia admite o radacina intreagd, aceasta apartine
multimii D(- 6).
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Vom constata ca pentru x = 3, avem:
X x* x X

2 -11 17 -6

32 5 2 o

deci x = 3 este rddacind a ecuatiei.
Este important s remarcam faptul cd exista divizori ai termenului liber a,, dar nu sunt
radacini ale ecuatiei, de exemplu, x = 2.
X X x X
2 -11 17 -6
-2[2 -15 47 |-100=0

deci x = -2 nu este radécina a ecuatiei.
Sa stabilim daca ecuatia cu coeficienti intregi admite radacini rationale de forma:

x=§,p,qe Z,q#0,([p,q =1.

Multimea divizorilor termenului liber a;, = -6 este:

D(ap) =D(=6) ={-6;-3;-2;-1;1;2;3; 6}

Multimea divizorilor coeficientului dominant a; = 2 este:

D(a3) = D(2) = {-2;-1;1; 2}.

Vom cerceta daca ecuatia datd admite radacini rationale, dar nu intregi, deci din
multimea Q \ Z.

Rezulta ca este necesar sa vedem daca ecuatia data admite o radédcind din multimea:

3 113
2’ 272727

R . 1
Analizand, obtinem, pentru x = 5 ca:

xX xX¥ x X
2 -11 17 -6

1
5 2 -10 12 | O

. 1 e e o ..
deci x = 5 este radacina a ecuatiei.

Se stabileste cd ecuatia data se scrie sub forma:
(x-3)(x-2)2x-1) =0,
iar radacinile ecuatiei sunt:

1
X, =§,x2 =2,x3=3.

88


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22
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5.1.2. Ecuatii cu coeficienti in inelul numerelor rationale Q

. . PRI 7 1 1
Fie ecuatia cu coeficienti in Q: x* —§x2 —3X+t3= 0.

3

Sa consideram o valoare pentru x de forma x =a + b\/E ,undea,be Z,b=0,sip €N,

dar p nu este un patrat perfect.

Pentru ecuatia considerata, fie x, =1—- V2.

Rezulta:
7 1 1
(1-2) 502 3 1-42)+5 -
:1—\/§+6—2\/——Z+14£—ﬂ—1+£+1=
3 3 3 3 3 3

=7—5«/_—%+5\/§=0,

deci x; =1-+/2 este rddicind a ecuatiei si deci x, =1++/2 = x; .

Avem:

(x=x)(x—x5) = P (] + x)x + x5 = X2 —2x—1.

Obtinem:

x* - =x* —lx o= (X2 —-2x —1)(35 1) deci radécinile ecuatiei sunt:
3 3 3 3 ’ ‘

X, =1-+/2, X, =1++2 si X, =%.

Proprietate

Daca o ecuatie cu coeficienti rationali admite o rddacina de forma

X, =a+ b\/E ,a#0,b#0sip e N,pnueste un patrat perfect, atunci ecuatia

admite §i rddacina x, = x, =a—b\/p..

In caz particular, putem enunta si urmatoarea proprietate:

Proprietate

Daca o ecuatie cu coeficienti rationali admite o rddacina de forma

X, =a+ b\/E ,a=0,b#0sipeN,pnueste un patrat perfect (deci, raddcina

este x, = b\/E ), atunci ecuatia admite si riddcina x, = x, = —b\/E .

89


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Partea 1. Elemente de algebrd

5.1.3. Ecuatii cu coeficienti in inelul numerelor reale R

Fie ecuatia cu coeficienti reali: x*> + x*—x + 15 = 0.
Fie a =1 + 2i. Avem:

X3 X? X x°
1 1 -1 15
142 | 1 242 -3+6i] 0

Deci z; = 1 + 2i este rddécinad a ecuatiei.
Se verifica usor cd siz, = 1 —2i = 2, este radacina a ecuatiei.
Avem:
— ) — —
(c—z)(x—2y) = (x—zl)(x—zl) =x —(zl +zl)x+zlz1 =x*—2x + 5.

Efectudnd Impértirea celor doud polinoame asociate ecuatiilor:
X+ X~ X+15 | X®2-2X+5

X + 2x2-5X X+ 3
/  3X*-6X+15
-3X% + 6X - 15
/ / /

deducem ca:
X+ X% —x 415 = (- 2x + 5)(x + 3), deci ridicinile ecuatiei sunt:

Conform exercitiului prezentat anterior, putem enunta urmatoarea proprietate:

Proprietate

Dacd o ecuatie cu coeficienti reali admite o rddécind de formax; = a + bi,

a,be R, b#0sii*= -1, atunci ecuatia admite si radicinax, = x, =a—bi.

EXEMPLE

1. Fie ecuatia cu coeficienti reali, de grad impar: 23 -7 + 7x-1=0.
Cercetand daca ecuatia admite radacini intregi, vom constata ca a., = 1, valoare care
se afld printre divizorii termenului liber, este o rddacina a ecuatiei.

X3 X? X x°
-7 7 -2

2
1] 2 -5 2 0

Deci, putem scrie: (x — 3) (2% -5x+ 2) = 0.

Ecuatia: 2x* - 5x + 2 = 0 admite rddcinile a, :% si o4 = 2, deci putem scrie:
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2(x-23x-2)(x-1)=0 & (x=De-Dx-1 =0

Observam cd ecuatia are toate radéacinile reale.

2. Fie ecuatia cu coeficienti reali, de grad impar: x*> + 4x* + x — 26 = 0.
Cercetand daca ecuatia admite raddcini intregi, vom consata ca x, = 2 este o radacina
a ecuatiei.

X3 X2 X x°

1 4 1 -26

2 |1 6 13 0

Deci, putem scrie: (x —2) ? + 6x + 13) = 0.

Ecuatia x* + 6x + 13 = 0 admite radicinile x, = -3 — 2i si x; = -3 + 2i, care sunt
numere complexe conjugate. Ecuatia se poate scrie sub forma:

=D+ 3-2D0(+3+20)=0.

Observam cd ecuatia are o radécina reald si doud complexe.

3. Fie ecuatia cu coeficienti reali, de grad par: 6x*— 11x* —=30x* + 29x -6 = 0 .
Vom constata cd o, = -2 si o, = 3, valori care se afld printre divizorii termenului liber,
sunt radacini ale ecuatiei. Rezulta ca este un divizor al ecatiei:

6x*— 11x° - 30x% + 29x - 6 X¥-x-6
—6x* + 6x° + 36x2 6x° —5x + 1
/ -5+ 6x% + 29x
56 - 5x% —30x
/ ¥ - x-6
-X*+ x+6
/ / /

Ecuatia datd se poate scrie:

(0P -x-6)(6x>-5x+ 1) =0 (x + 2) (x-3)(6x>-5x + 1) = 0.

Ecuatia 6x* — 5x + 1 = 0 admite radacinile X, :% $ix, = 1

3
. . 1) 1)
Ecuatia se poate scrie sub forma: | x i —gj_(x +2)(x-3)=0.
Observam cd ecuatia are are toate rddacinile reale.

5.1.4. Ecuatii cu coeficienti in inelul numerelor complexe C

Fie ecuatia cu coeficienti in C: X4+ 2(-2)x* + (3-8)x+ 6i=0.
Efectuand calculele, vom stabili ca x; = 3 este radacina a ecuatiei:
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x? x> x Xx°
1 2(i-1) 3-8i 6i
3] 1 2i-1 2i [ 0

Deci, putem scrie: (x— 3) [xX* + (2 — Dx-2i] = 0.
Pentru ecuatia: X4 (2i-1)x-2i = 0,
obtinem rddécinile:

_(2i-1)£y(2i-1)" + 81 ~(2i-1)£4(2i+1)°  —(2i-1)%(2i+1)

Xo3 = =

2 2 2

si rezultd: x, = — 21, x5 = 1.

Ecuatia de gradul doi: X4+ Q2i-Dx-2i=0,

se poate scrie sub forma:

X+ 2ix-x-2i =0 x(x + 20) - (x + 20) = 0 (x—1)(x + 2i) =0,
pentru care obtinem rddécinile: x, = — 2i six; = 1.

Efectuati in clasd
1. Sé se rezolve ecuatia: x* + 6x* + 11x + 6 = 0, stiind c& admite radécini in Z.
2. Si se rezolve ecuatia: 4x° + 6x* — 2x — 3 = 0, stiind cd admite radaciniin Q \ Z.
3. Si se rezolve ecuatia: x* + x®> + 2x* + x + 1 = 0, stiind ci admite radicina x, = —i.
4. Si se rezolve ecuatia: x*> + 2ix* + x + 2i = 0, stiind ci admite radicina x = i.

Temd

Sa se rezolve ecuatiile urmatoare:
1.2 + 7% + 7x + 2 =0;
2.x°-4 +x+26=0;

3. 6x* + 11x° - 29x* - 6 = 0;
4.x"+x° - 2>~ 17x-30 = 0.

5.2. Ecuatii binome

Definitie

O ecuatie de forma:
x*—a=0,aeC,a#0,neN,
se numeste ecuatie binoma de grad n.

Avand in vedere incluziunile Z — Q < R < C, rezulta cé a poate apartine oricareia
dintre multimile Z, Q, R, C.
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EXEMPLE

1. Pentrun = 1, ecuatia x — 15 = 0, unde a = 15, admite solutia: x, = 15 Z.
2.Pentrun = 2, ecuatiax*—9 = 0, unde a = 9, are radacinile ecuatiei: x, = -3 six, = 3.
In schimb, pentru ecuatiax® + 16 = 0, unde a = —16, rezultd ecuatia: x> = —16, care are
raddcinile x, , = +4/-16 = +4i . Observdm cd ecuatia este cu coeficienti reali, dar rddacinile
nu mai sunt reale.
3. Pentru n = 3, ecuatia x* — 64 = 0 are radacinile x,,, =64 = 4.
Vom observa ca este necesar sa studiem radacinile ecuatiei: x*—1 = 0.
Putem scrie: (x—1)(x*> + x + 1) = 0 si obtinem radacinile:

114 -1+J3  -1+3x/-1 -1+i3

2 2 2 2

X, =1, X,5=

_1+i3

Avem: ¥ -1=0=>x=%1¢ {1, }§i sunt raddcinile de ordinul trei ale unitétii.

Vom observa ci putem scrie: /1 e {1, g,8° } ,

, —1-i/3

—1+i\/§ si x
2 2 2

undex, =1, x, =¢ =

Intocmind tabla inmultirii radacinilor de ordin 3 ale unitétii, rezulta
tabla aldturata.

Acum putem formula problema:

Produsul a doud rdddcini de ordin 3 ale unitdtii este o rdddcind a
unitdtii.

Deducem ca pentru ecuatia x* — 64 = 0, radacinile sunt: x € {4, 4¢, 4¢*}, unde & = 1
siez+e+1=0.
4. Sa se rezolve ecuatia 2> —1i = 0.

a) Solutie algebricd: Fie z = x + iy, x, y € R. Deducem (x + iy)?—i = 0 saux*—y? +
+ i(2xy — 1) = 0, astfel incat obtinem sistemele echivalente de ecuatii:

2 _y2_0 X — X+ =0 —v=0 x+y=0
x Y = ( y)( y) < (1D =y sau (2) N .
2xy-1 =0 2xy-1=0 2xy-1=0 2xy-1=0

Din sistemul de ecuatii (1), deducem cd y = x, iar din ecuatia a doua, cd 2x*> — 1= 0,

. 2 . 2 N2 ANV2 AN V2
deci x,, =+——  respectiv z, =£+l£=(1+l)£, 2, =£—1£=—(1+1)£.

’ 2 2 2 2 2 2 2
Din sistemul de ecuatii (2), rezultd y = —x, iar din ecuatia a doua a sistemului se

obtine 2x* + 1= 0, unde x ¢ R.

93


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Partea 1. Elemente de algebrd

. .. . : To.. T
b) Solutie trigonometricd: Putem scrie z* =i = COSE + 1sm§,

T T
- - §+2kTC §+2kTC
siavem: gz, = Ji= cos§+isin§ = cos 2 +isin R k e {0, 1}, deci:

T T
Sr20a 20w no..on N2 A2 1-‘/5.
2, = COS +isin = COS— +isin— = —— 4i— = (1+i)—;
2 2 4 4 2 2 2
TLoM T2
o rexm o axm 5n 5n J2 \/5 V2
2, = COS +isin = COS— +isin—= —~= _ = (-1-1)~=.
2 2 4 4 2 2

In general, pentru o ecuatie binoma de forma:
x*—a=0,aeC,neN,
radéacinile sunt:

x, =%a,ke{0,1,2, .., n—1}.
Un caz particular este ecuatia de forma: x*— 1 = 0, de unde rezultd x, = /1, unde
ke{0,1,2,..,n—1}.
Folosind forma trigonometrici: 1 = cos 0 + isin 0, unde i =+/-1, deducem:
kn 0+ 2kn 2km 2km

0+2 .
x, =%1 =%/cos0+isin0 = COS +isin =cos—— +isin=—
k n

n n n
ke{0,1,2,....,n—1}.
Putem scrie:

X, =¢,,unde g, = cos& + lsm& ke{0,1,2, ..., n— 1}, sunt rddacinile de ordin n
n

n
ale unitatii.
In particular,
e pentrun = 2, avem: x>—1 =0,

xt .. 2X0xxw
+1sin

€, = COS =cos0+isin0=1+ix0=1,

Xt .. 2Xlxu
+1isin

€, =cCos =cosn+isinn=-1+0=-1;

e pentrun = 3, avem: x* — 1 = 0, rezulta:

xt .. 2X0xn o
€, = COs +1sin =cos0+isin0=1+0=1,
2x1 .24 2n . . 2 - —1+i
€ = COS T 4 isin ><7T:cos—Tc+1s1n—Tc=_1+i£=1+—l‘/§=g;
3 3 3 2 2 2
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22 - “1-i
L C05ﬂ+iSil‘lﬂ:—1—i£=1—l\/§=gz,
3 2 2 2

In cazul general, putem scrie (vom nota necunoscuta cu z):

X,
+1sin

€, = COS

z"—a =0, i, notdnd |a| =7, arg a = a, rezulta:

2 < a = y;(cosa”k“ +isin ‘“27‘“}, ke{0,1,2,..,n— 1}
n n

Efectuati in clasd
Sd se rezolve ecuatiile:
1.2 —1 = 0; 2.2*—81=0; 3.2+ 1=0.

Temad

Sd se rezolve ecuatiile binome:
1.2-2=0;, 2.22+2=0;,3.2-3=0;, 422+3=0; 5.2*—1=0;
6.2*+1=0;, 7.22—1=0; 8.2+1=0;, 9.22-1=0; 10.22+ 1 =0.

5.3. Ecuatii bipatrate

Definitie

O ecuatie de forma:
ax*+ bx*+c=0,a,b,ceC,a#0,
se numeste ecuatie bipatrata.

Facand o substitutie y = x?, se obtine o ecuatie de gradul 2:
ay*+ by +c=0,
ale cérei radacini sunt:

1

—b-~b? —4ac v, - ~b ++/b* —4ac
S L ke N VL AL L e
2a 2a

iar rdddcinile ecuatiei bipatrate sunt rdddcinile ecuatiilor binome:
2 — 2 —
x*—y, =0,x*-y,=0.

2 2
Rezultd: x, , =+ @’ Xy, == @,
’ a ’ a

EXEMPLE
1. Rezolvam ecuatia bipatrata: x* — 5x> + 4= 0.
Notand x> = y, obtinem ecuatia de gradul 2: y*>— 5y + 4= 0, ale cérei radacini sunt:

y,=1lsiy,=4.
Din ecuatiile binome x> = y, six* = y,, deducem ecuatiile de gradul 2:

x? =1, cu solutiile x, , =1, six* = 4, cu solutiile x;, =+2.
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Multimea rddéacinilor ecuatiei bipatrate considerate este: {—2, -1, 1,2 }.

2. Rezolvam ecuatia bipatrata: x* — 3x*> — 4= 0.
Notand x* = y, obtinem ecuatia de gradul 2: y*— 3y — 4= 0, ale cérei radécini sunt:
349416 3+.25 345
2 2 2
Din ecuatiile binome x> = y, six* = y,, deducem ecuatiile de gradul 2:

,deci:y, =4siy, =—1.

Y12

x* = 4, cusolutiile x,, = %2, six* = —1, cu solutiile x, , = +v/-1 = +i.
Multimea rddéacinilor ecuatiei bipatrate considerate este: {—2, 2, —i, i }.

3. Rezolvam ecuatia bipatrata: x*— 3x*—40= 0.
Notand x*> = y, obtinem ecuatia de gradul 2: y*> — 3y — 40= 0, ale carei radécini sunt:
34491160 3+4/169 3+13

2 2 2
Din ecuatiile binome x> = y, si x* = y,, deducem ecuatiile de gradul al doilea:

,deciy, =8siy, = —5.

1,2

x* = 8, cu solutiile x,, = +2./2, si x> = =5, cu solutiile X4 = +i/5 .
Multimea solutiilor ecuatiei considerate este {—2\/5 , 242, -iv/5, 15 } .

4. Rezolvam ecuatia bipdtrata: z* + 16x? + 100= 0.
Notand z* = y, obtinem ecuatia de gradul 2:
t> + 16t + 100= 0, ale cérei rddacini sunt:

t,, =—8+/64-100 = —8+/-36 = -8+ 6i, deci t, = —8 + 6isit, = —8 — 6i.

Din ecuatiile binome 2* = t, si 2* = t,, deducem ecuatiile de gradul 2:
2= -8 + 6i siz? = -8 —6i.

Ecuatia 2> = —8 + 6i are solutiile de forma: z = /-8 + 6i = x +1iy, cux, y € R. Ridicand
la patrat, obtinem x*> —y* + 2xyi = —8 + 6i si, identificand cele doud numere complexe,
x*-y*=-8
2xy =6
Rezultd: z =1+ 3igiz, = —1—3i.

avem sistemul: { , care are solutiile: x, = 1,y, = 3si x, = -1, y, = —3.

Ecuatia 2> = —8 — 6i are solutiile de forma: z =/-8-6i = x +iy, cux, y € R. Analog
obtinem solutiile: x, =-1, y, =3six,=1, y, =-3.

Rezultd: z, = -1 + 3isiz, = 1 - 3L

Prin urmare, rdddcinile ecuatiei bipatrate considerate sunt:

2 =1+3i,2=-1-3i,z=-1+3isiz,=1—-3i.
Observatie

Ecuatia bipatrata este un caz particular al unei ecuatii de forma:

ax®*+ bx*+c=0,a,b,ceC,az0,neN,

din care, prin substitutia x" = y, se obtine ecuatia:
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ay*+ by +c=0.
Dacd y, siy, sunt radacinile ecuatiei
ay*+ by +c =0,
atunci din ecuatiile binome:
X"=y sixt=y,
se obtin cele 2n solutii ale ecuatiei in necunoscuta x.

Temd

Sd se rezolve ecuatiile:
1. x*—10x*> + 169= 0; 2.x*—a(a + b)*> + a°b= 0;
3. x* + 4ix> — 5= 0; 4. x* + 5x2 — 36= 0;
5.x*—2(a® + b)x®> + (a*>—-b»)? = 0; B. 4x* + 19x* — 5= 0;

x Y x Y 10 ]
7. (;7 +(X+17 —?; 8.x6—9x® + 8= 0;
9.x°—(1+ Dx®*+ i=0; 10. x* — x> — 6= 0.

5.4. Ecuatii reciproce

Definitie

O ecuatie algebrica de grad n:
ax"+a _x"'+ ..+ ax'+a,=0q¢€Cie{0,1,2,..,n}a #0,
se numeste ecuatie reciproca daca:

a, . = a, pentruorice ke {0, 1, 2,..., n}.

Pentru n € N*, vom analiza urméatoarele cazuri particulare:

1.Dacan = 1, ecuatia reciproca de grad 1 este: ax + a = 0, a # 0, care admite solutia
x, =-1

2. Dacd n = 2, ecuatia reciproca de grad 2 este: ax*> + bx + a = 0, a # 0, care admite

solutiile:

_ —b++b* -4d®
B 2a '
3. Dacd n = 3, ecuatia reciproca de grad 3 este: ax® + bx*> + bx + a = 0, a # 0.
Vom observa cd putem scrie:
a@x®*+ 1) + bx(x+ 1) =0saualx+ 1)0*—x+ 1) + bx(x+ 1) =0,
de unde deducem:

X12

O+ Dfax2+ (b—a)x + a] =0,
unde o rddécina este x, = —1, iar celelalte radacini x,, x, sunt raddcini ale ecuatiei reciproce
de grad 2:
a2+ (b—a)x+ a] =0.
4. Dacéd n = 4, ecuatia reciproca de grad 4 este: ax* + bx®* + cx®> + bx + a = 0, a # 0.
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Vom observa ca impartind ecuatia cu x*> # 0 (avand conditia a # 0), putem scrie:

ax2+bx+c+b><l+a><i2=0 sau a(x2+l2\-+b(x+l\-+c=0.
X x x*7 x/]

Notand x +l =y ,deducem x? +i2 = y* -2, de unde rezulta:
X X

a@?*—2)+by+c=0sauay*+ by +c—a=0.
Dacd y, siy, sunt radacini ale acestei ecuatii atunci din ecuatiile de grad 2:

1
x+;:y1 < x*—yx+ 1= 0 (curadacinile x, si x,) si x+l=y2 oxP-yx+1=0
X

(cu rdddcinile x, si x,), obtinem réadécinile x, x, , x, si x, ale ecuatiei reciproce de grad 4.
5. Dacan = 5, ecuatia reciproca de grad 5 este: ax® + bx* + o + o+ bx +a = 0,a#0.
Putem scrie:

aGc+ 1) +bx(0f+ 1) +ex?(x+1)=0
sau
alx+ Dx*F—x*+x2—x+ 1) + bx(x+ 1D0—x+ 1) + bx®(x+ 1) =0,
astfel incat rezulta:
(x+ Dfax*+b-a)x®*+ (a-b+c)x*+(b-ax+a] =0,
Deducem cé o rddécina este x, = —1, iar celelalte rddacini x,, x,, x, i x, sunt radacinile
ecuatiei reciproce de grad 4:
axt*+b-a)x®*+ (@a-b+ x>+ (b-ax+ a=0.
Vom observa ca impartind polinoamele ax® + bx? + bx + a, respectiv ax® + bx* + o +
+cx? + bx + a prin x + 1, folosind schema lui Horner:

respectiv X3 X2 x! %0
a b b a
-1| a b-a a 0

putem scrie:

—1| a b-a a-b+c b-a a 0

ax*+bx*+bx+a=x+ D[a+b-a)x+a]l =0,
ax® + bx*+ o+ +o? +bx+a=
=+ Dfa*+b-a)x*+ (a-b+ )+ (b-a)x + a] =0.

De aici deducem ca pentru rezolvarea ecuatiei reciproce de grad 3 vom rezolva ecuatia

reciproca de grad 2:
ax*+(b-a)x +a=0,
iar pentru rezolvarea ecuatiei reciproce de grad 5 vom rezolva ecuatia reciproca de gradul 4:
ax*+(b-a)x®*+ (@a-b+c)x2+(b-ax+a=0.

Vom observa cd ecuatiile reciproce de grad 3 si grad 5 admit ca rddacind x = —1.

Aceastd proprietate se extinde la toate ecuatiile reciproce de grad impar astfel:
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Proprietate
Orice ecuatie reciproca de grad impar admite radécina —1. )
EXEMPLE
1. Rezolvam ecuatia reciproca de grad 3: 2x° + 7x*+ 7x + 2 = 0. | 2 7 7 2
Fiind o ecuatie reciprocd de grad impar, admite radécina —1
si, folosind schema lui Horner, obtinem schema de aldturi: -1 | 25 2|0

Putem scrie: (x + 1)(2x*+5x+2) = 0.
Rezolvand ecuatia reciprocd 2x* + 5x + 2 = 0, obtinem radécinile:
-5+425-16 -5+49 543
Y2 = 4 T4 4

,decix, = —2si x, =—%.

Rezultd cd multimea rddacinilor ecuatiei reciproce de grad 3 este: {_1’_1’_2}.
2

2. Rezolvam ecuatia reciproca: 3x* —x>*—x + 3 = 0.
Fiind o ecuatie reciprocd de grad 3, admite radécina —1. Putem descompune in factori,
grupand termenii sau folosind schema lui Horner pentru polinomul 3X° — X2 —X + 3
sau facand impartirea acestuia la X + 1.

Avem: 3X° -X*-X+3 X+1
-3x° -3x* ‘ 3X2-4X + 3
-4X*-X
4X* +4X
/3X+3
-3X-3
/
Deducem ecuatia: (x + 1)(3x* —4x + 3) = 0, care admite radécinile: x, = —1 si

X3 =2%/4-9 =2+/-5=2+i\5.

Rezulta cd multimea radacinilor ecuatiei reciproce de grad 3 este: {—1, 2-i/5, 2+i/5 } .

3. Rezolvam ecuatia reciproca: 2x* — 3x* + x* + x> = 3x + 2 = 0.
Fiind o ecuatie reciprocd de grad 5, admite rdddcina x, = —1.
Utilizdnd schema lui Horner, obtinem schema de alaturi: |23 1 1-32
Ecuatia data se scrie sub forma: 1 | 9.5 6 -5 2|0
O+ D(2x* =5+ 6x2 = 5x+2) = 0. —
Pentru a determina radacinile ecuatiei date, vom rezolva ecuatia reciproca de grad 4:
2t =53+ 6x*—5x+2 = 0.
Impartind aceasti ecuatie cu x # 0, obtinem:

1 1
2x* —5x+6-5x—+2x= =0 < 2(x2+i2\-—5(x+1\-+6=0.
x x>

X x)]

A 1 < 1 . . .
Notand x +— =y, rezultd: x* + — = y* -2, si ecuatia devine:
x x
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202 —2)—5y+6 = 0 2y?— 5y +2 = 0, cu radacinile:

_5+425-16 549 5+3
4 4 4

1,2

. 1
7y1 = 2$1 yzzz'

A . 1 . 1 RV -
Rezolvand ecuatiile: x + — =y, si x+— =y, , determindm rdd4cinile ecuatiei date.
X X

. . 1 . . Cas s
Din ecuatia x +— = 2, obtinem ecuatia: x> — 2x + 1 = 0, cu radacinile: x, = x, = 1.

X

. . 1 1 . . Cqs s
Din ecuatia x +— = 5 obtinem ecuatia 2x*> —x + 2 = 0, cu rddécinile:

X

X5

4 4 4

C1+41-16  1+4/-15 1+iV15

Am determinat astfel radécinile ecuatiei reciproce de grad 5:

x =-1Lx,=x,= 1, x,

1+i\/ﬁ .
:T §1

Efectuati in clasa
Rezolvati ecuatiile:

5

1-i/15
—

1.x4—256=0; 2.x*—-13x*+36=0; 3. 2¢—-3x2—3x+ 2 =0;
4.x3+1=0; 5x6-1=0; B6.x*—1=0; 7.x*—81 = 0;
Temd

Sa se rezolve ecuatiile:
1.x*—5x2+ 4= 0;

3.x—9%% + 8= 0;

5 x4+ A -2Dx*+1 —-2)x + 1 = 0;
7.6x"-11x* - 3% + 11x -3 = 0;
9.3 -4 + 2x + 4 = 0;

2. x* — 25x% + 144 = 0;

4.2 + 72+ 7x + 2 = 0;
B.3x*—7x2—7x+ 3 =0;

8.2 -x*-6x + 3 =0;

10.x° + (1-2Dx—- (1 + 302 + 1) = 0.

Teste pentru verificarea cunostintelor

A

1. Sa se rezolve ecuatia:
x*+16 = 0.

2. Sa se rezolve ecuatia:
x*—=20x* + 6 = 0.

3. Sa se rezolve ecuatia
xX*=x*-x+1=0.

4. Sa se rezolve ecuatia:
-1+ Dx+i=0.

5. Sa se rezolve ecuatia:
x* + 4x + 20 = 0.

(2p)
(2p)
(2p)
(1p)

(2p)

B
1. Sa se rezolve ecuatia:
xt—16 = 0. (2p)
2. Sa se rezolve ecuatia:
x* 4+ 20x% + 64 = 0. (2p)

3. Sa se rezolve ecuatia:
¥+ 1+2)*+ A +2D)x+1=0. (2p)
4. Sa se rezolve ecuatia:

x4+ (3 + 20)x + 6i = 0. (1p)
5. Sa se rezolve ecuatia:
16x” + 8x + 37 = 0. (2p)

Notd: Timpul efectiv de lucru este de 50 de minute pentru fiecare varianta. Se acorda 1 punct din oficiu.
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PROBLEME CARE CONDUC LA
NOTIUNEA DE INTEGRALA

1. Notiuni introductive

Una dintre problemele importante ale matematicii a fost calculul ariile unor suprafete
plane.

Din geometrie se stie cum se calculeaza ariile unor suprafete simple: triunghiul,
dreptunghiul, paralelogramul, patratul, rombul,
trapezul etc.

Aria unui poligon se obtine descompunand poligonul
in triunghiuri si Insumand ariile acestora (figura 1).

Pentru calculul ariei unui disc de raza R se considera
un sir de poligoane regulate inscrise in cerc, cu un numar
de laturi din ce in ce mai mare (figura 2). Fig. 1

Cu cat numarul laturilor este mai mare, cu atat poligonul difera mai putin de cerc.
Sirul ariilor acestor poligoane are limita nR?.

Daca se considerd un sir de poligoane circumscrise (figura 3) cu un numar de laturi
din ce in ce mai mare, sirul ariilor acestor poligoane are, de asemenea, limita ©R>.

Limita comuni, nR, a celor doud siruri de arii a fost luata prin definitie, ca arie a discului.

Procedeul folosit pentru calculul ariei discului poate fi extins si in cazul altor suprafete,
definind aria ca limitd comund a ariilor unor anumite siruri de poligoane (nu neapdrat
regulate).

Pentru calculul ariilor unor suprafete plane, care nu se pot descompune in triunghiuri
sau nu se pot aplica formulele cunoscute din geometrie, a fost creat un nou instrument de
calcul - integrala — care s-a dovedit util siin rezolvarea altor probleme (din fizicd, de exemplu).

Inci din antichitate, Arhimede* a dat metode pentru calculul unor arii, cum este aria
segmentului de parabola, dar bazele calculului integral au fost fundamentate cu 1900 de
ani mai tarziu de Newton** si Leibniz***.

* Arhimede (287-2121.Hr.) a fost unul dintre cei mai mari oameni de stiinta ai antichitatii. A creat hidrostatica,
a dat metode pentru calculul aproximativ al lui . La cucerirea Siracuzei, a fost ucis de un soldat roman.
** Sir Isaac Newton (1642-1727) matematician, fizician si filozof englez. Este creatorul mecanicii clasice.
Plecand de la probleme de mecanica, a creat calculul diferential sI integral, dar a dat rezultate fundamentale
si In optica.
*** Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) matematician si filozof german. A pus bazele calculului diferential
si integral in 1673; este creatorul teoriei determinantilor.
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2. Aria triunghiului

Aplicam procedeul folosit pentru calculul ariei discului In cazul unui triunghi si verificam
dacd obtinem intr-adevar formula ariei triunghiului.

Sa consideram triunghiul OAA; marginit de axa Ox, dreaptay = 2x (graficul functiei
fiR->R, f(x) = 2x) siaxax = a,a > 0.

Impartim intervalul [0, a] in n pirti egale prin punctele de diviziune:

a 2a 3a (n-1)a na v 4

nn’>n’"’ n 7’ on’ P A

Pe fiecare dintre cele n intervale partiale, luate ca baza,
construim cate un dreptunghi ca in figura 4. Aceste drept-

a

unghiuri au bazele egale cu - si inaltimile, respectiv, cu 7
0 2a 4a 2(n-1)a

bl n b n > n * 7

Suma ariilor acestor dreptunghiuri este:

2 2(n-1)a
S, =%04+822.8 4a+...+2xu= /
n nn non n n
2 N — 1 Al >
>{1+2+3+ +(n-1)]=a*x 51 o 2 3a ' na >
nn n \n
Aria Sn aproximeaza prin lipsd aria triunghiului OAA;. (n-1)a
Calculand limita sirului (S,), >, obtinem: . f
ig.
lim s, = lim a® L2 g2, V4
n—>+m n—+w n A
2a f———————

Acum, pe fiecare din cele n intervale partiale construim
a
dreptunghiuri cu baza — §1 inaltimile respectiv 2— 4—
n n

62, .. 2nZ.
n n

Suma ariilor acestor dreptunghiuri este:
a,.a a  a a ,a a a
S, =—X—+—4—+—0—+...+—X2n—=

n n n n n n n o n
n+1l
—2><—><(1+2+3+ .+n)=a’x .
n .
Aria S, aproximeaza prin adaos aria triunghiului OAA;. A,
Aceastd aproximare este cu atdt mai bund cucatnestemai | a 24 3a % na M
n+l , mnon
mare. Limita sirului S, este: lim S, = lim a* x =a, (n-1)a
=40 n n
Amobtinut lim s, = lim S, =a® = A4,,, - Fig. 5

n—>+o0 n—+ow

Comentariu:
Este evident ca 1n cazul triunghiului este mult mai simplu sa-i aflam aria direct, calcu-
land semiprodusul dintre baza si inaltime decat cautand limita sirului ariilor unor poligoane.
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3. Aria segmentului de parabola

Suprafata mérginitid de: axa Ox, parabola y = x* (graficul
functieif: R > R, f(x) = x?) siaxax = a, a > 0 (figura 6), o vom
numi triunghiul curbiliniu OAA;. in cazul acestei suprafete (in
general al celor marginite de linii curbe) nu mai dispunem de o
formula pentru calcularea ariei, ci trebuie sa recurgem la procedeul
de aproximare prin poligoane. Sa impartim intervalul [0, a] in n
parti egale prin punctele de diviziune

a 2a 3¢ (n-Da na
n>n’n’" n ’n
si pe fiecare interval sa construim cate un dreptunghi ca in figura

fro|

>

2a

2
au bazele egale cu % si Indltimile respectiv O, (%) , ( o

7 A

a

QY

9

7. Aceste dreptunghiuri

Fig. 6

(n-Da] . .
| clar ariile lor

2 2 2
sunt egale respectiv cu a x0, a a_2 s a2 xa—2 S e a x(n—-1)2 xa—2 .
n n n n n
Aria poligonului hasurat in figura 7 este: YA
2 2 2
a a_a a o2 a a 2. da
S = X0+ x5+ =X x—+ ..+ —x(n-1)"'x= =
" n n p2 n n2 n ( ) n2 @ A
a 2, Q2 2 }
=5 [1+2°+3° +..+ (-1 = 1
n I
_a [n_g_n_ﬂﬂ\ _ aB(l_L 1)
n® (3 2 67 3 2n en2)
Luand n = 1, 2, 3, ... obtinem un sir de poligoane care au
respectiv ariile s; s, 55 ... Limita acestui sir este i
3 1
lims, = lim a® l—i+i\§ =4, AP >
n—o n—w 3 2n gp? 7 3 O a2a3a (-Dana x
Acum, pe fiecare interval sa construim céte un dreptunghi nn ”F_ ! . "
ig.
ca in figura 8. Acestea au bazele egale cu % silndltimileres- Y4
2 2 2 2 @eennneees A
. n-1a ..
pectiv 0, (g) s (E) s ees [!} s (M) ; ariile lor sunt
n n n n
. a_a* a_pa a g d a_2 a
egale respectiv cu —x, =X, =8 KT, —ATX
n n° n n° n n n n
Aria poligonului hasurat in figura 8 este:
2 2 2 2
a a’ a a a a a a
S, =—x5+—X2 x5+ =3 xo + ..+ =’ x5 =
nn® n n° n n n n A
2 ‘ >
a O a2a3a (n-Dana
= {1+22+3% +...+n?) = nnn n n X
n Fig. 8

104


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Capitolul 1. Probleme care conduc la notiunea de integrald

_ a_s[n_ n_ n\ a3(1+—+ 1)
B3 2 67 3 2n egn2j’
1,2,3,.

Luand n = .. obtinem un sir de poligoane care au respectiv ariile Sy, Sy, Ss, ...

3
3(1+L+1\_

Limita acestui sir este: IimS, = lim a :
v " 3 2n en?J

n—oo n—oo
Comentariu
Poligoanele din figura 7 sunt continute in triunghiul curbiliniu, iar poligoanele din
figura 8 contin triunghiul curbiliniu OAA;. Aceste poligoane sunt cu atat mai ,apropiate”
de triunghiul curbiliniu cu cat n este mai mare.
Este natural ca aria S a triunghiului curbiliniu OAA; sa fie un numar cat mai apropiat
de ariile s, si S,,; acest numar este limita comuna a celor doua siruri de arii (s,,),,50, (Sp)n>0-

3
Prin definitie, S = %. YA
Vom aréta ca, folosind alte dreptunghiuri, se B

obtine acelasi rezultat. impartind intervalul [0, a]
in n parti egale, alegem puncte intermediare
astfel: un punct &; in primul interval partial, un
punct &, in al doilea interval, ..., un punct &, in al

n-lea interval partial: | %

n n

& e [—(i"l)a,i—a},ie Ln.

Pe aceste intervale construim dreptunghiuri de

A:’l L 1 A‘l ;
baze < si iniltimi respectiv: O ax3a (lema  x
n nnn non

Fig. 9
2 ¢2 g2 2 -
&, &3, &3, ..., &, (vezifigura 9).
. . . - . _a .2 | A .2 a2
Aria poligonului hasurat din figura 9 este: o= xE] + o x5+ ... + e £

Acest poligon este cuprins intre poligoanele de arii s, si S, din figurile 7 si 8, deci

s, <0, <8, sitrecand la limita, avem lim s, < lim 6, < lim S,,.
n—oo n—oo n—oo
3
Cu teorema ,,clestelui“ rezulta lim o, = a
n—w 3
Comentariu 9 3)
Se observi ca aria triunghiului curbiliniu BOA este ;Cgl [— 3 Cé 3 . Rezulta cd aria

segmentului de parabola AOA' este egala cu doud treimi din aria dreptunghiului AA;A",A’,
rezultat obtinut pentru prima oarad de Arhimede.

Efectuati in clasa
Folosind procedeul aproximarii prin poligoane, deduceti formula ariei trapezului.
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SINTEZA

PRIMITIVE (ANTIDERIVATE)

1. Continuitatea si derivabilitatea functiilor
(recapitulare)

Reamintim cunostintele si notiunile invétate in clasa a XI-a.

In limbajul obisnuit, a spune ca o curba (acesta poate fi graficul unei functii) este
continud inseamna ca ea nu are intreruperi. Daca intr-un punct curba se intrerupe, spunem

ca 1n acel punct functia nu este continua (este discontinua).
1.1. Definitii si exemple
Fie functiaf: D > R,D c R.
| Definitie |

Functia f se numeste continud in punctul x, € D daca existd lim f(x) si
daca aceasti limita este egala cu f(x). =%

In caz contrar se spune ca f este discontinud in punctul x,,.

Stim cé o functie are limita Intr-un punct daca exista si sunt egale limitele laterale ale
functiei in punctul dat:

3 lim f(x) =l< 3 hm f(x) f(xo 0), 3 hm f(x) f(xo + 0)
X—>X, X XO
siflxg—0) = flxy + O) = l.
Functia f se numeste continud la stanga in punctul x,, daca exista lim f(x) si

X=X,
X<X,

XHH; fG) = flxp);

fse numeste continua la dreapta in punctul x;,, daca exista hrn fo) si 11m f&0) = flx)-

Teorema
feontinua In x, € D < 3 f(xy — 0), 3 fxg + 0) siflxy—0) = flxg + 0) = flxp). )

Definitie

Functia f se numeste continua pe multimea A, unde A < D, daca f este
continua in toate punctele lui A.

EXEMPLU xX+2, dacid x<0
2, daca 0<x<3
Fie functiaf: R > R, f(x) = ¢ —x +6, daci3<x<4
1, daca x=4

x% —8x +16, daca x > 4
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SINTEZA

Graficul functiei este prezentat in figura 1. y T
Ne propunem sa studiem continuitatea

functiei in punctele -1, 0 si 3.

Avem lim f(x) = lim (x+2)=-1+2=1
x—>-1 x—>-1

sif (-1) = 1, deci f este continua in punctul 1.
In punctul 0 calculdm limitele laterale si va-

loarea functiei:
lim f(x) = lim (x + 2) =2
x—0 x—0
x<0 x<0
limf(x) = lim2 =2
x—0 x—0
x>0 x>0

fl0) =2

Capitolul 2. Primitive (antiderivate)

= Lf(0) =1;£(0) =f(0) =3 lingf(x) = f(0)=2,deci

feste continud in x;, = 0. (Se vede in figura 1 cd graficul
nu se intrerupe in punctul 0.)

Analog proceddm in punctul x, = 3:

lim f(x) = lim 2 = 2
x—3 x—3
x<3 x<3

lim f(x) = lim (~=x+ 6) =3
> >

=2

Efectuati in clasa

=f(3) = f(3) # 4f(3) = F £i£1%f(x) , deci fnu este

continud in x, = 3.

Pentru functia data la exemplul anterior:

1. a) Calculati limitele laterale si valoarea functiei in punctul x, = 4.
b) Ce puteti afirma despre continuitatea functiei in acest punct?

2 . Studiati continuitatea functiei in punctul x, = 5.

3. Urmariti graficul functiei dat in figura 1 si observati ,,comportamentul” acestuia in

punctele: -1, 0, 3, 4, 5.

4 . Ce puteti afirma despre continuitatea functiei pe R? Justificati.

Teorema

Toate functiile elementare (functia polinomiald, functia rationala, functia
radical, functia putere, functia exponentiald, functia logaritmicd, functiile
trigonometrice — directe si inverse) sunt continue pe tot domeniul lor de definitie.

Observatie

Problema continuitatii unei functii nu se pune in punctele care nu apartin domeniului
de definitie. Pentru functiile ,,cu acoladd“ se pune problema continuitatii in punctele dome-
niului de definitie in care se schimba expresia legii de corespondenta.
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Exercitiu rezolvat

Sd se determine parametrul real o, astfel incat functiaf: R - R,

x—3 sa fie continua pe R.

2
F0O = XT=4X+3 aca x #3
o, dacd x=3

Solutie
Functia este continua pe (-0, 3) si (3, +), ca functie elementara (este functie rationald).
Problema continuitdtii se pune in punctul x, = 3. Avem:

X' —4x+3 _ ,m(x—S)(x—l)

£i£§f(x)=£i£§ 3 IXL33 < 3 :1(1%%()(—1):2,

. o X —4x+3 . (x=8)(x-1) L 3
£1£1%f(x)—£1£1% 3 —IXIE% <3 —£1£r§(x—1)—2 sif(3) = a.

x>3 x>3 x>3 x>3

Pentru ca functia f s fie continud in 3 punem conditia %{13 f(x)= IXIE% f(x)=£(3),
x<3 x>3

care este echivalentd cu a. = 2.

Prin urmare, f este continud pe R, dacd o = 2.

Efectuati in clasa
1. Reprezentati grafic, apoi studiati continuitatea functiilor urmatoare:
alf:R—-> R, f(x) = |x| (functia ,,modul®);
b)f: R—> R, f(x) = [x] (functia ,parte intreaga“);
c)f: R> R, f(x) = {x} (functia ,parte fractionara“);
1, dacax>0
df:R>R, f(x)=signx=1 0, dacd x=0 (functia ,semn“ - signum).
-1, daca x <0

x, dacd x<0

el]f:R>R, f(x):{

x?, dacd x>0
2. Studiati continuitatea urmatoarelor functii f: R — R, date prin expresiile:

1

€os x, pentru x:tO' b) f(x): e x2’ pentru x;tO;

o1 7() -1

pentru x =0 0. pentru x=0
2
——, pentru x # -1 x“ -4
c) f(x)=4(1+x) DA f(x)=1x2 pentru x # 2

5, pentru x =-1 a, pentru x =2, a € R
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SINTEZA

Capitolul 2. Primitive (antiderivate)

Fie functia f: I — R, unde I c R este interval sau reuniune de intervale.

_Definitie

Functia f se numeste derivabila in punctul x,, € I, dacd exista si este finita

limita fim 209 (0) 2 60y
X=X, X — Xg

Numadrul f'(x;) se numeste derivata functiei f in punctul x,.
Functia f se numeste derivabild la stAnga in punctul x,, daca exista si este

j— not
finitd lim S(I-fxo) = f;(xy) (derivatala stanga a functiei fin punctul x,).
XX, X = Xo ’
X<X,

Functia f se numeste derivabila la dreapta in punctul x,, dacd exista si este

finitd lim JI=fx) f4 () (derivata la dreapta a functiei fin punctul x;).
X=X, X = Xo
X>X,

Teorema
f derivabild 1n x, € I < fderivabila la stanga si la dreapta in x;, i f;'(xp) = fd’(xOD

Definitie

Functia f se numeste derivabild pe multimea A, unde A c I, daca si numai
daca f este derivabild in toate punctele lui A.

EXEMPLU

x+2, daca x<0

Fie functiaf: R > R = .
ie functia f: R > R, f(x) {—x2+2,dacéx20

Graficul functiei este prezentat in figura 2. semitangenta
T . L N ladreaptain O
Ne propunem si studiem derivabilitatea functieiin =~ g;
punctele O si 1. In punctul O, trebuie s calculdm
derivatele laterale: =2/ ! V2 -
/ _]_ \\% X
. x)—f(0 . (x+2)-2 g
() i L)y G2 %
=0 x-0 x/0 X A
°
= lim£ =1 Fig. 2
x/0 X ’

(este panta tangentei la stanga a graficului functiei in punctul de abscisa 0, vezi figura 2).

- —x*+2)-2 g2
£,/(0) = tim L) £O) i )72 = g
x—0 x-0 xN\O0 X N0

x>0

(este panta semitangentei la dreapta a graficului functiei in punctul de abscisa 0, vezi
figura 2).
Cum f;'(0) # f4(0), deducem ca f nu este derivabila in 0.
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SINTEZA

In punctul de abscisd 1 nu este cazul si calculim derivatele laterale, pentru ci nu se
schimba formula legii de corespondenta:

. x)-fQ . (=x? —(- R
fr() = i L@ CxT+2)-(=1+42) o —xP 4l
x—1 x-1 x—1 x-1 -1 x-1
— lim —(x-D(x+1)
x—1 x—1
Functia este derivabila in punctul de abscisa 1.
Interpretare geometrica
Numarul -2 este egal cu panta tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa 1.
In figura 2, aceasta tangenta a fost marcata prin linie punctata.
Observatie
Punctul 0 este punct unghiular (pentru ca cel putin una dintre semitangente este finita si
derivatele laterale sunt diferite; semitangentele formeaza intre ele un unghi nenul).
Reamintim ca ecuatia tangentei la graficul functiei fIn punctul x; este:

Y =flxg) = f'(x0) (¢ = ).

= lim (=x-1) = -2.
x—1

Efectuati in clasa

Pentru functia datd la exemplul anterior:

_

. Studiati derivabilitatea functiei In punctul x, = -2.

n

. Urmariti graficul functiei in figura 2 si observati ,comportamentul” acestuia si al
tangentelor in punctele: -2, 0, 1, V2.

w

. Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei date In punctul 1.

IN

. Ce puteti afirma despre derivabilitatea functiei pe R? Justificati!

ol

. Studiati continuitatea functiei date In acest exemplu si stabiliti o legdtura intre
continuitatea si derivabilitatea acestei functii.
Teorema

Functiile elementare— functia polinomiala, functia rationald, functia putere, functia
L exponentiald, functia logaritmica— sunt derivabile pe tot domeniul lor de definitie.

-

Teorema
Orice functie derivabila intr-un punct x, € I sau pe o submultime A a lui I
|_ este continuad 1n acel punct, respectiv pe acea submultime.
Observatie

Reciproca nu este intotdeauna valabild: nu orice functie continué este derivabila
(a se vedea functia de la exemplul de la paginile 107-108).
Comentariu

Afirmatia din teorema anterioara este echivalentd cu a spune cé dacd o functie nu este
continua intr-un punct atunci aceasta nu este nici derivabila in acel punct (a se vedea spre
exemplificare functia de la exemplul de la paginile 107-108).

\

J
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Capitolul 2. Primitive (antiderivate)

Prin urmare: problema derivabilititii unei functii nu se pune in punctele care nu
apartin domeniului de definitie si nici in cele in care functia nu este continua.

Pentru usurinta calculelor prezentdm un tabel cu derivatele functiilor uzuale:

Derivatele functiilor uzuale

Denumirea Domeniul Legea Derivata Domeniul de

functiei de definitie functiei functiei derivabilitate
constanta R c =0 R
putere cu
exponent R X" o) = nx* 1 R
natural (n e N¥)
putere cu (0, +o0) X o) =md ! (0, +0)
exponent real (reR)
cag particular: [~~~ """ TTT[TTTTTT[FTT°°~° A
functia radical (0, +) Jx (\/)_c ) :%/— (0, +)
de ordinul 2 2Vx
exponentiald R a* (a >0, @) =alna R

a+1)
cag particular: [~ -~~~ "~~~ [~~~ "~°fF~""~"~"~""""7"""°" 1" °"°"°"°"°7°7°
exponentiala R e’ @) =¢" R
de bazd e
logaritm natural (0, + ) In x (Inx) = = R
sinus R sin x (sin x)' = cos x R
cosinus R cos X (cos x)' = —sinx R
1
5 kL tgx)' = I
tangenta R\{2+kn|keZ} tg x (tg x) o x R\ 2+kn|keZ
cotangent R\{kr |k eZ}| ctigx | (ctgx)=-—— [R\{kn|k e Z}
sin” x
arcsinus [-1, 1] arcsin x | (arcsin x)’ = 1 -1,1D
1-x2
arccosinus [-1, 1] arccos x |(arccos x)' = — 1 -1,1D
1-x2

arctangenta R arctg x (arctgx)’ = 1o R
arccotangenta R arcetg x (arcctg x)’ =1 e R

Efectuati in clasa

Pentru functia f : D — R (D domeniul maxim de derivabilitate) date mai jos, calculati:

b) f(x)=""¥x;

a) f (x) = x>,
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SINTEZA

1.2. Operatii cu functii continue. Suma sau
diferenta a doua functii derivabile

Din proprietatile operatiilor cu limite de functii se deduc proprietétile operatiilor cu

functii continue. Fie I ¢ R un interval sau o reuniune de intervale.

Teorema

Suma (produsul, catul, puterea, compusa) a doua functii continue este o functie j

continud pe domeniile pe care aceste operatii au sens.

Analog am enuntat si demonstrat urmatoarea

Teorema

Suma (diferenta) a doud functii derivabile intr-un punct sau pe o submultime
a domeniului de definitie este o functie derivabild in punctul respectiv sau pe
acea submultime.

Fie f, g : D —> R doua functii derivabile pe D. Atunci:
[F) + g1 = f'(x) + g'(x), oricare ar fix e D.
[f(x) —g()]" = f'(x) — g'(x), oricare ar fi x € D.

Teorema

Produsul dintre o constanta si o functie derivabila intr-un punct sau pe o
submultime a domeniului de definitie este o functie derivabila in punctul respectiv
sau pe acea submultime.

Fie f: D — R o functie derivabild si A € R.

[ f)] = Af'(x), oricare ar fix € D.
Derivata de ordin superior f 1+ Diy) = [f(”) ()1, neNsif O ) = (0.

EXEMPLE

1.3 +Inx) =03+ (Unx) =32+ %,x > 0.

2. (F-Vx +4'=@)-(x)+4=3mn3- -1 x>0

3 (1X7)l_l(7)r_ 1(7 6)_ 6 2\/)_(‘

. 7 = 7 X = 7 XX =X".

4. +xD"=[(+x)T =€+ 3D =) +30% =e +3x2x = + 6x.

Efectuati in clasa

. Calculati derivatele functiilor f: D — R (D domeniul maxim de derivabilitate):

a) fo) = Yx —2x% b) f) = 25+ e + %% ¢) f(x) = 5x5.

. Gésiti derivata de ordinul 4 a functiilor f: R — R urmadtoare:

a) f(x) = x°; b) f(x) = €~

Ce puteti spune despre derivata de ordinul n a functiei de la b)?
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Capitolul 2. Primitive (antiderivate)

Exercitiu rezolvat

Sd se determine constantele reale o si 3 astfel incat functia

2x? +3a, x<1
:R—>R = ’
fiROR, f) {cxx+[3, x>1

sa fie derivabild pe R, apoi sa se scrie derivata functiei.
Solutie
Functia este continué si derivabild pe (—w, 1) si (1, +) ca functie elementara.

Problema derivabilitdtii se pune in punctul x, = 1. Mai intdi vom pune conditia ca fsa
fie continua in punctul x, = 1:

lim f(x) = lim (2 + 3a) =2 + 3a
x—1 x/1

x<l

lirrif(x)=li\ni(ax+[3)=a+[3 =>24+3a=a+P=>p=2+20.
X—> X

x>1

f(1) =2 + 3a

2
Deci f(x) = 2x"+30, x<1 este continua pe R, oricare ar fi a € R.
ox+2+2a, x>1

Vom pune conditia ca aceasta functie sa fie derivabild in x, = 1:
£ = lim LS _ 2x* +30)-(2+30) _ 0 26 -1 _
s x—1 x-1 x/1 x-1 x/1 x-1

x<1

= lim 2(x+ 1) =
li 20+ 1) = ¢

fd’(].) = lim w = lim ((X.x+2+20(,)—(2+3a) = lim a(x__ll) _

x>l x-1 x N\ x-1 x N\
x>1

f derivabild in 1

=f'(1) = f;(1) = a = 4. Deducem p = 10.

4x, x<1

. J2x® 412, x<1 g
Prin urmare f(x) = { sif'(x) = {4, x>1"

4x+10, x>1

Tema

. Studiati derivabilitatea si continuitatea urmatoarelor functii:

a)f: R R, f(x) =2x+ 3; b)f: R > R, f(x) = x%;

. o ) _ Jer+1,x<0
o f:R->R,f(x) =|x|; d)f'R_)R’f(x)_{erz,xZO'
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2 . Calculati derivatele urmatoarelor functiif: D — R (D fiind domeniul maxim de derivabilitate):

a) f(x) = x% b) f(x) = 7; ) f) = x;
d) f(x) = 4% e) fix) = 3/;+%; f) f(x) = 8¢ —In x;
g) f(x) = 3sin x; h) f(x) = X—2x45 1) f(xX) =7 cosx— 2 + 3;

Do) =x% +sinx; k) f) = 2007tgx; 1) f(x) = 2007 + arctg x.
3. Aflati derivata de ordinul n (n € N) a functiei f: R > R, f(x) = sin x.

4 . Fie functia f: R — R, f(x) = x* — mx — 3, unde m este parametru real. Aflati m astfel
incat tangenta la graficul functiei in punctul (2, f(2)) sa fie paralela cu prima bisectoare.

2. Primitiva unei functii: definitii si exemple

2.1. Definitia primitivei si exemple

Sa pornim de la un exemplu.
Fie g: R > R, g(x) = x*. Aceasti functie este derivabild pe R, ca functie elementari si
avem g'(x) = 453,

Functia g’ se numeste derivata functiei g, iar functia g se numeste primitiva functiei g'.
(x*) = 4
primitiva derivata

(functia din care
se obtine derivata)

In cele ce urmeaza ne vom ocupa de gasirea primitivelor unor functii date (deci operatia
inversa derivérii), In caz ca acestea exista.

Definitie
Fie f: I — R, I c Rinterval. Spunem céa f admite primitiva pe I daca exista
o functie F : I - R, F derivabila pe I, astfel incat
F'(x) = f(x), oricare ar fix € I.
Functia F se numeste primitiva a functiei f.

EXEMPLE
1.Fief:R >R, f() = x°
O primitiva a acestei functii este functia F: R > R, F(x) = %x3 + 1.

Intr-adevar, F este derivabild pe R (ca functie elementar) si

, _13 \,_13' y_ 142 _ 2 _
F(x)—(gx +1j, _(SX) +1 —§3x +0=x"=fx),VxeR.

2.f:R—>R,f(x) = cos x.
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O primitiva a acestei functii este functia F: R > R, F(x) = sinx + ¢, unde c este o
constanta reala.

intr-adevir, F este derivabild pe R (ca functie elementar) si

F'(x) =(sinx+c¢) =cosx+ 0=cosx=f(x),VxeR.

3.f:R>R, f(x) =1.
Functia F: R > R, F(x) = x + 2, este o primitiva a lui f deoarece este derivabild pe
RsiFF(x)=(x+2)=1+0=1=f(),VxeR.
Efectuati in clasa
Folosind tabelul de derivate, identificati primitive ale functiilor urmatoare:

a)f:R >R, f) = € b)f: (0, +) SR ) = =

Of Ro>R () = 2In2; d)f: (0, +0) >R, f0) = 1
e)f:R-R,f(x) =0; Df:R->R,f0)=3;

Bf ROR [0 = h) f: R > R, f(x) = ~sin x;
)f:R>R,f(x) = 2008x*°7; Df:R>R, f(x) = —cos x;

0 (LD SR S (3) = Df:R {kn/k € Z} >R, f(x):_sinlzx'

Puteti preciza mai multe primitive pentru o singura functie? Prin ce sunt diferite acestea?

Rezolvand exercitiile de mai sus ati observat, desigur, ca o functie poate admite mai
multe primitive.

Propozitie
Doua primitive ale aceleiasi functii definite pe un interval I diferd printr-o j
constanta.

Demonstratie
Fie o functie f: I —» R, I interval c R. Fie Fy, F, : I - R, doud primitive ale functiei f.
Inseamna ci F; si F, sunt derivabile pe I'si F/ (x) = f(x), F; (x) = f(x).
Derivata functiei diferenta a celor doud primitive existd si are loc relatia:
(F,-F,)'00) = F () — E; () = f(x) —f(x) = 0, oricare ar fix e I.
Functia F; — F, avand derivata nula pe I, rezulta ca este constanta pe acest interval,
deci F1(x) — F5(x) = ¢ = F;(x) = F5(¢) + ¢, V ¢ € I, c constanta reala.
Observatie
Apar doud intrebari:
1. Cum stabilim dacd o functie admite primitive?
2. Iar 1n caz afirmativ, cum scriem o primitiva a functiei date?
Raspunsurile la aceste intrebéri le vom da printr-un exemplu.
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EXEMPLE

. . 2x—1,daca x<2
1. Fie functia f: R > R, f(x) = 3, dacix>2"
O primitivd a acestei functii ar putea fi o functie de forma F : R —» R, F(x) =

2 <
- < o . -
{x X +6;, dacd x <2 , derivabild pe R, unde c; si ¢, sunt constante pe R (forma functiei

3x+cy, dacdx>2
am intuit-o folosind tabelul derivatelor uzuale astfel incat F'(x) = f(x), V x € R\{2}).

Functia F este derivabila pe (-0, 2) si (2, ) ca functie elementara. Ne punem problema
derivabilitatii functiei F In punctul x, = 2.

Mai intdi punem conditia ca F sa fie continud 1n x, = 2.

lim F(x) = lim (o -x + ) =2+¢
x—2 x/'2

5

lim F(x) = lim 3x+¢,) =6 + ¢, =>2+c=6+c,=>c; =4 +c,
x—2 x\2
x>2

F2) =2+ ¢,

x? —x+4+c,dacix <2 -

Notand ¢, = ¢, avem acum F(x) = < .
2 3x +c, daca x> 2

Studiem derivabilitatea functiei F in punctul x, = 2. Avem:

2 2

F(2) = lim FO=F@) _ ) 6P =x+4+0)-(6+0) _ o x®—x-2 _
s x—2 x—-2 x/'2 x—2 x/2 Xx—-2

x<2

= li + 1) =

X%(x ) =3,

x—2 x—2 xN\2 x—2 N2 X—2

x>2

de unde rezulta ca: F'(2) = 3 = f (2).
Constatdm ca F este derivabild pe R i F'(x) = f (x), V x € R, deci F este o primitiva a
functiei f.
0, dacd x <0
2. Functiaf:R >R, f(x)=7 1 1 1 . nu admite primitive.
sm;—;cos;, daci x>0

O primitiva a acestei functii ar putea fi o functie F : R — R, derivabila pe R, de forma
(o dacd x <0
F(x)=q .1 .
xsm;+c2, dacd x>0
Orice primitiva este derivabild, deci continud pe R. Din conditia de continuitate in
c, dacid x <0
punctul x = 0, rezultd ¢; = ¢, 2 ¢.Deci, F:R >R, F(x)=

.1 . .
xsin—+c¢, dacd x >0
X
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F(x)-F(0 1 AT « . .1 C

M =sin—, V x > 0, si tindnd cont cd limsin— nu existd,
x-0 X x—0 X

deducem ca F nu este derivabila in x = 0, deci F nu este derivabila pe R; in concluzie, F nu

este primitiva pentru f.

Observand ca

Efectuati in clasd

-1, dacd x<0

1, dacd x>0 admite primitive pe R.

Studiati daca functia f: R > R, f(x) = {

Ce puteti spune despre continuitatea acestei functii?

—X+¢, dacd x<0

Yic. daci x>0V C2 constante, apoi
25 =

Indicatie: Considerati F: R - R, F(x) = {

procedati ca in exemplul anterior.

Observatie
Admitem fard demonstratie urmétoarea teorema: orice functie continua pe un in-
terval admite primitive pe acel interval.

3. Integrala nedefinita a unei functii continue;
definitii, exemple

Definitie

Fie f: I > R (I interval din R) o functie care admite primitive.
Multimea tuturor primitivelor lui f se numeste integrala nedefinita a functiei
i se noteaza prin simbolul:
fs P [ fGdw)

Semnul J se numeste semn de integrala.

Deci _[ fO)dx= F(x) + C, unde F : I — R este o primitiva a lui f, si am notat prin C
multimea functiilor constante definite pe I cu valori in R:

not.

C = {c | c:I— R, c(x) = constant}.
EXEMPLE
3
2 _ X o _
l.jx dx—?+C. 2._[cosxdx—smx+C. 3._[1dx—x+C.

Din definitia integralei nedefinite deducem:

([F'(x)dx = F(x) + @ .

Operatia de calculare a primitivelor unei functii (care admite primitive) se
numeste integrare.
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4. Primitive uzuale

Pentru a nu proceda ,,prin Incercéri“ si pentru a usura calculul integral, prezentdm un tabel
cu primitivele (integralele nedefinite ale) functiilor uzuale:

Primitivele functiilor uzuale

Functia Domeniul Integrala nedefinita
de definitie (multimea primitivelor)
constanta R _[ cdx=cx+2C
putere cu exponent R _[Xn _ X e
natural (n € N) n+l
putere cu exponent (0, +0) P x
real (r e R\ {-1} -[X r+1 +C
putere cu expo- R” ldx = In|x| +C
nentul -1
exponentiald de bazd | R .[ax - Lo
a>0,a=1 Ina
exponentiald debazdae| R _[ efdx=e"+C
sinus R _[ sinxdx = —cosx + C
cosinus R _[cosx dx =sinx+ C
T
tangenta R\{E“‘kﬂkER} _[tgxdx=—1n|cosx| +C
cotangenta R\ {kn/k € Z} jctgx dx =In|sinx| + C

rationald cu numitorul
diferentd de patrate

R\ {-a,a},a=0

X—a
xX+a

1 1
i dx= o) rC
'[xz—a2 2a

rationald cu numitorul
suma de patrate

R,a=0

1

&=

X +a

dx = larctg£ +C
a a

numitorul radical din
diferentd de patrate

(-0, —a) sau (a, + ),
az0

+C

=1In ‘x+\/x2—a2

1
="

numitorul radical din
suma de patrate

R,a=0

Iﬁdx= In (x+x/x2+a2) +C

numitorul radical din
diferentd de patrate

(-a,a),a>0

= arcsinX + C
a

1
="

Retineti! _[ fx)dx =

jf(x)dx+c
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Efectuati in clasa
Verificati prin derivare relatiile din tabelul primitivelor uzuale.

EXEMPLE
1. (x+0'=cx'+0=cA =c.

n+1 ’ ,
2.[)( +61=L(x”+1) +O=n1 x(n+ 1) X" T = "

n+l ) n+1 +1
Tema
. Calculati urmétoarele integrale nedefinite:
1

a) _[xsdx,xe]R; b) jx3dx,xe]R;
c)_[«/J_cdx,x>O; d) I2xdx,xeR;

1 . e .
e) J;dx,x>0, f)_[x dx,x e R;

1 . .
g) [ dox<0; h) [1dx,xcR;
o ) , 1 .
i) _[smxdx,xeR, _])J. 5 dx, x e R\ {£3};

x“-9
1
k) [tgxdx, cosx#0; D dx;
I 8 -[ x*+4
1
m) dx, x e R\{-2, 2}; n) dx, x> 2;
'[x2 -4 '[sz -4

0) [-——dx,x € R; p) [-—— dx,x e (-2,2).

VX% + 4 4—x?
2 . Transcrieti si completati tabelul:

Primitiva functiei Functia Derivata functiei
xn+1 1
+C X, xeR,neN nx"~
n+1

X, x e (0, +x), r=-1.

a,xeR,a>0a=1.

l,xeR*
X

sinx,x € R

cos x, x € R.
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5. Proprietati ale integralelor nedefinite;
proprietatea de liniaritate

Si pentru functiile care admit primitive se pot enunta si demonstra proprietati analoage
operatiilor cu functii derivabile.

Teorema

Suma (diferenta) a doud functii definite pe I care admit primitive este o functie
definita pe I si care admite primitive. Integrala sumei (diferentei) este egala cu
suma (diferenta) integralelor.

Demonstratie

Fie f, g : I > R, I interval din R, doua functii care admit primitive. Aceasta inseamna ca
exista functiile derivabile F, G : I — R astfel incat F’ (x) =f)siG'(x) =gx),Vxel

DeducemcasumaF + G: I >R, (F+ G)(x) = F(x) + G(x) este o functie deri-
vabilasi (F + G)'(x) = F'(x) + G'(x) = f(x) + g(x) = (f + g (),
adica F + G este o primitiva a functiei f + g.

Putem scrie: _[ [f(xX)+g)]dx = F(x) + G(x) + C,

jf(x)dx =F(x) +C si jg(x)dx = G + C.

Deci:
[ FGO) dx + [ dx = FG) + C+ GO + C=FGO) + GO + C = [[f(x)+ (0] dx.

Analog se poate demonstra pentru diferenta a douad functii care admit primitive.

Retinem ca:
(JLreo+gelde = [foodx+ [gtodd) si([LF00-g]dx = [ (0 dx- [g(x)dx)

Observatii
1. Proprietatea este adevaratd si pentru suma mai multor functii.
2. Dacéd dintre doua functii numerice diferite pe acelasi interval una admite primitive, iar
cealaltd nu admite primitive, atunci suma (diferenta) functiilor nu admite primitive.

EXEMPLE

5 4
4 .3 _ (.4 3 4. X, X
’I._[(x +x)dx—_[x dx+_[x dx——5 +—4 + C.

2. Pentru x > 0, avem:

j(%—ex+&)dx= ‘[%dx— [ dx+ jxédx=

3

x2

=In|x| -+ =1nx—ex+%x\/; +C.

2
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Efectuati in clasa

Calculati urmétoarele integrale:

a) J(¥x+1)dr x e R; b) [(° -2 dr,xeR; o [(*-x+Ddx,x eR;

d) I(%_3X+4)dx,x<0; e) j(2+sinx)dx,xeR;

f) _[(cosx—tgx+ex)dx,x e R\ {%+kn|keZ}.

Teorema

Produsul dintre o constantd nenuld si o functie definita pe I, care admite
primitive, este o functie care admite primitive pe I. In acest caz, constanta ,,iese“
in fata integralei.

Demonstratie
Fie f: I — R, I interval c R, o functie care admite primitive si A € R* o constanta.
Atunci exista o functie derivabild F : I — R, astfel incat F'(x) = f(x), Vx e L.

def.
Deducem ca functia AF: I > R, (AF)(x) = AF(x) este o functie derivabila si

(AF)'(x) = FOIT = AF (x) = M) = (N (),

adica \F este o primitiva a functiei Af.

Putem scrie: _[ [MOO]dx = AF(x) + C

si A j f(x) dx = A[F(x) + C] = AF() + AC = AF() + C.

Deci Q 10 dx = 2 [ £(x) dx) .

EXEMPLE
3
2 _ 2 _ X
1.j5x dx—ij dx=5x% +C.
5 5 5 x4t 54 2 e
2. [2¥Yxdx = 2 [x* dx = 2x +C0= 23t +C=2Yx +¢C
Jz 2I 2 %+1 275
, 3
2
3. j(7x6—3&)dx=7jx6dx—3j&dx=7"7—3% +C=x"-2xJx +C,x>0.
2
(1+2vx) 1+4x +4 1 4/x 4
+ X +4X X X X
4, J‘Td)(':J‘TdX:IFdX-FJ‘ x2 d.x+.|‘?dx=
:‘[x‘zdx+4jx%dx+4jldx:—l—i+4ln|x|+c x>0
X x Jx ’ ’
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Efectuati in clasa
Calculati urmatoarele integrale:

a) jS%dx,xeR; b) _[Bexdx,xe]R; c) _[4x4dx,xe]R; d) ‘[%dx,x<0;

e) _[(—ctgx)dx,xe]R\{n+ kr | k e Z}; f) _[(—cosx)dx,xe]R.

Observatie

Rezultatele celor doua teoreme se pot cumula: daca doua functiif, g : I — R (I interval
inclus in R) admit primitive, atunci orice combinatie liniara a lor, Af + ug, admite primitive
pe I, oricare ar fi A, p € R:

U[xf(xﬂug(x)]dx = Af fC) dx + [ g(0) dx].

Tema
1. Calculati primitivele urmatoarelor functii:
a) f () =x*+3x,xeR; b) f (x) = asinx + bcosx,x e R,a,b € R;
) f(x)=x+2,xe (0, +o0); d) f(x)=x+2,xe (-, 0);
X X
1 1 1), _ :
®) f(x)‘_—xz’xe( y3p DI e

8) f(x)= .1 +L2:x€(07g}§ h) f(x)=x21+9,xelR;

sin*x cos®x

1

i) f(x):m,xelR; D) =3+exeR;
D) =3+ xeR; k) f(x)= le,xe(—l,l);
1) 4 .
D f(x)= x2- ,x € (—o0; —1); m) f(x) = X2 xelR\{Jﬁ,JE}.
2. Calculati urméatoarele integrale nedefinite:
a) _[(x7—6x5+4x+3)dx; b) Ixz(x—z)dx
c) I(Zx+3«/§)dx,x>0; d) _[43’/;%5/;dx,xelR;

e) j(zx+%—1)dx,x>05aux<0; f)_[x(x—l)(x—Z)dx,xelR.
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3.Calculati urmatoarele integrale nedefinite:

Capitolul 2. Primitive (antiderivate)

a) [(5x* -2x+3)dx; b) [(2x° —3x* +3x? + x - 4)dx ;
) J.(zlz—%+5}dx,x>0; d) I%“’Xdﬁ
e) _[(x/E+1)dx,x>O; f) _[(xx/;—2x+1)dx,x>0;
g) _[\/x\/x&dx,x>0; h) I(L+i3\.dx,x<0;
I x°J

i) I%dx,x>0; 7 JSede;
k) [3:2%dx; D [(x*+1)dx;

1 1), 1 2 )
m) '[[X2+16_\/x2+16j+dx’ n) I£X2_16+\/X2_16jdx,x>4.

Teste pentru verificarea cunostintelor

A
Calculati:
1. Jszdx; (1p)
)
e I("z * Q/Ejdx ; (1,5p)
3. JBsinxdx; (1p)
1
4, Imdx,x S R\{iS} N (1,51))
1
5. | —=dx;
J.x/x2 +25 (1,5p)
6

1
. | —=—=dx, xe(-5;5);
J. 25— 52 <( ) (1,5p)

7.J.2tgxdx, xeR {g+kn/keZ}. (1p)

Notd: Timpul efectiv de lucru este de 50 de minute pentru fiecare varianta. Se acorda 1 p din oficiu.
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B

Calculati:
1. J 2xdx ;

n

) I[\/E—x;}dx;

: JZcosxdx;

w

1
4 -[x2+25

dx, x € (5, +0);

J;
Y Ux?—25

5
6. dx, xe(-1,1);
| — (-1.1)

7. [3ctgedx, x e R\ fkn/k e Z} .

(1p)

(1,5p)

(1p)

(1,5p)

(1,5p)

(1,5p)

(1p)
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TNl INTEGRALA DEFINITA

1. Definirea integralei Riemann a unei functii
continue prin formula Leibniz-Newton

1.1. Definirea integralei Riemann a unei functii continue

Fie o functie f: [a, b] —> R (figura 1).

Sa impartim intervalul [a, b] in n intervale parti-
ale prin punctele xy = a, Xy, X9, X3, ooy Xp_ 1, X, = b.

In fiecare interval partial [x;_;, x;] alegem un

punct oarecare &, x;_; <& <x;,1= 1, n; considerdm

f(&;) valoarea functiei f in punctul & si scriem

produsul (&) (x;—Xx;_;), care reprezinta aria fieca-

ruia dintre dreptunghiurile construite in figura 1.
Pentru cele n intervale partiale, obtinem produsele:

Fig
J(&1) Gy = x0), fER) (g —x7), f(E3) (g —x), .y f(E) (30 — Xy 1)

iar suma acestora

n
Sp = f(E) 0 =x0) + flE) Cep —x7) + o + fED (G =X 1) = D FED (x; = x;)
i=1
se numeste suma integrald (suma Riemann*) a functiei f.
Comentariu
Luand succesivn = 1, 2, 3,... (adica impartind intervalul [a, b] in parti din ce in ce mai
mici), pentru o anumita alegere a punctelor intermediare &;, obtinem un sir de sume

integrale Sy, S,, ..., S,, pentru o alta alegere a punctelor intermediare obtinem un alt sir
de sume integrale etc.

Efectuati in clasa

Fie functia f: [0, 4] - R, f(x) = x*. O 2 4
i) Calculati sumele Riemann asociate functiei f pentru - &s
urmadtoarele diviziuni si puncte intermediare:
a) x; € {0,2,4}, & e {1,3}; c 1 =2 3 4
1 357 . él éz éS é4
b) XiE{O, 1) 2) 3) 4}) éie{E;E;E,E}, ﬂ-
4 . o 3 2 4
C) X; € {O, §, 2, 4} E_,i S {1, §, 3}. él §2 éS

* Bernhard Riemann (1826-1866) matematician german. A pus bazele geometriei riemanniene. Cercetarile
lui si-au gasit aplicatie in teoria relativitatii.
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Capitolul 3. Integrala definitd

ii) impartiti intervalul [0, 4] in 8 intervale partiale egale, alegeti doui sisteme de puncte
intermediare diferite si calculati sumele Riemann corespunzatoare.
iii) Ce observatii puteti face privind sumele Riemann asociate functiei f?

Daca sirul (S,,) de sume integrale are aceeasi limita finitd I, independentd de

alegerea punctelor intermediare x; spunem ca functia f este integrabila pe
intervalul (a, b).

Limita unicd I se numeste integrala definita a functiei f pe intervalul [a, b]
sau, simplu, integrala functiei f si se noteaza:

I: f(x) dx (se citeste ,integrala de la a la b din f(x))dx®).

Putem scrie relatia:

b def.
L f(x)dx = limS,.

Valorile a si b se numesc limite de integrare, a este limita inferioard, iar b limita
superioard; intervalul [a, b] se numeste interval de integrare; functia f se numeste functia
de integrat; x se numeste variabila de integrare. Semnul de diferentiala dx nu are
justificare teoreticd, dar s-a pastrat pana astazi prin traditie.

Observatii

1. Trebuie retinut ca j ’ f(x) dx este un numar.

2. Se poate dernonstraaurmétoarea proprietate: orice functie continud pe un inter-

val este integrabila pe acel interval.

3. In ce priveste functiile discontinue, unele sunt integrabile, iar altele nu sunt integrabile.

1.2. Formula Leibniz-Newton

Dupa cum ati vazut in procedeul expus anterior, calculul integralei definite, ca limitd a
sirurilor de sume integrale, este greoi chiar pentru functiile cele mai simple.
Vom stabili mai jos pentru functiile continue o formula de calcul cu ajutorul primitivelor.
Fie f: [a, b] — R o functie continua si F o primitiva a sa. fmpér;im intervalul [a, b] In
n parti prin punctele de diviziune x, x;, X9, X3, ..., X, _1, X,. Aplicim teorema cresterilor
finite (a lui Lagrange) functiei F pe fiecare interval partial [x;_1, x;]. Rezulta cd exista un
punct & € (x;_4, X;) astfel incat:
F(Xi) - F(xiq)

= F'(¢.
X = Xiq %f—‘(él) ’

f(E)

ceea ce se poate scrie:

F(x) = F(x;_1) = f(E) 0 —x;_1)-
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Luadndi =1, 2, 3, ..., n— 1, n obtinem egalitatile:
F(x;) = F(xg) = f(&) (1 = xp)
F(xy) —F(xy) = f(éz) (x5 —x7)
F(x3) — F(xy) = f(&3) (3 — x3)

............................................. P T ———————
FOo, 1) =FOq_0) = f(& 1) 01 =X, _2) Lﬁ/reducem termenii asemenea
F(xn) —F(X —l) zf(én)(xn - n—l)

n

F(x,) —Flxp) = > (€ (x; —x;1),
i-1
adica F(b) -F(a) = S,,.
Aceasta inseamna ca toate sumele S, corespunzatoare alegerii punctelor & (indicate
de teorema cresterilor finite) sunt constante.

Deci lim S, = F(b) — F(a) si cum Jb f(x)dx = lim S, obtinem:
n—o a n—o

Ijﬂwdx=F®)=H@.
Comentariu

. . b . . o e e o ..
Pentru calculul integralei I f(x) dx este suficient sa cunoastem o primitiva F a functiei f.
a

Diferenta F(b) — F(a) se noteaza frecvent F(x) |Z .

Formula Leibniz-Newton
Fie functiaf: [a, b] > R, a < b, continud, si F o primitiva a sa. Are loc relatia:

[ 0 dx = FB) ~ F(a)

numitd formula Leibniz-Newton.

EXEMPLE
2
204 X2 _ 2 1® _8-1_7
1 [t dx = % T3 373 T3
o Praet] B v
a 2| 2 2 2

Efectuati in clasa

Folosind formula Leibniz-Newton, calculati:

a) I_zlxdx; b) I:de; c) I;ex dx;

d) Lelnxdx; e) _[Ogcosx dx; ) J:x2°°7dx.
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2. Proprietati ale integralei definite: liniaritate,
monotonie, aditivitate in raport cu
intervalul de integrare

Este usor sa intuim ca proprietdtile integralelor nedefinite sunt adevarate si pentru
integralele definite.

Fie f,g : [a, b] > R, a < b, doua functii continue si a, pu € R.
Atunci au loc relatiile:

D) [[LF(x)+g(x)Jdx = [ f (x)de+ [ g (x)ax

(integrala definita este aditiva);

b b
2) [0 (x)dx =2[ f(x)dx (integrala definita este omogena);

3) f: [Af () + pg(o)] dx = %f:f(x) dx +p f:g(x) dx

(integrala definita este liniara);

4) Daci f (x) < g(x), V x €[a, b], atunci J;f(x)dx < I;g(x)dx

(integrala definita este monotona).

Demonstratie

1) Fie F, G : [a, b] — R primitivele functiilor f, respectiv g (functiile F si G exista
datoritd continuitatii functiilor fsi g).

Atunci F + G este o primitiva a functiei f + g pe intervalul [a, b] si

L”[f(x)+g(x)]dx= F+G)®) - (F+ G (@) = Fb) + Gb) - F(a) - G(a) =

= [F(b) - F@] + [G(b) - G(@)] =[] f(x)dx+ [ g(x)dx.

2) Se lasa ca exercitiu.
3) Se deduce din proprietdtile 1) si 2).
4) Se lasa ca exercitiu.

Acceptdm fara demonstratie urmétoarele conventii.
Fie f: [a, b] > R, a < b, o functie continud. Atunci au loc relatiile:

5) ([ f (x)dx =0} 6)q:f(x)dx=—j:f(x)@.

Fief: [a,b] — Ro functie sic € (a, b), astfel incat f continua pe [a, c] si [c, b]. Atunci are
loc relatia:

N[ o= [Treoax+ | f00 )
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EXEMPLU

Fie f: [-1, 2] > R, f(x) = |x|. S& se calculeze I_zlf(x) dx.

x, dacd x>0

Explicitdm modulul |x| = { % dack x<0 si impartim intervalul de integrare in

[-1, 0] si [0, 2].

2 [0 212
X X _ 1 4 _ 5
Dec1J. |x|dx = J(—x)dx+fxdx——7_ +7 ——O+§+§—O—§.
Tema
1. Aplicand formula Leibniz—Newton, calculati:
1. 5 ) 1o 11 )
a) .[_1(X —2x +3)dx; b) Ioe dx; c) I°1+x2 3
d) jgsinx- e) d; f) j”dx
0 ’ 1 2J_
g) ‘[:\/)_C dx; h) Ecosxdx; i) ‘[Oztgxdx.
6

2 . Arétati ca functiile urmatoare sunt continue, apoi calculati integrala definita pe
domeniul de definitie:
2x, dacaxe[0,1]

a) f:[0, 2] > R, f(x) = {x2+1 dacix e (1, 2]’

b) f X g E} —> R, f(x) = |sinx|;

Q) f:[l,2] >R, fo) = |Inx-1].

f-_|

3. Metode de calcul ale integralelor definite:
integrarea prin parti, integrarea prin
schimbare de variabila

Formula Leibniz-Newton permite calculul integralei oricérei functii continue céreia 1i
cunoastem o primitiva.

Pentru functiile cdrora nu le cunoastem primitive, se pot folosi procedee, numite metode
de integrare, care reduc calculul integralei unei functii la calculul integralei altei functii
(cu primitiva cunoscutd).

Vom prezenta si exemplifica trei metode de integrare, intai pentru integrale nedefinite,
apoi pentru integrale definite.
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3.1. Integrarea prin parti

Bazandu-ne pe regula de derivare a produsului a doua functii si pe faptul cd orice functie
continud admite primitive, stabilim o regula de integrare a produsului a doua functii.

3.1.1. Integrarea prin parti a primitivelor

Teorema
Dacaf, g: I — R sunt functii derivabile cu derivate continue, atunci functiile
fg, f'g sifg’ admit primitive si Intre acestea exista relatia:

[ £/ () dx = f() xg() — [ f(0) g(x) dx,

numitd formula de integrare prin parti.

Demonstratie
Din ipoteza stim ca f si g sunt derivabile, deci continue; avand si f', g’ continue,
deducem cd fg, f'g si fg' sunt continue, deci admit primitive.
Din definita integralei nedefinite putem scrie:
formula de derivare a unui produs |

I[f(x) xg()]" dx = f(x) xg(x) + C <

integrala sumei = suma integralelor

& [[FG)g)+ f)xg'(x) ] dx = f(x) xg(x) + C&
S [fExg0dx + [ f0)xg'(x)dx = f0) xg(0) + C
& [FOxg()dx = f() xg() - [ f(x)>g'(x) dx + C=
& [ f0xg0ydx = fr) xg() — [ £0r) xg'(x) dx.

Comentariu
Pentru a calcula integrala unui produs de functii, _[ f(x)xg(x) dx trebuie sa gasim primitiva
uneia dintre functii, apoi aplicam formula de integrare prin parti de cate ori este necesar.

EXEMPLE
1. szex dx, x > 0.
Alegem functiile derivabile f, g : R — R, f(x) = x*si g'(x) = €%
avem f'(x) = 2xsi g(x) = _[g’(x) dx = _[ex dx = €.
Rezulta _[xzex dx = x%° - Jerx dx = x%° - 2_[xex dx.
Pentru calculul integralei _[ xe* dx, folosind aceleasi notatii alegem:
fx) =x; 8 (x) = ¢, f, g : R — R derivabile
o) =1,g00) = _[ex dx = €%,
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si obtinem _[xex dx = xe* - _[exdx=xex—ex+ C.

Mai scurt, fara sd mai indicdm notatiile functiilor, putem redacta astfel:
Céutam o primitiva a functiei e* (fiindca este indefinit derivabild); avem:

= (9’ integr. prin parti
2 x o 2N X 2. x X _
_[xedx J.x(e)dx X2~ _[(x)e dx—xe—_[er dx =

|_Vm factor constanta|] [ e = (e)J
= x%e 2_[xe dx = x%e ij(e)dx X% — 2[xe* —_[(x)’exdx]—

Idesfacem paranteza si derivim | | formule uzuale |

= x%e — 2xe~ +2_[edx X2 —2xe + 265 + C = (% - 2x + 2) + C.

Observatie
Dacé pentru a calcula _[ x%e* dxam fi cautat o primitiva a functiei x* (deci nu a functiei

indefinit derivabile) am fi avut:
_[xzexdx J(— =X —_[X—(e)dx— —e ——_[x (e")'dx.

Astfel am ajuns la o integrald in care gradul functiei polinomiale este mai mare decat
a functiei initiale si, continudnd similar, observam cd nu putem finaliza calculul.

2. _[x” Inxdx,x > 0,n e N*,

Procedam ca la punctul anterior.

- constanta iese in constanta iese in
:[ Xml} fata derivatei fata integralei
n+
n +1
_[x”lnxdx= I( }lnxdx _[—(x’”l) lnxdx——‘[(x"”)lnxdx—

integr. prin parti deriviim si desfacem parantezele]

+1 n+1 1 +1 1 n+1 1 —
—n+1[x” Inx- _[x (Inx)' dx]= x” lnx—n+1_[x x;dx—

formule uzuale
1 n+1

_ 1 +1 1 n _ 1 +1 X _
= a31* Inx- +1jx de= g Inx- g o *C

1

v +1 1
B n+1xn Inx n+1) +C

Comentariu

Alegerea functiilor fsi g’ pentru aplicarea formulei de integrare prin parti se face astfel
incat sa se ajunga la integrale mai simple si depinde de experienta si inventivitatea
rezolvitorului.
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Efectuati in clasa

Folosind formula de integrare prin parti, calculati:
a) jlnxdx,x > 0.
Indicatie. Scrieti Inx = 1 xIn x, apoi 1 = x'.

b) _[Zx(x+1)dx,xeR;

c)_[xcosxdx,xe]R.

Proprietate
In aplicarea formulei de integrare prin parti se poate intAmpla si obtinem ca j

termen chiar integrala pe care dorim ca o calculam.

EXEMPLE

= _[coszxdx = _[cosx xcosx dx = _[(sinx)’cosxdx= sinx cos x — _[sinx (cosx) dx =

sin x cos x — _[sinx (—sin x) dx = sin x cos x + _[sinzxdx=

= sinx cosx + j(l—coszx)dx=sinxcosx+ _[dx— _[coszxdx=sinxcosx+x—1.

Pana acum avem I = sin x cos x + x — I, adicé o ecuatie in ,,necunoscuta“1.
Trecand I in membrul stang si ,rezolvand ecuatia® obtinem:

in +
S xcc;sx X e

2 =sinxcosx +x=1=
Efectuati in clasa

Calculati _[ sin x dx, x € R.

. IVX2+adx,undex2+a>O.
not. 2 2
Avem:I = [Vx?+adre= [ETE% dy= X dx+ [—=%— dx.
I el e bl o
I I

Pentru a calcula I; aplicdm formula de integrare prin parti:

~ ~ 5 ~ (x2+(x)’ ~ ' ~
I = Jﬁxxdx— Iﬁ x x dx = Imxxdx— I(Vx2+a) x dx =
= xVx +a —Isz+adx= x> +a - L

Pentru calculul lui I, utilizam formula din tabelul primitivelor uzuale;
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12=a.[%dx=aln(x+\lx2+a) + C (am observat ci Vx? +a > |x]).
x“+a

Prin urmare, [ = xVx?>+a -1 + o ln(x +Ux? 4+ cx) , de unde deducem

[2
2l = xVx? +a +aln(x+«/x2+cx) =1= M+% ln(x+\/x2+cx) + C.

N

Efectuati in clasa

Procedand analog exemplului anterior, aratati ca:

I«/az —x?dx = %xx/az —x? +%arcsin% + C, pentru orice x € (-a; a), cua > 0.

Temd
1. Calculati primitivele urmatoarelor functii:
a)f(x) = xX?sin x; b) f(x) = 5sin x cos x — 1;
c) fi) = ¥ lInx, x> 0; d) f(x) = cos(In x), x > 0.
2 . Calculati urmatoarele integrale nedefinite, folosind formula de integrare prin parti:
by . 2 . l .
a) jxe dx ; b) jx Inxdx, x > 0; c) Jxlnxdx,x>0,
d) Ilnzxdx,x>0; e) I(x2+x+1)ex dx; f)_[xzsinxdx;

g) ij2—9 dx, x € (3, +®); h) ij2+9dx,xeR; i) jJ9—x2 dx, x € (=3, 3).

3.1.2. Integrarea prin parti a integralelor definite

Teorema

Formula de integrare prin parti
Daca F, G: [a, b] — R sunt functii derivabile, cu derivate continue, atunci:

[ FeGE) de = Fe) GO ! - [T FOOG 00 dr.

Demonstratie
Avem:

FO) <GR[L = FxA0[! = ['F6)' () dx = [TF0) XG0T dx =

j: [F'(0)GCO) + FGO)G ()] dx = j:’ F(0)G(x) dx + j:’ FGOG(x) dx,

adici [ FQIGL0) dx = (Fx6) (0]~ [ FOG00) d.
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Exercitiu rezolvat

Calculati I 1e xInxdx.

Solutie
2 2 € 2
e _ ex_\\ _x_ _ ex_ ' _
Lxlnxdx— L[zjlnxdx— 5 Inx 1 J 5 (Inx) dx =
2 e 2 2 e 2]¢
_ X7 (XL g = X2 1l ae = X2 17 _
—21nx1 szxdx 2lnx1 21xdx 2lnx1 5 1
=x_21nxe_x_2€= ezlne_lzlnl\_ i_ﬁ\\zi_i+l=ez+1
2 L4 2 2 7 4 47 2 4 4 4

Efectuati in clasa

Calculati:

a) Jf(xz -3x+4)dx; b) J:xzex dx; ¢©) J.;Ix2 cosxdx; d) ‘[j\/xz -9 dx.

Temad

Calculati:
a) j:xexdx; b) jonxsinxdx; c) j:xsexdx; d) ‘[ngzsinxdx; e) JTInxdx;
) J‘jlarctgxdx; g) J:ln(1+x2)dx; h) lexzexdx; i) ‘[ngzcosxdx; j)j:Vx2+4dx.

3.2. Integrarea prin schimbare de variabila
a functiilor compuse

Reamintim derivarea functiilor compuse:

Teorema

Fie F: I — Rsi ¢ : J —» I doua functii derivabile, I, J intervale incluse in R.
Atunci F o ¢ : J - R este derivabila pe J si
(Foq) = (Fo9)xq

EXEMPLE

1.FieF: (0, +0) >R, F(x) = Inxsip: R — (0, +x0), o(t) = 2 + 4.
Atunci F o ¢ : R - R este derivabild si

(Fo ) () = (Fog)(t) x¢'(t) = F(p(D) x¢'() = — x¢'(¢) =

1 2t
x 2t =
o(t)

t* +4 > +4
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x =Int
Flo®) F(x)=sinx
o 1
2. [sin(In0)]" = [cos(Int) ] x(Int )’ = —cos(Int), ¢ > 0.
— — '
o(t) Fo() ')

3. [0 + x)197 = 1000 + %)% - (x* + x)" = 100(x* + x)?°(2x + 1).

Se poate prezenta un tabel al derivatelor functiilor uzuale compuse (am omis in mod
intentionat scrierea variabilei t € J).
Derivatele functiilor compuse uzuale

Conditii Derivata functiei compuse
teR,neN (") =ne" ! xo'
o) >0,r=-1 @) =1 ! ¢
! 1
®>0 = X'
o (Vo) =520
a>0,a=1 (@®)’' = a® x¢'xIn a
(€?) = e xo’
o(t) >0 (ng) =2
¢
o) eR (sin @)’ = cos ¢ x¢’
o) eR (cos @)' = —sin @ x¢’
1
(tgo)' = Q'
cos @(t) #0 cos® ¢
1
; (ctg @) = - x@'
sin @(t) =0 g sin? 0 ()
7 ! 1 ’
te(-1,1 (arcsin @)' = @
o) e ( ) m
[ A— 1 r
o0 € (-1, 1) (arecos ¢)' = —7——= ¢
-
1
(arctg @)’ = x@'
(P(t) eR g0 14+ (Pz ¢
1
(arcctg @)’ = — x@'
(P(t) eR g0 1+ (Pz ¢
EXEMPLE

1. [(E2-0°1 =5 -)*x(® - 1) =5 - )* x(2t - 1).
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2.(\/t2+1)’=;x(t2+1)’= 2t __t
W2 +1 W2 +1 A2 +1

3. [cos (x> + e9)] = [-sin (02 + )] (% + €)' = —(2x + €) - sin (3+ ).

Efectuati in clasa

Calculati derivatele urmétoarelor functii:

a)el teR; b) (2 + 13, t e R; 0 28 teR;

d Jt-1,teR; e)In(t® + 1), teR; f)ﬁ,teR;
t" +

@) sin(2t + 1), t e R; h) In (\/t2+1),teR; i) et ¢ e R.

In multe situatii, functia pe care vrem si o ,,integram*“ poate fi pusa sub forma
flo®) x¢'(t), unde ¢ : J — I este o functie derivabild si f : I — R este o functie care
admite primitive.

Daca functia f admite o primitiva F(deci F derivabild si F' = f), atunci (fo ¢) x¢’ admite
primitive pe J si, tindnd cont de formula de derivare a functiilor compuse, putem scrie:

[ Fl@®) xo'(®) dt = [F'(g(t) xo'(t) dt = [(Fo) (dt = (Fo 0)(8) + C.

Deci, problema gasirii unei primitive a functiei (f o ¢) x¢’ se reduce la aflarea unei
primitive a functiei f.
Rezultatul intuit anterior se poate enunta astfel:

Teorema

Prima metoda de schimbare de variabila

Fie J siI intervale din R si functiile ¢ : J — I derivabild pe J, respectiv
f:1— R functie care admite primitive pe I (fie F o primitiva a sa).

Atunci functia (f o ) x¢’ admite primitive, iar F o ¢ este o primitiva a sa.

Demonstratie

Functia F : I > R, fiind o primitiva a lui f, este derivabila pe I si F'(x) = f(x), oricare ar
fixel

AvemJ —2— [ —E 5 R; cum si ¢ este derivabila pe J rezultd ca F o ¢ este derivabila

peJsi (Fo@)'(t) = F (o) x¢'(t) = flo()) x@'(t) = (fo @) () x¢'(t), deci Fo ¢ este 0
primitiva a functiei (feo @) x¢'.

Putem scrie: q Flo®) ¢'(0) dt = F(p(0) + @

In continuare, vom prezenta un tabel al primitivelor functiilor compuse uzuale.
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Primitivele functiilor compuse uzuale

Integrala nedefinita Conditii
(multimea primitivelor)
n+l
n ' _ ¢ (®)
[orwemd=+—2+c teRneN
I O, _
(p(t)(p(t)dt——+C o) >0,r=-1
j“’g)) dt = In|e@®)] + C o(t) %0
J‘ o(t) ') dt = a®® +C >0,az1,¢() eR
a o ~ Tna a ,a > QL) €
_[e"’m @'(t) dt = e?® 4 ¢ o) eR
j sing(t) /() dt = —cos(t) + € o eR
j cos(t) xp'()dt = sin () + € o eR
_[tg(p(t) x'(t)dt =—In| cosp(t) |+ C cos p(t) #0
j ctgo(t) >o'(t)dt = In|sing(t) | + ¢ sin () #0
9'(t) o(t)—a
J(P (t) a2 T 2a ‘ ot)+a o0 # xa
J. ') = 1arctgw +C a#0
> () +d? a a
_[ Q'(t) dt =1In |(p(t) + \[(pz(t)iaz | +C o) >a,a#0
CHGETS
_[ Q') arcsmw +C lo(®)] <a,a>0
\/a ) (t
EXEMPLE

1 . Calculam _[ t(t2 - 7)8 dt, pentrut € R.
Luidm @(t) = t* -7, ¢ : R - R. Functia ¢ este derivabila pe R si ¢'(t) = 2t.

Putem scrie I = j t(t2 - 7)° dt = %J(tz 78t dt = —j o0]* xp'(0) dt.
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Definimf: R — R, f(x) = x%; fadmite primitive pe R si o primitivi a sa este
e
FZR—)R,F(X) = ?
In baza teoremei anterioare, o primitivi a functiei (fo @) x¢’ este:

[(p(t)]9 teR. Decil = & (t -7y +C= —(tz -7y

9 29 g ¢

(Fo@)(®) =F(op() =

Comentariu
Pentru un calcul rapid procedam astfel:

jt(t2—7)8 dt = lj(t2—7)8 ot dt = %I(t2—7)8 {(t2 -7) dt =

_1.@-77 _ 1.2 0
=375 +C—18(t 7)” + C.

2. _[(6t+3)et2”_4 dt = SJ'etz““‘(Zt +1)dt = 3J'et2“‘4 (2 +t—4ydt =314 + ¢

Comentariu
In exercitiul anterior am luat @(t) = t? +t-4, 0:Ro>R,sif:R—->R,f(x) =e"

3 I I 2x -2 J' O —2x+3) _
' ) )
Ji- (x 2x+3) V1= = 2x + 32 V1= = 2x + 32
= %arcsin (2 - 2x + 3) + C, unde |x2—2x+ 3] <1.
1 2x 10 (x*-2)
4. X dx= | —5%———dx= | —dx=
I9+( 2 2)? 279+ (x* -2 2732 4 (x* -2y
_ 1.1 x* -2 _1 x* -2
—2><3arctg 3 +C—6arctg 3 + C.
Efectuati in clasd
Folosind prima metoda de schimbare de variabila, calculati:
a) J. 3t +2t+2 dt; b) jtsin(2+3t2)dt; c)_[sinSxdx; d) e’ dx.

2+t +26+3

Exercitiu rezolvat

e2x
Calculati '[1 — dx.
+e

Solutie
Notdm e* = ¢, t > 0; rezultd x = In t.

Consideram functia ¢ : (0, +x) > R, o(t) = In ¢; functia ¢ este derivabild si ¢'(t) =

~ | =

(o este si bijectiva si o100 = eM.
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ezx . . . e e
Ludmf: R > R, f(x) = To o ; f este continud, deci admite primitive.
+ e
2
Avem f(p(t)) x¢'(t) = L—»d =L t+l=1_5 1

1+t t 1+t 1+t 1+t
O primitiva a functiei (fo @) (t) x@'(t) este:

D S 1 PR b S P S €0 A P e
j(l 1+t)dt t ledt t le dt=t-In|1+¢t|+C=t-In(1 +0) +C.

Tinind cont de notatia initiald (t = €¥), rezulta:
2x

j € _dx=¢—In(l +¢9H +C
1+e”

Altfel. Formal, putem proceda ca mai jos:
Notam e* =t (t > 0); deducem x = In t, deci dx = %dt.
Inlocuind in integrala obtinem:

2
2 1.t o flet=1. el _
1—+tx?dt—j1+tdt [ T de [1ae ledt t-In|1+¢t| +C

=t-In(1+1¢t)+C.

e2x
1+e*

Prin urmare, J. dx=¢e"-In(1 + €9 + C

Comentariu

In exercitiul rezolvat am utilizat, bazandu-ne pe intuitie, a doua metoda de schimbare
de variabila.

Efectuati in clasa
1. Verificati, prin derivare, corectitudinea rezultatului obtinut in exercitiul precedent.

2. Calculati J. dx, x > 0. Indicatie: Notati Vx*+1 =t.

1
x«/x2 +1

Prima metoda de schimbare A doua metoda de schimbare
de variabila de variabila
1. Se da o functie h : J —» R care admite 1. Sedd o functie f: I — R care admite
primitive. primitive.
[ f o . .
2. Secauti doud functiiJ — I — Rastfel [ 2. Se cautd o functie ¢ : J — I deriva-
incat h(t) = flo(t)) x¢' (1), ¢(t) = x. bild, cu derivata nenuld, ¢ bijectiva.
3. Se afld o primitivd F a lui f, adica 3. Seafld o primitiva H a functiei
(fo o'
.[ fOydx =F(x) + C. 4. O primitiva a lui feste Ho ¢!, deci
4. O primitiva a lui h este F o .

[fode=HooHE) +C
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Temad
1. Calculati primitivele urmatoarelor functii:
a) h(t) = tVt* +1; b) h(D) = ¢'y3¢ +2;

2x +1
rx+1l

d) f(x)=

2 . Calculati, utilizand schimbarea de variabila:

1 ; b) [—X_ dx
4) )'[«l2x2+3

a) _[ex ctge¥dx, x € (O,

c) _[ sin? x cos x dx; d) _[ cos® x sin x dx;
In(x +2) arctgx
e)J P dx, (x > -2); t)J'ler
h) J' x+1 dx:
X2 +2x+7 &
).[ Zsfl?icx+3dx‘ ) .[ Zx(xz+1)2oozdx
2
k) —X— dx; D [—
1+x 1+x*

n) _[ "™ cos x dx;

™) 'fxllicx4

0) [(x+4)e 87 dx; p) ¢ dx
.[ -[ [1_e2x
—sinx
) —cosx ,a#0; ) | ——
q -[a +sin? x -[Zcosx+3

Formula schimbarii de variabild pentru integrale definite rezultd din urmaéatoarea
teorema:

Teorema

Daca ¢ : [a, b] — I este o functie derivabila cu derivata ¢’ continua pe [a,b]
sif: I = Reste o functie continua pe intervalul [¢(a), ¢(b)], atunci:

[, £(o() 0 (¢)de = [ F(x)dx

Demonstratie

intr-adevar, daca _[ f(x)dx =F(x), atunci:
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[V (x)dx = F(x)

o0 =F(o(b))~F(p(a)) = (Fop)(b)-(Foo)(a)=

t=["F(o(r)) 0 (r)de

a

=(Fo0)(t)

Comentariu
Se observa cd integrala din membrul drept se obtine din cea din membrul stang facand
inlocuirile: x = ¢ (t), dx = ¢'(t)dt.

EXEMPLE

1. Calculdm: J:(Sx +4)*7 dx .

. . - 1 .
Facem schimbarea de variabild 5x+4 =t = x = %; dx = gdt. Obtinem:
t—4 )
0<x<le OST£1©OSt—4£5©4StS9
2008 |°
Asadar, | ‘(5% +4)™ dx =[ ?L o7 1L 1,1 (97 —420%).
0 45 2008|, 5 2008

4 e&
2. Calculam: L T dx.
X

Notim Vx =t=x=t*;dx=2tdt; 1<x<4=1<Jx<2=1<t<2.

Deci. i e 2¢f 2, e 2
eci, integrala este: .[1 7 dx:LTXthtzz.[l e'dt = 2| =2(e —e).
x
Temd
Calculati:
2

a) .[22X\/X2—4dx; b) I02X2V1+x3dx; c) _[Ollf Sdx;

- x

el n s
d) Lﬂdx; e) J2c052x>sinx dx; ) stin3xdx;
X 0 0
g) Jl Zey3+1d . h) J.% 1 de - ) J’% 1 dz:
71y y’ 0 9+2t2 ’ 0 a2 +b222 ’

P [Ctgedy;
4

9
m) .[2" e’ cosxdx;
2

1 x?
k) I0x6+1dx'

>

0 e~
W L
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3.3. Calculul integralelor de forma jb P(x) dx, grad Q<4,

*Q(x)
prin metoda descompunerii in fractii simple

Reamintim cé o functie f: I - R (I interval — R) se numeste rationald daca este de

P
Q(x)

forma f(x) = , Q(x) #0, V x e I (unde P si Q sunt polinoame cu coeficienti reali).

O functie rationald f se numeste simpla daca este de una dintre formele:

A — sau 2AX+B ,undeneN,a,a,b,c,A,BeR,aiOgib2—4ac<O.
(x—oa) (ax® +bx + )"

Acceptam fard demonstratie faptul cd orice functie rationald se scrie ca o suma finita
de functii rationale simple.

Teorema
~

Descompunerea functiilor rationale in functii rationale simple

P(x
Fie f: I — R o functie rationald f (x) = %, Q) =0,V xel,unde PsiQ
x
sunt polinoame prime intre ele. Presupunem cd descompunerea lui Q in factori
primi are forma:

Q(x)=(x-a;)" x.. >(x a)q>(x2+M1x+N1)ﬁl ><..>(x2+er+Nr)ﬁr

Atunci f se descompune, in mod unic, astfel:

q n n n
f(x)=L(x)+ A — 4+ Ay — ...+ A, +
Sl (x—a,)™ (x-a,)"" x-—a,
a Bl'x +C] B)'x +CJ B'x+C

+

>

n; ()c2+Mm)c+Nm)Bm -‘-(x2+me+Nm)ﬁm’1 +M+X2+me+Nm

unde L este un polinom cu coeficienti reali, iar a,,,, M,,,, Ny, A7,V i=1,n,

L B!, CI',¥Y j=1,m,sunt constante reale si M2 —4N, <0.
Observatii
Metoda coeficientilor nedeterminati:
Se face impartirea cu rest a lui P la Q. Vom avea: P = L xQ + R,
unde R este un polinom de grad strict mai mic decat gradul lui Q si deci:
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i) Se scrie formula de descompunere ca in enuntul teoremei in care coeficientii A",

Vi=1n, B',C!",\V j= 1, m, sunt nedeterminati.

ii) Se aduce la acelasi numitor in memrul drept si se pune conditia ca numaratorul
fractiei care rezultd in membrul drept sd coincidd cu numadréatorul fractiei din membrul
stang, de fapt aceasta revine la a scrie ca doud polinoame coincid.

iii) Se obtine un sistem liniar in care necunoscutele sunt coeficientii cautati A",

Vi=Ln, B, C/,V j=1m.

Calculul primitivelor unei functii se reduce la calculul primitivelor functiilor rationale
simple. Vom da metode de calcul al primitivelor functiilor rationale analizand cazuri particulare.

EXEMPLUL 1

a) Dacaf:I—> R, f(x) = lea’ a#0,]c (—o,a) saul c (a, +o0), avem

[ dx:j%dxﬂn Ix—a| +C.

X—a
b) Dacaf: 1> R, f(x) = = 1 2 a#0,]c (—o, o) saul c (a, +o0), avem
-
(x_a)—2+1 _ 1
j(x = Jar—o)? de= [or-a)? (-0)'de= 5P +C=- —— +C.
Efectuati in clasa
1. Fief: (1, +o0) 5 R, f(0) = —— . n
(x-D"
1 1
P dand lull,b tat = ———x—
rocedand ca in exemplu ) araalca I X 1) n—1x(x_1)n—1
2 . Calculati ILS dx, x < 4.
(x+4)
EXEMPLUL 2
1 1

2

a) Dacaf: 1> R, f(x) = —>
x“+a x“+a

Ic]R,a;&O,avem_[ dx=Earctg%+C.

dx:lj‘ 2X__ gy =

b)Dacéf:I—)]R,f(x)=+ IcR,a#0, avem_[ 5
x*+a X2 +ad® 2 x%* +a

10 +a®) 1 2 2
= |22 dx==In0*+a*>) + C
2 +d® 2

142


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Capitolul 3. Integrala definitd

c) Dacéf:I—)R,f(x)=L,IcR a#0,avem | —————
(x? +a®)? J‘(x +a®)? 2J‘(x +a?)?
1 - 1?+a®y> 1 1
= (x +a®yY(x?+a®)? dx—2 51 +C= 2x2+a2+c'
inmultire si
impartire cu a?
d) Dacif:I—>R,f(x) = 5 1 55 IcR,a#0,avem J.—dx= %j%dx=
(x* +a®) (% +a®)? a” (x*+a®)
adundm si integrala sumei =
scadem x° suma integralelor
_ 1 x2+a2—x2dx_ 1 x2+a2 1
-2 2 . 22 - 2 2 2 _[ _[
a (x* +a”) a (% +a?)? (x? +a) X2 +ad®
1 1 (1 x) 1 2 22 22
dx = = |=arctg= | — — || (X" +a®) {(x“+a”) |xxdx =
'[(x +a) a®\a a 2a2'[[ ]

integrarea functiilor compuse |

21 1 e eay)?> ] _
—a—sarctg J.{ 51 xx dx =

integrarea prin parti
-1
X + a

1 X 5
=—arctg— — (x*+a?) xc— x¢'dx | =
e e ( ‘[
X 1 1 1 X 1 X
= x dx = —arctg—+ +C.
a’ 4 28 P1d 28 3+ 2 8 o v T
Efectuati in clasa
Calculati:
1
a) ; b) ;o [ —dg D) [———dx
J (* + 1) J (* + 1)
EXEMPLUL 3
a) Dacaf: 1> R, f(x) = M ,IcR,a, A B e R* avem
x? +a?
[24B qe= [ ax+ [P de=A[ %5 dv+ B[t dx
x° +a x? +a? x? +a? x? +a? x? +a?

integralele obtinute se calculeaza ca in exemplul 2, punctele a) si b).

b) Dacaf:I—> R, f(x) = %,IcR,a,A,BeR”,avem:
(x +a)
Ax+B
_AXTD gy =A +B
(% +a®)? '[(x +a) '[(x +a)

iar aceste integrale se afld ca in exemplul 2, punctele c) si d).

143


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Partea a II-a: Elemente de analizd matematicd

2
c) Dacif: 1> R, f(x) = j(zi—z)z,lcR,a;tO,avem
x“+a

2

[ dr= [ ade= L[ 2 cde=

(x? + a*)? (x? + a*)? (x? +a*)?
integrarea prin parti

——j(x +a®) (P +d®)? xcdx = I[%} xx dx =

1 1 x 1 x)
= | - 7 XX~ = | ——— +-arctg=; + C.
2( 2 +d® J.x +a® 2( 2+a® a aj

Efectuati in clasa

Calculati:
2x +3 2x +3 X
dx; == ———dx; ¢) |————dx
+4)* J (x® +4)?
EXEMPLUL 4
a) Dacaf: 1> R, f(x) = 5, cR\{-q,a} interval, a # 0, avem
x“—-a
1 1 xX—a
L g 1y ‘ +e
'[ x? - a?

b) Dacaf:I - R, f(x) =

5> I cR\{-q,a} interval, a # 0, avem
x“—a

X 1 2 2
dx= zIn|x*-a®| + C.
J‘xz—az 2 | |

c¢) Dacif: 1> R, f(x) = ﬁ ,Ic R\ {-qa, a} interval, a # 0, avem
x“—a

_[ % dx = —% X— 1 5 + C; se procedeazd analog exemplului 2, punctul ¢).

xz—az)2 x“—a

1

d) Dacaf: 1> R, f(x) = W ,Ic R\ {-qa, a} interval, a # 0, avem
x“—a

1 _ 1 (1, |x-a 1)
'[(xz—az)zdx_ 2a* (Zaln‘era x-a*J e

Se procedeazi analog exemplului 2, punctul d).

Efectuati in clasa

Pentru x € R \ {£3}, calculati:

a)

. X . 1
:©) _[—(Xz_g)zdx, d) _[—(Xz_g)zdx
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EXEMPLUL 5
1
2

a) Dacaf:I—>R,f(x) =
X“+4x+5

, I c R (numitorul are discriminantul negativ), avem

scriem numitorul ca suma de pétrate|

1 1 (x+2)
1 =1 gx= L1 gx= [XFE 4=
Jx2+4x+5 '[x2+4x+4+1 J.(x+2)2+12 J.(x+2)2+12
= arctg (x + 2) + C.

1

b) Dacaf:I1—> R = —
) Dacif:1- R, flx) (x* +4x +5)*"

Ic R, avem

= J. 1 5 dx; facem schimbarea de variabild x + 2 = t;

‘[(X +4X+5) [(X+2)2+12]

calculam _[ S — dt, apoi tinem cont de notatia facuta.
(t* +1)° ' ’

Efectuati in clasa

Calculati:
1
a dx; _—_
) '[x +2x+5 )-[(x2+2x+5)2
EXEMPLUL 6
a) Daciaf:I >R, f(x) = 5 1 dx, I = (oo, -5) saul < (1, + ) deoarece numitorul
x“+4x-5

are discriminantul pozitiv; putem scrie ¥4+ 4x-5= (-1 +5).
Fractia se poate descompune 1in fractii simple:

5 L -4, B , iar coeficientii A, B 1i aflim prin identificare:

x*+4x-5 X-1 Xx+5

1=Ax+5) +Bx-1)=1=Ax+5A+Bx-B<1=A@A+B)x+5A-B. ()

1

A+B=0 _ |4=%

5A-B=1 B= 1°
6

Obtinem sistemul

Alta metoda de obtinere a coeficientilor A si B:

in relatia (*) dam lui x valoarea 1 sirezultd 1 = Ax6 = A = %’
apoi valoarea -5 si rezultd 1 = B x(-6) = B = _% .
Deci 1 1,1 1.1 ; prin urmare
X2 4+4x-5 6 x-1 6 x+5’
1 171 .1 1 1
'[x2+4x—5dx_6-[ .[x+5 6ln|x 1 61n|x+5|+c,
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1
(x? +4x - 5)
fractia se poate descompune in fractii simple astfel:
1 __A . B
(® +4x-5% (x-1* (x+5?"

b) Dacaf: 1> R, f(x) = dx, I < (o0, =5) saul < (1, +x),

deunde 1 = A(x + 5)% + B(x - 1) (*%)

1 , prin urmare

Din relatia (**) se gdseste A = % siB = 6

1 1p_ 1 1.1 1 1
s d= [ d - [ d = - =~ 2 +C.
I(x2+4x—5)2 6'[()(—1)2 67 (x+5) 6 x-1 6 x+5

1
(x-2)(x+D(x+3)
numitorul se poate scrie ca produsul unor expresii de gradul intéi, atunci fractia se
descompune 1n suma a trei fractii simple:

CEDIE }_ Do) = xé 5 xﬁ I + xi 3 iar coeficientii A, B, C se afla din relatia
1=A0Cc+1D0c+3)+Bx-2)(x+3)+Clx-2)x+ 1)

prin identificare sau dand valori convenabile lui x.

S S
(x-2)(*+1)
numitorul se poate scrie ca produsul unor expresii de gradul al doilea (ireductibile) cu
expresii de gradul intai si atunci fractia se descompune astfel:

c) Dacif:I->R,f(x) = (I interval inclus In domeniul de existenta),

d) Dacaf: I > R, f(x) = (I interval inclus in domeniul de existentd),

1 _ A Bx+C
2 - + 2 ’
(x-20*+1) x-1 x*+1

iar A, B, C se afld din relatia 1 = AGP + 1)+ Bx+ O (x-1).

Efectuati in clasa
Calculati'

ety 1 g 1
) '[x +3x+2 ’b)j(x2+3x+2)2 s C)IX(X—Z)(X—3)(X—4)dXd)I 3+4xdx

Observatie
In toate exemplele anterioare gradul numaratorului a fost mai mic decét gradul numitorului.

EXEMPLUL 7

Daca functia rationala f: I > R, f(x) = % Iinterval inclus in domeniul de definitie,

are gradul numaratorului mai mare sau egal cu gradul numitorului, procedam astfel:
¢ conform teoremei impartirii cu rest, existd polinoamele unice C(X) si R(X), astfel incat
PX) = C(X) xQ(X) + R(X), grad R < grad Q;

R P(x) _ R(x) . P(x) R(x)
scriem 00 =C(x )+Q( )’ rezulta: _[ dx _[C( )dx+_[ dx
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Exercitiu rezolvat

5 3
Calculati integrala nedefinita: ‘[% dx, x > 0.
X7 +2x

Solutie

2 1 ) x° 2 1
X -2x+——"——.dx= % —-x“+ | ———dx
x> +2x2) 3 '[

3
_x e oyl 1 =
=3 X +I[ 4x+2x2+4(x+2)}dx

Avem J.

VY

Efectuati in clasa

5., .4
Calculati: J.w dx, x € (2, +o).
X7 —4x
Indicatii:
+ Aflati catul si restul impartirii lui x° + x* — 8 la x® — 4x.

5.4 4x* +16x -8
XHAXT =8 2 x4
x° —4x X —4x
¢ Descompuneti X —4x = x(x=2)(x+ 2) si scrieti fractia datd ca suma de fractii simple

4x*+16x-8 A B . C

x(x—2)(x+2)=; x-2 x+2°

Comentariu

¢ Scrieti

p
Pentru calculul integralelor de forma I b% dx, grad Q < 4, va recomandam sa
aQ(x
P(x)
Q(x)

fractii simple, apoi aplicati formula Leibniz-Newton.

aflati mai Intai primitivele functiei rationale , grad Q < 4, prin descompunerea in

Efectuati in clasa

3x’+x* -8
Calculati: L de , X €(2,40).

Temad
1. Calculati primitivele urmatoarelor functii rationale:
3 1 2
a) | ——=dx, x#-2; b) | ———dx,x#-2; ¢ | =———dx,xeR;
.[x+2 '[(x+2)3 '[x2+25
2x X 1
d) dx,x e R; e) | ———dx,xeR; | ———dx,xeR;
J x* +25 J (* +25)° J (* +25)°
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3x-2 3x-2 . X
dx, x € R; dx, x e R; ) [—X——dx,xeR;
8) Ix2+25 *e '[(x +25)% *e ) J(x2+25)2 *e
19 [ 2" - & x < R\E5);
) j S dx, x € R\{£5}; m) j 252 dx, x € R\{z5};
n)J X’ dxxeR O)J X’ dxxeR
2xt —x? . 1 .
P md"”‘ = D [ SRR 2
r)_[ 22X dx, x e R\{-4, 0}; s) _[2X—+12dxxeR
X"+ X X"+ X
2x+1 1
t dx, x e R; dx, x e R\{1, 2, 3};
)jx o dexe ) j(x_l)(x_z)(x_g) x e R\{1,2,3};

x)j dxxeR\{ZO}

2. Sa se calculeze derivatele functiilor f: D — R (D fiind domeniul maxim de definitie):

a) f(x) =x- % X+ %xB— ix‘* + %xs b) f(x) = 0% - 2x + 2):
0) fx) = &—lnx—%; d)f(x)——lnx—é 3

3. Si se deducd formula sumei § = 1 + 2x + 3x* + ... + nx"~ ! din egalitatea:
n+l

14+x+x2+..+xX"= 1Iic

, = 1.
4 . Calculati:

a) X dx
'[«/x2+1

d) _[xzexsinxdx; e) _[xarctgxdx,xeR; 1)) _[xsin x dx, x € R;

b) j(8x7—7x6+5x4—2)dx; 0] ‘[[——i\dxx>0

g)jarc51nxdxxe(0 1); h) Ix\/1 x? dx, x € (-1, 1);

5. Stabiliti formule de recurenta pentru urmatoarele integrale (n € N, n > 2):

a)l, = J(lﬂx)n dx, x > 0; b)I, = _[x” sinx dx, x € R;
o), = |x"e“dx,x e R; dI, = X dx,x eR.
I '[\/X2+1

6 . Sa se determine constantele reale o si B astfel incat functia F(x) = e*(o cos x + Bsin x)
sa fie o primitiva a functiei f(x) = e*cos x.
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Capitolul 3. Integrala definitd
7 . Sa se calculeze:

a) I%

dFr

dx,x>5; b) _[(lenx)dx,x>0; c)j 3 dxxe]R\{ZOZ}

; e) _[arcsinx dx,xe [-1;1]; D) jﬁ dx, x e R\{-1, 0}.
x(x +

8.S4 se calculeze urmatoarele integrale:

1 : X’
a) [inx dx x> 1; b) jm
d) jde,xeR\{—l}; e)_[ 5 dx, x e R\{-1}; f)Ide,xeR;
2x+1 2 (x+ Vx? +1
)J'COS‘/;dxx>O' h)J' dxxe(O +00);
g ‘J‘; ) J
k dx, R;
)'[(1 ezx) X e

9. Stabiliti o relatie de recurenta pentru a calcula I,, = _[ x"e™ dx, apoi calculati I.

Teste pentru verificarea cunostintelor

A B
Calculati: Calculati
1. j(x2 +1)% dx (ap) | 1. j(x2 ~1)? dx (1p)
2. j (2x — 3)%°%% dx (1p) | 2. j (3x — 2)*°% dx (1p)
3. _[xz o3 + 1)%dx (1p) | 3. _[(xs —-1D* x%dx (1p)
4. Ismx dx, cosx# 0 (1p) | 4 Icosx dx,sinx =0 (1p)
5. dx, R 1 5. de, x e R 1
J.x+4 ¥ e (1p) '[x2+ € (1p)
1 1
6. | ———dx, R 1 B. | ———dx,x e R\{-3,1} (1p)
-[x2+2x+10 re (p) '[x2+2x—3 © P
0 2 1 2
= 7. | ———dx 1
7 I_1x2—4x+3dx (1p) -[oxz—4x+5 (1p)
11X
. dx 2
8. Lx —d @p | 8 | 707 2p)

Notd: Timpul de lucru efectiv este de 50 de minute (pentru fiecare varianta). Se acorda 1 punct din oficiu.
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APLICATII ALE INTEGRALEI

DEFINITE

Calculul integral este util in rezolvarea unor probleme de geometrie (cum ar fi: aflarea
ariei unei suprafete plane, a volumului unui corp de rotatie, aria laterald a unui corp de
rotatie, lungimea unei curbe etc.), dar si in fizica.

1. Subgrafic, definitie. Interpretarea geometrica a
integralei definite a unei functii pozitive

Dacaf: [a, b] —» R, este o functie continua
pozitivd, vom numi subgraficul lui f multimea
din planul xOy delimitata de: axa Ox, graficul
functiei si dreptele (paralele cu Oy) x = asix=b
(figura 1).

Iy= {0, y) eRxR|a<x<b,0<y<f()}.

YA

=Y

0]

Fig. 1

Ne punem intrebarea: cum se poate calcula aria suprafetei I'??

Observam ca aceasta suprafatd nu are o forma cunoscuta (asa cum se intdmpla adesea
in practicd); aria acesteia s-ar putea aproxima prin suma ariilor unor dreptunghiuri.

Intr-adevir, sa impartim intervalul [a, b] in n intervale YA
partiale prin punctele de diviziune

a = Xg, X1, X9y eees Xq_1, Xy = b

sisd alegem in fiecare interval partial [x;_;, ;] un punct
intermediar &;.

Produsul f(§) (o; — x; _ ;) reprezinta aria dreptunghiului
cu baza pe intervalul [x;_;, x;] si Inaltime f(§;), iar suma

Xope X1p X X X
O] XogXigleg,  gXn

n
Riemann S, = Z f(E)(x; —x;_;) reprezinta aria poli- _
£ Fig. 2

i=1
gonului hasurat in figura 2.
Cu cat numadrul n al dreptunghiurilor este mai mare, cu atat poligonul diferd mai putin

de subgraficul lui f, deci este natural sd luam ca arie a subgraficului I'ynumdrul lim S,,.
n—w

Fie f: [a, b] > [0, +x) o functie continua si pozitiva.
Atunci mulfimea I'y = {(x,y) e RxR | a<x<b,0< ¥ <f(x)} are arie si aria sa este
egald cu integrala lui f pe intervalul [a, b]:

aria(T) = | b £ d.
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Capitolul 4. Aplicatii ale integralei definite

EXEMPLE

1.Fief:[0,2] > R, f(x) = x>
Pentru aceastd functie subgraficul este multimea
Ir={0(cy) eRxR | 0<x<2,0<y<f(x)}
(vezi portiunea hasurata din figura 3).
Aria acestei suprafete este:

QY

aria(Ff) = Isz =X

Comentariu

Nicio formuld geometrica nu ne-ar fi fost utild pentru a calcula cu exactitate aria acestei
suprafete.

5. Fief:[a, b] >R (a > 0), f0) = ox + B (o, p € R,) i
Observam cd aceasta functie este pozitiva (figura 4), deci: f®
aria () = j:’(axw)dx - j:axdx + jbﬁdx=
e b f@ |
_a_[xdx+[3_[1dx—a><? +[3><x| % .
) O a b x
:a[%__} L B-a) =

:awz(bﬂl) Fpb_a) = G-D(arab+2p)

2

Comentariu

In acest caz, subgraficul functiei date este un trapez dreptunghic de inaltime b - a si
baze f(a), respectiv f(b).

Cu formula ariei trapezului avem:

aria(r}) = (b-a)[fB)+f(@)] _(b-a)(ab+p+aa+P) _(b—a)(aa+ab+2p)
2 2 2

adicad acelasi rezultat ca atunci cand am aplicat calculul integral.

Efectuati in clasd

Reprezentati grafic, apoi aflati aria subgraficului urmatoarelor functii:

a) f:[1,3]> [0, +), f(xX) = 2x + 1; b) f: [0, 9] > Ry, f() = Vx;

0) f: [-2, 0] > [0, 41, f0O) = x* ) f:[0,2] >R, f(x)=7.
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Partea a II-a: Elemente de analizd matematicd

2. Aria unei suprafete plane (marginita de curbe)
Ca o consecinta importantd a celor prezentate anterior, avem urmétoarea propozitie.

Propozitie
Dacdf, g : [a, b]— R sunt functii continue astfel
incat f(x) < g(x), oricare ar fi x € [a, b], atunci
multimea cuprinsa intre graficele functiilor f, g si
dreptele (paralele cu Oy) x = a, x = b (figura 5),
Tpe=1{06y) e RxR | a<x<b, f(x) <y<g(x)}
are arie si

aria(T}, ) = [ [g00) - ()] dx.

N\
Observatii

1. Dacd g(x) > f(x) > 0, oricare ar fix € [a, b] (figura 6),
atunci aria(l“f, g) = aria(Fg) - aria(Ff).

2 . Daca functia f este negativa, f(x) <0, V x € [a, b],
atunci graficul sau este situat sub axa Ox.
Graficul functiei opuse, —f, este situat deasupra axei
Ox; graficele celor doua functii sunt simetrice fata
de axa Ox, deci ariile subgraficelor lor sunt egale.

Deci aria (Ff) = I:| f(x) | dx.

Fig. 6
EXEMPLE

1. Fie f(x) = —Jx, g(x) = Jx, x € [0, 4].
Te={0y) eRxR|0<x<4,—Vx <y<x}
(figura 7).

aria(ly, ) = [ [¥x (V)] dx = [['2x dx =

4
3
4 1 2 4
_ _ 2 — 9 X% _ 4 =
_2j &dx—zjox clx_z§ Bx«/?co
2 lo
2

= %(4«/2—0«/6) = % x8 = 3

Comentariu
Putem observa cd - f = g, deci cd aria I'y = aria I'; si avem

aria(l“f, g) =2 aria(Fg) =2 J : g(x) dx.

2 . Calculam aria multimii cuprinse intre graficul functiei f: R, — R, f(x) = x* si
dreapta de ecuatie y = 2x.
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Capitolul 4. Aplicatii ale integralei definite

Consideram functia g : [0, +) = R, g(x) = 2x.

Aflam punctele de intersectie ale graficelor celor doua functii.
K=22=2x-2x=0=x(x-2)=0=x; =0six, =2,
deci punctele de intersectie au coordonatele (0, 0) si (2, 4)
(vezi figura 8). Atunci

aria(l“f,g) = Ij(zx—xz)dx= Ij2xdx— Iszdx=

QY

2

_ X
0 3

32 3 3
2 (22 0V _, 8 _4
O_(z 09 [ . =4 3 3

3. Sa calculam aria cercului cu centrul in origine si de raza r.
Ecuatia acestui cerc este x* + y* = %, de unde

y= +4r? = x?  x e[-r, r].
2 .2

Semicercul superior are ecuatia y = vr®—x~, iar

. . r .
aria lui este A;= I Vr? — x* dx, care se mai poate
-
. r r
scrie A; = .[o 2t —x* dx = ZIOVrz - x* dx.

Pentru calculul primitivei I = _[ Vr? — x> dx procedim astfel: ig- 9

r* — x* r x> 2 1 X
= [ =X _dx= dx— dx = dx— dx =
I .[[rz_xz .[\/rz_xz .[\/rz_xz r.[Jrz_xz .[Jrz_xzx

2x xxdx=r2arcsin% + _[(«/rz—xz) xx dx =

2r? - x?

=r? arcsin% +xxx/r2—x2 - I\/rz—xz dx.

r? arcsin% + _[

2
. . r .
Deci 2I = r* arcsin % +xxr? —x* , deunde I = 5 aresin % + %\lrz -x* +C

Prin urmare,

2 r r \ r r
Ay =2 aresinX| +XVr? —x?| = =1 aresin®| + xVrP-x*| =
2 r 2 07 rlo 0
0 J
nr?
= r?arcsin 1 —r2arcsin O + r\/ r? —r? —O\/r2 -0 = rzg = - (aria unui semicerc),

deci Agere = .
Comentariu
Am verificat astfel formula ariei cercului.

Efectuati in clasd

Aflati aria suprafetei marginite de curbele de ecuatiiy = x* + 1,y = 3-x, x € [-2, 1].
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Tema

1. Calculati aria subgraficului pentru fiecare dintre functiile urméatoare:

a)f:[O;E}—)IR, f(x):SiL; b) f: [0; el > R, f(x) = x2xIn(x + 1);
2 1+2cosx

c)f:[0;2] > R, f(x)=+2x-x*; d)f:[0;1] > R, f(x) =x2><arctg(x2 +1);
e)f:[0;n] > R, f) = cos®x—cosx + 1; Hf:[0;1] > R, f(x) = X xarcsinx?.

2. Sd se calculeze aria mulfimii Iy ,:

2
a) f0) = 2%, g) =%, x <[0, 2]; b)f0) = X, 00 = 51—, xe [1,1];
2 x“+1
) fG) = |x[,g0) = 1,x e [-1, 1]; d) fG) = e, g(x) = e, x € [0, 1].
2 2
3. Aflati aria elipsei de ecuatie X—2+Z—2 = 1.
a

4 . Si se giseasci aria suprafetei plane limitate de curbele y = x* + 2siy = 3x.

5. Calculati ariile suprafetelor delimitate de curbele specificate:

a) flx) = %,x= 1,x=2; b) f() = 4 - x? si axa Ox;

) f) =x°,y =26,y =x; d) y* = 26 x=2;
e)y’=x,y=x% f) xy =4, axaOx,x = 2,x = 4;
g) x> +y* =16,y* = 6x; h) y = ¢*, axa Ox, axa Oy, x = 1.

3. Volumul unui corp de rotatie

Volumul unor corpuri geometrice simple (prisma, piramida etc.) va este cunoscut din
clasele gimnaziale. Volumul unui poliedru se poate calcula descompunand corpul in
piramide si Insuméand volumele acestora.

Volumul cilindrului se poate calcula ca limita a sirului volumelor unor prisme care au
ca baze poligoane regulate inscrise in cercurile baze ale cilindrului.

Dacé R este raza bazei, iar h indltimea cilindrului, atunci volumul este:

Vcil. = TCth

Urmand un procedeu analog, de aproximare cu poliedre sau cilindri, se poate defini
volumul altor corpuri.

Reamintim ca un domeniu plan care se roteste in jurul unei drepte d situate in planul
domeniului determind un corp de rotatie. Dreapta d se numeste axa de rotatie.

EXEMPLE

Prin rotatia unui dreptunghi in jurul unei laturi obtinem un cilindru; prin rotatia unui
triunghi dreptunghic in jurul unei catete obtinem un con; prin rotatia unui disc in jurul
unui diametru al sau obtinem o bild etc.

154


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Capitolul 4. Aplicatii ale integralei definite

Vom defini volumul corpurilor generate de rotatia unui subgrafic in jurul axei Ox.

Fie f : [a, b] > R, o functie continua
pozitivd. Corpul geometric C; obtinut prin
rotirea subgraficului Iy in jurul axei Ox (vezi
figura 10) se numeste corpul de rotatie
determinat de functia f.

YA

0 X
Fig. 10

Sa impartim intervalul [a, b] in n intervale partiale YA

prin punctele de diviziune.
a = Xg, X1, Xy X35 «eey Xp_1, Xp = b, _

iar 1n fiecare interval partial [x; ;, x;] alegem un punct ] % i
intermediar §;. ‘ ’,I}‘

Rotind dreptunghiul cu baza pe intervalul [x;_;, x;] si ad &l ién b
de tnaltime f(&;) in jurul axei Ox obtinem un cilindru de O xg | Per [N P X
razd f(&)) si indltime x; — x;_;. ‘ }

Volumul siu este nff(&,)P(x; —x;_;), iar volumul V, al NN
corpului format din cei n cilindri este egal cu suma volu- i~
melor acestora:

Fig. 11

n not. I
V, = anz &) Og-x9) = Zh(éi) O = x_1).
i=1 i=1
Se observa ca V, este o suma integrald a functiei h, iar limita sirului (V/,),, este egald cu
integrala functiei h:
limV, = ["hde= [ nf0) dx=n f*Godx.
a a a

n—»oo

Teorema

Fief:[a, b] > R, o functie continua pozitiva. Atunci corpul de rotatie deter-
minat de f are volum si

vol(Cf) = n_[:fz(x) dx.
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Partea a II-a: Elemente de analizd matematicd

EXEMPLE v

1.Fief:[0,2] >R, f(x) = x*.
Volumul corpului de rotatie Cy (vezi figura 12) este

5|2
vol(Cf) = 1t_[02(x2)2 dx = n_[ozx4 dx = nx?
0

2 >
o[22 _0°) _ 32t o\ %
5 57 5° 3
2. Fief:[a,b] >R (@ > 0), () = ax + B (o, B € R,). |
Aceastd functie este pozitiva si corpul de rotatie Cy 1
(vezi figura 13) are volumul: [
b Fig. 12
vol(C) = ja (oo +B)? dx =
= “I:(o‘zxz +20fx +B*) dx = n(j:azxzdx+j:2a[3xdx+j:l32dx) =
2[b,2 b 2 (b 2 %% 2
:n(oc Lx dx+2aB_[axdx+B _[alcbc) =7 a ?a+2a[37 +B=x
\ YA
- b _d 2 _
=7 [a (3 37+(x[3(b a )+B (b- a)}
b* +ab+a®
:nxaz ( 3 )+

+nxofxb-a)(b+a)+np*b-a)=

=n(b—a)[a2W+aB(b+a)+BzJ =

- _Tf(bg- D [a2(b? + ab + b?) + 3ap(b + a) + 3p2].
Comentariu

In acest caz, corpul de rotatie este un trunchi de con
circular drept avand inaltimea b — a, raza mica f(a), raza mare f(b).

Aplicand formula V = nxh (R? + Rr + 1?), obtinem:

vol(G) = 2D f(ab + B)* + (o + P)(oa+ B) + (aa+p)?] =

- —“(b?,_ D [62(b? +ab +a®) + 3aB(b + a) +3p2],

adicd acelasi rezultat obtinut aplicand calculul integral.
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Capitolul 4. Aplicatii ale integralei definite

Efectuati in clasd
Reprezentati grafic apoi aflati volumul corpului de rotatie determinat de functia fin situatiile:
a) f:[1,5] > R, f(x) = 3. Ce corp geometric se obfine prin rotirea subgraficului I';in jurul

axei Ox? Comparati volumul calculat prin integrale cu rezultatul obtinut aplicand for-
mula cunoscuta.

b) f: [0, 4] > R, f() = Jx;
¢) f:[0,2] >R, fx) = V4-x2.

Comparati volumul lui C; cu volumul unei semisfere de raza 2.

EXEMPLE

1. Sé consideram un con circular drept de raza r si indltime YA
h. Acesta se obtine prin rotirea generatoarei OA 1n jurul Y= %x
axei Ox (vezi figura 14); ecuatia generatoarei OA este

S i r r
y= hx(panta ei este h)' h

Deci volumul conului este
h h

Vcon=nj( x dx—nj r—xzdx= _
olh 0 K2 Fig. 14

h

<
RV

rPthoo . 2 X3
2 TRy
h= -0 n* 3

|
|

=
&

B wh
W 3 3

2. O sferd de razd r se obtine prin rotirea unui semicerc
in jurul diametrului sdu. Ecuatia semicercului este:

y = 2 — 2
(obtinuta din ecuatia cercului x® + y2 =r),xe [, 7].
Volumul sferei este

Viers = ﬂ:‘[r (Vrz - x? )2 dx = 211:L:(T‘2 —xz)dx =

2n( r2dx - j xzcbc) Fig. 15
=2 [r x|p - f\
= 2n
0 Oj
_27{r (3-0)— [3—%}}
—Zn[rs—— 3
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Temad

1. Calculati volumele corpurilor de rotatie determinate de functiile f urmétoare:

a) f:[0,4] > R,,f(0) = Jéx (paraboloid de rotatie);

b) f:[2,5] > R,, f() = Vx% -4 (hiperboloid de rotatie);

c) f:[0,a]l >R, (a>0),f0) = %\/az —x? (elipsoid de rotatie);

d) f:[0,2] > R, f(x) = 2x—x%
e)f:[l,el >R, f(x) =xInx;
) f:10,n] > R,, f(x) =sinx;
g2 f:[0,2] > R,, f(x) =¢€".

Reprezentati prin desene.

2. Calculati volumele corpurilor formate prin rotatia in jurul axei Ox a suprafetelor delimi-
tate de curbele specificate in fiecare caz in parte:

a)y=3x2,y=2x;

Ay=sinx,y=0,x=0, x==;

X 1
e =X,—,y=0, x==;
) Y 1/1_x y 2

N[ A

b)y=x3,y=x2;

dy=tgx,y=0,x=0, x:%;

Dy=xe*,y=0,x=1.

Teste pentru verificarea cunostintelor

A
1. Calculati aria suprafetei delimitate de
graficul functieif: R— R, f(x) = ¥*—x,

axa Ox sidreptelex = 1, x = 2. (3p)

2. Aflati aria suprafetei delimitatd de
graficul functieif: R — R, f(x) = sinx,

T

axa Oy si dreapta x = 5 (3p)

3. Calculati volumul corpului de rotatie

2
determinat de curbay = X?, axa Oy

sidreapta x = 2. (3p)

B
1. Calculati aria suprafetei delimi-
tate de graficul functiei f: R > R,
()= x>, axa Ox si dreapta x = 2. (3p)
2 . Aflati aria suprafetei delimitata de
graficul functieif: R —> R, f(0)=¢",
axa Ox si dreptele x = 0,x = 2. (3p)

3. Calculati volumul corpului de

rotatie determinat dey = V6x si
dreapta x = 3. (3p)

Notd: Timpul de lucru efectiv este de 50 de minute (pentru fiecare varianta). Se acorda 1 punct din oficiu.
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1. TEME DE SINTEZA

10.

11

Tema 1 — Grupuri

. Se considera legea de compozitie ¥ : RxR—>R (x,y) > x*y,undex*y = Axy + x + Y,

A € R. Stiind ca multimea M = [-1, +0) este parte stabila a lui R in raport cu legea
%, sd se determine A si elementul neutru al legii ,,x“.

. Se considera legea de compozitie * : Z X Z — Z, (x,y) = x *y, unde

def.
xX*Yy = Xxy + 2x + 2y + 2. Sa se studieze proprietétile legii considerate.
def.

.Fie operatia * : Cx C - C, (21, %)) > 21 ¥ %y = 2, + 25— 2:%,.

Sa se determine elementele nesimetrizabile fata de legea ,,%“.

. Pe multimea R se defineste legea de compozitie:
def

»RxR>R, (x,y) >x*y = x+y+ +ax+ by, undea, b e R.
Sa se determine a si b astfel incat legea de compozitie ,,x“ sa fie asociativa si comutativa.

. Se considera legea de compozitie * : R3xR® > R3 (u,v) > uxv,undeu = (1, Y1, 21),

def.
V= (X9, Y9, Z3) SLUXV = (X1, Y1, 21) * (X9, Yo, Z9) = (X1 + X9, Y1 + Yo, 2129).
Sa se determine elementul neutru al legii ,,*“.

. Pe R se defineste legea de compozitie ,,x“ prin:
def

*»RxRo>(y) = xy—x—-y—2.
Aratati cd legea ,,x“ nu admite element neutru.
def.

. Se considera legea de compozitie ¥ : Z X Z — Z, (x,y) >x*y = xy—7x-7y + 56.

Sa se determine elementele simetrizabile in raport cu legea ,,x“.

.Pe multimea R se defineste legea de compozitie:

def.
*:RxR->R, (x,y) >x*y = ax + by,a, b € R*.

Sa se determine a si b astfel incat legea ,,x“ sa fie asociativa.

.Pe multimea G = (-1, +x) se defineste legea de compozitie * : G x G — G,

def.
6, y) >x*xy = xy+x+Yy.
Sa se studieze proprietatile legii ,,*“.
Se considera legea de compozitie:

def.
*: RxR>R,(x,y) >x*xy = x+ay,aeR.

Sa se determine a € R astfel incat legea sa fie asociativa.

def.
.Se considerd legea x :R xR >R, (0, y) > x*y = Xxy + 2Ax + py. Sa se determine

A si p astfel ca aceasta lege sa fie asociativd, comutativa si cu O (zero) element neutru.
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12

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21

1. Teme de sintezd: Tema 1 — Grupuri

. Se considera legea de compozitie:

def.
*:RxRoR,(,y) >xxy = 2xy—2x—-2y +a,a € R.

Sd se determine a € R astfel incat legea de compozitie s fie asociativa.
Se considera legea de compozitie:

def.
*»:QxQ->Q, 0y >xxy = x+y- %Xy

Sd se arate ca M = Q \ {2} este o parte stabild a lui Q in raport cu legea de compozitie.
Aratati ca legea este asociativa, admite element neutru, elementele lui M sunt
simetrizabile i legea este comutativa.

Se considera legea de compozitie:

def.
¥ :RxR—>R, (,y) >x*xy = xy+4alx+y),aecR.

Determinati a € R astfel incat legea ,,»“ sa fie asociativa.

def
Se considera legea de compozitie x : R* x R* - R” (x,y) ->xxy = 3xy. Dacae, este

elementul neutru al legii considerate, sa se calculeze a = (2e,) * (3e,) * (4e,).

Fie multimea R, si legea de compozitie:

* * * def.
xR, xR, >R, (,y) >x*y = log,x +log,y,acR,a>1.
Sa se determine valorile lui a pentru care multimea M = (a, +%) € R, este parte stabila
alui R, in raport cu legea de compozitie ,*“. Studiati proprietatea acestei legi.

def
Fie legea de compozitie ¥ : Z xZ > Z, (x,y) >x*xy = x+y + 2.
Sa se rezolve ecuatia x * x * x = e,, unde e, este elementul neutru al legii ,,%“.

def
Se considera legile de compozitie ¥ : Rx R > R, (x,y) > x*y = x+y+ % si

OZRXR—)R, (X,y)—)xoyz_&x}/_x_y_%'

Daca e; si e, sunt elementele neutre in raport cu legile ,,x“, respectiv ,,0“ si
a=eoceo..oe;b=e*e,*..¥e, calculatib-a.

de n ori de n ori

def
Se considerd legea de compozitie ¥ : RxR > R, (x,y) >x*y = A +y, L e R.
Sa se determine A astfel incat legea ,,x“ sa aiba element neutru.
Fie M = (2, 4) c Rsi legea:
def.
¥ MxM—>M, (,y) >x*y = xy—-30+y) + 12.

Aratati cd legea ,,x“ este o lege de compozitie internd, comutativa.
Determinati elementul neutru.

.Fie M = (3, 5) c Rsi legea:

def.
* :MxM—>M, (x,y) >x*xy = xy—4(x +y) + 20.

Aratati cd legea ,,x“ este o lege de compozitie internd, comutativa.
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22.

23.

24

25.

26.

27

28.

29.

30.

FieM = {x + y+5 | x,y € Q, x> - 5y* = 1}. Si se arate ci M este parte stabili a lui
R in raport cu inmultirea. Sd se arate cd existd element neutru si sd se determine
elementele simetrizabile (inversabile).

0 yJj
M, (R) in raport cu operatia de Inmultire a matricelor si sa se studieze proprietatile
operatiei induse pe M de inmultirea matricelor.

Fie M = {(X %) | x,y,zeR, xy= O} Sa se arate cd M este o parte stabild a lui

.Fie M = (1, +o0) si aplicatia:

def.
*:MxM->M, (x,y) >xxy = 1+ (x—l)]““'_l.
Aratati ca ,,»“ este o lege de compozitie internd, comutativa.
Fie legea de compozitie:

def.
¥ RxR>R, (x,y) >xxy = (1-m)x+my-m,meR.
Sa se determine m < R astfel incat legea ,,*“ sa fie comutativa.

. _(x+4y 2y ) B 3
FleM—{( 7y x- 2y7|xye]Rx 2y? 1}CM2(R)

Sa se arate ca inmultirea indusa pe M in raport cu M, (R) este comutativa.

.Fie M = [5, 7] silegea de compozitie'

¥ MxM—M, (xy)—)x*y xy 6(x +y) + 42.

Aratati ca ,,»“ este o lege de compozitie interna asociativa, comutativa si cu element
neutru. Determinati elementele simetrizabile.

1-x 0 x ) 1
FieM={A,=| 0 0 O —| xeR, x#s < M,(R). Sa se arate cd inmultirea
x 0 1-xj

indusa pe M de iInmultitrea matricelor este asociativd, admite element neutru si este comutativa.
PeR, = {xeR | x> 0} se definesc legile de compozitie:

def
X+ . . .o
X*y = Ty (media aritmetica);

def.
XxTy = 4Jxy (media geometrica);
def.
xly = 29 (media armonica).
xX+y

Aratati ca aceste legi de compozitie sunt comutative si nu sunt asociative.
Admit element neutru?

Fie multimea M = (0, +x) \ {1} si aplicatia:

InxIlny

def.
*:MxM—>M, (,y) >x*y = e

Aratati ca legea ,,x“ este lege de compozitie internd, asociativd, cu element neutru,
comutativa si toate elementele din M sunt simetrizabile.
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31.

32

33.

34.

35.

36.

37.

1. Teme de sintezd: Tema 1 — Grupuri

Fie multimea M = {x + y7 | x, y € Q,x*—7y* = 1}. Aritati cd M este parte stabila
a lui Rin raport cu inmultirea si ca toate elementele lui M sunt simetrizabile in raport
cu operatia indusa.

.Fie multimea M = {(X 0) | x,ye R} < M,(R). Arédtati cd M este o parte stabild In

z yJ

raport cu inmultirea matricelor M, (R). Determinati elementul neutru si elementele
simetrizabile ale lui M in raport cu operatia indusa.
Fie multimea G = (3, +©) si aplicatia:

def.
¥:GxG—>G,(y) >x*xy = xy-3(x+y) + 12.

a) Aratati ca ,x“ este lege de compozitie internd si ca (G, *) este grup abelian.
b) Determinati a, b € R astfel incat aplicatia f : ]R+ — G, f(x) = ax + b sa fie un
izomorfism de la grupul (R: , +) la grupul (G, *).
c) Aritati cd x*;c*....*x =x-3)"+3,VxeG.
en ori

Fie G = (2, +x) si aplicatia:
def.
¥:GxG>G, Yy >x*xy = xy—-2(x+y) + 6.

Demonstrati cd ,,x“ este o lege de compozitie internd si (G, %) este o lege de compozitie
interna si (G, %) este grup abelian. Calculati x % x *...% x .
—_——

den ori

Fie G = (-3, 3) c R si aplicatia:
Ix+y)
9+xy

Aratati ca ,,x“ este o lege de compozitie interna si (G, *) este grup abelian.
Aratati cd aplicatia

*:GxGo>G, (xx,y) > xxy) =

207 - 1)

X +1
este izomorfism de la grupul (R, +) la grupul (G, *).
Aritati ca sif™ : G — R este un izomorfism de grupuri.

fTR>G, flx) =

Se considera pe Z legea de compozitie:
def.
¥ LxZ—>Z,(x,y) >x*y = x+y-2.
Sd se demonstreze cé (Z, *) este grup abelian si cd aplicatiaf: Z — Z, f(x) = x— 2 este
un izomorfism de la grupul (Z, %) la grupul (Z, +).
Fie multimea G = (3, +) si aplicatia:

def.
¥:GxG—>G,0,by) = xy-3@+y) +12.

Sa se arate:

a) (G, %) este grup abelian.

b) Functiaf:G—>R_,f(x) = x— 3 este izomorfism de la grupul (G, %) la grupul (R, -),
grupul multiplicativ al numerelor reale strict pozitive.
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38.

39.

40.

41

42

43.

44.

45.

Fie multimea G = (1, +o0) si aplicatia:

def.
¥:GxG>G 0Ly >x*y = xy—-x-y+ 2.

a) Sa se arate ca ,x“ este o lege de compozitie interna si ca (G, ) este grup abelian.
b) Demonstrati ca: x *x*..xx = (x-1)"+1,neN,n>2.
—_———

den ori
Fie multimea G = R\ {1} si legea:
¥:GxG—>G, 0Ly >x*xy = %(1 +x +y-xy).
Sa se arate ca (G, %) este grup.
Fie multimea G = (m, +©) si operatia,x“, data prin:

def.
*¥:GxG>G, (x,y) >x*xy = xy—-mx+y) + + m? + m, me R.
Sa se demonstreze ca (G, ) este grup abelian.

.Pe multimea Z a numerelor intregi se definesc legile de compozitie:

def.
¥ LxL—>L, (x,y) >xxy = x+y+1,

def.
1:ZxZ—>Z,0,y) >x1ly = x+y-1.

Sa se arate cd (Z, *) si (Z, 1) sunt grupuri izomorfe, adica (Z, *) = (Z, 1), cu
izomorfismul f: Z — Z, f(x) = x + 2.

.Fie G = {(X ) | x, y R, x2+y2¢0} < M, (R).

y xj
a) Ardtati cd G este o parte stabild a lui M,(R) in raport cu inmultirea matricelor si
ca (G, -) este grup abelian.
b) Aratatica (C*, -) este izomorf cu grupul (G, -).

1 x y)
Fie multimea G = [O 1 z+ | x,y,2€Z; < M5(R). Sa se arate ci (G, -) este
00 17

grup, unde ,-“ este operatia indusa de inmultirea matricelor.

5

3y xJ
inmultirea matricelor determina o structura de grup.

Sé se arate ca pe multimea G = {( X ) | x,yeQ, x*+y* = O} < M,(R)

Sa se arate ca acest grup (G, -) este izomorf cu grupul (Q(\/g ), -), unde

Q(V3) = (x+y¥3 [ %,y € Q.f: G>Q(Y3),f(A) =x +yV3,A = (3’; i’}

Aritatica f' : Q(V3) — G este un izomorfism de grupuri.
Se considera multimea G = Q \ {k}, k € Q~ si legea de compozitie:

def. xy
¥:GxG—>G 0,y >x*xy = x+y—7.

Sa se arate cd (G, *) este grup abelian.
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46.

47

48.

49.

50.

1. Teme de sintezd: Tema 1 — Grupuri

Se considera grupul comutativ (G, -) si a € G fixat. Se defineste legea de compozitie
pe G: def.
¥:GxG—>G,0,y) >x*y = Xxya.

Sa se arate ca (G, %) este grup comutativ.

. Se considerd multimea de functii G = {f: R — (0, +©) | flx) = e™, a e R}. Sé se

arate ca:

a) G este grup multiplicativ, notat (G, -);

b) (G, -) este izomorf cu grupul (R, +), care este grupul aditiv al numerelor reale.
e 2 1 0) 1 €) . N

Se considerd multimea G = {E,A,A"}, unde E = 01 j"A =lo ¢ 7 si¢ este o radacina

€
cubica complex a unititii, adica este solutie a ecuatiilor e + ¢ + 1 = 0sie’ = 1.
Aratati ca (G, -) este grup in raport cu iInmultirea matricelor.

Se considera legea de compozitie:
def.
¥:CxCoC,(21,2) D21 %2y = Z189— (21 + 201 -1 + 1.

a) Sase arate ca multimea C; = C\ {i} este parte stabild a lui C fata de legea ,,»“, iar
C, cu operatia indusa este grup comutativ, (C;, *).

b) Si se demonstreze ca: gxzx.xz=(z-1)"+i,neN,n>2.
-
den ori
Fie multimea G = (0, 1) si aplicatia:
GxG—>G o ad
FEXGR Gy By = Sy T

Sa se arate ca:
a) (G, %) este grup abelian;

b) aplicatiaf: G - R, f(x) = % — 1 este izomorfism de la grupul (G, *) la grupul

R ,).

51. Fie multimea A= {x | x € R, 0 <x < a}. Pe multimea M = [0, +) se defineste legea

2
de compozitie x : M x M — M, (x,y) > x xy, unde x *y dif' w
m= +Xxy
Sa se arate ca:

a) A este parte stabild a lui M in raport cu ,,%*;

b) ,*“ este asociativd, comutativa si cu element neutru;

¢) Aimpreuna cu operatia indusa de ,x“ nu este grup.
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Tema 2 — Inele si corpuri

1. Pe multimea Z se definesc operatiile:
1:ZxZ—>Z,0y) >xLly=x+y-3,
T:ZxZ—>Z,(x,y) >xTy=xy-3x-3y + 12
Sa se arate ca (Z, 1, T) este o structura de inel.

2. Pe multimea C a numerelor complexe se considera aplicatiile:
+:CxC—>C, (2, %) > 2 + 2o
*:CxC—oC, (21,39) = 2% 39 = X1Xy + Y1Yol, unde 2; = X7 + Y11, 39 = Xy + Yol
Sa se arate ca (C, +, %) este un inel comutativ.

3. Pe multimea A = R x R se introduc urmatoarele legi de compozitie:
(e, yp) + (g, ¥5) = (¢ + Xo, y1 +Y5),
(1, ¥1) = (5, ¥2) = (4, X1Y5 + Xg¥1).
a) Sase arate ca (A, +, -) este inel comutativ.

b) Sa se arate cd aplicatiaf: A — M,(R), f((x,y)) = ()(; ;, } este izomorfism de inele.
4.Fie multimea A = {(_xy ))c, } | x,ye Z}. Sa se arate ci (A, +, -) este inel comutativ,
in raport cu operatiile de adunare si inmultire a matricelor.
x 0 0)
5.Fie multimeaA = 1|0 y 0% | x,y,z€eR
0 0 zJ

Sd se arate ca (A4, +, -) este inel comutativ, ,,+“ si ,,-“ fiind operatiile de adunare si
inmultire a matricelor.

B. Fie operatiile definite pe multimea K = Q:
def.
1:QxQ—->Q,0y) >xly = x+y+2,
def.
T:QxQ—->Q,(0,y) >xTy = xy+2(x+y) + 2.
Aratati ca tripletul (K, L, T) este o structurd de corp.

7.Pe multimea R se definesc operatiile:

def.
1:RxR>R, (x,y) >x1ly = x+y-2,

def.
T:RxR->R, 0y >xTy = 2xy-4(x +y) + 10.

Sa se arate ca (R, L, T) este o structura de corp.

8. Fie multimea K = {x + iy 3 | x, ¥y € Q} dotata cu operatiile obisnuite de adunare si
inmultire. Sa se arate ca tripletul (K, +, -) este un corp.
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8.

10.

11

12

13.

14.

15.

16.

1. Teme de sintezd: Tema 2 — Inele si corpuri

Pe multimea numerelor complexe se definesc operatiile:
1:CxC—>C,(21,29) >3y L2y =2 +3,+ai,a ek,
T:CxC—oC,(2,2)) 22, T2,=2 +2,—a.

Sa se arate ca (C, L) si (C, T) sunt grupuri izomorfe, cu izomorfismulf: (C, L) — (C, T),

f(2) =iz.

Se considera legile de compozitie:

def.
@ ZxL—>Z,(x,y) >x®y = x+y-2,5i

def.
O:ZxZ—>7,(x,y) >xOy = xy-2(x+Yy) +6.

i) Sase arate ca tripletul (Z, &, ©) este inel.
ii) Sase determine elementele inversabile ale inelului (Z, ®, ®).

. Fie tripletele:

Ky, +,), K= Q(V3) = {x +y¥3 | x,y € Q},

Ky +, 2, K, = {(3’; )yc}-l x, ye@}.

Sa se arate ca cele doua triplete sunt corpuri.

.Fie inelele (A, +,),A; = {x + iy | X,y €Z} si(Ay, +,),A = {(X —y\) | x, yeZ}.

y x7Jj
Sa se demonstreze ca cele doua triplete sunt inele.

. : X+ y b :
Fie multimea K = {( yy xi,y} | x,ye Q} < M,(R). Sa se arate cd multimea K
impreuna cu operatiile induse de adunarea si inmultirea matricelor este un corp
comutativ (K, +, -).

def.
Se consideréa legea de compozitie ¥ : Rx R > R, (x,y) »>x*y = x+y+ 1.
Sa se studieze proprietatile legii de compozitie si sa se calculeze:
a=(-10)*(-9) ... *x (<1) x 0 % 1 % ... » 10.

def.
Se considera legea de compozitie * : RxR > R, (x,y) >x*y = 2xy + 2x+ 2y + 1.
Demonstrati cd avem relatiile:
x*y =2+ Dy + 1D -1; x*x*..xx =2+ 1)"-1,neN.

de n ori

Calculati: a = (-100) * (=99) * ... ¥ (<1) * 0 % 1 % ... ¥ 99 % 100.

Se considera legea de compozitie * : RxR > R, (x,y) > x %y < 2xy —4x—4y + 10.
Demonstrati cd avem x x y = 2(x — 2)(y —2) + 25i calculati

a=(-50) x (—49) x ... x (<-1) * 0 % 1 % ... x 49 x 50.

Sé se rezolve ecuatia: 2" x 4 = 2.
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10.

11

12

13.
14.

Tema 3 — Inele de polinoame cu coeficienti intr-un
corp comutativ (Q, R, C, Z,, p prim)

. Sa se determine parametrii a, b, ¢, d astfel incat polinoamele fsi g sa fie egale:

a)f=@+2X+30+DX>+ 2c-DX+2d+3,g=XK+ DX+ 2)(X + 5);
b) f=2X>+3X°-4X+5g=aX + 1>+ bX + D?*+c(X+ 1) +d;

. Fie polinoamele f = a4X4 + a3X3 + a2X2 +aX+apsig=X+2)X+3)X+4)X+5).

Sa se determine a,, as, a,, a;, a, astfel incat f = g.

. Determinati gradul polinomului f = (m*-5m + OHX*+ M*- DX + (m-4X + 3,

unde m € C.

.Fie polinomul f € C[X], f = m* - DX+ mM*-1DX*+ (m-1X+m+ 1. Sa se

determine grad f dacd m < C.

_Calculati f + g, f—g, fgdacif=2iX* + iX-1+isig= (1 + DX+ 2iX—1i.
. Calculati fg daca:

a)f=X>+X+1,g=X-1;
Df=X+X+X+1,g=X-1;
0 f=X-X*+X-1,g=X+1.

.Calculatif+ gdacaf= (2 + DX -3ix° + J2X2-0,5X + 5 si
g=-iX* - (i-1X- 32X + %X— 1.

. Calculati produsul polinoamelor f si g:

a) f=X"-2X+4X*-X+2,g=X+2;
b)) f=X>+Q2-DX+1-i,g=iX>-2+DX-1-1i.

Determinati citul si restul impartirii polinomuluifla g, unde f = X* + 6x° + 8X* + 1 si
3
g=X-X+1.

Sa se gaseasca catul si restul impartirii polinomului fla g, unde:

a) f=2X"-X°-X*>+3X-2,g=X-2; b f=x*-X*+2X-3,g=X+1;

O f=X"-2X°-3X+1,g=X-2; dDf=xX-2X*+X>-X+3,g=X+2;
e) f=X-2X°+X°-3X+4,g=X-1; Df=X-X"+2-6X°+2,g=X+1.

. Utilizand schema lui Horner, sé se determine catul si restul impartirii polinomului fla

polinomul g, unde: f = 3x* + 2X>-X + 10, g = X + 13.

.Folosind schema lui Horner, efectuati impartirea polinoamelor:

f=X-X+3x°-6X+2,g=X+1.
Calculati suma coeficientilor polinomului f = X° - 3X* + x> + X* - X + 1.
Fie polinoamele f = 6X° + 7X* - 33X* - 29X - 425sig = 3X° —4X* + X - 7.

Sa se determine catul si restul Impartirii lui fla g.
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15.
16.

17

18

19.

20.

21

22

23.

24.

25.

26.
27.
28.
29.

30.

1. Teme de sintezd: Tema 3 — Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ
Fie f = 2X° - 3X> - X + 1, o. = 2. Determinati restul impartirii lui f la X - a..
) 3 K

Fie polinomul f = 3X* - X> - 2x> - X + 1. Si se giseasci restul impartirii lui fla
g = X -2, fara sa se facd impartirea.

.Folosind schema lui Horner, si se faci impartirea polinomului f = 2X° - 5X> - 8X + 1
lag=X-3.
Fief= X+ 1D* = a,o)x*° + ;X" + ... + ;X + a,. Calculati:
20 10
a) > a; b) > ay ;
k=0 k=0
10 .
c) Zazk-1 5 d) a;55iay;.
k=1

Sa se determine parametrul a astfel incat restul impartirii polinomului
f=X*'-aX®*+ Ba+2)X*-aX + 1lag =X + 1s5i fie 2.

Determinati numerele reale a si b astfel incat polinomul f = 2X* - 3X> + aX + b si fie
divizibil cu g = X* - 2X + 3.

.Determinati numerele reale a si b astfel incat polinomul f = aX® + bX*-3X + 2 s fie

divizibil prin g = X* - 1.

.S4 se determine polinomul f € R[X], f = X*> + aX + b, stiind ca admite rddacinile

X, =a,x, =b.

Si se determine functia polinomiali f: R — R, f(x) = ax* + bx + ¢, stiind ca
ffO)) = -2 + 4% - 3x + 4.

Sa se arate ca:

a) X-a)| X"-d",n e N* aeC;

b) (X+ a) | (X2n+1 + a2n+1);

¢ K-a)X+a)| P -a®.

Demonstrati ca:
a) X-D|X"-nX+n-1),neN;
b) X- 1D (X"—nX +n-1).

Demonstrati ci polinomul f = (X + 1)***2 + X? + 2 este divizibil cu g = X* + 3X + 3.
Demonstrati ci polinomul g = X* — 1 divide polinomul f = (X* + X - 1)"*"! - X,
Demonstrati ci polinomul f = X**! + X3"*1 4 1 se divide prin g = X* + X + 1.

Determinati valorile parametrului m e C pentru care numadrul i este rddacind a ecuatiei:
x® + (3-1x*— (2 -3i)x + m = 0si rezolvati ecuatia.

Descompuneti in factori de gradul intai ecuatia:
a) 2-(3+2Dx+i+1=0;
b)x3+4x2+5x+2=0;

Ax*-4=0.
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Partea a Ill-a. Pregdtire pentru examenul de bacalaureat

31

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41

42

43.

44.

45.

46.

.Daci x;, Xy, X5 sunt radicinile ecuatiei x® — 3x* + 4x — 3 = 0, calculati:

a) X7 + x5 +x3; b) X} +x3 +x3; ©) x; +x5 +x3.
Sa se rezolve ecuatia X—(@+3)x°+@Ba+2Dx-2a=0 stiind ca admite radacini
independente de a.

Rezolvati ecuatia dacd admite radécini independente de m:
X = (3Bm + 2)x* + 2m? + 6m)x —4m? = 0.

Intr-un paralelipiped dreptunghic suma muchiilor este 40 cm, aria totali este
62 cm?, iar volumul 30 cm®. Determinati lungimile muchiilor.

Determinati valorile parametrului m € R pentru care rddécinile ecuatiei
x> = 3x* + (m - 2)x + m = 0 sunt in progresie aritmetici.
Determinati valorile parametrului m € R pentru care rddécinile ecuatiei

x>+ 3x* = (m + 2)x-3m + 1 = 0 sunt in progresie geometrica.

Demonstrati ca ecuatia X+ em+ D+ 2m+ DA+ px+q=0,m,p,q R,
m > 0, are cel mult doud radacini reale.

Descompuneti in factori ireductibili in Q[X], R[X] si in C[X] polinoamele:

a) f=X-3X2+ 4X-12;

b) f=Xx"-1.

Fie ecuatia *—(@+b)x*-(a+b)x+1=0,undea,b e [-2, 2]. Demonstrati ca toate
radacinile ecuatiei au modulul egal cu 1.

Demonstrati cd pentru orice polinom f de grad n > 0 si numarul natural k, 0 <k <n,
exista un polinom g astfel incat grad(f + g) = k.

.S4 se determine parametrii a si b astfel incat polinomul f = X> + ax* + bX + 1

impartit la X — 1 sd dea restul 1 si impartit la X + 1 sd dea restul -5.

_Fie polinomul f = X* + aX® + X*> + bX — 1. Si se determine parametrii a si b daci f

impartit la X — 2 da restul -1 si impartit la X — 3 d& restul 14. S& se determine restul
impartirii lui fla (X -2)(X - 3).
Fiefe C[X]sia,b € C,a#0.
a) Aratati ca restul impartirii polinomului f prin (X —a)(X - b) este
f@-f®) ,  af®)-bf@
a-b a-b
b) Daci (X-a) |f, @X-b) |fsia#b, atunci (X—a)(X-b) |f.
Fie f € C[X], f = a;X°> + a,X* + a;X + a,,. Determinati coeficientii polinomului f daca
f) + f(2) + ... + f(n) =n*, Vn e N
Fie polinomul f € C[X], f = X* + aX + b. Determinati a si b astfel incat polinomul fsa
divida polinomul X* + 1.

r =

Sa se determine doud polinoame fsi g de grad unu, f, g € Z[X] astfel incat
O+ 2X+2)f + % +3X +3)g=1.
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47

48.

49

50.

91

53.

54.

55.

56.

a87.

1. Teme de sintezd: Tema 3 — Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ

.S4 se determine un polinom f = X* + aX® + bX* + ¢X + d astfel incat impartit la

X* - 3X + 1 sa dea restul 2X + 1 si impartit la X* — 1 sa dea restul —2X + 2.

Fie polinomul f = aX"*? + bX" + 2. Si se determine a si b astfel incét f s fie divizibil
pring = (X- 1)~

.Fie fun polinom nenul f € Z[X]. Daca o. = g, p,qeZ,(p,q) =1,q#0,este radacina

aluif, atunci (p — q) | f(1).

Fie f e Q[X], f = X* - 6X> + aX*> - 12X + b. Si se determine parametrii a sib sisa se
rezolve ecuatia stiind ci admite riddcina 2 — V2 .

.S se rezolve ecuatia 2x + 7x° + 9x* + 7x + 2 = 0.
52.

aritmetica.
Fie ecuatia x* — 3x+2 + mx + 2m — 1 = 0, m € R. Si se rezolve ecuatia stiind ca
radicinile x;, x,, X5 satisfac relatia: (¢, + 1) + (¢, — 1)° + (i3 —3)° = 0.

Si se rezolve ecuatia x* + x* + ax + 8 = 0 stiind ci produsul a doui ridicini este
egal cu 2, iara € R.

Fiefe RIX], f=X+X*+ (m + 1)X + m.

a) Sase arate ci X; +xj + x5 nu depinde de m.

b) Sa se arate ca (x12 +x§ +x§)2 > 12xx505 — 15, V. m € R.

Se considera polinomul f e C[X], f = X - 6X + 2, cu radicinile X1, Xo, X3 € C. Se
noteaza E, = x! + x! + x pentru orice k € N" sise ia E, = 3.

a) Sa se calculeze f (2)xf (-2).

b) Sa se demonstreze cd polinomul f nu are raddcini rationale.

c) Sa se demonstreze ca toate radacinile polinomului f sunt reale.
d) Sise calculeze E; = x; + Xy + X3 81 E, = x7 + x5 +x2.

e) Sase arate ca E; , 53— 6E; , ; + 2E; = 0, pentru orice k € N.

f) Sase demonstreze ca E, € Z, pentru orice n € N.

Se considerd polinomul f e C[X],f= (X + D%+ (X -1*, avand forma algebrica

f=aX + aX® + a,X* + a;,X + a,.

a) Sa se calculeze f (0).

b) Sa se determine a, si a;.

¢) Sa se calculeze suma coeficientilor polinomului f.

d) Sa se arate ca toti coeficientii a,, as, a,, a;, a, ai polinomului f sunt numere reale.

e) Si se arate ci dacd z € C este o ridédcind a lui f, atunci | 2+ i| = | 2 — i| )

f) Sa se arate cd polinomul fare numai radacini reale.
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Tema 4 — Primitive (antiderivate)

1. Calculati primitivele urmétoarelor functii:

a) f(x)=x"+2x>-x+5,x € R; b) f(x)=x2+2—l, x € (—»,0);
x

c) f(x):x2+2—l,x € (0, +0); d) f(x)z—l, xe(—1’+oo);
x
1 . 1 ) '
& flx)=g5 = xR ﬂf(x)—xz_z,xe(x/i,\/i),
g) f(x)=x21_2, XE(\/E#OO); h) f(x)=x+x¥x,x € (0, +0);
D f(x)=—=—=.,xeR; P F(x)=——

= , xe(-1,1);
Ny e XS

_ sinx Y,
D f(x)= Jeosx’ xe(O’ZT

k) f(x)=sinx+acosx,x € R, a constanta;

m) f(x)=e"+sinx,x € R;

2. Calculati:
a) [(x+2) dx;
) jx(x2 + 5)4 dx;
e) [e¥dx ;

J 2x+3

——dx;
Vx?+3x+5

i)J.5x—7dX;

dx;
-3

k) J 4ij
m) jsiandx ;

0) jxcoszxdx;
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1
2-x

n) f(x)=

b) [(3x+5) dx;

d) jsin3xcosxdx;

2l

x
dx

Vx? +a

h)J'

x+3

—5x
. -
J)J.xz+2 ’

D[—

1+(2x+3)

n) [sin(2x+3)dx;
)J-COS\/—

2’ XE(—\/E,\/E).
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1. Teme de sintezd: Tema 4 — Primitive (antiderivate)

1 5x
) dx; r) [————dx
4 J.cosz 3x J‘sinz (3x2 —1)
s) J'xexz*sdx; t) J'cosxesmdx.
3. Calcula'gi urmatoarele primitive de functii rationale:
x? +5x+3
a dx ; ———dx;
)Jx +x-2 jx2+3x—4
2x? x*
——dx; d) |——dx;
C)Jx4—1 )Jx4—1
szidx; jx—_l ;
2x* +3x -5 6x* +5x -6
x+1 2x-6
T dx; h) [———dx;
g) J‘x3+2x2—x—2 ) J.7x2—48x—7
J- 3x+7 . . J-
D s i3x—6 DI To6x—27

4. Calculati urmatoarele integrale nedefinite (functiile se considera definite pe domeniul
maxim de definitie):

a) [(8x®—2x+3)dx; b) [(2x°°° —3x* +3x* + x ~3)dx ;

)j( _33 \jdx; @ JX—_Xde,

e) J'(x/;+l)dx; ) J.(X\/;—ZX+3)C]X;

g [Vxvxv/xdx; h) [—2

x+1
i) |——————
J.x2+2x+5

3x+5

4 1
k) |——=dx; 1 dx
)jV1—2x2 )jv7—x2

1 .
m) J-1+16x2dx’ n) J.5+x
0) [sin5xdx ; p) J(x—1)sin(x® —2x-3)dx;
q) J.7x2cos(x3 +1)dx; ) J'egdx§

S) J‘e—x+4dx;

t) J‘xe"2 dx
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Partea a Ill-a. Pregdtire pentru examenul de bacalaureat

5. Calculati, pe domeniul maxim de definitie:

a) Jx\/1+x2dx; b) j\/lxizdx;
+Xx

) [x*3x® —1dx; d) Jde;

(x2+5)9
e x* )
0 I Fe D [t
g) [cos® xsinxdx ; h) [cos® xdx;
1) J.CIBXdX; j) J(x+1)ax2+2x—2007dx;
Vx x
k dx; .
I b [
x? x
m) J1+x6dX§ n)j 1_x4dx;
e . 1
) 1—e2xdx’ P) J‘x(1+1nx)
1
. iderd functia f : R S
B. Se considerd functiaf: R > R, f(x) ESIs

Aratati cd functia admite primitive pe R si determinati o primitivd a sa.

7. Calculati integrala nedefinita:

1
I=|——————dx, x € (0; +x0).
J1+x/§+\/x+1 x e )

8. Ardtati ca functia
1-x*, xe[-1, 1]

f:R—>R, f(x)={1_|x, x € (—o0, =1)U(1, +o0)

admite primitive si sa se afle aceste primitive.
9. Aratati cd functia
.11 1
sin——-—cos—, xe(0,+x
f: 10, +0) >R, f(x)= X x X ( )
0, x=0

nu admite primitive.
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10. Gésiti primitivele F si G ale functiei f: R—> R, f(x)=

11. Admite primitive functiag: R —> R, g(x) =

incat F(1) = 4si G(2) = 3.

1. Teme de sintezd: Tema 4 — Primitive (antiderivate)

2x, dacix<l1
2, daca x =1, astfel
—4x+6, dacix>1

2x, dacd x<1
0, dacax=17?

12. Folosind o substitutie convenabild, calculati:

13.

a) j(Zx - 1)2008 dx ;

sin2x
c —
) j 1+cos® x
dx

® J-)c,/1—1n2|x|;

Calculati:

Inx

c) szcosxdx;
e) jezx sin® xdx ;

Vx? — 442

dx,x> 2;
x* -4

8 |

k) Jxv32+x2dx,xeR;
m) [/5x+2dx, xz—%;
0) JVx2+3x+4dx,xeR;

1
V J.2x2 -3

x<—-=
de’ 27

-2x* +6x, dacix>1
b) ;
J x(1+ lnx)
O J.cos(lnx) de

X

) JxZ\/1+x3dx.

b) jx"lnxdx,x >0,peR\{1};
d) szsinxdx;
) jezxcoszxdx;

x+2)

h)j dx,x > 0;

J)j dx, x € (0; 1);

><arcsm X

D Jx3ex4dx,x eR;

p) Jx/—xz +5x-6dx,x € (2; 3);

)j 6x+ dx,x> 3.
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Partea a Ill-a. Pregdtire pentru examenul de bacalaureat

Tema 5 — Integrala definita

1. Calculati:

a) ‘[12(2x2+x+%}d)(; b) J::\/.B—X dx;
c) J‘:%dx; d)j ><\/5X - ) ;

f) _[Ogtg2x dx;

L " sinx — cosx 4.
g) _[04 sin4x dx; h) _[

1+sin2x
i) [ (x*-5x+1)dx; j Iz—tz_t3+1dt;
1 1P
10 [ (a5 s b [y
J lnx n) Jllltze‘3+1 de;
«/— 1 a 1
) [ 5 e 2 o

2. Folosind metoda integrarii prin parti, calculati:

a) ‘[Oixcosxdx; b) ‘[ngsinx dx;

c) _[Oixz cosx dx ; d) Exz sinx dx ;

e) I:xzex dx ; ) ‘[Oixcoszxdx;

1

g) h) [“arcsin2x dx;
‘[ x +1 ‘[0

. e . 1

i) L (t—3)Intdt; i), onarctgxdx;
1 2 . cost

K) j01n(1+x ) dx; 1 04—1+Sm2tdt.
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1. Teme de sintezd: Tema 5 — Integrala definitd

3. Folosind metoda schimbarii de variabila, calculati:

a) EL ;
0 2cosx+3

L |
¢ |?———dx;
) 0 x*+x+1

e) .[Enes“”‘ cosxdx;
2
g) J:x\/1+x2 dx ;
4. Calculati:
a) |4 tgx dx;
4

5. Calculati urmatoarele integrale definite:

a) I:(sz +4)ez"dx ;

) jol(z +2"‘)dx;
[ ———

g) ‘[3de;

! (x3 —4)()2
i) L‘%M dx;

7

1+1nx

ex1 dx
k L xlnx;

1 X
dx.
m)I (x+1) ’

4COS\/;
o)j1 N dx ;

o 1
v J—ll+x4 a;

177

b) Ingx’

. . 3
7 sinx +sin’ x
1 X . X

d) Joa sina* dx ;

k3 a3
IE sin” x

0 1+4cos*x

x
% dx
h)'[ (3x—-1)v/3x-1

‘[1 sin® xln(x2 + 1)

-1 (x2 +1) cosx

b) Ii(e"—e“)dx, aeR_;
d) ijzln(x6—1)dx;

elnx

3 Inx
h dx;
) I V1+x

NE dx
'] -[0 ;1_x8
2x+3
1 1
-[0 2x+1

dx;

e x*In®x

1) J‘_Olﬁ dx;
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Partea a Ill-a. Pregdtire pentru examenul de bacalaureat

1 e* 1 e
. ‘[0(1+e2")2 s v -[0 e +1 dx

B. Stabiliti o relatie de recurenta pentru I, = J x"e™dx,n e R, n>2, apoi calculati
L,L,1,s1l.

7. Se considera integralele:

X . X X2
= [NE o gy [t s G a >0

a) Stabiliti doua relatii distincte intre I si.J care sd nu contind altd integrala.
b) Calculati I si J.

8. Calculati:

a) J§|sinx—cosx|dx; b)J125|1nx—1|dx;
2n Q X4
c)J e[ sinx | dx; d) J2 dx;
1 0 1_x2
v 2 _ n
e) LZ X 1dx; f)r%dx.
x 1 sin* x +cos* x

9. Fie functiaf: R - R, f(x) = x> xe™,
a) Calculati I =IO f(x)dx, neN.

b) Calculati lim I, .

n—+o

10. a) Calculati ‘[Ozxtgzxdx.

- < . n .. .
b) Tin4nd seama ci tg” x < 1, pentru orice x € [O; Z} , deduceti inegalitatea:

IHZ>M
> =
11. Calculati:
a) Jiz(x3—3x+4)dx; b) J.ls(Zx—%+\/§}dx;
O [*(|x-1]+[x-1[)dx; & [ g
9 > P >
e) .[_35|x2—3x+2|dx; f) J:xvsl—xzdx;
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1. Teme de sintezd: Tema 5 — Integrala definitd

1 arctgx . X
8) J% 1+x2dx’ h) L\/ﬁd"
oot X w1
1) .[0 IX6+4dx ']) -[e xlnxdx;
|X 2| a2 2% 9. .
k) —dx, D 3x° +4)e“"dx;
‘[ 4x) '[0( )
m) J‘i(e"—e‘“‘)dx; n) J:(2X+2’X)dx.

12. Comparand integralele:

Az_[flncosxdx, B =_[021nsinxdx siC =_[021n(sin2x)dx,
s s T
ardtaticiA=B=C= —Elnz.

x*+e*, dacix<0
13. Se considera functiaf: R > R, f(x .
x*+1, dacix>0
a) Aratati ca f admite primitive pe R si calculati o primitiva a sa.
!
b) Calculati Jllf(x)dx

14. Se considera functiaf: R > R, f () = ax® + bx*> + ¢, a, b si ¢ parametri reali.
Determinati a, b si ¢ astfel incat sd fie indeplinite simultan urmatoarele conditii:

f0) =1,f'(1) =365i J:f(x)dx_

15. Se considerd functiaf: R\ {-1; 1} > R, f(x)=— .
x f—

a) Determinati a, b € R cu proprietatea ca:

a b
) = . . . ..
f(x) 1 —x_l,orlcarearﬁxelR\{ 1; 1}

b) Calculati ij(x)dx

x?+3x+3

16. Se considerd functiaf: R\ {~-1} > R, f(x)= ]

a) Calculati hm f ) si I f(x

b) Determinati f'(x) pentru orice x € R\ {-1} si rezolvati ecuatia f'(x) = 0.

c) Arétati ca f(x)=%+x+2,Vx e R\ {-1}.
X+
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Partea a IIl-a. Pregdtire pentru examenul de bacalaureat

Tema 6 — Aplicatii ale integralei definite

1. Calculati:
a) aria triunghiului marginit de axa Ox, dreaptay = 2x si dreaptax = q;
b) aria suprafetei marginite de dreptele:y = 0,y = 3x—1,x = 1 six = 2;
c) aria suprafetei marginite de axa Ox, parabola y = x* si dreaptax = q;
d) aria suprafetei marginite de parabola y = x*si dreaptay = 2x.

2. Aflati aria subgraficului pentru fiecare dintre functiile urméatoare:

CxP+1

a)f:[0;11 > R, f(x) 1

b) f: [0;a]l &> R, f(x)=+vx*+a®,a> 0;

c)f:[0;e—-1] > R, f(x) = In(x + 1);

d)f:[0;n] >R, f(x)=sinx+cos§'

e f: [O;%}—)R, f(x)= sin.x

" T+icos2x’

f) f: [0;e] > R, f(x) = x* xIn(x + 1);

g f:10;21 >R, f(x)=v2x-x*;

h) f: [0; 1] > R, f (%) = x xarctg(x* + 1);
) f:[0;n] > R, f(x) = cos®x —cosx + 1;
D f:10;11 > R, f(x) = x xarcsin x%

3. Calculati aria multimii I', :

a) f(x)=x*-2x+3, x e [0, 1]; b) f(x)=sinx,x € [0, nl;
c) f(x):ﬁ,xe[o, 11; d) f(x)z%—x,xe[%ﬂ;
1 Jx* =
e) f(x)=——,x € [e,e; D F0)=Y""1 v, 2.
xInx x
4. Calculati aria multimii I'; :
a) f(x)=x+1, g(x)= Y v efo;
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1. Teme de sintezd: Tema 6 — Aplicatii ale integralei definite

b) £ () = tgx, g(x)= _%x, v [Oﬂ

Af=x2-1,g0)=1-x3,xeR;
dDf)=x2—x+2,2x) =2x,x e R;
e)f() =Inx,gx =In%x, x> 0;

D (1)1, glx)-

5. Calculati aria multimii cuprinse Intre curbele de ecuatiiy = e*, y =e™* si dreapta
de ecuatie x = 1.

B. Se considera functiile f, g : R—> R, date prin expresiile:
f(x) = x xarctg x si g(x) = In(1 + x?).
Calculati aria multimii cuprinse intre graficele functiilor fsi g si dreptele de ecuatii
x = 0, respectivx = 1.

7. Se considerad functia f: R—> R, f(x)=(1+x) se <71,

Sd se determine aria multimii cuprinse intre graficul functiei f, axele de coordonate
Ox si dreapta de ecuatie x = 2.

8. Fie functiaf: R> R, f (x) = e*—e*.
a) Sa se calculeze S(a), aria multimii marginite de intre graficul functiei f, axa de
coordonate Ox si dreapta de ecuatie x = a, a < 0.

b) Sa se determine lim S(a).

9. Se considera functia f: [0; 2] = R, f () = 2x —x%
Sd se determine parametrul real m astfel incat dreapta de ecuatie y = mx sa imparta
subgraficul functiei fin doud multimi de arii egale.

10. Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a suprafetei marginite
de curbele:

a) y=x++/x,y=1,x=4siy=0;
b)y=e,x=0,x=1siy=0;

¢) y = sinx x—E x—S—Tc iy=0
y s 6’ 6 S1y .

11. Aflati volumele corpurilor de rotatie determinate de functiile:
a) f(x)=x*-Jx, xe[0,1];
b) f(x)=(x+1)e", xe[-1,2].
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2 2
12. Se considera elipsa de ecuatie — + Foa 1=0,0 < b < qa, sidreapta OM care trece
a

prin originea axelor de coordonate. Se considerd, de asemenea, punctul M situat pe

elipsa, care are abscisa egald cu va® —b* si ordonata pozitiva.
Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia suprafetei plane marginite de
elipsa, dreapta OM si semiaxa pozitivd Ox (pentru care x > 0 siy > 0).

13. Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a suprafetei plane
marginite de curbele de ecuatii:

a)y = arcsinx,y =0,x=—-1,x = 0;

b)y=Inx,y=0,x=1,x=e.
. . . . . . xt Y
14. Prin rotatia suprafetei plane marginite de elipsa de ecuatie pes + o 1=0,0<b<aq,
in jurul axei Ox, se obtine corpul de volum V,, iar prin rotatia in jurul axei Oy, se
obtine corpul de volum V,.
a) Calculati V, i V.
b) Care dintre volumele obtinute este mai mare?

x*+m, dacix<1

15. Fie functiaf: R > R, f(x)= } :
mx+n, dacax>1

a) Aflati m sin astfel Incat functia sa fie derivabila.

b) Pentrum = 2sin = 1, scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei fin punctul de
abscisdx = 1.

¢) Pentrum = 2sin = 1, aflati aria suprafetei plane marginite de graficul functieif,
axa Ox si dreptele de ecuatiix = 0 six = 2.

18. Se dau functiilef, g: R > R, f(x) = x*sig(x) = x + 2.
a) Aflati valorile lui x pentru care f (x) = g(x).
b) Reprezentati grafic cele doua functii in acelasi sistem de coordonate.
c¢) Calculati aria suprafetei plane cuprinse intre graficele celor doua functii.

_4x® -5x+1
. .
a) Determinati valorile intregi ale lui f (x) pentru care x € Z.
b) Aflati abscisele punctelor de extrem ale graficului functieif.
c) Aflati asimptotele functiei f.
d) Aflati aria subgraficului restrictiei functiei f la intervalul [1; 2].
e) Determinati numerele reale a pentru care aria de la punctul d) este egala cu
1+ In(a® + 1).
c) Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul de abscisdax = 1.

17.Fie functiaf: D > R, f(x)
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1. Teme de sintezd: Tema 6 — Aplicatii ale integralei definite

18.Se da functiaf: R > R, f(x) = 2x>—5x + 2.
a) Determinati si reprezentati grafic functiag: R —> R, g(x) = | f(x)| :

b) Determinati aria suprafetei plane marginite de restrictia functiei f la intervalul
1 .
5; 2| siaxa Ox.

1

V2 +4x+6

a) Determinati primitiva F : [0; 1] — R a functiei f care se anuleazd in x, = 1.
b) Calculati volumul corpului de rotatie obtinut prin rotirea graficului functiei f in
jurul axei Ox.

19. Fie functiaf: [0; 1] > R, f(x)=

nx 2
20. Se considera functiaf: R > R, f(x)= lim axxe” +bx7+c

unde a, b, c € R
n—>+m e”x+1 ’ >

bx* +¢c, daciax<O0
a) Aratati cd f(x) = %, daca x =0 .
ax, dacax>0

b) Determinati a, b, c € R astfel incat f sa fie continua pe R.
¢) Pentru valorile gésite la punctul b), determinati primitivele functiei f.

d) Pentruc = Osia, b > 0, determinati aria domeniului limitat de graficul functiei f,
axa Ox si dreptele de ecuatiix = -2 six = 1.

X2

21. Se consideri functiaf: R > R, f(x)= 21
a) Sa se verifice dacaf (-=x) = f(x),Vx € R.
b) Sa se determine asimptotele la graficul functiei f.

1
c) Sé se calculeze Jof(x)dx.

d) Determinati aria domeniului limitat de graficului functiei f, axa Ox si dreptele de
ecuatiix = -1six = 3.

2
22. Fie functia f: (1; +0) > R, f(x) =%¢x1+b’ a,beR

a) Sa se determine f'(x), Vx € (1; +).

b) Sé se afle a si b astfel incat f(2) = 1si f'(2) = 0.

¢) Pentru a = -3 si b = 3, sd se stabileascd semnul lui ' pe (1; +00) si, de aici, s& se
deduca intervalele de monotonie ale lui f.

d) Pentru a = -3 si b = 3, determinati volumul corpului de rotatie obtinut prin
rotirea graficului restrictiei functiei f la intervalul [2; 3] in jurul axei Oy.
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2. TESTE PREGATITOARE PENTRU
EXAMENUL DE BACALAUREAT

Testul 1

Subiectul I (30 puncte)

1. Fie xy, Xy, x5 rdddcinile polinomului cu coeficienti reali
f=X3+ (m + X% + 2X + m, unde m € R.

a) Aflati m astfel incét polinomul sa fie divizibil prin X - 1. (5p)
b) Calculati, in functie de m, suma x? + x3 + x3. (3p)
¢) Calculati, in functie de m, suma X3 + xj + X3 . (4p)
d) Determinati m astfel incat x> + x5 + x5 > 3x;0,%3 + 5. (3p)
X, x €[0,1]
2. Se da functia f: [0, 1] > R, f(x) = ax 521n(x—1) xe ]’
x“-5x+4
a) Determinati a astfel incat f sa fie continua pe [0, =]. (5p)

b) Studiati derivabilitatea functiei in punctul x = 1.

3. In sistemul cartezian xOy se considera punctele: A(2, 3), B(-1, -1) si C(6, 0).
a) Ardtati ca triunghiul ABC este isoscel cu baza BC. (6p)
b) Scrieti ecuatia inaltimii din A. (4p)

Subiectul II (20 puncte)

1. Pentru x, y € R definim legea de compozitie x * y = xy —x—-y + 2.
Demonstrati ca:
a) multimea G = (1, +0) este parte stabila a lui R in raport cu operatia ,,x“.  (5p)
b) (G, %) este grup abelian. 9p)

2. Aflati a, b e R astfel incat lim (\/sz fax+l-ax— b) —22. (6p)

X—>0

Subiectul III (20 puncte)

. . (12
Fie matricea A = (O 37"
n —
a) Demonstrati ca A" = 13 . 11 (10p)
0o 3"
b) Determinati matricea B = A + A® + ... + A", (7p)
¢) Calculati det B. (3p)
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Subiectul IV (20 puncte)

Se considera functia f(x) = ,unde a € R.

Vx? —5x+a
x—2

a) Determinati valorile lui a pentru care functia admite un extrem inx = -2. (6p)

b) Pentru a = 4, studiati variatia si reprezentati grafic functia

(fara a folosi a doua derivata). (8p)
¢) Aflati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a portiunii din
graficul functiei cuprinse intre dreptele de ecuatii x = 4 six = 6. (6p)

Notd: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acorda 10 puncte din oficiu.
Nota finala se calculeaza impartind punctajul obtinut la 10.

Testul 2

Subiectul I (30 puncte)
1. Fie F(x) = log, e + log,x + log, x.
X

5

a) Rezolvati ecuatia F(x)= -5 (6p)
o ~A S
b) Determinati x astfel incat F(x) > EX (6p)
2. Rezolvati sistemul cu coeficienti in Zg: ilx * ?y n - (6p)
3x+2y=2
3. a) Scrieti ecuatia unui cerc care trece prin originea axelor de coordonate si
este tangent dreptei de ecuatie 2x + y = 5 in punctul A(2, 1). (4p)
b) Aflati punctele de intersectie ale acestui cerc cu axa Ox. (4p)
¢) Scrieti ecuatiile tangentelor la cerc in aceste puncte. (4p)

Subiectul II (20 puncte)

1. Se considera functia f: (0, +o) > R, f(x) = 2Inx + x? — 4x— m, unde m este
parametru real.
a) Stabiliti domeniul de derivabilitate al functiei si rezolvati ecuatia

f'e) =o. (4p)
b) Discutati in functie de parametrul m numarul solutiilor reale ale ecuatiei
flx) = 0. (6p)
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3 5)
u vy
a) Determinati u si v astfel incat AX = XA.

b) Calculati A", n € N.

. (103 .,
2. Se dau matricele A = (O 17 siX = (

Subiectul III (20 puncte)
11% -2x57 =71

Y
a) Rezolvati sistemul {11% +2x52 =21 .

¥
11579 152 =16
b) Pentrux = 2,y = 2, z = 1, determinati matricele:

1 2 3 ) xX+2z -3 y-—2)
A=|x x-z y-zvsiB=| 1 b4 1 =
2y -2 z f y-z 1 07

c) Aflati rangul matricei A + B.
d) Calculati inversa matricei A.

Subiectul IV (20 puncte)
Fief: (0, +0) - R, f(x) = ln_x'
x?

a) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.

b) Justificati ca functia admite primitive si calculati o primitiva a sa.

¢) Demonstrati ca pentru orice k € N, k > 2, avem:

Intk+1)

k+1 lnk
< dx
k17 [ G0 de< X o

Notd: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acorda 10 puncte din oficiu.
Nota finala se calculeaza impartind punctajul obtinut la 10.

Testul 3

Subiectul I (30 puncte)

1. Se considera dezvoltarea binomiala (3’/5 +

o . T
a) Determinati n € N* pentru care T 7=
n-5
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b) Rezolvati ecuatia 1 1.1 (4p)

cr oo oo

. ) In®x, xe[le]
2. Fie functia f: [1, 5] > R, f(x)= .
ax+b, x e (e, 5]

a) Determinati a si b astfel incat functia sa verifice conditiile teoremei
lui Lagrange. (6p)

b) Calculati Le F(x) dx. (6p)

3. In sistemul cartezian de coordonate xOy se considerd punctul M (2, —%)

2 2
si elipsa (E): %er_ -1=0.

5
a) Calculati aria patrulaterului ale carui varfuri coincid cu focarele elipsei
si celelalte doud sunt extremitéati ale axei mici. (4p)
b) Verificati daca punctul M este situat pe elipsd si, in caz afirmativ, scrieti
ecuatia tangentei la elipsa 1n acest punct. (4p)

Subiectul II (10 puncte)

Fie matricea A = (g (1)} e M,(R), I, matricea unitate si O, matricea nula

din M,(R).

a) Determinati o si B astfel incat (A—1,)% = 0,. (5p)
b) Determinati a si B astfel incat A = L, (5p)

Subiectul IIT (20 puncte)

1. Pe Z se defineste legea de compozitie x x y = xy — 2x — 2y + 6.

a) Determinati elementul neutru. (3p)
b) Aflati suma elementelor simetrizabile in raport cu legea de compozitie ,,x“. (6p)
c) Rezolvati ecuatia x » x = 11. (4p)

2. Pe R se defineste legea de compozitie L : R xR - R, x Ly = xy + 2ax + by.
Determinati a, b € R astfel incét legea de compozitie sé fie asociativa
si comutativa. (7p)

Subiectul IV (30 puncte)

X

xe , x<0
1. Aratati ca functia f: R > R, fx) = ¢ ;2 admite primitive si sd
x+1’
se determine o astfel de primitiva. (15p)
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2. Se considera functiaf: D > R, f(x)=x—-+ax*+bx+1 (undea,beR,a >0,

D domeniul de definitie).

a) Determinati a, b astfel incat lim f(x) = —%.
X—>x©

b) Pentru a = b = 1, determinati asimptotele la graficul functiei obtinute.
c) Calculati _[ [x— f(x)]dx.
Notd: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.

Se acorda 10 puncte din oficiu.
Nota finala se calculeaza impartind punctajul obtinut la 10.

Testul 4

Subiectul I (30 puncte)

1. Fie ecuatia (m — 2)x* + B3m-5)x + 3 = 0,unde m e R\ {2}.
a) Aratati cd ecuatia are radacini reale, oricare ar fim € R\ {2}.

vvvvvv

¢) Determinati m astfel incat raddcinile sa fie de semne contrare.
d) Determinati m astfel incat rad&cinile sé fie pozitive.

2 . Rezolvati ecuatia:

1+2- log3[1+‘/7\. :log32+log3|:[1+‘/7\. +1]

3 7 3 7

3. Se considera functia f : (0, +00) — R, f(x) = xVx?* +1.
a) Calculati f'(x), V x € (0, +x).
b) Determinati o primitiva F : (0, +o0) - R a lui fcu
proprietatea ca F(1) = 1.

Subiectul II (20 puncte)
a) Aratati cd pentru orice z € C avem:
2 -4 + 627 -4z +5=(F + 1P -4z +5).
b) Rezolvati in C ecuatia: 2* — 42> + 62° — 42 + 5 = 0.

Subiectul III (20 puncte)

Fie legile de compozitie * : Z x Z — Z si L : Z x Z — Z definite astfel:
xxy=x+y-4sixLly=xy—-4x-4y + 20.
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a) Arétati cd (Z, *, 1) este inel comutativ. (15p)
b) Aflati elementele inversabile ale inelului. (5p)

Subiectul IV (20 puncte)

1

a) Calculati primitivele functiei f: (1; +o) > R, f(x) = R

(10p)
b) Aflati primitiva F cu proprietatea F (e = 2. (10p)

Notd: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acorda 10 puncte din oficiu.
Nota finala se calculeaza impartind punctajul obtinut la 10.

Testul 5

La toate subiectele se cer rezolvdri cu solutii complete.

Subiectul I (20 puncte)

a) Sa se determine numerele reale a si b daca dreptele d;:y = ay + b si

d,:y = bx — a trec prin punctul A(1; 1). (4p)
b) Sa se calculeze perimetrul unui triunghi echilateral, stiind cd aria sa

este egald cu 3. (4p)
c) Sa se dea un exemplu de un numar complex nenul care are modulul

egal cu 3. (4p)
d) Si se gdseascd un numdr natural n pentru care " + " "1 =1 -1,

unde i = - 1. (4p)
e) Sa se dea un exemplu de doud numere reale x si y pentru care cos(x +y).  (2p)
f) Sa se gaseascd doud elemente ale multimii M ={x € R/sinx = sin2x}. (2p)

Subiectul II (30 puncte)
1. a) Si se calculeze suma solutiilor reale ale ecuatiilor x* + 4x — 10 = 0. (3p)

2
b) Si se calculeze C—53 (3p)
5

c) Sé se rezolve in multimea numerelor reale strict pozitive ecuatia

logs(x + 1) = logs(* + x). (3p)
d) Sé se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 10* = 100. (3p)
e) Sa se calculeze probabilitatea ca un element n €{1; 2; 3; 4; 5} sa
verifice relatia n! > 20. (3p)
2. Se considera functiaf: R > R, f (x) = InG? + 1).
a) Sa se calculeze f'(x), x € R. (3p)
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b) S& se calculeze J:f’(x)dx. (3p)
c) Sasearateca f(x) >f(0),V xeR. (3p)
d) Sa se determine coordonatele punctului de extrem local al functiei f. (3p)
e) Si se calculeze liI}rl xxf'(x). (3p)

Subiectul III (20 puncte)
Se considera polinoamele f = X* - 4X + 2 € R[X], functia g : M,(C) — M,(C),

) . . 2 2)

g(X) = X* - 4X + 2I, si matricea A = [1 Zje M, (C).
a) Sa se arate cd daca x; si x, sunt radécinile polinomului f, atunci

a = x> + x2 este un numdr natural. (4p)
b) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A. (4p)
c) Sa se arate cad g(A) = O,. (4p)
d) Sa se arate ca g(I,) = f (1)xI,. (2p)
e) Sd se arate ca matricea B = f (1)xI, este inversabila. (2p)
f) Sa se arate ca exista o matrice C € M,(C) astfel incat

gly) —g (A) = (I, -A)xC. (2p)
g) Sé se arate cd daca X € M,(C) este o matrice pentru care g(X) = O,,

atunci matricea I, — A este inversabila. (2p)

Subiectul IV (20 puncte)
Se considerd functiille f: R—> R, f(x) = 1-x + =3 455
g:R->R, gk =X+ 1,V xe R, si

2
F:R->R, F(x)= x—x—+x—3—£+...+x—9.
2 3 4 9
a) Sa se calculeze f (-1) si g(-1). (4p)
b) Sa se verifice daca (x + 1)f (x) = gx), Vx e R. (4p)
c) Sd se arate ca daca x < -1, atunci g(x) < 0 si dacax > -1,
atunci g(x) > 0. (4p)
d) Sdasearatecaf (x) >0,VxeR. (2p)
e) Sa se arate ca functia F este o primitiva a functiei f pe R. (2p)
f) Sa se arate ca functia F este strict crescédtoare pe R. (2p)
g) Sa se arate ca functia F este bijectiva. (2p)

Notd: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acorda 10 puncte din oficiu.
Nota finala se calculeaza impartind punctajul obtinut la 10.
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Testul 6

La toate subiectele se cer rezolvdri cu solutii complete.

Subiectul I (20 puncte)

a) Sa se determine distanta dintre punctele A(-2; 5) si B(1; 1). (4p)
b) Sa se arate cd punctele M(1; 1), N(2; 3) si P(4; 7) sunt coliniare. (4p)
c) Sase determine a, b € R,dacd 1l + (a + b) xi = a + 3 xi,

unde i = -1. (4p)

d) Sa se determine sin(;\) daca in triunghiul ABC avem:

SWn(ﬁ):m(]AS)+m(a). (4p)
e) Sé se dea un exemplu de numere x, y € R, x #y, pentru care sinx = siny.  (2p)
f) S4 se demonstreze cd vectorii u =-2i+3j si v =3i+2j sunt perpendiculari. (2p)
Subiectul II (30 puncte)
1. Se consideri polinomul f = X> - X2~ X + 1 e C[X], care are radicinile

X1, X, X3 € C.
a) Sa se afle probabilitatea ca un element al multimii {-1; 0; 1} sa fie

rddacina a polinomului f. (3p)
b) Sa se afle catul si restul impartirii polinomului fla binomul X + 1. (3p)
c) Sa se calculeze x; + x, + X5. (3p)

y - 1 1
d) Sa se afle valoarea expresiei + + . (3p)
xl XXZ x2 ><x‘3 xl ><x‘3
e) Sa se rezolve in intervalul (0, +o) ecuatia f (logsx) = 0. (3p)
2. Se considera functiaf: R — R, f (x) = 2007* + x*.
a) Sa se calculeze f'(x), x € R. (3p)
-f(0
b) Sa se calculeze limM . (3p)
x—0 x-0

c) Sa se demonstreze cd functia f este strict crescatoare pe (0, +x). (3p)
d) Sa se demonstreze ca functia f este convexa pe (0, +0). (3p)
e) Sa se calculeze aria suprafetei cuprinse intre graficul functiei f, axa Ox

si dreptele de ecuatiix = Osix = 1. (3p)

191


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Partea a Ill-a. Pregdtire pentru examenul de bacalaureat

Subiectul III (20 puncte)
Se considerad matricele A, B, C € M,(R), de forma

01
A= 1,B=()01$C=AxB—Bw&
0 0j 1 0j

a) S se afle matricele A® si B>
b) Sa se arate ca A xB # B xA.

c) Sé se calculeze determinantul si rangul matricei A.
d) Si se determine matricea C.

e) Sa se arate ca matricea C este inversabild si sa se calculeze inversa sa.
f) S4 se determine suma elementelor matricei C + C* + C* + ... + C*°77.

g) Sé se arate ca existd matricele X, Y € M,(R), X # Y, astfel incat
are loc relatia A xX = B xY.

Subiectul IV (20 puncte)

Se considerd functiile f: R —> R, f (x) = 2 + arcsin(sin x) si
F:R—R, F(x)=["f(t)dt.

a) Sa se verifice daca f (x + 2n) = f(x), Vx € R.

b) Sa se calculeze £(0)+ f(g}

c) Sa se arate cd 2—%£f(x)£2+g,Vx eR.

d) S& se arate ci nu existd lingf(x) .

e) Sa se arate cd orice primitiva a functiei f este strict crescatoare pe R.

2
f) Sa se verifice dacd F(x) = 2x+x7, YV xe [—g, g} )

g) Sé se arate ca F(\/2006) < F(\/2007) .
Notd: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.

Se acorda 10 puncte din oficiu.
Nota finala se calculeaza impartind punctajul obtinut la 10.
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2. Teste pregdtitoare pentru examenul de bacalaureat

Testul 7

La toate subiectele se cer rezolvdri cu solutii complete.

Subiectul I (20 puncte)

In sistemul cartezian de coordonate xOy se consideri punctele A(-2; 0),
B(4; 0) si C(0; 6).

a) Sa se calculeze lungimea segmentului BC. (4p)
b) Sa se calculeze aria triunghiului ABC. (4p)
c) Sa se calculeze lungimea medianei duse din varful C. (4p)
d) Sa se determine coordonatele punctului D(a; b) astfel incat ABCD sa

fie paralelogram. (4p)
e) Sa se calculeze aria paralelogramului ABCD. (2p)

f) S& se determine vectorul de pozitie OD, unde D(2; -6), in functie de
versorii i si j ai axelor de coordonate. (2p)
Subiectul II (30 puncte)

1. Se considerad polinomul
f=&+ 10 =q,x°+ ag,X9 + .. + a. X' + a, € CIX].

a) Sa se determine a,. (3p)
b) Sa se calculeze f(-1). (3p)
c) Sa se calculeze a; + a, + ag + ... + ay,. (3p)
d) Sa se calculeze a; + as + as + a; + aq. (3p)
e) Si se calculeze (X + 1)* = g. (3p)
2. Se considera functia f: (-2; +0) - R, f(x)= 2; .
X“+5x+6
a) Sa se determine a, b € R astfel incat f(x)= a . b . (3p)
x+2 x+3
b) Sa se calculeze f'(x), x € R. (3p)
c) Sa se calculeze Jff(x)dx . (3p)
d) Sa se calculeze lim x*f(x). (3p)
e) Sa se determine ecuatiei asimptotei orizontale a functiei f. (3p)
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Partea a Ill-a. Pregdtire pentru examenul de bacalaureat
Subiectul III (20 puncte)
1. Fie M = (2; +0) si legea de compozitie x : M x M > R, (x,y) > x *y,

def.
undexxy = 2xy + 2x+ 2y + 1.

a) Sa se determine elementul neutru al acestei legi. (4p)
b) Sa se determine simetricul x’ al unui element x € M. (4p)
c) Sa se rezolve in M ecuatia x * x * x= 10. (4p)

2. Se considera matricele A, B, I; € M;(R), de forma

1 1 1) 1 0 0)
A=|3 3 33.,L=01 0. siB=1I-A

-4 —4 47 0 0 17
a) Sa se calculeze A” si A°, (2p)
b) Si se arate ci B? = I, — 2A. (2p)
c) Si se arate ci B + B2 - B® = L. (2p)
d) Sa se determine B}, inversa matricei B. (2p)

Subiectul IV (20 puncte)

n

Se considera sirul (1), . g definit prin | = J'l X
05x+7
a) Sé se calculeze I, si I;. (4p)
b) S se arate ca 5I ,, +7I, = L, VneN. (4p)
n+1
c)Sasearatecil, >l ., VneN. (4p)
d) Si se deduca inegalitatile _ . I < L VneN (2p)
S a1 " T 120 ' P
e) Sa se calculeze lim nlI, . (2p)
< o 1 7
f) Sa se calculeze f'(x) daca f(x)= , fiR\:==t>R. (2p)
Sx+7 5
g) Sa se determine ecuatia asimptotei verticale pentru functia f. (2p)

Notd: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acorda 10 puncte din oficiu.
Nota finala se calculeaza impartind punctajul obtinut la 10.
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2. Teste pregdtitoare pentru examenul de bacalaureat

Testul 8

La toate subiectele se cer rezolvdri cu solutii complete.

Subiectul I (20 puncte)

a) Sa se calculeze distanta dintre punctele A(-3; 3) si B(4; —4). (4p)
b) Sa se calculeze aria triunghiului OAB. (4p)
c) Sa se calculeze modulul numarului complex z = 1—_l . (4p)
+1

d) Sa se calculeze partea imaginard a numarului complex

z=(1-10(1 + 2i). (4p)
e) Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctele
M;(2; 4) si M,(2; 6). (2p)

f) Sa se determine vectorul de pozitie al punctului M(2; -6)

in reperul (O,i }) ) (2p)

Subiectul II (30 puncte)

1. Pe multimea M = (-4; +o0) se defineste operatia
*:MxM->R, 0,y >x*Yy,

unde x *ydif' xy + 4x + 4y + 12.

a) Sa se demonstreze ca ,,x“ este o lege de compozitie interna. (3p)
b) Sa se determine, daca exista, elementul neutru al legii ,x“. (3p)
c) Sé se calculeze x % x * x. (3p)
d) Sé se determina cardinalul multimii {x € M/x *» 2 = 60}. (3p)
e) Sa se determine X', simetricul elementului x € M in raport cu legea ,,x“.  (3p)

2. Se considerd functiaf: R > R, f(x) =" -x + 1.

a) Sa se calculeze f'(x), x € R. (3p)

b) Si se calculeze J:f(x)dx (3p)

c) Sa se afle cate puncte de extrem local are functia f. (3p)

d) Si se calculeze XILIEO f(x). (3p)

e) Sa se calculeze lim M (3p)
SR ()
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Partea a Ill-a. Pregdtire pentru examenul de bacalaureat

Subiectul III (20 puncte)

Se considera matricele A, B € M,(R), de forma

Az[1 21 §iB:[5 61.
3 4) 7 8)

a) Sa se rezolve ecuatia matriceald AX = B.
b) S& se rezolve ecuatia matriceald XA — AX = [ ..
c) Sa se calculeze ABsi BA.

d) Sa se afle numerele reale xsi y care verifica ecuatia:
Q+dx+2-3D)y=4-1.

e) Sa se calculeze gz =
f) Sa se arate cé dacd a, b, ¢ € R formeaza o progresie aritmetica,

atunci si a® - be, b® - ca, ¢* — ab formeazi o progresie aritmetica.

Subiectul IV (20 puncte)

2x+1
(x2 +1)(x2 +2x+1).

Se considerd f: R—> R, f(x)=

a) Sd se verifice cd f(x) = LS ! ,VxeR

x*+1 (x2+1)+1

b) Sa se calculeze f'(x), x € R.
c) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale a graficului functiei f.

d) S se calculeze J:f(x)dx

e) Sa se determine multimea M pentru care functiag : R - M,

2x+1 s
g(x) = —5——— este surjectiva.
x“+x+1

f) S se rezolve inecuatia 2" * % < 256.

g) Sa se demonstreze ca Xy (-L1),Vxe (-1;1).
1+ xy

Notd: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acorda 10 puncte din oficiu.
Nota finala se calculeaza impartind punctajul obtinut la 10.
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2. Teste pregdtitoare pentru examenul de bacalaureat

Testul 9

varianta datd la examentul de bacalaureat 2005, programa M2

Subiectul I (30 puncte)

Pentru subiectele 1-16, scrieti doar rdspunsurile pe foaia de examen.

1. Cate functii f: {a; b} — {1; 2; 3} au proprietatea f (a) < f (b)? (3p)
2. Care este probabilitatea ca un element n din multimea {1; 2; 3; 4; 5}
si verifice relatia n* < n!? (3p)

3. Cate solutii reale are ecuatia 2° + 2 = 0? (3p)

4. Care este valoarea sumei 1 + 5+ 9 + 13 +... + 49? (3p)

5. Dacé functiile f: R—> R sig: R — R au expresiile f (x) = 2x + 3 si

g(x) = 3x + 2, cateste (gof)(-1)? (3p)
Se considerd functia f: (0, +©) > R, f(x) = Inx.
B. Cateste f'(x), x € (0, +0)? (3p)
x)—f(1
7. Cat este limM ? (3p)
x—1 x—1

8. Cate asimptote verticale are graficul functiei f? (3p)

9. Cateste [je*dx? (3p)
10. Cateste lim 2n+3 ? (3p)

n—>+0 30 + 2

Subiectul II (20 puncte)
11. Cat este distanta de la punctul A (1, 1) la punctul B (2, 2)? (4p)
12. Care este ecuatia dreptei care trece prin punctele A (1, 1) siB (2, 2)? (4p)
13. Cat este aria unui triunghi echilateral cu latura de lungime /3 ? (4p)
14. Cat este conjugatul numarului complex 2 + 3i? (4p)
15. Cat este cos?1 + sin®1? (4p)
16. Dacd in triunghiul ABC, AB = 2, AC = 3 si m(<BAC) = g cét este BC? (4p)

Pentru subiectele III si IV, se cer rezolvdrile complete.

Subiectul III (20 puncte)

3 2 1 0
Se considerd matricele A = 1, I, = 1, 0, = 0 01 si polinomul
2 3j 0 1] 00
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Partea a IIl-a. Pregdtire pentru examenul de bacalaureat

f&) =Xx*-6X + 5.

a) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia f (x) = 0.

b) Sa se calculeze determinantul matricei A.

¢) Si se calculeze matricea A2,

d) Sa se verifice ca f (A) = O,, unde prin f (A) intelegem
matricea A% — 6A + 5I,.

3x+2y=0

,undex,y € R.

e) Sa se rezolve sistemul
2x+3y =0

f) Sdsearateca A" =— =, VneNn>2.

1(5"+1 5"-1)
2\5"-1 5" +1)

Subiectul IV (20 puncte)

Se considera functia f: [0, +o0) — [0, +0), f(x)= x+2

x+1
a) Sa se calculeze f'(x), x € [0, +x).
b) Sa se arate ca functia f este strict descrescatoare pe intervalul [0, +o0).

¢) Si se verifice daca f(ﬁ) =J2.

d) Sise arate ca, daci x, y € [0, +©), x # y, atunci |f(x)—f(y)| <|x—y|.

e) S se calculeze integrala |, f(x)dx.

f) S se arate ci ,Vp,qgeN.

p+q

B_ﬁ‘<‘L2‘1_J§
q

Notd: Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Se acorda 10 puncte din oficiu.
Nota finala se calculeaza impartind punctajul obtinut la 10.

Testul 10

varianta datd la examentul de bacalaureat 2006, programa M2

La toate subiectele se cer rezolvdri cu solutii complete.

Subiectul I (30 puncte)

a) Sa se calculeze distanta de la punctul A(0O, 2) la punctul B(2, 0).
b) Si se calculeze cos?101 + sin?101.
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2. Teste pregdtitoare pentru examenul de bacalaureat

c) Sa se calculeze aria unui triunghi echilateral cu latura de lungime 6. (4p)
d) Sa se determine conjugatul numarului complex 2 + 5i. (4p)
e) Sa se calculeze a, b € R, astfel incat punctele A(0O, 2) si B(2, 0) sa fie

pe dreapta de ecuatie x + ay + b = 0. (2p)
f) Daca in triunghiul ABC, AB = 8, AC = 8 si m(<BAC) = g ,sa se calculeze BC.  (2p)

Subiectul II (20 puncte)

5
1. a) Sé se calculeze determinantul ol (3p)
b) Sa se calculeze probabilitatea ca un element n € {1; 2; 3; 4; 5} sa
verifice relatia 4" < 20. (3p)
c) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 4° — 4 = 0. (3p)
d) Sa se rezolve in multimea numerelor reale strict pozitive ecuatia loggx = 1. (3p)
e) Sd se calculeze expresiaE = C2 —C: . (3p)
. . 1
2. Se considera functia f: (0, +©) > R, f(x)= 213
a) Sa se calculeze f'(x), x € (0, +o0). (3p)

£x)-50)

1 (3p)

b) Sa se calculeze lirrll

c) Sa se arate ca functia f este strict descrescatoare pe intervalul (0, +o0). (3p)

d) Si se calculeze jff’(x)dx. (3p)
e) Sa se calculeze lim 2n+3 . (3p)
n=© 30 + 2
Subiectul III (20 puncte)
Se considera polinoamele f = X* + 5X + 7sig = X*+ 5X + 6.
a) Sa se determine radacinile complexe ale polinomului f. (4p)
b) Sa se rezolve in multimea numerelor reale inecua;iax2 +5x+ 6<0. (4p)
c) S se verifice identitatea 1 ! ! VneN (4p)
= - S .
g(n) n+2 n+3° P
o 1 1 1
d) Sa se calculeze suma S=——+——+...+ ————. (2p)
g(1) g(2) (2006)
2 2
e) Sd se verifice dacd f = [X +E\ + ﬁ\_ . (2p)
27 2 )

199


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Partea a Ill-a. Pregdtire pentru examenul de bacalaureat

f) Sa se arate céd pentru orice doua polinoame s, t € R[X], avem
relatia g # s + t%.
g) Sa se gasesca doud polinoame u, v € C[X], avem incat sd avem

relatia g = u? + 2

Subiectul IV (20 puncte)

Se consideré functiaf: R—> R, f (x) = ¢".
a) Sa se calculeze f'(x), x € R.
b) Sa se verifice daca f (x) > 0, Vx e R,sif'(x) >0, VxeR.
c) Sa se determine ecuatia asimptotei catre —o la graficul functiei f.

d) S& se calculeze |, f(x)dx.

e) Sa se arate cd functia f este strict crescatoare pe R.

f) Sa se rezolve In R ecuatia f(x) + flx + 1)=1 + e.

g) Sé se arate cd existd doud functiif: R > Rsig: R—> R,
strict crescatoare, astfel incat f(x) = g(x) — h(x), Vx e R.

Notd: Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.

Se acorda 10 puncte din oficiu.
Nota finala se calculeaza impartind punctajul obtinut la 10.
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PARTEA I: ELEMENTE DE ALGEBRA

Capitolul 1. Grupuri
pag. 12

1. H =17, 21, 2, € Hy 2y = X1 + 1y, 25 = X + 1y Xy, X3, Y1, Yo € Z;

2129 = (XX — y1¥9) + (Y5 + X9y1)i € H.
2.x,yeM,x>1,y>Lxxy=x+1D¥+1)+1>0.

3.xye(-1,1),xxy= “x)}’, e (-1, 1).

1+
4. max | O 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 1 2 3
2 2 2 2 3
3 3 3 3 3
x 0 x\(y 0 y) (2xy 0 2xy)
5.A,BeH,AX)-A() =0 0 050 0 0=[ 0 0 0 -
x 0 xly 0 yJ (2xy 0 2xy]
6.H={1,3,5,15)
* | 1 3 5 15
1 1 1 1 1
3 1 3 1 3
5 1 1 5 5

15 1 3 5 15
7. H=(1,3).xxy=x-2)(y-2)+2,1<x<3,1<y<3;-1<x-2<1;
“l<y-2<1;|x=-2|<1;|ly-2| <1, |x=-2||ly-2| <1;
[c-2)y-2)| <1,-1< (x-2)y-2)<1,1<(x-2)(y-2)+2<3,
x*y e (1, 3).

01 0O 1 0) (0 0 -1)
8.A=|0 0 -1 0 0 -1*={1 0 0=

-1 0 0jl-1t 0 ofj 0 -1 07
0 0 -1)(0 1 0) (1 0 0)
A=A A=|1 0 030 0 -1¥=|0 1 0+;H={[AA%.
0 -1 0jl-1 0 0f (0 0 1F
| I A A®
I I A A®
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Indicatii si rdspunsuri

€ H.

9.4, A = (cosa sina}( cosf sinB) _ (cos(a+[3) sin(o + ) )

—sina cosajl —sinf cosBj ~ (—sin(a+p) cos(a+p)f

10.H = {1, 2,3,4,6,12};

@h| 1 2 3 4 6 12
1 1 1 1 1 1 1
2 |1 2 1 2 2 2
3 /1 1 3 1 3 3
4 {1 2 1 4 2 4
6 |1 2 3 2 6 6
211 2 3 4 6 12

bl 1 2 3 4 6 12
1 |1 2 3 4 6 12
2 |2 2 6 4 6 12
3 13 6 3 12 6 12
4 |4 4 12 4 12 12
6 |6 6 6 12 6 12
12 |12 12 12 12 12 12

pag. 16

1.%Y,2€2Z,x=2k;,y =2ky, 2= 2ks; 0 +y) + 2= (2k; + 2ky) + 2k; =

=2(k; + ky + kg) =x+ (y + 2); 0z = (2k; - 2ky) - 2ky = 2k;(2k, - 2k;) = x(y2).
X=2k;+1,y=2ky+1,2=2k;+ 1; )z = x(yz); darx + y € 2Z + 1.

G ye (L2 xxy=0-D-1D)+1e(,2); cxy) xz2=x*% (y * 2).

i ye (1L, 1);xxyeM, (x*xy) xz2=x*(y % 2).

ol Hwn

6 ye (11, xxy=J02-DOA-D+1 e R\ (-1, 1);
% asociativa pentru H = (1, +0).

B.A1=(x1 )’1\_;A2=(Xz )’2\_;A1A2=(x1xz+)’1J’2 x1)’z+)’1x2\_’A17A2€H'

Y1 xj Yo Xpf XoY1+X1Yy V1Yo +X9Xy S
(AB)C = A(BO).

7.%Y€l,xoy=1-(1-x)(1-y) €eZ;(xoy)oz=xo(yo2z).

B.x,yeRx*xy=x+y+xyeR (x*xy) xz=x*(y*z).

9.(x*y)*z=(mx+y)*z=m(mx+y)+z=m2x+my+z;
x*(y*z)=x*(my+z)=mx+my+z,m2=m,m(m—1)=10.

10. Exemplu: xocy =x+y-1,adicia =1sib = 1.

pag. 19

1l.e=-l,exx=xxe=x,e=-1eM.2.e=0.

3.x%xy=x-6)(y-6) +6;5<x<7;5<y<7;-1<x-6<1;
-1<x-6<1, |x-6|<1,|y-6|<1, |(x-6)y-6)| <1,-1<(x-6)(y-6) <1,

5<(x-6)(y -6)<7,x*xyel[5 7,e=-7.
4.g1%2,= (2 +D(z+1D)-l,e=1-1.
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Indicatii si rdspunsuri

n
5.x*y=3(x+2)(y+2)—2,e=—§. 10.u=e= lim(1+l) .
3 n—o n

pag. 23
1. | -1 1 i - -Dtl=-1

-1 1 -1 - i 11 =1

1] -1 1 i - it=

N i -1 1 (-)t=i

-1 i -1 1 -1
2. (xxy)xz=x*x(¥x*x2g);e=-1;x = i—t?,xeR\{l}.

3.e=0,x+x-2x¢=0,xX2x-1) =x,x' =

X 1
k—Ter\%y
4. xxy =x-3)y-3)+3,e=4,(x-3)'-3)+3=4,x-3= Y-3°

, 1
X —3+—x_3,Ver\{3}.

pag. 24

1. (Xey)ozg=Xo0(yo2); X0y =YoX.2.X*¥Y =Y *X.
10,a)x,ye M,x*xy e M;b)(x*xy) »2=x* (¥ *2);C)Xx*y =y *2.
pag. 25

Test A
T.2) (x*xy)*xz=xxy*x2)=x+y—4be=2;c)x=4—-x;d)x*xy=y*x

n—oo

n 1
2.a) (xxy) ¥z =xx (y*z)=x3W= b) e, =e, ezlim(1+l};c) x' = ehnx;
n
d) xSlny =‘),Slnx'
Test B
1.8) (xxy)*xz=xx Y *x2)=x+y+2—-6;b)e=3;0)xX=6—-x;d)x*xy =y *x.

n 1

Ba)&*y)*Z=X*(y*ﬂ=x@Wmﬂme*=VE,€=mH@+l};C)x=e”m;
n

d) x7lny - y7lnx'
pag. 32 ole o
(T 2y, (1 2y, ele o
1'6_&.27’0_(2 1j_,Sz—{e,cr}- cloc e

2. x+y=y+x, x,yeZ; x=2+0; y=3+0, dar xxy=0.

.o Al oAl
Nuexista 2 , 3
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+]1012345

§ 612%/:%\3\ unde e=0, -0=0 _1237_2:47
11123450 3-3, 4-2,-5=1
21234501

3134501 2

4145012 3

5501234

pag. 33

1. x*y:S—%(x—S)(y—S);tS;e =0, x’:3+x_3.

1
L xxy= (X—Z)Eln(y_2) + g +3 ; a) (X— 2)%1n(y—2)1n(z—2) ;
v >0
>0

n

n 4
b) e, =e*+2, ezlim(1+l} ;¢) x'= 242
n

n—oo

3 k=0, x*xy=x+y.4da=b=15¢e=-1, x’=2x+3.
X+ 2
B. o f1f2f3f4
AL AL
L L f f
LT,
IARNAAA
10 -
7. E= 1; X y=x2+y2¢0.
0 1) |y x
- cosO -sin0) (1 0) |cosa -—sinal|
"7 sin0 cost_ 0 17 sina.  cosa |
1 O\\ x 2y
9. E= = |7 =x*-7y*=1=0.
O sy x
2
10. 11.e, =0, x" = —x.
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pag. 39
Test A
. 1 0)
a) (G, estegrup, e =1+ 0xi; (T', ¥ este grup, E = [O 1};; b) f(z,2) = f () Xf(2,);

Q) fUAB) = fTI(A) xfI(B), fof T = 1.
Test B
f,00 © 1, £,(0) o &, f,(x) <> &

Capitolul 2. Inele si corpuri

pag. 45

Efectuati in clasd:

1.Avem 2, =x, +YN2, 2, =X, + Y2 X, Y Xy Y, €L X, +y, €L x, + Y, € Z,
obtinem 2 +2z, =(x, +x,)+(y; +y2)x/§ , deci 2z +3,€ Z[x/ﬂ . Analog
2,2, € Z[\/ﬂ Se verifica axiomele G;, G,, G5, G, ale grupului (Z[\/E], >§, unde,
pentru z =x+ yv2,x,y € Z, avem —z = —x — y~/2 . Se verifici axiomele monoidului

comutativ (Z[\/E], >§, My, My, MysiD: 2z, (z, + 2,) = 2,2, + 2,%,. Rezultéd ca (Z[\/E], >§

este structurd de inel comutativ.

X X
2.Dacd A, =|_ ' yll A= 2 yzl X, Y5 XY, € Z,deducemA + A, AA, € M.
2y, x,) 2y, X;)
_X —
Se verificd axiomele G;, G,, G3, G, ale grupului (M, +), unde —A = [ ) ! yl} este
-2y X

opusa matricei A, si axiomele monoidului (M, %, respectiv axioma D:
A, +A)=AA, +AA,.
pag. 46

1. (C, +) este grupul cunoscut, grupul aditiv al numerelor complexe. Se verifica axiomele
monoidului comutativ (C, ), M;, M,, M, si axioma D:
z % (2, +2) =2 %32, + 2 %z,

2. (A,+) este grupul abelian. Sunt verificate axiomele G;, Gy, G5, —A = (_ 7L este

0 -a)
opusa matricei A, G,, axiomele monoidului (A, 3 si axioma D.
3. Se verifica axiomele inelului G;, Gy, G5, G4, M;, My, M, si D pentru fiecare inel (4;, +,
si (Ay, +, 2.
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4. Analog cu problem 3.
5. Se verifica axiomele inelului. Sd se compare rezultatele obtinute cu cele de la problema 1.
pag. 49
Pentru toate problemele propuse se va demonstra ca tripletele sunt structuri algebrice de
inel si apoi se vor pune in evidentd axiomele necesare ca fiecare structurd sa fie corp.
1. (R, *, 3 este inel comutativ. in plus, este verificata si axioma M,: oricare ar fix e R’
VS |
existaxl, X =—.
x
2. (R, x, a) este inel comutativ. in plus, este verificatd si axioma M,: exista elementele
5 . VR , 8x-15
neutre e, =— si e, = 2;exista x', x,'=—
2 4(x-2)

Este verificata si axioma M: x ay = ya x, deci (R, %, o) este grup comutativ.

oricare ar fix e R, x #2 =e,.

3. (Q, a, V) este inel comutativ. In plus, este verificata si axioma M,: existd elementele

neutree, = 7sie, = 8; existd x,', x,' =7+

7 oricare ar fix e R, x#7 =e,. Este
X —

verificata si axioma M4: x vy = yv x, deci (Q, a, V) este corp comutativ.
4. (R, , 1) este inel comutativ. In plus, este verificatd si axioma M,: exista elementele

3 . . . .
neutre e, =E sie,=1;existd x,', x,"=1+ oricarearfix e R, x# 1 =e,.

1
4(x-1)
Deci (R, %, 1) este o structura de corp.
5. (K, +, 3 este inel. In plus, este verificatd si axioma M,: existd elementele neutre
Zl 22

—Z;, 2%

00 10 -
e, =0, 2[0 O} ie=1I= (O 1}; exista A™!, detA = =22, +%,2, #0.

Rezulta ca (K, +, » este o structura de corp.
6. (K, +, 3 este inel. In plus, este verificatd si axioma M,: existd elementele neutre

0 0) . 10y .1 . .
e, =0, = = sl e=1,= ~;existaA™l, A7 = xA , deoarece oricare
0 0) 0 1) detA
xX+2
arfix,y e R,avem det A = yoy =x?-4y* +5y*> =x* + y*> #0.Rezultici
-5y x-2y

(K, +, » este corp.
7. (K, % ) este inel comutativ. In plus, este verificatd si axioma M,: existd elementele
n 9
_ 5 . 1\\ .o L. o4 1 ., nx . .
neutree, = €% e=1lim|1+—. ,sie,= 1;existd x =— si x’' =e"*, oricare ar fi
n—>+o n7 X

x € R, x#1 = e, Rezultd ca (K, % *) este o structura de corp.
8. (K, +, ) este inel comutativ. In plus, este verificatd si axioma M,: existd elementele
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00 10 .
neutre e, =0, =( \_ sie=1I, =( 11; exista A7, A = ! xA", deoarece

0 0j 0 1] det A
oricarearfix,y € R, avem det A = VI x> +y® #0.Rezultd cd (K, +, 3 este corp.
9. (K, +, 9 si (Ky, +, ¥ sunt structuri de inel. In plus, este verificata si axioma M,: exista
0 0) .
elementele neutre e, =0+0 %/5=0, ex,. =1+0 /5=1, ey, =0, = [O O} si

10 L ) 1 . .
ey, =1, = .;existaA™l, AT = xA~ deoarece oricare ar fi x, y € R, avem

0 1) detA

x 5
detA = ‘ y‘ =x*-5y* #0.Rezulta ca (K,, +, » este o structuri de corp.
y X

De asemenea, pentru g = x + y\/gy eK,avem 2z'=-2=-x— yx/g si

4 1 X Y
= = 2

zl = - _
B x4+ yd5 x*-5y* x*-5y?

\/§§ ZI_(i-EKl'

10. (R, o, %) este inel. In plus, este verificati si axioma M, : exista elementele neutre

e,=2sie, = 3;existd x.'=2+ e Roricarearfix € R, x # 2 = e. Rezulta ca
x_

(R, o, *) este corp.

. 1 0) . . 0 0)
11.a) Pentruz=1, se obtine I, = .e @G ,iar pentruz =0, se obtine O, = =
0 1) 0 0)

b4 _
b) Dacdz =x+yi,x,y € R, din 0 =0 rezultd implicatiile: zxz =0 =>x*+y*=0=>

=>x=y=0=2=0;
z, 0 z, 0O 2.2 0 )
c) Fie 4, =| | —leG siA=|" _1eG.Rezult€1 AA =7 1eG:
0 z 0 2z, 0 232,/
z 0) Z
d) Fie A= 0 _i A#0,,cu detA = =2z = x> + y? # 0. Atunci existd matricea
Z

inversa A™ =

z O\
detA |z| 0 zj
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z 0 -0 z 0Y =i O -iz 0
e) Daca X = [O _1, atunci X( i 0) = ( _;{ i 0) —( _ 1, respectiv
0 z

5 0 ij 0 ij (0 =7
i 0)_ (-i 0)(z 0) (-iz 0) -
[o ijj{o ijlo Eiz[o iz > unde =i = -l

f) Fie AB = O,. Dacé det A # 0, atunci matricea A este inversabila i rezulta implicatiile:
A™MAB) = A0, = (AY4,)B = 0, = I,»B = O,, deci B = 0,. Dacd det B# 0, in
mod analog, rezultd A = O,;

g) PentruH = G \ {O,},A € H, avem det A # 0, deci existd matricea inversa A™ astfel
incat AA™! = A™'A = [,. Sunt verificate axiomele corpului (G, +, 3.

Capitolul 3. Inele de polinoame cu coeficienti intr-un
corp comutativ (Q, R, C, Z,, p prim)

pag. 58

1. X +X+1)X+3%+1,0X+1; )X -1;

1 +DX+B-DX*-2X+21 + ;DX -2 + 4% + 2..

X a4+ 22X+ 7X 4+ 6; X -2 122 - 13X + 2.

X2+ 6X+9;9X%-6X + 1;3X% + 8X - 3.
a=2b=-5c=-2,f=2(X+2)2-5(X + 2) - 2.
5.f=3X>+20X+34=3(X-3)2+38(X-3) +121,a=3,b=38,c = 121.

» o

pag. 62
1.q=5X>-7X+12,r =-35X>-24X-36.2.q = 2X° + X> + 6X -2, r = 10X - 5.
3.q=X4+Qi-DX+1,r=0.4.q¢q=iX+2X>-(1 +5)X+5G(-2),r=9 + 19i.
5.f=X-0)X-B)g+aX+b,f(a) =aa+b,f(B) =ap + b,
gz @@ , _ of®)-pfla)
o-B o—B )

pag. 67
1. a) q:3X2+X—5,T‘=—4;b)q=X4_X3_2X2+zx_8;
©)q=X+X+1,r=0;d) 2X° - 5X* + 12X - 24, 1 = 46;
3 15 23

= 3_ 2 = ——" = 2 Z [ — = —
e)g=4X"-8X"+6X+1,r 2,f)q X+2X 4,r 4

g q=2X>-5X+9,r=-15;h) g = 2X*-3X>-8X-7,q = —4;
) g=X-2X*+2X +X*-X-5r=7;)q=X"+ 23X+ X* + 3Y3 +3,r =—+3.
2. Restul este r = f (2) = 3.

pag. 77

1.2)Z QR f=0C-DX*+1) = X-DX+ D+ 1);
C:f=X-DX+DEX-DX+0);
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PD)R:f=CC-XV2 + DO +XV2 + 1);

C:f= (X—i ‘/2_}( f f){)n 2 ‘/zii}.[X+%-%i};

OR: f=0%+1)%-(XV3)2=02-XV3 + DO + X3 + 1);
C:f= (X-ﬁ—l }[X—£ 1 }[X+§—11;{X+§+
: 2

2 2 2 2

DZ QR f=X-DX+DEX-X+ DX +X+1);
Cf=X-DX+DX-X-HX*+X+1) =

MI»—l

B
L5

— (X-1)(X + 1)(X—g)(X—82)(X+1+2i‘/§}(X+1_2i‘/§}, 24e+1=06=1;

e)Z Qf=0+DX*-X+1;R =0+ DX-XV3 + DX+ V3 +1);

os-ocroo-ofs- -3 FbirS-3f e S3)
2. f1)=0,f=mXX-DE" P +X"?+ . +X+1)-nXX-DE™ +X"2 + ... +
FX+ D =XE-DmX + X2+ 4+X+D)-nEX X"+ L+ X+ D] =
=XX-Dh,h(1) =m-n-n-m =0, X-1>?|f.
4. f1) =17 +27 (=27 -1"=1+2"-2""_1=0,X-DIf
5.f(1)=1"-n-1+4+n-1=1-n4+n-1=0,X-1|ff=&"-1)-nkx-1) =
= -DETT X+ L+ X+ D) -nX-1D) = X-DOT X+ L+
+X+1)-n]=X-1g g(1) =0.
B.f1)=1+m*-m>-m+m-1=0, X-DIf.
7.f1)=1"-n-1%4+n-1"-1=1-n+n-1=0,f(-1) = D -n-1% +
+n(—1)4—1=1—n+n—1=O,(X2—1)|f.
8. g(a)—Oa—a+1—00L =-1,0- 1—a
f(OL) — ((1 1)n+3 + oL2n+3 ((1 )n+3 + oL2n+3 — a2n+6+ oL2n+3 — a2n+3(a3 + 1) =0.
9. g(a)—Oa +(1+1—OOL =1,
fla) =a®2 + > 4 1= (D" 2+ (@) a+1=c*+a+1=0.
10.g(e) +300+3=0,fla) =(a+ D" + 2 +2=(a+ D*(a+ D> +a®+2=
=[a+ DT a+1D?+a?>+2=(2+3>+30+ D +20+1) +?+2=
=[o(a®+3a+3) +1'(@® + 2a+ D+’ +2=>+20+1+c?+2=
=2 +a+1)=0.

pag. 86
1.-1,1,3.2.-1,2,-4.3.-3,-1,1,3.4.1,-2,4,-8. 5. m = 10, -1, -2, -3, 4.

pag. 92

Efectuati in clasd: 1. -1, -2, 3. 2. LA, 210
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Temd: 1. -+, -2,-1.2.-2.3-2i,3+2.3 -~ 23 L. a4 _23 1-2i -1+ 2i
2 2 3
pag. 95
1. 442 .2, +i2.3. 33, 3, 3, =1, + e + 1= 0.
N2 2 .
4. 33, ¥3;e¢ =1, +¢e+1=0.5. -1,1, —i,1i. 6. i(1+l)§, ig(l—l).

2k +1 2k +1
7.-1,1, —¢, ¢, —82, 2. 8. Z, =cos( ; )ﬁ+isin( ; )ﬁ, k € {0; 1; 2; 3; 4; 5}.

AV2 L V2
9. (z*-1)(z* + 1) = 0 are solutiile -1, 1, i(]+l)§—l, i i(]—l)g.

10.2°-1? = 0 < (z* - 1)(z* + 1) = O are solutiile:

2k +1 2k +1
zk=§/j=\8/cosn+isinn=cos( g )ﬂ+isin( g )n’ke{o; 1;2;...; 7}

pag. 97

1.3+42i, 3+2i.2 %a, #Jab. 3. (®-2i + D(>-2i-1) = 0. 4. +2, +3i.
5 1

5. +(a - b), £(a + b). 6. £1, i%. 7. iE’ +i\/5. 8. 1, ¢, €2, 2, 2¢, 2¢%

9. (-1 -1) = 0.10. (2 -3)(x + 2) = 0 are solutiile —/3,+/3, —iv/2,ix/2 .

pag. 99

1
Efectuati in clasd: 1. -4, 4, —4i, 4i. 2. -3, -2, 2, 3. 3. -1, 5 2. 4. -1, —e, —€>.

5. 0C-103+ 1) =0;-1, 1, -, &, —€2, &%
B.0* - DO+ 1) =(c-Dlc+ D3+ DEE-D0 + 1) =0.7.-3, 3, -3, 3i.

1
Tema: 1.-2,-1,1,2.2.£3, 4. 3. *-1)(x*-8) = 0. 4. -2, -1, 5

1
5 (x+ 1D0O*-2ix + 1) =0.6. -1, 5,3. 7.-1,1,

N | W

1 1

, —. 8. —, =43, .

S8 5.3, V3
. .2 . .

9.1+1,1—1,—5.10.1+31,—2—1.

pag. 100
Test A: 1. (02— 4)(x®> + 4i)) = 0.2.-4,-2,2,4.3.-1,1,1. 4.i,1. 5. =2 + 4i, -2 4i.
Test B: 1. (2-4)02+4) = 0,-2,2, -2i, 2i. 2. (x> + 4) (x> + 16) = 0, —4i, —2i, 2i, 4i.
) ) ) -1+6i -1-6i
3.+ D2+ 2ix+ 2+ 20) =0.4.-3,-2i. 5. T
211
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PARTEA A II-A: ELEMENTE DE ANALIZA
MATEMATICA

Capitolul 2. Primitive (antiderivate)

pag. 113
1. a) fcontinua si derivabild pe R; b) f continua si derivabilad pe R;
¢) f continud pe R si derivabild pe R*; d) f continud pe R si derivabild pe R*.
1 x 1 1
2.a) 2x; b) 0; c) (x#0);d) 4 In4; e) - = (x#0);
3%/)(_2 4i‘/x_3 x?
f) 8¢* - % (x > 0); g) 3 cos x; h) 4x® — 2 - 4°In 4; i) —7sin x — 6x%; j) 2x + cos x;
2007 1
51D
cos® x

k)

1+x*°
cosx, dacan=4k+1, keN

.~ _ |—sinx, dacin=4k+2, keN _
3.7 = —cosx, dacd n =4k +3, keN'4' m = 3.
sinx, dacan=4k+4, keN

pag. 119

x4 3 % 2 \/_ 2x xe+1
1.2) - +GD) 7x% +Ge) Sxix +Gd) 5 +Ge)nx+ Gf) -5 + 0

x—3
x+3

i;%‘ + C;n) ln‘x+\/x2—4‘ + C;

0) ln‘x+\/x2+4‘ + C; p) arcsin % + C.

g) In(=x) + C; h) x + C; i) —cos x + C; j) %ln

+ C; k) -In |cos x| + C;

1 X : 1
D Earctgi + C; m) 2ln

pag. 122

3 2 2

1.a) %(X+1)+C;b) —acos x + bsinx + C; ¢) %+lnx+c;d) X?+1n(—x)+c;

e) %arcsin3x+C; ) arcsin§+c; g) —ctg x + 2tgx + C; h) %arctg£+c;

3 +e*+C; k) lln_x+1+C;1) 1lnx—_1+C;
In3 2 x+1 2 x+1

i) %arcthx +C3J)

245, | x-+/5

m) —In|——=
) 5 x+x/§

+%ln(x2 +1)+C.
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8
3x* +8x°

2. a) %—x6+2x2+3x+c;b) +C:0) X>+2xJx+C;d) Z—gxxlxs/F+C;

x 4 3 2
e) 122+31nx—x+c;f) X A HA
n

4

4 6 2
-x*+3x+C;b) X——§x5+x3+x——4x+c; c) —l+i2+5x+c;
3 5 2 X x

3. a) 5x

! +1—L4+C;e) L+x+C; f) %xz x-x’+x+C;

d) -
) 2x*  x  4x 2x

1
2x?

15
g) %xs +C;h) %% x* - +C;1) InJ-x+C;j) 5 +C; k) %XZX-FC;
n

e+1
DX ix+c;m) larctgf—ln(xﬂfxz+16)+C;
e+1 4 4
1. (x—4) 3
n) =In -+21n(x+x/x —16)+C.
8 \x+4)
pag. 123
Test A
3 4 _
1.x3 4+ C. 2. gx5+§x5+c. 3. —3cosx+C . 4. ilnx > +C.
3 4 10 [x+5

5. ln(x+x/x2+25)+C. B. arcsin§+C. 7. —2In|cosx|+C.
Test B

1
1.x* + C. 2. %x\/;c—%)f x+C.3. 2sinx+C. 4. garctg§+c.

5. 1n(x+\/x2—25)+C. B. Sarcsinx+C. 7. 3In(sinx)+C.

Capitolul 3. Integrala definita

pag. 128
1.a) 2—30;b)e—1;c) %;d) 1; e) 1; f) In2; g) 18; h) %;i) Inv2 .
13

2.a) ?;b)z; c) In2 — 2.
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pag. 132

. 2
1.a) —x% cos x + 2x sin x —2cosx+C;b)5M -x + C;

c)Ei@nx-%}+c;d)E{QBUHX)+QHUHXU+C'

2 a) e(x-1): b)—(lnx——2+c X

3
e) el -x+2) +Cf) (~x +2)cosx+2xsinx+C;

[2 [2
g) L_9—2ln‘x+x/x2—9‘ + C; h) #+%ln‘x+\/x2+9‘ + C;
i) —x\/9 x? 42 arcsm— + C.

pag. 133
a)l;b)m; )22+ 6;d) n-2;e) 1; 1) 0.

pag. 139
(t2 + 1)x/t2 +1
a) 3

3 3
+ G b)%(Set +2)2 + C;0) 1n3x D) InGE +x+1) +C

.3 5
E-a)mismex|+(2b)142x2+3 +<2c)SH§x +C;d)—gl§;—£ + G

In?(x +2)
2

e) cnw+c;g) lln(x2+1)+c;
2003

1 % +1)
h) ln(x +2x+ 7))+ C;i) ln(2 sinx + 3) + C; j) 5003

k) §arctgx +CD 5 arctg x* + C; m) 5 arcsin x> + C; n) X + C;

+ C;

l X% +8x-7 . : X . l sin x . 1
0) e + C; p) arcsin €* + C; q) g aretg o +Cr) Eln(Zcosx+3)+C.
pag. 140
52 4-g 1 1 .2 -1 w2 n V2
a)0;b) —;¢) —;d) =;e) =;f) =;89 ——;h) — ;i) —;j) In—.
) )9)4 )2 )Bf)Bg)B )24 )4abJ) >
pag. 147
1.a) 3ln|x+ 2| +C;b) - 12)2 +C;0) %arctg% +C d)In (2 + 25) + C;
+
1 x )
- f)—( arctg— + .+ G
2u2+2a gs x*+257
3, 2 2 X 3 1 x
SInG® + 25) - 2arctgX + Ch) ————— - e
8) 5lnlx ) - garctgg ) 2(x* +25) 12585 25(x +25)
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1 X o 1 x-5 1 2
—arctg——-———=+C;j) =In|=—=| + C; k) =1 -25| + ¢G;
D 107 2(x* +25) ) SH‘X+5‘ s g In 37 -25] + G
D-—" C; m) [1
=+ Cm) | Th
2(x? - 25) 50110
X x* 25 ) 2x

—5Sarctg=+C;0) ———In(x" +25)+C;

n) x arcg5+ ; 0) 7 3 ( ) ;P) 3

nx—S‘+ x )
x+5| x-25F7 G

3

—51x+ 255arctg% +C.

2.a) x* —x’ +x* —x+1; b) X% c) x-2Jx+1
2x/x

3. f(x)=1+x+...+x"; observim cd f'(x) = S, deci

;d) x?In x.

1-x"1) 1T4+x+x® +.o+x" 7 —nx"
S= - = ’Xil,
1-x ) 1-x

4.a) Vx* +1+C;b) x®—x" +x°-2x+C; ¢) #(20—x2)+c;

d) e (x2 —2x+2)+C; e) %[(xz +1)arctgx—x]+C;

2 .
f) %(xz sin? x4+ X cost_xsm2x_cost\.+C;

2 2 4 )
arcsinx 1, 1-+1-x?
g2 — +=In

x 2 1+41-x

.a) I, =x(Inx)" -nl,_,, VvneN,n>2;

+C:h) —%(1—x2)m+c,

b) I, =x""' (=xcosx +nsinx)-n(n-1)I,,;

c) [ =x"e"—nl,_,, VxeR;

d I =x"'"Vx*+1-(n-1)I,,, VneNn>2.

6. Avem F'(x) = f (x) . Obtinem o == 1

7.a) Vx*-25+C;b) xz(lnx_%\..;.c;

5
d) —%ln(x2 +4)+%arctg§+c; e) xarcsinx++v1-x*+C.

8. a) glnx\/lnx +C;b) %arcsinx4 +C;¢) In(Inx)+C;
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1 1
d) x+In x+§ +C;e) 1n|x+1|+—1+C; f) Vx*+1+C; 8 2sinx +C;
X+
) |x +\/_x+1| rctg2x+\/§+arctg—2x_\/§\- +C;
|x —x/_x+1| V2 V2 )_ ’
i) _+J§ tg2x+1 11 x-1 ‘c:
J3 |x2+x+1|
X 2x
k) 1 arctgex+2e—1+C;1) e——ex+1n(e"+1)+C.
2 e +1) 2
9.1 =-xe*+nl_;I,=-e*0*+3x*+ 6x + 6)+ C.
pag. 149
Test A
X2, (2x-3)"" 1 5 .6
1, —+-x"+x+C . 2. ———— 3. —Ax+1) +C. 4. - .
T3 1006 8>( ) In|cos x|+ C

3
5. Eln(x2+4)+C. 6. %arctgx+1+c. 7. ln%.

8 iarctgi+l+lln4
V3TV 2 3
Test B

N 52003 -1\
1.5 Z¥iix+c. 2 &+C. 3. u+C. 4. In|sinx|+C.
5 3 6009 15

5. 1n(x2+1)+C, B. lln x-1 +C. 7. 2arctg2+ =,
4 |x+3 2

8. 1-1n3/2 ——(arctg\@ arctg—

1)
7 57

Capitolul 4. Aplicatii ale integralei definite

pag. 154

e e e 1 1, 5 =«

3
1.a) In+/3;b) %ln(e+1)—3+€—§+§ln(e+1) c) = d) arcth——lnE—g,

2 1
;) 1; d) e+1—2. 3. nab. 4. e
e
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N SN NCINE § g 4 .
5.a)n2b) a4 d) —=5e) 350 4Indg) (2n-+3)3 e -1,
pag. 158
1.a) 48; b) 27m; ) 27" ml?

64r w o om4-n)  Ca(n8-2) o om.
o) o) g o T e B (1),

pag. 158

TestA:1.5 2.1. 3. 8_“
6 5

Test B: 1. 4. 2.¢2 —1. 3. 27n.

PARTEA A lll-A: PREGATIRE PENTRU
EXAMENUL DE BACALAUREAT

1. Teme de sinteza

Tema 1. Grupuri

pag. 160
1.e=0,A=1.2.e=-1.3.e=0,2=1.4.a =b,a € {-1, 0}. 5. (0, 0, 1).
B.x=1le=-2;x=1,x%xe=-3#1.7.¢e=8¢€eZ,xX{6,8,.8.a=b=1.9.¢e=-1.

10.a€{0,11.11. A =p=0.12.a=3.13 ¢ = 0, = 2

e Q \{2}.

14ae{m%}15¢*=%;a=&1aae(L2L¢1@=—1x=—z

z_l' z_z' z_l' =_n+1 :-( l( ) l' o o} =
18. ¢, 35 334 3,b 3 - X*Y 3x+3 y+= 3,(x y)oz
1 1 - 1 1 1
—32(x+ )(y+ )(z+—)— ; XoxXo..ox = (-1)" ( —) —Z3X*X =20+ =
3 3 3) T3 o 3) 73 3
_ n+1 _n _
x*x*..xx =nx+ (n- 1)— b=ne,+ (n- 1)—— 3 b—a—§ = n(e, —eq).
de n ori
19. A = 1.

20.x,y € (2,4), [x-3| <1, [y-3[<Lixxy=(x-3)(y-3) + 3,
[x*y-3| <Ll;xxe=x=e=4¢gM,x*xy=Y*X.
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21. |x-4| <L ly-4 | <1 |x*xy-4| <Lixxy=x-4Dy-4) +4=y=*x.
22.a=x; +y,V5;b =Xy + y,V5; %, Y1, X0, ¥, € Q,ab € M,V a, b € M.
Pentrua=x+y«/§,x,ye@,x2—5y2=1,e=1+0><x/§,a’=x—y«/§.

23.1, = ((1) (1)};AB e M,V A, B eM, (AB)C = A(BC), det A # 0; AB # BA;
1 z)
-1_ | X Xy ~
A g1
yJ

%ln(y— Din(x-1) = % In(x-DIn(y-1), Vx,y € M.

25.m = 1.

26.AA, € M,AA, =AA, VA, A €M

27. |x-6] <1, [y-6] <1; |x*xy-6| <l;xxy=(x-6)(y-6) + 6,
(xxy)xz=x%xy*2),x*xy=y*xx,Vx,yeM,e=7 e M.

1 S Bt
-6 € [5,7]. Rezultdax = 5six = 7.

28.AxAy e M,E =A0;AxAy =AyAX, VAX,Ay e M.
29. Nu existd e, e, €.

Este necesar cax’ = 6 +

n 1
30.xxyeM, (xxy)xz=xx%(y*2),e,=e= lim(1+%) (Xxy=yxx;xX = eln* VxeM.

n—oo
31.a; =x; +y1V2, a3 = X + ¥oV2 5 X3, ¥1, X0, Y5 € Q = aya, € M;
a=x+y~/§,x,ye@,x2—7y2= 1,e= 1,x’=x—yx/7.

L 5

= 0!

32.1=1, ExistiA" dacidetA#0 < x#0siy#0;A" = Xz 1 b
D)

33.a)x*xy=x-3)y-3)+3,x-3>0,y-3>0,x%xy > 3;b) a=0; f(x) este
bijectiva; f(xy) = f(x) * f(y); a = 1, b = 3; ¢) Inductie matematica.
34.xxy=x-2)y-2) + 2, x*jlc*....*x =x-2)"+2,neN,n>2.

e n ori

35. x| <3, |yl <3, |x*y| <3, x*xyeG;, (x*xy)xz=x*%({y*x2),e=0,x =-x;

x *y =Yy *Xx;f: R — G este functie bijectiva si f(x + y) = f(x) *f); 10 = %lnitg ,

f1: G- Reste functie bijectiva si f ' (x xy) = f1(x) + £ ().
36.xxyeZ, xxy)xz=xx(*x2),e=2,X=2-x,Xxy=y*xX,VX,y €,
f) = x -2 este functie bijectiva; f(x * y) = f(x) + f(¥), V x, y €Z.

37.a)xxy=(x-3)y-3)+3=yx*x,Vx,y € G;b) f: G— R’ este functie bijectivd
siflx*y) = f0) xf(), Vx,y €G.
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38a)X*y=(x—l)(y—l)+1,x*ye(G,(x*y)*z=X*(Y*z)’e_2x_1+ﬁ’
x*y =y *X,VX,y e G;b) Se demonstreaza prin inductie matematica.
39.xxyeGxxy= 2[2-(-Dy-DI=1- 2 x-Dy-1,e=-1€G

X =1+ il EG,X*y =Yy *X.
40a)X*yz(x_m)(y_m)+m;(x*y)*z=x*(y*z),e=m+1,X’=]‘_‘;nf_{—n:n‘x:
=m + _1m;x*y=y*x.4’l.e*— -l,e, =1, x;,=-2-x, x| =2-x, x,, x| €Z;
f) = x + 2 este bijectiva, f(x x y) = f(x) Lf(y). 42.A\A, e G,E=1, = ((1) (1)},

detA = +)%%0,A7 = 1 (X YLflicr 56 —(X Y)fieoey
M= Ty x2+y2J’X7f 2GS y xpfie

flA) =2, A= (_x 4 \ z = x + 1y, f(x) este bijectiva, f(AB) = f(A) xf(B).

y xJ’
1 0 0) 1 —x xz-y)
43.AA, € G, (AA)A; = Aj(AA), ;=10 1 0%, detA=1,A"=|0 1 -z +eG.
0 0 1j 0 0 17

45. x%xy e G, (x*xy)*xz=x*(y*2),e=0,x = ﬁ,xe@\{k},
X*y=y*x,Vx,y,zeG.

4B6.a e G,afixat,x*xye G,Vx,ye G,axa =ad xa=e, X,*xXx=X*% X, =e, =d,e, =
a, x, =x'aa,xy=yx,x*y=yx*Xx.

47. a) e™xe™ = el ¢ G; (6™ xe™) xe™ = el TP TN = ¢ ( P ™) e = 1, (™) = e
b) f: G—> R, f(e™) = a, f(x) este bijectiva si f(e™e by — = fle™) + f(ebx) deci (G, ¥ ~ (R, +1)
1 -¢ \
0 = 7

49.a) 2 %2y = (- D) xx(z,—1) +,e=1+1i,2 =i+ Zi_l € Cy; b) Se demonstreaza

48. detA =22 0; A% = [ =EAl=A%2 (4! =

prin inductie matematica.

Xy 1
50.Vx,ye G x*xy = €eGe==€(0,1),x=1-x,x" € (0, 1);
Y YT o +-DO-D <@ ©, 1)

x ¥y =y *Xx; b) f(x) este bijectiva; f(x x y) = f(x) xf(y).
mz(x+y+z)+xyz

51.a)xxyeG Vx,yeGDb)(xxy) xzg= > =x* (y*2),
m” + Xy + yz +zx

m?(x + x")
2

x*y=yxx,e=0;c)xxx =x"*x=e,e=0,
m< + xx'

=0,x = =x<0,dacidx e (0,+x0),

deci x' ¢ A. Rezultd ca (A, ) nu este grup.
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Tema 2. Inele si corpuri

pag. 166

1.xLlyeZ,xTy€Z, (Z, 1) este grup abeliane, = 3, x| = 6 -x, e, = 4, (Z, T) este
monoid, x T (y L 2) = (xTy) L (x T 2).

2. (C, +) este grup abelian, e, = 0, ' = -z, z; + 2, = 2, + 25 (C, x) este monoid
comutativ,e, = 1 + ;2 % (2; + 2)) = (2 % 27) + (2 *2,).

3.a) uy; = (X, ¥1), Uy = (X9, ¥9), Us = (X3, ¥3), U + Uy €A, uju, € A, e, = (0,0);

U= (=¢-Y); U +uy=u, +upe, = (1,0), ugu, = usuy, ulu; + uy) = uuy + uuy; (A, +,%
este inel comutativ; b) f(x, y) este bijectiva, f(u; + u,) = fluy) + fluy); fAugu,y) = flug) <f(u,).
4.VALAyeA A +AyeA e, =0, A =-AA +A, =Ay +A; A xAy €A e =1
A(A; + Ay)) = AA, + AA,.

5.e, =03,e,=1,

B.(A4 L, T)esteinel, x e A, X e A, xT x'=xX"Tx=e, e =-1,
xly=x+2)+2)-2,x1lx=-1,x+2)(xX +2)-2=-1,

' = _1 . _
X =-2+ x+2,VxeK,xT la)=xTylxTz

7. (K, L) este grup abelian, (K, T) este grup abelian; x T (y L 2) = (xTy) L (xT2).

8.u=x + iyl~/§,u2 =X, + iyzx/?:;xl,yl,xz,yz eQu+uy,eK uu,eKe, =0,e =1,
(K, +) este grup abelian, (K, » este grup abelian, z(z; + 2,) = 22; + 22, = (27 + 2,)2.
9.2 LzeCoz;T2€C, (27 L29) Lzg=2 L (291 25), (2, T2) TZ3=2,T (25T 23),
e, = —ai, e; = a; f(z) = iz este functie bijectiva, f(z; L 2,) = f(z;) T f(2,).
10.x@yeZ,xQy €L, eq =2, xig =4-x,(Z,®) este grup abelian; e, = 3; (Z, ©)
este monoid; x© (y ®2) = (Y ®2) OxsixOy =y O 3, deci (Z, ®, ©) este inel comutativ;
ieg=3;x0x =eg; (x-2)(x'-2) =1; (x-2)|1,decix-2 € {-1, 1}, x € {1, 3}.
11. Se verifica axiomele corpului pentru (K;, +, ¥ si (Ky, +, . Ludm f: K; > K,, f(u) =
= (3); ;, }, undeu = x + y«/§ , X,y € Q; f(u) este functie bijectiva, care verifica relatiile
fluy + uy) = f(uy) + f(uy), respectiv fuu,) = fluy) xfuy).

12. Se verifica axiomele inelului pentru (4;, +, %, (Ay, +,9;f:A; > A, f(2) = (; _xy },
unde z = x + yi, x, y € Z; f(2) este functie bijectiva, care verifica f(z; + 2,) = f(z;) + f(2,)

si f(z125) = f(z1) *f(25).
13.A; +A,eN, VA, A, eK;e, = 0,, (K, +) este grup abelian, (K \ O,, 3 este grup abelian.

X+y ¥ )., 1 (x—y V)
e=1; = A = .; distributivitatea: A;A, = A,A;.
2Axy ( y X—y)' xy x2—2y2 y x+y7 ¥i2 2A1
14.xxyeR,(x*xy)xz=x*(y*2),e, =-1,X =-2-X,X*Y =Y *X; X %Xy % ... ¥X,, =
=x;+Xy+..+x,+n-1,a=-10-9-...-1+0+1+2+..+21-1=20.
15. x%xy=20c+ Dy + 1) -1;x*x=20c+ 1D2-T;xxxxx=2%0c+1°-1,

x#x*..xx = 2" (x + 1)" - 1, demonstratie prin inductie matematica;
den ori
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Xq % Xg ¥ ... ¥ X, = 2”_1(x1 + D0, + D)., + 1) - 1.

Pentru cazul x,, = -1, se obtine x; * x, % ... ¥ x, = -1, decia = -1.

16.x%xy =200y —-2x-2y +5) =2[(x-2)(y-2) + 1] =2(x-2)(y - 2) + 2,

Xy % Xy % oo % X, = 27100, — 2) (0, — 2)...(x,, — 2) + 2, demonstratie prin inductie matematica.
Daca exista x,, = 2, atunci x; * Xy * ... ¥ X, = 2. Cum 2 € {-20,-19, ...-1,0, 1, 2, ..., 20},

rezultd a = 2. Se obtine e = % . Notand 2" = t > 0, se obtine t * 2=220t-2)(*-2) +

+ 2 =2,de unde rezulti t, = 2sit, = V2 astfel incat x e {1; %} .

Tema 3. Inele de polinoame cu coeficienti intr-un
corp comutativ (Q, R, C, Z,, p prim)

pag. 168

LA X+ 8% +17X+10,a+2=1,3b+1)=8,2c—1=17,2d + 3 = 10;
b)f=2X+1)°-3X+1)*4X+1)+0,a=2,b=-3,c=-4,d=0.

f=g=X"+ 14X + 71X* + 154X + 120.
m=1,gradf=1,m=4,gradf=3,me R\ {1, 4}, grad f = 4.
m=-1,gradf=0,m=-1,gradf=1,m =i,gradf=2, m =1, grad f = 2.

f+g=0+30X*+3iX-1-i.6.a)X-1;b)X* - 1; ) X* + 1.

frg=2X"—4i-1DX®-2J2 + 4.

B.a)X+ 7 +4,b)iX* + Bi- DX -5Xx>-6X-2.9.q=iX+ 6,1 = 9X* + 5X — 5.

10.a) ¢ =2X° + 3X> + 5X + 13,r = 24. 11. ¢ = 3X° - 7X* + 21X - 64, r = 202.

12.q=X-2X*+2X* + X*-X-5r=7.13.0.14.q=2X + 5X + 6,1 = 0.

15.1 = f(2) = 3. 16.1 = f(-2) = 51.

17.q = 2X* + 6x° + 13x%> + 39 + 109, r = 328.

18.a) f(1) = ag + a; + ... + ayy = 2°% f(-1) = ag—a; + ay— a3 + ... — Ao+ Ay = O;

_

N b

10
b) ) ay :% [FD) + f-1]=ag + ay + Qg + oo + ayo = 21°.
k=0

10
O Yy =S ~fD] = ay + @ + . + @y = 2%
k=1

d) X + 1), Ty = C5, X% k + 1= 17, k = 16;
Ty; = C%SX“ = a; X", ay; = Cég =Cp-
19. f(-1) = 2.
20.a =-11,b = -3.
21.a =3,b = -2.
22. f=X,a=b=0,f=X>+X-2,a=1,b=-2.
23.gradf =2, f=ax* + bx + ¢, f=X>-X + 2.
24.a)f=X"-d", fa) = 0; b) f = X*"* + &®*! f(—a) = 0;
o) f=X"-d", fla) = f(-a) = 0.
25. ) f(1) = 0, X - DIf;
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b)f=X"-1-nX-1) = X-D[EX" '+ X2+ ..+ X+ 1) -n]= X-1)g,
g() =0, (x-D?|f.
26. X + 1)° =X + 3X + 3) + 1.
27. f(1) = f(-1) = 0.
28.g(a) = 0,0’ +a+1=0,0°=1,f(a) = 0.
29.m =6+ 2i, X-1)(X*+ 3X-2 + 6i) = 0.

30.a) X-1DX-2-20:;b) X+ D32X-1;¢) X-V2)X+ V2)X-iv2)(X + iv2).

31.x; + Xy + X3 = 3,X1Xy + XoX3 + X5%; = 4, x12 +x§ +x§ =17; Zslx;f =48, Zslxﬁ = 85.

k=1 k=1

32.x; =a,xy=1,x3 = 2.

33.x; = 2, Xy = 2a, x3 = a.

34. 2; 3; 5.

35.m=2;+1-+3,1,1+ +3.

36.a € &.

37.X; + Xy + X3 + X4 = —(2m + 1), X305 + XX5 + X34 + XX, + X5, = 2(m + 1)* = S,;
O + Xy + x5 +x)% = 2m + 1)% S, + 25, = @m + 1% x? +x? +x§ +x421 =
=4m2+4m+1 4m® - 8m - 4=—(4m +3) <0;

38. a) QX], RIX]: f= (X-3)(X> + 4); CX].f X-3)(X-2)(X + 20);

QX RIX:f= X- DX + DX + 1); CX]: f = X- DX + DX - DX + ).

39.x" —(a+b)x*+ (@b +2)x*-(@+bx+ 1= -ax+ 1P -bx+ 1);a,b e[-2,2].

Poax+1=0,x,=2 “2 —4  9<a<2,0<d®<4,a®-4<0,
I ativd-a” _ a, \/4 a*
1.2 2 27 2
—\2
|x |= (2)24_ + 4_a21 = a_2+4_a2 = i =1
1,2 2 T2 g 4 4 4 '

N
Analog: x> -bx + 1 = 0;x34 = bﬂ#, |x34] = 1.

40.f=a X"+ . + @ X+ @ X+ .+ a X +ay,g=b X + ...+ b, X+
+ b X + ... + b X + ap, grad (f+g) = k,0<k<n,a,+b, =0, ..., a,; + by, =0,
a +b#0,g=-a,X" —a, X" —...—a, X+ bX* + ... + bX + by, b % q.
41.a=-3,b=1,f=X-3x>+ X+ 1.
42.a=15b=-31,f=X*+ 15X + X*-31X-1= (X-2)(X-3) - q + 15X - 31.
43.a)f=q-q+r,g=X-a)(x-b),gradg=2,gradr < 2,r=oX + B,

fl@) = aa + B, fB) = ob + p, o = LOSO g SOH@

b) f(@) = 0,f(b) =0,a#b,f = X-a)(X-b) - q; gf.
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44. 3 f) =Y (ask® + ak® + atk + ag) = az 2 k* + ay, > k* +a=1) k + n-q,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

2 2
n (n4+ 1) + a n(n +1) (2n+1) +a n(n2+ 1) + agn;

f=4X-6X*+ 4X - 1a3—4a2——6a1 4,a,=-1.
45.a=+1,b=0;a=1,b=+2;a=-1,b= 2.
46.f=X+2,g=-X-1.
47. f=X"-2X°-X* + 2.
48.a =n,b =—-(n + 2).

::as.

49. f=a X"+ a, X"+ ..+ X + ap; a = g;p,qu, @, =1;

n n-1

fla) =0, f(o) = anp— + an_lp—_l + ...+ a1£ +ay,=0,
q" q" q
q'f(a) = a,p" + a, ,p"'q + ... + a;pq™t + ayq"
Pt ) pt ) (p ) _
D=aqa,|L -1 ~1. P_q] 1
flo) -f(1) = a(q )+ (q”‘l )+ -t aq q 7" —f(1);

a,p"-q" + 4,490 - q") + . + + a; ¢ p-q@) = -fD) - ¢

P-9|l@-dvk=1,2,..,n

P-9ldfD; P =1;0-¢9 =1, p-q,g" = 1,deci (p—q) | f(1).
50.fe QX]x; =2-+2,x,=2+ 2, m=12,n=4;x;, =1 % i.

1 _ -1+iy3
2%34= T3
52.x;=a-rxy=o,x3=a+r.1)d=4r=2,x;,=2,x,=4,x3 = 6;
Da=4r=-2x=06x=4x=2.

51. Ecuatie reciproca x; = -2, Xy = —

53. 0+ 1D+ G-1) + (x=3) =3-3=0,t; +t, + t3=0, £ +t3 +t3 = 3tytot; = 0;

m = 5;x1=—1;x2,3=2ii«/§;m= Lx,=-1,x5=1 ti«/g;m= %,x3=3;
iN5
x12_ +T.

54.a=-10;x; = 1,xy = 2, x3 = 4.
55. a) m= _E;b) x12+x§+x§ =2:0)4(m+ 2)%>0,meR.

56.a) Pentrun = 0, E, =x; +xJ +xy =1+1+1=3, unde x; # 0, k € {1, 2, 3};
f@R)=22-6x2+2=8-12+2=-2,
f(2) =(-2)°-6x(-2) +2=-8+12+ 2 =6,
deci f (2) xf (=2) = (-2) x6 = -12;
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p)_

q)
as=1,a,=0,a, = -6, a, = 2. Este necesar ca p | a, siq | as. Din aceste conditii,
rezultd cap |2 siq | 1,decir e {-2,-1,1,2},under € Z, adicar ¢ Q \ Z. Deducem
ca fnu admite radécini rationale;

¢) Consideram functia polinomiala f (x) = X —6x + 2.

b) Presupunem r = P Q,p,qeZ,q+0, (p,q =1, astfel incat f(r)= f( 0;
q

X—>+0

Avem: lim f(x) =0, lim f(x)=+%_ f'(x) = 3x* - 6; ecuatia f '(x) = 0 are

solutiile x'; , = * V2.

X —© X -2 Xo Np) X3 +o0
fr0) =3x°-6 ++++++0-———0++++++
FOO) =X —6x + 2 0 2(1+2J§) N 2(1_2J§)/ o

M m

f(—JE)=—2J5+6J§+2=4J§+2=2(1+2J§)> 0;
f(JE)=2J§—6J§+2=—4J§+2=2(1—2J§)< 0.

Rezulta ca x, e(—oo;—\/i), Xy e(—\/i; \/5) si x5 e(\/§;+oo), deci f are toate

radacinile reale;
d) Din relatiile lui Viéte, deducem ca:

a . a
S1 =X+ X+ X3= ——2 =081 Sy =xX5 + X3X5 + XX3 = —L=-6.
a, as
Pentru S =7 + x5 + X2 +2(Xx;X, + X,X; + X,X; ) = E, +2(-6), avem 0 = E, — 12
1 1 2 3 172 243 1*3 2 > 2 >
de unde rezulta ca: E, = x7 +x; + x3 =12;
e) X, Xy, X5 fiind rddacinile polinomului, putem scrie, inmultind relatiile respective cu
k k k.
X15 Xy, X5t

k
1

X} —6x, +2:O|><x
X3 —6x,+2=0 |><x’2‘ :
X)—6x,+2=0 |><x’3‘
XK _6xt 4 2xF =0
De aici obtinem sistemul: { x5 —6x5" +2x5 =0 .
XEP —6xE +2xk =0

Adunand relatiile, obtinem: E, , 5 — 6E; , ; + 2E; = 0;
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f) Am ardtat cd Ey= 3, E;= 0 i E,= 12.
Avem E; —6E, + 2E, =0=E; =6E, -2E; =0 + 6 = 6.
Rezulta ca Ey, E;, Ey, E5 € Z, siputem scrie: E, , ; = 6E,_1—2E,_,,Vn>2.
Folosind metoda inductiei matematice, presupunand ca E; € Z, pentru k € N, rezulta
CA6E, —-2E, ,eZ,deciE,, .
57.a)Rezulti f(0) = i* + (-D*=1+1=2;

b) In general, avem: (a-b)" = > (-1)" C'*a"*b* , deci:

k=0
0 v 4 1v3; 2v72:2 3v:3 4 +4 0 v 4 1v3; 2vy2:2 3 v;3 4 -4
f=CiX* +C X%+ CIXP + CIXi° + CJi* +(COX* - CU X%+ CIXP1 - CIXi° + Ci)
si deducem céd: a, =C,i-C,i=0, a, =C;i’ - Cii’ =-iC; +iC; =0;
¢) Pentru a determina suma coeficientilor, calculam:

fFO=Q+D*+A-D*=Q+2i-1D>+(1Q-20-1)>=-4-4=-8.
d) Oricare coeficient a;, k € {0, 1, 2, 3, 4}, este:

= Chi* +Cy (1) = [ + ()" ]

Pentru k impar, deci pentru k € {1, 3}, avem: i+ (—i)k =0, adicd a; =a; =0eR.
Pentru k par, deci pentru k € {0, 2, 4}, avem:

=CU°+CY(~i) =1+1=2, a, = C2* + C2(~i)" = -C? - C? =-2C* e Rsi
a, = Cii* +Ci (-i)' =2C =2

e) Dacif () = 0, avem: (z + )* = —(z - )* si deducem: ‘(z + i)4‘ = ‘ —(z—i)4‘ sau

|z+i|4=|z

* de unde rezulti ca: |z+i|=|z

f) Fiez =a+ bi,a, b € R, astfel incat f (z) = 0. Conform rezultatului demonstrat la

subpunctul e), avem | Z+ i| = | Z— i| si deducem:

|a+ b+1) |—|a+b 1l|sau\/a+b+1 \/a+b 1

Efectuand calculele, obtinem b = 0,deci: 2 =a +bi=a+0xi =a e R.

Tema 4. Primitive (antiderivate)

pag. 172
4 2 3 3
1. a) x—+2x3 —x—+5+C;b) x—+2x—£+C;c) x—+2x—£+C;
4 3 2 3 n 3 n
xv/6 \/5 x)
d) In(x+1)+C;e) arctg— +C; D +C;
(x+1) ek

-2 3
+C;h 258
2\/_ [ +\F) ) x x+7x x+C;1) Ax?+1+C;
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j) 2arcsinx+C; k) —cosx+asinx+C;1) —2vcosx +C;

m) e —cosx+C;n) arcsinx 2+C.
5
(x+2)* 1 (3x+5)° 1 (X2+5)
q) Y - et Y 4 Cie) cxe——2 4
2. a) z ,b)3x + ’c)z 5 ;
sin® x
d) p 245+C;8) 2x* +3x+5+C;

h) In|x+3|+C; i) 1n§/|5x—7|+C;j) _§1n|x2+2|+c;
1 > 1 1
k) §1n|4x —3|+C;1) Earctg(2x+3)+C; m) —Ec052x+C;
1 1. . 1
n) —Ecos(2x+3)+C; 0) Esmx +C;p) 2sinx +C; q) gtg3x+C;

5 2 1 24 sinx
r) ——ctg(3x*-1)+C;s8) e ' +C;t) e +C.
) —erg(3x-1)+C59) )

+C;b) In| x=1 +arctgx +C;

x+1

;) —1

3.a) In| =L
xX+2

d) x+lln x—_l‘—larctgx+c.
4 2

+1

x2009 x2008 x2007 1 1
4.a) 2x*—x>+ 3x+ C;b) 2 -3 + -3x+C;¢) ——+—5+5x+C;
2009 2008 669 X X

o 2 3 _ 2 8/ .7
d) —2x A -1 :Atx 1+C;e) 2Xf+x+c;f) zxsﬁ—x2+3x+c;g) 8x1\/5x7+c
X

2 o1 . O
h) §1n|3x+5|+C;1) Eln(x2+2x+5)+C;J) §1n|x3—1|+c;

1 X
k) 22 arcsin(xv/2)+C:; ;D arcs1n—+C m) arct 4x +C;n) —arctg—+C;
(x+2) N 8 NN

1 1 7 .
0) —=cos5x+C;Pp) ——cos(x* —2x+3)+C;q) =sin(x*+1)+C;
Lasse s 05 ~Aeoslx'~2613)+59 Tl +1)

1) 3e3+C;8) e T+ ) %e"2'1+c.

3 4

5. a) ( ) +C;b) V1+x* +C; c) ( 41)3+C;
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d) _%(x%rs) +Cse) 2 +C; P —arctgx +C;g) —1cos x+C;

1 a3x ax 2 +2x-2007
h) sinx-—sin®x+C;i) —5+C;j) ———+C; k) —arcsmx\/;ﬂf
3 Ina Ina®

1 . 1 1 . .
D Earcsmx&+c; m) garctgx3 +C:n) Earcsmx2 +C; 0) arcsine* + C.

1
—, x2>1

B. Explicitind modulul, obtinem: f(x)= ; x
—, x<1

2-x

. o . . Inx+C, x21
Functia este continud pe R si o primitiva a sa este: F(x)= C-In(2-x) =
-In(2-x), x<

7. Fractia de integrat se poate scrie:

vx—Vx+l  _ 1edx-Vxrl 1 101 x+1

(1+\/;)2_(M)2_1+2x/;+x—x—1 2\/_ 2 2

x+1 dx .

Se obtine: [ = \/_+———_[
J

=t* si rezultd

Pentru calculul integralei J = J. dx se face substitutia
x x

integrala unei functii rationale de variabila t.

x xJx+1 ln(x+\/x+1)
Ve X el ic.

In final, I =
2 2

8. Functia este continud pe R, deci admite primitive. Multimea primitivelor este:
2

x+%+C—1, x € (—o0; —1)

3

F(x)= x—%+(3, xe[-1;1]
2
x—x—+l+C, x e (L;+ )
2 6

9. Presupunem prin absurd ca functia f are o primitivé, iar aceasta este de forma:

F(x) = x+sin%+c, Xe(0;+oo)'

¢, x=0
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Punénd conditia de continuitate, obtinem: ¢; = c.

x+sinl+C, x € (0;+o0)

Functia F(x)= X nu are derivatd in x = 0 deoarece
C, x=0
raportul:
X +sin 1 +c-c
F(x)-F(O ~
(x)-F(o) X*simyteme g
x-0 X '

nu are limita pentru x — 0, x > 0.

x?+3, dacix<l1 x*+2, dacix<l
10. F(x)= 4, dacix=1si G(x)= 3, dacix=1.
—2x* +6x, dacix>1 —2x*+6x-1, dacix>1

11. Functia f nu admite primitive.

2% —1 2009
(2x-1) py 1

12. a) ;
018 2(1+1nx)

7+C;¢) —In(1+cos’x)+C;
. . 2 3
d) sm(ln|x|)+C; e) arcsm(1n|x|)+C;f) 6(1+x2)5+c'

1 1 XP+1 XP+1
5 2lnx—4 >+C;b) Inx - - +C ;) x’sinx + 2x cos x — 2sinx + C;
X b

p+1 (p+1)

13.a) —

2

2 2

2x .
e (1_sm2x cost\_+C;

d) x sin2x+£c052x—lsin2x+c; e) —
2 2 4

2 in2 2
f) 64 (1+sm X, 8 x\-+C;g) x+2Inyx++x* -4 +C;

2 2 J

h) x+6lnx-2- 4 ci
X X

1 arct X +C;j - !
2\/§ g«/§ 2 arcsin x

k) %(2+x2)x/32+x2 +C: D %e"4 +C;m) 10f5+4\/5x+2+c;

+C;

3
n) %arctg%+c; 0) 2x2+3«/x2 +3x+4 +§ln(2x2+3 +x* +3x+4}+C;

p) Zx‘sm%arcsin@x*)*“

2

@ 1ln2x—4
5 2x+1

1
C;r) ——+C.
+C;1) _3
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Tema 5. Integrala definita

pag. 176
13 38 2
1.a) — b)—c)2d)—e)1f)lnx/§ g)—h)\/_ ;
S 25 .7 In2 T T
D=;j) —; D —= —;n ;0) —=;p) —.
)6J)64 )33)3 ) )( ))12«/§p
2.a) _1:b)1; 0 n—Z—Z'd)n—Z'e)e— f)—-l
. 2 bl bl 4 bl bl 16 4
-2 n-633-12  11-¢* _ 2-m 2In2+n-4
3. a) Faceti substitutia t i—t'rezultatul este 2 —arctg—
. 5 5 g2 b \/g \/g’
b) Faceti substitutia cosx = t; rezultatul este 2\/EJJ\_H 1) ( ln\/_
J2+17
) _n\/g'd) cosl-cosa o ez—l'ﬂ -2 ) 2\/5—1'11) 2(4\/5_‘/5)
9 ’ Ina ’ e ’ 2’ g 3 7 N
4.a) 0; b) 0.
11 3—4e +e™ 3 1 .
5.a) :(e2 —1); b) f; c) m; d) 5(26ln6+281n8—71n7—91n9—38),
3 - 1 1
e) g £) 0;: h) 41n3+8\/§1%; i) %;J’) Zarcsmﬁ; k) 1n(1n(e+1));

D1+1n3;m) an—%; n) 0; 0) 2(sin2-sin1);

p) g(l—x/§)+%ln(3+2x/§)+x/§arctg\/§+2 —arctg@'

V2 NOI
24/31-6In2-9 1( e 1) o e*—2e+2ln(e+1)+1
_— — + arctge — —._

r) 18 ; 8) 2l e 11 3 7 ;D) 5 .

6.1 =-xe*+nl _;I,=-e0+ 3x*>+ 6x + 6)+ C.

. 1
7.a) I-J=x,%/a’-x¢, I+J =a*arcsin 2 ; b) 1—2(a ><arcsm X, x/a’ x(,\
a
1 .
J =5(a2 ><arcsmﬁ—x0 x/a’® —xf,} .
a
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3n

1 )2,
8.2) 2025 b) 2(en2 - 1);0) (1+e”) 5 d) 57 )J§—— f) 2nv2 .
2
9.a) =222 by fimy, =2,
e n—+ow
10 ZoE_I2.
A 4T3
ki ki 2 2 2 _
b) _[4xtg2xdx£_[4xdx=n—,deciE—ﬁ——ln—zsﬁ—,ln22n(4 ﬁ).
0 0 32 4 32 2 32 8
51 22 9 3 51
11.2) 2=:b) 22-3In3+2v3:¢) 10: d) =:e) 91: f) ~: .
a) -3b) 3 n3+2v3;c) 0; d) 530950 58 oo

1+\/_

|
B) 0; §) ~In— )lzk)—l) ( -1);

m) E—e‘“ +le‘4“ ;n) 3
4 4 2In2
13. a) Functia f este continud pe R, deci admite primitive.
O primitiva a sa este de forma:

3
x—+e"—1, x<0
3

1 5
gx/xz +1 +§ln(x+x/x2 +1), x>0

f:R—>R, F(x)=

b) \E;l +In+/x? + —1.
e

14. Avem: f(0) = ¢, f'(x) = 5ax* + 2bx; ‘[Olf(x)dx:%+§+c.
Se obtine: a = 6,b =3sic = 1.

15.a)a=b =1;Db) lng.

16.a) +oosi 1n4+%;b) f'00) = 0=x e {-2;0}.

Tema 6. Aplicatii ale integralei definite
pag. 180
a’ 4

7
2. . .
1.a)a,b)—2,c)3,d)—3.
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2. a) —%+ln4; b) %2[&+1n(1+«/§)]

3.a) g,b)z c) —;d 10——1n— ;e) In2; f)

\/_ 343 - U
3

1 T 8 1 T 1

2ol 4 ln2-e) - d) = - e — =

3
5. €172 g 3 p T 7.4-4xelB 2.
e 2 4 4

10. a) T;b) T >

5330 62—1')75275 V3)
2l3 27

on 1 1Y
11. ;b) =[13ef ——
a) 70 )4(36

e
2 [2_12)
12. Ecuatia dreptei OM este y:b—xx; Vza_b n_zarcsina—b%,
ava® - b* 2 a j

13. a) n{”{—z}; b) n(e - 2).

4nab® 4ma’b
3 7’ 3

14.a) ), = ; b) K=2<1,deciVl<Vz.
Y, a

15.a) limf(x)=f(1)=1+m, lim f(x)=m+n sifcontinud in x = 1, implica:

x—1 x—1
x<1 x>1
. 2x, x<1 , o
m+n=m+1=n=1; f'(x)= . x>1,cufs(1)=2§1fd(1)=m
fderivabila in x = 1, implica m = 2;
b) 2c—y + 1 = 0; c)A_139
9
’lBa) Xl——l X2—2 C)A_E

17.a) f(x):4x—5+l,f(x) € Z pentru x € {-1; 1};
X

1 . 1 .
b) x = - este punct de maxim, x = 5 este punct de minim;

¢) Dreapta x = 0 este asimptotd verticald la stanga si la dreapta; dreaptay = 4x -5
este asimptota oblicd la +oo
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d)A=1+1In2;e)aec{-1;1};)3x-y-3=0.

2x* -5x+2, dacéxe(—oo; %}U[Z; +0o0) o
18.a) g(x)= ;. b) AZE.

1
—2x*+5x -2, dacixe (5, 2\-

7

19.a) F(x) :ln(x+2+\/x2 +4x+6)+C;dinconditiaF(1) =0, rezulti c = —ln(3+\/ﬁ);

1 1 1 x+2[ T 3
b)) V=n=x ——— dx =n——=arctg———| =—| arctg— — arct
V=) e X T e | JE( AN

20.a) Pentrux < 0, e — 0 (n > +©), rezulta f (x) = bx* + c.

2
V2T

Pentru x = 0, rezultd f(0) =

Pentru x > 0, rezultd f(x)= lim

n—+o o (1 +i\
e

bx*+c¢, x<0O

deci f(x)=

N o

ax, x>0

bx* +c, 0
b) 1,(0) = 1,(0) = c=0="5 =>m=0,a,be|R:>f(x):{ x* e, x<0
S 2 ax, x=20

bx?
—+4c, x<0

c) Primitivele lui F sunt de forma: F(x)=4

ax '
—+c, x20
2

Din continuitatea lui f pe R, deci siin x = 0, obtinem ¢, = ¢, de unde rezulta ca:

3
b%+c, x<0
F(x)= :
+c, x20
d)Aria(F):Jlf(x)dx_Iobxzdx+Ilaxdx_bx_3 DL x| _8 a_3a+16b
f -2 o 0 3 . 2 . 3 2 —6 .
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21.b) Dreaptay = 1 este asimptota orizontald spre +ow; c) 4-m .

T

2
9% —q-—
22. a) f’(x)=chlb; b)a=3,b=-3;
(x-1)
¢) Pentru x € (1; 2), rezulta f ' (x) < 0; pentrux = 2, rezulta f'(x) = 0; pentrux > 2,
rezultd f'(x) > 0. Pentru x e (1; 2], rezulti ci f este descrescatoare, iar pentru
x € [2; +o0), rezultd ca f este crescatoare;

2
d %—2x+1n(x—1)+c,pentrux > 1; %+1D2.

2. Teste pregatitoare pentru examenul de bacalaureat
pag. 184 — Testul 1

.1.a)ym=-2;b)m?>-4;¢) -m*+3m-3;d) m e[—w,_l_zm}u£1,_1+2\/ﬁ}.

2.a)a=-3¢e%
b) f(1)=3¢; f;(1)=0; f'(1)# f; (1), deci fnu este derivabild inx = 1.

3. a) Fie P mijlocul lui BC, P(Z, 5,—%}; my. =m,, =—-1= BC L AP, deci Indltimea

este si mediana. Asadar, triunghiul ABC este isoscel;
b)AP:7x +y—-17=0.

Il. 1. b) se verificd proprietatile din definitia grupului abelian.

2. a=+2, b=£.
4
3™ _3-2n)
.. . 2 _ 3n /.,
lll. @) Prin inductie; b) B = gt _1 5 c) detB=7>(3 —1).
0 32—
2 J
IV.a) a = 4; ¢) 3_ln4><7c.

pag. 185 — Testul 2

|. 1. a) Conditii: x € (0, 1) U (1, +), x > 0, —<(0,1)U (1, +) =
X

=xe (0,1)U@,e) (e,+0).
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5 5
log . e+log, x+log, x=—= < +log, x + = &
< 2 log, x log & 2
x gx
X
1 5 1 1 5
< tlog x+—————=-— & +log, x+————=—=.
log, x log.e+log.x 2  log,x 1 4 2
log,

Folosind notatia logex lnx obtinem:

1 1 5 1 Inx 5
—+Inx+ =—— & —+Inx+ =——.
Inx L+1 2 Inx l+lnx 2
Inx
Notand logx = t, obtinem: 1+t+L - S o ﬂJFL - .

t 1+t 2 t 1+t 2

Notand %:y,ob;inem: y+l=—§|x2y:>2y2+2=—5y<:>2y2+5y+2=0,
Yy

5+425-16 -5++9 -5+3

care are solutiile: = = = , deci:
i 4 4 4
5.3, 53 2 1
N T T T Ty T Ty
1+t
Cazull: y,=-2= T:—2:> l+t=-2t=3t= —1:>1nx:—%:>
:>x—e_l—i
7
1 2
CazulIl: y,=—~= 2t 1 o040 to3t= 25¢--2 S lx=-22
2 t 2 3 3
2
= Xx= s-_L

Solutia ecuatiei este x € {\/_ \/,}

b) Se fac substitutiile t = log x si %t =y . Obtinem inecuatia: y +l > —g , care

Y
.. . ( 1)
are solutiile: y € (0, +0) si y €| -2, ——_.
27
Rezulta: xe( 1} (\/7 \/1_\_U (1,e) U(e, +00).

234


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Indicatii si rdspunsuri

I
N>

X
2. {
y=

3. a) x2+y2—(2+x/§)x+(2\/§—1)y=0 sau x2+y2—(2—\/§)x—(1+2\/§)y=0.

w>

II.1.a) f':R" - R;x = 1; b) Dacd m > -3, ecuatia are doud ridécini reale, situate in

intervalele (-2, 1), respectiv (1, ). Daca m = —3, ecuatia are solutia dublax = 1
(singura reald). Dacd m < —3, ecuatia nu are radacini reale.

o 0v=3:b)a =L )
.aAu=0,v=3;b) =lo 1j,VneN'

Yy
lll. a) Se fac substitutiile 11* = a, 11* = b, 52 =c; obtinemx =2,y = 2,z = 1.

3 -8 -1)
b) rang (A + B) = 2; ¢) A'I:—% 2 -11 5:
-8 10 37

IV. a) Pentru Xx e (O,\/E) , functia este strict crescatoare; pentru x > Je, functia este

. . Inx+1
strict descrescatoare; b) F(x)=— .

X

1 .,
0 f,(x)_;XX _zxxmx_x—lenx_l—Zlnx
x* x* o
1 1
1—21nx=0:>1nx=§:x:62:\/5;
x 0 1 Ve 2 e 4w
1—21Inx | +++++0-—--—-—-——-- -
x | ++++++++++++++
1-2In
Floo=—=2% | ++++++0-—---——— - -
X
fx) = 10X | s 2 NN
X 2e
max.
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1 1
1—21nx>0:>lnx<%©1nx<ln62:>x<ez=\/g;

1 1 1
1—21nx<0:>lnx>5<:>1nx>1n62:x>62:\/g.

Deducem ca f (x) este strict descrescdtoate Vx e (\/E, +oo), unde e <2<k.

Din conditia k < x <k +1,rezultacd f(k+1)< f(x)< f(k).

ln(k + 1) Ink k+11n (k + 1) k+1 k+1 ln k
—— < f(xX)f—=> — Zdx<
(k+1)2 ( ) k? .[k (k+1)2 .[k f .[
ln(k+1) k+1 k+1 lnk k+1
- (x )dx_ dx
< (k+1)2 '[ '[ f <
In(k+1) 1 ka1 Ink xa
I <[, f(x)dxs 2
ln(k+1) (k +1- k Ik+1f dx <M(k 1- k)
(k+1)
1n(k+1 kil 1nk
(k+1 I flx k2

5
V.b) A0, 0), A,(2+3,0); ) x=
pag. 186 — Testul 3

.1.a)n=15;b)n =15saun = 2.
2.a)a=6/e,b=—-5;b) 6 —2e.

3.a) 65 ; b)2x ;’ 1.

II.a)a=2,[3=—1;b)0L=0,[3=1.

. 1. a) e = 2; b) simetricul oricarui numar este 2; ¢) x € {—1,5} .

2. a) a=l,b =1
2
e (x-1)+x

IV. 1. F(x)=<,2 .
() %—x+ln(x+1)+c—1

2.a)a=b=1,ceR;b) y= —% asimptota spre +o ;
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) J.[x—f(x)]dx = 2)2:-1\/)(2 +x+1 +§1n(x +%+x/x2 +x+1}.

pag. 188 — Testul 4

. Cge .. 1
I.1.a) A=|3m—7| >0 = ecuatia are radacini reale; b) ng3 sau ngg

c) nggd) meR.

2.x = 1.

, Vx € (0,0); b) F(x)=%(x2+1)x/x2+1+1—¥.

2x% +1

2 S )=y

. b) ze{+i;2+i}.

lll. a) Se verifica axiomele inelului comutativ.
b) Elementele inversabile sunt de forma 4(x——45) .
x —
IV.a) F(x)=In(1+lnx)+C;b) F(x)=In(1+Ilnx)+1.
pag. 189 — Testul 5

L1.a)Aed =axl+b=1,Aed,=1-b-a=1,deci avem sistemul:

a+b=1 a=0_
—a+b=1 " |b=1"

2
b) l\/§=3 = lz=E = [ =243 ; perimetrul va fi: P =643 ;
4 V3
Aa=2 b=+5;
i 1_.2
D"+t =l-iel+)=1-ie i":l—l_:( v
1+1 2

Putem lua, de exemplu, n = 3 GETH
. T T . T T
e) Evident cos§=0 = x+y:5, deci putem lua x=§ si yzg,x,y e R;
f) Avem echivalenta: sin x = cos x < x = 2x + 2kn, k € Z;
pentru k = 1, obtinem x = 2x + 2n = x = - 2m;

pentru k = 0, obtinem x = 2x + 0 = x = 0.
ll. 1. a) Din relatiile lui Viéte, avem: x; + x, = —4;
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2 | 1521
b) C_iz 5! ><3.><2.=1;
C. 213! 5!

=x € (0; +);

x+1>0 xe(-1;+
o) Condi;ii{ :{ € (-Li+e)

x> +x>0 x € (—o0; = 1) U (0; + )
logs(x + 1) = logb-,(x2 +X)ox+1=xX*+x=>x2=1=2x=1;
d) x=2;
e) Observam cd n! > 20 doar pentrun = 4 saun = 5. Avem 2 cazuri favorabile i 5

2
posibile, deci probabilitatea va fi L adica 40%.

2. a) f’(x):z—xl,Vx e R;

x?+

b) J:f’(x)dx = ‘[:%dx = ln(x2 +1)|: =Iln2;

¢) Avemx* + 1 >0, Vx € R. Cum functia logaritmica cu baza supraunitard este
crescitoare, avem ci In(x* + 1) >1In1 S = f0),VxeR.

d) f'(x) = 0 < x = 0, deci 0 este punct de extrem local. Din ¢), rezulti caf (x) > f (0)
deci 0O este punct de maxim si este atins in punctul f (0) = In(0 + 1) = 0;

e) lim xxf'(x) = lim —=

X—>+00 x>+ x° 4]

=2.

a) Folosind relatiile lui Viete pentru ecuatia atasata polinomului f, obtinem:
x4+ x2 =00 + xp)2 - 2xx, = 42 -2 x2 =12 € N;
b) det A = 2 implicd rang A = 2;

6 8) . )
c) A= 4 67 deci g(A) = A® - 4A+ 2I,;

d) gy = U)*— 4L+ 2L, = - Lsif (1) xl, = (12 =4 x1 +2) xI, = — I,
deci g(Iy) = f (1) xy;

e) det B = det (-I,) = 1 # 0, deci B este o matrice inversabilg;

£) g(y) = f (1) xI, $i g(A) = O, implicd g(Iy) —g(A) = (I,-A) xC = -1, = (I,-A) xC;
matricea I, este inversabild, deci (-I,) x(-I,) = (-I,) x(I,—A) xC =1, = (A-1,) xC.

1

conform definitiei, 3 C € M,(C) a.l. Cx(A-1,) = (A-1,) xC = I,;
g) Observiam ci (I, - X) x(3I,—X) = 3[, - X - 3X + X* = X* — 4X + 2I, + I,.
Dar avem echivalenta g(X) = 0 < X* - 4X + 2I, = O,, deci 3 C = 3I, - X € M,(C)
al (I,-X) x(B, - X) = I,
De asemenea, avem: (31, — X) x(I, —X) = I,, deci matricea I, — X este inversabila.
IV.a) f(-1) =9 sig(-1) = 0;
D)+ D) =+Dx(Q-x+x-+..+xH=x"+1=g0),VxeR;

1 2
Dar A-1I, = ( 1 j, implica det (A-1I,) = -1+ 0, deci matricea A I, este inversabila;
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cglx) =0=x=-1
X | —o -1 +o0

Din tabelul de variatie a functiei g observam ca g(x) < O pentrux <-1sicag(x) >0
pentrux > -1;

g(x) x#-1
d) Consideram f(x)=1x+1’ .
9, x=-1

Din tabelul de variatie al functiei g observam ca f (x) > 0, V x € R;

X —00 -1 +
g)| ———---- 0+ + + + +
x+1 —————- | + + + + +
fFOl ++++++++++

2 3 8
e)DeoareceF’(x)=1—25x+3;x —42)( +...+9;x =1l-x+x*=x*+...+ x5,

avem F'(x) = f (x), V x € R. Prin urmare, F este o primitiva a lui f pe R;

f) Avem F'(x) = f(x), Vx € R. Dar f(x) > 0,V x € R (conform punctului d), deci
F'(x) > 0,V x € R. Prin urmare, F este strict crescitoare pe R;

g) Fiind strict crescatoare pe R, F este bijectiva.

pag. 191 — Testul 6

@) d(A,B)=y(-2-1)" +(5-1)° =9+16 =5;

pyMN: XYl yNae—y—1 =0,
2-1 2
Deoarece P € MN (coordonatele punctului P verificd ecuatia dreptei MN), punctele
M, P si N sunt coliniare, situdndu-se pe aceeasi dreapta MN;
cAl+(a+bi=a+3ioa=1sia+b=3,decia=1sib=2;

, , , . 1
d) Avem 5m(A)+m(A)=180° = m(A)=30°, deci s1nA:§;
e)sinx =siny<x =y + 2kn, k € Z; putem luax = nsiy = 0;

f) Avem uxv = (-2)x3+3x2 =0, deci vectorii u, v sunt perpendiculari.

ll. 1. a) Observam ca O este singurul element al multimii care nu este solutie a ecuatiei
atasate polinomului f. Avem 2 cazuri favorabile si 3 cazuri posibile, deci

probabilitatea va fi % , adica 66%;

b)X*-X>-X+ 1= (X + 1)(X-1)? deci catul este (X - 1)?, iar restul este 0;
Ax +x,+x,=1;
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d) Folosind relatiile lui Viéte, obtinem:

1 N 1 N 1 :x1+x2+x3:i:

XX, XXy X X, X, X, X, -1 ’
e) Folosind punctul b), observam ca:
f(og,n) = 0 < (log,n + 1)(log,n —1)*> = 0, cu conditia can > 0.

1
Avem:log,n + 1= 0= nzg > 0silog,n—1=0=n= 3> 0. Deci ne{%;B}.

2.a) f'(x) = 2007 xIn2006 + 2 > 0, Vx € R;

b) Hmf(x);f(o)

lim = f'(x)=1n2007 ;
¢) Avem f'(x) = 2007 xIn2007 + 2 > 0, ¥V x € (0; +x), deci f este strict crescitoare
pe (0; +);

d) Avem f"'(x) = 2007° xIn?2007 + 2 > 0, ¥V x € R, deci f este convexa pe R;

e) Tfjolf(X)dx = 11;.[01(2007x +x2)dX _ n[ 2007*

1
+ 2x1 =
In2007 ) L

_ﬁ( 2007 o 1 \_ﬁ 2006 + 21n 2007
In2007 1n2007 J In2007

lll. @) Observam céd: A> = B> = O,;

01\00\(10\. (00\01\(00\
0 0711 0j (0 0j 1 0jlo of o 1j
c) det A = 0 implicad rang A = 1,
d)C:[1 01—[0 01:[1 Ol,deciCQ=12;

0 0j (o 17 o -1j

e) detA = -1 # 0, deci matricea C este inversabild; evident inversa matricei C va fi tot
C deoarece C xC = C? = I;

b)AxB:( deciA xB #B A;

C, daca n impar

f) Observam ca: C = { , deci avem:

I,, dacan par
C+C+C+ .. +C=C+ [ +C+ L+ ..+ C=(C+1)x1003 + C =
2(2006 O\.+[1 0 \ _ (2007 0 \ )
0 0J (0 -1) o -1y’
g) Folosind punctul a), observam ca: A*> = B> = O,, deci putem luaX = A, Y =B,

X#Y,X,Y e My(R).
IV.a) f (x + 2rn) = 2 + arcsin(sin(x + 2n)) = 2 + arcsin(sinx) = f (x), V x € R;

b f(0)+f(Z1-2e2+ 2o 81F,
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T T
¢) Deoarece arcsin : [-1; 1] — [—55 E} , obtinem ca:
T . T T .
—— <arcsin(sinx) < 5 RES 2—5 < 2+aresin(sinx) < 2+E o

T T
& 2-—<f(x)<2+=,VxeR;
2 2
d) Functia f nu are limita la infinit pentru cd lim sin x nu existd;, deci C* = I,;
X—>+00
T
2

e) Fie F o primitivd a lui f, cu F'(x) = f (x), V x € R. Deoarece f(x)22-= avem

>

f'(x) 20,V x € R, deci F este strict crescitoare pe R;
T T .
; }, deci

f) Observam ci arcsin(sinx) = x, Vx e [
’ _r. E} .
bl 2 bl

2
2x+x7,Vxe [

X x t
F(x)= [ F(e)de= [ (2+0)de :[2”3)*
0
g) Functia F este o primitivd a lui f, deci F este strict crescdtoare pe R. Cum

J2006 < /2007 , rezulta ci F(\/2006) < F(\/2007) .

pag. 193 — Testul 7 va
|. a) Vom reprezenta in plan punctele A, B si C. 64C(0; 6)
[/
Avem BC:\/(xB—xc)2+(yB—yC)2 = "' 5\‘
.
! Y
=J(4-0y +(0-6) =vB2=2v13. J4] %,
b) CO L AB; 53 /“‘M(XM; Vi)
’ N
AB=|x,-x,|=|4+2|=6;C0 = 6; 5o TN
U ) ‘.
’ Lo A
Ay ABCO_6%6 g foat N
2 2 A(2;0) 7 10(0; 0) s, B(4;0)
1 2% -1 0 1 2 3 /4
sau A, . =5><{A , unde N, L ','
\\\_2 ’l
x, y, 1] |-2 0 1 % i
|Al=|x; y; 1|=|4 0 1|=a “s !
L
Xe Yo 1 0 61 -4 ‘\\ !
\\ ¥
2 1 N N\
3+2
NG A DU ERCREORES JY
D(0; -6)


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Indicatii si rdspunsuri

Deci aria triunghiului ABC este: A, ;- = % ><| A | = % x36=18;

¢) Fie punctul M(x,,, y,), M € BC, cu BM = MC. Rezulta cé:
_Xptx, 4+0 _yBerC_O+6_3

=~ =25i
2 2 H Yu 2 2

Obtinem lungimea medianei ca fiind:
AM = J(x, =%, +(yy = ¥a) =4(2+2) +(3-0) =425 =5
d) Vom determina pantele dreptelor AC si BC. Avem:
Yec—JVa 6-0 : J’C_J’B_6_O: 3

Mm,, =——"=——=3 6§l My, === -
A x.-x, 0+2 o x.-x, 0-4 2

Xy

Ecuatiile dreptelor AD si BD sunt:

3 .
AD:y -y, = myup(x—x,), cu m,, =my. = —5, deci

3 3
—0=-2(x+2 = 2x-3;
y 2(x+):>y 2x ;

BD:y —yp = mgp(x —xp), cu mgp = myp, = 3, deci
y-0=3(x-4)= y =3x-12.
Punctul D se afld la intersectia dreptelor AD si BD, deci coordonatele sale verificad

=—2x-3
sistemul: Y .

y=3x-12

Obtinem —%x—S =3x-12 < 3X+%X =9 ox,=2siy, = -6, deci D(2;-6);
e A,,=2xA,, =2x18=36;
f) OD=x, 5+, xj =2{—6].
IIl. 1. a) Formula pentru termenul general al binomului (x + y)" este T, , = C*x"*y* si

are coeficientul C* .

1098
Pentru (x + y)®avem: a, =C/, =C27 =C3 = =120;
( y) 7 10 10 10 123
b)f(-1)=0=ay-ag+ag—a, +ag—as +a,—-as +a,—a; + ay;

c)f(0) =1=a,,
fQ) =ay+ag+ag+a,+ag+as+a, +as + a, + a; + a, = 2'°, deci
a10+a9+a8+a7+a6+a5+a4+a3+a2+a1+a0=21°—1;
d) f (1) -f(-1) = 2(ag + a, + as + a; + a;) = 2'°, deci
a9+a7+a5+a3+a1=29;
) X+ D= CiIX* +CXP+ X +CIX+C0 =X+ 4 + 6X* + 4X + 1
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1 a
2. a) Din egalitatea —; = + , eliminiand numitorii, rezulta ca:
X“+5x+6 x+2 x+3

1= (a+ b)x + 3a + 2b.

b=0
Identificand coeficientii, obtinem sistemul: ar .
’ ’ 3a+2b=1
. . 1 1
Rezultd cd:a = 1,b = -1, deci f(x)= - ;
x+2 x+3
1Y 1 1 1 —(2x+5
b )=o) () e e
X+27 X+37 (X+2) (X+3) (x2+5x+6)
c) sz( J ( L \dx [In(x+2)-In(x+3)] |2 =
1 x+2 x+37 1
2
=1nx+3 =lni—1n§=1ni A lnE
x+2, 5 4 53 15’
2 x*
d) lim x = lim ———=1;
)H+°° f(x)= x>0 x? +5X +6
e) f:(-2; +0) > R, lim f(x)= hm; 0, deci y = 0 este ecuatia
Xk x>0 x? 45X +6

asimptotei orizontale a functiei la +o.
lll. 1. a) Pentru a se verifica axioma G, a grupului (M, x), trebuie sd aratam ca:
JeeceMalexx=xxe=x,VxeM.
Avem implicatia: e ¥ x = x = (e - 2)(x - 2) + 2 = x, de unde deducem ca:
(x-=2)(e-=3) =0,undex > 2.Decie =3 € M.
Avemsiixxe=x%3=(x-2)3-2)+2=x-2+2=x
b) Din axioma G, a grupului (M, %), avem ca:
x' % x = x ¥ X' = 3, pentru elementele x € M care admit simetric.
Avem implicatiile:

> 2 e M, de unde se verifica:

X*x=3=>x-2)x-2)+2=3=>x'=2+

xX—2
>0
1 )
x*¥xX' =3=>x-2)(-2)+2=(x-2)| 2+ 2. +2=3;
x-2 J

c¢) Din (x*xy) * 2 =x % (y x2), rezultd ca: x * X x x = (x-2)%+ 2.
Obtinem ecuatia: x-2+2=10=>(x-2)°=38
Putem scrie:
x-2P-2=0=>x-2-2)[(x-2)*+2(x-2) +4] = 0=
= -D[x-2)*+2(x-2) +4] =0.
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Obtinem ecuatiile: x—4 = 0, curidicinax =4 e M, si (x-2)* +2(x-2) + 4 =0,
care nu are radacini in M < R.

1 1 1)(1 1 1) (0 0 0)
2 a) A’=AxA=|3 3 3743 3 33=/0 0 0.=0si
4 -4 -45(-4 -4 -45 (0 0 of

A =A"xA=|0 0 0.=0,;

b) B*=(I, ~A) =12 -2L,A+ A> =, -2A+ 0, = I, - 2A;
¢ B=BxB=(I,-A){I;-A)=1; -3L,A+2A* =1, -3A+0, =1, - 3A;
B+B-B*=I-A+[-2A-1, +3A=1;

d) Din relatia B + B>-B® = L, deducem B(,+ B -B?% = L, deci
B'=L+B-B*=1, +[-A-I[,+2A°=[ +A=

100) (1 1 1) (2 1 1)
=0 1 0:+/3 3 3:=[3 4 3.
00 1f (4 -4 47 (-4 -4 -3j

Evident, se obtine acelasi rezultat folosind formula cunoscutd pentru calculul

inversei unei matrice: B = 1 xB".
detB
2 1 1)
Efectuénd calculele, obtinem: det B=1=0si B'=| 3 4 3.
4 -4 -37
1 1 o 12
I, ——dx==In(5x+7)| ==(In12-1In7 =—1n—
V. a) JO5x+7 50 )0 5 )=5hh=s
= 1 X dx:J'15x+7—7dx:1‘[1( 7 \dx a
05x+7 0 5x+7 0 Sx+77]
1
_1 x|(1)—zln(5x+7) :1(1—Zln2\.;
5 5 .| 5\ 5 77
n+1 1
by s, + 71, [ dx =[x 1.
0 5x+7 n+1 n+1

¢) x"(1-x) >0,V x € [0; 1]. Prin integrarea inegalitétii x"(1 — x) > 0, obtinem:
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J.lx"(l—x)dx=J.1x"dx—‘|.1x"“dx= LE L >0;
0 0 0 n+l n+2 (n+1)(n+2)
1 1 1
d) —— =5 +7 <12 ,1 <I,deducem: —— <[ <—;
n+1 n Wt 12(n+1) 12n
n n 1 1
e) lim ———< lim nl, < lim — , de unde rezultd cd: — < lim nI, < —, deci
n—+w 12(71 + 1) n—+w n—+w 12n 12 7 nose 12
lim nI, _ L
n—>+o0 12°
-5
f(x
H ) (5x+7)
g) X hmf( )= lim hmf( )= lim ! = 40
o x/'—f x/'—— 5x+7 P \_4_7 S5x+7 '
7 .
X —0 S 0
S5x+7 |------ 0 ++++++
1 + o0
xX)=——|_____
f(x) o ol e

. = 7 . < L A
Rezultd cd x = — este asimptota verticala la stinga spre —oo pentru graficul

functiei f (x).
pag. 195 — Testul 8

I. @) Vom reprezenta in plan punctele
A siB. Avem:

AB:\/(XB _XA)2+(yB _yA)2 =

=\/(4+3)2+(—4—3)2 =

i ] 0(0; 0)
_ 2 ) i . . - + —
2377 =72 ; +— o ;

. o1 2 3 4
b) O € AB, deci A,,,. = 0; 14
1—i "\ :
¢) Numaérul complex z = 1—1 , are modulul -2 !
+1i :
3 R
= = = = —= e ————————— A2

1+i| |1+i] J1+1 2 B(4; -4)
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1-iy o
sau, daci scriem gz = ( 0) . _1-2 1=—i,atunciaremodulul|z|=|—i|=1;
(1+1)(1-1) 1+1

dDz=0-D1+2)=1+i+2=3+i,decilmgz=1;

x y 1
1 2 1| |2
e)MM,: |2 4 1 :O:>x4 -y + 4 =0=>-2x+0y+4=0=>x=2.
e 5 6 1 6 1 2 1] |2 6

Vom observa cd x,, =x, =2, deci cele doud puncte sunt situate pe dreapta de
ecuatie x = 2;
) OM = (x,, —x, )X+ (¥y — Yo )xj =20 6] .
IIl. 1.a) Putemscriex *y = (x + 4)(y + 4) —4,unde x, y € M = (4; +), deci x > -4,
y > —4. Obtinem: (x + 4)(y + 4) -4 > -4, decix *y > -4, adicix xy € M;
b) Din axioma elementului neutrux x e = e x x = x, V¥ x € M, obtinem echivalentele:
xxe=x=>xx+4dDe+4)-4=x=>(x+4)(+4-1)=0,undex + 4 =0.
Deducem cid e = -3 € M, deci:
exx=(FE3)*»x=(B+4dDx+4)-4=x+4-4=x;
c) Legea ,x“ este asociativd: (x x y) x 2 = x x (y * 2), V x, y, 2 € M; deducem:
xxy*xz=x+4Dy+4(E+4) -4, decix*x*xx=(x+ 4)%_4:
d) Din ecuatia x ¥ 2 = 56, deducem echivalentele:
x+4)2+4)-4=56=2x+4)x6=60=>x+4=10=>x =6,
deci cardinalul multimii date este 1;
e) Dinx' x x = x xx' = e, e = -3, deducem implicatiile:

> -4,V x> -4

Xxx=-3=0+4)x+4)-4=-3=x'=-4+
x+4

sidecix*x’=(x+4)(x’+4)—4=(x+4)(—4+ ! \-—4=1—4=—3.
x+4]

2.a)f'() =e-1;

b) _[Olf(X)dx :_[Ol(e" —x+1)cbc = [e" —%2+1}

1
=e' ——+1-¢° :e—l;
2 2

0

Aff) =0 e-1=0e=1=x=1;

X —00 0 40
fle | -—-—-—-—- 0+ ++++
f&) S/ /720N NN\

M

deci exista un singur punct de extrem local;

d) lim f(x)= lim (e" —x+1)=+oo;
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e) hmM: lim & =X+l e -1

:]_'
X—>+00 f'(x) P | |
1 2 a1
Ill. a) Deoarece detA = =4-6=-2#0, exista A = xA .
3 4 detA
Avem echivalentele: AX=B=A 'xAX=A"'xB=>X=A"'xB.
4 -2
Calculam A = 1 1, deci:
—2(-3 1]

1(4 -2)(5 6\ 1(6 8\ (-3 -4)
—_2[—3 1717 87__5(—8 —10}*_(4 57

b) Fie X = [)zc }t,} Avem:
A ax—[* y)(1 2\_ 1 2)\(x y\_
Tz 3 47 3 4)lz t]

(x+3y 2x+4y) (x+2z y+2t) ( 3y-2z 2x+3y-2t)
"l z+3t 2z+4t] \3x+4z 3y+4t] (3x-3z+3t -3y+2z J

15 . ..
= [ -, de unde rezulta sistemul de ecuatii:

-6 -1)
3y -2z =1
2x+3y —2t=5 , unde prima si a patra ecuatie sunt identice.
-3x -3z +3t=-6
-3y +2z =-1

In concluzie, avem:

3y -2z =1
2x+3y -2t= 5.
-3x -3z +3t=-6

1+2z ,t=x+ z-2,deci:

Rezolvand sistemul, obtinem: y =

1+2z )
X = 3 L xyeR
z x+z-27
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11
Caz particular: X = [1 O}’ dacax=y=32=1;

deci

C)AvemABz[l 2\(s 6\2[19 22) .BA_[S 6)(1 2\_[23 34)

3 437 87 (43 507 ¥ 777 8il3 47 (31 467

AB#BA;
d) Ecuatia se scrie sub forma: x + 2y + i(x—-3y) = 4 -1,

. .. .. [x+2z =4
si rezulta sistemul de ecuatii: s
-3y=-1
care are solutiax = 2,y = 1;
(1+i) 1+2i-1 2 2i i

e)Z: = = = = =
(1-i) 1-3i+3°-i® 1-3i-3+i -2-2i -1-i

i(1-1) i(1-i) 1 1.

= — = — _—_—_l’

(1+1)(1-1) 1+1 2

+C

. a
f) Daci+a,b, c,avem b = 2b =a + c, deci+a®-bc, b>-ca, ¢? —ab.

IV. a) Aducand la acelasi numitor, avem:

£(0) (x+1)2+1—(x2+1) 2x +1
)= _ :
(x2+1)|:(x+1)2+1] (x*+1)(x* +2x+2)’
b fi(x)= 25, 2D
x 41 [(x+1)2+1J

. L 2x +1 P
© xlggof(x)_}L%(x2+1)(x2+2x+2) =09

. o 2x+1 _

}Lrgof(x) =l (x2 +1)(x2 +2x+2) -

deciy = 0 este ecuatia asimptotei orizontale spre +oo §i —o0;

d) J:f(x)dx = dx = arctg x |(1) —arctg(x+1) |(1) =

_I x+1

= arctgl —arctg0 — arctg2 + arctgl = % —arctg2 + % = g —arctg2 ;
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2x+1
e)g) =y=> —F5——
x“+x+1
gradul doi in necunoscuta x, cu discriminantul:
A=y-2P2-40-D=y"-4+4-47>+4=-3y"+4.

Pentru A>0=-3*+4>0=3y*-4=0= y:i%.

= y:>yx2 + (y—2)x + y -1 = 0, care este o ecuatie de

243 243
y —00 - —_— o0
3 3
A=—3y2+4‘ ——————— O+++++0-——-—————
U . . . 2 2
Rezulta cd imaginea functiei f (x) este: Imf =y € {—g ; %} ;

f) Ecuatia datd se scrie sub forma:
251 %22 <256 : 2% = 2°" <64 = 2% < 2° de unde rezultid: 3n <6 = n < 2;

().

-1<x<1 x+1>0, x-1<0
y+1>0, y-1<0

g) Din ipoteza, avem: x,y € (-1; 1) { =
-l<y<l1

|x|<1

:>|x||y|<1:>|xy|<1:>—1<xy<1:>xy+1>0.
ly|<1

Deducem ca: {

L X+
Conditia Y

e (-1; 1) se scrie sub forma: —1 < 1x+ Y <1 ,unde 1+ xy > 0, deci

+Xy
putem elimina numitorul.
Obtinem echivalentele:

“-l-xy<x+y {xy+x+y+1>0
&

-1l-xw<x+y<l+xwe
x+y<l+xy xy-x—-y+1>0

, conditii indeplinite conform relatiilor notate cu (x).

- {(x+1)(y+1) >0

(x-1)(y-1)>0
pag. 197 — Testul 9

[. 1. trei functii. 2. 40%. 3. niciuna. 4. 325. 5. 5. 6. f’(x):l, Y x € (0; +x).
X

7. 1. 8. asimptota. 9. e — 1. 10. %

343
4
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Ma)fx) =0 x-5)x-1)=0=x =5x,=1,x,x €R;
b) det A = 5;
, 13 12)
c) A=AxA=
[12 137
d)f(A)=A2—6A+512=[13 121—(18 121{5 012[—5 OL(S 0\502;
12 137 (12 18] (0 57 (0 -57 (0 5]
e) (x,y) ={(0; 0)};
f) Inductie dupa n:
1(6 4\_1(5&1 5'-1)

n=1: AIZ— == T
2[4 67 2(5-1 5'+1]

g e 126 24) (5741 5 1)
C o 2(24 26) 2(5°-1 5°+1)

ke Ak = 1(5+1 5¢-1)
2|54 -1 541)

Presupunem relatia adevarata pentru n = k si demonstrdm pentru n = k + 1,

5k+1 +1 5k+1 1‘\

adica: AF! =
£5k+l 1 5k+l +1)

F+1 5°-1 5+1 5-1
Avem: A = AF xA = (5 +1 5°-111 \

5-1 5k+1)2 5-1 5+1j

1(6(5" +1)+4(55-1) 4(5"+1)+6(5°-1))
22[6(5"—1)+4(5"+1) 4(5k—1)+6(5k+1)}:

C1(258585 42 258K -2)
402568 -2 255" +2]

1 5k+1+1 5k+1_1‘\
5| ek a5 Vk>1
2(541 -1 54141
"+1 -1
Deci A" = Sl S \Vn >1,neN.
2(5"-1 5" +1)
1
IV.a) f'(x)=———,V xe (0; +).
(x+1)
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b) Deoarece (x + 1)2> 0,V x € [0; +x), avem f(x)= _( 11)2 <0,V x e [0; +0),
X+
deci f este strict descrescatoare pe [0; +o);
V2+2 (\/§+2)(«/§—1)
o F(v2)=Y22_ 2
) (V2 J2+1 2-1
f(x)-f(¥) 1
d) Avem: x)— <lx-yloe |2l |-———m———— <1
£ F )] <] x| - ST
Pentrux,y € [0; +0), deci pentrux + 1>1siy + 1>1,avem: (x + 1)(y + 1) > 1.
Pentrux,y € [0; +o0),x#Yy,avem (x + 1)(y + 1) >1sideci: 0< ; <1.
(x+1)(y+1)
. 1 1 . o
Obtinem | - = <1, relatie care este adevérata.
(x+1)(y+1)| (x+1)(y+1)
Observatie: Se poate rationa si direct, plecand de la faptul ca functia f este strict
descrescatoare pe [0; +), deci M <0<1,V x=y,atunci
X=Y
x —
‘w <lo|f(x)-f(y)|<]x-y|, Vx,y e (0; +0), x #y;

e) J.:f(x)dx=‘|.;(1+ﬁ}dx=[x+1n(x+1)]|; =1+In2;

f) Folosind punctul d), este suficient sa ludm x = P siy= V2 pentru a demonstra
q

egalitatea, deoarece avem: f(x)= p+29 si f(y)= V2,V p,qgeN”.
p+t4q

pag. 198 — Testul 10

L a) d(A B)=y(x;=x,) +(¥s - ¥.) =y(0-2) +(2-0)" =8 =22;
b) cos?101 + sin?101 = 1;

2

d) 2+5i=2-5i;

c)

. o o . . . [2a+b=0 a= 1
e) A si B verificd ecuatia dreptei, deci { {

= 5
2+b=0 b=-2
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f) m(«BAC) = g , deci triunghiul este dreptunghic, cu ipotenuza de lungime:

BC = AB*+ AC* =+/8* + 82 = 8V2.

10 5
1. a) ‘ 9 =20-20=0;

b) Observam ca doar pentru n = 1sin = 2 relatia se verificd, deci avem 2 cazuri

2
favorabile si 5 cazuri posibile; probablitatea este 5> adica 40%;

¢) 4° = 4, iar conform proprietdtii de monotonie a functiei exponentiale de baza
supraunitard, ecuatia are o singurd solutie: x = 1;
d) logx =1 < logx =1og9 = x =9;

e) Deoarece C* =C'*,V n,k e N, k<n, avem C? =C;, deciE = 0.

f(x)-f(1)

x—1

2x . )
ﬁ,Vxe(O; +0); b) lxlil} :f(l):_g
(x*+3)
¢) Avem: -2x < 0, V x e (0; +), iar o + 3)% > 0, V x € (0; +x). Rezulti ci
f'(x) <0,V x € (0; +x), adica functia f este strict descrescatoare pe (0; +©);

1

2. a) f'(x)=- 1.

>

2 1 1 1 1 3
d) "(x)dx = f(x)| = =———=—-—
i (e =f ()], *+3|, 7 4 28
e) lim2n+3:2.
n>+o3n42 3
ll.a) A = 25 -28 = -3, deci ecuatia are doua radacini complexe:
-5++/3 -5-43
1= D) $1 X, = 5 5
b) x* + 5x + 6< 0 < (x + 2)(x + 3) < 0, deci, x € (-3; -2);
X —00 -3 -2 +o0
X+2 | mmmmmmmm O+ + + + +
x+3 | -————- O+++++++++++
X +5x+6[+++++ 0-——m—— 0+ + ++ +
1 1 -n-2 1 ¥
o n+3-n-2 1 1 VneN:

n+2 n+3 (n+2)(n+3) (n+2)(n+3) TR +5n+6 g(n)
d) Adundm urmatoarele relatii:

1 1 1
g(l) 1+2 1+3°

1
g(2)

>

NG
Ui
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1 11
g(3) 5 6°
11 1
¢(2005) 2007 2008’
11 1
¢(2006) 2008 2009
Obtinem §=—L 4L 4 oL 1 1 _ 2006

+ = - >
g(1) g(2) " g(2006) 3 2009 20093

9 2
e) (X+E\. +[£1 =X’ +5X+§+§:X2 +5X+7=f;
27 2 4 4
f) Daca s, t € R[X] astfel incat grad s > 2 sau grad t > 2, atunci avem:
grad g # grad s*> + grad t, deci g = s2 + %
Cercetam cazul 1n care grad s < 2 si grad t < 2 (dacd ambele au gradul 0, de
asemenea nu se verifica).
Fie s =aX2+b§it=cX2+d,cua,b,c,de R. Avem:
s+ = a®X® + 2abX + b + A + 2cdX + d* = X*(@® + ¢*) + 2(ab + cd)X + b* + d°.
Presupunem ci g = s> + t%. Atunci s* + t* are aceleasi radicini ca si g, adica -2 si—3.
Dacad X = -2, atunci au loc echivalentele:
4P+ A 4@ +cd) + P +d =0 2a-b)*+ 2c-d)?=0<b=2a sid = 2c.
Daca X = -3, atunci au loc echivalentele:
9(a®*+ ¢ -6(ab + cd) + b* + d*= 0= (Ba-b)* + (3c-d)*=0<=b =3asid = 3c.
Rezultdcda = b =c =d = 0, adicé s si t sunt polinoamele nule, ceea ce nu verifica
presupunerea facuta.
Rimane ci: g = s> + t2, Vs, t € R[X];

g) Ludm u:X+§ si v=é,Vu,veC[X].Avem:

u? +v? = X2 +5X+§—%=X2 +5X+6=g.
V.a) f'(x) = e, VxeR;
b) e > 0, iar functia exponentiala ia valori pozitive.
Riminecd f(x) = f'(xX) =e>0,VxeR;

c) Xlljlwf(x) =0, deciy = 0 este asimptota orizontal a lui f spre —o;

d) [ f(x)dx=e

e) Deoarece f'(x) > 0, V x € R, functia f este strict crescitoare pe R;

DO +fx+D=1l+ece+e ' =1l+tecd(l+e)=1+ree=1x=0,
care este solutie unica;

g) Luimg,h:R—>R,g() = "1 + ¢ h(x) =f (x + 1) = "', g si h strict crescitoare.
Avem f () = ¢4+ -t =g(0)-h(),VxeR.
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