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Le realizarea acestui caiet au cc:trizuit cu probleme orisinzle
sau selectete dupi cum urceazi:
A. C. Albu, lector dr., Univ., Timigoara (
, 1l.C27, 1,C28);
I.D. Albu, lector dr,, Univ, Timigoara (

T, Binzaru, studest, Univ, Timigoara (

1.C, problemele: 1.C26

1.C, problema 1.C25);
1.C, problema 1,C1);
Gh, David, lector, Univ, Timigosre ( 1.A, problemele: Al, A2, A6;

1.C, problemele: C8, Cl1);
Gh. Ivan, lector dg.. Univeraitatea Tizigoasra ( 1.A, problemele:
AT, A8, A9, Alo, All, Al2; 1.5, problezels:
B2, B3, B4, BS, B6, B7, BB, B9, 310, Bll, 212,
313, Bl4, B15; 1.C, problecele: C2, C4, CS,
c6, ¢7, ¢9, Cl0, Cl1, Cla, Cl4, C15, Cl6, (17,

cis, C19, c20, C21, C22, C23, C24);
W, Reacgu, profesor, Caransebeg ( 1.A, problemele: A3, A4, AS;
1.B, problema Bl; 1.C, problexele: C3, Cl3).
iotele Matematice au fost scrise respectiv de K. leacgu, profesor,

Caransebeg i Gh. Ivan, lector doctor, Universitatea din Timigoara.



pasu'gi

Concursul Interjudeteen de katemeticd "Tra}an Lalescu” este orga-
nizat de Inspectoratele §colare Judsyene. Conéiiiile Judegene ale Or-
canizatiei Pionierilor §i Comitetele Judeyene Arad, Carag-Severin, Hu-
nedoara $i Ticig ale U.T.C., Universitatea din Timigozra gi Institu-
tul Politehnic " Traien Vuias " din Timigosra. El se rdreseazi elevilor
din clasele V-XII gi prevede cinci etape preliminere ( pe clasi, pe
gcoalX, pe zoni, pe centru, pe judet ) gi o etap¥ interjudetean¥. In
paralel, ge desfigoard gi o form3 " prin corespondentd " adresat ele-.
vilor din cele patru judete ssu din orice alt judey. Aceest¥ form¥ a-
dreseazd elevilor cinci teste a cite ciaci probleme, in ritmul progra-
re! gcolare, ¢i condi;ia‘de inrsgistrare ca participant este rezolva-
rea corecti a cel putin doud probleme din fiecare teet gi expedierea,
in :ermen, clitre comisia de corectare gi premiere. Enunturile teste-
lor sint trimise uritidjilor gcolare sub forma unor calete de informa-
re metemstic¥.

In scecpul sprijinirii elevilor interesati pentru aprofundarea cu-
noztintelcr de matematic¥, exerserea deprinderilor de rezolvare a pro-
blenelor gi pentru corelaree eforturilor elevilor gi profesorilor ani-
matori ai spiritului de emuletie in pregitirea elevilor le matematici
sint planificate s& fie multiplicate cite ur caiet de informare pen~
tru fiecare clasi, fiecere etapd gi flecare formi de concﬁra. Aceste
cziete vor contipne teste model, probleme $i solutii interesante subd
forma unor complemente le marusalele gi progremele scolare. Pentru a
asigure condiyiil de parcurgere ritmicZ, programs gcolari gi manuelele
zu fost secliionate in cinci-gase componente printr-o programi e con-
cursulul care 8 fogt inaintatd in preslabil fiecirei unitlil gcolare.
hceste componente sint grupste ir jurul testelor peatru etspele preli-
minere, menjionste mai sue gi recomandate respectiv pentru lunile oc-
torbrie, decembrie, februsrie, martie, mai 3i Concursul Interjudetean

" Traian Lalescu " in lune iunie.
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Csietele de informare matecaticd éoresc sd ofers up prilej gi un
mod sdecvat pentru aﬂulnrea clevno:.gi profesorilor de 8 propune
probleme sau de a tricite sol.'.;:ii interesante. Prizele serii de caiete
s-au dovedit un csdru propice pentru colatoraree unor studerjl dorniei
83 contribuie la activitijile menyicrate. Sle oferi un schimd de expe
rientX in orgsnizarea cercurilor de elevi sau a taberelor de mstezatici
pentru elevi,

Ultimul paragraf al fiacid:ul caiet, de rezuld, contine note mate-
matice menite s¥ fructifice acti.vitatea de investigajie matezatici a
tineretulul geolar, studentilor gi profescrilor, oferind sinteze, 1-
lustrind sau lensind in risdul elevilor concepte seu tehnici adecvate
pentru rezolvarea unor érobleme mai dificile.

Totodatd, prip eceste caiete se incearci a se oferi unm cadru units
peatru pregitires concursulul in toate judejels perticipante, Sint o-
ferits seturi de probleme pe m2i aunlte nivele, fie pria parugrsfe sge-
cial constituite, fie prin snexares unui (sau zmal multor) asterisc la
problemele recomandate pentru elevil avansatl in pregitirea la matema-
tici,

Sperdm cid pria aceste calete de informare =stexmatici va £i atras
in activitatoq de rezolvere a mei multor probleze de matexatici un nu-
wkr cit mei mare de elevi, sporind sstfel nuzmirul colaboratorilor la
revistele de matexatic¥ existente gi al participaatilor sutecntici la

concursurile gcolare de matematici.



telor nr.3-4).

In acest paragraf oferim seturi de probleme prin care sperim ci se
pot aprofunda temele ce mlgebri gi de zeometirie din manusle gi din pro-
grama testelor Concursului "Traisn Lalescu™. La algebrd vom ilustra ur-
zitoarele teme: elemente de combinatoricd, ep}icu;ii ‘ale binomului lui
Kewton, progresil aritmetice, progresii geometrice gi nogiuni de arit-
cetica nurerelor intregi.

La geometrie problemele prezentate se referd la urmitoarele teme:
aplice+ii ale trigonometriei in geometrie gi in algeord, incidentX,

ordonare, paralelism in spatiu gi perpendicularitate in spagiu,

1.A. Complemente la manualul de algebrd pentru clasa a X-a.

Al. Si% se arate ci

n
1) 'kzo clep-k - ch o a,bef, a,b2n

[}
k2 a
11) E,:,(ca’ - cg,
sl 83 se calculeze:

n
uy 2 rcked ¥
k=1

n
1) 2. xZckel-k,
k=1
t 3 : ] ]

= a b
Solugie: 1) In membrul sting el egalitdtii (14x)°.(1ex)" =
n 8, k.n-k
- (14x)a+b termenul ce contine x~ are coeficientul ‘Eo c.cb jar in
L=

pembrul drept coeficientul lui x" este °:¢b' de unde rezultd egalita-

tea din enunt. ‘4p).

X
i1) Punind in egalitates i), b= n =8 ¢i tinSnd sesms ck Cg =

= C:'k rezultd egalitates cerutd. (1p).
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By n-k n a! n-k
1) 5) = 2G0T = 3 K yenT v C
n n
8-1)! n-k k-1l . n-k
..:Lj.l TS ORI !cb '."Z.‘lc“lcb .

Avind in vedere egalitatea (i) avem

n-1
51 = 8 cs*b-l ’ (ZP)
n n
. 2 k on-k 2 k .n-k
iv) S5, = }:'k_l K cg cp~* - El[(t -k)+kJck cik .

n n B
N X .o~k k on-k _ a-z)/! n-k
) Z;z KK G v .:21 wp T - e 2y e ey

n .
k-2 .n-k n-1
+5; = a(a-1) “E-,z Ca Cp + aCi iy 1.

Tinind sesma de egulitates 1) avem

n-2 n-l (8+b-2)1
Sp = e(a-1)Caly 5 + aCglpy ® a[(a—l) T5-2)' (aso-nyi  *

a+b-1)! ala+be2) ! a+b-1
M ln-§$! (a*B-n)!] = Ta=2) T (8+bor)1 [a-l Ay =
_ aph=2 n(s-1) + b
el MEUEE .

A2. SX se srste ci

= cf - con

ix=n mrl
= R %

Solugie: Aplicind egalitates C: = C:—l + C:::}l_ ottinem

f n+l ~o+l n
cnnl - cm + cm
n+l n+l 13
Cy = Cpy + Fn-l
n+l n+l n
Cp-l = Cpz * Cpop
n+l D+l n
L cn?2 -Za cnq»l + cgn}
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Adunind egalititile de mai sus, membru cu membru, obtinem egali-

. o0+l _ on
tetea din enunt dacd se tine seama cid Cn+1 = cn.

A3. Sd se rezolve ecuatia

2 2
x“+10 x“+3x-4
C7x T+ Asxay = 3.

M. Neacgu, profesor, Caransebeg.
Indicatie: Se impun conditiile: 7x3o, x2+10>o ol Tx> x2+10
2
(1p). Se deduce ci 0’7‘;’10 are sens pentru x€{2, 3, 4, 5}. (2p).
Se impun conditiile: 5x+4) o, xz+3x-4),o gl 5x+42 x2+31-4 (1p)

x2+3x-4

§i se deduce e A7 19 are sens pentru x€{l, 2, 3, 4}. (2p).

Prin urmare egalitatea are sens pentru xe{z. 3, l] (1p).
Se verificX dacX egalitatea este adeviratd pentru fiecare valoare

a lul x, (lp). Se obtine solugia x = 4 (lp).

k4. Si se arate c# pentru orice ne N expresia (Vk - 1) poate
fi pusd sub forma \m+a - Vo unde k€ K, k22 g1 m,a€ W,

M. Neacgu, profesor, Caransebeg.
Solutie: Avem
(VK =" = ¢ (VE)® -cl (vt e e (V2o Ll e
+ (-1)"%]

(Vi + D" = 2 (ViR eel (VR o e (VD2 s il )

Se deosebesc cazurile:
1°. n = 2p, pe W. Atunols
% - : - -2
(Vi-1)® = Q6P+ 2 kPL s oL sl ot a3 . L
+ c:'l) Vi

(VReD)® = QP s 2Pl v Ll v ] s (Pl P2, L.
+ C:-l)\,;
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adick

(VE - 1% =4 -8Vk
(YX + L)% = A +BYVE

de unde rezultd ck

(k - 1P = 4% -k B2

Deci

(Vi-n? = VA2 Vi@ = Vi + en® - Vel

Nezul t&
(YE - 1) aVEs -V cum=kB?€ B gl a = (x-1)%€ W,

2%, n = 2p+l, p€ N, Atunck

(VE-D® = (cQ kP + 2Pl sl R AT IN ( - L Lt
+Cp)=CVE -D-= chz - Vo2

(VEsD)® = cVE + D= Vic? « V2

Pect (k-1)" = kc2 - D?, de unde

(VE-LT27VD2 + (k1) - Vo2 = (VE-DR = v - VE

cums= Dzé K gl as= (k-1)2,

A5, SE’'se dexonstreze ci dacd p gl q sint doud numere diferite

incit p+q = 1 atunci

1 n+l
1 1l . p - o0t
c: - c:_lpq + cz_z pzq2 - eee + (=1) C:_i L Y
pentru orice n¢€ M.
X X =

Indicagie: Se poteaz% membrul ating al egzalitit{ii date cu Sn 38 se|

arat¥ ci:
(= Spe1 = Sp = -Pa S, Op)e
Utilizind relatia (%) se demonstreazX apoi prin inductie ci are

ioo egalitatea cerutd (6p).
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A6, Pie 811 8yy eoy8y in progresie aritmetic¥ cu ragia r gi un
pumir par de termeni., Dack

n-l
5, & *
1=1 85,1 * V ay
n-1
Z ( ”14-1
i) \/ 8541 \/
8i se arate ci
n -1
slsz r °

l = %x.
& Ve - Ve j?_-:l Ve 1+1 Ve ‘/;n

Solugle: S, = 2
SRR O a8y i=1

vy

W m T AT v

i | {n-Vr __n-21

B R R Y AR

DM OETT Ve ) n-1
Z’ 0T+ VD

(4p).

1
-

r

M

[&]
N

%541 T 84

-
]
-

Sl [CVEg +va ) - (Va4 VE) + (Vag Va3 ) 4 eee s
(-1 yag + va )] - %[valu-n“ vaal Op

Cum n este par rezultd

+

S,= 2(va, + Vay) (p.
Se obtine epodi
§,3, = &5 1 (1p).

AJ. FPle numerele pozitive 85 8y seey an in progresie aritmeti

od. Demonstrayi ol a-1

1+Z he 2n

=1 a8

pentru orice n € 0, n> 2,

Gh. Ivan, lector dr., Timigoars,



Solugie:. Avem:

[ +a
ay i-1 1+1

Vaiatia Y 81841

pentru orice 1 = I,5-1 decarece 2a, = &y ; + 85, (3.

Conform inegalitdtii mediilor avem

a, .
(=) L >

pentru orice 1 = T,A-T . 3p)

Adunind Liembru ou membru inegalitXtile (m) obiinem inegalitatea
enuntat¥ (3p).

Inegalitatea datX se poate demonstra gi prin metoda inductlel ma-

tematice.

A8, Demonstrati ci in dezvoltarea binomului (8+b)® nu existX tre}
termeni consecutivi care si fie in progresie seonatrici.

Gh. Ivan, lector doctor, Timigoara.

Soluties Presupunem ci existi k e{o. 1, ....n-‘_’} incit termenii
The? Tya2e 1"“3 sint in progresie geometrick, adicd

2
Tes2 = Tk-&l"kf) (2p)

Rezultk
2 oo} + -] +
(ck§] an-k-l bk+1) ck an K bk. ck 2 .n k-2 bk 2 (=>

> ck+1y2 20-2k-2 2ke2 _ ok oke2 2n-2k-2 \2ke2
" n a 'n

2
&= (C:+1 ) = Ci C:+2 (3p)
2
(nl) n! nt (2p
T R 12 [a-k-1) 1] ET (a=k)T  * Tk+2)1(n-k-2J7 4
1 1
& T+ Da-k -1 " Ta- Y (1p)

&>.,8+1 =0, 1imposibil. (1p).
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A9. Demonstrati ci pentru orice e€ 7 gi n € N num¥rul Intreg
841:4»1 -

este divizibil cu 10,
Gh, Ivan, lector dochor, Timigoara.
Solutie: Fie x = a““l ~ 8, Aritim cd x se¢ divide cu 2 g1 5 (1p).
Deoarece x = a(a?”-1)(a2%+1) = a(a-1)(a2%14 ... + a+1)(a2P41)
rozulté ci 2] x fiindci producsul a(a-~l) este totdeauna pumdr par (3p).

Deoarece a€ 2 rezultd cX a este de forma-5k; 5k £ 1; 5k ¥ 2 ou
kez, (1p).

Pentru a = Sk rezulti 5 I a =5 ’Z = a(azn-l)(82n+1) (1p).
Pentru & = 5k £ 1 = a2l . (5K % 127 . Sl + 1 =>5'32n-1 =>

=5z (1p).

(L3

Pentru a = 5k ¥ 2=>a%" = (5k
5k + (5-DP = 5T ¢ (-1 =57
=5|x (p).

Prin urmare 'j[ X pentru orice a€ 2, (1p).

2)2n=5f)+'22n£5’5'+4'n_
1= S(az"-l senslaz"*l

"~

Al0. Pie p un numdr prim. Demonstrai c¥
P
c2p 2
se divide cu pz.

Gh. Ivan, lector doctor, 'nmi.goarn.
Indicetie: Avenm cgp = (c;)2 + (0:)2 4 aee (c;)% conform exer-
citiului Al, 1), (4p). Rezultd 3 -2 = (c;)"’ + (ci)2 +oaee
+ (2H?2  (1p). Se aratd ok of pentru 1£k<p-1 este miltiplu de
p- (3p).
All, Demonstfajl ci numirul a = 44...422 ...2, este un produs

n ori n ori
e douX numere naturale conseoutive.

Gh. Ivaen, lector doctor, Timigoara.
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Solugfe: Avem & = 4.102%7) 4 4.202"% 4 L.+ 4,107 + 2,207 &

e . 22,10 +2 = 4208200 s ..+ 20 ¢ 1) #2207 4 L 420 4 1)

RPN <}
- 2000 4 L% 10 4 (2,207 + 1) = 2 2052 (2,107 4 D) -

D L]
2(20% - 1) 2,107+ 1 (g,

n n
Notind b = 2 10 -1 avem b + 1 = wﬁi si rezultd ci

a = b(b+l) cu be K. (3p).

Al2. S& se calculeze urmitoarele sume:
999
1) 2. xQlog k]
k=1

999

11) Z k [103 xJ
kal

by
111) [ 10g ¥3¥
k=1
( [log kxJ reprezintX partea Iintreagi a rumirului log k ).

Gh. Ivan, lector doretor, Ti:zigoara.
. -> =

Indicatie: Se jlne seama cd: [log k] = o pentru 1€%£9: G-z k_]

1 pentru i0&k <99 ai aog k} = 2 pentru 130 &% €972, atan
299 9 g_9' 959
1) 2 k[iog ) = & xClog x] + 2. xllog €] + 2, k[log €] =
x=1 k=1 k=10 T k=100

(10 + 11 & .00+ 99) + (00,2 + 301.2 + ... +999.2) = 410439030,

2. (100 + 222]200.

9 99 51 999
11) 92 ¢ Dos 3 s kﬁog k]+ Z kllos k}{ Z kD.og k3
k= k=1 k=10 k=100

(1° +2% + .o. +9% + (0% + 22% & .o. 4 990y 4 (2002 4 1012 4 ...

2

+999%) =9 + (20 + 11 + ... +99) + [(12 + 22 4 ... + 992 &

©200% 4 oue +999D) - (12 427 & (v +99%)) = 9 + 109.45 +

. 999.1000.1999 22.100.?.22 .
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999

E:l Tlog k)¥ = (219 4 211 4 ., +199) 4 (2200, 2301 , 5999

2100

=90 + (1424 ... + 2999) 2 g0 4 2100(2900 _ ),

1.B, complemente 1l manualul de geometrie gi trigoncmetrie pentru

clasa & X-a.

Bl. Numerele complexe distincte z,, z,, ) sint afixele varturitor
uaui triunghi echilateral dacX¥ gi numai dacX are loc o reletie (},e forme
z) +€2, + 6223 = o, unde € este o r¥dicin¥X complexd de ordinul trei
e unitiyii diferitd de 1.

Irdicetie: Formuleszi implicatia: Zys 2pe 23 afixele virfurilor
caui triunghi ecnilasteral implicd 2+ €2, + 5213 = o (lp). Se conside-*~
ri Z, afixul centrului cercului circumscris triunghiului gi avex rela-
tiile zp-z, = E(2)~2.); 23-2, = 82(21-20) (1p).

Folosind relagiile 1+ €+ 52 = o gl 54 = € s8e srati ci zy+ E2p+
+ £223 = zy+ £[z°+£(zl-z°?] 0521:%4- ez(zl-zo)J = (1+ £+E_2)(zl-z°)=
=0 (2p). .

Forauleazd implicatia: z + €z,+ 627.3 =0, 2 £ 2z, £ 23 £ 2 im-
plicd 2y, 250 24 afixele virfurilor unui triunghi echileteral, (1lp).

bin 2 + €2y + .‘_27.1 = o0 §i zy+ €2z, +(_2z3 = 0 se obyine 2.+ £2, +
+52z3 - (zl¢ €z, + 5221) = o adic¥ (,(zz-zl) - ez(zz-zl) = o de unde

2o =231 =123 - 2] (2p)

Ana}og utilizind relatiile 25+ € 2p+ 9222 =0 gi 7‘1""5‘2’ Ezzjx'o

oe deduce ci
2, =2 | =|13-z2| (1p)

Cum | z25-24] = \z3-2) | = l23-2, | £ o rezultd ci z;, z,, 24 8int

afixele unui triunghi echilateral (1p).

B2. Fie 2z,, zi. i=1, 2, 3, 4 respectiv rédicinile ecuatlilor
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z‘«»zzo-lco i z“ezzolso

Demonstrati oX zy respectiv zi, i =1,2,3,4 sint afizels virfuri-
lor uoui drepturcghi. Cele doud drepturnghiuri su virfuri comune ?
° Gh. Ivan, lactor doctog, Timigcera.

Soluiie: Scuatie z‘-z +1 = O ee scrie (z -1)2 + z2 = 0 de unde re

zultd (s%-1412)(2%-1-1z) = 0 (1p). Obyinem

Visd V34 _=V3 I W ¢ o1
G1cTT oo WmcTTr o BTT o Gt T3 et
avem ¢ lzy] = 2,0 = lij( = lzy] = 1 g1 rezultd ci iznginile

geometrice !!1, 22. 33. 14 ale numercior complexe zl, Zye 235 T
conciclice (apartin cerculul cu centrul in origine si reza 1)  (1ln}.

De asemenea IIK2H3¥4 este paralelogram deoarece

3101.1: 22+z‘=0 ()p.)
Rezultd cd E1H2¥J£4 este dreptungai (1p)

Analog ez s 10 & (zz + 1)2 -22 .0 &> (z2-2+1)(22+

+2+1) = O, Se obtin ridicinile

LV3 -141 V3 -1-i V3 -1 V3
R s NI - L5 2y = 1; 2 22_1%/— (1p)
Deocarece ‘zilslzél --[zil = lz“ =\I st 2] + 2y =323+ 2}
2ultd cd imeginile geometrice ::i ale numerelosr cczilexe zi. i=1,2.3,4

sint virfurile unui dreptunghi (2p). Cele dou# drepturc-hiuri nu ou

virfuri comune (1lp).

B3. Calculagi (isctgx)? + (i-ctegx)®, x £ kT , ke 2, e, B2 2.

Gh._Ivan, lector doctor, Timigoara,

[ 2
Solutie: Avem succesiv:
o, . n 1 sinx % cosx ¥ (i sinx.cosx,n
S, = (isctgx)” + (i-ctgx)” = ( et ol ) =

= ;"‘g [(cosx + 1 81ox)® + (-1)%(cosx~1 sinx)P] =

sin'*x [(14 (-1)Mcoenx + 1(14(-1)%*1ya1p ax].
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Rezultd

. _2c082kx S 21 ein(2k+1)x
Sk = S 2~ M Saka ‘_?i'I-Lin T

sin°*x 8 x

B4. Intr-un cerc de centru O gi de razd r se consideri un hexe-
gon inecris ABCDSP incit AB = CD = EF = r, S3 sc esrate ci mijloecele
segmentelor BC, DE g1 FA sint virfurile unui triungii echilateral.

b ] ®

Solutie: Deoerece A,E,C,D,E,P e‘é(o,r) gL AB = CD = EP = r re-
: 2ult& cX OAB, OCD gi OZP sint
triunghiuri echilaterale (1lp).
Fie z,, Zyy 2Zgs Zpe 2Zgs Zp A=
fixele virfurilor hexagonului
AECDEPF, ?lnind seama ci triun-
ghiurile OAB, OCD gi COZF sint

echilaterale avem l.zg + £.2, +

+ gezB = 05 lozg + £.zC¢£2zD ‘=
=0, l.zg +E.2g + gz.zl, = 0 unde 2 = O g1 £ este o ridicind com-
plex¥ de ordinul trel s unititii diferitd de 1. (vezi problema B1l) (2p)
Rezulti 2y = -ezzA, zp = -gzzc sizp = -(21-3 (1ps.

Dacd Zys Zys Zp sint afixele mijloacelor segmentelor LECJ, [nz],
[(PA] atunci:

zg = %“B*’c)' zy = %(anE). zp = %(z?uA). (2p)-
Pentru ca Zyv Zyge 3p 88 fie afixele virfurilor unuil triunghi echilste-
rel este necesar gi suficient ca

lozy + €zy + gzzl, (1p)
in calcul avem:
3 3 2 -1[_' + 20 +€ ¢£z+2z+522"-
lezytEzyg +E72p = 3 l2g + 20 €7 g * €2 23

=%[r£2254 z; ‘5320’6’8 - 54’2 + 52“] =0

fiinded ¢ = 191 g4« € (2p).
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E5. Pie ABCD un paralelogracm, 0 intersectia diagonelelor sale
M up punct exterior planului (A3CD) 3i N mijlocul segmentului (AL).

Dezorstraji ci drespta CM este paraleli cu planul (BID).

Gh. Iven, lector doctor, Timigoara.

32lutie: Punctele O gi K fiind zijloacele segpentelor (AC) respeq
tiv (AK) rezultd CK [} CM. Cum CM JJOK gi OK este inclusd ip planul

(BND) rezulti c& Ck este scralelid cu pleaul (END).

B6. Intr-un tetrmedru ABJD zuchiile AC g¢i ED eint pe-pendiculare
DacX M, N, P, Q sint respectiv mijlozcele zuchiilor AR, 3L, CD, Da deJ
monstratl c¥ petrulaterul WiXQ este dreptunghi.

Soiuvgie: &K gi PQ fiird linili mijlocii in triunghiurile ABC res-

rectiv ACD rezultd 30| AC, FQ ) AC, KX = PO = %Ac (2p). Cum a3i) PQ
gi KX = PQ rezulti c¥ IPQ este un parclelogrem (27).
Te scomenea MQ fiind linie mijlocie In triungniul AERD rezultd
. -
KQGUEBD  (ip).
Din MKl AC g4 KQ ! BD, ACLBD rezultd c& M1 AC. Deci MNVPQ emte

dreptunghi (4p).

B7. Intr-un plan o( 8e duc trei sewmidrepte Ux, Oy, Cz. Prir G
se duce o dreaptd d care formeazd uccaluri coogruente cu cele trei
semidrepte. Ardtatl cd 4 este perpenciculari pe plan.

L | S T
Solujie: Deoarece ¢ {d,0x) = 4 (d,0y)
= 4(4,02z) rezultid c& dreapta 4 nu este
continutd in planul & (lp). Pie A€ OxJ
B€Oy, Ce€0z incit OA = OB = OC i Ked.
Din congruenta triunghiuri.or KOA, LOB

91 HOC rezultd ci& (MA) = (LB) = (NC)

(2p). Fie O' proieciia punctului M
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pe plenul of . Deoarece KO'J o gl (KA) & (AE) & (KC) avez K a4 k('
E ALO'B = AWO'C (1p). Rezultd O'A = O'B = 0'C (2p). Prin urmare
0' ecte centrul cercului circurecrie triunghiului ABC. Deci O' coinci-

de cu O gi MO Lo adicX d L (3p)e.

28, Se coneiderd in spetiu patru puncte necoplanare A, B, C, D
incit AB = BEC = CD = D& gi fie M mijlocul lui BD, N mijlocul lui AC.
Aritoti ca MNLAC, MNLED.

Solutie: AN gi CK sint mediene ir triunghiurile ieoscele congru-
ente ArD respectiv CBD, Rezultd AL = CK. Deci triunghiul ALC este isos
cel g. .X este medisnk. Rezultd MNLAC. (Sp).

Ara}og in triunghiurile isoscele congruente ABC gi ADC, BN gi DR
sint mediane. Rezultd BN = DN. In triunghiul isoscel BND, MK este me-

dicni 31 dect MNLBD.  (4p).

LS. C& ce arate ci proetctiile ortogonale a doud drepte din spa-
tiu pe un plan perelel cu perpendiculara lor comund sint dou¥ drepte
paralele.

xE E K

Soiutie: Fle dl gl d2 dou# drepte oarecare din spatiu, AB perpen-
diculara comuni a dreptelor dl gi d2 (Ae dl 6l Béd2 gi eint unice,
vezi prodbleme 6, Cup.V, pag.B82, masnual de éeometrie g1 trigonometrie
clasa a X-a). Fie « un plan parslel cu dreapta!AB.

DacZ planul o este perpendicular pe una din drep'tela d1 sau dz
etunci proiectis acelei drepte pe o/ este un punct gl $n acest cez
problema pusi nu &are sens.

fresupunem ci planul « nu este perpendicular pe nici une din
dreptele d, si d,.

Pie A'B' proiectie perpendiculerei comune AB pe planul ol gi di



w

dé proiectiile dreptelor dl respectiv c.i2 pe of (aeck une dintre

drepte, spre exemplu dl' ar 21 continutd in plsnul o 8tucci di ar

coincide cu dl g1 perpendiculara comun& A2 ar fi conjinutd in o« ).
Tininé seama ci uc unghi drept (vezi protlems 3, £ 4, peg.T9,

Csp.VI, manual) care are o leturi (enume AE) persleid cu un plan (a-

nume\o( ) se proiecteazi pe acei plen éupi un ungil crep:, rezultd

c¥ unghiur... T%rmate de dreptele di 9i dé cu dreapta A'E' eist drepte.

Deci dreptele di 31 dé 8int parslele,

E10. Se dau dreptels dl 28 r.l2 in spajiu. Sd se afle locul geome~
tric ai mijloacelor segmentelor [MIiJcind i §i N descriu dreptele 4,
respectiv dz.

Solutie: Pie AB perpendiculara cozuni 8 dreptelor dl' dz (re dl'
B edz) gl notdm cu O mijlo~

m
J A _ : cul segmentului (AB).
4 ‘ A Ple K€d) g1 Hc4,
. (4] b doud puncte arbitrare. No-
L. 5 v tim cu L, &, D mijloacele

segmentelor (MK), (M), (AK)

L4
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Decarece (OD) si (CL) sint linii mijlocii in triunghiurile ABX gi
WEX rezultd OD | CL gi OD = CL, Decl patruleaterul ODLC este un panie-
logrem. Cum AB L d1 gi OC |l dl rezultd AB] OC. De asemenea AB .Ld.‘, gl
co dy rezultd AB L OD. Din ABJ OC gi ARLOD avem AB| planul psralelo-
gramului ODLC. Prin urmsre L apartine planului medistor al segmentului
(AB).

Reciproc, dacéd L este un punct ce apargtine plahului mediator 8l
segmentului (AB) se arati ugor céd L este mijlocul unui segment cu ca-
petele pe dreptele dl sl dz.

Deci locul geometric al punstului L este plenul mediator al seg-

mentului (AR).

Bll. Fie 0, A, B, C patru puncte incit OALOBLOC| 0A g1 (O&) =

® (cg) = (OC). Dacd k, ¥, P, E, P sint mijloacele segmentelor {EC),
(Ca), (AB), (OP), (M) ardtati cd:

i) KN (COP)

11) EF este perpendiculara comund u dreptelor OP gi XK.

Solutie: i) Triunghiurile OAB, OAC, OBC sint dreptuzghice pi 1i-
soscele iar OM, ON, OP eint
mediane.

Rezultd OX | BC, OPL AB,
ON LAC (1p).

In triunghiul ABC, MX¥
fiind linie mijlocie ré¥tlth
LN | AB 91 cum OP L AE recultf

OP LMK (2p).
Avem COL (AOR) rezultX CO4 AB gi cum XN || AR rezulti KK LCO (2p)
Din MNLOP si MN LCO rezult¥ MN L pe plenul determipat de GT gi OP €1rp
ii) F este mijlocul segmentului (CP), rezultX EP linie mijlocie
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in triangniul OCP. Deci 3P JOC gi rezultd EZF | (OAB). Rezultd c&
02 (2p).
Din ZP 1 (OAR) rezultX EP L AB gi cum AZ [( ML obtinem Py XN (1lp).
Deci EP este perpendiculars comun¥ a dreptelor OP gi MX.

312, Pie Ox, Oy, Oz trei drepte perpendiculare douX cite doud pi
A €0x, P€0y, Ce0z, K€(AC). Dack N gi P sint proiectiile ortogonale
sle purctulul M pe Ox reegectiv AB lar u este cisura unghiului diedru
foramat de plenele (AMK) gi xOy 8% se arate ci
tgzu - t;zv + tgzv
Py —~
unde v = n(CEC), w = g(OAC).

» = =

Solugie: Deoarece KL LOx gi plenele x0z gi xOy sint perpendicu-
lare rezulti ci
MR 1 (x0y) (1p)
Deoarece XN 1 {xCy) g1
KEP L AE, iar ABc (x0y) rezul-
ti, conform teoremei celor

trei perpendiculare, ci

SPLAE (1p).
Prin urmare unghiul diedru sl planelor (AXB) g¢i xCy eete u =
”~
. ki (1p).
¥R
Rezultd tgu = o4 (1p)

Deosrece ¥ | OC rezults 4 ALK~ AACC = 35 = 5 gt dect inv = ac.am

(1p). Din ssemneres triunghiurilor APK gi AOE tbtinem §& = ﬂ ol

deci LP = %ﬂ (1p).

Rezultd tru - % - Oc:n (1p).

Cum tgv = gg y taw = gg rezultl

2 c2 2 2 2 32
2. 2, oc [¢] 2 QA” + OF OC”. 4B
g7V ¢ tgw « g 4+ = e 0OC 3 x> tg2u (2
ce OA GA“.0B OA“,0B " e p?'
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Bl3. O dreapt¥ d din spufjiu intersecteazd un plan o Sntr-un
punct O gi formeazd cu acest plan un unghi u. O dreaptX dl con;inu%l
in o« gi care trece prin O formeazX cu dreapta d unghiul x isr cu pro-
iectia dreptei d pe plan unghinl v (o r.v(-g ). Aritati c¥:

COSX = COBU.COBYV

Solutie: Dintr-un punct M&€d ducem MN Lo gi NQ‘dl (2p). Din
teorema celor trei perpen-
diculare rezultX IlQ.Ldl (2p
Avem m(EsQ) = X; m(ﬁq) =
= v gi n(u'au) =u (1p).
Obtinem cosu = %% ; cosv =

= %ﬁ » cosx-%a . (2p).

Se verific¥ imediat c¥ cosx = cosu.cosv (2p).

Bl4. Up punct mobil ¥ deecrie un cerc cu centrul in O, continut
in planul o . A f£iind un punct fix in spatiu si se determine pozitia
punctului ¥ incit arie triunghiului OAM s¥ fie maximi.

1 A~
Solutie: Ducem AB Lo . Rezultd FAO] = 3 OA.OM 8in(AOK).

A~ . A
Cum OA este constant¥, aria este maximi cind sin(AOK) = 1 ‘adicX AOM

A

este unghi drept. Rezult3 A0l Oif.
Cum AB L , AO LOM (OM <)
rezultd cd BO \ OM.
Prin urmare, pozitia punctu- 'y

luil M incit aria si fie meximd es-

te intersectia cerculul cu perpen-

dicudara in O pe BO.
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Bl5. Pie ABCDA'R'C*D' up cub de laturd a avind muchiile laterale
AA®, B2*, CC', DD'. Prin C' se duce un plan « perpendicular pe die

gopals AC'. Ardtatl cd:
1) unghiurile formate de dia;_oaala AZ' cu muchiile AB, AD, AA'

sint congrueate;

11) suma pAtratelor proiectiilor segmentelor (AB), (AD) si (an')
pe planul o« este egali cu 2&2.

Gh.,.lvan, lector doctor, 'Timigonra.

Solugie: 1) Unghiurile formate de diasgopels AC' cu muchiile AE,
AD, AA' sint respectiv B,A\C', DT\\C' si A/':c'. Triunghiurile BAC', DaC’
91 A'AC' Bint congruente, Rezulti Ef‘-\C' = D’A\C' H ATA\C'.

i1) Aplicind teorema cosinusului in triunghiul BAC'4 tinind seams
ciAC' =AVY3 =a obtinem

-n0r? _e? 4 a% - 242 1

2 2
ABS + AC'

coex = 0 = -

ZAE.AC Z6d —

unde
A~
X = m e

Cum AC' {x , C' € , proiec‘,ia punctuiuil A pe o¢ este punctul

1
Unghiurile formate de AB, AD, AA' cu planul of au respecctiv misurile

~ ~ ~
L _msaen) = B -x Z - n(0iS) = L - x - - (iR -

-

= + - X. Cum proiectiile eegmenteldr AE, aD, AA' pe plenul « sint

C'. Fie Bl' Dl' A} proiectiile punctelor B, D respectiv £' pe planule

respectiv C'Bl, C'Dl, C'Ai rezultd
C'By = 4B cos( %— - x) = a siox
C'Dy = AD cos( -ﬁ;y' - x) = 8 8inx
C'A} = A cos(%— - x) = & sinx
Aven (0'31)2 + (c'nl)2 . (cui)z = 3825102y - 382(1-cosx) =

=302 - §) - 282
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1.C. Probleme de concurs.

In acest subparagraf prezentim citeva probleme de sintez¥ cu un
grad sporit de dificultate, cu caracter mal complex, decit cele prin
care an ilustret temele din manuale. Aceste probleme sint destinate
elevilor care sint avansati in pregitirea lezmatematic¥, ;doreac 8 fa-
ci octivitate de performantX gi sint aptl sd utilizeze tehnici mai
deosebite, gi-gi pun problema unor generaliziri, a unor solujii mai

simple, mal deosebite gi elegante.
Cl. Pie a;€(0,1), 1 =1,2,...,n. 54 se arate ci

2 2
log, (ay85...8, 58)) + 1°3aza3...an(3354"'an-lal) +

132...Bn_1

+ 1°5a334...anal(°4°5“'°n°§) toeee # 1°3a132...an_zan“za)“‘an-zai-}:
>0
pentru orice n € ®, n>4.
Ia ce caz avem egalitatef

Tudor Binzaru, student, Timigoara.

Indicatie: Avem:

logg (32e3...an) + 1°332a3...an("l'z""n-l') >2

182°+8n-1

1°53253..?an(°3°4“"nal) + 105333‘,':.311‘1?&203...an); 2

.

logg o

(8,8,...8_ ;) + log (8,8,...8 )> 2
182+ +8,28%, 172 n-1. 8y85e.08, 3 1°2°°*"n’z

Adunind aceste inegalitdtl memdbru cu membru ob;inom ;negeligptla enun-!

tet¥. Egalitates se obfine pentru &) = 8; = ... = 8,

C2. Demonstrati o¥ .
1g2 + 183 + ..o +1g0( D 155‘5-:L » (¥)n3z2,
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a) utilizind metoda induciiei mateoatice
b) direct.
Gh. Ivan, lector doctor, Timigoara.
;ndicugio: a) Se verifick ugor cd inegalitatea este adevirati
pentru n = 2. Demonstrarea faptului cZ P(k) implici P(k+l) se reduce
le demonstrarea inegalititii
2¢(1+ k‘%’ﬁ[ ykel
b) Inegalitstea dati u,.serlo
16 01 <160 B2 ey a1 < (B8 ) oovat c B2
Conform inegalititii mediilor avem

YreyTE (2 dre.n v

'icu102+3‘...+n-!‘-(n1-’—u rezultX

var ¢ 241

pentru k> 2.

C): Si se afle valoarea maximi s sumei

S_= cosa; + cosay + ... + cose
n

decl 8,50, (¥)1=Th ot lZ'_l.i.m‘.

X. Neacgu, profesor, Caransebecs.

s a
icagies cos L;—J - % (cosa; + coua) = cos l;——.-l -

s

- cos —!—”“ cos —!—1'*-. = cos 7_1““ (1~ cos —2—1.1-. )> o0, (&) 1,)€
8 +a cosa, +coss

Uil = con 215 Y

Prin inductie matepaticd se aratd ci
n :

10.24'.--0.'
a

% Z cosa; £ cos
i=1 a

Tinind cont cX 37 8 = ¥, obiinen
i=1

Sn(- B co® l.—
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Se observd cX S are valoarea ncos -%- atunci cind ay = ZT N

oricere ar fi 1€ {1,2,...,n}, deci valoarea maximk a sumei S, este

nona—g— .

C4. Demonstrati c¥ pentru orice numlr natural n ere loo inegali-
tatea

(1+2c§4 ees 4 nC:'l + (n+1)c: )2$ n+1)(p+2)(2n+3)(2n)1

6(n1)

Gh, Ivan, lector doctor, Timigoara.

Indicajie: Aplicind inegalitatea Cauchy-Buniakowski obginem:
(1+23i 4 oee. 4 n«'::°1 + (n+1)Cﬁ )25[12+22+...¢n2+(n+1)zj[(0:)2 + ees
042
+ (ep)]
Folosind egalititile

124224 ... 402 4 (ne1)? - L—u—s—un*l n4+2)(2n+

(©N? + (€2 + oo s (D2 e ), (vezt A1, 11))

se obtine inegalitatea ceruti.

C5. Pie p un numir prim, n€ 8 gi
n n
Sn=(p+1\1p)-+(p-i\]p)

Aritatl ci: 1) S, este un numdr intreg.

2

i1) S, se divide cu 2p°, pentru orice n3) 3.

Gh. Ivan, lector doctor, Timigoara.

Indicatie: Solutis a I-a. Se studiazi cezurile o par, n impar gi

se aplici binomul lui Newton.
Solutis & II-a. Se folosegte ldentitatea
PR ST ERITE atl S ) WS¢ u N )|
gl se deduce relatis de recurenill
1) Sp = 2p5, - p(p+1)S,
Cum S, = 2, S, = 2p, prin inductie, din relagis (1), se deduce cl S,
este un numir intreg.
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Cum S, = 2p(p-1), S3 = 2°(p=3), prin inductie din (1), se obyine

ck S, se élvide cu 2p2 pectru orice n2 3.

C6. Dezonstrati cX pentru orice a€? gi né€ K
aB8+5 _ g ge divide cu 30.
Gh. Ivan, lector doctor, Timigoara.

Indicatie: Avem 280%5 _ 4 .(°2n+1 - 1)(:23’101)(a4n'z+1) gl
a(a-1)(e+1l) divide aBnoS - a. Cur produsul s treil nurere intregi conse-

cutive se divide cu 6 rezultd cX a®"*_a se divide cu 6.
35’5-0 se divide cu 5, utilizind procedeul fo-

Se arat¥ spoi cX a
8015 | a42*l oy p - 20+1 g1 se a-

loeit in exerci{iul A9 (sau scriem a

plic¥ exercitiul A9).

77 _CI. Sd se determine numirul termenilor independent{i de & din dez-

voltares
- 14
L)

28
(Ve + 1 ) . (\3/; +
a,—;—a &~
Gh. Iven lector doctor, Timigosra.

84-7

Indicatie: Avem T, ; = Chg.a cu ke{0,1,2,...,28] un ter-
56 - Tm

men al dezvoltdrii prizului binom ‘gi T;-nl = 0?4 .8 2 cu 06{0.1.

.....14} un termen arbitrar al dezvoltidrii celui de-al doilea binoz.

.Un termen arbitrar al produsului celor doui binoame este de forma

84 - Tk 56_= Ia
3 2

k o
Ty1-Taey = Cog +CTq - @ .8 -
+7
X “15-(32-2k-m)
- cky ol n eu kef0,1,...,28] gt mefo,1,..34f

Termenii independenti de a satisfac conditia

2kon-32¢_—>k.&£¢

RezultX me{_o.z.4‘.6,a.1o,'12.‘14} gt &e{1s,15,14,13,12_11'1°.9}_ Prin
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urmare TygTis TueT3i 5T TyaThs Ti3Tos TipThys TiTiy ot ToMs
sint termenii independentl de a adicd existi 8 termeni independontf

de a.

£8. Fie T, termenul de rang i din dezvoltarea binomuluf (x+y)2,
Stiind c&
JT+ T1 -8 = 1g( 10 -7 +8;)
pentru L = 2,3,4 iar ay sirt respectiv 240, 720, 1080 83 se determine

X, ¥ ¢i n.
= = K

Soivtie: Obscrviém od egalitatea din enunt este satisficuti pentru
T, = 8. Deoaroce membrul sting este o functie crescitoare in variabil:
T, iar membrul drept este o funciie deocrescitoare in aceeagi vuriabil
rezultd ci Ti = 8y este singura veloare care satisface egalitatea datl
Avem deci Tz = 240, T; = 720 g T‘ = 1080. Rezulti atunci

¢} xmYy - 240, 2 2252 = 720, ¢} x5 - 1080 g1 obyinen sis-
temul:
o x®!y - 240

(1) alp=l) 7242 o 720

n‘n-lE‘n-?) 2°~3y3 . 1080

Impir{ind membru cu membru primele douk ecustii Iatre ele gi

ultimele doud ecuatii intre ele sistemul (1) este echivaleat cu

nx®1y . 200 22" y. 20
(@ 2. % <3 &> Bl.1 .3 &
#.i :% aglo;h.,z
nxt-ly. 240 xby = 48
& 1-# & { v-F
n=5 ]

\
Obtinem solutia x = 2; y = 33 n » 5.



- 25 -

Sezspetrmti =% pectru orice nuxdr aatorsl n3l are loc inege-

<3.

P2
iltatesa ;
z-l ol 2 a 4o(n+1
(24+1) 3241 C2ps1 === Copa1 < 4
. 5z. Ivan, lessor doctor, Tizigoara,
Izdicasie: Izegalitates dotd se scrie sub farca
2z n+l
i ~2 a . _2°F
1 S2ee1 C2pa1 oo C2na <Y
3 2n
n T 5. 2
Znol Coaer ++* Coanl <Cp+I seu
2néd 2n
\ 2 ~2 n 2
V@3, 05,07 - (C2n)® < TET
ety < 2n
o i a ~B+l 20+l d
n \/“'2:»1 C2n41 = C2ns1%2551 *** Copa1 < 5T

Isezelitatea (1) ere loc pe baze inegalitdtii mediilor cacd se

vine Besza ci
T ° Al 20+l 2n+l
c?nol + ,7“4 + ees + 02,_‘1 s 2

210, Fie 3, = (=1et VB)%s (14 VDP, ne K.

1) fritagt cd 5 eete un suzdr intreg pentru orice n.

1) Celculati ouma
1-acd 22 - P .

111) Deconstrati ci 917+ 55 #5855 # cee # Sy, este un muiziplu de

10.
Gh. Ivan, lector doctor, Timigoara.

1udicaties 1) ketoda I~a, Notind x = -1+1 ‘5 s ¥ = =14 /5 rezul-
44 ci x+y = =2 91 xy = 4; ‘Ktunci Sp = -an-l + 4%-2. Cum 5, = 2, s1 n
.= =2 rezultd prin inductie cif Sn este numldr intreg pentru orice ne¢ N.

Eatoda 11, Se \guuuna binomul luil Nowton gi se studiozX cozue

rile n par gi n hpq‘r. Avens
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W s, = 2070172 362 w(-1)m43%ch (-)P6335 ee}

Ketoda s IIT-a. Folosind scrierea trigonometrick avem

~141 V3 = 2(cos %‘— + i sin 3;— ) gl -1-4 V3 = 2[cos(~ %:),

+ 1 sin(- %1-)J
rezultl

(@) s, = 2™ cos 3§£1 .

Cum n €2 deosebim cazurile n = 3k, n = 3k+1 gi n-= 3k+2. Atunci

s 35 3k+1 3k+2
(3) Sy =277 5 Sy = 20y Sy, w2
Prin urrare Sn este pumir intreg pentru orice ncW.

11) Conform egalitit{ii (1) pentru n = 3k avem

(4) sy=2((-12 ()38 2302, 4 (13364 32 of, (1) P oS+
DTS B ISV P NN L S - R

Din (3) ¢i (4) obginem:
IR NN LR L R L

111) Tinind seama de (3) obginem:
S) + 5, + 55 4 cuu #5855 + 530y + Sy = (2-2%2h) 4 (24 -
2% 42Ty 4 il e (23072 L2301 3ndly | 45 490,03 4 ...
+10.29%73 0 10(2 + 8 + ... + 8%°Y),

Cll. Fie numerele naturale a ale ciror ultime patru cifre sint

1910 incit a (107.
i) S¥ Be arate ci printre aceste numere existi numere divigibile

cu 1911.
ii) Determinati numerele a divizibile cu 1985,
Gh. David, lector univ.,, Timigoara.
Solutie: 1) Numerele 104 i 1911 fiind prime intre ele existi

dou¥ numere k,m € n™ astfel ca
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(1) 10%.¢ - 1911e = 1

Atuned & « TTTIOIC = 10%. + 1510 = (1 + 19113) + 1510 = 1911(m+

+ 1),
o Desl exiati aumere a divizibile cu 191l.

ventru s arita ci existi nuzere 8 zal aici declt 1()7 divizibile

cu 1911, dia (1) deducen

zask s Hfsles
Se impuse conditia ﬁ%ﬁ—“- = ret® dect
k-ar e 5 len
De asexmeonea ;}-i%;’—l- = t€ A, de unde
r=3t+ Zfﬁ—l e

In contizusre, 3in coaditia r € N, dect

te2s s 22l
272 3.y € o* atrage dupd sine

e sessenea Siox—t

e = 2u -

2t2l | ge 6, rezults

nilen”
91 3 € 6% daci 2821 |y e ¥, Rezultz
s
ventru v s 1 rezulti u = 13, 8 = 25, t = 63, r = 214, « = 919,
m = 4809. Deci a = 10‘.k + 1910 = 104.919 + 1910 = 9191912 = 1911.4210
ii) Pentru ca numirul a = . . . 8% fie divizibil cu 1985
este neceser ca
(2) & =10%%k + 1910 = 1985m, k,mei™
Din (2) rezultd
2= (5ks1) + 15 Kgpd
31l m€ b dacd
k-1 = 397p cu peN,
Rezulti
(4) k=297p+1 cup=0,1,2,... —_
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Conditie ca & <107 impune 10%k £9990000 edicd k <999,

Din (4) deducem c¥ valorile posibile ale lul p 8int p=0, p=1 51
p=2. Deci existd trei numere a care satisfac conditiile puse gi anume:
pentru p = C rezultd k = 1 gi o = 11910

P =1 rezulti k = 398 gi a = 3981910
P =2 rezult¥ k = 795 31 u = 7951910,

Cl2, Intr-o multime formati din n elemente s-au ales 2“'1 sub-
rnultimi asifel incit oricsre trei dintre ele au un element comun., S&
se arate ci tocte aceste submul{imi au un element comun.

% % x (dat¥ le a XXX~a Olimpiad¥ de stat din Koscova)

Solutie: (prezentatd de prof.univ.dr. Gh.Constantin) Se gtie ca
multimea tuturor pirtilor are 2" elemente (impreun¥ cu mul{imea in-
s3gi gi cu partea vidad).

Din ipotez¥ evem cijwau ales jumitate din plrti si orice doul
sou trei dintre plirt{ile alese su elemente comune. Deci dil":"tro A gicCA
(complementara mult{imii A) s-a clc¢o numai una. De asemenea dac¥ By ol
Bz s-au ales atuncl rezultd cd printre piryile alese se afli gi ‘1“ 32
= D. Deci nu pot fi alese B;, B, gl CD fiindc& nu au elemente comunes

Prin inductie se arati cd dacd s-au ales pirtile Bl' B:_,.....Bk
atunci e-a ales gi ByNByN... NB,.

Prin urmare, dac# s-au eles 20-1 pirtl rezult¥ ci gl intersectia
lor se afl¥ printre ele gi deci toate acoste submul{imi au un element '
comun,

Observatie: Algoritm: Se fixeazd un element al mult{imii initie-
le gi se iau toate submultimile ce-1 contin (pentru oX pirgile lui
X - {x) eint in oumir de 271 g1 deci cele ce-1 conin sint in numkr

de 20 - 2871 o PPy,

Cl3. S% se determine laturile gi unghiurile unui triunghi in care
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se dau lungimile medianelor m., oy, gi unghiul C.

2 2 2
2 _b” +c a 2 _
Indicajie: Utiliziud formulele B, = —3—— =~ » Ty
2 2 2 2
I AL ) =l -n, (2p).

Din teorems cosinusului se obyine ci
2 .

2 a 2 2

musj—--‘-b - ab cosC i my

2
=32 +—2——-ab cosC
din care rezulti

% (a% + v?) - 26b conC = ol + ol (2p)
Se rezolvX sistemul omogen in necunoscutele a gi b
2 2 2
(b2 - 8%) = w2 -
% s ~ T (2p)
% (02 + e?) - 2ab coaC = ni + mi

iar din teorema cosinusului se obtine C iar din teorems sinusurilor s«
obtin unghiurile A gi B (3p).

Cl4. Ardtati cd existi triunghiuri echilatarale ale ciror virfuri
apartin la trei drepte paralele date.

Gh. Iven, lector doctor, Tixigoara.

Solutie: Dacd dl' dz, d; sint trei drepte paralele date alegem
sistemul de axe ortogcnale incit d1 este axa Ox, ier Oy este perpendi-
culara pe d;, (1p).

Ecuatiile dreptelor dl' d2 gi d3 8int respectivy = o, y = a, y=b

2% cu a gi b date. (1p).
&b ) ,
Eal Ardtim cd existX
' ~
|‘ ~ .. . dou# puncte Aedz. B€E d3
L : 1,/\ astfel incit 0, A, B sint
K
-1 L 5 virfurile upui triunghi
4
0

—7X

echilateral. (1p).

Dack z,, zy pint afixele punctelor A ¢l B atunci 2z, = u+is, 2y
= v+id (1p).
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Pentru ca 0, 4, B si fie virfurile unui triunghi echilateral eute
necesar gi suficient ca numirul complex
) Za

ey =

Zp - ZO ZB

séd aibd modulul 1 gi argumentul + Jﬁ— sau - 2;— (1p), adici:
ez ( 1+4i €V3 )
B H

z, cu g, (1p)
Rezultd
u+ia = (v+ib)( lﬁ;ﬁ) &> (2u-v+b €V3) + 1(2a-v £V3 -b) = O
u = 8= 2b gl v = 2a - b (2p)
eI vy F

Deci exist3 doud triunghiuri echilaterale OAB sle ciror virfuri

A gi P au afixele
a=-2b ia, 28 - b

= ib
EV 3 B eV *

%A
cu £=21, (lp).
£15. Dacd pe laturile unui petrulater oarecare ABCD construim‘}n
erxtericr pit-ate de centre 01' 02. 03, 04 atunci dreptele °1°J gi 020‘
sint perpendiculare.

Soiutie: Not¥m cu X, %, P, O virfurile pitratelor construite pe

e g laturile (ABJ, [BC], [CDJ;
”’ - B LN

———an

[PA], opuse respectiv vir-
furilor A, B, C, D.

Fie 7,, 2ps Zos Zpe Ty
Zgs Zpe ) afixele pugcf;-
lor A, B, C, D, X, K, P, Q
respectiv gi ‘01' i=1,2,3,4
afixele centrelor pitrate-

lor construite., Atunci
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3, + Zp + 3y i 2 LIt E
A .':"oz' 3 '103 -z ¢ Fo, H)

‘01 - ——
-
Deoarece AE = PX gi A¥ LAB aven ci ?‘—.—;; este ezal cu i sau -{,

~ 1
Rezalth sy-3y = -i(5,-23) 31 decl 1y=z3+1(33-3,) . Objinen %, * #lz, +
+spe(ep-z, ).
In z=od anslog, gisim:
o, = 3lsg + 30+ Al - 29)]
%o, * 305 + 5p-+ Mg = 2c)]
so‘ - 'zl'["b + 5, 0+ 4z - 2p)]
Pentru a aritas ci 010) (2} 020‘ sint perpendiculare este necesar

91 suficient sl aritiém ci
zZ, =2
o ° Lrd o~
RV R SR
0 0.
4 2
adick
Z5 - 2
z, -~ 2,
0y = 70,
‘Prin calcul direct, avem:
‘01 - z"l . (zorepz,=2) + L(zy-2,-2542,) oz
1.0‘ - zo,z (zn-zc-zaozAT + 1(:5’7,3-1‘:-:!)) y

C16, Determinal laturile triunghiului ABC in care se cuscosc

pel2, r=2¢t RS,
= B =

Indicatie; Avem e+bec = 24; abc = 4RS = 4Rrp = 480. Din relagia

p(p-a)(p=b)(p~c) = 5% « r?p? se glcegte
ab + be + ca = 188

Se resolvi eistemul asbec = 24; ad + bc-+ ca = 188; abe = 480

91 oo odtine a = 10, b a8, ¢ = 6,
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£17. Demonstrati ci pumcrele cozplexe de modul 1 care au ca argu-

ment Bolutiile ecuatiei
tgx.tg(n+l)x + 1 = o ny?2
sint afixele virfurilor unui poligon regulat cu 2n laturi.

Gh. Ivan, lector doctor, Timigoara.

Indicatie: Ecuatia dati se scrie asifel

tg(n+l)x = —ctgx &> tgln+l)x = tg(x+ -%— )& (n4l)x = x + J:-
+ k%, cu ke,

Rezultd x = —g‘— + —knz— s k€z.

Numerele complexe de modul 1 cere indeplinesc conditia impus¥
sint

ﬁ-coa(%»k%)+iam(%+k-§—)
pentru k = 0,1,2,...,2n-1,

Argumertele numerelor complexe 2y k=0,1,...,2n-1 formeazi o pro-
gresie aritmeticd cu ratis :nL gi prinul termen "}n_ « Imaginile
geczetrice ale numerelor complexe z,, k=0,1,...,2n~1 8int virfurilc
unui poligon regulat cu 2n lgturi inscris in cercul cu centrul in ori-

sine gi de razX egald cu unu,

C18. Deconstrati ci ecuaia (2-18)2 - (z41a)® = O unde n € K, p2

si a ecte un numir real nenul, are toate ridicinile reale,
Ch, Ivan, lector doctor, Timigoars.

Indicetie: Notiad -:—:i—:» = y, ecuatia devine yP-1 = o care.sre

réddicinile y, = cos ‘Znﬂ + 1 sin %%—k- cu k = 1.2......11-1 (pentru

k=0, ¥y = 1 implicX a = o).
A tunel 2, = 18 y——X- g1 se obyine - -a ctg B )
vem atunc X 1—.—’;- ;k = »

k= 1,2,.009n=10¢

€19, Pie ¥ un punct exterior unui dreptunghi ABCD ircit KD este
—
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perpendiculard pe planul (ABCD). Se noteazd cu U intersecjie diagont

lelor dreptunghiulul si princ x, ¥, 2 misurile unghiurilor forcate de

dreptele KA, KB, iC cu plenul (A3CD). Si ee arate c&:
1) B& = DB = KC = ND unde ¥ este mijlocul lui (iE),

41) planele {FAC) reepectiv (XED) sint perpendiculsere pe plen

(ABCD),
111) ctgzx + ctgzz = ctszy
Gh. lvanm, liector doctor, Timigoera.
Solutie: 1) Avem ED.L(..BCD). ADJ AR rezultd XA LAB, a~nalog

XC LAS (1p).

In triunshiurile direptun-
ghice AKE , CXB, DKBj XA, KC
gi WD sint azedisne, rezultX
RA = LKk = 335 RC = (kK » 32 gi
&D = & = RC,

Deci

NA = N2 = NC = ¥D,  (3p)

ii) In triunghiul dreptunghic D.E, OR este linie =ijiocie, re-

zultd ON || KD si cum XD JL (ABCD) avém 0L (ABCD).
Planele (NAC) si (ABCD) sint perperdiculere deocarece plenrul (NAC)
contine dreepta NO care este perpendiculari pe (A2CD) (vezi teorems

1 §3, Cap.V din menualul de geometrie), (2p). Analog plsnul (KED
gi deci (NED)L (A2CD), (1%

111) Avem ctgz gﬂ ctgy ED 3i ctgz = f—_g (1p). Atunci

2
cte?x + ctglz = 102 *CD ac? = % = ctgly (1p).

contine dreapta NO perpendiculari pe (ABCD)

ED

€20, Se consideri in spatiu irei drepte concurente in punctul 0
formind doud cite doud unghiuri de 45°, Pe dreapta d; se ia un punct
A incit OA = a, Si se determine distantele de la punctul A la dreptel:
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('.2. d; gl 18 planul determinat de dreptele d2. d3 fn functie de a,-

Gh. Ivan, lector doctor, Timigoara.

Solutie: Notﬁ‘n cu o planul determinat de dreptele 42 28 d;. Fie
0. ' ABL4, (Bed,)
ACLdy (Cedy)
AD Lot (Dex)
¢l 'AELBC.
Din{AB.LdZCﬂ(
AD Lo
Din(AD Lat

rezulti DB .L dzo

.) rozultl DC.,d-

Cum AD Lot , AEL BC€x rezultd DE.LBC. Triunghiu;ile COA gi BOA ring
dreptunghice 1soscele, rezultd AC = AB = OC = OB = 5%’} .
Deoerece triunghiul ABC este isoscel gi AEL BC rezulti CE = BE.
De asemenea triurghiul OBC fiind iesoscel gi CE = BE rezultd OE LB(

Cum DE L BC, OELBC, E€BC, rezultd 0, D, E coliniare.

A~
De asemenea m(COD) = {— . Avem 0D = a S22 Vo
— cer— 2cos %—
cos
Obyinem ADZ = 0A2 - 002 = a2 ——4& - a2(V3 - 1),
l+cos -{-

Deci AB = AC = 552 g1 AD =2 VVZ -1.

C21. Se di triunghiul OAB dreptunghic fn O. Pe perpendiculars in
0 pe planul (OAB) se ia un punct C. Fie E gi P proiectiile pe laturile
AC respectiv BC ale unui punct arbitrar D al segmentului (OC). Ardtati

cd:
EP2 c2(a? + ¥2 - ¢?)
cp® 28%0°

unde &, b, ¢ sint lungimile laturilor triunghiului ABC.
Gh. Ivan, lector doctor, Timigoara.

A~
Solutie: Notim misura unghiului ECP cu u. Aplicind teorema cosi-

nusului in triunghiul EFC avem
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£P? = cz24CF2-2C5.CP cosu
Din asem3narea triunghiuri-
lor ECD gi OCA avem

.g% = %g,deundora-

zultd
sc = EDi0C
De assemenea din aserinares triun-
[ ghiurilor PCD $i OCB aven
/
gg = g-g ,» de unde re-
CD.0C
zult¥ CP = = .
Atunci 2 2
. 2 2 2 A02
= cDe.ov cDh".0C chf.0v
EF? = B B -2 oom,
de unde rezulti
2 ~nl, .02 - 2 2
EP 2 _EC®+7ACS-2AC.EC cosu 2 AR .2 _c°
= 0C° == = OC - = OC
cD2 ac?,5c° ac?,pe? a?p?

Dia triunghiurile drepturznice OAC, GBC, OAE obiinem OAZ+0BZ = c2:
04240¢2 = b2; 0525002 = a2, rezult 2(042+082+0c%) = a2+b2+e2. Dect

2 . a2yl 91 inlocuind in relasia —25; = oc? —353— se obyine
2 ) cD ap

esglitatea cerutd.

£22. Fie Oxyz un triedru tridreptunghic §i A un punct fix al semi-
<reptei Ox. Prin A se duce én plan veriabil o care intersecteazd sermi-
dreotele Oy, Oz in punctele B respectiv C, Aflatl minimul expresiei
£ = OA + OB + OC + AB + 3C + CA

Gk. Ivan, lector doctor, Tizigoare.

Solutie: Kotdm OA = & (constant) OB = b, 2C = ¢ ( b gi c sint ve-

.ile). Avem BC =\/b!+c2 s CA = Vezﬂ:: gl AR = Vez+bz .
Deci £ = a+bsc+ Vazf-bz + Va§¢c2 + V‘uzm2 . Cum

3{"/5?' <+bsec
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3 3
3 V\/azwﬁ . \Iazﬂ:5 . VbiwE £ Vaim5 + V-Eocz 4V b%4e®.

rezultd

3
£>3 sal'n: + J\/Va!w! .\/aim5 .Vb!w!
Tinind seuma ci% Vaz«sz 2 V2ab ; \/.§w2 2 Vzae ['38 Vb!n!;
aﬁﬁ obtinem ci \/-zmE .\/uéwz\/bzmz 2 Vsazb!c! = 2\/2 abe.

3 é[ —
Atunei £23Vabe + 3V2 V& abe = 3(1+N)V3 abc . Egalitatea are loc
pentru b = ¢ = &, Deci minimul expresiei f este 3(1+V Z)a.

€23. Pe perpendiculara in A pe planul triunghiului ABC ee conside-

r% un punct D. Ardtatl cd decX E gi P sint proiectiile punctului . ps
déreptele DP respectiv DC atunci petrulaterul BEPC este inscriptibil.

Solugie: Deoarece AE] BD si ADLAB rezultd ¢ 4 DEA ~ 4 DAB.

- s 2
Teci P—E = %%. de unde obiinem c¥ DE = %g—.

Analog din DALAC, AFLDC avem A4DFA ~ ADAC, rezultd %11; = ﬁ .

2
de unde DF = % . Obginem %g = F%—?w gi %E = s%m , rezultk
% = %g . Atunci ODEP ~ADCR gi rezult¥ cd patruleterul BEFC este

inscriptibil.

c24, Fie x, y, z misurile unghiurilor fornate de diagonala (DB')

a paralelipipedului dreptunghic ABCDA'B'C'D' cu muchiile Dk, DC, DD'.

Demonstrati

2

coazx + coazy + cos“z = 1

= =n' =

Solugie: Unghiurile formate de diagonals (DB!) cu muchiile DA, IX
DD' sint respectiv 4 ADB', & CDB’ el £ D'DB'.

Notind DA = a, DC = b, DD' = ¢, DB' = 4, se gtie ci LN 12

¢b2+cz
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Anlicind teorema cosipusuiui - ighiul ADR' obyinem

R I . a
A2T : T . R - = 3

cosx = E—rEpUET

-'Ap.li: ind apoi teorema cosinusului is sriunghjurile CDB' respectiv
—

D'DB' obtincm

Avem atunci ) 2 »
_cos?x + cos’y '+ cos?z = ‘—"’%2-—"—"— al

gj; Se consider¥ tetraedrul CABCD]. Un plan variabil intersectee
2K muchiile [BCJ,[CA],[AD] gi [DB] respectiv in puactele ¥, N, P, Q
ant.tel incit patrulaterul iiPQ este un paralelogram.

S3i se demonstreze cX oricare doud din afirmatiile de mai jos im-
-}Itc!,-,pe_ cea de a treis:

1° 5 [MNPQ) este maximi;

2° MNPQ este romb;

3° (aB) = (cD).

S m I. Albu, lector doctor, Timigoara.

Solugie: Din conditla ci UNPJ este paralelogram se deduce c¥
AB(IMN I'PQ 91 CDI RP I QX.

19 + 2°= 3% 6 (MNPQJ maximd dacd gi numai dacd produsul MN.KP
este maxim, deoarece orice L'K'P'(C
an alt paralelogram determinat de
aceeagi manierd, unghiurile lui
MNPQ gi cele ale lui L'N'P'Q' sint
respectiv, congruente, iar rapor-

tul ariilor

ShMm _ _ku.we
CIETNPTQD T TXHTLAT P

Jin asemindrile ACMN ~ ACBA, A4A 4 kN cu
» NP A~ 4 ACD avem 7B 7Y gi
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g = % . Adunindu-le, obt:nem
N KP
(1) I * T =1
Pe de altd parte, avem
i - MN NP
(2) MN.NP = AB.CD. 53

deci MN.WP este maxim daci gi numai dacX g . 5]]; este rwaxim; cum din
(1) suma acestor rapoarte pozitive este constant ( = 1), rezultd ci
i?B‘ . g% este maxim cind % a %% -% . Agada; MN = % AB, BP = % cD
(planul secant conf{ine mijloacele muchiilor). Cum 29: implick MN = RP,
rezultd AB = CD, sdicd 3°.
1° + 3% = 2% Din 1° am dedus MN = § AB, NP = } COD. Cum 3°=;
=)MN = NP, rezulti cé paralelogramul MNPQ-este romd, adicX 2°,

2% 4+ 3°=1° 2° =y MN = NP, care impreuni cu 3° implick. InS =
:‘% = % deci NN este linie mijlocie in triunghiul CAB, M este @i Jloonl
lui (BC), deci 6 [MNPQ] este maximi.

C26. Si se determine locul geometric al punctelor (din plan) egal

depiirtate de trel drepte distinocte din plan. Discufie.
A. C. Albu, lector doctor, Timigoara.

Solugie: 1) Dac¥ dreptele a, b, ¢ se intersecteaz¥ doul cite donlk
formind triunghiul ABC, locul este format din pairu puncte, punotul I
de intersectie s bisectoarelor interioare e:lipunotolo I.. -Ib. Ie' con~
trele cercurilor exinscrise triunghiului ABC.

11). Daci drnpfole a, b, ¢ sint concurente in O, locul este punc-
tul O,

111). DacX a|lb gi o le intersecteaz¥, locul este t\omt iin douk
puncte aflate la intersectia bisectoarelor interioare pi oxurlo;p ale
unghiurilor &(a,c) o &(b,0).

iv). Dack al bl ¢, local ests malyimes vidk,
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227, 1) Demonstrati proprietatea: pentru orice dreapt3d d ce irece
srin ceptrul ds greutate G sl triungtiului ABC gi tsle lasturile A2, AC

respectiv in punctele Bl’ cl. avem relatia:

A3, —A%- = 3,
1 ~v1
2) Geaereliza{i proprietstea 1) considerind cazul in care dreapta
d tale medisne AK (X € WPB|) iotr-un punct K, 4 G; rezdsi{i ca un caz

particular proprietatea 1).
3) Generalizaji proprie*rira 2) considerind cazul in care A este

o ceviand pentru csre aven =k { 4 =1); regdsiyi ca un csz parti-

B

cular proprietates 2).
A, C. Albu, lec:or doctor, Tirigoara.

Solu4le "veectorialZ": 1) Avem I'-_G'-Jﬁl + (l-a)ﬁ ; observind
avem AQ = % A—g. v % (;\Jﬁ + A?.), daci punem 31 = prﬁ, A?l - q,‘\.e.

abtinem:
PNV I TN ApiE e (1-20eRe,

de unde Ap = )1»', (1- A)q -% . Elizinind pe 7 obyinem —; . % = 3 adlci

relahia cerutd.

2) Aven I&l = 1_31 + (1 =A ~"‘—‘?1- unde B’l - piZ, i..'?l -2 o

f».—fl . il = 5 (A% o R); inlo-
cuind in prima relsiie, ob{!{nea:
§GR - R -3p 2. -ayke,
dect

F=Ap . 5-(1-3)2
Eliminind pe A , obiinex rela~

12
1 iR 5T iv
A e A A

Pentru K, « Ged, resultd —:.-;— =3, dect proprietates 1),

3) Procedind analog ca la 2), gi {inind seams c¥ AN = Té? ry- 30
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+ 1‘:1 R. obtinem

T B+ R - i (- 21438,

de unde
rk
+

TP TR 0-dar
Eliminind pe A obyinem relajia:

Lk _kpaeg
T P+q
adicd
i (—;:_: s AC . A
1 Acy Al

Pentru k = 1, se obtine relatia din 2).

C28. S& se determine locul geometric al

depiirtate de doud drepte distincte.

punciclor din spatiu egal

®E X %
Solut: considerd trei
cazu:” nb =8 ; 11)

allb; 1i1) anbd £ 6.

i) Fie AB segmentul
pe perpendiculara comunk
p'e a, b 51 o{ planul media
tor lui ﬁ; se vede of
d(M,a) = d(M,b) de unde se
deduce ci-M, apartine_blue-:
toarei unghiului lﬁ)\Q.

Deci locul este format din
dou¥ drepte prin O, situa-
te in plenul « , bisec-

toarele interioar¥ @i ex~

A
terioard ale unghiului POQ
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i) anb, fie AB segmentul unei
ﬁ perpendiculare cozune. Locul este pla-
nul mediator al lui ITB. ¢i el nu de-

4 —
pinde de alegerea lui AB,
i11) Pie o{ planul dreptelor a,
[ b. Conform teoremei celor trei perpen-
~

dicolare, locul este format din douX
plane perpendiculare pe o , care taie
pe * dupd bisectoarele interioar}
gl exterioard ale unghiului < (a,d),.

Noti. Solu;iii:;x;;)b-lemelor ?li;: acest peregraf marcate cu aste-
risc au fost redactate dupi cum urmeazi: profesor k. leacgu, Caransebeg
(AS; Bl; Cl13), lector Gh. David, Universitatea Timigoara (Al, A2,
A6; C8; Cll), lector doctor Gh. Ivan, Universitestea Timigoara ( B4,
B6, B7, B8, B9, B10, B1l, Bl2, Bl3, Bl4; Cl5, C16, C23, C24); lector
doctor A.C. Albu, Universitatea Timigoara (C28).
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2&=§9=2'§£!£'§=259?&2’3&25.24IE.HJR&%!&.;.H::..J! a
28220 KABTIE 1986
Testul I, clasa a X-a, 28 martie 1986

_}_". S& se arate c& numdrul n = 7100_3100 are 85 de cifre gi sl
se determine ultimele patru cifre ale lui n.
L. Panaitopol, lector doctor, Bucuregti.
Solutie: Ardtim mai intii ci 7100 are 35 de ocifre adiclk 10“(

£7%%%¢ 10%5,

Prin calcul svem 7‘ < 10 sau 4.74<104 san 210.72°< 1020. deci
72°< Lgi% . Avem -]%;g— < 1017 decarece 103< 210. Rezultd 72°<
<1017 g1 dect 7190 1085,

De asemenes avem 75) 214, dect 725> 20 . (2197, (20%)7 21021
Rezul tif 103‘ Z 7100.

Aritin apoi c& 310 are cel mult 80 de cifre.
Intr-adevir, 31°% 10%° dack o1 numai dack 310¢ 10845>3%¢ 104,

ceea ce este evident.
. 100 100
In concluzie, deoaréce T are 85 de cifre gi 3 sre cel malt

80 de cifre avem ci n = 7100-3100 are 85 de cifre.
7300_3100 | (36.3)100_3100 _ 304 y _ ¢3.10%.397 «+ €2 5.202.5%8-

1 99
- ¢lppe203?, kem.,

3 03 s 4
C300-10 0 (mod 204

2
Clo00°10

2,398 3 5000( mod 104 =7
G150-20.3%% 5 7000( moa 104)
n ¥ 5000 - T000( mod xo‘) (> n = 8000( mod 10‘) adick ultimele cifre

ale lui n sint 8000.
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_2’_°. Dezonstrati cX pentru orice functie f:R— R, f(x) = x3+ax+m

existi c € [~2,1] astfel incit [f(c)} 2> 1.
D. ¥ibet, profesor, Timigoara.

Solutie: Printr-un calcul imediat se obyine
£(-2) + 2.£(1) - 3£(0) = -6

deci

j£(=2) + 2.£(1) - 3£(0)] = 6
¢l odtinem

{£(-2)]+ 2)2(2)] + 3]2(0)|3 6
adicd

6 max{{r(-2)}, eV, |22 6 &>
max { | £(-24, \£(D] (10N} 2
Rezultd cd existd ¢ €[-2,1] aséfel incit [£(c)] 2 1.

—_3°. S&d se arate cid dacid intr-un triunghi AEC cu unghiurile B gi C
ascufﬁ:b ipXltimea din A trece prin mijlocul bisectoarei ‘aterioare
din B, atunci urmidtoarele afirmatii sint echivalente:

(1) =B - A

(11)  §(AEC) = AB2. "5? .

A. Pi:aciu, profesor, Bucuregti.

Solugie.: Pie AA' iniltime, A' € (EC), BB' bigectoere, B' €(AC),
AA*N BB' = {P.

Considerdm A™ € AP, astfel incit PA" = AP, deci A" 1n exteriorul
triunghiului ABC, far P mijlocul segmerntului AA",

Se calculeazi ugor A'A" gl se¢ obyine:

ATA" = AB(1 - cosB)tg —g—

Din aseminarea triunghiurilor A'A"B gi A'AC avem:

sinB,cosd

A'C = AB,
(1-cosB) tg 3

sinﬁ. cos%

ABZ ~ ~
Se obyine O(ABC) = =3~ . sinB( cosB +
(1-cosB) tg 3
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Schivalenta cerutd se reduce la a demonstra ci afirmatiile
(1) wd = 1‘3—
(i4) sinB(cosB + Mﬁ )= V3
(l-cosB)tg¥5

sint echivalente.

- ~,
rrin inlocuirea m(R) = g’ se obfine imediat c¥ relatie (11) este
adevirati,

8

Fle tg 5 = t. Efectuind calculele in relatia (1i) ee obgine e-
cuatia

Vi e2t2s Vit-2a0

care ere o singurd ridicini reald t = —1_ , deci m(’B\) = —‘;—.

i°. Sii se determine locul geometric al punctelor din spatiu, ast-

fel incit in triunghiul ABC, unde P gi C sint fixate, expresis

z.ainZB.sinzc e¥ fie maximi.

s(A,B,C) = R
= = =
2,2.,2 2.2 2
Solugie: g(A,B,C) = 2RsinB.2ReinC.cosB.cosC = b.c,B S =P 8 b ¢

4 2_.2,2
=e—§b-c2
a2

48 2 2.2
Dar (b°-c)€ 5 0 deci g(A,B,C) € ——,

maxirul se obyine cind b = c.

Locul geometric c3utat este planul mediator al segmentuluil BC, ex-

ceptind mijlocul lui EC. Reciproca este imediatd.

Testul II, clesa & X-a, 29 martie 1986

1°, Se considerd numerele:

3, 66 .
gnnl-cnicn eee

1 4 7
bn--cn+cn-cn+...

.2 5 8 _
°n'cn'cn*cn eee
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-2 .2 L 40
Ardtati cd pemtru orice nz 2, u'zl +o, +cp - ab, - b, - e, 3

D. llihe;.'profesor, Timigoara.

Soltijde: Ple €eC, € = -l

Notim Sn = ai + bi + ci - 'nbn - bncn - 8y

Printr-un calcul imediat se obyine
2 - -2
S, = (8, = Eb, + E ceg)e(my ~Euby + Eecp)
2 s a

Der s, - €.b, + € ey = (1 +€)

a, - E.p, + Ez.cn =(1-€)°
In concluzie
S = (o) 148N m Qe €+ € + ¢ L€)7 = 3% 51 egalitates

este demonstratl.

Eo. Se gtie ci:

— n
£:(0; -1'2—]_9 [a;b], f(x) = ;7cosx + VBInx (n22) este sur-
Jectivi, Precizati numerele 8 gi b g1 monotonia lui f.

V. Radu, lector doctor, Timijoara.

Solutie: f£(x) = asinx + Vcoox ;sinzx + cos’x = 1, oricare ar
1 xelo; -%—}. oricere ar fi n £8, £22. Polosind inegalitatea lui

Jensen pentru h(x) = V; ,» x2, 0, obgjinem:
\/uaInx + acosx 2 \f 8inx + cosx ¢ VVZ(Blnéx + cos?x) _ 1
—r——\; -2z - 2 Vv

unde am folosit inegalitates a + bévz.(az+b2), oricare ar fi a,b€ R.

AR\
Deci f(x) £2. .
2 n,
Am obyinut ok a = 1 g1 b =2, /L,
o vz

Deoarece £(0) = f£( -’i— ) =131 2 i y = 2."' L5,
TE

functia nu este monotoni.
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_}°. Se dnu patru puncte A, B, C, D in spatiu, dintre care cel
mult doud sint la o distanti mal mare decit 1 Sntre 010; D.tornim.:i
valoarea maximi a expresiei
&(A,B,C,D) = AB + BC + AD + CA + DB + DC

Solutie: S& demonstrim ci valoarea maximi s expresiei g(A,B,C,D)
este 5+ \/—- .

Presupunem ci |[AB| = max {IAB(,]BC[,{ADI.[CAI.[DBI, (DCU. Dack

[AB1<V3 , atunci max g(A,B.C,D)¢ 5+V3 .

Fle [aBl> V3.

Considerim sferele de centre A, respectiv B gi de razi 1.

Pie C, D apartinind intersectiei celor doud efere, douX puncte
oorecare. Avem |CD| £ |Mi|, IAC.I <|ax|, |BD] < {BN{, |Bcl< [BM(, |ADI<
LJAR|, unde LN o ooard¥ comunX celor douX sfere.

Dac¥ coneiderém cagul C M, D # X vom obtine egalitate .in fiecare
din inegalitZtile de mai sus gi vom obtine maximul expresiei clutate.
Problems 8-fu redus la o problemX de geometrie plani.

Avem ABLDC, AC = BC = BD = AD = 1,

Notdm ABNCD = {0} g1 €O = DO = x.

Atunci 40 = B0 = V1 - x2 , unde x €[0; 3.

g(A,B,C,D) = 2x + 4 + 2Y1 - x! B

Ple £(x) = x + V1 -2 , £ [0; 3] R.

S4& oalcul¥m meximul lui f£(x).
Pie x = siny. unde yé€ [0; -{—J. pentru ci x€[0; !] rezultk: f(,)-
= siny + cosy = Y2 .cos( -ﬁ— -n<Y2 oos( -%- ) = V2 cos —f!-

- —{-}7—’—1 , dupX Snlocuires lui coe 16-
Decd maximul lui g(A,B,C,D) este 4 + 2. _{2_!_*_}_ « 5+ V3.

i’. Demonstrefi ci pentru orice pstru puncte distincte éin spatiu

urmitoarele afirmatii sint echivalente:
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(1) Ayy Age Ay 8t Ay 8int virfurile unui dreptunghi
(2) Pentru orice punct M din spatiu
2 2

2 2
nl 0“,-“20.“

Solutie: S3 ardtim cd 1) => 2).

Ple {03 = A1A3 NAsA,
Aplicind teorexa medianei in triunghiurile “1‘3 sl mzk‘ vom Ob-

2 2 2 1 2
tine: lﬁz + IA‘ = 2.E0° + 3 .A1A3.

2 2 2 1 2
IAZ + n‘ = 2.K0° + 5. AZA‘
Dar AjA; = AA, implicE MAZ + EAZ = a2 4 1a?
143 = Aghy imp 1 ¢+ Ay = MRy ¢ KA.
S& demonstrim implicatia inversi:
Pile K S Al' respectiv ¥ = "3’
: 2 2 2 _ 2 2
Vom avea: A1A2 + A1A4 = A1A3 = AJAz + A3A4

Analog, pentru X = Az. respectiv K = A, svem: AlAg + A?A§ - AZAE a

= A4A§ + A‘Ag. Prin adunarea respectiv sc3derea relejiilor de zai sus
8se obtine Ahy E A4A3 si ‘1"4 = Azl‘}o
Pie 01. respectiv 02 @mijloecele segmentelor "1‘3' respectiv A;,AA.

Aplicind teorema medienei in triungkiurile .‘-'AlA3 si “':/‘2"‘4' folosind
: a2 ' 32 _ a2 2 " 2 2 _ 2 . a2
gi relatis Ml + kA} = “’\2 + m4 vom avea 4!(01 - 43[02 = A2A4 - A)A3,

pentru .orice punct M din spatiu.

Dacd M = 01 g1 apoi K = 02 se va ajunge la olog = 0, deci 01 H 02,

Cua cele demonstrate anterior se obtine cd A1.12A3A4 este un parelelogra

Din AlAg = All.g + A2A§, se obtine c3 paralelogramul este un dreptunghi,|

N¥oti. Solutiile problemelor prezentate in acest paragraf au fost

redactate de profesor I. Crigan, Arad.
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«§2: BOTE_MATEMATICE

wcopul acestul paragraf este si ofere mici sinteze expozitoria
sau contributil originale pentru aprofunderes unor tehnici noi sam
speciale in rezolvarea unor tipuri de probleme. Notele doresc sX orien-
teze pe elevi in lirgiree orizontului lor metematic gi a posibilit¥gi-
lor de abordere msi gensralX a unor teme din programa concursurilor

gcolare de matematiocX.

PRINCIPIUL IKDUCTIEI GOMPLETE
0
de

K. Neacgu, profesor, Caransebeg

In {17 principiul inductiei matematice se formuleaz¥ astfel: vy:
"Dac& o propozitie P(n), n fiind un numir patural, este sdeviratd
pentru o = o, ¢i, din acees cXZ este adevdratX¥ pentru n = k (unde k
este un numdr notural oarecare) rezultX oX este adevidratX gi pentru
nucdrul netural n = k+l, atunci propozitia P(n) este adevirati pentru

orice numir natural n".
Culegerile uguale de probleme contin numeroase exemple care se

rezolv cu aceastf varianti.
Considerim c¥X este util a prezenta in materislul de fatX citeva

tipuri de protleme la care nu se aplicd variants prinecipiului inductiei

matemetice enuntat mai sus:
1°, S& se determine o functie f: i ——7“‘ care in@eplineste con~

ditiile:
a) f£(p) = p, dac¥ p este prim,
b) f(p.m) = £(n).f(m) oricare ar fi n,m € [ o
2°. Pie o functie £: N¥_» N™ fndeplinind conditiile:
e) £(k;.ky) = r(kl).f(kz) pentru orice k) € ol k, € 5=,

b) Ky £k =5 £(k)) & £(k))
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c) f(z2) = 2.
S4 se arste cd f(n) = n peniru orice n g &=,

3°, Pentru orice numir netural o, exjst¥ un nuzdr catural m el c
-umere returale Rl. 22, eesy Ag cu proprietatea ci ;-‘ke' {-i.lj (l=ks

<) astfel ca
= 4-71.12 + 32.22 4 e * ,i:‘.:nz

o . - . N
4", Pie 3irul (’n)neﬂ de cuzere reale, estfel incit:
1) &, =0, & = -é .
2) 8., =058, +8, peatruoricerg N.

Ci se demonstreze ci. girul (an)neb' este strict creszIitar.

In cazul exemplelor 1° si 2° rezolverea se face £2156ind urmitoa~

rea variant3 a priocipiulut inductiei complete pe mulgimes N s&u pe
rulgimes dpine ordonatd A = {x € & l x>,aj.

Vy. " Decd propozijis P(0) este adevdratd (res-ectiv r(a)) ¢i im-
plica;ia[}'(k) este adevirstd pentiru orice kfn]' =>P(z+l) edeviretd(res-

pectiv ny s ~oC4n), etunci ©{n) este umdevirati pen.ru orice mne€ Li".

Sciutis exemplului 1°.

Ir reiatic ) Inlocuind pe n cu 1 si m cu 1, ocyicem £(1) = fz(i).

Cum £(1) £ o rezultd f(1l) = 1. Tinigé secme de a) rezuiti f(2) = 2,
4'

£(3) = 3, £{5) = 5, etc., inr din b) rezults *{4) = £(2).2(2)
£(6) = f(z).r(;) = 6, ete. Intuim ci f(n) = 2. lotim cu #(n) ;ropoziyis
" £f(n) = o " g1 demonstrim prin inducyie.

P(1): f(1) = 1 ecte adevireti.

Fie f(k) = k oricare er fi k (l<k <a).

Deci n+l este prim ctunci f(n+l) = n+l.

LecX n+l nu este.prim, etunci existd kl °< n+l 34 “2 (n+l, aetfel
ncit n+l = "1“2' Deserece kl «<n gi kz <n avem f(kl) = kl gi f“‘?) =

k, g1 deci f(n+l) = 2k k,) = f(kl).f(kz) = Kk, = o+l,
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Deci implicetia P(k) =>Pm*1) este adevirat¥ pentru orice k ce indepli-
negte conditls 1< k<n. Se constatX ci functis f: N E¥, f(n) =
indeplineste ccnditiile a) gi b)., Dic rezolvare rezultd gi unicitatea
ei,

Solutia exemplului 2°.

Ple propozitis P(n): f(n) = n".

Propoziyia P(1) este sdeviratd, cici (1) = £2(1) gi cum £(1) £ o
rezultd f(1) = 1,

Precsupuhem f£(k) = k, pentru 1<k £n. DacX n+l este par, atunci
exieti k, 1 €x%p, setfel incit n+l = 2k gi £(p+l) = £(2).f(k) = 2k =
= n+1l, Dacd n+l este impar etunci existd k, astfel Incit 2k < n+l < 2k+2
odic® n+l = 2k-1. Deoarece lekk+lén rezultX £(2k) = £(2).f(k) = 2k
si f{2k+2) = f(2).f(k+l) = 2k+2, Rezultl c¥ 2k ( f(n+4l) < 2k + 2 gi dec:
f{n+l) = 2k+l = n+l,

Icjlicatia P(k) = P(ntl) este adeviratd pentru orce k<n g1 deci

{a) = n.

Funciia f: K¥— K, £(n) = n indeplinegte condi{iile &, Db), c).

Pentru rezolvares exeplului 3°. folosim verianta:

V3= » Pie e €M, k ¢ N* gi P(n) o proprictate referitoare la un
numir natural n a.

Daci
1) Prepozitiile P(s), P(a+l), ..., P(e+k-1) eint adevirate gi

2) Implicatia P(n)—pP(n+k) este adeviirati oricere ar fi n> a, &~
tunci propozitie P(n) este esdevdrastd pentru orice > a™.

Solugis exerplului 2°.

Not#n cu P(n) propozitia din enung.

Propoedjiile P(o), P(1), B(2), P(3) sint adevirete cici 0 = 12 +
422-32042-52-62+723

1212, 22-02-22-3244% 3.a%.22
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von aritae cd implicatis P(n) —> P(n+4) este adevarati pentru orice
n.

- 2 2 2 2
Precizim mai Intii cd 4 = (m+l)C - (m+2)° - (2+3)° + (m+4)“. Dacd
}.112 + )2.22 +oeee + }n.nz atunci n + 4 = )1.12 + A2.22 ¥+ oaee
+ )«m.m2 + (0e1)2 - (me2)? - (m+3)2 + (m+4)2, Deci implicatia P(n)-—
P(n+4) este adeviratd => P(n) este adeviratd pentru orice t neatural.

In cazul exemplului 4° folosim varianta:
’
V4x ®*Pie a ¢ N, kK eN* g1 P(n) o proprietate referitoare le un numir

natural n2 a,

Daci:
1) Propogzitiile P(a), P(a+l), ..., P(a+k-1) sint adevirate

2) Implicatia P(n)AP(n+l)A ...NP(n+k-1) => P(n+k) este adevira-

td, pentru orice nzae,
atunci propozitia P(n) este adeviratd pentru orice n 2a",

Solujia exemplului 1".

Ple P(n) propozitie "X, L Xael m,

P(o): " x, < x; " este adevirati.
Din b) obyinem Xy = le + Xy = z . Rezultd c# gi propozitia P(1):

x; £x, este edevirats.

vaci ( xF 2 Xp N (x5« x5) atunci (52,1 < 5%, 5) s1
(xpc ‘541) D5%,,) + Xy £ 5%, 5 + X, adicd implicsfia P(n) AP(n+l)
3P(n+2) este sdeviratf pentrn orice n € N, Rezuiti cid Xy & Xy, pentru

orice n € K gi deci girul (xn)nsll este strict crescitor.

Observagie 1. Varianta Vl, prezentatd in (1] tine seama c3i mul-

$imea I e3te bine ordonatd gi cl orice element, cu exeepyies celui msi

xic element, posedd un ppudecesor imediat.
Variante Vz. tine seams numai cd relatia de ordine uzuald determi-
n8 pe multimes N, o structurf de multime bine ordonati.

vsrianta "1 nu este aplicabild intr-o multize bine ordonatd irn care
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ist¥ cel pujir doud c¢lemente care nu posedd predecesor imediat,

Bx lu.
Fic mulyimes ordonatd N x I, care are cs prim element pe (0,0).
Succesorul imediat al elementului (n,m}) ¢ N X I este (n,n+l),-

-

Fie propozitia:

P(n,m): " n + % + 3 k%o (mel)(me2)(2me3) ';":2 2m+3

Se eratd prio inductis cZ P(o,0) este sdeviratd iar implicatia
P(n,m ) =5 P(a,m+l) este adevirati oricare ar £l (n,m) € Xx N (exerci~
fiu).

Vom ardita fn continuare cd# Propozitia P(n,m) este falsi oricare

ar fL nd> o.
o+ P
n *% R }_J K2 = a +§-+ (m+1) (m+2)(2m+3) > rn+l) (m+2) (2m+3
k=1

deoareca n £ o.
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Gz. Ivan, lector doctor, Universitatea Timijoars

In ceie ce urmeazi voz expune urele proprietiyi geometrice in lim-
bajul nuzmerelor complexe care pot fi utile in rezolvarea pe o cale mai
sizpld a unor probleme de geometrie.

Ple 17 un plan det ir care s-a zles ur sistem de coordopate orto-
gonals, reperul fiind {0, A, B{ i C-multimea numerelor complexe,

ExistX o funcfie bijectivid f:C —7 , care asociaszi fiecdrul nn-
zir complex z = x+iy (x.y ¢ ®) un punct unic ¥ €77 de csordonate (xyy:

fetd de reperul ales, numit imacinea geoszetric¥ A num3rului -omplex =z,

Dacd imaginea geometricd a2 lui z este punctul i, atunci rpumirul
complex z se nuzegte afixul puactului X 3i vom not u(z).
wungimea r a segzentulul Ci este modulul

nuriralui cozplex z; avem

) ]
n//QzG- c=lzl= \Vx® «y°
1
/ :? iar unghiul u forzat de édreapts OX cu
: sexziexa pozitivi a sxei Ox e=te arsucea~
¢

Ci L tul nuzirului sccpiex z; aves
u = ue C-;,,Z: )

Cu a;uto:&l msduiului r gi uwrgumeatulul u (zuzit argumeat redus)
un numir clicplex ge scrie sub forma

1) 2z = r(cosu + 1 sinu)
‘numitd forua trigsnometrici a numArului complex z.

Dack zy, Zp, ...,2; 6int zuzmere cozplexe acu;:.'t):i sint binecunsscu!:
urmitoerele rezultate:

(é) izl + 25 4 een bz £ 12z +123] + .0 + 12

>

N L N N U L RN M|

al
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(4) arg(zlzz...zn) = 8rgZ) + 8TEZy + .00 + argz, 4
z z
1] _ (%]
(5) —‘z = BT dacd z, 4 o
2
(6) ;rg ’_2 = argz; - argz,

(7) Daci punctele ¥y, K, au afixele 23, 2 atunci mijlocul M el
Z4 42,
segmentulul [t.:ln.:zj are afixul —‘%—2 .

*(8) Imaginile geometrice My, I =1,2,3,4 ale numerelor complexe
24y i=1,2,3,4 8int virfurile unui paralelogram H;M2H3M4 (propriu sau
degenerat) dac3 gi numai daci

Zy + 29 m 2, + 2
by 3 2 4 o
(9) Dacid Ml gl l:2 sint imaginile geometrice ale numerelor com-

plexe 2 E3Y Zy atunci lunzimea segmentului [Mlhi?] este deti prin:
My =z -2y
Exercitiul 1. Dac¥ punctele Hl gi M2 au afixele 2y, 2, atunci punc-

tul X care imparte segmentul [uluz’] intr-un raport k dat are afixul

2z, - kz
(10) Z = 1- 2

43
Demonstragie. Fie z; = xloiyl. zy = x2+1y2 si fu—; =k und's k<o
cind X aparyine segmentului [Mllﬁzj gi k> o in caz contrar. Deoarece
coordonatele lui M), M, sint (xl.yl). (x.‘,.yz) atunci se gtie ci M are

coordonatele

x, - kx ¥, - ky
R Al =
Astfel afixul punctuluil X este i
x - kx, ¥y - ky, 2; - k2, x

zexely = o +i T 0 ITTX

Exercitiul 2. Dac¥ punctele “1‘ lﬁz, l:3 au afixele Zys 25, 23 8-
tunci centrul de greutate G al triunghiului )51E2I£3 are afixul

Z, + Z, + &
() - Alp2tH

'y
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Deoonstrajle. Dacd K este mi jlocul segrzentuluil [E.’.lléz] stunsi

2.
zy = f_l_;__?.‘ conform cu (7). Punctul G fiind centrul de greuiate
al triunghiuloi KR ks rezultd c¢i G imparte segmertul EI:-:;] ir rapor-
tul -% gi deci coaform Zxercifiului 1 avem
1 2
zy + 523 2) + 2y + 2
2. = _ 3
G 1+ 3

Pl

Bxercitiul 3. Dacd :-!1(21). 1:22(22). Ej(zB) siat trel punctz in

planul x0y atunci

22
(12) FE08) = arg I,
®
(13) KM M, = arg i.—zl
L) zZ, - 23

(14) Kpo By, By sint coliniare daci §i numai daci

2, -2
z3 = zl ER
2 1

(15) dreptele M, 9 M3fi4 sint perpendiculare dacd gi oumsai

daci P

Zy - 2
l__2¢¢-m.

23-24

Dexonstratie. In adevir, 4..‘.'.20M1 = 4A0L'.2 - onl = argz, -
. 2
- argz) = arg -z—l- .

A} (v;\ Se gtie ci imagines dife-~
(> My
)

Y

rentei z3-2) este virful

'
"ﬁ‘(b‘ ¥ al paralelogramului
Oi-:lhi}h: iar izaginea di-

ferentei z,-2) este vir-

7L

ful %' e) pasralelogramu-
lui Olﬁl.\!zlc'. Se observi

ugor ci 4_113161&2 = JiOK' gi conform (12) rezultX egalitatea (13).
2, - 2

Echivalenta (14) este o consecintd a faptului cX arg z’ 1
2

-z
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wute o sau ¥ gl numerele complexe care au ergumentul o sau 7 sint
reale.

Echivalenta (15) este o consecinti a faptului c¥ unghiul drepte-
lor "1"‘2' H31£4 este -1; g1 pumerele complexe de argument %r— sint
pur complexe,

Exercitiul 4. Daci Ml(zl). Mz(zz). I,(z;). ll4(z4) sint patru punc-
te distincte in planul xOy atunci:

a) ¥, llz. 113 8int virfurile unui triunghi echilateral dacX gi

numei dac¥:

Zq=2 —
(16) lzy-25( = lzg-z4( ot '“'igT; - -51— sau -+
b) Ml' “2' II;, l4 8int virfurile unui dreptunghi daci gi namai
dacl:

A7) 2y + 23212, + 2., |91-zzl ¢ ,‘l-"Jl 28
;ll-:—-% cc- &

c) Ky, My, MJ( l4 sint virfurile unui pitrat dacX ¢i numai dsck

(18)  z) +29 =z, + 2, ol -:-i—:—-:f = 41 sau -1,

Demongtratie, Se aplioX exercifiul 3.

Exercitiul 5. a) Fie g, £)s 2y 23 afixele a patru puncte distino-
te coplanare. Atunci are loc relatie lui Ptolemeu:

(19)  (z-2y)(z, - 23) + (2 - lz)(13 -5) +(s- 33)(31 ~ 55)=0

b) Daci M(z), E,(z;), My(2,), lﬂ;(za) sint patru puncte distincte
in planul xOy. atunci are loc inegalitatea lui Ptolemeu

(20" P RERIPR YRR N TN

Demonstragie. a) Egalitatea (19) 86 gemonetreaz# prin calonl di-
rect luind z = x:iy i Z)y = X + 1’1:' k=1,2,3.

b) Conform relajiei lul Ptolemeu avem:

(z = z))(zy - z3) +(z - z.‘.)(z3 -2)) + (2~ 23)(21 -2) =0
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e unde

~(z - 2;)(z, - 23) = (z - zz)(z3 -2z) + (2 - z;)(z1 - zp)
i1 rezultd

I-(z-il)(zz-z})l = ’(z-zz)(zB-zl) + (z-zj)(zl-zz)ffI(z-:z)(z3-21)|+

+] ("’3)(21"2)1
Atuaecl avenm
l2=24] o |25-25(£ | 2-25] -123-_21} # [ z-zgf o[ 2 -2,
adici
ml.lez; < m:z.ulu} + W;.MIH.‘.

Pie ABC un triunghi echilateral gi K un punct ce a-
Pie XA cec mal

Problema 1.
psr{ine planului triunghiului gi diferit de¢ A, F, C.
mare dintre lungimile XA, LB, XC. Punctul K epargine cercului circum-

scrie triunghiului ABC daci gi numsi dscd KA = MB + KC.
Solutie: Presupunem c¥ K aparfine cerculuil circumscris iriurghiu-

lui ABC, rezult¥ conform teoremei lul Ptolemen ci
YALEC = MRJAC + KC.AR

A

gi cum AR = PC = CA rezulti

A = XE 4+ KC
Reciproc, presupunem cd KA = EB+LC
¢l calculim in patrulaterul LEAC

produgul lunginilor diegonalelcr

BA.BC. Avem:
MA.BC = (MB + MC).BC = BB.BC + MC.BC = ¥B.AC + KC.AR
Rezultd cd patrulaterul XHEAC este inscriptibil conform reciprocei
teoremei lui Ptolemeu. Deci K apartine cercului circumscris triunghiu-
lui ABC.

Problema 2. (teorems lui D. Pompeiu) DacH punctul K din planul

iriunghiului echilateral 5152“3 nu apar{ine cerculul circumccris tri-

urghiului K1M2E3 atunci existi un triurnghi sle cdrul laturi su lungi-
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mile nl. m:z, Iﬂ:;.

Solufie: Presupunem c& ki = max {k), MLy, M43 . Pentru a ardta
cd existd un triunghi ale c¥rui laturi au lungimile egale cu ml. Kl-'az.
:.5}.23 este neceear gi suficient s¥ aritim cX

Ell <_KE2 + HM3
Conform teoremei lul Ptolemeu avem:
.. < R .
ml led ‘mz.h].l(; + HI-;.KIHZ
.de unde t{inind sesma c¥ n2u3 = llll'.3 = lﬂlll2 obtinem
ulé K, ¢ lﬂl‘.3

Dac¥ sn aves lﬂ'.l = EL'-Z + lﬂ[3 atunci conform Problemei 1 ar rezul-
ta cd X apartine cercului circumscris triunghiului echilateral I1K213
cece ce caontrazice ipoteza.

Prin urmare )ﬂ:l Z ncz + EV.’.

Problems 3. Fie Alnlch1 gl Aznzczbz doud paralelograme, SE se
arate ci punctele A). 33' c,. D3 care impart in acelagi raport segmen-
tele ["1"2]' [3132]. [0102]. [lezj 8int virfurile unui paralelogram
eventual degenerat).

Solutie: Fie ;Ai, zni. zci. zDi' i=1,2,3 afixele punctelor

Ay By, Ci, Dy i = 1,2,3. Deoarece Allalclbl el A23202D2 sint paralelo-
grame, conform (8) avem:

i 2 + 2 = + 2 gl 2z, + 2 = + 2

) R e ST P T

Fie k raportul in care AJ, BJ’ 03. 1)3 impart segmentele CA1‘23'
[BIBZ_J'[CICL’I' [p,D,3, etunci afixele punctelor A5, By, C3, Dy (vezi

Exercitiul 2, (11)) sint:
-kz, Z. =kz -
z) ke, “p, ™8, ¢, %¢c, 2y e,
= _l—-z 2 = y 2= - T =S
(i) z‘; =% , 3, T-x CR , Dy * X

Tinind cesma de relatiile (1), (1i) prin celcul direct se sretd ci
Z, +2 - + 2
Ay T %oy By * Dy

gl rezult¥ cd A33303D3 cste un paralelogram,
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Observatie: Dsci in problems 3 se considerd k = -1, deci puccte-

le Ay, 53,‘03. Dy sint mijloacele segmentelor AjA, , ByB. , cic,
DD, , 8¢ obtipe problems 2, Cap.IV, din manualul de geometrie gi

trigonon;etrie. clasa 8 X-a.

Problems 4. Ple ‘1‘2‘3' BIEZBB doud triunghiuri cu centirele gde

greutate Gy, G,. Pie Py, 1= 1,2,3 punciele care impart segmentele

A,BJ, 1 = 1,23 in acelagi raport k. Si se arate cd centrul de -
i gre

utate G al triunghiului PIPZPJ.inparte segmentul [GIGZJ in reportul k

Solutie: Pie z, , zBi' zpi, i =1,2,3, zcl. zcz, z; afixele
-

a punctelor Agy By, i=1,2,3, Gy Gou
G, Din ipotezi, tirind seeama de Exer.
citiile 1 gi 2 avem
2 - ¥z
A B
(a) 2P1 - -—fr:-ri‘ . 1=1,2,3

1
(b) zGl S L zcz =

z +2 +
P, *%p, %P
(&) zg = 1 %2 3

Prin calcul direct utilizind rela-

title (8), (b), (c) obyinem:
Zg -k Z,
1

"I
adic¥ G imparte segmentul EGIGZJ in raportul k.

Problema 5, Pie A, B; C, D centrele de simetrie ale pitratelor
construite in exterior pe laturile unui psralelogram. Si se arate cd
ABCD este un pitrat, (generalizare a problemei 8, exercifii recapitu-
lative din manualul de geometrie, clasa a IX-a).

Soluties Pie M (z,), 1 =1,2,3,4 tneit E)li.K, este un parale-
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-vgram; rezulti deci z; + Z3 =2, ¢ Z4e

Pie k,Q,Q,K trat
1918, ps ul construit pe latura lez » 8tunci afixed
centrului A eete 2, = 5 (z1 + 2q ).
EIQIQEX? fiind pitrat, conform Exercitiului 4, (¢) avem ci:
%, = %2
—;;—:—;; -1 zqzzzz+1(zl-zz)
Z,+2,+1 (2, -
Dect 5, - Z2221(%0)
Pie ecum "29394l3 pétratul con-
struit pe latuia K 4 ¢i B centrul

s&u, Obcigem in mod analog cX:

Z,42441(2, =

o = 2253 27%)
| De asemenea

: 23+z‘+1(23-z4)

1 i —

. <
38

L . \\‘: B 2442y 41(2,-2,)

--------- 33 —*

Prin calcul, svem imediat cX
Ty +2; = zp + 1z
91 rezultd cX ABCD este un perolelogram.
Pentru a ardta ci ABCD este pitrat este suficient si aridtim ci:
p " %
P
este ezsl cu i sau ~i.
Prin calcul obyinem succeeiv:
zp -z, (z3-2) + 12z -(za+z1)] (23-2)) + 1(zp=z,) o, 4
I T Ty - e

Zp T %A

A=y 3 4%) _ 4 unde 2y =2 =X ol 2z, -z, =73,
-y + ix

Problems 6. PFie d1 8l d? doud drepte perpendiculare gi A un

punct ce apart{ine planului determinat de cele dou¥ dropte, Aratati



- &2 -

< < ws dreptelor date incit A, &, ¢
te = s1 C ce aparyin

z4 exietd dou¥ punc

ci fle vy§-furile upai triuagal echilataral.

e in plapul dat, rezerul deterai

je cels

$olutie: Putem eleg

Soluii€: L s s
- doui drepte perperndiculare

d; ai dy, 2u originea 0. rie

2z = a+ib afixul punctului dat

A. ilotim cu z5 = u §i 25 = iv

L afixcls puncielor '_’»ecl1 si

]

L a Cédz. ‘ -
‘Peptru ca A, B, C s fie virfurile urui triuaghi echilcteral este
L Yl SR )
necesar gi suficient cg numizul complex -%-:—-: 4 2ibi modulal 1

" .. Y .
gl argumentul egsl cu + —'i- sau - _1';_ (vezi Zxercitiul 4, 2).

Atunci putem scrie

Zz =% _1 3 Fe &
T, .§(1+Ei\/3) cu 1
adicd
zp -2y = % (1 +£iﬁ)(zc - Z,\)@
Eu-a-1b:30 VU - 2 - IS
E@lm-a+ e3(v -0 + 1 EV3 - b -VJ= 0D
w=bsyI-a givaafV3l-o.
Deci punctele B si C au afixele
za=biv—3-a gizcsi(ae\f—}-b) cu £=1%1.
Prin urmare, existd douX triunghiuri echilaterale AZT, care au

virful A fixat 31 punctele 3 gi C situste pe doui drepte perpendizuls-
re date.

Bibliograflis
(1 A, Cota i elyii, Xanuael de geometrie gi trigonometrie, Ed., Did.

91 Ped., Bucuregti, 1987.
[2} W. Mih3ileanu, Utilizares numerelor complexe in geometrie, ..

Tehnic¥, Bucuregti, 1968.-
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i ds catete de informsre metemeticd TISTE SI PROELELE CONER.
ser: =

GNCURSUL INTERJUDSTZAN

D ATSILTTCA "TRAIAN LALESCU™ (1i.

apirut: = . . .
Cgletul nr.l, ALGSBRA 9i GEOUSTAIS pentva clasa o 1X-g, pertes
I-s (coniine recapitulerea nojiunilor dts simneziv gi nod

. IX-a; scopera pro s
introductive din zenualele de clasa a IX-8; cera programa tes

tulul nr.l (sctombrie), clasa a I4-8).
Ceietul ar.2, ALGERRA gi GICHBTRIE pentiru class a IX-a, portea
a VI-a (continge ultims parie a manueleler de claze a Il-a 31 no-
$iunl introductive di: psnuelels de c1ass 3 X-a: ecoperd oro-
grama testulul nr.li (octocerie), clesa a X-a),

caietul or.3, ALGZERA §i GICLZTRIZ pentru clesa o L-a, partea &
y-a (contine ultims parte a zarualelor d: clasa i onogs-
uni introductive din =saualsle 2 zlas+ o KT-a: T irae
ma testulul ar.l (octomdrie), clasa a %I-a}.

Caietul ar.4, ALGZBRR, SECLETAIZ ARLLITICA 3i &7ALIZA

pentru clesa a XI-a. sartez u Vi-s {ceryire

aleior fe claca 8 ZI-g gi nojiuni ajutdsosre :l2s8 8
XII-a; acoperd prograca testului nr.l (cctosmirie}, ciass o ili-e
Caietul nr,5, ALGSBRA g GEJLITRIZ < (canyine
enunturile gi solujitle testelor prin cor2spsucdanyi de la edi-

tia 1987 pentru clasele IX-X).

Caietul ar.6, ALGIRRA, ALALIZL LaT:lLTICK
clasele X1-XII {coujine enunjusile =i zulugitle
coresponden;d de la ediyia 1937 pentru slasele

Ceietul nr.7, T337ZLE JOnSURSHULI 2HIN TCR ITRITA, -
1938, pentru clasele IX-XIIL.

Ceietul nr.8, ALGEERA gi 3ICIEZTRIZ pea

U

jecexirie), clasa 2
Caietul ar.9, ALGEBRA gi GIUXSTHIE pectru ciasa 2 X-a, parted
I-a (acoperi progrema testului nr.2 (deceztrie), clasa 2 {-8).
Cotetul nr.10, ALGERRA, ANAIIZ® “LiTZil 91 5 TRUE AaiTle
CA pentru clasa a XI-a, partea I-II acoperi prozrema sestulvi
nr. 2 (decembris), clasa a Xl-a).

Caletul nr.1l, ALGEBRR g1 AXALIZA iAT:il.TISA pentru clasa a ¥II-
8 piryile I-II (ecoperi programs testulul ar.2 (desemsrie).
Caietul Nr.)2, ALGEBRA ¢1 GEOXETRIE pertru clase a IX-«, pertes

& II1-a (acepers programa tesiulut ar.) {februarie) elasa a IX-8
Caletul wr.13, ALGEBRA gi GEOLT-RT
a Il-a

E pertru cinse a l-a, .ITMCh
(8coperk programa testalui or.3 (februarie) clasa a X-a).
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17.

18.

19.
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Caietul nr.14, ALGEERA, AVALIZA MATEMATICA gi GEOMETRIZ AKALI--
TICA pentru clasa a XI-a, partea a III-a (acoperl programa tes-,
tului nr.3 (fedbruarie), cleasa a XI-a),

Caietul nr.l5, ALGEBRA g1 ANALIZA MATEKATICA pentru clasa a
XII-a, partea a III-a (acoperi programs testului ar.3 (febrma-
rie), clasa a XII-a).

Caietul »r.16, ALGEBRA gi GEOMETRIE pentru class a IX-a, par-
tea @ IV-a (acoperid programae testului mr.4 (martie), clasa a
IX-a).

Ceietul mr.l7, ALGEBRA gi GECYETRIE pentru clasa & X-a, partes
a III-a (acoperd programa testului ar.4 (martis), clesa a X-a)
Caiotul ar.18, ALGEBRR, ANALIZA MATEEATICA g1 GEOMETRIE AKRALI-
TICA pentru clesa & XI-a, partea a IV-a (acoperX¥ programas tes-
tului ar.4 (martie, clase a XI-a)).

Caletul nr.19, ALGEBRK gi ANALIZK MATEMATICA pentru olasa &
XIl-a, partea u IV-a (acoperd programa testulul mr.4 (martiej,.
claea & XII-a),
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