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Daca v este nut · urmeaza imediat ea v aparµne 
\-

lui D. 
- -

Daca v nu este nul., dreapta vectoriala D' coniitund 
.:+ -

pe v este ortogonala lui P (nr. 8.4.3} ;rezulta atunci 
-+ - -

din teorema 1 (precedents.} ea D' = D., deci ea v 
apaqine lui .D. 
Avem in cele din urma :

- -+ -+ - -+ -+ 

v e D <;> v ..Lu §i v ..Lu', 
ceea ce permite sa enuniam :

-

TEOREMA / Fie P un plan vectorial inelus in spatiul
-+ - -

2. vectorial euelidian Es !Ji fie (u, u') o
-

bazi a lui P.
-

Dreapta veetoriali ortogonala lui P este
-

multimea vectorilor lui Es ortogonali vec-
torului ; Ji veetorului ;,_

hereltll. I. SpaJiul vectorial E8 este rapcwtal la o baztl orlonormal4 
---

(i, j, k). 
1 ° Sa se gtlseasc� un sistem de ecualii earleziene ale dreptsi vecloriale 
D orlogonals planului P conJinind eei doi fJtclori : ... ( 1) -(-2) 

u -i Ji u' � .

-

2 ° Stl se detennine o baztl a lui D. 
- -

1 ° Dreapta vectorial! D este mult,imea vectorllor " ortogonall cu 
-+ -u � cu u', avem deci : 

-;; l;) e D � f ! J. ! <> f ! • ! = 0 � { x - 2y + z = 0 (1)
z l v J. u' l v • u' = 0 -2x + y + 3z = 0 (2)

Relajlile (I) � (2) care slnt verlflcate de cltre coordonatele (f) 
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D 8�4.5. Plan vectorial ortogonal 
unei drepte vectoriale date 

... 
Fie Es, · un spaµu vectorial euclidian de dimensiune 
3 §i fie jj O dreapta vectoriala inclusa in Ea.

- -+ -+ 

Se §tie ea exista eel puµn o baza ortonormata (i, j, k)
a lui Ea astfel ea vectorul unitar 7 este o baza a lui ... 
D (nr. 8.3.3). 

Urmeaza atunci imediat ea planul vectorial P, pentru. 
care o baza este (J, k), este ortogonal dreptei vecto­
riale D.

... -

Reciproc, fie P' un plan vectorial ortogonal lui D;
... -+ 

pentru orice vector u aparµmnd lui P', de coordo-

(x) 
...... ... ... 

nate 
� 

in baza ortonormata (i, j, k) a lui Ea,

avem: 
... -+ ... -+ 

U l. i <=> U • i = 0 <:> X = 0. 

Rezulta din aceasta : 
... -+ -+ 

u =yj +zk,

ceea ce dovede§te ea : 

deci ea: 

-+ 

-+ -+ 

ueP 

-+ -+ 

P' cP. 

Planul vectorial P', care este inclus in planul vecto-
rial P, este deci egal cu P (nr. 3.1.G). 
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12.34' Spapul afin euclidian E3 este raportat la un reper ortonormat 

(0, £'.[k). Fie punctele Am. B m '1 cG) unde a, b, c, 

sint trei numere reale astfel lnclt : 
abc :f:. O. 

1 ° Sa se scrie o ecuape cartezianl a planului ABC. 
2 ° Sa se calculeze clistanta h de la punctul 0 la planul ABC. 

1 1 1 1 
3 ° Sa se verifice ea: - = - + - + - .

b1 a1 b1 c1 

12.35. Spapul afin euclidian Ea este raportat la un reper orto-
- - -

normat (0, i, j, k). Fie D dreapta care conµne punctul 0 fi pentru 

care un vector director este 1 '1 fie punctul A (D· Sl se demon­

streze ea existl doua plane care conµn dreapta D �i pentru care 
distantele la punctul A sint egale fiecare cu 1. 
12.36. Spaµul afin euclidian Ea este raportat la un reper ortonormat 
(0, 1, j, k). Fie P � P' doua plane cu ecuapile carteziene respective: 

:t - 2y + Sz - 6 = 0, 
:t - 2y + Sz - 10 = 0. 

1 ° Sl se demonstreze cl planele P §i P' sint strict paralele. 
2 ° Sa se determine multJmea punctelor egal departate de P §i. 
de P'. 
12.37. Spapul afin euclidian E3 este raportat la un reper orto-

- - -

normat (0, i, j, k). Se dau punctele : 

AW· B(!} c(i} 
1 ° Sa se scrie o ecuape a planului ABC. 
2 ° Sl se calculeze coordonatele proiectfei ortogonale H a punc­
tului P pe planul ABC. 
3 ° Sa se demonstreze cl punctul H este ortocentrul triunghiului 
ABC. 
12.38. Spapul afin euclidian Ea este raportat la un reper orto-

- - -

normat (0, i, j, k). Sa se determine numarul real m astfel lnclt 
distanta de la punctul 0 la planul P cu ecuatia: 

� + ,./3 (m - l)y + 3(m + l)z - 4(3 + m) = 0,

sa fie egall cu 4. 
12.39. Spapul afin euclidian E8, este raportat la un reper ortonor-

- - -

mat (0, i, j, k). Fie P planul cu ecuatfa: 
:t.+ y + z = 0, 
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tn MO la cercul C. Sl se determine mulpmea punctelor MO pentru 
care exista un numar real m astfel ea 6 = Dm. 

PROB�EME 

13..40. · Fie A §i B doua puncte distincte din planul euclidian· P i,i 
fie k un numb- real. Sa se demonstreze pe cale analitica teorema 1 
enuntata la nr. 13.1.6. (Se va raporta planul P la un reper o.orto-

- - -

normat (0, i, j) unde 0 este mijlocul lui [A, B] §i i un vector director 
normal al dreptei AB.) 
13.41. Fie A §i B dod puncte distincte din planul euclidian P §i 
fie k un numar real strict pozitiv !ji diferit de 1. Sil se demonstreze 
pe cale analitica teorema 2 enuntata la nr. 13.1.G. (Se va raporta 

--

planul P l a  u n  reper ortonormat (0, i ,  j) unde O este mijlocul lui 
[A, B] §i. 7 un vector director normat al dreptei AB).
13.42. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonom1at 
--

(0, i, j). Fiecarui numar realm i se nsociaza mulµmea Cm a punctelor 

M din planul P pentru care coordonatele (; ) verifica relati_� : 

x2 + y1 � 4mx - 2my + l0(m - 1) = 0 
, 

. . 

1 ° Sa se demonstreze ea oricare ar fi m, Cm este un cerc. 
Sa se construiasca pe aceeB§i figura C0, C1 §i C_1• 
2 ° Sa se determine mulfimea punctelor O,n, centrele cercurilor 
Cm. 
3 ° Sa se demonstreze ea exista doua puncte A i,i B, pentru care 
se vor determina coordonatele, astfel ea: Vm e R {A, B} c Cm , 
4 ° Fie 6 dreapta AB. Sa se demonstreze ea, pentru orice punct 

MO 
{ ;: ) care nu aparµne dreptei 6, exista un cerc Cm, �i numai 

unul, care conµne punctul M 0• 
5 ° Si se demonstreze ea mulµmea punctelor .1.lf din planul P avind 
aceea§i putere fata de toate cercurile Cm este dreapta 6.. 
13.43. Aceea§i problems. ea cea precedenta atunci clnd multimea 
Cm este definita prin : 

5 
a) Cm: x2 + y2 - 2(1 + m)x + y(l + Gm) + 5m - - = 0; 

4 

b) Cm : x2 + y2 + (2m + l)x - 2(m - l)y = 0. 

13.41. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonorn1at 
(0, 'i:]). Fiecarui numar real m i se asociaza multimea Cm a. punc-

telor M din plan pentru care coordonatele ( x) verifica relatia:
y ,, 

.,:r2 + ys - 2mx - 2(1 + m)y + 6m + 1 = 0. 
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1'a orice punct M din planul P se asociaza punctele R, S, T, pro­
iecµile ortogonale respective ale· punctului M pe dreptele 0A, 
OB §i A B. Sa se demonstreze echivalenta:

M e C # R, S, T sint coliniare. 

13.48. Planul euclidian P · este raportat la un reper ortonormat 

(0, -;: j). Se dau punctele A ( _; ) lj i B ( : ) • 

1 ° Sa se determine pe cale analitica mulpmea punctelor M din 
planul P astfel inclt MAS + 3MB8 

= 96. 
2 ° Sa se demonstreze ea exista un punct I � numai unul astfel

-+ -+ .... 
ea IA + 3IB = 0. Sa se demonstreze ea: VM e P 

3 
MA2 + 3MB2 

= 4MI2 + - AB1• 
4 

3 ° Sa se utilizeze rezultatele de la punctul 2 ° pentru a le regilsi 
pe cele de la punctul 1 °. 

13.49. Planul euclidian P este raportat_:,ta un, reper ortonormat
(0, r i). Fiecarui numir real m facem sa-i corespunda dreapta 
D,,.!pentru care o ecuatfe carteziana este: 

(1 - m2)x + 2my - (4m + 2) = 0. 

1 ° Sa se demonstreze ea exists un cerc C, pentru care se vor deter­
mina centrul §i raza astfel incit : 

Vm e R D,,. este tangentl la C. 

2 ° Existi un nu.mar real m astfel incit6 = D,,. pentru orice dreapta 
.6, tangents la C ? 
13.50. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat

...... 

(0, i, j). La fiecare nu.mar real m facem sa-i corespunda dreapta 
D,,. care contine punctele : 

M ( O ) §i M' ( 
2a 

as), a fiind un numir real strict pozitiv. 
l+m 1+-

m 
1 ° Sa. se scrie ecuatia carteziana a dreptei D,,.. 
2 ° Sa se demonstreze d. exista un cerc C, pentru care se vor 
determina centrul §i raza astfel incit: 

Vm e R* D,,. este tangenta la C. 

13.ot. Planul euclidian -p este raportat la un reper ortonormat 
(O,i, j). Fie C §i C' cercurile de ecuatii carteziene: 
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C : x2 + y2 
- 4x - 4 = 0; 

C' : x2 + y2 + 6x - 4 = 0. 

































































...... 
...... a
.......

...... ..... B 
...;:, 

Fig. 13 

puncte distincte A §i B §i numai doua, diametral
opuse pe sfera S (fig. 13). 
Prin urmare : 

{ D n S este o mutiime d(O, D) = 0 => cu doua elemente.

2. Daca distanta d(O, D) nu este nula., punctul fi
nu aparpne dreptei D. Se §tie atunci (nr. 14.2.t) ea
planul diametral P, care conpne pe O :ji D taie sfera
S dupa un cerc mare C de centru O §i de raza r : 

Pn S=C.

Cum dreapta D este inclusa in planul P, avem :

Dn P=D,

-ceea ce implica :

D n s = (D n P) n s = D n (P n S) = D n c. 

Rezulta de aici ea intersecpa dreptei D cu sfera S
·este egala cu interseciia dreptei D cu cercul C. 
Concluziile relative la studiul intersectiei unei drepte
-cu un cerc (nr. 13.2.1) permit atunci sa afirmam ea:
e Daca d(O, D) > t', D n C §i prin urmare D n S
•este mulpmea vida (fig. 14). 
e Daca d(O, D) = 1'., D n C §i prin urmare D n S
-este o multime cu un element (fig. 15). 
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Fig. 14 

Fig. 15 

Fig. 16 

e Daca d(O., D) < r., D n C �i prin urmare D n S 
este o mu11ime .cu doua elemente (fig. 16). 
Avem in cele din u.rma : 

d (0, D) > r <> 

d (0, D) = r => 

(1} 
D n S este O multime CU un 

element ; (2} 
0 < d (0

., 
D) < r =>D n s este O mul1:ime CU 

d (0., D) = 0 => 

doua elemente ; (3) 

D n S este O mu.11ime CU doua 
elemente; (3''). 

Din implica1:iile (3') �i (3") se deduce urmatoarea :: 

d(O., D) < r ::> D n s este O mulpme CU dona elemente (3} 
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12 1 Distanta · dintre doua 
Spatiul afin puncte 156 

euclidian 2 Ortogonalitatea a doua 
drepte 172 

3 Ortogonalitatea unei 
drepte cu un plan 190 

4 Plane perpendiculare 213 

13 1 Ecuapa carteziana a 
Cercul unui cerc 227 

2 Intersectia unei drepte 
cu un cerc 250 

14 1 Ecuapa carteziana a unei 

Sfera sfere 276 
2 Intersectia unui plan cu 

o sfera, a unei drepte cu
0 sfera 296 

15 1 Reprezentarea punctului, 

Geometrie a dreptei, a planului 320 
�

descriptiva 2 Probleme de geometrie �
descriptiva 344 

3 Schimbari de plan 353 
4 Rabateri 362 
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