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8 PRODUS SCALAR

8.1. Produs scalar pe un spafiu vectorial

8.2. Inegalitatea lus Cauchy-Schwarz

8.3. Orlogonalitatea a doi vectors

8.4. Ortogonalitatea a doud subspapii vectoriale

INTRODUCERE

Reamintim in ce mod a fost abordat studiul produ-
sului scalar in cursul clasei a II-a. Planul vectorial
fiind construit plecind de la planul P, am definit

-
o aplicatie a produsului cartezian P2? in R:
- = - =
(v, v) »u -9,

numitd produs scalar pe planul veetorial P, si care
posedd proprietitile urmitoare :

1. V(, 1) < P2 %-0=0-%
e —0, —0_-&.-' AJ,'_‘
2. Va <R, v@,;’,;)eﬁs{(“iul v=1t-vtu -
(au) -v=1a(u -v
3. Vu = P— {0} “-u>0

Pentru a defini acest produs scalar, ne-am folosit
de planul P utilizind nofiunile de ortogonalitate a
doudl drepte si de distan{i intre doui puncte,



Vom proceda in acest an in modul urmitor: E fiind
un spatiu vectorial §i E un spatiu afin asociat acestui
spafiu vectorial, vom defini mai intli un produs

scalar pe spatiul vectorial E adici o aplicatie a pro-

dusului cartezian E? in R care posed3d proprietitile
precedente 1,2, 3 si aceasta firi a utiliza spafiul
afin E, Nofiunile de orfogonalitate in spatiul vectorial

E §i in spatiul afin E, ca si nofiunile de normd a unui

vector din E si de distanjd dintre doud puncte din E,
vor fi deduse atunci din produsul scalar.

8.1. PRODUS SCALAR
PE UN SPATIU VECTORIAL

8.1.1. Definitie

Fie E un spafiu vectorial pe corpul R al numerelor
reale.

Se numegste produs sealar pe E orice aplicatie ¢ a
produsului cartezian E® in R:

sy -y

(4, 9) > o, v),
care posedd proprietdfile urmitoare:
1. V@, v) € B2 o(x 1) = olv, u).

2- Ya ER: {

ot -+ W, 9) = o, v) + 0w, 1)
o(an, v) = ap(u, v)

=

V(u, w', v) = E?
3. Vu<E— {0} ou u)>0.
‘Daci spatiul vectorial E este inzestrat cu un singur

produs scalar ¢, dupd cum va fi intotdeauna cazul
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in continuarea acestui curs, numaml real :p(u v) este
nutmt produsul sealar al vectorilor “ siv 51 este notat
“ - v; proprietatile 1, 2, 3 se scriu atunci:

- — - -

1. \7’(14,1))eE8 U -V=0-u

(u+u’) v=1- v+u ‘v
(au) v-—a(u v)

3. VEEE—{()} w-u>0.

Observatii. — 1. Pentru orice bivector (u_: v_)' pro-
dusul scalar % - v este un numir real si nu un vector ;
produsul scalar pe E nu este deci o lege de compo-
zitie internd definitd pe spafiul vectorial E.

2. Se poate defini intotdeauna un produs scalar pe
un spatiu vectorial E. Demonstratia acestui rezultat

in cazul in care E este de dimensiune 1, 2 sau 3 este
propusi in exercifiul nr. 8.1.

3. Un spatiu vectorial E inzestrat cu un produs scalar
este numit spatiu vectorial eueclidian.

2. Va R, V(uu v)EE8

8.1.2. Simetria si biliniaritatea
produsului scalar

Fie E un spafiu vectorial inzestrat cu un produs
scalar :

— - —
(%, v) > u - v
Se stie ca:

- - -t - - - -
1. V(u, v) € E? U -v=29--u
—

21. Va <R, V(u, ', v) « E



. . - nd -‘ - »
Fie b un numar real si fie u, v, v’ trei vectori apar-

$inind lui E din proprietifile precedente 1 si 2.1
rezultd :

u (3+v')=(”+*')-5=5'-z7+*' “
=@7 17-}-17 17';
# - (B0) = (bo) - % =b(v - u) = blw - v)

Se poate deci scrie:

(v+v') =t v-l- v
% - (bv) = b(u v)
Proprietatile 1,2.1, 2.2, se exprimi spunind cd pro-

dusul scalar este o formil bilinjard (proprietitile 2.1,
2.2), snmetriea'n (proprietatea 1) definiti pe spatiul

vectorial E.
Consecmt.e — 1. Fie a i b doud numere reale si he

% si o doi vectori aparfinind spatiului vectorial E
avem :

(a%) - (B0) = alu - (b0)] = a[b(a, 9)] = ab(u, v).
Fgalitatea : |

2.2. Vb R, V(u,v,v) EE‘*{

() - (bv) = ab(u - v)

da:

@ pentru a =0 §ib=0:—6~5=0;

@ pentru a =151 6=0 %-0=0;

@ pentru a =0 sib=1:0-2=0;

@ pentru a = — 15l b=1: (—?4)-3:—(;,55;
@ pentru a =1 §1b-——1,7¢ (——;))——(;,3)

@ pentru a=—1 s5i b=—1; (—u) (—v)—u v°

8



- = = -

2. Fie u, 4', v, v’ pentru vectori aparfinind spatiului

-

vectorial E.
Avem :

- - - — - — - —o' — -
w—u) -v4+u v=[(u—u)+u'] -v=u-9,
ceea ce implicd :

— — - - - - -
w—u) -v=u-v—u -0

Rezulti din aceasta

- — e — — -
W @—)=G—7) u=
- —_ - - - - — -

=v - 4u—v - u=u-v—u-v;
— — - - - —r -
w—u) -v=u-v—u - v
- —p — - -t — —
- v—9v)=u-v—u-v

APLICATIE. Fie  gi v doi vectori aparfinind unui spatin vecto-
rial euclidian E
1. (2u + v) (3u + 2v) (2u)(
(2“) (3“) + (2“) (2")
+4u-v+300u+2 .

1+
<
a
3
+
s
1S
¢
+
2
|

2. (2% — 3u) (—% + 40) (@) (— ¥ “ + 4

(2“)(— “) + (2“)(40) (3”)(— “)

.———Zu u+8u v+3v u—12v
=—2u u+llu 0—12-0-0

- —0 -
v,

4 (u—1v) - (v—19)=uls—10v)—vH

_v)=.-
- - - - - - - = - - - - -, -
=% U—tUo V=V UV 0=t U—24 V40 %
— - - = - = — — - -
. (u+v)(wu—v)=ulu—v)+v4—10)=
e ) - = - — - - - - - -
= U—U VOV U—V  V=U"U—V" 0




8.1.3. Patratul scalar

Fie E un spatiu vectorial euclidian si fie # un vector
aparfinind lui E.
DEFINITIE/ Se numeste pitrat scalar al veetorului w,
si se noteazii (v)?, produsul sealar al
veetorilor % si u:
)2 =% - .

Se gtie cd (ar. 8.1.1.):

g

VueE—{0}u-u=(ue>0

Pe de alti parte la nr. 8.1.2. se demonstreazi cd:
©02=0-0=0

adica :

#=0= (u)=0.

- —
Reciproc, un vector # pentru care (#)2 = 0 este nul
intrucit in caz contrar am avea:

()3 > 0.
Se poate deci scrie:

Observatie. — Fie % si v doi vectori aparfinind lui
E; avem (nr. 8.1.2, Aplicatie):

@+ - G+o)=u-u+2u-0+4+0-

(;—;;)-(;—v)=u-u—2 ‘o4t

— - - - - -
49 - w—v)=u -u—v-o

!

—
v
-
v

i
i
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Egalititile precedente pot si se scrie i sub urmétoa-

rea formi — formd in care le vom refine:
- - — - - —
(v + 0)2 = u?+ 2u - v 4 02
— - - - = —
(4 —vP=u®—2u -v+ 02
-y — = - - -
(v +v)(w — v) = u? — 22

8.1.4. Norma a unui vector

Pentru orice vector % apar’pimnd spatiului vectoriak

euclidian E, pitratul scalar (u) este un numdr real
pozitiv sau nul care prin urmare posedi o ridicini

pitratd pozitivi « ()2

DEFINITIE/ Se numeste normi a unui veetor
numirul real notat ||| si egal eu (%)%;

g =3

lluel] = « ()2
Din aceastd definifie rezultd ci norma unui vector
=

% este un numir real pozitiv sau nul.
-

Se spune ci un vector # este unitar sau normat daci
norma sa este egald cu 1.

PROPRIETATILE NORMEI UNUI VECTOR

1. Norma unui vector nul este:
101 = V(@ = 40 =o0.

—
Reciproc, fie # un vector pentru care norma este
nul3.



Avem:
42 = ()2 =0,

ceea ce implicd (nr. 8.1.3): % =0,
Din cele de mai sus rezultd:

%) =0 <%=D0.

Prin comrapozifia echivalenfei precedente se obfine:

[#]>0<% 0.

-
2. Fie ¢ un numir real §i fie # un vector.
Avem :

Il a% || = V{auy? = V() = |a] V@) = la] - |14l

Se poate deci scrie:

- - - -
Va =R, Vu<E |au||=|a|]u].

. -
in particular pentru orice vector %, avem:

f—wll =1 (—Dull=l—10 ful=1l=].

Observatii. — 1. Fie # si v doi vectori. Avem:
1%+ 91 = (6 + 9)* = () + 2 - v+ () =
=llulP+20-v+ o[
ceea ce implicd:
- = 1 - - - -
u "0=-2—[Il'w TP —fuif—vI]
Rezultd din aceasta cid produéul scalar a doi vectori

poate fi exprimat in functie de normele acestor doi
vectori §i de norma sumei lor.

12
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AN

AN

N\
. *\ -
2. Fie #-un vector nenul; nosma acestui vector,
- N o .
[|% || nu este nuld §i avem:

1 - 1 -
.T._“|=__._..".u“=l
Il Il i

-
Rezulti din aceasta ci pentru orice vector » mnenul,

vectorul —:l.— . % este unitar.
=l

3. Fie D o dreapta vectonala fnclusd in spatlul vec-
torial euchdlan E si fie % o bazd a lui D

Vectorul % este nenul ; rezultd ci vectorul 7= ﬂu
%

este unitar §i deci nenul cum in plus ¢ apartme lui D,
7 este o bazi a lui D.

p—

Fie 3 — ¢ ¢ un vector aparfinind dreptei vectoriale
D vectorul ¢’ este unitar dacd §i numai dacd :

HzH—HhH—ItWiH—IH

t=lsaut-——1¢>z——zsau1, — 1.

0 dreapti veetoriald D contine deeci doi veetori uni~
tari si Dumai doi; acegti doi vectori sint opugi.

EXERCITH

8.1, 1° Fie .E1 o dreapt& vectoriald raportati la o bazi K si ﬁe > @
aplicatia lui .E1 X E,. in R care la orice cuplu de vectori (u, u’)

de abscise respective ¥ ¢l #’ face si corespundi numirul real cp(u, u’)
definit prin:

o, w) = x2'.

S4 se demonstreze ci ¢ este un produs scalar definit pe E_;

13



2° Aceeagi chestiune pentru un plan vectorial E, raportat la o
bazé (7, 7) 5i aplicatia ¢ a lui By x E, in R definits prin:

- (x — (&) o =
Vu ( J. Vu’( Jq(u, %) = x2' + yy'.
y ¥

3° Aceeasi chestiune pentru spatiul vectorial £, de dimensiune

— ——p — -t
trei raportat la o bazi (1, , #) §i aplicaia ¢ a lui Ey X E; in R
definit# prin:

(¥ < (¥) .o
Vu (y) , Vo' (y’ o(u, ') = 22 + yy' + 2.
z -4
8.2, Fie E, un plan vectorial raportat la o bazi (17,. ;; si fie ¢ apli-
cafia lui E; X E; in R definitd prin:

-z - () = =
Vu ( J, Yu’ ( ,) o(u, w') = 22 — yy'.
y ¥y

1° S& se demonstreze ci ¢ este o form3 biliniard, simetrics, defi-

nit pe E,.

2° S4 se determine mulfimea de vectori # astfel ca:
() = 0.

Sé se deducd din aceasta ci aplicafia ¢ nu este un produs scalar,

8.3, 1° Fie u, i % doi vectori liniari independeni aparfinind

unui plan vectorial euclidian 5,.
Sd se demonstreze implicatia:

— - - - -
[, - v=08i9-v=0]=>9=0.

2° Fie u,, Uy, ; trei vectori liniar independenti apartinind unui
spafiu vectorial euclidian E, de dimensiune trei.
Si se demonstreze implicatia:

— - - - - - - -

[y v=05iuy-v=05lu3:v=0]=>v=0,

8.4. 1° Fie i g ; doi vectori unitari liniar independen{i aparfinind

unui spafiu vectorial euclidian 15; §i fie (¢, B) un cuplu de numere
reale,

S# se demonstreze ¢} existi un vector rﬁipartinind lui E,, §i numai
unul, astfel ca:

(@B =35 77

14



2° Fie :?, R\trei vectori umtan liniar independen{i apartinind

unui spafiu vectorial euclidian Es de dimenslune trei gi fie (e, B, ¥)
un triplet de nu.mere reale.

S3% se demonstreze c\é existi un vector v apa.rtinind Iui E,, si numai
unul, astfel ca: '\

\\ - = =

(“' B’Y)——‘-(V'"v']- v k).
8.5. Fie #, v, w trei vectorl apartinind unui spatiu vectorial eucli-
dian E i fie a, b, ¢ trei numere reale. S¥ se calculeze:
1° ( + v + o)
20 (kv —); (4—v— )
3° (au + bo); (a% + b0 + co).
4° (%5 — 7 + B0); (24— 30 + ®) + (— % + 20 — du).

8.6. Fle % §i v doi vectori apartinind unuispatiu vectorial eucli-

digen E.
S% se demonstreze ci:

— — 1 - - - -
full® + lvf® = ry [l + of® + llw — of*];

—

- 1 - — - —

wev=-r (e + oli* — e — vli*].

8.7. Fie E un spatin vectorial euclidian §i fie % un vector nenul
aparfinind lui E.

Desemnam prin F, G, H submultimile ki E definite prin:

— - — -
F={vsE; u-9v=0};
— - - —
G={veE; u-v>0}
- — - =
H={veE; u-v<0}

1° S% se demonstreze ci {F, G, H} este o partitie a Iui E.
20 {F, G, H} sint subspatii vectoriale ale lui E?

15



8.8. Fieu §i  doi vectori aparfinind unui spatiu vectorial euclidian,
S& se scrie simplificat expresiile urmitoare :

(264 + 9 — (8 + 3o0%;
(W — (3 — 9p;

(:4.)' +u-o+ l(-'v)’:
4

li% + 2ol — folP;

- - - -
leell — 4u - v 4 4ffufie.

8.2, INEGALITATEA LUI CAUCHY-SCHWARZ

8.2.1. Inegdlitata lui Cauchy—Schwarz

Fie E un spafiu vectorial euclidian si fie % si v doi

vectori aparfinind lui E, # nefiind nul.
Punem :

@ =lulr=a & T=b, Gr=|7F=c;
rezultd imediat c3:
a>0 si c>0
Desemndm prin f aplicatia Iui R in R definitd prin
Vz € R (x) = (v + o).
Biliniaritatea §i simetria produsului scalar implici :
f(x) = 23w} + 2x(u - 9) + (0)* = ax® + 2W'x + o

- —
Pentru orice numir real x, pitratul scalar (xu + v)?
este pozitiv sau nul; avem prin urmare:

V¥ = Rfi(x) > 0.
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~

in particular:
. 7\ — P2
a a
Numirul real ¢ fiind strict pozitiv, avem:
ac—b? >0,
ceea ce implicd:
b < ac.

Cum fiecare dintre cele doud numere " si ac este
pozitiv sau nul, rezultd:

18| = 5% < ac = ya - 4,
adicd :
o -v] <ull-lvi
Rezulti imediat ci inegalitatea precedenti este ade-
virati dacd vectorul # este nul; se poate deci scrie:

Viu,v) € E* |u -v| < |luf -|lo]l

Acest rezultat este cunoscut sub numele de inegali-
tatea lui Cauchy-Sechwarz.

Observatie, — Se poate da inegalitifii lui Cauchy-
Schwarz o demonstrajie mai naturald, dar care face
apel la rezultatul relativ la semnul unei funcfii tri-

nom de gradul doi.
Funcfia f definitd prin:

Vi € R f(x) = ax®* + 2b'x +¢;
este o funcjie trinom de gradul doi astfel ca
vxeR {i(x) 20.

Daci discriminantul redus al trinomului ax? 4+ 2b'x+4-¢
ar fi strict pozitiv, acest trinom ar avea dou3 ridécini
reale i diferite ' §i x”; pentru orice numdr real «

9— Alefy — Geometrie Vol. Il 17



astfel ca: 2’ < a < %"’ am avea atunci f(a) <O,
ceea ce conduce la o contradictie. Rezultd ci
bt —ac < 0;

ultima parte a demonstratiei este aceeasi ca si a celei
precedente.

— — - - - -
(w, v) pentru care | -v|= %] [lv].

8.2.2. Caracterizarea bivectorilor
Fie % si 2 doi vectori aparfinind spatiului vectorial
euclidian E astfel ca:
[e-v]=[ull- o]
@ Daci % este nul, % si v sint liniar dependents.
@ Dacia % este nenul, egalitatea :
lw-vi=]ullllvl

implicd (notatiile fiind cele dela alineatul nr. 8.2.1):

% = ac

adici :

— b8 Y LN -

ac— b =f(_b_)=(_b_u _|.v)ﬂ = 0.

a a a

Rezulti din aceasta:
¥ —o,
a

- -
ceea ce dovedeste ci vectorii u si v sint liniar depen-
dents.

Reciproc, fie % si v doi vectori liniar dependenti.

18



-
Daci # este nul, rezulti imediat ci:
- - - —
v -v|=[ullv]=0.

-
Dacd # este nenul, existd un numir real ¢ §i numai
unul astfel incit

-
v = lu.
Avem atunci:

T ) = . - = - -
@:20=u-v=1tu?sflullllv=Iullte]=
- - - - - .
=tulf=u-v=][ullv]
- = - . - — - -
Q@i<O=u-v=iuf siflullllvi=ulltul=
- - = — -
=—tflulP=>u-v=—[ullv]
In toate cazurile avem deci:
— - - -
lu-v]=[ulllz]
ceea ce permite si enunfim :
- -
TEOREMA / Pentru doi veetori # si v are loe egalitatea
- — —
% - 9| = llul| |||

daci si numai daedi acesti doi veetori
sint liniar dependenti.

Observatie. — Se poate preciza teorema precedentd
observind ci:

w-v=|ulllv] <
< [(# = 0)sau (¥ = 0, v = tu)].

8.2.3. Inegalitatea triunghiului

Fie si v doi vectori aparfinind spatiului vectorial
-y
euclidian E; avem:

%+ o= wlE+ 1o+ 2u -0

19



Pe de alti parte _.ineg_a;litatea lui Cauchy-Schwarz
aplicatd vectorilor # §i v di:
w-vs|u-sls U)ol
Rezultd din aceasta:
I+ ol < lwle+olr+2l%) o) = (%1 + 1912
ceea ce implicd:
e+ ol <l + o).

Se poate deci scrie:

Vi, v) € E* llu+oll <|ull+v]

Rezultatul precedent este cunoscut sub numele de
inegalitatea triunghiului.

Consecinfdé. — Fie u si v doi vectori aparfinind spa-
tiului vectorial euclidian E; avem:

%= (u+v) + (—v).
Pe de alti parte, inegalitatea triunghiului aplicati
celor doi vectori # + v §i — v di:

- - - -
Null < fletoll+1l—2i;
- -
cum || — v =] v], avem:

bad - - e d
lull <llw-+vl]f+ v
ceea ce implicd:
- - - —
loet+2ll 2w —1|v].
Se demonstreazi la fel ci:
— — — —
fe +vll =iz — =l

20



Unul dintre cele doud numere |l_z; Il — ||; Il st ||;|| —
— ll% || este egal cu:

[lell—1vit
Din cele de mai sus rezultid:

L d Ead Ed —
lw+ollz{luli—1Nvil

Se poate deci scrie:

Viu,v) € E® lu+ollz]|full—lvlI]

8.2.4. Caracterizarea bivectorilor (u, V)

pentru care |[u+v]=|ul+lv].
Fie % si v doi vectori aparfinind spatiului vectorial
euclidian E ; avem:

N% -+ =1%F+10IF+ 23,
Al + 1D =0ulE+1oE+20% o).
ceea ce dovedeste cd:
1% +ol=Uul+1o0wu-v=]ullv]

decica: w+ ol =%l +lvlleu-v=1/ullol
Se stie pe de altd parte ci (ur. 8.2.2):

%o o=|ullllvle(@=0 sau (I >0;v="tw)

Rezulti din cele aridtate:

4 +3ll=%ll+I7l< [4=0sau (3> 0; v=1tu)).
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EXERCITH

8.9. Fie P un plan vectorial euclidian si fie i un vector unitar
—

apartinind lui P.

1° Sﬁ se demonstreze ci pentru orice vector unitar i* apartinind

luxPavem
—
—-1=<i- <1

2° S4 se dovedeasci existenfa cel putm a unui vector unitar ]
astfel ca (1, ) sd fie o bazd a lui P v fiind numérul real egal cu
], si se demonstreze ei:
-l<y<l.
3° Planul vectorial P fiind raportat la baza (z ]) sd se demon-
streze analitic:
a) cd existi vector unitar ;, gl numai unul, astfel ca:

? . ? =1;

b) ci existi un ector unitar v si numai unul, astfel ca
7. ;: =-—=1;

c) cid existd doi vectori ?, si numai doi, astfel ca

iy
it =g,

¢ fiind un numir real apartinind intervalului deschis J— 1, 4 1[.

8.10. Fie 17 sl v doi vectori nenuli aparfinind unui spatiu vectorial
- -

euclidian astfel ca: % - v = 0.
S4 se demonstreze cdi:

Ead Ed —
lloell < lles 4- o) ;
- — -
floll < fiw + oll.
8.11. Fle % si v doi vectcri menuli aparfinind uuuni spatiu vecto-
- —
rial euclidian gi astfel c¢a: # + v = . Se noteazi ;

- - ; -
w=au §i v =by
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a sl b fiind dou# numere reale apartinind intervalul [0, 1[. Si se
demonstreze ci:

- - - -
Jlw + vl < Il + oll.
8.12. Fie ;: ;: w trel vectori aparfinind unui spatiu vectorial eucli-
- -
dian astfel ci » §i v sint liniar independenti gi:
o+ w=0.

Notém :

— - - -

— - — —
W=—=04+wvV=—=wt+u w=—uto
1° Si se demonstreze ci:

- - — - — -
loll + lleelt — llsell < fiw’ll < [loll + Mool
2° Si se deducd

[ll + [0l + ol < 191 + 10+ §ll < 2l + ol + oD

8.13. Fie v si v doi vectori apartinind unui spatin vectorial eucli-

dian, vectorul % nefiind nul.
S# se demonstreze implicatia:

- - - - — —
e (—1,0]s v=rtu] = llu+ vl = ljuf] — llv|l
S# se studieze reciproca.
8.14. Se numegte mormd definitd pe un spatiu vectorul .-é, orice
aplicatie N 2 lui E in R+ astfel ca:
- - g -
Vu € E — {0} Nu) >0
VaeR, Wwe E N(aw) = |a|N{®);
- - - - - - —
V(, v) € E? N(u 4+ v) < N(u) + N(v).
1° Se presupune ci spatiul vectorial E este inzestrat cu un produs
W

scalar.
a) S% se demonstreze cd aplicafia

w— il = A

este o normi definitd pe E.
b) S& se demonstreze ci:

- - 1 = - — —
“rv= 7 (it + olI* — Hu — vfi®).

23



2° Se presupune ci spatiul vectonal E este de dimensiunea 2 sl
c# este raportat la o bazi (s, ]) Se noteazi prin N,, N,, N, cele trei
aplicafii ale lui E in R definite prin:

-z N:(“) sup (1=, Iyl);
Vel,) (M) = JFF 5
Ny() = 1#] + Ipl.

a) Sd se demonstreze ci N,, N,, N, sint trei norme definite pe E.
b) S& se demonstreze ci

Vi € E Ny(0) < Ny() < No(u) < 2N,).

8.3. ORTOGONALITATEA A DOI VECTORI

8.3.1. Vectori ortogonali

Fie E un spatiu vectonal euclidian si fie % si v doi |
vectori aparfinind lui E.

DEFINITIE/ Se spune cit veetorul # este ortegonal
cu vectorul v si se serie » | v daecid
produsul scalar # - v este nul:

— — - -
ulveu -v=0.
Din simetria produsului scalar rezulta ci daca vec-

torul # este ortogonal cu vectorul v, vectorul v este
ortogonal cu vectorul w:

—_ - -
#lv=on - 9=0=0-4=0=7 Luw;
— el
se spune atunci cd veetorii « §i v sint ortogonali.
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Consecinfe. 1. Pentru orice vector % apartinind spa-
tiului vectorial E, avem

%-0=0,
ceea ce dovedeste ci veetorul nul este ortogonal eu
orice veector din E.

2, Un vector # este ortogonal cu el insusi daci i numai
dacé :

-
u -u=0

adici daci i numai daci » = 0 (nr. 8.1.3); rezultd
din aceasta ci vectorul nul este singurul vector orto-
gonal cu el insusi ceea ce implicd faptul ci veetorul
nul este singurul veetor ortogonal oriedrui veetor

. -
din E. ;
- -
3. Fie u si v doi vectori ortogonali si fie a §i b doud
numere reale; avem:

—

(%) - (bv) = ab (u - v) =0,

- -
ceea ce implicid ci vectorii au §i bv sint ortogonali ;
prin urmare

- - — -
ulv=aul b

-—d -
4. Fie « si v doi vectori; avem:

% +oE=1%E+ 121420

S

»

- -
ceea ce dovedeste ci produsul scalar « - v este nul,
= -

deci ci vectorii # §i v sint ortogonali dacd §i numai
daca :

- - e ' —
lo+vE=1ulf+lo]
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Rezultatul precedent care poate si se exprime prin
echivalenga :

— - - - - — i
ulvellutofF=[ul+ v

este cunoscut sub numele de teorema lui Pitagora.
Observane. Fie F un subspai;m al spa;:mlm vectorial
E;se spune cd un vector u apar]:lmnd 1ui E este orto-

gonal lui F gi se scrie: 4L F dach % este ortogonal
oricirui vector din F.

Mai general se spune cd doud submulfimi F §i G ale
spatiului vectorial E sint ortogonale, si se scrie F L G,

dacd orice vector din F este ortogonal oricirui vector
din G.

EXERCITIU. Fie e 5t P doz vccton ale cdror norme sint egale. Sd
se demonsiveze cd veclorii u + v 5t u - v sint ortogonali.

Avem: (u + v) . (u - u) = (u)’ — (v)' = Iluli‘ - Hvll“ =0, ceea ce
dovedegte cd:

@+ 0L —0)

8.3.2. Bazd ortonormata a unui plan
vectorial euclidian

Fie E; un plan vectorial euclidian, i un vector unitar
al lui E, si % un vector in aga fel incit (4, #) si fie o
bazd a planului vectorial E;.

# fiind un numir real, vectorul x7 + # este ortogonal
vectorului 7 daci si numai daci:

(x_i'—{— '1_4') i= x(-i')2+:¢ i=x 4+

-
c1=0,

e!
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- -
y

adici dacd si numai dacd: x = — % - 7.
S4 punem: a=—(¢7-i—)'$i $=J+J.
Vectorul v astfel definit este nenul cici a doua coor-
donati a sa in baza (;': ;) este 1; pe de alti parte,
acest vector este evident ortogonal cu i. Rezulti

« - 1 = . . -
ci vectorul 5 =ﬂ v este unitar §i ortogonal cu 7,
v

ceea ce dovedeste ci cei doi vectori i si ]—’ sint unitari
si ortogonali:

fel=ljll=15i¢-7=0.
@ Fie asib doud numere reale astfelca:as +- b =0;
avem:

0=7-0=1-(@t+ly) =al)+ b6 = alilt =a,
0 =-0'=7-(ai+bj) = al5-i) + b()* = bIfiE = b,
ceea ce dovedeste ci vector_i.i_'z? si ; sint liniar indepen-
denti, deci_ﬁ ci bivectorul (7, j) este o bazi a planului
vectorial E,.
DEFINITIE/ Se spune ci o bazi (,7) a planului
vectorlal euchdian E, este ortonormati,

dacii'i sig 7 sint ortogonah si daed fiecare
dintre ei este unitar.

Studiul care a precedat aceastd definifie dovedeste

%
existenta bazelor ortonormate ale lui E, si permite
sd se enunfe:

TEOREMA / Pentru orice vector unitar 1 apartinind
1 planului vectonal euclidian Ea exxstﬁ cel
putin un veetor ] apartinind lui E » astfel
ea bivectorul (7, -3 s fie o bazi orto-

normati a lui E 2
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TEOREMA / Daci doi veetori 7 si j aparfinind planului
vectorial euclidian is sint unitari §i orto-
gonali, bivectorul (5,' j-)' este o bazii orto-
normati a lui E 2

Observatie. — Se spune cd o bazi (iT f)' a planului
vectorial euclidian E, este ortogomaldi, daci vectorii
i si j sint ortogonali.

D 8.3.3. Bazd ortonormatd a unui spatiu vecto-
rial euclidian de dimensiune 3

Fie fa un spatiu vectorial euclidian de dimensiune 3,
Pun plan vectorial inclus in E_;, si (';I: ]_5 o bazi orto-
normati a lui P (am dovedit in paragraful precedent
existenfa unei baze a lui I?)

@ Fic # un vector astfel ci (z‘,-’j,-. u.f este o bazi a
lui E,.
x §i y fiind doud numere rea.le, vectorul x¢ + v + “

este ortogonal cu vectorul ¢ si cu vecterul j 7 daci si
numai dacd:

si (27 + 57 + %) -j = +J "o,

adici dacd si numai daci:
x=—(u-i)siy=— ("]

Punem :

oc=—-(¢7-?),B—(;-f),;=a?+ﬁf+1:;vectoml

v astfel definit este nenul cici a treia coordonati a
sa in baza (i, 7, u) este 1; pe de altd parte, v este evi-
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dent ortogonal cu i si cu ; ; rezultd din aceasta cd

vectorul % = ﬁ v este unitar si ortogonal cu vec-
v

torul § si cu vectorul _1-: ceea ce dovedeste ed cei trei

vectori 4, §, k sint unitari 5i doi cite doi ortogonali:

= 17=1&1=1si i-7=7-F=#.7=0.

@ TFie a, b, ¢ trei numere reale astfel ca:

a; + bf + c; = 6 ;

Avem: :

0=1-0=4-(ai+bj+ ck) =i + b -j) +c(i-k)=a

0=5-0=7"(ai + b + ck) = afi-J) + b(j)* + (-F) =
0=E-0=F-(as + b + k) = a(k 3) +b(% ) + c(F)2 =,
ceea ce implicd faptul cid vectorii i j-,. 'k sint liniar

independenti, deci trivectorul (¢, j, ) este o bazi a

spagiului vectorial E,.

DEFINITIE/ Se spune ci o bazi (i, j, %) a spatiului
vectorial euclidian E4 este ortonormati,
daed veectorii 7, j, 2 sint doi eite doi
ortogonali si daci fiecare dintre ei este
unitar.

Studiul care a precedat aceasti definifie dovedeste

existenfa bazelor ortonormate ale lui E; §i permite

sé se enunt,e :

TEOREMA 17 §ij j tiind doi veetori unitari §i ortogonali

apar;mind spatiului vectorial euehdxan
Es, emsta eel putin un veetor E aparp-
nind lui Es astfel ineit trivectorul (1, ], k)
sa constituie o bazi ortonormati a lui E,.
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TEOREMA / Daci trei vectori 4, j, 4 apartinind spa-

2 fului veetorial euclidian %, sint unitari
si doi cite doi ortogomali, trivectorul

(;'., Z 73’) este o bhazi ortonormatii a lui E—;

Observagle. — 1. Fie 7 un vector umtar aparfinind
ui Ea : P fiind un plan vectorial al lui Ea, cont{inind
pe 1, se stie cd existd cel putin un vector j apartmmd
ui P, unitar si ortogonal cu z, teorema 1 penmte
atunci s3 se afirme existenta cel putin a unui vector k
apartinind lui E,, astfel ca trivectorul (;: j_: 135 si fie
o bazi ortonormati a lui Ea. Rezultd din aceasta ci,
pentru orice veetor unitar i din f?s existd cel putin
doi vectori unitari f si % din Es astfel ca triveetorul
(2: ]_,' ) s:‘i fie o bazi ortonormatii a lui 1:7;

2. Se spune ci o bazi (z, 7 k) a spatiului vectonal

euclidian Ea este ortogomaldt, daci vectorii i, 7 b
sint doi cite doi ortogonali.

8.3.4. Expresia andliticd a produsului scalar
a doi vectori intr-o baza ortonormatd

Fie Ea un spatiu vectorial euclidian raportat la o bazi

— = — — -
ortonormati (¢, 7, &) ; #; si u, fiind doi vectori de
coordonate respective

*1 Xa
yi | s . |, avem:
2 %3

1 ;2 = ("’1—;’*'5’1.7' + 31'1;) : (x2;+ }'2.7._:1‘ zzla-

R
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Din simetria §i biliniaritatea produsului scalar rezults :

Uy + g = xlxz(;j’ + .')’1.’}’3(7-:)’2 + 2123(’;52 +
+ (%19 +.’}'1xz)‘? : 7“!‘ (y122 + zlys)f- k4
+ (21 %2+ %, zz)’;;
Cum baza (z_': y-: 15 este ortonormati, avem
@ = (G = (Fr = 1.

si ;;=; kh=F-i=0 ceea ce implica

-

=
Uy * Uy = %1% + V1Y2 + %1%

- %
Consecinte. — 1. Fie # un vector de coordonate (y)
Z

in baza ortonormati (i-,' _; 755
Avem :

=2X14+yX0+4+2x0=u4,
xX04+yX14+2%x0=y,
chk=2xX04+yX04+2X1=12z

Rezulti din acestea ci cele trei coordonate ale unui
vector % intr-o bazi ortonormat} (7, ; l-e’) sint respec-
tiv egale cu cele trei produse scalare ale vectorului
% cu fiecare dintre cei trei vectori ai bazei considerate.
; :)
2. Fie # un vector de coordonate | y | in baza orto-
b4

1 Sl e
[

{ VI VY

normata (;: .77,' Z)
Avem:

Wl =G =4 d =2ttt 2
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ceea ce implicd

l%ll = J& F 9 A |

Observatie. — Fie E—‘; un plan vectorial euclidian
raportat la o bazd ortonormati (7, §) ; o demonstrafie

analoagd cu cea ficutd pentru spatiul euclidian E-;
dovedeste ci:

@ produsul scalar a doi vectori ;; si ;; de coordonate respective

£ 21 Xa e diond
‘ si ,» in baza ortonormati (i, j) este:
N Ya

- -
Uy lUg =21 %+ Y1

x
@ norma unui vector % de coordonate (y) in baza ortonormati

- -
(4, 7) este:

llwll = 3 + 9.

EXERCITIIL I. Pt st v Jiind doi vectori aparfinind unui plan vec-
torial euclidian P, sd se demonsiveze analitic echivalenja :

— - - - - -t
 Lv@lu -+ offf = fluff* + [lo]"
x 4 - -
Fie ( ) §i ( ,] coordonatele respective ale vectorilor u §i v
y y
intr-o bazd ortonormatd a planului vectorial P ; coordonatele vec-
- - x4 2
torului % + v sint ,) gi avem:
y+y
el = #* 4 y*
— .
ol = 2 + y

i + vt = (% + 2P + (v + ¥
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ceea ce implici:

1 + ol = [l + ol <> (% + #)* + (3 + 32 =
=2+ 4+ 2+ 9207’ +99) =0<s 22’ + yy' = 0.

Avem pe de alti parte
- - - -
$locou-v=0s2v 49 =0.
Rezultd :
- - - - - —
# Lvesar + 99 = 0< 1 + vt = [jul® -+ [o]jt.

I1. Spafiul vectorial euclidian E‘; Jiind raportat la o bazd ortomor-

- —p - - - _l
matd (3, §, k), fie u si w’ cei doi vectori de coordonate respective 1
’ 1

1 - -, -
§6 § —2|. Sd se determine un vector unitar v ortogonal cu u st cu u’.
0 .

Un vector 17 (y) este unitar gi ortogonal cu uQSi cuw daci i numai

dac#
— -
u-v=20 x2+y+2=0 ¥ =
— -
wep=0< —x—2y=0) y=z &
ol =1 —at 442421 6zt =1
= 2z x =2z
<> y=xl sau {7 = ¢ 1

z=«/_6= z=—1/_'6-

Rezultd ci existd doi vectori verificind conditiile impuse: vectorii
de coordonate

2 2
w\ [TV
1 1
YO M S
1

&/ \" T
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EXERCITH

8.15. Fie P gl u’ doi vecton liniar independenti aparﬁnlnd unui
plan vectorial euclidian P.

1° S% se demonstreze ci existdi un vector v apaxtinind i P s
numai unul, astfel ca:

G—w) Lugi@—uw) L

2° Se raporteazi planul vectorial euclidian P la o baz# ortonor-

matd’ (‘l, _1) S& se determine analitic vectorul v, in cazurile urmé-
toare:

-1 — /1
a) u{ ), u’( )
0 1
- 1 - (2
. () 20
-1 1
- 2 - 1
c) % (—l)' % (_3’.
8.16. Spat.ml vectorlal eucl.ld.ian E, este raportat la o baz& orto-

normati (s, 5 k) P sx W fiind doi vector apartinind lni E,, si se
determine un vector 7 de normi datd, astfel incit:

(v--u) .Lu si (v—u’) .Lu,
in cazurile urmitoare:

(1 ~ (1
a) % (l), u (l). |vl| \/5
0 1
— ~1 - 1 -t jon
b) “ ( 1), W ( o), vl = 2 4/2.
0 -1

- —
8.17. Fie ;,, %, %y trel vectori apartinind unui spatin vectorial

euclidian Ej.
S se demonstreze implicaia urmitoare:

L — %w:;L@—Q'
“z L (“a — u4,)




8.18. Spatiul vectorial euclidian E, este raportat la o bazi orto-

normat# (:, IA k)

Si se rezolve gl eventual si se discute ecuatia definits ptin trelagia :
(xu + v) = 0,

in cazurile urmitoare:
a) u(—l), v(-—
2
-2 -
b) u(l), v(._
0
~(m+ 1 -~ 2 - 1
c) u( 1 ), v(—3), w(—l).
-2 ? -2

8.19 Spatiul vectorial euclidian E, este raportat la o bazi orto-
— — — -

normati (%, 7, 2). Si se determine un vector v de normi dat¥, orto-

gonal cu doi vectori dati % ¢i «’, in cazurile urmgtoare:

- 1 - -1 —
a) % (l) u’( 1), foll = 2.
1 1
(-2 (1
b) u( o), u’( 1), fivll = V3.
1 -1
-1 - (-2 — 3
c) u( 2), u'( 1), o)) =—.
3 -1 2
d) “ ( 1), u (1) {lo]] = 3.
0 1

8.20. Fie u si v doi vectori aparfinind unui spatiu vectorial eucli-
dian. S# se demonstreze echivalentele urmitoare :

1° (8 Lo) e % — ot = [ ® + ol
2° (u Lo)=>|utvll=lu—0vl

8.21. Spatiul vectorial euclidian E,, este raportat la o bazi ortonor-
mati (s, ], k)
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Fie 7«(;) ¢ ;’(;') doi vectorl din B,

Y.
8P vy v a o
Se face notatia: d, = Ll da= aa',d,= s gl
- d;
1° S8 se demonstreze ci vectorul v de coordonate |d, | esteorto-
ds

gonal cu vectorul % §i cu vectorul w.

2° S4 se demonstreze cd, dacd “ si W sint liniar i.ndependenﬁ,
vectorul v este nenul S84 se deduci atunci ci trivectorul (u, u ,
v) este o bazi a lui E,.

4° Aplicafie. Si se determine un vector ortogonmal cu vectorii P
si # in cazurile urmétoare :

a) (0], w|1].b) u l,u’(—l.c)u 1),u’ 1].
0 0 0 1 1 -1
- - -
8.22. Si se demonstreze ci n vectori u,, u,, ..., %, apartinind unui

spatiu vectorial euclidian, nenuli §i doi cite doi ortogonali, sint
liniar independenti.

8.23. Fie  si v doi vectori liniar independenti aparfinind unui spatin

vectorial euclidian,

1° S4 se demonstreze cd existi un numdir real ¢, gi numai unul

-— End —

astfel incit vectorul 4 definit prin: & = (1 — a)u + av sk fie orto-
- —

gonal cu v — u.

2° Sii se demonstreze :

- - o - - - -
a) u-L11=>lIhIlIlv—“Il=llulllI0II'
b) ul . + .

M 0: - ..

llhll’ el 1ve

c) w _Lu¢>(u)3 (h— u) (v —u)
d) uJ.v¢>(h)3= — (h—u) . (h—v).
8.24. Fie u, v, w trei vectori nenuli aparfinind unui spatiu vectonal

euclidian E, de dimensiune 3.
1° Si se demonstreze cd, dacd sint doi cite doi ortogonali, avem:

i + 0 + @l = e + ol + [l




2° $4 se demonstreze c& implicatia reciproci implicatiei de la punc-
tul 1° este falsi.

8.25. Spatiul vectorial euclidian 1:‘; este raportat la o bazii ortonor-
- - —
matd {5, 5, k).

1° S se demonstreze ci vectorul ? este normat si si se

00 | 1000 | 19 00 | re

determine doi vectori ? si ¥ astfel ca trivectorul (?, ?, ;’) si con-
stituie o bazi ortonormati a2 lui E,.

2° Aceeasi chestiune in cazurile urmatoare :

JZ 1 3
Tz 2 4
- - J— - 1
a) ¢ 0 s By X2 k) d - 1.
_ 2 2
JZ 1 5
2 2 Ky

8.26. Spatiul vectorial euclidian .E; este raportat la o bazi ortonor-

— = —

mati (i, 7, %).

-
1° S# se demonstreze ¢4 cei doi vectori ¢’

|
W0
B

0
JZ

2
Jz
2

7
J

sint normati §i ortogonali §i si se determine un vector

g’ astfel ca trivectorul (—;", ;’, 7;’) sd fie o baz# ortonormatd a
-
Iui E,.
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2° Aceeasi chestiune in cazul urmitor:

8.4. ORTOGONALITATEA
A DOUA SUBSPATII VECTORIALE

8.4.1. Ortogonalitatea
a doud drepte vectoriale

fn acest paragraf E reprezinti un spafiu vectorial
euchdlan de dimensiune 2 sau 3.

“ §1 w fund doi vectori nenuli si orfogonali apartinind
lui E, fle D dreapta vectoriald confinind Vectorul %
§1 fie u dreapta vectoriali confinind vectorul .

w si o' fiind doi vectori aparfinind respectiv lui D
si D', existi doud numere reale ¢ si ¢’ astfel ca:

v =tu si ;’=t’1;’;
rezulti din acestea ca:
77 = () (W)=t &) =0,
ceea ce dovedeste ciorice vector aparfinind dreptei

g [ RY: . -
vectoriale D este ortogonal oricirui vector aparjinind
ey

dreptei vectoriale D’.
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DEFINITIE/ Se spune ci o dreaptd vectoriald D
este ortogonali unei drepte vectoriale

D, §i se scrie D 1 D', dac oriee veetor
din D este ortogonal oriciirui veetor
din D’.

Se defineste astfel, pe multimea dreptelor vectoriale

incluse in f o relatie liniard numiti relatia de orte-
gonalitate a doud drepte vectoriale.

—
Remarcim ci, dacid o dreaptd vectorialy D este orto-
— -
gonald unei drepte vectoriale D', D’ este ortogonali
-

lui D ; se spune de asemenea ci D si D' sint ortogonale.
Studiul ficut la inceputul acestui paragraf dovedeste
cid existi astfel de drepte vectoriale.

PROPRIETATI ALE ORTOGONALITATII A
DOUA DREPTE VECTORIALE

1. Fie D si D’ doui drepte vectoriale, fie % ur vector
nenul apartinind lui D si fie # un vector nenul apar-
tinind lui D'.

@ Rezulti imediat ci: D L D' =% L.

@ Reciproc, daci % si % sint ortogonali, s-a demon-
strat ci orice vector aparfinind lui D este ortogonal
oricirui vector aparfinind lui D', deci ci dreptele
vectoriale D si D' sint ortogonale :

’ #1lw =D LD

Se poate deci enunta:

TEOREMA / Doui drepte vectoriale D gi D’ sint
ortogonale daeii si numai dacii un veetor
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nenul din D este ortogonal unui veetor
nenul din D’.

2, Fie D si D' doui drepte vectoriale ortogonale.
Vectorul nul apartine evident 1ntetsect1e1 D N D'
Pe de altd parte pentru once vector u aparfinind
intersectiei D N D' avem u L u, ceea ce implicad
(nr. 8.3.1): #=0.
Rezultd :

DN D = {0}

Se poate deci scrie:

- -

D LD =DND = {0}

8.4.2. Dreapta vectoriala ortogonald
cu o dreaptd vectoriald data

Fie P un plan vectorial euclidian si fie Do dreaptid
vectoriald inclusi in B.

2 fiind un vector | unitar apartimnd lui D, se stie cd
existd un vector j apartmmd lui P astfel mc1t bivec-
torul (z,_'j si fie o bazi ortonormatd a lui P.
Urmeazi atunci 1med1at cid dreapta vectoriali A
continind vectorul ] este inclusi in P si este ortogo-
nals Iui D.

Reciproc, fie D ° dreapti vectoriald mclusa in P
si ortogonald lui D pentru orice vector u apartinind
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Tui -15, de coordonate ( *

) in baza ortonormé.té (;5: ].')
y

-
a lui P, avem:

— End - =
uli=>u -1=0=>2x=0.
- -
Rezultd din aceasta: u = yj,
- —
ceea ce dovedeste ci: u = A,

deci ci: A’ C A.

Dreapta vectoriala K', care este inclusé in dreapta

vectoriald A, este deci egald cu A (nr. 3.1.6).

Se poate enunta:

TEOREMA / Fie D o dreapti veetoriald inelusd i

1 planul vectorial P. Existii o dreaptii vee~

toriali Z, si numai una, inclusi in P
si ortogonald cu D.

Observatie: — Fie Do dreapti vectoriali inclusi

in planul vectorial B, fie # o baza alui D si fie Z

dreapta vectoriald inclusi in P si ortogonali cu D.

Avem :

cA=2p EP§111J_u

1 <y

Reciproc, fie v un vector astfel ca:
vep si v Lu
- - . . -
Daci v este nul, urmeazi imediat ci v aparfine lui A.
Dacid v nu este nul dreapta vectoriald A' confinind
pe v este inclusd in P si este ortogonali lui D (nr 8.4. 1)

rezultda atunu din teorema precedentd 1 ci A = A
deci ci v aparfine lui A. Avem in cele din urmi:

- —o, — — . = —
veANosvePsiv Lu

1
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TEOREMA /Fie Do dreapta veetorlala inclusi intr-nn
plan veetorial B si fie % o bazii a lu1 D.
Dreapta vectoriald A inclusd o P si
ortogonali eu D este multimea vectorilor
din P ortogonali cu vectorul “.

Exereitil. I. Planwl vectorial P este raporiat la o bazd ortonormats

— - - -+ fa
(3, 7). Fie D dreapta vectoriali tn care o bazd este veciorul nul u { B )

5 fie Z dreapia vecloriald inclusd tn ; §8 orlogonald cu 5

-

1° S& se demonsiveze cd: v (x) s Z¢c¢x+ By = 0.
y

2° Sd se demonsiyeze cé o bazi a lm‘& este vectorul 1-; (—B] .
a

1° Reamintim c# dreapta vectoriald Z este mulfimea vectorilor
-
din F’ ortogonali vectorului #; avem deci:

-;;(x)e Za?l;¢7-3=0¢m+ By = 0.
¥y

Relatia ax + By =0, care este verificatd de coordonatele #, y
ale unui vector 7 al Iui P daca §i numai daci acest vector apar—
tine dreptei vectoriale A este o eenatie earteziand a lui A.

2° Vectornl_;c nefiind nul, una cel putin dintre coordonatele sale «,

B nu este nuli; rezults din aceasta ¢4 vectorul % nu este nul; avem
pe de alti parte:

-
u

" U= (—Ba+aB=0,

ceea ce dovedeste cid w este ortogonal cu ;’, deci c3 w aparfine Ini
Z. Vectorul %’ care este nenul §i care apartine lui A este deci 0 bazi
a lui A

II. Planul vectorial P fiind raportat la o basd ortonormatd (-i-,. ;’3,
fie F mulfimea vectorilor .; pentru care coordonaiele # verificd

relafia ax - By = 0, unde o 5i B sint doud numere reale nu amindoud
nule.
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Sd se demonsm:a ci F este draapla vectoriald ortogonald drepies vec-

toriale compinind vectorul nenul u ( ;

Fie D:dreapta vectoriald confinind vectorul nenul w i fie a dreapta
—
vectoriald ortogonald cu D. Avem:

Rezulti :

D 8.4.3. Ortogonalitatea unei drepte vectoriale
cu un plan vectorial

Fie Es un spatiu vectorial euclidian de dimensiune 3;
(? ;: 75) fiind o bazid ortonormati a lui E_';. fie D
dreapta vectoriald in care o baza este E si fie P planul
vectonal in care o bazi este (z j)

v = tk fiind un vector aparfinind lui D si w =t +
+ ¢ 7 fiind un vector aparfinind lui P, avem:

V-w=(tF) - (5 + ) =tk q) + (k7)) =0
ceea ce dovedeste ca orice vector al lui D este ortogonal
oricirui vector din P.

DEFINITIE/ Se spune e# o dreaptii vectoriali D
este ortogonald cu un plan veetorial P,
si se scrie D L P, dacit orice vector din
D este ortogonal oricérui veetor din p.
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S-a definit astfel o relajie binari intre elementele
mulfimii dreptelor vectonale din E3 si mulfimea

planelor vectoriale din Es, ‘numitii relatia de orto-
gc:]lahtate a unei drepte vectoriale eu un plan veeto-~
ri

Atunci cmd o dreapta vectoriald D este ortogonala
cu un plan vectonal P, se spune de asemenea ci P

este ortogonal eu D, sau ci D si P sint ortogonale ;
studiul ficut la inceputul acestui paragraf dovedegte
cd existi o dreaptd vectoriald si un plan vectorial
ortogonale.

PROPRIETATI ALE ORTOGONALITATII UNEI
DREPTE VECTORIALE CU UN PLAN
VECTORIAL

1. Fie D o dreapta vectorlala, P un plan vectorial,
% o bazd a lui D si (u u") o bazi a lui P.
@ Urmeazi imediat cd:

D1P=ulu sia L,

o Reczj)roc, daci vectorul # este ortogonal vecto-

rilor %’ si #’ o demonstrafie analoagd celei ficute
la mceputul acestui paragraf dovedeste cid once vec-

tor din D este ortogonal oricdrui vector din P, deci
cd D si P sint ortogonale:

wlu siw Lu' =D LP.

Se poate deci enunfa:

TEOREMA / O drepatii veetoriald D §i un plan vee-
torial P sint ortogonale dacid §i numai
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dacii un veetor nenul din D este ortogo~
nal eu cei doi veetori ai unei baze a

lui P.
2, F1e D si Po dreaptd vectoriald si un plan vecto-
rial, ortogonale Vectorul nul aparfine evident inter-
sectiei D N P.
Pe de alta parte, pentru orice vector % aparfinind
intersectiei D N P, avem:

-

u.l.-u

ceea ce implicd (nr. 8.3.1):

% =0.
Rezulti din aceasta:

- -

DN P={0};

se poate deci scrie:

—

D1P=DnP={0.

D 8.4.4. Dreaptd vectoriald ortogonald
cu un plan vectorial dat

Fie Es un spatiu vectorial euclidian de dunensmne 3
si fie P un plan vectorial inclus in Es

Se §t1e cil existd cel pufin o bazi ortonormati (1,, 7, k)
a lui E8 astfel mc1t bivectorul (Z —3 sd fie o bazd orto-
normati a lui P (nr. 8.3.3).

Urmeazd atunci imediat ca dreapta vectoriald D
pentru care o bazid este %, este ortogonald planului
vectorial P.
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Reczproc fie D' o dreapta vectoriald ortogona]a lui
P, pentru orice vector % apartfinind lui D, de coor-

x > = - -
donate ( y) in baza ortonormati (s, 7, £) a lui E,,

z
avem :

Rezulta din acestea: w — zk ceea ce dovedeste ci:
ue D deci cd:

D' c D.
Dreapta vectonala D', care este inclusd in dreapta
vectoriald D este deci egalid cu D. Se poate enunja :

TEOREMA | Fie P un plan veetorial inclus intr-un

1. spatiu veectorial euclidian b:; de dimen-
siune 3. Existd o dreaptd veetoriald, si

numai una, inelusi in Ea si ortogonald
hai P.

Observane. — Fie P un plan vectonal al lui Es,
fie (u, ') o baza alui P si fie D dreapta vectoriald
ortogonald lui B.

Avem :

- - - - .- -
veD=vlusivlau.

. . - A A,
Reciproc, fie v un vector astfel incit:

- - . 2, -
vlugovlu.



Dac » este nul,- urmeazi imediat ci v apariine
i D.
Daci 7 nu este nul, dreapta vectoriald D’ continind
pe v este ortogonald lui P (nr. 8. 4 3) ; rezulta atunc1
din teorema 1 (precedentd) ca D= D deci ci v
aparfine lui D.
Avem in cele din urmai:
veDwvlusivla,
ceea ce permite si enunfim:
TEOREMA / Fie P un plan veectorial inclus in spatiul
2. vectorial euclidian fs si fie (17, 17’) 0
bazi a lui P.
Dreapta vectoriali ortogonald lui P este
multimea vectorilor lui Es ortogonali vee-~
torului « §i vectorului .

Exereitil. I. Spafiul vectorial Es este vaportat la o bazd orionormatd
- - -

¢, J, &)
l"’ Sd se gdseascd un sistem de ecualii carteziene ale dyeptei vectoriale

D ortogonals planului P confinind cei doi vectori :

- 1 - (-2
u (-2) st u ( l‘ .
1 3

2° S& se determine o bazd a lui D.
—
1° Dreapta vectoriald D este mul{imea vectorilor v ortogonall cu
- —
% §i cu %', avem deci:

;‘;)EDQ{uJ.uQ{u-u 0 ( x—2% 4+2=0 (1)

z v 1w 3 W 0 2x+y+32=0 (2

x
Relatiile (1) si (2) care sint verificate de cdtre coordonatele (y)
z
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ela unui vector v aI lui E, constituie un sistem de ecuatii carteziene

ale dreptei vectoriale D daed §i numei dacd acest vector apartine
lui D

2° O bazd a lui D este un vector nenul apartinind lui D adicd un
vector pentru care tripletul de coordonate (, y, z) este o solufie
a sistemului:

1 =24 2=0
—2‘2+ .‘}'+33=0.

diferits de solufia (0, 0, 0).
Sistemul I este echivalent cu sistemul :

n]x=
|»=

Rezultd din aceasta ci vectorul ;(S) este o bazd a’lui B
3

z

2.

wlo w|w

II, Fie P un plan” vectonal de ecua;w cartesiand ox + By + vz =0
fntr-o basd ortonormald (t, ], k) a lui E, S4& se demonstyesze cd o basd

«
a dreplei -vectoriale D, ortogonald cu P, este vectorul ; (B) .

Y
] —
Pentru orice vector v|y| aparfinind Iui P, avem:
- \#

wev= ax + By +yz=0
ceea ce dovedeste cd vectorul u este ortogonal oriciirui vector
din P deci & u apartine dreptei vectoriale D ortogonald lui P
Cum cel putm unul dintre cele trei numere «, B, y nu este nul,
vectorul % nu este nul
Rezults ci vectorul u, care nu este nul §i care apartine lui D este
o bazi a lui D.
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D 8.4.5. Plan vectorial ortogonal
unei drepte vectoriale date

Fie Ea,' un spatiu vectorial euclidian de dimensiune
3 si fie Do dreaptd vectoriald inclusi in E‘a

Se §t1e cd existd cel pufin o bazid ortonormata (1 ], k)
a lui Ea astfel ci vectorul unitar 7 este o bazi a lui
D (nr. 8.3.3).

Urmeazi atunci imediat cd planul vectorial I_’: pentru .
care o bazid este G, 73'), este ortogonal dreptei vecto-
riale D.

Reciproc, fie P’ un plan vectorial ortogonal lui D;
pentru orice vector u apartinind lui P’, de coordo-

X — - - -
nate (y) in baza ortonormatid (7,7, k) a lui E,,

2
avem :

- - - i
ulion-1=0cex=0.

Rezulti din aceasta:

- —.. -
u =19 + 2%,
ceea ce dovedeste ci:
- —
e P
deci ca:
-
P CP.

Planul vectorial ﬁ', care este inclus in planul vecto-
rial P, este deci egal cu P (unr. 3.1.6).
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Se poate enunta:

-

TEOREMA/ Fie D o dreapta vectoriald inelusd intr-un

1. spatiu veetorial euclidian Ea de dimen~
siune 3. Existi un plan veetorial, si nu-

mai unul, inclus in E, si ortogonal lui D.

Observatie. Fie D o dreaptd vectoriald a lui 753,
fie % 0 bazi a lui D si fie P planul vectorial ortogonal
lui D.

Avem: v € P=7vl 4.

Reciproc, fie 7 un vector astfel ca: vl .

Daci v este nul, urmeazi imediat ci v apartine lui P.
Daci v nu este nul fie ¥’ un vector apartinind lui P
astfel ca v si o' s3 fie liniar independenti ; planul vec-

torial P/ continind pe v si v este ortogonal cu D
(nr. 8.4.3) ; rezultd atunci din teorema 1 (precedentd)

A PP=DP, deci ci v apartine lui p.
Avem in cele din urmai:
vePeovly
ceea ce permite si enuntim :
TEOREMA/ Fie D o dreapti vectoriald inclusa intr-un
2. spatiu veetorial euclidian I_*fs si fie %o

bazi a Iui D. Planul vectorial ortogonal
en D este mulfimea vectorilor lui E’a
ortegonali eu veetorul .

Exerei;ll. Spatiul vectorial E, este yaportat la o bazd ortonovmatd
(t, ], k) Sd se deleymine o ecuafic a planului vectorial P ortogonal

o
dyeptes vecloriale D conpinind vectorul nenul ;(B) .
Y
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Planul vectorial 1-; este mulfimea vectorilor lui E, ortogonali vec-
torului 4, Rezulti de aici ci:

- [* - — - -
v(y) €Pewy lusv-u=0
z

<ar+ Py + yz=0.

Relatia ax + By + vz = 0, care este verificatd de coordonatele
-t -t
%, 9, z ale unui vector v al lui E,, daci gi numai dacd acest vector
—
apartine lui P, este deci o ecnatie carteziani a planului vectorial P

EXERCITII

8.27. Planul vectorial P este raportat la o bazi ortonormati (;: ?)
Fie D o dreapts vectorials inclusé In P gi fie % o bazi a lui D. S& se
stabileascd o ecuatie carteziani §i o bazd a dreptei vectoriale Z,
inclusi in P gi ortogonald cu B. in cazurile urmitoare:

= (-1 - b = (1 . > 0 .
9 ¥ (T a9 ()
-2 - - —1
d’“lO)' e’“( s} P “(—1)'
8.28. pa’pul vectorial E, este raportat la o baza ortonormat& (s.
], k) FieDodreaptﬁ vectorial? a lui E,e;iﬁeuobazﬁaluiD Sﬁ

se stabileascd o ecuatie carteziand §i o bazi a planului vectorial ?
ortogonal cu D, in cazurile urmtoare:

(-1 -{ O - (2
a)u( ); b)u(—l); c)u(());
1 2 0
=l - -2 -1
d) u( 3): e)u( 0): f)u(l)
1 1 1
8 29. Spaﬁnl vectorial E, este raportat la o bazi ortonormati (n,

j, k) Fie P un plan vectorial al lui E, §i fie (u, u’) o bazi a lui P.

Si se giseasch o bazdi a dreptei vectoriale D ortogonald cu P in
cazurile urmitoare:
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~[—1 - (1
c) u 1 uwi|2].
0 3
8.30. Spatiul vectorial E, este raportat la o bazi ortonormat#
— — —

¢ 4, #).

n Lf 2
1° Si se demonstreze ci cei doi vectorl % (— 1) si u'(

lj sint 1.
1

niar independenti. Fie P Planul vectorial confinind acesti doi
vectori.

2° S se determine numdrul real m astfel incit vectorul v ( %) st
aparfind Iui ; Fie 5 dreapta vectoriald ce contine acest vector
7 (cind v aparfine Iui P).

3° Sk se ghiseasch o bazd a dreptel vectoriale A inclusé in P §i orto-
gonald cu D.

8.31. Spat.iul vectorial E, este rapottat la o bazé ortonormati (s,
j, k) Fie Pun plan vecborial al lui E, s fie Do dreaptd vectoriald
a lui E, neortogonald cu B

1° S se demonstteze cii existi o dreaptii vectoriald A, si numai
una, inclusi in P gi ortogonali cu D

2° SH se determine o bazi a lui A in cazul in care o ecuatle carte-

ziand a lui ._P.este:
*x—2y—3=0

— - 1
$i 0 bazd a lui D este u(l).
1
3° 84 se determine o bazi a lui Z. in cazul In care P este planul
-2 1 -
vectorial ce contine cei doi vectori % ( 1) st 1?( 1) siin care D
1 -3

1
este dreapta vectoriali continind vectorul ;"(- 1) .
2
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8.32. Spa.tiul vectorial E, este raportat la o baza ortonormata (z,
], k) FiePnnplanvectoﬁellniEasiﬁe (u, u’) obaza.alu.iP.

1° S& se demonstreze c# dreapta vectoriald D ortogonald cu P
este_.intersectw a dou# plane vectoriale respectiv ortogonale cn P

i o
2° S% se scrie un sistem de ecuatii carteziene ale dreptei vectoriale

5. apoi sk se determine o bazi a lui D in cazurile urmitoare :

-1 - 0
a) u ( 2), u'( l).
-1 -2
(1 - (—2
b) u (l), u’( 0).
1 1
(1 - (—2
) u ( l), u’( 4).
3 -1

8.33. Spatinl vectorial E, este raportat 1a o baz§ ortonormatd (s.
j. k) Fie P un plan vectorial al lni E, gl fie D dreapta vectoriald
ortogonald lui P.

S# se gliseascd o bazdi a 1n§'5 apol si se scrle un sistem de ecuatii
carteziene ale lui 5 in cazurile urmitoare, in care o ecuafie carte-
zdand a Iui P este:

a) x+y—2=0; b) 2x+y+2=0;
¢) —y+2:=0; d »+2—32=0.

8.34. Fie E un spatiu vectorial euclidian g fie I; si P’ dous plane
vectoriale ortogonale, adicd astfel ca:

-

— — — - -
Vue P, VYuweP ulu.

—

1° Fie (_;, ;) o baz ortonormati a lui P si fie (¢, ]T:) o baz# ortonor-
—
mat¥ a lui P’

S4 se demonstreze ci cei patru vectoti;: ;: v , ? sint liniar indepen-
denti.

2° % se deduc# din aceasta ci nu existd plane vectoriale ortogonale
in spatinl vectorial de dimensiune trei.

8.35. Planul vectorial euclidian E, este raportat la o bazi ortonor-
— — = - -
mati (i, §, k). Fie P planul vectorial din E, pentru care o ecuatie

53



cartezian# este:
22+ y—2=0.

~f1
1° S& se demonstreze ci vectorul (1) apartine lui P
3

Si se deducﬁ din aceasta ci dreapta vectoriald D pentru care o
baziesteuwteinclusﬁinP
- -t
2° Si se gliseascd o bazi a dreptei vectoriale A inclusi in P gi orto-
—

gonald cu D.
3° Si se reia cele doua chestiuni precedente in cazulin care ecuatie

cartezxanéalmPeste
”—J'+23=0.

1
§i In care vectorul “ are coordonatele (— l) .
-1

8.38. Hie F un subspatiu vectorial al spat.iulm vectorial eucl.ldian

El (dim E, = 3). Se numeste ortogonalul Iui F 5i se noteazy F"'

multimea vectorilor din Ea ortogonali cu oricare dintre vectorii
-

lui F.

1° Si se demonstreze c& F* este un subspatiu vectorial al lni E

sicd:
-i'z n 1-7."' = {3}.

2° Ce se poate spune despreF"' in cazurile urmitoare :
a) F {0}
b) F este o dreapti vectorialy,
c) F este un plan vectorial.
d) F=E,?
S4 se deduci din acestea cd, in toate cazurile:

dim F + dim F* = 3,

3° S4 se demonstreze ci orice vector « al Tui E, se scrie intr-un
singur mod ca sumi a unui vecto: w apartinind lui F a
unui vector W’ aparfinind lui F=,

8.37. F:e Do dreaptd vectoriali inclus3 intr-un plan vectorial eucli-
dian P si fie A dreapta vectorial incluss in P si ortogonali cu D.
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1°3 si ] fiind doi vecton unitari aparfinind respectiv lui D si A
si se demonstreze ci (s, ') este o baz# ortonormatd a lui .P

2° S3 se demonstreze ci, pentru orice vector Pt apartinind lui ;,

P —
existi un bivector (', %), gi numai unul, aparfinind lui D x Z
astfel ca

- - -
u=1u 4 u’.

3° Se numegte proiecfie ortogonald a unui vector pe dreapta vec-
torials D, vectorul ' definit la punctul 2°.
a) Si se demonstreze ci: u (-;4 ;)';’
54 se deduci din aceasta c¥ aplica}ia: %> % este o aplicatie liniari
alui Pin D.
b) S# se demonstreze ci:
w=0euec A.
c) S% se demonstreze ci: w =;¢;E D.
d) S& ge demonstreze cA: [|w [ < 1% |l
8.38. Fie D o dreaptd vectoriald i.nclusi intr-un spatiu vectorial
euclidia.n E, de dimensiune trei i fie P planul vectorial ortogonal
lui D
1° (z, _1) fimd o bazi ortonormats a lui P ¢i E un 3 vector unitar apar-
{inind lui D si se demonstreze ci trivectorul (1, j, k) este o bazid
ortonormatd a lui E,
2° Si se demonstreze ci pentru orice vector u apa.rtinind Tui E,,
existi un bivector (u s -u") apartinind lui D X P. §i numai unul,
astfel ca:

U=+ W

3° Se numeste proiecfie ortogonald a unui vector % pe dreapta vec-

torials D, vectorul u’ definit la punctul 2°,
a) Si se demonstreze ci:

- ==

= (% + R)k.

S4 se deducd de aici cd aplicatia u-»u’ este o aplicatie liniard a
— —
lui E; in D.
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- - - —
b) S& se demonstreze ci: ' =0 u < P,
-— — - -
c) Si se demonstreze ci: ¥’ =u<>u < D,

- -
d) S4 se demonstreze ci: ||« || < [ju ||
4° Se numegte proiectie ortogonald a unui vector w pe planul vecto-

— —
rial P vectorul u*” definit la punctul 2°.
— —

8) Si se demonstreze ci aplicatia: % = u’’ este o aplicatie liniars
a lui E in P.

- - - —
b) S& se demonstreze cd: ¥” = 0 <>u € D,

- - - —
c) S4 se demonstreze ci: w”’ =u<>u € P.

—
d) Si se demonstreze ci: [[w”|| < [ful.

§° Spatiul vectorial E‘, este raportat la baza (-t.,-;. -k’). Fie % un
£

vector de coordonate (y) . 5S4 se caracterizeze printr-o relafie intre
z

%, ¥, s mul{imea F a vectorilor “ astfel ca ||1—¢.'t| = H;”ﬂ. Multimea F
este un subspatiu vectorial al lui E,?
PROBLEME.

8.39. Fie % un vector nenul aparfinind unui plan vectorial eucli-
dian P gi fie 2 un numir real,
1° S% se rezolve in P si si se discute ecuatia definitd prin:

I#*+all=a.
2° S se rezolve in P gi s& se discute ecuatia definits prin:
— -
I*x—ul=a

3° 4 se rezolve in P ecuafia definiti prin:

- -
Xu=<a

(Peatru fiecare chestiune se va utiliza o bazi ortonormat# convena-
bil aleasy.)

— —_
8.40. Fie % gi v doi vectorl aparfinind unui”spatin vectorial eucli-

dian si fie g, b, ¢ trei numere reale (z 3 0),
Se considerd numirul 4 definit prin:

A = a(W) + bu - 9 + c(o.
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1° S% se demonstreze ci existi un vector ;y.si un numir real A
astfel ca:

— A -
a=alir- g (v)=]-
2° fn cazul in care A este pozitiv sau nul, s3 se scrie sub forma:
A = aln — av) + (8 — BY).

8.41. Fie ;;, ;51 w trei vectori apartinind unui spatiu vectorial eucli-
-
dian E, astfel ca

—

- =
#+vdw=0.

-

1° S& se demonstreze c#t, dacd ; gi v sint liniar independenti, tot
astfelsintvslwpedeopa:te usiwpede altipm’te

Se presupune in continuarea problemei ci % si v sint liniar inde-
penden’;i

2" Sé se demonstreze ci norma fiecirnia dintre cei trei vectori u.
v. w este strict inferioari sumei normelor celorlalti doi vectori.
3° S& se demonstreze ci norma fieciruia dintre cei trei vectori 1_4:

;: w este strictssuperioars valorii absolute a diferentei normelor celor-
lalti vectori.
4° Fie g, b, ¢ trel numere reale strict pozitive astfel ci:

b—cl<a<bdb+ec

a) Si se demonstreze ci:
b 4 ¢t — a?
—l<— <L
2be <
b) P fiind un! "plan? vectorlal al spatiului vectorial E si (1, ]) fiind o
‘bazi ortonormati 8 lui P si se demonstreze ci existi cel putin
un vector unitar _7 astfel incit:
- = Bt ct—at
o fl =
2be

°J
- - -0 -y — -
c)Sepuneu—bz. ——cy w=— (¥4 ).
S se demonstreze cd P g{ v sint liniar independenti si c#:

lwll=5 Hovil=2c ol = a.
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5° Sk se rezume studiul ficut la punctul patru sub form# de teo-
remi.

8.42. Fie E, un spatiu vectorial euchdian de dimensiune trei gi ﬁe

w un vector nenul aparfinind Ini E, Se desemneaz3 prin 1 aplicafia
Tui E, in R definiti prin:
Vo € E, O
1° S& se demonstreze ci f este o formi liniary defimtii pe E-:
2° Si se demonstreze c# mulfimea F, a vectorilor v din E, astfel

ca f(v) = 0 este un plan vectorial al Iui E
3° Mai genera.l k fiind un numir real dat, fie Ep multimea vectori-

lor v ai Iui Es astfel ca:
10) = .

%
a) Si se demonstreze ci vectorulﬁ; w apartine lui Fy §i prin
4
urmare ci Fj nu este vidi.
—
b) v, fiind un vector aparfinind Iui F}, si se demonstreze cX ;

- - -
v EFp<>v—9, € F,

S# se deducy de aici ci Fj, este transformata lui F, printr-o translatie
vectoriali.

8.43, e E, un spafin vectorial euclidian de dimensiune trei. Se
‘spune c# un plan vectorial P al lui E,, este perpendicular pe un
plan vectona.l P al lni E, §i se scrie P 1 P dack orice vectot orto-
gonal cu P este ortogonal oricirui vector ortogona.l cu P,

(Se reamintegte ci un vector ortogonal lui P este un vector ortogonal
tuturor vectorilor lui P)

1° 84 se demonstreze ci: ;_] 1;,=>P_:_| P,

(Se va spune c# P si P sint perpendiculare). '
2° Si se demonstreze ¢4 un plan vectorial nu este perpendicular pe
el insugi.

3° Si se demonstreze ci doud plane P si P sint perpendiculare daci
§i numai dacii un vector nenul ortogonal cu P §i un vector nenul
ortogonal cu P sint ortogonah.

4° S4 se demonstreze ci P este ortogonal cu P’ dacli §i numai dacs
P confine o dreapti vectoriald ortogonaly cu P.
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5° Sé se demonstreze ci intersectia a doud plane vectoriale distinc-
te P si P” perpendiculare pe acelagi plan vectorial P, este dreapta
vectoriald ortogonald cu P.

6° Spatinl vectonal E. fiind raportat la o bazi ortonormati (t,
_1. ) fie P si P dous plane vectoriale de ecuatii carteziene respec-

ax+by+c=0
ax+by+¢ =0
S& se demonstreze cd:

;J ;'¢aa’+bb'+cc'=0.

7° Aplicatie. Se considerd cele patru plane vectoriale 1;: 1?’, (-2‘:
Q' pentru care ecuatiile carteziene, intr-o bazd ortonormatg, sint:

—1;:x+y+z=0;
_P":2x——y-—z=0;
§:x+3y—-x=0:
6"3x+5y+z=0.

Si se determine toate perechile care contin dou plane vectoriale
perpendiculare, alese dintre cele patru plane date

8° S% se demonstreze c# existi un plan vectorial R §i numa.l unul,

perpendicular pe doud plane vectoriale distincte P si Q

Aplicafie. S se determine R pentru care P $i Q au drept ecuatii

carteziene, intr-o bazi ortonormati a lui E:,
;:2x+y—33=0;

-t

Q:x+2y+2=0.



9. IZOMETRILE PLANULU
VECTORIAL EUCLIDIAN

9.1. Grup ortogonal.
9.2. Rotatit vectoriale.
9.3. Grupul rotatislor vectoriale.

9.1. GRUP ORTOGONAL

9.1.1. Aplicatii liniare ortogonale

Fie P un plan vectorial euclidian raportat la o bazi
ortonormatd (7, j) si fie f aplicajia liniari a Iui P
in P pentru care matricea in baza (5, j) este:

1 _ 48

2 2
A=

81

2 2

u si v fiind doi vectori aparfinind hui P, de coordo-

nate respective ( ;) si ( ;), vectorii f(;) si 1)
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au respectiv coordonatele:

2 2 (a)_ 2 2
3 1{\g 3 1
T 2 2 TP
1 3 {1 3
. A —y—=23
si 2 2 (Y)= 2 2
s o1|WTlE L,
2 2 g Y79

Produsul scalar f(‘;) . f(;) este atunci egal cu:

(LB o) (B L g s

2z 2F\2¥ 72 2

1 1 3
+78)=T“Y_{ Y—L¢3+ B3 +

5 Ji. 4B
3+ Lo+ Bus s Los—ar o,

Cum ins¥: # - v = ay + B8, rezulti:
f(u) . f(v) =%

DEFINITIE / Se spune eii o aplicatie liniard f a pla-
nului veetorial euclidian P in el insusi
este ortogonald daeii:

V(u, 2) « P i(u) - () = u - 0.

Aplicatia liniard studiatd la inceputul acestui para-
graf este ortogonali.
Observaii. — 1. Urmeazd 1med1at cd o aplicatie

identici a planului vectorial P este o aplicafie liniard
ortogonala.
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2. Proprietatea :
Vi, ) = P f(w) f(0) = u - v,

verificatd de o aplicafie liniard ortogonali f, se ex-
primd spunind cd f conservii produsul sealar.

9.1.2. Caracterizarea unei aplicatii liniare
ortogonale

Fie f o aplicatie liniard a planului vectorial P in
el insugi.
@ Daci f este ortogonald, avem, pentru orice vector

u aparjinind lui P:

NEGe) 1P = £ - 8(0) = - = u e,
ceea ce implicd:

Il £G2e) | = Nl 2 |l
@ Reciproc, daca £ este astfel ca:
Vu € P || 8(u) || = llu].

avem pentru orice cuplu (17, ;) de vectori din P:
2G6) 1= 1%l I 2) 1= 19 0 11 2Ge + 9) Il = N %o |15
Cum, in plus, f este liniari, avem:

18e) + 20) 1| = 18 + 0] || = ¢ + v |.
Rezultd din aceasta (nr. 8.1.4):

b= (TRl =TI =
= 5 1860+ 26) I — 4G 13 — 146D ) = £66) - 1G)
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ceea ce dovedeste ci f conservd produsul scalar, deci
cé, aplicatia lintar3 f este ortogonali. Se poate enunfa :

TEOREMA / O aplicatie liniard £ a Iui P in P este
ortogonalid dacé §i numai daci:

Ve € P || = ||«

Proprietatea : Vu « P It f(‘l-t') =1 % Il verificati de
o aplicajie liniard ortogonalid f se exprimi spunind
ca f conservi norma.

Observatie : O aplicafie liniard ortogonald a planului
vectorial euclidian P n el insusi este de asemenea
numit} o izometrie vectoriald a lui P sau, mai simplu,
izometrie a lui P. Acesta este termenul pe care il
vom utiliza de acum inainte pentru a desemna o
aplicatie liniard ortogonald a lui P i P

EXERCITIU. Sd se demonstyeze cd aplicatia liniard 1 a lus 1_:: in

3, a cdrei malrice, intr-o basd ortonormatd (;: ;3 a Jut 1_" este
r =z
3 3
A= _ _
2 _/x
3 3
- [ —
u fiind un vector de coordonate ‘ B)' vectorul f(x) are coordonatele :
VAL [
I 3 3| 3° 3
2 T Nz yr.f
z _|/1] e V_ /L
V 3 V 3 s* | 3f

, ests oriogonald.



G = ([g «+ l/%p)s+ ([/g . V% p)’ -

2.4/2 2 2 242 1
i Al — B8 — gt —_ % =
3¢B+3B+3a 3¢ﬁ+33

1
=;a’+
= a® + B* = [ulp;

Rezults din aceasta c&: [I1(w)]| = [lwl]
ceea ce dovedeste cii aplicatia f, care conservi norma este ortogo-
nald,

9.1.3. Determinantul matricei unei izometrii
intr-o bazd ortonormatd

Fie f o izometrie a planului vectorial euclidian P
- -
pentru care matricea, intr-o bazd ortonormati (i, 5)

a lui I_’: este :
a ¢
A=QJ'
determinantul lui A4 este:

D =

a c
b d'=ad-—bc.

_Avem pe de altd parte:
1) = ai 4 b
si i) =i + df;

cum f este o izometrie, f conservid norma si produsul
scalar. Rezultd din aceasta:

G Ip = a* + 22 = |7 |p = 1
MG P =ct 4+ &= f =1
16) 1) =ac +bd=3-7=0.
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Identitatea lui Lageange (nr. 4.3.4) aplicati celor
patru numere a, b, ¢, d ne di atunci '

(a® + %) (c* + d%) = (ac + bd)? + (ad — be),
adica :
(ad — be)* = D2 = 1.
Avem prin urmare:
D=1sau D= — 1
ceea ce permite si enunf{im:
TEOREMA / Determinantul matrieei unei izomeétrii a

planului vectorial euclidian ﬁ, intr-o

" bazi ortonormatit a lui P, este egal eu
1 sau eu — 1.

— -

Observatie. — Fie f aplicatia liniari a lui P in P
—_ -

pentru care matricea intr-o bazi ortonormati (s, 5)

) 23)
=(12
2 3
1 2

a lui ? este :

Determinantul matricei 4 este

l =4—-3=1.
Avem pe de alti parte

—

i) = 2 + 7,
ceea ce implici:

I16) I| = V2 + T = 45.

Rezultd din aceasta ci normele vectorilor 'f(?) si P

sint distincte «/5 # 1, ceea ce dovedeste cd aplicatia
linjari f nu este o izometrie.
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0 aplicatie liniard a lui Pin P, penlru care matricea,

intr-o bazii ortonormati a lui P are un determinant
egal cu 1 sau cu — 1, nu este deei in mod neeesar
o izometrie.

9.1.4. Aplicatia compusa a doud izometrii

fsig fiind doui izometrii ale planului vectorial eucli-
dian P, desemnim prin h aplicatia compusa gof.
Cum f si g sint doud aplicatii liniare ale lui Bin P,
tot asa este si aplicajia compusd h = =9 of.

Fie # un vector apartmmd lui ﬁ fie u' = f(u 1ma—
ginea lui w prin f si fie 4’ = g(u ), imaginea lui o
prin g ; #" este de asemenea imaginea lui u prin h:

" = g(u) = gi(u)] = (g o T)(x) = h{x).
Cele doui izometrii f si g conservd norma ; avem deci
fe” =1l =12l
ceea ce implicé:
) | = 1%
Rezulti din aceasta cd aplicatia liniard h conservd

norma, deci ci h este o izometrie.
Se poate enunta:

TEOREMA / Aplicatia eompusid a douil 1zometm ale
planului veetonal euclidian P este o
izometrie a lui P.



'9.1.5. Aplicafia reciprocd a unei izometrii

Fie f o izometrie a planului vectorial euclidian P si
fie A matricea lui f intr-o bazi ortonormati G 9
a lui P, : o

S-a demonstrat in paragraful nr. 9.1.3. ci determinan-
tul matricei 4 este egal cu 1 sau cu —1. Cum acest
determinant nu este nul, matricea A este regulati
(nr. 4.3.5) ; rezultd cé aplicatia liniar} f este bijectiva
(nr. 4.3.3).

Desemndm prin f-! aplicatia reciproci a lui f; se

stie cd f-1 este o aplicatie liniard a lui Pin P.
-1

- .. . A - -

 fiind un vector aparfinind lui P, fie », = f(#) ima-
—ry

ginea lui # prin £-1; avem:

f(;;l) = 7'-‘.;
Cum { este o izometrie, avem
- Mo ll = 1| £(oey) Il = [ ey I,
adicd :
l 2|l = || £-2(s) |I.

Rezultid din aceasta cid aplicatia liniard -1 conservid
norma, deci ci f-! este o izometrie.
Se poate enunia:

TEOREMA / Orice izometrie f a planului veetorial
euclidian P este bijectivit si aplicatia
sa reciprocii f-1 este o izometrie a lui P.

9.1.6. Grup ortogonal al planului vectorial
euclidian

Desemnam prin J mulfimea izometriilor planului

=
vectorial euclidian P. Aplicafia compusi a doud
izometrii fiind o izometrie, rezulti ci compunerea
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aplicatiilor este o lege de compozifie internd definitd
pe mulfimea J.
.’Aceasté lege este asociativi:
V£, g.h) € I3 (hog)of=ho(gof).
@ Aplicatia identici e a planului vectorial p apar-

fine lui J; e este deci element neutru al lui J pentru
legea de compozitie a aplicatiilor :
VieJfoe=cof=1{.
@ Orice izometrie f este bijectivi si aplicatia sa reci-
proci i1 este o izometrie; cum mai mult -1 este
astfel incit:
fofl=f"10f=c¢,
rezulti de aici cd orice element al lui J poseda un
stmeiric in J, relativ la legea de compozifie a aplica-
tiilor :
vied, JiteJioft=1"1oi=c.
Studiul anterior permite si se enunte:

TEOREMA / Multimea J a izometriilor planului veeto-

rial euclidian f’, inzestrati cu legea de
compozitie a aplicatiilor este un grup
numit grupul ortogonal al Iui P.

EXERCITIU. Fie § 5i g cele doud aplicafii liniave ale planului

vectorial euclidian P in el insugi pentru care matricele respective in-
- - -

tr-o bazd ortonormald (i, §) a lui P sint:

01 1 0
A=( )5,' B=( )
-1 0 0 -1

1° Sd se demonstreze cd 1 §i g sint doud izometrii.
2° Sa se exprime matricele 1zometriilor gol si fog in baza (i, j).

Sd se deducd de aici cd grupul ortogonal & ai planului vectorial P nu
este comuiativ.

— X —
1° Fie % un vector de coordonate ( ]in baza ortonormati (3, _1-).
¥y
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In aceasts bazi, coordonatele vectorului l(:) sint :

0 I\ (x\ - ( ¥
(-5 o {y) = (—x]‘
rezultd din aceasta:
WGP = 92 + (—2)* = #* + 32 =
ceea ce dovedegte ci aplicajia liniari 1 conservi norma, deci ci f
este o izometrie. Coordonatele vectorului g(;') in baza (;,. 5 sint:

Y
rezultd dm aceasta:

lg@lE = #* 4 (—3)% = 22 + 52 = [l

ceea ce dovedeste ci aplicafia liniar¥ g conservd norma, deci ci g
este o izometrie.

2° Matricea C a izometriei gof in baza (-:,;) este:
1 0 01
C=BA = ’ ) = ‘0 ! .
0 —-1"{-10 10
Matricea C’ a izometriei fog fn baza (i, j) este:

cmam=( 20 - (27
—10J10 —1 -1 0
Se constats imediat ¢ C # C’, ceea ce implici:
gol #£1tog. :
Rezultd din aceasta ci grupul ortogonal Z al planului veetorial
euelidian P nu este eomutativ.

EXERCITH

9.1. Fie h; omotetia de raport A a planului vectorial euclidian P
in el insugi. S3 se demonstreze ci hy este o izometrie daca si numai
daci:

=1sau A= —1,

9.2. Fie f o aplicatie liniard a planului vectorial euclidian Pin el
insugi pentru care matricea 4 intr-o baz¥ ortonormati (i, 7) a lui
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3 este datd, S& se spun¥ dacd f este o izometrie in cazurile urmai-

toare:
. V2 42
a)A=(o 1) si b) 4= 2_ ‘2_ ;
2 2.
PRETR] 1-
4 = =1 ?);d),4=(° -1);
01 1 0
1 3 2
2 T a9 5 5
d) 4 = J?T ; A= s 3

AN 2/ . 5 5
9.3. S% se demonstreze ci orice izometrie a planului vectorial eucli-
dian P transformi o bazi ortonormats a lui 1-’. intr-o bazi ortonor-
mati a lui P.
Reciproc, si se demonstreze ci orice aplicafie liniard f a lui Pin -P.

care transform% o baz# ortonormati intr-o bazi ortonormati este o
izometrie.

9.4 Fie f o aplicatie liniard a planului vectorial euclidian 1? in el
—_ — -t
insusi §i fie (3, f) o bazd a Ini P.
-
1° 84 se demonstreze cd, dacid { este injectivd, bivectorul {(i),

f(]-?) esteobazéaluil_’t )
2° Folosind rezultatul de la punctul 1° si se deducd implicatia:

4t 1 injéctivd = 1 sturjectivi.
Se presupune ci f este o izometrie. Utilizind proprietatea de conser-

vare a normei prin f, si se demonstreze cd f este injectivd. Si se
deduci de aici ci o izometrie este surjectivi.

9.5. Fie i un vector unitar apar{inind planului vectorial euclidian P.
—
1° Se desemneazd prin p aplicatia Ini P in el insugi definitd prin:

P = (u - 9.

a) S# se demonstreze ci p este liniari.
b) Aplicatia p este o izometrie?

2° Se desemneazii prin s aplicatia lui Pinel insugi definitd prin:

s(w) = 2p(w) — u.
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a) S& se demonstreze ci 8§ este liniari.
b) Aplicatia s este o izometrie?

3° Fie_]t un vector astfel ci (_’z. ?;) este o bazi ortonormati a lui P.
Care sint, in aceastd bazd, matricele aplicatiilor liniare p i s?

9.6. S se demonstreze cii o izometrie a planului vectorial euclidian

— —

P transform¥ orice dreapt vectoriali D, inclus# in I_’: intr-o dreapta
-_

vectoriald D’.

9.7. Fie f aplicatia liniard a planuiui vectorial euctidian P in el
insusi pentru care matricea intr-o bazi ortonormaty (;: ;)’ alui P
este:

‘4=(4; "\1/3_)

1° S34 se demonstreze cd pentru orice vector u apartinind lui P
avem:

— -
()] = 2]|se]).
1
2° Fie h omotetia vectoriald de raport -2- . 53 se demonstreze ci:

hof = foh

si ci foh este o izometrie.

9.2. ROTATII VECTORIALE

9.2.1. Matricea unei izometrii intr-o baza
ortonormata

Fie f o izometrie a planului vectorial euclidian P
pentru care matricea, intr-o bazi ortonormati a

lui T’, este:
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S-a demonstrat in paragraful 9.1.3 cd numerele reale
a, b, c, 4 verifici relatiile

a4 b =1
cd4+d =1
ac 4+ bd =0

si cd aceste relatii implicd:
ad —bc =1sau ad —bc = — 1.

@ Daci ad — bc = 1, cuplul (¢, d) este solufia siste-
mului :

ax+by =0
—bx4ay=1

Determinantul sistemului I este:

b 2 2 .
=7 +8=1;

cum D nu este nul, sistemul I are o solujie si numai
una:

0 b b a
=11 &TT% YT -0 1‘=“'

Rezulta din aceasta:

c=—bsid=a,

ceea ce implici faptul ci matricea A, a izometriei f,

este egald cu:
( )
b a |

@ Daci ad — bc = — 1, cuplul (¢, d) este solufie a
sistemului :

{ ax + by =0
—bxtay=—1,
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determinantul sistemului II este:
a
—b

cum D nu este nul, sistemul II are o solufie §i numai
una

b
—_— — a2 3 —
D= a_a+b—l

b
a

0 a 0
x=’_1 = b, y= —b _ll=—a.
Rezultd din aceasta
c=b sid=—a.

ceea ce implicd faptul cd matricea A, a izometriei f,

. a b
este egald cu:(b —a)'
Se poate deci enunta:
TEOREMA / Matricea unei izometrii a planului vee-

torial euelidian P, intr-o bazi ortonor-

matii a lui P se prezinti sub una din
cele doua forme:

o, ) of )

unde a si b sint douil numere reale astfel
ea:

at+ bt =1.

9.2.2. Rotatii vectoriale

@ Fie ¢ o izometrie a planului vectorial euclidian P,
in care matricea A intr-o bazi ortonormatid (7, j)
a lui P este de forma (1):

=6
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- . L AN
u fiind un vector unitar de coordonate (y) in baza

(2, 7), vectorul q)(u_). are drept coordonate in aceeagi

baza: L
a —b)( x) ax — by\ .
:(b a)\y =(bx—ay)'

rezultd din aceasta:
; . (P(;;) = x(ax — by) + y(bx + ay) = a(xz +yg) ;

cum % este unitar, avem : x2 +yr=1,
ceea ce implicd : -

— -
w - o(u) = a. ‘
Izometria ¢ este deci astfel ci, pentru orice vector

unitar 7, produsul scalar “.- <p(125 este constant si
egal cu a.

@ TFie f o izometrie a planului vectorial euclidian P-.
pentru care matricea intr-o bazi ortonormati (z ])
a lui P este de forma (2)

a b
A=& —J
- ) %
% fiind un vector unitar de coordonate (y) in baza

(Z }"), vectorul f(z:) are drept coordonate in aceeasi

bazi :
a by\(x ax + by\ .
’ (b —-a)(y) = (bx ~ ay)'
rezulti din aceasta:

- 8() = x(ax + by) + y(bx — ay) =
= a(x® — 3?) + 2bxy.
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Se constaté imediat ci produsul scalar # - 1(5), unde

vectorul % este unitar, nu este constant.
Intr-adevir daci & nu este nul, avem:

- l - —
@ pentru vectorul unitar s ( 0); i -1@) =a;

@ pentru vectorul unitar j (1); jif)=—a #a;

prin urmare : i f(Z; # ; . f(ﬁ.
Dacd a este nul i b nu este, avem:

- —

-(1
@ pentru vectorul unitar ¢ ( 0)_ 11 -f(5) =0
1

@ pentru vectorul umitar ? “45

2
DURR ()] 26(\/—) =b #£0;"

prin urmare : ’i(z) * 7 f(t)

DEFINITIE / Se numeste rotatie vectoriald a planului
vectorial euclidian P o izometrie e a
ni P astfel ineit pentru orlce veetor

unitar «, produsul sealar # - (p(u) este
constant. :
Studiul care a precedat aceastd deﬁmtle dovedeste
cd:
@ O izometric a planului vectorial P, pentru care

matricea intr-o bhazi ortonormati a lui P este de
forma (1), este o rotatie veetoriali.

@ O izometrie a planului veectorial 1_5, ‘pentru care

matricea intr-o bazi ortonormati a hi P este de
forma .(2), nu este o rotatie veetoriali.

75



Observatie. — 1. O rotatie vectoriald mai este numitd
si izometrie pozmva sau izometrie pard.

. -
2. Fie ¢ aphcatla identicd a planului vectorial P.
-
Pentru orice vector unitar %, avem:
;-b' — - -
“-oel) =u-u=lult=1

ceea ce dovedeste cid izometria e este o rotafie vec-
toriala.

9.2.3. Caracteristicele unei rotatiii vectoriale

1. Fie ¢ o rotafie a planului vectorial euclidian P
o fiind o izometrie, matricea 4 a lui ¢ intr-o bazi

ortonormati a lui P este de forma (1) sau de forma

(2) ;

A nu poate si fie de forma (2) cici atunci produsul

scalar # - cp(;; ) pentru un vector unitar % nu ar fi
constant. Rezulti de aici ci A este de forma (1),
deci cd:

a —=by . . .
A=(b a)§1a+b=l.

Reciproc, fie @ o aplicatie liniard a lui Pin P, pentru

care matricea A, intr-o bazi (z’? ]_5 a lui P este
a=[* _b) Pt p =1
=l o FETE=L
. - ‘ X s
Pentru orice vector %, de coordonate (y) in baza

ortonormati (z-,. _1:;, vectorul q;(;) are drept coordonate
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in aceeasi bazid

(ax —by\ .
bx + ay) $i avem:

96 IF = (ax — By)* + (b + ay)* =
= (@40 + 59 =2+ = u e

Rezultd din aceasta cid aplicafia liniari ¢ conservi
norma ceea ce dovedeste cd ¢ este o izometrie.
Cum in plus matricea 4, a izometriei ¢ in baza orto-

normati (i: 7_)., este de forma (1), ¢ este o rotatie

vectoriali.

Se poate deci enunga:

TEOREMA /O aplicatie liniard a planului veectorial

1.

euclidian P in el insusi estc o rotatie
veetoriali dacii si numai daedi matricea

-
sa, intr-o hazii ortonormati a lui P, este

dc forma:
(a - b)
b a

unde a si b sint douii numere reale astfel
ineit:
a* 4 = 1.

2. Matricea 4 a unei rotatii ¢ a planului vectorial ﬁ,
intr-o bazi ortonormati a lui P este astfel incit

4 (a _b)'2 =1
:b a§1a+—.

Rezultd din aceasta:

det A =

] PP
a—a-l- = 1.

b

-
Reciproc, fie ¢ o izometrie a planului vectorial P
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pentru care matricea A intr-o bazi ortonormati
(—i: 7) a lui P este astfel incit:

det 4 =1.
Matricea 4 a lui ¢ este de forma (1) cici daci ea ar
fi de forma (2) am avea:
a b
b —a

=—a—2=—1;

det A =

rezulti ci ¢ este o rotafie vectoriali.
Se poate deci enunta:

TEOREMA /O izometrie ¢ a planului vectorial eueli-

2 dian P este o rotatie veetoriali daecit si
numai daedi determinantul matricei lui ¢,

-
intr-o bazii ortonormatd a lui P, este
egal ecu 1.

Observatie. — 1. Fie f o izometrie a planului vecto-

rial euclidian P pentru care matricea, intr-o bazi
ortonormatd a lui P, este 4 ; se stie ci (ur. 9.1.3):

det A =1 sau det A = — 1.

Prin contrapoziia echivalentei
f este o rotatie vectoriali < det 4 = 1, se obtine:
f nu este o rotafie vectoriali <> det 4 = — 1.

2. Reamintim {nr. 9.1.3) ci o aplicatie liniari f a
planului vectorial P in el insusi pentru care matricea
A4 intr-o bazd ortonormatd a lui P este in aga fel
incit det 4 = 1, nu este in mod necesar o izometrie :
rezultd din aceasta, a fortiori, ci o astfel de apli-—
catie liniard nu este in mod necesar o rotatie vecto-
riald.
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9.2.4. Comparatie intre matricele aceleiasi
rotatii vectoriale in doud baze ortonormate

Fie ¢ o rotaie a planului vectorial euclidian P si fie
= (b _a) matricea lui ¢ intr-o bazi ortonormati

G 7) a lui P. ,_

S-a demonstrat in paragraful nr. 9.2.2 c#, pentru

- - —
orice vector unitar %, produsul scalar u - ¢(#) este
constant §i egal cu a.

A’ (a’ _bl
W
ortonormati (i, j°) a lui P, s-ar demonstra la fel

ci acest produs scalar este egal cu a’; avem prin
urmare :

) fiind matricea lui ¢ intr-o altd bazi.

a=a ,
cum in plus
at+2=a%+0b%2=1,
rezultd din acestea: b% = b'?, adica:
: ' =bsau b’ = — 0.
Se poate deci enunta:

—b
TEOREMA / Dacit (‘; a) este matricea unei rotatii

-
¢ a planului vectorial euclidian P, intr-o
bazi ortonormati a lui P, matricea lui
@ in orice alti bazd ortonormatd a lui

3 I a —b ab
este egala eu (b a) sau cu (—b a

Consecingii, — Fie ¢ o rotafie a planului vectorial
a —b

euclidian P de matrice (b a) intr-o bazi ortonor-

79



mati a lui P; studiul care a fost ficut dovedeste

ci numerele reale @ §i |b| sint independente de’

aceastd bazd ortonormati.

Se spune ci cele dousi numere reale @ §i b care nu
depind decit de rotafia vectoriali o, sint legate
intrinsee de o.

9.2.5. Rotatie vectoriald care transfomé un

o -
vector unitar / intr-un vector unitar /’.

- —
Fie 4 §i +' doi vectori unitari aparfinind planului vec-
- —_
torial euclidian P; s fiind un vector astfel ci bivec-
- = “ - . =
torul (7, 7) este o bazd ortonormati a lui P, desem-

B

@ Fie ¢ o rotatie vectoriali astfel ca:

- B
niam prin ( ) coordonatele lui 4’ in baza (7, j).

o) =7

a —b
4= (b a) fiind matricea lui ¢ in baza ortonor-

matid (-;, }"), coordonatele vectorului <pG') in aceastd
a
bazd sint ( bJ'
Egalitatea :
o() ="
implicd atunci :
a=uagsi b=,

ceea ce dovedeste ci:
« —B
a=(z )



@ Reciproc, fie ¢ aplicatia liniard a lui Pin P pentru
care matricea, in baza ortonormatid (7, j), este (;—p)
o

Cum vectorul 7' este unitar, avem :

‘ o4 B2 =1
Rezulti de aici ci aplicatia liniard ¢ este o rotafie
vectorialdi (nr. 9.2.3, Teorema 1). Se poate deci
enunta : '

TEOREMA / 7 si ¢ fiind doi vectori unitari aparfinind
planului veetorial euclidian P, existd o
rotatie vectoriald §i numai una, care

« o
transforma 2 in <.

- -
EXERCITIU. Fie u §i ' cei doi vectori de coordonate respective

2 2 - -
N | intr-o bazd ortonormatd (i, j) a planului vectorial
2 2

euclidian P.
— —
1° Sd se demonsiveze cd u §i w' sint unitari.
—_— —
2° Sa se deleymine inatricea rotafiei vecloriale o, in baza (i, j),

- -
care transformd u in w'.

1° Avem:
- JZY (V2 2 2
- () (2] 22

I
-

2 2
e = (l]2+ ET P S S
2 2 ) 4 4

— -
ceea ce dovedegte ci « gi «’ sint unitari.
— -

a —b
2° Fie 4 = (b } matricea rotatiei vectoriale ¢ in baza (3, 7);
a
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c o i
coordonatele vectorului () in baza (¢, j), sint:

(a—b} 2 - 2 2
I - B
2/ (G

- — =
FEgalitatea q;(;) =1’ se transpune atunci, in baza (4, j), prin:

N2 N2 1
—a—"—b=—,
2 2 2
VT JT. 5
gt pt="g:
Rezolvarea sistemului precedent di:

1 42

ae 2 2 | J6+42
2 2
o1

pe | 2 2| A6—42Z
2 2

Rezultd de aici cdi matricea 4, a rotatiei vectoriale ¢, este:
N+ 42 T\

4 4
E—NZ  JE+4T

4 4

A =

EXERCIT

9.8. Fie { o aplicatie liniard a planului vectorial euclidian Pine
—

insugi, pentru care matricea 4 intr-o bazi ortonormati (z-: 7) alui

P este datd. S# se spund daci f este o rotatie vectoriald in cazurile
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urmiitoare :

1 242
a)A=(o —1); b 4 = 3_ 3 ,
1 0 2\/2 1
3 3
_2 45 (1 48
3 3 2 2
c) 4= _ ; d) 4= — ;
B2 31
3 3/ T2 T2
E s 4
3 3 5 5
e)A— - _; f)A:
2 48
. 3 2 L 5 5

9.9. Fie f aplicatia liniari a planului vectorial euclidian Pine
. — —
insugi, pentru care matricea A4 intr-o bazi ortonormatd (s, §) a Iui

-
P este:
2 —1
A= .
(1 2)

1° Si se demonstreze ci f nu este o rotatie vectoriald.
. -
2° Si se demonstreze cii, pentru orice vector unitar %, produsul

scalar % - l(;; este constant.
3° Ce concluzii se pot obtine din rezultatele de la punctele 1° i 2°?

9.10. Fie I o aplicatie liniard a planului vectorial euclidian P in el
insusi avind proprietatea (1) urmétoare:

. . - - —
,,Pentru orice vector unitar », produsul scalar « - f(%) este constant
§i nenul”.

1° Tie 4 = ‘: c) matricea lui { intr-o bazi ortonormatd (7, ;3
) —_ = —_ -
Si se calculeze: i-1(s) $i 7-1(j). S# se deducl de aici ci: a =d.
2° S3 se demonstreze c: b + ¢ = 0. S& se deducd de aici ¢d 4
—b
este de forma ': ), cu g nenul. S se studieze o reciprocd.

3° S84 se demonstreze cii aplicajia f este bijectivd. Aplicatia

-1
reciprocdi f are proprietatea (1)?
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4° Aplicatia compusd a doud aplicatii liniare cu proprietatea (1),
are §i ea aceasti proprietate?

9.11. Planul vectorial euclidian 1? este raportat la o bazi ortonor-
mati (Z y—i

-
1° Fie u si 4’ doi vectori nenuli cu aceeasi normi.
S4 se demonstreze ci existi o rotatie vectoriali ¢, si numai una,

— . —
care transformd 1 i 2.

. — —
2° Si se determine ¢ prin matricea sa in baza (i, §) in cazurile urma-
toare:

S0 ) ()

2 1
c);(z)';'(z): Q u 5)."' 45-’
3 1 4 NEY
5 V5
1 V) 3 12
. 2| o772 . O T 13
e) u \/—g , % 4—2_ HE K] i , U i
2 2 5 13

9.12. 1° S& se demonstreze ci exist} trei rotatii vectoriale ale pla-
-
nului vectorial euclidian P, astfel ci:

PO0@00=4¢,

unde ¢ este aplicatia identici a lui };.

2° 8i se demonstreze cii multimea celor trei rotatii precedente, in-
zestrati cu compunerea aplicafiilor, este un grup comutativ. Si
se construiasci tabela legii de compozitie a acestui grup.

9.13. Fie f §i g doud aplicatii liniare ale planului vectorial euclidian
P in el insugi, pentru care matricele respective, in baza ortonormati
— = —

(i, 7) a lui P, sint:

3 4 5 12
5 5 13 13
A4 = , B =
4 3 12 5
\ 5 5 13 13



1° S4 se demonstreze ci { i ¢ sint doudl izometrii §i ci f §i g nu sing
rotatii vectoriale.

— =

2° Si se determine in baza (i, ), matricele C §i C’ ale aplicatiilor
compuse gof si fog. Si se demonstreze ci gof §i fog sint rotatii vec-
toriale. .

3° Mai general si se demonstreze cii:

He(@—-& sige (¥ — 8q)]=gol = &.

(7 desemneazi multimea izometriilor §i & mul{imea rotatiilor vec-

toriale ale planului vectorial euclidian I_’s
9.14. Fie I §i g dou# aplicatii liniare ale planului vectorial euclidian

-
P in el insugi pentrn care matricele respective in baza ortonormatii

G 7) a mi P snt:

E 1

PR E ) B=[o 1)
1 J3 ’ 1 0
2 2/

1° S# se demonstreze c3 I si g sint doud izometrii, cd f este o rotatie
vectoriali in timp ce g nu este.
2° S3i se determine matricele C si C’ ale aplicatiilor compuse gof

si fog in baza (i /).
Si se demonstreze ci gof i fog nu sint rotatii vectoriale.
3° Mai general, si se demonstreze cii:

fefsige (y—&)]=>gol € (F — &).

(7 desemneazi mulfimea izometriilor §i & mulfimea rotatiilor
vectoriale ale planului vectorial euclidian ;).

9.15. Fie ¢ o rotatie vectoriali a planului vectorial euclidian 1—;,
diferits de aplicatia identici e a lui ;

Si se demonstreze ci singurul vector; al Ini P astfel incit q:(;; =

este vectorul nul al lui P.
9.16. Sii se demonstreze ci orice izometrie f a planului vectorial eucli-

dian 35 care nu este o rotatie vectoriali este astfel incit:
-1
t=1

9.17. Fie { aplicatia liniard a planului vectorial euclidian 1—; in el
insusi pentru care matricea, intr-o bazi ortonormati (i, j) a lui P,



1° S# se demonstreze cii f este o izometrie §i cd 1 nu este o rotatie
vectoriald.
2° Si se demonstreze cé existd cel pufin un vector unitar % astfel
-—p
ca I(;) =u.
3° Si se demonstreze cdl existd cel putin un vector unitar v astfel
ca t(v)
. — =
4° 8% se demonstreze ci bivectorul (#, v) este o bazi ortonormati

a lui P. Care este matricea lui f in baza (1_4., -;) ?
5° Si se demonstreze cli rezultatele de la punctele 2°, 3° si 4° sint

verificate de orice izometrie f care nu este o rotafie vectoriali.

9.18. Fie ¢ o rotatie vectoriald a planului vectorial euclidian 13:

pentru care matricea, intr-o bazi ortonormati (?33 a lui 1.”, este:

a —b
A=( )cu:a’-{-b’:l.
b a

S4 se demonstreze ci baza (u, v) este ortonormati si si se determme

matncea lui ¢, in baza (u. v) in cazurile urmétoare :

()7 wEY ALY

(1 242 Z JZ
SN B P A PR Il Bl
242 1 V2 {2
\ 3 T3 2 2
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9.3. GRUPUL ROTATIILOR VECTORIALE

9.3.1. Apliéugia compusd a doud rotatii
vectoriale

Fie ¢ si ¢’ doud rotafii ale planului vectorial eucli-
dian P, de matrice respective 4 si A’ intr-o bazd
ortonormati (4, ) a lui P. Avem (ur. 9.2.3):

det A=1gidetd" =1

Desemnim prin ¢ aplicajia compusd ¢’ 0 ¢; cum ¢
si ¢' sint doud izometrii tot izometrie este si ¢ =
= ¢ 0¢ (nr. 9.1.4):

Pe de alti parte, matricea B a lui ¢ in baza (1?, ;)
este (nr. 4.2.4) ‘

B = A'A.
Rezultd de aici (nr. 4.3.4) : det B =det A’ X det 4 =

=1xX1=1, ceea ce dovedeste ci izometria ¢,
pentru care matricea in baza ortonormatd (7, j) a

lui P are determinantul egal cu 1, este o rotafie vec-
toriald (nr. 9.2.3). Se poate deci enunfa:

TEOREMA / Aplicatia compusit a douit rotatii veeto-
riale ale planului veetorial cuclidian P
este o rotatie veetoriald a Iui P.

Observatie. — Matricele A 5i A’ ale rotafiilor vecto-
riale ¢ si ¢’, in baza ortonormati (s, j), sint de forma:

]
o R

Matricea B a rotafiei vectoriale ¢ = ¢’ 0 @, in baza
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(-z', 5’5, este atunci:
, a' —b'\(a —b
B=AA=Q wm J=
a'a — b'b —a'b—b'a),
= (b'a + a'b — b'b 4 a'a) ’
de asemenea, matricea B’ a rotatiei vectoriale ¢’ =
= @o¢’, in baza (Z 7), este: '

a —b\fa' —V
s e -

b a a
aa’ — bb’ — ab’ — ba’
= (ba’ + ab’ — b + aa’)
Se constatd imediat ci B = B’, ceea ce implici :
Pop=go0¢

9.3.2. Aplicatie reciproca a unei rotatii vectoriale

Fie ¢ o rotatie a planului vectorial euclidian P, cu

matricea 4 intr-o bazi ortonormat} (Z ﬁ alui P;
avem (nr. 9.2.3): ’

det 4 = 1.

Aplicatia o fiind o izometrie, este bijectivi si aplica-
tia sa reciproci ¢ este o izometrie (nr. 9.1.5).

Pe de altd parte, matricea lui ¢! in baza (4, j), este
matricea inversi, 4-! a matricei 4 a lui ¢ (nr. 4.3.3) ;
egalitatea: A4-1 = 1I,,

unde I, este matricea unitate a mulfimii M, a matri-
celor pitrate de ordin 2, implici atunci

det 4 X det 4A-1 = det I,

Rezultd de aici:

det 4A-1 =1,



ceea ce dovedeste cd izometria ¢-1, pentru care matri-

cea A1 in baza ortonormati (3, 7) a lui P are un de-

terminant egal cu 1, este o rotatle vectoriald (nr. 9.2.3)

Se poate deci enunta:

TEOREMA / Orice rotatie a planului vectorial eueli-
dian P este bijectivi si aplicatia sa reci-
procé este o rotatie vectoriali a lui P.

Observatie. — Matricea 4 a rotatiei vectoriale ¢ in
baza ortonormatd (. j) este de forma:

a —b
A=( )’cu:detA:l;
b a

matricea A7, a rotafiei vectoriale ¢~ in baza (z'_,' _7_5
este atunci (nr. 4.3.5):

At — 1 ( a b)_( a b).
T det A\—b a) \—b a

Exereitii, Sd se deteymine volafiile ¢ ale planului vectorial euclidian
- .
P astfel tncit

P=9¢ "
A =( ) fiind matricea unei rotafii vectoriale ¢ intr-o bazi

-
ortonormati (7, §) a Iui P matricea rotatiei vectoriale ¢™* in aceastd

baz# este:
a b]
AL = .
(—b a

a —b a b )
p=¢lexd =471 = b= —b<sb=0.
b a —-b a

Rezultd de aici ci:

Cum in plus:
a2+ =1,
avem:

b=0<wa?=1<ag=1 sau a= —1.
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Se obtine in cele din urmi:

o 1)

=9 e sau
-1 0
4=
! ( 0_—1)

0 .
J » @ este aplicatia identici a planului vec-

1
Dacl: 4 =
. o
-
torial P.
@® Dacd: 4 = (0 l]' ¢ este aplicatia lni P in P care, la orice

-
vector «, face si corespundd vectorul —;, adici omotetia vectoriald
de raport —1.

9.3.3. Grupul rotatiilor vectoriale

Desemndm prin & mulfimea rotatiilor vectoriale ale

planului vectorial euclidian P.

Aplicatia compusd a doud rotatii vectoriale fiind o
rotafie vectoriald, rezulti ci compunerea aplicafiilor
este o lege de compozitie internd definiti pe mulfi-
mea &.

@ Aceasti lege este asociativi:
V(e ¢', ¢") = & (¢ 09" ) o= 9" 0 (¢’ 0 9).
@ Ea este comutativd (nr. 9.3.1)
Vip. ¢') =&° o'op=go9g"

@ Aplicatia identici e a planului vectorial P este
o rotafie vectoriald; e este deci element neutru al lui
& pentru legea de compozifie a aplicatiilor definite
pe &:

Vpe& goe=ecogp=nq.

@ Orice rotafie vectoriald ¢ este bijectivd siaplica-
fia sa reciprocd ¢—! este o rotatie vectoriali; cum in
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plus ¢~ este astfel incit:
popl=9logp=e¢,

rezulti de aici ci orice element al lui 51 poseda un
Simetric in & relativ la legea de compozifie a aplica-
tiilor :

Vo =&, Jo' €& Aq>°q>“=<p‘1°q>=e-
Studiul precedent permite si se enunfe:

TEOREMAI Legea de compozifie a aplicatiilor eon-
ferd multimii & a rotatiilor vectonale

ale planului veetorial euclidian P strue-
_tura de grup eomutativ.

EXERCITIU. Se desemneasd prin U multimea maivicelor pdirate

a
ds ordinul 2 de forma ( b J , unde a §i b sint doud numere veale ast-
a

fol $ncit a® 4- b® = 1. S& se demonstreze cd mulfimea U, ingesiratd
cu {nmuljirea matricelor, este un grup comulativ.

a —b .
Pentru orice matrice 4 = b J apartinind lui U, a? 4 5 nu
a
este altceva decit determinantul lui 4 ; rezulti de aici cd U este

—b
multimea matricelor 4 de forma {: ), astfel incit 3
a

det 4 = 1.

® Fie 4 (a ) s (a' _b')
= 1 =
’e b o) 7 v oo

dou# matrice aparfinind lui U.

Avem :
a —b)(a’ =¥ aa’ — bb'- —ab’ — ba’
AA, = =
b ¥ a ba’ - ab’ —bb + aa’

Dacd punem:
a=aa —bb’ §i B =ab + ba’
o —p
AA’ se scrie sub forma: l .
B «
Cum in plus:
det AA’ =det A X det 4A'=1Xx1=1,
rezultd de aici ci matricea 44’ aparfine lui U.
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Inmulfirea matricelor este deci o lege interni definits pe U:
Vid,4) e Ut 44’ < U.
@ Aceasti lege este asociativd (nr. 4.2.5):
V(4, 4", A") e U? (A4")A" = A(4'A").
@ S-a demonstrat la nr. 9.3.1 cd 44’ = A’4; in-

mulfirea matricelor definite pe U este deci o lege
comutativd :

V(d, A') s U2 A4’ = A'A.
0
@ Urmeazi imediat ci matricea I, = 0 l) apar-
finelui U; I, este deci element neutru pentru U la
inmulfirea matricelor definite pe U: )

I, U, VA €U Al, = I,4 = A.

@ Fie 4 = (: Z) o matrice apartinind lui U ; cum
det4d =1,

A este inversabild §i matricea sa inversi A-! este
(nr. 9.3.2)

41— a b

- (_b a).

Dacd se pune:

a=asif=—0b,

. o —p
A-1 se scrie sub forma (B a)-
Cum in plus:
detAd1=a2 - b2=1

rezultd cd 4 ~* aparfine lui U, ceea ce dovedeste ci orice
element al lui U admite un simetric in U relativ la
inmulfirea matricelor definite pe U;

VA eU, 34*e€U AA1=A4"14A=1,

Studiul precedent dovedeste ci inmultirea matricelor
conferd multimii U struetura de grup comutativ.
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EXERCITHI

9.19. 1° Si se demonstreze ci existi patru rotatii vectoriale ale
planului vectorial euclidian P astfel incit:
unde ¢ este aplicafia identica a lui P.

¢ =¢cpcpop=¢
2° Si se demonstreze ci mulfimea formati din cele patru rotutn
vectoriale precedente este un grup comutativ. S% se scrie tabela de
compunere in acest grup.

%*

In cele trei exercifii care urmeazd, & si & d eazd ras“ tiv mul-
fimea izometriilor §i multimea rotajiilor vectoriale ale planulm vec-
-

" torial euclidian P.
9.20. 1° S# se demonstreze ci:

Voe& Vie(—§8) fopes(y—&)
pole (7 —&).

2° S se demonstreze ci:

Vie (Uy—&), Vgs(r—8) golg&(y—&).
Multimea (& — &) este un grup pentru compunerea aplicatiilor ?

.21. 1° Si se demonstreze ci:

Vpe &, WVeF-—8) WeT-8eo=1o0l
2° Reluati punctul precedent utilizind matricele aplicatiilor liniare
@, §, {’ intr-o bazi ortomormati a lui P
9.22. Si se demonstreze cii:

Vieyg, Voe& ilogold.

9.23. Fie ¢ o rotatie vectoriali a planului vectorial euclidian P.
1° S% se demonstreze c#, daci termenii matricei 4 a lui ¢ intr-o
bazi ortonormaté a lui P sint rationali, acelasi lucru are loc in orice

alti bazi ortonormatd a lui 1—; (O astfel de rotatie vectoriall ¢ se
numeste rafionald).

2° Fie 8 multimea rotatiilor vectoriale rationale.

S# se demonstreze cd 8 este un grup comutativ pentru compunerea
aplicatiilor.

3° Fiecirui intreg relativ ¢, i se asociazi aplicatia liniarid p; a lui
P in el insugi pentru care matricea intr-o bazii ortonormat# (i, 7)
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a lui P este:

1— 8 —2
1 f2 8
P LR Y
21—
148 148

$3 se demonstreze ci aplicaia ¢, apartine lui 8.

4° S# se demonstreze ci, pentru orice rotatie vectoriald ¢, aparti-
nind lui 8, diferitd de omotetia vectoriali de raport —1, existd
un intreg ¢, §i numai unul, astfel ca: o

P = 9

PROBLEME

9.2%. Fie f o aplicatie a planului vectorial euclidian P in el insust
care copmservd norma:
d - hd -
Vu = P e}l = Il
1° 83 se demonstreze ci { conservi produsul scalar.
- — -
2° Fie (i, j) o bazi ortonormati a lui P; se pune:

— - - —

7 =16 s §=10).

— = ) —
S# se demonstreze ci (i, §/) este o bazi ortonormatd a lui P.

-— x i d x
3° Fie » un vector de coordonate ( ) in baza (3, 5) §i fie ( ') coor-
¥y y

donatele lui 1(u) in baza (¥, 7).

S% se demonstreze cid: x = 2’ §i y = ¥,

4° S3 se deducd din punctul 3° c% 1 este o aplicatie liniard.
5° Si se rezume studiul precedent sub forma unei teoreme.

ac
9.25. Fie 4 = (b d) o matrice patrati de ordin 2. Se numeste frans-

pusa lui 4, matricea patratd de ordin 2, notatd a4 pentru care prima
(respectiv a doua) coloan3 este prima (respectiv a doua) linie a lui
4: :

~ f[a b
A=( .
] c d

1° Si se demonstreze ci: AB = B - A,
—
2° Planul vectorial euclidian P fiind raportat la o bazd ortonormati
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(E: ;’3, fie t aplicatia liniard a Iui Pine insugi pentm care matricea
- —

in baza (i, j) este A4.

S4 se demonstreze echivalenta:

f este o izometrie <> A~ = A.

9.26. Fie P un plan vectorial euclidian §i fie f o aplicaie liniar3
—
a lui P in el insugi pentru care matricea 4 in baza ortonormati
— - —
(3, 7) a lui P este:
a
4= ]
b d

1° SA se demonstreze ci existd o aphcatle liniard {* a Iui Pin el i insugi
i numai una, astfel ca:

V(u, v) epr f(;') v =u- ‘.(;‘)_

S84 se demonstreze ci matricea lui {* in baza (-z.,;; este [: Z]~
2° Si se demonstreze echivalenfa:
f este o izometrie <> {71 = {*,
3° S& se demonstreze echivalenta :
f=1*<> A4 este simetrici,

9.27. Fie7 si # doi vectori unitari ai planului vectorial euclidian P.

1° Si se demonstreze ci existi o izometrie f i numai una neapar-
tinind grupului & al rotatiilor vectoriale i astfel ca:

- -
f(3) = ¢'.
2° S& se demonstreze cii:
Bl -— - - - — -
ff+¢)=i+4 ¢ gicd: I(i —3¢) = i

9.28. Planul vectorial euclidian P este raportat la o bazd ortonor-
- -
mati (i, j).

-
1° Si se demonstreze ci cei doi vectori % si sint

ni|s o|w
il o]

unitari.

95



2° Si se demonstreze cit existd doud izometrii §i numai doud trans-

formind # in W'
S3 se demonstreze ci una, ¢, este o rotatie vectoriald gi ci cealalts,
f, nu este

3° Se pune:
Fee s @AW T o )
V== utw) §ij=S"—(u—u).
Il + 2 I —

S# se demonstreze cd bivectorul (Z B este o bazi ortonormati a
- —r -,
lui P. Care sint matricele lui ¢ gi £ in baza (i, ) ?

9.29. Fie 1_; un plan vectorial euclidian; A fiind un numdr real stric
pozitiv, se numegte similitudine de raport A orice aplicatie linjard s

alui Pin P care are proprietatea urmitoare :
- - - rd
Vu € P, [Is(u}l] = Al

1° S# se demonstreze ci orice similitudine s de raport A este astfel
incit:

(v, ) = P* s(u) - s(o) = M - .

S4 se studieze o reciproci.
2° Fie s o similitudine de raport A §i fie h omotetia vectoriald de

1
raport —. Si se demonstreze ci hos = soh §i ci soh este o izometrie.

S se deducd de aici ci orice similitudine s poate si se scrie sub
forma: i
s=foh=hoi, ‘

unde { este o izometrie i h o omotetie vectorialf de raport pozi-
tiv.
3° Si se demonstreze ci matricea unei similitudini s de raport 2,

intr-o bazi ortonormatd a lui 1_; are una din cele dou# forme:

8 -

@ (: _Z]

unde a si b sint doud numere reale astfel ca: a® 4 5% = 3. Si se
studieze o reciproci.
4° Se presupune ci matricea similitudinii s, in baza ortonormati

(.i-: ;)’ este de forma (2). S& se demonstreze ci existi doi vectori
- —
unitari i’ gi j/ astfel incit:

8i) = 3 si s() = 3.

96



f — -

Si se demonstreze ci bivectorul (i’, 5) este o bazi ortomormatd
o . B . i — -
a Jui P. Care este matricea™lui s #i baza (i’ 5)?
5° Fie s §i 8’ doudl similitudini de raporturi respective A si 1"
S& se demonstreze ci 8’08 este o similitudine de taport A).
6° Fie s o similitudine de raport A. Si se demonstreze c3 s este bi-
jectivi i ci aplicatia sa reciproci s este o similitudine de raport
1

A

7° S& se demonstreze ci mul{imea 8 a similitudinilor, inzestrati
cu compunerea aplicafiilor, este un grup. ]

8° Se spune ci o similitudine s este pozitivi dack s este de forma:

s=aoh=hoa,

unde « este o rotatie vectoriald gi h o omotetie vectoriali de raport
pozitiv. S& se demonstreze ci multimea de similitudini pozitive,
inzestratd cu legea de compozifie a aplicatiilor, este un grup comu-
tativ. ' i
-

9.30. Planul vectorial euclidian P este raportat la o bazi ortonor-

— — — —
matd (i, /). Se consideri cele sase aplicatii liniare ale lui P in P:

e, i, f,, £,, f,, f; pentru care matricele respective in baza (Z]_i sint :

10 .o
I=(o 1]' ‘4‘2(0 —1)'
1 43 (1 V3
p 2 2 4 T2 T e
Cle o) tTlle )
2 2 T 2
1 43 1 A3
T2 2 T2 T o
Ay = - » Ag= —_
31 B
T2 T2 2 "2

1° S4 se demonstreze ci cele gase aplicatii precedente sint izometrii.
Si se indice, printre aceste izometrii, care sint rotatiile vectoriale.
2° 9% se calculeze produsele doud cite doud ale matricelor 7, 4,,
4y 4y Ao A5

S8 se dedncd de aici ci mulfimea {e, f;, f,, f;, {,, 1,}, inzestrats cu
legea de compozitie a aplicatiilor, este un grup G (se va forma ta-

belul inmulfirii acestui grup).
Grupul G este comutativ?
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10. PLAN VECTORIAL
EUCLIDIAN ORIENTAT

10.1. Orientarca plcmulm' vectorial cuclidian.

10.2. Cosinusul §i sinusul wunei votagis vectoriale
a planului vectorial euclidian orientat.

10.1. ORIENTAREA PLANULU! VECTORIAL
EUCLIDIAN

10.1.1. lzometrie care | transforma o baza
ortonormata (l. j) intr-o baza
ortonormatd (:

@ Fie i o izometrie a planului vectorial euclidian P
si fie (z, 7} o baza ortonormati a lui P se spune ci
bivectorul (f f(j ) este transformatul prin f al bivec-

torului (z 7)
Cum izometria f conservi produsul scalar si norma,
avem:

G =171 =1
G = 1711=1;

!
1
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rezultid de aici cid bivectorul (£(s), f(_;i) este o bazi
ortonormat a lui P (nr. 8.3.2) ; se poate deci enunta :
TEOREMA [ Orice izometrie a planului veetorial eucli-
1. dian P transformi o bazii ortomermati

a lui P intr-o bazi ortonormati a Ilui B,

@ Reciproc, fie f o aplicafie liniard a lui P in P
care transformd o bazd ortonormati (7, j) a lui P
ntr-o bazi ortonormati (¢, 5').

- x
Pentru orice vector # de coordonate (y) in baza orto-

. T
normatd (4, j), avem:

1wl = Ja% +32
Pe de altd parte, f fiind liniari:

1) = I(%5 + y) = 28G) + y8() = % + '
rezultd de aici cd coordonatele vectorului f(u-). in baza

ST — X
ortonormatd (', 5’) sint (y), deci ci:

I1£@) I = V2 + 52

Py -
Avem prin urmare : 8w} | =l u ], ceea ce dove-
deste cd aplicatia liniard f, care conservi norma,
este o izometrie.

Se poate deci enunta:

TEOREMA / Dacit o aplicatie liniard f a planului vee~
2. torial cuelidian P in el insusi transformii
o bazi ortonormatd a lui P intr-o bazi

o
ortonormati a Iui P, atunei f este o
izometrie.
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@ Fie (z _7) si (z doua baze ortonormate ale lui P

si fie 3 si .; coordonatele respective ale vecto-

rilor & si ? in baza (:, ﬁ.

Existi o aplica]:ie liniarﬁ i a lui Bin P si numai una care
transforma (, (z s ) si anume aceea pentru
care matricea in baza (z ') este :

)

Rezultd atunci din teorema 2, precedenti ci f este
o izometrie.
Se poate deci enunta:

TEOREMA / er P un plan vectorial euclidian si fie
3. (z ]) si (z y) doud baze ortonormate ale
lui P. Existii o 1zometr1e a Tui P si numai

— -

una, care transformé (z, ]) in (¢, 5).

10.1.2. Baze ortonormate de aceeasi orientare

Desemndm prin & mul{imea bazelor ortonormate ale
planului vectorial euclidian P si considerim relafia
binard O definitd de mulfimea & prin:

(z ]) @(z ]) <> izometria eare transformii (z, ﬁ (7, —")
este o rotatie vectoriali.

Daci doud baze ortonormate (z _7) si (2 ﬁ) sint astfel
incit :

-

@ 3 o @ 7),

— —
se spune cid (z, j) are aceeasi orientare ea (i, 5').
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EXEMPLE. Fie (:;i o bazi ortonormati a planului vectorial eucli-
dian P. Urmeazi imediat c& bivectorii (7, 9) §i (7, —1) sint doud baze
ortonormate ale Iui P.

@ Matricea, in baza (.i.,';'.) a izometriei f care transformi (?. ;3

——
in (j, §) este:
0 1]
A= ‘ .
10
Cum determinantul acestei matrice este:
01 :
1 0 7

izometria { nu este o rotafie vectoriald.
— -
Rezultd de aici ci baza (¢, /) nu are aceeasi orientare ca haza

— -
(J’ —i). — - ——
@ Matricea in baza (i, j) a izometriei ¢ care transformi (i, 7) in
P
(j, —1) este:
0 —1
B= ) -
(1 0
Cum determinantul acestei matrice este:
0 —1
=1
1 0

izometria ¢ este o rotafie vectoriald.

Rezultd de aici ci baza (::7) are aceeagl orientare ca baza

G -9
10.1.3. Proprietdtile relatiei ©

® Pentru orice baza ortonormata (z j) a planulm
vectorial euchdlan P aphcatla identici e a lui P

transformi (1, ) in (z ]) cum e este o rotatie vecto-
riald, avem:

(& 7)© (@ 7).
ceea ce dovedeste ci relatia O este reflexivi.
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@ TFie (i, j) si (¢, j) dous baze ortonormate ale pla-
nului vectorial euclidian P astfel incit:

@ 7)o, 5);
? fnnd rotafia vectoriali care transformi (z -). in

(1 s j’), se gtie cd ¢ este bijectivd si ci aplicatia sa
reciproci @-! este o rotafie vectoriala.

Cum: o(0) =1 si ¢(j) =7
avem: q:"‘(i_") = ?:-.§i ?"l(j'_)"—“j_:

ceea ce dovedeste cd relatia vectoriald ¢-1 trans-
formi (¢, 7) in (4, 5), deci ci:

@, 5 0 @ j).
Rezulti de aici cd rela;xa @ este snmetrica.

Douad baze ortonormate (z ]) si (1: ) legate prin
relatia @ se spune cd smt de aceeasi onentare.

@ Fie (z, ]) (1. ) si (z ) trei baze ortonormate
ale planului vectorial P astfel ca:

e, ) st (&, 57) 06", 5");
o si ¢’ fiind cele doua rota‘;ii vectoriale care transformii
respectlv (2 7) in (z ) si (z y) in (z ) Se stie

ci aplicatia compusid ¢’ o ¢ esteo rotahe vectonala
Cum:

(¢' 0 93} = ¢'[9()] = ¢'(") =

(@ 0 9)(f) = ¢'[e()] = ¢'(/") = 7",
rotatia vectoriald q; °® transformé (z', j) in (iﬂ, :,7’),

Rezulty de aici: (7, j) © @ 7,
ceea ce implici faptul cd’ relagia € este tranzitivi,

ﬁ‘l

!
»

Il

~1
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Studiul ficut dovedeste ci relatia €, care este refle-
Xivd, simetricd §i tranzitivd, este o relagie de echivalentd.
Se poate deci enunta:

TEOREMA / Relatia binari O, definiti pe mulpmea

1. & a bazelor ortonormate a i P prin:
e a izometria eare transformit
(5,7) 0, 5') <+ (3, 1) in (', §') este o ro-
tatie veetoriali
este o relagie de echivalenti.

@ Fie (_': _"’) o bazé ortonormatd a planului vectorial

euclidian P si fie ¢/ un vector unitar aparfinind Iui B.
Se stie cd existd o rotatie vectoriali ¢ si numai una
astfel ca:

o) = ¢
_7 fnnd transformatul prin ¢ al vectorului 7, j, bivectorul
(z ') este atunci transformatul pnn ? al bazei orto-

normate (z,-.); rezultd de aici cid (z, _7) este o bazid
ortonormata (nr. 10.1.1 teorema 1) §i ci aceastd bazi
ortonormatd are aceeagi orientare ca (¢, 7).

Reciproc, fie " un vector astfel ci (s, 5) este o

bazi ortonormati avind aceeasi orientare ca (z 7);
ex:sta atunc1 o rotagie vectoriald care transforma

(z ]) in (z ]”) si aceastd rotatie care transformi ¢
in 1’ este in mod necesar egald cu ¢. Rezultd de aici:

7= o) =7
Se poate deci enunta:

TEOREMA / Fie (z, _7) o bazi ortonormata a planului
2. veetorial euclidian P §1 fie 5 un veetor
unitar aparginind lui P, Existi un veetor
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7 , §i numai unul, astiel ea (z ") sd fie
"o bazid ortonormata §1 de aceeasi orien- .

tare ea (z ])
Aplicatie. Fie (_z: B o baz# ortonormati a planului vectorial eucli-
dian P gi fie ¥ un vector unitar de coordonate ( ;] in baza (-:,;)

Matricea, in baza (?. ;5, a rotatiel vectoriale ¢ care transformd §
- i
in i este (ar. 9.2.5):
A = (a _B) '
B «

Vectorul #’, astfel ci bivectorul (1 ]’) este o bazi ortonormati a
i P avind aceeasl orientare ca (z, _1) este hansformatul prin ? al
vectorului ] Rezulti de aici c§. coordonatele lui ] in baza (z, j)

) = H -

10.1.4. Caracterizarea a doud baze ortonormate
de aceeasi orientare

Fie (z ]) si (1, , j') doud baze ortonormate ale pla-

nului vectorial euclidian P si fie ( B) si (g) coordonatele
respective ale ‘vectorilor 7" si _7 in baza (z ])

Reammtlm ci se numeste determinant al bivectorului
(z ’), in baza (z j) determinantul care se poate
nota det ; (z "), pentru care prima (respectiv a

doua) coloana este coloana coordonatelor vectorului
# (respectiv § ) in baza (1, j):

det, . (&', 7' ‘“Y| b
ete3 @) =|g 5| =% —Br
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Se stie, pe de altd parte, ci matricea in baza (;: ]j
a izometriei f care transformi baza ortonormatid

(z-': j) in baza ortonormati (zT", __7") este (nr. 10.1.1):

@ ¥
a=(s 3)
si ci f este o rotatie vectoriald dacid §i numai dacd
detegminantul lui 4 este egal cu 1 (nr. 9.2.3). Rezultd
de aici:
(-z:: 7) © (¢, 7') <1 este o rotajie vectoriald
«wdet 4 =1
< det(.',j..) (#, ) =1.
Se poate deci enunta: '

TEOREMA / Douii baze ortonormate (3, 7) si @, 7

ale planului veetorial euelidian P au
aceeasi orientare dacd si mumai daci
determinantul biveetorului (', j°), in baza

— -

(¢, 7), este egal eu 1.
Observatii. — 1. Notatiile fiind aceleasi ca mai inainte,
se stie c3 izometria f care transformi (s, ) in (v, 5°)
nu este o rotatie vectoriald daci §i numai dacd:
det 4 = — 1 (nr. 9.2.3).

Rezulti de aici ci douii baze ortomermate (i, j) si
(¢, 7') nu au aceeasi orientare dacdi §i numai daca

determinantul bivectorului (?’, ?’) in baza G, _j’) este
egal eu — 1.
2. Se constatd imediat ca:

det, . (7, ) = — det, . (&' 7).
e(t',i)(i '7) e(",i)(z ])

3. Un bivector (;4., —5) pentru care determinantul,

-
intr-o bazi ortonormati (i, j) a lui P, este egal cu
1 sau cu —1, nu este in mod necesar o -bazd orto-
normati. Demonstratia acestui rezultat se propune in
cadrul exercifiului nr. 10.4.
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Exercltiu. Planul vectorial euclidian P fiind raportatla o bazd orio-
normatd (i, §) se considerd vectorii:

[ L J3 1 242
21 2| =|>2 - | 3 7l @
— ’ » 2 _
Yl N Y 242 1
2 2 T3 3

-y - — -
Sd se demonstreze cd (i, §°) st (2, j') sint doud baze ortonormate ale
—r
lui P care nu are aceeasi ovientare.

Avem :
[ R
4 4
=2l
T4 4

g p— o
- =
- V8 43
i]—-—4+4=0,

- -
ceea ce dovedegte ci (¢, ]_") este o bazi ortonormati a lui P.
De asemenea:

=t 421
9 9 7
=g =1
7 ) o L
S L R T
9 9

- - —
ceea ce dovedegte ci (3, 7”) este o bazi ortonormati a lui P. Pe
de alti parte, avem:

L 48
= 2 2
dets s (7, 7) = — =—'l—£=—l.
(C¥]] 3 1 4 4
2 2
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ceea ce implicd:

non [(ZJT)'O (:';: ;:)]

§i:
1 242
det.»-.(i-.",?’)= 8 3 =l+§-=l
(58] 27 1 9" 9
s 3

ceea ce implicd
TN o T T
(i, 5) © (i, 7).

- — - —
Rezultd de aici cd (¢, §°) §i (3", 7) nu au aceeagi orientare;
in caz contrar am avea:

PR o TN el
@ e, " % 5" e, i)

— - - -
adicd (1, 7) © (¢, 5'),
ceea ce este contradictoriu deoarece mai avem gi:

non [(_'i. 7) 19} (?. ]T;)]-

10.1.5. Orientarea planului vectorial euclidian

S-a definit la nr. 10.1.2 o relatie de echivalentd, notati
© pe mul{imea & a bazelor ortonormate ale planului
vectorial euclidian P.

Reamintim cd o clasd de echivalentd modulo © este
mulfimea bazelor ortonormate ale lui P avind aceeasi

orientare ca una dintre ele si cd doui astfel de clase
sint egale sau disjuncte.

Reamintim totodatd ci multimea claselor de echiva-
lentd modulo © este numitd mulfimea cit al lui &
prin @ si este notati $/O.

- -

Fie (iy, jo) 0 bazd ortonormatid datd a lui P; sa
demonstrat la nr. 10.1.2 cd baza ortonormati (7, %)
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nu are aceeagi orientare ca (zT:,, j-:,) Rezulti de aici
cd mulfimea cit @/@ are cel putin doua elemente si
anume clasa Iui (zo, _70) si aceea a lui (]o,

( 1, J ) fiind o bazid ortonormata a lui P fie D deter-
minantul blvectorulul (z ]) in baza (1.,, ]o) -

@® Daci D=1, (z ]) are aceea$1 orientare ca (1-:,. Jo)
si aparfine deci clasei lui (zo, ]0)

@ Daci D = — 1, determinantul bivectorului (z _7)
in baza (]:, 1,), care este opusul lui D (nr. 10.1.4),
este egal cu 1; rezulti de a1c1 ca (’L, ]) are aceeagi
onentare ca (]o, zo) deci ca (z ]) apartine clasei lui

(o» 7o)-
St(:ldltll facut dovedeste ci multimea eit c%/@ con-

tine doudl elemente 91 numai doui: elasa lui (zo, ]o)
si aceea a lui (.70: io)

- -y
Convenim si spunem ci o bazd ortonormati (i, j)
are 0 orientare pozitivi (respectw negatwa) relativ

la (zo, ]o) daci si numai daci (zo, ]0) si (z ) au aceeasi
orientare (respectiv nu au aceeasi onentare) Multi-
mea bazelor ortonormate de orientare pozitivi este

evident clasa de echivalen{i a lui (;:,, ;0) adici un
element din cele doud ale multimii cit 8/9; mulfimea
bazelor ortonormate de orientare negativd este atunci

celilalt element al lui /O si anume clasa lui (]0, ’Lo).
Cind se definegte astfel un semn indicind orientarea
pentru once bazi ortonormata a planului vectorial,

euclidian P se spune ci P este orientat de baza orto-
normatit (zo, _10).

Observagii. — 1. Fie P planul vectorial euclidian
orientat; In loc de a spune ci o bazi ortonormati
are o orientare pozitivd (respectiv megativd), se spune
de asemenea ci ea este directdi (respectiv indireetd).
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2. Setnnul de orientare corespunzitor unei baze orto- -
normate a lui P depinde de alegerea, arbitrari, a
bazei ortonormate (Ti.o, fo) utilizatd pentru a orienta
pe B.

3. Planul vectorial euclidian P fiind orientat debaza

ortonormatd (_1?0, ?0), fie (:, 7) o bazi ortonormata
directa. '

Daci o baza ortonormaté. (; ; ) are aceeasi orientare
ca si (¢, 7), atunci (¢, ') este directd ; daca (z )

-
nu are aceeasi orientare ca (z, 7), atunci (z ") este
1nd1recta.

4 Fie P planul vectorial euchdlan orientat si fie
7 un vector unitar apartinind lui P.

(zo, ]o) fund baza ortonormatd utilizatd pentru a
orienta pe P, s-a demonstrat la nr. 10 1.3 ci exista
un vector ] si numai unul astfel ca (‘b, ) sa fie o bazd
ortonormati avind aceeasi orientare ca (zo, ]O)
Rezultd de aici ci, pentru oriee veetor unitar i apar~
tinind planului vectorlal euclidian orientat P existi
un vector unitar j, si numai unul, astiel ei (1,, j) este
o bazi ortonormati directdt a lui P.

EXERCITHH

10.1. Planul vectorial euclidian I? este raportat la o baz# ortonormati

- —
(%, 7). Se dau vectorii:

1 242 1 El
- 3 ? 3 7, 2 ?' 2
1 . i H — |
242 1 43 1
3 2 2
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1° S# se demonstreze ci bivectorii (-i—': ?) si (z_';', f”) sint dou# baze
ortonormate.

2° Care este, in baza (—1: B, matricea 4 a izometriei f care transforma
(?, ;"') in (?’, ;'.”) ? Izometria { este o rotatie vectorials?

3° Care este matricea 4’ a lui £ in baza (57, j-';?

10.2. Acelagi exercifiu ca cel precedent cu:

(2y % 3
g 713 71 3 | 2 =l 2
1 ) H % — 1 7 — 1
¥5 2 V2 vz
\ 3 3 T2 T2

3 4

b) ;; 5 '? 5 . -’3"0)‘7,’(—1).
4 3 1 0
5 s

10.3. Planul vectorial euclidian P este raportat la o bazii ortonorma-

t4 (i, 7). Se considers urmitorii opt bivectori:
P A T e & S e
(@ ])’ (” _.7)! (—’v])v (—" ""])o
e = - =
(] ") (.7' —t), (_J- ’)' (—.7' —i).
1° S& se demonstreze ci fiecare dintre acegti bivectori constituie

o bazi ortonormati pentrn P.
2° Si se scrie toate perechile contfinind doui din cele opt baze.
Sé se indice perechile care contin baze de aceeagi orientare.

10.4. Planul vectorial enclidian P este raportat la o bazi ortonor-
mati (;:3'.). S4 se determine doi vectori % si: cu urmitoarele doui
proprietiti :

a) bivectorul (1;: ;;). nu este o bazi ortomormatd a Iui P. ;

b) determinantul bivectorului (z:: ;5 in baza (_;, B este egal cu 1.

Care este determinantul bivectorului (;;, 1:5 in baza (Z B? Si se
rezume studiul precedent sub forma unei teoreme.
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10.5. Planul vectorial euclidian P este raportat la o bazi ortonor-
mati (i, j). Fie i’ un vector unitar de coordonate ( ; ) .

1° &4 se (lemonstreze ca exista. doi vectori unitari ]T si ;-,:. si numai

doi, astfel ci (z f ],) si (1 ],) sint dou# baze ortonormate ale lui P.
2° Si se demonstteze ci una din cele dou# baze precedente are

aceeasi orientare ca (1, ]) si cd cealalti nu are aceeasi orientare ca
@ ).

10.6. 1° Planul vectorial euclidian P fiind raportat la o bazd orto-
normatii (1, ]) sd se demonstreze in cazurile urmﬁtoare cd bivectorii
(1 ’) si (z" ") sint dou# baze ortonormate ale lui P gi si se indice
dac.l aceste douﬁ baze au aceeasi orientare:

N (L&

y 7 2] = 2 -'( 0) <% 1)
a 2 B HE » .
J3 g 1 -1 7 o
2

2
12 5 V5 2
N TS Y TS BN P e )
b) ¥ , ¥ HEE ¢ R _1
s 12 2 45
13 T3/ ) T3
V3 [2 1— 42 1442
-1 R -1 IR - B P
) 2| _\/E SRS PYOY. . R Y
J7 7 6 6

2° Se presupune ci planul vectorial P este orientat §i cii baza or-

tonormatid (t, ]) este de orientare negativi. Care, sint, printre cele
sase baze ortonormate precedente, acelea care sint de orientare
pozitivid ?

10.7. Se considerit cele opt baze ortonotmate definite in exercitiul

nr 10.3 si se presupune ci planul vectorial Peste orientat de baza

(z, ]) Printre aceste opt baze care sint de orientare pozitivi? Dar
de onentare negatwa?

10.8. Fie (z, ]) si (z ] ) dou# baze ortonormate ale planului vectorial
euclidian P.
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1° S& se demonstreze ci, daci aceste doui baze an aceea.si otien-
tare, avem:

=,
=1 .

e
3 .

-‘.1

— - - -
2° Ce se poate spune despre cele doud baze (i, 7)-§i (&, 7°) daca:
o - — - - .
Tt FE g g
3° Baza ortonormati (;,7) fiind datd, si se determine toate bazele
— - — —
ortonormate (i*, ') neavind aceeasi orientare ca (3, 7) sl astfel ca:

- - - —
ied =jog

T V=TT @ 7 si 7, ) an
7 aceeae,u orientare

este adevirati?
5° S# se demonstreze ci:

=77 0w [E1A G D)
10.9. Fie (i, ) si (", 7) douti baze ortonormate ale planului vectorial
euclidian P.
1° Si se demonstreze ci daci (1 ]) si (z 1’) nu au aceeagi orientare,
vectorii ¢ + 1 si _1 + ; sint liniar dependentl
2° Ce se poate spune ‘despre bazele (z, ]) si (1 ’) dacd vectorii
i + 7 s;i j+ ] sint hmar independentx
3° Baza ortonormaté (z, j) fiind dati, si se determine toate bazele
ortonormate (t ]') avmd aceeasi orientare ca (1, _7) 5i astfel ca vec-
torli & + i sig + _1 si fie liniar dependenti. ‘
4° Implicatia:

t-l-s §i]+] sint = (1 _1) st (z_':]-'.) nu dul
liniar dependen;x aceeasi orientare

este adeviirati ?

© 5° S4 se demonstreze cii:

T v o '
-+ st g +_;7 llniar_’ o [(i, ]') $i (il' ]1) nu au ] .
dependente si i + i’ % 0 aceeasi orientare
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10.2.°COSINUSUL §I SINUSUL UNEI ROTATH
VECTORIALE A PLANULUI VECTORIAL
EUCLIDIAN ORIENTAT

10.2.1. Comparatie intre matricele unei rotatii
vectoriale in doud baze ortonormate de
acega§i orientare

Fie (z, ]) si (z ) doua baze ortonormate ale planului

vectorial euclidian P avind aceeasi orientare ; existi
o rotafie vectoriald ¢, i numai una, care transformi

baza (z_,.]j in baza (;;, _777):
7 = 0) i 7 = ).

a—b
Fie ¢, o rotatie vectoriald cu matricea A= (b a)

) in baza

al_l

in baza (z ]) si matricea 4’ = (b’ Z

'—0
i, §'); avem

o) = ai + b si q»(i*')‘ = a7 +¥F.

Pe de alti parte, cum compunerea rotatiilor vecto-
riale este comutativd, urmeazi:

cp(?:") = ol ¢("*5J = $lp()] = (@i + b)) =

ab) + bY(5) = ai’ + bf'.

A

Rezulta de aici:
o) = a'i’ + bf = ai’ + b,
ceea ce dovedeste cd:

' =asi b =5,
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7

deci cd matricele 4 §i A’ sint egale. Se poate deci

enunta :

TEOREMA / Fie ¢ o rotatie a planului veetorial eueli-
dian P. Matricele lui ¢ in doudi baze
ortonormate ale lui 1—5, sint egale.

10.2.2. Cosinusul si sinusul unei rotatii
a planului vectorial euclidian orientat

Fie ¢ o rotatie a planului vectorial euclidian orientat
P. Matricea 4 a lui ¢, Intr-o bazi ortonormati directd
(2, j) a lui P, este astfel ca:

a —b
a=(; ")
) at b2 =1
§i:
(;I", f’) fiind o bazd ortonormati directd a lui P, bazele

(‘Z, 7) si (;"', ;’) au aceeasi orientare ; teorema enuntati
la nr. 10.2.1 dovedeste atunci ci matricea lui ¢ in

— -
baza (i, j') este egald cu A.
Rezultd de aici cd matricea rotafiei vectoriale ¢,

intr-o bazi ortonormati directd a lui 15: este indepen-
denti de aceasti bazi.
Se poate deci enunta:
TEOREMA / Pentru orice retagie vectoriali ¢ a pla-

-

1. nului veetorial euclidian orientat P, existit
un cuplu (, 5) de numere reale, si numai
unul, astfel ca:

1. Matricea lui ¢, in orice bazidi orte-

normatd direetd a lui 1-5, este
(a —b) i
b a
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2. a4+ b= 1.

Numerele reale a si b sint respeetiv numite
cosinusul si sinusul rotatiei veetoriale o
si sint notate:

cos ¢ §i sin o.
Observatii. — 1. Cosinusul si sinusul unei rotatii o,
a planului vectorial euclidian 13: sint definite atunci
cind P este orientat.

Cosinusul lui ¢ este independent de orientarea lui P;
din contri, sinusul lui ¢ depinde de aceastd orientare.
Demonstratia acestui rezultat este propusi in cadrul
exercifiului nr. 10.10.

2. Fie ¢ o rotajie a planului vectorial euclidian B;
P fiind orientat, matricea lui ¢, in orice bazi orto-
normatd directi a lui 1_5, este:

cos p — sin @Y

(sin ® cos q;)

Rezultd de aici ci douidd rotatii vectoriale care au
acelasi cosinus si acelasi sinus, sint egale.
3. Pentru orice rotajie ¢, a planului vectorial eucli-

dian orientat P, avem:
(cos ¢)? + (sin @)* = 1,
egalitate care se scrie de asemenea sub forma:

| cos? @ + sin? ¢ = 1.

4. Aplicatia identicd e, a planului vectorial euclidian
— —
orientat P, este o rotatie vectoriald a lui P ; cum matri-
L4 b4 - . pnd
cea lui ¢, in orice bazi ortonormati a lui P, este

1 0 )
(O 1), avem :

l cose =1 si sine=0.
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5. Fie a §i b doud numere reale astfel Incit:
a4+ b2 =1.

P fiind un plan vectorial euclldlan onentat si (z, _,
fiind o bazi ortonormat directi a lui P fie A rota‘pa
vectoriald pentru care matricea, in baza (z, ]) este:

4 a —b\
”‘(b a)’

urmeazi atunci imediat ci:

cos ¢ = a §i sin ¢ = b.
Reciproc, o rotatie vectoriald a lui P pentru care
cosinusul este 4 i sinusul este b, are acelasi cosinus

si acelasi sinus ca ¢ §i este deci egald cu o.
Se poate deci enunta:

TEOREMA / a si b fiind doui numere reale astfel ineft s
2. @ 4r=1,
existi o rotatie ¢ a planului vectorial

cuclidian orientat P, si numai una, astfel
ea:

coso = a §i sin ¢ = b.

10.2.3. Cosinusul si sinusul rotatiei reciproce
a unei rotatii vectoriale

Fie ¢ o rotafie a planului vectorial euclidian orientat
P ; matricea lui ¢, in baza ortonormati directi a lui
P, este: 7

4 (coscp—sincp )
T \sing cose
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Se stie ci ¢ este bijectivd si cd aplicatia recxproca
@1 este o rotatie vectoriali pentru care matricea,

in baza (z, —") este (nr: 9.3.2);
A-1=( Cf)Scp sm(p)_
—sing cosq

Rezulta de aici:

cos (¢~1) = cos @
sin (p71) = — sin ¢.

10.2.4. Cosinusul si sinusul rotafiei compuse
a doud rotatii vectoriale

Fie ¢ si (p doud rotaiii ale planului vectorial euclidian
orientat P matricele corespunzatoare pentru ¢ si
', in baza ortonormatd directd a lui P, sint :
cosp — sin g
= (sin P cos cp) ’
, cos ¢’ — sin ¢’

= (sin 9 cos cp’) .
Se stie ci aplicajia compusi ¢’ 0 ¢ este o rotaj:xe vec-
toriali pentru care matricea, in baza (z ) este:
(nr. 9.3.1) :

cos ¢’ — sin :p’)(cos ¢ — sin (p)

(20 e
sin ¢ cos @’ /\sin ¢ oS @

(cos ¢’ cos p—sin ¢’sing —cosgsine’—singcos q;’)
= \sin ¢’ cos p+cos ¢’sing —singsing’+cosgcose’
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Rezulti de aici:

cos (¢’ 0 ¢) = cos ¢ cos ¢’ — sin ¢ sin ¢’
sin (¢’ 0 @) = sin ¢ cos ¢’ 4~ cos ¢ sin @',

Consecingdi. — Dacid ¢ = ¢', formulele precedente de-
vin:

cos (p 0 ¢p) = cos? ¢ — sinZ¢
sin (po @) = 2 sin ¢ cos ¢.

EXERCITIU. Fie o volafia planului vectorial euclidian orientat
=
P definité prin :

1
CoOsp=—gsising=—-
P 2$ ? 2

Sé& se determine mulfimea volafiilor vectoriale § astfel ca: ¢ o ¢ = P
¢ fiind o rotatie vectoriald, punem
cosp=2xg§isind=y;

egalitatea ¢ o0 § = ¢ are loc dacii si numai daci:

1
P DY S
=3
I  —
2xy = —
7=
Pe de alti parte avem:
= 3 3
3 .\/3 :v'-'yz JE— xz(_ye) e e —
2xy=—2-¢xy=:—¢ 16 <= 16
xy >0 xy > 0.

Rezulti de aici ci sistemul I este echivalent cu:

1

at — ) = -
T (=) =7

II 3

(=) = — 16

xy > 0,

118



1
Cele doudi numere #2 5i —»3, pentru care suma este ; si produsul

3
Ty sint riddcinile ecuatiei de gradul II:

1 3
X=X — —=0.
2 16

o

3 1
Rildicinile acestei ecnatii fiind ry si — 7 avem:

x8=.§-$i_y2=_lr
4 4
adici:
x2=_3_$iy2=l
4 4

Sistemul II este deci echivalent cu:

adicil

v 1
=— sau y = —
¥y 2 ¥y

x>0

Sistemul IV §i prin urmare sistemnul I are doud solutii §i numai dound :

2

Rezultii de aici ci existd douit rotatii vectoriale si numai doud,

solutii ale problemei puse.

3 1
&, definits prin: cos ¢, = ‘/7 i sin ¢ =
C
J, definitd prin: cos ¢, = — —2— sisin ¢ = —

10 | =

19



EXERCIT!I

10.10. Fie P un plan vectorial euclidian si fle G, 1) $i (", ) dou
baze ortonormate ale lui P neavind aceeasi orientare,

. .. . = a —b
1° Fie ¢ o rotatie vectoriali a lui P cu matricea 4 = (b )
a

o
in baza (i, 7).
5S4 se demonstreze ci matricea lui ¢ in baza (i*, §) este 4’ =
N b) .

=b a
-
2° Fie « §i P cosinusul si sinsul lui ¢ atunci cind P este orientat de
dd —

baza (i, j) si fie o’ §i " cosinusul i sinusul lui ¢ atunci cind P este

- —y

orientat de baza (¢, j).

Ce relafii existd intre a §i o', pe de o parte, si B si p’ pe de altd

parte.

10.11. Planul vectorial euclidian orientat P este raportat la o baza

ortonormat# (7, /) cu orientare pozitivi. Si se determine cosinusul
e d

§i sinsul rotatiei vectoriale ¢ care transform# vectorul umitar u in

vectorul unitar «’ in cazurile urmitoare:

—ol}-ﬁ'O). b)—»l —o'—lJ.
a)u(o,u{I, u(o],u(o.
V3
..0)-., 1) a T2 =1
c)u(l,u(o, ) u . , (0)
2
3 35\ (s
0 - 2 - 5 - 117
e);( },u’ I f) u , w
! 42 4 15
T2 5 17

10.12. Fie P un plan vectorial euclidian orientat g fie @ un numir
real aparfinind intervalului inchis [—1, +1].
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Sﬁd se determine mulfimea rotatiilor vectoriale ¢ ale lui P’ astfel
incit: )

cos ¢ = a.
S4 se discute, dupd valorile lui a, num#rul de elemente al acestei
multimi.
: 1 3 2
Aplicafie. a=—1, a=1, a=0, a=—, a=4—, a=i'-
2 2 2

10.13. S% se demonstreze ci, pentrn orice rotatie ¢ a planului
A
vectorial euclidian orientat P, avem:

cos ¢ € [—1, +1], sing &€ [—1, +1], (cos o, sin ¢) # (0,0)

10.14. Fie ; un plan vectorial euclidian orientat si fie b un numar
real aparjinind intervaelului inchis [—1, +1]. Si se determine

mulfimea rotatiilor vectoriale ¢ ale lui 1_3: astfel ca:

sin ¢ = b.
S& se discute, dupi valorile lui b, numirul elementelor acestei
mulfimi. _ -
Aplicatie. b=1, b 1, b=0 b=—, b o8
plicagie. b=1, b=—1, b=0, =5 0= p

10.15. Fie ¢ si ¢ dou# rotafii vectoriale ale planului vectorial
—

euclidian orientat P.
S# se demonstreze cd:

cos (U—10 @) = cos @ cos ¢ + sin ¢ sin ¢
sin (=20 ¢) = sin ¢ cos § — cos ¢ sin ¢.

10.16. Fie ¢,, o, @, trei rotafii vectoriale ale planului vectorial
—

euclidian orientat P. Si se exprime in functie de cosinusul §i de
sinusul acestor rotafii, cosinusul §i sinusul rotatiei @;0 9,0 @5

10.17. Tie ¢ o rotatie a planului vectorial euclidian orientat P.
Si se demonstreze ci:

cos (pog) =1 — 2sin® ¢ = 2 cos® ¢ — 1.

Si se deducd de aici o expresie pentru cos® ¢ §i sin ? ¢ in funcfie
de cos (p 0 9).

10.18. Fie ¢ o rotatie vectoriald a planului vectorial euclidian
orientat P definit prin:

cos @ = a, sin ¢ = b.
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S4 se determine rotatiile vectoriale ¢ astfel ca: 0o ¢ = ¢, in cazu-
rile urmitoare :

1°a=1,b=0. 2°6¢=0,b=1,
3°a=—1b=0. 4°3=0,b= —1.
3 1 2 2
5°a=-"—,b=—- 6°a~‘/—,b=“—/—
2 2 2
3 4 1 NEY
7°a=-—,b=—— 8°a=—-—,b='—"
5 5 2 2

10.19. Fie P un plan vectorial euclidian orientat. S& se determine
mul{imea rotatiilor vectoriale ¢ care verifici relatile:

1° cos @ = sin q. 2° sin ¢ = sin (¢ 0 ¢).
3° cos ¢ = cos (p © @). 4° cos @ = cos (p 0 o).
5° cos ¢ = sin (¢ 0 9). 6° sin® = 3 cos ¢.

7° sin (po ) + cos (pogo o) = 0.

(Se reaminteste ci o rotatie vectoriali este definit¥ de citre cosinu—
sul gi sinusul siu.)

10.20. Fie P un plan vectorial euclidian orientat.
1° S# se demonstreze ci pentru orice rotatie vectoriali, avem :

(cos @ + sin ¢)2 = 2 — (cos ¢ — sin ¢)2,
2° 53 se determini rotatiile vectoriale ¢ ale planului vectoria?
euclidian orientat P, astfel ca:

cos @ + sin g = 4/2.
10.21. Fii. o O rotafie vectoriald a planului vectorial euclidian
orientat P, astfel incit:
€oS o = a, sin gy = b.
1° S& se determine rotatiile vectoriale ¢ astfel incit:
€OS @ = COS Q.

2° 84 se determine rotatiile vectoriale ¢ astfel incit:

sin ¢ = sin g,.

PROBLEME

10.22. Orientarea unui plan vectorial.

-—
Fie P un plan vectorial care nu este in mod necesar euclidian.
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- - - - = -
1° Fie (i, 5), (¢, 7'), (i, §) trei baze ale lui P, S4 se demonstreze
cid: .

-
et ]"')(’ ]’) X det j,)(z", ] " = det(' ”(t”, 7).

2° Pe mulfimea & a bazelor lui P, se defineste o relatie binard
notatd O prin:

(’: )@ (i 1.7’) édet(’ j)(' -]’) > 0.

a) Si se demonstreze cii relatia O este reflexivi.
b) Si se demonstreze cy relatia O este simetrici.
¢) S% se demonstreze c¥ relatia O este tranzitivi.

S4 se deduci de aici ¢ relatia © este o relatie de echivalenti.

3° S4% se demonstreze ci multimea cit $/@ contine doui elemente
si numai doui.

4° Si se defineascd ca la nr. 10.1.5. o orientare a planului vectorial

; plecind de la una din bazele sale.
10.23. Fie ¢ o rotafie vectoriali a planului vectorial euclidian

-
orientat P.
1° S8 se demonstreze cid:

cos (popog) =4cos?o —3cosq
sin{popo¢) = 3sing — 4sin’ ¢

2° Si se determine mulfimea rotatiilor vectoriale ¢ astfel ca:
—
po9ogq=e unde e reprezintid aplicatia identicid a lui P.

3° Si se demonstreze ci mulfimea precedents, inzestrati cu com-
punerea aplicafiilor, este un grup comutativ cu trei elemente.
S# se construiasci tabelul legii de compozxtxe pentru acest grup.

10.24. Planul vectorial euclidian P este raportat la o bazi orto-

normati (1, _1) de orientare pozitivi.
1° 84 se de’cermi.ne cosinusul §i sinusul rotafiei vectoriale care

transforms 3 in _1.
2° Si se demonstreze c#, pentru orice vector unmitar 1'7,' bivectorul
(17;, <p(?)) este o bazi ortonormati a lui 13’ de orientare pozitivi,
3° Se face notatia:
=8¢, ¢ =¢0@...009,
LR ——

# ori

unde o este aplicatia identicd a Ini P.
S84 se demonstreze ci mulfimea G = {¢® # € N} inzestrati cu
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legea de compozitie a aplicafiilor este un grup finit comutativ
continind patru elemente.
S4 se constrniasci tabelul legii de compozijie pentru acest grup.

10.25. Fie P un plan vectorial euclidian orientat.
1° S84 se demonstreze ci existi o rotafie vectorialdi ¢, §i numai
una, astfel ca:

cos g = — 1

2° Fie ¢ o rotajie vectoriali diferitd de ¢, Si se demonstreze

ci existd un numir real ¢, si numai unul, astfel ca: -
1— 2
cosp=—7, sihgp="—"—"7"
Tl ¥ 1y

a) S& se exprime ¢ in functie de cos ¢ §i sin .
b) S se demonstreze c existy cel putin o rotatie vectoriald astfet
ca:

Yo¢ =g
c) Si se demonstreze cii:

sinq;.

t:
cos ¢

10.26. Fie P un plan vectorial euclidian orientat i fie a, b, ¢ trei
numere reale astfel ca:

at 4+ £ 0

Se desemneazi prin S mulfimea rotatiilor vectoriale ale lui P
astfel ca:

acoso +bsing=c.

—— — - ’
1° Fie (i, /) o bazi ortonormats a lui P i fie « vectorul de coor-
donate { : ] in baza (7, ;) S# se demonstreze echivalenfa:

acos ¢ 4 bsing =c¢>;- q;(;'-)'-—_—- c.
2° Fie E mulfimea vectorilor unitari i astfel ca:
— -
usi=c.

$4 se demonstreze echivalenta:

p € S< (i) € E.
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8 St se determine E apoi S in cazurile urmitoare :
5 - Ca=1,b=1c=4F"
a=2b=1¢c¢=1
W3—-2
2
a=2b=—1,¢=6
a=1,b=43 c=2 .

a=1,b=—2c=



1. GRUPUL UNGHIURILOR

11.1. Unghiul unwi cuplu de semidrepte vectoriale
11.2. Grupul unghiurilor

11.1. UNGHIUL UNUI CUPLU DE SEMIDREPTE
VECTORIALE

11.1.1. Semidreaptd vectorialé

Fie % un vector nenul aparfinind planului vectorial P.
Reamintim (cursul clasei a IT-a, nr. 4.3.5) c4 se numegte
semidreaptit vectoriald continind pe “ mulfimea, no-
tatd Ry, definiti prin:

R+;={5'e Ij; atER+;=tz?};

vectorii 0 =0 - # si w=1-4 aparfin in mod evi-
dent lui R* . Pentru a simplifica notatiile vom putea
desemna o semidreaptd vectoriali printr-un simbol
ca:

o e e
I
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PROPRIETATILE SEMIDREPTELOR
VECTORIALE

1. Fie % un vector nenul aparfinind planului vec-

torial euclidian P si fie D semidreapta vectoriald con~

- - 1
tinind pe u. Vectorul wnmitar + = —=— “ apartine

Il

- 3 H
evident lui D.

- —
Reciproc, fie 7' un vector unitar aparfinind lui D;

s

. Ly o . = -
existd un numir real ¢, pozitiv sau nul, astfel cas’' = in
deci astfel ca:

=, — -
Il =1¢1llull=2tlull=1;
rezulti de aci cd ¢t = m, ceea ce implici :
—.; 1 — -
T =TS U=
Il

Se poate deci enunja:

TEOREMA / O semidreapti vectorialdi congine un vec-
1. tor unitar si numai unul.

2, Fie 7 un vector unitar apartinind planului vectorial
euclidian P. Semidreapta vectoriald '5 = R*{ con-
tine evident vec‘corul 1.

Reciproc, heA R"‘u o sem1dreapta. vectoriald con-
{inind pe 7. Cum i apar’;lne lui A si cum singurul

vector unitar aparfinind lui A este —=— u avem:

1% |

R

1 ==_U.
u
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Avem atunci:

- — — - t—v .
Qvaaﬂtzo; v=U=>v=STusi

¢ -
- 20=v e A
[l

@®@rcA=U>0; v=in=o=t|n|fisi
%) 20=7 <D
Rezultd de aici: b = A; se poate deci enunta:

TEOREMA / Existii o semidreaptid vectoriald si numai
2. una continind un veetor unitar dat.

Rezultd din aceastd teoremi ci o semidreapti vec-
toriald B este determmata de vectorul unitar 7 pe
care il contine: D =R*i.

Observatic. — Fie b si D dous semldrepte vecto-
riale de vecton umtan respectivi i si 1.

Se spune ci D si D sint opuse daci P =— ;

Se spune ci D si D’ sint ortogonale daci i si 7 sint
ortogonali; orice vector din b este atunci ortogonal
oricirui vector din D'. -

11.1.2. Rotatia vectorialé care trulllsfor'm&
o semidreaptd vectorialfi D intr-o
semidreapta vectoriala 2.

o~ (=
Fie D si D’ doud semidrepte vectoriale incluse in
planul vectorial euclidian P.
1 §i ¢’ fiind doi vectori unitari aparfinind respectiv
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1-> -
lui D si b’, desemnim prin @ rotatia vectoriald a
A *r

—t —0
lui P care transformi ¢ m .

@ Pentru orice vector # aparfinind lui D = R+,
exlsta un numér real ¢ pozitiv sau nul astfel ca:

w = tz avem atunci:

o) = o(t) = to(i) =
ceea ce dovedeste cd (p(;;) aparfine lui D' = R+#".
@ Pentru orice vector o aparfinind lui B’, existd
un numir real ¢ pozitiv sau nul astfel ca:

17' = t';: ;

urmeazi atunci imediat ci #’ este transformatul prin
¢ al vectorului w=1i apartinmd lui B

Studiul ficut dovedeste ci o4 este multxmea trans-
formatelor prin ¢ a vectorilor din D deci cd rotatla
vectoriald ¢ transformi semldrea.pta vectoriald D in

semidreapta vectoriald D
Remproc, fie ¢ o rotatie vectoriald care transformi

D in D'. Cum ¢ este o 1zometne, ¢ conserva norma ;
rezulti de aici ci vectorul v.];('s) este unitar §i apartine
lui D' dec1 cd w) =7 Rotatia vectoriald ¢, care

transformi 7 in 7, este atunci egali cu o.
Se poate deci enunta:

TEOREMA / Fie D si D' doua semidrepte vectoriale
ineluse in planul vectorial euclidian P,
Exista o rotatie veetoriali a llll b, si

numai una, care transformi D in b
anume aceea eare transformi veetorul

I= |-
unitar din D in veectorul unitar din D’,

9 — Alef; — Geometrie Vol. II. 129



11.1.3. Unghiul unui cuplu de semidrepte
vectoriale. Unghiul unui bivector.

Fie D si D' dous semidrepte vectoriale incluse in
planul vectorial euclidian P.

DEFINITIA / Se numeste unghi al cuplului (D, D)
/\

1. si se noteazﬁ ('5 b rotana vectonala
care transformd D in D'

Unghiul (D b este deci rotajna vectoriali a lui P
care transforma vectorul unitar 3 din 5 in vectorul
umtar 7 dm D

Fie si ' doi vectori nenuli aparfinind lui B.

DEFINIIA / Se numeste unghi al biveetorului (x, #")

2. si se noteazit (%, %) rotatia vectoriali
care transformfi semidreapta veectoriald
Rty in semidreapta vectoriald R’

Vectorii unitari ai sémidieptelor ~vectoriale R"';Z si
% ”u si "-."u unghiul (#, #')
este -deci rota;xa vectoriald care transformi.vectorul

1-
I ;‘» i % in vectorul

-
R+y’ sint respectiv |

1
I 'II

L S5, T .
Observatii, — 1 Simbolul (%, #') nu are sens decit
— -—
daci fiecare dintre vectorii # si #' este nenul.
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. - - v - - . ' .
2 Rotatia (#, #') transform3 « in 4’ daci §i numai

daci normele vectorilor % si W sint egale ; demonstratia
acestui fapt este propusi in cadrul exercitiului nr. 11.11.

11.1.4. Cosinusul si sinusul unghiului unui
bivector

@ Fie « si %’ doi vectori unitari aparfinind planului

= o o
vectorial euclidian orientat P, si fie ( (3) si ( 5') coor-
donatele respective ale acestor doi vectori intr-o
bazi ortonormati (7, j) a lui P.

Unghiul (%, #') este rotatia vectoriald ¢ care trans-

forma vectorul unitar # in vectorul unitar ' (nr.
11.1.3).

Matricea lui ¢ in baza ortonormati directi (Z ]-5
este:

cos ¢ — sin ¢
(sin @ cOS cp)'
si coordonatele vectorului 9(;&) in baza (Z 3") sint
cose — sin @)« acos ¢ — B sin @
(sin P cos cp) ((5) - (Ot sin ¢ 4+ B ocs <p)'
Cum q:(;;) = o', avem: '
acoso — PBsin g = o
B cos o 4 «cose=p

ceea ce dovedeste cd cuplul (cos ¢, sin @) este solufia
sistemului

ox — By = o
Bx + oy = B'.
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Determinantul sistemului I este:

D= o _i =az+B2;

e

-
Vectorul # fiind unitar, avem:

)l = ot 4 g2 = 1.

Rezultd de aici ci D = 1, ceea ce dovedeste cid sis-
temul I are o solujie §i numai una:

’

« - ’ 14
x=ﬁ, o = 2 + BB,
o a, ’ [
.y=‘3 p,=u§—[5a.

Remarcind cé:
’ - =, , o~ -
ac’ + BB =4 - u' 5i af’ — Po’ = det, . (v, ¥,
U]

avem .

!
8!

coso=1u-u s smq;—det‘.'.;)(u,u)

® Fie v si o' doi vectori nenuli aparfinind planului

- a !
vectorial euclidian orzentat P si fie (b) si (b’) coordo-
natele respective ale acestor doi vecton in baza orto-
normatd directd ('», ) a lui P.

Unghiul (s, ') este rotafia vectoriald care transform#

. - — . —
vectorul unitar # = ——~ v in vectorul unitar #' =

el

7) Din studiul ficut anterior rezulti:

Ed
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sin (v, 9') = dety 2 (%, ).

in baza (Z;) a vectoriler

’

Coordonatele respective

a a
1o s e Lo a7l 4 (171
U=—7-v §1 % sint si ;
H B A R R
vl 1o’ |l
avem deci
a a
PNk
det-»;,(u,u)— b P =
el o]l
_ab —a'd det(;' 7@ v)
INEITEA AN

Se poate deci enunga:

TEOREMA / Fie (7, j) o bazii ortonormatd directd a
planului veetorial euclidian orientat P.
Pentru orice cuplu (1-;’, ;’) de vectori;
nenuli apartinind lui P, avem:

3 20
cos (v, v') = ———_,
ol v’
N det »
sin (;; ) = (', 7)(” '”)

Ilvll o |

Observatii. — 1 Fie v si v doi vectori nenuli apar-
finind planului vectorial euclidian orientat P,
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- -
Se numeste cosinus al bivectorului (v, v') i se noteazi

- - - . L3 - = -
cos (v, v’), cosinusul unghiului (v, v') ; avem deci:

i
— - [/ /)
cos (v, V') = 55—
Toll o |l
ceea ce implicd :
- -o’ - —o' — -t,
v-v' =yl cos (v, ).

Se nume;te sinus al bivectorului (v, ) si se noteazi

sin (;;, ;'), sinusul unghiului (v, 7") ; avem deci pentru
orice bazi ortonormatd directd (7, j):

— —
sin (7, 7) = =t hlo, v) |
HIE

2. Cosinusul b1vectoru1u1 (v, ') care se exprimi sub
forma citului dintre produsul scalar al vectorilor v
si v si produsul normelor este mdependent de orien-
tarea planului Vectonal euclidian P si poate deci sd
fie definit fara ca P si fie orientat.

Mai general, v si o' fiind doi vecton nenuli apar{inind
unui spatiu vectonal euehdlan E, se numeste eosn-

nusul bivectorului (v, ') si se noteazii cos (v, v)
numiiral real definit prin:

Y

P

- - .

cos (v, V') = — d
lv

—— .
1o
- (2
Exemple. I. Fie v gi v/ doi vectori de coordonate respective ( l)

1
si ( l) intr-o bazi ortonormati directd (-z:: j_). a planului vectorial
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euclidian orientat P. Avem :
=@+ (-1 =1, |
1Y = @ F (P = 45,
101l = VAR + (— 1) = 42,

2 1
det(*;)(v.v')=|l _1|=_z_1=_g. .
Rezultd de aici:
’ ) -0‘—’0 1 1
cos(v,v)_ﬁJf m
- = -3 i
sin(v,v’)=ﬁ=~/w-
IL Fie v si v’ doi vectorl de coordonate ‘resi)ective ( é) ¢ (— i)

intr-o ‘bazé ortononnatﬁ. (1. I k) a spatiului vectorial euclidian Ea
Avem :

v =) + @)(—1) + (=2 = -3,
Il =OF + @F + (-2 = 5=
T =P F (—1F F (1F = 43,

Rezultd de aici:

EXERCITH

11.1. Fie D gl D’ doud semidrepte vectonale incluse intr-un spatxu

vectorial E
S3 se demonstreze ci:

[= .| - |~ s
D a D= {0} sau D = D",

11.2, Fie % si o doi vectori apartinind spatiului vectorial eucli-

dian’ E
S4 se demonstxeze echivalenta :

; : -
[ + vil = ljwll + fill] <> |:,Mv.e,m"u mmnirepte vectorile, ]
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[ Sd
11.3. Fie D o semidreapti vectoriald inclusi in planul vectorial
euclidian P. Si se demonstreze ci existi doui semidrepte vecto-

riale, i numai dou#, ortogonale cu IB S# se demonstreze ci aceste
doud semidrepte vectoriale sint opuse.
11.4. Si se demonstreze ci orice izometrie f a planului vectorial

euclidian _1:’ transform# o semidreaptd vectoriald '5 intr-o semi-
=
dreapt¥ vectoriali D’.
= 1=
11.5. Fie D §i D’ doui semidrepte vectoriale incluse in planul

vectorial euclidian P gi fie ¢ rotafia vectoriali care transformd

=~
D in D'.
-
1° S se demonstreze ci existi o izomettie f a lui P gl numai una,

L |
diferita de o gi care transformi D in D.
S se demonstreze ci 1 nu este o rotatie vectoriald.

2° Planul vectorial P fiind raportat la o bazi ortonormats (-z:;;,
- = - [y
fie 4 un vector nenul din D si fie %' un vector nenul din D’. S&
—_ —
se determine f prin matricea sa in baza (3, 5} in cazurile urmétoare:

AT A T
B e )50)

G s

11.6. Planul vectorial euclidian orientat P este raportat bazei

(-5,}; de orientare pozitivd. S& se determine cosinusul gi sinusul
A

S
@l

<)

!
1

unghiului (;4.. %) in cazurile urmitoare :
2 7(3).%(3): b) z(‘),,:r(“”/z);
1 2 Jf .y
-( 2} =(—-1), ~(¥3-1) =(-1).
AR (e

81

EHECIE
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117. Fie % i v doi vectori nenuli apartinind spatiului vectorial
-
euclidian E.
1° S8 se demonstreze cii:
— — -t — Cad -

!Iu + uu= llwl® — Mol _ leell® + ol — fle — wfi® _

2 [l liv] 2 |fef fivh

= D 4+ vl — llw — vf*,

4 fful Il

cos (u v)

2° Se presupune in plus cd vectorii % si % —v sint ortogonali
S4 se demonstreze ci:

[l “Il ;
nwl

cos (u u)

S# se studieze o reciproci.
- -
11.8. Fie u §i v doi vectori nenuli aparfinind planului vectorial
euclidian P. Si se demonstreze echivalentele:
— -
usivsintljniat] o sin (03 =0
dependenti.

- -
[u ¢l vint limar] o Jeos =1,

dependenti.
11.9. Fie w gl s doi vectori menuli apattinind planului vectoria
euclidian orientat P
1° Si se demonstreze cd existi un vector h, si numai unul, astfel
ca: :
— - - - —
(h Lu) gi (4 gi v 4 b sint liniar dependenti).

2° S% se demonstreze ci:

-t - -
|cos (:,33]:.'1'1_'_':_"", | sin (u v)| = lIall,

tol 1wl
11.10. Fie « si v doi vectori menuli apartinind planului vectorial
-
euclidian orientat P, gi fie a gi b doud numere reale nenule
S4 se _compare, dupd semnele lm a si b, numerele cos (u, v) gi

cos (au, bu) apoi numerele: sin (u, v) gi sin (au, bv)
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11.11. Fie % gi # doi vectori nenull aparfinind planului vectorial

euclidian P gi fle ¢ rotatia euclidiani (t-;, E’). S% se demonstreze
echivalenta :

- -t - -
Hull = fu'll <> @(u) = w'.

11.2. GRUPUL UNGHIURILOR

11.2.1. Introducere

D si D’ fiind dous semidrepte vectoriale incluse in
planul vectorial euclidian P, se numeste unghi al

. Lrad . = = .
cuplului (13, D') si se noteazd (D, D') rotatia vecto-
-
riald care transformi D in D',

Rezultd de aici cd un unghi nu este altceva decit o
rotafie vectoriald, deci cd termenii wmghi si rofafie
vectoriald sint sinonimi; alegerea unuia sau a altuia
dintre acesti doi termeni va depinde de context
adicd de chestiunea sau de problema pe care o vom

studia. Fie 5, 5’, D" trei semidrepte vectoriale in-
cluse in -Z-.’;l _Eleseninim prin ¢ rotatia vectoriald care
transformd D in D’ §i prin ¢’ rotatia vectoriald care
transforms D’ in D”. Urmeazi atunci imediat ci
rotajia vectoriali ¢’ o ¢ transformi D tn B"; avem
deci:

l-o/\|-0 ’ —./\-. -o/\-»

(D, D) =9, (D', D") =9, (D, D") = 9’00
Dacid se adm/i\te, ceea ce este conform obisnuinfei,
cd unghiul ('ﬁ, 5") este prin definitie ,,suma’’ unghiu-
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|-

° = . U Gl g .
rilor (D, D') si (D, D"), deci ci:

l—(\‘ﬁ", H/h, -0/>-v
(D, D") = (D, D') + (D, D"),
sintem condu§1 sd punem: ¢’ 0op =10 + o

adicd sd notdm aditiv (cu semnul +) legea de compo-
zifie a aplicatiilor definite pe mulfimea & a rotatiilor
vectoriale.

Aceastd notafie aditivi, utilizatd mai ales in formula
numitd formula lui Chasles:

N A N
(D, D'y + (D', D) = (D, D"),

verificatd de orice triplet (D, D', D”’) de semidrepte
vectoriale, va fi justificati atunci cind se va defini
mdsura unghiurilor. Ea va pune atunci in evidenta
raportul strins — omomorfismul — existent- intre
adunarea numerelor reale §i adunarea unghiurilor.
Mul{imea & a rotafiilor vectoriale ale planului vec-

torial euclidian P inzestrati cu compunerea aplica-
tiilor este un grup comutativ. Atunci cind se considerd
rotatiile vectoriale ca unghiuri, grupul precedent este
notat @ si se utilizeaz3 atunci terminologia §i notatnle
urmitoare :

® unghml q) in loc de rotatia vectonala P.

@ suma <p + cp a doua unghiuri q) si ¢ in loc de
aphcatla compusid q> o¢ a doud rotatn vectoriale

?sig.
@ unghiul nul 0, in loc de aplicatia identicd e a
planului vectonal P

@ opusul — q: al unui ungln in loc de aplicaﬁa
Teciprocd ¢! a unei rotatn vectonale ?.
Observatie. — Fie ¢ si ¢’ doua rotatii vectoriale ale

planului vectorial euclidian P. Este necesar si fim
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atenfi asupra faptului ci simbolurile ¢ 4 ¢’ si $+ 3’
desemneazi respectiv : '
1° Suma ¢ 4 ¢’ a doud aplicatii ¢ si ¢, adici apli-
cafia lui P in P definitd prin:

Vu < P, (o + ¢')(u) = o(«) + 9'(n) ;
in acest caz, ¢ 4 o' care este o aplicatie liniard a lui
P in P, nu este in general o rotafie vectoriali.
2° Unghiul ¢ + ¢, suma a doud unghiuri s si 3’,
adicd rotatia vectoriali ¢’ o ¢ definiti prin:

Vi < P (o' 0 ¢) (1) = o [p(#)].

11.2.2. Cosinusul si sinusul unui unghi
al planului vectorial orientat

Fie @ grupul unghiurilor planului vectorial euclidian
P. Orice unghi ¢ aparfinind lui & este o rotatie vecto-

riald 2 lui P; atunci cind P este orientat, cosinusul
si sinusul acestei rotatii vectoriale sint de asemenea

cosinusul si sinusul unghiului ¢ si sint notate cos ;

si sin p. Reluim atunci, utilizind ,limbajul unghiuri-
lor” rezultatele obtinute la cap. 10 privind cosinusul
§i sinusul unei rotatii vectoriale :

@ Pentru orice unghi p, avem (nr. 10.2.2)":

cos? ; + sin? = 1

@ Daci doui unghiuri au acelasi cosinus si acelagi
sinus, ele sint egale (nr. 10.2.2).
@ Pentru orice cuplu (a2, 5) de numere reale astfel

ca: a® 4 b% =1, existi un unghi ¢, §i numai unul,
astfel ca (nr. 10.2.2) :

cos @ =a si sin$=b.
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o 0 fiind unghiul nul din &, avem (10.2.2):

(2)
(2)

. Pentru orice unghi $ cu opusul — $, avem (nr.
10.2.3) :

cos (— E) = cos$ (3)

sin (— 8) = ——sin$

@ Pentru orice cuplu de unghiuri (;p 3’), avem
(nr. 10.2.4) :

- COS (3 + 3’) = cosg cos c;' - sing sin 'q;’ (4)
sin (3 + ;’) = sin; cos ;?' + sin ;’ cosg 4"

Consecm;e. — 1 Daci in formulele (4) si (4) avem
~

<p = <p si daci se convine si se noteze cu 2 ¢ unghiul

q: + cp, obf{inem :

cos 2’& = cos? 3 — sin’$ (5)

sin 23 = 2sin scos 3 _ (5"

2. Fie doud unghiuri g si 3’ : @ fiind un grup comuta-
tiv, se poate defini diferenfa ?) —;' a unghiurilor
8 si ;’, si se stie cd:

”~

?— ¢ =¢+ (—¢).
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Rezulti de aici:
cos (¢ — ¢) = cos [¢ + (— 9)] =
= cos% cos (— ;’) — sin c; sin (;’)
sin (p — ¢) =sin [p + (— 9)] =
= sin 8 cos (— 3’) + cos’c;sin (— q’;') ;
cum in plus:
cos (— $)=cos$§i sin (— $)= --sinq?,

avem in cele din urmai:

cos ((p cp)— cosq:cosq; + sin cpsm q; (6)
sin (q: -9 ) = sin cpcos cp — cos q> sin q: 6"

EXERCITIU. (p $i tpo Siind doud wunghiuri apar;mfnd grupului

& al unghiurilor planului vectorial euclidian orientat P sd se demon-
sireze echivalenfa :

. ”~ ” ”~ A A
C0S 3 = €08 Po<> 9 = gy sau = — g

Presupunem :
~ ~
COS @ = COS Q.

~ ~ ~ N
Egalititile cos®¢ + sin®¢ =1 gi cos® g, 4 sin? 9o = 1, implicd
atunci : ’

”~ ~N
sin? ¢ = sin?® g,

adici '

: A L~ ~ . A~

sin ¢ = sin ¢, sau sin ¢ = —sintp.

B Daci sin <p = sin q:,, cele doud unghiuri <p §i tpo care au acelagi
cosinus §i acelagn sinus, sint egale,
M Daci sin <p = — gin %, avem (formulele 3 §i 3%):

”~ A ~
COS ¢ == COS @y == COS (— o),

. ”~ . N . ~
Sln ¢ = — §in g4 = sin (— @) ;
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rezults de aici ci unghiurile @ §i — 9o, care au acelagi cosinus si
acelagl sinus, sint egale. Avem deci:

~ ~ ”~ ”~ ”~ ”~
€OS @ = CO3 Qg => @ = Pg SAU @ = — @o-

Implicafia reciproci:
~ ~ ”~ ”~ ~ N
@ = @p SAU @ = — @y => COS ¢ = COS Py,

Prin urmare

~ ”~ ”~ A ~ ’”~
COS @ == COS g <> @ = Qg SaAU @ = — Q.

11.2.3. Unghiul plat

S-a demonstrat la nr. 9.3.2 (Exercifiu) ci aplicatia

plantlui vectorial euclidian P in el tnsusi, definitd
prin:

wio —
este unica rotatie a lui P egali cu aplicatia sa reci-
proci si diferiti de aplicajla identici e a lui P.

DEFINITIE/ Se numeste unghi plat si se noteazi o,
rotatia veetorialii » a planului veetorial

euclidian P definits prin:

Vi € P o) = — w.
PROPRIETATILE UNGHIULUI PLAT

1. Proprietatea ol=0 a rotafiei vectoriale o se
traduce - in ,,limbajul unghiurilor’” prin:
~
—_— =

©,;
rezulti de aici: 3) + ® = 22) = 6; unghiul plat 8
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este singurul unghi diferit de unghiul 0 si verificind
egahtatea precedenti.

2. Fie D si D' dous semidrepte vectoriale opuse;
vectorii lor unitari, respectiv ¢ si ¢’ sint opusi ; rezulti

de aici ci unghiul (D D’) care este rotat,la vecto-

-0
- A

riald care transformi i in 7 = — z, este unghiul

plat o.
N

Pentru orice cuplu (5 D’) de semidrepte vectoriale
opuse, avem deci:

/\
= [ ~
(D, D) = w.
3. Matricea rotatiei vectoriale & in orice bazi a lui
P este egali cu (_(1) (1)) ; pe de alti parte, daci

-

P este orientat, matricea lui « intr-o bazi ortonor-
-

matd directd a lui P este egali cu:

cosw® — sin a)) .
(sin © cosw)’
prin urmare :
| cosa=—1 (1)
sin @ = 0, (1)

—

4. Planul vectorial euclidian P fiind orientat, avem
pentru orice unghi ¢:
~ A ~ ”~ . A . ~
cos (@ + @) = cos & cos ¢ — sin w sin ¢
. ~ e ) . ~ ”~ ~ . N
sin (0 + @) = sinwcos ¢ + coswsin @
N ~ A ~ . ~ . A
oS (@ — @) = cos & cos ¢ 4+ sin w sin @

.~ ~ .o -~ A, A
'sin (@ — @) = sin @ cos ¢ — cos  sin o.
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Cum in plus cosa = — 1 si sin & =0, rezults:

cos (8 + a) = — cosg @)
sin (8 + ;) = — sing (2)
cos (8 - s) = — cosg 3)
sin(@—¢) = sing (3')

EXERCITIU. ; 5t ;o fiind doud unghiuri aparfinind grupului &

al unghiurilor planului vectorial euclidian orientat P, sd se demon-
sirese echivalenfa :

~ R ~ ”~ ~ ”~ N Fa)

sin ¢ = sinl gy <> 2 = @, SaU @ = & — P
Presupunem :
: ~ A

sin ¢ = sin g,.

”~ ”~
Egalititile cos? :; +sinfp=1 gi cos® g, + sin? ;\., =1 implick
atunci:

A A
cos? ¢ = cos? g,
adici:

N ”~ N ~
COS @ = COS @, Sall COS ¢ = — COS Q.

~ ~ ~ ~
@ Daci cos ¢ = cos g, cele doul unghiuri ¢ §i ¢, care au acelagi
cosinus §i acelagi sinus sint egale.

~ ~

@ Dacii cos ¢ = — COS @g, avem:
~ N e ~
oS @ = — €OS @ == €OS (& — @),
”~ ~ A A
sin @ = sin go = sin (@ — o) ;

. ~ ”~ ~
rezultd de aici ci unghiurile ¢ §i @ — @, care au acelagi cosinus gb
acelagi sinus, sint egale. Avem deci:

Implicatia reciproci:

~ Cal ”~ Cay ~ . ~ N ~
P = Po SAU @ = © — Q¢ => SI ¢ = SIN @g
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rezultd imediat din formula (3’). Prin urmare:

. A ”~ ~ ~ ”~ A A
sin ¢ = sin g <> 9 = g, sau ¢ = © — @

11.2.4. Unghiuri drepte

Problemii. Sd se rezolve, in grupul & al rotatiilor vec-

toriale ale planului vectorial euclidian P, ecuatia (1)
definitd prin: oo = o, unde o desemmeazd rotajia
vectoriald astfel ca:

Vu513’o)(¢_¢‘)=—17.

-

Matricea lui o intr-o bazi ortonormati (z_': 7) a lui

P este:
( —1 0) .
0 -1’
Fie ¢ o rotatie vectoriali a lui P; existi dous numere

reale a §i b astfel ca: a® 4- 32 = 1 si astfel incit matri-
cea lui @ in baza (s, j) si fie;

- )

Matricea rotafiei vectoriale ¢ 0 ¢ in baza (ZI ﬁ este
atunci :

As_(a —b)(a -—b)_ a:— b2 —2ab
R P AV a_(Zab az—-bz)'

@ Dacid 9o ¢ =, cuplul (g, b) care caracterizeazi
rotafia vectoriali ¢ verifici cele trei egalititi:

ad4+P=1a—-—0=—1 2a=0;
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acest cuplu este deci solutie a sistemului:

Idap— 2= — 1
2xy = 0.
@ Reciproc, daci (a, b) este o solufie a sistemului I,
aplicatia liniari ¢ a lui P in P pentru care matricea

in baza (z, _7) este (: —b), este o rotafie vectoriald
a

" astfel incit:

(PO(P:O).

Rezulta de aici cd, pentru a rezolva ecuatia (1), sintem
condusi si rezolvam sistemul I:

A ARSIION Wi S
A=Y= y = y=1
22y =0 22y =0 _

Sistemul I are deci doud solufii, §1 numai doud:
(0, 1), (0,,—1), ceea ce dovedeste ci existdi doud
1('otat11 vectoriale, si numai doud, solutii ale ecuafiei
1)

Matricele lor respective in baza ortonormati (z, ])

sint :
0 —1) . (0 1
A = A' ==
=( Ty (,—1 0
Desemnim prin 3 §i prin & rotatiile vectoriale pentru
care matricele respective in baza (s, j) sint 4 §i 4°;
matricea lui 8- in baza (z, j) este (nr. 9.3.2):
A-1=( 0 1)=A’,
-1 0
ceea ce.ddvede§tel cd:
8-1= ¥, deci ci: 31 = 3.
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Rezultatele precedente pot si se exprime in ,limba-
jul unghiurilor” prin:

TEOREMA / Mulfimea unghiurilor o, astfel ea:
P+o=0,
contine douii elemente, si numai doui,
numite unghiuri drepte.
Daci § este unul din cele dous unghiuri
drepte, celilalt este — 5.

11.2.5. Unghiul drept pozitiv, unghiul drept
negativ

Planul vectorial P fiind orientat, fie (—z': f) o bazd
ortonormatd directd a lui P; in baza ortonormati

(;: ]_'i, matricele a doud rotafii vectoriale 3 si ¥,
astiel ca 803 =1980d =0, sint (nr. 11.2.4): ‘

(O —l) si ( 0 1

1 0 —1 O)

Rezultd de aici c3 cosinusul unui unghi drept este nul
§i cd sinusul siu este egal cu 1 sau cu —1.

DEFINITIE / Planul veetorial euclidian P fiind orien-
tat, se numegte unghi drept pozitiv
(respeetiv negativ), unghiul drept pentru
eare) sinusul este egal eu 1 (respeectiv
—1).

Unghiul drept pozitiv este notat cu §; unghiul drept
negativ este atunci — 8.
‘Calificativul pozitiv sau negativ nu pot fi atribuite

unui unghi drept decit dacd planul vectorial P este
orientat,
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| PROPRIETATILE UNGHIURILOR DREPTE

1. Fie (z-: 5} o bazi ortonormati a planului vectorial
N\

euclidian orientat P ; unghiul (;I: 7) este rotatia vec-
toriald ¢ care transformid vectorul 7 in vectorul ;
si matricele lui ¢ in bazele ('_i: ﬁ si (_77: ;'5 sint respectiv:

0o -1\ . 0 1

si .

(l O) (—1 0)

@ Daci baza (1: _7) este directd, avem:
cosp=0gsising=1,

ceea ce implici: @ = 3.

@ Daci baza ('—i' ;) este indirectd, baza (]: 5 este
directd si avem:

cosp=0g¢ising=—1,
ceea ce implici: ¢ = — 3. Rezultd de aici:
- - 5\ - A
(4, §) este o bazi ortonormatd directd = (i, j) = 3,
A\
(-'i, ;) este o bazi ortonormati indirectd = (s, }’.) =—3.
2. Cosinusul si sinusul unghiului drept pozitiv 3 sint :
cos § =0 (1)
sin § = 1. 1)

3. Pentru orice unghi ¢ avem:
cos (§+ q?) = cosgcosg — sin 3 sin q?,
sin (8A+ c?) = sin gcos$+ cos § sin a,
cos (§— q?) = cos §cos$ + sin §'sin c?

sin (§-— 3) = sin §cos$ — cos 3 sin q;\
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Q . . Q - . .
Cum cos 8 =0 si sin § = 1, rezulti de aici:

cos (§ + f.}) = — sin ; (2)
sin (§ + g;) = cosg (2"
cos (§ — ) = sin ¢ 3)
sin (§ — ;) = cos a (3

EXERCITIU. q> st 90 fiind doud unghiuri apar[mfnd grupului &

al triunghiurilor planului vectorial euclidian orientat P sd se demon-

strese echivalenfa :

”~ . A ~ e ~ ~ ”~
€O8 ¢ = Sin @o<> @ + @y = & sau ¢4 — ¢ = &.

~ ~
Presupunem : cos ¢ = sin g,.
Egalitatea

: TN ~ ~
sin @o = cos (§ — q,) implici atunci:’
”~ ~ ”~
cos @ = cos (3 — ) ;
din studiul ficut in paragraful nr. 11.2.2. (Exercitii), reznlti :
~ A ~ ~ ~ ~
?= 8"‘%33‘.1 @ = ¢ — 3.

~ A

~ ~ ~ N o ~
.Dacéz--.i—q;xu:meaziq;-i-% 3
~ ra)

® Dacl ¢ = ¢, — 3, urmeaz§ q>°—q>==8

~ Fa Y Pe)
cosep_smq>°=>q>+cp., Ssauq;o =38
Reciproc, presupunem :

A AN ”~

”~ Pal ”~
P+ @ =3sau g — =23

®
©
+
s
I
o)
4
©>
i
o2}
|
?
¢
g
©
1
[e]
2
C
!
-©
e
4



”~
Ovo—¢—8=>9——(8—80)=c089—c06[—(8—%)]=>
=>c08q;-cos(8—<po)=>cosqa—sin%
Prin urmare:

”~

A A ~ A A A ~
cos ¢ = 8in gy <> @ + o= 8 sau 95— ¢ = 3.

EXERCITH

In toate exercitiile care urmeasd, se descmneaxd prin & gmpul unghiu-
rilor planulm vectorial euclidian onemat P prin ) unghiul nul,
prin 3 unghiul drept pozitiv si prin ® unghiul plat al lui Q.

11.12, S& se demonstreze, pentru orice unghi ;\ aparfinind lui &,
egalititile urmiitoare :

) ~ A
a) cos2p =2cosf ¢ — 1 =1— 2sin® ¢;
~ ~ ~
. co8 3p = 4 cos® ¢ — 3 cos ¢.
A ~ ~
D) sin 3¢ = 3sin ¢ — 4 8in® ¢;
~ ~ )
cos'tp—sin'q>=cos2q>.

) cos’29—sdn’q>=coSqacos3ep,
sm3<psm'qa+cos$q»cos‘<p—cos'2cp

d)sin°9+oos':p+3sin’cpcos’q>==l; _
~ A ”~ ~ ~ ~
2co§‘q>—2sin'9+38!n°q>—5cos°9+3cos‘gp—s{nlep=0.

€) 2(sindp + cost @) — 8 (sint'p + cost g = — L.

11.13. q; fiind un unghi aparfinind lui &, si se simplifice expre-
slile urmiitoare:

a) sin(«p+o>)+sin(<p+2m)+sin(9—_w)+sin(v—3w)
b) cos ( + &) + cos (@ + 2 + sin (¢ — @) + sin (p — 30)

N ~ ”~ ”~ ~ ~ ~ Pal
c) sin (@ + 8) + cos (p — 33) + sin (p -+ 33) + cos (¢ + o).
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11.14. Si se demonstreze pentru orice cuplu (c’p\, :17) de unghiuri F
apartinind lui 4, egalititile: ;

~ A 1 A A ~ ~
a) c08¢c05¢='2'[COS(?—¢)+COS(¢+¢)]
~ A 1 A A A A
b) Sm?sm‘l'='é‘[005(¢—¢)—¢°S(9+4’)]
A A 1 A A A A
o) sin pcos ¢ = o [sin (p + ¥) + sin (p — ¢)]

d) c06(3+3)¢°8(3—$) =¢08’§—-sin’:}'\= cOS’a— sin’;
¢) sin (p + ) sin (p — & = sin® g — sint §,

11.15. S& se demonstreze ci pentru orice triplet (:, 3, :;) de unghiuri |
apartinind lui @, egalititile urmitoare:

~ ~N a3 A ”~ ~ ~ A A
a) cosasin (B — y) 4 cos Bsin(y — &) + cos ysin (x — B) = 0
. /\’ ”~ ~ ~ ~ ~ . ”~ . e A
b) sin asin (B — y) + sin B sin (y — «) 4 sin y sin (@ — B) = 0.
11.16. :, E, ? fiind trei unghiuri aparfinind Iui @, si se exprime
~ ~ ~ ~ [e) A
cos (@ + B+ v) §i sin(p+ B+ y) in functie de cosinusurile si
A A A
sinusurile unghiusil r «, B, y.
S4 se deducd din aceste expresii pentru cos 3: si sin 3:.
11.17. S4 se rezolve, in @&, ecuatiile definite prin:
) ”~ ~ ~ ~ AN A
20=0; 20 =0; 2¢ = §, 3p =0;
ey ”~ la) ~ ~ A
3p=0w; 8p=§; 49 =0.

(Se vor determina unghiurile — solutii prin cosinusul lor gi sinn-
sul lor.)

11.18. S& se rezolve, in d, ecuatiile definite prin:
~ ~ ~
1°sin ¢ = 0; cos ¢=0; sin g =1;
N N Lol
sin 29 = 0; cos 29 = 0; sin 2¢ = 1;
~ ~ ’
sin 3¢9 = 0; cos 3¢ = 0.
”~ ”~ ”~
2°cos p=1; sin g=—1; cos o= —1;

~ ~ ~
cos 2¢ = 1; sin2p = —1; cos2 = — 1.
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A~ 1 LN 1 ~ 1

3°cos¢=-2-; smq>=--;, sin9=;
cos$=~/—§' cos$=£' ﬁn;\:—ﬁ
2’ 2’ 2’

11.19. Fie (», ) un cupin necunoscut apartinind lui R?, fie a §i b

dous numere reale date §i fie u §i B douii unghiuri date apartinind
lui &
Si se rezolve sistemul definit prin:

~ ~
xcos o + ysin ¢ = a,
”~ ~
zsin @ —ycosa =b.
S% se verifice ci: 2t + y* = a® 4 b
. Pa
11.20. Se numegte tangenti a unui unghi o apartinind lui &, si
”~

~ s @
se noteazi tg ¢, numirul real egal cu
cos ¢
1° Care este multimea unghiurilor care au o tangentd?
2° S se calculeze th si tgc)

11.21, S& se demonstreze, pentru orice lmghx apartinind unei
submulfimi D a lui @ care se va determina, egalitiitﬂe urmitoare :

1
a)tg(—¢)=—-tgq>; d)tg(S—q,)=—A;
A A A tgo
b) tg(p + o) =tge; |
c) tglo—9) = —tge; )tg(d+o=——=.
‘ tgo

11.22. Si se demonstreze, pentru orice unghi ¢ ? apartinind unei
submulf{imi D a lui &, care se va determina, egalltatﬂe urmétoare :

A~ 1 A l—tg’q:
1°1 4 tg2e = — cos 29 = ———*
cos? ¢ 1+tgte
’A 2t ~
~
2° sin'%:: tg ? — ; sin2q)=‘i:’
1+te’e 1+tgle
2tgA 1 ~ cos‘?;
3° tg2q;=———9—; —— —cost @ = .
1—-tge g 2y
: tg'e tg'e

~ ~ ~ ~ ~ 1
4° 1 4 2sin @ cos ¢ = sin @ cos ¢ (1 +tgcp)(l+—/\)'
tge
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11.23, S& se demonstreze pentru orice cuplu (q), ) -aparfinind unei ™
submulfimi a lui @?%, care se va determina, egalititile urmitoare:

A~ tgettgd sin (o + §)
Pgletd)=—"—1T"7i tgo+tgy =—— -
: l—tgotg) cos ¢ cos

Wil a9
° ~ ~ e — tg ~ ~ s (¢ —
2°tglo—Y)=—"—T—; tge—tgo= o~

1+tgotgd - cos ¢ cos
g0 cos"g - si.n’v./]:= 1 1

. ”~ Py ~ LN
sin? o sin® ¢ tg?o gty
A~ A 1 1
4° sin’  — sin® § = -

1+t'd  14tgp

11.24. cp si q, fiind dou# unghiuri apattimnd lui 4, s§. se demon-
streze implicatia: T

A sinq;—cosv.p

tg o =
sin 4: + cos xla
S3 se studieze unphcatm reciproci.
11.25. S3 se :ezolve, in @, ecnatiile definite prin:
”~
g9 =0, tgo=1, tge =3, tgo = 2sing cost ¢ = sin .

(Se vor determina unghiurile — solutii prin cosinusul lor sau sinu-
sul lor).

~ = 2sin*p = (sin  — cos )%

PROBLEME

11.26. Fie ; un plan vectorial euclidian.

1° Si se demon.streze cd orice izometrie a lm P transformd o
dreaptd vectoriald D intr-o dreapts vectonaliA

2° St se demonstreze cé orice izometrie a lui P t:ansfonni 0 semi-

dreaptd vectorials D intr-o semidreapty vectoriald A
3° 54 se demonstreze ci existd doui uometrii si numai dous,

care tra.nsformﬁ o semidreaptid vectoriald D intr-o semidreapti

vectonalaA 54 se demonstreze ci una dintre aceste dous izometru
§i numai una, este o rotafie vectoriald.

4° Si se demonstreze ci o dreapti vectoriald D contine douﬁ semi-
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. . [
= drepte vectoriale §i nu:nal d&u&, pe care le vom nota IB’ si D”.
S se demonstreze ci D’ gi D” sint opuse.
- -
5° Fie D gl A douZ drepte vectoriale. S& se demonstreze ci existd
patru izometsii, 5i numai patru, dintre care doui rotatii vectoriale
- -t

care transformd D in A.
6° Si se demonstreze ci mulfimea izometriilor care transformi

-
o dreaptd vectoriald D in ea insiigi, inzestratd cu compunerea apli-
catiilor, este un grup. S# se construlascd tabelul legii de compo-
zitie pentru acest grup.
~ ”~

11.27. 1° S& se rezolve, in &, ecuafia definitf prin: 2¢ = 8. (Se
vor determina unghiurile — solutii prin cosinusul lor sau prin
sinusul lor).
2° Si se rezolve, in @, ecuatia definitd prin:

” N~

cos ¢ = sin @.
3° §% se demonstreze ci existi un unghi q’)\o, si numai unul, astfel
ca: “ ~ ~
cos @, = sin g, §i cos ¢o > 0.
A
4° Si se demonstreze pentru orice unghi 0, egalitifile urmitoare:
~ - ’”~ A A ~ ”~n — A el
cos® + sin® = 4/Z cos (g — 0); cos 6 — sin B = 42 sin (go — ).
w 11.28. 8% se rezolve gl si se discute sistemele urmitoare, unde
AN AN
cuplul necunoscut (x, y) apartine lui R §i unde o, B, y sint unghiuri
care apartin lui &: _ ]
~ A N ”~ ”~ N
o xsin¢+ysin2u=sin31 2°{xsinu+ysin{5=siny
~ ~ M ~ ~ ~
% cos o -+ ¥ cos 2a = c0s 3 xcos a + ycos f = cos y.
11.29. Si se demonstreze i dacd «, B, v sint trei unghiuri astfel
~ ~ ~ ”~
ca: e+ B+ vy = o, avem:
N A ~ ”~ ~ ”~
a) sin 2« + sin 28 + sin 2y = 4 sin e sin Bsin ¥
~ A ~ ~ ~ ~
b) c08 2 - cos 2B + cos 2y + 4 cos acos Beosy + 1 = 0.
”~ ~ ~ ~ N ~
¢) cos? & -+ cos? § + cos* y + 2 cos « cos Becosy—1=0
”~ ”~ ”~ ~ ”~ Pa
d) sin’¢+sin'?+sin’y—2c09¢cosﬁcosy—2=0.
([ d e d
11.30. Fie D §i D’ doud semidrepte vectoriale incluse in planul
—
vectorial euclidian orientat P. S& se de;l{)nstteze ci mulf{imea
/\
1= | = 1=
semidreptelor vectoriale |Z' astfel ca: (A, ZS) = (A,ID'), contine

dou elemente §i numai doui.
S& se demonstreze ci aceste doud semidrepte vectoriale sint opuse.
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12. SPATIUL AFIN EUCLIDIAN -

12.1.  Distanta dintre doud puncte.

12.2.  Ortogonalitatea a doua drepte.

12.3.  Ortogonalitatea unei drepte cu un plan.
12.4. Plane perpendiculare.

12.1. DISTANTA DINTRE DOUA PUNCTE

12.1.1. Spatiul afin euclidian

DEFINITIE / Se spune ei un spatiu afin E este eucli-
dian daci spatiul veetorial E la eare
el este asociat, este euclidian.

@® Fie E, un plan afin euclidian asociat planului

vectorial euclidian fe.

Se spune eii un reper (0, 7, 7) al lui E, este ortonormat

dacii baza (;:;5 a lui EB este ortonormatid adiecé:

tj=0 si llsfl=ljl=1

Un reper ortonormat (O, Z;) este reprezentat grafic
dupd cum indicd figura 1; pe aceastd figurs, I §i J

sint punctele respectiv definite prin 0f =7 si 07 = j.
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Fig. 1

<

~Y

90T

" Pentru orice punct M al planului E, de coordonate

E ( x) in reperul ortonormat (O, % 7}, avem:
y

= s =
OM = x4+ v,
ceea ce implica:
OM-i==x si oM -f:y
* Se spune ci planul afin E, este orientat dacd planul
vectonal E, este orientat; un reper ortonormat

0.1, ]) al lui E este atuncl direct (respectlv indirect)

daci baza ortonormatd (z ) a lui Ez este directd
(respectiv indirectd).

@ Fie E, spapul afin euclidian asociat spatiului vee~
torial euclidian }Z8 de dlmensmne 3.
Se spune ei un reper (0 P ], k) al lui E; este orto-

normat daed baza ('z, 7, k) a lui E; este ortonormata,
adiea:

P =7 k=Fk-i=0
sillill=ll=1kl=1

157



/\’1}
= : " Fg. 2

8 )

g

—~
- J .
[4

7

Un reper ortonormat (O, ;: Z I:) este reprezentat gra- 5
fic cum indic3 figura 2; pe aceasts figuri, I, J si K
sint punctele respective definite prin:

- - —> - = =
Ol =1, O] =4, OK = k.
Pentru orice punct M al spatiului E; de coordonate
x
( y) in reperul ortonormat (0, s, 4, k), avem:
z
— - bad -
OM = xi + yj + zk,
ceea ce implicd:
OM 5=, OTI-f=y, OM - %=z
@ TFie D o dreapti inclusi intr-un spatiu afin euclidian

E de dimensiune 2 sau 3; se spune ci un reper (O, ;)
al dreptei D este normat daci vectorul 7 este unitar.

12.1.2, Distanja dintre doud puncte

Fie E un spafiu afin euclidian de dimensiune 2 sau
3 si fie A i B doud puncte apartinind lui E.
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. DEFINITIE /' Se numegte distan{a dintre doud puncte
A si B, si se noteazi d (4, B), numiirul
real egal cu norma vectorului 4B

d(4, B) = || 4B ||.
PROPRIETATILE DISTANTEI DINTRE DOUA
PUNCTE.

1. Pentru orice bipunct (4, B), avem: d(4, B) > 0.
Pe de altd parte '

(4, B)=0¢||AB||—0¢AB——0¢>A B;

prin urmare :

| d4, By=0<4=B.| (1)

2, Pentru orice bipunct (4, B), avem:
—> —
d(B.A) = || BA | =| —4B| = 4B || = d(4, B)

prin urmare:

V(A B) e E* d(4, B)=d(B, A). @)

3. Fie trei puncte A, B, C aparfinind spafiului E:
relatia lui Chasles aplicatéd tripletului (A B,C) da:

4aC = AB + BC
rezults de a1c1 (1nega11tatea tnunglnulm)
AT = I 4B + BCI < I AB |+ BC).

Se poate deci- scrie :

V(4, B,Cy<E® d(4, C)<d(4, B)+d(B, cj. 3)
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Aplicatia d a produsului cartezian E? in R+, definity '
prin:
(4, B) 1~ d(4, B) = | 4B |

este numitid distanga euclidiand pe E.

Mai general, se numeste distan{d pe mulfimea E
orice aplicatie a lui E® in R+ care posedd proprieti-
file (1), (2) si (3) precedente. O multime inzestrati
cu o distan}i este numiti spafiu metrie.
Observatie. — Cu scopul de a simplifica notatiile,
distanta d(4, B) dintre doud puncte 4 i B aparti-
nind spatiului euclidian E va putea fi notatisi AB.

Aplieatil. I. 4, B, C fiind trei puncte ale unui spafiu euclidian E,
sd se demonstreze echivalenta :

— —
AB I AC <> AB® 4 AC® = BC:.

- = —

Egalitatea vectoriali BC = AC — 4B implici:

—> - — -—) -— w4 —

IBCI® = (AC + AB)* = ||ACl* + |4B|* — AC - 4B,

- -
adici: 4B®* 4 AC* = BC*+ 24B - AC.
s e
Rezulti de aici: AB L AC <> AB - AC = 0<> AB? + AC* = BC:.
Rezultatul pe care l-am stabilit este cunoscut sub numele de teo~
rema lui Pitagora.
II. A4, B, C, fitnd trei puncle, doud cile doud distincte, ale unui
spatiu afin euclidian E, si se demonstreze cd:
- —

BC* = AB* 4- AC® — 24B x AC x cos (4B, AC).

Egalitatea vectoriali :
T
BC =AC — AB

implici : A

— — — —_ — - —

IBCI* = (AC — AB)* = ||[AC|P? + ||lABJ} — 2 AC - AB. (1)
Pe de alti parte, cum punctele 4, B, C sint doui cite doui dis-
— —

tincte, vectorii AB §i AC sint nenuli; avem deci (nr. 11.1.4.):

- - - —
AB + AC = AB X AC X cos (4B, AC). (2)
Rezultd atunci egalititile (1) si (2):
— —
BC® = AB® 4- AC®* — 24B X AC X cos (4B, AC).
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f‘ 12.1.3. Invarianfa distantei prin translatie

Fie patru puncte 4, B, 4’, B’ ale spatiului euclidian
E astfel ca:

—_
A'B = \AB;
avem.
— — :
d(A'B') = ||A’B'|| = A B|| = |A|ll[4B]| = |\d(4, B).

Rezulti de aici ci:

—_— —_— :
A’B' = \B = d(4’, B') = |\ d(4B).

Consecingi, — Fie t o translajie punctual a spatiu-
lui E; se stie ci t transformi orice bipunct (4, B)
intr-un bipunct (4’, B’) echivalent cu (4, B) (fig. 3);
avem prin urmare :

A'B = 4B,
o

BI
Fig. 3

ceea ce implicd:
d(4’, B') = d(A, B).
Rezultatul precedent se exprimi spunind ci o trans-

- latie a spatiului euclidian E conservit distanta, sau ci
distanta este invarianti prin translatie.

11 — Alefs — Geometrie Vol. II. 161



g p] ‘1

Aplicagie. Fie A §i B doud puncle distincle ale spafiului euclidian
E (fig. 4). Sd se demonstreze echivalenfa :

. . ine dreptei AB si
I este mijlocul lui (4, B) @{I aj;lz;l'z?;) ;eg(?. B). #

@ Fie I mijlocul bipunctului (4, B).
Se gtie ci I apartine dreptei 4B (nr. 6.3.2) si cd (nr. 8.1.4):

- - —
IA+1IB=0;
rezultd de aici: |
- -> 1
IA = — IB,
Ceea ce implicé:

- —-> -
a(I, 4) = 14|l = |i— IB| = \IB|| = d(I, B).

@ Reciproc, fie I un punct aparfinind dreptei 4B si astfel ca:
(I, 4) = d(l, B).
Remarcim ci d(I, A) nu este nul, in caz contrar am avea I = A4
si d(I, B) = 0, adici 4 = B, ceea ce este contrar ipotezel: 4 % B.
-
¢ fiind abscisa punctului I in reperul (4, 4B) al dreptei 4B, avem:
- - = - = - =
AT = tAB =) AI = t{AI + IB) =) (1 — $)AI =B,
ceea ce implicd:
11 — ¢l d(, 4) = | ¢1d(1, B).
Cum numerele reale d(I, 4) §i d(I, B) sint egale gi nenule, egali- .
tatea precedents di: r

1
{
|
|
'

11—¢]=]¢].
Avem pe de altid parte:
1
l—-t=1¢ t=—
[1—t]=|t]< < 2
sau sau
1—t=—1t 1=0

R 1 - 1 =
Rezulti de aicicd: ¢ = 2’ decicd: Al = 2 AB, ceea ce dovedeste '

c& I este mijlocul bipunctului (4, B).
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12.1.4. Caracterizarea metricd a unui segment

4 si B fiind doud puncte. distincte aparfinind unui
spafiu euclidian E, desemnim prin D dreapta conti-
nind 4 §i B (fig. 5) si raportim aceasts dreaptd la

A

reperul (4, E). Abscisele respective ale punctelor
A si B in acest reper sint 0 si 1.

Reamintim ci segmentul [4, B] este multimea punc-
telor M apartinind lui D pentru care obscisa ¢ in

reperul (4, A—ﬁ) este astfel incit:
0<¢s<l
Rezultid de aici ci:

—_ —>
Me[A,Ble3<[0,1]AM =t AB.

Se constatd imediat ci echivalenfa precedenti este
adevdrati dacd punctele 4 si B sint egale.

@ Fie un punct M aparfinind segmentului [4, B];
existd un numir real ¢ astfel ca:

AM =tABsit <0 1)

Rezultd de aici: d(4, M) = | ¢|d(4, B);
cum in plus ¢ este pozitiv sau nul, avem :

a4, M) = |t|d(4, B). (1)
Avem pe de alti parte:
MB=4B — AW = A8 —t 4B = (1 — yd3B,
ceea ce implicd :

d(M, B)=|1—¢|d(4, B);
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Cum in plus ¢ este mai mic sau egal cu 1, 1 — / este
pozitiv sau nul; rezultd de aici:

a(M, B) = (1 — )a(4, B). (2)

Prin adunarea, membru cu membru a egalitdfilor
(1) si (2) se obtine:

(A, M) + d(M, B) = d(4, B).

@ Reciproc, fie M un punct al spatiului E astfel ca
d(4, M) + d(M, B) = d(A, B).

Egalitatea precedentid implicd :
| AB || =1 4} || + || B,
adicd :
| A3 + MB || = | A3 | + | MB .
Rezultd de aici (nr. 8.2.4):
[AM = 0] sau (3¢t > 0 MB = tAM].

a) AM =0=>A4=M=M < [4, B].
by MB=tAM si t20=> 48— AM =t AM s

=M < [4, B].

In cele din urmi avem:

M < [4, B} < d(4, M) + d(M, B)=d(4, B).

Echivalenta precedentd dovedeste ca segmentul [4,B]
estttia multimea punctelor M/ din spatiul euclidian E
astfel ea:

d(4, M) + d(M, B) = d(A, B).
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12.1.5. Punct al unei semidrepte
pentru care distanta la origine este daté

Fie Ax o semidreaptd inchisd in spatiul euclidian E
(fig. 6), si fie / un numir real pozitiv sau nul.
Raportim dreapta D, care conjine pe 4%, la un reper

-

normat (A,Zi cu originea A4 ; semidreapta Ax este
atunci mulfimea punctelor M ale dreptei D pentru

care abscisa ¢ in reperul (A4, 7) este pozitivd sau nuld,
sau mul{imea punctelor M ale dreptei D pentru care
abscisa este negativi sau nula.

Pentru orice punct M al dreptei D, cu abscisa ¢ in

reperul (4, :) avem :

ceea ce implicd:

A4, M) = | ABL | =& | =t117l=1¢].
Rezulti de aici ci:
A M) =l<e|t|=let=Ilsaut=—1

@ Daci ! = 0, existd un punct din D, §i numai unul:
punctul 4, pentru care distanfa la punctul 4 este
nuld §i acest punct aparfine semidreptei Ax.

@ Daci I > 0, existi doud puncte din D §i numai
doui : punctele M’ si M’ de abscise / 5i — /, pentru
care distanfa la punctul 4 este egald cu / unul si
numai unul dintre aceste puncte aparfine semi-
dreptei Ax.

Se poate deci enunta:
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TEOREMA / Fie Ax o semidreaptii inchisii inelusi
in spatiul euclidian E si fie / un numiir
‘real pozitiv sau nul.
Existi un punet M, si numai unul,
apartinind lui Ax astiel ea:

d(4, M) =1.

12.1.6. Expresia andliticd a distantei dintre
doua puncte

Fie E, un spatiu afin euclidian de dimensiune 3

raportat la un reper ortonormat (O, ZZ -I;).
M, si M, fiind doud puncte din E; de coordonate

respective :
%o | [*
Yo| 3 |3
Zo 21

—
vectorul M M, are drept coordonate in baza orto-

— = -
¥, — %o
Y1 — Yo}’
23 — 2

normatd (¢, 7, k) :
Rezultd de aici (nr. 8.3.4)

—>
| MM, || = ‘\/("1 — % + (1 — yo)* + (21—20)%

ceea ce implicd:

aMy M) = 4/(”1 — %g)® + (y1 — ¥0)® + (21—20)*

Observatie. — O demonstrafie analoagd cu cea. pre-
cedenti dovedeste cd distanfa dintre doud ‘puncte
M, si M, dintr-un plan euclidian E,;, de coordonate
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respective (x" si (xj in reperul ortonormat al lui
Yo y
E,, este dat prin:

AMo M) = §(%1 — %) + (¥1 — Yo)*

Aplieatii. I Planul euclidian E, fiind raporiat la un veper ortonor-

mat (O, :]—)', Jie A, B si C punctele de coordonate vespective
5 7 -1

2 2| s

)

1 (fig. 7). S& se demonstreze ci existd un
0 0 2

punct M, si numai unul, egal depdriat de trei puncie A, B, C.
%
Fie M un punct din E, de coordonate( J

Y.
Egalitatea a doud numere pozitive sau nule fiind echivalenti cu
egalitatea p#tratelor acestor doui numere; avem:

MA?2 = MB*

MA = MB = MC <> MA®* = MB® = MC2<>
MA? = MC*.

Pe de alti parte:

5 2
MA? = (x— _2_) + 97

71\2
MB”=(::—;)+(J'—2)’,

11\2
Mc’=(x+1)=+(y— ;]-
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Rezulti de aici ci:

52 72
(x—;'+}"=(x—;)+(}'—2)’
MA = MB = MC <«
512 1)
- 2 : _—].
(x 2)+y—(x-,l-l)+(y 2)

Dupi reduceri §i simplificiri, se obtine:
x+2y=5 { x=1
<>

MA=MB=MC¢>{ .
—7x4+ y=-—35 y =2

1
Punctul M de coordonate (2) este deci singurul punct egal depir-

tat de punctele 4, B, C.
IX. Spatiul euclidian E; fiind raporiat la un reper ortonormat

3
Si se demonstreze cd mulfimea F a punctelor M din E,, egal de-
pdrtate de A si B, este un plan.

TR . n (!
(0, 4, §, &), fie A 5i B puncicle de coordonale respective 21sil -1}
1

x
Fie M un punct din E,, de coordonate (y); avem:
z

M e Fe>MA = MB <> MA® = MB® &
=1+ =2 D=+ D 0+ D =3

Rezulti de aici ¢4 mulfimea F este planul pentru care o ecuatie
carteziand este:

446y —8+5=0

EXERCITII

12.1. E fiind o mul{ime nevidi, fie d aplicatia lui E* in R+ defi-
nitd prin:

dA4,B) =0daci A =B

d{A,B) =1daci 4 #£ B

1° Si se demonstreze ci d este o distan{i pe E.
2° Si se caracterizeze tripletele (4, B, C) pentru care:

d(4, C) = d(4, B) + d(B, C).
12.2. 1° Aplicatia d a lui R? in R+, definitd prin:
a(, y) = |¥ — yl.
este o distan{d pe R?
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2° Aceeagi chestiune dacd aplicatia d este definiti prin:
d(#, y) = sup (|2I, 15])-
(Se reaminteste cd sup (|#], |y]) desemneazd cellmai mare dintre

numerele || i [y]).
3° Aceeagi chestiune dacd aplicatia d este definitd prin:

a(x, y) = |#| + Iyl
12.3. 1° Aplicatia 4 a lui R? in R+ definits prin:
d(x, y) = (v — y)?

este o distan{d pe R?
2° Aceeasi chestiune dacd aplicatia d este definitd prin:

a(x, ) = ll=i — Iyl
12.4. Fie ABC §i A’B’C’ douid triunghiuri astfel ca:

— —_
A'B’ =k AB s
— —_
A'C’ =k AC,

unde % este un numir real nenul.
S& se demonstreze ci:

B’C' = |k} BC.

12.5. Fie D si D’ doud drepte coplanare. O dreapti A taie pe D
in A si pe D’ in 4’; o dreaptd /\’, strict paraleld cu A, taie pe D
in B i pe D’ in B’.

% fiind un numair real nenul, fie M punctul de abscisid % in reperul
(4, A_i) al dreptei D gi fie M’ punctul de abscisid % in reperul

(4’, A’B’) al dreptei D’.
1° S& se demonstreze ci:

AM A'M

am o ’k l'

4B A’'B

—> — —>

2° Si se exprime vectorul MM’ in funciie de vectorii 44’, BB’
gi de numdrul %.
3° Si se exprime MM’ in func{ie de numerele 44’, BB’ §i k.
12.6. Fie un triunghi ABC si fie trei puncte 4’, B’, C’ aparfinind
respectiv segmentelor [B, C], [C, 4] §i [4, B].
1° S3 se demonstreze ci:

A’B’ 4+ B'C’ 4+ C’A’ < AB + BC + CA.
2° In ce caz avem:

A’'B’ 4+ B'C’ + C'A’ = AB 4+ BC + CA?
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12.7. Fie un triunghi ABC si fie 4’, B’, C’ mijloacele respective ale
segmentelor [B, C], [C, 4] si [4, B]. Se noteazi :

B_C=a CA=0b AB=c,
AA '=m, BB’ =mn, CC =5p.
1° S8 se demonstreze ci:
bbec—a<2m<b+tc+a
2° Si se demonstreze ci:

1 3
—(a+b+c) <m+n+p<—(a+b+c).

12.8. Planul afin euclidian P este raportat la un reper ortonormat
©, z ]) Fie 4 si B punctele de coordonate respective ( ) si ( )

§i fie D dreapta de ecuafie: ¥ + 2y -2 = 0.
Fie { aplicatia lui D in R+ defnmta prin:

VM € D (M) = MA* + MB.

Si se demonstreze ci existd un punct M, o pentru care se vor deter-
mina coordonatele, apartinind lui D gi astfel ca:

SYM # My = (M) > (M,).
(Se va putea utiliza o reprezentare parametrici a dreptei D).

1
12.9. Aceclagi exercitiu ca cel precedent, cu punctele 4 (3. si

-3
B ( 1) gi dreapta D de ecuatie: 3v —y — 6 = 0.
12.10. Spatiul afin euclidian E; este raportat la un reper ortonor-
- — -
mat (0, 1, 4, k). Se daun punctele: °

L)

Si se demonstreze ci multimea punctelor egal depirtate de 4, B, C
este o dreapti D pentru care se va determina un reper.
12.11. Acelasi exercifiu ca cel precedent, cu punctele:

ol o) o <))

12.12. Spatiul euclidian E; fiind raportat la un reper ortonormat

(0, : ; I;)., sii se demonstreze ci existi un punct M, si numai unul,
egal depiirtat de punctele:

ol -
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Aceeasi chestiune cu punctele:

1 1 1 6

2 6 8 6

4 1 B 1 c 2 D 5
’ 3 J s | 3

7 8 4

3 -— — —_

3 3 3

12,13, Fie 4, B, C trei puncte ale planului afin euclidian P,
1° Si se demonstreze ci existi un punct G gi numai unul, astfel ca:

2G4 +GB -GG =0
2° Fie f aplicatia lui P in R definitd prin:
‘VYM e P t(M)=2MA® - MB® -~ MC®
S4 se demonstreze ci
VM e P 1(M) = 1(G) + 2MG®.

S84 se deducd de aici ci aplicatia £ admite un minim"absnlut in
M = G, adici:

M # G = {(M) > 1(G). B
3° S84 se determine coordonatele lui G i si se calculeze {(G) in

cazurile in care punctele 4, B, C au drept coordomate, intr-un .
reper ortonormat al lui P:

-3

—4)°

a)A(H, B(_;),
vaf) of) el
safl o o)

12.15. Fie un paralelogram 4BCD din spatiul euclidian E. S& se
demonstreze cii:

AB? 4 BC® - CD® 4 DA®* = AC* 4 BDS,
12.15. Fie dou# puncte 4 i B ale spatiului eunclidian E i fie I

mijlocul bipunctului (4, B). Si se demonstreze ci, pentru orice
punct M, avem:

(9}

9]

AB?
M4 + MB* = 2MI 4 =
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12.2. ORTOGONALITATEA A DOUA DREPTE

12.2.1. Drepte ortogonale

In acest paragraf, E desemneazi un spafiu afin aso-
ciat wnui spafiu vectorial euclidian E de dimensiune

2 sau 3.
Fie D si D' doud drepte incluse in spafiul E.

DEFINITIE/ Se spume ei dreapta D este ortogonald
dreptei D', si se serie D | D', daei
dreapta veectoriald D, direetia lui D,
este ortogonald dreptei veetoriale D',
directia Jui D’:
DLD < DLD.
Se defineste astfel, pe mulfimea dreptelor incluse

in E, o relatie binard numiti relatia de ortogonalitate
a doui drepte.

Fie D si D’ doud drepte vectoriale ortogonale ale
spatiului vectorial E i fie 4 §i A’, doud puncte ale
spatiului E; urmeazid cid dreapta D continind pe 4

si de directie D este ortogonald dreptei D’ continind

pe A’ si de directie D', ceea ce dovedeste existenta
cuplurilor (D, D') de drepte astfel ca D L D'.

PROPRIETATILE ORTOGONALITATII
A DOUA DREPTE

1. D si D’ fiind doud drepte de direcfii respective
D si D', avem:
DLD' =D1D' =D'1D=D1D.

Rezulti de aici ci, daci D este ortogonald cu D',
atunci D’ este ortogonald cu D ; se spune de aseme-
nea ci dreptele D si D’ sint ortogonale.
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2. Dacid D si D’ sint doud drepte ortogonale, directiile

lor respective D si D' sint doui drepte vectoriale
ortogonale ; avem atunci (nr. 8.4.1):

DN D ={0},
ceea ce dovedeste cd: D # D', deci ci dreptele D
si D’ nu sint paralele. -
Douii drepte ortogonale nu sint paralele.

Rezultd de aici cd doud drepte paralele nu sint orto-
gonale si cd, in particular, o dreapti D nu este orto-
gonali ei insdsi.

3. Fie trei drepte D, D’ si A de directii respective

13, D §iz, astfel ca:
D||D'"siA LD;
avem atunci:
D=0 si A L B,
ceea ce dovedeste cid: A LD, deci ci: A LD
Se poate enunta:

TEOREMA/ Dacii doudi drepte sint paralele, orice
1. dreaptii ortogonalii uneia este ortogonald
si celeilalte.

4. Fie D si D' doud drepte de vectori directori res-
pectivi u si w ; vectorul % este o bazi 2 dreptei vec-
toriale D d1rec1;1a lui D, si vectorul #' este o bazi

a_ dreptei vectoriale D, directia lui D'; rezulti de
aici (nr. 8.4.1):

DLD wulw,
ceea ce implica:
DLD «D LD wulu.

Se poate deci enunta:
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TEOREMA/ Douii drepte sint ortegonale daci si numai
2. daci un vector director al uneia este
ortogonal unui veetor director al celeilalte.

Aplieatle. Planul euclidian P fiind raportat la un reper ortonormat
(0.-1'., -f). fie D si D’ doud drepte de ecuafii carieziene vespeclive:
o + By + ¢y =0
oz + Bfy+ =0

S& se demonstreze echivalenja :
. D LD & ax 4 Bp =0.

Se gtie ci un vector director al dreptei D este by (—B’; la fel un
o«
vector director al dreptei D’ este u’ (—BI) .
-2
Rezultd de aici:

DID<wu Luet-u=(—p)(—p)+ a =0,
adici :

D LD < aa’ + pp’ = 0.

12.2.2. Dreaptd a unui plan P continind
un punct din P si ortogonalé
unei drepte din P

Fie P un plan inclus in spatiul euclidian E (dacd
dim E = 2, atunci P = E), fie 4 un punct aparfi-
nmd Iui P si fie D o dreapti inclusi in P (fig. 8).

D si. P fiind directiile respective ale dreptel D §1 ale
planului P, incluziunea D C P nnphcé D C b, si
se stie cd existdi o dreaptd vectoriald D, si numai

DI
A
/ Fig. 8
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una, inclusi in P si ortogonald lui D (nr. 8.4.2.).
@ Fie D' dreapta de directie D’ confinind pe 4 ;
urmeazi imediat ci D’ este ortogonald cu D. Pe de
alti parte:

DCcP=D|P;
cum in plus intersectia D' P; nu este vidd
(4 € D' P), dreapta D’ este inclusi in planul P.
@ Reciproc, fie D' o dreaptd inclusi in P, confi-

nind pe 4 si ortogonald cu D ; D" fiind directia drep-
tei D", avem:

f)"(‘_‘f’ si D" LD;
unicitatea dreptei vectoriale incluse in 2 si ortogo-

nali cu D dovedeste atunci D" = D', deci ci dreptele
D’ si D" care au punctul 4 comun si aceeasi direcie
sint egale. Se poate enunta:

TEOREMA/ Fie un plan P, un punct 4 apartinind
1. lui P si o dreaptd D inclusi in P. Existi
o dreaptd D', si numai una, inclusid in
P, eare contine punetul 4 §i este ortogo-
nali eu D. :

Observatie. — 1. Daci doud drepte sint coplanare
si ortogonale, ele sint coplanare §i neparalele; rezultd
deyaici ci ele sint concurente (nr. 7.1.5).

Douit drepte coplanare si ortogonale sint.
eoncurente.

Doui astfel de drepte sint reprezentate grafic aga
cum indici figura 9, dacid planul P care le confine

Fig. 9

175



Fig. 10

-
A

D’

este inclus intr-un spatiu euclidian E; de dimen-
siune 3 sau, aga cum indici figura 10, daci aceste
doud drepte sint incluse intr-un plan euclidian E,.
2. Fie un plan P si trei drepte D, D', D" incluse
in P astfel ca:

D' 1Dsi D" LD.

Dacd D’ si D" ar fi concurente in A4 (fig. 11), ar
exista doud drepte distincte, incluse in P, coninind pe

/é// o
01 oll p

4 si ortogonale cu D, ceea ce constituie o contra-
dicfie ; rezultd de aici ci cele doud drepte D’ si D”,
care sint coplanare §i neconcurente, sint paralele.

Se poate deci enunta:

TEOREMA/ Dacé doui drepte dintr-un plan P sint
2. ortogonale aceleasi drepte din P, cle sint
paralele.

3. Fie 4 si B doud puncte distincte aparfinind unui
plan P; dreapta 1) inclusi in P, care contine mijlocul
I al lui [A4, B] si ortogonali dreptei 4B, este media-
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toarea segmentului (4, B] inclus in planul P (fig. 12).
Reamintim rezultatul urmitor care a fost demonstrat
in cursul clasei a doua:

Mediatoarea segmentului [4, B] inclus in
planul P este multimea punetelor }/ apar-
tinind lui P, egal depértate de A si B.

12.2.3. Dreaptd a unui plan definitd de un punct
si de un vector normal nenul.

Fie E, un plan afin asociat planului vectorial eucli-
dian 7:"2.

D fiind o dreaptd de directie D inclusi in E, se nu-
meste veetor normal lui D, orice vector apartinind
dregtei vectoriale D’ inclusi in fz, si ortogonala
cu D.

Fie M, un puﬁct din D si fie % un vector nenul, normal
lui D (fig. 13):

Fig. 13 ‘/,_7.’
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avem:
MeDwMMeD:; (1)
pe de altid parte, vectorul nenul # este o bazi a drep-

tei vectoriale D’ ortogonald cu f); prin urmare
(nr. 8.4.2):

neDeon -u=0. )

Rezulti atunci din echivalentele (1) si (2) ci:

MeD<wn- Mgl =0.

Echivalenfa precedenti dovedeste ci o dreaptd D
a unui plan euclidian este definitd cind se dau unul
din punetele sale si unul din veetorii sdi normali,
nenuli.

Observatii. — 1. Orice vector ortogonal unui vector
director al dreptei D este un vector normal lui D.
2. Daci dou# drepte D si D’ incluse in planul P sint
ortogonale, orice vector director al uneia este un
vector nenul, normal celeilalte si orice vector nenul,
normal uneia este un vector director al celeilalte.
Consecinte, 1. Fie E, un plan euclidian raportat la

un reper ortonormat (O, ;:;) si fie D dreapta conti-

x
nind punctul M, yo si pentru care un vector nor-
0.
[
mal nenul este n( B) (fig. 14).

M fiind un punct de coordonate (;) , vectorul M M

Xo . .
); rezultd de aici:
0.

MED@J»W=O¢a(x—xo) + B(y —yo) =0.
Relatia a(x — %o) + B(y — o) = 0, care este veri-

are drept coordonate (

ficatd de coordonatele (:) ale unui punct M al
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Fig. 14 M(‘t)

4
J
7

planului E; dacd i numai dacd acest punct aparfine
dreptei D, este o ecuafie carteziani a lui D.
Se poate deci enunfa:

TEOREMA/ Planul euclidian E, fiind raportat la un
1. reper ortonormat, 0 ecuatie cartezianid a

%
dreptei D continind punectul M, (yo) si
0.

admitind veetorul nenul ;z'(g) ea veetor

normal, este:
(% — %o) + By — y0) = 0.
2. Planul euclidian E, fiind raportat la un reper
ortonormat (0, 7, ﬁ, fie D o dreaptd inclusi in E,
de ecuatie carteziand:
ax + By + v =0.
Se stie cd un vector director al lui D este vectorul

e

- — -
nenul # de coordonate ( ) Desemndm prin # vec-

o

torul de coordonate (;); 7 este menul si avem:
nu=(a)(—B) + (B)() =0,
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— -— -
ceea ce dovedeste cd # este ortogonal cu # deci ci »
este un vector nenul, normal lui D.

Se poate deci enunta:

TEOREMA/ Planul euclidian E, fiind raportat la un
2, reper ortonormat, fie D o dreapti din
E,; cu ecuatia earteziani:

ax + By + v =03
un veetor nenul, normal lui D este vee-
torul de coordonate (;)

Exemple. Planul euclidian E, este raportat la un reper ortonormat

©. 7, 7).

I. 83 se stabileascd o ecuatie carteziani a dreptei D care contine
3

punctul 4 (2J si ortogonald dreptei A\ de ecmatie:

A4
—+==1=0.
2+3

Prima metodd. — Un vector nenul, normal lui A este vectorul de

coordonate

1
2
1 ; acest vector este un vector director al Ini D;

\ 3

rezulti de aici ci o ecnatie carteziani a lui D este:

-3 1 1
= 0, adici: -g-x--z-y:O.
y—2

[N N N )

Metoda a doua. Un vector director al lui A este vectorul de coor-

donate ; acest vector este un vector nenul, normal lui D,

D= w|m

rezulty de alci ci o ecuatie carteziani a Iui D este:

2 3 1 2) =0
=+ =0,
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adici:
1 1
— ; x + "2— y=0.
1I. Fie A si B doud puncte de coordonate vespective (_;} si (3 ,
Sa se stabileascd o ecuafie carieziand a mediatoavei D a segmentului

[4, B).
Prima metodd. Dreapta D este dreapta care confine mijlocul I

—
al lui [4, B] si pentru care un vector normal, nenul este 4B.

1 —
Coordonatele punctulni 7 si.nt( 1); acelea ale vectorului 4B sint

4
( 2); rezulti de aici ci o ecuafie carteziani a dreptei 1) este:

4(x —1) —2(y — 1) = 0, adici:
4x — 2y — 2=0. (1)

Metoda a doua. Dreapta D este multimea punctelor M egal depir-
tate de 4 si B; avem atunci:

M(”) € D <> AM = BM < AM® = BM?
7 e+ =8 O
<>8r—4y—4=0.
Rezulti de aici ci o ecuatie carteziand a dreptei D este:
8x—4y—4=0. 2)

Prin simplificarea ecuatiei (1) sau a ecuafiei (2), se obtine:

2x —y—1=0.

D 12.2.4. Proiectia ortogonald a unui punct
pe o dreapta

fn acest paragraf, E desemneazd un spatiu afin eucli-
dian de dimensiune 2 sau 3.

Fie D o dreapti inclusi in E i fie 4 un punct apar-
tinind lui E.
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Fig. 15

@ Dacd 4 nu apartine lui D (fig. 15), existd un plan
P si numai unul, care si confini pe 4 si D (dacid
dim E = 2, atunci P = E); dreapta D’ inclusi in
P, care contine pe A si ortogonald cu D este atunci
secantd lui D intr-un punct 4’ numit proiectia orto~
gonali a punctului 4 pe dreapta D. .
@ Dacid A4 aparfine lui D, proiectia ortogonali a
lui 4 pe D este, prin definifie, insusi punctul A.
Remarcdm, in acest caz, ci orice plan P care confine
pe D, confine pe 4 si ci dreapta D’ inclusi in P,
care contine pe 4 si este ortogonali cu D, este secantd
Iui D in 4 (fig. 16).

DI
Fig. 16

P

PROPRIETATI

1. Pentru orice punct 4 cu proiecfia ortogonali A’
pe o dreapti D, avem:

AED=A#£A4;

AssD=4=A4"
2, Fie un punct A cu proiecfia ortogonali A’ pe o
dreaptd D (fig. 17); M fiind un punct care apartine
lui D 5i distinct de A’, avem:

A'M2 > 0. .

Pe de altd parte, vecterii A’A §i A’M care aparfin
respectiv la doud drepte vectoriale ortogonale, sint
ortogonali. L
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Fig. 17

Rezulti de aici (teorema lui Pitagora):
AM?2 = A'A* + A'M2 > A'A3,
ceea ce implicd :
AM > A’A.

Se poate deci enunta:

TEOREMA/ A si D fiind respeetiv un punet si o
dreaptii dintr-un spatiu eueclidian E,
distanta d(4, M) a punetului 4 la un
punct M al dreptei D este minimi
pentru punetul 4’, proieetia ortogonald
a lui 4 pe D.

Aceastii distan{i minimi, d(4, 4’) este
numitii distanta de la punctul 4 la
dreapta D si este notatd d(4, D).

Observatie. Fie o dreaptd D §i un punct M cu pro-
jectia ortogonald M’ pe D (fig. 18); se numeste sime-
tricul punctului M in raport cu dreapta D punctul
M’ definit prin:

—_— —
MM" = 2MM'.

Fig. 18
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Urmeazi imediat ci punctul M’ este mijlocul bipunc-
tului (M, M") si ci punctul M este simetricul punc-
tului M in raport cu dreapta D. Se spune de aceea
despre punctele M si M" ci sint simetrice in raport
eu dreapta D.

Aplicatlt. Y. Planul cuclidian P fiind raporiat la un veper orio-
- %

normat (0, ;,’ 7). Jie My punctul de coordonate ( °) st fie D dreapta
Yo

cu ecuafia cavteziand (fig. 19) :
ax + By + vy =0.

Fig. 19

1° S& se exprime coordonalele proiectiei oriogomale a Iui M, pe D.
2° Sa& se exprime distanfa de la punctul M, la dreapta D.
1° Fie D’ dreapta care contine pe M, si este ortogonali Iui D.

Vectorul # _B’ , care este un vector director al dreptei D este un
o

vector nenul, normal dréptei D’. Rezultd de aici ci o ecuatie carte-
zian4 a Iui D’ este:

—Blx— %) + aly —y) =0
Punctul H, proiectia ortogonald a lui M, pe D, este punctul de
intersectie al dreptelor D i D’; cuplul (% ¥y) al coordonatelor
lui H este deci solutia sistemului:

I { wr+ By =—x

— Br + ay = — Bxo + ay,.
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Rezolvarea sistemului I di:

I—? p
. =1 BRotayeal — oy + B — afy,
" at 4 p* o 4 -
. wlexy + Byo+ )
= o — 3+ g ;
o -
Yy = — B —PBx + ayel _ _"on"'“’yo—ﬁ'(_
" «® -+ B? o + Bt -
_ Blaxo + Byo + v) .

=DXo

o + B8

2° Distanta de la punctul M, la dreapta D este distanta dintre
punctele M, si H; avem deci: .

d*(My, D) = d¥(M,, H) = (vg — #%o)* + (yg — ¥o)* =
- o¥{axe + Byo+ ¥)2 | Baxo 4 By + ¥)? —

(of + p3? (a® + p2)2
_ (a2 4 B (exo + Byo + ¥)* _ (axo 4+ Byo + ¥)° A
= (a® + B2y - at 4+ B?

Rezulti de aici:

lexo + Byo + ¥l .
Ja + g
II. Spafiul euclidian E; fiind raporial la un rveper ortomormat

- 2
(0, : ]_: k), fie My punctul de coordonate ( 1) st fie D dreapla care

d(My, D) =

-1 1
confine punciul 4 ( 2) $i penlru care un vector director estsz ( 1) .
1 -1
Sd se determine coordonaiele punctului H, proiectia ortogonald a
Iui My pe D, precum si distanta d (M,, D).

x -
Pentru orice punct M (y) aparfinind dreptei D cu reperul (4, #),
2
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existi un numir real # §i numai unul, astfel ca:

—_ -
AM = tu, deci astfel ca:

¥= -1+t
y= 2+t
g=1-—14

Reamintim ci ¢ este abscisa punctului M in reperul (4, 17) Avem
atunci:

MoM? = (x — 2 + (y — 1f* + (¢ + 8 =
=32+ (¢4 1)*4 (4 —2)* = 352 — 12¢ 4 26.
Functia trinom definiti prin:
1(2) = 31® — 12¢ + 26,

12
admiteunminimpentrut='g= .
Cum pe de alty parte M M?® este minim atunci cind M = H, punctul
H este punctul de pe dreapta D pentru care abscisa in reperntt
—-—p

(4, ) este ¢t =2. Prin urmare coordonatele punctului H sint:

ig=—14+2=1

yg = 242=4

p=1—-2=—1
gi distanfa d(M,D) a punctului M, la dreapta D este

d(M,, D) = MH = Vi(2) = V14.

EXERCITH

12,16, Fie un triunghi 4BC inclus in planul euclidian P. Reamin-
tim ci o iniltime a triunghiului 4 BC este o dreapti inclusi in P,
confinind un virf §i ortogonald dreptei care contine celelalte dous
virfuri.

1° Si se demonstreze cd indltimile care contin pe B si pe C sint.
doud drepte concurente intr-un punct H §i cii:

HBE-CA=0 si HC-4B=0.
2° 84 se demonstreze cl, pentru orice punct D al planului P, avemn
= = —» = = —>
D4 +BC+ DB+CA+DC-A4AB=0.

— =
3° S se deduci din punctele 1° §i 2° ¢4 H4 - BC = 0.
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Si se demonstreze ci punctul H aparfine in#ltimii care contine

pe A. (Punctul H comun celor trei inidl{imi ale triunghiului este

numit ortocentrul triunghiului).

‘E; Fie A’, B’, C’ mijloacele respective ale laturilor [B, C], [C, 4],
, Bl

a) S3 se demonstreze ci indlfimile triunghiului 4’, B/, C’ sint

mediatoarele triunghiului 4BC.

b) Si se demonstreze ci mediatoarele triunghiului 4BC sint con-

curente intr-un punct egal depiirtat de cele trei virfuri 4, B, C.

12.17. Fie un paralelogram ABCD al planului euclidian P.

S% se demonstreze echivalenta:

dreapta 4B 1 dreapta AD <> AC = BD.
12.18. Fie un paralelogram ABCD al planului euclidian P.
1° Si se demonstreze echivalenta:

AB = BC <>dreapta AC | dreapta BD.

2° S% se demonstreze echivalenfa:
— —>
AB = BC <> cos (BD, BA) = cos (BD, BO).

12.19. Fie un triunghi 4ABC isoscel in 4 (4B = AC). Fiecidrui
punct M al dreptei BC i se asociazi proiectiile ortogonale respective
H gi K ale Ini M pe dreptele AB i 4C.

1° Si se demonstreze c#, pentru orice punct M apartinind seg-
mentului [B, C], suma MH 4 MK este constanti.

2° Si se demonstreze ci pentru orice punct M al dreptei BC care
nu apartine segmentului [B, C], numirul | MH—MXK | este constant
gl ci aceastd constanti este egali cu aceea definitd la punctul
anterior.

12.20. Fie D o dreapti a spatiului afin euclidian E; §i fie 4 i B
doui puncte din E,.

Fie f aplicatia Ini D in R+ definitd prin:

VM eD (M) =2MA® + MB®.

1° S% se demonstreze ci existi un punct I din E; §i numai unul
astfel ca:

—_— = -
2IA+IB=0.
2° Si se demonstreze cid

2
VM & D HM) = 3MD* + = AB".

3° Fie H proiectia ortogonald a lui I pe D. S4 se demonstreze cii:
M < D — (H} = (M) > 1(H).

4° Spafiul E; fiind raportat la un reper ortonormat (0.-:‘.,_—1':;).
si se determine analitic punctul H pentru care:

M & D — {H} = 1(M) > 1(A).
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‘

1
atunci cind punctele 4 §i B au respectiv coordonatele (—2)
1

2
si ( ;) si cind D este dreapta care confine pe 4 §i admite vec-

- 2
torul u 1] ca vector director.
-1
12.21. Fie o dreaptd D inclusi in planul euclidian P, fie un punct
A aparfinind lui D si fie un numdr real, pozitiv sau nul, k.
Se desemneazi prin E mulfimea punctelor M a planului P astfel
ca:

d(M, A) = kd(M, D).

Si se studieze mulfimea E dupi valorile lui k.

12,22, Spatiul afin euclidian E; este raportat la reperul ortonor-
— o -y -

mat (0, i, 7, k). Fie un punct M si fie o dreaptd D cu reperul (4, »).

S4 se determine coordonatele proiectiei ortogonale H a lui M pe

D si distanta de la punctul M la dreapta D in cazurile urmitoare:

C
()
N A

12.23. Fie D §i D’ dou# drepte paralele incluse in spafiul euclidian.
S# se demonstreze ci distanta de la un punct al uneia la cealaltd
este constant.

12.24. Fie D si D’ doud drepte necoplanare incluse in spatiul afin
euclidian E;.

1° Utilizind un reper normat al lni D §i un reper normat al lui D,
si se demonstreze ci existd un bipunct (H, H’) §i numai unul care
apartine lni D x D’ gi astfel ca dreapta HH’ si fie ortogonald
celor dous drepte D §i D’.

2° S3 se demonstreze cii, pentru orice bipunct (M, M’‘) aparfi-
nind lui D x D’, avem

(M, M) # (H, H') = HH’ < MM".
3° Spatiul E; fiind raportat la un reper ortonormat (O,_i.,;:;)
fie D o dreapti cu reperul (4, u) si fie D’ o dreapti cu reperul
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A, ;'). Si se determine coordonatele punctelor H si H’ in cazu-
rile urmitoare:

N R
S N
A D
o (D D (D

12,25, Planul afin euclidian P este raportat la un reper ortonormat
— -
(O, i, §). Fie o dreapti D cu ecuafia @x +- by 4 ¢ =0 §i fie un
X
punct M ‘Y} . Ne propunem si calculim coordonatele X’ si Y’

ale punctului M’, simetricul lui M in raport cu D.
1° Si se exprime faptul ci mijlocul segmentului E apartine luilD.

— .

2° Si se exprime faptul ci vectornl MM’ este ortogonal unui
vector director al lui D.
3° Si se deducd din punctele 1° si_2° coordonatele punctului M’
4° Aplicatii.
a) Si se calculeze X’ i Y’ in functie de X §i Y atunci cind dreapta
D are ecuatia

3x4+2y—6=0

b) Si se demonstreze analitic ci simetria in raport cu D, notatd
Sp, conservi distanta, adici pentru orice bipunct (M, N) cu trans-
formatul (M’, N') prin Sp, avem:

d(M, N) = d(M’, N’).
12,26, Spatiul afin euclidian E; este raportat la un reper orto-
1

normat (0,;:]?,.;).. Fie D care contine punctul 4 (1) gi pentru
0

2
care un vector director este ; (—l) .
1

Ne propunem si calculim coordonatele punctului M’ {Y’]
ZI
X
simetricul punctului M ( Y) in raport cu dreapta D.
z
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1° S4 se exprime faptul cd mijlocul segmentului [M, M’] aparfine
lui D.

—— -
2° S4 se exprime faptul ci vectorii MM’ si » sint ortogonali.
3° $i se deducy din punctele 1° §i 2° coordonatele punctului M’.
4° Si se demonstreze analitic ci simetria in raport cu dreap-
ta D, notatd Sp, conservd distanta adicd faptul ci pentru orice
bipunct (M, N) cu transformatul (M’, N’) prin Sp, avem:
d(M, N) = d(M’, N').
12.27. Fie o dreapti D inclusi in spatiul afin euclidian E, gi fie
A un punct care nu aparfine lui D. Fie f aplicafia lui E; in R+ defi-
nit4 prin:

VM € E, (M) = [4(M, A)] + [4(M, D)}

1° Raportind pe E; la un reper convenabil ales, s% se exprime
(M) in functie de coordonatele punctului M,
2° S& se deduc# de ajci cd existdi un punct M, astfel ca:

M # M, = i(M) > {M,).

D 12.3. ORTOGONALITATEA UNEI DREPTE
CU UN PLAN

12.3.1. Drepte si plane ortogonale

Fie E; un spafiu afin asociat unui spatiu vectorial
euclidian E; de dimensiune 3 si fie D si P o dreapti
si un plan inclus in spatiul E,.

DEFINITIE/ Se spune ci dreapta D este ortogonali
cu planul P, si se serie D | P, daci
dreapta  veetoriald D, direetia lui D,
este ortogonald cu planul veetorial P,
direetia lui P:
D1PeD 1P

Se definegte astfel o relagie binari intre elementele
mulfimii de drepte din E; i acelea ale mulfimii
planelor din E; numiti
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relatia de ortogonalitate a unei drepte eu un plan.
Daci o dreapti D este ortogonald cu un plan P, se
spune de asemenea cid P este ortogonal cu D sau cd
D si P sint ortogonale. ’

D si P fiind respectiv o dreaptd vectoriald §i un plan
vectorial, ortogonale, iar A §i B fiind doud puncte
ale spatiului E,; fie D dreapta de direcfie D care
contine pe A4 si fie P planul de directie P care con-
tine pe B (fig. 20). Urmeazd imediat cid D si P sint
ortogonale ceea ce dovedeste existenta cuplurilor
(D, P) cu cite o dreaptd si un plan, ortogonale.
Consecinte, — 1 Fie o dreaptd D §i un plan P,
ortogonale ; directiile lor respective D si P sint o
dreapti vectoriald si un plan vectorial, ortogonale;
avem deci (nr. 8.4.3): DN P = {0}. Rezultd de aici
cid D nu este inclusd in P ceea ce dovedeste cd dreapta
D si planul P nu sint paralele, deci ci ele sint secante.
O dreaptii si un plan, ortogonale sint secante.

O dreapti si un plan, ortogonale sint reprezentate
grafic aga cum indicd figura 21.

D
D
A
. L4
o5 |
P
P -
Fig. 20 Fig. 21

2. Fie doud drepte Dsi D’ si fie un plan P, de direcfi
respective D, D’ §i P, astfel incit:
D|D si P LD;
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avem atunci:

D=D si Pl E,
ceea ce implicd: P LD si prin urmare: P 1 D’.
Se poate enunta:

TEOREMA/ Dacit doué drepte sint paralele, orice plan
1. ortogonal uneia este ortogonal si celeilalte.

3. Fie doud plane P si P’ sifie o dreapti D de directii
respective P, P’ si D astfel ca: P|| P’ si D L P;
avem atunci:

P=P s D LB

ceea ce implicd: D 1P si prin urmare D L P’,

Se poate’ideci enunta: '

TEOREMA/ Dacit douit plane sint paralele, orice
2, dreaptd ortogonalid unuia este ortogonald

si celuilalt.

4. Fie o dreaptd D si un plan P, fie % un vector

director al lui D'i fie #’ i "’ cei doi vectori ai unui

reper din P.

Vectorul  este o bazi a dreptei vectoriale D, directia

lui D si bivectorul (u', #”) este o bazi a planului

vectorial P, direcfia lui P. Rezulti (nr. 8.4.3):

DiPewulusinlu
ceea ce implici :
DIPwDlPwulusinlu
Se poate deci enunta:

TEOREMA/ O dreaptd D si un plan P sint ortogonale
3. daeii si numai daeidi un veetor director
al lui D este ortogonal cu cei doi vectori

ai unui reper din P.
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Aplu:a;u Spa[ml euclidian Ey fiind vaportat la un reper orionormat
(0, 1, ], k) sd se demonstrese c¢d o drveaptd D cu vectorul divector

-
—1] este ortogonald planului P cu ecuafia carteziand :

3
—4x 4+ 2 —6z-+5=0.
Un reper al planului P se obtine exprimind, cu ajutorul ecuatiei:
—4x+2y—6:4+5=0,
cele trei coordonate z, , z in functie de dous dintre ele, de exemplu :
¥ =0+ 1x 4 Oz,

5
y = - -2— + 2% + 32,
{ 2=0+4+0x+4+1-2

0

Cele trei egalitifi precedente dovedesc cii punctul 4 —g gi cei
0

- f1 - (0 [
doi vectori «’ 2) si w’| 3| sint astfel incit tripletul (4, w’, u")
0 1

este un reper al lui P.
Avem atunci:

‘W =214 (=1)-24+3-0=0,
W =204 (—1)-34+3.1=0,
adici :

wlw i owluw;
rezulti de aici
DLP.

12.3.2. Caracterizarea ortogonalitétii
unei drepte cu un plan

@® Fie Dsi P o dreaptd si un plan, ortogonale, incluse
spafiul euclidian E; (fig. 22). Dreapta vectoriald

du'ectla lui D si planul vectorial B, directia lui
, sint ortogonale.

"Upl =4
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D D
i Y1) P
4 <
\K\ 7 |
P DT~
Fig. 22 Fig. 23

Pentru orice dreaptd D’, de direcfie D', inclusi in
P avem: D’ C P. Cum D este ortogonald cu B,
orice vector din D este ortogonal oricirui vector din
P deci oricirui vector din 5'; rezulti de aici cid
D 1D ceea ce implica D 1 D'.

Se poate deci enunta:

TEOREMA/ Dact o dreapti D este ortogonald unui

1. plan P, D este ortogonald oriciirei drepte
incluse in P,

@ Din teorema precedentd rezultd ci dacd o dreaptd
D este ortogonald unui plan P, D este ortogonald pe
dou# drepte concurente incluse in P.

Reciproc, fie o dreapti D ortogonald cu doud drepte
concurente D’ si D" incluse in planul P (fig. 23).
Notim cu A punctul de intersectie al dreptelor D’
si D", prin «’ un vector director al lui D’ §i prin %"
un vector director al lui D ; s-a demonstrat la nr.

7.1.5 ci tripletul (4, W, 1-4.") este un reper al pla-

nului P. Pe de altd parte, % fiind un vector director
al dreptei D ortogonalitatea dintre D si D’ §i aceea
dintre D si D" implica:

- —o' . - -
wluw si wlwu;
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vectorul director # al dreptei D fiind ortogonal cu
doi vectori %’ §i «'’ ai unui reper al planului P, dreapta
D este ortogonald cu planul P. Se poate deci enunta :

O dreaptd D este ortogonald cu un plan P
daedt $i numai dacé ea este ortegonali eu
doudi drepte concurente incluse in P,

12.3.3. Dreapta care contine un punct dat
st este ortogonala cu un plan dat.

Fie P un plan inclus in spatiul euclidian E, si fie 4
un punct aparfinind lui E; (fig. 24).

A

Fig. 24

D

P tiind direcfia planului P, se stie ci existi o dreapti
vectoriald D, si numai una, ortogonali cu P (nr. 8.4.4).

@ Fie D dreapta de directie D continind pe 4;
urmeazd imediat cd dreapta D este ortogonali cu
planul P.

@ Reciproc, daci o dreaptd D’ continind pe A este

ortogonald cu planul P, directia D a lui D este o
dreaptd vectoriald ortogonald cu P. Unicitatea dreptei

vectoriale ortogonale cu P dovedeste ca D= D,
deci cd dreptele D §i D’ care au punctul A comun
si aceeasi direcfie sint egale. Se poate deci enunta:
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TEOREMA / Existi o dreapti si numai una, eonti-
nind un punct dat si ortegonalid eu un
plan dat.

Observatii. — 1. Fie P un plan de directie P. Daci

doui drepte D si D’ sint ortogonale cu planul P
(fig. 25), ele au aceeasi directie i anume dreapta

¥/] )M

; Fig. 25

vectoriald ortogonali cu P. Rezulti de aici ci cele
dou# drepte sint paralele.

Douit drepte ortogonale cu acelasi plan
sint paralele.

2. Fie P un plan de direcfie P si fie D o dreaptd
ortogonala cu P. Directia lui D este dreapta vecto-

riala D ortogonala cu planul P. Rezultd de aici c&

orice vector ;, bazd a lui ]3 este un vector director
al Iui D.

@ Daci planul P este definit pnntr-o ecuafie car-
teziani :

ax + Py +yz2+8=0,

in reperul ortonormat (O, ) ], k) al lui Eg, o ecuai;1e
carteziani a planului P in baza ortonormati (1,, ], k)
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a lui E; este:
aX+BY+yZ=0,
si se stie cd o bazd a lui D, deci un vector director

- o
al lui D este vectorul  de coordonate | g | (nr. 8.4.4,

Y
exercitiul II).

@ Daci planul P este definit printr-unul din reperele
sale (B, o, 'z_;"), un vector director al dreptei D se
obtine determinind un vector # nenul, ortogonal
fieciruia dintre vectorii #’ si “,

APLICATIL I. Spafiul euclidian E, fiind raporiat la un veper
-—r — —
orionormat (0, i, j, k), sd se determine un sistem de ecuafis parametrice
1

ale dreptei D, care confine punciul A( —2) §t este ortogonald cu planul
0,
P pentru care o ecuafie cartesiand ests :
x—29+4+35—-2=0.

. of 1
Un vector director al dreptei D este vectorul u (—-2); rezulty de
3

aici ¢i cuplul (4, 13 este un reper al dreptei D, deci ci avem:
x r—1=t n
MlyleDeoIRER;{y+2=—2¢ 2)
z 5 =23t (3)
Egadhl::étﬂg (1), (2) si (3) constituie un sistem de ecnatii parametrice
II. Spa;ml euclidian E, fiind raportat Ia _un reper orlonormat
(0, 1. ]. k), fie P un plan cu reperul (B, u u"), vectorii w’ §i @
1 2
avind dyept coordonate respective pe —2) st ( 1). Sd se deter-
3 -1

mine un sistem de ecuafii payametrice al dreptei D care confine pe

-1
4 ( (l)) §i este ortogonald cu P,
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[0
Un vector % (b) este un vector director al lui D dacd $i numai
c

gac: u este nenul si ortogonal cu 1? §i cu 1;'” adica dacdi §i numai
acd:

a—204+3=0

2 +b—¢c=0.

Cautim un triplet (a, b, ¢), solutie a sistemului precedent I, astfel
ca @ = 1. Cuplul (b, ¢) este atunci solutie a sistemului :

{—%+&=—1

I{a;éOsanbg&Osau c#0

b —c=—2;

rezolvarea sistemului II d&: .
b=—7 §i ¢=—25.
Rezultd de aici ci un vector director al dreptei D este vectorul
1

% de coordonate (—7) : un sistem de ecuafii parametrice al dreptei

D, cu un reper (4, ;:), este deci:

12.3.4. Proiecfia ortogonalé a unui punct
pe un plan

Fie P un plan inclus in spafiul euclidian E,4 si fie 4
un punct aparfinind lui E, (fig. 26).

A

4 , Fig. 26
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Existi o dreaptd D si numai una continind pe 4 si
ortogonald cu P §i aceasti dreapti D este secanti
cu P intr-un punct A’ numit proiectia ortogonali a
punctului 4 pe planul P.

PROPRIETATI

1. Urmeazi imediat ci pentru orice punct 4 cu pro-
iecfia ortogonaldi A’ pe un plan P, avem:

A& P=>4 £ A,
A e P=>4=2A4"

2. Fie un plan P §i un punct 4’ aparfinind lui P;
mulfimea punctelor 4 pentru care proiectia ortogo-
nald pe P este A’ este dreapta care confine pe A’
si este ortogonali cu P.

3. Fie un punct 4 cu proiectia ortogonali A’ pe un
plan P (fig. 27). M fiind un punct apartinind lui P

si distinct de 4’, avem : A’M® > 0. Pe de alti parte,

—
vectorii 4’4 si AW, care aparfin respectiv unei
drepte vectoriale si unui plan vectorial ortogonale,
sint ortogonali. Rezulti din aceasta (teorema Ilui
Pitagora) :

AM? = A'A2 4+ A’ M2 > A'A?
ceea ce implici:
AM > AA'.
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‘Se” poate deci enunfa:

TEOREMA/ A si P fiind respectiv un punet §i un
plan ale unui spatiu euclidian E;, dis-
tanta d(4, M) a punectului 4 la un punet
M al planului P este minimi pentru
punctul A4’, proieetia ortogonali a lui
A pe P
Aceastii distantd minimi d(4, A’) este
numitii distanta punctului A la planul
P si este notatii:

d(4, P).

Observatie. — Fie un plan P §i un punct M cu pro-
iectia ortogonald M’ pe P (fig. 28); se numeste

oM

L M Fig. 28

M"

simetricul punctului M in raport eu planul P, punctul
M definit prin:

—_— —
MM" = 2MM'.

Urmeazi imediat ci punctul M’ este mijlocul bipunc-
tului (M, M) si ci punctul M este simetricul punc-
tului M" in raport cu planul P; se spune de aseme-
"nea despre punctele M si M” ci sint simetrice in
raport eu planul P.
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APLICATIE. Spajiul euclidian E, fiind raporiat la un veper orto-

- - . - Xo
normat (0, %, §, k), fie My punctul de coovdonate (yg §i fie P
1
planul cu ecuatia carvteziand :

ex + By +yz+ 8=0.
"
Sd se exprime coordonatele |yy | ale punctului H, proiectia ortogo-
iy
nald a lui M, pe P si distanta della punctul M, la planui P.

Punctul H este punctul de intersecfie a planului cu dreapta D
care confine pe M, §i este ortogonald cu P (fig. 29).

Fig. 29

Un vector director al dreptej p este vectorul ; (;) §i cuplul (M,, 13
este un reper al acestei drepte; cum®H apax;:ix;re lui D, existi un
numiir real p astfel ca:

—_ .

MH = pu,
deci astfel ca: *H — %o =pa

YH — Yo = pP

Zg — %0 = Y
Cum in plns punctul H apartine planului P, avem:

a(¥o + px) + B(yo -+ ¢8) + vl + py) + 5 =0.

ceea ce implicd :
a¥o + Byo + ¥25 + 8

o + B+ v
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Coordonatele punctului H sint:

ag = %y — a(exo + Byo + Y25 + 3)
a® 4 B8 + 4

o Blexo + Byo + Y20 + 3)
of + B% + yt

2y = g — y(x%o + Byo + vzo + 8)
af 4 B2 4 2

— -
Pe de alt¥ parte, egalitatea M,H = pu conduce la:

= la%o 4 Byo + oo o+ 3]
IEHI = lel ] = ——— R = X T

adicid :
3
(M, H) = lexo+ Byo + 2o + 8l
No? 4 B+ y®
Distanta de la punctul M, la planul P nefiind alta decit distanfa
de la punctul M, la punctul H, se obtine in cele din urmi:
le¥o + Byo + v20 + 3

S Y

12.3.5. Plan care contine un punct dat
si este ortogonal cu o dreaptd datd

Fie D o dreapti inclusi in spafiul euclidian E; i
fie A un punct apartinind lui E; (fig. 30).

1

Fig. 30

-




D fiind directia dreptei D, se stie ci existi un plan
vectorial P, §i numai unul, ortogonal cu dreapta

vectoriald D (nr. 3.4.5).

@ Fie P un plan de direcfie P care contine pe A.
Urmeazi imediat ci planul P este ortogonal dreptei D.
@ Reciproc, dacd planul P’ care confine pe A este

ortogonal cu dreapta D, direcfia s P’ este un plan

vectorial ortogonal cu D. Unicitatea planului vectorial

D dovedegte ci P = P’, deci ci planele P si P’ care

au comun punctul 4 §i aceeasi directie sint egale.
Se poate deci demonstra :

TEOREMA/ Existii un plan, si numai unul, care con~

1 tine un punet dat si este ortogonal eu o
dreapta dati.

Observatii. — 1. Fie P si P’ doui plane ortogonale
cu o dreaptd D (fig. 31); dacd P si P’ ar fi secante,

L/
L/

D

Fig. 31

orice punct al dreptei lor de intersectie ar aparfine
la doud plane distincte si ortogonale cu D, ceea ce
este contradictoriu.

Rezulti de aici cd planele P si P’ nu sint secante
deci cd ele sint paralele.
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p ~ /
A o D /41
/ /
Fig. 32 Fig. 33

Doui 'plane ortogonale aceleiasi drepte sint
paralele.

2, Fie un punct 4 si o dreaptd D si fie P planul care
confine pe A si este ortogonal cu D.

Se stie ¢ D si P sint secante. Desemnim prin A’
punctul lor de intersectie.

@ Daci A aparfine lui D (fig. 32), urmeazi imediat
ci A' = A, deci cd A’ este proiectia ortogonald a lui
A pe D (nr. 12.2.4).

@® Daci A nu aparfine lui D (fig. 33), dreapta 44’
este inclusi in planul P’ care contine pe A si pe D.
Pe de altd parte, dreapta D fiind ortogonald planului
P, este ortogonali oricdrei drepte incluse in P, deci
in particular dreptei 4A4’. Rezultd de aici cd dreapta
AA’ este dreapta inclusi in P’ care confine pe 4
si este ortogonald cu D, deci ci punctul 4’ este pro-
iectia’; ortogonald a punctului 4 pe dreapta D (nr.
12.2.4).

Se poate deci enunfa:

TEOREMA/ Proiectia ortogonali a unui punet A po
2. o dreaptd D este punctul de interseetie
al dreptei D eu planul eare contine pe

A si este ortogonal cu D.

3. Fie 4 si B doud puncte distincte din spafiul E,.
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Se numegte plan mediator al segmentului
[4, B], planul eare contine mijloeul lui
[A, B] si este ortogonal eu dreapta 4B.

12.3.6. Planul definit de un punct
si de un vector normal nenul

Fie P un plan de direcfie P inclus in spatiul euclidian
E,. Se numeste veetor normal lui P orice vector care

aparfine dreptei vectoriale 13, ortogonald cu planul
vectorial P.

Fie M, un punct al lui P si fie 7 un vector nenul,
normal lui P (fig. 34);
avem:

M < P< MM < B. (1)

s

Pe de altd parte, vectorul nenul 7 este o bazi a drep-

tei vectoriale D ortogonald cu P; prin urmare (nr.
8.4.5, Teorema 2):

— — - —
wesPen-u=0.

Din echivalenfele (1) si (2) rezulti atunci cd:

MEPé;z‘-ﬂl_oM:O.

205



Echivalenfa precedentid dovedeste ci un plan P este
determinat prin cunoagterea unuia dintre punctele
sale §i a unuia dintre vectorii nenuli, normali acestuia.

Consecinte, — 1 Spatiul euclidian E, fiind raportat

la un reper ortonormat (0, 7, Z -Ic:),' fie P planul care
xo - o

contine punctul M,|y, | si pentru care n| B | este

2,
un vector normal, nenul (fig. 35). M fiind un punct

x
de coordonate (y), vectorul, M M are drept coor-

2
X — xo

donate: [y — v,
=2

Rezultd de aici cid
MePen- Jlm =0
<> a(¥ — %o) + B(y — yo) + v(z — 2) = 0.
Relatia :
a(¥ — xo) + B(Yy — yo) + v(z — 2¢) =0,
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N

\\ x
care este verificatd de coordonatele (y) ale unui punct

z

M din spatiul E, daci §i numai dacid acest punct
aparfine planului P, este o ecuatie carteziani a lui P.
Se poate deci enunta:

TEOREMA/ Spatiul euclidian E; fiind raportat la un
1. reper ortonormat, o ecuatie carteziani a

%o
planului P, care contine punctul M, (yo)

z
gi care admite ea veetor normal vectoroul

<\
nenul # (B) , este:
Y

a(x — xoj + B(y — yo) + v(z — z0) = 0.
2. Spatiul euclidian E; fiind raportat la un reper

ortonormat (0, 3, }3, -I.e), fie P planul cu ecuafia carte-
ziand :

ax+ By +yz+ 8=0.

O ecuatie carteziand a planului vectorial P, direcfia
lui P, in baza ortonormatd (17,;, -l.e) este atunci:
oX + Y + vZ =0,

«
si vectorul # de coordonate (ﬁ) este o bazi a dreptei

Y
vectoriale D ortogonali cu P (nr. 8.4.4. Exercifiul II).

Rezultd de aici cid ;z. este un vector nenul, normal
planului P.

Se poate deci enunta:
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TEOREMA/ Spatiul euclidian E; fiind raportat la un

2. reper ortonormat, fie un plan P cu ecua-
tia carteziani:

ox + By + vz + 8 =03
R
vectorul de coordonate | £ | este un veetor

X
nenul, normal lui P.

APLICATIL 1. Spafisd euclidian E; fiind yaporiat la un reper
— — -t
orionormat (0, i, §, k), fie A, B §i C trei puncle de coordonate res-

T e 0o

Sd se determine o ecuafie cariesiand a planului P cave confine pe
A §i este ortogonal dreptsi BC.
-3
—>
Vectorul BC pentru cate coordonatele sint 2] este un vector
: 1
director al dreptei BC; cum dreapta BC este ortogonald cu planul

P, vectorul EE este un vector menul, normal lui P. Rezulti de
aici c3:
M(j)eP«:FC’-H{.—_—.O
g ©—=3x—1)+2y+2) +ls+1) =0,
ceea ce dovedegte ci o ecuatie carteziani a planului P este
-8x+2y+zs4yv=0.

I1. Fie A §5i B doud puncte distincte din spafiul euclidian E,. S&
se demonsireze cd planul mediator P al segmentului [A, B] este mul-
timea punctelov M din E, ecgal depdriate de A 5i de B (fig. 36).

@ Planul P contine punctul I, mijlocul lui [4, B]. Vectorul nenul
—>

AB este un vector director al dreptei 4B; cum dreapta 4B este
ortogonald cu planul P, vectorul Z)B este un vector nenul, normal
Iui P. Rezultd de aici ci:

— '
MePwIM-4B =o. m
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Fig. 36 /
A

@ Pentru orice punct M din spatiul E,, avem:
F
M4® — MBS = (MAY — (MB)* = (MA — MB) - (MA + MB) =

— —> —>
= (2M1)(BA) = 2 IM - 4B.
Rezultd de aici ci:

— —»> - —>»
MA = MB<«IM-+AB = 0. 2)
Echivalentele (1) si (2) dovedesc atunci ci:
M e P<> MA = MB,
adici planul mediator al segmentului [4, B} este mul{imea punc-
telor M egal depirtate de 4 §i de B.

EXERCITH

12.28. Spatiul afin euclidian E, este raportat la un reper orto-
normat (0, i, §, k). Fie P planul cu ecuatia 65 — 3y — 5z — 6 =0
4

5i fie 4 punctul de coordonate (—2 .
0

1° Si se scrie un sistem de ecuatii parametrice ale dreptei D care
confine punctul 4 i este ortogonald cu planul P.

2° Si se calculeze coordonatele punctului de intersectie 4’ a
dreptei D cu planul P,

3° Si se deducs din punctul 2° distania de la punctul 4 la planul
P. S& se regiiseascd direct acest rezultat.

4° Si se calculeze coordonatele punctului 4", simetricul punctului
4 in raport cu planul P. .

12.29. Acelagi exercitin ca cel precedent cu:

2
a) P:3x+4+42—-12=0; A(2).
0

14 — Alefo — Geometrie Vol. II. 209



4
b) P:x+y+:—8=0; A(O).
0

3
<) P:2x—y=0;A(2).
5

12.30. Spatiul afin euclidian E, este raportat la un reper orto-
- ,

normat (0,-1"., ]T:k).
Fie 4 si B punctele de coordonate:

0 3

alz) s (o)

1 0

S4 se demonstreze ci mulfimea punctelor M, astfel ca:
MA? — MB® = 12,

este un plan ortogonal cu dreapta 4 B. S# se calculeze coordonatele

punctului de intersecfie a acestul plan cu dreapta 4B.
12.31. Spatiul afin euclidian E, este raportat la un reper orto-

- —> - 1
normat (0, s, §, #). Fie D dreapta care contine punctul 4 2
—1

(1 1

§i pentru care un vector director este % | 1|, si fie punctul B( 0) .
1 -1

1° S& se scrie o ecuatie carteziani a planului P care confine pe
B gi este ortogonal cu D.
2° Si se calculeze coordonatele punctului de intersecfie a dreptei
D cu planul P.
3° Sii se deduci din punctul 2° distan{a de la punctul B la dreapta D.
12.32. ‘Acelagi exercitin ca cel precedent cu:

co -0
I
R

12.33. Fie P si P’ doud plane strict paralele, incluse in spafiul

afin euclidian E;.

Raportind E; la un reper ortonormat (O,-i: ;, 7;) convenabil, si se
demonstreze ci mulfimea punctelor egal depiirtate de P si P’
este un plan =, paralel cu P §i cu P,
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12.34 Spatiul afin euclidian E, este raportat la un reper ortonormat
- a 0 0
(0.4 7, ). Fie punctele A (o), B (b) si c(o) unde a, b, ¢,
0 0 c
sint trei numere reale astfel incit:
abc # 0.

1° S& se scrie o ecuatie carteziani a planului 4BC.
2° S4 se calculeze distanta 4 de la punctul O la planul 4BC.
1 1 1 1
3° S& se verifice cd: —=— 4 — 4 —,
v G ETatuta
12.35. Spatiul afin euclidian E; este raportat la un reper orto-
- — -
normat (O, s, §, k). Fie D dreapta care contine punctul O §i pentru
3
care un vector director este & si fie punctul 4 (2) S# se demon-
1

streze ci existi doud plane care contin dreapta D §i pentru care
distanfele la punctul 4 sint egale fiecare cu 1.
12.36. Spatiul afin euclidian E; este raportat la un reper ortonormat

(0,-1'.,-]", 73.) Fie P gi P’ doud plane cu ecuatiile carteziene respective:
x—2y+52— 6=0,
2—2y+5:—10=0.

1° S& se demonstreze c3 planele P §i P’ sint strict paralele.

2° S# se determine mulfimea punctelor egal depirtate de P gi

de P'.
12.37. Spatiul afin euclidian E, este raportat la un reper orto-

normat (O, :: _1-,' I:)' Se dau punctele:
0
c (0)
3

1 0
-6
(] 0
1° S& se scrie o ecuatie a planului 4BC.

2° S# se calculeze coordonatele proiectiei ortogonale H a punc-
tului P pe planul 4BC.

3° S& se demonstreze ci punctul H este ortocentrul triunghiului

ABC.
12.38. Spatiul afin euclidian E; este raportat la un reper orto-

normat (O,Z;,' 13 S& se determine numdrul real m astfel incit
distant{a de la punctul O la planul P cu ecuatia:

mx + f3(m — 1)y +3m + 1)z — 43+ m) =0,

si fie egald cu 4.
12.39. Spatiul afin euclidian E;, este raportat la un reper ortonor-

- - -
mat (O, 4, §, k). Fie P planul cu ecuatia:
x+y+2=0,
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gi fie F multimea punctelor M din E,, astfel ca:
(M, 0) = /3a(M, P),
' ¥
1° 83 se demonstreze ci un punct M(y) aparfine lui F dac# gi
z
numai dacii:
W4 yz4+2x=0,

2° Sd se demonstreze ci pentru orice punct 4 care aparfine lui
F st diferit de O, dreapta 04 este inclusi in F.
12.40. Spatiul afin euclidian E; este raportat la un reper orto-

- - —p .
normat (0, 4, 5, k). Se dau punctele:

(8} =) <))

unde b §i ¢ sint doudi numere reale distincte.
- =
1° 8& se demonstreze ci vectorii 4D §i BC sint ortogonali.

2° Si se demonstreze ci vectorii A—C> gi FB sint ortogonali daci
i numai dacd numerele b §i ¢ verifici o relatie care se va determina.
Se presupune in continuarea problemei ci aceasti relatie este
verificati.

3° 84 se demonstreze cd vectorii E ¢i 53 sint ortogonali.
4° Fie A4 dreapta care contine punctul 4 si este ortogonald cu
planul BCD, fie/Ag dreapta care contine punctul B §i este ortogonali
cu planul ACD, fie A dreapta care contine punctul C ¢ este orto-
gonal® cu planul ABD gl fie Ap dreapta care contine punctul D
gi este ortogonald cu planul 4BC.
S& se demonstreze ci cele patru drepte Ay, Ap, A¢ §1Ap sint con-
curente.
12,41, Fie 4 gi B doul puncte distincte din spatiul afin euclidian
E, gi fie 2 un numir real. Se desemneazi prin F multimea punc-
telor M din E,, astfel ca:

MA® — MB* =},

1° Punctul O fiind mijlocul segmentului [4, B] si se demon-
streze cd:
VM €'E,  MA® — MB* = 203 - 45.
2° S& se demnnstreze ci existi un punct M,, st numai unul, care
apartine mulfimii F §i dreptei AB.
3° 54 se demonstreze ci:
0—% —_—
MeFeosMM-AB = 0.

54 se deducd de aici ci F este planul care contine punctul M, st
este ortogonal cu dreapta 4B, . .

4° Raportind E; la un reper ortonormat convenabil, si se deter-
mine pe cale analitici mulf{imea F.
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12.42. Fie un plan P, un punct 4 a cimi proiecfie ortogonald
pejplanuliP este punctul 4’, o dreaptd D inclusd in P ¢i un punct
B care apartine lui D.

Si se demonstreze ci punctul B este proiectia ortogonald a punc-
tului 4 pe dreapta D daci §i numai dack punctul B este proiectia
ortogonald a punctului 4’ pe dreapta D.

12.43. Fie D si D’ doud drepteconcurente §i fie P 5i P’ doud plane
respectiv ortogonale cu D §i cuD’. Si se demonstreze ci planele
P §i P sint secante i ci dreapta lor de intersectie este ortogonald
cu planul care contine pe D i pe D’

12.44. Spatiul afin euclidian E; este raportat la un reper ortonor-

mat (A, 3, 7, B). Fie a un numér real strict pozitiv si fie B, C, D,

A’, C’ si I punctele respective definite prin:
— e T - —> — - — 3 —>
AB = ai, BC = AD =aj, AA’=CC' =ak, A'l= -E AC.
S4 se demonstreze ci planul care confine pe I g este ortogonal

cu dreapta®4’C confine punctele3C’, BFsi D.
12.55. Spatiul afin euclidian E, este raportat la un reper orto-

normat (0, : ]_,’ 5 Fie D dreapta cu reperul (0,17). si fie P planul
- —
cu reperul (0, {, §). Fie ¢ un numir real strict pozitiv §i fle 4, B
gi I trel puncte definite respectiv prin:
— — - - 1 —>
OA = ak, OB =ai, Ol = ;OB.
1° La fiecare punct M al dreptei D, se asociazii dreapta Dy, inclusd
in plapul P, continind pe M si ortogonald cu dreapta IM. S4 se
demonstreze ci punctele 4 §i B sint echidistante de dreapta Dys.
2° Fie A o dreapts inclusi in planul P i egal depirtatd de 4

gl de B. Si se demonstreze ci existd un punct M, g numai unul,
care apartine lui A astfel ca A = Dyr.

D 12.4. PLANE PERPENDICULARE

12.4.1. Definitie

Fie D si D’ doui drepte ortogonale incluse in spafiul
euclidian E,, fie P un plan ortogonal cu D si fie P’
un plan ortogonal cu D’ (fig. 37) ;A siA’ fiind doud
drepte respectiv ortogonale cu P si cu P’, avem:
DLPsiALP = DIA
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!
‘i/ N Fig. 37
(1 &

PI

D' LP siA LP =D
Cum dreptele D si D’ sint ortogonale, si dreptele
A si A’ care sint respectiv paralele cu primele sint
ortogonale. Rezulti de aici ¢i orice dreaptd ortogo-

nali cu P este ortogonals cu orice dreapti ortogo-
nald cu P’.

DEFINITIE/ Se spune cii un plan P este perpendi-
cular pe un plan P’ si se serie P 4 P
daci orice dreaptii ortogonald eu P este
ortogonald cu orice dreaptid ortogonala
eun P,

Rezultd imediat din aceasti definitie c3, daci planul
P este perpendicular pe planul P’, atunci P’ este
perpendicular pe P; se spune de aceea ci planele
P si P’ sint perpendiculare.

Studiul care a precedat aceasti definifie dovedegte
existenfa planelor perpendiculare si permite si se
enunte :

TEOREMA / Douit plane sint perpendiculare daei si
numai daed o dreapti ortogomali eu
unul este ortogonali cu o dreaptii orto-
gonalii eeluilalt.
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Consecinte. 1. Fie P si P’ doud plane perpendiculare.
Dacid P si P’ ar fi paralele, orice dreaptd D ortogonald
cu P ar fi ortogonald cu P’. Cum P st P’ sint perpen-
diculare, dreapta D ar fi atunci ortogonali ei insisi,
ceea ce este imposibil ; planele P si P’ care nu sint
paralele sint agadar secante.

Douii plane perpendiculare sint secante.

Doui astfel de plane sint reprezentate grafic ca in
figura 38.

Fig. 38

PI

2. Fie P si P’ dou3 plane perpendiculare. Dreapta
D, intersecfia acestor doud plane este inclusi in P
si in P’. Cum o dreaptd nu este ortogonald ei insisi,
rezulta :

TEOREMA / Dacii douii plane sint perpendiculare,
oricare ar fi dreapta ineclusd intr-unul
nu este ortogonala tuturor dreptelor
incluse in ecelilalt.

Observatie. Fie P si P’ dous plane vectoriale incluse

intr-un spafiu vectorial euclidian E,; de dimensiune 3.

Existd cel putin un vector nenul aparfinind lui P
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i lui P'. Cum un vector nenul nu este ortogonal lui
insugi, orice vector aparfinind lui P nu este ortogonal
oricirui vector aparfinind lui P,

Acest rezultat se exprimi spunind ci doud plane
veetoriale ale spatiului veetorial euclidian E, nu sint
ortogonale.

Rezultd de aici ci doud plane oarecare P si P’ incluse
intr-un spatiu euclidian E; nu au direcfii ortogonale.
Se va evita deci sid se spund ci doui plane perpen-
diculare sint ortogonale.

APLICATIE. Spafiul euclidion E, fiind raportat la un rveper orto-

normait (O, ;,' ]-: 7;), Jie doud plane P 5i P’ de ecuajii cariesiens respec-
tive :

ax+Py+ys4+8=09l x4 Py +y2+4+ 8=0.
S se demonstreze echivalenja : .
P P ad + B + vy’ = 0.

Fie D o dreaptd ortogonald cu planul P; un vector director al drep-
a

tei D este vectorul % de coordonate (3) (nr. 12.3.3).
.
De asemenea, D’ fiind o dreapti "ortogonalé cu planul P’, un vec-

-— “’
tor director al dreptei D’ este vectorul #’ de coordonate (ﬁ’ .
Y.

Avem: D LD'<>u Lot % =0 &
ad’ + BE' + 17 =0
Cum in plus:
P |.P<«D LD,
se obtine in cele din urmj:

P | P <>aa’ + BB + vy = 0.
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12.4.2. Caracterizarea a doud plane
perpendiculare

Fie P si P’ doud plane de directii respective P si P,
fie D o dreapti de direcfie D ortogonald cu P si fie
D’ o dreapti de directie D’ ortogonali cu P’ (fig. 39) ;

D
L
P [}
Fig. 39
LU
—f—7
Pl

avem:

DL1LP si D LP.
Pe de altd parte, ' fiind o bazi a dreptei vectoriale
D' reamintim ci (nr. 8.4.5): v = P’ <> u L'
@ Daci planul P este perpendicular pe planul P/,
dreapta D este ortogonalid dreptei D', ceea ce implicé :

~ v
D LD';
avem atunci:

— ad —;
ueD= %
—
=

®)

fa TR o

14

M

u
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ceea ce dovedeste ci:
Dcp,
D/l P'.

Daeéi doudt plane sint perpendiculare, orice
dreaptii ortogonali unuia este paraleli cu
celilalt.

@ Reciproc, dacd dreapta D este paraleld cu planul
" avem:

deci <cid:

DcP.
Orice vector din D este atunci un vector din B’ si

-
este deci ortogonal cu orice vector din D’; rezulti
de aici:

D 1D,
ceea ce implici ;

D 1D
si in consecinji:

P_P.

Prin urmare:
D[P =P _|P.
Studiul precedent permite si se enunte:

TEOREMA /Douii plane sint perpendiculare daea si
1. numai dacdi o dreaptd ortogonali unuia
este paraleld eu celilalt.

Consecinge, — 1 Fie P si P’ doui plane perpendi-
culare (fig. 40); A fiind un punct aparfinind Iui P,
dreapta D care confine pe A si este ortogonald cu P
este paraleld cu P’. Cum in plus D §i P’ au punctul
A comun, D este inclusi in P’.

Se poate deci enunta:

TEOREMA /Dacii douii plane P si P’ sint perpendi-
2. culare, orice dreapti care comtine un
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Fig. 40

punct din P’ si este ortogonali cu P
este inelusd in P'.

2. Din teorema 2 (precedentd) rezulti cid dacd doud
plane sint perpendiculare, unul dintre ele contine o
dreaptd ortogonald celuilalt.

Reciproc, fie P si P’ doud plane astfel ca unul dintre
ele, P’ de exemplu, si cont{ind o dreaptd D ortogonald
celuilalt (fig. 41). Dreapta D, ortogonald cu P, este

/
/
Fig. 81

/)
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inclusi in P’, deci este paraleld cu P’. Rezulti atunci
din teorema 1 (precedentd) ci P i P’ sint perpendi-
culare. Se poate deci enunfa:

TEOREMA / Doudl plane sint perpendiculare dacii si
3. numai dacii unul dintre ele contine o
dreaptii ortogonald eceluilalt.

12.4.3. Proprietdti ale planelor perpendiculare

1. Fie P’ si P doud plane secante perpendiculare
aceluiagi plan P (fig. 42).

Fig. 42

P

A fiind un punct care aparfine dreptei D de inter~
sectie a planelor P’ si P", fie A\ dreapta care confine
pe A si ortogonali cu planul P. Cum P si P’ sint
perpendiculare, A este inclusi in planul P’ (nr. 12.4.2,
Teorema 2); de asemenea dreapta A este inclusid in
planul P”’. Rezultd de aici c¢d D =\, deci cd dreapta
D este ortogonald cu planul P. Se poate enunta:

TEOREMA / Daci douid plane secante sint perpendi-
1. culare unui plan P, dreapta lor de inter-~
sectie este ortogonalii cu planul P.

2. Fie P si P’ doud plane perpendiculare si fie Q un
plan ortogonal dreptei lor de intersecfie A (fig. 43).
Planul P, care contine dreapta A ortogonald cu planul
Q, este perpendicular pe Q (nr. 12.4.2, Teorema 3).
De asemenea, planul P’ este perpendicular pe planul Q.
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Fig. 43

|

|
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]

]

!

1
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d
4

41/4 V4]

Y-

Fie D dreapta de intersectie a planelor P si Q si fie
D’ cea corespunzitoare planelor P’ si Q.

Planele secante P si Q sint perpendiculare pe P’;
rezulti (Teorema 1) ci dreapta lor de intersecfie
este ortogonali cu planul P’. Prin urmare, dreapta
D este ortogonald cu dreapta D’, inclusi in P’.Remar-
cidm ci dreptele D si D’, care sint ortogonale si copla-
nare, sint secante intr-un punct 4 care aparfine lui
P, lui P’ si deci dreptei A = P (") P’. Se poate deci
enunia :

TEOREMA / Dacé douit plane P gi P’ sint perpendi-
2. culare, orice plan ortogonal dreptei lor
de interseetfie A le taie dupi doua drepte
i)rtogonale gi secante intr-un punet al
i A.

3. Fie un plan P §i o dreaptd D.

@ Dacid dreapta D este ortogonald cu planul P,
orice plan care contine pe D este perpendicular pe P.
@ Daci dreapta D nu este ortogonald cu planul P,
fie 4 un punct care apartine lui D si fie D’ dreapta
care contine pe A §i ortogonald cu P (fig. 44).
Planul P’ care confine cele doud drepte concurente
D si D’ contine dreapta D’ ortogonald cu P; P’ este
deci perpendicular pe P.

Reciproc, fie P un plan care contine pe D si perpen-
dicular pe P. Dreapta D’ care confine punctul 4 din
P’ si care este ortogonald cu P este inclusd in P".
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Fig. 44

‘

P

Rezultd ci P’ confine pe D si D" deci ci P = P'.
Se poate deci enunta: ‘
TEOREMA / Fie un plan P si o dreapti D neortogonalit

3. eu P; existd un plan P’, i numai unul,
eare coniine pe D si perpendicular pe P.

EXERCITH

12.46. Spatiul afin euclidian E; este raportat la un reper orto-
- -
normat (O,;': j» k). Fie 4, B, C trei puncte de coordonate:

1 —1 1
Al0], B 21, C(l
0 1 \4

1° S# se scrie o ecuatie a planului P care confine dreapta 04 si
perpendicularfpe planul BOC. Si se scrie de asemenea o ecuatie
a planului P’ care confine dreapta OB §i este perpendicular pe pla-
nul CO4, apoi o ecuatia a planului P” care contine dreapta OC
§i este perpendicular pe planul 40B.

2° Si se demonstreze ci intersectia P 1 P’ P’ este o dreapts D.
12,47, Spatiul afin euclidian E; este raportat la un reper orto-

normat (0, ::]-:iz-; Fie D dreapta cu reperul (O, :; i fie D’ dreapta

2
care confine pe O §i pentru care un vector director este ?4(1)
0
4t
Care este mulfimea punctelor M de coordonate| ¢ | astfel ca pla-
‘I
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nul care confine M si D si fie perpendicular pe planul care con-
tine M ¢i D'?

12.48. Fie trei puncte 4, B, C necoliniare §i fie P4, Pp, Pg pla-
nele mediatoare respective ale segmentelor [B, C], [C, 4] si [4, B].
1° S& se demonstreze ci fiecare dintre planele P4, Pg §i P este
perpendicular pe planul P care contine punctele 4, B, C.

2° 8% se demonstreze ci planele P, si Pp sint secante dupd o
dreaptd A ortogonald cu P gi ci A este inclusi in Pg.

3° M fiind un punct din spatiu, si se demonstreze c#:

MA = MB = MC <> M €A.

12.49. Fie D §i D’ doud drepte strict paralele din spatiul eucli-
dian E,. S& se demonstreze ci multimea punctelor din spatiu egal
depirtate de cele dou#i drepte D gi D’ este un plan perpendicular
pe planul care contine aceste doud drepte.

12,50, Spatiul afin euclidian E, este raportat la un reper orto-

normat (O,Z ;: 7;) Fie a un numdir real nenul §i fie D §i D’ drep-
tele care contin punctul O §i cu vectorii directori respectivi:

=1 -f 1
ula| §i w'|—al.
0 0

S4 se demonstreze ci mulfimea punctelor din E, egal depirtate

de D gi de D’ este reuniunea a douid plane perpendiculare intre

ele si perpendiculare pe planul care conjine pe D si D’.

12.51. Fie P i P’ doud plane perpendiculare secante dupi o dreap-

td D.

1° S& se demonstreze ci pentru orice punct din spatiu avem:

d*(M, D) = a*(M, P) + d¥M, P’).
2° Spatiul afin euclidian E, filnd raportat la un reper ortonormat
— -

{0,i,7, k), fie x +y —z2=0 o ecuatie 2 lni P §i fie 2v — y +

+ 2= 0 o ecuatie a lui P’

Si se verifice ci planele P gi P’ sint perpendiculare i si se exprime
x

distanta de la punctul M (y) la dreapta D de intersecfie a celor
z

doud plane P §i P’.

12.52. Spatiul afin euclidian E; este raportat la un reper orto-

— - — —

normat (0, ¢, /, k). Fie D o dreapti cu reperul (4, «) si fie P un plan
definit printr-o ecuatie carteziani. Si se determine o ecuatie carte-
ziand a planului P’ care contine dreapta D i este perpendicular
pe planul P in cazurile urmitoare :

1 (1
a) A(—2), u(l). P:2x—y 4 2=0.
1 1



1 o 1
b) A(O). u( 0), Pix+2y+2=0.

0 -2
-1 ~f—1

c) A( O), u( 2), P:2x+y—24+3=0.
1 1

12.53. Fie P si P’ doud plane secante incluse in spatiul euclidian
E,. S4 se demonstreze ci mul{imea punctelor din spafiu egal depir-
tate de P gi de P’ este reuniunea a doud plane perpendiculare gi
care contine dreapta de intersectie a lui P cu P’. (Se va putea alege
un reper ortonormat convenabil gi trata problema pe cale analitich).
12,54, Fie P un plan din spatiul E,, fie 4 gi B dous puncte dis-
tincte care apartin lui E, §i fle I mijlocul segmentului [4, B].
S# se demonstreze echivalenta:

({4, P) = d(B, P)] <> [I € P sau (dreapta 4B || P)].

PROBLEME

12.55. Spatiul afin euclidian E, este raportat la un reper ortonor-
el Ed 0

mat (O, 1, —;, k). Fie D dreapta care cont{ine punctul 4 (0)5& pentru

1

1
care un vector director este ;(l) si fie D’ dreapta care contfine

0
0 1
punctul 4’ ( 0) §i pentru care un vector director este ;' (—- l).
-1 0

x
1° M fiind un punct de coordonate | y |, si se calculeze in functie de
b4

%, y, ¢ distantele d(M, D) si d(M, D).
£7

2° Fie S multimea punctelor M (y) astfel Incit: d(M, D) =
z

d(M, D’). S& se demonstreze ci: M < S <> 2y"= 2z.

3° Fie M, un punct care aparfine lui S. S# se demonstreze ci existi
dou# drepte care coniin pe M, §i incluse in S.

12.56. Fie P un plan inchis in spatiul afin eunclidian E; §i fie 4 si
B doud puncte care apartin lui E,.

1° 84 se demonstreze ci existd un punct I $i numai unul astfel ca:

—_— - =
2 IA 4+ IB=0.
2° Si se demonstreze ci, pentru orice punct din spatiu E, avem:

2 MA + MB = 3MI
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2
2 MA® 4 MB? = 3MI* ; AB:,

3° Tie f aplicatia lui P §i R+ definitd prin:
VM e P 1(M) = 2MA* + MB?

si fie I’ prolecfia ortogonald a lui I pe planul P. S& se demonstreze
ci:

VM e P —{I'Y 1(M)>1(I).
4° Spatiul E, fiind raportat la un reper ortonormat (0, :: ;: I-c;, fie

x—y+2—-2=0
o ecuatie carteziani a planului P si fie punctele:

) -0

S se demonstreze pe cale analitici ci existd un punct I’ §i numai
unul, care apartine lui P g§i astfel incit:

VM e P—({I'} M) >UI).

Si se verifice ci punctul I’ este proiectia ortogonald a punctului I
pe planul P si si se calculeze (I’ ).

12.57. Fie 4, B, C trei puncte din spatiul afin euclidian E,.

1° S% se demonstreze ci existi un punct G, §i numai unul, astfel

- —_—p =3 —
ca: GA 4GB 4+ GC = 0.
2° Si se demonstreze ci existi un punct 7, §i numai unul astfel

—> = =

ca: 2IB+IC=0,
3° 834 se demonstreze ci pentru orice punct M din spafiul E; avem:

— — = —> —> —> —>

MA + MB + MC = 3MG; 2MB + MC = 3MI.
4° Care este mulf{imea punctelor M astfel ca:

— — — — —
|| MA + MB + MC|| =|| 2 MB + MC||?

5° Si se studieze pe cale analitici punctul 4° in cazul in care spa-

tiul E, fiind raportat la un reper ortonormat (0, : :1_,' 7{), punctele
A, B, C au coordonatele:

-1 2 -1
A (—l , Bf-—1}, ( 0}.
0 ) 2
12.58. Spatiul afin euclidian E, fiind raportat la un reper ortonor-

mat (0, 7, -;, 7;) fie P planul pentru care un reper este (0, : ]-i
si fie D dreapta care contine punctul O si pentru care un vector direc-
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0
tor este ; (l) Fie S mulf{imea punctelor M din spatiul E; ast-
1

fel ca:
d(M, P) = d(M, D).

1° Si se exprime numerele d(M, P) si d(M, D) in functie de coor-
donatele #, y, z ale punctului M,

2° 84 se caracterizeze analitic mulf{imea S.

3° Fie M, un punct diferit de O gi apartinind Ini S. S se demon-
streze ci dreapta OM, este inclusi in S.

12.59. Spatiul afin euclidian E, fiind raportat la un reper ortonor-

- - —p
mat (0, ¢, j, k), se dau punctele:

B <

1° Si se determine planele P care contin punctele O i 4 si astfel ca:
d(B, P) = d(C, P).
2° Si se determine planele P care contin punctul O §i astfel ca:
d(4, P) =d(B, P) =d(C, P)
3° 5S4 se determine planele P astfel ca:
40, P) = d(4, P) = d(B, P) = d(C, P).

12.60. Fie 4, B, C, D patru puncte necoplanare care aparfin spa-
tiului afin euclidian Z,.

— > 3 3 > —
1° 84 se demonstreze ci: AB - CD +4 AC - DB. + AD + BC = 0.
S# se deducd de aici ci dac# cele doud drepte pentru doui din cele
trei perechi:
{dreapta 4B, dreapta CD}, {dreapta AC, dreapta DB}, {dreapta
AD, dreapta BC} sint ortogonale, acelasi lucru are loc pentru cele
doui drepte din a treia pereche.
2° Si se demonstreze ci daci cele doud drepte din fiecare pereche,
din cele trei perechi de la punctul 1° sint ortogonale, proiecfia
ortogonald A’ a punctului 4 pe planul BCD este ortocentrul triun-
ghiului BCD. Si se studieze reciproca.
3° Se presupune inc# faptul ci cele doud drepte ale fieciirei perechi,
din cele trei de la punctul 1°, sint ortogonale.
Se desemneazd prin A4 dreapta care confine punctul 4 si orto-
gonald cu planul BCD, prin Ap dreapta care contine punctul B i
ortogonald cu planul CDA, prin A dreapta care contine punctul C si
ortogonald cu planul DA B, prin Ap dreapta care contine punctul
D i ortogonald cu planul 4BC. S& se demonstreze ci dreptele

D4y Ap D¢ §i Ap sint concurente.
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D 13 CERCUL

13.1. Ecuatia carteziand a unui cerc.
13.2. Intersectia unei drepte cu un cerc.

13.1. ECUATIA CARTEZIANA A UNUI CERC

13.1.1. Generalitati

Noti. In acest capitol P desemmeazd un plan afin
euclidian.

Fie Q un punct care aparfine planului P si fie » un
numir real strict pozitiv.

DEFINITIA / Se numeste cere de centru Q si de razi »
1. multimea punctelor M din planul P
pentru eare

aQ, M) =r.
Cercul de centru Q si razi » poate fi notat C(Q, 7)
sau, mai simplu, C, C', T, ...
El este reprezentat grafic dupd cum indici figura 1.
DEFINITIA/ Se numeste interiorul (respectiv exte~
2. riorul) cercului C(Q, ) multimea pune-

telor M din planul P pentru care
a (Q, M) <r (respectiv d (Q, M) > 7).
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Fig. 1 Fig. 2

Interiorul cercului C(Q, 7) este de asemenea numit
disc desehis de centru Q si de razi 7 si poate fi notat
D(Q, 7).

Reuniunea C(Q, 7) U D(Q, 7) este numitd dise inechis
de centru si de razd 7. Acest disc inchis este mulfimea
punctelor M din planul P pentru care:

qQ, M) < 7.

DEFINITIA / Se numeste coardid a unui eere orice
. segment pentru eare extremititile apar-
tin aeestui cere. Se spune cdi o coardi
este un diametru dacit ea contine centrul
cercului.

Atunci cind coarda [A4, B] este un diametru al cer-
cului C se spune de asemenea ci punctele 4 si B
sint douid puncte diametral opuse ale cercului C
(fig. 2).

Fiind date doud puncte distincte A si B ale planului
P, existd un cerc, si numai unul, inclus in P i care
admite segmentul [4, B] ca diametru. Centrul acestui

cerc este mijlocul lui [4, B]si raza sa este —;— d(A, B)
(fig. 2).
Observatii. 1. Mulfimea punctelor M din planul P

astfel ca d(Q, M) =0 contfine singurul punct Q.
Aceastd mul{ime {Q} poate fi numiti cerc decentru

228



Q si razi nuld. Se spune de asemenea cd este un
eerc — punet. oo

9. Fie C un cerc din planul P; cele trei submulfimi
ale lui P: cercul C, interiorul lui C, exteriorul lui C
formeazd o partitie a lui P.

13.1.2. Consecinte

1. Fie un cerc C(Q, 7) inclus in planul P.

Orice semidreapti Qx de origine Q inclusd in planul
P contine un punct din C(Q, 7), si numai unul, anume
punctul M al semidreptei Qx astfel ca aQ, M) =r
(fig. 3).

Fig. 3

2, Fie A si B doud puncte distincte aparfinind cercu-
lui C(Q, 7); avem d(Q, 4) = d(<, B), ceea ce implicd
faptul ci mediatoarea coardei [4, B] contine centrul
Q al cercului C(Q, ) (fig. 4)-

3. Fie A, B, C trei puncte necoliniare (fig. 5) aparfi-
nind planului P. Mediatoarele segmentelor [4, B]
si [B, C] sint doud drepte concurente ; Q fiind punctul
lor de intersectie, avem:

d(Q, A) = d(Q, B) = d(Q, C)
ceea ce implici faptul ci cercul de centru Q si de

razi d(Q, A) contine cele trei puncte 4, B, C.
Orice alt cerc care confine 4, B, C, are ca centru
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Fig. 4 Fig. 5

punctul de intersecfie”ale mediatoarelor segmentelor
[4, B]si [B, C], adic3 punctul Q, si ca razi 4(Q, 4) ;
acest cerc este deci egal cu primul.

Se poate enunta: :

TEOREMA / Existi un eerc §i numai unul, care eontine
1. trei punete neeoliniare.

Cercul care confine punctele necoliniare 4, B, C este
numit eereul 4 BC.

4. Fie A, B, C trei puncte coliniare, doud cite doud
distincte (fig. 6). Daci un cerc ar confine 4, B, C,

o Fig. 6

centrul siu Q ar aparfine mediatoarelor segmentelor
[A, B] si [B, C]; insd aceste mediatoare sint strict
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paralele. Nu existd deci un cerc care si continid punc-
tele 4, B, C.

Se poate deci enunta:

TEOREMA / Nu existi un cere care sii contini trei
2. puncte coliniare, doué cite doué distinete.

Observatii. — 1° Din teorema 2 (precedenti) rezultid
ci intersecfia unui cerc cu o dreaptd conjine cel mult
doud puncte distincte.

2° Din teoremele precedente 1 §i 2 rezultd ci inter-
sectia a doud cercuri distincte contine cel mult doud
puncte.

5. Fie C (Q,7) si C(Q', 7') doud cercuri astfel ca:
C(Q, r)=CQ, 7).

A, B, C fiind trei puncte ale cercului C(Q, 7) doui cite
doua distincte, deci ale cercului C(Q’, '), aceste puncte
nu sint coliniare. Q este punctul de intersectie al
mediatoarelor, segmentelor [4, B]si [B, C] si acelasi
lucru are loc pentru '. Avem deci: Q = Q’, ceea
ce implica :
r=d(Q, 4) =d(Q, 'A)=7".
Reciproc, urmeazd imediat cd:
Q=Qsir=1r"=CQ, 7r)=C(Q, 7).

Se poate deci scrie:

CQ7)=ClQ, 1) =Q=0Q sir="r

13.1.3. Ecuatia unui cerc

Planul P este raportat la un reper ortonormat (O, 7 ]_5
Fie C un cerc de centru Q (xo) si de razi r (fig. 7).
Yo
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g “(5)

Fig. 7

-
0 2

M fiind un punct al planului P, din definitia cercului
rezultd ca:

MeCesQM=r

Cum egalitatea a doud numere pozitive sau nule este
echivalentd cu egalitatea pétratelor acestora, se poate
scrie :

M € C < QM? = r2.

Pe de altd parte dacd (x) sint coordonatele punctului
y

M, avem (nr. 12.1.6):
QM? = (% — %) + (¥ — ¥o)%
ceea ce di in cele din urma:

M (;‘) SCeo(xr—af+(y—y) ="

Se spune ci relajia:
(=% + O —y) =7

care este verificati de coordonatele(x, y) ale unui
punct M al planului P daci si numai dacid acest punct

232



apartine cercului C, este o eeuatic carteziani sau, mai
simplu, o ecuatie a cercului C.

Se poate deci enunta:

TEOREMA / Planul P fiind raportat la un reper orto-
normat, o ecuatie a cercului C de eentru

Q (x") si de razi 7 este:
y

0,

(2 — 20)2 + (y — yo)2 =12

Exemple. Planul este raportat la un reper ortonormat (O, -:‘, ]_;
I. O ecuatie a cercului de centm O §i de razi v este:

22yt — 2 =0.
1 —
II. O ecuatie a cercului de centru Q ( 2) §i de razi \/5 este:

-1+ +20 - (5) =0,
adicd
Pty —-2x4+ 4y =0;
0
remarcim faptul ci originea reperului, O, ale cérei coordonate (0

verifici relatia precedenti, aparfine acestui cerc (fig. 8).

Observatie. — 1. Planul P fiind raportat la un reper

(O, ¢, j), fie C cercul de centru Q (x°) si de razi v;

Yo
un punct M (x) al planului P aparfine interiorului
¥y

cercului C daci si numai daci:
QM <7< QM <7r? <« QM2 — 12 <0,
adicd daca i numai dacd:

(x — %o)* + (y — y0)* — 7 <0. (1
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Fig. 8

fn acelasi fel, un punct M (x) apartine exteriorului
Y.
cercului C dacid si numai dacid QM > 7, adicd dacd
si numai daci
(x — %' + (¥ — 3ot — 72 > 0. (2)

Relatiile (1) si (2) permit si se caracterizeze interiorul
si respectiv exteriorul cercului C.

2. Daci se dezvolti primul membru al ecuatiei unui
cerc C:

(# =22+ (y —yo)—7r"=0
se obtine:
2%+ Y2 — 2x0% — 2y0y + x5 + 35 —7*=10;

in aceastd relatie, numerele x,, y,, 7 sint date. Rezultd
de aici ci ecuafia cercului C este de forma:

Bty taxtBy+y=0,

unde a, B, y sint trei numere reale date.
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13.1.4. Problema

Planul P fiind raportat la un reper orionormat . i )

sd se studieze multimea T a puncielor M caye apariine

lui P pentru cave coordonatele ( x) verificd relafia ;
Y

#+y+ax+py+y=0,

unde o, B, v sint trei numere reale date.
Pentru orice cuplu (%, y) de numere reale avem :

2 =[x 2} _ 2,
x4+ ax (x-i—z) n

y2+6y=(y+%)2—£2-

Rezultd de aici:

M(x) SEles+ytar+py+vy=0
Yy
o \2 BY B
@(x+2]+(y+2)_4+4 Y.
Pe de alti parte Q fiind punctul de coordonate
/o

g , avem (12.1.6):

2
o \? B\ C e

QM2 = (x + -._2-) + (y + E) , ceea ce implici :

a2 ﬂﬁ
MeleQOM2=—_4FY _ Y.

4 4

Trei cazuri se pot prezenta :

; o2 4 pe <0

. 1 y Y X
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Urmeazi atunci imediat ci egalitatea:

o2 62

adip N

nu este verificatd de nici un punct M al planului P,
deci ca:

2, ’ —t——=y=
Urmeazi atunci:
MelTeoOM=0QM=0sM=0,
ceea ce dovedeste ci I' = {Q}, deci cd T' este un
cerc-punct.
2 2
3. i + E‘ - Y > 0.

Existd atunci un numir real strict pozitiv 7, §i numai
unul, astfel ca

2 2
(r este ridicina pitratd pozitiva din —3— + %— - Y) .

Avem in acest caz: M eT « QM2 =1t M =7
ceea ce dovedeste ci T' este cercul de centru Q si
de razi 7. Studiul care a fost ficut permite si se
enunte :

TEOREMA / Planul P fiind raportat la un reper orto-
normat, fie multimea punetelor M care
apartin lui P pentru care coordonatele
(x) verified relatia:

y

24y +ax+ By +y1=0



2 2
a) Daeii: %— + % — v < 0, atunei I'" este vida.

2 2
b) Daeii: %-{— % —+y >0, atunei I' este cercul de

centru
. a
2
Q B si de razi » = _-—y
2

Retinerea acestei teoreme nu este strict necesari.
De fapt se regisesc imediat aceste rezultate trans-
formind relagia: 2% 4 32 4 ax + By + y = 0 in rela-
tia echivalenti:

(x+§)+(y+§) S8y

este suficient si se efectueze aceasti transformare
de fiecare datd cind apare aceasti situatie.

EXEMPLE. Planul P este raportat la un reper ortonormat (O, -z., ]-5
I. Fie T, multimea punctelor M pentru care coordonatele ( )
verifici relatia (1):
24+ —2x4+6y+12=0.
Relatia (1) este echivalenti cu: (¥ — 1)® + (y -+ 3)2 = —2.
Rezultd de aici cd mul{imea I'; este vida.
II. Fie T, mul{imea punctelor M pentru care coordonatele (x)
¥y
verifici relatia (2):
5
x3+y’—x+3y+;=0.
Relatia (2) este echivalentd cu:
1 2

-3 by
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Rezulti de aici ci mulfimea I; este cercul-punct de centrn
1
2
Q
3
2

x
III. Fie Ty mulfimea punctelor M pentru care coordonatele (y)
verifici relatia (3):
By +2x—3y+2=0.
Relatia (3) este echivalentd cu:

wrrafy-Sf-t

-1
Rezulti de aici ¢ mul{imea I'; este cercul de centru ( 3 ) si de
2

B
raza ¥ = — °

Observatie. — Planul P fiind raportat la un reper
ortonormat, fie C un cerc de ecuatie:

#+y+aex+py+y=0. (1)

Pentru orice numdr real, nenul &, relatia (1) este echi-
valentd cu:

R(x2 4+ 9% + kax + kBy + ky =0 (2)
si relatia (2), care este verificatd de coordonatele
x
(y) ale unui punct M al planului P dacd §i numai

dacd acest punct aparfine lui C, este o ecuatie a cer-
cului C. Cercul C are deci o infinitate de ecuatii
de forma:

Bx*+ 9% + a'x+ By + v =0;

cu toate acestea una singuri dintre aceste ecuafii,
numiti eeuatia normalizati a lui C este astfel incit
k = 1. Intr-adevir dacd 2 + »* 4 o«'x + By + v'=0
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g %
este o ecunatie a cercului C de centru Q( °) si de
o g’ 7o o'?
a . = —_— - = ——— 2 = —
raza 7, avem: %, 5+ Yo 2 7 4 -+
2
+ i y’, ceea ce dovedeste ci:

14

o = — 2%, B'=—2, v =23+ 55— deci ci
coeficientii o', B’, y' sint determinati intr-un mod
unic.

13.1.5. Cerc definit prin extremitdtile
unui diametru

@ FYie A 5i B doud puncte distincte din planul P.
Existd un cerc C, §i numai unul, inclus in P si care
admite segmentul [4, B] ca diametru ; centrul acestui
cerc este punctul Q, mijlocul lui [4, B] si raza sa

1
este r = -é-AB (fig. 9); prin urmare:

Fig. 9

1
M e CeQMi=- AB. )

@ Pentru orice punct M din planul P se poate scrie:

MA - MB = (MQ + Q4) - (MO + OB)
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cum Q este mijlocul lui [A4, B], avem:

1
04 = — — 4B,
2
si
—> 1
QB=EA
ceea ce implicd:
1
i il =7 — 5 4B (it + 5 4B -
— 1 —_ 2 — 1
=(MQ)2-—(EAB) = Qz—EABz;

rezultd de aici ca:

P 1
MA - MB =0« MQ2 =ZABﬁ,

deci ci:
MA MB-O@QM —AB (2)

Echlvalentele (1) si (2) dovedesc atunci ci:
MeC < MA - M B=0,
ceea ce permite sd se enunfe

TEOREMA/ 4 si B fiind dou# puncte distincte din
planul P, un punet M din P aparfine
cercului inelus in P cu dlametrul 4, B]

dacit si numai dacii veetorii MA si B
sint ortogonali.

Consecinte, Planul P este raportat la un reper orto-
normat (O, 7, 7).

Fie 4 (y ) si B( ) doui puncte distincte din P si
fie C cercul inclus in P de diametru [4, B] (fig. 10).
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Fig. 10 o]
N (4
1 o (2)
a re >

x
Un punct M (y) aparine cercului C dacd si numai
daca :

— —

—_ . —> )

cum vectorii MA si MB au coordonatele respective
xo —_—X . x1 _X — e

( ) si ( ) produsul scalar MA - M B este
Yo — VY Yi—Y
egal cu:

(xo — #)(%1 — %) + (Yo — (¥ — 3)-

Rezulti de aici cd:

M(;) e Colto—) (Ti— D) + (o—3) (1—3) =

— 0, ceea ce dovedeste ci (%o — %)(%, — %) +
+ (Yo — y(y1— ) =0, este o ecuatie cartezianid a
cercului C de diametru [4, B].

EXEMPLE. Planul P este raportat la un reper ortonormat (0, -E, ;;
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1 3 x
I. Fie punctele 4 ( 2' §i B (ll; pentru orice punct M (y, , vece

torii MA4 §i MB au coordonatele respective:
1—2 3—=x
(—Z—y) % (1 —y)
Rezultd de aici ci o ecuatie a cercului de diametru [4, B], inclus

in P este:

(1=9B -2+ (-2=3)(1 -y =0,
adici :

¥4y —dx4y4+1=0.

a 0
II. Fie punctele 4 [OJ §i B (bJ: pentru orice punct M (”J'vectorii
Y

—
M4 si MB au coordonatele respective :

a—zx% (—x
(57625
-y b—y
Rezultd de aici ci o ecuatie a cercului cu diametrul [4, B], inclus

in P este:

@—2)=2 + (=0 —-y =0,
adicd :
¥4y —ax —by=0.

13.1.6. Cerc definit printr-o relatie mietrica

Reamintim rezultatele urmitoare demonstrate in
cursul clasei a II-a.

TEOREMA Fie 4 si B doud punete din planul P si
. fie # un numiir real. Multimea punectelor
M care apartin lui P astfel ineit

MA2 4 MB? = bk,
daei nu este vidi, este un cere de centru

I, mijloeul bipunetului (4, B) si de razii 7,
numarul pozitiv definit prin :

s LS, éﬁz)
AN L |



TEOREMA Fie A si B douidi punecte distinete din
2. planul P si fie £ un numir real striet
pozitiv si diferit de 1. Multimea pune-

telor M ecare apartin lui P astiel eca:

MA = kMB
cste cercul de diametru [Z, J], I §i J
fiind punctele definite prin:
— —_— — —_—
IA =—FkIBsi JA =Fk]B.

Se poate da acestor doud teoreme o demonstratie
analitici ; este ceea ce se propune prin problemele
13.40 si 13.41.

EXEMPLE. Planul P este raportat la un reper ortonormat (O, -:, ;)
3 1
1. A §i B fiind punciele de coordonate respective 2) st ( l)' @

se studieze mulfimea T a puncielor M care apartin lui P, asifel ca:
MAS + MB2 = 11.

¥
Fie M un punct care aparfine planului P, de coordonate ( ’

MA? = (x — 32+ (y — 2
Avem:
MBt=(x— 1P+ (y + 1)*

ceea ce implici: MA? + MB* = 2x% 4 2y® — 82 — 2y + 15.
Rezulti de aici c& punctul M aparfine mulfimii I' dacd §i numai
dacd:

2424+ 292 —8x— 2y + 156 =11,

adici dacd i numai dacid B4y —4x—y+2=0
Relatia precedentd fiind echivalenti cu:

P e

avem in cele din urmi:
x 1)2 3)
M( )er<»(x—2)=+(y_—)=(—),
¥ 2 2

ceea ce dovedeste ci mulfimea I' este un cerc de centru 2| 1 | si

2

ISR

de razid
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Se vede imediat ci centrul Q al acestui cerc este mijlocul bipunctu-
lui (4, B).
2
0

—1
II. 4 §i B fiind doud puncte de coordonate respective ( 0] si ( ]

(fig. 11), si se studieze multimea T a punctelor M care aparfin lui
P, asifel ca:

MA = 2MB.
M
A o7 & J
Fig. 11

Fie M un punct care aparfine planului P; urmeazi imediat cf :
MA = 2MB <> MA®* — 4MB% = 0.

x
Pe de altd parte, ( ) fiind coordonatele punctului M, avem:
¥y

MA? = (x + 1) + 52,
MB® = (v — 2)2 4 52,
ceea ce implicH:
MA® — 4MB? = —3x% — 3% 4 18x — 15.

De aici rezulti ci punctul M aparine mul{imii T’ daci §i numai
daci:

~322 — 392 4+ 18x — 15 = 0,
adicd daci §i numai daci:
22—~ 92 —6x4+5=0,

Relatia precedenti fiind echivalenti cu:
(x — 3 4 5* = 2,
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avem in cele din urmi:

u(f)ersw—or+r=n

ceea ce dovedegte ci mulfimea T' este cercul de centru Q lz) si

de razii 2.

Dreapta AB de ecuatie y = 0, contine centrul cercului I'; aceastd
dreapti taie deci I’ in doud puncte diametral opuse I §i J pentru
care abscisele sint solutiile ecuatiei:

2 —6x+5=0.

Fcuatia precedents are ridécinile 1 si 5; I fiind punctul de abscisd
1 si J punctul de abscisd 5, se constati atunci cu ugurinti cii:

- - >
Th = —oiB, JA=2JB.

EXERCITH

13.1. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat (0,

i_,. §). S se scrie o ecuatie a cercului C definit prin centrul sin Q
si raza sa 7, in cazurile urmitoare:

a)ﬂ(z],r=6 b)n(i),r=4§é

) nrj),r=s a) Q(—s},r=7.

13.2. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat (0,

—_ —
i, j). Sa se scrie o ecuatie a cercului C de centru Q si care contine
punctul 4, in cazurile urmétoare :

s ol ol w0 4B
9 n|;|, A[_f]; d)n{_z), Alg]-

13.3. Planul euclidian P este raportat 14 un reper ortomormat (0,

—_ -
i, §). Si se scrie o ecuatie a cercului T care contine trei puncte 4,
B, C, in cazurile urméitoare: :

s ol o) el
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-2

sal) o) <(3)
o al) o) ef)
0 af) o) o)

13.4, Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat (O,
- -

%, 7). Si se scrie o ecuatie a cercului de diametru [4, B] inclus in
P, in cazurile urmitoare :

2 4 5 v ol
s a () 5[ aal) (2

vl 2 (7o)

13.5. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat (O, ;:

ﬁ. Si se studieze muljimea I' a punctelor M din plan pentru care
coordonatele #, y verificd relatia &, in cazurile urmitoare :

a) &:2°+ 32 —4x—6y—3=0;

O

(9]

5
b) &:x=+y’—5x+7y+;=0;

5
c) &:x’+y2—3x+y+;=0;
d) Kty —x+4y4-5=0;
1
e) &:2(x2+y2)—4x+2y+3=0.

In cazul in care I' este un cerc se va determina centrul si raza sa.
13.6. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat
(O,_z': ;) Se dau punctele 4 (;) si B f .
Fie C mulf{imea punctelor M din planul P astfel incit:

MA® + MB® = 4,
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1° Si se demonstreze pe cale analitici faptul ci C este un cerc
pentru care se vor determina centrul i raza.
2° Fie I mijlocul segmentului [4, B]. S& se demonstreze ci, pentru
orice punct M care aparfine planului P, avem:

AB®
MA* + MB* =2 MP + ==

Si se utilizeze aceastd proprietate pentru a regiisi rezultatele de la.
punctul 1°,

2 -1
13.7. Acelagi exercitiu cu punctele 4 ‘ l' si B( 2) si relatia:

21
MA% + MB*= ;

13.8. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat
. 1 -1

(0.7 7): Se dan punctele 4 (2) si B[ 1)-

Fie C mul{imea punctelor M al planului P astfel ca:

— = 3
MA-MB=:-'

1° Si se demonstreze pe cale analitici faptul ci C este un cerc
pentru care se vor determina centrul §i raza.

2° Fie I mijlocul segmentului {4, B]. Si se demonstreze ci pentru
orice punct M care aparfine planului P, avem:

— —> AB?
MA 'MB=MI’-T.

Si se utilizeze aceastd proprietate pentru a regiisi rezultatele de la
punctul 1°.

-1 2
13.9. Acelagi exercifiu cu punctele A( 3) si B {0’ si relatia:

—_— —> 5
MA'MB=—;'

13.10. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat
- -1 3

(0.7 7). Se dan punctele 4 ( 1) s 3‘3)-

Fie C multimea punctelor M din planul P astfel ca:

1
MA = — MB.
3
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1° S& se demonstreze pe cale analitic faptul ci C este un cerc
Pentru care se vor determina centrul si raza. S
2° Fie I §i J doud puncte definite prin:

1 1
'I_A)=—§;§$iﬁ=;:,_§'

Sd se demonstreze ci pentru orice punct M din planul P, avem:
1 > 4 — - 1 —> 2
MA + 3 M=l s MA.—;MB=;1'ET.

S4 se deducdl de aici ci:
1 8
MA® — 3MB’=';7W-).'I-7W'>]

Sd se utilizeze aceasti relatie pentru a regisi rezultatele de la punc-
tal 1°,

1 ——
13.11. Acelagi exercitiu cu punctele 4 ‘ 3) si B 2 | si rela-
-2
tia: MA = 4 MB.
13.12. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat
— — . a -—
(O, i, j). Se dau punctele 4 IO’ si B( ;), a fiind un numir real

strict pozitiv. S4 se studieze pe cale analitic mulfimea I' a punctelor

1
M din planul P astfel incit: cos (M4, IB) = 7

13.13. Acelagi exercitiu daci multimea T' este definity prin:

—> —> 3 — 5
a) cos (M4, MB) = %; b) cos (M4, MB) = J?;
[ S 1 [ S—
¢) cos (MA, MB) = — 2 d) cos (M4 - MB) = 0. .

13.14. Fie C un cerc de centru O gi de razi 7, inclus in planul P si

fie M un punct care aparfine lui P,

1° 8& se demonstreze ci pentru orice cuplu (4, B) de puncte dia-
—>

—>
metral opuse ale cercului C, produsul scalar M4 - MB este constant
si egal cu:

OM? — o2,

Numirul real OM® — #2 este numit puterea punctului M in raport
cu cercul C §i este notat C(M).
2° Fie f aplicatia lui P in R definiti prin:

VM e P IM) = C(M).
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a) % fiind un numér real, si se studieze mulfimea punctelor M din
planul P astfel ca:
: (M) = k.

S# se discute dupi valorile lui k.
b) Aplicatia f este injectivi? Surjectivi?
54 se demonstreze ci existi un punct M, si numai unul, astfel ca:

M #£ M, = 1{(M) > {(M,)
13.16. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat
(O,-;, 7). Fie C cercul pentru care ecuatia normalizatd este:
M+ytar+By+y=0.
54 se demonstreze cd puterea punctului M ‘xo) in raport cu cercul
C este: e ‘
C(M) = 5 + 3 + axo + Byo + ¥
13.16. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat
(0,-;, 7)‘ Fie C i C’ doud cercuri de ecuatii carteziene respective :
Cia® 4ty —22x4+4y+1=0;
C:ia®+ 9y —x+5y—4=0.
Care este mul{imea punctelor M din planul P care au aceeasi putere
in raport cu cele dou# cercuri C si C’?
13.17. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat
{0, 7, ;} Fie C gi C’ doud cercuri de ecuatii carteziene respective:
C:x®4+y2—1=0;
C':x2+4 92 —2x=0.
Care este multimea punctelor M din planul P astfel ca:
C(M) = 2C'(M)?

Se reaminteste ci C(M) desemmneazi puterea punctului M in raport
cu cercul C (Exercifiul nr. 13.14).
13.18. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat

1
(0, -1-: ;5, Fie A punctul de coordonate ‘ 0) . La orice punct M din
planul P se asociazi punctul H, proiectia ortogonald a punctului M

pe dreapta ordonatelor. Care este mul{imea punctelor M astfel
ca:

MA4? = 2MH?
13.19. Acelasi exercitiu ca cel precedent cu punctul 4 ( ;J si relatia
MA? = 2kMH

unde @ 'si k sint doud numere reale strict pozitive,
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13.20. 1° Si se demonstreze identitatea:

V(z,9) € R(x — 28 + 5*1(* + 2 + »*] = (#* +¥* — 4 +
+ 16 2.

2° Planul euclidian P fiind raportat la un reper ortonormat
2 -2
(O,—i: —]’), se dau punctele 4 (0’ si B( OJ.

La orice punct M din planul P se asociazi punctul H, proiectia
ortogonald a punctului M pe dreapta absciselor.

Si se determine multimea punctelor M din planul P astfel ca:
MA - MB = 5MH.

13.2. INTERSECTIA UNEI DREPTE CU UN CERC

13.2.1. Studiul andlitic al intersectiei
unei drepte cu un cerc.

Problemii. — Sd se studieze intersectia unei drepte D
cu un cerc C de centru Q si de razd r, inclus in pla-
nul P.

@ Alegerea unui veper in planul P.

Dreapta D’ inclusi in P, care confine pe Q si este
ortogonalid cu dreapta D, taie pe D in punctul O,
proiectia ortogonald a lui Q pe D (fig. 12).

4 fiind un vector director unitar al dreptei D si j um
vector director unitar al dreptei D’, urmeazi imediat
ci tripletul (O, 4, j) este un reper ortonormat al
planului P.

Abscisa punctului Q in reperul (O, 'Z: _7) este nuld ;
desemnim prin y, ordonata sa. Avem atunci:

a(Q, D) = d(Q, 0) = | yo |.



Fig. 12 ' ¢

i,

J
0 g

T

DI

In sfirgit o ecuatie a dreptei D este y = 0si o ecuatie
a cercului C este x2 4 (y — y )2 =72,
@ Studiul intersectiei D N C.

Fie M un punct din planul P de coordonate ( x)
y

in reperul ortonormat (0, i ]—5 Avem :

MeDN c¢>{5’=°
Bty =g —r=0
@I{y=0
¥ =172 — 43

Rezultd de aici ci intersectia D) C este mulfimea
punctelor M din planul P pentru care perechile de
coordonate sint solufii ale sistemului I. Va trebui
sd rezolvim sistemul I.

Cazul I: =3 <0er<iyier<|y,l

<7 < d(Q, D).
Urmeazi atunci imediat ci egalitatea 2% = 72 — y3 nu
este verificatd de nici un numir real x ceea ce implici

faptul ci sistemul I nu are solutie, deci ci intersectia
DN C este vidi (fig. 12).
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Prin urmare:

d(Q,D)>r=>DﬂC=Qf. - (1)
Cazul II: 72—y =0<rr=y§ 7=yl
< r = d(Q, D).
Sistemul I se scrie atunci:
[
x2 = 0.

El are o solufie i numai una, anume (0, 0).
Rezulti deci ci intersecfia D () C confine singurul
punct O, proiectia ortogonald a Iui Q pe D (fig. 13).

c
£ +a Fig. 13
‘-,-,-b
D ol 7
DI
Prin urmare:
iQ, D) =r=DN C={0} (@)
Cazul III: 7* — 93>0 <72 >y <7 > | ¥o/|
<r>d(Q, D).

Sistemul I are atunci doud solufii §i numai doud:
(VE=3% 0), (== 2 0
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Rezultd de aici ci intersectia D () C contine doui
puncte distincte:

A($if7a,3(—iﬁ:3ﬂ..

si numai aceste doud puncte (fig. 14).

A
‘ A
Fig. 14 40
X
\-

DI

Prin urmare:
d(Q, D) <r<«DNC={A, B} 3
Se demonstreazd imediat prin reducere la absurd ci

implicatiile reciproce ale implicatiilor (1), (2), (3) sint
adevirate. Se poate deci enunta:

TEOREMA / Fie o dreaptd D si un eere C de centru
Q si de razd 7, incluse in acelasi plan P.
Avem:

idQ,D)>reDNC=0

estc 0 mulfime
d(Q, D) = r <« 1D N C ecuun singur ele-

ment.

d(Q, D) <r< {D N C cu doué elemen-

este 0 multime
te.
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Observatie. Daci intersectia D () C confine doud
puncte distincte 4 si B, se spune cd dreapta D si
cercul C sint secante in A4 si B.

Exemple. Planul P este raportat la un reper ortonormat (0, _;, ;;
I. S& se studieze intersecfia dreptei D cu ecuafia carteziand x —

3
5
— 29 + 1 =0 cu cercul C de centru Q 1 §idemzd;-
T2
Distanta de la punctul Q, centrul cercului C, la dreapta D este:
3 2( -l—) 1
“i et 5

R

— 5
inegalitatea J5< ry dovedegte atunci c dreapta D gi cercul C sint

secante,

1y 25
O ecuatie a cercului C este: (¥ — 3)* 4 (y +- —2-) =

— , adici:
4
M4y —6xr+y+3=0.

Rezultd de aici ci perechile de coordonate ale punctelor de intersec-
tie a Inl D cu C sint solutiile sistemului:

x—2y+1=0
{x’+y’—6x+y+3=0.
Rezolvarea sistemului I:
z—2y4+1=0 »x=27 -1
{x*+y=—6x+y+3=o°{5y=-15y+10=o
x=2y—1 z=1 »x=3

Q{y=lsmy=2¢>{y=1 sau{y=2
dovedegte cid cel;s doudt é)uncte ale intersectiel D n C au respectiv
coordonatele : (l) si (2 , .

1
1. Si se studieze intersecfia dreptei D, cave confine punctul A ( 2)

-1
§i pentru care un vector dirvecior este u ( 2) , cu cercul C de centru

5/2 10
Q / si de razd l/— (fig. 15).
7/2 2
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Fig. 15

Fie M un punct din planul P cu coordonatele (x). M apartine
y
dreptei D daci gi numai daci:
=14t
EIESE 38 { * +
y=—=24 2.

M apartine cercului C daci gi numai daci:

5 )’ + 73 10
¥ — - - =) =—,
2) TP 2) =3
adici daci §i numai dacd: #? 4+ 32 — 55 — 7y + 16 = 0.
Avem prin urmare :

x
M()EDnC
y

fx=1+1¢ (1)
ReR;Jy=—2+2 (2)
(14224 (~24-202—5(14+8) —7(— 2+ 2¢) + 16 =0. (3)

Pentru a determina punctele de intersectie a dreptei D cu cercul C
trebuie rezolvati ecuatia (3); pentru fiecare solutie a ecuatiel (3)
corespunde un punct M care aparfine intersectiei D n C, punct
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pentru care coordonatele se obfin plecind de la egalitatile (1) si

(2).
Ecuatia (3) care se scrie: 52 — 25¢ 4 30 = 0, are ca riddcini nu-
merele 2 §i 3; rezultd deci ci dreapta D si cercul C sint secante in

3 4
dou# puncte R si S de coordonate respective: (2) si (4) .

13.2.2. Tangenta la un cerc

DEFINITIE/ Fie un cere C de centru Q si de razi 7
inelus in planul P. Se spune ¢é o dreapti
D este tangentit cereului C daedt D este
inclusit in P si daeii distanta de la pune-
tul Q la dreapta D este egald eu 7.

Studiul ficut in paragraful nr. 13.2.1 permite si se
enunfe :

TEOREMA / Fie un cerec C inclus in planul P. O
1. dreapti D inclusd in P este tangenti
cercului C dacd si numai daei interseetia
D C contine un punet §i numai unul.
Daci o dreapti D este tangentd cercului C, se spune
de asemenea ci D si C sint tangente 3 unicul punct al
intersectiei D M C este atunci numit punet de con-
taet al lui D cu C.
Fie o dreaptid D si un cerc C de centru Q si de razd
7, inclus in planul P si fie H proiecfia ortogonald a
lui Q pe dreapta D (fig. 16); avem:

d(Q, D) = d(Q, H);

pe de altd parte, D este tangenta lui C dacd si numat
daca:

adQ, D) = r.

Rezultd de aici:
D este tangenta lui C < d(Q, H)=r< H €C(; se
poate deci enunta:
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TEOREMA / O dreaptid D si un cere C, incluse in
2. acelasi plan P, sint tangente daeit si
numai daeil proiectia ortogonalii a cen-
trului cercului C pe dreapta D apartine

i C.

EXERg'.]’.‘_IEU. Planul euclidian P este raportat la un veper orionor-
mat (0, 1, 7). Fie C cercul de centru O si de razd r 5i fie D cu ecuafia
carleziand : )

ex+By+vy=0.

Sd se demonsireze cd dreapia D este tangentd ceveului C dacd si numai
dacd: r*(«24- %) — y2 = 0. :
Distanta de la punctul O, centrul cercului C, la dreapta D este:

Il
a0, D) = :/;'T—ﬂ"-

Se stie pe de alti parte ci D este tangentd lui C dac si numai daci :
d0, D) =7r.
Rezulti de aici:

D este tangenti lui C<>d(0, D) = r<> h(

a!+BB=

7.

Cum egalitatea a doni numere pozitive i r este echiva-

Y
¢3 + a!
lenti cu egalitatea pitratelor acestora, in cele din urmi avem:

= ra? + B — y2 = 0.

D este tangenta Ini C <>
o +
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13.2.3. Tangenta intr-un punct de pe cerc

Fie C un cerc de centru Q si de razi 7, inclus in planul
P si fie M un punct care aparfine lui C (fig. 17).

Fig. 17

Notim cu D dreapta inclusd in P, care confine pe
M si ortogonald dreptei QM. Punctul M este proiecfia
ortogonali a punctului Q pe dreapta D. Cum M
aparfine cercului C, dreapta D este tangenta lui C
in M.

Reciproc, dacd o dreaptd D’ inclusd in P este tangentd

la C in M, intersectia D’ N C congine singurul punct

M si acest punct este proiectia ortogonaldi a punc-

tului Q pe dreapta D’. Rezulti de aici ci D’ este

dreapta inclusd in P, care confine pe M, si este orto-
gonali cu dreapta QM, deci ci D' = D. Se poate
enunta :

TEOREMA / Ecxisti o dreaptd D, si numai una, tan-
gentii cercului C intr-un punet M care
apartine cercului C. Q fiind eentrul lui
C, D este dreapta inclusi in planul
lui C, continind punetul M si ortogo-
nald dreptei QM.

Conseeinte, — Fie C un cerc de centru Q inclus in
planul P; tangenta la C intr-un punct M al lui C
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este dreapta inclusd in P care confine pe M si pentru

care un vector normal nenul este QM. Noi vom utiliza
acest rezultat pentru a obtine o ecuatie carteziani
a tangentei intr-un punct al unui cerc.

EXEMPLE. Planul P este raportat la un reper ortonormat (0O, : ]-).
1. Sa se determine o ecuafie carteziand a tangentei in Ola cercul C
pentru cave o ecuafie carteziand este :

Pty tar+By=0,
unde « §i B sint doud numere reale dintre carve cel putin unul nu este
nul,
Ecuafia cercului C pe te fi pusi sub forma:

2 23 2
() +fpe2f-2st

2 2 4 4
i
2
Rezulty de aici ¢4 centanl £2 al cercului C are coordonatele 8
T2

Tangenta la C in punctul O, punct care aparfine evident i C,
-—)
este dreapta definiti de punctul O si de vectorul normal, nenul QO

o ,
2
; 0 ecuafie carteziani a acestei tangente este deci:
2 )
2
d B
—x —y=0,
g ¥ty
sau inci ; ax + By = 0.

x
I1. Fie C cercul de centrul O i de razi v 5i fie M, ‘ o)zm punct ca-
Yo

re aparfine lui C. Sd se determine o ecuafie carteziand a tangentei
in My la cercul C.
O ecuatie carteziani a cercului C este: #2 4 y% = 2, (1) Tangenta

x
lui C in M, este dreapta care confine M, ( ¢ si pentru care un
0

-
vector normal, nenul este OM, 0). Rezultd de aici ci o ecunatie

0.
carteziand a acestei tangente este:

Zo(x — x0) + yoly — ¥o) = 0, adicd x,x + ¥y — (¥ + ) =0,
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Jinind seama de egalitatea (1) se obfine ca ecuafie a tangentei'la
Cin M,:

Xo¥ 4+ Yoy — 2= 0.
III. S& se demonsiveze cd mulfimea T' a punclelor M penitris care

coordonatele (x) verificd velafia 2% 4 9? — 6x 4+ 29 + 5 % 0 este
y

un cerc care confine punciul A { )§t cd iangenm lal'in A4 cou/me

punctul O.
Relatia 22 ++ 3® — 62 + 2y + 5 = 0 care caracterizeazi mulf{imea I
este echivalenti cu: (v+—32 4 (y+12=S5;

3
rezult de aici ci mulfimea I" este cercul cu centrul Q ( )gi de ra-
28 4/5 (fxg 18). Urmeazd imediat c# punctul A, ale cirui coordo-
nate( } verifici egalitatea

()

B4 (=22 —6-1+2-2 +5=0,

apartine cerculuiI. Tangenta 1aT in punctul 4 este dreapta D care con-
tine pe 4 ( _;)si pentru care un vector normal nenul este 5:1 ( :?} .
Rezulti de aici ci ecuafia carteziani a acestei tangente este

—2(x— 1) — 1y + 2) = 0, adici: 2¥ 4y = 0.
Punctul O aparfine evident dreptei D
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13.2.4. Probleme asupra cercului

Problemele privind intersectia a doud cercuri, tan-
gentele la un cerc paralele cu o dreaptd datd §i tan-
gentele la un cerc care contin un punct dat nu figu-
reazd in mod explicit in programa.

Prin tratarea unor cazuri particulare ne limitim si
aritim metoda care trebuie urmati pentru 'a trata
pe cale analitici aceste diferite probleme.

Exereitii. Planul P este raportat la un repér ortonormat (0, :]-'.)

1. Sd se studieze intersecfia cevculus C de ceniru Q( 1 ) si de vrasd

3
410 1 . 5
—2—-014 cercul C’ de centru Y -E st de razd -2- {fig. 19).

¢

Fig. 19

)
A
NI

10
Ecuatia cercului C este: 22 (y — 1)} = 7

»|w

adici: 22+ 92— 2y — — = 0.
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Ecuatia cercului C’ este:

(x—3)’+(y+—l- a=2—5, adicd :
2 4
Aty =65y +3=0. @
Rezultd de aici cii:
P T M)

X
‘e T
M(y)ecnc" ALy —6rtyr3=0 (2

Sintem deci condusi la rezolvarea sistemului I. Acest sistem I este
echivalent cu sistemul II format din ecuatia (1) si ecuatia (3) obti-
nut scizind membru cu membru ecuatiile (1) si (2):

x”—y”——Zy—-%:O 1
II
6x—3y—3=0. 3)
2
Dacgﬁ se desemneazi prin D dreapta de ecuatie carteziani 6x — 3y —

— — =0, Avem:
2

3
x’+y’—2y—--£=0
MeCnC<« II <sMeDnqnC.
9
6x — —— =0
4 2
Rezultd de aici ¢ C n C' =D n C ceea ce dovedegte ci studiul

intersectiei a doui cercuri C §i C’ se poate reduce la studiul intersec-
Hiei dreptei D cu cercul C. Rezolvarea sistemului II:

3 15
x’+y3—2y—;=0 le‘—le-}--;—:O
II <>
6. 3 o 0 2 3
* = Y~y = y=2ar—3
1 3 1 3
X =-—8au ¥ = — X = — Xr= —
2 2 2 I 2
< sau
P 1 l 3
y= 3 y= 2 J’—2
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arati cd intersectia D n C, §i prin urmare intersectia C n C’,
contine punctele 4 si B de coordonate respective:
1 3
2 2 o
si , §i numai aceste doud puncte.
1 3
) 2

2 _
I1. Fie C cercul de centrulQ ( l, si de vazd 1/22 st fie D dreapta de

ecuafie carleziand 2% + y + 1 = 0. Sd se deteymine dvepicle tan-
gente la ceveul C si paralele cu dyeapta D.

Multimea dreptelor paralele cu D este multimea dreptelor D,,de
ecnatii carteziene:

2x + y + m = 0, atunci cind numdrul real » parcurge R. Distanta
de la punctul Q la o dreaptd D,, este

2:24+ (—D+m _|3+m
N T 5
Rezultd de aici cd dreapta D,, este tangentd cercului C daci gi nu-
5
mai dacd |34+ m|= ; .

a(Q, D) =

Rezolvarea ecuatiei (1):

B4m|=—<o3+m= ~sm3+ S o !
m|= — m = — sau "= — — = — — sau
+ 2 <> 2 2 <>'m 2

11
m= — 2z dovedeste c3 existd dond drepte, si numai doui, tan-
gente la C si]paralele cu D:

a) dreapta D_% de ecuatie carteziand:2x 4+ y — -:-lz- =0,

b) dreapta D_lél.de ecuatie carteziand: 2x 4 y — E =

II1. Sé se determine dreplele cave confin A ( %) si sint tangente cer-
cului C de ecuapie: x° + y* — 2x + -4; = 0. (1)
Scriind ecuatia (1) sub forma echivalentii: (¥ — 1)® 4 y2 = %,
se constati cid 0, centrul cercului C are coordonatele ( (l) J §icéi raza

1
sa este egali cu ;/_5- (fig. 20).
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S

2
@ Dreapta A care confine punctul 4 (3 ) gi este paraleli dreptei

ordonatelor are ecuatia: ¥ — 2 = 0.
Distanfa de la punctul Q la dreapta A este:

1 -2

1
Cum aceasti distantd nu este egald cu —5_ raza, raza cercului C,

dreapta A nu este tangentd cercului C.

2
@ Multimea dreptelor care contin punctul A( 3 ) , neparalele dreptei

ordonatelor este mulfimea dreptelor Dy, de ecuafii :

y—3=m(x_2)l
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sau

mx —y + 3 — 2m =0, atunci cind numirul real m parcurge R.

Distanta de la punctul Q la o dreaptdi D,este: d(Q, D) =
—m+ 3

= IT/—":;;:—I-! .Rezulti de aici cd dreapta D,, este tangentd cercului

C daci si numai daci:

l=m+3 1
m? - 1 *4/5_
adicd daci §i numai daci:
(—m+38 1
m+1 5 @

Rezolvarea ecuatiei (2):

—m + 3)° 1 1
ﬁ=;¢2m3—15m+22=0:m=3 sau m = 2,

dovedegte ci dreptele Dll si D, sint tangente la C.

fn concluzie existé»douﬁzdrepte §i numai _doixﬁ caré contin punctul
A si sint tangente cercului C:

a) dreapta Dl_: cu ecuatia carteziani: Ex —y—8=0;

b) dreapta D, cu ecuafia carteziani: 2x —y — 1 =0.

IV Sise éetermiﬁe dreptele care contin punctul 4 ((5)) §i sint tan-

gente cercului C de ecuafie: 22 4 92— 4xr — 29y — 4 = 0. (1)
Scriind relatia (1) sub forma echivalentd: (v — 2)* + (y — 1)2 =9,

se constatii cd Q, centrul cercului C are coordonatele ll) si cd raza
sa este egald cu 3 (fig. 21).

5
@ Dreapta A care contine punctul 4 ‘0) ¢l este paraleld cu dreapta

ordonatelor, are ecuatia: ¥ — 5 = 0.

Distan{a de la punctul Q la dreapta A este:

i, A) = \'/—%:__—5013 = 3. Cum aceastii distan{3 este egald curaza
cercului C, dreapta A este tangentd cercului C.

® Multimea dreptelor care contin punctul 4 :} si .neparalele cu
dreapta ordonatelor este multimea dreptelor D,, de ecuatii:

y=m(x— 5):
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Fig. 21

san mx — y — 2m = 0, atunci cind numdirul real s parcurge R.
Distanfa de la punctul Q la o dreapti Dy, este:

—3m -1

Rezultd de aici ci dreapta D, este tangenti cercului C daci si
| —3m— 1]
Jm’ +1

numai dacii :

=3, adici daci §i numai daci :

Bm + 1)
el ()

Rezolvarea ecuatiei (2):

Gm + 17

4
Sobm=8<m=—,
mez 41 3

dovedegte ci dreapta D, este tangenti cercului C.

3
In concluzie, existi doui drepte, gi numai doud, care contin punctul
A si sint tangente cercului C:
a) dreapta A de ecuafie carteziandi: x — 5 =10;
4 20
b) dreapta D, de ecuatie carteziani: -:-;- x—y—g = 0.
3
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EXERCITH

13.21. Fie un cerc C de centru {2 i de razi 7, si o dreapti D care
confine un punct 4 interior cercului C.

1° Fie H proiectia ortogonald a punctului Q pe D. S# se demonstreze
ci OH < r. Si se deduci de aici ci dreapta D si cercul C sint secante.
S8 se enunfe rezultatul obtinut sub forma umei teoreme.

2° Existil o dreaptid D tangents cercului C si care contine un punct
interior acestui cerc?

13.22. Fie un cerc C de centru O gi de raz¥ » gi un punct 4 exterior
acestui cerc.

1° Planul euclidian P, care confine C, fiind raportat la un’ reper

- — - 1 —

ortonormat (0, i, ) astfel incit 1 = ia—.zﬁ 04, si se demonstreze
analitic ci existd doudd drepte D §i D’ §i numai doud care contin
punctul 4 si sint tangente cercului C.

2° Fie T si T’ punctele de contact respective ale dreptelor D si D’
cu cercul C. Si se demonstreze ci cercul cu diametru [0, 4] con-
fine punctele T gi 77 gi ci dreapta 04 este mediatoarea segmen-
tulvi [T, T'].

13.23. Fie un cerc C inclus in planul P si unfpunct 4fcare apartine
Iui P. O dreapti D care conjine pe 4 esteisecantd la C in doul
puncte distincte M §i M’. Si se demonstrezeici puterea punctului

—
A in raport cu cercul C este C(4) = AM - AM’.

13.24. Fie un cerc C inclus in planul P i un punct A4 care apartine
lui P si este exterior acestui cerc. O dreapt#fD care confine pe 4
este tangentd la C intr-un punct T.

5S4 se demonstreze cii puterea punctnlui 4 in raportcu cercul C
este:

C(A4) = AT
13.25. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat

(0,7, _-1?). S3 se scrie o ecuatie a unui cerc C in cazurile urmitoare :
a) cercul C este tangent dreptei absciselor i centrul siu R are coor-

donatele (f',

b) cercul C este tangent dreptei ordomatelor si centrul siu Q are
coordonatele (Z) ;
c) cercul C este tangent dreptei de ecuatie 34+ 3y —7 =0 i
centrul siu Q are coordonatele 1 ;

d) cercul C este tangent dreptei de ecuatie —2x + y = 0 §i centrul

5
siu Q are coordonatele ‘ZJ .
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13.26. Planul euclidian P este raportat la un reper qrtonormat

{0, 1, ).
1° S3 se studieze intersectia unui cerc C cu o dreaptd D ce se dau
prin ecuatii carteziene, in cazurile urmitoare:

) C:2*° 49 —T7x+2y—53=0
a
{D:2x—y+3=0;,

1a2 49t —6r — 24 -2y 46=0
€)

B) {C:x’+y"+4x+12y—60=0
D:3x—y—5=0;
C:x‘-‘+y’—-gx—7y=70

c) .2
D:4x -2y +3=0

a) {C:x*+y‘+4x—2y=0
D:—2x+y=0;

C
D:

¥y
—~—1=0.
x+2

2° 8i se studieze intersecfia cercului C definit printr-o ecuatie carte-

ziani cu o dreapti D definitd printr-unul din reperele sale (4, u) in
cazurile unn&toare

0y - 2
a) C:a® 32 —6x—2y=0, A(s',u( l);

1 -~ 1
b) C:a?+3y*—22x+4y+3=0, A(l),u( 2';
) Ciat -9+ 4xr -2y =0, A(',u()

-1 1
d C:a2 92 +2x—6y—2=0, A( l),u( l)’

13.27. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat

o, z. ]) Fie un cerc C definit printr-o ecuatie carteziani si fie P
un vector nenul. S4 se determine dreptele tangente la C §i care admit

vectorul u ca vector director in cazurile urmitoare:

- 3
a) C:x®+y*—4=0, u( 4’;A
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. ) {1

by C:a2+92—9=0, . u(‘\—/sz),
- 2

c) C:atty2—2x—4y=0, . .u( l,;

Q C:a+9 4 4r -2 +3=0, u'( 1).

Pentru fiecare tangenti se vor determina coordonatele punctelor
de contact. :
13.28. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat

(O,?, 33 Fie un cerc C, definit printr-o ecuatie carteziani, §i un

punct 4. S se determine dreptele care contin punctul 4 si sint tan-
gente la cercul C in cazurile urmitoare:

5

a) C:at+9*—4=0, A(z);
4

b) C:a2432—9=0, A(l);
4

) C:a% 492 — 45 =0, 4(2];
4

d) C:a?4 42 —4x =0, A(s);-

10

€) C:x’+y3+2x-—6y—15=0,A(1);
3

f) C:a®+ 92+ 42+ 8+3=0, A( IJ:

7
@ Ciax*ty—6r+4y+3=0, A(o).

Pentru fiecare tangenti se vor determina coordonatele punctului

de contact.

13.29. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat
- - .

(O, 4, 7). Fiecirui punct M de abscisi m care apartine dreptei absci-

selor facem si-i corespundd punctul M’ de ordonatd 10 — 2 m care

apartine dreptei ordonatelor si cercul C,, de diametru [M, M’]. 84

se demonstreze ci existd un punct 4 diferit de O astfel cii:

VvmeR 4 €Cy
13.30. Planul euclidian P este raportat la un reper (O, ¢, j). Fie C
cercul pentru care o ecuatie este:

24y —3x—4y=0.
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1° Fie Dy, dreapta pentru care o ecuatie este: mx — y = 0; dreapta

D, taie cercul C in O §i 4. Si se calculeze in functie de m, coordo-

natele punctului 4.

2° Fie A, dreapta pentru care o ecuatie este mx - y == 0. Dreapta

A taie cercul C in O i B. S se calculeze in functie de m coordona-

tele punctului B.

3° 54 se scrie o ecuatie a dreptei 4B. Ce se poate spune de aceasti

dreaptd cind m parcurge R?

13.31. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat
- -

©, i, j.

1°" 84 se scrie o ecuafie a tangentei in O la cercul C pentru care o

ecuatie este 433 — ¥ — 2y = 0.

1
2° 8i se scrie o ecuafie a cercului C’ care conjine punctul 4 ( o }
§i este tangent in O la dreapta D pentru care o ecuatie este x +
+ 2y = 0.

13.32. Planul euclidian P este raportat la un reper ortomormat
- —
(0, i, j). Fie D dreapta de ecuatie x — 2y — 3 = 0 §i fie 4 punctul
1
de coordonate NE 5S4 se determine mulfimea centrelor cercuri-

lor tangente in A4 dreptei D.
13.33. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat

o, Z ;5 Fie D si D’ doud drepte de ecuatii carteziene respective:
D:x+2y4+3=0;
Dix+2y+1=0.
Si se d?termine mulfimea centrelor cercurilor tangente dreptelor
ﬁ{.:?_%. _’g’l.anul euclidian P este raportat la un reper ortonormat
(0. i, j). Fie D 5i D’ doui drepte de ecuatii carteziene respective :

Diz—y—2=0

D :2x4y—1=0.
5S4 se determine mul{imea centrelor cercurilor tangente dreptelor D
si D',
13.36. Doui cercuri distincte C §i C’, incluse in planul P, de centre

Q si Q' sint tangente unei drepte D intr-un punct O care apartine
lui D. O dreaptid A care contine pe O taie Cin 4 i C’ in A’. Si se

—> —
demonstreze ci dreptele QA4 si Q'4’ sint paralele.
13.36. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat

{0, : ;5 Fie C si €’ doui cercuri de ecuafii carteziene:
C:a® 492 —2ax =0, C' 122+ 9 —2a'2 =0,
unde a §i @’ sint doud numere reale nenule si distincte.
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1° S# se demonstreze ci cercurile C i C’ sint tangente in O dreptei
D de reper (0, j)- i

2° Fie M un punct al lui D, diferit de 0. Cercul I" de centru M si
de razi MO taie cercul C in O §i 4 si cercul C’ in O gi 4’. Si se de-
monstreze ci dreptele MA si MA’ sint respectiv tangente la C si
la C'. :

13.37. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat

Il a . -—Q . .
(0, 4, j). Se dau punctele 4 0 §i B 0), a fiind un numir

real strict pozitiv.

1° Si se scrie ecuatiile:

a) Cercului C de diametru [4, B];

b) Dreptelor D gi D’ tangente la C respectiv in 4 si B.

2° FieM %o un punct care aparfine cercului C, diferit de 4 gi de

Yy
B. Tangentaoin M la cercul C taie dreapta D in R si dreapta D’
in S. S% se demonstreze c#:

o |
AR+ BS = a* §i AR + BS = RS.

3° Si se demonstreze ci cercul de diametru [R, S] este tangent
dreptei 4B in O.

4° Fie R gi S dou# puncte care apartin respectiv lui D i D’ gi astfel
incit El’i . §§ = g% Dreapta RS este tangenti cercului C?
13.38. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonmormat

o, _1", —j.). Fie C cercul de ecuatie 22 4 32 — 2x — 4y = 0.

Cercul C taie dreapta de reper (O, ;). in O si 4 si dreapta de reper
0,7 in 0 i B.

1° S4 se verifice ci punctul D (z) apartine lui C.

2° 83 se scrie ecuatiile cercurilor C,, C,, C; care au respectiv dia-
metrele [0, 4], [0, B], [0, D].

3° Cercurile G, §i C; se taie in O §i M, ; cercurile C; §i C, se taie
in O §i M,; cercurile C, §i C; se taie in O si M,.

Si se calculeze coordonatele punctelor M,, M, si M, si s se verifi-
ce cii aceste trei puncte sint coliniare.

13.39. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat

(0,7, 7). La fiecare numar real m, care apartine intervalului [—1,
1), facem si corespundi dreapta de ecuatie:

mx+yVl—m’—1=0.>

1° Si se demonstreze c¥ existi un cerc C, pentru care se vor deter-
mina centrul i raza, astfel incit oricare ar fi » din intervalul [—1,
+4-1], dreapta D,, este tangentd cercului C.

2° Fie M, (xo) un punct care aparfine cercului C sifie tangenta
Yo
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in M, la cercul C. S& se determine mulfimea punctelor M; pentru
care existd un numair real m astfel ca A = Dy,.

PROBLEME

13.40. Fie 4 §i B doui puncte distincte din planul euclidian' P gi
fie 2 un numdr real. Si se demonstreze pe cale analiticd teorema 1
enuntati la m' 13.1.6. (Se va raporta planul P la un reper o orto-

normat (O, ¢, ]) unde O este mijlocul lui [4, B] ;1 1 un vector direttor
normal al dreptei 4B.)

13.41. Fie 4 si B doui puncte distincte din planul euclidlan P si
fie 2 un numir real strict pozitiv si diferit de 1. S# se demonstreze
pe cale analitici teorema 2 enuntati la nr. 13.1.6. (Se va raporta

planul P la un reper ortonormat (O, _z. ;3 unde O este mijlocul lui

(4, B) §i s un vector director normat al dreptei 4.B).
13.42. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat

(o, 1, ]). Fiecirui numir real m i se asociazi multimea Cy, a punctelor

M din planul P pentru care coordonatele (x) verificd relatia :
y tt

24+ —4mx —2my 4+ 10m — 1) =0

1° S se demonstreze ci oricare ar fi m, C,, este un cerc.

S4 se construiascd pe aceeasi figurd C,, C, §i C_,.

2° S3i se determine mulfimea punctelor £, centrele cercurilor
Con. :

3° Si se demonstreze ci existi doud puncte 4 §i B, pentru care
se vor determina coordonatele, astfel ca: ¥Ym € R {4, B} = Cy,.
4° Fie /A dreapta AB. Si se demonstreze c#, pentru orice punct

£?
M, ( °) care nu apartine dreptei /\, existi un cerc C,,, §i numai
"o

unul, care contine punctul M,.

§° Si se demonstreze ci multimea punctelor A din planul P avind
aceeagi putere fa{i de toate cercurile C,, este dreapta A. °
13.43. Aceeasi problemi ca cea precedenti atunci cind multimea
Cpm este definitd prin:

. 5 -
a) Cp: 22+ 32— 2(1 4+ m)x + y(1 + 6m) + 5m — I=0:
b) Cp: 224+ 92+ (2m + 1)x — 2(m — 1)y = 0. i

13.44. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat
— -
(0, %, j). Fieciirui numir real m i se asociazid multimea C,; a punc-

x
telor M din plan pentru care coordonatele‘ ] verifici relatia :
¥y .

2492 —2mx —2(14+m)y+6m+1=0.
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1° 84 se determine multimea E a numerelor reale #m pentru care
Cp nu este -vid4 i si se demonstreze ci pentrn orice numir real
m care aparfine lui E, C,; esté un cerc.
S se demonstreze cd familia de cercuri C,, confine dou# cercuri-
puncte pe care le vom nota {4} si {B}.
2° Si se determine mulfimea centrelor f,, corespunzitoare cercu-
rilor C,, atunci cind numérul real m descrie multimea E.
3° S8 se demonstreze ci pentru orice cerc C,, de centru Q,, si
de razd 7,,, avem: 73‘= Q.,,_,Z . (-)_,:B.
4° S4 se demonstreze ci muliimea punctelor M din planul P
avind aceeagi putere in raport cu toate cercurile C,; este dreapta A,
mediatoarea segmentului [4, B]. ’
S% se demonstreze ci pentru orice punct M care apartine lui A,
puterea lui M in raport cu orice cerc, C,, este egald cu MA2

x
5° Si se demonstreze cd pentru orice punct M, ® | care nu apar-

[

tine lui A, existd un cerc C,,, §i numai unul, cag'e contine pe M,.
6° Fie D o dreapti neparaleld cu A. S# se demonstreze ci existd
douii cercuri Cy;, §i numai doud, tangente dreptei D respectiv in
T gi T’. Si se demonstreze ci I, mijlocul lui T, 7', aparfine lui
A §i au loc egalitdtile: JT2 = IT" = 143

13.45. Aceeagi problemi ca cea precedenti atunci cind mulfimea
Cy este definiti prin relatia:

BEr—204+mr44my+7m4+1=0.
13.46. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat
— — -
o, Z 7). Fie D dreapta de reper (0, 1, j) §i fieD’ dreapta care contine
V2

1
punctul 4 ( 2) si care admite vectorul P ca vector - di-

SN

rector.

-—p —_
1° La orice punct M care aparfine lui D gi astfel incit OM = i,
facem si corespund# punctul M’ care aparfine lui D’ i astfel incit
In'?' = mu. Fie D,, mediatoarea segmentului [M, M’]. S4 se demon-
streze ci existi un punct I, pentru care se vor determina coordo-

natele, astfel incit’
ymeR I € D,

2° Fie B punctul de intersectie al dreptelor D gi D’. Si se demon-

streze ci oricare ar fi numdrul real m, cele patru puncte M, AM’,

I, B apartin aceluiagi cerc. e R

13.47. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat
- a 0 .

(O,;:j). Se dau punctele 4 (0} s;iB‘ » ) unde a §i b sint doud nu-

mere reale strict pozitive. Fie C cercul cu diametrul [4, B].
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La orice punct M din planul P se asociazi punctele R, S, T, pro-
iectiile ortogonale respective ale punctului M pe dreptele 04,
OB §i AB. S& se demonstreze echivalenta :

Me C&® R, S, T sint coliniare.
13.48. Planul euclidian P ‘este raportat la un reper ortonormat
- 1 3
o, i,]-').. Se dau punctele 4 ( 3) §iB (4) .

1° Si se determine pe cale analitici mul{imea punctelor M din
planul P astfel incit MA42? 4+ 3MB2 = 96.
2° S& se demonstreze ci existi un punct I §i numai unul astfel

— - -
ca IA 4+ 3IB = 0. Si se demonstreze ci: VM € P
3
MA2 + 3MB? = 4MI? + z AB®,

3° S# se utilizeze rezultatele de la punctul 2° pentru a le regisi
pe cele de la punctul 1°.
13.49. Planul euclidian P este raportat¥la un reper ortonormat

(O,Z _1-)' Fiecrui numir real m facem si-i corespunda dreapta
D,,"pentru care o ecuatie carteziani este:

(1 —m3)x 4+ 2my — (4m 4+ 2) = 0.
1° S# se demonstreze ci existd un cerc C, pentru care se vor deter-
mina centrul §i raza astfel incit:

Vm € R D,, este tangentd la C.
2° Existd un numair real m astfel incit /A = D,, pentru orice dreaptid

A\, tangentid la C?
13.50. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat

(O,?, ;; La fiecare numir real m facem s#-i corespundid dreapta
D,, care contine punctele:

2a
0
M l si M’ a® |, a fiind un numir real strict pozitiv.
14+ m 1+ ;

1° S4 se scrie ecuatia carteziani a dreptei D,,.
2° Si se demonstreze cdi existi un cerc C, pentru care se vor
determina centrul §i raza astfel incit:

Vm € R* D,, este tangenta la C.

13.51. Planul euclidian P este raportat la un reper ortonormat
(0, 1, ). Fie C si C’ cercurile de ecuatii carteziene:

C:224+35*—4x—-4=0;
C:224+3*4+6x—4=0.
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1° S4 se determine coordonatele punctelor QYsi &, centrele res-
pective ale cercurilor C i C’ si coordonatele punctelor 4 si B de
intersectie a celor dou# cercuri.

2° Si se demonstreze ci existi doudi drepte D si D’, tangente la
C si C’ gi ci aceste doud drepte se taie intr-un punct I astfel incit

,l A s
IQ = — IN. (rsiv sint razele respective ale cercurilor C i C').
v

3° Fie T gi T’ punctele de contact respective ale dreptei D cu
cercurile C si C’. Si se demonstreze ci mijlocul R al segmentului
[T, T’), apartine dreptei AB i cd
- —>
RT® = RT®*= RA * RB.

13.52. 1° Fie %y, ¥1, #a, Jp patru numere reale, Si se verifice ega-
litatea:

(21 + (a3 + ¥3) = (%1% + ¥192)* + (%192 — Y12
S3 se deducd de aici implicatia:
749 + y& s 1
; : = |y + Y121 < L
i+yis1
2° Planul euclidian P este raportat iaun reper ortonormat (0,_1", B
x
Fie C cercul de centru O §i de razi 1 si fie M, ( l' §i M, (xz
Y1
dous puncte interioare cercului C. 8i se demonstreze ci:
M e [M,, M,] = M este interior lui C.

Se va utiliza echivalenfa:

M(;’] e [My M]3t e [0, 1]:{” = (L= fyut 5,

y ==y + s
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D E 14 SFERA

14.1. Ecuatia carteziand a unei sfere.
14.2. Intersecfia unui plan cu o sferd, a unei dreple
cu o sferd.

14.1. ECUATIA CARTEZIANA A UNEI SFERE

14.1.1. Generalitati

Notd. In acest capitol, Ey desemneazi un spatiu afin
euclidian de dimensiune 3.

Fie Q un punct care aparfine spatiului E, si fie »
un numdr real strict pozitiv.

DEFINITIA/ Se numegte sferi de eentru Q si razi 7,
1. multimea punetelor M din spatiul E,
pentru care d(Q, M) = r.
Sfera de centru Q si razd » poate fi notati S(Q, 7)
sau mai simplu S, S, Z, ... .

DEFINITIA / Se numeste interiorul (respectiv exterio-
2. rul) sferei S(Q, ), multimea punctelor
M din spatiul £, pentru care 4(Q, M) < 7
(respectiv d (Q, M) > 7).
Interiorul sferei S(Q, 7) este de asemenea numit buli
g%msz)‘ de centru Q si de razd r si poate fi notatd
, 7).
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Reuniunea S(Q, 7) U B(Q, ) este numiti buld in-
chisi de centru Q si de razd v ; aceastd buld inchisd
este mulfimea punctelor M din spajiul E, pentru
care d(Q, M) <.

Conseeinte, Fie S o sferi de centru Q si de razd r
si fie D o dreaptd care confine pe Q (fig. 1).

Fig. 1

Qx si Q«' fiind doud semidrepte de origine Q incluse
in D, punctul A al semidreptei Qx pentru care
d(Q, A) = r este singurul care aparfine intersectiei
Qx () S. La fel punctul B al semidreptei Qx’ pentru
care d(Q, B) = r este singurul punct care aparfine
intersectiei Qx’ () S. Rezultd de aici:

DN S = {4, B).

Se spune ci segmentul {4, B} ale cirui extremitafi
aparjin sferei S si al cirui mijloc este centrul ei,
este un diametru al lui S. Se spune de asemenea ci
punctele 4 si B sint doud puncte diametral opuse
ale sferei S.

Observatii. — 1. Mulfimea punctelor M din spatiul
E, pentru care d(Q, M) = 0 contine singurul punct Q.
Aceastd multime {Q} poate fi numiti sfera de centru
Q si de razi nuld. Se spune de asemenea ci mul{imea
{Q} este o sferi — punet.
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2. Fie S o sferd din spafiul E,. Cele trei submulfimi
din E;: Sfera S, interiorul lui S, exteriorul lui S for-
meazd o partific a lui E,. :

14.1.2. Sfera care confine doud puncte
distincte, trei puncte necoliniare

1. Fie A si B doud puncte distincte.

Daci o sferd S de centru Q si de razi » congine pe 4
si B (fig. 2), avem: QA = QB = 7, ceea ce implici
faptul cd punctul aparfine planului mediator P al
segmentului [4, B]. ~
Reciproc, daci un punct Q aparfine planului P,
urmeazd imediat ci sfera S de centru Q si de razi
QA confine punctele 4 i B. Se poate deci enunta:

TEOREMA / Mulfimea centrelor sferelor eare contin
1. doui puncte distinete 4 si B este planul
mediator al segmentului [4, B].
2. Fie 4, B, C trei puncte necoliniare.

@ Studiem mulfimea F a punctelor K din spatiul
E; egal depirtate de trei puncte 4, B, C.
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Q si R fiind planele mediatoare respective ale segmen-
telor [4, B]si [4, C] (fig. 3), avem:

M eF<« MA=MBsi MA=MC
«+>MeQsiMeR
< M = QN R, ceea ce implici
F=QNR.

Planele Q si R nu sint paralele, in caz contrar drep-
tele AB §i AC care sint ortogonale acestora ar fi
paralele si deci egale ceea ce este contradictoriu
deoarece punctele 4, B, C nu sint coliniare. Rezultd
de aici ci planele P si R sint secante dupd o dreaptd
A\ astfel incit:

F=A ]
dreapta AB 1Q ; = dreapta AB | A,
SiACQ i

dreapta AC L R] = drea

1 pta AC | A.
sSiACR

Dreapta A, care este ortogonald celor doud drepte

concurente AB si AC incluse in planul P, care confine

punctele 4, B, C, este ortogonala planului P. Dreapta

A taie deci planul P intr-un punct O si acest punct

O care este egal depirtat de cele trei puncte necoliniare
4, B,C este centrul cercului 4BC.
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DEFINITIE/ Se numegte axi a unui cere de eentru
O inclus in planul P, dreapta care con-
tine pe O si este ortogonald lui P.

Aceastid definifie §i studiul care a precedat-o permit
sd se enunte:

TEOREMA / Multimea punctelor M din spatiul E,,
2. egal depirtate de trei punete necoliniare
A, B, C este axa eercului ABC.

@ Daci o sferdi S de centru Q si de razi r contine
trei puncte 4, B, C, avem:

Q4 =QB=QC =7,

ceea ce implicd faptul ci punctul Q apartine dreptei
A\, axa cercului 4, B, C

Reciproc, daci un punct Q apartine dreptei A, urmeazi
imediat cd sfera S de centru Q si de razi QA contine
cele trei puncte 4, B, C. Se poate deci enunia:

TEOREMA / Mulfimea centrelor sferclor eare -¢onfin
- trei puncte nccoliniare 4, B, C este axa
eereului A BC. '

14.1.3. Sfera care contine patru puncte
necoplanare

Fie 4, B, C, D patru puncte necoplanare (fig. 4).
Desemnim prin A axa cercului 4BC si prin P planul
mediator al segmentului [4, D]. :

Daci o sferd S de centru Q si de razd » contine patru
puncte 4, B, C, D, avem : .

Q4=QB=0C=r] Qe

Q4 =0QD =7 "er}‘ge‘lnp‘
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Studiem intersectia A () P. Dacd dreapta A ar fi
paraleld cu planul P, dreapta AD, ortogonald lui P
ar fi ortogonald lui A si am avea:

A L dreapta AB

A L1 dreapta AD} =A Lplan ABD;

ar exista deci doud plane distincte (planele ABC si
ABD) care contin punctul 4 si ortogonale cu A,
ceea ce este contradictoriu.

Rezulti deci ci dreapta A §i planul P sint secante
ceea ce implici A N P = {Q}.

In cele din urmi daci o sferd S confine patru puncte
A, B, C, D, centrul siu Q este punctul de intersectie
al dreptei A cu planul P §i raza sa este egald cu QA.
Reciproc, urmeazd imediat ci sfera de centru Q,
punctul de intersectie al lui A cu P, §i de razi O4
contine cele patru puncte 4, B, C, D. Se poate deci
enunia :

TEOREMA / Existii o sferd, si numai una, eare con-~
tine patru punete necoplanare,
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14.1.4. Ecuatia unei sfere

Spatiul E,; este raportai: la un reper ortonormat
- - - xo
(0,44, k). Fie S o sferi de centru Q (yo) si de
razi r (fig. 5). M fiind un punct din spatiul E,, rezulti
din definifia sferei ci:
MeS<eQM=r< QM =72
x
Pe de alti parte dacd | y |sint coordonatele punctului

2
M, avem (nr. 12.1.6):

QM2 = (x — %0 + (y — y0)® + (2 — 2)%,

ceea ce di in cele din urmai:

X 4
M(y) € S < (x— %) + (y — o) + (& — 20 =7~
2

Se spune cd relafia: ‘

(# — %2+ (y — Yot -+ (2 — 22 — 2 =0,
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care este verificatd de coordonatele x, y, z ale unui
punct M din spagiul E, dacd §i numai daci acest
punct aparfine sferei S, este o ecuatie ecarteziani
sau, mai simplu, o ecuafie a sferei S. Se poate deci
enunta:

TEOREMA / Spatiul E, fiind raportat la un reper
ortonormat, o ecuatie eartezianii asferei,

%o
S de centra Q |y, | si de razi 7 este:
Zo
(% — %o + (¥ — o) + (2 — 2)* —
—7r2=0.
_EXEMPLE. Spatiul E; este raportat la un reper ortonormat
(0, i, §, k).

I. O ecuatie carteziani a sferei de centru O §i de razi » este:
Bttt —r2=0.
4
II. O ecunatie carteziani a sferei de centru Q —l) si de razi 9
este: (v — 4)2 + (y + 1)? + (z — 8)* — 81 = 0, adiga
» 234924 22— 8r 4+ 2y — 162 = 0.

0
Se constatd ci originea reperului, O pentru care coordonatele (0)

0
verifici relatia precedents, aparfine acestei sfere.

Observatii. — 1 Spatiul E, fiind raportat la un
reper ortonormat (O, z-: ]-: 73.), fie S sfera de centru

\

[ Xg x
Q kyo si de razi r. Un punct M y) din spatiul E,
24 -y

aparfine interiorului sferei daci si numai daci:

QM <7< QM2 <7? < QM: — 2 <0,



adicid daci §i numai daci: :
(56— 5+ (y — Yot + =zt =2 < 0. (1)

%
De asemenea, un punct M |y | aparfine exteriorului

, z
sferei S daci si humai daci QM > 7, adicd dacd si
numai dacd:

(x— %2+ (y — 32+ (z— 22— 72> 0. (2}

Relatiile (1) si (2) permit deci si se caracterizeze inte-
riorul respectiv exteriorul sferei S.

2. Daci se dezvolti primul membru al ecuatiei unet
sfere S: ~

(x — %>+ (y — Y02 + (2 — 20> — #*° =,0
se obtine:
22 492 22— 2x0x — 290y — 222 +
F R B— =0

In aceasti relatie numerele x,, o, 2o, 7 sint date.
Rezulti ci ecuajia sferei S este de forma:

w2ttt ar+py+ vzt 3=0,

unde «, B, v, § sint patru numere reale date.

14.1.5. Problema

Spatiul E, fiind raportat la un reper orlonormat
(0,4, 7, k) sd se studieze mulfimea % a punctelor

%
M din spatiul Eg pentru care coordonatele (y)
z

verificd relafia ;
4y t+2tar+By+yz+3=0, unde o, B, Y,

S sint patru numere reale date.
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x2+ux=(x+

| o=
—%

|
NER

-

ﬁ+w=p+

&{a
l

(L] I
—
S |

-e

z3+yz=(z+

rezulti de aici:

%
MlyleZet+y2r+24ar+py+y2+38=0

z
2

ferifrbd

e B r o
=3tg+tg—¢%

2
e -

Pe de alti parte Q fiind punctul de coordonate

D= D] R

, avem (nr. 12.1.6) :

o 2 B 2 Y 3
o= (e + 5 + [y + )+ -+ )
ceea ce implicd:

2 2 2
cexeoar=248 T 5
Me 2 1T a7ty
Trei cazuri se pot prezenta:

I . . .
1. 7 + T + T 3 < 0. Urmeazi atunci imediat ca
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) 2 2
egalitatea: QM2 = -m— + -B— + ﬁ — & nu este verifi-
caté de nici un punct K dm spatlul E, decici: = =C.

2. T +%+-&- — 3= O. Urmeazi atunci:'

MeTaoOM =0 QM =0<M=29Q,

ceea ce dovedeste cid X = {Q}, deci cid X este o sferi-
punct

3. — + ‘5 + ¥ _ 3> 0. Exist3 atunci un numir real

stnct pozmv r, si numai unul, astfel ca:

e P B Y
r=g Tt

] 2 2
(r este rddédcina patratd pozitivd din % + %— + 14-— 8) .

Avem in acest caz: M € T < QM2 =12 <> QM =7,
ceea ce dovedegte ci X este sfera de centru Q si de
razd 7.

Studiul care a fost ficut mai inainte permite si se
enunfe :

TEOREMA / Spatiul E; fiind raportat la un reper
ortonormat, fie X mult{imea punetelor
M din spatiu pentru care coordonatele

%
(y) verified relatia:
z

B+ +24ax+ Py +yz+3=0.
a)Dacé’t:“—2+Ei+Y—2—8<0,atuneiZ
4 4 4

este vida.



2 2 2
b) Daeit: %-{-%-}-%— 3 = 0, atunei

: |

=R | R
-E.
=3
(<4

'z este sfera de centfu Q

: . o2 Bz '.Yz
raz 7 = |/ — + &= 4 > —
V4+4+4

Refinerea acestei teoreme nu este strict necesari.
Intr-adevir aceste rezultate se regasesc imediat trans-
formind relatia:

P+t ter+fy+yz+3=0

infelatia:
L2 BY XY=
[+ 5+ +5)+(+3)
_e LB,

EXEMPLE. Spatiul E, este raportat la un veper ovionormat (0, ;: ;: 5 .
Sd& se studieze mulfimile X, Za, Xy definite respectiv prin rvelafiile :

B4yttt —22 44y —624+16=0; (1
22 4 y2 + 2 — 3z + y—22+%=03 2
4 y2tt—4x4 29+ 824 12=0. (3)

@ Relatia (1) este echivalentd cu:
=1+ (y+ 20+ (2 — 3P = —2;

rezulty de aici cd mulfimea X, este vidi.

@ Relatia (2) este echivalenti cu:

= ) +e-m=o



rezults de aici ¢ mulfimea X, este sfera-punct de centru Q,

D | e 09 |00

|}

[ ] Relatié; (3) este echivalentd cu:
(=2 G+ 1+ + 4 =9;

rezulti de aici ci mulfimea I; este sfera de centru £ —1) si

de razi 3.

Observatie. Spafiul E; fiind raportat la un reper
ortonormat, fie S o sferd de ecuatie:

224y t2tar+pPy+yz+3=0 (1)

Pentru orice numir real nenul %, relagia (1) este echi-
valentd cu relaia:’ ,
Bat 92 428 + kax + 2By + kyz + 3 =0, (2)
%
si relatia (2), care este verificatd de coordonatele (y
z
ale unui punct M din spajiu daci si numai dacd
acest punct apartine lui S, este o ecuatie a sferei S.
Sfera S are deci o infinitate de ‘ecuafii de forma:

B2ty +)+ax+py+yz4+8=0;

una singuri dintre aceste ecuafii, numiti eeua-
tia normalizati a lui S este astfel incit 2= 1.
Intr-adevir daci a*+ 32+ 224 o'z 4+ Py + ¥z 4+

%o
4 8" =0 este o ecuatie a sferei S de centru ( Yo
20
si de razd 7; avem:
al B’ Y'
Xog = — —, = ——, 2= — -,
0 2 Yo 2 0 2
«? B Y?
s = 4 20 Xy
r=g T Tty

-~——



ceea ce dovedeste ci:
d.' = - 2x0, B' _ -— 2y0, Y' = -— 220'
Y=gt

deci cd coeficientii o', B, ¥, 8’ sint determinafi in
mod unic.

14.1.6. Sfera definita de extremitdtile
unui diametru

Fie A si B doud puncte distincte din spatiul E,.
Existd o sferd S, si numai una, care admite segmentul
[4, B] ca diametru ; centrul acestei sfere este punc-

tul Q, mijlocul lui [4, B] si raza sa este r = %AB

(fig. 6). Prin urmare:

MESeQM=—;—AB.

Pe de altd patre, o demonstratie analogi celei ficute
la nr. 13.1.5 in legaturd cu cercul dovedeste ci:

4 - iB=0=0M=1 4B
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Rezulti de aici: M eS<MA-MB=0, cea ce

permite si se enunfe urmdtoarea:

TEOREMA/ A si B fiind douii puncte distinete din
spatiul E;, un punet M din E, apar{ine
unei sfere de diametru [4, B] daea §i

—p

numai daeéi veetorii MA si MB sint
ortogonali.

Consecingii, Spatiul E; fiind raportat la un reper

RN %o %1
ortonormat (0, 1, j, &), fie 4 yo) si B (y,) doud
z 2
puncte distincte din E; si fie oS sfera de :iiametru
[AJ B ]’
%
Un punct M (y) aparfine sferei S dacd §i numai
z

daci: MA - MB =0. Cum vectorii A si MB au

xo —_— X x1 — X
coordonatele respective |y, — ¥y | si|y,— ¥ |, pro-

20 — 2 2'1 —Z

— —
dusul scalar MA - M B este egal cu:
(%0 — 2)(%, — %) + Yo — (1 —y) +
+ (20 — 2)(z1 — 2).

Rezulti de aici:

%
M(.’)’) € S < (%o — ) (%, — %) +
2

+ (Yo — N1 —3) + (20— 2)(zs —2) =0,
ceea ce dovedeste ci ecuatia sferei de diametru (4, B]
este:

(%0 — 2)(%1 — %) + (Yo — )Y — y) +
+ (20 — 2)(z1 — 2) = 0.
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EXEMPLE. Spatiul E; este raportat la un reper ortonormat
(0, i, j, k).
%o
1. 4 fiind un punct de coordonate \y,}. sd& se stabileascd o ecuafie
z
a sferei S de diametru [0, 4). °
x
Un punct M (y) din spatiul E; apartine sferei $ de diametru
Z

o, A] dack si numai dack: MO - MA = 0, adici dack §i numai
acld :

— #xo — %) — Y(yo — ) — 2(zy — 2) = 0.
Rezultd de aici ¢% o ecuatie a sferei § este:
# 4 yt + g — 2o¥ — Yoy — 2o = 0.

0 0
II. A §i B fiind doud puncte de coordonate respective (0) si (0).
a b
sé@ se stabileascd o ecuatie a sferei S de diametru [A, B).
x
Un punct M (y) din spatinl E, apartine sferei S de diametrn
z
[4, B] dacd si numai dach: 11774 . 1|7>B = 0, adicd daci §i numal
dacii: i
(=D + (=M= +@—2}b—2=0
Rezulti de aici c# o ecnatie a sferei S este:

R4yt (atbz+ab=0

EXERCITII

14.1. Spatinl E; este raportat la un reper ortonormat (O, ;:1_: I:;
S% se determine o ecuatie a sferel S care confine cele patru puncte
A4, B, C, D in cazurile urmitoare:

SOy B
N
oo )

Pentru fiecare caz se vor determina centrul si raza sferei S.
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14.2. Fie un]triunghi echilateral 4BC astfel incit 4B = a.

1° S% se demonstreze ci mulf{imea punctelor M din spatiu pentru
care: MA = MB = MC = a, conjine doui elemente §l numai
doud. " |

2° D fiind unul din cele doui puncte definite la punctul 1°, si se
exprime in functie de g, raza sferei S care contine cele patru puncte
A, B,C, D.

14.3. Spatiul E; este raportat la un reper ortonormat (0, 1-.. ]-. 13
S4 se scrie o ecuafie a sferei S definiti prin:

1 .
1° Centrul siu 9(-3) si raza sa 1.
1

-1 :
2° Centrul sdu Q( 3) §i raza sa «/2.
0

3 2
3° Centrul siu Q (-—2) si punctul 4 (—4) care ii aparfine.
0 3

4° Punctele diametral ;:spuse A s§i B:
3 1 8 0
a) : A (—5), B (—3), b) 4 (O), B (4);
7 9 2 4
1 5 1 0
c) A (—-4), B (0) . d 4 (0), B (—2).
3 7 0 1

14.4. Spafiul E, fiindJraportat la un reper ortonormat (0, 3, 7, %),
si se studieze{multimea ¥ a punctelor M pentru care coordonatele

x
(y) verifici relatia:
z)]

} 13
a) 2+ y2+2—x+3y—4z4 ;:0;

21
b) x=+y2+z’—2x+y—62+;=;0;

c) 2(x»*+9y*+22)+6x—2y4+8+9=0;
d 3»*+y*+2)+2vr—2=0;
e) x4+ 9?4 22— 2ax — 4ay — 6az 4 5a% = 0;

1
f) x=+y2+zz—x—y—z—-z=

14.5. Fie doud puncte distincte 4 §i B gi fie D o dreaptd neorto-
gonald dreptei AB.
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1° S8 se demonstreze ci existd o sferd S, gi numai una, care contine
punctele 4 si B si pentru care centrul Q apartine dreptei D.
4

~ - -
&\ﬁpaﬁul fiind raportat la un reper ortonormat (0,47, 4) si

dreapta D fiind definitd printr-unul din reperele sale (M, ),
si se determine o ecuatie a sferei S in cazurile urmitoare:

N
v (Y w0

14.6. Fie trei puncte 4, B, C necoliniare §i fie P un plan neperpen-
dicular pe planul 4BC.

1° S4 se demonstreze ci exist} o sferd S, gi numai una, care contine
punctele 4, B, C §i pentru care centrul Q aparfine planului P.
[ oD - — -

2° Spatiul fiind raportat la un reper ortonormat (0,34, 4, &) si
planul P fiind definit printr-o ecuafie carteziani, sé se determine
o ecuatie a sferei S in cazurile urmitoare:

1 2 4 )
a) A(l), B(O). C(4),P:2x+y—-z—3=0;
0 0 0

. 1 0 0
b) A(l), B(—S), C(O),P:4x+3y+5:—8=0.
0 0 5

3° Planul P fiind definit printr-unul din reperele sale (M,, %, #),
84 se determine o ecuatie a sferel S in cazurile urmitoare:

s (Yo (Pu (D0 2
o ol o) o () 262

14.7. Fie 4 5i B doud puncte distincte din spatiul E; si fie 2 un
numilr real strict pozitiv gi diferit de 1. Se desemneazi prin S
multimea punctelor M din spatiu astfel incit: M4 = 2MB.

1° S4 se demonstreze ci cele dou# puncte I §i J definite prin:
- - - -

IA = — kIB §i JA4 = RJB, apartin dreptei 4B 5i multimii S.
2° 84 se demonstreze ci:

MeSeMl-Mf=o.
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S se deducd de aici ¢ multimea S este sfera de diametru (7, J].

3° Spaflul E, fiind raportat la un reper ortonmormat (O, ;:;.' k),
s4 se determine pe cale analitici multimea S in cazurile urmitoare :

1 -2

a) 'A(—2), B( 4), h=2;
0 3
-1 3

b) A( 2), B(—2), k=3
1 3

14.8. Fie A4, B, D, C, E cinci puncte din spatiul E; §i fie & un
numir real,
1° S4 se demonstreze c#, pentru orice punct M din spatiu, vectorul :

e —_ —> ——
vy = MA + 2MB — 3MC este constant.

2° Si se demonstreze cii, daci numirul k este diferit de —3, existd
un punct G, si numai unul, astfel incit:
. — — —> —
VM e E;, MA + 2MB + kMC = (3 4 k)MG.
3° Si se studieze, dupi valorile lni X, multimea X a punctelor
M din spatiu pentrn care:
— —> —>» — —>
| MA 4+ 2MB + kMC || = | MD + ME|.
14.9. A4, B, C fiind trei puncte necoliniare din spatiul E,, se con-
siders aplicatia f a lui E; in E, definiti prin:
- — —> —
(M) = vy = MA:BC + MB2CA + MC°4B.
1° Fie O centrul cercului ABC. Si se demonstreze ci:

- s e o T . s
VM & Ey vy = 2((MO - OA)BC+(MO - OB)CA+(MO + OC)4B].

2° 8% se demonstreze ci vectorul ;M este nul daci §i numai dacd
punctul M aparfine axei cercului 4BC. .
3° Si se demonstreze ci, pentru orice punct M din spatiu, vectorii
(TBPI si ;M sint ortogonali.

14.10, Fie 4 si B doui puncte din spatiul E, si fie # un numir

real.
1° I filnd mijlocul segmentului [4, B] si se demonstreze ci:

vM « E, MA® 4 MB*=2MI*+ T .

9° Si se studieze, dupi valorile lui %, multimea  a punctelor M
din spatiu pentru care: MA® 4 MB® = k.
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3° Spatiul E, fiind raportat la un reper ortonmormat (O, : f ;)' ,
si se determine pe cale analitic’ mul{imea = in cazurile urmitoare :

(2 =) -3
a) 4 -2], Bl—1], &#=—;
0 1 2
0 2
b) A(—l). 3(1), k=2
3 2
-1 1
) A( 3), B( 2), R =17
2 -1

14.11. Fiecdrui cuplu (m, p) de numere reale, se asociazi mulfimea

%
S,,,' » de puncte M din spafiul E; pentru care coordonatele ( y)
z

in reperul ortonormat (0,?,;,' 13 verificd relafia:
24y 4 22— 24 + 3m — Py — 2my — 2pz + 10m — 6p — 1=0.

1° S& se demonstreze ci existd douit puncte 4 §i B, pentru care
se vor determina coordonatele, astfel. incit:-.

Vim p) <Rt {4,B}cS,

S4 se deducid de aici cé oricare ar fi cuplul (m, p), mulfimea S

este o sferd. '
2° Care este mulfimea centrelor sferelor S, p?
3° Care este mulfimea centrelor sferelor S, p care confin punctul
1
Ij0]?
0
14.12. Fie un triunghi dreptunghic isoscel 4BC (4B = AC = a)
si fie I' cercul de diametru [4, B] inclus in planul care contine
dreapta AB si perpendicular planului 4 BC.
1° M fiind un punct al cercului I', diferit de 4 gi de B, si se
exprime MB? 4 MC? in functie de a.
2° Si se determine centrul §i raza sferel care confine cele patru
puncte 4, B, C, M.

14.13. Spatiul E, este raportat la un reper ortonormat}(0, :;: l;;.
1

Fie C cercul de centru Q (2) §i de razdl 1 inclus in planul de ecuatie
0,

m, p

1 e
z=0, gi fie C’ cercul de centrn n’( o) gl de razi 4/6, inclus
-3
in planul de ecuatie y = 0.
Sd se demonstreze ci existd o sferd S, §i numai una, care contine
pe C §i pe C’.
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14.2. INTERSECTIA UNUI PLAN CU O SFERA,
A UNEI DREPTE CU O SFERA

14.2.1. Intersectia unui plan cu o sfera

Problemii. Si se studieze pe cale analiticd intersectia
unui plan cu o sferd S de centru Q st de vazd r.

@ Alegerea unui reper in spatiul Eg.

Dreapta D care confine punctul Q si este ortogonald
planului P, taie P in punctul O, proiecfia ortogonald

a lui Q pe P (fig. 7) (O, ;; —l;) fiind un reper orto-
0

Fig. 7

k1o

/ 7
i £

normat al planului P cu originea O §i % fiind un vector
director unitar al dreptei D, urmeazid imediat ci

reperul (O, i f l-e.) este un reper ortonormat al spa-
tiului E,.
Primele doud coordonate ale punctului Q in reperul

— - =
(0, 7, 4, k) sint nule; desemndm prin z, a treia coor-
donatd a sa. Avem atunci:

4Q, P) = d(Q, 0) = | 7, |.
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In sfirsit, o ecuatie a planului P in reperul (0, 7 _;: ;e.)
este: 2=0 §i o ecuatie a sferei S este: ~
2+t (z—z)f—r=0.

@ Studiul intersecties PN S.

Fiecare punct M care nu aparfine planului P nu
aparfine nici intersectiei P N S.

Fie un punct M care aparfine planului P, de coordo-

Eed
s 3

nate ( x) in reperul ortonormat (O, i 7) al planului
y

P ; coordonatele lui M in reperul ortonormat (O, i ].': k)
x
al spatiului E, sint y) . Prin urmare, punctul M
0
aparfine sferei S dacid §i numai daci:
24924 (00— 22 —r2=0,
adicid dacd si numai daci:
B+ +0—z)—r=0,
adicd dacd §i numai dacd:
24y =% — 28
Rezultd de aici cd intersectia P () S este mulfimea
punctelor M care aparfin planului P, pentru care
coordonatele * in reperul ortonormat (0, Z ﬁ al lui
¥y
P verificd relatia: x® 4 y2 = #* — z2. (1) Se pot pre-
zenta trei cazuri:
Primul ecaz:
P—R<0=>r<zer|z|
<7 <dQ, P).

Urmeazd atunci imediat cd relajia (1) nu este veri-
ficati de nici un cuplu (x, y), deci ci intersectia
PN S este vidi (fig. 7). Prin urmare:

iQ, P)>r=>PNS=0. @)
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Cazul al doilea: ,
r—B=0r=22wxr=|z2|
<7 = d(Q, P).
Relatia (1) care se scrie atunci #® + y = 0 este ecua-

fia, in reperul ortonormat (O, ;7) al planului P, al
cercului-punct {0} (fig. 8). Prin urmare: '

dQ P)=r=PNS={0} ®)

‘ Fig. 8

Cazul al treilea:

P—2>0wr>23r> |2, wr>dQ, P).
Relatia (1) este atunci ecuafia, in reperul ortonormat
(o, Z j—j al planului P, a cercului de centru O si de razi
Jr” — 9% inclus in P (fig. 9). Prin urmare:

d(Q, P) <7 =P S este un cerc. “4)

Se demonstreazi imediat, prin reducere la absurd, ci
implicatiile reciproce corespunzitoare implicatiilor (2),
(3), (4) sint adevirate. Se poate deci enunta:

TEOREMA / Fie un plan P si o sferd S de eentru Q
si de raza 7.
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Fig 9

Avem:

iQ,P)>r<PNS=0.

d(Q, P) =7r<> P S este un ecere-
punct.

dQ, P) <r<> P S este un cere.

Observatie. Fie un plan P §i o sferi S de centru Q
si de razd 7. Daci intersectia P () S este un cerc C de
razi nenuld, se spune ci planul P si sfera S sint
secante; in acest caz, centrul cercului de intersectie,
C este proiectia ortogonald a punctului Q pe planul
P si raza sa este egald cu /72 — %2, h fiind distanta

de la punctul Q la planul P. ’
In particular, daci planul P confine centrul sferei S,
punctul Q, distanta % este nuld §1 P si S sint secante
dupd cercul inclus in P de centru Q §i razd » (fig. 10).

Fig. 10




Un astfel de plan este numit plan diametral al sferei
S si se spune cid cercul de intersectie dintre P si S
este un eerc mare al sferei S.

EXFERCITIU. Spafiul E; este vaporiat la un reper oviowormat.
Sd se studieze intersectia planului P de ecuafie :

x4+ 2y —2—-2=0,
cu sfera de ecuatic :
5
24+ —4x— 29 22+ ;-—-0.
Ecuatia sferei S se poate scrie sub forma:

(x =20+ (= W+ (s + 12 =

~3

2

2
Rezultd deci cid centrul sferei S, punctul Q, are coordonatele ( l)

§i ci raza sa r este egali cu 7 .

Distanta de la punctul Q la planul P este:
124+2+1—-2] 3

it -0 Ve
7

aceasts distant fiind inferioard razei sferei S (_3_ < I/__) Psi

NY 2

h=d(Q P) =

S sint secante dupi un cerc C.
Raza cercului C este egali cu:

JF—_M=V1_%=«/'Z

2

Cercul €’ al cercului C este punctul de intersectie al planului P
cu dreapta D care contine pe Q7si ortogonali cu P.

. 1
Un vector normal nenul al planului P este vectorul ;( 2) . Cum

dreapta D este ortogonali planului P, vectorul % este un vector
director al dreptei D. Rezultd de aici ci o reprezentare parametrici

a dreptei D, pentru care un reper este (Q, ;4'), este:

x=241
y=1+2
Z2= =11
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Coordonatele punctului Q' se obtin atunci rezolvind sistemul:

2=24 ¢ x=24 ¢
y=1+2t y=1+2
z=—1—1 *lz=—1-¢
2429 —-2~-2=0 2+H+21+2)—(—1-6)—2=0
{ 3 .
¥=2
y=0
PR 1.
g= -0
2
1
1= ——
2
3
2
Coordonatele punctului £’ sint deci: 0
1
T2

14.2.2. Plan tangent la o sfera

DEFINITIE/ Se spune eii un plan P este tangent la
oo o sferii S de centru Q si de razii » daci

distanta de la punetul Q la planul P
este egalid eu 7.

Studiul fiacut la nr. 14.2.1 permite si se enunte:

TEOREMA / Un plan P este tangent unei sfere S daei
1. si numai dacd interseefia P (N S contine
un punet §i numai unul.

Daci un plan P este tangent unei sfere S, se spune
de asemenea ci P si S sint tangente ; unicul punct al

intersectiei P () S este numit atunci punet de con-
taet al lui P cu S.

Fie un plan P si o sferd S de centru Q si de razd 7

si fie H proiecfia ortogonald a punctului Q pe planul
P (fig. 11). Avem: A

d(Q, P) = d(Q, H).
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Fig. 11

P

Pe de alt3 parte, planul P este tangent sferei S dacid
si numai dacd:

aQ, P)=r.
Rezultd de aici:

P este tangent lui S <>daci (Q, H)=r<H & S.
Se poate deci enunja:

TEOREMA / Un plan P si o sferdi S sint tangente dacé

2. si numai daed proiectia ortogonali a
centrului sferei S pe planul P apartine
lui S.

EXERCITIU. Spafiul E, este raportat la un reper ortomormat
- 1

(O,;:z R). A, B, C fiind irei puncte de coordonate respective (0) ,
: 0

0,

0 0

(l) , (0). s& se determine sferele tangente la patru plane OBC, OCA,
2

OAB, ABC si pentru care centrele au cele trei coordomate pozitive.

o
Fie S o sferd de centrn Q| y,] §i de razi ».

2o
Ecuatiile planelor OBC, OCA, OAB, ABC sint:

planul PBC:x =0
planul OC4A:y =0
planul O4B:z =0

planul ABC:x +y + % —1=0,
si distantele respective de la punctul Q la cele patru plane prece-

2 3
dente sint: |z}, |1%0), |51, 3 x,,+y°+;°_1 .
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A

\
\

Reinlts de aici cd sfera S este solufie a problemei propuse dacd
§i numai dachi:

[#i=15l=l2l=r Xg=Yo =20 =17
e = % lij=r< ¥ 1 ¥
13 o+.‘}’o+2 = =32
.x°>0,y°>0,z.,>0 r>0
. 4 3r
Rezolvarea ecuatiei | — — 1| = —:
2 2
Sr 1 3r S 1 sa 1 3r
— - =—"and — Theall = u — E
2 - 2 2

<y =1 sau r=:.

dovedegte ci existi doud sfere, gl numai dous, solutii ale problemei:

1
sfera S; de centru Q, (1) §i de razd 1;
1

1/4 1
sfera S, de centru Q| 1/4} gi de razd —-
1/4 4

14.2.3. Planul tangent intr-un punct

al unei sfere
Fie S o sferd de centru Q si de razi r i fie M un punct
care aparfine lui S (fig. 12).

@ Desemnim prin P planul care confine pe M si
este ortogonal dreptei QM. Punctul M este proiectia

Fig. 12 ©
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ortogonald a punctului Q pe planul P. Cum M apar-
tine sferei S, planul P este tangent in M la S.

@ Reciproc, dacd un plan P’ este tangent sferei S
in M, intersectia P’ S contine singurul punct M
§i acest punct este proiectia ortogonali a punctului
Q pe planul P’

Rezultd deci ci P’ este planul care conjine pe M si
este ortogonal dreptei QM, deci ci P = P’.

Se poate enunta:

TEOREMA / Existi un plan P, si numai unul, tan-
gent unei sfere S intr-un punet M eare
apartine lui S. Q fiind centrul lui S,
P este planul eare contine pe M si este
ortogonal dreptei Q M.

Conseeingi, Fie S o sferi de centru Q si fie M un
punct care aparfine lui S; planul tangent sferei S
in M este planul care confine pe M si pentru care
un vector normal, nenul este QM.

Vom utiliza acest rezultat pentru a obtine o ecuatie
carteziand a planului tangent intr-un punct al sferei.

EXEMPLE. Spatiul E,; este raportat la un reper ortomormat
— - -
0, 1, 4, k).
%o
1. Fie S sfera de_ceniru O §i raza v §i fie My {yo] un punct care
2o
aparfine lui S. Sd se determine o ecuafie cavteziand a planului tan-
gent tn My la S. %
O ecuatie a sfereilS este: 42+ y* 4 z* = 2, Cum M, apartine Iui S,
avem: 23 4+ yi+4 23 =2 (1)
%
Planul tangent in M, la S este planiil care contine punctul M, (y:)
%o
3 —> (%o
§i pentru care un vector normal, nenul este OM, |y, |.

z,
Rezultd de aici ci o ecuatie carteziani a acestui planotangent este :
Zo(% — %) + Yoy — ¥o) + 2olz — 2,) = 0, adics:
%% + Yoy + 208 — (2§ + y§ + 23 = 0.

Tinind seama de egalitatea (1), pentru planul tangent in M, la S
se obtine ecuatia:

X% + VoY + 29z — 7% = (),
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II. )i:ie T mulpimea punctelor M din spafiu pentru care coovdonatele

%
(y) verificd velafia: x* + 2+ 22425+ 82+ 3 = 0.

z

1
Sa se demonstreze ¢4 I este o sferd cave confine punctul A ( l) sé

cd planul'tangent la T tn A contine punciul O.
Relatia 4%+ 32 + 22 + 22 + 82 4 3 care caracterizeazi multimea
Z este echivalent3 cu relatia:

G+ (=14

-1
Rezulti de aici ci mul{imea X este sfera de centru Q( 0) si
—4

de razd 4[T4. Urmeazs imediat ci punctul 4 cu coordonatele
( 1) , pentrn care are loc egalitatea:
-1

P44 (— 10 +2 1481 +3=0,

aparfine sferei Z. Planul tangent la X in punctul 4 este planut
1

P care contine pe 4 l) ¢i pentru care un vector normal nenul
-1

2
este ﬁ(l) . Rezuitd de aici ci o ecnatie cartezianid a planului
3
P este:
20— 1) +1+(y—1)+ 3(z+ 1) = 0, adicd
24+ y432=0.

0
Punctul O (0) apartine evident planului P.
0

14.2.4. Intersectia unei drepte cu o sfera

(Fie o ;lreapté D si o sferd S de centru Q si de razi »
r > 0).

1. Dacd distanta 4(Q, D) de la punctul Q la dreapta
D este nuld, punctul Q aparfine dreptei D. Se stie
atunci (nr. 14.1.1) ci intersectia D (N S contine doui
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puncte distincte A si B §i numai doud, diametral
opuse pe sfera S (fig. 13).
Prin urmare:

DN S este 0o mulfime
dQ, D) =0= cu doui elemente.

2, Daci distanta d(Q, D) nu este nuli, punctul Q
nu aparfine dreptei D. Se stie atunci (nr. 14.2.1) cd
planul diametral P, care contine pe Q si D taie sfera
S dupi un cerc mare C de centru Q §i de razi r:

PNS=C.
Cum dreapta D este inclusi in planul P, avem:
DNP=D,

ceea ce implicd :
DNS=DNPNS=DNFPNS =DNC.

Rezulti de aici cid intersectia dreptei D cu sfera S
este egald cu intersectia dreptei D cu cercul C.
Concluziile relative la studiul intersectiei unei drepte
cu un cerc (nr. 13.2.1) permit atunci si afirmim ci:
@ Daci d(Q, D) >r, DN C si prin urmare DN S
este mulfimea vidd (fig. 14).

@ Daci d(Q, D) =7, DN C si prin urmare DN S
este o mulfime cu un element (fig. 15).
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@ Daci d(Q, D) <r, D C si prin urmare DN S
este 0 mul{ime.cu doud elemente (fig. 16).
Avem in cele din urmai:

AaQD)>re DNS=9,; (1)

d(Q D)=7r= DN S este o mul{ime cu un
element ; (2)

0<d(Q D)<r=DNS este o mul{ime cu
doud elemente ; (3)

d(Q,D)=0= DS este o mulfime cu doud
elemente ; (3").

Din implicatiile (3’) si (3") se deduce urmaitoarea:
d(Q, D)<7 =D NS este o mul{ime cu doud elemente (3)
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Se demonstreazi imediat, prin reducere la absurd,
<i implicatiile reciproce ale implicatiilor (1), (2), (3)
sint adevirate.

Se poate deci enunta:

TEOREMA / Fie o dreapti D si o sferd S de eentru
Q si de razid . Avem:

dQ, D) >r< DN S este multimea
vidi.

d(Q,D) =r< DN S este multimea eu
un element.

dQ, D) <r<« DN S este o multime
cu doui elemente

Observatii. — 1. Dacd intersectia D (N S este vida,
pentru orice punct M care aparfine dreptei D, avem:

d(Q, M) > d(Q, D) > 7,

ceea ce dovedegte cd orice punct al dreptei D apar-
tine exteriorului sferei S.

Aceastd proprietate se exprimi spunind ci dreapta D
este exterioarii sferei S.

2, Daci intersecfia D (M S contine doud puncte dis-
tincte 4 si B, se spune ci dreapta D si sfera S sint
secante in 4 si B.

EXERCITIU Spatiul E, este raporiat la un reper orionormat
(o8 z, _7, k) S4d se studieze intersecfia sferei S, cu ecuafia carieriand :
B tpyr -4+ 6y—2:4+8=0

-1
cu dreapla D care confine punctul A (—3) si peniru care un vector
4

o 1
direclor este u ( 1).
-2
£7
Fie M un punct din spatiul E; de coordonate |y].
z
M apartfine dreptel D dac# §i numai daci:

x=—1+¢
eR; {y=—3+¢
2 =4 — 2
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M apartine sferel S dac# §i numai dacd:
2Lyt st —4x 46y —2:4+8=0.
Avem prin urmare: M € D n S

2=—1<+1 (1)

VteR; ly=—3+¢ @

z2=4-2 (3)
(144 (=3P + -2 — 41419

+6(—-3+85—2(4—-2)+8=0. (4)

Pentru a determina coordonatele punctelor de intersecfie a dreptei
D cu sfera S se rezolvd ecuatia 4. FiecHirei solufii a ecnatiei (4) ii
corespundeJun punct?M care aparfine intersectiei D n S, punct

tru care coordonatele se obfin cu ajutorul egalititilor (1), (2),
(3). Ecuatia (4) care se scrie:

68 — 18t 4 12 =0,

are ca ridicind pe 1 i 2. Rezultd de aici ci dreapta D gi sfera S
sint secante in dou# puncte 4 gi B de coordonate respective:

KNG

14.2.5. Dreaptd tangentd la o sferd

OEFINITIE/ Fie S o sferdi de centru Q si de razi ».
Se spune eit o dreaptd D este tangenti
la sfera S dacii distanta de la punetul Q
la dreapta D este egald cu 7.

Studiul ficut la nr. 14.2.4 permite si se enunfe:

TEOREMA / O dreapti D este tangenti la o sferd S
1. daci si numai dacd interseefia D S
contine un punect si numai unul.

Dacid o dreapti D este tangentd la o sferd, se spune
de asemenea ci D §i S sint tangente. Unicul punct
al intersectiei D (N S este atunci numit punet de
contaet al lui D cu S.
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Fie o dreaptd D si o sferd S de centru Q §i de razi ».
H fiind proiectia ortogonali a punctului £ pe dreapta
D (fig. 17), avem:

d(Q, D) =d (Q, H).

Pe de altd parte, D este tangentd la S dacid si numai
dacd :

d(Q,D)=r.
Rezultid de aici:

D este tangentd la S<d(Q, H)=r<H eS. Se
poate deci enunia:

TEOREMA / O dreaptii D este tangenti la o sferi S
2. daeii si numai dacé proiectia ortogonald
a centrului sferei S pe dreapta D apartine

lui S.

Observatii. — 1 Daci o dreaptd D este tangentd
la o sferd S, punctul de contact al lui D cu S este
proiectia ortogonali a centrului sferei S pe dreapta D.
2. Fie o dreaptd D si o sferd S, tangente in H. Avem:

d(Q H)=d(Q,D)=r

si fiecare punct M care apartine dreptei D si diferit
de H, este astfel incit:

QM >dQ H) =7
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Rezulti de aici ci punctul M aparfine exteriorului
sferei S, deci cd mulfimea D — {H} este inclusi in
exteriorul lui S.

EXERCITIL 1. Spatiul Eg este raporiat Ia un reper ortonormat

(O,_z?,;'., 7:) Sd se demonsiveze cd dreapta D care confine punctul
3 —2

M, (—3) §t pentru care un vector direcior estc;( -l) , este tangenta
1 2

la sfera S de ecuatie :
Bl +2—2r42y—424+3=0.
X
Fie M un punct din spatinl E, de coordonate y). M apartine

z
dreptei D dac# §i numai daci:

x=8—2
JeR; (y=—-3+1
r=142

M apattine sferei S dacé gi numai dacii:
Byt —2r+2—4r4+3=0.

Rezultf de aici ci: M€ D N S<>

y=—3+1 (2)
YR z=1+2¢ (3)
B—20 4 (=34 + (142 — (3—-2) +
+2(—3+H—41+2)+8=0 @

Pentru a determina coordonatele punctelor de intersectie ale drep-
tei D cu sfera S, se rezolvi ecuatia (4). Fieciirel solutii a lui (4)
ii corespunde un punct M care aparfine intersectiel DN S, punct
pentrn care coordonatele se obfin cu ajutorul egalititilor (1), (2),
(3). Ecuatia (4), care se scrie:

93 — 18 4+9=0
are o r3d%cing dubld ¢ = 1. Rezultd de aici cii dreapta D §i sfera S
1

3
I1. Fie un punct M care aparfine unei sfere S si fie P planul tan-
gent la S tn M. Sd se demonstreze cd mulfimea dreplelor tangente
la S in M este mulfimea dveptelor care confin pe M §i sint incluse
in P.

sint tangente in punctul de coordonate (—2).
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Q fiind centrul sferei S, se gtie ci planul P este planul care contine
pe M si este ortogonal dreptei QM (fig. 18).p

@ Fie D o dreapt¥ care contine pe M si este inclusi in P.JAvem:
dreapta QM L P

. Dcp}»dreaptaQMJ_D
#

Fig. 18

ceea ce dovedegte ci punctul M este proiecfia ortogonali a punctu-
lui Q pe dreapta D. Cum punctul M aparfine sferei S, dreapta D
este tangent¥ in M la S.

@ Fie D o dreapti tangenti in M la S. Avem: dreapta QM L D.
Pe de altd parte D’ fiind o dreapti care confine pe M, inclusi in
P si distinctd de D, avem: dreapta QM 1 D’.

Dreapta QM fiind ortogonald cu dou# drepte concurente D i D’
este ortogonald cu planul P’ care confine pe D §i D’. Rezulti de
aici ci planul P’ care contine pe M §i care este ortogonal dreptei
QM, este egal cu planul P. Prin urmare, dreapta D este inclusi
in planul P.

EXERCITII

14.14. Spatiul E, fiind raportat la un reper ortonormat (0, ;: ]7 I;;,
un plan P si o sferd S sint definite fiecare printr-o ecnatie carteziani.
S4 se indice natura intersectiei P n S in cazurile urmitoare (daci
P N S este un cerc, se va determina centrul §i raza acestui cerc) :
a) P:x—=2y+4+2:4 3=0,

S:x3 4y —4x+ 20 —2:-3=0;
b) P:x+4+y+4+3=0,

S:a* 434+ 22 —2x+49+1=0;
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¢) Pix—2y+2z+4+1=0,

S:at+ 42246y —424+9=0;
d) P:xty+4+2z—4=0,

S:a 4242242y —42—-7=0.

14.15. Spafiul E, este raportat la un reper ortonormat (0, Z; !3
La orice numir real m, se asociazi planul P,, de ecuatie:

x+y—2z4+m=0.

1° S# se indice, dup# valorile lui m, natura intersectiei planului
1

P, cu sfera S de centrn 9(2) §i de razi «/3.

1

2° I fiind mul{imea numerelor m pentru care intersectia P,, N S =
= C, estelun cerc (eventual un cerc — punct), care este mulfi-
mea centrelor cercurilor C,, atunci cind m descrie pe I?

14.16. Fie S o sferd de centru Q §i de razi ». Un plan P care nu
contine pe Q este secant cu S dupd un cerc C. La fiecare punct
M care apartine lui C se asociazi planul P, tangent in M sferei S.
84 se demonstreze ci existi un punct 4 astfel incit:

VM eC 4 e P,

(Se va da acestui exercitiu o solufie analitici §i o solutie neana-
litic).

14.17. Spatiul E; este raportat la un reper ortonormat (0, :; B
Fie S sfera de centru O si de razd » §i fie 4 punctul de coordonate

0
(0) , numirul real a fiind astfel incit: a > 7.
a,

%o
1° Fie M yo) ‘un punct care apartine sferei S. Si se scrie o ecua-

tie a planulzxgi P,, tangent la S in punctul M.
2° Si se demonstreze ci: 4 € Py <> 2y = 1'-
3° Care este mul{imea punctelor de contact Zle sferei S cu planele
tangente la S continind pe 4? o
14.18. Spatiul E; este rapciiat la u2 reper ortonormat (0, 4, j, %).
Fie S sfera de centru Q ((21)) si de razd 3.

1° La orice numir real m se asociazi planul P, de ecuatie:

3mzx 4+ 2(2m — 1)y,+ (5 — m)z — 23m + 19 = 0.

S se demonstreze ci existi o dreapti A\, pentru care se va deter-
mina o reprezentare parametricd, astfel incit: Vm = R, A < P,
S4 se demonstreze ci dreapta /\ este exterioari sferei S.
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2° Si se studieze, dupé valorile lui m, natura intersectiei Py, n S.
In cazurile in care planul P, este tangent sferei S se vor deter-
mina coordonatele punctului de contact.

14.19. Care este multimea centrelor cercurilor de intersectie ale
unei sfere S cu planele care contin o dreaptd dati D gi care sint
secante cu S? Se vor distinge trei cazuri:

a) D este exterioari lui S; b) D este tangent¥ la S; c) D este
secantd cu S. (Se va trata primul caz neanalitic §i celelalte doud
cazuri, analitic).

14.20. Spatiul E; este raportat la un reper ortonormat (0, :: ]—: I;)'
S8 se studieze intersecf{ia unei drepte D, definiti printr-unul din

-

reperele sale (M, ) gi o sferd S definitd printr-o ecuafie carteziani,
in cazurile urmitoare:

0 -1 ‘
a) M, (3), % (l)'
2 1

S:s4+y+2—2x+y—10=0;

1y (-1
b) M,(—l), u( 3)-
1 -3

S:a+ 2+t r—y+20=0;

3 ~f 2
c) M, (—2), % (—l)»
-1 1

S:4yr+2—24+2-3=0;

0 (1
d) M, —3) , w2
-2 1
S:x+y2 4+ 22 —-2vx—4y+224+3=0.
14.21. Fie S o sferd de centru Q. O dreapti D care nu confine pe
Q este secantd cu sfera S in punctele 4 gi B. Si se demonstreze ci

planele tangente la S in 4 i B sint secante dupid o dreapti A
ortogonal# cu planul Q4B.

14.22, Spatiul E, este raportat la un reper ortonormat (O, Z; ;5
2

S# se determine o sferi S de razi 1, care contine punctul 4 (2)
1

i este tangentd la doud plane P gi P’ de ecuatii respective
£2=0 §i 3y—4z=0,

14.23. Spatiul E; este raportat 1a un reper ortonormat (O, : ]-’ ;)'
-
Fie D dreapta cu reperul (O, i) si fie D’ dreapta care contine punctul
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0 -

A( 0) gi pentru care un vector director este j. (Se presupune:
2a

a >

0).
1° S84 se demonstreze c# dreptele D gi D’ sint tangente sferei S
cu diametrul [0, 4].
2° Fie M un punct al dreptei D, de abscisi A in reperul (0, 4) si
fie M’ un punct al dreptei D’ de abscis# p in reperul (4, j). Si
se giseasci o relatie intre A §i p verificatd dac# §i numai dacd
dreapta MM’ este tangentd sferei S.

3° Si se demonstreze cii relatia giisit la punctul 2° este echiva-
lentd cu:

OM 4+ AM' = MM'.

14.24. O dreapti D gi un plan P sint secante intr-un punct I.
Fie 4 si B dous puncte distincte ale dreptei D astfel ca:

I & [4, B).

1° Si se demonstreze ci daci o sferd S coniine pe 4 §i B i este
— =

tangents in M planului P, atunci: IM*=I4 - IB.

2° S3 se deducl pe baza punctului 1° mulf{imea C a punctelor de
contact ale planului P cu sferele care contin punctele 4 s5i B §i
sint tangente la P.

3° Spatiul E, fiind raportat la un reper ortonormat (0, 1, j, &),
si se determine pe cale analitici multimea C in cazul in care punc-

0 -2
tele A §i B au coordonatele respective (l) §i (-—l) si planul P
1 3

are ecuatia z = 0.

14.25. Spatiul E, este raportat la un reper ortonormat (0, : ; }5

Fie C cercul de centru O §i de razd 1 inclus in planul de ecuatie
2

z =0 gi fie D dreapta care confine punctul 4 (0) si pentru care

0

-1

un vector director este (1] .
1

1° Si se demonstreze c# existi doudl sfere, §i numai dous, care
contin cercul C §i sint tangente dreptei D.
2° S% se demonstreze ci punctul A este mijlocul segmentului
avind ca extremititi céle doud puncte de contact ale dreptei D
cu cele doui sfere definite la punctul 1°.
14.26. Fie S o sferi de centru Q gi de razi » §i fie S’ o sferd de
centru Q’ si de razd #’; se presupune: Q = Q.
1° Si se demonstreze pe cale analiticd c& existd un plan P astfel ca:

SnS=PnS=PqnSs.
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2° Spatinl fiind raportat la un reper ortomormat (O, 1, J, k), si
se studieze intersectia S | S’ iu cazurile urmitoare:

2 ’ 0
a) .Q(O). Q’(—l , v=2,7 =1;
0 0

2 -2 _
b) Q(—-l), Q'(—S), r=4/3—, r'=3\/3;

1

1 1
) el of, af2]., r=42 r=1;
-1 1

-2 —3
a a( 1), n'(_l). =3 v =2
-1 1

(Dac# intersectia S NS’ este un cerc, se_vor determina centrul §i
raza acestui cerc.)

PROBLEME -

14.27. Fie 4 §i B doud puncte distincte din spatiul E,.
1° S¥ se demonstreze ci existid un punct G, §i numai unul astfel ca:

-»
3GA — 2GB = 0.
2° Si se demonstreze ci, pentru orice punct din spatin, avem:

— —> —
3MA — 2MB = MG:
3MA® — 2MB2% = MG? — 64 B3,

3> Si se studieze, dup# valorile numirului real #, muljfimea X a
punctelor M din spatin “astfel incit: 3MA®* — 2MBS = k.

4° Spatml E, fiind raportat la un reper ortonormat (0,1, j, %)
si se determine pe cale analitici mulfimea X in cazurile urmitoare :

1 -2 1 -1
a)A(-—Z), B( 0).k=——66;b)A(2), B( l), = 0.
1 -1 3 2

14.28. Fie S o sferd de centru Q gi de razi r. Se numegte putere
a unuijpunct M din spatiu in raport cu sfera S, numirul real notat
S(M) si egal cu QM2 — 2

1° Fie & un numir real. S se studieze, dupd valorile lui %, natura
mulfimii I a punctelor M din spatiu astfel S(M) = k.

2° Si se demonstreze ci, pentru orice diametru [4, B] al sferei S,

avem: S(M) = MA MB k-
3° O dreaptd D este secantd sferei S in punctele R gi R'. S4 se

demonstreze ci: VM € D S(M) = MR MR'.
4° Un plan P este tangent sferei S in’punctul; 7. S& se demonstreze
ci: VM e P S(M) = MT2
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5° Un plan P este secant sferei S dupd un cerc C. Si se demon-
streze ¢ VM « P S(M) = C(M).

(Se reamintegte ci C(M) reprezinti puterea punctului M in raport
cu cercul C.)

14.29. Spatiul E; este raportat la un reper ortonormat (O,_z': 3’:7!').
1° S fiind o sferi de ecuatie normalizats :

Byt ter+pytyz+8=0

%o
si M, fiind un punct de coordonate (yo) , si se demonstreze ci:
%o
S(Mg) = x5 + ¥§ + 28 + a0 + Byo + vz + 8.
2° Fie S §i S’ doud sfere de ecuafii:

5
s';x2+y’+z=+x—2y+z—?=0a

S: x4+ 9y + 82 +2v+y—2=0.

a) S& se determine mulfimea P a punctelor M din spatiu astfel
incit: S(M) = S'(M) §i si se demonstreze cE SN S’ =P S =
=PNn S. @

b) S& se determine multimea punctelor M din spatiu astfel incit:
S(M) = 25'(M).

14.30. Spatiul E; este raportat la un reper ortonormat (0, 1,-,. ]—,'k_)'
La orice numir real m se asociazi planul P,, de ecuatie:

(m2—2)x—m\/'7;'v+mz+m3+m+6=0.

1° S¥ se demonstreze ci existd o infinitate de sfere S de aceeasi
raz#, tangente la toate planele P,,.
2° Care este mulfimea centrelor sferelor S?
14.31. Reluati problema precedentd atunci cind ecuatia planului
P, este: .

(m?—2m — Nx + 2(m — 1)y — 2(m — 1)z + 4m® — 10m +

+10=0.

14.32. Fie C un cerc inclus in planul]P si fie C’ un cerc inclus in
planul P,
1° Se presupune ci planele P §i P’ sint strict paralele. Si se demon-
streze cd cercurile C i C’ sint incluse in aceeagifsferd S daci si
numai dacid axa Ini C este egald cu axa lui C’.
2° Se presupune ci planele P gi P’ sint secante dupd o dreaptd D.
a) Si se demonstreze ci cercurile C §i C’ sint incluse in aceeagi
sferd dacd §i numai daci:

axele lor respective A §i /\’ sint secante
si
planul care contine pe A §i A\’ taie D intr-un punct H astfel incit
C(H) = C'(H).
b) S4 se demonstreze ci dacd cercurile C §i C’ contin doud puncte
distincte 4 §i B ale dreptei D, aceste dou# cercuri sint incluse in
aceeagi sferd.
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¢) S# se demonstreze cil dack cercurile C §i C’ sint tangente dreptei
D intr-un punct T, aceste dou# cercuri sint incluse in aceeagi sfera.

14.33. Fie 4 g¢i B douid puncte distincte din spatiul E; i fie %
un numir real. .
1° I fiind mijlocul segmentului [4, B], s se demonstreze cd:

AB
VM < E; MA - MB = IM* — =

2° Si se studieze, dup# valorile Ini 2, natura multimii Z; a punc-
Jc
telor M din spatin astfel incit: M4 - MB = k.

3° Spatiul E, fiind raportat la un reper ortonormat (O, :, ], k).
si se determine pe cale analitici multimea I, in cazurile urmi-
toare:

1 2 5 2 1
a)A(—2).B( l).k=—; b)A(—l),B(s),k=—9;
0 -1 2 3 2
0 1 i 3
c)A( 2),B(—2),k=—10;d).4(2), B(z), = —2.
-3 —4 3 1

14.34. Fie un plan P, fie un punct 4 care nu apartine lui P cu
proiectia ortogonald O pe planul P i fie un punct B care apartine
lui P astfel ca 04 = OB. Se desemneazi prin C cercul de diametru
[0, B] inclus in planul P.

1° M fiind un punct al cercului C, diferit de O §i de 4, si se deter-
mine centrul I al sferei care contfine cele patru puncte 4, 0, M, B.
2° H fiind proiecfia ortogonali a punctului O pe planul 4MB,
sl se demonstreze ci H apartine uneia dintre laturile triunghinlui
AMB si planului mediator al segmentului [4, B].

3° Care este mulfimea punctelor H pentru care punctul M descrie
multimea C — {B}?

14.35. Fie D i D’ dou# drepte concurente in 4 si fie B §i B’ doui
puncte distincte ale dreptei D astfel incit 4 & [B, B']

1° Si se demonstreze ci dacd sfera S contine pe B si pe B’ si
este tangentd la D’ in M, avem: AM? = E A_B>".

2° Care este mulfimea centrelor sferelor care contin pe B §i B’
si sint tangente dreptei D’?

14.36. Spatiul E, este raportat la un reper ortonormat (O, z, IA k)
La fiecare numir real m se asociazd mulfimea S,, a punctelor M
£
din spatin pentru care coordonatele (y) verificd relafia:
z

Bt PR At mrd2m— )y 4 (m+4)z+1=0

1° S# se demonstreze ci, oricare ar fi m, S,, este o sferd. Care este
mulfimea centrelor sferelor Sm?
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2° Si se demonstreze ci existi un cerc C pentru care se va deter-
mina planul P, centrul Q gi raza 7, astfel incit:

Vm e R Cc Sy

3° Si se demonstreze ci planul P este mulfimea punctelor M
avind aceeagi putere fati de toate sferele S,y,.

4° S& se demonstreze ci, pentru orice punct M, care nu aparfine
planului P, existd o sferd Sy, $i numai una, care contine pe M,.
5° 5& se demonstreze ci existy dou# sfere S,, tangente planului
de ecuatie z = 0.

14.37. Reluafi problema precedenti atunci cind mulfimea S,, este
definiti prin relafia:

B4yt 22 4(1—m)x + 2(m+-1)y + (m—6)z — 3m — 13 = 0.




C D 15 GEOMETREE
DESCRIPTIVA

1. Reprezenlarea punctului, a dreptei, a planului
15.2. Probleme de geometrie descriptivi
15.3. Schimbdri de plan
15.4. Rabatere

15.1. REPREZENTAREA PUNCTULUI,
A DREPTEI, A PLANULUI

15.1.1. Introducere

in acest capitol, studiem spatiul euclidian E; de
dimensiune 3. Putem deci si-1 presupunem raportat

la un reper ortonormat (O, i ]-: 73’).
Daci se desemneazd prin Ox, Oy, Oz cele trei semi-
drepte de origine O si de vectori directori respectivi

—_ — —

1, j, k, cunoagterea tripletului (Ox, Oy, Oz) caracteri-

zeazd reperul (O, i 7, 73') care poate fi atunci notat

Oxyz.

fn geometria descriptivi :

a) planul x0y este numit plan orizontal de proiectie
si notat cu H;
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b) planul yOz este numit plan frontal de proieetie
si notat cu F;

c) dreapta ¥’y este numiti linie de pimint.
Reciproc, fiind date doud plane perpendiculare H si
F (fig. 1), este usor de a le asocia un reper Oxyz:

Fig. 1

a) se otienteazd in mod arbitrar dreapta de inter-
secfie a celor doud plane, fie y'y;

b) se alege O pe aceastd dreapti;

c) Se alege Ox ortogonald cu y'y si inclusi in planul
H si Oz ortogonali cu y'y si inclusd in planul F.

In practici planul H este considerat fizic, orizontal.

: x
Fie atunci, in reperul Oxyz, punctul M (y); fie m
z
si m' proiectiile ortogonale ale punctului M respectiv
pe planele H si F. Cele doud puncte m si m’ au aceeasi
prolectie ortogonald p pe dreapta y'y (fig. 2). Fie
0, un punct oarecare de pe y'y, de abscisi y, si fie
0,%1y,2;, teperul obfinut din Oxyz prin translatia

de vector 00,.
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Stim ci %, ¥, 2, coordonatele punctului M in reperul
X = x1 .
0,%.y42, sint date prin formulele:(y =y, + ¥1
2 = 21. :
Consecinge. 1. Cele doud coordonate x §i z sint in-
variante la aceasti schimbare de reper. Se spune ca:
% este depiirtarea punctului M ;
z este eota punctului M.
2, Pentru a determina un punct M avem doud posi-
bilitadfi: :
a) de a alege un reper §i a se da cele trei coordonate

ale punctului M ;
b) a se da cele doud puncte m §i m' astfel ca ele sa

aibd aceeasi proiecie ortogonald p pe ¥'y.

15.1.2. Conventii fundamentale in geometria
descriptiva

Se convine s3 se reprezinte pe aceeasi foaie de hirtie
cele doudi plane H si F. Se traseazi linia de pimint
'y, urmind axa micd a hirtiei, in general de la stinga
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la dreapta (fig. 3). Vom plasa intotdeauna literele
¥’ i y desemnind linia de pimint in partea depirti-
rilor pozitive; rezulti de aici ci cotele pozitive sint
in partea opusi.

In aceste conditii, la un punct O ales pe linia de pi-
mint se asociazd imediat un reper Oxyz, cum indici
figura 3.

A-.-

J
—.-4.:
{

™

Fig. 3

¥’ g

'

4

Cele doud plane H si F impart spafiul in patru regiuni
numite diedre. Semnele depirtdrii si ale cotei carac-
terizeazi diedrul in care se afli punctul, dupid cum
indicd tabloul de mai jos:

g

diedre 1 2 3 4
depirtarea x + — - +
cota 2 + + — —

15.1.3. Reprezentarea punctului

La orice punct M din spatiu corespund cele doui
proiectii ale sale m §i m’ aparfinind aceleiasi linii de
rapel ortogonali cu y'y. Se spune:

m este proiecfia orizontald

m' este proiecfia frontali.
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Ansamblul fomat din cele dous puncte m §i m' con-
stituie epura punctului M. Este necesar de a sublinia
importanta care trebuie acordati notafiilor, in special
conventiei referitoare la accentuarea literei care repre-
zintd proiectia frontald.

EXEMPLE. Pe figura 4 cele doud puncte M (m, m') si P(p, p')

z

)
[l

3

Fig. 4

<
Bl
K.,‘ x4

LY

3

T

sint distincte. In reperul asociat epurei, coordonatele lui M sint:

2 -3
(l); cele ale lui P sint:( l).
3

Figura 5 aratd epurele punctelor in diferitele diedre :

A este in primul diedru,

B este in diedrul al doilea

C este in diedrul al treilea,
D este in diedrul al patrulea.

L)
~
ot ————
o~ x
~
-
>

gl_ Flg. 5

BN

frmmmdm——— g
Q
o e ———
[
b e
Q

Q\
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3
A
<

Fig. 6 o7

[re—

m

Figura 6 pune in evidentd punctele M, P, Q astfel ci:
M aparfine planului H (coti nuli)

P apartine planului F (depirtare nuli)

Q este situat pe linia de pamint.

15.1.4. Reprezentarea unei drepte

1. Dreaptii neortogonali eu linia de pimint
Fie epura a doud puncte 4 si B (fig. 7). Dreapta D

pe care ele o determini nu este ortogonali planului
orizontal de proiectie deoarece @ §i b sint, diferite.

a’

i 6 /
t
i

"\\'__ g
a —

b g

Dreapta D nu este ortogonali planului frontal de
proiectie deoarece @’ §i b’ sint diferite. In sfirsit,
dreapta D nu este ortogonald liniei de padmint deoarece
liniile de repel aa’ i bb' sint diferite.

Rezultd de aici cd proiecfta orizomtald a dreptei D
este dreapta determinatd de punctele a i b; la fel,
proiecfia frontald a dreptei D’ este dreapta 4’ deter-
minati de punctele &’ §i &’. Ansamblul format din
aceste doud proiectii constituie epura dreptei D.
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Reciproc, fie doud drepte d si 4, nici una dintre ele
nefiind ‘ortogonald liniei de pamint (fig. 8). Fie un
punct 4 aparfinind lui 4 si un punct a’ aparfinind
lui ', astfel ca dreapta aa’ si fie o linie de repel. Se

~

- O - Q’
o ‘
Q

’

1 : Fig. 8
y'\‘:\i 7 9
a
b —F

determini astfel un punct din spatiu. Plecind de la
un alt punct b care apatfine dreptei d, se determind
un alt punct B. Epura dreptei D care confine punc-
tele A si B este constituiti din dreptele d si d'.

Dreptele d 5i d’ determind deci o dreaptd D din spa-
tiu; este singura deoarece orice dreapti rispunzind
problemei puse trebuie si confini punctele 4 si B.
Se va remarca §i aici importanfa notafiilor: pentru
o dreapti D din spafiu, 4 desemneazi proiectia ori-
zontali si 4’ proiectia frontali. Este posibil (fig. 9)
ca d si fie ,,deasupra’’ liniei de pimint si d’ ,,dedesubt’’.

Tt 4

7

7

J Fig. 9

Observatie. — Utilizind un reper asociat unei epure,
se poate construi epura unei drepte de ecuafii para-
metrice, deoarece se pot determina coordonatele a
doui puncte ale acestei drepte.
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EXEMPLU. Fie dreapta D definity de ecuatiile parametrice:

x=1=1
=2
1 0
Dreapta contine punctele: A4 (2), B (—2).
=0 \g) t=1\ o

Figura 10 reprezinti epura corespunzitoare,

| Z

. ! A
Fig. 10 :b 2 k 2
g 7| J Y
J&‘:
Tx

Dreapta d se poate da de asemenea printr-o ecuafie
in planul x0y si dreapta d’ printr-o ecuatie in planul
0z, In exemplul precedent} am} avea :

d:4x— y—2=0
d: y+22—-2=0

2. Dreaptii ortogonali liniei de piimint.

Reamintim pe scurt diferitele cazuri:

a) Dreaptd verticald. O astfel de dreapti este orto-
gonald planului orizontal de proiectie. Proiectiile fron-
tale ale tuturor punctelor sale aparfin aceleiasi linii
de rapel. Proiecfia orizontald este un punct (fig. 11).
b) Dreaptid de capdt. O astfel de dreapti este orto-
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Fig. 11

b"]'a'

Y Fig. 12

J[.;

gonali planului frontal de proiectie. Proiectiile ori-
zontale ale tuturor punctelor sale aparfin aceleiasi
linii de rapel. Proectia frontal este un punct (fig. 12).
c) Dreaptd de profil. O astfel de dreaptd este orto-
gonali liniei de pamint firi si fie ortogonald unui
plan de proieciie. Cele doud proiecjii ale sale sint
confundate cu aceeasi linie de repel. Daci se dau
pe epurd douid drepte d si 4’ egale cu aceeasi linie de
repel, aceste drepte sint proiectiilegunei drepte oare-
care incluse in planul numit plan de profil, care con-
ine pe d §i este ortogonal liniei de pimint. Pentru
a determina o dreapti din acest plan este suficient
si se marcheze proiectiile (a, @’) si (b, b') a doud
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Fig. 13 14’
g 4

ta

14

puncte (fig. 13). Si observim ci orice dreapta care
nu este de profil este determinatd prin cele doud
proiectii ale ei.

15.1.5. Drepte orizontale si frontale

1° O orizontalit este o dreapti paraleld cu planul
orizontal de proiectie. O dreapti de capit este o
orizontald particulari. Toate punctele unei orizontale
au aceeasi cotid ; proiectia frontald este paraleld liniei
de pimint (fig. 14).

-
~

},I

- ole = c=alfy

/

Fig. 4 9’

<

- ] J-.——-Q

Fie [4, B] un segment orizontal, [4, b] proiecfia sa
orizontali. Avem: AB = ab.

2° O frontald, sau dreapid de fromi, este o dreaptd
paraleld cu planul frontal de proiecfie. O verticald
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este o frontali particulari. Toate punctele unei fron-
tale au aceeagi depirtare. Proiectia orizontali este
paraleld cu linia de pamint (fig. 15).

' b'
\;Z\l\f"
. { 0
S i Fig. 15
¥ E : Y
: i
! ; £
]

Fie [A, B] un segment de front, [a’, '] proiec}ia sa
frontald. Avem: AB = a'd’.

Observajie. — O dreaptd paraleli liniei de pimint
este in acelagi timp o orizontali si frontald. Cele
doud proiectii ale sale sint paralele cu linia de pimint
(fig. 16).

d'

-

Fig. 16

|

[\ 1) IR BRI ()
Q:_-...‘n._.a--—-—_ o>

Fie [4, B] un segment paralel cu linia de pimint
si fie [a, b)-5i [a', b’'] proiectiile sale. Avem: AB =
=ab = a't’. .

15.1.6. Problema

O dreaptié D este determinati de cele doud prosectii
ale sale d i d'. Cunoscind o proiectie a unui punct M
care aparfine acestes drepte, sd se determine acest punct.
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Remarcim ci punctul M va fi determinat atunci
cind se va determina cea de-a doua proieciie a lui.
@ Presupunem mai intii cd 4 §i @’ sint doud drepte,
nici una nefiind ortogonald cu linia de pimint.
1° m este dat; m' se giseste:
a) pe d';
b) pe linia de repel a lui .

m' este deci determinat (fig. 17).

dl

Q

/

Y, 8

2° Acelasi procedeu dacid m' este dat.
@ Si examinim cazurile particulare.
1° Dreapta D este verticald.
Punctul M nu este determinat decit dacid se da m’;
punctul m’ este atunci pe 4.
2° Dreapta D este de capdt. Punctul M nu este deter-
minat decit daci se di m, punctul m’ este atunci
pe 4.
3° Dreapta D este de profil.
Fie A(a, a') i B(b, b') cele doud puncte care deter-
mini pe D.
Fie dat m (se va rajiona in acelasi mod dacd m’ este
dat).
Dupi teorema lui Thales, avem:

MA _wa . MA_ wa

— T e— —

MB mb MB wb

>

de unde = L -’f—f ; punctul 7’ este deci determinat.
m't’  mb :
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Practic se procedeazi in modul urmitor (fig. 18).
Fie « un punct oarecare al planului epurei.
Dreapta care confine pe b §i paraleli cu dreapta aax

dl

£]
d
si dreapta care confine pe b’ si paraleli cu dreapta
a'« sint concurente in f.

Dreapta care contine pe m si paraleli cu dreapta aa
taie dreapta «f in p; in sfirgit, dreapta care conjine
pe p si paraleli cu dreapta a’« taie dreapta a‘d’ in

’

m’. In adeviir avem:

15.1.7. Drepte paralele

1° Toate verticalele sint paralele intre ele; toate
dreptele de capit sint paralele intre ele.

2° Fie D si A doud drepte paralele care nu sint nici
verticale nici de capét. Proiectiile lor de acelasi nume
sint paralele.
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Reciproc, fie pe o epurd (fig. 19) doud drepte D(d, ')
si A(3, 8') pentru care proiecfiile de acelagi nume
sint paralele. s Lim

Fie M(m, m') un punct al lui D. Paralela la A care
confine pe M are ca proiectii paralelele respective

-

/i
%

Fig. 19 4’

f

la 3 i ¥’ care confin pe m §i m'. Aceste paralele sint
d si d’. Rezulti de aici cd D siA sint paralele. Figura
19 reprezinti doud drepte strict paralele D si A.
Figura 20 reprezinti doud drepte strict paralele,

=~ 3’
Fig. 20 ; 4
J L od 9
174

incluse in acelasi plan perpendicular pe planul ori-
zontal de proiectie. Proiectiile lor orizontale sint
egale.

Rg:il:ionamentul presupune ci dreptele sint deter-
minate prin proieciiile sale. El nu se aplici dreptelor
de profil.

Observatie. Se stie si se construiasci dreapta para-
leld cu dreapta datd D(d, d') si care confine un punct

333



dat M(m, m'), deoarece este suficient si se cou-
struiasca :

3 care contine pe m si paraleli la d

3’ care confine pe m’ gi paraleli la d'.
Dreaptd (3, 3’) este dreapta ciutati.

Dacd dreapta dati este de profil (fig. 21), ea este
determinatd prin doud puncte A si B.

g e,
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Se construieste punctul P astfel ca MP = AB. Pe
epurd s-a construit : ‘
—

mp = ab si m'p' = a'b.

15.1.8. Drepte concurente

Fie D(d, d') si A(3, ¥') doud drepte concurente in
M(m, m') (fig. 22 si 23). Presupunem ci nici una din
aceste drepte nu este de profil.

Avem: {m}=dN & {m'} =d' N 3.

. Pe élle altid parte m §i m' aparfin aceleiagi drepte de
rapel.

d\.'
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Reciproc, fie D (d, d') si/\(8, ') doud drepte astfel ca:
AN d={m} si & () ¥ = {m'} si astfel cid m si m’
aparfin aceleiasi drepte de rapel. Urmeazi imediat
ci nici una din aceste drepte nu este de profil si cd

ele sint concurente in M(m, m').

15.1.9. Reprezentarea unui plan

Reamintim ci un plan poate fi considerat intotdeauna
ca determinat de doui drepte concurente. fn geo-
metria descriptivd, daci doud drepte care definesc
un plan nu sint considerate utilizabile, se pot intot-
deauna fnlocui prin alte doud drepte concurente si
incluse in plan.

EXEMPLU. Fie un plan definit prin linia de péimint y’y §i printr-o
dreapti D(d, d') strict paraleld liniei de pimint (fig. 24). Este
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suficient si se marcheze punctul 4 (g, a) pe D si punctele |B (b, &)
§i C(c, ¢') pe linia de pimint. Planul este definit prin dreptele con-
curente AB §i AC.

15.1.10. Problema fundamentala pentru plan

Un plan care nu este ortogonal liniei de pamint poate
fi definit intotdeauna prin doui drepte concurente
astfel incit nici una si nu fie de profil. Vom studia
in acest paragraf cazul unui astfel de plan.

Un plan P find definit, si se determine un pumct
care aparfine acestui plan, cunoscind una din proiec-
piile acestui punct. :
Presupunem planul P definit prin cele doui drepte
concurente D(d, d') siA(3, &) (fig. 25). Fie, de exem-
plu, m proiectia orizontali a unui punct M care
aparfine planului P. Dreptele planului P care confin
pe M au projectii orizontale care confin pe .

Fig. 25
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Fie.l proiectia orizontali a uneia din aceste drepte:
l taie pe d in a §i pe 3 in b. Punctul 4(a, 4') al dreptei
D aparfine planului P, tot asa ca punctul B(b, b')
al dreptei A.

Proiecfia frontali a dreptei A este dreapta a'd'.
Punctul (m, m’) al acestei drepte este punctul M
ciutat.

Se trateazid in acelasi mod problema dacd este datid
proiectia frontald m’ a punctului.

Observatie. — Problema precedenti se poate enunfa
sub una sau alta din formele urmitoare:

1° Si se determine intersecfia unui plan P dat cu
o dreaptd verticald sau de capit.

2° S3 se determine o dreapti a unui plan P cunos-
cind una din proiectiile sale. In adevir, noi am deter-
minat dreapta L inclusi in planul P, cunoscind pro-
iectia sa orizontald /.

15.1.11. Drepte principale ale unui plan

Se numesc orizontale ale unui plan, dreptele din acest
plan care sint paralele cu planul orizontal de pro-
iectie.

Set;mmesc frontale ale unui plan, dreptele din acest
plan care sint paralele cu planul frontal de proiectie.
Orizontalele §i frontalele sint dreptele primeipale ale
planului. Orizontalele unui plan sint paralele intre
ele; fiecare este caracterizati prin cota sa. In parti-
cular, orizontala de cotd nuld a unui plan este urma
sa orizontald,

Frontalele unui plan sint paralele intre ele; fiecare
este caracterizati prin depirtarea sa. In particular,
frontala de depirtare nuli a unui plan este urma sa
frontald, Un punct fiind dat, in planul care nu este
nici orizontal nici frontal, existid o orizontali si numai
una, §i o frontald, si numai una, care conf{in acest
punct.
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EXEMPLU. Epura (fig. 26) arati determinarea orizontalei §i a
frontalei unui plan cunoscind proiecfia frontald a unui punct M
din acest plan.

Planul este definit de dreptele D(d, d’) si A(3, 8) concurente in
O(o, 0*) ; punctul m’ fiind cunoscut, se traseazi dreapta A" paraleld

cu linia de pimint §i continind pe m’: 4’ taie pe d’ in o’ §i pe &
in &’. Rezulti de aici determinarea lui 4 §i & deci a lui h gi a
lui m.

Se traseazi atunci f care contine pe m gi paralel liniei de pimint.
Rezultd de aici determinarea lui f,

Reciproc, orice plan poate fi definit printr-o frontald
si o orizontala, aceste doud drepte continind un
punct O.

Epura (fig. 27) arati un plan definit de orizontalid
(h, ') st de frontald (f, f') aceste doud puncte conti-
nind punctul O(o, o’). Punctul 7’ de exemplu fiind
dat, orizontala &’ a acestui punct taie f’ in &’ care
di a pe f. Proiecfia orizontali k este paralela la &
care confine pe a. Rezulti de aici m. :
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Un plan poate de asemenea si fie definit prin doud
urme ale sale daci ele existi. Se remarcd:

1° Cele dous urme se taie intr-un punct (e, «') apar-
tinind liniei de p#mint.

2° Proiecfia frontald a urmei orizontale este linia
de pémint, proiecia orizontald a urmei frontale este
linia de pimint. Se indici un plan definit prin urmele
sale dupd cum aratd fig. 28; Po este proiecfia ori-
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zontali a urmei orizontale §i Q’«, proiecfia frontald
a urmei frontale.

Nu se indicd pe figurd dreptele P’ si Q egale cu linia
de pémint.
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Figura 28 reia problema fundamentald pentru un
punct pentru care se di proiecfia orizontald. S-a
determinat frontala (f, f’) a punctului M. Se putea
de asemenea si se determine orizontala lui M.

15.1.12. Plane particulare

Poarti aceasti denumire planele care sint perpen-
diculare sau paralele cu unul din planele de proiectie.
@ Plan vertical. El este perpendicular pe planul
orizontal de proiecfie. Frontalele unui astfel de plan
sint verticale. Orice punct al planului are proiecfia
sa orizontalid pe urma orizontald gi reciproc, orice
punct a cirei proiecfie orizontali aparfine urmei
orizontale, aparfine planului (fig. 29).

0.

Fig. 29

-t

P

@ Plan de capil. Este perpendicular planului frontal
de proiecfie. Orizontalele acestui plan sint drepte
de capit. Orice punct din plan are proiectia sa fron-
taldi pe urma frontaldi a planului si reciproc, orice
punct pentru care proiecfia frontald aparfine urmei
frontale, aparfine planului (fig. 30). :

@ Plan orizontal. Este paralel cu planul orizontal de
proiectie. El este caracterizat prin cota sa. El nu are
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urmi orizontald. Urma sa frontald este paraleld cu
linia de pimint. Acesta este un plan de capét parti-
cular. Toate dreptele incluse in acest plan sint ori-
zontale (fig. 31).
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Fig. 31
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@ Plan frontal. Este paralel cu planul frontal de
proiecfie. El este caracterizat prin depirtarea sa. El
nu are urma frontald. Urma sa orizontald este paraleld
cu linia de pimint. Acesta este un plan vertical,
particular. Toate dreptele incluse in acest plan sint
frontale (fig. 32).
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@ Plan de profil. Este ortogonal liniei de pimint.
Urmele sale sint ambele ortogonale cu linia de pimint,
deci egale. Orice dreaptd a unui asemenea plan este
de profil (fig. 33).

EXERCITH

Not: In exercifiile de geometrie descriptivd atunci cind avem nevoie
de un veper asociat unei epure, fird a avea alts indicafii, se va lua :
a) ¥’y axa micd a filei, orvientatd de la stinga la dreapia.

b) #'% §i 2’z duse prin axa mare, Ox orientatd cdirve bazd, Oz cditre
partea de sus; unitatea este cm.

15.1. S& se faci epurele punctelor urmitoare date prin coordo-
natele lor:

46 @ o
R

S# se indice o particularitate a fieciruia din aceste puncte in raport
cu planele de proiectie.

15,2, Cu datele din exercifiul precedent s se construiasci in epura:
1° Simetricele 4,, B,, C, ale punctelor 4, B, C in raport cu pla-
nul orizontal de proiectie.

2° Simetricele D,, E,, F, ale punctelor D, E, F in raport cu planul
frontal de proiectie.

8° Simetricele G,, H,, I, ale punctelor G, H, I in raport cu linia
de pimint.
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15.3. Si se facd epurele dreptelor urmitoare date prin ecuafiile
ior parametrice:

=34 3¢ r=—141 *r=—1-=23
1°ly =24 3t 2°3y=—2+4+8 3° {y=243t
2= — 2t z=1—2¢ z2=2—

15.4. Se numesc urme ale unei drepte punctele de intersectie ale
dreptei, dacd existi, cu planele de proiecfie. Urma orizontal% are
cota 0, urma frontali are depirtarea 0.

1° Si# se construiasci urma frontald a unei orizontale date.
2° S% se construiasc# urma orizontald a unei frontale date.
3° Si se construiasci urmele unei drepte date.

4° Si se construiasci urmele unei drepte de profil date.

(Sii se utilizeze metoda de la nr, 15.1.6).

15.5. Si se construiasci o orizontald care contine un punct dat
A(a, a’) i care intilnegte o dreaptd dati D(d, d’). S se studieze
cazul in care dreapta D este de profil.

15.6. Se dau doui drepte D s§i A, necoplanare. S% se constrniasci
o verticald care le intilnegte.

15.7. Si se construiascd o dreaptd care contine un punct dat si
care intilnegte doud drepte date, una din aceste dous drepte fiind
verticald.

15.8. Si se construiasci un punct care aparfine unei drepte date
§i pentru care cota este egali cu depirtarea.

15.9. Un plan este definit prin linia de pimint §i un punct 4(a, a’).
1° Si se determine un punct M din planul P, cunoscind proiecfia
sa orizontald m.

2° 5% se determine orizontala planului care contine punctul M.

15.10. Un plan P este definit printr-o orizontald (4, #°) §i printr-o
frontald (f, f’), secante in O(o, 0"). S4 se determine urmele planului P,
15.11. Un plan P este definit de o dreapti (d, d') paraleld cu linia
de pimint §i de un punct 4(a, a’) care nu aparfine lui D. S se
determine urmele planului P,

15.12, Se di o dreaptd de profil BC gi un punct 4 care apartine
liniei de pimint §i nu apartine planului de profil care contine
dreapta BC.

1° Si se determine orizontala planului ABC care confine punc-
tul C.

2° Si se determine urmele planului 4BC.

15.13. Se d& un punct 4 si o dreapti de profil BC, punctul B apar-
tinind liniei de pimint. Si se determine urmele planului 4BC.
15.14. Un plan este definit prin urmele sale. S& se determine un
punct al acestui plan de cotid §i depirtare date.

15.15. Se dau dou# drepte D si A astfel incit:

d=29, 8=4d', d §i 8 concurente,

Si se determine punctul de intersectie al acestor douid drepte si
urmele planului definit de aceste doud drepte.
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15.16. S# se construiascd urmele planului 4 BC astfel incit dreapta
AB si fie paraleld cu linia de p#mint §i astfel incit AC si fie
dreapti de profil.

15.17. Cum se poate tecunoagte cé un plan definit prin doud drepte
concurente este paralel cu linia de pamint?

15.2. PROBLEME DE GEOMETRIE DESCRIPTIVA

15.2.1. Interseciia unei drepte cu un plan

Fie R planul §i D dreapta.

1° Dacd dreapta D este verticald, proiecfia sa orizon-
tald este un punct a. Punctul a este proiectia orizon-
tali a punctului de intersecfie. Se stie cum se deter-
mind proiectia sa frontali. Se rafioneazd in acelasi
mod dacid dreapta D este de capadt.

2° Dacd planul R este vertical, proiecfia orizontald
a punctului de intersecfie, daci existi, aparfine
proiecfiei orizontale a dreptei D si urmei orizontale
a planului R. Aceastd proiecfie este deci determinata.
Se deduce de aici cealalti proiecfie pe dreapta D
(tig. 34). :
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Constructia este analoagi dacid planul R este de
capit (fig. 35).

3° Planul R i dreapta D oarecare. In general, planul
vertical care confine dreapta D taie planul R dupi
o dreapti A. Punctul ciutat, dacd existi, este inter-
secfia lui D cu A.

Dreapta A este dreapta confinuti in planul R si
deci proiecfia orizontald este aceea a lui D. Stim si
o determindm,. Figura 36 pune in evidenti intersectia




planului PaQ’ cu dreapta D(d, d’), utilizind planul
vertical care confine pe D. Se poate de asemenea
si se utilizeze planul de capit care confine dreapta
D (fig. 37).

g Fig. 37

A}
Qx_ - —— o —

Observatie — In anumite cazuri se va putea utiliza
un plan auxiliar altul decit planul vertical (sau de
capit) care confine dreapta D. Problema se reduce
la intersecfia a doud plane, chestiune care este tratata
in paragraful urmdtor (a se vedea exercitiul nr. 15.19).

15.2.2. Intersectia a doué plane

1° Unul din plane este perpendicular pe un plan de
protectie. De exemplu, daci unul din plane este verti-
cal, urma sa orizontali este proiecfia orizontald a
dreptei de intersectie, care este atunci determinati
in celidlalt plan.

Figura 38 pune in evidentd intersectia (4, d') a pla-
nului vertical PaQ’ cu planul de capit RBS’.

2° Cele doud plane sint oarecare.
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Se utilizeazd dupd caz una sau alta din metodele
urmétoare :

a) Se determini doud puncte de intersecfie t#ind
planele date cu doud plane auxiliare care se pot alege
perpendiculare pe un plan de proiectie. '

EXEMPLE. Figura 39 pune in eviden}{#, intersectia planelor
PaQ’ §i RBS’, ambele definite prin urmele lor.
S-au lnat ca plane auxiliare cele dou# plane de proiectie; punctul

Fig. 39
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A(a, a’) este punctul de intersectie al urmelor orizontale corespun~
z4toare acestor plane; punctul B(b, b’} este punctul de intersectie
al urmelor frontale.

b) Se obtine un punct de intersectie luind intersectia.
unuia din plane cu o dreaptd a celuilalt.

EXEMPLU. Unul din plane, R, este definit prin urmele sale PaQ)'s
celilalt plan, S, este definit prin dou# drepte oarecare D(d, d’)
si A(S, &), concurente in O(o, o'). Pe epurd (fig. 40) se determinad

!
o L ¢’1a2_ Fig. 40
v Y

P

punctul M(m, m’) de intersectie dintre D cu R §i punctul N(x, #)
de intersectie dintre A §i R. .

15.2.3. Probleme de paralelism
si de ortogonadlitate

In acest paragraf, vom trata ca model citeva probleme
de geometrie ilustrind teoremele asupra paralelis-
mului §i ortogonalitidfii.
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1. Drepte si plane paralele.

Un plan R este definit prin urmele sale. Si se deter-
mine dreapta D care compine un punct A(a, a') dat,
este paraleld cu R §i cunoscind proiectia sa orizontald d.
Se determind dreapta A a planului pentru care pro-
iectia sa orizontald 3 este egald cu d. Dreapta ciutati
este evident dreapta care confine pe 4 si paraleld
cu A (fig. 41).

2. Plane paralele.

Sd_se determine un plan R' paralel cu un plan R
definit prin urmele sale §i care confine un punct dat,

A (fig. 42).
4 0”0
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Fig. 42 Y o 7
V.
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Planul R’ este definit prin:

1° Orizontala (k, #') care confine pe A §i paraleld
cu urma orizontali a planului R.

2° Frontala (f, f') care contine pe A i paraleld cu
urma frontali a planului R. ‘

3. Dreaptii ortogonalid eu un_plan.

Reamintim faptul ci o dreapti este ortogonald cu un
plan daci ea este ortogonald cu doud drepte nepara-
lele din acest plan.

Utilizind teorema care se referi la proiectia ortogonald
a doui drepte ortogonale, se obtin urmitoarele doud
proprietéti

1° Daci o dreapti D este ortogonali cu planul R,
directia proiecfiei sale orizontale este ortogonali cu
directia orizontalelor planului i direcfia proiectiei
sale frontale este ortogonali cu direcfia frontalelor
planului.

2° Rezulti de aici epura fundamentald urmitoare:
Un plan R fiind definit prin urmele sale, sd se deter-
mine o dreaptié D ortogonald planului R si care confine
un punct dat, A (fig. 43).

Proiecfia orizontald @ a lui D este dreapta care con-
fine pe a si ortogonali cu Pa; proiectia frontald 4’
a luqi D este dreapta care contine pe a4’ §i ortogonald
cu Q'a.
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Pe epurd s-a construit proiectia ortogonali a punc-
tului 4 pe planul R determinind punctul H(h, %),
intersectia dreptei D cu planul R.

4. Phne ,perpéndicnlare

Reamintim ci un plan R este perpendicular pe un
plan R’ daci §i numai dac# unul dintre plane confine
0 ‘dreaptd ortogonald cu celdlalt plan; de unde.pro-
blema urmitoare: '

Un plan R fiind definit prin urmele sale, si se deter-
mine un plan R’ perpendicular pe planul R si confinind
o dreaptd datd, D (fig. 44). - o

T AT T T TON T T AR

Planul R’ este definit de dreapta D si de o dreaptd
A\ ortogonald cu planul R §i care confine un punct
4 apartinind dreptei D.

EXERCITII

Sd sg determine intersectia unei drepte cu un plan tn cazurils urmd-
loare :

15.18. Planul este definit prin doud drepte concurente; dreapta
este linia de pimint.

15.19. Planul este definit prin urmele sale; dreapta este de profil.
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(Se va putea lua ca plan auxiliar planul care contine dreapta $i
paralel cu orizontalele planului),

15.20. Planul este definit prin trei puncte O, 4, B; dreapta D
‘este in aga fel incit d trece prin o §i @’ este paraleld cu oa’.
15.21. Urmele planului «P §i aQ’ sint confinute in aceeasi dreapti;

dreapta dati este orizontald.
Sd se deiermine intersecfia a doud plans in casurile urmdloare :

15.22. Cele dou# plane sint definite prin urmele lor; urmele fron-
tale sint paralele.

15.23. Unul din plane este definit prin urmele sale; celdlalt plan
este definit prin linia de pimint gi un punct.

15.24. Planele sint definite prin urmele lor; urmele de acelagi
nume nu se taie in limitele epurel,

15.25. Unul dintre plane este definit de un punct O si de o fron-
tal; celslalt plan este definit de acelagl punct O si de o orizontali.

15.26. Cele dou plane sint definite prin urmele lor §i tale linia
de pimint in acelagi punct.

15.27. Fiecare plan este definit printr-o dreapt3 de profil §i printr-un
punct al liniei de pamint.

15.28. Si se determine un plan paralel cu un plan de capit dat
si care contine un punct dat.

15.29. Si se determine planml paralel cu o dreapti datd §i care
contine o verticald dati.

15.30. Se d& un plan P care contine linia de pAmint gi un punct 4.
S% se determine o dreapt3 paraleld cu P care confine un punct dat,
B si cunoscind projectia sa orizontald, d.

15.31. Un plan R este definit prin urmele sale.

S% se determine un plan vertical care contine un punct dat, 4
si perpendicular pe planul R.

15.32. Se dau dou# puncte A(a, a’) si B(d, b').

1° Si se determine punctul}, mijlocul segmentulni [4, B].

2° 8% se determine prin orizontala gi frontala lui M, planul me-
diator al lui [4, B].

16.33. Se di o dreapti D(d, d') i un punct 4(a, a’).

1° Utilizind planul care contine pe 4 si ortogonal cu D, si se de-
termine punctul B, simetricul lui 4 in raport cu D.

2° 8% se determine simetricul punctului 4 in raport cu planul
vertical care confine pe D.

15.34. Se dau dou# plane definite prin urmele lor gi un punct 4,
S% se determine planul care conjine pe A §i perpendicular pe doud

plane date.
*
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In casurile urmdtoare sd se determine o dreaptd cave confine un punct

dat A §i care intiineste” doud drepte date D i A,

A D A
15.35. oarecare orizontald frontald
16.36. pe y'y de profil oarecare
15.37. oarecare oarecare y'y
16.38. oarecare de profil 'y

In carurile urmdtoare si se determine o dreaptd pavaleld cu o dreaptd

datd L si care fniflneste doud dreple date D §i A:

L D A
15.39. frontala orizontald oarecare
15.40. . 'y oarecare oarecare
15.41. oarecare oarecare de capit
15.42. de profil orizontald verticald

In casurile urmdtoare si se determine o dreaptd care confine un punct
dat, A, este paraleld cu un plan dat, P si Sntfineste o dreaptsd

datd, D :

A P D
16.43. oarecare orizontal oarecare
16.44. oarecare vertical de profil
15.45. oarecare oarecare y'y

15.3. SCHIMBARI DE PLAN

15.3.1. Introducere

Executarea unei epure prezinti uneori dificultdfi
deoarece, in raport cu planele de proiectie, datele
ocupd pozitii nefavorabile.
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Invers, o dispunere particulari a datelor poate si"
dea o epuri mai ugor de executat.

EXEMPLU. Fie o frontalé D; dreapta care confine un punct dat,
A gl ortogonald dreptei D este dreapta 4B (fig. 45) pentru care

al
dl

b’

-~ Fig. 45

a

proiectia frontald a’b’ este ortogonald proiectei frontale d’ a drep-
tei D.

Stntem astfel condusi si transformim o epuri modi-
fieind”planele de proieetie. Aceasta este metoda numi-
ti schimbare de plan. '

Un punct M fiind reperat in raportul cu doud plane
perpendiculare H si F, se propune de a-1 repera intr-un
nou sistem format de unul din plane H (sau F) si
un alt plan F, (sau H,) perpendicular pe acela dintre
cele doui plane care a fost mentinut.

DEFINITIE. A face o schimbare de plan frontal,
inseamnii a lua ea nou plan frontal de
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proiectie, un plan vertical oarecare, pla-
nul orizontal nefiind schimbat.

A face o schimbare de plan orizontal,
inseamnié a lua ca nou plan orizontal
de proiectie, un plan de ecapiit oarecaro,
planul frontal nefiind schimbat.

15.3.2. Schimbarea planului pentru un punct

@ SCHIMBAREA PLANULUI FRONTAL DE PROIECTIE

Noul plan frontal este definit prin urma sa orizontali
care este noua linie de pimint y,y,.

Planul orizontal nefiind schimbat, proiecfia orizontald
a punctului A nu se schimba.

Noua proiectie frontald a punctului 4 se giseste pe
linia de rapel a lui @, ortogonald cu y,y; si deoarece
planul orizontal nu a fost schimbat, cota este men-
finutd cu semnul siu.

Se va respecta convenfia pe care am adoptat-o la
nr. 15.1.2 pentru sensul cotelor §i depirtirilor dupi
partea in care s-au scris literele y,y;. Figurile 46 si
47 pun in evidentid cele doud aspecte posibile ale
schimbirii de plan frontal pentru un punct.

Y; 19’
9'\\ ?
7o~/
N
/ ; ¥ N
4
Sar
/ ‘
// .97
4 a
Fig. 46 Fig. 47
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Se .va refine esentialul sub forma urmatoare:

REGULA., intr-o schimbare a planului frontal de
proiectie :
1° proiectia orizontald a unui punet nu
este schimbati
2° eota unui punet rimine aceeasi.

@ SCHIMBAREA PLANULUI ORIZONTAL DE PROIECTIE

Figura 48 pune in evidenji schimbarea planului
orizontal pentru cele doud puncte A si B. Se va
refine esentialul sub forma urmatoare:

al

REGULA. Intr-o sehimbare a planului orizontal de
proieetie :
1° proiectia frontald a unui punet nu este
schimbati ;
2° depiirtaréa unui punct rimine aceeasi.

15.3.3. Schimbarea planului pentru o dreapta

Este suficient si se facd schimbarea planului pentru
doui puncte. Pe cit este posibil se aleg punctele care
simplificd urmele. :
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@ SCHIMBARFEA , PLANULUI FRONTAL DE PROIECTIE

S-a utilizat urma orizontali a dreptei, (a, a’) si un
punct oarecare (fig. 49).

@ SCHIMBAREA PLANULUI ORIZONTAL DE PROIECTIE
S-au utilizat doud puncte oarecare 4 si B (fig. 50}.

APLICATIE. Eprua (fig. 51) aratd determinarea urmelor unei
drepte de profil. 8-a ficut o schimbare de plan frontal luind ca
noud linie de pimint proiectia dreptei de profil.

Urma orizontald este (¢, ¢’): punctul de coti nulj.

Urma frontald este (e, ¢): punctul pentru care proiectia orizon-
tald este e.

15.3.4. Schimbarea planului pentry un plan
Este suficient si facem schimbarea Planului pentru

trei puncte necoliniare.ale planului. Se aleg si aici
puncte care simplifici epura.
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Fig. 50 Fig. 51

@ SCHIMBAREA PLANULUI FRONTAL DE PROIECTIE

Epura (fig. 52) pune in eviden{d schimbarea planului
pentru un plan definit prin urmele sale, fie PaQ’.
Planul orizontal fiind mentinut, urma orizontald este
aceeasi : proiecfia sa orizontald este P, noua sa pro-
/
R, 7’

aj a’
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iectie frontald se confundi cu noua linie de pimint:
y1yy; P taie pe y,¥; in .

Riamine de ficut schimbarea de plan pentru un punct..
S-a ales punctul A(a, &) pentru care proiectia ori-.
zontald a este pe y,9} si pe yy’. Noua proiectie frontald
a lui A4 este af. i‘%’ noul sistem, punctul (g, a}) are
depirtarea nuld; el aparfine noii proiectii frontale
care este Ba;. Il vom desemna prin Rj si nu prin Q}.
cici aceasta nu este noua proiectia frontald a lui Q".

@ SCHIMBAREA PLANULUI ORIZONTAIL DE PROIECTIE

Epura (fig. 53) pune in eviden}d schimbarea planului
orizontal pentru un plan definit prin doui drepte

Fig. 53

concurente in 0. S-a ficut schimbarea de plan pentru

punctul O si pentru urmele orizontale A §i B a douid
drepte. '
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15.3.5. Concluzie

fn general, dispunind intr-o epuri de alegerea a
unei noi linii de pimint, se va putea face ca unele
elemente si ocupe pozifii particulare printr-o schim-
bare de plan.

EXEMPLU. Fie un plan definit prin dreptele D si concurente
in O (fig. 54). Noua linie de pmint y,y{ este ortogonal proiectiei
frontale a’b’ a unei frontale din plan.

Fig. 54

4
gyE P g
[y’,

a

schimbare de plan orizontal face planul dat, vertical.

Tabloul urmitor indici citeva posibilitifi ale schim-
birii de plan.

Alegind noua printr-o .
linie de pamint schimbare devine
de plan
paraleld 1a 4 | frontal o dreapti oarecare :
frontald
paraleld cu @’ | orizontal o dreapta oarecare :
‘ orizontald
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- continuarea tabelei

A “ printr—o .
1&?&2%3&%’ schimbare devine
de plan ' '
ortogonald un plan oarecare:
cu P frontal de capit
ortogonald ' .un plan oarecare:
cu Q' orizontal vertical
ortogonald : o orizontaldi: de-
cud -frontal © capit ‘
ortogonalid
cu d’ orizontal o frontald : verticali
paraleld cu P | frontal un plan vertical:
de front
paraleld cu Q' | orizontal un plan de capit:
orizontal

Utilizind acest tablou, se vede c4, prin dou# schim-
bdri de plan succesive, se poate face ca o dreapti
oarecare si devind verticald sau de capit, iar un
plan si devind de front sau orizontal.

EXERCITII

15.46. Printr-o schimbare convenabili de plan o dreaptd dati
si devind de profil. »
15.47. Printr-o schimbare de plan si se determine punctul comun
a doud drepte de profil situate in acelagi plan de profil.

15.48. Se dau proiectiile a trei puncte oarecare 4, B, C intr-un
plan de profil. :

1° -S4 devini frontal acest plan. o

2° 53 se dea proprietitile figurii aibjc! obtinute

15.49. 1° S4 devini orizontal un plan de capit

2° In planul de capit s-au luat dous puncte 4 si B. -

Sd se giiseasch proiectiile punctelor C §i D ale planului de capit
astfel incit ABCD si fie un pitrat.

15.50. Printr-o schimbare convenabild de plan, un plan dat paralel
cu linia de pimint si devind de capit. (Se va determina acest plan
prin doud drepte paralele cu linia de piimint).
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15.61." Se da proiectia orizontald a dou# drepte comcurente i orto-
gonale (proiectiile celor doud drepte nu sint ortogonale) §i proiectia
frontali a uneia dintre ele, Si se determine proiectia frontald a
celeilalte, cu ajutorul unei schimbéri de plan frontal. :

15.52. Se da un plan prin urmele sale. Si se faci o schimbare de
plan in asa fel incit, in noul sistem planul devine paralel cu noua
linie de pdmint.

15.35. 1° Se dau douii drepte nesituate in acelagi plan. S& se efec-
tueze o schimbare de plan frontal in ‘aga fel incit noile proiectii
frontale ale celor doui drepte si fie paralele.

(84 se demonstreze ci aceasta revine la a face ca un plan paralel
cu cele dous drepte si devini de capit.)

2° Se dau proiectiile unui patrulater strimb. Si se faci o schim-
bare de plan orizontal astfel incit noua sa proiectie orizontald si
fie un trapez. ;

15.4. RABATERE

15.4.1. Observatie preliminard

fntr-un plan P oarecare vom considera o figurd F.
Pentru a obtine figura F in mirime reald — ceea ce
permite si se efectueze pe F toate operatiile grafice —
se poate utiliza procedeul urmditor. :

Fie, in planul P, un reper ortonormat (o, I f)
Daci se desemneazi prin wX si oF semidreptele de
vectori unitari respectiv: I §i J, cunoagterea cuplului
(0X, 0Y) caracterizeazi reperul (o, I, J) care poate
fi atunci notat wXY. '

La ovice punct M al lui F, de coordonaie a, b, $n reperul
XoF, facem si corespundd punciul m, cu aceleast
coordonate in reperul o, X,Y,. :

Alegind convenabil reperele wXY si ©,X,Y; vom
vedea ci este posibil, si se realizeze grafic pe o epurd,
acest procedeu care se numeste in acest caz rabatere.
Vom considera un plan P neparalel cu planul orizon-

362



B

tal de proiectie si pentru care urma orizontald este
dreapta & (fig. 595). :
Remarcim faptul c3, in cazul in care planul P este
orizontal, rabaterea este inutili deoarece avem figura
F in mirime reald, in proiecfie orizontala.

Fig. 55

Cele doui. repere sint urmitoarele: o si o, sint egale
si aparfin dreptei %, 0X §i 0,X, sint egale si au ca
suport dreapta h, »,Y, este proiectia orizontald a lui wY.

Punctul M (‘;

. A
reperul ©,X,Y,, m, (b) . Rezulti de aici imediat:

) in reperul wXY are rabaterea in

1° M si m, au aceeasi proiecfie ortogonald ¢ pe
dreapta A.

2° tM = im,.

Remarcim faptul ci la un semiplan inclus in P de
frontieri A, corespunde unul din semiplanele de
frontieri % inclus in planul orizontal. ’
Totul se petrece deci ca si cind am roti planul P
in jurul axei 4 pentru a-1 aduce si coincidi cu planul
orizontal.

15.4.2. Rabaterea unui punct

1. Regula triunghiului dreptunghic

Fie, pe epurd, punctul M(m, m’) si dreapta (%, A’}
inclusd in planul orizontal.
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Punctul 7, proiectia ortogonald a lui m pe 4, este deter-
minat. Se remarcd (fig. 55) ci ‘M este ipotenuza
unui triunghi dreptunghic pentru care se cunosc
lungimile celorlalte laturi: sm si mM cota lui M.
Rezultd de aici construcfia urméitoare, ficuti dupi
regula triunghiului dreptunghic (fig. 56).

S

m
Fig. 56 = Fig. 57

Pe dreapta care confine punctul m i paraleld cu
axa h, se marcheazi punctul j astfel incit mj si fie
egal cu.cota lui m. Rabaterea lui m. este la intersectia
dreptei care contine pe m §i ortogonald cu % si a
cercului de centru ¢ si de razd 4j. Se alege m, de o
parte sau de alta a dreptei A.

2. Procedew prin frontald

Fie (mf, m'f’) frontala lui m in planul P (fig. 57).
in rabatere, punctul F coincide cu rabaterea sa, dis-
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Fig. 58 ' Fig. 59

tanfa MF este egali cu m'f’; urmeazi construcpa
punctului m,; care se giseste:

1° pe dreapta care contine pe m si ortogonala cu k;
2° pe cercul de centru f i de razi m'f’

Observatie. — Se poate construi rabaterea unui plan
P pe un plan orizontal oarecare. Axa este intersectia
celor doud plane ; in loc de a utiliza cota punctului M,
se utilizeazi dlferenta dintre cota punctului m si
aceea a planului orizontal.

15.4.3. Rabaterea unei figuri plane

Plecind de la rabaterea unui punct, este mai simplu
sd se construiascd rabaterea altui punct prin metoda
aliniamentelor.

Fie un punct (m, m') si rabaterea sa m,, axa fund
dreapta % a planului orizontal; fie un alt punct al
planului definit prin proiectia sa orizontali #:

a) dacd mn este paraleld cu 4, rabaterea acestei drepte
care confine pe m, este paraleld cu %; ea este deter-
minatd si prin urmare #, (fig. 58);

365



Fig. 60 Fig. 61

b) daci mn taie pe & in p, rabaterea dreptei pm
este pm,; rezultd de aici n, (fig. §9).

15.4.4. Ridicarea unei figuri plane

Avind construiti rabaterea unui plaﬁ P pe un plan
orizontal in jurul axei (k, 4'), s-au efectuat pe figura
rabatati un anumit numir de operatii grafice.

Un punct #, fiind obfinut, a ridica acest punct in-
seamnd a-1 determina pe epurd prin cele douid pro-
iectii ale sale.

Metoda aliniamentelor permite aceasti constructie:
a). dacd mn, este paraleld cu %, dreapta MN este o
orizontald ; cele doud proiectii ale sale sint determi-
nate; rezultd de aici » §i »’ (fig. 60);

366



b) dacd m,», taie pe k in p, punctul p’ este deter-
minat pe A’ ; proiectiile dreptei MN sint pm §i pm’;
rezultd de aici # si ' (fig. 61).

15.4.5. Aplicatii ale rabaterii
Ne vom mul{umi si dim citeva exemple importante.

@ Distanta dintre doud puncte A (a, a') 51 B(b, b'),

Daci dreapta AB nu este paraleli cu un plan de
proiectie, se rabate planul vertical care confine pe
A si B pe planul orizontal care confine unul din
puncte (fig. 62).

Se va remarca faptul ci avem o construcfie identicd
ficind o schimbare de plan frontal de proiectie, noul
plan frontal fiind planul vertical care confine dreapta
AB. Se poate astfel objine distanfa de la un punct
1a un plan deoarece se stie si se construiasci proiecfia
ortogonald a unui punct pe un plan (nr. 15.2.3).

’

¥
'
'
i
]
1
1
T
|
!
[}
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-@ Distanta de la un punct la o dreaptd.

Se rabate planul definit de un punct dat, 4 si o
dreaptd datd, D pe planul orizontal care contine
punctul 4.

Rabaterea dreptei D este determinati de rabaterea
punctului M al lui D si de punctul I de intersectie
~alui D cu axa. Se obf{ine punctul H(A, k'), proiectia
ortogonald a punctului 4 pe dreapta D (fig. 63).
Distanta de la punctul A la dreapta D este ab,.

® Bisectoarele a doud drepte

Se dau in epurd dreapta D(d, d’) si dreapta A(S, &)
concurente in O. Se rabate punctul O in o0, pe planul
orizontal. Se obfine 0,7 §i 0,7 rabaterile celor doui
drepte. S-a construit o bisectoare o0,m, care se ridici
in om, o'm’ (fig. 64).

368



7

EXERCITH

15.54. Si se construiascd urmele unui plan cunoscind proiectiile
(m, m’) ale unuia dintre punctele sale §i rabatarea m, a acestui
punct, axa fiind urma orizontald, necunoscuti a planului.
15.55. S se rabat#, pe planul orizontal de proiectie, un plan definit
printr-un punct (a, @) §i printr-o dreaptid de profil (b, b'c’). Sa
se construiascd, in particular, rabatarea triunghiului 4ABC.
15.56. Se d& un plan prin urmele sale «P i «Q’ si se rabate pe
planul orizontal de proiectie. S& se constrniascid rabaterea urmei
frontale. -

© 18.57. Se dau proiectiile (a, a’) ale unui punct. Rabatarea sa in

jurul unei drepte a planului orizontal de proiectie este un punct
dat, a,. Si se construiasci axa de rabatere.

15.58. Se di un punct (a,a’) §i proiectiile orizontale oa si 0b a doui
drepte concurente. Sii se construiasc# proiectiile frontale ale acestor
drepte stiind ci daci se rabate planul acestor doud drepte pe planul
orizontal al punctului (e, a’), punctul lor de intersectie se rabate
in o, dat.

L]

Sd se construiascd bisectoarele a doud dreple concurente in cazurile
urmdloare :

15.59. Linia de pamint §i o dreapti oarecare. Cazul in care dreapta
este de profil.

15.60. O frontald si o dreaptd de profil.

15.61. Doui drepte de profil.

15.62. Cele doud urme ale unui plan.

*
15.63. Se di o orizontald (%, A°) si un punct (o, 0’). Si se constru-

iasci proiectiile exagonului regulat care are ca centru punctul
‘(0, 0') §i pentru care o laturd se proiecteazi dupi dreptele (4, 4).
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Tabla de materii

Produs scalar

1 Produs scalar pe un spa-
$iu vectorial

2 Inegalitatea lui Cuachy-

Schwartz

3 Ortogonalitatea a doi
vectori

4 Ortogonalitatea a doud
subspatii vectoriale

16

N

9

liometrii ale
planului vectorial
euclidian

1 Grup ortogonal
2 Rotatii vectoriale

3 Grup de rotatii vectoriale

71
87

19
Planul vectorial
euclidian orientat

1 Orientarea planului vec-
torial euclidian

2 Cosinusul i sinusul unei
rotafii vectoriale a pla-
nului vectorial euclidian
orientat

113

11
Grupul
unghiurilor
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1 Unghiul unui cuplu de
semidrepte vectoriale
2 Grupul unghiurilor

126
138
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12 1 Distanja = dintre doui
Spatiul afin puncte 156
euclidian 2 Ortogonalitatea a douid
drepte 172
3 Ortogonalitatea unei
drepte cu un plan 190
4 Plane perpendiculare 213
13 1 Ecuatia carteziani a
Cercul unui cerc 227
2 Intersectia unei drepte
cu un cerc 250
14 1 Ecuafia carteziani a unei
Sfera sfere 276
2 Intersecfia unui plan cu
o sferd, a unei drepte cu
o sfera 296
15 1 Reprezentarea punctului,
Geometrie a dreptei, a planului 320
descriptivd 2 Probleme de geometrie
descriptiva 344
3 Schimbiri de plan 353

4 Rabateri
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