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imeaaafﬁ‘rfiie si 'uﬁghiijﬁie thii %ﬂﬁﬁghi de acees am fost

nevoifi s3 folosim construct:i gl misuriti, adick si fezol-
vim grafic problema. Trebuie s3 constatim ci prin metoda . -

de misur¥ §i reducerii la scatd. a figurii reale. Acestea fac
~ ca tezultatele obtinute pe cale ,.grafici” si nu aibi preci-
. zia ceruti de imprejuriri. Devine astfel riecesari introdu-
cerea unei disciplihe mateématice care s fie ecapabild si
- rézolve prin calcul problemele geometrice privind triunghiari
si poligoane plane sau sferice, in care datele cuprind laturi
- Aceasti disciplind este frigomometria. . A
- - 8. Trigonometria poate f pland sau sfericé. Prin trigo~
nomelrie pland se infelege acea parte a matematicii care se
ocupi cu rezolvarea problemelor ce se pun in legituri cu
- triunghiurile rectilinii satr el poligoanele ale efiror laturi
. sint segtente de dreaptd De rezultatele el sé servese-in -
Practicd topografii, cind thisoari terenuri ni1 prea intinse
ce pot fi asimilate cu figuri plane, sau fizicienii, cind 1i se
pun probleme care pot fi reprezentate geometric prin
figttri plane. o _ S
. Daci finem seamy ci suprafefele oceatielor se pot socoti
ca suptrafefe-agezate pe sfera paminteascy si cd astrii de tot -
- felul, de care se ocupi astronomia, sint reprezentati prin-
puncte pe o bolti cereascd sfericd cit centrul in ecentrut
- Pamintulii, atunci In multe probleme .de navigafie $i it
tnele probleme de astronomie se impune luarea i1 conside-
rare a tinor triunghini sau poligoane sferice. Astfel, in cazut
determinyzii pozl’;ie.i unox astri naturali sau artificiali, aga.
cum sint. satelitii artificiali creati de oamenii de gtiingi
i tehnicienii sovietici, este necesar si folosim relafii tntt
laturile si unghitrile unor triunghiuri sau poligoane ale ciror
latutl sint arce de cercuri'mari ale utei sfere (cercuri ale
cdror plane trec prin centrul sferei). Cu stabilirea unor
asemenea relatii se ocupd irigonometria sfericd. e
 In manualul de fati se vor trata numai elementele de © .
‘trigonotetrie pland absolut necesare studierii altor disci ~
pline si, totodats, in vederea unei pregitizi de spegialitate,
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4. La. rezolvarea problemelor cu a]utoml formulelor
ztngonomet;nce se :folosesc pentru unghiuri mai multe feluri
Y e

”“; adici unghnﬂ.fenmat de doud ~
e, este uneon Iua.t ca umtate de

e.de miSura .

§7  "v7 2+B+c+D=4&

Ap]matle. 0 routa dm;ata ave 72 dé dmtz Cu ce unghz
S exﬁrzmat in unghiuri drepie se inviﬁe;te roam in cazul mtz-
v m ou wm dinte? .

* . Rerolvare. 72-de intervale egalefac4 dr, rezulti decl ci, fo-

o ;tindit e*e;u:md{i@fﬁ@,—rfoa*:a’descgief;‘; i¥‘———drz0 ,0555...dr.

. b. Unghiul de. un_grad sexagesimal este un unghz egaZ“
0w a 90-a parte dintr-un unghi drept. Fn sisiemul-de misurd
' -sexageszmal,, gradul este im;bﬁr;zt in 60 de mmute 5 mmuml-

0.de sécunde. :
vem deci': 1° (mi grad sexagesunal) = 60’ (60 de

. ‘minute) si: )i (ot minut sgxagesmal) =60" (60 de S
-~ secunde). In acest sistem, misura unui ungln al pohgo- oo
- ntlui regulat ; ew 7 turi este: o

fﬁgi@=g;_ém=—&=— %°1%°wm~
. 7 7 7

Care est" mﬁsum 'in grade sexageszmale aun-
gh de - unes loculitdfi de la scuatoml p&- .
" smdmtesc in timp deo K §t cmcz mmute? ,

Ileatle




sentesimal este wn anln egal
wnghi drept. In sistemul cen-
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Sa vedem cﬁm radlam are un ungh la centru eare cu~
- prinde intre laturile sale un arc. de cerc de lungime I,
- raza cercului fiind R. .

‘Dac notim cu NV° numa:rul de grade sexagesimale ale

unghmltu, atunci'se §t1e din geometne ca avem s L = ’;?:(I: )
o de unde : ~
N 180
uR

si, pnn urmare, numarul de rad‘1am al acestm arc este'vv o
dat de: , o
v N =——vN°= ———’-E—:-‘ . 180°L =—-I—‘.

180°- " 180° "R R

.R-v-'

Astiel, unghiul de 60° care cuprmde intre latufile sale

i are a cirui lungnne este a sasea parte din lungimea -

cercului, - adics 2% T’ are un numir de radiani ‘egal'cu :f

- Dacd inlocmmin formula N,_'.=A% peiRﬁ cul, obfifiemt

Cu alte cuvinte, numdml de mdmm al un.m unghi este
 egal cu numiirul care exprimé lungimea arcului de cerc cores-

punzdior, atunci cind raza cevcului este luaid ca umtate de

mdsurd (raza ceycului este egald cu 1).

" 8. Acesty observare este fearte utils 1a trecerea de la
" unitdfi se: gesimale la radiani §i, invers, 1a folosirea tabe-
lei care da lungtmea. arcelor de cerc de razi 1 (v. Tabele

.




s formude matematice, B :tehmm, 1954, p. 344345 51
*Tabele matematice, Bd. tehnies, | 59, p- 167) ’
 Exemplul I Sise mfansforme in radiani unghml
de 26°37'42" . | _

g -~ Intabeld se giseste C L
S i d:repfullmzs’ \ PRSI numﬁrul 0453786
" indreptullui37’. .. . . . numérul 0,010763
3ndrep“1au1111i 42_’{ oo wo. - numirul 0,000204
' © T Total 0464753

‘-0,4647 b3 radiam

:Exé‘mplul II Sé e transforme in grade, mintte -
f ,secunde sexagesimale u.nghml care are 1, 236450

. Ciutdm in ta.bel& 1a- coloana gtade, num¥rul cel mai o
- -apropiat de 1, 236450 ; ac e1,221730, care se aflith

a 70. de grade Sexageé o
c l1hai apropiat atmir di ereni,'al 236450 —1 221 730-—
=i0,014720 dif coloana mmqte 0 014544 se afld tn dre;p 1
a 50 de minute. A

p“ plat de dxferenta 0 014720 -—-_'
"qlggn’a:secunde este, ;000170

' caré se afli in dreptul 35 . _
% decl ca ﬁn ln, del; 236450 radlam are mésura,'

- SOy tmghumlor
S inmatema.hc& Iy fizi

- e numirul care expnm a,nu ‘
- smmltan atit mirimea unghiulii la- centru coresptmzitor,, :
- .t si lungimea arcului masurat cu raza cercului.

: Aplicatia 1. O plack de tablﬁ are forma unui soctor oine
gular de razi 35 cm 55 cu unghiul la centyu de 233°17’15" B

. Peﬁtru a ealéula ;penme-_ §1 aria avem neévoie de lun-
- githea areultu. Din formula eare d& numinﬂ de radiani -

deducem €& Iungl‘mea arcultu de ceic. este } fx,:
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a unel sem;[d_repte : “pla:
S&. ~"P°ate efectua. 48%:d ou.a'x .S ] _ .
. derim un a,nmmt ~sens: d

j Pprin rotaj:xa 1u1— )
- acelor de ceasorm







b) CazulA B <0 (ﬁg 4, b) :
Urmind aceeasi reguli de aduna;re, descnem cereul de ‘
tazi 04 =1 slpurtimpecercarcul AB = ain sensnEga- R

Iﬁ'g.4

tiv §i apoi arcul BMB' = in sens’ pozltlv, ‘acesta ,ﬁdm o
~urmi este un sermcerc avind. ongmea sa B in extxeml
. tea B a arcului AB ’

AN :
Unghiul 405’, ha,surat pe figuri are minmea n + au' '
radiani, unde o eﬁte negatxv S

~ Observate 1mpertant5 Si intr-un caz«_gg_
- celdlalt, unghiului-n 4 « (pentru orice «; pozitiv sau n
th} ii corespunde pe cercul de razi 1 un atrc cafe are ca g7

gine pe aceea & arcului o st ca exitremitate simetrica fapti de
centrul cercului a extremzta;u arculus .o

_ 12. Expresm generalii a miisurii in radiani a areelor care
au aeeeagl ongme §1 aeeeagl extremnam. Si conaderim

unghiul A0M (fxg b, a), cruia fi corespunde pe cerenl. deA .

- 7azd 1 arcul AM = d (cu griginea A si extremitatea p7y, -
Se poate ajunge de la 4 la M, dach.la un numis intreg de -
zotafii efectuate intr-un sens sat altul ‘1‘11 jurul lui 0. se

 adaugi mésura aa arctﬂm AM

~

12




aciist caz ca

S = “# AN

- siaeste pozﬂsxv, atuﬁ_h‘ung
mai mare ¢a 360° ' :

¢

Agadar, mdsma 0 in radiani a arcelor care au aaeea§ =
gme 3 aceaam extremta”te eu-vn arc dat o este data de formula.

0=¢+2m=

unde n esteun numir intreg oarecare.
Din, observarea de mai sus si din formula, generala a
~arcelor deducetn alte formule 1mportante pentrﬁ lecjzul o
care urmeazi. N
- Aplicatia L. Ffmzd dat g cerc. de razd 1 pe care s-a luat
A' @ arcelox st se stabileascd formula generald j;en -
. s elor care aw aceeags origine t ale caror
- extremttapz sint oajetele unws diametru.
 Fie arcul AM = oc(;Elg 5, b); arcul AMM' a cirm S
: extremﬂ;ate M’ se afliin celﬁlalt capit al dmmetrulm care ,
" ‘trece prin: M, se objine lufnd smetncul lui M faj% de cen~
. #iul @ al. cercului; asa ¢i avem AM’ =7 4. Scﬂmﬁ’:".
. esiile genetale pentru-m ra in radiani a acestor amE, .
o pe baza formulei de hal sus, sobtlnem : '

| AM==¢+2m:.;,1AM’ m+w+2n1t—a+(2n+1)1c,

S Cnmg oarccaye se intelege ad. numﬁr intreg po:itiv, negativ ‘
o sa.u 2670, » i

i3




sadar; toate arcele care an Goeeasi oviging si

¢ la capetele wiui diametru san intr-un acelasi -ca ) -
- dvametrylui. ce lrece fﬂ” extremitatea arculiis « aw marimiea
0 in radians, datd de formula AN

18N

| o =a+kn |

*" i de paritsti- diferite obfinem extremitétile asezate de o
_parte si de alta’ a centrului O, jar pentru dond
- lui % de aceeasi paritate objinem extremitifi cons
. .Aplieatia II. "S& se gdseasod formula gemeralds pe .
- mdsura in radiani a arceloy care au aceeasi.ovigine A (fig. -
" b, ©) $1 ale ciror extremitili sint simetrice fayd de diametrul ..
:  Fiearcul AM = a; arcul AW, a cirai egtremitate A
- este simetricul lui M fatd de 4’4, este -egal In valoare -
~ absoluty cu AM, insk Indreptat in sers contrar, asa ¢&
avem AM’ = — . Scriind. expresiile generale -~ pentre
misura in radiani a acestor arce, avem:” .- . -

unde & eSfe un intreg oére"éa’x"é._ .'Penf;r_ti“dai;l_ﬁf valoti “ale Tui )

m = nmh AN = —a 4 20w,

uhde » 5in’ sint Intregioarecare. - o T -

. Din formulele obtinute rezultd ¢ : foate arcele care awr
eeasi ovigine §i extremitdpile’ simetrice faji de ‘diametysk
: vece pyin originea -arcelor an mdsura . in ‘radiani . dati
de formula: - - - e e

b=gkriae |

~ ande % este un intreg oarecare. Semneleplus $1“mm. s
- . corespund celor doui arce cu extremitifi situate de

.- parte gi-de alta a diametrului ce trece priii originea arcele

- Aplicatia W, Sd se gdseascd formula gemeralé pentreé
- mdsura in radiani a arcelor cave au aceeasi-origing A (fig. .

- B, d si ale cdror extremitifi sint simetrice fati de diamelril - -
Derbendicular pe diametrul oe trece prin originea A a ar T
Fie arcul AM = «; pentru a obfine arcil AM"; acirni .

 extremitate M’ este Simetricul Tui M fafd de diametrut -
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6. Dintr-tin capac circular de tabls, ¢t diametrul de
- 2% em, se taie un sector ew unghiul la centry de 84°15/12"; ..

- Cu partea rémasd se construieste, piin ited marginilor,

uf vas.gonic. Si se-afle lungimes cercului de bazi al ‘conu-

..... =T Abrinby

- lateraly. .
. ¥ Folosind fipirti- -

tea. Hdtd cerc in patru

‘adrane, - formate  prin

- ducerea a. deuf dia- -

este asezatd latira fi-
nald a ‘urmitosrelor
- unghiurj date prin, m§-
' . suralor'in radiani:
Fig. 6 L 1:-8;314:432;
. .’.:»-_.. -’ . 5; —93,26 ‘;1;14‘.

gy v SA se exptime in radiand si grade.sexagésimiale wugt
~difi unghiurile egale din virfurile urm3toarelor poligoane
regiilate convexe : pentagon, exagon, octogon, dodecagon,
- pentadecagon, poligon cu 13 laturi, poligon ci 20 de laturd,

9. 8% se exprime, lufnd succesiv ca unitate de misury
radianul, gradul sexagesimal si cel centesimal, unghiul
format de acele unui ceasornic Ia ora 12 sitinsfert.

_ 10. Ce unghi in grade sexagesimale st radiani ‘descrie
115 ore acul orar al unui ceasornic? Dar tinutarull? }

- 11, Prmul satelit artificial; sovietic, al Pimintului a
facut 1a fnceput deotul Pimintului in 96,2 min. S% se afle
ofi radiani a descris, pe secundy, linia cafe wnen cenitrul -

- Pamintului. cu centrul satelitului, . -
(Se va presupune orbita satelitului asezats intr-unf;_ﬂ_a_tu N
12. O roats dinfat¥ are 90 de dinti. S se exprimé in -

tadiani unehiul de rotire al rofii, dacs ea se roteste ctu:

)80 de dini; b) 25 de dinti; ¢) 40 de dinti; 49200 de dini.

- 13. S% se determ’ne viteza unghiulari a miseliriide
rotatie a acului orar §i a minutarului unui ceasornic. . =

16
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14, V1teza unghmﬂaﬁ a unel p1etre de- slefmt este de B
4 500 rad/s 1) Cite rotafii pe minut face piatra ? 2)Care este -
; lindard a umn pu;m;t de ‘pe ’clrcumiennta pletrel, o

s ci unglnul se- masoarﬁ de ia 0° 1a
360° in - sensul migcirii dcelor de
ceasormc, toate avind ca latuii ini-
$iald dlxeéin‘ AN (N= nord); 58 se
i rul unui .raportor 51 al
unei haffi a Republicii Popilare Ro-
‘mine azimutal urm3tearelor d;lrect,u
{inradiani) : .

1) Bucuresti—Tagi - 3) Bucu::estl—Cra.tova

231 Bucuresti—Constanja - - 4) Bucuresti—Oradea.
' 16. Rotindu-se uniform, rop;ta unel magini executd
. 40 de rotatu in 5 min. ‘S4 se gliseascd viteza ung]nul o
. a r%b in radiani pe secundi. : -

O roati de transmisie are viteza unghlulara 0=
- radfs. Tn cit timp va executa ea’o rotajie comp;leta? ,

;
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Fig. 8

18. Ma%ela OA a unei ma§lm ou vapon s-a rotlt o o :
un ungh1 COA = o (f1g 8), iar- blela 4B descne s1multa.n '

un- ungh1 CBA. Stund. o AB. > 04, si se spuna catre .
- dintrecele doud unghiuri este mai marein valoare absolut &
ce? Cese poate spune: despre semnele acestor unghiur i,
dac,; tudni ca origine a arcelor descnse de A punctul c -

© 9 - Trigonometrie . & X-a Teald L= I & &




se exprnne ' cprespunde orex mmutulm si
indei de timp i1 grade,-minute gi secunde sexagesimale, -
.22, $tiind ci Jongitudiriea obServatoruluL astronomic - -
o dln Bu sti. (fatd de Greenvneb.) este L = 1344"23? 18,
L sﬁ se. exynme L in umtap ‘sexagesimale. :




_ _‘lcul@ % halﬁmea und
pe un: teren orzzonta&




*dmecta a }ungmulor AB AC nu se poate calcula rapoﬂ:ul
de aceea se cautd alte doua segmente foarte apropiate de
Jocul de observare, al citor raport si fie cel ciutat. Sin-

tem condu.?x astfel si luim un punct M apropiat de
virful unghiului C, situat pe raza vizuali BC, de unde
lisim o perpendlculari MN pe cateta 4C a trivnghiului
4BC. Tnunghml MNG fund asemenea ¢t 'BAC avem :

LY MR~
v h ¢ Acum nu ne rimine deécit si rezolvim problema, cons-

ind pe o foaie de hirtie un unghi egal cu#, pe care l-am

at cu un instrument de misurat unghiuri, 5i:sa construim
perpendlculara MN pe latura oriZontald care pleacd din C
(fig. 10). Numdrul yse obtine impari;md lungimile segmen-
telor NM si CN, iar lunglmea ciutati 4B va fi egalicu
ac . XL : ‘
_ N’

Raportul—— este dependent numai de mérimea unghm—

' ltu si variazi o dati ctt acesta. fntr-adevir, dacid -pastrim
- lungimeg segmentului CN si luim punctul M situat in M* -
' in interiorul unghiu-
lui %, pe perpendxeu—’
lara ridicatd in IV pe
" latura CN, atusici nu-~
- maratorul raportuluz
devine - NM’, mai

NM' _NM,
rtul —
_ §1 rapo < N

, N\
S . la un unghi M'CN,’
Pig. 10 © ' mai mic decit #, ra-
: - portul este altul demt
- cel corespunzitor 1uj w. La fel se constatd ci, dacd M este
51tuat in M'" in afara unghiului «, pe perpend1cu1ara ridi-

- mic decit NM, ‘deel

de unde se observa cd



 cats din N pe €N, rapoxﬁﬁl L este azmaredeeit

- adicd dlfent de saporbul corespunzito '1u1 y

. ti eé. de oﬁu‘nde am duee rperpendicula%:a MN pe fceala.lt&
latur} a unghialui 4, »raportul M ramine acelagi.
De acees, d_m cele stabilite maJ.' sus, observatorul este -
. i e

2. Consmeﬁnd a.ce-
o lagi unghi ascufit «
. §i coborind dintr-un

"'punctBalunellatun-

o perpendiculard BA

» pe cealalta laturd, se
formeazi un triunghi |
dreptunghic ~ 48C,.
ale” carui laturi au
lungimile BC = a;

C4 =b §1AB=0

e ¢ 1:':11e§1:e o corespondentﬁ intre mul--

e operafiile de calculare a raportulux
ea calcululm gra:ﬁc insotit de eromt

irea - unui tab_

. jimea valosilor unghturi ,
Tui I adics se defiuegte o funcjie care —= cum vom vedea.
mai tirzin — se numegte tangenta unghmlm %. §1 se scne L

v se elteste y este tangenta unghmlux ‘fu. -

Funemle mgonomemce ale unghmlm aseum o

lor ascufite u i mulfimes \ valorilor

ye=tgu;

C

Big1

fig. 11), fritocmai ca 1a axagraﬁﬂ precedent, se poate
constata.c4 mj)ortul a dmm Lgturi:oarecare als trmnghmlm .
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dreptunghic i din- mpirtn-ea. cu aa termemlor flecarux !

oK port care defineste pe tg u, ctg w, sec u, €osecu. ‘
Impar;:md ambii membri ai relaﬁel cunoscute 32 -}- @ =

- =.a® prin 42, obtmem :. . '

o | {l)a“f* (i) = 1 'Sa-nssi,n’-‘--w + .c.os2 u*‘= 1,
S et
iar dm egahtitde tg %= -—— ctgw:: i, secu == 51 COSeC % =

- -==-—deducem RO

sinu. -

a
a
$1 coseC =~ =
e
a

Obse rvatea IV Valoarea fiecirui raport depmde L
numai: de % §i variazi o datd cu el. Aceasta s-a constatat
- pentrd tgu (I1-1), S3 aritim ci si celelalte funct,u variazd
o datd cu unghiul «. In acest scop si exprimim sinw, cosu,
-ctgu secu§1cosecumfunct1edet—tgu ’
-~ Impirtind ambii membn a egahtij:u sintu + cos”u =1

pnﬁ cos’u obt.mem

- sm'u 1 1 .
"“ + 1 ='_“ Fy Sa.um 14 de unde rezult&-

cosu—-'--.1 -
- '\/1+¢t,

- Din teiaj;ia tg 4 = M se deduce :
, T ed8 W

sin % =‘,,tg‘uf-cos %=

| S |
, VTTT’ g tgu £

" sin u t Y




, Dm rezultatele: obtlﬂute aconsta,tam 4. toate cfﬁncﬁﬂe

»*-'br?igonometnce variazi o datd cu ¢, care,; precum se stie,

variazi cu unghiul -u: Aceasta edeste ci funciile tn-

. gonometrice ale unghiatni « ¥ azé 0 datd cu %. . -
Exercifii. aplicative:: nr. 23,95'dela p. 86. IR

"3. Valoarea funetiilor tngonomemee ale unghmnlor

de _ aplicare a' celor aritate in. paragra-
; 2111 cedent sa calc am Valonle funcjiilor tngonometmce
C ! R : . v .
si ¢ ' _
- a) Con51deram uf- tn— ‘

" unghi echilateral cu la-.
© tarile .

‘ AB . AC,= . BE =zz
- (flg. 12). Ducmd fAl-
meg v:u’fulul A4, care este

it bisectoarea
i = 60° se for-

: pc 1% o Cap ;
B - O o = = 0 g vV3.--
| 1g30I "B WS Vs sx ctg 30 o ,8

 Yalérile  functiilor tngonometnce ale u.nghmlui de
© 60°, care este. complementul celm de 30° sint date de
S rela.i;flfle : v . v .

~ sin 60°“3—— c_osso’%’ = V—f ; '_éos 60° = sizi'sod;.—;f ;

IR

g 60° = ctg30°=V3; ctg 60° =1tg 30° =—= =




=1V2 Apnéind deﬁﬁqnﬂ'e' o
8111111 8 = 45°. aven

a ‘deseris unghzul 4 OM *Intmclt mobllul M descne 1n T
cunde.un cerc § 9







: "‘iducerea; cosmusului/ unghmlm oarecare ®ea AOM dat,
“fiihdes M poate ocupa orice pozitie pe cere.

blema de mai sus si multe altele ce s¢ ivesc in prac- o
t 1a iveald ‘necesitatéa introducerii functiilor. trigo-
trice. ale unui unghi a cirui va.loare poate fi orice
numir real,

B. Considerim~ cercul de centr O si rast R, pe care' .
lu¥m punetul 4 origine a grcelor. Diametrul 4’4l orien~ -

tim considerind sensil 04 pozitiv si 04" negativ ; diame-_

A, 1l orientim considerind

‘triit B'B, perpendll'
1a pe cerc (fig. 15} un punet:

" OB pozﬂ:m, iar OB' negativ.
M astfel ca arculm AM sa-l corespundi unghml la |

| ceﬁﬁru !{\ = 4, PerpendJcnlara din M pe ehametrul.

. pusctului 4
- dlametrul pu:nctulm M determmé Ppe tangenta in A4 seg-
, .mentul AT sipetangen- -

‘tain B (extremitatea de

- diculat pe 4’ Ay segmen~.
tul BP. Unui unghi ¢ 'i
corespunde tn singur

punct M, iar acestuia -
ra.poartele bine . deter- -
minate : - '

. o AT BR
®'E' R 5" R

unde segmenteleIM OI ’
AT si BP le orentim
~astiel: cele situate pe

P dzametml A'A sau para=
Fi'g' 5 - lele cu A’ A le considerim

’ "~ pozitive,daci se proiectea-

24 pe semiaxa OA, st ne-

&‘)twe, dacd se prozecteazd pe semiaxa. OA'; cele situate pe

B'B sau pavalele cu 'B'B le. considesim pozitive, dacd se.
’ ?rozectaazﬁ 156 semiaxa OB, si mgatwe, dacd se prmecteazd
. pe semiaxa OB’ : : :

4 .determini in cerc segmentele 07 si IM, iar

sus adiametruluiperpen. -




QI negatlv, A.’l'.‘ negativ
e.mai nne de;ﬁi: 90

sin u, cosu, tgu st

,ctg %, care sint- funejm tngoﬁometnce dle” unghmim %.
Aphea;m. Avind in - ‘

- Figurind unglnul ;dg., -
120°in cercul.dé razi R

o (ﬁg 17) avem, conform,
~ defini t1e1 de mai sus_

,unghlc OIM unghml o g 17

; [ &= 180°= 120° =60° si, cum gegmentul OT este. orr-‘
. »-ggta:t negatlv, Yezultd ea avem: o




de doua&ungml misurate, ’
S o aceeast unitate de’
P “m¥sdrs ; elesint prin ui=
—>>= mare numere . abstracte.
: Se poate da o tepre-
. zenitare geometncé va-

. 'lorilorfunctulor trigono-
- " metrice cu ajutorul unui

|- .cére a cirui razd . este
 hiat} ca unitate de
su.rialungm:ﬂor Congi~
. ‘der#m in acest cerc dout
~- . diametre perpenmculare )
B ~A'A §i B'B (fig. 18)

, - ‘oarecare, Construim
B ' - IM) 4'4 si tangentele .

st B. Prelungu:ea razei OM determmé pe tangentele -

i‘n ,ij segmenteleAT sl BP . '

' ', d in vedere cé a.rcul AM cu ongmea 4 si extreml- ‘
ea M are aceeas,a masura ca $1 unghml sau la centru‘.,“

= 6}1 putem spune (se va cons1dera in cele ‘ce urs
meazi un atc care: apazi;me unui cerc a cirui razi este-
- luati ca unitate demisurd alungnnilor) '
< 1) Sinusul -wnui: ayc-esle masura dzstan;ez de la extre—, ‘
mitaéa” aroulm pma 1a dmmetml care trece pym ongmaa,.

giiun ung]u w—-A@M.




'qnml ﬁromteaza ]:e se @
cteazi pe Seniaxa OB’
te }mﬁsam segmeﬂtulw




 ordonata §i abseisé punctului M de pe cerc. De asemeneg

-Yangenta si cotangenta- sint respecﬁv ordondta punétilui

~de mtersecjne dintre tangenta in 4 cu diametrul pune-
tului M i abscisa punctului de interseckie dintre tan-

~ genta in B cu diametrul punctului M,

- Aceast} observare este o consecmta a deﬁmtulor date.
" 1hai sus §i ea va fi utilizatd in cele ce urmeazi la studml
variafiei functiilor tngonometﬁce.

Observarea III. Tie arcele AM, ABN ABN(ﬁg 20),
 extremitifile- M §i N simetrice fata de BB’

© .. fin acest caz, diametrul pu:n ului N e simetricul dia~
S metrulm puncttﬂm M fata , lar intersectia @ alud,
‘ - 7 ON et cercul este simetri~
cullmea}'ideA'A Dia-
. metryl punctulm M tme '
- cereul In'P, care este si-
&k 'metncullmeata de 4’4,
\J} - Panctul P este in acelagi -
\|  timp simetricul lui M fa;i -
Y, de: centrlﬂo
| Coardele egale NM st
¥l PQ, fiind perpendiculare -
| pe BB, sint impérfite de
| acesta in p#rfi egale.
- Coardele NPP;%Q fiind
. de asemenea egale §i per-
- .17. pendiculare pe 4’4, sint -
Pig.20 . st elelmpirjnte de A’A ﬁn :
' ‘parti egale, :

o Tmind seama de egahtafea a doud figuri sxmetnce fa1;5

. ~de.o axi sau faf¥ deun certru §i decele arfitate mai sus,
.pe baza definifiei daty funcjmlor bngonometnce, rezultd

- urm3toarele :

1) Fuuctule tngonometnce de acela:}l hume ale arcelor

m si ABN cu. exﬁremttaj:ﬂe snnetnce faj:i de BB’ émt
: egale in valoare absoluts. . .
.Q 2) Functule trigonometnee de acelagi nume ale arcelor

AM st AQ cu extremitiile sxmetnce fai;i de A’'4, sint
egale in valoare absoluta ,
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, “
‘3) Fum:t.iiie trigonometrice de acelagi nume ale arcelor
AM si ABP, cu extremitatile simetrice fata de centrul 0 -

. sint egale in valoare absoluti.

: Exercz;n aplzcatwe nr. 32, 33 de lap 87

_ Variatia funetiilor trigonometrice

1. Deoarece functule tngonometnce se exprimi prin
rapoartele unor lungimi citre raza cercului, pentru a usura
studierea vanatlex functnlor trigonometrice, vom considera
mi3sura unghiului in radiani, care se expnmé. prin raportul '
* dintre lungimea arcului si'
raza cercului. In acest.
fel, se introduce un sistem ~
unitar de mésurd atit pen- -
tru arce, cit §i pentru func-
tnle lor trigonometrice,
unitatea de misurd fiind
-raza cercului. De aseme-
nea, vom folosi, in acelagi:
scop, cercul impirtlt de
‘doud diametre perpendi-
culare, A’'A, B'B, in pa-
tru- cadrane (ig. 21). .

Punctele 4 §1 A’ sint
locurile de unde incep pri- -
mul, respectiv al treilea Fig. 21
: cadran, iar B §i B’ punc-
tele de unde incep al doilea, respectlv al patrulea cadran.
Pentru a puteg compara cu usurinti functiile trigonometrice
a dou# unghiuri oarecare, toate arcele corespunzatoare aces-.
tor unghiuri vor fi considerate avind originea asezati in 4,
iar extremitatea intr-un punct oarecare M de pe cerctil -
de razid 1. Daci M este situat in cadranul I, II, IIT sau
IV, arcul AM se va numi respectlv arc din cadranul I,

II, III sau IV. Astfel arcul ABM din figura 21 este un arc
dm cadranul IIIL.

Sensul- pozitiv al arcelor este sensul invers migedrii
acelor de ceasornic, iar sensul negatxv este sensul de migcare
al acelor de ceasornic.

9.~'Tﬂgonom’ati-le al, a X-a reals - . ° . 33




ane;m sinus

8. Folosind observarea ci smusul unui arc (sau al'
' - unghiului la centru corespunzator) este ordonata extremi-:
L tatu a.rculm de cerc cu raza 1, putem ‘urmiri cu uguringd
. ; variajia funciei sinus. In vede- .
»‘f rea acestui studiu.al variatiei
. demonstrim urmatoarea, teo-
‘remad ;| ;
Doud arce_ megale avind -
. extremitatile ‘$n primul’ cadran
- - au sinusurile neegale, astfel incit -
= arcul -mai  mare are smusul
. mai ‘mare. ’

Sa conmderém arcele AM r

© si AM, avind extremitifile M,
. siM, agezate ' in pnmul cadran,,
astfel cd: ‘ N

A _ AM1<AM2
"',‘f'.t:ij’si demonstrim ca'

sin AMJl < sin AMa. -
Luam sxmetncele My, M, ale punctelor M i §1 M, fatd
de diametrul 4’4 (fig. 22).
Deoa.tece avem: -

sm AM,:-M Ml, smAM2 =—-M2M,

Sy

o pentru ¢4 1a arcul mai ma:e (dar mai mic decit un semxcerc)‘
' g_';';;corespunde coa.rda mai mare, rezultd ci:
L M‘M1<M’M'
= §1jprbmutmare: ‘
B , B smAM1<sm AMQ.
.Aeea ce trebma demonstrat B :
O .consecin{i a acestei teoreme -este urmétoarea ‘cind

: .arcul din primul cadran creste, atunci §i sinusul sdwu. creste.
‘ Areul cel mai- mxc din pnmu.l cadran este 0, iar. slnusulr

isiu tot 0 -arcul cel mai mare din pnmul cadran este ;-{




- iar smusul sdu este 1. {t‘mmd seama de consecmta de n mai
.. sus; rezultd cd stnusul’ unvi-arc cre;te dé la 0 la'1 atmm'y; L

i cind arcul creste de la 0 la —»(flg 23 a)

3:,.A; Datonta s1metr1e1 cadranelor Isi II fai;i de axa BB,

‘ceére; simetrice fati de BB, sint egale (fig. 22).

care merg de la 4" spre
intocmai ca in cadranul Aceste ordonate sint §i poz1t1ve,r '
fund situate deasupra axei B’B. Deducem, prm ‘urmare; -

éste de la —la: 1: (flg 23, b).
nngtele de pe- arcul cadranulux III sint snnetncele fata

“rezultd ci ordonatele a-doud puncte Moy, N, oarecare de:pe ";:: . ) :
ﬁrmeazi de - aici. ¢ ordonatele ‘punctelor de pe cerc:;:- E -;f-'_‘ i
B sint crescitoare de 120 la-1,

<d sinusul unui arc descregte dela 1la 0 atuncs cmd arcul. ST

trul cercului ale. celor’ corespunzitoare de pe arcul '

o cadr'ahulux I; de-aceea-ordonatele lor sint respectiv egale -~
in valoare absoluti cu’ ‘ordonatele corespunzitoare extremi- .

-~ -titilor arcelor din cadranul I. Dac# un punct M se miscd -

Ceteului se va migca pe arcul:cadranului ITI, trecind de la,_“__

* ‘nului TIT sint negative,’ ‘fiind ‘agezate sub diametrul A'4,
. ele'yor primi toate valorile dela 0 la —I. Rezultd deci: i
smusul UNnUL . arc descregte_ de la 0 la —1 atunct cmd arculvy ;

c?e§te de la T la— (‘flg 23 c)

Punctele de pe arcul cadranulm IV au drept 51metnce~

"-'fati de centrul cercului puncte de pe-arcul cadranului IT;
-.valoxile absolute ale-ordonatelor lor vor fi deci respect:rv- _

. egale cu acelea. ale punctelor corespunzétoare de pe arcul S

o pe arcul cadranului I, atunci simetricul siu fati.de centrul

‘. Deoarece ordonatele punctelor de pe arcul cadra- "



, cadranulm IL. Ordonatele punctelor de pe arcul cadranulul
IV sint negatlve, fiind situate sub diametrul 4’4, de unde
reziillti ci ele cresc de 1a —1 la 0 atunci cind extremltatea
arcului trece de la B' la A. Urmeazi de aici ci sinusul wnus
arc_creste de la —1la 0. atuncs

cind arcul creste de la; la 2%

(fig. 23, d).

. 9. Periodicitatea flmetlel si~
nus. Tinind seama de defi-
nitia sinusului, toate - arcele
care au aceeasi origine A4 st
aceeagi extremitate M au acelasi
. sinus : m3sura distantei de la M
Fig. 24 . pind la diametrul orizontal 4’4
(fig. 24). Daci notim arcul AM

cu z, se stie (v. I-12) cd arcele care au aceea§1 origine A st -

. “aceeasi extremitate M sint date de expresia AM =x + 2km,
. unde % este un intreg.oarecare. Tinind seama de cele spuse
mai sus, avem: A ;
sin(x. + 2k%) = sin %
sau : :
sin (¥ + %-.360°) = sin #,-
“cind arcul x este dat in grade sexagesxmale.
Dintre arcele x.4 2&x=, cel mai mic arc ce urmeazé in
ordine crescitoare dupd x este evident x 4 2w ; aga ci si
pentru aceasta avem:

sin (¥ +27) =sinx

Aceasti relatie expnma propnetatea de penodmltate
a functiei -sinus. .

Daca addugdm unui arc oarecare x, expnmat in. radzam,
" numdrul 27, sinusul arcului obfinut este acelagi ca §i sinusul
arcului inifial (x).

Numirul 2% este perioada, iar functia sinus.este func,tze
periodicd.

10. R‘-prezentarea grafied a ﬁmcllel sinus. Din cele

ce s-au spus pind aici se constati ci pentru orice valoare -

a arcului x corespunde o valoare bine determinati pentru
sinusul acestui arc. Notind valoarea lui sinx prin y,
avem qelatla : :

. y=sinzx
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. y=sing | 0 2 A2 ALGON =170

. ‘c&rui mésurd se obtine luind ra-
“Zza R a‘cercului.ca unitate pentru
lungimi (fig. 25, b), In acelasi nu- — )
‘mar de-parti egale. Valorile func- il

S4 finscriem intr-un tabel valorile arcelor din primut
~ cerc, exprimate in radiani, n ordine crescitoare, iar dede-
. subtul lor valorile corespunzitoare ale lui y = sin #. Din
-+ *studiul variafiei func}iei sinus ficut mai sus rezultd urmi- .
- torul tabel: e -

"'xl'o AR AE AL pn 238 og
6 4 P 2

.

S#geata  indick crestere, iar sigeata -\ indici des-
crestere. In tabel sint trecute citeva arce al cdror sinus a
fost calculat in lecfiile precedente. L ‘

_Daci figurim punctele ale ciror coordonate sint pere-

_ chile de valori » §i y inscrise in tabel, obfinem pentru arcele
~ careé variazi de la 0 la 2r urmitoarea curbd (fig.” 25, a) :

p

e RO

[
I
!
[}

O constructie geometricd a gra- : -
ficului (veprezentarea graficd) func- ‘ ’
fiei y=sin x se poate obtine astfel:

Se imparte atit sfertil de

cerc, cit gi segmentul 04 = 'g ra

b ————

T = = ——

tiei sint date de ordonatele punc- ’ @
telor de intersectie ale paralelelor’ ’

_.duse la axele de coordonate prin . Fig. 25 o
pupctele de diviziune corespun- i A
-zltoare,

Punctele astfel obt.inute; unite printr-o triisturd continui, foi-men.zﬁ,
cu aproximatie, graficul functiei y=sin # in intervalul (0.%)  Tinind:
seama c# arcele cu extremitdfi simetrice fafd de BB’ au acelagi ginus,
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i 'tezulti c§ paralela fa Oy, dus§ ptm punctul (— 1) este aﬁ de snnetrie

o -a curbei Jdar din faptul ci valorile smusurﬂor arcelor dint cadraneleIIT §i: v ,’ '
~ st opuse ‘celor din cadranele I'gi II urmeazé.c& - graficul obtinut pentru:#;: -

- cuprin§ in intervalul (0, w), continud in intervalul (r, 2x) .cu - o ramuri
- de curb#: 1dent1ci ca formid cu prnna. insd agézatd sub - Ox. .

Mitind ‘sau m1c§ormd argumentul xal functlex y=sinx
cu 2x, functia y i5i reia valoarea. Aceasta inseamni ci
portiunile - graficelor de vanatxe ale- funcfiei. ¥ =sin x
~pentru argumente cuprinse in mtervalele (2, 4x), (47, 67) .

T ete. si pentru argumente- cuprinse’ in intervalele . (—2%,0)

' {—4m,; —2m) etc. ‘sint-identice cu portiunea corespunzé— -
 toare intervalului (0, 2x). ‘De aceea, graficul funciei y =
= sin x Dentru orice valoare a lui x se obine printr-o trans-
lajie de mérime 2w sau —2w, paraleli cu 0%, o datd sau repe-
- tatd, a graficului functies corespunzator intervalulus (0 21:) ;
_ Procedind astfel, gisim graficul funcpel y= -sin %
~(f1g 6), pentru orice’ valoare a 1u1 Ko <

Fig 26 -

Aphcatla 1. Fiind data fum:pza y = asin (o)x+ cp) care'
- se intilne§te in studiul fenomenelor oscilatorit din acmstzca, =
opticd, electricitate §.a., s& se determine. perioada. acester .
func;zz cunoscind ci a,,.o §i ¢ sint numere date oarecare.. -

S8 presupunem ci T este perioada chutatd.. Asa fund

trebuie si avein pentru orice valoare a argumentulm X3
asin [o(x + T) + ¢] = asin (cox-l—cp) B

Tlmnd seama ci pnmul arc, mai mare, care are acelag,.: o

_smus cu .ox + @, diferd de acesta cu’ 2w, rezultd:. -
el D Fel—(ortelmtn
21: ‘ ' T .

¥ de unde deducem T —. R

o  3‘8;




é onstrmusca grafzcul fzmc,tzet y =
" ,‘e: rezultatul ou gmfzcul funo;zef, SN

éldéfé a 1 y este 2 si ea corespunde ‘pentru x dat
"ivf.-':defrelatla 3z = —g- ; iar Gea'mai m1c§. valoare alui y este —2,

cor&spunde lui x o‘bj:mut d.m ecua];xa 3x 3=

53 Sa fnscriem. mtr—un tabel citeva valori ale lui x cuprinse i

‘ =2sm3x se: obi;me

. Sa con51deram un T
S ststem de doui axe
_rectangulare, 0, Oy,
de '-a construitla. .-

: j?=s1n.x) Faj;a de acestgi o
- sistem, ﬁguram ‘puinc-
- 'tele ale caror coord

crise. in - tabel 51"'“’

functla 1a aceeasl valoare 0. Cea ma.l.;'v

in thervalul (0 -—) §1 va.lonle corespunzatoare ale lui

e lui y = 2 sm3x corespunzatoare Se obtme pentru R
5 . N 2 : . N N
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Cele doud curbe din figura 27 se numesc sinusoide ; ele
se deosebesc in ce priveste amplitudinile! si penoa.dele '
Sinusoida y = 2 sin 3x are amplitudinea de doud ori mai
mare decit aceea a sinusoidei y = sin z, iar perioada de trei -
ori mai mici decit a -acesteia din urma. ‘

Exercifii aplicative: nr. 34(1); 384(3); 37(2); 37(5);
37(9); 37(10) ; 38; 39; 43 de la p. 87—89.

Funct.ia cosinus

11. Teoremd, Doua arce neegale din cadrade au cosmu-
surile neegale, astfel incit arcul mai mic are cosmusul mai
_mare.

Fie AM,, AM2 (fig. 28) dotid arce din cadranul I al

cercului de razi 1, pentru care avem AM 1< AM 2
- Si demonstrim :

cos A/ﬁ1> cos ./(\

: Luind simetricele Mj, M2 ale punctelor M,, M,, se
- formeazd coardele M;M 1 MoM, care corespund la arcele

neegale M My < MaM a §i, prin urmare, §i coardele cores-
punzitoare sint neegale,
"dupd aceeagi relatie:

MM, < MM,

Se stie din geometrie cd
o coardi mai mare este mai
apropiati de centru; ur-
meazd deci cid mtre distan-
tele OP, si OP, pind la cele
doud coarde avem relatia :
OP,>0P,, ceea ce e tot
una cu cos 4 M, >cos AM,;
teorema este astfel de-
"monstratd,
Observare. In loc
" de OP, 5i OP, este evident

1 Valorile absolute ale maximelor gi minimelor unei simisoide- se
ntilnesc in aplicatiile fizicii sub denumirea de amplitudine.
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cd se pot lua pentru cos AM,, cos'AM, respectiv misura
distan{elor I,M,, I,M, ale extremititilor My, M,, pind la
diametrul vertical BB’. Aceste distanje sint respectiv
abscisele punctelor My §i My Aceastd observare ne va fi
de folos la studiul variafiei functiei cosinus. o
O consecini a teoremei de mai sus este urmitoarea:
Daci yn arc din primul cadran cresie, atuncs costnusul siu
descreste. L o ' ; '
Aréul cel mai mic din primul cadran este 0 §i cosinusul

| siu este 1; arcul cel mai mare eSte%, jar cosinusul sdu
este 0. . - :
Rezults deci ci atunci cind arcul- creste de la 0 la’:—’é,
cosinusul siu descreste de la 1 la 0 (fig. 29, a). .
o Deoarece punctele de pe arcul cadranului IT au drept
simetrice fatid de diametrul vertical BB’ punctele de pe .
arcul cadranului I, rezulti cid si cosinusurile arcelor din
~ cadranul II vor avea respectiv aceleasi valori absolute ca
si cosinusurile arcelor corespunzitoare din cadranul L
"Avind insd in vedere ci arcele din cadranul IT au cosinusu-

‘tile negative, rezultd ci atunci cind arcul creste de la -%la
x, cosinusul sdu descreste de la 0 la — 1'(fig. 29, b).

" Folosind apoi simetria faf3 dé centrul cercului a cadra-
npului ITT cu cadranul I si a-cadranului IV cu II, gisim
in mod analog, ca si pentru functia sinus, urmitoarele:

Cind ar,fciul creste de la m la ?f, cosinusul siu cregte de la
—11a 0 (fig. 29, ¢). | o
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i C ind arcul, creste de%la‘g'—la 21:, oosmusulsau cregie de e
lq 0 la 1 (fig. 29, d). o -0
12. Periodicitatea functlel cosmus. Tinind seama’. de-f;’

e &eﬁmﬁa cosmusulm rezultd'cd toate arcele care au aceea.«;l» e

. ronglne A §1 aceea§1 extremitate M 'au acelasi cosinus:
S . : misura distanfei de la extremi-
tatea M pin:‘i la didmetrul B'B
v ,(fxg 30). .

. ceeasi origine A si aceeasi extre=
mtate M sint date de expresxa 4

AM—- % + 2k1:,

: unde k este un mtreg oarecare. :
-~ Tinind seama de cele spuse mai . |
. sus, avem: ‘

cos (x +2k1c) =cosx

;53‘?-“- Sl ‘
L cos(x—l—k 360°)=cosx N

cmd arcul’ % este expnmat in grade- sexages1ma1e. S
Dintre .arcele. ¥ 4 2kx, cel mai mic arc ce urmeazi in

‘ordine crescitoare dupd % ‘este evident x + 2m. :
In wrtutea relatxel de mai sus avem dec1 §1 egahtatea T

N . ’;cos(x-l—?,n)—-cosx } :
' -"Aceasti relatle e;;pnma propnetatea de penodlcltate a

- functiei cosinus.
Daci addugdm wnui arc odrecare %, exprimat in radzam L

‘numdrul 27, cosinusul arculm ob;mut esta acela;z ca §z cosi- -

] .nusul arculm inifial (x).

Numirul 2% este penoada, iar func;;la cosmus este o
d func;ze periodicd.
- 13. Reprezentarca graflcﬁ a func;ml cosinus. Dupi.ﬁ

' cum s-a vazut- mai sus, pentru fiecare. valoare a arcului”

X corespunde cite .o valoare .y pentru cosinusul arculm.
L ,Aceasté corespondenta se. expnmﬁ pnn relagia : - ~

) y-—-vcosx. '

, ‘Dacd notam arcul AM cn -
- %, se _stie: ci’ arcele care att a- .



. Tnscriem fntr-uin ‘tabel valorile ‘arcelor din pnmul cerc,
exprimate in radiani, in ordine crescitoare, si dedesubtul
© lor valorile. corespunzitoare ale lui y =cosx: Avem:

T T I 0 A E A2 E a2 aon

INE (B o 1m0 1

-~ TPigurind purnctele: ale ciror coordonate sint perechile -
- . de valori x §i'y inscrise in tabel, obfinem pentru arcele care
" _-variazi de 1a 0 la 2= graficul aproximativ al functiei .
.. Conistrufia grometricd a"graficului’ funotici 'y = cos 4 (fig. 81, b) &
i . mod asemandtor en aceea:inditats “pentru funcfia sinus (v. p. 87). -
tém cu - 0 B 1";, . i'n punctele de dJ.vizmne .ale sfertului de'

L

Cemegen 0312 Fhow
" acélea ale segmentului oaf—v.'.,%;- g
 (O'notat 0, jar B gi A motate tes-. ]
" pectiv » gi n') §1 {inem’ seama de
“zelatin cos #=sint ‘ -;—’7 x].‘atun’;si
""" obfinem puncte ale graficului func: -
- 4iel 'y = cog'w la intersectia para~- :
. lelelor cu Ox gl Oy, duse.respec- . .
.tiv prin - perechile de ' punct
30), (=15 1), (n =227,
(n—3;8) ... (pe figura’3L,3

g

T Fig 81

“sa'luat ‘n=8). RN IE AR s S
* ‘M#rind sau micgorind argumentul x al funcfiei y = cos %
cu 24, functia y isi reia valoarea. Aceasts iiseamnd cd por- .. .
fiunile graficelor -de variafie ale functiei y == cos ¥ pentru - .

~ argumente cuprinse in intervalele (2=, 47), (4w, 6m) ete.si

S :




 pentru argumenté '"cuprinse' ‘In  intervalele (—2=, 0),
(—4w, —2=) etc. sint identice cu porfiunea corespunzitoare
intervalului (0, 2x). De aceea, graficul funcfier y = cos x

yA

Fig. 32

- pentru orice valoare a lui x se obfine printr-o translatie de
mdrime 2% sau —2x, paraleld cu Ox, o datd sau repetald,
a graficului functies corespumzdtor intervalului (0, 2w).

Prin acest procedeu se obtine graficul functiei y = cos z,
cind x variazi de la — la 4o (fig. 32).
Exercifii. aplicative: nr. 34(2), 35, 37(1), 37(3), 37(6),

.40 de la p. 87—S88. :

. " Funetia taligenti o
14. Teoremii. 1) In primul cadran, functia tangentd ia

- orice valoare pozitivd datd §i este crescétoare. -

2) Fiind dat un numdy pozitiv n, oricit de mare, existi

0 valoare a arcului a clrui tangentd este mai mare decit n §i

aceastd valoare este cw atit mai
)[ aproape de';i ct cit m este mai.
/ mare. : -

1) Considerim doui arce din
primul cadran Afll?p- AM, (fig.
. Pan N P
33), astfel ¢ AM, > AM,. In
acest caz, si demonstrim cid
intre tangentele lor, AT, 5i AT,
care pot avea orice valoare,
avem relatia AT, > AT, sau

. — o~ .
tg AMy >tg AM,. = A\
‘Din cauzi ci unghiul M,04
este mai mare decit unghiul

W
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afara unghitlui 7,04 si deci segmentut AT, este mai ma-

" te decit segmentul AT,, ceea ce confirmi ci in primul

cadran functia este crescitoare. De asemenea, ea este po-
_ zitivd pentru ci segmentele AT, AT, sint situate deasu=
pra-diametrului 4°'4.

~ 2) Se agazd pe linia tangentelor segmentul AT = # si
se uneste T cu O.-Dreapta OT taie arcul cadranului Iin M,
situat intre 4 §i B. Dacd ludim un punct E, situat intre
M si B, atunci pe baza celor spuse la punctul 1 avem:

tg.A’E >tg AM fau tg AE >n, .ceea ce demonstreazd cd
existi un arc' AE mai aproape de % , a cirui tangentd este

mai mare decit 7. Cu cit # este mai mare, cu atit si M este
mai aproape de B. Se spune, in acest caz, ci tangenta tinde

citre + oo cind arcul se apropie de l;-l_prin valori mai mici
decit . ' ' | '

Deoarece cea niai mic valoare 0 a tangentei corespunde .
ia arcul 0 §i pentru ci tangentele cresc, rezulti ci: fan-
genta unui avc creste de la 0'la + o atunci cind arcul cresie

delaOla fz-'(fig.. 34, a).

Din cauza sime-
-triei cadranelor I 5i IT
- fatd de diametrul
BB, tangentele AT,
AP,adoud arced M,,
AN,, care au extre-
mititile M,, N, sime-
trice fafi de diame-
trul BB’, sint egale in
valoate absolutd, dar
de semne contrare.
De aceea, arcele din ‘
cadranul II au tan- ~ Pig. 3¢
gentele respectivegale v "

. in ‘valoare absoluti si de semne contrare cu tangentele
arcelor corespunzitoare din cadranul I. '
Cind extremitatea arcului din cadranul II vine de la

A’ spre B, tangentele primesc valori opuse tangentelor




o arcelor corespunzatoare dmr cadranul I ale 'caror -extrerm-'fl
~tdti vin de la-d spre B: - e
' Urmeaza. de a1c1 ca 1) atum:z cmd arcul tmde cdtre ?7_“

_cdtre B. vemml dms;bre A’ ), tangenta tmde catre C—o0

2) atuncz cmd arcul variazd de la = la k) tangenta cre;te de-
la —w la 0 (fig. 34, b). 2 ,
~ Inainte de a trece la variatia tangentel unm arc din
cadranele I1I §1 IV facem urmatoarea '

| mitd§i M, si M, sint
.- capetele unui - diame-

- gentd (fig. 35, a5 b)..
| Acedsta  rezultd din -
I inséisi definifia tan- -
“‘gentel. .
-7 Din observarea. fa-a :
- cutd mai sus .dedu-

“arcelor din: ‘cadranul -
- II1 sint respeciiv egale
~cu-cele ale arcelor €0~
_~respunzatoare din ca-

IV sint respectw egale

 -cadranul 11,
" Asadar, cind arcul' o

cre;te de la ] la 3=

R S “, B p tangmta sa cregtedela;'jr-
A R Ola + o, iar cind ar-

Fig 36 cul cre§te de la -—2— la

-211:, tangenta sa creste de la —w la 0 (fig. 36, a. si b).
- - 15. Periodicitatea funetiei tangentd. Din cele aritate
T mal sus, se- constata cd doua arce ale ciror extremltitl o

' 46-?1*

- prin. valon mai. mari. decit = (extremztatea arculm tinde ;

Observare )oué
'garce ale caror extre-; ~

tru au aceeasi tan- .

' cem ci . tangentele

~ dranul I, iar tangentele -
~arcelor dm -cadranul -

cu acelea ale_arcelor
coresjmnzatoare dm o



- s t"bcape’cele unoi d1ametm 'auv aceeasl tangenti Daca.'
: tmem se‘ama de expresw, ‘pentru astfel de -arce (1—12

mw+kmw=m5‘

”grade sexage51ma1e, unde k'

O daci arcul % este expnmat 1
. este un intreg oarecare.
: Dintre arcele x -+ k-n:,'cel ‘m m1c arc care urmeazi m;
: ordme crescitoare dupd.x este ev1dent %+ T Pe- baza :

‘ l.egahtit,u de mai sus,. avém 'relatla .
I Amw+w=@x R
| Aceastt egalitate exprimi periodicitatea funcfie tan-

genta : T N T ' -
Dacé addugdm unui drc-oarecare x, expnmat in radzam,*-

U mmuiml =, tangmta arculm 0bpm-ut este aceeagz ca 5t tangentae
- - aroului initial (x). .
.Numirul = este ;pmoada 1ar functla tangenta este °"»,,

g fum:;ze periodicd. . " - '
- 18, Reprezentarea graﬁeﬁ a iunctlel tangentﬁ. Dacaf’

) cu % valoaréa unui afc $i cu y tangenta arcului, -
cele doud multlrm‘de valori existd corespondenya -

t4 mai _sus, pe cat ‘;pnn egahtatea

[

Si rezumém mtr-un tabelr 51 apol gfaﬁc vanat.laf;

: ce cupnnse mtre 0 §iw, deoa-
: eee tzmgenta are: penoa %. Pentru-arcele de la
- se repetxé vana';la dm “primele-doud. cadrane




Notind cu = §i y coordonatele unui punct raportat =
~ la un sistem de doud axe perpendiculare, atunci punc-
- telor din tabelul de mai sus, atit celor Inscrise in' tabel,
cit si celor neinscrise, le corespunde graficul din figura
37, a. ‘ : -

La construivea geometricd a gra-
ficului funcjiei y = tg x in intervalul

( 0,%) procedim in mod analog cala
construirea graficului functiei y =

= sin #. Se obtine astfel curba din
figura 37,5. '

'0———_._.'__...-.__....

Fig. 37

Mirind sau micgorind argumentul x al functiei y=tgx
-cu w, functia y isi reia valoarea. Aceasta inseamni ci por-
fiunile graficelor de variafie ale funcfiei y = tg #, pentru
- argumentele cuprinse in intervalele (x, 2x), (2=, 3w) etc.
‘si pentru argumente cuprinse in intervalele (—m, 0),
(—2%, —=), sint identice cu porfiunea corespunzitoare
intervalului (0, w). De aceea, graficul Juncties y =tg x
-pentru orice valoare a lui x se obfine printr-o translatie de
mdrime © sau —m, paraleld cu Ox, .0 datd sau repetatd, a
graficului functiei corespunzdtor intervalului. (0, ).
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Prin acest proceden se obfine graficul functiei y = tg x -
cind x variazi de la —oo la oo (fig. 38). i y~ g
. Exercifii aplicative: nr. 37(4), 37(7), 37(8), 41, 42
delap. 8. . . - - _ , B
. . vv - \ L ‘

| (3511'0) -_ an/

Fig. 88

| _Funefia cotangent -

17. Teoremi. 1) In primul cadran, functia cotangenid
este descrescatoare §i poaie sd aibd orice valoare pozitivd datd.
9) Fiind dat un numdr pozitiv n, oricit de. mare, existd
o valoare a arcului a clrui colangentd este mai mare decit
n st aceastd valoare este cu atit mar aproape de zero cu cit n
este mai mare. - . : '
- 1).Considerim doud .
arce din primul ca-
dran, AM,, AMg
(fig. 39), astfel ci
AMy > AM,. .

n acest caz, si
déemonstrim ci intre
cotangentele lor BT,
BT, care pot avea
. orice valoare, avem .

relatia ¢ Lo

4 — Trigonometrie cl & X-a realt | SO 49




Dm cauzi ci unghml AOM 3 este ma1 mare ca AOM v

: AN
~avem BOM, < BOM 1 5t prm urmare, segmentele BT1 -.51

B Ty de pe | linia’ cotangentelor sint in relat).a BT, < BT1 .

_ sau ctg AMg <ctg AM1
"= 2) ‘Asezdim pe-linia cotangentelor segmentul BT =n §1

: ; unim T cu O, Dreapta OT taie cercul in M. Avem

*‘t

N ' fo; C g 4o
. \ : 8-

ctg AM BT =:9. Dacé luim un punct E situat mtre M
st 4, atunci AE este mai mic' decit AM si, pnn u.rmaxe, pe

baza celor spuse. la punctul 1, avem:

ctg. AE > ctg AM ‘sau ctg AE > n, -

ceea ce demonstreazs ci existd un arc AE mai aproape de
zero, a cirui cotangenti este mai mare decit . Cu cit n

. este mai mare, cuatit si M este mai aproapede 4. Sespune

cd, in acest caz, cotangenta tinde citre 400 cind arcul

"~ -se apropie de zero prin valori-‘pozitive. - . _
h Deoarece cea ma1 mici valoare 0a cotangente1 cores- o

' punde la arcul T 5 si- deoaz:ece cotangenta descre.ste clndr

arcul creste, rezulta ci: cotangenta unui arc desore§ta zZe la;r V
+oo da 0 atmzcz cmd arcuL_creste de la 0 la — (f1g 40 a)

Cadranele I st II fiind smaetnce fata de dlametrul vet-
tlcal BB’, cotangentele a doud arce care au extrémititile

~ simetrice fatd de BB au valori opuse ; de aceea arcele-din

-¢adranul IT au cotangentele negative i respectiv egale in =
valoare absoluta cu cotangentele arcelor corespunzatoare_'




diri cadranul I. Din'aceastd constatare rezults : cotangenta -
unwi arc descre;te dela 0la —. atumn amd arcul cre;te :
de la —-la T (ﬁg 40 V’b) i e

Fig. 41

Pe baza defmltlel cotangentex, arcele din cadranul ur
.an cotangentele respectiv égalé cu ale arcelor corespunzi- .
“toare din cadranul I, iar cotangentele arcelor din cadranul :
V- stnt respectiv egale cu cotangentele arcelor corespunzd-
B oare “din-cadranul II." Rezulta de aicl urmitoarele: 7

Cind arcul cre;te de la -n: la -;- cattmgenta sa descregte. o

= -'j ‘erla -|- w la 0, iar rmd arcul creste dela 2= la21=, cotangenta -

acastm arc descreﬂe -dela0la —o (ﬂg 41, a si b). ‘ ST
- - 18. Periodicitatea funeciiei cotangenti. Deoarece doul. arce S
‘care au extremitifile agezate | la capetele unui diametru au - 7
aceea§1 cotangenti rezulta, ca'sila functla tangenta ci avem
e ctg (x + kn);;%—-"- ctgx ,
_sa'u : )
e ctg(x+k180°)=ctgx, :
daci areul % ‘este expnmat in: grade sexage31male, unde kv '
" este un intreg oarecare.’ S
" Dintre arcele x4 k=, Cel mal rmc care urmeazi in ordlne Sl
. crescitoare dupi x estex + . Pe baza relaieide mai sus,
. avem prin urmare §i: ctg (v + w) =ctgx - o
, - Aceastd egalltate expnmﬁ penodlmtatea fnnctlel co-
'1: igentd.. , .
‘Dacd addugam 'fmm arc oarecare x, ex;bnmat n.3 admm,j-
b7, cotangent 3 arculu ;mut este aceeast. ca- §'F cataw—




- Numdrul & este perioada, iar functia cotangentd este o
Sunctie periodicd. : ' g '
19. Reprezentarea graficii a functiei cotangenti. Daci
notim cu x valoarea unui arc exprimat in radiani §i cu y
,valoarea respectivi a cotangentei, corespondenta intre
cele doud mulfimi de variabile se exprimi prin relatia :
: : y =ctg x. s ’ '
Rezumind intr-un  tabel variatia cotangentei pentru
.- arcele cuprinse intre 0 §i =, obfinem: -

. Y P ‘
IR et S
ynctg'xl—dol-{-co\'\@\‘l N0y — 0 |+

@ £

@

t Fig. 42

Daci socotim ci x si valoarea corespunzitoare pentru
. Y reprezintd coordonatele unui punct in raport cu doud

~axe perpendiculare, atunci, pe baza ‘tabelului precedent,
- putem construi graficul din figura 42, a.
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’ Cmtsimctza gaomemcd a gmfmdue uncfiei.y = ctg % se obtine intr-
an mod aseménitor cu aceea efectnatd pentru y = cos 7 §i y =tg ¥
. Din figura 42, brejese felul cum se o‘bti.n citeva puncté ale graficului. :

Mﬁrmd sau mlcsorind argumentul xal functia y = ctg x
cu =, funci,-la y isi reia valoarea. .

‘Aceasta inseamni ci’ portiunile grafmelor de variatie ale
functlel -y = ctg x, pentru argumente cuprinse in inter-
valele (x,.2%), (21:, 3m) etc. §i pentru argumente cuprinse
in intervalele (—=, 0), (—2=, —x) ete., sint identice cu
porfiunea corespunzitoare intervalului (0, =). De aceea,
gmfzcul funcpier y = ctg % pentru orice valoare a lui % se ‘

(70 x

Fig. 43.

obtine printr-o tmnslatze de manme ™ sau —, paralela c%.
Ozx, o datd saw repetatd, a graficulwi functiei corespunzdtor
intervalului (0, =). Prin acest procedeu se obtine graflcul
functlel y= ctg %, cind x variazi dela —owo fa + (flg 43).

L]
Funetiile ‘secanii’sl eosecantti

1 1 - - .
20. Functiile y, = si :,v8 ; pentru orice valoare a argu-

mentuhu xpoa.rti respectwnumele saaama de xgicosecantdde x gi se serin :

» cosec ¥ =

- ' . Seérs
cos x sin %
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DRI R Functia sec # are ac‘elasisemn cl1:co8 #,iat a]oares, ei absolutﬁ este,_ B
e maimaresancelputmegalﬁcn 1, pentmcﬁfunctxacosx, a cirei valoare
. inversd este egald cu'sec 7, vanazﬁ intte ~1gi-4+1. In primul cadran, sec 5 -
- - este pozitiva si creste dela 11a 40 ; inl doilea cadran, sec zeste negativd . -
= ¢l cregterde la o0 la —1;in al treilea cadran, furctia este ‘negativd:
. ¢l descreste dela —1la —o0; !n al ,patrulea cad.tan, ea este pozitivd - .
- gl descregte de la 'Foo.1a.1.. B
- Punctia_cosec  are. acelasi semn ‘- sin’ x, xar valoarea ‘el absolutﬁ. Yo

. este ‘mai mare sau cel putin egald’ca 1, pentru. ¢d. functm sinz, a: gi,rei e

-valoare inversy este. egald cu cosec #, are valori-cuprinse intre —1 §i +1.

f primul cadran, cosec # este. pozitivi §i descreste de la +la "1;

,in al doilea cadrau; coséc # este’ pozitiv!i ¢i cregte de'la'1 la o0 ;in al L
_ - treilea cadran functia este negativi gi creste - dela —oola — 1; fn a.l pa- =

: ttulea cadran, ea este negativi i descxegte de la. -1 la —o0..

21, Tabel rezumatlv al stndmlm varmpel
fnnc;nlor tngonometnce )

0 Cadra-| "= Cadra-| =z - Cadra- 3z |Cadra- ‘22
. 4 O ot} faul IE o ol [OE) g |V -
L) f<x | @09 | <x< | (1809 <x< {2109 | <k < | Ga0%)
o sin x 0 a1 11 x 0 '{'}._ =11 - 0 I
Jeos= ] 1 ‘\; .0 T Eo A0 A 1
‘ PO | Al m | :
B O At et | TR 0 | 4o gy f—oo”| 0
- ctex exist&;‘”“\ oo "\—oquista_ f"‘??\."O \_.,é.existix- -

‘ Func;:la ¥ =.sin x poate lua once valoare cuprmsi intre N
—1 si 41, mclusw marginile, - - o
. Funcfia y = cos x poate lua orice valoare cupnnsa intre R
k ~1 si 41, inclusiv marginile. R
~ Funcfia y=tgx poate lua once valoare ; pentrut 2
3.x=k1r+-—»tgx hu exlsté -

R Functm y=ctgx poate lua once valoare, pentru " o
%= km, ctg % nu existi. : : ‘

Exercz,tzz aplzcatwe m' 36 de la. p 88




, 22 Dm studml vana‘l;i func';ulor tﬁgonometnce ,
. constatat. ¥, orice valoare ar avea un arc %, fiecare ftmcn
tngonometnc'i ‘a acestm arc are c1te o valoare umci $1r
- bine determinati . ~ '
% ~Problema pe: caré mne-o punem ‘acum este ‘sd g551m
; dja dea reduce' calcutul oricirei functii trigonometrice
culu‘l functulor tngonometnce ale

"»"'{scop, vom demonstra._ cnteva teoreme pregitltoare. ke
L “Teorema L. Doud arce cu ‘dceeass origine st c extremzta;z, ,
ot ;smetmce fapd de diametrul vertical BB! au sinusurile si cose=
cantele respectiv egale; celelalte ﬁmc;u tngonametnce de ace- .
- _lagi nume:ale acestor.arce: sint fespeotw egals in valoare absolutﬁ S
§z dé._semmne. contrare v
.. Din cauza: sime-~ -
71:ne1 fatd de BB, ex- N_ .
tremitatile M, 51 My S My
‘(fxg 44) ale arcelor .. ..
. »AMI, AM&x sint. situ- - . -
“ate’ sau im  ca- = -
raiiele I.si IT sau An o T\ L
~“cad: mele IIT si IV - &=
. deaceea smusunle Ior::-t e
Ciaun- acelasl semn; iar i
- celelalte funcii trigo--
" - nometrice (cos,tg,ctg) = - :
“au respectlv ~semne .. S ‘ i
“contrare. Egalitatea’ 40 valoare .absoluti a fost arﬁtata"' L

-1a observarea IIT, inctiile secantid i cosecantd . -
- se compo):ti la: fel ca’ §1 unctnle cosmus respectw smus, RN
o E .
deoarece sec x = ttsi
4c°s x -

:‘j ' Cnnseelnti Doua“r arce suphm&'nmre au smusunle $z cose-v 5
cantela Fespectiv _egale; ‘celelalte. fanctis itrigonometrice de -
aaelasz nume ale acestor arce-sint»resjbectw egale in valgare . . -




Y R
Aceasta rezulty din faptul ci doué arce suplimentare..
AM 1=% i ABM,=n—x au extremitijile simetrice®
fafd de BB’. .. = S
- Avem deci:

sin(r — ) =sin'%; cos(x —%) = —cos x;
-tg(u—-x):::’-—-tgx; _
ctg(m — %) = —ctg %; sec(r — #) = —sec x;
’ cosec(r — x) = cosec %

Daci arcele sint date in grade sexagesimale, = se inlo-
cuieste_cu 180°. S _ L
- Aplicatie. Si se calculeze functiile trigomometrice ale
unghiului de 120°, . '
Avem: o '
sin 120° = sin(180° — 120°) = sin 60° = L3
0s 120° = — oS 60° e — L1 ¢ ’

s

. 2 ]
tg120° = —tg 60° = — V3 ;
ctg120° = — cfg60° = — L _ _ V3,

g. . g ﬁ . 3~'

. 5ec120° = —secB0° = — 1 . _g. B
. o cos 60°. . ‘ J"‘

cosec 120° = cosec 60° = —! =i=2ﬁ.
: - sin60° V3 3

23. Teorema M. Doud arce care au acceasi origine si
extremitdfs simetrice fatd de cemtrul O al cercului au tangen-
. tele, respectiv cotangentele, egale; celelalte fumctii trigomo-
" metrice de acelasi nume ale acestor arce sint respectiv egale
in valoare absolutd §i de semne contrare. o Lo
 Din cauza simetriei fati de centrul O al cercului, extre- o

- mitatile M,, M, (fig. 44) ale arcelor AM, ABM, sint

- . situate sau in cadranele I §i III, sau'in cadranele IT §i IV ;

~de’aceea tangentele, respectiv cotangentele acestor arce au
- acelagi semn, iar celelalte functii ‘trigonometrice (sin, cos)
~ de acelagi nume ale acestor arce sint de semne contrare.’
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Ega;ﬁtatea in valoare absolufé., a fost aritati la observa-
rea 111, p. 32. Functiile secant si cosecanti se comporti la
- fel ca'si funciile cosinus, respectiv sinus, deoarece sec ¥ =

e

) 1 o . i
& ——— §1 COSEC X =2 ——— =+ . -
. co8 & - S . osina -

Consecinti. Doud arce care diferd tu w au tangentele,
yespectiv cotangentéle, egale; celelalte functii' trigonometrice

“de. acelagi nume ale acestor arce sint respectiv egale in valoare

. absolutd §i de semme comirare.

Aceasta rezulti din faptul ci doud arce, A, s
 ABMg== + %, au extremitétile simetrice fafd de centrul-

~cereului. .
Avem deci:

sin(x + %) =—sinx; cos (& %) = —cos ¥;
C tg(m + %) = tg %; .
ctg (x + %) =ctgx; sec(m + ¥) = —sec x;
cosec(n + %) = —cosec % '

" Daci arcele sint date in grade sexagesimale, x se fnlo-
cuieste cu 180°. S ~ o o
Aplicatie. Sd_se calculeze fgmc;z'ile trigonometrice ale

- wnghiului de 210°.

CAvem : ,
sin 210° = —sin (210° — 180°) = —sin 30° = —-,.%; :

VE

c05210° = —c0s30° = — o

o " tg210° = tg-30° év—;';‘.,g <':1:§=;;210\° = ctg30° =1V3;

sec 210° = —sec 30° &= — ——- == — 2Vs.
o c0330° -3

= —=2.

cosec 210° = —cosec 30° = —
- . - _sin 30°

94. Teorema MII. Doud arce care aw aceeasi origine §t

extremititi simetrice fatd de diametrul orizontal A4 an

~ cosinusurile, respectiv secaniele, egale; celelalie functii tri-
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¢ ca §1 func;ule cosmus respectlv smus, deoarece sec.x =

,gtrzce de acelagz nume ale acestar arce sint. resfactw
in valoare absolutd si. de semne_contrare.

egalq;
-+ Din ‘catiza simetriei- fata de ‘axa. A'A extrenutaj;lle

M » M, (fig. 44) ale arcelor Anm,, AM sint situate sau fn - .

o .cadranele Isi IV, sau in cadranele IT'gi ITT; de aceea cosi-

.pusurile lor au acelagi semn,-iar celelalte func;:u trigono- -

- metrice (sin, tg, ctg) sint. .Tespectiv _de. semne “confrare. .
Egalitatea in valoare absoluti a fost aritati la observarea

- ,III p. 32. Functiile secanti § §1 cosecantd se comportd la fel, » ’

§1 cosecx_-—. ) :
- sinx ’
Consecln;i Doud arce de semne cantrare saw a ciror

| sumd este egald cu 2m au cosinusurile, respectiv secantele,

. egale; “celelalte funciii mgonometrzce de acelasi nume ale

008#»‘ -

: j'acestor arce smt rsspectw egale in valoare absolutci §i de semme
S contrare ‘ ‘

Aceasta rezulta dm faptul cd: doué arce de semne con— B

o trare, AM1 = xslAM4 = —xsaun AM1 = x§i ABA M4 =

V= 2 — %, au extremlté.tlle sxmetnce fa.]:i de A’A

Avem dec1
 din (,—"x) = —sf'n %5 cos (-x) = CoS %}
tg (=)= —tgx;
oooctg (—x)y= — ctg % sec (—-x) = sec %;
- cosec (—x) —-—cosec % :
Sin (2% —x) = —sinx; cos (2-n: — x) = cos x
: tg@n — %) = —tg x; »
‘ctg (@ — %) = —ctg x; sec (dn —zx)= sec ¥ ;
: "~ cosec (2r — x) - cosec % o

Daca arcele sint »da,te in grade sexagestmale, 211: se
mloculeste cu 360°,

Aplleane. Sd se calculeze fum;ule trzgonometrzce ale’
unghmnlor —~300° st 315° , R




—tg 3000 = tg 60" - v-3_.

'ctg300° ctg60°—,—-.4_4‘
RERE
cosGO° B

- tg-('—soo%‘),;,
. ctg (—300°)

Sec (—300 °) = sec 3oo° “— sec 60"

E Co "o s -

sin 315" =‘.—Sm(360°*—’~315°) = .sm45°;== —? i

v’/' B N .
—cos45° l@;
2.

. v:v"’-:A cos 315° <

o g5 —E—t"g‘45° =15
s ctg315° ",-—ctg 450 = _1

| 390315°-—-sec45° 1 =-\/§; a

- . v cos4'° SO _
.osec 315° = -—cosec 49 AR ET S =—13. - R
T Tsmass

3o 25 Func;ule trlgonometnce a dpui aree a clror snmi S
e 05“’ 2’ . Fie arcul % oarecare §1 —-—x celilalt arc. ,

Teorema IV. Sa sa demonstnze relaf,mle




-Oricare ar fi valoarea lui %, putem scrie:
n i " s = % :
2 TG +(4 x) ’ 4 (4 )

"Dacid notém-%— x = «, atunci se constati ci arcele
A’ITll =z i Aﬁg == 12'- — x sint respectiv egale cu% —o
si —:— + a, care sint doud arce de pe cercul de razi 1, ca

- -extremitdtile M, si M, simetrice fa}d de bisectoarea I a
axelor. S _
. Punctele M, si M, se pot afla In una-din urmitoarele
pozifii: |
~ 1) amindoud in cadranul I, o »
2) unul in cadranul II §i al doilea in cadranul IV,
3) amindoud in cadranul III.
Din cauza simetriei fa$d de bisectoarea I a axelor sia
. Posibilitatilor de agezare a punctelor M, si M,, rezulti ci
abscisa lui M, este intotdeauna egald cu ordonata lui M,,
§i invers; cu alte cuvinte avem : o A

Py . .« TS
cos AMy =sin AM,, sau cos (f — x):- sin % si sin AMye=
" = cos AM,, sau sin (% - x)= cos %.

In mod analog se demonstreazi relatia : ctg(—l;- - x-) =

=tgz §i tg(iz‘- - x)= ctg .

‘ Aplicatii ‘
. Reducerea la primul cadran si la primul octant

26. Pe baza periodicititii functiilor trigonometrice, a

" teoremelor de mai sus si a consecintelor lor, se poate reduce
calculul oricirei funcfii trigonometrice la calculul unei
functii al cirei argument este unul din arcele de la 0° 1a 90°,

_ sau chiar de la 0° 1a 45°,

60



" Exemplele de mai jos vor arita procedeul de calcul.” o

-, Exemplul L. Si se reducd la primul octant ctg 2 631°..

Deoarece, dacid adiugim sau scidem dintr-un arc un
multiplu de-180°, obfinem un arc care aTe aceeagi cotan-.
_gentd (cotangenta afe perioada w radiani sau 180°) vom
scidea din 2 631° cel mai mare multiplu al lui 180°, care
si fie mai mic sau cel mult egal cu 2 631. in acest scop.
~ impérfim- 2 631° la 180° si avem: -

o 2631° = 180°- 14 +111°,

de unde rezultd : ' B .
ctg2 631° = ctg 111° = —otg (180° — 111°) = —ctg69°.

Caleulul valorii obfinute se poate reduce la primul
. octant (a opta parte din cerc) pe baza teoremei IV, care
stabileste . relafii intre funcfiile trigonometrice a doud
unghiuri complementare. 7 . A o

Dacfzi 45° < a <.90°, atunci 0 < 90° —« < 45°.

_In cazul numeric dat, a = 69° gi deci 90° —a = 21°.
. Avem, prin urmare, ctg 69° ='tg 21° i deci ctg 2 631° =
== -—tg 21°, B : . :

" Exemplul 1L S se reducd la primul cadran gila primul
octant calculul valorii functiilor trigonometrice ale unghiului
u = —25 633°52'16"”". Vom calcula valorile functiilor tri-
gonometrice ale unghiului: o

- —u = 25 633°52'16”.

Deoarece, daci adiﬁgim‘ sau scidem dintr-un arc un
multiplu de 360°, obtinem un arc a cirui functie trigono-
metrici are aceeasi valoare, vom scidea din 25 633°52’16"

- cel mai mare multiplu de 360°. In acest scop imparfim —u
_1a 360° §i obfinem: » ' o

—u = T1 - 360° 4 73°5216"".

De unde rezulti: ,
sin(—u) =—sinu =sin73°52'16" sau sin #=—sin73°52'16" ;
cos(—u) = cos # = cos 73°52'16" ; -
tg (—u) =—tg u = tgT3°62'16" sau tg u =—tg 73°6216";
ctg(—u)=-—ctgu = ctg73°62’16"sauctgu = —ctg 73 °52'167.



Redumnd:: -alculul valo‘ lor obtmute la pnmul octant
' ,avem : g _ o .
- s % = —sin 73°52'16" = —cos 16°7'44"‘ e
- ¢os %= cos 73°52/16" = sin 16°7°64%;
tg = -—tg 73°52'16" = —ctg. 16°7’44"
ctg w = —ctg 73 °52’16" =—tg 16°7'44"

- Exemplul 0L S se reduca cos (270° + x) la 0 functze
~ _tngonometnca a arcului %.

Se poate scne : o R
' cos (270° + x) = cos (360°-—90° + x) = cos (_90°_|_ x)
. - =cos(90°—x)—51nx ' :

Exerczm a;blzcatwe nr.. «48 49 50 51 52 53 de la‘ 7.

| 7' »“"p. 89 §1 9. -

G .'iAree eare corespund la -0 funepe tngonometnci dati. P

Fune;u tngonometnce mverse B

27 Pmé aici ne-am ocupat de valonle funct.ulor tngo—ﬂ,

f-ilometnce ale’ ‘unor arce date Se poate pune insd ‘§i pro-

- ‘blema inversd :
Fiind datd valoarea p @ unei ﬁum'fzz mgonometnce, sd se

© gdseascd valorile corespunzitoare ale arcului care are valoarea» ’

. unei funclii trigonometrice date egala cu p. - .
7 In acest caz, rezolvim: problema pe baza cunoa§teri1.’»-'-
‘modului:de variatie a functiiior trigonometrice, precum i
“a teoremelor care pnvesc func];ule tngonometnce ale umor .
arce asociate, - :

" Problema I. Sa se gaseasca toate aroele x m mdaam,- -

R pentm care avem:

smx=+—-

, Pe partea poz1t1va a’ d1ametru1u1 vertmal B'B d_m.
',cercul de razi 1 luim segmentul oI = --§1 ducem prinil

A‘ o paraleli Ia diaetrul osizontal A'A. Aceasta pasalels




- .. Aceastd paralela determind pe, o "\
- ‘cerc _punctele M i N, cérora-
wlec cor 5 Spu

si A ‘N sau once arc ;cu angmea in A §1 extremltatxle in:'f
M osai ‘_cul cel mai mic Aﬂa = (30°) R

4"5‘:'_'j AM=++9kn §1 ABN_-—+2mc :

. _unde ® .sx " sint mste intreg1 oarecare.,_ -
S general d'aca trebme sa gaszm toate arcele pentm care,
- ave: R , ' o .
problema este j)oszbzla i daca Ipl <1, ad1c5, —1 <2> <1
Presupunind aceastd condltle indeplnnté urmam calea c
1nd1cata in exemplul ‘numeric:: = : '
- partea pozltlva sau nega- -
upi cum p >0:sau p<0)y .
- etralui -B'B, din - cercul
de razd 1, a§ez§m .segmentul
0 = bsi dueem ‘prin- I'o para—,-
leli Ia diametrul orizontal 4’4

d douﬁ arce’ cu extre—

" Fig. 46
AM = o arcul cupnns 1ntreu &

—=Z §1 +-— ‘al cirm smus este P atunc1 celilalt arc ‘are”
mésura ZEN =7 —& Asadar toate arcele % care
' smusul egal cu p smt date de formulele R

au



- P
4

" {v. T —12, aplicatia ITT) s
o | %= (—1)*a + am,,
- unde %, m, n sint niste .intfegi oarecare. . _
' Din cele aritate miai sus constatim c3, daci avem o
* ‘relatie de forma: - : ' : ‘ :

i pﬁﬂtr—o‘ singurd ‘ékprimare B

sin y =% ou condifia x| <1,

atunct existd o insznﬂate de arce y avind expresii bine deter-
--minale, al cdror sinus este x. Expresia lui y este dependents

-+ de x. La fiecare valoare pe care o poate avea % corespunde

o mulfime de valori pentru y. Se defineste astfel o multime
de arce al cdror sinus este . Notim aceasti mulfime cu’
sinibolul Arcsin x. : T :
"~ Cu alte cuvjnte din relatia sin y = x rezulti cea echiva-
lentd y = Arcsin x. o

Daci in relatia # = siny ne limitim la valorile lui y

s . . s .
cuprinse in intervalul —% <y<L —275- atunci la orice valoare
a Tui y corespunde cite o singurs valoare pentru x (cuprinsi -

in- intervalul —1.<x<1) §i invers : pentru fiecare valoare
a lui x astfel cd —1 < £ 1, corespunde. cite o singurd

2

- . Aceasti corespondent intre cele dous multimi de valori
- definegte pe y ca o functie de x. Notim aceasti funcie cu -
y = arcsin x (spre deosebire de Arcsin x care reprezinti
mulfimea tuturor arcelor al ciror sinus este x). .
Functia y = arcsin v este o funcfie trigonomefrici in-
versi (sau funcpia circulari inverss). .

valoare a Wuj Yy astfel ci —%<y<1 .

. 2kn + —;—'- i
Avem deci 1 Arcsin -;—-:: . si
@k + L — z

‘.:(ﬁindc_é’ orice arc ‘de forma 2km - % sau (2% + 1)n — .1'6_ ‘

are sinusul egal cu _;-)’ pe cind arcsi;x-; =—::- (pentru ci
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.ftmc;xa y = arcsin » pnmeste numa1 valon cupnnSe intre e
f__$+—)fe~a-.; g

-~ QObservidm ci valoarea func;:lel y= “arcsin % pentni o
anumifa valoare a lui ¥ este tina din valorile muliimii de-

finite de Arcsin . Aceasti valoare se mai numeste deter— ” '

minarea principald a multxmn definite de Arcsin ».

- Daci notdm cu « determinarea. prmcxpali (sin @ = %),
atunm éxpresia generala a arcelor care au smusul egal cu %
‘este datd de: -

Y= u+2kﬂ:§1y —n—a+2m1:-— (2m+1)1:—u, '
. sau de expresm unicd: ., -
7 y —‘(-—1)”oz+m1:
Dm ce1e expuse ma1 sus tezultd :
: » 2kn + arcsm %

|y =tz = i
*, ) (2m+1) * — arcsin x,
_ sau y = Arcsm %= mr + (—1)" arcsin P

Apllcape. Si se oalculeze Arcsm(—v—_)

1‘n aeest scop avem nev01e de arcsin (—V— = o. Din

V_

_smvo:r— i rezulti “determmrarea pnnmpalé :

-Vz

s . S
‘a = afl'CSl?l ) = —T §l, Prin qgmate:

e -
Arcsin (_:212) I
S (2m+1)1:+—

V—J — ”ﬂ + ( 1)!!-!-1 ﬂ
.Exerczfn aphpat«we. nr. 44 (1) dela p. 89.
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MsiN Pebaza def1mt1e1 cosmusulm, aVem‘*; T AT
: e cosAM-—cosAN OI—‘;-‘;.;_? 7
AstfeI arcele 180°—x care -

AM §i AN sau orice ‘arc ot on-,l» L

- |]° sineain 4 siextremitéfile in M - .
}/ - sauN. Se stle c# cel mai micarc -

'pozt’av AM=30° 1ar AN=,'—
) —_30°7 _ T -
. Arcele care au ongmea i

51 extremﬂ:atlle in M sau. N sint
' prm urmare: :

¥ 500 4 #-360° si AN — —80° + - 360°, 'unde ko
"??§1 m smf numere intregl oarecare Rezulta dec1 ca: arcele

180°.——-x” =‘-3o° + " 360°sau x" ~=210°—-n '360°.
VETA

A§adar, toatearcele pentru care avem cos x =—T= smt

: 'i’ cupnnse in formulele

. ;Daca punem in loc de k §14m respectxv ——k 51 —m,,
ce'se poate. face; dat: fiind ci numerele & i smt tregi
. oarecare, atunc1 expremle amelor sint date de Eey



ele pentru care. .

sta cond1 ' mdephmta, putem
ca- in problenia precedentd. Pe partea

(dupd-cump>0saup < 0)a dxame—j
- ercul de razi 1 purtim segmentul OF =$. © -
: Dm punctulI ducem o:paralel3. (flg 46) 1a diametrul B

taraleli de’cermini

e pe careo poate lua % corespunde o mtﬂ:]ume -

entrit y. eadefmeste astfel o ‘mulfime de arce al -

i sbe %, Notidm aceastd- multlme cu. snn Stul -
.iiin ace;, az,_rezult din, egahtatea cos ¢ x -

= Arcco, %

! %= cos y.ne hmitam la valonle lury,
“eup 56 4n. mtervalul 0 <y KW,

~1ui’ I¢ ‘p'unde 1

1 Iy ¥ S

“astfel cd —-—1 <7<

stfel ¢d 0. <y <™

_Acedstd corespondenti mtre (:ele doua mult.l
. valori-definegte pe y.ca0 unetxede . Notimaceasti fing
. -.¢u y = arecos x. Valoarealui y-din intervalul (0,x),
fiar A(;o Y= % face parte dm muljnmea de arce defmﬂ:‘é

e . :




- sau de expresia unici y = 2n7 -

Notmd cu o determ.lnarea pnnmpala pentru care avem -
cos « = %, atunci expresm generald a arcelor care au cosi~
,nusul egal cu x este datd de:

' -—a+2k1c §1 y”——-—a+2m1c,

Din cele aritate mai sus rezulta o o

L C okm + arccos x .

y = Arccos % ={ i -

- ' 2mm — arccos %,

- sauy = Arccos x = 2nm + arccos x. e
) Apllcatle. Si se calculeze Asccos %

1 - . .
Ayem de cglculat arc(;os_-z- = @ Din cos,qx =1 deducem -
== §i,’prin urmate

Arccos-——ﬁm:r;{; -

E licative: nr. 45 (1 delap 80, ‘
xercz;n qp ca e: 9) Problgma 1il. Sa se. ga- )

" seascd toate arcele %, in mdmm
Dentru care avem: -

NAT = o
_{p - Relafia data se poate scrie \f

’ tg(—x)—v‘l—". e

. Pe partea’ pozﬂ:wa a. Innem -
tangentelor (fig, 47) a cercului
de razd 1 purtam segmentuI,

AT——V%- si ducem dismetrul -

'Fig 47

' -punctului T. ‘
: Acesta tale cercul in M si N. Pe baza deﬁmi;len -
' tangente1 avem : 7
tg Aﬂ= tg ABN=AT=
1.

T e—

vs_

e T




Astfel o arcele — 3 care at tangenta egald cu.%sinf iF
si ABN, sau orice arc cu originea in 4 -5i extremitatea in y
unul din 'apetgle_réia@gi]’:;glqimMN_ AT

Seg’fi? c4 arcul cel manmc AM este egal cu %

: si, prin.
urmare, arcele cu originea in A si extremitatea in-unul .

- din punctele M, N au expresiai L

. —:—:—+ ke,

unde k este un intreg oarecare.

Puntnd in aceastd ecuatie f1 loc de k,—k (numéral & fiind . -

- un intreg oarecare), gisim :

. Rezultiidecl cé_; arcele — % silrit,'de‘f‘qua‘ k= —z— Ny S
R x=kr ffl;-;sau, in grade Sexagesimale, % = k180°—30°
 1In general, dacd trebuie si gdsim toate arcele pentru care .
avem:. - - - R oL C ol

S g« =P,

. problémag este posibild. jéé_ntm orice valoare reald a lui P,
“ pentru ca tangenta poate avea-orice valoare de la = © la oo,

> Y Ty S v . v e .
- Dacinotim cu AM = « un arc a cirui tangentd este p,

' atunci, conform proprietifii de periodicitate a tangentei, ~-

toate arcele x care au aceeasi tany entd au expresia :
x=a+am. ' .

. Din cele aritate mai sus se constati ci, dacd avem o
 telatie de forma tg y = x; unde x este un numir real oare-
care, atunci existi- o infinitate de arce v avind expresii bine
determinate;, a cdror tangentd este x. Expresia lui y este .
dependenti de . La fiecare valoare pe care o poate avea % .
~ corespitnde o mulfime de valori pentru y. Se definegte.
astfel o mulfime de arce a. ciror tangentd este x. Notam .
aceastd multime cu simbolul Arctg-x. Cu o altd expri-
ma:g,;rgla;ﬁa tg y = x este echivalentd cu y = Aretg %,
. Dacliin relajia x =tgy ne limitim la valorile lui ycu-".

prinse fn intervalul — % <y < T{nus-aluat — Ly <o




T‘-'ii’smg‘“a Valoare pentru % 51.1nvers ;bentru fwcaze valoara a.", -
Clix (cupnnsﬁ intre-—— - 51 : _—

- i;zrataare jnmim ¥ astfel cd —— < y <— o

“Aceastd - corespondenti mtre cele doua mult1m1 de S

.valori defineste pey ca o func;xe de x. Notam aceasté functle i
: cu;y = arctg X R

: ;tgy = %, se mai numegte determmarea prmczpala a mult.lmu i

:V"; de aice definitid de-Arctg .

-'Daci notim cu -« determmarea prmcxpala pentru carg-: ."'
ia

tangenta egala cu. x este daﬁé.de L
i : y—-oc-l—m: 'j""

Totodata avem




7AM si ABN _sa L once arv

- tateamunuld;g ,
T Sesti

urmare, arcele ¢ ongméa i
At extrgmltatea,in unul din

- problenm'aste poszbzla pan % orzce valoare reala a lm pﬁl

Dacs’ notim cu AM ‘= o un arca cirui cotangenti &ste j: :

- _atunci, pe baza propnetatn de penod1c1tate a cotangenterx
toate arcele % care au aceeasx cotangentd au’ expresm
: i x=a + nw, -

S unde 7 este~1m mtreg oarecare L el ,
. Dm cele aratate ‘mai sus-rezulty ci, fzmd data relatm '
o o ctgy—x, 7 :

. unde. ;este wn numdy real, existd o mfzmtate de arce y aviﬂd;

Lo sxﬁre‘ ¢ bine determinati-. “a cdror. colangentd .

' ~Acea orespondem[:a' ‘intre mulfimea de valori % si-mul-
’ fineste 0 mulfime dé arce a “ciror co:

4 este #.- Notimg easti mulfime "cu-:simbolul
Din ega : -vrezulti relai;xa echlvalen%r




~

- Daci in relatia % = ctg ¥ ne limitim 1a valorile lui y

cuprinse in intervalul 0 <-y < m, atunci la_orice valoare

" a Iui y corespunde cite o singuri valoare pentru %, - -

si invers: pentru fiecare valoare a lui x (cuprinsd intre

o §i + ) corespunde cite o singurd valoare & lui y,

astfel ¢ 0 < y < w (ou s-a luat 0 < y < =, deoarece, cind -

y este egal cu 0 sau =, nu existi valori corespunzitoare

pentru x). . : : S
“Aceasti corespondentd intre cele doud mulfimi de

“valori defineste pe y ca o functie de x. Notdm aceastd funcjie - . -

" en.y = arcetg x. . : - )
 ~Valoarealuiy dinintervalul (0, =), pentru carectgy =%,
se mai numegte delerminarea principald a multimii de arce

_ definiti de Arcctg x.- ~ [ o

~ Daci notdm cu « arcul din intervalul (0, =), pentru care

" avem ctg « = x, atunci expresia generald a arcelor care au .

" cotangenta egald cu x este-datd de:

S y=nx+oa - -
- sau: -~ R
: y = Arcctg ¥ = nw 4 arcetg x,

" unde # este un intreg oarecare.

" “Aplieatie. Sd secaleuleze Aroelg (— V3).

- . Determinarea 'principali este arcetg (—V3) = —5—'3— si

- prin urmare, avem : o -

e Arcctg (—eV37)~=.-5?"—+ 1
Observare. Functiile y = arcsin x, y = arccos %,

.y = arctg #,y =-arcctg %, definite in paragrafele precedente

. 'se numesc funictii trigonometrice inverse sau funciiv circulare

“inverse. - :
- Exercifii aplicative: nr. 47(1) dela p. 89. ~

Tabele ‘trigonometrice -

.. 81. Tabelele trigonometrice confin valorile aproxima- - -
" tiveale functiilor trigonometrice sauale logaritmilor acestor
valori, Unele tabele dau aproximafii mai bune decit:

 altéle, datoriti numirului mai mare de zecimale cu cafe .
‘sint calculate. Existd tabele.cu 3, 4,5, 6, 7,9 5i 11 zeci-
inale. - o : o '

7




 Datoritd faptului ci functiile trigonometrice ale oricirui
atc se pot exprima prin functii trigonometrice ale unui arc -

in primul octant, tabelele sint intocmite numai pentru

arce de la 0° 1a 45°, respectiv de la 0¢ la 50¢. Tabelele care

conjin valorile funcfiilor trigonometrice se-numesc tabele T

_ de valori naturale, iar cele care confin_ logaritmii acestor

_ valori se nuniesc fabele de logaritmi ai. functiilor trigono-
" metrice. , TR T :
" R cele ce'urmeazi yom folosi Tabele si formule ma-

e fematice, editate de Ed. tehnic, 1954. Ble confin’ tabele - .. -

- de valori nattirale éu-5 zecimale ale arcelor de 1a 0° 1a 90°

sexagesimale, calculate din 10 in 10 minute (p. 330—333). o

B ‘gl tabele cu logaritmii funcjiilor trigonometrice cub zecimale

ale arcelor de la 0° la 90° sexagesimale, calculate din

minut -in_minut (p. 53—144). Elevii care dispun de alte

" tabele le pot folosi in acelasi mod dupd cum se descrie si

folositea tabelelor mai sus amintite. Astfel de tabele in
circulatie in fara noastrd sint cele din : Memoratorul mate-:
matic §i tehmic; ed. 1 §i a 2-a, Editura tehnicd, Tabele mate-

- matice de V. M. Bradis, Ed. didacticd i pedagogics, Tabele. ~_‘ .

- matématice, Ed. tehnick, 1959 etc.

| 7-_.’Ir‘=ihévle v-"d‘e valori naturale
32. Tabelele XXIIT (p. 330—333) ale cirfii Tabele §i

~ formule matematice dau valorile funcfiilor trigonometrice -

sinus, cosinus, tangentd si cotangentd din 10 in 10 minute

sexagesimale. . . : o
Aflarea acestor valori rezultd direct din tabele, astfel -

avem: sin ~37°20" = 0,60645; ‘sin 53°40'. = 0,80568 ; _

| cos 18730' = 094833 cos 8310 = 011898 tghk° = - -
= 0,96569; tg 63°50" = 2;035626 ; ctg 28°20 =1,85462;
© o ctg 97°0' = 0,21860%. - - ,

“Pentru_a calcila functiile trigonoinéj:riéé ale _ai:celbr

- ale cfor valori ritisint trecute in tabele folosim interpolarea,
~admijind cd variafia funcfiilor trigonometrice in intervalul -
~de10 minute este proporfionald cu variafia arcului, decarece
 cregterea arcului este foarte mici. - ‘

. *8a foTééif‘:sgiﬁnnll;,%"ia ‘aflarea valorilor .funéﬁ;ilbftrjgohome’hibe
. sgu gle logaritmilor acestora direct din tabele §i semnul ,, & dup# xctun-
" majoritatea acestor valori sint aptoximative.

<N

jirea valotilor prin interpolare. S& se re{ind faptul. ci, in ‘ambele cazur, '




oi rat,mnam astfel
- dacd arcul creste cu. 10,
- {de1a 23°20" la 23°30') -
7 dacd arcul creste.cu 7,
(de 1a’ 23°20’ Ia 23°27’)

smusul cre;te cu 0, 00267
f;(de la0,39608. la 039875)

smusul -creste” cu. \‘

. - "001869v~ 0, 00187 i
Rezulta casm'23 °27 - sm23 °20' + O 00187 ~0 39608+
40 00187 ~0 39795 '

&sadar sin 23 °27 ‘a0, 39795 o S
‘ Pentru calcularea valorii tangente1 procedeulr ste 1de11- %
;'tx deoarece tangenta cregte cind arcul cregte i S
" 2) Sé calelim ctg TI°44" ;-
Avem: ctg. 71°40" = 033136 si- ctg 71°50' = 032814 :
- Judecind ca'in cazul precedent si tinind seama c’é des- -
cregterea valorii cotangentei este propoxjuonalé cu. cresterea
;j areuhn _putem. aranja -calculul astfel :. : -

T1°40° . 0,33186 —" :
T ey . e
OTICAL L 0 33007 . - S
CTIBO L . ... 082814 . -
' 10 823 o
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~ 129 umtip;d "ordmul : ”cmcxlea zecl alg L

- ‘Penfru -G cularea valom cosmusulm procedeul .este

: _:ldenﬁc -deoarece cosinusul scade cind. -arcul creste

~ .. 7'83."Daci ne’ ‘propunein $3 aflim arcul;- atun

. da valoarea func]nel tngonometnce, urmirim - rmmém}i ce.
- t - in tabele pe- pagina si coloana-unde sint trécute

BURRRE ¢ functiei- ‘Tespective: -fn cazul cind. numirul-sesafli
~ .-printre cele tnscrise in tabeld; nu avem: decit si citim direct
T arcul_ corespunzator, tminff searma de felul cum sint dmpuse :




'sd 'se afle arcal %
tabela de. valon ale tangen— ~

diai 51, tlnind seam !
¢ind ‘arcul ‘din primul- cadran creg»te, ne. opnm -
7"1111 63°0°: .‘Zjnumarul 0,45399, mai mare-decit cel
E 'p ,'p,e hma:onzontala 2 1ui.63°0’ un ni ,
{0,44813) 'si gésim' 0,44880, ar
devlm 63"20' st 0,’44620 ‘Care. corespunde 1a°63°30"
a. reul ‘corespunzitor lm 0 44813 face -0

0 44813

o, 44620

dar arcul:’ ‘este ap‘i :mmatxv egal cu 63 °23'
;fel se calculeazd arce_‘{ atunci cind se dau valorile’




Tabele de logantml ai funemlor tngonomemee :

In unele probleme practlce intervin- expresu numence
mai complicate, cum este, deexemplu

__ 12,758 sin 54°33'5” sin 37°1842”
' - sin17°15'8”

Tn expresule de acest fel si altele intﬂmm inmultm si
impirtiri de numére cu mai multe cifre, ceea ce duce la
-ealcule greoaie. Se recomandi deci aphcarea logaritmilor.

Pentru a evita aflarea valorilor functiilor trigonometrice -
si apoi-a logaritmilor -acestor funcfii, s-au alcituit tabele
- speciale, care dau direct valonle pentru lgsin x, 1g cos x,
Ig tg « §i 1g ctg «.

'84. In Tabele i formule matematice, logaritmii. func-
tiilor trigonometrice sint trecuti fa tabela VII (p. 53—144).
- Deasupra fiecirei pagini este trecut cite un numir de grade

_de 1a 0°1a 45°, jar dedesubtul fiecirei pagini este trecut
clte un numir de grade de la 45° 1a 90°. Pe prima coloani
'a fiecirei pagini din stinga_sint trecute arcele din minut
in minut de 1a 0'la 30', iar pe pnma “coloand a fiecirei
pagini din-dreapta, arcele din minut in minut de la 30°
. la 60’ -Pe ultima coloand a fiecirei pagini din. dreapta
sint trecute arcele din minut.fn minut, incepind de’ josin
sus, dela 0" 1a 30’, iar pe ultima coloani a paginii din stinga
sintltrecute de jos in sus arcele din mmut in minut de la
' 30' 60’. .

Fiecare pagma confine ap01 cite o coloana unde smt :
trecufi logaritmii functiilor trigonometrice inscrii deasu-
pra fiecirei coloane pentru arcele de la 0° la 45° si'de j jos
in sus pentru arcele de la 45°1a 90°. ,

‘Tabelele sint astfel dispuse, incit intr-un loc anumit- de
pe o coloani se afli logaritmul unei functu trigonometrice
al unui-arc, avind gradele notate sus §i minutele notate pe -
. prima coloanﬁ din stinga, si, totodats, Iogantmul funcfiei
arcului complementar, avind gradele notate in josul paginii
si minutele de jos-in sus pe ultima coloani a' fiecirei pagini.
De aceea coloanele sint notate sus : sm, tg, ctg, cos, iar

e

]os aceleasi coloane 'sint notate succesiv: cos, cig, fg; sm '

" Tot pe fiecare pagind se afli coloanele notate D, in

care sint inscrise diferentele de ordinul 5 zecimal ‘intre
mantisele logantmﬂor functulor tngonometnce a doua arce
consecut1ve B , :

e Ce Ll -
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Aﬂarea arculm eare eorespunde
la logantmul unei funetii tngonometnce

36 Cind se da logantmul unei funcii- tngonometnce
a unui arc din cadranul I §i se cere si se determine arcul, -
se urmiregte in tabele locul unde se situeazi acest: numdr..
" -Daca logantmul functiei- tngonometnce determinat prin
aceasta operatie se giseste in tabele, arcul ciutat se citeste
- fdrd nici un calcul. Daci. logantmul ‘nu se afli in tabele
" atunci arcul se determind prin interpolare. . ° : -
. a) Exemplu pentru cazul cind logaritmul se afld in tabele o

S4 se determme arcul @ din pnmul cadran pentru care -

n avem T
' L - 1g ctg a=T 63484 A

- Pentru a determina arcul 4, urmirim, in tabelele de

j .z»-logantmi pe coloana cotangentd, numirul cel maiapropiat

" de1,63484. Gisim chiar numirul T, 163484 in dreptul lui
66°40’ de unde rezulti ¢ — 66°40’. A

. » l) Exemple pentru cazul cind logtmtmul nu se afld in-

t ele: :

. 1) Si'se determme arcul a dm pnmul cadran pentm'
--care avem : , .
lgcosa =1, 96374
- - Urmérim acest num#r pe coloana cosinus. Deoarece
R logantmul nu se ‘afld in tabele, il {ncadrim. intre - dousi

. numere consecutive ce se afli pe coloana cosmus pe pagina

_ . care are notat.sus 23°,

Numerele consecutive ce-1 cuprmd pe T 96374 sint : N
. 1,96376, corespunzitor arculm de 23°%°, si 1, 96370 cores-

* - - punzitor arcului de 23°6". .
¥ Pentru a afla arcul ase asaza calculul astfel
.96376 ..... Ceeeeniad. 2897 4
. B >20" -
‘ "_1_.6637,4 feeeseeidiii... 2395207 -
-~ 1,96370 ........... eeaan zs°e'
’ 6 eeiiiiiiiiio.. 607

2 el x
292.60”==20”.
, 6 :

° Asadar, @ = 23°3'20"".-

) f:,8.0'. -




- Exercifit agplzcatz'l;e ‘nr, 44( 2; 44(4) 44 (5) 45 (2) 4 ( )
55‘?“47?{3,) 45 (5): 46(2); 46 (3); 46 (4); 46 (8); 47 (2)

.
’
R
2

:-47(4),,47(5), 48; 54 85 de la . -89- —90.

Aplleatu S
37 Studml funcjmlor tngonometnce pe care 1-am facut

p’l‘n‘a‘. aiéi ne pune la dispozifie rezultate care sint utile -
-4n rezolvarea a numeéroase’ probleme ce sé ivesc in.diferite

domenu ale. actlvﬁ:aj:u Ppractice i fn’ multe probleme , teo- -

retlce

. " Din aplicatiile care urmeazi se va vedea modul cum . -

Sz smt folosite -rezultatele obfinute la calcularea unor noi

valon ale - funcf,nlor tngonometnce la calcularea unor
_maxime sau minime. -

"~ Aplicatia L In-mecanicé se demonstreaza cd un prosectil

" care-porneste din fehva unei arme tnclinatd cu un unghi -«

(flg. 4.-9) fatd de onzontala cade la o distanfd : IR

vzsinzu

8

- unde vy este mteza mz;zalu a ﬁrozectzlulm si g accelem;m ,
gramtaﬁez :
: Presupumnd Uy §1 g-constante, se inireabd care trebme sd.
ﬁe inclinarea tevii acelei- arme peniru ca prozectzlul sd cadd
‘la o dzstan;a maxzma de Zocul de pormre _ o

'-7—‘; ST 0A=




LR Raspunsul la intreb e'bazeaz P 'studmltvvanatxel

- functlery = sin x, care, précum se stle, ia yaloarea maximi

1 penttu x'= 90° Urmeazi decl' ca §1 dtstanta 011«
© - shsin 3

. Aphcatla H. fn ce nterval trebme sa varzeze EA ﬁmztru;
ca functza - iy e

sa fw reala.»’ -
Deo ‘rece 2 + 3xr”‘

T f z;r pentru ca radlca.lul sé ﬂe real este necesar ca 1—4x’>
: --Rezolvind celé doui mecuatu, ciutind - apoi- valonle Im

Sk pentm care avem satisficute simultan cele: doud condﬁ;u'fj '
§1 elnmnind pe acelea care. anuleaza numttorul obtmem 3.

‘_i<x< _
Aplleatla III Sa gaszm cel maz mzc arc % pozztw
mdmm,, ;bentm care avem : : SO

' tg’x = —E‘.ﬁ_
R . »j-‘ 2.315
@ umte argumentul sm/usulm reprezmta?r diani. g
" .- Pentru ci dispuném de tabele de logantm1 ai functulor
‘ ,tngonometnce pentru - arce - “date in grade” sexagesnnal S
- -vom: transforma rad1a i grade sexagesunale '

o Pentruv a putea aphca logantmu 1n membml drept»
: sehmbam semnele in. ambu membn §1 avem astfel



yazi R s afli pe axa' d
a o distanti de virful 0

i.tmdetox reprezmtd semmnghm ¥/
‘diant, sd_se afle. jiozzi.w “centrului Je gfeutate al. mmz secto?

‘care are R =4 dm -7 unghin la centru egal ow 47°15'12"
Tmnsformim gradele SeX; gesmde in radlam Avem




~ Sa cons1deram cercul de razé 1 (flg 51), pe care luam
-;;;-arcul AM=z<: ; Constrmm in ace1a§1 timp IM =sinx
: 4_.§1 AT—tgx )

Avem dubla 1nega11tate aria tnunghmlm OAM < aria

— _~sector 0AM < aria- tnunghmlu.l OAT, unde vom inlocui:

: ‘ana tnunghmlm OAM —QA IM—IAI (pentru cid raza

OA —1) aria sectorului OAM = -

40 OA lungxmea arcului AM "x
2 YN — 5t
. aria triuxigl:j,ulul OAT—
_ 04-4T AT
R
S4 calculim AT. Din asemi-
narea tnunglnunlor OAT si
"OIM avem: ,

e o AT_or 47 _ 0T
. Fig. 51 . Im om IM-I

-  Rezults AT IM OT-si, prin urmare, aria OAT =
LEe ol £ 1. 0T inlocmnd rezultatele de mai sus s 10 dubla ine-
C gahtate obtmem o .

I sinx

Imparl;md peste tot o == (IM >0) deducem

1<-—<0T

Rezultatul obtmut ne arati ci cu cit % se apropie de |
*"zero, cu. atit OT se aprople de OA—1 §1, pnn urmare, Bi: x
- € aprople de 1. A

- ~Observare. Teorema demonstraté ne arati ci,
T atuncl cind arcele sint mici, sinusurile lor se pot inlocui cu
- numarul de radlam corespunzitor In calculele cu aproxt-‘




.maie se arati ci este suflelentca, % si fie ma1 nuc ca10° :
*_pentru ca % §i sin x sd aibi primele trei zecimale _respectiv - . ..~

" egale, Cind arcul x este foarte mic, atunci numérul primelor

zecimale respectiy egale de la # si sin « este mult mai mare” - ’

decit 3. 7 e e
- "Exemplu. Sdase calculng,E.j= sin 2t7>5'713{r':
- ~Pe'baza celor demonstrate: mai sus, avem :

Sin2°95'13" = arc2°5'18" =~ 0,036424.
Calculi‘ﬁd;E cit logaritmi, avem:  ~ o

C 1IgE= 2,56128, si, prin"‘ilf;:;i;;afe, E= 0,036&15,

. cave @ferd i mai pufin de— —de valoarea caleulatd,

- R - ~.7100.000
prin inlocuirea lui sin x cu .

" Aplieatia VL. Prin mdsurdiori -si din calcule rezultd -~

. ¢l raza Pamintului se vede din Lund cind aceasta se afld

-

in plﬂ‘nulv»pgrpend'iculaf- pe raza Pamintului, la extremitatea

e, sub-un wnghi de 57'2,7". Cunoscind aceasta §i cd raz& .-
Pamintului are 6371 km,. s& se determine distanfa de la.

.. Pamint la Lund.

- R F1g 52

' §4 figurim centril Tunii cu L (fig. 52). Unghinl ALP,

sub care ‘se-vede raza 'PA ‘2 Pimintului cind LA | 4P,
este de 57'2,7"": Folosind definifia sinusului- unui unghi, -

Cavem:

sin 72,9 = A2
: - o LP

3

 -deunde ré,zulffé;cé, distax_‘li;q.'fl;_jlf’, de la, Pémint rlafir‘i,un‘é. _es,tefz, ; )

- .."egalé cus -

T wmsreac smsrerr T

[P AP 831 T




XL . fiind - foart mlc,'»
11 ‘cunumérulderar

! XERCITII sx PROBLEME

(Rdsjmnszmle §t mdzca,tnle se gasesc la b 244—2:
- : 23, S# se.construiasci cu ngla sx cit compasul unghi"
-scuj:xte pentru care avem :

1) sm =02 2) cosu= . 3) tgu-..g'-‘;

u l,,, a,, latura $l apotema unul pohgon’
: -at cunlatun msm’rsmcercul de Tazd R s se exprim

U, amtprul,‘aces’cor_: date ; sm— 5 cos—” T tg

29, c ffunctnle tigonomy
= de 75" §1 acelea ale ung]mﬂur‘d 7°30'




-Vgo metnce ale 11n- S
ot de 18° ; 36°

nstru i
ajutorul A
care;

{ce _-.fngonometnc)
unghiurile g)ale céror

= *-FoIosmd deﬂmtule peﬁ
ale-umu ung]n oarecare, sﬁ




T '36 Care dmtre func;nle tngonometnce (sm x. eosx

g %. ctg x) pot avea valorile urmitoare :

1 ;? 2) ~070. 3) 17 4) ~1; 513 )

6 325, VB 8) 7\/'—'6' 9 2, 10) 2V,

Rt
7 37 Ce semne au:

1) cos 0.8x; 2) sin3. 3) cos2: 4)tg4;

m+n

dacam>0§1n>0? 1) = , .unde m>0 si n>0;"
2 2V mn )
a — b",?"

C a4 b

13) m+-—?

”;5) sm71 - 6)sin1l icos’l‘ ' n tg2-tg3"'

: 8) cos284 tg92° 9)sin3,1 —sm3 2 10] sin -E ——s’ln-s—

5

,g38 Sa se - constrmascé graﬁce]e. urmatoarelor funct,u T

S) y =‘sin'3x; 2)y = sm-;; 3);7)=,.si'§1,nx-

'40 Sa. se afle penoadele functulor

~

l)y-—2smx ' 2)y—sm:'

~3)y=cos,;;’7 4)y-—%~'~‘»mxA

'39. Sa se afle ,perioadele functulor: :

R -

1) y=cos5x,, 2)y=2cos;; 3)y;—=cosn§.:

4! 85. se fep}rezinte grafic functiile :. e

n y——rgx. 2 y=t, 3)y——ctgax

42, ‘S3 se determme penoadele functulor

:-'l_) y=tg—:; 2)y—tgnx ’




3sinx ’

pentm , o

43. »Sé se gaseaacé va]orlle lu y = re
R nx—
_x=0; = 3"5'1‘—9—“ ——'5’5‘1:51 si se f1gureze." :
- g 6:,4:3_-2-37:41 6'

T 'puncte]e corespuhzal oare in raport cn doud axe de coordo-
'mate

- Hh. $3 se calculeze 1)Ar¢.>m0 Arcsm( 1) ; Arcsinl;
Arcsm \/3 Arcsin —V: Arcsin ‘/-2—3; 2) arcsin % 5

] 5) Arcam (_ﬁ] B

,i’5 Sase calculeze 1) ArccosO Arccos( 1) ; Arccosl ;.
v, -Vz,

Atccos Y<-  Arccos

V_

- 3) Arcsm 4) arcsm

2) arccos— ‘3) Arccos-z- .

. / % ‘Sa se calculeze 1) Arctg 0 ArctgF Arétg 1:
o 3 S

ArctgV3; Arctg(—VB): 9) arctg 3; 3) Arctg 3;
4) arctg (-—- -——) 5) Arctg (——)
}‘/ Sise calculeze 1) Arcctg 0 : Arcctgv_- Arcctg. \/3 o

Arcctg 1, Arcctg( 1) 2) arcctg(._ _) 3) Arcctg [__ _) .

1) arcctg V2 ; 5) Arcctg V2. -
,> 48, Sﬁ se reducd la primul cadran: ‘
" 1)'sin 047°33'23”,  2) cos (—1237°44'4 8")-"
© 3) tg767°1613" ‘,4) ctg (— 882°41'42")
“'sin z tg (® + %)

L 49, Sisesimplifice expresia !
, oA se sl : - ‘

: : C tg x cos |— = &

. | g * o (2 : )
50. S se calculeze: '

1) sm—’-‘“—;,;— 2) cos T, 3)tg

li‘ft 4) Ctg 11#




: 51. Sa se-stablleascé reIat,nle care emsta mtre funcj:nle,
: 'tngonometnce ale: arcelor x 'si 270° + %
52. S§ se szmphflce expresxa"*'

tg (270° — 1) sin-130°" eos‘.320° sin_270°
etg (180° %) cos 50° éixi

53, Sa se’ demonstreze 1dent1tatea’ f'
- sin (x +.150°) = sin (30° = - %)
5% Sa se’ aﬂe arcele % pentru care avem :

1) sm x = 0,8512 unde 90°, '

2) cosx =:‘¥-0 3415 unde 1: < x‘<

3) tg x=’ﬁ-—03462 unde—n<x<2.m R

; 55. Sa se jcalculeze in grade sexagemmale
- 1)-arcsin (—O0, 253) - .2) ‘arccos (0,4197) ;
- 3) arcfgI 327 ; - 4) arcctg (~0,3781).
56 Si se calculeze sin 1°1'1” fara tabele.




-1 Relatu intre funetnle ! : ;
are. andl daty. -valoarea - ‘unei--funetii- tngonometnce a.

Se pune problema.de-a ‘551 cu a]utorul aces- -
alorile - celor-- , E

;1a1te iunc;:u tngono_j‘
metnce T
in acest scop sta-‘ S
i elajii - intre -
;funcﬁﬂe trigoneme= = 4|
trice "ale: -aceluiasi
w. )
'iConsxderémr Ok

1 tatea in. pnmul«""i'—
caIdran" ' i

o teusi: g« (fig. 54), unde IM,
P sialte segmente are ntervm reprezmta misu-
ilor, luindu-se Taza ce

»Dm aseminarea tnunghmnlor'OIM A§1 AOT precum sx_ B
dir 'asemanarea Tui- OIM .cu OBP rezulti




siv:

) oB '™ o
sau: - - T - - . IR RO
Ctga:c?sa (3)

Inmulfind (2) cu (34). objinem : tg a-ctg @ = 1.
Tot din a'celeg§i triunghiuri asemenea -mai deducem :

.. M ) . -7 K y _‘\, - -
ﬂ-_-f_ sau OT =—> =seca 4y
_ 04 o1 €os « -

§ic ) ,
Y 0P M OP =1 = cosec a. © L By
. OB M , sin & - o
- Aplicind teorema lui P1tagora in tnunghmnle dreptun— e
, ghxce OAT si 0BP, obfinem: . i

' OA=+AT= OT* sau 1 +tg=a- .1

cos’

. .V .
[ . v
[ ¢

OB2 + BP2 OP2 sau 1 +ctg”a—-—1—~ o

sm’u.,

anele cmcn formule :

sin® + cos?a =1 -

— Sina

tg

c0s a

cos.
ctg o = —2

"_ sin a (I)v

1 .
seca.-——
cos @

cosec @ = ——
sin a




: constxtme cinci relatu mdependente Fund daté. valoa;'ea":
“uneia din cele sase functii- trigonometrice, ne rimin cinci - -
ecuatu cu cmcl necunoscute, ce formeazi un s1stem care ne

pemute sd aﬂ&m cele - cmm necunoscute '

1 + fgza = secza

‘ Relatiile i 1 +ctg2a cosec’a (D

: se pot deduce din I’elatule (I) Ele smt ut11e la calcularea_- ,‘ff;;;_j
‘da smusul sau{" S

" tangentei sau a cotangenta, cind se
_cosinusul.

“Formulele I de mai sus., demonstrate pentru cazulf-
* cind @ este un unghi ascuit, sint valabile pentru orice

. -valoare a argumentului. a.

Intr-adevir, dacd  este un atc din cadranul 11, atuncl :

putem scrie # = m — o, unde « este un arc din cadranul - I S

" fn acest caz avem:

- smﬁu + costu = smﬂ(-n: — oc) + cos”(n — oc)

-*smoc-l—cos?a-l

i '-*““mﬂu'i: sin (x — a) = ,w,w ————-tga-—tg(n—a)—-tgu»

’ ’eBSu : ‘cos(rr-—u)‘ T U= cose .
Ceemw . ceslmoo) o = °°s°‘_ '—-ctga = ctg(-n-a:)=ctgu S
Aslnu oginfr—o 0 sime T TR,

LU ) . . y o
secu=sec»(’1r—a)=—seca-—-. - =—,

: R —cos & cos(n-'-a) cosw
RO | 1 1 V
| cosecu = cosec (1:— a),=~cosec R= ==
) sing sin(x—c) sinws--

In cazul c¢ind # este un arc in cadranul IIT, se poate pune |

#=m + o, unde « este un arc in cadranul I. Procedind

‘ "analog ca mai sus, stabilim valabilitatea formulelor I pen-, T

- tru-arce % din cadranul III. -

~ Daciu este un arc in. cadranul IV, putem pune = .
" ‘= 92m — a, unde « este unarc. din cadranul I, sl seproce-f'j, .

deazi la fel ca mai sus.

- Daci ¢ este un arc oarecare mai mare sau mai mic ca-
21: radlanl, a.tunc1 se poate pune Q= 2k1: + u, unde « est




‘eing sm(2k1v+u)
"égg"qar cos(21m+:_c), -

o (2im 4+ u) u
ain (2kn + u) :

e Urmétoarele aphca’; ‘rvzi'"
. se. folosesc formulel' s

: ‘9 16 o
prm urmare, coszx =_ '—_ = ;5 _sau  cos % =j

‘==-_-[:

sl secx=--_-|;-;~

3

Astfel daca luam cos‘x=

‘Se. observa ca, de§1 sin % §

ite doud valori de semne ‘Contrare, Aceasta se exphcé prin
faptul ¢4 sinusul i cosecanta 'fiind C semnul minus; arcul &
] ate fi o cad.ranul III 5; - ori, in -aceste " cadrane”

“atunci, tgx = :‘— PR

loare; pentru celelalte functii goﬁometrice obﬁnem e

vetnce are semne dlfente e



_'Aplmat,

d lui a are lam{g lztazea




. sau ale fnnel dlferen;e dia arce ':'; :_ o

3. Pnn raportull—a(—)se mésoara in practlcé paﬂta unei i
hnn ferate drepte fafd de orizontala TE (fig. 55 a9 Se

intelege prin aceasta ci, ducind de la un punct M oarecare
al liniei ferate o. paralela cu orizontala, MF = 1000 m, ex-

 tremitatea I a acestei paralele se afld la o distangd de b

metri pe verticald ‘de linia feratd (IL h metn) Stiind
aceasta, 'sd se rezolve urmatoarea

Problemii. 0. hme ferata AB are, fatd de orzzontala 'AE
(flg 55 b),- pa'nta—— Din B lzma femta m schzmba

.‘ 'panta §¢ are, fa;d de. aceea;z orzzonfala 4E, jﬁanta—b ;

1000
Care este ?anm lindes ferate BC fagé de linia ABP

Din modul cum se
defme te anta —2
. &4 AP 71000 .

se constatd ca acest ra-

'port este mtul—I' =tg Y, "

‘ ad1ca tangenta inclinirii
 u a liniei ferate TML
- (fig 55, a) fajd de ori-
zontala TE. Asa fiind,
7 dacii notdm cu « inclina-
-rea liniei A B fajd de ori-
- zontala AE, cu B tncli-
~ narea liniei BC fata de

aceeasi orizontald si cu
v inclinarea liniéi ferate
o “BC fati de prelungirea

,hmel AB (f1g 55, b), atunci din trinnghiul ABE obtmem

L Y—ﬁ—% ’

care a unghiul format de cele doua linii AB 51 BC,
dar pan’ca ciutatd este : :

th—tg(B-—«)
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Avem :deeL de calctﬂat aceasté tangenti a unei- dlferente

y b
’ — .“
de unghltm cunose@nd c5. tg = ———1 500 $L g B= 1000° Cu

muloaceie dé& ealeul ‘de ‘care dispunem pi‘zné aici se obfine -

' " mai intii vy, calculind unghmnle « si B cu'ajutorul tabelelor

'si apoi tangenta lui vy =f—«.

'Urmirind o cale mai simpl, vom ciuta si. calculim

. tg (ﬁ — @) numai. cu a.Jutorul valonlor lul tga= — s

1000
b
tgp= -l—tﬁ—o ,
fn problema. de mai sus si in multe.: altele teoret1ce si
practice, se pune deci problema stabilirii unor formule ‘care

- s# dea valoarea unei furictii trigonometrice a unei sume sau - -

a unei diferente de arce pe o cale directi, atunci cind se
cunosc valorile functiilor tngonometnce ale fieckrui arc in
parte.

Pentru a stabili astfel de formile avem nevoie de o

- ptegétn'e teoret1c§. pnvmd prmectule unor segmente peoaxa.

Proieetii
4, Sei;ment orientat: Un segment AB poate fi parcurs

- de un mobil in doud sensuri : 1) dela 4 spre B, cind scriém
. cd drumul parcurs este' 4B, sau 2) de la B spre 4, siin

acest caz drumul parcurs este BA (fig. 56)
Drumurile parcurse

AB si_ BA au evident ~ - 0 Ma B(h) '
aceeasi lungime (valoa- [
rea absplutd a segmen- 0
tului), - ins¥, sensurile I - . L
 de parcurgere - fiind ‘T . . Afp) ~B(b) SR
- contrare, convemm sd- R Ala) [/ Q(b)
spunem -ci ele sint o A *
doud segmente de sem- . AMa) (o)
- - ne- contrare. Scriem [J :
©  acest lucru astfel: ™ - 7 N/
R T— . .
A£‘= —_BA sau - - M) Blb) 0
 AB 4+ BA=0. ' pyos ‘

: 7 — Trigonometrie- cl. 2 x-a'realaw’vtr , ’ 97 -




Segmentul AB pe care s-a fzxat wn sens de parcurgere,

- se numeste un segment oriental. Primul punct, adici 4, se '

numeste originea segmentului, iar” B este extremzmtea
'segmentulm AB.

Mdrimea sauw mdsura unui segment onem‘at agezat pe o
axd este lungimea segmentului. luatd cu semnul + sau —,
dupd cum segmentul are sau niu aceeasi orientare cu axa pe

" care este agezal.

Notind segmentul orientat cu AB, prin 'AB vom inte-
lege valoarea sa absolutd. Dacid agezim segmentul orientat
4B pe o axi Oz, pe care s-a fixat originea 0, atunci 4
si B au dbscisele a 5i b (04 = a, 0B = b).

Masura pe axi a segmentulm AB, exprimat cu ajutorul
acestor abscise, este egald cu diferenfa dinire abscisa extremi-

L

tdtii B gt abscisa.originii A a segmentulm adlcﬁ avem mtot— ,

deauna: AB = b —a.

Demonstrarea acestei egalitati se face dind originii O
toate pozitiile posibile fayd de segment. In prealabil aritim

ci, daci AB =b—a, atunci avem §i BA = —AB =
= —(b —a) = a —b, adicd tot diferenta dintre abscisa
extremxtétu segmentulul care este acum A, §i abscisa
originii segmentului, care este B.

I. In cazul cind O se aﬂa la stmga lm AB (fig. 56, I),
- avem evident : ‘
 AB=0B—-04A=b—a.
II. Daca Oiafliin_ 4, atunci abscisa__llﬁ A este zero
-(fig: 56,11), iar AB = OBjgi, prin urmare, AB = b = b—0.
I11. Cind O se afld intre A si B, avem : AB = 40 +

+ OB =—-04 +OB=—a+b si, prin urmare, 4B =
=b — a. *

1V. Cind O se afla in B, atunci abscisa lui B este zero,

jatr AB=A0 = —0A = —a = —a + 0, astfel c& si in
acest caz avem : - ' -
AB=0—a.

V. Daca orlgmea O se afld la dreapta lui B, atunci

. avem :

AB= A0 — BO= 6Z+(ﬁ=b—a.-

98 : ' -

S~



In urma celor aritate se verifici in toate cazurile
od mdsura unui segment orientat de pe o axd este egald
cu diferenfa- dintre abscisa extremitipii §i accea a origingi
- segmentulus. , : ' ‘ '

5. Proiectii. Proiecfia orfogonald pe o axd a unui punct A
este piciorul A' al perpendicularei coborite din A pe axd
(fig. 57). Proiectia pe o axd oarecare a unui segment orientat
AB este mdsura segmen- '
tului oriemtat de pe axd
cuprins intre proiecyiile
A" st B’ ale punctelor A
. $t B, ordinea proiecfiilor
Jiind aceeagi cu ordinea
Dunctelor ce se proiectea-
zd. Avem deci (fig. 57): —— 7

m.=prA?,
- B'A" = pr BA.

. 6. Segmente consecutive. Doud segmente AB 5i BC
orientate, astfel ca extremitatea unuia este originea celuilalt
se numesc segmente consecutive. De exemplu, AB si BC
(fig. 58) sint consecutive ' : 9 '
pentru -ci extremitatea
B a lui AB este origi-
nea B a segmentu_lﬁ . 8
orientat BC. La fel, BC -
si CD sint segmente con- * /
secutive, . _ Fig. 58

Teoremii. Suma .proiectiilor segmentelor comsecutive din
care este format un contur poligonal inchis este nuld.
Demonstratie. Pentru usurin{i, conmsiderim conturul
poligonal inchis M, M, M M,M M M, (fig. 59) si proiec-
tiile A1A,, A,A5 AA,, A A, AA e Agd, ale segmen-
telor consecutive M,M,,: M,M s MM, M,M¢ MM,
M¢M,. Trebuie si aritim ci : " :
- Ay Ay + Apds + Agdy + A A+ Ad, + A4, =0.
* . Dacd alegem pe axa de proiecfie o origine 0, atunci
fiecare din punctele 4,, 4,,..., 44 are cite o abscisi, pe

\L
—-—— >

o — — —

p
T d— e

B

Rig. 57
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care le notim respectiv cu a,, ay,: .., @¢. Din cele spuse"
despre misura unui segment orientat pe o axd rezultd:
‘AIAQ’ = Gy — a1, AzAS =@y —ay; Azdy=ay—ay;
AAdg=as—a,; Asds =ag—4as, Agd; =a,—ag
si, prin urmare : ,
Aidy + Apdy + AAS+ A+ Ao+ dedy =
e=ay, —a,+a3—ayta,— “é+“5*‘¢4+“,s.—¢5+“1fae =0,
ceea ce demonstreazi afirmatia din enunf.

Faptul c4 in demonstratie am folosit 6 puncte in loc de
n nu testringe generalitatea, pentru cd in cazul'a # puncte
demonstrafia este absolut identicd. g

B
|

. |
Mrl -
!I |
1 |

|

o |

0 Afe) hlo) Al A
Fig. 59

g
=
&
2
&
% Y

 Conseeintli. ‘Protectia unui segment care nchide o linie -

poligonald oarecare este egald cu suma proseciiilor segmente-

lor consecutive din care este formatd linia poligonald.
Aceasta rezulti din ‘egalitatea demonstratid : -

A4+ A4+ AaA«: + A s+ Asdg +_ Aed, =0,
prin trecerea unui termen din membrul sting in cel drept-

De exemplu, dacd 1‘il'e,crem- pe AgA, in celilalt membfﬁ
al egalitifii, avem:

—Aed, = A1‘46‘ = 4,4, + AzAa'i'AsA:‘T'm E+Z§743'
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san T S o
o _“.Pr M1M8'=_PI‘M1'M2 + P.fleMs + pr MM, +
| + pr MM+ pr MM,
- ceea ce justifici consecinfa. - - _ S
7. Orientarea segmentelor in plan. Doud segmente para- -

- lele §1 egale;, AB 5i CD (AB = ||CD), sint oriehtate la fel

~ (fig. 60), dacd extremitdfile B §i D ale celor doud segmente

- stnb agezate ambele pe R :
aceeast laturd a para- -
lelogramului A BDC-
(fig. 60, a). Dacd ex-

- tremstdgile loy sint age- [/ . -
‘zate - pe doud  laturi A
opuse BC §i AD (fig. -
60, d),. atunmci orien-
tarea lor e contrard. .
- .- Segmentele paralele - - _ ,
st egale la fel orientate au proiectiile egale i de acelasi sens. -

+Fiesegmentele 4 Bsi DC, paralelesi egale (4B = || CD),
la fel orientate (fig. 61) si proiectiile lor A"B’ 5i C'D".

S4 arditim ci A'B’ 5i C'D’ sint egale si de acelasi sens.

. Ducind din 4’ §iC’ paralele, respectiv Ia 4B gi CD,

- se formeazd triunghiurile dreptunghice A’MB’ s5i C'ND’,
. cate au A’M = C’'N, ca paralele cuprinse intre paralele, si-
R L ) ~unghiurile marcate din 4’

corespondente formate de -
. paralelele A'M si C'N cu
secanta A'B'C'D’; rezulti
deci ci: A’'B'=C'D'.
N ‘Sensurile de parcurgere ale
-~ segmentelor 4B si CL fiind

~ :
AN
T
\ s
R ..
=4 -
\
1“
SN\

N

N\
[ IELS,

l

! .

i A
] 4 |
{
v

A

: 7 fectiile A’B’ si C'D’ au
e ‘aceeasi orientare, ceea ce
Fig. 61 - -trebuia dovedit. '

-
-

el S

§i C' egale, ca unghiuri -

< | aceleasi, rezultd ci pro- o

. 8: Lungimea (valoarea absolutii) projectiei unui segment. = -

" Valoarea absoluti a proiectier pe 0.axd a unui segment orien--
- -bat este egald cu. produsul dintre lungimea segmentului §i cosi-

‘ nusul unghiulus ascutit format de segment cu axa de proiecie. ,
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. Fie AB'lungime;a unui segment gi 4'B’ (fig. 62) lungi-
_ mea proiectiei sale, iar # unghiul dintre ele sau al prelungi-
rilor lor. Ducem din 4 o paraleld la A'B’, care intilneste

proiectanta BB’ in M. Unghiul MAB din triunghiul

Fig. 62

dreptunghic MAB si unghiul % sint egale ca unghiuri
corespondente, formate de paralelele AM, 4'B’ cu secanta

AB. Scriem, pe baza definifiei, cosinusul unghiului HaB:

oY cosM/A\B=cosu=iM_.
de unde rezultj : | ' 45

' ' AM = ABcosn
saul :

A'B = ABcos u

- 9. Proiecﬁa unui seg-
ment orientat. In para-
graful precedent nu am

tinut seama de semnul
proiectiei. Acum este
vorba sd exprimdm pro-
B tectia unui segment finind -
seama de orientarea atit a
segmentulut, cit i a axes. -
In prealabil, si definim
B AN
- unghiul 4 = (4AB,CD) a
: doud segmente orien-
tate, 4B, CD (fig. 63). In acest scop, si ducem
printr-un punct O doud segmente, OB’ §i OD’, - respectiv

Pig. 63
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egale, paralele si la fel orientate cu 4B, CD. Se numegte
unighiul segmentelor orientate (4B, CD) unghiul descris de
OB’ in sensul invers migcirii acelor de ceasornic, pind ce
acesta se sugapune peste OD’/. Qstfel definit, intre unghiu-
rile 4 = (4B, CD) si v = (CD, AB) existi relatia generali '
. # -+ v=Fk. 360° unde % este un intreg oarecare.
Unghiul a'doud axe este unghiul a doud segmente orien-
tate, asezate pe cele doud axe §i avind aceeasi orientare cu
axele respective. ' o
Sd demonstrdm cd proiecia pe 0 axd a unui segment orientat
 este egald cu produsul dintre lungimea segmentulus §t cosinusul
unghivlui format de sensul pozitiv al segmentului cu sensul
pozitiv al axei (sau cosinusul unghiului format de direc-
tiile indicate de siigeti ale axei si segmentului orientat).
Pentru  demons- o 8
trarea teoremei, con- A /
siderim fizat sensul | A .
pozitiv al axei prin ./ 7
sigeata  respectivi . , 8 :
(fig. 64) si urmirim C _ \ ;
cum variazid proiectia - . u " . U

<

Y

o ——

segmentului orientat J°

- A -
AB. In acest scop ¢ W :
vom duce din origi- . -
nea O de pe axi un - . u
4 .
: /AR

segment OC, egal si I -
paralel cu AB si cu 1.
7

aceeagi orientare. Du- C
Pa cum s-a arfitat mai I ﬁ\?\l\ L 4™
. ]
1

0

$

sus, proiectia lui OC N

este egald 51 de acelasi ; 4
semn cu proiectia lui A ' 8
AB. Construim si . Pig. 64 ‘

cercul de razi 1 cu
centrul in 0. Se pot intimpla urmitoarele cazuri :

I) OC cade in interiorul cadranului I (fig. 64, I) al cercu-
lui- trigonometric. Unghiul dintre OC si axi- e acelasi cu
unghiul dintre 4B si ax3, adici %. Avem : 0C’ = OC cos %
prin urmare: OC’' = pr OC = pr AB = AB cos u.
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II) OC .cade in. mtenorul cadranulm II (fig.. 64 II) ;
‘proiecfia lui OC este in acest caz negativi. Unghiul ascut.lt
dintre OC si axd este 180° —«. Avem deci: :
0C' = —OC cos (180° — %) = OC cos u
si, pnn urmare: -
prOC = pr AB = AB cos u.

1II) OC cade in cadranul III (fig. 64 III) prmect,la sa
 OC’ este negativi, iar unghiul a ascufit intre OC si axd este

egal cuu —180°. Avem deci : OC' = —0C cos (u — 180°)== v
=O0C cos %

sau : pr(—)_C—=prZ-B—= AB cos u.
1V) In cadranul IV (ﬂg 64, IV), proxectla 0C' a lui

'OC este pozitivi, iar unghiul ascufit intre OC si axi este
egal cu 360° —u. Avem deci: OC’ = OC cos (360° — %)

sau:

prOC =pr AB = ABcosu - .

A§adar 4n toate cazu-
rile posibile, protectia
pe o axda segmentulus

orientat AB este egald
cu produsul dintre va-
loarea absoluti a lui
AB prin cosinusul un-
ghiului format de di-
recmle indicate de sd-
gefile axer i segmen-

. tulus- orientat.
10. Cosinusul . unei
sume si al unei di-
ferente de. aree (sau
unghiuri). Cu ajuto- -

: : , rul  teoremelor pri-
Fig. 65 - vind .proiectiile pe: o

104




?

‘axi ‘2’ unui contur pohgonal §i 4 unui segment se pot
stabili formule pentru funciile trigonometrice ale- unei
sume si ale unei dlferente de arce. -

S% cousiderim arcele AM = o §i MN = B (tig. 65)
~ ale cercului de razi 1. Fle exprim¥d totodatd si misura in
~.radiani a unghiurilor la centru corespunzitoare.

o Din-N lisim o perpendiculari NI pe raza OM ; se for-
meazi conturul poligonal OIN, ciruia ii aphcim

teorema pro1ect1ilor ‘Avem : pr ON = pr O] + pr IN. @)
Tuind ca axi de pro1ect1e dlametml A’A cu sensul pozttxv
' OA obtlnem

pr ON ON cos AO) =1 cos(a + {3) = cos (a + B)
/N .
pr 0T = OI cos Al = “cos B cos a,

A (m g o
- prIN::INcosNEA—-schos *| = —sin Bsin «;
(punctul E este intersecfia dreptel IN cu 04): -
’ Inlocumd aceste rezultate in (1), deducem

cos (« +. B) :fvcosog'cosﬁ — sina sinf - 1 (2)

Sa presupﬁneﬁx ac&m‘v;arpul,ﬂfﬁv = @ orientat negativ -
- (fig. 66). Dgéemydin;extremitate\a N a arcuiui ﬁ per-

- Pig. 66
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pendiculara pe raza OM , intocmai ca in primul caz. Apli-
. cind aceeayi teoremd a proiectiilor,  obfinem :

pr ON = pr OF + pr TN. -

" Luind 4’4 ca axi de proiectie si punctul E la ‘intersectia
dreptei IN cu axa, avem : A :

— : /N /NN
pr ON = ON cos AON = ON cos (AOM + MON) =
=cos(a+B); . -
— N ‘ ‘
pr Ol = OI cos AOI = cos (—P) cos o= cos o. cos B ;
— /\ . - 4 =
prIN = IN cos I[EO = —sin Beosiy -

= —sinasin B

(in ultima egalitate am luat pentru IN expresia —sin 8,
pentru ci B fiind negativ §i sin B este negativ, iar teorema
proiecfiei unui segment orientat cere ca IN si fie inlocuit
prin valoarea absoluti a segmentului orientat IN).
‘Inlocuind expresiile lui pr ON, pr OI si pr IN, deducem :
cos (« + B) = cos « cos B — sin « sin B‘.‘

Procedind ca mai sus pentru orice pozifie a punctelor M

si N pe cerc, constatim cd formula (2) este generald. Aceasta

- se explicd prin faptul ci i teorema proiectiilor care s-a fo-

losit pentru stabilifea formulei (2) este de asemenea gene-

rald. Rezultd deci ci formula (2) este valabild pentru orice
valoare a arcelor « i B

. Inlocuind in (2) pe B prin —B si {inind seama ci avem’

sin (—B) = —sin B i cos (—B) = cos B, objinem : :

cos (o — f) = cos & cos f 4 sin a.sin p 7 ©)

11. Sinusul unei sume §i al unei diferente de arce.
In formula (3) introducem in locul arcului « arcul% —a,

dupi care obtinem :

(‘;’— a)— Q] v_—'-cos(%—- a)éos,f-)+sin (%— a}sin&.

‘Cos
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Daci finem seama ci avem : cos (%— « — 5) = sin (« + B),

b : s s = . 3
cos (-2-,-— a) = sin & $1 Sin (—2- - a) = cos «, atunci relajia

- dedusid mai sus devine :

l sin (o + B) » = sin a cos B + sin B coé o l -(4) ‘

Am obtinut astfel formula care d4 sinusul unei sume de
arce. Pentru a obtine sinusul unei diferente, punem in locul
lui B din formula (4) arcul —B, dupi care deducem : .

~ sin (¢ — B) = sin « cos (—B) + sin (—B) cos «
sau : : : '

"sin (¢« — B) =sin o Acos'B--—'sixi B cos a . ()

'12. Tangenta unei sume i a unei- diferente de arce.
Din relatia : oo
tg (oc + B) ___ sin (@ + B) ,='sih o« cos §§ + sin fcos a
cos(@ + B)  cos « cos P — sina sin §
unde impéirfim atit numiritorul cit si numitorul fractiei
prin cos « cos B, obfinem : o ‘ :

sin o cos f8 + sin B cos a
. cos o cos 8 cos o cos B
tg(oc-i-ﬁ)=. cos o cos fB sin o sin 8
cos :cosﬁ cos & cos B
sau: .
o tga+tgp
to (a = e—— 6)
glatp)=EEtEl (

' . - . !
Punind in formula (6) —B in'loc de B, deducem :

1+tgatgp

tga—p=Er-teb o

i
7/
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13 Cotangenta unei sume si a unei dlferen;e de aree. .

Din relatia : a o :

¢ g cos (& -+ (3.) éosiacos(}- sin & sin B ,'f
cg(a-i-ﬂ) sin (x + B) si"naco:;B-i-sinBco%a

unde impérfim atit numaratorul cit si numitorul frac;xel
. prin sin « sin B, deducem ,

_ctgactgf —1

otg («+ B) = e Pt on '",A(S)f_ .

nlocuind in aceastd formuly pe B prin —B, oﬁtiﬁem s

— ctgactgf + 1 (9}
ctgfl —ctga :

cfg (« — B)

e o

Exercz;u aplicative: nr. 91—108 de la p. 132—134.
14. Apliecatii
Apllea;m L Sd se arate, cd daca avem COs o = % st

 cos B ==-£, unde o st B sint doua arce din. pnmul cadran, ; '

" atunci o — B = 60°.
: Calculifn cos (¢ — B) = cosacosB +sm¢xsm B. Ne
- sint necesare pentru aceasta valorile: lu1 sina i sin [3 |

. 1 4V3
Awem: sma=\/l —c052a= 1 ——-—=-—‘-—

449 . 7.
gl Sin B = \/1 —-"co‘sz — V; 169 ;\/’3
196 14

(am luat ambele sinusuri cu semnul plus pentru cd arcele
« 5i p sint din primul cadran)
- Inlocuind mai sus, obfinem:

cos (o — p)=.1. ...+4V—,3V3= 13 +36 49

7 14 704 98 8

de unde rezulti: o« — P = 60°. . :
Observare. Egalitatea pe care am demonstrat-o

) este ec]:uvalenta cu arccos-; — arccos — = —:j
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‘Aplicatia 1. Sd se caleuleze sin (o + B + ¥) c% ajutorul -~
valorilor functislor trigonomeirice ale arcelor «, B st v. .
Considerind B + vy ca un singur arc, avem de calculat
sinusul sumei arcelor «§i (B + y) ; aplicim formula cumos-
cuti pentru sinusul unei sume de doud arce. - C

- Avem deci: P

sin (e + B+ y) =sin [a+ (B + v)] =sinacos (B+y) +

A P + cos-a sin (B + Y). L

" Apoi, dupi dezvoltarea expresiilor cos (B + ¥) si sin(B+7),

obfinem :sin (a + B 4 y) = sin a(cosp cosy — sinBsiny) + -

4 cos afsin B cos y + sin y cos B) sau, in sfirsit : '
sin(a + B + y) = sin « cos B cosy + sin p cos « cos ¥ +
Y -+ siny cos.a cos § —sin « sin B sin y. o

Aplieatia I, Si se calouless-laturils dodecagonului ‘regulat convex §i

" stelat imscrise in cevcul de razd R.

“tmpértind cercul in 12 pir{i egale, fiecare arc are cite 30°. Latura

_ AB a dodecagonului convex subintinde un arc, iar latura 4G (fig. 67) a

' dodécagonului stelat subintinde 5 arce. Ducind perpendicularele OI §i .
OK; respectiv pe laturile AB §i AC, se : A ‘

" formeazd triunghiurile dreptunghice -

AOI gi COK, in care avem:

A
.

go o AL 4B

M1 ="0" 2R

©y gu7ae = CK L AC

- # SIS 5e T 2R
Rezmlts :

fatura dodecagonului éonvex’ AB =
= 2Rsin 15° gilatura dodecagonului
stelat AC.=2Rsin75°.

S% “calculdm sin 15° gi sin 75°.

“Ayem: = E R . . Pig. 67
© sin'15° = sin (45° — 30°) = sin 45° c03 30° —
o sim30teosse = V2 V3I_1 V2 _Ye-v2
, i R T 3 ‘
* gin75° = sin (45° + 30°) = sin 45° cos 30° - sin 30° cos 45° ==
Y2 Y31 V2 Va4V
S T 2 T &

2
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Prin urmare : ! \

latura dodecagonului convex 4B = i\/_—ﬁ;_‘@ :
§i latura dodecagonulni stelat 4C = M.E’"_V_; .

Aplicatia IV. O /-

€ e feratd care pornes-

-] ‘tedela statia A pind

la statia B (fig. 68).

. are panta . De la
- - 1000

stajia B pind la statia
C linia ferati are pan-

nd
A

A [ ta Taoo . Care este pan-
X Fig. 68 ta linies ferate BC

: fatd de linia AB?
Daci notim cu « inclinarea liniei A B fatd de orizontala
AE, cu B inclinarea liniei BC fajd de aceeasi orizontald,
atunci panta liniei BC fati de linia AB este: tgy =
=tg (B —a). ' :

: ' 3 2

tgf —tge _ 1000 1000 _
14tgatgp . 2 3

1000 1000

Caleulim tg (B — o) =

= 0,000999.

= - !
1000,006
Rezultd ci panta ciutati este =~

0,999
1000

Funefii trigonometrice ale unor arce multiple
si ale jumititii de are '

15. Functiile trigonometrice ale areului dublu. Cunos-
cind functiile trigonometrice ale unui arc «, si exprimim
$in 2a, cos 2a, tg 2« si ctg 2«.
~ In acest scop calculim aceste expresii cu ajutorul for-
mulelor care dau functiile trigonometrice ale unor sume de
doud arce (formulele 2, 4, 6, 8, p.105—108), in care consi-
derim pe B egal cu «. Avem:

sin 2« = sin (« + &) = sin « cos «’+ sin « cos «
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Sau

sin 2o = 2.sinvacos o 1)

Aceasti formuli se exprimi si altfel. Daci punem
“ . . .
re= atunci 2« = %, iar formula devine:

-

sin # = 2sin —:—‘- cos -é‘- @)

~ Pentru celelalte functii trigonometrice ale arcului 2«
obtinem : T :

c0s 2 = cos(« + &) = cos « cos« — sin asina,

sau:

cos 2a = cos’a¢ — sin®a | _ 2)

‘tgadtga
tg2e = tg(a + o) P
sau - '

tg 9u = 2L - - (3)

ctga-ctga —1

ctg2a = ctg (x + a) = ctga+ ctga

sau @

ctg’ G"—i . 4)

ctg 20 =
s 2ctga

Pentru funcfia cos2« avem §i alte exprimiri. Dacd
. inlocuim cos?a prin 1 — sin? «, sau sin®« prin 1 — cos?a,
putem scrie: cos 2« = cos?a — sin?a = 1 — sin®ax — sin®a
sau : :

cos 2 =1 — 2sin%« ‘ (5)

!

si ’:

cos 2 = cos?a — sina = cos?a — (1 — cos®a)

Ha
1
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sau :

cos 2a'=2cos?cc—1 (6)  

- Din identitétile (5)si (6) rezuité imediat urmatoarele :

1+ cos2a=2cosPa| .. |1 —cos2«a=2sin%x| (7)

16. Funetiile trigonometrice ale arcului triplu. Si expri-
mam sin 3«, cos 3«, tg3a si ctg3a cu ajutorul functiilor
“trigonometrice ale arcului . : - -
Avem: : . .

- sin 3o = sin(2a + «) = sin 2« cos @ + sin « cos 2o
sau:. , ' ¥
sin 3a = (2sina cos«)cosa + sin a(cos®e — sin®a) = .,
= 3 sina cos*e — sind« = 3sin «(l — sin®a) — sin®a.

In sfirsit

sin 3 = 3 sin a — 4sinda - @)

Inlocuind in aceasts formuli pe « prin f;- — asischimbind
semnul dupi ce finlocuim sin (-33 —-3«) prin — cos 3a si

sin (—;— - ¢) prin cos «, obtinem :

cos 3 = 4 cos®« — 3 cos « {9

Pentru tg 3« avem: _
. L2tg

+tga
‘tg3a==tg(2a+ °(')___“tg20:+l:go:= 1—tgla .
. © . l—tgatg2a { g 2tEE ’
- - g’a 1 —-tglx

dupi simplificare obi;inem :

3tga—td«
1-3tg2a

tg3a =

(10)
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atuncx formula (10) devine :-

~

3ctga —ctg

of —
? g3¢ 1 —-3ctga

Daca mloculm m aceasti formula pe o pnn; — s :

| tmem seama | tg (-—- —Sa)v— ctg 3a tg (— - a): ctgu f: }A

-

17. Funetiile trigonometrice ale jumiititii de are. 3
calculim functiile trigonometrice ale arcului % cind se

fc'unésc_,acelea, ale arcului «. Folosim in acest scop formulele :

1 — cos 2u = 2sin®u i 1 + cos 2u = 2 cos®u.

nlocuind in aceste relatii pe “ pﬁn %, obtinem :

Azsme\g':'l — cosa $i<2c,os3§ =1 + cos a,

" de unde rezultd:

X §i 0

(13)““, .

Tmparpnd membru cu membru egahtatlle (12) si (13)

.obtinem : /

. o 1 —cosa ) a 1+cosz:"*
- sin — — . cos — Pl i

: o
- tg'-; = = - sictg — = =

R— - 2
cos— 4 |[1toeose, - tit
2 7. _ 2

1—-cosa

t L T—cosal .. lote® —
5‘?2 ':*:V——l—f.qd.sa' si |18 =&

igonometie " cl. a8 X reald

+ l—cqsar

1 + cos al
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Observarea I Formulele obfinute a2, 13, 14) ne |
arati c.é, atunci cind se di cos « = 2, obfinem pentru sin %, :
cos-—;-g tg-:— si ctg% cite doud valori egale in valoare abso-

lutd §i de semne contrare. Si explicim dublul semn pentru
fiecare din ele. Fie a4 cel mai mic arc pozitiv' pentru care
avem cos @y = p. Toate arcele a care au acelasi cosinus
cu «, sint cuprinse in expresia : '

o =2kn 4 «,
si, prin urmare :
LA TR
2 o - 2’
care ia pentru & = 0 si & = 1 patru valori:

%0 o3 %
—S1 —_—
i2§~i2

.

Functia sin% primeste pentru aceste arce valorile :

. Q . . o . P
sin —; sin —ﬂ)= — sin—"; sin -n:+ﬂ = —sin-2;
2 2 2 2 . 2

&

T N s
sm(ﬁ —?") =sin=2

din care numai dou3 sint distincte ; sin% §i —sin —?. Aceasta
explici dublul semn pentru sin% exprimat in functie de

cos «. La fel se explici dublul semn si pentru cos f , tg—,

w R

tg— .
ctg— |
Observarea II Pentrutg %gictg% se pot obtine

exprimiri rafjionale, prin sina i cos «, in care si nu
figureze dublul semn. '
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sin._.

Inmulfind ambii termem ai fractxex tg ;,_ —?- _prin |

2 cos f , respectiv 2 sin %’, obginem :

cos —
2

2gin % cos &
2 i .
tgi — 2 _ sing si
2 2cost & 1 +cosax
5 .
2 sin® £
a - 2 1—cosea
tg == : =— :
2 osin%cos Sin &
2 2 ‘
Prin inversarea fractiilor deducem :
ctgi 1 4 cos e $1 ctg— sine’
2 sin 1 —cos a

18. Exprimarea rationald a fune;iilor trigonometrice ale
arcullu % eu ajutorul lui tg — :

. Din identittile cos® -

. PO x Lo «
. =1coS x .§i 2_sm; cos Py = sin ¥ rezultd :

x x
2 sin —cos —

2

¥
cost X + smz

o . se p» . .o . X . ]
Impirtind termenii fiecdrei fractii prin cos? > qbtmem :

2

92

cos?

si cos ¥ =

si

cosz

.f.—.sinaﬁ.
2 2
X +sin° #
2 2

CosS ¥ =

1 -t 2.
2

14t X
2

—l— sin? = = 1, cos? ——sm2 —= .
2 2 . 2 .2
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Pnn 1mp¥m1:1r . membru cu membru a acestor egah-
51:1, obtmem , :

2t %
tgx = —2_

1—tgr 2
2

“Daci notim tg —:—= ¢, avem deci :

L. Lu 1
,smx-_=l'—;; cosx=—"tgx= L4

+ 144 1-8.
' 1-

1 ct X =
3 & 2t

formule care expnma ratlonal toate funci;ule tngonome-'
‘trice ale arcului % cu a.]utorul lui ¢ = tg—-

Exercz;u aplzcatwe nr. 109—110 de la p. 134.
- 19. A P licatii

Aphcaya 1. Fund date doud arce o §i B din pnmm

uadran pmtm care se dau tga= -—§1 tgf = 2%9 , S& se
arate €& avem :
' A 40— B=2T.
=1
s - ‘ tgda — '
 Calculim tg (4o — B) = u& in acest scop sd ex-
L . ) 14tgda- th
© primdm valoarea lui tg4a.
o ; ‘ 5 .. : 120
“Avem : tg 2« = — §i, prin urmare: tgde =-"—.
T 5 2o PR & 119
20 1
Rezultid deci: tg (da — B) = I 39 g,
| =
119 239




r-rexesﬂz dm calcul ca ‘t.g 2u. =

Deoarace o« §i B snt arce dm pnmul cadran 5t cum a-
-< 1, rezulta ci2a < —, iar

: f'4a < =- Pnn urmare, 4af

v ::'ppntr“ care avem tg (4o — B) = -1, urmeazd ca4m - ‘i = —E—

ceea ce trebma doved1t

O bse TV are. Relatla demons‘trata se mai poate scrie :
' 4 arct — — arct =T, '
g g239 4 .
Sub aceasti forma relatla este 1mportanta pentru calcu-
larea tui 7 cu un numar mare de zecimale. :
Apheatna o F 1}z’rmi dat g o= — ";—4, sé se calaule:‘s

sm = §z cas— ﬁ
' 2

Dm formula 1 4+ tgla = - — deducem ¢ ‘
. o :
cosz o= __..1—-—- 64‘—295
Ll = 576 S
49 :

;1,~prm‘ urmare cos %= ;I: —

Cu ajutorul formulelor :

sm——:l:y cosoc§lcos___iV1+cosa

»obtmem : - f
' 141
2%, 4

-pentxucos,a=,—£g;sm°‘
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- 5 S,

Agada.r, luind tg o = —i:-, corespund pentru sm-;i

patre valori: + —§l :!;-—, la fel avem si pentru cos-:—

tot patru valori : :l: ;1 :!:i

Sé explxcim de ce corespund cite patru solutii pentru
sin —§1 cos;, cind se di numai tg o« = — %

o er o cel mai mic arc pozitiv pentru care avem tg og=
540 p p 0
=—ise stie ci in acest caz toate arcele care au aceea§1.

tangents sint cuprinse in formula « = kn 4 % si dem; =

k—"—?’ Valorile pentru sin -2- sint in acest caz sin ¥7+ % '2*' %o

care pentrn k =0, 1, 2, 3 capit} patru valori distincte :

sin 2; ginZTt% _ g%, g ta — sin e si
2 2 2 2 . 2.
sins"":""—--cos%. '

Valorile pe care le primeste cos % sint : cos?‘ ;

n+q§ . g, coszn-f-a,
Py .

= —sin%; 31c+¢,,=
2 2

cos = —cos X §1 cos

= 4 sm%q ,» care sint de asemenea patru-va.lon d15tincte.

Aplieatia III. S& se simplifice expresia:

sinx — 2cos.xtg ad
2

E = ,
' sind x
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2

- « R ; SR .
Dacid - notim tg—z---t, se gtie cd avem : sin & == T
. § . +
. - : . ~
sxcosx=1 . -
14 ' »

Introducind aceste expresii dependente de ¢ in locul lui
§in x, cos x si fg«fzi, obfinem :

2 2(1—)

' E'=1'*"8‘~ 14 _ 28 (1+£s)a_(1+.43)° .
e 81 1+22 s 4
, a+ep i
saur . Ee= ot |
L s 2
4 cost—
R

Formule caleulabile prin logaritmi

20 Problem#. Avem de mdsurat indlfimea wnui turn
dé caré nu ne putem apropia.din cauza unui obstacol. In acest
scop sé mdsoard din’ A, cu un aparat asézat pe un tripied
inalt del1,2 m, unghiul « c :
~ format de raza vizuald ca-
. re trece prin C, virful tur-
nulus, cu orizontala DA ; g
se gdseste «=36°15"12". -
Apoi observatorul se de-
parteazd de primul loc
de observare cu distanja
‘AB =39 m st mdsoard ‘
din B unghiul B, format
~de raza vizualé CB %3 "R
- cu orizontala, §T gdseste = \ NP
B = 27°1010". & Care =¥ W70
este indlfimea turnului
(fig. 69)?. ‘ : - Fig.69
‘Notind cu x indlfimea turnului de la virf pind la ori-
. zontala DA B, si form3m ecuatia care ne dd pe x. Aplicind
definifia cotangentei unui unghi ascujit in fiecare din
triunghiurile dreptunghice CBD 5i CAD, avem : - '

.- DB ] . DA
= =ct — =ctgo. -
DC Cth§IDC, g»

ﬂ&/

!

T ,u——‘-‘-——!:]

/

il e
g

X ’S':l, p

//
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- Sciizind '~inen;'bm cu membru, obfinem:
DB — DA L
———— =ctgf —ctga.
o ¢ gf —ctg
‘sau;
- AB

—=ctgf —ctga,
X

4B~ 1 39 .
ctg B —ctga ctg27°10’10” — ctg36°15'12""-

de unde rezulta: x =

Pentru a afla valoarea 'numerici a lui x trebuie si
calculim separat cele doui cotangente de la numitor si
apoi si impér{im pe 39 la diferenta cotangentelor. Aceasta
. implici calcularea separati prin logaritmi intfi a cotan-

gentelor si apoi a citului. Pentru a evita aceste operafl -
tepetate, insofite de erori, se preferi inlocuirea diferenfei’
- de cotangente printr-o expresie care si fie calculabil3 prin
logaritmi, adicd printr-o expresie format$ numai din pro-
- duse, cituri, puteri sau radicali, astfel incit s§ putem aplica
pro¥riet5tile cunoscute ale logaritmilor. LT
n cazul problemei de mai sus, avem :

: ctg B — ctge = <28 _ 8%  Slmacesp - sin Beoose
fo ‘ sin sin & singsin@ -
- __ sin (o — B) '
sin o sin

- 8i, prin urmare !

4 = ABsinasnp _ 39sin 36°1512” sin 2'7°1o':o""'_
" sin(a =~ B) . % sin9°s2” 7
Am obtinut astfel o expresie pentru x cireia i se pot
-aplica logaritmii. ' ‘
Avem : 7 : S
lgx = 1g 39 + lIg sin 36°1512" 4 1g sin 27°10°10" +
‘ ' + colg sin 9°5'2" o
sau: , : : P
g % =1,59106 -+ 1,77185 + 1,65056 -+ 0,80167 = 1,82414,
“de unde rezulti : x ~ 66,70 m, iar inilfimea turnului de la

. virf pind la bazd este IC = 66,70 + 1,2 = 67.90 m,
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SRR 1 8 rintécﬁ;ai ca in -p}bbléma de mai sus si in\. multe
~ .altele se impune transformarea unor expresii, conjinind:

.. sume sau- difefenje de  functii trigonometrice, in altele

~ echivalente, formate din produse, cituri, puteri sau radicali
_de functii trigonometrice, ¢u scopul de a simplifica expre-

" siile date sau de a le face calculabile prin logaritmi.

" "Pransformarea unora dintre expresii in altele calculabile

- prin logaritmi se bazeazi pe anumite formule care se intil-

- nesc mai-des.

Formule de bazii pentru transformarea unor expresii
) . in altele ealeul abile prin logaritmi :
 * Pornind de la identitaile : .
- T sin(x+y) +sin(x —y) =2sin xcosy,
~ sin (x + y) —sin (¥ —y) = 2 siny cos x,
~ cos(x +¥) + cos (¥ —y) = 2 cos xcos y,
. cos(x + y) —cos (¥ —) = —2sin xsin y,

© . " 1imcare introducem % = .2‘.::.& $iy = B

] 2
gdicé. t

1]

o st y=oasiz—y=8,
- obfinem 1 ' i

’

sin @ + sin B = 2 sin 258 cos '“;B
sin @ — sin B = 3 sin a;ﬁ cos '“':B ,

o

cos & + cos B = 3 cos “:B_ cos “;9 ,

- cosa— cQsB-_—:—‘—Zsin—“—g& sin ﬁiz'-ﬁ:: ,

= 3sin £=% g¢in BE 2
2 L2

formule care transforrhi o sumi sau diferenty de doud

sinusuri si o sum¥ sau diferentd de doud cosinusuri in: .

| "produse. . -
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-2, Pentru .a transforma suma ‘de ‘tangentel sau de
cotagente in formule calculabile prin logaritmi, $nlocuim
Ltangentele §i cotangentele prin sinusuri si cosinusuri- si-apoi
efectuim adunarea sau sciderea indicats - = .. .

Avem astfel : o
¢ t g Sina sin B = sin. (« +p)
e + gB cos'o + cosf . cos a_c»osrﬂ;,",-
t t — _Cosa cos B - sin (a + 8) ..::
gt ctgp sin « sinf ' sinasinp

nlocuind in formulele obj:iﬁute pe B prin- - B, deducem :

tga—tgf=20=P) g opoy_ tgp— SnB—2a)
g“, gP cos ¢ cos B siclga cgﬁ sfnozéinﬁ '
sau ; -

tgmitgﬂ:—wsictgaictgﬁ.:ﬂw

cos o cos B 4sinasixy16'

unde semnele superioare se corespund. :

23. Unele expresii pot fi transformate in formule cal-

- culabile prin logaritmi prin introducerea unwui unghi auxiliar

astfel ca noua expresie si aibi una din formele de mai
sus sau o alta care si fie calculabili prin logaritmi.

Astfel expresiile 1 + sin «, 1 + cose, 1 -+ tga capiti
una din formele de mai sus in modul urmstor :

I) La expresiile 1 4 sin « se introduce unghiul auxiliar

%, punind 1 = sin % “Avem deci:

1 4 sina = sin = 4 si .__2-(2 5_)_£ 2).
+sina smzisma sin 4:§:2co<(4q:2

a ‘II) Laexpresiilel 4 cos « se introduce unghiul auxiliar

. 0, punind 1 = cos 0. Avem :

1 + cosa = cos 0 + cosa = 2cos i:—“cos 0-2 _ gcos? —;i
CE .
1—-cosoc=coso-—cosac=2sin—°‘_—;—°sin “:o =2sin’f
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III) La expresiile 1 4 tg « se introduce unghiul auxi-
liar -:.‘-, punind 1 = tg{— , dupi care obtinem :

L mfred
l14tga= tg% Ftga=

_ sin
=2

L
€OS—COS o
4

Ana.ldg se transforma : :
1 4 2sin @ = 2(-1- + sin oc).;
se introduce unghml aumhar— , pumnd— = sin ; :
1 -_-§;2cosoc== 2 (—2—;{: cos:x)»;

‘'se introduce unghiul auxiliar % , punind -1- = cos% etc...

24. Expresia mai generald 4 sin x + B cos % se poate
" de asemenea transforma in alta calculabild prin logantmi

scriind: Asin x + Bcosx = 4 (sm x + 3 cos x) unde in-

troducem unghml auxiliar ¢ pe care-1 cautim in tabele,
astfel ca— = tg ¢. . '

Atunci avem:

Asin x +Bcosx=A(sin % 4 SInQ cos x)=-
: cos @
=4 sinxcqs¢+sinqacos: Asin(x+q;)

qos«p . Cos @

s;n( _1)
il )

ki
cos—
3-

De exemplu
sinx 4+ Y3 cos x = =2sin(£+x).

: 3
Exercifii aplicative : nr. 118—126 de la p. 135—136.
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-.25. Aplxcatu . S
- Aplicatia L Sa se calculeze -zmghml ascu§zt 'S ptmtru
" care avem :
tg" __ cus 50°13’ + sin 36°12°
ctg 30°11' + tg 43°10°

La numiritor inlocuim cos 50 °13’ = sin (90 °_50 °13 ) =
== 5in 39°47’, iar la numitor ctg 30°11’ = tg (90 °——30°11') =
= tg 59 °49' dupd care avem:

811 38°47/ - sin 36°12’
==

t = :
g'p  tg59°49 4 tg43°10°
39°47’ 4-36°12°  39°47’ — 35°12°
2 sin — -'cos -
s 2 2
- sin (59°49° + 43°10)
cos 59°49’ cos 43°10°

sau:

tg%p 2 sin 37°50'30" cos 1°47°30" cos 59°49" cos 43°1o’ o

sin 102°59°

- Arcul - de 102 °59’ fiind tn cadranul II tnlocuim _
. sin 102°9’ = sin. (180° —102°59') = sin 77 °1’, dupi

' care, aplicind logaritmii, giisim :

3lgtg<p =1g2 4 1gsin37°59'30" + lgcos1°47/30" +
. 4 1gcos59°49’ + 1gcos43’°10' + colg sin 7-7°1'
sau:
31gtg(p = 0,30103 + 1,78926 + 1,99979 + 1, ,70137 +

+ 1,86295 +0,01125 =1 66565

 Regults: e
166565 = coos,
lgtge= —= 1,88855
si, prin. urmare : @ a~ 37°43'39".

Apllea;la II. Sé& se tmnsforme in produs expresm
" E = sina + sinf 4 sin y—sxn(a + (5 + 'y)

S




" Identitatea obfinutd- devme :

Grupmd termenu in modul cum urmeazi si aplicind S
: tormulele de transformare a unei sume §1 a unei d1feren1;e‘ TR
"~ de smusun, avem succesw Ceee

E = (sma. + smB) — [sm(oc +B+x)— sm-(]

2 .
=25in5;—+9—.[cos__?__cos «+B+2 Y] |
2 ‘2 2

sau , 4
a+e+2v «—P xtB+2y
2 2 . 2.

E=2sm “+£ 2sm : '2' , sin . .

i lsz in- sfirglt

@ +Y gin 2+8

-sin —
2 2

E = 4sin

B+
2

_ Observarea. I Daca in loc de o, B, T punéﬁlliff‘,_'
respectw T
T

Cw T .
._....._,“___ *
2 p’z Y)

el =]

31:‘ AN -,- v . X ——

2 ol N 2 o2
- sau - '

COS¢+¢05‘134;¢05Y+cos(a+ B+ 1Y) =
BLY s 2+ g atB ’
2 2 .

Obs~ervarea II. Daci «; B, vy sint unghmnle A.-V-»-'
B C ale unui tnungh1 atunc1 : L

==4cos

2,2' 2

f"r;*ﬁ 90°_'_ 51 a+p+7=‘4 +B+C-=180




-

rezultatul de mai sus devenind :
sind + sin B + sinC =4 cos—;icos B os &,
2 2
iar cel de la observarea I :

cosA + cos B + cosC —1 = 4si11—'£—sin£sin—€--

2 2 2

sau : 4
'cos4d 4cos B + cosC =1 +4sin%sin-‘-f—sin§.

Aplicatia IIl. Sé se exprime sin b cu ajutorul functiilor
trigonometrice ale arcului o.
Calculdm, sub form# de produs, diferenta :

. . . Se— 5 . '
smﬁa—sma=2sm “2 2 cos a:“=2sm2acos3a=

S ==4cossa — 3 co5 «,

Se deduce :

.sin b —sin &« = 4 sin a (1 — sin?a) [4(1 —sin?e) — 3],
de unde rezults : sin Ba’= sin « (5—20 sin?«}+ 16 sin‘x)

in mod analog se poate fealcula cos b a si, in general, din
aproape in aproape, sin ma §i cos ma, unde m este un intreg
- impar. Dacd m este par, se transform3 in produs diferenta

- sin mo —sin 2a, respectiv cos ma — cos 2a.

Transiormarea unor produse de fune!ii
trigonometrice in sume

26 Pentru simplificarea unor expresii, pentru demon-
_ strarea unor identitdti si la inlocuirea unor expresii neli-
niare in altele liniare are insemnitate si transformarea
inversi a unui produs de functii tngonometnce in sume de
functii trigonometrice.

Ne bazdm pe identititile :

sin (x4 y) +sin (x —y) =2sinx cos ¥y,
cos (# + ) + cos (x —y) =2 cos x cos ¥,
cos (# -+ y) —cos (x —y) = —2sin xsiny,
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‘de unde deducem :

s | sinxcosy=—— (x +v) -2i- sin (x — )
COSZCOSyﬁ cos(x+y):cos(,_y)
sin % sin y = cos (x —¥) "2- cos (x + ¥)
! ) ) _ )

formule care transformd produsele dintre un sinus i cosi-
nus, dintre doud cosinusuri si dintre doud sinusuri in sume

algebrice de sinusuri sau cosinusuri.
-Exercitii aplicative : nr. 128—131 de la p. 137

27. Apliecatii ‘
Aplleatla i\Sa se szmplzfzce exj)resza
E = 4 sin ¢ sin (60° — «) sin (60° + «).
" Transformim produsul de sinusuri : '
cos [(bu° — «) — (60° + a)] —

sin (6_0° — a) sin(60° + &) = Y

— cos [(60° — a) + (60° + a)] _ cos2a —co$120° __ 1, cos2a
2 B s T2

Dﬁpi aceasta, E devine :

T, os2a+1 o . .
E=4sina. B—f—‘-'—*'—=2smacos 204 sinex,

Acum, transformind in suma produsul d1ntre sinus §i -
cosinus; avem : ‘ ,

2 sina cos 2a = sm(a+2a) + sin(a—2a) = sin 3¢ — sina
$1 pnn urmare : .
E = sin3« —sin a + sina = sm3a:
Apllea}la II. Sa& se calculeze suma: ;
S =sina +sin(a + #) +sinfa +2¢) + ... +
. -+ sin [a+(n—1)r]
smusunlor a n arce in progresw aritmeticd cu ra;m r.
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Inmumm ambii membri a ai egantaﬁx de mai snsprm 2sm—; dups
© care avem ;' 2

. 2Ssint =2 sin asin L 4 2 sin (a +7) sinl+,
2 2 ’ 2

: +'2éin(a+2r) sinlﬁ- cie o+ 2sin[a + (n — 1) sin.” .
2' x 2

Inlocuind produsele de sinusuri prin diferente de cosinusuri, obinem :

e fefeg) e )
-cos[a+-)] [coe s+ Z) (et Z 4

{cos( +._(2”_3)') cus(a 4 @n—1)r 1)"”
2 2

Efectuind reducerile de termeni asemenea, deducem

+ 2n — 1) 7)
2.

a_!";(zﬂ—l)r +¢'_ y

Obsarvare. Dacﬁ Inrezultatul dedus punem% —a in loc de a

¢l =7, in loc dev, atunci obtmem suma cosinusurilor arcelor in "pr
aritmeticd

cosa+cos(a+r) +cos(a+2r)+ +cos[a+ n—1)r]=
=17
2 |

=3 — ) \

sl;nllt;.oé[a +
2
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, su_mg.; »avem.: €oS ¥ cos 2% =

e e T T

Apllon;la lII. Sd se. dsmanstm:a ldanmntaa. .

~ cos (e + P)cos(a — B) + COS(B + Y)°°S ®- 'Y) +
3 cos(y -+ u)cos(y - ¢) = eos2a + cos 2B + cosz-y, s B

fnlocmnd produsele de eosinusuri priu sume. avem: . . a
b-vcw»(g‘t‘_l,rf—f 8) éb‘s‘{(oi—ﬂ)} 0035(¢+B)+(¢— B)]-;COS [f¢+ B)-—(a— B)]'=,
‘ ' L cosZw-l— cos 28 ” _ S,
o N - .

A.naIOg se obtin g celelalte prodnse de cosinusu.ti
In.locuind membrul sting devine:

cos 20 + ¢03 2P + cos 2P + €6s 2y F cos 2y + cos 2

2
--Pos2a+cos9ﬂ+c052y,_ :
eeea ce treblﬂa dovedit . . < . N
Apheatla , ..Sa se tmnsforme expresza nelmzani
o ‘E—-cosxcos2xc053x R j e

imfr—o sumé: de functis mgonometmce.
Txansformam produsul de. cosinusuri cos x ‘cos Zx in

cos(z + 2::) + cos(x -_ 2x)_ i

. 2.
coss_x,-[-i_:os:}:.’ )
Inlocmnd in E, a51m v ' ‘
g
E _gosSx;— cosx OS3 cos.fo + t;os_xcoe_wx
Avem : - e, BRI
. -1 - %
cos? 3x —-—-"';;'“‘sx cos % cos 3% —W%—Wq

1nlocumd inE, deducem : i

: ;}__,_ . . . E= 1 +cos2z+cos4x+cos(§x o S
e ' 4 T T e
ceea ce trebuia gisit;— ' o DT L
. k) n'-:lﬁr”i‘gpnoxpet;‘le o, a X-gnj»[-i-ealﬁfw_-z:_ . i—f.'. . L )




, EXERCITIi__ SI PROBLEME 8 b
gRaspamsurzle st mdzcapzle sé gasesc la 15 245—-247)
_.atunci cind se ‘cunoagte 1)sin x; 2)cos#; 3)tg #;4) etz x;

5) sec % ;6) cosec x. 51 si se. trea.ci rezultatele intr—un tabel.
58, Se disin'g = % s s4 se ca.lculeze celela.lte fune];n

tngonometnce ale unglnulm x - :
\59. Se. dé cos X —-,%-, s se calculeze celelalte functu o

tngonometnce a.le unghmlm R R

o 60. Se-di tgy=2; si-se calculeze gelelalte funcf;u'
tngonometnce ale ungh1u1u1 EAE

61. Se dictgx=1V6; sise calculeze celelalte func;n -
tngonometnce ale. unghmlul %, -

A /62, Fiind dat 180° < x < 270°, s4 se calcuIeze S
1) sm %, stiind i se¢ %= »—2 1285 . :
©  2) sin x, cunoscind ctgx =2; . . f':' )
i * 3) secx, daci ‘avem ctg % _V§ ;'_ SRRTEREET
o4) ctg xpentru cos % ——% ; S _ )
'-5) cos %, daca tgx 1: A o _

e 6) cos- %, daca avem sm x -.~—l/1 —a”
‘ 'Cum trebtue §3° flea in acest caz?
fSa se: szmﬂzfzce urmatoarele expresu

, 'sm’x"_- SR

cosx-i-l ' o N
ef mmEttey
s e "7’5 ) ctgx+ Ctgj" ) o . "\ - ',">,’:: s o
' 65. - Slllx-!- COSZ‘ o ‘7_7; e o ‘\

~

S secx+cosecx . L
“. 86 (sin 42°13° +cos 42°13')=+(sm 42°13'; cos 42«»13')3 N
- ’, {}f g‘x(cosec’ = n.: T ST,

sm" x cosec* x

7. S se exprime functiile trigonometrice ale arcului %,



Cosinz

ldesss -

:'cosec % (1 —2 sm2 x)
,_v_+3sm‘3xcos“‘x=1" o

(cosec x — ctg x)2

l-|-smz 1+cos’:i:‘ :
+ctg’x. 2+tg3:;,g_{.
1954_)’_'

zf Si se venflclr Identltatea :

VI —cosw _ —2 ctg % pentru

1+cos#—

: "‘.15°1 vy g 315°147 l , : S
1 + ctg 315°14' +otg1315°14’

. ﬁ‘ SECOSE il pnn‘tg e
. cos’x - sm’z BE

83. tg x + ctg x numal—pnn cos x.{ - -»;,-ff o




oy . A .
S IIT - tg 2 =2.
 Sint # + cos* :
. S4 se arate cf expresia:
, Xp ,
.E _- 'cos ¥ © 8in & (1. —sin 2) (1 — cos )
1 +4sinz 1+ cos LI sit ¥ cos ¥

e .
nuAdep.m-

(Institutul de ‘petrol 91 gaze, Bucure;ti 1955)

88. and dat sin x + cos % = m, si se calculeze : k.
1) sin % cos %5 2) sin x—cosx '

89. Fiind dat tg % =+ ctg % =m, si se detenmne va-

- loarea e.xpresulor

1) tgs %+ ctg?® x; 2) tg? x—l—sec x cosec 9:-}—c’cg2 %

. 90. Daci x este un arc din cadranul 1, si. se demon-
*_streze megahtatﬂe : 1) tg x ¥ ctg x> 2; 2) sm%":f =
3 cosec % > -2

Sd se calculeze: : :
© 91, sin (a+b) si cos (g —13), unde asib sm: doud
~ unghiuri ascutlte pozmve, pentru care avem : sin a= 1—5- si

i 8
sm b—_—— .
17

. 92, sin (@ 4+ b); cos (a-l—b) sin (a—b) ; cos (a—-b) unde
asi b sint doua arce, primul- sﬁ:uat in cadranul II !51 )

'doﬂeamcadranull iarsing =2 §1 cos b —-—53—.
93 sin (45° + %), unde % este un unghi obtuz, iar
Ceos x= —1, . - I o B
2 ; A

- 94. Sise ca]culeze pe ca.lea cea mai 81mpla :
o cos 19° cosl].°——sm]9°sm 11°.
95, Sise calculeze pe calea cea ma1 sxmpli , :
1) sin (7° + %) cos (23° — )+ cos (7°+x) sin (23 °—x)
2) cos (47" +x) cos (43°+x) —sin (47°+x) sin- (43°+ X}
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X A

e

Sa se szm&lyﬁce expresula
)ﬁ. 1) mu.u'i'b) +31n(5"‘b)

sm(a-i-b)-—am(a—-b)

( +a) -—cos(— -i-a} T o S B '
(— + a) + cw( + u) o S
97 1) st 23°.cos 11° + sin 11“ e0323° ;. ‘ ’
- ) sin 17° cos 13° -+ sin 13° eos 17°

: 2) cos 85° c0525° +. sin '85° sl 25"
sin s7° €08 7° — sin 7°e‘§p 67°

38. Sé. se calculeze pe. calea cea mai smpli valoarea
numerici a urmitoarei expresu .

Sin(a-[-b) +Bin(a—-b)
99. Sé se demonstreze 1dent1t§;;11e : 7 R

/cos(— + a) — €os (a —'—) = — 2sma,

2‘5 sm(a+ b) cos(a—b) —smacosa+smbcosbv
sin (2 + b) sin (a—b)—sm a —sin® b3, -
* A) cos (@ + b) cos’ (a—b) = cos? @ —sin? b;

pentru a =1 3113 rad

25inacosb —s!n(a
]) qos(a—b)-—2sma$lnb

(64)/(:0320°+tgasm20° —“3;(-2-9—7—“—) I

cosa-

= tg (n +b):

}lﬂl Sa se demonstreze urmatoarea egahtate
3 ®
arcsm — + arcecos —— = —
V— Vio 4

101. Sé se demonstreze egahtatea

~

’ "5
arcsin-—- - atccos — + arcsin 1.m

V18 V_ Vi‘ 2 712’




Sa se calculsze

102. f:g (a - --} gtﬁnd. c’ivtg a= 2

o . 103. tg (a + b) ;1 tg (a—- 2 runde a 51 bjsi‘"

cadranul IV lat COS d =—§1~cos b _;.%

arce din

~ 105~ tg (a + ) $i ctg: (a—b}, daci avem tg a = 0 5 '
. gisind = 0 6, ungh1u1 b £und ascutﬂ: 51 poz1t1v ‘ L
.{__;16 Si se snnphﬁce expresule -

B )t352°—»tg15° ' cthatttha-{-!
1+tg53°tgts" ctgsa etgsa :

”_’,.'Sd se demonstmze tdentdaﬁle | ',{ - R e

iy Lt a—tgab e
e 1(#3 lf tg (a -l— b) tg (a b) —‘——-tg’atg’
2 tg (a+19) —-tga—tgb—tgatgbtg (a+b);?;;

v - j__ 1—tga
B 77‘,_7107. ;k)ctg (a +- ] it e
tga-!-tgb ) _g-tgb = B
3') tg(a+b) tgle=b) . 2tg“gb'!
o V 108. Si se’ demonstreze egahtatlle R
: 1) arctg +arctg—— =7":.,
* , 2) arctg + arctg ; + arctg + arctg%;az% o

' 109 Cunoscind cos % = -; unde unghml z este ascutlt
$1 poz1t1v sa se calculeze cos 2x si tg 2x. o B

_ 110. Fund dat cos % —?% sa se. calculeze 2cosxa§1

. 1cos2x T : ' o




c& # este uni unghi ascufit -pozitiv. .
TP, Shse ca.lculeze valoares expre51e1 L }
§£=tg 4x + 4 tg2x+ 2a, §tnnd 5 tg x—ctg x=a

) o (Institntul de constmctﬁ, Bncureati 1957) ‘

(Institutul pedagogic, Timigoara, 1955) -
Sé se caculeze pe-calea cea ma1 sn:npli :
e tg22°30' o
’ \1— tg’ 22’30‘ . )

Sﬁ se s1mphf1ce expresnle, o B o

L "ﬂsmxcosxeos2xcosi x, i

sinzx eosza . 7
sinx  cosx o . "f,x, RSN

L 116. Sa se venflce egahtﬁj:lle

1) cos. 20° cos 40° ;:os 80" '—--:-,'

- 1 . Si se demonstreze ldentitatea'

118. 1) sm 730 —-Sln 340 -
2) _sin 14° .+. 00818" .

1 eos—- m—- 2 sl K S .—;
}.ﬂ) ) +S ) nlo,_,cosm

At Fund dat tg = 3 s4s calculeze sm 4x, stﬁnd e

2) cos? (a -l- b)-l—cos2 (a—b) =1 + cos Za cos Zb.




© 120, 1) é’tgstzét;tfg‘szbi ) g T—ctgt.

I}k'l) sin’ 4a+sm 2a, Zrcos 2a-—-cos Sa, . :
§)/t:tga—ctg5a . oE
122: 1) sm a—l—cosa, . 2) tga—tg’b o

123. S% se transfozme; in produse:

1) sin 76° 4+ sin15° | ): sin? 7x — sintdz
sm75°—sin15°’ : cm55x—cos’6x -

* (Facultatea de mecanizare a agricultnrﬁ, Crmova, 1957)

' 124. Sé se transforme in produse

1) sin 10° + sin 11° + sin 15° + sin 16°
2 cos a + cos2a —|— cos 3@ + cos 4a.

125. Si.se transforme in produse cu a]utorul ungluulul

- auxiliar :

.',_1)1+cos( +a} 2)1+2cosa. 3) \fsma—l'”
4)3—tg2a a -

126. S se transforme in - produse urmatoarele ‘sume;
1)1—cosa+sma 2)1 +sma+cosa+tga,
"~ + 8) sin (5a+b) + sin (3a+b) + sin 2a. .

127. S4 se rezolve in raport cu % si y sistemul :
’ xsina 4 y sin 22 = sin 3a
xsm2a+ysm4a--sm6a o
1) S& se scrie rﬁdicmlle sub forma cea mai s1mpla.

2) S se discute 51stemu1 in ra.port cu valonle para- -
- metrului a,
(Institutul politehnic, Bucureglx,',71957)‘ E
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128. Sa se transforme urmai:oa:rele produse in sume.

{

1) cos 20° cos 40° : 2) sin _a cos; 'é' =

)29/’ S% se arate ci expres1a ‘

E = sin (b—a) sin (d—c) + sin (zZ—-a) sin (c—b) se poate-'
scrie, ca un produs de: daui sinusuri.- -

A ‘ A (Inst:tntnl pohtehnic, Iagi, 1956),'7
130. Sa se transforme urmatorul produs in sumi
8 cos (a ——b) cos (@ —¢) cos (¢ ——-b)

131. Sé sé transforme urmitoarele puteri m stme dﬂ
functii tngonometnce la puterea. mtu

1) sin®a; )cos4a . 3) sm3a cos”a
132 ‘83 se verifice egahtatlle
1) sin18° 4 cos 48° +cos 12° = 0
- 2) cos 35° + cos 85° — cos 25° =
= sin (45° + a) — cos (4b° ——a)
133, Sa se demonstreze 1dent1tét11e : s )

’ ﬂ.) sing —sinb _ ctga-t-‘b

— cos b

) ‘sing —sinbd. — 2
: cosa'sinb-'i—'sinaqosh, ilina+b

134. Si se venﬁce ldentxtatea
4cos’a — 1 = 451:1(—»-}- a]sm(-— — a)
135, Sé se demons’treze 1dent1tat11e :

b

l

1) (sxna -—sm b)" 4 (cosa —cos b = 4sin?2= .

2) cos’a-l—cos*b—sm’(a—l—b) —2 cos @ cos b cos (a+b




. Sa se vmfzcs zdenhtapzle - , L

137- sm’a + - cos a= 2sm? “i?':r

tgia

i o "@tﬁutnlipqutehniq. Tagi, 1059

138.

R S
v','_:' - B X - . 2

a)? EC 3 | -
cosa+cos ) +(sinfa+sin..) R o




lementele unui munghl dreptlmglue.
_ ptung‘h.lc ABC,. cu npghiul. -
1ung1m1 BC = a, AC= b si

" —Aeceste fo:mule expnma intr—o fonna conc.tsi uﬂn&w
o toargle reguli ;. s
R & ,Lang';mea wnes. catete este egalc’i o pradusui dmtm )
ot Uzl prin smusul unghmlm opus sau ;brm cosmusul
catetei pe ‘care o calculim.
i “catete - es e egala cu pfodusul dmtre

génta wunghiulus aldturat: caietez pe care 0 calculam T e
2, Bezolvarea tmmghmhu dneptunghle eind se dii 1po-
¢ ‘& : ff.n acest“ caz, celelalfe demente




7 Aplieatie. 54 se calouloze perimetrul §i aria wnui poligon
. vegulat cu11 laturi inscris inlr-un cerc cu raza R = 16,2 cm.,
. Unim extremititile 4 si B ale unei laturi a poligonului

- (fig. 70) cu centrul 0-al cercului circumscris. Ducind per-

. pendiculara din O pe latura 4B se formeazi doux triun-
- ghiuti dreptunghice egale: A0I si BOI. in triunghiul
S " "~ . dreptunghic "40I - cunoastem
. _ ' - ipoténuza 04 = R = 15,2 cm si

‘ .- unghiul ascutit :

o Aoy AeR_ 1 s
2 2™

- =2 16°21749", 4
. Rezulti deci cf avem:
7 _ : AT =~ AO sin 16°21'49"
L mig. 70 si, prin ‘urimare, perimetrul
. E i i -poligonului este egal cu: -
- P=11-AB=11-24I ~22 . 40 sin 16°21'49"

sau: 5 T '

7 Px22.152 - sin16°21'49",
“Aplicind logaritmii, gisim: P ~ 94,21 cm, .
Pentru a- calcula aria poligonului putem folosi- triun-

RN ghiul dreptunghic AOL, format prin ducerea perpendicu-

.. i, prin Mare;’

- Tlareidin 4 pe raza OB. Calculim lungimea segmentului AL.
- . Avem: : B

 AL'= 40'sin 4OB = 400%™ 15,2 sin 32°43'30"

; aria AOB — 9B 4L _15.2% -sin 324338
o . Rg,ziult&tiaﬁ@ﬁdﬁgomﬂui este dati dgé :

2

' 4 = 11 an'aAOBz 11 . 15.2381ﬂ32°43'38"
- Aplicind logaritmil, gisiui :' 4 ~ 686,98 cm?,

St




) 3 I{ezolvarea tnunghmlm dreptunghxc eind e dfo
,eﬁ\tetii b si un ungln €. Celelalte elemente smt ‘date de .

g relatule

_€0s C

B 90°,—C c-bth st a_'_"_'

".

Aplxcatle. I‘ntre cele doua mcm;oam: czlmdnce ale wnui
- yulment trebuie introduse 25 de bile: sferzce fzecare avind
acelagi dzamstm ¢gal cu 18 mm, :

Sd se calculeze dzametrele celor doua man;oane

Ne ‘findreptim a-

. tentia asupra wunei
secfiuni perpendicu-‘_ o
lare pe axa comuni -
a -cilindrilor §i care .

trece prin  centrele

bilelor sferice (fig. 71).
- Fie trei bile alid-

turate, cn centrele

4, B, C tangente in
pt!nctele TsiT', Un-

A
ghiul 1a centru TOT”,
care cuprinde fntre

tangentele OT, OT"
“una din cele 25 -de e
sectiuni ale bilelor, .

6
este egal cu 3:-2—(;- =

=14%4'. In tmmghml dreptunglnc OBT cunoas’cem :

TB—?s;“q—09 cm si unghml TOB.—.—r= 7°12’, -

Fig. '71

14 24’

achci o cateté §i- un unghx rezulti deci :

oB—r

. 7 18 cm




- ~1§f6tind “eu M si N ptmctele de tangenti ale bilei B .
.z . cele doud cercuri ci-centrul tn-0, atunci razele si R ale,.; ;
,mansoanelor cxlmdnce smtr date de expresxile '

4 Bezolvarea tnunghm]ul dreptunghxe eind se eunose :
- douii laturi.- Tn--cazul cind_sint date cele doudl catete b_ ‘
31 c celelalte elemente ‘s€- obtln din. formulele cunoscute :

L In cazul cind sint date»lpotenuza a §1 o cateta b cele-
'lalte elemente se deduc dm egahtatlle Cilnpe - T

".'Vcs=\/(a—b) (a—l-b) smB—--gtc 90°—-‘B

Observare Ung]nulBse obtme ci o preclzxe mai*
. mareé cir ajutorul ‘tabelelor, daci folosim in’ locul formuler
s :pentm sm B pe aceea care ne daa tg B' ‘dma. e

5 b ',»f;
w+mw;@

th

‘. Aplmatle. Intr-o fabrzca trebme mstalate doud ma;zm
;ale cayor-roti: au diametrele d = 45 cm 5 D=65cm §. sint
-degate printr-o curea de transmisie, Sé se lculeze hmgzmea

-cureles, stiind cd distanfa dintre centrele ra;zlor afia = 45 m,;

i Con51d 51;1 cazul cind rofile. figurate prin doua cercuri:

‘cu'céntrele’d si B- -(fig.-72) trebuie s&-se fnv _

v::'_"»v1a§1 sens ;- atunci. cureaua: de- iransmisie se agazi pe ‘porfi=
- ~unile de arcde cerc CMC!; DND"si.pe tangentele comune.

L exterioare €D, C'D)’. Lung1mea curelei este dati de Iungimeaf,:' e

s -a.rcelor CM( C’ DND* sia tangentelor extenoare CcD, C ’D' ,
o7 Ducem razele -BC,  AD: ale- punctelor dé-contact. $i

;_,,paralelé AL la tangenta comuni DC; Rezolvind tnungh:nﬂ-
L .j,-,dreptu.nghm ABL in care cunoagtem latunle B




bm = 450 cm§1 BL= ]

L = r cm, aﬂém elementele cu care putem calcuIa lungtmea
cur 1 de transtSIe T Ty s

- Notmd unghml ascutlt dm A cu-4, gasm e

o BL 10 e - i L-‘ ?
5!111!:-7—-_.____ ~ o- SR e,

o Arcul CMC’ are in acest caz mésura 180° + 2u~ :
S z182"3}2’48“ §1 prm urmare, lunglmea. sa este: . - oo

2. m‘ de radmm corespunzéton lm 182°32'48”
~—2- . 3, 186040 = 103 54 cm, -

xar arcul DND' _gre mirimea 180°—2u~177°27’12"
cénua : 3 corespunde lungxmea , I

é;. nr. de radnm corespunzéton lux 177°27.l2" ~

' ——'3097145~6968 cm.

- Lungunea curelel este’ dec1 , ' ot
? ,-,L~103 54cm+6968cm+2 44988cm=1072 98cm
g e, 73 m



Dac¥ rofile trebuie si. se invirteascd in sens contrar, -
-atunei ele se leagi printr-o curea de transmisie incrucigatd, =
ca in figura 73, care se asazi pe arcele CMC’, DND' si -
pe tangentele interioare CD; C'D’ (C, D, C', D' — puncte -
de contact). - . - R

Figi 73

_ Ducem'din 4 o paralels la tangenta CD, care ‘intllnéske

~ prelungirea razei BC in punctul L. Prin rezolvarea -triun--
- gvhiuhrn'v dreptunghic ABL, in care Cunoagtem 4 B = 450 °cm

sl BL=BC4 AD =2+ 7 =56 om, obfinem ele-
" mentele necesare pentru a afla ’lukngimea curelei. Avem:.
. DC=AL=VAF—BE- VA50T = 552,

_ adicd: DC ~ 446,62 cm. . e
..~ Notind unghiul ascutit din. 4 éu u, gisim

- oL _ 55 . o
SIN # = —— == 2. 9% o~ 01'13#.
' - BA 439 T 7 k

A_rcﬁl CF-M‘C" are lluz‘n’gﬁnea :

: %é -nr. de radiani cor'espu_.ﬁz_itfiﬁ- ui (180° + 20)~

T 3,386748 110,07 om,

1‘44 :




, 1ai a.rcul DND' are lungxmea. e
. 4—5 \ar. de radxam coresplmzaton lui (180° + 2u)

b
<3, 386743 76 20 cm.

Lunglmea curelex este dec1 H

L =110 07\cm+76 20 cm + 2 - 446 62 cm = 1079 51 cmes
: - ~10,80- m.
Observare, Pentru a calcula mai repede lungimea. unei curele
. de transmisie pentru dous roti de razer, R 51 distanta centrelor a, tehnici-
" . -enii folosesc formule aproximative : ,
Astfe] de formule sint:
a) pentru roti ce se “invirtesc !n acelasi sens :

L (R N2
~u(R+f)+2w+—T"',

» b) pmtru rotx ce se invirtesc in sens- contrar &

3
1:(R+r)+2 +( +')

Exorciti aplwatw S# se refach calculele .din aplicatia precedentﬁ
- foldsifid' formulele ayroximative i sd se compare rezultatele

Bg]a;ii intre e]cmentele — triunghi oarecare
. 5. Mirimea 'hnéi cosirdé. Si 1¢ohsider5m coarda ABin
cercul de razd R (fig. 74) $i « masura in grade a -arcului

" AMB, cel mai mic dintre arcele cu extremitagile in 4 §1 B
N Ducind diametrul AO0C s§i .

vnind B cu C, se formeazi tri-- .
unghiul dreptunghic ABC, al
cirui unghi ascufit C are ca

"mésurd Jumatatea arculul AM B,
adICi'— N "‘,',,_ ) ~

Avem AB AC sinC = o

 =2RsinZ = 2R sin ‘JLB_.
.2 2

\--10i= Trigofometele ¢l & X-a raold’ R : T 145
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. . 77~i1, : 7. '.‘.‘ ‘.._‘ 7 :: ‘:
 ANB + BMA =360°,

2

g
BMA .

— =511 —,

" Lungimea wnei coarde dintr-un cerc este egald cw produsul.

. dintre lungimeqa diametrulus cercului §i sinusul Jumatipi ori~-
. cdrui din cele doud aroe care au extremitdfs comune o coarda..

.. -~ .6, Teorema sinusurilor. Fie 4BC un triunghi odrecare .
“- ale cirui unghiuri au mirimi pe care le insemnim cu 4,
"B, -C, iar laturile opuse unghturilor 4, B, C au “lungimi -

' ‘notate respectiv BC =4, AC=bsi AB =c. Vom =stabili -

o fdg undg: rézﬁité: L

e , diferité relaii. intre laturile i -
Y S ;ggnghiun‘le‘. ;lriténghiiﬂfui,{;(:on‘si-
AT~ p ~derdam’ cerc “circumseris tri-

Y~ . unghiului ABC §i a cirui razd

LS .o insemnim cu-R (fig: 75). Ar-
. céle corespunzitoare unghiurilor
A, B, C au respectiv inisurile

BAC =24, CFA=?

- 2B " §i-

AC'B=2C. Pe baza.celor spuse
" in paragraful precedent, avem: =
" p=2RsinByi ¢ =2R sinC
'§i, prin urmare: - -

e
. snA SR E

=L =9R
“sin € . E )

EEEN -




= - triunghi- *a]utorul celorlaite doui .-§1‘ a;l unghmnlor adla- - ‘ 
cente. In ecazul cind punct‘ul D, pu:lorul perpendlcularet
. eoboﬁ, dm,.A pe:BC L atre B§1 -

ii'iar ’atunm cmd p:morulvD: al perpendmulareL cade pé tpre-"
o lungirla laturii’ BC" (fxg 5b), se ob;me -

,§.>";°nlocumd"cos (JSO"-—B) = --cos B,; '
;,cazavem U e T s




E inmu]tmd membru cu membruf egallt’étlle ), (2), (3)
, ‘respectxv cu @, —b, —¢ §i apo1 adunind se obfine : .

et —b ——02 = a(b cos C + ¢ cos B)—-b(ccosA—l—aces C)
——c(a cos B+ b cos A) + —2 bec cos 4, adicd.
o "teorema cosmusulur ;

b3+63-—zbccos.4

’ | . sau, prm permutan clrculare, deducem
L bz—cﬁ-l-a?—?fcacosB
o i c2—a2+bﬂ—2abcosC

: Rezultﬁ teorema : Pdtratul wnei laturi a unwi triunghi
. este egal cu suma patratelor celorlalte doud. latun minus
. dublu produsulm dintre acéste doud laturi §i. casmusul.

unghiului cuprins intre ele (latunle fiind exprimate . prin

aceleasi wunitdfi de lungime).

Observarea I. Teorema cosmusulul inglobeazé
fntr-o singuri exprimare teorema lui Pitagora generahzata, )
- cunoscutd din Geomelria clasa a IX-a, . :
' Observarea II. Daci in formula. obtmu’ca, .
@t =0 4 ¢® —2bc cos 4, punem in loc de g, b, ¢, Tespectiv

- 2R sin 4,2R sin B, 2R sin C sisimplificim cu4Ré obtinem @

sin?A = sin: B+sin: C — 2sin Bsin C cos 4, o identitate

- care leag} trei unghiuri oarecare, 4, B, C, intre care avem
“telatia 4 +.B + C = 180°.

- 8. Tegrema_tangentelor. Tmmd seama ci @ = 2R sind

- sl b= 2Rsin B, deducem '

4-B 4

. 2 sin - cos +8
a.—b_ 2R (smA —smB) L2 2
a + b 2R(sm.4 + sm B) s A+4+B. A—-BV !

-2'sxnv ———..C08 =
L2 2 -
- A—-B - A+B
sin — 2 sin + -

‘A-~B- .. A4 B
g ~COS .

Mr
[
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relatle care expnmé cont:ls teorema tangentelor raportul '
dintre diferenja §i suma a doud laturi ale wnwi triunghi

- oarecare este, egal- cu raportul dintre tangenta semidiferentes . -

wunghiurilor opuse celor” doua lamm 5t tangenta semisumes
_acelorasi unghiuri.
Observare. Formula - obtmutﬁ se folose:;te in :

practlca rezolvanlor de tnunglnun mlocumd tg A+E

=

o [V i '
— -tg-l—u =ty [90° —_ —:—) = ctg = dupi care formula

deyme : »

‘A-B a—=b , C
f—1

2 a+-b g 2

Prin permutéri. circulare, deducem: .

B—C.  _b=c¢ 4
.2 - b¥e g;
B
2

_CéA.c—a

2 o+}x

Unghmn in funetie de laturi. Formulele stabilite
(IV—I) permit calculul unghmnlor in func;ne de latun. :
Astfel, din rglatla
‘ a2=b‘+¥;{'-c2'—2 b_ccosA
- deducem : ’ SR
‘ ' ,COS A —_— w. E

- o 72 be -

Aceasti formula pract:ci pentru cazul cind a, b ¢ se

expnma prin numere cu pu;me cifre, nu este comod% tn
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ilte impre]urin —de aceea se fnlacnieste :
dm .ea, -dar care sint calcilabile prin logantnu
In dcest scop se '--calculeazé o

a@¥wQM—ﬁ;@+m:”;;

o ek o Abe )
L ’ oo (b+c+a)(b+c—a)

: Folosmd notatla a+ b+c—2p, atunci b+c——a.=1': v

~;=ﬂ¢_@a+c—b—mp—w$a+b—c—M#4h;

;_a.r formulele de mai sus devm s » S

7 SR 2@—» up—ﬂ ﬂg;-"”

4
: sm2

“Je-we-al

R w2t
' | CoLe o2 ke




;;}w;nb-o!‘
Ve

gL T T T

‘?“a)(f“b) cos£=_’,7.v ,\ A
- ab RSN T

'-qfw—aup+mr
FTE)

&stesemlpen- .

‘metrul tnunghmlul ale caru1 la '
_ turi sint @, b, c. i

A | Arla trlunghmlm. Smt‘_ﬁ

'-muli:e formule care ne dau aria ¢/

. unai’ trmng]:u oarécare, \Dam pe o)

- cele maides intilnite'tn - practica. /- 1 . -

- :Considerim ' un trmnghl oas - [

- recare ABC (fig. 77).- Din B.-

-.se . coboard, perpendlculara BD "

* 'pe.latura-opusi. Din- formula,f T
_pentru ana S a’ tnunghmlm"' RS




déducem : S= L.sm 4

‘Analog avem: .

Acestea sint formulele care daw avia unui triunghi zn '
- _fum‘ﬂe de doud laturi §z unghml cuprins intre ele.

Dacid mlocmm nSs=% S;n-li pe ¢ in funcfie de a si

o a e
doud unghlun scos din teorema smusunlor =
sind smC

obtmem e ,
a-2=Z.dnp ' e
S . sind a®sinBsinC - .
Y . 2sind r
C- . =£sin.BsinC'
sau : 280 (B + ) - (2)

care exgbrzma cma unui triunghi m func;ze de 0 laturd §$
unghiurile alatm'ate et. ,

- inlocuind in formula (1) pe sin 4 pnn 2 sm‘i cosf— =
obfinem 2. -2

' be sin A :
S=—-= bcsm% cos%. :

In aceasta din urm¥ finlocuim pe sin i si cos% in func-f
tle de latun (IV --9) de unde deducem :

—bc'\/"’"’) (P—o) .\/?(P—a)

..«;a;_;_: | s= VP(?-—a)(P-b)(?-—c) o (3*

12




Aceasta este formula 1u1 Heron, cunoscuti - §i dln geo- ‘
metne ea ne da aria munghmlm in funcfie de latun

Ba7ele eeraurllor : elrcumsens, inscns si exinscrlse e

R b 8 Raza eere circumseris anui trmnghl oarecare.
.. Din teorema smusi‘xlor (IV—G) avem :

,;  a=2Rsim4 )

dec1 R— e b .
2sind - ZsmB 2smmC’

unde R este raza cercului cn'cumscns Inmultmd ambu

B shembri ai egalitagii (1) cu be §i ;mmd seama ci bc sin A =

&= 25, obfiném succesiv: . o
. abc = 2R besin 4 satt abe = 4RS,
de unde rezulta . T ‘

R abc‘ V - abe ,
‘ 4s 4Vﬂp—a)(p—b)(p—a) EN

) formu]i care ne da raza cerculm czrcumscns in functze de
latunle triunghiulii.

©-12. Raza_ cereului Snseris intr-nn triunghi oarecare.
. Centrul I al cerculuf inseris intr-un triunghi 4 BC este s1tuat
la [intersectia- bisectoarelor in- A

terioare (fig. 78). Ducind per- - - -
pendicularele ID, IE, IF pe -
laturi, ele determind segmentele .
‘BD,DC,CE, EA, AF,FB, egile
; :cite dous ca tangente duse . -
dintr=un punct extenot la un
eerc

(AE—AF; BF=BD; CD —cp

- Rezulti ci suma a trei din S ‘
- segmentele neegale este egald cu Fig.78

. semiperimetrul  al trlunghlulm

- ‘Asadar, BD +.DC + AE = p, dar cum ; BD + DC = 8,

rezultd ci: AE = AF = p.—a. La fel avem:

BD=BF=p—b si CD=CE= j)———-c.:_




Dm tnunghnﬂ dreptunth IAE in care avem IAE =

= -4- si. AE = p —a, deducem cd raza r a carculm inscris,

care este reprezentatﬁ de cai:eta IE este data de relatla

o _fsau;:. '
~ '- - 'VAV —771‘7 ‘A ->
r=@p-ate
T N ‘.(‘

La fel -avem

s

‘;f;“t;i;' e f = (? - b)tg%';= (e ") tg—"

‘ 1n10cu1nd in expresxa razel cerculm inscns pe tg— in
'funct.le de laturi (IV—9) ob;mem Dt
: f—{p—-a)tg—— -—-, ;—a) -\/(P—b) (P:fc)

' VPP~ ")
R V#(P—a) A=
o =(p—a : :
SRS (P ) ~f’(i’ = a). - f )
Cuosama - : r=§ -
expresze, ‘m;bla, care da raza cerculm inscrzs m fum:;z; ’&g

aria S. 5i semiperimetrul . ,
.. S& aphcam prima formula la calcularea. raze1 cerculm
. inscris mtr-un triunghi dreptunghlc cu 1potenuza a $i cate- o

T tele bye.

e in acest scop inlocmm ma1 sus ped cu 90° duna Ecare o
,_”obtmem i S

7=(p

L 13 Bazele cereunlor e:‘ﬁnserlse unui trmnglu oareeare., -
Centml I A a1 cercului exmscns tangent latum a este situat . -




Ja mtersectta blsectoarelor extenoare ale wrfurllor B $1 C
-siipe blsedoarea-mterpara a virfului 4 (fig- 79). Ducind - -

perpendxcularele\ D, “KE, IF pe-laturi, ele detérmin':
segmentele AE, AF;: D ‘BE, CD,-CE, egale doui cité
doui ca. tangente ex: oa,re fduse dm ace1a§1 punct la un

' ezulta cq cele doua fangente egale_

.....

mpreuna penmetrul tnungh.mlm §1 dec1' R

'de'cateta I,E esté data de relatla.';_:

- 1—~—§1 cateta CE &step—b, - F "

AF AE 25

a r, a: cex:culm exmscns laturu a, care este reprezentati 3

LLE =AE tg— S AT e

Daca Tuim in- consxderareg R
tmmghml dreptunghlc A,LCE,. "~ - -« [
-in" care unghiul ascufit I CE - by

5 180°-C S
Valore »_5. >

atunel avem “
1 E = CEtg{w




La fel dacd luim in conSIderare trmnghnﬂ dreptunghlc :

. I,FB gisim.: .

7o = (p*-’o) c_tg,g :

Procedmd in acela§1 mod cu celelalte ‘cercuri exmscnse
latunlor b§1 ¢, ale ciror raze  le notim respectw cu 7 siz,,.

.

fb=ﬁ tg %—- (1’ - a) Ctg-—— = (p—- c)ctg.g.

rc=Pts'.-§-\=j'(1> - b) ctg —— (P = a)ctg-g- |

o Daca inlocmm in formula r,. = ptg—expresm 1u1 tg—— in.
- funcfie de latun ob;mem i

r":'p!/ (?—b)(!’-c) V?(P—a)(# b)(P—t)
P(?-—a) ' ‘p—a

sau: g e
: p—a

"o formula s:mpla, cafe dd raza cerculm exznscns latum @
in functie de aria S §i segmentul p —a. ‘

14. Relatil lntre ‘razele cercurilor eireumseris, tnserls gi’ extnserhe.
Intre razele acestor cercuri'ale unui triunghi oarecare existd anumite re~
latii. Astfel, suma inverselor razelor cevcurilor exinscrise este egald cu mvmul
-.-fazez urculm -fnsons Qntr-adevir avem: . ) o .

101 1 peb pec 39—(a4¥'b+é)-’

o ’o+'c ] ,S —+ S + S S
: asp-_—.zf- 2 1
s - s 9

- -De asemenea, demonstr!im cd dz)‘erenta inlye suma razelor ccraunlor
oxinscrise §i vaza, cercului inscris este egald cu de ?a:m ori vaza cevcului -
eiroumscris. o .

is6. -




Avem: ., .S S _Sp—atp—3 o -

e et =t e—w -0
s
= —b
s . s s S(p p—{-o) Sse
R T TR

. . Se- Se ; o

: ‘#—a) (P—b) ro—a

: . _Selpp ~ 9+ (p— a) ®— 8] -
saut - o 1)(15 ~a) (/p =B} (p — c)

5‘('1”—?5-}-?"-—@5 bp+ab)

s S

ottty =

Yot vy F ¥~ = =4R, -

*ceca ce trebuia dovedit,

Rezolvarea tl‘lungluunlor oareeare

18, Se stle din geometne cd, in general un’ tnunghlﬂ
este birie-determinat cind.i se dau trei elemente distincte,
Dintre cele trei unghlurl nitmai doud sint distincte, pentru
ci intre ele avem relatxa A+ B + C =180°, care deter-
minid masura unui, unghi in functie de misura celorlalte
doud. De aici rezultd ci se pot da cel mult doui unghiurk
printre datele necesare rezolvirii unui tnunghl '

" A rezolva un triunghi inseammi a gisi mdisurile celor- .
lalte elemente cind se-dau trei elemente distincte ale triun~

= gh1u1u1 Relatiile tngonometnce pe care le-am stabilit

intre laturile si unghiurile unui’ triunghi dau p051b111tatea.
de a face aceste rezolvari prin calcul folosind si tabelele ,
trigonometrice. : .
, 11 cele ce urmeaz3, vom considera patru cazuri de rezol-_ '
vare, care sint fundamentale in sensul Ca servesc §i in
multe alte cazuri de rezolvare. }
Cazul L. Rezolvarea unui triunghi cind se dé o laturd
§z doua unghiuri aldturate. Caz numeric ; a = 273 m, B =
b7°63'21" si C = 24°14'16", '
Rezolvare Fiind date 4, B, C elementele de aﬂat smt

4,b, c§1ar1aS Unghiul 4 seobtlnedmA +- B + C —180°‘,~ -
: A—180°—(B+C‘) '
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" Laturile b §i ¢ se deduc din’ teorgi::;; smusunlor

S ‘1w:;'c*;

sm B sin C sui 4"

RN

de unde rezulti

7 :""b asinB ¢ = " asinG -
,giu,-.;gf‘;_’l_“ sin A~

, Ana. este da;ti de formula (IV—10)

‘2; ':Y

- Cazul numeéri¢ ne d§. A = 180° — ('57"53' o

. '+ 24°14’15") = 97°52'24"". Deoarece 4 .>980° .-vom lua

~sin.4 = sin (180° — 4) = sin- 82°7'36". Pentru calcalul tui

: f‘_,b € Csx S avem nevme §L de 1ogar1tmu lm a, sm A sm B S

wooosin s R

S ¢ tabele gisxm lga =2 43616 lg sin A’ =1, 99589 5

L ;lg sin B =1,92790 ; lg sm C= 1 /61333 ; lg2 = 0 30103 e
B Calculul Jui. b ' :

Avem lgb -—1ga+1gsmB +colgsmA

e 2436T6+
Lt 1,92190 :

.0, 00411 L

1gb _z 36817 SEH

'.'?",'.Reé{ilt‘a b~233 43m. i
g Calculul lm 6 S T ’{";71“ 'f o
Avem lgc—lga+1gsmC-l—-colgsmA
ngyfﬁ,,,,_ 243616 + f;';; i‘»
R 1161833 -
R _ 000411 o -

= B, lgc—-2 05360 s T
" -Rezuua ozl]iﬁlS m. ~ R T




4”3 - Caloulud i S e
Avem - 1gS = lgb +lgc +1 smA + colgz

L5890

e S1,60807 L -

] 1gS = —311663 .
Rezult‘a’. ) zls 080 m’z '

16.. Cazul M. Rezolvarea unus tnunghz cind se cunose

daua latwri §i unghiul cuprins inire. ele, -Caz’ nummc.

: 213 m; ¢ =15H72. m;-A = 53°18’24” : .

. olvare. Fund date-b; ¢, 4; ‘avem de. aflat B, C, a; S. S

: ~:léfzntritlxlta gisn unghmnle B C ayem vnevme de doua ecuatu o
e’ s! . ‘ S

O dati B c aflate, latura a se scoate dm teoremar oo
smusunlor SN ‘




Aphcmd‘logantmu o“bg_nem ’, ,. e

lg‘tg———.{— Ig 359 + colg2 785 +1g ctg 26“39’12"

- 'j;,de unde rezulta
. C-B

N

5509 + 4 55517 + 0,39936“ = 1 40962

.....

3= 14°24’11" ‘care, 1mpreuna.cuc ';' = '63°20."48"",,
' C= 63°20'48" —l— 14°24'11" = 77°44'59" i

. B—esous” - 144117 = 48°56'37” o
: Pentru aﬂarea laturu a, avem ) .
lga—lgb—l-lgsmA -I—colgsmB—-1g1213+ vl
' + lg sin 53°18'24" + colg sin 4.-8°56'37" -

L ';sau' :

'v‘f,_‘sau.j,

lg a = 3, 08386 + 1 90409 + 0, 12259 = 3 11054
Rezulta a=~1 289 8 m.
Pentru a aﬂa ana S avem i .
IgS - 1g b + lgc + lgsmA + colg2 —1g1213 +
- +1g1 572 + g sm\53°18’24" o colg 2,

L 1gS = 3,08386 + 3 19645 + 1 90409 +1, 69897=5 88337,’ N
- de- unde rezulta o :
: S~ 764 483m2 ~ 76,4483 ha.’

Observare Daci bslcau ‘pujine cifre, latura @

7 se _poate calcula pnn teorema cosmusulm @ = b- + €%

;_:",_--Ebc cos 4.

. 17. Cazul 18 Rezolvarea uwm trmnghz cmd S€ dau
‘doua latwri §i unghiul opus uneia din ele. Caz numerzc

L a=1973m, b=213,2 m; 4 = 37°15'28",

5i S,

- Rezolvare. Fund date ‘a, b 4, se cer calculate B C 6y




'.dnd A4 < 90°, A4 =90° sair 4 >90°% °

e ca problema, s&
' sxn B <‘.1 pnn urmare

. vem 67> »pund pentm Bﬁ

: doui solutu 31 < 90°si B "=180 = By>00° T
- -~ Cunoscind solutiile- peptm unghinl B, putein afla
. tunghi" CA Astfelﬁ_ﬁnd luim penthsolupa B,, unghl

Ty ,'ca solutnle C1 51 C‘2 sé ﬁe acceptabzle, este nec
58 fie cuprinse intre 0° i  180°% Examinarea solufi
R cﬁ ea: este-‘ace.eptablla da A,< Bl < 90° &
inacceptabild daci 4 > o BRI
- . Sintem astfel condusi ¢ si exa

n .

" oo 1)y Paci A < 90°, aturici A+ B, <'180° astrel wa'f:
jusuluﬁa‘ ;. este acceptabili; pentru ¢a: si solutla, Cy 83 fie
- "acceptabild; este niecesar si avem < B sau smA < smB,

|. (pentruci ambele unglnun A _

: bsin 4.
sxn B1 Sin ,

. Se vede decx o, ta acest ¢az! (A < 90") solutla Ca nu -
este acceptabz.lé “daci-a > b.» in 3
Gy este: acceptabﬂé , KT
- 2) 4 =90° atun ;,C, T este acceptabila jar C1
=180° — 4 == B,;=90° - B, e ag il4, daci a >bsind,
' adxcia>b Dacia'" ' :



- 8) A:-> 90° atunei. solutla C 2 este ewdent inacceptabils,
pentru ¢ C, = B, — A < 0. S¥ vedem ce se intimpli cu
solutia C, = 180° — A — B,. Ca aceasta si fie acceptabllé

este necesar ca C; >0 sau 180%°— 4 > B;.

.~ Deoarece 180° —Asi By sint ambele unghlun ascutite, .
putem pune, in loc de 180° —4 > B,, sin (180° — 4) >

>sin B, sausin 4 > sin B,, ad1c5. sind >4 , sau a>b,

Asadar, in cazul A > 90° avem o singurd sohii;le, daci
@ >b. In‘cazul cind @ £ b du avem solufie. -

Rezummd dxscu];la, a.vem urmétorul tabel :

T “<bSinﬁ _.0 solutii (mmoso'h;;iea
A<90° a=bsind " .1 soluie (3=90°)

bsmA<a<b 2 salutdi
e2>b 1 solutie

A =90°{a >b ‘. . 1 solutxe ’
o agd - 0 solutii (nici o solutle)
.A>900{a>b' o 1 solutie . '
<b e o 0 solutii (nici o snlune)

: In'cazul numeric dat avem A4 < 90°. Daci punem

- '.¢=bsmA deducem: 1y x =1gb 4 lgsin 4 =1g 2132 +,

+ 1g sin 37°15'237% = 2,32879 4 1,78203 = 2,11082 si, prm
wrmare, b sin 4 = 129:06:- Avem deci b sin 4 <L a<< b=
= 213,2; astfel ci pro'blema admite doud solufii. -

o Si determmﬁm cele doud solut.n :. aflim B; st B, din
. §in Be= bsin 4 ' pentru aceasta si calculim:
1gsin B = — 1g (b-sin 4) — Iga—2 11082 + 37o4s7=-
=1,81569 si, prin urmare : .
. By~ 40%1'24"; By =~ . 180° — B, l39°8’36" ‘
Solupia 1., By & 40°51'24" ; C, = 180° — — (37°15'28" +

o 1# o 7. . asinC,_. .
+405124") 101°53:13"; ¢ < =

- 1ge =1g a+ lgsin Cl—i-crlgsmA =220513 + 1, 9905_8+
- ++.0,21797 = 2,50868 si, prin urmare, ¢, = 318,92 m._

162



Ana&etedatides =“°“’“‘?t, 1S5, .=.1ga + 1g 5 +
‘+1gsm C,+colg2 =2 29513+2 32879 4 T,99058 4- 1,6089%=

=4,31347, de unde rezulté S, ~20 581 m? =2, 0581 ba. -
Solu;m II. B, 139"8'36" -Com2 By ——A-—40°51'24"

—37°15'23" = 3°36'L" ; oy = “—s:f% Igcy = 2,29513 +

4379792 + 021797 &= 1 31102, de ‘unde rezults:
6, =~ 20,465 m. -

Arla Sg eSte dati de 83=

ab'sin c, o
2 -
- Avem :1gS,=Ilga + Igh 4 1gsin C, +colg2=2 29513 +

<+ 2,32879 + 2,79792 + 1,69897 = 3,12081 si, prin urmare.

$,= 13207 m.

18. Cazal IV. Rezolvarea unui tmmghs ciml se cumoss

cele irei laturi ale sale. Caz numeric: a = 1273 m; b=
- =223,1 m; 6-—1972 m.

Rezolvare. Folosim fonnulele. care dau unghiurile fn -'
funcfie de laturi ; una din ele este tg-‘i . '\/_—-—___(" — 0@,

PP —a)
pe aceasta o transformim dindu-i o forma mai comodi
pentru calculul -unghiurilor. Avem succesiv ¢ '
t'g— —b@p—d_ m—a)(p—b)(p—c) .5
C 2 Pt — a P Tre-a
 Putem deci scne a

a_6ol.,0 - [ B_Gip
—=-"—""{; analog avem: {tg = =
2. (p-a)} ga (p~b):
. S:9)
tg— =
si:, g =0

Cu aceste formule vom calcula nnglmuﬁe far aria 5
se calcaleazi cu formula : ,

S = V?(? —a)(p — b)(p — 0)

C e Obsetvare Pentru miculnl unghmnlor unni tri-

unghl atuncx cmd e cunosc latunle, folosim formulele
care dau tg— tg . tg , penitru o scestea . oferd o  pres '




cizie: mai mare la. obﬁnerea unghjunlor si necesxti mai pu-
garit decﬂ'. dacd am- utlhza formulele,

el g .. 2 " . - A '
' :Cazul numeﬂc' Avind a =1273 m: b 2231 e 5!--'
ei=197,2" m, rezults. p-fg.f%= 2738. p—a=

l-.‘_"’f"ii‘=.1465 i b — B=50,T; P — 6= 76,6, mlogantmu\aces-.
T torat lgp-—243743 1g(g§-—a)=216584 lg(p——b)

) 'v”?"?‘-' = 170501 ; Ig (p—c) =1588423. .
: Calculim inti S; avems - o -0 o e
Ig S" li:ﬁ+lg(p-a)+i§(p b)vt-!gtz{-.,—v,or»;‘_'_-{,.._,.._',

.43743 +218584 +1,?m +18&‘!23 ) 4 09625

R a
< de unde rezu]té Sa12 481 m" =1 2481 ha.:
R Pentru a afla unghiurile, calculdm 1g (S: ;p) -=1gS—-' ,
BEGAR -—lg P =4, 09625 —2,43743 = 1 65882 :
: Calculul emghmlm A: s

";E,_'}Avem Igtg— =lg(S p)-i-eolg(p a)==165882+

.3 83416
| {.de ande’ rezulta : 2= ~1'z°17'af' san 4 x=r84°34'6"
L Calcu!ultqnghmlm Bs . ’ ‘
. Avem .
320400
1,95381 . ¢

3 'Ei'dé:zuﬂde?iézﬁiié P2 ~u°57'31" san B ~83°55'z!'
Caloulul nghmlm Cq . S

e Avem. S ' '
B Ig tg——;=s1g(S p} +oolg (p -.cj =1 65882 + S
L _ 211577
L 147459

= de unde tezulti. —7 ~30°¢5@5" sau C~61°30’50“ '

o ‘.




Ca venflcare trebule si avem : A + B + C ~180°
S "Er-adevir A+ B 4 C= 34°34'6" + 83°%52" -4 . .
4761°3050"" == 179°59'58%. “Acest ‘reézultat. diferd de 180°. .
“cu 2", eroare datorita faptilyi ci tabelele ne dan valorile ™
: 'aproxm:ratlve ale £ l:j: o tngonometnce pmi la sutlm‘
' -de mnrm .
Qbservare In cazul dnd latun’le au expresu o
€ . mple, este de' preferat si se.afle. unghiurile; tnun— e
ghmlm cu ajutorul’ teore e1‘cosmusu1m, '
- Exemplu: si se afle ‘unghiurile unui- tnunghl ale cirui
Iatun sint: @ =4 m; b=06"m; ¢ =6 m..

Avem @ = b2+ca-—2bccosA , o ,' 7
' unde rezulti cosA = b’+°’_“°_5"+ a—a_
. B} e 3.848

45 3

____=_‘

60 ,zig'

R

Cautindintabele, géslm A~41 °24'35"- B 55‘"46'1‘3"[ S
o o | -C~82°49'9" S
S Cazurl dlvemo do rezolvﬁri de trlunghlnrl

I

HE R

19. Dupi cum se gtie din geometde, un triunghi poate fi deter-
minat gi cu altfel de elemente decit latnri gi nnghiuri. Rezolvarea in aceste
cazuri urmiregte ca, pe baza, datelor - problemei, s glisenscd elementele.
* prificipale, reducind problema la unul din cazurile fundamentale tratate -
anterior. Exemplele care nrmeazi vor ar&ta mersul rezolvaru unui t:iu.nghi : ’ ;
in. astfebm cazuri, | s

I'roblema I Sd' se ruohm un tfiunglu drcﬁtuuglno cunosc{nd spotmuta
@ §i raza coroului inscris v.©
Resolvars. Urméarim si obﬁnem nnghiorileascutite BgiCale triunghin-
ﬁntm a putea calculd laturile cu formulele : b = a sin B'8ic.= asin C.
acest scop formim doud ecuatii cun necunoscutele B §i C. Una din.

. b+c—a .
ele’ eate B +C= 90° 8 doua. oaflim: tinind seama de relatia r = —_BJ

V --12) h;ocuindb=aeinBsiG=asinC obti.nem‘ '

r-—-—-—(ainB+sinC-l) o




-

ginB+4+6nCwxal f—

. . - aG

mwfgthauma de éinnsnri in produs, avem :

B4 C B—~C. a-+2r
cos = .

2~ o2 a

90° B-—C 2
de unde ruu!t!. 2ain?'coa ==a+2'

gin

4~

2 ‘&
. - ws—c e+
st . 2 @z
. . - ) Wwe-—1 : .o
In ‘cazul cind a+2r<aV?2 sau rgi[;-—:)—_:. putem ob-
B—C a+2 ' "

M:Tm arccos a3z’ care, impreuns ‘cn. B + C =80°, ne.
dau unghiorile B gcgd, prin urmare, putem calcula pe b ¢ .

Prob!ema Tl S& se rezolve un lmmgln oarecare cunasoiud Pperimatyul
2P §i unghivrile 4, B, C.

‘Rezolvare. Vom urmiiri aﬂarea laturilor a b cin functie de elementele

. Foloeim in acest aeop relatiile dmtre Iaturi si s!nnsnrne unghturilor
opuse : : .
'3 b c. at+b4c

=] = = - =

sin4d sinB.sin C sind4sinBsinC

- - 2p.
sm A + sin B + sin' C
ande am aplicat o ptopﬂetate a girului de rapoarte egale

A" 'B C

Ilntnd seama ci sin 4 4 si.u B+sinC===4 cos; cos — 2 cos?
4 4 7] :

(XXX — 25) gi c3 sh;’ .4=}2 sm-;-cos;, ob;in:

2p sin 4
a = — ez
- sin 4 +8inB4s8inC

4 A A
2 . sin.—- —— —
[f 2s 2t:os2 psinz

74 B ¢ B ¢
4C08—COS—COS — €08 — €08 —
g g g s 2
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La fel obfinem :

w2 T opsinl

b= ?smz .I §i e = pmz
miaf "o
2 T2 2 2

Aplicaiii diverse ale rezolviirii triunghiurilor oarecare

20. Relatiile ‘stabilite intre elementele unii triunghi -
oarecare au numeroase aplicatii in multe domenii teoretice
si practice in mecanici, in fizici etc. In cele ce urmeazi

-wvom da citeva aplicatii la geometria plani, la geometria

in spajiu si la mecanicd. "

" . Probleme de geometrie pland

Aplicatia 1. S& se cexprime aria unui patrulater
convex oarecare in fumcie "de lumgimile d, st dy ale
- diagonalelor si de un- : .
ghiul o format de ele. - 3
' Dncind diagonale- - - A
e 4C = dy §i BD =
. = d,, acestea Se taie

intr-un punct O si
descompun patrula-
‘terul in patru triun-
ghiuri A0B, BOC,
COD, DOA (fig. 80).
Ficind suma ariilor
acestor triunghiuri,
' obtinem aria S a pa-
" trulaterului.

Avem deci:

. . 0OA-OBsing , OB + OCsin {180° — OC -OD sin
S =< - 9+‘ 2( ?)_Jr__ 3 _9_‘_“-

0D -04 5in (180° — g)

4+

167




Avind in vedere o sin (180" -;-cp) =sing 91 dind
factor comun, deducem

o ’s OB(OA+OC) smq:-f-OD(OA-l-OC)aintp

;_,'m*%bq'«on + oDy s o

. f:“.SQI'l:_V ) o ; .

N : : S dl‘ﬁe'.siﬂ?.

Aplmatla 1. Sd se calculeze lungzmzla dzagonalelor unwi
patrulatar inscriptibil in func;w lattm ;z sd se decluca'.
teorama lui Plolemens:

Suma produselor laturilor opuse ale unui - patmlater m—‘
smphbzl este egala ou produsul dzagonalelor.

~ Fie patrulaterulin-
D, scriptibil 4 BCD (fig. 81)
— 7 cu laturile AB =\a,
BC = b, CD==c¢, DA=d
si dlagonalele AC -=l ‘
- BD=m.,

- sinusului . triunghiurilor
" ABC, ACD, obtmgm‘-,

cos BP0
SR Bk
P L. §‘°°SD 7

Tlmnd seama ci avem cos B = —cosD penttu c&v -
B + D =180°, rezulta , , '

a’+]>’—l’,; é&-}-d@—l”"
- 2ab.. - o 2edf

Urmeaza decx i avem

cd (@® + bz) + ab(o‘2 + %) = (ab + ¢;d)l2

K
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(ac+bd)(ab+cc‘n
fd+bc-. B

I,a fel aﬂim _ m

Efectuind produsul lm, obtmem

i = V(ac+bd)’(ad+bc)(ab+¢¢) aa+bd
(ab + cd) (ad + be)

o relatle garé «e,xpnmi tocmai teorema lu1 Ptolemeu

“Observaré. Totdmformuleledémax susrezultisif_ |

raportul dintre: lungm:ule dlagonalelor umn patrulater o

- insmpubﬂ

- Probleme de geometne in- spa;m

Apllcatla L I ntr—o pzmmzdd regulatd ;batmlatam, unghml, R
 diedru de la bazd este ‘egal cu_a. Prm muchia acestus dwdm‘ s

.- s€ du’ce un plan care formeaz(i cu baza piramidei. unghml D

g (flg 82, a)..Sd se determme aria seciunii cunoscimi; IR

7 ok ‘latira bazes este egala % a.

Sectmnea EF CB, ce se; formeéza pnn ducerea planuluium‘ -

prin° muchia BC a° - diediulid de la bazi, este un trapez -
isoscel. Ducind prin virful 'S apotemele SM si SN, se for-

. meazd. planul SMN, care este perpendlcular pe baza ABCD .

- lar M, N si.P smt respectw mjloacele latunlor BC, AD;’" : -
i EF. : R
- (Elevii vor demonstra cele g.ritate max; sus pe baza cun0§- -
: untelor de geometne planﬁ §1 in spa;;m) : -

E




Pentru a a.ﬂa aria sectlunu este necesar- si obtmem -
lungimea segmentelor MP si EF. In acest scop, calcu-
#im elementele triunghiului NPM, reprezentat in figura
.82, b. Unghlunle din N§iM .~
sint respectiv & s§i B, iar
segmentul NM este egal cu
latura pdtratului,adicicua.

Fig. 82 .
Aphcind teorema smusunlor, avem:
Ne _MP & , de unde rezulta NP —“&.
anp  sina sin(a+{5) - sin (e 4 B)
C o si MP = asing '
sin{a + B)

Din - tnunghml isoscel SNM obtinem: SN =
2cosq

Pentru a afla EF, scriem _proportionalitatea tnﬁltlmllor
triunghiurilor isoscele SEF §i SAD, reprezentate in figura
82, ¢ cu bazele acestor tnunglnun

asin §
: _E__F_;agsauﬁ}f#SN~'NP‘=-1_sm(a+5‘)_‘
4D SN a. - SN s

2cosa
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'

Ficind calculele, deducem :

EF"-.= @

tmnu EFBC avem:

sin(u

sin (x—B)

. sini (& + B) ,
Acum cind cunoagtem MP si EF, putem afla aria sec

sln (a+B)

sin (e — @)

asin o

2 sma+ 8)

Dupi efectuarea calculelor sia simplificirilor obtinem ¢’
.- . a’ sin? & cos B
' - sint(a+B)

‘ApHeatla Y. Cunoscind unghiurile o, B, v,

v, w, ale ciror muchiisint respec-
tiv S4, SB,” SC.

Calculim unghiul diedru cu

muchia S4. Ludm S4 =m gi

" din 4 ducem in plapele ASB gi

ASG. perpendicularele BA i CA

- pe-nuchia SA. Unghiul BAC =4

este;, conform defmitiei unghiul ’

diedrn .ou muchia S4. Determi-

nim laturile trinnghjuhai BAC, "

pentru a putea calcula apoi un-
ghiul BAC = w.Din triunghiurile
dreptunghice ASB gi ASG avem:

m = SBcosy; 4B=mtgy;
m = SCcosf; AC = mtgf.

~

far din triunghinl BAC avem

) formata de muchula unus
triedru, doud cite doud, s& se calculeze ungluunla diedye formaie da fetele
_triedrului. Caz numeric: o = 90°; B = 60°; y = 45°, ©

Si considérim un trxedmformat de planele BSC CSA, ASB (fig. 83).

/\ VAN .
Fimd ‘date unghiurile BSC = w; CSA =f g ASB =, s§. calculdm cu
ajutorul lor unghiurile diedre’ 1, . :

v

Rezults : BCY = SB? 4.CS? — 25B - CS cos ¢ =

2m® cos o

.,

Fig. 83

- costy

—'coBBcdsy' :

C‘e:AB‘-}-AG’ 2AB ACcosuv:m’tg’y-l-m’tg’ﬁ-—
—m&gﬂtgycosu. :
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Egaltud. cele dous expresil ale Tl BCY, obfinem :

- ‘ m‘[l -1 2 cos &
' ’ ” cos’ﬁ coa‘y msBeos-r)

sin® B Y 2smﬂsinycosu :
= m'{cos’[3+cos’7 cosBcosY )

¢ Simpli!ic!ndcum' sl grnp!nd termenncuacelagi numitor, avem:
- l—sin’p+l—sin"r 2(cosa-slnBsmycosu_)

2(cosa—-smpsinycosu)

1 aa
+-1 cosBeosy

fmp&r;lnd ambﬂ membd cu 2 §i !zollnd cos 4, ‘obtinem :

eosa—cosﬁcosy

X A ot & o S N
I T dnpeny s
" La fel deducem: ' - 7 . e “
. A_. cos8’ . -—
: : cosvt,r-*cos,a. -m?a Yﬁcw‘wﬁw
- SR . sin-gsiny - ' ainasmB

L
! i

- Cazn! numeric ne di :

_ €08 90° — cos 60° cos 46%" - -1
€ - —==

sm60°sin45° ] Vs

de unde rezultﬁ. ° = 125'15'53"

€0360° — c0345°cos 90° 1.

Q05 U = =V——,de unde rezulta:'v‘aﬁ‘;

sip 45" sin g0° |

= 3 cos45°—‘-c0360°-c0390° V?
cos w = il A

, sin 60° sin 80°
ée ‘unde rezults : w.as sms'ss" ¢

21, ‘Probleme de meeanic. Numeroase probleme de me- 7

canici se pot rezolva folosind teoremele referitoare la
.‘,_rel?tule intre elementele unux trmngh: oarecare; dafont.’i
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segm

»:-'A‘, urmitoarele aphcfatn se Tez
pheatla 1.Sé se exprime-intensitated K
doud for;e ale aaror mtmsztﬁ; i

- _'"F‘ J'P i Q fortele in
L mﬁﬂme,; directie si, sens .
v 3 i rezulta.ntiR
" galel gramﬂlfor;elorABCD‘:f
~ (fig. 84) ne dd grafic mi-: P
rimea 'f'dxrect.la §i sensul re- . - f

ta.tg rin

| : ‘(v. thwa clasa."a VIII ;
Intens1tatea rezultantex

w gmi ghl : ‘AB :
eelel nsﬁ:afea f’ortel P

_ BC=-AD—Q iar unghml; dmtre aceste laturi este. ABC = EE
| =180° —a. Aphd‘nd teorema cosmusulm in tnunghmI' ST
v ABC ‘avem: s

*= 432 + Bcs .-243 BC cos (1so°a—-a)

- saﬂ -

- Pa +<22 +2PQ-cosa S

In cazul numenc deﬂ: obtmem : o
R= 183 + 312 2 . 18.31 cos 33°« = 824 + 961 +
+111e ‘083867z2220 95

§3. prm urmnre RN 2220“95 f-‘=47 1 kgf

o Aphcaﬁa lI. Doud for[c aoncurmte avind mtmsztd;zla P' PR
s Q fac inire ele un ‘unghi w. Pentru.ce valori ale acestid. - .
. umghi este maxzmﬁ §t -tninimil. ntmsttatea rezultanm celat' R
o ‘20’“5 forfe? e I I




 Dintelatia RE = P¥ - (2 4 2PQ cos «, rezulth ci R este

maxim ‘cind.cos' ¢ are cea -mai mare valoare, adic 1, ceea

- ¢e se intimpld pentru’ .« =0, in care caz avem ::
' .R“t'=-P2+Qz+215'Q=-(P-}-Q)2 sau R=P+Q.
- ~yRezultanta este minim3 atunci cind cos @ este minim,
- adicd -1, ceea ce are loc pentru @ = 180°, in care caz rezul-
tanta minimi este dati de R®= P? 4 Q2 —2PQ = (P —Q)* .
sat R= P —Q. o ] |
- “Aplicafia IIl, Tyei forge, P, Q, R, concurente intr-un
- punct O, sint in echilibru. S& se demonstreze c intre inten-
sitdfile P, Q, R ale acestor forfe §i unghiurile dintre ele existd
Crelapite: T - S
. P _.Q _ R
. gndor sin fOP sin $OQ

‘4

' unde’ JOR este-unghinl forfelor Q si R ete..

- Demonstratie. Din faptul ci cele trei forfe sint in echilib
.rezultd ci una din ele, R este egald'si de sens contray
cu rezultanta celorlalte doud, reprezentati prin diagos
o -~ 4.+ .. -,/ nalaOB aparalelogramulu}
. ‘4';__.‘-‘3.,..' 8 fortelor P si Q. -Aplicind

RS - ,"l § . s e A
- teorema sinusurilor in tri-
- unghiul OAB (fig. 85),
in  care avem lungimile
-04=P; AB=Qs5i0B=R,
obtinem : o

‘04 . AB OB
' .

NS AR TTA
‘ o " ‘&indBO sin40B sinO04B
=  Fig. 85 ' ~ sau

P Q - - R

T} —————

N\ 7 /\ °
gin: BOC gin 40B sin (180°—-POQ) .

., 2\ N LN
- Tinind seami ¢4 BOC = 180° — ROQ si AOB = 180°—

ST AN G T .
— ROP, ultima relgtie ‘devine : .
- _P __.@ R
einI{O\Q ain S0P sinlé_o\g' .
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- Apliéatla TV. La capetels unui fir trecut peste dob scripefi “mic bine. '

* Gistruss, A § B (fig, 86), aflaps ia acelagi wivel, sint legate gréutdfile P =

=-33.kgf §i Q = 47 kfg. Dacd se prinde intr-un punct G al' [irului-ogreutals:
G = 66 ki, sd se determine unghiurile pe care le formeazd fircle ACsi BC .
ou verticala punctulus C in , ‘ Lo C
pospra de echilibru. AN \

in pozitia de echilibru, \ \ §

" forfele P'gi Q actioneazd T g
de-a-lungul firelor 4C, BC £ ¢ I o By (‘!j. 8
gi,impreund cu G, formeazd Nt ' TNA

_ trei forfe Goncurente in C.
Dacl notdm cu o § B

unghiurile formate de firele - o .
AC 3i BC cu verticala punc- g/ 'Wlm P (i
tului C, adicd cu directia = © -
fortei G, le putem calcula
‘observind ca ele reprezintd
unghiurile formate de dia- :
@:lda'fol C a  patalélogra- R
muluifortelor ECFI cucele N .
doud componente de-inten- ) : ' .
sitagi CEp=° P = 33 kgf gl B \\§ . 3
CF = Q = 47 kgf. - Cam.

" Deoarece sistemul este ' . . Fig. 88 _
in-echilibru, -diagonula CI T : .
reprezinta forta direct opusd lui G. Avind tn vedere totodatd ci unghin}k:
EIC este egal cu B §i cd EI = CF, urmeaz3 ci unghiurile « gi B sint- doud
;&?Eluﬁ ale triunghiului ECI, alé carui laturi sint : EC = 33, CI= 608 -

= 47. . N . .
Aplicind formulele care dau unghiurile i1 functie de laturi ‘(IV.— 9),

C . ' 47483466
nndet!nemaemac&am47;b-=33:0-=663ided9‘-=»———+—-l-1—"'.-

) » 2
=73,avem: o

“ml“,:

i

LS (T 33) (73 — 66) v 40-7 | n @ 42007
. T2 Y sEB—4n 7326 R
; §i; . . . ; )

. ‘tfg-%.\ﬁvvs—m (73—'—66)5-\/?6-7 ﬁibgémvﬁf
T T e BEs~83) . Vw0 o -

EXERCITIT §1 PROBLEME

(Ritspunsurile 5i indicafile o ghsesc la . 4T—280) -

. 1. Triunghiuri - dreptunghice. (In' cele ce urmeazi se
considerd triunghiul dreptunghic cu unghiul drept 4 =

= 80°, ale cirui laturi sint : a — ipotenuza, iar b, ¢ —cate-
tele ce se opun unghiurilor ascutite B, C) ‘ R

oo
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i se demonstreze ok tnunglu este dreptuﬂghi‘ Itﬁn&
‘intre elemen le- sale- -una dm teIaMe uzmat‘ are’

ezolve tnunghmnle- dreptunghice avtnd datde‘» .
eptul :hecarel - obleme. , ‘

,‘155. se: rezolve an tnun hi dreptunghlc 'cunoscind;--‘ :
1 B i dlferenta catetelor b —c¢ == k. Discufie, . s "
- S4-sé rezol :t‘nunghxui dreptunghxc ABC,

‘ "‘baza,b 51 ma,ltlmeab S
'2@;‘,1; = 20,75). co
scel este egald cu b dm;.
4 pe una din laturile egale are &' dm.S4ise -
cate- face baza cu una dm latun.le egale.?” o




156. intr-un drepttmgln se dau latusile 4 si b Sise
-éalcnleze unghiurile formate de diagonale'cu la.tunle drept-
S wanghmlm {a = 16;2 dm ;"D 3,6- dm). .
oy 187 Saseaﬂela. )

nale se. mtretale sub- un ung]n de 75°24’ §1 a cann ame ﬁ

- este de 562 m?.-

158. 54 se determme unghml ascujnt al unui rom“b a‘ &
- clrui 1atur5 este mech proportlonalé mtxe d1agona1e1e_ '
- gale
o 159. Bézele A tra Tsint egale cu ‘28 ¢m 51 15 cm;
" una din’ laturile: neparalele este de 12 ‘cm, jar- unghlul
dintre aceasti laturd si baza ‘mare- este de 50" S4 se. calcu- ;

" leze aria trapezulul. - .-

o -*lor ;

_ 160. Dindu-se latura PR pohgon regulat cu nla-,
turi nscris intr<un cerc, si se afle’latura b a pohgonulm‘
. regulat ci # latu ri-eircumscris aceluiasi - cerc, :
- 161, 8% se_ calculeze d1agona1e1e anui_ poligon regulat =
B eu 7 laturi, mirimea’ laturii fiind de'10.cm. -
162, «$1:und latura unui poligon regulat cu #n latunr
este ‘de a dm, s& Se afle aria, cind: 1) 6 =17; a=20 3
9 n=8;a=1;3) n=12; a=10s . =

anui idreptunghi ale canu.dxar L

183. S% se calculeze aria unui poligon: regulat cun latun IR
‘tnscris intr-un cerc cit Taza. R cmd 1) = 12; R = 7 IR

9 m=5:R=T |
' 164. ‘Doul pohgoane regu]ate, avmd respectw 9 51 109
‘ _;‘: penmetrele ega]e. S4 se mlculeze raportul arii~

- 165. 'Si se caléuleze lunglmea coarde1 care corespunde‘
unui arc de 37°42" intr-tin cerc de razd 4,175 ‘m. St
166. O coatdd imparte un cerc. de: lungxme ¢ metn in
raportul 7 : #. S4 se afle dxstanta dintre centru §1 coardé
fm:n=3:T; c=120). - .
-167., U‘n tinghi « inscrls cmtr-un cerc cupnnde intre la,-'

: . ' tunle sale 0 coaz&i lungé. de a. cm. '-Sé se a.ﬂe raza acestu:
- eerc R

168. Unm cerc de razi 7 x se cxrcumscne un- romb al'

-", eﬁnn unghl ascutlt este o, Sa Se aﬁe aria. ‘rombului (r =5

T = 36%4T).

169. S3 se aﬂe ania unui segment ‘de cerc, dmdu-se o

. razas giarcul a, cind : 1)r=473 ¢=46°44' 2)7—‘ 12
. a-=29°38' , P o




_ - 170. O coardid lungd de @ cm imparte cercul de razi
- " R cm in doui segmente de cerc. S3 se calculeze aria seg-
" mentului mai mic- (¢ = 3,6 §i R = 6,2).

171. intr-un cerc curaza R cm se duc doud coarde para-
lele ; fiecare din éle subintinde un arc de « grade. S3 se

¢ .afle aria porfiunii de cerc cuprinsi intre cele doud coarde
~ paralele, ., - _ "
' 172, Pentru a determina 13fimea unui riu se procedeazd
astfel : se traseazd, pe un mal o dreapti AB; dintr-un
" punct 4 al dreptei se vizeazi un copac D de pe celdlalt
mal, astfel incit AD si fie perpendicular pe 4 B. Dintr-un
" alt punct, B, al dreptei, astfel ci 4B = a, se vizeazd

, : N
- .acelasi copac sub un unghi § = AB\D. S& se afle lifimea
riului cind z = 42 m §i B = 25°28'. . :
173. Dintr-un punct situat la o distan{d de a metr
‘de centruil bazei unui turn se vede virful turnului sub un
unghi « Si se afle iniljimea turnului (¢ = 86,6 §i « =
= 22°17"). - . .
: 174%. De la o fereastri ce se afl3 ld o'indlfime 4 =12 m
. deasupra nivelului unui rfu se vid malurile sub unghiurile
o, = 17° si «y = 45° sub orizont. Ambele unghiuri sint in
acelasi plan, perpendicular pe cursul riului. S se calculeze
lifimea riului. . B
' 175. Intenjionim si sidim pomi pe un deal la o dis-
tan{i de a metri unul de celilalt. La ce distan}d trebuie s
sipam gropile pentru sidirea pomilor daci dealul are o
inclinare a faji de orizont (fig. 87)? R

178 , o



176. O cale feratd forestigri se ridici cu 0,85 m 1la
fiecare 40 m de parcurs. S4 se giseascd panta P i inclinarea

-~ terenului, o ~ : -

) 177. Urcind un deal §i parcurgind 1 050 m, un om a
- ajuns la {nil{imea.de 90 m fati de planul bazei dealului.
S4 se afle inclinarea dealului fajid dé planul, bazei. _

178. Un automobil se urci pe un deal, pe o sosea
dreapti, ‘care formeazid cu orizontul un unghi de 3°20'.
La ce inZl{ime deasupra orizontului se ridici automobilul
dupy ce parcurge 1,2 km de la inceputul ascensiunii ?

- $79: O stradd lungd de 728 m este in pant3 uniformi,
“in#lfimea la capitul striizii fiind de 37,4 m. S% se calculeze
‘inclinarea striizii fad de orizontali si lungimea proiectiei
orizofitale a strizii. : . o .
© 180. In virful unei coline s-a infipt o prijini lungi de
a méetri. Dintr-un punct oarecare, situat in planul orizontat
al bazei colinei §i la distanta de b metri de virful prijinii,

" ge vede virful prijinii sub un unghi «. Si se 9ﬂe indltimea
colinei (a=2; b=14; a~= 63°18"). A
" 18%. Doui puncte mobile pornesc in acelasi timp din
virful unui unghi drept, fiecare migcindu-se uniform pe una

din laturile unghiului. Primul punct are o vitezi de a metri

- pe secund$, iar celflalt de b metri pe secundi. Si se calcu-
leze unghiul ¢, format de sensul miscirii primului mobil i -
ditrectia in care un observator situat in locul acestuia ar

“"-yedea cel de-al doilea mobil. . R v

182. Scarade I%ftré a unei case are Intre doui platforme -
stccesive cite 15-%repte (fig. 88). Litimea fiecirel trepte-
este b=27 cm, iar in#l- : : . o
timea treptei ¢ =18 )

©cm. S4 se afleunghiul - . i}
. cct?careSZste ?ﬁ:lct]liiaté L "’/////////////
- aceastd scard. ,,, W
183.10 sc;ri :ize Al ' :
trepte lat ¥ ,
25e£nf. C:r: tre;uie sg PE } ///////" i !
- fie . inilfimea unei .{__ b
, trepte pentru ca un- ! vt
ghiul de inclinare al ~ - - Pig. 88

scirii- sd - aibd 40°? . - o - v
184. Douj strizi drepte seintretaiesubun unghideb51°50’.
Printr-un punct al uneia din aceste strizi, aflat la 1 626 m
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ke ?de punctul de i‘ntretilere, trebme dusa ° stradeli care s§ A

= vaceasta “S# .se ‘calculeze lungnﬂea stradelei.

S mém este H ~170 m se determma mstanta pina la un

Figso"

* - vapor care trece pnn aproplere Unghml de depresmne L]
“este aprommatlv de 11°37’ (fig. 89) 54 se calculeze d15tan]:a. E

- cautatl,

S 186. Un avion Aransmite pnn radxo cﬁpxtanulm wtind
"~ vasde pescmt ¢4 se aﬂi deasupra unui ba.nc* de pestila o

‘ ‘ ' Fig 90 '
'inaltlme de H =~ 1150 m. De pe vas se determin unghiul

‘@~ 23°35" al ‘avionului deasupra orizontului. S se calcu- -
lue d.xstanta de la vas piné la bancul de p&ﬁtl (ﬁg 90)

. zriapi'»

" “tineasci_pe prima cu a. doua §i si fie perpendlcularé pe b‘

185. De pe un far a cirui indlfime deasupra: mvelului" -



| 187. Cashse masoare ndlfimea turpului situat deasupras.
. " initrrii principale a cladirii Universitafii-de stat din Mos- -

. eova , M. V. Lomonosov” s-a misurat cu un instrument .
- goniometric unghiul razei vizuale fa}d de orizont (fig. 91). . ..
- Distanta de la goniometiu pind la intrarea principald este 4.

oxima inlgimii turpulal,
i goniometrul'este

i Fgoee

188, Pundatia unél. constructii are sectiunea “dreapt -
in form& de trapez-isoscel cu lungimile bazelor de 240 m- ..
. i 60 m. Pargile laterale sint inclinate cu un unghi de 35°-
- fatd de orizont. S& se calculeze in#ljimea fundafiei. -
- . 189. Sectiunea transversali ficutd intr-un terasament - -
- are'forma-unui trapez isoscel'in care baza mare g =10 m .
.. st indltiméa b= 3 m. S& se calculeze baza micé, stiind: ..
el iilélii’n’are'a laturii neparalele fatd: de baza mare-este’
=890 o Tt

', 180. Sectiunea transversald a unui terasament de cale
' ferats are forma unui trapez isoscel cu inilfimea de 12 m, -~
. baza thare de 36 mi §i baza mici de 6 m.-S3 se afle unghial -
“de inclinare’a terasamentului,fafi:de planul orizontal.
- 191, O piess tronconici (fig. 92) are diametrul: infe- o
- sior d, dnAljimea h si inclinatea generatoarei de 12% (dack - -




indlfimea creste cu T00 mm, raza se mirejte cu 12 mm).
-S4 se calculeze diametrul superior D s§i {inclinarea N
(6 =106 mm; 4 =80 mm). PR o
A 7192, 1) In figura 93 este de-

: . Senatd fn sectiune o imbinare
~ intre doul piese. Si se afle un-

ghiul & dintre o laturi §i bazi.,

:-:——- 0mm --»f :

—7 e — |

‘ o N\em |
]

Fig. 02 ' Fig. 93

2) In figura 94 este desenati o crestiturd speciali intre-
buintat} la unele mecanisme. 54 se afle unghiul « pe care-:

(

Fig 94

%
o ; 3”‘ , |

 formeazs muchiile cufitului de strung ce a fost folosit la.
* ) tdierea acestei crestituri. ‘ :

' 193. Si se afle unghiul“ dintre generatoarele, situate in-- .
. tr-un plan axial la o bucsi conici indicati in figura 95.

, >194. S84 se calculeze (cu aproximatie de 1°) unghiul .
dintre generatoarele' situate intr-un. plan axial la um
trunchi de con pentru urmitoarele feluri de strunjire
conici : EE : ,

t
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 .supra terenului presupus orizontal,.
-precum " §i -distanta de la teodolit pini la verticala balo-

" nulug - *(fxg, 96) (Se va negh]a milumea observatomlm.)

1 Dggme'mnfmaxe.xnm'f: 50 | ;75_:,»-';15 1 7 |10 {100
mmet@ mic, amin | 25 | 25 | 50 | 50 | 25 | 26
fnaltimea conului.'inmml—" ‘50 75 '4 7% | 26 40“ 25 -

. 5
- 195, Un - balon este prins in

axul lunetei unui teodolit in mo-

mentul cind axul lupetei face cu

.orizontul un unghi de 51°12". Cu .\ _

ajutorul telemetrului se citesté dis- &

_ tanfa in acel' moment de la ludeta
1a balon egald cu 4,2 km. S% se afle ca —
.aceste date inilfimea balonului dea- f—
Fig. 95

196. "Un avion <:omumc5 prin radlo cﬁ se afli deasupra

" . -unei paduri la 1 800 m indlfime (determinatd cu altimetrul).

fn acel moment, observatorul de la bazi vede avionul sub
-un unghi de 23°15° deasupra onzontulul. La ce distan{¥
-de baz# se afld pidu.tea? '
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197, Cn ajutoral tbii telemetri se determing i dis-
tanta de la-un post de observatie situat pe malul' mirdi

" pind Ta un vapor este de 1700 -m.- $tiind ci postul de. 3
. -observatie se afld 1a-270-m deasupra nivelului ‘mdrii, si se
. afle cu:ce unghi trebuie coboriti luneta unui teodolit sub

V . linia orizontului pentmca -ea si fie i@dreptgti spre vapor.
\ NS bt

S S Fig 97. o -
o '-:i_!._l{'i_:.‘jUn‘ol')sgrvq{;or asezat 1a tirm 1a 125 mdeasupra i
nivelilui mirii vizeazd ‘o epavi la 8%1512"" sub linia ori-

- zontului. S4 se calculeze distanta’dela observator ind la = -

.. epava (fig. 97).. = . -

199. O armi ce trage in tinie dreapts qsnpra,unéi;?ﬁﬁi‘:’é -

7T aflate 1a 2 500 m distanta si-a schimbat tirul asupra wnel
~ - ; alte ginte, S, aflate la 1500 m de T. Care este unghiul cu -

care trebuie intoargd. g;mg;x §tnnd c5. ST este perpeh;djcj;]gr.i .

. 200:- Cu ce unghi trebuie ridicatd teava unei arme ca s
poati trage pe deasupra unei piduri ai cirei copaci au vir--

- furile cu 15 m mai inalte decit nivelul armei si se gisesc la-
- distanfa de 200 m de armii. La aflarea inilfimii obstacolului

' (in cazul nostru a pddurii) se adaug¥ 001 din distanfa la

- - care se aflj arma de obstacol: ~ -

e 1'5’201'.»75‘1)r'eap'ta. care ureste o armi c o int3 formeazﬁ )
cu orizontala un unghi numit ,unghi de tragere”. S& se




’ ‘wlcull' . ménmea aeestut unghi ’incazul eind arma .;trage
2 un e situatd 1a un “nivel cu 65 m mal

202. 'ETn cap:tan de vas tnseamni pe o ha.tki 1t1neranu1 Giot
unei nave maritime, Cind vasul trece pe lingd far, céplta— o
nul vdsului mfsoard lmghml o sub car€ se vede f
- 84 se. calculezedlungimea segmentulul pe care trebuie si-i o
marcheze pe harts dela punctal care reprezint? farul pen- .- ’
Ioculunde seafli- asul. inilnmea farului este H, -

az ‘numeric: s = 3°15' ;1

mo ooo;

""*{H~150 m). R
" 203, Unvasa avut urmitorul 1t1nera,r (val tabelul tm- - :

S ghmnlor de drum?). Si se afle distantele parcurse de vas
. indireetii eAnord §1 est faj;i de punctul de pleca.re. o

Disfantn parcu&& expnmat&

fi“b'fte@tiﬁ

|.NE 23° ) 10
-’ NE 37°. 3 18
NE 82°. 15

ki de dnnn se‘nnmegte'ungh.{ul dintre meridzannl geogmﬁc al

) st C atd. Ac nghi se m&soats in directiile nord san-
sud.de atbele pirti.ale meridiannlni, dela-0° la 907 In fatn: unghitiud

dmm se noteazi cadranul ce conti.u directia datd ¢ NE = no:d-est SE




204. Pe o harta se dau trei puncte .4 B 51 C, asezate
astfel incit AB = 0,85dm, 4G =1, 20dm§1 BC .= 1,20dm.
Punctul B se afli-exact-in nordul punctului 4. S se afle
»dlrectla in care se afld C faji de A. ,

, " 205, Se . stie ci . diametrul globulux pimmtesc are

12 740 km. Cunoscind latitudinea ¢ a unui punct de pe Pi-
mint, si se afle lungimea paralelel ce’ “trece pnn acel punct
(¢ = 57°6"; = = 3,14).

206. Raza globului pamintesc este (aproxxmatlv de)
6 370 km. Orasul Bucuresti se afli la 44°26’ latitudine
nordicd. Sise a.fle ra, cercului format de paralela respectl-

va.
207. Raza g]obulul ph nintesc este de 6 370 km. Sa se
afle lungimea tropicului (latitudinea 23°27’) si cea a cercu-

- lui polar (latitudinea 66°33").
208. Un observator aflat pe

A - virful 4 al unui munte (fig. 99) a

misurat unghiul DAC = « dintre
verticala AD §i ‘raza vizualdi AC
indreptatd spre orizont. Cunoscind
raza 7 a Pdmintului, si. se afle
_inil{imea munteluf? .

209. O clidire inalti’ de 30 m
arunci o umbri de 45 m. Si se
determine inil{imea Soarelui dea-
supra orizontului. .

" 210. Cind Soarele se afli la o
iniltime de 28°, cosul unei fabrici
, arunci o umbri de 76 m. S3 se
Piz. 99 " afle inalfimea cogului fabricii.
&% .. 211, Sa se calculeze inilfimea
o . " Soarelui deasupra orizontului in ur-
mitoarele cazuri : 1) c1nd lungimea umbrei aruncate de un
.om este egali cu ]umatate din iniltimea omuluj;2) cind ea
este de doui ori ma1 mare decit inil{imea omului; 3) cind .

umbra este de 2—2- ori mai mare decit iniltimea omului.
212, Umbra—aruncaté de o prijmi agezatd vertxca.l este
‘mai scurtd decit prijina cu —I- dm lungimea ei. Si se afle
iniltimea Soarelui deasupra onzontulm (n = 10,5).
. - -
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. pomente?

213. 0 oglind}t, este aséZé»téf-ing fata a doui puncte 4 si

© B, situate la distanfa de 156 cm unul de celilalt. Distanfa

1a oglind4 a unuia dintre puncte este @ = b cr, iardistanta
céluilalt este de b=7 cm. Care este mirimea unghiului de
. Incident3 a razei de lumini care, pornind din 4, este reflec-
tatiin B? . o ‘

214, Amplitudinea oscilatiei tnui peridul este de 11°
" -Care este distanf{a maximi a capitului pendulului fajd de °
. verticali, daci lungimea pendulului este de 45 cm?

- 215. Bratele unei pirghii fectilinii au lungimile de 7 dm
i 13. dm. Cu cifi decimetri deviazi- pe verticali fiecare

* capit in cazul rotirii pirghiei cu :1) 35°;2) 45°; 3) 63°12%, - .

cind un capit se ridicd, iar celilalt coboard? - :
- 2186, Se dau doud forte, P = 4,372 kgf 5i Q= 5,645 kgi,
- - perpendiculare intre ele. S& se afle rézultanta acestor forfe

si unghiul pe care-l face rezultanta cu forfa P.

> "217. O forts R = 32,5 kgf se descompune in dous com-

ponente perpendiculare, dintre care una face cu rezultanta

un unghi de 52°10°. - .

Ce mdirime are fiecare
din cele dou3 com-

. 218. Un wvagonet
cintireste cu incirci-
turi cu tot 300 kgf
* (fig. 100). Cu ce forjd
trebuie tras vagone- - . v
~tul'in sus, peun plan” -~ - o -
§nclinat cu 17° fatd- ~ -+ Fig. 100
de un sol orizontal, o o o
pentru ca vagonetul si se urneasci din loc(neglijind frecarea)?
: .219. in figura 101 este schifat un motor a cirui bield
" “AP este articulati cu manivela AQ. 1) Si se calculeze
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itele: §tiinde§OA=r’=04miarun-
glnul o= 30° S4 se calcu]eze apoi. unghiul 4(1% si Tun-
- gimea proxec'pel PB a'bielei pe dreapta oPp, :;tnnd ca’lungx-
. mea ! a bielei este‘de-2 m.. .

“ . 2) Si'se demonstreze ci intre. unghmnle « s! B, formate -
de bielﬁ 51 mamvela et ‘OP, exxsté. usmétoarea rela;:le :

sm"pvz-- —t—-sm P

220.. 1) S’é seaﬂ yaloarea unghmlm péhn problemapre-‘ o
cedenti cind raportuli =-1;, iar o =. 0° 10°' ‘1 A
' 4o° B0O°: 60°; 76°:80° 590°. & :

- 2) De ce' atundi- cind o = 20°, ungluul (dm formula
dati la punctul 2 al problemei precedente) are cea - mai
~mare valoare poslblla? :

3) Ce mirinie are unghiul [5 cind blela este perpend1cu~

lar§ pe- mamvela? S

4) Cind a =0, punctul P se va gast inQ. 8a se demon-
streze ci deplasarea QP =xa capétulul bielei poate fi

caleulatd prin- formula ;% = #(1 —cos «) + J(1 — cos' B);.
. 5) S4 se afle’ ménmea 1u1 % pentru valorile Tii & indi-

L cate la punctul 1 a1 problemel stiind ¢4 lungimea mamve— '
lei este 7 = 300 mm 5i cea a bielei I =1"500: mm: .
S | A 'l'rnmghmn oarecare. (In cele ce urmeazi se consi-
derd triunghiul ABC cu laturile 4, b, ¢ §i unghiurile opuse
A, B, C.) Se mai noteazi: S —aria; 2p — perimetrul ;

o -R — raza cercului- c1rcumscrls 7, Ve, 7, ¥ — razele cerculni '

= fnscris si ale celor exinscrise ; b“, h,, b, — iniltimile relative
la laturile a, b, ¢:  May My, Mg —medlanele sli by, 2, —blsec-
toarele interioare i L, l,,, I cele’ extenoare :

- 8% se demonst;eze ci ‘intre elementele unm tnunghi .

oarecare 4 BC existi relatnle o o L

221. a(b cos C—c cos B) = p2—¢2, . ° Cqe

. 222, cos8 ‘A— cos* B—sin® C 4 2sin A-sin C cos B 0

- ‘ (Instimtul de transpottnri 91 o !erate, Bncn:esti, 1955)

“ sinC_-v N S SRS

224. (b + c)cosA + (c+ a)cosB + (a + b)cos C= ..

' b+

A

e




: k'”.‘ i .ﬂ ’ ;.v“ T .‘0 A B ——
226. fafy + fnfc + 75"0: = P’ EO ,{ e
tgA ;as-w et T
g ‘227“ K4 + o “’ I - e g
e ,223. 4s = smzc + o“sinzﬂ : S e
-229 la = ha G oo e SEL T Ty

) %0- lu —'lactg__—B’ _‘ .

X se. demOns‘creze ci un trmnghi este isoscel cmd intre R

= élementele sale existd una din’ telai;iﬂe mmatoa.re O .

- 231, smA_-2schosC LA T el
22 oa=2retgz: A ey
S& se demonstreze Q? un tnunghl este dreptungmc sau"f

233, a cosA =boos ‘B.
234, (Bt 4 o) sin (C—B) (02— bz) sm (C + B) :
. 235 ‘Dacid latunle a, b' ¢ sint in progres1e antmetmi o

+m+1 2m+1 §1m2—1 undemesteun numaroare-
care, atunci unul din unghiuri este de’ 120°. .

v -“fsos::el cind intre elementele sale avem una dm relaj:nle i .

237. Daci intre unghiurile unui trmngh1 exxsté relagia: .

o _‘8 cos A-cos B.cos C = 1, triunghiul este echﬂateral

-238. ‘Daci intre-laturile unui trinunghi existd relatla.
. 8a=0"» + c, _atunm existd si relat1a tg—tg—=%;‘ o
- ., 84 se rezolve tnunghmnle oarecare avind datele trecuteﬁ ‘
, i‘n dreptu} f:ecire: probleme: .. ,
239. b= 6 508 m; A4 =146%;C ==18°52'
240, b = 3 070 m; A = 32°40' B = 70°2.0'
241. a= -8 738 m3Hh=6 224m; C 82"46’ T
242 b =8342m c-—=6732m B 124°38'




{

243. a=217pm;c=2734m; A = 49°34".
244. a==145m;c=211m; 4 = 63°50’..

245, a = 42,16 m; b = 40,98 m ; ¢ = 33,59 m.
246, In triunghiul ABC se daua =150 cm, ctg B =1

tg C =1. S% se afle perimetrul triunghiului.
R /. (Institutul .de constructii, Bucuresti, 1955).
. 247.5=2056218m;c =17 318,97 m; A = 24°26'56"
248. b =1072m;¢c =704 m; B == T1°15’.
249. 4 =1631,7m;b=17928 m;c~=1877,7m.
S4 se rezolve triunghiurile in care sinf date urmitoarele
elemerte : B . - :
- 250. 4, B, C, R: - 251. 4,B,C, h,.
- 252. 4,B,C,S. 253. 4,B,C,r. ,
. .254. Se 3 uri triunghi isoscel ABC (AB = AC). Sk
s; ;gzglve«j:ﬁunghiul cunoscind mediana BB, = m i unghiul
S = (ustitutul de petrol §i gaze, Bucuregti, 1955)

B Si se rezolve urmitoarele probleme, reducindu-le la
.. rezolvarea tnui triunghi oarecare: . -

255, Si se calculeze diagonalele unui paralelogram cu
laturile @, b §i unghiul ascufit .
256.-Si se determine unghiurile pe care le formeazi
~ diagonala cea mic a unui paralelogram cu latutile stiind
¢d acestea sint respectiv egale cu ¢ = 23 m; b=17 m;
far unghiul ascutit al paralelogramului este a = 28°42’. °
. '257. Una din diagonalele unu paralelogram este egali
ct 4 si formeazi cu laturile unghiurile « si B. Si se afle
laturile paralelogramului, ‘ ’ Co
258. Intr-un paralelogram se dau : unghiul ascutit « si
- distantele 4 si b de 1a punctul de intersectie al diagonalelor
pind la laturile neegale. Si se determine lungintile dia-
gonalelor si aria paralelogramului. , S
, 259. S3 se calculeze aria- cuprinsi intre trei cercuri
;angente intre ele, stiind ci razele sint respectiv de 2m, 4m,
' om, ’ : 7
~ 260. Trej cercuri tangente exterior doud cite dous au
.. Tazele'egale respectiv cu R,, R,, Ry Si se exprime aria
' cuprinsi fntre cele trei cercuri tangente.
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261 . oui cercuri de raze R sirse taie sub un ungln o
S§ se calculeze lungimea coardei lor comune.
- 262, S3 se calculeze laturile tnunghmlm ortic in functxe
de acelea ale triunghitilui dat.
E 263. Pentru a determina inilfimea unui obiect AB
“agezat vertical (fig. 102), se procedea.zé.mfelul urmétor: din

- punictul 4 se duce un

" segiient AC, a cirui .

. lungime este cunos-
cuti §i egald cu b
metri, care face cu
'planul orizontal wun
unghi. e« Virful B al
~ obiectudui se vede din
E punctul C sub un

unghi p fafd de ori-
~zont. Care este inil{i-

" - mea obiectului AB ?

264. O fabrici este
sitnati in apropie-
reaunui riv (fig. 103).

8

Fig 102

Pentru. a misura mﬁlt:mea cosu]ux ei de pe celdlalt mal al
_ riului, se'procedeaz in felul urmitor : se considerd o dreaptd
AC =11 m,achrel prelungue tr“ece pnn baza cogulm fabmm
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_ cu l metn Sa se’ aﬂe inalj;lmea copaculul

286. Lé.tlmea unm riu s-a calculat n felul
pe unal din maluri s-a -considerat chiar: fa. margin
un. segment de dreaptd ‘A B = ¢ metii, s-a vizat un eopac C -

-+ aflat pe malul-celdlalt -, tot ld margined apei.- Apm din -
ambele capete ale segmentulm AB s-au mésm: ‘urmés

toatele unglnun CAB = a§ ABC = p ‘S se

éﬁ:hea

o - riului fn dreptul copacultu Cl= 400 & = 45°; p=30°).

267 Cu pnle]ul pro1ectafn une1 cii fetate a.fost nece- B '

. sar si se determine fungimea ufiui tunel (fig. 104). 1n acest

L scop s-au mésurat distangele-dela un punct Oarecare Cpind ‘

o Ia doud puncte 4 5i B accesibile, precum si distanfelé punc-

L . telorA §1 B de gu.nle tunelulul de 83 m 5200 m.. ‘Cunoscind
S i | " AC = 1§00m,BC=
*=2000m§1 ungh.lul

R BCA ="52° s&i.se

© vl afle’ lungm:ea tune-" E
'lulm. )

o 268. Pentrua de-
C tzermma. iniljimea u- .
* - nuifar 4B (fig: 105), -
- s-a trasat pe teren ¢ -
~ lungime CD = a, care.

- nu  frece prin baza

: turnulm S-a.u masu- ,

rat- ap01 : ACB = g,

' ‘ ' BCh = B si BDC =
= . Care este iniltlmea. farulm? Caz numeric : ¢ = 35 w;
¢—32°13' §l=110°28'§17==47°43’ Lo e s

Fxg 104
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o269, Pe un. teren orlzontal se masoari 0. portmne der S s
. " drum BC egalicu a. ‘metri. Alituri de'drum se afli un deal.
" ial carm vn’f S este vazut dm punctul C sub- un ung]n cp .

e 7; fatﬁ de onzont (flg 106) Vlrful S se prolecteaz5 pe planul
o drumului in 4. Segmentul BC' formeazi cu razele vizuale -
o ;duse din extremlta‘ple segmentulm la punctul A unghmnle o

: ACB—ysx ABC-— B.-
..~ Sise afle indlfimea dea— A
N lului (e —~400 B =
o= 40°10°;. .y = 60°40'
o= - 50%0). -
‘ 210. 84 se calculeze
j_;-ana unui . teren - care
--are forma unui triunghi ,
. stiind ci pe -un’ plan " ;
- la secara  1/100000 -al " T .
- -acestui teren doud la=" T F:g 106
. turi_ sint. ~“reprezentate - ' v
g ﬁ?'pnn segmente de Iung1m1 56 cm §1 75 cm, 1ar ung]:uul;
'ac&stor segmente este de 48°

. { >’13—Ti_i onomen:lo cl. g’:_ x-g re;m 'i, LT 7 ] 193 - )




271, Un lot avind forma unui pentagon a fost misurat de
‘cdtre un inginer prin aga-numita metodi polari (fig. 107).
Din punctul O (polul) s-au misurat distantele 04 =.

8

_Fig. 107 -

=43 m, OB =36m,0C = =~
= 41 m, OD =56 m i
OFE = 34 m. De asemenea,

: s—au ‘misurat unghmnle

AOB = 65°30' BOC =
= 71°20' COD = 80° si
DOE = 61°35' Sd se cal-

’ ~ culeze aria lotului.

- 272, Aria - deschmatum »
intr-un acoperis- prin care

trece un horn este de
2100 cm?, Unghiul de

mclmare al acopenguhu este de-32°. Cosul are forma unei
prisme cu baza un pHtrat. Si se aﬂe latura bazei pnsme1

- 273. Dimensiunile

. .bazei unui horn sint

de 40 cm x40 cm.
Unghiul de inclinare
al acoperigului este de-
+ 88° 83 se afle ara
deschiziturii in -aco-
- peris prin care trece

hornul. '

27%. Un acoperis 7

cu patru pante aco-
- perd o arie de 28 mz2,

Toate -aceste pante

sint inclinate fata de

- tavan cu cite un i
. unghi de 32°53". 8% -

se afle aria acoperisu-
Tui,

Y

Fxg 108

275. In figura 108 esteschifat un elevator al cirui bra];
' AN
AC=10b =6, 5 m face la un moment dat un unghi BCA =

- =125° cu stmgh1a fixd BC de lungime ¢ =3,8m. Sa se -
) determme lungimea cablului 4 B. ,
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. formeazé intre ele un unghi de

Pr IRt

T

"calculeze unghiurile dintre  ele.

'276. Din acelasx punct si in ace1a§1 moment pleaci
doud mobile, 4 $i B, primul cu viteza de 2 m/s si al doilea cu
viteza de 3 m/s. Ce d1stan1:a va fiintre cele doud mobile dupd
10 secunde, daci se migcd pe doud drumuri drepte care for-~
meazi intre ele un unghi de 34°?

277. De pe un aerodrom decoleazi simultan doui avi-
oane :unul.cu direcfia sud-est §i cu o vitezd v, =192 km/or,

~ celdlalt intr-o direcfie agezati sub linia sud-est care formeazi
‘cu directia celui dintii un- unghl de 23°5i cu o vitezd v, =

=256 km/or3. La ce dlstanté. intre ele se vor gési avioanele
dupé 2 ore?

278. Si se descompuni o forta de 35 kgf dupa doud

,duectn care si formeze cu forta dati unghiurile de 25°17’

§1 43%18'.

*279. Doui forfe’ concurente F1 = 12 ,6 kgf si F =
= 35 kgf formeazi intre ele un unghi de 81°50’ Sa se

/ calculeze rezultanta si unghiurile pe care aceasta le formeazi

cu fiecare dintre cele doud componente.

280. Doui forte concurente,’
F, =42,74 kefsi F, = 34,08 kgf,

64°24’. Si se calculeze rezul- -
tanta si unghmnle ‘acesteia- cu
E, si F,.

. 281, Trei forfe, de 21 kgf,
24 kgf$130 kgf, situate in acelagi
plan, sint in echilibru. S% se

- 282. De un suport (fig. 109) Fig. 109
este . atirnati o sarcind cu o

greutate P kgf. Si 'se calculeze forfa care intinde bara

b si forta-care acfioneazi de-a 1ungu1 barei c, stund cd

unghiul acestor bare este o



1%

}'1ar coarda A'M cu 2 sin :
’ "Deoarece OP = cosa, rezulté ci A'P= A’O—I—OP 1 +cos a:;;

CAPITOLUL. ’V L
mENTITAn $I ECUATH

II)ENTITATI TRIG O‘IOMETRICE

1. Pentru s1mphf1carea unor expresii care contm functu .
tngonometnce, 1a calcularea unor valori numerice, la rezol-

-7 varea ecuafiilor tngonometnce la demonstrarea unor ine~
- galitdi; la calculul maximului i minimului -unei expresii -

caré conj:me func;n tngonometnce 5. a. se folosesc zdmtz—
ta}h trigonometrice. o
_Identitatea tngonometrzcd ca si cea algebnca, este 0 ega-

Ji- litate adevirati pentru orice valoare datd literelor (cu excep-
 $ia acelora pentru care func;nle ce 1nterv1n in aceasta ega-
~ litate nu au sens). .

-Identitétile tngonometnce sint nesfirﬁlt de multe eIef

- -se deduc pe cale geometricd, pe cale algebrici, pormnd de
- laidentitati ewdente, sau pe alte c#i. Pentru a demonstra’

: "o identitate dat¥, folosim trans-

: @" -0 M - - formirile identice aritate la ca-
-\ R . pitolele al III-lea 51 al IV-lea,

‘precum si altele noi. :

‘2. Deducerea unor’ 1denmim'
A a) Unele ldentltati se potobfine .
prin consideratii geometrice. S&
luim, de exemplu, cercul de
razi 1 (fig- 110) cu centml 0 si

' - pe el arcul AM = qa. UmmdlM
Fi 110 - cuextremitifile A’ i A ale dia-
g ) _metrului orizontal i ducem M P,

B 'perpendmulara pe A’A. Coarda AM este egala cu2 sm ;

‘—8‘%‘—“ _2cos—(1v—5)




,§1 PA 0.4 OP = 1 —cos.a. Scrnnd relatule metnce, SR

'rdmtr-un tnungh.t dreptungh.tc o T e
L AM2= A'A.PAi A’Mz—A'A A’Pn care, SR
tnlocuind lungimile segmentelor prin expresnle de mai sus,
’obtmem dupa smphﬁcarea cu'2; 1dent1t51:11e cunoscute LU

2sm3;—1-cosa

s 5 c o Lin el
SO 2 cos2 2'- 1 + cosa. - ;ﬂ_', SR
o b) Cele mai multe 1dent1taj:1 se. obtxn efectmnd d1fente' D
v:operatu algebnce asupra - unor . 1dent1tat1 tngonometnce .
- -cunoscute. N
- De exemplu, I—l.dlCllld la pétrat sila cub.ambii membn
al ldentltatu cunoscute, sin?a + costa =1, obfinem :

sin‘a + cosla + 2 sm’a costa =1

,{‘ sm"a + cos“a + 3 sm’a cos?a (smﬁa + cos?a) = 1 } ;
"sau s ’ o o : o :
: sm‘a + cos4a —1 = ,,——2 sm“’a cos2a

T sm“a + cos“a——l = --3 sm?a cos’a. R
Impﬁrtlnd membru cu- membru aceste u1t1me egahtatl,, o
' 'obtxnem 1dent1tatea 3 _ ‘ :

- _-sind a 4+ cos¥ a-l ,2

sin% a4 cosSa—1 3

) Pommd de 1a 1dent1tat1 algebrlce cunoscute carora' .
~ li se aplicd o aceeasi funcjie tngonometnca in ambu mem- s
-~ bri, se- obin identitd{i noi. o
- -Astfel, intre unghmnle A, B C ale unu1 tnunghl avem .

relatla ewdenta o
, . A+B—-180°—C

Aphcind in ambn membn tangenta, obtmem* ‘ v L I
. ftg (4 + By=—tgC . o

. tgA-l-th N
- - :T.A».\V ‘__-\l _tgA ng ‘g‘ C s




A

- Eliminind numitorii si grupind convenabil, -obtinem.
identitatea: - -
tgd +tgB+tgC=1tg4d tg Btg C.

d) Existy multe alte metode de obfinere a unor identi-

' td}i trigonometrice, printre ele se afli metoda care folo-

seste proprietiti ale numerelor complexe. '
3. Demonstrarea unor identitdti. O identitate dat se

~ poate demonstra prin numeroase metode. Unele au fost

ardtate in paragraful precedent, altele se bazeazi pe inlo-
cuirea unor expresii dintr-un membru al identitifii cu
altele echivalente, dupi care se efectueazi calcule pini ce

- se ajunge la celilalt membru sau se fac inlocuirile in ambii

membri pind se obtine o identitate evidenti. Metodele de
deducere a identitdtilor pot servi si la demonstrarea lor.
Exemplu. Sd& se demonsireze identitatea :
‘ sin 15%
sin 3x

- Demonsirare. Membrul sting se mai poate scrie astfel : -

1 + 2(cos 6x + cos 12x) =

E sin 3% (1'+ 2 cos 65 + 2 cos 122)

o= - =
sin 3» _

, __ sin3x + 2sin3xcos 62 + 2 sin 3x cos 121

sin 3x. v
Inlocuind produsele de sinusuri prin cosinusuri cu sume

. dupi formula 2 sina cos b = sin(a + b) 4+ sin(e —b),

obtinem :

E sif3# + sin 9x — sin 3 + si’n 15% — sin 9 “sin 15%
= —

sin 3z o sin 3%

ceea ce trebuia dovedit. . '
4. Tdentititi econditionate. Unele egalititi sint identititi

numai dacd intre literele ce apar in egalitatea .respectivi

existi o anumiti relafie. Astfel de identititi se numesc

- conditionate. Demonstrarea lor se face la fel ca si la cele
fird conditii. '

Exemplu. Sd se demonstreze ci snitre unghiurile A, |

B, C, D ale unui patrulater existd relagia:

(1)sinA 4 sin B+ sin C + sin D = 

A . . C
+ 5 + SIn B+CSlnC.+A.
2 2 .2

‘= 4sin
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"srcosa+cosb—-2cos

Demonstrare Relatia de cond.ttle in acest caz,- este :
A+ B+ C+ D =360°
In egalitatea:sin a« + sinp 4 sin y —sin (oc +B+y)=
=4 sin z '2" Bgin® :Ysm x :Y , stabilité la aplicafia II de la'
. p.124, inlocuind pe acud, pe Bcu BsipeycuC si_ deoarece
oc-HH—Y = A 4+ B+ C =360°—D, obfinem: sin 4 +

sin B+sinC +sinD = 4sm‘4+BiB+c A'z"c,ceea

ce trebuia demonstrat. . 2 2

" B.- Folosirea ldentltiiplor.’Idenhtatﬂe 'cngonometnce, ca
si cele algebrice, sint folosite in diferite scopuri practice. --
.. Din exemplele ce vor urma vor rezulta unele mtrebum-
téri ale identitdfilor.

a. La simplificarea unor expresii. Fle, de exemplu expresm ’
E = sin 3a + sin 5a 4 sin 7a

cos 3a-} cos 5a+cos Ta’ )

pe care vrem si o 51mp11f1cam.

, Utilizind 1dent1,té;1]e sin a +s1n b= 2 sin ath cos 2=%
4 b 2. 2
-2

R putem scrie :

sin 3a + sin Ta = 2 sin 5a cos 2a

e cos3a+cos7a=2c055acos2a
Inlocumd in E expresiile obinute, deducem :
=k281n5acos 2a + sin Sa sm5a(2c032a+l)

2 cos Sa cos 2a + cos Sa  cos5a (2cos2a + 1) -

b..La caléularea unor exﬁresu numerice. S§ se calculeze
valoarea produsului: *

P = c0s 20° cos 40° cos 80°.

inmultmd si impérfind cu sin 20° si 1;1nmd seama de ,
ldentlta.tea sinx cosx = % sin 2%, avem succesiv : °

tg 5a

~ gin 40° cos 40° cos 80°

P ‘. sin20°c0320°cos40°c0580°
- T sin20° . . sm20°

S T | ’ ! i 1 1 1 o

— »—5in80°00380°  —— ¢m—mo¢ — sin100° © ——sin 20°

2 2 . .22 g 8

== = ~ = =

sin20° sin 20° Tdng0s 8.




S c. La demonstmna unor megahtd’p tngonometncc In general once
ﬁﬁ1egalitate se poate dovedi pornind de la © identitate.

: Astfel; dacd vrem si arfitim ci A > B, este suficient sﬁ calcu.liim

. ‘expresia 4 — B = C gi si urmirim semnul. expresiei C. Daca C >0,

..atunci 4 > B, ia:dacic<0 avem 4 < B. = .

De exemplu sdf se demonstreze magahtatea tng:mometncd

Ctgf*>l+ctga. )
" .daca 0 <'a < 180°. )

. B
-

- -a - T
. - R . o - ctg{;.;;- 1
" in adevidr, tinind seama de identitatea ctg g = ~— S
B : e : —

s ' o ' “Zcig —
gjuem:,_r"ﬂ AR 2 e
. o
f.*:tx - (1 + ctg a) ctg-— - = 2
: . -~ a

'2ct by
- 8 2

Din egahtatea obtinuté se vede cﬁ membml drept al 1dentit§th este: :

'mereu pozxtw pentru orice a; deoarece ctg; > 0, stiind ci0 < '2— < 90°
. . L _}‘__>> =
' ’ ) ! Rezultﬁ deci: :

ct°"‘>1 +. ctga.

d. La mlculana ‘mazimu-
- lui sau minimului Jmet [um;m -

trigonometyice,
..., Exemplu Lar constm—
- —— - “drvea unui tvavsformaior - de

. _cureni allernativ -este mscesar
ca miszul de fier, format din
. doud pachete egale’de pldci de
tabld  dreptunghiulard ce se
ncruciseasd, s& umple cit- mas
_mult bobina cilindrica. (fig. 111).-

Sy
//4 l " Ce dimensiuni trebuie sd& ddm

A\_—/ﬂ pacheteloy de pldci peniru a

realiza aceasta? Sl

- Sk - exprimim” volumul .

P 111 ' “miezului de fier. Pedtru aceasta
- ‘avem _nevoie de aridg 'sec-.

’ iﬂunn formats de cele dous dreptunghinri® fncrucigate. Notim cu
" “# lungimea —perpendicularei coboritd- din centrul ‘0 al cercului de sec-

tiune a bobinei cxlmdrice, de razd 7, pe una din laturile celor donﬁ drept T
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* " tn O (fig. 111),iar cu y jumitatea laturii 4B, care este totodatd gi jum#

singhiuti egale, ABA'E’, MNM', cu laturi perpendiculare i cn cents

_tatea laturli MN. Aria sectiuiii incrucigate se obgine scizind _din - pétratul - -

 ~ format de prelungirile laturilor 4B, 4'5’, ‘MN, M'N’ cele patru pitrate
-~ hagurate din colfuri. Latura. -patratului -mare fiind MM’ =2% gi a fie- .
o caru;jpitrat hagurat » — y.-rezultd ci aria secfiunii este 4 : T

, Ss e U — IR =Ry —y).
- D'acﬁ notim cu [ unghiuvljvériabil' format de raza OM cu:' petpend.!- 4
. .culara"OD; atunci: L S o .o o

E x= rcosagi.y = r,s'lnii,gg; 'i:\a,'t aria- S dzvine in acest caz: L
'S = 472 sin (2 cos & —sin %) == 47%(2 sin & cos & — sin® &)

‘sau, dupi ce inlochim 2sin acosa =sin 2“.;'. sintx = oos 2a -

. objinem o . P

oS 8 =-‘4,*Z’,(sin2a + gl—‘cos2a) -2

L . IR 2| :

. Notind cu I lungimea bobinei volumul prismei cu sectiunea toerueh ¢
- gatd este: L I R o -

}7«==515 = 2#!7[2 (sin 24+ RE cos 2&) - l] - ; . o

- Polosind un unghi gu:iﬁiai' @astlel catg @ ol (ceea ce se inump)a

] T - - 2. - . :

© cind ‘g = 26°33°54"), avem:

*sin 20 + Leos 20 = sin2a + TP cos 20 = SLEET W)
: - 2 R cosgp- . - - COSQ
jar volumul devine: . S
Sy gy [isinet ) ""];"
' - cos @ ) o

.~ Acumse vede ci volumul ¥ este rxjﬁxitﬁ cind Sili:i(?.a +q) este maxim, )
adics atunci cind 2« + @ = 90° de ‘unde rezultd ;- _ ' ,

T a =%' (80° — g) = L. (90° — 26°33'54) ~ 31°43'3".

Dimensiunile # i y sint in acest caz: 7
T 20,8517 §i y~ 0,5267.

_Observare., Pentr reioivé.feej “problemelor de maxim §i minim . -

" -existi-metode mai generale, care se studiazd in clasa a XI-a,. Cele:doud -

- exemple tratate. mai sus an putut fi rezolvate cu metode trigonametrice
numai datoritd faptului ci expresiile obtifiuteaur o formé speciald. s
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_ Ecuatii trigonometrice

6. Numeroase probleme ne conduc la egalititi in- .
care literele figureazi ca argumente ale unor funcii tri-

- gonometrice ; asifel de egalitdi, adevirate numai pentru

anumite valori date literelor, se mumesc ecuafii- trigonomie-
trice. Exemplul care urmeazi este edificator in aceasti
privin}i. A : ‘

~ Problemit. O bild M, de greutate P, se afli in interiorul
unei emisfere ce se sprijind pe sol in- A (fig. 112), astfel ci-

- planul diametral al emisferei rimine paralel cu solul. Bila

8

0 . este refinutd intr-un

------- === ——r-@l . punct M al emisferei
A 2] - datoritd unei grewtdts

' Q, care este legati de
M printr-un fir ce
trece peste marginea .
emisferes prin pumc-
/ "~ tul C. Care este un-
T ghiul-x pe care il for-
meazd raza punctulus
M cu verticala OA

: in pozifia de echili-
Fig. 112 o bru, presupunind cd se

- A neglijeazd  frecdrile ?
Rezolvare. In pozifia de echilibru (v. Fizica clasa a VIII-a), .
forfa P se poate inlocui prin doui componente : una MF,
care si acfioneze de-a lungul razei OM, iar alta MI de-a
lungul prelungirii firului CM. Prima forfi este echilibrati
de reactiunea emisferei, iar a doua, MI, trebuie si fie
egald cu forta @, pe care trebuie si o echilibreze. Notind
cu @ unghiul format de componenta MI cu P si tinind

‘seama cd MF formeazi cu MP acelasi unghi x ca si OM

cu verticala 04, dupi aplicarea teoremei sinusurilor in
triunghiul JM P, avem : :

MI MP Q. P

) s!nx= sin (B + x) sap siuz=.sin B+
. 'snu:“_ ’ ‘ 3
| sn B+ _ P
_.Q,

sin x
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in tnunghlul xsoscel OMC (OM :'0C) avem OM} =
= K\M- . B4 -;—AM 90°:f'a§acarezu1t5 I{W\F?

A
=p+x=0MC= .9."_.2?_35

‘Inlocuind B + # in :‘eblétia de mai sus, deducem :
sin (B + #) __
sin & 7 sin ¥ .Q

sin (45° +-ﬁ’
2

' e;are este o ecuapie tngouometnca
‘Rezolvarea problemei de mecanicd depmde de rezo)-

. varea ecuatiei obfinute :

,"Qsin(45° + f) =Psinx. - (1)
Fplosind 'identititile sin (45° + f-) = sin 45° cos —;— +

e V_
‘+ cos 45° sin — 5 sin— +cos——) si ‘2sin- __cos-z—

2 )
= sin %, dupd nd.tcarea la pitrat a ambilor membri ai

eeuatxel (1), obtinem :
— 02 (sm2 + cos?= = +2 sin 21 cos%) = Ptsin®x
sau :
2Pas1n3x - Q’sm r— Q=0

~ care, fiind rezolvata cao ecuat.le de gradul al doilea in sin x.
ne di: B
' sinx-=-9;(1:|;l/1+8-§.)

s, prm urmare, posibilitatea de a afla’ unghml x cerut
" 7. Obiectivul pe care-l urmirim in rezolvarea ecuatiilor .
tngonometnce este gisirea solutiilor, adici a acelor valori
" pentru necunoscute care fac ca membrul sting si fie egal cu
" ‘membrul drept. Nu existi o metodi generali de rezol-
vare a ~ecuafiilor trlgonometnce in cele ce urmeazid
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vam | iia procedee aphcablle Tiitltor - ecuatn ‘care Ok
’.vm ‘in aplicatii §i vom stud.la mteva t1pu.n de ecuatu tn-; -
. _gonometrice. .

8. Relatza intre arcele u §z v pentm care avem
BT a) sinu =sinv:

S Putem scrie sin % —sin v-o sat 2 sin2—%cos “': =0,
 ceea ce inseamné cii trebuie si avem:: o
adici'

i 4—y= 2km sau °°S'—2_—, 0 posszla numai dacﬁ L4 : ¢

is (2k + 1)1!.', adlcé “u + V= (2k + 1),;, unde % este un

intreg oarecare.

. Asadar, pentru ca douds arce u st vsd aibd acelagz sinus
T~ este necesar §i suficient ca dzferenta lor’sé fie egald cu un

. mumdy par de - sau suma. lor sd fie egala o un numdr

e zmpar de . :

T b) Cos % = COS ¥

. Aceastd relatle este echlvalenti cu cos % — cos ¥ = 0
L . : :
- sau ¢ > =0.

]

AReIatxa este posxbﬂi daca avem

adma -

= k':c.

; é.‘dici %+ v=2kn, unde k este "un mtreg oarecare

: Rezultd : peniru ca doua arce  §i v sd aibd acelam R
- cosinus, e mecesar §i sufzczent ta suma- sau dzferen,ta lor sd
B fze egald cu un numdr par de .

c) tgu=tgv si ctgu = c’cg v sint relatu echlvalente .

- 'pentru cd avem: ctgu =i-§1 ctgv
tgu

gf' ;
~ . 'S4 stabilim deci rela';la mtre arcele % §1 v pentru care -
© avem tgu_tgv. SRR >
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elatla se mau poate scne tg % -—tg“u =0 sau
OS uc

_care ne -conduce la sin(u —v) = 0 sau 4 —v = k'n: unde
-k este-un inv reg oarecare saul zero. - R
- Pentru ca doud arce si aibd aceeasi tangenta san cotan- :
gemta este mecesar st suficient ca dzferen;a lor sd fie egala cu':
un wumdr oarvecare de . L
~Regulile. stabilite mai sus folosesc la rezolvarea ecua‘;:nlor .
" care pot £i aduse la una din formele: a),.b) sauc). Exem-
plele ‘care urmeazi sint edificatoare in-acest sems. ~ - .

E xemplul 1. Sd se-rezolve ecuafia : e

sin? 3x + sin‘bx = sint7x - sin*9zx.

Eh ;Folosznd xdentltatea sin%a _,_1___;_0_33@ ecuat.la data
devme., - e A
”1-eosex 1 —cost0x 1—cosldsr , 1 —cosi8x .
, -+ = — + —
9. ' a 2. 2

sau ‘cos Gx—l- cos 10x = cos 14% 4 cos 18x‘, - o A, T
Transform.md sumele in produse, obfinem: L

2cos 8x cos 2x = 2cos 16x cos 2%

stnr
ST 2cos 2x(cos 16x — cos 8x) --,0

care se desface in ecuatnle :

cos 2x 0 cn soluha generali x M
~cos 16%x = cos 8x de forma €OS % = CoS v.,

o Avem decz ecuatule : !

S 16x —8x= 272215 cu solu’;xa generali %"

Y

' 16x + 8x 21:81:, cu solu’pla generala " = -”fi; ,:
LT Baci vrem s% obf{inem solutule cuprinse intre o $1 21: LA
d&m Im % d1verse valon obfinem in acest fel: S

ST ' . ’ I LI 31!

T . P Xh= Xy = —
- a o ° 34' 1 2




ARE A

Lo r, “ T,

. xl ""‘T: xz =_;l x3 2
S L R N " .
Xy =0 x1'=ﬁ; xz'=3-; ) =L:----xu=21t.

Se observi ci ectafia dati admite in primul cercun
numdr de 24 de solufii, pentru ci solugiile 2’ si %", sint
- cuprinse_in sirul solugiilor %'/,
Exemplul 2. 54 se rezolve ecuafia
1+ ctgbrctg2x =0 '

. - Ecuatia dat%i se poate serie succesiv : ,
ctgbrctgdx = —1;ctgbr = — —1 — = —tg 2x=tg(—24)
N . i ctg 2« . :
sau . :

ctg Bx = ctg (-’5'- + 2x).
Aceastd ultim3 ecuatie fiind de forma ctg u = ctgv
rezultd : o
By — (f + 2x) = ritm,
cu solutia generald x = % + %’ , unde m trebuie si fie un

- intreg astfel ales ca atit 5x, cit si 24 i fie diferite de Ar.
" Cdutind un astfel de numir, aflim ci m trebuie si fie un

intreg diferit de forma 3» + 1.

9. Ecuatii eare se redue la’una din formele -
sinu=m;cosu=m; tgu=m; ctgu=m (1)

se rezolvd cu ajutorul relatiilor stabilite la V—S8.

-~ Ca metodd generali de urmat in aceste cazuri va fi
transformarea ecuatiei in alta cu membrul drept un numir -
pozitiv, ceea ‘ce este intotdeauna posibil. -

De exemplu, daci am avea de rezolvat cos # = -—,—?-

putem scrie —cos # = e finind seama de relatia cos 4 =

= —cos (r — ), ecuatia dati devine:

cos(n—-u)..-—-..%.
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| La fel se pot transforma si celelalte ecuafii, dach
membrul drept ar fi un numir negativ pe baza relafiilor-

. sin{(—wu) = —sinu; tg(—u) = —tg u 5i ctg(n—u) =—ctg u.

Ticind ca membrul drept al fiecireia din ecuatiile (1) -
- s4 fie numir pozitiv, atunci se ytie cd dacd: 2
a) m < 1;existd unarc « = arcsin m, pentru care avem
sin « = m ; in acest caz, ecuatia sin # = m devine sin % =
= sin «, cu solufii ce sint date de: ,
1) % — o = 2kn sau, in grade, » —a = k-360°;
II) % 4+ « = (2k + 1)w sau, in grade, # + ¢ = k.360°4
-+ 180° sau de: o v . ' L
" I) = 2kr + arcsinm; '
II) % = (2k + 1)x —arcsinm;
unde % este un intreg oarecare.
Exemplu. Sé& se rezolve ecuafia :
3cos2x +8sinx +5=0.
fn acest caz urmirim s avem peste tot aceeasi functie
trigonometrici cu acelagi argument; de aceea inlocuim
cos 2% = 1 — 2sin?x, dupi care obfinem ecuajia de gra-
dul al doilea in sin % : o
3sin?x —4 sin x —4 =0,

care d%:
sinx = — -Z— si sin'x =2,

* . Singura ecuafie care di sdluﬁi acceptabile este prima,
pe care o scriem cu membrul drept avind semnul plus,
astfel : - . , -

si — ) = .2_ .
| wl=9=1.
Aplicind formulele de mai sus, avem urmitoarele solufii
generale: - - . . :

-y = k-360°+a_rcsin%; :

, l'l)j—x" = £-360° + 180° = arcsin%‘- . .

T) & =Fk-360°—138°11'29";
I1) Vx‘" _‘=’_k'v 360° —41°48’31".

/
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_ b)) mL '; existd un- arc -« = arccos m;. pentru care
- avem cos o= ; ecuatia cos %=m devme m acest caz

~'7cosu cosoc, B -

cu solu;:ule “ -+ a—an ‘sau: u:l;oc——k 360° (’ingrade"
. 'sexagesimale). -

‘Folosind . notatla @ = arccos m, atunc1 solutule ecua-
tlez cos % = m sint date de: RN

, %= 2k-n: =+ a.rccos m,
unde k este un intreg oarecare. o
: E xemplu. Sa& se rezolve ecuafia
) ' 3 slnzx + 5 cos?x =3 5
Putem ajunge ca o ecuaj:le sd contind aceea§1 functne

tngonometnca si un acelasl argument 1ntrebum1;ind 1den— -
tltai;lle o

e, 0S 21 1 4 cos2x-
sin?x = 1—-—°— $l cos?x = -—+-——- v

2
inlocumd in ecuatle,robtmem :
3. 1 - ;os2x 'l- = 1 +t2:oszx ~.3'5

7 1 L e
~ sau, dupa reduceri, cos 2x — -2—, care este echwalenta

A

N cos(n—2x)——2-. Avmd in vedere cd arccos;—= 3
atunci : R ' ' R

de "pndg_rirezulfi :

c) m este un numﬁr oarecare; existi unarc @ = arctgm, =
pentru care avem : tg o =m; ecuatla. tg u =m devme
in acest caz: 3 S

. - tg u -—,tg o, R
cu solu‘;u ‘date de % — o = ke sau, dacﬁ folosm notatla
¢ = arctg m, solutiile sint date de: _
% = km + arctg m,
unde k este un mtreg oarecare. ;




—, ecuai;la devxne' B
1 +tg’— : :

IR +«t'g§:f;7(1’,+ tg—:) -
- e — =

<af@;~a+@-<

sau dupi trecerea m membrul sting, obtmem :

2(l+tg—ltg2— S

.

“care se desface ecuatnle tg—= 0, cu solutla generaléir

2ku, st tg-—+1 90, pé cate o punem sub forma.;-_; '

l:f;ff l_:m—=mF—] f‘ﬁ

T a carex solune generala este data de ecua;na + — =k”"5

g ,7.{—~2k11:—-—-- L
R anr S
d) Daca m es’ce fn- numﬁﬁoaxecare, e:nstﬁ un arc « =-,; R
© __“=a arcctg m, pentru care avem ctg a=m ecuai;la ctg u=ma)
dvmemacest caz.;: S R o

s ctgu=ctgu )

sau tg % = ‘Eg «, care se. rezolva ca mal sns.

14—Tngonometne cl a X-a reala




10, Reiélvarea,ﬁntjr ecuatii trigonometrice care pot fi
.- reduse la ecuatii algebrice - TR
7 ) Astfel de ecuatii sinf acelea in care necunoscuta x -
- figureazd ca argument numai al unei singure functii trigo-
-~ nometrice, astfel ci, notind aceasti functie cu o necunoscuts _

" auxiliari y, ele se reduc la o ecuafié algebrics. -

" Exemple: ; !
1) 2sin?x —Tsinx 4 3 =0.
Punind sin'x = y, obfinem o ecuafie de gradul al doi-
lea, cu ridicinile: Y1 =—;— $1 5 = 3, dintre care ‘numai
. prima este acceptabild si di solufiile

¥ =%kn + % §i %" = 2%kn +f;_‘.

. - 2) Sd" se }fezolve eéua;z'a :
' “ 'tg:x-l-3ctgx'=4.

Punind Atg % =, avem de rezolvat ¥+ 3 4, cu 13-
N oo ¥
décinile ' =1 si 9" =3, ambele acceptabile. "Arcele x
sint date de ecuatiile : o ‘
- tgx =1, cu solufia generald in grade sexagesimale :
o - %' = k-180° + 45°,
gi: T ' :
tgx =3, cu solujia gemerald in grade sexagesimale :
' 2" =£-180° 4 T1°33'54""
8) Sd se rezolve ecuatia :

sin 8x = 8 sin3x.

-~ Dupi inlocuirea lui sin3x prin 3 sin % —4 sin3x, ecuafia -
_se reduce la una algebrics : y(12y2 —3) = 0, in care am
fnlocuit sin x cu y. . :
-Solutiile generale sint date de:

sihx =0 cu ¥ = kxn

si: - sin x = :j;% cux” = kn + -:-
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by 0 ,‘ééuraﬁe mﬂo‘nd& in sinx §i cos x, unde cel pu;m R
sin % sau cel pupin cos x figureazd la puteri pare, se trans-

" forméd intr-una algebricd, dacd pumem ces x =y, respeciiv

sinxe=y. .
“Exem p lu: _ oo
8 —Tcostxsin x —3 sinx = 0.

Ficind substitutia sin % = y, atunci cos?x =1— 92,
iar ecuafia devine: o T
' 4P Ty +3=0,
cu rz‘id:‘iéipilei

R 3
=1; = — §i = — =,
J"l 73’2 253’3” T3

’Singurel'é solutii a;ccepfabile' sint ﬁurﬁai 1 51%, pentru
- care avem: ' ’

sinxz =1, cu solﬁtia generali x' = 2kn - % ,

§i N ‘ ‘ - - : ,:;

"sinx -='—;-. cu solugiile " = 2kx + %A si 2" = 2km 4 %,
S : A

c) ) ecuafie rajionald tin sin x, cos , tg x se reduce la
una algebricd ficind substitufiile date de identitdfile :

x o x : .

- 29 1-tg atg —
Sift ¥ = —— ,cpsx;—____'.tgx=.,.__3__‘

THig R Y s 1=t —

2 2
. . . x V
§! apol: tg-z- =,

Observaré. Substitufiile de mai sus ne conduc
intotdeauna la o ecuatie algebrici care nu este in general o
ecuajie simpli. In unele cazuri putem ajunge la o ecuatie
algebrici ‘mai simpli, aplicind una din urmitoarele reguli :

Lo




" - 1) Dacd ecuat1a data nus ;sch1mba cind punem oS X _
"51 i—tg x in loc de.cos x, respectiv tg %, atunc1 ecua1,:1a se'-f\

~ rezolvd ficind substltﬂtla ‘9= sin x.

2) Dacd ecuajia nu se’ modifics atunci cmd inlocuim e
sin x i tg-x prin —sin %, respectw —tg x, atunc1 se- face
substltutla = C0S X. .

3) in cazul cind ecuatla dati nu se sch.tmba cind punem' L

A . —sinx §i —cos x in loc de sin x, respectiv - cos %, atunclv
- efectudm substitufia y = tg x.”

,- . 4) In toate cazurile care'nu se 1ﬁcadreaza la 1), 2) 3) :
-substituim y—tg— R ' A

. Daca in ecuat1a data, avem\§1 ctg x, reducem ecuatla
la una care con;:me numai sm x, cos ¥ §1 tg % punind: -

Exe mplu Sa se rezolve ecuatia hmam
@ smx+bcosx=c LT

Efectmnd substltutla aratati mai -sus, m care punem; A
, t = tg——,, ecuatia datd devme ;- :

2at ba—xz)

S 1+t* 148

Sau: .

P (c+b)t2——2at-|—c—b—0

- care are radiclmle : R

In cazul cind @+ >t §i byt —c; atunci: -
g—,— t1 si tg—j == ta dau doua §1run de solutu

R VETF =&
L =8tV + 2 Vc’ si t '
T c+b c+b

ADaca a -+ b =¢? si b# —-c atuncx avem un g§ir de;_
‘solut.u date dex S :
a

BRREE & ey

: Daca @ 4 b2 < c‘~’ ecuafia nu admite solutu reale.
,in cazul b= —c, ecuaj:la dati- devine : ,
asinx—ccosx =c,
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2 cos X (a sin == ccos ]_- 0.
S 2 2 2

Aceasti thlma ecuatle se desface in cos ; = 0 ‘cu so-

: +1)1r, $1¢5m'2" —¢ cos—; = 0.

- d) 0 ecua;w cmogena m sm % §i cos x de farma
. ,»ja. sm’” %+ @, sin"=1% cos ¥ + dq sin™2 % cos® x+ o
+a,,.cos"‘x—0 unde a,#0, B ‘(1)7

s reduce lao ecua;w algebncd aacd facem subst/ztutza tg z=y.

e Intr-adevar, prin impirfirea ambilor membn ai ecuatxeir ;-
'_'Vdate cu cos™ %, obtmem ‘ecuafia : L

| Agtg" X A+ axtg’"'lx+ +a,..=0 @
Ment.xoném i prm unpﬁrtxrea cu cos™x s-ar fx putut

@2n + )r--
.2

7—:}. ‘pxerde rédécxmle x= “ale - ecuafiei cosx = 0.

Daci inlocuim insi m membrul sting al ecuatiei (1) pe %

o ‘pn &'-;—-IE acesta devme aosm"'-(g—”—'-—;—l—)—“-, care nu este -

nul; de unde rezultd ci imparfirea cu cos™z, m ‘cazul de

r"’_"faté nu aduce o pierdere de riddicini. |

~ brica:

Substituind in (2) pe tgx cu y, obtmem ecua;:xa alge- -

- agy” + “xy”H + . + B = 0

- care ‘are m ridacini. 1 Payoees y R
Ecuatia datd se descompune astfel in ecuatule

tgx =9 tg"—)’z: 218X = Yu.

, in cazul cind gg=2a,=...=a,=0, putem sooate' o
: factor comun cos¥ ¥, iar. ecuatla se descompune in cost x=0

e intr-o- ecuatie ‘omogend in sin x gi cosxde gradul n——k
- care se tezolva ca- max sus, S




" Exemplu. S4se rezolve ecuatia : - »

, 2sin?x - \/§ sin % cos'x + cos?x = 2.

. Putem face ca ecuatia si fie omogeni punind in loc de 2,
din membrul drept, expresia echivalenti 2(sin?x + costx),
dupi care obfinem: - A

2 sintx 4+ V3sinx cos x + cos?x = 2sin?x + 2 cos? x
sau: V3 sin x cos ¥ — cos?x = 0, care se descompune in
ecuatiile: . - ‘
cosx =0 si V3 sinzx— cosx = 0 ‘ echivalenti cu

@n+ 1 x
2

tg x’ = V%)' cu solutiile ;c’ = si " = kn +3

Verificarea solutiei x”. 'AAvez'n. sin x = (—1)* sin —;ia '
= (—1)*- % $i cos x = (—1)* cos—;i = (— 1)k .\?, " prin .
" urmare ; ‘ “ . ' ‘

2 sin®x + \[:?sin.xcosx'+ coséx =2 (—1)"”"%-{~ :
FVEDh Ly 22y 8 80,

Rezolvarea unor eeuatii trigonometrice
prin metode speciale

11. Ecuatia liniari asin x 4+ b cos x = ¢, pe care am
- rezolvat-o mai sus prin reducerea ei la o ecuafie algebricy,
se poate rezolva prin folositea unui unghi-auxiliar astfel :
impér{im- ambii membri prin a. ;
. o, b ) ¢
) Sin x4 —cos x = =,
- a . a
unde punem :

b
— ==
. & g ?
dupi care ecuatia devine: -
$in X + 22005 4 =& ggy ¥B Cre_ <,
cosp ol cos P
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- de aici rezultd ; T
' sin (x +.9) =% cos'p i apoi x.

N

Ca exemplu si considerim ‘urmitoarea : '

, Problem#. Un sopron de-scinduri, avind forma ca in
figura 113, se inveleste cu un acoperis care are cele doud fee
nigte dreptunmghiuri ale cdror plane sint perpendiculare -

intre ele. Ce inclinave fajd de  planul orizontal .al

" tavanului, care are 0

- formd dreptunghiula- - - g’

rd, trebuie sa dim ~ :

- grinzilor laterale ce. -

 ‘servesc drept suport

pentru bitutul scindu--

rilor,. peniru a puica

folosi scinduri cu lun-

gimile de 3,75 m §i.

3 m, fard a le tdia §i .‘A )

- astfel ca ele sd acopere

perfect tavanul lat de. N

4,6 m? o

. Rezolvare. Grin-

- zile laterale AB.=

" =A'B'siBC= B'C" | .

trebuie s fie cit ‘lun-

~ gimea scindurilor de -

care dispunem §i pe . ' Fig. 113 ,

care le agezim pa- - I

ralel cu aceste grinzi. o , v
Pentru ca acoperigul si inveleasci gsopronul perfect,

trebuie ca proiectia ortogonald a sistemului format de cele

doui dreptunghiuri si fie chiar tavanul MNM'N'. '
Daci notim cu «x inclinarea grinzii BC fatid de tavan,

atunci inclinarea grinzii AB este de 90° — x, pentru ci

cele doul grinzi AB si BC sint perpendiculare intre ele.” -
Deoarece proiecfia-liniei 4.BC trebuie s# fie chiar MN, .

rezulti cd avem: | T .

| ~ Bcos (90° — %) +3,Tcos ¥ =45
sau, dupi simplificare: . - '
: " 4sinx -+ Bcosx=86.

”l
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Avem de rezolvat astfel o ecuatle de forma a sin % -I—, ‘
j47+bcosx—c ' ] ; , .

Punind —_——= tg P Sau (P a.rcl:g— : arctg 1,25&'51 b20'127(;’
- ecuafia devme e , ol

A . sin (x +<p) ——cos51°20'27' -

7 Aphcmd logantmu avem': | B . . i
lgsm(x—l—tp)-—197175 S e
§1 prin urmare : B
%49 =69°83'24" sau x + p= 180° ~69°33'24",
G ) 7‘:Rezu1ta H : \ -
Sh T x1=69°33'24" 51°2o’27" : 18°12’57"
T -

%3=180° — 69°33'24" — 51°20'27" — 59%'9",

it ~ Am rei;mut din solutule generale numai unghmnle ascu- '
- tite, singurele admisibile in aceastid problema. : ‘
Avem deci doud solutu <

© - -1°.84 dim wunei fefe a- acopensulm mclmarea de

18°12’57" fats de orizontali ; cealalti fatd va avea in acest

caz inclinarea de 90° — 18°12’57” = 71°47'3"". . )

. 2° 8% dim unei fete a acoperisului inclinarea de

' 59 °6'9""; cealaltd faji va aveain acest caz mclmarea de90° —

- —b9°6'9" = 30°53'51". - :

Observiri privind echlvalenta ecua-

© fiilor trigonometrice.

.- Din exemplele de ecuatii pe care’ le-am tratat pind
- aici se vede ci, pentru a a]unge la solu;:le, transformim
o ecuatnle in altele echivalente, pind ce se a]unge la forma
- ..cea mai simpld. Trebuie si observim insi ci in  decursul
~-acestor transformiri si nu se introduci ridicini striine
sau-si se piardd din ridicinile ecuafiei date; de aceea se
B 1mpune ca solutiile generale pe care. le obi;mem in anumlte'
- cazuri si fie verificate.
‘Se ‘pot ivi exemple cind ecuatla este formata dmtr—un
o produs de functu egal cu zero. In aceste:cazuri este absolut.‘
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necesar ca valorile lui x, care anuleazi -un factor, si fie

 numere pentru care. ceilalfi factori existi (au sens).

- . Daci membrul sting al ecuatiei este o fracjie care tre-
" buie si -fie nuld, gtuncl“xidémmle' numdritorului trebuie
~sd fie numere pentru care numitorul este diferit de zero.

7 S Exemplu 11. Rezolvind ecuafia cos % (1 — tgx)=0,
~phn descompunerea ei in ecuafiile cos ¥ =0 sil —tg x=0,

i gisxm sglu}iilef 'g"eihggalé‘-iéx'—' =E?—';'-1l’-’§1 %" é_nn'+ f—

~ . dintre éaré Cele?din’tii, g é?ejlé ,pi'éve'nité de la cos x ={0; :
rupot fi lugte in considerare, pentru ci factorull — tg =0
iz are seris pentru-x = ZXUE, e

o A,:‘rsél‘utiﬁ?,buﬁe"i.s‘intv'acéléa~ care verifich 1 —tg % =0, -
< adicd x = nn + '-}‘;.,.peni_:.ril care ,r;factor'p.rl .cos % are sens. -

 “Exemplal 2 Din ecuafia —22"— =0 rezults suc-
A 0 ol —cosxe SRR

cesiv sin % = 0 ; # = #m. Pentru ca ax si fie o solniie, este -

" necesar ca numitorul si nu- se .anuleze pentru aceastd
“valoare, adici 1 — cosnw si fie diferit de zero. Aceasta"
_implici ca numirul » si fie impat. Din analiza solutiilor

*ecuatiei deducem - ¢i ridicinile admisibile stnt - cele - S

- cuptinse in formula ¥ = (2k + 1)=.

““Pe lingd cazurile citate mai sus, trebuie si avem in

vedére §i la ecuatiile trigonometrice cazurile cind -se intro-

duc ridicini striine, precum si pierderile de’ ridicini, " s

intocmai ca la ecuatiile algebrice. 7 o
- Cind inmulfim ambii membri ai ecuatiei cu o expresie- -
- care confine necunoscuta, precum.si in cazurile cind ridi-

-

c’ém’ ambii membri
‘introduce

este mecesar si verificim care anume- dintre - radicinile
. ecuafiei transformate verifici “ecuafia datd. S

7 ) -ecuatiei la o aceeasi putere, se pot -
ridicini striine, De aceea, in astfel de situatii, -

" _:Atunci cind impérfim ambii membri ai ecuafiei cu o -

- - .

" expresie care confine necunoscuta, in vederea simplificirii .

. ecualiei, se pot pierde dintre riddcini acelea care anuleazi

' expresia prin care imp#rfim ambii membri ai ecuatiei ;de o

~ aceea trebuie si ciutim care sint valorile care anuleazi
- aceastd expresie 5i'si cercetim daci ele sau unele din ele -
sint solufii ale ‘ecuatiilor:date. - ' ] SR




Sisteme ‘de éeuaﬁi trigonométriée

12. Problemd. Un grup de geologi are misiunca sé mar-
cheze pe un podis punctele unde urmeazd si se Jacd foriri.
I'n apropierea unor puncte marcate prin nigte copaci, A, B, C
- (fig. 114), ed gdsesc un astfel de punct M. Pentru ca acesta

. © 'Sd poatd fi ugor gdsit,

se mdsoard cw teodo-
- litul unghiurile o §i B

sub care se vid distan-
tele AB st BC. Cum
- seva proceéda - pentru .

a marca pozifia. punc-

tului M pe hartd si

cum se vor stabili dis-
lanjele acestuia pind’

la punctele vizibile A,

B, C? ’

~ In afari de un-
- ghiurile «, B se deter-
Fig. 114 : minj distantele A B=
: _ g * =a ; BC=bsiunghiul
2N : - Lo IN
- ABC = u. $& notém unghiurile BAM = x si BCM = y.
Daci reusim sd determinim aceste unghiur, avem directiile
- dreptelor AM, CM si, prin urmare, posibilitatea de a deter-
_mina pozitia punctului M pe harti, pentru ci unghiurile
- se pistreazd prin aseminare. Si formim un sistem de
ecuatii care si ne dea cele doui necunoscute. '
Scriind ¢4 suma unghiurilor patrulaterului 4 BCM este
360°, avem prima ecuatie: .

x+y+u+ a+@-=360°. " @)

Prin aplicarea teoremei  sinusurilor in triunghiurile
" ABM si BCM, g‘ési_m:_ B N -

MB a. . MB - b /

— Y — .$] _ == —,

sins sine siny sinf
§i prin urmare, objinem a doua ecuatie:
' asinx_bsiny cay % _bsina

sing  sinB  ainy asap ',(2)_
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Ecuatlﬂe (1) §1 2 ) formeaza un s1stem cu - necunoscutele' '
x §iy. Deoarece aceste necunoscute figureazi ca argumente
- ale unor funcfii trigonometrice, sistemul obfinut este .un -

- sistem de ecuatit tngonomemce Rezolvarea sistemelor trigo-
' nometrice se face prin eliminarea pe rind a necunoscutelor,

‘ca §i‘la sistemele de ecuatu algebnce, dacd aceastd elimi-,
nare ¢ este posibild: - o
" Sistemul obtinut mai sus se poate insi rezolva printr-un -
- artificiu-de calcul. Din ecuafia (2) deducem, pnn aphcarea

.apropnetatllor propor;ulor

: . _asinp
) smx—smy bsma-—asmﬁ -"gs_—in—a
G -osing +7_siny bsjna-{- aainﬁ : ﬂ.’
) : - ' 1 “bsina

sin”

' Dacid notam 28R tng §1 transformam membtul
- bsina

r:rfstiblig’" 'inf formula -calculabxli prm logantm1 obtinem :

: 2 l_ tS‘P ° V
— - - —tg (45 —W)l
7_',_2'Bin’:y .0.06“;’.. . 1+ts'¢ .

' .jde unde rezulti s B

) Tuﬂnd seama - de ecuafia (1), dm care rezulti x+y=
= 360° — (u + «+ B), ecuatla (3) devine : :
' o gisie tglo — 45°)tg°‘"’3+“

sttemul de ecuatu devme astfel 2
% +y=360° — (a+ﬂ+u)
tg———tg(qa 45°)tz°‘+““

o Din ecuaj;la a doua - aflim x — y = ¢, care, impreund -
»'cux+y—360°—(oc+(3+u) ne dau unghiurile x iy

g1 deci- posxblhtatea de a determma prin calcul pozqna )

'punctulm M . \ o

' .
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Cunoscmd ungh1ur11e x 51 y, aﬂam apo1 d15tante1e MA o
5 MB MC din relaj:ule S 4
Ma - MB = a .' ) MC - b
o sin(r + o) siny ding »$1A sin@ +y)  sinp
"Observare. Problema determingrii punctului M este
_ cunoscutd sub numele de problema hart.u sau. problema Tui.
Pothenot

~13.- Alte sisteme de eeua;u 5 exemple de rezolvare. :
E xemp lul 1. Sd se rezolve szstemul de ecua;u 'R

o xty=a; smx+smy—a
o Rezolvara Transformind -ecuafia a doua in produs, s
- avem: -

AT, S ,2‘siniiz cos.‘%='a.

inlocumd % 4 y = «. obfinem:
a—y ___ @
2

' ,2sini. - -
2 : R e

51’ pnn urmare % — y-— 2 Arccos ( a ), 7‘
R 2sin— |
2 -
-~ Aceasts ultimi ecuatie impreuna'cu, X4y =ane da,‘? T

<1

. x si y,"dg,ééij ';,4 :

'2s1n—“-
2

' Exemplul 2. Sa se rezolve sistemul- de ema{u' -
~‘x+y=oc, tgx+tgy——a

Rezol'uare Avem tgx-i—tgy —smr )

COS z cos y

- Inlocumd produsil de cosmusun pnn sumi 51 pe x+y o
: cu o, obtmem , o

- ) ,2sin(x+y)."n __ " 2sine —a.
‘cos(x 4+ ) +cos(x —y) cos e + cos (x — ) o




g de unde rezulta B S R
D 2sime A '
. cos(x — y) =———cCcosa
a " -
- 51, prm urmare Ll

2sine - )
o cosoz].
a:

x = y Arccos(

Aceasta ecuatle impretmi cu % + y = a ne dau x ‘;az y,,'
~~,'daca avem : ,

2sinx
‘ £ “—cosa|<l,
. - 1

: Ex'émplrﬁl—; 3. Sé‘z’-"';s‘s, rezol;fe:'sz’stééhralﬁ de ecuéi’_i e

x-l-y—u cosxcosy—a
, e
Caz nummc o= 60° =-2—,

- Rezolvare Transformind produsul de cosmusu.n in sumé. =
- ecuatia a doua’ devme et

‘cos (x +y) + cos (x —y) = 2a
o Inloctund x4y = «,. obtmem cos (x—y) — %% —
—cosa §i, pnn urmare ;| ¥ —y = Arccos (2a — cos; oc) o

_ Aceasta ultimi ecuai,'le 1mpreuna cu % + y = a'ne dau‘
x §1 y, daca avem: -~

|2a—cosa|

3

Pentru o= 60° si a = —;- sxstemul devine x + y—60°
x —y = Arcos—z— = n. 360° + 60°, de unde rezulta x =

‘7 —300:[:30°+n 180°,y—30°:]:30°'_,, 180°

" Pentru n.=0, avem_ solutnle (x=160°; y = 0°) §1’
o (x=0° y—-60°)

Exe mpl ul ‘4. Sa se rezolve szsi‘emul de ecuam

x—y—a ctgxctgy-—a .

ot




Rezol-uare. Ecuaha a doua se poate transforma succesw,
' aphcind proprietitile proport,nlor astfel : '

- cos ¥ cos ¥ cosxcosy + sinxsiny  a+ l ’
) . ——'=—,' - — = .
‘sin¥siny -1 cosz cos y ~ sin xsin y a—1"
- sau: o
o cos{r—y) a+1
- b cos (¥ + ) d-—l' ;

Inlociind x — y= «, ~obfirtem - cos (x + y) = ;:—1— cos a,

si, prin urmare: x + y= Arccos (-———— cos ar.) Aceasti

ultima ecuatie impreuni cu x — ¥y = a ne dau x §i y, dacit
avem : :
a—1

a+1

COoS o

<1

EXERCI'J.‘II SI PROBLEME o
::(Raszﬁunsurzle ;@ mdwa;ule se gdsesc la 1& 250—-—251)

Sa se demonstyeze zdantzta,tzle o
;, 2_83., tg_(a + b)tgla— b) = Sinta —sinty ~
7 - cos?a — sin?b .

284. 2(sina + cos“a) = —sm2 2a +2cos? 2a.

@g cos 3a l—tgatha -

VAl “cosa l+tgatg2a

286, tga +2tg2a+4tg4a+8tg8a+16ctg 16a =
,1=- c»t;gaf’ :

) j’,: 2 1 4 sin a
YA 1+4cosa

'='{1 +tg )

" Sd se demonstyeze zdfmtztd;tle condz,tzonate (288—289), .
adevamte dacd a = b 4 ¢:

g&( sin @ + gin b + sin ¢ =4 sin ;cos;cos »2-.

2§p§tga.+ctgb+ctgc tgactgbctgt

o
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a4 b

. daca a+b+o '360°

¥
-

Y se demonstreze identitipile condz;zonate (290—291)

adevdrate dacd a. +b4+c=90°:
ﬁmf smza + sin2b + sm2c =1 —2sin a sin b sin c.

291. ctga+ctgb+ctgc—ctgactgbctgc

.. sin?a + smzb —sin?c = 25111 a sm b cosc, dacd
¢ =180° -

293. cos?a + cos2b + coszc =1 + 2c0s @ cos b cos ¢, »

sin {a 4 d) sin. (b+d)sm (c-{-d;
€08 a cos b'cos ¢ cos d

2%4. tg a+tg bttgottgd=

dacéa+b+c+d-—180°

><Su se rezolve ecuatiile mgtmometnce

802, tg7x + tg3x =0,
: {3]13” sin 3% + cos 3x =0.
- -804 tg(x + 48°) = ctg %.
,‘3@5. sm2x+2smx—3——o
o ’396’ \/ismﬂx+cosx—o o

295. sina + sinb+ sin¢ = (—l)"+l 14 sm—2-sm %—sm s

' daca a+b + ¢ = 2nm.

S sé demonstreze cd intre elemmtele orzcarm tmmght
emstd urmdtoarele relatii :

cosA cos B cosB cosC , cosC cos 4 sm’A
+ +

L be . oa i
-1, ) :

297.cosA-—1+‘ ,
298, tg + tg +t —_‘,’f:';
299, a2ctgA +b”cth+czcth=4S

'300. 4S = z,t,z _+ —l-:-—a‘.”-;-"c}f

301. sin 3x = cos .

TR
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',{;3307. 3tg?3x. —-1 =0,
'308.251n2x—-1—-0 _
309 cos?(—+60)-—1—0

‘ 310. sin° :.fé-l—sm’x ' ,

(Facultatea ‘de matematxci gn fiz;cii ,,Babes—Boly g Cluj, 1958)

. 311 2sm2x+2smx—?cosx—1=0 - o
. - (Instxtntul de petrol i gaze, Bucu.resh, 1958)’ o

Co e 312. sm(x + 10°) —sin(x —50°) + sin(x +70% =1. .
RN - (Facultatea de_chimie, Cluj;: 1957)_
e s :(3{3. 251n3x —3 smxcosx—o S L

4ismx+cosx+sm2x+cos2x+sm3x+ :

¢0s.3x.= 0.

. 7 ”315. cos‘x+3sm'~’x+“ 3smxcosx—1 ,
C - (Facultatea de mecamzare a agnculturh, Qraiova., 1957)'

318. 4sm‘x+ sin 2% —3

(Facultatea de matematxcﬁ si fmca Tmugoa.ra, 1956) o

317. Sctg (— - x) + 3tg (— + x) + 4cos(—+ 2x)-—
o (nstitutul politehnic ‘Bragov, 1956):

© 318. 54 se gaseasca unglnunle unui triunghi stiind ci -
B este de trei ori ‘mai mare ca- Csicd raportul latunlonb

: ‘9
: A§1 c este -egal cu e

- 319. Laturile AB si AC ale unui tnungh1 ABC smt~
s egale ‘respectivieit 2 cm §i-3 .cm. Unghiul 4 fiind solutia -
T - diferitd de zero a-ecuatiei tngonometnce sinx 4+ cos 2x=1,

~z. .- sd se calculeze lungimea laturu BC, precum si funcj:nle;

- . »tngonometnce ale arculm;- < , :
S S . . (mstitutul pohtehnic, Iagi 1957) ’
‘32(5 tgx-l-tg(——-—x)-—-lh

.'_,.sm2x+c052z—\/—smx . By |
- 7 (‘Pacnltatea de- industrie m Iag.l, 1955) ,
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carrroLu, VI
~ LUCRARI PRACTICE

' MASURATORI PE:TEREN- -

1. Aplicatiile trigonometriei in fpractics‘i sint numerbase;

. Unele-dintre ele-au fost aritate in cursul lectiilor de pini.
' acum. Printre cele mai importante aplica}ii sint misurarea

dimensiunilor si ‘2 ariei unui teren de pe suprafaja Pimin-

tulwi, .

Cind avem de mistirat o mare parte din suprafata Ps-

b mintului, hu putem neglija faptul.ci Pimintul este rotund

ca o sferd. In operafiile de-mysurare din acest caz trebuie st =~

{inem seama de sfericitatea Pdmintului. Problemele de acest”
fel sint mai complexe. Cu astfel de probleme se ocupi

. . geodezia. ‘ .

Dac avem de misurat o parte din suprafaja Pimintulsi,

unde se poate mneglija sfericitatea, pentru ci terenul este
~ relativ ‘mic, facem apel la gtiinfa misuririi- unor astfel de

supfafete, adied la Zopografie. o

" Partea din topografie care se ocupi in special cu m#su-

rarea terenurilor agricole se numeste agrimensurd saun

arpentaj. . - S .
Pentru a putea duce la bun' sfirsit o misurare de teren

trebuie si culegem datele necesare : laturi si urighiuri. fn

acest scop folosim diverse instrumente de misurat.

2. Instrumente pentru misurarea distantelor pe teren.

Lanpul (fig. 115) are 3e!bbicéi lungiﬁiea’ de 10 m'si este

- format din 60 de vergele de sirmi groasi, terminate la
. capete cu cite un inel ;- doud vergele consecutive sint legate

prin inele. Vergelele sint astfel dinmensionate, incit distanta
dintre centrele a doui inele si fie de' 20 cm. .

»

- Cele mai intrebuinfate instrumente pentru mésurarea dis- =
tanfelor sint lanful §i panglica. s



4
Ea

" compus dmtr-un Seiticer
. dat. La extremititile uayi dia
- metru fix, AB "al sefmcercu-

entm a economJSI tlmp ia operatla

Panghca (ﬁg _EL'LG) : P

< de milsurare ad

‘lungun

avem: nevoie de un instrument
tru aceastd operatie corespunde
j~o pang‘hca de", metal Iunga de -

10 m,20 m sgu BO'm, mf%;m:ati pe o: cruce de lemn Panghca
, izie in misurarea lungimilor decit langul,
, mtrodu erof din: €auza sugruminlor care an
i T de lega—.,

3. Insttnmente' pe,l’i
rarea anghiarilor: Pen
, i a_dmli difeg

FigllG S mgum
Tui grada.t unde smt n tate in cazul diviziunii Sexagesx-
inale 0° _5i 180°, se afl3 dous pinule, p i p", care deter- -

: pnn niste descln eri verticale un plan de vizare fix.
Slstenml de pmule flxa, ede ;_amettul fix formeaza alidada







, “te::en este Tegatd

“perfect. ‘orizofitald,
stelor :proble“e; Jghit
nan de ungh;.,




,supunem of am giisit CI = ¢. Din B masu::im cu teodohtul
. unghiul «, pe ¢arel formeazi raza ce pleaci din

- ochml observato ului.citre virful cogului cu orizontala BD.

. Cu datele cipitate
prin mistrate ditecti

CI=u i ABD —a
~obfinem - din triun-
ﬁhml : dreptunglnc

- AD=BD1g. a.-—atga
© sl prin urmare, infl-

. fimea cosulm pinila
; 'bazd estesf

Big.119 —atgath

8. Aﬂarea inﬁlﬁmii unm oblectw de eare nu ne putem ook

. apropia,
i Vom arita ciim s-au” efectuat misurétonle ‘pe teren,

: “ pentru determinarea in%lfimii cogului fabncu din problema

' 264. Deoarece nu ne-am putut apropia de eosul fabrxeu,
am agezat trepledul intr-un loc 4. ,

AC=AD+DC=‘:

¥



'nm t-de 1az3 vxzuala a
- cu. orizontala AP a :
pirtat de locul 4 pe
ptd AC s# treac prin
ece prin gura cogului),

- de raza vizuali BC
ate e poate aﬂainilt,lm a .
ia S & tnunghlulm CAB i

c“sm(180° - o smﬁ  EsmosmB

Lo v = . 2sin (a—(.’.) Asm(u—ﬁ) A
. Dm egalﬁaatea ' .

Ve o Y BD. ";ﬁﬁ.‘msi@;ﬁ o

R o T2 emia-g)

BD= as;n asmp

sm(a—ﬂ)

) trep dald, Ape care

o presupunem eg_ala o
:: _:‘j_ cu» Jl - .
Asadar, avem: S '
'BE_%+csnusxnﬂ ~ o L
Cosm@=8 . g 121
~, 7. sttanga dintre donii pnncte aceesﬂnle intre eare
e giliseste un obstacol = A
Pmblemi. Pe un ges mtms se aﬂd 0 ﬁadu 7ice.. Sa se arate
c aum se poate determina lufngzmeu & imtre. doud asezdri A
- §¢ B ce se afli la marginea paduricis (fig. 121).
7 Rezolvare. In ac -,.problemé avem de aflat distanta
. dintre agezirile 4 i B intre @ fe se afld piduricea P, ee
" constituie un obstacol _enfsru o masurare d:.recta a d15tanj:e1

Sz . N

233










In tritnghial CAB avem v
S S “sau AC——EM
smg sialarB) tinfetp)”
in. acest mod afify doua laturi. 8 ungmul cupring inere -

: éle din triunghiul CAD

AC::..E& AD'= asinf - —
o sin (a8 © sin (& + B) §1 CAD % — o

= Cunésclnd aceste elemente putem calcula cw ajutorﬁl
0 dor dlstanta €D.. _ -
_ Trmngulape L " _ A
‘ 10. Pmblemﬁ. Un teren intins are forma ca in figura 124.
- Ce operatit trebuie sd facem Dentru a ridica planul aces us
teren efectaimd un numdr mzmm de mdsyrditori de Jungs
: 07w Resolvare. ‘Terenul
fund foarte intins, este
“de altfel greu de pre-
supus ¢i vom putea mi-
sura - direct distanele
mari. Aceste dlsta‘nte :

cul. In acest. s:.-xop a;lea- '
“gem un punct O din.in-
teriorul terenului, - de

. unde efectufim observa-
tiille. Unim O cu 4 §i
misurdm distanfd Q4=

. ==a précum i unghmrile

. Bab =1 i o83,
..+, In triunghiul astfel for-
. . mat cunoagtem o latm;a’

Fig 124 . S

a si-doui unghiuri 1 §i 2

' Calculim cu 'ajutoml acestor elemente: latura BO.
In noul triunghi . BOC |cunoa§tem Iatuxa calculata A
BO=1p §1 ungluunle pe care le mastrram CB@ = 3 §i-

BO\C = 4 Din nou disptinem de ‘elemente cu ajut.o,rl;l
cirora putem calculaOCsa.m.d e oL




Dupa aceste opa/rftu ¢ e vom ‘cunoagfé p?ni Ia

1 pe aceste raze toate -
ge la o scari comvenabil

, B, € , H s#& intre pe
s _ﬁplanul terenulm o
OH tde k 01'1,

i a, toate dxstanj:ele @B :
i ,n,ului n triunghiuri si de
tele triunghidrilor, “pornind de la elemen=
ungln de baz¥, se numegte trzangulatze e
a triangulatiel a fost folosity ou succes la cal- -
qmil unui are de mendian :

S presupunem ci sé mﬁsoa?
;,axculm de mendian~

Aplate ce & Po
E, F, §i 01!
- rile ABC, BCD CDE F, gt
EFA', ale-ciror latir sint in=
"hih:ite de meridian #n L, M, N, P.
' ‘Se misoari direet una dm
,,Iatunle tnunghmnlor, de exeniz
plu latura = 4B, pe caxg 6 nu-
- gpol

soar& lun shinrile h’iunghz it
: sxsecalculeazilungimeac*l?g aamds










- formeazs cn baza un unghi . S5 se afle unghiugil

. meazi ct baza -inghiuri
.. de 60°, Latura bazei pi-

paralelipipedalui. S
- 370. Deasupra unei gropi de vat se.cc te tin aco-
periy. de forma unei piramide regulate, avind ca bazi un

dintre diagonalele bazei este egal o B. $3 se affe volumul

pétrat. Latura bazei este de 6,5 m, iar indlfimea acopetisului
7 B trebuie s fie de 2,5 m.
. 94 se afledungimea mu-
chiei S4 si si se calcu-
- leze unghiul pe cared
. face aceasti muchie en
planul bazei | ¥
- - 371. Indlimea wnei
piramide regilate, cu
baza un pitrat, este de
-7 cm, iar latura bazei
~ este de8 cm. Cu ce tnghi
este incliriatd -
laterali fapi de 13
-~ 372, Tatr-o piramidi
- cu'baza un triunghi echi-
o v S lateral, una din fefele -
laterale este perpendiculars pe bazi,. jar celelalte doui

care l¢ formeazi , muchiile laterale cu baza ( %e
- 873. O piraniid) regulats are ca bazi uri poligon cule -

laturi. Unghiul unei fefe plane din virf este . Si se afle -

unghiurile diedre de 12 bazd (n = 4;a = 60°). - »

374, Acoperisul unui I S
turn areforma uneipira- e

- mide ‘octogonale régu- . L-‘ 25

* late. Fetele laterale for- -

Fig. 127 -

‘ramidei este de 1,23 m. OC

Cii metri pitragi de <=

tabld de arami sint ne- -

. cesari pentru a acoperi

- 875. In figura 128 se di o secfiune a unui terasament
-de cale feratid. Unghiul « se determini, din relafia tg o=

= 2. Cffi metri cubi defpmint confine o poriune din

- Pig, 128 .

ot




s éest terasamentlﬁnga de 1 m? (Mmensmmle de pe hgu.ti .
3 )

‘egu]ata afe ca. baza un poligon ¢u
ald R4 :;lte incl_mata faji de planul

baza. un: dxeptungm ‘Dintre
, it perpendiculare pe

; fo eazé cit aceasta respectiv
afle aria latetald a puaxmdet, stiind

Groapa unui e‘le;teu are forma unui trunchx de
1 julatd, avind ca baze cite un pitrat. Latusile
5P :=14m§1b==~10m Fetele laterale

anul bazei cu'un” ynghi o =38°

e ; -
e ; formi cilmdnca, asezat orizontal, -
cihui (fig. mzs) Arculm ABficorespunde ~ °.

Iulm este D’ = 1 7 m,:' 1
" ar lungitiea r@ze.rvo-
rulm (mistuzata 2

© lud din rezerVor - : ' :
- 380. Generatoarea @ a unui con este mchnata faga de
planul bazei cu un unghi a. Sé se -afle aria totald a conulul
© . 7 4381, Aria laterald a unui con este de 3 ori mai mare
- dedlt arid bazei. 94 se afle unghiul pe care ﬂ face genera:
- toarea conulti cu planul bazel. .

“382. Unghiul de pantd pentru misipul fin este @=331°.

tl aceste1 pltannde S

54 ge afle gretatea unei grimezi de nisip cafe are forma -
;- unub con circular cu lungimea 'cercului - de bazd ¢ = 11 m,
’ stund’ &4 densitatea mélpulm este 4 == 1,65 R
383, Indlfimen unui trunchi de con-este- medie propor-- -/

$ionald intre razele bazelor sale; suma razelor este egald
cu m. Unghml dintre generatoarea . trunchiului de con i .
i planul bazei este egal cu «. .S se aﬂe aria laterali a acestui -
, '-trunchx de con. . o ‘

. 16— Trigonpmetrle . ‘a a %o reali IR M










Lo SR I | A
- cosec % = 2 26. sm-—==-— ; co -f=—-é’ g - =2

" L 24. : ¢ 2R % iR n . 2%
'rctg—'-'—- - 4 27. Deoarece 15° = 5 rad, avem sin 15° =

_txi=v2 V_ ﬁ V—,COSI5° “12__\[—'*"\/.‘

. 2R 2 o 2R . 4
:n;g15°_2 \[3? ctg15°—2+\[‘ 28, V2 -Va, V“’"”
V2 ~1; V2 +1. 29, sin- 78° = cos (9o°- 75°) =
“ea cos 1B° = V_"'V_ : cos T5° = e VB f,t 75° 
’1=2+\/” : ctg 75°—v2, -V3; sin 61°30';c0522%30'
——W; cos 67°30° = sin 22°3o' P che W
tg 67°30’—-ctg22°30' Ve +1; ctg 67°30" = tg22°30’

R
I=lv-—-1 30-112——(V-+\/—) “12—"‘(\,— v-')ls
= R V2 +\/§ aa—%" 2 — \/_ .31.sm3;8°~——cos72° =
=ﬁ4 1. ;sin 36°—cos 54“’ = --19—:213, sm54°--c0836°
: .'10-1—21" 23, __V"

—— g

V—+J ; sm 72° = cOS 18°

VTHW V— 1, _V__.gg,ggintre-lgls 2)mtre‘

.il $i 5 3) intre . —1 i 9. 85. 1) a)1;-8) 1;¢) =%}
9} a4). —2; b) 3. 36..1) toate; 2)toate; 3) toate ; 4) toate;
L gY ﬁangenta §i cotangenta, 6) tangenta si cotangenta'
- 7) tangenta gi cotangenta; 8) toate; 9) tangenta gicotan- =~
.genta; 10) toate; 11) daca m;&n tangentd  si cotan- -
‘genta; daci m =n, toate; 12) toate; -13) tangenta si’

'cotangenta 37 1) Pentru ci = < 0 8 < m, semnul este

: ‘minus ; 2) avmd -<3<m, semnnl este plus; 3) minus;

?44)‘ 1115 5) plus 6) plus; 7) minus; 8) minus ; 9) plus :
20) zero. 39. 1)%52) 10m;8) 2. g0, nTie) ;3
V n




48 e wwi ok LW b S am T mr—%a |

| 42.1) 4%; 2)1 44 1) m:,m:—l-( 1)n+l m‘;+,(.'-f1@)
E 'mc—l-(——l)"'*'l— n +(—1)"— m:+(—'1)" 0 2) ""-'0‘736 LA |
"“30u4)~-—o491 5) wn:+( 1)n+io491.f. |

0927 3)~2hm::|:0 9273 4,)~1 o11; 5)~2m=:1:1.f

i 2) a2 1,249; ° 3) =am + 1, 249 ) = 0,463;
5) = m:—0463 47. 1) mr+_.»; m\:+ Toan

; n+; 2) ~2159 3) ~mc-|—2159‘ o
-3 mu 4+ 0; 615 48, 1) — sind7°33'23"; - -
s 22° 3 3) tg 47°1513"; 4) otg 17°1818".
..,0 1)—1 2) , V— 8)1; 4)—1. 51, sin(270° +x}=-;
pos (270° + 7) e sin #; g(270° + 2} =

} = = ctga, otg (270° 4+ ) = —tgx. 52 — ctg¥ 40°.
: v54 1)~121°40' 2) A2 4,364 3) =& 5,950. 35. 1) '—14°39'5

2)~65°11’ 3)~53° 4) 110°43". '56.~ 345‘“" ~001715

648 000

"CAPI’PQLUI' "‘I‘Ii; L

58, cosx—iﬁ';tgx=ir,}ctvx—iv'§ secx= |
iV".,,, cosecx—\/-. 53 sm.x—-j; tgz-—;!—_—a,_"' "

.°f8”=:|:—_ secx—%,; cbsecx_i,4 60. smx=-_j

2V 8. s x= :l:ﬁ,ctgx—%,secx—i\fg cosecx=-v
; =ﬂ:§ﬁl-smx=ﬂ:v—7_—i, cos % =+ ﬁ tgx—j

- secx= :]:-‘%— ; cosec x = i Vi, 62. 1) 17 ; 2) —

o ':""'.3)‘ P .._V_: 4) 12 : 5) 17 s 6) i fal unde ,[c“af; < 1:










€ =75°; a=2m1f5’ b_m(s—V‘) si c_m(3+\/“) .
154, 73°58'. 155. arcsm— 156.40°13"5149°47". 157. 26,97 m

si 20 84 m. 158 30° 109. 183;8 cm?. 160. asec@- .

n

161, 18,02 om §122 47 cm. 162, —nazctg 180, 1) 1453;

.5 :2) 4,829 3) 1 120. 163. —nRz sin 561 ; 1) m 2) 165, .
166. = . oS 18:_% A 11 2 167 168. 44'2 coseea 167.

2 »n

169, ™o rsime. .o 0,98 2) 163 170; TR _ R”S,“"“, .
) L2 6('.'9 2

360° :
@ = Zarcsm;- - 0 59 171 R ["(1%——“) + smoc] 172.20m.
| 173.3655m. 174, 2125 m, 175, 5 = — " 176, p = 2B

. 1000
u=1°13’3“ 177, 4°55". 178.~69 768 m, 179, 2"57'

- 727 m. 180. bsmu——ar—=105 m. 1781. zp=180°‘ .
, '—arc‘cg—-'.' 182. 33°41". 183. 21 cm. 184 1278 m.

185, ~ 8442m 186, z2634m 187. z240m 138 X 3;m.- .
189. 22,6 m. 190 38°40’. 191, 6°51’ ; 105,2 mjn. 192, 1) 48°1";
b )78°48’ 193. 11°26’ 194 28°; 37° 19° 53°‘ 86° ; 113—°
198, ~ 870,7 - 139 30°58’ 200. 4°52' 20'1 1°11’
T 202, ~ 2,64 cm. 203 26,6 km spre est si 21,7 km spre nord.
.' 204 69°15' spre nord. 205. =~ 21 741 km. 206. w4 548 km.
2]
207, 36710 km 15 9‘30 km. g,o_s',- SRR PR

U sipe

209, 33°41", 210, ~ 40 m. 211, 1) 63°26"; 2) 26°34"; 3)21°48'_ 1
212, arctg-—vc= 47°52 213, 51°5'. 214 » 859 em. -
215, 1) 4,016 din 5 7,456 dm 2) 4,949 dm si 9,192 dm:

© 3) 6,248.dm gi 11,60 dm. 216. 52°15" 7,141 kef, 217, 19 93kgf ,
gl 9566 kef. 218. ~ 83 kgf. 219 1) 0B~ 0,35 m;

S AB=102m,; 3—5‘*44' BP ~ 1,99 m. 220.1)0" 1959’ ;

. 8%5'; boad’; 7°23"; 8°49'; 9°69': 10°50': 11°22' :
11°32' 3)11°19’ 5) 0; 5 mim; 22 mm; 48 mm ; 83 mm,;
126 mm 173 mm ; 224 mm 277 mm ; 330 mm.

1




115°4 S 544 4ha.
- == 77° S 263 haa
. 24T 25’ ; 7°49’ ; S ~ 2 698 ha.

942, o smgura solfuf?xe =2 ﬂ3 m; A= 13%6";

-G = 41°86’; S =~ 6682 ha - 243. Dovd solujii :

by = 235 9 mm 31 g= 56°3' 'C ' 74"3' $; 5 2,467hHa;
] 2 o 5 ! ; vSZ: X 1,216 ‘o .
2} B =164°20"; C = 47°38"; -

' 247. a=8624,40 m;

2'+ V" +\/—0~2V_
= 99°20'18" 7 ; S = 7369 16 ha,
> singury salut1e A= 70 7’50" C = 88°37'10" ; .
58 m S ~3 552 4:4_: ‘1.1,1 ‘_ 249. 4 = 52°43'36" .
{ 250, a = 2R sin 4; '
P h,.»smA b=' -
gii Bsinc’ - . isinﬁG“-’.‘

239 a= 5174 m; ¢ —2}23:11,

o

S= ess m2 243

&:1 ‘4 !

. 4
. rcos;

) 253- a = _B—E .

] S sin— sm-'

254, Daci notim unghml 4 de ia . vu'f cu 2z,

atunci x este dat de ecuatla sm (a — 2x) : sin o,
- .1255. dy'= Va’ 5% — 2abcos ®; dy = Va? + 8 + 2ab cos e

256, 45"15'56" st 105-"2'4" 257, _fdme g dsinB
| -sin{etp) 7 csinfe+B)

o "258.:31 VEF B — 2chosa =3 d2=:lja?+bﬁ+2abcosa |

jf,» siT S 3-3'2- 259.2V11 {2 arccos +125arccos-—+

+ Sarccos f{) 260. Din’ aria
"in centrele cercunlor, egali cu .,}RgRs(R; TR, F Ra)

oo Asg scad arule celor trex sectoate. 261. ———ﬂ'ﬁ——
VAR® + #2 4 2Rrcos @

,4_*.262.acosA bcosB ocosC 263, iﬂ‘%@’_ 264,311 .

€08

2‘S§m¢1' ;
' -—-——-r—
{ smBsin¢”

'ltmglnulm cu vu‘iunle

cos“ - . DR










= arctg(v’-tg q>)~26°34' 373, 2= arccos‘ctg tg - ) 1
¢ ABAMA’. 374, 14,61 m, 375.516 0. 376. 1 o cost B sinB..

mﬂzlr’%“‘s 377 2. cos —~—+Bcos(45°_;)

smasmﬂ ' P >

'i ves (450 - __) WV = "° Tt —6— cos? ¢ tg o, unde
“ stmz?——-— V~227 m?, 379 p =D e sin@s° =g ‘
’ 3 186° cos 155cos g
. . unde tgtp 180° slna V~2 J1m3, 330 2w a® cos & cos? = : .
3 Gadtg@ im® 4
' .. 70° 2 339. ~54 t 383 ——
381, 70° - 3‘ﬁ73§§;

33
o 1 iveamerauws o
Fhasidad & —&3,45m; k= (’—fx)tga~

o T tgatigh |
~19m hl—(r—rz)tgg~4m
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. Exerdthsi ‘Problemi

va’o‘i’:‘c;" 4 ‘:b;‘ e - -.- v'. LRI ¢,:. .. .v'v".

“Cap. L. Umghzan.starce .‘.~ - Pe e e e e e

- Kap, I Fum{htngmomeime . cee e e
Panctiile trigonometrice-nle unghinlui ascutlt . :
Hitretii trigonometrice ale amni ~nghi oatecare

Vatiatia functiilor trigonometrice . . . .-

mcﬁasinus....;...ﬂ, .

'.--e-..o....m-.o‘

»-vo'oo.--;uov--

elordelogantmi...»....

' Aflavea greulyi édte coféspunde 1a iogantmul unei functiiv, ‘

trigonome{:nce....,...,......_.......
A‘llcai;ii..... & e i e e s e s e s s s
Exe:mtiieiprobleme(zs—Sﬁ)

.

PRofechl +.vov . i e i e e s
Functh ttigonomei:rice ale unor arce m,nltiple si ale jumﬁtitﬁ
deSrC , . i . i ve e e s a e .. . .re ..

Formule calculabile prin loggritmi W e e s
Formiule de bazi pentrit'transformarea nnor. expresii in altele
‘cal¢ulabile prindogatitini . . . . . oL . L0 L
Transformarea. unor ptodnse de fnncf;ii ttigono;netrioe in-

------ - ..oo D I TR I
.

: Exermtﬁ i probleme (57—-138) o e

: ’I7~—:’:,Trig_qgoxilgbie. cl. a X-8 regl_!;

de logaritmi ai funetiilor trigonometrice . . . . . - -
e loguh'tmului -mitei functii ttrgonometﬂce o ajutorul

Ca.p I Formule coralaiwe e e .. .v Q.

' Funct.xi trigonometﬁce ale unej snme sau ale nnei difetenfe: o
- dearce

110

119
181

98
1386. .












