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CLASA A IX-A

ALGEBRA |
Capitolul I. NUMERE REALE

1. S& se scne sub form4 de fractie zecmlalﬁ infinitd, numerele:

)10b) Ti0) -5 ) e g - D0 w -Eiyop L

2. Pentru fractiile zecnnale urmétoare, determmat,l numarul rational pe care-l
reprezintd, apoi verificati folosind algoritmul de impértire:

a) 0,1;b) 25,4 ¢) —-04; d)0,(6); e)8,(12); f) —3,2(6);

g) 4,3(203);  h) —0,021(6); i) —6,254; j) -4 03(08)

3. Se considerd mulgnnea,

A-{2(3), V2; V5; 5, 5,10(24) /0,49; 3/—0,001; 11',4 ;0 5;

» 0,10010001000010. .. .;0,12233344445 . . .}.
S& se determine mulgimile:
a)B={zcA|zcQ}; b)C={zcA|zeR\Q}; c)D={ze€A|zeZ}
4. S3 se demonstreze c¢i urmitoarele numere nu sunt rationale:
a) V2 b)) VT o) 1++v2 d) vV2-v3; e) vV3+ /T

5. S& se determine a,b € N, astfel incat urméitoarele numere si fie raglona.le

a)a+bv2; b) af+f c) va+ vb.
6. Sd se determine numerele naturale a, b astfel incit numrul

\/', ++@
V3+vb
rational. ‘

7. S& se stabileascid conditiile pentru care numerele /a + Vb si va - vb sunt
irationale, unde a,b € N. Dar daci a, b sunt numere rationale pozitive?
8. Determinati aproximirile zecimale prin lips3 gi prin adaos, cu eroare de 1071,
10-2 si 10~2 pentru numerele:
a)sl/z'anz/' b)ls/_§15 Vil c) \/_§1 \/_1; d) x/_§l\/:
9. Se considers numerele iy de la exerc1§ml nr.
a) S& sie determine patru sume inferioare §i patru sume superioare pentru numerele
T siy. ' :
b) S& se determine patru produse (z - y) superioare gi patru produse inferioare.
10. Determinati un numir rational §i un numir irational cuprins in intervalele
urmétoare: 53
2) (05;051) b) (VO V0D ©) (VA2 ) (33 ): 9 024024 ) (2.3 -29).
11. a) S8 se arate cd existd cel putin un numir rational gi cel putin un numér
irational cuprins in orice interval de forma (a,b) cua < b, a,b € R. :
‘ b) Ar#tati cd intre douﬁ numere ratlona.le (irationale) existd o infinitate de numere
- ratlonale (irationale).

sd fie
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12. a) Si se demonstreze ci in reprezentarea zecimali a oricirui numir irational
exist# cel putin o cifrd nenul# care se repetd de o infinitate de ori.

b) Dati exemple de numere irationale pentru care numai dous cifre, respectiv numai
trei cifre s& se repete de o infinitate de ori.

13. Si se arate: ,

a) daci a e R\Q, @ > 0, atunci {/a€R\Q,neN,n>2;

b) dacd a € R\Q, atunci ;li € R\Q.

14. Fie a;,a3,b2 € Q si vb; € Q, by > 0. Atunci:

a) a1+ Vb = a2+ Vb2 ¢ a1 = a2 81 by = bg; b) a1+ vb1 # a1 — Vii;

c)ay+vh = -al_l—\/b?@af =1+b.

15. S& se demonstreze ci dack a,b € Qsi a + bv5 =0, atunci a = b= 0.

16. Determinati z,y € Q cu proprietatea: (3 —y)v/5 + z — 14 = yv/5 — 6z.

17. Determinati z,y € Z, stiind c& z = 2 — /5 verifici relatia: 22 +yz = 1.

18. Si se arate ci {v2; V3} ¢ {a + bV5 | a,b € Q}.

19. Si se determine numerele intregi n, astfel incat:

a) Vn?+1€Q; b)vaZf+n+leQ

20. S¥ se reprezinte pe axa reals, folosind rigla si compasul, punctele care au
abscisele: £v/2; £v/3; +v7; £v8; +V17; £v/18; +v20.

21. S& se reprezinte pe axa reald, multimile:,

a) {zeR||z|=2} b){zeR|lz-3=0} o {zeR|lsl<1}

d){zeR||z|>22}; e {zcR||1-2|>3)}; f){zrecR|2<|z| <3}

g) {zeR||z| <0} h){zeR]||z]=-z}; i){zeR]||z|=2z}

22. Si se determine multimile:

a)A={zeR|1<|z+3| <2} b)B={meR|\/m2—x+i—2%};

c)C={zeR||z+2|+|3-z|>4}; d)D={zeR||z—1|+|z|=0};
e)E={zcR||2?+z|<z}; f)F={zeR||z®—4|+|z® -3z +2| =0}
23. Calculati partea intreag¥ ([]) si partea fractionary ({-}) a numerelor:

a) 105i —10; b)2,358i ~2,35; c) 41,(62) i —42,(6); d) g i -g; ¢) 4,4 i —4,4;
£)2,1(3) si -2,18) &) v2si —v% b)V2+V3; 1) V2-V3 )1+
24. Dacid z,y € R, atunci:

a) [+ <le+yl <[zl +Bl+1 b){z}={y}wz-yeZ;

c) [z] = [y, atunci |z —y| < 1.

25. Dacd z,y € R, si se arate ci:

a)[z]=zsi /sau {z} =0z € Z;
b)[z+yl=z+[ysifsau{z+y}={y} e z€Z yeR;

c)r,yemn+l) s z]=[y),VneZ.

26. S3 se arate c3 [z] + [:z: + % = [2z], Vz € R (identitatea lui Hermite).
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27. FiemulgimileA={ ez|3= +3

arate ci A = B.
28. Determinati multimea A = {m €Z

eZ}giB:{zeZ

23 -3z +2
2z +1 GZ}

a2—a+1 ccR _[1.3
a?+1 '’ 2’ 2|

30. Fie'A={1 +% nGN*} Ar3tati céAnN=0.

.1 1 1
81. Fie A = . Ardtati 3 —
le {‘n+1+n+2+n+3|"’EN} Ardtati <8 ANN=10

32. Aritati cd oricare ar fi multimile 4, B, C au loc egalititile:
a) card(AU B) = cardA + cardB — card(AN B), unde cardA este cardinalul multimii
A, egal cu numirul de elemente ale multimii A;
~ b) card(AU BUC) = cardA + cardB + cardC ~ card(AN B) — card(ANC) —
—card(BNC) +card(ANBNC);

n n
c) Generalizare: card (U A,-) = anrdA,- - z card(A4; N 4;) +

i=1 i=1 1<i<j<n

. n

+ z card(4;NA;NAg)—. .. +(—1)""'card (ﬂ A,-) . (Aceste relatii sunt cunoscute
1Si<j<k<n i=1

sub numele de principiul includerii gi excluderii.)

33. Si se arate ci: 0
a)2+22+222+...+22...2=ﬁ(IO“+‘—9n—10),neN*;
nde2
5 n4-1 *
b)5+55+555+...+55...5=8—1(10 -9n-10),n e N".
ndeb

1042
37 GZ}. S4 se

29. Sésearatecé{a:éRm:

n de?
e
34. Se considera girul 7,77,777,...,77...7,...
a) S# se determine termenul de pe locul 2002.
b) S& se determine termenul de pe locul n, n € N*.

35. S& se arate ci# sunt adevirate afirmatiile:

5 _ n+3 3n+1
a)" "eNVneN- p) U N VneN;
n
121(12 +110n-1) e N,VneN.

17

36. Care este numirul minim de inmuliri pentru a calcula 28? Generalizare.

37. Si se arate ci nu existd numere intregi a, b, c, astfel incat: a2 + b2 = 8¢ + B

38. Si se demonstreze ci nu exist# nici o pereche de numere naturale m si n astfel
ca expresiile m? + 4n si n® + 4m si fie simultan pétrate perfecte.

39. Si se demonstreze ci oricare ar fi n € Z*, numerele n + 1 si 8n + 1 nu pot fi
simultan cuburi perfecte.

40. Dacd a, b, ¢ sunt numere rationale strict pozitive cu a+c¢c # b, a + b # c si
va = Vb + /¢, atunci v/a, Vb, \/c sunt proportionale cu numere rationale.




6 ALGEBRA

41. Fie a € N*. S4 se determina n € N*, astfel incat A = a®" + 3a? + 3a + 1 si fie
cub perfect.

42. Se di relatia: (V2 —1)".= y/m —vm — 1, unde m,n € N*. Si se exprime m in
functiede n.

43. Si se arate c¥ dacd a si b sunt numere rationale, iar ¥/a + Vb este numir
rationale nenul, atunci numerele ¥/a si /b sunt rationale.

44. S3 se arate cd dacd a si b sunt numere reale pozitive, atunci:

0<a+b—va2+b2<(V2-1)Va2+02

45. Si se arate cd dacd a, b, c, d, e sunt numere reale pozitive, astfel incat
a? = d? — b% = € — ¢?, atunci b+ ¢ = /d? + €2 + 2(bc — a2).

46. S¥ se arate ci daci @ > 0, atunci Va+1+ Va+2 > Ya+ va+3.

47. Determinati numérul natural n stiind c& num#rul 932 — 65 - 930 4 3" este pitrat
perfect.

48. S se arate ci expresia B = 5°57+10 2. 75045 4 53n+5  74ntS | 9. 52045, 7n g
divide prin 1947, oricare ar fi valoarea naturald nenuld a lui n.

, 1 . )
49. Fie suma S = 102 + 1= +.+ 1006 S3 se arate ci |S — 0,105| < 0,007.
50. S¥ se arate c3 pentru orice z, y reale avem: 8(z* +y*) > (z + y)*.

51. (Formulele radicalilor compusi.) Daci a,b € Ry, a® — b > 0, atunci:

o Var Vi |[LEYED o VST

b) m= /a+\/a§—b_ a-— 20. —b;
52. Si se verifice egalititile:

VB+VE+Va+VT _ V4+V10+2/8  4+V10-2/5
Vi+/5+2 Vo—-vV6+V3+v5 Vs+ve+V3-v5

53. Si se arate, fird a extrage rddécina, ci:

V11,3 +72v2+ V11,3 -7,2/2
: - =2V2.
V113 +72v2 - V11,3-72V2

54. S¥ se arate ci: V5 +2v6 + V5 — 2v6 = /9 + 62 — /9 — 6v/2.

55. S& se arate cd, dacd ac = bd, atunci:

Va2 +b2 vt +d?=+/(axd)?+ (bxc)

56. Si se arate cd, daci a,b,c € R, atunci: va? + b2+ Va2 +c2 > |b-c|

a+1\*fa+1\ a¥+2a+1
a-1 h a®

57. S8 se arate ci: (
a+2
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58. Si se arate cd, dac a > 0, atunci:

Y3a+1+(a+3)Va+{3a+r1i-(a+3va=2.

59. Si se arate ci:
a) VV6+2-VV/5-2=1, b E=Vo-4/5+V9+4/5¢€Z

60. Calculati:
a) 3.33.331 _ (35)11 + 2102 8-34 _ 12002 . 20;

oo 0T 6

3
2-a\"1]" - 1
61. Determinati valoarea: E(a) ={a—~ [1- ( ) , pentru a=—5.

24+a
62. Scrieti in ordine crescitoare:

102 _; 968 9\~ 8 ' —105 , 57200 1\** (1 °
i 368. z if—] - . il = =
a) 219% 5 368, b)( ) si (27) ; c)64 27 §1( ) (3)

63. Si se calculeze: a) VYVB+2+ VV5 -2 ,
b) V26 +15V3 + ¥/26 — 15v3; c¢) V11/2+9V3 — V112 - 943

64. S& se rationalizeze:

a)l.b) 11'c) 1 . a) 1 .
V3-v2’ 2v/3+1" 7 V2+/3-F 1+v2+v3+6'

1 . 1 . 1 . 1 .
NAVE R F E U o P L i

1 1 1
i ;3 HE 4 .
V=7 Voarads Y e A Al
65. S& se rationalizeze:

. 1 —
Ve DG vii ik

66. Si fe rationalizeze:

)\/_+{'/l_); b)\/._1 %,n>2,nnatural,impar,a,beR,aaé:I:b.
a o —

67. Si se ordoneze crescitor numerele:
a) v6; V12; V/8; ¥/20; b) V2+3; V5 —-3;4—5; ¢)3—v2; 11-6V2;2—3.

68. Si se afle doud numere nenule astfel incat suma, produsul lor gi diferenta dintre
patratele lor si fie egale. Cate solutii are problema?
69. Si se aduci la forma cea mai simpla, expresiile:
12V 927V3

a)\/5-\/2+\/§!\/2+\/2+\/§-\/5—\/2+ﬁ; b) 17w e
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70. Daci E = ¥/20 + 14v2 + ¥/20 — 14v/2, atunci;
a) E<O0;b) E impar;c) E=4;d) E=2;e) E€cR\Q;f) E=T.
71. S# se determine n € N, astfel incat s aibd sens expresia:

E= "+\1/ “YnZ-n+1.

72. S# se determine numérul real m, astfel incit pentru orice z,y € R sd albé loc
inegalitdtile:

a)r?—2zy+2+z-2y+m>0;b) 22 +y%2 -4z —4dy+m > 0.

73. S4 se decidid dacd numirul:

=J26+6\/l3-—4\/8+2\/6—2\/§+\126—6\/13+4v8—2‘\/6+2\/5

este numar intreg.
74. S& se compare numerele reale z si y in cazurile:

a)z=V2+Visiy=V06; b)z=VT+VTsiy=VT+ V7.

75. Stabiliti dacd numérul E = d3 + \/22678- + "/-—3 + 3?63 este un numar intreg.

76. Si se arate ci: /38 + V1445 + /38 — /1445 = 4.

77. S& se calculeze suniele: 1

S = Fo——
A= m It A/ /2002 + v/2001"
S SN S SR S :
V2+2/1  2V3+3V2 2001\/200 +2002\/200

78. Si se scrie sub o form# mai simplg produsul:
= (\/E,+\/5)(\“/'d+ %) '“"(2%"' 2%)1 a,b>0, a#b.

79. S4 se demonstreze cd, dacd 0 < a < b < ¢, atunci:

a+b+e a®+b2+c?+ab+ac+bec
3 < 6 <

80. S se arate c3, dacd a,b# 0. a € [-1,1], |a| > |b], atunci:

1 1 1 1 2
———-{--————:——————:—,
1+vV1i-a2 1-vVi—-a? Vit+a?-1 +1+a2+1 a?

81. Si se demonstreze cd, dacd b > a §i ¢ 2> d, avem:

(V@=tP + Vie=ap) = (@—b-c+d2.

82. Si se afle numerele n € N pentru care vV3n — 5+ vn+2 < 7.
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83. Si se arate ci pentru orice numere naturale nenule distincte m si n avem

inegalitatea:
R > ™ vavm.
84. Aratati ci:

a) a2+b*+c? > ab+ac+be, Va,b,c € R; b) a®+b%2+¢% > —ab—ac—be,Va,b,c € R.
85. Demonstrati cd pentru orice numere reale e, b, ¢, avem:

a)(a+b+c)d—a® -3 - =3(a+b)a+c)(b+c).

b) Dactl (a +b+c)® = a® + % + &, atunci (a + b+ c)?n+! = @2+t 4 p2n+l 4 20l
vVneN. :

86. Si se determine cea mai mici gi cea mai mare valoare a expresiei:
E = 210, + %202, dack 27 + 73 < 2; a3 + a3 < 4.

87. Daci z, y, 2 sunt numere reale pozitive, arétati cd % + y

Yi25s

z z

88. Demonstrati ci, pentru numerele reale strict pozitive a, b, ¢, au loc inegalitétile:
1 1 1 1 (1 1.1

a) a+b+b+c+c+a SE ;+3+E); b) (a + b)(b + c)(c + a) = 8abc;

a+b b+c  .c+a 1 1 1
<= 4+Z+4-.
c)a2+bz+bz+cz+c2+a2"a+b+c
89. Demonstrati ci (a — b+ c)(a + b —¢)(b+ ¢ — a) < abe, unde a, b, ¢ reprezint’
lungimile laturilor unui triunghi.

90. Demonstrati cd, dacd a,b,c € R,

a+b+c=1=>v4a+1+vVab+1++Vac+1<5.

91. Demonstrati ci:

a) (az + by)? < (a® +b%)(2® + ), Va,b,z,y € R;

b) (az + by + c2)? < (a® + b? + ) (2 + y? + 22), Va,b,¢, 7,5,z € R
c) Generalizarea inegalit#tilor de la a) si b):

n 2 n n .
(Z wiai) < (z 1?3) (Z a?) , Va,z; €R; i=1,n.
i=1

i=1 i=1

(Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz.)
92. Inegalitatea mediilor:
a) Daci mp, = 1—21- (media armonici a numerelor a gi b); my = vab (me-
. - =
a b

. a+b
dia geometricd a numerelor @ gi b); ma =

. 2
a? + b? . : eal ; iti
my = 3 (media p#tratic a numerelor a si b), @, b, numere reale strict pozitive, |

atunci:

(media aritmetic a numerelor a si b);

mp < Mg < Mg < Mp.
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b) Dac3 aj, ¢ = 1,7, sunt n numere reale strict pozitive, atunci au loc inegalititile:

2, 2 2
n S"alaz-...-an)sal+az+"'+a"S\/a1+a2+'"+gﬁ-
1 1 1 n n
—t— .+ —
ay a2
Pentru a; = az =... = a, au loc egalititile.

93. Inegalitatea lui Bernoulli: daci a > 0sin > 1, n € Q, atunci (1 +al)" >11+na.
94. Inegalitatea lui Young: pentrua > bsin,m e Q, m,n > 0si ™ + ot 1,
atunci: " m .
—+ oy > ab.
95. Inegalitatea lui Cebasev:
1) Dacd a) < a3 §i z; < z3 sau a; > as §i ) > T, atunci:

(a1 + ag)(ﬂu + :L‘z) < 2((11371 + a.2:z;2).
2) Dacd a; < a2 §i z1 > 23 sau a1 > a2 §i 7; < T2, atunci:
(a1 + a2)(z1 + z2) 2 2(a17; + azz2).

96. Inegalitatea lui Minkovski:
a) Daci a3,a2,b1,b2 € R, atunci

Vi@ =517 + (a2 = b2 < y/ad +a3 + /63 + 82

b) Generalizare. Dacd a;,b; € R, ¢ = T, n, atunci:

\li(a.- - b1)2 < \’iaf + \,zn:b?
i=1 i=1

i=1

97. Fie a, by € R, k = 1,7, astfel incat a? > a+a +... +a2. S¥ se demonstreze:

(af — a3 —... —a2)(b} — b3 — b2) < (a1b1 +azby + ...+ anbn)?. (Inegalitatea lui Aczel.)
Capitolul II. ECUATII

1. S& se rezolve urmitoarele ecuatii:

a) (5:c—2)(-3z+4)=(15z-1)(2—z)-1;b)1-2_23“’,=z—"’;2;

1 1 T-2 T
C);+m—m,d)\/§$—2\/§—\/§$—2\/§,e)m—\/izﬁ'x'i'l,
£)(z-2)(z+2)=22—2-2¢g) (z—V3)2=1-+2;h) (z-2)(z+3) = (z— 3)%;
i)z x+-;-)+1=-§+(m—1)2+2a:. '

2. Rezolvati urmatoarele ecuatii: ,
2 3 T+2 2z 11

a) b)

-1 z+1 z2-1’ 2z x+2’°)3—
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d):c+1-z+2 5’ ) = _l’f)m+3—:z:—3—9—a:2°

3. Si se rezolve si s3 se dlscute ecua;iile dupd valorile parametrilor éeali m, N '
a)l-m?’z=z-m;b)m?z—-3=9z+m;c) z—m =3z —4; d) —+l=m+z

z+2 4 z-1 m 2 _ .
2 m—1—§+m—1’f) 1_2z_m+3,g)m(:c—n)—n(a:+m),
z—1 z+n . n_ _m _:c+m
h) n_ m ’l)a:—m_a:—n"]) +a: n

4. Si se determine valorile parametrului m, astfel incat solutiile ecuatiilor urmatoare
s# indeplineasci conditiile specificate:

aymz+m=3z,z€Z, mEZ;b)mr—m=x+2,meR, z € [0,00);

c) (m—l)z=2,z€Z,meN;d)——\/n_#‘_—Lm__'_—=1,:c,meN;

e) z(mz —2) = m+m(l—z)2, m,z € Z; f)———2--;,me(0 00), = € (—00,0).

5. Pentru ce valori reale ale parametrului m, urmatoarele ecuatii sunt echivalente?

a)2r-1=55i2(1-2) =3m—2;b) 22 -2 =6+ (2—2x)%si 2 (a:— %) =m(l+z);

c)m(z+3)=mz+msi % = %; d)2(3—-z)=2z-4(z-1)+2sim?’z+1=z—-m.
6. S& se rezolve in R urmétoarele ecuatii:
a)y’-3y—4=0;b) 22=-1;¢) %+%=2; d) V2u? —4u=8;

e) 0,122 ~0,4z = 0,5; f) (z—1)(2—2) = 0; g) V302 —2v+0,5=0; h) > —y+2 =0;

i) 422 — 25 = 0; j) 422 + 25 = 0; k) 4z% + 25z = 0.

7. S& se rezolve in R urmétoarele ecuatii. Discutie dup# parametrul real m.

a)mz2 -2z —1=0;b) 22 —me+m—1=0;c) (m—1)2% + 2 —2=0;

d) (m—2)z2-2(m—1)z+m—3 = 0; ) 22 —mz+m?+1 = 0; f) 22— (m+1)z+m = 0.

8. Si se determine réd#cinile reale ;, z2 ale ecuatiilor urmétoare gi parametrul real
m, stiind c# pentru fiecare ecuatie exists relatia specificata:

a)r?—-3z-m=0,z122 = —— - (z1 + 22); b) —2z2 + mz - 1 =0, =% +a:2—23'

¢) mz? —2mz+1-m =0, 23 -z} = 20; d) 22+ (m—1)z+m—8 =0, z3 +z§ = 25.

9. Fird a rezolva ecuatia 22 — v/2z — 0,5 = 0, s¥ se calculeze urmatoarele expresii:

a) By = 21 + 2 + 2,22; b) Ea = 2% +z3; ¢) B3 = z$ + 23;

d) By = |21 — 2l; €) Bs = af — 3; f) B = zir-a;

_1 ) —— ~2, _T1 T2,
g)E7_m_1+m_2’h)E8—z‘ + 3 al)Es—m2+z1,
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i) B = 1= V222 +0521 -1 23— 223 +0,52: - 1

Y e o VBns — 222+ 35 | —22 + vz — 221+ 3,5°

10. S& se rezolve ecuatiile:

a)[2—z|=5;b) |z| - |1 —z| =2; ¢) 2% +2|z| = ~1; d) |z| - 22 = 0;

e) |22 — 9| +|2® - 22— 3| = 0; f) || + |z - 2| = —-1; ) |z — 1| + |z - 2| + |z - 3| =
h)lg -2/ +3—2|=41) 3-|1-z||=2)) |z -z - 2| =

k)22 =[22+3;)) |2+ |z| - [z - 1]| = 4.
11. S3 se rezolve ecuatiile: '

2|$| ;b) (22 —3z)% — |22 - 32| -6 =0.

z
a) |:B — 2| - Iml
12. Si se formeze ecuatii de gradul al doilea, stiind ci au urmé#toarele solutii:
a) 2y = -2, z = 5; b) x1=§,zz=3; c)zy =1, 22 = —1;

d) 21 = -3, 22 = V3; €) 71 = 72 = 0; f) 21 = —0,(3), z2 = —0,(6);
1+v5 1-v5 2 5 .
gz = 5 T2 = ;h)ml=g,x2=§;1)z1=a:2=10;
No=-2+V3,mp=-v2+2
13. S& se determine a, b,c € Q, pentru care ecuatia az? + bz + ¢ = 0 admite solutia
=5+3.
14. Fie ecuatia 22 + bz +c =0, b,c € R, c # 0. S& se formeze ecuatia de gradul al
doilea ale cérei solutii sunt 3, y2 date de relatiile:

1 T
A= z=-;;b)y1=z%+1,yz=w%+1;c)yl=—f, n ==

1 1 1 1
d)yl—x1+—,y2—zz+—,e)y1—w——l,yz-———l

15. Si se rwolve ecuatiile, stiind c& admllt o rﬁdacmazmdependenta de parametrul
real m:

a)mz®+2(m+1)z—-3m—-2=0;b) (m—-1)22+z —4m+2=0.

16. Si se rezolve ecuatiile: 22 — (m+ 1)z +m =0siz®+z+m=0,m R, in
cazurile:

a) ecuatiile admit doar o ridiicing comuni;

b) ecuatiile au dous ridicini comune.

17. S& se determine parametrul real m, astfel incat ecuatia 22 — mz +m + 3=0 si
indeplineasci conditia:

a) s# aibi ridicini egale;

b) s# aibd rddicini reale distincte;

c) sé nu aib3 ridicini reale;

d) s# admitd ad&cini reale negative;

e) s admitd rédécini reale de semne contrare;

f) s& admita ridicini reale pozitive;

g) s3 admit3 cel putin o ridicind nuli.

18. S% se arate ci daci ecuatia 22 +az +b = 0 are douX rid¥cini de modul 1, atunci
§i ecuatia z2 + |a|z + |b] = 0 are aceeasi pi"‘o>prietate.
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19. Determinati m € R, astfel incat urmitoarele perechi de ecuatii s8 admitd o

. radécind comuni:

a)z2+mz+2=0siz2-52+4=0;

b)z2—(m+1)z+m=0si3z>—mz—2=0;

c)(m+1z -mz—-1=0si22 - (m+2)x+2m=0.

20. S& se determine parametrul real m, astfel incat intre r#déicinile ecuatiei:
(m — 1)z + mz + 3 = 0 si existe relatia:

a)z; = ;}-; b) £, = 3zy; ¢) 3z, = x—f

21. S# se determine parametrii reali, m si n astfel incat ecuatiile

(5m — 52)z2 + (4 — m)a:+4 O0si (2n—1)z2 —5nx+20=0

s aibd aceleagi radicini.

22. Si se discute in functie de parametrul real m, natura gi semnul rédécinilor
ecuatiilor:

a)ymz’+(m-1)z+1=0,meR" D) 22 -2(m+1)z+m=0.

23. S& se rezolve ecuat;iile'

o[22 [ o [ -

unde [] este partea intreag.
24. S& se determine solutiile ecuatiilor:

a) [4z] =1; b) [a:—l]+[3m;l] =;—1;c) [3:”—;1] =z+1.

25. S& se rezolve:
- —97 -
2) [22: 1] + [4:1: 2 _ 5:1:3 b) [z+3] + [3x+9] _ 2z 4’

3 6 12 3
26. Demonstrati ci pentru orice numar real z, are loc relatia:

55 5 - -

27. S& se rezolve ecuatia: [z[z]] = 1.

28. Si se rezolve ecuatia: _[::—] = z, unde {z} este partea fractionard a lui z si
z = [z] + {z}. \
-1 2
29. Si se rezolve ecuatia: ma;2 = a:;- 1, z€R, meZ'.

30. Determinati numerele real z, y, daci [z] - [y] =

31. Pentru ce numere reale z si ¥ sunt indeplinite simultan conditiile:
2fz] + 3[y] = 5 si [z] +2[y] = 47

32. Pentru ce numere intregi nenule are loc egalitatea:

[z+y—4] _ z? -y,

3 zY
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33. Si se rezolve ecuatia: n =3[\/n] +1,n€N.
34. Si se demonstreze ci pentru orice numar real z §i orice numar natural nenul n
are loc egalitatea:

[=] + [:c + %] + [z + %] +...+ [z + 2;—1] = [nz]. (Egalitatea lui Hermite.)

35. S3 se rezolve ecual;iile:

a)vz—2=3; b)vz+i=z-1; c)val-z+1=2+3;
d)V8—z+vz—-3=3; e Vi-2a2=z—-1; f)/z+V/z+b=25

g VEZ+tl=—4 hV2-z+VZ-2=2; i) VZ+VZ+1+2=0.

36. S¥ se rezolve ecuatiile:

a) VV222 +z+3+V222+5+6=3; b) V32 +2z+1—V3z2+2z+9 = —2;
Vel —z+9+2c—222=3; d) V222 +8z+6+VzZ-1=2z+2;

e) V222 + 3z + 5 + 222 — 3z + 5 = 3z.

37. Si se rezolve ecuatiile:

a) Vz2+6z+9=2%+4; b)VzZ-4-+/22-10z+ 25 =0;

) Vz+4+2/z+3-Vz+4-2/z+3=2;
A Vz+V2z—1+Vz— 2z - 1= 2

e) Va2 + V622 — 9+ V22 — V622 — 9 = /6.

38. Si se rezolve urméitoarele ecuatii:

a)V3i—z=VYz—4;b) Vil +1+ V22 +3=2;¢c) Val—dz + 4=z - 2|

39. Si se rezolve urmstoarele ecuatiile:

a) Vr+1—-Vz—1=2b) Vz+5+ Yz +2=z+T;¢c) Yz —2+V3—-z=1.
40. Rezolvati in multimea numerelor reale:

a) Y(-2P2+{(4-x)=Y(z-2)4-2)+ ]
b) V(z-2P2+(z+7)2+{(z-2)(z+T7) =

41. S3 se rezolve in R ecuatiile:
a)V2-224+V9-23=0;b) Yz +1-Vz+2=-1;
¢) YV +3-Y1B-z=4d) 2-z+Vz-1=1;
&) Vi—z+VT+z=2;f) VI8 +z+Vi9—z=5.

42. S3 se rezolve ecuatiile:

a)VZ=2+Yr+25+Y2-2=3; b)Vr—-2—-Yz-10+vVd—z2=2.

o YEEE- V3T _
Ve T
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43. S3 se rezolve ecuatia:

~

Vz+4/a@+r D@+ @+3) +1=20+3, a>0.

44. S§ se arate ci dac# z € [—1;1], atunci:

12 VI 22+ V21 +vI— 22 = /5 £ 3z + 4v/1— 2.
45. Si se rezolve ecuatia:
Yo T4 (a8 —1)° — Va8 =0,

46. Si se rezolve ecuatia:

V1+va-2/1-vz= ¥z

47. Pentru ce valori ale lui x are loc egalitatea:

48. S& se determine valorile reale ale lui a pentru care avem:

V1+VaB=a) +11- Va@-0) = V22 —a).

49. S& se arate ci ecuatiile: ‘
aVl-z2+zvV1—-0a2=b s bVl—-2z2+zV1-b2=0a

admit ridicina comund z = av/'1 — b% + bv1 — a2
50. Si se rezolve: 3
z+1 z~-1 z+1 z—-1 3
1/ _‘/__.=_- 1/ - <=,
2) z-—1 z+1 2 b) z—1 \/a:+1"2
51. S# se rezolve si si se discute in functie de parametrul real a, ecuatiile:

a)Vz2l—-z=a-1x;b)Va-z+vatz=a.

52. S& se rezolve inecuatiile:
a)z+VrZ—-z2>3;b) Vzi -5z +6> 3 —z;

53. Si se rezolve inecuatiile:

TRV ey A IV -

54. Si se determme valoriele reale ale lui z si y stiind cd are loc egalitatea:

36
\/_ \/__f =28 -4V —Vy-

55. S3 se rezolve:

a:+5a z + 5a z—4a .
= R*.
\/ 12a V \/ Vg V3 ac

z—2
c)\/___1

<4

1 b) V322 +5z+7—-+322 +5z+2> 1.

15
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56. Si se arate ci pentru z > 0,5 avem:

vz + vz =0,25- \/z — /2 —=10,25 = 1, iar pentru 0,5 > z > 0,25 avem:
z+Vx—-0,25+ /- /20,25 =

57. Sd se arate ci, daci 1 <z < 2,avem Vz+2vVz—1+Vz -2/ —1=2.
58. Si se afle valorile reale ale parametrului real m, astfel ca ecuatia:

V2z + 3+ ¥y + 8 = 8 s& fie verificatd pentru z = 2m?+2m—1siy = (2m+9)°-8.
59. S4 se arate ci dacd a > 1, atunci:

</3a.-—2+(a+2)\/a—1+ VSa—2—(a+2)Va— =2

60. Daci y — mz = vmZaZ + b2 si my + = = Va2 + 62m?, atunci are loc egalitatea
22 +y? = a? + b2

61. Si se afle m,n € R, astfel ca ecuatia: Vo +4— Y2y —5— V2 —-9+1=0si
fie verificatd pentru z =m? — 4, y =4n® + 60> +3n+35i 2 =9 — (m + 2n)".

62. Ecuatia: vVa+bzr + vb+cx + Vetax = Vb—az + vVc— bz + Va - cz,
a,b,c > 0, are solutia x = 0. Aritati cii aceasta este unici.

63. Si se verifice identitatea: \/ 5+4y/n(n+1)(n+2)(n+3)+1=2n+3.
64. Rezolvati in R ecuatiile:

a) (2 -3z)(z2 -3z +4)+4=0; b) x2+$—x——;-=4.

65. S& se rezolve in R ecuatiile: -

6 22 —4z z-1 5
2_ — ————— -] ¢ b = =-.
8) 2~ 2z z2 -2z +2 L ,) z—1 +:c2—4:c 2

66. Si se rezolve ecuatia: (z+ 1)(x + 2)(z + 3)(z +4) =

o . z? 18 13/3 =z

67. S& se rezolve ecuatia: ) + i (; + -2-) .

68. Fie ecuatia: z2 — 4mz +3m? + 3m = 2z, unde m € Z este un parametru. Si se
determine m astfel incat ecuatia si admitd cel putin o ridicind intreagi.

69. Fie ecuatia: 222 +(m+2)z+5m—2 = 0. S4 se arate c& intre ridicinile ecuatiei
date exist3 o relatie independent’ de m si utilizind aceast relatie si se determine valorile
reale ale lui m, astfel incat ambele ridécini s3 fie intregi.

70. Dacd a,b € R, 0 < b < a, atunci ecuatia 22 + ax — b = 0 nu are ambele ridicini
intregi.

71. Fie ecuatia az? + bz + ¢ = 0, unde a,b,c € R, a # 0, z;, 2 ridicinile ecuatiei
sim=a+b+c, n=abc. Si se determine m si n astfel incdt a, A, z,22, T + 22 si fie
numere intregi, consecutive, in aceastd ordine. (A este discriminantul ecuatiei.)

72. Fie ecuatia (m + 1)z — (2m + 1)z - 2m = 0, m € R\{-1}.

a) Si se determine valorile intregi ale parametrului m astfel incat ecuatia si aibe
ridicini intregi.

b) S& se determine pentru ce m € Q\Z ecuatia are ridicini intregi.
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73. Fie ecuatia 1/2|z| — 2z = 5m—z, m € R. S¥ se determine m astfel incat ecuatia

sd aibe trei rddédcini reale distincte.

daci:

74. Se considers ecuatia: 222 +3(k— )z +k*—kl+3=0, k,l€R, 1#0.
Daca z; = 2z2, considerdm k = k(l) si pentru ! = 4 fie M = min(z;;x2). Stabiliti

l.a)k= -(12 3),b)k——(4—l2),c)k 3-13 d)k_ ,e)k_l2+l+3

!
2. a)M=-2-,b)M=0,c)M=1,d)M=—§;e)M=—1.
75. Se consideri ecuatia: z(3z —1)(3z —3)(3z—4) =m, meR.

Fie A media aritmeticd a rddicinilor ecuatiei pentru m = 0§i M = {m € R |

ecuatia are toate rédicinile egale}. Atunci:

1. a)A=4;b)A=-2-;c)A=§;d)A=-§-;e)A=0.

3 4 3 3
20 M= [-3ig]i0 m = (<ia]s o ¢ = (-ooi-3);
3
d M= [§,w>; e) M= (_00;_2)'
76. Se considery ecuatia: 2 — |z| = mz(z +1), m € R.
= {m € R | ecuatia are exact trei rid¥cinile reale gi distincte},
M; = {m € R | ecuatia are oinfinitate de solutii}. Stabiliti dac:

" 1. a) My = (—o0,~1]; b) My = (-1,1); ¢) My = (2,00); d) M) = 0; e) My =R;

2. a) Mz = (=00, —1); b) Mz = (1,00); c) Mp C (2,00); d) M2 = §; e) Mz = {1}.
77. Se considerd ecuatia: 9a%z? — b(12a — b)z + b*(4 —¢) = 0 cu a,b,c € R, a # 0,

2b # 3ac §i A > 0 (A este disciminantul ecuatiei). Fie x; i 22 rid¥cinile ecuatiei. Pentru
a= % gib=1, fieC = {ceR|z}+z} =18}. Atunci:

l)a)zy<cza>c¢ b))z <e,za<¢5¢) 2 >c¢ T2 >0
d)zy<e,z22¢e)z1<¢,z220.

2)a)C={2}ib) C={-1};¢c) C={-3};d) C={-2};¢) C = {8}

Capitolul I1I. ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA

1. S se decid¥ care din urm#toarele enunturi sunt propozitii si care este valoarea

lor de adevir:

a) ,Memorati poezia;‘; b) ,,Unde locuiti?*; c¢) ,1 < 3%
d) , Toate notele sunt bune.“; e) ,|z — 1| = 2
2. S& se stabileascd valoarea de adevir a propozitiilor:

a)p1: V=8=-2;b)pa: V2< V% C)Ps 020;d)ps: AUB=DBUA4;

o s, 11 1 2001
&) ps: V-v3=-V51) ps: 1-2+2-3+"‘+2001-2002'2002’
g)pr: {0} =0;h) ps: V-1€R.
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3. Fie propozitiile:

p1: ,Orice numdr prim este impar.“

p2: nProdusul oriciror dou# numere naturale consecutive este un numér par.“
Stabiliti valoarea de adevir a propozitiilor:

P1; P25 P1 A p2; p1V P2; "P1; ~P2; P1 — P2; P2 = P1;

P1 € P2; ~P1 — P2; P2 = "P1; "PLAP2; LV 2.

4. Folosind tabelele de adevir, si se verifice:

a) pAg=qAp; b) pVg=qVp;c) (PAQ)AT =pA(gAT); d) pV(gVT) = (pV)VT;
e) pVeg=-p-r¢qf)pve=(p—=q)g)pVp=ph)pAp=p _
)pAg=-(-pV—q)i)pVe=-(-pA—q)ik)pV(gAT)=(VQA(PVT);
DpA(gvr)y=(AqgV(pAr). '

5. Sd se arate ci urm#toarele formule sunt tautologii:

a) ~(pVq) = (-pA—q); b) ~(pAq) = (-pV ~g;

c)pA(p—q)—=g;d) p—ra)A(goT1) > (P7).

6. Fie predicatul p(z): , [:c + %] = g“, Stabiliti valoarea de adevér a propozitiilor:
1 1 (1
o) 203 ) 2 (35 ); o (-1 &) o), ¥ € 2,9 p (~23 )i D # (-3 ).

7. Fie predicatul p(z,y): =+ 2y = 2002, z,y € N. Si se stabileasci valoarea de
adevir a propozitiilor:

a) (Vz)(Vy) : z + 2y = 2002; b) (Vz)(3y) : = + 2y = 2002;

c) (Az)(Vy) : z + 2y = 2002; d) (3z)(Iy) : = + 2y = 2002.

8. Fie A = {(z,y) € Nx N| z 4+ 2y = 2002}. S& se stabileasc# valoarea de adevir a
propozitiilor: v A

a) cardA = 1002; b) cardA = 0; c) cardA < 2002; d) cardA < n,Vn € N.

9. Fie multimea B = {(z,y) € N x N | 4z + 3y = 1992}. S¥ se stabileasc& valoarea
de adevir a propozitiilor:

a) (3z)(Jy) ad. 4z + 3y = 1992; b) (Vz)(Vy) : 4z + 3y = 1992;

c) cardA = 167; d) cardA = 1992.

10. Stabiliti valoarea de adevir a propozitiilor:

a) p1 : Vaz,y € R pentru care \/Z — / are sens, existd numerele a §i b, reale,
pozitive, astfel incat \/z— /g =va+ Vb

b) p2 : Vz,y € R pentru care /T + ./ are sens, existd numerele a gi b, reale,
pozitive, astfel incat /z + /5 = va — Vb;

c) p3s: Vz,y € R, z # y are loc egalitatea:

d) pa: V7+ 50+ ¥/7- /50 € N.
11. Fie a,b,¢,d € Z, d # 0 si propozitiile:
pr:d|a;pr: d|byps: d|ab;ps: d|a+b.
Demonstrati ci:
a) p; este suficientd dar nu §i necesard pentru ps;
b) p1 A p2 este suficientd dar nu si necesard pentru ps; -
c) p3 A ps este necesard dar nu si suficientd p; A ps;

1 V2 + ymg+ VP
Ve— 9y z-y ’
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d) —p1 A p3 nu este necesara si nici suficientd pentru p,.

12. S& se formuleze reciproca, contrara i contrara reciprocei pentru urmitoarele
teoreme. S& se specifice care dintre ele este o teorem3.

a) Dacd un numér natural scris in baza 10 este divizibil cu 9, atunci suma cifrelor
sale este divizibild cu 9.

b) Dac# un numir natural se divide cu 2%, n € N, atunci numérul format din ultimele
n cifre ale num#rului dat, luate in aceeasi ordine ca si in numérul dat, se divide cu 2".

c) Daci a, b sunt numere reale, astfel incat a? = b2, atunci a = —b sau a = b.

d) In orice triunghi cu a, b, ¢ lungimile laturilor, exists relatiile:

b—cl<a<b+c la—cl<b<a+e |b—aj<c<a+bd.

e) Dacd un patrulater este dreptunghi, atunci el este inscriptibil.

13. Demonstrati, folosind metoda reducerii la absurd, c& v3 ¢ Q.

14. Demonstrati, folosind metoda reducerii la absurd, ci existd un singur numir
natural n, astfel incat: 3" + 4" = 5",

15. Demonstrati, folosind metoda reducerii la absurd, c3, dacd o dreaptﬁ d este
paraleld cu o dreaptd dintr-un plan a, atunci d||a sau d C a.

16. Demonstrati, folosind metoda reducerii la absurd, ci fractia dnt?

3n+5,n€N, este
ireductibili.

PRINCIPIUL INDUCTIEI MATEMATICE

17. Folosind metoda inductiei matematice sd se demonstreze c3 pentru orice n € N*,
sunt adevérate propozitiile:

8)1+2+3+...+n="20F1,
2n+1
b)ﬂ+2t+¥+u”+n2=”m+1¥”+ ).
2 1)2
c)13+23+33+...+n3—w;

2
A1 +20+30 ... 4nt= n(n+1)(2n+1)(3n +3n— 1)

) 2-4+4-6-....2n(2n+2) = 4"(“+1)("+2)

nm+nm+mm+m.

£)1.2.34+2:3:44+3+...+n(n+1)(n+2) = 7

18. Si se demonstreze urmitoarele egalitati:

2n+1 _
8 (+a)i+a1+at)- ... 1 +a) =L vazl
_ (—1)".’1:“"'1 +1

b)l-z+z2—...+(-1)"z" 1 , T #—1;
. 2n+14-3
c) 1(:c+1)+2(x+2)+...+n(a:+n)=n(n+l)(g+ 1 x),Vme]R,neN‘.

19. S se calculeze urm&toarele sume si apoi si se demonstreze formula gésitd prin
metoda inductiei matematice:
a)1-4+4.74+7-10+...+(2n+1)(2n+4),n€N;
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b) 1+3+7+15+...4+(2"-1),n€EN;

c)1:3:5+3:5-7+...+(2n—-1)(2n+1)(2n + 3), n € N*;

LN S .

1-3-5 3:5:7 77 (2n-1)(2n+1)(2n +3)

20. Sé se calculeze urmatoarele sume si s& se verifice rezultatul gisit.
1

a’z(k+1>(k+2) )Z(x+k—1)(z+k)

d)

, n €N,

, T € N*;

=~ k+1
c)Z o 1)(2k+1),d)zkke)zk'k2+k+1),f)z(k+2)',

k=1

1
g)kz;l\/m+\/l? )Z(k+1)f+kfk+_

21. 54 se calculeze si si se demonstreze formula g&sitd prin metoda inductiei matem-
atice: ‘

a)ikz(n—k+l); b) ﬁ [1—k(T2+1—)]; o) f[ (1--,515);

(k+1)? 2k=1(k — 1)
)Zk(k+2) )Zk2+k 2’ )Z T (k+1)
22. Si se calculeze suma

-

1+2(14+2)+3(1+2+3)+...+n(1+2+...+n).
23. S& se demonstreze identitaile:

RO SR SN S oLy
12n-1)! " 32n=-3) T @G-~ @’

1 2 on 1 gn+l .

b) 1+m+1+w2+"'+1+z2" ~x—1+1—z2”+1’vnEN’

1 1
Jot—+2’t S+t
n impar;

1 1
2+F+z"+m—nZn+1,n€N,

A . S +"’2"-1 _ Lz iiinen
1-22 "1-2¢ " 1-28 T 1-2 1-z 1-z2%

24. Si se demonstreze, folosind metoda inductiei matematice:

d)

1 1 1 1 3

S ——— — >
a)2<n+l+n+2+ +2 <3 ,Vn>2,neN;
b)1<—1-+;+ +;<2 Vn2>22,neN;

n+1 +2 n+1 ’ =" !
1 1

c)vVn<l+ — + A — <2 n,n =2

1 3 2n—1 1

.2 _Y N*,
d)z 4 2n <\/_2n+1’ ne
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25. Si se demonstreze cd, pentru orice numir natural n are loc:
k 2
1+-’E < <1+E) <1+E+k—2, VE<n,keN
n n n 0
1 n
26. S3 se arate cd: 2 < 1+;) <3,VneN*
27. S& se demonstreze inegalititile:
a)2™1>n,VneN; b)2">2n+1,Vn>3,neN;

)" >2m+3,Vn>2,neN; d)2n®>3n2+3n+1,Vn>3,neN.

28. Si se demonstreze ci oricare ar fi num#rul natural n > 4 are loc inegalitatea:
3" > n®. Deduceti c& V3> /n,n>4. :

.29, Demonstrati, folosind metoda mduc'glel matematice, urmatoarele inegalitati:

a)3">2"+n2,n>2,neN; b)3""l>n n>3,neN;

c)2<nl,n>4,neN unden! =1.2-3-.

30. Demonstrati cd pentru orice numér natural nenul are loc inegalitatea:

nl2" < H(l +k2)
k=1
31. S& se arate ci, pentru orice numdr natural 7 > 2 are loc inegalitatea:

4" (2n)'
n+1 (n')2

32. S4 se arate cd urmétoarele afirmatii sunt adevirate, pentru orice n € N:
a) 26n+3 4 3nt217; b) 52" — 1024; ) 5472 +1:26; d) 317" +12-6™i43;

e) 112" —92niq0; f) 7.22n+1. 520 _5lg; g) 72n+l 4 192n+ligg,
33. S¥ se demonstreze ci pentru orice numir natural n sunt adevirate afirmatiile:
a) 10" + 18n — 1:9; b) 12"+ 4 33n — 12111; ¢) 9"+2 4 24n — 1:16.

34. S se arate c&: 55° 4 52n~1 4 55n+1:3] ¥n € N*.
35. Si se demonstr&e 1 oncare ar fi numerele reale pozitive a;, i = 1,7 are loc

inegalitatea: Z Vaia; < <= Za;

1<i<j i=1
n
36. Dacid Hai = 1, demonstrati ci: Z(l +a;) 2> 2™
i=1 i=1
’ n n
37. Dacéz:a;bg = 1, demonstrati ci: (2 af) (Z b2) >1, a,b€R, 1= 1n.
i=1 i=1

38. Se did §xrul (Zn)nen definit prin o =2, 1 = 3, Tn41 = 32p — 2Tp-1, N 2> 1. S&
se demonstreze ci: z, =2"+1,Vn 2 0. )
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39. Se di sirul (fa)n definit prin fo=1, fi=1, fas1 = fa+ fa-1,n 2 1.
S4 se arate ci:

fn= 7 [(1 + f) (1 _2‘/3) ] , n€N* (sirul lui Fibonacci).

40. Fiesirul (z,)nen dat de relatia de recurentd x4, = a:,.—a:ﬁ, VneN, zg € (0,1).
Sisearateci 0 <z, <1,VneN.

41. a) S3 se determine num&rul diagonalelor unui poligon convex care are n laturi.
S& se demonstreze formula gasitd prin inductie matematica.

b) Aceeasi cerintd pentru o prismé avind ca bazi un poligon convex cu n laturi.

42, Fie ecuatia: 22 +pz+q =0, p,q € Z si z;, x2 rédicinile ecuatiei.

. a) S% se arate ci S, = z7 + z§ este un numdr intreg pentru orice n € N.

b) Determinati p, g, astfel incat S, si fie divizibil3 prin 2®, apoi in general, prin a®,
a € N*,

43. Fie sirul (zn)n>1 deﬁnit‘prin Ty € (0,2) §i Tpy1 = V2 + T S3 se arate cd sirul
(zn)n>1 are toti termenii in intervalul (0, 2). '

44. S3 se demonstreze identitatea:

a2 g2 a? a2(2n+1 _ 1) .
a+2+22+ +2 = VneN s VaeR.
_3-1+3-1+1  3-2°+3-2+1 3n?+3n+1 o

45. Fie a,, .93 + 2.3 +... W,TLGN‘. S&

n+1)3 -1 . .

se arate ci: a, = (_(—*—')F’ € N*,
46. Si se demonstreze 1dent1ta§ule
sm— n—1
a)z:sm(:c+ka) sina sin <z+ 3 a),a;é2k7r;
2

nlg,
b) H (cos2*q) —sin 22 o 2 o # km

47 . Se consider o functie f : Q = Q cu proprietatea: f(z + y) = f(z) + f(¥),
Vz,y € Q.

a) S& se arate c& f(0) =

b) S& se arate c& f(—z) = —f(z), Vz € Q.

c) S& se demonstreze, utilizAnd metoda inductiei matematice, ci

f@id+ze+...+zp)=f(@)+ (@) +...+ f(zn), VREN", ;€Q, i=1In
48. Fie girurile (an)n>1, definit prin ay, = 2n — 1 gi (by)n>1, definit prin b, = 2%~.
S& se demonstreze, utilizind metoda inductiei matematice, ci ay, < by, Vo € N*,
*49. S& se demonstreze cd n cercuri situate intr-un plan, impart planul in cel mult
(n? — n +2) pirti. Dar dacd cercurile sunt doud cate dous secante?
50. S¥ se demonstreze ci oricare ar fi n plane, care trec prin acelagi punct, astfel
incét oricare trei dintre ele nu au o dreapt3 comuns, impart spatiul in (n? — n+ 2) pérti.
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g(z) =

9(z) =

g(z) =

Capitolul IV. FUNCTII

1. S8 se determme domemul de deﬁnigie (D) al urméatoarelor funcf,ii f:D-R:

) £(0) = o33 D) @) = 3 + 33 O F0) = i @) flo) = 2y
3/ me — ———_z

e) f(z) =vz +2{) f(z) = \/—, g) f(z) = ¥/=; b) f(z) = o

2. 853 se d(;temline m € R pentru care functiile f(z) = ;2_;—:3_'_2 si

p oy (m-T--l'-)a: e au acelasi domeniu maxim de definitie.

3. S& se determine m € R astfel incat functiile f,g : R = R, f(z) = 22 — 5z + 6,
-3z + 4 — mz + m sé fie egale.
4 S& se determine multimea D pentru care ftmcl;ule [,9:D =R, f(z) =vVz2+1,
2z + 1 sunt egale. .
5. S se determine mul{imea valorilor (Imf) pentru urmatoarele functii:
a) f: {-10;1} = R, f(z) = Vz? +3;
1 1

b) f: {-—2;—5;0; 3 1,2} — R, f(z) = max(2z — 1; -3z + 2);

c)f: {—\/g;—l; —-;—;0; 1;v3;2; 10} = R, f(z) = min(z® - 1; V2% + 1);
d) f:R—>R, f(z) =sgn(z +1);
e) f:[-11]- R, f(z)= [a:— %J, unde [a] este partea intreagd a numé&rului real a;

f) f: { e %; 110, ,g}—)lk f(z)= {.1:+1},unde {a} este parte fractionars a

numarului real a;

g) f: {-v3-vZ-1,0,1,v%v3} - R, f(z) = Va2 - 2
h) f: R R; f(z) =1.
6. Sa se determine functia afind f : R — R, dacdl graficul ei intersecteazd axele de

coordonate ale reperului cartezian (zOy) in punctele A(—1,0), B(0,2).

7. S4 se determine functiile f : R — R, f(z) = az + b, a,beR,incazurile:

a) £(0) = —3si £(0,5) = 1; b) f(v2) = V34 f(V3) = V;
c) f(—100) = 10 si £(100) = 10;

d)f(2)=1 si unghiul format de axa Oz si graficul functiei are mésura de 45°.
e) Intersectiile graficului functiei cu axele de coordonate Oz si Oy sunt puncte de

coordonate numere intregi gi aria triunghiului determinst de graficu} functiei gi-axele de
coordonate este egald cu 3 U.P. Céte solutii are problema?

8. S& se studieze monotonia urmitoarelor functii f : R —» R. Discutie dupéd

parametrul real m.

a) f(z) =mz +2; b) f(z) =2z —m; c) f(z) = ~z+m? +1;
d) f(z) = (1 —m)z +m; e) f(z) = (m? + 1)z - 3.
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9. S3 se reprezinte grafic urmstoarele functii:
3 AIRSR ) =2- 1) RSB ) ={ 2248 2570
-3, z<3
M-z, z>3°
4z -5, zT<~4
2, T €[—4,-3)
-z+2, ze€[-3,0) '’
5, z=0

) f1:R R, foe) =
d) fa (=000 = R, fale) =

-5z+2, —-1<z<0
05z, 0<z<2 ’

f)f6: N2 Z, fe=|—-3z+6|; g)fr:R—R, fr(z) = sgnz.
10. S& se reprezinte grafic functiile f : R — R:

2) f(@) =} b) f(#)={a}; ©) f(:c)‘_‘[z_l].

e) f5:[-1,2) 4Ra fs ={

2 .
11. S¥ se determine multimea Imf;, i=1,7, unde f; sunt functiile de la exercitiul 9.

12. S4 se determine fy + f2; fo + fa; foa — fa; f - f; % §i %, unde fi, f2, f3 sunf
functiile respective de la exercitiul 9.

13. Se consider3 functiile date la exercitiul 9. S3 se determine:

a) fiofa; fa0 fi; b) frofa; c) fiofr; d) f2o f3; fao fo

e) fsofr; frofs; f) faofri frofe; 8) faofasi fiofi.-

14. Se da functia f : R = R, f(z) =az+b,a € R*, b€ R. Si se calculeze:

fof; f°f°f; fofofo...of.

de n ori

15. Si se arate ci urmdtoarele functii f : R — R sunt bijective si si se calculeze
fhfof fof t flof, flofh

a) f(z)=2z-1; b) f(z)=-3z+4; c) f(x) = —2z.

16. S3 se studieze bijectivitatea functiilor f : R — R, in urmétoarele cazuri:

_Jz-1, z<-1 _J —2z+1, z<2
9 @={ 50 P30 wi@={ 2hh 257,

o) f(:z):{ -2, <0

-4z, 20"
Pentru cazurile in care functia f este inversabild si se calculeze inversa sa.
—z+3, z€Q
L{Sé se arate ci functia f : R = R f(z) = 2 , se R\ Q este inversabild

gi sd se calculeze f~1.
0 18. a) S& se arate ci nu exist3 functii afine f : Z — Z, astfel incat:

(fof)(x)=z+1, Vz€Z.
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b) S& se arate ci exist3 o infinitate de functii g : Z — Z, astfel incat:

(gog)z) ==z, Vz e

18./17‘ieﬁ1nc§iaf:lR—+R, flx) = { fn:i"l 2;; , m € R. Se cere si se

determine parametrul real m, astfel incét:

a) functia f si fie strict monoton#; b) functia f si fie injectiva; c) functia f si fie
surjectivd; d) functia f si fie bijectivd. In acest caz si se determine F1

20. Pentru parametri reali m, n se consiers functia fmn : R = R, fmn(z) =
_Jz—-m, L0
B { nz+m, >0

a) injectivi; b) surjectivd; c) bijectiva.

}1./85, se studieze periodicitatea functiilor f,g: R - Rs§ih:Z - Z:

_ ldacaa:eQ v _[-1l,dacizeQ
fle)= {0 dacd z € R\Q i gle) = {1, daci z € R\Q

. S& se determine valorile lui m, n pentru care functia fm.n este:

i h(z) =(-1)".

22. Fie f: R — R o functie monotoni. S& se demonstreze cé dacd f este periodic,
atunci f este constanti.
7 23. Si se determine toate functiile bijective f : N* — N* pentru care girul (@n)n>1,
an =2 este crescitor.

f(n)
24. Fiea € Rsi f: R = R, o functie care indeplineste conditiile:

) (fof)z)=4z+3,Vz€R; 2)(fofof)(z)=8z+c
a) S& se determine o € R si functia de gradul inti, care verifici conditiile 1) si 2).

b) S& se arate c3 singura functie f : R — R care verificd 1) si 2) este functia definitd
la punctul a).

25. Se considerd functia f : R = R, f(z) = mz -2, m € R. Si se determme
parametrul real m in fiecare din urmétoarele situatii:

a) f este strict cresciitoare; b) f o f = f; ¢) f este periodic. .

26. Fie a > 0 un numir real. Si se arate ci functia f : R — R, f(z) = 2° + este
bjectiva.

27. Se considers functia f : N =+ N, f(n) = 3n+ 1. S4 se determme o functie
g : N = N, astfel incdt go f = 1y. Ar#tati ci pentru orice asemenea functie g are loc
afirmatia f og # 1n.

28. S& se determine toate functiile f, g, h : R = R cu proprietatea:

(z = ¥)f(2) + h(z) — 2y +y* < h(y) < (z - Y)g(z) + h(z) -~ 2y + 1%, YT,y €R.
29. Se di functia f: R = R, f(z) = az® +bz +c, a,b € R, a # 0. Stabiliti valoarea
de adevdr a afirmatiilor de mai josA, justificind raspunsul.
a) Maximul functjei este. ;—a, daci a < 0.

b) Semnul functiei f este contrar lui a, daci A = 0.
c) Semnul functiei f este semnul lui a dacd A < 0.
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d) Semnul functjei f este pozitiv, dacd e > 0 §i A < 0, pentru orice = € R.

e) f(z) > 0, dacd z € (z1,22), A > 0, a < 0, unde z;, 2 sunt solutiile ecuatiei
flz) =
. f) f(z) <0,VzeR,dacd A<0sia<0.
g) f(z) >0,V:z:e]R,dac5,A<0§ia>0.

h) Imf=( —00, 4A] dac8a <0. i) f(R) = (——A—,+oo) dacs a > 0.

j) Graficul functiei f intersecteazd axa Oz in doud puncte, distincte, dacd A > 0.
In caz afirmativ, determinati coordonatele punctelor.

k) Graficul functiei nu intersecteazd axa Oz, daci A < 0.
1) Dacd A =0, graficul functiei f este tangent axei Oz in punctul V (—-2%; O) .
30. Si se studieze monotonia §i s& se determine minimul sau maximul functiilor

f : R = R urmitoare:

a) f(z) =22 +1;b) f(z) = —22 +3z - 2; ¢) f(z) = —22% + 4;

Q) f(2) =% = %) f(@) = ~3(@+ 1?+ ;1) f(@) = (a~ 9%

g) f(z) = —2z% h) f(z) = 0,1z — 0,5z.

31. Si se reprezinte grafic functiile de la exercitiul 30, intocmindu-se tabelul de
variatia al functiei.

32. Si se studieze semnul functiilor f : R — R urmétoare:

a) f(z) = —2? +z +2; b) f(z) = 2% 2 10z + 25; ¢) f(x) = —z2 + 3z — 5;

d) f(z) = V3z? - V2z; €) f(z) = —322 +9; f) f(z) =22 + 4.

33. S& se determine multimea Imf, pentru functiile f de la exercitiul 32.

34. S4 se determine functia f:R— R, f(z)=az®+bz+c, a #0, a,b,c€R, stiind ci:

a) graficul functiei f trece prin punctele A(1;2), B(-1;4), C(0; —4);

b) Izneiultl f(z) = 0 obtinut pentru z = 0 si graficul functiei trece prin punctul A(2;10).

35. Determinati toate functiile de gradul al doilea f : R — R care verifici:

a) f(-1) = f(2) st f(1) =4 ) f(0) =3si f(2—2)=f(2+z),VzeR.

36. Si se determine functia f : R = R, f(z) = —z2 + az + b, a,b € R, stiind ci are
valoarea maxim3 egal cu % si punctul A(—2;0) apartine graficului functiei.

37. 54 se expliciteze functiile f : R — R gi s} se reprezinte grafic in cazurile:

a) f(z) =|z® — 4|; b) f(z) = |~ 2® - 2| - 1; ¢) f(z) = |2® — 22| — 4=;

d) f(z) = |2? -z - 6]; &) f(2) =[5>~ 1|+ | - 2 + 3}; £) f(2) = lo — 7| +|al -

38. Si se reprezinte grafic functiile f : R — R urmatoare:

a) f(z) = max(z? — 2z; -2z + 9); b) f(z) = min(z? + 1;22% — 3z + 3);

¢) f(z) = min(z; 2% 22 — 2); d) f(z) = max(~2z + 1; z%; -222 + z).

39. S3i se determine valoarea parametrului m, astfel incat functia f : R = R,

flz) = _272?_':T2 sd aibd multimea valorilor cuprinsi in intervalul (—1;1).
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40. S se rezolve inecuatiile:

1
a)3z2—z>-22+3; b) —2:1:2539-5; c)z?—-z+5<0; d) —222+2-9<0;

3z — z+2 z?— |5z -6
< H —_— <0
e)m+3- :c+2’ Dari>% 8 g ra S0
z2—z—6 z*—5z+6 4z? — |z|
h) 0 >0; i) | T [ 5 9. 5y 22 T
)|5-4:c—m2|“0’ i) 222 -3z +2 21 j) -2 z2 -1 <1
41. S¥ se rezolve sistemele de inecuatii:
2
2 _ < z°—-2x-32>0
a’{Zz_giileoo; b){ z-1l 248 4
-2 z47
22—z -30 0
22-32+7 _, Zl+7
c) —-6z+8 =" d){ |z+1f >0
232—920 ;L-Z—-Q_
[z-3| <1

42. S& se arate ci functiile urmitoare sunt bijective si s& se calculeze inversele lor:

z+2, z<0
8 fRoR ) ={ 50 250,
3 -

z2-4z+6 <2
b)‘f:R—)R’f(w)={—m2+4w—’2 z>2 "
. b -

43. Si se determine parametrul real m, astfel incit intre ridicinile ecuatiilor
urmétoare s& existe relatia scrisd in dreptul fieciruia:

a) mz? — (m —2)z +2 =0, z; = 2z5;

b) (m —1)z% +2mz — 2 =0, 7, + To = 22, 5;

¢)(m+2)z?-3z+m-2= 0 zi+ 2% =1;

d) 22 -mz+3m-2=0, 2 + 1% =1;

e) mz?—-2z+m+1=0, —+—1- = Z1Zg;

z To

fyme? —(m+2)z+m-1=0, 23 +23 = -2

g) 22— (m+2)z+m=0, lzy — 22 = g;

h) 22 -2(m—1)z+m—-2=0, 22 — 2% = —4;

i) 22— (2m - 3)z + m — 1 =0, 3z; — 5z122 + 222 = 0;

j) (m—=3)z? - 2(m —6)z+m =0, 2% + 2% - 5(z; +z2) —~ 1 =0.

44. Si se determine m € R, astfel incat ridicinile ecuatiei date si verifice relatia

scris in dreptul fieciruia, in fiecare caz in parte.

1 1 1
a)z’—2(m+1)x+2(m—1)=0,x—+ >3
1

T
_1_

b) (m — 1):1; -m?z+m+1=0, —+ <l



8 ' ALGEBRA

c¢) 22 —mz+2 =0, 7§ + 3 > m>. Pentru ce m € R ecuatia are cel putin o ridscind
in intervalul (—1,1)?
T1+ 2

1T

e) 22 — (4m +3)z+3m? +5m +3 =0, 22 + 23 + 31122 > 0.

45. S3 se determine m € R, astfel incat rdd&cinile ecuatiei s verifice relatia datd in
fiecare caz in parte.

a) 22 —4m|z +m? +2 =0, /T + /T2 = 1;

b) 2?2 — 4z +m? =0, Y71 + ¥T2 = 3.
46. Fie ecuatia z2+mz+2 = 0, cu z;, 3 rédicinile ecuatiei. Notdm cu Sy = T +z3
(n € N). S& se arate cd pentru orice n € N exist# relatia:

d) 8mz? - 2(m+1)2z+m? +1 =0,

<4

Snre+(M+1)Sps1+(Mm+3)(S1+S2+...+8)+m+4=0.

47. Fie ecuatiile: 22 — (m+3)z+12m = 0; y2 = (m+ 1)y+m?2 +11 = 0, cu
rddécinile z;, 22, respectiv y1, y2. S se determine valorile lui m pentru care este verificati
inegalitatea: T1%2 ¥ Y1y2 < 2(zy + z2).

+¥2 )

48. Fie functia fr, : R 9 R, f(z) =22 - 2(m + )z +m+3, m € R. Si se
determine parametrul real m in fiecare din urmé#toarele cazuri:

a) graficul functiei se afli deasupra axei Oxz;

b) vérful parabolelor asociate functiilor f,, este situat sub axa Oxz;

c) graficul functiei este tangent axei Ogz;

d) varful parabolelor asociate functiilor f,, se afli pe axa Oy.

49. Determinati m € R*, astfel incat pentru functia f : R = R, f(z) = mz? —
—2z — m + 2 s& fie indeplinite conditiile din fiecare caz in parte:

a) varful parabolelor asociate functiei f si apartin dreptei (d) de ecuatie z+y—2 =0
si s3 fie un punct de minim;

~ b) suma pitratelor ridicinilor ecuatiei f,,(z) = 0 s fie minima.

50. S& se determine parametrul real m astfel ca parabolele asociate functiilor
[9: R R, f(z) =22+ (m— 1)z +m, g(z) =mz? +z — 1), m # 0, s& fie tangente.

51. Si se afle numdrul prim p stiind c& rédicinile ecuatiei 22 — 3z + p = 0 sunt
intregi. ' '

52. Determinati parametrul real m astfel incat:

a)(m—2)z2-2mz+m+1<0,VzeR;

b) @m+1)z? —(m+3)z+m+2>0,Vz €R;

c)(m+3)22~(m—-1)z+m+2<0,VzeR.

53. a) S3 se determine m € R, astfel in;ét functia

fiROR, f(z) = mz*— (m+1)z+m+3

z2—-mzr+1
s# aibd sens gi s fie negativi.
b) Pentru ce valori m € R, multimea f(R) C [-1,0]?




CLASA A IX-A 29

54. Fie functia f: R — R, f(z) = —2% + 4. S§ se determine o functie g : R — R,

me +n, z< -1
g(z) = { P, z=-1, al cirei grafic si fie tangent la graficul functiei f in
ar®+bz+c, z>-1

punctul A(-1;3).

55. Fie familia de functii de gradul al doilea fi, : R = R, fi(z) = (m+1)z2—mz+1,
m € R\{-1}.

a) S3 se arate c¥ parabolele asociate acestor functii trec prin dous puncte fixe.

b) S& se determine locul geometric descris de varful parabolelor asociate functiilor

fm.
56. Fie familia de functii de gradul al doilea f,, : R -+ R,
fm(z) = (m+1)z% - 2mz +m - 1.
a) S& se determine punctele fixe ale graficului functiilor f,,.
b) S& se determine locul geometric descris de vérful parabolelor asociate functiilor
fm.

c) S& se determine o submultime a locului geometric gisit la punctul b), care contine
vérfurile parabolelor cu ramurile in sus.

d) S& se determine valorile lui m € Z pentru care ecuatia fm(z) = 0 are ambele
rédécini intregi.

57. Fie 21, z, rddicinile ecuatiei 22 — z — 4 = 0. Se noteazi S, = z} +z%,Vn € N.

a) Si se calculeze S, pentrun e N, n < 4. '

b) S& se demonstreze ci pentru orice n € N, are loc relatia:

Sn+2 - Sn.l.l - 4Sn, = 0.
c) Si se calculeze valoarea expresiei E(z;,z2), unde:

E(m, $2)=m§—m§-—5.’c1 +2  z3-23-5z,+2
’ z2+ 22 -3 z2+z;-3

58. Fie ecuatia 2 + mz + 1 = 0 cu rédicinile z;, z,. Notand cu S, = z} + 23, se
cere sd se arate ci:

n

) m+1 1
kz__:osk—l—m+23n+1—m+2sn+2, n€N.

59. Se di functia f: R R, f(z)=(a—-2)z2 —22+a—-2,a €R.

a) S4 se discute ridicinile ecuatiei f(z) = 0, in raport cu parametrul a.

b) S& se determine a, astfel incat graficul functiei s§ aib4 minimul sju pe dreapta
y = 3z. :
c) Cu a determinat mai sus si se taie curba (P) cu o dreapti (d) paraleli la dreapta

= 3z §i intdlnind axa Oy intr-un punct M de ordonatid m. S& se discute in raport cu

parametrul m numarul punctelor de intersectie dintre (P) si (d). “ '

60 Fie functia f : R = R, f(z) = (az —a1)%2 + (az —a2)? +...+ (az —a?j, cua # 0
gi a; reale, i = 1,10.
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a) S& se arate c8 valoarea minima a lui f nu depinde de a.

b) S& se arate c& dac a? + a2 + ...+ a3 = 1, atunci: |a; +az +... + a0 < VI0.

61 Fie functia f : R = R, f(z) = (3 + 2cosa — 2sina)z? — 2(cosa + sina)z + 1,
a € R. Se cere:

a) S3 se arate cd f(z) 2 0,Vz eR. .

b) S& se determine a € R, astfel ca f(z) s& admit¥ un minim egal cu 3

62 Ecuatia 22 +pz +1 = 0, p € R, are solutille z; = tga, 22 = ctga, a €
eR\ {zm, (2k + 1)1251 ke z}.

a) Si se scrie ecuatia de gradul al doilea in y care are ridicinile 3, ~= sin2a,
Y2 = cos4a.

b) S3 se arate c3 inte z;, Z2, %1, Y2, existd relatia:

1+4+4m

1422+ (1 +2)2=8 ;
(1+z1)° + (1 +x2) T+

63. Se consider} ecuatia mz? +mz — 1 =0, m € R*. Se cere:

a) Sd se arate ci ecuatia nu poate avea ambele rid¥cini pozitive.

b) S& se determine m astfel incat ecuatia si aibd ambele rdddcini mai mari ca —1.
c) S& se determine m € R, astfel incat s3 existe relatiile: —3 < z; < ~25i2 < 22 < 3.
64. Si se determine parametrul real m astfel incat: '

{zeR|mz®+(m+1)z+m+2=0}n[-1;1] =0.:
65. S3 se determine parametrul real m astfel incit multimea:
.{a:EIRla:2+ma:—4=0}U{:c€1R.| z? 4 2z — 2m = 0}

s§ aibd doui elemente.
66. Cate elemente are multimea

{zeR|z’+mz+1=0}U{z€R|2z®+42+m? =0}, meR?
67. S se determine T,y € R pentru care expresia

E(z,y) = z° + 6y — 2zy + 6z — 16y + 18

are valoarea minim%. . . 0
68. S3 se demonstreze ci: max (_ai) < min (%_—“-) .
: z€R z€R

z2+z+4 22—z +1
69. S3 se rezolve in R? urmitoarele sisteme:
a) z+y=4  b) z+2y=3 .
922 + ¢% +3zy =13’ ?4+y2=2"

g { mty=0 g [ 2+y=3
z?—day+3y=-1" 22—y —6y=—6"
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70. S& se determine meR, astfel incat sistemul

{(ﬂ¢+y)2 +)-1) '

T—Yy=m
s& admit3 solutii in R2.
71. Si se rezolve in R?, s18temele simetrice :

2, .2 _
N 2ty =8 oy { 2By rnt=T ) z? —3zy +9% = -1
+5—1 ’ 3z+3y—222-29f=2" 3z2 —zy+3y°2=13 °

72. S4 se rezolve in R2, urmitoarele sisteme:

- z_jp.3 VB + P =
a){ﬁiﬁ;io;b){\/;\/; 2;0){\/?%«? ®,

4 —
z+y+zy=9 Va+ =5
d){:z:y-i-a:y 6 &) 3zy a:—y =5
25 + 2592 =0’ z2y? — g~y =155 °
73. Si se rezolve in R2, sistemele omogene:

22 4 oy+2y% =22 222 - 3zy =0
a) 2 2 _o 3 ) 2 a2 =1
2z + 3zy —y° =2 4r° - Szy—y* =1

74. S% se rezolve in R2, urmétorul sistem:

{ (z—y)(=z®-9?) =3
(+y)(=®+y?) =15

75. Si se rezolve sistemul:

Ty T2 _ Tn-l
T2 T3 Tp '
= 8zy4,

Ty +r2+...+2Tp =15
76. S3 se rezolve urmitorul sistem in R2:
2
( 20 =21 + —,
g

2z3 =22+ —
.’Bz,

n-1
L2:1:1—:::,‘-1-—
77. Si se rezolve sistemele:
z+y+z=9 -
11 1 z+y 3
a) ;+§+;=1, b){ z4+2=-2,
Ty+zz+yz=27 Ty +2z+yz =2



32 ALGEBRA

78. S& se determine numerele reale z, y, z care satisfac egalitatile:

(1 1)2 (1 1)2 (1 1)2 1
g(=+=-) =y(2+3) =z(=+-) =—.
y z Tz 2 z y Yz

79. Fie [AD) mediana unui triunghi oarecare ABC. Si se determine M € (AD)
astfel incat suma M A? + M B2 + MC? s4 fie minimi.

80. Se d& un cerc de razi R = 10 m. Pe un diametru [AB] al cercului se alege un
punct M si se construiesc cercurile de diametre [AM] gi [BM]. Si se determine pozitia
punctului M, astfel incit aria cuprinsi in cele doud cercuri s& fie maxima.

81. Si se determine pe un segment [AB] de 20 cm un punct M astfel ca suma ariilor
cercurilor cu diametrele [BM] si [AM] s& fie minim.

82. S& se imprejmuiascd un loc in formd de dreptunghi cu un gard a cirui lungime
este de 120 m. Cat trebuie s fie laturile dreptunghiului pentru ca aria si fie maxim#?

83. Din bucati de material triunghiulare, o croitoreass vrea si execute fete de mas#
dreptunghiulare. Cum trebuie croite fetele de masg astfel incat si se piardi cat mai putin
material? ‘

84. Doud magini pot transporta o cantitate de materiale timp de 5 zile. Prima
magind merge 200km pe zi gi consum3 12 1 de combustibil la suta de kilometri. A doua
magind merge 300 km pe zi i consum& 18 1 de combustibil la suta de kilometri. Cate zile
trebuie sd transporte materiale fiecare masgin astfel incét cantitatea de benzini consumati
sd fie minim3 §i care este aceasta?

85. Fie triunghiul ABC in care se gtie AB = 5 cm, iar BC + AC = 7 cm. Si se afle
inéltimea triunghiului, astfel ca aria s& fie maxim3.

86. Si se reprezinte grafic functia f : R — R definit3 prin

flz) = I&ig(t:a +t—2).

2 v

87. Fie functia f : R — R, definit¥ prin f(z) = {zi 1’,”"“’ L g;c“‘::; g, unde
m este parametru real. S& se determine valorile lui m pentru care functia este injectivi,
surjectivi, respectiv inversabily. In cazul in care este inversabild, determinati inversa
functiei.

88. Fie numerele a, b, c, a1, b1, c;, astfel incét a # 0, a; 7& 0siac+aic 2 0.
Ar¥tati ci, dacd {z e R|az?+bz+c=0} #0si {z € R| az? +b1:v+c1 = 0} # 0,
atunci: {z € R | aa;z? + bbyz + cc; = 0} # 0.

89. Fie functia f: R = R, f(z) = 2% +bx +c¢, b,c € R. S¥ se arate cii:

a) dacd rédicinile ecuatiei f(x) = O sunt reale, atunci |z;| < 1, |z2| < 1, daci si
numai dacd 14+b+¢>0,1-b+c>0sijc|<1;

b) dacd réddicinile ecuatiei f(z) = 0 nu sunt reale, atunci |z;| < 1, |z2| < 1, dac¥ si
numai dacd |¢] < 1. :

90. Si se arate ci functia f: R — R, f(z) = az® + bz + c este convexd < a > 0 si
este concvavd < a < 0.
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Fie I C R un interval. O functie f : I — R este concavi (convexi) dacd Vx;,22 € I,
Ty <Tp§ity,ta>0,cuty +t3 =1, are loc

f(tla:l + t2$2) < tlf(:zl) + tgf(.’l:z) (r%pectiv 2)

91. Fie I un interval si o functie f : I — R. Atunci functia f este convexid daci si
n

numai daci Vn>2,z;€I,i=1,n,¢>0,i=1,n,cu Zti:l’ are loc:
i=1

flizy +teza +...+ tnzn) < tl,f(zl) +tof(z2) +...+ tnf(:l:n).

92. Fie functia f : R = R, f(z) = z2+bz+c. S se demonstreze ci, daci b+c # —1,
atunci are loc relatia:

Zsk bte +1[Sn+2+(b+1)sn+1+b+2c']’

unde S, = z7 +25,Vn € Nsi zy, z2 sunt rédicinile ecua§1e1 f(z) =
?4 Fie functia f4 : R — {0; 1}, A C R, definitd prin fa(z) =

(numitd functia caracteristicd a multimii A).

S& se demonstreze proprietatile:

a) fr(z) =1si fo(z) =0,Vz e R;

b) A=B & fa(z) = fe(z),Vz € Rsi AC B& fa(zx) < fB(z), VT ER;

c) fanB(z) = fa(z)fB(z), VZ €R;

d) faus(z) = fa(z) + fa(z) — fa(z) - fB(Z), VT € R;

e) fca(z) =1~ fa(z), VT € R;

f) fa-B(z) = fa(z)[1 - fB(z)), Vz € Ry

g) fanB(z) = fa(z) + fo(z) — 2fa(z)fe(x), Yz €R.

94. Fie functia f : R = R, f(z) = 22 — 3z + 4. S# se demonstreze ci orice functie
g : R = R, cu proprietatea (g o f)(z) = (f o g)(z), V= € R, are cel putin un punct fix
(adici existd zo € R, astfel incat g(zo) = zo)-

95. S§ se arate c3 dacd functia f : R = R,f(z) = az® + bz + ¢, a,b,c € Z ia cinci
valori intregi primepentru cinci valori intregi ale lui z, atunci f nu se poate descompune
in factori cu coeficienti intregi.

96. Fie Aj={acR|z2-4z+a>0,Vz € R}si

Ar={ae€R|22+y?+22-42-2y+a>0, Vz,y,z€R}.

Stabiliti daci:

1) a) A; = (—00;2]; b) A1 = (2;3); c) A1 = (4;00); d) A1 = [-4;3]; €) A1 = (1;8).

2) a) Az = 0; b) Az = (—00;5); ¢) Az = (—3;6); d) A2 = (6;00); €) A2 =R

97. Se consider3 sistemul cu necunoscutele z, y si parametrul real m:

{m(2x—y)+2(§:—y)=
(m+1)z+3(m+2)y=33 °

1, z€ A

1) Sistemul este compatibil §i determinat pentru:
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a) m € R\{-1;3}; b) m € R\{0; -2}; ¢) m € R\{-1;-2};

d) m € R\{1;-2}; ¢) m € R\{0;1}.

2) :Solugﬁle gl y sunt intregi pentru:

a) m € {-3;2;4}; b) m € {-3;1}; c) m € {-1;2;3}; ,

d) m e {-3;4;7}; e) m € {-1;1;T}.

3) z i y fiind solu'gnle sistemului, raportul 3— este intreg pentru:
a) m € {—2;0}; b) me {0;-1};c) me {0},

d) m € {-1;0;3}; e) m € {-2;3}.
98. Fie functia f: R — R dati de f(z) = max(z? + az + b,2% + bz + @), cu a > b.
S& se determine parametri reali a i b stiind ci f(—1) =4, f(2) =
" 99. Se considers functiile f : R = R cu proprietétile: af(2 —z) + Bf(z+1) =
= m|z — 2| + 3z, unde a, B € R i f(0) = -2, f(3) = 3, m € R\{—1;3}, f este bijectivi.

Al i:
tuncl: 9m+3 6m+12 9m+3 . 6m+12
l)a)a aﬂ— ’b)a_‘—' 1ﬂ= )
10 10
m+1 m+2 m- 1

c)a— 0 7:3 10 , ) 27ﬂ_

e) nici una dintre variantele a), b), c), d) nu este adevirati.
2)a)m=1;b)m=2;c)m=0;d) m=—-1;e) m=-2.

100. Fie functiile f,g : R — [0,1] ce verifici relatiile:

f*(x) + 2z +2)+ Az +3) + fA(z+5)=1,Vz e R
@)+ +2)+g%(x+6)+g%(z+10)=1,Vz e R
Sa se arate cd functiile f, 9 sunt periodice si s# se determine perioadele lor.

101. Fie familiile de functii f, : R — R,
fm(z) =ma?+2m+1)z+m—1.
a) Si se afle locul geometric al varfurilor parabolelor asociate functiilor f, (z).
b) S& se stabileasc portiunea din locul geometric determinat care, cuprinde varfurile
parabolelor cu ramurile in sus.

102. Fie functiile f,g: R = R, f(x) = |2—z|+3, g(z) = |z —2| —3. S& se determine
fogsigof.
"103. S# se determine Im f pentru urmétoarele functii:

8 FiR\{1} -+ R, f(z) = 52228
b) f:R=R, fz)=22-z+1.
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GEOMETRIE SI TRIGONOMETRIE
Capitolul I. PARALELISM SI CALCUL VECTORIAL

1. Fie punctele A, B pe o axi d, astfel incat [AB] = 10.

a) Determinati punctul M € d cu proprietatea: 2MA + 3MB = 0.

b) Determinati punctul N € d cu proprietatea: 2NA — 3MB = 0.

c) Determinati punctul P € d cu proprietatea: 4PA% —9PB%2=0.

2. Fie trapezul ABCD cu (AB)||(CD), M mijlocul lui (AD) si N mijlocul lui (BC).
a) Aritati cd dreapta M N este paraleld cu dreptele AB i CD.

b) Aratati ci punctele M, N si mijloacele segmentelor [BD] si [AC] sunt coliniare.
3. (Teorema lui Menelaus) Fie un triunghi ABC si trei puncte A;, By, C), respectiv

pe dreptele BC, CA, AB. Fie zp = IB, Zc = B—IC—, Ty = ;, abscisele punctelor
A C B A C,B

B, C, A respectiv in raport cu reperele (AIC), (BIA)I, (C1B) ale éreptelor BC, CA, AB.
Aritati ci punctele A;, B;, C; sunt coliniare, dacy si numai daci z5 - zc - 24 = 1. Ce
devine acest enunt dac# pe dreptele BC, CA, AB. se aleg respectiv reperele (4, B), (B:C),
(C14)?

4. (Teorema lui Ceva) Cu aceleasi ipoteze i notatii ca la teorema lui Menelaus,
ardtati cd dreptele AA;, BBy, CC; sunt paralele sau concurente, daci si numai dacid
B To-Ta = -1

5. Aritati c¥ inZl{imile unui triunghi sunt concurente.

6. Fie G punctul de intersectie al medianelor triunghiului ABC. Si se arate ci:

GA+GB+GC =

7. Fie triunghiul ABC si AM o mediani a triunghiului, M mijlocul segmentului

(BC). S& se arate c3:
M = %(E +A0).
8. Fie A, B, C, D patru pnncte distincte dintr-un plan. Aritati ci:
- AD+BC-AC-BD=T, BC - 4D +4B = DC.

9. In trapezul ABCD cu (BC)||(AD), fie M mijlocul lui [DC] §1 N ml_]locul lul
[AB]. Aratat;x c§ MN = -(}7/’5 + AD). Deduceti ci dreapta MN este paralels cu (BC) si
MN = —(BC’ + AD).

10 Fie triunghiul ABC, definit prin vectorii BC' = @, CA=T7;AB="7si
medianele [AA,], [BBi], [CC)]. S4 se arate ci: '

E+F§I+C"C'"I=§(?+?+?)=b".

b
[
.
()

N’
S

&
Q
¢
<
&
e+
o
a.
e
&
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b) Aritati cd vectorii A4 ) BB ) cc pot forma un triunghi (unde [AA’], [BB'],
[CC’] sunt bisectoarele triunghiului ABC) daci si numai dac3 triunghiul ABC este echi-
lateral. .

12. Fie ABCD un patrulater oarecare gi F, F' mijloacele diagonalelor [AC], respec-
tiv [BD)]. S& se demonstreze c&

2EF = AB +CD = AD + CB.

13. Se da triunghiul ABC, G centrul de greutate al triunghiului si 7 un punct in

plan. S3 se arate ci:
MC = %(m+m‘ + MC).

14. Fie A;, By, C) respectiv mijloacele laturilor [BC|, [AC], [AB] ale triunghiului
ABC. S3 se demonstreze ci pentru orice punct M din plan:

MA; + MB, + MC, = MA + MB + MC.

15. Fie patulaterul convex ABCD, iar Oy, O, respctiv mijloacele diagonalelor [AC)|
si [BD]. S& se arate ci, daci 40,0, = AD - , atunci ABCD este paralelogram.
16. Fie ABC si A'B’C’ doud triunghiuri din acelasi plan, de centre de greutate G,

respectiv G'. Ar#tati ci: .
3GG = 44 + BB +0C.

Cele doua triunghiuri au acelasi centru de greutate dac si numai dac:
A4 +BB +0C = 7.

17. Fie A, B doud puncte distincte din planul P.
a) Dacd M este un punct arbitrar din P, atunci exist% un unic punct M’ € P, astfel
incat M'A + 2M'B + 3M'M = 0 si avem M'A = (-%) AB + (-%) AM.
b) Arﬁtgi ci existd un unic punct G € P, astfel incdt G' = G si acesta verifici
GA+2GB=T. .
c) Aritati ci GM" = EGW, oricare ar i M € P.
18. Fie triunghiul ABC. Aritati c oricare ar fi M un punct in planul triunghiului,
vectorul ¥ = 2MA — 5MB + 3MC are o valoare constant.
19. Fie triunghiul ABC.
a) Construiti punctele M, N, P, astfel incat :
Adt = 7B, ON = ;TA, 0P = 1BC.
b) Exprimati vectorii NM si PM in functie de AB si AC.
c) Arétati ci punctele M, N si P sunt coliniare si c& N este mijlocul segmentului
[MP].
‘ d) Construiti punctele Q si R, astfel incat BQ = %Bj, CR = %C’_ﬁ gi ardtati ci
(MN)||(QR). '
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20. Fie paralelogramele ABCD si A1 B,C1D, si M, N, P, Q mijloacele segmentelor
(AA,;) (BB,), (CCy), respectiv (DD;). Demonstrati ci M N PQ este paralelogram.

21. Fie A, B, C trei puncte coliniare, k un numir real astfel incat AC =k 4B si
M un punct oarecare. Demonstrati ci:

MC =k-MB + (1 - k)MA.

22. Fie (O, ri W J ) un reper, cartezian in _elanul P. Figurati _Functele A, B, C, D,
E, F, astfel incat: OA =37 +57; 0B =—27 +37;0C = —7 —27; 0D = 27"
@=37-7;W~4z.

23. Fie reperul cartezian (O, rif , ) in planul P si vectorul =2
Construiti punctele A gi B in planul P, astfel mcat OA =-7+27 j s OB =
—7 si punctele A, By, astfel incit A4; = BB, = 7.

24. Fie paralelogramul ABCD. Determinati coordonatele vectorilor zﬁ A—é ﬁ
B’? ﬁ CD in baza (A—é E) si in baza (.@ Zé)

25. Fie reperul cartezian (O, ¢, _)) intr-un plan P si punctele A(2;-1), B(1;6),
C(6;2). Determinati mijlocul lui [AC] si apoi coordonatele punctului D cu proprietatea ci
ABCD este paralelogram.

26. In planul P inzestrat cu reperul cartezian (O, _i), 7)) se dau punctele A(1;1),
B(2;-3), C(3;-2). Calculati coordonatele mijloacelor M, N, P, Q respectiv ale seg-
mentelor [AB], [BC), [CD], [DA] si aritati c8 MNPQ este paralelogram.

27. Fie C; un punct pe latura [AB] a triunghiului ABC, B; un punct pe latura
[AC] si A; un punct pe dreapta BC, A, ¢ [BC). Fie z4, 5, T¢ abscisele puctelor A, B,
C, respectiv in raport cu reperele (Cy, @), (41, ?), (B1, @) ale dreptelor AB, BC, CA,
undeﬂ=m;7=m;ﬂ=m;

a) Ardtati c8 (1 —z4) % + (1 —25) 7 + (1 —20)W =

b) Vectorii 4B, i 4,C, sunt coliniari, dac# §i numai daci z4zpzc = 1 (teorema
lui Menelaus).

28. Se considerd un punct C; pe latura AB a triunghiului ABC. Prin punctul A
se duce paralela la CC} care intersecteazd BC in A;, iar prin punctul B se duce paralela
la CC, care intersecteazi AC iil B,.

T +37
_}
Z

1
S& se arate cd yvm 331 =Co,
29. Se considerd treapezul ABC'D Paralela la bazele BC si AD ale trapezului, ce

trece prin punctul de intersectie al diagonalelor, intersecteazi laturile neparalele in F si F'.
S& se arate cd EF =

1 1 -
— + —
BC ' AD
30. Si se calculeze modulul vectorilor @ = —37 + 7 si? = 67 — 2__? S se
verifice c& cei doi vectori sunt paraleh : 5
31. Se dau vectorii: ‘?—2z +3J,_§=—37—7’,ﬁ +2] S3 se

calculeze. =7 +73 —13.
Se dau punctele A(2; —1); B(—2;3), C(—3;-2). S& se determine vectorii
4B, Z’é Be
b) S& se aﬁe coordonatele punctului D pentru care AC =2BD..
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33. S se verifice dacd punctele A(2; —6); B(4;—2), C(5;0) sunt coliniare.

34. Se dau punctele A(—2;1); B(a;2), C(1;1). Pentru ce valori ale lui a triunghiul
este isoscel?

35. Si se determine z € R, astfel incit punctele A(z;3), B(2;6), C(5;4) si fie
varfurile unui triunghi dreptunghic. S3 se calculeze aria acestui triunghi.

36. Fie drepteled, : 42 -3y =10,d2: z+y+1=0,d3: z—6y+8=0.

a) Determinati cei doi vectori directori ai dreptei d; care au lungimea 10.

b) Determmatl trei vectori directori o1, 73, U3 ai dreptelor d;, d2, d3, astfel incat
R+B+@=7.

c) Fie punctele {A} = diNdy, {B} = d1Nds, {C} = deNd3 si 71, 72, 73 trei vectori
dlrecton ai dreptelor dy, da, d3, astfel incat 7 + 93 + 7 = 0. Fie punctele M, N, astfel
incat OM = 77 i Aﬁ v3. Demonstrati ci, dacy |57| # 5, atunci dreptele AM, BO,
CN sunt concurente. Ce se intAmpld dacd |77| =

37. Fiea > 0, dreptele d; : y =az, d2: y = —az si punctele 4 € d;, B € dy,
avand abscisele p,q > 0.

a) Precizati cate un vector director al dreptelor d;, ds si dovediti cd Oz este bisec-
toarea unghiului AOB.

b) Fie C intersectia dreptei AB cu axa Oz. Demonstrati c§ ——
bisectoarei).

38. Demonstrati ci daci ABC este un triunghi oarecare si M € (BC), atunci:

AB%.CM + AC?.BM = AM?.BC + BM -CM - BC (teorema lui Stewart).

39. Fie punctul A(10;7) si dreapta (d) : z—y+2 = 0. Determinati punctul M € d
pentru care suma OM + M A este minim3.

40. In raport cu reperul cartezmn (0,7,7) se considers punctele A(-3;-2),
B(3;-3), C(-3;2).

a) Si se determine perimetrul triunghiului ABC.

b) Aflati ecuatia carteziani a dreptei AB.

c) Scrieti ecuatiile medianelor triunghiului ABC.

d) Scrieti ecuatiile dreptelor suport inaltimilor triunghiului ABC.

e) Scrieti ecuatiile mediatoarelor triunghiului ABC.

41. Fie triunghiul ABC cu A(3,2), B(5;4). Dacd punctul G(3;4) este centrul de
greutate al triunghiului ABC si se determine coordonatele varfului C. S& se determine
coordonatele centrului cercului circumscris triunghiului ABC.

42. Se considerd doud varfuri consecutive A(—3;5), B(1;7) ale paralelogramului
ABCD si punctul de intersectie al diagonalelor Q(1,1). S& se determine celelalte doud
varfuri. S3 se determine ecuatiile dreptelor suport laturilor paralelogramului si vectorii lor
directori in raport cu reperul cartezian (O, 7), 7)- _

43. Fie dreapta variabili dy: z—y+1+ A(2z —y) =0, A € R. S¥ se determine
paralmetrul real A pentru care dreapta dy:

a) trece prin punctul A(—1;1); b) contine originea reperului;

c) este paraleld cu dreapta y = z; d) este paraleli cu axa Oz;

e) este paraleld cu axa Oy; f) coincide cu dreapta de ecuatie 3z — 2y + 1 =0.

04

¢ (teorema
OB~ CB
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44. Punctul A(2;-5) este varful unui p#trat care are o laturd situatd pe dreapta
(d): z—2y—T7=0. S8 se determine:

a) aria patratului; b) coordonatele varfurilor patratului. T

45. 1in sistemul cartezian de coordonate (:cOy) se consxdera punctele A(l 1),
B(-1;-1) si C(2;0).

a) S& se calculeze perimetrul triunghiului ABC.

b) S& se calculeze aria triunghiului ABC.

c) S& se determine distanta de la punctul C la dreapta AB.

46. 1In triunghiul ABC se considers punctele C; € (AB), T € (AB), B, €

CiA B4
ES;AC), S € (AC) si {M} = BB, N CC;. Notim GB =P BC = q, TB = a,
q .

SC_‘B SasearatecéMeTS@ +E_

47. Fie ABC un triunghi, G centml séu de greutate, I centrul cercului inscris si M ‘
un punct in planul triunghiului. S3 se demonstreze:

a) MA+MB+MC = 31@;

b) aMA + bMB + cMC = (a + b+ c)M1.

¢) Dack ¥ = aGA +bGB +cGC §i @ = TA + TB + IC, si se arate ci vectorii 4
§i @ sunt coliniari si c&: 3|?| = (a+b+c)| |

48. Pe laturile triunghiului ABC se considerd punctele M € (AB), N € (BC),

MA NB
P € (CA) si se noteazd —— 28 - ® BC =B, =4 CA="
a) S& se demonstreze c3 centrul de greutate al triunghiului M N P apartine medianei

din A a triunghiului ABC, daci si numai dacd 20 =a + 4.

b) S se arate ci centrele de greutate ale triunghiurilor ABC si MNP coincid daci
si numai daci a =3 = v.

49. Fie ABCD un p§trat de laturd 1 5i M € (AB), N € (BC), astfel incat % =1,
CN

NB = 2. Notdm cu P intersectia dreptelor CM si DN.

a) S& se arate c3 134P = 124B + 54D. b) S& se calculeze AP.

50. Se considerd rombul ABCD gi punctele M € (AB), N € (BC) si P € (CD). S&
se arate ci centrul de greutate al triunghiului MNP apartine dreptei AC daci si numa.l
dacd AM + DP = BN.

Capitolul I. TRANSFORMARI GEOMETRICE

°  Translatie
1. Prin fiecare punct M al unui cerc O se duce cite un segment M N de lungime
constantd, intr-o directie data si in acelasi sens.
S4 se giiseascd locul geometric al punctului V.
2. Aceeasi problemi ca mai sus in care se inlocuiegte cercul cu o curbd oarecare.
3. S& se construiasci un paralelogram cunoscand o laturd si diagonalele.
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4. S& se ageze un segment de mirime, directie si sens date cu extremititile A, B pe
un cerc §i o dreaptd date. '

5. S¥ se construiascd un patrulater cunoscind doui laturi opuse si unghiurile.

6. Si se construiasc un trapez, cunoscind cele patru laturi.

7. S& se ducd o secantd paraleld cu o dreapti dat3, pe care doud cercuri date si
determine coarde egale.

8. Si se ducd o dreaptd paraleld cu o dreaptd datd, sprijinindu-se pe doud cercuri

. date, aga incét lungimea segmentului determinat de cele doud cercuri si fie o lungime dati

l. Discutie. ‘

9. 5S4 se demonstreze ci daci prin varfurile A, B, C ale unui triunghi se duc segmente
paralele AA’ = BB’ = CC’ in acelasi sens si dacid H si H' sunt punctele de intalnire ale
inaltimilor triunghiurilor ABC, A'B’C’, atunci HH' este egal si paralel cu AA'.

Rotatie

10. Dou# segmente egale AB si A’B’ sunt paralele ins3 sensul de la A la B este
contrar sensului de la A’ la B’. S se géseasci centrul de rotatie care aduce pe A in A’ si
pe Bin B'.

11. S& se gdseascd locul geometric al varfului C' al unui triunghi isoscel ABC
(AB = AC), cunoscénd faptul ci varful A este fix, iar B descrie un cerc.

12. S& se construiascd un triunghi ehilateral care are varfurile pe trei drepte paralele.

13. Se d& un punct fix A si o dreapd zy. Se unegte A cu un punct B al dreptei zy
si se construieste triunghiul echilateral ABC. Si se afle locul geometric al lui C cénd B se
migcd pe zy. Si se studieze si cazul cind dreapta zy se inlocuiegte cu un cerc.

14. Se rotegte un patrat ABCD in jurul varfului A si fie AB'C'D’ noua pozitie, iar
a unghiul de rotatie. Se cere:

a) locul geometric al intersectiei dreptelor BB’ si DD’ cand o variazi;

b) S& se arate ci dreptele BB’, CC’ si DD’ sunt concurente. :

15. intr-un cerc dat si se inscrie un triunghi ABC cunoscand mijloacele o, 3, ¥ ale
arcelor BC, CA, AB.

16. Se dau douad cercuri §i doud puncte A si B pe unul din cercuri. Si se giiseasci
pe cercul ce trece prin A si B un punct P astfel ca, M si N fiind intersectiile lui PA si PB
cu celélalt cerc, MN si aibd o lungime dat3.

 17. Si se construiasci un triunghi echilateral cu varfurile sale pe tei cercuri concen-
trice date. ' .

18. Pe laturile unui paralelogram ABCD se construiesc pitratele BCIL, CDGH,
ADFE si ABMN, avand ca centre respectiv punctele Oy, O, O3, O4. Si se arate ci
fugura 010,030, este un pitrat.

19. S& se demonstreze ci daci in planul unui triunghi echilateral ABC se ia un punct
I oarecare, cu cele trei segmente [IA], [IB], [IC] se poate totdeauna forma un triunghi
(D.Pompei).

20. Pe laturile Oz §i Oy ale unui unghi se iau segmentele OA si OB. Si se determine
doud drepte perpendiculare (D) si (D2), trecind prin O, astfel ca proiectiile lui OA pe
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(D1) si a lui OB pe (D) si fie egale.
21. Se d& un cerc cu centrul O si un punct A fix pe cerc. M fiind un punct variabil

pe cerc se duce perpendiculara din O pe AM si se ia pe aceast3 perpendiculard segmentuul
ON = AM. Se cere locul geometric al punctului N.

Simetrie

22, Se dau trei puncte necoliniare A, B, C si fie M, N, P simetricele lor fatd de un
punct O. Céte paralelograme se pot forma cu punctele A, B, C, M, N, P?

23. Prin punctul de intersectie al diagonalelor unui paralelogram se duc doué drepte
oarecare care se intersecteazi cu laturile AB si CD in M, N, respectiv P, Q. S& se arate
cd MNPQ este paralelogram.

24. S¥ se giseascd un segment de dreaptd cu extremitétile pe doud cercuri date si
cu mijlocul intr-un punct dat

25. Si se construiascd un triunghi ABC in care se dau fixe varful A si punctul de
intersectie al medianelor, varful B s& fie pe un cerc dat de centru O, iar C pe o dreaptd
(D) dats.

26. Se di un punct fix P, dous drepte paralele (D) si (D2) si o dreaptéd oarecare
(D). S& se ducd prin P o dreaptd care intersecteazd pe (D;), (D2) si (D) in A4, B i C,
astfel ca AB = PC.

27. Fie A unul din punctele de intersectie a doud cercuri C(O, R) si C'(O’, R'). S&
se ducd prin A o dreapt# care si intersecteze cele dou cercuri in B si respectiv B’, astfel
incat AB = AB'. '

28. Si se arate cd simetricele ortocentrului unui triunghi fat3 de laturile triunghitﬁui
se gsesc pe cercul circumscris triunghiului.

29. Se dau trei drepte (D;), (D2) si (D3). S& se giseascd pe (D;) un punct asa
incat simetricul siu fatd de (D7) s# apartind dreptei (Ds).

30. Se dau trei drepte Oz, Oy si (D). s&ﬁa/géseascé pe Oz un punct A si pe Oy
un punct B, astfel ca dreapta (D) s¥ fie mediatoarea segmentului AB.

31. Pe o dreapt¥ dati (D), s& se giseascd un punct P astfel ca distanta PA la o
alty dreapt datd (D) s fie egald cu distanta lui P la un punct fix O al dreptei (D).

32. Fie ABCD un trapez dreptunghic, in care AB este latura perpendiculard pe
baze. Paralela dus# la baz¥ prin intersectia I a diagonalelor trapezului intalnegte latura
AB in punctul E. Si se demonstreze c3 EI este bisectoarea unghiului CED.

33. Se di o dreapt¥ PQ si dous puncte A si B de aceeasi parte a acestei drepte. S&
se giseasci pe PQ un punct I astfel ca BIQ = 2AIP.

34. Fie A, By, C, simetricele unui punct P din planul unui triunghi ABC in raport
cu mijloacele laturilor BC, CA, AB. Se stie c& AA,, BB;, CC) sunt concurente intr-un
punct I. '

a) S4 se afle locul geometric descris de punctul 4 cand £ descrie cercul circumscris
triunghiului ABC.

b) Cum trebuie s varieze'P pentru ca I s& descrie cercul inscris triunghiului ABC?
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Omotetie

35. Fie doud cercuri C §i C’' de centre distincte si de raze R, R’, cu R # R'.
Determinati omotetiile care transforma pe C in C'.

36. Fie trei segmente MN, PQ si RS paralele si de lungimi diferite. Fie X, Y, Z
respectiv intersectiile perechilor de drepte (PM) si (QN), (MR) si (NS), (PR) si (QS).
Aritati cd punctele X, Y, Z sunt coliniare.

37. S se construiascd un patrat inscris intr-un triunghi ABC, avand doud varfuri
pe (BC) iar celelalte doud varfuri pe celelalte dous laturi ale triunghiului.

38. Intr-un triunghi ABC s se inscrie un triunghi DEF, ale cérei laturi s3 fie
paralele cu trei drepte date dy, da, da.

39. Varfurile B si C ale triunghiului ABC sunt fixe, iar A este mobil. A# se afle
locul geometric al centrului de greutate G al triunghiului ABC cind:

i) punctul A descrie o dreapti d.

ii) punctul A descrie un cerc C(O, R).

40. Fie cercul C(O, R) si A un punct fix exterior cercului. M fiind un punct mobil pe
cercul C(O, R), s4 se afle locul geometric al intersectiei dreptei AM cu bisectoarea unghiului
AOM.

41. Fie ABCD un patrulater inscriptibil. S se demonstreze ci centrele de greutate
ale triunghiurilor ABC, BCD, CDA si DAB se afli pe un cerc.

42. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC, G centrul de greutate si
H ortocentrul triunghiului. Punctele H, G si O se giisesc pe aceeasi dreaptd (dreapta lui
Euler) si HG = 2GO.

43. Teorema lui Menelaus. Fie un triunghi ABC si punctele A’ € BC, B’ € CA,
C' € AB. Daci punctele A', B’, C' sunt coliniare, atunci exist# relatia:

A'B B'C C'A
A'C B'A C'B

=1

44. Mijloacele laturilor unui triunghi, picioarele in#ltimilor si mijloacele segmentelor
ca unesc fiecare varf cu ortocentrul triunghiului se gésesc pe acelasi cerc (cercul lui Euler).

Transformdri geometrice

45. S& se demonstreze ci dou# figuri simetrice in raport cu un punct se pot supra-
pune printr-o rotatie. :

46. S& se demonstreze ci doui figuri simetrice ale unei figuri date, in raport cu doug
centre de simetrie se pot suprapune printr-o translatie.

47. S8 se demonstreze c¥ doud simetrii succesive in raport cu douﬁ drepte paralele,
se pot inlocui printr-o translatie.

. 48. S& se demonstreze ci doud simetrii succesive in raport cu doud drepte con-

ourente, se pot inlocui printr-o rotatie.

49. Doudl triunghiuri egale, dar orientate in sens contrar, pot fi aduse s§ coincid}
printr-o translagie, urmat de o simetrie? In cate moduri?
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50. Fie un segment de dreaptd invariabil, A'B’ o noud pozitie a acestui segment.
S¥ se arate ci printr-o translatie de-a lungul directiei AB si prin dou# rotatii efectuate,
respectiv in jurul punctelor A si B, se poate duce segmentul AB in pozitia A'B’.

Capitolul III. FUNCTII TRIGONOMETRICE

1. Simplificati expresia:
E(a,b) = cos® a + cos?(a + b) — 2 cosa cosbeos(a + b).

2. S¥ se demonstreze ci pentru valorile admisibile ale lui a avem:
cosa —cos3a + cosSa —cos7a

sina +sin3a +sin5a +sin7a
8. S# se demonstreze ci pentru valorile admisibile ale lui a avem:

tga.

Y
2a—4sm2§

. . a
sin? @ — 4 cos? >

sin
2

aQ
=tg -2-.

4. Se dau expresiile:

E =ecos?a+ fsinacosa+ gsin’a
F = gsin2a + fcos2a — esin 2a
G = esin?a — fsinacosa + gcos? a.

Calculati: F2 — 4EG.
5. Si se demonstreze inegalitdiile:
a) (sin® z + cos® z — 1) + 27sin® zcos® z = 0;
b) 2(sin? z + cos? z + sin? z cos? z)? = sin® z + cos®z + 1.
6. Fie:

a = cosz cos Y + sin  sin y cos 2;

a' = coszsiny — sinz cosycos 2;

" a" =sinzsinz. ‘

Calculati: a2 + o' + a2

7. Artati ck:

v':?. .3 3 2

l—w =l(1—sin4a:—cos4:c).
sinz + cos & 2

8. Ar#tati c# valoarea expresiei:
E = 2(cos® z + sin® ) — 3(cos® z + sin* z)

w depinde de z. Calculati valoarea acestei expresii.
9. S& se verifice pentru valorile admisibile ale lui a identitatea:

tg% — cosa —sina = —2v/2sin g-ctgacos (92- - %) .
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10. Aridtati cd valoarea expresiei:

.2 2 27[' . 2 27T
sin® a + sin E—+a -+ sin -?——a

nu depinde de z. Determinati aceastd valoare.
11. S& se arate ci avem:

cos 2o — t (w 1r) sinsm-—cos:’:z:_ooszm . (m—E) sinsw—cos?’a:.
g 4/ " sin®z+cosdz g 4/ sin®z+cosdz’
:z:eIR\{kw-i-s—:-},keZ.- i
12. Si se demonstreze ci:
3 1 1 1
. 3 3 . . . .
. = —sin2 — - - .
sin® z - cos® x 643111 w+64sm4x 64sm6:1: 1283m8a:
13. Reduceti expresia de mai jos:
2
E=COS3£+0033H—"+C033£.—*——4—7‘:-

3 3 3

14. Simplificati expresia de mai jos:

(\"/2sin3a;+3 (sin:c+ \/§cosm))2 + (§/2cos3z+3 (\/?_,sin:v - cosa:))z.

15. S4 se arate c¥ expresia:

™ ™
. o=+ - =2 3r
E(z) = (1+tg4—é—) 1+tg42 ); z€ [o;{),

nu depinde de z. Calculati valoarea ei.
16. S& se arate cd expresia:

E(z) = sin?z + 2 cosa cos z cos(a + z) — cos*(a + )

este independentd de z. Calculati aceastd expresie.
17. Si se arate cd expresia:

cos T sinz 1 —sinz)(1 — cosz km
E(z) = Coshali-com), o, Mx

" 1+sinz  1+cosz sinz cos

nu depinde de z. Calculati valoarea aceastei expresii.
18. S& se arate c¥ expresia:

E(z) = cos* z + cos? (a: + 2?") + cos? (x + 4?11')

-este constantd. Calculati valoarea ei.

’
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19. S3& se arate c# expresia:

E(z) = sin® z + sin® (:z: + 2%) + sin® (a: + 4?”) + sin® (z + 951) + sin® (a: + 8?")

este constantd. Calculati valoarea ei.
20. Si se determine constantele a, b, ¢, astfel incét:

E(z)=sin®z+cos® z + a (sin'? z + cos® 2) + b (in'? z + cos'? z) + ¢ (sin'? z + cos' z)

sd nu depinda de z.
21. S& se simpliﬁce expresiile:

a) S; =sin l—i + cos i_} —sin— ?Z, b) Sz = tg20° + tg40° + tg80° — tg200°;
c) S3 = sin — -cosz—ﬂ. — sin — -sin3—7r —cosgz sin3i
: 14 14 14 14 14 14
22. Reduceti expresiile:
. T . 5 sin 71r 117 o 3
a) P1=165m§4:'sm24 2% 2 b) P2 =sin & - cos £7 -sin 3%

23. Aduceti la forma cea mai simpla:

1 ﬁ

= 0 0_ 0.
a) T) = tgl10% + ctg20® — ctgd0?; b) Tp =

80
c) I3 = Htgz‘o; d) Ty = arctg% + arctg% + arctgg.

i=1

24. Calculati valoarea expresiei:

f(z) =

sin® z + cos® z

bru & 0 sin*z + costz’
pentru tgz = 2.

25. Pentu valorile admisibile ale argumentului, s& se restrangd expresiile:

a) By =sec?z — tg?z —sin’z.

. ~ . 2 2
1-—sinz-cosz sin“z — cos“
b) Ez(z) = C——3 o
1 1 sinx + cos°
cos | —— — ——
cost sinz

1—cosz 1+cosz
¢) Bs = \/1 +cosz + \/1 —cosz’
26. Se da tgz + ctgz = m. S& se calculeze in functie de m expresiile:
a) E, =tg’z + ctgz:z;i b) E; = tg3z + ctglz;
c) B3 = tg?z + ————+ ctg’z.
27. S4 se aduci la forma cea mai simpla expresia:

E(z) = \/l—sinm \/l-{-sinx\ l—cosz +cosa:\
z= 1+sinz 1—sina:} 1+cosz 1+cosa:
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28. Stiind cd: tga = \/g; secf = a:—b’ si se giseascd relatia intre
asip.
29. S§ se calculeze:

1 1
a) 4; =-ctg (arctan2 + arctgi); b) A2 =tg (a.rctan2 + arctga) .

30. Demonstrati egalitatea:

. / T [z
arcsin 4 { —— = arctg,/—, unde £<0,a<0, sau >0, a>0.
z+a a

237("

2
31. Se dau numerele z; = 4sin® -;; T3 = 4sin? TW; 3 = 4sin -

Calculati valorile expresiilor:
X1 =2+ 22 +73; Xp =229+ ToZ3 + T3T1; X3 = T1ZoT3.

82. Simplificati expresiile:

a) T1 = tg220° + tg240° + tg280°;

b) T; = tg220° - tg240° + tg240° - tg280° + tg280° - £g220°;

c) T3 = tg220° - tg240° - tg280°.

83. Calculati expresiile:
a) T) = tg*367 + tg*72% b) Tp = tg?20° + tg440° + tg?80°.
34. Si se calculeze: ’

e aind T .4 T N 4157['.

a) 8 =sin —32+sm —32+...+sm 55
5w (s 117
b = sin® U ) . 8 : 6 .
) S2 =sin® — +sin 13 v 1z T sin )

35. Calculati produsele:

a) P, = tg20° - tg40° - tg60° - tg80°. )

b) Pp = ctgh? - tg25° - tg35° - ctg55%; c) P3 = tg10° - tg50° - tg70°.
36. Demonstrati ci:

89 44
H sin k® = cos 45° H (cos? k% — cos? 45°).
k=1 k=1

37. Pentru k = 1,2, 3,4, 5, 6, calculati sumele Sy, i suma S:
Sk = tg*10° + tgk50° + tg*70°;
5= 5.
k=1
38. S& se pund sub form3 de produs expresia:

E(z) = 2 — (sin® z + sin? 2z + sin? 3z) .
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39. Aritati ci valoarea expresiilor urmétoare nu depinde de nici unul din parametrii
a, b, c i calculati aceste expresii:

sina +sinb+sinc —sin(a+b+c)

a) By = 4 sina+b sinb+c sinc+a !
2 2 2
b) By = sma:—smb;-smcc; atbte=r.
4-snn§-sm§-sm§

40, Transformati expresia in produs:
E =cos®a+cos?b+cos>c+ 2 cosa-cosb-cosc—1.

41. Calculati expresiile:
a) Ei(z) =sin (w'i'ﬁ[) +sin (:z:+-4—1r) +...+sin (m+.2ﬂ);
n n -

b)E2=°°S($+2—:')+cos(z+%)+...+cos(w+2n7").
42. Calculati urm#toarea suma:
= oken
sin —.

k=1 n

43. Calculati sumele:

icosz(k - a); isinz(k - a).
k=1

k=1
44. a) Calculati produsul:

p=cosa-cos2a-cosda- ...  cos2"a.

unde a # %, pentru j = 1,2,...,n si k intreg.

b) Care este valoarea produsului p pentru ¢ = -27;_’_7:—_'_1-?
c) Considerati cazurile particulare n = 1,2 la punctul b).

45. Calculati suma: "
cosk-x
8= ;;; coskz

4
46. S§ se calculeze: cos %1—[ si cos bl

47. Fie functia f : R = R, f(z) = 3sin® z + 5sinz cosz + 4 cos® z. S¥ se determine
max f(z) i min f(z).

48. Sa se demonstreze ci V z;, %2, z3 € R, avem:

V1 — cos(z3 — z2) + /1 — cos(z2 — £1) 2 /1 — cos(z3 — 21).
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n

49. Daci Zsm ag = —, s& se determine mlmmul sumej- Ztg ak.
k=1 2 ’

50. Fie a, b, A, B numere reale date. Se considerﬁ functie f : R = R,
f(z) =1-acosz — bsinz — Acos2z — Bsin2z. S& se/demonstreze cd dac3 pentru orice
numir real z avem f(z) > 0, atunci a® + 5% < 2 §1 A? +B2 <1l

Capitolul IV, RELATII METRICE

1. Laturile unui triunghi ABC sunt a =2p+1,b=p? — 1, ¢ = p? + p+ 1. Pentru
ce valori ale lui p existd triunghiul? S& se demonstreze c# in acest caz triunghiul are un
unghi de 120°.

2. Demonstrafi cd suma pétratelor lungimilor laturilor unui paralelogram este egald
cu suma pétratelor lungimilor diagonalelor.

3. S& se arate cd intr-un triunghi ABC, lungimea medianei m, dusd din véarful A
este datd de relatia:

4m2 = 2(b% + c?) — a®. (Teorema medianei)

4. Dacd A, B, C sunt trei puncte coliniare cu B intre A si C gi O un punct exterior
dreptei AC, atunci are loc relatia:

OA%.BC -0OB?. AC+0C? . AB=AB-BC- AC. (Relatia lui Stewart)

5. S4 se arate cd intr-un patrulater inscriptibil, suma produselor lungimilor laturilor
opuse este egald cu produsul lungimilor diagonalelor (Teorema lui Ptolomeu).

6. Ardtati ci patratul construit pe tangenta comuni a cercurilor descrise pe catetele
unui triunghi dreptunghic - ca diametre, are aceeasi arie cu triunghiul dat.

7. Aritati ci in orice patrulater, suma pitratelor lungimilor laturilor este egald
cu suma pétratelor lungimilor diagonalelor, plus de patru ori lungimea segmentului care
unegte mijloacele diagonalelor. (Teorema lui Euler)

8. Fie ABC un triunghi ale cirui unghiuri se presupun cunoscute. S& se determine
unghiul format de mediana si in&ltimea ce pleacd din varful A al triunghiului.

9. Se considerd un romb ABC de laturd ! i diagonalele d; si dy. Notand cu d
distanta dintre dou¥ laturi paralele, si se arate c& d > d; + do — 2.

10. Se considera triunghiul ABC §i M un punct mobil pe cercul circumscris acestuia.
S& se arate cd MA? + MB? + MC? = constant.

11. Se d& un triunghi dreptunghic in A cu laturile b < ¢ < a. Fie D simetricul lui

2 _ 12
A fatd de BC si E proiectia lui D pe AB. Si se arate ci DE = ﬁ BE = C(La# s

s# se deduc# de aici cii:
sin2B = 2sinBcosB si cos2B = cos® B —sin? B.

12. In triunghiul ABC, fie B' 5i C' proiectiile lui B pe AC i C pe AB. S4 se arate
cd B'C' =a-|cos A

*
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13. In planul triunghiului echilateral ABC se considers un punct M. Si se arate ci
se poate forma un triunghi (eventual degenerat) cu segmentele M A, MB, MC. (Pompei)

14. S4 se rezolve triunghiul ABC in fiecare din cazurile:

a) a=4,b=6, m(C) =60% b)a=8, m(A)=120°, m(B) = 15°;

c)a=10,b=8,c=9; d)b=12 m(C) =135, m(4) = 15°.

15. Sé se rezolve un triunghi ABC stiind cj raza cercului circumscris este R = 8,
m(A) = 120° gi m(B) = 45°.

16. S& se afle elementele unui triunghi ABC, cunoscand in&ltimile corespunzétoare

laturilor b si ¢, hy = 60 si he = 36 si % =cos A.

17. Laturile unui triunghi satisfac relatiile: o = gc, 3b = 8e.
Calculati: tg% gi m(;f).

18. In triunghiul oarecare ABC cunoagtem: m(;f) = %, BD =7 CE = 219,
unde BD gi CE sunt mediane. Determinati lungimile laturilor triunghiului.

19. Intr-un triunghi ABC se di: m(@ = 60° gi g = 2+ V3. S¥ se calculeze -

th ; ¢ gi unghiurile B gi C.
20. S& se arate ci dac¥ in tnunghiul ABC are loc relatia hov/3 =b+c— E’ atunci

triunghiul este echilateral.

21. S4 se arate ci dac¥ in triunghiul ABC avem b2ctgB + c?ctgC = 4S, atunci
triunghiul este dreptunghic.
22. S se arate ci in triunghiul oarecare ABC avem relatia:

= (b+c)cos A+ (c+a)cos B + (a + b) cos C).

23. S& se arate cd triunghiul ABC in care avem relatia c? = 4Stg% este isoscel.

24. 5S4 se arate ci in orice triunghi ABC avem relatiile:

a) S = rq(p — a), unde 7, este raza cercului exinscris triunghiului (cerc tangent
laturei de lungime a si prelungmlor laturilor de lungimi b si ¢).

o _Ta'Tp:*

b) p? = TaeTo Te

25. S& se arate c& in orice triunghi ABIC%:’ avexz re]ai;Biile:

a) S =2R%sin AsinBsinC; b) §=4= - €08 5 cos =

2 2 ; Ty + Te )
26. S& se arate ci triunghiul ABC in care existd una din erelatiile:

1 a? sin A +sin B
a) cosA_COSA_E’ ) -—W—cosA+cosB

este dreptunghic.
27. S& se arate c& in orice triunghi are loc relatia S = p’R, unde p’ este semiperi-
metrul triunghiului ortic.

A
28. S4 se arate c# dacd in triunghiul ABC exist} relatia b +c = actga, atunci
triunghiul este dreptunghic.
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29. Si se arate c# in orice triunghi avem relatia:

s nl < 1
sin < sin 3 n2_8.

30. Si se arate c8 dacd in triunghiul ABC exista relatia

cosA-cosB-cosC = %,

atunci triunghiul este echilateral.

31. Si se arate c3 in orice triunghi dreptunghic cu m(X) = 909, exist4 relatiile:
c—b C-B b B l+cosC a+bd
c+b = b) a+tc =tg3s ) sinC_ ¢

32. Fie triunghiul ABC oarecare. Demonstrati ci urmitoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

a) 2a% = b? + ¢ b) 2cos2A = cos 2B + cos 2C.

33. Si se determine mé#sura unghiurilor unui triunghi ABC, stiind c# are loc relatia:

8sin Asin BcosC + 1=0.
34. Si se demonstreze ci triunghiul ABC in care are loc relatia:

2
1-ctgC

a)

1+ctg<§-B) =

este dreptunghic.

35. Si se arate c# triunghiul ABC este dreptunghic daci si numai daci are loc una
din relatiile:

2

a) sin BtgB = g—c; b) sin? A +sin® B +sin® C = 2.

36. Si se demonstreze ci in orice triunghi ABC are loc relatia sin 2 < #c'

37. O diagonald a unui trapez isoscel, 7irnscris intr-un cerc de razi R, formezi cu
laturile neparalele unghiurile o si 3o (0 < a < Z)' S& se arate cd perimetrul acestui trapez
-este dat de relatia:

P = 2R(sin & + sin 3o + 2 cos 2ax).

38. Fie triunghiul isoscel ABC cu b = ¢ si h, indltimea dusd din A. S& se demon-

streze cd existd relatia:
1
p=5r (s+vAi+3?),
a

unde p este semiperimetrul triunghiului gi S aria sa.
39. Daci in triunghiul ABC medianele BM si CN sunt perpendiculare intre ele,
atunci are oc relatia: )
S = a’tgA.

40. Daci lungimile laturilor unui triunghi verific¥ relatia: a® — b% — ¢? = be, si se
demonstreze ci: ctgBctgC > 3. In ce caz are loc egalitatea?
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41. S# se demonstreze cd trisectoarele (dreptele care impart un unghi in trei parti
egale) care au cea mai mic3 inclinare fatd de o aceeasi laturd si care pornesc de la ex-
tremitétile aceleiagi laturi se intdlnesc doud caite doud in trei puncte, care formeazi un
triunghi echilateral (Teorema Morley).

42. Unghiurile pe care le face diagonala unui paralelipiped dreptunghic cu muchiile
care pornesc din acelagi varf sunt respectiv a, 3, . S& se arate ci:

cos® & + cos? B + cos® v = 1.

43. O piramidi regulatd are ca bazi un poligon cu n laturi. Unghiul dintre doud
muchii laterale consecutive este a. S3 se afle mésura unghiului diedru dintre o fat3 laterald
si planul bazei piramidei. .

44. Fie cubul ABCDA'B'C’'D’ de laturs a si M, N mijloacele a dou# laturi con-
secutive. ale bazei inferioare. S& se determine sectiunea cubului cu planul care trece prin
M, N gi varful opus al bazei superioare. S3 se afle aria setiunii.

45. O piramida triunghiulari regulatd are latura bazei a si muchia laterald b. Si se
afle distanta dintre doud muchii opuse.

46. Fie prisma regulati [ABCA’B’C’] i punctul mobil M pe baza A’B’C’. Planele
(MBC), (MAC) si (MAB) formeazi cu planul (ABC) unghiurile o, 3, . S3 se arate c3
suma ctga + ctgf + ctgy = constant. '

47. O piramid3 regulatd VABCD are ca bazi un p#trat cu latura a, iar muchiile
laterale sunt egale cu diagonala pétratului de baz#. S& se determine aria sectiunii ficute in
piramidé de un plan care trece prin mijlocul muchiei [AV] si este perpendicular pe muchia
[CV].

48. Pe palnul patratului ABCD cu latura a se duce in A perpendiculara AO = av/2.
Proiectiile varfului A pe planele OBC si OCD le notdm respectiv cu M gi N. Si se
determine tangenta unghiului diedru format de planele (AMN) si (ABCD).

49. Intr-o sefery de razi R se inscrie o piramidi regulatd cu baza un pitrat si
unghiul de la varful unei fete laterale egal cu c. S3 se afle volumul piramidei.

50. Fie semidreptele Oz, Oy, Oz, astfel incat m(y"O\z) = q, m(;O\:z:) =g, m(z’O\y) =
v, a, B,y € (0, %) Fie a, b, ¢, misurile unghiurilor diedre formate de planele (zQOy) cu
(z0z), (yOxz) cu (y0z) si (20z) cu (z0y). S& se demonstreze ci:
€08y — cos & cos sina _ sinb _ sinc

—— i b m—m == —.
sinasin 8 sina  sing sinvy
51. Se considerd un triung3hi echilateral A; As A inscris intr-un cerc gi un punct M

a) cosc=

pe cerc. S3 se demonstreze ci: Z MA, = constant.
k=1
52. S& se demonstreze cd triunghiul ABC este dreptunghic in A daci si numai daci:
Vo(b—a)+ v/ (p—a)(p—c) = V2be.

58. Fie triunghiul ABC si D € BC, astfel incit CD = kBC. Si se arate ci:
AD < kAB + (1 -k)AC.
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CLASA A X-A

ALGEBRA .
Capitolul I. FUNCTII

I.1. Functia exponentiald

1. S# se calculeze f o g si g o f unde:
a) f,9:R=R, f(z) =5%, g(z) =10~z +1;
b) f,9:R = R, f(z) = 5% + 5% +1, g(z) = z5;
¢) f:R = (0,00), g: (0, +00) =+ R, f(z) = 3% +3%, g(z) = min(z, z )»
2. Si se stabileascd imaginile functiilor urm#toare:
a) f:R=R, f(z) =32 +3° +2;
b) f:[1,4+00) = R, f(z) = 3% + 3%
c) f:[~2,2] =R, f(z)= (0,2)'2'; . .
9 fi(-o0-2 4R flo) = (3) -3(3) +a
e) f:[-4,4 =R, f(z) =2V 16-227,
f) f:[-2,1) = R, f(z) = 2%".
3. S& 8o rezolve ecuatiile:
a) 647 ~5% = = (0, 25)18 b) 25% - 30 5” +125 =0; c) 4 (0,5)*=+3) = (0, 25)2m
d) (\/572-;- ) (\/ Bv2 - ) = 140V3.
4. S§ se rezolve ecuatiile:
8) o - 1|35 = 1, b) VT2 = (2 + 2% o) (v5) ! = ovEH,
5. S4 se rezolve ecuatiile: ,
a) 10% + 117 4 12° = 13% + 14%; b) 2%=+! — 5. 6% 4 325+1 = (),
c) 3V 2 452 4+ 5=22;d) 5% — 7. 15 +10. 3% = (;
e) 32z’ +2z _ g, gzl+z +5.0228%+2z+1 — .
6. 53 se rezolve ecuatiile:
a) 3V T2 _ 4VET-25-3 1; b) oVi=a7 | gvzT—z-2 _ 2;
c) 28n° 2 4 geos’z = 3 oy g € [0, 2n); d) (\/ \/5) + (3 2 - \/ﬁ)z =4.
7. S& se rezolve inecuatiile:
a) 4°~1 —2% > 3; b) 4% + 3% < 5%
o) 3=+ > 81; q) (V3-v2)" > (V3+v3)™,
8. S8 se rezolve inecuatiile:
8) |24 <1;b) 2% -3.2°+1<0; ]
¢) (2 -z + 1)"""'1 >1;d) (22 +2+1)° > 1,
9. S se rezolve sistemele de ecuatii:
2 .30 = 324 (2) + (5) _2®
a) { QU+l 3z+2 _ 9599 b) { 5 2 10

r+y—3zy="7

7



CLASA A X-A ' ‘ 53

c) 2 3 36 d) { o2y =2 .
zy—z+y=118 . v=

10. Si se rezolve ecuatia: 9% + 36% + 2 - 32% = 4 - 24%,

11. S¥ se rezolve inecuatiile:

a) 7° +49%° < 54-z+2; b)logy(2z +1) +logs(4z + 1) > 2z.

12. Si se arate c nu existd nici-o functie mjectlvi f : (0,+00) — R, astfel incét:
f(3%) + f(5%) =4, Vz € (0,00).

13. Si se studieze injectivitatea functiei f : R = R, f(z) =6 — 4.3 - 2% + 8.

14. Fie functia f: [0,1] = R, f(z) =a®-b'~% +a!7% - %, a,b € R4 \{1}.

a) S3 se arate ci f este descrescitoare pe |0; = 1

2
¥ M b\* a
b) S# se arate ci : 2vab < a 5 +b(-5) <a+b,Vze[0,1].

. < 1
gi crescatoare pe 2 1
15. S se rezolve ecuatia:

1 1 202
EET e — geaey @0 aFL

16. Si se rezolve ecuatia: 1+ 3% = 8%sin 75°.

17. S4 se rezolve ecuatia: 2¢1n* @ 4 28in?z — g1+ sin’z|

18. S se rezolve ecuatia: 10190-49% = 40z + 20.
F-22=79

logyz +1loggy =3 °
20. S# se rezolve ecuatia: 3cosz=3*+3""+1,Vz eR.
21. Pentru ce valori ale lui m € R, inecuatia:

19. S& se rezolve sistemul de ecuatii: {

(m—-2)4"+2(2m—3)2°"+m > 2,

este verificatd pentru orice € R.

22. Fie F = {f : N = N|f(f(z)) - 2f(z) +z =0, Vz € N, f(0) = 10}.

S4 se determine multimea A = {f(1989)|f € F}.

23. Si se rezolve ecuatia:

T S P T

216% 2z

24. Si se rezolve ecuatia: (1+2%)"+(1+27%)"=8,neN.

25. S se rezolve sistemul de ecuatii:

243 =5y
24 =5Y.2

22 4+3=5%-z

26. Si se studieze injectivitatea funtiei f : R = R,

f(z) = 3%+1 1 225+1 _ 567 1+ 2V2.
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27. S se rezolve inecuatia: (v2—1)* + (3 —2v2)" > 6.
28. S4 se rezolve in multimea numerelorJ intregi ecuatia:

(2z + 5y + 1)(2”* + :;:2 +y + z) = 105.
29. Si se determine ci pentru orice z € R, avem ingalitatea:
2% + 3% + 4% - 5% > 9% + 10* - 15°.
30. S& se rezolve in multimea R? sistemul:

5 + 5V = 30
3x_y3=8

31. S# se rezolve iu multimea R? sistemul:

3% -2V =648
z+y=7

32. S se arate ci oricare ar fi m un numir real, are loc inegalitatea:
e +(2m+1)e*+mP+m+1>0, Vz€R.
33. Si se degermine parametrul real m € R, astel incat s& fie adevirati relatia:
m4d®+(m—-3)-2°+(m—-3)<0, VzeR.
34. Pentru ce valori ale lui m € R are loc inegalitatea:
5% —2m-5°+m+1>0, Vz €R?
35. Si se determine parametrul m € R, astel incat inecuatia:

(m=-1)3% +(m+1)"+m+1>0

s& nu aibd nici o solutie.

36. Si se rezolve ecuatiile:

a) 31227 =72l = gin (:c + %), b) elz*~72l = gin g; ¢) 212° 3242 = cos(z — 1).;
37. Si se rezolve ecuatiile:

a) 6% + 8§ = 10%; b) 4% + 9% = 25%.

38. S4 se rezolve ecuatiile:

a) 22-8V% +4.35 7 = g2 .37~ 4. 4.3V,

b) 21 .3%"~v2 1 648 = 81 .25 "1 4.8. 325 ~VZ,

39. Si se rezolve sistemele de inecuatii:

> < 64 (375 (1), (@ sri0™o

B-z)¥<1 2
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40. S% se determine p € R, pentru care ecuatia: aV® 3 + V6 +z—22 —p = 0,
a > 0, a # 1, admite solutii reale.

41. S& se rezolve ecuatiile:

a) 43+VET—1 _ 5. gz-24+VET=1 5 b) 44 (z—1)-2°=6—2z.

42. S¥ se rezolve ecuatia: (3 +a)"‘°"‘z+ (3-a)Ve"-8+8 =2 cua| < 1.
43. Si se determine a € R} ., astfel incit;

Q4 305 <4 Yo eR.
44. S3 se rezolve inecuatia:

2 2 2
a2 H8THL _ 92 +3TH _ g2 438 L5 11 <0, a €RY.

45. Si se rezolve sistemul de ecuatii:

3lg:c 4léy
{ (42)'84 = (3y)'s® -

46. S& se rezolve ecuatia: 2e3% — 3e2* — 17¢% + 30 = 0.
47. Si se rezolve ecuatiile:
8) 4% +27+1 .32 =3.9%; b) 9*°-1 — 36.3%"3 4+ 3 =0.
48. S3 se rezolve ecuatiile:

a) (3+2v2)° +1=6(vZ+1)"b) (T+2v5)" =42+ v5)" -1
1.2. Functia logaritmic#

1. S& se calculeze 125

a) A =2logs 2 — 3logg 5 + logg - b) B = log, 0,25 — 3logy 5 16;

c) E =5log, b+ 2[log, (b — ¢) — log, c — log, b + log, (b + ¢)];

logz24 log3192  logy 12 logy 4

loggg3  log23 = logzgg2 logies2”

2, S se stabileascd domeniul maxim de definitie si semnul functiilor:
a) f(z) =log,_;(3 —z); b) f(z) =logzyp(a® -3z -18); .

c) f(z) = log;_;(~2? + 5z — 4); d) f(z) = log_10:(3z - 6).

3. S& se demonstreze cd dgcé z,y,z > 0, astfel incdt z # 1, atunci:

d)E =

log, (iy) > log, =y, daci gi numai dacd z > 1.

4. S¥ se demonstreze inegalitatea: log,,(z + 2) < log,(z +1), Vo > 1.
5. Sd se demonstreze c# este adeviiratd inegalitatea:

log2y +log2 z > log, y +log, z, Vz,y € (0,1) sau z,y € (1,00).
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6. Fie z,y,z > 0. Demonstrati ci:

9 () (5)" @

b) log, zlog, = + log, zlog, = + log, zlog, z =
b#1,c#1.

7. S& se rezolve ecuatiile:
a) logy(z? — 3z + 5) = 1; b) logg (logz(z? - 1)) = 1; c) logge 41 (& +2+1) = 1;
d) log, (22™=2 — 1) = 2z — 4; €) 1g (102~ + 7.10°~1) =1g(10°+! - 2) = 1;

f) logg (2% + 2%*1 + 27+2) = g + logy(2® + 27+1);

8) loggza_3541 64 = 512. h) log,(4 - 2% — 2°~1) = 1 + log, 4.

8. S4 se rezolve ecuatiile:

8) logj;—y) (2] +3) = 2; b) lg(lg(lg)) = 0; ¢) &

log, zlogy, zlog,
loggpe =

ya,be>0,a#1,

1.2
2+41lgz 7’

2
d) Ig%z —1gz® + 2 = 0; e) log,, (;) +log2z = 1; f) log2 z + logs, —z— =1;

72
g) 3logy, z — 2log;2+ 5 =0; h) log: 4z +log2 — =8.
9. S3 se rezolve ecuatiile:
a) log, {1 + log, [1 + log, (1 + logy %)} = 0;

b) log,a.4 42 (22 — 2ab) + log. /zrrpr(2? — 2ad) = 3
10. S& se rezolve ecuatia:

\/loga \/Ea_:+log$aa:—a.—¢loga \/—+log,_. @

11. S se rezolve ecuatia: 10g, , sin z + 4log;, , cosz = 4.
12. S se determine parametrul real m, astfel incit ecuatia:

lg(:c+m—4)+lg(3—m)—lg [~2? + 2(m + 1)z —m? — 2m] =0,

sd aibd cel putin o solutie.
- 18. S& se rezolve mecua§u1e

a) log, | = p—ry 5; b) logjz (2% - 9) < 1;

¢) logya 22 + 8log,a (22 + 1) — 6 < 0; d) log, (w—+—f_;—l) >2,a€(0,1).

14. Si se determineparametrul real a, astfel incat: logesy (z*+4)>1,VzeR.

15. S& se rezolve inecuatiile si s& se discute dupi valorile parametrului a € R:
log,(21 — &3 .

a) % > 2; b) 2log, z > log1 (z + 2a); c) logy (z? -2z +a) > -1

d) log,(z — 2a) < 2. e) log,(z — 2) +log,(z — 3) > 2.
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16. Si se rezolve sistemele de ecuatii logaritmice:

3
log, z + 1o ==
a) Ea Baz ¥ é‘) . ){ z+y=25a

logya @ +logyy = 5 log, = + log, ¥ + log, 4 = 2log, 9 ’

w=a® a£0; d) {loga(lg:c+lgy)=1+10g9(1gy) _
lg*z +1g%y = ;lg%a® ’ logo(lgz —lgy) = logs(lgy))

) { log, = logazy m f) { log,,(z—y) =1 g { y—z=5

log,ez —log sy =n ’ log,,(z+y) =0 '8 log, z - logg y = 4’

z+y=38 (i)z*’ 1 _2 logys = + 58V =5
B 1o y:z:lo 4’1) 81 9 3 ;j){z"gz—sl%“ o
g2 B2¥ = logﬁz—log%y=0 -
[2 +log2:v] _l4logyy
17. a) S& se rezolve sistemul de ecuatii: 2 2 , unde [a]
[3+log2y] _1+4logyz
3 T2

reprezintd partea intreagd numdrului real ,a“.

b) S se arate cd sistemul admite o solutie de forma (z,z), z > 0.

c) Sa se arate ci solutiile din multimea N x N ale sistemului se pot pune sub forma
unui §ir ((Zn,Yn)))n31 €1 Tn < Tnt1, y,, < Yn+1, VN € N* si s4 se calculeze suma:

Sn=3 ~1)*log, 2.
k=1

18. Daci a;,4as,...,a, € (0,1}, n € N*, n > 2, sd se arate ci:

a) log, (a182+ ... Gn) +108,,(a102 ... ) + ... +log, (a1a2-...-an) > n
n
n
b) Zlogak I T 1 >n.
” + — + .+ o
19. Demonstrati c daca. a,b,c € (1,+00) are loc egalitatea: log, a-log,b-logac =1

. log,a®  log, b? + log, c? > 9

a+b b+c c+a T a+b+ec
20. S3 se demonstreze cd Vn € N*, n > 2, are loc inegalitatea:

Viog, n! + \/logy(n—1)1+.. .4++/log, 2! > \/log2 (n—1)2*(n—2)%.....2(6-1)% . 179,

Indicatie. Se va folosi urmitoarea problemd ajutitoare:
Fie a1,a2,...,a, > 0, n > 1, Si se arate ci:

Vai+aa+ ... tan+/az+ @zt ... Fant. ..+ n_1 + ot n > Vay + 402 +:.. +nlap

(demonstratie prin inductie matematici dupa n).
21. S§ se rezolve ecuatiile:
a) log, ¥/z + 3log, (z¥/4) + 6logZ V4 = 5;

1
b) 10g§6+10g2% -31; +log_‘71; 5 +log, sz + i~ 0.
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22. S& se demonstreze ci Va,b,c € (1,+00) are loc inegalitatea:

Ina + Inb + Inc <l~
Inal3bc  Inab8¢  Inabeld — 5’

egalitatea avand loc dac3 si numai daci a = b = c.
23. Si se rezolve inecuatiile:

2log? z — 31 1
a) logoz41(2z +2) < logg,2(2z +1); b) 8a xzz _(;gaa: + <0,a>0,a#1

24. Fie n > 2 un numir natural si a;,a2,...,a, € (1,400). S# se demonstreze
inegalitatea:

Ina, Inas hna, 5 _n
Inazaz-...-ap, Iajaz-...-an ~~~ Ilnajag...ap1 n—1"

25. S se exprime logg 16 in functie de a = log;, 27.
26. S3 se arate ci: '

1 1 1 1 1 1
+ 3< + + :
logom  loggm  log,w logom * logym  loggm

27. S8 se demonstreze ci Vn € N*, are loc inegalitatea:

2n-1)1 < -l
(2n)t!
unde: 2n— 1) =1-3-5-...-(2n—1)si@n)1 =2.4.6....-(2n).
Indicatie: Se demonstreazi mai intéi inegalitatea cunoscut:

1 3 5 2n-1 1

218 T2n S mrl

28. S¥ se arate ci: {/log, 3} {/logz 5} {/Tog; 8} < &, unde {a} este partea
fractionara a numarului real a.

, YneN",

2

Indicatie: Se aratd mai intai ci [z] - {z} < % cu egalitate daci si numai daci
z=0.

29. S& se arate cd pentru orice n € N* are loc inegalitatea:

lg(n+1) > min +1gn.

30. Fie a si b ridicinile ecuatiilor 2sinz = log% z gi respectiv 2cosz = logg z. S&
se arate cd a > b. o

31. Sd se rezolve in mul{imea numerelor intregi ecuatia:

log3(2x +1) + logs(4x + 1) + log, (6 + 1) = 3z.

32. S3 se arate ci:

2, ,2 2, .2 2, .2
Yy +z 4z ¢4y
logz—y_'_—z--!-logy popp + log, o, >3, Vz,y,z € (1,+00).
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33. Fien,pe N*, cup > 3si z;,xz,...,x,,} 1. S& se arate ci:
z§ + 2% z§ + z% zy + 2% z} + z3
23 tlog,, =—2 4...+log, p 1 og, ——=2>
X2+ 23 2 3+ x4 Lo Tp+ ) Pz + T2

log,,

34. S4 se simplifice expresia:

E = (log,(abc)) ™" + (logy(abe)) " + (log,(abc))~*,

unde a,b,c>0,a# 1, b#1,c#1.
35. Sd se arate cd dacd n € N*, au loc inegalitatea:

3n (1 1
! - -
lg(n)>10<2+3+ + 1)

36. Si se arate cd pentru orice a,b,c > 0, are loc inegalitatea:
a®bbc® > (abe)® anl

37. S& se rezolve ecuatiile:

a)Inz -2z —5lnz+6=0,z <0; b) 6In®z —5In°z —2Inz+1=0, z <0.
38. S& se rezolve ecuatia: log, v/5 + log, 5z — 2,25 = logZ /5.

39. Si se rezolve ecuatia: 1+ 2log, ,5 = logg(z + 2).

40. Se consider3 inegalitatea:

logy(z? — z — 2) > logy(—z% +22+3), b>0, b#1.

a) Si se determine valorile lui x pentru care are sens inegalitatea.

b) Stiind c3 inecuatia admite solutia = = 7 sd se determine b.

c) Pentru b € (0,1) s3 se rezolve inecuatia.

41. Si se rezolve ecuatia: logy(9* + 7) = 2 + log,(3* + 1).

42. Si se rezolve inecuatiile: v

a) log 41 (:z: + % - 4) > 1. b) logy(2z + 1) + logs(4z + 1) > 2z.
43. Si se rezolve ecuatia: logy(25% + 7) = 2 + logy(5% + 1).

44. Si se rezolve inecuatia: /logz(9z — 3) < log, (a: - %)

45. Se considera expresia:

1
E(z) = log, 222 + logy z (1 + log, =) + 3 log? z* + log3 z.
a) Si se stabileascd domeniul de existentd al expresiei si si se arate cd
E(z) = (1+log, z)3.

b) S& se rezolve ecuatia E(z) = —8.
46. Si se logaritmeze expresiile:

o/ a?b2c?Vabe

E=¢§
2) Vo Vet

J__ b)E—
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ayevavh 10° /2002
c) E= ;d) E=
bv/by/a 115\/ 2001
47. S3 se determme solutiile ecuatiilor:
a) logz2, ;4 =22+1; b) z + 3% + logg = = 31;
c) 3. 2logs(z—1) _ 9. glogs(=*+1)- 3 = 0,

48. S3 se arate ci daci a,b € RY, a® + b* = 7ab, atunci:

lg _q,_+_b = l(lga+1gb)

49. S3 se arate cd pentru orice n € N* si oricare ar fi numerele reale strict pozitive
a1,az,...,a, > 0, are loc inegalitatea:

ay+ag+...+ay > lga; +lgas +... +1gay,

I
€ n n

50. Si se demonstreze ci:
a) T'%aV = yl98aT Vg .y > 0sia # 1.

zy\In2 z\In £ 2z I3
b) (?y) y.(%}_) (?) =1,V2,9,2>0,z,y,z# 1L

I.3. Functii trigonometrice

1. S3 se demonstreze egalité‘.t;ile-

1 V3 _ 1 1 11
a) arcsin 3 + arcsin — 5 2, b) arccos = 5 + arccos 7 = arccos (_ﬁ)
3 _r
Vvi0 4

2. Sé se demonstreze egahta’gile ’

.1
C) arcsin —= -+ arccos
) aresin 77

a) arctgy/3 + arctg— \/_ b) arctgl + arctg2 + arctg3 = 11',

c) arctgg + arctg% + a.rctg? + arctg§ =z
3. Si se determine domemul maxim de definitie al fiecireia din functiile de mai jos:

a) f(z) = arccos —— Py b) g(z) = arcsin /1 — 4z;
— 2
c) h(z) = ércsm \/f::-_zf; d) t(z) = arccos T2
4. S se arate cd pentru Vz > 1: arctgz + arcsin 2 ™

14 22
5. Si se arate ci:

. z
a) arcsin ———=

) vi+ a:2
b) arctgz + arctg— =4I

= arctgz, Vz € R;

dacd z > 0, respectiv & < 0;
arctg TH+y+z-— a:yz
l—zy-—yz—

2 b
c) arctgz + arctgy + arctgz =

, Vo, y,z € R.
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6. Fie a,b € R, astfel incit a < 0, b > 0. Si se arate ci expresia urmatoare nu

7. S§ se arate cé:
a) cos(2arccos z) = 222 — 1; b) cos(3 arccos z) = 428 — 3z;
c) cos(4 arccos z) = 8z% — 822 + 1, pentru orice z € R.

1
8. Fiea = arctg; sib= arctg; S# se arate ci: sin4b = cos 2a.
9. S se rezolve ecuatia:

1
arctgz + 2arctg§ + arctg-i— =

k]

10. S3i se arate ci:

Tcosa x —sina
—arctg——— =

arctgl — zsina

I.4. Ecuatii trigonometrice

1. Gasiti multimea solutiilor ecuatiilor:
a) sinz = cos z; b) sin 3z = sin 5z; ¢) sin 2z = — sin 3z;

d) oos—2-=sm(sm ) e)tg(;) =ctg(%z);
f) sin(z2 + 2) = sin(mz), m € R.
2. Gésiti multimea solutiilor ecuatiilor:
a) sin(m cos ) = cos(msinz); b) sin(warctgz) = cos(marctgz).
3. Gisiti multimesa solugnlor ecuatiilor:
a) cos 5 +cosz = 1; b) sin 32+ cos®z = cosz;
o) 1+ tgz
1—-tge
d) tg(% +:c) = 3tg (-E —:c), a:;ék'rr:!:%.
4. S& se rezolve gi sd se discute, dup valorile parametrului real m ecuatia: sinz +
cosz + sin2z = m.
5. Fie ecuatia: mcos6z + (4 — m)sin3z +2 —m = 0. Aﬂa§1 valorile lm m € R,
pentru care ecuatia are solutii.
. S& se rezolve gi si se discute, dup3 valorile parmetrului real m ecuatia: sinz +
sin 33: = msin 2z.
7. S& se rezolve ecuatiile:
a) (COS a:)cos:«l:t:+2m:1: =1; b) (sin m)xsin:i:+\f3-¢oz;:l: =1.
8. S se rezolve si 83 se discute ecuatiile:
a) V3sin3% + cos 3% = m, m € R; b) v/23in 2% + /2 cos 2° =m,meR,
9. S3 se rezolve gi s se discute ecuatiile:
a) arcsinmx = arccos nz; b) arcsinmae = 2arctgnz;

=14 sin2z, a:;ék1r+§.
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c) log,(arctgz) + log,(arctgz) = m.
10. S8 se rezolve ecuatiile:

a) sin®z — cos®z — 25in°z +1 = 0; b) sin z + cos® z = 1—2;
¢) 4sin zsin 2z sin 3z = sin 4z; d) sin 2z + tgz = 2.

11. S se rezolve ecuatiile:

a) 5sinztgr —sinz — 5tgr +1=0; b) asinz +bcosz = c;

3

¢) 3—Tcos?zsinz —sin®z=0; d)2sin®z —sinzcosz — 3cos’z =0.

12. 53 se rezolve ecuatiile:

a)

13. S4 se rezolve inecuatia: cosz —sinz > 1.

tgr +ctgr  tg2xw + ctg’z
tgdr +ctg’z  tglz +ctgiz

=2;b) tg(a:+-z-) =2tg(%+:c) -1

14. S& se rezolve inecuai;iilev:
a) 2cosz >sin’z;  b) 2sinz < V3cos?z.
4singsiny =1

15. S3 se rezolve sistemul de ecuadjii:
4coszcosy = 3.

16. S& se rezolve sistemul de ecuatii: - { rcsii & = — arccosy
cos3w(z +y)] = 1.
17. Si se rezolve sistemul de ecuatii: -
{ sinz +sin2z +...+sinnz =siny +sin2y +... +sinny
COS T + €05 2Z + ...+ COSNT = cos Y + cos 2y + ... + COS Y.
18. S& se rezolve sistemul de ecuatii:

) { zcosb+ysinb=sin(a+b) | b) tgz + tgy = —2v3
zsinb+ycosb=cos(a—b) ' ctgz +ctgy = 2v3 '
2cosz +v3cosy =1++3

c)
4coszcosy = V3.
19. S# se rezolve sistemul de ecuatii:

rT—y=a T+yt+z=7w
a) tﬁ=2 b) ¢ tgz tgy tgz undea,b,ceR".

tgy ¢ @ b ¢

20. S& se rezolve inecuatiile:

a) tgz < v/3; b) sinz > \/Té; c) 4sin’z ~ 2(v3—1)sinz — V3 < 0;

'd) cosz > tgz; €) sinz > sin3z.

21. S& se rezolve inecuatiile:

a) tgz + ctgz > 2; b) sin(3cosz) > 0; ¢) sinz +cosz > 1.

22. Si se rezolve inecuatia: arcsin(z? —1) > %

23. S& se rezolve inecuatia: arcsin(2z — 1) < arcsin(1 — z).

24. S¥ se rezolve inecuatia: a2°In% > gtinz-VBeosz 4 ¢ RY.

25. S# se rezolve inecuatia: log,(sinz + v/3cosz) < 1,a >0,a # 1.



CLASA A X-A _ 63

26. S se rezolve sistemul de ecuatii:
sin(z — y) = 2coszcosy
{ sin(y — 2) = 2sinycos z
sin(z + z) = 4coszcos z.
27. Pentru a,r € R si n € N*, s& se calculeze suma:

S =cosa +cos(a + ) + cos(a + 2r) +... + cos(a + (n — 1)r).
28. Pentru a,r € R gi n € N*, s# se calculeze suma:
§ =sina +sin(a +r) +sin(a + 2r) +... +sin(a + (n — 1)r).

29. Pentru a,r € R §i n € N*, s se calculeze sumele:

a) 81 = cos3a + cos5a + ... + cos(2n + 1)a;

b) S2 =sinasin2a +sin2asin3a +... + sinnasin(n:+ 1)a.

30. Pentru orice n € N* i orice valoare a numérului real n, s3 se arate ci:
a) cosnz = cos™ £ — C2 cos" 2 zsin® z + C4 cos"4sinz — ...

b) sinnz = C} cos® 1 zsinz — C3 cos" 3 zsin® z + C8 cos® S zsin®z — ...

Capitolul II. . '
'PROGRESII ARITMETICE SI PROGRESII GEOMETRICE

1. S& se determine primul termen §i ragia unei progresii aritmetice, stiind c:

a) S100 = 350 i Sag0 = 800; '

b) { a1 +axtaz+ag=24 0 { a}+a%+a? =156

Q21020304 = -2079 ! 10203 = —48.

2. Fie (as)n>1 0 progresie aritmeticd cu aijg = 233. Si se calculeze Sa;.

3. Intr-o progresie aritmetic (@n)n>1 se cunosc: S, = a §i Sy, = b (n,m € N*,
n < m), a,b € R*, a # b. S& se calculeze primul termen si ratia progresiei.

4. Daci sin(—a + b +c), sin(a — b+ c), sin(a + b — c) sunt in progresie aritmetica,
s# se arate ci gi tga, tgb, tgc sunt in progresie aritmetici. Reciproca este adevirati?

5. Dacd notdm cu S, S si respectiv S3 suma primilor n,, n2 si respectiv ng termeni
ai unei progresii aritmetice, sé se arate c# are loc relatia:

S S S
i(nz —ng) + n—:(ns —m)+ n—:('nl - ng‘) =0.

6. Si se arate ci numerele 7, Vi +1, vn+2, n € N* nu pot fi termenii unei
progresii aritmetice.

7. S4 se arate ci numerele v/5, v/6, v/7, nu pot face parte din aceeasi progresie
aritmetica.

8. Fie a,,az,...,ay,4+) numere reale in progresie aritmetici.
n+l .

2 2n8,
=3 ;3 Chagyy = 2ontt
Se noteazd cu Sp41 = 2 a;. S4 se arate c&: 2 Crag+1 = Yl
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9. Si se determine z € R, stiind c# al gaselea termen al dezvoltirii binomului
(\/ 21g(10-3%) 4 V/2(=-2) '83)n este egal cu 21, iar coeficientii binomiali ai termenilor doi,
trei si patru sunt in progresie aritmetica.

10. Trei numere reale strict pozitive sunt in progresie aritmetica si au suma egald
cu 45. Daci din primul numér scddem 7, din al doilea num#r scidem 5, iar la al treilea
numir adundm 6 se obtin trei numere in progresie geometrics. Si se afle numerele.

11. S& se arate ci dacd z, y, z sunt unghiurile unui triunghi, atunci ctgz, ctgy,
ctgz sunt in progresie aritmetic¥ dac si numai daci sin? z, sin?y, sin” z sunt in progresie
aritmetica.

12. Fie ay,as,...,a, O progresie aritmeticd finitd cu a; > 0 si ratia » > 0. S& se
arate cd are loc inegalitatea:

a) +an

n
) ) , VneN, n2>2.

a182...0n < (
Caz particular: pentru a = r = 1 se obtine inegalitatea:

|<<n_;-_1) VneN, n>2.

13. 54 se arate cd suma cubunlor a n numere intregi in progresie aritmeticéd este
divizibild cu suma acestor numere.

14. Daci a;,az,...,an,n4+1 sunt termenii unei progresii aritmetice, s§ se calculeze
suma: + + +
a)+a2  Qazt+ag Gn 1T O0n41 —
S=—5s 5o+t —gps (e #0, VE=T,n+1).
a1a2 0.2043 anan+1

15. Fie (an)n>1 0 progresie aritmetics cu a) # 0 sir #0. Sa se calculeze urmétoarele
sume in functie de ay, T §i ™

g 1
1= e —
a1a2alsa4 62030405 ana'n+lan+2an-|1-3,
= +... )
2102030405 1223040506 Anln410n4-20n4-30n+4

16. Fie (as)n>1 0 progresie aritmetica cur > 0ia; > 0. S# se calculeze urmitoarele
sume in functie de a3, r §i n:

T r

8 = arctg———— + arctg——— + ... + arctg——;

! g1+axaz + g1-i-¢12a:<x Foet g1+anan+1’
1

~ CoSa; -COSaz | COSAz-COSA3 | COSGp - COSAni1’
(unde pentru suma S; am presupus a, 7# % +kn,k€Z,VYn e N*).
17. Fie (an)n>1 © progresie aritmetici cu r,a; € N*. S& se calculeze suma:
§=C2 +C2 +...+C2_ in functie de a3, r §i n.

18. Fie a1, a3,...,a, € RY, astfel incdt numerele:
-1 -1 _

A || ———— e Op | —m—/———————————
’ ) )
a20a3 ... Gn ai1a3-a4...*an aiaz ... Qp-1
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6. Fie a,b € R, astfel incat @ < 0, b > 0. Si se arate ci expresia urm#toare nu

depinde de z:

2 —
arctg‘/%btiw — arccos ( b 5 a'cos:c) .

7. S& se arate c3:
a) cos(2arccos z) = 2z — 1; b) cos(3 arccos z) = 423 — 3z;
c) cos(4arccos z) = 8z* — 822 + 1, pentru orice z € R.
1
8. Fiea = a,rctgl si b = arctg 3 S4 se arate cd: sin 4b = cos 2a.
9. S& se rezolve ecuatia:

1 1 1 =
arctgz + 2arctgg + arctg; =71
10. S¥ se arate ci:
arctg TCcosa — arctgT=Si0G _ .

1—zsina J cosa

I.4. Ecuatii trigonometrice

1. Gésiti multimea solutiilor ecuatiilor:
a) sin:v = cos z; b) sin 3z = sin 5z; ¢) sin2z = —sin 3z;

d) cos§ = sin (sm ) e) tg (2;) = ctg (2—;:), ‘

f) sin(z? + 2) = sin(mz), m € R.
2. Gésiti multimea solutiilor ecuatiilor:
a) sin(w cos &) = cos(wsinz); b) sin(warctgz) = cos(warctgr).
3. Gisiti multimea solugulor ecuatiilor:
a) cos 5 +cosz = 1; b) sin® z + cos® z = cos z;

1+tgz

) 1-tgz

d) tg (Z+z) =3tg(% —:1:), .'D;ékﬂ‘:hz.

=1+ sin 2z, a:aék7r+§.

4. S& se rezolve gi s3 se discute, dup valorile parametrului real m ecuatia: sinz +

cosz +sin2zx =m.

5. Fie ecuatia: mcos6z + (4 — m)sindz + 2 —m = 0. Aﬂa;i valorile lui m € R,

pentru care ecuatia are solutii.

6. S& se rezolve i s4 se discute, dup# valorile parmetrului real m ecuatia: sinz +

sin 3z = msin 2z.
7. S& se rezolve ecuatiile:
a) (cosx)oos3z+2cosz — 3, b) (sinz)*n z+vBcosz _ §
8. S se rezolve si sd se discute ecuatiile:
a) v38in 3% + cos 3% = m, m € R; b) v28in2% + /2 cos 2 = m, m € R.
9. Si se rezolve gi s¥ se discute ecuatiile:
a) arcsin ma = arccos nz; b) arcsinmz = 2arctgnz;
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c) logy(arctgz) + log,(arctgz) = m.
10. S3& se rezolve ecuatiile:

a) sin®z — cos® z — 2sin®z + 1 = 0; b) sin®z + cosbz = T3
c) 4sin z sin 2z sin 3z = sindz; d) sin2z + tgz = 2.

11. Sa& se rezolve ecuatiile:

a) 5sinztgr —sinz — Stgz+1=0; b) asinz+bcosz =c;

¢) 3—7cos? zsinz — sin3

z=0; d)2sin?z —sinzcosz —3cos’z = 0.
12. Si se rezolve ecuatiile:

tgz +ctgr  tg?z + ctg’z

) =3 ! ]
tg’z +ctg®z  tgir +ctgiz
13. S se rezolve inecuatia: cosz —sinz > 1.

=2;b) tg(z+§) =2tg(%+:c)—1.

14. S& se rezolve inecuatiile:
a) 2cosz >sin’z;  b) 2sinz < v3cos?z.
4singsiny =1

15. S3 se rezolve sistemul de ecuatii: {
4coszcosy = 3.

16. S# se rezolve sistemul de ecuatii: - 4. arcan & = — Arccosy

cos3n(z +y)] =1.

17. Si se rezolve sistemul de ecuatii: °

sinz +sin2z +...4sinnz =siny 4 sin2y + ...+ sinny
cosZ +cos2z + ...+ cosnr = cosy + cos 2y + ... + cosny.

18. S4 se rezolve sistemul de ecuatii:

2) zcosb+ysinb =sin(a +b) | b) tgz +tgy = —2v3 |
zsinb+ycosb = cos(a —b) ' ctgz + ctgy = 2v3 ’
2cosz + v3cosy =1++3

c)
4coszcosy = V3.

19. S& se rezolve sistemul de ecuatjii:

T—yYy=a zH+Yy+z=7w
a)q tgz _b b){ tgz tgy _tgz undea,bceR".

tgy ¢ @ b ¢

20. S4 se rezolve inecuatiile:

a) tgz < V3; b) sinz > \/75; c) 4sinz — 2(v3—1)sinz — V3 < 0;

'd) cosz > tgz; e) sinz > sin3z.

21. S4 se rezolve inecuatiile:

a) tgx + ctgz > 2; b) sin(3cosz) > 0; ¢) sinz +cosz > 1.

22. Si se rezolve inecuatia: arcsin(z® —1) > %

23. S¥ se rezolve inecuatia: arcsin(2z — 1) < arcsin(1 — ).

24. S& se rezolve inecuatia: a2%in% > goinz—vBeosz g c RY .

25. S se rezolve inecuatia: log, (sinz + v/3cosz) < 1,a >0, a # 1.
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26. S se rezolve sistemul de ecuatii:
sin(z — y) = 2coszcosy
{ sin(y — z) = 2sinycos z
sin(z + z) = 4coszcos 2.
27. Pentru a,r € R si n € N*, si se calculeze suma:

S =cosa + cos(a + ) + cos(a + 2r) +... 4+ cos(a + (n — 1)r).
28. Pentru a,r € R gi n € N*, s se calculeze suma:
S =sina +sin(a +r) +sin(a + 2r) +... +sin(a + (n — 1)r).

29. Pentru a,r € R si n € N*, si se calculeze sumele:

a) S1 = cos3a + cos5a + ... + cos(2n + 1)a;

b) Sz = sinasin2a +sin2asin3a + ... + sinnasin(n + 1)a.

30. Pentru orice n € N* si orice valoare a num#rului real n, s& se arate ci:
a) cosnz = cos™ z — C2 cos" 2 zsin? & + C4 cos"*sin’z — ...

b) sinnz = C} cos" 1 zsinz — C3 cos® 3 zsind z + CB cos" B zsin®z — ...

Capitolul II. .
PROGRESII ARITMETICE SI PROGRESII GEOMETRICE

1. S& se determine primul termen si ratia unei progresii aritmetice, stiind ci:

a.) Smo = 350 §i Szoo = 800; .

b { o +az+agtea=24 { a?+a3+a2 =156

ajazazaq = —2079 ! ajazagz = —48.

2. Fie (an)n>1 o progresie aritmetics cu a;g = 233. S& se calculeze Ss;.

3. Intr-o progresie aritmeticd (a.)n>1 se cunosc: S, = a §i Sp, = b (n,m € N*,
n <m), a,b € R*, a # b. S4 se calculeze primul termen gi ratia progresiei.

4. Dacj sin(—a + b+ ¢), sin(a — b+ c), sin(e + b — c¢) sunt in progresie aritmetics,
sd se arate ci gi tga, tgh, tgc sunt in progresie aritmetici. Reciproca este adeviirata?

5. Dac# notém cu S}, S; si respectiv S3 suma primilor n;, n si respectiv na termeni
al unei progresii aritmetice, si se arate ci are loc relatia:

S S S.
;f(nz —ng) + n—:(ns -n)+ ;z-(nl - nzl) =0.

6. S3 se arate ci numerele /1, vn+1, VR +2, n € N* nu pot fi termenii unei
progresii aritmetice.
7. S& se arate ci numerele v/5, /6, v/7, nu pot face parte din aceeasi progresie
aritmetici.
8. Fie ay,ay,...,ay+1 numere reale in progresie aritmetic.
‘ n+l .

n
2" 8,
= . k = n+1
Se noteazd cu Sp41 = -2—1 ai. S& se arate ci: k§=o Chags1 = T
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9. Si se determine z € R, stiind cid al gaselea termen al dezvoltirii binomului
(\/ 21g(10-3°) | /2(=-2) '83)n este egal cu 21, iar coeficientii binomiali ai termenilor doi,
trei si patru sunt in progresie aritmetica.

10. Trei numere reale strict pozitive sunt in progresie aritmeticd si au suma egald
cu 45. Dacid din primul numér scddem 7, din al doilea num#r scidem 5, iar la al treilea
numir adundm 6 se obtin trei numere in progresie geometrici. Si se afle numerele.

11. S& se arate ci dacd z, y, z sunt unghiurile unui triunghi, atunci ctgz, ctgy,
ctgz sunt in progresie aritmetic3 dacd gi numai dac¥ sin® z, sin?y, sin? 2 sunt in progresie
aritmetica.

12. Fie a,,ay,...,a, o progresie aritmeticd finit cu a; > 0 si ratia r > 0. S& se
arate c3 are loc inegalitatea:

n
a18s...0p < (al-;an) , VReEN, n>2.

Caz particular: pentru a = r = 1 se obtine inegalitatea:

'<(nT+1) VneN, n>2.

13. S& se arate ci suma cubunlor a n numere intregi in progresie aritmeticé este
divizibild cu suma acestor numere.

14. Daci a),as,...,an,an41 sunt termenii unei progresii aritmetice, s se calculeze
suma: + + +
a) 1+ a2 az + ag a an41 —
S== t gt T (e #£0, VE=TnF1).
ajas a%a? (L0

.

15. Fie (@n)n>1 0 progresie aritmeticé cu a # 0 sir # 0. S& se calculeze urméatoarele
sume in functie de ay, rsin

g 1

1= ces —
a1@203a4 0203340a5 anln+10n+20n4-3
2102030405 203040508 Anln+10n4-20n4-30n+4

16. Fie (a,)a>1 0 progresie aritmetics cu r > 0si a; > 0. S& se calculeze urm#toarele
sume in functie de ay, r i n:

r r

S = tg ———— ctg——+... tg ————;

1= arc g1+ala2+ar g1+a2a3+ +are g1+a,.a,ﬂ.,.1’
1 1

cosaj - Cosas + COS @ - COS a3 Foe COS @y, * COS Any1
(unde pentru suma S am presupus an # g +kn, k€Z,VneN*).
17. Fie (an)n>1 o progresie aritmetici cu r,a;y € N*. S& se calculeze suma:
§=C2 +CZ% +...+C2 in functie de aj,  §i n.
18. Fie a;,a3,...,a, € R}, astfel incdt numerele:
n a?-l . n a;-l n ag—l

ag {| —2 ..., Op | —B2——
@203 ... Gp' a103°G4... Qn' Q102" ... Qpo1
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sunt in progresie aritmetici. S¥ se arate ci si numerele a?,a3,...,a2 sunt, de asemenea,
in progresie aritmetici. ;

19. S3 se determine numirul real z astfel incdt numerele 3%, 5%, 47, si fie, in aceast}
ordine, in progresie aritmetici.

20. Daci a1, ay,...,a, formeazi o progresie aritmetici cu termeni strict pozitivi,
sd se arate cii: '

n
1 n—1
Z 7 < , VRneEN, n>2.
k=2 (vVar—1 + yag)~ ~ 16a18s 7
21. Fie (@n)a>1 0 progresie aritmetics cu termenii strict pozitivi. S¥ se arate c# are
loc egalitatea:

n

1 n 1 1
> 5 <53 + ,¥neN, n> 3.
ko1 (YO + Yarr1 + Yargz)  2°3° \@20n41Gni2  01028n41

22. Fie (an)n>1 o progresie aritmeticd cu a; > 0 si 7 > 0 si notdm cu

a1 a a . a
N=22.28. .22+ S5 searateci: N < NI S
az o4 G2n+2 a1+2(n+1)r
23. Daci a1;a2;. . . ; ap, reprezintd termenii strict pozitivi ai unei progresii aritmetice
cu ratia r > 0, s¥ se arate ci Vn € N, n > 2, are loc inegalitatea:
2 a 1 1 1 a
==t =<2 (1— =2
Qg + ay Qn a1 as an Qn

24. Fie (an)n>1 o progresie aritmeticy cu toti termenii strict pozitivi (r > 0 §1
a; > 0). S& se arate ci Vn € N* are loc megahtatea

1 1 2 »
;(\/‘T'H ‘/_)< \/'—+ +\/_n (—+\/(11T+—)(m \/_)

r

25. Fie (an)nzl o progresie aritmeticd cu a; > 0 sir>0. S8 se demonstreze,
Vn € N*, inegalitatea: :

(/s - ¥/a7) < ﬂ \/7+ +\/_ V\/;a_j:_ (Vamri—v/a).

26. S& se formeze o progresie aritmeticd cu n termeni pozitivi stiind c& produsul
dintre primul termen si ratie este a, iar suma progresiei este minims.

27. Intr-un gir de numere reale (as)n>1 cu @) = a, a; = b (a,b € R*, a # b) se
gtie cd orice termen, incepand cu al treilea, este media ar1tmet1ca a ultimilor do1 termeni
precedenti lui.

a) S& se arate c sirul (by)n>1 definit prin b, = ap41 —ay, este o progresie geometrics
gi 88 i se calculeze ratia.

b) S¥ se gseascd expresia termenului general a,, in functie de n, a, b.

28. S¥ se arate c# girul (an)n>1 cu termeni strict pozitivi formeaz¥ o progresie
aritmeticd, dac#l gi numai daci:

1 1 | 1 n-1

+.. 4 = —,
Vo +va | Vat v Y e Y Y - Y

3
T

VnGNg n=3
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29. Si se arate ci sirul (a,)n>1 de numere reale nenule este o progresie aritmetica,
dacd si numai daci oricare ar fi n € N, n > 3, are loc relatia:
' 1 1, 1  n-1
a1a2 8203 Gn-1Gn  G10n

80. Fie girul (@s)n>1 de numere reale nenule. Si se arate ci girul (@an)n>1 este o
progresie aritmetic, dac si numai daci oricare ar fi numéirul natural n > 3 are loc relatia:

1 1 1 2 1 1
—_— +... = —_—t—. =]
a1 Q20p-—1 apay @1+ap \a1 a2 an

- 81, Fie (an)n21 0 progresie aritmetic cu termenii nenuli gi notdm cu

2 2 2
P,.=(1-%) (1—12-)-...-(1— . )
az ag i1

nP, .
I este, de asemenea, o progresie
T din

S# se arate c3 sirul (yn)nzz, definit prin y, =
aritmetics gi s& se afle ratia acesteia.

82. Se consider’ progresiile aritmetice 2,7,12,17,22,... s 7,10,13,16,19,...

Demonstrati ci termenii lor comuni formeazi o nou# progresie aritmetics si deter-
minati termenul ei general.

33. Fie polinomul f = ces
a1a2 aza3 Qn-10p G10n )
sunt termenii unei progresii aritmetice cu a; > 0 §i 7 > 0. S# se arate ci a = 1 este
réd¥cing a polinomului f si s# se determine ordinul ei de multiplicitate. '
84. S¥ se determine m € R, astfel incét rid¥cinile ecuatiei 22 — (3m+2)z2 +m? =0
s# fie numere reale in progresie aritmetica.
. 85. Si se arate ci un gir neconstant de numere naturale nenule (z,)n>o0 este o
progresie aritmetic8 dacs gi numai dacd existd a > 0, astfel incat:

xn-1  xn-2 X n-1

, unde a;,az,...,a,
-

= Zn_
T4l —Zn'l" [n+a] ) VneN.

86. S& se determine progresiile aritmetice de numere naturale, pentru care suma
primilor n termeni este patrat perfect.

37. S¥ se determine numerele: CX+1, A% Ckt1 Cktl, astfel incat primele trei si
fie in progresie aritmetic¥ gi ultimele trei in progresie armonicd. (Spunem c# trei numere

reale nenule a, b, ¢ sunt in progresie armonic#, daci si numai dac¥ este indeplinitd conditia:

a_c ‘

88. Se dau cinci numere reale distincte, nenule in progresie geometrics, astfel incat
al treilea dintre ele este media aritmetic a celorlalte patru. S& se afle numerele.

89. Cinci numere reale nenule sunt in progresie geometrici. Al doilea numir este

egal cu cea mai mare ridécini a ecuatiei (\/3 + 2\/§)z+ (\/3 - 2\/5)3 = 34, iar al cincilea
numir este egal cu solutia ecuatiei: 3'%85% 4 zlo8s4 = 3. '
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S4 se afle cele cinci numere. .

40. Se dau sase numere reale nenule in progresie geometric#, astfel incat primul
termen este egal cu cea mai mare solutie a ecuatiei (3 +2v2)” +1 =6 (V2 + 1):]c , iar al
patrulea termen este cea mai mare solutie a ecuaiei (¢/z)'8*"" = 10%82+1,

Aflati termenii si ratia progresiei.

41. S& se afle primul termen gi ratia unei progresii geometrice (bn)n>1, gtiind ci:

a){b]_-i-fh;—lll(‘) )Sz():l.

bo+b3=60 ' Seo 3

42. Pot fi numerele; 9, 10, 11 termenii (nu neap&rat consecutivi) ai unei progresii
geometrice?

43. Pot fi numerele; v/5, v/6, v/7 termenii (nu neapirat consecutivi) ai unei progresu
geometrice?

44. S¥ se demonstreze ¢4 pentru orice numar prim p, numrul:

N=11...122...233...3...99...9-123456789
p p b 4 p

-

se divide prin p
45. Fie (an)n>0 0 progreeue geometricd cu ratia g # 0 §x ag # 0. S# se arate cd

sirul (An)n>0, definit prin A, = Z Ckay, este, de asemenea, o progresie geometncﬁ a cérei
k=0
ratie se cere a se determina.

46. Fie (bn)n>1 o progresie geometrici cu ¢ > 0 gi b; # 0. Not¥m cu Sj, Sz, S3
suma primilor n;, ny, si respectiv ng termeni ai progresiei. Si se arate ci daci Sy, Sz,
S3 sunt in progresie aritmetici (in aceastd ordine) atunci i bn,+1, bng+1, bn;+1 sunt, in
aceastd ordine, tot in progresie aritmetici.

47. S se afle patru numere reale in progresie geometrics stiind ci produsul lor este
egal cu 81, iar suma dintre primul si ultimul este egald cu 27.

48. Fie (bn)n>1 0 progresie geometrics cu ratia ¢ > 0, ¢ # 1.

a) S4 se calculeze P, = byba - ... - by, in functie de by, by, si n.

b) Dacs Pag = Pgo, s& se calculeze Pgo.

49. Fie numerele a,b,c € R*. S4 se arate ci a, b, ¢ sunt in progresie geometncé
daca gi numai dacé are loc relatia:

(@™ +b™ +c) (a" ~ b™ + ") = a®® + b*" 4+ ¢, Vn € N*, n impar.

50. Fie (bn)n>1 O progresie geometricd cu ratia ¢ > 0, b; > 0, ¢ # 1. Notém cu
P, =bby- ... by si considerdm n;,ng,ng € N*, astfel incit n; < ng < ng. S se arate ci
_are loc relatia:
P2n. ™ = P,%;‘;l g™ = P’%?;‘ g™,

51. Intr-o progresie geometrick (bn)nz1, b1 > 0,9 > 0, ¢ # 1 se cunosc: P, =a
(eeR,a>0) §iPm=b(beR,b>0),undep<m§iP,.gb;bz-...-b,.,VneN‘.
S& se determine b, gi g.
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52. Fie (an)a>1 0 progresie aritmeticd cu a; si r dati. S& se calculeze suma:
§=2%42% 4 . +2%,

53. Se di ecuatia: az?+bz® +cx?+dz+e =0, a,b,c,d,e € R* sunt numere reale in
progresie geometrick, cu ratia diferitd de +1 sau —1. S se arate cii dacy toate rédicinile
ecuatiei sunt reale, atunci ele nu pot fi in progresie aritmetics.

54. Fie a,,a2,...,a, numere reale nenule in progresie antmetxci cu al, r dati si
b1,b2,..., by, numere reale nenule in progresie geometricid cu b;, ¢ dati. S& se calculeze
sumele:

Sy =2 4+ 2

1= b + B +. + bn

Sy = a1b1 +agba + ... + apbp;

S3 = (a1 +b1)? + (az +b2)% + ...+ (an + bn)%;

Se=(a1+b1)% + (a2 +b2) +... + (an + bs)3,
in functie de n, a4, by, 7, g.

55. Fie (bn)n>1 o progresie geometricd cu termenii strict pozitivi (5, > 0, ¢ > 0).
S4 se calculeze suma:

=¥bi+ b2 +...+ by, unde ke N, k> 2.

56. Fie (bn)n>1 0 progresie geometrics cu termeni nenuli (b1, ¢ € R*). Si se calculeze
sumele:

S1= g5 thE t t Ep

So =b1bs +bobs + ... + bp_1by;

S3 = b1babsby + babzbsbs + . .. + bp_3bp_2b. ~1bp.

57. S& se calculeze suma:

S=‘a+ﬁ+a'a'h‘+...+aaa...a, unde @ € {1;2;...;9}.

n ori

58. Fie (bn)n>1 O progresie geometricy cu ratia ¢ > 0, ¢ # 1. Se noteazd cu:

1 1
Si=bi+by+...+by; S2= b—+b +. +b1Pn=blb2'---‘bn-

S2
3

59. Fie (bn)n>1 0 progresie geometrics cu ¢ > 0, ¢ # 1 si by # 0. S& se calculeze, in
functie de by, ¢ si n, suma:

S se arate ci: P2 =

1 1 1
1 + 1 + 1 + 1 +-o-+ 1 + .-1—-
2B b2 b2 b2_, b2

S=

60. S& se demonstreze ci sirul (bp)n>1 de numere reale strict pozitive este o progresie
geometricd daci si numai daci:

bibo ... by = /(b1bn)", VR EN, n> 2.
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61. Si se arate c3 sirul (bs)n>0 este o progresie geometrici daci si numai daci
oricare ar fi numirul natural n > 2, are loc relatia:

n
bng+blc,lt+...+bnO:=(ﬂ5:_;to)—, bo # 0.
0

62. Si se arate cd sirul (bn)n>1 este o progresie geometricy daci si numai dack
Vn eN, n > 3, are loc relatia:

1 1 1 _b1+b2+...+bn
LR v Brbn .

63. Si se rezolve ecuatiile: .

a)l+22+at+a8+.. 420 =0;b) 1 -2+ —28+... - 230 = .

64. S& se determine z € R, z > 0, = # 1, astfel incat numerele: 2\98c3 — 4, 2l08. 3,
21+log=3 s fie in progresie geometrici.

65. Se considerd o progresie aritmetici si una geometrics, ambele cu termeni pozi-
tivi. Dacd trei termeni oarecare ai progresiei aritmetice sunt egali cu termenii de acelasi
rang din progresia geometrics, atunci cele dou# progresii coincid.

66. Si se calculeze suma:

serede el B on

67. Se construieste girul (an)n>1 astfel: a;,a2,a3 sunt in progresie geometrici,
@2,0a3,a4 sunt in progresie aritmetics, as,a4,as sunt in progresie geometricd gi asa mai
departe. S& se exprime termenul general a, in functie de a; = e, a2 = b gi n, unde
a,beRy.

68. Fie (bn)n>1 0 progresie geometrics cu by > 0si g > 0, g # 1. S& se arate cii:

b1 — by \?
blbns m)— ’ VnEN, n22.

' }n radicali
69. Se noteazi cu a, = \/ 6+ V6 +...+ V6 , numdirul radicalilor
suprapusi fiind egal cu n.

Sésearatecé—?’——an—>—1-,VneN,n22.
3"‘041;—1 6

70. Fiecare din numerele z,zz,...,Z, este egal cu +1 sau —1. Se stie ci:
T122 + Z2%3 + ... + Tp—1Tn + Tox1 = 0. S§ se arate cid n este divizibil cu 4.

71. Fie a1 = 1, a2 = 3 §i apy2 = (N + 3)ant1 — (n + 2)an, n € N*. S¥ se giseascy
toate valorile lui n pentru care a, este divizibil cu 11.

72. Se consider¥ sirul de termen general ay, = 2n% — 3n + 4, n > 1. S& se arate ci:

1) dacé un numir din gir se divide cu 4, atunci num¥rul urmétor, marit cu 1 se
divide cu 4;

2) din oricare trei termeni consecutivi ai girului, doi se divid cu 3.

3) Este girul (an)n31 0 progresie aritmetics?
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73. Intr-un gir finit de’ numere reale, suma oriciror 7 termeni consecutivi este
negativd, iar suma oriciror 11 termeni consecutivi este pozitivd. Si se determine numérul
maxim de termeni ai unui astfel de sir.

74. Se stie ci suma totald a  numere naturale pare nenule, diferite doua cite doud
gi a n numere naturale impare, diferite dous cite doud, nu dep#geste 1993. Ce valoare
maximé poate avea 3m + 4n?

75. Pentru fiecare n € N* se considerd numérul a, = -113 + 2% +...+ ;215. Sa se
arate ci: 1 1 ) 3 2
n—
—_———< 2 *
2+ 92+ 2 <21 , YneN*.

76. Si se arate c& Vn € N*, are loc inegalitatea:

n
77. Fie girul (an)n>1 definit prin: ay = Z n+k, n > 1. 54 se arate ci:
k=0

a) 2a5 < an41 < 3aq, YR 2 1

b) nu exist3 tei termeni distincti ai sirului in progresie aritmeticé.

78. Primul termen al unui sir de numere este 2, al doilea este 3, gi ap = 3a,—1 —
—2a,_2, dacd n > 3. SH se determine termenul general al girului si si se calculeze suma
primilor n termeni.

. 1 b 1 1 b
79. Fiea,b > 0sgia; = 3 (a+ ;),az =3 (a1+a%),...,ak =3 (ak..1+—),

on=
—\/I-J a; — Vb

k€ {2,3,...,n}. S& se demonstreze ci Yn € N*, .
¢ b an+\/- a1 +vb

80. Not¥m cu z, si z2 rédicinile ecuatiei az? + bz + ¢ = 0, unde a,b € R*. Si se
determine numerele a, b, ¢, 1, Z2, stiind cd numerele a, ;, b, T2, ¢ formeazi, in aceastd
ordine, o progresie aritmetica.

81. Fie (an)n>0 0 progresie aritmeticd cu ratia » > 0 gi ap > 0. S& se calculeze
produsul:

< 2a2 + ir?

H —_————— unde i2=-1.
k=1 4/ (a%_, +af)(ai,, +a})

82. a) Si se demonstreze ci pentru orice numr natural n are loc inegalitatea:
(2n? +3n+1)" > 6™ - (n})2.
b) Fie ay, € (0,00), Vn 2 1, cu proprietatea ci
(@1+az+...+as)=a}+ad...+ad, VRneN".

S4 se determine asgos.
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Capitolul III. ELEMENTE DE COMBINATORICA

II1.1. Permut#ri, Aranjamente, Combiniri

1. S& se rezolve ecuatiile:

(n+3)! (n=85 . (=6 1
a) mt1) =172; b) 12( 33)' 1;¢) _—(‘n—4)! =35
d) (n-3)!+n=n?e) w An 2)' V o _03)!; f) AT2. (n — m)! = 110n};

g) (n+2)!=132(n—m)IA™; h)n! = (n+1)2 - 1.

2. S& se rezolve ecuatiile:

a) TA3 = 15C"~5; b) 4CR~=3 —6CP~3 + 7= C=3;

c) Cnis = 25A%,5; d) AD + AL +24%,, + 345, = AZ 7.
3. S& se rezolve ecuatiile:

a) A =p+q;b) A} =5n+4.

4. S3i se rezolve urmétoa,rele inecuagii'

o) e 2 1105 ) foi ©) A5 < 2243; d) CJ2 > 2%,
5. Sd se rezolve smtemele de ecuatii:

= 17047
a) { AU"2 =T7. Ay—3 ,b) 3 ,1;'111 C:L'+1 = 36CY, +1,

AZ:B _SAV"'S d) { m_|_2y=9

cyt= C’”'3 ’ Co ¥ +CY. =Cg, 87
6. Si se rezolve ecuatiile:
a) Ot =0; b) Cora | _ 2
6 ! 12 )

7. S& se demonstreze ci Vn € N, n > 2, are loc inegalitatea:
(n))? > n™.

8. Sd se demonstreze c§ Vn € N* are loc inegalitatea: (3n)! > n3n.
9. S& se demonstreze c# pentru orice n € N are loc inegalitatea:

n+2
k;oﬁ eI <>
10. S& se arate ci pentru orice n € N, n > 3, are loc inegalitatea:
2 > (2n)).
11. S& se arate c& pentru orice numdr natural n > 6, au loc inegalititile:
n\" n\n"
() >~>(3)"

12. S& se arate cd pentru orice numér natural n > 2, are loc inegalitatea:
4" (2n)'

( !)2, neN.
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13. 5S4 se rezolve ecuatiile:

z C::+l
SR B R B

14. S3 se aduci la o forma mai snnplé expresia:

Ch _ Chi%\.(cr _ Chi
Tl G

15. S3 se rezolve in Z ecuatia: (z +y+ 2)! = 7200“’;_";+l

16. S se determine perechile (m,n) de numere naturale, care verifici egalitatea:

(n + 2)!

m - 132.

17. S& se determine z,y € Z, astfel incat:

(2n)!

nl(n + 1)! =2C3n1 + ycgn-i-l’ VneN

18. Si se prelucreze expresia, aducdnd-o la forma cea mai simpla:

k+2
Ak Al + AL

E=n2—n+1' (n+k)ICk -

19. Aduceti la forma cea mai simpld expresiile:
Cn _Chwpypo_ (ADC
Ckni C1,:+2, (k+1)(Ck+ Ck“)

20. S se determine n € N, pentru care are sens numérul Cg, '1°"+21

II1.2. Binomul lui Newton

1. Sa se afle la ce putere apare numérul natural 2 in descompunerea fiecdrui numér
natural de mai jos:

a) 10!; b) 50!; c) 100!
Puteti generaliza?
2. S4 se arate c& numirul (2+v/3)" + (2—v/3)" este intreg §i pozitiv pentru
YneN

3. S& se determine num3rul de termeni rationali ai dezvoltéarilor:
2) (V2+3)%b) (2+3)% o) (VB+ ¥8); o) (Vava + ¥4)
4. S# se determine suma coeficientilor binomiali ai dezvoltérilor umitoare:

8) (20 - ); b) (8a - 6ab)'% o) (vF +2v7)""; d) (922 - 7)°.
5. S8 se giseascd cel mai mare termen din dezvoltarea urmétoare:

7 1 100 9 1 100
a) (§+§) ;i b) (54‘5) .
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6. Si se afle coeficientii Iui 1:6 in dezvolté.nle
a) (1+32)7; b) (V2z+ 2) ) [(2i+ D)z +i]'°.
7. S& se afle coeficientii lui z° in dwvoltanle

(1+z+29)% (2+2—-2H)% (1+2z-2%)°
8. Fie ag,a1,az,...,0as, coeficientii dezvoltarii (1 + z + x2)". Si se arate ci:
- 1
aj—af+ai—ai+. ..+ (-1)" e = San[1 - (-1)"an].

Indicatie. Se foloseste identitatea: (1+z +22)(1 — z + 22) = (1 + 22 + z4)
9. Fie ag,a1,02,. .., a2, coeficientii dezvolt#rii (1 + z + z*)™. Si se arate ci:

e+az+ag+...=a1+ag+ar+...=a3+as+ag+...=3""1

10. Si se determine a € R, astfel incét coeficientul termenului ce il contine pe z*
din dezvoltarea (1 + az + %) s4 fie egal cu 45.

11. Stiind c& suma coeficientilor binomiali ai dezvoltaru (a+ x)p + (a + :z:)"""2 este
1280, s# se determine coeficientul lui z® si coeficientul lui z5.

12. S& se determine n € N*, astfel incat dezvoltarea (v/3 + \/—) s& aiby exact 10
termeni rationali.

13. S# se demonstreze ci:

2n)! n
COCP Cl 1 n—=pCr = _(_ <p< —.
a) +CRCRt +... + CRPCr Pl 0SPS3 k
b) C26CY — CZ-1CL 4 ... + (—1)k-1CEHICE-1 4 (- 1)'°1 (ck? = (-1S,

1<k<[2].
14. S& se determine z € R §i n € N* gtiind c&, in dezvoltarea:

(\/glg(ll—s‘") +v/26-2) 133)7' ’

coeficientii termenilor de rang 2, 3, si 4 sunt: primul, al treilea si al cincilea termen ai unei
progresii aritmetice si termenul de rang 6 este egal cu 84.

15. Fie dezvoltarea: <\/m + Tz_ﬁ)

S& se determine rangul termenului care nu il contine pe z.

18. Fie dezvoltarea: | V2% + —1— , unde z € R}.

Stiind c# raportul coeficientilor bmonnah ai termenilor de rang 7 gi rang 5 este egal
cu & s# se studieze dacd existd un termen liber al dezvolt&rii.

17. S& se determine coeficientul termenului care il contine pe z® in dezvoltarea.
(z+1)8(z - 1)~

18. S¥ se determine coeficientul termenului care il contine pe z° in dezvoltarea
(z —2)5(z + 2)M.

19. Fie dezvoltarea (1 + z)*3. S& se arate ci sunt egali coeficientul termenului de
rang 2k + 1 si cel al termenului de rang k + 2. S3 se determine apoi k.
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3n
20. Fie dezvoltarea (a: + %) . Gisiti termenul liber al dezvoltarii.

8,
21. Se considerd dezvoltarea \1/5—_ \/@ ,n € N*, £ € R. Se cere s se verifice

daci existd valori ale lui = astfel incat diferenta 1dmtx;e termenii al gaselea si al patrulea

ai dezvoltirii s§ fie 56, stiind ci numerele C? G &, sunt termenii consecutivi ai unei

"2 4
progresii aritmetice. n

22. Fie dezvoltarea | 9z — ﬁ ,Z20,n €N, n>3. Si se determine n, astfel
3/

incét coeficientul binomial al termenului al treilea si fie 105, apoi si se verifice daci exist3

un termen al dezvoltirii care s# il contind pe z°.

23. Diferenta dintre coeficientul binomial al celui de-al treilea}l termen si coeficientul
binomial al celui de-al doilea termen al dezvoltérii (BL(B + x'g“) , este 27. Pentru ce

valori ale lui z, al doilea termen este egal cu 900?

24. Stiind c8 suma coeficientilor binomiali ai dezvolt#rii , este egald

Y
2R
cu 512, s& se stabileascé dacd existd un termen in care z si ¥ au puteri egale.
25. Dacs n > 2, si se arate ci numrul C'2 , este divizibil cu 3.
26. Si se arate cd C’" este divizibil cu p, pentru orice p numir prim §i 0 < k < p.
27. S& se arate ci C,',‘H_n este divizibil cu m +n, dacé m si n sunt numere naturale
prime intre ele.

28. Si se arate ci:
1-2C3, +2%C4, —23C8, +... =57 —2.5%"2C2 4 22.52—4Ch —
pornind de la (1 +.i\f2)en = [(1 + i\/f)a] 2n, unde n € N*.
29. Sd se demonstreze c, pentru Vn € N*:
-3C%, +3%C3, - 33C5, +...=(-1)". 2" & CL -3C3, +32C5, —...=0.
30. S& se demonstreze cd Vn € N, n > 0, este adeviirati egalitatea:
142C+3C2+...+(n+1)C* =2} (n+2).

31. Si se arate ci nu existd patru coeficienti binomiali consecutivi: C¥, Ck+1, Ck+2,
Ck+3, care s¥ fie in progresie aritmetic.

32. Calculati sumele:

a) S1=13+27+...+nl(n? +n+1);

b) S; =112+ 25 +... +nl(n? +1);

1 2 n
c) S3= +3'+ +(n+1)!;
11 n?+3n+1

d)54=§T+E+-..+—TTT2)!—,
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5 nf+n-1
e) S5 = 3|4‘ +. +'—z;t:§5r-.

33. Si se demonstteze ci:
CR+Cr—-3(C3+C3)+3%(CA+C3) -3 (CE+CT) +...=
2nw 2 2nw

—_ {_7\NOn e e ——— Y *
—(1)2(cos3 \/gsms)VGN

n
34. S se arate c&: Y kCE~! =n2n1,
k=1
35. Si se arate ci:

4n+1__
03+2C,1,+3C§+...+(n+1)0,’:<\/ 3 1-”:'1-"?;2-...-":"’, Vn e N,

36. Si se arate ci: CLF) < 22 ¥YneN,n>11.
37. S& se calculeze sumele:

S51=CR—-2C3+2%C1-2°C8+...; S»=CL—-2C3 +22C5 - 23C7 +

38. S# se demonstreze ci Vn € N*, are loc egalitatea:

2n-1
9 +1+4 ) 5k=CP, 2 L, a1 4 o2,
k=0

39. S& se demonstreze ci Vn € N*, are loc egalitatea:
3(Ca-Tt+CL- T 224, +CP 2. 7. 272 4 C-! 271 20 =
=9on gl 9,33 | g3 gn-2 3 gn-1
40. a) S& se demonstreze c& Vn € N*, Vz € R: sin®* z + cos?" z > =T’
b) S& se rezolve ecuatia: tg?z(1 — sin®" ) + ctg?z(1 — cos?" z) = 2 —
41. S se arate ci Vn € N, existd egalitatea:

1.
2n-1"

CY 2o+ CL-z1+...4+CP -3y = Tgy,,

unde (Zn)n>0 este sirul lui Fibonacci.
n-1

n
42. Si se arate ci numerele: A = 22" C2siB= Z 2k . CZ+1 sunt prime intre

k=0 k=0
ele, Yn €N,

43. S# se arate c#: 13Q! este divizibil cg 20!- 31! . 39! . 40!.

44. Si se arate ci: 2\/_<Czn -3;—\/_4_ Vn2>2,neN.
45. Si se verifice care din urm#toarele afirmatii este sau nu adevirats:

a) C33 este divizibil cu 11; b) CA588 este divizibil cu 7; ¢) CI§9 este divizibil cu 7.
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46. Si se demonstreze ci numirul: N = Cl,,, - C3,,, - ... C3n,, este pitrat
perfect.

47. Si se arate cd Vn € N, n > 2, are loc egalitatea:

(n—1)Yn+1)%n +2) < gntt
“n+2N1-2-3-... nl? .

k
48. Si se verifice egalitatea: Z( 1)?. (k- p)'(p 2) =
p=2

k14 (- 1)"]
k2
49. Si se calculeze sumele:

k-1, o _ N\~ (k-1 1
Si= Z(zk 1)" 2 ’Sz‘kz_:l K2k

tn-1(p—n+2)
k+p+il-n
a; = (k+p—1)!. S4 se calculeze suma primilor p + 1 termeni ai girului.

n
51. Se considers dezvoltarea: (\%7 + 1082 %) ,2>0,zeR.
a) S# se determine n € N* gtiind c8 este solutia ecuatiei y'oBs ¥ 4+ logg y =38

b) Pentru n determinat la punctul &) s# se determine z gtiind cé al treilea termen
al dezvoltirii este egal cu 703 - 275292,

2 ok-k
52. Si se calculeze suma: S=Z%-Cﬁ,neN*.

50. Fie girul dat prin relatia de recurentd: an, = , unde

k=1
n-1 n
53. Fie M = z on—-10 NV Z 2k gim= Zk 2k n> 1.
k=0 k=0 Ni=

1) S& se calculeze M, N si m.

2) S4 se afle f(n), unde f(n) = — Z(k n)? - C2k,
Ni=
3) S& se arate c3 f are un minim care se realizeazi pentru n = m.

54. Fie numerele:

Tn=004C34+C8+..; yo=Cr+Ci+CT+
S4 se arate ca: 1 1
8) Tnn + Tn2n + Y2 = 3(4" = 1);  b) 24yt +22= 34" +2).
Ci+Ch+...+Cp k

vy zZn=C2+CE+C8+

. i : = d

55. S% se demonstreze egalitatea G fC .+ 400, ko 7) unde

neN*sike N, k>2. .
1 1

56. Pentru fiecare n € N* considerdm sumele: S, = 1+ 3 + 3 + ...+ o

1
Thn=8+8+...+85,; U, = %Tl + §T2 +...+ n;HT"' Aritati cd existd numerele
intregi a, b, ¢, d, astfel incat: Tigss = @ - S1989 — b, U1r9ss = ¢ - S1989 — d-

2n
T VneNyn 21

57. S4 se arate cd C3, >



CLASA A X-A

58. S# se arate c& Vm,n € N are loc egalitatea:
(m+1)' R (m+n)!  (m4n+1)!
T nl  alm+1)
4n (2n)!

i 1 S )
60. Si se determine coeficientul lui X? din polinomul:

59. Si searateca Vn>2,n €N ——

F=Q+XP+1+X)*+...+(1+X)", neN, n>3.

61. Fie functie f : N* - N*, f(n) = 22 k- C2EHl 13" o2kl
. k=0 k=0
ol F)F2) ... f(n)
S& se calculeze: \/ 2n )l .
62. Si se calculeze suma:
sine ., , sin2a sin na _m
=53 Gt Gt iRy O

63. Si se calculeze suma:

iz (;+-2———i—) unde p € N*.
1p+3 n pt (e+1))7

64. Se considers ecuatia: (1 — z)!! + (1 + z)!! =211,

a) Cate rddicini reale are ecuatia? Determinati aceste ridicini.

b) Determinati doud rid&cini din C\R ale ecuatiei.

65. a) Si se arate ci Vn € N*, numirul [(2 + v/3)"] este impar.

b) Gésiti cea mai mare valoare a lui k € N, astfel incat 2% divide [(1 + v3)"].
66. Pentru Vn € N*, s3 se arate ci:

ZC" sin? — = 27~} (1 + cos™ —) ZC" cos? =271 (1 - cos™ %) .

k=0
67. a) Si se demonstreze ci:

1 1 n+1
_2'4_2 +( 1) + =—

1
03_0111.-1'2'}'0121 n—t4, on

(suma se ia dupi toti intregii 4, 0 < i < IL—).
b) S# se demonstreze ci daci p,q sunt 2 numere diferite si p + g = 1, atunci: .

0 _ 1 C? .p%g? — 1 i _pttl—gnt! VneN
Cn Cn—lp'q+ n—2P ¢ +( ) n—il 4 +.oo.= 'p_q — n .
68. Si se demonstreze identitatea:
cy Ci bt () Ch _ n!
g z+1 z+n z(z+1)(z+2)-...-(z+n)

7



78 ALGEBRA

69. S8 se demonstreze cd dacd m,n € N, 1 < m < n, atunci:

n
> (-1F-km-Ch=o0.
k=1

Capitolul IV. NUMERE COMPLEXE
1. S& se determine multimile:
A= {(m,y) |2 —3i|=6; 2=z +iy; z,y € IR};

1+2

B =< (z,%) = elR;z=:c+iy;a:,yeR};

C

1
(z,y)|{Im (z+ )=0; z=z+iy; :c,ye]R};

{
D={(a:;y)Re( o

z
z+1
22—z

z—-1
-9 .
———€R; z=z+iy; z,y €R, z#l}.

)=0; z=z+iy; w,yGR};

E= {(w,y)

2. S& se rezolve ecuatiile:

z—1

a) 2z - -21—iz=3i—1; b) (1+3i)z+1—': =z-6+4j

) (5-+30)2+ Tz =7 +21+ 55 ) 127~ 2(1 + )2 + 32 +1) =0

e) 22 —32+3+i=0;f) i® —iz+(1+i) =0;
g)222—2+8+2i=0;h) (z—-1)"+(2+1)"=0;

i) (z-ai)" — (z+ai)" = 0;j) (z - i) +i(2 + )" =0, unde n € N.

: l4oai o «
3. FiezeC, z= + -, unde a € R. S3 se demonstreze ca:

l-ai
2" +Z" = 2 cos(2narctge).

a-f

4, Se di k € R. S& se arate cd Vo, € R cu proprietatea cd 11 of

= k, distanta

+a
1 2o

dintre punctele de afixe z; = %_— =1 'gi este constantd.
5. Fie f:C > C, f(2) =az+1b, a,b € C. S3 se determine a si b stiind cé prin
transformarea f perechea (21, 22) trece in perechea (23,24), unde 2; = 1 +1i; 22 = 3 + 2j;
z3 = —142i; 24 = -3 + 6i.
z—i\? z—i\? z—i\!
6. S se rezolve ecuatia: (z—-i-_l) + (z—_*_—l) + (z_-!-x) +1=0.
7. S# se rezolve sistemele de ecuatii in multimea numerelor complexe:
) ir+2y=14+1 b) iz —2y=-9+5i
z+iy=2-i"’ z+3iy=4+10i °’
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c){ R+i)z+@B-iy="+i : d) 1-Dz-2(1-iy= 3(1+1)
(3+2)z—(3-2i)y=-2i" z+2iy=i-2
8. S# se calculeze suma:

S=1+2+3%+4+...+ni"!, neN"

9. Fief:C\{%}—HC I )_3”'?

a) Calculati: Re(f(i)); Re(f(i) + f(2i) + f(3));
b) Determinati partea reald gi partea 1mag1nar§, alui f(2), 2=z +iy, z,yER.

10. Fie a = 2/3i si § (a + 2)

a) S4 se scrie sub form& algebncé gi apoi sub formd trigonometricd numarul complex

2.
b) S¥ se calculeze 22002,
11. Fiea=1+isiw=0a%+4+3i
o . . . i \/5
a) S se scrie sub formd trigonomtericd numirul complex z = m ET
b) S& se calculeze ridicinile de ordin n ale lui o, w i 2, pentru n € {4;6;9;12}.
12. Folosind forma algebricd a numérului z = (1 —i)5. ————4, sé se calculeze
(1-iv3)
T
1

13. SeconsxderapuncteleAgBdeaﬁxea— 11-;-x§1b- 1+f+21 S& se
determine afixele punctelor M, astfel incit m(ZBAM) = — §1 AB = AM.

14. Stiind c& z + % = 2cosa, a € R, s se calculeze z" + -:7, neN.
15. Si se arate ci numerele complexe 21, 22, 23 sunt afixele varfurilor unui triunghi
echﬂateral dacd si numai daci are loc rela;w.
zl + 22 + 23 = Z122 + 2923 + 232.
16 Fie a; b, c afixele varfurilor triunghiului ABC. S% se arate c triunghiul ABC
este echilateral daca si numal dacd ecuatia az? + bz + ¢ = 0 admite ca rddécini unul din

T 4z
numerele complexe 2; = cos? +isin — 3 i 25 = COS — +1sm —_

17. Fie 21, 23, 23 numere complexe distincte doud cate doud cu |z;] = |22] =
= |z3| §i 21 + 22 + 23 = 0. S& se arate ci cele trei numere complexe sunt afixele varfurilor
unui triunghi echilateral.

. 18. Fie 2;, 23, 23 numere complexe distincte dous cite doud, cu |z| = |22 =

= |z3| §i 2} + 28 + 2§ = 3212223. S# se arate ci cele trei numere complexe sunt afixele
varfurilor unui triunghi echilateral.

19. Fie z, 23, . .. , 2, numere complexe nenule, de acelagi modul, care satisfac relatia:
Z3:24° ... 2n+ 21242 2nt...F+ 2 2% ... 2n—3 = 0. S& se demonstreze ci:
z129+ 2223+ ...+ 2712, = 0.

20. Sé se reptezmte in plan imaginile geometrice ale numerelor complexe z, care
Lty B

-3i

indeplinesc conditia: I
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21. S& se rezolve ecuatiile:
a)z?4+z+1=0; b)22—-(2+38i)z—(5-i)=0;
)zt+z2+1=0; d)zb+23+1=0.
22. Daci z1, 22,23 € C, cu |21] = |22| = |23] = 1 8i 21 + 22 + z3 = 0, atunci:
lz—2z1|+|z— 22| +|z— 23] 23, VzeC.
23. S3 se demonstreze ci dacd z € C, astfel incat |z| = 1, atunci:
114 2| + |1+ 22002 |1 + 22003} > 2,

24. S& se demonstreze identitatea paralelogramului:

l21 + 22> + |21 — 22> = 2 (| + |22*) , V21,22 € C.
25. S4 se arate cd dacd zj, z3 € C, astfel incat |2y| = |22| = r, atunci:

21+ 2 2 2] — 3 2 1
2 1 Tz 23
T4+ 2129 T — 2129 T

26. Fie a € C. Sa se arate ci:

a a 1 o @
a)Dacd 24+ - ==+ —, atunci 2" + — = — + —.
¥ ;i AN
a a — a a
b) Dacd z — — = = — —, atunci 2" + ~—— = — 4+ (-1)"—.
) 6 a, + zﬂ 6”1+( )an

z

27. Daci 2z1,22,23 € Csi 21 + 22 + 23 = 2129 + 2123 + 2223 = 0, atunci si se arate
cd: |z1] = |zo| = |23].

28. Fie z € C, astfel incat |2| = 1. S& se arate ci:

2002[1 + z| + |1 + 23| +... + |1 + 222002 1|1 4 222002+1| > 2. 2002.

29. Fie 2y, 29, 23 € C numere complexe distincte, avind acelagi modul r. S3 se arate
ci:
1 1 1 1

+ 2 =.
|z1 — z2llz1 — 23] ez — 21ll22 — 23] |23 — 2|z — 22 T 72

30. Fie numerele complexe 21, 23, ..., 22p de acelagi modul p, avind argumentele in

progresie aritmetica.
(z1 +Zz+...+22p)p

S& se arate cd expresia E = ~— este reald.
PP + 2125 ... 23
31. Fie 23,292,253 € C* distincte doudl cite dous astfel incit |z2| = |z3] = @a si
z ‘ .
Re (—l) = Re (2) = Re (ﬂ) S& se arate ci z; + 22 + 23 = 0, dacd si numai dacd
22 23 23
|z1| = a.

32. Fie numirul complex z = = + iy. Notdm cu P(z) imaginea geometricd a lui 2.
Fie 21, 29, 23, 24, 25 € C*, astfel incit:

i) P(21), P(22), P(z3), P(z4), P(25), sunt varfurile unui pentagon convex @ care
contine in interiorul siu originea O a sistemului de coordonate din plan;

ii) P(az), P(azp), P(azs), P(azs), P(azs), se afli in interiorul lui Q.
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Dacéce=p+iqsésexa.t‘:a\tec5,172-i-q2_<_1§ic§p+qtgI <1

33. Fie Mi(z1), Mz(22), Ms(z3), trei puncte ale cercului C(O,R), R > 0. Si se

o 2122 + Z223 + 232
arate ci punctul de afix 122 ¥ 2223 ¥+ 2321
21 +22+ 23

34. Fie 21, 20,23 € C, astfel incét |2] = |22| = |z3] = 1. Si se arate cii:

se gisegte pe acelasi cerc.

|21 — 23| + |22 — 23| + |23 — 21| 2 |21 — 22|22 — 23]|23 — 2]

si si se precizeze cind are loc egalitatea.
35. Fie z € C, |z| = 1. S4 se arate ci: \/_Il—z|+- 1-2%>1-22%.

In ce caz avem egalitate? _

36. Se dau numerele complexe distincte a, b, ¢, astfel incat |a] = |b| = |c| si
|b+c—a| =|a|. S& se arate ci b+c = 0.

37. Fie zy, 29, 23 afixele varfurilor unui triunghi. S se arate ci triunghiul este
echilateral, daci si numai dac# afixul centrului siu de greutate verifici ecuatia:

1 1 1
Z—2 z—2 2z-—2z3
38. Fie z 2 ! Sé& se determine z € C pentru care 2; si z
1= +1§ T2zt ' P 1§12

sunt simultan numere reale.

89. S& se rezolve ecuatia 2 + 5i22 — (5 + i)z + 3 + 3i = 0 stiind c# admite o solutie
~ de forma z = bi, unde b € R*.
40. 53 se determine ridicinile de ordinul 8 ale numerelor complexe urmitoare:

21—-[\/_ 1+1(\/_+1)] z = (1+i)% z3=21_;21

41. 5S4 se determine ridicinile de ordinul 5 ale numérului complex: z = = (\/- 3i).
42, S8 se rezolve ecuatiile in C:

a) (V3+i)z28 —(1+iv3)=0; b)2"-720=0; c) (1+1)2° =i;

d) (z=i*+(z+i)3=0; e) (=12 +i(z+1)%=0

43. Si se rezolve ecuatiile:

2
1 3z+1
a) 2+ 224+24+1=0; b) (3”11) +(3::“i) +(—a:fi)+1=o.

44. S& se rezolve in C sistemul:

z(z - y)(z—2) =
yy-=z)(y—2)=
2(z—-z)(z—-y) =

45. Sk se precizeze dacd existd un numér complex z care s3 indeplineascs simultan
conditiile: {2 — 1 — 2i| = 3 gi Rez > 5.

46. Se considerd in C urmé&toarele ecuatii;

a) 28— 38i22-32+8+i=0; b)22+8=0.
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S4 se arate cd zp este solutie a ecuatiei a), dacd gi numai dacd zg — i este solutie a
ecuatiei b). S& se rezolve apoi ecuatiile.

47. S4 se arate ci Vz,w € C este adevirati egalitatea: |2|2 + |w|]® —2- W —Zw =
2 — wl;

48. a) Daci z,w € C, atunci si se determine o conditie necesar si suficientd pentru
ca |z +w| = |z| + |w| ' -

b) Dacd z = z +1iy, z,y € C, sd se determine o conditie necesard si suficientd pentru
ca |z|? = z% + 2.

49. Se considers functia: f : C\{1} — C\{0}, f() = zlel

a) S3 se studieze bijectivitatea functiei f.

b) S& se rezolve ecuatia (f o f)(iz) = 2.

50. Se considerd functiile f : C\{i} = Csi g : C\{-1} = C, f(2) = z—i_—;,
(@) 2z
M =1z

a) S3 se studieze dac3 existd f~! i g7 1.

b) S& se rezolve ecuatiile f(2) = z si g(iz) =iz.

51. Fie A(1 +1i), B(5+1), C(1 + 3i). S& se calculeze aria triunghiului ABC.

52. S4 se arate ci dacd z; = 1+ 10i, 22 = —1 + 4i, 23 = 2 + 13i atunci imaginile lor
geometrice sunt coliniare.

53. Verificati dacd imaginile geometrice ale numerelor complexe z; =i, zo = 2 + 2i,
23 = —8 — 3i, 24 = —4 — i se afld pe aceeagi dreaptd. Puteti determina ecuatia acestei
drepte?

54. Se considerd in planul complex punctele A, B, C de afixe: 1 +1i, 6 +1i, 3 + 5i.
Sd se determine afixul punctului D, astfel incat patrulaterul ABCD si fie paralelogram.

55. S& se scrie sub formd trigonometricd numerele complexe:

H=—V3—-i2=2+/3-1i z3=\/§—i; zg=-1-1i 25=—1+i\/§;

ze =1—1; 27 =1; 28 = 5i; z9g = 3; z10=——%.

S se scrie apoi, sub form# trigonometrics conjugatele lor.

56. Si se scrie sub form3 algebricd numerele complexe, scrise sub forméd trigono-
metrica:

z —cos1—r+isin£-z = cosT + isinT; 2 -cos31r+isin37r'z -cosz+isin£'
1= 2 2)2"‘ .13— 2 274— 4 41
z —cossﬂ.+isin ”-z —cos£+isin7r'z —cos21r+isin2—7£'z —cosE—isinE'
5T 4T "0 g T3 31T "Fy 2’
2 —cosl+isinlr-°z —cos7—1r+isin 7l--z —cos5—7r+isin§7-r
ST 12' 10T 3 TR 8"
57. Fie numerele complexe:

. 1 .1 V2o V2 V2-v2 |  V2+V2
zl=1+1;z2=\/—.2.—1ﬁ;z3=—7+zr-5—;z4=- ) +1i 5 .
S& se calculeze:

a) S) = z122 + 2123 + 2124 + 2223 + 2224 + 2324;
b) Sp = 2} + 22 + 23 + 23;
c) S3 = 212023 + 212324 + 222324 + Z12224.
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Si se formeze ecuatia de grad minim care admite ca réd&cini numerele complexe z;,

22, 23, 24.

Rez; =

58. Sd se determine modulul §i argumentul redus pentru numerele complexe:

L +iV3 30 1-iv3 60 (1—i)3(cos§+isin§)5
( 1—1) : (1+1\/_) ; (V3+1)t ;

6 s
(=1+1) (cos-§+1sm3) . l+cosa—isina

cos 1200 4 isin 1200 '’ l—cosa-—isina’
59, Si se arate ci:
cosa —isina

a) ————— =sin2q +icos 2¢;
sina —icosa

2
c) (V3-i)"=2n (cos'r%7r —isin n?r)’ n € N*.
60. Si se calculeze:
a) rédicinile de ordinul 6 ale urm3toarelor numere complexe:
—-1+i
—14+i 14iv3: —. i
+ 1’ + 1\/_’ 1 _ i \/5) ‘li
b) réidécinile de ordinul 3 ale num&rului complex: 2i + 2;

b) (1 + cosa +isina)? =2"cos"% (cosE +isin%), n e N*.

v2-iv2
1+i
d) rédicinile de ordinul 12 ale num&rului complex —V3+i.

61. S& se rezolve ecuagule -

a) 22 =6z —9=0; b) 2% + (4 — 5i)22 — (3 + 34i)z — 2 + 39i = 0;

¢) 22+ (1 —Ti)z — 6+ 14i = 0; d) 22 + (4 — 6i)z — 5 — 20i = 0.

62. Si se rezolve ecuatiile;

a) (1-i2)%+(1+i2)8 = (\/mf) b) (z +i)® — (cosa +isina)(z — )" = 0;
c) (22)" —(z+i)" =0, pentrun e N, n > 2.

c) rédécinile de ordinul 8 ale numerelor complexe: 1 + i;

2 4n
63. Si se demonstreze ci: cos — + cos — + cos bm = —l.
7 7 7 2 n
64. Fie w o radicini a ecuatiei 22 +2z+1 = 0. Si se calculeze: Zw", unde n € N*,
k=1
65. Fie w o ridicind a ecuatiei 22 + 2z + 1 = 0. Si se arate ci:
(1+w)(1-w?)(1-w)(l-wb)=09.
2002
66. Fie w o ridicini a ecuatiei 22 + z + 1 = 0. S4 se calculeze: P = H (14 w*).
k=1

67. S& se rezolve ecuatia (2z)" (2=1)"=0,unden € N.
68. S¥ se rezolve ecuatia 22 = iz~2,

69. Si se determine numérul complex z,lastfel incét si fie indeplin.ite conditiile:
—i

0 si Rezg =0, unde 2; = zg =

z—1
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70. Si se afle multimea punctelor din plan ale céiror afixe au proprietatea:
lz+ 1] = |z —i].

71. S# se calculeze lungimea laturii gi a diagonalei pentagonului regulat inscris
intr-un cerc de razé data.

72. Fie A si B doud puncte distincte, de afixe 24, respectiv 2g5. S& se arate cd dacd
P si P’ sunt simetrice fatd de mijlocul segmentului [AB], atunci

zZpr =24 +2p — 2p

(unde zp si zp: sunt afixele punctelor P, respectiv P').
73. Fie ABCD un patrulater convex si M, N, P, @ mijloacele segmentelor [AB],
[CD), [AC] si respectiv [BD]. Si se arate ci:
a) M N PQ este un paralelogram;
b) mijloacele segmentelor [MC], (M D], [N A], [N B] sunt varfurile unui paralelogram;
c) mijloacele segmentelor [AQ)], [BP), [CQ), [DP] sunt varfurile unui paralelogram.
74. Fie A si B doud puncte de afixe z4, respectiv zg. S# se determine conditia
necesars si suficientd pentru afixul unui punct C, astfel incit ACLBC.

75. Fie A, B si C trei puncte de afixe 24 = 4 + 4i, 2 = i gi respectiv 2¢c = § Sa
se arate cd ABLBC.
76. Fie A, B, C, trei puncte de afixe z4, 25, 2¢. Ardtati ci A, B, C sunt coliniare,
2A — ZC
daci gi numai dacé. —cR.

77. Fie A, B si C trei puncte de afixe 24 = 1+ 2i, 2z = -1 — 4i i respectiv
zc = 2+ 5i. Si se arate cd punctele A, B si C sunt coliniare.

78. S& se determine toate numerele complexe z € C cu proprietatea ci punctele de
afixe 1, z + 1 si 2% 4 2 sunt coliniare.

79. Fie punctele A gi B de afixe 24 = 2i §i 25 = —2 —i. S3 se determine afixul
punctului M, 2z, astfel incat punctele A, B si M s§ fie coliniare.

80. Fie 2;, 29, 23 numere complexe distincte, astfel incat

23— 2z2+e(21—23)+ 82(22 —~2z1)=0,

2w 2
unde € = cos — + isin —.

S8 se arate cd numerele complexe 2) 4 23 — 23, 21 + 23 — 22, z2 + 23 — 21 sunt afixele
varfurilor unui triunghi echilateral.
81. Fie z1, 29,23 € C*, astfel incat |2)| = |22| = |23]. S& se demonstreze inegalitatea:

1 1 1
0_<_(21+z2+23)( + =+ — )SQ.
21 29 23
Generalizare.
82. Fie 21,22,...,2, € C*, astfel incat |z;| = |z2| = ... = |zu| = r. S& se demon-
streze cd

1 1
0<(z14+22+.. +z,.)( +—9+ .+z—)<n2.
22 n

83. Si se arate ci imaginile réd#cinilor ecuatiei z¢ —2m2z2+2m2+n? =0, m,n € R,
reprezintd varfurile unui dreptunghi.
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84. Si se rezolve in C x C sistemul:

z? +y? + 32y =6
222 + 3y% = 2i.

85. Fie A = {z1,22,...,2,}, n > 3, 0 multime de numere complexe distincte, cu
proprietatea cd pentru orice z € A, produsul tuturor elementelor multimii A\{z} este
egal cu 2"~!. S¥ se demonstreze ci imaginile geometrice ale elementelor multimii A sunt
varfurile unui poligon regulat.

86. Fie ABCD un patrulater mscnptxbﬂ si O intersectia diagonalelor sale. Stiind
cd A(I+1i), B(-2+1i), C(—2 - 2i) si O(0) s4 se determine afixul punctului D.

87. Fie punctele A(1+ 2i) si B(5+1i). S& se determine afixele urmitoarelor puncte:

a) M, mijlocul segmentului AB;

. AE 1
b) E, cu proprietatea ci BE= 3

c) N, astfel incdt AMEN s4 fie isoscel.

88. Fie z1,23,...,2n € C, astfel incét |z1| = |z| + |23| = ... =|za| =r >0 (n €N,
3 >y
n2>2)siz1+22+... 42, #0. S§ se arate ci: Ek%“— =r.

PBE
. . k=1
Capitolul V. POLINOAME

1. S& se determine n € N, astfel incét polinomul:
f + (X2 + 1)9n +X(X + 1)6n+5 - X3n+4
s8 fie divizibil cu polinomul g = X2+ X +1. A
2. Fie f un polinom cu coeficienti intregi si care admite o ridicini intreags. Si se
arate cd pentru orice numir natural n:

F£(0) - £(1) - ...- f(n) este divizibil cu (n + 1)L

3. Fie f € Z[X] si a1,a2,a3 € Z, trei ridicini ale sale. Dacd a;, a2, az sunt de
forma a; = 3ki, a3 = 3kz +1, ag = 3k3 +2, k1, k2, k3 € Z, si se arate ci f(n) este divizibil
cu 3, pentru Vn € Z.

4. S& se determine m,n € N*, astfel incit polinomul f = X™+ X" +1 s fie divizibil
cu polinomul g = X* 4+ X2 4+1.

5. S& se giiseascd restul impé&rtirii polinomului f € Q[X] prin:

a) (X — 3)(X +2), gtiind c3 prin impartire la X — 3 d4 restul 3 si prin napértire la
X + 2 d& restul 5;

- b) (X + 1)(X -+ 3), stiind cd prin impértire la X + 1 d& restul 7 si prin impértire la
X + 3 da restul 2;

¢) X2 — 7X + 10, stiind c& prin impértire la X — 2 d¥ restul 3 i prin impirtire la

X — 5 d& restul 10.

-
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6. Si se determine numerele reale a si b astfel incat polinomul f = aX™+1 X" +1
si se dividd cu polinomul (X — 1)2, n € N*.

7. S4 se arate ci polinomul f = nX"+! — (n+ 1)X™ + 1 este divizibil cu polinomul
g = (X —1)? si s se detemine catul imp&rtirii lui f la g.

8. Si se determine toate polinoamele cu coeficienti complecsi, care verificd relatia:

P(X?) = P(X +1)P(X - 1).
9. Si se determine polinomul P € R[X], astfel incat
P(0)=0 s§i P(X?+X+1)=P(X)?+P(X)+1.
10. Fie polinomul f € R[X], care verifici relatia:
(X+3)f(X+2)+ (X -1)feX +1)=4X +4.

S# se calculeze restul impartirii lui f la X% +2X — 15.

11. S& se arate ci polinomul f este divizibil cu polinomul (X — 1)2, unde f este:

a) f=X"1_X"2_3X +3 b)f=3X"-nX(X3-X%2+2X-2)-3;

c) f=(2n-4)X"*2 - 2nX" + 4z + 4. :

12. S% se arate ci polinomul f = X™*+! — X® —nX3 + 2nX?% - X(n+1) + 1 este
divizibil cu polinomul g = (X — 1)3.

13. S¥ se determine cel mai mare divizor comun pentru polinoamele:

a) f=X0+3X4+X3-X%2-38X-1,g=X*+X2+1;

b) f=X"+X5+X'-X3-X-1,g=X4-X3+X%-1

c) f=aX*+(a®+b)X3+ (a+ab)X2+ (26> +b)X +ab, g = X3+ X2+ X + 1.

14. Fie polinomul f = X2 + (m — 1)X + 1, m € R, astfel incat f si aibd toate
ridicinile reale. Si se arate ci daci polinomul g(z) = X% + mX + 1 are toate rid&cinile
reale, atunci si polinomul g(g(x)) — g(z) are toate riidjcinile reale.’

15. S3 se demonstreze ci urmitoarele afirmatii sunt echivalente:

1° polinomul X™ —1 € Z[X] se divide cu un polinom de forma X2 +aX +b € Z[X};

20 7 este divizibil cu 2 sau n este divizibil cu 3.

16. S& se determine functiile f : R — R care satisfac relatia:

3(z) + z*f(z) = z® + 25, pentru oricare z € R.
17. S& se arate cd nu existd functii f : R — R, astfel incat:
(2% + F(2®) +1=0,Vz € R.

18. S3 se determine numerele naturale distincte m, n, p, ¢, pentru care polinomul
f=X™+ X" 4 XP + X9 este divizibil cu polinomul g = X3 + X2+ X + 1.

19. Si se determine functia f : N — Q care verifici simultan conditiile:

) £(z) = £+ 1) - s, s

Vo el b) £(2000) = -
20. Fie polinomul f = X"+ X""14+1,n > 3si a € R* fixat. Dac# restul impartirii
polinomului f prin (X — a)? este 3X + 2, s# se arate ci:
' a" 1= (3a+1)-n-3a.
21. Si se determine cel mai mare divizor comun al polinoamelor:
F=Xrl4Xn 24  4X+1 g=X"14+X"24+ +X+1,mneN,
22. Pentru ce valori ale lui n € N, polinomul f = X2 41 + (X + 1)?" se divide cu
polinomul g = X2 + X +J.
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23. Se considerd polinoamele f, g € R[X],

f=X"tan 1 X" 1+ +a1X +ag;9=X"+b1 X" 1 +...+b.X + by,
avand rédicinile reale z1, 22, ..., 2y, respectiv y1,%s, ..., ¥n, astfel incat:

21225 ... L2 S <Yn-1<... <.
Gn—1bp-1
i=1 n

24. Se considerd polincamele f, g,k € R[X],

f=X"4+ana X1+, . +a1X + ag;

9=X"+bp 1 X" 14 ..+ X + by,

h=X"+an_1bp1 X" +... + 101X + agbo.

S& se arate cd, dac¥: S1 < 9 < ... < Sy si 81 <8 <... <8, atunci:
(F(1) = 1)(9(1) - 1) < n(h(1) - 1), unde Sy, 5%,...,5, si 8,85, Sn sunt polinoame
simetrice atagate polinoamelor f, respectiv g.

25. Si se demonstreze ci dacy ecuatia agX™ +a; X1 +.. .+an =0, unde q; € R,
Vi=1,n, n € N*, are toate ridicinile reale i strict pozitive, atunci:

n
> (-1)¥ax| > 2" /[agan).

k=0

n
S4 se arate ci: Z ziy <

26. Se considerd polinomul f € R[X], f = agX™ 4 ;X" +... +ayn, cu ridicinile
toate reale gi strict pozitive. S& se arate ci are loc relatia:

1 1 1 ‘ 1
)| ==+ —+.. +(-1)—]| > 2%
D |-t leisiy ~E
27. Fie ecuatia 2° — 3iz — 42+ 2i = 0.
a) 54 se formeze ecuatia cu ridicinile: y; = 23, yo = 2§, y3 = 23.
b) S& se determine z;, z3, z3.
28. Si se rezolve ecuatia z° + az? + z + 1 = 0, atunci cand:

z}+zd+23=-1
ri+rd+ai=4a-1

29. Fie polinomul P = aX* + bX?® + cX%?+dX + e cu a,b,c,dje € R,a # 0 siin
progresie geometricd cu ratia pozitivi. Si se determine ridicinile polinomului P.

30. Daci ridicinile polinomului f € C[X], f = X" +a; X" +...+ap_1 X +(~1)"
au acelagi modul, atunci s3 se arate ci f(—1) € R.

31. S& se cerceteze daci ridicinile ecuatiei X3 — 13X2 + 54X — 71 = 0, pot i
lungimile laturilor unui triunghi si in caz afirmativ s se calculeze aria triunghiului.

32. S& se rezolve ecuatiile reciproce:

a) % —192% + 8622 - 192 +1=0; b) 325 + 24 - 323 — 322 +z+3 =0;

¢) &7 + 228 + 425 + 520 + 523 + 422 + 20+ 1 = 0; d) 2% + 2i2% 4+ 22 + 2z 4+ 1 = 0.

33. 5S4 se rezolve ecuatiile, gtiind c¥ sunt indeplinite conditiile precizate in dreptul
fiec#ireia:
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a) z¢ — (a + b)z® — a(a — b)z? + a*(a + b)z — a®b = 0, astfel incat z; = z»;

b) 2t +2:% + 322+ Az +p=0,gtiindciz; =1+isi \,pER;

¢) z¢ — 222 + az + 3 = 0, stiind cd 172 = 1;

d) z* + pz® + 322 4 5z — 4 = 0, astfel incit z1z, = 4.

34. Fie polinomul f € C[X], f = X3 +aX? +bX — 1. S4 se arate ci:

a) dacd |z1| = |zq| = |x3| = 1, atunci |a| = |b];

b) daci, in plus, f(1) € R, atunci a,b € R.

35. Firi a rezolva ecuatia: 2X*—5aX3 +4(7 + a)X?% — 15aX + 6a = 0, s& se arate

c3 existd urm&toarele relatii intre rédacini:
zy + 23

2

1) 2122 = z3Z4; 2) =24+ o~
2
S& se rezolve apoi ecuatia.

36. Si se rezolve in numere reale strict pozitive sistemul:

37. Fie a cea mai mare ridicind pozitivi a ecuatiei 2® — 322 +1 = 0. Si se
demonstreze cé:

2) a € (2,3); b) numerele [a178] si [a98®] se divid cu 17.

388. Fie polinomul f = X2 +bX +c¢, f € R[X]. S4 se arate ci:

a) Dacg r3dicinile z,, z; ale polinomului f sunt reale, atunci, |z;| < 1si |zo| < 1
dacd gi numai dac# au loc conditiile: 1 +b+¢>0;1—-b+c>03sil¢ < 1.

b) Dac# rid¥cinile zy, 2 ale polinomului f nu sunt reale, atunci, |z1| < 1si |z2| < 1,
dac3 gi numai dac3 are loc conditia |c| < 1.

39. Si se rezolve sistemele simetrice:

. a:2+y-;-z=2a_ \ THy+z=4
a) al: "'{/ +1z —130' ,a€R. b) ¢ 2242 +22=14 .
;+-+;=; B+ +23=34

40. Se considers polinoamele cu coeficienti complecsi:
F=X"+a X" 1+, . tapgig=X"+b X" 1 +...+b,

CuU Z1, %3, . .., Ty ridicinile lui f i 2%, z3,...,z2 ridicinile lui g. S& se demonstreze c& dacd
Im(ae; +es+as+...) =0si Im(az+0aq4+ag+...) =0, atunci i Im(by + b2 +...+bn) = 0.

41. S¥ se determine conditiile pe care trebuie s# le indeplineascs numerele a,b € R,
astfel incat ecuatia 923 +9az2+9br+a® = 0 si devini ecuatie binom3 printr-o transformare
de forma & = y + ¢. In acest caz, s se rezolve ecuatia.

42. S¥ se rezolve ccuatiile: 2% —22%3 — 2 +2 =0, 2*—4z%+62%~5z2+2 =0,
gtiind c# au rddécini comune. ‘

43. Si se rezolve in R3 sistemul:

{ 5(z2+1) _ 6(y2+15 _ (2% +1) |

T Y z
y+y+zz=1
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44. Fie polinomul f = X* —7X3 4 14X2 4 aX +b, unde a,b € R. S# se determine
a, b i ridicinile polinomului, stiind ci una dintre ele este 3 —i.

45. Stind ci z +y+2z =a, 2% +9?2 +22- 2, 2% +y° + 22 = a?, a € R\{-1,0,1},
n € R, sa se determine n, astfel incat zyz = 0.

46. Fie polinomul f = X" + aX™ +b (¢,b € R, n > 1). S¥ se determine a,b € R,
astfel incdt f si fie divizibil cu polinomul (X —1)? si si se arate ci f nu poate avea ridicini
triple nenule.

47. 54 se calculeze produsul:

n 27 . (n-Drm

P_sin—.sin—-...-sin , n €N
n n

48. S& se calculeze produsul:
2r - sin (n—V)m

P,.-sm% 5"‘5;_"" oY n € N*,
49. Si se calculeze produsul:
P sin —~ - sin 2m -...-sinﬂ——.
T 2n+1 2n+1 2n+1

50. Daci zy,%2,...,Zom suntlrédicinile ecuai;iei: g gl 4gil= 0, sk
1

se calculeze suma: S = TPy +.ot 1

—z o _

51. S3 se arate ca dach radicinile polmomulul f X? + X + 1 sunt ¢ si €2, atunci
rédécinile polinomului g = X2 — X + 1 sunt —¢ gi —e2.

52. Si se discute in functie de parametrul real m riidicinile ecuatiei:

gt —(m-122+mz -(m-1z+1=0.

53. Si se determine a,b,c € R i si se rezolve ecuatiile z* + a22 + bx*2 = 0 si
— 3z 4 2¢ = 0, gtiind:-c& au o r&d&cing dubld comuni.
54. Fie ag,a1,...,a, €R, n > 1 f(z) = z" + ap-_12""! +... + ag, astfel incat
I£(0)} = |f(1)| si fiecare rddécind o a lui f este un num¥r real , 0 < o < 1. S% se
demonstreze c& produsul rddicinilor lui f nu depiigegte -2% '

55. S& se rezolve ecuatia: 2x* — 162% + 2322 -2z —1 = 0.

56. Se considery polinoamele; f = X2 + X8 +...+ X +1 §1 g=X>+X+1, avind
rid¥cinile z, k = 1,9, 2 € C, respectiv 31,32 € C.

S& se calculeze valoarea expresiei:

=@ -y)z2—p1) ... (o —y1)(T1 = 12) - ... (To — 12).
57. S& se rezolve sistemul de ecuatii:

a:(y +2z)

m+y+z
yiz+z)

m+y+z
Z(z + y)

m+y+z_
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58. Daci z,y,z € Rsi 8 = :z:" +g’° + 2%, k € N, si se determine m,n € N, cu

ropristatea ci: s, = 0 gi —mt = 3m
prop 1= §lm+n m

59. Si se arate ci polinomul: f = X" +2X3 +3X2 + aX + b nu poate avea toate
ridicinile reale Va,b € R.

60. Si se rezolve ecuatia cu coeficienti reali:
" —2nz" 1+ 2n(n - 1)z 2 +azz® 3 +...+a, =0

stiind c# are toate rddicinile realesin € N, n > 3..

61. Fie polinomul f € Z[X] si f functia polinomiald atasatd lui f, astfel incat
|F(i)] = 1 (i = —1). S& se arate ci nu existd nici un numir intreg nenul m € Z°*, astfel
incat f(m)=0.

T+y+z=3

62. Si se rezolve in R sistemul: { 22492 +22=3 .

P+t +25=3

63. Intr-un paralelipiped dreptunghic se stie ci volumul este egal cu 24 cm3, aria
totald este egald cu 52 cm? si lungimea diagonalei este egals cu v/29 cm. S3 se determine
dimensiunile paralelipipedului.

64. Fie f = aX3 +bX2 +cX +d € R[X], a # 0. S se arate c¥ atunci cand
coeficientii polinomului sunt in progresie aritmeticd, iar z;,z2,z3 € R, are loc relatia

s

1 1 1
arctg— + arctg— + arctg— = e
T3

65 Fie pohnomul f=aX?+bX +ccua>0. S& se arate ci f are ridicinile reale
z1, T2 cu |z1| < 1si |z2| < 1, dacd si numai dacsa+b+c>0,a-b+c>0sia—-c>0.
66. Fie functia polinomiali:

falz) =27" [(.’L'+ z2 — l)n + (z —Vz2 - l)n] .

S se demonstreze cé:
a) fn verificy egalitatea fn(z) — 2fn-1(z) + 47! fr—2(z) = 0;
b) fn este un polinom de gradul n.

67. Si se arate ci ecuatia z? — 622 + 1 = 0 are rid#cinile tgzr-, tg3—87£, tg%’-, tg%’r.

68. Fie xx, k = T, 4, ridicinile ecuatiei z¢ — (3p+2)z> +p? =0,p€R.
Fie A={peR |z —z1 =23 — T2 =24 — 23}.
a) S3 se determine multimea A.

b) Pentru p = 1 s# se calculeze valoarea expresiei E Z |z )2.
k=1

69. S se determine a € R, astfel incit toate rédacmlle ecuatiei 2? + az® +
+4z% + az + 1 = 0 s8 aibd modulul egal cu 1.

70. Fie f e R[X], f = X**1 - X""2_3X +3.

a) S& se determine ordinul de multiplicitate k al rddécinii o = 1.

b) S& se determine catul impértirii lui f prin (X — a)*, unde k este numirul deter-
minat la punctul a).



CLASA A X-A 91

71. Se considerd polinomul: f = X3 —3X2 +aX -5,a€R.

S& se determine a, astfel incit =3 + 23 + z3 = —21.

72. Se considerd polinomul f = X3 +pX2 —-2X +p+1.
‘a) S4 se calculeze in functie de p, #3 + 3 + z3, unde z;, 72, z3 sunt rédicinile lui f.
b) S& se determine p, astfel incat z3 + 23 + 23 < (z,z023)3.

73. Sé se rezolve in muljimea numerelor complexe ecuatia:

2% — (23 +31)22 + (1 + 4V3i)z - 3i — 6v3 = 0.

stiind c& admite solutii de forma bi, b € R.

74. Fie polinoamele f, g, h € Rz],

f=(X-b)(X-c)g=(X—-c)X -a), h=(X—-a)(X-b),

unde a, b, ¢ sunt constante reale distincte intre ele. Si se demonstreze ci pentru z;, 3, z3 €
R, polinomul z; f + z29 + z3h este polinomul nul daci si numai daci z; = zo = z3 = 0.

75. Se considerd f € R[X], f = X3 + X2 +aX + b. S4 se determine a si b reale,
gtiind ca restul impértirii polinomului f(X — 3) la X — 1 este egal cu —4 si ci ridscinile
ecuatiei f(x) = 0 satisfac relagia =3 + 23 + 2§ = 9.

76. Se considery polinomul f = X%+ 2X3+mX2 +pX 4 ¢, m,p,q€R.
a) Si se calculeze in functie de coeficienti suma pétratelor ridicinilor polinomului f.

¢) Dacd m,p,q € Q, s se determine polinomul f, stiind c& restul imp&rtirii lui f prin
polinomul X — 1 este 3 si f are ridicina —1 + /2.

77. S& se rezolve ecuatiile urm#toare, stiind c& admit o ridicind independent
de m:

a) 23 + 2z%(m — 1) + z(3 — 4m) — 6 = 0;

b) 3z + z2(10m — 3) + 2(8m? — 10m) — 8m? = 0;

c) 4m2z® + 4m(3m + 1)z2 + 12mz + 3 = 0.

78. S¥ se rezolve ecuatia 3z* — 823 + 9x2 — 22 — 2 = 0, stiind ci admite ridicina
1+i.

79. S& se rezolve ecuatia z8 — 225 — z* + 282% — 21422 + 64z — 416 = 0, stiind c3
admite ridicinile 1 + 2v/3i si v/2i.

80. S& se determine parametrii reali p, ¢ si apoi si se rezolve ecuatia

223 - 522+ pr+q=0,

gtiind ci admite rid&cina o = 2 + 3v/2i.

81. S¥ se determine parametri complecsi a, b si apoi si se rezolve ecuatia: z* +
2(1 - i)z® — (5 + 4i)z2 + pz + g = 0, stiind c& admite ridicinile a = 2i i § = 1.

82. S3i se rezolve ecuatiile:

,a)z®—928+8=0; b)z®-(1+i)z8+i=0.

83. Si se discute, in functie de parametrul real m, natura réd3cinilor ecuatiilor:

a) (m—1)z? —mz? +m=0;b) z* - (2m? - 1)22 + 4m? - 6 = 0.

84. S# se rezolve si s# se discute ecuatia: (22 +1)(z —1)2 =az?, a € R.

85. Descompunet;i in factori ireductibili in R[X] §i apoi in C[X] polinoamele:

a) X4+1; X8 +1; X4+2X2+1;

b) X4 +2X%2 +4;¢c) X*-4X3+17X2% - 26X + 22.
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86. Si se descompuni in factori ireductibili in Q[X] si apoi in R[X] polinoamele:
a) X*+1;b) 16X3 +24X2-2X - 3;¢) X8+ X5 —2X1+ X2+ X - 2.

87. Si se descompuna in factori ireductibili in Z[X] polinoamele:

a) X5 —5X44+7X3 - 2X% +4X —8;b) 16X3 +24X2% - 2X - 3;

) XS+ X5 -2X4+X2+X -2

88. S& se rezolve in Z ecuatiile:

a) 2 — 14z% + 5823 — 5622 — 59z + 70 = 0; b) 28 + 2% — 23 + 22 — 2 = 0;

c) 4z — 1623 + 1522 + 4x -4 =0.

89. Si se determine numerele reale a, b, astfel incét cuatia:

—23 +ax?+br+2=0
- i\/_
si admitd rédicina o =

80. Si se determine ridicinile independente de a, precum §i multimea valorilor lui
a, pentru care ecuatia:

az? + (a® — 3a)z® — (322 — 2a — 2)22 +2(a® - 3)z +4=0

are ridicini egale (a € R*).
91. S4 se arate cd polinomul:

f = X7na1 _|_Xnaz+l +Xna3+2 +.o..+ Xna,._,+(n—l),

unde ay,as,...,08,—1 € N* este divizibil prin polinomul: g = X! + X" 24+ ... +1,
n € N*, fixat.

92. S# se determine cel mai mare divizor comun al polinoamelor:

a) X5+ X2 -X +15i3X*-5X3+8X+1;

b) X3 -2X?+ X -25i X°+ X4 +3X3+2X -1,

¢) X5 -3X443X3-4X2+12X - 125 X -2X3+ X% +3.

93. Si se arate c3 polinoamele f §i g sunt prime intre ele:

a) f=X3-X?+X-15ig=X*+4X3+6X?%+3X;

b) f=X0+2X5-3X*+X%+2X -3sig=X*+X+1

94. Si se rezolve ecuatia: 2% — (3 +2i)2z% + (5 + 7i)z — 6(1 +i) = 0, stiind ci admite
o ridécing reals.

95. Fie polinomul f = X4 + aX?3 +bX + c. Si se determine a,b,c € R, astfel ca

f(0) = f(1) si in plus, s§ admitd rddicina a = 1 +2h/§.

96. Fie f un polinom intreg cu coeficienti intregi. Dacd a =
rationaly ireductibild, rid#cini a lui f, atunci p — ¢ divide pe f(1).

97. Fie ecuatia:

4+ (2a+1)2% +2(a+1)%22 + bz +c=0,a,b,cER,cua > 0.
SH se arate c# aceastd ecuatie admite cel mult doud rddé#cini reale.
98. Fie ecuatia:
i —az®-az?+1=0,cuacRgijo| <1
S# se arate ci toate ridicinile sunt de modul 1.

C-ke-]

este o fractie
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STATISTICA SI PROBABILITATI

1. La sfarsitul semestrului I al anului gcolar, cei 30 de elevi din clasa a X - a au
obtinut la matematici urmétoarele medii:

7 6 8 5 9 6 7 7 10 5
8 8 5 7 8 5 4 9 7 6
6 7 9 5 6 9 10 4 5 6

a) S& se intocmeascy un tabel in care sj se calculeze: frecventa absolutX, frecventa
relativé si frecventa cumulatd crescitoare a mediilor.

b) S& se calculeze; media, mediana, dispersia i abaterea medie pétratica.

2. Temperaturile medii inregistrate dup&-amiaza in Bucuresti, pe timpul a dous
sdptdmani de vard au fost urmitoarele: 37%; 40° 38°; 39%; 41°; 40°; 36°; 39°; 38°; 420; .
439%; 399%; 370,

a) S& se intocmeascd un tabel in care si se studieze: frecventa absolutd, frecventa
relativd gi frecventa cumulati cresciitoare a tuturor valorilor de temperaturs;

b) S& se calculeze: media, mediana, dispersia si abaterea medie pitraticd a seriei
statistice din enunt.

3. O echipd de baseball a obtinut in timpul unui sezon urmitoarele puncte: 312;
288; 209; 227; 248; 294; 283; 307; 342; 293; 263; 244; 237; 265; 302; 286; 253; 213; 274; 276.

Utilizénd intervalele: 201 - 230; 231 — 260; 261 — 290; 291 — 320;321 ~ 350 54 se anal-
izeze frecventa absolut3, frecventa relativi si frecventa cumulats crescitoare a punctajelor
obtinute de echipa respectivii in meciurile din sezon.

4. Salariile anuale ale salariatilor unei societdti comerciale sunt: 36 milioane lei, 42
milioane lei, 63 milioane lei, 39 milioane lei, 45 milioane lei, 58 milioane lei, 53 milioane
lei, 38 milicane lei, 39 milioane lei, 47 milioane lei, 93 milioane lei, 88 milicane lei, 78
milioane lei, 55 milioane lei, 49 milioane le1, 84 milioane lei, 77 milioane lei, 72 milioane
lei, 68 milioane lei, 66 milicane lei.

Utilizdnd intevalele: 30 milioane lei ~ 39 milioane lei; 40 milioane lei — 49 mili-
oane lei; 50 milioane lei — 59 milioane lei; 60 milioane lei — 69 milioane lei; 70 milioane
lei - 79 milioane lei; 80 milicane lei — 89 milioane lei; 90 milioane lei ~ 99 milioane lei
sd se analizeze frecventa absoluty, frecventa relativi si frecventa cumulat¥ crescitoare a
salariilor din societatea comerciali respectivi.

5. Se arunci simultan n zaruri, n € N, n > 2.

a) S& se calculeze |2|.  b) S¥ se calculeze |P(Q)).

c) S& se calculeze probabilitatea ca, in urma unei arunciri, fata cu numérul 1 si
apard pe toate zarurile;

d) S& se calculeze probabilitatea ca, in urma unei arunciri, si apar§ numai fetele 4
gi 6; . :

e) S& se calculeze probabilitatea ca, in urma unei arunciri, s§ apar§ numai fetele 1
gi 6.

6. Intr-o cutie se glisesc 10 lozuri: 7 necastigitoare si 3 castigitoare. Si se afle

probabilitatea ca, extrégand la intdmplare un loz din cutie, acesta s& fie castigitor.
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7. Pentru jocul cu ruleta, aceasta este impértitd in 38 de pirti egale, numerotate de
la 1 la 36, la care se adaugi simbolurile 0 si 00. Jum&tate din numerele de la 1 la 36 sunt
colorate in rosu, iar cealaltd jumitate sunt colorate in negru, iar simbolurile 0 si 00 sunt
vopsite in verde. Dac# un jucitor joacd, atunci el pariazd pe culoare sau pe un numdr.
Apoi ruleta se invarte cu o bild in interiorul ei. Cand ruleta se opreste, bila va intra in una
din sectiuni, si castigd jucdtorul care a mizat corect.

S& se determine probabilitétile urmétoarelor evenimente:

a) Bila se agazd pe un numir de culoare rogie;

b) Bila se agazi pe un numar negru;

c) Bila se agazi pe un numér verde;

d) Bila se agazi pe numdrul 1;

e) Bila se agazi pe unul din numerele: 1; 2; 3;...; 10;

f) Bila se agazi pe un numdr impar rogu.

8. Probabilitatea ca maine s& plous in Bucuresti este de 0,3, iar probabilitatea ca
maine s# plous in Buz#u este de 0,4. Probabilitatea ca maine si ploud in ambele orage este
de 0,2. Care este probabilitatea ca maine s& ploua in cel putin unul din cele doud orage?

9. Intr-o populatie, 30% din indivizi au febrs, 25% au dureri de gat si 10% au si
febrd si dureri de gat. O persoani este aleas# la intAmplare din populatia respectiva.

a) Si se determine probabilitatea ca persoana aleasd si aiba febra.

b) S# se determine probabilitatea ca persoana aleasd si aibd dureri de gat.

c) S& se determine probabilitatea ca persoana aleasd s nu aibé nici febra, nici dureri
de gait. . ‘

d) Si se determine probabilitatea ca persoana aleass si aiba febrd, dar si nu aibd
dureri de gat.

10. Intr-un cartier, 45% din familii au exact o magin3 si 30% din familii au exact 2
magini. O familie este aleas la intdmplare. Notdm cu A evenimentul ca familia aleasd sd
posede exact o magind i cu B evenimentul ca familia aleasi si posede exact doud magini.

a) Descrieti evenimentul AU B si calculati P(AU B).

b) Descrieti evenimentul 4 si calculati P(4).

¢) Descrieti evenimentul A N B si calculati P(A N B).

11. Fie A §i B dou# evenimente astfel incat P(4) = 0,2, P(B) =0,1, P(ANB) =
= (0,15. S& se calculeze:

a) P(AU B); b) P(A); c) P(B); d) P(AnB); e) P(AUB); f) P(AUB).

12. Un computer alege la intdmplare un numr intre 5 si 9 inclusiv, §i o persoand
extrage un bilet la' intamplare dintr-o cutie care contine 4 bilete numerotate cu: 0, 1, 85i 9.
Not3m cu A evenimentul ca suma numerelor extrase si fie mai mare sau egald cu 9, cu B
evenimentul ca suma numerelor extrase s3 fie mai mare sau egald cu 8 §i cu C evenimentul
ca numairul extras de computer si fie impar.

S§ se descrie fiecare din evenimentele de mai jos gi s& se calculeze probabilitatea
fieciruia: a) AUB;b) AUC; c) ANB;d) AUBUC;e) B;f) BNC;g) 4 h) AnC.

13. Daci A, B, C sunt trei evenimente incompatibile douX cite dous astfel incat
AUBUC = Q, si se arate ci pentru orice eveniment D € P(Q2), are loc egalitatea:
P(D)=P(DNA)+P(DNB)+P(DNC).
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14. Un restaurant oferd 12 feluri de méncare din fructe de mare, 20 de feluri de
méncare din pui §i 15 feluri de mancare din carne de vitd. Un nutritionist recomands 3
dintre mancérurile din fructe de mare, 5 dintre cele de pui si 2 dintre cele din carne de
vitd. Presupunand ci intrati in acest restaurant si alegeti un fel de méancare, daci notdmn
cu F, P, V si R evenimentele ca felul ales de méncare si fie de fructe de mare, pui, vita si
respectiv recomandat, aflati:

a) P(R); b) P(F); ¢) P(FNR); d) P(PNR); e) P(V); f) P(VNR).

15. O cutie contine 10 bile albe gi 6 bile rogii. Se extrag la intdmplare 5 bile. Si se
. calculeze;

a) probabilitatea ca toate cele 5 bile extrase s fie albe;

b) probabilitatea ca toate cele 5 bile extrase si fie rosii;

c) probabilitatea ca 2 bile s3 fie albe si 3 s& fie rosii;

d) probabilitatea ca 2 sau 3 din cele 5 bile extrase si fie rosii.

16. Tu gi doi dintre prietenii ti participati la un concurs de geografie alaturi de alte
30 de persoane. Cinci persoane vor fi alese la intdmplare pentru a merge intr-o excursie in
Retezat.

a) Care este probabilitatea ca tu si fii ales?

b) Care este probabilitatea ca tu s# fii ales, dar prietenii t4i nu?

c) Care este probabilitatea ca tu i prietenii tii s3 fiti alegi?

d) Care este probabilitatea ca nici tu, nici prietenii t4i si nu fiti alesi?

e) Care este probabilitatea ca tu si nu fii ales, dar prietenii t3i s meargd in excursie?

f) Care este probabilitatea ca tu gi unul dintre prietenii t3i s¥ mergeti in excursie?

17. Presupunem ci 13 cirti sunt trase la intamplare dintr-un pachet de 52 de carti.
Gasiti probabilitatea ca:

a) toate cele 13 ciirti si fie rosii;

b) 5 cirti si fie de culoare rosie si restul de culoare neagrs;

c) cel putin 11 c#rti si fie rosii.

18. Care este probabilitateaca, alegdnd la intdmplare o persoani ziua sa de nastere
si fie:

a) in luna aprilie;

b) iarna;

c) intre 7 august gi 7 octombrie inclusiv. (Presupunem c# anul are 365 de zile).

19. La o cursd de cai, a paria pe un cal cu ,show" inseamni c# vei castiga daci el
va termina cursa primul, al doilea sau al treilea. A paria pe un cal cu ,,place” inseamni ci
vei cagtiga daci el va termina cursa primul sau al doilea, iar a paria cu ,win® inseamni ci
vei cistiga numai dacy el va termina cursa primul. Intr-o curs¥, o persoani poate paria cu
»show* pe 2 cali, cu ,place” pe alti trei cai i pe un alt cal cu ,,win“. Presupunem c3 intr-o
cursi aleargid 10 cai.

a) Calculati probabilitatea ca ambii cai pariati cu ,show* si fie castigitori.
b) Calculati probabilitatea ca exact unul dintre caii pariati cu ,,place* si fie castigator.
c) Calculati probabilitatea ca cel pariat cu ,win“ si fie cagtigitor.

20. Un jucitor a cumpdrat 5 bilete la loterie, fiind puse in joc 10 premii. Stiind c&

s-au mai vandut inci 300 de bilete, s3 se calculeze:
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a) probabilitatea ca jucdtorul si castige un premiu;

b) probabilitatea ca jucdtorul si nu castige nici un premiu;
c) probabilitatea ca jucitorul s& castige 2 premii;

d) probabilitatea ca juc#torul si céstige 5 premii.

21. Se d4 urmitorul tabel:

Fericit | Nefericit | Total
Biieti 20 10 30
Fete 15 12 27
Total 35 22

O persoand din acest grup este aleas# la intamplare.

a) Care este probabilitatea ca, alegdnd un b#iat acesta s fie fericit?

b) Care este probabilitatea de a alege o fatd fericitd?

22. Doud cirti sunt extrase la intamplare dintr-un pachet de 52 de cirti. Care este
probabilitatea ca prima carte s& fie un 10 si a doua carte si fie o daméi daca:

a) prima carte nu se reagazi in pachet dupd extragere;

b) prima carte se reagazé in pachet dupi extragere.

23. Daci A si B sunt doud evenimente astfel incit, pe rand sunt satisficute
conditiile:

a) P(A) = 0,3; P(B) = 0,25; P4(B) = 0,4;

b) P(4) = =; P(B) = = Pa(B)= 13—3 S se calculeze Pg(A).

24. Urmétoarele date din tabel exprimd prognoza meteo ficutd de un centru mete-
orologic pentru o perioadi de 700 de zile:

Zile ploiase prognozate | Zile prognozate firi ploaie | Total
A plouat 180 ‘ 120 300
Nu a plouat 190 210 400
Total 370 330 700

O zi din aceastd perioada este aleasa la intamplare.

a) Care este probabilitatea s3 fi plouat in ziua aleasi?

b) Care este probabilitatea s3 nu fi plouat in ziua aleasi?

25. Intr-o cutie se afld 9 bile: 5 albe si 4 rogii. O bil3 este scoass la intdmplare din
cutie, dupi care se mai efectueazd inc3 o extragere, fird ca bila extrasi initial s& fie repusd
in urnd. Care este probabilitatea ca:

a) la prima extragere si obtinem o bild alba?

b) la a doua extragere si obtinem o bild neagra?

c) la ambele extrageri si se obtind bile negre?

26. O cutie A contine 4 bile albe gi 5 bile rogii. O alt# cutie B contine 3 bile albe si
2 bile rosii. O bily este scoas# la intdmplare din cutia B si este introdusd in cutia A. Apoi
o bil3 este scoas# la intamplare din cutia A.

a) Care este probabilitatea ca bila scoas¥ din cutia A s# fie albd?

b) Care este probabilitatea ca bila extras din cutia B s3 fie albi, stiind cé bila
extrasd din cutia A este albi?
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27. Trimitand o scrisoare unui prieten, sunt 10% sanse ca aceasta si se piards in
drum spre oficiul pogtal. Chiar daci scrisoarea a ajuns la oficiul postal sunt 20% ganse ca
aici s fie distrusy de aparatul de marcat. De asemenea, chiar dacy scrisoarea a scipat,
sunt 10% sanse ca postasul si o duci la o adresy gresiti. Dac3 o persoans nu gi-a primit
scrisoarea, care este probabilitatea ca aparatul de marcat si o fi distrus?

28. Si se arate cd dacd A, B, C sunt evenimente astfel incat A si B sunt incompat-
ibile, atunci Pc(AU B) = Pc(A) + Bg(B).

29. S se arate c oricare ar fi evenimentele A §i B, are loc

Pp(A)=1-Pp(4).

30. Patru urne identice contin fiecare cite 3 bile. In prima urnd toate cele 3 bile
sunt negre, in urna a doua 2 bile sunt negre si 1 albi, in urna a treia sunt 1 bild neagrs si
2 bile albe si in a patra urng toate cele 3 bile sunt albe. O urni este aleasi la intamplare
§i o bild este aleasd din aceastd urng, bild care se intampl¥ s¥ fie alb.

a) Care este probabilitatea ca toate cele 3 bile din urna aleass s fie albe?

b) O a doua bil% este extrasi din aceastd urni si este de asemenea albi (prima bil%
nu s-a repus in urng). Care este acum probabilitatea ca toate cele 3 bile din urna aleasd
si fie albe?

31. Un articol al unei reviste economice prezice ci sunt 40% sanse ca in aceast
vard s§ avem o piatd in urcare, 25% sanse ca piata s3 fie constant} gi 35% sanse ca piata
sd fie In scéidere. Se estimeazi cd unele strategii de piatd ar avea succes astfel: 70% in
timpul unei piete in urcare, 20% in timpul unei piete relativ constanti si numai 10% in
cazul unei piete in scidere. Dac} strategia aplicaty s-a intdmplat s3 aib# succes, care este
probabilitatea ca piata s# fi fost in scidere?

32. Un scafandru are 2 sisteme de oxigen independente astfel incit daci unul dintre
ele nu functioneazi, el va avea in continuare oxigen. Dacj probabilitatea ca primul sistem
sd functioneze este 0,9 si probabilitatea ce cel de al doilea si functioneze 0,8, si se afle:

a) Care este probabilitatea ca nici unul din cele doui sisteme s& nu functioneze?

b) Care este probabilitatea ca cel putin unul din sisteme s functioneze?

33. Dacd A si B sunt dous evenimente independente, s3 se arate ci si 4 si B sunt
de asemenea independente. .

34. O urni contine 10 bile: 4 albe si 6 rogii. Dou# bile sunt extrase la intdmplare
din urnd. Care este probabilitatea ca ambele bile extrase sj fie albe, dac:

a) prima bil¥ extrasy este repusd in urng dups extragere;

b) prima bild extrasi nu se mai repune in urni.

35. 65% din cetitenii unei {4ri voteazi pentru Partidul X. Trei alegitori sunt alesi
la intamplare.

a) S& se determine probabilitatea ca toti cei 3 alegitori s fi votat pentru Partidul X.
b) S& se determine probabilitatea ca exact unul din cei trei alegitori s3 fi votat pentru
Partidul X si doi nu.

36. O operatie chirurgicali reugegte in 80% din cazuri. Daci 5 pacienti suport}
aceastd operatle, s se determine probabilitatea ca exact 4 operatii s aib¥ succes.

87, Se arunci o moned} de 15 ori. .

a) Care este probabilitatea ca stema s4 apari de 10 ori?
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b) Care este probabilitatea ca stema si apard de cel putin 4 ori?

38. O urnd contine 2 bile rogii si 5 bile albe. Se extrag 2 bile la intdmplare, cu
repunerea in urnd a bilei extrase.

a) S# se calculeze probabilitatea ca ambele bile extrase s§ fie rosii;

b) S& se calculeze probabilitatea ca cel putin una dintre bile s# fie alba;

¢) S4 se calculeze probabilitatea ca exact o bild si fie rogie.

89. O urni contine 5 bile galbene, 16 bile albastre gi 10 bile albe. Se extrag 3 bile
la intdmplare, fiecare bild extras fiind repusi in urni.

a) S& se calculeze probabilitatea ca toate bilele extrase s3 fie albe;

b) S& se calculeze probabilitatea ca exact una dintre bile s fie albi;

c) S4 se calculeze probabilitatea ca o bild extrasi si fie albd si 2 galbene;

d).Sé se calculeze probabilitatea de a extrage o bili albd, o bild galben si o bild
albastrs. '

40. intr-o institutie s-a descoperit ci linia telefonici este ocupatd 75% din timp.
Care este probabilitatea ca, dand 10 telefoane, s3 primesti réspuns la 8 dintre ele?

41. Presupunem ci probabilitatea de a se nagte un baiat este egald cu probabilitatea
de a se nagte o fatd. Care este probabilitatea ca o familie cu 4 copii si aiba:

a) 4 baiet; '

b) cel putin 2 baieti;

c¢) primul copil un b3iat si urmétorii 2 copii fete.

42. Se extrage o carte la intdmplare dintr-un pachet standard de 52 de cirti de joc.
Fie A evenimentul ,cartea extrasd este o inimd rogie“ si B evenimentul ,cartea extrasd
este un as“. S3 se cerceteze dacd evenimentele A si B sunt independente.

43. Se extrag 6 cirti la intamplare dintr-un pachet standard de 52 de cérti.

.. a) Care este probabilitatea ca toate cele 6 cirti si fie de aceeasi culoare?

b) Care este probabilitatea ca exact doud dintre cirti si fie asi negri si exact doud
dintre cérti s fie de culoare rogie? '

44. Fie X si Y doud variabile aleatoare avand repartitiile

3 4 -2 2 3
X'(o,z 0,7)’ Y‘(o,e 0,1 0,3)'

- S8 se determine re);()artitiile urmétoarelor variabile aleatoare: X +5; Y + 3; 3X; 4Y;
X5 Y4 X+Y;X-Y; v
45. Fie X i Y doud variabile aleatoare independente,

1 2 3 1 2 3 4
lr )i ¥l 11 ‘
3 3 3 2 6 6 6

a) S se calculeze: M(X); M(Y);

b) S& se calculeze repartitia variabilei aleatoare Z = 2X + Y precum si M(Z).

46. O urni contine 50 de bile dintre care 18 sunt albe si restul rogii. Se extrag
succesiv 6 bile punandu-se de fiecare dat¥ bila extrasi inapoi in urn# inainte de urm&toarea .
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extragere. Numdrul de bile albe obtinut la sfirgitul celor 6 extrageri este o variabily
aleatoare de X. Si se determine: 4

a) repartitia variabilei X;

b) functia de repartitie a variabilei aleatoare X;

c) valoarea medie, dispersia si abaterea medie p#tratici a lui X.

47. O cusci contine 9 fluturi: 3 masculi (2 albi si unul galben) si 6 femele (4 albe si 2
galbene). Prindem simultan gi la intdmplare 2 fluturi. Fie X variabila aleatoare: numirul
de fluturi masculi pringi, iar Y variabila aleatoare: numérul de fluturi galbeni prinsi. S%
se scrie repartitiile celor doud variabile aleatoare §i s3 se precizeze daci X si Y sunt sau
nu independente.

48. O urnd contine 50 de bile, din care 36 sunt albe si restul rosii. Se extrag
succesiv 5 bile pundndu-se de fiecare dat4 bila extras3 in urn& dupi ce i s-a retinut culoarea.
Numdérul de bile albe obtinut la sfargitul celor 5 extrageri este o variabili aleatoare de X.

a) S4 se determine functia de repartitie a lui X.

b) S& se determine valoarea medie a lui X, variatia §i abaterea medie p#tratici a lui
X.

ELEMENTE DE GEOMETRIE IN PLAN SI SPATIU

1. Fie AABC oarecare si A, By, C) mijloacele laturilor BC, CA si respectiv AB.
Fie O1, Oz, O3 si I, Iz, I3 centrele cercurilor circumscrise si centrele cercurilor inscrise
in triunghiurile AB,C1, A1 BC), A1B;C respectiv. S& se arate ci triunghiurile 0,0;0s si
I I,I3 sunt congruente. , )

2. Triunghiul A’B'C’ se obtine din AABC printr-o translatie. Fie O’ si O centrele
cercurilor circumscrise triunghiurilor A’B’C” si ABC i I’ si I centrele cercurilor inscrise
in triughiurile A’B'C’ §i ABC. S% se arate ci OO0’ = II' si c medianele, in#ltimile,
mediatoarele si bisectoarele corespunzitoare triunghiurilor A’B'C’ si ABC sunt paralele
sau coincid.

3. Pe laturile BC, CA gi AB ale triunghiului oarecare ABC se consider3 punctele
Ay, B, i respectiv Cy, astfel incat BA] = kA;C, OB, = kBiA, AC, = kCiB, k € R,
k #0. S& se arate ci: t3 otzg olzg = Ix

4. Si se arate cd produsul (compunerea) simetriilor centrale so, si so, este translatia

de vector 20,03, adic¥: so, © so, = t20102'

5. Si se arate cd patrulaterul 0102030, este un paralelogram dacé si numai daci
are loc relatia sop, © 8o, © 80, © 80, = 1.
6. Fie 010203...03, un poligon oarecare. Sa se arate ci
802, ©803,_, ©---080, 0380, = 1y,
dacé si numai daci are loc relatia: 01—05 + 03_02 +...4 O2p102p=
7. O dreaptd intersecteazd laturile AB, AD si diagonala AC ale paralelogramului

7.
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. - . . ., AE 1 AF 1 .
ABCD in punctele E, F si respectiv G, astfel incat B-3AD -1 S& se arate ci
AG 1 |
AC T

8. Si se arate ci un patrulater admite un centru de simetrie dacd si numai daci
este paralelogram. )

9. Existd figuri plane care si admit3 exact doud centre de simetrie?

10. Prin punctul A de intersecte a cercurilor C(Oy,7;) si C(Oa,72) s8 se construiasci
o dreapté care s determine in cele doud cercuri coarde egale.

11. Fie AABC oarecare si O € ItAABC. Fie A', B/, C' simetricele punctelor
A, B, respectiv C fati de punctul O. Si se determine pozitia punctului O in interiorul
triunghiului ABC astfel incét aria triunghiului A’B’C’ s fie maxim3.

12. Fie AABC oarecare si notdm cu H ortocentrul sfu. S3 se arate cd cercurile
circumscrise triunghiurilor ABH, ACH, BCH, ABC sunt congruente, iar triunghiul ale
cdrui varfuri sunt centrele cercurilor circumscrise triughiurilor ABH, ACH si BCH este
congruent cu ABC.

13. Fie d o dreaptd §i A si B doud puncte situate de o parte si de alta a ei.
Determinati pozitia punctului M pe dreapta d astfel incat diferenta MA — MB si fie
maxima.

14. Fie d o dreaptd si A si B doud puncte situate de o parte si de alta a ei.
Determinati pozitia punctului M pe dreapta d astfel incit diferenta MA — M B si fie
minima. .

15. Fie ABCD un pitrat si A, B’, C', D’ mijloacele laturilor BC, CD, DA, si
respectiv AB. S& se arate ci patrulaterul obtinut prin intersectia dreptelor AA’, BB', CC’,
DD’ este un p#trat al c3rui centru de simetrie coincide cu centrul de simetrie al p&tratului
ABCD.

16. Se consider4 trei cercuri concentrice C, (0, 1), C2(0, r2) si C3(O, r3), astfel incat
r1 < ro < r3. S& se construiascd un triughi echilateral ABC avand varfurile situate pe cele
trei cercuri (A € €3, B € Cy, C € C3).

17. Fie triunghiul ABC echilateral si P un punct interior, astfel incat m(m) =
= 150°. S¥ se arate ci segmentele AP, BP, CP sunt laturile unui triunghi dreptunghic.

18. (Teorema lui Pompeiu). Fie P un punct in planul triunghiului echilateral ABC.
S4 se arate cd lungimile AP, BP si C'P pot fi lungimile laturilor unui triunghi.

19. Fie AABC echilateral. Efectusm trei rotatii ale planului in acelasi sens in jurul
varfurilor 4, B, C cu unghiuri de m3surd 60°. Ce punct al planului ajunge in pozitia
initiald dupa cele trei rotatii?

20. (Teorema lui Sylvester). Fie O punctul de intersectie a liniilor mijlocii i Q punc-

tul de intersectie a diagonalelor patrulaterului convex A;A2A3A4. Dacid -O—é = —%5@,
atunci G este centrul de greutate al patrulaterului A, A;A3A,.

21. Pe latura AB a triunghiului ABC se consideri punctele M gi N astfel incét
AM = MN = NB. Se noteazi cu A,, B; mijloacele laturilor BC si respectiv AC si cu
{P} = BBiNCN, {Q} = AA1 NCM. S4 se arate ci AB = 4PQ si cj punctele P si @
sunt mijloacele segmentelor BB, si respectiv A4;.
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22. S& se arate ci daci lungimile a, | b, ¢ ale laturilor unui triunghi ABC verifici
inegalitatea: a* > b* + ¢* — b2c?, atunci m(4) > 60°.

23. Fie ApA;A; ... A, un poligon regulat cu n laturi inscris intr-un cerc cu raza 1.
S& se demonstreze ¢ AgA; - AgAdz ...  AgAp—1 =n.

24. In triunghiul ABC se considers punctele M € (AC), N € (BC). Dreptele
AN si BM se intersecteazd in O. S¥ se determine ariile triunghiurilor OMN si CMN in
functie de ariile s, 82, s3 ale triunghiurilor OM A, OAB si respectiv ONB.

25. S se arate cd intr-un triunghi lungimea celei mai mici bisectoare interioare nu
depéseste triplul razei cercului inscris in triunghi.

26. in AABC lungimile a, b, c ale laturilor sunt numere in progresie geometricd
strict crescdtoare. Si se arate ci:

1 S 1

a) sin B +sinC < (2 + /5)sin 4; b) smC smA'

27. Lungimile a, b, ¢ si a1, b1, &1 ale latunlor triunghiurilor ABC si A, B,C,
formeazd cite o progresie aritmetics, iar m(A) = m(AI) S& se demonstreze c in acest
caz cele doud triunghiuri sunt asemenea.

28. Fie AABC oarecare. Se considers triunghiul sdu median notat cu 4;B,Cy; se
noteazd cu A2B,C> triunghiul median al triunghiului A;B;C}, procedeul continuandu-se
la nesfargit. Dac¥ se noteazi cu 8o, 31,82, . .., 3y, . .. ariile triunghiurilor astfel obtinute, si
se calculeze suma S =sp+s; + ...+ 38, + ,

29. Fie patrulaterul convex ABCD. Se considerd A;B;C) D, patrulaterul obtinut
prin unirea mijloacelor laturilor patrulaterului ABCD; A;B2C;Ds, patrulaterul obtinut
prin unirea mijloacelor laturilor patrulaterului A;B;C)D;, procedeul continuindu-se la
nesfarsit. Dac3 not3m cu sq,81,82,...,5n,... ariile patrulaterelor astfel obtinute, si se
calculeze suma S =380+ 581+ ... +8p +....

30. Determinati multimea punctelor unei suprafete pitrate cu proprietatea ci
pétratele distantelor lor la varfurile pitratului sunt:

a) in progresie aritmetic;  b) in progresie geometrici.

31. Fie triunghiul ABC, care nu este dreptunghic. Si se demonstreze ci are loc
inegalitatea:
logynpsind | logg,csinB | logy, 4sinC S 9r
sinB+sind  sinC+sinB ' sinA+sinC ~

32. Daci O este un punct in interiorul triunghiului ABC, s se arate ci:
OA+ OB+ 0C 2 2(0A; + OBy + 0C)),

unde A;, B, C; sunt proiectiile punctului O pe laturile AB, BC si respectiv CA ale
triunghiului ABC.

33. In interiorul patrulaterului convex ABCD se géseste un punct P, astfel incat:
SapaB = Sapsc = Sapcp = Sappa- S4 se arate ci cel putin una din diagonale imparte
patrulaterul in dou¥ triunghiuri de aceeasi arie.
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34. Fie «, B doud plane. perpendiculare. Dacd A,B € aN B si C € o, astfel
incat AABC si fie dreptunghic in A, si se demonstreze ci ACAD, AADB, ABDC sunt
triunghiuri dreptunghice, unde D € § si D se afli pe cercul de diametru AB.

35. Fie OXY Z un triedru, astfel incat Oz LOy10z10z si fie A € (Oz, B € (Oy,

C € (Oz, puncte variabile, astfel incat O—f = 0B = %, a, b, c date.

S3 se arate ci:

a) ortocentrul si centrul de greutate ale triunghiului ABC,

b) centrul de greutate al tetraedrului ABCD si centrul sferei circumscrise tetrae-
drului ABCD,
descriu drepte care trec prin O.

36. Fie ABCD un tetraedru regulat, de muchie m. Un plan dus prin inlt{imea din
A a tetraedrului taie BC si BD in M, respectiv in N. Si se arate ca:

.. 1 _3
BM| T1BN| " m

37. S3 se arate.ci dacd d; si da sunt doud drepte concurente in T, oricare ar fi
punctul M exterior planului (a) ce le include, proiectiile punctului M pe d; si dz, pe
planul () si punctul T sunt conciclice.

38. Sa se arate ci dacd doud tetraedre au fetele respectiv asemenea, atunci ele au
unghiurile diedre egale.

39. Fie tetraedrul ABCD si q, b, ¢, d, lungimile indltimilor duse din varfurile A, B,
C, D. Fie O un punct oarecare in interiorul tetraedrului si notdm cu a, 8, v, 94, distantele
punctului O la planele (BCD), (CDA), (DBA), (ABC). S3 se arate ci:

3) %+§+%+%=1; b) (@ + B4+ d?) <515+%+%+5_12) > 256.

40. Fie AQ inidltimea unui tetraedru ABCD, in care muchiile AB, AC, AD sunt
perpendiculare doud céite doud. S& se arate ci:

L _ 1 .1 1
AO? T AB* T AC? T AD®

41. Daci toate cele sase unghiuri diedre ale unui tetraedru sunt ascutite , si se
determine valoarea maxima a sumei

S = cosz) + cos x2 + COS T3 + COS T4 + COST5 + COS Tg,

unde z;, i = 1,6 sunt mésurile celor sase unghiuri diedre.

42. a) S3 se demonstreze ci nu se pot numerota muchiile unui cub cu numerele
1,2,3,...,11, 12, astfel incit sumele numerelor corespunzitoare celor trei muchii care ajung
in acelagi varf s3 fie egale.

b) Se poate elimina unul din numerele 1,2, 3, ..., 12,13, astfel incat , daci cu celelalte
numere rimase numerotim muchiile cubului s# fie indeplinitd conditia de la punctul a)?

43. S3 se demonstreze ci dacd intr-un.tetraedru ABLCD si ACLBD, atunci si
ADLiBC.
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44. Un tetraedru cu oricare doud perechi de muchii opuse perpendiculare se numeste
tetraedru ortogonal.

a) Sa se arate ci in orice tetraedru ortogonal insltimile sunt concurente.

b) S& se arate ci perpendicularele comune ale muchiilor opuse intr-un tetraedru
ortogonal se intélnesc in punctul comun in#ltimilor tetraedrului.

c) S& se arate ci intr-un tetraedru ortogonal suma patratelor lungimilor muchiilor
opuse este constanta.

45. Si se arate c3 in orice tetraedru ortogonal cele sase mijloace ale muchiilor sunt
situate pe aceeasi sfera. k ,

46. S& se arate c# intr-un tetraedru ortogonal, centrul de greutate al tetraedrului
se proiecteazd in centrele cercurilor lui Euler ale fetelor.

47. (Sfera lui Vogt) S# se arate ci cercurile lui Euler ale fetelor unui tetredru
ortogonal sunt situate pe aceeagsi sfers.

48. Se di tetredrul OABC, in care m(AOB) = m(BOC) = m(COA) = 90°.

a) S& se demonstreze ci varful O al tetredrului, centrul de greutate T al triunghiului
ABC si centrul S al sferei circumscrise tetraedrului sunt trei puncte coliniare.

b) S& se demonstreze ci mammle ctga, ctgf, ctgy sunt proportionale respectiv cu

a2, b2, c2, unde am notat: o = m(CAB), f = m(ABC), v = m(ACB) sia = OA, b= OB,
c=0C.

49. (Sfera lui Euler.) Si se demonstreze ci intr-un tetraedru ABCD, centrele de
greutate ale fetelor, punctele care impart segmentele care unesc anticentrul cu varfurile in
raportul 3 §i proiectiile acestor puncte pe fata opusi sunt doisprezece puncte cosferice.
(Anticentrul unui tetraedru este simetricul centrului sferei circumscrise fat3 de centrul de
greutate al tetraedrului.)

50. (Teorema lui Crelle). Fiind dat un tetraedru ABCD, si se demonstreze ci
existd o sferd tangentd celor sase muchii ale tetraedrului, dacs si numai daci are loc relatia:
AB+CD = AC+BD = AD + BC.

(Tetraedrele cu proprietatea ci existd o sferd hexatangent muchiilor se numesc
tetraedre Crelle.)

51. S& se arate ci dacd un tetraedru regulat este sectionat cu un plan paralel cu
doud muchii opuse, atunci:

a) sectiunea este un dreptunghi;

b) perimetrul sectiunii nu depinde de pozitia planului de sectiune luat in conditiile
mentionate.

52. Se d& prisma triunghiulard dreaptd ABCA'B’C’ cu baza triunghiul ABC,
echilateral, cu latura de lungime egald cu 4 cm si muchia AA’ = 3 cm. Se noteazi cu S
mijlocul laturii AC. S3 se calculeze lungimea distantei dintre dreptele C'M si AB.

53. Latura bazei unei prisme patrulatere regulate drepte este 2a, iar indltimea sa
este a(1 + V/3). Se considers sfera care trece prin varfurile uneia din bazele prismei si
este tangentd la cealalatd bazd a prismei. S3 se gdseascy aria portiunii de prisma aflatd in
interiorul sferei.

54. Patru sfere de razi egald cu 1 sunt tangente doud cite doud. Si se determine
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lungimea laturii unui tetraedru regulat circumscris celor patru sfere.
55. Si se demonstreze c¢d volumul V si aria laterald S a unui con circular drept

verificd inegalitatea:
2 3
(%) =(a)
™ 1r\/3_

In ce caz inegalitatea se transformi in egalitate?

56. Daci intr-un tetraedru ABCD are loc relatia AB-CD = AC-BD = AD - BC
s# se arate ci dreptele care unesc fiecare varf cu centrul cercului inscris in triunghiul de pe
fata opusi sunt concurente.

57. Un plan 7 trece prin varful O al unui tetraedru regulat OPQR. Not&m cu p, g,
r distantele de la punctele P, @, R la planul 7. Si se arate ci:

P+ +r+ (g1 +(-p)?+(p-q)° =20

58. Fie tetraedrul ABCD in care AB = 4 cm, AC = 5cm, AD = 213 cm,
BC =3 cmsi BD =6 cm.

a) S¥ se arate cé triunghirile ABC si ABD sunt dreptunghice.

b) Calculati raportul volumelor tetraedrelor ABCM si ABDM, unde M € CD este
punctul de intersectie al planului bisector al unghiului diedru de muchie AB cu CD.

c) Determinati raportul A]\(J[ﬁ

__59. Se considerd piramida triunghiulard SABC, astfel incat SA =8B =5C =q,
m(ASB) = 60°, m(ASC) = 90°, m(BSC) = 120°.

S3 se calculeze:

a) perimetrul triunghiului ABC; b) aria laterald a piramidei; c¢) volumul piramidei.

60. Se di o piramid3 patrulaterd VABCD cu baza dreptunghiul ABCD, avand
lungimea AD = a cm i 13timea AB = b cm (a,b > 0, a > b). Se noteazd cu O intersectia
diagonalelor dreptunghiului si cu @ mijlocul indltimii VO. Si se determine aria sectiunii
determinatd in piramidi de planul (DQC), dacd VO = ¢ cm.

61. Se consider3 piramida patrulaterd SABCD cu baza dreptunghiul ABCD (AB =
=a cm, BC = b cm, SA = h cm) si muchia SA perpendicular} pe planul bazei. Se noteaz
cu E si F mijloacele segmentelor SC si SD. Si se studieze natura patrulaterului ABEF
si si se calculeze aria sa.

62. Se considerd un cub ABCDA'B'C'D’ cu lungimea laturii a cm si fie M mijlocul
muchiei AA'.

a) S& se studieze natura triunghiului MBD' si s3 se calculeze distanta de la M la
diagonala BD'.

b) S& se cerceteze daci in prisma ABDA'B'D’ se poate inscrie o sferé.

63. O piramidd patrulaterd VABCD (cu baza pitratul ABCD si varful V), regu-
lata, are lungimea laturii bazei a cm si lungimile muchiilor laterale av/2 cm. Prin mijlocul
unei muchii din V se duce un plan parpendicular pe muchia opusid (muchie ce trece tot
prin V), care determind o sectiune in piramidd. S& se calculeze perimetrul gi aria patru-
laterului de sectiune, precum si raportul volumelor celor doud corpuri in care este impartita
piramida.
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64. Fie OABC un tetraedru tridreptunghic cu m(AOB) = m(ﬁ) = m(@) =
=90°. S se calculeze raportul:

o?[BOC) + 9%|AOC] + 0*|A0B]
a2[ABC]

Poate fi triunghiul ABC obtuzunghic?

65. Fie ABCD un tetraedru in care AC1BC, AD1BD. Notdm cu O acel punct
al muchiei AB, pentru care suma CO + OD este minim3. Planul perpendicular in O pe
muchia AB intersecteazi dreptele BC, AC, BD si AD in punctele M, N, P si respectiv
Q. S3 se arate cd patrulaterul M N P(Q) este trapez isoscel.

66. Doud pitrate ABCD si ABEF au o laturd comund AB = a cm, iar planele
pitratelor sunt perpendiculare. Fie M € (AC) si N €(BF), astfel incit CM=NF =z cm.

a) Si se arate cd M N||(CDF).

b) Si se determine = € R, astfel incdt M N are lungimea minima.

c) Determinati locul geometric al mijlocului segmentului M N cand z variazi.

67. O piramida patrulaterd regulati SABCD are muchiile laterale de lungime a cm, -

iar muchia bazei de lungime b cm. Dac3 se noteazd unghiul format de doua fete laterale
aldturate cu o %l i unghiul format de o fati laterald cu planul bazei cu §, si se arate cé:
a) 4sin® 3= = cos283 + 3;

b) unghiul diedru a doui fete laterale aliturate nu poate fi de 60°.

68. Piramida SABCD are baza un trapez ABCD, avand baza mare CD si SA =
=SB =5C=8D=acm,CD =2 cm, BC = AD = b cm si m(CAD) = 90°. Si se afle
aria totald si volumul piramidei.

69. Se noteazi cu Sy, Vi si Sq, V2 ariile gi volumele sferei cxrcumscnse, respectlv
inscrise in conul circular drept de arie S si volum V. Si se arate ca:

a) —\/——Vl > 8V >3v3V,;  b) —‘Cs1 > 48 > 3v/35,.

70. Fie cubul ABCDA'B'C'D’. Si se arate ci mijloacele celor sase muchii ale
cubului care nu trec prin nici unul din varfurile A si C’ se afli in acelagi plan si sunt
vérfurile unui hexagon regulat

71. Fie triunghiul isoscel ABC in care AB = AC =5 cm, BC =6 cm si AD_LBC
D € BC. Cercul cu centrul in A si razi AD intersecteazi laturile AB si AC in E si
respectiv in F. Rotim figura in jurul dreptei AD. S3 se calculeze aria calotei generate de
arcul EBF, aria laterald si volumul trunchiului de con generat de trapezul BCFE.

72. Fie pitratul ABCD cu latura a cm. Pe perpendicularele in A si C' pe planul
(ABC), de aceeasi parte a planului, se considerd punctele E si F, astfel incit AE =

=av2cm,CF = T‘; cm. S¥ se calculeze BE, EF, m(BEF) si volumul pirmidei FBDE.

73. Intr-o sfers de razi R se inscrie o piramidd regulat3 cu baza un pitrat. Unghiu-
rile fetelor laterale avand varful in vérful piramidei au mésura p,

a) Si se calculeze volumul piramidei in functie de R si p.

b) S& se determine p in cazul in care indltimea piramidei este egald cu raza sferei.
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74. Fie ABCDA'B'C’'D’ un paralelipiped cu toate muchiile egale cu a cm, iar cele
trei muchii ce pleaci din varful A formeazi, dous cite doud unghiuri de 60°. S se calculeze
volumul paralelipipedului.

75. Fie tetraedrul ABCD si notdm cu Gi, G3, G3, G4, centrele de greutate ale tri-

unghiurilor BCD, ACD, ABD, ABC. S4 se arate c sferele S; (G 1 A?I:/I) Sa (Gz, BM) ,

S3 | Gs, CTM , Sa | Ga, —§A—/I- , 8l un punct comun, oricare ar fi punctul M din spatiu.

76. Fie ABCDA'B'C'D’ un cub cu muchia de lungime a cm, M gi P mijloacele
muchiilor BC si AA’ si O’ centrul bazei A’B'C’'D’. Si se determine secgmnea rea.hzata in
cub de planul (M PQO’) si perimetrul ei.

77. Varful unui brad a fost rupt de o furtun&. Stiind ci partea rupts are lungimea
de 2m si cd, inainte de furtun, bradul era vizut dintr-un punct A situat in acelasi plan
orizontal cu baza bradului, sub un unghi de 37°30' si c§ dupé furtuns bradul era vizut din
acelasi punct A sub un unghi de 22°30’, si se afle iniltimea actual a bradului.

78, Notdm cu d;, ¢ = 1,2,3,4 distantele de la un punct P interior unui tetraedru

regulat de muchie 126- cm la fetele acestuia. S3 se arate ci:

1 1 1 1
d+d2+ +d4 16.

79. Fie ABCD un tetraedru §i notdm cu G;, G, G3, G4, centrele de greutate ale
triunghiurilor BCD, ACD, ABD si respectiv ABC. Fie M un punct oarecare in spatiu.
S8 se arate ci paralelele duse prin Gy, G2, G3, Gy, respectiv la dreptele M A, MB, MC,
M D, sunt concurente.

80. Fie un punct P situat in interiorul tetraedrului ABCD si A;, By, Ci, Dy
respectiv proiectiile ortogonale ale lui P pe planele (BCD), (CDA), (DAB) si (ABC). Si
se demonstreze ci:

o[BCD] a[CDA] + og|DAB]| + o[ABC) > S
PA, PB; PC, PD, T ¢’
unde S este aria total a tetraedrului, iar 7 este lungimea razei sferei inscrise in tetraedru.
In ce caz are loc egalitatea?

81. Baza piramidei OABCD este trapezul ABCD cu baza mici AB = 3 cm si baza
mare CD =5 cm.

Stiind c# planele fetelor laterale (OAD) si (OBC) se taie dupd o dreaptd perpendl-
cularé pe bazi, ci aria fetei laterale OAB este de 9 cm? si ci aria fetei laterale OCD este
de 20 cm?, si se determine volumul piramidei.

82. Un cub este intersectat cu un plan care contine o diagonali a cubului. Si se
determine pozitia acestui plan, astfel incat aria sectiunii s3 fie minim3.

83. Si se arate ci pentru orice con circular drept raportul dintre aria sa totald si
aria sferei inscrise este mai mare sau egal cu 2.

__84. Fie tetraedrul ABCD in care se cunosc: m(BAC) = a, m(CAD) = g si
m(DAB) 7. S& se calculeze mésura unghiului diedru format de fetele (ABC) si (ABD)
in functie de o, 8, v
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85. Notdm cu z, y, z aria totald a unui con circular drept, volumul si aria sferei
inscrise in con. S& se demonstreze ci z2z = 36my2.

86. Se considerd o piramidd triunghiulari regulatyi ABCD, cu baza triunghiul
echilateral BCD. Pe muchia AB se considerd punctul M, astfel incit AB = 4AM si se
noteazd cu N mijlocul muchiei CD a pn‘amldex S¥ se arate ci MN trece prin mijlocul
indltimii AO a piramidei.

87. Doud plane perpendiculare intersecteazi o sferd dupi cercurile de raze a si b.
Distanta de la centrul sferei la dreapta de intersecte a celor doui plane este egald cu c. S&
se calculeze raza sferei in functie de a, b si c.

88. Fie un cub ABCDA'B'C'D’, astfel incat AB =1 cmgi M € (A'B), N € (CD),
Pe(A'D'), Qe (BC). Notdnd A’M =z, A'P =y, CQ = 2, CN = u, s4 se arate ci:

a) daci dreptele MN si PQ sunt perpendiculare, atunci z +y+ 2z +u = 3;

b) daci dreptele M N si PQ sunt paralele, atunci 2z = yu.

89. Fie ABCDA'B'C'D’ un cub cu AB = a cm. Si se calculeze distanta de la
dreapta A'D la dreapta BD’.

90. Intr-un vas de forms sferics, de razi R = 4 dm, se introduce un corp de formi
de asemenea sferics, de razi r = 2,5 dm si apoi in spatiul dintre ele se toarn lichid pan3

V22

se ridica la indltimea h = = dm. Si se afle indltimea lichidului din vas dup# scoaterea
corpului.

91. Se d& piramida hexagonals regulatd de laturi a cm, avand unghiul format de o
fatd laterald cu planul bazei de 45°. Prin una din laturile bazei se sectioneazi piramida cu
un plan ce formeaza cu planul bazei un unghi de 30°. Calculati volumul piramidei ce are
ca baza planul de sectiune si ca varf, varful piramidei date.

92. Un trunchi de piramidd regulaty are bazele patrate de laturi cu lungimile a si
2a, iar indltimea h.

a) Sa se calculeze aria totald si volumul trunchiului.

b) Ce relatie indeplinesc a si h, astfel incit s& existe o sfer§ tangent3 bazelor si
muchiilor laterale?

93. Se considers piramida VABCD, unde ABCD este dreptunghi, {O} = ACNBD,
VO1(ABC).

a) S& se determine aria laterald, aria totald §i volumul piramidei stiind ci AB =
=acm,BC=bcm, VO=hem.

b) Un plan oarecare intersecteazd muchiile laterale ale piramidei in 4’ € (VA),
B' € (VB),C' € (VC), D' € (VD). S se arate ci:

1,1 1 1
vatve v T v

94. Printr-un punct oarecare al unei muchii dintr-un tetraedru 6arecare se duc doud
plane de sectiune paralele cu fetele tetraedrului care nu contin muchia respectivi. Notim
cu V; si V; volumele tetraedrelor mici formate gi cu V' volumul tetraedrului initial. S& se
arate ci: vV + ¢Vo = VV.

95. Fie ABCDA'B'C’'D' un cub de laturd a, M mijlocul lui (4’B’), N mijlocul lui
(CC") si {Q} = B'C'N(AMN). S& se determine in functie de a:
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a) lungimile segmentelor (AM), (AN), (BM), (C'Q);

b) aria sectiunii determinate de planul AAMN in cubul ABCDA'B'C'D'.

96. Fie cubul ABCDA'B'C'D’. Planul determinat de A si de centrele p#tratelor
A /BI C'D’ si B'C'CB intersecteazd dreapta B'C’ in E. Si se calculeze valoarea raportului
B'E
EC"

97. Fie un pitrat de laturd 1, in care sunt 2n? +2n+ 1 puncte. Si se arate ci existi
cel putin 2 puncte la distanti mai mic8 decét oy

98. Fie ABCD un tetraedru regulat. Notdm cu H proiectia lui A pe planul (BCD)

gi cu H' proiectia lui H pe palnul (ACD). Si se arate ci HH' = =

99, In interiorul unui pétrat de laturd 1 se afli o linie poligonala care nu se autoin-
tersecteazd si care are o lungime mai mare ca 1000. S¥ se arate ci se poate duce o paralel3
la una din laturile p#tratului, care taie linia poligonal3 in cel putin 501 puncte, oricare ar
fi linia poligonald trasatd cum s-a aritat mai sus.

100. Fie ABCD un tetraedru oarecare si punctele coplanare L € (AB), M € (BC),
N € (CD), P € (AD). S4 se arate ci: &B_M_C_’_]!PD <=
! AB BC CD AD ~ 16
101. Se considerd un plan « si un punct O € a. Fie A proiectia lui O pe planul o,
iar B,C € o oarecare. Dacd D € OA, iar E, F sunt proiectiile lui D pe OB, respectiv pe
OC, si se arate ci:

a) BCFE este un patrulater inscriptibil;

OB OA
b) dacd — BC - AB S si OB = OC, atunci triunghiul DEF este echilateral.

102. Paralelipipedul ABCDA'B’'C'D' are ca bazi dreptunghiul ABCD, iar muchi-
ile AB, AD gi AA’ au respectiv lungimile a, b si ¢. Unghiurile A’AB si A’AD sunt

congruente si au misura z (in radiani). SH se arate ci z € ({-, 3w

4
alelipipedului este V = abcy/— cos 2z.

103. Si se arate cd cd paralelipipedul dreptunghic de volum constant si arie totald
minimi este cub.

104. Lungimea laturii unui tetraedru regulat este egald cu 1 cm. Dacd P € (AB)
si @ € (CD), atunci s¥ se calculeze minimumul distantei PQ.

105. Se considerd n puncte in spatiu A;, Az, ..., A, (n > 4). S¥ se demonstreze ci
aceste puncte sunt coplanare, daci si numai dac3 existd cel putin un punct M, astfel incat
sferele de diametre A; M, Ao M, ..., A, M s3 aibi un punct comun diferit de M.

106. S& se demonstreze cd dacd intr-un tetraedru ABCD, ABLBD si ACLCD,
atunci piciorul inaltimii tetraedrului dusi din varful A se afli pe cercul circamscris tri-
unghiului BCD.

107. Fie tetraedrul VABC si M € (ABC), astfel incat VA2—AM?2 = VB2-BM? =
VC? — CM?2. S§ se arate ci VM 1L(ABC).

108. Fie o piramidd cu varful S si avand ca baz3 poligonul A; A, ... A,. S& se arate
cd sferele de diametre SA;,SAs,...,SAy au un punct comun diferit de S.

109. Printr-un punct A din spatiu se duc 3 drepte perpendicularé doud cate dous.

§i cd volumul par-
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Pe fiecare din aceste 3 drepte se aleg punctele B, C, D astfel incat AB = AC = AD =a,
(a > 0). Se considera conul circumscris tetraedrului ABCD, cu varful in A. Se cere:

1. volumul conuluj;

2. aria sferei Inscrise in con;

3. aria calotei mari determinate de cercul de tangent3 al sferei cu conul;

4. cercul de tangent3 al sferei cu conul intersecteaza dreptele AB, AC, AD respectiv
in punctele B’, C’, D'. S& se arate ci sfera inscris3 in con, sfera circumscrisd tetraedrului
AB'C'D’ si sfera circumscrisd tetraedrului BB'C’'D’ au centrele coliniare.

110. Daci notdm cu @, 3, y unghiurile pe care diagonala unui paralelipiped drep-
tunghic le formeaz} cu cele trei fete care pornesc din acelasi varf cu diagonala, s3 se arate
c# are loc inegalitatea:

4 " ;4 8
sin® o + sin® B + sin 7+sin4a+sin4ﬂ+sm v

111. Se considerd o sferd inscrisd intr-un con circular drept. S& se arate cd raportul
volumelor celor doud corpuri este egal cu raportul ariilor lor totale.

112. Se considerd piramida SABC unde ABC este un triunghi dreptunghic cu
ipotenuza BC de lungime a si unghi ascutit B de misurd . Muchiile laterale SA, SB,
SC formeazd cu planul (ABC) unghiuri congruente de msurs 3. S& se géseascd volumul
piramidei §i mésurile unghiurilor Z.S-'{\B, E—\SC, CSA.

113. Se di un con circular drept cu generatoarea de lungime a. S3 se calculeze
volumul conului, stiind c& existd trei generatoare perpendiculare doud céte doua.

114. Fie ABCD un tetraedru dee volum V si o dreaptd d care trece prin centrul I
al cercului inscris in triunghiul ABC. Dacd ABNd = {P}, ACNd = {Q}, s& se arate ci

b + c _at+b+ec
vol[DAPC) ' vwil[DAQB]  V

unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor triughiului ABC.

115. S& se determine forma sgi perimetrul sectiunii unui cub ABCDA’B'C'D’ de
laturd a, prin planul determinat de punctele E € (BD), astfel incdt BE = EBD, F e
(A'D’), astfel incat FA' = FD' si {G} = BC'NCB'.

116. Doui sfere egale si de razi r sunt tangente exterior in punctul A. S& se
calculeze volumul cilindrului circular drept circumscris celor doud sfere.

117. Doui sfere de raze r si respectiv R (0 < r < R) sunt tangente exterior in
punctul A. S3 se calculeze aria totald si volumul trunchiului de con circular drept care se
poate circumscrie celor doud sfere.

118. Un con circular drept are raza egald cu a (¢ > 0) si inltimea egald cu b
(6> 0), cu a <b. O sferd cu centrul in centrul bazei conului §i cu raza egald cu a imparte
conul in doud corpuri, ale ciror volume se noteaz3 cu V) si respectiv V2. S& se calculeze -

valoarea raportului 71

2
119. Trei sfere de raze 71, 72, r3 (0 < 71 < 7y < 73) sunt tangente exterioare doud
cate doud. S3 se determine raza unei sfere care se poate circumscrie celor trei sfere.
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ALGEBRA

CLASA A XI-A

ALGEBRA
Capitolul I. DREPTE SI PLANE

1. Si se determine ecuatia carteziand implicitd a dreptei d stiind ci:

i) punctul A(—1,1) apartine dreptei d si vectorul siu de directie este (3, 5);

ii) O € d si vectorul normal este @ (3, 5);

iii) este paraleld cu prima bisectoare, originea se afli la distanta de 10v/2 unit#ti

fatd de dreaptd, iar aceasta taie axa Oz in partea cu z < 0.

2. Fie dreptele d si d, care verificd urmitoarele conditii:

m(tz\ch) = %; dnd, = {A(2,-2)}; vectorul de directie al dreptei d este & = (v/3,1).
S& se determine:

i) ecuatiile celor dou# drepte. Cate solutii are problema?

ii) distantele de la O la dreptele de la punctul i).

3. Fie A(4,1), B(—2,4), C(—4,—2). S& se determine:

i) m#sura unghiurilor triunghiului ABC;

ii) perimetrul si aria triunghiului ABC;

iii) ecuatia §i lungimea medianei din A, a triunghiului ABC.

4. In triunghiul ABC, M este mijlocul lui [BC], BP este indltime, M(0,2),

P(1,-2), BC = 4+/5. S4 se determine:

i) coordonatele centrului de greutate G;
ii) ecuatia si lungimea indltimii din A4;
iii) aria, coordonatele vérfurilor triunghiului ABC, perimetrul trapezului ABCD

(AC||BD, AC = 2BD);

iv) mésura unghiurilor paralelogramului ABEC si coordonatele punctului E;
v) coordonatele centrelor cercurilor inscris si circumscris triunghiului ABC si razele

acestor cercuri.

5. Se dau dreptele d; de directie 7 trecand prin punctul A si d, perpendiculari

pe 7 contindnd punctul B; #=(3,1); @ = (~2,1); A(1,1), B(~1,1). S& se determine
ecuatia locului geometric al punctelor egal depirtate de dreptele dsi ds si si se reprezinte
grafic acest loc geometric.

6. Fie A(l,1), B@4,5), Cla,b). S& se determine multimea qu{C(a, b) | ApaBc=6}
7. Si se scrie ecuatia planului A, daci:

i) A(1,2,-1) € A, Oz C A;

ii) AB C A; A(1,2,-1), B(a,1,-2); Oz LA.

Pentru ce valori ale hui a planul este unic determinat?

iii) C(3,—3,-1) € d de vector normal 7 (1,1,1);

iv) A||(ABC); A(1,2,-1); B(1,1,-2); C(2,2,-2) stiind ci d(0,A) = 2.

8. Se dau planele A : 3z +4y+52—-9=0siA;: 22 +y—52+7=0. Si se

determine ecuatiile parametrice ale dreptelor:

)di=ANA); ii) daf|A, dy C Ay, E(2,2,1) € d;
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iii) BC C A; AC“Al, BClANA,, ACLANA,.

9. S& se determine:

{M € Spatiu/AB - MP = 0|A(2,0,2); B(0,4,0); AP = —2BP}.

10. Si se determine multimea punctelor M din spatiu, stiind c3 MA.MB = 0,
A(3,3,3); B(-3,3,-3)

~ 11. Se dau punctele A(3,5), M(-1,3), N(4,1). Se cere:

a) ecuatia dreptei dus3 prin A, paraleld la M N;

b) ecuatia perpendicularei din A pe M N;

¢) ecuatiile dreptelor duse prin A si inclinate la 45° pe MN.

12. Se d3 un punct fix A(e,b), un punct variabil M(a, a— a) si dreaptay = ma +n.
S& se determine coordonatele punctului M, astfel ca AM si fie paraleli cu dreapta dati.
Aplicatie numericd: A(1,3) si dreapta 5z —3y+10=0

13. Se dau grupele de cate trei puncte:

4 2

A (—2;-,2), B (5,4), C(1,5);

4 (-%,1), B (—1, g) C'(2,-5).

S4 se spund daci fiecare grups are puncte coliniare si in caz afirmativ si se scrie
ecuatia dreptei pe care se gisesc.

14. S& se determine punctul M(A, A), astfel ca el s3 fie in linie dreaptd cu punctele
A(1,-2) §i B(2,4).

15. Se di punctul A(~3,5). S se scrie ecuatia mediatoarei segmentului OA.

Capitolul II. ALGEBRA MATRICELOR

o (1 27 2 1 -5 o
1. Fie A= (_2 3 5), B = <4 -6 0 ) S4 se calculeze A + B; A — B; 24;
3B; 24 + 3B.

2. S se determine matricele A, B, C, X si Y, stiind ci:

a)A—l—(sa —2a 4)+2(b —a—-4+c d)=0;

6b c—2 3d 9 3e -3
n T 4n-1
~ [ k K2 1 gk
b)B‘k};(lﬁ (2k+1)”)’ 0 C= ,;, (i"'k i””)’
11 -23
- 5Y =
3X -5 19 15 )
4X +3Y = 9 20)
. 21 . 1 2 -3
3. Fie A = 3 9 € Mp(R)si B = 21 5 € M 3(R). Si se calculeze
- produsul AB. Are sens produsul BA?
. 1 -3 5 2 1
4. A= (_,) 4 3) §iB=1]3 5 }.Ausens ambele produse AB si BA? In
- 4 —6

caz afirmativ s se calculeze aceste produse. Are sens diferenta AB — BA?
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-1 4 1 2 0 1°
5. Se dau matricele: A = ( 0 3 1 ) i B= (1 0 2) . S4 se calculeze:
-2 2 -1 111
a) A+ B; ABsi BA; b) A2si B2, A’ - B?, ¢) AB- BA.
6. Doud matrice A, B € M,(R) sau A, B € M,(C) comutd dacd are loc egalitatea
AB = BA. S& se aratd ca urmétoarele matrice comuti: .
aj Oy, si A (unde O,, este matricea nuli de ordinul 1, avand toate elemetele cgale
cw0): 0, A=A-0,,=0,
b) I, si A (unde I, este matricea unitate de ordinul n, adic avand toate elementele
de pe diagonala principald egale cu 1, iar celelalte egale cu 0): I, - A=A .1, = A.
c) Doud puteri oarecare ale aceleiagi matrice A: AP. A7 = AY. AP = AP+9 (p,q € N).
d) Doui puteri oarecare a dous matrice care comut¥: A*B* = B*¥AP (h,k € N).
e) Doud matrice scalare:

a 0 O ... O b 0 0 ... 0
' 0 a O e 0 0 b 0 0
A=10 0 a ... 0 |,B=]|0 0 0 |,
0 0 0 .. a 0 0 0 ... b
ab 0 0 ... 0 ' ‘
: 0 e 0 ... O '
AB=BA=| 0 0 ab ... 0 {;
‘ ¢ 0 0 ... ab
f) Doud matrice pseudoscalare:
ag 0 0 ... O bhb 0 0 ... O
0 a2 0 ... O 0 b O 0
A= 0 0 az ... 0 ,B'o= 0 0 b3 0 1y
0O 0 o an 6 0 O bn
G1b1 0 0 0
0 ab O 0
AB=BA= 0 0 asbs 0 |;

0 anby

0 o ...
a b ¢ d 1 2 0 2
94= ("% o) 5=(5 ) ma=( 2= 3)
7. S& se arate cd dacd A, B € Mu(R) sau A,B € M,(C) i AB = BA, atunci au
loc egalitatile:

a) A™ — B™ = (A~ B)(A™1 4 A"2B 4 Am~3B? 4 .. 4+ AB™-2 4 Bm-1);

b) (A+Bm=am+ (T )amiB+ (G )am2B2 4.+ (T} ) B™
8. Fie A, B € M»(R). S& se arate cd AB — BA # I,.
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9. Pentru orice matrice A € My(R) sau A € C,(R):

a1 @12 413 ... Qln
G21 Q22 @23 ... Q2n
A = 231 az2 Q33 ... Q3n
Gn1 Qp2 Qn3 ... Qun

se defineste urma matricei prin egalitatea: Tr(A) def a11+a2+ag+...+agt)
(suma elementelor de pe diagonala principals).

a) S& se calculeze Tr(0y); Tr(1,);

b) S& se demonstreze egalitatea: Tr(AA) = ATr(4) (A € C);

c) S& se demonstreze egalitatea: Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B).

d) S& se demonstreze egalitatea: T7(AB) = Tr(BA).

10. S& se demonstreze ci, daci A, B € M,,(C), atunci egalitatea AB — BA = I,
este imposibili.

11. a) Se hoteazd [A, B] = AB — BA (matricea [A, B] astfel definity find numiti
parametrul Poisson? ) al lui A gi B). Cum se transcrie rezultatul din problema 10?7

b) S& se stabileascd identitatea lui Iacobi:3):

[[Aa B]’C] + [[B’ C]vA] = [[C) A])B] =0.

12. Fie A= (z 3) € M2(C) cu proprietatea AX = X A pentru orice X € M2(C)

(adicd A comut orice matrice pétratcs de ordinul IT). S se arate c& existi A € C, astfel

incat A = (6\ 2\) (sau echivalent A = AI3; se spune ci A este un multiplu scalar al

matricei-unitate).)
. 1 -1
13. Fie A = (2 2
incat AX = XA. .
14. S3 se calculeze produsul AB pentru urmitoarele perechi de matrice A si B,
ardtand cd se obtine matricea nuli:

a)A=G g)¢o;3=((1’ (1’)¢o;
b)A=(; i)#o;B:(i‘; f_ze);eo;

4 2 -2 1 -2 3
)A=| 6 3 -3|#0;B=(2 -1 0] 0.
-10 -5 5 " \4 -5 6/

(Doud matrice pétrate de acelasi ordin n, A, B, nenule, al ciror produs este matricea
nuld, se numesc divizori ai lui 0.)

15. a) S se calculeze A2, dacd A = ( 2 1).

) € M2(Q). S& se determine matricele X € M3(Q), astfel

-4 2

1) Notatia provine de la cuvantul trace, care in limbile francez gi eneglez inseamnd urma4.
2) Dénis Poisson (1881-1840), matematician francez.

3) Karl Jacobi (1804-1851), matematician german.

4) Proprietatea este valabild gi in cazul nmatricelor p#trate de ordinul n
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000
Este A divizor al lui zero? S& se calculeze A", n € N*.

bhh b
16. Fie A = (a1 a2 ); B = ( 12 ), doud matrice cu elemente numere reale

011
b) S4 se calculeze A%, daci A = (0 0 1).

ar oz B1 P
sau complexe. S# se verifice prin calcul identitatea:

det(AB) = det(A) - det(B).
(Determinantul produsului este egal cu produsul determinantilor.)*)
17. S& se stabileascs egalitatea det(A™) = (det(A))™, A € My(C).

18. Se considers ecuatia z2 +3pz+2q = 0, unde p, g € Rsi fie 21, z2 si z3 ridécinile
ecuatiei.

a) Se noteazi:

1 1 1
A= Ty T2 3|
o of o}

S4 se arate ci A% = —108(p® + ¢2).
b) S4 se deduci de aici o conditie necesari ca ecuatia s& admiti numai ridécni reale.
c) Este aceastd conditie suficient?

19. Fie pentru orice a € R, matricea M(a) € M3(R) este definitd prin egalitatea:

M(a) = cosa sina
—sina cosa /)’

a) S4 se stabileascy identitatea: M(a)M(B) = M(a + B);
b) S# se determine (M (a))".

20. a) Fie A = (_01 _01) = —I,. Si se calculeze A2, iar apoi si se deducd

I, daca n=2k
. n ’ 2)
formulele: A" = { " da n=2k+1

Si se explice rezultatul obtinut, {indnd seama ci A = M(w) (cu notatiile din pro-

blema 19.
b) Fie A = (_01 (1)) S se calculeze A2, A3, A%, iar apoi s se deducé formulele:
I, dacd n=4k
A, daci n=4k+1
~I;, dacd n=4k+2

—A, dacd n=4k+3

S se explice rezultatul obtinut, {indnd seama cd A = M (

A" =

T

2
1 ¥ _1 W3
c) Fie A= 2 2 S se arate ci: A2 = 2 2 |si
A Al : /5 1
2 T2 2 T2

L)Proprietatea este, de asemenea, valabilé gi in cazul matricelor pitrate de ordinul n.
2) Prin conventie A® = I3 pentru orice matrice A € M2(C).
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10 I, daci n =3k
A3=( )=Ig,iarapoic5.:A“= A, dacd n=3k+1

01 A%, dack n=3k+2
. 2T :
. . COS? sm-g- o . .
Observind cd A = O o | =M (?), si se explice rezultatul
—Sln—3— 008-3—
obtinut.
21. Fied=( ¢ b ,undea,bcRsgi0<a?2+b2<1.
- \-b a

a) S& se arate ci matricea A" este de forma (_al,: Z"), unde (@n)n>1, (bn)n>1
sunt doud giruri de numere reale. T

b) 53 se demonstreze ci sirurile (an)n>1 $i (bn)n>1 sunt convergente si au limita zero

22. Se consisder sirul lui Fibonaccil) (Fn)n>1, definit de egalitdtile F; =1, F, =1

§i Fut2 = Fpyy + Fy, pentru oricen > 1 i fie A = (1] i) S se calculeze A2, A3, A%,
iar apoi s3 se arate pri inductie ci, pentru orice n > 1, avem: A" = (F";l Fn )
’ F, Fn+1
A1 0
23. Se considerd matricca A= |0 A 1|,unde AeR.
0 0 A

a) Observand ci A = S + N, unde am notat

100 010
S=Ms=x{0 1 0)sinN={0 0 1],
001 000

s4 se arate ci SN = NS si ci N =0.
b) S& se calculeze A™.
24. Urméand metoda din problema 23 sd se calculeze A™ daci:

a 0 0 1 00
a)A=\|2a a 0]|; b)A=|b 1 0}.
3¢ 2¢ a 0 c1

25. Fie A= (Z Z) o matrice cu elemente reale sau complexe.

a) Si se calculeze matricea notatd P(A), definitd de egalitatea:
P(A) = A% - (a+d)A+ (ad — be) ],
aritdnd ci P(A) = O2. (Teorema Hamilton?)-Cayley®) -Frobenius®); pe scurt HCF.)
b) S& se rescrie identitatea P(A) = 0 utilizind Tr(A) si det(A).
26. Si se scrie teorema HCF pentru urmitoarele matrice:

A)a(; i); b)A=<§ ?) c)A=(f g)

1) Leonardo Fibonacci (1175 - 1240), matematician italian

2) William Rowan Hamilton (1805 - 1877), matematician englez
3) Arthur Cayley (1821 - 1895), matematician englez

4) Georg Frobenius (1849 - 1917), matematician german
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1 3
2 4

a) S& se obting, prin calcul direct, A2.

b) S& se scrie teorema HCF pentru matricea A, iar apoi din relatia A% = 54 + 215,
s3 se regdseascd rezultatul de la punctul a). '

28. Si se scrie teorema HCF pentru fiecare din matricele urmitoare, iar apoi si se
deduci matricea A2, obtinand rezultatul mentionat pentru fiecare caz in parte:

(-1 1 2 4 (-2 -4
a)A_(2 5 ) e A? = 4; b)A_<2 X

—_ -1 -3 2 _r4. — 1 0 2 _ 7.
c)A-(2 6) ...... A% =5A; d)A_-(_1 _1) ...... A = Io;

27. Se di matricea A=

(2 1 2 _
e)A—(__4.' _2) ...... A —02.
29, Fie A = (Z‘ g) in baza teoremei HCF, si se formuleze o reguld pentru

ridicarea la puterea n a matricei A4, in cazurile:
(1) ad — bc = 0 (se va nota a + d = p); (ii) a + d = 0 (se va nota ad — bc = —46).

30. Fie A= (Z’ 2),_unde ad —bc=0,iar B= I, + A.

a) S¥ se arate cd A¥ = pF~14, undep=a+46,k> 1.

b) Utilizdnd rezultatul precedent, s# se determine B™.

31.* Se considerd matricea A = (_31 i)

a) aplicand teorema HCF, si se exprime A? in functie de A si I, obtinandu-se o
relatie de forma A% = aA + BI,.

b) Punidnd A™ = a, A + b, Iz, si se determine relatiile de recurenti verificate de cele
doua giruri gi s# li se calculeze termenii generali.

c) Din rezultatul de la punctul b) sd se deducd egahtatea

A ((n +2)2n-t n2n-1 )
—n2"~1 (2-p)2n-1 )

32. a) Se defineste, pentru matricea A = (Z 3

prin ecuatia ¢(z) gef det(A — zIz) = 0. S3 se expliciteze aceastd ecuatie.

b) Punand pentru orice X € M3(R), (X) = X% — (a + )X + (ad — be)l2, se
observi cii A satisface ecuatia @(A) = 0, obtinutd in mod formal din ecuatia de la punctul
a) prin inlocuirea lui z cu A si inmultirea termenului liber cu I,. S& se descrie pe o cale

asemanitoare ecuatia caracteristici pentru o matrice A € M3(R).
1 01

33. Se di matricea A = (0 1 0) € M3(R).

) € M2(R), ecuatia caracteristica

1 01
a) S se obtini, pe baza teoremei HCF, egalitatea A3 = 3A% — 24, iar apoi, dupd
calculul direct de la A2, s} se determine AS3.
b) S4 se verifice rezultatul obtinut pentru A3, pe cale direct.
a b

34. Se considerd o matrice A = (c d) € Ma(R). Se definegte aplicatia
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U4 : R? - R? prin egalitatea: W4 (( %,’ y=A(%)= (Z 3) ( ; ) pentru orice
vector ( § ) € R :
a) S4 se arate ci, pentru orice ( 3 ) € R?, ( 3, ) € R?si A € R, avem:
)

Ta((g)+ (5 ) =2a((F) +‘I’A((y1 Ta(A(F))=22a((§))

(Se spune ci aphca;xa U 4 este liniard; ea se numesgte aplicatia liniarj asociatd ma-
tricei A). :

b) S& se arate c§ urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) @4 injectiv¥; (i) ad —bc# 0;  (iii) ¥, surjectivi.

. b)GMg(R)§lB (7 ﬂ)eMz(]R).

35. Se considerd matricele A = 5

a) Si se calculeze produsul AB;

b) S& se demonstreze egalitatea ¥po ¥4 = U 4p.

36.* Se dau matricele nenule A = (i g) € M2(R). 5i B = (‘1) (1)) € Ma(R).

a) S& se calculeze produsul AB;

b) S& se calculeze ¥4 (( )) Tp(( %)), pentru (5 ) e R?si (%) € R? iar
apoi s3 se calculeze (¥p 0 ¥,) (( ¥))

c) S& se reprezinte aplicatia ¥4 pe o diagrami de la planul zOy la planul uQv,
aplicatia ¥ g pe o diagrami de la planul uOv la un plan XOY, iar apoi aplicatia Tgo U 4.
S& se explice pe aceasti cale egalitatea AB =0, degi A # 0 5i B # 0.

37.* Aceeasi problemi pentru A =B = (_11 _11) € Ma(R).

Capitolul III. DETERMINANTI

1. S& se calculeze determinantii:

|1 2] a+vb c+\/—
920=|% Y @oemsa) A4=[ 2 2 eweo

S& se exprime A4 in functie de a,b,c,d € R, dacl z = a + bi, w = ¢+ di (i = v=1).
2. Sa se calculeze determinantii:

cosa sina sina sing

) A=| Gia cose| @ER D) A= 7 cos g | (@P ER);
cosa sino
) 8= |me Se| @pery
1 t
d) A= 1;” li"t ,mdet:tg%(aelk,cucosg-;éﬁ).
VIt i+t

aiz+bhiy=c
ax+bay=cp '
(unde ay,b1,¢1,a2,b2,c2 € R) i unde avem aiby — azb; # 0. in acest caz, utilizand

3. Se consider} sistemul de dou# ecuatii cu dou# necunoscute: {
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oricare din metodele de rezolvare, se obtine c# sistemul admite solutii unice unice, date de

formulele:
abmob - _ @ e

a1b2 - agbl albz - agbl
Cum se exprim¥ aceste solutii, cu ajutorul determinantilor de ordinul II?.

4. Se considerd ecuatiile cu coeficienti reali sau complecsi a1z2 +bz+c =0si
a2z% + bez +c2 = 0, unde a; # 0, a2 7# 0 si by # ba. In acest caz, conditia necesari si
suficientd pentru ca ecuatiile s admita cel putin o ridécinad comund este:

(a1c2 — aze1)? — (a1b2 — azhy)? - (byez — b2e1)? =

S4 se exprime conditia cu ajutorul determinantilor.

5. Fiea,b,c,d € R.

a) S se verifice identitatea: (a2 + b%)(c? + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)?.

b) S# se exprime identitatea precedent cu ajutorul determinantilor de ordinul IL. 1

6. Utilizand regula lui Sarrus, si se calculeze urmitorii determinanti, obtindnd
valoarea indicatd in dreptul fieciruia:

a b ¢
a) A=|b ¢ a|=3abc—(a®+b +c?) (a, b, c fiind numere complexe);
c a b
e e 1 » .
b)A=|e2 1 ¢| (undece este o rddicind cubici complexi a unitétii, adicd
1 ¢ &

satiface ecuatia €3 = 1 si deci si ecuatia e2 +e+1=0.

7. Utilizdnd proprietétile de calcul ale determinantilor, si se arate ci, daca
a + b+ c =0, atunci determinantul de la punctul a) al problemei precedente este nul.

b) Se inscrie in aceast3 situatie determinantul de la punctul b)?

c) Din considerentele precedente si se deducd identitatea conditionata:

a® + b3 + ¢® = 3abe,

pentru a +b+c=0.

8. Utilizand regula lui Sarrus, si se calculeze urmitorii determinanti, obtinand
valoarea indicatd in dreptul fiecaruia:

1 a b a b -c
a)A=(-1 1 ¢ =14a2+b+c%b)A=|-a b c |=4abg
b —c 1 : a -b ¢

0 a b m 1 1
gA=|-a 0 ¢|=0 dJA=|{1 m 1|=(m-1)*(m+2).
b —c 0 1 1 m

9. S# se arate ci urmitorii determinanti sunt nuli (unde a, b, ¢, z, ¥, z sunt numere
reale sau complexe):
a—-b z—y ab—ac
b—c y—2z bc—
c-a z—2 ca— ab ;

2ab  a?+b® a+b
b)A=|a?+b> 2ab a+b|
a+b a+b 2

a) A=

1) Identitatea joack un anumit rol in teoria elementar¥ a divizibilit#tii, deoarece arat¥ c#, dac}, a,b,¢,d €
€ Z, atunci orice produs al unor sume de pitrate este, de asemenea, o sumé de patrate.
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10. Utilizénd proprietitile de calcul ale determinantilor, si se calculeze:

1 0 -1 1 1 1
a)A=[11 2|; b)A=|1 14a 1 (a,b € C);
21 -3 1 1 1+0b

sin @ cos ¢ sin @ sin cosd
c) A=| pcosfcosp pcosfsing —psind
—psinfsing psinfcosyp 0
11. S4 se calculeze determinantul thmdefmmlldel) de ordinul III:

A=la b ¢,
a? b ¢?
unde @, b, ¢ sunt numere reale sau complexe, aritand ci A = (@a—=b)(b—c)(c—a).2.

12. S& se calculeze, pe baza proprietitilor, urmitorii determinanti (a, b, ¢ fiind
numere reale sau complexe): ‘ ‘

1 1 1 1 1 1 1 1 1
a)A=fa b cf; b) A=|a® b 2|; c)A=|a® B 2
a® ¥ 3 a® ¥ 3 at ¥ ¢
1 % 1 1 1 1
da=(T 7 fl@bec#0y ea=|a2 2 2|
a b ¢ bc ca ab
1 1 1 1 1 1
f) A=|cosa cosf cos7 |; g)A=|cosa cosf cosvy |;
cos2a cos2f cos2y cos3a cos3B cos3y
1 ) 1 sinfa cos?a sinacosa
2 2 .
h) A=cos2a cos28 cos2y|; i)A= sTnzﬁ coszﬂ sx.nﬂcosﬁ .
cos3a cos3B cos3y STy costy  sinycosy

13. S4 se calculeze, pe baza proprietétilor, urmétorii determinanti, obtinand valorile
indicate in dreptul fieciruia:

(b+c)?  a? a?
a)A=| » (c+a)? b | =2abc(a+b+c);
c? c? (a +b)?
a-b-c 2a 2a
b)A=]| 2 b-a—c 20 [=(a+b+c)d
2c 2c c—a-—b

sin2a  sin(a+ ) sin(a+7)
c) A=|sin(la+f0) sin23 sin(f + v
sin(l@++v) sin(B+7) sin2y

=0

1) Alexandre Téophile Vandermonde (1735-1796), matmatician gi fizician francez, de origine olandezi.
2) Acest determinant se mai noteazs Va(a, b, c)
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14. S§ se arate ci in orice triunghi ABC avem, cu notatiile uzuale:

(f 11) f 1 a hphe
a)A=| & b c =0, b)yA=|1 b hcha|=0;
cosA cosB cosC 1 ¢ haho
a? b2 c?
be To TTe 1 a® a?b%c?
)A=lca 1 rera|=0; d)A=|1 b a%ic|=
lab re TeTs 1 ¢ a?h?c?

unde a1, by, ¢; sunt laturile triunghiului ortic al dreptunghlulm ABC.
15. S se calculeze determinantii A = |a;;| 1<i<3 , dac elementele a;; sunt date
1<j<3

de formulele: ' i

a)ay=i—j; b)ay=li—j c)ay= ( ; );‘); d) a;j =i +j.

16. Un determinant de ordinul 3 cu elemente numere reale, are elementele de pe
diagonala principals egale cu 1, iar suma elementelor de pe fiecare linie si respectiv de pe
fiecare coloand egald cu 2. S& se arate cd:

a) dach se noteaz elementul de pe linia inti si coloana a doua cu z, atunci:
1 z l1-2z )

A=jl—-z 1 T
T l1-2 1

]

b) A > 0, pentru orice € R.

17.* S3 se arate ci dezvoltarea determmantulul
1 X? X1

A(X) = |cosnf cos(n+p)d cos(n+q)f|,
sinnf sin(n+p)d sin(n+q)0
unde n,p,q € N, 8 € R (iar X este nedeterminatd), conduce la un polinom divizibil prin
X2 —-2Xcosf+1.
18. S se calculeze, pe baza proprietatilor, urmatorii determinanti (a,b,¢,d € R):

11 0 -2 1 2 -5 4 1 1 1 1
211 3y o 12 7| . |1 14e 1 1|
AA=|] 5 5 4 DA=|1 5 3 4 921 1 145 1
11 2 -1 2 1 7 =3 1 1 1 l14c¢

1 1.1 1 a b ¢ d e a® a® at

a b ¢ d a® ¥ & & a® a% a7 af
DA=)n 2 2 gli ODBAT|g p 3 B A=y 2 s
ad ¥ & 48 et b & & e 2 &

19. S4 se calculeze determinantii A = |a;;| 15i<4 dacs elementele a;; sunt date
15524
de formulele:
a)ay=7—1,(1<4,35<4); ba;=*-j5,(1<4,j<4);
¢) aij =max(i,j+ 1), (1 <i,5<4); d) ay =min(E+2,j+1), 14,5 <4).

1) Notatia ( ) cu j € N desemneazi simbolii binomiali, care, daci i e Ngii 2 j reprezmt& numérul

combindrilor de i obiecte luate céte j, ( i ) e 1)(11 - 22) 3 ( —jt+1) , iar dac& i < 7 sunt nuli.
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20. Si se demonstreze egalitatea:

0 e b e
-a 0 d ef_ 2
b -d 0 f = (af — be + cd)2.
- —e —f 0

21. S& se rezolve ecuatiile (in necunoscuta z):
-z 2 3 4

11 2
2 3—-z 4 1
a)|l z 1|=0 b) 4 _ =0.
z 1 1 3 4 l1—-z 2

4 1 2 3-z
22. Se considers, legat de determinantul A = laijl, 1 <4, j < 4, formula:

A=) €(0)1,0(1)82,0(2)83,0(3) 84,0 (4) -
agES,
Cu ce semn apar in formul¥ termenii: a) aj1a22a33044; b) 120210330447
23. Cu notatiile de la problema 22, s¥ se arate ci daci aj; = G5 pentru
i,7=1,2,3,4, atunci A este un numdir real,

Capitolul IV.
RANGUL UNEI MATRICE MATRICE INVERSABILE

1. S3 se arate ci:

1 -1 3
a)A={-3 3 2 ) => rang(A) =
-7 7 -1
1 2 -1 1
b) A= ( 2 1 1 —1) = rang(A4) =
-5 2 -7 71
I 2 -10
9a=|3 2 L Yo rang) =1,
1 2 -1 0
2. Sa se determine rangul urm#toarelor matrice:
1 2 -1 3 (1) f "21 (1’
a)A=|4 5 1 2 |;b)A= ;
21 3 -4 21 3 1
6 1 -2 -1

3 2 -1 -3 -2 3 4 &5 7 2
c) A= ( -1 3 1 —3);d)A,=(1 3 7 -1 9);
5 -5 -6 1 2 -4 -4 18 -9
0 1 11
g ;f)A=(1 2 3).
1 1 49

38.* Si se géiseascd rangul tuturor matricelor de la problemele 1 si 2, prin metoda
diagnalizarii.

e) A=

ooHn-l.hlo

0
1
1
0
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4. S3 se determine rangul urmtoarelor matrice, efectudndu-se si o discutie in raport
cu parametrii reali care apar:

cos o sina 1 0 ¢ 12 -14
a)A=(cosa cosa ); b)A=(0 1 q>; gA={-1 3 0 ;

2 m 3
1 m -1 2 3 1 4 ¢
dJA=12 -1 m 5]|; e¢A=|0 -1 3 ;

1 10 -6 1 5 2 a?

2 —-a 3 9 a a a b 00
flA=|-2 1 -3a 4|; ggA=|a a a}; hyA=|b 0 b ;
\N2 0 e a a a a 0 0 b

5. S3 se gseascy rezultatele din problema 4, pe baza metodei digonaliz&rii.

6. Fie A= (2 3) € M2(C) cu proprietatea ci A = det(A) = ad — be # 0.
1 d -b
o -1 __
a) Sdsearatecd A7 = d—te (—c a )

b) S& se formuleze in cuvinte o reguld pentru obtinerea, plecand de la matricea A,
a matricei adjuncte (—dc ;b).
c) Si se verifice egalititile A™'A= I si AA™! =L,
111

7. Se d& matricea A = (1 2 3 ) € Mc(R)
1 49
a) S3 se calculeze det(A), obtindndu-se det(A4) = 2.
b) S% se determine matricea invers§ A~
c) Si se verifice egalititile A"'A = I3 si AA~! = I5.

2 -1 4

9. a) S# se arate ci matricea I, este inversabild si c (In) = In.

b) Si se arate c3, daci matricea A € My(C) este inversabils, atunci matricea Al
este, de asemenea, inversabild gi (A7!)” = A.

c) S& se arate c#, daci matricele A, B € M;,(C) sunt inversabile, atunci, matricea
AB este, de asemenea, inversabili si (AB)™' = B~14"1.

10. Fie A € M,(C) o matrice inversabili. S& se arate ci urmétoarele perchi comuta:

a) Asi A7 b) AP si AT (p,g€Z).V

11. Fie A, B € My(C) doud matrice inversabile, care comut (adici AB = BA),
S# se arate ci si urmitoarele perechi de matrice comuta:

a) A'si B; b)Asi Bl c) A~lsi B~L

12. Fie U,V € My(C), astfel incat UV = I,. S# se demonstreze ci are loc egalitatea
VU =1I,.

13.* Fie A, B € M,(C) dous matrice fixate, cu proprietatea c§ AB = A+ B. S&
se arate c#, in acest caz, A §i B comuti.

3 -1 0
8. Aceeasi problem# pentru matricea A = (2 1 1) .

1) Dack A este inversabils, iar p € Z, p < 0, p = —r (r € N, r > 0) atunci AP = (A~1)" = (A7)~
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14. Fie A € Mn(C), astfel inct existd k € N* cu proprietatea A* = 0,. Si se
arate c& matricea I, — A este inversabild gi ci (I, — A)~1 = I, + A+ A2 +... + A1,

15. Fie A € M,(C), A # 0, pentru care existi B € M2(C), B # 0, astfel incat
AB = 0. S& se arate ci A nu este inversabil. ‘

16. Fie A € M,(C) inversabili. S¥ se arate c nu existi B € My (C), B # 0, astfel
incat AB = 0.

17. a) O matrice A € My(C) are proprietatea ci existd un numir k € N, astfel
incat A* = 0. Si se arate ci det(A) = 0. S& se determine cel mai mic numir k de mai sus

2 1 011
incazulmatricelorA:( ),B: 00 1].

-4 -2 00 0
b) Dacd A € M3(R) si det(A) = 0, rezulti ci existd k € N*, astfel incat A% = 0?
S& se studieze cazul matricei A = _21 _21

18. 53 se determine parametrul a € R, astfel incit matricele urmstoare si fie
inversabile si si se calculeze inversa:
1 a a-1 In3 a In4
i)A=( 3¢ a -1 ); ii)A=(a In3 ln4);
2¢a+2 0 -2 Ind a In3

a? (a+1)? (a+2)? 1+sin2z -1 1
ii)A=| (@+3)® (a+4)® (a+5)?}]; iv)A= sin®z  cos’z sin2z |.
(@—2)% (a-3)? (a—4) cos?z  sin’z sin2r
19. Fie A = :1 bl € M;(C), inversabili. Se considery sistemul de ecuatii:
2 be

{ az+by=c
ax + bgy = C2
Se mainoteazi @ = (§ ), @ =( 8 ).
a) S& se scrie intr-o singurs ecuatie sistemul, folosind A4, % si .

b) S& se arate c& @ = A~ si si se regiseascd formulele uzuale de rezolvare.
20. Fie A, B € M,(C), A inversabil.

a) S se rezolve ecuatia matriciali AX = B (X € M, (C)).

b) S& se rezolve ecuatia matriciald YA = B (Y € M,(C));

c) S& se rezolve ecuatia matriciald AZA~! = B (Z € M,(C)).

21. S4 se rezolve ecuatiile matriciale (X,Y, Z € My(R)):

2 5 1 2 2 5 1 2\
o1 5)x=( 8 (i 3)-( %)

2 5 3 5 1 2
o (3 5)7(13)=( o) |
22. a) Fie A, B,C € M,(C), A si B inversabile. Sésergzol.ve ecuatia A-X-B=C

(X € My(C)).
b) S& se rezolve ecuatia matriciali:

(§ ;)X(—ss _23)=(—32 f) (X € Ma(C)).

(61,02 € R)
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Capitolul V. SISTEME DE ECUATII LINIARE

Folosind teorema lui Cramer, si se rezolve sistemele:

’

321+2x2+x3="5
1. 2z1+3z2+23 =1 ; 2.

2z +z2+323=11

[ z1+ 2o+ 223 +324=1
3z — 23— 23 — 204 = —4

| 21 + 222+ 323 — x4 = —4

( 1+ 222 +3z3+424 =5

5 221+ 22 +223 +34 =1

) 1 3z, + 210+ 23+ 224 =1
4z, + 3z + 223 + T4 = -5

2z; +3zy—z3—24=—6 ;

T + 222 + 423 = 31
521 + 22 + 223 =29 ;
3z, — 22+ x3=10

2Ty — oy — 223 — 3x4 =8 ;
3z, 4+ 222 —x3+224=4

{ T, + 222 + 323 —2z4=6
4.

Ty +x2+23+T4=0

Ty + 202+ 323 +434 =0
z1 + 322 + 623 +10z4 =0
1 + 4wy + 10z3 + 2024 =0

Utilizand metoda eliminirii lui Gauss, aritati c& urméitoarele sisteme sunt compa-

tibile si determinati solutiile lor.

2m1—x2—z3§4
7. 3z, +4z2 — 223 =11

3z1 — 220 + 4x3 =11

2z1 — 22 +3x3 =3
9. 32y +22—523=0 ; 10.

421 — T2 +23=3

T, + 229+ 3z3 + 424 =11

1 2z1 + 322 + 4T3 + 14 = 12

3z +4x2+ 23+ 234 = 13 )

4z, + o + 223 + 324 =14

S4 se rezolve matricial sistemele:
. z+2y—3z2=4
13. ¢ 2z—-y+4z=8 ;14.
3z+2y—5z=8
16. {2m—z= 1
—-z+8y+32=2

T—y+z=2
4z4+3y+z=

z+2y+32=15 ; 18.

2r+4y—z=1 3z+y—2=0
; 17,
—z+4dy+z=-1

Ty + 2o+ 223 = -1
22y — o +2x3 = —4 ;
4z + 2o + 4x3 = —2

o1+ 2+ a3+ 34 =—1
2y —Tp—x3+2g=-6 ;

—z;+ 313 +223 — 324 =8

201+ 2o+ T3+ Ty +T5=2
1+ 222+ T3+ 24+ T5 =
12. Ty +22+3z3+ T4+ 75 =3
T+ T2+ 23 +4x4 + 75 =—2
T1+To+ 23+ 24 +525 =5

2r+y+2z=3 ;
—4z+3y+2z2=5

T+2y+32-2t=6

20 —-y—2z-3t=8
3c+2y—z+2t=4 "'
2z —3y+2z+t=-—8

2z+y—z=1 2z +2y—2z=3
; 18.
3

S# se analizeze daci urmétoarele sisteme sunt compatibil determinate:

3z+dy+z+2t=2"""

T+2y+3z+4t=4
19. 2a:+3y+4z+t=3_20
4z +y+2z+3t=1

z+3y+6z+10t =
T+4y+10z+20t =4

rz+y+z+t=1 o
T+2+32+4t=2 c+y+2z=2
3 ; 21,

2z + 3y + 4z = 5;
3c+5y+62=38
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1+ 2x2+ 3z3+ 4y + ...+ nzp=1
=21+ 3z3+ 44+ ...+ nTy=2
23. T1— T+ 4x3+ ... +nTp=1

(z+2y+3z+4t=1
22+3y+4z+5t =1
3z+4y+5z+6t=1’

iz 6 Te=1  [rrrrerreeeeeeeneeediini
\4z + 5y + 62 + _x1_2;32—3a:3—4$4+...+(n-'l)wn—l.:n

[ @1+ 222+ 2234+ 204 +... + 2z =n

2z + 200+ 223+ 224...+ 22 =n—1
2z) + 222+ 323+ 204 +...+ 20, =n — 2
20y + 220+ 223+ 424 +...+ 22, =n—3

22. ¢

24, (<

.................................

\ 221 + 223+ 223+ 224+ ...+ 02y, =1
Folosind teorema: Conditia necesard gi suficientd ca sistemul S sd fie compatibil,
este ca rangul matricei sistemului s& fie egal cu rangul matricei eztinse a lui S (Kronecker-
Capelli), s& se studieze compatibilitatea sistemelor:
rz+2y—3z2=5 z+y—4z+u=1 '
25.{2x—5y+4z=4; 26.{w+y—3z+7u=2 ;
r—y—-2z2=11 3z+3y—142-9u=1
f —_
2ty—ztt=1 z+y+2z=1

27, -WH=k-3=2 . { 2w—y+z+3t=2;
Sr+y—z+2=-1
| 2r—y+z—3t=4 z+2y+3z-t=1
(z4+y+z+t+u=4 4 z+y—2z+t-u=1
3z+2yt+z+t—3u=-2 30 2 —y+T7z-3t+5u=2
Y+2z+2t+6u=23 ! ") r+3y—-2z2+5t-Tu=3
\ Sz +4y+32+3t—-u=12 3z —-2y+T7z—-5t+8u=3
Folosind teorema: Conditia necesard gi suficientd ca sistemul S de ecuafii liniare
cu m ecualii gi n necunoscute, avind rengul r, r < n, si fie compatibil, este ca tofi
determinantii caracteristici ai sistemului & fie nuli (Rouché), s# se studieze compatibili-
tatea sistemelor:

z+y—4z4+u=1 4z — 2y + 2z + 4t =2
31. ; 32.

29. <

z+y—3z+Tu=2 2x4+2y+42+2t=4 ;
3z + 3y —142—9u=1 3z-2y+22+3t=1

(2 + 4y —32=11 T—2y+3z—-4t=4
7z2—-3y+52=6 z+3y—4t=1 .
33. J3m+y—8z=15 ! 34. Yy—z+t=-3 ’
\6z — 5y + 112 =—4 -Ty+3z2+t=-3
( 2z+y—2-t+u=1 2z -2y+z—-t+u=1
35. « T-y+z+t-2u=0 . 36. c+2y—z+t-2u=1
3z4+3y—32-3t+4u=2 4z — 10y +52—-5t+Tu=1
\ 424+ 5y —65z—-56t+Tu=3 2z - 14y +7z—-Tt+1llu= -1

Folosind conditia necesars si suficient} ca un sistem omogen de ecuatii liniare si
admitd si solutii distincte de solutia banald care este ca rangul matricei sistemului si fie
strict mai mic decat num#rul de necunoscute, s se studieze urm#toarele sisteme gi sd se
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rezolve:
(22 —-Ty+8z—-3t=0 2z +3y—2+5t=0
37. 3z+3y—-11z2+6t=0 38. z—y+22-T=0
") 6z+12y—142+3t=0" dr+y—-32+6t=0"
[ 4z —yy+62z-5t=0 T—2y+4z—-Tt=0
(( 3z +4y—52+Tt=0 z-2y+z~t+u=0
39 2z —-3y+3z2-2t=0 . 2c+y—2z+2t—-3u=0 |
: 14:z:+11y—13z+16t=0 2\ sz-2y-z+t-u=0 '’
Te—2y+2z4+3t=0 2z —5y+2—-2t+2u=0
224 3y—~z+5t=0 z4+y—3t—u=0
4l Sz-y+2:-Tt=0 ., z-y+2z—t=0 .
4xr+y—3z+6t=4 4z —-2y+6z+3t—4u=4
z—2y+4z—-Tt=0 2z +4y—2z+4t—Tu=0
S se rezolve si s# se discute sistemele dupd valorile parametrilor reali ce intervin:
z+y+z=2 (m+3)z+y+2z=m
43.{2x—y—2z=—2 ;. 44 {mm+(m—1)y+z=2m ;
z+4y+m=38 m+1l)z+my+(m+3)z=3
z+ (m+l)y+2z=2+m-—-m? 2m+1)z-y—(m+1)z=2m
45 {mm+y—z=4‘ ; 46, {3ma:—(2m—1)y—(3m—l)z=m+1 ;
T — 2y —mz=—2+3m—m? (m+2)z — y2mz =2

mr+2y+2z=1 : -mz+y+z=3
47 mz+3y+2z=1 ; 48. { z+ny—2=2
mz+2y+5z2=2n—1 mr+y+z=4

Exercitii tip grild cu sisteme de ecuatii liniare.

49. Fie sistemul, compatibil dublu nedeterminat:
2z —-3y+4z—-bu=-1
{ z+9y+az+u=3 ,a,b,eeR.
5z —6y+10z+b-u=c
Arstati c& a + b+ c are valoarea: a) —2; b) —12; ¢) 0; d) 1; e) 2.
z-2y+z—-t=0
26 —y+3z24+(m-3)t=0
z+y+z+t=0
z+(m-1)y+2z+mt=0
solutia nuld dacd m este:
a)—2 b)2 ¢)-1; d)0; el
51. Pentru care valori ale parametrilor reali m §i n sistemul:
mr+y—2z=2 ,
{ 2c+y+3z=1 , m,n € R este compatibil nedeterminat?
2m-1z+2y+2=n ‘
aym=3,n#3 bym=3,n=3 c)m#3,n#3;
dm#3,n=3; e m=3n#0.

50. Sistemul: , m € R admite si solutii diferite de
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3z+y—2z=95

52. Fie sistemul: { z—2y+z=n ,mmnekR.

mr+y+z=6 '

Determinati valorile lui m si n pentru care sistemul este incompatibil.

Variante de rdspuns: a) m = —11, n # %; b)m=-11l;n= —2—21-; d) m,n =€ §; d)
m#-11,n€R;e) m,neR.

z+y+z=m+1
53. Fie sistemul { z—my+z=m?-1,m € R, avind solutia: = = z(m),
-mz+y+mz=2
y = y(m), z = 2z(m), in cazul m € R — {~1,0}. S& se determine ridicinile ecuatiei
f(m) =0, unde f(m)=z-9%. 2.

Variante de réspuns: a) my = 1, me = 2, m3 = -1, b) my = -1, mp = -2,
my=1l+img=1-fc)m =1 m=m3=2,d) my =my =1, m3 = -2, my = -3, e)
orice m € R\{—1,0} = 1 este solutie a ecuatiei f(m) = 0.
z+2y+(m—-3)2=5
2z4+y+z=m
—-z+(m—-5)y+2z=
zt+y+z+t=4

S& se discute natura sistemului dupd m € R si s se precizeze varianta corecti:

a) m € {-2,2} sistem compatibil; b) m € {-2, 2} sistem incompatibil; ¢) m € {2,6}
sistem de tip Cramer; d) m = 6 sistem compatibil simplu nedeterminat m = 2 sistem
incompatibil; e) m = 6 sistem compatibil dublu nedeterminat gi m = 2 sistem incompatibil.

55. Fiea,b,ce Rcua #b, ¢ # 1 si zo, yo, 29 solutia sistemului:

{ az+(a+1)y+(a+2)z2=a+3

54. Fie sistemul: L™ € R.

br+(b+1)y+(b+2)z2=b+3

z+ey+ciz=c?
Notdm A = z + yo + 20. Determinati A pentru care sistemul este compatibil.
a) A<0;b) A€[0,1);c) A=0;d) A=3;e) A> 4.

. ax+y+z=4
56. Fiea,b € R cua # 1, b # 0 si o, ¥o, 20 solutia sistemului { z+by+2=3
z+2by+2=4

Determinati b pentru care yy + 2 = zp + 2o.
a)be{1,2};b) b=3;c) be {-2,-1};d) be B; e) b= 5;
T—y+z2=4
57. Fie sistemul: { z+ (A -A-Dy+(A+1)z=2 , X € R. Notand zo, 3o,
22+ (M2 - A=-2)y+2(A+1)2=3
29 solutiile sistemului pentru A € R\{0} si ¢t = z¢ — yo + 2o + 1, atunci:
a)t=A+1;b)t=A-1¢)t=0;d)t=2; e)t=3\—(%.
: ar+ay+2z2=1
58. Alegeti valorile ¢ € R pentru care sistemul { az+(2a—1)y+3z2=1
az+ay+(a+3)z2=2a-1
este compatibil simplu nedeterminat.
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a)a,=0;b)a.=%;b)a=—3;d)a=—1;e)a=1.

2z +xo+ 23 =1

59. Fie sistemul { z1+mze+z3 =6 ,meER,teR. Alegeti valorile lui m si ¢t

T3+ 22 + 223 = et

pentru care sistemul este compatibil nedeterminat.

3-5 3 3+v5

;b)m=§;t=ln

3+V5

aym=1t=Ih ;c)‘m=§-,t=1n ; d)

2 2 2
m= g, t= 3 —2\/5; e) nici una dintre variantele a, b, c, d.
n
60. Fie sistemul Zaijmj = b;, i = 1, n §i ag; = min(4, j), 4, = I,n. Pentrun =15
i=1
§i presupunand cd in acest caz £y = x2=... =25 =1 byo este egal cu:

a) 1; b) n — 1; c) 2n+1;d)4; e) nici o variantd din cele anterioare.

n
61. Fie sistemul Zai,-a:j =ni"1, i =T,n; n € N* si a;5 = j*~!, 4,5 = I,n. Suma
j=1
componenetelor solutiei sistemului este:

a) 1; b) n — 1; ¢) 2n + 1; d) 4; e) nici o variantd din cele anterioare.

Capitolul VI. CONICE

1. Fie cercul de ecuatie x2 + 32 — 6z + 2y — 15 = 0. S& se determine:

i) coordonatele centrului si raza;

ii) ya > 0, stiind ci A(7,ya) € C si ecuatia tangentei in A la cerc.

iii) Fie AB diametru, A punctul de la iii). S se determine coordonatele punctului
B si ecuatiile coardelor BC si BD stiind c& C, D apartin cercului si BC = BD(= 8).

2. Fie A(4,0), B(0,3). S# se scrie ecuatiile :

i) cercului circumscris triunghiului AOB;

ii) cercului inscris in triunghiul AOB;

iii) tangentelor inpunctele A, B si ) la cercul circumscris triunghiului ABC.

3. Aceleasi cerinte ca la problema 2 pentru A(1,1), B(—2,4).

4. Fie A(1,1) si B(—2,5). S& se determine ecuatiile urmatoarelor locuri geometrice
- gi s& se reprezinte grafic aceste locuri geometrice: ‘

i) £y = {C(x,y) | A(aaBc) = 10};

ii) Ly = {D(z,y) | m(m =a},a= 12‘:’ respectiv a = %

5. S% se determine ecuatia locului geometric al centrelor cercurilor tangente drep-
telor suport ale laturilor triunghiului ABC, A(0, a+v/3); B(—a,0); C(3e,0),a €R.

8. Si se determine ecuatiile urm#toarelor locuri geometrice si sé se reprezinte grafic
aceste: ‘

i) L, = {M(z,y) | H artocentrul AABC, A, B— fixe pe un cerc dat si C varlabil
pe acest cerc};

i) £, = {G(z,y) | G centrul de greutate al AABC, punctele
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7. In sistemul ortogonal (zOy) se dau punctele A(1,0), B(0,2), C(3,1). Se cere:

a) Si se scrie ecuatiile laturilor triunghiului ABC.

b) Determinati unghiurile acestui triunghi.

c) Ecuatia cercului circumscris triunghiului.

d) Ecuatia tangentei la cercul gésit, in punctul C.

8. Fie A(4,0) si B(0,3). Se cere:

a) ecuatia dreptei AB si a bisectoarelor unghiurilor OAB si OBA,;

b) ecuatia cercului inscris in triunghiul CAB si ecuatia cercului ce trece prin mij-
loacele laturilor triughiului OAB; '

c) sd se arate ci aceste doud cercuri sunt tangente si s3 se determine coordonatele
punctului T de tangenta.

9. Fie A(0,0), B(2,2); C(-2,2) si un punct M mobil, astfel incit suma pitratelor
distantelor de la acest ‘punct la cele trei laturi ale triunghiului ABC este egald cu 16. Si
se determine locul geometric al lui M.

10. Tangenta intr-un punct M al unei hiperbole echilatere cu centrul in originea
axelor de coordonate, taie axele Oz si Oy in punctele A gi B. S¥ se arate c§ cercul de
diametru AB este tangent dreptei OM.

11. Fie A(e,0) un punct fix si B(0,)) mobil. Se cere:

a) ecuatia cercului de diametru AB;

b) in O si B se duc tangentele la acest cerc ce se intersecteazi in P. Aflati aria
triunghiului POB,;

c) locul geometric al punctului P.

12. Fie dreapta (D) si un punct fix A pe aceasti dreapti. Pe dreapta (D)) fixi,
perpendiculari pe D se ia un punct variabil B.

a) 54 se afle locul geometric al intersectiei perpendicularei pe mijlocul segmentului
AB cu paralela dusi prin B la dreapta (D).

b) Arétati cd acest loc geometric este o curbd tangent¥ la mediatoarea segmentului
AB. Ce reprezintd acest loc geometric? '

13. In sistemul ortogonal Oy, dreapta (D) este fixd, de ecuatie z = a si fie punctul
P fix; P(b,c).

a) S& se scrie ecuatia cercului ce trece prin P si al cirui diametru este distanta de
la punctul P la dreapta (D).

b) Prin P se duce o dreaptd variabild care taie dreapta (D) in punctul R. Prin R
se duce paralela la axa Oz ce intersecteazi perpendiculara dusi in P la dreapta RP in
punctul P’. S3 se giseascd locul geometric al punctului P’ cand dreapta PR este variabili.

14. In sistemul ortogonal zOy fie A(1,0) si dreapta (D) de ecuatie £ + 1 = 0.

a) Si se scrie ecuatia familiei de cercuri care trec prin punctul A si au centrul pe
dreapta (D).

b) Fie P si Q punctele de intersectie ale cercurilor cu dreapta (D), iar M si N
punctele de intersectie ale tangentei dusi in A la cerc cu tangentele duse in P si Q.
Determinati locul geometric al punctelor M si N.

15. Sé se scrie ecuatiile laturilor unui triunghi cunoscand coordonatele unuia dintre
varfurile sale A(0, 2) si ecuatiile a doud mediane: 5z + 4y +1=0si 2z +y—-2=0.
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16. Raportat la un sistem ortogonale fie dreptele y — 22 — 20 = 0 §i y — 4z + 22 = 0.

a) Scrieti ecuatia dreptei (D) ce trece prin origine si prin intersectia lor.

b) Scrieti ecuatia cercului circumscris triunghiului format de axa Oy, dreapta (D)
siy—2x—2a=0.

c) Considerand parametrul a variabil, s se géseasca locul descris de centrul cercului. _

17. Se dau cercurile 22 + y% — 4z = 0 §i 2° + 3® + 2z = 0 de centre C; 5i C2. O
secantd dusd prin origine taie cercurile respectiv in M; si M.

a) Scrieti ecuatiile dreptelor M;Cs> si MyC,.

b) Aflati locul geometnc al intersectiei acestor drepte cdnd secanta se rotegte in jurul
originii.

18. Prin punctul A situat pe axa parabolei y2 = 2pz se duce o para.lela la tangenta
intr-un punct M variabil de pe paraboli.

a) S& se afle locul geometric al intersectiei acestei paralele cu raza vectoare F M.

b) Ce devine acest loc cind A coincide cu varful parabolei?

19. Fie M un punct variabil al unei elipse cu focarele F(c,0) si F'(—c,0). S& se afle
locul geometric al punctului de intersectie al dreptei FM cu perpendiculara din centrul
elipsei pe tangenta in M la elipsi. . )

20. S& se afle locul geometric al punctelor din care elipsa -3-5 + y_2

vézutd sub un unghi drept (cercul lui Monge). b

21. S4 se arate ci locul geometric al punctelor ale ciiror distante la dous puncte fixe
se afld intr-un raport dat, diferit de 1, este un cerc (cercul lui Apolonius) si ci cele dous
puncte date A si B gi punctele de intersectie ale dreptei AB cu cercul obtinut formeazi o
diviziune armonici.

22. Fie punctele A()\?,0) si B(0, ).

a) S# se scrie ecuatia cercului ce trece prin A, B si originea sistemului de axe.

b) S& se scrie ecuatia tangentei la cerc in B gi si se arate c& VA € R* ea trece
printr-un punct fix.

c) Aflati locul geometric al centrului cercului pentru A € R*

23. Fie pe axa Oz punctele fixe A, B, C. Prin C se duce o dreapt3 variabili, care
intalneste prima bisectoare a axelor in M si axa Oy in N. S3 se afle locul geometric al
intersectiei dreptelor AM, NB. Si se determine abscisa punctului C, cu A, B fixe, astfel
ca locuul geometric s# fie o bisectoare a axelor.

24. Determinati ecuatiile laturilor unui triunghi la care dreptele de ecuatii 2z — 3y +
1=0si z + y = 0 sunt in3ltimi, iar A(1,2) est unul din varfuri.

25. Prin punctul fix P din plan trec doud drepte perpendiculare intre.ele. Una taie
axa Oz in M, cealalt taie Oy in N. S3 se afle locul geometnc al proiectiei punctului P
pe MN.

26. Pe axele de coordonate Oz gi Oy se iau respectiv punctele mobile M si N astfel
ca OM + ON = k (constant). S& se determine locul geometric al punctului P ce imparte
segmentul M N intr-un raport dat r.

27. Fie triunghiul ABC care are un varf in A(1,3), centrul de greutate G(1, —1) si

-ortocentrul H (-%, -%), S& se afle:

—1 = 0 este
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a) ecuatia dreptei BC;

b) aria triunghiului ABC.

28. Si se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A(0, 1), astfel incit segmentul
din aceastd dreaptd cuprins intre dreptele de ecuatii: z — 3y +10=0si 2z +y—8=0sd

fie impéartit de punctul A in doud segmente egale.
‘ 29. Fie A(A—1,0), B(A +2,0), C(0,A — 2) si D(0,A + 1). Se cere locul geometric
al intersectiei dreptelor AD si BC, X fiind un parametru variabil.

30. Fie A(2,0) si B(1,3) doud din varfurile unui triunghi echilateral. Aritati ci
cel de al treilea varf se afli pe dreapta = — y = ++/3 si aritati c& un punct variabil din
interiorul triunghiului are suma distantelor de la el la laturi constanta.

31. Si se afle locul geometric al centrelor dreptunghiurilor inscrise intr-un triunghi
dat si care au una din laturi pe una din laturile triunghiului.

32. Raportata la un sistem zOy rectangular, considerdm dreapta (d) si un punct
M mobil pe aceast# dreapts. Fie P si Q proiectiile lui M respectiv pe Oz si Oy. Se cer:

a) locul geometric al intersectiei paralelei dusg prin P la (d) cu perpendiculara dusi
prin Q la (d);

b) locul geometric al intersectiei paralelei dusé prin @ la (d) cu perpendiculara dusi
prin Pla (d).

33. Si se giiseascd locul geometric al punctelor de unde se pot duce tangente per-
pendiculare la:

a) hiperbold;  b) paraboli.

34. Se dau dreptele Dy : 22 +y—2=0,Dy: 524+3—-3=0,D3: y—p=03si
punctul A(6,4). S3 se determine:

a) ecuatia dreptei D ce trece prin punctul A i prin intersectia dreptelor D; si Dy;

b) ecuatia cercului circumscris triunghiului format de dreptele D;, D, si axa Oy;

c) locul geometric al centrului cercului de la punctul b), cand p variazi.

35. FieT o hiperbolé raportats la axele sale cu distanta focald FF' = 12. Hiperbola:
este tangentd dreptei D : 3z — 2y — 8 = 0. Se cere:

a) ecuatia hiperbolei;  b) coordonatele punctului de tangents.

36. Laturile unui triunghi sunt date de ecuatiile 5z — 2y +6 = 0,4z —y+3 =10
gi £+ 3y — 7= 0. Fara a calcula coordonatele varfurilor triunghiului s& se scrie ecuatiile
dreptelor ce trec prin vérfurile acestui triunghi si sunt paralele cu laturile opuse.
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ELEMENTE ANALIZA MATEMATICA

Capitolul I.
MULTIMEA NUMERELOR REALE SI FUNCTII NUMERICE

1. S& se rezolve ecuatiile:
a)r2=Lb)r*=Lc)zi=,d)z+V25-—x2=T;e)c—- V25— =1;
f)z—- V160 —22=17;g) z* — 1322 + 36 =0; h) 9* — 4-3 + 3 = 0;
i)6-9°—13.6%4+6-4° = 0; j) (2+V3)* +(2—V3)®* =4; k) 23 — 6% + 112 —6 = 0.
2. Sé se arate ci daci a,b€R,a>0,0>0s8ia+b=0, atuncia=b=0.
3. FieaeR,reR, r>0,iar U = (a—r,a+r). Si se stabileascd ce legiturs
existd intre propozitiile:
i)zreRsilz—a|<r; l)zeRsizel.
4. S3 se stabileascd prin metoda inductiei matematice inegalitatea lui I.Bernoulli:
(1+a)" > 1+na,
unde e € R, a > —1, iar n € N*.
Cum se transcrie inegalitatea, dacd se noteazd 1 +a =z (z > 0)?

5. Se considerd n numere reale, strict pozitive aj,as,...,a, si se noteazi, pentru
ay+ax+...+ag

k
Mk

— S
mk_l—l

fiecare k = 1,2,3,...,n, media aritmetici a primelor k¥ numere, my =
a) Aplicand inegalitatea lui Bernoulli, (1 + a)* > 1 + ka, pentru a = 3

se deducd inegalitatea my, > af - mf~1.

b) Utilizdnd inegalitatea precedentd, pentru k = 1,2,3...,n, si se obtind inegali-
tatea mediilor:

ay+azx+az+...+an
oy > ai1a2ag ... Qn.

6. Sd se demonstreze inegalititile de numere reale:

a) (a1b1 + a2b2)? < (af + a3) (63 + 3) ;

b) (a1by + azbe + azbs)? < (a? + a3 + a2)(b? + b3 + b3).

7. Fie a1,a,...,an, by,b2,...,b, € R. Se consider3 functia f : R — R, definiti de
egalitatea f(z) = (a1z + b1)% + (a2z + b2)? + ... + (anz + by)2. Observand ci f(z) > 0
pentru orice z € R, sd se deducd inegalitatea Cauchy-Schwarz-Buniakovski:

(@1by +azbs +agbs +...+anbn)?2 < (@2 +a3+a3+...+a2)(B2+ 02+ b3 +... +b2).
8. S& se arate ci, pentru orice a,b € R, are loc inegalitatea:

—Va2 + b2 <asinz + becosz < Va2 + b2

si sa se deduci apoi o conditie necesard pentru ca ecuatia a sin z+bcos z = ¢ si aiba solutii.
9. Utilizand inegalitatea Cauchy-Schwarz-Buniakovski scrisd sub foema:

n n 3/ 3
Z arbe < (Z aﬁ) (Z bz) ,
k=1 k=1 k=1

s& se deducd inegalitatea lui Minkovski:
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(o) (4459

10. Fie a,b € R, a < b. S& se demonstreze egalititile de multimi:

1 1 1 1

U (a+ -, b— —) = (a, b); n [a‘— —,b+ —] = [a,b].
nen- n n neN n n

11.* Si se arate cd urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) Pentru orice a,b € R, a > 0 existd n € N, astfel incit na > b.
i) Pentru orice z € R, existd k € Z, astfel incat k <z <k +1.
12. S& se determine max A, min A, inf A, sup A, pentru urmitoarele multimi:

a) A=l b) A= lo,8) ) A= (@b &) A= (o8 9 A= {[nen)

[a’oo))g)A—( °°b]1 h) A=R.
13 S& se schiteze graficele functiilor f,g: R — R, f(z) = [z], 9(z) = {z}.
14. S3 se rezolve ecuatiile:
a) [z] = 2; b) {z}=04,2>0; c) {z} =04,z €R; d) {z}=0,5; e) [z] = {z};
f) [z] = 2; 8) {z} = 0; h) {z} = 1; i) [z] =

15. Pentru fiecare z € R se noteazi z, =

T+ |z - z
* l.; T_ = a:;—l l. 54 se arate cé:
Ta = 0, dacid a:<0.$ _J =z, dacd z<0
+ z, dacd z>0'""" | 0, dac¥ z>0, '
precum §i z =z —z_, |z| = T, +z_. S& se schiteze graficele functiilor z — z, siz — z_.

16. S3 se demonstreze egalitdtile: |z| = max(z, —z), —|z| = min(z, —z), iar apoi:
1
max(z,y) = —(w tytle-yl); min(z,g) = S(@+y-lz-y)

17. 54 se demonstreze ciz+vVi+zZ> 0, —z + V1 + 22 > (, pentru orice z € R.
18. S& se stabileascs monotonia urmétoarelor functii:

a) f: R—)Rf(a:)—ax+b b)f (3,00) = R, f(z) = z* — 6z + 10;
¢) f:(1,00) > R, fla) = = d)f (1,00) > R, f(:v)_:z:+l

19. Se considera functia f R* 9 R, f(z) = i Sa se arate ci functia este strict
descrescatoare pe intervalul (—oo,0) si tot strict descrescitoare pe intervalul (0, 00). Este
functia f strict crescitoare pe R*?

20. Se considerd functia f : R — R, definit3 de egalitatea f(z) = |z + 1| + |z — 1|.

a) S& se expliciteze functia, astfel incat scrierea sa si nu mai contini module.

b) S& se reprezinte grafic functia f si s§ se discute ecuatia f(z) = m, in raport cu
parametrul real m.

21. Aceeasi problemd pentru functia g : R =2 R, g(z) = |z + 1| — |z — 1.

22. Fie a,b € R. Si se arate ci functia f : R — R, definitd de egalitatea
f(z) = |z ~ a| + |z — b| nu este injectivi.

23. Fie o multime nevidd A C R si doud functii g,h : A — R. Pentru fiecare din
functiile urmatoare s# se precizeze conditiile pe baza cirora se stebileste domeniul maxim
de definitie.
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2) f(z) = %j% b) f(z) = ¥/a@), (k € N*)

c) f(z) =log, 9(z) (0 <a#1); d) f(z)=arcsing(z).
24. S3 se studieze paritatea, respectiv imparitatea urmitoarelor functii:

a) f:R—=R, f(z) = 1+|a:| ;b) F:R=R, f(z) =gz + V1 +22);

C)f=(—1,1)—>R,f(z)=g ~1)U(L,00) 2 R, f(z) =lg =

e f:RoR, f@)=ve+1-Yz-Lf) f:RoR, f(z) =22+

25. Stiind ci functia f : R — R este impard, s3 se determine f(0).

26. Si se determine o functie f : R — R stiind c3 este simultan pari si impar3.

27. Fie o functie f : R — R. Se definesc functiile py : R = Rsi ¢y : R = R prin
egalititile: ps(z) = %(f(a:) + f(—2)), ig(z) = % (f(z) — f(—=z)), pentru orice z € R. S3
se arate cé:

a) Functia py este pard, iar functia i¢ este impars.

b) f(z) = ps(z) +is(x) §i f(—z) = ps(z) — ig().

c) f este pard ¢ f(z) = ps(z), Ve € R & if(z) =0,Vz €R

f este impard & f(x) =if(z), Vz €R & ps(z) =0,Vz € R
28. Cu deﬁnigia si notatiile din problema 27 s# se calculeze py si iy In cazurile:

a)f()—1+ + + +(221;,, b) f(z) = Z(akcoskx+bksmk:c), c) f(z)=2%.

2
=0
~ 29, Si se afle perioada principald a urmétoarelor functii si s& se schiteze graficele
lor:

-1
z+1

a) f:R—=R, f(z) =sinz; b) f: R = R, f(z) = cosz;

c)f:{xeR|cosz # 0} - R, f(z) =tgz; d) f: {z € R|sinz # 0} = R,
f(z) = ctgz;

e) f: R R, f(z) = |sinz|;

30. Fie f : R — R, periodici, de perioad3 principald T > 0 iar w > 0 un numér
fixat. S3 se arate cd perioada principald a functiei g: R — R, g(a:) (w:z:) este g

b) S& se determine perioadele principale ale functiilor z + sin 2z, z — sin 2, iar apoi
s# se schiteze pe acelasi sistem de coordonate carteziene zOy graficul functiei z — sinz si
ale functiilor precedente.

31. a) Fie f,g : R — R, doud functii periodice de pericade principale T} > 0,

T
respectiv Tp > 0, pentru care raportul acestora este un numdr ratjonal Tl = g, p,q € N*,
2

(p,q) = 1. S& se determine perioada principald a functiei h = f + g.

b) S& se determine perioada principald a functiei b : R — R, h(x) = sin 3z + sin 7z,
VzeR.

32. S# se determine perioada principald a urmaétoarelor functii:

2) f:Z >R f(m) = (-5 b) f iR 5 R, f(z) = {z} 0 f : Z =+ R,

f(n) = arg (( “;M) ); d) f:Z R, f(n) = arg(i®)
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33. S& se determine perioada functiei f : R — R, f(z) = {2z} si sd i se schiteze
graficul. Aceeasi problem3 pentru g: R — R, g(z) = {g}, h:R = R, h(z) = {3z}

34. S# se arate c3 functia lui Dirichlet f : R = R, f(z) = { (1)’ g:ﬁzx 2 2 g\@
)

admite ca perioad3 orice numdir rational T' > 0, dar nu admite perioad3 principali.

35. Cum.se obtine din graficul cunoscut al unei functii f : R — R, graficul functiilor
91: R R, gi(z) = f(z) + h, g2 : R = R, g2(z) = af(2), g3 : R = R, g3(z) = f(z + h),
(o, h €R)? .

36. Fie f : R — R, astfel incat existd o constantd a € R, cu proprietatea f(a —h) =
= f(a+ h), pentru orice h € R. La ce revine, din punct de vedere geometric proprietatea?

37.*% a) Graficul unei functii f : R = R admite doud axe de simetrie de ecuatii
T=a,z=0",a<b. Sise demonstreze ci cd f este periodici.

b) Poate graficul unei functii s admit3 doul axe de simetrie paralele cu axa Oz?

38. Fie o functie f : R & R* impard, cu proprietatea ci existd a > 0, astfel incat

fla—z) = 7@ pentru orice z € R. S4 se demonstreze ci f este periodici. -
39. F1e f + R = R\{1} o functie cu proprietatea ci existd a > 0, astfel incat
1+ f(=)
+
fla+z)= -

x)’ pentru oricare z € R. S3 se arate ci f(z) # 0, pentru orice z € R si

cd f este penodxcé.
40. Este functia f : R = R, f(z) = sin?z periodici? Si se arate ci functia
g:R = R, g(z) = = + sinz nu este periodic#; analog pentru h: R — R, h(z) = z + cosz.
41. 'S3 se schiteze graficele functiilor:
a) f:R > R, f(z) =min(1,z); b) g: R = R, g(z) = mint?, ¢t < z.

Capitolul II. Siruri de numere reale?)

1. S& se arate c3 urmz‘itoa.rele giruri sunt mirginite:
8) a 3n+2 b) b -n+1 da 2n
"~ In+6 +6’ n= n2+n+1’ s
2. 83 se arate cd urmdtoarele giruri sunt marglmte
2n+3 n 1 1

q
_ . T m>2
A= gy dm=1ts gt t oy 022
el )] 1 y 1
d) n= 22+ + 2,e) Cn 13+23 +"'+$,
1 1 1
Don=mtoprmt torer e ® =1t T

3. a)"Gtilizénd inegalitatea lui Bernoulli: (1+z)" > 14+nz (z € R,z > -1,n € R"),
s se arate c3 girul de termen general a, = {/n este mirginit.
b) Utilizand megahtatea lui Bemoulh s8 se arate ci:
(1+t)ﬁ <1+—, (teR,t>-1;neN*).

¢) Cu aJutorul inegalititii de mal sus, si se arate ci sirul de termen general
b, =n({/a—1), (a > 1) este mirginit.

1) A se vedea A.Vernescu, ,Analiz§ matematick®, vol. I, Editura Pantheon, Bucuresti, 2001.



136 ANALIZA MATEMATICA

4. Si se arate ci, pentru n > 10 avem 1 < lgn < n si s& se deducd apoi marginirea
sirului a,, = ¥/lgn.
5. a) S se demonstreze prin inductie matematicad dupa k inegalitatea:

k
(1+%) <1+k+k Vk,neN* k<n

n
b) Se considerd sirul (e,), de termen general e, = (1 + %) . 53 se demonstreze

cd girul este marginit, stabilind inegalitatea:
n

2_<_<1+7—11) <3VneN-

" . N n+1\" n+1\"
6. a) Si se stabileascd inegalitatea 3 <nl < 5 (cu partea a doua

L3

valabild pentru n > 2).
b) S3 se stabileasc# prin metoda inductiei matematice inegalitatea

n\" n\n"
= 1< (Z
(3) <m< (2)
(cu partea a doua valabild pentru n > 6).

c) Utilizdnd inegalitatea de la punctul b), si se arate ci urmdtoarele giruri sunt
marginite:

. 211 * n! s nn ese W . n?
1) an = — (ii) ap = o (iil) ap = o (iv) ap = Vnl.
7. a) S3 se arate ci sirul (E,), de termen general E, =1+ Tlf + % +- 4 % este

marginit.

n
b) Notand, ca si mai inainte, e, = (1 + ﬁ) , 84 se arate ¢ e, < E, gi sd se deducd

sl pe aceastd cale mirginirea girului (ep)n.
1 1
" a)Fie S, =14+ —+--.+ —=. Far4 a utiliza metoda inductiei matematice, si
/e/ ) n 7 Tn &

se stabileascd inegalitagile:

(i) 2 (\/W-f)<7<z(\/‘ VE=1); (i) 2(vAFI-1) <Sa <2/

b) S& se arate cd sirul (an)n, de termen general a, = S, — 2,/n este mirginit.
1-3:5-...-(2n—
9. &) Notand Qp = o ( n—1)

, s& se demonstreze inegalitatea:

2:4:6-...-2n
1 <0 <._._1_.
an =S Jamr1

(Se recomandi si c#utarea unei demonstratii directe, in afaréd de mducgla matematlcé )

b) S& se deducs mairginirea sirului (ay), de termen general a, = —-@\/—
10. S& se arate cd urmdatoarele giruri sunt marginite:

nmw . AT 1\" 1\"
a) a, = (-1)*; b) an=Acos—4— +anT; c)a, = (—5) +(§> .

11. S¥ se arate ci urmitoarele siruri sunt mirginite:

1 n 1 n 1 n nsinnTr
a)an—2cos?+3sm b) a"_(_E) +(—-§) +(Z) ;C)an = ST
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12. S& se arate cd urmitoarele siruri sunt nemirginite:

, 3

a)ap=n2+3n+2;b)ay, = ;&—22;—1; c) ap = Vn2 +3n+2;d) ap, =nl;
an a’n

e) an = 0™, (a > 1); f) an = n°, (6> 0); g) n=—,(@>1);h) an = —5,

(@>1;8>1);i) ap = C%,; j) an =logy 3 +logz 4 + ... +log, (n + 1), (n > 2).

}3. UtilézéildGinega]igatea din problema 9, si se arate c girul de termen general

0, 1-3-5-..-(n-1)
14. Utilizdnd inegalitatea din problema 6, punctul b), si se arate ¢ urméitoarele
giruri sunt nemarginite:

_3"(n+1) nntl

Qn

este nemarginit.

a)un o ;b)vn=m; c)wn= {‘/’I’?

. . 1 1 1
15.Fle,pentruonceneN,Hn=1+§+§+---+;.
a)Sisearatecé,pentruoricepEN*,p22avem:Iﬁ+...+%>%.

b) S& se demonstreze inegalitatea Hox > 1 4+ g, (2<keN).

c) S& se arate c8 sirul (Hy), este nem3rginit.

16. a) Si se arate cd sirul a, = (—1)" - n este nemarginit.

b) S& se arate ci sirul a, = ¢" (g < —1) este nem#rginit.

c) S& se arate cd, dacd (@,)n este un sir neméarginit, atunci girul b, = (-=1)" - an
este, de asemenea, nemarginit.

d) S& se arate, printr-un contraexemplu, ci, dacd sirul (a,), este nemdrginit, nu
rezultd neapérat ci girul (a%~),, este, de asemenea, nemarginit. :

17. Si se arate cid urm#.oarele siruri sunt monotone:
2n+3 dn+7 n+3,

a) a, = ———-5n+11; b) Qn = —-5n+9; c) ap = _2n+7’
d) an =vn+1-/n;€) ap =log,(n+1),n > 2.

18. Fie un sir (z,)n de termen general z, = Z—:i—;, (numit sir omografic) cu

¢ > 0, sirul fiind considerat definit pentru n > —g si fie:
a b

6=cd

Sd se arate ca: .
{ >0 = sirul (z,), este strict crescitor;
)

=0 = gsirul (zn)n este sir constant;
- \<0 = girul (z,)n este strict descrescitor.
19. a) Si se arate c3 sirul (a,)n, de termen general .

1 1
Gn=1l—s+z—>+"+

2 3 4 2n—-1 2n

este strict crescétor;
b) Aceeagi problemd pentru sirul (b,)n de termen general
1

e R R -
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QObseruvatie. Se poate ardta ci sirurile din problema 19 satisfac identitatea an = by,
Vn € N* (identitatea lui Catalan).

20. Si se stabileascd monotonia sirurilor:
1-3-5- (2n 1)

a)Qn= 2.4. 6 )
b) W, = 2244 -2n-2n _i. 1
"‘1-3.3-5-...-(2n—1)-(2n+1)‘93, 2n+1
1 1 1 .
21. Fiea, = S, — 2/, cu S, =14+ —=+ —= +--- + —. In baza inegalititilor
n n \/— n \/5 ﬁ ﬁ g t

din problema 8, s# se stabileasci monotonia girului (ap)n.
22. a) Utilizénd inegalitatea mediilor aplicatd numerelor:

1
ay =a2=...=an=1+5, an+1=1,
1 n
sd se arate ci sirul (eg)n, en = (1 + ;) , este strict crescédtor:
1 n 1 n+1
14— 1+ ——
( * n) ( Thr 1)
b) Utilizand inegalitatea mediilor aplicat numerelor: .

ag=a 1 1 1,
1=02 = ... =0p41 = +l’a"+2

1 n+1
sd se arate cd sirul (f)n, fn = (1 + ;) , este strict descrescétor:
1 n+2 1 n+1
1+ —— <|14-= .
(+) <(+3)
23. a) Utilizand inegalitatea mediilor aplicatd numerelor:

1
ax =az=...=a,,=1—;,a,,+1=1,
1 n
s8 se arate ci sirul (gn)n, gn = (l - ﬁ) , N 2 2, este strict crescitor.’

1
b) S& se arate ci g_ = fn-1 §i sd se regéseascd si pe aceastd cale faptul ca girul

n
(fn)n este strict descrescitor.

< €n+1 1 1" n+2
24. Entl _ 11— ) )
. a) S& se arate cd e [1 e 1)2] e

ent1 _ M°+3n%+3n+2
en n3+3n2 + 3n+1

Aplicand apoi inegalitatea

lui Bernoulli, s& se arate ca:

> 1 si sd se deducs, din nou,

monotonia girului (e, )n;

b) Si se arate cd —— In = |1+ _1 ™ ntl Aplicand apoi inegalitatea
f’n+1 n('n, -+ 2) n+ 2 : P P g
I nd+4n? +4n+1

lui Bernoulli, s& se arate ci: > 1 si s& se deducd, din nou,

Fa+1 n3 +4n2 +4n
monotonia girului (fy,)r.
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2%n! | Tn!
25. Si se arate cd sirurile a, = gl by = o sunt strict monotone.

26. Si se arate ci urmitoarele giruri sunt nemonotone
T
a) ap = (-1)*; b)a, =cos %—; by = sin 2= 2 ; €) an =tg(2n + 1)—

Observatie: Au loc relatiile: cosnm = (—1)" si sin (- + n1r) = (-1)".

2
27. S& se studieze monotonia gi mirginirea girurilor:

a)an=vn+2-vn+3 b)a,=¥n+k- atyq, pe N*\{1}, k,p € Ry;
cr n?+1
©) an = 5523 d) an =07, a€Ry; €)an= logam 0<a#l;

28. Utlhzand teorema de convergent_;a cu €, s se arate ci:

-1 n+3_ 2
a) hm——O b)nli)ngo - =1; c)nllbngOSn+7_-5-’
an+b a 1
d) hoocn =3 = (c#0); e) hm ——0(a>0), f) hm T 0, (g>1).

g) Orice sir constant este convergent si limita este constanta ms§.§1
29. Utilizand teorema de convergeni;é cu € si se arate ca:

1 _
) Jmarm =0 B lm =0

o n?+3n41 1 o mi+3n+l 1
RS U

ns02n8 +5n+3 2
30. Folosind teorema de convergentd cu ¢ a sirurilor convergente, s§ se stabileasci

valoarea de adevir a urm3toarelor propozitii:

. n+3 . 34+4n )

pl'nll»nc}ol—n—l’ 'n]ingo5n-1~1'
. e*+1 _ 1 . lim Inn-1 1
p3: nooo 3 —2n 2’ Pa: ntc03—elnn e

31. Si se demonstreze ci sirul a, = tg n este divergent.
32. in ce caz sirul z, = o™ (a € R, dat) este divergent?
33. Utilizand criteriul major#rii, si se demonstreze ci:
2n+3 2 . 5+T7 5
n—»°°3n+6 - §; ) A0 1n+3 1’

- n+1 (-1)" 2
c)nll»néon2+n+l L4 hm3(1+ 2n-1 >_§'

34. Utilizand consecinta 1 a cntenului majordrii, si se arate ci:

(=1)" nsinn
) - 1 =
2) nlifﬁo n 0; b) n 0 ok Ry (\/n+ I1+vn-1)38
35. Utilizand consecinta 2 a cntenului majordrii, si se arate ca:

a) lim —1;=0' b) lim l=0' c) lim in=0'd) lim oz"=0(0<a<l);

=0;

e) lim ——~0(a>1),f) hm —n-—O(a>1), g) hm —z=0(a>1)

n—oon

1 1-3-5-...-(2n—1)
36. a) Utilizand inegalitatea: 0 < Q, < WrEs (Qn =<1 6- ..... on ),
s8 se determine lim Q.
n—ro0 "
nll

b) S& determine limita girului (zn) de termen general: z, = m+n
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n n
37. Utilizand inegalitatea (%) <nl< (g) (cu partea dreaptd valabild pentru
n > 6), s# se arate, pe baza consecintei 2, a criteriului majorsrii, ca:
n . n—1 1
2 —0; (i) lim —= =0.

(i) lim _n“ T =0 (i) lim ol Am =

38. Fie a, = {/n; intrucat ¥n > 1, Vn € R, notdm a, = 1+ oy, unde o, > 0.

" o 2
a) Sa se arate c&d oy < et

[ 2 .
b) Punand inegalitatea precedentd sub forma: 0 < a,—1 < — 58 se determine,
pe baza criteriului majoréarii, nlgrgg G-
39. Utilizand consecinta 2 a criteriului majordrii, si se arate ca:
1 1

1

tim (—— + Fok o) =0
) n=00 (\/n*" +1 Vnd3+2 vnd+n '

. 1 1
b) lim, gy e g S =0
¢) lim ! + L -l-L =0;

n2o0 \ (Rn+1)2 * (n ‘|‘2)2 (2n)? -

7! N+214314+...+n!

li =0; i =0.

) b T oar D L a - A T e 0

'40. Utilizand criteriul majorarii la +00, sd se arate cé:
a) hm 3" =005 b) hm a" =00 (a>1)c) hm nl = oo,d) hm n" = 00;

a" a® a®
e)nll)n;o?=oo(a>1);f) nlggom=oo(a>1); g)nangozg=w(a>1,b>0);

n n
41. Utilizdnd inegalitatea (%) <nl< (g) (n = 6), si se arate ca:
nnt! 3".nl
— . = . ess . Mol —
(i) lim 005 (u)nl_l_}rré<> —=T = % (i) nlll)r%o vnl = 0.

1
42. (Limita sumei armonice Hy) Fie H, =1+ -;- + 3 +...+ ~
a) Aplicand inegalitatea mediilor unor numere convenabil alese, sd se demonstreze
inegalitatea:

n—)oo 2n . pl

1
n(¥Vn+l1-1)<H,<n 1———)+1'
(. ) n’ ( n/n_l_l )
b) S se deduci relatia: lim H, = oo.
n—od

}3./ (Limita sumei armonice H,, altd metodi.)
1 1

1
Fie, din nou, Hn=1+—+§+ +—
k
a) S& se arate ci: How > 1+ - (pentru k>2) sicd Hp> «—(1 + logy n). ¢
b) S& se deduci relatia: nllvnéo H = 0.
44. Utilizand sirurile - tip convergente la zero, si se determine limita urmétoarelor
giruri: . :

1 1, (1\" 1 (1\"
a)an=;+(0,2)";b)an=2+ﬁ+(_2.) ;C) an = ——(5) ;

d)an=3[(g)n+2];e)an=-(1+%)+3 (2+ %);f)an= (3+%) (2+%);
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_ (342 3 1\" 2+a 3
9= (1+3) (2+2) (- (3) )""“ﬁl_nl”)a":W'

45. Pentru sirurile (a, ), urmatoare, si se arate c3 raportul a—:"’—l este dat de relatiile

- I3 -~ 0 . ~ . n .
mentionate pentru fiecare sir (a, )y in parte, iar apoi, si se determine lim ay:
n—=o00

2) a, = &2, Gnp1 _ 202n+1)
mn nn PRI R R L R I I I R ] a hand 1 n’
n

(+3)

n

2" . n" n" a 1\" n+1
b = = e n+l= -_— . M
) an n+1)(n+2)...2n 1:3:5....-(2n—1) an <1+n) 2n+1’
¢) an = 2" .l - nl ) Q1 _ n+1
T (n+l)(n+2)...2n 1.3.5....-2n-1)""""" an  2n+1

46. Se considerd sirul (an), dat de a, = (1 + %) (1 + %) e (1 -+ —).

a) S3 se arate ci:
1 e 2
an:(n+ Yn+2)...2n ica Gn+1 _ 2 n'2n+1 . il_
nn Qan ( 1) 'n,+1 (n—)oo)e
n

b) Si se determine lim a,.
n—eco

47. Se consider3 sirurile :

_1-3-5-...-(2n—1)

B an==— 5.2
oy def 2.2.4.4-...-(2n) - (2n) 1 1
b) an =Wn:= g 3.3.5:5-...-.(2n-1)-(2n+1) Q2 2n+1’

c) anp = Pr(n) > 0, functie polinomiald de gradul £ in variabila 7.

Este util criteriul raportului In ciutarea limitelor acestor siruri?
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48. Si se arate cé:
n
a)nll)néo vy —0 b)nh_{%o oy nooo nt oo dacd a>e

(Dacd 0 < a < 1, limita se obtine imediat cu criteriul majorérii Cpm?)
'I‘l

49. Fie (ap)n sirul de termen general a, = e -, VneR.
a) Si se arate ci Intl _ © 7
an 1
(1+3)

b) S& se arate ci, dacid un gir de numere strict pozitive (z,)n este strict crescétor,
2

3" .nl . . a*-n 0 dacd 0<a<e

si si se deduci apoi monotonia girului (az)a-

. z
atunci , > —=2.
Ton . .
c) Aplicénd inegalitatea precedentd sirului (a,),, s& se arate ci:

1-3.5.....(2n—1
an> o= > VINFI — oo( unde Oy = (" ))

si sd se deducs apoi ci lim a, = oo.
n—o0

50. S# se demonstreze c&, dacd a, = 2 + cosm+/n, atunci sirul este marginit,

divergent i lim Intl ;.
n—00 Qp
51. Utilizand teorema de convergent3 a girurilor monotone, si se arate cd urmatoa-

rele giruri sunt convergente si s3 li se determine limita:

8) Tn41 = V2 + T, T1 =V2; b) Tny1 =22 — 22, +2, 21 =a € [1,2]

Indicatie. Se aratd mai Intai cd sirurile sunt monotone i mirginite (deci conver-
gente), iar apoi se trece la limitd in relatia de recurents.

1 1 1
P2 FieSp=1+—=+—=+...+ —=,i = Sp — 2¢/n.
/52/ ' \/§+\/§+ \/ﬁ,laran Sn —24/n
a) Utilizdnd inegalitstile din problema 8: s3 se arate ci girul (a,), este monoton
descrescétor §i mérginit (deci convergent) gi ci lim an € [-2,-1).

b) Fie o € R fixat gi bp(a) =1 +

S¥ se arate ci:

f\/-++\/_af

la<2=> hm bn(a) o0; (i)a>2= hm bp(a) = —o0.
/56‘/ Pentru ce valoare alniaeR §1ru1 de termen general
Tp = \/an L e \/ﬁ+_ — ay/n este convergent?

54. Pentru §1runle urmatoare, s# se arate cd au loc relatiile scrise in dreptul fieciruia,
iar apoi, utilizdnd propozitia ,,Limita se distribuie bazei i exponentului®, s li se determine
limita:

n+tl

. 1 n+1 1 ny g
a)an=(1+a) ...................................... an=[(1+;)] ;
’ 1\ 1\~" -1
b)an=<1—;) (M 22) i e ap = (1—-;) ;
n’ nqn
c)an=(1+l) .......................................... a,,.=[(1+l) } :
n n
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2n+1 n '2'1%#
1 1

e)an—(l-l-E) .................................... %:[(l-i—;)] 9
1 3vn+2 1 n : n:2
f)an=(1+—\/7_i) ............................ %=[(1+ﬁ)q )
1 n+3 1 n—-1 %i%
= —_— ) = - 3
g) an (1+n—1) i (n22) fn ‘Kl+n~1) ’
n(n+2)

55. Si se arate ci urmétoarele relatii sunt eronate si s se explice in ce constd
greseala: '
T 2 \ %
a) nanolo (1+:—i§) =e; b) nll)ngo (1+n7-ll-l) =e.
56. Aceeasi problemi ca la 54 pentru sirurile urmatoare, (unde n > 2). (Identitétile
de pe coloana din dreapta se obtin adunénd si scdzénd la bazi 1 si efectudnd cateva calcule
elementare)

an = [(1 + a(n))a(%] e .

n?—-n-1 2n
undea(n)—nz—_-n—_H
23
¢) ap = B +1\" : 1+ 2 ot w1
n = e ) BERLLELEELALLARAL AR R an = -—n 1 .

n n+1
87. Utilizand inegalitatea <1+%) <e< (1 + ;) , s se obtind inegalitatile:

a) n-ll- T <Ih(n+1)—-lhn< % (inegalitatea lui Neper)

1 1 1 1 1 1
b4 — N<ldbogd=dg... +=
b) gzt t=g <+ <l+s+3+..+o
58. (Limita sumei armonice H,.) Se noteazé, pentruoricen € N*, H, =1+ +

2
+% +...+ %. Utilizand partea a doua a inegalititii b) din problema precedentd s# se
determine lim H,.
) n—00
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59. Se considerd sirul (c,)» de termen general:
1 1 1
an=1+§+§+...+;—lnn; (cn = H, — 1nn)

Utilizand inegalit&tile din problema 57, si se demonstreze c& sirul (¢, )n, este monoton
descrescator gi mirginit: 0 < ¢, <1 Vn € R, (deci convergent).
Observatie. Limita girului (cn)n se numeste constanta lui Euler i se noteazi C (uneori si 7):

C= lim (1+l+l+...-}-l —Inn) = 0,57721....
n—00 2 3 n

Acest numir intervine intr-o serie de calcule din Analiza matematici. Nu se cunoasgte in prezent, daci
numérul C este rational sau irational. '

60. (Expresia asimptotica a sumei H,.) Si se stabileasci identitatea:

1 1 1
unde (€y, ), este un sir cu limita zero. (Expresia din membrul drept al identititii se numeste
ezpresia asimptoticd a sumei Hy).
H
61. Utilizand expresia asimptoticd a sumei H, si se determine hm =2

o Inn’
62. Si se arate cd nu existd nici o functie rationald f cu coeﬁc:entgl reah, astfel incat:

1 1

1+-2-+§+...+7—l=f(n), VneR.
. 1 1 1 1 1

63. Fie Ay =1- §+§—-4+ +2n 1" 2

a) S& se demonstreze identitatea lui Catalan:
A—1+1+ +1f§.raaut1hz ducti tematica
n= i Tare Tt o, a inductia matematica.
b) S& se deducd li{n A,
n—oo
64. a) S& se determine limita sirului (S,), de termen general :

1
NSh=—me—=t ==t + ——
(i) S \/n21+1 Vn21-|-2 \/nzii-n’
Sp=m—t—=+... + —.
() Sn vnd+1  nd+2 Vnd +n

b) S& se determine limita sirului (z,), de termen general:
1

n

R s g ALy
k2 +k
65. Si se determine I = lim E _
n—book_l'n3+k

. 1 2 n
66. Fie ap, = (1+$) <1+1—l-2-)(1+ﬁ)

a) Utilizdnd inegalitatea T —T—x <In(l+2) < z (-1 < = # 0) succesiv pentru

1 2 n 1 n+1
s R SRR R 2 58 stabileasci inegalitatea 3 <Ina, < —;

2n
b) S& se arate ci lim a, = e!/?
n—=o0

67. a) Si se stabileascd inegalitatea 1 < V/Inn < {/n (n > 3);
b) Si se determine hm Vinn.

T =

1.375 o (@2n-1) . 1 1
68. Fie Q, = P 4. 6-...2n . Utilizand megahtateam <, < oo

sd se determine: lim 3/Q,.
n—o00
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n
69. a) Si se stabileascd inegalitatea: (g) <nl < (g)n - (n + 1), cu partea
dreaptd valabild pentru n > 5; )

¥l
v sici hm al=1.
n—oo N
70. (Sirul lui Traian Lalescu.) Fie (L,.)n §1ru1 de termen general:

Ly = "/(n+ 1)l - ¥/nl.

n+l ]
a) Luand in inegalitatea > In(1 + z) (~1 < z # 0) succesiv z= Vin+1)! 1,

goi—

vnl!
Vn!
apoi £ = —————=— -1, sd se stabileasci inegalitatea:
P fm I s
Vnl 1 Y/ i
RACISN. L DY P A Gt LIS 2 SVSNPY
n+1 ¥n! n+1 Vn!

b) S& se deduci egalitatea lim L, = —
n—00

71. Utilizdnd inegalitatea

n
limn[e—<1+l =S.
n—co n 2
72. (Sirul lui M. Gherminescu.) Fie (Gp,)y, sirul de termen general:

e 1\" e
T2 < e-— (1+;z-) < Tl si se arate cd

_(n+1)r? n® — 1\"
Gp = = P n>1) si ep= 1+n .

a) S se stabileasca identitatea:
1\"
Gn =n(en —e) +n(e — en—1) +en; [en = (1 + —)

b) Utilizdnd rezultatul din problema 71, s3 se arate c&: lim G,, =e.

-

n—o0
n 1 n+1 "
o (1 + ;)
73. S& se determine lim | ——x] st lim | ~—oF—
1 n—00 e
n -
1 1 1
. ilizand i i - _— =14+=4+=+4+...
1 74. Utilizand inegalitatea T <ecp-Cx< o’ unde ¢, +12 + 3 +...+
o - Inn, iar C este constanta lui Euler, si se arate ci nl;ngg n{c, — C) = 3
1 1 1 asa 1 s .
75. Se considerd sirul S, = Tl + — o 2 e+ o Utilizdnd inegalitatea

! 1 : : 1
nra < In2-8,< yrany s8 se arate cd are loc egalitatea Jim n(ln2 - 85,) = 7

76. Utilizand inegalitatea lui Wallis

1 1 .
———1' < Qp < ﬁ s8 se determine
w(n+ '2')

1 . . .
+ﬁ giap = S, —2/n, 1ara=13er;°an. S4 se sta-

lim Q,vn.
n—oo

77. Fie S, =1+ !

1
\/i-l'ﬁ-l-...
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. Y : . 1 1 . ‘g . _1
bileascy inegalitatea: W) <op—a < oWk iar apoi s3 se arate cd uh—{%o Vn(an—a)= 5
1 n+Tn
78. Fie (zy)n sirul definit astfel: (1 + ;) =e VneN"

1
a) S8 se arate ci T = ————< — 7
ln( + )

b) Folosind inegalitatea

2 1 2n+1 . 1
I + — -, 88 li ==
o 1<ln (1 ) 2n( +1),sasearatec5, m zn 5"

Aphcand regulile de calcul cu sgiruri cu limite infinite, s se determme limita
urmatoarelor giruri: \
3nc-1

2 2
. 2 n°4n+41 2’n. + 3 n“+n+l 3 2t +-n-+.l
a) ap =2"*% b) g, = (—) j€) an = ( ) id) ap = (—) ;

3 n+5 4
3n<-1
3n+5 néintl nzizi
e) ap = y iflan=e m ,g)an=3 h)a = 9773,

80. Si se determine limitele sirurilor
a)an=n*—3n; b)an=n®-3n; c)a,=-n’+n; d)a,= YT +6"+5%

3.5"+2.374+7.20 a® + g
on= g e D= ey g @A>1)
Yoy = 20t 1 h) a 3n2+2n+5 Da n® +2
&= a2 T i amae ) T Rt d

j) an = VRS +1—y/n; k) ap = V¥ +1— ¥n;

D)an=V2n8+n-Vn¥+1;m) V3n® +2n - ¥nd +n.

81. Si se calculeze termenul general a,, iar apoi si se determine limitele urms-
toarelor siruri:

a)a _1+2+3+---+m ‘b)a 1:2+2.3+---+n(n+1)
" n(n+1) In = -n(n+1)(n+2) ’
1-2-3+2-3-4+-- +n(n+1)(n+2)
c) ap = v

d)a, =3 [124+3%+.. +(2n—1)2]_(4n3—n—1),

e an=vn2+1[1-2+3—4+---+(2n—1) - 2n};

f) an=[13+3%+5%+--- + (2n — 1)%] — n2(2n2 — 1);
13+23+33+ 40 nP-n+1

8) an = n?(n+ 1) ‘ 4n ;
" 19 112 192 11n ©1gn’

i)ap, =11+212+-. +n'n—(n+1),
j)an=a+2a%+3a%+-- +na"; |a| < 1;

1 1 1
Kapn=mct——F——F-+

1.3 3.5 5.7 @n-1)(2n+1)
Dan= o oo bt 2 ;
"T2.473.5" 4-6 (n+1)(n+3)’
12 22 g2 n?
M= 3ttt T B et
1 1 1
n)an—1.2.34‘2.3.4+"°+_—n(n+1)(n+2).
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82. Si se determine limitele urmétoarelor giruri:

a) ap = VnZ +1—+vn? —1; blap = vVn? +n—vn? —n;
c)an=vnRl+n+1l-vnZ-n+1;
d)a,=vn2+2n+2—vVn?-2n+2.

83. Fie zp, = v9n* — 24n3 + 602 + 5 — (an® + fn + 7).

i) S& se arate prin dare de factor comun fortat cé:
p<2= lim z, =00 iar p>2= lim 2, = —00 - signa;
n—o0 n—o0

ii) In cazul p = 2, s¥ se arate, tot prin dare de factor comun fortat, ci
a<3= lim z, =+00,iar ¢ >3 = lim z, = —o0;
n—=00 n—+o00

oy . .. . 7
iii) S3 se determine parametrii p, o, 3, v, astfel ca: nl-l-»l%o Tn =3
84. Fie sirul (z,), de termen general z, =n({/a— 1) unde a € R, 0 < a # 1 este
un numar fixat.

n

i) S& se arate c& =% Osica: a= (1+x_,.) .
N (n—+o0) n
n

Tn
ii) Din relatia a = [(1 + -:c_n) “’n] s# se deducd lim z, =Ina.
n n—00

85. Si se determine limitele girurilor de termen general:

a) an = {VnZ +n}; b) an = {Vn? +kn} (k€ R);

86. Utilizand lema lui Stolz, sd se determine urmé&toarele limite:
1.2.3+2-3:44---4+n(n+1)(n+2)

8) L= lim, n2(n +1)? '
12 22 2 '
b) = lim + +3 +n;
n=+00 n
. 1542243 4...40° .
c)l=nl§§o T (s €R,apoi se€(0,00));
1 24 ... n
d)l=lim1+2 +n +nt
n—o0 n
. . 2
&) 1= lim 1-34+2-4+---+n(n+2)

n5001-44+2-54-+n(n+3)"
87. Utilizand consecinta 3 a lemei lui Stolz, s§ se determine limitele:

R T n/m. R T n s T 1.
a)l—nl_x_’néoﬁ, b)l—JLngOVInn, c)l—nl_l{%o\/;,

o wfo (e _1:83:5-...-(2n=1)\
d)i= lim Q“*(Q”' 2-4-6-...-2n )’

— H n . — : n '
e)l= nl_u}r;o YCriDHl= n]ﬂ%o Y/ In(n!).

S& se compare apoi cu celelalte metode utilizate la giisirea acestor limite.
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88. Scriind intai sirurile urm&toare ca radicali de ordinul = si apoi aplicind conse-

cinta 3 a lemei lui Stolz (teorema Cauchy-D’Alembert), si se determine limitele:
n 1
=1 ; = lim =§ ...2n; = 1

a)l Jim gt b) nh_{lgon\/(n+1)(n+2) 2n; ¢)l= lim n 1/(2 Tk

89. Si se determine un gir (ap), cu nl'l)ngo an = 00, astfel incat sd fie indeplinitd
respectiv cate una din conditiile:

a) n(ap41 — an) = 1, b)n(aps1 —an) =0, c)apa —an, = 0.

" 90. Fie sirul (z,), definit de relatia de recurentd: 2,41 = %mn+3 vneR, z, =11

i) Se noteazd =, = y, + h, ¥n € N (unde h este o constantd). S se determine
h astfel incat relatia de recurentd satisficutd de sirul (y,), sd fie omogend (fird termen
liber);

ii) S& se determine termenul general al sirului (yy, )n;

iii) S¥ se determine termenul general al girului (z,)n si 1}1)11;0 Tp.

91. Fie, din nou, girul (z,), definit de relatia 2,4, = = az, + §, unde a si 8 sunt
doud numere reale fixate, iar z; este dat si fie simultan o # 1si 8 #0.

i) Se noteazd z, = yn + h V n € N (unde h este o constanty). S& se determine h
astfel incat relatia de recurenti satisfécutd de sirul (y,), si fie omogeni;

ii) S4 se determine termenul general al sirului (yn)n;

iii) S& se determine termenul general al sirului (), artand ci:

— ﬁ n—1 ﬁ

4

—
92. Aplicind metoda pusd in ev1den§5 m problemele 90 i 91, si se determine
termenul general si limita pentru girurile definite prin relatiile de recurents urmitoare:

a) Tnt1 = 720 +3; 21 = 4 b) Znpr = gt tLz =5

iv) S& se arate c#, dacd |a| < 1, atunci hm Tp =

C) Tpy1 = -g:cn +5; 21 =2;d) Tpy = gmn +4; 2 =3

93. Sa se determine termenul general si limita girurilor (z, ), definite de urmitoarele
relatii:

a) Tny2 = 5Tpq1 — 62n; 21 = 5; T2 = 13;

5, _13
6' "% 36 ,
C) Tn42 =4Tny1 — Tn; T1 = 4; T2 = 14
94. (Sirul lui Fibonacci.) Fie girul (F,), definit de relatia
Foio=Fo1+F, YneNsiFi=F,=1.

i) S& se scrie primii 10 termeni ai girului.
ii) Introducénd F,, = r", s& se gdiseascd ecuatia caracteristici: r2 —r — 1 = 0.

n n
iil) S¥ se arate c8 Fp, = L [(1 + \/5) - (1 — \/5) ] (formula Fibonacci-Binet)

b) 62,42 = 5Tnt1 — Tn; T1 =

VAL 2

si sd se determine lim F,.
n—+o0
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95. 54 se determine termenul general si limita girurilor (z,,), definite de urmatoarele
relatii: ‘

a) Tny2 = 4ZTpy1 — 42q; T1 = 32; 22 = 100;

b) 4xn42 = AZpi1 —Tn; T1 =45 22 = '4“;

C) Tnyo = 6Zpyy — 92y T1 = 6322 = 27.

96. Si se determine termenul general al girurilor (z5,)n definite de urmaitoarele
relatii:

1
a) Tpyo = 7on1

1623,,, = (1 + \/-), T = —( -1+ \/_)’

b) Tpr2 = 2z, c08a — Ty; (Lmde a € (0, g) este fixat); z; = cosa + sina,
T2 = cos 2a + sin 2a.

97. S se arate c¥ sirul (zy), definit de relatia zp42 = V2T — Zn, V2 € N (cu
z1, 2 dati) este marginit.

98. Sa se giseascd termelitul general si limita girului (z,), definit de relatia:

- =1; =2.
""'\I/QT.H- 1 YT — 1. 1’ o
99. Fie sirul (z,), definit de relatia £n41 = va + z5,Vn € N, z; = \/a (undea > 0
este un numar fixat).

a) S& se arate prin inductie c& girul este stnct cr%cétor

b) Scriind n <Zn41=+/a@T Ty, s4 se deduck relatia o, < T YA,
c) Fie z = m%o Zn. Trecand la limitd in relatia de recurentd, si se obgind c3

n—
lim z, = 1+\/1+4a.'
n—o00 2
100. Fie sirul (z,), definit de relatia 2,4 = % (a:,, + a:l)’ Vn €N, z; = 10. Se
n

considers functia f(z) = % (w -+ %) (definitd pentru z # 0).

a) Si se arate ci f are punctele fixe 2’ = —v/2 5i 2" = /2.
In continuare se va nota (pentru simplificarea scrierii) tot cu f restrictia f : [v2,00) V= R,

f(z) = % (m+ %) S& se arate ci f este strict crescitoare si deci, cum: f(v2) = v2,

avem f(z) > V2, Vz € [v/2,00). Deci f ia valori in intervalul [v/2, c0).
b) Potrivit celor stabilite la punctul precedent, rezult3 c3, prin intermediul functiei
f, relatia de recurentd se poate scrie Tny1 = f(z,), Vn > 1. S& se arate, cu ajutorul
functiei f, ci sirul (z,)y este strict descrescétor gi mirginit inferior.
c) Notand z = lim zy, s& se determine lim zj.
n—o00 n—00

2
101. a) Se considerd functia f:(0,00) — (0,00), f(z) = 1722
9:(0,00) — (0,00), g = fof. S& se arate ci f este strict descrescéitoare, g strict crescétoare
si s3 se rezolve ecuatia g(z) = z, precum si inecuatiile g(z) > z, g(z) < z.

si functia

1) Alegerea acestei multimi ca domeniu de definitie al funcyiei este dictat3 de faptul c¥ dintre cele patru
intervale determinate de punctele fixe (in domeniul maxim) (—o0, —v2], [-v%,0), (0, V2] si [V2, oo) avem
z1 = 10 € [VZ,0).
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b) Fie zo > 1, fixat si (zn)n sirul definit de relatia zn4+1 = f(zn). S8 se arate cd
Ty < T, iar apoi si se deducd relatia:

21<23< T5< ... <Top1< +.. <1< .. KT < ... <24 < T2 <Tp.

c) S& se arate ci subgirurile (T2n)n §i (Z2n+1)n sunt convergente si cé, pentru fiecare
dintre ele, limita este solutia ecuatiei £ = g(z). S& se deducd apoi convergenta si limita
sirului (z,,), obtinind cd nll{%o T =1.

102. Fie a < b dous numere reale. Se considera sirul (z,)n pentru care:

— )2
(a<zp,<bVneN; (i) (b—-zn)(Tny1 —a) 2 -(2—141)—, Vn e N.

Si se arate c¥ sirul este convergent si sé i se determine limita.

103. Se dau numerele ag, by, co € R,fixate si se definesc girurile (@5 )n, (bn)n §i (cr)n
prin relatiile de recurenti: ap41 = %(bn +cp)y b1 = %(cn +ap), Cnt1 = E(a" +bp). S&
se arate ci girurile (@n)n, (bn)n §i (Cn)n au aceeasi limitd, anume %(ao + bo + ¢o)-

104. Fie z; € (0, 1) i p48 = Zn(1 — 2,) Vn € N. Si se arate cd nll)ngo z, =0, iar
apoi cd lim nz, =1.
n—oo

o 1 1 ‘
105. Fie un §ir (Zn)a>0 astfel incit Tpyy = {/Zn + i3 Vn € N, unde zo >-0.
Sd se arate ci lim z, = 0, iar apoi s& se determine lim nz,.
n—00 n—o0

Capitolul III. LIMITE DE FUNCTII

1. S3 se determine,pentru multimile urmétoare, mulgimile minorantilor §i majoran-
tilor, inf A, sup A, min A, sup A (dac#l existd):

a) A = (—o0,0] U {2;3} U {5;2003}; b) A = (—2003,102¢03);

_1\n
¢) A = (102003, 102003] |} (102004, oo); ) A = {( ;)

ne N"’}.
2. Fie D' = {a € R/a punct de acumulare pentru D};
D; = {8 € R/B, punct izolat pentru D}.

S se determine D' si D;, pentru:

8) D=Q;b) D =(~2,3]U{4,5)U(6,0);c) D=2;d) D = {(—nt)n

ne N‘}.
3. S3 se demonstreze cd urmatoarele functii nu au limité la co:
a) iR = R, f(z) =sinz; b) f:R 2 R, f(z) = cosz;

c) f: k1r—1—r-,k1r+£ - R, f(z) = tgz.
Y (- B D)
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4. S3 se demonstreze ci daci f : R — R este o functie periodic, neconstanti,
atunci nu exist3 lim f(z).
T=—»00

< ¥ . N | . 1
5. S& se arate cd nu existd lim sin —; analog lim cos .
0 z z—0 T

. A . 1 pentru z€Q
6. . : =
(Functia lui Dirichlet.) Fie f:R—R, f(z) { 0 pentru z€RQ
S4 se arate ci functia nu are limit¥ in nici un punct g € R.

. _ [ 22+2 pentru z€Q
7. Fie functia f:[0, 00) = R, f(z) = { 3z pentru z€R\Q.
S& se arate ci f are limit3 in punctele z; = 1gi z5 = 2, dar nu are limit# in nici un
punct diferit de 1 gi de 2.
- 8. 54 se studieze limitele laterale ale functiilor urm3toare in punctele specificate.!)

S¥ se stabileascy apoi daci func’gule au sau nu limit3 in punctele respective.
a) f:R\{1} = R, f(z) =
b) f:R\{1,-1} = R, f(w)
1
c) f:R\{L,2} - R, f($)=m, T=1z2=2
d) f:R* 3R, f(z) ==, mo=0;
e) f:R* >R, f(z) =e_f’, 29 =0;
f) f:R\{~1,1} 5 R, f(z) = 0, 2, = 1, 25 = —1;
1
g) f:R\{1} =R, f(z)= Tro B=h

+e1=-l

h) f:R\{1} 2R, f(z) = ———, 20=1;
C 1+4e@ED?

i) f:(0, 0)\{e} = R, f(z) = ev—

D FR\{0, 1} =R, f($)=el+y z1 =0, 23 = 1;
k)f'( )\{ }"’R f(z) = e, -’Bo=z

9. Si se deterrmne punctele in care urméitoarele functii nu au limita:

pentru <0
8) fiR R, f(z) = {:c2+1 pentru z >0 °’

vz?+1 pentru z<1
b)f:R_’R’f(m)={ I;))entru z> 1.

10. Si se determine pul}zctele in care urmétoarele functii nu au limit¥:
a) f:R* = R, f(a:)=-|-$—|; b) g: R = R, g(z) = signz;

c) h:R =R, h(z) = [z]; d) k&:R = R, k(z) = {z}.

S& se compare apoi a) cu b). Si se schiteze graficele functiilor.

11. S& se determine parametrul real k astfel incat urmitoarele functii s§ aib limit3
in punctele indicate.

,(co—l

1,:1;1—1 Ty = —1;

y o =6

1) Se recomandy a se stabili si faptul c& toate aceste puncte sunt puncte de acumulare pentru domeniul
de definitie respectiv.
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z2+kz daci z<1
a)f:]R—)]R,f(x)={x_2 daci z>1 =1

e +1 daci <0
b)f:R-_)R’f(m)={2w+k dac¥ z2>0 @0 =0

=
) f:R-R f@)=4 ¢ g:cc: :‘;:Z; ez =1, 20 = —1.

S# se schiteze apoi graficele functiilor de la a) i b).
12. Aplicind teoremele asupra operatiilor cu limite de functii, s& se calculeze limitele
urmaétoare: 9 '
: 2 ) : 2.z _ 3. : z-, sooxe 2 .
a) ;1_1312(:0 —5; +7); b) alcl_)n%(% e® —z°); c) P_lgrAcoszw, d) il_%e (z° -2z +1);
im ———~ . f) im VZ2 —z + 1; ; 4.7 2_ov. 1 i 22100,
e)allgllm?+m+1’f) lim /2?2 —z+1 g) lxm(2a; +7z*-9); h) hm (0 71) ;
B H 2 z+1,
i) ll_r)x})(a: +2)%T j) hm arcsin (tg( 1 )) k) hn%lnsmx, 1) hmsmln:c

13. S4 se determme
2z +3z+7 2z z3

a)mll’% 3$2+ +5’ b) :ll)ngoa;2+3 +7’ )‘”"°°m’
d) him ST A2H3 o, @- w)(22+5) f m (2FD0-20)
- 3z +5 ie a:—)—oo s Txd — i _,_oo 2—z+1 )
: z-95 . 3z3 —ba? +4
g) 311’1'1'1002:33—173:24-1’11) zli»ngo 1-3z
14. S se determine:
a) lim ﬂ ) (__:1,‘—12. ) li zt — 222 .
:z:—)2$2 3:1:2-1-2’ a1 mg—l ;c m%3z6+a:3+2m2’
zt+222 -3 . -3z -9z +5 ozt —
d) 1—)1 x2 3 +2’e):llﬂ. (m_1)2 ’f) xﬂm (m7n€R),
l-n(z-1
g)l-;xgnl (:v—l()2 )(nelk).

Indicatie: Se vor efectua intéi simplificéri.
15. S& se determine:

3 (11
2) a%l—u (1—3:— l—ﬂ)’b)%(;_z(m+l))’

. 1 4 . 1 - T
c)aym—rz(a:—Z_z2—4)’d)zl-!>m—1((1+x)2_1+x)’
16. S& se determine:

i vz =1): i 2 w2 — ).
3 lim (Vo +1-va=1) b) lim (Va?+s- V@ —3);
c)xli)m (\/:z:2+:c 1—ﬁ—m+1) d) lim (\/z2+:c+1—-\/:z:2—:c+1);
e) zli)m ( (:c+1)3+1—\/(:z: 1)3—1) f) hm (\/33:3—3a:2+1—a:);

g lim (Va2+1 ) h) lim (\/2:v2—3x+5-\/2a:2+3w+7);

i) lim ({/(z+a)(m+b)(w+c) -—a:);j) Jim (\/x+\/:z+\/5—\/5);

k) a:li)ngc (\/m2+m—1—am), (a > 0) — discutie dupi a in variantele 0 < a < 1,
a=1a>1;
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1) lim (\/4a:2+3w+1—2\/w2+1);
=00
m) mll’ngoz\/i(\/:c+l+\/z—1—2\/5);

n) xli)néoxa (\/a:2+\/x4+1—x\/§>.

17. S3 se determine:

In(1 + e%%) ef —e 7 e —e”

a) zlhnolo In(1 + %) (e, b > 0); b) zl-ggo et +e-3’ )1 Zt 20 e* +e“°’
XL
d) Iim 1+1n:z:’ o) li ctg2a: . f) Tim In(l1+e ).
z—00 1 — Inz art) ctgr ' 200

18. S& se determine:
I 3 T .
a) Jim (¢ — &%); b) lim (¢° o)
1 . .
c) lim (a“’ - F) {a > 0), discutie dupi a;

00

. R sinz
o) i (o oo ) iy (5% - e'e):

. 1 1 . 1
f) lim (sin2.1: Ll ; 8) %1@) (z+ln:c).
2
19. S3 se determine:

— — — — 2 _
a)hm\/l-i-:z: 1 im\/1+:z: V1 z im\/I T+ 1

z—0
3
d) lim ‘/E \/_, e) lim —=———
2 - z—a \/E-\/_
\/1+m \/1+w h) lim a:-%-\/
:c—+0 Vi+z-— g} T -1 ;
V3+z+a2- \/9—2:c+:z: VZ+Jz-2
l)i—ﬂ 2 ’)1 T z-1
z4—3x+2 a:—»l -
20. Si se determme
3 Inz — Ina ea% — bz T — g

. e — N
a)hm 2z b)z-m z—a (a>0),c)£1_1g—;——- d)zl:gr;x a

. 2% —a® .
—2 (>0 = lim == (a>0);

- (@ >0)’ ) I 20 Yata— Va-a

g) li

T __
e)l; = lim z

T _ T
)l—hma (a > 0);

T—a (B

a T _
d (a>0); h) lim :z:m

$$
)}gg P (a>0),J)h3}z -, @>0)

- In(1 +In(1
:x:—m T—a =0 z
21. La exercitiile c), d), e), si i), @, b reprezint3d numere reale.

S4 se determine:

sinbz sin (a: B g) sinax tgaz
3 . h — v/ 3 11 ; b £ 0);
2) alsl->m0sin3:z: ) T3 5:1:—3 i <) I be sinbz’ (b#0); d) Jimg tgbz (b#0;
sinaz — COSZT \/ -1 COST — COS 8T |
) hm “ba? (b#0); ) P :1:2003410 5) -0 3 i b) il—m x? !
cosa:c cos bz sin 5z — sin a: . tgx—sinz
i) Jim R (o b); ) Jim k) Jim £
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- 3 - t 1-t¢
1) i 1 —cos’z )liml \/cos:c; \/1+ BT — +/ g:z:

m _—
z—0 3zsin 5z ' 0  sinz sinz

) lim V1 + zsinz — v/cos 2z  p) lim CoOST — CoST — {/cos T, q) lim Jcosazr — V/cos b:c
° xl—m th T z-+0 sin2 x ! z—>0 z2
z :1:2
) lim Cosy —sing ) lim g z-1 ) tg\/a:2+1—tg Ve +1
z5  cosz, ) amk 2sin’z — 10 tg(z2 — 1)
22. Sa se detemune - z
sinz — sin — sin{z—- = 3 cos—
4. ( ) . z°+1 lim 2.
a) zlirni :D—— b) h_)n% 1—2cosz '’ c) :tl—lbn-ll sin(w+1)’ d) TT L — T
4
o li 1+ cos2z z2 . tglz —3tgz

lim =——+
= Vr— V2 )"’0\/ T+ sinz — y/cosz g)z"icos(a:+%),
. sinz+az®-2° 01—
) lim = 1) lim —s ) Jim

—sinz
3 (7r 2z)? ;

sm(a: )

sin(z — 2)
::—)0 sm(a;?)

=2 z2-4 '
m) lim 1+ zsinz —cos2x a) lim 1—cosz o) li 51n1r(:c +1)
z—0 si.n2.1; ’ .‘l:-+0 .’B( ,—1 Tz )) 1 \/—+ 1 }
p) lim sin 3z q) —CoszT ) lim 1—cos®z 5) li sm(tgz:) )
240 T 12— 2 2z a5 a:sma:cos:z:’ 230 tg(sinz)’
sin(z? +z-2) . tg(3x -2) . 1—coszvcos2z
t S, sin(z? + 3z + 2)’ ) 23 322+ -2’ v) il-% z2 '

23. Fi * . ine: [ = I P___9 )
3. Fie p,q € R*, p # q. S& se determine: [ alclgll(l—xp l—xq)

W3
24. (i) Fie k € R* (k > 2). Si se arate ci lim w = -1—;
R 250 z?2 2k
) —_— . 2 . 3 . . "3
(ii) Fie L, = lig})z(l cosz - Y/ cos2z z;/cos&n \/cosn:c).

k)= (n, p € R discutie dupi = si p); 1) h

S& se stabileasci relatia de recurentd Ly = Lx_; + —
(iii) S& se determine lim L,.

n—ro0
25. Si se determine limitele:

Py 1
a® +b%\* . (@B TN F i
9 tim (T57) " @b>0ib) tig (FEE2E)T g pes o)

k’ iar apoi s& se determine L.

¢) lim

-0

(a’f+ag+---+a:
n

2
e +e*\° ex \*
d):c]l)oo(ez—e‘:‘) e):zlitngo< a;+1> !
1

. *. A1 -NN\z-a.
0 li(eosa) i glim (2~ £) 72,

) (n € R*;a1,0,,... yn > 0);

i p(z) - .
) B e)") wade gle) = g



CLASA A XI'A

1
i) lim (logy (log, a:b))-’b‘_——a (a,b € (0,1) U (1,00);a # b);
- a® +b*° : '
§) ;11;120 (In(z + 1) —Inz)*%; k) 312155 (W) (e >0,b>0);
) Jim (loga(c +3)° ~logz2*);  m) lim (¢% +2)°.
26. Si se determi1ne:
a) 31:13}) (1 +sinz)=; b) nlcig%)(l + sin )&%,
¢) lim (1 +x2)§"‘:; d) lim (1+3tg 23;)“‘;23; '
) lim (1 +tg 2)“#%; f) lim (cos )=,
27. Si se determine limitele:
a) lim 2% b) lim 2*"%; c) lim 8%, d) %ig’,(sin z)%;

x>0 x>0 x>0
e) limi (z - a)sinz—sin ¢ f) lim (arcsinm)tg %, g) lim (1 - \/5)35—-l
z=a ! z—0 8 z—1 )
z>a >0 z<1

28. S& se determine:

sinz
. . . = . . 1 .1.' . a—z_
a) ,h_?;t (tg 2)°*%; b) lim (x) i¢) lim %2, d) lim (cosec(z —a))";
z<§ >0 z>a

1 z~1 1 z 1
e):ilﬂ(x_l) ;) éx_ﬁ)(uz) i g) lim (1+2)%.
29. Si se calculeze: '

. Vz*+z
a) lim

z—a IT—1

ya € {—00, _1)07 1,00};

. |z% — 4| . .
b) k_ﬁm,ae{—wa—zyzw},
¢) lim o3 +Vaf+a? i~ },
z—)a\”/39+1_\"/m9+w6+1’a 0,003
. V22 +5— 23+ 422+ 3
d) lim ;
r—a \/z2_4

a€ {-2,2}.

Capitolul IV. FUNCTII CONTINUE

1. Fie £ : [0,5] = R, f(z) = 2® §i zo = 2. S& se arate ci f este continui in zo.
a) folosind definitia cu limita functiei;

b) folosind propozitia de caracterizare cu ¢ si ¢;

c) folosind propozitia de caracterizare cu vecinatai;

d) folosind propozitia de caracterizare cu giruri.

2. Aceeasi problem3 pentru functia f : [0,3] = R, f(z) = VZ si 2o = 1.

3. Si se studieze continuitatea urmatoarelor functii f : R =+ R

_J = pentru z<1 _J z+1 pentru z<0 |
2) f(a:)—{ z? pentru z>1; b) f(m)—{ e pentru z>0"'
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_J 2z+3 pentru z<2 _J sinz pentru =<0
) fla) = { 5z+7 pentru z>2 '’ d) fz) = { z2  pentru z>0.
4. S8 se determine m € R, astfel incat urm#toarele functii s3 fie continue:
mz?+1 pentru z<1 _ [ xz+7 pentru z<7
3) f(a;) - { z+2 pentru z>1' ) fl@) = mz pentru z>7 '
_ e pentru <0 _ z+m pentru <0
°) f(:z:)—{ z+m pentru z>0 3 d) A )_{ln(1+w) pentru z > 0.

5. 54 se determine constanta m astfel incat functiile de mai jos s fie continue:
et -1

a)f(x)={§2—$ pentru @ 70 b)f(m)={_

m  pentru z=0; m pentru z =0;

pentru = #0

pentru <0
pentru z > 0;

v m
c) f(z) = { In(1+z)
z

6. Sé se determine constantele reale m si n astfel ca functia f : R — R,

_j mzr+n pentru z<1
f(z) = { e  pentru z>1

s& fie continu3 pe R ‘§i, in plus, s& existe lim f=) - f1) =0
z=1 -1

7. 53 se studieze in functie de a,b € R, continuitatea functiilor urmitoare, definite
pe R:

2sin®z 51
= - arcctg oy pentru <0
a) f(z) =¢ a, pentru =0
l - \/1 1
— te L pentru x>0
z
b) f(z) = log% ( - 5), pentru z<1
logs(z +3)+a, pentru z>1

e —e @ ,a>0,a#1;

log, (2% + 20z + 3a%); pentru z<a
c -
) /(@) +e™% pentru = >a

B r+a
29% 4z —3azx?  pentru <1
d = ’ -
) flz) { (2 +z—1)-2°; pentru z>1'
8.. 83 se determine domeniul maxim de definitie si si se studieze continuitatea
urmatoarelor functii:

(.'z: + 1)2n (a: _ 1)2n 3(z+l)n —3- (z+1)n
8) fl@) = lim e - D) sere e <z+1)n
|z~ 137=D — |z 41| — 920

©) f(z) = L, |z —1] -3z + x4+ 1’ d) flz) = A, :c2"+1 +22n°
9. Fie f:R — R o functie continui si fie zp € R. Rezulti atunci ci exist# o
vecindtate V' a lui zg pe care f si fie strict monoton? :

1) Aceasty conditie revine la aceea c& f s§ aib¥ derivaty in punctul zp = 1
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10. Fie f,g: E — R. Este posibil ca f gi g s3 fie discontinue, dar f + g i fg s fie
continue?

11. a) Existé functii f: E — R discontinue, dar cu |f | continui?

b) Existd functii f: E — (0, 00) discontinue, dar cu f continui?

c) Existd f: E — FE discontinue, dar cu f o f continu?

12. Se considerd f,g,h:R — R, f(z) = max(z,2?), g(z) = min(1, z,z%), h(z) =
= x&igtz. S& se schiteze graficul acestor functii. Sunt continue?

13. a) Se considers f:R — R i se definesc f.:R +Rsi f:R—> R Y

z)+ |flz - +
oy = T L @) 1500

S& se arate c#, dacd f este continu, atunci fy si f_ sunt, de asemenea, continue.

b) Aceeasi problemi pentru functiile p,9: R — R 2)

z)+ j—x z)— f(—
o) = LD gy S0 f(o)

14.Fie f : R — R o functie continui cu f/q = 0% (functie identic nul¥ pe Q). S& se
arate ci f = 0" (functie identic nul¥ pe R).

15. Fie f,g: R — R doud functii continue cu f/Q=9/q- Sisearatecd f=g.

16. Fie f: R — R satisficand ecuatia I a lui Cauchy:

f(z'+y)=f(m)+f(y), Vz,y €R. a

a) Si se arate & f(0) = 0, f(~y) = —f(y), Vy € R, f(z —y) = f(z) - f(),
Vz,y € R si s8 se demonstreze apoi succesiv ci:

() f(nz) =nf(z),VneN*, ze€R;

(i) f(mz) =mf(z)YmeZ, z R

(iti) f (%x) - %f(a:), VneN, z€R;

(iv) f(Az) = Af(z), VA € Q, z € R (f este Q - omogens).
b) S& se arate ci, dacd f este continu¥, atunci
fz) = Af(z), (V)A€R, z €R (f este R - omogen).
c) 84 se deduci faptul ci exists o constant¥ a € R, astfel incat
f(x) =az, VzeR.

17. 58 se determine solutiile constante ale ecuatiei intai a lui Cauchy. Reprezint3
un caz particular al solutiei generale sau sunt solutii singulare?%)

18. S& se arate ci, daci o functie f : R — R ce satisface ecuatia intai a lui Cauchy
este continud Intr-un punct zp € R, atunci ea este continug in orice punct z € R.

(Consecinté: O solutie discontinug a ecuatiei este discontinui pe toat3 axa reals R.)

1) Functiile f+ si f- se numesc partea pozitivé, respectiv partea negativi a functiei f.

2) Functiile ¢ sl ¥ pot fi numite partea par3 gi respectiv partea impar3 a functiei f (deoarece f = ¥+,
@ este pard, 1 este impari).

3) Adic f(z) =0, Vz€Q.

4) Adick f(z) =0, Vz €R.

5) O solutie se numeste particulard dac poate fi obtinut¥ dand o anumit¥ valoare constantei din solutia
" generald, respectiv singulard in caz contrar.
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19. Fie g : R — R satisficand ecuatia a doua a lui Cauchjr:
9(z +y) =9(z) - 9(v), Yo,y €R.
a) S# se arate c3 g(z) > 0 Vz € R si c8, dacd existd un punct zo € R cu g(zg) =0,
atunci g este identic nula.

b) S& se arate, pentru g neidentic nuld, ci g(0) = 1, g(-y) = VyeRsicd

oz — 1) = g()

c) Sé se arate c#, dach g este continug intr-un punct zo € R, atunci este continud in
orice punct z € R.
d) Se noteazs, pentru g neidentic nul si continui g(z) = e/(®). S& se deduci ecuatia
pe care o satisface f, iar apoi s se determine functia g. 0
20. S¥ se arate ci functia f:[-1,1] = R, f(z) = 1_%:3 este mirginitd si si se
determine u,v € [-1,1] astfel incat inf f(z) = f(u), sup f(z)= f(v).
z€l-L,1] zel-1,1]

1
()’
,Vz,yeR.

2
21. Aceeasi problemi pentru functia f:[-1,1] — R, f(z) = %:__%, respectiv
2

R R, g(z) = i_l_:z.

22. Se consideri o functie continud f: [a,b] — R. S& se arate c8, pentru oricen € N
existd doud polinoame P, gi Qn, de gradul n, cu coeficienti reali astfel incat '

: Pa(z) £ f(2) < @n(z) YV € [0, b].

23. Fie f:R — R o functie polinomiald de grad impar (cu coeﬁcxent;l reali). S3 se
demonstreze c3 existd zo € R astfel incat f (:z:o) =

24. Si se arate ci urmatoarele functii f: IR — ]R sunt surjective:

a) f(z) = 28 — 322 + 2; b) f(z) = z — 2arctgz; c) f(z) =a® +z, (a > 1).

25. Si se demonstreze ci urmatoarele functii f: R — J constltme bijectii:
a) f(x) =arctgz; J=(~3,%); b) (@) =tha= J=(-1,1%

0 f(@) = g = (-1

26. Fie f:R — (a,b) bijectivd. S3 se demonstreze c3 f nu poate fi functie rationald.

27. a) Fie f:[a,b] — [a,}], continud. S& se arate c3 exist3 un punct zo € [, b], astfel
incat f(zo) = zo

b) Fie f:[—a,a] = [—a,a] o functie continug. SH se arate ci existd doud puncte
u,v € [—a,a), astfel incat f(u) = gi f(v) = —

c) S& se trateze problema analogd in cazul unei functii continue f:R — R.

28. (Teorema de punct fix sau principiul contractiilor, al lui St.Banach.)
Fie f: [a, b] — [a,b] o functie cu proprietatea ci existd a € (0, 1) astfel incét | f(z')—f(z")| <
< ajz’ —z"|, (¥)&',2" € [a,b]. S& se demonstreze ci existd un punct unic o € [a, b] astfel
incat f(zo) = zo.

29. (Teorema de punct fix a lui Knaster.) Fie f:[a,5] — [a,b] o functie
crescitoare. S se demonstreze ci existi un punct zo € [a, b] astfel incat f(zo) = zo.

ez+ -1’
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Capitolul V. FUNCTII DERIVABILE

1.’ Utilizand definitia derivatei intr-un punct si se studieze derivabilitatea urmatoa-
relor functii in punctele indicate. Pentru punctele de nederivabilitate s3 se precizeze tipul
acestor puncte (functia are derivatd in a, a este punct unghiular sau de intoarcere).

_Jlz+2P; z<2 i
o ) ={ 5FA 222w,
| arcsin z
i ze[-1,1]
\b)f)={ ¢ ’ @0 =~1,z1 =1

Z_1 %€ (=00, -1) U(1,00)
T 2
c) flz) = (x+3)3 a= —3(d) f(z) = arccos %, zo = —3.
2. Utilizand formulele de denvare i proprietitiile functiilor derivabile si se deter-
mine expresia lui f' gi domeniul maxim de deﬁmtle al functiei f/, pentru functiile f : R — R:

2) f(z) = (2° - 32)% b) f(z) = (22—1—1) 0) £@) = || 5 L

d) f(z) = {/(z° — 522 + 5)3; €) f(z) = V(& — 1)5; f) f(x) = sin*(z® + 10z)?;
g) f(z) = cos?(z® + 32)%; h) f(z) = ln*(L + 32?); i) f(z) = In(3 + tgz)%;
§) f(z) = 3518s6%) —10g3 3°%; k) f(z) = tg(arctg(s? + 1))
3. S4 se scrie ecuatiile tangentelor in punctul A(e, f(e)) si a semitangentelor la
stanga si la dreapta in punctul B(3, f(8)) la graficele urm&toarelor functii:
8) f(z) =2 -8 a=1; =2;b) f(z) =3VI¥*-, o =2; f = -3;
In(3+2z); 2>-2 a=0
o f@)={ BAP ez ezl
Vz2+3; z<-3 a=-4

d)f(”’)‘{ 3=°—%; z>-3 f=-3"

e) f(z) = max(z,2%,2 — 22); a = -3; B = —1.

4. Fie f : D — R, unde D este o multime simetricd, iar f este derivabild pe pe D.
S& se studieze paritdtea functiei f’, dacé:

a) f este functie pari; b) f este functie impar3.

5. Fie f : D — R, derivabild pe D, periodica.

a) S# se demonstreze ci f' este functie periodica.

b) Daci T este perioad3 principald a functiei f, este T perioada principald si pentru
b

6. Si se deducH, pe baza utilizdrii derivatei logaritmice, derivatele urmétoarelor
functii definite pe semiaxa pozitiva:

1 z 1 z+1 l

3 @) =(141) 10 f@ = (143) 50 f@) = 1+ a)e.

7. Fie f:R — R, satisficand ecuatia functional intdi a lui Cauchy: f(z +y) =
= f(z) + f(y), Vz,y € R. Si se arate cd, dacd f este derivabild in origine si f'(0) =
atunci f este derivabil¥ in orice punct zo € R si f'(zo) =
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8. Fie f:R — R, satisficind ecuatia functionald a doua a lui Cauchy: f(z +y) =
= f(z)f(y), Vz,y € R. Si se arate ci, dac f este derivabild in origine si f'(0) = A4,
atunci f este derivabild in orice punct zo € R si f'(zo) = Af(z0)-

f@+ 1@\,

9. Fie f:R — R, satisficand ecuatia functionald: f(z+y) = 1+ f@)f @)

S4 se arate ci, daci f este derivabild in origine si f/(0) = A, atunci f este derivabild in
orice punct o €R si f'(zo) = A(1 — f2(z0)).

10. Fie f:R — R o functie polinomiald de gradul n, iar a € R. S& se demonstreze,
pentru orice a € R, egalitatea:

4 " n
f@ =10+ 00+ Loy L@ g gy
(formula lui Taylor pentru functn polinomiale). .
11. Fie f:R — R o functie polinomiald cu rdd&cinile reale distincte z;,z2,...,Zn
S3 se demonstreze egalitatea:

SR SRR
fi)  f(z2) T fl(za)

12. Fie o functie polinomiali f:R — R pentru care existd A,a € R, A#0,n € R,
astfel incat f(z) = A(z — a)". S& se demonstreze c% polinomul de provenient al derivatei
f divide polinomul de provenient# al functiei f (divizibilitatea are loc in inelul R[X]}).

13. Fie f : I — R, unde I este un interval, f continud si derivabild pe I si f(I)
marginitd. S3 se studieze:

a) continuitatea functiei f’; b) marginirea functiei f'.

14. S& se demonstreze c3 functiile urmétoare sunt inversabile si s se calculeze
(F~1Y(B) & (f~1)"(B):

a) f:R-R; f(z) =23 +222+4x+5; = 2;

b) f:RoR; f()=3"+2z—-2; 8 =log 2;

Q) £:(-2,-1) = (3,3 ); f(@) = arcsin(2c +3); = —%

d) §:(-2,00) = (=], 3 )i £(o) = arctg(@® + 4z + 3); _.g.

15. S& se calculeze derivatele de ordinul n pentru urmétoarele functii:

a) f(z) =27 (p€ R); b) f(z) = 2P (11' €R); ) f(z) = vz; d) f(z) =€

&) (@) =" (0<a# 1) 0) fle) = 35 ) f(a) =Ina; b) f(a) = logy.

16. Si se calculeze derivata de ordinul n pentru functiile:

8) f(2) = ==+ ——3 b) f(z) =In(s? - a?) (s > a > 0)

17. Fie f:R — R o functie polinomiald de grad n. Un numar o € R se numeste
rdddcina multipld de ordin k (unde k € R, k < n) dac (X — a)* divide f, dar (X — a)*+!
nu divide f (adici existd g astfel incat f = (X — a)¥g si g(a) # 0). S& se arate c3: a este
ridécind multipld de ordin k pentru polinomul f dacd si numai daca

fl@)=f'(a) = f"(a) = ... = f*N(a) = 05i f®(a) #0.

18. Si se arate cu ajutorul derivatelor ci urmitoarele functii polinomiale au réda-

cinile multiple indicate in dreptul fiecireia. '

,YER.

o3

1
a)f(a:)=a:3—3a:+2;a:1=:x:2=1;b)f(a:)=4z3 3z-1z1=22=—3;
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c) flz) =423 -3z +1; 71 =:1:2=%,
d) f(z) =nz"*? — (n+2)z" + 2; 7y =22 = 1

n

19. a) Sﬁsea.rateciiecua;iaf(a:)—1+ + o

1' = 0 nu poate avea

radécini multiple.

b) S& se arate c3 ecuatia f(z) = nz"*? — (n+1)2"+! +z = 0 nu poate avea ridicini
multiple diferite de 1.

20. Si se arate cd urmétoarele functii verific# (pe toatd axa reald) identittile scrise
in dreptul fiecireia:

a) f(z) =€**; f"(z) - 5f'(z) +6f(z) =0;

b) f(z) =€%; f"(z) - 5f'(z) +6f(z) =0;

c) f(z) =e*; f"(z) —4f'(z) +4f(z) = O;

d) f(z) = ze®; f"(z) - 4f'(z) +4f(z) = 0

e) f(z) = e*®cos 3z; f"(z) — 4f'(z) + 13f(z) = 0.

21. Si se arate cd urmétorele functn verificd (pe domeniile de definitie respective)

relatiile scrise in dreptul fiecdreia:
8) f(z) = f‘;ﬁ“;, (1-2%)f'(z) - zf(x) -1=

b) f(z) = 2% + 2(1 — Inz), 2" (z) —
c) f(z) = (x +vzZ—1)°, (22 -1) f”(a:) + a:f'(a:) —a?f(z) =
d) f(z) = (ez+v1+ a2m2)% (1 + 0?2?) f'(z)+aPzf'(z)— f(z) =0 (a # 0);

sin(a arccos z)

e) f(z) = —d/ﬁ—-,( 2? - 1)f"(z) + 3zf'(z) - (o®-1)f(z)=0.

Capitolul VI. REPREZENTAREA GRAFICA A FUNCTIILOR

1. S& se determine punctele de extrem ale urmétoarelor func’gu

a) f(z) = -3z +2; b) f(z) = z*—132%2+36; ¢) f(z) = p + el d) f(z) =

& (&)= 3 (2+3 )i D) f0) = VT (> ) 8) f(s) = o - 2arctga;
) £(s) =& - (@ + 1) 1) f(a) = 265 J) (@) = a%%; k) f(z) = 2% 1) f(2) = .

2. Si se regiseasci, pe baza teoremei lui Fermat, regula cunoscutd a punctului de
extrem pentru functia de gradul al doilea f:R — R, f(z) = az? + bz + ¢ (a # 0).
3. S3 se determine punctele de extrem ale functiilor:

) f(@) = lal; ) f(z) = arcsin o,

Poate fi aplicatd teorema lui Fermat ?

4. Fie f : R = R, f(z) = z%|x — 1|. F&r4 a aplica teorema lui Fermat s8 se
determine punctele de extrem ale functiei f.

5. S% se determine intervalele de monotonie ale functiilor din problema 1.

6. Si se regiseascs, pe baza semnului derivatei, regula privitoare la intervalele de
monotonie ale functiei de gradul al doilea, f:R — R, f(z) = az? + bz +c (a #0).

1+:z:2’
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7. S# se studieze aplicabilitatea teoremei lui Rolle pentru functiile de mai jos. in
caz afirmativ, si se determine punctul c:

a) f:[a,b] = R, f(z) = (z - a)(z - b); b) f:[0,7] =R, f(z) =sinz;

c) f:[~1,1] = R, f(z) =|zl; d) f:[-1,1] =R, f(z) =1n(1 +|=|);
cosz dacd z € [0 E]
AT

)
zsins dack s [l, —] \{0}
05|32 or f@ =] w
0 daci z=0;

g) f:a,b] =+ R, f(z) = 2(z — a)(z - b); (0 <a < b);

h) £:(2,4 R, f(z) =25;1) f:[2,4 5 R, f(a) = —

8. S& se studieze aplicabilitatea teoremei lui Lagrange pentru urm#toarele functii;
in caz afirmativ s se determine punctul c.

a) £:[0,10] - R, f(z) = z? b) £:00,10] =+ R, f(z) = 2% c) £:[0,1] = R, f(z) =%
+ 1 pentru z€[—4,0]

\/:1:+1 pentru z € (0, 3].

9. 53 se studieze aplicabilitatea teoremei lui Cauchy pentru functiile de mai jos; in
caz afirmativ, sd se determine punctul c.

a) f,9:[1,5] = R; f(z) = 22, g(z) = 28

b) f,9: g, =| = R; f(z)=sinz, g(z)=cosz.

10. S3 se separe, cu ajutorul girului lui Rolle rid¥cinile ecuagulor

a) f(z) = 3z% —42% — 1222 + 10 = 0;

b) f(z) =2* - 22% - 1122 + 122+ 20 = 0; ¢) f(z) = z® — 5z — 50z + 10 = 0;.

11. S& se discute, cu ajutorul sirului lui Rolle, urmitoarele ecuatii, in raport cu
parametrul variabil m:

a)z®-3z+m=0;b)z’—z+m=0;¢c)e*—z—m=0.

12. Ce se poate spune despre punctul ¢ din teorema lui Lagrange aplicat} functiei
fila,b] = R, f(z) =mz +n (m#0)?

13. S& se determine punctul ¢ din teorema lui Lagrange pentru functia
fila,8] = R, f(x) = ma® 4+ nz +p (m # 0). S se deducd apoi un mod de constructie a
tangentei la o parabold intr-un punct dat.

14. Si se determine punctul ¢, din teorema lui Lagrange aplicatd functiei f: [0,1] —
R, f(z) = 2™ si s& se detemine lim Cp.

o) f:[0,5] =+ R f(a) =

sinz dacd ze€ (

d) f:[-4,3] =R, f(z) =

15. a) S se dea un exemplu de functie: f:[a,b] & R pentru care punctul ¢ din
teorema lui Lagrange nu este unic.

b) S se precizeze o conditie suficientd pentru ca punctul ¢ din teorema fui Lagrange
sé fie unic.

16. Aplicand teorema lui Lagrange unor functii convenabil alese, definite pe inter--
valul [a,d] si utlhzand monotonia denvatel, s# se stabileasc# inegalitdtile:

a) b- ¢ <lnb-lna< b- (0 < a < b) (inegalitatea lui Neper).

b
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(05a<b<g);
(0<a,<b_<_§);

-a
b s2b
< ctga — ctgd <

a
c) sin nb 1

d) CESTCES)) <ln(ln(n+1)) ln(lnn)< 1<neIR

17. S& se demonstreze identitétile:

a) arcsinz + arccosz = g, Vz € [-1,1]; b) arctgz + arcctgz = g, VzeR.

18. S& se arate cd urmétoarele functii sunt constante. S3 se precizeze constantele
respective.

1- 14z
a) f(z) —a.rctg” 1Tz % 4 arc tg‘/m,v:ve (-1,1);
[_ 2
b) f(z) = arcsin \/Tm—x + arcsin %—, Vz € (0,—1\5);

. T
c) f(z) = arcsin(tgz) — arctgm, Vze (_Z’ Z)..
19. Si se stabileascd prin derivare identitatile:
a) sin(arccosz) = V1 — 22, Vz € [-1,1]; b) cos(arcsinz) = V1 —z2, Vz € [-1,1].
20. S3 se arate prin derivare ci urmatoarele functii diferd printr-o constantd pe
anumite intervale. Se vor preciza intervalele i constantele respective.

a) f(z) = —arctgl' 9(x) = arctgz;

b) f(z) = arct:g1 P

c) f(z) = arcsin2zv/1 — z2; g(z) = 2arcsinz;

d) f(z) = arcsin(3z — 423); g(z) = 3arcsinz.

21. Utilizand consecinta a 3-a a teoremei lui Lagrange, s se demonstreze ine-
galitdtile:

a)e?>z+1(x>—1);b)et >et(t>0);c)e®>s®(s>0)

g(z) = arctgz;

d) u* > (%)e (u>0); 1 e) vé <et (v>0).

22, Fie z € (—1,0) U (0,00). S& se demonstreze utilizind functia f(z) = (1+2)* —
—1 — az, inegalitétile:

(1+z)* > 1+ az, daci a € (—o0,0) U (1,00); (1+z)* <1+ az, dacd a € (0,1).

g sinz _ 2
23. S3i se arate ci, pentru orice z € (0, —2-> are loc inegalitatea < > pt

24. 53 se demonstreze inegalitétile:

a)lx <In(l1+z)<z (-1<z#0); b)arctgz<z (z>0);
;2 z? 0
c)a:—?<ln(1+:c)<x—m (z > 0).

a) Se considerd functia f:Ry — R, f(z) = e* — (1 + ). Si se arate cd
(0) l F3(0) = 0, iar f"(z) > 0, pentru orice £ > 0 si s se deducd apoi inegalitatea
e* > 1+ z, pentru orice z > 0.

1) Consecint¥: inegalitatea lui Euler e* > #®.
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b) Luand g(x):e’—(1+—+—+...+—> g:Ry — R, si se arate cd

g(0) = ¢'(0) = g(n)(O) = 0 iar g("+1)(:1:) > 0, pentru orice z > 0. S¥ se deducs

"
megahtatea e >1 + + ? +...+— T pentru orice = > 0.

1 1
26. Utilizand megahtatea oo <Iln(z+1) -z < s pentru z > 0, si se

. 1\?%
determine semnul derivatelor functiilor e, f:(0,00) = (0,0), e(z) = (1 + ;) , flz)=

z+1
- (1 +1)
z
S& se deducl apoi inegalitatea
1 T 1 z+1
e(m)=(1+—) <e< (1+—) = f(z), (z>0).

27. (Aplicatie a inegalititii din problema precedenta separarea radacinilor ecuatiei
¥=y"0<z<y.)

a) Se consider3 ecuatia z¥ = y® (cu 0 < z < y). Si se arate ci exist3 ¢t > 1 astfel

incat: z = tt_:'f; y = t©T1. Notand apoit=1+4 3 (cu s > 0), si se obtind parametrizarea:

= (1+ %)s =e(s); y= (1+ %)M = f(s)-

cu functiile e gi f din problema precedents.

b) S& se deduci apoi ci orice solutii (z,9) cu (0 < z < y) ale ecuatiei z¥ = y* sunt
separate de numirul e: z < e < y. In baza acestei inegalitati, -s& se obtin3 ci singura
solutie in numere naturale este z = 2, y = 4.

28. Si se demonstreze inegalitatea:

2

5o+ 1 <m@+n-mm<vr___.(>0)
29. S4 se arate cd punctul ¢ din teorema lui Lagrange aplicati functiei f: [e,b] — R,

J(z) = /z (0 < a < b) satisface inegalitatea:

w;<c<“;@
30. Aceeasi problemd pentru functia f:[a,b] = R, f(z) =Inz (0 < a < b).

31. Utilizind consecinta 4 a teoremei lui Lagrange, si se studieze derivabilitatea
urmétoarelor functii in punctele indicate.

. 2z
a) f(z) = arcsin =3 To = -1z =1;
1 1
b = arcsin 221 — 22; g = —=; Ty = ——=:
) ) f(z) = arcsin 2z z2%; zo 7 zy 7
1-2?
c) f(z) = arccos T3z %= 0;
32. Sd se determme limitele:
2) lim &= = (n,m € R); b)hm * (2 € R); ) lim lim & =%
Jm xm n,m ! s z(1 —cosz)’
—cosz—Incosz_ |, lnsm:z: (z —sinz)?
d) 33%) z2 ie) zlgl};- (m— 2:1:)2’ Hl ]—vo (1 -cosz)3”

33. S4 se determine limitele:
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22 .
— Tsinz —cosT

a)liml cos® z \/_ Vcosz — {/cosz

; b) lim 1c)hm

-0 zsin2z z—+0 sin?z 20 (e*—1)In(1+z) ’
e’:—<1+£+$—2
a1 12! TCcosT —cosz —sinz + 1 . eF
) lim = je) lim - i 6) Jim <.

34. Si se determine limitele:
o . . x, . . . _E .
a) ilfll zlnz; b) zkxgm ze®; ¢) il_% zctge; d) xlibm% ( 2) tgz;
z>1
. 1 w2
e) ix_;ml (z-1)In Py f) ;1_1511(:1: — 1)ctg(z — 1).

z>1
35. Si se determme limitele:

a) lim sinz-Intgz; b) hm cos — ]n(.z' 1), c)hm\/_ (In(Inz));

z—0

>0 $>1

d) lim (1 —sinz)e'®*;e) Jim (eé-—e?h)'f) lim z 1+-1—)z— )
% ' z—00 z
z<§

36. Si se determine limitele: .
a) zlgrgo(e" - z); b) zl_izxg()(x —Inz); c) },if,‘%, (;2- - ctgzzc);
. . 1 .
d) zlgxgo (rz — 2zarctgz); e) xl_x_)ngo (a: —z%In (l + ;)), f) lim (tgz - tg 3z);

=%
<%

. Zr_ai _ . . z _
g) 3311 (ln cos —= + In(z 1)), h) zll’ngo(e Inz).
z>1
37. S& se determine limitele:

a) lim (ctgr +1lnz); b) lim (tg z— );
z—0 z—3 2x—-m
T :
c) zli’rgo (—-2— — zarctg w); d) J‘_11_1’1(30(9: — zth z).

38. Si se determine limitele:

a) hm(cosa:)"’ b) lim Jim (z:-’re::)"’ c) llm (—al'Ctgx)z;

1\ =
d) }ci_lg(ln(e — )W e) al:jgll(lnez):i—.; f) }:1-% ((1 +x)w) )

e

39. Si se determine limitele:

a) lim z%b) lim (sinz)*"%;c) lim (tg )"%;d) lim (lnz)™ %
z—0 z—0 z—0 z—1

>0 z>0 >0 ==>1
In
¢) lim(In(1 +2))% f) lim (Vi+z-1)%g) lim (x: ) i
z>0

40. S# se determine limitele:
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Inz
o) Jim o b) lim (ege)®s o) Jim (o)t @) 1m (1)
z>0 z>1
41. Si se determine intervalele de convexitate gi concavitate, iar atunci cdnd este
cazul, punctele de inflexiune ale urmé#torelor funci;ii

a) f(z) = a:c +b:z:+c (a> 0), b) f(a:) =az +b:z:+c (@ <0);¢) f(z) =23 —3z+2;
d) f(z) = 1+ g,e)f(w) 1+ 2,f)f( z) =g 1 z,g)f($)—€;:-(x+1),
h) f(z) = = - 2arctgz; i) f(z) = ve% §) f(z) = — k) f(@) = 1+§$-
D) f(z) =In(z + V1+22); m) f(z) = 2% n) f(z) = ,0) fl@)=e"
42. S3 se determine asimptotele (verticale, onzontale si oblice) peptru graficele
urmatoarelor functii:

1 1
d)f(m)——m—lmz,—-ﬁg, o) f(z) = 2‘“’6, 0 1) = T
8) f(z) = 1+ LTin) fo) = w_;@m, ) @) =

j)f($)=ﬁ;k)f($) oo \/—,l)f(iv =e" —(z+1);

m) £(2) =i 1) (2) = 2% 0) £(2) = 2Z; p) f(a) = 1+ ).

43. 54 se arate ci, daci o functie f: (A4,00) — R este de forma f(z) = az+b+¢(z),
unde mango e(z) = 0, atunci dreapta de ecuatie y = az + b este asimptot oblici a graficului
functiei f, pentru  — co. (Enunt analog pentru z — —00.)

44. Si se reprezinte grafic urm3toarele functii:

a) f(z) =2 -3z +2; b) f(z) =23 -3z — 2

¢) flx) =428 -3z +1;d) f(z) =42® -3z — 1;

e) f(z) = z* — 1322 + 36; f) f(z) = z*(z — 1).

45. S3 se reprezmte grafic urmatoarele functii:

9 10) = 3z ) S0 = 1259 fe) = 3 (54 2)s @ seo) =

46. Si se rezprezmte grafic urmitoarele func}n

a) f(z) = =l s b) f(z) = zlz|; c) f(z) = T

47. S se reprezinte grafic urmitoarele functii:

a) f(z) = v/z; b) f(z) = v2pz; (p>0);
)f(fc) Vri—z? (r>0);d) f(z) = V2% —a? (a>0);
48. Si se reprezinte grafic urm#toarele functii:
) f(z) = -ﬁl__,,— (a>0)b) f(z) = Flﬁ;
¢) flz) = +\/- ;d) fle) =z + Va2 +

49. S3 se stud1eze si s8 se reprezinte graﬁc urmétoarele functii:

a) f(z) = ze%; b) f(z) = 2% c) f(z) = z3¢%; d) f(z) = ze~%;

i d) f(z) = |2 - 2.
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&) f(&) = — (o +1); £) f(x) = & — ez g) f(z) = 3 b) f(z) = 26* — &% +1;

T __ 2 z
i) @) = S3) f(2) = %3 K) f(z) = zlnz; ) f(z) = =~ In(1 + )

m) f(z) =z~ (1+2z)In(l +z); n) f(z) = M
50. S& se studieze si sd se reprezinte grafic urmétorele functii:
a) f(z) = e%; b) f(z) = ze?; ¢) f(2) = (= — 2)e73;
d) f(a) = e"; &) f(z) = & FW; £) f(z) = T (a>0).
51. Si se studieze si sd se reprezinte grafic urmitoarele functii:
a) f(z) = 2% b) f(z) = z=;
1 z 1 T+1
C)f(w)=<1+:—v') ;d)f(.’l:)=(1+;> .

52. Sa se studieze si sd se reprezinte grafic urmitoarele functii:

a) f(z) =sinz + cosz; b) f(z) = (= secz);
1 cos® cos T

¢) f(z) = 5 (= cosecz); d) f(z) = TT oo

e) f(z) =sin®z + cos®x; f) f(zx) = ?:::;

0 =25 1 )= 22

53. Si se reprezinte grafic functiile:

. Ix
a) f(z) = z — 2arctgz; b) f(z) = arcsin 1720

¢) f(z) = arccos i—;i’;—;; d) f(z) = arcsin(3z — 423);

e) f(z) = —4—3:2i — arcsinz; f) f(z) = arcsin 1_ arccos 1.
8zv/1 — 2 z z’

: 1
g f(z) = F((arcsin:lc)2 + (arccos z)2).
54. S& se studieze si sd se reprezinte grafic urmitoarele functii, efectuand si o
discutie in raport cu parametrul real m:
8) f(a) =% = 3z +m; b) f(z) = T2

3
55. a) Se consider3 functia f(z) = W:zm

m astfel incat graficul functiei si admitd o singurid asimptotd verticald; si se reprezinte
grafic functia astfel obtinuta. . .
-3

b) Se considerd functia f(z) = x—f——ﬁ—m
astfel incat graficul functiei sa fie tangent la axa Oz; si se reprezinte grafic functia astfel
obtinut. )

2 b

56. Se considerd functia f(z) = f—-;z——j_—xl-!-— (a,b € R,a # 0).

a) S& se arate ci existd doud puncte ale graficului functiei f in care tangenta la
grafic este paraleld cu axa Oz si cd produsul absciselor acestor puncte este egal cu —1.

b) S& se determine a si b astfel incat f(1) =2si f'(2) =0.

" ¢) S& se reprezinte grafic functia astfel determinati.

. S3 se determine parametrul real

. S3 se determine parametrul real m
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CLASA A XII-A

ALGEBRA
Capitolul I. LEGI DE COMPOZITIE. PROPRIETATI

1. Se definegte pe multimea C a numerelor complexe legea ,,*“ prin:
21 % 29 =2122+i(21 +z1) -1-i

Se cere: a) elementul neutru;
b) elementele nesimetrizabile;
c) si se rezolve ecuatia 2z * (1 —i) = 3 + 1.

2. Fie M = (-2,2) si legea ,,+“ definiti pe M, zxy = x_-iiy, Vz,y€e M.

1+ ny

a) Si se arate ci legea ,,*“ este peste tot definitd.

b) Si se arate ci legea ,x“ este asociativi si comutativa.

c) S# se determine elementul neutru e.

d) S& se determine multimea elementelor simetrizabile.

3. a) Fie G o multime nevidi §i ,*“ o lege de compozitie pe G. In ce conditii o
submultime H a lui G este stabild in raport cu legea ,*“?

b) Pe R se definegte legea ,,*“ prin z x y=zy—2z — 2y +m. Si se determine valorile
parametrului real m pentru care H = [2,00) este parte stabild a lui R in raport cu legea
”*“‘

c) Ardtati ci existd element neutru in H si determinati elementele simetrizabile ale
lui H in raport cu legea ,**.

4. Fiea > 0, a # 1. Pe R se defineste legea ,+“ dati de z x y = log, (a® + a¥),
z,y € R. 54 se arate ci legea nu admite element neutru si s se rezolve ecuatia:

log, |z + a| * log, |z + 2a| = log, |z — 3a].

5. Pe R se definegte legea * : Rx R = R, (my)'r—) T*Y, Ty =z +y+zy. Verificati
cd legea ,x“ este comutativi, asociativi si admite element neutru.
6. Pe R se definegte legea de compozitie:

zxy=zy+ar+by, Vz,yekR.

S& se determine o si b astfel ca legea si fie asociativi si comutativi.
7. Pe R} se definegte operatia

z*y = log, z + log, v,

unde a este un pérametm real supraunitar. S& se determine valorile lui a pentru care
multimea [a, co) este parte stabild in raport cu operatia ,**.
8. Pe R se defineste legea de compozitie
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z:RxR-oR, (z,9) 2 z+y, zsy=ay—2z—-9y+2.
Cercetati existenta elementului neutru.
9. Fie a,b,c € Z, b # 0. Pe Z definim legea de compozitie ,** astfel:
, zxy=azy+bz+y)+c, Va,y€Z.
a) S3 se giiseascd relatia pe care o satisfac parametrii a, b, c astfel incat legea si fie
asociativa.
b) Dacd b? — b — ac = 0, determinati conditia ca legea si admit3 element neutru.

10. Fie M(-1,1) C R. S& se arate ci operatia algebricd z*y = lz-:- Y esteo lege
de compozitie pe M. Determinati elementul neutru. W
11. Pe multimea R a numerelor reale definim legea de compozitie ,*“ astfel:
r*y=c+y—xyoricare ar i z,y € R.
S4 se arate ci aceastd lege de compozitie este asociativd, comutativa gi are element
neutru. S3 se determine elementele simetrizabile.
12. Pe multimea M = (0, +o0) se considera legea de compozitie internd ,,*“ definita
prin:
zxy=e*M 0V vz 450, g,beR].

Stabiliti in ce conditii legea consideratd este asociativi gi comutativa.

13. Fie M = (-1,1) §ilegea,MxM—)M, (z,9) 2 z*ry,zxy= lzv——myy

a) Aritati c3 legea ,x“ este o lege de compozitie interna.

b) Studiati asociativitatea, comutativitatea §i existenta elementului neutru pentru
legea ,x*.
T—y—z+xYz
l-zy—zz+yz
14. Pe R se defineste le_ea de compozitie ,*“

c) Demonstrati cd: 1 —zy —zz+yz #0si <1,Vz,y,z€e M.

RxR—-R, (a:,y)—)a:*y‘-ii—f:cy+2a:c+by.

Determinati a,b € R astfel incat legea de compozitie ,** si fie comutativi i aso-
ciativa.

15. Pe R se defineste legea de compozitie ,** prin: z *y = 2y — 4z — 4y + k.

a) S# se determine k € N astfel incat G = [4,+00) si fie parte stabild a lui R in
raport cu legea ,*“.

b) Pentru k = 20 s se arate ci legea indusi pe G este asociativd, comutativé si
admite element neutru.

c) Si se determine multimea elementelor simetrizabile ale lui G.

16. Fie k un numar natural si H = {a + bv2 | a,b € Q;a% — kb® = 1}. Sid se
determine toate numerele naturale k astfle incit H s& fie parte stabild fatd de inmulire.

17. Pe R se definegte legea de compozitie: .

x:RxR-R, (a:,y)v-—):c*ydéfzy+3am+by.

Determinati a i b astfel incat legea de compozitie ,*“ sa fie comutativ si asociativa.
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18. In multimea numerelor complexe C se definegte legea:

*:CxC—-C, (21,22) — 2] * 29 de=le + 29 — 2129.
Studiati asociativitatea, comutativitatea si existenta elementului neutru.
Determinati z = (1 — i) * (1 +i).

1 A aX?+2)
19. Fiea e Rsi M = 0 1 4\ ; A€R 3. Sa se determine a astfel
00 1

incdt M sa fie parte stabild a lui M3(R) in raport cu inmultirea matricilor.

20. Pe R se defineste legea de compozitie:

RxR R, (:z:,y)—)a:*yde——r%(l+a:+y—:cy).

S& se arate cd legea este asociativd gi are element neutru. Care sunt elementele
simetrizabile?

21. Pe multimea M = [2,+00) definim legea de compozitie z*y = zy — 2z — 2y + \.
Determinati parametrul A astfel incat M si fie parte stabils fat3 de legea ,**.

22. Fie legea de compozitie

x:QxQ—=Q, (z,y) —)m*y‘-ife-f:z:+y—2my.

Determinati multimea elementelor simetrizabile.

23. Pentru orice z,y € R se defineste legea de compozitie internd z+y = In(e* +e¥).
Determinati multimea solutiilor ecuatiei (z * z) *x z = 0.

24. Se defineste pe C legea de compozitie ,** prin relatia z; * 23 = (1 — i)z129,
Vz122 € C, i = +/—1. S4 se giseascd elementul neutru e.

25. Pe multimea Q a numerelor rationale se dau legile de compozitie:

1
zly = ny—2a:—2y+24 sizTy=z+y+2,Vz,ycQ.
S& se determine e, si et elementele neutre in raport cu legile ,, L “ si respectiv , T
st s3 se rezolve sistemul de ecuatii:

1,1 2 1 129
!l e-17y+1 7 3% 2] =-1 y+1 12

1 1 _, N S

z-—-1 y+1_T -1 y+1'—T

26. Fie a,b,c € Z, b # 0. Se defineste pe Z legea de compozitie
zxy=azy+bz+y)+c, Vz,y € Z.
S& se determine relatia dintre a, b si c astfel incét legea de compozitie definité s3 fie
asociativi.
27. Pe R se definegte legea ,*“: %y = 2zy — 2z — 2y + 3.
a) S& se arate ci legea ,%“ este asociativi.
b) S& se calculeze g x T * ... x z.

zdenori )
28. Pe R se definegte legea de compozitie interns ,*“ definity astfel:

zrxy=azy+blz+y)+c abceR.
Stiind c& elementul neutru este e = —4 si se determine a, b, c.
29. Pe multimea R; = R\{1} se considers legea ,+“ definiti prin:
zxy=2ry—2x—-2y+c,Vz,y€ Ry, ceR.
Pentru ce valori alfz lui c legea ,,*“ este asociativi?
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30. Pe multimea numerelor reale se considers legea de compozitie definit¥ prin
zxy=2zy+2x+y)+ec Vr,yeR.

a) Determinati ¢ € R astfel incat legea ,,*“ s& fie asociativi.

b) Pentru c astfel determinat ar#itati ci (R, *) admite element neutru.

c) Demonstrati ci multimea (—1, +00) este parte stabili in raport cu legea ,x“.

31. Pe mul{imea R a numerelor reale se consideri legea de compozitie interns
x *y = zy + = + my. -S3 se determine m real astfel incat legea si fie asociativi.

32. Pe multimea R a numerelor reale se considerd legea de compozitie =z * y =
a(z +y) — zy.

a) S3 se determine valorile parametrului real a, astfel incit legea de compozitie
internd pe R si fie asociativi.

b) Pentru legea de compozitie zxy = z+y—zy, Vz,y € R, s se determine elementul
neutru i elementele simterizabile.

33. Pe mul{imea Z a numerelor intregi se definegte legea de compozitie ,,**:

x:ZXZ| (z,y)Hw*ygwy~4m—4y+20.

a) S4 se arate cd legea ,,+“ este asociativd, comutativi si are element neutru.
b) S& se determine elementele simetrizabile din Z in raport cu legea ,,x“.
34. Pe Z se definegte legea de compozitie ,*“ astfel:

zxy=zy—3(z+y)+12, Vz,y€Z.
S4 se determine elementul neutru, elementele care nu sunt simetrizabile si s& se

rezolve ecuatia: z*xz*z*xx = 19.

35. Pe multimea (—oo, —g) se definegte legea de compozitie:

4zy +3

z*y=m.

Determinati elementul neutru si elementele simetrizabile.

36. Fie G = (2, +00) si ,,+“ legea de compozitie definitd pe R astfel:
zxy=zy—2(z+y)+6.

Determinati elementul neutru, aritati ci legea ,,+* este asociativa si calculati

TRT kT *...%T.
N !

zdenori

37. Pe R se definesc legile de compozitie ,*“ si ,0“ astfel:
. cz*xy=3z+3y+5zy+2; zoy=2z+2y+2zy+1.
Rezolvati sistemul de ecuatii:

(z+y)*x4=60
(x—y)ox3=39 "
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38. Pe R se consideri legea de compozitie ,*“:
zxy=(1-a)z+ay—a, Vo,yeR.

Determinati a astfel incat legea si fie comutativi.

39. Fie H multimea numerelor reale de forma a + bv/2, a,b € Q ce satisfac conditia
a? — 2b% = 1. Aritati cd H este o parte stabili a lui R in raport cu inmuliirea si ci toate
numerele din H sunt simetrizabile in raport cu operatia induss. '

40. Fie M = (1,+00). S& se arate ¢ z +y = Tzy — Tz — Ty + 8 definegte o lege de
compozitie internd pe M.

41. Pe R se definegte legea de compozitie ,,“ astfel: z*y = zy+2az + by, a,b € R.
Determinati toate valorile lui a i b astfel incat legea si fie comutativi si asociativi.

42, Fie M C R, M # 0 si ,+“ o lege de compozitie pe M, asociativi si cu element
neutru. Fie z,y,2 € M elemente necomutative gi simetrizabile in raport cu ,*“. Atunci
elementul (z * y) * z este simetrizabil in raport cu legea dats. S& se determine simetricul
sau. . : :

43. Pe multimea Z se definesc legile de compozitie:

axb=a+ab+b, aob=a—ab+b,

a) S8 se arate c3 aceste legi de compozitie sunt comutative si asociative.
b) Si se arate ci aceste legi admit acelagi element neutru e.
c) S¥ se rezolve inecuatia:

(z'*%) (zo%) >‘e*1)o(eol), z €.

44. Pe R se definegte legea de compozitie = * y = (1 — a)z + ay — a. Determinati
a € R astfel incét legea ,,“ s3 fie comutativi. ;
45. Si se determine a,b € R astfel incat urmitoarea lege de compozitie pe R s& fie
comutativd i asociativi: _
Txy=2zy+az+ by.

46. Pe multimea numerelor reale se definesc operatiile: *,0: R x R — R, date prin
Try=z+y+2zy+3, zoy=2(z+y)+3zy+1, Vr,yeR.
S& se rezolve sistemul de ecuatii:

{ (zy)*2=235
(z+y)o2=45

47. Pe intervalul (1, +00) se considerd operagia: z*y = 1+ (z — 1)'80~1, S¥ se
arate ci:

a) legea ,x“ este o lege de compozitie pe (1, +00);

b) legea ,*“ este asociativi;

c) legea ,,*“ este comutativi.
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48. Pe Z se considerd legea de compozitie ,**, zxy = %(z +y—zy+1). Sise
determine elementele simetrizabile.
49. Fie E = R x R. Pentru orice t € R se consider3 functia

t2
fB B, flon) = (s+w+ D).

Pe multimea F = {fi/t € R}, se consider operatia de compunere a functiilor ,,0. drept
lege de compozitie. Determinati simetricul elementului f; in raport cu legea ,,0“ si rezolvati
ecuatia: fio fi = fs.

50. Pe multimea numerelor reale definim: z *y =azy + bz + by +¢, Vz,y € R. S&
se determine numerele reale g, b, ¢, stiind ci elementul neutru este e = —4 si orice element
T # —5 este inversabil.

51, Pe multimea C a numerelor complexe se definesc legile de compozitie ,*“ si
Jotastfel: 23 %20 =21 +20+1, 21020 = 21 + 22 +1, V2,22 € Z unde i2 = —1. Daci e; §i
ez sunt elementele neutre calculati: e} + e2" gi determinati multimea

A={z?+9? | z=z+4i, 7,y €R, 2% — 26,72 = 1}.
52. Pe multimea Z se definegte legea de compozitie ,** astfel:
Vz,y€Z, s+y=2zy—3z—3y+6.

Determinat;i:
a) Multimea elementelor simetrizabile in raport cu ,**.
b) Multimea {(z,y) EZXZ |z+y =3, (2z)* (y — 1) = 4}.
53. Pe R consideréim legea de compozitie z * y = zy — 3z — 3y + 12. Determinati
numérul n =4 %4 *...x4,
4de 2001 ori

Capitolul II. MONOIZI. GRUPURI

1. Pe multimea R a numerelor reale definim legea de compozitie prin
Try = l(1+a:+y—:r:;y), oricare ar fi z,y € R.
S¥ se arate ci multimea R; = R\{1} este o parte stabil§ fatd de legea ,*, iar R,
cu operatia indusi este grup comutativ.
2. Fie multimea:

M= {Me) | M) = (1) Y ), swea).
y Ty
S8 se arate ci (Mo, +) este grup abelian.
3. Se definegte pe multimea R a numerelor reale legea de compozitie
T*xy =zy—ac+ by.
S# se determine numerele reale a si b astfel incit (R, *) si devind monoid. Pentru
fiecare din monoizii astfel obtinuti s& se determine elementele inversabile.
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z+y
1+zy’

4. a) S& se arate ci pe intervalul (—1,1) legea de compozitie z x y =

determind o structurid de grup comutativ.
b) S& se arate ci intre grupul multiplicativ al numerelor reale pozitive i grupul de

"la punctul a) existd un izomorfism f : (0,00) — (—1,1) de forma f(z) = , unde
m € R, trebuie determinat corespunzitor. '

5. Fie M = {Ae€ Ma(R)|*A- A= FE}, unde A este transpusa matricei A, iar

10 o
E—(O 1).Sﬁsearateca.

a) Pentru orice A € M, det A = 1.
b) Operatia de inmultire a matricelor determind pe M o structuri de grup.

+1

a b b
6. Fie G multimea matricelor din M3(R) de forma Mop = | b a b } si avand
) b b a

proprietatea: det M,, = 1. S& se arate ci G este gru raport cu inmulgirea matricilor.

7. Fie matricea X € My(N), = S3 se arate ci matricile

O = O O

pin

01
00
00
10

S O == O

X,X?2,X3,... formeaz3 grup multiplicativ abelian. Céte elemente are acest grup?

8. Pe multimea G = (0,00)\{1} se considers legea de compozitie z * y = ei"=1n¥,
Demonstrati ci (G, *) este grup abelian.

9. Pe Z se defineste legea de compozitie z+y =z +y — 1.

a) Ardtati cd (Z, ) este grup comutativ.

b) S& se calculeze (z * 1) + (y * 2); =,y € Z.

10. FiereR,r>0si A, ={2€C||z| =7}.

a) Determinati valorile lui 7 pentru care A, este parte stabild a lui C in raport
cu inmultirea numerelor complexe si in acest caz aritati ci A, este grup in raport cu
inmultirea. .

b) Fie M o submultime a lui C, stabil3 la adunarea numerelor complexe care include
pe A;. Demonstrati cd {a + bi|a,b € Z} C M.

11. Fie H multimea matricelor de forma:

1 0 ](.1
Ala) = (—a 1 —§a2) , a€R.
0 0 1

1) S& se arate ci (H,-) este grup abelian.

b) Sa se arate (H,-) este izomorf cu grupul aditiv al numerelor reale (R, +).

12. Se consider: '
H={z+y/2|z,y e Q;z® - 2y* = 1};

- a b 2 2 _
w={(2 ))[abcaawn)

S4 se arate ci (H,-) si (M,-) sunt grupuri comutative izomorfe.




CLASA A XIFFA ’ 175

13. a) S4 se arate cd multimea

!

cu legea de inmuliire a matricelor este un grup (G,-) .
b) Ar#tati c& (G, ) este izomorf cu grupul (Z, +) al numerelor intregi cu operatia
de adunare.

14. Fie G = (—1,1) si legea de compozitie z * y = lw::i
1+2

T2 este un izomorfism intre grupurile (G, *)

. S& se arate ci (G, %)

este grup comutativ si functia f(z) = -;-ln
si (R, +). : :
15. Fie G = (5,+00) si legea de compozitie; = * y = zy — 5z — 5y + 30. Aritati ci
(G, *) este grup abelian.
16. Fie multimea M = [—1,+00) si fie ¥ : M x M — M operatia dati de:
zxy=r+y+ay.
Formeaza cuplul (M, %) o structurs algebricd de grup?
17. Se defineste pe multimea R a numerelor reale legea de compozitie:
: T*y=2xy—azx+by.
54 se determine numerele reale a si b astfel incat (R, *) s& devind un monoid. Pentru
fiecare din monoizii astfel obtinuti s& se determine elementele simetrizabile.
18. Fie G = (-1, +00) si legea de compozitie pe G: z*y == + y + zy. S& se arate
cd (G, *) este grup comutativ.
19. Pe multimea R a numerelor reale definim legea de compozitie ,**,
zxy=z+y—zy, Vz,y €R. :
S# se arate ci multimea R; = R\{1} este o parte stabild a lui R in raport cu legea
de compozitie ,*“, iar R; impreund cu operatia indusé este un grup comutativ.
20. Pe mul{imea numerelor intregi se defineste legea de compozitie ,**

zxy=x+y—2, Vz,y € Z.

S& se arate cii (Z, *) formeaz3 un grup comutativ.

21. Fie (C*,-) grupul multiplicativ al numerelor complexe nenule, ¢ o riddcind
complexZ a polinomului X2 + X + 1 5i H = {1,¢,£2}. Aratati ci:

a) H este subgrup al grupului (C*,-).

b) Orice subgrup cu trei elemente al grupului (C*,-) coincide cu H.

22. Pe multimea numerelor rationale Q se defineste legea de compozitie ,*“

z*y=a:+y—-;-a;y,Vz,yeQ.
S4 se arate ci Qo = Q\{2} este parte stabild fat¥ de legea de compozitie ,**, iar

(Q2, *) este grup comutativ.
23. Fie M = {( 2-a a-l ) aeR\{O}}.
2(l-a) 2a-1)’
1) Dovediti ci M este grup abelian fat3 de operatia de inmultire a matricelor.
2) Dovediti c& grupul abelian (M, ) este izomorf cu grupul multiplicativ al multimii
numerelor reale (R*,-).
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24. Fie Z multimea numerelor intrégi si
F(Z)y={f:Z->Z)| f(z) =az+D, a,be Z}.

Notam prin ,,0“ operatia de compunere a functiilor. Se cere:

1) arétati cd (F(Z),0)) este monoid necomutativ;

2) determinati toate elementele neinversabile din monoid;

3) dacd f(z) = az + b, a # 0 determinati elementul fo fo...o f.

denori

25. Aritati ci:

a)G= {( co.sa | sma) ya € R} este parte stabild in raport cu inmultirea ma-
—sina cosa

tricelor si (G, -) este grup comutativ.

b) H = {2 € C, |2| = 1} este subgrup al grupului (C*, ).

c) Grupurile (H,) si (G, -) sunt izomorfe.

26. S& se arate cd legea z * y = zy — 2(x + y) + 6 determing pe multimea (2, +00)
o structurd de grup comutativ gi s se rezolve in acest grup ecuatia z * z = 3.

-~

27. S4 se arate c¥ multimea G = 0 ¢ |, a,bc€Zs} este grup impreuns
001

cu inmultirea matricelor. Céte elemente are acest grup?

28. Se considerd G = (0,1) si legea de compozitie z *x y =
G. S& se arate ci:

1) (G, *) este grup comutativ.
_ 2) Functia f : (0,1) — (0,00) dat¥ de f(z) = % — 1, este izomorfism de la grupul
(G,*) 1a (R3, ). :

29. Pe R se definegte legea de compozitie ,+“ datd de z+y =z +y + 2 pentru

Vz,y € R. S4 se arate ci (R, *) este grup comutativ.
30. Si se arate ci multimea

M={(‘c’ g),a,b,cE]R; a,b;éO}.

are structurd de grup in raport cu operatia de inmultire a matricelor.

) =) Q)

zy

ny_z_y+1,Va:,y€

31. S& se arate ci MoZ = {X = (: f) ,a:,y,z,teZ} este un grup in raport cu

2¢ 3b

adunarea matricelor. Fie H = {A = ( de 5d

subgrup al grupului (M2(Z), +).

32. Fie G un grup multiplicatictu unitatea e. Pentru un element ¢ din G definim
aplicatia f, : G — G prin f,(z) = aza~".

1) S& se arate ci f, este izomorfism de grupuri pentru orice a € G,.

2) Fie F = {fs : a € G}. Atunci F este grup impreun cu operatia de compunere a
aplicatiilor.

), a,b,c,deZ} . S& se arate ci H este un
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33. Fie (G, *) un grup comutativ gi a € G. Se di legea ,, L “ definit} astfel:
L:GxG = G— (z,y) = zly, :z:_Ly—:n*y*a

S& se demonstreze ci (G, L) este grup.

34. Fie G = (0,00)\{1}. Aritati ci legea (z,y) — z*y = z'™¥ este o lege de
compozitie pe G si ci (G, *) este grup abelian.

35. Fie G = (2, +00) si legea de compozitie z * y = zy — 2(z + y) +6.

1) Aritati c& (G, *) este grup abelian.

2) Rezolvati ecuatia 4 x z = 8.

36. Pe R se defineste legea ,*“ datd prin z x y = >"*{/z2n+1 L y2+1 n ¢ N*,
Vz,yeR.

1) Ardtati c& (R, *) este un grup comutativ izomorf cu grupul (R, +).

2) Rezolvati sistemul de ecuatii { 23*3 ;3(:21: 1 .
37. Pe multimea G(—2,2) C R se definegte legea ,*“ prin z %y = i++ ) . S& se
arate ci:
1) (G, *) este un grup comutativ.
4z _
2) Aplicatia f : R = G definit& prin f(z) = AP 1) stabileste un izomorfism

etz 4+ 1
intre grupurile (R, +) si (G, *).

3) Verificati cd f~! : G — G stabilegte un izomorfism intre grupurile (G, *) si (R, +).
38. Fie G = (—k,k) C R, k > 05si legea de compozitie  : Gx G = G, (z,y) = z*y,

def k%(z + .
Try = k—g_{;—;g—) Aritati ci:
1) (G, #) este un grup comutatw

2) f: G — R dat# prin f(z) = 5 Ic : tz este un izomorfism intre grupurile (G, )

si (R, +) si verificati cd f~! : R = G este un momorﬁsm intre grupurile (R, +) si (G, ).
39. Fie G = (3,+00) si legea ,,x“ pe G: ¢ *y =zy—3z -3y +12,Vz,y € G.
1) Arétati ci (G, *) este grup comutativ.
2) Determinati a, b € R astfel incat functia f : R} — G, f(:z:) az+b Vz eR} sd
fie un izomorfism de la grupul (R3,-) la grupul (G, *).
3) Ardtatici g+ z*x...xz=(z-3)"+3,Vz € G.

*  zdenori .
40. Pe multimea numerelor reale inzestratd cu legea de compozitie internd definit3

prin: z*y =ax +by +c, a,b,c € R si ab # 0. Determinati valorile lui a, b, c pentru care
(R, *) este grup cu elementul neutru 1991.

41. 1) Daci a,b € Z, atunci numérul 3 divide numarul a2 + b* dac si numai daci
3 divide a si 3 divide b.

‘ b

2) S8 se arate ci multimea G = {(_ab a)
grup comutativ in raport cu inmultirea matricelor.

3) Cate elemente are grupul G?

42. Fie (G,*) un grup. S3 se arate c& multimea H = {a €Glax=z-a,Vz G}
este un subgrup al lui G.

a,beZs, a#0 sau b;éO} este un
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1 t at?+2t
G= 01 4 ,teER .
| 00 1

1) Si se determine a astfel incdt G si fie parte stabild a lui M3(R) in raport cu
inmultirea matricelor.

2) Pentru a = 2 si se arate cd (G, -) este grup abelian.

3) S4 se arate ci grupurile (R, +) si (G,-) sunt izomorfe.

44. Fie M = {A = 1 a ,a €R}. SH se arate ci fatd de operatia de inmultire

43. Fieac Rsi

. 01
a matricelor M formeazi un grup abelian.

45. in multimea C a numerelor complexe se defineste legea de compozitie
Z1 %22 =21+ 22 — 2122, V21,220 € C.

Aritati cd (C\{1},*) este grup abelian.

46. Fie M multimea matricelor de forma

(1 -z 0 =z ) 1
Az) = 0 0 O ,xeR{—}.
2
k) 0 1~z

S4 se arate ci M este grup comutativ in raport cu inmultirea matricelor.

47. Fie (G, *) un grupsi a, b € G astfel incat axb # bxa. Demonstrati cd urmé#toarele
cinci elemente sunt distincte a, b, a * b, b * a, e (unde e este elementul neutru al grupului).
Deduceti ci orice grup cu cel mult patru elemente este comutativ.

48. Fie f : R — R o functie reald cu proprietatea ci existd cel putin un numar
T € R*, astfel incat

flz+T)=f(z), Yz eR. (1)

a) Aridtati ci multimea H a numerelor reale T' cu proprietatea (1) este subgrup al
grupului (R, +).
b) Determinati acest subgrup cand:

_J 1, daci z€Q
f(“’)‘{o, daci z €R\Q.

49. Fie H un subgrup cu n elemente al grupului (C*,-) si
Un = {11511621 reey En—l}

grupul radéicinilor de ordin n ale unitatii, n € N*.

a) S3 se arate ci H = Uy,.

b) S# se arate ci (1 —¢€;)...(1 = &n—y) = 1.

50. Fie legea * : R x R = R, (zyp) —>:c*yd—i-f YT™ + y*, n € N, n - numér impar.
S3 se arate:

a) (R, *) este grup abelian. .

b) Corespondenta f : (R,+) — (R,*) datd prin f(z) = {/x, este izomorfism de
grupuri.
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51. Determinati automorfismele grupului (Z, +).

52. Fie M = {(_ab Z) 'a,b ER, a?+b? = 1}. Demonstrati cd (M, -) este grup
abelian.

53. Pe Z se definegte legea de compozitie: ZXZ — Z, (zy) — z*y, T+y def z+y—>5.
Arétati cd (Z, *) este grup abelian. Rezolvati ecuatiile: a) z%2=7; b) 1*zx+2=5.

54. Fie (G, *) un grup si a un element fixat din G. Pe G definim legea V : GXG — G,

(z,y) —+mVyg—°—-fa:*a*y.
Arstati cd (G, V) este grup.
55. Pe multimea G = R\{1} definim legea *: G x G = G,
(z,v) —-)a:*yg2my—2z—2y+3.

Aritati cd (G, *) este grup abelian.

56. Sd se determine X € R, astfel incat (R\{2},*) s# fie grup abelian in raport cu
legea z+y =2y — 2z — 2y + A\, Vz,y € R\{2}.

57. Pe multimea G, = (a,00), a € R se definegte legea de compozitie

zxy=zy—a(z+y)+a’+a.

a) Si se arate ci (G,, *) este grup abelian.

b) S& se demonstreze izomorfismele (Gq, *) =~ (R, +) si (G, *) = (Gb, *).

58. in multimea R a numerelor reale se considery legea de compozitie ,*“ definiti

prinzxy = ax+by—1, Vz,y € R. S& se determine a,b € R astfel incit legea de compozitie
s& determine pe R o structurd de grup abelian.

59. Fie R multimea numerelor reale inzestrati cu legea de compozitie interna
definitd prin z*y = ax + by + ¢, a,b,c € R, a,b # 0. Determinati valorile lui a, b, ¢
pentru care (R, *) este grup comutativ cu elementul neutru e = 1997.

60. Fie G multimea matricelor de forma

] 1 -a 0
M(a) = —-a 1 0 ; cua€ (—1,1).
vi-a*\ o o \/l-a,z) (

Demonstrati ci:

a) In raport cu operatia de inmultire G are o structurs de grup abelian.

b) Dacd a € (—1,1) atunci pentru orice n € N* existd un unic element a, € (—1,1)
cu proprietatea M(a,) = M"(a).

¢) lim a,._l—“—l Va € (~1,1\{0}.

n—oo

a 0 a ,
61. Fie M = 0 b 0];abeR ) C M3R).
a 0 a

a) Sa se arate cd M este monoid comutativ in raport cu inmultirea matricelor.

b) S& se determine elementele inversabile ale monoidului M.

62. Pe multimea C se defineste legea de compozitie ,*“ prin
n*zm=z120+i(z1 +29) - 1-1.

a) Determinati z € C astfel incit 2 (1 —1i) = 3 +i;

b) Ar#tati c¥ (C, *) este monoid.

c) Este (C, #) grup? Justificati.
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a 2b
63. FieG={M=(7b )
-2' a

inmultirea matricelor este o lege de compozitie pe G si ci (G, ) este grup abelian.
64. Pe R se defineste operatia z*y =z +y+2,Vz,y €R.

z*(2y) =

y*x4=9

a,beQ, a2 -7 = 1} . S3 se demonstreze ci

a) S& se rezolve sistemul {

S& se arate cé:

b) (R, *) este grup;

c) functia f : R = R, f(z) = z + 2 este izomorfism de la grupul (R, *) la (R, +).

65. Fie multimea G = (1,+00). Pe G se definegte legea de compozitie

zxy = zy—T—y+2, oricare ar fi z,y € G. S& se arate ci (G, *) este grup comutativ.

66. a) Fie Z;, multimea claselor de resturi modulo 12 i G C Z;12, G = 1,57, 11}
S3 se arate ci (G, ®) unde ,®*“ este Inmultirea claselor de resturi, formeazé o structurd de
grup comutativ.

b) S4 se rezolve in Z,;, sistemul Qe ecuatii { '5‘7:: Ig :% .

67. Fie G = (1, +00). .

a) Sk se arate ci /22y? —22-y2+2€ G,Vz,y €G.

b) S& se arate c& (G, *) este grup abelian, unde zxy = /z%y? — 22 — %2 + 2,2,y € G.

c) S& se determine parametrii reali a i b astfel incat f : R} = G, f(z) = vaz +b
s4 fie un izomorfism intre grupurile (R},") si (G, *).

68. Fie multimea matricelor de forma:

Demonstrati c& (M,-) si (G, -) sunt grupuri si ¢ functia f: G = M,
flz+yV3) = (x y)

T

este izomorfism de grupuri.

69. In multimea R a numerelor reale se considers legea de compozitie ,+“ definitd
prin z * y = az + by — 1, oricare ar fi z, € R si In care a §i b sunt parametrii reali.

a) S# se determine a si b astfel incat legea de compozitie ,*“ s& defineascs pe R o
structurd de grup abelian, notat (R, *).

b) Pentru a = b = 1 s3 se determine conditiile pe care trebuie s# le verifice parametrii
reali m si n astfel incat functia f : R — R, f(z) = mz + n si fie un izomorfism al grupului
(R, %) cu grupul aditiv al numerelor reale. /

70. Fie G = (2,+00) care are o structurd de grup fatd de operatia ,*“ definitd
prin z xy = 2y — 2(z + y) + 6, Vz,y € G. S4 se determine a,b € R astfel incat functia
f R} = G, f(z) = az + b pentru orice z € R} sd realizeze un izomorfism de la grupul
(R}, ") la grupul (G, *).

71. Pe multimea P a punctelor parabolei de ecuatie y? = 2pz se defineste legea de
compozitie * : (M}, M) € P x P = M, * M € P, unde M; * M este punctul in care
paralela prin originea reperului cartezian la dreapta M; M, intersecteazé parabola.

a) S3 se determine coordonatele punctului M; * M.
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'b) S& se arate cd (P, *) este grup comutativ izomorf cu (R, +).
72. Pe multimea R* = R\{0} se definegte legea de compozitie ,**“

ab, daci a>0

a

3 daci a<0

axb=

Aritati cd (R*, *) este grup.

73. Pe Z se definegte legea de compozitie Z x Z — Z, (z,y) > c*y e+ y+2.
Arétati ci (Z, ) este grup abelian.

74. Pe R se definesgte legea de compozitie * y=ar+by, Ve,y € R,undeasib
sunt parametri reali. Determinati valorile lui a i b astfel incit legea ,,*“ s& defineascs pe
R o structurd de grup.

75. Pe multimea R a numerelor reale se defineste legea de compozitie ,*“ astfel
zxy=x+y+a.

1) Sé se arate ci (R, *) formeaz# grup abelian.

2) Sé se arate cd grupul obtinut este izomorf cu grupul (R, +).

76. Pe C se defineste legea de compozitie ,*“ prin z; * 23 = 2; + 22 — 2122. S% se
determine a € C astfel incat (C\{a}, *) si fie grup abelian.

77. Pe R se defineste legea de compozitie ,+“: zxy = /23 +93,Vz,y € R.

1) Rezolvati ecuatia z¥2=2+2,z € R.

2) Aritati cd (R, x) este grup.

3) Ardtati ci functia f: R = R, f(z) = ¥/Z este izomorfism de la grupul (R,+) la

grupul (R, *).

78. Pe R se definegte legea de compozitie z*y = 2(z+y—~1) —zy, =,y € R. Notand
G = R\{2}, s4 se arate c§ (G, *) este un grup comutativ.

79. Pe Z se considers legea de compozitie Ty = z+y—azy, Vz,y € Z. Determinati
a astfel incat (Z, x) s& fie grup abelian.

80. Si se arate cd O\{—3} este grup abelian faii de legea de compozitie

. zxy=2zy+3z+3y+6.
81. Pe multimea punctelor elipsei E : :—: + z—: — 1 = 0 definim legea
x: (My,M) e EXE—->M*MeE,
unde M; * M este punctul in care paralela dusd prin punctul A(a,IO) la dreapta M; M,
intersecteazi elipsa. S3 se demonstreze cd (E, *) este grup comutativ.

82. Fie H; = {Ae Mg(Z)|A= (g .

patrate de ordinul doi, cu elemente intregi. S& se arate ci H; este subgrup al grupului
(Ma(2), +). o
83. Fie G = (1,2). Pe G se definegte legea de compozitie
def 3zy — 4z — 4y +6
22y -3z —3y+5
Ariitaigl cd (G, *) este grup. S& se determine m € R astfel ca functia f : R} - G,

sé fie izomorfism de la grupul (R%.,+) la grupul (G, *).

unde M3(Z) este mul{ime matricelor

GxG-oG, (z,y)ozxy=

f(z) =
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84. Si se rezolve sistemul: { z in multimea claselor de resturi

2,= 0,123}, \

85. Fie (R,+) grupul aditiv al numerelor reale si (C*,-) grupul multiplicativ al
numerelor complexe nenule si fie f : R — C* definitd prin fz) = cos2wz + isin27z.
Demonstrati cd f este un morfism de grupuri.

86. Pe multimea numerelor reale se definesc operatiile z*y = z +y — 2 si
zoy =z+y—>5,Vz,y € R. Se considerd functia f : R — R definit# prin f(z) = az+1. S&
se determine constanta reald a astfel incat aplicatia f s8 fie un izomorfism intre grupurile
(R, *) si (R,0)

87. Fiem € R. Se considera legea de compozitie ,,+“ pe R definitd prin z+xy = mz+y,
z,y €R.

.a) S3 se determine m astfel incat ,,x“ si fie asociativi.

b) S& se determine m astfel incat ,*“ s§ admitd element neutru.

c) S& se determine m astfel incat (R, *) s3 fie grup abelian.

88. Fie M o multime nevidd si P(M) = {X | X C M}, multimea submultimilor
sale. Pentru orice X € P(M) notdim Cx = {y € M | y € X}. Pe P(M) se defineste
operatia X +Y = (X NCy)U(Cx NY). Si se arate ci:

a) X + X = pentru orice X € P(M).

b) (P(M), +) este un grup comutativ.

89. Pe R se defineste legea de compozitie ,“ prin = * y = zy — az + by, a,b € R.
S& se determine multimea A = {(a,b) € R? | (R,*) este monoid}. -

90. Fie a € Z. Pe Z se considera legea de compozitie datd de z x y = =z + y — azxy,
Vz,y € Z. Determinati valorile lui a € Z astfel incat (Z, x) s& fie grup.

91. Fie G = {(a,b,¢,d) | a,b,c,d € Q, a # 0}. intre elementele lui G se definegte
legea: (a1,a2,as,aq)*(by, be, b3, bs) = (a1, by, a2b; +baazb; +bgagdy +bo). Ar#tati cd (G, *)
este grup necomutativ.

92. Fie multimea matricelor M = iy 2%y
-9y =z-4y

cd in raport cu inmultirea matricelor, (M, -) este grup.

z 2y 2 2
T,y €Q, z° -5y =1,.

z,YyER, z # 0}. Ardtati

93. Fie multimea G =

S& se arate ci (G,~) formeaza grup. .

94. Pe multimea QQ a numerelor rationale definim legea de compozitie ,** prin
TrxYy=z+y— %zy,Vm,yeQ »

1) Si se arate ci muli;lmea ‘A= Q\{2} este parte stabllﬁ fatd de legea ,**.

2) (A, *) este grup comutativ.

95. Pe R se definegte legea de compozitie ,+“ prin z*y =az+ by +¢, Vz,y € R,
unde a,b,c € R. S4 se determine’ - ' :

A= {(a,b,c) € R® | (R, #) este grupul cu elementul neutru3}.

S& se rezolve ecuatia z * £ * = * ... % £ = —102, pentru (a,b,c) € A.

z de 15 ori
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96. Pe multimea E = (—00,—1) U (—1,00) se definegte legea de compozitie ,,0*
astfel: zoy = a(2?+4?) + 2oy +2(m? —8)z+2y+m—1,Vz,y € E, unde a,m € R. S se
determine a si m astfel incat (E,o) s¥ fie grup. Dacs notim 2’ simetricul lui z in grupul
(E,o0) calculati Z ', unde A = {-3,2}.

TEA

97. Fie G = (2,+0) i +y = zy — 2(z + y) + 6. Determinati f : R} = G,
f(z) = az + b astfel incat s§ fie un izomorfism de la (R%, ) la (G, *).

98. Fie M multimea matricelor de forma M(z) = ( : e I 1 ), cu z € R\{0}.

i) S& se arate ci M formeazi grup in raport cu operatia de inmultire a matricelor.

ii) Arétati ci acest grup este izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor reale
nenule.

99. Pe multimea G = (—1,+00) se definegte legea de compozitie z*y = zy+z+y,
Vz,y € G.

1. Aritati cd (G, ) este grup comutativ.

2. Determinati grupul (M, o) astfel incét functia f : G — M dat de relatia f(z) =
z+1,Vz € G sd fie un izomorfism al celor doud grupuri.

1B

tcear A = 2 2

100. Se di matricea: A ﬁ _ -1-
2 2

i) 53 se calculeze A2, A3, 4302,
ii) S& se arate ci multimea G = {I, A, A%} formeaz grup comutativ in raport cu

operatia de inmultire a matricelor unde I, = 0 1)

101. Pe multimea G = (1,00)\{2} se defineste legea de compozitie ,** astfel:
z*y = (z—1)""(¥-1 4 1. Fie § elementul neutru §i z’ simetricul lui z = e + 1 in grupul
(G, *). Determinati o = 2’ +8 gi § care este produsul ridcinilor ecuatiei z#T*T*x = e+1.

102. Fie multimea de functii M = {f, : R 9 R | a € (0,00) cu

0 daci <0
f“(w)={ a:z:, daci z>0 2

Se noteazi cu ,,0“ operatia de compunere a functiilor reale. De monstrati ci (M, o)
este grup.

103. Fie G multimea matricilor de forma M(a) = (
R* = R\{0}). .

a) S& se arate c¥ G este un grup comutativ in raport cu inmultirea matricilor i ci
acest grup este izomorf cu grupul (R*,-). '

b) S& se exprime M(a) sub forma M(a) = A + aB, unde A si B sunt matrice care
nu depind de parametrul a.

104. Fie G = (4,400) care are o structurd de grup fat¥ de operatia ,** definit3
prin 2y = zy — 4(z +y) + 20, Vz,y € G. S§ se determine a,b € R astfel incat functia
f:R* = G, f(z) = az + b pentru orice z € R}, s¥ realizeze un izomorfism de la grupul
(R}, ) la grupul (G, *).

2—-a a—1

2(1 - a) 2’a—1)"md‘°‘°‘e
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105. Fie ecuatia in z, 28 — (@ + 1)222 + (@3 +a® + 22— 1z — (6®* - 1) = 0,

a € R. Si se afle valoarea parametrului a pentru care multimea M (a) a solutiilor ecuatiei
corespunzitoare este grup in raport cu inmultirea numerelor reale.

Capitolul III. INELE. CORPURI

1. Determinati elementele inversabile din inelul Z,5 gi inversul fiecdruia.
2. Se considerd multimile:

K= {A: (‘Z ‘Z”) ‘AeMg(Q)} §iL= {c+d\/5 c,deQ}.

a) S4 se arate ci L este parte stabild a lui R in raport cu operatiile de adunare si

inmultire i K este parte stabild a lui M2(Q) in raport cu adunarea si inmultirea.

b) S4 se arate ci multimile L si K formeazi corpuri in raport cu operatiile induse.
c) Si se stabileascd un izomorfism de corpuri de la L la K.
3. In corpul claselor de resturi modulo 11, si se rezolve sistemul:

§m+ﬁy+z=2;
z+32=2
10a:+2y+§z=T.

4. Fie A un inel astfel incat 28 = 2, pentru orice = € A. Si se arate 22 = z pentru

orice z € A. . )
5. S4 se rezolve in inelul claselor de resturi modulo 6 sistemul:
Bz + §y~ =3
4z +3y=1"

6. Pe multimea Z a numerelor intrgi se definesc legile de compozitie
zxy=z+y+3,zoy=2y+3z+3y+6.

a) Aridtati cd (Z, *, o) este inel comutativ fird divizori ai lui zero.

b) Determinati elementele inversabile ale acestui inel.

c) Este (Z, *,0) un corp?

7. Fie A = {0,1,m,n} astfel incat (A,+,-) este inel cu patru elemente si aplicatia

F:A—> A, f(z) =1+ x. 5§ se arate ci:

1. Aplicatia f este injectivé.

2. fz)=1+m+ngil+l+14+1=0.
z€A

3. Daci (A,+,-) este corp, atunci 1 +1=0.

4. Inelul claselor de resturi modulo 4, (Z4, +, -) nu este corp.
8. Fie a,b,c € R. Pe R definim legile de compozitie:

zly=azx+by-2, Vz,yeR
' gTy=zy—2x-2y+¢c Vz,yck.
Determinati a, b, c astfel incat (R, L, T) s& fie corp.
9. Fie Z; inelul claselor de resturi modulo 12 §i G multimea elementelor inversabile

ale acestui inel.
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a) Determinati elementele lui G si ardtati ci G este o parte stabili in raport cu
inmultirea in Z;,.

b) Alcituind tabla operatiei pentru (G, ) arétagl cd acesta este un grup izomorf cu
grupul lui Klein.

10. 1) S& se arate c& multimea A a matricelor de forma: :b 2); a,b € Z este

parte stabild a multimii matricelor patratice de ordinul doi cu elemente intrgi in raport cu
operatiile de adunare si inmultire a matricelor.
2) S se arate ci A este inel comutativ fatd de adunare si mmult_;xrea matricelor.

11. Fie M = _ab 2) ; a,be R}. S& se arate ci M este parte stabili a lui
M;(R) in raport cu adunarea §i inmultirea matricelor si formeaz3 un corp izomorf cu
corpul C al numerelor complexe.
12. Fie Zg inelul claselor de resturi modulo 9.
1) S& se scrie tabla mmull;lru pentru inelul Zg si din aceasta s se deduci elementele
inversabile ale inelului.
2) Si se rezolve in Zg ecuatia 7z + 3 = 2.
13. S4 se rezolve sistemul de ecuatii liniare in inelul Z;2:
3z4+%y=1
2c+3y=1"
14. S3 se rezolve in Ry sistemul de ecuatii:

2®x®5®y—1
39z0i®y=7"

15. S& se rezolve in inelul (Z;q,+,-) sistemul de ecuatii:

{ 2z 4+6y=2

16. Pe R se consider# legea de compozitie ,*“ definitd astfel £ x y = az + by +c,
a,b,ceR.
1) Determinati a, b, c astfel ca (R, *) s fie grup.
2) Notand cu ,,-* inmultirea uzual¥ pe R si se determine parametrul ¢ astfel incat
(R, *,-) s3 fie inel.
17. Fie a,b,c € R. Pe R definim legile de compozitie ,,.L “ si , T* prin:

zly=az+by—2, Vz,yeR
zTy=zy—2c—2y+e¢, Vz,yeR '’
Determinati valorile a, b, c astfel incat (R, L, T) s& fie corp.
18. Fie Z[i] = {a + bi | a,b € Z}. S4 se arate ci:
1) Z[i] este parte stabily a lui C In raport cu adunarea si inmultirea.
2) (Z[i], +,-) este inel comutativ f&r3 divizori ai lui zero.
3) S se determine multimea G a elementelor inversabile in Zli] si s& se arate cd G
este parte stabild in raport cu inmultirea, iar (G, ) este grup.
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19. Pe multimes numerelor intregi Z se definesc legile de compozitie:

cxy=z+y-—2,
zoy=gxy—2r—-2y+6 "

a) Demonstrati ci (Z, *,0) este inel comutativ.

b) Determinati valorile lui a si b astfel incdt functia f(z) = az + b sd fie izomorfism
intre inelul (Z, +,-) i inelul (Z, , o).

20. a) Fie Q[v10] = {a + bv/10 | a,b € Q}. Aritati ci (Q[v10),+,-) este corp

comutativ.

b) Fie M = {(a ;—be e Eb%) ; a,b € Q}. Aritati c& (M, +,-) este corp comu-

tativ.
c) Demonstrati c& cele doud corpuri sunt izomorfe.
21. Fie K multimea tuturor matricelor A € M,(R) de forma:

A=(“ b),a,beIR.
-b a

a) Arétati cd multimea K este o parte stabild a lui M>(R) in raport cu adunarea si
inmultirea matricilor si ci operatiile induse conferd lui K o structurd de corp.

b) Daci tripletul (C, +, -) reprezintd corpul numerelor complexe, stabiliti izomorfis-
mul:

((C, -+, ) = (K, +, )

22. Fie M = {A(z) = (‘: z) zeC}.

a) Aratati ci (M, +,-) este un corp comutativ.
b) S& se arate c3 aplicatia f: C — M, f(2) = %A(z) este un izomorfism de corpuri.
c) S& se determine 2 € C astfel incdt f"(z +1i) = f*(z — i), n € N*.

23. Fie K = {(a 2b) | ,beQ}

S& se arate ci multimea K este parte stabild a lui M>(Q) in raport cu adunarea si
inmultirea si cd formeaz# un corp in raport cu operatiile induse.
24. Pe multimea Z a numerelor intregi definim legile de compozitie ,,..“ i ,, 7 * prin:

” I
zly=z+y+2 Vz,ycZ
zTy=zy+3z+3y+6, Vz,yeZ ’
Aritati cd (Z, 1, T) este inel comutativ fird divizori ai lui zero. Determinati ele-
mentele inversabile ale acestui inel.
25. Fie A = {0,1,a,b} un inel cu 4 elemente. Ar#tati ci:
a) Functia f: A = A, f(z) =1+ z, Vz € A este bijectiva.
b) Dac¥ A este corp, atunci 1 +1=0.

a b ¢
26. Fie multimea A= 0 a d

0 0 a
. nuite de adunare si inmultire a matricelor. Arédtati ci (A, +,-) este inel.

a,b,c,d € R » inzestratd cu operatiile obis-
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27. Rezolvati in Zg ecuatia dz+5=3.

28. Se considera sistemul de ecuatii:
z+y+22=a
3z+5y+2=0a+3
4z + 6y + 3z =-a®

cu coeficientii in Z7. Determinati valorile lui @ € Z; astfel incat sistemul s3 fie compatibil.
29. Pe Z definim legile de compozitie:

zoy=x+y—4si
Try=zy—4rz—4y+20,Vz,y € Z.

Se cere:
a) Aritati cd (Z, o, *) este inel.
b) Determinati elementele inversabile din Z in raport cu legea ,,*“ si multimea divi-
zorilor lui zero din inelul (Z, o, ).
30. Se consideri sistemul:
T+ §y +2=86
2% + §y +2=5
3z + y+az=>b
cu coeficientii in Z.
Determinati multimea parametrilor a si b € Z7 astfel incat rangul matricei coefici-

entilor s& fie 2 si sistemul s3 fie compatibil. _
31. Pe R se definesc legile de compozitie zxy =z +y—2, zoy = zy — 2z — 2y + 6.

54 se géiseascd un izomorfism de la corpul (R, +, ) la corpul (R, *,0).
32. S se rezolve in Rg sistemul de ecuatii:
{ 20z030

33. Notim A,, = { l; nb la,b € Q}, n € N. Determinati conditia suficientd ca

inelele (Ap,,+,), (An,,+,-) s fie izomorfe.
34. Rezolvati In R, sistemul de ecuatii:

bere2=1
3Qyd4=4
35. Stabiliti cati divizori ai lui zero contine inelul (Z3s,+,-) si cite elemente sunt

inversabile in acest inel.
36. a) Si se arate ci pe multime Z legile de compozitie:

zxy=zc+y—2,zoy=-2r—-2y+6,vVz,y€
determind o structurs de inel comutativ. ‘
b) S& se determine a,b € Z astfel incat functia f : Z — Z, f(z) = az + b s3 fie
izomorfism de la inelul (Z, +, -) la inelul (Z, *, o). .
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37. Fie (A4, +,-) un inel cu element unitate, 1 # 0 cu proprietatea z> = 1, Vz €
A\{0}. S& se arate cd (A, +, ) este corp izomorf cu Z; sau Z3.

38. Si se rezolve in inelul Zy; ecuatia 3z +1=4.

39. Pe multimea R a numerelor reale se definesc legile de compozitie:

zTy=z+y+2,

1 1 1
TrY=FW 3Ty E VoyeR

a) Artati cd (R, T,#*) este corp.

b) Fie functia f : R = R, f(z) = ax +b. S& se determine a si b astfel incat s& fie
izomorfism intre corpul numerelor reale si corpul (R, T, *).

40. Fie (A,+,-) un inel comutativ cu elementul unitate notat 1. Pe A definim o
noud lege dé compozitie: z * y = z + y — zy, pentru orice z,y € A.

1) Aritati ci legea ,,*“ este asociativa si are element neutru.

2) Demonstrati cd « € A este simetrizabil in raport cu legea ,+“ daca i numai dacd
1 — z este inversabil in A.

3) Alcdtuiti tabla legii ,,*“ in cazul cind A = Z4 si determinati elementele simetriz-
abile in raport cu legea ,*“ in acest caz. '

41. Determinati multimea elementelor simetrizabile din inelul Zs.

42. Fie K = (0,+00). Pe K se definesc legile de compozitie:

zly=zy, Vez,yekK
zTy=z"¥, Vz,yc K.

Aritati ca tripletul (K, L, T) este corp comutativ gi corpul numerelor reale (R, +,-)
este izomorf cu corpul (K, 1, T).
43. Pe K = (0, +o0) se definesc legile de compozitie:

KxK— K, (m,y)-—)x*yd_i-f:zy

KxK-> K, (z,9 ﬁxoyga:'“ Vi,
Aritati c3 tripletul (K, *,0) este corp comutativ. Determinati m si n reali astfel

incat intre corpul numerelor reale (R, +, -) i cel de mai sus (K|, *, 0) s3 existe un izomorfism
f:R = K de forma f(z) = e™ +n.

44. Si se rezolve sistemul de ecuatii in Zs:

45. Se considerd inelul (Z, 1, T), unde:
zly=z+y+2,
zTy=zy+2c+2y+2, Vz,ye€Z. ‘
S& se determine multimea elementelor simetrizabile ale inelului gi D multimea divi-

zorilor lui zero.
46. Se considerd sistemul de ecuatii cu coeficientii in Z7:
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-

a:v+§y+§z=2

§w+2y+§z=§
3z+2y+4z=3.

S& se determine a € Z; astfel incat sistemul s3 fie compatibil i s& se rezolve pentru
a=2. '
47. S3 se rezolve in Z7 sistemul de ecuatii:
2z +y+ 22=0
z+2y+32=0
3z4+y+z=1
48. Pe multimea A = Q x R se definesc legile de compozitie ,,0% §i ,** astfel:

(aam) ° (bay) = (a + b,a:+y) §i
(a,2) * (b,y) = (ab, ay + bz + zy), V (a,z), (b, y) € A.

Determinagi multimea elementelor simetrizabile ale inelului (4, o, *) si calculati in-

versul elementului (%,5) €A

49. Fie Q(v2) = {a +bv2 | a,b € Q}. S4 se arate ci:

1) Q(V2) este subgrup in (R, +).

2) Q(v2)\{0} este subgrup in (R*,-).

3) Daci Q C A C Q(v/2) si A este stabils in raport cu ,+“ si ,,-%, iar (A, +,) este
inel, atunci A = Q sau 4 = Q(v2).

50. Pe mulfimea A = R x R se definesc legile de compozitie ,0% gi ,** astfel:

(@,9) 0 (2,8) = (z + 2,y +1),
(x) :‘/) * (zl t) = (zzrzt +y:z)1 V(m’ y)’ (z)t) €A
Determinati multimea elementelor neinversabile ale inelului (4,0,%) si rezolvati
ecuatia.

(:Z?, 1)« (273") *(z,8) = (z,1) % (z, 2) * (=, 3).
51. In inelul (Zg,+,-) s& se rezolve sistemul de ecuatii
2+ v+ 1z=2

3z + §y +2=14
bz +4dy+5z=1
52. 53 se discute dupi valorile parametrilor a € Zg, b € Zg si s se rezolve in Zg
ecuatia az + b = 0. Fiecare caz identificat va fi ilustrat printr-o ecuatie (¢ =7,b =?) si prin
solutiile respective.
53. Fie a, b, c numere reale. Definim pe R legile de compozitie:
zly=azx+by-2
zTy=2y—2z—2y+ec, Vz,yeR.

1) Determinati a, b i c astfel incat (R, L, T) s& fie corp.
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2) Determinati o, B € R astfel incat functia f : R = R, f(z) = az+fsd stabileascd
un izomorfism de la corpul (R, +,-) la corpul (R, L, T).
54, Fie a € Z. Pe Z se considers legile de compozitie @ si ® definite prin:
zdy=z+y—a
z®y=zy—a(z+y)+a®+a.

S4 se arate ci (Z,®,®) este un domeniu de integritate.
55. Fie A= {( ;) Z) a,be Z}. Aritati ci A este o parte stabild a lui M2(Z)

in raport cu adunarea gi inmultirea matricilor si ci formeazs inel comutativ si fard divizori
ai lui zero in raport cu operatiile induse.

56. Fie (G,+) un grup abelian. Ardtati cd legile f + g si fog deﬁmte prin
(f+9)(x) = f(z)+g(z), respectiv (fog)(z) = f(g(x)) determind pe multimea morfismelor
grupului G o structuri de inel. '

Capitolul IV. SPATII VECTORIALE

Lege de compozitie externd
Definitie. Fie  si M doud multimi nevide. O aplicatie
U:OxM-o M, (w,z) = ¥wz)eM
se numegte lege de compozifie externd pe M cu operatori in .

Pentru compusul ¥(w,z) al elementului x € M cu operatorul w € R se foloseste
de reguld notatia multiplicativd ¥(w, ) = (wz). Multimea 2 poartd numele de domeniul
operatorilor legii de compozitie externe ¥. O lege de compozitie internd pe M poate fi
privitd ca o lege de compozitie externd cu domeniul operatorilor = M.

Spatiu vectorial

Definitie. Fie corpul (K, +,-). Se numeste spafiu vectorial (peste corpul K) un grup
abelian (V, +) pe care este datd o lege de compozitie externd cu operatori in K,

KxV-oV, (ou—-a-u,
care satisface axiomele:

S1) (a+pBu=au+ Pu,

S2) a(u+v)=au+av,

S3) a(Bu) = (aB)u,

S4) l-u=u,
oricarear i, € K, u,ve V.

Cand K = R sau K = C, se spune c& V este spatiu vectorial real, respectiv complex.
Spatiile vectoriale se numesc incd spatii liniare.

Exercitii

1. Spatiul vectorial R*. Fien € N, n > 1 si R™ multimea tuturor elementelor
ordonate de n numere reale, ¢ = (a1,@2,...,an), @&; € RYVi = T,n. Dacd o € R s
z,y € R", z = (a1,a2,...,84), ¥y = (b1,b2,...,by), definim

s=y®a=b,1<i<n,
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def
$+'yé (a1+b1,0'2+b2"'-70'n+bn7
az = (aey,aaz,...,0a,).

Demonstrati ci:

a) legea de compozitie internd R™ x R* — R", (z,y) — = + y este asocxatlva si
comutativi;

b) (R",+) este grup abelian;

c) legea de compozitie externi R x R* — R", (@, £) = oz determinj o structurs de
spatiu vectorial. )

(Elementele lui R™ se numesc vectori (linie) n— dimensionali, iar R™ se numegte spatiul
aritmetic real de dimensiune n, sau spafiu vectorilor linie n dimensionali.)

2. Definiti 5i studiati spatiul aritmetic C*, unde C este corpul numerelor complexe.

3. Definiti gi studiati spatiul vectorial K™, unde K este un corp oarecare.

4. Demonstrati ci multimea M(R) a matricelor pitratice de ordin 2 cu coeficienti
reali formeaz3 spatiu vectorial peste corpul R in raport cu adunarea si inmultirea matricelor
cu scalari. .

5. Demonstrati c& multimea R[X] a polinoamelor in nedeterminata X cu coeficienti
reali formeaz3 spatiu vectorial peste corpul R in raport cu adunarea si inmultirea poli-
noamelor cu scalari.

6. Demonstrati c& multimea V' a vectorilor de pozitie ai punctelor dintr-un plan cu
originea intr-un punct O al planului formeazi spatiu vectorial peste coprpul R in raport
cu adunarea si inmultirea cu scalari.

7. Spatiul vectorial 0. Fie K un corp. Pe grupul abelian zero, 0 = {0} se introduce
legea de compozitie externd K x 0 — 0, (a,0) = a-0=0. Demonstrati ci se conferd astfel

grupului abelian o structurd de spatiu vectorial peste K numit spatiul vectorial zero.

Baza.

Definitie. Fie V un spatiu vectorial peste copul K. Un sistem
B = (ey,€z,...,6e,) de vectori e; € V, 1 < i < n, se numeste bazd a lui V daci:

1) Vz € V3, Ag,..., A € K, astfel inct = = Aje; + Apea + ... + Anen;

2) daci a1e1+a2e2+ +ape, =0,cua,as,...,a, € K,atuncio; =az =... =
an =0. :

8. Fie V spatiul vectorilor de pozitie dintr-un plan euclidian gi v;, vz doi vectori de
pozitie, diferiti de zero si necoliniri. Demonstrati c& sistemul de vectori B format cu v; si
v2), B = (v;,v2) are proprietitile:

1)Vz €V, 3, Az €R, astfel incdt £ = A1) + A2Zo;

2) dacd av; + av2 =0, cu a3, a2 € R, atunci ¢; = as = 0.

9. In spatiul vectorial R® se considerd vectorii v, vs, vs, unde v; = (1,1,1),
‘uz = (0,1,1) si v3 = (0,0,1). Demonstrati ci sistemul format cu vectorii vy, vg, vs,

= (v1,v2,v3), are proprietdtile:

1) Vz € R3, 32, A2, A3 € R, astfel incat z = Aoy + Agve + sta, ,

2) dacd ayv; + aove + agvz =0, cu oy, az,a3 € R, atunci a; =z = aa = 0.

Dependenti si independent# liniars

Fie V un spatiu vectorial peste corpul K.
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1) Daci v1,v2,...,Um € V, atunci un vector de forma Avy + A2v2 + ... + AmUm,
Ai € K se numeste combinatie liniar3 (cu coeficientii in K) de vectorii v;,vs,...,vn unde
scalarii A1, Ag,..., A se numesc coeficientii combinatiei liniare.

2) Se spune ci un vector x € V este combinatie liniard (cu coeficientii in K) de
vectorii vy, vs,. ..,V dacd existd A1, Ag, ..., A\p € K astfel incét
m

=MV +Xv2+...+ Apuy = Z)\ivi.

i=1
Se spune ci vectorii vy, ve,. .., Uy formeazi un sistem de generatori pentru spatiul
vectorial V' daci orice vector £ € V se poate reprezenta ca o combinatie liniard de
m

V1,02,...,0m: VEEV,3T A, Ag,...,An € K astfel incit z = Z)\ivi.
i=1
3) Se spune c3 sisetmul de vectori vy, v2,. ..,y este liniar independent (peste K)

dacd ayvi +aste + ...+t =001 =a2 =... =0y =0.

In caz contrar se spune ci vectorii v1,%z, ..., vy, sunt liniar dependenti (peste K).

O egalitate de forma a;v; + agv2 + ... + @nv;m = 0, o; € K se numegte relatie de
dependentd liniard a vectorilor vy, vs,...,vm. Relatia de dependent3 liniar¥ se numeste
nebanald daci cel putin unul dintre scalarii oy, ag,...,on este diferit de zero.

Deducem c3 un sistem de vectori B este baza lui V daci si numai daci B este sistem
de generatori liniari independent;i.

10. Fie B = (ej,ée2,.-.,e5) 0 bazd a spatiului vectorial V peste corpul K. Daci
z € V, atunci existd scalarii A1, Ag,...,An € K astfel incét

n
T=Aey1+Azez+...+ M\ep = Z}\.-ei.
i=1
Demonstrati cd scalarii A;, Ag, . .., A, sunt unic determinati de vectorul z gi baza B (scalarii

unic determinati A, A2, ..., An € K se numesc coordonatele vectorului  in baza B).

11. Coordonate in baza canonici a lui R®. Pentru n = 3, fie e;,ez,e3 € R3,
e1 = (1,0,0), ez = (0,1,0), e3 = (0,0,1) si = € R3, z = (e, €3, €3). Ariitati ci:

a) B = (e;, ez, €3) este un sistem de generatori pentru R3;

b) sistemul de vectori B este liniar independent (este deci bazi a spatiului vectorial
R3, numitd bazd canonicd a lui R3).

Generalizare. (Pentru spatiul vectorial R®, K™, K — corp oarecare.)

12. Fie spatiul vectorial R3 i vectorii v; = (a,1,1), v2 = (1,a,1), v3 = (1,1,a);
unde a este parametrul real.

1) Aratati c# sistemul de vectori v1, v2, v3 este liniar dependent, dacd gi numai dacd
a=1saua=-2.

2) Dacd a # 1 si a # —2, atunci B = (vy,v,,v3) este bazd a lui V.

3) Dacd a = —1, determinati coordonatele vectorului v = (3,2,5) in baza B.

13. Verificati proprietdtile S1, S2 si S4 pentru inmultirea matricelor cu scalari.

14. Verificati proprietitile Si, Sz si S4 pentru inmultirea polinoamelor cu scalari.

15. Fie M o mul{ime nevid3 si F(M) multimea tuturor functiilor f : M — M. Pe
M definim legea de compozitie externd cu operatori in F(M),

F(M)x M = M, (f,5) = f 2% f(z) e M.
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Aréatati ci:

1) fr(gxz)=(fxg)*xz,Vf,ge F(M),z e M.

2) Iy *xz=2z,Vz e M.

16. FieV=R} ={zeR|z> 0} Aritati cé V este spatiu vectorial peste corpul
R in rport cu legile de compozitie :cJ.y = a:y, aTz & :z:"‘ VaoeR,z€V.

17. Fie V multimea tuturor sirurilor f de numere reale, f = (ao,ay,...,as,.- .),
(2; €R). Daci a € Rsi f, g€ V, f = (a0,01,..-,an,-..), g = (bo,b1,...,bn,...) atunci
punem:

f+g < (ao+bo,a1 +b1y...y8n + by, ...

af & (aag, ay,...,aan,...).

Ardtati ci V este spatiu vectorial peste corpul R in raport cu legile de compozitie
VxVaV,(fig) 2 Ff+gRxV =V, (o, f) = af.

18. Fie K =7, = {6, T}. Enumerati toti vectorii spatiului vectorial K3. Care este’
numarul vectorilor spatiului vectorial K™?

19. Arétati cd pentru oricare dous numere naturale p, n cu p prim existX un spatiu
vectorial V' cu p" vectori.
20. Fie V # 0 un spatiu vectorial peste corpul R. Ar#tati ci F are o infinitate de
vectori. ‘

21. Fie V un spatiu vectorial peste corpul Z,, p numir prlm Aritatl cd

O=z+z+...+z(pori),VzeV.

22. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K. Demonstrati prin mducgle cd

a(vi +va+...+v,) =ov +ave +... + avy, si

(a1 + a2 +... +ap)v = a1v+a2v+ .+« + apv, oricare ar fi o, a1,...,am € K,
V,V1,...,9 EV.

23. Fie vectorii v; = (1,1,0), v2 = (0,1,1), v3 = (1,0, 1) din spatiul vectorial R3.

1) Arétati cd sistemul de vectori R = (v1,v2,v3) este o bazi a lui R3.

2) Reprezentati vectorul v = (2, —3,5) ca o combinatie liniar¥ de vectorii bazei R.

24. In spatiul vectorial V = M, (R) se cosider# matricele:

10 11 11 11 -2 3

Bi= (g o)iBi=(o o) m=(; o)im=(} )ia=(7 %)

1) Arditati ci B = (E,, Es, E3, E4) este o bazi a lui V.

2) Reprezentati matricea A ca o combinatie liniars de vectorii bazei B).

25. Fie fi, f2$f3 € R[XL h = (X - b)(X - C), f2 = (X - C)(X - a’)’
fs=(X-a)(X -b).

1) Aritati ci polinoamele fi, f2, f3 sunt liniar independente peste R, dac3 gi numai
dacd (a— b)(b—c)(c—a) #0.

2) Aritati c¥ pentru orice polinom f € R[X] cu gradf < 2 existd A1, A2, A3 € R unic
determinati, astfel incat f = A1 f1 + A2 f2 + A3 fs; .

. 3) Determinati A\j, Mg, A3 cdnd f =1+2X - X%, a=1,b=2,c=3.

26. Aritati c3 fiecare din sistemele de polinoame din R[X]:

B= (I)X';Xzaxa);

B'=(1+X2%X+ X% X2 X%+ X2,

B' = (1, X - 1,(X - 1)*/2,(X - 1)*/3Y),
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sunt liniar independente peste R si reprezentati polinomul f = X3 - X2 -X+1cao
combinatie liniard cu coeficienti din R de polincamele din B (respectiv B’, B").

27. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K §i v1, v2, v3 un sistem de vectori
liniari independenti. Ar#tati ci vectorii vy + v3, v2 + v, v3 + v1 sunt, de asemenea, liniar:
independentj.

28. Fie vy, vz, v3, un sistem de vectori dintr-un spatiu vectorial V' peste corpul K.
Aritati c8 aplicatia:

I K35 V, f(z) = M1 + dove + Asv3, Vz = (A1, A2, A3) €R
este injectivd (surjectivd, bijectivd), dacd si numai daci vy, v, v3 este sistem liniar inde-
pendent (respectiv sistem de generatori ai lui V, bazi a lui V'). Generalizare.

29. Fie (K;+,) un corp comutativ. Se considerd pe K operatia de adunare, datd
de structura de corp si operatia (a,z) € K x K — az € K, datd de operatia de iInmultire
din K, Va € K = corpul ,scalarilor, Vz € V def K. S se arate c§ in acest fel s-a definit,
pe K, o structurd de spatiu vectorial.

30. Fie R2 & R x R. Se definesc pentru orice z = (z1,%2) € R, y = (y1,42) € K si
pentru orice a € R,

def def*

z+y = (21 + Y1, 22 + 3); ar = (az1, aT2).

S& se arate c¥, astfel, s-a obtinut o structuri de spatiu vectorial pe R2. Si se
interpreteze geometric.

31. FieR* £ R x R x ... x R. Se definesc pentru orice Vz = (21,22, .- ,Z5) € R
N e’

. nori
§lvy= (ﬂl,yz,---:yn) GRns a€eR:
r+y=(21+y1,22+y2,-..,Tn + Un); az = (a21,023,...,0Tp).

S4 se arate ci s-a obtinut o structurd de spatiu vectorial pe R".

32. Fiez = (mlnz2) € R21 y= (yl)y2) € sz T # 0, sy # 0 unde s pe Rz:
considerdm structura de spatiu vectorial pus# in evidentd la problema 2. S& se arate ci
urmitoarele conditii sunt echivalente:

a) Existd A € R* astfel incat z = Ay.

b) Existd p € R* astfel incat y = uz.

c) Existd a, B € R* astfel incdt az + fy = 0.

33. Fie I un intertval nedegenerat al axei reale.

a) S4 se arate ci multimea F(I) = {f : R = R} a functiilor reale definite pe I admite o
structurd de spatiu vectorial faté de opera§1a uzuald de adunare a functilor (definitd pentru
orice f,g € F(I) prin egalitatea (f + g)(:c) (a:) +g(z), Vz € I) si operatia de inmultire
a unei functii cu un scalar ((af)(z) def af(z),Vz e I).

b) Aceeasi problem# pentru multimea de functii P(I) = {f : I — R | f admite primitive}.
¢) Aceeasi problem3 pentru multimea de functii -

A={f:R = R| f derivabild de dous oripe Rsi f"(z) - 5f'(z) +6f(z) =
0,Vz € R}.

34. Fie V si V' doud spatii vectoriale peste acelasi corp comutativ K,iar f : V = V'
o functie satisficand conditiile:

fz+y) = flx)+ f(y), Vz,y € V;
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flaz) = af(z),Vae K,Vz € V.

Sé se arate c& multimea f~1({Ov'}) = {z € V | f(z) = Oy+} constituie un spatiu
vectorial W, W C V. . .

35. 54 se arate cd in conditiile problemei 6, W = {Oy} daci si numai daci f este
injectiva. '

36. Fie vectorii £ = e; = (1,0), y = e2 = (0,1) din R2. Sj se arate ci:

a) dacd o, 8 € R si ce; + fez = 0, atunci o = = 0;

b) pentru orice vector v € R2, existd doud numere unice A, € R, astfel incat
v = dey + pes.

37. S4 se formuleze §i s3 se rezolve problema analogs in R® pentru vectorii z = e; =
(1,0,0), y = e2 = (0,1,0), 2 = e3 = (0,0, 1). .

38. Aceeasi problemd pentru vectorii din R3 z = (1,1,1), y = (1,2,3), z = (1, 2,4).

39. a) Si se arate ci multimea numerelor reale R admite o structurd de spatiu
vectorial peste corpul @ al numerelor rationale.

b) Fie a,b,c € Q, astfel incat a + b¥/2 + cV/2% = 0. S¥ se arate ci rezultd a = b =
c=0.

40. Se considerd trei numere reale distincte doud cite doud o, 8, v si functiile
fu, 2, f3 € F(R) = {f : R — R} definite de egalititile f(z) = e°%, fo(z) = &%, f3(z) =
e’. B4 se arate ci daci are loc egalitatea af;(z) + bfa(z) + cf3(z) = 0, Vz € R (unde
a,b,ceR), atuncia =b=c=0. '

41. Se considerd spatiul vectorial R, matricea A = 1) gi functia (aplicatia)

1
1 2
f : R? — R?, care actioneazi dupi regula f (( 51 )) = A ( ), Vz=(%)€eR?(am
scris vectorul z drept ,,vector - coloan).

a) Si se arate ci:

fz+y) = f(z) + f(y), Vz,y € R%

flaz) =af(z),Vz e R%, a€R.

b) Sa se arate ci f este injectiva.

42. 5% se formulze si si se rezolve problema asem#n&toare pentru aplicatia f : R —

T 111
R f(z)=A-X,VX=| z, |eR3A=[1 2 3].

I3 1 4 9
43. Fie A € M3(R), iar f : R® - R3, aplicatia definit} de egalitatea f(z) =4 X,
T
pentru orice X = | 22 | € R3. Si se arate ci f este injectivi gi dacy si numai daci

z3
det(A) = 0 & f este surjectiva.
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ELEMENTE DE ANALIZX MATEMATICX
Capitolul I. PRIMITIVEY

a+1
@ Aplicind formula de calcul /:z:"‘ dz = Z+ 1 + C, (o # —1), si se deducd
egalitatile:
) /—da: -1 mnl_l +C; € JC(~00,0)U (0, 00);

b) /—dz—2ﬁ+0;xe(0,oo);
°) /%dx=n:l-l

In toate problemele care urmeazs, J desemneazs un interval nedegenerat al axei
reale.

@ Aphcand egahtat;lle din problema 1, s& se calculeze:
a)/ d:c,b)/ dz,c)/ dx,d)/\/—dx, ffda:,f)ffdx

-z . (= ., X it .
@ Scriind ci e (e) si observand cd In (e) Jsd se deducd egalitatea:

Var+l + C; z € [0, 00);

e ®dz =-e"*+C;

T -z T _ o—T
b) Se noteazd chz = g_+2_e_’ shy = < —°
S& se deduci egalititile: / chzdz = shz + C; / shzdz =ghz + C.

@Si se calculeze:
a) /(:z:2 + 6z + 7)dz, z € R;?) b) / :z:§ +z75 +zd +a:"1) dz, z € (0,00);

/(1+z+a: +2%)dz, z € R; 'ld)/—,a:eJc( —00, 00);

e)/(1+z2 1_ )dw,me( -1,1);

sz)/<3smm+4oosz+coslzm) dz, z € (0,5);
"8

LAY R .
< o c (0,2),‘\_}1) /2 3°5%dz, z € R.

5. 54 se decidd dacd sunt corecte egalititile urm&toare, in caz afirmativ dind si
Jjustificare:

1
a) /wdw=arctga:+0= —arctge + K, z € R);

1—-cos®z

1 . .
b) / mdm = arcsinz + C = —arcsinz + K, z € (0,1);

1) A ge vedea A.Vernescu, Analizd matematicd, vol.IIT (vezi Bibliografie selectivi)
2) in enuntul unei probleme de acest fel, cel mai riguros este ca s se precizeze difiginte intervalul de
existent al lui . Dacs acest lucru nu se face, el revine in sarcina rezolvitorului.
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> Az : dz ' de
4+m2,a:€IR; /—5+z2,x€R;®‘) 174z 5, T € € R; /1+5 2,a:€R
dz

d)/—\/=,me( 2,2); \'/,,_E,a,-e( ~VA, V)

) [ o< (33) vk (1 1)

*’/W’”E(‘M); [ 7= (\fﬂ)

TR se determine (J este un interval): .
@7/ 4,:::eJc( 00,—2) U (—2,2) U (2, 00);
5,$GJC(—°°’_‘/_)U( \/—\/_)U(\/_OO),
£z e (V5 VE)
dz . 1 1
m/m_—l,xGJC (—w,—E)U(E,OO);

')/9 TP ( ) /7 SZ’MJC("\ﬁ’\/g);
d)/\/_i_,meJC( 00, =2) U (2, 00);
ﬁ,mGJC( 00, —v/5) U (v/5, 00);
e)/‘/T,a:GJC (—oo,—%)u(%,oo);
1 1
—,_2__51: dzl, zelJcC ( ;75-) ] (ﬁ,oo);
) [ =g R ﬁ?ﬁ__f’,wek
g)/—‘d/%,zk; \/._i_,a:elk
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Capitolul II. METODE DE CALCUL AL PRIMITIVELOR
Integrarea prin parti

1. Si se calculeze urmatoarele primitive, efectudnd alegerea scrisi in dreptul
fiecdreia:

a)I= / re®dz, © € R; f(z) = 7; ¢'(z) = &
/ 22%dz, ¢ € R; f(z) = z; ¢'(z) =
/ sinzdz, z > 0; f(z) = lnz; ¢'(z) = 73
/ P lnzds, z > 0; f(z) = Ing; ¢'(z) = 2
&) I = f zcoszdz, © € R; f(z) = 2 ¢'(z) = cos;

f) I =/:r.sin:cdx, z € R; f(z) = z; ¢'(z) = sinz;
zln(z + V1 + 22

&) I=./ V1+ 2

h) I = / zchzdz, z € R; f(z) = z; ¢'(x) = chz;

2. S3 se calculeze:

dz, f(z) = In(z + V1+2? g(z) = m,

a)I= / In zdz;
:cdm 1 2 "
b) I = [ arctgzdz (se va tine seama cd T2 -3 In(1 + z*) + C, dupd cum se
verificd imediat prin derivare);
c) I=/arcsinzdzz: (sevagineseamacé/\/mi_zmé. =-v1-224C);

dI= /ln(a; + v/1+ 22)dz (se va tine s¢ama ci / 2ds =Inv1+22+C).

Uneori, metoda de integrare prin parti trebuie aplicat¥ in mod repetat. Se va avea in vedere ca,
pe parcursul procesului de integrare, gradul lui x sd scadd treptat pani la zero.

3. S& se calculeze:

a) /zze’dz, T €R;b) /zae’dm, T €R;c) /a:23zd:z:, z €R; d) /:1:32'd:c, z€R;

e) /.a:2 sinzdz, z € R; f) /:cze” cosz, z € R; g) /az(ln:v)zdm, r € (z € (0,€ o).

Uneori, pentru determinarea unor primitive, este necesar si se asocieze inci una (,conjugatd®) si
s% se determine ambele intr-un sistem de ecuatii.

4. S4 se calculeze: .
a)l= fe“’sinxdx giJ= /e”cosa:da:; z €R;

b)F=/e“’sinbmdxgiG=/e“cosbmda:;a.aéO,b;éO,:cGR;
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c)I= /cos(lna:)dm siJ= /sin(lna:)da:; z>0.

5. Amplificind sub integrald cu radicalul respectiv si folosind metoda integrarii prin
parti, si se obtind urmitoarele rezultate (¢ > 0):

a) I=_/ Va?+a?dr = % (z\/m2+a"’+a21n(a:+ \/a:2+a2)) +GzeR;
b) J=/\/m2—-a2da:= = (szz—a2¥a2ln|z+\/z2—2|) +G; |z| > a;

2
c) K= /\/a2 —z2dz = % (a: a? —a:2+a2arcsin-z-) +C; z € (—a,a).
6. Si se calculeze:
a)I= f(x3 -3z +2)’dz,zc€R; b)I= /xarctgmda:, z€eR;
c) I= /a:a.rcsina:dz, z € (_1,1); d) I= /zZarctga:dz, zeR;

z arcsin zdz
e I=j[———,a:€ -1,1).
: i 1 oehy

7. Aplicand metoda de integrare prin pérti si tindnd seama de rezultatele de la
exercitiul 4 a), sd se determine:

a) F=/xe”sin:cda:,zeR;G:/ze“coszdx,xeR;
b) H = /(mcosm+sin:z:)lnxdm, zeR; I= /(cosz—xsinm)lnxd:z:, zeR.

8. S& se demonstreze formula generalizatd de integrare prin pérti:
[ 1@ @) = £@)g (@) + (D (@)™ Da) + (D) (z) +

+oo+ (DR @) E V(@) + L+ ()P D (2)g(2) + (<) / F® (z)g(z)dz.

9. Pentru fiecare din integralele nedefinite de mai jos, s& se stabileascd relatia de
recurentd scrisd in dreptul siu:

a) I, = /a:“e’dx, z € Ry Iy = z"e® —nl,_y;
b) I, = / z"e~%dz, z € R; I, = —z"e® + nl,_s;

c) I, = /(ln z)"dz, z € (0,00); In = z(lnz)* — nl,_;;

z"dz 11 .-
d) I, = \/zz—_w,xelk,a>0;ln=;[x \'/a:2+a2—n—1a21,,_2].

z"dzx

— . _1 n-1/.2 2 2
e)I, = \/a—z—____zz,me(—a,a),a>0,In—;[m vat—-a2+n-1a In_g].

n—1

HI,= /sin" zdz, z €R; I, = %sin"'l cosz + In-2;

n—1

' 1
g) I, = /cos" zdz, z€R; I, = ;cos"‘l sinz + In-2;
h) I, = /:z;" sinzdz, z € R; I, = —z" cosz + nx" lsinz — n(n — 1)Ip_2;

i) I, = fx" coszdz, z € R; I, = z"sinz + nz" ! cosz — n(n — 1)1, —z; .
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. dz T 1 sinz n—2
D1 _/cos”:z:’me(0’5)’In—n—1cos"‘1m+n lIn—z’

Ll n—2

n—1

dz 1 COs T
k)In=/sin":c’xe(0’2);I"= —Tg vt

t ~1
) I, = /tg“mda:, T € (O, E)_; I, = 5__ z_ In_o;

2 1
m) I, = /e”sin“ zdz,z € R; I = nZ;-l-lez sin™ ! z(sin w—ncosz)+£,r(g+;ll)In_2,
n) I, = /e"’ cos"zdz, z € R; I, = nz;-l—leac cos™ ! z(cos z+nsinz)+ (7;; ll)In_g,
o) In:f(z_zitzﬁ’ veR,a> 0 fh= [Z(nl— CaTo=a 2%: - ?) I"];
p) In=/(z2d_—t2)n, z€R, a > 0; In=—(:—2 [2(11,1— Iy @3 +::2)n—1 “+ 22(: : ?)In];

10. a) S& se arate in baza unei substitutii liniare t = p(x) = az, cu a # 0 (respectiv
t = () = az + b), c8, daci functia f : I — R admite o primitivi F, atunci:

@ / flaz)dz = TF(az) + C; (i) / F(az +b)dz = ‘—llF(a:c +5)+C.
b) S3 se determine:

(G)I= / e>*dz; (i) I = / cos 5zdz; (iii) I = / sinazdz (a # 0);

(iv) I = / 23:8 (v)1=/3mif7;(vi)1=/  (vil) I = /5 22

(viii) I = / T (ix) I = | cosmzdz; (x) I = 5=”""’d:z:
cos?® Tz
c) Utilizand rezultatele de la a) si acceptdand formulele:

(i)/1 —arctgm+C z€ER; (u)/\/l___—arcsinw-i-c,we(-l,l);
(in)/__d“’ =im

(iv) [

(v )f\/Tz_——m|$+\/x2 1+C, z e C (—00,—1) U (1,00),

sd se deduci formulele (cu a > 0):

& 1 .® / inZ —a.a):
)/a+m2_aamtg +C, z € R; (ii’) \/_2_f—arcsm +C, z € (—a,a);

T -
+1

—ln.'c+ +1)+C,z eR;

+C,z € JC (—00,-1) U (1,00);

. dz __1_ T— _
(i) | 35 = 5oln|Z—=|+ G,z € J C (~o0,~a) U (a,00)
) [ Ty =+ VEF @) +Ci (v) [ o= = lafo+ VT a4 C.

11. S se determine primitivele:

arcsin:n 2
a) I = /—d:c,a:>0 b)I= / d:z:,a:e( 1,1);¢) I = /(arctga:) z;

1+ 22
_ [ (arcsinz)’ |
d)I-/ﬁdz,ze(—l,l),e)I fm z€(-1,1);

= [ &% 4. ™. 7= [9% . oy 7o [ osinz .
f)I—/cosgxdz,me (0,2),g)1_/xlm,ze(1,oo), h) I /e cos zdz;
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e’ et
i)I= /—dm,:c>0,3)I=/m;dx;xek;k)l=/—1\/___75dm;x<0;
_ [Lez . Y. = [ sin® . .
l)I—/coszzd:c,xe(O 2) m)I—/sm coszdz; z € R

n)1=/cos_w+sy_dm; co) [= / zdz Ldsi s
{sinx — coszx 4 2
arctgz

p)I—/’(e +5)dz;z€R;q) I = /(1+ 3
12. Si se calculeze primitivele urmatoarelor functii:

a)I= / 22ds . e (-1,1);- b)I=/_'2\/a;d__il’$€('00,—l)U(i,oo).

13. Si se calculeze primitivele urm#toarelor functii, utilizdnd substitutiile indicate
in dreptul fiecéreia:

dz _1. _ dz _1 42 .
a)If/xm’*‘x* 01= [ ot gy =ty

14. Incepénd printr-o integrare prin parti si continudnd cu o schimbare de variabila,

dx,zeR

sd se determine; e

arcsin

a)I=/:v2arcsing:gx; b)I=/ dz;

2
Y . _ [ zarctgzdz
c)I-/a:arctga:dx d)I_/_—1+:c2 .

15. Incepand pnntr—q@:hxmbare de variabild si continudnd cu o integrare prin pérti,
sd se determine; d
zdz

a)I_/cosx In(sinz)dz; b)I= / cos2 c)I=/1+cos:z:dm;

d) I= f (??_Ctg; z; e I= / arctgy/zdzr; f) I = / Vzarctg/zdz;
_ ) , 111(111 2}) ) earcsinz
g) I—./smﬁda:, h) ; —/ p dr; i) I= / \/1_9:2.
NI= ;“/e‘ﬁdaz; k) I= /:ccos\/:?d:v, z>0; )I= /xsxn\/idx, z>0.

16. Se considery functia f : R = R, f(z) = e*®sin3z.
a) S& se arate ci existd doud numere reale A, B, astfel ca:

I= /e2z sin 3zdz = e**(Asin 3z + B cos3z) + C.

b) S& se determine A, B si si se giseascd integrala.

17. Aceeasi problem# pentru / e2* cos 3zdz.

18. S# se trateze problema generald pentru / e**(acos Bz + bsin Bz)dz, a, B # 0.
19. a) S¥ se arate ci daci P este o functie polinomials, atunci existd o functie

polinomial¥ Q, astfel incat: / P() ——tdz = Q(z)V22+ 1+ aln(z + V22 +1)+C.
Va2 +1
b) Aplicatie: S& se calculeze: / 3‘—:%;—7@. |
20. Si se precizeze (cu coeficientii nedeterminati) fractiile simple in care seBdescom—

1 A
m(+1)=>f() z :c+1')

pun functiile rationale urmatoare: (Ezemplu: f (z)
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) £e) = i) f@) = 5 g 1) = 2 i) ) =

21. Acela§1 enuni; pentru urmﬁtoarele functii:

1 1
a) f(z) = -(;-_—1)%—_2—)3; b) f(z) = -2 +1)3
22, S4 se calculeze:

3 £0) = [ gm0 10 = [ 550 i) = [ 5Eds

1 z? -1
d) f(f”)‘—‘/mdm; e) f($)=/md$;

010 = [y 010 = [ i) f@) = [
23. Sﬁseca.lculeze

3 £0) = [ foezdnib) f(o) = [ 3= e

2+sma:

c) f(z) =

3+cosa:’

d) f(z) = f °°s(1“‘”)dz 2>0. ¢) f(z) = / —od
. _ x4+l
0 1) = [ ometni @) fl0) = [ =

24. S3 se calculeze: 1
3 f@)= [ 5 do;  b) f(z) = / ST _ g,

sinz —2cosz +3 1+sinz

) 1@)= [ [ g @ fo)= [ acm g,

1+sinz sinz 4+ cosz

Capitolul II1. INTEGRALE DEFINITE
1. S4 se calculeze:

1 4 1 9 1 s 5 1
a) /xzd:c; b) /mdx, c) /;d:c; d) fsina:d:c; e) /de;
0 1 3 0 z

g 1 .
f)/ ! d:c-h)/ 1+2+2 ) dz
Vi—z2 ' 2 '
3 0
2. S3 se verifice egalititile:

Ins e i n

a)/e”dm=/%dx;b)/a: /iz ,n € N*;
In3 e3

0 0

a
a2
)/1+ 5 / i da: d)O/(z+a 2\/ax)da:—€,a>0
Sé.secalculeze
t

v
a) / azdz; b) / (az + vo)dz; c) / %dv, (a,v§, Vo, V constante).
0 0 17

z(z+ 1)(z +2) dz

H
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4. Si se calculeze:
1 4 2 1
a) / |z|dz; b) / [z]dz; c) / {z}dz; d) / min(1, z, 2)dz.
-1 0 0 -1

Schitati graficele corespunzitoare.
5. S& se stabileascd identitatile:

V3 1 1 1
a) e? < /e”d:c <é b) (;) < fw“dx <L
V2 0

1

' 1
c) 2\/65/ex2dz+fe1"2dzs l1+e.
0

0

6. Integrand identitatea (1+z)" = ( o )+( T ):z:+( 3 )z2+. +( 7 )" pe
(1), (), L (B) o
intervalul [0, 1], stabiliti inegalitatea: ( 0 ) + 5+ 3 +.. n+ = T7rl
7. Stabiliti egalitatile:
1
: 2\dm = 0 -
a)nll)ngo/m"ln(1+z)dz—0, 1+zda:—
0 0

8. Fie f,g € [a,b] — R, continue. Integrand inegalitatea (\f(z) — g(z))? > 0,
V A € R, deduceti inegalitatea:

b 2 b
( / f(w)g(w)dw) - [ Foya [ Pa)aa.
a a a
1 *
9. Fie ap = / arctg(nz)dz, by, = / arcsin(nz)dz. Determinati lim b"
n
o £ 1
10. Ar#tati c3 existd = > 0, astfel incit 0/ 1—+t§dt =3

11. a) Fie f : [0,1] — R integrabild. S& se arate ci girul (sp)n de termen general:

8p = % [f (%) +f (%) +...+f (2)] are limit3, iar ﬂ1_1_'11;,1o 8p = b/lf(z)da:.

b) Aplicdnd rezultatul de la punctul a) si se calculeze limitele sirurilor (8n)n>1, de
termen general:
1 1 1 n n n

@om=ryitamttw O r=mmtaie Tt

('y)sn=n[(n_i1)2 (n-:2)2+ +(2 )2] (J)sn——\/(n+1) .- (2n).
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[4
12. S4 se arate cd dacd a,b € R, egalitatea / (z—c)dz = / (z — b)dz implici b= ¢
a a

T2

13. S& se arate ci /cos“a:cosna:da: = ;T’ n € N*,
0

14. a) S se calculeze I = / sin(sin z)dz.

b) Fie f : [-a,a] — [~q,a], continuii, impar3, cu proprietatea cd f(a — z) = —f(z),
Vz € [—a,a). S& se calculeze: J = /f(f(w))da:

15. . a) Fie, pentru a > 0, ftmc_tla L. : (1, oo) — (0,00), definitd de egalitatea
Ta(z) = / t*"le~'dt. S se arate ci I'q(z + 1) = —a®e™® + zTs ().

0
b) Notdnd I'(z) = xli)ngo Lo(z), s8 se deducd relatia: I'(z + 1) = zI'(z);

c) S& se calculeze I'(1) si s# se arate cd, pentru orice n € N*, are loc egalitatea
'n+1)=nl

1

16. S se exprime I = / (z—a)?(b—z)%dz in functie de J = / tP(1-t)dt (a < b).

17.Fie f:R—>Ro func§1e continud cu proprietatea ci emsté k € R, astfel incat
/ F(t)dt = 317(z) + k], Vz € R

0
a) Si se demonstreze ci f(0) =

b) S& se arate c# singurele functii continue care satisfac relatia din enunt sunr cele
de tipul f(z) =czx +k.
18. Fie f : [0,00) — R o functie continud, crescitoare. Si se demonstreze ci functia
T

of : (0,00) = R, definitd de egalitatea ¢(z) = % f SF(t)dt este, de asemenea, crescitoare.
19. Fie f,g : [0,1] — R o functie contmua, iar Pgi @ doué pohnoame cu coeficienti
1
reali, pozitivi, cu gr(P) < gr(Q), astfel incit / P (n()mj_ o / o) = (:z:) dm, VneN.

S4 se arate c functia f este identic nuli.
20. Folosind formula schimbﬁrii de variabild, s se calculeze:
1 B

1
22 arctga: . z
a)!—l+x2dz, | b)/1+ zdz; c)! s +1d:c,
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e -4
€ 2
1 < n . arcsm:z:
d) [ xln:cdz’ e) /sm z cos zdz; f) / \/—-—_17
eo? 0
21. Utilizand schimbdérile de variabila indicate, sd se ca.lculeze

1

= Ry o~

0

b
d)=/ V(z —a)(z —b)dz, a < b, z = acos?t + bsin®¢.

22. Sa se calculeze, pentru paeEN,p#q:

a) / cos pr cos gzdz; b) / sin pz cos qxdm c) / 8in pz sin gzdz;

d:v, 2 = 73,

d) / cos’ prdz; e) / sin? pzdz.
0 0
23. Si se stabileasca egalitétile:

1 a
a) / I izmz =/3 j.tt2’ a>1 b) /f(cosa:)da: = /f(sm:c)d:c, daci f:[0,1] = R
1 1

5 k1
este continud. S se deduca apoi formula: / cos = / sin” zdz
0 0
Y 1 1 1
) [terzdz = [ 22 q) 220 - 2)tde = [ 2901 - 2)Pdz 0,00);
c g zdr = 1+e2 zP(1 - z)¥dz = [ 2%(1 - z)Pdz, p,g € (0,00);
0 0 0 0
7 d 7 dt
z
= , unde at? + bt 0, Vt € [0,1).
e)/a.sinz:z:-’f-bsin:z:cos:x:+ccoszar: 0/at2+bt2+c unde at” +bt +¢ #0, ,[’ ]
3 . £
24. a)Fie A =/ 2 si B= / cosz z. S& se arate cd A= B,
sma:+cos:c sma:+cos:z:
0 0

iar apoi sd se calculeze A si B.

1
sin™ cos™
;] 8 Ap = iB= [ —————d
b) Problema analogi pentru Ay, / Tt o T sl / P I
0

1
25. a) Aratati ci /ln(:z: +z+1)dz = /In(m -z +1)dz.

b) Deduceti egalitatea: / In(z* + 2% + 1)dz = 2 / In(z® + z + 1)dz.
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26. a) Fie f: [—a,a) = R, continud, a > 0. Si se stabileasci formula:
a a

/ 1@z = [1@) + f-o)da.
-a 0

a
£ .
b) Deduceti c: /‘ f(z)dz = 2 0/ f(z)dz, dacd f este functie pard

0, dacd f este functie impard
T lele” s L=l
z|e® sinwz z
S& se calculeze: I = / ——dgz; J= /’
©) 5% se calculese ver A e
-V2n '

27. Fie f : (0,00) — R, continud, satisficind egalitatea: f (-}) = —22f(z),

Vz € (0,00). S& se arate ci, pentru orice a > 1, are loc egalitatea / f(z)dz =0.

28. a) Fle a > 0, iar f : [-a,a] = R, continui, pard, iar k € R. S se arate cX

e,i(a_:_)ldm - / f(z)dz.

-a

a £
) elzl CosT
b) S se calculeze integralele: A= / ﬁdﬂ?, a>0; B= / ez 1 lda:

-3
V2sin [% +z

29. a) S& se arate cd 1 + tgr =
cos

] y Ve € (0, ) si sé se dezvolte apoi

N

expresia: In(1 + tgz), z € (0, %)

b) Utilizand dezvoltarea obtinut&, si se calculeze integrala: I = / In(1 + tgz)dz.

30. Fie f : [0,a] — [0, b], a,b > 0, derivabils, strict cr&cﬁtoare, si se arate ci:
() este surjectivd f(a) f(0) = 0 si f(a) = (B) f este inversabili si

/ f(z)dz + / FY(y)dy = ab. S¥ se mterpreteze geometric functia obtinuta.

b) S4 se stabileascd egahtat;ﬂe

/ arcsin(tgz)dz+ / arctg(siny)dy = / (e® —1)da:+ / viIn(l +y)dy =e-1;

/sin(mz)d:c+ / V/arcsinydy = %
a 0
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31. a) Fiea > 0si f : [-a,a] = R, continu, satisficand egalitatea f(z) + f(—=z) =
a

=k, Vz € [—a,a], unde k este o constantd. S& se arate ci / f(z)dz = ka.

a:+\/:z:§+
J VAT

32. O functie continud f : [0,1] — R are proprietatea ci f(z) + f(1 — z) # 0,

b) Si se calculeze:

1
Vz € [0,1]. S& se calculege: I = / %
0

33. Sa se arate c5.

a) [ f(z)dz = / #(@)dz; b) / f@)dz = / Ft)dt;
a:IT a+nT

) / f(@)dz = / f@)isid) [ faydz=n / F(z)da;

T
34. a) Fie f : [0,1] — R, continu¥. S# se arate ci: / zf(sinz)dz =7 / f(sinz)dz.

™
4
b) Sésecalcﬂeze:l=/Tmm—x—dz; J= / zsinz x;
J sin®z 4+ costz 1+ sin® a:

35. Fie f: [-1,1] — R, continuj si pars. S& se stablleasca egalititile:

T 5 27 5
a) /xf(cosm)dx:w/f(cosz)dw: b) /mf(sinx)dm:Zr/f(sin:c)dm
36 Fie f [-1,1] = IR continug. S& se stablleascé egalitatea:

/a:f(cosa:)da:—%r/f(cos:c)dx

37. S4 se calculeze arnle definite de flmcgule:

a) f:[0,1] 5 R, f(z) =2% b) £:(0,ln2] + R, f(a) = e

c) f:[-1,1] =R, f(z) =lz|;

38. Si se calculeze ariile determinate de graficele functiilor:

2) £,9:(0,1] = R, f(z) =%, g(w) =z%b) f,g [1,3] = R, f(2) = z; g(z) = 2+

9 £,9: L1 2 R, f(2) = 55 9(0) = o

39. a) Si se calculeze aria mulgxmu cuprinse intre parabola de ecuatie 3% = 4z si
dreapta de ecuatie y = 2z.

b) Si se determine ariile pétratelor in care cercul de ecuatie 22 + y2 = 16 este
despirtit de parabola de ecuatie y? = 6z.

c) S& se calculeze aria cuprinsd intre parabolele de ecuatii y =z,32=

8y.
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40. S8 se calculeze volumul corpurilor de rotatie determinate de functiile:

a) f(z) =2z - 2%,z €[0,2]; b) f(z) =e~%, 2 €[0,2];

¢) f(z) =sinz, z € [0,7]; d) f(z) = %(eac +e7 %),z €[0,1].

41. S& se calculeze lungimea graficului urméitoarelor funcl;ii:a

2

8) @)= (35) ~lnvE zellel b) f(2)=(af —28)", 2 € 2%0,a);
1

c) f(z) =lnz, z € [v8,v15); d) f(z)=In(1-22),z¢€ [0, 305

42, Si se calculue aria suprafetei de rotagle determinate de functiile:

a) f(z)=—7,z€[0,1; b)f(z)= -(e +e7%), z€[0,1];

c) flz) = cosa:, TE [0, E]; d) f(z) =¢* z €[0,1].

43. Si se calculeze centrul de greutate al urmé#toarelor plici plane omogene:

a) {(m,y)losys v1-—z? —IS$SI};

b) {(z,y) |0<y<sinzg, 0<z <7} .c) {(z,9)|z20,y20,z+y <2}
44, Si se rezolve ecuatiile diferentiale: ‘

DY =50 =1 DY =4u0=0e>0 @ -1 =auy(3)=1
45. S# se rezolve ecuatiile diferentiale:

a)y' =94 Dby=cos’y; )y =37 d)y=¢.

.46. S3 se rezolve ecuatiile:

a)zy + (222 - 1)y=222-1,y(1)=1- %;

b) ¥ =1 -2, y(0) = 0; c) zy’ + 2y = 3z.

47. S& se rezolve ecuatiile:

a)y" -5y +6y=0; b) ¥’ — 7y + 12y = 0; c)y"' -8y + 16y =0;
Ay -%=0 ey +W=0 a)y +wy=0;
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CLASA A IX-A

ALGEBRX
Capitolul I. NUMERE REALE

1. 2) 10,00...; b) 2,750...; c) —6,333...; d) 1,7142857142857...; ) —3,7272...; f) —55,8333...; g)

23,82352941 .. ; h) —6,400.. ; ) 0,00....; §) 10,500.... 2. a) -, b) %; 0 —g; d) g; e) %; )

10
9 12 18 s e o ooty S
9 335 g5 ) ~ 500D ~Toag- & B = {29~ 211.0000) vOE; Y00 4L

0,5,0;} b) C == {-\/5; 5; %; ;0,10010001000010. . . ; 0,122333444455555 . . } c) D={0;5}.

— 2 —
4. ) Presupunem ¢ V3 +v7 =a, 0 € Q = 2 210 = o1, 210 €Qsiv21 ¢Q
(contradictie) = v3+ v7 € R\Q. 5. a) (a;0), a € N; b) (0;k2), k € N; ¢) (k%1%), k,l € N.
6. (a,0) € {(3;2)}. 7. (a,b) & {(n®,m?);| m,n € Z, a £ b}. 8. a) V5 ~2,236... = Al :
2,2;2,23;2,236; A.a. @ 2,3;2,24;2,237; 7 >~ 2,645 = Al : 2,6; 2,64; 2,645; A.a. : 2,7;2,65; 2,646;
b) VB =~ 2,828 = AL : 2,8; 2,82; 2,828; A.a. : 2,9; 2,83; 2,829; —vI1 = ~3,316 = Al : —3,4;
—3,32; —3,317; A.a: —3,3; ~3,31; ~-3,316; h) V3 — v2 = A.L.:0,2; 0,31; 0,317 si A.a. : 0,4; 0,33;
0,319; (V5 + v3) - % = A.l:1,9;1,98,1,984; A.a:2,0;1,99;1,985. 9. a) 4;4,8; 4,87; 4,881; A.a: 4;
5; 4,89; 4,883. b) h) (0;0,3;0,61;0,628);(0; 0,8;0,65;0,6333). 10. a) 0,501; /0,25T; b) 0,5; \/02T;
c) 1,8; v3,6; d) 1; v2; e) 0,241; /0,068; f) —2,291; —/5,75. 11. a) Fie (g;b)cua < b, a,b € R

1 .
b—a+1] = [b—a +1> ETG-,RER = nb—a) > 1= nb > [nb] > na.

sin =

Fiek = [nb] = nb > k > na. Dac5k>0=>a<£<b. Analog, ¥ < 0. Pentru

n
E=0=0¢€ (a;b). Fien € (a;)NQsipe (a;n) NQ = (n;p) C (a;0) cu n,p € Q,
w,mr:ﬂgQ. Fie%e(o;t—-r)¢0<a—\/—§ <t—r§ia2—\[/3§¢Q. Deoarece

t 2B
av2 av2

teQ t+ 26 € (nt)\Q=r+ 5 € (a;0)\Q 12. a) Fie a = 1,9 = 0,a0a00a000c.. .;
1<a<b<9 = 0,ab0ab00ab000.... 16. z,y € {(2;3)}. 17. (1;-4). 18. V2 = a + b5,
2
a,beQ=> %‘;T?Sb- =5, a,b # 0, contradicie. Pentru a,b =0 => v/2 # 0. Analog pentru
V3. 19. a) 0; b) {0; —1}. 20. De exemplu, pentru v/20; 20 = 42 + 22. Se reprezint3 un triunghi
dreptunghi cu catetele de lungime: 4 i 2; rezults ci lungimea ipotenuzei este egali cu v20. 21.
a) {~2;+2}; b) {3}; ¢) [-1;1]; d) (~o00,—2) U [2;+00); €) (—00; —2) U (4;00); £) (—3; —2] U [2;3);
8) {0}; b) (~00;0); i) [0;00). 22. 8) A = [-5;—4] U[-2;—1]; b) B = (—00, 0} U[1;00); ¢) C = R;
d) D =0;e) E = {0}; f) F = {2}. 28. a) 105i 0; —10 i 0; b) 2 5i 0,35; —3 si 0,65; c) 41 si 0,(62);
—43si %; d) 0si 5 —3si 3 e) 45 0,4; -5 0,6; f) 25i 0,1(3); ~35i 0,7(8); g) 15i V2 —1; -2
$i2-v2h)35iv2+v3-3;i) 251 vV2-V3+2;j)bsin+V5-5. 24. a) z = [g] + {z},
Vz €R = [z+y) =[]+ ]+ {z}+ {¥}] = [z]+ [y} + [{z} +{p}]. Dar {z} € [0;1) = [{z} +{p}] €
G} = [z+p <+ <l]+Bl+15b) > z—y=[z] - 4]+ {2} - {¥} = [a] - ] € Z.
Analog ,<=“ ¢) [z] = [y) = [zl,ly] € n+1)n € Z = |z -y = {z} - {¥}| < 1.
25. a)z = [ag] + {z}, [z] € Zsi {z} € [0;1). Dinz = |z] = {z} = 0=z €z 26.
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z = [z] + {z}. Se discutd egalitatea in dou¥ cazuri: 1) {z} € [0;+%) si {z} € [%;1). 27.
A={-1;1} = B. 28. 42® — 2z — 11 + 527 € Z = ¢ € {-14;-5,-2,-1;0;1;4;13}. 30.

Presupunem %+n;+1 =keN=2n+1=n(r+1) k (un numsr par este egal cu un
numir impar, contradictie. = ANN = 0. 31. Analog 30. 32. a) in suma (cardA + cardB)

elementele cae apartin multimii A N B au fost numZrate de douX ori, deci numirul card(AN B)

_ 2 _ 3 n

trebuie scizut o dats. Analog b). 33. a) 2(109 L Lk 1+109 1, 10 1) N
107+ —1 2 7 7

) P = =2 (10" —9n — i . T (1020002 1Y. 7 (10" — 1), -

——9[ 5= " 1] 2 (10~ 9n-10). 34. &) T (1™ 1); b) 5 (10" ~1). 85

b) [17- 8 - 5" + 11(11%" — 5™)|'17. Se demonstreazs ci 11°" — 5™17; c) (12" — 1):11, Vn € N,
127 —1 = 11(12° 1 412" 2+.. . +12+1) = 12"~ 1+110n = 11[12"" +127"?+.. .+12+1+10n] =
11[(12"! = 1) + (12"~2 = 1) +... + (12— 1) + 11n] = 121m, Vm € N. 86. 3. Pentru a calcula a”,
@ € R = numirul minim de inmultiri este cel mai mic num3r intreg k astfel incat 2% > n. 37. 8¢+6
este numar par = a® + b? este numér par = a, b sunt simultan pare sau impare. 38. Presupunem
prin absurd ci existd n si m, n > m cu conditia din enunt n2 4 4m > n? si n? +4m pitrat perfect
sn24d4m > (n+1)%. Darn? +4m<n®+dn< (n+2)? > n’+4m=(n+1)’ © dm=2n+1
contradictie. 39, Fiea® =n+1=>8n+1=28a% -7 (2a—1)° < 8a® -7 < (2a)° = 8a° -7
nu este cub perfect; pentrua = 0= 8n+1 = ~T7,jar pentrua=1=>n= (:}_dar n € Z*. 40.
_ b—c _b-c g _(atb—0¢) _a—-b+c__ Va _ b c
\/5_\/2_\/54-\/5— \/E’\/E— 2va » Ve= 2/a = 9% a+b-c a-btc
41. Dacsa=1=>A=8=>neN;dacia>1lgin=1= 4= (a+1)> Daci

a>1lsin>1= (@) < a3"+3a2"+3a"+1 = (a” +1)®* = A nu este cub perfect.
42. m=-}[(\/§+1)"-(\/§-1)"] +1. 43. Fie Ya+ ¥6=5 = 5 = a+ b+ 3VabS;

p=m=———(33_3;-b) GQ;a—b=(€/'—V5)[(VE+\’/5)2—m] >d=Ya-Vb=

;‘% €eQ= Va= S;d €eQsi Vb= % € Q. 44. Prima inegalitate este echiva-

lentd cu a® + 62 +2ab > a® + b = a+b—VeT—b% > 0. Cea de a doua se mai scrie
a+b < VHZT0) @ 2ab < a® +b* = (VZ2-1)VaZ+82 > a+b— VaZ+0b2. 45. Se
adun¥ relatiile: 62 = d? — a2, ¢ = €? — a?, 2bc = 2bc = (b+c)® = d? + €* — 2a® + 2bc 46. Se
demonstreaz ci Vo + 1+va+2 > va+ va+3si {(a+1){a+2) > V/ala+3), Va2 0. 47.
n =62 48. E = (55 4 74"+8) (2. 7" 4+ 5°"+%) = 33 (4. 25" +m) 59 - (387" +m), iar
1947 = 33 59. 49. Se foloseste faptul ci: s > m gi ;117 < 1 1 1

= _—— =
) n(n-1) n-1 n

S € (991/1001;991/9000). Inegalitatea din enunt este echivalent cu 0,098 < S < 0,112, jar
0,008 < 93 g W < 0,112, 50. Notim z +y = 2§ = ¢ = S—u, y = S+u. Se
aratd ci 8([(S —u)* + (S+u)*] > 168%. 52. Se vor transforma radicalii dubli si se va ine

2
seama de egalitatea 2(4 + V10 +2V5) = (\/ 5+v54+v3% \/5) Toate fractiile devin 71_5

, V2.
53. Fiea = {/113+7,2V3si b = 11,372V Zt: —vie = Qﬂ_{‘tl iar

a_ ,[81+T72v2+(4v2)® _ (2v2+1)’
b V81-72v2+(4v2)2 7

A=Y +il+av/a+3/a=a+1siB=1-ya= A+B=2 60.8)0Db)

. b4. Se folosegte formula radicalilor compusi. 58. Fie

5 -
5+ ©) 9. 61.,
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-11 9
%. 62. a) 8% < 9%; b) (g) (%) ; €) Sunt egale cu 27%30.3%00, g3, a) \/5; b) 4; c) 2v/3.

64.5) v+ VE b) 2v3 -1, M-WIZ VR, ) B- VB VERL o) B G,
g Bt ) (Ve - V(AL 08+ U VL YT+ 9 1

3762+ T3) B) 2 D) eEoD T
\/'(\/'+\/_+»/—+\/'"+\/'+1) )\/_(\/RS— \7164_+ +\/27)\/"k)\/-_

L 6. a) \/(2+\/‘)2+ \/(2 Vv5)2 +1

4
(a+b+c)(a2+b2+c2—ab—ac—bc)

Ly =-1_ %/ aqn-2 Ly -3p2 —l -1 -2 -1
66. ») Vo= Va b+as{:; B+ VR e +\/an b+ T e

V20; V12; ¥/8; V6; b) 4 — V5; V5 /3; \/2+\/§ c) 2 -3 3—\/' 11—6\/_ 68.
{(1‘*"/_ 1+ ‘/_) ( 2‘/5- 1- \/g)} 2 solutii. 69. a) 2; b) (3-2%)V3. 70. ¢). 71. {1;2}.

; b) Se utilizeazi identitatea: a® + b* + ¢® — 3abc =

2 ' 2 2
72. a)me(;;oo);b)me(s;oo). 73.6cN. Td. a)z<y;b)z>y. 75. E2+5E—-6=0;
1 a-b
EcR=>E=1 77. 3) 51 = V2002-1b) S2 = 1—- ——. 78, P= —2"°
) 51 ) 52 2002 Wa- Vb

79. Not#m radicalul cu E si inlocuim a si b cu ¢ care este mai mare; avem E < \/ -6;— =c

3 a®+3Y ab 20a+b+¢c)?+) a* - ab
R/aciicalulsema.iscrie-E—'\/(Z Z)—\/( ) Z Z )

18 18

Za - Za,b = —[(a, 2:+(@-c)?+(-¢?>0=>E= a+g+c 80. Se rationalizeazd
numitorii. 82. n € [2 7INN. 83. Dacim>n=>m+m > 2n,iardaci n > m=>m+n > 2m =
(n+m)? > 4mn = (m+n)™ > 2™n™ i (m+n)" > 'm" = (m + n)™+" > 2R pmpn
Se extrage radical de ordinul (m + n)mn. 84. a) l[(a b +(a-c)+ (- c)2] 0; 86.
E? < (2 + 23)(a} +a2) = 8 & minE = —2\/-; maxE 2v2. 87. ms > m,. 88. a)

a+b
Z Py < Z 5 v,— Z i < 2-2—0. b) Dupi desfacerea parantezelor se foloseste

a®>a’-(b-0)?

a+b 1/1 1
me > my. c) Zaz 7 < 25 (—+3). 89. a) B2>b2—(a-c)? ; = a®’c >
+ @ 2> c?—(b-a)?

(a-b+c)*(a+b—c)’(b—a+c)? 80. mg < myp; .

Capitolul II. ECUATII

L8)-Lb) =596 0% ENA 6N TOR 2966250 {}shia) (5093

mGlR} b)S={m—1—_3

meR id) S={-meR\{0;1}}5i S=R,daci m=1;

m+1

f) R\{£3}. 3. a) s={ e

me R\{:I:3}}; S =R pentrum = -3

siS=0pentrum=3;¢) S=

e)s={4_<m3;1>

2
mem\{l}} f) {2 3m

m € R\{—¢; 0}} 5i S = 0 dacd m € {—4;0}; g)
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§= { 2mn
m-n

2
m—’j; m#n, mneR}, S=R, dacim =n=0,5 =0, daci m = n # 0; i)

m #n, m,neR} siS=R,dacim=n=0,S=0,dacim=n#0;

h) S =

S={n+m|n#m, n,meR},S=R,dacim=n;j) S={n|meR, neR"}, S =R, dacd
m=0,neR". 4. a) S ={—4 —2;0;2}, daci m € {0;2;4;6}; b) m € (—o00,—2] U (1,00); ¢)
m € {0;2;3); d) m € {0;1}; &) m € {0;2}; £) m € (0,00). 5. a) —§~ b) 2; ¢y m € R\{0}; d) ~1. 6.

) {1541 0) 80 (23 ) (0:2v3); ) {-18% 0 (12 ) { L2, f;l};h)m;i) {3}
0; k) {—T;O}. 7.a)S= {1—:}-:—— Um

dacim € (_oo, _1); b) S = {l;m—l | me R}; c) S = {_lim\/fm— 7

m € [~1,00\{0} }, § = {-é} dacim=0gi S=0,

me [%oo) \{1}}, §=
{2}, dacim=1, =0, dackm € (—oo,-;-); QS = {"‘ 1+ v3m =8| o [3,oo> \{2}}

m—2
'S={—%},dacﬁm:ZgiS:@,dacéme(—oo,-g-);e)S=0,me]R;f)S={1;m|meR}.
5*2‘/_ dacim = 5}§is={25i2—‘/2_1,dacam=—5};
c)S={—4'6},dac5.m=—23, { }dacﬁm 0. 9. a)f— i b) 3 )7\/_ d)
20) £2V5 1) 3L, g) ~2v3 1) 12,1) -6; )2‘“’3” 10. 2) {~37}; b) {—-;—};c) (11}
& 101 ) (350 6 0 8 1) {551 ) (~40:26% D {-235 1) (-153). D 0. 11. )

(—00,0]U(2, 00); b) {3&:\/71_}_ 12. a) z2—3z—10; b) 3z® - 10z+3; c) 2 —1=0; d} z° ~3 = 0;

e):z: =0;f) 922+ 9z +2 =0; g) 22 —z— 1 =0; h) 10z* — 29z + 10 = 0; i) % — 20z + 100 = 0; j)
22— (V3-V2)T+2V3+2v2-V6-4 = 0;. 13. a € Q", b = —10g, c = 22a. 14. a) ey’ +by+1=0;
b) 42 — (6% = 2c+2)y+b2+(c—1)% = 0; ¢) cy® — (b* — 2c)y+c = 0; d) ey’ +b(c+ )y —bc+2c+1 = 0;
e) ey +(b+2y+b+c+l=0 15 a) {1;,-3mF2L 4 —2;21’:_‘11 . 16. a) m =0,
S1 = {0;1}; 82 = {-1;0}; b) m = -2, S = {-2;1}. 17. a) {~2;6}; b) (—00;—2) U (6;00); ¢)
(-2;6); d) (6 c0); €) (—o0;—3) f) (—3;-2); g) {-3}. 18. |21 +x2| = Ial, lziza| = [b], || = 1.
19. a) —3%:b) {-1;1}; ¢) {1}. 20. a) {4}; b) {8:!:4\/_},0){ } 21. m=1,n=".
22, a)m e (—oo,O), z1,22 € R, 21 <0, z2 > 0; m € (0;00)\{1}, 1,22 €ER, 21 < 0, 22 < 0;
m=1= 21 =22 =-1; b) m € (—0;0), £1,72 €R, 21 < 0,72 >0, m =0, 21 =0, 22 > G

m € (0;00), 21,72 > 0. 23. ) {1;3;5}; b) [1,2)U[3;7) U [8;9); ©) {-3 0,3} 24. a) [1 1]

b) {0}; ¢) {1;2}. 25. a) {—;%;—g;-—%;g—ﬂ}; b) {8;11;14;17}. 26. Se considerd cazurile:

x € [6k;6k + 1), T € [6k + 1;6k + 2) etc, k € Z. Relatia se verifici in fiecare caz. 27. z € [1;2).

28. {'71 20, §= 17,819 29} dacs m=1sgi S =0, dacs m € Z"\{1}. 80. z € [1;2)

8.aym=10,S={-2;3}b) S = {

l 2 ,
siy €[2;3) sauz € [2;3)siy € [1;2); z € [-1;0) 5i y € [-2;—1) sau invers. 31. z € [-2;-1)



-~

CLASA A IX-A 213

siy€(34). 32 §: St [m_+g_~4_] =t—%=k €Zzz=y=8={(22);%3))

33‘. S = {7;10}. 85. a) {11}; b) {3}; ¢) {—'-3-}; d) {4;7};¢) 0; f) {4}; g) 9; h) 0; i) 0. 36.

a) 0; b) {—%; 0}; c) {0;1}; d) {-1;1}; e) {4}. 87. a) 0, b) {%}; c) [-3;-2}; d) [%;.1]; e)

—\/5;—\/?6 u [?,\/5 . 38. a) B; b) 0; c) R. 39. a) {0}; b) {—5;—%;—2 ; ©) {2;3}. 40. a)
{3} b) {-6;1}; c) {6}. 41. a) 0; b) {—2-1;7}; ¢) {25}; Q) {1,210} ) {-7;2;9}; f) {—62;3}.

42. ) {2}; b) {2}. 43. {5}. 46. {-1;1}. 46. {ﬁ} 47. {2). 48. c € [0;1]. 50. a) {g}

289

b) (1; g] 51. a) S =0, dack a € (—o0;0) U [%;1) iS= { ac [o; -;-) U[l,oo)}. 52.

a) [g;oo); b) (—oof1] U {3}; ¢) [2;26) \{2}. 53. Si se rezolve inecuatiile: a) [—2;2]\{0}; b)
21

(-2,-1)u [—5;5). 64. z =11,y =5. 65. = € [4a;13a), daci a > Ogiz € [13a;4a), dacs

@ <0 58. m G.(—OO,—-;-]. 61. m € (—00,0] sin € R. 64. a) {1;2}; b) {—1;3:‘:‘/5},

a2
2a -1

2

65. a) {1+ v2}; b) {3:& VT, 9“:6‘/7_3}. 66. {-5;0} 67. {2;3}. 68. m =0 = S = {0;2} si
m=-1=8={-2;0}. 69. 1122+ 5(z1 +T2) = —6; m € {~18;54}. 1. m =0, n = 2. 72. a)
m € {-2;0); b)me{ 10 12}. 73. me (o;l). 74. 1) a; 2) d. 75. 1) b; 2) a. 76. 1) b;

BTN 5
2)e 77.1)b; 2) e.

Capitolul IIl. ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICX

1. a) Ny; b) Nu; ¢) Da (1); d) Da (0); ) Nu. 2. a) 1; b) 0; c)1;d)1;e)1;£) 1;2) 0; h) 0. 3. py
(0); p2 (1); 8. @) 1;b) 0; ) 1; d) 1; €) 0; f) 0. 7. a) 0; b) 0; c) O; d) 1. 8. a) 1;b) 0;¢) 0; d) 0. 9. a)
1; b) 0; c) 1; d) 0. 10. a) 0; b) 0; c) 1; d) 1. 16. Presupunem c3 exists.d # %1, d € Z*, astfel incat
dldn+7gid|3n+5=>d|3(4n+7)5id| 4(3n+5) = d | [(12n+21)-(12n+20)) = d | 1 = d = %1,
contradictie. .

Principiul inductiei matematice

n(4n? + 21n + 29. a1 ) 3 g2 —o).
19. a) —a b) 2 (n+2); c) n(2n° +8n% + 7Tn — 2); d) 3+ )EnTY) 2
n+1 ) n n(2n + 5)

el re R et B CERVES ) (h+1)!(n+1)—1;f)vl—

2 2

vi+i-1;h)1- '_n'1+ - 21. a) n(n+ 11)2(n.+2); b) n?::zzg c) n2—;1; d) nf&z ++1;(5::21)3);

1/11 1 1 1, 2" n(n+1)(n +2)(3n + 1) n(n—3).
€ §(F—;—n—ﬂ—n—”),f)l—(n—+1—)r22. ( 24 .41.&)T,
b) n(n—3). 42. b) p =2k, g = 4k, k € Z°; p = ak, ¢ = 0®k, k € Z*, a € N*. 49. Se demonstreaz
prin inductie matematic3 dups dup n. Pentru n = 1, afirmatia este adevirats. P(k) = P(k+1).
Pentru n = k -+ 1 alegem unul dir cercuri; atunci el se intersecteazs cu fiecare din cele k cercuri in
cel mult 2 puncte; cele k cercuri impart planul in (% — k+ 2) pirti (conform ipotezei de inductie).
Se obtin in total cel mult [(k? — k + 2) + 2k = (k+1)? — (k + 1) + 2] pérti. 50. Analog cu 49.

n(n +2) 20

1
a) DL 8)
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Capitolul IV. FUNCTII

1. a) R\{-1}; b) R\ {0;:!:—\2—5}; c) R; d) R; e) [-2;00); f) R\{1}; g) R; h) R; 2. m = —4. 3.

m=2 4 D= {—3-0} 5. ) {v3;2}; b) {- 1;2;3; s} c) {—1—3-0-2~\/'~\/1ﬁ}- d)
{-1;+1;0}; e) {—2;-1;0}; f) {—¥2;-1;0;1}; b) {1}. 6. f(z) =2z +2. 7. a) f(x) =8z —3;b)
f(z) = -:z+\/- +v3: ) f(z) = 10; d) f(z) = z— 1 £) 8 solugji: f(z)——6x+6, f@) = —ga+1;
fe) = 3243 fle) = 22+ 2 f&) = -32-3 fl&) = 22 -2 fx) = 62 -6,

flz) = —%z — 1. 8. a) f strict crescitoare pentm m € (0,00); b) f strict crescitoare pentru
m € R; c) f strict descrescitoare pentru m € R; d) f strict crescitoare pentru m € (—oo,1);

e) f strict crescitoare Vm € R. 11. a) R; b) (—5,00); ¢) {—3} U (2,00); d) (~o0, —-21) U [2,5];

& ) U@ D) (3% | k€ N @) {-LO1} 12 i@ +hE ={ ~ 0 T30,
3z-1, < -2

f2(z) + fs(z) = 2z -4, z€(-2,3] 13. (fio fo)(z) = { —6z+3, z<-2

4r_3 zo-g (f2°

3z-2, =>3.
—6z + 5, :z:s—l
hH)z) = % . 14. fofo...of =az+(a" ' +a" 2 +...+a+1)b=
4z-3, zT>-= —_—
2 den ori
n a —1_
TEETTTh O a5 a) @) = e 5ib) 7M@) 3 —32+ 55 O £@) =
z + nb, a=1.
1 . _1 +l > -3
—5% 16. 3), ©), f nu este bijectivé; b) f bijectivs, f! = 2*Ty 7 . 17.
-z -1, r< -3
. —:v+3 zeQ
@) = . 18. a) Fie f(z) = az + b "25° (fo f)(z) = a®x +ab+ b =
o) {BG]R\Q :
x
a'=1 a=1 b bbeZ b) m > 4
> ban)=1 = b=-;—¢Z =>Af;ib)glx)=-z+bb€Z 19. ) m > 0;b) m > 4;
:1: 2, <4

)m<4;d)ym=4, flz) = .20.8)n>0,m<0b)m>0,n>0;¢c)

m+1 >4
n > 0;m = 0. 21. Functia f se numegte functia lui Dirichlet, este periodic# gi are ca perioadd
orice numir ragional. Pentruz € Q, f(z+7T) = f(z) =1 =>z+T € Q=T € Q. Pentru
zeR\Q fz+T)=fla) =0=>z+T € R\Q, deci T € Qsau T € R\Q, deci VT € Q
avem f(z + T) = f(z). (Nu are perioadd principald). 22. Fie f crescdtoare si periodicd de
pericadd T > 0= f(z+T) = f(z) (1). Fiez e 0,T] @ 0<z < T = f(0) < f(z) < f(T)
(2). in (1) pundem z = 0 = £(0) = F(T) si cu relatia (2) = f(z) = f(0), unde f(0) este o
constant3. 28. Cum f este surjectivd = I3m € N* cu f(m) =1. Cum an = D este crescitor

fa
f&) < fglniln = fm+1) < 1+% <2gicum f(m+1) € N = f(m+1) € {1;2}.

Dar f(m) =1 = f(m+1) = 2 (f injectivl) = m = 1 gi deci f(1) =1, f(2) = 2. Prin inductie
matematici se aratd ci f(n) = n. deci existf o singurd functie cu aceste proprietdti, functia
identick f = In. 24. a) @ =7, f(z) =2z +1. 25. a) m > 0; b) m = 0. 27. Functia g: N =N
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satisface conditia g(3n + 1) = n. Ecuatia 3n+1 =z € Z ne conduce la functia g : N = N,

n-—1
—_ >
g(n) = 3 |° "= 1 » [a] este partea intreags a numirului a. Deci (gof)=9(Bn+1)=
0, n=0
n+1-1 . . . .
. 3 =n, g satisface proprietatea ceruti. Demonstrim cx pentru orice functieg: N + N

Cu proprietatea g o f = 1y satisface proprietatea fog # In. Folosim metoda reducerii la absurd,
dacd fog = 1n si gof = 1n, atunci functia f este inversabils, deci bijectivs, contradictie, deoarece
f nu este surjectivi. 28. f,g,h: R — R, f(z) = 9(z) = —z+aq, f(0) = €R, h(z) =22 —az+b,

—_h — 2 _
b=h(0) € R 20. a) A; b) F;c) A;d) Aj e) A; £) A; g) A; B) Aj i) A j) A, By ("—— "2';4“;0)

. b + vb% = dac ) z —~oo 0 +4oo
By | ——————;0]); k) A; 1) A. 30.
si Ba ( o ;0 ) A; 1) 30. a) @ N (7}1) >

; min f(z) = 1 = £(0);

3
T 3 1 3 z -0 0 +oo
b) fz) % N ; max f(z) = 1= f(§)1 c) @ 7 (1;14) N max f(z) =
(M)
T -0 0 +4oo z -0 -1 4o
=4 = . — . = 9= . I
4 = f(0); d) @ N (n?) EX; min f(z) 9 = £(0); ¢) @~y

r - 3 40

mxf) = g o= S D o T} mail) = 0 = fo)

r -0 0 +4oo _ hz—oog+oo. 9
D) sl )@ = 0= 0 [~ (_% MECYCREE
m
_ s[5 Tz -~ -1 2 +4o0 T -0 5 +4o00 T —00 409
“f(z)‘ 2 m - o v 2 Tor o R pp—
d)z—ooo\/g+ooe)z—oo -v3 3 +oof)z—oo +00
7@ + 0= 0 5+ 5] @ - -0 +0 - —["[f@ + ++
3. &) (~e05fs &) 0400k ) (~o0,-2]; o [~ 40]s o) (o0, 35 6 1,00)

34. f(z) =T2* —z 4. 35. a) f(z) =0z’ —az+4,a €R";b) f(z) = az® —daz+3, a € R". 36.
2’ -4, zT€(~00,-2JU[2,00)

f(z) =-z?4+z+6sau f(z) = ~2*-9z—4. 87. a) flz)= { 244, ze(-22)

2 — —
DS = e oy g @ = (00 Telmluie)
22°-8z-1, z € (—00,—1)U(3,00)
_J2°—2-6, T€(~00,-2]U[3,00) _J3z+1, z € (-1,0)
d) flz) = {—x2 +z+6,z € (-2;3) ie) flz)= 22243z +1,z€ [0,1)
3z-1, z€(1,3

2 -22 -4, z€(-x,0) 2_9 3jU (3, 00)
f) flz) = { ~e+2-42¢€(0,]] . 38 a) f(zx) = {” S VB,
. {z’ -4, z € (1;00) Terhee =53
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_ J2?+1,  ze(-o0,1U2, oo) , z € (—00,~1) U (2,00) .
b) f(=) = {2z2-3z+3xe(1 2) ©) f(z) = { —2,z€[-1;2] '

2:c+1 z€[-1-v2,-1+V2 3
d) f(z) = z € (=00, ~1 = V) UU(~1+ V3, 00) ° 39. n€ 0. 40. a) (—oo,—z] U

11, 0); b) (‘°°' L8] G [RA B ) 9 5 @) R @) (-oo-n) 0 (-2, e
[i*é—\/s-_?’“’“)* f (0; %) g) 61 U 3 U
U(5;6); h) (=00, 2] U[3,00)\{+5}; 1) (00, 2)\{1};}) z € (-1, %] 41. a) [1;2); b) (—00; =T)U

-2, <2
)
T -2, x22’)

3,00); €) (—00;—3) U [3,4); d) (3;4]. 42. a) f': R =R, f7! =

FU:R=R 1= Z;\/_';:i: :22 . 43. a) me {-1;5}; b) m = 2; c)me{—g;l};
d)me{ 3} egm=11f)m {i:%__\/ﬁ?}, g)me {ﬂ:%}; h) m = 2; i) m € {£7;2}; j)
m € {3+ V14}. 44. a) m € (~00,-3) U (1,00); b) m € (—oo,—l)U( —5 1+\/_) \{1};

c)m € (—2,0) U(3,00) sim € (—00,-3)U(3,00); dy m e R*; e) m € R. 45. a) m € {i%};
{:i:6:!:\/—

b) m € } 46. Sﬂ+z+mS,.+1+2S,,_0 neN ..., S2+mS 1 +4=0. Se
insumeaz3 aceste relatii. 47. m € [5,00). 48. a) m € (=2,1); b) m € (—oo,—2) U (1,0);

¢)me {-21}; ) m=—-1. 49. aym € {+V2}; b) m = 2 50. m = g 5. p=2

52. a) m € (—o00,-2]; b) m (——7%@,%)0); c)me€ (—oo, L—;’)—\/E) 53. a)

- e
5-;2\/7_,0); b)me 522%’ 0) 85. a) 41(0;1), 42(1;2); b) y = £_;;2T$1_l 56.

a) A1,0);b)y—z+1=0;¢) {(z,9) €d|d:y—z+1=0, z € (—00,1)}; d) m € {-3;-2;0;1}.
57. a) 2; 1; 9; 13; 49; b) =72 — z7+! — 42 = 05i 2372 — 23*! — 42% = 0. Se adun3 cele doud

relatii; c) = 58. Sk42+mSks1+Sk =0, k € N. Se insumeazX cele n+ 1 relaii, k = 0,n. 59. b)
a=4, f(zx) =2 -2z+2(P);c) d: y=3:c+m, m> —-g-,

dreapta (d) este tangent3 la curba (P); m < —§, dnNnP =9. 60. a) f(z) = Z(am —a)? =
i=1

n n
. -A
na’z® — 2a Zai T+ Za?; deoarece a® > 0, atunci trinomul f are un minim dat de — =
i=1 i=1 4na

n
,. (zm)
Za i=1 (nu depinde de a; b) f(z) > 0, Yz € R, f(:c) =0®a =0 =... = o,
e

X=%=>(im) snf:a?: iai ,|Za, §1cumZa,-1=> < /n. 61.
i=1 i=1

=1 =1 i=1
2(cosa+1)(sina—1) 1
3+2cosa— 2sina 5

dou# puncte de intersectie; m = —%,

a) Se demonstreaz¥ ci 3 +2cosa — 2sine > 0§ A < 0; b) min f =
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62. a) p*y® — p(p+ 2)(p — 4y — 2(p® — 8) = 0; b) p(p — 2) este valoarea comuni celor doi mem-

bri ai egalit¥tii. 63. a) m € 0; b) m < 0; c) m € 0. 64. (—oo '—'3“3—2‘/5) U (-1,00). 65.

(—oo —l) U{2}. 66. 2. 67. z=-2,y=1. 68. % 3 69. a) {(1; 1); (%;3)};

b) {(1 1); ( )}, c) {(2; 1); (#, %)}, d) {(1;1);(7;-11)}. 70. m = —-2. 71. a) {(1 +
v3,1-v3);(1-v3,1+v3)}; b) {(1;8); (8 1);(2;5); (5:2)}; <) {(1;2); (25 1); (15 -2); (=2; —1)}.
) {080 @1% b) {(-0-3)s @D} o (26130 @ (25EDY

(-8-2) (-2 -85 3552} 78, ») {W(- 3)( ‘39) (——li-ﬁ)};

2 34v2) 2x/§’34\_/§
b) {(3‘/— \/’) ( V2, _ )} 74. {(1;2);(%1)}. 76. z; = 1;,,2_1 P2 = 1—2,.2_—1’
Tn = %1 n € N*, 76. {(ﬁ,\/ﬁ,...,\/g) H (;\/-2-,—\/5,- \/_)} 77. a) {(3 3 3)}’
de;ori de;on

b) {(2;-5;-4);(-2%,-10)}. 78. z =y =2 = :I:l. 79. MD = 1AD. 80. M coincide
cu centrul cercului. 81. z = 10cm. 82. ! =30mgi L = 30m. 83. Tiierea se face la
jumdtatea in#ltimii. 84. Minimul de benzini este 720 1. Prima magind merge 12,5 zile, iar
a doua 8,3 lee 85. h = 6. 86. f injectivd pentru m € R, f inversabili pentru m > 0,

fi() = { 3 [m - VA=), dack w0 oo o Ay > 05i A
-1, dacd >0

b* —4ac > 05i bf —daic; > 0. Se obine 5362 — dacasc; > 4(a1bic1 + arblc — 5aascer) > 0. 89. a)
A20si f(-1)- f(1) > 0; b) A < 0si |z1] - |z2| = |c|. 91. Se folosegte metoda inductiei matemat-
ice. 92. Skt+2+bSk+1+cSk =0, Vk € N. In aceasti relatie se dau lui k valorile naturale de 1a 0 la
n §i se insumeazi cele (n + 1) relatii. 94. g(f(z)) = f(g9(z)) = g(z* - 3z +4) = ¢*(z) - 3g(z) + 4.
Pentruz = 2 = (9(2) ~2)> =0 = g(2) =2. 96. 1) ¢; 2)d. 97. 1) c; 2) c; 3) e. 98.
a= g, b=—3.99. 1) a; f(z) = m(|$|6'f('1L$+ lz;’l) +3 + Smle] — L?(m:ﬂ)?;;- 15— 30$, f bijectivi
=m=0=2)c 100. T = z+2e = f*(z) + f3(z + 3a) + f2(z + 4a) + f3(z + Ta), Vz € R;
z = z+3a = f2(z) + fP(z + 20) + fX(z + 6a) + f*(z + 8a), Yz € R = f2(z) = f2(z + 12a),

- VYa€eR = f(z) = f(z + 12a) = f este periodic¥ cu pericada 12a = T = 12, iar perioada functiei
g este 24,

> 0, atunci

GEOMETRIE

Capitolul I. PARALELISM $I CALCUL VECTORIAL

1. a) 2MA + 3MB = 2MA + 3(MA + AB) = 5MA + 3AB = 5MA+30 = MA =
= —6. b) 0 = 2NA—3NB 2NA -3(NA+AB) = -NA-30 = NA = -30. <)
PA? = PA® = AP A§adar egalitatea 4PA2 - QPB"' 0 are loc & cel pu;xn una din
egahtétlle (1) 4PA - 9PB’ = 0 sau (2) 4PA® - 9BP” = 0 sau (3) 44P° - 9PB° = 0 sau
(4) 4AP° - 9BP° = 0. Din (1) = (2PA — 3PB)(2PA + 3PB) = 0 = 2PA — 3PB = 0 sau
2PA + 3PB = 0 = PA = —30, respectiv PA = —6. Agadar P = N sau P = M, M, N punctele
determinate de a) si b). Analog, pentru relaiile (2) - (4). 2. a) Fie zas abscisa lui M in raport
cu reperul (4, D) al dreptei AD si zn abscisa lui N in raport cu reperul (B, C) al dreptei BC.
‘ —\\

.
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Deci zm = -3¢ = zn. Conform reciprocei teoremei lui Thales = (MN)||(AB)
si cum (AB)||(CD) => (MN)||(CD). b) Fie P mijlocul lui [AC] si Q mijlocul lui [BD]. Cum
AM _1_ % = conform teoremei lu Thales (MP)||(DC) i cum (DC)||(AB) = (MP)||(AB).

Analog (M Q)||/(AB). Cum prin M se poate duce o singurd paraleld la (AB) (postulatul lui Eu-
clid) = (MP) = (MQ) = M, P, @, N coliniare. 3. Presupunem cd A,, By, Ci sunt coliniare
gi fie C’ intersectia cu_dreapta AB a paralelei prin C' la (4:1C1). Conform teoremei lui Thales

avem: T __._AIB GiB siz B.C = ac = Za-ZTp Tc = _CIA . _C‘B .__CIC' =1
B AC Clc’ c= F{Z m arterte = CiB CiC CA '

Reciproc, presupunem T4 - 5 - Tc = 1. Dacl C] este intersectia 2 (41B1) cu (AB), atunci con-

i
form primei prti a demonstratiei z/4 - 5 - ¢ = 1, unde z/y = % Dinzs-zB-zTc =14
1

T T Tc =1=> T4 = T/, adicd == C‘A a4 = Ci = Cy = A1, B1, C sunt coliniare. Notand
CiB T C.B

z%, 2%, 2% abscisele punctelor A, B, C, respectiv in raport cu reperele (Bi, (B1,0C), (C1, A), (A1, B),

B, A C\,B A,,C
ale dreptelor CA, AB, BC, adici z% = =£=, 23 = ===, 2% = =2
e dreptelor a z% BC'zB TA’ y TC .5

punctele A;, By, C; sunt coliniare. Observagle. Cum z4 -z -zc = 1 = abscisele x4, z5,
zc sunt dou# numere negative gi unul pozitiv sau toate pozitive. Agadar, dintre punctele coli-
niare A;, B1, C1 doud sunt pe laturile triunghiului ABC si unul pe prelungirea celei de a treia
Jaturi sau toate sunt pe prelungirile laturilor triunghiului ABC. 4. Presupunem ci A;, By, C1
se afii pe laturile triunghiului ABC. Atunci za,z8,zc € R. Presupunem, de asemenea, ci

dreptele AA;, BB1, CCy sunt concurente intr-un punct I. Aplicdm teoerema lui Menelaus in
i

AABA,, cu punctele coliniare C, I, C1, avem: A % . —g:% = 1. Aplicim teoerema lui

Menelaus in AAA;C, cu punctele coliniare B, I, B;, avem: BC 1A B4

CB CiA BA B.C ‘' BA1 IA B C
" N  bia 1 56 B - _BC BAi — A8
cele doui relatii se obtine: CA, CB BC B; y 1. Cum CB BC, BA A B

i oy AiB BiC G4 _ _
si CA) = —A1C, avem 4.0 BA CB - , deci 25 - zc - T4 = —1. Dacid A; se afli pe

latura (BC), iar Bl, Ci pe prelungirile laturilor si dreptele BA;, CC}i, AA: sunt concurente,
respectiv paralele . In primul caz se demonstreazi in mod analog ci :z:B Tc-Ta = —1, iar pentru

celslalt caz ((AA1)||(BB1)||(CCh)). Se aplic¥ teorema lui Thales: BC CIA CA:

B A~ BA1 CIB CB
4B BC G4 _AB BC CA = —1. Reciproc, presupunem
4C BiA CiB  AC BA CB pro¢, presup
cBzrp-Tc A =-lsiciza <0,z <0, zc < 0. Atunci Ay, B, C: se afld pe laturile
triunghiului ABC. Fie I intersectia lui BB; cu CCh si {41} = AIN(BC) = x4 -z -zc = -1,

'
% = A} = A,. Deci dreptele AA;, BB;, CC: sunt concuremte in I. Analog
se demonstreaza celelalte cazuri. 5. Fie A1, By, C) picioarele in3l{imilor triunghiului ABC;

= !l)AZB.'DC =14

= 1. impirgind

gideci zp-2c - Ta =

'
unde = =

notdm hg, hy, he lungimile indltimilor. AAA;B ~ ACC1B = 2 g L3 . Analog leg %,
1 Q

ClA hc AlB B]C C1A ha hy he _ .

BiA - = TR TCc Ta = A T A,C 0'1 B= h h 1 Deci, conform teo-

remei lui éeva insltimile sunt concurente, unde x4, 5, Tc sunt abscisele punctelor 4, B, € in
raport cu reperele (41, C), (By, A), (C1, B) ale dreptelor BC, AC, AB. 6. Paralela prin B la
GC si paralela prin C la GB se intersecteazd in punctul D. @ +GC = G'-D\ GD = -GA.
7. Fie punctul D intersectia dreptei AM cu paralela la dreapta AC dusd prm B. In tri-

unghiul ABD avem: AD = AB + BD, BD = AC, AD = 2AM > aM = -(E+Z@)
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8. AD+BC +CA+DB = (AD+DB)+ (BC+CA) = 4B+ BA = AB- 4B =
BC-AD+AB = 7+(Z-B‘+T)——j+z_(j—bﬁ 9. Cum M si N sunt respectiv mijloacele

laturilor [AB], [DC], avem: MA = —ﬂ si DN = l? Asadar MN = MA + AD + DN =

-(7371 +AD + 17(3) + = A—ﬁ -(w + E) Cum (BC)||(AD), vectorii BC si 4D sunt co-

llmarl, nenuli, de acelagx sens, prin urmare Ba € R, a > 0, astfel incst AD = a - BC. Deci

AD = ||AD|| = |la- BC|| = - BC = MN = “;"“Eé Deci
MN_”—W“— “1+a BT‘I = 1+_a BC = -(BC+aBC)— —(BC+AD) 10. Se poate

folosi regula tnunghm.lm pentm adunarea vectorilor in triunghiurile ABA;, 3031 , CAC}. ﬂ') =

"c"+5ﬁ’, BB =2+-F,CC.=T +3 1z 11 b) Au loc relatiile: AA = m+
. c b—c a _
Se1nsumeaz5=>ZAA =T« (m-l-a"‘c )B’?+(b+c a+b~a+c)z—§—
b—c a a P
v¢b+c+ o - 1=0s g0 +a+b_a+ = 0 (deoarece BC', AC sunt necoliniari)

Sa=b=c 12. EP= Eﬁ+/ﬁ+ﬁ_—§(ﬁ+ﬁﬁ)+7ﬁ+ (B?+C"D‘) .13. MG =
MA +AG, MG = MB + BC, MG = MC +CG, ZZ:"+B_G‘+CTG‘ . 14. MA; = MA+ AR
gi analoagele. Se insumeazi. 15. Se aratd & 0,05 = —(E BTC*) si rezultd AD = BC. 16. Fie

A= -(E+.ﬁ) si analoagele = AG +BG+CC = §(E+ﬂ+B_C‘+CTB‘+E+C'?) =

AnalogsearatacaA_(.?+B'_G)+E? 7. AvemG—G7> ﬂ+AA +4W§1analog 17.
a)M—'é H-i-ﬁ MM =MA+ A Semloculesc=>—z=——ﬁ——m b) Daci

GeP,avem G =G = GA+2GB="7. Rec1proc, dacd G € P satisface rela'gla CTA+2@—§ W
atuncx@+2(@+2§)—ﬂ=¢»m—-,ﬁ Cumza— -E-&-—m AC=>G=0G"

)VM e P: GM = GA+AM = ﬁ+§ﬁ+;m_§m Observim ci VM € P,

punctele M, M’ gi G’ sunt coliniare. 18. ¥ = 2MA — 5(MB + AB) + 3(MA + 40) =
—-54B + 32@ = constant, pentru orice punct M apartinind planului triunghiului ABC. 19.b)

N = -z+m_-§m+lzﬁm-_ﬁ_-mc)m-z NM =P, N, M
coliniare, PM =PN+NM = 2W = PN = —l\'? deci N este mijlocul segmentului [MP).
d) QR =0B+BR = ——ﬂ‘+ A_c‘ MN = (QR)||(MN). 20. MN = MA + 4B + BN

si MN = MA} + A1B, + B_N => oMN = AB + A B,, analog 20P = PC + FC, 21. Fie
AC = MC - M4, 4B = ME - 374, 22. A(3;5); B(~23); C(=1; -2), D(0; —-2); E(3;-1);
F(4;0) 23. A(~1;2); B(3;-1); A1(1;5); Bi(5;2). 24. 7 = ,ﬁ = ZD sunt nenuli
gi necoliniari = (AB, E formeaz® o bazi pentru vectorii planului paralelogramulul ABCD,
(AB=AB+7T,.... 25. M este mijlocul lui [AC]; M (4, ;), M este mijlocul lui [BD), D(7;-5).
26. M (-2—;—1), N (g;-g), P (4; 5), Q@3;2); MN=0B=7 - -2- 7. 27. a) Cid =z.72,
A B =257, Bi0C =2c®; AB = AC,+CiB = (1-z4)®, B —a- (1-z5)?,CA = (1-2¢)W,

E+—Bré+ﬁ=?; b) A By =KICI+CBI 7 - ch§!Tt’— IAf‘i)’ﬁ’+;A xcw

AC,=AB+BC, =257 - = (l_mAzB) 7+ 1- xc?i? Vectorii ¥, @ sunt nenuli

1—-z4 1- Ta
si necoliniari = {@; W} este o baz& pentru vectorii din planul triunghiului ABC, prin ur-
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1—z¢ - 1-zazB

mare A1B; si A1C] sunt vectori coliniari < 1- (—z¢c) = zazprc = 1.

l1—z4. 1 TaA
28. A4 = AB + BA, = m‘+3"* BC = E+—.Fc* BB = BA+ 4B =
BB, _ BB, _ BBy - CC1 BB,
-AB + 22 CCI LAC = -ﬁ+ (ZB‘H'B‘C*) = o m§+w1 . BC. Deoarece

AA;||BB; si AB )\BC = BBIC CC"C& = ii: . 29. ACN BD = {0}. O este mijlocul segmen-
1

tului[EF]§iR=%ﬁ=g—g-.ﬁ= BC . 7B. s0. |®| = VTG, |?| = 2V10. 31.

AD+BC
3 =T7. 82. a)ﬁ=—47+47);A_é 57 -F7;BC=-7-57; b)D( 92 . 33.
AB =27 +47 =27 +27) =2-BC. 34. a € {-1+2/3;-2+2/2). 35.:::6{0 l:f}

36. a) = £(67 +87); b) 37 +47; 37 —3F; —67 - 7; c) In cazul | P| # 5 avem
M(3a;4a), N(6a;a), unde a € R\{-1;0;1} si avem un punct comun. Dac¥ a = -1, dreptele

sunt paralele. 37. a) T+ aT; 7 - a?; b) A(p;ap), B(q,aq), -g—g = g 38. Folosim coordo-

nate. 39. Simetricul lui O fat3 de dreapta (d) este punctul B(—2;2). Minimul se ob{ine pentru
{M} =dnAB. 40. a) 4++/37+61; b) z+6y+15=0;¢c) MB: z+2y+3=0,...;d) CDLAB,
CD: 6z —y+20=0. e) Mijlocul segmentului [AC], M(—3;0), hLAC, M €h; h: y=0;...41

C(1;6); (2 ‘2’) 42. C(5;-3); D(1;—5); AB: 2 —2y+13=0, AB =47 +27,.... 43. a) =;

b) A€ 8;) 0; ) —3; €) =1; £) 1. 44. a) 5; b) Dous solutit: 1) B(L;~3), C(3; ~2), D(&;~4); 2)
B(1;-3), C(~1; ~4), D(0; =6). 45. a) 3vZ + VID; b) 2. ¢) V3.

Capitolul II. TRANSFORMARI GEOMETRICE

1. Cerc (translatatul cercului dat). 2. Generalizarea problemei precedente. Curba
obtinutd este transformata curbei initiale printr-o translatie egald si paraleld cu MN. 3. Se
translateazd BD cu DC; se construiegte AACM. 4. A, este intersectia cercului cu transformata
dreptei prin translatia BA. 5. Se translateazi DC cu AD in AE; EAB este cunoscut. 7.
C1 si C: fiind cercurile date si C5 translatatul cercului C» pan# cand centrul sfu O2 € (O1 M

(O1ML(d)),CiNCx = %ATB‘} d& solutia problemei. 9. Triunghiul A’B’'C’ se obiine din ABC

printr-o translatie. | Rotatie| 10. Cele dou# segmente formeazX un paralelogram; diagonalele
AA’, BB’ se intélnesc in O. Acesta este centrul in jurul ciruia o rotatie de 180° aduce pe A in A’
si pe B in B'. 13. Locul geometric al lui C este transformata lui zy printr-o rotatie de 60° in jurul
lui A, adic3 o dreaptd. Acelasi rationament cind dreapta zy se inlocuiegte cu un cerc.
22. Trei paralelograme. 23. Punctul de intersectie al diagonalelor este centru de simetrie 24.
Simetricul unui cerc fat3 de un punct dat se intersecteazi cu celslalt cerc intr-una din extremit&tile
segmentului. 26. Fie O intersectia lui (D) cu (D1), C’ un punct pe (D)si P’ simetricul lui P fat3
de C’. Locul lui P’, cand C’ descrie dreapta D este o paraleli (A) la (D). Dreptele (D), (A)
si (D1), ((D2) formeazd un paralelogram cu un vérf in O. Diagonala care trece prin varful O al
acestui paralelogram di directia secantei cButate. 28. D fiind simetricul punctului H fatd de BC,
m(BDC) = ta(BHC) = 180° — m(A) (laturile perpendiculare). 29. (D) fiind simetrica dreptei
(D,) fatd de (D2), se ia simetricul fati de (D2) al punctului de intersectie dintre (D4) si (Ds).
80. Simetrica lui Oy fatd de (D) intélneste Oz in A. Punctul B se afl§ ducénd perpendiculara

din A pe (D). 81. P este la intersectia dreaptei (D) cu bisectoarea unghiului format de (D’) cu
perpendiculara in O pe dreapta (D). 37. Se construiegte pitratul MNPQ avand
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varfurile M,N € (BC), Q € (BA'), iar ptratul dorit este omoteticul siu M'N'P'Q’ fat% de B
astfel incat P’ € (AC). 88. Se_construieste triunghiul D'E’'F’, avand laturile paralele cu trei
drepte date si avind doui varfuri pe dous laturi ale triunghiului ABC. Se unesc punctele A si D’
si fie {D} = BCN AD'. In omotetia de centru A si raport Ag" triunghiul D'E’F’ se transformi

in triunghiul DEF, care este triunghiul ce trebuie construit. 39. i) o dreaptd d' paraleld cu d; ii)
un cerc C(0’, R'), omoteticul cercului C(O, R) in omotetia T (A’, l), A’ fiind mijlocul lui BC.

d
40. Un cerc C(Oy, R), unde O; € (OA), A0y = k1 - AO §i R’ = k1R, unde ‘;"A{l‘ 5 =k

I Transformdri geometmce—l 45. Centrul de simetrie este centrul de rotatie (@ = 180°). 46.
Translatie de vector 200’. 48. Centrul de rotatjie este punctul de intersectie al axelor, iar unghiul
este 2o ( este unghiul celor douZ axe). 49. Translatia AA’, urmati de simetrie fatd de bisectoarea
lui A. O mﬁmtate de moduri.

Capitolul III. FUNCTII TRIGONOMETRICE

1. sin®b. 4. 2 —-4eg. 6. 1. 9. —~1. 10. g 13. %cos:c. 14. 4. 15. 2. 16. cos®a. 17. 1. 18.
9

g 19.0.20. a= —%,‘b=2, c= —;. 21. a) 1- b) 8sin 40% c) —1. 22. a) 1; b) 1. 23. a)

V3;b) 4; ¢) l;d)1 13 . 25. a) cos? :::,b)sm:z:,c)I 1 nal’ 26. a)m -2 b)m(m -3); ¢)
m2+m—2. 27. %% 28. a£fB=k-m. 29. a) 0; b) nu are sens. 31. a) 7; b) 14; c) 7.

32. a) 33; b) 27; c) 3. 83. a) 90; b) 1035. 34. a) 3; b)—35. a) 3;b) 1; ¢) — ‘/- . 37. 51 =V3;
S2 = 9; 83 = 11V3; S; = 59; S5 = 89v/3; S5 = 433; S-101\/— 3 + 501. 38. 2cosa: cos 2z - cos 3z.

39. a) 1; b). 1. 40. 4cosa+b+coosb+; acosa+§_bcosa+g . 41. a) 0; b) 0. 42.

sin 2na - cos(2n + l)a + _ 1 _ sin2na-cos(2n + l)a sin(2"+‘a,).
T 11 sin(n + 1)z —1+v5 —-1-+5 7—\/ _7+v‘26
b) P ©) 1§ 4 snzcomg o 4 g 4T 2 ' g

Capitolul IV. RELATII METRICE

1. p € (1,00). Se aplic3 teorema sinusului. Rezult¥ cos C = —% 2. AC? = AB? + BC? - 24B -
BCcosB; BD® = AB*> + AD? — 2AB - BDcos A; cos A = —cos B,...3. Se aplicd teorema cosi-
nusului. 4. OA? = AB?*+0B?-24B-0B cos(ABO), OC? = 032+Bc'2—203 BC cos(OBC).
se calculeazi suma: OA® . BC BC + OC2 AB si se tine cont de cos(OBC) = —cos(ABO). 5.
Fie M € AC, astfel incit CMB = BAD ABMC ~ ABAD si ABCD ~ AAMB, rezultd
DC-AB=AM-BDsi BC-AD=CM- BD; se aduni cele doui relatii. 6. Daci T}, T: sunt

punctele de tangent3, Ty T2 = 2bc, b, c lungimile catetelor triunghiului dreptunghic. 7. M, N

mijloacele diagonalelor AC, respectiv BD. Se aplic teorema medianei, medianei MN in AAN C,
medianei ANin AABD, medianei CN in ADBC si se inlocuiesc in prima ecuatie celelalte dous.

8. Fie mediana AM si in3ltimea AD corspunzitoare varfului A. tgDAM = 3 (ctg@ - ctgﬁ).

9. Se demonstreazs ci g +1> 828 b OMUAB, atunci OM + AB > OA+ OB

OM? + 20M - AB + AB? > 0A® + 20A- OB = OM? > 0, adevirat. 10. Fie D mijlocul
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lui {BC] si M un punct mobil pe cerc. Se aplici relatia lui Steward punctelor A, O Disi
M; O este centrul de greutate al triunghiului ABC, OA = gAD OD = —AD MD este me-
diand in triunghiul MBC = MA? + MB? + MC? = 3R?* + 12, lungxmea laturii triunghiului
= MA? + MB? + MC? = 2I®> = constant. 11. Fie M proiectia lui A pe BC; AM = %c, apoi

Yald /
AD.BM = AB- DE 12. in triunghiul ABB’: AB' = ccos A, AAB'C’ (T. sim): 5Cc _AB )
snA _ sinC’

m(AC'B") = m(8) = B'C’ = acos A, daci m(A) < 90°. Dacs m(A > 90° = B'C’ = —a-cos A.
13. Se demonstreazs c& MA < MB+MC. 14. a) C = 2V/7, B = arccos £Z, m(A) = arccos -2$;
86 . 4v2(3-V3) = 0. 83
b) c = =3 b= — m(C) = 45”; c) cosA = 16’ cosB = 18’ cosC = 160° 1?.
a =83, b=8V2, c=4(V6 - v2), m(C) = 15°. 16. b =365, c =60v5,.... 17T. cos A = +5
m(A4) = 60°. 18. @ = 2v21, b =10, c = 8. 19. e2=C 1, m(B) = 105°, m(C) = 15°. 21.
b= 2RsinB, ¢ = 2RsinC, 25 = besin A.... 24. a) Centrul cercului exinscris de razd rq este
intersectia bisectoarei unghiului BAC din triunghiul ABC si bisectoarelor exterioare unghiurilor
B 5i O ale triunghiului; b) ro = -=—.... 27. 7/ = %(acosA+bcosB+ccosC) 33. A=B=7
.A___2_1r N _ 1ond . _ 2cos(B-C)+1
C = =—. 40. Se demonstreazi ci m(A) = 120°. Se obtine ctgBctgC = Seos(B—0O)—1 wos(B-C)—1"

3

41. Notim m(A) =a ( ) _ B, m (C) = 5. Demonstrim ci triunghiul A'B'C’ este echi-
3 ) \ v. dm ci triun, este e

lateral, unde A’, B/, C’ sunt mtersec;nle trisectoarelor dous cate doud. In triunghiul AB'C,

din teorema sinusurilor, avem - = ,b=2RsinB = B'A= w
siny  sinfa+7) . sin(a +7)

sin3ﬂ=4sinﬂsin(§-ﬂ)sin( +ﬂ) siv+ta+B8= =>BA—8Rsm'ysmﬂsm(—+ﬂ)

Analog C'A = 8Rsin Bsin-ysin (g + 'y). Se aplici teorema cosinusului in triunghiul AB'C’ =

1

B'C’ = 8Rsin % sin g sin % Cum B'C’ este simetric in raport cu unghiurile A, B, C, rezult3 ci
"

1 Al R 7\/ﬁ02 av3b? —a _ N
A'C'=A'B'=B'C'. 44. —5; .745. 55— 46 > ctga = - ,:\/IN.L(ABC),
NA"LBC, NB"LAC, NC"1AB, Y ctga = % S = aria(AABC). 4T. “1‘2/5. 48. 1.
49. %33 sin? % cos' & 50. 8) Fie C € (0z cu OC = 1, 4 € (Oz 5i B € (Oy, ACLOC,

1 1 ey . -
BC1OC = BC = .tga, OB = s’ AC = tgB, OA = wosf’ Se aplicd teorema cosinusului in

s

sinC \/1 Zcos a+2l'[cosa

. P . % — —_ 2
triunghiurile OAB si ABC. b) sinC = v1—cos?C = snqy Tsina
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ALGEBRA
Capitolul I. FUNCTII
L. 2) (fog)(z) = 5"+, fog : R+ R, (gof)(=) = 51071 +1; b) (fog)(@) = 5" +5°" 41,

(gof)(x) = (5 +5°+1)°, fog: R > Rsigof : R—R. 2. a) Imf = (2;00); b) Imf = [12; 00);
f)lmf = [V24). 8. a)z=2,z2=3;b)z=Lc=2%c)z=2z=-1;d)z =12

T=6z=—-6 4. a)z—5x—3b):z:——la:_-§,c)x_1 1+2\/- 5. a)
. — e = .. _ 1 _ 1 1
T=2;b)z =0z = lc):ac—2d):z:—-—lg5 = Tlog5 5,):_): 531

6. ) S=0b)z=-1;d)z =8 z=-3 7. a)me[1+log23oo),b)ze[2oo),
¢) € (—o0;—1) U (3;00); d) x € (—00;-3) U(-2;0). 8. a) z € (—o0;—2] U[2;00); b) z €
(logy(3—v/5) —1;10g,(3— V5) +1); ¢) = € (—o0; —1)U(0; 1) U(1; oo),d):ceR\{ 1;0}. 9. a)z =2
siy=4b) §=4(%-1);(-12); 3+m =3 Vit ;( = VI -3 - ‘/W);

6 6 ! 6

3+6\/m; 3+6\/1ﬁ , Gm; 3+6\/ﬁ‘)}; 0) § = {(12; 10);
(—10; -12)}; d) z =1 5i y = 2. 10. Se consider4 ecuatia ca o ecuatie de gradul II in necunoscuta
37 si se obtine ¢4 S = @. 12. Dac¥ prin reducere la absurd ar exista o functie injectivd cu
proprietatea ci f(3%) + f(5%) = 4, Vz € (0,00), déndu-i lui x , pe rénd, valorile 1, respectiv
log, 5, se ob;me c& f(3) = f(5'8s 5) §i cum f este functie injectiv, rezult¥ ci 3 = 5""35 sau
logy 3 = (log, 5)° sau logs 5 = 1 sau 3 = 5, absurd. Deci nu exist3 functii care s3 verifice ipotezele

problemei. 16. z = 3 solugie unics. 20. z =2 gi y = 1 solutie unici. 21. z = 0 solutie unici. 26.
. . 2\*  [3\° 2\¥  [/3\? 2\*, [3)\? .
Sistemul devine: (5) + (5) =1y; (3) + (3) = z;(g) + (3) = z. Daci = > y, atunci
2 ® 3 z 2 v 3 v v 3 v 2 z 3 z
(5 +() <) +(5) dedy <+ Remta s (3)"+ (3)> (3) + (5) o
2 3

z
z>z. Deci (%) 5 + 5 sau T < y, ceea ce contrazice presupunerea facuts.
Inseamni ci = A}alog, se aratdl ¢ y = 2. Deci £ = y = 2 si sistemul se reduce la rezolvarea
ecuatiei (2) + (%) = z, cu solutia unicd = 1. Deciz = y = z = 1. 28. Se noteaz¥ (v2—1)*

cut, t > 0 si inecuatia devine: t*+¢—6 > 0. 81. £ = 2 5i y = 1 solutie unici. 84. m € (—o0; —1).
37. a) z=0;b) z =7; c) x = 1. 38. a) = = 2 solutie unici; b) z = 2 solutie unic. 39. a)yz =2,

:z:=0;b)a:=2;.1:=—2;a:=\/2+£2-;x=— 2 L/z_z 40. a) = € (2;6]; b) = € (—4;0); c)

z € (5;00). 41. p=0; z = 3. 43. z = 4 solutie unic¥. 44. a € (0;1). 45. 1 < PP %.

Se discut# in raport cu a. 46. S = {(1 1)} 47. z =In2; :c_ln-s-’-. 49. a)z =2; z = -2

b):v=1;a:=—l.@7. a):c:l,:—32,b)a:=3;z——3 c):c2_2°d):c=2'e):z:=0'
z=lg2;f):z-—’-0;g):z:=3;h)x=9+1;/57. 8. a)z = 3+‘/— z=1b)z =107 ¢)
m=10%@'z=10w;d)m=10'z=100;e)z=l~x—2 z_l flz=1z=3 x—%
g):z:=l =VZEh)z=2 a:——- 9. a)z =1, b)z—:l:(a+b) 10. Pentru a € (1;v2),

4’
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z = a3. Pentru a € (V2,00), z = af. Pentru @ = v2, £ = a. Pentru a € ((;1), = = af;
—1 | okn, k€ Z. 12. m € (1;3). 13. a) z € (-3;-1) U (=1;1).

2
a? b 9 a 9 9a\ sa a\_{a 9\). a1,
16. a)w‘T”"?b)S‘{(z 2) (2 2)’(5’5)’(5’?)}’@“"“””""’ ’

d) z = 100; y = 10; e) z = '™~ y = o™ 1%, f) z = 52_1; y = 3_2 5; g) =4
y=9%hz=y=4iz= %; y = 5; j) S = {(625;3); (625; 2); (15625; 3); (15625; 2)}. 21.
a)r =4,z = 4‘1%; b) Se noteazi log 6 cu t §i se exprimi toti logaritmii in functie de t.
36. Daci a,b,c € R putem presupune (inegalitatea fiind simetrici in a, b, c), fiird a restrange
generalitatea problemei ¢ 0 < a < b < ¢, de unde rezultd relatiile: (a — b)(lna —Inbd) > 0;
“(b=c)(Inb—1Inc) > 0; (c—a)(lnc —lna) > 0. Adunind cele trei relatii membru cu membru
gisim: 2(lna® + In B+ Inc®) > Ina*® + In bt + Inc®® sau @2 - b% . ¢ > aPFe. poFe . P i
prin inmultirea ultimei inegalititi cu a® -b% - ¢°, rezultd ceea ce trebuia demonstrat. 87. a) z =¢;
z=ehz=eb)r=gr=e%;z=e3. 88 z="5ac= 5 39 z=23;.z=—§. 47. a)
z=1b)z=3;c)z=2.

4 .
z =a+. 11. ¢ = arcsin

Capitolul II - PROGRESII ARITMETICE S$I GEOMETRICE

1. a)a; = 3,005, 7 = 0,0]; b)a=-9gir=5saua =2lgir = —5saua =6—3v/I5si

r=+vVI5saua =6+3VI5gir=—-vV15cla1 = —6gir=2saua = -2sir=-2 2
Sn =723 8. a=R-L. b _m-l a §ir=L(2—3). 6. Prin reducere la
n-m m n-m n n—m\n m

absurd. 7. Daci prin reducere la absurd ar exista o progresie (an)n>1, astfel incat.ax = /5,
ap = V6 si i = VT (k,p,l € N* distincte) = a1 + (k — 1)r = V5; a1 + (p — I)r = V6,

Gl+(l—1)7‘=\/7,d901ﬁ ? keQ Deci existd g € Q°, astfelmcat\/_—ﬁ—q
—?+12¢+1

sau V35 = % € Q, contradictie cu faptul ci V35 ¢ Q, deci presupunerea ficutéd

este falsd. 9. n = T7giz = 0sauz = 2. 10. 11, 15, 19. 12. Se aplicd inegalitatea din-
tre media aritmetic3 si media geometricd pentru numerele reale strict pozitive: a1,az,...,an Se

. ata2+... a -
obtine: aaz. . an < —1--"-—-%4‘3 sau {/@1az2...8n < a’",Vne N, n > 2. De aici

. n n
% 3 s . . ax + @ 1 Qx+1 — Gk )(Ar4+1 + @
rezultd imediat inegalitatea din enunt. 14. S = E R (@k+1 2")(2’°+1 k) _
k=1 ak-a,k_'_l Tk=1 ak-ak+1

Z"( 641 _ __af ) = l.zﬂ (i_L) - l(i__l_)
k=1 0f 0%y OO0 T = a;  aiy r\el @i,
(an+1 — a1)(@n41 + @1) 1n-r(2a14+nr) _  n(201+nr) _
242 = == = g Loz 16. S =
afa r a3(a1 + nr) ai(a1 + nr)3
n

i

= 3

n n
_ Z“—'l— = 1. P ek S 1. 3 1 _
£ 0k0k+10k+20k+3 3r & GkGk410k+20Kk43 3r = \0kGk+18k+2
1 N n
————— ] etc. Pentru S: se procedeazi analog. 17. S = Zka =
Qk4-10k+2Ck+3

n n ’ n-l

= Zn:—a'k(ak_l) = 1. > ek - 1 Za. etc 18 a} -———-—al =
- 2 - 2 k 2 k : : 1 az283 ... an

k=1 k= =1

.....
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2

2
siderate devin: % a; s %‘-, care sunt in progresie aritmeticﬁ, deci si numerele a?,a3,...,a2
sunt in progresie aritmetici. 19. z = 0. 22. Fie N' = -a— . :—4 el Z—’"—ﬂ.‘ Se observd c3
3 G5 2n+3

N-N'=— = JL___ podealts parte, 2t < 92 83 L G4 ' Omi1  Gani2
am+3  a1+2(n+1)r Pante a2 < 3’ o as’ ' g2 G2n4s’
deci N < N'. De aici rezult¥ imediat c§ N2 < N-N'sau N < ,/——32L 24, Progresia

a1 +2(n+ 1) BT

1 . 1
ete strict crescitoare gi se observi cX Vk € N*: < sau prin am-
s 2\/@ky1  Jor + ,/ak+1 \/ P
Vil —

plificarea cu conjugata a termenului din mijloc, se obtine: 1 < YOEHL 2k 1 sau

2. /Gk+1 . T 2,/ax

3 \/;:T < ar1—Vak < 2—1"/a_—k, se dau lui k toate valorile de la 1 la n si se adunj relatiile mem-

bru cu mebru etc. 25. Vezi problema 24. 27. a) b, = —%b,.-l, deci girul (bn)n>1 este o progresie
n—-1

n-1
geometrics de ratie ¢ = —%; b) bp = by - —-21- Sau G@n41 — @p = by - (—-;— , Vn e N°.

Se scru primele n relaii- de acest tip si se adunX membru cu membru. 28. »=>“ Daca sirul

L . 1 \/Gk-i-l Vek
este o pr e aritmetici atun , Vk 1,2;...;n—
(an)n31 progresie aritmetici a m\/__'_ — = € {
n-1
1 (n-1r
1 dec] Qa, - Qn — = e e—m—— =
h ,:Z_,\/—waw T kZ=l(v V) = ("" va) = O e va
n-—1

= m, Vn €N, n 2> 3, tocmai ceea ce trebuia demonstrat. ,,<* prin inductie matematici
dupin € N, n > 3. 29. Vezi problema 28. 81. Yn41 —Yn = —, Vn > 2, deci (y..)pz este

o progresie aritmetici de ratie T 82. Termenii comuni sunt de forma: ¢, = 15n+7,n € N
§i formeazi o progresie aritmetics de ratie 15. 83. f(1) = 0; a este ridicini simpl¥ pentru f.

38. Notand cu g ratia progresiei se obtin solutiile: g = ﬂ gig= igig 40. a1 = 2;

2
g= V5. 41. a) by =5, ¢ = 3 sau by =135§iq=% 42. Nu. 43. Nu. 45. A, = ao(1 +q)",
vYn2>0 §| (An)n>0 este o progresxe geometnc5 de ragie 1 + ¢g. 48. a) P,. = /(b1bn)"; Pso = 1.
50. Pz"‘ gTM =(b - b,.,)"’l' ™egT™ =by by g™l g™™ = b} . ¢!, Analog se aratd ci:

P,f;‘n .q—nz = P2;la . —ns = b2 —l. 52, S = 2% 4 981+ +2a;+2r+“. + ga1+(n—1)r _

a r )2 7\3 ryn—1 a (2r)n =1 e 271

22 142"+ 2+ (22 +...+ 20 V] = 2‘-ﬁ=2‘-—1pentrur;é0.Dacii
n n

- c Q.. om _ Gk _ aL+{k—-1)r (k- r _

r =0, atunci § =n-2%. 54, §; = 2.5 = ; . qk_l Z blq"‘ 2 b gt
@ n 1 k=1 r& 1 k-1 -
= E . Z (E) + B Z(k -1 (—) etc. Sy = Zakbk = Z[a-l + (k- 1)r]b; - q =
k=1 k=1 ’

Zalblqk' +Z(k rbig® ! = a1b;- Zq" Lirby Z(k 1)¢* 1 8 = Z(ak+bk)2 Zak+
k—l k=2 k=1
2 z acby + Z bk = S2 + Z e + Z bk 55. S =

k=1 k=1 k=1

=bf+bf-qf+bf-q§+...+bf-q—r = ¥ 1+(q%) +(q*)2+...+(q*)"'l]
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1- (g k -
= ¥b; - ( ) _‘/b—(l ﬁﬁ),pentruq#l Dackq=1,S=n¥b. 57. 33 ... a=

l_q* 1—w korl
0105140102 4. +a-10+a=a- L= _ % 105 % qeig= (2~1o‘—-‘3)+
o o o 9.4 100 21
2. 1022 2 10n-2 =102 2 n-1 1‘2_ L el N
(3-102-3)+.+(5-10 3) sau S = 10-5(14+10+10%+.. +10"")- g

10a(10" - 1) —9n-a 10" . g — (9n + 10)a

%—-'—9, deci S = ;S = ) . 60. ,,=»“ Daci girul (bn)n31
este o progresie geometrica se arata relatia cerutd. Vezi problema 48. ,<* Prin inductie matem-

atici dupd num3rul naturaln > 2. 63. a) Tx = cos 1:6 —+i sm 6 T ke {1;2;...;14;15;17;18;...;31}.

s 2%+l =k k
64. z= V/3.66. S = kgo T = 2;::1 5% +kz=; 5 ) ete 70. Suma Z1T2+T2T3+. . . +Lnlt
are exact n termeni si pentru ci suma este nul¥, trebuie ca numirul termenilor egali cu +1 s3

fie egal cu numirul termenilor egali cu —1, deci n este numsr par. Riméane si demonstrim ci

numérul de —1 este par. Dar: 122 T2T3-T3Ta-. . .-TnTy = T3T3...22 = 1, deci ni4. 73. Numirul
maxim de termeni este 16. Exemplu de astfel de gir: 5; 5; —13; 5; 5; 5; —13; 5; 5; ~13; 5; 5; §; —13; 5; 5.
74. max(3m +4n) = 3-27+4-35 = 221." 76. Se aplici inegalitatea dintre media aritmetici
si media geometricsd. 78. a1 = 2, a2 = 3, @n — @n-1 = 2(@Gn-1 — Gn-2), V7 2 3. Notand
bn—1 = @n — Gn—1 se obtine by = 1 §i bp—1 = 2bs—2, V1 > 3, deci sirul (bs)a>1 este o progre-
sie geometricd de ratie ¢ = 2, ceea ce inseamnd ci b, = b .q™"! sau b, = 2"=1, Se obtine:

Gn — n-1 = 2" ! etc. 79. an =

20»»1+

obtine: 28n-1(an + VB) = (an-1 + vb)? si 2an-1(an — VB) = (an- 1= vb)? sau prin impirtirea
an — \/_ — Gn-1 — \/- etc.
an+vb \an-1+Vh

Capitolul III. ELEMENTE DE COMBINATORICA

b ) Vn > 2, deci 2anan-1 = a2_; +b. De aici se
-1

ultimelor doud relatii, membru cu nenbru,

1. a)n=6b)n=Tcjn=8 dn=8e¢en=25f)n=9 g n =10 h)
n=4 2. a)n=1;b)n=4c)n=20d)n=1 3. a)yp=q=3saup=1siqg=0
b) n = 4. 4. a) n € N\{0;1;2;3;4}; b) n € {8;9;10}; c) » € N\{0;1;2;3;4;5;6;7;8;9}; d)
neN,n>1l 6. a)z=2,y=6b)e=9,y=2,c)c=y=5d)z=5y=2

= = L = = 124: - m-p+l =

6. a)x =0,z = 5 b))z = 4. 18. a) z = 124; b) ¢ = 3. 14. e 15. § =
]

{(5; 1);(0;6);(2;5); (4;3); (5;0)}. 17. z=4,y=-2. 18. E= = .19. a) E = m,

b) E =1 20. ne{%%78%1011}. [3.2]1. a) Z[ ] [10] [ ] [—] = & b)

n>1 [ ] = [ ] [5:10] + [%] + [%g] + [g—g] = 47. 2. Se aplica binomul lui Newton. 5. a)

Ti1; b) T34. 6. a) 7-3% b) 27- Cfy. 11. Se ghiseste p = 8, dupi care se determin coeficientii
ceruti. 12. n =38. 14. n =7, z = 2. 15. k = 1386. 16. n = 12; nu existd termen liber

1
al dezvoltdrii. 19. k = 14. 20. % 21, n=8. 22. n =15. 24. n = 9. 32. a)

= SR kD) = SR+ 1) — kK] = S0+ 1)1 (k-4 1) — kK] = (n-+Dla+ 1) L. b)
k=1 k=1 k=1
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Sy = ikz(k2+1) = ik!(k+l)2 = Z":[(k+1)!-(k+1)—-2k!k] (n+1)(n+1)-1- Zk k! = (n+
k=1 k=1

k=1 k—l

1)!(n+l)—1—zn:((k+1)!—k!) = (n+1){(n+1)—-1-(n+1)!+1 = (n+1)I'n. c) S5 = Z (T-t_l)‘ =

k=1
So(E - ). 88 s gt —gr g S +1—-9"+1+2:V_‘:15‘= Pe de alt parte
2 \K " ki) > = 51 P parte,

52n + 32n = (4 + 1)27: + (4 1)2n =92 (CO 42ﬂ +C2 42n—2 ot C2n—2 42 +szr:)’ de unde
rezult tocmai ceea ce trebuia demonstrat. 39. Se pleaci de la numirul natural N = 3271 42742,
Pe de o parte, N = (7+2)"-3+2".4=3(C3- 7. 20+ CL- 7" . 2'4.. . +CP~1.7. 271t
+C7 - 2M)+2"4 =37 (CQ - T+ Cr -T2 24... + CR71 . 2"~1)47.2", Pedealtd parte N =
32n, 3+2n(7 3) an, 7+32n 3—-97.3 = 2%, 7+3(9n_2n) = 2".743. 7(9n—1+9n -2 N +2n—1) -—
7[2" +327"142.3=3 1 427-2.3% 1 2%~1.3]. De aici rezult ceea ce trebuia demonstrat. 43.
bt Wor o 1300 1100 70! _ 130!

148 Cilo- 0% = 110!-20! 70'-40! 31!-39! — 201- 311 39!- 40!

n! 2n 4 1)1 -
(Z—IW'2"_2;32=T)..——1 51.a)n 38 b)$_2126

52. S=n.53.1). M=2""2 N= 22""1,m—— 2) Se ajunge la f(n) = n? — 2mn +C, unde

€ N. De aici rezult concluzia

problemei. 49. $; =

Z k? . C3%. Ramane de calculat C. 3) Dat3 fiind forma lui f, f are un minim care se

(2n +1)!

n
realizeazd numai pentru n = m. 61. f(n) = Z(2k+l) CHtl = Z(2k+1) @+ Din — 2,:')

k=0 k=0

(2n+1) Z g:;, (2n—2k)! = (2n+1) Zcz,. = (2n+1)(C3, +Cn+...+Con) = (2n+1)-22"71,
k=0 k=0

(2n + 1)" 2n+ 1)1
"Van? = 2 6d. a) x1 = —1, 3 = 1 (dous ridicini reale); b) z3 = iv/3, 4 = —iv3 € C\R rédécini
ale ecuatiei date. 65. b) Daci n este par, atunci k = 0. dacs n este impar, atunci k = [5] +1.
70. Coeficientul lui X2 este egal cu CZ +C3 +... + C2, care se calculeazi pentru n > 3, n € N.

deci n2ff) - f2)-...-f(n) _ {/3'21-5-23-...-(2n+ 1.2t T e ey B

Capitolul IV. NUMERE COMPLEXE

1. A={(z,y) e RxR | 2+ (y — 3)® = 36}. B-—{(:z:O)I:z:E]R}U{(2 )IyGIR}
C={(x,0)|x€lR};D={(a:,yeinR|x +y =1} E = {(z,0) | z € R\{1}}.

2. 1)z=—§+§—i; 2) z2=1+2;3)2=3-§;4) 21 =2-3i; 22 =4i;5) 21 = 1+1i;
1 2k
=92_i = —i: 20 = je =9 2z = = — 9. 4. - = )
22 i; 6) 21 i 22 =141 7) 21 = 2i; 22 3 2i. 4. |z — 2| T 5

16 2, 3 4, _ o _ i a s
—?-gl,b——g—gl. 6. 21 =0,22=-1,z3=1 T. b)z=1+isiy=3-1i

cz=1-jjy=14+§d)z=iy=-i 8 S§=-2k(1+1i), dack n = 4k, k € N*,
S=2k+1-2k dackn=4k+1, k€N, S=2k+1+2(k+1)i,dac¥n =4k +2, k €N,

) 2 _ 2
S =2(k+1)(i-1), dack n = 4k+3, k € N. 9. a) Re(f(i)) = %; b) Re(f(2)) = %%;

Im(f(2)) = (2—31%&-2- 14. Din z+% = 2cosa, a € R, rezuultd cd 2 = cosa + isina

sau 2 = cosa — isina, deci 2" = cosnae + isinna sau 2" = cosna —isinna. Rezult3 2" + -
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2cosna, n € N. 19. Notdnd cu p = 2122... 2, p este un numir complex nenul, iar relatia

dat3 se mai poate scrie: p (-L -+ L + L = 0 gi cum p # 0, rezultd cd
2122 2223 2324 2n-12n i
BT S = 0. Dar |zx| =7 (r > 0), Vk = I,n. Deci relatia de mai sus
2122 2223 Zn-1Zn '
i r r? 2
devinet —— 4+ — +... = 0 sau 2122 + 2223 + ... + 2n—12n = 0, ceea ce inseamna
2122 2223 Zn—-12n
cd 2122 + 2223+ ... + Zn-12n, = 0. 22. Din 2z +z2+za = 0, rezultd Z7 + Z2 + Z3 = 0 si deci
1 1 1 . 1
Z+-+Z=0' Atunci [z~ 21|+ |2 — 22|+ |2~ 23| = |—|:|2— z1|+| J2— z2|+‘ -lz—z3] =
Z_ 1‘+ Z 1 +li -1 2>z ( Lils i) - 3| =3. 23. [1+2|+[1+22%%|+ (14229 =
z 22 23 21 22 23

L+2]+]|—2—2 + |14+ 2209 > 14+ 2~2-2%03 1 14229 = 2. 28. Vezi problema
23. 30. Se arati ci E = E. 33. Din enung rezult¥ ci |z| = |22| = |z3] = r. Se arat3 ci si

Azt zzs ¥ zan 7, de unde rezult3 concluzia problemei. 39. z = . :l:iﬁ. 40. z; = —3i,
z1+22+23 2 2

2= %+i§, z3 = %—i-?. 44. a) z1 = ~1, z2 =, 23 = —i.; b) Se obtin ecuatiile: 3zjil = -1,

3::1 =i, 3::1 = —i. 45. S = {(1,6,€%);(L€%¢); (6, 1,€%), (6,67, 1); (€%, 1,€); (€%, 1)}

46. Nu existd un numir complex cu proprietidtile din enuny. 49. a) 3t € R, astfel incit z =
tw. 50. b) Ecuatia devine 22 — 2 —2i = 0. 52. S = 4. 54. Ecuatia dreptei este: 2y =

z+2 55. D(8+5i). 58. S =———M+i 1+—"2“/§);sz= V2 ‘/_+2

T2 T2

Sz == [ 1—\/2+\/_+1(1+\/2 \/_)] 62. a) 2, = 3, zz_—%+1\;§,z —g——ié;b)

7 = 1 si ecuatia 22 +5(1-i)2+2-39i=0;c) 21 =2, 20 = -3+ 7Ti; d) 21 = 5i, 22 = -4 +1i.
64. Indicatie: Se porneste de la ridicina de ordinul 7 a unititii. 67. P = 2%7(1 + w). 69.

= cos(3:+k2 ) +i sm(38 +k—2”), k=0123 70. z=1+2sauz=1—i 71
2 = z — iz, adicd multimea punctelor din plan ale ciror coordonate verifici ecuatia y = —z, deci

punctele celei de a doua bisectoare. 75. -:5-:%5- €iR. 79. z=a+ V1 -a?, a € [-1;1]. 80.
. —
2 = a+ib, a,b € R, astfel incat 2b = 3a+4. 88. D(=2,1) sau D (g —é) 89. a) M (3 + gi);
b) E (2 + %i).
Capitolul V. POLINOAME

6.a=n,b=-n-1 8. P(X)=0. 9. P(X)=X. 10. r = 2. 14. Indicatie: se foloseste faptul

e [f(f(X) —f(X)]:[f(:c) —z]. 19. Relatia a) se mai poate scrie f(z+1) — f(z) = :_ . ;%,
Vz € N. Dénd lui = toate valorile de la 0 la 2000 in relatia gisitd si adunand membru cu
mebru relatiile, giisim; f(2001) F(0) + 280; gi folosind conditia b) se obgme cd: f(0)=0si

flx) = +1,V:z:eN 20. f =(X—a)® g+3X +2si f(a) = 3a+2, decia® a1yl =3a42
sau a” + a""! = 3a + 1. De aici rezulti c& f = (X—a)z-g+w—-._—1-X+2 sau

af =a(X —-a)®-g+(a"+a" ' -1)- X+2asauaX" +aX" ' +a-a"X -a" ' X+ X -2a=
a(X —a)® g sau aX(X" ! —a" ) +aX(X" %2 -a" %) + (X —a) = a(X —a)®-g. Deci
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aX(X" 2+ X" %0+ ... +a"?) + X (X" + X" Ya+... +a"%) + 1 = a(X — a)g. Pentru
X = a se obtine (n—1)a" +(n—2)a” ! +1 = 0 si rezults imediat c% a"~! = n(3a+1)—3a. 27. a)
Se folosesc relatiile lui Vidte. 29. P = a(X* +¢X3 +¢°X% + ¢*X +¢%), ¢ > 0. Se rezolvs ecuatia
reciprocs de gradul 4: X* + ¢X* + ¢?X? + ¢®X + ¢* = 0. 30. f(~1) € R, daci si numai daci
f(=1) = f(-1). Notand cu z1,22,...Zn-1,Zn € C ridicinile polinomului f, cu |z1| = |z2] = ... =
|Za-1] = |za| 2= = (r > 0) si aplicand relatiile lui Vidte obtinem: z1z2:... Ty = (—-1)"-(-1)" sau
" =1lsaur =1, deci|zk| = 1,Vk =1,n. Dar f = (X—21)(X -22)-...-(X —2n), ceea ce inseamns
o8 f(=1) = (-1)"(1+z1)(1+22)-....- (1 +&p) §i F(=1) = (~1)"(1+Z1)(1+7Z3) ... (1+Z7). De
sici se obtine F(=1) = (—1)»{FZNA+Z) 4.+ U+ 2n) 4o Ty - (1) 6i F(=1) € R.

31. Ecuatia se mai poate scrie (X — 3)&:8—24)(;\’.' f%) +1 =0, iar rid4cinile z,, x2, z3 ale ecuatiei
se demonstreazi ci x1 € (2,3), T2 € (4,5), z3 € (5,6), deci 1 < T2 < 3. Cum z1 + 22 € (6,8),
rezultd z3 < z1 + z2. Cum z2 + 3 € (9,11), rezultd 1 < T2 + z3 si cum 21 + 3 € (7,9),
rezultd z2 < z1 + 3. Deci Z1, Z2, z3 pot fi lungimile laturilor unui triunghi. Pentru calculul
ariei triunghiului se aplici formula lui Heron. 39. Se aplic3 relatiile lui Vite si se construieste
ecuatia de gradul 3 cu réddicinile z, y, 2. 40. Din ipotezi se gtie ci Im(a1 + @2 +...+an) =0
si Im(a1 — a2 + ... + (=1)"as) = 0, deci Im(f(1)) = Im(f(—1)) = O si deci f(1) = F(I) si
F(=1) = f(-1). Cum f(z) = (z—z1)(x—x2)-...- (T—Za), rezultd c& f(1) = (1—-z1)(1—=2)-...-
(1-22) = (1-F)(A-T3)-...-(1-F7) §i f(~1) = (-1)*A+z1)(14+22)-...-(1+Za) = (—-1)*(1+
Z1)(1+%2) ... (1+%7). Inmulgim cele douX egalititi gi obtinem (1 — z2)(1~22)-...- (1 —22) =
(1-Z7%)(1-%7%)-...-(1-Fn2). Deci g(1) = g(1) si Im(by +ba+. . .+bs) = 0, tocmai ceea ce trebuia
demonstrat. 44. Daci x1 = 3 — i, cum f € R[X], rezult3 c¥ z2 = 3 +i si deci f este divizibil cu

polinomul (X — z;)(X —z2) sau f E(X 2 —6X +10). Se giiseste catul impartirii lui f prin polinomul
X% — 6X + 10, iar z3 §i x4 sunt ridicinile catului. 47. Indicatie. Se pleaci de la rezolvarea
ecuatiei binome X™ —1 = 0. 48. Se pleacs de la rezolvarea ecuatiei binome X2" — 1 = (. 49. Se
pleac de la rezolvarea ecuatiei binome X?"*! —1=0. 87. f = (X — z1)(X - z2)-...- (X — zo)
si atunci f(y1) - f(y2) = (1 — 1)1 — 22) - ... - (Y1 — Zo) (g2 — 21) (g2 — T2) - . .. - (42 — To). 65.
b=a+r,c=a+2r,d=a+3r, r € R. Folosind relatiile lui Vite se obtine z, +z2 +2z3 = —1— o
T1T2+Zax3+z3T) = 1+ 2a—r, T1T223 = —1— _I:_r. Noténd arctg% =a, m‘c:t’.gz—l2 =j, arctg;lz =7
se obtine 1 = {ga, 1 tgp, 1 = tgy. Trebuie demonstrat cE a+ B8+ 7 = ~Z. Pentru
x T2 T3 4
aceasta se aratd cd tg(a+B8+9)=-1. 718. a)z=2,b)z=1;c)z=3. 79. z=1,z = —%.

80. z=14. 81. z = —-%. 83. p = 2(1 + 5i), ¢ = —4i. 86. Este o ecuatie reciproci. 87. c)
(X% —2X +2)(X? - 2X +11). 88. b) (2X +3)(1 —8X?2); c) (X*+1)(X?+ X —2) si se continui.
91. Cum a,b € R, odatd cu ridicina o = 1-iv3 ecuatia admite i rédicina @ = 1 +2l \/5. 94.
Se aplicd algoritmul lui Euclid. 95. Se aplici algoritmul lui Euclid.




230 INDICATII ST RASPUNSURI

STATISTICA SI PROBABILITATI

1. a) 2. a)

Nota|FrecventalFrecventa| Frecventa Temp.|[FrecventalFrecvental Frecventa
(x:) | absolutd | relativd | cumulatd (zi) | absoluti | relativd | cumulatid
(ni) (f(z:)) lcrescitoare (ns) (f(zx:)) [crescitoare|
4 2 0,08 0,06 36° 1 0,07 0,07
5 6 0,19 0,25 37° 2 0,14 0,21
6 6 0,19 0,44 38° 3 0,21 0,42
7 6 0,19 0,63 39° 3 0,21 0,63
8 4 0,12 0,75 40° 2 0,14 0,77
9 4 0,12 0,87 41° 1 0,07 0,84
10 2 0,06 0,93 42° 1 0,07 0,91
43° 1 0,07 0,98
. —
domz
1. b) media: T = "’ = Zf(a:,) z; = 6,8; mediana: 7;
Z ni i=1
= =2 =2
dispersia: v = = (1 = 7)" + na(za —:) XEh G Sk ) M 2,82; abaterea medie p#tratici:

8 .

o =v =167 2. b) media: Z = _5_: Ff(ni)z; = 39,07°; mediana: 39%; dispersia: v = 3,63;
i=1

abaterea medie pitratici: o = 1,9. '

3.a) 5. a) @ = Q1 x Q2 X ... X Qn, unde
Puncte|Frecventa|Frecventa| Frecventa D= =... =0, = {1,2,3,4,5,6); b)
(z:) |absolutd| relativd | cumulati Q) = 2 = 257, ¢) P((i 1 ) =
(ni) | (f(z:)) [crescitoare d
2012300 3 | 0,15 0,15 3 egori
231-260, 4 0,20 0,35 . 26"’ d) 26"5’ 6. oy 7-1 a) 19’ b; 5 ©)
261-290] 7 0,35 0,70 Laogliaglnlelosinl
291-320) 5 0,5 | 095 19,, 38 1 197738 2 10074
321-350] 1 0,05 | 1,00 ) 59° D 3
10. a) P(AUB)_— P@) = 20,0) P(ANB) = 0. 11. a) P(AU B) = 0,65; b) P(A)—OS
c) P(B)_04 d) P(AnB)—035 e) P(AUB)—085 ) P(AUB)—095 12. P(A) = 0,
P(B) = g; P(C) = 3; a) P(AUB) = -- b) PLAUC) = 55; ) P(AN B) = ilb' d)
P(AUBUC) = 170, ¢) P(B) = 5 £) P(BnC) = li 8 P(A) = 75 b) PANT) = o
27
a) P(R) = 17, b) P(F) = 27, c) P(FnR) = ‘31-?7 d) PPNE) = %, ¢) P(V) = 27; £)
13 3 .1 295 315 5 . 1638
P — 06
li‘gnR) - 18. ) 153 b) g )364’0) 364’2’6 ()) 33’b)c2728é )27028 2’27280130’2’:)
gigd = 0L ) 1093“0’0"’ 17. a) 26013 2 b) ,6013 26sC) 26013 + 26013 £+ 260363 2.
. 2) 0,08 ; b) 0,25; c) 0,16. 19. a) 15 = 0,02; b) = 0,06; c) Ilﬁ =01 20. a)
05 lfa"" b) %% C3°°; c) G- 03°° ) % 160'3°°. 21. a.) 0,66; b) 0,55. 22. a) 0,0060; b}
cI o CI, cR
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0,0059. 23. a) 0,48; b) 0,46. 25. a) 0,55; b) 0,44; c) 0,16. 26. a) 0,46. 27. 0,511. 28.
' Pe(AUB) = P(AUB) - P[(AUB)NC] _ P[(ANC)U (BNCQO)] — P(ANC) , P(BNCQC) -
P(C) P(IC) _ P(C) P(C) P(C)

Pc(A) + Pc(B). 29. Indicatie: 2 = AU A. 30. a) 0,5; b) 0,75. 31. 0,096. 32. a) 0,02; b) 0,98.
33. A, B independente = P(ANB) = P(A)-P(B). P(ANB)=1-P(ANB)=1-P(AUB) =
1-[P(A)+P(B)-P(ANB)] = 1- P(A)-P(B)+P(A)-P(B) = [L-P(A)})[1-P(B)] = P(A)-P(B),
deci A si B sunt de asemenea independente. 34. a) 0,16; b) 0,133. 35. Pentru c3 populatia unei
tiri este foarte mare vom presupune c3 extragerea se face cu repunere. Fie S evenimentul ca un
alegitor ales s fi votat pentru partidul X si N evenimentul ca aleg#torul s3 fi votat pentru partidul
X. Evident, P(S) = 0,65; P(N) = 0,35. a) P(SNSNS) = P(S)-P(S)- P(S) = (0,65)* = 0,274; b)
P(SNNNN)=P(NNSNN) = P(NNNNS) = P(N)- P(N)- P(S) = (,35)(0,65) = 0,147, deci
probabilitatea ca exact unul din cei trei alegitori s& fi votat pentru partidul X este P(INNNNS)+
P(NNSNN)+P(SNNNN) = 3-0,147 = 0,441. 36. C?-{0,8]*-0,2 = 0,4096. 37. a) C}2-(0,5)'°-
(0,5)%; b) P(stema s¥ apar3 de cel pugin 4 ori) = 1 — P(stema s& apari de cel mult trei ori) =
1 — P(stema s3 nu apard deloc) — P(stema sd apard o datd) — P(stema s3 apard de doud ori) —
P(stema s3 apar3 de

trei ori) = 1 - C1g - (0,5)° - (0,5)*° — Cis - (0,5)" - (0,5)° ~ Cf5 - (0,5)* - (0,5)° - Cs - (0,5)° - (0,5)".

38. a) 0,0816; b) 0,918; ¢) 0,408. 40. 0,00039. 42. P(A4) = 5 P(B) = 5 P(ANB) =
512 si P(AN B) # P(A) - P(B), deci A si B nu sunt independente. 43. a) Cgs 44.

8 9 1 5 6 9 12 -8 8 12
X+5: (0,3 0,7)’ v+3: (0,6 0,1 0,3)’ 3X (0,3 o,7>’ v ‘,(0,6 0,1 0,3)’
8 12

1 5 6 2 6 7 -6 6 9 -8
Y: H :
o gO,lB 0,03 0,09 0,42 0,07 0,21 )’ XY (0,18 0,03 0,09 042 0,07 0,21

-5 5 1 -2 2 2\ 27 64 4 4 9
?'(0,1?8 ods 009 o042 007 031)’){3 (03 07) e (06 0,1 03)' 45- 2)
M(X)=2;M(Y)=2;z=2x+yz(i t ¢ ¢ 7T 87 % 9 110);

M(Z) =6. 18 18 18 6 18 18 18 6 18 18 18

CLASA A XI-A

ALGEBRA
Capitolul I. DREPTE SI PLANE

1.a)bc—-3y—-2=0;b)m = g, m =—-= (panta perpendicularei pe vectorul u); 3z + 5y = 0;,
c) z —y+20=0. 2. i) Panta dreptei d este m = 1/v/3, deci ecuatia sa este y + 2= (z—2)/V3.

my—m | L
1+mmi| \/§
valori pentru mi, deci problema admite dou3 solutii pentru dy; ii) Se aplica formula distantei de
la un punct la o dreapti. 8. i) Se calculeaz¥ intéi pantele si se aplicd apoi formula unghiului
a dous drepte; ii) Se aplici formulele; iii) idem. 6. Se obtin dous drepte paralele cu AB. 11.
man = —2/5;8) 22 +5y-31=0;b) 52 -2y —5=0;¢c) 3z —Ty+26 =0; 7z + 3y — 36 = 0.

12. Cazul general: M (a+ ); aplicatia numericd: M (—7 2) 13. Pentru a

2'73

Pentru determinarea pantei m, a dreptei di se pune conditia . Se obtin doud

b b
1-m'l-m
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obtine ecuatia dreptei sunt suficiente doar‘ doud puncte; 5z — 3y +10=0. 14. M (g, g) 15.

3z —5y+17=0. 16. 1z + 31y = (z} + y})|2. 17. 12z + 10y — 29 = 0. 18. AB = AC = aV10.

19. C(1,2). 20. My(-1;3) si M2(—11/2;—3/2). 21. Se scrie o dreaptd ce trece prin intersectia

a doud laturi si este perpendiculard pe a treia; se obtin ecuatiile: 4z —2y+3 =0, z+3y+2 =0;

7z + Ty +9 = 0. 22. A = 80/11. 23. Punctul fix este P (“ - b.b— - "') 24. a) Ecuatia dreptei

. PQ este: A\a+ b)a: + (ab — M%)y — Aab = 0, unde X este ordonata punctului M. Punctul fix este
a2

ab
Q =350); b) QB =13 26. d= 18/v/13. 26. d = 7/10. 27. a) D(2,1); b) E(3,4); F(0,1);

)M(2 13) N(O,—). 28. My (0;15); Ma (o,-%). 20. S = 27/2 (unitsti pitrate). 30. Se

3 3
scrie c3 aria este constantd. O paraleld la bazd. 31. £ — Ty + 10=0. .

Capitolul II. ALGEBRA MATRICELOR

3 3 2 -1 1 12 2 4 14 6 3 =15
1. A+B‘(2 -3 5)‘A B‘(—s 9 5)’“‘(-4 6 10)’33‘(12 ~18 0 )
2A+ 3B = (8 7 _1) 3. AB = (4 6 —1)' BA nu are sens. 4. Ambele pro-
8 -12 10/ 78 1) C ’
13 a4 0 -2 13\
duse au sens; AB = ( ); BA=|-7 11 30); AB— BA nu are sens. 6. d)
00 16 -36 4

Se considers incat £ = 1 gi se demonstreazs, prin inductie dupd h, egalitatea A"B = BA";
apoi, considerand h fixat, se demonstreazs, prin inductie dup3 k, egalitatea: A*B* = B*A"; g)
ac—bd ad+bc 6 8

AB = BA = (_(ad+bc) ac_bd), h) AB = BA = (12 8

din problema 6, d). 8. Se calculeazi AB, BA, iar apoi AB — BA. Suma elementelor de pe
diagonala principald a matricei AB — BA este 0, in timp ce suma elementelor de pe diagonala
principal# matricei Iz este 2. 9. a) Tr(0n) = 0; Tr(ln) = 0; d) Fie B = (bij)1<ci.j<n sl fie
C= AB (¢ij)1<ijen, D = BA = (dijhi<i,j<n. Elementele matricii C sunt date de formulele (1)

). 7. Se va aplica egalitatea

Cij = Za,kbk,, iar cele ale matricii D sunt (2) d;; = Zb,;a‘, Luénd in (1) ¢ = 7, se obtine (1)

k— =1
Cii = Zaikbk,’; analog (2’) dii = Zb,zau Asadar Tr(AB) = Tr(C) = Zc,, ZZaikbk,-,
k=1 n =1 i=1 i=1 k=1
adics (3) Tr(AB) =Y ) aixbii. Analog (4) Tr(BA) = Z > biayi. Schimband in (4) ordinea
i=1 k=1 i=1 =1

factorilor bi; si ayi, iar apoi ordinea sumelor si ficind apoi schimbarea i = j, rezultd egalitatea
cerutd, 10. Dacd U,V € Mu(R) {sau Mn(C)] si U = V, atunci Tr(U) = Tr(V). Presupunind
AB — BA = I, ar rezulta Tr(AB — BA) = Tr(1I,). Dar (problema 9 c) si d)) Tr(AB — BA) =
Tr(AB) — Tr(BA) = 0, in timp.ce Tr(In) = n. Contradictie. 11. a) [A4,B] # In; b} Avem
(A, B],C] = |A, B]C - C[A, B] = (AB — BA)C - C(AB — BA) = ABC — BAC — CAB + CBA.
Scriind analog si [[B, C), A], respectiv [[C, A], B] si adunand toate cele trei egalitéti se obtine
identitatea ceruti. 12. Solutia 1: X = (Z v

1) bu=cy
(2) ay+bv=bz+dy
(3) cx+du=au+cv
4) cy=bu

. Se pune conditia din enung si din egalitatea

componentelor rezults: (unde ultima ecuatie o reproduce pe prima).
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Intrucat X este arbitrars, z,y,z,u sunt arbitrare: egalitatea (1) este adeviratd pentru orice
u,y € C. Ludnd u = 1 §i y = 0, rezultd b = 0; ludnd apoi invers u = 0 gi y = 1 rezultd ¢ = 0.
Introducénd acestea in (2) [sau (3)], rezulty ay = dy pentru orice y € C; luand y # 0 ( de exemplu

y = 1), rezultd a = d; se noteazs a = d = A, deci A = Al,. Solugia 2: Se ia intdi X = ((1) 8) si

din AX = X A rezulti b= 0; apoi X = (0 1) gi rezultd ¢ = 0 etc. 13. Fie X = (z Z), din

00
- o z
conditia AX = XA rezultid u = -2y, v = = + 3y, agadar X + (—2y a:-lz-!3y)’ unde z,y € Q.
00 00 000
14. a) AB = = 0g2; b) AB = =025¢c)AB=|0 0 0} =03 15. a)
00 00
0 0O
0 0 0 01 000
A% = (0 0) =0 b)A’=[0 0 0|;¢)A*=][0 0 0| =03. 16. Se verifici prin
0 00 000
calcul. 17. Seia in 16 B = A, deci det(A?) = (det(A))?, iar apoi se lucreazi prin inductie
1 1 1
dupd n. 18. a) Fie A= | z1 z2 z3 | matricea al cirei determinant este A, A transpusa
2 .2 .2
rn T2 I3
sa. Avem: A = (det(A))? = det(A) - det(d) = det(A -* A). Dar A - A este o matrice simet-
3 o1 o2
rici, anume A-*A = | 01 02 03 | unde am notat ox = zf + z§ + 2§ ( pentru k = 1,2,3,4).
g2 03 04

Si=z+z2+23=0
Aceste sume se exprima pe baza relatiilor lui Viete { S2 = 1122 + 172 + Z273 = 3p , obtinandu-
S3 = 12223 = —-2¢
se g1 = S; =0, 02 = 6p; 03 = —6g"), de unde apoi A? = —108(p® + ¢*). b) Daci ridicinile
sunt reale, atunci A € R, deci A? >; conditia este p® + ¢* > 0. c) Conditia este si suficients. Se
rationeazi prin absurd: dacd ecratia nu admite doar ridicini reale, atunci cele trei ridicini ar
fi de forma = = a + i, 2 = o — Bi, x3 = v, unde o, B,7 € R si B # 0, iar din prima relatie
a lui Viete, ¥ = —2a. Calculind p si g in functie de « si 3 si introducand in A? s-ar obtine
A% < 0. Contradictie! 19. a) Se efectueazs calculele; b) Se ia intdi B = « in a), iar apoi se
lucreazi prin inductie. 21. a) Intrucat 0 < ¢ + b < 1, exist gi sunt unice r,6 € R, r > 0,

cosf  sind ) Asgadar (problema

0 € [0,27) astfel incdt a =rcos@ i b=rsing. Deci A=p (—sine cosd

n_.nf cosnd sinnd . _.m i n .
19) A" =17 (—sinnﬂ cosnO) deci an = 7" cosnb, b, = r"sinnb; b) |an| < m, deci,

in baza criteriului major#rii, a, gt analog pentru b,. 22, F» =2; F3 =3; F4y = 3; F; = 5;

A2 = 11\ _ (A R\, 4 = 12 _ (P B\, A4 = 2 3) - (Fa F4)'
1 2 R FR) 2 3 F ER) 3 5 Fy Fs
Apoi se lucreazi prin inductie. 23. b) Intrucit S si N comuts, se poate aplica formula bino-

n 2
mului lui Newton: A" = (S+N)" =Y (:) SmENE = Y (") ShENE = (g) S"N° +

k=0 k=0 k

1) Pentru calculul lui o3 se poate proceda si scriind pentru fiecare din ridicini c3 verificd
ecuatia gi adunénd relatiile obginute.
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; A" pan-l ﬂ:_l_),\n—z
(t’l‘) S™IN + (’2‘) 5"*N?. Rezultat A" = | o n 2 a1 . 24. Idem. 25.
0 0 An

a) Se efectueazi calculele; b) A2 — Tr(A) - A+ det(A) - I = 0. 26. a) A> - 54 —2[, = 0;

b) A2 —3A-13I; = 0; ¢) A> —9A+ 121 = 0. 29. a) A? — pA = 0, deci A% = pA. Se

obtine A™ = p"*A; b) A% — 61, = 0, deci A2 = 5I,. Se obtine A% = %I, si A%t = 64

z

sau inc¥ A" = {6,2._1?’ dacdn=2k

67 A dacEn=2k+1

n n
liza formula binomului lui Newton: B" = (I2 + A)" = Y (2) kAR =) (:) AF =
k=0 k=0

n n _ n _ 1_ k—l
Iz+§<:)Ak=Iz+kZ(:)Pk ‘A=Iz+(2(:>p" l)A=Iz»+(——-’2—Aefcc.
= =1

k=1
31. a) A2-4A+4I; = 0,deci A2 =4A—-4L; ) A=1-A40-I = a; = 1,by = 0;
A% = 4A—-412 = a2 = 4,b2 = —4. Din egalitatea A™*! = A. A" se obtine A"*! = (anA+bnl2)A =
anA? + b, A = an(4a — 412) + bn A = (dan +bn)A — anlz. Dar A™! = an41A+bn + 11z, Prin ur-
nt1 =46y + bn
bn+1 = —4an .
prima relatie, obtinem an+1 = 4an —4an-1 58U Gn41 —4an +4an-1 = 0. Se cautd pentru a, solutii
de forma an = "; deci @ns1 = r"*?, @n—1 = r"~1; introducand in ecuatie rezult¥ r¥ —4r +4 =0,
deci 11 = ro = 2. Asadar an = a2" + On2"; a si b se determind din conditiile initiale, obtinand

a=0 = % Deci an = -;-nZ", apoi bn = (1 —n)2". 32. a) z° — 9a + d)x + ad — bc) = 0.

30. b) intrucat I, si A comuts, se poate uti-

mare, obtinem: . Din a doua relatie rezultd b, = —4an — 1 (n 2) gi inlocuind in

identificand.b) id. reducind Y? etc. 35. Se efectueazi calculele. 36. a) AB = (g g) =0.
Capitolul III. DETERMINANTI

1. a) =2; b) a® —b—(c? - d); c) ® + 1. 2. a) 1; b) sin(a— B); ¢) cos(a+ B); d) e, deci cosa.
7. a) Se aduns linia a doua si linia a treia la linia intdi; b) Da; c) Se combind 6 a) cu 7 a). 9. Se
adun3 linia intaila linia a doua; liniile a doua si a treia devin proprotionale. 10. a) —4; b) ab; c)
psind. 11. Se scade coloana intéi din celelalte doud, se reduce la un determinant de ordinul 2, se
dau factor comun pe coloane b —a si ¢ — a etc.

Capitolul IV. RANGUL UNEI MATRICE. MATRICE INVERSABILE

2. a)r = 2; b) r = 4; ¢) r = 3; d) 7 = 2 (matrice al clirui determinant este V3(1,2,3)). 4. a)
r=2,VaeR;b) r=2 Vp,q€ R, c) Dacs o # —6, rangul este 2, iar daci o = 6, rangul este 1.
d) Daci m # 3, rangul este 3, iar daci m = 3, rangul este 2. 6. Regula este: ,a si d isi schimba
doar locul (intre ele), iar b i c igi schimb# doar semnul!j‘.

Capitolul V. SISTEME DE ECUATII LINEARE

1. z1=2,22=-2,23=3. 2. &1y =3, 22 =4,23=5. 8. 1 = -1, 22 = -1, z3 = 0,
=1l 4 o1 =1 22=2,23=-1, 24 =-2. . 21 = -2, 20 =2, 23 = -3, 24 = 3. 6.
Ty=T2=23=24=0.7T. 51 =3, z2=1l,z3=1. 8. 1 =1, 22=2, 23 =-2. 9. 1 =1,
22=2,23=1 10. 21 = -2, 22 =1, 23 =0,24 = -1. 11. 1 = 2,22 = T3 = 24 = 1.

1 2 -3 T
12. o1 =, o =-l,z3 =1, z4=-l,xs =1 18. A=}2 -1 4 1 X=1{v];
z

3 2 -5
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3 11

. DA
B=|8|;AX =B, X=A"1-B A" = — I ——lhiz=3,y=2z=1 14,

1}) 5 2

8 S 1 1

1 1 20 5 4
z=ly=-5,2=2. 18. z=1,9y=2,2=3 16. z=1,y=0,z=1 17. = = 2,

=-1,2=5 18. z =1,y =2,z = -1, ¢t = —2. 19. Sistemul este compatibil determinat;
det A = 160 # 0. 20. Sistemul este compatibil determinat; det A = 1 # 0. 21. Sistemul nu este
compatibil determinat; det A = 0. 22. Sistemul nu este compatibil determinat; det A = 0. 23.
Sistemul este compatibil determinat; det A = n! # 0. 24. Sistemul este compatibil determinat;
det A = —2(n —2)! # 0. 25. rangA = 2; rangA = 3 = sistem incompatibil. 26. rangA = 2;
rangA = 2 = sistem compatibil. 27. Sistem incompatibil. 28. Sistem compatibil. 29. rangA =

11 -4 1
A = 2 = sistem compatibil. 30. Sistem incompatibil. 31. A = (1 1 -3 7 ), rangd =

3 3 -14 -9
1 4 1 41
2, &p = ( ); Acor3 = |1 =3 2] = 0 = sistem compatibil dublu nedeterminat;
L -3 3 14 1

(2,5 —a —258;1~66;8); a,8 € R. 32. rangd = 2, Acor,3 = 0 = sistem compatibil dﬁblu
nedeterminat; (1-a-8; 8—a;a; 8); @, B € R. 83. rangA = 3, Acor,3 # 0 = sistem incompatibil.
34. rangA = 3, Acor,a = 0 = sistem compatibil simplu nedeterminat; (—8;3 + ;6 + 20;; );

a € R. 35. Sistem compatibil triplu nedeterminat; (1 -;7 , 1+3a -;36 =57 N ); a,B,v €
R. 36. Sistem compatibil triplu nedeterminat; 2 ;7, 1+3a —63ﬁ + 57,0:; B; 'y;); a,B,7 €

R. 37. rangd = 3; solutii: (0,0,0,0) si (@,2a,30,40a), a € R. 38. solutie: (0,0,0,0). 39.

rangA = 2; solugii: (0,0,0,0) si (Sa ;713ﬂ, 19a1-720ﬂ

4 - 4o -

- “*8‘75, 4"8*56, “8 5'B,a;ﬁ); o, € R. 41. solutie: (0,0,0,0). 42.
" 7 5

solui: 0,0,0,0,0) i (76 -ei 26+ o5 36); ap e R

43. m # 5 = sistem compatibil determinat (0,2,0); m = 5 = sistem compatibil nedeterminat

(,2-40,30), a € R. 44. A = m*(m—1); m # 05i m # 1 —sistem compatibil determinat; m = 0

— sistem incompatibil; m = 1 - sistem incompatibil. 45. m € R\{-2;1;2} - sistem compatibil

) & ﬂ); o, € R. 40. rangA = 3; solutii:

(0,0,0,0,0) si (

determinat; m = —2 - sistem compatibil nedeterminat cu solutia (4,8 + a,), a € R; m = —1 -
sistem incompatibil; m = 2 - sistem compatibil nedeterminat, cu solutia -_5&, llTa’ a); a€R.
46. m € R\{-1;1} - sistem compatibil determinat; m = —1 - sistem incompatibil; m = 1

- sistem compatibil determinat cu solutia (a,3a — 28 - 2,8), a,8 € R.; 47. m € R\{0} -
sistem compatibil determinat; m = 0 gi n = i sistem compatibil nedeterminat cu solutia

(a, 0, %), aER,MmM=0s5in= % - sistem incompatibil. 48. A = —2m(n + 1); dac8 m # 0 si

1 1m-1 Tmn-4m+1
2m’ 2m(n+1)’ 2m(n+1)

n = —1 - sistem compatibil determinat ( ); daci m =0, n €R,

sistem incompatibil; dacd m # 0, n = -1, m = ISE sistem compatibil nedeterminat cu solutia
(%, 7—;2,0:), aceRdacim#0,n=-1m=# -12—1 - sistem incompatibil. 49. Se obtine

a=2b=-12,c=-2=a+b+c= —-12 = varianta corecti: b). 50. detA = m; petru
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m = 0, rangA = 3 = siste compatibil simplu nedeterminat; varianta corecti: d). 51. varianta
corecty b). 52. sistem incompatibil dack rangA # rangA. Dar 2 < rangA < rangd < 3 =

3 1 -1 3 1 5 21
1 -2 1|=0=3m=-11gi|{1 -2 n|#0=>n4# -5 rispuns corect: varanta
m 1 1 -m 1 6

a). 53. A(m) = —2m(m + 1); pentru m € R\{-1,0} =, sistem de tip Cramer, cu solutia
z=m-1,y=2-m;z=m= f(m) = (m—1)(2 —m)®-m = varianta corectd: c). 54.
A = 2(m - 2)(m - 6), vazrianta corect¥: d). 5. Riispuns corect c). 56. Rispuns corect d). 57.

—22(y _ A=A+l 1 =
A=XMA-1)=>x= A(,\_l),yo-'\(’\_l),zo—0=>t—2.Rﬁspunscorectd).

58. Rispuns corect a = 1, deci varianta e) 59. Variante corectec)sid) 60. A2 =1,A3 =1,A4 =

1,...,A, =1, deci sistem Cramer. Ecuatia al0-a este: ; + 2z2 + 323 + ... + 10z10 + 10x1; +

10z12 + 10713 + 10714 + 10215 = byo. Pentru 2y =1, i = 1,15 = byg = 105 Rispuns corect b).

61. Sistem Cramer cu A = H (i-)#0=>z1=22=... =2Tn-1 = 0§ 2o = 1. Deci
1<j<i<n

solutia (0,0,0,...,0,1) =>suma = 1. Varianta corecti a).

Capitolul VI. CONICE
1. )zc =3 9c = -1, -3+ (y+1)?-r2 =0, deci r> = 25, de unde r = 5; i)
(7-3)%+(ya+1)*~25 = 0, deci (ya+1)® = 9; de aici ya+1 = £3; ya = —1+3 etc. (doud solutii).
Ecuatiile tangentelor se scriu prin dedublare. 7. a) (AB):2z +y—-2=0; (AC):.'B -2y—-1=0;

(BC) z+3y—6 =0; b) m(A) 7 m(B) T m(C) e c) mijlocul ipotenuzei w (g 3) siR=
2 2

i;—g; (a: - %) +(y - g) = T; d) dedubland, rezultd ec. tangenteiin C: 3z—y—8 =0. 8. a)

(AB): 3z+4y—12 = 0, (bisectoarea OAB) : z+3y—4 = 0; (bisectoarea OBA) : 2z +y—3=0;

b) I(L,)gir=1=(C1): 22 +y2 -2 -2y +1=0; (C2): x> +y° -2z — %y:O; ¢) distanta

centrelor cercurilor (C1) si (C2) este egald cu diferenta razelor lor; T(1,2). 9. Fie M(a,B3); (AB)

saw: £~y =0; (AC) sau: z+y=0; (BC)=z-2= 02d1 I:l:\/‘?l’dz i:l:\/él ds =8 -2|;
®+262-48-12=0;a% +2(8- 1) -14= o:ﬁ+(ﬁ71) —1=0 - elipsi. 10. ecuatia

2
hiperbolei: z2 — y* = a?; fie M(q,8); a® — B° = a?; ec. tangentei: ax — By = a?; A (%,0) si
2 az a2 . ﬂ
B= (0, —%—). Cercul de diametri AB: 2% +y% — =% + Fy = 0, ecuatia dreptei OM: y = P st
este tangent¥ la cerc in O. 11. a) z® +y?> —az — Ay = 0; b) ecua;iaa tangentei in O: az + \y = 02;

. . pLEDY A .. .
ecuatia tangentei in B: \y = az + \%; P (—-2;, 5); Stros) = c) elimin&m A dxx? z=—o
siy= A =y’ = -—%z; locul geometric este o paraboli ce are focarul F (-2,0). 12, a) Fie

(D) axa Oz si (D)) axa Oy; A(a,0), B(0,8); ecuatia paralelei prin B la (D) este y = S, iar
ecuatia mediatoarei segmentului AB este (A) = y — g = % (:z: - E) Elimindnd g8 intre (D)
gi (A), obtinem ecuatia locului: y = 2a (:c - 5) b) Fie M intersectia mediatoarei segmentului
AB cu paralela dus# prin B la dreapta (D); triunghiul M AB este isoscel, MA = MB = locul
geometric g¥sit este o parabold cu focarul in A si directoare dreapta (D;). Intersectdnd dreapta

(D) cu parabola, ordonatele intersectiei au ecuatia: y* — 28y + 8% = 0, de unde y1 = y2, locul
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geometnc este o parabold tangent# la mediatoarea segmentulm AB. 13. a) ecuatia cercului este
z*+y* ~(a+b)z+2cy+ab+c® =0curaza R = —|a bl; b) ecuatia perpendicularei in P pe

dreapta (RP) estey—c = )\_—_E(m —b), ecuata parlelei la Oz in punctul R este y = A. Eliminand

A, rezult3 locul geometric: (y — ¢)? = (b — a)(z — b) ce reprezints o parabold cu varful in P(b,c),
avind axa paraleld cu Oz. 14. a) Centrul cercului C € (D) si C(~1,A), A € R, variabil, are
ecuatia: (z + 1)+ (y — A\)? = A? + 4 sau 22 4+ 3 + 22 — 2y — 3 = 0; b) P(~1,11), Q(—1,%2),
unde 3 si y2 sunt rédicinile ecuatiei y? — 2\y — 4 = 0. Punctele M si N se afi3 la intersectia
tangentei in A la cerc ce are ecuatia 2z — Ay — 2 = 0, cu tangentele la cerc in P si Q, de ecuatii
Y = 1, respectivy = yz. Locul lui M sau N se obtine eleimindnd X si ¥, y =y, i =1,2 s
2z — Ay — 2 = 0 din g% — 2)\y; — 4 = 0 si se obtine ecuatia locului geometric y? = 4z care este o
paxabolé 15. z+y—2 = 0; 4z+3y—2 = 0; 3z+4y—8 = 0. 16. a) (D) sau: 3z—y = 0; b) (C) sau:
2?4y +2ax~2ay = 0; c) z+y = 0. 17. Fiea panta secant:e: a) (M1C1) = 4az—(a2+5)y+4a 0;
(M2C2) = az — (a? + 2)y — 20 = 0 b) locul geometric: z2 + 32 + 8z + 12 = 0. 18. a) Fie A(a,0);
ecuatia locului: 2 + > —pr+ale+p) =0 b)a=0 2 +¢* —oz = 0 19. Fie M(a, B). Se
limini¥ o i B din ecuatiile 0?8z — b*ay = 0, Bz — (@ — c)y — cB = 0 5i bB%a® + a?B% — a®b* = 0.
Se obtine ecuagia locului geometric: z% +y? — 2cz — b* = 0. 20. Din y = mz + Va?m? + b2,
obgmem ecuatia in m: (z? — a®)m? — 2zym + y% — b = 0, cu conditia: m1 - mz = —1 i gésim

——:2 : 22 = —1=> 2% + % — (a? + b%) = 0, ce se numesgte cercul ortooptic al elipsei sau cercul ki

Monge. 21. A(a,0), B(b,0), %g = -k = (1 K)2% + (1 - k)y? — 20(a — k%b) + a® — K262 =G
a4 kb a—kb DA EA

(C) cercul lui Apolonius. (C) N (AB) = D(l+lc 0) E(l A ;0) = 58 = "FB = A,

D, B, E formeazs o diviziune armonics. 22. a) 2° + 2 - A2z — Ay = O;b)dr—-y-A=0;

F(1,0); ¢) 2y —z = 0. 23. A(a,0), B(b,0), C(c,0); drepta variabils: y = m(z — c¢) si prima

. o : me  mc _ me(z — a)
bisectoare: y = z. Deci M( T e 1) si N(O,—me). AM =y = —m(c (ta NB=y=
ﬂ(z -b)=>m= -—ﬂ— Inlocuind in prima ecuatie, obtinem: Yy = o(b = ):z:y Dacid M
b c(z —b) ! b(c - a)
este coliniar cu A, B, C, locul geometric este y = 0 (Oz). Dacs M # 0, y = ;EI;— a;:r deci
locul geometric este o dreaptd ce trece prin origine. Pentru ca el s¥ devini a doua bisectcare a

c(b—a) ab ab
Be—a)’ de unde: ¢ = %—a' Abscisa lui C este T 24. Cum

A nu apartine celor dou# inltimi, ele vor fi duse pe AB si AC. Fie AB =y = mzx +nsi

AC =y = miz +n ce se intersecteazs in A si B. Rezultd m 4+ n =m; + n1 = 2 Ecuatia AB se

scrie y = mz + (2 — ) gi este perpendiculard pez+y=0=>y=2+1; AC=y=mz—(2—m1)

si este perpendiculari pe 2z - 3y+1=0=> AC =3z +2y—-7=0. Intersectand, gdsim C(7,7) si

B(-2,-1) = BC = 2z+3y+7 = 0. 25. Fie P(a,b); (PM)=y—b= ——(:z: a); (PN)=y-b=

Az — a). Rezultd M(a+ Ab,0), N(0,b— Aa). Dreapta MN are ecuatia f TR Y = —1=0,
a-—T Ab

h—(x a). Eliminédnd \ intre cele

doud ecuatii obtinem: -25 + % —1:=20 26. M(m,0), N(O,n). P (a: = lmr’y= {T-TT;) si
1-

m +n = k. Elimindnd m si » obtinem: (1 —r)z — ———y = k, ce reprezintd o dreaptd. 27.

a) Mag = 3 = mpc = —l g;l{ -2, (M piciorul medianei AG) & M(1,-3). De aici:

axelor, trebuie ca ~-1 =

iar perpendiculara din P pe MN are ecuatia y — b =
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*

BC = x+3y+8_— 0; b) I = x—azb—mc’ Yy = uy%_ﬂ = 14z + z¢ =3’
. Y8 —yYc 1 9ys+12 Tc—1 .

3 — T —* s t P = __2
ys +Yyc 6 si pe—— 3 9z +4 3-70" de unde rezultd zg = -2, ys si

Tc =4,yc = —4dsauzp = 4, yg = —4 a ¢ = -2, yg = —2. Deci B(-2,-2), C(4,—4) sau
B(4, —4), C(-2,2). De aici rezultd S = 14. 28. Ecuatia ciutat are forma: y — 1 = maz.

. . T1+ T2
i : = — i = . = d
Obtinem: z; ; 1 8 %2 =3 Tm Cum A estelmulocl segmentului = 5 )\ o, 1 e
* unde m = -7 Deci ecuatia c3utatd este y — 1 = 3% 29, (AD)=y—(A+1) = + 15
A-

(BC)=y-(A—-2)=—- 2:1r:. Eliminand A intre aceste doui ecuatii, obgmem locul geometric:

A+2
z—-y—1=0.;30. Fie C{e, 8); AB=AC=BC= (-2 +>=10=(a-1)2+(8-3)* =
sistemul: o —38+3 = 0si a2 + 4% —4a—6 = 0, cu solutia o+ 3¢ i v3), 1B = 3 \/_, ce verifici
ecuatia z—y = +v/3. Fie M in interiorul triunghiului; d(as,a B)-,-d(M Bc)+d(M ac) = h—indl{imea
triunghiului. 81. Fie A(q,0), B(b,0), C(c,d) varfurile triunghiului. Fie M(a, ﬁ) un varf al

a-b B
-b 4
. Eliminénd « si 8, rezultd 2dy+2(a+b—2c)y —d(a+b) =

dreptunghiului inscris, situat pe BC;avemci M € BC:
d(a +a)+ B(c— a)

Fie I centrul dreptunghiului:
I

2d
_Deci locul geometric este o dreapta 32, a) (d): y = mz+nsi M(a,B = ma+n); P(a, 0);
Q(0, B); ecuatiile dreptelor: y = m(z —a); y— B = —-%z, de unde a = m:cm— y, B = z -f-mmy si
eliminand a §i 8 = (1 —m?)z+2my —mn = 0; b) ecuatiile dreptelor y — 8 = mz; y = — -1-:1-(:1‘ —-a)

si B = ma +n. Eliminind a si 8 © 2mz + (m? — 1)y + n = 0. 33. a) Ecuatiile tangentelor la

hiperbol¥ paralele cu o directie dat¥: y = mz+va*m? — b2 = (a?—z?)m?+2zym — (B +3°) = 0
2, .2

cu my §i mg, astfel incat mime = —1, %‘,—% = —-1= 22 +y?—a® +b® = 0, deci locul geometric

est un cerc cu centrul in origine, de razi r? = a® — b%. b) Ecuaiiile tangentelor la paraboldi paralele

cu o directie dat#: y = ma:+-2—n; = 2zm? ~2ym+p=0; numes = -1= %= -l=>z= -3

(directoarea parabolel) 34. d.)D 8r—3y—36=0;b) 2% +y +p22:z: P+2y+2p=10:¢)

2z+y-2=0. 35. a) —2—0-1 = 0; b) M(6,5). 36. Scriem ecuatiile fasciculelor corespunzitoare

vérfurilor si impunem condlt,la de paralelism gi obtinem: ¢ + 3y — 9 = 0; 68x — 17y + 57 = 0 si
65z — 26y + 72 =0.

ELEMENTE DE ANALIZA MATEMATICA
Capitolul I. MULTIMEA NUMERELOR REALE SI FUNCTII NUMERICE

1. a) T12 = £1; by T1 = 1; zo3 = (-1 £iv3)/2; ¢) 11,2 = +1, 23 = +i; d) 71 = 3, 22 = 4; e)
z=4f)zel;g)12=23;234=x3, W) F =y, y>0 =3, y2=1z1 =1, 22 = 0; i)
Se imparte ecuatia cu 4%; se noteazd (3/2)* = y; y > 0; g1 = 3/2; y2 = 2/3; z1,2 = £1; j) Se va
observa ¢ (24+v3)(2-v3) =1, 2+V3)* =4, ¥ > 0, p12 =2V T2 =L k) 1) = 1, 22 = 2,
z3 = 3. 2. Dac3, prin absurd a > 0, atunci rezultd ¢ + b > 0; analog dacd b > 0. 3. Se va utiliza
proprietatea |t! < a(a > 0) & —a <t < a. 6. a) Se obtine echivalenta cu (a1b2 — azb1)* > 0
b) Se obtine echivalenta cu (a1b2 — a2b1)® + (a1bs — a3b1)? + (azb3 — aszb2)® > 0. 7. Se va pune
conditia A < 0. 8. Se aplici 6 a) pentru ¢1 = @, a2 = b, by =sinz, b2 = cosz. 9. Se va demonstra
inegalitatea echivalent obginut3 prin ridicare la p3trat a ambilor membri. 10. Se lucreazi prin
dubli incluziune. 11. (i) = (ii). Cazul I: £ > 0. Atunci, in baza lui (i) pentrua =15 b = z,
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existd p € N astfel incat p- 1 > z, adicd p > = (observim c3 p € N*). Asadar multimea inclus3

in N*, A, = def {p € N* | p > z} este nevidi. Fie ¢ = minAz; deci g € Az, deci ¢ > z sau (1)
T < g. Mai rezultd ¢ — 1 ¢ A; cHci, In caz contrar, s-ar contrazice faptul ci avem ¢ = min A;.
Agadar ¢ — 1 < z (2). S3 notdm g — 1 = »; din (1) si (2) rezultd n < z,n — 1, c.c.t.d. Cazul II:
2 =0; ludm n = 0. Cazul III: z < 0 Atunci —z > 0 si deci, in baza celor stabilite la cazul I, exist¥
m € N* astfel incat m < —z < m + 1; rezultd —(m + 1 < z < —m. Notim —(m + 1) = n, deci
ne€Zsirezutin <z <n+1; (ii) = (i). Dacdb<a,ludmn=1,decin-a=1-a=a > b; dacd
b=aq, luim n = 2, deci na = 2a > a = b. fie acum b > q; rezultd b > 0. Considerdm num3rul
strict pozitiv b/a; pentru acesta, in baza (ii) existd p € N astfel incat p < b/a < p+ 1. Notim
p+1=mn.12. a) inf A = a, supA = b; b), ¢), d) idem; e) inf A = 0; pentru stabilire se arati ci:
(i) 0 < z,Yz € A; (ii)) Vm € R majorant pentru A, rezulti m < 0 ( se lucreazi prin absurd si se
aplicd axioma lui Arhimede); supA =maxA =1¢€ A; f) infA = a; supA = co; g) inf A = —

supA = b; h) infA = —o0, supA =o0. 14. a) 2 € [2,3);b)z=n+04,neEN;c)z=n+ 4,
n€Zsauz € {...,~2,6;-1,6;-0,6;04;1,4;24;...};d) z =n+0,5,n € Z; e) z = 0; f) z € [0, 1);
g)z€Z;h)zeb;i)z=n+v2, n€Z 16. Selucreazipecazuriz <y,z=y,z > y. 17. Avem
-z < |z} = V22 < VT + 77, de unde prima inegalitate si analog = < |z| = V22 < VI + 22 etc. 18.
a) Dacd a > 0, atunci f este strict crescitoare, iar daci @ < 0, atunci f este strict descrescitoare;
b) f strict crescitoare; c) f strict descrescitoare; d) f strict crescitoare. 19. f nu este strict
descrescitoare pe R*. 20. a) f(x) = —2z pentru x < —1, f(z) = 2 pentru z € [-1,1], f(z) =

pentru z € (1,00); b) Discutie: m < 0=>z € @; dack m = 2 = z € [~1,1]; dacd m > 2 => ecuatia
admite solutiile unice z; < 1, x2 > 1. 21. Se procedeazi aseminitor. 22. Daci a # b, se va
observa c& f(a) = f(b) = |a — b]; dacd a = b € R*, atunci f(z) = 2|z — a| si se va observa ci
f(0) = £(2a) = 2|a|; dack a = b =0, deci f(z) = 2|z|, se va observa c¥ f(—1) = f(1) = 2. 23. a)
h(z) # 0; b) g(x) 2 0; c) g(x) > 0; d) —1 < g(z) < 1. 24. a) f impar¥; b) f impar¥; c) f impar;

d) f impars; e) f paré f) fou este nici paré, nici lmparé 25. f(0)=0. 26. f 1dent1c nulsd. 28.
2n 1

a) pr(z) = 1+ o7 -l- TR (2 )0 giis(x) = + TRRRRRI o @n= 1)" b) ps(z) = Zak cos kz;
k=0
if(z) = Zb” sinkz; c) ps(z) = (e® +e7%)/2 = cosh; ig(z) = (e — e"F)/2 = sinhz. 29. a)
. k=0

T=277;b)T=21r;c)T=1r;d)T=7r;e)T=7r. 30. b) m; 4. 31. a)Dacﬁ%:Eq—Sf

. 27
perioadd ciutatd este pgr; b) ; = —23? = §, deci % = %2- = T => perioada ciutatd este 217;
»  2E

MB _ 2 e 32 @) T=2%b)T=1¢T=3dT=4 3 32 37 a)

Avem relatiile (1) fla—=h) = f(a+h) si (2) f(b— k) = f(b+ k)Vh.k € R. Atunci, pentru orice

h e R avem f(a—h) (i) fla+h)y=f(b—(b—-a—-h)) = @ fb+(b-a—-h))=f(2b-a—-h)=

fla+2(b—a)—h) = fla—h+2(b—a)). Asadar f(a — k) = f(a — h + 2(b — a)). Punand
a - h = x, rezultd cd f este periodici de perioadd T = 2(b — a); b) Nu (S-ar contrazice definitia
functiei, care cere la un z dat, si corespundi un singur y). 38. Fie z € R, oarecare; deducem
succesiv: f(a +z) = f(a — (~z)) = 1/f(~z) = -1/f(z), adicd f(a + z) = -1/f(z); apoi
f(2a+2) = fla+(a+2)) = fla— (—(@+2))] = 1/f(~(a+2)) = ~1/f(a + ) = f(a+2). Deci
f este periodics, de perioadd T = 2a. 39. Se arat intdi c& in afars de f(z) # 1,Vz € R avem si
f(z) #0,Yz € R. Apoi, urménd o cale asem#n#toare cu cea din problema precedents, se arati
cd f este periodicé de perioadd T' = 4a. 40. sin?z = (1 — cos 2x)/2, deci functia f este periodici
de perioadd 7. Pentru functia g se lucreazi prin reducere la absurd; fie g periodic3, adic3 existd

I

dar 7 =
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T > 0 astfel incat g(z + T) = g(z),Vz € R. Deci: 2+ T +sin(z+ T) = ¢ +sinz,Vz € R. Dand
valorile T = 0, respectiv = = se obtin egalititile: T'+sinT = 0 si T — sin T = 0, care adunate,
dau T = 0, contradictie.

Capitolul II. SIRURI DE NUMERE REALE

3n+2 _3n+4+2 5n 5n _ 5 . 5
s +654n+6_4n+6<—_ ,VneN deci0<a, < VneN,agadar

§1rulmtem§.rg1mtmtre0§15 b)0<an<1;¢)0<an<1. 2.3)0<2,<1;b)0<zr<1;C)

l.a)0<a, =

1 1 1 .

0<an—1—;<1,d)0<bn<1+kz=lm—1+an—l+(l—;)<2(cuandelac)),
<n U S

e)0<cn_§bu<2,f)0<dnSbn<2,g)0<ansn+l+n 1+...+n+1 n+1<1 3.

1<an< Yr<2etc. 4. b)Seiak=mn. 5. ¢) (i)0<an <1; (ii) 0<an <1; (iii) 0 <an < 1;
(iv) Se extrage radicalul de ordinul n? din cei trei membri ai dublei inegalititi de la punctul b).
7. a) Pentru k > 2 avem k! > (k — 1)k; se inverseazs si se majoreaz toat¥ suma En; b) Se
dezvoltd binomul gi se va folosi inegalitatea C,’fn—lk < % 8. a) (i) Calcul direct; (ii) Se ia din (i)
k =1,2,3,...,n; b) Se folosegte a). 9. b) Se obtine an = /1 si se aplici a). 10. a) |an| = 1;
b) lanl < 14+ B ©) lon] < 3 + 5 etc. 11. &) lan| < 5; b) Jon] < 3+ 5 + 7 eti ©) fan] S 1.
13. Fui A > 0, oarecare. Se aratﬁ cd existd n € N astfel incét v/2n + 1 > A; de aici rezulti ci si
an = o care este mai mare decdt /2n + 1 va fi mai mare decit A. 17. Se calculeazd diferenta

— an41 §i i se stabilegte semnul. a) (an)n este strict crescitor; b) idem; ¢) idem; d) (an)n strict
descrescﬁtor; e) idem. 18. Se calculeazi an an+1 etc. 19. a) Se obtine ci an — an4+1 < 0; b)
Analog. 20. Se lucreazi cu raportul nt a) Sirul este strict descrescitor; b) Sirul este strict

crescdtor. 21. Sirul este strict descrescitor. 25. Se utilizeaz3 raportul a doi termeni consecutivi.
27. a) Sirul este strict crescitor §1 mﬁrglmt d) ldem, f) Se calculeaz¥ inti suma. 36. a) 0; b) 0.

38. b) nl:ngo ap =1 389.3)0< Z \/.1_ \/..3_ — 0 etc. b) gi celelalte analog. 42. a)

k=1
Numerele vor fi, o datf a; = 141 = 2, az=1+;—-g,a3=1+%=;, cyQp = 1+l=%i,'
1 1 1 3 1 n-1
larapOlﬂl—l_-=-$ﬂ2 _=31ﬁ3 Z 4) 1ﬂﬂ—1_;=_ 4. 8.)0

b) 2; ¢) 0; d) 6; e) 7; f) 6; g) 30; h)—- i) 3/e. 45. a) o0; b) o0; c) 0. 46. b) oo. 50. |as| < 3,
deci sirul este mirginit; apoi, luand n = k%, rezulty a? = 2 + coskm = 2 + (—1)*, deci este

divergent, contindnd un gir divergent. Pentru ultima ceringé, se pune aceasta intdi succesiv sub

Qnt1 1

forma lim = 0 san hm —(a.n+1 an) = -al" este mirginit; se descompune

dlferen’ga de cosinusuri in produs etc 51 a) 2; b) 1. 83. Se expnmﬁ :z:n in funche de an din
problema 52; a = 2v/2 — 2, Jim z, =0. 54. a) ¢; b) e~1; ¢) o0; d) 1; e) e%; ) e®. B5. Expresia
care se adaugs lui 1, la baz3 nu tinde 1a 0. 56. a) €%; b) e%; c) e®. B7. a) Se logaritmeazX relatia din
enunt etc; b) Se ia k = 1,2,3,...,n in a) gi se adun#. 58. co. 60. Se noteazd ¢ = Hy, —Inn - C.
61. 1. 62. Se presupune, prin absurd, c¥ ar exista o astfel de functie rational¥ f(f : E — R,

unde N* C F C R), f(z) = (= ;, unde U(z) = apz® + ... + a0, V(z) = bez? + ... + bo, unde

|4
( U(n)

a,beR, ap #0,.by #0, V(z) # 0,Vx € E. Am avea deci H, = Vin) (1). Trecénd la limitd
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. Um) _ . .
pentrun—»oo,cum(H,.—)oo)arreztﬂtanll’ngom—oo. Deci p > g, adicid p — ¢ > 0 sau

. : < H, * Un)
-q2>1. = .
P~ q 2 1. Din (1) mai rezulti (2) Wi = V()
0= %’-’-, contradictie. 63. b) ﬂango An =In2. 64. Se majoreazd gi se minoreazs. a) (i) 1; (ii) 1;
q
b) 1; ¢) % 65. % 67. b) 1. 68. 1. 78. e e 76. 1/\/7. 77. Inegalitatea se stabilegte

Trecand din nou la l_imitﬁ ar rezulta

aritand ci girurile z, = a, — 2_\/1:—T_1’ Yn = Qn — % sunt strict monotone. 79. a) oo; b) 0;

¢) 0; d) (304)° etc. 80. a) oo; b) 00; ) —00; d) 7; €) 3/7 etc. 81. a) %; b) %; c) -i-; d) 1; e)
50 g) 2 h) = - L deci Z:4) 1 i —a2 1 LS. 3 ,
—O0; f) 0’ g) 21 h) 10 18 deci 45’ l) 11 J) a/(l a) ? k) 9! l) 61 m) :01 n) ry 82. a) 0’ b)
;c)1;d)2 8. i) a=3,8=—4 7= —4 85 a) %; b) 3—'*51;1)-. 86. a) %; b) 3 ©)

2
&1-; d)1;e) 1; f) % 87. a) 1; b) 1; c) o0; d) 1; €) 4. 88. a) 1; b) i:-; c) %. 89. a) a, = lun;
1.1 1 _ P 1 1
convine gi a, = 1+ +3+...+n, b) a. = In(Inn); convine gi an = _—2ln2+—3ln3+"'+—_—nl

(n 2 2); c) an = In(In(lnn)). 80. i) kb = 6; i) yp = 5- (1/2)*1; i) zn = 5. (1/2)"? -i[-l(?,

Jm 2, =6. 81. i) h = —ogit) e = (2 + o a™l, 92, a) z, = 4; Jim z, = 4; b)
7/1\"" 3 3 2\"* 3\**
Tn =3 (5) + 3 nh_x&z,. =3 C)Tn =-13 (5) +15;d) zq = -7 (3) +10. 93. a)
n n .
Tn=2"4+3"%b) 2 = (-;—) + (-;—) 1€) Tn = (2+V3)" +(2—-v3)". 85. 8) 2, = 7-2" +9n-2";
n
nli’ngoxn =o00. 86. a) z, = (%) (cosn3—" +sin%1£) — 0; b) zn = cosna + sinna; girul nu

este neap#irat convergent (fiind doar pent%t;r unele val'gri ale lui a, ca de exemplu a = 21x), ins3
este mirginit. 97. Se obtine x, = Acos — + Bsin Tﬂ.’ deci |zn| < |A| + |B|. 98. Se noteazi

4
n
1/(¢/Tn —=1) = yn; T = 1+%) — e. 100. c) v2. 102. nli}néoz,, = atb

doua limit¥ se aplici lema lui Stolz. 105. nll’ngo nT, =1.

. 104. Pentru a

Capitolul III. LIMITE DE FUNCTII

7. ;x_xﬁ flz) = 3 mf(z) =6. 8 a) llgll f(z) = —oo, ;i&f(z) = +00; f nu are limit3 in
punctul zo = 1; b) Se studiaz3 int4i semnul functiei, iar apoi se stabileste pentru limitele laterale
in punctele +1 (toate infinite) semnul etc. 9. a) zo = 0; b) zo = 1. 10. a)0;b)0; ¢c) z € Z; d)
Z€Z 11. 8) k=-2b) k=0. 12. a) 1; b) 18¢* - 27; c) 0; d) 1; ¢) —%; £) V3; g) 0; b) 0; i)
2;j) m/2; k) =In2; 1) 0. 18. a) 2/3; b) 0; c) oo; d) oo; e) -1/7; f) oc; g) 0; h) —oc0. 14. a) -1; b)
0; ¢) 1; d) -8; €) —oo; f) m/n; g) n(n — 1)/2. 15. a) -1; b) 1; c) 1/4; d) co. 16. a)0;b) 1;¢) 1;
d) -1; e) 2; f) 2/3; g) 0; h) —3/v2; i) (a +b+¢)/3; j) 1/2. 17. &) a/b; b) 1; ¢) -1; d) -1; e) 1/2;
f) 1. 18. a) o0; b) o0; ¢) o0; d) o0 €) 1/2; f) 1/4; g) 00. 19. a) 1/2; b) 1; ¢) -1/2; d) 1/3V4; e)
3va; f) 3V/a?/2; g) 1; h) 4/3; i) 1/2; j) 5/6. 20. a) 3/2; b) 1/a; ¢) a — b; d) €% ) a®Ina; f) a%;
g)l=Ul —laculy gilz de la punctelee) gi f), deci I = a®(Ina —1); b) a®; i) a®Ing; j) a®(1+1na);
k) 1/1na; 1) 1. 21. a) 5/3; b) 1/5; c) a/b; d) a/b; e) a®/b; f) 1/2; g) -1/4; h) 12; i) (b — a%)/2; j)
2; k) 1/2;1) 1/10; m) 1/4; n) 1; o) 6; p) -1/3; q) (6% — @®)/6; 1) 1/v/Z; 5) 3; t) 1/4v/2 cos ¥2. 22.
a) v2/2; b) 1/V3; ) 3; d) -1/2; e) 2m; £) 0; g) -24; h) 1/3; i) 2/m; j) 1/8; k) Dack n = p, atunci
I =1; dacé n > p, atunci ! = 0; dack n < p, n — p = 2k, atunci ! = oo; dardacin—-p=2k+1,
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atunci ! nu existé (limitele laterale infinite, de semne contrare); 1) 1/4; m) 3; n) 1; o) 37; p) 6v2;
qQ) 1/2; 1) 3/2; s) 3; u) 3/5; v) 3/2. 23. (p—¢q)/2. 24. (i) Ln =1+ 1/2+1/3+...+1/m (ii;)
lim Ly = co. 25. a) Vab; b) Vabc; c) {/a10303...an; d) €75 ) e72; f) V& g) e/ h) e7V/¢;
i) el/en%, §) 1, k) 1/ab; 1) 15/In2; m) €% 26. a) €% b) 1/e; ¢) 1;d) e*; e) e. 27. 3) 1;b) 1;¢) 1;
d)1;e) 1;f) 1;g) 1. 28. a) 1;b) 1;¢) 1;€) 1; f) 1.

Capitolul IV. FUNCTII CONTINUE

1. a) Avem lim f(z) = lim z® = 8, deci lim f(z) = f(2). Asadar, f este continud in punctul
z—2 T—2 T2

zo = 2; b) Fie ¢ > 0; alegem § = d(¢) = §% Pentru orice = € [0, 5], cu | — 2| < §; rezultd
If(z) - 8] = |z® — 8] = |z — 2| - |&? + 27+ 4] < &, deci f este continud in punctul o = 2; ¢) Fie V
o vecinitate oarecare a punctului f(2) = 8; rezult3 ci existd a,b € R astfel incét 8 € {a,b) C V.
Fie ¢ = min(8 — a, b — 8). Conform celor stabilite la punctul b), exist3 § = &(e) > 0, astfel incat,
pentru orice z € [0, 5] cu (1) jx — 2| < § s avem (2) |f(z) — 8| <e. FieU = (2—-46,2+46). Pentru
orice ¢ € U N[0, 5] rezults (1), deci (2), de unde —e < f(z) ~8 < ¢, deci 8- < f(x) < 8+¢,
adicd f(z) € (8 —¢,8 +¢) C V; d) Fie (za)n C [0,5] un sir oarecare astfel incat 7'1_1{130 ZTn = 2
rezultd nlgxgo flzn) = nll'n;o z3 = 8. 2. Analog. 3. a), b), d) f continu¥; c) f discontinud in 2.
4.a)m=%b)m=2c)m=1d)m=0 5. aam=5b)m=Lc)m=1d)m=r. 6.
m=¢en=0 9. Nu(ex: f(z) = msin% pentru = # 0, f(0) = 0). 10. Da. 11. a) Da; b) Da;
¢) Da. 12. Functiile sunt continue. 14. Fie zo € R, oarecare, iar (@n)n C 1y Tn — To; rezultd
f(zn) = 0, deci nle%o f(@n) =0, f(zo) =0. 16. h = f —getc. 17. C = 0; caz particular. 20.
-1< f(x) £1,Vz € Ry u = -1, v = 1. 21. Analog. 22. Fiem = inf f(x), M = sup f(x),
z € [a,b]). Seia Pu(z) =m — (z — )", @n(z) = M + (z - a)". 23. Se va tine seama c# f are
limite infinite de semne contrare la 0o si ¢i este continui. 24. a) Fiind continud, f transformd
un interval intr-un interval I = f(R). Intrucat nll;?w f(x) = —o0 & nll)x%o f(z) = oo, rezultid ci
I = (—00,20), deci f este surjectivi; b), c) analog. 27. a) g(z) = z— f(2) etc.; b) g(z) = - f(z);
h(z) = z + f(z); c) Punctul zo nu exist3 intotdeauna (f(z) =z +1 etc.).

Capitolul V. FUNCTII DERIVABILE

6. a) f'(z) = f@)[n(1 +1/z) — 1/(z + V); b) £(z) = (ln(1 + 1/z) — 1/a]; ¢) f'(z) = f(@)le -

(1 + z)In(1 + z))/z*(1 + z). 7. f(0) = 0; din enunt B'I‘iﬂihl; o notdm cu A4; Vz, € R

de tine seamd de %[f(:co + h) — f(zo)] = %f(h) etc. 8. Analog. 9. Analog. 10. Se pune
f(x) = co + cr{x — @) + e2(z — a)® + ... + ca(z — @)"; se introduce T = a, iar apoi se deriveazi
succesiv ludnd apoi z = a etc. 15. a) fia_a(T) = 4pz77"; b) f™(z) =nl(p n)zP™"; ¢
1@ = 3 (-3) (-3) - (-2572) 7 @ 19 = 5 9 V) = el 0
F™(z) = (1) al/z"*; g) f™(2) = (-1 (n - 1)}/z"; h) f(z) = (-1)" 7 (n - 1)}/2" Ina.
16. a) f™(z) = (~1)"nl(1/(z — a)™*! +1/(z + a)"*'); b) analog. 23. a) Relatiile f(a) = 0 s
f'(@) = 0 duc la o contradictie; b) Analog. y

Capitolul VI. REPREZENTAREA GRAFICA A FUNCTIILOR

1. a) £1; b) 0, :l:‘/%; c) £1; d) 0; e) £1; f) 0; g) +1; h) 0; i) -1; j) 0; -2; k) 1/e; 1) e 3. a)
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0; b) £1; Nu. 7. a) (a +b)/2; b) ¢ = 7/2; c) teorema inaplicabild; d) idem; e) idem; f) idem;
g)z = (a+b+vaZ—ab+b?) /3. 8. a) 5 b) 10//3; c) In(e — 1); d) 13/36. 9. a) 31/9; c)
m/4. 10. a) z1 € (0,2), z2 € (2,00) si dou¥l ridadcini complexe conjugate; b) z; € (—0c0, —2),
z2 € (2,1/2); z3 € (1/2,3); 24 € (3.00); ¢) 1 € (—V/5, V5). 12. Nedeterminat. 13. ¢ = (a+b)/2.
14. ¢n =1/ n(n—_;-‘;sl. 15. a) f:[-1,1] = R, f(z) = 2% b) f’ injectivi (deci, cum f’ are
proprietatea lui Darboux, f’ strict monotons). 22. Se va utiliza functia f: (~1,00) = R, f(z) =
(1 =2)*—1-az. 23. Se va tine seama ci = < tgz,Vz € (0,7/2). 24. Se demonstreazs, separat,
fiecare parte a inegalitiitilor. 26. €'(z) > 0, f'(z) < 0; e(z) < :l_i_)x{.lo ety =e= tl—lglo f@) < f(=).

28. Se demonstreazi separat cele doud pérti. 29. Se lucreazi separat; punind % =1t > 1, iar apoi

t=1+ %, se ajunge la inegalitatea din problema 28. 31. Functiile sunt nederivabile in punctele
date, dar admit derivate laterale. 32. a) n/m; b) a/B; ¢) 1/6; d) 1; e) -1/8; f) 2/9. 33. a) 3/4;
b) -1/12; ¢) 1/2; d) 1/6; e) 1/4; f) 00. 34. a) 0; b) 0; ¢) 1; d) -1; ) 0; f) 1. 35. a) 0; b) 0; c) 0;
d) oo; e) 1; f) —e/2. 36. a) oo; b) o0; ¢) 2/3; d) 2; e) 1/2; f) oc; g) In(7/2). 37. a) 0; b) 3;¢) 1;
d) 0. 38. a) e"/2;b) 0; c) e¥/™; d) e”1/%; e) ¢; f) V6. 39. a) 0; b) 1;¢) 1;d) 1;¢) 1; f) 1; g) 1.
40. a) 1; b) 15 ¢) 1; d) 1; e) 1; f) ¢; g) 1; h) 1. 41. a) R, convexi; b) R, concavs; c) f concavi pe
(—00,0); convexs pe (0,00); e) (—00,~1/v3); (=1/v3,1/v3); (1/v3,00); f) (—o0, —1); (-1,0);
(0,1); (1,00); g) f convexi pe R; h) (—00,0); (0, c0); i) (=00, -2); (=2, 00); j) (0, 83/2); (63/2700)5
1) (=00, 0); (0,00); m) convexX pe (0,00). 42. a) 2 =0;y=0;b)z=1L,c=2y=0;c) z=1;
T=22z=3y=0dz=2%4z=23y=0e) z=-6/5;y=2/5f) y=0;8) y=—1; h)
z=lLy=z+4i)c=2Ly=2;j)z=0,y=0;k)z=02=1;y=0(la +00); ) y = —z — 1;
mz=0y=Ln)y=00z=0y=0p)z=-Ly=1

CLASA A XII-A

ALGEBRA
_Capitolul I. LEGI DE COMPOZITIE. PROPRIETATI

1.a)e.=1—i;b)z£=g:—ﬁ;z¢—ic)z=1—i. 2. 1)zl <2 |yl <2 lzy} < 4
0 THY zyz+(@+y+2) _ . =0 4) 2, = —
2<1+ <22 zx(y*xz)= (zy+yz+zm+4)—z*(y*z),S)e.—0,4):t.— z. 3. 1)

4
z*yeH,Vz,yeH;2)a:*yeH,Va:,yeH,m26;3)e=3,m=6;4):c’=2:__23,:v>2,
z'=2,z=2 4. log,(a® +a®) =z;a* +a® =a% a*=0,e€ 0, z1 =0, z2 = —6a. 5. =,y € R,
.’E+y€R, ry €ER,zxy €R, zxy = yx*z, (:r*y)*z:z*(y*z)) Vz,3,2€R,e=0. 6. G1. b=a,
a®=a,b?=bGs.a=ba=b=0,z*ry=xy,a=b=1,zxy=gy+z+y. 7. 220,y >a,
xy>ac zxy>alog,zy>a,zy>a*a’>a%a<2 8. e=2.9.1)Gy. b®—ac—-b= 02
e——-EZ ble. 10. |z| <1, Jyl < 1, |zy] < 1, e—O:c = —z. 11. G1,G4 e=0,z' —a:—l’

—¥

1,
1 y‘<
z . 1 1
((1 m’;)),<1,(l-wQ)(l—y’)>0;2)z=§,y=z=0,(w*y)*z¢z*(y*z),z=0,y=§,

TxYFYxT,c*e =1, lx—_:z'=37, e(l1-2%)=0,e=0, 0%z = — #z; T # 0 contradictie; 3)

zeR\{1}. 12. a=1,b=-1. 18. 1) |z| <1, lyl <1, Jay| < 1, jz*y] < 1,

T—Yy—2+2rY2

t=zxy€(-11),1-tz#0,txze (-11), [t*x2| <1, |txz] = T_zy—sz+0z

< 1. 14.
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b=2a,a; =b =0, zxy =zy, G1,G4. a =1,b =2, z*y = zy+2z+2y; G1,G4. 18. a) z*xy € G;
Ty >4, (x—4)(y—4)+k—-20>0, a € [20,+00) NN = {20,21,...}; b) z*y = (x -4}y —4) +4;
G1,G4. e=5;¢c) ' =4— :1:14 = -—:%—, z € (4,00). 16. z=a1+0Vv2 y =;‘,”?‘+ b2v/2,
a1,a.b1,b2 € Q, a2 —kb? = 1, a3 — kb3 = 1, 2y = (a1a2+2b1b2) +(az2b1 +a1b2) V2, @102+ 2b1b2 € Q,
a1bz + azby € Q, (a162 + 2b1b2)? — k(a1bz + a2b1)? = 1; (2 — k)[2a102b1b2 + 26363 + kbT03] = 0,

ki =2€N k= —2“”%;3“” €Z 17. oy =b =003 = % b2 =1 18. z =2i, G, G4

19. a=220. G, Gs; e= -1, z € R\{-1}. 21. A >6. 22. T € Q\{%}. 23. z = —In3.

Lo . er = m_7\.(_79 5 _1\.(3 7
24. e= §(l+1). 25. e =12;er =-21) (12 8)’ ( 8’8)' 2) (6' 2), (2, 6)' 26.
b? = b+ac. 27. a) (z*y)*z = z*(y*2); b) 2"~ (z—1)"+1. 28. a = 4m+1,b=m, c = 16m+4,

m € R. 29, ¢ = 3. 30. a)c='1;b)e=—E;c)m*y=2(z+1)(y+1)—1,m>—1,y>—1,

zxy>-1.8l. m=1 32.a)a=1;b)e=0,2' = ml;meR\{—l} 33. a) G1, G2, e =5;
b)a' =4+ 12 eZz € {3,5). 34. e—4:c€{15},a:—3+x13 -2 :ez:ce{24},

zeZ\{2,4}, 2 ¢Z. 35. e€ 0. 36. e=3; G1, Gg; (z—2)" +2, 87. (3,-1). 38. ¢ ==

89. z = a1+ b1v2, a1,b1 € Q, y = a2+ b2v/Z; a2, b2-€ Q; 7y = @103 + 2b1bz + (arb2 + a2b1)V;

a102 +2b1by € Q; arba +62b1 € Qe=1=14+0v2, z =a+bvV2 € H, :c’=a—bi/§€H,

z#0 40. r,ye M,zxy=Tz-1)(y—-1)+1€ M. 41. b=2a,a=b=0,a=—2—;b=_1.
2

42, zx(y' »2'). 48. a) G4, G1; b) e = 0; ¢) (:c+%) >2,z2€Z. 44. a = % 45. Gy;

a=bGy, (@®-a)(z—2)=0,a=b=0gia=b=1. 46. {(2,3),(3,2)}. 47. 8) z> 1,y > L,

x*y_1+(z-1)'8(v-1>>1 b) Gi;c) lg(z*xy—1) =lg(y*z - 1). 48. z € {-3,~1,0,2,3,5}.

49. f7' = f_¢; f-a- 50. a.=1,b=5,c=20. 51, e; = ~1,e2 = —i, 2> + 9% = —? 52. 1)
2’ = g; ;ez ze{1,2};2)(2,3). 53. (z—-3)"+3,e=4,n=4.

Capitolul II. MONOIZI. GRUPURI
1. zxy = 1——(z—l)(y—1)ER1,e——1 =14 2o 4 _2H3 o Mt =

z—1 T
(-'El +i 4 )+<w2 +y2 4 ) ((:m +:L'2)+(y1 +y2) 4y +y2) )
-0 % -y2  T2—Y2 —(1 +y2) (z1+ x2) — (g1 + y2)
e=0s, Ac M, A'=—A. 8.G1,Gq,a+b=0,a(a+1)=0,b(1-0)=0,a=b=0; z+y = zy,
e=1L,2 e€R,ceRa=-,b=Lzxy=zy+z+y,e=0,2z €R, z€R\{-1}. 4. a)
T,y €(-1,1) |zl <1, |yl <1, leyl < L, [z*yl <1, Gi: (z+p) xz =z *(y*2),Va,9,2 € (-1, 1);
Ga: e =0; Ga: ' = z; Ga: z*y = yxz, Vz,¥ € (-1,1); b) m = 1; f(x) este bijectivi,
f:(0,00) = (-1,1), f(z) = ——7; (1R+, ) = (G,%); f(zy) = f(z) » f(y), Y=,y € RL. 5. a)
‘A-A =D, det(*A- A) = det I = 1; det’A.det A = 1, det’A = det 4, (det A)? = 1, det A = *1;

far bh b az b2 b2
b) Gi, Gz, e = Iz, Gs. A'eM, AP =tA. 6. Mi=|b a1 b |; Ma={b2 a2 b2 };
b b a b2 a2 b

100 a b b
det M) =det M2 =1, My-Ms € M,det(MiM2)=1;Io=}0 1 0] €M M= (b a l));
001 b b a
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[Ty oy
M* = (y z y) » @ = a’=b% y = b%—ab, M™' € My, My-Ma = Ma-M,, (M, ) grup abelian.
y y
7. M = {I3, X, X? X3}, G1, G2, G3: 4. 8. T € G, z*y € G. Presupunem z*y = 1, rezultd z = 1
n
sau ¥ = 1, contradictie. G1, G2: es = e =,.li.n.}° (1+ ;1;) ;G1, T =els € G, Gs4. 9. a) G1, G2

16=1;Gs, ' =2-=; Gq; b) T+ y+ 1. 10. 21,22 € Ars, 2122 € Ar, |n122| =1, || - 22| = 7,
rP=r =0, Ao = {0}, (Ao,") grup,e=0,r=1, A1 ={z]|2€C, |z]=1};e=1,Gy, 2’ = -i-,
(A1,-) este grup; b) A1 C M; 1,—1,i,—i € M. M este stabils fat} de adunare, 1+1€ M, 2 € M.
Prin inductie matematicX n € M, Vn € N*. Analog —n,ni,—ni € M, Yn € N*. Din 1,-1e M,
rezultd 1+ (-1) =0 € M, declaeM Ya € Z, bi € Mgidecia+bie M,Va,be Z 11. 1)
A(z), A(y) € H; A(z)-A(y) = A(z+y) € H; Is = A(0), A~ (z) = A(-z), A(z)-A(y) = A(y)-A(z);
2) f:R - H, f(z) = A(z), f este bijectivi, f(z +1y) = f(z)- f@),Vz,yeR, R,+) ~ H. 12,
21,72 € H, zl =1 +9v?2, 22 =22+ 12V2, 2122 = (mlzz+2y1yz)+(w1y2+$2y1)\/_ T+yv2,
z,y € Q z* -2 = (z122 + 2n1n)? - 2(zwz +zam)? = (2} — 2§(2F - 23) = 1; Gy, Ga,
e=1=1+4+0v/2€H. ' =2'+yV2, o' = - 2,y %,z’:z—yﬁ,(}{,.)gmp
abelian. A1,A2 € M, AjA2 € M. (a182 + 2b;bz)y— 2(a1bz + 2(12b1)2 (af - 2b})(az203) = 1;

Gi,e=1I;Gs, Al = (_‘;b ab) € M, A1A2 = AzA,, (M, ) este grup abelian. f: H — M,
e+ yV/2) = (21;/ z), f(z) este bijectivi si f(z1,22) = f(z1)f(22), 21 = T1 + 1 V?; 22 =
T2+12V2. 13. 8) Gy, Ga, € = Ip; Ga, A~ = ((1) "‘), (G,) este grup; b) f : Z — G,
f(k) = (1 ") £(k) este bijectiv. f(ky +kz) = f(k1) - f(ka), Vhs, k2 € Z, (Z, +) ~ (G, ). 14.

T,Y€EG, c*y€G, Gy, Gz, e =0; Ga,z =-2;Gq, f:GoR, f(z )--lnH—zestefunc;le

zy+1
bijectivd; f(z «y) = f(z) + f(¥) = -f—%%/ 18. zxy =(z - 5)(y - 5) +5 € G; Gy,
Gz,e=6;G3,z'—5: 24€G G4 16. z,ye M, zxy € M, e = —1, dar z = -1 nu este
simetrizabild, deci (M, ) nu este grup. 17. a=b=0,e=1, 2 = l, z € R*, (R*, %) grup;
-1 1
a=-1b= 1,1:1:' =-T7 %€ R\{-1}, (R\{1},*) este grup. 18. e. =0, z' = I3 19.
e.=0,z’=me]k1. 20.e=2,2'=4-2. 21. 1) HeC";Vz,yc H,ay € H; 2) Vz € H,

1|1 ¢ ¢
1|1 & &£

z ' e H,  |e 21 ;171 =1, 67! = €2, (%)~ = ¢; b) Fie H; C C*, H, subgrup al lui
e2le? 1 &

(€,1), 1 € Hy. Hy = {l,a,b},a®* =a- aeH1 a®=1,a=%*l,a#¢l,a=~-1 1" =1,

()7 =-1,b"1=b,b =1, b = £1, b = —1 = a, contradictie. 2) a? =6,0= 0¢C‘ a=1,

contradictie, deci a® = b, Hl—{la,a},a €EHy,a#a,a*#a% a*=1,a>5a+1=0.
22. %y € Qs G1, Gry 6. = 0,0 = 2. € Q. Gu. 28. A,Bc M, ABeM,e=1Iy

(1 i-) 2-___11\;2)f:M—»R‘,f(A)=”‘A=(221::) 2‘1;-—11)'“3‘:e

2
2
bijectivi, f(AB) = f(A) - f(B), VA,B€M. 24. fi,f2 € F(Z), f(z) =az+b, fio f € F(2),
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G, G2, €0 = 1z, fi(2) =2z i f2(2) =22+ 1, ficfa # fao f1. 2) f € F(Z), f(z) = ez +b,
az+b=y,z= -l-y - - € .7-'(Z), b € Z; a = +1. Admit inverse functiile f(z) = 2+ b,
f(z)=—-z+b, beZ 3) (f ofo.. of)(z) =a"z+b(@""! +a" % +... + a +1). Demonstratie
prin inductie matematici. 25. A1, A2 € G, A1A2 € G, e = I, A(a) € G, A"l(a) A(-a),
I€H H#Qun,n€H, |a|=|zl=1,|nzl=1,nnecH ze€H 2" c¢H; f:G-H,

f(A) = cosa +isina este bijectiva, f(AB) = f(A)- f(B). 26. z*y = (z - 2)(y 2) +2,e=3,
100 ac— b

d=2 196 m=3 27 =012,E= (0 1 0);47= §'§ < )i
o0 1 50 1
zy

1 2 0,1,2}. ) = 2
27 de elemente; f : {a,b,c} — {0,1,2}. 28. z*xy = Py g y),e $h2'=1-1;2)

£ :(0,1) = (0,00), f(z) este bijectivd, f(z xy) = f(z) - f(y). 29.e. = =2, = —4 —z. 30.

e=Ih, A" = o (_"c 2 . 31. A, A; € Ma(Z), A1 + Az € Ma(Z); ex = On, A' = —A4,
VA, Be HHA+Be€ H,-Ac H. 32, f, este morﬁsm de grupuri, f, este injectivd, f, este
surjectivd; 2) Gi, G2 G3. 33. G1, Gz eL =€, 2) =a” leyalxz!. 34. zxy €G. e. = ¢,
2’ =emz. 35. zxy=(z—-2)(y-2)*2,e=3,2' = 22— ;EG‘ byz=5€G. 36. e. =0,
zxy=f(f@@)+ fW), f: R = R; f(z) =2, f(x) este bijectivi. f(z *xy) = f(z) + F(¥);
2) (1,2), unicitatea. 37. z*y € G; z € G; y € G, e« =0, =’ = —z, f(z) este bijectivi, flz+y) =
a1k ek _ 1 _
f@) + 1) 38 zry € Gen =0, ;7 = BT gy = £ (@) + S £7O) = 0,

o = f Y =f(@) = —fF 1 f(z)) = —z. 39. 1) e =4, :c.—3+—1——' 2) a = 1, b = 3; 3) inductie

matematici. 40. a=1,b=1,¢=-1991. 41. i) a=3k £ 1; b 3k a?+b®=Msz+1,a=23k,

b=3k+1,a%+b® = Mz +1,a =3k+1,b=3k+1, a®+b% = M3 +2, a—b3k b =3k, a2 +b% = Ms,
a

3(a, 31t 2)detA¢o,ABeG,h=(; ‘1’);A-*= A 4B a? 48 ) i) 0 be {0,1,2)
a’-i-b2 a’+b2
3.3=9, (a,b);é(o') G are 8 elemente. 42. a,be H,abe H,a€ H,a" ' € H. 43. i) a =2;

iii) f:R—G, f(z) = A, A€ G. 44. ABE M, I; A~} =(; 1).45. ea=0,z"=zi1.
101

46. e=A0)=|0 0 0. 47. e¢{a,baxbbxa}. 48. 8a) 1, o€ H, 1 +T2 € H,T€ H,
1 01

—-T e H;b)r € Q, f(z+r) = f(z),Vz ER;r € Q, Iz €R, f(z+r) # f(z). 49. a)z € H, 2" =1,
H=Upb)i=12,...,n~1,z; = 1—¢;, —[(1 —2)*=1] = 0; —~CL+C3z+...+(- 1)"Crz™! = 0;
conform relagiilor lui Viéte, 122 ... ZTn-1 = C3/CR = n. 50. a) e. = 0; b) f(z) este bijectivd
flz+y) = f(z) * f(y). 51. f(O) = 0 f(=z) = —f(z),Yz € N*. Fie f(1) =k, f este bijectiva,
k€ Z\{0}. Daci n € N*, finy = f(1+1+4...+1) = fQ)+fQ) +... + f1) =nf(1) =k -7
f(-n) = kz, k = f(1) € Z*. reciproc f(a:) = kz, automorfism (Z, +), k = 1. 52. I,. 53.

= = = = 8 o 23
e=1 84. ev=d,d *a=axa' =e. B5. Txy=2(z—1)(y—- 1)+1,e_2, = =1
56. zxy=( -2y —-2)+A2—-4 A =6 x’=2+-:c—i—2. 87. zxy = (z —a)(y —a) +aq,
e. =a+l, mﬁ:w, fa : Ga = R, fa(z) = In(z —a); fa este bijectivd; fa(z*y) =

. z—-a
fa(Z) + fa(y). Pentru izomorfismul (Ga,*) = (Gb,*), f : Ga = Gb, f(z) = z+b—a. 58.

G4-a=b,G2-e=(i——ag-:il-,‘v’mem,a=b=l,e=l. 59. a =b=1, e = —1997.
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at+bd
1+ab)’
(1+a)"-(1-0a)",

60. 3) M(aQ)M(5) = M s = M(0) M) = M(-a); b) M@) = 11 (223,

1+ a2
1-

M(an) = M"(a); an = 2 < Jlim an =1. pentru

c) pentrua >0,0 < ——

Q+a)r+(1- a)"' 1+a

€<0,0< i+"<1 lim an = -1, hma,._”;ae(-l,O)u(o,n. 61. ) A1, Az € M,
1 1
1,1 P ‘1‘ a

A2 € M, E = § 1 § ;b A€M 347 = 0 1 0 [ dackiabeR. 62
3 0 3 L0 &
2 iz 4a 4a

a)z=3+§ble=1-i¢) 2 = i_*_z,numaidacéz;é= i, deci (C,*) nu este grup. 63.

a -~2b

My, M € G, MleeG, LeG M= ( e ) 64. a) (1,3);b)e= -2,z = -4 —z;

-
c) f este bijectiv; f(z xy = f(z) + f(y). 65. zxy=(z~1)(y-1+1;e=22 = vt

1 3 7 11;e=1;b) (0,0). 67. a) Vil —a2— 2+ 2= /(a? - 1)y - 1)+ L; b)
11

7
5

—

es = V2; ¢) Imf € (1,00); a = b = 1, f bijectiv; f(z,y) = f(z) * f(y). 68. e1 = Iy, e2 = 1;
c) f bijectivd; f(z122) = f(21)f(22). 69. a)a=b=0;a=b=1;b)m #0, n = —m. 70.

a=1>b0=2 T1. My € P, Mo(zo,¥0), To = gp Not#m M(t) pentru M (2p’ ) € P; M(t1),
2 2 :
M(tz), t1 # t2, Mmp(ey)M(ea) = o _f V= o _f oo 0(0,0), M(t1 + t2) reprezint¥ punctele

de intersectie ale dreptei paralele cu M(t1), M(tz), cu paralela M(t;) + M(t2) = M(t; + t2);
v [ 2P o R, (M) =t f(My+ M) = f(M) + f(Mz), M(0) = O(0,0) si opusul lui M(t)
este M(~t). 72, e=l;z*%=1;a>0;a*a=1,a<0;x£=;,x>0;a:'.=x,x<0.
73. e=-2. 74. a =b=1 75. e——a, z'=-2a-2 76. a €C, Gy G, e =0,
a#0,a=1 177 1) {20 -2}; 2) e =0, 2’ = —x; 3) f este bijectivd f(z +y) = f(z) * f(¥).
78. e—lm— 79. e=0,a=0 80. zxy=(z+3)(y+3)-3; e = -2.
81. Ml(acoscm,bsmtpl), Ma(acosp2,bsin a); My x My = M(acos(pr + p2),bsin(p1 + ¢2)),
MMM, = —gctgm, e = A(cos0,bsin0) = A(a,0), simetricul lui M(acostp,béincp) este
M(acos(~), bsin(—p)). 82. Ar,A2 € Hy, Ay + A2 € H,, Ae Hi,—A€ H, 83. z,y € G,
TxY = (-1 -1) +1,m=2 84. (1,1). 85. f(z+p) = f(z)- ).

-D-1)+(=z-2)(@y-2)
86. a =2 87. a)me {0, b)m=1e=0c)m=1e=0z' = -z 88. &
X+X=(XNCx)U(CxNX)=0,XNCx=0;b) XCM,YCM,CxCM,Cy CM
XNCyr CM,CxNYCM, X+YCM;e=0X =X, X+X=0 8. a=b=0
zry=zy,es=l,a=-Lb=1zrxy=zy+z+y e =0; A={(0,0),(-1,1)}. 80. e=C
1 a2z a3 a4

a=0. 91. e =(1,0,0,0); = = (a1,a2,a3,a4), T’ = —,———,——,——), TrYy £ Yy*xz. 92
a1 Q1 a1 a
4 2

XeM,X=z-L+yA A= (_9 4); A? = -2D; I, € M, det X = z® + 2% # 0, existd
X' X=X-X"=I 93. e=I,detA#0. 94. e, =0. 95. a=1,b=1, ¢ = —3;




.
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- e - _1 dz+3 -9
A={(1,1,-3)};z=-4.96. e =0,e= 5 M= 2,z = 4(m+1),az -3,z' = 8,3:—2
g = —%; —g. 97. a=1,b=2 98. i) b = M(1), M~}(z) = M(%); ii) f:R" = M,

f(z) = M@). 99. ) e =00 = ——Z=i 1) 1 G = M, f(@) =2 +1, M = £(G) = (0,00),

f(z+y) = f@)of®@),Vz,y € G; (z+1)o(y+1) = (z+1)(y+1),Vz,y > ~1; xoy =zy,Yz,9 > 0,
(M,0) = (R%,"). 100. A® = Ir; A%% = A% i) I; A = A% (A®)™' = A 101. §=e+]1,

:c=e+1,:v’=e+1,a=2(e+1),x1=e—1,:z:z=%—1,6: (ee) 102. fao fo = fobs

a=1,b=0,e.=f1,a,>0,faof,,:=f1,aa’=1,a'=%; l=f ;). 103. e = M(1),

1 -1 2
a=1b=1e=5 105. z1 =1, 22 = ("“)(““), z3 = (a.—l)z(a.+2), M(a)

este grup multiplicativ, M(a) = {1}, a2 =0.

Ml )=M (%); a €R*; f:R* = G; f(z) = M(z); M(e) = (g :1) +a.<“1 i). 104.

= {:L'1,3:2,m3}

Capitolul III. INELE. CORPURI

A~ A~

1. {1,5,7,11}; {1,5,7,11}. 2. a) 414z € K; 2122 € L; b) se verificy axiomele.corpului; c)

f:L = K, f(2) = 4 =a+b\/5,A=(: ?) 3. @,ﬁ,g}. 4. zc A %€ A —T€ A,

(—a:)6=—x,(—z)s—xs—:z:,z=—x,m+:z:=0,1+:z:eA,(1+x)6=1+:z:;:c‘=—m2=z2;
z=28 =22 =22-2* =z =2’ ,Vz e A 5. {1,5}. 6. a) e. = -3, 2. = -3 -1, ec = -2,

o = —2::_38, € {—4,-2}, =t = {—4,-2}; ¢) nu. 7. 1) f bijectivd, f : A = A, A multime

ﬁntu, 2) f bijectivi; 3) (1+1)(1+1)-1+1+1+1—0 corp, 1+1=0; 4) 2 € Z4, dar nu existd
3! 8.a=1b=1,c=6 9. G={1,5,7,11}; f: G~ K, f(1) = 15; E=RxR. 10. e4 = Oz,
e=hL 11. e, =0z e. =L, f : M 5 C, f(A) = z, z = a+ bi. 12. {1,2,4,5,7,82 =5.
13. 2,10). 14. (1,3). 15. (3,9). 16. 1. G (a,b,¢) € {(0,0,¢),(0,1,0),(1,0,0), (11c)},c€R
a=1,b=1,c€R, Gz, Gs;z*xy=2+y+¢; 2 ¢c=0.17. a=1b=1;c=6. 18. ZI,ZQEZII],
21422, 2122 €2Z[1],32) 2122 =0; a1 = by = a2 = b2 = 0; 3) {1,-1,i,—i}. 19. a) e. =2, T, =4-1;
co=€;T)h = :_‘2 . b) f(z) = z+2, £(0) =2, f(1) =3. 20. f: M - Q[v10), f(4) = a+bVT0,
a b i

22. E= | 3 3 |; B* = B; A(2) = 22B; A(n1) - A(m) = A1 + 2); b) A(2) = 22E = f(22),

f(t) = A(z), soﬁxgle unici t = 2z, f este izomorfism. 23. ey = 02, e. = 2. 24. e_L = =3,
er = =2, 2Ty = -3, £ = -3 sau y = —3, existd z’r dack z € {—4,—-2}. 25. f injectivd si
surjectivi b) Presupunem 1+1#0,14+1+1+4+1=0,1+1= 0 26. e+ = 03, e. = I3,
necomutativ. 27. {1,4}. 28. {3,6}. 29. e. =5, e =4 T, = 4 €Zz¢€ {3 5}; b)

mi 30. A=5-0,A=0,a=50b=14 8l. e =2,2,=3, f: R R, f(z) = laz + b,
£0) =2 f1) =3,a=10b=2 32 (.5). 83. f: An, = Ang, f(An) = An. 34.
{(10’)(10') (10,8)}. 35. (k, 35)_1 24; 10 d1v1zon ai lui zero. 36. f(z) = ¢ —2. 37.

=1,z l=z,(z+1)(g-1)=2~-z+z-1=2°-1=0c+1=0sauz—-1=0,
ze{ll},A {0,1,-1}8) A={0,1},0 20,1 > 1, A Zy; A= {01-1},.4 Zs. 38.
{1,5,0). 89. a=4,b=240. e.=0;2)z€ A, isz=z%2, =0; 7, = (1 - )7 3)

Admit simetrice elementele 0 si 3. 41. {3,5 5}. 42. f: R K, f(z) = €. 43. m # 0 Im =3,
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n=0 4. A=4, z+y+z=1 er = ~1, {-3,-1}; e, = -2; 0. 46. A =

45. 2,
A=0,8=3 Awr #0,a € {6,?,5,2,3,3,}, A#0,e=23, Cramer; 2 =1,y=0,2 = 7.
(

PPN - o aay = (L _ bz (1. (. 45
A'=3,(1,2,5). 48. e, = (e1,€2) = (1,0); (a,7), = (a, m+a), (3,5)8 = (3, 16). 49. 1)
2n+2€QV?2),z=a+bv2a,beQ; 27! = pe _a2b2 + :b2b2 € Q(V2)\{0}; 3) A C Q(v2),
T € A, existl az,b: €Q, z =a: + b:vV2 € Q(V2). Daci x € A, bz = 0= A= Q. Dacj existi

TEAcub £0, V32 = % € 4, rezults Q(v2) C 4, A = Q(v2). 50. e, = (e1, e2) = (1, 0);
(z,p) = (%, —%) Elemente nesimetrizabile (0,y), y € R, M = {0} xR; z € {0,2}. 51. A =3,

{‘3\,'6,3]. 52. @ =0, caz evident. b = Baz=3; (a,7) € {(1,3), @’D,(g,ﬂ,(?,?b}. 53. a =1,
b=1l,c=6; flzr)y=c+2,a=1,8=2. 54. €s =a,Tp =2a—7;ep =a+1, D; Fiex #q,
y#a,z®y=a, (z-a)y-a) =0z =asauy =g, absurd. 55. e; = Oz; A’ = —4;
e. = I2. Daci A, - A2 = Oz rezulty A; = O;, A2 = 0;. 56. End(G); e+ =0; O¢ : G = G,
Oc(z) =0,V €G;16:G - G, le(z) =2,V e G.

3a -
0. 4

Capitolul IV. SPATII VECTORIALE

1. b) 0 = (0,0,...,0); -z = (—a1,-a2,...,—axn); c) Se verifici axiomele S1, S2, S3,54. 4.
(M2(R), +) este grup abelian; Sy, Sz, S3,8:. 7. a € K,ze€V;ar =04 a =0sauz =0
Va €K, z € V: (-a)z + o(~z) = —ax, (-a)(-z) = az; Vo, e K, 2,y € V, (a = B)z =
az - Bz, oz — y) = az — By. 8. a) Exists A1 A2 € R. astfel incdt OQ; = Mv1, OQ2 = Mgy,
'\ T =M1+ Az + T2; b) Dach exist§ a1,a2 € R, a1 # 0 (sau a2 # 0), 1, = —?’02, deci 1 si v2
1
coliniari. Contradictie. 9. 1) z = Mv1 + davz + Agvs, Ay = a1, A2 = a2 — a1, A3 = az — az; 2)
01,0z, 03 ER e+t asvs=0=>a1=az=as=0. 10. z = Aer+ ez +...+ e =
n

Z,\{e,-. Presupunem z = Aje; + Aez + ... + Mep = Z)ée; = (M1 = Aer + (A2 — M)ex +
N =1 i=1
vt =A)en =z-2 =02 A\ =X,1<i<n 11 a) ¢ € R, z = (a1,a2,a3);
z = (a1,0,0) + (0, a2,0) + (0,0,a3) = a1(1,0,0) + a2(0,1,0) + a3(0,0,1) = aje; + azez + azes.
b) a1, a2,a3 € R; ane; + azes + azes = 0; (1, a2,a3) = (0,0,0) = @y = a2 = a3 = 0. 12. 1)
o1,02,03 € R, o1v1 +a2v2 +a3vs = 0= (aon + a2 +as, 01 +aaz + 03,01 + a2 +aas) = (0,0,0),
A=(@+2)@-12#0,ae{-21}2 a# -2 a#1;3)v=(3-25) = gvl +dvs + ém.
15. fx(g*2) = f+(9(z)) = f(9(2)) = (fog)(@) = (fog) *z; lu xz = 1m(z) = z. 18. K"
are 2" vectori. 19. k", unde K = Z,. 20. Fiez € V, v # 0. Atunci aplicatia R = V, a = av
este injectivd. 21. z+z+...+z=Tz+Tz+...+To = T+T+...+De=pz =0z = 0.
23. v = (-3)v1 +0vz + 5vs. 24. A = —5E) — B2 + 6E3 — 2E4. 26. f = 3f1 — 9f2 + 5. 26.
FE14+4EDX 4+ DX+ X3 =1 (L+ XD + ()X + X2) + (X2 +1- (X2 + X9) =

_ 132 _1)3

0-140- X214 K17 4 2=1)

. 29. Se vor verifica axiomele. 30. Se verifici axiomele.
Interpretarea geometrici: elementele spatiului vectorial respectiv sunt vectorii de pozitie din plan.
32. Se vor verifica axiomele. a) =b). Din z = \y rezulti y = %m; seia p= Y (b)=>a) analog);

b)=>c) Se obtine uz ~y = O0sgiseiaa = p, B = —1; ¢) = a) Se scoate z = —-g-y si se ia

= -—g. 33. Se verifici axiomele. 84. Se arat intai c¥ f~'({o,}) este inchis fat¥ de adunare
§i inmultirea cu scalari, apoi se verificd axiomele. 35. (i) Fie w = {Oy} si fie 21,22 € wen,
J(@1) = f(x2); rezultd f(z1 — £2) = Oy deci Ty — 22 € w = {0y} deci 21 — 22 = Oy; (ii) Fie f
injectivd, iar T € w; rezultd f(z) = Oy, deciz € w = {O.}. 86. Se efectueazi calculele. 37.
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Idem. 39. a) se verifick axiomele; b) se arat¥ intai ¢ = 0. Fie, prin absurd, ¢ # 0, notdm z = V2,

deci (1) z° = 2. Dine ecuatia a + bz + cz? = 0 rezults (2) z°* = _atbz Inmultim ecuatia dat3
cu z si inlocuim apoi pe x? conform (2) si pe z° cu 2; obtinem az — b2 a+bs + 2¢ = 0 sau incd

(ac — b%)z — (ab — 2¢®) = 0. Caz I: Dacd ac — b* # 0, atunci z = -b——-_-g:T si (cum z € R\Q)

contradicgie. Caz II: Dacs ac — b% = 0, atunci rezult3 si ab — 2¢? = 0, dar avem (3) ac = b°, (431)
ab = 2¢%. inmultim (3) cu b §i (4) cu ¢, deci abc = b*, abe = 2¢%; rezultd 2c® = b%, deci 2 = 96—3-,
deci V2 = 2, contradictie. Deci ¢ = 0. Ecuatia devine a + bz = 0, deci b = 0 si apoi a = 0. 40.
Se utilizeaz3 valorile z = 0, z = 1, £ = 2. 41. Se efectueazi calculele. 42. Idem. 43. Idem.

ELEMENTE DE ANALIZA MATEMATICA
Capitolul I. PRIMITIVE

.a)——-+C b) —5= +Cj¢c) - +C d) +C; )— Cf)— +C 5 Da.
6. a) arctg2 +C, \/_arctg \/.+C b) 2arctg(2:r)+C V5 arctg(\/_ z) + C; c) varctg 3 +C
‘/_arctg\}/_— +C; d) arcsm2 +f’/‘ arcsin ﬁ+C e) 2arcsm(2m)+C ﬁa:/cim (zV5) +
1 T z=-2 2 T
C; f —arcsm arcsin— + C. T.a +C; +C;a
) \/' V7 )3 75" 7 VE )
z—-2 :c+2 1 T+
——1 Csa C; — C;b) Sed
4n +2+ + 2\/_ +\/-+Csazv,_ :r,—\/-+ ) Se da

4 factor comun fortat la numxtor etc, b) idem; b’) idem; c) idem,; ¢’) idem; d) In(z + vz — 4]+ C
Injz + vZZ - 5| + C; e) Se di 4 factor comun fortat sub radical etc.; f) In(z + vz' +4) + C
In{(z + vz’ +5) + C; g) Se di factor comun fortat etc.

Capitolul II. METODE DE CALCUL AL PRIMITIVELOR

1. a) ze® —e® + C; e) zsinz + cosz + C; f) ~zcosz + sinz + C; h) zsinhz — coshz + C; i)
zcoshz —sinh X + C; j) Se alege f(z) = arcsinz; g'(z) = z/(1 —2%)vV1—22. 2. a) zlnz—z+C;
b) zarctgz — 1/21n(1 + z°) + C; ¢) zln(z + VI+22) — VI+22. 3. a) (z® — 2z +2)e* + C; b)
2 — 372 + 62 + 6)e” + C; €) —z cosz + 2zsinz +2cosz + C; f) ?sinz + 2xcosT — 2sinz + C.
7. a) La integrala F se pune f(z) = ze®, ¢'(z) = sinz, apoi se realizeazi integrala cu G; b)
asemindtor. 12. a) arcsin{(x?) + C; b) In(z? + V¥ + 1) + C. 14. a) Se integreazii prin parti,
iar apoi se efectueazd substitugia 1 — 22 = t; b) Se integreazi prin pirti, iar apoi se efectucazi
substitutia % = t; c¢) Se integreazi prin pirti, iar apoi se efectueazi substitutia 1 + z? = t; d)
Se aduni si se scade 1 de la num3ritor etc. 15. a) Se mtroduce t = sinz, iar apoi se integreazi
prin pirti; b) t = tgz, apoi se integreazd prin parti; ¢) t = tgi, apoi se integreazd prin parti;
d) = = tgt, apoi se integreazd prin pirti; e) t = /z, apoi se integreazd prin parti; f) z =t% g)
z = t%, apoi se integreaz3 prin parti; h) Inz = ¢, apoi se integrea6 prin pdrti; i) t = arcsinz,
apoi se integreazi prin pirti; j) ¢ = /7, apoi se integreazi prin pirti; k) ¢ = VT, apoi se
integreazd prin parti; 1) idem. 17. Idem. 18. Idem. 23. a) t = €%; rezultat In(1 + &%) + C; b)
t= tg;; rezultat %arctglx/ﬁtg-;- +Cic)t= tgE etc.; d) t = Inx; rezultat sin(lnz) + C; e)

2
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VETFI+C; f)21n(:v+\/—z2_—z_+_)—-ln(2x 142V —z+1)- 1 +C;g)

22(\/:::2 z+1-1)
-V-z2+4x+5 Garcsm\/ Z+C. 24, a) arctg2 (Stg,, +1)+C b) a:+2/(tg2+1)+C c)

tgx

\/_arctg \/_

In(1+sinz)+C; d) -1 cosm(cos:z:+smz)+ In(sin z+cos z)+C; e) In(tg’z+2)+

T
2\/_1ntg( 8)+Esm(z—z)+0.
Capitolul III. INTEGRALE DEFINITE

+C;

1. a) E|(1) = -1- ib) VZ|I =1;¢) In9—In3, deci In3; d) — cos z|] = 2; e) 1; f) th deci v3 -

\/—1

2 3 T _m .5 at? 14
adici %, g) atcsmml = -5 1= h) 3 3. a) — EX b) 2 +vot c) kln—. 4. Se
expliciteazi funcgnle pe intervalele corespunzétoare gi se aplicd aditivitatea mtegralel ca functie
de interval. a) [°, (~z)dz+ [ zdz, deci 1; b) B o d:z:+fl Ldz+[3 2-dz+ [} 3dz = 0+142+3 = 6;
c) 1; d) f(z) = z pentru z € g 1,0), f(z) = 2?, pentru z € {0,1), f(z) = 1 pentru z € [1,2].

Integrala este ) + 3 +1= 5 6. Se integreazd termen cu termen ldentltatea 8. Se pune

conditia ca discriminantul s¥ fie < 0. 9. Se integreaz3 inegalitatile arctgn T

< < _
7 < arctg(nz) < i si

1 n ™
respecti —_— < < b < < —
pectiv arcsin + T arcsin(nz) 710 tindndu-se Yy nrl S an < mmrl)

. n ™ N e an
< < % 3 an
n(n+ ) arcsin arl S bn < 2n(n e dupi care se obtine delimitare pentru "

§i se aplic¥ teorema clegtelui. 10. [J lt_+d:_2 = z — arctgz. Fie f: [0,00) = R, f(z) = z -
arctgr. Se tine seama ci f(0) = 0 si hm f(:c) oo si se aplicd proprietatea lui Darboux.
11. a) Termenul general s, este suma Rlemann a functiei f, relativi la diviziunea echldlstanga

arctg

respectiv

=0 =u1x < 1 < = <. z = 1) i la punctele intermediare £ = z; = —, b) (o)
\ 1[ 1 " 1 " 1n n
8p = — [1+1+1+2+ +1+2]. Se considers functia f : [0,1) — R, f(z) = 1-{1-2:;
1 1 1
rdspuns: In2. (B) by = = + +...+ ——|, f(z) = ——; rispuns: —. (n
nli+ 8t 14 8 1-1-,,,2 ’ z?

Analog, f(z) = (—1-4_1—,:)2 réspuns: % 6) an = '(/(1+%) (1+%)...(1+£), bs = Inan

etc.; rdspuns: nli’ngo an = -Z. 12. Se efectueazi calculele. 13. Se efectueazi o integrare prin p3rti,
ludnd u = cos™ z, v = cosnzdz i se aduni dou¥ integrale, restrangand un cosinus. 14. a) Se
face schimbarea de variabils z = 27 — t; b) Analog (este generalizarea punctului a)). 15. a) Se
integreaz3 prin pirti, luand f(t) = t*~!, ¢'(t) = e™* (z este considerat ca fiind un parametru);
b), c) Se efectueazi calculele indicate. 16. Se face schimbarea de variabils z = (b — a)t + a,
care aplicd bijectiv gi continuu intervalul [a,d] in intervalul [0,1]. 22. Se utilizeazi formulele de

transformare in sume ale produselor (liniarizare) cosacosf = %[cos(a + B) + cos(a — B)] etc. a)

0; b) 0; ¢) 0; d) m; e} 7. 24. a) Intr-una din integrale se pune t = g — z; se obtine A = B;
se adund A cu B, de unde A = B = %; b) Analog. 25. a) t = —z, iar apoi la noua integrals

se trece ¢ in z; b) Se utilizeazX direct a). 27. a) Se face integrala dat¥, schimbarea de variabili

T = %- gi se gasegte I = 1; b) Se obtine f (%) = —z?f(z), deci, in baza punctului a), integrala
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este 0; c) analog. 29. a) Se scrie 1 ca tg% si se descompune suma de tangente in produs; se

distribuie logaritmul; b) Se aplici dezvoltarea obtinuti a logaritmului §1 se distribuie integrala,
iar la integrali se face schimbarea de variabild % +z= % — t; réispuns: 3 T In2. 81. a) Se desface
integrala pe intervalele [—a,0) si 0,a], iar apoi in prima integrald se pune ¢t = —z; b) Functia

z— f(z)= %—F_——— "’:1—1 satisface conditia de la a), cu k = 2. 82. Se face schimbarea z =1 —¢,

se rescrie noua integrald cu z gi se adund cu cea din enunt; rezultat l 83. a) Se face schimbarea

z=t-T; b) Se face schimbarea z = t + a; ¢) Se face schimbarea ¢t = z + b — a; d) Se descompune
a+(k+1)T
integrala in Z / f(z), apoi, la fiecare integral, se aplici rezultatul de la punctul b).
k=0 Y o+kT

34. a) Se aplici aditivitatea ca functie de interval, pentru intervalele [0, %] si [-125,11']; apoi in
T

—_— 4
. : e sin® z
a doua integrald se face schimbarea de variabild t = 7 —¢; b) I =« foz P pearap— dz; se
2 5 sin zdx
aplici apoi un procedeu cunoscut, rezultat: %—; J = 02 1—+-L—, se pune apoi y = cost;

J = 2—\/—._ In j_-'l' 1. 35. a) exact ca la problema 34 a), dar se va utiliza gi paritatea functiei

f; b) Se aplick aditivitatea integralei, ca functie de interval pe [0, 7] gi [m, 2], iar poi, in a doua
integral3, se pune = = 2r —t. 86. Analog. 39. Se vor reprezenta inti curbele corespunzitoare
gi se vor determina punctele de intersectie, Apoi se expnm§ ecuatiile in forma explicit3, alegdnd
cormpunzator f si g si se aplici formula ariei (I'y,) = f [g(z) = f(z)]dz. 40. Se aplici formula
Vi) == f’(z)dx 41. Se aplick formula I(f) = f° V1+ f%(z)dz. 42. Se aplicd formula
A(f) = 2x f f(@)/1+ f2(z)dz. 43. Se apllcé formulele pentru centrul de greutate. 47. a)
y(z) = Ae*® + Be®; b) y(z) = Ae®® + Be'® etc.
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