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Oapitolul I . 

ANALIZA 

§. 1. NOTATll GENERALE

Vom nota multimea nume1·elor naturale 1,2,. . . prin N*, 
mulJimea intregilor nenegativi ( � 0) prin N, adica N = N* u {O} 
l}i niulyiinea intregilor prin Z. Semnul ,, =>" se cite�te ,,implica", iar 
semnul ,,<=>" inseamna ,,este echivalent cu". Semnul ,,e" se cit�te 
,,apart�e lui", iar cuantificatorul ,,V" se scrie in loc de ,,pentru 
orice", a�a de ex. ,,Vn e N" este tot una cu ,,pentru orice n apar-
tinind .lui N" .. �irurile vor fi notate prin { x

11
}, iar prin marg { Xn} �j 

marg { m
11}, intelegem marginea superioara, respectiv marginea infe-

�ioara a ���i { m11
}. R reprezinta axa reala. 

§ 2. $1RURI

1nainte de a da problemele �i exercitiile din acest paragraf, 
vom face citeva consideratii teoretice legate de unele din aceste 
probleme. 

M ultimi .marginite �i marginile unei multi mi. Vom considera 
cazul cind multimile aparyin .axei reale, de�i rationamentele ramin 
valabile intr-un cadru ·mai general. 

·. Daca: .A. este o mul1;ime de pe axa reala, atunci un majorant
pentru A este un numar M cu proprietatea ea a;� M, Va; e .A, 
iar un �inor�nt pent� .A. este � numar m cu proprietatea ea 
a; � m, Va; e .A.. Aceste doua numere nu sint unice. M arginea inf e­
rioara l a - unei muitiini .A este eel mai mare minorant, adica l =
= marg .A = inf x, iar marginea Buperioara) L a unei mulyimi .A este 

--
zeA 

eel mai mic majorant, adica L . marg .A = sup .a;. 0 multlll:le, 
• zeA zeA 

· 
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Oum sint 40 numere, deci 40 de 1, rezultl cl soma se di\ll.dl cu 5.  

32. Sa se tkmonatreze etl oricJ \iliiMll�t�t(-��,bi;Je (t\it!
88 f!Oafe --B'lifllflif.p/,1, j�f �mil derncelr,..1Jt'Ult !) �rmeni .fif erit� ,j divi­
zori ai l/U/1, n ! 10I1mp1fd�dt:'tt!�s?s:-). < '1 61 .�H\U u

Solu,lie.: F-»tr11::1'!�o8l =iv ti�qi. ta;.J.4=erII iff1<�1 3 = 1 + 2t 

4. = 1 ,if= :f,--5 �<! -4!8\l 6-� i=-¥2---t,!�0t = �i - (o + d)H
.r r:= , ,& = , �.: , m:z: � �- 4 

Fie a � (n + 1) !. lmpk�it la n + I rie di a = (n � l)d + r 
unde d � n!, 0 � r < n + 1. Cum d � n! � d=d1 � d2$+0• + +da 
- gjf�itl_ si divizori ai lui n ! fli _ _p_riR:_ sar�� == ( V. � JJ di +
* ffl � ljd:'¥1. 1eyr�·(��J:tl, �u&M �Me'>'ftifeftte fi 
divizori ai lui (n ..P i,'->! �tt � H�t� • • �a�r� 1£1 a I e\'�� + ... ♦ 
-=2(1±.m·�) ·r,i .�=f:i\��

1 
J.±nti! �!ll'IOt ab Jaia m� t ..• ,i�u:D .&i-tu \o'?A

r ± me .am1ol t1f> a'I9awa X ii 10V .1 - "o = s(s. ± me) ,I� tto c:;m» 

33. Se dau 2n cifre au a3, • • •  ,a0,a,.+u • .. ,t1211• 'Num'4riaAformal
de a1a2 ••• a0 este de doua ori cU nu�.lih fommnoliatfti,;� -.-ts Ii� 

!;arr:t cf:���1JZrt/:H�1alCJ-��:{;:tram, °EWhn!!r:,� 
.(tf&�BJ 4-n,i?B=-diu�bf9t-riilt la liijlattfi'e� eu (ll �-li1tonezol"' 

varea problemei 26} : -� :E m G J1fff!OT •)h !;m-. .:1� :r ::b .. (q C, .Bia10\ (.:tb 6'I8UI 11!

D=i-:1.fl.•U+r, 

.A =s M-9 +•r,



0 b1seab:thnl-a,! = o 

! 0�; 
tfmJ,,�,IJJp11f. 

• �«§6;·�-&h &JnviicaV�2fjll..J1�i2
b
�

�\SZJi) 
�bs 

t\t. 
f.+e 

(1•,· • 
�e-:. 

·�·t = 
M,�,�

t,
1
aJ

Bolulie. Fie b � 0 ; avem 
dDfii�5�J�tJ!atfft�

cl 2a3 3a2b + 2b3' �<o� (�xls& "lflJtJ f/i
deci 2(ab-1)3 - 3(ab-1)2 + 2 = O sau 

-

2ar1 - 3a:2 + 2ji '•Io���� ecua- 

pa, nu are ridooini in � �i prin urmare b = 
,. 
o => a = 

,. 
o, deci a iji b 

se divid cu 5, unde a; --; .1 (mod 5) . 

. l .,t:t: • • • an& tall 
I == L

. . . . . . . . . . . . 

a�. Ba 86 arate ea !3114 g,.,.,q.. B�� pemru orice n. e N. 
Bolulie. SA, notAm Pn = 3° + 2n + 3. Atunci, a.plicind princi­

lpio)) induc�·�mple�Vvom> a�qa&1 afotr.�oro� bui�trrmnI 
: s.cd�do mov �.Gnfrrq J:1 eI-ubnHrnbs 

, P,_;l\3 +T2 ,+ 3: 4,
111,,:.,, •• s:!" or :A, 

Po+1=311 +1 ���+ ¼)�'1{U. ara+� 12 .. +4--&)r ..J&{'ifi·n1;- 9 + 2n-{:)-
l . . . . . . . . . I 

+ 2n4'i3 •d•§(3°•q/1J.iv 3) - 4 n. - 4s 4.

• • • • ':q!> • • • 11D IV,_ i
. I 

37. Sa 86 �ftiie ·ea ;,,tl+• �i; (if 4= 1)ii4-"Iitn:r-¥ fr'+ 1).
Boltt#e. Deµ1onstraiie. ?Jin inductie. k = 0 evident. 

: ..,,:n .. . 1,.� ,, ... : 

ff.a+a + (n+1)2.a:+a = ,a[,a.t+2 + (n + l)B+l)] + (n2 + n -+-) \ln. +.1)2.t-f:� ,a1£� hi1q ,c?

Sau alta rezolvare: Fie�, solutia �uatiei a;2 + m + 1 = 0 => tX.' =1,
ex,+ 1 = - «f. Se vedl cfl; ·cx;rsmfr ,rldacinile polinomului a:"+ 2 ♦ 
+(a:+ 1)2"+1cacicct:2 +,.,(a, +1),8+/ · _C!:�:.-=..�1+s=cx�+2(l -cxt") =0. 

: nt"· •' ' e� 1 
'._ • !•-llo.t 

• • • • 



















SoluJie. Avem ea {m} = 0. 1 � k � n - I =>k m.,, - fractie·� 
n 

{ m } { 
1n } ... • 1n 111, k- + (n-k)- =l cac1 k-+(n-k)-. =1ri.

n { m } n{ 2ni } , n{ . m }n , . 
S = - + -.. T · ..... + (n -:.1) -. . : , ,. ·

n n n 
�-·-:'

{ . 1n }' r· . m} { m}· ·-· 
S =. (n-l)- +

1
(n-2)- + ... + -

, . · n · n n . 

is ,, n - 1 ==- I 8 = TI (n11 _ depinde
1 
'. de m).

De exemplu: {:} + {:} + { ! }+ { 
1
:} =; 0,6+ .0,2 +Q,S +0,4=2.

§ 6. NlillERE IR1�TIONALE
* * * '* * * * *' * * 

55. Sa se arate c(i f _!_ este i-rational.
1 • '. 

n=l 2�
3 

.JO Uyie. le--+� + '"7- 1 . . . - •.. =- • .;Jn a., E.4.,1 ) => 
..., l ., . F" 1 1 1 , + 1 + -�: a I b. 9 ,( ·b ��

2 22 23 2"3 b 
=> a· 2n

3 _ b(2,.,_ 1:i + 2u
2

-22 + ... + l) = b [· 1 + 
2(n+1)2-n2 

+ ---- . . . ; ---- � --- . · ar avma m ve �re ea
1 + ]

1 1 D " '.1
A d 

2(n+2)1-nl 2(n+J:)2-,at 2k(2'1+1) ' 

1 1 . X 1.. . 1 , X l 
-+--+ ••• = X =>-=--+--, ... =>[I)--=-=:>

aP aP+l a aP+l aP+2 a aP 

1 

=>x -- =-=>X=---, rezutaca(1 1 
) 

1 a.P 
1 ... ... 

a aP 1- .!_
a

b [ 21•+�)'-n' + 2i•+\'-•' + ... ] ,r;; b [ 2L, + 221;•+ 11 +

1 

112 

2211+1 b 
=b----

1
- � 22n+l_;l

22 .. +1

... ] = 



Cum aceastit fractie pentru n, suflcient de ma.re este subunitararezulta �a egalitatea este imposibila. 
56 .. Sa se arate Cl£. V2 este iraiiondt.
Sol1.ttie. V2 = � ; ro, ye N => a:2 · 2y2 � x = 2a\, x > roi, � 

y 

4a.:r = 2y2 => y2 = 2xf => y = 'Jy11 ?/;:>Yi=>
=> xf = 2yf.

· · •r :·,( ·, · • � . ·J· {ro> x1·> ... > O ' 1 ( x, y) e � x "1v => ( ;c,-1, y
1) e .. } x N => . . . :=> un �ir des,.

' •'l" · . '•, · ,y>y1>••,•>0 . -', cresca-t_or'1de nµmere _naturale cste infmit, ab�urd !. . . ' . � ' �- .

51. Sii se afle primele 100 ze<:imale dupii ·vfrgulii in scrierea
zecimalli · a ii'11,miirului (5+ V26)101• Sol'lltie. Cu ajutorul fo�•mule_i lui Newton ne convingem u�or ea
<laca (V26 +::15)101 =A.+ B V26 � (V26 .:_ 5)101 =. - A + Bf26 �i
de aceea (V26 + 5)101 

- (V26 - 5)101 eZ.E>easemenea(V26 -5)101 <
< Q,l1°1 < -

1- ,. astfel .incit primele, 100 zecimale ale numarului
. . 10100 '·' . ·, . . . . •, . 

( V2� - 5)101 sint zerouri �i cle asemenea pentru numarul (V26 +5)101� 

§ 7� ALTE CAPITOLE DE 'i.'E'oRIA �U.MEREI.on ! ,.

* * 
n(n + 1) 58. Se ��tie cii 1 + 2+ ... + n = ---- �i 13+2 3+ ... n3 = 

.! 2 
[·n(n + 1) ]2 C 7-r. ., t . ., 1 + '> ' + d "= ---- . , u ce c1a ra se ennina .. -r . . . n aca2 l3 + 2.3 + ... + n3 se termina ci1, cifra 1, 

S l . [ n( n. + 1 )J 2 t · . ., ,. 1 n( n + l) t . x ,_; o 'U,fie : ---- se ermma m => ---- se ermm�
2 2 

in 1 sau 9. Daca n(n + l) se termina in 9 => n(n + 1) se termina in2 8. Dar dout1i numere consecutive inmuliite se pot termina in : O, 2, 6.
R ltx 

.., 11 ( n + 1) t . .., " 1 ezu i:11 ea- ---- se ermma m • ,
B - c. 553 113 





4 ➔ * 

�A� �- )l .._ }lOI 

}lS: -1- 1· + }1.0� •- � + llO t 

l\.� � }\. � 1' + �i\..Ot

� + 1-H <- !• + 0� + }lot -<- � + 0 I. + }\.0� � o + �AOI 
6 ➔ 2 ➔ �-m�+ 11op, <- � -;- ot -T �llOt- ,·- a + n.r + 11or � a + -:i1.o.r
7 ➔ 4 ➔ • · a -+!. ,rn .- -1:- +
8 .ro419°!t�J�q7Jiti<1'£!• rri.h 9037 �le'. 1:·r::: (;',•)f; �·11:q rrri U:J?.:-, f rnfamrn f;')f_;(I 
9 ➔ 8➔6 ➔ 2 ➔ 4 ➔ •. 

* * * * * * i.• 
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