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PREFATA

Eminentul profesor Mihai Cocuz, autorul culegerii
de fayd, a fost unul din studentii stralucigi oi Facultdtilor de
matematicd din Lagi i Cluj-Napoca. In ultimii ani a Sfunctio-
nat ca profesor de matematicd la licee de reputatie cum ar i
Liceul Internat din Iagi i altele. Trisdturile principale ale
caracterului s aw fost un patriotism awtentic, mergind ping
la sacrificiu $i o cinste exemplard. Activitatea de profesor
o injelegea ca pe o operd de apostolat. La cercurile sale de
matematicd participaw elevii de la liceul respectiv, cit gi de
la alte licee. Qulegerea de fatd este formatd din problemele
care au facut obiectul acestor cercuri. Ele sint de nivel de
olimpiadd (,,probleme ascutite” cum obignwia sd le numeascd
prof. M. Cocuz pe cele mai dificile) gi proveneaw din
nGazeta Matematicd”, precum i din alte surse, pe care
n-am reusit s@ le identificim (detinem de la autor cd enun-
furile unora din ele au fost luate din reviste strdine, multe
insd fiind originale ). Ele apartin analizei, algebrei, trigo-
nometries g1 geometriei. In wrma moriii sale subile, tocmai
cind cariere sa didacticd era la apogew, prin fiica mea,
Sdnziana Caraman, care se poate mindri ¢d i-a fost elevd,
am ajuns in posesia acesiui material prefios $i consultindu-ma
in prealabil cu colegii prof. dr. doc.” Radu Miron, prof. dr.
Viorel Barbu gi prof. dr. Nicolae Gheorghiu, s-a ajuns la
concluzia cd munca de calitate a excepjionalului profesor
M. Cocuz trebuie sd fie valorificatd in bemeficiul tuturor
profesorilor de matematicd din tard gi ca atare a Jost incre-
dintaté Editurii Academiei pentru colectia ,,Biblioteca pro-
- fesorului de malematicd”. '



Solugiile date de Mihai Cocuz sint elegante gt inge-
nioase, iar metodele de rezolvare originale. Unele probleme
sint urmate de generalizdri. Mai menfiondm i existenia
a mumeroase figuri (majoritatea, cum era i naturel, la
capitolul de geomelrie ) §i care aw scopul 3¢ ajute la urmd-
rirea rezolvirii. Toate solufiile au fost verificate de mine,
iar la citeva dintre ele, la care figura numai rezultatul (sau
erau dote numai indicatii ), le-am dat o rezolvare completd.
In general, am ciutat 8& pastrez pe_cit posibil stilul concis al
autorului, wtilizind pe o scard largd semnul implicafiet
(1=>"). Am considerat cd elevii, care vor folosi aceastd
culegere, sint familiari cu maleria expusd in manualele
lor; totugi, mai mulle paragrafe aw fost precedate de o
serie de considerajii (cu un anumil caracter teoretic ) mai
rar intilnite (apartinind de asemenea prof. M. Cocuz ) gi
prezentind in mod unilar $i elegant cite un intreg ciclu de
rezuliate ca de exemplu referitoare la girurile recurente,
la rezolvarea graficd a ecuafiilor gi sistemelor de ecuafii,
la o intreagi clasd de inegaliifi (dintre care o bund parte
sint deduse din inegalitatea lui Jensen pentru functii
convexe sau peniru funclii concave ), la principiul lui Diri-
chlet, aliele referitoare la teorema lui Buler peniru poliedre,
sau la dreapte lui Buler intr-un telraedru, sau incd lo
folosirea calculului vectorial pentru rezolvarea problemelor
de geometrie in plan gi spafiu, sau a numerelor complexe
peniru cele de geometrie pland. §i aceste pdrii sint previzute
cu figuri ilustrative gt ou explicarea semmificafier unor
notagii. Introducerea acestor parii a fost facutd la sugestia
colegului dr. Mircea Martin (referent din partea. ICMAT-
ului pentru aceasid culegere ), cdruia il muljumesc st pe
aceastd cale pentru diferitele sugestii.

Referitor la aspectul tehnic al cdrfii, dorim sd atragem
atenfia cé enunjul la o serie de probleme este precedat de
un numér variabil de asteriscuri, care (dupd cum am aflat
de la autor) este proporfional cu gradul de dificultate al
problemet respective. Impirtirea pe capitole gi paragrafe
imi apartine gi are uneori un anumit grad de arbitraritate,
o aceeagi problemd evind aderente cu mai multe capitole in
acelagi timp (aga sint unele probleme de geometrie rezolvate
trigonometric ). Ar mei fi de menfiongt od, in general,
problemele sint independente unele de altele ; in cele citeva
cazuri cind rezolvarea unor probleme se bazeazd de exemplu
pe o relafie stabilité cu ocazia unei alte probleme, se specificd



acest lucru, iar faptul cd problema ce contine relafia folositi
se gaseste inainte saw dupd problema in care aceastd relajie
se aplicd, nu are nict o importanid, datd fiind independenta
lor.

Considerdm cd aceastd culegere de 563 de probleme
lrebuie s@ fie nelipsitd din biblioteca oricdrui profesor de
matematicd, cit si dintr-a elevilor care intentioneazd 3¢
urmeze o facultate de profil matematic. Ba se va dovedi
deosebit de prefioasd pentru cercurile de matematicd, pre-
cum $i pentru pregdtirea in vederea diferitelor faze la
olimpiadele de matematicd (multe probleme din culegere
av fost date la olimpiadele din diferite tari ), cit gi a exa-
menulut de admitere in invaidmintul superior la facultdtile
de matematicd, fizicd saw facultdtile institutului politehnic
g1, de asemenea, la examenele de treapid.

PETRU CARAMAN

Institutul de matematicd
Universitatea ,,Al. I. Cuza’’ lasi



Capitolul I.
ANALIZA

§. 1. NOTATII GENERALE

Vom nota mulfimea numerelor naturale 1,2,... prin N*,
mult,lmea. intregilor nenegatlw (= 0) prin N, a.dlca N N* Y {0}
gi multimea intregilor prin Z. Semnul ,,=" se citegte ,,implici”, iar

semnul ,,<>"’ inseamnj ,,este echivalent cu’’. Semnul ,,e” se citeste
papartine lui’”’, iar cuantificatorul ,,v”’ se scrie in loc de ,,pentru
orice”, aga de ex. ,,¥ne N’ este tot una cu ,,pentru orice n apar-
tinind lui N, Sirurile vor fi notate prin { x,}, iar prin ma.rg {@,} si
marg{w,,}, intelegem marginea superioari, respectiv marginea infe-

rioard a girului {#,}. R reprezinti axa reali.

§ 2. SIRURI

Inainte de a da problemele §i exercitiile din acest paragraf,
vom face citeva consideratii teoretice legate de unele din aceste
probleme.

Mulfimi mdrginite 31 marginile unei muljimi. Vom considera
cazul cind mul{imile apartin axei reale, desi rationamentele rimin
valabile intr-un cadru mai general.

- Dach: 4 este o muli;ime de pe axa reald, atunci un majorant
pentru A este un numir M cu proprietatea cdh # = M, Vwe A,
iar . un minorant pentru A este un numir m cu propnetatea ca
r = m, Vze A. Aceste doud numere nu sint unice. Marginea infe-
rioard ! a unei multimi A este cel mai mare minorant, adicd ! =
=marg 4 = inf a;, iar marginea superioard) L a unei mul(;imi A este

cel maimic maJorant, adici L = marg 4 = sup 2. O mulfime,
z€4d :



care admite un majorant (minorant) se numeste majoratdé (minoratd).
O mulfime majoratd §i minoratd este mdrginitd.

Teoremit. Orice muljime nevidd majorati (minoratd) are margine
superioard (inferioard).

Vom face demonstrafia numai pentru cazul mulfimii majorate,
deoarece acelasi rationament rimine valabil §i-n cazul celei minorate.

Fie A o mulfime nevidd (4 # @) majoratd. Atunci existi cel
putin un punct a, care si nu fie majorant §i un majorant b. Evi-
dent, existd cel putin un punct we 4, asa fel incit ¢ < # < b, aga
ci b —a=d>0. In continuare, si aritim c# existi un punct

a, > a, nemajorant §i b, £ b, majorant, asa fel incit b, — a, = 5

Intr-adeviir, existii un numiir ¢,>a si nemajorant, cici a fiind
nemajorant, existi cel pufin un punct z,e 4, x,>a si n-avem

a + 2 « . . .
+ %, Daci a, +—()— < b si-i majorant, atunci

decit s3 ludm a, =

4 -t

perechea ciutatd va fi (al, a, + %) - In cazul contrar, perechea
ciutatd va fi (b —%s b) cici b — % nu va fi majorant, intrucit
sau a; + -g— > b i atunci b — —g— < a,, care nu era majorant §i deci

a fortiori b — —;Z— nu va fi majorant, sau a, + zinu era majorant, dar
d d a-+b d Lo d .
F+—= >b——= =a +— §i deci nici b —— nu va fi
2 2 2 2 ; 2
majorant. $i acum, aplicim principiul inductiei. -
Si amintim in ce constid principiul inductier. Acesta afirmi ci,
fiind dat un sir {=,}, dacii o proprietate este adevirati pentru x,
§i, presupunind ci ar fi adeviaratd pentru un 2, oarecare, ea rezultd
adevirati pentru x,.,, atunci ea este adevirati pentru toti termenii
girului {z,}.
Asadar, presupunind ci am gisit o pereche (a,-,, b,-,), unde
d

a,_, nu-i majorant, iar b,-, este majorant, si b,., — @,—, = el
atuneci, rationind exact ca-n cazul perechii (a, b), obfinem o pereche

(ay, b,) cu a, nemajorant, b, majorant si b, — a, i cd, in
-
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virtutea principiului inductiei, vom obfine doud siruri {a,}, {b,} cu
urmiitoarele propriet#fi :

1’6, 2% 00,2 ... S0, ... 20,5 by
d
2° b,.—a,,=5;(n=1,2, R

3° nici- un @, nu-i majorant §i fiecare b, este un majorant.
Dar se stie c¢i un sir de intervale inchise confinute unele
intr-altele [a, 8] > [ay, )] > ... D [@gy b] > ... §i de lungime
tinzind la 0 au singur punct comun L. (Mai general: ,,Un gir des-
cendent de mulfimi compacte §i de diametre tinzind la, 0 au un sin-
gur punct comun”’.) 8% aritdm cd L e tocmai marginea superioars.
I. L este un majorant. Evident, a £, < ... L... b 5.
S& presupunem, prin absurd, ci ar exista x,e A aga fel incit 2,> L.

Atunci, putem alege un » astfel ca % <@—L=>b,—a, < x5 —

—L=b, <a, — L4 xy=>b, <z, deoarece a, £ L si decia,—L 0.
Dar b, < z, este absurd cici b, este majorant. Absurditatea obti-
nutd aratd cd ipoteza initiald e L n-ar fi un majorant este
gresitd, aga cd in virtutatea principiului terfului exclus (din cadrul
logicii bivalente) rezultd c# afirmatia ,,L este un majorant’ este
adevirati. Metoda de demonstrafie folositd mai sus Be cheami
metoda prin reducere la absurd.

II. L este cel mai mic majorant. Vom demonstra | ‘5l aceastd
afirmatie tot prin metoda reducerii la absurd. Vom presupune,
agadar, prin absurd, c-ar exista un majorant I’ < L. Dar atunci,

putem alege un numir n € N* astfel incit 4 <L —-L =2b—a<

a .
<L—-L=—-a<L—-b—L=—a<-—L,cicil —b, 0.
Dar atunei L' < a,, ceea ce-i absurd, cici @, nu-i majorant conform
proprietitii 3° de mai sus. Absurditatea obfinutd stabilegte ci L
este cel mai mic majorant, adicd marginea superioari a multimii 4.
Printr-un rafionament aseminitor se aratd ci A are o margine
inferioari. ,

Siruri recurente. Un sir {u,} este recurent daci-i definit de u,
§i 4, == f(us-,), unde f este o functie continud pe un interval {a, b].
Atragem atentia ci un astfel de sir este definit numai dacd toate
numerele u, aparfin intervalului [a, b]

Teoremii. Fie {u,} un gir recurent.

_ 1° Dacé functio f este crescitoare, atunct girul {u,} este monoton
gi limita sa rezultd din u = f(u).
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2° Daci funcia f este descresciitoare, atuncs {Uga} $¢ {Ugnsy} vOT
fi giruri monotone gi convergente. :

fnainte de a trece la demonstratia teoremei, si amintim ci o
functie f :[a, b] - B este crescitoare daci a < o; < %, £ b = f(z) =
< f(w,) §i este descrescitoare daci a < @ < #, S b = flz) = f(@,).

1° Pentru a demonstra primul punct, vom aplica metoda
inductiei. Fie %, = %, Presupunem u,; 2 %,_,. Deoarece J este
crescitoare, Uy_p < Un—y = Up—q = flUn—p) = f(Un_y) = Uy, deci u,_,=
< u, §i prin urmare {u,} este monoton crescitor (fig. 1). Cum
a £ U, £ u, < b, el este §i miirginit superior, asa cé este convergent.
‘Deocarece f este continud, atunci f(u,) are limita f(u) egald cu
lim u,,,, deci limita rezultd din % == f(u). :
B=—e00

‘ Dacsh %, £ Ugy fie Un_; S Un—p; [ fiind crescitoare = fua-y) £
< f(Ug-g) => U, S U,y deci girul este monoton descrescitor (fig. 2).
Cum este §i mirginit, el este convergent, prin urmare f(u,) - fla),
Ungy = U =4 = f(u).

2° Din faptul ci f este descrescitoare, rezultd ci (feo Nx) =
= f[f(®)] este cresciitoare. Intr-adevir, 2’ < @ =y’ = f(#') = f(2) =

=y = flf(2)] £ flf(®)] = (fo ) (&) £ (fof)x). $i acum, rezulta-

N\
A |
Nl
N
cbo_L___
“ 3
N
N I
N

Fig. 1.

tul de la punctul precedent se aplich functiei fof. Notind u; = ue
wp = (fof) (Un—y) = Uony U’ = Uy Uy = (f o f) (Upl1) = Uonyy §i, Ta-
tionind prin inductie (ca la cazul 1°), deducem cé ambele giruri
sint monotone §i mirginite, deci converg. Dac# unul creste, celdlalt
descreste : Uy > Ugn—g = Ugnsy = f(Uza) S flthan_p) = Ugu-, (fig. 3).
Oa si fie convergent, sirul {u,}, trebuie si avem egalitatea limitelor
w siou'. '
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Uy 4+ 1
Aplicafii. Auy =0, uy = ok SN

1 Tyt

Uy_q u 1 1 -

Uy = ————e(0,1), f(u) = =1- = u, = — > u, = sirul este mo~
* Up_y + 2 ¢ ¢ u+2 u+2 1 2 o =>#

noton cresciitor si converge la valoarea u dati de ecuatia u? 4+ u — 1 = 0 (fig. 4).
B. vy = 0, vy = cOs Ug_;. ‘ ,
D’ = cos D"
Uy =0, vy =cosVy1=> 0 S v, S 1 (fig. 5), = cos bt p” — v’ = cos V' —
—cos 0”3 v”’—’ este imposibil, cici dacd v — v’ 3£ 0, atunci, |cos v’ —cos v’ [ < |V’ — D,
o N " DI + D" U" — vl I”"_ vl'
dup#l cum rezultd din |cos ' — cos »”’| = |2 sin 2 sin 5 =<2 =
="' — 0" si deci |0 — V| = [cos ¥’ —coOS V'] <|p’ — v”|, ccea cc-i absurd. Asadar
2 =v” =0 asa cd sirul {p,} converge la valoarea v dati de ecualia v = cos v.

C. wy= - wy"="(1 — wy_y)2

A e '; 1
R - }:
} ! . l%= \ ': /’

! [ P
o AR !\ /o L
; I 7 " I ! 1 / ! 7
¢ | e 1 : i 1 - // .
[ 1oy : g[ , // .
v ' '

! e e e e —m =
L T A I e
0 I e u UULUU3~ u, b - 2! /41_0 yu
L , |
Fig. 3. E 1/
Fig. 4. »
/ - -
] , B 4 | ) .
‘ ’

: / 5 1 , /

y / 7 .

: yan /

. : — )

.2 i ,

!,/ l N’T — . » N / _en

- 0 V2V Vi 7, 0 %w, %wz w,’1

Fig. 5. Fig. 6.

 \2

9
Functia [ este de forma f(x) = (1 —7z)%. Constatim ci w, = ETY § i deducem ¢

9
.wz',, creste si —lg < w’ £ 1, unde cu ,,prim” am notat termenii de indice par (fig. 6).
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1 49 1
De asemenea, w, = Z—, W, —-—2-5 si dcduccm cd ID2,,+1 descreste si 0 = w’ < E

unde prin ,,seccund”, am notat termenii de indice impar. Asadar, w’ = w” si decisiru}
{wg} nu con\'crgo Pe de altd parte,
w = (1-— w)?
v’ =(1— w)
=W — w)2— w— w)= @ — w)w+w —1)=0.
Cum w’ %= w”, rezultd w’ 4+ w” = 1. De aici, inlocuind w” =1 — w in relatia

2w —-—w=_1—w'—14+w)2—-—w — )= —w'=

9
v=(Q—-w)lP>w=(1—1+w)=>w =w2=>>w(l— w)=0, cum insi ¥<

< w’ £ 15i deci nu putem avea w’ = 0, rezultd w’ = 1, jar w’' 4 "’ = 1= " =
Teorema lui Stolz. In vederea stabilirii teoremei lui Stolz, s
demonstrim mai intii urméitoarea
Zm
Lemi. 4 < 2 < B,b>0(=1,2...)24 <

(75} Zbi

+

< B.

Intr-adevir, 4 < ib’L <B(1=12,...)>Ab < a; < Bb (i=

1
e
)= AYbh <N < BYh = A <_£]T < B.
[ s i ¢

Teorema lui Stolz. Dacé y, - 4-oo ¢ y,,+l>y,, cel pujin

Doy — &
incepind cu un n suficient de mare, atunci lim 22 — Jim Zat1 = Tn

- n—o Y, #—=0 Yus1 — Yn
dacd limita din dreapta existd ( finitd sau infinitd).

S presupunem i l}m — Tn-1 _ ) este finit. In acest caz,
730 Yn — Yn-1
— Tpq

Ve> 0, existi N = N(c) a$a,fe1 incit Vane N, — A<
yn—?/n-l
<—e—¢l——s-<ﬁ;ai1<7~+—s-=>\m>N,avemcﬁ.
2 2 Y — Yn 2
)\_e<f£’ﬂ__w”<)\+i,
2 Yvn1—Yx 2
.-)\_.i<w_N"£wL“<)\+_§.,

2 Yn+e— YN+ 2

it



€ _ Dpoy— Lpeyg

A——< < A +~—s
2 yn—l_'yﬂ-2
A —— < M <A +=,
2 Yn — Yn-1 . 2
de unde, in virtutea lemei precedente, A — ? < To — Oy <A+
Ys — Y~
| —
SEPLANN |- Sl g l < —+ Deoarece
2 Ya — Y~
ﬁn____;\ flf"—M/n___%-i-%r—%r-l-MIN—)\?/N—?\%:
Ya Un Yn
— %y — Nix n (s — 2y + My — M) (Yn — Yn) =
Yn ' Yo(Yn — Yx)
Yn Yn Ya — Yn
avem ci -—-—)\i<l )‘y”i Lo — Ty, ,undem"'—_M-»O,
Yn — Yn Yu .
agalcd, Yo > N', avem ci By — My < —;— si deci, pentru =» >
Ya
> max (&N, N’) avem ci O A< e si deci Zs Lo
yﬂ ?/n
Dacd lim To = Ty _ +oco = penfru un » suficient de mare,
n-30 Y, — Yn-1

Ly — Tyey > Yq — Yn—3 = atunci cind y, - 4 oo, vom avea §i @, >
- + o0, girul {x,} fiind crescitor. Dar atunci, referindu-ne la

sirul Y, vom avea (in virtutea primei pir{i a demonstratiei),
, v

im Y —jim $2 "Y1 _ 8i deci lim 22 — + oo, cu alte cuvinte
#—c0 ), = Ly — Lp- n—co Y,

si-n acest caz, rela,txa. 1111 Stolz este verificati.



Aplicajii ale teoremei lui Stolz.

o 1s a® . at—a*1 1 '
1° lim — =lim —— = hma"(l ——-) = - oo pentru
n-00 N #—00 1200 a
a>1.
2° lim 2%82™ _ Jim [log, n —log, (n — 1)] = lim log, — " — —
n—oo N fn—00 n—co 7n—1
=log, 1 =0.
3° Dacii a, - M= o0), atunci si lnnmj-——a'-' = A. In-
=000
tra,-deva‘u',lim 51 + + an =1lim (al + +an) — (a1+ +an—l)
#—sc0 n o n—(n—1)
=lima, = A
11—+00

£° lim"}n = 1. Intr-adevir, log")n = — log n, care, in virtutea

=400

lui 2° are limita 0, de unde deducem ci "l/n are limita 1.
s gim L FV2+ A8+ ... +"Vn

=lim "Jn = 1.
00 . n ¥ N =00 &
Lo 1R L2 L+ . n
6° lim —— = lim =
oo nk+1 nooo gt — (p — 1)+
lim n S —
oo pFHL — R+l 4 O pF — C3antl 4 L., kF+1

,
7° w,,—w,,_l->7\=>—"—>)\

Intr-adevir, fie, pentru % 2, d, =z, — ®,_,, atunci, in vir-
tutea teoremei lui Stolz, vom avea

. N I
A= lim ¢, = lim — 2 =
n—0cO 11 —00 n
—1lim ) — Byt Ty — X F Xy — Tt . Ty — Dy -1 _ 1im % .
T =00 v n ' . ' C n— N
& x, > A>0 ="V, ... x, > A

logz;, + ... + logw, .
)

Fie p, = le . &,. Atunei, logp, =
Dar, log z, — log A §i deci log p, — log A = p, = A

16



&, . —
_ﬁl—._) A:”Vw”_)l.

mﬂ
log #, — log A :llgﬁ - log A =
. n

90

2,
2L A = log Fayy —

@,
= log"Jw, - log\» = "=z, — A
*n
Limite importante. 1. , > + oo = - = 0.
n
ki) I Zy ,
% 242 2 \2 o |2 2
e’gw:e—n-=(e—l)—= el) (—2:) l —_ =—]1-a>,,—->oo.
Zn 3 V$,, 4 4
(x" )2 Sy
Dar, avind in vedere c3 pentru orice bazi a 2 2, avem ci a*> x,
a'n .

Tezultd ci vom avea, in general lim p
#—00 n
I 2z, » + o =>£ﬁ"—-—>0.
. @,
log 2, _log(Va)? _

222zl =>22logr=>——
Ly Za

loglm, ,Vm_ 2 o
o S Tm

—o0 = z,e™ — 0. Notind 2z, =

Y=, Obtinem a"nex" =

III., =, »
= _3/” - 0, in virtutea cazului I.
e n
IV. 2, » 0 = x,log 2, — 0. Se noteazi y, = 1 si se aplied IT.
Ty
a2 L3 &
V. im 082 _ o logo_log(s®)®_ 2 loga® _ 2 2
F—0 g% ' x* x* & x* o« x*
= 2—% — 0. In particular, lim —=" log 2. _
« 3 fn—00 a,'z
x
17
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z
VI. lim Lo oo pentru >0. —
=00 I tooPp * z*

“n

@ 20
P 1\* i &

A7) T\5y) a* - + co. In particular, lim = 4 o0.
v nesco Ty

2a
. z a® e log a
VII. lim = -4 oo pentru a>0. = =
n— I T &
e’ log a

= loga - + o0, in virtutea cazului VIcu a=1. In
xloga

x

particular lim S -+ co.

7—00 n

Inegalitatea mediilor prin induclie completd

{I) Vaa, ... a S Mcu G 20Fk=1,...,2).
n

Cazul n = 1 este evident. Si acum, 84 presupunem ci inegali-

tatea este adeviiraty pentru n = k¥ — 1. Notdm 9;1—+-'—;c'—+ﬂ“ = a,
Xy=a, — @ ...,m,,=a,,—a=>a71+...+mk=o, Daci a, = ...

’
= a,= (I) (cu » = k) si avem egalitate. Daci a,, .. ., @, nu sint toate
egale, atunci a >0 si deci, printre @, ..., &y, se gisegte cel putin
unul pozitiv §i altul negativ, de ex. 2,>0, 2, < 0. Atunci,
(I) aa, = (a+2) (a+a) =0 +a(2,+ %;) + &%, < a(a + @, + @,).

Qonform supozifiei (pentru » =% — 1),

é(a+w1+wz)+“3+--o+ak___

-1lf(g 4 @, + 25)85 ... O —

___a+w1+“"2+(a+w3)+---+(“+$k)___
k—1

a

:Sau
(III) (@ + =, + 2,) 5. . .0, < a*-L.

.18



Din (II) i (III), obfinem
@ ... <a(a+ w1+m2)ar3 cee Qg é a.ak—],:ak:;
a -+ ... +a;
k
§i deci (I) este adeviratd pentru orice n e N*.

"l/az1 O S a=

Inegalitatea lui Bernouwlli. (1 4 a)*>1 + ne, unde a> —1
(x#£0)gin=23,...
Aplicatit ale inegalitdfii lui Bernoulls

n+l
Conseeinfa 1. b>0, b # 1 =>(1 +”") > b,
n+1

1 4 nb "2 1-— b \*+? 1—5 7#t
=[b = pr+1| 1 v
(n+1) (+n+l) [ +b(n+1)] >

> [1 Rl L 1)] 1 ( ) =
RaC

b(n + 1)
Consecinta 2. Sirurile ( ——) sint crescdtoare.

n+l
1+ nb >b" §i notind

In virtutea consecintei precedente,

n +
14 n4 1\ 1 B+l

b=1 — | — 14 = 14—
+n ( n-+1 ) >( +n)=>( +n+1) -

> (1 +i)
n ot
— +
De asemenea, notind b =1 — 1, (lﬂ—l) = (1 —

n n+ 1
1 fl+1 1 n
n+4+1 n

B ” -n
Teoremi. Sirurile ( 1 +—1—) i (1 —_ i-) au aceeagi limild.
: n n
-n
1 1-— -l-) descrescitor

et

n

(1 — l) crescitor =
n

19 -



{si eu termeni pozitivi) = converge la an numir, fie acesta e. Dar,
pe de altd parte, avem

(1+—]__-)n=(n+l)"=( n )""=(’n+1—1)-n=

n n n+1 n+1

(=) )b )
n+1 n+1 n 41 n+1

. 1y . 1 =B+
=>hm(1+—) = lim (1—- ) = e.
n—co n n—oo n+1

o 4w 1\ 1\~
Conseeinta. (1 +— ) <e<|1-— —) .
n n

(1 + i)” monoton cresciitor si convergent la e = (1 + —) <e,
n n

. 1\-" « .
iar (1 ——) monoton descresciitor §i convergent la e=e <
n

(-3

Teoremi. |7| <1, r rafional =1 +r e <

-7
Notind r = 2 cu p, ge N*, p < g, consecinfa precedentd =
q

np np

"o p _"
1 Y] 1
.=>(1 +——)' <e’ <(1——) ! . Punind n = 24, obtinem (] +
n n
1\ _ % 1\ |
-+ —é—q—) <e' < (1 — 2—) - Dar, in virtutea jinegalitdfii lui
q

)
2p X4
Bernoulli, 1 +2 < (1 +—21—) <e’sideci 1+r £ e cud=sr<l.
q . q

2p
Tot din inegalitatea lui Bernoulli, deducem cil — 2 <(1 — —1-) <

q 2q
_¢
q

<e 9, deci 1+r=<e cu |r| <1. De aici, rezulti ci, pentru

-
<l



1 1
S1+r 1—(—7)
niului de definitie al Iui # in raport cu 0), e’ <

§i prin urmare (din simetria dome-
1
1—7r

Teoremi. Pe mulfimea numerelor rajionale, funcfia e este
crescitoare: 1y < vy =1 <147, —7r < e =>eh>en

n
Dezvoltarea in serie a exponenfialei. Se stie ci lim (1 +— ) =e”.
n

=00

1r| <l,e" =

2 ')
Considerim x>0 si fie Sy(x¢) =1+ 2 + ——-l— .+ m' S&
n!
aritim cd hm Sa(z) = €°. Din formula bmomulul obfinem
" — 2
n 7n 21 n?
ot nw(n — 1) ...(n—k—{—l).g;_’“_+ o (_w-)n__-
. k! n¥ n
1—i \ (1——1-)(1—-2-)_,,(1—7“—1)
1404 —oat ...+ — =4 t ot +
(-2). (22
n n "
R p a".

Avind in vedere ¢y M= 1)--(n =k +—9=(1 —i) ( 1—
n n

-—E) < 1, rezulty i
. n

av)y T, (z) < 8.(=).
i lisind la o parte citiva termeni din expresia lui T,(z), obtinero ¢4

T(2) >1+w+(1,—-1—)£+ e+
nj)2!

1 2 k —1\a*
1——Nj1—-——]...{1— =.
+( n)( n) ( n )k!

21



Pentru % constant §i n — oo, rezultd ci e® > 8 (»), Vke N, adickh
girnl Sy(x) este cresciitor si mérginit superior, i deci lim Si(z) =
k=00

2
=1+m+-§—' + ... +-§ 4+ ... < e Pe de alté parte insd, din
inegalitatea .(IV) (prin trecere la limits), deducem c# lim S,(z)>e*
1= 00

§i prin urmare

=1t ats 4.+t
2! n!

1 1 1
e=1+1—?+§+...+-;?+

PROBLEME

* %k 3k
2, . .
=8zl . 8§ se arale cé&

1. Sirul {x,} este dat de ,=1, @, =
Tp-1 + 1

o < L yne W+,
n
Solugie. Aplicim principiul inductiei complete. n = 1l=>g =

=l<1.Fiew,,<—1—;a:,,+1=1—— <1l-— =—1—, dech
2 k x, 41 E+1 k41
By < . 1 , ceea ce trebuia demonstrat.

k ok k k%

9 Si se arate cd daci Xy =05 $i Ty = Ty +;, atunct
S 7 n

45 < @500 < 45,4 (Propusd de Tugoslavia).

Solufie. x2,, = @3 +2 + —15; {x,} fiind crescitor = 2} + 2 <

1
<"1’5+1<m¥+2+—w—2"
1

22



Dar w3+2<x3+1=>
@+ 2 <al

B2 +2< o}

Z5es + 2 < Fiow
2.1000 + 22 < @i

= a:'{‘wo > 2025 => wlooo > 45.

De agemenea, 3.1 < 2i +2 + == ai<af+2+ =
' @i x}

2 2 1

<o+ 2+—

51

oooooooo

1
TFooo < Toge + 2 +zv—2'
1

@i < 5 + 2.1000 + 1000- %“

1

’ 2
> D09 < 25 + 21000 + 1000 (%) = 2062 - 14 <> Ty00) < 45,4+ =

= 45 < @ygp0 < 45,4.

% %k % %k x % % * * 3k ¥k

3. Se dd girul {a,} astfel: a, =1, a, =a,_,+—. S se
An-y
-arate cd: 1° @y >14,2° a4 < 18. (A IX-a Olimpiad3d Internatio-

nald de matematici — U.R.S.S. 1968).
23



1

2
n—-1

+ 2(n —1). Decia? >2n —1=a, >2n—1 = ay > 199 >14.
Pentru a doua inegalitate, demonstrim analog: a3 = ai-; + 2 +

1
+a,,2,_1

€e,+32< ... Sai+3n—-1)EMm—2=>06S3—2=>
= @, < J/298</324=18.

Solugie. ai = an_y -+2 4 >ai_+2>ai 422>, >ai

<a?., + 3 (termenii sint supraunitari) = a} € @iy +3 §

LI N

4. Sd se arale cd sirul a, = (2n)2"—1 nu conjine puteri naturale
cu exponentul mai mare ca 1.

Solutie. a, = [(2n)* — 1][(2n)* + 1]. Numerele (22)" —1 si
(2n)* -+ 1 sint prime intre ele ca fiind impare consecutive. Dacé
@, = b*, k = 2 = b nu poate s¥ fie prim c#ci altminteri b* nu s-ar
descompune in produs de numere prime intre ele. Deci b, b, = b
aga cfi

n —_ hk
20)* — 1 = 0

s ;1) b, — by =2 i BAT 4 BE%, + ... + bt =1, ceeace

este imposibil pentru & = 1.

# % ok ok ¥k ok

5. Numerele noturale ®,, @, sint mai mici ca 10 000. Pornind
de la acestea se.construieste $irul Tyy. . .\ Tp 1y -+, Unde Tz = | 2, — @y |,
z, =min (| 2, — &, |@s — 5], |# — #3]), @5 = min (ley — wzcly
o, — @), |%y — @ly 12— @3ly | @2 — @yl |25 — 4,]) $-2.m.d. (fie-
care numdr urmdtor. este cel mai mic dintre valorile absolute ale dife-
renelor termenilor precedenti). Sd se arate cd @, = 0 (Cl. VIII-a,
Olimpiadd U.R.S8.8.).

Solufie. Punind z, §i #, in ordine descresciitoare observim ci
termenii girului, incepind de la x5, vor descregte cici addugarea
de diferente noi nu poate aduce decit micgorarea minimului.
Mai mult, observim c# dacii am aveéa . :

Ty’ < Bpyr + Brrp = Teag > B — L1 = | B — Ze41ly
ceea ce este absurd, deci

Ty > Tpe1 + Braoe



Si presupunem cd am avea totusi
;a;~'21 2L, @021, 2522, 2323, 272 5,2528, ...

Arrezultaca.slrulz:.,, ., e de forma 1, 1, 2, 3, 5, 8§, 13,
21, 34, 55, 89, 144, 233, 377 610 987, 1597, 2584, 4181, 6765 #i
decl T 2 @, + T, = 4181 -+ 6765 — 10946 ceea ce este 1mp081b11

E Ok Rk K K K K %
6. Se. dau girurile {%,} §i {ya} :

To=1, & =1, Py = T + 2%

Yo=Ly =17, Yn+1 = 2Yn + 3Yn-1,
astfel incit primii sase termeni sint:

1, 1, 3, 5, 11, 21,
1,.7, 17, 55, 161, 487, ...

Sd se demonsireze cd in cele doud siruri nu existd lermeni
egali in afard de x,, ®,, y,. (S:U.A., 1973).

Solugie. Giisim, cu ajutorul ecuatiei caracteristice (a se vedea
§i discutia de la problema 20, in cazul unor ridicini complexe),

€l Ty = % (2% +(—=1)"); Ym = 2-3"— (—1)", asa Incit Tpso—u =

=_§_ [274+3 4 (—1) — 2¢1—(— 1)"] = % 2n+1(4 — ‘1) — QP+l

Pentru #» > 2 avem ci @,,, = @,(mod 8) si prin urmare notmd
cu * clasele de resturi modul 8 cu privire la primul sir avem 1 1 3,
3, 3, §, 5,... De asemenea, avem ¥, — Ym = 2+ 3"‘*2—( —1)"—
—2.3" 4 (—1)" = 2-3™.8 si prin urmare pentru m 0 avem cid

Ymez = Yn(mod 8) §i prin urmare vom avea 1 7 1 7 1 7
Cum sirurile sint crescdtoare, in acelasi sir nu gé,snn termem egah,
dar nici in giruri diferite in afari de =, %, y,.
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* sk ok ok ok ok k ok %

7. Fie Gy,05,0s..., un gir de numere naturale oarecare asifel
incil ap < @y, (k > 1). Sd se arate cd existd o infinitate de lerment
a,, ai acestui gir care se pot reprezenta sub forma a, = Ta, + Y 4,
unde m, y>0 — naturale gi p# ¢ (a XVII-a Olimpiadd Internayio-
nali de matematicii, Anglia, 7 puncte). .

Solugie. Considerim termenul a, > 2 (cdci a, cste cel putin 1}

§i multimea claselor de resturi modulo a,, adicd 6, i, §,. .y g — 1.
In cel putin una din aceste doud clase exist# o infinitate de termeni
ai sirului nostru (in caz contrar sirul ar confine un numér finit de ter-
meni) diferi{i. Fie aceastd clasii A, si numerele sale ax,, @ryy .+« -9 @hgy- < oy
k > 1, k, # 2. Acestea sint tocmai numerele ciutate ¥ ciel

ak‘ = pkﬂ’z + r.
Qr, = Pk, 03 +r= a'k‘ — Ay = (Pk, - pkx)a2 =>ak;=ak; + (p"‘_pkl)aa
Pr, > Pr,

§i prin urmare avem ci £ =1, ¥ = px, — P», > 0. Daci am avea
a, =1, atunci luind doi termeni oarecare @, @, am putea scrie

A = (G — @)1 + ay, adicd 2 = a, — @, >0,
y =1, adicd an, = za, + a,.

" 8. Dacé girul de numere reale {a,}.cn salisface relafia de recurenfd
— (an + a’u-l) (1 - an“n—l)

Uppy =
T A+t el ‘
(Gazeta Matematicé 3, 1976, Problema nr. 16011).

» V ne N, atunci girul esle mdrginis

Solujie. Fie @4y =k §i @y, = x; relatia devine
(L + a2) (1 + o) = (@ + 2) (1 —a0,) =
1 + #?) + kel + 2% = a, — za; + x — 2%a, =
ad(ka® + 2 + k) + a,(2® — 1) + kx*— x4 k=0.
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Cum @, € R, avem A > 0 si deci

(#?

— 12 —4[k(2®* + 1)+ 2] [k +1) —2] 20>
(@ — 1) — 4k%a® + 1)* + 42% > 0 =
2 — 222 + 1 — 4k%% — 8k%x® — 4k% + 42® > 0 =

o4l — 4k%) + 221 — 4k +1 — 4k 2 0 =

(1—4k2)(w2+1)2>0=>1-—4I.:‘-’>0=>ke[——;—, %]
* ok ok Kk ok
9. Fiind date girurile L, =—+ =4 ... ++, K,=—
» 2 3 n 22
+3i2 + ...+ iz »  8d se afle un minorant pentru L, st un majorant
n
pentru K,.
1 1 1 1 1 1
Solufie. L, = -— — 4 — — .+ = —_ ...
olufi 2+(3+4)+(5+ +8)+(9+
1 1 1 1 %
...+1—6)+ : +(m+ R e e T,
& ori
deci pentra n =2, L > . Fie §, = —— 4+ —— + ... +
2 2.1 3-2

1 1

=1——; dar

n(n — 1) n
1 1 1 1 1
2oL asaed — +—+. +——<1—_=>_+
m2  m(m—1) 22 + 32 n® n 2%

1 1
— 4+ —<1.
+32 + n?

27



* k% Kk
1

1 —

1
10. Se dd sirul @, = 6° 7% ... ne"", 8d se determine N ince-
48 . : L
pind de la care a, >-7— . S& se cerceteze monotonia $i G se de-

monsireze cd a, < 7.
Soluie. Cu ajutorul calculului logaritmic se vede i ag< 4;—8 $i

am.,>%8_’ prin urmare N = 9.
1

—— n—4

7—-4 . 2 .
Deoarece @4, =0, (n-+1)* si Vn+1>1, rezultd cd a, 4, >
> a,, deci girul este monoton crescitor. Avem ci

a, = VGV7V8V.’.—.1/77

a,.<_V1 +6V1+7V1+...+(n—-1')]/n+1<

si

NiseViriVit .. @ —DVi+n(n+2).

Dar dup# formula lui Ramamugian (care se va demonstra la ex-
ercitiul 166 de la §15, cap. II) avem cd

1=Viteli+VTt ... (n—DlitamtD

§i prin urmare a, < 7 si cum pentru » > 9 avem ci a, >4—78 rezultd
¢ sirul este convergent si are limita cuprinsé intre 6% si 7.

% %k ok Kk

11. Considerdm wun gir crescitor {U,} si un $ir descrescator
{V.} si in plus U, < V,, YV n. 84 se arate cd U, st V, converg i cd
U =1lim U, <lim V, = V. Dacd in afard de aceasta V, — U, are
7—CO $1—00 !
limita zero, atunci ambele giruri ou aceeag; limitg, S& se aplice
rezultatele girurilor U, si V, definite de U, V, gt formulele Uy, =

oo U+ 7V,
VUan Vn-l-] = '—-:I):—" '
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Solufie. Din ipotezdi rezultd ci U, < U, < V, < V, i prin
urmare U,, V, converg fiind monotone si mirginite. Avem de
asemenea U, < U <V <V,=20<V-U<V,—U, si deci
V — U =0 daci lim (V, — U,) = 0.

n—00

in sfirsit,

2 ' 7 T a2
R gy (UL LT A A (LS Ll SR
2 2

-

Cum U, si V, sint pozitive, V2 — U2 >0=V, > U, =
Upsr=VU,V, >U,= U,-cresciitor, V,,+1=M' < V, = V,des-

crescétor i in plus U, < V,=U, §i V, sint convergente. Din U, <

< Unsr € Vasy <Vay deducem ¢d0 < Viyy — Upyy S Vg — U =
= %—", de unde, prin inductie, deducem c 0 < V, — U, <
Vo b Uo 1% e . o 7. .

———2 0. Rezultd cid U, si V, au aceeasi limit4 care se numeste

media aritmelico-geometricd a numerelor U, si V,.

* % ok ok

' ’ Un+1=Un( Ule—l——2)—
Mo (—1)”

— U, »n > 1. 84 se arate cé pentru n 21, [U,J=2 * , unde

[x] este cel mai mare intreg ce nu depdseste pe ». (Olimpiadd Anglia,

7 puncte).

12. Se defineste strul: Uy =2, U, =

l\’:lm

20 (—1)0 _ 20—¢1)0

Solutie. Uy =2=1+1=2 3 + 2 o,

U1='

o | e
i
o
+

o |+
Il
o
+
)

22— (-1 22— (-1

3 +2 3 ,

-
[
) | ot
f
0
+
to |
Il
o

B(-1p 2o (-1

3 3 .
2 +2 ;

i
®
+

|~
I
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ot (=1)* 2 (-)*
deducem c¢i U, =2 * +2 3 gsiaplicim inductia spre
a arita valabilitatea formulei, de unde rezult¥ imediat afirmatia.

* x % % Kk k¥

b,-
13. Se daw girurile {a,} gi {b,} astfel: 1< a,< by, a4, = —>>
Qn—q
R (n > 2). Pentru care valori e, §i b, ambele giruri
Gpey —
converg?

Solugie. Calculind sirurile gisim ci a, = a;, b, = bg, deci sint
giruri periodice. Vor converge pentru @, = a, = a3 = @ = Gy,
bl = b2 = bs = b4 = b5 Qi deci lim a” = al’ lim b” = bl'

7#—00 1—00

Fie a, =2 §i b, =y; va trebui deci si avem: 2= =

8 |=

— 2 __
y=y lsauwz_—..m 1¢w2=w+1¢>wz—m—-1=0¢>w=
r—1 z—1

1415

2

541 .
- Bt

ydar a>1 =2 = y=.6—+4i‘/_5.=>y=?%ﬁ.

* ok Kk ok ok Xk

14. Sd@ se arate ci girul a, = Vl + VZ 4+ ... + V-ﬁ este con-
vergent.
Solujie. Avem ci

Vo +VarisVa=ln—1+Vnt+Varis>ln—1+Vn

§i gisim dupid » pagi cd

VitVes ... 4VnttmrasVisVar ... 1V,

adicd a,,,> @, §i prin urmare sirul este monoton crescitor.

30



Tinind seama o3 V7 < “; 2 (@ >0)5i x%1), avem o

V1+vm<1+1+!/2+... T _

1 1424 V.3+ Vo

Y PN e 3

1143+ V4 + . Hn_

-l

=i+ 2 s A Ta<t 24l

=§_+%+§_+_ Vet dle<... <

2 3 4 5 n—1 n n+4+1 " 341
<—d—4—F+—4+... =
2+4+8+16+ . 27-2 +2"‘1+ 2" E, 2
L | i

=%+

t=1 2‘ t=1 2‘

g 3Y) . .. 3
Dar — <|—] cici (prin inductie ——<—- i
4 (4) (p fie) = <= si
% 3\ . 3\¢
§<(Z) =>z<(~2—) =>z+1<(2) +1 =

2 3 i+1 3 i+1
"'3'(2) +1<(3)

§i prin urmare

deci sirul este convergent.
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*

15. Pie a, = 0, ays, = —;-(b a2, 0<b<1 Sise stabi-
leascd convergenje gi limita girului.

Solutie. a, = % b >0, a, >a,.

1
Upty — Ay = —2‘(“’?: — G5-1) = [y > Cuoy = Gnyy > 0]

Si deci girul {a,} este monoton cresciitor conform principiului indue-
tiei complete. Pe de alti parte,

1
o, <l a <1 =>ak+1=—2—(b+a,%)<%(1+1)=1.

si deci girul {a,} este mirginit de 1. Dar un gir monoton crescitor §i
mirginit superior este convergent. S# notim lim a, = . Atunci

71—2C0
trecind la limitd in relatia de recurentd ce definegte girul, obfinem :

a:=-;—(b—|—w2)=w=l-—v1—b.

% ok %k ok

16. Fie girul {M}seny M€ (0,1), Vne N.
a) 8¢ se arate ci girul {®.}nen, definit prin xy = b, ©, = Aa+
4+ (1 — 7)) @,-q, @ < b este convergent.
b) S se arate ci dacd {A.}sen este crescitor, atunci lim =, = a
n=->00
(Gazeta Matematicsi 9, 1976, Problema nr. 16082).

Solugie. Avem ¢ @, = Aa + (1 — Az = Aa + (1 — )b =
sy —a=M—a+Q—Nb=>z—a=(1—21%) (b—2a)20

. - Xy — T
=z > a Din 0 < A, <1 rezultd ci 0 <— "L < 1. Adoua
@ — @y
. . Ty — @y Ty — @ a—2
inegalitate ne 4% ~———"21 —1<0=>— <0= = >0.
& — Tp-y @ — Tpy @ — Ty,

Presupunind ¢l ¢ — #,-,<<0, adicd ®,-,>a, rezulti ci o — 2,<0=
=z, >a §i cum &, > a, conform principiului inductiei complete,
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rezultd ¢ V ne N, x,> a, deci §irul este mirginit inferior de numi-

rul e. Din inegalitatea 22— Tr=1 >0, cum ¢ — ®,, < 0 rezulty

¢ — B,
Ch Ty — 2, <0 =2, <, a.tliicé. girul este §i monoton descres-
citor si prin urmare convergent.

b) Din ®, = Ma+(1 — A,)@,—, rezultd ci v, — ¢ = \a —a +
+ (1 — A)@,-,. Notind #, — a =y, rezulti ci v, = a(r, — 1) +
t a1l — ) + (1 — N,) Yay adicd g, = (1 — ;) Yoy, Dacdl girul 2,
este crescitor, mirginit fiind, este convergent la 25 € (0,1]. Trecind
la, limitd pentru Ay #1, avem y = (1 — Ay = Ay =0 =y =
=0=1im(z, —a) =0 =lim», =a iar pentru A, =1 obfinem

7B—eQ0 =00

Y = 0+y = 0 i prin urmare de asemenes z, — a.

17. 8d se calculeze limitele girurilor cu termenii generali :

12 E k 1k k
a) a,=—Y evcos’—; Db)b=—Y ensin>—
) n kgl n ’ ) n )El n

(Gazeta Matematicd 10, 1976, Problema nr. 16120).
Solugie. Considerim f(x) = e® cos® §i intervalul [0,1] cu divi-
ziunes #, =— (k¥ = 0,...,n). Avem
n

1
”"

n 1
Se"’ cos® z dz = lim Y, flz) (2 — @—y) = lim Y, e cosg—k—°— =
k=00 Re=1 $=e00 n n
O

o L& ok .
=11m—2e €co8° — = lim a,.
H—00 N k=l n 7—s00

Integrind prin pirti

x [ d z

Il
Se"cos2 z dz =Scos‘-’wd(e-') = e*cos’w — 1+2Se’sina;coswdw=
8 6 ¢

v
—1 +e“coszw.+Ssin2wd(e’) = —1 + e® cos’s + e” sin 2 —
0

3 — c. 552 39 33



%

-S 2cos2 ze*de= — 1 + e* cos? x-}€e®sin 20—2 5(2cos2m —1)X
0

X e? dw = e*(cos®x + sin 2z +- 2)—3—48 e® cos? dz =>5S efcos? 2 dw =
1] 0
= e¢*(cos?w + sin 22 4 2) — 3
§i prin urmare
lim a, =— [e“(cos- x4sin2x4-2)—3Jiay = — [e(cos-l—sm 2+42)—3].
173-+00

Analog obi;mem :
1 1 1

Se’sin2wdw=8(e‘ —efcosta)dr=¢e —1 —Se"cosza:dw =

0 0 i}

=e—1—%—[e(coszl+sin2 +2)—3]= —-%—e(coszl +
4sin2 —4)-1;
o

1
1

Slez sin®? z de = lim Zf(%) (z — @,—;) = lim Z ekin szﬁ ——
timtatd 51 00 x 21 n n

1 ”
Balt 2 e gin®m — lim b, =
n Be=l 7=200

= —-% — e(cos?l + sin2+1)%-
5 5

a0y + Qg + ces T Ay 4y

18, Sé se calculeze lim , unde {a,}

7=000
esle o progresie aritmeticd (Gazeta Matema,tlcé 11, 1976, Problema
nr. 16172),

84



Solutie.

n

Y, Gty == %, [ + (b — 1o + k] =naf +ar 3, 2k —1)
&=1 k=1

k]

+r2i (k% — k) = nai + ayr [ZML;—Q —n] +

k=1

H

I [ nn+1)2n+1) n(n+ 1)]
6 2

ad=1[a, +(n — 1P =(n —1)33 4 ...

- . e . coa 2036 1
Limita va fi raportul cocficienilor dominanti, adied = / =

r3  3r

19. 8a se arate cé :

1'—ij=ma

1 1 1
Iim{l —— 44— —— 4 ...
n—-co( 2+3 4 + +2n—1 2n

Solugie : Pentru aflarea acestei limite ne vom folosi de iden-
titatea lui Catalan :

11

2n — 1 2n

1 1 1
l——+=——+4...
bl R

1 1 1.
n+1+n+2+”'+m

care se obtine din identitatea :

1 1

2n — 1 2n

14 o+ drF ot

1 1 1
+ cee —
n+1 n+ 2 2n

1 1 1
=14 —=+—+F... F—
+.2+3+ +n+

- 39
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scizind din ambii membri —2(%+%+...+31—). Deci
n

problema se reduce la calcularea :

1 1 1
1i cee +—1}-
»—.rg(n+1+n+2+ +2n)

Solujia I. Prin integrare se obfine un rezultat imediat: Con-

i continuy pe intervalul [0,1]. Fiind
&

siderdm functia f(2) =

continug pe [0,1], f este si integrabild §i deci considerind diviziunile
. 2 o —
echidistante 0, -1-, e * geoey n—1 » 2 cu puncte inter-
n n n n n

‘ . k
mediare de forma £, = —, vom avea
n

S)f(w) dz = lim kgo(xm — L) f(Epsr) = hm”}“; i 1—+—kl+—1 =

n

1 1 1
= lim cer +—
ﬂ-oo(/)1,+1+'n+2+ 211,)=>
1

Sf(w)dw —ln( + o) =

(1]

deci

1 1 1
lim + + ... —)=1n2.
n-.oo(/n-l—l n+ 2 +2n

Solufia II. Considerdm sirul e, =1 +—})— + ... + 1_ In n.
< n

Functiei f(z) = In  ii aplicim formula lui Lagrange pe intervalul
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(&, & +1]:
1

1 1 1
Ik +1) —lnk= 7, Oc [k +1] == < [k-l:—l . 7]:

1 1
1) k+1<1n(k+1)—1n<k)<;(<n=1,2,...,n-1)=>
h2-lnili<1
1
ln3—1n2<?
‘ 1
Inp—In(z —1) <
n—1
1 1
Inn<l14—+...
{ +2+ +n—1

DL RRE TR S S
n 2 n

Deci a, este format din termeni pozitivi. Din inegalitatea (1) rezult}

cl ln”+1 > 1 5i prin urmare
n n+1
1 1 1 '
Ay — Q=1+ —+ ... — 4 — In(n 1) —1 —
+1 +2+ +n+n+1 (n + 1)
—l—...——1—+lnfn=L ”+1 1
2 n n+1 n n+1

—]n(l +—1-)<0, VanelN .

gi deci girul {a,,} este descrescﬁtor mirginit . inferior adicl {a,,} este
convergent. .
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11—+00

Tie C=lim(1 -l-—g—J.- eee +——1In n) Dar

1 1 1 1 1
=+ + i tF——=14+—=+4...
n+1 n4+2 2n +2 2n

—In2n +ln2n—1—~;—... —i+1n('n)—1n(n) =
n

:»Iim( 1 +...+—1—)=1im [(1 +—1—-i;-...+1——1n2x1)—-
2 2n

npo\ 4+ 1 2n n-»00
1 1 -
_(1 _|-__‘;_+ -{:———lnn+1n2n—lnn)] =
2 n

=0—C+limln&"—=bln 2.

n->00 n

20. Daci girul {a,} werificd relafia de recurentd Gnyz =
1 - 1 :
o= (@ g B Cpyqg B @), Gtunct lima, = — (a; + 2a, 4 3a;).
3 Lo . . n—»00 6 . .

{Olimpiada Internationald din 1968). -

Inainte de a ne apuca de rezolvarea propriu-zisi a exercifiului,
vom face citeva consideratii generale referitoare la relatiile de recu-
rent#. Si presupunem agadar ci un §ir {u,} verificd de exemplu o
relafie de recurentd de forma QUsyy + DUa., + cu, = 0. Atunci,
acestei relafii de recurend i corespunde ecuatia caracteristicd az® -
4 bz - ¢ = 0. Dach, are ridicinile de forma p(cos # b isin 2) si
plcos # — i sin #). In baza relafiilor dintre r#dicini §i coeficien-

ti, vom avea 2pcos s = — —, pz=—0- = pb = — 2p%a cos & =
a a

=-224 cos £=—2¢ cos . Dup# cum se stie, expresia termenului general
a
va fi w, = A,[p"(cos nx 4 isin n 2)] 4 Aj[e"(cos nw — isinng)] =

== ”(01008 no 'l" Ozsin WW), 01 = ‘Al + .Az’ 02 = I(Al"".Ag). Asa:da;l‘,
inlocuind pe u, in relajia de recurent i finind seama de relaiile
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dintre ridicinile §i coeficientii ecuatiei caracteristice, relatia de
recurentid este verificatd, dupd cum se vede:

0"+2a[C; cos(n + 2) @ + Cpsin (n + 2) @] +o"+1 b [Cycos(n + 1) & 4
+ Cysin(n + 1)2] + p"¢(Cicosn & + Cosinn ) =0 =
=¢[0; cos(n + 2)  + O, sin(n 4 2)x] — 2¢ cos 2[C, cos (n + 1)z +
+ C,sin (n + 1)2] + vc((J']l cosnz + C,sinnz) =0 =
= Cy[cos (n + 2) & — 2cos z cos (n + 1) x+ cos nx] +
+ C’z[sin(n +2)x — 2sin(n 4 1)@ cos # + sin n 2] = 0,

care se vede ci-i verificats. :
Solufia exercifiului. In cazul relatiei de recurentd din enuntul

exercifiului, ecuafia caracteristicd ce-i corespunde este .3a® —

-2 —g—1=0=(@2—-1)32°+22+1)=0= 2 =1, &y =

=— %— 41 13-5- sau sub form3 trigonometrics : #,, = p(cosx +-isin m),
1

___.l —___1 i __V — —

V_g, pCOS o= 3 psin z = 3 , coszx_zg—l—
1 f 1 1 . V2
,3’00ls f 4?( , 3V§') V3 31/5’ )

2)2- )2

ETEETE

asa ¢d p =

, aga cd vom avea o

s V2
COS T = — —=, Sinw ="
’ X N
fab) 1cos2z = — —;—, sin 22 = —21/2’
cos3w'=——"’—, sin 3 = ﬂ_,
{ 3)/3 3)/3
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gi deci e, = C, +—}— (Cyco8 nx P Cy8in nx) = lima, = C,. Dar,

=0
32
finind seama de (1), rezultd

1 2 1 2
01'19ﬁ( V'3 02+%03)=“1a 01——3‘,‘02'{**'{,,—03:“1»

‘ 1 1 2)2 1 2)2
CI.P?(_?CZ_ g 03)=a2, sau CI—TOZ— 1g_-03=az’

1 5 2 )\ _ 2
C,+ 3V§(3V§ 02+3V503)—“3) G1+ +270 = 3

= (, =% (a, + 2a; + 3a;), ceea co dovedegte afirmatia.

* K ok % k k *k %

Solutia a 1I-a. Trebuie s¥ ne convingem cé girul este convergent
cici considerind de ex. sirul 1, 2, 1,2,... avem ¢i @, + @y = 3,
ceea ce NU Ne permite 8& conchxdem cé, 3 = hm(a,, + Gpyy) = hm a,, +

4 lim a,,+1= 2lim a,,, adicd lim a,, = -'?i- (Aceasta pentru metoda de

rezolvare, care urmea,za,)

1° Considerim termenii %gp-g, Use—yy Use Pe care-i notdm res-
pectiv cu ax, by, ¢, asa fel incit a; < by < ¢, adicd 6, = Min(ug;—y,
Uge—yy Uge) §i Cx = MAX(Ugp_gy Uge-1y Uge). CRM media aribmeticd este
cuprinss, intre cel mai mic i cel mai mare termen, avem ¢& @, < Ugpy;=

1
=-?(u;,,,_2 + Ugp-1 + U3k) < ¢ af2 incit sirurile {a,} §i {c;} sint

mérginite cdci sint numere cuprinse intre a, §i ¢,. Dar mai mult,
8e observd cid si

1
T < Ugpro = ‘3— (Ugr—1F Uge + Ugpsy) S Cry

=i

O < Ugpsg = — (Uge F ’“sk+1 + Usksz) S Crs

W
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cici, de fiecare datd, se inlocuieste un termen din medie cu un altul

cel putin egal cu minimul §i cel mult egal cu maximul. Dar aunci,

din inegalititile precedente, deducem ci a, < Gppy < Cryq < G §i, D

general, ¢, < a, < ... < a, < e S0 .. <0,y< 0y, §i deci [a,, ¢,]D

D [ay 6] D ... D [ay, q,] o> ...

- °. Fie 7, = ¢, — a;. Si dovedim prin inductie matematics
. [

k-1
faptul ci r, < (?7-) ‘7. Pentru k = 1 avem rls(%) r, ade-
virati.

. 7 \m-1
Fie r, < (%) 7. Avem
27
1 1 1
Usm+y = ? Uzm—-2 + ‘3—'“31,;-1 -+ 3‘ Usm
1 4 4
Usm+2 =?u3m—2 +?u3m-1 +_9"‘"'am =
4 7 16
(7] = —— Uqy — WUaqpy— —-U.
4 1
[ %3m 43 — Ugmag| = 2_7 (Ugm — Ugm-q) + E (g2 — Usm—1) [ <
4 1 7
< —7 —_—ry << —7
o7 T 21 " T ™
3m+3 gm+1l = ' g7 Vemm2 T o Yam—y 27 lam
5 2 5 9 7
= 2_7 (U3m — Ugm-) + '2‘? (U3m — Ugm—y)| < 2—7 Tm -+ E‘ Tp = 5,? Ty
2 1 1
u, — = — — Ugm—n + — Ugp— — U | =
[ %3m+2 sm1l l g Mem=2 T o Usm—y + g Yom
1 1. 1
= [—(Ugn — Ugn-5) + — (Uam—y — Ugm—_p) | < — 7 +
9 9 9
1 2 7
g ST < g
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T o fAY
27 " o \27
7, — 0 rezult conform ,,teoremei clesbelui” cé girurile {a,} 5i {c.} sint
convergente la aceeagi limit#d, prin urmare sirul u, este convergent.

3° Din 3Upsg = Us + Upy; + Un+p adunind ambilor membri
Upsy + 2Up.p gisim cd :

Un+1 + 2Up 4o + BUpsg = un + 2Up4q + 3Unss

Vom avea deci Tmiy = Cm+1 — @m+1 S r,. Deoarece

§i analog

ooooooooooooooooooo

{’un 4 2Upyy + BUgsrz = Un—y + 22Uyt U4y

u2 + 2’“3 + 3’“!4 = u.l -F' 2'“12 + 3“3
§i prin urmare,

Uy + Qpyy + SUpys = Uy + 2y + 3ug §i prin urmare

7n—00

lim (6, 4 26, + 3Us4p) = Lim U, + 2lim %, + 3limu, = 6lim 4, =
=400 7$—200 7B—0 N=eC0

= u, + 2u, -+ 3u; §i prin urmare lim %, = L (u; + 2u, + 3uy).
71200 6

91. Dacii girul {u,} verificd relagia de recurentd Uy p= (Upt- - .

1
2%, b ... .
1+...+p(u1+ Uy ¢ +puy)

Aceast# problemi reprezinté o generalizare 2 celei precedente
§i 0o vom rezolva prin metoda de la solufia a doua.

RS |

|

oo F Upyypy)y atuncilim u, =
1100

. 1° Notdm -cu my =min  (Upk-p+1y Upk-p+2r s YUpk-1 Upr)s
M, = max (Upr—p+1y Upp-p+2r+ -+ Ypk-1> ;) §i observim ci sirurile
{m}, {M,} sint mirginite fiind cuprinse intre m, si M,.

® Fie r, = M, — m;. S% dovedim, prin inductie, inegalitatea

— k=1
1 < (p 1 ) r,. Pentru k = 1, ea este evident satistdcutd ciei
P .

—_ ] — k-1
¥y = (p 1) 7. Si acum, s# presupunem cd 7, < (p_l) ry
r ' ?
(k=1,...,m) sl sd aritim cii, in acest caz, vom avea §i Tmsy S
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—1\" . - o
< (p r.. In virtutea relatiei de recurents, vom avea

1
(1) Unpsy = ';‘ (Ump-p+1 F Ump-psz + +o. + Ump-1 + Unp),

1 A 1 1
Umpy o = ; (Ympsprot- .. Uy FUmpyy)= ;umzﬁl +'17(ump—p+2':|7" cee

coo Tt Upy) =

1
(2)_Unpsp= ‘5; (“mp_-pﬂ + ...+ Ump) +
1 4
+ ; (Ump—pr2 F o« Unmp),

1 S
Umprs = = (Unp-p+g T oo+ Unp + Umpsy + Uppys) =

1 1 |
= (; +;§) (Ump-ps1 + - o+ Unmp) +

+ ?12 (Ump-pr2 F <o+ Unmp) + =

+ %(um.M F st Uy

Umpsg =

;}5 (% + 1) (Umpepsr -+ ++ v+ Unp) +

+“1; (Ymp-piz + -0 + Unp) +
P

+ 'iT‘ (Ump-pi3 + + oo =+ Unp),
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oy

Upptg = ';'(u’mﬂ—phj .'f" e B Ump F Unpsy + Umpez + Ump+3) =
1 2 1
- (-};;+;—;+;4-) (mpoprs F - -+ F thug) +

(%2‘ + ;}—3) (Ump-ptz + oo P Unp) P

";g (Ump-pe3 + o0 b Unp) P
1
— (Ung-p+e F + oo P Unp)
p
1 /1 2
Unptg = ;)_2' (;‘ +1) (Unp-ps1 P + -+ + Ump) +
—1;(i + 1) Wmppaz + -+ F Unp) b
ANy 2

1
'1')— (ump-—pvl-a + s "l”ump) '{)‘

1
? (Uinp-ptg + + ¢ + Unp)-

Si acum, si aritdm, prin inductie, cd

1 B2
(3) Umper = D ( + 1) (Ymp-ps1 F o D Ump) +
1 #-3
’——'( + 1) (Ump-psz T <o+ Unmp) b
PP \p
1 1 : - . « . ® o o s o o @
—2( 1) Glmmpers - ) +
pT\P
1
— (Ump-paz—1 ¥ oo b Upny) P
p
1

?p" (ump-v+k + .0 B “mﬁ)-
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Am vilzut cd aceastd relaie are loc pentru %k = 1,2, 3,4, atunci,
presupunind c# are loc pentru m = 1,2, 3, 4,...,k, sd arditim c3
ea va avea loc §i pentru m = k 4 1. Dar, in virtutea relatiilor de

recurentd i, finind seama ci de ex. 1 ¢ +...4¢" =qn+1 _11-
q J—
vom avea
u'mp+k+1 =":!.p_(ump p+R+1 + + umz) + ump-i-l + LU + ump-!-k) =
k-2 1 k-3
T { +(?+1) +...+1]+
1 .
+ ——;{ (Umpopty ++ + «  tmp) -+
P
1 1 K
+GH) ] }(um,, prims oo F Ung) +
V4 p
1 1 1
(1)t p L
P\D p p?
(55 + 25 ) Gareperes o )
p?
1
— (Ymp-pir + - -+ + Unp) +
p
1
— (Ymp—ptr+1 T « o+ Unmp)
V4 ,
1 (—1_ +1)H~ vy
Unp+x+1 = "y d +—2 (Ynp-p+1 + - + Ump) +

.........................



1 k-2
. (_ + 1) ~1
‘I');' P 1 +— | (Ymp-p+2 4 oo Tt Unmp) +
L p
....................... =
o)
1 P 1
F 1 +?2‘ (Ump—par—p + « « « + Ump) +
L P
1

(%4‘ 1) (Umpptioms -+ -+ + Ump) -

p?
1
_"p2 (Ump-par + o oo+ Unp) +

1
; (Ump-parar + +o- Fithmyp)

k-1
+ 1) (Ump-ps1 T oos + Unp)+

k-2
+ 1) (Unp-p+z + <o+ + Unp) +

+
[

) (Ymp-prx-1 + «« o + Ump) +
1
»

1
?(ump—p+t+1 + v + 'u'm:n)

(ump-p-l-t + LA + 'ump) +
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#i cu aceasta, expresia (3) aluiupyex(k = 1, ..., p) este demonstrats.

1n continuare, si ar#itdm c# [Unper — Unmprq] < p—1 Tmy Vg, ke[1, p]

“Vom incepe prin a stabili & | Unpsrs1 — Ympsr| < L rmV ke[l,p—1].

“Vom recurge §i-n acest caz la metoda inductiei matematice. S§ veri-
flcé,m in pnmul rind cd

1
[ Umprg — Umpsr| < —7Tme

fntr-adevir, din (1) si (2), rezults ci -
1

' 1
| Umpss — Umpsy| = p—z (Ump-pr1 + «« o+ Ump) = Ump-p+1| =
1 ' 1
:—p ]“mp-:%l'l‘ +ump".pump 1’+ll<p_(lum17 -p+2 7 Ump- pral oo P
—1 1
+ ..+ [u,,,,, Uinp- »+1D 2 T —Tn.

TFacem observafia ci numirul termenilor cu-semnul ,,+ si avind

coeficientul -l-z- este egal cu numsirul termenilor cu ,,—" §i cu acelagi
p .

. . .1 . o .
-coeficient cédci — =—p2- . Siacum, sé considerdm diferenta |Umpsr—1 —

— Umpsk |y UNAE Uppir-1 $1 Unp+r U €xpresii de forma (3).

o R -
o Ump) + iz [(i + 1)”'3 - ( + 1)k - ] (Umpopra + +--

ot Unp) +.o o+ _('"'mp-p+k-z+ e +Ump) + (umr-p+k-1+

1 Umpir — Umprr-1]=

) “;ump-wk =

1 -
F (; + 1) (Ump-ps17t+ « « +Unp)
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1/1 k-4 . 1
+ _3(..__+ 1) (Ump-pro + oo+ Upp) + ... +—‘§ (Ynmp-pri-2t - -
P\ p p

1
-+ u'mp) + (ump p+k=1 + . +'umzz)"‘ ;umv-pﬂc *

$i acum, si presupunem ci numéirul termenilor cu ,,4-"" i coeficientul

1 . . -
— este egal cu cel cu ,,—” si acelasi coeficient. Asadar, vom avea :
4

k-3 k-4
@ (o) e () et
VAN 4 P \D
— — 2 k-1
4P ﬁ+3+p i+ Bpk(=i)
P » r p

Si sd aritim c#, in cazul diferentei | Uppsr+; — 'dmu |, numé&rul terme-

nilor cu ,, 4" si eoeficientul —— este p*. Intr-adevir, finind seama

€ Unprr+r §1 Ump+r a0 expresii de forma (3), vom avea

k-1 k-2
iz[(i-*_ 1) - (l+ 1) ](“mﬁ-rﬂ + ...
p » P

k-2 k-3
..+ump)+iz[(i+1) -—(—1—+1) ](um,,_m + ...
V4 P P

1
.o .+'u'mp) + LA +—‘3'('u'fnp~p+k-1+ see +ump)+iz (ump-p+k+ s
P ?

I Winp+e+1— um:p+k| =

1
8

k-2
( +1) (Up-prs + <

1
ot Ump) — ; Ump-p+k+1
k-3
ot um)+—;;(i+1( (Ump—prz + + + + + tmp) + « - -
1
+ -1_7? (Unp-prr—1 + +oo + Unp) + (ump p+k T oo b Ump) —

- 'u'mp—y+k+1 ?
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aga cd, {inind seama de (4), numirul termenilor cu »+" i coeficien-

tul va fi

pk-)-l
k-2
-13-(—1—+1) ?+
PP
k-3
+-1;(i+1) (p—1)+...+—13(l+1)(p—k+3)+
r\p . P\p

— — k-3
A )
11\ —k+3],p—k+2
+o () - 42 e e ars
P \p » »
TN RS Ry
p~k+1 1 p*
H

Asadar, in virtutea principiului inductiei matematice, pentru orice k&
(2<k<p), numirul termenilor cu ,, +” §i coeficientul cha:re

intervin in expresia i |Umpsr — Umpyr-q| va fi p*-1. Prin urmare,
vom avea v .
k-1

1
[Umptr — Umpax—y] S Tm =;)‘ Tu(k = 2,..., ).

pk

De aici, deducem ci pentru orice pereche (k, n),unde 12 k <n £ p,
§i care deci se poate scrie de forma (k, k + ¢), vom avea

ump+k+q—ump+k|§1um:+k+q — Umpsrsq-y] .o+ I Ump+r+1 — Ump+ | =

é"q‘rmép—lrm'_"'ruwlé p~lrm-
V4 4 ?

Cum insd, in virtutea principiului inductie, presupusesem ci 7, <
— m

—1\»1
= (? . 1) 7y, rezultd cd 7r,,, < ( P 1) r, §i deci relatia
. P

?
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—_— k-1

"‘;.-§(p 1) r, are loc pentru orice k=1,2,... =27, >0
4

pentru k& — co.

In continuare, observim ¢

My S Ukpey = — (Uip-pay T + oo 1 Ugp) S M; =

=

1
My S Urprg = ';(ukp-?-i-q + oot Uipag-) S Mi (g = 2, ey D)

ciiel de fiecare datéd se mlocme$te un termen din medie cu un altul
cel putin egal cu minimul si cel mult egal cu maximul ; dar atunei,
mIszs .S M, £ M, 5i deci ['m,1, 1]:[mz,.Mz]:v...cu

= M, — m; - 0, asa cii intersectia ﬂ [my, M;] se va reduce la

un punct (asa-numita ,,beoreméd a, clesbelm”), de unde conchidem c&
sirurile {m,} si {]M,} converg la aceeasi limit# implicind si convergenta
girului {w,} la aceastd limitd.

3° Din puk.,.,, = Up+ ... - Upyp-p, adunind ambilor membrii
Ugsy + 2u5+2 e F (p — 1) Uptp—yy ZASIM CF Upsq + .+ ¢ o TDPUpsp=
= U + . + PUgsp-1 §i, in mOd analog, :

Up + ooo F PUpspoy = Up—y + 2 + .o T Pty

Ug-q + 2%}; + ... -I-'p’u“p_g = uk_o -+ 2'Ll/k_1 + ... —i—p'uv,,-.,.,,_a,

Uy A2+ oo PUpes = Us + 2Uy ... DUy,
Uy 4 2Us oo DUy ;u1+2u2+ e+ DUy,

Ugr + ooe + DPUripy = U + oo + DU

§i prin urmare, sirul {«,} fiind convergent,

lim (up+. o o+ PUrsp-y) = hm Ut +P11m’“r,+p -1= hm U + -

R=00

+th’“k 1 +.. +P)hmuh—'u1 -‘*?‘Pup:’,}im“k——-

_ Ut DUy
Sl ...+p
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22. 8d se afle limita girului cu termenul. general dat de relajio

= 2% oua beZ a>0 (Gazeta Matematics 11,1976,
14+ ba,

Problema nr. 16171).

Soluie. Discupie. Ciutim a determina termenul general al
sirului

Ty

Gy = —F gy Gbmtl—a_ @
1 + bz, 1+ bz, 14 bz,
14 bax, a 1+ b,
1+abmn =[”=>atn+1=1+a_..ti;a(tn+1_1)=tn—1 -
a(tl—l) = to—l’
to
a(t, — 1) ___ﬁ,
12
atty —1) = 2=1, sty —1)=—lo—1 |
) t, Lot + o v Taey

oty —1) = fz —1

tn_s
fyoy — 1

a(t, —1) = ;
n—1

z,,..1 = a”-l totl L t”—l’
aﬂtotl see tn - a:an-ltotl see tu-i == to —1=

Zy— Q2 =1—1 -
z”+1—az”=to—1
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Zpy) — R = a(zu - znll) =2 — %= au_l(zl - zo) =

7 — % = (2 — %)
a* —1
2, — 2 = a(z — %) =2, = 2y + (2, — by) =
) a—1
2y — 2y = @72 — %)
( a" — 1
Aoty o b =2 + (7 — 20)
a—1
-1 1 =
at—1 —
1 @ Ltgly oo tyey = 29 + (2, — 2)
a—1
o —1 a" —1
Zy + (2, — %) 2y + (2, — ) ——
-1 a—1
tn=;- T =>1+b.’0”= a"-l_la
Zp + (2, — %) 2y + (2, — #)
a—1 a—1
" — — 2
() T B Fo ey gr1 )
a—1 a—1
=2bx,= a”_1_1—1=>ba;,,= ‘ =
Zot+(2—2) —— Zo+ (3 — %) ——
a—1 a—1
a1 2 — 2
== b ) : ;n—l_..l.

2ot (R — %
ot (5 — 20—

Dacd se dau z,, @, b, atunci

ax,
.’Dl —_——

1 + b,

1 + bz, 1+b2 1 abx, 14 b1 + a)z,
fg =——0 g =—T1T "L (1+4- == : ,

a a a I+ bx, a(l + bx,)
PP k. YA S L I . UL N
a a a(l + bz,) -



. +b(1‘+a)wo=>z1_zo=1 + 01 + @)@y 1 4bz, _

a a a
==bar:o(l +a—1) b,

a
Rezultéd cid
. ar-1 . bx, _ a1z, -

Ty 14 ba, b oa"'l —1 a—1+aebz,—bxy+a®bz,—abx,
@ a—1 ala — 1)

- 1, — a*a — 1) x,

a*bxy, + a — (1 + bx,) .

Dacii @ = 1, refiicind calculele se obtine z, = — % , care
1+ bnx,
evident c% verifici relafia.

Discufie. 1°. Dacd a = 1, atunci girul este convergent si are
limita zero, dacd x,s# 0. Daci a =1, =z, =0, se obfine sirul
- constant z, = 0.
2°. Dacd 0< a<< 1, avem c& lim x, = 0.

7n—e00
< 1¢ -1
3°. Dach a>1, avem ci lim @, = -~ , @y % 0.
=00
Relajie de recurenté mai gemerald: z,,, = o, -:-— g .
Y% -

Punem w, =Y §i avem : Yatr __ %Yn + B2, .
2 “nt1 YYn + Sz,,

Rezolvim sistemul :

(1) {y"“ = o + Bew

Zatr = YYn + O2n,
adicd BZusy = Ynss — Wus1, de unde
Yntz — WYass = BY Yn + 8(Unsy — o¥fs) =
= Ynrz — (@ + 8) Yasy — (By — ad)ys =Q

cu ecuatia caracteristicd 2 — (« + 8)t + 8§ — Py =10, care se rezolvi
§i se obtine y, = Oyif + C,ff. Dacéh B = 0, § = 1, ecuatia caracteris-
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tick vafit? — (e + 1) + a =0cut, = o, ¢, =1 i deciy, = C® +
4 C,. Dacd y, = 2,, 2, = 1, avem ci

Y1 %Yo+ B2 __ %Yo - {% = oYy = ay,

Py, =— —— = —3
! % o+ 8%  Y¥o+2 # =z, +1

ia-r{y" =0, +0, 3{01 + C:=m,
yl = 01“ +02 01“ + 02= a$o

C, = @y, C, = 0 si prin urmare y, = Zx". Tinind seama de (1),

2 =Yw0m” +z”’
{ " =241 T Zp =YX =

Zavy = YHo™ ! 4 Zayy

2 — %y = Y%

7 —
z2—z1=",'wooc :z”=z0+‘{w0 « 1=>
“ —
2y — Zp- 1.= YTt
o —1 . . 0%,
2, =1+ vymx, —-——1- si prin urmare z, = — i
T 1+ yog——
a—1
-, = (e — 1) @, .
yarz, +a — (1 + vap)
Dacd o = 1 rezulté cid z, = — % .
1 4 ynz,
Bzemple. 1. x,= L N &z, = %o = %o =
2¢,, +1 14 224m 1 4 22yn
o = %o = %o este
1 + 2.’)30(1’& -_ 1) 1 + 2nwo 1 + 2500')1, e 2$0 + 2(00
142— %
adevirat.

54



v o

/ '

9 g Bamit1l Yo Yurr _ Ynt2a {ym—yﬁz,,
. n — 1 YnT -
Tp-y + 3 % Zany ?/n+3zn Zn+1=Yn 3%
Yntz — Ynt1 = Yn + 3Yn+1 — 3Yn=Yns2 — 4Yas; + 2¥» = 0, cu ecuatia
«caracteristics 12 — 44 + 2 = 0 sisolufia generals v, = (2 + /2)* O, +
+ (2 —)2)*C,, de unde pentru = =1, 2, obtinem

01 + 02 = &, : | )
G(2+V2—2+V2) =

{(2+V2)01+(2—V—)02=1+% ~ = 02 +2—2+12)
—1b0,—20, + [Ba, = O = @, +—— (V2 + 1)z _ V2m+1 — @

| 2)2  2)2
Deducem in mod analog pentru C,.

- 2-V2)

2Y2C, = =1+ (2 + L)ap > 0, =—2 +2"{,—-+ D,

0, — 1+ (V——l){vo
1 212

1+ (2 -z, 5 _—x T 2+ D)a (5
%= 275 @+ Voy + R (2 — V2.

* ok ok

23. Se considerd sirul de. nmuwmere reale {a.}nen definit prin
velajia de recurentd @, @, + G,. = @, — 1, oricare ar fi ne N,
unde ay€ {—1, 0,1}. Sd se stabileascd dacd girul are limiid sauw nu.

Dacid 09,5 = 40, care este girul? (Gazeta Matematicd 11, 1976,
Problema nr. 16081).

a —
SOZ’M;‘I/G. d,,+1 = n

, 5i notind a, = tg @, = tg 0,4y, =

n
= tg( Ps — Z—) = QPpi1 = Pn— —z—, care este o progresie aritmeticd
§i prin urmare ¢, = @, — %‘, adicd a, = tg(qxo — %—) , astfel

dncit sirul va fi periodic cu perioada 4, termenii fiind tgo,, tge — 1

tg e + 1 ’
1 ' tgp -1 s 8 @y - .. Deci girul nu are limit#, iar a,9,3 =
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=tg(@y — 494 7v) = 1g 9o =40 si prin urmare sirul va fi 40, Z?

~1, A, 4,
40 39

24 Fie {a,} dat prin relafia de recurenfd:a, = @,—, + n cu
a, =1.

”
a) Sa se calouleze Yy, 1.
k=1 Qg

”
b) 8d& se arate ci girul cu termenul general b, = Y = este

k=1 G
convergent. (Gazeta Matematici 10, 1976, Problema nr. 16112).

Solupie. a; = ax_, + k §i a;, = 1, aga ci vom avea :

a; = a;, + 2,

Mk 4+1) 1 2

.= 1 2 3 e = = T

G=1+2+3+...+ PR TI
2 4 B e+ NA+EB=2 =

BE+1) kO k41

Ic=—-1=>—B=2——.~B=—-2=>

1 2 2 2

o kk+1) k k+1

n

S5 (- -

P BB+ 1) k=




>
E=1 -?-.__"_
1 2
I =2 -—-2~——2—-
2 3
h=3 2_2
3 4
9
=n—1 2 2
n—1 n
6’)
k=n 2_ -
n n—+1
§=2__2 _ _2n sy Lo,
n+1 n+1 F=1 Qg n+ 1
b) b, _.—%13——-
n+1
bn+1= 2n+2=>bn+1—bn= n+2‘— 2n =
»+ 2 n -+ 2 n+1
D)
= = >0= by —b,>0 = b, >b, = (b,)ney MONO-
(” + 1)(11, +2) 1 " n+l n ( n)neV
ton cresedtor. marg b, = b, =1, marg b, = 2 (b,,=2 __2 ),
D— n+1

(ba)wen miirginit. Deci {b,} este convergent, iar lim b, = 2.
: . n—00

* ok ok ok Ak

25. Fie {a;} progresie aritmeticd cu rafia 0 < d < 2a,. 8d se
n

arate ci Y, — < ="
i ad (b — 1) d(al = i)

«d
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Solujie. Considerdm diferenta

1 1

d k-1 7 \+-1
(ai - —;) (aa + %)

2 [C,Lla’;"z % + G,k (_d_

[
S’
©
+
l—.—-l

2(k —1)a}~2- %

>

58

a%k-—‘z

a2‘k— 2

d(k — 1) 1 1
—_— e =S —— <
ak a  dk—1) [ (at

1

N

d(k, — 1)




Cazuri particulare :
1 1 S 1

LA | 1 1
—=— =t ...+ =2 — =
12+22+ ln2<(i)1 ? ,‘§113<2-( )2 20
2

do1 12

W |+

* ko ok ok ok ok ok
* ok ok ok ok ok ok R

26. Ou numdrul natural k se efectueazd operafiile : 4

1° se descompune in factorii primi k = DiPse D
2° se calouleazd suma p, + p, + ... + p, + 1. Cu numdrul
astfel obfinut se efectueazd aceleasi operafii 3.a.m.d.

8a se arate cd girul de nwmere astfel obfinut este periodic.
Solufie: Daci a,b >2=a 4 b<ab. In adevir, b>2 =

=>2>b+2=20—1)> b=

<2.Dara>2=a> — =
b—1 b—1
=>ab —azb =ab>a + b.

. k=p1p2...?,, =fk) =p+ps+ ... +pu F1< Pypae..put
+1=£k+1 deci f(k)<k+1 (dupi o operatie). Pe ling3
aceasta dacd k este par, k>7, f(k) =2 +p, + ... - P +1=

I L
=3 +P+ ... + P, <3 +p,... p,‘=3+-§=k— (;——3)<Ia,

-ceea ce inseamnd ci, dupd doud operatii pentru orice numir & > 7,
-este adevirath inegalitatea f(f(k)) <k, adicii sirul considerat ia valori
din (1, & + 1], deci ia cel pufin de dous ori aceeasi valoare si din
-acest moment este periodic. Cum insd f(6) = 2 + 3 + 1 = 6, rezult}
{fdcind calculele si pentru cazurile k =1, 2, 3,4,5) ¢ii orice numir
natural, dup# cel mult 5 operaii devine periodic.

L R I ]

27. 84 se arate ci dacd o progresie geometricd formatd din numere
naturale diferite are moi mult de doi termeni, atunci suma ei nu
-este o putere a lui 3.

Solufie: a;, +ag+ ... + a1 =321 +q+¢+ ...+
4 ¢"~1 = 3! Cum ¢ # 3p, putem avea

1°. ¢ =23m + 1 = ni3 (adich n se divide cu 3) =>n = 3p =
=l4g+¢*+. . . +¢P 1 =1+¢+A)Q+ @ +P+...4¢7-3)=
=3 =21+9$?=3"=>1+3m+1+9Im>+-6m+1=3=

3m* 4$3m 41 =3"1=r=1=¢=1: imposibil.
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2°.¢q=3m —1; dm 1+
=>n—2p=>(1+q+ b
+ ... 4+¢¥) =3 =1 + q2
‘geometmcii cu ratla ¢® =3m + si = 3p’
dupé cum rezultd rafionind ca in 11°

* % %k %k *k *

28. Si se gdaseascd cel maz mic termen intreg al unci progresii
geomeirice descrescditoare {a} in care primii n termeni sini numere
‘naturale 01 au.y nU este numdr intreg.

Solugie : Fie @y, Ggy ...30a @4y Drogresia ciutata. ¢=

g+ ... +¢*1 =3 =>n—par=
@) = (1 + g)(1 + ¢*+¢+.. T+
+¢+ ... —|—q2” 2 = 3" progresie

, ceea ce este imposibil

a . . T S
=—2¢ @Q,, dar nu intreg §i ¢ = — — ireduetibili. (Am notat cu Q.4
a 8
1 ) . n-1
mulfimea numerelor rationale pozitive). Deoarcce ¢, = @; ——¢€ N =
-

= a,15""%, deci cel mai mic termen intreg al progresiei va fi a7t

*k %X *
29, Pie a # —1, 2, = a——1, @, = -’”1—1’ w3=w2—1’
a-+1 z, +1 2,+1
. si se afle a, dacd %579 = 3.
Solutie.
a—l__l __1__1
a—1 a+1 —2 1 a
T = 1"”2=a_1 = == LB=—7 =
a+1 a
__—a—l 1+a
—1+4a 1—a
14 a
1—a—1 2a
GQ=go = = a girul este periodic cu perioada 4.
+a 2
+1
1—a
1 1
1970 = 4.492 + 2. w2_3=>—__.3=>a—___3_.
a ,

* %k % Kk ¥

~30. Se dau trei mumere a, b, ¢ §i cu ele se formeaga numerele
a + b, b + ¢, ¢ + a apoi din nou se formeazd alte trei numere in acelag
fel s.a.m.d. Sd se afle numerele formaie a 427-a oard.
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Solufie. Fie s =a 4+ b + ¢,
1°s—a,8—b,8—ec,
s+a,8+0b s+
3° 38 —a, 38 — b, 3s — ¢,
4 58 +-a, 58 4+ b, 5s + ¢,
5 11s —a, 118 — b, 118 — ¢,
@8 + (—1)"a, aus + (—1)b, a,s + (—1)7,
(n + 1) @34y8 + (—1)"a, @48 + (—1)"+1p, Cus18 + (—1)"He,
unde ' [Gmes = 2a, T (=177 si deci
@ = 2853 +(—1)""1 = 2a,_, — (—1)* = 2[2@4-p + (—1)*-2] —
— (=1 = 2%, 4 2—1)" — (=1)* =2%,_, —[(—1)2 + 1) (—1)"=
=20,y — [(—1F24 (-2 + 1Y~y =
= ... =27 — [(—1)P712% 4 (—1)neR 2me2 gy

no

dar @p =051+ ... +(—1)”-12"-1=M ) 258 ¢4 a, =

1+2
— (—1)"9»
= 1%—- (1) = —;;— [2" — (—1)"], si in particular oy =

(2%¥7 — 1), iar cele 3 numere obtinute la a 427-a operatie vor

p—w.o]»-a

@ = Da 4 b + 0 = 0,2 (29— 1)(at b o), 3@ —
—1) (a4 b+ ¢) —ec.

§ 3. FUNCTI

1. FUNCTII INVERSABILE, SURJECTIVE

% %k ok ok

3l. Care dintre functiile f(#) = 2% — a3 — 3, g(x) =a° —
— 22° + aw poaie fi inversabilé? Care poaie fi aplicafie surjectivi %
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Solufie. Funciiile date sint continue. Ca si fie o functie con-
tinud inversabili trebuie si fie $i monotoni. Ca si fie monotond
trebuie ca derivata s# pistreze semn constant. Or :

f'(®) = 4x® — 3ax® = x*42x — 3a) are ridicini reale pentru
orice @ §i schimb# deci semnul.

g'(x) = 5a* — 62 + a. Ca s% nu aibd ridicini trebuie ca

9—5a< 0 = a>—3si prin urmare dacd a > %,g’(w) si nuschimbd
. s} 1]

semnul, deci g este monoton# si prin urmare inversabild.
Functia g(z) este nemérginits superior si inferior i prin urmare

pentru a > % reprezint} o aplicatie a lui B pe I. Pentru e <—?— )
o
g'(z)Yare ridicini simple §i ca atare nu este inversabild

*

32. Sd se gaseascd funciile f satisfacind ecuatia : f ( o )=

41
e s
w2
1 1
Solugie. Cum . f_ 1l = 1 1 <—;—- = [——0—,7] este do-
x® - o 4= 22
meniul de variatie al variabilei
% L1 e 11 =2
2+l sl g
x x?
- #+1 Tt 41 1 —2¢ 1 :
J(z) = 1 2, deci
w2
1 _ 2 dacs |zl = —1——,
x? 2
f@)=
1
o(x) dacd [z| >0
‘p arbitrar.
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* % %
33. 8d se exprime printr-o formuli funcfia y = 1 pentru & > 0.
0 pentru z < 0..

Solutie. y = z+ Ve
22

2. RELATII FUNCTIONALE

Inainte de a da citeva probleme, s& incepem cu un exemplu
clasic : functia aditivii. _

O funcjie aditivd se caracterizeazs prin aceea cf verifici rela-
tia functionald ®(@, + 2,) = O(z,) + O(x,) pentru orice pereche de
puncte z,, z,€ R,

Un exemplu de functie aditivii este functia liniard §i omogens
f(@) = ax.

Teoremit. Dacd o funcjie aditivd este mérginitd superior mdcar
pe un interval oricit de mic, atunci ea este identici cu Junctia linsaré
8t omogend.

Din proprietatea de aditivitate deducem c#

(@) + @, + @5) = Oy + @,) + O(w,) = D(2)) + D(x,) + D(5)
§i, aplicind principiul inductiei, obfinem, in general,
Q2 + ...+ @) = D(2) ... + O(x,), Vne N* =
= O(nx) = n®(x), ne N*, Vg,

Notind # = ﬁy, relatia precedentd = ®(my) = nd (ﬁy) =2>md(y)=
n n

= nd (E’—y) = d>(ﬁy)= il ®(y). Deci proprietatea de aditivi-
n n n :

tate =®(ax) = a®(a), Vo = - (rafional). Consecin} : O(a) = a®(L).
n

De asemenea, ®(z) = &(x + 0) = ®(x) + ®(0) = ®(0) = 0.

In continuare, 0= ®(0) = Oz — ) = O(z) + O(—2) =
=>0(—2) = — O(z), vwe R, adici ® este impari.

Fie B rational negativ, atunci, ®(8) = — O(— B) = BP(1).
Deci, formula ®(a) = «®(1) are loc §i pentru « rational negativ.
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Hamel a dat un exemplu de funcfie aditivd diferitd de functia
liniar#, dar care este nemérginitd pe orice interval, oricit de mie.

S% considerim o functie aditivii mirginitd superior mécar pe
un interval, de ex. ® mirginitd superior pe (p,p + $) 8 >0.

1° ® va fi mirginit$ superior pe (0, 8). Intr-adevir, fiep <p +
+ 2 <p -+ 8 xe(0,9).

Dp +2) < M =>p)+ Vo) < M =

= O(z) < M — O(p), Yz e (0, 3).

% Considerim functia 6(a) = ®(z) — —CL . Atunci, 6(x) <
38

< M — ®(p) +|®(s)| deci G(x) este mirginitd pe (0, ).
3° Functia G este aditivd ciei

6o+ 9) = 0@ +9) — (o +9) =

= O(a) — i’i‘éﬂw + o) — i"f—’y - 6w + 9) = &) + 6),

deci G{z ¢ 3) = G(x) + G(s). Dar G(s) =0, deci G este periodicé
cu perioada s §i prin urmare, G(z)< M — D(p) +| D(s)|, Vo e R.
4° Orice valoare a functiei G este nuld! Fie 0< 2,<8; 8%
presupunem, prin absurd, ¢i G(w,) # 0. Dar, in baza aditivitdfii,
G(az,) = aG(T,). Putem lua pe « astfel incit «G(wg)> M’ = M —
— ®(p) +{®(s)| si prin urmare G{aw,) > M’, in contrazicere cu fap-
tul ci G(x)< M’', Vo e R. Prin urmare G(z,) = 0, VZ, € (0,3). Cum
perioada este s, rezultd ¢ G(z) = 0, Vo e R. Prin urmare O(x) =
o(3) O(s)
—L 2 = ax, unde @ =
8 8

teorema este demonstrati.

si aceasta Vze R. Cu aceasta,

* k ok &k ok

B 86 90 afle fundia care verifich relafia mf () +
4 &

a T

+ nf ( )= kx. (Problemd de concurs),

cC— &
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Solufie.

W) {3z | -
¢+ @ c—2

a+ x @ )

= — —

o)) |
2 2 a-+t+z a4+ 2 kx . .
m —n)f( )=k:c(m+n) =>f( )= si notind

c+a e+ z m—n
a—{—w:t:w:ct-a:ﬂt): k .ct——a:
¢+ x —1 m—mn 1—1

_ Kklex —a)
@) =

* %k ok ok Kk Kk

35. Sd se afle toate funomle [ definite pentru orice we R ;n

care satisfac ecudfia zf(y) + yf(x) = (= 4 y) fl2)f(y). S& se arate cd
aumai doud stnt continue.

Solupie. y = x = 2f(x) = 2xf¥x); = # 0 = f(x) = f*=x) adicd
f(#) = 0 sau f(z) = 1. Fie f(a) = 0 pentru z = a, @ # 0. Din ecua-
pia’ datd rezulti af(y) + yf(@) = (@ + 9) fla) fly) sau af(y) =0,
Vy = f(#) = 0. Fie f(a)=1 pentru # = a # 0. Rezultd ci af(y)-i—y—
= af(y) + yfly) sau y = YY), pentru ¥y#0 avem f(y)=1 lar
pentru y = 0, f(0) = C, orice numir.

Solubule ecua,tlex functnonale sint' deci :

1° flz) = _

2°f(w)={l @0, |

: C 2 =0 unde O este oarecare.

Funcfiile continue sint {f (@) = 0,

fl@) = 1.

* ok ok ok ok % _
36. Fie o mulfimea ¢ de funcfii f(x) = ax 4 b. Dacd
1°fige ¥ =>gofe ¥ (9 inchzsw fatd de superpozzm),

—b
2 f1e 9, unde f-Y(2) = g

3° Vfe 9, 1w, f(z,) = v, (Fiecare dreapld intersecteazd prima
bzscctoara),

3d se arate oi ewistd ke B incit f(k) =k, Vfe ¥ (Ohmpla,dﬁ
Polonia 1973, 6 puncte).

8 — 6. 553
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Punctul care intervine in conditia 3° il vom numi punct fix.
Trebuie sii aritdm cd toate functiile au acelasi punct fix. Pentru
functia f(z) = ax 4 b, dacd ¢ = 1, punctul fix cste dat doar pentru
b=0. Adicii: fe¥ §i a=1=0>0=0. Pentru funcfia f(x)==
toate punctele sint fixe. Asta inseamnd ci ea are un punct fix comun
cu toate functiile din ¢. Deci dacd ¢ constd dintr-o functie sau din
doud functii, din care una este x, atunci afirmatia este evidentil (desi
al doilea caz nu poate avea loc din cauza conditici 2°). Prin urmare
putem considera ci in ¢ intri cel putin dou# funetii liniare diferite
de funcfia 2.

Fie aceste functii f, = a\@ + b,, f, = a2 + by(a;,a, # 0,1).

Punctele fixe ale acestei functii sint @y, = l—bl— y By, = n .
—a —a,
Conform conditiilor 1°, 2° g = fiofoe ¥, h = fe,ofle g, g oh-le
€9, g(a’g = %1(“2-’” + by) ‘1‘ bn h(w) = gz(‘ha’ + b)) by A7 (2) =
=T — G50, — 2 goiL'l—alazw_a21_2+ ab, + b, = x —

a,a, a,a,
— ayh, —-b:.—l—alb + b =2 4+ [(ad, + b) — (agh, + b)] Cum
gohle ¥ si coeflclentul pe lingd « este 1 rezultd ci

@by + by = ashy + by = by(l — a;) = (1 — ay) =

= = &y = If,.
l—a, 1—a2 ' T3

Cum aceasta este adevirat pentru doud functii oarccare din ¢,
rezultd cd pentru orice f existé un punct comun K ineit f(K) = KA.

=

* k %k %k k K %

37. Fie f, g funclit reale definite pe axa reald st satisfacind
condifia f(x + y) + flx — y) = 2f(x) g(y), Y&, Vy. Sd& se arale c&
dacd f(x) # 0 si dacd |f(x)] < K, YV, atunct g(y) < 1, Vy.

Solugie. Margine superioari a unei multimi este cel mai mic
majorant :

: 1°Voed = z< M,
M =marg A dacd { i '
2 VM'< M =3, z,>M'.

Fie M marginea superioard a valorilor functiei |f(z)], M # 0
Conform 1poteze1,

12f(=) 9(¥)| = |f(z — y) + fle + 9)| < |(f(ac — )| + ]f(w‘.-l--y)| <M,
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adici [f(z) gly)| < M, Vz,Vy. Fie ca g(y,) >1 = Vz, [f(x)| <
, strict mai mic decit M, este

<< M adici numirul

<

9(Yo) 9(Yo
majorant pentru mulfimea valorilor functiei |f(x)|, ceea ce contra-

zice definitia marginei superioare. Prin urmare nu existd y, pentru
care g(¥o) >1 si deci Vy, g(y) < 1.

* ok % k ¥k ok
38. Funcia f este definitdé pe R — {0,1}. Pentru Va avem cd

fle) +f ( 1 1 ) = z. 84 se afle toate aceste funcfii f.
-
1

Solugie. In cgalitatea f(z) + f ( T

) = g facem substitutia
x

& - — §i obfinem:
f(liw)%-f( 1_1; )zliwafA(lim)-I—f(l__;):
1—x )
=1ia; :f(liw)-i_f(l-—%o—):liw‘

1 .
Facem acum 2 — 1 — — si avem:
@

f(l _‘L)+f(__f_17)= 1 —-i-af(l -——i—)+f(w)=1—i—.

v 1—1+—
o

Din sxstemul

f(w>'+f(

st

| f(l ——)+f(w)—1—%

67



obtinem ci

1 1 1 1 ’ 1
. 1 -2 )= L] -
s +(T5) H =) =g (e - 5)
de unde '
=i(w+1+ __1_)
2 —z T
gan
1 1 1 2
=—|: 1 _— ,
fta) 2('v+ +1—a: z 1—-@)
sau
1 1 1
=1 11— .
f@) 2 (x—}- x 1—a:)
- 89. 8 se stabileascd paritatea funcpiei f(x) = In(x + Ja? - 1).

Solutic. Avem

S+(@) =f(9'l') +2f("'m) — ln(-w'l" sz + 1) -; In(— = +l/b.' +1)

=—1—1n1=0;
2

f-(x) =f(w) _zf(_w) _ In(z + Va2 + 1) —In(Y2® +1 — x) _

9

-d

—~—1n r I Va: -+ 1
sz 41— z
deci este functie impari.

ln(a: +VaFF 1) = In(z +V2& F 1),

3. FUNCTII MONOTONE
40. Se considerd funclia definild pe R cu valor: reale :
flo) =Va® + 22 + 2 + Va® — 22 + 2.
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, a) Sd se arale. cd f este crescitoare pe [0, o] §¢ descrescatoare
pe (— o0, 0]

b) Sé se stabileascd multzmea valorilor funciiei f(x) cind
xe [—1, 1].

¢) Sda se caleuleze limita Sunctiet g(x) = Va2 + 22 + 2 —
—Vw2—2m+- cind x > 4+ 0.

d) Sa se cerceteze monotonia funcliei g(x) (Gazeta Matematich
10, 1976, Problema nr. 16110). ~

Solugie. a) Punem y = f(x) sub o altdi form# :

y? =222+ 4 +2|(a® + 2 — dat; y = V2 (Va* + 2 4 Va? +4).

22 4 2,2 + 4—descrescitoare pe (— w, 0] = 1)/z7 4 4—descresci-
toare pe (—o0, 0] = 22 -+ 2 + V2% §- 4—descresciitoare pe (— 0, 0]=>
Va;z + Vat 4 4— descrescé,toare pe (—o0,0]. La fel se vede c#
f(®) este cresca,toa.re pe [0,

b) Tinind seama de a) avem: f(—1) =1 + V5, f(0) = 2 l/2
f1) = V5 + 1; mulfimea valorilor pe [—1,1] este [2 ¥2,1 + V51

¢) lim g(x) = lim o =
2o+ 00 s>+ la? + 25 + 2 + Vot — 22 + 2
lim 4 ______—_:i =2,
2

=x-)+oo 2 2 2 2
= 4= 4 S Ml
V1+w+w‘-’ Vl ol

lim g(z) = lim ’ = = = _-;-=_2,
&=~ 00 X ~» — 0O .
Vl ot Vl T tF

d) Spre a ne da seama de monotonia functiei g(z) reprezentim
grafic functiile ‘

p@)=V@ F 1)+ 1, ga) = V(e = 1)+ 1, r(a) = — [z —1)* +1.
Z |—0 —1 0 1 o '

— — fig.
gqz)|—2 21 —V5 20 A5 —1 72 (g- 7)

69



Urmiérind viteza de cregtere se vede ci functia g(x) este strict
crescitoare (s-a evitat folosirea derivatei) (fig. 7).

4. FUNCTII PERIODICE

* & ok %

41. Ce se poate spune despre o

Sfuncie derivabild f(z) dacd derivata ei
este periodicd ?

— Solutie. f'(x)—periodici= 3T > 0,
: vz flea + T) = f'(z)=>flx + T) —f(x) =b.
’"""’%:2__“_ " Fie g(x) =f(w)—-2—w=>g(a; + Ty —
rixg N T
— — o(@) =f(o + T) — % (o+ T)—f(2) b
b bz

+7w_b-——T—-—b+—x—O = gz + T)_g(m)=>g(w)peno~

dici cu pericada T = f(z) = g(a:)-{- ?w = g(z) + K.

5. PROBLEME DE MAXIMUM $I MINIMUM ~
42. Sa se afle maximul expresie:
y = (6% 4 Gy + ... + G.24)°
' i A S
Yo} - Sat .
—-—‘2————- = Za}, deci ¥y, = 0} + a2 4+ ... $b.ad.
:L‘, "“. Lo e ‘

Solugie. y-<

43. Sd se afle cea mai micd $i cea mai mare valoare & funcfies
”
w=Y, xy; daci se stie ci Za} < a?,. Ty} <.b%; a,b > 0.

i=1 — — . e e
Solufie. Avem Zzy; < VZa2 - ]/Eg/';' < V:z-z- J5? = ab,

i (Zaw)P < Zate Byt = a%? = —ab< T 2y, < ab. -

44. 1° Se stie c@ dacd o < P,.a, B e (O —) atunci cos « > cosf.
Avem megalztatea o 4+ cosa <:f 4 cos B ¥
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Solutie. f(x) = x + cos =, f'(g) =1 —sinz >0 =>f(a;) c1e$te,
deci « + cos a << § + cos ﬁ,va,ge(o -.._) .

| T S
43. Fie p,g>0, p<q. Avem tnegalitatea p°> + ;; < ¢+ ;i?

' 2 2
Solujie. Avem f(x) = x? 4 l«,f’(x) =27 — — = —(#*—1)=
x® @ ad
=0=>2= 41 $i

@ 0 1 —_l-_o_o
S @) | —o0 — 0 + }oo
fa) | +oo N2 4 o0

1 1.

p<g; pge(0,1) =p*+—>¢ + —, i pentru p,qge (1, o),
r* '8 :

p? + ;< ¢ +—q"

46. pr,q>0,p<q, aemp + <q +?"

Solugie. Avem f(x) = «* + — f(x) 2z —% -——(2:»'5 3)=:'
x

-=0=>:v=l/—g- '$i
5

[w 0‘ V—‘IOO

f(@) — 0 + -
- s - 5

51/3
J(@) +°°\*§-V-2—'/’°°
<9 pael% V=) ‘avem ci p? +p3 >q 4= q3’ iar pentru

5

3
P<9;P,QG(V—Q-, 00))’ avem ci p? 4 2<q + = q"‘
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* k %
b47. Sd se afle cea mai mick valoare a funcliei y = az™ 4
+ > (x>0, a,b> 0, m, n, naturale).

m+n

e (2T () -

Solufie. y = s

m4-n
V nbm
>
=y2m+n) |
m+n
m _—
Egalitate pentru A _b" >0 = b
n ma ma

%k

48. 8 se afle cea mai micd valoare a funcfiei f(w, y) = y/x in
muljimea pmwtelor (2,y) 3an3facmd eccuaio Yo — 1 + |3 y—1=1.
Solujie. > 2 sau y > 2 este imposibil = <2, ¥y < 2;
r<1l sau y<<1l este imposibil = 1>z, 1>y;
=xe[1,2], ye [1,2]. :
J(m, y) are cea mai mic# valoare 1/2 atinsi pentru 2 = 2, y = 1.

* x %
, . 3y% — 4xy ..
49. Pentru ce valori ale lui », vy, f(®, y)= ————— are minim
. z? 4+ y? .
8t maxim?
3y* — day (@ —29)?
Solugie. f(z, 1 =l+—--=—1l=—"—1=
tie. flz, y) P g e
Jain = — 1 pentru « .—.2"y. ‘
o, y) =4 —M = fo« = 4 pentru y = —22.
2 +y>
* % Xk % ‘

" S . . 1
50. 8é se afle cea mai micd valoare a funcliei y. = —

1+ =

+.

=s
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Solujie. Din inegalitatea mediilor rezults :
Y22 o 1 = 2.
Vl—-a:2
Pentru z = 0 avem Y =2
® xk X* %k X

51. Sd se afle cea mai micd valoare a functies

fl@) = (1 -+ sin-a;)" +(1 +cos~:c)".

sin? o cos® x)

/

- Solufie. Avem ci (a _; b)” <2 -: b ql deci

-

- a® +"bn.>2(a +b)”=>

A 14 si'nzm_}_l-f-éd's'-’w'i’:'
=

- 1 4 sin?g 1 + cos® @ >2 ( —sin? 2 cos?
sin? # cos2z ) T\ 2

o [1tsin?z) n 1 - cos? w)?.> o1+ 2sina2cos?a \»
. ") ’ N/ » ) L
sin? z cos? z 2 sin®x cos? x

SN i
LA

R "A ‘) B
=21 .
Tt e (v+ mzzm) :

Pentru sin22 =1 = o = :j: + L.. =,,fmr.(_,‘r’.) = 92.3%

82. 8d se afle maiimul ewpremez y =asinz + b sm( 3 -+ w)+

Q‘

-+ ¢sin ( A a:)pentm a, ,b,’ > O,}'— =z S < _1:_
3 S 3 - 3’
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Solufie. Din inegalitatea lui Cauchy rezultd
a sin & +bsin(—z—+,w) -I-csin(—f:_)%—zz¢)sl/¢z2 + b2 4 -

- ]/sin2 x + sin® (—;i — w) + sin? (% + a;) =Va® + b2+ c2-

| 1—-cos‘(—2—w'—2w 1 — cos &14—2«;
. 1 — cos 2z 3 + 3

5 T 3 3

27
3 — cos 22 — 2 €08 —z €08 2% TP R W
‘____Va,? + b2 + czv 2 3 — = Va(a +2b +0 )7'

2 2 2
unde valoarea]/s(a +2b + ) este atinsh pentru & verificind con-
b ¢

a
sinw . (& = T )
sin|] — 4@ sinf — —
R A G,
Aceste conditii sint echivalente cu

ditiile :

. al3 a
b sin w=—V——cosw+—smw,
2 2 :
. al/3 a .
¢ sxna;=—_—2—cosw——-2—s1nw,

de unde prin adunare i scidere membru cu membru se obtine

. _ . N
(b_c) Sin{l}:asinw’ : b""G—a,’
V3 = a3 =
| - (b +¢)sinz=al3 cos @ _ =
iy ;'(..".' ) sin cos @ l~‘-"g“’, L

: e . (b,—-(’)Vg . x‘~‘\’i K
. »tgw-————b+c €Vi W



w

Observatie. In cazul cind se renuntd la conditiile — —:— ST —3—-

§i @ = b — ¢, se procedeazi in modul urmitor :

=asinae+b sin(%-{-w) -l-csin(—;t— ~w)=
=asinx+b(—V5§cosx+—:—sinw)+c('{)—3cos m—%sinw)::

g -t

b:c)sinw+b+c

0

-

V3 cos =

=(a'+

b—e¢
2

)sin @ —l-b—_;_f-

§i aplicind inegalitatea lui Cauchy Y =( a +

= b —ec\2 b 4 ¢)\?
-V3cos:c<l/(a +T) -!-3( .~ ) =Va2+b2+cz+ab—ac+bc,
maximul fiind atins pentru

b—e b+e

“t 3 V3=t(rw_2a+b—c
sin & cos ° V3(b + ¢)

Punind conditia ca acest maximum s3 coincidi cu cel din problems
obfinem conditia a2 4 b2 + ¢2 + ab — ac + be = w =

=§a2+b2+02—2ab+200—-2b0=0=>[a_(b~c)]2=0=$a —
= b — ¢ din enungul problemei. R

53. 8d& se afle mamimul expresiei 2 — asin (z 4+ ) +
+ b sin (& — y) + c}/cos 2z cos 2y, a,b,¢>0. )
- Solufie. z = asin(x + g}) + b sin(z — y) + 'c}/cos 2@ cos 2y <
< Va? + 8% ¢ [fsin¥(=z + Y) + sin¥(z — y) + cos 2z cos 2y =
R o2 g Vl — cos;(a; +9) + 1 —cos 2(z — ¢)

5 =+ cos 2z cos 2y =

=)a® 4 b? + ¢2J/1T = cos 2% cos 2y + cos 2w cos 2y = |[a® - % + ;:3.
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Maximul este atins pentru z,y verificind conditiile

a b oo e "

= = = |[a® + b% 4 %
sin(z +y) sin(z — y) Vcosl2a; cos 2y V

Observaie. Dac am incerca 8% restringem mﬁltimea, de defini-
tie a lui o §i ¥, de exemplu la intervalul {0, —Z—], atunci din girul

precedent de ecuatii care implici de exemplu relatia 0 < tg zetgy =
a-+b

= , ar rezulta condifia suplimentari a >b.

a—Db
B O w Al
(1 + 2%)?

), functia de mai

54. S& se afle mazimul gi minimul funcfiei y =

0

w|f|

b

Lo |:|

Solufie. Notind ¢ = tg p cu € ( -

sus devine

y=cos? ¢ + sint ¢ = cos* p+-2 sin® g cos? o +sint ¢ — 2 sin? o cos® ¢ =
1 .
=1 — —2—-sm2 20,

§i, dupi cum se vede usor, maximul este 1 si se obtine pentru
¢ =0si ¢ » 4 =/2, iar minimul este 1/2 si se obfine pentru ¢ =
= 4 =w/4.

2+ 1
Solugie. Procedind ca-n exercifiul precedent, notim z = tg o,
p e (— /2, x/2), iar functia din enuny devine y = (sin ¢ + cos 9)? =
=1 4 sin 29, maximul va fi 2 pentru o = w4, iar minimul 0
pentru ¢ = — /4. -

55. Sd se afle extremele func{iei Y =

56. Sd se gdseascd cea mai micd valoare’ a, funcliei y =

=(1 + .1 )(1'-1- -1 ) pentru ,we(-o, i)
sinz i\ - cosz A R
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Solugie. s.l 2 >2V 1 __ 22

inz " cosw smazcosd  snag Y1+
R TR VR S e B} B R
sin 2 cosz sinz = cosz sin 22 Vsin 22

=3 +2)2. Avem egalitate pentru sin 2 = cos # =
8in 22 =1, = =f4.

—2—2' ’ adicd

* ok ok ok

57. 8a se gaseascd minimul gi maximul funchiei flz,y,2,t) =

r+2=1,
— by az” + b , cu condifiile }Y Tt =1,
ax -+ by az + bt z Y, 2 120,
ay, b>0.

Solugie.

wz® + by? \ %t + bt
f(@,y, 211) - +( ww + by ) az + bt

_lJ_aw(:v—l)—{—bg/(y—l) az? + bt*
o ax + by az + bt o

—1 4 (axz — byt)(az 4- bt) + (ax +by) (az? + bi?) _
| (az + by)(az + bt) N

—1i n — %% —abxat —abytz— b4 a?w2?+ abwi®+ aby®+ byt
o ' (az + by)(az + bt)

=1 + abai(t — ) + abyels — &) _ . ablt — 2)(at — y2) _

(a@ + by)(az + bt) (az + by) (az + bt)
_1+ab(t—z)(t—tz+tz—z)=l ab(t — z)? -
= ' (a@ + by) (az + bt) : (ax + by) (az + bt)

=>f..‘h -;——‘1,' ’ 1=2
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2 2
Din a<l _ fo"<w _ [oz S(w=='a.')(:2—i—byzscm:+by=>
y<1i  |y*<y  |byP<by

2 2g
z<1=> sz |erTsaR = az? + bi2<gaz + bt =
t<1 12t bt <bt

(@, 9, bt) <1 + 1 = 2 cu egalitate pentru z =t =1siy =2 = 0.

” 1 7”
58. Notind{N =Y, Ci, m = g Y, kC3i, sd se arate cd funciia

f(z) = -117 Y, (k — @)* CF igi atinge minimal in punctul £ = m = nf2.
k=o

Solujie. f(x) = x* — 2mz +L 2”] k*C3,
N io
fl(x) =2(x —m)=0= m = m.

S# aritim ci m = n/2. Dar aceastd conditie, inlocuind pe m §i
N prin expresiile lor, se poate scrie astfel

n
Y kO

”
=0 _ M Y (n—2k) 0% = 0.
i oz 2 k=0
2n
k=0

Dar 3 (n—2k)CB=nCh -+ (n—2)Cha b (n—4)Cab . .. —(n—4) Cla~4 —
k

=0
—(n —2)0%~ —nCf = 0 cici O = CY,, O%~2=C},, OB~*=Cl,. ..
Din anularea derivatei rezultd ¢# in £ = m avem un extremum.
Pentru a2 ne convinge ci-i vorba de un minim (si nu de un
maximum), vom arita ci de exemplu f(m) < f(0). Intr-adevir
o 1 ” 1 n .
fm) = — m* +'z; Yy, k2O < ¥ Y, k2035 = £(0).

k=0 k=0
& kx * * X

59. Sd se gdseascd valoarea minimd a expresiei a® + b?, unde
a, be R si pentru care x* + az® + ba® 4-ax + 1 are cel pujin o
raddcing reald. (Olimpiada 1973 : Suedia, 8 puncte).
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Solufia 1. 2#0 = | + 1/2/>2; x + 1/2 fiind impard, este
suficient si o dovedim pentru >0, dar ¢ + 1/ >2=2> 41 —2z>
20, care este adevirati. Fie ecuatia 2* + ax® 4 b2 + ax + 1 =
== 0. Deoarece # = 0 nu este solufie putem scrie :

#* + ax + b + afx + 1/2*=0=>(2 + 1/2)*+a(z + 1/z) + b —2 =0.

fPentru 2, # 0 fixat, mulfimea perechilor - - 4,
{a, b) pentru care ecuatia inifiald are rids- .
cina xz, este datéi de ecuafia liniard %32 4- \ A(0,12- 521
. 1 ‘ ! ¢
“+ayy + b —2=0, unde yj=x,+ —, a®+b2 Y 2
. e 2, =
este distanta originii de punctul (a, b), N %
tig. 8): | = °
a ‘b —1=o0. "1':4”
2—?]% ‘2—(’/3‘. N o\\a
Y ‘ : _ ‘o
Minimul expresiei a® 4-b* va.fi: Fig. 8.
| 2—¢' 2 =R
2 — 2 —
Il e B 7 _2-%
| Vw_%F+@‘%P T+ VT+s
Yo [ Yol
.  a2\2
min (a?4-b%) = 2= %),
1+

N

Loy 2 s " :
Cum i = ( 3 + i) =4, Y5 >4, deci trebuie -3 - gisim
) Ty . .

2 _ o)z 2 4 . _

we>s 1+ 93 24 141 L 4 1+¢
9 45— 9

=t—54 —— = f(ty) == f(t) = ly — 5
+’1 i = f{ z) " f(tl) LI +”1 ) 1+o

, 0t — 1) S 9

=1ty — '+ : -—_—(t—t')[l-— : ]>0
Pl Ay L+ 81 + 1)

pentru t,>1, >4 deci f(3,)> f(t;) adicd f(1) este crescitoare si deci

pentru ¢ =4 are cea mai-micd valoare, asa ci min (a2+b?) =
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1+4
= 4+ 2 = x, = + 1 esteridicin¥ dact + 2a + b 4 2 = 0, deci cind
o4 2
e=F5b="3

Solupia 2. Se stie ¢ a* +1>2a% §i o8 + 1> 2® + . Fie ca
ecuatia si aibd @ > 0 ridicind, adicd o* + a2® + b2® +-az +1=0,
ot —|ala® — |b|a® — |a|x + 1<at + q2® 4 ba® + ez + 1 = 0 sau
|al2® + [b|w?+[a|w4>:c4+1=>w4+1<|a|aﬂ+|b|w2+ le] 2 <

® 41 b b
<lal(et + 1) + 15| ZF= = (101 +- )@t + 0= 10l + 125
sau |b|>2 —2|a|= 0%+ D220 + (2 — 2|a])? = 5a® —8a|+ 4=
2

=5 (]al——) +¥;— 2%-. Dacsi ecuatia inifiald are ridi-
cina negativi z, atunci —a este ridicind pozitivd a ecuatiei
24 — axd + ba? — az 4+ 1 = 0 §i aplicindu-i cele de mai sus gisim
§i in acest caz a®+ b2>4/5; cazul & =0 este imposibil. Dacé
valoarea 4/5 este atinsi, aceasta este valoarea minimd. Dar pen-
tru ca valoarea 4/5 s3 fie atinsd trebuie s# avem egalitate in toate
inegalititile de mai sus, adic#: 2% + 1 =222 §i o 4+ 1 = a2 { «,
care implic # =1 si de asemenea 5(|a| — 4/5)® + 4/5 =4[5 si
|b| = 2—2|a], care implic a = % (4/5) §i b = + (2/5); se constatd
ci pentru aceste valori ale lui , a, b §i ecuatia a* + a2® + ba® +
+ ax 4+ 1 = 0 este verificatd. ‘ )

-

6. REPREZENTAREA GRAFICA A FUNCTIILOR

60. Se di funcfia f(z) = max (22 — 5, v — 2), € R i se cere:
a) 8¢ se arate cd este bijectivd utilizindu-se graficul.
- -b) 8d se construiascé graficul funciei f-Y(z).
c) Sd se determine S(x) = f(@) + f~Xx). ’
(Gazeta Matematics, 3, 1976, Problema nr. 15757). 4
Solujie. Avem ci v —2=y gice=0=y= —2, iar y =
=0=>z=2. ‘
‘Punctul de intersectie al celor doui drepte este dat de ecuatia
22 — 5 = o — 2 (fig: 9), de unde # =3 =y =1 => M(3,1).

2:0—-,5=y§i'y=0=>2a:-—j-5=Q=>w=5/2,ia,rwl=0=-y’= — 5=
. fla) = z —2 p}entvrtllrw<3., L
2z ~— 5 pentru #>3. -
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Functia este injectivd cdci @) # &, = flz) # f(#,), sau nici o
paraleli la Oz nu intersecteazd graficul in doud puncte.

Funcfia este surjectivd cdei oricare ar fi y,¢ R, existd x,
incit f(x,) = ¥,; pe grafic se vede c& orice paraleld la O intersec-
teazd graficul.

Fig. 9. : Fig. 10.

b)y= 2—2=>2z=24y=>y=2+2,

y+5,___>y,;___ 45
2 2

Yy =20 —5=>=

2 + wf-pentru r<l,
-1
=[@) = { pentru z>1

§i obfinem graficul din flgura. 10 o \

:’w—2+2+w_2w pentrua:<1
- x4+ 5. 3:1:-!— ,
a:—2+ entru 1< <3
¢) f2) +f-¥a) = | s 2 o0 '
50 —
l2w+5+,w.;_5;,dw 5pentrua:>3.

.tt**

61. Si se construiascd graficul func;zez Y = aa:2 + blz| + e
dacdi a>0, A>0,¢>0, b<O.

6 — c. 86827 .81



Solujie. 1° A>0 are deci ridicini remle, -

2° a >0 concavitatea orientati in sus,.

3° ¢/la>0, —bja> 0 ambele ridicini sint pozmve,

£ y=az®+b|x| + ¢ este parf, deci simetrici.- fa,t,ﬁ de
Oy, si obtinem graficul din figura 11.

1 62. Fie funcfia f(x) = min (@2

+ar+b;cx+4d), f: R-> R
Sa& se determine a, b, ¢, d 3

/k ‘ . sq se iraseze graficul funclier f stiin-
\ ; du-s6 od f(— 2) =f(—-1) =1, f{0) =
- \_/

=2, /(1)
I ’ (Gazeta, Matematics, 11, 1976,
Fig. 11. Problema nr. 16184).
b — — i
Solufie. Avem min (@, b) =2 + 2'“ d =

22+ (at+e)p+bt+d—|a*+(a—c) v+b—df

2

flw) =

Sistemul este
4-—-2a—2c+b+d—|4—2a+20+b-—d|-2,
l—a—c+b+d—|l—a+c+b—-4d| =2,
b+d—|b—dl =4
l1+a+4c+b+d—|l+a—c+b—d|l =38,

care devine: -
116 =2,d>2s80u d=2,b2>2(2"
3la+b=3 sauc+d=4 |4
5/2¢ —b =3 san d —2¢ =1(6

7la=b * saud—c=1 |8
1 35 7=b=2 a=1, b= — 1 imposibil,
1 3 6 T=b=2,a=1, a=_2, imposibil,
. 1L 3 5 8=>b—2,a—1 b———l;mposnbll .
13 6 8>b=2 a=1,6=0, de=1«2imposibil
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1 4 5 7=>b=2,a=—g—,a=2 imposibil.
I 1 46 7=2b=2,a=2,¢=1,d=3,
II 1 4 5 S=b=2 a=2, d=> ¢=3,
2 2
1 4 6 8=2b=2,¢c=0, d=1, d=4 imposibil,
2 3 5 T=a=3,b=23,e=0 imposibil,
2 3 6 7=>d=2,c=~l—,a=—3—,b=—3— 2 imposibil
2 2 2

2 35 8=>d=2 c=1a=2 b=1<2 imposibil,

2 3 6 8=>d=2,c=%,c=l, imposibil,

IOl 2 4 5 T=d=2,¢c=2,a=3, b=23,
2 4 6 T=d=2, ¢c=2,d=2>5, imposibil,
2 4 5 8=d=2, c=2, d=3, imposibil,
2 4 6 8=>d=2,c=2,d=3, imposibil.

I | fla) = min(z® + 22 + 2; = + 3)| (fig. 12).

II flo) = min(w2 +—3—w + 2; % x + %)—- nu verificd,

III jf(») = min(2® + 32 + 3; 22 + 2) — nu verifica.

*® % ok % & ¥

63. Grafioul fundiei y=a" +
a,x*" 1 4 ... 4+ a,(n > 1) inlersecteazd
dreapla y=a in punctele A, A,,...,;A,,
1ar dreapta y=>b in punctele B,,...,B,

(fiz. 13). Dreptele A(B,formeaza cu aza
absciselor unghiurile «.. Sd se arale cd

f: ctg o = 0. (Problemi de concurs).
[T ]
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Solufie. Abscisele punctelor de intersecfie A; si B; — respectiv
,;, x; — sint ridécinile ecuaftiilor 2* 4+ 2"+ ... +a, —a =0
sia"+ax" 1+ ... +a,—b=0 Vom avea ci tg a; = My, =

AN

l - uad V4 ] N A
Fig. 13. Fig. 14.
b —a . 5L — 1
= ———— i deci Y, ctg o; = = o +ast+ ...+
T — @ c'gll igl b—a b—-a[(

+mr:)—'(w1+wz+---+mn)]=bia(—a1+al)=0

* * * *

64. Se di graficul din figura 14 al functiei y = ax® 4 bz + o.
Ce semne au numerele a, b, c?

Solugie. Conform reprezentirii grafice x = 0 = y = ¢> 0. Con-
cavitatea curbei fiind indreptatd in jos, vom avea ¥ = a<< 0. Pe
de altd parte, y° = 2a2 + b §i deci punctul de maximum (unde se
anuleazi derivata) este dat de # = —b/2a¢ > 0, de unde 4> 0.

* % ok Kk % k K
- 65. Graficul funciiei y = f(x) este supus wrmdtoarelor transfor-

mars :

1° Translajie pe direcfia lui OX spre stinga cu 3 unitdfe,

2° Simetrie fajd de axa ordonatelor,

3° Stmetrie fajd de origine,

4° Se las@ la o parte partea de la 3tinga axer Oy.

Sa se afle expresia funcfiei care dd noul grefic.

Solutie. fy(x) = f(z + 3), fo@) = fi{ — ), fo@)=—Fof — -’v) fi(x)=
= fsl(/2)*] = fy(2) = fl& + 3), fu(®) = f(—w — 3), fy(a) = — flz +
+3), fl@) = ~fI(V2)* +3]. B
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x 2 * %

66. Sd se reprezinte grafic funcfia x — f(x) = distanja de la
punctul de abscisa « la cel mai apropiat punct de abscisé inireagd
pozitivd (ambele puncte fiind luate pe awe w-lor) §i sd se precizeze
degea de corespondenid.

Solugie.
(1 — @ dacd r <1,
>}
z—1 daci 1<m<-§—’
o 3
2 —x dacit — <z <2,
2
z —2 daci 2<:c<:—);
fta) = 4 5 2
3 —u dacii — <z <3,
2
.......... . .
o=k dack k<w<‘—;“1,

0 2‘ =
k+1—a dacd -—koi-l—<:v<k+1.
1—= dach —o0o < <1,

flz) = x—k dach k<2 <k +1/2, ke N,
E+1—2 daci bk +12<2x<hk+1,ked.

N

® % % x X

67. Se dd funcfia f(z) —

NAAAN,

[N/ /
23 4 5 6

Fig. 15.

3 + 2 pentru z < 0,
13 — @ pentru x > 0.
K& se afle funciia f(f(x)] st sd se construiascd graficul..
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Solufie. f(x) se mai poate scrie i sub forma f(z) =3 — |}
§i deci f[f(2)] = g(z) =3 —|3— |a]| |, adicd
z + 6 pentru o< — 3, _
—fiftm)] =1— % pentru —3 <2< 0,
pentru 0 < =z < 3,
— & + 6 pentru > 3.

g()

Fig. 16.

Graficul este format din citeva segmente de dreaptd si doud
semidrepte adicd agsa ca in figura 16.

7. PROBLEME DE CALCUL INTEGRAL
68. Sd se gdseascd primitivele F §i G astfel incit
2z pentry —2 <o <1,
f(@) . v=1,
s 1° F(1) = 4, 2°6(2) = 3.
Solufie. F(z) derivabild = F(x) — continui.
22 +a, —2<x<l1, lim (w2+a,) =1+4a=4=0=3,

. 4 , $__1 x -
1th=_mﬁ+m+m1<w<&Mnbﬂw+ﬁw+m=4+
=1

+b=4=b=0,
»?43 —2<z<l,
deci F(x) = 4, r =1,
=222+ 62, 1 < 2 << 3.
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? ¢(2)=F(2)+0 =3=4+0 = O=—1; cum Ha)=Fa)»0

: ®+2 — —2<w<l,
avem ci G(z) = 3., z =1,
' 222 +6x—1,1 < 2 <3.
69. Are primitivd funclia
(2w, ~2<w<l,
9(z) = 0, z =1,
—dz 46, 1<z <32

" Solufie. g este discontinu¥ in @ = 1, deci nu poate fi derivata
unei functii, deci nu are primitivé.
Ar trebui s8i avem F'(l) = 2 # g(1) = 0.

70. Este primitivid funcfia

ol g
fia) ={7’ 2 #0

0, =’0‘_I
' -1, z<0, , ‘ —z+a, 2<0,
Solutie. f(x) = 0, =0, Avem ci F(x)= b, =0,
1,  >0. xr+tc, x>0.

Cum F trebuie si fie continuli, vom avea a = b = ¢ si deci
-2+ a <0,
F(z) = e ,x=0,
z+a z >0.

dar aceast’ funcfie nu este deci derivabild in @ = 0 si prin urmare
nu poate fi primitivd, deci f(x) nu are pri‘mitivi’». Cum putem lua

. -0, <0, . ‘
¢ =0, F(z) = 0, =0, e nedenva,bll:m
@ >0
71. Y ‘se! calculeze S!r.__d_x_____ (Gazeta Mat;ema-
V22434 Viots +3 ]

tics 10, 1976 Probléma ur. 16121). '



Solugie. Considerim I =S : do — . Trebuie s3

Vew +3 +Viz 735

avem 4245 >0 =2 > —%- Se vede ci pentru ze [—-Z-,oo)

integrala, are sens. Aplicind identitatea VA TVE = VA + ¢ +

+ VA sunde ¢ = |42 — B, gisim C=)42* 1122+ 9—da—b5=
=2e+ 11530+ 5+ Ta T o= 20 Lo -2 ).
Integrala devine deci S do 2 S—;_dx—— .

Viz 5 41

4w+5 -1-=
V 5 ""V?

Notind 424 5 =12 = do = —;—t d? si prin urmare

y2(t41 ]/2 |
Tst—-i-l- [t—ln(t+1)]+0_
[V4w+o—ln(1J-V4w+5)]+0

dz
V2w+3—V4w+5
- V__V4m+5’~w‘[“__,'_1]
Voo +3 —VamFs=1"

VY e(n)

Procedind analog gisim in cazul me[ - %, -1] .

Sm—%‘—.jz;?“rs 1—&;5 szs_‘=

gidsim cd -

Considerind I =S
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V2(t—1+1. |3 —_ Py
. 2ST1_dt_ 3 =11+ 0=~ L2(/Ta 5

+Wn|/4z +5 — 1))+ C,

iar in cazul ze (—1, o)

dz dz [ —
V7 S.‘r__=_(1/4m+5+
SV2w+3—V4m+5 Vio+5-1 " 2

+In iz 5 -1 ) + .

* * % x

72. 84 se demonstreze egalitateq :

4+

® oo 1 1 er — 1
= daz.
kgl ngl n(n +1)...(n + k) So x
, x z? x*
S'olulw. ez=1 +1—,!-+2—!+.,.. +F'+... =
— 2 -1
e”w 1 =1—1'+2—$' +%+ +%+ --. §i integrind sirul
de puteri avem : |
1 er — 1 1 m2 1 x3 1 ‘/vk 1
—dz = —_— —_— .. e =
S., s o=a + .2zo+3.~3zL+ teEtl T
1 1 1 S |
=l4+— ... =
+ 22! + 3.3! + + k.c! + E: k.k!
Avem peé de alt¥ parte : ’
! E 1 - =lim § 1 =
o=t #{(n +1)...(n + k) m—-oo,.=|”n(n+1)...(n + k&)
=um[l§( 1 ~ 1 )]=
mecol Euci\n(n +1) ... (n +k—1) (n+1) (n+2)...(n+k)
o . 1 m-—1 1

1. [ : ,
=%om [.§ wn +1)...(n + & — 1) .§,(n+1)(n+2).- ) .(n+lc)$
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1 1
Y (m + 1) (m+2)...(m+k)]_

1 .. 1 1 1
=—lim | —— = ——
km-»co[k! m(m+1)(m+2)...(m+k)] £ k!

gi prin urmare

0

- 1
El ,§| w(n +1)...(n + k) - kz=l Lk

® % % * *

73. 8@ se arate cd ﬁil—r)tm <14+VZ+V3+ ... +Vn <
< dnln + 3]/;—1. k.
6
Solugie. Construim trapezele pe y = V& (fig. 17) =

(H;V?_z) n—1) < 1+)2 +V2-:V3+_“+Vn—1+1/n”

2 2 2
- Q+VR - —1+20 +V2+ 1B+ .. Hm—Vn=

(—1—'*—'2—1/”—)"<1+V§+V§+... + Vu =8

2 24+1V3
1+V2  VE4V8

Va
V7 ,
1_r , 2 2
i 1
Lo t o - .
1 ; ,J; - + .L__-gi—"—b gsya}'dw= walzdw;:_,
1 . 1 .
‘ 563/2\‘” 9 _m 2 _ 9 -
Fig. 17. i \ 3 V . 3 l{ 3
2 4 o ‘
1 Va2 = 2 amfuisfa—1
"3 B +’—?;_n]/n—;-§_ 6
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Y

Capitolul II
ALGEBRA

§ 1. NUMERE PRIME

* k %

- Pentru ce numere naturale ky, numdrul k3*=1 4k 4 1 este
;pn,m"z
Solujie.

-1 4 +1= B3t — 2 k2 k1 = k%3 — 1) + K+
Fh4+1= B 1] R Rk 1 = RS — 1) [(B3E-2
+(m)*3 +L3+1]+k2+k—l—1

o

Dem pentru k> 1, numiuul este - compus Pentru k = 1 obtmem
3 care este prim. _ .

* %k
3 L(217 + 25 1
2. 84 se arate of numerele {2” - 25 — 1; sint numere compu-

213 __ 04 + 1
se, (Exercxtm de. concurs) o
Solu;w : coL

217+25—1—(°6—1) @ip g,
[ R R ‘ — 1y,
w1t @y
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* kX k% Ok

3. Sd se arale ciintre n si n! exisld cel pufin un numdr prim.
Solugie. Considerdim numirul n! —1 si p—prim un divizoral
p|n!

siu. Avem cit p > n, ciici dacip<n =
p|lnt—1

=p|l; darp<al,
deci propozitia este dovedita.
Notagie. ,,p| '’ inscamnd ,,p este un divizor al lui »”.

k ok k% ok ok k ok ok X

4. Sd se arate ¢d existd o infinilate de numere de forma 27 — 3
prime intre cle doud cite doud.
Solugie. Fie @, = 2™ — 3,

......

unde 2 = n;< 7,< ... < . Considerim numirul I = @, @, ...4"
Printre cele | 4+ 1 numere 2° 21, ...,2! existd cel putin doull care
impirtite la ! dau acelasi rest, fiec acestea 27, 2°, unde 7>8.
Aceasta inseamnd e existd un numir p in asa fel incit pl = 2r — 2=
= 2°(2"—°— 1). Deoarece ! este impar rezultd ¢ ! nu divide pe 2* §b
prin urmare divide pe 2'~°— 1, prin umare existd q astfel incit
gl = 2'-*— 1. Numirul 4¢! + 1 = 42— 1) +1 =2""*2— 3 este
prim cu ! si deci cu fiecarc din @,, a@s. .., §i mai mare ca acestea
fiind mai mare decit I, deci poate fi luat drept a@.,. Prin urmare
gisind % numere ciiutate il putem determina si pe al (k + 1)-lea
ceea ce aratd ci sint o infinitate.

x % ¥

5. Sd se giseascd numdrul prim ,,p”, stiind cd p* — 2, 2p* — 1,

3p? + 4 sint de asemenca prime.
" Solujie. Se observi c# din primele numere prime, 3 §i 7 verificd.

relatiile date. S¥ arfitim cé sint singurele solutii.

¢ fiind un numdr natural, numirul p poate fi seris sub forma =
M, 141, 742, 7+ 3. Pentru t>1, p # 7 (p fiilnd prim).

Pentru p="Tt4-1, inlocuind in relatia 3p* + 4 = 3-4912 4 3.141 +
+3 4417 deci p # Tt £+ 1.

Pentru p = 7t12, relatia 2p%—1 devine 2.49¢* + 2.28t48—1:17,
deci p # Tt £ 2.

Pentru p = 7t - 3relatia p?> — 2 devine 492 4 42t 4+ 9 — 21 7,
deci p # Tt £ 3.
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Deci p e {3,7}: _
Notajie. ,piq" se citeste »P se divide prin ¢”’.

* ok ok k%

6. Fie numerele a gi m prime intre ele. Sd se arate cd se gaseste
un numdr natural k incit ka tmpértit la m s dea restul 1. Reciproca
este adevdirald ? ’

Solufie. 1) Considerim resturile impértirii la m ca fiind 0,1,
2y...m =1, Si fie ke {1, 2,...,m —1}; cum « §i m sint prime
intre ele inseamny ci %a nu se divide la m si deci apartine claselor

. A N /\ 3 ~ 3 -
de resturi 1, 2,..., m—1. Fie ci pentru nici un k, ka nu face parte
din clasa de resturi 1. Cum insd sint m — 1 numere de forma ka si

A A N

avem clasele de resturi 2, 3,.. -m—1, inseamni ci pentru ky <k,
ke = ka (mod m) = koo — ke = (ky, — k))a se divide eu m. Dar
0 <k — K <m, adich %, — k, nu se divide cu m, si cum nici @
nu se divide cu m, s-a ajuns la o contradictie. Prin urmare exists
un ke {1,2,...,m — 1} asa incit ka impidrtit la m si dearestul 1.

2) $tim ¢ ke =Im + 1, unde 1 < k& <m —1.

Fiedlasid|m=d|ka —Im=1 =d =1, adicd a si m sint
prime intre ele.

B concluzie, condifia necesars si suficients ca numerele a si m
84 fie prime intre ele este ca s3 existe & §i 1 aga incit ka — Im = 1,
unde 1 <k <m —1.

* ok

7. 8d& se demonstreze ci pentru polinomul P,y = @195,n968 -
+ ..o Fan4a, cu coeficienti numere naturale, existdé numere

A

naturale n, asa tneit Py, si nu fie numere prime.
Solujie. O solutie imediati este n, de forma »Pak? cu P( pahy! Go-

Fie polinomul scris astfel :
P(n) = Ggee(n 198 — p) - ... + a(n — p) + a1l — P) + P(ay965 +
o+ oa Ha) = (n —P) Qum + Plygg + ... + a,) + a,.

Luind pe ny, = pA + ay + p (4 = Cgeg + ... + a;), A # 1,0btinem
& Py =(pA + ) [Qpasaysn + 1151 deci Pyt (pA + ag).
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8. Sd se rezolve in numere prime ecuafia a® + 1 = c.

Solugic. Deoarece 1 nu-i considerat numér prim, a® > 22 = ¢2 5.
Aritim ci a =2 =b, ¢ =5 este singura solutie.

¢ >2 = a impar prim = @’ — impar = ¢ par = ¢ = 2, con-
trazice ¢ > 5. Dach a =2 §i b >2, ¢ =2 +1=(2 +1) (27 —
—9-24 . 4+9241)=3n, absurd cici ¢ > 5 este prim.

*® ok

9. 84 se demonsireze od dacd abe este prim, atunci b — 4ac nw

este pdtrat perfect, unde abe inseamnd 100a -- 105 + c.
__ Solugie. Fie b2 — dac = d?, d < b (evident).

4q -abe = 400 a2 + 40 ab + 4 ac = 400 a® + 40 ab + bi_—— a2 =
=(20a +b2—d?=(20a +b—d) (20a + b + d) = a_lf_c_ divide
fie pe 20 @ + b + d fie pe 20 @ + b — d. Presupunind c3 abe divide
pe20a—|—b‘——‘da,rinsemna,cé,100a+10b +¢—20a—-b+d<0
=?80a+91)_+é+d<OGeea,ceestefals(a,b,c,d>0). .

Deci abe ar trebui si dividi pe 20a + b + ¢. Adicd, 80a +
48 4c¢4+b—d<0. Dar in ipoteza ci d < b am ajuns la o
absurditate cici 80a + 8b 4+ ¢ + b — d > 0 (evident).

Deci b* — dac # dz.

k% ‘* ‘ L oo .

10. Si se arate o6 dacd p(p>3) §i 10p + 1 sint prime, atunci
5p + 1 se divide cu 6.

Solutie. Avem p =3k +1, clici p=3k—1=10p +1=
= 30 k — 9 neprim,, si atunci 5p 41 =53k + 1) +1 = 15 k£ 4 6,
unde % va, trebui s¥ fie par ciei altminteri p =3 k& + 1 ar fi par §i

deci neprim. .

§ 2. DIVIZIBILITATE

In acest paragraf ,ym:n” va'insemna ,m se divide prin n”,
iar ,,m = n (mod p)”’ adicd ,m e congruent cu n modulo p” va
insemna ci existd% un intreg %k asa fel incit m se scrie de forma
m = kp + n. ' ‘ '

1. Cifi divizori are numdrul 369 Care.este suma acestor divi-
20ri ? Lo B T TR

a4



Solufie. 36 = 22.3%. 2 poate intra_cu exponentii 0, 1, 2 in total
(2 4 1) ori. La fel 3, de 2+ 1 ori. In total (2 +1)2 +1) = 9
divizori. ,

Considerim produsul : (1 + 2 + 22)(1 + 3 -- 32%). Desficind
parantezele, , termenii sint tocmai divizorii, deci vom avea
283-133—-1 7.26 " .

‘e = —— =91. Inadevir, 1, 2, 3, 4,6, 9,12, 18, 36 sint
2—-13 -1 2
cei 9 divizori, iar 1 + 2 + 3 +446+9 412 418 4 36 = 91.

* ok k kK

12. 8d se arate cd 88...8 (din 1974 cifre) se divide cu 13.
Solufie. 1001:13 = 111 -111:13, iar 1974 = 329 X 6.

13. Oii divizor: are numdrul N = pn p...p? Care este
suma lor?

Solufie. (o, +1) (2 +1).... (a, + 1). Considerim produsul
Q+p+pi+ o PN+ pe+p3+ oo +28)... (1 + pa +

@+l g %+l __ 1 n“"‘”—l
+pi+ ... +pm), 8@ =P B LR
: P —1 P — 1 Pa—1

* *x * *

14. Sd se arate cd 2° + 2°° se divide cu 100.
Solufie, 2° + 2%° = (23 4-239) (26 — 23.9% | 268) — (2 1. 21) (4 —
— 2.21 1 92y — 4. (1 + 219) .y = 41025 -n = 4100 *n.

* k ¥

15. Sd se arate cd 219 + 319, 5, 35, 275, 2315.
Solufie., 2105 | 3105 — (233 1. (33)% = 8% 4 2735 — (8 4- 27) (8% —
— 8%8.27 + ... 4 27%) = 35(84 — 8%.27 .., -} 27%).

2105 4 3105 — (96)2 | (36)2 — 392 | 2432 — (32 - 243) (320 —
— 321%. 243 4 ... 4 2432 — 275 (3220 — 3219. 243 |- ... - 243%),
2105 . 3105 — (27)16 | (37)15 — 12815 | 218716 — (128 - 2187) (12414 —
— 12818.2187 4 ... + 21871) = 2315 (12814 — 12812.2187 4+ ... -+
+ 218714), : ' N -

16. 8a se arate cd numdrul 989%7 4 98799 este divizibil prin
1976. (Gazeta Matematics 3, 1976, Problema. nr. 15756). =
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Solufie. 989%7 + 9875 = 9897 - 987" — 087" + 98758 =
— (989 - 087)989185 — 9898 987 - 9877 + 987W7 (987% — 1) =

— M 1976 — 987 (9898 — 987°%) + 988-986-987°%7 =

493
— M 1976 — 987 (9892 — 987%) Y, 989" 987" 493

fn=1

+ 1976-493-987% =

493
= M 1976 + 987-2-1976 Y 989" 987"-49 = M 1976,

=1
unde prin M am notat un factor intreg pozitiv neprecizat.
17. Sd se afle cel mai mic numdr k astfel ineit N = 19%2.239°
+ Kk sd fie divizibil cu 40, unde k esie numir natural. (Gazeta
Matematicd 3, 1976, Problema nr. 157435). _
Solugie. 19%-23*° + k:40. Notind cu M,, un multiplu de 40
nespecificat, vom avea :
19%.2319 4 J = (19-23)1 - 19% + k= (My — 3)** (M + D)2+ b =
= (M — 3°) (Mp+1)+Ek= "
= [ My — (39)4-3%] (M +1) + k=
= [My — 27 (Myo + 107 (Mg +1) + k=
= (M — 21( My + 1)) (Mg +1) + b=
= (M +13) (My+1) + k=
— M, +13+ k=13 + ki 40 =k = 27.
* *

18. S se afle citul gi restul smpérfirii numdrului 15 ! 4200 la 182,
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Solufie. Se observi ci 182 = 13.14; asa cif K

1314200 15! 200 018
= 20 1115 14
82 1314 182 182
Deci citul este 12115 - 1, iar restul 18.
£ % % % %

- 19. S& se demonstreze cd din cifrele 1, 2,3,4,5,6,7 nu se pot
forma. doud numere de cite gapte cifre, diferite (in fiecare mumdar
fiecare. cifré intrd o singurd datd) astfel incit unul sd se dividd. cu
celalalt. S L | .
Solujie. Ficcare asemenea numir dii restul 1 la impérfirea
cu 9, deci 9 m+1=a9n+1)=>2—1 este divizibil prin- 9 cu
1S < 7,= a=1, adici numerele sint egale. :

BEE TN B R B

90. Se¢ pot scrie cifrele 1, 2, 3,...,9 pe un arc intr-o asyfel de
ordine incit suma oriciror doud mumere vecine sd nu se dividd mici
cu 3, nici cu 5, nici cu 7% (Problem# de concurs). '

‘Solufie. Pe un tabel (fig. 18 ) notdm cu - posibilitatea de a fi
alidturi si cu — de a nu fi alfturi, ceea ce ne conduce la} figura 19

11213141516 1718]91.
T+ - =[=1*]-]-

21-v4 -1 -|-1+]|-]-1+

|+ -A-1+1-1-1*]* , ‘ .
s[-1-1-A-1-[+]-]+ ‘ //4\\.{
s[=1-1+1-FA+|-|+]- 3/
Tl =T+ -[-[+A+|-|- T Y’
71 +| = - +|-{+ A -1+ \ / '
Bl _|+| =|+]=1-A+ -é’\"\,\ 9
_9—+—+A—++ 5?2

Fig. 18. : TFig. 19.
. o ok k

21. Se dau numerele 1, 2, 3,...,1000. Sd se afle’cel mai mare
numdr m, cu proprietalea cd §lergind oricare ,m” mumere din cele
1000 de numere, printre cele 1000—m numere rdmase ewistd doud
astfel incit unul si-l dividd pe celdlalt.

7 —c. 553 27
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Solutie. Dacd m~3::300, jatunci Fterging. de:@xeaphiypumerele
de la 1 1a 500, printre numerele rimase de la 501 la 1000, nu existé
nici o pereche de numere care s§qoatd fi divizibjjgcunul ey celilalt
ciei raporttﬁfloﬁesw- mdi ﬁﬁc:dgg% 2 -»—-~“3~r-5 - = —_(lg' ’

Notam b m — 499 are atenstd ij&bb{'ietawte. $5L dovedim ci
printre oricare 501 numere Lc_ie la 1 la 1000 existd unul care si-}

dividd pe altul. el hdzor asi (LR GUTEL 9Yen Lidiy o]

Pe fiecare din cele 501 numere il punem in ?resppngegté cu
cel mai mare divizor impar al s¥u, deci numsrului 2(2! 4- 1) facem
884 cwcovespurid®: 20 4-.1. Nuiuére impdre smme«mioh ca 120000 kxists
5005 dechimdans dineelt 501-dumeénpie varcotespundesacelagh nuwsin,
impéfi Din welerdbudmtimerd fr-madidbligatprin unubise g obpine|
din celdlalt prin inmulfirea cu o putere a Iui 2. RITH NI
soriirhaqond sl I ludaor £h fogn sodsrusas atpomitl aslslod
19 ¢ gFRAiNEiailute ed Hacs™ fushlirul simpar & 0-y'0 2 2277 atind?
500 z — 50y + 5w1wz. (et BIatemativs 8710976} Problema-5596).
Solufie. z0y0ziaz <« 0y 0z = K oz < 210} 1 y102 + 2 =
— Koz — 2-10¢ — 2 . - )
S ST ot o T 2 500,257 90 AT 002 —
VR Y 1o Vg B aRIDNE vtonanc Toh towinine autig dipel dgepe
- w10~ vi{-’«ﬁraheeeg)uOﬁaTzkkﬁH%-%w_ .I—**..)EE,XO +‘i _}.xi“'
A5 oob sdadilidicog - 09 Biiton (81 .gil) ladsd au ol RSN

'Qa,,;gr;'tlég'iﬁéﬁlt;yﬁ&%acgrxﬁ0=f;r§»1‘; -'-}i-"ﬂ‘méi iag & 30% b 17 Buids:

3 — 9% — _opeJalnlaliaie) syt
~10°+1—2 —1_ 1000 21’::4(:.*1;4: dje uRyHtnar intreg).
2 lishEnEaE AN
23. Sé se arate cd numdrul —]i.fa(ii 7 &% “36: Tfis, divide cu
5040 pentru orice numdr natural. 4 —1Ii= ij R
Solugié: Observim c& 5040 =-341Br iS4 Vorm-arita pe rind
¢3 numirul N = K[KXK? — 7)% =36} a8 divide ¢t fi%eaire din fac-
tori. o . S\ e LY el Ll R
Fie K = 2p. Atunci K[EXEA0 1A =1 301=F5p [p2{4p*—T7)°—
— 9]. Dacii p este par, evident N se"divide -prin--24;-iar dacd p

)
este impar, atuhcii‘paranteza pdtratd este -pardi'ca diferentd de 2
numere impare §i deci N se divide §i-n acest caz cu 24.

FieK =2p +1 =N = (2p + 1){(2p + 12 [(20" F1]*—=7)* —
122 - Bhe=102203h1 1 {2 o)A (492 4 4P 4 Lo G B 0= 42p +
F)[(2P +1)328(2P2 20 ) 2% D= (90 1 BH(ARRH4P +1)4pd
i A2P38B° sl T Qi 93« Evident, parantess pitsati.este diyi:
zibild cu 4 aga cd N se divide cln@lay so HheEh I Hewor Mot Iy



nies c;r,ng _u\gvﬁmghagnﬁ&y«q;a Dissweoleis Hrmvsility o .08

s¥in ) [ g Asyﬁ?
_%&1?%&_{@?)41 1?*).;3; M“;;(g qi\l@ (# ﬁ}:&?ﬁ?@w;ﬁ m(:::
-91H9 ]ﬁh;m 3T, 2009 > Lzoefi._.szk}awgﬂ 4} =

—-)‘ 852 2)[{5; -L 2329 305k Eaig) mu:t 335@ 353):{4 il s ol
t r -P 3;)[‘Q 23 51%"‘5{';&&1”’ m'n{)xz 00002 =00002.0> 1. 1shsze

01* fbac&zc'i-» Yoy esfs 1&)@( mg@w;%ﬂg&(s v?fla}sé

£ Jepimdaisys ¢ Lf)f STPIRL O v elnuz 55 9z va

DRk sparniech % 9 %(*ff‘#i’%zet{% le“‘%‘ﬂ‘w

— (57 +1)} =0 (mod 5). J”I!‘(f L.Jh 9 .
Da,ca,;K p—(—B =) 5)= 15,
Daci Kzgﬁii (5p -‘-1)g %%HQ‘? )=>N 5.
Da,ca!LKi»aﬂ“?p, EV].(] 5 “BML (‘ ) = un;_;;h

2P PE (bga“e Wbdf n”{@f’ﬂ“‘“ WP ) —

Daci .?T _ (7, pr2oN =042 (7 + (@27 ~T1"—
— 7] %]—1 ﬁ“ﬁ-{%") YU ;3@?&% 332?{ xsm?b:ns 7,1? +‘3)2 e
i fmém R T S s o 05 7
Daci K = Tp + 5, (79 + 5)2 = (Tp + 2)? = 4 (mod 7y FHI{:
Daci K = Tp + s,l‘mé—ﬁm_.i #1)2 1(mod 7) = N:T.

h\) g)i)

 aned

* * % % e

24. Sd se afle num & e :Jy;\ a,st 1 €& cit cel mai mare divizor
comun al numerelor 3% - ;z l2:g_ -+ J sg Jie 8.

Solufie. Notind cu (m, n) cel mal mare divizor comun 2l lui m
epg "&om(?a#v‘é!t” duoy izilos neb € iz & )Iu)mq Lo waiiendO

+ 4 (23’ IR 4‘13?& 4_;2?}) 1’“(251-1-;3?},”% Ot )\ -«’%(xr n_)*»_b 3!; (wv)rcuwyii)i%
T -, '
;D‘\;g‘fl)m%—s?y Wsn,» emiineﬂe%x@me éé)&‘mae%w?ﬁ ‘\)-, "é?
) A3} z AR 3 Wy PRYMY $N\3J
et ‘?z{;’tﬁ‘eb’iﬁ%‘? fonie !p ;é’s%‘ ﬁ‘;‘});, 'g)) 3 t’m( Wi

(W)} mab 91ho JJb m ar o s Laptes
Xk ok ok ow ok Q00 R e L - G BNNNBY 00 >> (st

25. Printre 12 nwipere maiyy gg)cgn&eputw@ eel PY "s?";\%@'d din
ele es ;» mi eczt suma w&zo ?r 8ds (se consuiem zmzom, mai
mwi“ fd))z@)' =2 ol == i LV = ue =

Soluiw Pnntre 12 numere congacutqr@ 5@1 gp}l;}n unul se d1v1%fe
cu 12, fie aceste 12(/m)QRAv9 m evident : I

12m<1+2+3+4+6+m+02m-{—u3m>~;}.k)£bh,+6m+...
2 ' 99



26. Se utilizeazd sistemul zecimal de numerajie.  Fie A sume
cifrelor numdrului 44444444 i fie B suma cifrelor lui A. Sd se afle
suma cifrelor numdrului B. (Olimpiada X VII- -y, U.R.8.5,, 6 puncte).

:Solupie. Deoarece 4444144 < 10000444 avem ci numax ul cifre-
lor numirului 4444444 este mai mics decit : 4444 -1—{— =17777 < 20000
agadar A4 <9.20000==180000 i prin urmare B, <<1 +8+ 9 + 9+94 9,
deci B. < 45. Notind cu € suma cifrelor lui Bavem cii ¢ < 4 +9=13.

' Se stie ci suma cifrelor d% prin impirtire la 9 acelasi rest ca
si numirul, de unde 444444 = 4 = B = (¢ (mod 9).
Pe de altd parte, S

U sms 7 (mod 9) = 44ddim < 74444 (mod 9‘

LI L

44444444 = (_ )31481.7 = ( 8) 1481, 7 \(mod 9)
Prin urmare € = 7 (mod 9) Cum ¢ <13 rezulta ‘e O =T

~d ok ok [

27. Fie a, b, ¢ numere iniregi si a + b + ci6. Sa se arate cG
ab -|— b3 4 ¢ de asemenea se dividé cu 6 (Problemi de ba,m])

Solu;ze Considerim clasele de. resturi modulo 6 $1 puterile lor
succesive : ;

[

nin®|nd| nt|nd
111111111
21412142
. 3|3/3|3/3 |
o 4)a]a]4]4 A
511158 1,‘5

‘ Obsexva,m ci putenle 3535 dau acelam rcst; nnpalme Ja 6 ca
§i numerele, deci ¢®4-b3+c face parte din aceeasi clasd cu @ —b+c
deci a®+b34-ci6.

28. Notdm cu. ,Q(m) suma..cifrelor lui x. Fie n >0 un numar
divizibil cu 9 avind mai pujin de 10 miliarde de cifre. Sa se arate i
Q(Q(Q(n))) = 9. (Gazeta Matematich. 1, 1976, Problema nr. 16323).

Solufie. n are mai pufin decit 1010 c1fre, decx Q(n) < 910

Q(r) < 90000000000 < 99 999999 999.
Q(Q(n)) <11.9'=99 = Q(Q(Q(n))) < 18.
n = 9u = Q(n) = 9, = Q(Q(n)) = 9y, = Q(Q(Q(n))) =9y

{Q(Q(Q(n))) 9y

deci

0QQm) <18 — Q@M ) =
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29. Din trei mfre dtfmte 1) fwmde 8-au format toate numerele
de cile trei cifre diferite §i s-a observat ¢ suma celor doud mai maeré
este 1444, Care sint cele trei cifred . »

Solufie. Fie a > b > 0. Cele mal ixgari abe, ach au suma
100a 4 10 b +o0 4 100¢ 4 100 4 b‘="1444 = 1"
1 $c)—44 =2000T —a) > T —a1ll > a=17=
b -}ro===4'»=>bt=.=3, o=1.

o

® % - T
. 30..84 se ofle aatfel de. numiere w,, Bgy. « s Biogy InCiL, :zr;2 F a2
¢ ... ¢ 2515 dar ®;@,. . .0y, 0y 86 divide cu 5.

Sol ufie. @y,@yy. . . ,&yyq 8int de forma Sm41,5m+-2, iar (:"nn;{:l)2
o bn 47 1 (5mi2)2 = 5n — 1 Vor fx K numere de forma, 5m +1

51 173 K de- forma 5 m 352. “
T B bR+t ok =M $ K+ 5N (173—K)=
- S(M + N) — (173—2K) = 2K —315 = K =5l+4 (0 <1<33).
5! 4 4 numere de forma 5 m ¢ 1, restul de forma 5m £ 2.
s & & H Lo

31, Se¢ dau 40 numere oarecere, nict unul nu se divide cu 5.
Bd se arate ¢d suma puterilor 40 a acestor numere se divide cu B.
{Problem# de baraj).

Solugie. Puterea a pabra 2 oncﬂ.rux numir care nu se divide
eu § d¥restul 1 prm impértirea cu. 5, deci gi puterea a 40-a.

'nlaz2 n‘”n‘
EEERERE
2 | 4|31
30421 -
¢ 11lai1
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Oum sint 40 numere, deci 40 de 1, rezulti ci suma se dividé cu 5.

32. Sd se demonstreze ok orick Yl ?W‘id“ﬁv&éﬁ&m#&bﬂ% St
86 poate r e ?Wn 1ot-
zorf ai u‘zﬁg‘n’- ?fgtg gﬁ% ‘grul $°S5). ¥ 9‘%#%'\"%

Solufie- Peptra-1§!y=081 % eamenp e lsod,g 5@ 3 =142,
4=1%3,%5 22 38p ¢ :=422-4THO0C = &b — (0 ¢ &)L

Jms §=ode oo+ 4§
Fiea < (n + 1)1 Impirgib lan +1ne df a =(n H1)d b r
unded<n'0 <Sr<n+4+1. Cumd<n'=>d_d1-i>dzg—i>¢.* +d.

iferi vizori ai lm n' §i prin urmare.s = (
¢ :Eﬁfd?r?i-d% & "31* (w5 *%a.i’é’ M g‘éxféite 51
lelZOl‘l ai lui (n - B! m #HoPed® - - BT 180 Cieri® B .

S(I;{;mb) mxf?.m 4w marxo? 9b Jaie pe . . . oW 0 B8] S04

I+ mc. mn'xol ob s1suuor A B 10V [ — wd == 3(&% ?Z X £3 =
33. Se dau 2n cifre a,, Bgp- « «yBny By gy - 302 rul A format
de a,a,...a, este de dou& ori oit num«i% Jformatotietm, P, —-£3 b

imelor 4 8@ se
‘ 4 : am% ‘:llé %bncurs)
(&Sbﬁmﬁ.) A- {giuB da.ucaobkdst-rid: la. iﬁﬂﬁrﬁi‘é& eu (X (pf15)a eezol-

varea problemei 26) :
L v C 8010t 9b fJabs X —gﬂev:b ¢ sxmo’r aH 919 1l

A=M-9 +‘1', ® & & 8
shiesh, 39 Fiv L joar r)m ma*.m 1ty H n&) s'e .
'arf{ sge! Bonds sefte s ale v &ég@x??}ﬁs Sl e

or intrég’ neprecxz i = " Al
i B se divid L gu 9 adich suma cifrelor se Q0148 & s
xvx a Ul 91585 18mIh irI8sto & SWLY 8 mmm‘{ aswn o
34 Db &, -m'za,&wm SR efi SRedPoiEBAMEUNBY dtlined eBpresia
E = a8 4- 2b% 4 3¢t 4> 4d4 este divizibild cu 5. (Gazeta Matematici,
3, 1976, Problema nr. 157‘46) Eao “a { &
olu;w Daci a, b, ¢,,d sint in edivizibili cu 5 atunci ei
pot fi numai de forma M%:I;l sh iar (M.541)4 = M-5-41,
(M-5 2= M-5+16 = Ma&i +1 sx @xpresxa. devine,

at + 2b% + 3¢t + 4dt = (M;Hu) 4 2(M 5+1)+3(M5+1) »
+4M5H1L M plo=M
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tub! 950 Sutnapiaie® dpiReaVignb sxs3arhiyiings §6 Eidet d5E)
SHhod igi 1 SeOUHAD MGG TP apEEID ot (1, oL = L)
Solufie. Fie b # 0; avem ci 2a®  3a%b + 2% 3! %m&t%“’t‘ é&

deci 2(ab-1® — 3(ab-1)? + 2 = 0 sau 24° — 322 + 2 T 62 BYP ecua-
tia nu are ridieini in Z qx prin urmare b = 0=a=0,deciasibd
ge divid cu 5, unde # = “o‘inse adhakl = 0 (mod 5).
x-z’f . an“’ xcx"m L
* % % *x ?

3. Sa se arate ca '3!*’~+ 2% 6&’4 pentru orice ne N,

Solupie. S& notdm P, = 3° 4- 2n 4 3. Atunci, aplicind {)rinci-
’plﬁi'inductlér&mple%,}vomam'lsw elstrscios un,mnrm
temijdo cov soitg el ol-ubrunobe

-3+2+3 4,

),‘,E\...<.D ket £

P, =34 #,zw-;. BRL P si(‘xl b 2mrd-B) —cn/— 9 + 2np

......... |
+2"4;3 o33 P olin 3) —4n — 414

> x x » ;M”-“nl‘lv“i

A o L gl g

37. Sa se ardle of A3 4w ¥ 1PAVETY - 1),
Solufie. De;nopstrajpig pyin inductie. k = 0 evident.
nEts + (”+1)2k+8 . n[nli-ﬁ + (n + 1)2‘+1)] + (,n + n __-te‘r)su 1 2];.‘.;

s

Sau alti rezolvare Fie % olutxa ecuatiei 22 4+ 2 +1 = 0= of =1,
o+ 1 = — ol Se vede c¥ ‘of'8int  riidicinile polmomuhn gk+2 4{»
4, (@ + 1)+ clcial*? Hw +1)2=+1—u*+5 — P =gl (1 — of?) =
e ik
® n ox & D

w4

emonatreze&cd @+ = 4 ‘2" 3 b2k bk b
4 ?;:ew 7 a&éﬁr‘ﬂ%&“ i c:é ii’;"*f“ e z&:;fﬁ?‘j’é‘ 1
tg}ﬁt%w(w {1y @)% o 5("=n L ggb ﬁﬁ%ﬁé@

.'l‘-,;—; OL iv ﬁ‘, o QI
%ﬁ aﬁrma,tla reséeé? b )? g

{'Lémxm soi1o Uo lidizivib
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39. 8d se arate cd dacd numerele Np = Bry Gpg - - Opa (b =1,...,0)
scrise in baza 10 se divid prin de N, atunci determinantul A = |a,|
(¢,j =1,...,n) se divide prin d. (Gazeta Matematicd 11, 1976 Pro-
blema nr. 16169) .

Solutie. Fie

Ay Gyp .- @yn
a:l asa .00 azu -

A=

d,l ann .o ;.a,,,

Inmult;ind coloanele respectiv cu '10'-.1.,' 10°=2, .. .”, 10° gt
adunindu-le la prima, vom obtine :

N, 10 2%qa,...ay,
A-10P-1+a-2+.e1 | Mg 10%7 3 @gq. . . @5,

No10* 2 ayg - . . Gyn

Nioay-.. 6y

= 1QP 3483t et oy N aaa... on .

1v Gag o o Onp
8i, prin urmare,

AN Gy .. g,

A=

7 -
10”_1 1\2422 “o e Gz,,

NoGupooo Oy

In cazul cind d nu contme factorul 10, determinantul se divide prin
d avind elementele primei coloane divizibile prin d. Dacid insd 4
se divide prin10, atunci prin ipotez# toate numerele N, (b = 1,...%s)
ge divid prin 10 i deci ultimele lor cifre a,, = 0(h = 1,. ,n) cee’a
ce implicd A = 0 §i deci gi-n acest caz A este divizibil cu d (fiind
divizibil cu orice numir).
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& Ok ok X % & B

40. o) Fie a, m, ne N a 1>1 Sd se arate cd dacd a™p 11
16° p1 =>min. -

By Fie a, b, m, ne N, a> 1 i prim cu b. S(Z se arate cd dacd
5™ 9 b™ 1 a” +b" = min.

Vom stabili numai cazul p) ciici cazul a) se obfine pentru b = 1.

Solugie. Fiem = gn + rgi dp = a""““y-( 1)"b"' —nk “ (k= 0 1,2,
veyg) = dg = a™-}dH"1(e® b") ‘

dg'-x.l — am_nx._u_( 1)! bm-—nk-—nla- ‘

4y — ar opy = (—1)F BB="4=5 (35 4 b5 ) =
(0 4 B =y, 1 (0”4 D) = d1(a” + ).
4, =-a" + (—1)%" 1 (a® 4 &} ) dar
e+ (=10 | < &< @t 4 b
a4+ (1) =0=r= Q = min.

ok ok ok ok ok w A B

41. Sd se arate cd pentru orice ne N, ewxistd un numdr format
din cifrele 1 gi 2 care si se dividd cu 2°.
Solupie. Inductie. n =1 = 212
: IS;%% presupunem ci A are n cxfre 1, 2 si ge dlvxde cu 2% = A =
=2 B, :

TA =104 4 = 10° + 2°- B = 25" + B).

54 = 2.10° 4 A = 2-10" 4 2°. B = 2°(2-5" + B).
Dar, dintre 5 4 B, 2-5° 4» B unul se divide cu 2, prin urmare ge
giseste un numir format din 1,2 care se divide cu 27+,

® % h X x 2

42. 8d se demonstreze cd peniru orice numdr tmpar o existd un
b astfel incit 2° — 1 sd se dividd ou a.

Solujie. Considerim numerele 2° —1, 2' —1,...,2° —1 fn
numir de a¢ 4 1. Dou#t din acestea imp#irtite la a dau acelagi rest,
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fie acestea 2™ — 1,2 —1;.m >k;m, k < a. Diferen{® lor 2" +— 1.—
;;(%Ems 19,555, 20— 25 24207 " 7104 ¢, Owm,q.— imparay paatpdivide

care are numai divizori pari (¢ numai impari), rezultd cA2m= =l V8,
Ao Mhr—sleres be 8% .5 wo e 3y L <06 (L 2 e o8 @ oL (8
Ctar e At 8 4 Y
L e &ttt kil 98 (o [usss 0B (8 fusss o lidsge oV
§ L0 == oy SN DY g R o By 4 sp == s ol ool
) 43. Si se arate cd M“@t&u‘n‘pﬂﬁﬂ“m&u@l.\: (De- -
mn(mtn)!

Solujie. Fie p un nur.gj,n&,prim,«i@m;lg _ﬂnp_numévnna,tlgggl aga
fel ineit p*+! >2 m, p*+! >2n. Atunci p*+1’'>m b n. Pe de altd
parte (2m)! se mai poate serje gk subfogmay ) == b "» — ob

(2m)! =1...p..;2p+m (D »19p¢ s5pd . mi(p HE)P o A2p - B)p . . .
. 2p% ... (pF—1) psh L. 5F 4. Wnp* WAYP 2w '

de unde deducem c# (#m){ -tolifitre ‘aumi¥ral ipiital )cél ‘Mult la

g o= B = o= ) +'®
puterea ¢ = [%] + [—2'?] +...+ [ﬁf] s cici FMI reprezinti
P » P e ¢ w e o ls x &

arto) it aoe, hi2iEn 0 8 30k aalnadg o lnn S WA

SRS SRS et it (m) T rinirulatiod R r;gi,pug%g b oaeurh;

dats, indiferent la ce putere s-af giisi), lapo Al kuprediitipe cite

wm B <= 7R eobivib gz dn € 6Tl w18 A Bphangaesig & o

ori a intrat p la o putere cel pufin egald cu 2 (se vede ci-ii felnd

acesta, fiecare p din aceastl E({at%g?{rieoeiste nfmé.r%ta. 2-a.0ard) §i aga
IS N - Lag & :.—.A."’LM'

ri a intrat plao

mai departe pind' la 'T reprezentind de cite o
putere egal¥ci% 'élﬁ-felu%an’éém: ditérijirtabtori Wiilvi p* di8t numirati
a k-2 oard). Asadar, puterea cea mai mare la eare se gisegte p in
mmﬁnﬂnézm)‘@q(zm:mesﬁévib o lisun & 4 ¢0-¢ A 4 G swnib 18U

‘tew 1 ohivih o4 eso €0 aib ysaiol 1m0y 83zmedy

2m 2m 2m 2n ",

8= ||+ |+ H S| T 20T pof 22) o e
ot I T ‘B < . 4 g ¢ s@w oy

238 DIATID ‘% VAT WO AT 20810 TR Q T DIANIL LV WA esad

B a0 Bhigsh 9w e L — ¢ dloxd W\ea &
g [ — °Q. .. ,0 - 1 —"°2 fotottty; , aIE19biancd eijsivd

gaot izgloos nel v o arimbat ssfpupbs| it Eued .§ - o ob 1hmug
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iar in numirul m!n! (m h mkheHty jemeldory soudtiv ui Saui ool

i ERIpRE R

#1e0 qming iviuidmun lvdoedogze §o &duwsr ,(@ = -:'& obar

-

-Bidun ig imitg itodost mi ews igny, ob gq190uqmuoossh saiviodoi
ob q ivl Is 10dEsoUgEeteh Midashorze—go-{gs afjuq Iso edes ivluiod
av gijog1t &o &dluser 1weWidis mingliddiyg 4w boiit g 18b Todiwa &l

- lewisn 1@mon oU X

Cum [22] + [2y] > [w]; [yl + [z + ly}, sapliind aceastd :tnega-l-
Lit ks S w tor, eEpgRentyl HuwATHn, Rrim@ gite ce
pia egaluﬁ seXRenEntE de slﬂs!kfﬁ@imis&m;;b X3 BIMINRED

prim arbitrar, rezult® ci fracfia va fi un numir natural? mitg-» > q

N [f—] eb myn of dais g we bivid 28 9160 sle1smu¥l .aijulo?d
q ”

n] Dam)! .

Tolseihotg Uiy e&;,u —&eidby 3 a0 bivi o HlPndlRals

g o bivib ea 9180 oleo Ji(my !})""?3( ) m)d o bivib es po 9189
® \a=1

b=l {35

Uk ,ﬁuyﬂrﬁﬂ-’-sﬁ g . D=0 ob 1Wmun ai @ TV
Solujie. Rafignind ca-n ptablema nr. 43, rezultd ci dack
este un numir prim, iar ¢ un numir natural asa-Iel iy fpﬁ“‘?&
> nmp(k=1, ..., n), atunci dacd descompunem numirgtoryl iptr-un
R Ge fectorl Rrizi saro ¢ Ho eerinl o SDEI SO M JRterea
cea mai mare, exponentul lui p va fi 8 = Y% ﬂé’ﬁ q fheetncsazul
(R 43I0 =2(S 4 )51 4 ) & L o= 4T — SEHAR 2 ) sijiod
naimitotului exponentuk hudip vasfirg v ot 88 (2 4+ *n)C 80 puad
tuouTanoo adee € 4 Tn ecerscsh wdesif v% T 80 £999 & U9 ldisiva
¢ bowm) & & I po

™ qzmb#’:#*

n g

¥ ., h=1 — -

areshro o-'ﬁm‘ﬁs‘%&r—éﬂ%}g& ,El }T‘]‘ﬂ' e§1[ T ShdRiu A T

B0 OIpAD 8w B2 Fony oL avvn THEER R vhdtai 1) DDA, 000
ob Zmoldor®) & sl 3 ywen - v Weeg se tesiide Isllen ludemse

e s 'm " J[(r1posioe |
onlio TN TSy 1§ :-._k.-.] +<[>az~.!la%:;}; o iuloR
Brsluoast Soibs dap ti001 g bl T baSRepted J= v - 205 £o wevA

o7




Cum ins, in virtutea problemei precedente, = -

3 [nmx] > —-1);&_;1 [%f—]-{-[i —'fi] (g =100

izl 7 - 7

(unde ﬁ"‘- = a.), rezultd ci expoxientui pumirului prim p care

4
intervine in descompunerea de mai sus in factori primi ai numsra-

torului este cel pufin egal cu exponentul corespunzitor al lui p de
la numitor, dar p fiind un numér prim arbitrar rezult% ci fractia va
fi un numir natural.

* d ok ok Kk ok ¥k X

45. Din numere de la 1 pink la n se formeazd 'produse din B
(fizat) factori. Cite din aceste produse se divid ow wn numdr prim
P < n-prim ¢ : ’ L

Solutie. Numerele care se divid cu p gint in numir de [—"’-] s

iar cele care nu se divid cu p sin n — | 2], Numirul produselor

care nu se divid cu p va fi C’: 27 iar cele care se divid cu p
v

n

vor fi in num#r de C& — (?
. . . ' p

(2] Dach n— [ ] < k < n, atunci
: 7 S
obfinem chiar CF. . :

L ‘*‘ ;% ) .

46. Sd se arate od suma pditralelor a oinci numere consecutios
n poate fi pdtrat perfect. .

Solufie. (n — 2)? 4 (1 — 1)2 4 22 3 {n 5 1)2D(n+2)°=5(n2H2).
Pentru ca 5(n? -- 2) si fie un pitrat perfect trebuie ca n® - 2 84 fie
‘nivizibil cu 5, ceea ce nu se poste devarece n? -> 2 este congruend
cu 1, 2, 3 (mod 5). :

* * * * *

4&7. Numerele 11111, 11112,..., 99993 agezate inir-o ordine
oarecare formeazd un numdr de 444445 oifre. De ce 8a se arate od
numdrul asifel obfinut nu poate fi o putere a lui 2. (Problemd de
concurs).

Solugie. Se obtin (99929 — 1111.0)5 = 88389 + 5 = 444445 cifre,.
Avem cf 105-a = {99999 4 1)@ == 13- 11111 4 g, -adici inmulfind
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un numir cu 10° restul impéririi cu 11111 nu se schimbi. Numirul
nostru va fi ap, 4 10%,, + (10°)%ay, + ... + (10°*~'a, si restul
impirfirii acestui numir la 11111 va fi @y, - ap, ... a, =
= 11111 4 11112 + ... + 99999 care impirtit la 11111 d3 restul
zero. Astfel numirul format se divide la 11111 or nici o putere a
lui 2. nu se divide cu acest numir.. g :

§ 3. SISTEME DE NUMERATIE
* ok ook k%

- 48..8d se gdseascd sistemele de numerafie a, b, ¢< 10 in care
avem relajia 111, - 111, = 111,

- Solufie. 1° Dacik a> 4 sau b> 4, atunci (a®+a + 1) (b2 +
+b+1)> 7-21 =147 > 111,,, deci nu pot avea @>4 sau b>4.
(22) > ¢+ ¢+1=49 = c®* 4+ ¢ — 48 = 0 nu areé solutii naturale
(:2’3) (21 37 9))

(312) (3, 2, 9). -
(3,3) = ¢® + ¢ + 1 = 169 > 111 imposibil.

}=>cz+c+1=7-‘13=>c=9=>{

§ 4. FRACTII ZECIMALE
£ % % ok

Do 49, S se calculeze -—~61—0——- cu 200 zecimale dupd virguld. - -

1,0...
L. *. .- 99 zerouri
. Solugie. Notim 0,00...01 = a.
o A o 99 zerouri
1 '=1+a—a=1_‘_a1+;a-‘—a=1_a+a21+a—a,___,’
i+ae = 1+4+a 1+a l1+4a
;, i s ° y 3 ., oo, N o 3 R A
sl-ada— 2 o L Ly g @ g
T ‘v 1+4+a 1+a ! 1+a ’
. S ' C e . ,
— ]1“004- 1200-— ¢ = 0,999.:.9 00...01 - 4 . Avemci
10 10 1+a © 100 de¢ 9 99 de zerouri 1+a
as 1 n -1 . .
< @? = ——-- si de aceea cu 200 zecimale se scrie
1-+a S Tgeoo l4+a -
€0,9...9 0.....0." '

D —
160 de 9 100 de O
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{7 .zdfﬁiﬂfqz on ua LILEE xo iimigaiqomi fndeo1 200 o 1o no
11532000k, q%wmﬂ/)wa....- 9. cund09r pepimate 1dupdavinguldy uaom
= o 4(—@ o W b o0 dd 9w LLILL el 1o iudeson dmijrsqul
IsaorSotHae 19199 - 3B Tnidgeh, TRgRgINA. Diitratic pptg SUYRItALE
8 9103 o ivimodecciidb L & obivib sa dsnrrot luidomur fotdzA .ovex
dar mai mare decit numirul, pritirurmatre:0,999 .20ixi}i0;89 1L T<ily
Nt et D
100 ¢e 9 100 de 9
deci raspunsul este 0,99...9. NTAFAUTS AE FVATAL L 5

100 de 9 * m ok ok k

s B Rl 25 dral P eI S lmEr uanRal o MmB L 4
LD == @ ILL « o LIL os§nlav mosn

4 581 (L - o 3 %n) fouds 4 <4 pra k<o gosd °L aipwlod
Ses iz g e h ooy Mpptriodic il (1 y o 4
aleTudsit iignlon 918U O == 88 — o 415 o= Gk = & -4y - "2 <5 {{:2)
Al e e o Ul 2| . U L
n RS gt & D gk o [0
3n* 4+ 6n + 2.0 ¢ .8) o (&)
wn+1)(n+2) didisoqmi IIL < Q3L = I 4o - % o= (£,§)

S ardtim mai intii cd suma de mai sus este de forma

1 + 1 1 ATRMEOAN IVPILAT b}

n w41 nl—}-2_2q *ow ok on
cu p,5ipuis inpre einfntradotin daei—n-estodrthpar; wtwitci.8¥ident
numiritorul este impar, iar numitérul- Gdr. Dacd » = 2m, atunci
3n2+6n+2  2(6m® 4 6m Aadys e 6m® + 6m 11
nm +1) (0 +2)  4m(2m-+ 1){m 1) 2mlm+1) (Gm'+

. itpoTor €
Egi&enti - Lo poate _§c§ig:c‘a'g :rabg{e x@e_«_}ix}_l@_l@“peribdicd. Sy am;
tim ¢41 o fractie zecimald period{cﬁ, mixts, adidh Tare si o parts
neperiodici#nDemonstratia o yom fade prin réducere la gbsurd. S5
Presupunem, pyin abdurd ¢ n-ar exjsta p 4Stigl geipa‘-rte“ﬁ periodies”

Atunci numigul nostru N = L _sar scrie form

&9 movA . ——-— 10...00 €2¢.eee0 = i — 1 L _
o+ L N Sl e - e mp ST L 0L 0L

[ » M- Ny tn
oi102 92  9L8HIIO: one £5999599b 12 -3 . P» > -
OB, »1...9%} L [ 2RO K By e Y T S
10° (107)? 1——2 10%=1"4 .. .e0
107 — '

e e’
G sb 001 ¢ sb 001

136;



de forma. =%
2q

* * ¥ &

unde nupitoml 17 1 gste o, Juigdr impar, 25,7 N, g poate £

§ 5. PARTEA INTREAGA §1 CEA- ZECIMALA

P Sien —— ‘n LI

'/
Solutdel o = 1/2 +V_{=a 4’ = 6 4 decl a satisfa.ce ecuatia
z3 — 62 — 6, = 0 §i este singura ridicini pozitivi. Conform proble-

mei 171 de mai jos, a< [/24.
f(#) = &% — 62 — 6,

3 3
f(V23) =23 — 6)/23 — 6 =17 — eaf‘ik 0 deci > ?2‘3

prin urmare V_ 3 < V_ 2 + Vrm 1= 93 <—(l/“" ml/‘a)a <24 deci par-
tea mtrea,gé, este 23

(130, 0) ™ § im e,

t**maé

L |

52. Sk gvasfle partea fn(reaga dimy ]/2{ it V4 r)a

53. ﬂg_‘ﬁ (8&’“ e={1080 — logy[@]] "= [log'z?v})v-—fldgz[w]].-
59 quggl?"fi'ﬂ)ﬁ‘}@rw Y —2“[_k£ N, 0. SJL<1 L L

2t < [gls

D

ot

_Tu(

ST= 2’“‘5‘ = Ic <floga[wj< log,z =k T & L

$p—"

PP

I+dy, Loy

log,[#] = &k, [log,x] = k;
log,z — log,[x] =% Hliams= k, == Elogzx —'long%ﬁ = 0\
[10 >x] — [log, [:v]]n= k — k= O = i
e a"m*gw —‘;lla“g_;[}in .| | [log,aT = uoc,z[wﬂ o }‘

# %k ok ok

54. Sdseaflesumd 1{;—;}-4— {—1— -+ &m}—i— +{(n~1)——}

unde m, n sint prime intre ele §i {d}, partea fracfionard a lui a.
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Solufie. Avem ci {m} =0. 1< k<n—1= I.,—l — fractie =

n
{k—}+{(n—k)ﬂ}=1 eliei k2 + (. i

n — k)— = m.

n n
8§ = {%}+{2?1"_} et {»( —1) ﬂ}
S’ = {(n — l}ﬁ}.+ r(n —'2)2} +...+ {ﬂ} -

S n 1 Ton . :

7 ).
. 28'=;;n:—1=> S='n;—

-4

De exemplu {3}-{- {§}+ {T}+ {-1;}_ 0,6 + 0,2 +0,5--0,4=2,
o 9] 9 ]

§ 6. NUMERE IRATIONALE
* ok ok ok ok Kk ok ok k ok

(hu depinde de m).

50. Sd se arate cd Z 2Leste wrajional.

T me=1
Soluﬁe.Fie—o—-}-% +—172-+ . + —4..

o b b ""’(a be \)::.
—_— b(zn’—l’ + 2»’—22 + + 1) [ 1

(n+l)=-n3+
LS Ll din veder
+ o(n+2;’—nl ves | om+hrm B3 okznt 1) .-bar, avind ln veaere ca

= q- 2%

_+?,:+ _a;=>;_.ap+1 ab+e | @ a®
i .
P
w(l—i)=i=m= < , Trezultd ci
a a? 1— 1
a
1 1 “l 1 1
vee | £ .o
b[ 2(,,+1)|_,,: + 2(;;4.'.!,4:-,,: + 3 b[ 22:z+1- + 22(2n+1) + ]=
1
O2n+1
= bh—= b

1 =22n+1_1 )
22»-;—1



Cum aceastdi fractie pentru n suficient de mare este subunitard
rezultd ca. egaht'ltea este 1mposxb11a

56. S se arale ca V2 este zra;wnal )

w

Solugie. VT —; s B, ye N =2 =2 = 0 =22, 2>,

L4t =2 =y =22y =29, y>Y =

‘ : I,‘r K .. V“ n o Ll
(z,y)e VXN (-1’1’ y) e N XN =>{m>w1> >0 = un gir des-
y >J1 >0 .7

crescqtor de numere naturale estu infinit, abaurd'
w*****""" o

57. 8d se afle pramele 100 *ecamale dupa vzrgtda in scrierea
zecimeld "o qumdrulug (54 V26), ‘
Solujie. Cu ajutorul formulei lui Newton ne convingem ugor ci

daci (26 £ 5700 — A + BY26 = (/26 — 519 = — 4 1+ BY%6 si
de aceea (J26 — 310t — (J/26 — 3¢ Z. Pe asemenea ()26 — 5101 <

< 0,1 < 1 = astfel incit primele. 100 zecimale ale nﬁmﬁrului

(I/.‘TG — 5)!! sint zerouri si de ascmenea pentru numiirul ()26 +5)1.

§ 7. ALTE CAPITOLE DE TEORIA NUAERELOR''

* ok

58. Sesticecdal+24...+n l("—oﬂ st 184234 ... 08

n(n + 1)
2
13 428 4, +n3 se termind cu cifra 1%
n(n +1) 2

. Cu ce cifrd se termind 1 +2+ ... +n dacd

Solu;z'e : se termind in 1 =

n(n;}- 1) se termind

in 1 sau 9. Dacd

1;(7L2+ 1) se termind in 9 = n(n + 1) se termind in

8. Dar dou# numere consecutive inmultite se pot termina in : 0, 2, 6.
-
Rezulti ci 1M_2l_£ se terming in 1. -

8 - c. 553
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Z;'u;;zimudna 9725 9inil sh ;moi)z'vv s s oifsstl S1ae996 o)
slidizoquui oja0 sulslilszs 89 B3fuss
89. Si se arate cd numarul 1 se pocfte scrie ca o sumd de n
ity ol o sl o2 He 27 1
Jractii cu numamtorul 1, adwa, .m\b orme — - —
Ll = ':‘. <= “\i‘ == Y /' 5y 0 $y- _.'vé_’ ‘hbdu A
1 v 1
Solufie. 1=——+——+ -+ +— e
u /.;\: \22~ \ <= -\‘ 2:ﬂ‘l o= 3,"\‘{.2-1?%9..5‘ 3.27-2

el

<= 08 -

X % B % K % % ok U= (N <
. 60. Se dau;17 mumere aaiur rale a,, @, .y Oy $C 36 ,me cd ap =
=oplde 1 2= é"‘ Sd se demonsﬁ' e adzal X @y =0, FAyA gy
Solu;w. Fie ¢, doudt erite si le-am ordon t, asa
incit cel mai mare 51?@11’1 fie ﬁe Pttt 1be” §i Cinnaty P 16wl
doi. a,> a,= a,< aa =03 > Qg = .0 = Gg< Oy 2§17, 0 > 41<ly
ceea ce reprezint# o contradictie. Analog pentru cazul ay < Gy
Mg s Hlngas Hash sinadoas 001 alaseitg o\\» o8 B NG
o <0 =0:>0 =06 < 0= ... =a40< by F\’\ﬁmﬁu% 7 i Gee
z‘ci{{ﬁ‘ma“m moJ m éﬁji’{ﬁ‘—pﬁl{ I‘)L{gﬂ?ml &U!Q rrri, 1] )azgl\_\;él\

L 8]/ PATAS

)} = oud

= ‘"‘(c — 92y sarro1r1928 o6 X 3 04T - O‘J/ = “"‘i O I) G995 BH

. L

urlsmwnu als algutiney UHJ wx Jigul, [ 7ss - o> I0ip g~
Pontid’ 5 vators ald B . A n"tosg) scrie ca Un

mymar %e m?’Fg’ffﬂxnx!)\;zbm'mﬁ)é: i iz PUIGIox Jais PG - 9%
‘Sol u},ze n> 10 = n*=23> 10*~?% care are n — 1 cifre. Asa.dar

n < 10. Fécind calculgle,; $¢,16005k3fd g ,nggxep nagurale
de 12 3 1a 9 sint solutii ale problemea%fl %?i’ 51 &W& ﬁ?B = 125,
61 = 1296, 75 = 16807, 8% = 262144 si 97" = 4782969 *
== Gy X JBOLel, __(L_";‘f‘_f_““__ T S S G D LT DA 8(»

62. Toate numerele riaturale de la1la1 000 000 sint scrwe unul

lul. Ce cifrd, se. v gdsi pe looul.1972, (L4 win]
s ;golu;w "Sint™9" niflmeg“‘ ’?o Gifrd '8’ 90’ aé’ ﬁum{re 2 c%r

Deci pin# la primul numiin guytxei, cifre xon fi, ocppate 9 ;L-&lo

— 189 locuri; Rimin 1975 — 189 - e ;foc%p,:“ ecarece 1783 =
EIBT119599~ —1—~-1*jpe—iom1L 1973 use Ivasgﬁs “primarei 3 :aliledhti de-al
595-lea numir de 3 cifre. Al 595-lea numE.r de-3 c\lf fiind 694, cifra
saufatd eybe by r - o = 0 i ST 94 Lhp an)ie £ .2 mez L i

—

B & T Bafte iy d0g e2 stitlumal vrituoszmoy st frob 16l &
'63. Cu un numdr natural se fac_operajiile H QRS
A: se adaugd la urmd cifrd §] SOr1sT oz ———-—= & E1luso i
B: se adaugd la urmd cifra 0 -

Soe)



it s %4& w M este marsiDe;pildd enticinn
du- '9'9( r"‘&l»’fﬁ tﬁ }A /§6 Pd‘i tnecdidBeang e inl Gtnoiolus &1lio
g rmn‘i‘r g SEaBRAE, ﬂf’me i eyl i1 Q&m = (@ -+ 200)DL =
&l S %6 m’m(ﬂamvb osimiingd xérrsenpoate tolijend avivesayingin
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numiral se termini'in 92 Trebuie mirit de 16 ori! 0r1care ar fi

cifra anterioars lui 9, penultima cifrd din 16V este pard’cici 16N =

= 16(10a + 9) = 160a + 144. Dac# nu este 8, aceastd penulmma,
cifrd, atunci dup# A’ §i nu mai mult de doud operatn (0 ajungem la
cifra 4 §i deci il putem mlcgora. cel pufin de 10 Qri, obt,mmdu-se

deci din N cel mult M ;187 N < XN. Daca 16\ se tm mind
100 20 - :
in 84, oncare ar fi cifra antex ioard obfinem : 16N =.. .84-25"10b -

+ 8 RN 80b 4 64 25 8b - 6, deci un numir care se termins
in cifrd cu sot. Dacéi aceastd cifrd nu este 8, atunci, dupd nu mai mult
de 2 operaiii C’, obfinem un numir cu 4 la urmd $i deci dupé apli-
carea operatiei A’, obtinem% N< N. Daci siaceastd cifri

este 8, atunci dupd 3 opera,t,n C’ obfinem un numir cu cifri
penultlmi pamé iar dupé A’ $l nu mai mult de 3 operatii ¢’ §i A’

sau B’ se obi;me un numir cel mult egal cu 16—8-8—8 N =
10000
8192

N <N, decx problema este deplin- rezolvata
10000

Observajie. Problema se rezolvd mai simplu daci dovedim ci din.
orice numir par se poate obfine cu operatiile A’, B’, C' un numdr
par mai mie. Or:

10K - K - 2K

10K +2 - 20K +4 - 2K

10K 44 - K - 2K

10K 4+ 6 - 20K 410 +2 - 40K +20 +4 - 4K + 2
10K +8 - 20K 410 + 6 —» 40K + 30 + 2 — 80K 160 - -
+ 4 ->8K -+ 6

Dacd numiirul este impar, aceasta sc vede din tabelul precedent.”

d ¥ kR ok ok ko

64 Sda.se a,mte cd wn. numdr din noud cafw — toate czfrele mai
putm 0 — 3i care se termma in 5 nu Poate fi pétrat per fect

Soluie. Fie D = A%; Dse termtind in 5 = A = 10a + § = D4

== 100a2 + 100a 4 25 = D = 100a(a + 1) - 25. A ftreta cifrd va
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putea fi, asa cum rezultd din urmiitorul tablou :

0112 | 23 | 3A‘i45l 56| 6.7 | 78| 89 | 9.0
0o | 2 62100 26|20

una din cifrele 0, 2, 6. Cum 0,2 nu pot fi, rezultd cii este 6 gi deci
D = 1000B + 625 = D:125. Cum este pitrat perfect inseamni c3
D:5% = Bi5 i prin urmare B se termindi in 0 sau 5, dar nici
una din cifre nu convin.

65. I"ibonacci, matematician. din_ Pisa, a rezolvat urmdtoarea
problemd in 1225, ,.84 se giseascd um numdr inireg, saw o fracfie
la al cdrei pdtrat putem aduna sau scidea 5 obfinind tot un pdtrat’.

Problema se injelege astfel : or adunim 5, or scadem 5 dintr-un
pdtrat s@ objinem tot un pdtrat al wnui numdir rational.

B. A. Korgyensetij scrie in cartea sa despre aceastd problemd :
wDin pdcate nu s-a menjionat ce anume a stat la baza rezolvdrii date
de Fibonacci, dar solufia a fost gasita”,

Cartea ne indeamnd spre o rezolvare geometricd, st tald ce
scrie la sfirgit : ,,Solufia algebricd in cel mai bun caz ne condyce la o
ecuafie de gradul patru”. L :

In continuare, vom da o solutie algebrici,

Solufie. Fie x, y, ze Q si

. : ]
w 2? +

@) at —

2

)

2.
275

5

I

o~

[V
Il

din cele doud egalititi obtinem
(3) o 22410 = ¢2
Daci y, ze @, atunci si diferént-a. for este rationald. Sinotim cu g
aceastd diferentd - ,
(4) ' o =2+ 7
Inlocuind pe y in (3) obginem 10 = 2rz - 5 sl de aici

s 10 — »2
(\5} ; = -
E T9p
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Cifra [*] nu poate fi 2 cici puterea anterioard s‘ar términd in 1,
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- 68. S& se gdseasci cel mai mare numar natural @ entru care
g P
427 1000 4= este pdtrat perfect.

S(’l’";,fw- N = 4"7 + 41000 _1_ 4z — 427(1 + 4.;973 + 4:4:-27) p—

|47 (1 4 2.21045 - 9219455 20-54-21045)

437 (1 -l 9 91945 + 22(1945-;-&'))’
unde k = x — 1972. Pentru k = 0, N este pitrat perfect, iar pentru
k>0, N nu este pitrat perfect cici numirul 1 - 2.21%45 . 220945+5)
este cuprins intre pcbtlatele perfecte a douidi numere consecutive
21045+E o ] - 24K Asadar o = 1972

*‘k**

- 69. sztm primele 10000 numere, cile se termind in 1 ,91, smt
de forma 8™ - 5*?

. Solugie. 5" se terminil in 5, deci 8" trebuie si se termine in 6;
8! = 8, 8% = 64, 83=512, 8! = 4096, 8> 10000. Rezultd cid m = 4.
A$ad'u, 5 < '10000 — 4096 = 5904 asa cé puterile lui 5 :LdmISlblle
vor 'fi 3, 23, 125, 623, 3123, deoalcce 15904 > 5904, deci sint 5
numere corespunzind lui # =1, 2, 3, 4, 3.

T EERE

70. Se poate ca produsul «) a trei nwumere consecutive b) a
patru numere consecutive s fie o pulere naturald (pdtrat, cub ete.)?
(Olimpiada internationalii XVIII).

Solu!w a) Fie L(k + 1)k + 2y =% w>1. Numirul %41
esteprimcu ksik 4 2 deci, £ -1 = m“, +2) =k +2k=1"
(rezulté din unicitaten descompunerii canonice). Asadar (k 4+ 1)2=
=k>4- 2k +1=m* adici m*» —1=0"=m>"—1["=1, ceea
ce-i imposibil, deoarece a* — b* = (a — b)(a* 14a"~%+...4ab" 2+
+ o) £ 1. :

b) k(k 4+ 1) (B + 2) (k - 3) = " Construim cite doud numere
fiecare din cle trebuind si fie puterca n—a si ajungem la o contradictie.
Considerim #n = 2, n>3.

Lon=2( +37v)(7.2+ok+ )= 2, Notdm k% 43k + 1 =
=ysiavem (y —1)(y +1) = u® = y* — 1 = «?, imposibili pentru
numerele naturale s1y.
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II. n> 3. Observim c¥ fie numirul & 4+ 1, fie & + 2 este
prim cu toate celelalte. ' ' :

1) Fiek+1primeuZ, k+2, & + 3. Avem : .
£+ 1 =mn Bl +2)k+3)="=k=mr —1, k12 =mn +1,
k43 =m" -+ 2 si (m" —L)(m" + 1)(m"* + 2) = m3" 4 2m2 —
—m* — 2 =1I". Deoarece m> 2 5i n > 3, avem ci 2m? — m — 2>
>0 adicd I" > (m3)" sau I>m3. Pe de altd parte, (m3 4 1)*>
>m3® - am3n=3> 3 2m* > m3 4 2 _pn 2 = I adics
t<m®4 1. Ar trebui si avem deci m3 <l < m3 -1, ceea ce-i
imposibil. : .

2) Dacii k +- 2 este prim cu k, k- 1,5 4+ 3, atunci i + 2 = m»,
&k + 1)k + 3) = 1" = (m™ — 2)(m" —1)(m® L+ 1) =1 =" = 3 —
—2m* —m" + 2 < m3 deoarece 2m2n +m* —2>0. Si com-
parim acum ! si m3 — 1. Observim ci: m? >4 = mit-3s
>4m3-% si 3n — 6> n, deoarece 7> 3. Rezulti ¢ m¥—3>
= 3m 38 4 m", Calculiim diferenta dintre (m3)* si (m® — 1y (mB)y* —
— (m® — 1)" = m3=3 L 376 (yn3 _ 1) + m3=9 (m® — 2m3 4- 1) +
oo  H(mMmE—1)P1 539,883 3gp3—6 ~, 0y 8n—3 +mP2mA gt
= (m®)" — . Rezultd cd (m® — 1)"< I* adici m3 — 1 <1 < m3 ceea
ce-1 imposibil. g

# ok ok ok %

71. Sd se arale ci ewistd o infinitate de numere naturale care
nu se pot scrie ca sumd de trei patrate. (Olimpiadd Suedia).

Solufie. Fie un numir de forma 8k + 7 = x si a2 + 0+ et =
=8k + 7. ' ‘

Se disting cazurile :

cazI . a, b, c numere pare = z par (fals). :

caz Il. a =2m, b =2, ¢ =2p 4 1 = o = 4m* - 4n®4- 4p? 4=
TAp +1=4m? + 02+ p*+p)+1 =2 de forma Sk + 1 sau
Sk + 5 (fals). ' ‘

caz III. a =2m, b =204+ 1, ¢ = 2p + 1 = & — par (fals).

caz IV. a =2m + 1, b = 2n + 1, c=2p+1=2=©2m-+L
+1)2 4+ (2n 1) + (2p + 1) = 4m (m ~+ 1) +4n(n +1) +4p(p +
=+ 1) + 3 = 8k + 3 (fals). Deci, oricare ar fi ke N, 8k + 7 nu poate
i seris ca sumd de trei pitrate.

* & ok ok ok ok #

72. 84 se afle toate numerele naturale n st L astfel incit n* sa
aibd I cifre gi k* si aibd n cifre. :

Solufie. Fie n>k = n* > E* > k*. Tnsid a” are k cifre si deci
trebuie si fie mai mic decit k* care are n cifre. Analog nu putem
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moduri. Flrser A0 = P g g Dansig obigi op
Ratele le poate duce in 6’4 + (‘;’ + C’ +0t=20—-1=15
moduri. » at

Gistelé le poate duce in Ci —L 0 =22 1 =3 modum

Deci le poate duce in (23 — 1)(2¢ — 1) (22 ~1)=x=7-15-3 =
= 315 moduri.

B2 siovusing wOoare HO2 0 2w Donb B amatacowenh ne Yl LU

77. La o seratd gcolard participé12 ety % 1i.bdiefi : -In cite
moduri se pot forma 4 perechi de dansatori? i
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Solujie. Fetele se pot grupa cite 4 in Cf,. Bdietii se vor putea
considera in grupuri ordonate de cite 4: Af;, deci vom -avea
%s+ Al; = 16216200 moduri.

78. In cite modwri se pot impdrtt m -+ n -+ p obiecte in tret
grupe astfel incit in prime sd fie m obiecte, in a doua n §i in a treia
p obiecte? -

' (m 4+ n +p)!

Solugie. p(m, ny, p) = Cpintp* Coasp O =

minlp!

79. Pe o politi se aflé m + n cdrji, m legate in negru §i n
legate in rosu. In cite modurt putem agseza cdrfile astfel incit cele legate
in negru sd. ocupe. primele m locuri? Dar asifel incit toate cdrjile
legate in negru: sd stea aldiuri?

Solupie. In primul caz avemn  !n!. In al doilea caz trebuie sé le
punem printre cele n cirii legate in rosu adicd in m!n! (n +1) =
= m!(n 4+ 1)! moduri.

80. In cite moduri putem forma o echipd din 15 oameni?
(Intr-o echipd pot intre 1,2,...;15 oameni) Dar din n oameni? -
Solugie. 215 — 1 = 32767. Pentru »n :2* — 1.

£ I T

n-1 m

81. Si se arate ¢d S =Y, ¥, Of=8=n2"L
m=0k=0 :
n-1
Solugie. 8=, (€4 4+ Ch -+ ... +0p) =05+ (€5 + (%) +
m==0 :

F(CO4-CL + O+ A (CY + O ...+ OF71) = 2Cf 4+ (n—1)0% +
+(n—2)C2+... 4 2002+ 0 1=n(C% + % + C3+. .. +037Y) —
— [C% + 202 4+3C + ... +(n—2)C3~? + (n —1)C3],

de unde tinind seama cit C% = C2~%, rezultd

S=n2"—=1)— (8§ —n) =8 =n-2""1

.*. *k 0k ¥ % - .
82. Sd se demonsireze cd dacd m gi n sint numere naturale g%
” .
1< m<n atunci Y (—1)* EmCk = 0.

k=1
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Solutie. C% = — " !, =1L- f=D! =2t o
El(n —E)! B (k—=1)n—Fk! k ™
deci notind k¥ = j -+ 1, C

n N n » . ﬂ‘—". ‘
B (1P RO, =0 N (=1P BT 05 = g Y (=1 R1)-10]_ —
. j=0 ‘ o

kel k=1

== [0 (Fos) an] -
j=0 1=0 ’ '

-

X . G ey, =1

==y e (e jo) |
al .- 1=0 B Ll Aj= . . L

Cum se verifici pentru n = 2, 3, 4, presupunind ¢4 pentru » — 1
paranteza pitratd este zero, ea este zero §i'pentru orice n.’
: R ST T SE T L M ' t A ' o

H
2 § 9. PRINCIPIUL LUI DIRICHLET o
Principiul lui Dirichlet afirm3 c# dacd se ageazdi n +.1 obiecte
in » compartimente, atunci micar intr-un compartiment se vor afla
cel putin doud obiecte. ‘ : _
.- ineepem .acest paragraf.cu citeva consideratii teoretice legate
de principiul Iui Dirichlet.
*i-'Lemi. Ddcd-Q este un numdr prim 0w 10, existd un numdr de
forma 10™ — 1 (format din m cifre de 9) care sd se dividd cu Q.
Aplicdm principiul Iui “Dirichles. Impirtind numerele 9, 99,
999,... la @, la un moment dat, restul se va repeta. Diferenta celor
douit numefte —de forma 107 —1 — (10" — 1) = 10> = 10" =
= 10%(10” — 1) cu p > n — se divide cu @ §i lisind la .o parte zero-
urile (adict un factor de forma 10"), obtinem numrul ciutat,
§i cu aceasta, lema este demonstrati. o
Lema precedentd ne va-permite si rezolvim urmitoarea pro-
blemi : : : C . .
Suma cifrelor unui numdir in wrma inmulfirii cu 8 se poate
micgora (de ex. 75 are suma cifrelor 12, iar 8 X 75 = 600 are suma
cifrelor 6). Notind cu S(n) suma cifrelor numdrului n, sé se arate
. S(8N) ) L : 4
cd W = 3 adicd sume czfrelgr URUL nuUmMbr oarecare in urma
] .. ’
inmullirii cw 8 nu se poate micgora mas mult de opt ori. Pentru ce
numdr natural k ewisté un astfel de numar pozitiv ' ¢y, -fneit
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.,S(kﬂ)‘?‘ ) S i\\ LW ] !jf IR e

W\g;\ck%gﬁs‘—' s (? cara)eg\ztm qvfz{mzte;n,u(nere ol wips akstd un

astfel de c, corespunzdtor.
Observim mai infii & S(8x125) = 1. . ) ] .

. vSi-agpm; 58 Gemopnabyim nrmjitoayele proppietiti sletuf 1 Sy
1° S(A ~ B) < 8(&) + S(B); frug! =

P S(Ay + ... +A) S SAY + .o+ S

3 S(nd) & aS(Af5 107 -‘(I;-—-}} T — =

£ S(AB) & §(4) ?B);' “) ' e

1° Presupunind c¢% numerele sint scrise unul sub altul, ori de

cite ori suma cifrglor, de ‘eglpangd, dste cel putin egald cu 10

suma. cifrelor 1u‘§m-§- B‘fg‘f%gﬁeﬁ%‘% ?cggg‘ Do ox. dack 4 = 8,

B=1=A -+ B=15,iar §(4) £ S(B) =8+ 7T=84 + B) +9=

'f~§(3§)r§h1%§'§s§ TP Wsrr .8 & = u yiinag Joiliny s wn
& & PR

4 9?3}%\ o155 9 ..0098. 9170 GG SN0 RTNG
artioular al proprietafii preeedenté( .

=

- = baitow sl

] T e

3° Este un caz p
e =A, = 4).

4° Dachh A, scris in baza 10,1366 A8 ifdPthal MV dLT Y dyay =
=a,10° + ... + @10 4+ a,, atunci, in virtutea proprietdtilor 2° si
83psvomiavea H3suzL Ya Db 5o Rardis soldotid iod luigivoird

il i 0B 97 JPAL L HAURIOD (ULLOT GESPILT) Baildes o LR P 1on v i1
SAB) = kAl "ﬂ*'_ ST @d Pl BY L S BA  h
sy H 0L EsB) L 8(a, BI04 1. F5(4B 10) #fseapm@wdw) +

dordC rul rigioutng sh

ahrhbisssch S @B o S{ayB ) E @uSIB). shysss sizly @y S(BY i (B) =
O asn WA sx Be 9w (G ob Yt s h dpnuidi Lo UL e,

L0 8 DTyt (B TRk G et ﬁbﬁbﬁdl.?g{‘\ﬁ) it M)'ﬁ(h)miiq s

qols ool oo pr ap [ Gy Fuanigel fifs i O bk g o VUG
g, St ol e

5 8‘%) — ; ! FHHUNT O nhon
A*SAS—%. 158 5I 0. 5! {ntr-adevir, 108V 5= 8(1000N), = 8(8 % 125 NY =
,Swﬁo To&ir wionifdo (07 .J:w:xgx oD rogosT g dnibae) elino
< 5(125)-5(8) = SS(3Y), de g SBIY gib guive] s i
SO BSTROTHNST HIBVIORYT BE o319 gS (N )01 S8l st

fn continuare, s considerim un numir & de forma I =757,
-Avemysevidenty (pentru W= 252, §(275¢ AN = S(R0PH e, Ori-
careanfiV|iivem: ¢ (V) %SS(;D:O‘?.»"??’N ):a:S(Jﬁ.’?SWS:?N ). 22 S(RFSPIN)
a¥am 9% I g b sodaaisn  DOBIeN O b b o /o (8 e
g i N e ity SN ' BRdR G
T 1 oy Gy dwsns Ao S Inihy - ﬁ-vé(%f)”lw

Si acum, si ariitim cd pentru numere de forma k = Q-2¥5%unde
€ este:pfimicu 10; raportul poate fi-fiout Maivmic \decit soriéastessi0.
Tntt-adevir,: invirtites lemei precedente, 10m — 1 =@« Numirul
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a2t o o ) 50 ¢ cu Q gi s ﬁ\im_% %zgmm‘»—v-l-
sdgmind g1 fpslyggane 17 00 po s OrRD 32 NAWPR, 1
N mk;\l\qs QL apbShifiny 2iffRISHBYALE BSSOQY ettBruoHide WY
iar suma cifrelor numirului R, -+.1 nu este mai -m‘f‘(;:(‘}ﬂ“decfﬁn ﬁB’(R’)‘i
Deééilluitia e 4 usicibit 'dd ndiire i consigenid) Maigr 1y
ayefied) 10Ul 51 B o1sy SBezIoq 0 2179 50 s nuquasTd

b 0 09 &ievIoT ae s il Suleive 59 EAEB0d whay 14006 Eai
sh ¢ oo S(ﬂiVi"il;S‘[( R’if.r_*_Jfo.;gﬁga]a §9 @@.&,54) &(Q) <); sféisg‘iix n;
a0 1ve] SN)e 1 SR 1idizoq sy itmSER)oh LibnewVe
inf nluiqioaitg mr1oto’) Loisexiag o 001 iz ojelio ob €0 3nid
WHIUA 1280995 15 ounostaq Guobh tijing leo fdzize B9 @lrsot deldoiti(l
Deci pentru k de forma k = 275 numirul ciutat ¢, estgitzeaita op
AHUZGLY o fifig fo nn slousosaq otsol 59 Ditiaugnze42P59)
iar pentru % de altd formd un astfel ge ¢; >0 nu existid, fonuas
Pee poel o0 TR T ¢ T okey alidizoq otitensies ab Usthawass
oa- D RioBEEL B¢ ®usozioq ob 006 iz sjmein b €0 Jot i%(’f
83. Sd se arale cd oricare ar fi 10 numere (jlg )gt)ggtli%ulc‘? sé’i}rf,
Pot fi_gdsite doud grupe fird elemente comune astfel incit Sumha nume-
relbridinfisdure qriupd si fis avseass.s(Problemty Heconounrs URES. 8. ).
© ) SOhAR. “Cul T0" obiecty” Pritern #5Pnivaw dtups Y Gidehe Yhub?
mulfimi). Dacé nu considersm i subniulimes drufatd dit Viriittimea
vidd, vom avea 1024,—1.=1023 gmpe, Suma nymerelor,dintr-o
grups %%aﬁze i bel%mi;gﬂ: 10%99 —_='gggo‘mguc‘)g‘l1 put;i]’g 10. L?ﬁ:n‘d “x’m?nere
de la 10 la 990 de 1023 ori;vem,avea grupe in care suma numerelor
S6.*eRstHy e gplick pringipiul, ;1&39 b.(al, serfarelon). @‘%t%ga
By 23 HRI R By cheren ot 4263, un " elethent ar
tiy aceladly, AsRdu- 1y 0, he P D S REEIMDL. ¢ > 1) g et
du daoprauon 9129 .o 79 o) Boag(l (¢ bonn 9TUHBTEH0Y Ite q & — G
P07 0B - oW - 0 7i109¢29T b - D fonrds .qC— 0o nsa g—
« 15 84snSeminw 100twrumsre Sniregiiugiy . .uaoagl,. . B3¢ cdiditei vl
Putens 1adsges; wrsznuwminiide cnmnere s CORSeARIE @ cEror Suni \§& Use
dividé cu 100. -G glidistrih it wv 9zale lidsuornoy als
Solujie. Fie s, = x,, 5o ow om o#

20 B9 olwty oe B Oy g Toatsing e S -l S8
‘ LOL Boae ob stz o-det Y & aifeg

o dtrdim ob s & i HPhgind T9dn hoiebizoen L8 lo?

-G Jotate s SLeyget it gaig-d o, - mg i Ivo 01T sapdcl
[ i TN

Dac;{-;un i) -8;1100. propo¥itia sesbet dof-éditts:! Diaciin restuzile

pot £i 1,201 99 §i dups‘Diridhlet cel putin doud vor avea acelasi

rest. Scizindu-le obtinem numere consecyfive a ciror. sumi.se divide

cu 100. R e 7 ooer

7

10™* — 1 are mn cifre de 9, se divide




~ 85. Sd se demonstreze cd din 100 de oameni luafi la intimplare
ael pufin doi au~agelagi mumdr de cunogtinje printre ceilalji. La fel
pentru ,,m’’ oament. . S
Solufie. O persoand poate si aibd cel mult 99 de cunostinge.
Presupunem ci existéi o persoani care nu are nici 0 cunos-
tinf%. In acest caz rezultd ci nu existd nici o persoand cu 99 de
cunogtinte. : :
Numdrul de cunostinte posibile este |0 | 1 | 2°1... |97] 98]
Sint 99 de cisute si 100 de persoane. Conform prineipiului lui
Dirichlet rezultd ci existd cel pujin douidl persoane cu acelasi numir
de cunostinte. : : | - . S
Presupunind c# toate persoanele au cel putfin o “cunostintd,
atunci : ' : C
aumdrul de cunogtinge posibile este 1| 2 | 3| ... | 98 | 99 |
Deci tot 99 de ciisute si 100 de persoane, problema reducindu-se
la cazul precedent. :

&
* ok &

86. Pe o linie sint scrise 5 numere. Sé se arate cd fie unul din
ele se divide la 5, fie suma. cilorya asezate succesiv se divide Ia 5.

Solufie. ay, @z @3, @y @55 o ‘ e

ay, 8y + @y @)+ @y + Ay 6+ 8y +ag + @y 4+ G+ o+

+ ay + a;. .

Dac# a,:5 problema este demonstrati. Dacd nu, din 5 numere cel
putin dous de ex. a,, ¢, dau acelasi rest la impirfirea cu 5, s
zicem p (1 < p < 4); sdobserviim ci numerelep, 5 — p,respectiv 2p,
5 — 2 p sint congruente (mod 5). Dacd de ex. a; este congruent cu
5 — p sau cu 5—2p, atunci a, + a;, respectiv a, 4 @, + @3, VOI fi
divizibile cu 5. Dacd nu, atunci a,, @, a; vor.ficongruente cup
sau 2p si atunci, evident, suma celor 5 numere, sau & unora din

ele convenabil alese va fi divizibili cu 5. . -

* ok B k k

87. Intr-un cub cu latura 1 sint 2001 muste. SG se arate ¢ ocl
putin 3 sint inlr-o sferd de razd 1/11. .

Solutie. Considerind cubul impirtit in o mie de cuburi cu
latura 1/10, cel putin intr-un cub sint trei muste. Raza sferei circum-
173 1 3 1
2 Bl J00 ST

21 100 2 { 100 - 11

scrise cubului de laturd 1/10 este

o3 % 363< 400
100 121
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88. Intr-un cerc unele arce, a ciror lungime totals éste mai micd
decit jumdtatea circumferingei, sint vopsite in negru. Sd se arale cd
existd un diametru ale cdrui capete mu sint vopsite.

Solujie. Observim ci circumferinta se poate obfine ca reuniunea
tuturor perechilor de puncte simetrice in raport cu centrul cercului.
Si acum, s¥ vopsim in albastru perechile de puncte simetrice, care
sint ambele nevopsite in negru. Cum suma lungimilor arcelor vop-
site in negru este mai mic# decit jumsitatea circumferingei, rezult c3
reuniunea perechilor de puncte, dintre care cel putin unul este vop-
sit in negru, nu acoperd circumferinta si deci existd cel pufin o
pereche de puncte simetrice vopsite in albastru.

* & ok ok ok Kk ok ok

89. Se dé wn sir 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... in care fiecare
termen incepind cu al treilea este suma celor doi precedenti. Prinmire
primele 100 000 000 numere din acest gir, existd un numdr care sé se
termine in 4 zerour:? ,

Solupie. Considerdm sirul resturilor impértirii la 10 000 ; notim
restul de pe locul » cu @, Existd 10 000 resturi si 10 6002 =
=100000 000 perechi de resturi. Dacd grupim resturile a;, @, .--, G100000002
in perechi succesive (a,, @,)(as,as), ..., atunci conform principiului lui
Dirichlet, dous asemenea perechi sint egale : @, =@, 4, 1, =@y, k<M<
< 100000002, avem c& @y = Gp_yy Gy = Gp_p =8, = 1 = Opmpin =
=0 =1=0a, 44 = tp_p = 0.

§ 10. VALORKI NUMERICE ALE UNOR EXPRESII

* %k K k%

80. Cu ce este egald expresia a®—T4a%+T4a® — ... + T4al7—
— T4a’® + 73a'® 4- 15 pentru a = 73%

Solutie. Punem 74 = a + 1

a — (e +1)a® +(a+1)a® — ... +(a +1)a" — (a + 1) a'® +
+a-a® + 15 = a8l — @5 — @304-q30 4 29 — ., 4 @18 | 17 —
— al? — a® + a'% + 15 = 15.
91. Sd se simplifice fractia
20 — 2y® 4 3wy + 62 + 12y
62* 4 y® — Say + 182 — 6y

$i sd se calculeze valoarea ei pentru # = — 2, y = 2 (Gazeta Mate-
maticd, 2, 1976, Problema nr. 15649).

9 — ¢, 553 3 129



Solutie.
2% — 2y? + 3ay + 62 + 12y = 222 + x(3y + 6) + 12y — 2y =

—3y—6 % V(3y + 6)* —8(12y —2y*) _
1 =

= &y, =

_ —3y—6+ )25, ¥36—60y _—3y — 6+ (5y —6)
o 4 - 4

=

@ = -2y . 3
_y—6=>20"—2y*43ay+ 6a+12y=2(0 +2y) (a: = )=
=> wz = .—2-— 2

= (x + 2y) (22 — y + 6).
6x% + y* — Szy + 182 — 6y = 6a% — x(5y — 18) — 6y 4 y* =
_ By — 18 4 V(By — 18)® — 24(y*—6y) _ 3y — 18 + (y—18)

&y, = 12 12 -
o — 6y —36 _y—6
= =
12 2
=62° +y* — Say + 182 — 6y =
wz=%=—:§-

2
’ A — 2n — ! —
2 3 2 3

= (22 —y +6) Bz —1y)

22% —2y® 4 3oy 4+ 60+12y _ (2x —y +6)(z +2y) _ 2+ 2y

"62% +yt — ooy I 187 — 6y (2x—y +6) B3z —y) Sz —y
] w+2y___1__

3z — 1y 4

Pentru ¢ = — 2 siy%2,

§ 11, SCRIEREA UNEI EXPRESII ALGEBRICE
SUB FORMA CEA MAI SIMPLA

92, Sd se extragd rdddcina -3t sé se simplifice dacdi-i posibil

E_a;+]/'a,~7+ V(z +1)2 — 4
- 1 — 22 — 322
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Solutie. In cazil # > 1,

_ ool +V@=1¢ a+|a|+|z<1]
(@+1)(=3z+1) (a+1)(—3z+1)

3s -1 —1
(w+1)(—3w+1) 'a;-l—l

in cazul 0 < w<1

20 +1—2 "1 ,
(w+1)( 3w+1) —3w+}‘

iar m cazul m<0

= L—a (simplificarea nu se poate face).
(2 + 1)(—32 + 1)

93. Si se calculeze :

E=)%d...4F11...1-66...6.
b—f—.

\-—,—-ﬂ‘_,—d

2 n ori o 1+4n ori » ori
Solugie : ‘ ' ’
i1...1=a, 4-11...1=4-(10" + 1)a = 4(9a -+ 2)a = 36a2-+8a
n ori 2 #n ori
1._10“+a_9a+1+a_10a +1,
n+1 ori

E =364+ 8a + 10a + 1 —6a = |/ 36a% & 12¢ + 1 =
-—6a+1—6 cee 67

n—1 ori

§ 12. MATRICI §I DETERMINANTI
LN}

, . o 1.
94. Fie matricea pdiraticd de ordinul al doilea :‘A=(; 1) .



1) Sd se verifice ci matricea A satisface egalitaiea :

A2 — 44 + 5B =0, wndeE=(1 0) gt 0=(0 0)-
S \0 1/ 00

9 S se arate ¢d A", cu ne N gi n > 2, se poate scrie astfel :
A*=a,-A + b, E.

3) 8¢ se arate ¢d @y4y = 40, + by 98 byyy = —b @y

4) 8d se calculeze A3, A%, A5, AS.

5) Observind cié A-! ewistd, cu ajutorul relapiei 1) sd se deducd
A-1 (Gazeta Matematici 10, 1976, Problema nr. 16108).

Solupie. 1) A% = (2 -1)“ - (2 ~1 ) (2 —1) _ (3 —4),
1 2 1 2/\1 2 4 3

9) A2 =44 —B5E =12 %
b2='—5;

A% = 4A? — SAE = 44 — A = 4(44 — 5F) — 64 =
a; =11,

=114 — 20F =>{

Fie A*1=a, A +b,_,B=
A = g, A2+ b, A = @y_;(44 — 5E) + by, A =
A* = A(day_, + b,_,) — 5a,,E =
{an =4,y + bpoy _ {am = da, + by,

b” - - 5a"_1 bﬂ+1 = - 5(1,,.
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3) A fost demonstrat mai sus. -

4) {ao = 1, a1 = 4, {az.= 11, a«s = 24, a‘ = 41,
bo = 0’ bl = - b2 = ""20’ bs = _55, b"—- ‘-120;

{lask#.44rrﬁ; . folosim cd A® = A(4a,_, + bﬁ—z) —b5a,, B =

Lo (2 —1)(16 B 5)_‘,0(1 0) (22 —11) (20 0)=(2 _11)’
12 017\ 22/ lo20) 1 2
At (2 _1) (44 —20)—55 (1 0) (48 = 24)
12 01) \as 48]
(55 0) (— 7 — 24
_ - :
055/ \ 24 — 7)
L (2 —1) (96 — 55) —120(1 0) =( 2 —41)_
1 2 01) e s2
_(120 0)_(—38 —41)'
0 120 41 —38

oooooooooooooooooooooo

=A% =44 —5E| A=A — 4B — 541 =

SBA1 —4F — 4 = A-1— 4E 40—4

1
? ?
=>.A,—1 =
1 2
"5 5
2 1
—_— +_
2 —1 5 5 10
Verificare 4=. A = B, ciici ( ) = ( ) .
1 2 1 2 01
"5 5
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95. Sd se calculeze determinantul - o

wbiey o
- b ¢ a ‘ Iy
A= unde a, b, ce R $i abe # 0,
a b c L . i
ab be co
(Gazeta. Matematicy 10, 197 6, Problema nr.-16111.) '
Solugie. ~ -
11 1 L
b ¢ a ac ab be ac a(b—c) cb — a)
A = abc =| . : =
11 1 1 1 1 1 0 0
b ¢ a b —(b—¢c) —(b—a)
b ¢ a
_|ad—20) | c(b—a) (b—c)(b—a) a cf_
—(b—¢) —(b—a) —1-1

={a —0b) (b — ¢ (c—a).

§ 13. POLINOAME

96. Fie a, b, ce Z — diferite gi P-—-polmom cu coeftcieni ’intregz
8d se arate cd nu pot avea loc simulian egalitagile : P(a) = b, P(b) = ¢,

P(c) = a (Gazeta Ma.tema;tlcéa 4, 1977, Problema nr. 16625, Ohmplada,
S.U.A))

Solutie. Se stie ci P(a) " P(b)i (a— b).
Pla) — P(b) =b —c=a —-blb—c} sa—ble—a
P(b) — P(c) =c —a=b —clc—a } =|a—b|=lc—al.
P(c) — P{a) =a —b =c¢—ale —b=c—ala—b

Rezultd ci |a — b|=|c—a|=[b—c|. Fiea>b>¢c. Rezulticia — b=
= a — ¢ => b — ¢ = imposibil.

97. Sd se arate cé%w3+%w2+%w+1ez, VaeelZ. Si

edutem condifia suficientd ce y = ax® - ba? P cx > d sd ia valori
Iniregs.
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Solutie. y = 6a

(a;-—-l)w(m"i‘l)‘ +wa(_w2:l).+(a+b$

6
+ o)z + d. »

Conditie suficients: 6a, 2b, « + b +.c, d. si fie intregi.
a=1 p=1 o= -2-., d = 1 satisfac conditiile suficiente pentru

3 2
cay=ax®4ba:4cr+de Z.

 98. Fie Pyz)=0?—2, Py(a)= PP, (a) (k=23,..)
Sd se arate ci pentru orice numdr natural n toate raddcinile ecuafies
P,(z) = x sint reale gi diferite. (Problems datd la a XVIII-a Olim-
piadd Internationald, Finlanda). .

Solujie. Se poate face substitupis x= 2cos xsau ¢ =y + L.

: y
Punind # = 2 cosa, avem Py(z) = 4 cos?a — 2 = 2 cos 20, Py(x) =
= 2 cos 2%x,..., P,(«) = 2 cos 2"« §i prin urmare ecuatia revine la

2c082%x = 2 cos o=

2%¢ % . a—2%x
+ sSin

cos 2%a — cos =0 = 2sin > =0=
=>“<2+1)=k11:=> " 2kw , <>'.(2"—1)=Zw=> " 2{1:
2 2" 4+ 1 2 o0 — 1
wl =Qcos_gl_$£_’ k =1’...’ 2”—],
2* 4+ 1
2lrn )
x, = 208 e l= O,A 1, 3,..., 2" 1—1.

Argumentele sint cuprinse intre 0 §i =, or, pe acest interval, cosi-
nusul descreste, deci ridécinile din fiecare serie sint diferite. Con-
siderind serii diferite, fie ci

2kw 2w 2kw 2lw
= 2 cos

= =
2" +1 2" —1 20 +1 20 —

2 cos 1 =k(2*—1)=U2"+1).

Numerele 2% +- 1, 2* — 1 au diferenta 2, deci nu pot avea ca divizor
decit pe - 2; cum sint impare, rezultd ci sint prime intre ele.
Rezultd cé k se divide cu 2 + 1 §il eu 2° — 1 ceea ce contrazice
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alegerea numerelor k $i . Am gisit deci 2" ridicini diferite, or
P,(n) — x are tocmai gradul 2" — cum se poate stabili.

89. Considerdm polinoamele P:R - R3i Q:R — R cu toate
raddcinile reale. Dacd :

” 1 m 1
' = Veze R, w#a«, © #
P ngw _ Bj, ’ 13} ph

unde prin o« =1,..., n) §t B(j = 1,...,m) am notal rdddicinile
polinoamelor date, sd se demonsireze ci polinoamele P gi Q au acelagi
grad gi aceleagi rdddcini (Gazeta Matematics, 10, 1976, Problema
nr. 16119). :

Solufie. Fie P(x) = ay (% — ) (# — ) ... (& — ),

Pla) =L@, _P@) PRI 5 C)

w—ocl w—az w——an’
P 1 1 1 n 1 =P'(w).
P(w)—m—a1+w—a2+'"+w—%=,§1w—«, P(x)

Rationind in mod analog, obtinem

L]

n 1 _ Qo) _ Pla) _ Qa)

Ew — B8 Q= P Q')
= [InQ(2)] = In| P(z)] = In|Q(x)|  log 0 = In | P(z)| =

= [In P(a)] =

=1In | CQ(2) | = | P(x)| = | 0Q(x)| = P(z) = 0Q(x) = P, @
acelagi grad si aceleagi riddcini.
100. SG se arate cdé nu ewisté nict un polinom P(x), care sd
verifice rélafia (v — a)P(x + r) = (¥ — a + 3r)P(x); @, r € R peniru

orice r. (Gazeta Matematici, 10, 1976, Problema nr. 16117).
Solujie. Ecuatfia precedent# se mai poate scrie gi sub forma

Pz +n—Ple) _ 3P(w)
r T z—a

(x — a)[ P(z + r) — P(x)] = 3rP(z) =

136



Relatia este adevirats §i cind » — 0, adicy

r—0 7 r—a
Pl — 3P()  Pla) 3
z—a P(z) xT—a

(ln|P2)|} = ([3ln|z—a]+In C) =In| P(z)] =3In|z — a| $
+InC=In|P2)|=Ih(z— a|30).
Constanta putind-o lua oricum, renuntim la modul
P(x) = O( ¢ — a)3.
®=a=Pla) =0
Inlocuind P(z) si @ = 0 in relatia din enuny obtinem z|C(x + )3 =

=@+ 702 = (x4 72=22= 22 = ( + 22r -1 = 22 = 7 (224
-+ 7) = 0 care evident nu-i satisfficutd oricare ar fi r e E.

* k Kk ok %k ok Kk ok %k ok ok ok

101. TUn polinom P(z) cu coeficienti inmtregi, pentru anumile
valori intregi ale lui x ia valorile 1,2,3. 8a se arate ci existéi o
singurd valoare inireagd a lui x pentru care acest polinom este egal
cu b.

Soluie. Fie

Pla,)) =1
P(a,) =2 = P(a,) — P(ay): (a; — a,) =1 (a3 — a;) = a3 = a,41;
P(as) = 3
-P(az)‘— P(“]) =1i1(a; — ;) > @, = a, +1;
- P(ay) — P(a,) = 21(ay — a) =

(1) ag =@, + 2
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@) %=k L
Fie

{aa =6+l _ a4 +2 verifich si (1).
a’l = a2 - '

{aa =a,—1_ a; = a, — 2 ‘verific# si (1).
a;, = (22 + 1

{% =a+1_ a, = a; imposibil.
a = Gy + 1

{a’S = Qy — 1 = a, = a, lmpOSibll.
al = ag - 1 .

Pe de altd parte, din (2) deducem

{'a'a =0 T 1 a; = a, + 2 imposibil,
Ay = al -1 '
sau | |
{“3 =a-—1_ a, = a, — 2 imposibil.
Ay = Oy -+ 1
Rezultd c¢& avem
3 .{%z%—L‘
“3 = a2 + 1,
san A
@ {%=%+L
aa = a2 — 1.

P(xy) — Play) = 4 = (2 — a)) | 4
P(2y) = 5 = { P(a,) — Plag) =3 = (z, — @) | 3,
P(w,) — Plag) = 2 = (@, — a5) | 2.

(g — @3) |2 = 2y = a3 £ 2.
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wo_a8472 $l (3)=>w0—a2+3owo—-a1+4 verifics.
‘”o-“s+2 $1 (4)=%—“2+1=°“’o e .

Ly = 3—-2
Ty = ag — 2
Ty ='as + %
Zy=a5 1+ 1
Ty =a; —1
Ty =a; —1
By =a, +3
wo=a2+é
Ty = a, — 3
Ly =a, — 3
@y = ay + 1
Ty = @ay +1
é:o=a1+4
@y =a, + 4
Ty =0ay —4
mq=q1—:i

=a, +2
Ty =a, + 2
a:o=a1—‘é!
y=a —2
& =a +1

i (3)=wo_a2—-1=>wo=a1
st (4) = @, = a,
§i (3) > o =a, +2
si (4) = 2 = a,
5 (3) = @, = a
si (4) > 2y = a2>—.2
st (3) -
$i(4) =2 =a; 44
si (3) = To = a3 — 4

si (3) = @5 = a,

Si (4) = @, = 4

s (3)

si (4) = Ty =a, + 5

§i(3) = @g = ap — 5

si(4) = Ty = Gy — 3

si (3)=xo=ao+1 = Ly = Ay

si (4)=>wo_a..+‘)

—3®wO=a1_4

. imposibil.

imposibil.
verificd.

imposibil. -
~ imposibil.

imposibil.
imposibil.

~ verifici.

imposibil.

imposibil.
verificd.

imposibil.
imposibil.
verifici.
imposibil.
imposibil.
verifici.

imposibil.

imposibil.

$i(3) = @) = a, — 3= Ty =a; — 4 imposii)il.

Si(4) = =a,~1=2=a,

§i (3)=’a’o=“2f

@o=a, +1 5i (4) =7 =a, + 2

Ty

5i (4) = 2 = a, -

imposibil.

imposibil.

imposibil.

imposibil.

imposibil.



fu concluzie, sau a;, @ a; sint 3 numere consecutive crescitoare,
adics verificd (3), §i atuneci unica solufie este @, = @, + 4 = a,+3=

= ag + 2, sau sint 3 numere consecutive descrescitoare, adicd veri-
ficd (4) si atunci unica solutie este &y = a; — 4 = @3 — 3 = a3 — 2.

*® % %k %k %k ok %k *k *x

102. Si se afle toate polinoamele P de dowd- variabile cu pro-
prietdfile

1° P-omogen de grad n in x,y adicd pentru orice

i, z,ye R, P(iz, ty) = t"P(x,y).

2° P(a + b, ¢) + P(b + ¢, a) 4+ P(c $ a,b) = 0,

3° P(1,0) = 1 (Olimpiada XVII, Anglia, 8 puncte).

Solugie.

a=b=c=y=>P2y,y)=0=Pxy)ie—2y.

a=>b=uwz ¢c=—2x = PQ2x, —22) p P(—2, ) +
+ P(—2z,2) =0 = 2"P(x, —x) + 2P(—2, x) = 0.
a=, b= —w, ¢c=0= PO, 0)+ P(—a,z)+ Pl, —x)=0.
Dar P(0, 0)=0 = P(— x, z)=—P(x, —&) = (2°— 2)P(x, —2)=0=
= P(z, —x) =0 (n >1) = P(z, y)t (@ + y) (» >1).

Fie Pyxy) = P&y _ de grad »—1 'in &,y-omogen,

z+y
deoarece
P(tx, ty) = vP(zy) t»=1 P, (=, y')'""-omogen degrad n—1;
iz +y)

Pla + b, ¢) + Pyb + ¢, a) + Py(c + a, b) =

_ P(a+ b, ¢) + P(b + ¢, a) + P(c + a,b) —0
a+bdb+c
pentru @ + b 4 ¢ # 0. Pentru a + b + 0 = 0 rezultd din continui-

P(1,0
1(__]:7) =1. Rezulty ci P(z,y) =

tatea, polinomului: P(1, 0) =
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= Pz, y) (@ + y) = Py(@, ) (@ + 9)* =...= Po_y(2, %) (x + y)"?
$1 prin urmare
P(z,y) = (& — 2y)(= + y)"~.

L I I
* x * * x k *k k % * *

103. Sd se determine un polinom P(x) care si satisfacd con-
difia P(2* — 22) = [P(xz — 2)]%

Solufie. Fie polinomul P(x) de grad n, n > 1. Cazul n = 0
este satisficut de constantele 0 §i 1.

Fiex —1 =y = P(y* — 1) = [P(y — 1)]%. Notidm P(y — 1)=
= ¢(¥) §i obtinem P(y® — 1) = q(y?) si prin wmare conditia devine
o(y®) = [a(y)]*. Fie q(y) =ay" + ey’ + ... + @, iar indicele
coeficientului diferit de zero de gradul (> 0) cel mai mic al lui ¥
s fie & < m, deci a, # 0. Vom avea asadar,

qy?) = ay® + ... + a2 + q,
si
[ay)]? = agy®™ + ... + 2;0,9"* + a;.

Dar pentru k& <n avem c& 2(n — k) >n — k, ceea ce este
imposibil, prin urmare @, = 0 $i ¢(y) este de forma,

oy) = y*=*-r(y).

Dar r(y) nu poate fi un polinom de grad nenul §i cu termen
liber nenul care s& satisfacs la conditia r(y2%) = [7(y)]?, dupd cum am
vazut mai sus; prin urmare g(¥) = a.y". Condifia ¢(¥3) = [¢(¥)]* =
= ay*® = ajy*=>a, = 1 §i prin urmare g(y) = y* adici Py — 1)=y*
sau P(z) = (z + 1)~

* %
104. Sa se afle valoarea polinomului
o7 — 12216 4 12215 — 12514 4 ... — 1222 + 1220 — 1
pentru @ = 11.
Solugie. z=11 >z +1 =12.
P(g) = a7 — (2 + 1)a' + (& + 1)a¥ — (¢ + 1)at4 + ... —
—(z+ 122+ (e 4+1) 3 —1 =217 — 217 _ 16 | 716 4 g5
— g —pld Lttt — P — 2ttt —1 =g — 1=10.
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105. P(x) este un polinom cu coefwwn}z intregi. fn trei puncte
diferite de abscisd intreagd are valoarea 2. S& se arate cd in nici un
punct de abscisd intreagd nu are valoarea 3. .

Solutie.

- P(#) = a@" + ay 4" + « T Uay® = Apy

P(y) =agy" + o ¥+ ...+ WGy + :

P(2) — P(y) = (& — ) Q(z,9) = —y | P(a) — Py);

P(a) — P(y)i(z —y). -
P@).H@_1=d—wu

P(a) =2,
{P(b) =2, Fiecd P(d)=3= {P(d) Pb)=1=d—bl1=
P(c) = - P@d) P(c)_1=~d-—c|1""

=>d—c=1sa.ud—c=-—1;

imposibil céici ar implica ¢ = ¢ sau b =c. Acelam ramona,ment sk
pentru celelalte cazuri.

ok ok %k K

. 106. Si se arate cd dacd A = (¢, — ¢5)% + (p; — D) (p192 -
— Pa0y) < 0, atunct trinoamele fi(x) = x* + 0% + Gy fo(z) = a* +
+ D% + q, au raddcini reale care se sepam ('mtre doud ale unuia,

existd una a celuilalt ). .
Solufie. Din conditie -rezultd
; Py #P=>f1(2)=fs(x) are solume unicé,
\ \ . / / Ty = =% , iar punctul respectiv

0

——

0 ; Dy = Ds
\\)/\_/ (a:o, yo) sz afli sub axa Ow, cici

Yo =———— <0 deci graficele

—p)?
sint cele dm figura 20
* ok

107. 1° 84 se arate cd dacd P(x) este polinom cu coefzcwnpz
intregi care ia valoarea 1 pentru trei argumente tniregi, atunci P(x) nws
are nici o rdddcind intreagd. (Problems de baraj).
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Solujie. Se stie ci P(b) — P(a)i(b — a). Fie P(¢,) = P(c,) =
=P(¢;) = 1 gi P(a) = 0. Rezulti c& P(c,) — P(a) = P(c,) — P(a) =
P(c;) — P(a) = 1 gi prin urmare 1 se divide cu ¢, — a, Cy — @y C3 —Q
care sint numere diferite, ceea ce este absurd.

k ok % ok .

108. S¢ notdm cu f(g) rddicina pozitivé o ecuajier x° + px —
—q=0,q >0, p—fivat. 8¢ se arate ci f(q) este crescdtoare.

. - ' ad + pa — gq=0

Solugre. a = b= f(r !

r sy b =g =L I =0

.Fieq<r=a3-—b3+p(a—-b)=q—r<0=>(a—b)(a2+ab+
+ 5% 4+ p) <.

. 3"
Dar a2 tab+0tp>a2+p="TP_ 4 ¢ach
a a -

* kX % &

109. Un polinom P(x) are proprielatea cd pentru wun numdr
real a oarecare P(z) = P(a — x). S& se arate cd polinomul se poate

2
reprezenta sub forma unui polinom in (a; - %) (Problem# de concurs).

Solufie. Introducem o noud va,riai.i)ilé, vy =z — §->=> r=y +

+'g' §i prin urmare P(?/ +§)=P(%—:ll). Se vedecﬁ::l/=—g-

-t

este axdi de simetrie. Fie
P(%"*' ?/) ~ b + by + bay® + byy® + ... + bay"
Atunci
P =9) =bo — b +0g® = by + .o bl—Lyyr

$1, scidzind cele doud ecuatii membru cu membru, objinem b,y bay 3+
4 ... =0. Rezult} c% P(-‘25’-+y) = by + byy? + byt - ..., deci

. . . ]
,P(% + y) se reprezintd ca polinom in %2 deeci in (w_i;-) . De
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exemplu : P(x) = 2% + (1 — 2)% P(x) = P(1 — 2)si avemcd P(z)=
—5y+—w+~L,m%y—(w——)-

DD | =t

§ 14. ECUATIH

Inainte de a trece la rezolvarea algebricd a ecuatiilor, si ilus-
trim prin citeva exemple metoda grafici de rezolvare a lor.

1

&

i’!
R

ﬁ

Fig. 22. —

Rezolvarea graficd a unor ecuajii algebnce de gradul al doilea_

a*+pr+q=0.

Construim graficul funcfiei y = 2% + pa + q. Se poate folosi;
sablonul parabolei ¥ = #* si punind y = (a; + ) +q— p_ depla-

-

sim parabola aga fel incit virful ei s cadd in punctu]( P

2 )
q—%ﬁ(@ﬂnﬂ

y=2a°
b+ww+q=0

30 ‘rh+¢+pw+q=m
¥y =0.
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Sistemul precedent se mai poate scrie si sub forma

(45 o=

y=0

§i apoi, construim cercul cu centrul( p ,0) si de razd V—— q.

Solugia este datd de intersecfia cercului cu axa z-lor.

4 {w2+y"+pw+sy+q=0,
¥ =0.

Si se determine s aga fel incit cercul dat de prima ecuafie s#
treacd prin punctul A4(0,1).

/\ N
{ g+1
0

»

\‘/’

Fig. 23.

Inlocuind # = 0, ¥ = 1 in prima ecuatie, obfinem 1 + s + ¢ =0

2 2
$i de razi R = V’i—-iq—"'—l— avind ecuatia (w + %)2 + (y —
_qszl) =[Vp~+q +1

ad

='s = — q — 1 i apoi construim cercul cu centrul (— 2, g_—t—_l)

]. Solutia este datdi de punctele de
intersectie a cercului cu axa «-lor (fig. 23).

10 - ¢.553
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PROBLEME

* ok k%

110. S¢ se rezolve ecuatia : 4w — 1 + |[da? —1'=!1.
Solupie. Mulfimea de definitie este daté de condn;nle

1 . 1 1 1
?22 si we(.—oo, —?] U [?, +oo)=>w 23-

Dacd @ >% = )fdx —1 >1 — imposibil = 2z = % singura solutie.

= 4

& ok ok K

111. Sd se rezolve ecuafia,

V%—$+w.—i= Vw—-i—i—%—i/.‘t:'—%-.

Solupie. Multimea de {efinitie este datéi de conditiile

ws—:—l- sim;l:_l_ gwg.}_.
3 4 4 3
1/ 1 s —l—Lw—1=V_1— g—1<
Vs Tt o= V" z ST
1,1
v o <Vﬁ+§—1<°

deci membrul intii nu poate avea solufie §i prin urmare niei ecuatia.

112. 8d se rezolve ecuajia

V1+ﬁ+#1—m2_2_0
1+ 22— |1 = a? o

(Gazeta Matematicd 2, 1976, Problema nr. 15618).
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Solujie. Evident « = 0 nu-i solutie asa c# putem presupune
& # 0. Atunci

N ey, SN TS ) v=r- SO
1+ 22 —14 a? - oY

@i =2t =22 —1e1—at= (222 — 1) (decarece @ # 0) <>

@l —2t=42"+1— 42524 — 402 = 0 = 2*(ba®* — 4) =0

¢5w3—4=0©5w2=4@x2=—:——_~>

o

2

w-‘:l:V——:i:V— =2

113. 8¢ se rezolve, ecuapia Vo + [«] + Va: - 1/5 = 1..

Solugie. Evident & # 0. Apoi @« > 0, ciici altminteri J/z ar fi
imaginar, De asemenea @ > 1, deoarece altfel # — /o <0 §i deei
Vw — l/—a,r rezulta imaginar. Dar z>1 lmphcé, Va; + ] =2 >1,

asa cd un astfel de # nu poate fi solu(ne
in concluzie ecuafia din enunt nu admite nici o solutie reali.

* %
114. Sd se rezolve ecuafia 27% 4 12% = 2.8%,

i 3\* (3 |
Solufie. Se aduce la forma (-2—) + (—) =2 prin impér-

2
firea. ambilor membri cu 82. Apoi se noteazs (-2—):= =y si se obtine
Pty —2=0=g0—1+y—1=0=(y— 1)@ +y-+2)=0.

O solutie este y = 1, iar celelalte 2 sint y = _—1 ile —8. Asa-

dar, singura solutie realdl este y = 1, care di (-2—)‘ =1=0=0.

S
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* * * *

115. Sé se rezolve ecuajia : a® — 7o + /6 = 0.
Solufie. O scriem sub forma 2% — (a® + 1)2% + & = 0, unde

a = J/6. Rezolvim in raport cu a ecuatia a?x® — a 4+ 22 — 2% = 0:

1L T—dF Fdp _1+@at—1) /%
= St =7 @ o\lz=#
wz

’
— 1

w2=a=>:z;=:[:V(i;—?—w2=a=>w4+a,w2—-l=0=>
x

MIEEE
l/z

* % Kk *

4 4
116. Se di * — 32 +1 = 0. Si se afle [z, + V.
Solutie.

Vo, + Vot = o + 2, + 2o, =3 + 2 =5 = o, + Vo, =5;

4 4 _ 4
4 4
= Vo, +Va, = V2 + V5.

* k % %

117. Sd se rezolve ecuaia :

V=1 + Vo — = 0.

V50—2

Solujie. © =1 este solufie. Daci

z>1=)r>1,—-— 1 — <1, fz—1>0

sz

§i deci membrul intii este numai pozitiv = # = 1 solufie unici.
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* k k ¥

118. Sa se rezolve ecuafia : 7 I @ + % —Vz¥3
L .
Solugie. #® + z + 1 + — +2V(w2+w)(1-l—;~ z+ 3=
1

==~2Va:2+1—|—:Jt;—|—-zv-=2—(a;2 +%2-).Dar z? +
primul membru nu poate fi negativ rezultd x? —12— =2=x=1,

2 = —1, din care numai # = —1 este solutie.

* ok

119. Sd se arate cd ecuafia %2 + 2 4+ x =1 nu are mai mult

1
de o raddcindg reald 3t cd raddcina reald satisface la — < @, <-V—_-

Solugie. Functia f(a:) = 23 + % + 2 pentru z 0 este striet
cresciitoare si nu poate avea ridicini in afard de o = O. Pentru z <0,
f(x) = z(2®* + ¢ + 1) este negativii §i nu poate avea radicini.
Rezultdi ci 2®* 4+ 2° + =1 are o singurid xadiciné, Pe de altd

1 1 1 1 1
parte — =4 —+=<1 o =——— + + ._>
.1 1
deci — < 2y < ==+
2 V3

* % X% ¥

120. Sd se arate cd pentru q >0 ecuajta x* + px — q = 0 are
wumai o rdddcind pozitivd.

Solugie. f(x) = x3 + px — q. Deoarece f(x) > 0 pentru z sufi-
cient de mare i f(0) = — g < 0, rezultd ci f(x) are cel pufin o ridi-
ciny pozitivi (Ne bazim pe continuitatea functiei f(=).)

Dacd p >0, f(x) este monoton crescitoare §i deci nu poate
avea mai mult de o riadicind pozitivi.

Dac# p < 0 functia f(#) + ¢ = 23 + p2 are exact o ridicind
strict pozitivd si una zero, iar prin deplasarea graficului in jos cu
g >0 unitéti, ridicina zero nu mai apare (fig. 24).
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Fig. 24. Fig. 25. - TR
* ok K

121. 8¢ se rezolve ecualia 22% + [x] = o
Solugie. [2] = o — 22* = (2* — 1)  —1 = [2] + 1 = (#2—1)2=>
=[2] 2 —1=2 271. Penttu & > 2 avem

{2992 < 23

(2] <2 =22+ [2] 2?4+ 2 <223 <!
< 2.

§i deci solutie pentru # > 2 nu avem.
ge [—1,0) > [2]=—1=20* —1l=at =0t —20% +1=0=
=222 —12=0=>|c=—1].
ze [0,1) = [2] =0 =2 =28 =z =0].

xefl2)=>[2]l=1=a*—20—1=0=>2*=14+)2=

so=2|14+V2=la=|14/3.

*

122. Si se rezolve ééua;ia: log, (1 + l/}):”l.oé3 .
Solutie. . B

s ‘ - - [#=3*
logo(1 + V&) =1log, 2 =1

1437 =2 =14 (/3F =2 = @2r + /32y =1 =

=5 =3"=>

-;—= sin~‘30°,r = cos 30° =>sin“—7é- + cos‘%-"= 1=|t=2].

ol
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123. Fie p—natural =+ L = 1. 84 se arate o daci p este

¥y p :
prim, ecuafia are exact trei solujii in N, iar dacd p este compus numdrul
solufiilor este mai mare ca 3.
Solugie. 1° p-prim :
1 1 1 1 1

—_——— = .
20 2p p P+1 pp+1)
Avem trei solutii.
2° p-compus :
p=l.;> 1 ot "V abe.N.
ab (¢« + 1)) abla + 1) ab
Fie p-prim ; si‘aritim cf alte solutii nu mai sint.
y=p+r p»p+q p+7r P
=p* +pg + pr +rq = p*=rq = (r0): (1, p*), (, p), (1% 1),
deci alte solufii nu mai. sint.

1 11
pp+1) p+1 p

1
=—)
p

+pr+p*+pg=

* %k K . ; .
124. Sa se arate cd ecuaia x® + y* + 22 — 2y — yz — 20 =

= —g— a® nu are solufii rajionale dacd ae Z —{0}.

Solufie. (z — ¥)? + (¥ — 2)® + (2 — @)% = Ta® = m2+-n’4pi=
== 7q% (m, n, p, g—prime intre ele) .

m par, n,p—impare membrul al doilea se divide cu 4
dar membrul intli nu se divide cu 4.
g-par

. | ny », p —pare—imposibil, cici m, n, p, ¢ n-ar mai fi prime
intre ele.

g-impar = ¢ impirtit la 8 di restul 1, deci in membrul doi
. - obtinem restul 7.

m?, n?, p? impirtite la 8 furnizeazi resturile 0, 1, 4, dar suma

‘unor asemenes trei numere nu poate da 7, deci ecuatia m? 4 n? 4
~} p? = 7¢® este imposibild in numere intregi.
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125. Trinomul f(x) = ax? 4- ba + ¢ este astfel tncit ecualia
f(®) = & nu are rdddcini reale. S& se arate cd ecuajia f(f(x)) = z de
asemenea nu are raddcini reale.

Solufie. 1° f(x) > x, ¥ = f(x) — x are semn constant = V x,,

f(mg) > @,. Considerind @ = f(x,) avem f(f(w,)) > f(@,) > xp deci
f(fw)) = & nu are solutie.

2 flz) < @, ¥V . Fie xy, f(oy) < @, Luind « = f(x,) avem'
T(f(20)) < f(®y) < @, deci de asemenea f(f(x)) nu are ridicini reale.

® Kk Xk ¥

126. Segtiecia + b -+ ¢ < 0 $i cd ecuajia ax® + bz + ¢ = 0
nu are raddcini reale. Sd se determine ce semn are numdrul c. (Pro-
bleméi de baraj).

Solujie. b2 — dac < 0 = ac>%. S3 determindm semnul lui
4
cla+bd+c): c(a-i—b—l—c)=ac+bc+c”>%+ba‘+cz=(%+
2
+c) 20.0uma -+ b+ ¢ <<0rezultd ci ¢ < 0.

* * ¥

127. Pentru ce valori ale lui a $i b, ecuatia

a 3 3 ' 3
Viaw + )2 + V(az — b)2 + a?a® — 82 <= |3
are solufie unicd?
Solu;ze Membrul stmg este ,,pa.r” deci solutie unici inseamni

w_0=l/b2+l/_+l/ b= V_=>b2._b=>b—0 b=1siae R.

128. Sd se rezolve ecuajia °* + a,2**1 +. ..+ @y, #* — 202 +
+ 1 = 0 stéind cd are toate rdddcinile pozilive. (Gazeta Matematici,
11, 1976, Problema nr. 16173).

Solufie. Avem ¢ &,@,...%0=1 §i 2,%,...%pp—1+... +Tp2,...

on = 2N SaU 1 + L + ...+ 1 _ 2n. Dar conform inega-
@y Z, Ton

2n

1
lit.étiiluiCa,uchy—xll—+-;— Fo+— > 2nV

wzn

= 2n, semnul
1%y *Tan
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. - . VD | 1
egal avind loc atunci cind numerele sint egale adic — = — =
541 @y

1
mz“

=1 §i prin urmare «; = 1(i =1, ..., 2n).

* ok ok ok k%
129. 8d se rezolve in numere rafionale :

I a*+b02=a-+b
2° az—f—bﬂ-{-c?-_—a—{—b‘—i’-c
3 Y, =Y ot

Formulare geometricd pentru primul. Ewistd iriunghiuri dreptunghice
tn care pdtratul ipotenuzei = suma catetelor?

Solugie. 1 a® + b* =a + b; a = bm (m rational) =

1+m
= ]
1 4 m?

=01 4+ m?) =b1 + m) =
m(1-4- m).

a =
1 4 m?

A+ 4ct=a+b+e
2 {a = cm, (m, nrationale) = (1+m*+n?) ==c(l+m-n)=>
b = cn,
_l4m4an
_ nl+m+ n)
T l4mita
_m(1+m+n). .

14+ m*4+ a2
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n-—1 n-1
@, = mx,, My raionale, my =1 = a§ Yy mi = o, ¥}, m =
=0 §=0

n—1
Z my

$=0

= wo = a1 ]

Y, mi
i=0

n—1

my Y, my
k=0 .
Ty = — - (E=01,...,—1y§ m=1).
PIRLE
k=0

130. S se determine toate perechile (x, y) de numere naturale,
care verificd ecuafia 2® — 2y®> + y*> —1 =0 (Gazeta Matematicsd
1, 1977, Problema nr. 16 400, — Olimpiad# -Austria, 1977).

Solugie. Bcuatia datd este echivalentd cu (¢ — 1) (2 + 2° +
422+ a-+1—y2) =0, de unde se vede ci o familie de solufii
este =1, y=n (neN). Dachk 2a*+ a3+ 2*+2+1—y>=0,
atunci avem 4(a* + #3 4 22 + 2 + 1 — y?)= 0 sau (22% + 2)* +
+ 3% + 4 + 4 = 492 de unde 4y* > (22% 4 )%

Pe de altd parte avem

4y? = 40f + 42® + 42 + 4o + 4 = (20° 4+ & + 2)° — 5a?;

deci 492 < (222 + @ + 2)%

Rezultd o 222 + 2z < 2y < 22% + z + 2, ceea ce spune c&
223 + %, 2y, 2% + & + 2 sint nuwmere naturale consecutive, dect
2y = 222 + @ + 1, adied 4(a* + 2% + o* + # + 1) = 4y* = (20* +
+ x4+ 1)%

De aici, dup# efectuarea calculelor, rezultd #*> — 22 — 3 =0,
cu ridicinile #, = —1, @, = 3. Cum ne intereseazii numai solutiile
numere naturale, avem x = 3, ciireia i corespunde y = 11.

131. 8¢ se arate cd ecuajia x3 + yd + 28 — 3xyz =1 nu are
solujit numere naturale.
Solugie. Se considerd

#% 4+ Y%+ 23 —3wyz = (v + ¥ + 2) (0 + y? +2° — vy — @2 — Y2)
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sivoe i ;
P $i"+'y‘2$zz ='(w.+y'+z)2'_ 2wy + @2 + y2).

Acestea implies .

1= 23 4y2 425 —3aye = (2 -+ + )@+ +2)* — (ay + a5-Hy2)] >
' sty +e=(+y+a—(oytazty) =1

z=0," - =0, z=1.

y=0, sau y=1, sau q{y=0,

z=1,._ g.=0, ‘ z=.0.

Asadar ecuafia din enuny nu are solufii numere naturale, deoarece 0
nu face parte dintre acestea. " '

132. Sd se-arate cd ecuafia T(x® + y*) = 22 + t* nu are solutii
numere iniregs.
¢+ Solugie. Dach 2= Tk 4+ n(n = 0, 1, ..., 6), atunci 22 = 0, 1,2,
4 (mod 7). Dacd z # Tk, ¢ # Tm, nu existd nici o posibilitate de
asociere @ Iui e =Tk + n si a lui ¢t = Tm + p asa fel incit 22 + 2
8% fie congruent cu 0 (mod 7). Asadar, singura posibilitate ar fi
eventual z = Tz, ¢ = T¢, care. ar implica : ,

TR by = T D) = @t kP = T ) cu ey, 1>

§i, rationind ca mai sus, s-ar obtine doui siruri infinite de numere
naturale '
B> > 2> ...>0,

y | >t >8> ...>0,
ceea ce-i imposibil. :

' 133, Bste aplicabild metoda din problema precedentd eclafiei
5(2% 4 9?) = 2% + 129 ‘
Solujie. Nu-i aplicabild, deoarece di z = 5% 4 n (n =1, 2, 3, 4),
resturile lui 2%(mod 5) sint 1 si 4 §i atunci dacH, de exemplu,
2=5k+1,t{ =5m + 2, vom avea .

5(2* + y?) = 5(5k + 5m? + 2k + 20 + 1).
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5i atunci, luind de exemplu k=1, n =0, z =y =,2’ ea va fi satis-
ficuts, si deci # = y = 2, z = 6,1 = 2 verificii ecuatia de la inceput.

* %

134. Sd se demonsireze ¢t ecuajia x3 = 2 + 3y® nu are. solujii-
in numere iniregi.

Solugie. Evident # >0, iar y # 0; de asemenea x 3 3k. Se .
vede ¢l  # 3k + 1 clci altminteri am avea

23 =3k +1)3=3n+1 =2 4 353
adici 3(n — y?) = 1, relatie imposibili pentru =,y e Z. Asadar,
gingura posibilitate ar fi # = 3% - 2. Dar atunci, am avea
28 = (3% + 2)% = 27k3 + 54%* + 36k + 6 + 2 =

= 3(9%3% + 18k% + 12k + 2) + 2 = 2 4 3¥%,
de unde
k3 4+ 18k2 + 12k + 2 = 3m + 2 = y>

Evident y # 3p, ¥ # 3p + 1. Dar nu putem avea nici ¥ = 3p + 2,
ciici '

y=03p+2)}2=38¢+4=3¢g+1)+1=3m+2.
135. Sé se rczolve in numere naturale ecuafia x* — y* 4+ 22 -+
+ 4y = 515. (Gazeta Matematici 8, 1976, Problema nr. 15995).

Solugia I-a. Ecuatia precedentd se mai poate scrie si sub
forma

(4+1)2—1—(y—2)2+4=>515=
s@e+1+y—2(e+1—y+2)=512=

=(z+y—1)(z —y +3) =512 =>(et+y—1)(z—y+3)=2%

= =2 .
Evident, nu putem avea {“’ 2m, nici {% m + 1, Din ecazu- . |
y = 2n, Yy =2nr 1.
rile posibile, si ne ocupim mai intii de
=2
I {“‘ mEl L om ) m—nt+2) =2 =
y=2n

=(m + n)(m —n + 2) =27
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m=2p +1

22 1) (p — = 97
n—2g+1 =22p+q+1(p—q+1) =

I1,. Fie {

=@+9+1 @ —g+1)=2%

O

LA. er{p ”Zk+1=>22(k+l+1)(k—l+1)_25=
q=

(]

> (k+14+1)(k—1+1) =28

k = 2r

| gy TN~ =20

L Aa. {

=><r+s+1)(r_s)=z={’=1={”=23’

s=0 ¥ = 10.

70=21’+1

=2%r+s+1)(r—s+1)=23=
1l =2s

LAb. {

=>r+s+1)(r—s+1)=2
imposibil deoarece in membrul intii cei doi factori sint sau ambii

impari sau ambii pari.

p = 2k,
I,B. = 2%k 41 — 1) =25
, {Q=21+1 (b +14 1k —1) =2 =

> (k+1+1)(k—1) =23

k= 2r,

I,Ba
l=2s + 1

= +s+1)(2r — 28 —1) = 22,

iar factorul al doilea din membrul intii implicd
'r=3+1=>2(3+1)=92=>8+1=2 =28 =1=2r=92 =

=>{aa-2m+1 22p +1)+1=2(2-2° +1) +1 _ {w=35,
¥y=2n=22¢+1)=2{2[224+1)+1)+1} |y =30.
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E=2r+4+1

= 2%r 8+ 1)(r—s-+1)=2%=
1=2s : -

=>(7'+s+1)(?~+s—1)=2=

I,Bb. {

imposibil.

Iz{ =P opro@—gt+l) =2
n =2q

LA. {fq’f22;°+1=2(2k+2z+1)(7a_z)=2s=

=2k + 20+ 1)k —1) =2 =

imposibil efici primul factor din membrul intii este jmpar >1 afary
de cazul k =1=0.

1,B. {1’ = z;" 5 (k + 1) (2% — 21 4+ 1).= 24,
qg=2 .
iar factorul al doilea din membrul intii implics & =1 §i deci
k=20 w'=2m-|—1=4p+1=8k+1=65= r = 65,
1 =23 |y=2n=4¢=8l =64 ’ y = 64.
=2k+1, _ . : |
o {? oo (b 41+ 1) (2% — 21 + 1) = 2¢
R A
fimp081b11 cici al doxlea factor este impar >1, afari ‘de cazul
k=1=0.
x=2m : B
II. =(m-+A)(m—n-+1)=2%
{y=2n+1 (m + ) (m — n +1)

A L R Ry
n = 2¢q

iar factorul al doilea din membrul intii implicd p = ¢ si deci
{p = 28 {a} = 27 {w = 128,
= =

g =25 y=2"41 y = 129."
= 1 .
IL,: {’” i S@ D@ -2l =2

imposibil, céei factorul al doilea din membrul intii 1mphcé, P =gq
.ceea ce ar face primul factor impar > 1. ..
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I, ™ 2p + 2¢ + 1) (p — g) = 2
A eI Ne—g ==

imposibil cdci primul factor din membrul intii implics p = ¢ = 0 (ciick
altminteri ar fi impar > 1).
m =2 1
m " 22+~ ep + 20+ Dip—g + =2
n = 2q
imposibil din acelasi motiv ca la cazul precedent.
Asadar solutiile intregi ale ecuatiei din enunt sint :
=23, [x=2335, {w= 63, o [r=128, '
y=10, |y=30, ly=64 ~ |y =120.
Solupia a II-a. Considerim ecuatia seriss sub forma, (z+y—1)~
‘(2 —y 4+ 3) = 2% si trecem in revistd diferitele valori pe care le

pot avea cei doi factori, adici perechi de puteri ale lui 2 cu suma.
exponentilor egali cu 9. .

r—y+3=1, 20 =2%—-1 w=23—%,
I = =
c+y—1=2° 20 =243 Yy =284+14 =
imposibil cici z,ye N.

— = —_ _— — = 928
o [® y+3_2=>w y=—1 =>2w_2 -
r+y—1=28 r+y=284+1 20y =28+42

x = 27 o = 128,
= =
y=2"+1 y =129,
—_ = 22 —_— = =27
I [® y+3_2=> r—y=1 =>{2w +2=>
¢+y—1=2" |24+y=2"4+1 |2y=27
- cc=26—{-1=> z = 65,
y =28 y = 64.
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v w—y+3=23={w—y=23—3=‘
z+y—1=2% r+y=2041

2w=26+23—2 .’I;=25+22—1, $=35,
= = =
2y =26 —28 422 |y=28-22+2 y = 30.

— 94 —_ — —
v w—y+3_2=>w y = 2¢ 3:
x+y—1=28 z+y=25+41

g =95 42 —2 [(0=20+4+23—-1 [2=23,
= = =
oy =25 — 20422 |y=20—-23+2 |y=10.

VI ar;—y+3=25=> m—y=25—3___>
r+y—1=2 |lo+y=2+1

{2.7;:25-{—24—2
=

2y = 24 25+22=>y=23—2‘+2=—6<0

imposibil, cici ye N.
Din acelasi motiv sint imposibile §i cazurile

vn{w—y'{’?’:ze’ VIII W—?/+3=27,
z+y—1=23 x+y—1=2%

- _— — — 99
zt+y—1=2, zr+y—1=1.

* k Kk &

136. Sd@ se arate cd ecuafia x* 4+ y* = 1971 nu are solufii

numere intregi.

Ecuatia precedent’ se mai poate scrie §i #® 4 y* = 4X492+43.
Evident (4k -+ 2)2 este de forma 4m, iar (4% + 1)* si (4% + 3)* de
forma 4m + 1, aga ci membrul doi fiind de forma 4m + 3, ecuatia

nu poate avea solutii numere intregi.

intregt.
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137. Si se arate cd ecuafia y* — 3x2 = 1976 nu are solufii



Solufie. Si facem tabelele resturilor lui. 2%, 322 i y° (mod 19) :

x x? 32 y y?
(mod 19) (mod 19) (mod 19)
1 1 3 1 1
.2 4 12 2 4
3 9 8 3 9
4 16 10 4 16
5 6 18 5 6
6 | 17 13, 6 | 17
7 11 14 7 11
8 7 - 2 -8 7
9 5 15 9 5

Am calculat numai resturile numerelor de la 1 la 9. deoarece (19m -+
+ k)° = (19m — k)* = (19m +19 = §)® = %2 (mod  19). $i acum
privind tabelele constatim c# nici unul din resturile lui 3z2. (mod 19)"
nu-i egal cu vreun rest al lui #* (mod 19) in aga fel ca diferenta lor
s# fie congruentd cu 0 (mod 19), cici 1976 — 23-13.19 si deci
1976 = 0 (mod 19).

* %

138. 8é se arate ci ecuafia 32 —d2y 42y — 212412y —3 =0
nu are solujii intregi. ) '

Solutie. Seriem ecuatia 3z(z — 1) — 4ay 4 2y — 182 + 12y =
= 3. Membrul intii se divide cu 2, deci nu are solutii intregi..

#® % ok ok te, .

139. 8d se rezolve in numere intregs eouafia o* 4 y3'+ Tz = 3.

Solufie. x §i y se pot scrie de forma # = 7k +9,y=Tm-+n
cu k, p, m, ne Z. Firj a restringe generalitatea, putem presupune
kp, mn > 0 (adici numerele intregi % $i p de acelasi semn la fel m
§i m). Observim de asemenea .c nu putem avea x =y = 0, clici 3
nu-i -divizibil cu 7. ; . ) _ S

In continuare, constatim c¢d % y3 se'pot scrie de forma % =
=Ta +'p°5iy* ="Tb+ n3 cua > 04ibeZ,sideci 2° = 1, 22 = 2,
#® = 4 (mod 7), iar 3 =1, 93 = 6 (mod 7). De aici rezult} c% nici
cazurile # =0, y % 0'si « # 0, ¥y =0 (mod 7) nu-s posibile de-
oarece 1,2 sau 4 si nici’l sau 6 nu-s congruente cu 3 (mod 7).
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fn schimb, inss, dach lum pe @, y de una din formele

{m=7k+3, _{w=7k+3, {w=7k.+3,‘{w=7k+4,
y=Tm+1, l|y=Tm+2 y=Mm+4, ly=Tm+1,

{m=7k+4, {w=7k+4, {m=7k+2, {w=7k+2,

y=Tm+2 ly=Tm+4, ly=Tm—1, y=1Tm — 2,
z =Tk + 2, {m-—-7k+5, {w=7k+5, z.= Tk + 5,
y="Tm — 4, y=Tm—1, Yy ="Tm — 2, ¥y =Tm — 4,

atunci membrul intii va fi congruent cu 3 (mod 7) ca §i membrul doi.
Agadar solufiile ecuafiei din enun} vor fi date de una din percchile
(%, y) de mai sus cu 2 corespunzitor. Asa de exemplu in cazul
‘primei perechi, vom avea 7z= 3—(Tk+32—(Tm+1)°=

= — T(Tk2+-6k-+1-+49m3+21m? + 3m), de unde z = — (Tk* + 6k +-
+ 1 + 49m3 + 21m? + 3m) §i deci ‘ R

y="1Tm-+1,
2= — (Tk? + 6k + 1 + 49m? + 21m? + 3m).

%k ®x kX

140. Sé se afle doud numere naturale astfel incit suma patratelor
lor sd fie 16000 (se cer toate solujiile).
 Solujie. Daci notim cu 2 §i ¥ numerele cerute, atunci ele
trebuie s verifice condifia '

(1) h a? 4+ y?® = 16000,

S% considerim a,y de forma x = 4, + p, ¥y = 4y, + 0, CU &y,
¥, P, n intregi nenegativi §i 0 < p, n < 4, Dar atunci p* + n® va
avea valorile 02 4+ 02=0, 024+ 12 =1, 02+ 2% =4 = 0 (mod 4),
0®+32=9=1 (mod 4), 12+12=2, 124 22=5 =1 (mod 4),
12432=10 = 2 (mod 4),.2°+22=8 =0 (mod 4), 22 4 32 =
=13 =1 (mod 4), 32+ 32=18 =2 (mod 4). Cum membrul doi
al ecuatiei (1) este congruent cu 0 (mod 4), putem avea p = n =03
p=0,n=2;p=2n=0 sau p = n = 2. Dar in cazul p =0,
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n=2583Up=2n=0,am aves 4%} + 4% + 4%, + 4 = 16000,
sau 4%} + 4%z, { 4%} + 4 = 16000 ceea ce nu se poate deoarece
atit membrii doi it §i primii 3 termeni din membrii intii sint con-
gruenti cu 0 (mod 16) pe cind termenul al 4-lea din membrii intii
ai celor dou ecuatii sint congruenti cu 4 (mod 16). L
Dar nici cazul p = » = 2 nu-i posibil, deoarece am avea

420} + 4%, + 4%] + 4%, + 8 = 16000

$i deci membrul intii ar fi congruent cu 8 (mod 16), pe cind mem-
brul doi ar fi congruent cu 0. (mod 16).

Agadar trebuie s% avem p = n = 0 si deci # = 4z, ¥y = 4y,,
a§a cd, dupd simplificarea prin 16, ecuatia (1) devine

@) 2 + y? = 1000.

Luind @ = 2@, + %, 4, = 24, +m cu k, m intregi (0 < F,
m < 2) se constatd cd nu putemaveak =0, m =1,k =1, m =0
8au k =m =1, deoarece membrul intii ar fi congruent respectiv
cu 1,1 sau 2 (mod 4) pe cind membrul doi este congruent cu
O(mod 4). Asadar k = m = 0. Dup# simplificare prin-4 ecuatia (2)
devine , e e .
@ el i< 250, |
S4 scriem z, = 4%, + a, ¥, #4318 +b 'cu a, bintregi (0 < Q,'b < 4).
Tinind seama ci ecuatia (3) se mai poate scrie §i sub forma
(4) a3 + y§ = 4.62 + 2. .

Rationind ca pentru ecuafia (1) deducem ci singurele cazuri posibile
sintcua=b=1l;a=1,bb=3;a4=3,b=1s5ia=>b="3, cici
numai in aceste cazuri #* - 4% = 2 (mod 4), ca si membrul doi.
Asadar s considerim mai intii .

@y = da; + 1,
{?/z = 4y; + 1. N
Atunci, cu aceasti substitufie ecuafia (4) devine
C A(4aE 4 20,) + A(Ae +29) L2 = 462 +2 =
= 45 + 9) + ey + 90) = 62 = 2Aak + 9) + @, + Y5 =31,
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De aici deducém cii din x,, ¥, unul este par, iar celilalt impar §i cit
0 < &, ¥; < 3. Se verifici faptul c& din toate combinatiile posibile
ale valorilor 0,1,2,3, singura ce corespunde 'ecuatiei precedente
este perechea z; =2, y; = 3'si simetric @, =3, ¥; = 2, care ne
conduc la perechile de solutii ‘ : .

) = 4z, = Sa;z = 8'(4103 +1) =172,
y = 4y, = 8y, = 8(4y; + 1) = 104.
5i simetrie ‘ :
x = 104,
6 ’
© {y = T2

in cazul @ =1, b = 3, vom avea
4(4a? + 2@5) + 4(4yF + 6y3) + 4.2 +2 =462 +2 =
= @y(22; + 1) + ¥4(2y; + 3) = 30.

Deducem ci 2, y, trebuie s fie sau ambele pare sau ambele impare,
ciei membrul doi este par. Totusi, @,, ¥, nu pot fi ambele pare
deoarece aceasta ar implica membrul intii = 0 (mod 4) membrul
doi fiind = 2 (mod 4). Din cele patru valori posibile (0, 1, 2, 3), sin-
gura, pereche ce verifici ccuatia precedentd este x; =1, y; = 35t
simetrica ei 2; = 8, ¥, = 1 si deci, printr-un caleul aseminitor ca.
pentru perechile precedente de solutii obfinem

= - 2
- = 40, [x =120,
. y=120, y = 40.

Nu mai rimine decit si analizim §i ultima eventuald posibilitate =
a = b = 3. Aceasta ne-ar conduce la '

4.2[2(23 + ¥3) + 3(w3 + ¥3)] + 44 +2 =462 + 2 =
= 2(ak + 93) + (@ + ¥;) + 2 =31,
Deducem ci din &g, y, unul este par, iar celdlalt impar, dar facind
calculele, se constat ci nici una din perechile de numere din valorile
0,1,2,3 nu verifics ecuafia precedenti. In concluzie, solutiile ecua-
fiei (1) sint date de (5), (6) si (7).
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R EEE o i
141. 8G se rezolve in numere naturale ecud,tia #® -+ 8 — 28 =1972.
Solugie. Scriem tabloul restului impiirtirii puterilor lui « la 7.

cae

ot

oWk HO o
OO HFEO |l
HOBAROHES |
R el N Y N R =T =

QTR WO
AWV OO |~
W Ot = O

Nu avem nevoie s continuim tabelul pentru valori ale lui
a>6, deoarece el se repetd cici 7T=174+0,8=741,9=17 + 2
ete. si deci clasele de resturi ale diferitelor puteri sint aceleagi ca
pentru 0,1, 2 ete. - ' o

' Restul impiirfirii la 7 a unui numdr de forma a8 4 4° — 28
poate fi 0, 6,1, 2, jar nu 5 cit este restul impértirii lui 1972 la 7,
deci ecuatia nu are solutii.

£ ok % w1 D

142. 8@ se arate.cd ecuafia 32* — y? = 5¢ nu are solufii. numere
intregi. o
Solujie. Dacd scriem pe z si y de forma ¢ = 5k + 1,y = 5n + 1
sau & = 5k + 4,y = 5n + 4, vom avea 22, 4% de forma x? = 5p - 1
§i ¥ =5m + 1, iar dacd o =5k + 2, y = 5n + 2 sau ¢ = 5k + 3,
¥ = 5n + 3, va rezulta a® = 5p 4 4,y% = 5¢ + 4. Dar atunci 3z* =
= 3 (mod 5) in primul caz §i 32° = 2 (mod 5) in cazul al doilea,
aga o3 singurele cazuri posibilé (pentru » %5k, y # 5a)sint 322 —
—¥*=3+41=4 (mod5), 32° —y>'=3 +4 = 2 (mod 5), 32% —
—%*=2+1=3 (mod5) §i 38° —y2=2+4=1 (mod5), pe
cind membrul doi este congruent eu 0 (mod 5). Evident nu putem
avea nici cazwrile # = 5%, ¥ # 5n sau @ #'5k, y = 5n.

. Sé considerim cazul z = 0, adici 322 — y% = 1. Dacii y = 3a-1
sau y =3a +'2 rezultd y*-de form& y2'< 86 4 1 cu o intreg si b
Intreg nenegativ §i deci- 322 — %% = 2 (mod 3) pe cind membrul
doi este congruent cu 1 (mod 3). Asadarz > 1 (2 < 0 fiind imposibil
cu z, y intregi). ~ "~ - . S o I
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Rimine prin urmare cazul # = 5%, y = 5». Dar atunci membrul
intii este divizibil cu 52 aga c% 2z > 2. Simplificind prin 5 obfinem

3k — n? =5,

unde t = 2 — 2, iar >k, ¥y >mn, 2>1, adich am obfinut aceeagi
ecuatie din enunt. Notind & = @, » =y, ¢ = 2, §i repetind ratio-
namentul la nesfir§it, vom obtine girurile infinite z>2,>...>0,
y>y, >...>0, 2>2>...>0, ceea ce-i imposibil, si cu aceasta
afirmatia din enunt e demonstrati.

L

143. Sé se rezolve in numere naturale, unde n > 1 este natural,
ecuajia ; :

Z+3 o yn+S - 73 | R R N Ll AL TR E SRR

+
1

 Solufie. a3 — an+t — gl L0 = aM(a® — 2t — @ + 1) =
= g™ — 1)z + 1) deci @%@ — 1)* (2 + 1) + ¥y — 1%y + 1) +
Fe(z— 1)z +1)=0, s =y =2z=1. Solufiile 'vor fi: (1,1,1),
()1, 1,0)(1,0, 1), (0, 1,1), (0, 0,1) (0; 1, 0), 1,0,0), (0,0,0). -

* k% ’

144. Care este cea mai simpld ecuajie admijind toate solufiile
exercifiului precedent ?

Solupie. 2% + y? + 2* = & + y + zyclci o(z — 1) + y(y — 1)+
+ 2z —1)=0. : b
} ! : . oo [ .

! * ok ok Nk

- 145. 8d se arate cd egalitatea 1153% + 211% = 27027 - 100" + 2
nu, are loo pentru mici un weZ. ’ A '
"' Solufie, Se consideri resturile modulo 17 si. se ajunge la
(—3)(— 2)’7,-}—,2 = 0 (mod 17) si se iau pe rind valorile lui « (ciclul
se inchide dup® 8). ‘ ‘

" 146, 84 se arate. ok ecuafia 6(a® 4 y®) = 2% + 2 nu are. solufii
numere naturale. . '

. " Solujie, Membrul doi se divide cu 3. Dar se. constati ci aceasta
nu se obfine dach 2 = 3% + 1, t = 3¢; sau 2 = 32, + 2, t = 3t, san
g =382 +1,8=23t 41 sau 2=32 +2, t =3 +1 4i situatiile
corespunzitoare schimbind pe z cu t. Asadar trebuie sé.avem z = 3z,

[
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¢ =3t = 6(2* 4 y?) = 9(z} + &) = Membrul intii se divide cu 9 =

r=3 , e :
= {y 3;‘ = 6(zf + 91) = 21 + 1} = (@, 9, 2, ) solutie = (,, 9, 2, 1,)
= 3y, . B ,

solutie si obtinem >, >,> ... >0, care-i un gir descrescitor
infinit de numere naturale, ceea ce-i imposibil. * ‘

R R I

147. 8@ se arate cd ecuafia @° 4 y® — 3wy = 2 nu are solufii
intregi. .
Solugie. z=2m+1,y=2n+1 i.mposxbil

} v=2m-+1, y =2n imposibil
= 2n = 8m? + 8n® — 12mn = 2 = 2[2(m3 + n8) — 3mn] = 1 impo-
8ibil, deci nu avem nici o solutie. ,

=x=2m,y;

*148. Sé se arate cd ecuafia #® + y* 4 22 = 2ayz nu are solufii
numere naturale. - :

Solugie. Membrul intii se divide cu 2 =

1°  par y,2 impare—imposibil ciici membrul doi s-ar divide cu
4 si membrul intii numai cu: 2.

2 ¢ =2m, y =2y,, 2 =22 +1 este imposibil cici membrul
intii ar fi-ibdpar pe cind membrul doi ar fi par. L

3 & =2w, y =2y, 2 =2 = af + 9y} + 4§ = 4oy = +
+R B =822 =>2>2,50,>...>2 > 84 >..0 >0 g§ir
infinit — imposibil.

149. Sd se rezolve ecuafia Tz + 11y = 9 in numere iniregi.
Solujie. Fie » = x, — 114, y =y, + 7t. Scriem clasele de res-
turi (mod 11) din care fac parte multiplii succesivi ai lni 7 :
7,83,10,6,2,9, 5, 1; 8.7 =56 =87 =1 + 511, deci
wo = 72 =
Yo= —45
. o =2e=12—-111 y= —45 4T, .
Pornind de la restul 3 sau 9 se mai giisesc si. solutiile # = 6 — 11¢,
y=-—3-F7 - : s

87—-511=1|9=>1727—4511 =09 =:~{

* ok ¥ .
. 150. 8d& se rezolve in numere 1intregi ecuafia: 2z —1 +
3 4 o '
2y =2 +V&z =3 =10.
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Solujie: .
20 —1 = (2m — 1)?

{2y — 2 = 8 ' =>2m—lv-|-2t+2n—1 =:10'7=>
4 —3 = (2n —=1)%

(11 —2n — 202 4+ 1
X = ’
R A ‘ - -2
ominft=6om=6—n—t=1{y=4+1,

B ~ _ (m—1y 43
aro ’ .o z = 4 )

* ¥ k% * %

. 151, Sd&. se rezolve in numere naturale ecuafia 5° = 1 + 2%,
Solufie. ® = 2n = 5% — 1 =2V = (5% — 1)(52%-2 4524 f i
ee. 4524+ 1) = 2. Dar 52 — 1 = 24:3, -ceea. ce-i imposibil -deoa-
rece 2Y .nu-i divizibil eu 3. @ = 2n 4 1 =521 —wl =2 =
= (5 — 1) (5% + 521 - ... + 5 4+ 1),= 2¥.= - sumi - denumere
impare in numir impar = impar > 2 =0=>z =1,y =2. :
+152. Sd se arote ecuajia 2° + TV = 19° nu are-solujie numere
naturale. co
Solutie.
2. = (1) (mod 3) ! -
2% = (— 1)%*(mod 3)"~ . - o . S o
7 = 1 (mod 3),19* = 1 (mod:3) = 2% + W =1 + (— ‘1)* (mod'3) #
#Zl(mod 3). r - . R

-

d ok %ok

153. Sé se afle toate solujiile in mumere naturale ale ecuapies
n® + ¥ = n. _ i -

Solujie. n =1 — imposibil =# >2 '§si 2>max (=,y). Fie
2LYy<z=>n?*—n*=1 Dacdk y >z =1in imposibil :=
= y=x = n*~* =2=>n=2, z—o=1, deci solufiile sint: n=2, =y,
2=x+1.

# Kk ok kK

154. Pentru ce n ecuafia wx! + ny! = 2!, are solujie unicd in
numere naturale? . .
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Solugie. n(n — 1)! + an! = (n + 1)! si deci solutiile sint :
(n —1, n, n + 1), (n, nf17 n +1)
n=1: !+ y!==zL Avem ¢ z <z, y < 2.

e<y=>z!=z!—y!l. Cumz >z, 2 >y, membrul doieste divi-
zibil cu y !, iar membrul intii nu = & = y. Deci 22! = 2! = 2 =z +
F+l=22@+1)p!=>22! 2 (41! =2 > z <+ 1.

Asadar solutia unicd pentru # = 1 este # = 1, ¥y =1, 2z =2. Evi-
dent, (n —1, n, n +1) i (nn — 1, n + 1) nu mai sint solutii in
cazul n = 1, deoarece » — 1 = 0 nu-i numir natural.

155. o> +y* + 22 = ¢, x, y,2,te N nu are solufii numere na-
turale. , ‘ :
Solufie. 0 <z <y <z=>t>z=
2=l=2rx=y=1=1"#3
=12=2=12>3=33>3.2% > 2% 4 ¢ + 22,
e232t > (1S =22 3.0 3 o5 4 g0 4 g7,
156. Sd serezolve in numere prime ecuatia [VT] + [V'2_] + ...

cee + V22 Z1] =9, unde cu [a] am notat partea intreagd a lui a.
Solufie. Remarcim ci

U] = Une + 11 = ...= VT F 2a] =,
adiesd . :
/n®) + Ve 11+ ... + Vo F 20 = n(@n + 1)
§i ecuatia devine - e

{31+ V31 + (V3D + (VT + (V51 + ..t + (V&) + .o
+{UE—09+...+ @ =1} =T n@n +1) = inlnz +
¥ o 3 v ne=1 .

=l

S (@—1e@r—1) | (@—1)o  sde® — 8z —1)
+ n§1 = 3 + 2 o 6
Trebuie rezolvatd in numere prime ccuatia

" afdat — 30 —h)

. =y = o(42® — 3z — 1) = 6.
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Evident, # trebuie s fie un divizor al lui 6 sau al lui y (in acest caz,
evident z = y). ' '
g =2=>3(16 —6—1) =6y >y =23=(2 3),

o =3=3(36—9—1) =6y >y =13 = (3, 13),
S 3F11/74

——

x=y =>4 — 32z —1 —6=42—32—T=0=0="7 N1

Asadar, singurele, solutii sint (2, 3) si (3,13).

* ¥ % *

157. Pentru ce valori naturale ale lui ,,a” ecuafia ax® + Ty —
— 6la = 0 are solujie unicd in numere naturale?
Solufie. oy = a(61 — %) >0 (z =1, 2, 3).

a=6k=a,~y=6k(6]__$3)=’{w=1,; {m=2’ {w=3’

y = 60.6k, |y = 53.3k, |y = 34.2k.
y = 60(6k & 1).
a=6ki2={“’=1’ ' {w=2, | ,
|y = 60(6% + 2), |y = 53(3k £1),
a=61c-|-‘3=s'{”=1 je=3
y = 60(6% 4 3), |y = 34(2k + 1), e

Solutie unics pentru 6k 4 1.

* % *x Kk ¥

158. Numdrul z = z + iy este complex owpozitiv‘(adicd Y # 0
y=0, ¢ <0), atunci $i numai atunci cind existd mumere strict

Pozitive Gy, . . ., G, aga fel incit S
) | 02" + oo + 8y =0. | .
Solufie. Intr-adevir, s% presupunem ci un numir complex 2

verificd, ecuatia (1), atunci evident, z = @ +'iy nu poate fi strict
pozitiv (y = 0, # >0). o .
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Dar i reciproe, fie 2 = 2 4 iy un numir complex cu y # 0.
Un astfel de numir se poate scrie §i sub forms, trigonometricd 2z =
== 7(cos0-1i8in6) cu r >0 5i 0 € (0,2x). Fie »>0 un numir natural a5a
fel incit sinf(p — 1)6]8in 6> 0 §i sin pOsin 6 < 0 pentru cel pufin
un numédr natural p, 2 <p < n. Atunci, folosind formula Iui
Moivre, vom avea ,

82"+ ... +ay=a,p"cosnb 4 ... —|+ao+i(a,,p”sin.n0+ '

ot v epesin 0) =0 =

- @ p"cosnb 4 ... +a,=0 -
aup*lsinn b+ ... +a,800=0 -

@sp” €OS 0 840,y "1 cOS(n—1)0=—a,_,p"~%cos(n—2)0—. ..
' e =Gy pp™Pco3(n—p)0—. .. —ay,
@ap" 80 %6 +-a,-1 p" 1 8in(N—1) 0= —a,_,p"~3sin(n—2)6—. . .
‘ e —upp" P lgin(n—p) 6—...—a, sind. ’

( cos(n—2)0 cos(n —1)6
4 = On-s |sin (n — 2) 6 sin(n —1)0 -
? p? -|cos % B cos (n —1)0|
8inn 6 sin (n — 1) 6
cos(n — p)0 cos(n —1)6
_ __ Gup 8D (n —p) 6 sin(n —1)0 o
¥  |cosnmb cos(n —1)0 e
J BT ]
1 cos (n —1)0]
_ @ |0 sin(n—1)0
T pm |cosn® cos(n—1)6]’
|sin% 0 sin (n —1)6
\cosne cos(n —2)6
g . = Oa-s sinn 0 sin (n — 2)0 L
T cosn 0 cos(n— 1)0
sim#0® sin(n —1)60

1



cosn 0 cos(n — p)0
sinn 6 sin(n —p)0 I_

p*~1 |cosn B cos(n —1)6
sinn6 sin (n —1)0
{ - . )
lcos nd 1
@y sinn® 0

e"~1 lcosn® cos(n —1)8
|sinn® sin (n —1)0

Oy—p SIN(p —1)0 ag sin(n —-1)9,

Q-2 '

a, = —=—-4 ... " +...+

" p? v e? sin 0 : " sin 0

a _a,,-zsinze_ __a,._,,sinpe_ G sinn @
. p sind g1 sin®  p*!osin.

Dar atunci, din conditiile de mai sus pe care le verifici p, rezultd
« Qn- sin(p—1)0 . Ap-p SinpO . .
ci —=%. (p. ) >0 si — —"—»”———.L > 0 si deci, pentru
e’ sin 6 , p?~! sin 0
Au_sy -+ oy Qnpiyy Guepyy -+ -3 B > 0 dati, dacd a,-,> 0 este suficient
de mare, a,_, §i a, vor fi de asemenea strict pozitive si in asa fel
ineit (1) s& fie verificatd. oo
fn cazul y = 0, # < 0, vom avea ecuatia (1) de forma a2 -+

+a,=0 cu — S
1
159. Si se determine numerele reale a, b, ¢, d pentru care
max(a, b+c+d)=max(b,a + ¢ + d) = max (¢, ¢ + b 4+ d) = max (d,
a + b + ¢) = 1 (Gazeta Matematicd 11, 1976, Problema nr. 16211,
Problems de baraj, Bragov, 1976).

Solufie. Deoarece max (=, y) = avem cé

m+y+w—m,
’ 9

a+b+c+d+|b+c+d—al=a+b+c+d+|a+c+d—bl=
=a+b+c+d+|a+rb—c+(1{=a-}—b+c+d+

la+b+c—dl =2,



care ne di: ,
a+b+oe+d+|bte+d—al =2,

lbt+c+d—a|l=|a+c+d—b >a=>sau ¢c= —d,

.|b+c+d—a|=[a+b+d—c|=>q=c sau b= —d,

lb+c+d—al=]a+b+c—d =a=dsaub=—ec
Obtinem, in cazul @ = b = ¢ = d, |

4a 4 [2a| =2 =22 + |a| =1,

care d# a=b=c=d=% §i @ = 1 care nu verifici.

Dachi e =b= —¢c= —d, avem cj

at+a—a—atja—a—a—a=2=2[a|l=2=|a|=1

a=—1, a= 1,
b= —1, b= 1,
e= 1, ™ o= —1,
d= 1, d=—1.

Datoritd simetriei obtinem deci §i solutiile
(1) - 11 1’ —1)7 (11 - 11 —'17 1)7
(_1; 1’ 11 ’—1)’ (—’11 1’ '_17‘ 1)7 (—1’ _11 11 1)*)
:adicd in total 7 solutii.
160. S¢ se calculeze i
k=1l — &

«cinile # 1 ale ecuatiei #"+1 — 1 = 0. (Gazeta Matematics, Problema
ar. 16145).

- Solufie. Fie P(z) = (& — @) (x — a,)...(x — 2,); atunci

Pay= F@  P@

y unde 2(kk = 1, , .., n) sint radd-

L P&

T—x x—, : x —x,
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Po) 1 1 "
= P(x) @ — @ w»—wz+"'+w gl

2t —1l=(z—-1)(z — @) (z — 25)...(n — x,).

2(a) __.%1_;11 = (@ — B)(® — Bp). . .(n — ).

gh+l — 1 .
( z—1 ) _z—1 .(n+1)w”(w—1)—a;’*+l+1=

"
:.Z..;m-—a:,= o —1 g (x —1)2
z—1

_ ma*tl — (0 4 1) a&ﬂ +1
T (@ —1)(a™1 —1)

Pentru a calcula expresxa, pentru 2 = 1, aplicind de doué ori regula
lui Hospltal

i 1 — lim n(n + 1) 2® — n(n + 1) "1 _
Pil—a s gl —1 4 (n4 1)z —1)

na*1 — (n — 1) 22

m+1) 2"+ (n+1)2 o —n(n + La"1

= hn‘l n(n + 1)

1 n
= 1 —_—
n(n + )(n+1)(1+n+1—-n) 2

Concluzie importanid :

) 3 ctg
kznx ‘n+1

Intr-adevir, cele » + 1 r#dicini ale unititii se pot scrie st

—+1 sin 21“ (k = 1,

= 0. (Se poate demonstra §i direct).

sub forma trigonometricd ; = cos
n

2,...,n) §i atunci, deducem
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21 _,ﬁ 1 .
ﬁall _— w,, . kql'l“?‘ cos Zkﬂ _ 2’67:
- n+1 n 4.1
n 1
=y — =
#=19 gin? —= _ —9j sin o cos bm i
n+1 n+1 n+1
d 1
_,,Z . km . kw . T\
=12]sin (sm — i cos
n+1 n+1 n+1
. kx
——i sin +1+1cos T3 _"(_1_+_i_ . - )-
= 2 sin"—F" a2 2 n+1
‘n 41
—3-2"(1+1ctg i )—-—n—+—iicg L
2 o 741 2 2 n+1
i deci
d I~
et = 0.
kgl € n

161. Sd se simetrizeze ecudfia (® — a)* + (@ — b)S=e.

o—a=y+ 2104 +b;“,
Solutie. y,=w—q+b=> o
+b oa—b
z—b= St0 p—y+
Y+ 2 y+ 2

: P B \4 . B \4
%1 se ob{ine ecuatia bipétratd (y -2 B b) + (y + 2 b) = C.



162. Sa se determine valorile parametrului a pentru care ecuafia
x? — ax + pa = 0 are rdaddcinile intregi gtiind cd p este un numdr
prim. (Gazeta Matematicd 8, 1976, Problema nr. 15998).

Solutie. Fie o, B ridicinile intregi

{oc +B=a

oapf = pe

unde am notat cu « acea ridicinid care se divide cu p. Dar atunci,
peB =p(pe’ + B)= B =pu’ +f=a|f =B =ap =
alzal =pal + alpl = a'ﬁ’ — p + B' =>p — Br(al — 1) =

= af = p(a + B)=>p|a = a = pa’,

Pp=p,oa —1=1 a=2p, p=2p,a¢a=pa + o =c'(p+p)=
1° a =2(p + p) = 4p,

Xp=—p,d —1=—-1=2°a=0,

Fp=o—1Lp=La=pl+p)p=1+p=>Fa=(+1)

4 p=1—o, p'=—1, a=p(l—p), B=—(1—p) = £ & =—(1 — p)*.

§ 15. IDENTITATI

x %k ok

163. Sa 'sc arate ¢ max {|z +y — 22|, |z — y|}=|x—2|+
+ 1y — 2. ‘ S

Solufie. Se pune # —z =a, y — 2z = b.

\
* %k %k *k Xk

164. 84 se arate cd dacd 5 ad + + — b‘ = 0, alunct

a b e
C—op o—ap @—bp 0_

{Problem#% de baraj).
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Solutw Inmultmd ambii membri cw 1 AT SR £
—¢c ¢c—a a—b

obtmem

a (1 1) a,+b+~_b{1+1)+

b—c\c—a a—b) (b—¢c)} (¢c—ap c—a‘\b—c a—>b

c ¢ 1 1 .
+(a—b)2+a—b(b——c+c—a) =0

a n b ¢ e ¢c—b
(b—c)F (c—a)} (a—0)? b—c (¢c—a)(a—b)

adicd

-+

b . e —e¢ c b—a

c—a (b—c)y(a—0) +a,—b (b —¢)(c—a) =%

eare estevevidenti, cici ac — ab + ab — be + be — ac ='0.
* ok k k& ok

165. 8¢ se demonstreze ci pentru M > N,

S(M, N)= E g 16— k| = ——-(N 1) NV + 1) — MN(M—.N)

tem] k=1

Solujie. Demonstrim prin mductle, ma1 intii dupa, M pentru
N =1.1In cazul ¥ = 2 avem §(2,1) = Z Z|z—k|~§_‘l|z -1 =

i=1 k=1 $=1
=|[1—1{+|2 —-1]| =1, or, membrul drept, pentru M =2,
N = 1, devine de asemenea 1.
S5 presupunem relatia advirats pentru M (N =1) $1 sé, arité,m
cii rezultd adevirati pentru M 41

S +1,1) =Y i — 1] = ¥ | =10+ M = S 1) + 2 =

=1 ‘l=l

=%_M(M—1)+M=-;—'M(M—1+2)=—;-M(M+1).

12 ~ c. 553
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Si acum vom aplica inductia dupi N < M pentru M fix.
Am verificat-o deci in cazul N =1 (M fix). S% presupunem c&-i
adeviiraty pentru N — 1 (< M — 1) si s¥ aridtim cd rezultd adeva-
ratd pentru N

M N . M N-1 . M .
S(M,N)=};;k)31|z—k|={v_,”§_‘,11z5k(+zl|z—1v|=
NY 1) (M-N)M—N+1) _

=S(M,N—1)+‘. 5 5

=L@ 0N S MO D - ¥ 41 FF -1+

M M(N —1) MN

1
2 2 2 _?N(N—l)(ﬂf2_+3)+

+%MN(M—N)—%M(M—NH%M(N_JL)+.”§_
M(N —1) MN _
T e T 2

g- (N —1) N(¥ + 1) +—;—MN(M'-— )

si deci relafia este adevirats pentru orice M §i N< M.

*® % *

166. S& se demonsireze formula lui Ramamudjan

»+ 1=V1 +P V1+(P+1)V1+_- - +@+r)1+(p+r+1) (p+r+3).

Solupie. Pornim de la p +7 +1 +2 = p + r + 3, inmultind
ambii membri cu p + r 4 1 si adunind 1, ob{inem

p+r+1P+2p+r+H+1=1+@+r+Up+r+3)=
P+r+22=1+@+r+1)(@+r+3) =

ptr+2=ITF@Fr+ D @ Fr+3)
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Iomultind ambii membri cu p + r §i adunind 1, rezults

P+m2+20+n+1=14+@+n1+@+r+1)(p+r+3)=

P+r+12=1+0+iFEFr TG Ir 3 =

P+r+1=[1+@+nI+G+r+Dp +r+3)=
(P+r—12+2p+7r—1) +1=

=14+0p+r—01+@+ Wit GrriD( L7 3=

ptr=Vitotr—l T+ @+ F@rreD @I IO~

p+2= V1+(p+1)V1+(p+2)V 1+...+(@+0)1+(@+r+1)(p+r+3)=

p+1=V1pfitor0lit.. tor i r@ i Grrio).
Egzemple :

s=|1+2/1+31 + 4T + 57,
7 =V1 telirrlirefiroliroli s

167. Sa ée arate ¢é dacd & + b+ ¢ = 0, atunct i

be —a® | : ‘ .
=0 unde a, b, ce R, dar nu toate trei nule.

' Z be +2a2 |

(Gazeta Matematicd, 1976, Problema nr. 15748).
Solufie. Precizdim c#-n acest caz Y, inseamny suma celor trei

permutiiri circulare.
a+bt+e=0=>a=—0b+c)=>a>=0b2+c¢%+ 2bc=0a%—bc=
= b% 4 ¢+ be.
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Yar 4 :
be + 2a% = be + 2b% + 2¢% + 4be = 2b% + 2¢% 4 Bbe =

=2(b -+ 20) (b + §)= (b n 2¢) (2b + ¢),

unde am f{inut seama ci

p — = 5¢ L V35¢> —16¢ _ —Be+3c 20
4 4 \__(,_.
2
Dar atunci
be — a? b® 4 be 4 ¢ b* 4 be+ ¢®
~ %=X =3 =

be + 2a? b+2)20+¢) = (¢c—a)b—a)

b+ bet ¢ 4 ca + a? a? 4 ab + b? -
T (c—a)b—a) (@a—b)(c—Db) (b—ec)(a—ec)

_03—b3+a3—03+b3—a3_0
T (e=bd—clc—a)

2
Asadar, daci a, b, c sint diferifi, Y, be—a _
be + 2a®
Rimine si considerim cazul cind doud din cele trei numere sint
egale. Deoarece relatia este simetricd in @, b, ¢ este suficient s3
consideriim de exemplu numai cazul ¢ # b = ¢. Atunci, ¢ + b + ¢=
= 0 = a = 2b, §i, finind seama de cele de mai sus, objinem -

Zbc—az=__ bt+be+c® = P—a*+ad—b3
be + 2a? (¢ —a)(ea —b) (@ —b)(b —c)(c —a)
b2 +be+c* c3 — b3

T e—a)a—b (@—-bhb—o0l—a

_ b2 - be - ¢® + b +be + ¢
(@a—b)(c—a) (a—b)(c—a)
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* ok k%

1 1 1 1

1,1 1
681141 L1, _ L _
2 T3 4+'g»-+199 500 101 T102 T
1
+...+2_06-.«
Solufie. ,
1 -1 -1 1 1
R R T ot i R PP

2 3 4 199 200

1,1 1,1 .1
+“1——'r- —2(—+—Z+-7-T—)=

99 ' 200 \2 200
1o 1y (1. 1 1
=1+ ... ol —— - ... —
( Tty T ,_'_100)*-(101'*"102+ ‘ +2oo)'
11 1 1 1 1
1+ =+ = e A ——.
( tTo Ty 100) ot T2 T T 00

§ 16. INEGALITATI

Si in acest paragraf, vom  face o serie de. considerafii. pre-
liminare. - _
Unele metode de calcul fird tabele gi de rezolvare a inegalitatilor

Intervin unele dificultdfi cind este vorba de rezolvarea unor
probleme de forma : Si se compare log; 4 si log, 10. Pentru a da un
tiispuns la o astfel de problemsd, de exemplu, in cazul mai general al
comparirii lui log, M cu log, N, se cauti un intreg & astfel incit
log, M < k < log, N. Mai interesant este atunci cind avem ¥ — 1<
<ilog, M<k+sik —1 <log, N < k. In acest caz, va trebui si ale-
gem un astfel de » incit intre » log, M sin log, N, s# existe un numér
intreg p. S# ilustrim acest procedeu pe exemplul de mai sus:

1< log4 <2, 1< log,10<2, T7=7 11 =4,

2<q2log;4 3, 2 < 2log, 10 < 3, 7%= 49, ?=186,

3 <3log,4 <4, 3<3lg,10 <4, 7 =343, 43 =64,

5<dlog4 <6,  4d<4log,10<5 74 = 2401, - 44 = 256,
7% = 16807, 45 = 1024.

5
=> log, 10 < -T < logs 4.
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S& mai dim un exemplu. Si comparim log; 7 si log,27:

1< log;7<2, 1< 108,27<2, 27 =27,
3<g2log; 74, 3g2log,27 <14, 272 = 729,
5<3log;7 <6, 5 < 3log,27 <6, 273 = 19 683,
7<4log;7 <8, 6<4log,27<7, 278 = 531 441. .

7
=4 108,27 < 7 < 41ogg7 = 108,27 < T < log, 7.

Teoremii. Dacé log, M #log, N, alunci existé un ne N* age
fel incit intre n log, M $i n log, N sd existe un numdr inireg.

Fie « = log, M, p =1log, N, «a> B (cazul « < se trateazd in
mod analog). Cum « — B >0, existd un astfel de » incit i< o— B,

n
adicd na — 7B >1. Dar asta inseamnd ci » log, M $i n log, N difers.
prin maj mult de o unitate i ca atare, existé un numir intreg intre ele.
Principiul care se degajd din cele de mai sus poate fi formulat
agtfel : Pentru a obtine o relatie de mirime intre « §i B, se cauté
un numir y astfel incit « <y < B sau un numir » aga fel incit

no <p < nB, adick a<-2—<(3.
. n

INEGALITATI IMPORTANTE

Observatii preliminare. Cantititile care vor fi' considerate in ine-
galititile ce urmeazs vor fi strict pozitive.
3

1° a+b+ ¢ 2 3l/abe. Va fi demonstraté mai tirziu in acest
paragraf intr-o form% mai. generalé, (de ex. aplicatia 15° & megahta,-
tii 1u1 J ensen).

2° ab + bo +ea = 3]/azbzc2 Este o consecint directs o ine-
galititii  precedente, unde rolul lui a, b, ¢ este jucat de a,cea,stér
datd de produsele ab, be, ca. :

3°(a + b + ¢)(ab + ba + ca) 2 9 abe. Rezultd dm mmulx;lrea
membru cu membru a primelor dous inegalitati.

£ (a4 b)(b + o) (¢ +4) 2 8 abe. Se obfine din inegalitatea.
precedentd dac# scddem din fiecare membru cantitatea abe §i se
tine seama de identitatea (a 4 b) (b.+ ¢)(e+a)=

=(a + b 4 ¢)(ab + be + ca) — abe.
5° 8abe < (a + b) (b + o) (¢ + a) gz—i(a+b;+c)s4
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Inegalitatea 1° aplicatd cantitifilor ¢ + b, b +¢,¢c +a = (b 4 ¢) ¢
3

blota)t+(a+0)=3d +c)(c +a)(a +-d)=>8(a+b+c)3=
=27 (b b o)(c + a)(a + b) = 5°finind seama §i de inegalitatea 4°.

6° (@ bbb+ o) (17 + —t— +%)29. Decurge din 3° prin impér-

{irea ambilor membri prin abe.
a b c. 3
(A : >,
b+o‘:+c+a+a+b‘—2 .
Dacd, in inegalitatea 6°, inlocuim cantititile a, b, ¢ respectiv
prin b + ¢, ¢ + @, @ + b, obiinem

1 1 1
b ' b ' =9
( +c+c+a+a+)(b+c+c+a+a+b)_ =
: 1 1 1 9
b > —
(@ + +c)(a+b+b+c+c+a)_2=
e a . b 9
1 1 1 —=1T°
= +a+b+ +b+o+ +c+ag2=>
8°a+b+b+c+°+ag6.
e b
a-b.b+'b+c+c+a=aﬂ-b+c_1+a+b+c_
0 a b ¢ a

—1 42727 ¢ "": + o _1=(a+b+c)('1— -f-,-%— + l)—3g9—3=6==.8°.
a . c .

9 (o, + ... + w,)(% + ... +%)g n3
1 T

z, b + Zn]?a: z, =»-L+.---+i.2nVL _1_=>9°
1 coe . = 1'-0_ P.., wl ) wﬂ— wlooow“

"+b+b+c c+d+_d+ag4, cu semnul =
c+ad d+a  a+bd b+c¢

pentru e =5b=c=d.

10°

183



Fie

% =a-+b,

f$2=b+vc7

@3 = ¢ -+ d,

w4=d-|-a,.
9=>2(a+b+0+d)(a+b + b+c+c+d+d+“)gw:

c+d dta a+b+b+" >8 = 10°

4+
a+b b+ec c+d  d+ta
a b © d 2
11° =3
btotd ctdta dtatb atbio- 3
Notind in 9°
Aw1=a+b+c)
mz=b+0+d,=,
z3=c¢++d+ a,
(p4=d+a+b
3(a+b+e+d) [ —— + —— + ) -
(a+b+c b+c+d c+d+“ d+“+b
a b 0‘ a_ 6
) =11°
+b+o+d+c+d+a+d+a+b+a+b+"
10 bretd efdta dratb, atbto,
a b ¢ 4
b+:+d_'l_c+<:+“+d+:+b+a+:.+c=

B T e
a b c daj |
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Lasa, ;S0 ...,8,,S a0, >0 < a, Daci avem cel
putin o inegalitate strictd a,, < a,ﬂ, atunci a, < a,,.

Il. @, S by, 6 £ by, ...y0, Sb,=>0,+a,+ ... +a, b +
+ b, 4+ ... + b,. Dacd a,vem cel put,m o inegalitate strlcta. a, < b;,
atunclal+a2+ et a,<b + by + . -l—b
III. : 7 +— Z 2, unde a; b >0, cici (@ — b)220=a? 4+ b2=2ab,
; o

care impéartitd prm ab ne di inegalitatea dorit#i. In cazul b =1,

avem @ + — L =2
a
Aplicatii.
+ 3
a) ]/ac +]/bc —Vab < _‘%’_-_i-

Notmd a cu ]/a + W si b cd ]/c, in inegalitatea IIT obt,mem :

V—V-%V_ +V V—V—; 2Vac + 2l/bc a + b + 9Vab +ec=

. b .
=Vac +Vbe —l/ab £ adbhe

b) azb b2 + c%a - ab® + bé® + ca,-» > Gabe.
a® - b2 2ab |¢
a = c(or + 0% 4 a(b* + ¢*) 4+ b(c* + a?) > 6abe.
b . Co

b2 + ¢? > 2be
c? + a? > 2¢ca

“e) Vn” Sal : ' : :
Pornind de’ la (n —k) (Ic —1) =z 0 =>n(k—1) — k2+k
€ k(n — 'k 41y cu egalitatea pentru k = 1 sau kb = n. Si wcum,
scnmd

) =0-n)[2(n —-1)]-[B(n —2)]...[k(n — k + 1)] cee(n- ;l);
= =a! 2w
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ALTE INEGALITATI .
Sz, +f(w2)ﬁ §f( & + wg) er, X, =

= ' 2 2

(2) 'f(<v1)+f(wz)+-.-+f(wg)§f(w1+m2+--. +wn),
intr-adevir, din inegalitatea (1) si presupunind

(3) S(=y) +f($2);;... +f(wak) §f( @, + @, ;—h... +w=. )=>

- f@y) + fla,) + ... ff(wak) +f(9?2k+1)+ +f(w8tﬂt) _

2k+1

F(@) + fl@s) + ... + flwy) + flap,)+ ... + f@pn)

oF oF
== 3 ES
1 2 + 2 +...+wa. wqg++...+$,k+1
) gt )

1 L+ Xy... + X .+ ... + Tan
B Kl s )]
S 2

2k +1

——f( 2+ 2+ ... + Z k11 ).

Asadar, in virtutea prineipiului inductiei, (3) are loc pentru orice

ke N*. $i acum, dacd 2*< m <2**1, atunci Inim @pyy = a4y =...

B F Tt e T T i, tinind,,seama. de inegali-
m ..

cees = w’;ﬂ =
tatea (3), vom avea

J(@)) + flag) + . + f(x,) + (2“1—m)f( 2+ Ty +m- .

. ok+l

. +w,,,)

I
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n

w1+w2+ooo wm+(2k+1—m)ml+m2+'°- +w,,,) ‘
f ’ m
. ok+1 =

Tt o+ fon) + (@041 B )

§2k+lf(&i_-;_n:ﬁ') =f(m) + ... +f(wm)§mf(?_1j'_‘?ﬂﬁ),

care implics (2).
P I N Hy
Aplicafie. Vx; ... zp < ;—m—m-.
Si notdm f(x) =log (14 x) §i sd arftdm cid (1) e verificatd. Intr-adevir,

p x4+ —1logf1 + z, + x, ar f(zy) + f(xa) - log‘l + z,) + log(1 + =) -
2 2

2 2
TS YZ A Y — : xl + x‘J . 2 2
=log YA+ 2) (1 + ). Dar, Vaz, € cici (x; — 2 2 0=>21 + 23 —
. T, + x,)? x, + x,)2
— 2247, 3 0= 5] + of + 22,7, B 47, > 2,0, - 4 — =T, § ( l 2 2) ,

f‘_";_xi = 10g VT + = (0 + 29

-

asa ci YAF &)+ S 1+

xy + X, . . . .
5 = (1). Dar atunci, aplicind incgalitatea (2), qbtmcm

14z, 4 142, =
3 =

5 log (1 +

f(x,)+ “ee +f(~1'm) <f{ x1+ R -'Cm)=

”
logf/@ + z)... (1+ 2m) = -t -

EWAREESRETS)
‘ ' A —_— “es 1
siynotind- 1+ mg=f (i=1,...,0) =2V .. lm < 1+ = +lm
- . .
{4) . f(wl-; wz) < f(“.’l) "l)‘f(a’z) -

koo bt ) SO H oo A0

m m

) f( i
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Rationind prin inductie — ca in cazul 1mphc‘\,‘;101 (1) =(2) —
tinind seama de (4) §i presupumnd ¢ are loc inégalitatea

- & r & oo + fla@ i
(6) f( 2, + - + a‘)§f( )+ - J(wz) -
:vl+...+m2k+m2g+1+...+a;zg+.

T+ ..o F T ok 2F
f(1 g )=f( 2 ' .)§

A Bp, 4 oo+ D

f( - 0k -L)_*'f( e ok 2 1)

s = 5 - 3

fm) + ... +flwp) f( ) o )
2" 2k
'2
_ @) + -+ fl@pn)

OL +1

N
I

8i. deci 1n&ahtatea (6) are loc pentru orice ke N*, In sfirsit, dacit
2t.< m < 2%, atunci luind

$m+l= e e ==$2k+1= 1 n =
m

&y + oo Xy :
m

z 4+ ... + a:,,, + (2¥+1 — )

oF+1

!

<

las) + -+ Pl + @ m

SE+1

x,+...—|—m,,,)
m P

< >

=>f(x1+"‘ +wm)< f(ml)+ +f(mm)
m 2I:+1
f 9k+1 . e
+( 2k+lm)f(w—f-.m+wm)=>())
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k k gy R
A s X
Aplicaic. (x’ ") g Bt
n n

S& notdm f(x) = «k si si aritdm mai intii ci

R
T, + T k xy+ m’;
9 S 9

- A

Vom aplica §i de data accasta metoda inductici. Inegalitatea este cvident verificatd
pentru k = 1. Si acum, presupunind cd este indeplinitd pentru X, si ardtim ci ea va
avea loc si pentru k + 1. Intr-adevir, )

k e
z, + x, k+1 2, + a, k T+ T, f +z’2‘ z, + xlit-:-l + bt
_— =|= . : s . £ =

2 B 2 ‘ 2 2 2 2
'“'1 T zh+l 4 xlm" + wgxk 2x1x1 + "x’i"‘l = :c"""'l + x*"'l — afz, — xlx.,> 0=

ak(@; — 2p) + (2, —2)B 0=z — g (ZF —2H 2 0

care-i evident adeviratd ~indiferent dacid x; § %, sau x; = x,. Dar atunci, aplicind
inegalitatea (5) cu m = n, oblinem inegalitatea dorita.

INEGALITATEA LUI JENSEN

In vederea stabilirii inegalitifii lui Jensen, vom mtroduce mai
intii nofiunea de funcfie convexi (fig. 26). Fie z, < #< w, asa fel

fneit -~ — % — 1, de undear:‘=—‘33Q—ﬂ%—=plwl+pza:2 cu p, =
Ty — 13k
1 k
=———, p, =— i deci + p, = 1. Dacii, AB este un
r+1 TR PV P

segment paralel cu bazele (in trapezul
din fi 2b) atunci se gtie de la geo-

B //1 .
g
l AB — f(=,) = n

1
4
[}
i
I | : . = - L
A o flm) — flw) o wy— g
x, :

_ DTyt PTa— Ly Py —Pay
Fig. 26. f Xy — &y P Ty — &y

AB = f(@,) + pofi@s) — pofi®) = pf(2y) + Pof(@s)-

= py=>
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O functie f :[a, b] » R va fi convexd dach f(z) € AB, adicd
dacd '

(7) flp,2, + Pz‘”z) 2 f(®) + Pof(@)y Dy + P2 =1 Va2, € [ab]).

Teoremil. Dacd f:[a, b] » R este convewd gi Z pr=1cu p; =
i=1
Z20(t=1,...,m), atunci

(8) | f()": pm)§ 3 pufla).

f=1 t=1

Inegalitatea (8) se numeste inegalitatea lui Jensen.

Demonstrafie. Pentru n = 2, avem (7) ca urmare a convexit#tii
lui f. Din nou ficind apel la principiul inductiei, vom presupune ci
(8) are loc pentru toate numerele naturale £ » — 1. De asemenea,
observim ci

Y, P =012 + Y Pt-’”iv.' Pz + (1 —p,) Z Ty
fuml f2 =2 1 - pl
M‘ZIH*1=>ZP¢—1 —py §i deci Z —————1. S% not¥m

f-1 2 1 —p

Y= ﬁ Ps a:, Atuncl,f(me,) _f[ 1‘”1+(1—p1) 'gl e _w‘] :

= flp,z, + (1 e 2V Plf(“’l) + (1 — 1) ().

flay) si deei

n p‘ : 2
Dar f(y,) —f(‘_u;l — pl“"‘)é Lo P

(z ptw,) < puf(@) + (1 — p) ): - fle)=pfia +

=l

+ i.p‘f(wl) = i Pof(@y).

im2 iml
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CITEVA APLICATII ALE INEGALITATII LUI JENSEN'

”
1° (‘21 ) S"a-l,):'l %, o >1,w20

'

Considerim functia f(x) = 2% Primele sale doui derivate suc-
cesive vor fi f'(x) = ax®*-l, f’(2) = a(a — 1) 2*~% Pentru z >0,
J'(z) >0 s§i deci (dupéd cum se gtie din analizd) f este convexii.

. . 1. . . .
$i acum, fie p, = ... = p,= —in inegalitatea lui Jensen (care are
n .

loc in virtutea teoremei precedente), ceea ce ne di:

(Z -—-a,") _1‘ if("’l) =>f'(‘% i -'v;) % é;f(a:,)

=1 N n f=1

2(§ )“ ¥ %, a>1 &>0 (=1,...,n).

f=l i=l

Vom face demonstratia prin inductie! completi. S& aritim
¢} inegalitatea are loc pentru » = 2. Si considerim funcpia (i) =
= (x, +1)* — 1% t>0 =9¢'(t) = of(®, + £)*1 —1*"1]> 0 = ¢ e strict
cresciitoare =

o(@;) = (2 + @) — > af = ¢(0) pentru z,>0 =
» a n-1 [-] n-1 a
(Zwt) =[(E :m)—}—m,,] >(2 ‘1’() + a5 .
i=1 LVi=ml \ $==1
Cum, pentru » — 1, inegalitatea este presupusd adevémté., vom avea

(=) >(5 =)+ > B oo

$=1 i=1 0=l
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3° f:la, b] > R convexd, p; >0 (¢ =1,...,0) =

Y Py Z P f( wi)

(9) f ‘i=“1 é =1
Z P y P
i=1 i=1
Fie: ¢; = ; cu g, in loc de p(i = 1,...,n) din inegalitatea lui
iz y i
=1
Jensen, deducem '
.Z Dy z Z 2f(x)
S '=; Z {'71: t' : (zqtvi)<2q‘f‘(b')_:—_,
t=1]

Y, 7 : = 5_‘,1&‘ i=1 Y P
i=1

=1

Aceast inegalitate genereazii o seamil.de inegalitditi cunoscute :
4° Inegalitatea lui Cauchy-Holder
s n Rk vl L —lk—
(10) Y ab,< (Z bﬁ_l) (E af)" :

" Fie f(z) = o*; = >0, > 1=5f(z)=ka*-1, f"(w)-—lc(k—l) z*-2,
asa cd f e convexa i prm urmare (9)= -

& %

2 D% Z p‘wké ” k n k-1 n '
'“; §—’:,17—-—= (Z p($i) s (E Pt) . (z Ptx’:) :
Z pi Z pi t=1 =l i=1
i ia1
DU
Punind p,= b}, z,= _‘1_ si deci pyw, = a;b;, avem
. . bi—l .
n k n __lg_Ak'—l n k. ak\
(Laa) < (E7) ( 5 ——) o)
P e N im1 =
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° - " m—1 o 7
5 Za; gn Za‘.

=1 t=1

Se obfine din (10) pentru b, =1 (i = 1,...,n) Sl k= m.

. T ‘
6° 22, - 813 + oo @y < g%(z mi)?
n

f=1

2
In inegalitates preccdenta, Iudm m = 25i obtmem( h) wi) £ ”Z 3.

D . fe=1 fm]
ar ,

n 2 ’ ’ no o \2
Z ;= (Zw‘) —9(w1a:2+...+w_1m,,)=>(zwi)g
=1 t=1 . f=1 -

/AN

i=l

s - :. . et

(’” - 1) ( 3”‘ 2o} Z 2n(my@,+. . +mn—1wn)=’w1w2+ @@, S

3::1
n(n — 1) 2o\
§ ——= i =
= 2p2 (i§l ")

<n [(g w,) ooy + o x;,_lw,,)]g

. C gt

inegalitatea 6°, unde 0, =LV"(%2— 1),

: . H i N
. 18 i 03 " 3
T @@y + ... Bygy @y —;( 3y a!,) .
n i=1

. i V. 3 "
Luind m =3 in inegalitatea 5% obtinem ( Y w,) S

i=1 t=l

&

Dar

Yy = ( Y w,) —6(-'31972’173'*‘ +a:,,..2a,°,,_1w,,) —3(#i@,+. . T DR %) §
fe=l 1=l

n

§( ¥y w‘)s — 602375 + ... + Ty @y z,) =>( ¥y wt)a <

faal]
n 3
§ n? [(Z a:‘) — 6(x oy +- ... + a:,,_za:,,_lw,,)] =

13—~ ¢, 553 10 193



% 3
(n%-1) (E wi) € 6n¥ (@3 + ..o + Ty—s%a-1%a) =

=1

2 n 3
n —
L8983 + - oo T+ Tp-z Ta-1 T € on (Elw‘) =

- () <V ()

6”3 fe=]

8° Inegalitatea lui Cawchy

Y, abi < !/ ot 3 B ou a, 0> 0 (i =1,...m)-
$=1

el

Aceasta se obfine luind in inegalitatea lui Cauchy~Holder K = b
9° Inegalitatea lui Minkowski L

n 1/k n Y& n 1k
an [): (a¢+bok] s(za':) +( b':) :
el t=1 $=]
ﬁltr'aldevﬁlr,

Z afa; + b)Yt 4 Z bi(a; + b

[55}

3 (o + b)F =

=1

§i aplicind inegalitatea lui Cauchy-Hélder,

ke
" & pudnnt
§ ade, + - (5 at) [ Bla+ 0= [T
$e=1 =1

(g g e

$=1
=1
Z blat-b)t s (E b") [Z (a‘+b‘)""’1’1é7.] v

$=1 t=1
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k=1

= (% #)' T8 @+ 007§ s

i1 t=1

LB T (5)"+(§9)"] -0

$=1 =1

10° Inegalitatea lui Mac Laurin

@ (Grafe(ga) (go)

=1 $=a]
In inegalitatea (9) se ia functia convexd f(z) = 2* cu k >1¢
x>0, si se obtine
n ] n
Y oo, Zpu'vf
=l s=E— sq2).

;‘,p{ Zpg
=1

=1

i‘. y 6=1,...,m), inegalitatea devine
b1

" Daci p, = b,

Z a"b,'

i=1 =1

n ] n R \bh-1/n
( ) 3 ( 3 bﬁ) (Z a’:), carenu-i altceva decit inegalitatea
lui Cauchy-Hélder. '

i=1

NEGALITATEA LUI JENSEN PENTRU FUNCTIf CONCAVE

Fie @, <w<w, asa fel incit?—%t — r 4
.’ﬂz—&' -
\ : z + kw, ! /{7
=k=w= @, %5, unde PO
1+I = D1®, + Pty ’ ,’ : R
1 k P L |
1 + =1, f—— 12
= k+1,P2 k+l$ Py T P2 0‘ X x %
Dacii AB este un segment paralel cu !
Fig. 27

bazele trapezului din figura 27 atunci
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(rationind ca in cazul stabiliri inegalit#tii . lui Jensen relativ la
functiile convexe), vom avea

AB = p,f(®;) + D.f(,).

O funciie f: [a, b] > B va fi concavd ded f(z) = A B, adicé dacd

f(p1@y + pott) Z D1f(2) + pof(s)y, Dy +P.=1 Va, 53¢ [a, bl

Rationind exact ca-n cazul stabilirii inegalitdtii Iui Jensen:
pentru functiile convexe, obfinem urmitoarea
Teoremi. Daci f: [a, b] = B este concavd Yy p=1 cu

i=1

20 (@=1,...,n), atunci

f( 3 m.) > ¥ pof(@).

=1 i=1

Aceasta este inegalitatea lui Jensen peniru Sfuncpiile concare
11° f:[a, b] » R concavd, p>0 (1 =1,.. L R)=

n

Y, Pt ﬁpff(wi)
(13) 1= > = :

Y, Y 7

=1 =]

Se rationeazi ca la 3° (in cazul functiilor convexe).
n & ” k=17 n
12 (5 pem) 2(57) (L pat) o>05e @D,
f=1 fesl 4=l
Aceast? inegalitate se obtine din cea precedenti pentru flzy=a*,
deoarece aceasta este o functie concavi cdcei f(x) = Lka*-Y, iar (@)=
= k(k — 1) 2¥-% < 0 pentru x> 0.

1

”
L1

13° Y pwi 2 (2 Pi)'(n “’T‘)’ﬂ

t=l i=1 t=1
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Intr-adev-ar, fanclia f(z) = log 2 pentru & > 0 are derivatele
(=) = L £ (&) =— —1—2» < 0 aga cd este concavi gi deci verified
& 4

inegalitatea Iui Jensen pentru funcfiile concave, notati de noi cu
(13). Asadar,

n

Y Y »ilog Z log 2} logl]
10,, =1 ; [ ” = $=1 — O=l =

ZIh Y P ZP; igpc

i=1 =1 =1

%
7]

Z Py i3
log] &1 210g[([[1$ ') ]=> 13°,
Y » ~

$=1

n
undeJj @ = &2, ... x,.

$e=1

14° Ha"‘< Z ady CUa; >0, >0 (8 =1,...,m) 51y a=1.

=1 $aal te=1

Inegalitatea de Ja punctul precedent se mai poate scrie i

n n

PREEDY P 9’““

=l $=1

,. ]

. - « . Za 3

iar daci ludm p; = 2, = a;, ea devine Yaiz ¥ a- e ™
. fe=1 =] =1

Y

< a .

notind ay=—-*—, (=1, ..., n), avem ci ]'[ alt
E a’i =1 Za‘

=1 $=1

I

= i a;oy = 14:0.

=1
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non 1 n
15° IIVm §_n—n21a‘ cu a;>0.

$=1
Se obtine luind in inegalitatea de la nr. 14° .« =—1—('i =1,
®
2,..., 1)
PROBLEME
169. Fird a extrage raddcina pdiratd, si se arate o

V_2+E+V12+V20+V376+V42<3

7 9 11 13

(Problem de concurs. Gazeta Mabtematicé 2, 1977 Problema, or. 57 95).
1 6 1 12 1 20

2
Solugie. Avem ci— < —>» —<— <=y —<—
A o ST % 2 & s 4
30 1042 _1 1 Ve _%_
o1 < T’ 169 69 = gi extrigind radicalul V— < ? R < g’

'Pr— 1 V20 V—_ 1 VE 2 s; a,du_nmd V— V—

<% "9 11 < 2’13
V_ lf_ V’ V—<_=3
11 2
® k %k ¥

170. Sd se arate cd log;, 11 > ]7fﬁ

Solufie. Aritim cid ]7[1_7 < —‘;'— < log,, 71.

tntr-adevir, 17 < —Z% = 17.128 < 729.3 = 2176 < 2187; iar
177 < 71 = 175 < T1% = 4913 < 5041,

® % k* * % *

3 3 3
171, Esie adeviraté afirmafia |2 + 1 >|24 1

198



Solufie.
a 3 3 ]
v=12 +Ya=>23=6+62>24 = 2>3 =>V2+)4>3 =
3 3 K] 3
+6 +6(J2+)9)>27= V§+VZ>—;—-

Tvs w1 343 . g o e
Cum |4 >Y2 =4 > =4 > — fals, deci este falsi i afir-

matia initial¥.

® & %
172. Dacii a, b, ¢ >0 i a® + b2 + ¢ =%,atunm'i+ % _
a
11
—-——-<-—_
e abe
. Solufie.

- (@ +b—o)? >0=>a2+b2+02+2(ab—ac-—bc)20=>—§-+

4 2ab—ac—be)20=>ab—ac—be> . —= ac4be — ad <
1,1 1 1
< < T e T Y ae
* » = &
173. Sé se demonstreze inegalilatea :
4—1.3.5 999999 L
2 4 6 1000000 ~ 1000
Solujie.
JUNEE DU N N
22 42 g2 10000002  22—1 421 62—1
999999° _ 1 8 52 72 g
"7 10000002 —1 1.3 35 5.7 7.9 9.1 "
9999992 1 1 1

.o == < =24 < .
999999 .1000001 1000001 1000000 1000
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* k %k

174. Sd .se arate cd dacd }"_, ay= 1y ‘2': by = 1., a; 2.0, b; >0,

=1
n

2

L :

atunci y, — = 1. - L
t=1 Ui

Solutw

TN

1]

. he 72
(a4 —b)2>0=“¢—2“¢b¢+5¢ Ob‘>b=3— Z“i_bt‘

az
‘ 22“( Zbi—2—1=1

i=1 Oy’ s==1 . s=l
Y “wo

‘ * *-~* * ok
175, Sd se verifice megalztatea 9" 4 10* < 11"
Solugie. Seriind (191) + (10) < 1observim ci f(n) = (191) ’

11
g(h) ; (g)n sint funetii descrescitoare. Dack vom avea inegalita-

tea adeVa,rata pentru mg, va rezulta a,deva,raté. pentru orlce n > e
Ficind calculele giisim :

9 10 19 81, 100- 181 729 , 1000
11 11 11 121 121 121 71331 1331

6561 10000 1: 59049 100000

0 > oy -
14641 + 14641 161051 161001

deci inegalitatea este adeviraté pentru » > 5.

****

176. Sw se demonstreze V—+an < V(k+n) (m+l) (k, L, m, n >0).
Solupie. Se pune n = kt, I = mp = |p + ¥t <V(1 F (1 + p).

* ok k

1 1 1
177. Sa e ch——=+=+ ... +7= .
£ aseame,cayi.—i-vg—{- +W>W L
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1
Soluie. Deoa.rece— pentru k < atunei —= + +
I/_ W ’ V !/_.
1 :
¢ = —Vn
N V.
* Kk ¥ 3k

. (@ + 57 < (a" + 17) sa (“ + b)"< a" + b",

2
Solupze Fle 0<a<b Nota)mxa; -:— ( ?+1) <2n(£ +1)

adicd (a: + 1)" < 2"(:1;" +1). Cum # <1, avem eci (1 + ) <
<2 <2 42" = 271 + 2*) si dem (1 + z) <21 + 2") =

(1;“’) <1 + a

=>

* % o=
1
AT (@, oL op WO I mgn e,
Solugie. T ' R
1. S . ' '
7(‘”‘ T % F .. @) (log @ + log 2, + ... + log @) <

Sﬁ, log , + :i:z log a:z + ...+ loga, =
. ; 71(% 100' :Ll + wz log $2 + + w" log xu) .
(% + @, + vee + @) (log x, + log Ty + ov..+ log @,) 20 : "

T (@) = @) (log &y — log @) 4 (3 — ay) (log @, — log ;) +

F oot (2 2) (logia, —log @) +.(2, — @) (log @, — log ;) +

+ .. H@y—w,) (log 2,—log z,) + . +(w,, l—fv,.) (logap—'—logz) > 0.

1 s

Din w‘<w,=>——<1adlca,a¢—x,<0=loowi—logw,<0
z,

$i prin urmare fiecare produs (%, — @) (log T — log @) avind semnul
plus, intreaga sumi este pozitivi.
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%
180. Sa se arate cé b4t tdzpet>albtctd+e)
Solufie. a2+b2+cz+d2+ez-ab—¢w—ad—ae>0 $i

a 2 a 2 a 2 a 2 s,
(—2-——b) +(-§—c) +(—2——d) +(3-—6) > 0 evident.

k & Kk Kk *

181. Sé se demonstreze inegalitatea : .

a b c>0,a >'c, b >c= Je(a —c) +Vc(b —0) < Vab.

Solutie. Se pﬁne
a=(1+aob=01+pc=>Ve+VB<VT+a)1+p =

o+ B+2Vaf < a+ B+ oaftle(fap —1)2 2> 0.

182. Fic ay, Gg...,0,€ Ry, Dacd g -ay--- @y =15 atunct
@ + @3 + ... +a, > n. Egalitate avem numai pentru @ = Gy=...=
= @ = '

Solugie. Demonstratie prin inductie. fn cazul n =1 rezultdh
a, = 1 si deci afirmatia este adeviratd. o )

Fie n >1. Presupunem inegalitatea adevirati pentru toate
numerele mai mici ca n.

Fie n numere G;, Gg. . )0 incit a;ay---a, = 1.

Daci pentru orice ¢ avem &= 1, atunei @, 4@+ ... +a,=n §i
propoziia este adeviratd. Dacd nu sint toate egale cu 1, atunei
existdh cel putin unul mai mic ca 1 gi unul mai mare ca 1. ‘

Fie ¢, <1, a, >1. Conform principiului inductiei, pentru
n — 1, inegalitatea este adeviratd, deci '

(3,82) sy -+ - Gy =1 => By + 3 + & + e+ a@>2n—1.
Vom avea prin urmare
Oyt gt oot G =[(085) + 8+ @+t Ga] + 8 + B — 0,0, >
>n—14(@—1)(1—a)+12n
edci (@, —1) (1 — @) = 0.
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&y

Boemply :- 3 4 % 4 %5

@, a3 &
* * * ok
183. Sd se arate cd |7,—,, <1+ V_%-
Sohe;z'e. Pentru » = 1 este adevirat.

”n ”
. ‘-n.>1=>l/;>1=>]/7z=1+x,w>0=>

n(n — 1)
2

n=(1+2)" =1+ nz + 2+ ... F 2>

. . —_ . —_
Cs1g4 Me—1) a2 V& oy V_Z_
+ 5 w,a:<n=>a:< . =lJn<1+ "

* k k %k k %k %

184. Pentru ce numere naturale n >1 inegalitatea a3+ 23 +... a2 >
> (@ +® + ... + @u_y) T, este adevirald pentru Vo, @,, . . ., @,.

Solufie.
G=T=..=%,=1,2,=2=2n—-1+4>Mn—1)2=>0<5
T — T (B + T+ oo F T F 2t F 2R 20
@+ @+ ..+ o) —YHaf+ i+ ... +22,) <0
dai+ a4+ ... Fdha) (@ F 2+ ... + @,k

Dar inegalitatea lui Cauchy

(n — 1)”§ wf 2 (% + &, + ... + @-;)?in cazul » — 1 < 4 implie

$=1

2

~1

4V af>(w+ 2+ ... + #y)? deci n =2, 3, 4, 5 adicl
=1

at+ b > ab, a®*+ b2+ c* = (a+be, a® + b2 4 ¢+ d2 >
’ > (a+ b+ o),
@+t d e >@+b+e+de
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* o ok
185. Sa se arate cd dacd a; < a, < @y g8 b, < b, < by, atuncs
by + azb; + ash, < aby + azb, b asb,.
Solugie.
(@ — ag) (by — b)) + (a; — @3) (by — b)) <0 =
@by — @by — aghy — azh; — @by — ah, — aghy — azh, <0 =
@by + axby + agh, < ab; + azby + ayd,.

186. Sd se demonstreze cd 23% < 2123 3i ¢d 55558 < 5535,
- Solutgie.

1 n+1 1“-&-1 1 n+l
S I
n-l—l : oon n'-l,—‘l

(rg) [+
n 1 +—
.<(1+%,)(1+_1_)=.. n+1 . )n .

)
"/

2
1

n 1 =
- n
(+2)
- <1 pentru n =3 S S
n n
n+l ”

::':(1 -}—%) <n=n+1 <, n>3= Vnl<lin=

< 1 pentru orice n23=

fi+2 n

VnF2<Vn=(n+20 <n™? = 238 <212, 55558 < 5535,

m
187. 8d se arate cd dacd m e natural g5 ¢ > 1, atunci Je 4 1 +
” m
+lVe—1<2Ve

204



m ” ”
Solujie. Punem incgalitatea sub forma: Joc+ 1 — Je< Ve —

— Vc— 1. Dar

=Wle+ 1" - Ye"y=(e+1-Vo)[Jlc + 1) +

+Ve+1" e + ... + Vo,

"

1= (fc"y" — (Je—1)* = (Vo— Vc — 1)[Vc'"-1+ V o™=%c — 1)+

4 o=,

Cum parantezele din membrul doi de pe locul doi sint in relatie
evidentd, avem

1 :>“ 1. Vc-i—l—Vc

ori-te  Jetom1 fo-form1

si astfel inegalitatea propusa, devme evidentd.

188. Daci a,b,c >0, atunct ele vmfwa inegalitatea

ad -+ b3 4 ¢3 >a,2-}-b2-l-c2
a*+ b 4 ¢ - at+b+e

(Gazeta Matematicd 10, 1976, Problemsa nr. 16107).
Solutie. In' inegalitatea lui Schwartz ¥ 23-Yi3 > (T ows)?,
notind

at=a% ' [yi=a,
x5 = b3, yi =",
=0, lyi=c

obfitiem (a? 4 b3 + o%(a + b +.0) 2(Ja?- Vo + VB3 Vb + Voo Vop?,
adicd (a® 4+ 0% + ¢3) (@ + b + ¢) = (a* 4 b% + ¢?)2
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Observatie : Generalizarea este imediatd :
(a2m+1 + pm+1 + 02m+1)(a2n-1 + bin=1 -+ c2n~1) >(am+u + pmen cm+n)2’

san
Za?nﬁl . Ea%-—l > (Za:n+n)2_
* ok Kk %k
3 3 3
189. Sd se arate ca 2241 3+1 LR +1 <—3:-.
28—-1 3%3—-1 at—1 2
Solutie.
241 3+1 a4+l 22—2+418—-34+1 al—ntl _
2 -1 3—-1 "n—1 224241 324+3+1 " a1
_ n(n +1) . 3 <~3~'
2 nt4+a+1 2

180. Sd se arate cd log,b > log, 32 fard a folosi fracfiile zecimale.
< 10g25 > 5. Dal‘

Solugie. log,5 > 5 logs2,<> log,5 > 5A -
log, 5

81 >80 »% >5 = % > V5. Bste suficient s aritim ch logsd >

;,2. =5 >2" =51 >29 =625 >512 ceea ce cste adeviirat.

* ¥

191. Si se arate ci 8x* + y* + 112% + 4ay — 12x2 — Syz >0
dacé x* + 9% + 22 > 0.
Solugie. 2[22 +% — S oY+ —22+ 2250
) ( 2 2 ) 2 2 ’
) 7
192. Si se demonsireze inegalitatea : logy, 71> J17.

Solugie. Fie
1
log,1l =2 =>1T7"=T1=>2=1 +—1— =2 1717V =71 =

y
3 : y
17v =+ =(7—1) =17 (4 + i)": 17.
7 \17 17
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Y =2 =16+ 2 f S 1Toy=t— m =14 —
17 289 t 142
t

s 1> 1.

7. ) . 7
Vﬁ;m_=>m7=_717=>m=1+%=>(1 +%) =17;

T2
p=2=:»(—:;-) = 112887 = 17,08 = p > 2,

Asadar,

1 1 7__
log,,T1 =2 =1 +""T»>1+?=V17'

145

193. Pentru n = 5 avem ci 2® > 2

Solugie. Vom demonstra aceast# inegalitate prin metoda induc-
tiei. Fie n = 5 = 32 >25. S84 presupunem c} inegalitatea este ade-
viratd pentru k + 4, adicd 2¥%4> (k + 4)* = k* + 8% + 16. Avem
o 2%+5=2.2%+4 > 2(k® 4 8k - 16) = 2k®+416k -+ 32. Dar 2k*4-16k +
+ 32 >%2 4 10k + 25, deci este adevidratd pentru orice k $i prin
urmare pentru orice n > 5.

194. 2*® > nd peniru n > 10.

Solugie. Pentru n = 10 avem 1024 > 1000, deci este adevirata.
S# presupunem cj este adeviiratd pentru k + 9, ke N, adicd 29>
> (k-+9)3. Pentru k-+10 avem: 25+10=2.2%+95 2(-p9)3, Dar 2(k+-9)° >
> (k + 10)3, cliei 2k3 + 54%% | 486k + 1458 > k* -+ 30k® + 300k -+

+ 1000, sau k3 + 24k 4 186k 4~ 458 > 0 deci este adeviratd pentru
orice n. '

195. 84 se arate cd
) 1 )
—— =t v > > 1.
Solufie. n = 2=1 + 7%— >2 =)2 +1 > 2 adevirati. Fie ade-
virats pentra k41, adich e 4 — ...+~ e SYEF
pe ’ TV e ek
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Obtinem :

11 1 o S

e T T k+1 =

V1+V‘E;+ +I/k+1+l/7c+2 >Ve+ T VrTe
VeEFiVeE+2+1 E+141 .

* £ ¥ k %
. nt+1 n_
196. Sd se arate ci daci n > 3, atunci Yn + 1 < n (Olimpiadi
Polonia). [
n+1l

In+1
Y

nt+1 n(n+1) ",(?"."1)

f+1~ _ V(n +1)r V(l +_£_)”.}_ .
- ‘ prtl - n n

Solutie. < 1. Transformim membrul intii :

l

Dar ‘ o =
» _ | _ N
,(1 +%) '=1+n.:1{+_"‘(”‘2—!1)_,_;lé_b+ln(n ;.)!(n’ ),’:-,,;
dpado
Talocuind suma "(‘3 w; 1.) 2 _31!):: — 21' <1 cu i si

, . T 1 \»
fiecare termen care urmeazs cu tinitatea, obtinem ci (1"'—}- —1—) <n
pentru # > 3 §i prin urmare
' n+1 n(n+1) nin+1) B

13* 1
_Vnt1 V(l +,_) R V"‘“ 1
— n n n
Vu
® ok k.ok % X

197. Fie =z, 'pozitive subunitare. AStiind €d Tpyg = @, — ¥k =
=1,2,...), 8d se arate cd Vn, 21 + @5 + ... 4 2% < 1 (Olimpiads,
Ungaria). - ' St o

208



”
Solufie. 3§ =2, — Ty = Y B =0 — O+ @ — @3 + ... +
' k=1
T By = Bpy =By — Ty < B < 1.

* &k x ¥ ok Kk Kk
7
198. Sd se demonsireze inegalitatea : log,, 71 > J/17.
’ ’ 7 : 7

. Solufie. Considerim.-}/17 si. logy, 71. Deoarece 1 < J17 < 2 si
vedem pozitia sa fatd de 3/2.
7
Oare JI7 < 5% 2717 < 37 = 2176 < 2187. Da!

Oare -2— <log;; 711? T1>17%% = 712> 173=5041 >4913. Da !

Rezultd, cf 1/17 < log;; 71 cici 3/2 se afli intre ele.
Pentru alti solutie a se vedea problema 192.

* * ¥ %

199. Sd se arate ci b—T—c +c-ib—a+ a—cl-b >-g—, unde
a, b, ¢ >0. : :

Solugie. .

a b ¢ a-+b+e a-+b+ec

+ = -14+——-—1

b+e¢ c+a+a—|-b b+e¢ T ct a +

a+b+e 1 1 1
_ 1 = b 7 : —3.
e (a + +o)( = +c+a+a+b)

(b+0) +(c+a)+ 0 +a)>3l/(b+o)(o+a)(a+b),

Zat+bto >~é—l/(a+bxb.+ e + a) 5

1 1 1
b+c+c+a +a+b=
(a+b)(c+a)+(b+c)(a+b)+(c+a)(b-l-c)

(@ + b)(b + 0)(0 + @)

3V @ T O e Fap ,
@ F )b + o) + a)

14 -~ c. 553 209
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Rezultd ci

a | b e S
3+b+c+c+a+a+b/

3@+ 0)%(b + ¢)*(c + a)® 9

3 .
7Y

a +b)b +c)(c + a)

=
b+ o

=

@+b)b+o(ctae 2

a b ¢
c+ o

-9 3
;——3:—--
a+b 2 2

® * B % Kk % *

200. Sé@ se arate ci

! > S, =a, +a R N 2
18, —a n—1 o 2+ .
l =y Sa — 5
Solugie '§1 n— O 5§1 ( Sy — oy ) .}:1 S — a
Dar, ‘ '
e By o e
(’n l)S l=l II(S —ai):S,.? H(S _a‘)’
n n- =1 n — i=1
iar
n 1 (8a—@g) e (8= an) +. . H(8a—8) ... (Sa — Bn1) >
dm1 Sy —ay

I”I (Sn - a")

$=l

V[_I (8 — @t
TI (S, — a0)

i=1

=N




Asadar,

n ai n 1

v = Sﬂ ] - n 2
igl S” — ;E] Sn — Gy
1 } —a) —NR= —n= :
" 1 7 ﬁ‘(‘gn - ai) il ' ‘ n—1 n—1

t=1

SO ) - @ + y?
201. 8d se demonstreze inegalitatea log,,_l——-—1 > log, 2y,

unde & >2, y > 0.

Soluie. log,_,(#* + y2) —1 > log, 2y=log,-,(#*+y*) > log, 2 ay.
Dar, avind in vedere c¢i log,-,N >log, N, rezulty log,_,(o*—y2) >
> log.(* + y%) > log, 2@y, deoarece z* + y% > 2zy.

Xk ok ok ok

202. Fie a, b yi n numere naturale suprauniiare. Numerele a
8t b sint bage de numeratie, iar numerele A,, B, au aceeagi reprezen-
lare @uy_y. . . Bi&gy T > 0, Xy 1>0, 2,20 (=0, 1,...,n — 2), 4,
in baza a §i B, in baza b. Numerele obfinule dupi gtergerea primei
cifre @, le notdm A,_,, B,_,. 8i se demonstreze cié a>b atuncs gt

numai atunci cind % < B+" (Olimpiadd Polonia).
Solujie. " )
Xy @1 4 2,024 ... + @a + 2,
Ta0 + Ty 0" L ma +
< Doy 0"+ @ o " 24 ... + 2b 4, -
Zb" + @ 01 L2 b+ 2,

1 — Znma @'l @, a2 L 4 2a + 3,
Zp0" + Xyy @1 4 L.+ 20 + 2,

. wu-lbn_l + ‘,v“_zbn—z + ... + mlb + %o =
2, 0" + @ OV A o b+ @,
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z,a"
Zp@® + 2y_0" 4 ...+ w0 + 2,

wnb" Rl | Pn-2
> =L+ —+—+ ... +
T P 2y B L+ b - + a a®

, Lpoq w,,_., -, T,

@,
+‘aT_'1—+'a—:'<$u+ +— +~-+'bﬂ—_1+b—”=’

b—a b — a® b1 — g1

wn—l + wn.—?. azbz + T +.-’4U1 ] 0/"—1 b"—‘l "I'-'
b — a® o
+ z, —<0=b—a<0=>a>h
a*b® ‘

Drumul invers duce la stabilirea echivalentei.

203. Sd se arate cd nu exisld pairu numere reale a, by c,d care
3at1,sfac stmultan relatiile :

a+b<0, a-[éb+o+d>0, ab+ac+ad+bc+bd-Pdd>0
sau- ab+cd-|—(a,+b)(c+d) >0 siab —cd 0 (Gazeta Mcmte-.

maticd 4, 1977, Problema nr. 16564).
Solutw ShA notdm

a + b =m, m= — % a 0,
ab = n, p= o+ 8% 8 0,
¢+ d=p, n A g ot (af 37,

od = g, C ln—g >0
Atunci C '
{n—bq;,ﬁ(a?-{_p?)_;;yz:,gq_{_32____ a2(a? 4 B2 4vy?
"=Q+.8,-,2’8~>0 :
q= o*(a? + B°) + y* — 32 S L -}-(;2)-!-~~’+8-"
2 T

e
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B4 vedem dacd putem-gisi numere a §i b:
a+ b= o

b — az(az_*_ 92)+Yz+82

2

22— (a4 b)z+ab=0

cu conditia (@ + b)®2 — 4ab > 0, care implicd
ot — 20 a? 4 B2 —2v2 — 282 >0 =
—_ —_ 20£ B"' —2 ’ — 282 >0 _ impOSibll.
PP
204. Sd se demonstreze inegalitatea :

gn—?

a® b0 0> (e (@) + ... +ab+a+b, a beR.

Solutie. Rationament prin inductie :
N n—1=>a'+b°+1 ab+4+a-+b= \

2a2 4 2b% -+ 2 >2ab+20+20=(a—b*+(@a—1P+(b—12>0

este evident verificati. Prebupumnd inegalitatea verificatéi pentru
n =k, avem .

+ b2k+1 +E+1 ___(agk)z_l_ (bzk)z +1 +k =

- k—l

S (@) + @ + b + & > (ab)* + (ab)? .4 ab+a+b,

ceea ce trebuia:demonstrat.
* *.
205. S4 se arate ¢ dacé (a — 1) (b — 1) > 0, atunci
(ab)2"™ - 9n 3 Bg 4 b) 4 1.
Solutie. Raiionament prin induectie :

n=1l=2>ad+22a+b+1=@—-1)(b—-1) =20
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care-i verificatd-n virtutea ipotezei. Presupunind. inegalitatea adevi-
ratd pentru n = k deducem :
((ab)2*™ —1)23 0 = (ab)?* —2(ab)®*™ +1 > 0

(ab)? >2(ab)?* — 12 2[2*Na +b) +1 — 2] — 1 =:
= 2¥a + b) + 1 — 284,

k ok ok ok

206. S@ se demonsireze cd _ L < (@ + y?(l = ) < 1.
2 (1 + 231 + 9% 2

Solutie.
(z+9)A —ay) _ s—ay’+y—ay _
1+a5)1 +5% (I + 231 +9?)

_ (1l —y)+yl—2a’)  x 1—y y 1-—2a*
QA+ +y) 0 1422 1492 14yt 14a?
' 2z _1—2a b=1_?’2sb= 2y

Notind e, = y Gy = —s by y
1+ 22 1+ at 1+ 92 1492
si aplicind inegalitatea lui Cauchy in cazul #, ¥ > 0, vom obfine
.  1—y* 1—2a® y
14+a2 144 142 1442

( 2z 1—y° 1—a® 2 )_
1422 1492 1+a22 1492

1 4t (A —) |/ (1 —9%)° 4y® 1
=7V T+ "+ 1+yY) * d+97 2
In cazul 2, y < 0, vom avea
E 1—92 1—2° Y
1+a* 1+92  i+a 1492
1, —2¢ 1—9* 1—g* —29
=—?(1+w2'1+y2 1+w2'1+y2)’




cum insd, in virtutea inegalitdtii lui Cauchy
—2z 1-—9* 1—2* =2y <
142 14+  1+2® 14y2

- . 1 %
prin inmulfirea cu -5 rezulté

@ 1=y 1—a* gy .
1422 1492 1422 1492

__1_( —2¢ 1—y* 1-—a® 2 ))

1
2\1+2* 149 1+ a2 1498 2
Tk ok ok ok ok kK

. 207. Numerele reale a, b, ¢ sint astfel incit pentru Vaxe [—1,1]
avem |ax® + bz +c¢| < 1. S& se arate cd. avem § . inegalitatea
jex? + b + a| < 3.

Solugie. Presupunem e >0, b >0 ceea ce se poate obfine fie -
schimbind semnul sub modul fie ficind. transformarea  — — 2.
Ticind in inegalitatea datd # =1, —1, 0, avem: |a + b + ¢ | <1,
ia —b+c¢| <1, le|] <1, de unde

—1<a+b+e<l=>—1—c<at+b<gsl—c=
—2<a+b<g2=|a+b| <2
—1‘<a,—b+c sr"i»—l—csa—-bs

Sl—c¢c=>—2<a—b<2=]a—0] <2
e

Tie
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de unde rezults o
lex® +'bx 4+ a| < 3.
L N I I I .
208. Sd se arate cd ¥Yn >1
3 1 3...(2n — 3
Iz c18...@n—1) 3 1

—_—

2 Vo 2.4...2n 2 Vem
: ' Dy
Solufie. (Ghelfand). S3 novim pp= —o = C2 =1 ppinei,
24...2n
. 12 3%  (@n—1)* 1 3% 5° (2n —1)* 1
"9z g2 gg2 2 24 46 (2n—2)2n 2a

2k — 1)} (2B —1)®
2k — 2) -2k 2k—1)2 —1
1 ¥z 1
—_— =
2n

> 1 rezultd

Deoarece

2

1
n
: 2

Pe de altid parte,
2k —1)(2k +1) _ (2k)* —1

(2k)* (2K)?
si deci
pr—B3.85 57 (@n—8En—1) 2 —-1_3 1
"oz 42 g2 T (2n — 2)2 (2n)? 4 29
si deci : . .
3 1
VB 1
2 Jen
* * % A

209. Dacia, b > 0, atunci [.Za]‘+ [2b] > [a] + [b] + [a + B].
Solutie. Fie .

{a = [a]+ & «€[0,1) -{'[2«1] + [2b] =2(al+2[b]+[2«]+ (2],
b=[b]+ B Be[0,1) [a+ b] = [a] + [8] + [« +B]
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1°. Daci « + Be [0,1), atunci avem inegalitatea
2[a] + 2[b] + [2a] + [2B8] > 2[a] + 2[b] — evident,

2°, Dacs « + Be [1, 2), atunci cel pufin. « sau B sabisface
Ia22 21 = ' h

[2a] + [2b] = 2([a] +2[b] +1,
[6+ b] = [a] + [b] + [« + Bl = [4] + [B1 1, +* *

v

ceea ce demonstréazd pe deplin’ afirmatia. - oy

C o,

L o A Y . Lok
" 210.° 8¢ se arate cd afirmafid: ,,Pentri orice a;€ R esté inde-
plinitd inegalitatea ‘
ay — @)@y — ag) ... (0 — @) +
(@, — @)@y — @) - (G2 — @a) +

(G — G)(@n = @) oo (G — Gpy) 307

este ' adevirati  pentru n =2,3,5 i neadeviratd ‘penirts orice alt
n > 2. N e R 5. .
Solugie. In cazul » = 2, avem evident a; — a, + @, — @, = 0.
in cazul » = 3, fie @, > @, > ‘a;, ceea ce nu restringe generalitatea
deoarece expresia din membrul intii e simetricd: in (a5, @z a3).
Si'atuici, deoarece a, — @, > Q pentru m < n,.vom avea .

(8 — G2)(ay — ag) + (8 — @)@z — ) + (65 — 1)(@5 — @) =
= (a4, — A}t — @3) + (a3 — @3)(ay — a5 + @; — @) =
= (@, — ag)(ay — ag) + (@ — a,)* > 0.
Pentru »n = 4, inegalitatea din enun{ nu se verificd pénti'u orice
ae R (i =1, 2, 3,4), dupi cum rezulti de exemplu pentru a, =0,
a, = a; = a, = 1. Pentru » = 5, luind (ca-n cazul n =3) ¢, > a; 2

>a3 > 0 > 05 51 tinind seama ¢d Gp — Gn =0, Gn — 8y > 8 — 0y
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$i ap — a, > a, — a, pentru m < %, rezultd

(6 — 3)(8y — 05)(8y — B)(@3—5)+(a— ) (83— 5)(@y —Gg) (03— ) +-
(B — 03)(@ —5)(@s— )@y — )+ (06— ay) (e, — ) (8 — )0 — 05) +-
(a5 — ;)05 —)(@— a5)(ds — ) = (6 — (83— 5) (05 — ) (3 —a5) +-
(0 — @) (8 — 85)(0, — )@y — 0g) — (a3—a;)(as—0)(; — ag)]+
4 (a3 — a5)[(ay — a)(a; — ag)(ag — a5) — (@, —a,)(a,—a,)(@3—a,)] > 0.

in oricare din cazurile n > 5 se poate construi cite un contraexempln

deforma: e = ... =@, =0, 3=, =a,_; =2, a, =1,

211. Dacé =, y, 2z, te (0,00) 8d se demonsireze cd
z 21 4 8
z+y 49 =+ + =+ + + @

—_——

T Ydedi z4tta tteo+ty wtygte 3

(Gazeta Matematici 10, 1976, Problema nr. 16113.)
Solugie. Din Y (a;x — b)) >0 = a2 ¥ a} — 22 Y, a:b + ¥, b >0;

discriminantul fiind nepozitiv avem ci (Y ab)? — Y ai ¥, 81 <0, de
unde inegalitatea lui Schwartz :

Y at ¥ b > (Y ab)
Fie :

@ = 4ty ) a2 y+42 2 z41 a i+

——— —_—

Tytett o s4ids C itaty o atyte
§i
bi=(z+y)y +2+1); b = (y + )2 + t + @),
B=@E+tt+ao+y), =0+ a)z+ 2+ y).
Aplicind inega-lita,teé, avem :
S[a+y)y+ez+)+Y+a)e+ti+2)+ @+t ++y) 4
+(t+w)(2+w+3/)]>[(w+y)+(y+2)~+(z+t)+(t+w)]""
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sau .
»S"(wy+wz+wt+y2+yz+yt+yz+yt+yw+z2+tz+za:+

+zt-|‘-zw+zy+t"-+tw+ty+tz+tw+ty+a;z+w2+w'y)>

>4 +y+z+i)?
sau
S-(x® 4 y* + 2 + t* + 3wy + 4oz + 3t + 3yz + 4ty 4 3tz) >

>4z +y+2+0%
Dar
3w +y+2+1)?2
> 2 + g + 2 + (2 + 3ay + 4oz + 3to + 3yz + 4y + 3t)
céel -
@2 4 y? 4+ 22 4 12 — 202 — 2ty 2 0 sau (¢ —2)?+ @y —1)*=0
gl prin urmare : :
S (w? + 92 + 22 + * + 3ay + 4oz + 3xt -+ 3yz + 4ty + 3lz) >

;‘%(wz + 92 + 2® + 12 + 3oy + 4wz + 3@ + 3yz + 4ty + 3tz)

adich S = 8.
3

212. Fie r rafional menegativ. Sd se determine mumerele intregi
a, b, ¢, d, e, f, astfel incit pentru orice r s fie indeplinitd condifia

ar: +br+c¢ :_
amrasr ol

Solugie. Conditia tiind indeplinitdh pentru Vre R*, fie {r,} un
3

gir de numere rationale pozitive ce converge la V2 si care verificd
inegalitatea

| ar2 +brate  ye| y
“iﬁ'_i_—‘—er” +f—V2 |<I'rn - V-2-!°
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Trecind la limitd in inegalitfiti apare si posibilitatea de egal

3

ary + br, + ¢
s — —V2
naco| 75 + €1y + f 2

3
< lim|r, - 2| =
n—>c0

3_ 3_ 3 3_ 3
a(V2)* — b2 + ¢ — d(J2)° — e(Y2)2— fV3

3 3 <0.
d(/2)* + el + f I
Primul membru, fiind un modul, este > 0, asa ci
¢ = 2d,
3 _ 3_ 3 3
o + b2+ ¢ =2d + €T + YT =12 =0
b={.
Inegalitatea devine
' 3 3 3
ar® + br + 2d — d)f2r2 — arlf2 — )2 s
ar: +ar + b <lIr V"Ié
3 3 i/— 3 q
— — V2 — 2 __ 8 _
ar(r V§)+b2(r V2) —V2d(r2 —V3) < =) =
dr® 4 ar + b
' 3 2 i
ar +b —V2dr +V3)
@) dr® 4+ ar +b <1
3
o 1-Jz <1
3 _ 4| b
f=0=>,1—l/4b—l<1=> =
3
a
47—1 <1
2. 3
b _ Va1
=>[:}=—>_.
qa 3 d 2
—-— < 2
b
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Notind —3- = a, (1) se mai poate scrie i astiel

s - 3 rt4+ar+ B >0
4 V2r+ Ve : 3 s
=t wre <l=] r+2+V1 <2=>

P4 ar 4 B

*"/_

r— 2
a>—2]/[5>—1—2'
=

’ 3 8
7t + (20 — V2)r + 28 — V2 >0.
3_ 3_
Dax riidicinile ecuatiei r* + (2a — V2 + 28 — /4 = 0 fiind

3 1 3 _ 3
—(2a —V2) ‘/(2« —V3): — 42 — VZ),

Ty, = P)

pentru ca membrul intii s& fie >0 pentru r > 0 este suficient ca
3 .

3 _ > 3 _ 3
2¢ —|/2 >0 si deci « >l/2:-, san (2o — J2)2 < 4(28 — V1)=|2a—

s / 3 _
—V2i< 2 l' 28 — J/4. Dups cum se poate verifica usor, avem, de
exemplu, urmitoarele solutii:

a=6¢=0 b=d=f=—1, sau a=¢=¢=2, b=d=F=1,
san : A
a=e¢=0b=d=f=—1l,¢c=—2,aua=c=6=—2,
o | b=d=f=—1
213.

_ A - -
y=asin 4+ cos # <Vfa®+ 0%, a >0, b >0, 0<x<—2—-
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Solu;ie. W
Yab < I/Za?- VZb?:asinw-{—bcosw <

<Va?+ 82 Vsino + cos? & = Va1 8%, deci asin + boos # <

<V/a? 5" Egalitate pentru —%— — b tgw = —.
i sinz  cosx b
* & ‘

-~
214. 8d se arate cg Y, Ci Ci** = Caix,

=0
Solutie. Din identitatea (1 + 2)"(1 + )" = 1 + 2)*, deducem
” . n 2n
( )3 ozw‘)( 3 az—fw’) R
$=0 Jj=0 k=0
iar identitatea din enunt rezultd din identificares coeficientilor lui

2"~* din cei doi membri, clci OFf Cit* gigr-t-+ — O Otk =% jar
Gg;-tmzn-(n+k) — 02n-(n+k) wn-k.

* k

215. 8¢ se arate ci
| log,e® | logb® | log,ec* S 9
a+b b-+c c4+a at+bitec

unde a, b, ce (1, co) sau a, b, ce (0,1).

3

Solugie. Se aplicd inegalitatea mediei : % > Vabe -

S4 considerim mai intii cazul @, b, ce (1, o). Vom avea

log,a?
a—+b

3
logb* . log,c? V log,a log.b log,c
B TR TR AT DI T ke

3
Y logsa log.b log,c 9 3
B T totetoTa = e o/ loge logh Togee =
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= ¥ » cici ldgba log.blog.c =1 Intr-adevir, si notdm @ =
a+b+e

=log,a, ¥y = log.b, z =log,c=> a =b",b=¢* ¢ = &’ =>a=c" =a™, de
unde logaritmind in baza @, obfinem zyz=1, adici logyalog.b logee = 1.
1

» b=

Dac#. a, b, ¢e (0, 1) sfi notdim a= ye = s dar

ay
. -1 1 1 \*
a1, by, ¢ € (1 00,). Dar atuncilogya=log; — =z =>—=|—] =
N % b
=>a{=b§ =z=log, a; > 0, aga ci log, a, log. b, log, ¢ >0 §i-n acest caz.

a
216. Sé se rezolve inegalitatea 3ln. + 6 ~1
In2z + 2

Solugie. Inegalitates precedentd se maj poate scrie §i 3log, # +
+ 6 >logiz + 2, deoarece evident Jogiz + 2> 0. De aici deducem
log? & — 3log,» — 4 < 0 san, notind log.x =y, y:—3y — 4 <0.
Cum - riddcinile ecuafiei y*> — 3y —4 =0 sint h="4% rezulti

. . Yo =
¢ 7% — 3y — 4 <0 pentru —1 <y < 4, de unde —1< log, & <4.

Dar log,x =4 = = a4, log, s = —1 =>w=—1-, a,sacé.a4<a:<—1—
a a
in cazal 0 < a <1 §i— <@ <adin cazal @ >1.
a
*Ex '
917. Si ve arate cd «® + a° + 4a* — 12234 42* + 2+ 12 0.
Solu;ie.

2% a5 4 4ot —122% + 42t + @ +1 = 2® — 22+
+ 1 + 42%a® — 22 + 1) + a(a® — 22° + 1)=(2°—1)? +da¥(x—1)2+
+ w(? —1)? =(s—12[(a* +& + 1) + 42° + a(e+1)%].
Cum (# — 1)2 > 0, riéimine si arfiitim ci si al doilea factor > 0.

Acesta. ¢ >0 evident pentru « > 0. Si vedem ce se-ntimpld in
cazul # < 0. Vom avea
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(22 4+ 2 4+ 1> + 4:1:2 + a(x 4 1)2>(.av2 +2m+1)(w2+ z+ 1)+4m‘+
ta@+ 12 = (v +1)* (2 + 2 + 1 + @) + 4:1;-— (a;+1)4+4m->0

5l cu “aceasta 1nega,htatea, e demonstrati.

Se constati-n plus ci valoares 0 este obtinut#  numai pentru
=1,

- 218. Dacé a, b, ¢ >0, sd se ardte cd
a?(2b’ + ¢) + 62(20 -[— a) + 02(20, + b) — abe > > (a + b) b+ e) (¢ 4 a)

(Gazeta Matematicd 8, 1976, Problema nr. 15987).
Solufie. Ficind ealculele ob’gmem o*. + b%c + c’a > .3 abe.
Din inegalitatea lui Cauchy avem :
2 2 2 —
‘,l b+ b3c_+ ca > Va*-’b-bzc-oza =3 abc < a’b 4+ b% + c%a.
et : T : - D v
ok Kk ok kR : P : .o VoL

ait 219 Fie numerele reale ,, Y (i =1,2,...,n). Dacd BT > ...
Z X SLY Z2Ys = oot = Yy, tar Ry age ey 2y repre%nta numerele
yl,'yz, oy Y Inir-o m'dme oarecare sa se arate cd

Z (2, — J4)2 E (@ — &)
i=1 =1

(A XVII-a Olimpiad$ Internationali, C‘ohodovaua,, 6 puncte).

Solugia 1. Conform 1poteze1 avem ci ’5‘ Yi= 'T 22 si prm urmare

* s=1 o
obtmem
n " " :
9 o
Y % "szyi-l—Ey; ES Zwi_‘ﬁy,ymlzi'f"'
=1 i=l $=1 $=a] =1

adicd @y, + @Yo + <o + TuYs > T2 + T2 + ... + @y ...+
+ z .. @2, . .
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S4 presupunem c# in membrul doi avem p< ¢ si 2,< 2.

Cum x,>a, avem ci (2, — 2,)(z, — 2,) < 0 sau T2, + B2, <

< @pfy + oy SAN T2, + Xy2p > B2, + ,5,. Prin urmare dacd con-

siderind doi termeni oarecare 2,2, 2,2, din care z,< % atunci cind
n

restabilim ordinea, membrul respectiv se mireste. Cum in Y 2y
f=1
ordinea este deplin stabilitd, inseamni ci aceastd sumi este cen
mal mare posibili.
7 7?
Solufia 2. Inegalitatea se reduce la ¥) a2 < Y, zy:. Aplicim
g1 1=
inductia. Pentru » = 1 este evidentd. Fic adevirats pentru n = k.
. k+l E+1
Daci 2 = y,, atunci conform inductiei Y zz < Y 2y, 5i adiugind
=2 t=2
ambilor membri %, obfinem inegalitatea ceruti. Fie 2 = Ym
m#£Ll §i oy =2, l#1 Cum 2 >z s Y, = Y atunci
b+l

(@, —2)(%1—Yn) 20=2:Y)+ T > 2y m+ 2,9, Daciin suma ¥, a2, ter-
=1
menii 22, = &Y, §i 22, = 2y, se schimb# cu termenii Y, S 2Ym,y

atunci suma nu se micsoreazi. Noua sumi o putem reprezenta sub
E+1

forma @y, + Y, #2{, unde, pentru ¢ >2, avem ci
=2
2 z; dacd 7 # 1,
1= o .
Ym dacd ¢ =1l
De aici se vede ci 25, 23,...,%,, este o permutare a numerelor
k41

Bl +
Y2» Y3+ - -s¥rsr- Do accea conform inductiei ¥, 2" < Y] 2y, si deci
£=2 =2
k41 k+1 R+1
Y v <oy + Y wR < Y 2y
i=1 $=2 [

5i inegalitatea e adeviiratd pentru orice n.

220. Sa se arate cd dacd a, b, ¢, d, x, y sint numere pozitive,
et+b=c+d si Va®+ o+ o>+ a=Vc? -y L V& + y, atunci
Z 2y pentru ab > cd, iar @ <y pentru ja — b > | e — d|. (Gazeta
Matematicd 10, 1976, Problema nr. 16099).

Solugie. Ciutim si scoatem pe y din aceasts relatie

ety +I@E+y=Va o+ P +a=
= ¢ — _ a® — b?
Ve ty—Va+y Va2 +o—Vot o
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gau, finind seama cid a + b=c¢+4d,

—CYEFe— o
—_— a —

VEFy— VT Fy=1 LyFTe
Adunind cele dou# relatii:

a—b+c—(lvm+ a—b—c+d Vm.
b

2t +y=
Eliminind pe &:
a—b+c—d=a—b+c+c—a—b=2(c-b) a—b—c+d=

=a—b—c+a+b—c=2a—c),

Va2+w+ "Vb2+w=>

V& +y="

a.—-

yla — b)? = a*(c — b)*+b¥a—c)*—c*a — b)2+2[(c—b)? + (a—c)?] +

2oa — ¢) (¢ — B)VaF + 20> + @ =y(a — b)* — a(a —b)* =
= 2ab(e — ¢) (b — ¢) + 2z(c — b)l(c —a) —
—2c—a)(c -V +2lb*+ 2 =>(y —2a)(a—b)°=
=2(c —a) (c — b) (» + ab — a* + z/b? + =).

Dar
2gb < a® L+ b% = 2abz < a’zx 4 bz = 2? + 2abx + a®b® <
< 2° + a%? + a’zx + b2z = (@ + ab)® < (a® + @) (B® + %) =
>zt ab < Va2 F+ a2+

§i prin urmare

w4+ab—Va® FalbiEF2<0
Cum
ab 2 cd < ab 2 ola +b—c)sc®—cla+b)+ab >

(c—a)(c—0) =20



i
la —b] = |ec—4| =>(@—=0P2(c—d?=(a—b2>

(c+c—-a—b)2=>(a,—b—2c+a+b)(a—b+
+2 —a—10)>0=2a—0c20c—5 >0

8au (¢ — a) (¢ — b) < 0, rezultd c¥ dach
ab2cd=>y—2<0=>0>y,
iar dacd
ja~bl2jc—dl=|ly—2|>0=>2<y.
*

221. Sd se arate cd 4z 2Y=1=2a24+92 > %

Solugie. Graficul functiei y = — 22 +%—este 0 dreaptd A,

. 1 s . . . .
iar 2* 4+ y%2 = 20 reprezintd o circumferingi cu centrul in origine

tangentd la aceastd dreaptd (fig. 28).
Intr-adevir, aria triunghiului OAB

este 408 _ 1 ipotenuza AB = ’

2 16 . 812—,0)

1,1 1= . © e e \

= V—'i"*- 16 —z-l/5 §i deci inilfimea \ .

2 / I .1
oT — 16 — 1_ - 1 = R. Cum c }\ 477

Tys 25~ Ta0 N

4 o ~ N4
dreapta este tangenty si deci exterioard \
cercului O, inegalitatea din enun} este Fig. 28
satisficuts. t

222. Sd se dovedeascd inegalitatea Cauchy :

7% 2 » LA/
(Z afbi) <Y ewm¥ —-, a, b, 2, >0.

i=1 i=1 i=1 &4

21 227



, . . — b
Solugie. (L mng)® < Y, mi %, ni. Punem m; = Vay@y, ni= VE‘
. +

si obginem : (%} V ad)® < ¥ @+ Eﬂ
&y

293. S se dovedeascd Y, . Y, s (Y 2%
Y

Solugie. In ¥, o} - ¥, b2 > (), asb:)?, punem a; = Vay, bi= %’
. . $
si otpitim Y, oy ©— > (T 20
Ys
22%. Sd se rezolve inegalitatea : ® + 1 1 < ———;—'
w J—
(Gazeta Matematicd 2, 1976, Problema nr. 156305).
Solujie. Vom avea :
2_9 —142
@+ 1 +_}_<0=>2m z+x—1+4 <0 =
z—1 2 2(z — 1)
22 —
W+l oo
o(x — 1)
Dar ecuatia 22> — @ +1 = 0 are diseriminantul A=1 — 8=—17T<

< 0 ridicinile fiind complexe. Semnul este dat de z — 1 deoarece
242 — x + 1 >0 intotdeauna.
Dar # — 1 < 0, cind 2< 1. Deci solutia inegalitétii este # < 1.

995, S se arale cé dacd a, b, ¢, de Ry §i a:b = c:d, atunci

1. V& + o2+ VE + @=V(a+ cf + (b +a)°

2. WVaz 02 —Ve& + @ =Via — o+ (b — &)

3. Ve + 02+ V(e —0f + (6 —a)? = Vet + a

. VET@+Va—FTG—apzlatb®

In ce cazuri are loc semnul egal. (Gazeta Matematics, 3, 1976, Pro-
blema nr. 15753).
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Solugie.
1. a4+ 2+ @42V + 09 (& + &) =

= (a + ¢)* + (b + d)? = 2V (a2 + b?) (2 + d%) = 2ac + 2bd =

V(e® + 0% (¢ + &) = ac + bd = (a® + b?) (¢® + @) =
= (ac 4 bd)* = dar ad = be = a2? + b2%® + a%d® + b2%d2 =

a*c® + b%d? + 2abed <> b2c® 4 a%d? = 2abed

2. @® +b2+c+d?—2)(a® 5 B9 (@ & @)= =(a— o)+ (h—d)?=>

—2)(@® F 09 (c® 4 @) = —2ac — 2bd =
(a? + b?)(c? <4 @%) = (ac + bd)%
Aceeasi situatie ca-n primul caz.

3. VeFru+Ve—cr+0—azzlera

Vie—=e2 (b —ae Ve + at—Vaf + b2

(@—c)+(b—d) >c®+ @ 4 a® ¢ b2 —2)(a® + b3 (T + @?) =
— 2ac — 2bd > —2)/(a $ B2)(*+ d°) = (ac + bd)?<

< (@® + %) (c® + @) la fel ca la primul punct.
4. Ve+@+Va—oF ¥+ (d—adp>Va®+ ot =
V(a = Pt —adPzlad LYt at =
@—0+(b—a) 20+ b+ e+ a2 —2)(a® + 9 (¢ +d) =
—2ac — 2bd > —2¥(a® 4 b%) (2 + d?) =

ac + bd < [(@®+ B?) (*4-d%) =
(ac + bd)* < (a® 4 b2) (¢* 4 d?) idem cala primul punct.
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— 4 __
226. Sa se arate cd ol — &) (@ 622 +1) £ —V ze R.
(1 -+ 22)*

(Gazeta Ma,tema,tlcé,, 3, 1976, Problema nr. 15760).
Solufie. Si notdim z = tg «. Atunci

oo

sin2a cos?x — §in%a  cos 2«

1—2=1—tgla=1— = =
cos2a cos?a cos?a

(2% — 622 H 1) = (a2 — 1)2 — 40 = (2 — 1 —27) (2* — 1 H 22) =

= (g2« — 2tga — 1) (bg2« — 1 b 2tga) =

« 2 . - .
=(sm a_l_zsma)(sm a_1+2sma)=

cos?a cos a/ \cos® x coSs «

— COS2a sin o — co8 2 sin o
cosa cosa cos? o cos o

- cos?2a sin®«  cos®2x — 4 sin® « cos® o
= =]

cos? « cos?a cos? «

0822« — sin? 2« cosdoa
= ’
costa cost «

gin2a¢ -1

=

cos?a cos?a

1bat=1Htg2a=1P

sin « . cos 2a cos 4o

coS o cos2a cos? « < 1 - 8in o cos2a.cos4aeos’a < 1
1 8 cosa cosla cosfa 1 8

cos® o

. 1 . i
|sin - coS o+ cos2a- cos4al s§-=>I2sm « co8« cos2 o cos 4« SZQ
. 1 . ' 1 .
|sin2a« cos2xcosd«| < . = |8in 4 cO8 42| 0 = |sin 8a | € 1.
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* % % *x % %

227. Se daw n numere pozitice @, Gy...,a, astfel fnoft
8;,8,...0, = 1. 84 se arate cd
(1 4¢.a) (L4 a)...(1day) > 2"
Solujie

L4a)lda)... -&)a,,)=a1...a,(1 ¢3-) (1 ¢-1-)=-

- (2 +§1_)...(1 ~a>—i—)=~[(1¢a;)..-(1‘&an)l"=

1 ]

=(1 +al)(1+a,)...(1 ¢al)(1 Qa.)=(24>a1$%)...

- (2+a,,4- El') 222 ... 22=2% deci (1) (144,) ... (146,) >2°
n © ori

x % ¥

at+d+e
228. 8d se arate ci dacé a, b, o >0, atunci (abc) * < a°b*c".

Solugie. Pornim de la inegalitatea (ﬁ) ” = 1, care se mai poate
: Y
scrie 2*27Y > y*y~¥ sau @°y’ > @’y* §i vom obfine
a’t® > a®b®,
{aacc > a‘e® > azabzbcz. > ab—obl—aoo-b = asabSbGSl > (abc)a-b-a’
=

et > boe,

a+d+e atdte

sau a®t®c® > (abc) ' sam (abc) < a%bbc.
® k X % X ok B % X 3 & & ® & 5 B
229. Fie0 <m, < @, S ... € @, Sd se arale c

ﬂ+ﬁ+,,,¢.f&i¢m_ﬂ>ﬂ¢&¢...$& o
Zy T3 [/}

&y @, 1 @y To—y Ty
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Solujie. Pentru n = 2, avem —* 4 —2 > —2 4 L _ evident.
Ty &, 251 Ty
Pentru » = 3,

T . S W Sl . ek . e

&y ) &, i L, 3 o L g

==

_ Ty %y — @) + BBy — ) + @ (B — @) _
@2 Ty

_ Bty — @) + B 2(@y — g P Ty — 3y) + 512p(T, — @) _
@1 0,%5

(T3 — Zp) (B — &) + XY@, — @,) (23 — @)
&, T,

= (m:; - ‘”2)(% — (01) (‘”3 - wl) > 0, adevirats.

&, BTy

S& presupunem ci inegalitatea din enunt este adeviratd pentru
n — 1, adicd

Ty

ApBy e BBy B, 2

Ty 3 &y &, &y Cp—y

Considerim numerele @,, @,—,, @, §i cum pentru trei termeni este
adeviratd

@ ZTp— Ty | Fp- X, x
Lo pa=l o8 70 8 L 1,
Tn—y @, o, x, Tpey Tn
adunind cele dou# relatii avem :
® @ Ty T, L By By Ty | &
242+ 42 p L p R p 2> 2L I
@y @ @, Loy Z, T A N
@ @ x @
L Hp2L L,
By @, By B

ceea ce aratd ci este adeviratd gi pentru n.

s
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* Kk ok Kk ok k Kk Kk %

230. Daca numerele reale a,,,,. .

-»%, satisfac relatiile 2, > =, >
. 2% >0, atuncs

(s 42+ ... + Z,) (2 — @,) (n 24 ... +2,) (y—m5)
. 4 $ ...
: z + @, Ty -+ X,

_'+_ ($1 + wz ""’ ® o0 + wn—z) (wn-l _ wn)
' @y + @,

4

& @+ 254 ... + Do) (%0 — @) > 0.
Ty b @,
(Gazeta Matematici 11, 1976, Problema nr. 16187).

Solujie. Scriem intli snb altd form3 inegalitatea. Fie S, =
=&+ 2+ ... + x,. Avem

(Sa — 2 — ) (2, — @) + (8o — @, — Z3)(%p — @3)

+ o0
z, + @, &, + 24
$ (Sn — wn-—l — a"n) (wn-l — wﬂ) + (Sa — Ty — 501) (.’b',, _ $1) >0
Ty—y + Zy T, + ] o
sau
Su(a; — x,) Su(my — Zs)
% + o (2, — z;) @5 + @, (2, — x5) + +
Su(Taey — @) _ _ Su(wy — @) _ _
oy + ), (%a—y | @) 4 _“wﬁ e (%, — ) >0,

care, dup# reduceri §i renunfarea la factorul esential pozitiv S,,
devine :

B — % , Xy — @,

Tpey — &, Xy — @,
R e . Bl WP
@ + @, Z 4+ @, Zey + @, z, + &,

Pentrn n = 2 este banaly: 2 — T 4, T2 — & >0 avem egalitate.
@ 4 @ @+ @
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Pentrun =3:
' L, — o @y — @ g — &
1 3 ] 1% % 50
Ty P Ty vy & @y T3 d L

(2, — @) (@5 )@y ¢ @) 9 (@2 — @) {2 b 2 (25 H )P
4 (2, — @) {5 > @) (@3 & B5) = (2 — 2) {0, + @) (75 + AR 4
& (Bg— 0, 3, —T3) (0, S 22) (05 S 2)) D (23— 0) (8,5 72) (22 25) =
= (2, — @) (73 & @) (@ b 25 — & — Ty) +
& (@5 — @) (0 > @) (23 > T3 — T3 — @) =
= (0, — @) (@5 P @) (05 — @) & (2, — 2) {2, + @) (X — @) ==
= (@, — @) (2, — B} (—@3 — @ $ @ + 22) =
= (@, — @) (®, — @) (¥, — 25) 2 0.
Fie adeviirati pentru » —1: |

@ — Dy “’2—“’s,§”.¢a’s—z"%—i‘ Lp—y — &y > 0.
o $ T, B, P &g Waeg D Toy Tyy b @

Fiind adeviratd pentru @;, ®s—y %o, avem

B — By o Bamy = Da T — &
=
@) P By Tomy ¥ Ty Ty b o,

pe care adunind-o cu inegalitatea precedentd obfinem :

wl —_ wz ) wz - ws ‘@ ¢ wll-—l - "”ﬂ +€T Tn -_— wl ) 0
v e see ¥ ?
@, $ 2, Ty D g Loy b Za Ty + @y

deci este adeviratid pentru orice m.

PR ) "
231. Sd se arate ci Y, Vo < | ¥ ol 3 %45 @iy Yo >0

i=1 fl §=1
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Solujie. In ¥, ad, <VY,af- VZ b} punem {Z‘ = ﬁ gi deci

1= VY
VZ Ys -
i=1

S Vaw <) §
=1 =1
L IR I 3
232. 84 se demonstreze cd
(@ +b-+¢) <3a*4+b29dc?), a, b, c>0.
Solufie. (@ — b)® + (b — c)> 4 (0 — a)2>0 =2(a® + b2 4 %) >
2 2(ab 4+ bec 4 ca) = a® $ b2 P ¢ > ab 2 be 4 ca.
Plecind de la ab 4 be + ca < a2 4 b2 P o2 =
2ab 4> 2bo > 2ca <2(a? H b2 4 ¢?) =
a® + b% 4 ¢* 4 2ab 4 2bo H 2ca <3(a? 4 b + ¢?) =
(@ + b + ¢)* < 3(a® 4 b2 + ¢?).
233. 8& se demonstreze inegalitatea :
a® 4 b® +¢% 4 3abe > abla 4 b) + be(b 4 ¢) + cale + a)
cu a=>2bze>0.
Solugie.
ad - b® + 3  3abe — a?h — ab? — b% — b¢® — ac? — a% =

= o(a — b)* 4 b(a — b)®> — c¢(a — b)® + 2a% — ab®> — a% P
4- 2ab® — 2abe + ¢® + 3abo — a%h — ab? — b2 —ac® > 0 =
(a —b)2(a+b—c)4 abo — be? — ac? + ¢3 > 0.

Rezults in final (a — b)? (& + b — o) + c{c — a) (¢ — b) > 0, care-i
evident verificati.

»

234. Sd& se arate cd

a-1<4a2<a3.=’ by 4 azby ¢ agh; <t a,b, 4 a,b, 4 a.b,.
{bl<b2<b3' 105 205 301 19 202 3¥s
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Solujie.

a, — a3 <0, {Gz—aa<0=~( —a5) (b;—b,)+ (@, —az)(bs—by) < 0
{bz'—b1>0a by — b, >0 h—as) (b5 —by) 2~ 03)(b3—b;

gi desficind parantezele obfinem tocmai inegalitatea din enunf.

* % ok *
02 .3
235. Care dintre numerele 2¢@ , 33 gt dintre nume-
P
e+loti - o ori
03 .4
rele 35 , 4% , este mai mare?
b e s e oot
n+1 ori n ori

Solujie. Se aplic inductia. In cazul n=2 avem 22*=16<27=3?,
2 3

8% presupunem c# 22 < 3% . Dar atunci
[ g
8 ori ®—1ori
3 2 2
38 >3 >af
g mnpmm®  \eegm—
n ori » ori o+1 orl
13 .4
§i acum, si aritim, prin inductie, c% 3% >4¢ . Si% notim
" \—— e p—
a+1 ori »n ori
'3 .4
Tppy = 3%  §iy,=4% i s¥ aritim prin inductie o Ty > 2Yn.
D S
#+1 ori n orl
intr-adevir, ea este verificatd in cazul » = 1, cici 332 > 8. $i acum
s% presupunem c#-i verificaté in cazul n — 1, adicd @, >2y,-q.
Atunci, vom avea

@pyy =3" > 371 = (3r-1 > (2.4)-1 = 2"-1. 4771 52 47712y,
Deci @,,,> 2y, pentru orice n natural, dar .4, >2y,>¥y, V ne N,

§i cu aceasta inegalitatea cerut® este '§i ea demonstratd pentru
orice ne N.
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* % k% % ok

236. Sd se arate ¢d pentru n > 999000 este adeviratd inegalitatea

1,001* >1000.
Solugii. 1° Conform inegalitffii Iui Bernoulli:

1\ n n
14+—) >14+4—"2 . 14+-2_ 51000 =
( T 1000) + 1000 ’ + 1000

n >1000000 — 1000 = 999000.

2° 1,001 —1=0,001]1,001 =
1,001 — 1,001 = 0,001001 > 0,001 =
1,001% — 1,0012 > 0,001 =
1,001* — 1,0013 > 0,001 =
1,001* — 1,001*1 > 0,001
1,001* — 1 > 0,001 n, unde
n > 999000 =
1,001 —1 >999 =
3,001 >1000.

® % wx % ®
237. 8& se arate cd x; — pozitive = (x, + 2, + @5 4 @, +25)2 >
2 4(@,8; 1 Ty - T3Ty + ByT5 + T37,). ,
Solujie. La o permutare circulariy expresia nu se schimbi i
putem lua pe cel mai mare « cu orice indice. Fie #, > ;. Atunci
o} + @ + 23 + 2] + 23 + 22,2, 4 2,25 + 20,2, + 22,005 + 22,2, P
+ 22,@, + 28,25 + 20305 + 28,25 + 22,05 — 42,0, — 420,25 —
— 4230, — dw,w5 — da5®; > 0 = af + 43 + of + 2} + 2 — 22,2,
+ 2@@3 + 22,2y + 22,05 — 28,05 + 20,2, + 20,25 — 22,7, +
+ 22305 — 22,252 0 = (®, — @y + #,)* + (3 — @) + 2a(x;
+ @y — @) + 225(@, + @3— @) > 0.
Cum x, > x,;, ¥, > o, rezultd toti termenii pozitivi.
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23C. Sd se dovedeasci inegalitalea

a+b
2 Va®b® < a® + b%; a, be N.
Solugia intii.
a+b 2 2
2 VaT-a? et bR 0% ,... BF < 2--——ba tab 2ab < a® + b*

- ————— a-+b
b ori a ori

Solufia a doua. Lemi: ¢ >0, b> 0, (a/b)*~® > 1.
azb=ab>1=(ab)p> >1,
a<b =>%<1, @ —b< 0 =(ab)* > 1.

a+d a+b azd

a? + b2 > 2ab = 2 Va7 = 2 a®5% (a0)* > 2|/ a®b%.
In a doua solutie « >0, b > 0, dar nu neapirat naturale.

* ok sk 3k ok ok ok ok ok

239. Sa se arate cd dacd x,, %,, 25, T4, x5 Sint pozitive alunci

(0, + @ + ... + a5)° > 402, + 005 + 22, + 2,25 + 25%,) = 4p.
Solutie.
(ml‘T"vz‘l‘ma'i‘%—w') — (@ — @y + 23 — @ + @5)° =

= (2@, + 25 + 2%;5) (2@, + 24 = 4p + dy7; + 4w5(0; — 1) =
= (2, + @ + @3 + B + 3)° > 4p + day(@, — ).
Analog
(B + @+ @3+ 2+ %) — (=2 + 2+ & — 2+ %) =
=4(@y + @3 + @) (@ + B)=>(2, + 25 + ¥ + @ + 72>
2 4p + 425(x) — ).
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Inegalitatea cerutd rezultd din una din ultimele doud, dupd cum
%y = T SaU Xy > Ty.
Pentru altd metodd de rezolvare, a se vedea problema nr. 236.

L N
240. Dacd, a, b,e >0, a >c,b >¢, atunci Ve(la—c) +Ve(b—0c) < Vab.
(Exercitiu de concms)
Solugie. @ — ¢ = ac,b — ¢ = Pe=inegalitatea devine Va+ VB
< V@ F « @ + B), care se demonstreazi usor.
241, Daci @, > 0 (k= 1,...,p), atunci
) P #
S pal> @ ~1 % @+ | % ak]-
k=1 k=1 k=1
Solujie. Fie a;, = [@,] + (b = 1,..., D).

S& presupunem ci Y, oy € [m,m + 1)(0<m<p —1). Deoarece
k=1

. . . m . .
media aritmeticd a celor p numere este > —, rezulti cd cel putin

m .
un ¢« = —, ceea ce implicd pa = m §i ‘deci memblul intli va da
¥4

$
}_, [pa.] = E ple] + E el 22 Y, (@] + m.
k=1 k=1
Dar, {inind seama de ipoteza ficutd mai sus, pentru membrul doi
vom avea

(p—l)}'j[akw[}’j ] pz[m+[§3 ]=p3:3,[“"]+’”’

k=1 k=1 k=1

»

ceea ce implicd inegalitatea din enuny in cazul ) «pe [m, m+1).
k=1

Cum ins# acest rezultat este valabil oricare ar fi m = 0,1,...,p — 1

(ceea ce epuizeazi toate posibilititile), inegalitatea dm enunt este

demonstratd fird vreo ipotezd restrictivs suplimentard.

* X %k

IS SIS SN

242. Sd se arate cd 1
1001 1002 2000 2
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;S'olu;ie

1 1 1
e F >——— 1000 = —-
1001 Toor T 1009 ™ 2000 ~ 2000 9
%k %k %k kK
243. Sd se arate cd 1 S a— 1 2.
1001 1002 2000 ~ 8
Solugie.
1 1 1 1 1
+ ... 4+ = ( eee
001 T T002 2000 | 1001 RERARLET YT
1 1 1
—_— + el < ———
+ (12'1 + 1500) +(1501 T T 1750) +
N ( 1 ) 9250 | 250 , 250 , 250
1751 2000/ ~ 1250 ' 1500 ' 1750 @ 2000
1 1 107 1 1 5
( 41 +-.)+8—21+ >+ T =2

240

B %k ok Xk %k ¥ %
2%4. Care din numerele 311 sau 17 este mai mare?
Solujie. Avem e 3111 < 32U = 285 < 288 — (24)18 — 161 < 174,
® % % *
n
245. Dacd z, >0 g1 ¥, @y = p—aatural, atunce
f=1

»
Y Vo, +1 <n+1.

i=1

Solugie.

P F]
e FDiil i<2 2 gufm+i<Zt1=
— P »

”

Z Zy
Z V-’l’t'rl = ‘p - n = Zl Vwc +1<2+1.
i=] [
Consecinjé :
n(nd-l) n(n+l) n(n+l)
946. lim JiFT+ VeFi+..+ Vnid —o.
n—co n



* %k ok
247. S se afle solutiile intregi ale inegalitdfii x — 1< logg(x + 3).
Solufie. Avem > — 3 =z + 3> 6%-1,
Dac# presupunem % solutie a inegalititii # + 3 > 6°~1, atunci
6* 1<k +3 si 6F=6.6"1<6(k+3) deci orice numir mai
mare sau egal cu 2 nu este solutie,
deci solutiile sint — 2, — 1,0,1; dupi
cum rezultd si comparind graficele t

functiilor 7 = logg & 5i = £ — 4, unde
E=x+3, n=x—1 (fig. 29). | f o
R
§ 17. MAXIME SI MINIME .
248. Sd se afle cea mai micd valoare
« sumet
a b
S = .
b+c+d+c+d+a+ Fig. 29.
¢ d b+c+d c+d-ta
+(l+a+b+a+b+c+ a + b +
+d+a+b+a+b+c.
c d
Solugie.
3a b+cHd 3b c+d+ta
38 = +
(b+c+d+ 3a )+(c—;—d+a 3b )+
3c d+ae+bd 3d a-+b+ec
+(d+a+b+ 3c )+(a+b+c+ 3d )+
S (b e d ¢ d a da a b a b ¢
+E(;+;+;+?+?+—b—+:+?+_c—+—¢i+?i.+7d—) =
_ 3a bdct+d 3b .c+d+a)
—(b+c+d+ 3a )+(c+d+aT 35 +

16 — c. 559 241
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249. Din cifrele 0,1, 2,...,9 sdse formeze cinci numere de ciie
doud cifre ficcare cifrd luatd o singurd daidincit produsul lor sd fie
maxim.

Solufie. Sintem siguri c# in fiecare numir cifra mai micd ocupi
locul unititilor. 84 ardtim ci cifra zero urmeazd dupd 9. in adevir,

(90 4 a) (105 4+ 0) < 90 (106 + a) =
9005 4 10 ab < 900b - 90a; b < 9 — adevirat deci unul din numere

este 90.
Cifra 1 uwrmeazi dupi opt efci:

(80 + a) (100 + 1) < 81 (100 + a) =
8005 + 10ab + 80 + a < 810b + 8la =
10ab + 80 < 80a -+ 10b =
ab + 8 < 8a + b

dla — 1)< 8(a — 1), dar b< 8, deci este adevirat.
Rationind la fel in continuare, se giseste ci numerele vor fi
90, 81, 72, 63, 54.

* %k Kk ok ok *k ok

250. Care este maximul produsului numerelor naturale a cdror

sumd este egald cu un nwindr dat n?
Solufie. Fie m +s8+p + ... =n."

242



1°. Nu trebuie si luim numere mai mari ea 4 ciici dach am
avea m >4 =2m >4 4+ m =>2(m — 2) >m, deci am inlocui
numirul m prin 2 §i m — 2 §i am putea miri produsul.

2°. Putem considera c¢i nu avem numere egale cu 4 ciici
inlocuind pe 4 cu 2 + 2 maximul rimine acelasi.

3°. Putem considera ¢ nu avem mai mult de 2 numere egale
cu 2 cdci inlocuind 3 numere egale cu 2 prin 2 numere egale cu 3
obfinem 3:3 =9>2-2-2 = §, deciam putea miri produsul. Deci
cel mult doud numere sint egale cu 2.

4°. Nu avem numere egale cu 1, cel pufin de am avea miicar
unul, asociindu-l cu un ¢ oarecare, deoarcce 1 -- ¢>1-gq, putem
mari produsul. Fie

n =3k = 3,3, ...,3 §i maximul este 3*
S
k ori
n=3k+1=33,...3,2,2 si maximul este 4-.3*-1
N, r—
k-1 ori

n=3k+2=3,3,...,3, 2, si maximul este 3*-2
O mas—r
k ori

* Xk ¥
251. Tn care din punctele 2, = logs4, 2, = log,6 funcfiay = x 4
1 .
+ — are cea mai mare valoare?
z

Solufie. Evident, z, = log;4 <log,d =1 < log;6 = z,. Pe de
altd parte,

z,2, < (a:l + @, )2= (]ogsi‘—l— 10g56)2= (Iog524)2< (log552 )2=1’.

2 2 2 2

- -

de unde deducem >1, asa ci

ot
Xy — oy 1 1
B> 8 =By — ;>0 =0 — < 2 2, — < — ——— >
1% Ty &

1 1
Zy +—< @+ — =f(2,) < flx).
%, @,
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252. Sa se afle céd iidi diied valodré G éFpresier Gt —

@
>0 m, ne N. (Problemi de baraj).
Solugie. ax™ - b =-3-w"+im" L., +_‘”_wn +
™ m m m

m ori

m

(m + 'I‘l) V(__ .’IU”) B (—b-—)n _
ne™  nx™ n'u”’ na™

+ L4

n ori
mebn m1

(m+n)V GV, deci aa® +—3 (m -k ) || L

«" ™ mtp®

% * ok %

233. Daci suma @, + @, + ... -+ x, este constantd, x, > 0, atunci

% k . o g & z x
aead ... 2" ke N este maxim ecind—t — —% — .., = —%.
Iy Co k,
Solujie.
.’I}1 ml :L'l wz mg m” ((l'1+$2+ oo +w Bytkgtocthn
kl kl kl kz k:)_ ku ’v“ kl +kn+ LR Y "r‘kn
——————— S—— —
&y ori k; ori ky ori
i produsul va fi maxim c¢ind 2 =2 = .,, = 2.
Iy ks k,
d* ok Kk %k

254%. 8d se afle minimul expresiei 243 + 73_—
x

7

28
Solufie. S& notim z = 22. Atunei, 2%+ 3 5 7'Vi.ge i
z L3

244 -



7
2 4

Minim pentru 228 = —g—, z=V =2 7,deunde ¥ =2 7 -

|

* % % R % ok & ok K

253. 1°. Fie 2, y>0 §i 8 = min{m, ¥+ 1, -1—} Sa se afle
x ¥
cea mat mare valoare a lui 8 §i pentru care =, y are loc.

2. Suma numerelor pozitive 2y, &, ..., &, este 1. Fie

o 2, Z,

8=max{ ’ EET) }
14+ a 1+ a2 4 2, 4o +a,4+...+x,

8 se afle cea mai micd valoare a lui 8 gi pentru care valori @y, %o, . ..
.y &, are loc.

Solupie. 1°

z> s,
1
y+—=3
<
Lss
Y
:c?s:»l <i=>—l>—-1—o
z s x
y;s_i>3__l_=>.]_‘-g 8 :sglg_'s =
@ s y st—1 y st —1

=82 <2 =8 <}/2=>max s =2 are loc pentru z = }/2, y—yz

. Asadar avem de calculat

T x .
| 2 " } =mins.

minmax{ ’ y ooy
142 142,42 1+t 2,+ ... 42,
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Notdm

& & Y-
1+£L‘1... +mk=yk, zk=—k=>1"‘zx'—1"’_k=;,k_l‘=>1—~

=
Ye Y Y
Ye—1
= » Yo=1, ¥ya=2.
Ye
D , ~ ~ P Yr—1
eoarcee X <8 =>—H 2 — 8 1l—2. 21 — 8= =1 —s.
Y
. . ‘s 9 Yn—
tnmultim toate inegalititile: ¥o.¥L Y1 5 g _ 8" =
i ?/2 Ya
1 L -1 -1
—;;— 21—-8=22"21—-—s=>s>1—2 *decimins=1-2 " si
-

1
c . ey U - . 1 :
este atinst atunci cind =*L =1 — s =2 », VI, efci — =(1—8)* =
Ye Ye

3
— 9
p 4

k=1
S
=yl=01 -8 =2n=010—8F=2"=25=1-—

k
2"
k-1 k 1 k

3|~

=1-—-27" #=1—-2 "= =2"1—-2"), (k=1,..., n).

§ 18. SISTEME DE ECUATII $I DE IXECUATII
1. SISTEME DE ECUATII

* ok

1l

- . . .. [y =a—ba®
256. S se rezolve sistemul de ecuatit : Y N
z=a — by

=

Solutie. {y =a—bw-=>y —o="b(y*— z*) > y=2x

' x = a — by® y = a — bzt
1

b =br + ab — b2 = 1= 0% —
Yy =a — bz

bt +o—a=0,sau)] T TY™

—br+1—ab=0.
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25%7. 8d se rezolve sistemul = -

1022 + b'ﬁ . 1352 - 12zy 4 4oz + 6yz,
x3+_/3-|-z3—288
Soluiw ana ecuatle se scrie
3z —2‘/)2 (y — 32)2 (w - Zz)- =0=

28

o =2z =>Sz3+°"z3+z3—‘>88'z=—'———-= =82 =2=
= 3z 36

. -Co
S I.h;;fl

® w % %
258. Sd se rezolve sistemul de ecua;ﬁiz'
e + y . .5 ‘
Sz —|— yu =T,

22?4 yu? =11,
22 fyu? = 19..

Solujie. Amplificind a doua §i a treia ec,ua,f,ne cu z + u §i
scizindu-le respectiv dintr- -2 trela $l a patra, obfinem :

{ 7(z+u)—5zu-—-—11 - z—{—'u,_—S
11(z+u)—-7zu—19 ‘ z-u‘—2’

Tk e xR o
259. Stiind cd sistemul
e+y+2=38-
2? +y3 4 2% =15,
ot oyt 2t =35
are solujii reale satisfécind “imegalitaten ©* - y® 4 22 < 10 384 se
gaseasced x® - y® - 25 pentru aceste solufii. (R.D.G.)
247



Solugie. Fie

(Pi=r+y+2=3[Si=2+y+e=3=D
1P, =ay +yz+em, |S:=Pi—2P,<10
P,= xyz, 83 =P} —3P,P, - 3P, =15 =
: S, = P! — 4PIP, -+ 4P, P, + 2P} =33,
8; = P} — 5P{P,+ 5PiP;+5 P, Pi—5P,P,

P1 = 3,
9 — 2P,< 10, 2P; — 36P, +12P;=—46

. =
81 — 36P, + 12P, + 2P§=35  |3P, — Py = 4

127 —9P, + 3P, =15

P} — 18P, 4+ 18P, — 24 = — 23 = Pi = 1.
Asadar,

P1=3;P2>—%,P§=1 =>P,=1=>P,=—1=

[

¥yt + 25 =243 — 527 — 3.9 453 +5 =243 — 130 — 45

* ¥ *
280. Sd se rezolve sistemul in R:
| z%y =9,

\ Solujte. Se vede ¢i >0, y > 0. Conform inegalitifii mediilor
—— 32 49 3
oyt o
in .
261. Sa se rezolve sistemul
(21 + @3 + @)z = a
(1) (2, + &3 + 2)y = @,

(% + 23 + 2@, = @,
(%2 + 23 + Z)@, = a.

- 3 .. .
=)3< ~— fals. Deci sistemul nu are solutie

- -
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{Gazeta Matematicd, 77, 1976, Problema nr. 16209, Problemi de
baraj, Brasov, 1976).

Solutie. Adunind ecuatiile si simplificind obtinem :
ByTy + 213 + BTy + 02Ty + 2@ +2,0,=20a=>

2@y + @y + xy) L 2y, 0@+ B0y = 20 = 00,20, 2,25=0a,

n
x(2 + @y + 2) + i, + By - 0, = 262 0,0, 0,0+ 2.2, =0,
Zo(®y + @y + ) + 0y + By - By = 20 > BT+ 00T 23T,=0,

Z(@y -+ Ty + @) T+ Xe®y + By T+ Tyly = 20 > LBy Xo®y T TyTy =0y

(I
Scédzind din ecuatia (I) ultima din sistemul (1) obtinem
{2) LTy = Ty,

iar scizind din a doua ecuafie a sistemului (1) ecuatia (II) rezultd

(3) 2y T3 = X5y
Din ecuatiile (2) si (3) obfinem af = a3 = 2, = x, suu 2, = — w, s
de asemenea #; = &y sau o3 = — ; (se vede ci x; # 0 dacd @ 0).
Datoritd simetriei deducem #) = @, = @y = 2, = 2 sau X = By=
3
! a
= a}s = 0,4 = e —_—

262. Sd se rexolve sistemaul

axr® — bxy — cy + o = 0,
by* — axy — cx + b = 0.
Solujia 1.
2(ax — by) —cy +a =0,
—ylaxz — by) — cx + b = Q.
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Notind ax — by = 2, sistemul devine

vz —cy +~a=20
' =
—yz—cx+-b=0
-
zz +a xz az
Yy = z+ = e + —cx +b=0=2%x 4+ az}+clx—bec=0=
¢ . c
w_zz
bez — a .
be — az e 4 22
¢ 4 22 ¢
y__—-az2+bcz+ac'3—:az2_b.z+ac.
c(cz—l-zz) cz+zz
:c b
= —3
-abe — a*2® — b% — abe ¢
ax — by =2 = =z =>2=0= saw
cz_i_zz a
Y= —s
¢

—a? ) ad — 4% + &)
‘)

-~

224 a%+b0+=0=>z=

4be—2a[ —a? + [af—1(b? cz)]
T et [—aL@— T T

_ 4ac2b[—a?4 Jaf—4(b2+ %))
T 40 + [~V A LA

Solujia 2. Sistemul trebuie considerat omogen in a, b, ¢; it
scriem sub forma :

{ a(ac?—}—l)—ba:y:cy=>
—awy + b(y* +1) = ca

cy — xy z* +1 cy] . b

= —3

e yr41] | =y ex) ¢
=l —wy'—cy’b—a:?-—}-l —ay| T T ¢
= —9

—ay y*+1 —xy y*+1 =%
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263. S3% se rezolve sistemul :

m2+y2+zz=b2?
xy ==

{Problem# pentru concurs : Ungaria).
Solugie.

{(w +yP =0+

= (0 —2)? = b2 + 2%= a® — 2az + 2® = b2 2% =
r+y=a—2

rHy=a— =
a2 — b2 2a

a? — b2 a? + b2
2a

2a (((,2 . be)
Y = —
Y 4a®

A _ (aﬁ _{_-:bz)z_(ae _b:!)2 ( a2 + b'.’ a2 — bz )( a? + b2 +

4q2 a? 2a a 2a

, a2 — b\ a® b2 —2a4% 420 a® 4-b* 4 2a° —2b°
2a 2a

3b% — a? .3a'-’ —b*  10a?h? — 3a* —3b* -
2a 2a 4a®

X =

a? + b2 | V10a%? — 3a* — 307 a® 4+ b2
I 1 Y=

&
da 4a ia

. V/10a%?% — 3a% — 313

a® — b
y & ="

dq 2a

-;‘f-l<V§=>'—b—'<;a| < |b] V5.
{

Ridicinile sint reale pentrui_ < —
/3 I3

!
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264%. Intr-o camerd sint oameni, ciini si muste, in total 10. In ce
nwmar se afla vietdjile dacd picioarele sint in numdr de 46 %
(Problemid de baraj).

Solugie. ‘

z+y+5=10
2z + 4y 4 62 = 46
5i deei avem sistemul

{50-}-;1/ + 2 =10

=2y +22=13 = +z<10
z+ 2y +32=23 Y Y

asa ¢l perechile (y, 2) pot fi wrmitoarele: (7,3), (1,6), (3,5), (5,4}
si prin urmare (0, 7, 3), (3, 1, 6), (2, 3,5), (1, 5, 4).
* k&

265. Sa se rezolve sistemul de ecuafii :

Y=« — ba,
z = a — by>.

Solujie. Scizind cele doud ecuatii membru eu membru, obfinen:

1) y —«=Dby* — =%,
care, {inind seama de sistemul initial, implic

y=uw y=u= — 1L V1 F 4ab,
{y:a—bwz-:’{baﬁ—;—x—a:()ay-—'L_ -2

in ipoteza y # é, din ecuatia (1), simplificind prin ¥y — 2, deducem:
bz + y) = 1 §i deci, in virtutea sistemului initial,

1 1 1
{ﬂ?‘|‘?/='b~ =>{$+I’l“—'-(;" ={a7+ﬁ‘/=-b—" -
bx - ab — b*x® =1 b —bzx+1 —ab=0
1—_%;[/4ab-3
2

1+ Viad =3
b )

¥ = a — ba?

X =

y:
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266. S se rexolve sistemul

Xy +2)* = (3% + v + 1) y*,

Y@ + 2 = (49® +y + 1) 2%
w4+ y)* = (32 + 2 + 1) %"

Solugie. Avem evident in primul rind urmitoarele sisteme de

solutii : _
{w=y=0, z=2=0, y=2z=0,
z arbitrar, 9 arbitrar, « arbitrar.

Rezultd de asemenea ci daeci @, ¥ sau 2 = 0, atunci numaidecit §i
una din celelalte douil trebuie si se anuleze. In continuare, vom presu--
pune @,9,2 # 0. Atunci, impirtind ecuatiile sistemului prin @%%?,
obtinem

(Eelf=Letos
4 &r x?
1 1 1 1 1 1 2 2 .
(% +~) T L
z y 9 @ gt 2 ay @
-2 1 1 1
yz z y 2

1 1)* 1 1 .
(—-+"—) = —4 =9
x v z 2t

Notind —1—+ l+ -1— = t, ecuatia precedentd devine i* — ¢t — 12 =0,
@ ]

Y
- 1+V1 3 =4
care are ridicinile f,, = —= V‘) +45 _1 f—‘ L, adic 5,{ :3

Dar atunci, din ecuatia -1—+ i+ 1 =4, deducem —1—+-1- = 4
x ¥y 2 vy ooz

.. . . . ca o
— — i prima ecuatie a sistemului implicd
@

ot -

1\* 1 1
(4_—) =“"’+"’;‘+3’
& &~

x
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u, devine de forma

. 1
care, notind — =
z

4—ul=u4u+3 =16—-—Sut+®=u41u4+32>u=""=

sau, notind 1 =7,
Y

4—2) =04+ 4=>0=

A treia ecuatie se scrie

2
(S e

4 — =

2

. .1
sau, in notatia — =w,
z

1 11 9
—_——_— = L = —)
9 11

d—-—w)il=wt+wt+s5=>w=
<

Asadar un sistem de solutii este §i urmitorul




Rationind ca mai sus §i cu aceleasi notatii, in cfizul 1y = — 3,
objinem

(=83 —w)l=u+uw+3=9+4+6utu=u+u>+3=
6 _ 5
U= == — => P == — =3
3 6

(=3 — v =2+ +4=>90+60+v°=0+1"+4=

‘)
’U"———-———-"—‘:’y:—l,

(=3 —w)l=w+w"+35=29+6wt+tw=w+w+5=

=2 0 = -—

w-\lon

4
W= == —
5

Asadar, mai avem s§i sistemul de solufii

5
O = — —>
6
y=—17
553
2 = — —-
4

267. Sd se elimine x §i y din ecuafiile

z Ty =a
z? + y* = b,
z3 +y3=c.

Solugie. Se foloseste (z 4 )% = 3(x + ¥)(a* + y2) — 2 (234+9y3).

268. S¢ se elimine a, b, ¢ din sistemul



Solufie. Se pune z_ A, se ajunge la oy + yz + 22 =0.
a

* % k %

269. Sd se afle cite solujii reale are sistemul de ecuafit

Pty +ay=a
2 — y'—' =D
unde a, b stnt numere reale. (Exercitiu de concurs).
Solugie. Punind

= w4+ v
T+Y=u -2 u? — v?
= . =>a‘?/=—s
r—y=v y = W —7 4
2
sistemul devine
9 2
w? — 1? ”
W - =0 {3u2+fv-=4a.,
4 = b
we = b.
wr = 2>

1° Daed ¢ < 0 nu avem solufii reale,
2° Dacii a = 0 §i b # 0 incompatibil,
3° Dact a = 0 §i b = 0 numai solutia (0, 0).

4° Fie ¢>0.
em {l/3'u. =w si ob{inem sistemul w,, T v =., 2,
Pun P = wh? = 3b2,

Existd solutii reale numai dacd 16a® —120°2 0 = 3b%< 4a* >
— 2a<)/3b <2a, $i anume

w?, v2 = +2a+ [4a® — 302 = w? = 2a + [4a® — 3b%, 1 = 2a —

—ViaT =38 = w = | 2a + Vaa® — 302, v = + |[2a — Via® —30%.

Avem deci patru solutii. Dacs avem semnul egal in — 2a < b}/3<2a
atunci solutiile se reduc la doud.
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270. In sistemul de p eouajis ou q = 2p necunoscute

{a’na’l b @y + ...+ a1, =0,
Up® b Gpe®s + oo o+ Gy, =0,

coeficientii ayy € {— 1, 0, 1}. 84 se arate cd ewisti o -solufie (m, Dgye «  2g)
a acestui sistem astfel incit

a) tofi ®;intregi b) ewistd un j inclt 1<j<q i 2% 0
c) pentru Yo §, 1<j< g, avem c¢d |z, < q (Problemd datd la a
XVIII-a Olimpiad3 Internationald, Olanda). '

Solugie. Aplicim principiul lui Dirichlet : ,,dac% avem » custi
§i m iepuri §i dacd m > n, atunci cel pufin intr-o cuged sint nu mai
putin de doi iepuri”.

Cite multimi de forma (y,¥s, ...,y,) avem daci 0 <y<q?
Fiecare loc poate fi ocupat de ¢ + 1 valori, sint ¢ locuri, deci in
total (¢ + 1)?. Considerim mulfimile de forma (byybgy - - ., by), unde
by = any; + G5¥; + ... + @y, §i socotim numirul lor stiind ¢
0<y,<q. Fie r/numirul de + 1 printre numerele a; in ecua-
fia a j-o . Rezultd ¢ — 1 intr) cel mult de ¢ — 7, ori §i prin urmare
(ry —q)g<d;< rg si fiecare b, poate lua cel mult ¢* 4+ 1 valori
diferite, de aceea mul{imea (b;, by, ...,b,) are cel mult (¢ + 1)
elemente ; dar (g+1)? = (2p + 1) = (4p2 + 4p + 12 >(4p2 4 1) =
= (¢* + 1)%, de aceea la doud elemente (4, Y5, . . ., Yo) §i (¥4, ¥3, - - - Y1)
corespunde una §i aceeasi mulfime de forma (b,, by, .. ., b,), conform
principiului lui Dirichlet. -

Pe de alt§ parte avem egalitatea

Auly + AYe + ... b Ay, = ayy; + Gz + < oo + AyYq = b;.

Considerdm mulfimea (#;, @5, ..., ,), unde &, =Y, — y;. Aceastd
multime satisface conditiile impuse sistemului omogen.
Nu toate numerele @, sint nule cici elementele alese sint dife-
rite i in afard de aceasta pentru tofi #, avem inegalitatea |x,| < g.
(Aceastd solufie este prea grea pentru elevii chiar foarte buni
§i de aceea se va rezolva integral pentru unul sau doud cazuri par-
ticulare).
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271. Stiind cd m, n, p sint numere diferite legate de a, b, c, d
(a# 0, d# 0) prin relajiile :
am3 4+ bm® +em +d =0,
and+bn:i+en+d=0,
ap® + bp* +op +d =0,

sd se calouleze suma --+ 1 + 1.
m n_ P
Solujie. m, n, p sint ridicinile ecua,tlel at® + bi? 4 ct + d = 04
A |
1 01 1 g, -ty 4t @ ¢
== 12 13+ 23 __ d - _ L.
o ot AR & d
a
* * k¥

972, Si se rezolve inegalitatea : x[x] > 4i8s1,
Solujie. we (0,1) = w[ax] = 0, 401> 0 imposibil.
> 1=0=2% 2% ae [0,1)=
¥ (2l o =2k+°L =
k< log,[#] €logez =k + « = [log,2] =k =
log, + log,[#]> k + o + k = o] >2% = 2%ou] — 4lks:)
adicd
x[a] >4,

2. SISTEME DE INECUATII
273. Sa se determine punciele din plam, care verificd urmdtorul
gistem de imecuafit :

Yy <2,

{y >2z"—17
z>—1.
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Solugie. Fie f(x) =2% —1 = (@) =27 log 2> 0, iar tabelul
de variatie a functiei f §i’a derivatei sale va fi:

x -1 0 0

o | =3 A0 Ao

F@ 1+ ++++++

Mulfimea de puncte solicitatd este
datd de figura 30.

* ok ok K ok ok »

274. Sa se afle solujiile sistemu-
lui de inegalitifi .
(@% — @425) (0§ — @y2,) < 0,
(@} — 2,2) (a2 — z) <0,
D1 (a2 — Ts) (@7 — @5m,) < O,
(@8 — 2,25) (0 — @ymy) < 0,
(@5 — @ymy) (af — @ay) < 0.

Solujie. Se vede ci @, = x, = 3 = @ = x; = ¢ este solutie.
Deoarece permutind circular &y, gy T3y Ty, T sistemul nu se schimbi,
{ ¥} — 2,5 >0,

Putem presupune cf 2, >, (¢ = 1,5). Vom avea deci N
T — Loy = 0

2
P 5% Do aici reaultd ci nici @, nici o
xg —_ mzmg S 0.
hu pot fi elemente maximale printre w,, ©3, ¥, 5 Intr-adevir,
incazul @, >, >, (k = 3, 4, 5), T3— @35 <0 = @, = Ty = @, >, care
tinind seama de #f — 2,3,< 0, ar da &y = @5, §i deci 2,> 2, =
= @3 = ¥y = @; iar inecuatia a doua din sistemul (1) ar implica
By =By = oy =u = @ In celdlalt caz, @, >2;>m(k =2, 3, 4),
T§— 02 < 0 = 3y = 3, = @, iar 2 — 305 <0 = 2, 22, = 13 =
= &; = &; iar a doua inecuatie din (1) ar da By =Ty = Ty = X = 5.
S& presupunem, agsadar, z, > Z3 2 2 (=2, 4, 5) si deci
Twy = X5 2wy > 22 Dar atunci, inecuatia a patra din (1) ar da
&y = @} = & = B = Ty = @, = m,, iar Inecuatia a treia din (1),
ar implica @; = @, = o, = 2, = ;.
In sfirgit, in cazul o3> @,> «, (k =2, 3, 5), ar rezulta
%y >3, @, > a3, iar inecuatia a doua din (1) ar da 22, = 2% =

§i prin urmare {
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= g =0 = &y = U3 = Dy iar din inecuafia a cincea a sistemului
(1), am deduce #; = @, = T3 = ¥y = Ts»

% % X ¥ ¥ * ¥
275. Fie ay, gy ...,G-pozitive §i 0< ¢<1. Sd se afle by

Doy .+« -y by aga fel incilt
1°. ark<bk, k=1, 2,..-,’"/,
1

2°, q<?ﬂl<—, E=1,...,m —1,
by q

30' b1+b2+ LA +bu< 1

(Olimpiadi : Suedia, 8 puncte).
Solugie. Putem lua drept b, :

by = 0"t + ayg* 2+ o b G Ot G e + a,q" %
Conditia 1° este verificatd.
1<ksn —1 = qb, — beyy = Grag(@® — 1) +. .‘.+ a2 —1)<0
si analog qby., — by<<10,’deciJeste indeplinitd_conditia 2°. Tn ‘sfirsit

by +bl 4 ... + by =0y 4 g P+ ...+ aq" "t 4+ aq +
NI R, SRR W cat s SRR S0 s S A 1T St U
@< (Bt Fa) L2 +2¢+ ... F 207 <

14+4¢
1—¢q

]

<(@ + 8+ ... 4 @)
deci este indeplinitd §i condifia 3°.

§ 19. LOGICA MATEMATICA

276. Maria, Lena, Jeny $i Katy cinid la cite un instrument
diferit (violoncel, piam, chitard gi vioard) ; de asemenea cunosc limbs
straine diferite (englezd, francezd, germond, spaniold) §i numat uUna.

260



Se gstie :
1° Cea care cintd la chitard vorbegte spaniola.
2° Lena nu cintd nici la vioard nici la violoncel §i nu gtie englezegte.
8° Maria nu cintd nicila vioard, micila violoncel 3i nu stie engleza.
& Cea care gtic germana nu cintd la violoncel.
6° Jeny stie franceza gi nu cintd la vioard.
La ce instrument gi ce limbd striing gtie fiecare. (Doud solufi).
Maria nu cint# nici la vioar#, nici la violoncel §i nu stie engle-
zejte, dar nici frantuzegte (pentru ci Jeny stie frantuzeste). Lena
la fel ca Maria.
Jeny gtie franceza §i cint# la violoncel, deoarece Maria si Lena
(impreuns) cints la chitard si pian §i vorbesc germana si spaniola.
Katy stie englezeste si cintd la vioarsi, deoarece celelalte 3
(impreuns) vorbesc celelalte limbi i cintd la celelalte instrumente.
Bingurele nedeterminiri care rimin sint referitoare la Maria §i Lena
I. Dacd Maria cintd la chitard, atunci (conform ipotezei) ea
va vorbi spaniola, jar Lena va vorbi germana si va cinta la pian.
II. Dac# Maria cint% la pian, ea va vorbi germana, iar Lena
va vorbi spaniola §i va cinta la chitari.



Capitolul III
TRIGONOMETRIE

§ 1. INEGALITATI

Incepem acest paragraf cu deducerea unor inegalitéti trigono-
metrice utile.

INEGALITATI TRIGONOMETRICE INTR-UN TRIUNGHI

1° sinA-i:-sinB-{:-smog_?’lz/?’_-

Se gtie cd sin A + sin B 4 sin C=sin A -2 sinB j Gcos ==
B—-C
L}
2

. A .
Presupunind 4 constant, cum cos > 20, vom avea maximum pentra

=gin 4 ~{:—2cos—‘21—cos

B = (. Analog, A = B, deci maximum va fi obfinut pentra
triunghiul echilateral si prin urmare sin A 4+ sin B4sin 0 g

3 sin 60° — 3/5 -
2° sin A sin Bsin C § V; ®

La inceputul paragrafului relativ la inegalitati de la capitolul
de probleme de algebrd, sau la aplicatia 15° a inegalitdtii lui Jensen,
8-a aritat ¢ media geometricd este cel mult egald cu cea aritmetici.

3 N . o
in particular, vom avea : |/sin A'sin Bsin C < sind + SlgB sinC <
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3° sin? A 4 sin? B - sin? ¢ %

8in? 4 - sin% B -+ sin2 ¢ =gin% 4 =+ (8in B +- sin 0)2 — 25sin Bsin € =

8in? 4 + 4 sin? B;—Ccos” B; 0 + cos (B + C) — cos(B — C) =

— cos 4 — 2cos? +1=

sinzA-l»4cos_2—;ieos2 B—-0 B;C

d

=1+ sin®4 —cos 4 +2cosz 2 —C

(2cos2%— 1) =

__C.

=14 g8in24 — cos 4 + 2 cos 4 cos? B

Maximul va fi pentru un 4 dat, atunci cind B = C si analog pentru
4 = B, deci cind triunghiul va fi echilateral, aga c# sin? 4 - sin? B 4

4 sin2 ¢ < 3sin? 60° -__%.

4°1§cosA—}:—cosB+cosC§%-

cos 4 + cos B 4 cos € = cos 4 -+ 2 cos B:Ocos B;-G =

are maxim pentru B=( §i prin urmare

= cos 4 + 2sini;~cos

(1) cosA-t[;—cosB—}ecosog%.

Pe de altd parte insi,

cos A 4 cos Bfcos0 =1 —2sm3%+23in%cos 3-0

2) =1—2sin—‘;—1-(cosB+0 B_G)‘

— cos
2

=1 4 4sin isinﬁsinﬁ-
2 2 2
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. . B s gea .
Oum sin —ésm—sm 20 , §i, tinind seama gi de (1), = 4°.
o o A .
5° sin —gin —sin

le \\v

6° __A CcoSs _B Co8 < 3I 3
CO8 2 2 ] 8

MIQ

, cdci, tinind seama de 1°;

4cos—§—cos—2—cos—g-=sinA-1>sinB+sinG§i2V§—‘

7° cos A cos Beos 0 € —8-

Dm (1) siinegalitatea dintre media geometrici si cea amtmetxcﬁ,
rezultd l/cos A cos Beos 0 § cos 4 + cogB + cos O < —-2— = 7°
8 smﬁ-—hsm +sm g V3.

Din mega,htatea (¢ + b + ¢)* € 3(a® + b® + ¢®) (un caz parti-
eular al inegalit#itii lui Cauchy) deducem c

. A . B . C V - | ., B ., 0
gin — + sin — + sin — £ |/ 3 [ sin* = 4- sin? — 4 sin®? — | =
2 +sm o s ( g+ 2 T 2)

=V3(1—cosA+1—cosB+1—cos0)=
2 2 2

=V—% (83—cos A —cos B—cos C‘)§V—g— 3—1)= V§ - 8.

QP abcsb+c—a)a—bFc)a+b—c)

b—o?2 0=>a22 —(—cf=a"2z(@a—bbo(a+b—o0),

b —o0-4a)d-dc—a)
(¢c —a - b)c+a—b)=>
=a®2? = (a —b Ho)2(aHb—c)Y(o+Hb—a) =9

(o—a)zgoabngz_(c_a)za.,bz

=
zZ
(6—02=0=c22c?—(a—b2=c 3
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10° ¢ sin A sin Bsin € € sin 4 +sinB_—1—sin0§_3_2VE-

Notindp:-g—(a+b+c) si R=%, ‘unde § este aria

triunghiului, 9° = abec = 2(p — @)2(p — b)2(p — ¢) = pabc = 8p(p —
—a)(p —b)(p — ) = p4RS > 858 = R(sin A + sin B + sin O)4R>
> sl”ZLG = 45in O 4R?sin A sin'B = sin 4 - sin B 4 sin 0
2 4 sin A sin Bsin C.,

care, tinind seama §i de 1°, = 10°.

11° cos® A + cos® B + cos® C = %

Din 3°, rezultd cos’4 - cos®? B $jcos?0 =3 — (sin2 4 $
< sin? B 4 sin%0) 2 3 —i=-§--

12° sin? —g- + sin2 —‘g— -+ sin? 5 = —i— Tinind seama de 4°,

sinz—é-{- sinzﬁ + sin2£ =l-(3 —cos’A —cos B —cos 0) >
2 2 2 2 )
>1(s-2)-2.
2 2

A B C _9
13° cos? — 4 cos? — + cos?— £ =

2 + 2 + S 4
cos3—+cos2—0-+cosz——_3—(sin2%+sm22£¢

PROBLEME

* k& of ok Kk &
1. 8@ se demonsireze inegalitatea

tg(ns.lnw)+tg(ﬂcosw)>1’ vV, a nggl!£<u €£ .
4 sin « 4 cos a 2 6




Solufie.
1 . V?; 2 1 wsiny =
5 < 275 “sma 2 |0 < Ty <peno<gs

=>

1 V3 2 1 T COS @
?<GOSO:< 2 ,—V?<m<2 0<4(}OS <2COS£E<'§'

§i prin urmare ambele tangente sint pozitive. Dacd z < «, atunci
tg( ns'mw)_k_tg(ucosa:) > tg(wcosw) >1 =tg(”c°s“)-

48in « 4 co8 o 4 cos o 4co8 «
Dac¥ @ = «, atunc

tg(ﬂsfnw)+tg(”cosw)=2>1.
4 sin « 4 co8 o

Dacd #> «, atunci

tGg(ﬂ:s?na:)_{_tg(n-eosm)>tg(ns.maa)>1=tg(7:anac)‘
4 8in o 4 cos o 435in « 48in «

%ok ok

2. 8d se arate cd pentru —;—< oc<'—;a é—— S <—>

m— V(cow —1)(6023 —1)'

Solujie
cos«e(o,%] @ = cos « - cos Be (0,1]
= =>
1 1
cosBe(O,—z-] b = cos « cos B € (0, —4-]

2_3 gy(l—cf’“)(l—wsrﬂ); 2—a <V1—a+b=>
@ b a b

(2—-a)2<1—a+b

a? b
a® — db = (cos « + cos B)> — 4 cos acos B = (cos a — cos )} > O
sia—1<0.

= (@ — 1) (a® — 4b) < 0 cci
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3. E = cos 24 < cos 2B — cos 2C < % (4 +B 4 0 = 180°)

Solufie B = 2 cos (4 + B) cos (4 — B) + 1 —2 cos? (4 4 B)y=
= —2[cos*(4 + B)—cos (4 + B) cos (4 — B)] + 1 = —2{ cos? (A4 B)—
— L cos(a — B)]2+ -;—cosa 4—B)+1< %+ 1.

Rezultd i B < i;— Egalitate pentru

cos (4 — B) = g-1;

H

cos (4 4+ B) =%cos (4 — B)

adich 4 = B = cos 24 — -12~ = 24 =60° => A =30°; B=30°; ('=120".
* ok k%

4. Sa se arate cd pentru a— ascufit avem :

) v
Sin”® a COSs'

S
Solugie. Stim ¢4

a"-{,—b">2(ab)”/2=>(1+.1 )(1+ 1 )=1+ 1 $
sin® a

cos” a

) (1 + 20z

sin® a
! . 1 Sl — 1 1 _
cos®«  Sin® « cos® « (sin o cos «)™/2 Sin® o« cos® o
e IS e L,
= N —— o= —— = .
[ (sin o cos «)™ 2] [ (sin 2«)™/2 ]

k Kk ok ok ok
5. Dacd w,y, z sint unghiuri ascufite ale unui triunghi, sé se
arate cd

tg" @ + tg"y 4 tgn > 3)/3%
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Solutie.

sin (@ <> y) _sin(z 4+ 9) _
coswmcosy cos(z$y)

tgo $tgy $tg 2=

sin (z + ¥)
co8 2 cos Y cos (v b ¥)

-[cos (z 4 y) — cos ® co8 Y] =

= sne (—sin 2 8in y) = tg s tg ¥ tg 2,
— COS & COS ¥ COS 2

deci
tgow 4 tgy +tg2 =tgwtgytg=.

3
tgo +tgy +tgz > 8ligwtgytgs = tgo tgy tgz >

3
> 3ltgrtgy tgz >tg3atgdytglz > 33 tgatgytge =

>tgatgytgz > B =>tgratgrytgre > 3% =

3 (-]
tg" @ + tg"y + tg" 2 > 3/ig° wtg" y tg" 2 > 3Y3F =3|/3=
* & kK k¥

8. Sd se arate fard tabele cd tg 11° << 0,2.
Solujie. Fie « aga incit tg « = 0,2. Atuneci:

40
tg2a o 2t€e__ 04 _T00 _10 _ 5
1 _tgf« 1—004 96 24 12
100
10
12 120
tg do = = 1 = tg 45° 4 45°
g 2 L2 119 = gy > fa>a0 =
144

= «>11° = tg11° < tg « = 0,2 = tg 11° < 0,2.
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* Kk ok k 3k

7. Sd se demonstreze inegalilaiea
(sin «; + sin oy 4 ... 4 8in «,)? + (cos «, + cos «;
+ ... +cos a,)® < %d

Solujie. Din inegalitatea lui Cauchy (Za.b,)? < Za}- I b},
oblinem :
(sin oy + ... + 8in o,)? < n(sin® o, + ... 4+ sin? ;) -
(cos &y + ... + COB &,)® < 'n(cosz o + ... + cos?a,)
(sin & 4 ... + sin a,)® 4 (cos ¢ + ... + cos a,)® < n?
* ¥ k %k k ¥

8. Sa se demonsireze ci sin? A 4 sin® B + sin®* ¢ < 9/4.
Qe devine inegalitatea dacd se inlocuiesc unghiurile cu laturile?

Solugie.
1 — cos 24 1 — cos 2B 1 — cos 20 9
g_
2 ™ 2 + 2 4 =
=3 ——g— < cos 24 4 cos 2B +eo$20’=>2coszA—1-l,-

+2cos(B+0)cos(B—G)>——2—»4005%4 -

—4cosdcos(B—0)—2 > —3 =[2co8 4 —cos (B — CO)]*—
— cos2(B — 0) +1>0=[2cos A —cos (B— 0)]? +sin?*(B — 0)>0
evident. Avem egalitate pentru B = C §i cos 4 = —;— = triunghiul
echilateral. Cu’ laturi, inegalitatea devine :

2 2 2
¢ _oR wsind— -2 LTETETE 9 eyl 2coRe
sin A , ok 4R? 4 :
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* %k ¥

9. Sd se arate ¢ 77 sin® « cos!® « < 12500, o€ (0, % .

Solujie. Aplicind faptul c% media geometricd este cel mult
egald cu cea aritmeticsi, obfinem _

. o [8in% x)2 (cos®a)S
775m4occos1°oc=ﬂ-( 2-)( 5 < 22.56 g
2Sin2oc N 5coszm
77592 552 5
S AR )

)7
= 22.55 = 12500.

sin? @ cos?a

Egalitate pentru =—\" = « = arctg J/2/5.
’ 9

*® &

10. 8¢ se arate cd sin o« 4 cos « -+ 8in « cos a0 << 2.
Solugie.

sin a+cos:r.=V§cos (i—— oc) < V§,

=>

. 1
Sin « cos « <—2—

= sin o -+ cos o 4 sin « cos a < V-2_+%<2.
L ]

11. Dacdé @,y >0 si 2 4y < —12:- 8d se arate cd (cos )V
4 (cos ¥)*1"#> 1 (Gazeta Matematics 4, 1977, Problema nr. 16624).
Solufie. Dinz + y < g-a- x < —;—— Y <> sinwssin(—;-— y) =

= cosy deei s 2 < cos y =>s5in?2 < cos?y = —sin®x > — cosy.
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Avem ci ¢

(cos )2 ¥ 4- (cos #)***% — sin® @ — cos?® z/(cos z)*" V4
+ (cos y)*'™=# — cos?y — cos® z = (cos #)*2¥[1 — (cos &)*~**7?]
+ (cos yP'"*[1 — (cos y)*-*2#]1>0
§i prin urmare
(cos @)™ ¥ 4 (cos ¥)*"®>sin® 2 + cos? & = 1.

12. Si se verifice inegalitaiea

(sinz"m-},- 1 )(cosz”w'—l;- 1 ) > (2n +L .
sin®* cos® o 2n

(Gazeta Matematicd 9, 1976, Problema nr. 16077).
Solugie.

f(w) = (sin?n & + sin~?* ) (cos®* © + cos 2" ) =

f'(@) = (2nsin*~1 z cos & — 2n sin-2"-1 ¢cos &) (cos?® z -+ cos— 2" x)H

+ (—2n cos®*~1 @ sin & + 2n cos~**~1 2 sin ) (sin®* & + sin=** ) =
. 1 1
= (smzn—1 2 _____) (cos2”+1 @ -+ ) _

sin2s+1 g cos2*1 g

. 1 1
— | sin**+! g 4 —— (0082"‘1 & — —0—-—|=0
sin?*-1 g) cos**tl g

(sin*" @ — 1) (cos* o +1) _ (sin* & + 1)(cos™ @ —1)

sin?**+1 g cos®* 1z sin®*~1 @ cos***!
(sin** @ — 1) (cos®” + 1)  (sin®" @ + 1)(cos™ & —1) _
sin? z cos® @
gin% o — 1 cos?" ¢ — 1

sin? 2 (sin%” 4 1) ey (cos® o - 1) ’
8% notdm, ‘ :
sinfe =t, te[0,1],
cosls=1—14,
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y = B 2 4 ) — [(Gn 1) 410 — 1)

= t(tzn -+ 1) tz(tZa 4 1)2
y = 2ntd" 4 2ni2 — 2mitn — B g2 L Ot 28 L] o=
- (1204 1)2
n __ 28 __
(l/'=—t4 4nt 1; y’=0=>t2”=2nﬁvm)=“

tz(tzn + 1)2

2n

1= 2n + VdnZ F 1=t = Von +Van® + 1

. !
" SN o /\t
i \\ A +co
\ ! :
\ ]
\ ]
1 I
1 {
H |
o
Fig. 31.
Facem reprezentarea graficl a Iui y(t) :
{ 0 V2n +VR¥1 +oo
y + 0 0
y I — W N 0
11— —-1

Reprezentarea gr_a,ficﬁ, aluiy, = se objine-

] (1 — O — 1) + 1]
din cea a lui y inlocuind pe ¢ in —# i apoi efectuind o translatie.

-.__ de o unitate (fig. 31). Aceasta revine la a Iua curba simetricd cu

axe- y-ilor §i apoi a2 o deplasa cu o unitate spre dreapta. Dat fiind.
cd f(x) = y(t) — 4 (t), din grafic rezult¥ ci in punctul #, in eare
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J'(#) = 0 si care corespunde punctului ¢, in care y() = y,(?), este un
punct de minimum pentru f(®), cieci y(f) — y(f) << 0 pentru 0< ¢ <1y
§i y(8) — 4,(t) >0 pentru ty, <t < 1. Acest punct ¢, este dat de con-

difia evidentd ¢t =1 — 1 =1 =—;—=> 8in ¢ = cosw=—;—- Dar f(xy)=

12
=[on 4+ —) -
=(+%)

N I I

13. Dacé pentru orice & avem cd a,cos @ 4 a, cos 22 - ...
ee. + a, cos n@ > —1, atunci numerele ay, as, ..., @, satisfac ine-
galitatea : a, + a, + ... + a, < n. 84 se dovedeascd aceasti afirmajie
pentrum = 2, n = 3 §i Vn. -

Solufie. Pentru » = 2, avem c# @, cos & 4 azcos 2z > — 1.

2n 2n 4w 1 1
Facem ¢ = —:.@4,C08— 4+ @, C08 — > —1 = — — @, — — @y >
g MRt 3 2 * g 27

> —1=a +a, <2 Pentrun =3, facema:=—’2t-s a;=1c,a:=’%nu

al'o—a2+a3'0 ? —l
— G+ a—0; > —l=>—a—a—a; > —3 >0 $a+a<3.

@°0—a,+a3-02>—1
Pentru cazul general, si stabilim in prealabil urmitoarea

Lemd. Dacd ¢ = 2:"3: atunci cos ¢ 4+ cos2e4cos3o$... 4
n

4 cos np = —1.
Fie date punctele O §i A,. Rotim pe 04, in jurul lui O succesiv

cu @ =- 2f’;. obtinind’4,, 4,, ... Deoarece (n +!1)¢ =2K= punctul
n ‘ ‘

Ay, coincide cu A, Suma vectorilor 04,04, . - .

..., 04, este’nuly cdci rotind pe fiecare cu ¢ A

§i suma trebuie s% se roteasc# cu ¢, dar pe’de altd 1

parte rimine aceeasi§j cici A, = 4, A4, - A4, 45 : A

A, - A,. Presupunind c% OA, aré proiectia 1, pe

40, 04, + 04, +...+04; vaavea proiectia'—1

§i prin urmare cos ¢-cos 29 +...+ cosjn p=—1. o LA
Demonstrim afirmatia pentrun ». Fie @, §i @ = iw;. Fig, 32
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Avem adevirate inegalititile
-1,

2
@y COS Ty + @y CO8 285 + ... + G, COS NTy > — 1,

® o e e e e e s e e s e e e * e s o

. @ Co8 2y -+ ayco8 27, + ... + a, co8 na,

a, cos #, + a,cos 2, + ... 4+ a, cos nx, > —1.

Dar ko, = klo, = lkx, = lz, $i deci:

a;C08 & +acos T +a3¢08 &3 4+ ...+ a,co8 &, = —1,
@, coS 2, -+ @p cos 2z, + azcos 25 + ... + @, cos 22, > —1,
2

Ve

a, cos 3z, + a, cos 3z, + @y cos 3x3 + ... + a,cos 3z, > —1,

@) COS N&; + @y COS NEy -+ B3 COSNT3 + ... > @, c08 nw, > — 1.
2%

Punind o, = y pe baza formulei stabilite ajungem la —a, —a, ...
n

ee—tp 2 —n=>a 0+ ... +a, <0

§2. IDENTITATI
k Kk Kk ok ko

4. Sd se arate cd pentru orice n > 1 este adevirati identitatea
. . T\ . 2% . (n—1)= .
singsin{os+—|)sin{ z2+—]...sin| o+ ——= | = 0, sin 2z,
n n n
unde O, este un numdr depinzind de n $i 34 se determine apoi C,.
Solujie. Vom stabili in prealabil urmitoarea
Lemd. sin nz = sin 4, (cos @), unde A,(x) este polinom de
gradul n — 1 cu primul coeficient 2°71; cos nx = B,(cos %), unde
B,(x) ¢ polinom de grad n cu primul coeficient 2"-1,
8in ¢ = 8in @ ; sin 22 = 2 sin # cos z,
COS & == COS &; o8 22 = 2 cos?r — 1.
Inducfie. S& presupunem ci lema-i adevirati pentru n = k.
Atunci sin (k¥ 4 1)@ = sin @ cos k2 + cos @ sin kz = sinw B,(cos )4

+ cos # sin 24, (cos z) = sin.z[B(cos z) + cos wd,(cos x)],
cos (k > 1) = cos @ cos ko — sin & sin ko = cos @ - By(cos &) —
sin®rA,(cos #) = cos # By(cos 2) + (cos?z — 1)A(cos 2).

Etapa verificérii : {
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Rezultd ci A, (%) = By2) + @A (2) §i Biy(2) = aBi(x) +
+ (2 — 1) A, (x), care sint polinoame cu primii coeficienti
2%-1 1281 — 2% T,ema este demonstratd.

Fie f{2) = sin (w+—’1)-sin (w+3’-‘) . sin(w 421 n).
n n p Y '
Grupim termenii de forma sin ( @ 4 _”"_“) §i sin | @ 4 m(n — 'b)] ,
" n
0 < ¢ < n/2. Dacd n este par, atunci in produs rimine inc3 termenul

n
s
sin (a: 4 2 ) = sin (ac + %) = cos 2. Transformind produsele

n
w(n — 1) ___%[_ cos (2z 4+ w) <+

obtinem sin (a; -+ 2) sin [w +
n n
+ cos(—z—"2 — n)] =—1'—(cos 2x — cos-zLu) =—1—(2 cos2y — 7 —
n 2 n 2

— COS

= cos’z — d;, unde d, este anumitd constantd. Astfel
n

f(z) = D,(cos x), unde D,(x) este un polinom de gradul » — 1
cu primul coeficient 1. Rimine de demonstrat ci 4,(2)=2""1D,(z)

(in rarticular va rezulta ci constanta C, din enunt va fi "27_1) .

Folosim teorema care spune ci polinomul de gradul 4 are nu
mai nult de % rdd#cini distincte.

Considerim polinomul F(2) = A,(x) — 2"-1D,(x). Gradul siu
este mai mic decit » — 1 intrucit coeficientii pe lingd 2"~? in poli-
noamele A ,(x) §i 2"-1D,(z) sint egali. Asta inseamnd cd ori ¥(x) este
identic nul ori F(x) are mai pufin de » — 1 ridicini.

Sy 3 2
Considerdim punctele &, = — —T—, By = — =T g ooy Lpoy =
n n
nfn —1) . .. . « .
=————"" i fie {;=cos z,. Este evident ci f(2;)=0 si de aceea
n

D,(t,)=0 ; in afar} de aceasta sin (nz,)=0 i sin z, # 0, ceea ce inseamn
A, (cos z) = A,(t;) = 0. Observiim cé toate ridécinile ?, sint dis-
tinete intrucit cos @« cregte pe segmentul [— =, 0]. Astfel polinomul
F(x) se anuleazd in n —1 puncte %, 5 ...,5,—; §i asta inseamni
ci F(x) este idenmtic nul. Prin uwrmare A, =2""1D,, adicd

sinwsin(w+£)...sin[m+—ﬂ—(n———1)—] 1
n

= —— §in n®.
n on-1
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S% demonstrim acum ci un polinom de gradul k nu are mai
mult de % ridicini.

Fentru k¥ =1 — evident. Fie afirmafia adevarati pentru !
si fie P(t) = a,t' + a,3#*- + ... + &yt + @, un polinom de gradul I
-((h # 0).

Fie « o ridficind a polinomului P (dack P nu are ridicini
afirmatia este doveditd).

Pla) =@l + ... + ay = 0. De aceea P({) = P(f) — P(a) =
=g(t' — o«f) + gy(B* 2 — &!Y) + ... + ay(t — «). Se aratd cu usu-
rintd cd ¢ —of=(@ — )t 4 a2+ ... + ai"1). De aceca
Pty = (t — a)[@(#*1 ...+ &) o (024 .. &) 4. . )=
= (¢ — a) H(?), unde I{(t) cste un polinom de gradul I — 1.

Conform ipotezei H() nu are mai mult de I — 1 ridicini.
Asta inseamni ¢i P nu are mai mult de ! ridficini (« si ridicinile
polinomului H(t)).

* & %k B o

15. Sé& se arate cd
tg o« + tg(a + 20°) 4 tg(e +40°) + ... + tg(e 4+ 160°) = 9tg 9 «.

) Solufie. Vom stabili mai intii citeva identitifi preliminare.
Vom incepe cu:

(1) tg a + tg(ax + 60°) + tg(a 4 120°) = 3tg 3a.
Intr-adevir,
@) tgsa_sin&c__sin2acos«+cos2ocsinoc_

cos 3o €os 2¢0. oS — sin 2¢ sin o

__ 2sinacos’e + (1—2sin’a)sine
(2 cos®a — 1) cos « — 2 cosa (1 — cos?a)

__ 28ina(l —sin®a) 4-sin ¢ — 2 sin« 3 sin o« — 4 sin®«

= =3
4 cos3a — 3 cosa cos o4 cos?a — 3)
—tga 3 — 4 5in’%a ~ tga 4 cos?q — 1 ,
4cos®a—3 4 cos?a — 3



iar ,
tga 4 tg(x 4 60°) 4 tg(a +120°) =tga + tg(a + 60°) — 18(60°— «) =

. _‘ .
b Sin?“ _ _tge1— 2 cos?a -
cos(« - 60°) cos (a — 60°) coszai-——e'—sin%:
4 4

(3)

o cos2e — 3 sin?« -+ 8 cos?«

=tg - -
cos2a— 3 sin®a

2. __ 2 052 2,
mtgﬁcos:: 3 4+ 3cos?e+ 8 CO’“_—.St.gu 4 cos?x — 1 ,

4 cos?a — 3 4 cos2a—3

282 cf, din (2) si (3) deducem (1). $i acum inlocuind pe « cu
« 4 20 §i cu « + 40, obtinem respectiv

{4) tg(a 4 20°) + tg (« + 80°) + tg (« + 140°) = 3tg (3= + 60°),
(5) tg (« 9 40°) + tg (« 4 100°) + tg (« + 160°) = 3tg (3« + 120°).
.Adunind ecuatiile (1), (4) si (5) membru cu membru, rezults
tg o -+ tg (« + 20°) + ... + g (« + 160°) =
3{tg 3a + tg(3x -+ 60°) 4+ tg(3a + 120%)],
.care, inlocuind in (1) pe « cu 3, implicd
3[tg 3a 4 tg(3x 4 60°) + tg(3a + 120°)] = 3(3tg 9«) = 9tg o

o &

16. Fie cos{a - B) # 0, cos « # 0. Dacd sin a«cos(a + B) =
= gin B atunci tg(« + B) = 2tga.

Solufie. sin p = sin(a + f — «) = sin(« + B) cos « — cos(a
4> B) 8in a= 2 sin « cos (« + B) = sin (« + B) cos o« =tg (e + g) =
= 2 tga.

17. Si se arate cd
sin 362
235

{Gazeta Matematics 3, 1977, Problema nr. 16537, Din Matematica
v feole 5, 1976). :

P = sin @ sin (¢ 4 5°) sin (¢ + 10°).. .sin (& + 175°) =

27T



Solufie. Scriem expresia din membrul intii astfel :
E =sin gsin(z 4 5°) sin(z + 10°) ... sin(z 4- 85°) sin(» 4

+ 90°) sin(x 4 95°) ... sin(z 4 175°%),
dar

sin{w + 80° + %-5°) = cos(90° — z — 90° — k-5°) = cos(z 4 k- 5%
asa ci

B =%sin 2w——%—sin(2m + 10°)-%sin(2a; + 20°).. .%sm(2m¢170")=
= é—t;sin 2@ sin(22 4 10°) sin(22 4 20°). . Sin(2z 4 170°) =

= Lsin 2z sin(22 + 10°) sin(22 + 20°)...sin(2z + '90°) sin{2« 4

218
+ 100°). . .sin(2x -+ 170°),
dar
sin(2z 4+ 90° + %-10°) = cos(90° — 22 — 90° — b-10°) =
=cos(2z + k-10°),
si deed '
171 ; 1 1 . 1
E=—|—sindz — sin(4x + 20°). = sin(4z + 40° .o« —8in{4x-H
218[2 4o sialda o+ 20°). - sin(da + 40°).. Ssin(sa-p

18

4 160")] =§1—- % sin 4z sin(4%+-20°). . .sin(4w4-80°) sin(4z-+100°). . .

...sin(4z 4,160°) = 512—7 sin 4w sin(4z 4 20°) sin(4x 4- 40°) sin(4z <4

+60°)-sin(4x + 80°)[ — sin(dw — 80°)][ — sin (4w — 60°)]E—-‘sin(4a;-—
— 40°)][— sin(4z — 20°)] = %sin 4z sin(4x 4 20°) sin(do

+ 40°) sin(42 - 60°) sin(42 + 80°)-sin(4z — 80°) sinf{dx —
— 60°) sin(4x — 40°) sin(4 — 20°) =

=’isin 4w —l—(cos 40° — cos 82) - i(coxs 80° — cos 82) 1 (cos 120° —
2% 2 2 2 :
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— cos 8z)- %(cos 160° — cos 82) =

51-;-1 sin 4@(cos 40° — cos 8z)(cos 80° — cos 8z)(cos 120° —

— cos 82)(c0s 160° — cos 87) = -+ %sin 4o (-;- + cos Sw)(cos 80—

— 008 4@)(cos 82 — cos 80°)(cos 8z — cos 160°) = 513—1 sin 4@ (é— »

4 cos 8:0) [cos® 82 — (cos 40° 4+ cos 80° 4 cos 160°) cos? 8z $

4 (cos 40° cos 80° > cos 80° cos 160° 4 cos 40° coa 160°) cos 8w —
— ¢08 40° c0s 80° c03 160°] ==

1 sin 4 (—1—- + cos Sm) [cos"’ 8z —

2% 2

~— {cos 40° — cos 20° - cos 80°) cos? 8z - % (cos 120° -+ cos 40°
4 cos 240° - cos 80° 4+ cos 200° + cos 120°) cos 8z —

— -%— (cos 200° 4 cos 120°) cos 80°] =

<= 51_31 sin 4o (% + cos Sw) [cosa 82 —(— 2 sin 30° sin 10° H

2

<% sin 10%cos?8x + 1 (—1 + cos 40° — cos 60° 4~ cos 80° —
. 1 oo 1 .
—00820)008850—,-? cos 20 —{—? cos 80°| =

wn 2%1 sin 4@ (% + cos 8«:) [cos‘%w —(— 8in 10° - sin 10°) cos28z $

P2 —-;— ( —-1-— % =+ 2cos 60° cos 20° — cos 20°) cos 8w +
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1 1 1 . 1 :
-— 08 20° cos 80° + —cos 80° | =—sin 42| — 4-co8 82 | cos®82
4 o8 80° + ] = ( ~ 4 ) +

4;-%(--%—-}- cos 20° — eos20°)cosSw +

171 1 . -1 .

- — —co0s 100° + —cos 60° | 4 —cos 80° | =

g goon 100 4 o8 607) oo 807 =

= isin 4z 1 -+ cos 80:)(0053 8z — ieos 8z ——Jl-cos 80° -+
23 2 4 4

1.1 1 1 3 1
tr—-4-—co8 80° | =—sin 42| — 4~ cos 8z cos® 82 — —co8 84— |==
$8+4 ) 231 (2 + )( 4 +8)

=2—13;sin 42(1 + 2cos 8&:)(8 cos’8x — 6 cos 8 4 1) =

== %ﬁsin 4a(1+ 2cos 8x)[3 — 2(1 — cos 82) (1 + 2 cos 82)2] =
=2ias sin 4#(3'— 4sin® 42)[3 — 4sin? 44(3 — 4sin? 4a)?] =

= %‘3 Sin 42 — 4 5in® 47)[3 — 4(3 sin 4& — 4sin? 47)] =
=2ias [3(3 sin 4z — 4 sin® 47) — 4(3 sin 4@ — 4 sin® 42)*]=
-_—2ias [3 sin 4a(3 — 4 sin? 45) — 4 sin® 42(3 — 4 sin%n)S]—

——1-(3 sin 124‘6—- 4 sin® 122) = = “ 122 (3 4 in? 122) =

g% )—'2;3111 % (3 — 45in?12g))=

i
=2% sin 36z.

Pentru obfinerea ultimelor 3 expresii s-a folosit formula trigometrics
8in 3z,= sin #(3 — 4 sin® x),
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§ 3. ECUATH

¢ & * & % ®

18. 8d se rezolve ecuafia :

sin 32 cos (60° — 42) + 1 -
8in (60° — 72)— cos (30 +x)+m

{Problem# pentru concurs : Roménia).

Solugie. :
o [sin 3z =1 3w = 90° 4+ k-360° |4
1 _ = . =
co8(60° — 4a) = —1 60° — 42 = 180° + 1-360° |3

180° = 360° 4 4%-360° + 540° + 3¢-360° =1 = 2 4 8k+3 4+ 61 =
8h4$b6tl=—4d =24k +3t=—2=2k=—2,=2-k=—2+
~p 3s, t =2 — 4s.
@ = 80° 4 £-120°;7 = 30° + (—2 + 35)-120° = 30°—240°+3-360 =
= — 210° 4 8-360° = & = 150° + 5-360°. Vedem cd m 5 2.

2. 8in 30 = —1 §icos (60° — 4x) = 1 = 3w=—90°+%-360° 4
60° — 42 = £-360°| 3

180° == — 360° 4 4%-360° + 3t-360°; 1 = — 2 + 8 + 6¢;8k+6t=3
émposibil.
3

19. Sd& se rezolve ecuajia

(3 sin & + /3 cos & + 5¥)% = 37(1 + ¥?).
Soluie. Se vede ci 3 sin z 4 |/3 cos = = °V§sin(w —i—%)=t,
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unde, evident,

. ~ :
—lsgp <l=-28<i<2B=rr <122 -12 <0

Facind substitutia corespunzitoare in ecuatia din enunf, obfinem
(t + 8y)* = 37(1 + y?) = 12y — 10ty 4 (37 — #%) = 0.

Pentru ca aceastd ecuatie s3 aib¥ ridicini reale trebuie ca A=25t—
— 12 (37 —#?) > 0, dar constat¥m c¥ A = 2512 — 12-37 4 122 =
= 37 (#* — 12) < 0, aga ci ecuatia in ¥ va avea  rédicini reale numai
pentru 2 =12 gi deci ¢ = & /12 =t =¢ 2//3. Inlocuind aceste
valori ale Iui ¢ in ecuatia in ¥ obfinem

1292 & 20/3y + 25 = 0 g = £20V8 _ I3

: =)= _t _ 4&2/8 | LT
E’m(”a-}_(i) o3 23 "ilgw-”s g ¥hm=

&= +kr(k=0,1,2,...).

R

T
—— -tk =>r=
6

@ |a

w=%-+kn(k=0, 1,2,...),

Agadar

, 8/8
y==x—5

* ok A %k

20. 8¢ se rezolve ecuafia
tg(e + 15°) tg (2 + 75°) tg (2 4 135°) = — |/3.
Solufie. Pentru @ + 75° = « ecuatia devine : tg 3a = J/3.
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21. 8d se rezolve ecuatia

Vsin@ - V/sin 22 4 [sin 3z = Ycos 32 + |/cos 4z + |/cos 5,

[ 55]
10
(Gazeta Matematicd 8, 1976, Problema nr. 15999).
Solugie. (Jsin @ — J/cos 5z) -+ ({/sin 2z — /cos 4%) + (|/sin 3z —

. . k) -
sSin & — 81N (— —D.’D)
1

-~

— leos 3m. =0 =
v ) Vsin @ + Vcos 5z

sm2a:—sm(———4a:) sm3:v—sm(———3m
2 2 0

+ = =
Vsin 22 + Y cos 4z Vsin 3z + |cos 3z
2sin (3w ——) cos (—E -—2a¢) 2 5in (Sm -———) cos (—7—— )
4 4 , 4 4 N
Vsin @ + [fcos 5z ' Vsin 22 4 Veos 4w ’

2 sin (300 — :—) cosI—
4 4

=0 =>sin(3w—£)=0 =
Vsin 3z + }cos 3z 4

0

' ™ 13
30 =— =2 =-—radiani =2 =1
4 2

A

Verificare : |/sin 15° - V/sin30°+ l/sm 45° =) cos 45°+-)/cos 60°+ cosT5°.
Aceasta este singura solutie ciici, dacit impfirfim membrul intii

prin 2 sin (3.'» - Z) , obtinem :

ms(i_Qw) cos(L_ m) ._1_
2
4 4 + 2 >0.

Vsinw + Vcos5a  sin 22 + |fcos4e  Vsin 3w 4 Jcos 3
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22. Sa se arate cd dacd «, B sint ascufite §i tg B = 3tg o,
atunci B < 30° + «.

B —
Solugie. tg(f — o) = 63 —tgx _ 2tga 2

1 +tgdtge 1 -+3tgla ctga4 Stge

Dar ctga + 3tge > 2J/3(cum se vede de exemplu anuling
derivata lui etg « 4 3 tga).

te(B — ) <%=tg30°=>ﬁ-—- 2< 30° san B< 30° 4

*® ¥ %k %

23. Sd se rezolve ecuafia : sin (E -+ [—1]) 1.
6 6x 2
Solugie. = 4 [ E] =& 4 okn = [”—] — % € 2.
4 6 + [6:0] 6 + 6z
in membrul intii avem numir intreg, iar in al doiles un numir ira~
fionalin afard de cazul k=0. Rezultd 0&[6—1-] =0 =0 < <102
' @ @
Cazul

fr

P = 5% T 2%
_ _ 42k 2| — | =24 2kn
e+[ ] [ ] 5 ¥

6z] 6 6
este imposibil cdci un numir intregnu poate fi egal cu un:numie
irational.
* ok A
4. Sd se arate ci dacd « e R este radaciné a ecuafied
2(2* + ) sin 22 4 (22 4 2 — 2%) cos 22 = 23 4 22 P 2,

atunci |aj < 1. (Problem# de baraj).
Soluie. Transformim ecuatia astfel :

4(2® + 2)sin @ cos @ 4- (22 + 2 — %) cos®p — (22 + 2 — @3) ginZx—
' — 23 —20—2—=0=

4z(2 4-1)sin @ cos @ + 22(cos®w — sin?y — 1) —



— z3(cos?xr — sin’x +{1) + 2 cos’z — 25in%w — 2 =0 =
— 243 cos?x+ 42(x 4 1) sin @ cos £ — 4z sin’s +2—45sin%*s — 2=0==

a3 cos% — 2z(2 4+ 1) sinz cosz 4+ 2(z + 1)sin’z = 0| z =

& cos’xr — 22%« + 1) sinw cosz + 2z(z + 1) sin’z =0 =

[2? cosw — (@ + 1) sinz]? —
— (x + 1)2 si'n?w + 2z (# + 1) sin%z = 0 =
(22 cosz — (2 + 1) sinz]® + (¢ — 1)(2 + 1) sin%z = 0.

Dack («¢ — 1)(ax +1) >0 =sin%z =0, «?cose =0 = a = 0. Tre-
buie s3 avem deci (¢ — 1)(x + 1) <0 = «xe(—1,1). Se vede c&
—1,1 nu sint ridicini.

§ 4. SISTEME DE ECUATII

Td ok ok Kk Kk ok ok 0k
25. Se stie cd
ctge =2 + Va + Vo + Ve,
ctg 20 = 2 +Va,

a, b, ce N egi nu se divid cu 4, iar Ya, Vbec — irafionale. 8i se afle
unghiul «.
Solufie.;Se stie cd (ctga — ctg2a)® =1 + ctg?2a =
Vo +Ver=14+44+a+4la=>

- be = 4a
b —5=a+4+22)a — |be !
+ e +2(2)a V)”{b+c=a+5.
Eliminidm pe_a:

bc=(b-*}r—c—5)4=>(b_4)(4_c)=:4=>{b=6, {b=2=>
¢ 2 c=606

E— ’
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=>a=3 =>ctg2a=2+]/§=tg2a#2—]/§=>

_ 4-—29)8 22—V _ _2-y3 _ 1
1—74+4Y8 223 -3 32-—-1V3) |3

do=—Fhn = o= "+ ks ctga >0,0tg2x >0 =

k=4m=|a=— m--
“=gg T

& ok %k Bk ok
26. Sd se rezolve sistemul de ecuafii
sin?z = siny,
{sinzy = sin z,
sin?z = sin @,

unde @, y, z€ [0, w].
Solujie. Adunind cele trei ecuafii membru cu membru §i tre-
cind totul in membrul intii obfiném

sin*z — siny 4 sin?y — sinz 4 sin%z —sinw =0 =
sin a(sin ¢ — 1)}+ siny(siny — 1) 4 sinz(sineg — 1) = 0 =
sin &(1 — sin2) - siny(l — siny) + sinz(1 — sinz) = 0.

Intrucit «, y, 2 € [0, =], cei trei termeni sint > 0 §i deci ca suma
lor s& fie 0 trebuie ca fiecare si se anuleze. Din anularea primului
termen obtinem

Sing =0 =2 =0 sau ¢ = =,

sine=1=>a=

loln

Rationind la fel pentru y si 2, gdsim urmitoarele solutii :

z2=0, [2=7 (2=0, [2=0, ([t== (t== [2=0
Y=0,19=0,19=m 9 =0, y==% yy =0, {y=n,
2=0, =0, {2=0, [zg==x, [¢=0, lz==% |z

& = Ty
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2 = w2, (¢ = =2, [ =72, [z==x/2, (=0,
y=0 {¥y=0, jy=m (W=m ¥=r72
2 =0, z2=m, z =0, 2=, 2=0,
t=m, [g==x ([0=0 ([2=0 ([¢r=m,
Yy ==[2, 19 =7/2, {1y =0, =% ¥y=mn
2 =0, 2=, z2=x2, |2 =n2 |lz=r=/2,

2 = w2, {®# ==2, [®==/2,

¥y =7%[2, 1y ==[2, Y =7/2

z2=0, WwW=mn 2 = mf2.

* ok % *

27. 8& se arate cd dacd sistemul de ecuajit
asin’e + ) + bsin¥z — y) = 2,
a tgXz + y) + b tg¥z — 9) = 2,

a—b

¢ +b

are solutit, atunci (a® — b%)? 4 4ab = 0.

Solugie. S% considerdm mai intii sistemul format de primele
doui ecuatii ca un sistem in necunoscutele a,b §i si-1 rezolvim prin

regula lui Kramer :

tgxtgy =

2 sin¥z—y) 1 1
sin¥ (@ — ¥) 1
7= cos¥(z — y) - 2 cosX(z — y)
sin2(x-+y) sin%z — y)| sin¥z+ y) 1 1
cos¥(z-+y) cos*(x — y)! 1 1
cos¥z + y) cos¥(z —y)

2 sin¥x — ) cos¥(z + ¥)
T sin¥w +y) cos¥w + y) — cos¥ @ — y)
__ 2 sin¥ (@ — y)cos*(z + )
sin®(z + y)sin 2« sin 2y '
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sin¥z +y) 2 1 1
sinfo+y) 1
b — cos¥(z + ) L _ 2 cos¥(z + )
sin¥(z +y) sin¥x—y)| sinXz —yz) 1 1
sin®(z 4 y) sin*(z—y) 1 1
cos¥(w 4 y) cos¥(w—y) cos¥(z +y) cos¥(z —v)
—2 sin*(z + y) cosXx — y) . 2sin¥(z + y) cos*(w — y)

- sin¥(@ — y) [cos®(z + y)—cos((z —y)] sin%(x — y)sin 2z sin 2y
Din a treia ecuatie a sistemului inifial objinem

Sinosiny  a—b
coszxcosy a-+b ‘
—acos (# +¥) + bcos (2 — y) = 0.

=(a + b)sin wsiny — (@ — b)coswcosy = 0 =

Dar a = 0 ar implica cos (# — y) = 0, iar din primele dou
ecuatfii ale sistemului cos (# — y) =1, ceea ce-i imposibil, a =
== b = 0 nu se poate, rezultd @ # 0 si deci

b cos(z 4 Y)
a.  cos(z —y)

Pe de altd parte, inlocuind pe @ §i b (obfinuti mai sus) in aceast¥
relatie, rezults

2 sin*(% +- ) cos¥ (@ — y)

sin2 (#—y)sin228in 2y . sin 4(z + ) cos¥(z — ¥)

|/

b _

(1)

__ 2 sin}(@—y)cos¥(z+y) sind (¢ — y) cos®(z +vy) a
sin2(x+y)sin22sin 2y

_cos(z + )
cos(z — ¥)

Dar (a* — b%)? +- 4ab = 0 se mai poate pune § sub forma

a2[1 _(-”-)2,]2 +el 0=
al; a

'S
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_ 4sin¥(x — y) cos¥(z + ) [1 __cos¥(x +y)]2= 4cos(w + ) -
sin¥(x + ) sin? 22 8in?2y cos¥(z —y) cos(z — ¥)

_sin¥(w —y) cosi(@ + y) sin®2axsin2y  cos(x + y) -
sinf(z + y)sin? 22 8in*%2y  cos¥z —y)  cos(z — v)

_ sin¥(z —y) cos¥z + ¥) 1o _Siniz —y) cos¥a +y)

sin{z + y) cos¥x — ¥) sin{(z + ) cos¥z —¥y)
- cos{wz — ¥)
cos(z + ¥)

care-i verificatd in virtutea relatiei (1).
§ 5. FUNCTII TRIGONOMETRICE
28. 8 se afle maximul expresies

=a sin -+bsin y+¢ sin 2z +dsint +

+ €2 cos (@ + y) cos (¥ + 2) cos (z + ),
unde @, b, ¢, d, e >0, x +y 4+ 2 + t = 2.
Solufie. Aplicind inegalitatea Iui Cauchy, obtinem

u=asinw+bsiny-}—csinz+dsint+

+ €l/2 cos(@ + y) cos (¥ + 2) cos (z + @) <

< Vsin%z + sin?y + sin’ + sin% + 2cos8(x + y)cos(y + 2)cos(z + x) -

Va2 + b2 + ¢ + d% + €.
Dar
sin®z + sin% -+ sin% + sin% + 2 cos (z + ¥) cos (y + 2) cos (2+2)=

19 —~ ¢ 553 10
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1—cos2w 1 —cos2y 1 —eos22  1'—ecos2f
= 2 +, 5 + - 2 + P +

+ 2 cos(z + §).cos(y + 2) cos(x + 2) —9— cos( + ) cos(w -y +
+ cos(z + t) cos(z — 1) + 2 cos (v + ¥) cbs (v -|— 2) cos(m'fl'-'z) =
| = 2 — cos(x + y) cos(z — y) + cos(@ + y) cos(z — 1) +
42 cos(x + y) cos(y + 2) cos(.'v + 2) = 2 — co3(w + y) [cos(z — ¥) +
+ cos(z — )] + 2 cos(z + ¥) coa(y + ) cos(z +2) =

o+2—(y+ ) w+t-—(y+2)
2 2

=2 — 2 cos(® + ¥) cos =

4 2 cos(z + y) cos (y—{-z) cos(w+~) =
—(m+z)c.w+i—(y+~)+

2 2

=2 —2cos (z + ¥) cos

4 2 cos(® + ) cos(y +2) cos(z +2) =

=2—2 cos(z+Yy) cos [1: — @i‘iﬂf’l-‘ cos[ w+t—(y+ )]
2 J 2
+ 2 cos(2 + ¥) cos(y + 2) cos(z +2) =

2n— Y+ +(@+s) | 2m— (@) H @)

2 2

=2 — 2 cos(w 4 ¥) cos
+ 2 cos(@ + ¥) cos(y + 2) cos(z + 2) =
=2 — 2 cos(® + y) cos(x + 2) cos (¥ + 2) +

4 2 cos(z+y) cos(w 4 2) cos(y + 2) =2,

asaciu <2V LbErie L2 te® §i deci u,, =V2Va2+b2+cT+a+e%
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* ok %k * k k ¥
2).- 8d se gdseascd mulfimea valorilor functies
gin?x 4 sin%y + §in%2, unde o + y +z=m
(Problems de concurs : R.D.G.).

Solufie. Avem evident-c3 (|7| — 1/2)% >0 adict r2 — [r| +1/4)>0.
Considerind |s| <1 avem ci 72— |rg] +1/¢ > 0 si cu atit mai
mult 72 + rs 4 1/4 >0. Ficind pe r =cos (x + y) $i § = cos(z — Y)
avem ci : : : : '

cos*(@ 4 y) + cos(w + y)cos(z — y) +1/4 >0 =

2cos* (@ + y) + 2 cos(w 4 y) cos(z — y) +1/2 > 0 =
1 + cos2(z + y) + cos%a: +»c£)s2y +1/2 20 =
— cos 2(z +' Y) — co‘s;“2‘{‘v —cos2y < 3/2 =
1 —cos2(z+y)+1—cos2x +1 —cos2y < 9/2 =
2sin¥(x + y) + 2sin®2 + 2sin’y < 9/2 =
sin¥(z + ) + sin®« + sin?y < 9/4 sau

0 < sin*wz + sin’y 4 sin®z < 9/4 efici sin(x + y) = sin 2.

g £ k.

30. Sa se calculeze

sin 1° 1 _ 1, _,__,____1__)
sin1°sin2°  sin 2° sin 3° gin 89° sin 90°

(Problemd de baraj).

Solupie coskx _ cos(bk + 1)z sin(k +1— k)= _
: ) sinkzx ~  sin(k + 1)@ sinkasin (k + 1)x ‘
sin A
= =
sin kzsin(k + 1)z
& sin 1° ~ ‘ et o o o °
%, ctgh® —ctg(k + 1)°=ctg 1° —ctg 90°=ctg 1°.

Eisin i sink + 17 2
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31. Avem cos? e + cos?B = m. 84 se afle cos(a — B) cos(a + B)
14+ cos2a 1+ cos2p -

Solutie. m = > + 5

2m — 2 = 2cos(a + é) cos(a — B)=

cos(e — B) cos(a + B)=-2(m2——1)=m —1.

32. 8d se afle maximul expresiei:

= acos & + bcosy + ccosz+ df2 cos z cos ¥ cosz,

a, b,e,d >0, = v,2— & ascufile in iriunghi.
Solupie. cos?z + cos?y + cos?z - 2 cos xcos Y COs 2 =

2 20 1 2
=1-i—cos w+1+cos J+ -+ cos z+2coswcosycosz=

2 2 2

=%+eos(:v -+ ¥) cos(z — y) — 2cos zcos y cos 2z + ¥) +
1 3 . .
+-2—cos2z = - + cos(x + y)(cos z cosy 4 sin xsiny —

— 2co8 xcosy) +%cos2z =% — cos*(x +y) +%(2 coslz —1)=

i deci, tinind seama de inegalitatea lui Cauchy u<}a® + b% + & + @,
rezultd u_, = {a® + b2 + ¢* + d=

33. Sd ’se calculeze expresia :
[(mﬁ -+ a2)-—1/4 + ($2 — az)—1/4]—3

(m‘z + a2)—1/4 — (xz — a2)-1/4
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2 2 \1;2
u) ;e <0,n >m >0,

pentlru x = a( -
2mn

Solutie.
Avem x < 0. Expresia are sens pentru z° > a® Avem aga ceval

2 2
a"mz# >at = (m — 2)2 >0. Da!
mn

Punem = atgq;(—} <g< —'21) =

2
@* + a? = a1 + tg? ) = ——
COs° o
=
2 — a® = a?tglo — g = — 220554 cos2e
cos? @
( 1 1 \3
4 - T4
a? V acos2o
A= cos? g cos’ @ _
o 1 1
T +—
V a? _ a*cos29
\ cos? ¢ cos® @
V a®cos2g V . Va‘ cosZo \°
_ “costp cos®o cos’p _
— a*cos2¢ V a? -
cosZo cos?o

4
_ ( 2 =cos2¢ — | —cosZp — 1 )3_ (Vn® =m%— a)®
1-— I/—cos2<p m3
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3% Sd se afle mawimul expresies
. . T . ui - kg v T
asmw+bsm(-3—+w)+csm(§—- ),a,b,czo, E-swsg—'

Solufie. e sin ¢ + b sin (% + a:) + csin(% —,w) <

Va®+ 046 :Vsinzw +sin2(—g-—w) +sin'-’(%+w)=

27T
1—cos 22 1—cos (2?:——2w) 1—cos (':—3—*2:»)
=Va2-l,—b2-|.-02 ) + B -'-» 3 =

e

Yo 2 ‘ 2 2 o
=V-—_2-_Va&+b“+c'b’]/ 3 — cos2zx —2008-—31300822) —_ V§(__a'__tﬁb_-tf_)..

35. Sd se aﬂe mawimul expresies :

Nz, y) =a sin(@ +y) + bsin (a: — o) b f cos2wcos2y, unde
@, b, ¢>0, a;,ye[(), 1 ; :

Solufie. sinXz + ¥) + sin*(z — y) $ cos 20 cos 2y ==
1 —00322(3? Ty 1 “00*2'(“’ Y 4 cos2wcos2y =1 —
— co8 2weos 2y - cos2® cos 2y = 1 §i deci (@, Ylmax = a? 4 b2 + &




Capitolul IV
GECMETRIE

in ‘eadrul " acestui ‘capitol am aley ca mod de clasificare a
& problemelor trecerea de la particular la general, ca de exemplu
probleme referitoare la triunghiuri, patrulatere, poligoane.

~ A. GEOMETRIA PB O AXX
®x ® o

1."Pe o axd se dau 50 segmente. SG se arate ci este adevirati
oel pufin una din propozifiile :

.. a) existd 8 segmente care au cel pufin un punct comun ;.

b) éxistd 3 segmente astfel incit doud oarecare dinire ele s& mu
aibd nici un punct comun. ‘ ‘

Solutie. Din cele 50 segmente [a;, b;] alegem pe acela cu limita
superioard mai mic#; fie acesta [a,, b;]. Dacd existi mai multe
astfel de segmente, ludm la intimplare unul dintre ele (de exemplu
cu cel mai mic a,). In cazul ci existd cel putin 8 numere @,—inélu-
8iv a; — incit e, < by, atunci punctul , apartine la cel putin 8 seg-
mente §i atunci este adeviiratd propozifia a). In caz contrar, inl3-
turdm din sistemul de segmente pe acelea pentru care a; < b, §i
obfinem cel pufin 50 — 7 = 43 segmente [a, b;] in care a,>b,.
: Din sistemul de cel pufin 43 segmente alegem in mod analog seg-
mentul [a,, b,] cu marginea superioard ceamaimics. Atunei b, apartine
la cel putin 8 segmente, ori existd nu mai pugin de50 — 2 -7 = 36 seg-
mente [ag; 8] in care a;>b,. Repetind acest rationament de 7 ori, fie ¢&
ajungem la un moment dat si avem 8 segmente cu un punet comun
— deci adevidratd propozitia a), ori alegem 8 segmente: [a;, b,],
[@s) by],...[a; b;] si (cel pufin 50— 7.7 = 1) [as bg] care nu se
intersecteazdi intre ele §i deci este adeviratd propozitia b). -
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A. GEOMETRIE PLANA

§1. TRIUNGHIUL
1. TRIUNGHIUL ECHILATERAL

* K k *k k ok *k

2, In triunghiul ABC se considerd AA’', CC" medianele din A

YO TP )
g1 C. Stiind cd BAA' = BCC’' = 30° 34 se arate cd triunghiul este
echilateral.

Solugie. Fie {AO =2z 04’ = s,
00 =2 00" =y.
___ Ducem din O perpendicularele 0A",
00", pe {BC si AB. Avem ci 04" =y,
0C” ="z. Dar x>y (din AOA’A”) y>w (din
5 AOC'C")'=> g = y. Medianele fu.nd gi indl-
® Al
A_A timi, triunghiul este isoscel, iar B =60° gl
Fig. 33. deci este echilateral.
Altg solutie. AABA’ ~ ACBC(’ si ariile lor sint egale = triun-
ghiurile sint egale == A A BC este isoscel = A A BC este echilateral.

 *k k k k ¥

3. 8¢ se demonsireze cd pemiru ca un iriunghi ABC sd fie
echilateral este necesar gi suficient co 3d avem :

1 1 1 __9R?
(mg + my — m)? (Mg + m, — M) (my, 4 M — ) 45®

(unde S este aria lui ABC gi R raza cerculutr circumseris. Cum se mo-
dificd relafia dacd triunghiul nw este echilateral?

. R .
Solutie. Necesitatea. A echilateral = m, = m, = m, = §9— §i se ve-
Suficienta. Din inegalitatea dintre media armonicad §i cea-geome-
tricd rezultd :
1 1 1
a2 “Z
(mg 4 my — mc)? (mg + m, — myp)* (my +m. — m,)*

3
2" 3 .

Vim, + my — m,)% (mg + m, — my)? + (m, + My — Mmy)°

r4
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Cum (a+b—c)(b+c—a)(a—d+c) <abe (asevedea observatia de
la problema 29 din acest capitol) §i medianele pot {i laturile unui triun-
ghi avem ci (m, +m, —m,)(m, — my~+m,)(m, + m.—m,y < mm,m, §i deci

A —— - Dar, {inind seama de rationamentul dela problema 46,
Vmzmim?
3 ' 2 2 2
Mamyin, < 28 s ?g" T % <—;T V3(mZ + mE + m3) =V7_”L’;bﬂ=
P) 2 2 3R 8 OR? 3
= Vﬂ_.i'_b‘iﬁ'_c <—- adici Vm2mEm? S——§i deci 5——— >
Vmzmime
> i —i- Egalitate avem doar cind m, = m, = m, adici
9R? 3R?
4 9
atunei cind triunghiul este echilateral, in care caz YT =i—1;2 - Dacit
triunghiul nu este echilateral avem ci
1 1 1 4
(ma + mmy — mc)2 (ma - mb + MC)z (mb + mc - ma)z 3R2

* ok ok ¥ ok ok %k %

4o Dat fiind un triunghi echilateral $¢ un punct interior, sd se
exprime latura triunghiului cw ajutorul distantelor u, v, w ale punctului
intertor la virfuri (Problemi de concurs
R.D.G.). ) A

Solufie. Rotim punctul P in jurul
lui B cu 60° §i obfinem P’, ABAP —
= ABCP.

Fie x P'PA = «;
w2 _*_,,02 — w2

COS o =
2uv
2 2 __ 2 2
TR Py e
2uv

sin « =2LV2(1(,='02.+ V0% + W) = 4l — v — wt =
uY )

Sin a = -é}——l/(u2 + v 4 w)? — 2(uf + ot wi),
U

N
cos APB = cos (« -+ 60°) =%cos oc-——V;ESin o,
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AB? = u? $ v — 2uv cos {a 6b°) = u? H. o ,-,-‘VZuv (% cos'oc —

_',_V;?_ sin a)..—.u?-'{)fv"’»—.- uv o8 x w3 sin « > AB? =

u? 4 0% — w?

I 2 __
=u*-$H0 5

+ %‘-;— Vi 4 0% 4 w)P—2(u! + v4+4wd) =

AB =V—;— (u? 4 v* + w?) + V2~§- VuP+ v pw?)>—2(ul+0i-w').

5. 8¢ se afle mulfimea punotelor M din plenul iriunghiulus
echilateral ABC care satisfac relafia MA®* = MB* - M(C* (Gazeta
Matematict 3, 1977, Problema nr. 16531). .

Solutie vectoriald. Fie O simetricul lui 4 fajd de BC. Avem c&
0B!'=G,00 =3 —b, 04 =23 —b.

—> > = 2 WO 43
MA® = MB® + MC? = [MO 4 (28 — )P = (U0 + G)* +

(2MO + 32 — 2b)(@) = MO*+2MO-a $ =
—;' - o 1 g q
2M0-e 4 3a* — 2a’e‘—2- = MO0?
- L d
Fig. 35. - ‘ 4 2MO-C P @

—>
gau MO® =73d*= M se afly pe cercul de razt @ cu centrul
in O. ' ’ : '

298



- Solufie. sinteticd. Evident distantele MA,
MB, MC formeaz# laturile unui triunghi drep-
tunghic, fic acesta M’ M C cu ipotenuza MM’ =MA.

Trebuie s avem 60° — « 4+ 60° — B = 90°=>
o 4+ B = 30° adicd din punctul M segmentul BC
se vede sub un triunghi de 30° ceea ce inseamni
e M se afld pe arcul-capabil de unghiul de 30°.
Centrul se afld cu usurin{d. Dac# vom considera
punctul in exterior giisim arcul capabil de unghiul
150°, deci arcul este tot cercul.

LA L A

6. 0 multime finitd de puncte din plan are proprietatea ci pentru
oricare doud puncie existd un ol treilea cu care s formeze un triunghi
echilateral. Cite puncte poate avea muljimea? ' :

Solufie. Considerdm distantele dintre puncte si fie punctele 4
8i B care se gisesc la cea mai mare distan{i d (sau 2 dintre acestea).
Prin ipotezd, existd un al treilea punct C. Un al patrulea punct P
neputind fi la distan{d mai mare de d, inseamny ci acesta se va
‘gisi in triunghiul curbiliniu obtinut prin du-

cerea cercurilor de razi d cu centrele in 4, 77 2N
B, C (fig. 37). VAN

S# presupunem ci existi un alt punct [ <} <o
P in acest triunghi curbilinin. Trebuind si ‘\ AN \\ /'
existe §i punctele @ sau E care se obtin ~ v
prin rotirea cu 60° a segmentului AP intr-un- ™ - - o ]
sens sau in celdlalt, acestea nu pot fi decit \\ /
in petalele obtinute rotind arcele AB si AC, ~_._-7

cici -numai acestes rimin in triunghiul cu- Fig. 37
rbiliniu in- vrma rotirii cn 60° intr-un sens RN

san altul. Deducem analog cd punctul P trebuie si se giseascd in
petalele cucentrulin B si €. Dar punctele comune acestor mulfimi
nu sint decit punctele 4, B, C; deci mul{imea are numai trei
puncte (fig. 38). R

B B
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in loc de numdr finit se poate considera o mulfime mirginitd
de puncte, rezultatul fiind acelagi. Faptul c# petalele au numai
aceste puncte comune se demonstreazd cu ugurinti. ‘

* %k ¥

7. Existd triunghiuri in care laturile $i unghiurile s formeze
doud progresii aritmetice? ’

Solutie.
a-—-m,a,a-l—m: a—m a4  a+m
o — Q& &+ P sin(a — o) sing  sin(x -4 @)

= m = _m A' =>%in(oc—‘);l—-
sing — sin (@ — @) = sin(« 4+ ¢) — sin e ) i

4+ sin(x 4 @) = 2sina = 2sinacos o =
=2sina =>coscp'=l =p=0=>m=0

deci numai triunghiul echilateral.

2. TRIUNGHIUL ISOSCEL

* % * * k

8. Intr-un triunghi isoscel unghiul de la virful C este de 100°.
Se duce din virful A o dreapti ce face cu AB un unghi de 30° iar
din B o dreaptd ce face cu BA unghi de 20°, drepie ce se intilnesc
in M — interior triunghiului. Sd@ se afle unghiurile ACM si BOM.

(fig. 39).
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Solugie.

GM _ n _ m
sin @ sin (100° — x) sin 2 sin 10°
- o = =
A M . m sin (100° — =) 1/2
sin 10° sin 30°

sin # = 2 sin 10°8in (100° — &) =
sin # = cos (90° — ) — cos (110° — x) =
cos (110° — #) = 0 =110° — = = 90°
x = 20°

NS PO
ACM = 20°, BOM = 80°.

9. Sd se stabileascd valorile funcmlor trigonometrice ale unghiului
de 18° rezolvind un triunghi isoscel in care se cunosc unghiul de 36°
facut de laturile egale gt latura opusd acestui unghi (Gazeta, Matematici
8, 1976, Problema nr. 15991).

Solugie. Prelungim 4.0 cu baza BC = a.

AC=BC0"=2=00"=2z—a =

AGCIG”‘~AGAB=>i=$_a9
@x @
. VEak
wz—aw—a2=0;m=-%v5—a="

a e
x=?(l/5+1)=>sm18_ 5
a ‘

9 5 —
- __1 _B-1
S5+ pr1 o 4
sz_ 4:2 /10 +2V5
cos 18° = ’
@ 4
tg18°_V3_Vg_=V 25
5+ V5 5
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3. TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC
10. Sd se demonstreze cd laturile oricdrui munghz dreptunghio
cu ipotenuza a satisfac relajia :
be(2a + ¢) <afa® + b2)

(Gazeta Matematicd 12 1976, Problema nr. 16235.)
. Solujie. Fie a = p* + g5 b =2 —¢% c=2pg, p, 1€ Ry >0
atunci

2pa(p® — )2p% + 2¢° + 2pq) <(p* + ) (p% + ¢®)*+ (p? — ¢»)*] =
' 2090 + O@P*+ 29+ )P — ) S P+ Ot + &) =
2p9(p + 0)P® — @) < (P2 + qz)(p“ +¢f) =
P P'g* + P + ¢° — 2P% + 20°¢ — 2p°¢° 4 2p¢® > 0 =
P —20°q — P 3% + 208 + °>0 =
’ (p° — P°q — pg® — ¢°)2>0,

care este evidenti.

* %

11. 8a se demonstreze teorema bisectoaret
Jolosind numai asemdnarea triunghiurilor
dreptunghice.” :

Soluie. Din aseminarea AABB’ cu
AACC §i ABB'D cu ACC'D, rezulti

AB BB BD

AC  ¢¢* DC

* Ok ¥k ¥

12. 8d se arate cd cel putin una din la-
turile unui triunght pitagoric se divide .cu 5.
Solujie. Fie 2 + 4* = 2% Atunci ; .

2?2 = 0 (mod.5),
z? =1 (mod 5),
z® = 4 (mod 5). -
=1 (mod 5), y*=1 (mod 5), 2* =2 (mod 5) — imposibil,
2% = 4 (mod 5), y* = 4 (mod 5), zz._ 3 (mod 5) — imposibil.
in celelalte cazuri obfinem afirmagia.
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* K kX

13, Cite! triunghiuri. dreptunghice ale cdror laturi sint numere:
tntregi au o catetd egold cu 157 (Problema de baraj). :
Solupie. Se rezolvd in numere naturale ecuafia @* — y* = 225
in felul urmitor : Din ecuatia precedentd rezultd (# — y)(z-H y) =322
S# presupunem: ' s ' : e

v—y=1=s=y+l=at+ty=20+1=
— 225>y = 112, 2 = 113.
z—y=3=>2+y=2y+3=35"=17 =y =236 =39
b—y=5=>a+y=2y+3=23% =45 >y =20, s =25,
w—y=9=>m+y=2y+9':52=25 =y =8, z=117.

® ok k Kk k&

14. Sd se arate ci o condifie necesard $i suficienid ca un triunghs
s@ fie dreptunghic este co3 2a 4 cos 28 +- cos 2y = — 1, unde «,
B, v stnt unghiurile triunghiulus (Olimpiadd R.D.G.).

Solugie. )

2 cos (o + {a)cos(a; B) +cos 2y +1=0 =
2 cos(a -+ 2) cos (@ — B) + 2 cos’y = 0= 2 cos (« + B) cos (« ;p).;,,
+ 2 cos¥(a + 8) = 0 =2 cos (a4 Bcos (x — B) + cos (a+ B)]=0=
=4 cos (a +B) cos oc cos =032 a_—."éb;.f(a=9o° sat-a+B=90°=>y=90°.

Reciproc. Fie o« = 90° =>cos 29«, + cos 28 + cos 2y = —1+
4+ 2cos (B + v)eos (B —rv)= —; edei B +.y =90°

4. TRIUNGHIUL OARECARE

15. In planul unui trmnghi oarecare ABC, in eateriorul acestui
triunghi se. comstruiesc triunghiurile ABR, BCP, CAQ asifel ca

N 7\ N PN
PBC = CAQ = 45°,. BCP = QCA = 30°, ABR = RAB = 15°. Sé
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PR
se demonstreze cd QRP = 90°, Q R=RP (Problemj dati la a XVIII-a
Olimpiadd Internationald, Suedm)
Solujie. \Fie BRB' = 90°, BR = RB' (fig. 42) = A B'RA este

N N ) )
echilateral, B'AQ = BAC. In AACQ si AABR teorema sinu-

surilor d&
AQ  sin30° 1
AC  sin105° 200815 49 4R
=

AR _ sin1y® 1 460 AB
AB sin-30° 2 cos 15°

AACQ~AABR -39 _AB A9 _ AC |
AC  AB 4B 4B

N N N N
AAB'Q~AABC = AB'Q = CBA = EBP = RB'Q.

B0 AC

A AACQ BP — 4q
= = BP = B'Q

AC _ BC

AAB'Q~ AABC =~

@~A AQ BQ

Prin rotirea cu 90° in jurul Vll'fllllll R, a ARBP acesta se supras
: pay

pune peste ARB'Q deci PR=RQ §i PRQ = 90°.
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16. Intr-o fard sint mai mulle orase astfel incit distanja dintre
oricare doud orase este diferitd de aceea dintre oricere alte doud
orase. Intr-o dimineatd din fiecare orag pleacd cite un avion citre
oragul cel mai apropiat. Se poate ca
Intr-un oras si aterizeze mati mult
de 5 avioane ? (Probleme de baraj).

Solufie. Nu! S§ presupunem
cii intr-un orag P ar ateriza 6 avi-
oane venite din 4, 4, ..., 4,
(fig. 43). Cum 4,4,> A,P; AIA2 >

AN
> A4,P rezulti o3 A,PA, > 60°.

La fel A,PA,;>60° ete. §i deci Fig. 43.

_\EA,PA,+1>360, cu alte cuvinte am obtine c& suma unghiurilor
:x;lljurul unui punct este mai mare de 360°, ceea ce este imposibil.
* ¥k * %k
17. Fie A, B, C unghiurile unui triunghi. Sd se arate cd
1) A% 4 B2% 4 C? >—n31,

2
2) A-B+B-C+C.A<_’;’_.
a® + b2 > 2ab
Solugie. Fie a + b+ c¢=m; avem din {b2+02>2bc=>

¢ + a® = 2¢ca
= a% 4 b% 4+ c®=ab 4 be + ca =
m?=a®+b*4 ¢+ 2(ab+bc+ca)<

<3(a2+bz+c2)=»a2+bz+cz/?sxdeclA2+Bz+02>-§-~
Pe de alti parte, m3=a2+b"+cz+')(ab + be + ca) = 3(ab+
+bc+ca)=>ab+bc.+ca\—3—§1 declAB+BC+C'A>?

* %k &k ok

18. Se dd un triunghi ABC in care AC = 3, BO = 4, 0 = 120°.
Sd se afle distanja de la virful C pind la punctul M care imparie
latura AB in raportul 1/3, incepind din A (fig. 44).
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Solujie.

—  —> o >
3AM = MB = — 3a + 30M =
L= L -_ X
=(—CM + b) =>4CM = 3a +

+b=0M=—-—4¢ +—b=>0M*=
Fig. 44. - 4 4 '
9 4 1 31 9 61
=— -9 -—16—2—-—-—_—.—— 1——=—: !
+ . 4 4 2 ‘6+ 4 16

16 16

* % k Kk % %

18. Sd se demonstreze cd dacd dreapta l este in planul triunghiu-
lut ABC §i nu trece prin nici un virf, atunct ea nu poate intersecta
toate laturile triunghiului (fig. 45).

€ ~ Solufie. Dreapta imparte planul in

J d G doud regiuni, fie @, gi G5, pe care le pre-

: f supunem deschise necontinind punctele drep-

; L tei 1. Virfurile sint in numir de trei si prin

f urmare nu pot fi decit doud intr-o parte si

\/ .G, unul in cealaltsi parte. Prin urmare dreapta

nu taje deeit segmentele care unes¢ puncte

B din regiuni.diferite si deci taie numai dou#
Fig. 45. laturi.

#****’****

. 20. Se dd un mungiu Sa se gaseasca mulfimea punctelor din
care suma’ unghzumlor sub care se vdd laturile triunghiului esie un
 unghi dat «.

. Solugie.

Fig. 46. = a = ADC = «/2.
Avem deci trei arce capabile de e:;aireferitoare Ia laturile triunghiului
(exterioare). Dacd « = ﬁ, atunci] din arc face parte i 4,lafel B gi C.
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21. Laturile unui triunghi ABC sint 2, V3, V4. Sd se arate ca
sistemul

zsin A +ysin B+4+2sinC =0
{wcosA +ycos B+ 2zcos 0 =0
are solujie numere iniregi numai € =y = 2z = 0.
Soluie. a =2, b=V3, ¢ = V4.

- — 9 54 _
cos A=3 F4 —=')V'3,cqu=6 3="ﬂ.§,
2.2)/3 12 2-212 8
5—4 |6
cos C—Svg_ﬁ’
512 V3 2
cos A = ——, co = cos 0 = ——
4)6’ Ve’ 46’
sin A=-—,snB=L/i, smG=i
B 2R R

Atunci, inlocuim valorile lui sin 4, sin B, sin 0, cos 4, cos B,
cos C in sistem i obtinem
V2 +ylB+2=0 _ou Vo= 452 — 202
5V3x + 33y +2:=0

w,:O»{?,f 9, Sa.uy=0{“"=°’
. : " Az =0

_3y2=,

=Y
* % kB &

22, a) Sd s demonstrew cd avind in plan o mulfime finitd- de
puncte cu proprietatea cd oricare irei din ele sint virfurile unus_triunghi
obtuzunght nedegenerat, acestei mulfimi i se mai poate adduga un
punct, mullimea ob;'muta pastrindu-gi proprietatea.

b) Este adevaratd afirmofia pentru o mulfime infinitd de puncie
in plan? ,

Solujie. Avind mulfimea datd se considerd (fig. 47) benzile
atagate fiecirui segment (in numdir finit) §i un punct care nu apar-
fine reuniunii acestor benzi satisface conditia. _

cazul mul{imii infinite afirmatia nu mai este in general
valabild e#ci aceastd reuniune poate fi tot planul. De ex.: Conside-
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rind un semiare, minus o extremitate a arcului (fig. 48), constatim
¢3 nu mal putem adiuga nici un punct, deoarece se pot forma
triunghiuri ascufitunghice sau sint coliniare. "

—= 17
-7 /
| Y

4‘. /5
! | L

Fig. 47. . Fig. 48.

23. Fie P un punct din planul
triunghiului ABC. Se considerd sime-
tricele sale B, fajd de AC gi A, fajd
de} BC. Sd se afle locul lui P astfel
incit AB, = BA,.

Solutie. P se afli pe mediatoa-
rea laturii AB, cici AAPB (fig. 49)
" Fig. 49. este isoscel cu AP = PB,

* k ¥k ¥ ¥

24. Interior triunghiului ABC se tau punciele P $i Q asifel
incit AP gi AQ fac unghiuri egale cu bisectoarea din A iar segmentele
BP si BQ fac unghiuri egale cu bisectoarea unghiului B. Sd se arate
cd segmentele CP si CQ fac unghiuri egale cu bisectoarea unghiului C

(ﬁg 50).

Solugie.
AP sin B BP_sin(C—y) , CP _sin «

BP  sin(d —a) ' CP




_sin 3sin(C — v,) sin asin(B — B) sin vy, sin(d — «) -
sin(4 —a) sin(B—P) sin y, sin asin 8 sin (C—vy,)

sin(C — v,) sin vy, -
~8in(C — vy) sin v,

(sin € cos y; — cos C sin v,) sin v, =
= (sin € cos y,— cos O sin y,)sin y/=
sin O(sin v, cos v, — sin v, cosy,) +
—+ cos O(sin v, sinjy, — sin y; siny,) = 0=
sin O sin (y,—y;) = 0 dar sin ¢ #
FOsi —r<—n<nT=y =1,

1=

* % ok ok ok %

25. Intr-un plan se dau patru drepte a, b, ¢, d cite doud nepara-
dele §i oricare irei meconcurente. Dacd dreapia a este paraleld cu o
mediand a triunghivului format de b, ¢, d
30 se arate cd dreapta b este paraleld cu
o mediand a triunghiului format de ¢, ¢, d.

Solugie. Ducem prin C paralela CD
la mediana, BM. In AACD, BM este
linie mijlocie, deci AB = BD. Paralela
prin B la b este mediandi in A BDC
cici este linie mijlocie in AADC. Pre-
lungirea. ei- BP va fi linie mijlocie in
A format de a, ¢, d pe baza aseminirii.

26. I'n triunghiul ABC se considerd
antiparalele MN lalatura BC (M € AB,
N e AC). Perpendicularele in M $i N
pe AB, respectiv AC, intersecteazd drep-
dele AC 3t AB in P respectiv in Q. Sd se arate cd: a) AD, MP,
NQ sint concurente (D piciorul indljimii din 4);

b) AI trece prin mijlocul lui BC (I = BP n CQ) (fig. 52).
{Gazeta Matematici 3, 1977, Problema nr. 16410).

Fig. 51.
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Solutie. a) AAMP~AANQ H = A—Q = QP antiparalel}
cu MN dar MN anmpmra,le]a, cu BC §i deci QP|| BC. Daci
notim § 07\7 n MP, AS este inilfime in AAQP, @S, PS fiind

. - indéiltimi. Rezultd cd A8 _LQP si deci

48 1 BC, inil{imea din 4 trece prin §.
b) Fie D = AIn BC; conform

teoremei lui Menelaos rezulti

in ABQC (transversala AID) ci

AB IQ Do _
4Q°1C DB ’
si
in AAQC (txamversala BIP) ci
I BQ PA _
19 BA PC
Inmultind relatiile precedente :
AEB.._I)_G.E.:EQ.E_l. Dar Eé.:,Q—A Ei deci
AQ IC DB ]Q BA PC ~ PC @B
ABP—QEQ—{{ =1 »’Pﬁ: —1 = D este mijlocul Ini BO, deci
AQ DB BA @B DB.

Al este mediand in ABC.

L A

27. Daci a, by e si‘nt laturile unui triunght sd se arale cé

»

a-+c
1 pol f'z. de asemenea laturile unui triunghi. (Problem#
b+ c a+Dd
data la Olimpiadi).
1
~ Solufie. Din a b>c, b c>a ¢+a >brezulti
.0 Ji +b>¢, b+ yC+ Z da+c a-l—b—}—a-{-b,
- = 1 s pe care adunindu-le obtinem 2
b+c¢ at+b+atd ‘ . - e+te
1 1 . N
> apoi -
+ b+¢ a+ b, ap
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1 S 1 1,1 _ 1
a+c b+c+b+c‘a.+b b+c+b+cwa—~1;-c a4 b b—i.-c'
1 -1 1 1

: > 9 - > - =
b-+c¢ atetate atbd adctate
L, 1 1 cea,‘r‘ni‘.“ “t; h'l: f
+ ea ce inseamni ci triunghiul poate fi
bto atb avo | s poste H
construit. - - :

%k ok ok K

28. Se dau punctele A, B, C astfel incit pentru orice punct M
din plan sd fie adevirat faptul cd& AM este mai mic dectt eel pujin
unul din segmentele BM si CBM. 8d se demonstreze od punctul A
aparfine segmentului BC. (Problemi de baraj). .

Solujie : Presupunem prin reducere la absurd ci :

~ 1° A este pe dreapta BC, exterior segmentului. Luind M astfel
incit BC si fie interior segmentului A, avem cii AM > BM,
AM > CHM, ceea ce contrazice ipoteza. ‘

A

A“v"" o

+ t +——t—
A B ¢ M
Fig. 53. Fig. 54.

2° Fie A exterior dreptei BC. Se formeazd triunghiul ABC si
considerind M in centrul cercului circumscris, avemcd AM = BM =
= OM ceea ce de asemenea contrazice ipoteza. Se observi ci A4
‘poate fi oricare.din punctele segmentului B cu exceptia extremiti-
#ilor BC (locul geometric cerut ste segmentul deschis BO).

*
- - - 29, Fie a, b, ¢ laturile unus triunghi. Sa se arate cd-
a b c ‘

— . >3
b—i,—c‘—a+c+.‘a—b +w.+b—c'

(9]
—
[



Solufie. b+¢c—a=z,¢c+a—b=y,a+b—c=2=a=

=y+z" b=z+a; 0'=w—|—g/=>y+z 242 m+y=

‘ 2 2 2 Y 2y *t
=i[(—'”-+—‘3)+(—"—+ﬁ)+(i+l)] >1 @42t 2)=3
2 \z Y x 2 Y z 2
Observatie. B =aTbc’ r =£, S=Vpp —a)(p —0) (p— ¢)»
a+b+c¢ . x
p=——2——-—- Notamp—a=?, p—b:%,p—c:—;—»
B _ abep abe _(@+y)(y+2)(2+2)
2r - 88% (a+b—c) (b+c—a) (c+a—b) 8xyz -
1 y+2 24+ oty 1
= — 1 z - = = -
4[ +(2w +5.5 5 )]>4(1+3) 1R3>

30. Pe o laturd a wunui triunghi s se gaseascd un punct ega¥
depdrtat de celelalte doud laturi.
. Solufie. In cazul triunghiului ascutitunghic ‘san dreptunghic
(fig. 55 a, b) acesta este piciorul bisectoarei. In cazul unui triunghi
obtuzunghic (fig. 55 c¢) se ridici o perpendiculari din virful A ab

aB E A

Fig. 55.
unghiului obtuz, iar din D se duce bisectoarea DE a lui ADB.
Punctul ciutat este E.

31. 8d se construiascd un triumnghi cunoscind baza, un unghs
aldturat gi diferenja celorlalie doud laturi.
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Solugie. Sint doud solutii. I. In cazul cind latura mai mare
este cea care face cu baza unghiul dat, se ia diferenta pe aceasts
laturd §i apoi se construiegte triunghiul isoscel din figura 56.

IL. In celilalt caz se ia diferenta pe prelungirea aceleiasi
laturi §i se construieste triunghiul isoscel din figura 57. .

Fig. 56. Fig. 57.

32, Prin virful A ol unui triunghi ABC sd se ducid o dreaptd
astfel incit swma distanielor virfurilor B si O la aceastd dreaptd
8@ fie maximd. ' '

P

Solujie. Dacd BAC este aseutit (fig. 58), BB’ + 00’ = 2MA’ <
< 2MA = B'C" L MA. Dacd A = 90° avem si indlfimea (fig. 59).

Dacii A >90° avem numai in3ltimea.

‘ C .
[ _ -
' —ér,—A/—“ ’ .A,// \
,Bv'” Vo ! B'_-—7
- \ T
\ \ ' \
\‘ \‘ \ \
\ .
B M ¢ 8 D .M e
Fig. 58. Fig. 59.

33. Daci laturile unwi triunghi satisfac relafia a® 4 b* = c?,
ce se poate spune despre triunghi?
Solutie. Evident

b <e bn-a < 00—2
4+ b2 = a4 b2 >¢? =>cos O =

n=2 n—2
{a< ¢ =>{a SO L 4" < a2 4 b2 = ot < a’c 7 +-

a2+b2_c2

>0= 0<90°.
2ab
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84 In ce caz, din egalztatea aa? = Bb° + yc?, rezulta i =
,— Bmi + ym3, unde a, b, ¢ sint laturile unwi triunghi, iar ma, m(,,
. medianele sale? (cl. YoI- -a).
Solufie. Rafionind ea la punctul 4° al problemei 47, obtinem

. b2+ a?

my = —

2 4 \

2_a2+cz 2

1'”211,——- _——
. 2 4

s -, a2+b2 ¢?
M= ———— — —>» “

{ 2 4

Si acum dacid prpqupunem adevalata relat,xa amg = Bmi + yms,
vom avea’

ab® + ¢ aa® (a4 ¢Y) @b I B
-—-———_— —_——— —— ——— e ——y
) 2 4 -2 4 -2 .4
care, tinind seama de relatia ag® = gy 4 yé‘% devine 7
2 1.ty — plal L ) 2y p2
{a(b +(‘)- B(‘i +cq)+Y(a _T_b) =>(a.2+b2+02)=
L Bb- + .Yc.
=B+ 0"+ o) + y(@® + BT+ ¢ = a =B +v.
Asadar relatia aa® = Lb? + y¢*, unde o = P + v implici amj = Bmj

+ ymg, cdel pornind de la relatia « = B+ s urmarmd intreg
rajionamentul in ordine inversd, rezultd ci

wa® = 3h% 4 ve? = am? = Bmi 4+ ym?.

85. Se dit scqmeniul AB. 8d se afle in plan muljimea punctelor
C asifel incit in triunghiul ABC mediana din A sd fw ega?a ci

indlfimea din B.
Solutie. Se prelungeste mediana AD, cu DE = AD Se. duce

AK i]BPJ_A(‘ (vezi fig. 60) AACD este egal eu ABDE(OD DB,

AD = DE, ADC BDE) = AC || EB. Se prelungeste E'B pind intil-
s

neste p’lmlc-h la BF, Par aldoaramlﬂ format are AF B = 90° sideci este
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un dreptunghi, iar AAEK e dreptunghic. Cum AK = BF = AD=

= DB, rezulty ci sin E = ‘—j’{%— = -}2— = B = 30° §i deci locul geo-
metric al punctelor F este dat de arcul de cerc din punctele
ciruia segmentul AB e viizut sub un unghi de 30°. $i acum, fiind

r
//\‘ //r/ - g\
\ ~ /
7 -7 NI~ J NK
’ \ - ’ NS AN
’ \0’/ , N ~o / N
L \" ’ ~ ~. 0/ v
Vi -~ 4 ~ ~L
P PI / N VA
> ~ AN
AW ~ AR
/7 7N / ~ / ~ N\
Y O 7 /7 RS
’." N Y v N SN
N < >3
A / N =
\\7 B "8 A h /
~ / S
~ ~
N 4 ~
N ’ M.
N
\J/ N
K F ..

Fig. 60. Fig. 61.

dat un punct Z apartinind arcului mentionat, punetul ¢ corespun-
zitor se obtine-n felul urmitor: Se uneste F cu A, se ia D la
jumétatea lui AE, se construiegte segmentul BD gi se prelungeste
cu DC = BD.

. Rationind in mod analog relativ la figura- 61 se. constatd cd
pe .lingd punctele -C, corespunzind punctelor F din care AB se
vede sub un unghi de 30°, mai fac parte din multimea citutats si punctele
C corespunzind punctelor E din care 4 B e viizut sub un unghi de
150°. Asadar locul geometric al punctelor E e constituit dintr-o
circumferint¥ reprezentind ansamblul punctelor (situate de ambele
pirti ale lui AB) sub care acest segment e viizut sub un unghi.de
30° sau de 150°, iar mulfimea punctelor C sint corespunzitoarele lor.

*x % ok ® kB

36. La laturile triunghivlui ABCQ se duc paralele formind triun-
ghiul MNP § sase triunghiuri. 8 se-arate cd VS, + VS, + VS, 4
+ V8, + VS IS =V§ + Y87, unde 8 este aria triunghiului
ABC, iar 8" cea o lui MNP. o
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A Solujie.

N y§&" MP ME A
M__F/ S’\K H=DE=DE+ +D_E_V'_1+
Sz S,
/f/ \ +1V/~§+11§§ = 8" =V8, + V& + V53
S 1
8 ’u\_ V& _AC_AK | KQ  QC VS,

Vs, K¢ Ko K¢ Ee VS T

\/ + VU5 VSS VT = VF+VE + Vs -
Flg. 62. VSI +V82+V_.;+V84+V‘—9—5+V‘—5=V—+W'

* %k % % %
37. a, b, ¢ fiind laturi de triunghi sd se stabileascd inegalitatea
a b ¢

b+c—a+c+a—b+a+b—c

= 3. Generalizare :

N 2, Zy

T + +.o
Byt @yt ...+ —m @y, ...+ Ot —2,
&, Ty n
+ ool =+ = .
Bat @+ F Cyopg— By By Tt o By —a, n—2

Solujie.

b +e— a=2x
c ta—b=y=>a+bt+cec=aw+y+z a=

¢ +b—-c=z 2 ?
c=a:+y=>y+z+z-é-w+w+y=i(_?/_+i+ﬁ.+i”_+ﬁ_|.
2 2z 2y 2z g \a @ Y y ®

+l) Le+242)=s

~
~

Generalizarea se demonstreazd in mod aseminitor.
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38. Fie perechile (al, b)), (@9 bs), (@g,b,). S se arate ci-ewisti -

triunghi cu laturile 7
@ = Vlas— ay)* + (b, — bV
b =V(a;—a)* + (0 — b,
¢ = }(a, — az)* + (b, — b,)*

Solujie. Trebuie si avem a +b >¢, b+c¢c>a, ¢c+a >
> b, dar fiecare inegalitate este echivalenti cu inegalita-
tea lui Cauchy clici 2ab>c? — a2 — b2 = 2)/(a; — a5)® + (b, —by)2-

V(as —ay)® + (bs — 8;)* > (a; — “0)2 + (by — b,)* — (a; — @) —

— (bg — b3)® — (a3 — ay)* —(b —61)2-—a1+ao—.,aa2+b2+b2
— 2bb, — a% — ai + 2a.a, —bs—b2—|~ 2b,h; — af — o + 2a,a; —
—bz—b1+ 2b1by = 2[(az — ay) (“2““3)'*‘ (by — b)) (by — by)] i
prin simplificare cu 2 obfinem inegalitatea lui Cauchy.

39. 1°. Daci punctul M se afli pe dreapta AB, tar O este un
punct oarecare din spajiu nesituat pe dreapid, aiunci avem :
—_ erd —>
OM =104 +mOB, unde l + m = 1.
2°. Dacid punctul M aparfine planului determinal de punciele
necolintare A, B, C, tar O est¢ exterior acestui plan, aiunce
—> — - —
OM = nOA + pOB + qO0C, unde m + p + ¢ = 1.
1°. Solutie vectoriald (fig. 63). Din relatiile de compunere a

— — —_ = == =
vectorilor, deducem: 04 = OM 4 MA, OB = OM — BN 4,
inlocuind acesti vectori in relatia ini- .
- w . . A
tiald, obfinem :

—> — —> —_—
OM = UOM + MA) + m(OM —BM)=

-_ —> — B

OM(l+m—1)+1IMA —mBM =0, 0 ~
9 _— Fig. 63.

unde IM A — mBM reprezintd un vector

de pe dreapta AB. Dar suma a doi vectori necohman este zero daci

si numai dacs cei doi vectori sint nuli. Asadar OM t+m—1)=0,
de unde conchidem ci I 4+ m = 1.
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Solutie geometricd (fig. 64). Ducem MA, | OB gi MB,||04 =

A4, _AM _AM
AAAM ~ AABO si ABBM ~ AABO = 0 = o5 =5’
BB, BM _BM A4,
BO 04 ~ AB OA —A44,
AM BB, BM

T AB—AM OB— BB AB— BM
44, AM BB, _BM _
04,  MB' 0B, AM
04, MB OB, AM
04 ~ AB ~ 0B  AB

Fig. 64.

Dar O — OA, + OB, = gj‘ 04 + Oij 0B = 104 + m0B -
gjl = l,» (0)% =m $i~nuvu’tutea relatiilor precedente :
- 04 MB 0B, _AM _. . AM+HE
04 AB OB  AB AB

2. 04 = 0N + MA, O_B' OM+ I B, 0C=031+ M0 (fig. 63)
iar  OX = n04 + pOB + ¢00 = OM = n(OM + IA) + p(OH +
+MB)+(0M+M0) =0Mn+p+q—

C —1) -4 nlA +pMB < qMO = 0, Cum ins#

AR nMA 4 pMB + qMC este un vector in pla-

Ve N\ nul determinat de 4, B, C si deci nu poate

/' /" ' M\ fi_coliniar cu OM, faptul ci suma vectorilor

VN ~ 8 OM(n+p +q—1) §5i nJA + pMB + ¢MC

o\éfif__lf/’ ——— o e zero implicd n + p 4+ ¢ = 1.

\/ . % & _

A 40. Daci a, b, ¢ sint laturile unui tri-

Fig. 65. unghi, iar 8% = -1%(“ +b+4e)at+b—ec)-

(@ —bbc)(—a--4bd P o), ed se arate cd a* 4 b% 4+ ¢} > 1682,

Solugie. 168* = 2a%* + 2b°c* + 2¢%*a2* — a% — b* — c‘* =d =
= 0% $ bt + ¢} — 1687 = 2% }-20% - 2¢* — 2a%* — 2b%? — 2¢%a*=
= (0% — bY)? 4 (B2 — ¢ + (¢* — a})® > 0
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41 Intru- -un triunghi ABC, a® + b" = ke* = L>—1—

: 2 2 -
Solugie. c<<a-+b, (a-+ b)?g 2(a2+, b2) I 'tb >
. c*
a2+b2 a® + b2 1 ) C ) . '(:

(a + b)z 2(a* + 4% 2

* % k%

42. In plan se dau dreapta 1 gt doud puncte P si Q de aceeagi
parte. Sd se aﬂe pe dreapta 1 un punct M aga fel incit distanfa inire
pwzoarele indlgimilor triunghivlui PQM duse din P $i Q si fie
minima.

Solujie. Ohservim ci- pmoarele ma,ltlmﬂor se. aﬂa pe cercul
de diametru PQ.

1°. Daci drea,pta, taie cerecul, unul din puncte este cel ca,utq,t
iar distanta este zero.

Fig. 66. © Fig. 68.
2°. Cercul de diametru PQ este exterior dreptei. Cel pufin o

inilfime cade in interiorul unei laturi. Prin urmare KPM = 90° —

N .
— PMQ. Asta inseamni ci HEK va fi minim c¢ind PMQ este maxim
§i aceasta ge intimpld de exemplu atunci cind dreapta este tangenti
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cercului de diametru P@. Dacd acest cerc nu-i tangent la dreapta

N
1, atunci PMQ va fi maxim daci M e punctul de tangent# al unui
cerc avind PQ drept coardi. Deci problema se reduce la 2 construi
un cerc care si treacd prin doud puncte si s# fie tangent dreptei
date. M fiind punctul de tangentd vom avea MT?* = TP-TQ =
= MT = |/ TP-TQ, ceea ce revine la construirea mediei geometrice
a doul segmente.

* ok *

43. Sa se afle unghiurile trivunghiului dacid S =-§':(a2 + b%).

Solufie. %ab sm0=%(a2+ b) = a® + b = 2ab sin ¢ =

(@ — b)* = 2ab(sin C — 1) = (a — b)®> 4 2ab(1l —sin0) =0 = a =b,
sinC =1 = 0 =90° 4 = B = 45°,

%4 Se prelungesc laturile BC, CA, AB ale triunghivlui ABC
cu segmeniele CA' =b + ¢, AB'=c¢ + a, B0’ = a + b. Fie S aria
triunghiului ABCQ $i 8y, 8, 8, arisle triunghiului CA'B’, AB'(’,
BO'A’. Dacd mdrimile laturilor triunghiului A BC sint numere naturale

diferite prime intre ele, atunci cel pufin doud din rapoartele %,

ig—z-o -%3— nu sint numere naturale. (Gazeta Matematici 8, 1976,

S
Problema, nr. 15994).
Solutie.
B S_(b+c)(b+c+a)sin0
1 ]
2
S = ab s;n c ,
sz S ;
8.3 A g _(c+a)e+a+b)sind
a c 2= 5 s
S3 =
CJ S - besinAd ,
Fig. 69. 2
(¢ + b)a + b +c)sin B ac sin B
S3 = 2 9 S —1 2 L]
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Si_@G+eob+ota) S, _ (c+a)c+a+bd)
S ’ - ’

ab S be
S _(e+da+b+0)
S ca

Fie ¢ < b < ¢ §i s& presupunem ci am avea
Sewaflotn o fotemimm>1
S cla + b, at+b=cn n>1

{bm—c:a =>b(1+m)=c(1+n)=>{bll+n=>

b—en=—a ell+m

{1""‘n=ﬁb:byc:cﬁb:ﬁ:ysideci:b=l+",0=1+m
1 4+ m=~ec B B

m+mn—1—m mn — 1
= = = .

P P

Trebuie si avem ¢ <b < ¢ =>mn—1<l4+n<l+m = m<

L]

a

24+n
»

adici’l <m <1 + 3 Pentru n > 2 imposibil.
n

Fie —SLeN= blc-i.—a_é c+a=bm=} bm—a=c -
S alb+ ¢ b4c=an b—an=—c
1bn=270>

=>boa =afb => a= B =
14+m= aa

b(1 + m) = a(l + n) =>{

_ 14+ m b_1+n c_'m-l-,-mn—l——m_'mn—l_
oL ’ o ! o [#2

b—a<c<a+tbd=sn—m<mn—1<mtn+2 iar a<b<e=

a

l1+m<ltn<mn—1=1 <m<n<1-|>—4—1=>
v —

{m=2 san {m=2 ; deci_este posibil. Fie
n =3 mn=4 ‘

§§-EN=> cla—lyba a+b=mc,m>1¢
S alb+o b+fo=mna,n>1

21—c 558 ) 321



{mc—a:b 1+m=aa=

=¢(l + m) =a(l + n) =>{

¢ — na = —b 14+ n=vc
1 1
Cag = aye = a =y >0 = +m,c=—ﬂs
o o
b___m-l—mn—l—m =b=7nvz—1,
o o
n 42 2
e<b<c=ld+m<mm-—1<ldtar>m<——=1+ "=

n n

2 . o

1< m < 1 4 — este imposhild pentru » > 2.
n

Cum doud rapoarte nu pot fi numere naturale, rezultii ci cel

mult unul poate fi natural i prin urmare cel putin douid nu sint
numere haturale.

% ok k¥

45. Dacd a, by, ¢; 1, 1y, 1. sint laturile gi respectiv bisecloarele
corespunzdtoare ale unui triunghi, si se demonstreze cd

pz p — semiperimetru
unde
+ + 2S 28’ {S — aria

(problemé de baraj).
Solutie. Inegahta,tea devine &, + Rl, + hd. < p% Cum

2 ——— 1 1
be —a),iarb +c¢ > 2 bc=> <

2 .
I, < -2—1/_;__0—]/bcp(p —a) = |p(p — @);iar h, <1,.

I, =

rezultdi ci

I, < 2_ Vacp(p — ) = Vp(@ — b); b, <1, avem cit
2l/ac

2
A <2V% Vabp(p —¢) =Vp(» —¢); ke < I, =

his -l + bl SR+ B+ B <pp — a) + p(p — b) + plp—c) =
= p(3p — 2p) =
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Egalitate avem cind in#lfimile sint egale cu bisectoarele adicd in
triunghiul echilateral. '

# ok ok ok ok ok

46. Sd se demonstreze cd OR > 2,

ma + 'm’b + me
Solugie. Rationind ca la punctul 4° al problemei 47 , Obtinem :

1 a?
m2 = —(b% + ¢2) —
Ma=g W) =5

2
<m§=-g—(02—l—a2)—-bz—=m§+m§+m§=§—(a‘-’+b’-’+cz).

2

1 c*
me = —(a® 4 b?) — —
2 2( + &%) 1

Dar a® 4 b2 4 ¢® < 9R? i deci
my + mi + m? < 2{— B2 Dar (m, + m, + m,)? < 3(m2 + mg +m?) <
IR

81 9
<—R*=>m,+m+m<—R=> > 2.
4 e e 2 Mg + My + M

* ok Kk k ok Kk ok

47. 8d se arate cd dacd a, b, ¢ sint laturile unui triunght, iar
Mg, My, M, Mmedianele corespunzatoare, atunci

b2 -2 |
1° mblmcﬁL:_O,
a2
b 4- ¢
2 2
m m, -
30 blc:j_é_‘::{)’
me
2 2
m, m, -
4° —°—¥=o=b_!_c.
myg

(clasa VIII-a).



Solufie. 1° Avind in vedere céi medianele se intersecteazi la
2/3 de virf §i la 1/3 de bazi, vom avea urmitoarele relatii :

] 2
%(m§+m§)=a2, %mz+m° ¢

’

9 4
4 ,  m b 4 o me mi + m?
—mi =" = (mf - md) + e
9 9 4 9(" ) 9

1 a?
g 2 2 4 & _
4( +0)=a+4

2 2
=L +cz)=b+" = 5.
4

4 8 b? 4 m?
2°  a® =—(mi + m;) — — mym, cos —=—mi +—=b

a 9( b+ ) 9 oM &,y 4 9 b 9
+ —4—m,,mc cos o, _ci = —m} + —I— 4 m,m, cos « =502 —(b%+¢?) =

9 4 9 9

=2?0(m3 + m?) -%Om,,m,cosoc —%—(mﬁ + m?) — 32 mym, cos a« =

—8m,,m¢cos<z=0=>cosa=0=>a=§®m,,_]_mc.
o b2
C 3 =+ c?=4md mi=¢ +Z,
| b2 2 2 2 b2 2
= — = M me = — ¢?) =
+= + 4( + ¢?)

5a?
_—== 5m§.

4

2 2
£, mi=2¢c +z-— accos B = bz-{-i;—_

Fig. 71.

2
— bacos C =2m2 = b* + ¢* +% — a(ccos B + b2cos C)=

2
a
= 2mi= b2+02—?=>m§=-—-———-——.



2 2
m?,=a2+bz—abcos0=cz+b?—bccosA =

2m§=a2 +02+b—2._ﬁ=>m§=.a2—tﬁ_.b—2-.
4 2

Dar

bmE = m¢ 4 m? = 5(b% 4 ¢?)  5a? a? + ¢? b2
’ 2

2 4p2 2 2 2 . 2
+a_+b__.c_.=> 9a = 9(b% - ¢ = a? = b% 4 ¢?, adic’ b L .

2 4 4 4

$ 2. PATRULATERE

1. ROMB

& % %k % k ok *x

48. Intr-un patrulater convex triunghiurile formate de punctul de
intersecfie al diagonalelor cu virfurile au acelagi perimetru. S& se

arate cd patrulaterul este romb.

Solujie. Fie AO = a, OD = d, 0C = ¢,
OB =05) §i a >c. Presupunem ci b <d.
Luim M pe AO, cu MO =¢ i N peOD
cu ON=b. Triunghiul MON are acelasi
perimetru cu BOC si acelasi cu AO0D
— imposibil, cdci MON este interior lui
AOD. Rezultd cd a=c. La fel se aratd
¢d b=d = ABCD-paralelogram. Se deduce
cu usurintd cii este romb din faptul ci
daci in AAOD sinA COD, a =c, d este
comuny §i cele dou#i perimetre sint egale,
atunci §i AD = DC.
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49. Si se demonstreze ci cele patru puncle in care bisectoarele
unghiurilor formate de laturile opuse ale unui patrulater inscrip-

1ibil taie laturile sale formeazd wn romb
P (Exercitiu de concurs).

Soluﬁe. {—“2 + Oy = — 0oy + o

“4—a7= oy — g

=

{"‘1‘*“"5=°‘2+°‘6=:>

ot ag = oy + oy
o+ g + ag + oz =

= ay + g + o3 + o, = 180°.

Fig. 73. Deci bisectoarele sint perpendiculare. in

patrulaterul format diagonalele se injumitdfesc i cum sint si
perpendiculare, rezultd c# este romb.

2. PARALELOGRAM

50. Bisectoarea unuia din unghiurile unui paralelogram inter-
secteazd una din laturile sale care intersecteazd una din laturile un-
ghivlui determinind segmente de 4 $i 5 em. Sd se afle perimetrul
paralelogramulus.

Fig. 74. Fig. 75.

Solufie. 26 si 28 cm (dupd cum rezults din fig. 74 si 75).
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S1. 8 se construiascd wn paralelogram cunoscind un virf i
mijloacele laturilor neconcurente in virful respectiv. (Problemi de
baraj).

Solugie. Mijlocul segmentului .
M¥N imparte diagonala AC in D N
raportul 3 :1, deci unim € cu mij- ~
locul Iui MN i prelungim cu 1/3 -
din segmentul ce unegte pe 4 cu -
mijlocul lui MN. Apoi unim ¢ [J-
cu M si Nsi ducem din A paralele 4
la CM si CN pind la intersectia
prelungirilor acestora. Fig. 76.

3. TRAPEZ

*

52. Intr-un trapez ABOD cu bazele AB = C, CD = a se stie
i AD=d, BC=d, AC=¢, BD=J. Si se arate ci 2 "I —
a-+c .

a—c

b2—q2

Solugie. '
{"é=7i+2i {e2=a2+dﬂ+2}?i?z
=

£ = a? 400 + 98

=

e*— f2 = ad* — b% 4 2a(d — ) =

e—f __,_2006-9 _

®—a T 2 — @

_ 2 _ % _3+%¢_a+to
_l;-J,—? c—a a—c¢ a—c
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53. Se dé un trapez ABCD, BC || AD. Pe CD esite luat un
punct K, pe AB punctul L aga incit AK||CL. 84 se arate cd
DL||BK (DL este paralel cu BK). (Problem#
de Olimpiad# : Olanda).

- Solufie. Notdm AB cu b, CD cu d
si cu M punctul de intersecfie a prelungirii
lui AB si CD Atuneci,

a ¢ c ML

—_——= =

b d d—ux o-+b— ML
e ML

= ==
d—2+¢ a-+b

ad
¢l e+ —
yr - det?b _ ( c),: ale+d) _ _a
“e¢Hd—2 chbd—x c+d—u ML

—~etd—2 _ pr DI
c+d

x ¥ ®
5% In trapezul ABCD (BC||AD) se dau: AD = 57, BC = 33

N
BAD = 60°, E,F mijloacele laturilor BC gi AD respectiv. Aria tra-
pezului este 180 m?, AF gi BF se intersecteazd in M, iar ED gt FQ
¢n N. Sd se afle aria patrulaterului FMEN. Care din datele problemes
8¢ poate lisa la o parte astfel ca rdaspunsul sd fie acelagi?

28
Solufie. h = ———, b +h''=h
oluf 4 a+bv + ”

b’ b W b

—_—n -y — =

b a h a+$b

W _a+b_,. b 28
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- 2568 V. 28 248
(a-'l:-b)"” a+b a<tbd (a+b)2’

1 a 2a8 a?8

SPND=SAMP— =" =

2 2 (@48 2a+beE

28 az8 alS
8 =0 - = b — =
FHEN = a atb (@ 10F (a4 0y (e + a)
ab8 57-33 -180 9-11-2
- (@ +b)2 90 10 41,8. Se poate renunta

S
la < BAD.
4. PATRULATERE OARECARE

® %k k *x kx

55. Intr-un patrulater convex se umesc succesiv mijloacele latge
rilor. Care este raportul dintre aria

patrulaterului astfel format i cel inifial 2 B G C
Soluie. 1 _ Sew _ Serm _ F H
S ABC S.ACD
D
— S AEF — S CGH — A E
SABD SBCI) Fig. 80.

_— SFBC + SEDH + SAEF + SCGH — SFBG + SEDH + SAEF + SCGH =

SABC + SACD + SABD + 6’BC'D 2SABCD
Sree + Seon + Sapr + Scon 1
SAHCD 2
848cp — (Sepe + Seon + Sarr + Scen) 1 _ Serem _ 1
S 4pcp 2 Suser 2
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56. Sd se arate cd suma tnverselor patratelor diagonalelor unui
patrulater inscriptibil e cel mult egald cu un sfert din suma pdlra-
telor imverselor laturilor. Este oare adevdratd afirmafia gi-n cazul unui
patrulater neinscriptibil,

Solugie. Notind cu a, b, ¢, d laturile patrulaterului si cu d,, d,
cele doudi diagonale, au loc urmétoarele relatii ale lni Ptolemeu :

d ad + ¢b
e o+ b, dy, ab+cd =
P (ad + ¢b) (ac + bd) 3 — (ab + cd) (ac + bd)
! ab + cd z ad 4+ cb
1 1 ab + cd ad + ¢b
ISR S + +

@& @ (ad+ ob)(ac+bd) | (ab + od) (ac + bd)

1 (ab + ed ad - cb)

- (ac + bd) \ad 4+ ¢e¢b  ab + cd
_ 1 ab + ¢d
" Va?e® + ¢*d® + dabed (Va2d2 + ¢%2 + 4abed
ad - ¢b )< 1 (ab+cd ad +cb)=1
+ Va2b? + ?a® + 4abed ) 2| abed \2|abed ' 2 ) abed
1 1/1 1 1 1
= d d b) = —|— —_— —_ —_
Tabeg (@ Hed+ad -+ ab) 4(acl+ab+bc+ad)

1 1/1 1 -
gi aplicind relatiile de fo 3 <5 ( i )’ i
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1

—4=x

z 'z
171 1 1 1
Tu+w+w+ﬁ)

In cele ce urmeazi vom arita
printr-un exemplu ci daci un
patrulater nu-i inscriptibil afir-

Fig. 81.

matia din enuny poate sii nu mai fie adevirats. Intr-adevir, fie
a=b=1, ¢c=2, d=2 §i deci d, =V2, d, =5 (fig. 81).

Atunci
1 1 1 1 7 11 1 1
d§+d§ 3+5 10 16 4(++2+ )
1/1 1 1 1
= ——— g —- —_— _
4 (a2 b2 + c? + dz)

Facem insd observatia ci existid patrulatere neinseriptibile pentru care
sd fie totusi adeviiratii incgalitatea din enunt, asa dupd cum rezults

din urméitorul exemplu (fig. 81):

d, =8, d,=)5. Intr-adevir, in acest caz,

_18 17 _
0 40
‘a—2'+ b +?+

a=b=2,c=]/g, d=1,
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. 57. Dacd fintr-un patrulater convex nici o diagonald nw este
Smjumdtdapita de punctul de intersecie al diagonalelor, atunci nu existd
un astfel de punct O ineit 8,05 = Spog = Scop = Spoa-

. Solufie. S& presupunem
5 - . c-ar exista un asemenea punct

0 in
C care

3.403 = SBOC = SCOD = Smm

A Sopa = % AE(h, + )

=

. 1
P Soge = 5~ CK (hy + k),
Fig. 82. = AK = KC

Analog se aratd c# N este mijlocul diagonalei BD. Conform

fpotezei

1
SOBA $ SOAD = '_2-SAB¢:I)!

1
SKBA = SABaD
2 1

= Sygps + Sgap = '?SABCD =

1
SKAD = ‘? SADG

Sopa + Soup = Sxpa + Sgap = K §i O coincid =

M, N coincid, N este punctul de intersecfie al diagonalelor =
contrazice ipoteza

* ok ok % ¥

58. Inir-un plan se daw cinci puncte, oricare trei necoliniare. Sé
se arate cd existd patru puncte care formeazd un pairulater convew.

(Problemi pentru concurs : Polonia).
Solugie. Fie triunghiul 4 BC care confine numirul cel mai mare

de puncte. .
1° In regiunile II (unghiuri) nu putem avea nici un punct ciei

am avea un triunghi care ar confine un numir mai mare de puncte.
2° Dacit intr-o regiune III se afli un punct, atunci s¢ poate
forma patrulater convex.
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3° Dacd in regiunea I se afli dous puncte, atunci dreapta
corespunzitoare intersecteazi doud laturi (principiul lui Dirichlet)

C
A
/€0
// 4 N

i
A
" ,\”’\ —«L—/—Av
/7, AN
N
w8/ w O\ Al B\

Fig. 83. Fig. 84.

—nu poate trece prin nici un virf—deci se poate forma patrula*erul
convex ABDE.

* %k ¥ ok ok
59. Intr-un patrulater oricare doud laturi opuse nu sini paralele gi ori-

care doud laturi aldturate nu sint perpen-
diculare. Triunghiurile formate prin du-
cerea diagonalelor aw ariile exprimate
in numere intregi. Se poate ca produsul
celor patru arii sd fie un numdr
care sd@ se terminme in 1970% Dar in
19717 (Problemi de baraj).

Solugie. Conform figurii, cele patru

arii vor fi 2 _a_h 2 —ﬁz—g—li
1 27 2 213 207

si deci avem ci 22, = 2,2,

2, =

si prin urmare produsul 22,22, este pitrat perfect. In ce se
poate termina wun pitrat perfect? Pentru (100 z 4+ 10a + b)?
ultimele doud cifre sint date de 52 4 20ab. Dind valori lui b §i a
©obtinem

ab | 1| 2] 3| 4| 5 1] 6| 7] 8] 9
01 04 09 16 25 36 49 64 81
21 44 69 76 25 56 89 24 |f6l
41 [ 8 |29 [56 |25 (76 |29 |8 |41
61 |24 (89 (36 |[25:(96 |69 |44 |21
8L |64 [49- [96 |25 [16 |09 |04 | O1

WO
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In interiorul tabelului se gisesc ultimele doui cifre ale lui b2 - 20ab

pentru valorile corespunzitoare ale lui a §i b. Nu gisim 70 si 71,
deci riispunsul este negativ.

£ I

60. Se ddi patrulaterul convew ABCD in care B = 90°, A — 60°,
AB =8, AD = D0, AB + BC = 24D. 8i se calculeze AD + DC.
Objinem un numdr mai mic ca 10% Diagonala AC este mai mare ca
10% (Problemi de baraj).

Solufie. Fie AD=2w, MA=u, MD=x |3, ON=|42—8 — a}/3|.
OD* = ND* + ON? = da? = (8 — 2)? + (4 — 8 — a|/3)2
422 = 64 — 162 + a* 4 1622 4+ 64 + 322 —

C N+ — 64z —822)3+162)/3 = 42(16 — 8V3) +
_'s_x + 2(16)3 —80) £ 128 — 0 = 42 (2 — |/3) +
+ 223 — 10) + 16 = 0 = 22 + 22(2/3) —
M- ~---Jp +3—10—-5)3)+16(2+)3) =0 =
f@y=a*—22(3/3 + 7) + 16 (2 + 13) = 0 =
@ =17+ 3/3+]27+42/3+490—32—16/3 =

=7 +3V3 £|/44 + 263; deci

AD 4+ DC = 47 + 3V3 & |[44 + 26/3).
§—2>0=>2<8§, ‘
Cum
42 —8>0=>a>2 :
luind semnul -+ avem 2 >8, si deci #, =7 +3V§—V44 +26)/3_

Fig. 86.

4wy >10 =, >%?

5 5 C — 25 -

f(%) =?Z__. 58 V3 + 1) + 16(2 +13) == —15/5— 35432+
+16)3=V3 +1% >0, de unde rezulty c —;— < @, si deci
42, > 10.

7
AC >10 =64 4+ (42 —8)2 > 100 =42 — 8 >6 =, >—2— H
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dar f(%)=4—f— 21)3—- 49 32 +16 /3=

49 : 68 —5V§<0 =

-

* ok k¥

61. S¢ se demonstreze ci dinire patrulaterele cu laturile a, b, ¢,d
aria cea mai mare o are cel inscriptibil.

Solugie. AC? = a® + b* — 2ab cos B =
¢? 4-d*—2ed cos D=>2(ab cos B—cd cos D) =
=@q? -+ b2 — ¢® — 4% = 482 = (ab sin B -
+ ed sin D)? = a%?8in%2B + ¢%d? sin® D
-+ 2ab ed sin B sin D = a??® 4 c%d® —
—a2b2cos2 B—c?d2cos? D+-2abed sin Bsin D=

= a*b® + c?d*—(ab cos B—cd cos D)% — Fig. 87.

— 2 abed cos B cos D42 abed sin B sin D= a%b? - c?d? —
— (ab cos B — cd cos D)® — 2abed cos (B + D).

ab cos B — c¢d cos D nu depinde de unghiuri. B + D = 180°— ins-
criptibil implicd 482 maxim, asa c& 482 se determind din aceastd
conditie, ‘

LR I B IR

62. Intr-un poligon convex cite laturi pot fi egale cu cea ma
mare dintre diagonale? Doud, una sau nici una?
Solugie. Primul este cazul unui poligon con- B
vex in care cele doud laturi §i diagonala egald cu AT NC
ele pornesc toate trei din acelagi virf ca-n cazul
figurii 88. Facem observatia c¢i cele dou# laturi
egale cu diagonala trebuie si fie adiacente. Intr-
adeviir, s& presupunem c# nu ar fi aga, adici am
avea un poligon convex cu dou# laturi AB = DC
ca-n figura 89. Atunci am avea AB 4 0D <
< AE 4+ EB + EC +DE = AC+ DB=24B = Fig. 88.



=AB + OD<SAC 4 DB < 2 max (AC,DB) < 2d, unde prin d am
notat diagonala cea mai mare §i deci AB < d, contrar ipotezei.

Faptul ci nu pot fi trei laturi egale cu d, rezultii din obser-
vatia ci din cele trei laturi, cel putin dous ar fi neadiacente, afars
de cazul triunghiului in care nu existi diagonals.

o C A B
A B D €

Fig. 89. Fig. 90.

Pentru un exemplu de poligon cu o singur# laturd egald cu
diagonala cea mai mare vezi fig. 90, iar cazul eind nu existd nici
o astfel de laturd este banal.

* %k ok

63. 8d se afle aria unui patrulater cu la-
turile a, b, ¢, & dacd doud din unghiurile opuse:
sint egale.

Solupie.\ BD?* = a? + d% — 2ad cos « =:
b24-c2 — a®—qd?

= h24-c2—2be cos « = cos «

2(bec — ad)
 Fig. 91. Se afld sin « = [T — cos?« = sin o =
= L JEF e F D) @ P o—da—I—oT A—o—aTd)
2(ad — be)

si
S = %(ad + be) sin «. Dacd ad — be = 0 se obfine paralelogramul

sau deltoidul, ori aceste patrulatere nu au ,rigiditate”, deci aria
nu poate fi determinati de laturi.

® &k ok ok

64. Aria unui patrulater oarecare S este 32 ecm?, iar suma a
doud laturi opuse §i a unei diagonale este 16 cm. Sd se arate toate
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valorile pe care le poate lua lungimea celeilalle diagonale. (Problems
datd la a XVIII-a Olimpiad% internationald : Cehoslovacia).

Solufie. (1)S=—;—ab sin o + —;- bo sin g—;— ab + %bo -

32 <—12~b(a+c) 532@%(16—1;) b=
1 1
B <SS = (b8 +32<2 -

__i_(b_s)2+32=32=,b=8=a+c=8.

/0
a b///w
‘i‘// c 8
5
c

Fig. 92.

Rezults de aici §i finind seama de (1) c& AB 1L BD §i DC L BD.
Din figura 92, deducemYed AC = 8y/e.

§ 3 POLIGOANE

e & & % & %

65. Intr-un pentagon ABCD ariile triunghiurilor ABC, BCD,
CDE, DEA, BAB, sint egale cu unitatea. 84 se arate cd ariile pen-
tagoanelor cu aceastd proprietate sint egale $i sd se arate cd ewistd
o infinitate de asemenea pentagoane. (Olimpiadd S.U.A., 1973).

Solutie. Sapr = Scrp=> Sepa= Scap = BC|| AD sianalog despre
celelalte laturi gi diagonalele corespunzitoare. Patrulaterul AFDE
este paralelogram gi deci 8 47p = 1. Din triunghiurile respective avem :
_S_2.=_Ai=i. Cum S1+Sz-—_—1, avem c¢3 i:l_-l_‘& =
S, FC S, S,

81+ 32—1=0=>sz=;1_2:*'_V_'3 si deci §m2414 1/3_2—_1_~_,§j:21/_g

22 —2¢. 553 337



Din- aseménarea trunghiurilor BOF §i

ADEF §i tinind seama ¢ §; =1 — -VET—1=’

2
0=_3;V3, deducem % =*3;V3=
_6—2]/3_(1/3-1)2 by Y5—1
T4 2 T 3

Construim paralelogramul AFDE de arie 2
§i pe indltimea & (vezi fig. 93), luim i, =
Fig. 93. 5 —1 .

=h 5§t ducem paralela la AD prin H.

Paralele din virfurile D §i 4 la AE si DE dau punctele B, C
Rezultd o infinitate de pentagoane.

* ok ok Kk ok

66. Intr-un octogon toate wunghiurile sint egale si lungimile
laturilor numere naturale. Sd se demonsireze cd laturile opuse sind
egale inire ele. (Problem# de concurs : U.R.S.S.).

Solugie. Un unghi este egal cu

. day

(=}
(8_?559_ = 345° =135, deci un | 4 AN

' a
unghi exterior are 45°, ceca ce inseamni, {07 3 ) 7
ci ay, as, a5 a, sint pe laturile unui N :
dreptunghi. Avem egalitatea laturilor T . @
opuse, c#ei Fig. 94.

@ '1"2'22&‘*‘“8]/?5: “4!’/52'
adicd
(@, —a5) V2 = a; + a5 — a, — ag sau @, = a, pentru a e N si
analog a, = a;, a; = a,;, a; = ag.
* g ok %

67. Intr-un poligon comvex cu 1000 laturi se considerd 500
puncte asa fel incit oricare 3 din cele 1500 sd fie mecoliniare. Se for-
meazd triunghiuri asifel inclt s@ nu mai apard alte puncte de inter-
secfie intre laturi. Cite triunghiuri se formeazd ?
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Solugie. 2 = 1000 + 1000 — 2 = 1998 (A se vedea §i problema
or. 75). )

* %k x k

68. Fie in planul unui poligon convexr un punct O, asifel ca
orice dreaptd dusd prin el sq Impartd poligonul in doud pdryi echi-
valente. Sd se arale cd O este centru

de simetrie pentru poligon. (Problems
de baraj).
Solufie. Punctul O nu poate fi in P M
afara poligonului céciexisté drepte care g 4;":': 0
trec printr-un virf care evident nu re- N, <7 " N

alizeazd conditia. Nu poate fi nici pe "
contur cici latura respectivi nu reali- \
zeazd condiftia. Rezultd c& O este in
interior.

Fie P un punct oarecare pe contur. PO mai intersecteazi
odatd conturul in M. Fie OP >O0M. Fie M, simetricul lui M.
Considerim un alt punct N pe aceeasi laturd cu M si simetricul N,
al lui N. Considerdm NO care intersecteazs conturul in . Rezulté.
cd Souy = Sou,y, = Sorg ceea ce este absurd =0P = OM = O centru
de simetrie.

Fig. 95.

® ok ok ok

69. Sd se ducd paralele laturilor unui triunghi in aga fel incit
8d se obfind un hexagon cu laturile egale.

Solutie.
A% _ 2 L a0, =22,
c a
e b 7
+_c_£v.—c=>w—a—bc A -

b " ab + be + ca 1
__c. abe _ be? ~

a ab-+-becLtca ab + bec+ ca Fig. 96.
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70. Fiecare virf ol unui poligon regulat cu 13 laturi se vopsegte
in alb sau negru. S& se arate cd existd trei virfuri de aceeagi culoare
care sd formeze un triunghi isoscel.

Solugie. Deoarece 13 este un numér impar existd doud virfuri
vecine de aceeasi culoare albé de exemplu. Considerdim o numerotare
a virfurilor in acelasi sens in care respectivele virfuri albe s& aib#
numerele 2, 3. Considerind virful cu numiirul 9 vom putea forma un
triunghi isoscel astfel : dacd 1,4 sint negre atunci ori 2,3 ori 1,4 for-
meazd cu 9 triunghi isoscel dupi cum 9 este alb sau respectiv negru.
Dacd 1,4 au culori diferite, atunciori 1, 2, 3 ori 2, 3,4 formeazs
triunghi isoscel.

a* ok ok b ok k' ok

71. Intr-un poligon regulat cu n laturi (n > 5) diferenja dintre
diagonala mare $i cea micd este egald cu latura. Sd se afle numdrul
laturilor acelui poligon. (Olimpiadd U.R.S.S).

Solugie. Din figurile 97, 98 §i 99 se vede c¢d D < d + 1 si deci
nu putem avea D — d =1 in cazul unui pentagon, hexagon sau
haptagon (in cazul unui pentagon avem chiar D, = d;). Si aritim
¢d aceasta nu se poate intimpla niei in cazul unui octogon (fig. 100).
Intr-adevir, AC = BD = d,, si BD este paralels cu AE = Dy = 2r
(r raza cercului circumscris). Dar atunci, Dy — dy = AE — BD =
= AB' + D'E =24B’ = Iy = AB, ceea ce ar implica, in triunghiul

Fig. 97. Fig. 98. Fig. 99. ’ Fig. 100.

P
dreptunghic A BB’y BAB’ = 60°. Dar din simetria octogonului in
raport cu diametrul Dy = 2r = AE, rezulty ci

1 l1 8. —2n 3= T .

> 2AB’ = .Ds'_ ds.
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Si acum s# considerim cazul » = 9 (fig. 101). Rafionind ca-n
PO
cazul n = 8, rezultd ci BAB’ ar trebui si fie de 60° pentru ca
P
Dy — dy = 1,. 34 notdm acest unghi cu «, iar unghiul EAF cu B.

97 —2%n __ T=n

AN
Dups cum se gtie BAI =—%— = 5 sau in grade 140" Intru-

N N
cit TAF = BAB', deducem ci 2« -+p = 140°.
Pe de altd parte, A EAF este isoscel avind un-

N AN )
ghiurile AEF = AFFE = « + B, iar suma un-

2N PAS
ghiurilor sale este BAF -2 AEF =180°= 3
9 2(x 4 B) =180°= 2 4 33 = 180°. Seiizind
din aceastd relatic pe cea de mai sus: 2« 4
4 p=140°, obfinem 2p = 40° = 8= 20° =
= 2q = 140° — § = 120° = o = 60°. Agadar

Fig. 101.

BAB' = 60° ceea ce implici AB =24B =

= AB' + D'E = Dy — dg, unde AB = ],. Prin aceasta am demon-
strat ci poligonul regulat cu 9 laturi este o solufie a problemei.
Rémine s& aritdm c#-i singura solugie. S considerim agadar cazul
n >9. Vom avea, evident D, > Dy, d, <dy, I, <ly = D, — d, >
>Dy—dyg =1y >1, = D, —d,>1, In concluzie poligonul regulat
cu 9 laturi reprezintd singura solutie a problemei.

B * B B
72. a) Fiecare din laturile unui hevagon comvew este mui mars

ca 1. Totdeauna hewagonul are o diagonald mai mare ca 2%

b) Intr-un hewagon convew ABCDEF lungimile diagonalelor
AD, BE, OF sint mai mari ca 2. Totdeauna gdsim o laturd de lungime
mai mare ca 1%

Solufie. a) Fie un triunghi echilateral de latursi 2. Pe mijloace
in afard ridicim perpendiculare de lungimi 0,1 si unim cu virfu-
rile (fig. 102). Deoarece A M =1 + 0,12 >1 5i MO %['3-+0,1<2.Rés-
punsul este negativ.

| b) Formim triunghiul FBD (fig. 103). Acesta are un unghi
N .
> 60° fie acesta BDF. AD determind dou# unghiuri din care unul
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Fig. 102. Fig. 103.

: N
nu este mai mic decit 30° fie acesta ADB. Construim triunghiul

N RS
AKD aga incit ADK = 30° i KAD = 60°, 4 si B fiind in regiuni
diferite fatd de KD. Fie L intersectia dreptei KD sau prelungirii ei

cu 4B. Avem ¢ AB>AL >AK — D >1. Rispunsul este : DA.

* ok &k ok %

73. Se poate tmpdryi un triunghi echilateral intr-un milion de
Dboligoane convexe aga incit orice dreapid sd& nu taie mai mult de 40
din acestea ?

Solufie. Da, se poate. Considerind un poligon cu 3.2* laturi de
ex.: B,,...,B;, se formeaz} ca-n figura 104, 3.2* triunghiuri si orice
dreaptéinu taie mai mult de doui din triunghiurile ¢, B,C,,. . .,C;;0;C1s
Pornim de la A4,4,4, si formim triunghiuri de rang 1 : A B, A4, B,,
ABA,B, si AB;A,B; vom aveal -+
+ 3 poligoane. Apoi formdm triun-
ghiuri de rang 2. Vor rezulta in total :
1+ 3432 poligoane. Mai formim
triunghiuri derang3 si obfinem: 1 +
+3+3 -2+ 3-22 poligoane. Daci
formé&m in general triunghiuri de rang %,
atunci numérul total al poligoanelor va,
fil+3432+3 -224...43:2%1=
=1 4 3(2* — 1).

O dreaptd poate tdia poligonul
din centru (3.2% laturi) si cel mult dous
din triunghiurile de fiecare rang. Ca s




fie cel mult 40 vom avea 1 + 2 k< 40 = k = 19, deci trebuie s3
repetdm operatia de 19 ori. Objinem mai mult de 1 000 000 de poli-
goane convexe? 1+ 3(21° — 1) > 220 = (219)2 = 10242 > 10002

* ¥ K ok %

* Kk &k g

74. 8d se demonstreze cd in orice poligon sint cel pujin doud
laturi al ciror raport este > 1 gi <2.

Solugie. Presupunem ci asemenea laturi nu exist#. S# le agezim
in ordinea lor cresciitoare: 7, > 7, > ... > 7,> 0. Rezult c >
2 2y Ty > 205,...,Thy > 2r,. Adunind aceste inegalitiiti obtinem
ed 1 21yt 1y F 2>+ 15+ ... 7, ceea ce este absurd
cdcl 1y, 74...,7, sint laturile unui poligon.

75. Intr-un poligon convew cu m virfuri se considerd P puncle
énterioare astfel incit oricare trei din cele n + p puncte 3¢ nu fie
coliniare. Se formeazi triunghiuri astfel incit cele n 4 p puncte date
8d fie virfuri 3i alte puncte de iniersecfie intre laturi sé nw mai apard.
Cite asemenea triunghiuri se formeazd3 Cfte laturi avem?

Solufie. Fie # numérul triunghiurilor. 8% calculiim unghiurile :

@-180° = (n — 2)180° + p-360° =z = n + 2p — 2.
Cite laturi avem? Notind cu m

numirul laturilor rezults (formula i | ~~< :2‘~;,‘i -7
Euler, §5): n+p—m+2+1=2= " ><'6,"-\\ 4
vt+p4+0+2p—24+1—-2=m= 77 >L5 S
m=2n +3p — 3. - T P T == >
&8 (Vezi figura 105 in cazul particu-

lar n =4,p = 3). Fig. 105.

§ 4. CERCUL

ok ok ok

76. Se dié un patrulater ABCD. Cercurile inscrise in AABC g
AADC ating diagonala AC in P §i Q, iar cercurile inscrise in AABD
$i ABCD ating diagonala BD itn M $i N. Sd se arate ¢ PQ = MN.-

Solutie. Din figura 106 rezults

2 +y=a
a+b+c=>

yt+ez=b=2>r+y+z= p

z2t+ax=c
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b+c—a
1 R = —_
@) 2
de unde (in conformitate cu fig. 107). 2z - AP,a— b, b - AC, 0»0
respectiv z - 4Q, a = ¢, b - AC, ¢ — d, objinem

AP=M

‘ = 4Q _Apztl—c—a+b=b+d—(a$o)_
2 2
AC+d—c
2

-

AQ =

In mod aseminitor, din (1), cu notatiile z = DM, @ —» b, b — o,
¢ —» BD, respectivz - DN,a - a, b — d, ¢ - BD rezulti

py=ttBD—?
R oDV _py—S=0—0+b _bed—(ato
2 2
DN=_diBzD_—“
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77. Dacé I este raze cercului circumscris $i r a celui inscris,
atunci B > 2r.

Solugie. Fie p —a,=—:-, p—2b =—g—,p - c=—2z-. Atunci

R abe abe

or 88 (a+b—o)b Fo—afeta—b)

1r y+4+2z o4z z+y ] 1
=11 217 =>—@1+3)=1.
y[+(2m+zy+ zz) T +3)

78. Prin virful A ol triunghiului ABC irece o dreaptd oarecare
A, Fie P gi N respectiv proiectia lui B si C pe dreapta A gi M mij-
locul laturii BC.

a) Sd se arate cd dreapta AM nu poate fi tangenid cercului
circumseris triunghiwlui MNP indiferent care ar fi pozfia dreptei A.

b) 8d se stabileascd relatia AM?* — PM? = AP-AN.
(Gazeta matematicd I, 1977, Problema nr. 16342).

Solujie. Fie

ON =b sin @, AP =¢, cos (d — ), AN =b cos , BP =
o=sin (4 — a),

PO? = 6% + c?cos® (A4 — 2) — 2 be cus (4 — @) co @.
Aplicim relajia lui Stewart iu triunghiul BPC:
BpP? MP* PC?
T

- = 1= 2¢§in? (4 — ) + 25 +-

a? a® a

2 4 2
<$ 2¢2 cos? (A —x)—4be cos @ cos (A —u)
S 4 M P = g® = 4 M P? = 2b% + 2¢* —

- — ¢? — 4bo cos @ cos(d — x) =

1 a®
4UP2 =4 = (% +c®) —— | —
[2( ) 4]
— 4be cos @ (A — 2),=
MP2=AM? — AN-AP = A M?*%=

wa M P2-4, AN AP, deci al doilea punct b)
este demonstrat. Fig. 10s.
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a) Se poate rispunde acum i la punctul a) si anume: con-
difia necesars g§i suficientd ca AM? = AN-AP — in care caz AM
este 2ta,ngenté, la cercul MNP, conform puterii punctului — este ca
MP?=0.

* ok ok ok ok

79. Sd se arate cd dacd laturile a, b, ¢ ale unui triunghi formeazg
0 progresie aritmeticd, atunci centrul cerculus inscris, virful B al
triunghiului gi migloacele laturilor ce formeazd acest unghi sint con-
cliclice. Este oare adevdrald gi reciproca?

Solugie. Fie D, E, F punctele de
tangent# ale cercului inseris cu laturile
triunghiului (fig. 109). Intrueit BD =
= BF, FA = AE, CF = CD (ca tan-
gente dintr-un punct exterior cercului,
rezulty ci daci vom nota BD=BF =
= @, iar laturile triunghiuluicu a, b, e,
atunci AP = AF = ¢—a, OF = CD=
=a — & =>AB+BC}+CA=a-+t+b+} c=
= AF+ FB + BD + DC+CE-+FEA=

Fig. 109 =c—z+2+r+a—2+a—2zx -+
+c¢— & =2atc—2)=22=a+c— b=
= g——_!_;—_b=p — b, unde am notat p = f%’i'_c Notind cu

4,, B,, C, respectiv mijloacele laturilor BC, AC si AB, vom avea

a a , a
AD=——@—a)=C—(@-p+b=p—b—2 =
- a+b+c_b_i=c—b=
2 2 2
Ctg?:—ﬁ-q:—(;__l):b—c
7 2r 2r
iar
c ¢ a+c¢c—b>b b —a
01F=—2—-—.’l‘=-?— 5 = > =
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C]F b—a

7 20

=

ctg p =

ctg a+ctg[3=b2_rc-|-b2_ra= 2’)/"—9(:"—0).

Dar laturile a, b, ¢ sint in progresie aritmeticd, adici b = ¢ + d,

e=b+d= a+2d asaca%b—2(a+d)—-a+(a+2d)—a+c

sideci 2 — (a4 0) =0 =BT B _ 4oy totg p=0=sin (a+
cos a cos B

< B) = 0 = a + P = 180° 5i deci patrulaterul B4,00, este inscripti-

bil, iar virfurile sale B, 4,, 0, O, conciclice.

Reciproca este de asemenea adeviiratd. Intr-adevir, « +p =
= 180°

sin (o« 4 B) 20 — (a + ¢)

=0 = =ctga+clig B = =
cos acos f8 2r
a-+ ¢ a+c c— a
b= * =>b—a= + —a = ’
2 2 2
. a e c—a v
jiar c—b=¢ — — = =b—a=c—b>.

2

2

$i acum, dacd notdim b —a=c¢— b =4d, vom avea b = ¢ 4 d,
¢c=0>b+d=a+ 2d, adici a, b, ¢ sint in progresie aritmetici.

k ok % %k

80. Se prelungesc medianele AA,, BB,, CC, ale unui triunghi
Dpind intersecteazd cercul circumscris in A, By, C,. S& se arate cd

Ady (BB 00 0,
A4, BB, ' €0, 4

2

. ) 2 a? a
Solujie. AA3} =—9~(b + ¢%) — =’ 4,4 4,4, = <=
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A..Al .AAZ = (.A.Al + Al-AZ)-AAl = A-A{ ¢

1 a2 a? 1
A4, 44, = —(b2F-62)— — - — == (b2
+4,4, 1 2( +¢%) 4:-{—‘1 2( >

AA2 BB} oc
2 1 1 1 =
== a1, Y 55,338, T o000,
Fig. 110.
2 ) 2 2
FOt+a-% T+ - Lesm-L
%(b + ) (et 4 a? —;-(az + B2)

1 a* b2 c?
3 —?(b"‘ + cz+ c? -|-a2+ a? -}.-b"’))

- “ > 2 et enat b+

Cum ins3 =
m s b2+02+02-{>a2-i-a?—i—b2 2

-+ b%(b% + c¥)(a? + b%) + c*(a® + ) (b? + )] =

2> 3(a® 4 b)(a? + c?)(b* + ¢?) « (a® — ab?)? + (a% — ac?)? ¢
4 (b% — ba?)? 4 (b% — be?)? + (c? — ca?)? + 2a%%® > 0

§i cum 3 — % = —%—, rezultd inegalitatea ceruti.

81. Indlyimile BD gi OF dle triunghiului ascujitunghio ABC
se intersecteazd in H. Se duce perpendiculara OF pe tangenta tn B
la cercul O circumscris triunghiului ABC 8i se noteazé cu G al doilea
punct de intersecfie al cercului O cu CF. a) S8 se demonsireze cé
patrulaterul BEDEF este trapee isoscel. b) Cum trebuie si fie triun-
ghiul ABC astfel ca punciele A, H i G sd fie coliniare$ (Gazeta
Matematics 7, 1977, Problema nr. 16407).
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Solufie. a) Punctele B, E, D, C, F
sint pe cercul cu diametrul BCO (fig. 111).

N N
In BDCF — inscriptibil BCD =BFD,iar

N N . .
TBA = BCA (subintind arcul] BA) deci
FD || BE. In cerc dou# paralele deter-
min% un trapez isoscel.

b) S& presupunem ci perpendiculara
din 4 pe BC estetocmai 4G (fig. 112). Atunci

7~ P
trebuie s& avem A0 4 BG = 180° si deci

PSP OS N
ABC + BCG = 90°. Deci BCG =90° — B,
iar 90° — B+ A =90° = A = B.

% %k ok k%

82. Sé se arate cid dat fiind un tri-
unghi echilateral 3¢ M un punct al cer-
cului circumseris, unul din segmentele MA,
MB, MO este egal cu suma celorlalte doud.
(Problem# de baraj).

Solufia I. Rotim triunghiul A M B cu
60°in jurul Ilui A(B — C). Sau: dedu-
cem AK care face,60° cu AM. AAMB=
= AAKC = AAMK — echilateral, dar
KC = MB si deci MC = AM - MB.

Solufia II. In virtutea teoremei
lui Ptolemeu, MC-AB=MB -AC +

4 MA - BC = MC -AB= MB-AB+

4 MA -AB, de unde MC = MA+ MB.

Fig. 113.
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83. Si presupunem cd cenirele a trei cercuri de razd r sint age-
zate in virfurile unui triunghi echilateral, Cy, C,, C,, iar cercul circumseris
acestuia are raza & 3i cenlrul 0. Sd se arate cd ducind tangentele la C,,
€y, Oy dintr-un punct M al cercului de razé r + a = R cu cenirul 0, una

din ele este egald cu suma celorlalte doud.

/,;;-'ER:‘ \\,\M (Problems, .de l?ara.j). o
R ,,*“3\,- 7N Solugie. Fie «, «,, @, unghiurile pe
J/ SN/ ® N care le face OM cu 0C; (k=0,1,2),
; / \a,/"‘% \ atunci e = ag+5120° jar M Ci=R*+a?—
! / d@\ .. | —2Racosa, cdci cos(2m — a) = cosq,
VoL \y:’l_\ N deci formula este adeviratd §i pentru
N ST &) a>m MOE—1?= R*+a*—2Racos ax—
\Ci_,/ // — (B —a)?=2Ra (1 — cos o) i
T . prin urmare tangentele sint egale cu
Fig. 114. V2Ra -ﬁsm%‘- = 2/ Ra sin %- Rimine

N . .o .
8% dovedim ¢ sin %‘l -+ smi;— = sin —2—‘, ceea ce este evident. In cazul

particular in care r = 0, se obtine problema precedentd.

% ¥ %k

84, In triunghiul ABC sint duse bisectourele AD si BE
ce se intersecteazd in 0. Se gtie cd segmentul OF are lungimea 1, iarvirful
C este pe cercul ce irece prin punciele B, D, 0. 8d se afle laturile
st unghiurile triunghiului EDO.

Solugie. Din moment ce punctele C, D, 0, E sint conciclice,
rezulti ci :

N P N\ A 5 A
CDO + CEO = 1§0°, DOE 4 C = 180°,

P A AN

CDO = 180° — — — C, CEO = 180° —

2 £

_ﬁ A N TN s 0
—?—G’=> 0 = 60°, DOE = 120°, EDO =
— pB0 =€ —30°, DO=0B=1, DE=15. B DNt

2 Fig. 115.

&
(S]]
(=]
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85. Mediana CD a unui iriunghi ABC in care AC > BC este
tangentd cercurilor tnscrise in triunghiurile ACD si BCD in E §i P
Sé se arate ci 2EF = AC — BC.

Fig. 116. . Fig. 117.
Solufie. 2EF = 2DF — 2DE = (DC + DB — BC) —
—(DC 4+ DA — AC) = D0 + DB — BC = D0 — DA + AC =
= AC — BC

* % % * ¥

86. Pe indljimea AD a unui triunghi dreptunghic (A = 90°)
ca diametru se construiegte un cerc care taie catetele AB, AC in K, M.
Segmentul KM intersecteazd indljimea AD in
L. Stiind i AL* = AK -AM, 3@ se afle unghiu- °
rile triunghiului ABC.

Solutie. AD, KM — diametre = se intil-
nesc cu L — centrul cercului = AKXDM —
dreptunghi. Fie AP L K.

s
=2AL+ AP = AL = 2AP = PLA = 30°

AI? = AK-AM =28 =KM-AP= K<

A AN N A~ ‘
C = BAD = AKM = 75° = B = 15° Fig. 118.
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87. In triunghiul ABC unghiul C este obtuz. Pe latura AB se

iau punctele B, H, iar pe laturile AC gi BC punciele K gi M. Dacd
AH = AC,EB = OB, AE = AK,

BH = BM, sd se arale cd punciele
B, H, K, M se afld pe un cerc.

Solugie.

CKEH — trapez isoscel’,=>
CEHM — trapez isoscel’

= E,H, M, C, K pe cercul cir- 4
cumscris triunghiului C,E,H.

Fig. 119.

* sk k%

88. Fie triunghiul ABC si M — punct interior segmeniului AB.
Fie r,, 1, r razele cercurilor inscrise in triunghiurile AMC, BMC,

ABQC §i py, pz p razele cercurilor in- Is
terioare unghiului ACB §i exinscrise 4/’\
faji de triumghiurile AMC, BMC, Vs

/
A BC respectiv, Sd se arate cd N T

{Olimpiads Polonia). PPz P
Solupie. Avem il =2"C%_
P P b
2
A B at+b+tc¢ f
= tg— tg—, und = — i /
g 5 2o e p 2 S 4; B
A 0ui N ¢
prin urmare —L = tg - tg —A, A % N
P1 2 2 S P | \
P ’ / N
?‘2 B O.M.B " .\ I
— = tg —1tg ’ P S04
P2 2 2 N NPT M
P ) !
§i notind CMA = «, Fig. 120
T, 4 B o o 7
——==tg—tg—tg— tg(90°— — | =—-
P1 P2 2 2 "2 g( 2 £
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89. Se dd un pdtrat de laturd 1. Sd.se arale cd oricare ar fi
'n:mgz,arul, N, se pot construi. cercuri egale, care si nw 8e intersecteze
81 interioare pétratulus, asifel incit suma lungimilor 3d fie mai mare

ca N gi suma ariilor mai ‘mici dgc’ft % - (Problemy de 'concurs).
Solujie. Fie » raza unui astfel T de ‘cere, iar y humdrul lor.
Atunci, vom avea -ihega;litéi,(;ile ‘ SRR

27 zy > N, iz22%% > N2 4Anx¥y?

. . A
TR < — mly < = Y, T
Y < y< SF,

Cum :/ trebuie si fie intreg oricare ar fi- ¥,. trebuic si avem y = ¥4 >

> —, asa ¢ -
.

4 .
2rxy >N =2 >‘.L, = ¥ = 1 .
. . 2ny 2=N% 2zN3

1
Fiede exemplu 2= ——. Si aritim ci perechea de valori # =
; » 2N§3 - P ’ € ! oNe
y = N? verificii toate condifiile impuse de problemi. Intr-adevir,
sistemul ‘ [

2nxy > N,
22 <—1-
maty <=
4 7 \“‘ T~
este verificat cic 2nay = oTon — =N > N, iar maly ==
NS i aNe 4N

1 PV .o
< o Rimine si mai arfit¥m c# cele N4 cercuri disjuncte de razd

ﬁ incap in pitratul de laturd 1. Dar cele N* cercuri se pot ageza
i ' .

in N2 linii de cite N2 cercuri fiecare, [iar lungimea unei linii de
cercuri tangente dous cite doudi §i cu centrele coliniare va fi de

NEe —= L < 1. Acelasi lueru rezultd si péntru cele N2 cer-

2N3 N
curi dintr-o coloani, i deci ele incap in p#trat.

23 — c. 583 353
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© 90, In interiorul unui pdtrat de laturd 1 se considerd 2n-+- 1
puncte '8d se arate cd ewistd un cerc de razd 1/n care conjine trei din
aceste puncte. -

Solujie. Ducind paralele la laturi echldlstam;e cu distanta 1/n
56 obtm n? pitrate cu latura 1/n. Existd un pﬁ,trat care confine in
interior sau pe contur cel putin-trei puncte ciici altminteri conside-
rind in fiecare pitrat cite doud puncte, numirul lor total ar fi de
2n% Ducind un cerc cu raza 1/n cu centrul in centrul pa,tratuhu

V_

se obtine cercul ciiutat | cici diagonala pitratuluieste ~— si -7; >

V§
>§1—}, .

" 91. In patratul ABCD fie M g N mijloacele laturilor AB $i
BO, iar P = DM n AN. S se arate ci : Punctele D, P, N, C sint

conciclice si CP = CB (Ga.zetq Mate-
maticd 8, 1976, Problema nr. 15993).

Soluie. ANAMP ~ ANANB = DM _|_
1 AN = DPN(C — inscriptibil.
a ,
AM AP MP ) _AP .MP
) =
AN AB NB al/_ e
2
=AP=2 yp—_2..
5 2)5
L.
AM a 5 5
2
. (A
AP 5 2a 3a ——
M2 TE TN T ~/TFF
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92, In interiorul unui pitrat de laturd 1 sint nigte cercuri cu
suma circumferintelor egald cw 10. S@ se arate cd existd o dreaptd
care intersecteazd cel pupin 4 din aceste. cercuri.

Solufie. Si presupunem ci o asemenca dreaptd nu existd.
Aceasta inseamnd cff fiecare punct de pe latura AB este acoperit
de. cel mult trei proiectii de puncte ale circumferintelor, ceea ce
inseamni ¢ suma diametrelor nu depidseste pe 3 §i prin urmare
suma lungimilor cercurilor nu depiseste 3w. Dar 10 > 3=, ceea ¢
ne conduce la o absurditate. .

N

1 i P
A B
Fig. 122. : Fig. 123.
* ok kK

93. Intr-un cerc de razd 1 este inscris un heptagon ~requiat
A, A A A AAA,. Sd se arate cd pdtratele corzilor A4, A4y, A4,
satisfac ecuagia 23 — Tz® + 142 — 7 = 0.

Solufie. Dups cum se gtie, unghiurile la centru sub care sint
vizute din O laturile heptagonului regulat inscris intr-un cerc de

2 o e e
centru O sint egale cu —;’t- ‘Asa ci din triunghiurile isoscele 04,4,
¢ ' (. ! - 0 t - v :

)
04,4, si 04,4, (fig. 123), rezultd ci A1A2=2:sin—’;—, A4 ,=2sin :7’1

A, = 2sin ‘375 Nothm o, = 4sin® -, @, = 4sin’ 2%y =

[
- . . T S
= 4 sin? - Pentru a arita ci z,, %, %; sint ridicinile ecuafiel

x3 — Ta® + 142 — 7 = 0, este suficient si stabilim, pe baza rela-
tiilor dintre ridicini si coeficienti, cd : !

J
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(1) By F B+ 2y =T, 0% + @3 + Tw, =14, 2,02, = 7.
S¥ verificim mai intii identitatea
21 47 6n a0 1

2 €08 — + o8 — + 08 — = —-_.
()' 7 + 7 + 9 -2

T - .o . o T ...
intr-adevar mmul ,md ambii membri cu sin — §i inind seama-
2 7

de formula 2sinacosp = sin(a 4 B) + sm(u — B), ob'gmem m cazul
relatiei (2),
~ 2 r . 7 . 7 v . [
2sin — cos — + 2sin — cos4—w -+ 2sin lcose—r = —sin—=
7 7 7 7 7 7 7

L 3® .. 7 .”5w . 3= . . 5n
sin— —+S8Sinj ———1 sm — siny — — Sin w© SiIjf ——— | =
met ( 7)+ 7 T ( 7)+ r+°'( 7)

3r 5w 3w 5= . T
=— 8in — =>sin — —sm—+sm— —sin — —sin —= — gin —-
7 7 7 ] T 7

Asadar (2) este adevirats.
Si acum, folosind formula cos2x =1 — 2sin2a, din (2)
rezultd

;2-21 — ogin22® - 23£=__1_.4,
L1 A’sm 7+1 2s1n + 1 — 2sin 7= T

-

7

$i cu aceasta, prima relatie (1) e demonstrats.
~ Pentru a stabili §i a doua relatie (1), observim c3

(@) + By F 2;)2 = 49 = af + af + a3 + 2 (2,0, + B, +@y,) = 49,
asa cé,-i suficient si ardatim cd

4(sm2-'—z-+sm2?£ -+ sin §7f-)=7 ‘

o}+ o} + of = 21 =>16( m4-7— + sm4—7- + sm43;’) 21 =

'4[(2 sin2$)2+(2 sinzg'zi) +(2 sm“’s;r) ]=°1 =
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2 2 2
4[(1 — coS8 2—1‘) +(1 —coséi) +(1 — coss—w) ]=21 =
7 7 ; 7
67

4[3 — 2(cosg—ﬂ+cos‘17_—n+ cos%i)+ cos"’z—:—i- cos2%7-t~+cos2—7—] =21

§i finind seama de (2), 4 (3—!—1+0082277r -}cos? %’i + cosz(i:_) = 21,
care, in virtutea formulei 2 cos? « = cos 20 + 1, implicd
2(003%.—{— 1+ cos877:+ 14+ cosy:%i-l- 1)..—. 5 =

2(cos4—7:+ €os —8—E+ cos]-‘z—ﬂ) =—1=
7 7 T
iz 6 o 1
c0s — }-cos — + o8 — = — —
7 T ey 2
‘ N 8w ' 677,'1 127 27:)
deoarece cos — = €0S —, COS —— =CO8 —
7 7 7 7

si relatia-i verificatéi-n virtutea lui (2). ‘
n sfirgit, pentru a dovedi §i a treia relatie (1) observim cd

343 =(w1+w2+ws)s=m§+‘”§+-’”§+3($1332+w2w3+
+ @emy) () + @y + T3) — 32,2,0, = a? + ad + 2} + 294 — 3x,@,7s,

dar
3=

o+ ad 4+ af =43 sins;l + 43sin67n -+ 43sinS 7
3 3 3
= 23 [(2 sinz-:—) + (2 sin???n) + (2 sin? §$—) ]=

' 27'\8 4mc\3 L 67 \?
[( cos7)+( cos7)+(1 cos 7)]
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= 8[— (00532?1r + cosa‘%t"-{— cos3 %’L) +3 (cos22—: + cos® 4—75—}-

-+ cos? 6—’7) —3(cosz—n+cos4—n -+ cos §£) + 3]=
7 7 7 7
6

29 ™ 4 .
—8 (cns??r—}-cos"% +‘cos:’;;5)+ 24 430 + 12 =

=—.4[cos-2£ 2coszz—n)+cos4—“(2 coszﬁ) -+ cos§£(2 eosé&) +
7 7 7 7 7 7)

+66= —4 [cos?-;i(cos%" + 1) +cos47” (cos 8: + 1) +

12 2w

6m 6r
+ cosT(cos—7-+ ?)]+:_66 = —2 (cosT-ITf:os—;z—+

+ cos%t + cos_? + cok 18717+ cos’(-;-;-r-)~+' 68 ="

= —4(cos 27ﬂ=+cosé:-—“+ cosGTﬂ).—i- 68 = 70,
[

aga ci

343 = ai + af + 23 + 294 — 32,4,2,=>343 = T0 + 294 — 3,20, =
=30 0y0; = 21 = mww, =T

§i_cu aceasta §i a treia relagie (1) a fost verificatd si deci, pe baza

relatiilor dintre ridécini §i coeficienti, rezults ci x,, @425 sint solu-

tiille ecuatiei 43 — Ta® 4 142z — 7 = 0.
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94%. Intr-un cerc este inscris unm poligon convex cu sapte laturi.
Se stie cd trei dintre unghiuri sint egale cu 120°. Sé se arate cd doud
dintre laturile poligonului sint egale. - S

Solujie. Si aritim mai intii c# cel pufin doud din unghiurile
poligonului egale cu 120° trebuie s# fie consecutive. intr-adevir,
dacii cele trei unghiuri n-ar fi consecutive (ca de- exemplu in fig. 124),

 Fig. 124. " Fig: 125.

atunci unghiurile EDG = GDB = DGB = 60° ca fiind unghiuri
opuse la unghiuri de 120° respectiv in patrulaterele inscriptibile
EDGF, GDBA, BCDG. Dar aceasta implici faptul cd arcele

EFG = GAB = BCD = 120° 5i deci EFG + GAB + BOD = 360°%
ceea ce contrazice faptul ci suma celor trei arce reprezinti circum-

ferinta minus arcul ED. Deci, cel putin doud unghiuri de 120°
trebuie si fie consecutive.
S considerfim agadar acest caz (fig. 125). S# aritim ci cele

. ] N
dous triunghiuri ABC si BCD sint egale. Intr-adevir, ABC =
/\ - /\ /\ . A -
= BCD = 120°, BO = BC, iar BAC = BDC(C ca unghiuri inscrise
in cerc sprijinindu-se pe acelagi arc BC. Deci AABC = ABCDasacd

P TN
A B = CD ca opunindu-se la unghiurile egale ACB = DBC.

* ok ok .

95. Daca A,, A,, A, A, sint conciclice, atunci A A, + A4, +
+ A,4, : A, A, = A,A, - A A,. (Problema lui Claudius Ptolemeu
(sec. IT e.n.)) ‘
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Solugie. Stabilim mai intii cX

» C LB
1y ' 22—z =2, =zle T
z,, B
Z
b <<
al
Fig. 126.

Intr-adevir (vezi;prima; figurs 126),

- Peix i8 i L22—%_ R ia'_z—“ “‘B—?g
2, — 2; = Rejg — Rel* = R(e!® — ei*) = a‘iiS.:—'_(e —c )=
ie "2

. —2R sin,lg—“ >0 = [t — 2] = 2Rsin—E.2—__i'»
ceea ce implied (1). )
Si acum, fie 4,(Re'*), atunci , _
Ay AAy + Apdy - Al = |2, — 2| - |2, — 2] +
Bog— 2y 24— 24 By — 2 2 —2%
T Jatd ‘ § Tt ; Jatey - | i‘“l‘;“! -

ie 3 ie ¢ ie 2 ie

_ (22 — 2)(7 — 23) + (23 — 2,)(2, — 2,) -
- jattatata -
I R

+ |23 = 2] |2y — 2] =

i%e

%% — 2% — 212 + 212 + 22, — 237, + 22, — 2,2, _
- | atmta -
— e 2

(2 — 25)(25 — 2) o ‘
= : ag+¢,+a,+i‘='lz-l'_z2|'lz3 — &l =A,4,- A A,
e ;

— €
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96. Prin centrul unui poligon. regulat se duce o dreapld gi se
caleuleazd suma S a patratelor distangelor virfurilor la dreaptd. De-

Pinde aceasti sumd de dreapti?

Solufie. Fie ¢ = 2%, |
.. n .

8 = R*{sin’a + sin%(o-t ¢)-+sin¥(a-+29)+. . . +sinTa +(n—1)o]} =
| S = %z(n — {cos 2a + cos o+ |

+29)+ ... + cos[2a + 2(n—1)¢]}).

Considerim

) P=ééi&+ei(2a+29)+ _'”,_;_ .

1 — e2ni
4 glizatan-tig) — g2ial T P

1—e%e.  Fig
Dar 2n¢ = 2n2—n= 4z, " =1 gi deci P = 0 = 0 + 0i=cos 204

n
. 2.
-+ cos(2e + 29) + ... +cos[2a + 2(n—1)p]=0 §i deci § = %

Tk ok ok - R

97. In interiorul wnui cerc de razi B se construieste o stea
curbilinie alcdtuild din arcele a n cercuri tangente doud cite doud.avind
aceeagt razd. v §i cu’ centrul pe cercul dal. Sd se. gdseascd valorile lus
n pentru care perimetrul acesiei stele este egal cu lungimea cercului.

Solufie. r =R sin Z L iar @ are 21-—

: A tn 1 .
T ™) b diani si Tungimea lui este
de ™ = 2) myenuie si avem
2R 2w T op gy, gy

N
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= R(n — 2) sin 1=:’ sin:'-‘:f: . 2. .(1 'a,scutgit) = .
A ‘ n n a—2\n Y

= 2 ¥ Vn®P—dn- LI 2
COS ——= — — . —_—— ——————— .,
n Vl (,,,_2) n—2 ' tg n Vn? —4n

2 T 2 2%
Cum sin z!l< ¢ <tg ¢ = <—< = <n<
it n—2 n Vnt —4n T—2

2
<-—4-R—T=5<n<7=>n=6...

7 —

* ok Kk %

98. Intr-o arend de razi 10 m un lew aleargd parcurgind 30 km.
8¢ se arate cé suma unghiurilor cu care se rotesie mu esie mai micd
de 2998 radiani.

Solufie. Rotim arena cu ¥ « (fig. 129) asa fel incit z, si fie
in prelungire cu @, cu «, ca &; 8d fie in prelungire cu z, s.a.m.d.
Atunci 44, = 30 000 m. Prin aceast rotire centrul cercului parcurge

R R e

Fig. 129. Fig. 130.

cel mult (e, + 5 + - . + o) 10 m (fig. 130) = (a; + o + ...
+ «x-,)-10 > 00’. Cum OA <10, 0’4, <10 = A0’ > 30000 —
—10 = 00" >A0" —10 >29980 = (o + &3 + ... + o) 10 >
> 29980 = a, + os + ... + k- > 2998 radiani.

*® k ok k %k %

99. Si se demonstreze c¢é N puncte in plan pot fi toideauna
acoperite de un numdr determinat de cercuri disjuncie cu suma dia-
metrelor mai micd decit N gi distanta dinire ele mai mare decit 1
(distanga a doud cercuri este distanfa punctelor celor mai apropiaie).
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Solujie. Ne sprijinim pe lema : dacd doud cercuri cu diametrele
4,, d, se inlersecleazd, atunct pot fi acoperite. de un cerc cu diametryl
cel mult d, + d,.

Construim cu centrul in fiecare din-cele N puncte cite un cere

curazaa > —;— - Dac# printre acesteasint cer-

curi care se intersecteazi, atunei oricare doui -
cercuri le inlocuim cu un cere care le aco-
perd, folosind lema enuntati. Daci gisim
din nou doudl cercuri care se intersecteazs
aplicim iardsi lema §i asa mai departe. In
acest mod sau se obfine un sistem de cer-
curi care 1) acoperi toate punctele date cu
cercurile de razi @ cu centrelein aceste puncte
§i 2) an suma diametrelor cel mult ¥ -2a sau
dacd printre acestea sint cercuri ce se inter-
Secteazii, atunci aplicim lema gi construim un nou sistem alcituit
din mai putine cercuri care satisfac conditiile 1) si 2) si in conti-
nuare pind obfinem un sistem de K cercuri doud cite doud exte-
rioare.

Micsorim acum razele acestor cercuri pistrind centrele cu
méirimea: b, b >% $i b < a. Atunci’sistemul obtinut dé K cercuri,

Fig. 131.

1) confine toate punctele, 2) are suma, diametrelor cel mult N-2q¢ —
— K -2) < N -2a — 2b, 3) fiecare se afly la o distants de oricare

altul de cel putin 2b. Daci seiau ¢ si b astfel ca —;—- <b<a,2Na—

— 2b < N, atunci toate cerintele sint satisficute. De pild3 'putem
1 1 PR Ee. e 1

lua chiar de la inceput ¢ = — + —8i b = — - —.

ua chiar de la incep 2+2 s-‘-2.+4

® &k k * %

100.. _.fntr-un plan se dau n >3 puncle, oricare irei necoliniare
Ewxista wn cerc trecind prin cel pujin trei puncte §i-care sd nu contind
pe nici unul din celelalte? ‘

Solujie. Fie A,B cele mai apropiate dous puncte — sau dous din
acelea care se afld la cea mai micd distantii. Fie al treilea punct ¢
astfel incit unghiul ACB s# fie cel mai mare. Cercul prin 4 BC este
cercul ciiutat. In adevir: : '
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1°) O este ascufit cici dac ar fi obtuz am avea AB > BC si
AB > AC si AB nu ar fi distanta cea mai mici.

/g:) Dac# M ar fi pe segmentul AQ sau CB am avea Aﬁ >
> AOB contrar alegerii. ,

/3\") Dact M ar.fi in acelagi segment cu C am avea AfH\B >
> A0B — imposibil. : :

£ . .
A B . )
' A 8

Fig. 132. " Fig. 133. Fig. 134.

4°) Dacd M ar fi.in celilalt segment, AMB ar fi obtuz cee,
ce este de asemenea imposibil cfici cel mai mare unghi am vizut cy
este aseutit. Ce : ' :

E R N

101. Dintre sectoarele circulare cu acelagi perimetru P s se
afle sectorul de arie mazimd. :

K . . 2

SOZu;ie.P=2R+L,S=£215 - 48 =2R-L < (2R;’L) -
P2

| ORI = |
=£3 »Ssﬁ, 4 =>2R—L=—13-=>
4 16 2

. .. 2B+ L=P
g2, B
4 2 -
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102 Intr-'cm cerc dat si se afle cea mai micd coardd ce trece
printr-un punct A — interior.

Fig. 135.

Solujie. xy =(R — a)(R + a), z+y > 2/ 2y=2(R — a)(R + a).
Egalitate pentru « =y deci # = y = R — 42

*****

103. Inh -un cerc se duc doua coarde . AB ,sn G'D ce se taie in
M. -Prin ~mijlocul S al coardei BD se duce dreapta SM ce taie
coarda AC in K.

AK AM2 ,
Sa se arate e —— =

K¢ GM2
Solu;ie. Fie -';—Iaf = =>AK = a’:fé‘»

- — —  —> =
— MA + MK — of— ME + MO) = ME =

— —_—
, SN . R
142z 142 1+az
‘ - _> i : A » .
ME si si MS sint coliniwre si deci MI{ - Fig. 136 |
— 1.8 = % (17> +MD) Exprimiim pe .MB MD prm MA si MC.

vem ot AT T _MB_ MD %
Avem ¢ MA-MB =MC - MD.=k = -

_)’ 2 —-) 2
S . . MA M4 S MC MC
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MB = — A, MD = — « MC i deci MK =
. -MA‘!.Z N .
—>
= ——l—k—( 74 + MC conform umclta.tn descompunerii de unde:

2 \mA2  MC? ) P
1 ,

1+e AMAT W (_ 2JIA2)_ MA?
. I 2MC*’ 1 Mc?

1tz 2MC |

ok Tk ok kK %

104. Pe o masd se afld 50 ceasuri care merg bine. Si se arate
cé exist@ cel pufin un moment cind suma distanjelor de la cenirul
mesei - pind la- extremitifile minutarelor este mai mare ca swma dis-
tangelor de la centrul mesei la centrele ceasurilor. (Olimpiadd U.R. S.8.).

Solujie. Fie O centrul mései, C; centrele

ceasurilor §i M, pozitia extremlta,tllor minu-
tarului la un moment dat ,, 1 si Mt pontm

peste 30 minute. Avem ci OC¢=?(0M,

+ OM}) si prin urmare |0C;|<

' Fig. 137. -

l\')‘)-*

—>
(loM,| +

n

—, . —> 1 o= — <
+ IOM,’-I). Sumind obtmem 206G £ = (2‘0M,| 4 joM})). M-

car una din megahta@le > |00,l EIOM,I sau | OC’ | <=0 M |
este adevfmata, (Medla aritmetics este mai micd decit unul din
Atermem), ‘deci existdi un moment cind suma distantelor la ‘extre-
mititile minutarelor nu este mai micd decit suma distantelor la
Gentrele ceasurilor. Dacd avem semnul egal, atunci vom avea sem-
nul egal in.toate inegalitifile ceea ce va insemna c& O, Cy, M, sint
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coliniare §i in- acest caz vom considera momentele ¢ + 1 §i. ¢ 4 31
minute.

* %k 3k ok

105. HEste posibil sd se ageze, pe circumferinfa unui cerc de
razd unitate, 1975 puncle aga fel incit distantele, in linie dreaptd,
intre oricare doud dintre ele sd fie numere rajionale ? Demonstragie ! (Olim-
piada XVII-a: U.R.S.S., 6 puncte).

Solufie. Triunghiurile dreptunghice cu ipotenuza 2 §i catetele
rafionale satisfac conditiile. Intr-adeviir, fie 0}, C, doud puncte cu
AC, BC, si AC, BC, rationale. Din tri-
unghiurile dreptunghice A BC, si ABC, (vezi
fig. 138), deducem ci

G,

= sin —B—2€'1— = COS a, 320’._, = sing,

AC,

= cos f§

. . « TN N
sint de asemen/e;i\ratxona,le. Si notdm C,BC; = y. Evident, C,00, =
= 2v 5i deci G,0H = v, unde OH este iniilfime in triunghiul 'C,00,.
Dar, din faptul ¢ y = (90° — B) — «, rezults c3 si
§in v = sin [(90° — B)—a]=sin (90° — B) cos « — sin« cos (90° — 8) =

= €08 « oS B — sin asin B
este rational, aga cii si
0102 = 201H = 2001 Sin Y — 2 Sin‘{

e rational. Cum ins# numirul triunghiurilor dreptunghice cu ipo-
ténuza = 2 este misurabil, conchidem c¢# si numirul punctelor
Cy,Cs. .., care si fie unul de altul la o distant rationald este numsi-
rabil §i deci @ fortiori putem gisi 1975 astfel de puncte.

* % k k &k ¥k

106. Trei cercuri egale sint dispuse ca in figura 139. Sé se arale
oi AB + DO + EF = 180° (Olimpiada: U.R.S.S.),
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Solufie. Asezim vectorii cu originea intr-un singur punct.

NP2 P 2N
@7 —-Z) + (Zh _m) + (39 —':l}') = (-:l-/., —7(:]‘) = 180°.

‘ Fig. 140. -
Acelasi lucru dacd cercurile trec printr-un singur punct.

Fig. 139. -

§5. TEOREMA LUI EULER
. Teorema lui Euler are urmitorul enunt. Fie in plan m punete
§i # arce care nu se intersecteazi, fiecare arc unind doud puncte
oarecare §i netrecind prin celelalte n» — 2 puncte. Dacd aceste arce
impart planul in ! regiuni §i dacd dintr-un punct se poate ajunge
la, oricare altul de-a lungul arcelor, atunci '

m—n+1=2.
Egemple:. . L
12041 =2 (ig. 141). 3 2—2+2=2 (lig. 143),
A°* 8
Fig. 141.
. . . N A
2° 1 —1+2 =2 (fig.142). Fig. 143.
S £9—1+4+1=2 (fig. 144).
‘ v .. B
’ A . \ H N . : A . yae
Fig, 142. , Fig, 144,
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?3—2+1=2ngM“A‘@556+3=°@@M&

‘: A E
Fig. 148.

Fig. 145.
- N 9° 5 — 6 4+ 3 = 2 (fig. 149).
6 3 —34+2="=2 (fig. 146). ‘ .

Fig. '146.

| Fig. 149,

57+ 4=2 (fig. 14T).

10° 4 — 6 + 4 = 2 (fig. 150).
H N LI B .

s

. Fig. 150.

i

£
Fig. 147.

DEMONSTRAREA TEOREMEI LUI EULER fN CAZUL POLIEDRELOR

Amintim mai intii c% un poliedry este un corp $olid cu fete
plane, iar un poliedry simplu (fird ,,giuri”) se caracterizeazdi prin
aceea c poate fi deformat in mod continuu pin# ajunge o sferi.
369
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-+ Demonstrafia o vom face in mai multe etape:

L. Indepiirtim o fatd si deformim suprafaja asa fel incit si o

asternem in plan. Evident, in felul acesta, se modifici lungimile

' laturilor, unghiurile, ariile, dar numsrul V al
virfurilor, M/ al muchiilor si I al fefelor ri-
mine acelasi.

IL. Triangul¥m, ducind diagonale. Cu
fiecare diagonald, M creste cu 1, F creste
cu 1, iar V rimine acelasi, asa ¢ V—M+F
nu se schimbi. Obtinem o retea (vezi fig. 151).

ILI. Indepiirtdm triunghiuri de tipul
ABC (V scade cu 1, M scade cu 2, F scade

Fig. 151, ' cu 1) si de tipul COD (V rimine neschimbat,

‘ M scade cu 1, F scade cu 1) §i constatim

<d prin aceste operafii numérul dat de expresia V — M + F nu
se modifici. )

IV. Indepiirtind succesiv triunghiuri apartinind celor dous
tipuri specificate la punctul precedent, obinem in final un triunghi,
cdruia ii corespunde V — M +F =3 —3 +4+1 =1, i acum,
adingind fata inlituratd la inceput (punctul I), rezultd ci V—M -+
+ F = 2, si cu aceasta, formula lui Euler pentru poliedre simple a
fost demonstrati.

Ezemple. 11° In cazul poliedrului dat de figura 152, V — 3 +
+F =10 —19 411 = 2.

12° 1n cazul poliedrului dat de figura 153, V — M + F = 14 —
—21+9=2.

Fig. 152. . . Fig. 153.
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APLICATIE A TEOREMEI LUI EULER

S4 aflim cu ajutorul formulei lui Euler cite poliedre regulate
existd. Amintim ci un: poliedru regulat. este un poliedry simplu, care
are ca fete poligoane regulate cu acelasi numir de laturi. Daci
notim cu n numirul laturilor unei fete si cu r numirul muchiilor
ce se intilnesc in fiecare virf, vom avea nF=2M i rV = 231. Dar

atunci, din formula Tui Euler deducem e 2o — 37 + 22 — 5~
. TR ) . . .n
1 1 1 1 .
= — 4 — =-—=—+4-——. Evident, »> 3, r> 3, dar nu putem avea
r w2 M : : Ty T

simultan » >3 si » >3, cici atunci i+i < —;— Asadar, sau
: o ‘ o n . .

1 1 1 1 1 .1 :
=y ety Ty e T
. 1. 1 S . s v
»i.__.l._l_ 1 =>_1—_—=-.--1— =>n=23, 4, 5. Deci in total

n 6 M. n 6 M
vor putea exista doar cinci poliedre regulate.

-

PROBLEME

107. Se pot uni 10 orage prin drumuri care nu se tniretaie
astfel incit din fiecare orag si plece 5 drumuri, mergind sprée 5 orage
diferite? o . o

Solugie. Vom avea

10:3 95 drumuri. Duph formula Iui

Euler, 10 — 25 + I = 2 =1 = 17, adic, vor fi 17 regiuni. Cum fic-
care regiune cste determinatd de c'_el putin 3 drumuri- (efici 2 orage

—
==

. . . RN - G173
nu sint unite prin 2 drumuri), rezultd cii am avea cel putin — >
= 25,5 drumuri, ceea ce aratd cd -problema este imposibild, adicd
rispunsul la intrebare este negativ.

* ok ok %k

108. Trei vecini certafi au tres fintini comune. Se pot oare duce
drumuri care si nu se fintretaie de la fiecare wvecin la fiecare
A 3 .
fintind?
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Solufie. Avem 6 puncte, 9 arce $i
regiunile vor fi date de formula Iui Euler
6 —941=2 =1=5 (fig. 154). Fiecare
regiune este determinatd de cel putin
4 arce, ciici nici un drum nu existd intre
case gi fintini, deci vor trebui si fie cel

N .
pufin F=10 drumuri, or noi avem doar
Fig. 154. 9 drumuri, deci problema cste imposibil.

§ 6. PROBLEME IN PLAN REZOLVATE VECTORIAL

Vom aincgape, §i acest paragraf cu citeva consideratii de calcul
vectorial, urmate apoi de o expunere referitoare la un subiect inrudit :
folosirea, numerelor complexe in geometrie. y ,

Amintim mai intii ¢ doud figuri plane se numese direct egale
daci ele pot fi ficute si coincidd firi a le deforma si firi a le
scoate din:planul lor. -

Fiind date douii segmente egale AB = A'B’y, o deplasare se
numegte o transformare punctuald i planului cu proprietatea cf
fiecdirui punct M al planului, ii face si-i corespundi un punct M*
astfel incit triunghiul 4'B’M’ s3 fie direct egal cu A BM. Distantele,
paralelismul §i ordinea punctelor pe dreapts sint invariante la
deplasiri. Deplasirile sint formate din translajii §i rotafii. S ariitim
citeva proprietifi ale deplasiirilor. o

1° Adunarea wvectorilor este invariantd la o deplasare. Fie
—_ = — — .
AB + BC =AC. Prin deplasare A - 4’, B » B’, C —» ¢', AB -
- A'B', BC —» B'(", CA - C’A’. Dar oricare ar fi 4, B’, ¢’ din
plan, este adeviiratd relafia vectorialy A’B’ + B'¢’ = A4'C’, deci
adunarea este invariants la deplasiri. _ ‘

2° Inmultires wnui vector cu un scalar este invariantd la o

T TR e 4= '
“deplasare. Fie kAB = AC (fig. 155). Prin deplasare 4 — 4, B - B’,

L'.I
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¢ - (', dar

—_ = — —> .
|AB| = |A'B’| k|AB|=Fk|A'B| N
= o BAB| = kAB| = |AC) =
— —> —> —>
|AC| = |A'C"|  |AC| = |4'C") |
—> —> — —_ >
= |A'C'| = |kA'B'| = |A'C’| = kA'B = A'(",

cici deplasarea piistreazi ordinea punctelor pe dreaptd.
3° Produsul scalm a doi wectori este invariant la deplasdiri.

Tie AB . O’D IABI I C'Dl cos «. In urma depla,sivru A —»A'
BB, G0, DD 5 |AB|=|LE], (0B = 0D,
—_— —

—>
Rimine si mai ariitim c% unghiul « = (4B, (D) =(4'B/, C'D')
Invarianta unghiurilor la translagic este :
evident# deoarece un vector este paralel
cu vectorul obtinut din acesta printr-o
translatie. Si acum, s ariitéim ci unghiu-
rile sint invariante si la rotatii. S& presu-
punem mai intii ¢3 centrul de rotatie ar fi
in punctul de intersectie al celor doi vec-

tori AB i GD sau al prelunormlor acestora
(fig. 156) si c# rotatia efectuatd cste de
un unghi B, pe care, fiirii a restringe ge- Fig. 156.
nemhtatea, il putem presupune ascutit.

N
Fie asa,dar unghiul « = BOD. In urma rotatiei, OB 0B si 0D —
N
- OD' Dupa. cum se vede gi din figuri, unghml BOD' =a + B,

"N N P
cum insd BOB’ p, rezultd, ci B'OD' = BOD' — BOB' = « +
+ B — B = a. In sfirgit, sine debara-
sim si de ipoteza suplimentari cé cen-
trul de rotatie este la intersecfia celor
doi vectori sau a prelungirii lor. Pentru
aceasta este suficient si aritim cd
prin rolirea wunwui vector de un unghi
C, B, 8¢ obfine acelagi vector, indiferent
de centrul de rotatie (cmd spunem ,,ace-
e lagi vector’’ infelegem pind la un pa-
o , ralelism). Pentru aceasta este de ajuns
, B s aritdm cf vectorul initial @ i cel
Fig. 157. ) rotit ¢’ fac un unghi « (fig. 157). Fie
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—_— .

O centrul de rotafie 5i @ = A B vectorul considerat. In urma rotatiei,
—_— = — — _ .

04 -04’,0B-0B’ 5i deci triunghiul OAB se suprapune pesté tri-
unghiul 0A’'B’. $i acum, prelungind latura A’'B’, aceasta va in-
tersecta latura OB in €’ si latura AB in D' Triunghiurile BC'D’
§1 OB’C’ sint asemenea cici au ¥ D’BC’ = ¥ C'B'O ca, ficind parte
din triunghiurile egale OAB si OA'B’, iar ¥ BC'D' = % OC'B’ ca
opuse la virf, asa ci rezulti &« BD'0’ = & B'0C’'=8, ceea ce trcbuia
demonstrat. Dar atunci, rezultd cj $i pentru produsul scalar de la
inceput, vom avea AB - CD = |AB||CD|cos a=|A’B’||C"D’| cos a=

Py

— —
4'B"-C'D’.

APLICATIA NUMERELOR COMPLEXE IN GEOMETRIE

Fie M(x, y) un punct din plan de’ coordonate (%, y); atunci
numdrul complex z = z 4 iy se numeste afixul punctului 3. De
—s — R -

asemenea, modulul vectorului OM va fi [0M| = [@® + ¢ =p=|s],
2 ) 3 - - A

lar unghiului- » ficut de vectorul OM cu axa z-lor ii ‘corespunde

2 = p Ccos u, N

y=rp sin U, S

si, scriemn numirul complex z sub forms

MAlxyl  trigonometricd 2 = p(cos u + isifi ) =

.= pe'. i acum citeva proprietifi ele-

mentare:

% = arctg A argz. Vom avea { ceea ce ne. permite
m . i

2=y Iz= =’|sz,$
zk; 152 g = ; Tt ‘e
n ‘ n n i n in !
€ Y..12:).. Apoi, Zg'?n |z, ciici zi = |11 e e ‘i=
r=1 k=1 k=1 r=1
,vtn n !
iy gy - ] n n
=|ehk=l’ IT e« —Ie"“"-i]'[p;-=l'[9k= j2xle
k=1 ka1 k=1 k=1




CERE L T . : 2. ’ . "."‘"
De ascmenea, arg [1z, = Y, arg z;; ar, z—‘ = arge; — arges ¥ = & —
. v

2

— iy, 22 = p2
Rotirea de un unghi « a unui punct din plan. $t1m el 22, =
= pieafcos (u; + u,) + i sin (u, + )] asa ci dac#, in particular,
2 = p(cos u -+ isin w), iar 2; = cos « + i sin «, atunci 2’ =22z, =
=p[cos(u+ )+ i sin(u + «)] = zei*.
Transcrierea relajiilor vectoriale.

— —> —>
OM =§EO0M, + I,0M, < 2 = I3 + kg2,

Mijlocul segmentului JIIM 12 = z‘—';-_iz
(fig. 109)
ML, 2y — 2 1—-k Fig. 150.

= afixul punctului care imparte segmentul M, M, in raportul %.
Coliniaritate. M coliniar cu M, s§i M,<> 2 = k2 + k2,

. . 2, — kz 1 'k
k,+%,=1 (fig. 160). In particular, z== 2 2 —z .
ey +ks (fig ) p y 1—7% T % 21—]6
noM ",
Z‘ 23
0 ol 2
Fig. 160. ~ Fig. 161.

- Paralelogram (fig. 161). ] ;_ R _; i BN 2, + 2 =’z2+z4
- .Tmunghmn cu acelast centru de greutate. z, 4+ 2, +z 2y = 2 -+
+ 2 + 2. :
. Distanfa. MM, = |2, — 2, |.
Ecuafia cercului. |z —a | =



Unghzul (fig. 162) X .ZII20M =argz, —argz - ¥ MM, M, =
arg——2 (fig. 163).

% —2
0
0.
Fig. 162. Fig. 163.
e e . " PR
De aici, coliniaritatea punctelor M, M,, M, < arg—=— 2 —0sau =
% —2
~ Ry — &
= ——2 real. _ :
2 — 2

Perpendicularitate (flg 164) MIM2 1 M, M < ar«r( e

— arg (¢, — 2) = — = "2 pur imaginar
2 2 — %y
Y4
2
2
e <
ol — IR
Fig. 164. Fig. 165.
Patru puncte conciclice (fig. 165). arg 2 22— g 21 — %
o e T n—z O z—=
4 T <2 147 ~3

2, — 2 2 —2\ 2 — 2, 2 — Z .
=>a-rg( L. 2. L. 3)=0 =1 2.3 peal. Catititatea

By — 2 2y — 2 2, — 2y zq——‘s
2 — Ry R — 2%

se numeste raport "éﬁeir'monic.
z4 - 22 2, -_ za ’ :

Asadar, dacd patru pun(,te sint CODClChCe, raportul a.naxmomc al

afixelor este real. : L
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Lo y oy — @
Triunghiuri asemenea. ANAA,A;~ A AjAJA; ' -2 1

a. —al
aé — a{ .o .
= ———— <> cgalitatea intre moduli i argumente sau mca
a3 — @y . :
1 1 1
a, a, a;| =0.
a), a; aj
o 1 1 1 L
Triunghi echilateral. ‘@, a, ay|=0<af + a} + a3=a,0,+
o a, a3 a;| ‘

+ 00y - ayn, = (8 — 45)° + (62 — @) + (a5 — ai)2'="0 = (a4 +
+ ay2? 4 a,) (a,€? + a5 + @) = 0, unde 1, ¢, < sint cele trei ri-
diicini cubice ale unitatii.

Cileva proprietifi ale argumentului unui numdr complex. Facem
observatia cii fiind dat un numir comple\ zsub form# trigonometricé :
2 = p(cos¢ + ising), argumentul cp ce-i corespunde se noteazd Argz;
in cazul- particular in care 0 § 9 < 2%, argnmentul sc¢ noteazd
¢ = args, asa ¢ Arge = arg 2 + an.

Avind in vedere ¢ —z= — 2 — iy = pleos (9 + =) +
+-isin(@+=)], vom avea Arg(—2)=Argz+ (2k + 1)=, iar 0 Sargz <
<mT=>ag (—2)=argz+7n §i =« arg:<2n = arg (— 2) =
= argz — = De asemenea, deoarece z = o[coq (— @) + isin (— o)]=
= p[cos (2r — @) + isin (2x — 9)] = argz = 2= — arg 2.

Vectori colinieri. Dacd @, b reprezinti afixele unor vectori
coliniari ‘

arga =arg bes |a b | = |a| + bl ja —b| = ||a — |b]],
la] |b| = ab = @b,
«qlel _a
bl b
arge — argh = + =« lat+ b =||a|— |b]|= la—b[ | + |b| =

@] |b] = — ab = — ab, N

lal @

B b



Mai amintim cé, in general, Arg (z,2,) = Arg 2, Arg 2,+2kn,

A.rgz—' = Argz, — Arg =z, + 2k=.
2y .

Teorema. Dacd a, b, ¢, d sint afixzele punctelor conciclice A, B, C,
D, originea axelor de coordonate fitnd situat@ in centrul cercului res-
pectiv alunci
(1) ab = c¢d < AB || CD,

2) ab 4 ed =0« AB 1 CD.

intr-adeviir, ducind medianele din O in tliunghimi]c isoscele
A0B si COD, acestea vor fi $i bisectoare si inilfimi in triunghiurile
respectlve. In vederea stabilirii relatiei (1), si presupunem mai
intii ¢} are loc relatia ab = cd. Notind cu M si NV mijloacele laturilor

-5 . = . b c+d
AB, respectiv CD, acestea vor avea afixele a——:-—, respectiv (—t—— .

Si acum, pentru a stabili paralelismul segmentelor 4B si CD este
suficient sd arditdm ci MO si ON sin m prelun-
gire, adicd « MON = m, ceea ce revine la a

- . - a+bd c+d
verifica relatia arg T+- — arg% =+ m,

2

sau OM si ON se suprapun (partial) adicd ve-
¢+ b ¢c+d S
— = ag—— In pri-

Fig. 166. rifici relagia arg

mul caz, §i pentru pozitia axelor de coordonate din figura 166
vom aved ‘
e a-+b argd — arge
arg ____i___ — ru»q-_—’-_. = arg ¢+ L_;g_. — arg b—
2 2 2 .
d a
arg— — arg —
arg ¢ — arg b c ¢ b
-2 =arg —+ =
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In cazul ¥ MON == 0, pentru pozitia axelor de coordonate din
figura 167 vom avea :

+d +b m'g_;—
¢ , .
arg > 4 — arg ao, =arg d - ‘ —argb—
arwi' uo'_l_)i
b = qrﬂ—-{-‘bad = — a1
2 oF g et
b 2
arg| —
N a(d) ~—fxrg—é-'
2 ‘ d T

Atragem atenpia ci si in cazurile cind
axele de coordonate nu au fatii de punc-
tele 4, B, C, D pozitiile din figurile 166
§i 167 demonstratiile -au loc in mod ana-
log. ;

Pentru a stabili implicatia inverss
sd presupunem asadar ci AB|| CD. Dar-
atunci, in cazul figurii 166, rationind ca
mai sus, vom avea

¢c+d a+d ¢
= ar — arge = arg —
T S 2 ° 2 g b + Fig. 167.
bd ‘ '
M e b 1 b 1 4
+—ac_= T—arg —+4 —arg— 4 —arg— ==« +
2 ¢ 2 ¢ 2 a
1 cd ed ed .
— arg—— = arg — = 0 =—— — J; real pozitiv
+ 2 us ab = arg ab = ab P !

dar, cele patru puncte fiind conciclice, vor avea acelagi modul, ceea

ce implici ‘—EE;—' =1l=15k= i‘;— = 1. In cazul figurii 167; ratio-
a e : '
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nind ea mai sus obtinem

¢c+d a-+b b 1 be /]

0 = ar — arg = —arg —4 — arg—— = — arg—
& 2 ° 2 °d + 2 g ad S a +
1 b 1 ¢ 1 cd cd per o .
+ ? cug—-(*i +~—2- arg -; = -5 al‘ga—b- =>—a—l;- = k real pozitiv §i, rafi-

onind ca in cazul precedent, rezulti ab = cd.

- i acum, si stabilim relatia (2). Ficind
si in acest caz o constructie similard cazului
precedent, vom considera triunghiurile isos-
cele AOB si COD si medianele corespunzi-

—_ >
toare OM si ON, punctele M si N avind

afixcle — _2*- b si o 1- d (fig. 168). Rationind
ca mai sus, vom avza,
arg ct+d _ arg a+?b = argd:+
Fig. 168. 2 b

+ % (arg ¢ — argd) —argh — —i- (arg @ — arg b} =

Y (arge 4+ argd — arga — argb) = Y arg —— ==

I

: L= —
ceea ce stabileste ortogonalitatea lui AB fati de CD.
—_— —>

Pentru a stabili implicatia inversi, si presupunem ci AB 1L CD.
Dar atunci, rationind ca mai sus, rezultd cid

T ec4d a+b 1 ed
— = ar — arg = —arg— =
2 £ T2 2 " ab
1 ed ) ed cd
= —|w — arg|{ ——— arg | ——) =0 = — — =k real po-
2[ _ g{ ab)]: g( ab) ab o P
zitiv, dar ﬂ,:l:——c—d—=1 =>ab + cd = 0.
ab | ab
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APLICATII ALE NUMERELOR COMPLEXE IN PROBLEME
LEGATE DE POLIGOANE REGULATE

'

Avem 2" - 1=0 => 2, = COS 2hem -+ isin
(k=1,...,n), punctele corespunzitoare A, Al,...ﬁ;._l fiind vir-
furile unui poligon regulat cu » laturi inscris in cercul unitate. Dacj
#este o ridicing a ecuatiei #* =1, atunci 1 = P = F =-:1;- = :—: =
2%, Dags W= 2% = =1 §i virturile poligonului rezrulat sint

Sz =2}

1? 2y -7'zk_1, '_1, —%y ey —.z,"", iar 2" = - =“+Izk—:n'
3

CALCULUL LATURILOR $I LUNGIMILOR DIAGONALELOR

4

TAi= oy — 1 = (5 — 1) (Be— 1) = 2 — (5 + 51) =

2k
= 2 — 2cos ———-
: : L
%, satisface ecuafia 2" - 2"2 .. 42 41 =0, care, in cazul »
. n—1’ n—-1 . o
impar devine z + 24 ... 4z ¢ t22 4. F22t24+1=0=

n—1 n—1 — t 4§
=>(z2 +22)F...+ (#* + #%) + (2 + 2) + 1 = 0. Notind 2+z=
= u=z*+2% = u* — 2, 2% + 2% = 43 — 3u. In cazul » par, n = 2m,
2" —1 = (2"—1) (" 4 1) = 0, primul factor dind ridicinile cores-
punzitoare virfurilor pare, iar al doilea factor pe cele corespunzi-
toare virfurilor impare.- :

’

Exemple. 1. n =3, 7 fiind o riddcind a lui :* — 1 = 0, vom avea =2 +2;+1=0
=Ek+EL+I=O=EL+z‘¢=_ 1 =>A°-4§=--ZCOS T=2+2'—2—=

= 3= 4o4; = V3. : e
IL n=4, z fiind ridicind a i *—1=0=:+f+z,+1=0=
Zr+ 22+ 2+ 1=0; de asemenea, 28 — 1 = (:2 — 1) (z* 4 1)= 0. Dacil z; este o
raddcind a ecuatiei 2 — 1 = 0, atunci ;. = =, far dacd-i o ridicind a ecuatiel 22 + 1=

1 - B
=0, atunei z = — — — . Rezulth ci 4)47=(5,—1)(;;~ D=(5,— 1)(—5—1)=1—z}=

=1— i =2=24,4; = V.
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APLICATI

lelogram.

1°  Considerdm  paralelogramele
ABCD, A'B'C'D’, (fig.169). Punciele
care tmpart AA’, BB', CC', DD’ in
acelagi raport sint virfurile unui paera-

Conform observatiei ‘relativi la
paralelograme fiicutd mai sus (in cadrul
transcrierii relatiilor vectoriale), 2; +
+ 2y = 2, +2, §i 7+ =2+ Tinind

scama de expresia afixului punctului
care imparte un segment intr-un raport dat (din acelasi paragraf),

AVA ., & — k2
= 2 =—"-
A”A" 1—%
L B P X
B"B’ 1—%
< = J =>
1 5 2g — ki
00 _ g BT iE
CnCl 1—-%k
D'D . T ku
DIIDI V { 4 1 _ k
" ’” 2 — kzi 25 — kZ:; 2 + 2y — k(z; + .’J;)
& Ra == : —_
4RSI T 1—%
L2y — ke 2 — Rz

1—% + 1-—-%

deci A”B""C"D"” ecste de asemenea un paralelogram.

114 44
2y + 24,

4 2° Inegalitatea lui Ptolemeu. 4, B, C,

M fiind 4 puncte in plan, avem relafic
A -BCS BM-04+CH-4AB.

8 ¢ Pornim de la identitatea (2 — a) (b—ec) +
(z—b)(c —a) +(z —c)e —b) =0, de unde

(z — a)(b — ¢) = (b — 2) (¢c— @)+ (c—2)(a—b)=

M g—a|l-|b—c|S|z—bl | c—a|l + ]|z —

Fig. 170. —c|- ja— b= 2° (fig. 170).
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3° Teorema lui Pompei. Cu distantele unui punét la virfurile
unui triunghi echilateral, putem Jorma un triunghi.

Avem ¢ ja —b|=|b—¢ [=fe—a|si deci inegalitatea Ilui
Ptolemeu :

lz—al'lb—cl§lz—b!j!’cjal+lz—ci'la—bl=

=le—al €1 —b] + p—¢| = 5.

£ Cu distangele unui punct la_ vir-
Jurile unui paralel

ogram, se, poate construi g ¢
un patrulater. ‘ o
ABCD fiind un paralelogram (din ’
cele de mai sus), o e 2

. ~ ] 7 - b
. . [ N /.
at+e=b+d=>a—b+to—d=0=" - Prif
(@ —2) + (2 — b)+F(c—2)+ (e —d)=0 =  Fig. 17

— = - —
AM + MB + OM + MD = 0, 'deci cu lungimile 74 = |a — 2,

ﬁ: Iz—bl, F(,)'=<lc—z], ﬂ?l)=

tur poligonal inchis (fig. 171).
5° Teorema. Cu distangele unui punct la virfurile unui hexagon
ABCDEF format din doud triunghiuri ABC-3i DEF cu acelasi
centru de greutate, putem Jorma un contur poligonal Tnchis (fig. 172).
. In virtutea relatiei @ + b + ¢ = d +
-+ ¢ + f din cazul triunghiurilor cu acelasi
centru de greutate amintiti mai sus
(transerierea relatiilor vectoriale) = a —
—d+b—’e+c—f=0 = g—2+2—d+
+b—z +o—etec—z42—f=0si deci
cu distantele MA, MD, MB, ME, MC si
MF, putem forma un contur poligonal
Fig. 172. inchis. .. . , U ‘
6° Teoremi (T. Angheluti). Cu dz'stan;fi'{e unui punct la virfurile

: poli lat putem sd formdm un poligon.

et ]ﬁiﬁi‘;}l‘:incg%t:iginpe a a,xelo{ de coordom]:te gentrul cerc}llui circum-_
seris poligonului si ca axd a a-lor, dreapta ce trece prin cvenvt-r.u_sx
printr-un virf, virfurilor poligonului le vor corespunde. ridicinile

|#— d| putem forma un con-

383



unit#tii date de ecuatia 2* — 1=0cu proprietitile 2, +#5+ ... +2,=0
' BRELTCRERRY AN R T o e
sigd +244 ..o+ zﬁ\=(2 zk,) — 222,27, = 0.. Pe de altd parte
k=1 . .
din relatiile dintre ridicini §i coeficienti (relatiile lui Viete), deoarece
n 2 3, vom avea 2} + 25 + ... +zo,2,=
=0=(z+2+ ... +2) 22— (1 +

y :;zi‘_—:—"?/}'_? +25 + ...+ 2) = 0=2y(2—2)+4(2 —
i ‘/’,’ — 2,) + ... +z,(2—2,)=0, unde |2z, |=1
&=~ . uZ ,/ ~ (k=1,...,n), si deci modulul unui
“ ¢ M termen este mai mic decit suma modu-
Sty lilor celorlalfi termeni i prin. urmare

3 2 ~ putem forma un contur poligonal inchis

» (tig. 173). L
Fig. 173. 7° Teoremi. Fiind dat un triunghi

ABC, putem gisi un punct M in planul unui iriunghi  echilateral
UVW, astfel incit distangele MU, MV, MW sd fie egale cu laturile
triuvzghiului ABC (fig. 174). -

Fig. 174.

Fie O centrul triunghiului echilateral §i OU axa reald; fie de
asemenea «, 8, y unghiurile laturilor triunghiului ABC cu axa reali.
Conturul A BC fiind inchis, avem cd

(3)  a(cos « + isin «) < D(cosB -+ isinB) + o(cosy + isin y) = 0
. , . . ° . . . : ) é
Fic M = M(z) §i u, v, w unghiurile cu axa reald OU ale lni MU,
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—> —> ‘
MV si MW. Avem ci
2 =1 - a(cos % + isin u)
2 =1r¢e 4 b(cos v + isin v) =
z = re? + c(cos w + i sin w)

= a(cos % + isin u) + eb(cos v 4 isin v) + e% (cos w - isinw) +

+ 71+ e+ ¢) =21 + e + €2) = a (cos u -+ isin u) + eb (cosv +

+ isin ¢) + e%¢ (cos w + isin w) = 0 §i conform relatiei (3), putem
2%

2
lua u=a,v—|——;i=p,w+}f—=~(, deci 4 = «, v = B — 3

4z

=y ——

3

PROBLEME

* ok Kk %
109. Pe laturile CA §i OB ale unui triunghi se iau punctele
P st Q care impart laturile in raportul A $i_p. Sa se gdseascd rapor-
tul in care segmentul PQ imparte mediana CM (fig. 175).
—_— — —
Solujie. CP = \a, 0Q=ub,
08= oOM, unde § = CM n PQ.

—

0@ + Q8 = o0} = ub + mQDP =

—_ -
= oO0M = pb + m(— pb + Xa@) =
ml=—c-
G = 2 p.—c
—_ (] €
_2(a,+b)=> c=>2—c;'= d=>
—_—um = — B
B 2
}\10'—27\“—'7\0'¢c= 2)‘p'=>i=._];.(i_{,i o
At+p o 2

25 — c. 558 385



* k&

110. 84 se demonsireze c& medianele pot fi laturile unui triunghi.
Solugie. @ + b + ¢ = 0 (fig. 176).

-_ —_—> — - 1 - -
AA'+BB'+C’C’=a,+?b+b+

%k % %k Kk ok Xk X

111. In plan se dau vectorii @, b, ¢,

) acdror sumd este 0. Sd se arale cd
|+ 14l 2@ +d] + [0+
| + la] > |b
| 4+ |d] = |@
| + 1d] > @

patru vectori pot fi agezafi as2 ca
s4 formeze doudi triunghiuri (ca-n
fig. 177). (Aceste triunghiuri pot fi
eventual degeneratein doud segmente
de dreaptd). Evident,

a+5+%=—d

DB < DE + EB,

C4 < FA + CE, Fig. 177.
si sumind membru cu membru

@+ 3|+ 3 +dl < |dl + 1Bl
5 +d|=|—34—0b| <@l + [¢l,
sumind, membru cu membru, rezulti

[G+d| + 18 +d + [ +4dl <&l + B+ [¢] +dl.

cum insd

2 [d+3| + 5+l + [0 +3| < |3+ [B] + @I+ [E,
|5+l +[5+5+ [d+5B] <@l + B] + [al + [3l,
£ 5+ + 1d+7Tl+ [@+7] < |dl + P + [a] + [el



® * % *

112. Trei virfuri ale unui Daralelogram se proiecleazd pe o

dreaptd ce trece prin al patrulea st nu tn acelagi plan. S& se arate cd
distantele celor trei virfuri la dreapti '

Dot fi laturile unui triunghsi.

- -
Solujie. Fie AB, = D, 0, = m,

—> - —> . =
B,D, =7, AC = a+b, BB,=—b +
4¢m, DD, = —a+m+ 7, C,0C= —
—m —n—m + a+b, BB, +DD, +

L —
4 C,C = 0. Fig. 178.

§ 7. PROBLEME DE GEOMETRIE ANALITICA IN PLAN
* Kk ok ok

113. Fie in plan doud puncte A(m, n), B(p,q) i Oz, y) un
punct oarecare. Sd se arale cé sume ariilor triunghiurilor orientate
ABC gi ABD este constantd, dacd D este simeiricul lus C faji de
origine.

Solugie.
m n 1 m n 1
_ 1 1
SABC"'SABD:? » g 1 +'? P g 1|=
z y 1 -z —y 1
m n 1 m n 1
1 1
=?p q ‘1 =2-E P q 1}=28,p, = constant.
0 0 2 0 01

*® %k Xk % x

114. Se dé familia de curbe y = a*, ne 7 — {0}. In punctele
de abscisd a se duc tangentele la curbele Jamiliei. 8d se arate cd girul
abciselor punctelor de intersecfie ale tangentelor cu axa absciselor, este
marginit, monoton i are limila a.

Solutie. w,=a(1—i)s n < —1 =1—l €£2,n21,1-—
n n

-1 <1 deci #,< 2a (neZ — {0}).
n
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115. Fie parabola y = @* + ma + n. 8 se arate cd dacd m st
n sint parametrigi parabola intersecteazd awele, atunci cercul determi-
nat de punctele de intersecjie cu amele trece printr-un punct fia.

Solutie. OA -OB=00 -OD =%, =
=O0D-vy., unde ,z, sint ridicinile
ecuatiei 2® +ma +n=0 asa cd z¥, =
=mn §i deci n = 0D n =0D=1. Deci
D(0, 1) este fix.

116. Sé se gdseasci distania de la
dreapta x — y = 1 la parabola y = a3

Solujie. Amintim ci distantadintre

parabold si dreapts inseamnd cea mai

Fig. 179. scurtd dintre distantele de la punctele
parabolei la dreaptd. $iacum, 8% seriem

ecuatia tangentei la parabold intr-un punct al acesteia, ecuafie ce

se obtine prin polarizarea ecuatiel parabolei, adick

1
‘2—(?/+?/o)—wmo=0=’?/_2wow+3/0=0-

S$i acum, punind conditia ca aceast’ dreapts si fie paraleld cu dreapta
y—ax+1=0 (ceea ce revine la proporfionalitatea coeficientilor

termenilor in z §i ¥), obfinem %, = %-Gum insi punctul (@, ¥o)

ge afli pe parabold, rezultd y, = xy = —E--Asada,r, dreapta va fi

- +%= 0, punctul de tangentd fiind %-.%)- Evident,

acesta este §i punctul parabolei cel mai apropiat de dreaptd, asa c&
distanta de la dreaptd la paraboli revine la distanta de la punctul

(—;—-, —1—) la dreapts, iar aceastd distan{d este dats de

fd

Yo —@e+1 Y

_L
2
~Vrr . V2 42 8
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PROBLEME REZOLVATE NUMAI CU AJUTORUL COMPASULUI

inainte de a incheia subecapitolul problemelor de geometrie
plani, si dim citeva tipuri de probleme rezolvate numai cu ajutorul
compasului.

1° Dublarea segmentului. Se dd segmentul AB (fig. 180). Sd se
construiascd segmeniul A C cumijlocul in B.

Se due cercurile ¢4 §i Cp (cu cen-
trele in A, respectiv B) de razi 4 B. Apoi
se duce cercul €, de razi DE. Se verifics
imediat ¢ DE este latura triunghiului
echilateral inscris in cercul O asa ci
DE = EC= CD, ceea ce implici A4, B,
C coliniare gi AB = BC.

2° Multiplicarea segmentului. Se di
AB. 8& se construiasci AC de m ori cit

AB gi care sd conjind punctul B. Se repeta constructia de mai
sus de » ori.

3° Simetricul unui punct fajd de o dreapld. Se dd dreapta AB
pi punctul 0. Sé se construiased simetricul lui C fajdé de AB (fig. 181).
Din A §i B se duc cercuri de raze,res-
c pectiv AC si BC.
4° Sd se determine dacd wn punct C
este pe o dreapté sauw nu. Se face con-
structia de mai sus. Dacé se obtine un sin-
gur punct de intersecfie, atunci acesta
c! este pe AB.
5° 8d se determine punctele de intersecfie
ale unui cerc cu o dreapté AB (fig.182).
Aflim simetricul €’ al centrului C al cercului din enuntul
problemei si cu centrul in (', ducem un al doilea cerc de aceeasi
raz# ca §i primul. Fie A,B egal depirtate de C §i ¢’. Prin urmare
4, B, D, E sint pe o dreaptd perpendiculari pe CC’ si care trece
prin mulocul lui.

6° Sa se afle un punct pe o dreapid AB (fig. 183).
Din punctele simetrice O §i 0’, se duc cercuri egale.

Fig. 180.

>e
Qe

Fig. 181.
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B -4p

A D T B
! . X
Fig. 182, Fig. 183.
7° Pe un segment AB se dé un punct C. Pe segmentul DE 3d

o . AC DE .
se gdseascd un punct F aga fel incit —— — —— (Impdrtirea in parti
P asa fe B DE( par pary

Dproporfionale) (fig. 184).
Mirind de un num¥r suficient de mare de ori atit segmentul

AB cit $i AC obtinem ci 4°0 ~40, Putem deci considera ci
A’B" AB
PR <

5
-
TRy

Fig. 184.

punctele 4, B sint suficient de indepirtate. Din D i F ca cen-
tre, se duc arce de razi AB gi se obtine punctul @& Din D si @
se duc arce de razi AC §i OB. Se obtine H. Se duce cercul de
razi HD cu centrul in H si se afli punctele de intersectie cu DE -
- F este punctul ciutat, cici ADFH gi ADEG sintisoscele cu un unghi la
DF DH _AC
DE DG AB

8° Sa se tmpartd un segment in doud pérfi egale.

Fie dat segmentul DE. Lufm un segment oarecare §i-1 dublim ;
fie C mijlocul segmentului astfel obfinut. Apoi, repetim constructia
de la nr. 7°. Putem dubla chiar segmentul dat.

bazi egal, deci sint asemenea. Prin urmare
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C. GEOMETRIA IN SPATIU

§ 1. PIRAMIDA

1. PIRAMIDA TRIUNGHIULARA

* % ok ok K ¥
117. Doud puncte P gi Q sint interioare unui tetraedru regulat
ABCD. Si se demonsireze ¢ ¥ PAQ < 60° (Olimpiadd S.U.A.,

1973).
Solugie. ¥ PAQ < ¥ NADM (fig. 185). Trebuie sd dovedim ci

£ NAM € 60°, ceea ce revine la a demonstra ci MN s MA i

Fig. 185. Fig. 186.

MN S NA. ADNM: $ MDN £ 60°S xMND = MN £ DM =
= AM, deci MN § AM (fig. 186), cici latura mai micd se opune
uughiului mai mic. ABMN: $ MBN € 60° s «BMN = MN €
€ BN = AN = MN € AN. Intr-un triunghi oarecare celei mai
mici laturj i se opune un unghi mai mie, cel mult egal cu 60° si
prin urmare «MAN £ 60°. Cum & PAQ << £ MAN (strict)
rezultd e x PAQ < 60°.

* k X ¥k *k

118. Sq presupunem cd un tetraedry, verificd una din urmdtoarele
proprietafi :

1. toate fetele sint echivalente,

2. muchiile opuse sint egale,
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toale fetele sint egale,
centrul sferei inscrise coincide cu centrul sferei circumscrise,
suma unghiurilor plane de la fiecare virf este aceeagi,
suma unghiurilor plane de la fiecare virf este 180°,
. desfagurarea telraedrului este un triunghi ascufitunghic in
care au fost duse liniile mijlocit,

8. fetele sint triunghiuri ascufitunghice cu aceeasi razd a cerculus
circumscris,

9. proiecfia tetraedrului pe fiecare din cele trei plane paralele
cu cite doud muchii opuse este un dreptunghi.
Sd se arate cd cele noud proprietdft sint echivalente.

Solugie.

NP o o

{]\”——b 9\7/
Z N\

3<—2 6 <=5

8 <=4

84 stabilim pe rind toate incluziunile din diagrami :

5 =6: 4 fefe =4-180° = 720° sint in total 4 virfuri, iar
suma e aceeasi la fiecare virf = la fiecare virf 180°.

6 = 5 : Dacé suma este 180° la fiecare virf = suma este aceeasi
la fiecare virf.

4 = 8: R, r, centrul acelagi = cercurile circumsecrise sint egale
si centrele lor sint la o distants de virfuri egals cu JR% — 7=

8 = 4 : Perpendicularele din centrul sferei circumscrise cad in
centrele cercurilor circumscrise §i dacdi au aceeasi razi inseamni c#
centrul sferei circumscrise este la distan{s egald de fete, deci este
centrul sferei inserise.

7 = 8 : Evident (fig. 187) deoarece toate triunghiurile sint egale.




8 = 7: Fie poligonul AFCEBD obtinut prin desfisurarea
tetraedrului (fig. 188) si fie 0, 0,, 0, O, centrele cercurilor cir-
cumscrise triunghiurilor ABC, ABD, BCE, ACF. Si notim razele

acestor cercuri egale cu R si de asemenea OAD = a, OBD = B,

A N 2N N\ i

OBA = v, U,BC = o, 0,04 = B;, ABO, = v,, cit si cele egale cu ele.
Tinind seama de faptul ci suma unghiurilor unui triunghi este =
$lvi=1v ag= % B3 =B, B1=Ba Yo = s a = &3 YO avea:

In AABC, 2a 28 + 2y, == =*’°¢+§3+Y1=-;i.

fn AABD, 20, + 28 +2vi=7=u+ B+ 1 =_"2"_=>a+g=
=0 +‘B]}, "

In ABOE, 28, +2vo+ 20y =7 = By +vs + % =—;— =0+ y=
= 52-+ Yo ‘ .

in. AACF’2a3+2Y3+233=R:13+Y3+B3=

rl

g

oy =

v

= a3 + ¥3-

Sumind membru cu membru relatiille « + = o + 8y,  +v=
=Bt ymatv=c+ys =2+ p+Y) =0+ B +v2+ o5+
tys=2n+pB+ 1) =2 +B+ )= va=v =P =P sila fel
“3"—“,0!,“{3=Y=°‘1+‘(1+‘(+3+55+“3=“', Prt+rni+v+et

‘ N
FaytBy=7 Yo+ o+ o + 8 4+ B, = =, adicd unghiurile DAF =
/\ i .

N .
= DBE = ECF = 180° si deci hexagonul ADBECF nu-i altceva
decit trunghiul DEF, in care 4B, BC si CA sint linii mijlocii.

6 = 7: In desfisurarea tetraedrului SABC (vezi fig. 187),
unghiurile hexagonului ADBECF in virfurile 4, B, C nusint altceva
decit suma unghiurilor plane ale fetelor triunghiulare ale tetraedrului
avind virfurile respectiv in A, B, €. Cum insd aceste sume sint prin
ipotezi fiecare egale cu 180° rezultd ca-n cazul precedent ci hexago-
nul ADBECF nu-i altceva decit triunghiul DEF in care AB, BC
si CA sint linii mijlocil.

2O

7 = 6: Din figura 188, rezulti evident ci DAB 4 BAC +
AN N N N N O S

4+ CAF = DBA + 4BC + CBE = ECB + BCA + ACF = 180°

(toate aceste unghiuri fiind de aceeasi parte a cite unei laturi).

)
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Pe de alti parte punctgl\e A/,\ B, C se unesc in punctul § (virful

tetraedrului), iar D + B + F = 180°, ca fiind suma unghiurilor
unui triunghi.

7 =2 : Evident (fig. 187), ciici AD i AF se vor identifica cu

muchia S4 opusi muchiei BC, iar BC = AD = AF = a, la fel

DBsi BE vor da 8B = b opusd lui

AC =b §i EC, CF vor corespunde

A G Ini §C = ¢ opusé Iui AB =e¢.
2 = 3: Muchiile opuse fiind
/NG egale (vezi de exemplu fig. 187),
/o N toate fetele vor fi triunghiuri egale.

Ff—— X 3 =1 : Evident.

) f el /I Y 1 =9: 83 presupunem c3
] A>=7172=YB  paralelipipedul AFSQECD B este oblic
1 N AT (cu fetele paralelogramoe). Evident
[/ AN ABCD = ABCE (fig. 189). Daci
ER A de exemplu fata CFSD sau DSGB
¢ b n-ar fi dreptunghiuri, atunci proiec-
Fig. 189. tiile ortogonale ale lui § §i 4

pe planul de bazi n-ar mai cidea
in D si B, iar triunghiu SCB s-ar proiecta de exemplu intr-un
triunghi continind pe BCD §i AABC intr-unul continut in A BCE
sau invers. Cum insi A BOD= A BCE, rezulti ci cele doui triunghiuri
mentionate mai sus si obtinute prin proiectie ortogonali pe planul de
bazé nu vor fi egale (decit in cazul cind toate fefele laterale ale para-
lelipipedului ar fi dreptunghiuri). Dar ASBC fiind echivalent cu
AABC, iar baza B(C fiind comun rezultd ef si indltimea SH, este
egald cu indlfimea AH, Dar AS este paraleli cu planul de bazi, -
aga cd SD = AR i deci triunghiurile dreptunghice SDH, si AEH,
sint egale = DH, = EH,, iar din teorema celor trei perpendiculare
deducem ci# DH,, FH,l| BC, adic} sint iniltimi in triunghirile
BOD si BCE, de unde conchidem ci cele dous triunghiuri sint echi-
valente, contrazicind constatarea ficuty mai sus ci unul din ele ar
fi confinut intr-unul din triunghiurile in care diagonala BC des-
compune paralelogramul CEBD, iar celilalt triunghi l-ar contine pe
cel rimas, contradictia obtinutd implicsi faptul ci fetele laterale ale
paralelipipedului (reprezentind in acelagi timp si proiectiile ortogonale
ale tetraedrului pe planele respective) sint dreptunghiuri. Pentru a
demonstra §i faptul ci i proiectia tetraedrului pe planul de bazi
cit $i pe cel paralel cu el sint dreptunghiuri, n-avem decit s consi-
derdm pentru moment ca plan de bazi planul uneia din fetele laterale
ale paralelipipedului §i si rationf#m ca mai sus.
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9 = 7: Din figura 189 observim cii ABDF ¢ un dreptunghi
asa ci AB = FD; cum insi, prin ipotezi, CFSD este un dreptunghi
el are diagonalele egale, aga ¢ 08 = FD = AB, dar OS §i AB sint
muchii opuse-n tetraedrul SABC. La fel se aratd §i despre celelalte
muchii opuse ecé-s egale, ceea ce ne permite si conchidem ci prin
desfigurarea tetraedrului se obfine un triunghi ca-n figura 187, in
care AB, BC si CA sint linii mijlocii.

*®

119. Intr-un tetraedru muchitle opuse sint egale respectiv cu
a, b, c. 8 se afle volumul, pozifia cenirului sferei circumscrise gi
raza ei.

Solupie. Evident (fig. 190),

AN
%

Fig. 191.
. a? L b2 — ¢
m2+y2=a2 $'=+T=ab0050
a? — b2 - o2
la® + 22 = b = y’:T-i_:uccosB:-
B2 L o2 — a2
Y2 + 2% = ¢? 2?2 = —i——z————= becos A

 pur a2 _wyz_ 1 V(a2+b2—c2)(b2+c2—a2)(c‘-'+a2—b2) _
V=mypz—t—g="3=3 g

= 11_:, V2(a® + b2—6?)(b* + c*—a®)(c*+a*—b?) =%— abe)/cos A cos B cos C-
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Pozitia centrului sferei circumscrise se giiseste la intersectia perpen-
dicularelor ridicate din centrele cercurilor circumserise triunghiurilor
ce constituie fefele tetraedrului. Notind cu R raza si cu O centrul
sferel circumscrise tetraedrului, iar ecu O, centrul cercului circum-
seris uneia din fefele triunghiulare ale tetraedrului, constatim mai
intii ci cele 4 triunghiuri constituind fetele tetraedrului sint egale
(avind laturile a, b, ¢) asa ci si razele cercurilor circumserise acestor
triunghiuri vor fi egale; si notim valoaren lor comuni cu »r. De
aici rezultd ci si distangele de la O la fefele tetraedrului vor fi egale
§i anume de exemplu 00, = JR? — r% In continuare, notind cu 8
aria unei astfel de fefe triunghiulare avem C

S = ab sin ¢ 'rSZ _ a®b? sin%C
2 4
; 2,2 oip 2
+S=G_CS;DB=JS2=——_(LC“SLIHB :482((&2+b2+02)=
S = be sin A S b%c®sin24
2 4
. . ., «*D3c?(sin*4 4-sin2B4-sin20)
= a?b%c*(sin%4 -+ sin2B 4+ sin®C) = §2 =
¢*(si + + ) W+ 1) ’
iar volumul tetraedrului V = 4 % - Pe de alti parte r* =
_ o _ b2 _ c? _ a® -+ b? -+ c® : Din
4sin?4  4sin?B 4sin?C 4(sin%4 + sin®B - sin®*C)
2 9= 2
cele ce preced, rezulti R®> = 00} + r* = -—16—8;- + 72 =
_ a*h*c*cos A cos Beos C(a® -+ b% + ¢?) | a® 4 b* + ¢®

4a2b%c¥(sin24 -+ sin?B - sin2Q) o 4(sin%A +sin2B +sin20)
_ (a® 4+ 04 *)(1 - cosdcos BeosC) a4+ b* 4 ¢
o 4(sin%4 + sin?B + sin®C) - 8
sin2d 4 sin?B - sin®*C'=2(1 - cos4 cosB cos()<>2 —cos24 —cos?B +
+(sin4 cos B+4-sinBcosAd)?=2—2 cos A cos B(cosA cos B—sinA sin B)<
— co0s24(1 — sin%B) — cos?B(1l — sin%4) -+ 2sind sinB cosA cosB =
= —2cos’A4cos?B - 2sin Asin Bcos Acos B. Asadar R =

1 e e
= — a"" bz 6‘2.
T Va? 4 5% +
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120. In tetraedrul ABCD avem c¢d DB1DC, iar piciorul
perpendicularei dusi din D pe planul triunghiului ABC coincide cu
ortocentrul triunghiului. Sd se arate cd
{AB-+BC0+CA)? <6(AD*+BD*4CD?).
Pentru care tetraedre are loc egalitatea ?
{Olimpiadéi Bulgaria).

Solujie. DO 1 planul ABC, OB’ L
1 AC= DB’ | AC = AC 1 planul

BDB' = BD 1 AC.
DO L planul ABC,00'1LAB = DC’ L
1 AB = AB | planul DCC'=DC 1L AB.
DO lplanul ABC,0A’' L BC = DA’ 1
1 BC = BC Lplanul DAA’=DA | BC.
Rezultd ci muchiile opuse sint perpen-

diculare. Fig. 192.
BDLDG_ ppy | planul ADC=BD 1L AD
ﬁ’gﬁﬁ = AD, BD, CD sint
DC 1 planul ABD=DC1AD
{ peLaB 1P =oed

perpendiculare. Avem cid a?=0"?+ ¢ =¢®—a? +b* — a'? =

2 2 _ 72
=~2a'2=b2+02—a2.Analog={2b = ¢ + a® — b%
20 = a? + b? — c2.

PRI PO e o i U el il ol
2 2
b2+b’2=b;'+02+“2—b2=a2+b2+02=>
2 2

2 2 _ .2 2 2 2
c+c’2=02+a+1; c=a+l;+c

= 6(a’? + b'2 4 ¢'?) = 3(a® + b* + ¢?).
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Avem ci
(c—a)3 =0

(1) (@ —0)?>0=>

(c—58)2>0
3(a® + 0%+ 6% > (@ + b+ ¢)? §i prin urmare 6(a’ 4 b’? +
+ ¢?) 2 (@ + b 4 ¢)? adicd (4B + BC + CA)® < 6(AD? + BD* +
+ CD?). Ca sii avem egalitate trebuie ca tetraedrul si aibd baza un
triunghi echilateral (pentru a avea egalitate in sistemul (1)).

3

* ok ok ok ok

121, In tetraedrul ABCD din doud virfuri se duc perpendiculare
pe fetele opuse ce se intersecieazi in 0. S@ se arate cd perpendicularele
duse din O pe celelalte doud fefe
intersecteazd fefele in ortocentrele lor.

Solujie.

— —
{AO LBOD = A0-BO =0 _
—> — —
OH,1 ABC=OH,- BC =0
—— - —>
=A0-BC +0H,- B0 =0 =
—_— — —> — —
(40+0H,) -BC=0~4H, -B( =0

— T —>
AH, 1 BC;
—_ —_— —>
Fig. 193. CO LABD >C0-AB =0 =
—> —_— —> A

=
—_—— — — —_ >
C0-AB+4OH,*AB = 0 = (00 + OH,)-

—> —> —> — —>
cAB=0=CH,- AB =0 =>CH,1AB =
H, este ortocentrul triunghiului 4BC;
analog pentru H,e ADC.

!

* ok kX

122. 8¢ se demonstreze teorema
celor tres perpendiculare cu ajutorul
teoremei lui Pitagora.

Solujie. Ludm BM = BN =
OM =ON =AM = AN = AB1b. Fig. 194
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2. PIRAMIDA PATRATA

* K ok

123. Dintr-un patrat de laturd a se alciluieste o piramidd
pétraticd regulati astfel incit virfurile pitratului sé coinoidd cw virful
piramides. Sd se afle latura patratului de bazi astfel incit volumul
piramidei 3d fie mazim.

Solugie. V = —;— x%h,

YR -5 -G)

1 a?
V==>2 - — 2a0
3 2 ?
. . . ‘ V2 a
iar volumul maxim se obtine pentru z = 5
§ 2. CUBUL
® % ok %k

124. 84 se afle distanja dela o diagonald a cubului la o diagonald
a felei ce se tncrucigeazd cu ea.

8, »
. !
I il
I\ 1) !
A | A . B F
1 b !
N \ 7 4
roo\ /I‘\ .
B/,«'—-Jf-‘%/——4—-‘c 035
s vl K
/7 \ /
,/ ‘\ !
A (1) 0
Fig. 196. : Fig. 197.
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Solugie. C;D — proiectia lui B,D pe planul DD,C,C,

{DIO.LDO&:DLO L DB,

B,C,1D,C

{Dlo 1D, pe 1 planul (B, €, D).

D,C1 DB,

Din O ducem perpendiculara pe B,D si aceasta este perpendi-
culara comuni, cici D,0 este perpendiculari pe orice dreaptd din
planul DB,C,.

al2
DO OK 2 OK

DB, BC, a3 &
0K=“VZ=“V€.
2Y3 6

*® ok K ok ok

125. Se poate inveli un cub cu latura
1, cu o bucald de hirtie pdtraticd cu latura
3% (Problemi de baraj).

Solujie. Se poate, aga cum se aratd §i
in figura 198. Latura pdtratului in care

au fost dispuse fetele este 2 /2 < 3, deci se
2 7 V2 poate inveli cubul, asezind baza in pétratul
2 din mijloc.

Fig. 198.

3. PRISMA

® % % *

126. Intr-o prismd triunghiulerd toate muchiile sint egale (cu a
iar o muchie laterald face cu muchiile bazei concurente unghiur: egale
cu o. Sd se afle distanja de la aceasid muchie la muchia opusd.
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Solutie. BM-bisectoare in A BD(C isoscel.
DC L BM, DO L AO =DC 1 AB.

A\
Fie MP 1 AB o N 7
{AB 1Py =AB | PD = i N / /
AB LDO - " TT N 4

"PD =@ sin «

> s a?
PM2=azsm2a—T=

% .u\'}l;\&‘l
ety

R SO

.. 4. PARALELIPIPEDUL

L I

y . o
127,86’ se demonstreze o suma pétratelor tuturor diagonalelor .
unwi ‘paralelipiped este egald cu suma ‘pdtratelor tuturor muchgilor..

¢ Solufie. 40" =a + b+ ¢,

Fig. 200. ‘ A

28 - ¢ 553
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= a® + b% + ¢ + 2ab + 2¢a + 206 +
a® + b® + ¢* — 2ab — Zca + Sho +
a® + b? + ¢® + 2ab — Sca — Sbe
a2 4 b2 4 2 — 2ab + 2ca — Zbe = 4(a® + b2 -+ ¢2).

§ 5. SFERA
* % %k Xk *
* % % % ok
28. Dat fiind letraedrul ABOD se consiruiese sfere eu diame-
B, AC, AD. Sa se demonsireze ci acesie sfere acoperd. teiraedrul
A (invelesc) (Olimpiada din 1968 in
, U.R.8.8.).

Solujie. Fie AO perpendiculara
din A pe B(CD i din O perpendicularele
pe BC, CD, BD. Piramidele A BMOP,

. acoper# tetraedrul si fiecare este
continuté in sfera de diametru A B ete.
deoarece o sferi contine toate cer-
curile avind drept diametru, diame-
Fig. 201. trul sferei.

1
trele A

129. S se afle raportul inire volumul V. al conului $i V, al
sferet inscrisd imir-o piramidd triunghivlard dreapid, cit gv minimul
acestui raport.

Solugie. Dacii « este unghiul de la baza conului, iar R-raza

3
U tg « ctg"'—g— = % tg o ctgs—;i- . Minimul

functiei ¥ = tg « ctg? —;- se afli din transformarea :

sferei, atunei V, =

y=-—————ctg3-°-‘—= 2 =V, .z 2V,.

2 o o
tg? —[1 — tg2—
g 2( gz)
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130. Intr-un tetraedru este inscrisé o sferd de razd r. Planele
tangente paralele cu fefele determind 4 tetraedre, iar sferele inscrise au
razele 1y, 1y T3, T4 SA 3¢ arate ¢d vy + vy + 14 4 v, = 2r.

Solugie. r = % . Din aseminarea tetraedrelor (fig. 202) avem

-’i=‘h_2r =-r1=r(1—2—7—) =
r h k]

r1+r2+r3+r4~r[4—2 r(l +

h
o A
1 1 1
+_ —_— —_— p—
e e )|
heSe _p 1 S
3 hy 3V

3V 3V (84 , 8z , 8¢ 8p
=—]4—-2 - — = ——=|| =
S [ S (3V+3V+3V+3V)]

S S

* % X & kx

131. Pe un plan se ageazd trev, sfere gi deasupra lor a paira

sferd. 8d se afle distanja de la punctul superior al celei de-a patra
sfere la plan.

Solujie. Centrele celor patru sfere formeazs
un tetraedru regulat cu I cu latura 2R. na,ltxmea, va

fi egald cu V4R2 - = 2R y

gi distanta ciutatd va. fi

2R + ~—V‘= 28 3 + V%)

Fig. 203.
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132. Se dd o sferd de razd 1. Pe ea sint agezale cercurile egale
Yos YisYas- - +sYn d€ razd r(n >-3). Cercul v, este tangent tuturor-cercuri-
07 Y1y Yaye + «5Yns 907 (Y19 Yo)s (Yay Yshr+ -y (Yas Y1) $int tangente doud: cite
doud. Pentru care ,,n’’ este posibil aceasta? Sd se afle raza cercurilor.

Solujie. Fie A, polul cercului y, adicid polul calotei sferice cu
frontierea v (fig. 204). Considerind doud cercuri tangente, punctul de
tangentd se afli in planul determinat de poli §i centrul sferei, iar
distanta dintre poli este egali cu 2r. Considerind piramida formata de
poli (fig. 205), aceasta este o piramids cu fetele laterale triunghiuri

Fig. 205. _ Fig. 206.

echilaterale de laturd 2r, jar baza poligon regulat cu = laturi. Suma
unghiurilor plahe de la virf este mai mics de 360°, deci 60°-n < 360°
de unde rezultd ci n = 2, 3, 4, 5.
AAAM = h? =41 — A M2 =ar? — " o
sin? —
n

=>h=2r Vl — -—-1 .
4 sin? X
n

Considerind triunghiul dreptunghic 4,4,44 (44 fiind i)unetul diéme-
tral opus lui 4, pe sfera unitate de centru 0), avem ci A,4? =

RN

h;2r2$ipﬁnmmarer=yl— 1 —

4 sin®.

S
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Fig. 208.

Problema are sens $i pentru n = 2 (fig. 208).

4 4
n=4, r= 1——']:——1{2,
gL 2
2
5 —V5

133. Intr-o sferd de razi R este inscris cilindrul de cea mai
mare arie totald. Care este raza §i indgljimea sa?

2
Solutie. (%-) 4+ 72 = R% h® 4 4r2 = b
=4R® = 8, = 2nrh 4+ 2nr® = 2nr(r + h) =
8, =2n(r24rh) = 8, =2x(r* + r/4R® — 4r) >

. —_— 472 . S —
S' r) = 27 4:R2 —_— 4”‘2 ———-:—:’0
) + VAR: — 42 Fig. 209.
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4R% — 8r2 .
2> Pp—=0
<l>4R2—4r2 =
R — 20 RY — 4R*>2 | 4%
e TS T moa TR
=0=>

jo_ 07 dh V25RT — 20R' _ SR R? 5_ RG&V5
- 10 - 10 10

_ ey Vs’_m
r=2R 16 s h=2}R*—1r? =2R =

8, = 2m(r? 4 rh) = 27:(132-“%@ 4 2R VL"’IJJ’—) -

2
=ZE G F 415 =

(Sese = 2 (5 4 515) = =B 1 4 V5)

De aici deducem c#-n expresiile de mai sus pentru # i h trebuie s3
lufm semnul superior, adicd vom avea:

_p|5tVs _ Vs—v3
r—RV 0’ h=2R T

# & & kx * *
13%. Trei sfere sint tangente intre ele i unui plan in virfurile

unui triunghi. Date fiind laturile a, b, ¢, ale triunghiului ABC sd se
afle razele acesior sfere.
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CIR
Solufie. (1, + 75)2 = (ry — 11)? 4 =>4, ry= 2= rir,= Y
a2
7‘21'3 = — =
8i analog =
b2
Ts’l’l —_— _4-“
abe)? be
(17 o) = (6%. = 1375Ty = 5 =
abe 4 ab
==
8 ¢ 2

Procedind in acelagi mod gi pentru
r,r; obtinem :

Ty = .
Fig. 210. 2a 25’ 26

* * % *x »

135. Pe un plan sint agezale palru sfere
de razd R langente, fiecare tangenid la alte doud.
Deasupra lor se ageazd incd o sferd. 8d se afle.
distanja de la punciul superior al celei de-a
cincea sferd la plan.

Solufie. Centrele celor patru sfere de
pe plan formeazd un pitrat, iar cu cel de-al
cincelea centru o piramidi patrulaterd regulatd
cu muchiile egale cu 2R (fig. 211). Iniltimes
va fi egaly cu V4R?Z —2R*= RV2 s prin
urmare distanta va fi 2R + R /2 =R(2 + }/2). Fig. 211.

§ 6. PROBLEME IN SPATIU REZOLVATE VECTORIAL

Inainte de a trece la problemele din acest paragraf, vom stabili
teorema lui Euler pentru un tetraedru. Dar mai inainte citeva con-
sideratii preliminare in plan gi spatiu.

1° Dacid punctul M aparfine drepiei AB, O fiind un punct
oarecare al spajiulur avem : OM =104 4 mOB, unde 14 m =1,
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2° Daca M [ aparfine | planulm determinat de A, B, C necoliniare,
atunci. O} —= mOA + nOB 4 p0O0, unde m +n +p =1,

 3° Vectorul de pozifie al punctului ce imparte pe AB in rapor-
tul k (fig. 212).

W s s A L AG—IGB~>06—04=

{7 = ¢B

:&: : /I //’

*;;;,,', T e = k(OB 0G) = 0G (1 + k)

ow., . ..

i _ 04 + LQ
Fxg,'-,..2'12~‘,, ‘ 04 + k0B = 0G = — S
4 Medmnele sint concurente. Fie BD . DC si g-_g= -%-

tig. 213). . g

Avem ci PD = E%fg; PG =

_ PA +2PD
3
3PG = PA + PB + PC =
PG ——(PA + PB +PG) Dacd am f1 con- Flg 213.‘ :. '

=>3I“7}'=E<1+2P_D'=>

siderat G pentru altd medlana,, am fi g.xsw aceeasi e\presxe, de01
toate medlanele trec prin G.
5° Indlfimile sint concurente i OH 04+

O OB + OG unde O este centrul certmlm cir-
cumscris (ﬁg 214).

__Fie M simetricul lui O fati de AB Avem:
A OM = OA + 01 OB. Construim punctulH Den-
tru care OH = OM + OC. Avem ci. OH=04 +
+ OB + OC. 8% aritim ci H este ortocensrui.
Prin constructie (H si O sint paralele si prin
urmare CH L AB, deci H se afli pe perpendi-

¢ulara din C pe AB. Dac# repetim constructia, géisim de asemenea
punctul H dar va fi pe altd inilyime, deci indlfimile sint- concurente.-

Fig. 214.
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6° Teorema lui Euler. Cenirul O al cercului circumseris, cenirul
de. greutate (ceniroid) G gi ortocentrul H al umui triunghi oarecare

sine pe aceeasi dreaptd, iar G imparte .éegmentul OH in raportul 1: 2,

adics 28 — 1.
. GH 2
Avem ¢

OH=04 +0B+0C __
. . _., __ =O0H=306¢ =0, G, H coliniare.

306 =04 +0B 4+ 0C
GF — 0 — 06 — 306 — 0G = 20625 — L.
GH 2

Mediand intr-un tetraedru este segmentul ce uneste un virf
cu centrul. de greutate al fefei opuse.

7° Teoremi. Medianele unui tetraedru
sint concurente i se iniflnesc inir-un punct
G caretmpartepe fiecare din ele intr-un raport

egal m&—g—incepind de la virf, adicd 4PG =

= PA + PB + PC + PD (fig. 215).

Fie G, centrul de greutate al triun-
ghiului ABC si punctul G care imparte pe
D@, in raportul 3 :1. Rezultatele de la 3° §i
©=3PG,=P4 + PB + PC 5 Pg= L2134
+ PB -+ PC + PD. Dacii am considera punctul @ situat pe altd
mediansi, am obtine acelagi rezultat, deci G’ = @, ceea ce demon-
streazi ci medianele tetraedrului sint concurente.

= 4PG = PA+

8° Indalfimile tetraedrului nu sint concurente (in general), nici
micar doust. Ciutim acele tetraedre in care in#limile sint concurente.

Si_presupunem ci indltimile din C si D sint concurente in

CH,1 AB __
H = = AB este perpendicular pe planul CDH =
DH,1 AB
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= AB 1 0D. La fel 8@ - demonstreazi ci daci alte dous in¥lfimi
sint concurente, avem A0 L BDgi BO L AD. Prin urmare: dacd
indlfimile wnui tetraedrw sint concurente, - atunci muchiile opuse
sint perpendiculare.

Un tetraedru in care inil-
fimile sint concurente se numegte
ortocentric.

9° Teoremi. Dacd indlfimile
unui tetraedru sint concurente, iar
H este intersecfia lor, atunci OH =

= (04 + 0B + 00 + 0D),

wnde O {(este) centrul sferet circum-
scrise (fig. 217).

Fie DG, mediana din D §i
D]EI1 indlfimea din acelagi virf.

Am vizut ci AB este per-
pendxculara pe ODH, deci §i pe
CH.care este in acest plan; prin
urmare §i 0H, este perpendiculard
pe AB; deci 'CH, este iniltime.
Se deduce in definitiv ¢i H, este
ortocentrul triunghiului ABC.
Centrul cercului circumseris triun-
ghiului ABQ, i anume O,, este
pe G,H, (dreapta lui Euler) (in
. virtutea teoremei lui Euler din
\ plan, de la nr. 6°), iar O, centrul

\ sferei circumscrise, se proiectcazs
M in 0, pe planul ABC. Construim
Fig. 217, punctul H dat de lela,tla,
1) OH = —(OA $ 0B 400 4 OD)

Fie O = 04 4 0B 4 00. CGonform teoremei de la punctul
e, 0G, ——;-c 4 OF 4 00), de unde rezults o OH =306, sau
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¢ G M = 20G,. Cum O,, G,, H, sint pe dreapta’lui Euler, avem c%
H1G1 == 2G101 $i Prin urmare HI-M = H1G1 _I:‘ G1M=2G101 + 26@’1 =
= 200,. Rezulty ci H, M i 00, sint paralele i cum OO, este perpen-
diculars pe A BC, urmeazs ci §i H, M este perpendiculars pe ABC.
Deci punctul M seafl pe dreapta DH,. Fieacum OH ~_—%—(0_JTI 4+0D) =

- —;-(071 4+ OB + 00 + 0D), de unde rezults” ci H este mijlocul
segmentului DM, adici H este situat pe inilfimea DH; a tetra-
edrului.

Analog se construieste ON = O0A + OB + OD gi punctul H:
OH = %(51—\7 + OC) gi se deduce ci H este pe indljimea din C si
asa mai departe. Deci in#lfimile sint concurente in H dat de (1)

10° Teorema lui Euler pentru tetraedru. Intr-un tetraedru orto
centric O, G si H sint coliniare, tar O gi H sint simetrice fajé de G

Avem ci

—

011=_;_(6?4 4+ 0B + 0C + OD)
= 0H = 206G = 06 = GH.

—

G =

—_— b @t e

(0A + OB + 0C + 0D)

S
| =

PROBLEME

* % %k * ¥k *

136. S¢ di un punct O pe o dreapti 1 gi OP, OP,,...,0P,
wectori unitari astfel incit Py, Py,..., P, sint intr-un plan in care se
afli gi dreapta 1, de aceeagi parte a ei. Sd se arate cd dacd m este
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impar, atunci |{OP, +OP, + ... + 0P,| = 1, unde |0H| ¢ lun-
gimea vectorului OM (Olimpiada pe 1973 : Cehoslovacia, 6 puncte).

Solugie. n =1 = IO_P'1 | 21 evi-
dent (fig. 218). Presupunem cj afirmagtia
este adeviratd pentru n = k. Trecem de
la » =k lan =Fk-42. Numerotim vec-
torii in ordinea unghiurilor pe care le
fac cu 1. Aritdm ci | O_Pl_-_i_- 0P, +
+ -~_-__+ OP,, + 0_-_Pk+1 ‘LOPHZ | 2
2| 0Py, + ... + OP, + OP,,,|. Daci
0P, OP,,, sint pe dreapts se anuleazs
§i avem egalitate. Presupunem ci cel
Fig. 218. puin unul nu e pe dreaptd. OP, si
0P,,, formeazy un romh, suma lor OB

, AN AN T o — e —
fiind diagonala, B,OR, ROP;,, < ++ Fie 08 = 0P, + ... + 0P,

— P PO

Conform numerotirii, OS este in interiorul % PORsau a ¥ ROP;,,

P —_— — J— — —
§i deci ¥ ROS — ascutit. Notim OP, + 0P, ,=OR. Suma 0S5 +OR

—_ AN —

8e reprezintd prin diagonala 07 - OST este obtuz cici O7T este latura
cea mai mare, adick |OT | > |OS |. Dar |OP, + ... + 0B, +
+ ()_1",+2l > 1 conform ipotezei, deci | 0_P1 + 0P, +... + 0Py, >
2 1 si deci proprietatea este dovedits pentru orice » impar.

* % ok ¥k

137. 8d se demonstreze ci dacd bisectoarele a doud unghiure
Plane ale unui triedru sint perpendiculare, atunci bisectoarea celwi
de-al treilea unghi plan este perpendiculard pe primele doud bisectoare.

Solufie. Directiile bisectoarelor sint date de T, + T, I,
+ Ty T, + I,
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z‘+ Ta) == 0 9712‘.2 + Tzla +

=~

(T, + Ta) (

.

(T1+ z.2) (Ts + Tl) =1+ Z17'.

w
+
=~
[ ]
:‘l
+
<~
(-]
[
Il
o

'si la fel

(Tz + Ta) (73 + Tl) =-0~

* ok ok ok %k

138. Fie a, B, v unghiurile plane ale unus
triedru. 8¢ se gaseascd relajisle dintre ele dacd
bisectoarele lor fac unghiuri egale.

" Fig. 219.

Solujie. Fie e,, €,, €, trei versori (vectori unitari) fiecare perpen-
dicular pe cite o fatd a triedrului. Evident, unghiurile plane ale trie-
drului sint egale cu unghiurile formate de normalele la planele cores-
punzitoare, cici, in cazul unui unghi diedru, perechea de normale
si laturile unghiului plan, pot fi considerate toate-n acelasi plan si cu
o extremitate comuni, iar cele doud unghiuri au laturile respectiv
perpendiculare. Pe de alté parte, produsele scalare ale acestor vectori
normali ne di : ‘ :

€y + €5 = COS a, 6,653 = COS f, €,€; = COS Y.

Dar bisectoarea unghiului format de 2 vectori de aceeagi lungime §i
cu aceeasi origine este datd de suma lor asa ¢ bisectoarele unghiuri-
lor formate de vectorii é,, €, €; vor fi date de vectorii: e, + €,
&5 + 6, §i €, + €,. Dac unghiurile formate de acesti vectori sint
egale si cosinusurile lor vor fi egale §i deci, din produsele scalare ale
vectorilor unitari respectivi, vom avea

Gob, B lh Bt E Gt
|é1+éz| |é1+63| |31+§z| Iez'l‘es'

=

1 +El '-éz-l- 61'53 +62'63=1 +él’éz + él'éa +éz’éa =
| € + es| les + e |
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l€s + 65 | = e + &5 | =2 + 26, - &, =24 2¢,-6, = cos B =cos a.

& +e &+ e

e + & é: + &

8 + 8, | 18 + 8l |6 +ds] (8 + 2]

1468+ 68+ 88 _ 1468, + 85+ -5,

le,+ e, |

=

| &2 + &

|§1+§2|=léz-l,—ésl=>2+2El.§2=2+252_53,:
cos Y=COS°==>GOS°‘=005ﬁ=GOSY=>oc=B=Y,

* % % * *

139. Din O sint duse patru semidrepte O0A,, OA,, OA, OB. Si
P N AN PO
se afle ¥ BOA; dacd A,0A,=A,04, = 60°, 4,045 = 90°, BOA, =

Fig. 220.
obtinem sistemul

411

P
= BOAI = 600.

Solupie. Considerim vectorii
€1y €3 €3 €, Atunci €, = o7, +
+ €, + vé;. Inmultind aceastd
relatie succesiv cu e,, ¢,, €, §i €,
§i tfinind seama de valorile
produselor 7 scalare €,-€, €, -,
_éz ‘?47 —51 ' —én €1 ‘-521:?1'337 'éz‘_éz:

€3° €3 €3 " €3

1 1
1=;a+;6+(cos z) 1



unde ‘am notat €, * €, = cos #. Din ultimele trei ecuafii, aplicind
regula; lui Cramer, obfinem

1 1 1 1 3
o=——CO8% p=—-4—COS®, y=——+—CO8 Z
2 , B 2 + > y Y 4 + 2 y
care introduse-n prima ecuatie a sistemului ne dau

1 1 1 1 1 3
1 =—-——"cos &b —+4+—cos8 £ — —cos &+ —cos’zx =
4 2 * 8 + 4 4 + 2

12 cos2ax — 4 cos £ — 5 = 0 = cos w=w=

12
1
-9 A~
_2+8 2=>BOA3=::;—_—.120’,sa.uw=a,rccos-5—-'
12 5 6
‘ 6

140. Se daw vectorii @, b, @ precum gi vectoris u, v, w definifi
astfel : A

=3 3)—b(G -6),5="5@@ -3)—73(@ -b),
w=23( @) —a(-79)

S se arate cd dacd G, b, T formeazd un triunghi, atunci $i vectorii u,

B, W formeazd un triunghi asemenea cu primul. (Gazeta Matematicd
11, 1976, Problema nr. 16185).

Solufie. Prin adunare se constatd ¢ 4 + o 4 W = 0. S& aritdm
proporfionalitatea. :
Stabilim e :

2 cos A cos B cos C =cos A [cos (B + O) + cos(B — O)] =

= — cos24 —cos (B4 C) cos (B— C)= —cos? 4.—
—-]2; (cos? B 4 cos? ) = — cos?4A — —;—(2 cos? B — 1 4+ 2 cos2C —
—1) = — cos? A — cos? B — cos? 0 + 1,
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dEreee

cos®’4 + cos?B + cos2( = 1— 2 cos 4 cc;sﬁ cosG',”A—[-B +C =m.
Avem cii | 7
u? = a?b%? cos? A — 2a2h%? cos A cos B cos C + a%%?cos? B =
u? = a%h%? (cos? A — 2cos A cos B cos C + cos? B),A
| v* = a®h** (cos? B — 2cos A cos B cos C -+ cos? 0), |
w2 = a?h%? (cos® ¢ — 2co8 A cos B cos ¢ 4+ cos? 4). -

Si acum pentru ca cele doud triunghiuri s3 fie asemenea trebuie ca
laturile s% fie proportionale, ceea ce se poate realiza in 3! — 6
moduri diferite. ,
‘ . . oout o 02 gyl .
I. S& presupunem mai intii c3 == rh ceea cerevine la ¢
(4 a

cos® A —2cos 4 cos Beos €+ cos? B
sin? ¢

__cos®> B — 2co8 A cos B cos O + cos? c_
sin% 4

_cos*C — 2 cos A cos B cos ¢ + cos? A
n sin? B

S§ verificim cgalitatea primelor doud rapoarte in ipoteza 4 = ¢;
aceasta revine la :

cos?4 —cos A cos B cos 0 +cos? B cos? € — cos® A _
sin? ¢ 8in® 4 — sin? ¢

1 —sin?C —1 +sin2 4 -1
- sin? 4 — gin? ¢ !
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sau . . o L R ,
- 0824 — 2cos A cos B -cos O+ cos? B =1 — cos? C,
adicd | L
' cos®A 4 cos® B'+ cos? 0 =1 + 2 cos 4 cos B cos O,

care nu este adevﬁra,ta. Cum acelasi rationament se aplicd §i-n cazul
4 # B san B # O’ rezulta, ¢4 u, v, w nu-s proporfionali cu a, b, ¢ -

decit daci 4 = B = 0 adici tringhiul ABC este echilateral (eeea,
ce-i un caz trivial).
o u? 0?2 wl o
II. S& presupunem c-am avea — =-— =~-— - Dar atunci,
‘ . » a* ‘ b2 c? g

cos’A — 2 cos A cos Beos C 4 cos* B _
sinz 4 ’

__coszB.—-2cosA cos B cosO+cos20_
sin? B

cos2 ¢ — 2 cos A cos B cos C + cos*A
= 3
sin2 C

de tnde, daci 4 % B # G,

cos* 4 — 2 cos A cos B cos C + cos* B cos® O — cosszA=
‘sin2 4 . sinzB_— gin2 4

_cos*A — cos®* B - cos* C — cos*A cos*A — cos® B
gin? ¢ — sin? B cos2A — cos2 B cos: B — cos? C

(cos? B — cos? C)(cos2 0 — cos2 A) = (cos? A — cos? B)? =

cos? A +costB+-costC = cos? 4 cos? B-}cos?d cos2C+-cos?B eos?’C =~

(cos? A — cos? B)? + (cos? A — cos? 0)2 4 (cos? B — cos? Q)%=

=>4 = .é = ﬁ'a
contrar ipotezei.
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Se rafioneazd la fel gi-n cazul B4 # C. Cum insé ¢ nu
poate fi diferit nici de Bmcl de A ar rezulta A = 0 = B ceea ce
ar contrazice ipoteza y) # B a,sa.da.r %, 9, w nu pot fi proportionali
niei cu @, b, ¢ decit in cazul A=3B= G adicd a unui triunghi echila-
teral (a,dlcé. cazul trivial).

III. Considerim cazul —Z’-=-2 =2, atunci in ipoteza 4 #
6 a

# B # 6, rationind ca-n cazul precedent,

cos? 0 — cos? A.___‘= cos?d — cos? B
cos? B —cos2 0 cos2 0 — cos? A

= (cos 2.4 — cos? B)? 4

+ (cos? A — cos? C)24-(cos® B—cos2 0)2=0 = 4-3F =0
contrar ipotezei.
IV. Si presupunem —=—Z—=2, atunci, in ipoteza 4 % B si
c

@
rationind ca-n cazul I, vom avea

cos?2 4 — 2cos 4 cos Beos O 4 cos2 B =coszA — cos? B_
1 — cos2C gin24 — sin? B

cos? A — cos®* B

= —1 =>co824 + cos? B —cos2 0 =
— (cos® A — cos? B) +

=—1 4 2 cos 4 cos B cos C,

cos2 A4 4 cos?2B 4 cos20 =1 —2 cos A cos Beos O

8} a,dugmdu -le membru cu membru, obtinem 2 (cos®4 4> cos®>B) = 0=
A = B == 90° contrar ipotezei.

V. Fie2 == %, ‘atunci. in ipoteza 4 # B, si rafionind
a 0



ca-n cazul precedent, rezultd

cos? 0 — 2 cos A cos B cos C + cos? A cos?0 — cos®’4 —1
1 —cos? B sin2C — sinZ2 A

= 0824 +cos2C =0 > A = (¢ = 90°.

VI. $i in sfirsit cazul -%’-=1=—ul; atunci, in ipoteza B #
a ¢

# 0 §i prin acelagi rationament ca-n cazul preéedent,

cos® B — 2 cosA cos Bcos 0 + cos’0 _cos?C —ecos*B_
1 —cos?4 sin? ¢ — sin? B

= c0s2B L cos2C =0 = B = { = 90°,

contrar ipotezei.
Asadar problema din Gazeta Matematici este eronat pusi.

* % * * X
141. Intr-un tetraedru muchiile opuse sint perpendiculare. Si se

demonstreze od unghiurile plane ale fiecdrui triedru sint de acelagi
nume. Cite feje ascuitunghice are un asemenea tetraedru $

Solutie.
DA -BO=0 G- —b)=
DB-CA=0=1 b:(c—5¢)=0 =
DC -AB=0 b —ad)=0
3.3:3-3

403 =0:=>4.0=0-T=C G=s
3.5:?'6

Dacs 8 > 0, atunci unghiurile plane
ale triedrului D sint ascutite, daci s =0 Fig. 221.
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sint drepte, daci s < 0 sint obtuze. Pentru dous virfuri cirora le
corespund 8, §i 8, nu putem avea 3, §i 3, negative sau zero deci,
dacd ¢, <0, atunci fetele din virful respectiv sint obtuzunghice,
iar cealaltd este ascufitunghicd; daci 8 >0, atunci §i 8, >0 si
deci toate fefele sint ascutitunghice.

* ok ok %

142. Sa se construiascd si sé se afle distanja intre doud muchis
necomplanare intr-un octaedru regulat cu muchia a.

Solugie.
D EA =14, FL = mb, FL_1 DA,
. EL 1. FD,; "
b EL =13 +C—5 + mb =
B F 104G —G-b + mab = o,
@b +b-C+b(m—1)=0;
L
@b = a?cos 60° =—,
D 2
! 75=%, br=0a T-T=0
Fig. 222 2

Din cele ce preced deducem :

a2
la2+(m—l)g=0

{2l+ m =1
= =
laz a? . l+2m =1
— 4+ — m —1)a® =0
S m 1)
—9 —
=>-—3l=—1=>l=—1—, m=—1—=:>EL=i7i—£b +c =
3 3 3 3
4% a® 4 a?
BL% — — g2 a2t gt % _2&
= + + 9 2 3 2
= BI? =2 g2 +%a2_—g—a,2=—a2=>EL=i 6
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143. Fie ABCD, ABEF doud fefe ale unui cub. Punctele N gi
M se afld pe segmentele AC 3i FB gi AN =FM -1°. 84 se arate c&
MN este paralel cu una din fepele cubului. 2°. 8§ se afle locul geo-
meiric al mijloacelor segmentelor MN.
3° 8d se afle unghiurile ascufite facute de E R
MN cu diagonalele AC st FB. 4 8d se
afle cea mai micd valoare a lui MN gi

!
unghiurile pe care le face in acest caz cu F : 1
diagonalele AC gi FB. 5°. 84 se arate cd Yo
MN nu poate sd fie perpendiculara comund 2IMy X
a lui AC gi FB. N\ig
. = = QF %= ------ -
Solufie. 1° Fie: FM=IFB=U5—3), |5~ . --1°
—_ - L = —> =N
AN =1AC=1Ud + b)) MN = —FM — 4 E 0
—_ 'Fig 223
— G+ AN =—Ub—3)—F+UaG+Db)=

=4+ U@+F—-F+38) = +(1—1)7F =
—_->MN||ADLF

SR R

H

T = %l(?i+25 —37) =

.ﬁ -
= QP — paralel cu vectorul construit @ + 2b — ¢ deci (Q—{fix)se
afli pe un segment care unegte @ cu mijlocul lui BC.

3°. cos (l—ll_l\f>', ;1_0'>)= [l?i:[—(l—l)?;’](?i—l—b)s — _l___=
V2 Er@—1p yeveE+a—1y
= ﬁﬁ:a,rccos ’ {(ﬁ F_B>)—
* V2V'ﬁ+—(l"—T)2 » FB) =
[l_'+(l—1)c](b—c) 1—1

TRt TEyEre-or BV =T
£, MN? = 12 + (I — 1)2 = f)), f'(l) =22 —1) =
z=% MN>— fn cazul lui MN minim & (MY, 40) =
1
= arecos ———— = a,rccos— =60°s5i ¥ (MUN, BF)—arccos% = 60°.

2 I/_
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5° cos (MN, AC) = =0=>1=0 =

VeV ra—1)
1 -1

—_ —> ] —> —>
=cos(M N, FB)= —,iar cos (MN,FB)= - —(=l=1=
V2 V2 ViE+a—1)
— —> 1 = )
= cos (MN, AQC) =——V7 si deci MN nu poate fi perpendicular

—  —>
simultan pe AC gi F'B.

* % * ¥

144. Sd se gaseascd relafia intre unghiurile plane ale unui triedrw
dacd bisectoarele lor fac intre ele unghiuri egale.

OL-OM
Solujie. Fie OA = OB =0C =1, cos (I, l) = ————— ==
|OL||OM|
L 0B +00): (0C + 04 |
=—Z( +00):(0C + )=cosa+cosY+1+cosB.
cosicos£ 4 cosicos——ﬁ—
2 2

Analog obfinem :

cos « 4 cosy + cos B+1
3 =

4 cosyi cos —
2 2

_ Cosa-+cosP fcosy+1
g Y

4 cos— cos —
2 2

_cosax—+cosB+tcosy+1

4 cos—Y—cos =z
2 2

Dacéi cos « 4 cos p + cosy +1 =0 Disectoarele sint perpen-
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B

diculare. Dac% cos « H-cos P +cosy H1 #0 =>cos%-cos-—2—=-

=cos£cosl=cos—Y-cosi »>a=0=1y.
2 2 2

.

145. Se dd un cub A BCDA, B,C,D,. In ce raport imparte segmentul
B, 0, planul ce trece prin A gi prin cenirele fejelor A, B,C,D, $i BB,C,C?

Solujie. A, P, M, Q coplanare =

— — —>
AM = mAQ + ndP =

_ — —> —>
AB, + B.M = (AB + BQ)m +

—_> —>
4 n(d4, + A,P)=>

-, 1. 13
b 6+—a+—>b|=
pu(3+53+57)
m+—1—n=1
2 3m
—+
m 1 2
—_— N =
2+
aM=%&q
A2 _BM_2
3 1 ¢, 1
MC’I:EBICI

—_— —> —>
146. Pe muchiile DA, DB, AC ale unui tetraedru DABC se

— 1> = 1=
dau respectiv punctele L, N, F aga incit DL = ?DA, DN = E—DB’
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— 11—
AR = " AC. In ce raport planul ce trece prin punciele LNF imparte
muchea BC?

e 1., 1~
Solutie. DL=—2-a, DN=§b,AF=

%(*3 +%), L, N, M, F coplanare

l

—> —> —
LM = mLN + nLF.
Atunci

4
de unde
m n 1
-t —=—-= o2m — n =2
2 + 4 2
m 6—6A— =2 BM — ~BO’ uo=3pc,B2_2.
1 3 =1—) = 5 MC 3
2
n r=—
— = A 4 .
n 5

sk 3k ok ok 3k

147. Un patrulater strimb are toate laturile egale. Si se araler
cd : 1°. unghiurile opuse sint egale. 2° unghiurile inire laturile opuse:

A A — —>
sint egale. 3° cos A + cos B + cos (4B, DC) =1.
Solujie. 1°. Din egalitatea AABC, AADC = B = D,

AABD = ABCD = 4 = 0.
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=" AB DG
scalar avem

a® + a? —

T R

148. In tetmedml ABCD se stie ¢ AB?4-CB* = AC® 4+ BD>,

Sd se arate cd AD 81 BC sint perpendwulare (fig. 2"9)
Solugie. AB + O’D2 AC + BD3=>
> —_— —>
" AB? — AO2 = BD?— OD? =

=
—_—_— > = =
CB(AB-+AC+ BD+0D)=0 =
_——> —> —_— —>
CB(AD +AD)=0 =20B- AD =0,
_ —>
deci CB1AD.




* & %k & «

149 In _piramida DABC faja ACD este un triunghi echilateral
en latura 3 }’_‘{3 Jaja ABC este triunghs dreptunghic isoscel (C = 90°),
tar neuchie B este 3 (fig. 230). 8S& se afle volumul. )

Solujie. Fie DX inilimea in
triunghiul ADC. Atunci, DK =

5

Fie de ase-

—_ —>
menca unghiul ¥ (KD, CB) = ¢
e—

si X0 perpendiculara pe AC in pla-
nul triunghiului ABC. Deoarece
-—_— = ——> —_ —
X |1OB, BD = — OB + CK +
_— > — —>
= BD? = (CB?* 4 CK? +
- KD* — 2CB-KD cos =9=

9.2 9-6
i S

Fig. 230.

3V6 ey
—2-31/5'—%-_ cos o =9 V12 cos =18 + 18—9=>9-2V§cos¢p=27=>

3 Vs

o 1 1 36
S CBP = —= = 1 =0 =230° =0 = . = = .28 _
Vf 2z 2 ° = s PE=53
36 1 1 Ve
=~—4—°SACB='§‘(3V§)2=9=>V=~3—'9~——3F=——946-

* ok ok ok %

150. Proiectiile unui corp pe doud plane P, P, sint cercuri. Sdé

8¢ arate cd aceste cercuri au razele egale (Olimpiadd U.R.S.S., 1971).

Solujie. Fie diametrul d,=4, B, || d= P, P, 3] cercului din planul P,.

Ducem planele a, b prin 4, si B; perpendiculare pe d, deci pe P, si

/’N P,. Punctul 4 al corpului

( care se proiecteazd in 4, si

b 2 proiectia 4, se géisescin planul

a.De asemenea, B, B si B,in

b. Avem ci d, < A4,B,<d. Abso-

Iut lafel searaticid, <A{B; <

< d,. Din cele doui inegalit#ji
Fig. 228. anterioare rezultd d;, = d,.

~

=™
4=
“\

K

Sl
—_—=
-

\
_‘hﬁ:-_-
1
{
z
|
N
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Solugia II-a. Proiectim corpul pe planul P, si apoi cercul
pe dreapta d. Aceastd proiectie va fi diametrul cercului din
P,, dar si diametrul cercului din P, (cici acest segment reprezintd
in acelagi timp si proiecfia corpului pe dreapta d), deci cele doud
diametre sint egale.

§ 7. ALTE PROBLEME DE GEOMETRIE N SPATIU

 151. Proiectiile ortogonale ale unui pe-
trulater pe doud plane perpendiculare sint
patrate cu laturile egale cu 2. Sd se afle peri-
metrul patrulaterului _stiind ci una din laturile
sale este egald cu V5. .

"N

Solupie. BOD = AOB = 180° — 7‘4 —
— §=180° ——}§0—°2—_—é-=90° -EC:, iar 180° —
—0“=90°+—0;- = -32—6 — 90° = ¢ = 60° (fig. 232).
Altfel : din ABOD, { = 180° — i+ 6=130°—1ﬁ2—_—b=>
~30 _ g §= 60
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td carte constituie cel de-al treilea volum publicat in
_colectiei: BIBLIOTECA PROFESORULUI DE MATE-

: ontine aproximativ 536 de probleme de matematica
care acoperd o arie largd de preocupiri i anume:
obleme de analizd, 276 de probleme de algebri,

. Solutiile problemelor sint origlnale e!egante §i
, atestind inalta pregitire profesionald a eminen-
esor de matematicd de liceu iesean: Mihai Cocuz.
tinutul ei cartea trebuie sd devind un auxiliar pretios
profesorii de liceu din toatd tara in organizarea
de matematicd cu elevii. De asemenea cartea
3 elevllor din ultimele ciase de liceu atit in’pregi-

ales in
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