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Lucrarea oferi'i. un bogat material informaUv general referilor la cu110a1-
terea $i aplicarea principiilor statislicii malematlce. Prin continulul /JC 
care-I are, ea raspunde unor necesitali reale ale praclicii conslructiei sociulisle, 
avind in vedere rolul major al $liinlei matemalice in productia contemporanci 
prin unirea organicii. a aceslei $Uinle cu productia. Problemele sint date gradat 
pornind de la cele mai simple pina la probleme mai dificile, # sint rezolvate 
in tntregime. 

Cuprins: ProbabiliUi/i. Reparli/ii. Teoria selec/iei. Corela/ie $i regresie. 
Teoria estima/iei. Verificarea ipotezelor stalislice. 

Lucrarea se adreseazi'i. studen/ilor, inginerilor, matemaUcienilor, econo! 

mi$lilor, medicilor, biologilor, fi:icienilor, psihologilor, agronomilor, profe­
sorilor de liceu $i cercettitorilor in domenii aplicative. 



PREFATA 

$tiinfa §i tehnica cunoll§te astdzi un avint nemaiintilnit. 1 n aceastd 
''.:: ;cursd a dezvoltdrii spectaculoase, ramurile §tiin&if ice se intrepdtrund §i 

. i apar ramuri §tiintifice noi, la frontierele unor ra,nuri bine delimitate 
pind nu de mult. Nu intimpldtor, tocmai in aceste ramuri de frontierd 
aikr rezultate noi, dintre cele mai valoroase, care utilizind metode de inves­
tigare proprii uneia sau mai mizltor ramuri adiacente mdresc considerabil 
sf era cunoa§terii in domeniul respectiv. Dintre disciplinele ale cdror 
instrumente de cercetare au pdtruns in majoritatea ramurilor §tiintifice, 
matematica ocupd unul dintre primele locuri. A proape ea nu exista 
domeniu de activitate §tiintifica care sa nu faca astazi apel la metode 
§i modele matematice, pentru prelucrarea, analiza §i interpretarea rezulta­
telor specif ice domeniului consider at. M ulte dintre f enomenele studiate
au o natura stochasticd §i ea atare, f ac apel la teoria probabilitatilor §i
statistica matematicd.

N ecesitdf ii # dorinfei dif erit ilor speciali§ti de a utiliza teoria probabi­
lit(i,lilor §i statistica matematicd li se raspunde prin publicarea diferitelor 
monograf ii §i culegeri de probleme. C artea de f ata raspunde, credem noi, ·
acestui deziderat. Ea urmeazd dupd o altd culegere de probleme de teoria 
probabilitdfilor care a apdrut deja in edifia a doua. 

Specificul problemelor de statisticd matematicd, modul de abordare 
a acestora §i posibilitat ile ea unele dintre ele sd fie aplicate direct in prac­
ticd, subliniaza necesitatea aparitiei separate a unei culegeri de probleme 
in acest domeniu. Problemele cuprinse in lucrare sint complet rezolvate, 
fiind prezentate in ordinea dificultdfii lor. Am considerat cd, pentru o 
mai bund intelegere a problemelor, este indicat sd cuprindem atit pro­
bleme teoretice cit §i aplicatii numerice, cu toate calculele $i interpretd­
rile ce decurg din rezultatele obt inute. 

Cele cinci capitole pe care le cuprinde cartea acoperd partea clasicd 
a statisticii matematice. 0 eventuald noud editie va trebui sd cuprindd 
probabil §i alte pdrti ale statisticii matematice, mai pufin sau chiar deloc 
reprezentate in aceastd lucrare cum ar fi: analiza dispersionald §i facto­
riald, seriile dinamice, controlul statistic al calitiit ii produselor, siguranta 
in functionare, planificarea . experimentelor etc. Asupra acestor aspecte 
vom insista in functie de sugestiile §i piirerile cititorilor, cdrora le vom 
acorda o deosebitd atenfie. 
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Deci
1 M((n- k + 1) T1:/(nT1 + (n - 1)T2 + ... + Tn)) =-
2 

fi deci
M( T ,a/Sn) = 1 /n(n - k + 1).

c) Fie lk Jungimea segmentului de ordin k, aceasta fiind data.
Din a), reparti\ia Jui lk 

este aceea�i cu a Jui XIc/Sn. Cum XIc = T1 + ... + Tk
,

dupa b) 
M(lk) = 

.!. (.!. +-1-+ ... + 1 ) .
n n n-1 n-k+1 

1.38. Fie Xi, ... , Xn, ••. variabile aleatoare independente, fiecare ur­
mtnd acee�i reparti#e def initd prin P( X,. = ± 1) = 1 /2 �i 

Sn = X1 + X2 + ... + Xn.
S d se arate cd sigur

Jim (2n Log n)- 1/'J I S,. I � 1.
S o I u t i e. A vem

eXSn � exSn J{sn �a} � e'" l{sn � a} 

Ji cum
M(ex5n) = (M(exX.)n = (eh x)".

Aplietnd media membrilor extremi ai aeestei inegalita\i obtinem:
P(Sn � a) � e-ax (eh x)".

Considerind f(x) = � - Log eh x, se observa ea a doua derivata a
2 acestei functii este tntotdeauna pozitiva, �i deci ea

f(x) � f(O) = 0
Deei

P(S,. �a)� exp (-ax + n:)· 
MinimuJ memhrului doi al acestei ultime inegalitati fiind · a tins 2n

x = a /n urmeazii ea 
P(Sn �a)� exp (- ;:)·
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Deci dupa egalitatea
M[( Sn i)2] � a2(Sn) + ( s11 i}2

Jog n 

-
� (Log n)" Log n - ' 

este suficient sa aratam ea

Avem
02(S,a) -+ 0 daca n ➔ oo.(Log n)2 

n n-1 n-i 

M(S;) = EM(l1)+2E EM(Y,Y'+k),
1 ; ... 1 k=l 

M( Y7) = (1 ix2(1 - x)'-1 dx = 2 •·
}o (i + 1) (i + 2)

Repartiiia lui ( y n, y n+k> este data de
P(y � Yf+k � Y, � x) = 

= P(y � X�+i, ... , X�+k) P( Y, � x) = 
= (1 - (1 - x)') (1 - y)'& daca y � x.

Aceasta reparti�ie are o densitate in domeniul O � y < x < 1
data de derivata pariiala - _!:_ a expresiei precedente

i}xi}y 
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ki(l - x)'-1 (1 - y)k-i_
lnsa probabilitatea P(YHk = Y, � x) nu este nula �i este egala cu
P(X,+1, ••• , XH" � Y,; Y, � x) = �: n(1 - u)n-1 (1 - ut du.

Deci
M(Y,YH.t) = kn �� xy(i - x)n-1(1 - yt-1 dxdy +

O�y<x�l 

+ n �: x?{1 - x)n-k+I dx.

Avem
M( y y ) _ 1 (-1- · 1 ) 

' Hk - i + k + 2 i + 1 + i + k + 1



























ti cum
1 det� = -;,

3 1 1 
- -- --

4 4 4 

�-1 = 2 1 3 1 
-- - --

4 4 

1 1 3 
-- -- -

4 4 4, 

3 1 1 
- -- -- X12 2 2 

x'�1X = ( Xi,X2, X3) 1 3 1 
-- - X2 

2 2 

1 1 3 
X3} 

-- -- -

2 2 2 I 

ob\inem
n(x; 0, �)=�exp{-..!. r� (.x¥ + x! + x;) -

(2�) 2 2 2 .. 

- (X1X2 + X1X3 + X2X3)]}
1.54. Fie X o variabild aleatoare repartizatd uniform pe [ -1,1] fi 

Y o variabild aleatoare avi,uJ, densitatea de repartilie 

( ) 
k sin 2x 

gx =---• 
zZ 

Sa se calculeze func/ia caracteristicd corespunzdtoare variabilei ale­
atoare Y. 

So I up e. X fiind repartizata uniform pe segmentul [-1,1] arc
densitatea de repartitie 

{ 
..!. daca xe[-1, 1], 

f(x) = 2
0 daca xe:[-1, 1]
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,i f une\ia caraeteristica 

CJ)x(t) = - e•tX dx = -· 1 
�

1 . sin t 
2 -• t 

Daea X1 
�i X2 sint doua variabile aleatoare repartizate uniform 

pe [-1, 1], atunei 

(l)x.+xa (t) = h(x) e•'X dx = -,
�00 • ��t 

-oo ,2 

unde am notat prin h(x) densitatea de reparti\ie a variabilei aleatoare 
X1 + X2-
sin2 1 fiind o funetie integrabila, formula de inversiune ne da 

,2 , 

h(x) = 2... (ao e-HX sin2 t dt
2n )-oo 12 

Pe de alta parte, f unc\ia earaeteristica a variabilei aleatoare Y 
este 

Fie 

<p
y
(t) = k e itX -- dx. . 

�
oo sin2 :c 

-oo :c2 

cp
y
( - t) = 21tkh(t). 

V om evalua fune\ia h. Din eompunerea fune\iilor de reparti\ie, 
rezulta 

de unde 

(1 1 (1 h(y) = )-t f(y) f(y - x)dx = 2 )_
1 

f(y - x) dx,

{ 2 - I y I daca -2 < y < 2,h(y) = 4 

0 daca y <-2, y> 2. 

Putem de asemenea determina densitatea de reparti\ie a variabilei 
X

1 
+ X2 in felul urmator: 
Probabilitatea ea X1 + X2 < y, pentru -2 < y < 0, este egala 

cu probabilitatea ea un punct sa se gaseasca in triunghiul dublu 
haJurat (fig. 1.3). 
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Avem 

de unde 
H( ) = .!._ <2 - I u 1)2 

y 
2 22 

h(y) _ _ 2-1 u I ___ 2 + u d 
4 4 

aca y < o.

-1 !I 

-1 1-!I X1 +X2 :::{l{{J>O) 

X1 +X2 =ll{ll<O) 

Fig. 1.3. 

Daea 0> y> 2 

Rezulta ea 

' Avem 

H(y) = 1 - (2 - y')'l 
= 1 - (2 - Y)2, 

2 X 4 8 

h(y) = 2 - u.
4 

2-1 YI h(y) = -
- pentru -2 < y < 2.
4 

cpy(- t) = 21tk 2- ltl.
4 

Tinlnd seama ea cp
y
(O) = 1, rezulta. ea k = .!. . 

1t 
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Deci densitatea variabilei Y este 

( ) 
1 sin2 x 

gx =---,
r. x2 

iar functia caracteristica 

(t) _ 2 - 1 tl
<py - 2 • 

1.55. S d se arate cd dacd X1 $i X2 sint doud variabile aleatoare inde­
pendente iar X = X1 + X2 este o variabild aleatoare Poisson (<pz(t) =
= ei.(ei,_ 1 >) atunci X

1 
�i X2 sint varif!,bile aleatoare Poisson.

S o l  u t i e. Din faptul ea X este o variabila aleatoare Poisson 
urmeaza ea spectrul ei este marginit inferior �i deci spectrele variabi­
lelor X1 �i X2 sint marginite inferior. (Spectrul unei variahile aleatoare 
Poisson este mul\imea numerelor intregi pozitive sau zero). 

Daca N 1 reprezinta marginea inferioara a spectrului variabilei X
1

�i N2 cea a spectrului variabilei X2, atunci N1 + N2 = 0. 
Sa presupunem ea in spectrul valorilor lui X1 ar exista ti alte 

valori decit N1, N1 + 1, N2 + 2, ... , N1 + n, ... , (n fiind un numar 
intre pozitiv sau nul) adica o valoare N 

1 
+ n + h (h nefiind numar 

intreg). 
Atunci 

N1 + n + h + N2 = n + h 

ar conduce la faptul ea spectrul variabilei X nu ar fi format din numere 
intregi pozitive sau zero. Acela�i focru fiind valabil pentru variahila 
X2, rezulta ea spectrul variabilei X1 este con\inut in multimea 

N 11 N 1 + 1, ... , N 1 + n, ... 
iar spectrul variabilei X2 in multimea 

N2, N2 + 1, ... , N2 + n, ... 
CU N1 

+ N2 = 0. 
Scazind din variabila aleatoare X1 cantitatea N 1 �i din X2 canti­

tatea N2, nu modificam cu nimic pe X = X1 + X2 caci N1 + N2 = 0 
�i deci X este descompusa intr-o suma de doua variabile aleatoare 
independente fiecare avind spectrul 

{0, 1, 2, ... } 
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S o I u i i e. a) Pentru ea valoarea x", sa se gaseasea intr-un inter­
val de ma.rime 8, centrat in x, trebuie ea elementele seleeiiei sa se 
repartizeze ea in figura I I .1. 

x-:

Probabilitatea ea 

r) 

x+A2 
X 

Fig. II. 1. 

8Xrn, x(2), ••• , X(r-1) < X - -2
este 

(intr-o sueeesiune data) 

Xc,>E(x-f, X + ¾) este rf(Xcr)) 8, 

8 X(r+U, .•• , Xcn) > X + -
2 

(intr-o succesiune data). 
Urmeaza ea probabilitatea elementara a statisticii x<r> este 

sau 
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n I 
[F( )]'-1 [1 F( )]n-rf( ) d 

(r - 1) I 11 (n - r) I x,,> - Xcr> Xcr> Xcr>

(11.6) 





S o  I u t i e. Cuantila empirica de ordin p este definita de F(x) =
= p �i in cazul in care np este intreg, este Xcnp+i>.

Din (11.6) urmeaza ea Xcnp+i> are probabilitatea elementara 

[F(xcnp+o)]
nP [t - F(xcnp+1>)]

nq-1 
f(x ) dx p + q - 1 (11.8) 

B(np + l, nq) Cn.2>+11 (np+1>, -

Daca in (11.8) punem y = F(xcnp+ii ), iar apoi u = 
Y -

P ob\inem 
v pqfn 

succesiv 
nl ----- y"P(i - y)"G"-ldy,

(np)! (nq - l)l 

n I nq [ V pq]"
P [ V pq]"�-1 V pq 

)I {llq) ! p + u n 1 - p - u n ndu 

sau 

n I np (1 U V q 

]
nP 

nq (1 U Vp]"' °y'iipq 
(np) I (nq) ! P + np q - nq v- du. (II. 9) 

1-u ..!!... 
nq 

Deoarece 

fi du pa formula Iui Stirling (pentru p � oo)

nl 1 
___ ,r,v ____ _ 

(np) I (nq) l - pnPq11" V 21mpq 

din (11.9) urmeaza ea u. urmeaza o repartitie N (0,1) (fig. 11.3). 
Fie x

P 
cuantila de ordin p 

F(x
11
) = p. 
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rezultll ell variahilele aleatoare U �i V elnt dependente cu toate ea XI
fi Y stnt independente iar p( U, V) = 0. 

c) Consideram variabilele aleatoare X fi Y, fiecare repartizatejnormal cu media zero Ji dispersia unu fi cu ooeficien\ii de corelatie.
p, adica au densitatea de reparti\ie comuna 

1 

1 - 2(1 - p•) (x* - 2p:r)' + )'*) 
fx, y(x,y) = 2n-V1 - pa e

Atunci 

Fu, v(u, v) = 

Tintnd seama ea

� (u fl) = 

a:tF(u, v) 
IV, V ' 

auav 

obtinem 
u1 o• 

1 
8

- 4(t- P> 1 e- 4(t +P>, 
fv, v(u, v) = --;:=--::==� V2rc v2c1 - P> v2rcv2c1 + P> 

ceea ce probeaza. f aptul ea variabilele aleatoare U Ji V sint repartizate 
normal cu media zero ti ou dispersia 2(1 - p} ii 2(1 + p) respective. 

Ill.12. Sa se arate ea dacd X §i Y au fiecare o repartifie BerMulli 
atunci p{X, Y) = O, dacd 1i numai dacd variabilele X §i Y sint indepen­
dente. 

S o I u t i e. Fie variabilele X fi Y cu repartitiile indicate mai jos: 

Y: (Yi
P2 

X2
) (X1 =fa X2) 

1-pl 

1 
Yi) (Yi =fa Y2)-P2 

ti sa notam 

126 

p,1 = P(X = x,, Y = y1) i = 1, 2, j = 1, 2 . 
• 



Putem alege x1 = 0 fara a restringe eu nimic generalitatea problemei. 
Atunei eov (X, Y) = M(X Y) - .M(X) M(Y) ne spune ea daca 

X �i Y sint independente avem 

p(X, Y) = 0.

Reciproe sa presupunem ea p(X, Y) = 0.
Rezulta de aici ea 

cov (X, Y) = P11X1Y1 + P12X1Y2 + P21X2Y1 + P22X2Y2 -

- [XtP1 + X2(1 - P1)] [Y1P2 + Y2(1 - P2)] = 0. 
· Cum am ales x1 = 0, ob\inem

X2Y1P21 + X2Y2P22 - X2Y1(1 - P1) P2 - X2Y2(1 - P1) (1 - P2) = 0, 
isau 

lnsa 

P21 = 1 - P1 - P22

ti deci 

Y1[1 - P1 - P22 - (1 - P1) P2] + Y2[p22 - (1 - P1) (1 - P2)] = 0 
'adica 

(Y2 - Y1) [P22 - (1 - P1) (1 - P2)] = 0.

Cum y2 =I= y1 rezulta. 

adica 

deci 

P(X = x2, Y = Y2) = P(X2) P(Y = y2)

P21 = 1 - P1 - P22 = 1 - P1(1 - P1) (1 - P2) = 

= (1 - P1) [1 - 1 + P2] = (1 - P1) P2 

P(X = X2, Y = Y1) = P(X = X2) P(Y = Y1)­

Mai departe din 
P2 =Pu+ P21 

rezulta 

Pn = P2 - P21 = P2 - (1 - P1) P2 = P2(1 - 1 + P1) = PiP2 
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gasim ea
2 �2 In r(1 + p) - ! + .!. = .!. {...!... - _!_ + ...!... -- ···}

dp2 p p2 3 pa 5p5 7p7 

�i prin urmare
D2(p) = ; {<P - 1 )3 + ¼ (p - 1)} . (IV.8)

Daca estimam parametrii prin egalarea momentelor de selectie
cu momentele teoretice corespunzatoare gasim

IX+ ap = m1 ; a 2p = m2 ; 2a8p = m3, 

astfel ea
b1 = mg/mf = 4/p,

unde b1 este valoarea de selectie a lui �17 Pentru estimarea prin metoda momentelor
D2(b1) = _.@!_ {4�4 - 24�2 + 36 + 9�1�2 - 12�3 + 35�1}, 

n 

care pentru reparti\ia de fata se reduce la
n2(b1) = f3i • 6(p + 1) (p + 5)' 

n P 

(IV.9)

Deci, din (IV.9) avem pentru p estimatia prin metoda momentelor
P' 6 D2(p) = -D2(b1) = -p(p + 1) (p + 5).
16 n 

Eficien\a acestui estimator, pentru p mare, din (IV.8) este
D2(p) _ {(p - 1)3 + (p- 1)/5}

JYl(p) - p(p + 1) (p + 5) 

care este mai mica ea unu.
IV.27. a) Folosind metoda verosimilitd/ii maxime fi presupunind

ea (Xu x2, ••• , Xn) este <> selec#e dintr-o populafie fn care caracteristica
sub cercetare are densitatea 

f(x;8)={i 

sa se estimeze 6. 
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dacii, 0 < x < 6,

daca x fiS (0,6)















cautam. Scriind parametr in ordinea l'-u l¼, af, �'
va fi o parte a inversei ii matricei de covariante �51{5 

 
x p, 5) 

(IV.19) 
pe care va fiominorul principal al lui �5

1
• Din (IV.11) ob�inem

in timp ce

a2ln P -n 

--=---, 
a2ln P np --=----

oµ.f af(l - p2) aµl al¼ a1a2c1 - £'2> 

a2In P 

a2ln P -n
--=---, 

aµ.i af(l - p2) 

iJ2 Jn P = a2 In P = O,a!L, aai "IL' op 
i = 1, 2,

pentru x = µ1, g = µ2• Inversa matricei de covariante a estimatiilor
de maxima verosimilitate µ1 �i �2  fiind 

avem

l:s' = (l:!' ;_J
Cum

l;-1(ai 
2 

- ; pa1a2 

pa,a2)

Gi 

rezulta ea

l:. = ( ;· ;. )· 
unde �3 este data de (IV.19').  

Din acest rezultat se vede ea mediile de selec\ie sint repartizate.ndependent de dispersiile �i covariantele de selectie in reparti\ia nor­nala bidimensionala �i ea corelatia intre mediile de selectie este p ;!orela\ia intre dispersiile de selec\ie este p2• 
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