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Lucrarea oferd un bogal malerial informativ general referitor la cunoay-
terea si aplicarea principiilor slalisticii malemalice. Prin confinutul pe
care-l are, ea rdspunde unor necesildfi reale ale practicii construcfiei sociuliste,
avind in vedere rolul magjor al stiinfei malematice in producfia conlemporand
prin unirea organicd a acestei stiinfe cu producfia. Problemele sint dale gradal
pornind de la cele mai simple pind la probleme mai dificile, §i sinl rezolvale
in iniregime.

Cuprins : Probabilitdfi. Reparlifii. Teoria selecfiei. Corelafie si regresie.
Teoria eslimajiei. Verificarea ipotezelor slalistice,

Lucrarea se adreseazd studenjilor, inginerilor, malematicienilor, econo®
migtilor, medicilor, biologilor, fizicienilor, psihologilor, agronomilor, profe-
sorilor de liceu si cercetdtorilor in domenii aplicative.



PREFATA

é‘tiin;a §i tehnica cunoaste astdzi un avint nemaiintilnit. In aceastd

=eursd a dezvoltdrii spectaculoase, ramurile gtiinfifice se intrepdtrund gi

%

¥

apar ramuri gstiinjifice noi, la frontierele unor ramuri bine delimitate
pina nu de mult. Nu intimpldtor, tocmai in aceste ramuri de frontierd
apar rezultate noi, dintre cele mai valoroase, care utilizind metode de inves-
tigare proprit uneia sau mai multor ramuri adiacente mdresc considerabil
sfera cunoagterii in domeniul respectiv. Dintre disciplinele ale cdror
instrumente de cercetare au pdtruns in majoritatea ramurilor stiinjifice,
matematica ocupd unul dintre primele locuri. Aproape cd nu existd
domeniu de activitate stiinjificd care sé nu facd astdzi apel la metode
st modele matematice, pentru prelucrarea, analiza §i interpretarea rezulta-
telor specifice domeniului considerat. Multe dintre fenomenele studiate
au o naturd stochasticd §i ca atare, fac apella teoria probabilitdjilor §i
statistica matematicd.

Necesitdtii si dorinfei diferifilor specialigti de a utiliza teoria_probabi-
litdgilor i statistica matematica li se rdspunde prin publicarea diferitelor
monografu st culegeri de probleme. Cartea de fajd raspunde, credem noi,
acestut deziderat. Ea urmeazd dupa o altd culegere de probleme de teona
probabilitdtilor care a apdrut deja in edifia a doua.

Specificul problemelor de statisticd matematicd, modul de abordare
a acestora §i posibilitdjile ca unele dintre ele sd fie aplicate direct in prac-
ticd, subliniazd necesitatea aparifiet separate a unev culegeri de probleme
in acest domeniu. Problemele cuprinse in lucrare sint complet rezolvate,
fiind prezentate in ordinea dificultdfii lor. Am considerat cd, pentru o
mat bund injelegere a problemelor, este indicat sd cuprindem atit pro-
bleme teoretice cit si aplicafii numerice, cu toate calculele st interpretd-
rile ce decurg din rezultatele obtinute.

Cele cinct capitole pe care le cuprinde cartea acoperd partea clasicd
a statisticii matematice. O eventuald noud edijie va trebut sé cuprindd
probabil i alte pdrii ale statisticii matematice, mai pufin sau chiar deloc
reprezentate in aceastd lucrare cum ar fi: analiza dispersionald st facto-
riald, seritle dinamice, controlul statistic al calitdjii produselor, sigurania
in func;ionare, planificarea - experimentelor etc. Asupra acestor aspecte
vom insista in functie de sugestiile si pdrerile cititorilor, cdrora le vom
acorda o deosebitd atentie.
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Capitolul I
PROBABILITATI. REPARTITII

L1. Si se arate ci dacd P(S,/S,) < P(Sy), atunci P(S,[Sy) < P(S,)
§i P(Fy[Fy) < P(Fy), unde F, =38, j=12.

Solutie. Din definitia probabilititii conditionate

P(S,[Ss) = PS5, N Sy) _ _P(S:18) P(Sy)
P(S,) P(S,)
si tinind seama de ipoteza ficut, ob{inem

P(S,/S;) < P(S,). G X))

Putem scrie

P(Fz/Fl) — P(Fﬁ n Fl) —_ P(sl n Sz) — P(sl U s2) —

P(Fy) P{S) P(S)
- 1— P(S,J S, =1 = P(S,) — P(S;) + P(S, 1 Sy —
1— P(S)) 1— P(Sy)
_ 1= P(SY — P(S;) + P(S,/Sp P(Sy
1 — P(S,))

Din (I.1) ob{inem
— 1= P(S)) — P(S,y) + P(S,/S;) P(S,y)
P(F,[Fy) 1- A, <
1— PS) — P(Sp + PS) P(S) _ [1 = P(SpIiL — PSp| _
1 - P(S) 1— P(S).
=1— P(S,) = P(F,).

<




1.2. Definim variabilele aleatoare X, §i X, in felul urmdtor:
X. = {O dacd subsistemul S, se afld in stare de funcjiune,
L=

1 dacd subsistemul S, nu se afld in stare de functiune.

Analog
X, = {O dacd S, se afld in stare de funcjiune,
1 dacd S, nu se afld in stare de funcfiune.
Definim
PX,=1)=p,=1—R,
cu
PS)=R, i=12 PX,=1)=p,=1—R,

Fie vz
P(S,/Sy) = 3.
Sé se caleuleze coeficientul de corelaie al variabilelor X, si X,.
Solutie.
Avem iy
‘M(X,)=1-—R,
MX3)=1—R, i=1,2.
D¥X)) = Ri(i - R;;,
M(X1X2) = P(S1n‘§2) =1- P(Sl) — P(S,) + P(SlﬂSz) =
—1— R, — R, + P(5,/S,) P(S}) =1 — R, — R, + 3R,
M(X,X,) — M(X,) M(X,) = Ry(3 — Ry)
de unde T

Ri(3 — Ry)
VR,R(1— R)(1 — R)
1.3. In conditiile exercitiului precedent, si presupunem cd sistemul
S aledtuit din subsistemele S, si Sp este un sistem in serie. Se cere sd se
exprime siguranta sistemului, R = P(X,=0, X,=0) cu ajutorul
coeficientului de corelatie.

p( Xy, Xp) =
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Solutie. Avem
R = P(X, =0, X, =0) = P(S$;NS,) = P(S,/S,) P(S,) =
= R, = R,R, + PVR1R2(1 — R)) (1 — Ry).

1.4. Sd se arate cd

R1R2—711' R<R1Rz+%

Pe baza acestui fapt sd se arate cd un sistem in serie format cu doud
. . Y . a )
subsisteme, nu poate avea sigurantd mai mare decit R, R, 1 2 fod pentru

a atinge aceastd limitd este necesar ca R, = R, = é—
Solutie. Deoarece |p| <1, obtinem

Rls - Rle
S VYRR - R)A—~Ry)

Cum 3R, = R, avem
RIRZ - VRIRZ(i - Rl) (1 - R2) R1R2 +
+VR,R(1 — R) (1 — Ry).

Dar
max {R,R,(1 — R,) (1 — Ry)} = llb
si deci
RR,— T <R<RB+
Ca si aritim ci R= R,R, + 74_ atrage dupd sine R, =R, =

= % este suficient s3 observim ci

max {Rle + %} = max {R,R,}+ % .

Insi 0 R, <151 0K R, <1 i atunci R,R, atinge maximul
cind R, =R,= %, ceea ce demonstreazi complet afirmatia.



L5. Sd se arate cd siguranja unui sistem serie, alcdtuit din doud sub-
sisteme nu depdgeste cea mai micd dintre szguran}ele subsistemelor.

Solutie. Am vizut cd siguranfa unui sistem in serie alcdtuit
din dou# subsisteme se poate scrie

R == 8R1

Maximul lui 8R1, se atinge cind 3 isi atinge maximul care este 1.
Insd din faptul ci

. P, NS
P(S, /Sy = 2001 S
- 2. 2

si 81 urmeazi cd
R, <R,

si deci cd
R, = min (R,, R,),
care ne conduce la
R < min (R,, Ry),

inegalitate care dovedegte afirmatia.

1.6. Se considerd o metodd electronicd pentru determinarea fisurilor
la blocurile motor. Metoda dd urmdtoarele rezultate :

— dacd blocul motor prezintd o fisurd, metoda o mdwa in 959%, din
cazuri, tar in 5% nu o indicd;

— dacd blocul motor nu prezintd o fisurd, metoda indicd acest lucru
in 98%, din cazuri, insd de doud ori dintr-o sutd indicd gregit exvistenja
unei fisuri.

Dacd intr-un lot mare de blocuri motor se stie cd 0,05% din blocurile
motor prezintd fisuri, care este probabilitatea ca un bloc motor luat la in-
timplare sd fie indicat de metodd ca prezentind o fisurd?

Solutie. Considerim evenimentele:

A, — blocul motor luat la intimplare prezintd intr-adevdr fisurd,
A, — blocul motor luat la intimplare nu prezinta fisuri,
X — blocul motor luat la intimplare este considerat ca prezentind

fisura dacd se aplici metoda ardtatd.



Avem
P(A,) = 0,0*5; P(4,) = 0,9995,
P(X|A,) = 0,98; P(X[A,) = 0,02,
de unde

(0,0%5) (0,98)
P(A,|X) = -
(4:/%) (0,0%) (0,98) + (0,9%) (0,02) 00239,

k11]

P(4,|X) = (0,9°7°5) (0,02)

©0,0%) (0,98 + (0,9%) ©,02) — 0:976.

1.7. Sd se arate cd

k
on Cg-l_-z—f—lcg+l—1 = Cak+b+k-1°

Solutie. Si considerim dou¥ variabile aleatoare independente
X, 51 X, fiecare avind o repartitie binomiali cu exponent negativ
cu parametrul p si exponentli a §i respectiv b.

Atunci

P(Xl = J) = CZM—:P“ (1 - p)j1 J = 01 1’21 oo

Variabila aleatoare X = X, 4+ X, are de asemenea o repartitie
binomiald cu exponent negativ cu parametrul P si exponentul a -+ b.
Dar de aici urmeazi cil functia de frecvents a variabilei X, conditionatd
de faptul cd X, + X, = k este datd de

. P(X, =j; X Xo =k
(X, =j[X, + X, =k) = ('p<§+}f_§) )
X

_PX;, =j; Xy=k~J), . _
STt xon 0 IT0L2 .k

Tinind seama de ipotezele in care lucrim avem

])(X1 — J/-Xl + Xz = k) — C£+f—1p“(1-—p)’ Cf—:lg—i—lpb(l_]’)k-’ -
Cf+b+k—1}’aw(1 — p)*

ChiiaCETh—11 .
= S J=0,1,2 ..,k
C’5+b+k—1

*) 0,0% = 0,0005; ** 0,9%5 = 0,9995



Cum

k
gP(X1=j/X1+ X2=k) =1,

urmeazi ci
k
t k-1 —_ Ok
’Eo Ca-H'—le-i-k—)—l = Ca+b+k-1-
]=

Generalizare. Sd se arafte cd

E o i k
2 I Capj—1 = Cn
Ji=0i=1 2 aj+k—1

=

Solutie. Fie X;, X,, ..., Xy, n variabile aleatoare independente
fiecare avind repartitia binomiald negativi cu parametrul p §i expo-
nentii a,, a,, ..., a, respectiv.

Atunci

.2 Xl = k)= H {;“_,.j‘_:]Ck,,
1=1 i=1 2 ¢(+k—1

{=

P(Xv—-j,, i=1,2, .0

cu

ji > 07 ‘Eﬂlt = k.
De aici urmeazd ca

kEon
it k .
2 H C¢(+ft—l =C
J1=0 i=1 2 artr—t

$==

1.8. Intr-o experienyd poate sé apard evenimentul A cu probabililatea
Py, evenimentul B cu probabilitatea p,, evenimentul AB cu probabilitatea
Py, sau evenimentul AB cu probabilitatea poo Se repetd experimentul

. . v

de n ori §i se cere si se determine probabilitatea ca in cele n experi-
mente s@ apard de x ori evenimentul A si de y ori evenimentul B.

Solutie. La fiecare experiment obfinem urmitoarea clasificare
a evenimentelor

B B
A Pn Plo;:
A| por Poo|T1
B D2 2 1
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Atunci probabilitatea ca in n experiente si apari de z ori A, dey
ori B,deiori ABsiden—x— y 4 i ori AB este

n!
-l —Dln+i—z—py)l

Pupispi'pes
cu i< min (z, y). ‘

De aici rezultd ci probabilitatea ca in n experiente si apari de z
ori A si de y ori B este

min(z, )

n!
oY) = 2y e i = oie+ o= pi PP RIS

=

(1.2)
Repartitia datd prin functia de frecventd (I.2) poartd numele de
repartitie binomiald bidimensionals.

19. In conditiile ecxercifiului precedent si se stabileascd repartifia
Limitd pentru z §i y fizafi, cind n— oo §i pyy, Por, P1o— 0, asifel incit
nPy = A, BPy =Ny, NPy = Ay

Solutie Putem scrie

min (%, y) n!
. _ . %
,{E’gb(x’ y) = ; ,],fﬂ [il(x—i)!(y—i)! n+i—z—y)l

R - 22y

n n

min (, )

mln(n— De.n—)n—i—-1)..n—2)..(n+i—xz—y-+1) %

% 2\_ 1y — ;\]z—t l)\z - 1)!/—‘ (1 M+ A—A )n+£-z-y] _
n n n n

=mi.§,, o [1(1—%]...(1-%)...[1_3)...(1_ x+y;f—1)) )

iz~ Dl@-—i!

$=0 >0

X AR — Ny — A (1 —Mtrh— )M‘%v],

n
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Urmeazi ci

lim bz, g) = e—etin TSN K G = W G = N
now & i (@-0! -0l

= p(z, y; N). (L.3)

Repartitia dati prin functia de frecventd (1.3) este numitd repar-
titia Poisson bidimensionald.

L10. Fie X o variabild aleatoare a cdrei funcjie de repartifie F este
continud si strict crescdtoare. Sé se arate cd variabila aleatoare F(X) este
repartizatdé uniform.

Solutie. Fie G functia de repartitie a variabilei F(X); avem
G(y) = P[F(X) < yl.

Ipotezele ficute permit s¥ se defineascd functia inversi F~' (pentru

0 <y<1); astfel
F(X) <y F[F(X)] < F\y).
Urmeazd c&
G(y) = PIX < Fy)]=F[F(y] =y,

ceea ce aratd ci F(X) este repartizatd uniform.

I.11. Fie X o variabild aleatoare cu funcjia de repartitie

0 R z <0,
[x] - N-f
F(z) =1 Cyp’1 — )™, 02 <N,
j=0
1 z > N.

st Y o variabild aleatoare cu functia de repartitie

0, 2z2<0,
Gz =23 0<Lz<1,
1, zz21

Sd se afle functia de repartifie a variabilei aleatoare X 4 Y



Solutie. Folosind, convolutia putem si scriem

H2)=PX+Y<2)= STQF(:L‘ — 2)dG(z) =

Il

o 5 cwta —pras = {3 eapt — prvs au =

1=0
£ 6]
=S” N Chp'(t — py¥? du—l—S Ec;,pf(i P du =
X— 11 0 J__0
1

‘zlc” PO — py¥ (2] — @ + 1) + z Chp(l — PPz — [a]) =

7=0

i=

+ CHp™ (1 — p)y¥-11(x — [x]).
Urmeazd ci
H@z)=PX+Y<<2)=

l 0, z <0,

[*—1]

2 Chp'(1 — pY* + CHP¥I(L — Pz — [2]) 0<<a<N +1,
l >N+ 1.

L12. Fie X,, X,,..., X,, n variabile aleatoare independente, identic
repartizate cu funclia de frecventd

P(X = z) = (e* — 1)-15, z=1,2,.. (1.4)

7
§d se arate cd funciia de frecventd a variabilei aleatoare Y, =Y, X,
1=1

este

£u(ya) = (& — 1) 25N i1y (0 — jyo s

in! =0

Yn=mn, n+1,.., (1.5)

13



Demonstratie. Vom dovedi (I.5) prin inductie. Pentru
n = 1, (1.5) se reduce la (I.4) cu y, = . Presupunem ci (L.5) este ade-
virati pentru n = k. :

o
o) = (e — )™ %2 CU—1Y(k — j)™, (1.6)

=0

Repartitia comund corespunziitoare variabilelor Y, §i X, este

gy @ry0) = (&% — 1700 XSS g g e (1)
UYir Tprn) 12 K J

welz,, | 50

Dacd in (I.7) punem ¥,y = ¥i + %y, atunci

—(k k41 Yen—l
g(yk+1) = (e7L — 1) k+y 2 Cy:: %

Uen! 2510

X [,:i Cl(—i)j(k —_ j)ykh'—xkﬂ] . (IS)
j=0
Cum
Yeer—1 " k—1
55 e [z% CU—Y (= fyen=se] =
Zpe1=1 j=
k-1
= jEZoC;;(—i)f [k + 1 — j)ree — (b — j)ws — 1]
81
k-1
2 CU—1) [k 4 1 — jyren — (k — jys — 1] =
k
: =2 Clan =1 (k 1 — e (1.9)
o

Tinind seama de (I.9) in (I.8), urmeazi cd (I.5) este adeviiratd
pentru n = k + 1; deci (I.5) este adeviratd pentru orice n.

Observafie. In cazul in care variabila X; are functfia de frecventi

x
A,

P(X; = x;) = (M — 1) i 1,2, .,i=1,2,..,0

14



(1.5) devine

i ~1 n ¥n
(1.5) y(yn)=[H @ —1) v, l] [(E 7«) -

feal t=1

=200 M)+ U M)+t (—1)""1}"‘_‘, Ag’ﬂ],

5 274k i=1

unde Y}’ reprezinti suma dupi cei Cg termeni, astfel incit i =£j; X “ reprezintd suma
dupd cei C3 termeni, astfel incit f3s£j == k.

L.13. Se dd vectorul aleator (X, Y) a cdrui densitate de repartitie este
datd de

1 1 1
f(x,y)=[2(e—1)[;+;] daci 1<m<e’ 1<y<e7

0, in rest

Sd se afle densitatea de repartitie marginald a variabilei aleatoare X.

Solutie. Din definitia densititii de repartitie marginale §i datele
problemei

e 1
12(e — 1)

fla) = {7 _fiz, 9) dy = [3+73]

de unde

e—1

fla) = 1[2 + 2]

L.14. Repartitiile marginale ale unei repartitii normale bidimensio-
nale sint la rindul lor repartitii normale.

Sd se arate cd existd repartifii bidimensionale care nu sint normale
st ale cdror repartitii marginale unidimensionale sint normale.

Solutie. Fie fy(2) si fy(y) densitdtile de repartitie ale variabilelor
aleatoare X §i Y simetrice fatd de valorile 8, si 0, respectiv i fie
g(z, y) o functie astfel incit

80+ 2, y) = —g0,—=z,9) si g0, + y) = —g(=, 6, — y).
15



Atunci din densitatea de repartitie a vectorului aleator bidimen-
sional (X, Y):
f(z,y) = fu(2) foy) (1 — g(=, ¥)),
rezultd cd f,(z) §i fo(x) sint densitdtile de repartifie marginale aleva-
riabilelor X si respectiv ¥
In particular pentru 0, =0,=0 si

at 41

@) =3¢ 75 fly)=e 7

xy

Z = ——
809 = ermaTm
obtinem

21442

flo )= Lo F (1

-
A+ 2+ p?

(xay) € (""°°7 °°) X (—'°°1 +°°)

De aici rezultd

[N

fa) =7 _flo, ) dy==e”

NS,

fuw) =" _fla, ydz ==e” T

adicd repartitiile marginale unidimensionale ale variabilelor X si Y sint
normale unidimensionale.

L15. Sé se arate cd existd un vector aleator (X, Y) cu X si Y depen-
dente astfel incit X2 gi Y2 sd fie independente.

Solutie. Fie fy(x) [fy(y)] densitatea de repartitie a variabilei
aleatoare continue X[Y] i fie g(z, y) o functie aleasd astfel incit sa fie
pard in z pentru orice y fixat sau par# in y pentru orice x fixat. Pentru
a ne preciza ideile sd presupunem cé g(z, y) este pard in z.

Atunci functia de repartitie a vectorului aleator (X2, Y?), stiind c&
densitatea de repartifie a vectorului aleator (X, Y) este

f(z, y) = f1(%) f(y) (1 —2(=, )
16



poate fi calculatd dupd cum urmeazi:

Fxopi(u,0) = P(X2<u, Y2<v)=P(—fu< X <Vu, —|v<

<¥ <1 =" (" 1@ 0~ s asay =

i

= SZ—‘,S“7 (@) fuly) do dy — SV—V ) ay{""_fi(o) ez, vy do =

- - v - "

SV-:,_ fi(x) deV_';/_f2(y) dy = P(—-V—ﬁ < X< VE)P(—V; <

<Y <)o) = P(X2 < u) P(Y2<v)

deoarece
Vv
S i) gl ) dz = 0

intrucit

fi(@) f(=, ¥)

este funcfie pard in z pentru orice y.
Acest rezultat ne spune ci variabilele aleatoare X* si Y? sint inde-~
pendente.

1.16. Fie (X, Y) un vector aleator caracterizat prin densitatea derepar-
tifte

L+ ay), daci |zl <1, fyl<t,

f (z,y) = 4

0, in rest.

a) Sd se calculeze densitdfile de repartifie marginale ale variabilelor
_ aleatoare X §i Y;
b) Si se arate cd variabilele aleatoare X? §i Y? sint independente;
¢) Sd se calculeze densitatea de repartifie a vectorului aleator (X2, Y?)»
precum gi densitdtile de repartitie marginale ale variabilelor X2, respectiv Y2.

2 — Probleme de statistici — c. 1608 17



Solutie. a) Densitdtile de repartitie marginale ale variabilelor
aleatoare X §i Y sint
1

fie) = 1{_ @ +ampay=13,

foly) = ?11—51_1 14 xy)dx=%:

ceea ce aratd cd variabilele X §i Y sint repartizate uniform pe (—1,1).
b) Dacii Fxs vs(u,v) reprezinti funcfia de repartitie a vectorului
aleator (X2, ¥?), atunci

Fs,vs(u,v) = P(X2<u, 2<v) =P (—)u< X <|u;

— — Vu I
—Vr <Y< =S V_SVV_% (1 4+ zy)dady =

1
=
4

V=

I A L
-V

Ve l-ys o 4 2lyn2
— V; V_i)‘ = Fxi(u) Fy:(v),

adicd variabilele aleatoare X2 i"Y? sint independente.
¢) Din

I 0 e<O0 sau 90,
Foop(, ) =1Yujv oO<u<i; 0<wv<{,
l 1 =1, v =21,
rezulti
1
— 0 1
g(u,v)=[4Vqu <w<li O<o<d,
o, in rest
si de aiei

1
gl(u)=5:g<u,v)d,,={m O<u<i,

0 in rest,

1
—_— <<t
&) = { g, ) du = {Wv ’
0 0 in rest.

18



1.17. Se considerd n > 3 variabile aleatoare X,, X,, ..., X, a cdror
densitate comund de repartifie este

_1 2”; 22 .
1 2 . i n _ 1.2
(21, Boy ooey Tn) = WG =1 [1 4+ I1I (z,e” 27) ]
i=1

Atunci orice submulime proprie de variabile aleatoare a mulfimii.
{X,, X,, ..., X} este formatd din variabile aleatoare independente cu
repartifia comund normald multidimensionald in tump ce Xi Xoy ooy Xn
sint dependente iar repartifia lor comund este diferitd de cea rormald.

Solutie. S& considerim vectorul aleator
X0 = (X, D, SR Xj-n Xj-'l-n wey Xn)

si si notdm densitatea de repartitie comun3 marginald corespunzitoare
prin ‘
g @D) = gy(Z1y ey Fgogy Tpans oo %)
Atunci din datele problemei rezultd cd

1 n
g ® 1 "z I
g,(a;l)) = S f(z) dx’ = ——(21:)”‘,2 e i=1 dxj =
—
1
_ly e
1 2 Lt
j— (2n)(n—l)/?e 1#] ’

deoarece

2
ro» 1 o
-3 h —— .
S __!__e ie=1 [H z, e 2 x']dx’ =

—w @m"? i

1

-5 2 1 .27¢

=1 ¢ Zi# [[z,e"Z2™ z, e~ *da;=0
(21:)”/2 i —w® ] 3

(intrucit sub ultima integrald avem o functie impara)
De aici rezultd cd

1 2 2 1 .2
—— x% ” 2 a3
2% = (__lllzﬁe z ‘),

. 1
(7)) = —_—e
g{x1) @m0 e

ceea ce dovedeste ci variabilele X;, Xy, ..., X, X, 15 -y Xn_constituie
n — 1 variabile aleatoare independente repartizate normal N(0, 1), cu
repartitie comund g(z®).
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Tot de aici rezultd ci orice submul{ime a acestei submultimi este for-
matd din variabile aleatoare independente repartizate normal N(0, 1),
ceea ce dovedeste afirmatia deoarece din densitatea de repartitie

) -
M=

1 - 7. ; a3 n _ % 3

——— 1
flo) = —Lore Lt [ e > ™),
rezultd ci (X, X,, ..., X,) sint dependente iar repartitia lor comuni
este diferitd de cea normal r-dimensionali.

L18. O variabild aleatoare X cu valori in (0, 1) are densitatea de repar-
tifie k(0) e%, unde 0 este un numdr real fizat. Fiind dat un sir de intregi
8y, By oey Ay, ... superiori lui d, fie g, = a, - a, ... a,.

Sd se arate cd existd variabilele aleatoare independente X,, ..., X,, ...
<u valori intregt astfel incit 0 < X, < a,, satisficind relatia

X=f:§z'.

n=] qn

Solutie. Toate numerele z apartinind lui (0, 1) care nu sint
de forma p/q,, unde p este intreg, se pot scrie in mod unic sub forma

unde z, sint intregi, astfel incit 0 < z, < a,.

Dacd 2 = p/q,,  are doud reprezentiri posibile:
Z; = @, — 1 sau z,, = 0 pornind de la un anumit rang.

Mul{imea p/g, fiind nenumérabili i X avind o repartitie continui,
intregii X, corespunziitori lui X sint aproape sigur definiti.

Rémine sd aritim ci X,, ..., X, sint independente.

Daci %, ..., 2, sint intregi astfel incit 0 <% <a, i=1,.., natunci

P(Xl = .'171, esey Xﬂ = .’B,;) =
- p(o< X—(ﬂ+f£+... +ﬁ)<1j=
[ L7} 9In qn
0x, Or, Oxp

=Adeten .. e,

unde A este o constantd independents de Zyy Ly eery Ty
Se observd ci aceasti probabilitate este un produs de functii de
L1y Xgy oeey g Urmeazd cd X, X,, ..., X, sint variabile independente.
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Avem
%
P(X,=2x,)=K,e™,
unde constanta K, se determind din conditia
PO X, <a,)=1,
ca fiind
0

1 — ol
Kn=————g-—--o

]

1—e In
Observafie. Fie R
2 X
egas " n
M(a,, ay, ..., @y, ...) clasa repartitiilor variabilelor aleatoare de forma E —,unde
n=1 qﬂ
variabilele X, sint independente si unde Xy ia valorile 0,1, ..., ap — 1.

M, clasa repartitiilor pe (0, 1) a ciror densitate este K(0) %,
Chatterji S. D. a aritat c&t pentru k fixat singurele repartitii. M(¥, k, ..., &, ..) avind
o densitate continud sint acelea din M.

1.19. Si se afle modulul §i mediana variabilei aleatoare X avind
densitatea de repartifie

__ak(x — x5)*?
flz) = PR T 7%)a]zk >0, a>1, z, Lz <00

Solutie. Modulul unei repartitii este prin definitie acea valoare
a variabilei c#reia ii corespunde densitatea maximd.
Pentru a afla modulul va trebui si rezolvim ecuatia:

a _ &f
dzx ? _dx2<0)

care are forma
ak(x — z)*2[(a— V)1 + k(x — zp)") — 2ak(z — x,)*] = 0.
Ecuatia anterioard se mai poate scrie
a—1—kiz—2)(a+1)=0

sau
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Urmeazi ci

M = a—l]lla'
0 x°+{k(a+1)

Pentru obtinerea medianei avem ecuatiile

ak SMe ) MY, ak S” (e —x)?

— dx =
7o [1+ k(z — x)]?

1
Mell + k(x — x0)")? 2

Din ecuatia

k SM _(r— )t
7o [1 + K(x — zo)°)?

1
2 ?
obtinem

M, — xo+(%}1/a )

1.20. Sd se calculeze modulul si media variabilei aleatoare X care ur-
meazd o repartijie lognormald.

Solutie. Variabila aleatoare X este caracterizati prin densitatea
de repartitie

0 z <0,
flz) = gz —lgup
! 1 _Er—eu)
—£° ¢ =, >0,
2nox
Avem
(lgx — lg u)? — (Igx — s
o lge ——EEE (gep lgz—lgp i €T
(@) =——=—¢e — e =
V2roa? V 2roa2 o?
— gz — lgyp
_ g ;ws_m(i_i_ lge lgz —lgp
V2rea2? G ¢

si cum modulul este solutia ecuatiei f'(z) = 0, obtinem

- .
lIgz = ge +lg @
sau
My = p. 10 Tee,



Din definitia valorii medii rezulti

_lr—lgu?
lge (= e 20
M(X)= S z da.
( ) VET-VO' [\ x
Daci facem schimbarea de variabild
gz —1
Br—gp _ u,
[+
obtinem
lge op (® -z +
M(X)=—= -—”S e 2 lkedy=
V2ro lge J-w
o? 1 o )2
—_— 1 Iy —_ g —-—
=une 2(lge)® S e 2 ( lge) du
® Vom V-
sau

o?

M(X) = p e2B,

1.21. Se considerd variabila aleatoare X a cdrei densitate de repartifie
este

fla) = {(— lr(;p) pP° idacfax zeE[0, 00), (0 < p < 1),
’ n rest.

Sd se afle:
a) Mediana variabilei aleatoare X.
b) Modulul variabilei aleatoare X.

Solutie. a) Variabila aleatoare X este o variabild continud, asa
¢4 mediana ei este acea valoare M. care satisface relatiile

M, _ (= _1
S_af(x) dz = SMe flayda = 2 -
Asadar determinim M. din
Mo z _ l
(—p) ™ pdz=3

sau

(—Inp) =
Inp

Me 1
=—)
o 2
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adicd

de unde rezultd

b) Se observid cd pe intervalul [0,00], f(x) este strict descrescitoare
§1 deci cea mai mare valoare o ia f(z) in punctul 0. Deci, z = O este
modulul variabilei aleatoare X.

L22. Fie X o variabild aleatoare avind functia de frecventd

HX=@=%ﬁ_x=LZWN.
Sd se determine D*(X).

Solutie. Fie Y o variabilid aleatoare independenti de X gi avind
densitatea de repartitie

1 1
1 - = —>
iy =1" 5 SYS3
0, in rest.
Variabila aleatoare Z = X + Y are densitatea de repartitie
1 1 1
8(2) = —> 3 SESN+ o
Pentru z =z - y, unde z este un intreg si |y|

G(z)=P(Z<z)=P(Z<x—%)+P(x—

< 1/2, objinem
> <Z<

3SZ<s+y)=
.y X<x-10¥<~;—]+P(X=an<y)=
.1
x—1 1 1 2
N 1+7\-,-(y— —5))=
Urmeazi ci



Se stie cd variabila aleatoare U cu densitatea de repartitie

h(u) = 1 /(b — a), @ < u < b are dispersia &:—2—“)2.
Deoarece
D¥Z) = D¥(X) + DX(Y),
obtinem

DYX) = D¥Z) — DHY) = . ——=2—1

1.23. Ca mdsurd a asimetriei se considerd expresia

'media — modulul

Sy =

abaterea medie pitratici
Considerindu-se variabila aleatoare X, avind densitatea
f(z) = K&'(1 — z)°, 021
sd se compare valorile lui Sy si cele ale lui |B, pentru un sir de valori ale
lui r gt s.
Solutie. Din egalitatea
KS’ o(l — z)°dz = KB(r+1,s+1) =1,

0
rezultd
1 _ Tr+s+2
Br+1,s4+1) Te+1DTE+1)
Deci variabila aleatoare X are densitatea de repartitie
T'(r+s+2) x'(i
f(@) = {T¢ + )T +1)

— z)° dacd 0 K z < 1,

0, in rest.
Avem
M(X) = 2R (gt — o)t de = L
Pr+1)T's+1)) r4+s+42

Modulul se obtine din ecuafia

4 _o (1’! <o).
dx da?



Derivind, obtinem

? = Ka'(1 —2)'[rl —2) —sx] =0
X

care are solutiile

Pe de altd parte
Ryl — ) {r— 1) (1 — 2)[r — (r+8)a] —

dx?
—r—Dalr—@C+s)2]—(r+s) 21— 2)}

se constatd ci# ‘este negativd peniru z =

r+4s
Urmeazi cd modulul este egal cu
M, =—"_.
0 r+s
Avem
Mz(X) —_ T'r+s+2 Sl xr{-z(,l _ x)s dzx = r+1)@¢+2) ,
Pe+ 1)L +1) ) @ +s+20+s+3)

de unde

DYX)— GHDEED kIR c+DedY

s+ +s+3) C+s+22 @+s+220+s+3)

Abaterea medie pitraticd este

1 r+1)(s+1)
D(X)= (r+s+2 (r+)s(+3 )
Urmeazi ca
r+4+1 __r s—r 1
SL-= r+s+2 r+s — s+rr+s+2 .
1 V(r+1) +1) 1 DG+
r+s+2 r+s+3 r4+s-+4+2 r+4+s+3
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Prin urmare

s—r r4+s+3

S=5Trl e+

Cantititile necesare pentru calcularea coeficientului de asimetrie

notat }/B, si egal cu _z/a‘ sint date in cele ce urmeazi.
pa

Avem
= M(X — M(X))®) = M(X3) — 3M(X)M(X?) + 2M3(X),
§i cum

M(Xs) = MSI x"+3(1 _ x)s dx =
P+ 1)Ts+1)Jo

D E+DC+D
r+s+2Dr+s+3)@+s+49)

urmeazi ca

Uy = C+Dr+2)C+3) -3 r+1 (r+1)@e+2
S s+ s+ +s+49) r+s+20+s+2@+s+3)
12 C+1P s —1) (r 4 1) (s + 1)

C+s+2P G+t C+s+BC+s+4)

Rezultd ci
2 —n)(r+1)(s+1)

VB—=£=(r+s+2)3(r+s+3)(r+s+4)=
ow” 1 CrIPGE TP
r+s+2P (r+s+3)8®
_2(3—1-)= r+s+3
T r4+s44 (r+1)(s+1)
Deoarece
s—r r+s+3
Sk skr V@EHDGFD _ 1 2
V (s—r)v r+s+3 2 s+r
s+r+4f ¢+1(s+1)
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urmeaza ca

Sk -y dacd s+ r < 4,

Ve,

%=1 dacd s 4+ r =4,

VB

VS—BL<1 dacd s+ r > 4.
1

L1.24. Sd se gdseascd valoarea raportului lui Geary :
G = MIX—m)
D(X)
pentru :
a) Repartifia normald N(m, c).

b) Repartifia rectangulard pe (0, 1).
¢) Repartitiile caracterizate prin probabilitijile elementare

flaydz =2 —

’ — o0 L < oo,
T (14 a?)?

d) f(z)dz= %e-l’l dz, — oo << oo

Solutie
a) Avem
© _ (x=m)*
M(X —m]) = ‘_S |z —mle % dz=
O'V T J—x
Vﬁb’,—w y J VE‘T'L‘_SO y J - W 11',

$i cum D(X) = ¢ rezultd cid

)

"V‘n‘ B

G = - = V;’
b) Deoarece aceastd repartifie este caracterizatd prin densitatea de

repartitie

0, =ze(0,1),

flz) = {1, €0, 1),
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rezultd

M(IX—-};“ : x—~ldx=—- olz(x—l]dx+
(=33

de unde G == K}i

c) In acest caz
2 (o xdx
m = — — =
S o (1 + 2?7

intrucit avem de integrat o functie impard pe intervalul (—oo, +o0).
Deci

MUX—m)) =M X)) =27 S 22 ey

1+ 2% T J-wo (14 2?3
gsw xdx isu xdr 2 1 |°°___2
0 (1+x2)2 0 (1+J?2)2 7'!(1+x2)0 T

Tinind cont de observatia ficutd anterior avem
Dz(X)‘_"“Sw a2 dx =iS°° x2 dx
© (1+-'¢2)2 o (1-1-3«‘2)2
Facem schimbarea de variabild 2> = y §i obtinem

2, =_?_QII3 —2 =E (3.1:
DY(X) nsoy(1+y) dy=2B(3 2) 1,

Cu acest rezultat obtinem valoarea raportului G :
_M(X -—m))_2

D(X) ]

d) Ca si in celelalte cazuri calculdim intii valoarea medie

@ 0
m=..1.. ze-ll dx:ls
2 ) 2

ze® + %Smxe"“’dx= 0.
0
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Urmeazd cd

M(X —m|) = M(|X|)=%S°_°~|x|e-l’l dx=S°°xe-’dx= 1,

0

0 -3

-

2e Pl dx = Sa 2e*dx =2,
0

de unde

G_M(IX-—ml)__i=@.
D(X) Y2 2

1.26. Se considerd variabila aleatoare X astfel incit

M(X*) = k-:-l, k=1,2,3.

Sd se calculeze momentul central de ordinul 3.

Solutie. Va trebui si caleulim M((X — M(X))3).

Dar M(X) _—.é— si deci
M([X— l)“)= M(Xa— % X2 4 -Z;X _ 1)=

23

1.26. Sd se afle primele patru momente centrale in jurul valorii medit
ale repartifiei caracterizate prin densitatea

-azr
f(x)={ae OA<x<oo, a >0,
0 in rest.
Solutie. Avem
m=a{ o do= — ("ode) = 1,
0 o a

y.l=agm{x—%)e“"dx=0,

-0

U =2a Sm (x — -‘1;)2 e dxr = %Sm (ax — 1)%e™* dz.
0 0
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Dacd facem schimbarea de variabili ¢z = y obtinem
v =50 — ety = L yrevay
a )y a? 0

_2(%, e 1(® e
Soye dy_l_“”Soe a,

a?
Utilizind functia I'(p) rezulti:

=1L‘:)_32r(2)_|_l
a a

=1

2
@

Analog, obtinem

® 133 _.» 1 (o _ 2
w=a( [z —7) e o= ST —1peray=2,

a a

U-4=as

_l“-ar =l°° — 1) ¥ =9
o(a: a}e dz S(y 1)te¥dy

a® 0 ;‘.
1.27. Repartitia veniturilor este caracterizaid aproximativ prin pro-
babilitatea elementard

x, J1+4 dx
a(-ﬂ) —; oL T < o0
x z,

unde x4 $i a sint constante.
Sd se objind in funciie de x,, a §i n expresiile :

. TP G R
1° Valoarea medie a mediei aritmetice X = —>~ X, a unor astfel
i=1
de venituri;
2° Dispersia mediei aritmetice datd mai sus.

Solutie. Deoarece

M(X) = S“ xa (%"]l-’.aﬂ =2 zyte Sm r*dx = 0-’”01 y (e>1),

%o To Ty Xq a —
urmeazi ci

ME)=15smx) =L, (g
=1

n(a—l)_a—l
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Prin definitie si din datele problemei

o= n- -

tq(ﬁv_a?n];iwan?Jh

- )(X’_ P )] ,=, [[X i ]

%% ¥l = 9y _ k|
w[(x -2 ] = o - G55

Deoarece

lar
M(X3) = Sm 7%a (x)waE = a:z:"S Y dg =

%o

=8 (4>2i=1,2..n
a—2
obtinem
D¥X) = — :
X) = e ira—n’ *” 2
1.28. Fie (X,, X,, X;) un vector aleator normal tridimensional pentru
care

0 7 3 2
=10 si. A=13 4 1
0 2 1 2

unde A este matricea formei pdtratice x'Ax.
Sd se determine densitatea de repartifie i matricea de covariantd cores-

punzdtoare vectorului (X,, X, X;).
Solutie. Avem

n(z;0,A) = Vdc';A exp [— 1 x'Ax]
2r)Ye 2

(-]
»N



gi cum det A = 27,

7 3 2\ /%
Az = (2;, %5, %3) |3 & 1|]|=z|=
2 1 2/ \zg

= 7:5% + 413% + 211% + 6.111.’172 + 4:121323 + 2:172.’133 =

= (V3z, + V3m,)? + 2, + 25l + (@2 + @ > 0,

de unde
w30, 4) = L2 exp { - 2103z, + V32 +
+ (22, + 232 + (%2 + 373)'2]}‘
Avem
7 —4& —5
—4r=1 .

T=AT=_|—-4 | 10 —1
-5 —1 19

Elementele matricei de covariantd se mai pot calcula §i direct din
relatia

oy =S zzn(z; 05 A) dz, dz,dz,; 1< 5L,j<3
R,
prin transformarea
Yy =%+ T3 Yo=2%+ T Y= Y3z, + V3z,.

1.29. Sd se determine a §i A astfel ca densitatea de repartifie

L |-l 12 + (@ — 271}

2
sd se pund sub forma

n(z; a, A) = Vse)t”/’: exp [—— (z — a)' Az — a)]

3 — Probleme de statistici — c. 1608 33



Solufie. Avem

= { mem {30 — 12+ (m— 2y} dada,,

sau ficind transformarea

Z—1=u
xz - 2 =?
pentru care
D(x;, -) q
- ?
D(u, v)

obtinem

By = %SR’ (u+1)exp[—%(u2+vz)]dudv= 1.

Prin aceeagi transformare, obtinem

Yo = %SR’ (v+2) exp[-%(uz-l-vz)]dudv = 2.

Deci o’ = (4, 2).
Avem

G = % SR' x% exp {—%[xl —_ 1)? + (xz — 2)2] dx,dxz —
=%$R’ (w? 4 2u + 1)exp[.__;.(u_2+v2)]dudv =2.

O12 = 03 = i SR' T, eXp {— % [z, — 1)2 + (zp — 2)?]} dxldx2]=

27

=5 @D (”+2)exr>[—§(u2+v2)J dudv = 2
s

a~15
22 2% Jrs

2§ exp { — @ — 12 + (2, — 21} dzida, = 5,
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ceea ce ne permite si scriem

2 2 cov (X,, X,)
2 = = —_— b7 == O-
(2 5)’ P 0102

Deoarece det X = 6 urmeazi ci

A=3"= s detA=1/6.

o o | e
ol o|wn

Deci

f(z) = 2:},-6 exp l— % (z, — 1, 2, —2)

(:’::2)}-

1.30. Sé se arate cd dacd X,, X,, ..., X, sint variabile aleatoare nene-
gative, simetrice $i astfel incit evenimentul cd orice muljime de variabile
X egale cu zero este de probabilitate zero, atunct

5
6
2
6

1<k

(xl+x2+...+x,,)=f_
X, 4+ X+ +Xn) n’

Solutie. Din proprietatea de aditivitate a mediei rezulti cd

X,+X2+...+X,,]=
X, 4+ Xg+ e+ Xn

el IR ] | ) =1
X, 4 Xy + o+ Xn A+}\2+ A X

Intrucit variabilele aleatoare X;, X, ..
pozitive putem scrie

., X, sint simetrice §i esential

X . .
— X NV m—F ) Lji=1,2,..,n
(X,+...+X,,J (X,+...+x,, ’ J 1o B
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Deci

M)
X 4+ Xy 4+ ..+ X n

gi de aici urmeazi ci

M-x,+x,+...+xk)=iM[ Xy )zﬁ.
X+ X+ +X) = VX +w+Xa) 0

L31. Fie X si Y doud variabile aleatoare astfel incit vectorul aleator
(X, Y) sd aibe ca densitate functia

P yt

8@ y) = -0 e 7 —A=)Ay).

Sd se dea condifii suficiente asupra functiei AM(z) §i asupra constantei B
pentru ca g sd fie o densitate, X §i Y fiind repartizate N(0, 1).
In ce conditii suplimentare corelajia variabilelor X si Y este nuld.

Solutie. Din conditia g(x, y) > 0 obtinem
B _z _%
MIMy) < e Ze ?

sau acelagi lucru

18| %

g satisfdcind conditiile g > 0, si g sumabild este densitate.
Trebuie si determindm A §i. B astfel incit

S gz, y)dzdy = 1.
R3?
Densitatea de repartitie a variabilei aleatoare X este

&ﬂ@wd%
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Pentru ca
xl

1 - —
d 3 2
Sng(x, y)dy T
este suficient ca

(Mpdy=0 si B=1.
“R

Pentru ca corelatia dintre variabilele X si ¥ si fie nuld trebuie ca
M(XY)=0.
Avem

22490

2= 1

MX, Y)= -21; SS zye ¢ dzdy+ P SSR‘ zYyMz) My) dz dy =

R T

- (S zMz) dx )2 .
R .
Deci M(X Y) =0 dacd
S ZNz) dz = 0.
R
Fie
%(3:3,2—. 1) pentru [z] <1,

Mz) =
0 in rest.

Avem

Sl_l Mz)dz=0

deoarece este pard
th(z) dz = 0.
Pentru ca

Toxt

|l(a;)l<-V17_n_e7
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este suficient ca

sup [M2)| < inf ——e Z=—=—ie
J#I<1 |*I<t
sau

2
sup Mz) = —
|x|<lz ( ) k’

de unde % > 2 }2w e este o conditie suficienti pentru ca vectorul (X, Y)
de densitate g(z, y) si aibd componentele repartizate N(0, 1) si de core-
latie nuld si astfel ca vectorul (X, Y) si nu fie normal.

1.32. Sd se arate cd existd o variabild aleatoare pentru care valoarea
medie este de aceeagi formd cu densitatea.

Solutie. Fie X o variabili aleatoare repartizatd N(0,1) si

Y — { X, dacdi X(w) > z,
0, daci X(w)<< z,.

Avem

M(Y) = S"m0~f(x) dz + V of(z) dz =

Gisim g(z) astfel incit

S: ug(u) du = g(z).

Derivind ambii membri obt{inem ecuatia

— ag(z) = 22
T
a ciirei solutie generald este
gla)=ke ¥ *
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Constanta de integrare % se determind astfel ca g sd fie densitate;
se obtine

x2

1 ——
L) =—=¢e 2°
8la) = 2=
1.33 Considerdm un vector aleator X = (X;, X,, ..., X,)' ale cdrui
componente sint variabile aleatoare discrete sau continue (nu neapdrat
independente) cu M(X,) = p, DA X)) =c5,1 i< n
Dacad pentiru orice t 2 1 fizat definim urmdtoarele elemente

A, = {X(") | Xj —_ [J.jl < n‘/ztc,},

atunct

Solutie. Avem
P(4) = P({Xm : | X; — ty| > n'lio} < 'nlz_z

de unde
Dar

de unde urmeazi ci

il P 1
PE) < 3 PU) <
adicd
P(B,)=1—PB)>1—<-
1.34. Fie (A) o arie pland si M(z, y) un punct din (A). S se arate
¢d se poate presupune cd probabilitatea elementard este proporfionald cu
aria elementard dzdy, in asa fel incit probabilitatea ca M sd fie intr-o
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arie (R) interioard ariei (A) este egald cu g, unde am notat A = mds (4),
R = mds (R).

Solutie. Fiind dat¥ o a doua arie (4’) si un punct interior ei
M’'(z', y’), se poate presupune ci probabilitatea ca M’ s se afle intr-o
arie (R') C (A’') este reprezentatd prin raportul -j:—' (pastrind notatiile

din enunt).

Fie ¢(z, y; 2', y¥’) o functie de coordonatele punctelor M si M’ pe care
o presupunem continui. Cind M §i M’ parcurg ariile A si A’, valorile
functiei o variazi intr-un anumit interval («, B).

Ne propunem si determindm probabilitatea ca valoarea lui ¢ si
apartind intervalului (y, y -+ dy)C(x, B).

Probabilitatea cdutatd va fi p(y) dy care va trebui si verifice egali-

tatea S" p(y) dy = 1.
3

Dac# fixm pozitia lui M, punctele M’ pentru care y < o < v + dy
sint cuprinse intre doud arce de curbd infinit de apropiate si misura
ariei limitate de aceste doudl arce este de forma h(y; z, y) dy. Determi-
narea este o problemé de analizi.

Probabilitatea ca M’ s# fie interior acestei arii este %—h(y; z, y)dy.

Dacd in loc ca M si fie fixat este numai supus la conditia de a fi
interior unui element de arie dz dy ce cuprind punctul (z, y), iar dz si
dy sint suficient de mici in raport cu dy, modificarea adusa de A(y; z, y)dy
este neglijabild.

Acest rationament este folosit frecvent i avem evident dreptul ca
sé-1 facem pentru cd dy este dat.

Ins¥ probabilitatea ca M si se giiseasch in acest element de arie este
dzdy §i in virtutea probabilitdtilor compuse, probabilitatea ca M fiind

in acest element de arie, ¢ s fie cuprins intre y §i y 4 dy este egal cu
produsul
dy dxd
hy; 2, 9) L =

Ficind acum si varieze punctul M(x, y) in aria (A) obtinem proba-
bilitatea cdutats

— 9y .
ply) dy = " A,SSM) h(y; x, y) dzdy.
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1.36. Fie s un intreg poznw Sd se arate cd proba,bzlztatea ca alegind
la intimplare doud numere intregi pozitive, ele sd aibe cel mai mare divi-

zor comun pe s este 3—2,;1(—2)- unde {(t) este functia zeta a lui Riemann.
Solutie. Fie ¢(r) numirul intregilor a, astfel incit 0 < a < n,

(a, ») = k unde prin (a, n) intelegem cel mai mare divizor comun al
numerelor a si n. Atunci

ox(kn) = o(n),

unde ¢(n) este functia ¢ a lui Euler.

Se constatd ci existd s2n? perechi de numere intregi (a, b) astfel incit
O<a<gsnsi0<bsn
Fie N, numirul perechilor de numere intregi (a,b), astfel
incit (a, d) =s.
Atunci calculind numérul acestor perechi obtinem
No = @,(8) + 29,(25) + ... + 29,(ns).

care mai poate fi scris:

N, = 2[e(1) + ¢(2) + ... + ¢(n)] — 1.
Inss

?(1) + 9(2) +... + o(n) = n2 + O(r g n)

si de aici urmeazi cd
' Ny 6 1

Iim L =—r=—py

nsw 5202 s2m?  s2(2)

care este tocmai probabilitatea cdutatd.

Observafie. Pentru calcularea acestei probabilititi am folosit urmitoarele:
Fie A muli{imea %k — uplurilor de intregi pozitivi

A ={(a, a3 ..., ag) :; EN*, i=1,2,..,k}

si fie
A(n) = {(ap gy @) 1 EN* ;oy < n; 1< i<k}
atunci
P(4) = lim —(i)
71—+00 n

care este densitatea asimptoticd a multimii A.



1.36. Fie X o variabild aleatoare cu valori in N, si Y o variabild ale-
aloare asifel incit

P(Y =y[X=2z)=Cp*¢2, y=0,1,.

unde p si q sint fize, astfel incit p,9>0 ,9; pt+g=1.
FieZ=X—7Y. In ipoteza c@ Y gi Z sint variabile aleatoare indepen-
dente sd se determine repartifia lui X.

Solutie. Fie p, = P(X = z). Pentru 0<s,t <1,

e - w{e () 5o fyowe 2 -

2=0 y=0

=>" pps + at)* = f(ps + qt).
x=0
Functia [ este analiticd pe 0 s <1, deci indefinit derivabild
gi conditia de independenté revine la

m Log f(ps + qt) = 0.

Punind g(s) = Log f(s), se obtine
pe"(ps+q) =0, 0<xs i<l
Deci g(s) = Ms — 1) + ¢ unde A si ¢ sint constante.
fd) =1 implicd ¢=0 si f(s) <1 daci 0 < s<1 implici A > 0.
Se observd céd este necesar ca X si urmeze o repartifie Poisson de
parametru A.

Verificim c# aceastd conditie este suficientd, in particular cd A
nu depinde de p.

Daci P(X = z) = e-lg si daci Y /X urmeazi o repartitie bino-
miald de parametru p gi X, repartitia variabilei ¥ este datd prin

P(Y = y) = 3 Cip'gr o2 2 — a0,
2oy x! y!
Deci Y urmeaza o repartitie Poisson de parametru Ap.

Dacd Y si Z sint doud variabile aleatoare mdependente, urmind
repartitii Poisson de parametri Ap respectiv Aq, atunci ¥ 4 Z urmeazi
o repartifie Poisson de parametru A.

Urmeazid cd

PY=y|Y+Z=2)=Cp'p~* y=01,.,2
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L37. Fie X,, ..., X, variabile aleatoare independente, fiecare urmind
aceeasi repartijie definitdé prin P(X, > x) = e~* dacd z = 0.

a) Sd se calculeze, in R™! densitatea vectorului

Sn Sa 7 Sa
unde
Sk=X1+X2+...+Xk, k=1, 2,...,n.

b) Fie Xj, ..., X, sirul format cu variabilele X, aranjate in ordine
crescitoare st T, = X st T, =X — Xiy, k=2,3, ..., n.

Sd se arate ¢cé (n — 1 + k) T, sint variabile aleatoare independente
fiecare urmind aceeagi repartifie si sd se calculeze M(T, | S,).

¢) Se rupe un segment de lungime | in (n — 1) puncte alese uniform

pe segment §i se ordoneazd segmentele astfel formate in ordinea lungimii.
Sd se determine lungimea medie a segmentului de ordin k.

Solutie. a) In R" densitatea vectorului (X,,..., X,) este pe
(£, >0, i=1,2,..,n), exp (—%; —Z3 — ... — T,).

Densitatea vectorului (Sy, S, ..., Sz) estee~*npe 0 5, 5, K oo K Sy
iar a vectorului

( s, S Sat g
— T g eeey y n
Sy S, Sa

este sp7'e " pe 0K .. K55 5 20.

Integrind aceastd densitate in raport cu §,, gisim ci densitatea
5 S"—l] este (n— 1)! pe 0 < 5, <8 oo < 85y < 1

vectorului [, g
b) In 'R" “densfitatea \;'ectorului (X4 -y X;) este pe

(2,20, i=1,2,..,n) exp (—2; —Ty— ... —Z,).
Densitatea vectorului (Xj, Xj, ..., X;) este

n! exp (—z — 23 — ... — z})
pe (0 7 <2 < oo K &), lar a vectorului (7, T, ..., T,) este
rlexp(—nt,—(n—1)t, —...—t,) pe (1 =20, i=1,..,n).

Se observd cd aceastd densitate este un produs de densitdti, ceea
ce aratd cd variabilele T, sint independente gi cd

P(n—k+1)T,>z)=e"* daci >0.
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Deci
M((n—k+1) Ty + (0 = )Ty + ..+ Ta)) =
si deci
M(T,|S,) = 1/n(n — &k + 1).

c) Fie I, lungimea segmentului de ordin k, aceasta fiind dati.
Din a), repartitia lui /, este aceeasi cu a lui X; /S,. Cum Xz =T, +... 4+ T},
dupd b)

ML) == (24 + o o)

~ 1.38. Fie Xy, ooy Xp,y ... variabile aleatoare independente, fiecare ur-
mind aceeagi repartitie definitd prin P(X, = 4+ 1) =1/2 si

S"=X1+X2+...+Xn.
Sd se arate cd sigur
lim (2r Log »)~'2|S,| <1
n=p0

Solutie. Avem _ _
e > e*nlis, >0 2 e lis,> q
§i cum
M(eS7) = (M(ew%)* = (ch 2)"
Aplicind media membrilor extremi ai acestei inegalititi obtinem:
P(S a) < e~%*(ch 2)".

Considerind f(z) = ; - Log ch z, se observd ci a doua derivati a
acestei functii este intotdeauna pozitiva, si deci ci
f(z) > f(0) = 0
Deci
P(S, > a) < exp ( ax + '5232 .

Minimul membrului doi al acestei ultime inegalititi fiind ‘atins in
z = a[n urmeaz# cd

m&;agud_gy
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Ficind @ = ¢(2rn Log n)'2, se obtine tinind seama de simetria
lui §,.
P(|8,1) = ¢(2n Log n)'2 < 2n-°.

Al doilea membru al acestei inegalitdti converge daci ¢ > 1.
Deci, dupd lema Borel-Cantelli, evenimentul

{1 Sa] > ¢(2n Log n)¥s}

nu are loc aproape sigur decit de un numér finit de ori, adic3, aproape
sigur

lim (2n Log n)—'2| S,| < ¢ oricare ar fi ¢> 1.

1.39. Fie X,, ..., X,, ..., variabile aleatoare independente, fiecare
urmind aceeagi repartifie definité prin P(X, = 4+ 1) = —;- st sirul de
numere ¢, ..., Cy, ..., astfel incit v* = f} ¢ < oo,

1

b
Sd se arate cd ) c,X, converge in probabilitate.

fn=l

Solutie. Fie

R=2"kk§1'¥n 202

AN
Avem

M@e®) = II ch(xc,) _

n<kSN
si cum
a2
ch z < exp 5’

obtinem

2
M(e*®) < exp (%’1‘) oricare ar fi z.

Ca si in problema I.38
P(|R| > ¢) <2P(R > ¢) < 2inf e~*M(e*R)

::Zyﬁ 2
#-en(-)

Deci P(|R| > ¢) — 0 oricare ar fi € > 0.

< 2 inf exp{



Criteriul lui Cauchy fiind verificat, seria converge in probabili-
tate.

1.40. Se considerd girul de numere reale (a,)nens, @y > @ni1> 0,
n=1,2,.. 5t se definesc variabilele aleatoare (X,):en+ asifel incit

P(X,=0a,)= P(X,= — a,) =.§..

Sd se arate cd dacd variabilele aleatoare X, sint independente
] o
$i ) a3 < oo, atunci seria ) X, converge aproape sigur cdtre o varia-

n=1 n=1

bild aleatoare X a cdrei funciie de repartifie este continud.
Solutie. Din enunt, rezulti

M(Xn) = 07 Dz(Xn)= atzn
si
3 DAX,) = e < oo.

n=l n=l

”
Aceasta ne spune cd sirul S, =Y X, converge aproape sigur
k=1
cdtre o variabild aleatoare X.
S& ardtdm cd functia de repartitie a variabilei aleatoare X este con-
tinud. Intr-adevir, pentru orice 1 > 0 avem

Qxll) = sup [Fx(@ + 1) — F(z — 0)].
Pe de altd parte, dacd X i Y sint doud variabile aleatoare indepen-
dente, atunci
Qx(D) 2 Qxx() (W) 120.

Daci punem
Qn(l) = sllp [Fn(x + l) - F’l(x - 0)]1

unde F,(x) este functia de repartitie a variabilei aleatoare

Sn =f: XIn

k=1
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atunci putem scrie
Qaa(D) 2 Qa(D) 2 Q)
In particular
Qa-1(0) 2 @a(0) = Q(0).

Insd datoritd faptului cd a, > a,,; > 0 rezultd ci

Qu(0) = sup [Fy(z) — Fulz — 0] <
adicd
7 = 0(0) > Q(0) = sup [F(x) — F(z — O)}

Cum
lim Qn(o) = 01

rezulti ci F(z) — F(zx — 0) = Q(0) = O pentru orice z real, de unde
tragem concluzia cd F(x) este o functie de repartitie continui.

141, Fie X,, X,, ..., Xy, ..., variabile aleatoare independente §i uni-
form repartizate pe [0,1]. Fie

Yu= min Xk §i Su=Y1+ Y2+...+Y,"
1R

Sn

l converge in medie pdtraticd cdtre 1 dacd n tinde
og n

Sd se arate cd

cdtre oo.
Solutie. Deoarece

P(Y,>z)=(1— =) dacd =z=[0,1],

MY) = S; izl — z)' dz = .

i+ 1
Deci
1 1 1
s, = M(S,) = — —_ vee —_—
" (Sy) 2+3+ +n+l
Cum
” 1
S+1E<s,,<S"+ ‘—’f, s, ~log n dacid n — co.
2 x 1 x
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Deci dupid egalitatea

s 2 0%(Sy) $n 2
s )< e )
log n s(I-os n)"+ Logn
este suficient si ardtim cid
U”(Sn)
(Log n)?

-0 daci n— oo.

Avem

M3 = 35 M)+ 25 Ry v,

f=] k=1

M(Y2) = go ir2(l — 2" do = —=2

(+Da+2)
Repartitia lui (Y,, Y,,,) este datd de
Py< Y <Y, <o)=
= P(y < Xit1y oo Xiw) P(Y, < 2) =
=(1—(1—2")(1—y)* dacd y<=

Aceastd repartitie are o densitate in domeniul 0
datd de derivata partiald — % a expresiei precedente
zdy

Eid — )= (1 — y)*.

yr<z<i

Insi probabilitatea P(Y,,, = Y, < z) nu este nuli si este egald cu

P(Xeyss s X 2 Vi3 Vi< 2) = (Tl — 0™ (1 — wf* d.
(1]

Deci

M(Y,Y,,) = kn SS zy(l — 21 — y)* dzdy +

OSy<*s1

+ nS: 731 — z)r—*+ da,

Avem

1 1 1
MY, Y) = i+k+2(l+1+ i+k+1)



si
M(S2) = 2 f*‘ ]
(S3) §J+21+1+
Cum
j—1 3 2
= —_ ’
G+2G+2 Jj+2 j+1

urmeazi ca

”

2 _._-’—_1__ ~ 28,.
= G+DG+2)

j=1
- Cum
a3l —aRy L o),
Hi+2 T E&SU+na+D
0*(Sa) = M(S3) — si~ 2s,
gi deci

n>c0 (Log n)* s> (Log n)?

1.42. Fie X,, ..., X,, ..., variabile aleatoare independente, fiecare ur-
mind aceeagi reparu;w deﬂmta prm P(X, = 4+1)=1/2. Sd se arate

cd variabila aleatoare Y = 2 =2 existd gi posedd o densitate.

Solutie. 1° Din problema 1.39, deoarecez —; este convergen-
T n

td, variabila aleatoare Y existd.
Dacd punem

Z=Y—X,

@ X,
=122

X este repartizatd uniform pe [—1, +1].
Intr-adevir, dup# problema 118

o Xpn +1
n —_ 2
2 237 sau Y,= 5

1

are o densitate constantd pe [0,1].
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2°, A doua solutie se obtine cu ajutorul functiei caracteristice.

Xon
’
on

N
Functia caracteristici a variabilei E
1

t {
— CO0S — ...
Ccos 2 on oN

sin { . C s e
pentru N — oo este — - care este functia caracteristicd corespunzi-

toare unei repartifii uniforme.

Y este deci suma a doud variabile aleatoare independente X si Z,
dintre care una posedd o densitate. Deci ¥ posedd de asemenea o den-
sitate.

1.43. Fie variabila aleatoare care ddé numdrul necesar de aruncdri
ale unui zar pentru a objine prima oard fata 1. Sd se determine funcfia
generatoare de momente factoriale 0(t) a variabile X, media §i dispersia
variabilet X.

Solutie. Variabila aleatoare X avind repartitia

1 2 3 .. n ..
Lo g (ap L (2y
6 (6) (6) (6)
urmeazi ca
t
N 6
1 L
1 6
sau
0(r) = ——-

Tinind seama cé
M(X) = 0'()imr;  MX) = 2
sl
. M(X?) — M(X) = 8"(0)]1
obtinem
M(X?) = 535.,.1_2:‘33.

5 5
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Deci

DZ(X) — 4_2_3_6=li4
3 54 54
1.44. Fie
o g) — { dacd mf'n (z,y) <0,
zye G+, dacé min (z, y) > 0.
Se cere:

a) F(z, y), Fx(x), Fyly), 1(2), fy(y).
b) Functia caracteristicd a vectorulur (X, Y).

¢) Momentele de diferite ordine.
Solutie. a). Prin definitie

F(z, y) = SI-«» Siw f(u, v) dudv =

{ 0, dacd min (z, y) < 0.

S* S? uv e~(*+? dudv, daci min (z, y) =2 0
0o JO

Urmeazi deci, ci

F(z, y) = 0 dacd min (, y) <0,
’ M—(+2)e 11— +y)e?] dacimin (z,y) >0.

. 0 dacd z << 0

F () = lim F(z, y) = ’

x(2) ygg (@ 9) { 1— {14+ 2x)e® daci z2>=0.

Analog

. 0 daci y < 0
Fy(y) = lim F(z, y) = ’ ’
v(¥) im Fe v { 1 —(@+y)e?, daci y>0.

De aici rezultd imediat ci

0 dacdi z<O,
e * dacd z>0.

fulo) = {

0 dacdi y <0,

f(y) = { ye ¥ dacdi y>=0.



b) Din definitia functiei caracteristice, rezulta

ols, ) = {7 (™ o'+t gy e~ dzdy =
0 JO

= S” x e~(1-ia)* dxsw ye~(1—ity dy
0
de unde - °
s, ) =1 —is)?- (1 — i)™
¢) Folosind fie definitia momentelor de diferite ordine, exprimate
cu ajutorul densitdtii de repartitie, fie cu ajutorul functiei caracteris-
tice, gisim
MX-YYy=((Ek4+ DN+

Observajie. Se vede ci variabilele X si Y sint independente.

1.45. Dacd o variabild aleatoare X are o densitate de repartitie f si-
metricd fajd de origine, sd se arate cd ¢ ia numai valori reale.

Solutie. Densitatea de repartitie fiind simetricd satisface ega-
litatea f(z) = f(— z). Urmeazd ci

olt) = Mer) = (7

(-]
Y -

cos tz f(x) dz + iS . sin txf(:::) dx
$i cum

SQ sin tzf(z) dz = o
obtinem

o(t) = S“

cos tzf(x) dx

146. Fie X o variabild aleatoare simetricd astfel incit | X | 2 1.
Sd se arate cd funclia sa caracteristicd ¢(t) posedd intotdeauna un zero
in (0, w).

Solutie. X fiind simetrici, ¢(f) este reald. Daci F(x) =
= P(| X| < z), atunei

o(l) = S? cos lx dF ().
Obtinem
S“ o(t) sintdt = Sw dF(x) S" sin ¢ cos tx dt =
o t 0
_.ST ‘—%i—fi dF(z) < 0.
Deci ¢(t) nu poate fi tot timpul pozitivd in (0, w).
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147, Fie n variabile aleatoare independente X,, X,, ..., X, fiecare
repartizatd normal N(p, o)), 1 <j < n.

Sd se arate cd suma ponderatd
”
X =, WX,
=1 A
este de asemenea normal repartizatd gi sd se afle dispersia variabilet alea-
toare X in functie de dispersiile o2, 1 < j < n.

”

Stiind cd Z_:, W, = 1 sd se deducd sistemul de ponderi Wy, Wy, ..., W,
= . . s -

astfel incit variabila X sd aibd dispersia minimd.

Solutie. Deoarece functia caracteristici a variabilei aleatoare
X, 1 < j<neste

1262
p=e"""7, 1<j<n,
urmeazid ca
is "2 WX, ”
‘px(t) = M(ei‘X) = lu(e j=1 ) o M(H eiiW,X,):
J=1
1y 3,2
= - W X5y — i ilW,y,_‘wicl
IIM(e )=1Ie 2
=1 j=1

ceea ce dovedeste cd variabila aleatoare X urmeazi o repartitie normald

N(Pc; l Z”: W%o-?) de medie w si dispersie 2 Wie3.

i=1

Pentru a afla sistemul de ponderi W, 1 <j<n, va trebui si
rezolvim o problemd de minimum cind variabilele W, 1 <j<n
sint legate prin relatia:

W, =1.
j=1

- Aplicind metoda multiplicatorilor lui Lagrange putem scrie

DHX) = 3> Wic} — f:W,—i),

j=1 =1
care trebuie si fie minimi.
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De aici rezultd

AL
sau
W —a=0, 1<ji<n
1 .
)‘=2W;c?’ 1<1<n7

relatie care mai poate fi scrisd

_ 1
T 2’

W,

Sumind dupd j =1, .., n §i tinind seama de faptul cd

obtinem

148. Sd se determine functia de frecventd a variabilei aleatoare X
care are funcjia caracteristicd

Solutie. Putem scrie

iteg _ qoil ity _ it
?(t) — e [1—(e )”]= e (1 e )(1 + e“ + ezu + o + e(”_x)“) —
nt —e'f) n(1 —e'?)

ei!+ei2¢+ . +eint
n




§1 cum @(f) = M(ei'¥), urmeazi ci variabila aleatoare X are reparti-
tia

1 2..n
Xili1 1
n n " n

149, Sd se determine densitatea de repartifie a variabilei aleatoare
X care are funcia caracteristic

1
oY) = ey

Solutie. Aplicind formula de inversiune putem scrie

) o —i
flz) = %S_“ e~io(1) dt = —21?5 s dt.

— 1412

Vom calcula ultima integrald cu ajutorul reziduurilor. In acest
scop vom considera in planul complex conturul (fig. 1.1)

Atuneci

—iaz -7 _—ita

eia e e e
Sc 1+zzdz=Srl+zzdz+S—R 1+tzdt+S'f 1+z’dz+

—-i

14 22

r 1422

+8Rﬂdt = 2 rez (e““‘]m“

Avem
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81 cum

" —iaz . ay
lim LT Jim —B& = 0 pentru @ <0,
R |1+ 23 Raw |1 4+ 22|
- —iaz . K37
limi-'—lle-———l < lim * =0
ra0 |1+ 22| 50 1 —12

la limita rezultd

@ e—-ilx z

S-al_ﬁ dt = we” pentru z <0
si dacd inlocuim in expresia lui f(z) obtinem

f(z) = % %, pentru z <0.

Pentru z > 0 se considerd conturul simetric acestuia fatd de
axa Cr.

Se obtine in final
fle) = 3 oM, € Ry

L50. Sd se determine funcfia caracteristicd corespunzdtoare variabilei
aleatoare X caracterizate prin densitatea de repartijie

k
S ——— R AN
@ = e e —w

unde k gi u sint constante reale (k> 0).
Solutie. Prin definitie i din datele problemei

k (o itz
t) = — & __d=z
°(t) ﬂS—w K4z — P z

Counsiderim integrala
1iz) = S A P
ck? 4 (z —pP

si conturul C din figura 1.2,
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Aplicind teorema reziduurilor acestui contur inchis, obtinem

R eltx S eit: dz + -y eit:
S' oy g Wy e ,S—R(x-— orredr

itz N
+ S e dz = 2-n:1rez( __e-__)
(G — i+ k2 (= P+ ka=prin

itz

-

N RN
-

/AW

-R -r r R
Fig. 2
Avem
( itz ) ol fu—tk
T\ 0 T P emptin = 2k
§i cum
1=l e 0
—_— = t>0;
Raw | (= — p ) + &2 ’ ’
|zje~"
m———— =0,
=0 | (z — W + k2|
cezultd cd pentru r—- 0 §i R— oo
See eitx dx= E e‘(ill-"k),
- (T — [.L)z + k2 k

de unde
o(t) = efliv—® pentru ¢ > 0.
Pentru ¢ << 0 se considerd conturul simetric acestuia fatd de axa
Oz si se obtine in final
o(t) = effu—hl,

L51. Fie X, si X, doud variabile aleatoare independente repartizate
%2 cu 2n gi respectiv 2m grade de libertate. Sd se arate cd functia caracteris-
ticdé a variabilei aleatoare

Y=0aX,—0X,, a>0, >0



este datd de

oxlt) = 2 Ot () () — 2+

+3 Ozhoans () (e + o™,

Solutie. Din faptul cd variabilele aleatoare X, si X, sint inde-
pendente §i repartizate y2 cu 2n gi respectiv 2m grade de libertate,
rezulta ca

ey(t) = M(eitY) — M(eit(ax,—bx,)) — M(eiutX,) M(eit=5 1Xs)
care ne conduce la
op(t) = (1 — 2iat)™ (1 + 2ibt)™.

a

S& introducem notatiile z =2it; p=1—¢= =
a

(1 + b2);

v=n—j;v=m—kL
Atunci problema revine la a ardta cd

n—1 m—1
Pm EC:‘n—u—l 9" + qﬂ 2 C:-Hr-lpn = 1)
#=0 v=0
adicd membrul al doilea al expresiilor sub care apare ¢,(t) reprezintd
acelagi lucru.

Pentru a dovedi egalitatea de mai sus proceddm prin inductie dupa
r si m. Pentru n = m = 1 egalitatea se reduce la p + ¢ =1 care este
adevirati.

O vom presupune adeviratd pentru m fixat §i » = k §i vom arita
cd se mentine adeviratd pentru n = k + 1 apoi vom schimba rolurile
Iui m cu n.

Deci pentru m fixat i » = k 4+ 1 obtinem:

k m—1
2 2 Chiuag® =1— ¢ 2 Ciyop®.
u=0 v=0

Cum relatia am presupus-o adevirati pentru n = k, obtinem

m—1 m—1

E [Cg+v - C£+,,_,] .pu = Cg;:-ipv'

v=1 v=]
Dar cum
Co — Cz+v—l = 6313-1,
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rezultd cd pentru m fixat si n =k 4 1 relatia se mentine adevirati.
Schimbdm acum rolului n cu m, ob}inem justificarea relatiei care pro-
beazi afirmatia ficuti.

1.2. Se considerd vectorul aleator (X, Y) a cirui densitate de reparti-
fie este f(x,y), —co < T <00, —00 <y < oo si cu funcfia carac-
teristicd o(ty, t,).

Sd se calculeze o(t, /Y = y) in funcjie de o(ty, to).

Solutie. Putem scrie
f(z, y) = f(z]y) fr(y),

unde fy(y) este densitatea de repartifie marginals a variabilei aleatoare
Y. Atunci

ot /y) = S:n el f(zy) dz. |

De aici rezulti ci

o(ty, t) = S

@

S” el e v flx, y) dady =

=" _e'wetfy)fly) dy.

Aplicind teorema de inversiune obfinem

Pt 9)fe) = 5= (7 e-turlty, 1) dt,

si deci
1 (= —ihy, -
P S_Q e~ Mo, t) df
t =
o(t,{y) @)
Cum
fely) = 2_111' S::o e~ihrp(0, ;) dt,
rezultd ci

xR it
S e” ' Yo, ) dt,

ot /y) = - )
S e~ "o, 1) dI,



1.63. Fie (X,, X,, X;) un vector aleator normal tridimensional pentru
care
M(X,) = M(Xz) = M(Xa) =0,

M(X}) = M(X3) = M(X3) = 1.
M(X,X,) = M(X,X;) = M(X,X,) = %
Sd se determine funcfia caracteristicd si densitatea de repartifie a vec-

torului (X;, X,, X;).
Solutfie. Cum matricea de covariante asociati vectorului X =

= (X;, X, X;) este
1 12 1)2
-2=(1/2 1 1/2J=

12 12 1

urmeazd ca

1, _l ,
Pxlt) = M) = T = o7,
intrucit
P-' = (M(Xl)7 M(Xz)’ iu(XB)) = (R Mo t"a) = 0.
Cum
1 172 172y ;¢
'St = (tlv Ly, ta) 1/2 1 1/2 (t2)=
11212 1 ty
=86+ 8+ 8+ 41, + 4it3 + L1,
obtinem
oxll) = ¢ 7 G L)
Avem

: 1 1 -
n(x:O, Z) = mﬁexp[—; z'Z ‘.’c]
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gi cum

detT = —y4
3 1 1
4 4 T4
=21 3 _1
n 4 4
4 4 4
3 _1 _l\ z
f 2 2 2 ‘\
T'E7x = (2,%,, Ts) —% % —% .’tz’:
|+ _1 1}
| 2 2 2 x’,}
=2 (@t + 2 + ) — (5,7, + T3 + 285),
ob{inem
13
n(x;0,2)=W9XP{—;[3($¥+$§+$§)—

— (2,7, + 2,75+ xzzs)]}
1.64. Fie X o variabild aleatoare repartizatd uniform pe [—1,1] si
Y o variabild aleatoare avind densitatea de repartifie

k sin 2z
x2?

g(z) =
Sd se calculeze funciia caracteristicd corespunzdtoare variabilei ale-
atoare Y.
Solutie. X fiind repartizatd uniform pe segmentul [—1,1] are
densitatea de repartitie
L
— dacda ze[—1,1
|3 [—1, 1),
0 daca ze[—1,1)
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gi functia caracteristici

101

o(p) = 1 i gy — Sint,
Pz(t) 2S eitX dg p

-1

Dacid X, si X, sint doud variabile aleatoare repartizate uniform
pe [—1,1], atunci

sin2t
9
12

Pxax ()= (" ha) e dz =
unde am notat prin k(z) densitatea de repartitie a variabilei aleatoare
'Xl + Xz.

Si—n:-f fiind o functie integrabild, formula de inversiune ne di

Mo = 2 (7 e Sy

T J= 12

Pe de alti parte, functia caracteristici a variabilei aleatoare Y
este
or(t) =k Sw eix ST g0
—00 x2
Fie
oy(— t) = 2xkh(t).

Vom evalua functia #. Din compunerea functiilor de repartitie,
rezulti

wy) = o) fly — 2z = 2 (' fy — =) da,

de unde '
2— |yl
——— dacd —2<y<2,
k(y) = 4
0 dacd y <—2,y> 2.

Putem de asemenea determina densitatea de repartitie a variabilei
X, + X, in felul urmitor:

Probabilitatea ca X, + X, <y, pentru —2 < y <0, este egald
cu probabilitatea ca un punct sd se gi#seascd in triunghiul dublu
hagurat (fig. 1.3).
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Avem

22
de unde
h(y) = 2—1"[‘—-2': Y daci y<O.
Axe
7
i e— 7
X
7| 5- \ X+ Xy =U(U>0)
X]*Xz =I/{U<0)

Fig. 1.3.

Dacd 0 > y > 2
Hoy)y=1—-C=-9_ 41 _@2=yp
(¥) s 1 -
h(y) = 2=¥.

4
Rezultd ci

h(y) = 2—‘4'—”—' pentru —2 < y < 2.
Avem

Py(— t) = 2nk 2 —4'” .

Tinind seama cd ¢, (0) = 41, rezultd ca k = !

T
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Deci densitatea variabilei Y este

g(z) = 1 sin: z
~ I

iar functia caracteristica

2— 1

) = ——-.
Py(?) 2

1.65. Sd se arate cd dacd X, st X, sint doud variabile aleatoare inde-
pendente iar X = X, + X, este o variabild aleatoare Poisson (px(t) =
= eMe''-1) atunci X, si X, sint variabile aleatoare Poisson.

Solutie. Din faptul cd X este o variabild aleatoare Poisson
urmeazd cd spectrul ei este marginit inferior gi deci spectrele variabi-
lelor X, si X, sint mérginite inferior. (Spectrul unei variabile aleatoare
Poisson este mul{imea numerelor intregi pozitive sau zero).

Dacd N, reprezintd marginea inferioard a spectrului variabilei X,
si N, cea a spectrului variabilei X,, atunci N, + N, =

S& presupunem cd in spectrul valorilor lui X, ar exista si alte
valori decit N,, N, +1, N+ 2,..,N, + n,..,(n fiind un numir
intre pozitiv sau nul) adicd o valoare N, 4+ n + k (& nefiind numér
intreg).

Atunci

ar conduce la faptul cd spectrul variabilei X nu ar fi format din numere
intregi pozitive sau zero. Acelasi lucru fiind valabil pentru variabila
X,, rezultd cd spectrul variabilei X, este continut in multimea

NyN,+1,.,N,+n,..
iar spectrul variabilei X, in multimea
N, N, +1,...,Ny+n, ..

cu N, +N,=0.

Scdzind din variabila aleatoare X, cantitatea N, si din X, canti-
tatea N, nu modificim cu nimic pe X = X, 4+ X, cici N, + N, =0
si deci X este descompusi intr-o sumd de doud variabile aleatoare
independente fiecare avind spectrul

{0,1,2,..}



Funcfia caracteristicd a variabilei X,(j =1, 2) va fi de forma

Px,(t) = L‘opif’ eltr, j=1,2
o
pi'=P(X;=n), j=12

"X, si X, fiind independente putem scrie

e)‘(ei‘_l) — (i p&l)ei‘” ) (i pfiz) eifﬂ)

n=0 7%=0

sau cu notatia e = Z avem

eMZ-1) — (i ps.”Z”) (i p&"’Z") = g1(Z) g.(2)-
n=0 5=0

Intrucit p{ §i p® sint probabilitéti, cele doud serii scrise in mem-
“brul doi sint convergente pentru |Z| < 1 gi deci definesc doud functii
- £1(2) si gi(Z) (functille generatoare ale variabilelor X, si X, respectiv).

Dezvoltind in serie in jurul originii functia e¥4~1si egalind coeficientii,
avem pentru orice n: :

e X — pp) 4 PP + . + PP > PR,

nl

(p¥ fiind probabilitdti) si prin urmare

—Ayn —Aan
N . A
pg) < e A $1 P(z) d ’

2 <
pgz’n! = pf)‘)n!
pi si p@ sint diferite de zero cici dacd cel pufin una din ele ar fi zero,

atunci 2.(2) g4(Z) ar fizero pentru Z =0, ceea ce nu este adevdrat.
Aceasta ne aratd ci p® si p® sint inferiori coeficientilor lui 2" din

—A
N « o e . .
dezvoltarea in serie a functiilor = e, respectiv —e—-J e*2, Deci gy(Z)

0
si g(Z) sint functii intregi $i cum eMZ-1) nu are zerouri rezulti cd
" nici una din ele nu are zerouri.
Atunci functiile g,(Z) §i gu(Z) intregi §i fard zerouri sint de forma
M2 respectiv €2 cu ky i k, intregi.
Pe de altd parte g, i gz au toti coeficientii din dezvoltarea lor in serie

pozitivi ceea ce implicd

|242)| < p§ + PR + ... + PV B" + ... < &(R)
pentru orice Z situat pe cercul de razd R.
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Inss eME-1 > g.(R) p? si prin urmare pe un cerc de {azéi R, g/(R)

care este maximul modulului |g,(Z)| este inferior lui —e-g erR adicd

Po
8y(Z) (deci §i gy(Z)) este de ordinul 1 cel mult. Teorema lui Lionville-
Hadamard ne conduce in acest caz la faptul ci & Z) = em@)(h,
fiind o functie intreagd) este egald cu ewZ+v. Din faptul cd tofi coefi-

cientii lui g(Z) sint pozitivi, rezultd ci p, >0 iar din g,(1) =
= ¢x,(0) =1, rezultd ci v, = — p,, ceea ce ne conduce la g,(2) =
= emlZ-1) gau incd gy, (t) = emte!é -1 gi analog x,(t) = eutelf=1),

Deci X, urmeazi o repartitie Poisson cu parametrul p,, X, urmeazi

o repartitie Poisson cu parametrul g, cu p, + =2

L56. S@ se arate cd variabila aleatoare

Y =%%n; 0)/(A\X}(n,) + 2, 3(ny))

unde :

— x%(n;0) este o variabild aleatoare repartizatd X2 necentrat cu para-
. metrul de necentricitate 0 si n grade de libertate;

— & st 33 sint variabile aleatoare independente repartizate X2 cu n,
respectv n, grade de libertate;
— N §i A, sint constante arbitrare, nenule;
— 1y = 2g; sint intregi pari, are functia de repartifie

2
Foly) = 325 %, 2049),

unde FS , este funclia de repartijie a mportdlui X'%(n, 0) /X2, iar constan-
tele a,, sint date de

— CVTT + g —9) M
P T —s+1) (O — r)te—s

18

= V¥ T 495~ 9) . AR .
T@)Tg, —s+1) ., —r)te—s

o2

Indicatie. Se fine seama ci functia caracteristici a numiri-
torului este

o 9it
(1=218) * exp (1 - 211)
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iar a numitorului

2 ¢
(A—2in) ™ (1 —2itn) ™" = I (1 — 2it)

=1 s=1

~ §i se aplici formula de inversiune pentru repartitia raportului a doud
- variabile aleatoare. Se obtine

3
n

[exp.(rgi—‘;—m )] 1 —2i1) 2 (@+209)°

F&(y)=%é-'2iﬂg'§;&,,st l ———de.
 unde o
f=im (5 +5)
T .

1.57. Fie X si Y doud variabile aleatoare care au funcliile generatoare
de momente G,(t) respectiv Gy(t). Atunci dacd X gi Y sint variabile alea-
toare independente, rezultd cd funcjia generatoare de momente G(t) a varia-
bilei Z= X + Y verificd relajia : :

Gl =640 G,

! Sd se arate cd din relafia G(t) = G(t)Gy(t) nu rezultdé cé X si Y
- sint independente. ' ~ ‘

Solutie. Fie fy(z) si fo(y) densitifile de repartitie ale variabi-
lelor X si Y, continue, simetrice fatd de zero gi cu functiile generatoare
de momente G,(t), G(t) respectiv. Fie g(.,.) o functie cu valori reale
de doud variabile, integrabild §i astfel incit |g(z, y)| < 1 pentru orice
z g y. _

Fie acum vectorul aleator (X, Y) a cdrei densitate de repartitie
este

f(z, y) = fi(@) fa(y) (1 — g(=, ¥)).

- 84 alegem acum f, =f, §i g astfel incit g(z, y) = (x — Y) k(z, y)
unde k(z, y) este simetricd in z §i y. Atunci :

SS £(@) fuly) (£ — y) k(z,'y) e+ dz dy =0,

67



asa cd

G(t) = M(ex+V)) = SS A ) [ — (z — y) kg, y)] e+ dody =

(§r2) o da = a,
desi variabilele X si Y sint dependente.

L.58. Se considerd variabilele aleatbare independente X,, X,, ..., X, |

astfel incit

—1 1
'Xf:( .]:- 1 ); j=1,2,...,n.
2

a) Sd se calculeze funclia caracteristicé a variabilei aleatoare
”
Yﬂ = 2 aj X]’
JB

unde a,, a,, ..., a, sint constante reale.
" " v 1 . . .y
b) Sé se arate cd dacd a; = o= 1,2, ...,n atunci variabila

aleatoare Y, are la limitd o repartifie uniformi pe intervalul [—1, 1].

Solutie. a) Din enun} rezulty ci variabila aleatoare a,X, are

repartitia:
-4 g
%X, 1 1
2 2

gi deci functia caracteristicd:

elt aj + e—ite;

‘P;(t) = >

= CO08§ a,t.

Cum X,, X,, ..., X, sint independente rezult¥ ci functia caracteris- ;

tici a variabilei aleatoare Y, este dati de expresia

Pya(t) = M(ei*¥n) = M(I"I eua,x,]= ﬁ M(ei%asXs)

j=1 j=1
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deci
” ”
Py, (t) = I o4(2) = IT cos ta,.
je=1 . i=1

b) Functia caracteristicd ce corespunde unei variabile aleatoare
repartizatd uniform pe intervalul [—1, 1)] este datd de

11 i —it  sint
— Xy . — e — & - __—.
o(t) = M(e") = 2 S—l e dz = 2it t
Dacd acum scriem succesiunea de egalitéiti
. 1.t t 1 t
sin t = — sin — c08 — =—sin— cos — cos — = ...
2 2 2 22 .22 22 2

1 i i t {
ee = 2— sin -2— COS — €08 —— ... CO8 — COS —

2n 271 22 2
~ atunci
ﬁ { sin { sin {
C08S — =
j=1 20 1t tsin -
\ on on 2
t
2

De aici rezultd c#

. . in £ ni
| lim Py, (i) = lim —Li— l— = o(t),
! 1n=p0 =)0 sing'
i
i
2%

ceea ce dovedesgte complet afirmatia ficuta.



Capitolul II

TEORIA SELECTIEI

1. Fie X,, X,, ..., Xn, n variabile aleatoare independente repar-
tizate :

a) Normal de medii .y, ps, ..., iy $t dispersii o}, o3, ..., 62 |

b) Gama cu parametriv. By gy weey 0y §1 By, Bay oovy B j

c) Poisson cu parameirii Ay, A, .., Ay i

d) Binomial cu parametrii ky, ks, ..., ky $i Py, Py, oy Pue

e) Binomial negativ cu pammetru kl, Koy ooy Koy §l Py P2y voss Pa

Sd se determine repartijia variabilei aleatoare X, = —E X,.

Solutie. Pentru a determma repartitia variabilei aleatoare X,,
vom folosi metoda functiei generatoare de ' momente.

Functia generatoare de momente pentru media a n variabile aleatoare
este ‘

— & " L X4 }
Me:x..:M[exp ;EX‘] = M[H Me* ] |
T J 1 : ‘

Cum variabilele X,, ..., X, sint independente

_x‘

M e%n = HMe” s

iar daci (Xl, X,, ..., X,) constituie o selectie dintr-o populatie in care |
caracteristica X este o variabild aleatoare, atunci

Met%n — (M e"x)”'
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@) Cum funciia generatoare de momente a variabilel X este

a%l

M ¥t = exp (y.d + I

urmeazii ci
2 l 7 1 7. 2
M e % = exp| — { + — ait? |»
(35 wt+ g i)
care este functia generatoare a unei variabile aleatoare
12 1 2 2
M(FDe 5
Observafie. Media de selectie, In acest caz, are densitatea de repartitie

[(Zn) = exp [— (Fn — w2262 )], — 0 <Zp <

Y 2re?/n

b) Cum funciia generatoare de momente a variabilei X; de densitate de repartilie:

i,( 1) _ a1 e B, 0T < 0, oy Pi>0
1) Bs

este ) )
M et Xt = (1 = Bet)™™

urmeazi ci

M % = f[ (1 - &5)_“'-
1

n

Obserrafie. Media de selectie are densitalea de repartifie

gie—le " EiB, 0 < 2, < o,

1
Ep) = ————————
e

deoarece in acest caz
Oy = Oy == .0 = O = 0 Bi=B:=1. = fp =f.

Aceasta aratd cii media de sclectie este de asemenea o variabild aleatoare repartizati

gama.
¢) Cum functia generatoare de momente a variabilei X; este

M Xt o—Mll=¢)

gadocst]

Me%En—e 1 .

urmeazd ci
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Funcfia generatoare de moniente a variabilei ¥ = nX, se obtine inlocuind pe { prin “

at in funcfia generatoare a variabilei X, ob{inem:

”
_ _ =3 Ml(1—et)
MelY = Ml Xn — Me(fn)xn =@ 1

»

care nu este altceva decit func{ia generatoare de momente a unei repartitii Pois- |
”

son de parametrii ), 3 = A.
1

Urmeazi cd functia de frecvenid a variabilei y este

—ZA '
Py = ST,y s,

Ficind transformarea X, = ¥/n, obfinem
n N " N nx,
exp | —
_ e -5 (84) L s s

Pz ;o Ep=0,—, = yor
(n) (nin)! n n’ nv n

Urmeazi ci o sumd de variabile aleatoare independente repartizati Poisson este

o variabilid repartizati Poisson insi media unor astfel de variabile aleatoare nu
este 0 variabila Poisson.

Observagie. Media de selectie are funciia de frecventi
e— " (n)‘)ni,; .

P(Zq) = @z

d) Functia generatoare de momente a variabilei X; este

Me i< piet + (1 — poI™,

ceea ce permite si scriem
3

n
M %= Iipie® + @ — poit.
in cazul in care p, = p, = ... = py = p, atunci
' 12
- L Tk
MelX,.:[pen + (1 _p)]l s
care nu este functia generatoare corespunzitoare unei variabile binomiale.
”
Variabila aleatoare ¥ = nX, = 2 X are functia generatoare de momente
A

oL
1
Me¥ =MeME et 4 1 - gt
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”
ceea’ce aratd c# Y-urmeazi o repartitie binomiald de parametrii 2 ky si p; dect
1

”
Zk;—y ”
P@) = C, it —p 5 ¥=0L2.3 k.
pY !
1
Ficind transformarea X, = Y/n obtinem
3, hnZ
_ _ 1= 1 2 1 &2
P(Zq) =C';‘m” p"-',‘n (1—p)l ; Ty =0, ;’ ;’".,.’:2&

Zh
1

care nu este functia de frecven{i corespunzitoare unei variabile repartizate Poisson.
Observajie. Media de selectie are functia de frecven{i

= = - 1 2
P(En) = Ci ™A =), Bn= 0, —1 — ek

¢) Functia generatoare de momente corespunziitoare variabilei X; de funclie de
frecvents

P@x)=CH7_ P —p)s 2=0,1,2,..
este
Me Xt = phi[1 — (1 — pi) e ™™,
ceea ce permite si scriem

i
— " —
MeE =TI p} 11 — (1 — pe™1™™-
‘.

| - n cazul in care p, = p, = ... = py = p, avem
” ¢ 7”
—= P vl Tk
MéXn=plli—@—pel ' .
i Dac# punem Y = nXy, oblinem

” ”

_ Sk -k
MY =MeME —pl H—1—pe] ',
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expresie ce reprezintd funciia generatoare de momente a unei variabile repartizate
”

binomial negativ de parametrii 2 ky 51 p; deci
1

o ”
Zk(—l pLT
Pp=c' pl a—=p¥; v=01,2,..
y+ 3 ki—1
1

Folosind transformarea X, = Y/n obiinem

”n »
3 k-1 R _ 1
P@E)=C' , p' (1—p"n, g,=0, —s —,
ni,.+z ky—1 n n
1

Observatie. Media de selecie are funclia de frecvenii

— k F, - 1 2
P@n)=Chlt 1 P (A —p)"™, Z, =0, A

IL2. Dinir-o populatie normald cu media 12 probabilitatea cu media
de selecfie corespunzitoare unei selectii de volum 16, si depdsascd 14
este 0,24. Care este probabilitatea ca o singurd observatie din aceastd
populalie sd aibd o valoare mai mare decit 14?

Solutie. Media de selectie Z, este repartizatii de asemenea nor-
mal de medie p §i dispersie o?/n. Avem

Pz, > 14) =024 sau 1—P(Z, < 14) = 0,24

Urmeazi ci

02 =1— p(2=t “-12)
P(“/ﬁ< o /4

de unde
0,26 = 1 — @(g); d)(%) = 0,76.

Din tabele gisim

% = 0,71 sau o = 11,26.
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Deci

P($>14)=1—P(x<14)=1_p(y< 1411--2(152)=

=1 — ®(0,1776).
Din tabele gisim @ (0,1776) = 0,9616, de unde P (x> 14) = 0,0384.

IL.3. Dacd presupunem cd greutaiea unor oameni este repartizaid
normal cu abaterea medie pdtraticd 2, care trebuie sd fie volumul selectiei,
pentru_a fi siguri (probabilitatea 0,99) cd media de seleciie nu diferd
de media populagiei in valoare absolutd cu mai mult de o unitate?

Solutie. Prin ipotezd A
P X, —r| <1)=0,99.

Putem scrie
PUX, —pl<l)=P—1<X,—p<l)=P(-Lcp<Vr)=
2 )
—20 (L) -1,
si cum
Vn
20 (7) —1 = 0,99,

m(l’.z—f) = 0,995,

Din tabele gisim cd L = 2,58 de unde n & 26,

I1.4. Se considerd doud populafii caracterizate de variabile aleatoare
independente avind repartific normale de aceeagi medie si abateri medii
pdtratice 5,10 respectiv 8,30. Presupunind cd din fiecare populafie se ex-
trage cite o selecjie de volum 81, sd se gdseascd probabilitatea ca diferenia
dintre mediile celor doud selectii, in valoare absolutd, sd depdgeascd 0,80.

Solutie. X, — X,, este o variabili aleatoare repartizati

N(O, ‘5—’”’;’8’_1‘8’_‘”1) ) adicd N(0;1,16).
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Urmeaza ci
P X, —X,|>080)=1— P—080 < X, — X,, <0,80) =

-1 ~[ofe) o~ -2[e(22) -

gi din tabelele ® (%f—z) = 0,7549, ceea ce ne permite si scriem

P(| X, — X,,,| > 0,80) = 0,4902.

IL6. Dintr-o populatie normalé de valoare medie 80 si dispersie
40 se extrage o selectie de volum 400 i dintr-o populatie normald de valoare
medie 76 st dispersie 180 se extrage o selecjie de volum 200. S¢ se gdseascd
probabilitatea ca:

a) Media aritmeticd a primei selectii sd fie mai mare decit media arit-
meticd a celeilalte selecfii cu cel putin 5 unitdji.

b) Diferenta mediilor celor doud selectii in valoare absolutd sd fie mai
mare decit 6.

Solutie. a) Trebuie si calculim P(X,, > X,, + 5) sau acelasi
lueru P(X,, — X,, > 5),

X,, — X,, este repartizati IV (80 — 176, §)+£0—(:)} sau NV (4,1). Deci

PX, —X,,>5)=1—PZX, —X,,<5) =

5—4
=1 d)[ : )_1—<I>(1)=0,1587.
b) Putem scrie

P(anx_X”al>6)=1_P(_6<an_X”:<6)

§i cum

P(—6<X, — X, <6) = @("“4] — 0 (‘ —"*) = 0,9772,
1 —1
obtinem
P(| X, — X,,| > 6) = 0,0228.
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IL. 6. Se considerd o populafie in care caracteristica subcercetare
X are densitatea de repartiie :

fz;0)=1g¢ dacd z > 0,
0 dacd z < 0.

'Y

|

Pe baza unei selectii de volum n sd se afle funcjia de repartifie a variabilei

Y — 2nZE,
0
unde

:!

1
L
Solutie. Prin definitie avem

Gly) = P(Y <y) = P(% <y) =p(z,,<%).

Pentru a afla functia de repartitie a variabilei Z,, vom determina mai
intii funectia caracteristica :

j—

Pz, (u) = M(eiFm) = M(e =y ) TT M’ ™

-
o)1

ifu\~

Pz, (1) = (1—— ,

Cum

urmeaza cd

functie caracteristicid care coréspunde densitétii:

X

g(x;6)=|(€)__:::)e_, z > 0.

0 z < 0.
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Asadar

-9-}-' nx

2n ——
S " le © dz,

Gly) =

sau punind (2rz[0) = 2

O”P(n)

G(y) = Sy ™te Z ds.

2"1‘( n)
Observim c# G(y) este functia de repartitie a unei variabile aleatoare
¥%(2m) si cu parametrul 1 gi prin urmare 2: reprezintd o variabild
X%(2n) ¢i parametrul 1.

IL. 7. Seconsiderd variabilele aleatoare independentele X,, X,, ..., X, cu
repartifiile caracterizate de funcliile de frecventd

oc,Of'

2
r,=123 .; 0<0, <1, o'=—Ig(1—0).

Sd se determine repartifia sumei

Z == iX,.
j=1

Solutie. Calculim mai intii functia caracteristici a variabilei
aleatoare X:

- ige
Px,(t) = M(eiXs) = Eeuk “Jof o 2 (910 )

k=1

P(X,=$j)= ? j=1,2,...,n

= a,(—Ig(1 — 6, e®)).

Cum X,, X,, ..., X, sint independente, rezulti
. (¢) = JT o [—Ig(1 — 6, e)].
j=1

Aplicind formula de inversiune putem scrie

5 I -izt 3y B(z;0,, ..., 8p)
P3O s 60) 2r S-n e0) e d z1 9(8;; -.. On)
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pentru z=n,n+1, ..,;n=1, 2, 3,...
s1 unde

205y 0,) = q [—lg(l — 6,)],
| 1

2107, .., 00
B(z;6;, ..., 0,) = kit Lt 2
">0 Ty vees T

N1+ oo Frp=2

IL. 8. Fie (zy, %y, ..., %) 0 selectie de volum n dinir-o populajie carac-
terizatd de variabila aleatoare

X: (O A 1 )
P 1—p

Sd se afle repartifia variabilei aleatoare

—— >~ (5 — 2

i=1

§% =

1 "
(unde z=— > x‘)-

i=1
Solutie. In conditiile problemei putem scrie

PX=2z)=p"1—p)" 2=01; ¢g=1-—p.

Daca
Y = é:xt = é x?‘a
$=1 =1
atunei
PY=y)=Cip'q"?; y=0,1,..,n
Cum
" ” 2 Y y2 Y 1
(n—i)s2=§x%—(i§_:{x,] =YX —ym_1l,
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rezultd cd s2 poate lua numai valorile

. . 1 .
c=in—1i) =D ; i =0,1,..[r/2],

unde [n/2] este cel mai mare intreg, mai mic sau egal cu%-

De aici urmeazi ci

P =c¢) = P(nY — Y2 = i(n — i)) = P {(Y —nf2e=

=(i- 5)} PUY =i)U(Y=n—i)=

= C' (pn-zt + qﬂ—zt),

pentru i < n/2.
Daci n este par §i i = n/2,

P{s? 4n — 1))— ”pzq )

IL. 9. Sd se arate cd dacd z,, z,, ..., 2, este o selecfie dintr-o populafie
in care caractersitica sub cercetare este o variabild aleatoare X repartizatd
N (0,6%) atunci media de selecfie este independentd de dispersia de selectie.

Solutie. Pentru n =2, avem
(2, _32)2+(x2_£2)2_(a:,—x2

ceea ce arati cd suma patratelor abaterilor de la media aritmeticd
poate fi exprimatd ca patratul combinatiei liniare

@ @
Vz y2

Cum

urmeazi cd aceastd combinatie liniard are media O g§i dispersia o

Similar, pentru n =3

(51— B + (5 — B + (1 — 2 = (B2 4 (AEBZ2a),
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Pentru al doilea termen al membrului drept, avem

Se=mtm—m= 0 D=t
ceea ce aratd c§ combinatia liniard

T, x, 215

Vet Ve Ve
are media O si dispersia o

Folosind faptul ci date variabilele Xa,z, si Zb,z,, Tab, =0 este
o conditie suficientd ca variabilele sd fie indepenéente, gisim

1 1 1 1 2
ab et —— s —== O..__.= 0
2 14 V_2 VG V_2 V5+ VG b}
ceea ce aratd cd
T — Tg §i X — Ty— 2w,
V2 K

sint combinatii independente.
In cazul unei selectii de volum n

” _ n—1
2(.‘1?‘ - xn)2= 2Z%9
=1 i=1
unde
| 1 !
Zl=-y—_2'$1—"y——2-x2v
1 1 2
zz=7‘—é$1+7—§xz—ﬁxav
z =1 g +—————__1——x + ‘+
=Vt n b Ve+n o (ILA)

+ ————_1___ z z Tr+1
Vet D " Vie+D

A’ 1 1
4 —_— 1+_——_—_—_x2+...+

-1 = Ya@r —1) v ¥ 'n{n—1)
1 n—1
l YVt " T Vam-D o

6 — Probleme de statistici — c. 1608 81



Variabilele z,, z,, .., 3,_,, sint independente, toate avind media 0 §i

dispersia 62 Deci = este repartizatd N(0,1), si
[

, ”
— z)2
i 024 ¢ o? o?

| -este repartizatd x2(n — 1).
. . b
Fiecare combinatie liniard din (II. 1) este independenty de Z = ==L

n
Urmeazd ci Z este independenti de toti %, si deci de dispersia de selectie.

|
v Lo, . oo . 1
IL 10. Sd se arate cd media Z gi dispersia s* a unei selecjii dintr-o
_populatie in care caracteristica sub cercetare este o variabilé aleatoare X
avind o repartifie simetricd sint necorelate.

IL. 11. Fie x,, ..., , o selecjie dintr-o populatie in care caracteristica
sub cercetare este o variabild aleatoare X avind densitatea de repartifie

k
—e 0 pentru 0 z < 2,

f((x)=1{0
0 in rest,
unde k' = (1 — e—xl0),
Sd se determine densitatea de repartifie a mediei de selectie Z,.
Solutie. Funcfia caracteristici a variabilei aleatoare X avind
-densitatea f*(z) este datd de
o'(t; 2) = k{l — exp[—— 21— iez)]}/(i — i 61).

- . . . . o . . se "
Prin urmare, functia caracteristici a statisticii Yn=2) x, este.
1

O"(4 ) = 30, et — i 1y, v
r=0
unde
b, = (—1)" Cikme-r=uo,
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Din formula de inversiune giisim functia de repartitie a statisticii yn.
’ . @ 4 _ e—it
S = o=\ A et ) de =

= Eb S*” L:i_—— eistrnl® (1 — i) d< (I1.2)
unde
c=10 si 2, = y.[0.
Functia caracteristici a repartitiel Gama, avind functia de repartitie

a __—u(n-x)d
Galz) = S ey dy

este datd de
dalm) = (L —in)™ -
Integrantul termenului de ordin r din (II. 2) este
[(L — e=i%s) fi] Yal=) €50 = [(1 — e=1720) [is] M (),
unde
K{7) = e, (7)
este functia caracteristicd corespunzitoare functiei de repartitie:
G2, — 12,4 /0).
Deci functia de repartitie a statisticii ¥, este datd de
5" (Yn) —-'gob e [”" e’%] (IL3)
unde Gu(yn — 7o) = 0 pentru y, < Z.
Din (II. 3) obtinem funciia de repartitie F,(Z,[0) a statisticii Z,.
Obs-rvafie. Cind X are densilalea de repartitic

1 -0

flz) =

pentru  0<x <00,

0 in rest,
n¥,/0 urmeazd o reparlitfie gama cu parametru n §i
1

dF:(Zn|0) = fa(Zn|0) d%n = T o= Eal0 (nZa/0)"* AF (nZn[B).
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IL. 12. Sd presupunem cd arderea unui anumit tip de bec de luminat
esle astfel incit probabilitatea ca un bec de acest tip luat la intimplare sd
se ardd in intervalul de timp (t, t + dt) este datX de

f(t)dt = ce™dt, t> 0,

unde c este o constanid pozitivd. Fie t,, ty, ...y b, duratele de functionare
<corespunzdtoare a n becuri luate la intimplare din aceste tipuri de becuri
ST Ly bigyy oo Ly Statisticile de ordine corespunzdtoare. Sd se determine
probabilitatea ca becul cu cea mai mare duratd de functionare (t,) sd
se ardd in intervalul de timp (4, u + du).

Solutie. Functia de repartitie a duratei de functionare, este
F(t) = S'_nf(t) dt = S; cetdi=1— e
$1 cum
G(u) = Pt < u) = F'u) = (1 — ™",
urmeazd cd

dG(u)

olu) =
8(w) = —

— nc(i _ e—cu)n—x e—cu’

«ceea ce aratd cd probabilitatea ca becul cu cea mai mare duraty de
functionare s& se ardd in intervalul (2, uw + du) este

g(u) du = ne(l — e™e*)*1 g cu gy,

II. 18. Presupunem cd verigile de un anumit tip folosite pentru alcd-
duirea unor languri este astfel incit rezistenta la rupere X a verigilor are
densitatea de repartitie’

(m + 1) (m + 2)
———2"™c—12), 0 ,
fay={ o T C—h O<a<e (IL4)
0 in rest,

‘unde ¢ st m simt constante pozitive.

Dacd un lant este alcdtuit din n verigi de acest tip luate la intimplare,
«care este densitatea de repartifie a rezistenjei la rupere a acestui lang?

Solutie. Deoarece rezistenta de rupere a lantului este egald
-cu rezistenta la rupere a celei mai slabe verigi, problema pusi se reduce
la géisirea probabilité{ii elementare a celui maj mic element 2, al se-

lectiei de volum # din populatia in care rezistenta la rupere are densi-
tatea (I11.4).
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Functia de repartitie a rezistentei la rupere este

Fo)= (| _fla) da = ELEER( on — a)do =

cm+2
— (m + 2) (cﬁ)mi-l _ (m+ 1) {;)7"%’2
§i cum
G(v) = P(ty, <v) =1 —[1 — F)T",
obtinem
dG(v) - n(m + 1) (m + 2) o™

do cm+2

g) = X

X [1 —(m+2) (-:-]"m + (m+1) (-:—)m”]n-‘ c—v), 0<v<ec

IL 14. Fie 2,, T3, ..., T, 0 selecjie de volum n_dintr-o populajie in

care caracteristica sub cercetare este o variabild aleatoare X repartizatd
uniform pe [0,1] §i %o, < Ty < -0 < Ty Statisticile de ordine corespun-
zdtoare :

a) Sd se gaseascd M(zq) st DX (@)
b) Sd se gdseascd repartifia limitd a vectorului (U,V) unde
U=mn+1Dzy si V=0+1)0— Zm)
Solutie. a) Avem
Pz, < z) =1 — Pz, 2 %)

si cum

P(ay > ) = P(minz, 3> 2) = [1 P(z, > o) = [1 [ — Pla, < )],
4 1 1

rezultd ci
P(xu) < x) = 1 bt (1 _— x)".

Priin urmare densitatea de repartitie a variabilei aleatoare =z, este
n(l — z)*.
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Deci

. . _ .
M(:z:m)=nS0 (1 — 2)"'dax = porel

1 2
M2==Sﬁ1— dp= —2
(@) =n) X1 — )" dz (a + 12 + 2)
si
= M(2%,) — M2 = .
D¥(y)) (7)) — M¥z,,)) Ty
b) Probabilitatea elementari a perechii (1), (ny) este
n(n — 1) (y — z)** dady.
Tinind seama ci
v
’
. n-+1
rezultd probabilitatea elementard a vectorului (U, V):

Tr = ’
-on+41

y=1-—

n (1_ u+v)”—2dun—l do.

n—1 n+1 n+41

Repartitia limitd a vectorului (U, V) (pentru n—>oo0) este caracte-
rizatd prin probabilitatea elementary

"M dudy = e du e do,

ceea ce aratd cd variabilele aleatoare U si V sint asimptotic indepen-
dente.

IL 15. Fie z,, @, ..., z, o seleclie de volum n dintr-o populaie in care
caracteristica sub cercetare este o variabild aleatoare X avind densitatea
de repartifie €0 <z < 00) §i Ty, < Ty < .. < Zimy, Statisticile de
ordine corespunzdtoare. ‘

a) Sd se determine probabilitatea elementard a statisticilor Ty §I Ty

b) Statisticile de ordine determing pe aza ox n segmente consecutive.
Ftie uyy uy, ..., u, lungimile acestor segmente. Si se determine probabili-
tatea elementard a vectorului (uy, u,, ..., u,).

Solutie. ) Avem

Plag, > 2) = n Pz, > a) = TI[1 — P(z < 2]
1
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$i cum
Pz, < 2) = S etdt=1—e, (IL5)
0

ob{inem
P(x(l)' < x) = 1 —_ [1 - (1 —_ e*‘t)]”.
Deci densitatea de repartitie a statisticii z,, este ne™”. Tinind
seama de (I1.5) obtinem
P(z < z) = Pmax z; < 2) = [[ Plz, < 2) = (1 — e )",
' . 1

de unde rezulti c# densitatea de repartitie a statisticii z, este
n(l — e™)" e

b) Probabilitatea elementard a vectorului aleator (2, T, «-» Tm)
este

nle M e~ *@ . e” "™ dxyy, Az ... dZn),

deoarece statisticile de ordine se pot repartiza pe axa z-lor in n! moduri.
Urmeazi ci probabilitatea elementard a vectorului (u,, us, ..., u,) este

nle—te—(utu)  e—lwtust . tun dy, du, ... du,
sau
ne" duy(n — 1) e~t=1 % du, ... 28~ %1 du,-g e~* du,
ceea ce arati ci variabilele u,, uy, ..., u, sint independente, u; avind
probabilitatea elementard ne—*: du,, iar u, probabilitatea elementara

(n—k 4 1)e-n—F+hux dgg,,

11.16. Fie x,, %,, ..., T, 0 selecjie de volum n dintr-o populajie in care
caracteristica sub cercetare este o variabild aleatoare X avind funcfia de
repartifie F(z) si densitatea f(z).

Dacd x4y, Tizyy «-ry Ty SINE statisticile de ordine corespunzdtoare acestel
selectii sd se determine probabilitatea elementard

a) a statisticii %,

b) a vectorului (z, T)-
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Solutie. a) Pentru ca valoarea z,, s& se giiseascd intr-un inter-
val de mérime 3, centrat in z, trebuie ca elementele selectiei si se

repartizeze ca in hgura I1.1.

*r
(r-7)
-
x 2 X+
X
Fig. IL 1.

Probabilitatea ca

8
Tiayy Tgyy ooery Tr) < T — Py

este
-1

(S  f(2) d:c) =[Flzg)]™,

(intr-o succesiune dati)

x(,,E(:c - %’ z + %) este {f(x(r)) 8)

Sy 2 > 545 este ({7 o) da] =11 — Flant
)

(intr-o succesiune dati).
Urmeazd cd probabilitatea elementard a statisticii z, este

nl g .
r—=1!1l(n— r)l[F(x"’)] [1 — F(@n)I" (%) dz

sau

B(r,n -1 r+1) [F(2:)]™ [1 — F(2))I" f()) Az (I1.6)
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"b) Avem situatia din fig. 11.2.
Deci probabilitatea elementard a vectorului (2, z,) r<s

este

[F(xe)l™ [F(x(s) — F(xe))® ™ [1 — Fx(s))™*
B(r,s —r)B(s,n — s 4+ 1)

Flg. 11. 2

[(@) [(%) A2y A2y -

I1.17. Sd se determine repartijia asimploticd penitru n—>co a statis-
ticii ).

Solutie. In (1I1.6) facem transformarea y = nF(z); obtinem

) =g () (3 )

Dacd n — oo, r raminind fix

. -1 g T'tn+1)
lim dH -1 ”d)hm )
nﬂ W) = (I‘()y yn-ml‘(n—r+1)(n—y)r
Cum
T+ 1) = &V + 1) daci n+1=N+4r
Ta—r+1)@n+yr INYN-@+1=-1)
si
1‘(N+r)=1
n» I'(N) NT !
obtinem

7+

lim dH(y) = lim dH,(nF(x) —d( S 41 gt dt}

I1.18. S& se determine repartifia asimploticd a cuantilet empirice de
ordin p.

89



Solutie. Cuantila empirici de ordin p este definitd de F(z) =
= p si in cazul in care np este intreg, este Z(n,,1)-

Din (I1.6) urmeazi c& Z(np,;) are probabllltatea elementari
F "2[1 — F(x(apsn))™-!
[ (x(ﬂp+l))]B(n[p - (:;)Pé-l))] f(x("p+1)) d$("p+1),p + q = 1 (11.8)

Daci in (IL.8) punem y = F(%y,,), iar apoi u =2—£
: Vpaln
succesiv _

obtinem

n!

e nP1 ng-1
Py — y"?(1 — y)" dy,

nlng ne-1 pq
(np)l(:zq)'[p+” ][1 J V du

sau

W!P”’[1+uv—] q""[i VM] V””"_ du. (IL9)

e

o —onlrileoe
— exp[np (u ,,T,, T+ uzel)]

[1 - uv ]m —exp[nqlg t- “Vj)]

nq

— ol (- e[ 55 o]

$1 dupd formula lJui Stirling (pentru p — oo)

Deoarece

n! ~ 1
(np)!(ng)!  p"Pq"@ { 2znpq

din (I1.9) urmeazi ci u urmeazi o repartitie N (0,1) (fig. I1.3).
Fie z, cuantila de ordin p

F(z,) =p
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Dupi formula lui Taylor gédsim
F(x(npﬂ)) = F(xp) + (x(ﬂpﬂ) - p) f(xp)
sau
v—p,
f(xp)

Tinp+) — Tp =

o o 1 1/pe
T... —— I EL).
ceea ce aratd cd x,,, este repartizatd N ( », f(:c,,)Vn) ,

AR (x)

—-— l
i |
: I |
2/n1 —- | ]
A |
X %2 Xnpe1) x
Fig. I1I. 3

11.19. Sd se determine -reapariijia asimptoticd a vectorului bidimen-
sional avind ca componente cuantilele empirice de ordinul p, §i py(ps > py).

Solutie. Din problema I1.18 se stie c& ZTinp+1) este asimptotic

repartizatd N (xp,, i ! 3 Vp,_q,), Zwp+1) este asimptotic repartizatd
Tp) ¥ 1

N(x,,,, 1 &’2).
f(xp,) n

Dacd in formula (I1.7) din problema II.16 punem y, = F(z,), ¥, =
= F(z,) gisim pentru vectorul (y,,y,), probabilitatea elementarad

y—iys — 11 — /) and

e —nBen—s+ D Wds 0<y <y < 1.

Se observi cd repartifia acestui vector este independentd de repartifia
lui x. :
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Deoarece probabilitatea elementard a statisticii y, este
g1 — g)"T
Bron—r+1) 0Yn
urmeazd cd probabilitatea elementard a variabilei y,|y, este
B(r,n—r+1) ( Ys — Ur )8_’_l(1 — Ys )n—s d ( Us ). (11.10)
B(r,s —r)B(s,n—s+ 1)\ 1—y, 1—yy 11—y
Cum

B(r,n—r 4+ 1) —_ 1
B(r,s—r)yB(s,n—s+4+1) Bs—r@n-s+1)

l—ya=1_ Ys — Yr,
11—y, 11—y
din (II.10) urmeazi c# variabila #
= Yr lyr
n—s+1); deci y,|y, este repartizati y, + (1 —y,)B(s—r,n—
—s+1).
Asemiindtor, gisim cd y, |y, este repartizatd y,B(r, s — r).
Dacd punem r = np, + 1, s = np, + 1, urmeazi & Yup+1| Ynp+1
este repartizatd ca Ymp,+1B(np, + 1, np, — np)).

Pe de altd parte

este repartizati B(s —r,

Ynp,+1 este asimptotic repartizatd MN(pz,V%gz-) (I1.11)
si deci

B(np, + 1, ng) ~~ N { Do V@) ,

B(np, + 1, np, — np)) WN[’% i V%(l - —’::]] ’

Ynpyt1 | Ynpy1 ~~ IV (Z—;yup,+l ) %:- ?Inp.+lv p;p:pf‘) (I1.12)

De asemenea
Ynpr1~> N (Pl, Vpl—nql)' (11.13)
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Din relatiile (I1.11) — (I1.13), urmeazd cd vectorul aleator (y,,,,ﬂ,
Ynp,+1) are, asimptotic, densitatea de repartitie:

1
——exp| — 1 y:"’“ -
2,5, 41%npy+1 V1P 2(1 — p*) \ onpy+1

_gp Tnpti Bkt | Giprs )],

2
Onp,+1 Onpytl Onpy +1

unde
Tnprt1 = Ynpt1 — Py Fnpet1 = Ynpyt1 — P2)
M(ynp,+1) = Pys M(Yup,+1) = Pa

P11, 2 " Pz V P12,
— O, = =X = — .
n npat+1 T P Pally

Dac# z,, §i 2, sint cuantilele de ordin p,, respectiv p,, folosind formula
lui Taylor gisim

2
Onpy+1 =

Yup,+1

Tiupy+1) — Tp,~———»
' " M=)
Tnpyt1

Tiupys1) — Tpy ~ — 222
f(x,)

Deci
22 =)
(x(,,,,,+ 1 — Zp, 0 2

unde Z, matricea de covarianfe, este

1 pe 1 pn

") n &) lE) n
Tt _pm 1 _pm
@) @) n @) n

11.20. Se considerd o selectie de volum trei : z,, &,, z; dintr-o populagie
de repartitie arbitrard si statistica ordinei corcspunzdtoare Iy, Tz, L.

Notind z3)(2i,, Tiyy ooy Biy) 1 < j K m cel de al j-lea numdr in ordine
nedescrescdtoare dintre %;,, Zi,y ..., Zi, S& se exprime in funcfie de z,, T,, x3:

X(sl)(xh By, T3)5  Xi)(&1, Tpy X3)s X2y, %y 3)
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Solutie. Vom con51dera mai

intii cazul unei selectii de volum
n = 2. Atunci : :
. - x +x |2 — x4
X(zl)(xla Zp) = min (1), Z,) = - 2 : = 3 2,

¢ ’ 4y | T — Tl
A(2’2)(3:17 Z5) = max (z,, T,) = ‘2 2 4 12 2l

De aici rezultd ca

X¥(x,, %5, %3) = min (X(zx)(xn Zs), X(zl)(xzy 7)) =

= min (min (2, &,), Min (z,, z3)) =

— X{(a, ) + Xb(ee 2 _
2

IX?l Nz, X)) — X?l)(zz» )l _
2

:c,+x2_]x! —x2|+:cz—x3_la:2—a:3]
_ 2 2 2 2
2

T+ T _lxl —le_a:2+x3+lx2 — 5!
2 2 2 2 ]
2
1
;{x1+2x°+$3—|371—$2|"|x2_$a

—|x1+-’”3—|x1"x2|+|372—w3”}

S4 gisim acum expresia variabilei X¥(z,, ,, 75)
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Putem scrie pe baza celor de mai sus
Xiy(@1, @3y 23) = max (X1, 22), Xy 23)) =

= max (max (&, &p), Max (y Z3)) =

= e 2 + X ) | X, @) — Xy 2]
2 2

:1:,+:c2_*_|atl —le+n:2+x3 + | 2y — 24}

2 2 2 2
= 2 +
x,+x2+lxl—:tz|_a:2+x3_|x3—x,|
L2 2 2 2 |
2

=%{x1+2x2+x3+le—le—}—la;z—x,,[-}-]a:l—xs—l—

+ lxl— Ty| — | @y — 333”}
In fine
X?z)(xn Tgy T3) = X?l)(X(zz)(x,, T)y X%, 2g), Xpy (%3 24)) =

. _min (XCay(z, 35), Xoy(op 2)) , _min (NEy(ay 29), X 21)) o
2 2

| min (X{a)(x,, @), X)(®a 23)) — min (X 13), Xy 2,)) |

315 Z)+ XEoy(Tas @) —| Xy (2, 20)— Xy (s 25) |+ Xy )+ Xfo) (3, 2,) — | Xo)(@0 T3) — Xio)(25,%,)

Ficind inlocuirile corespunziitoare §i simplificarile care apar ob{inem

1
X(sz((xnxzaxs)=§{2x1+3x2+3x3+|w1"‘x2| + 2] 2y — 25| +

+ lzg— 2] — | &, — 25+ 2, — 2, | =2y — 23]l — | 2 — 2, +
- +|$z—xal"‘|x3—-'”1”" |2, — %3 4| 2 — Tp] — |2 — 23] —
—Iml—x3+[x1-—a:2|—|x2—x3 ||+|xz—x1+

—|—|x2—x3]—]x1—x3|||}.

Observafie. In general pentru o selectie de volum n: x;, x,, ..., Xp
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dintr-o populatie arbitrard putem scrie
X(0)(xy Zay oees Tn) = X%l)(x?i;l(xx: Ty yeres :c,.._l);X?ﬁl(.’tz, wees Tn))s

X?n)(xp Xyy weey Tp) = X%2) (X(':D_—ll)(zp Xyy veny Tppmy) ;X?n——ll)(xzy weey Tp))

si
X051 Tas voey Tp) = X&)(X{',-—_ln(x,, Tgy vees Tpgmp)s vers X?j__ll)(xn, Ty veer Tpeg))
(G=23.,n—1)
sau echivalent
X0y (Eps Tay oves Tn) = XQYXG) (E1s Tay wves Eny)s wees XiG) (Ens Tps eoer Tnp))

IL.21. y,, Y, ..y Yn urmeazd o repartifie multinomiald cu functia de
frecventd.

m! L
f(yh Yy vy Yn) = " II p¥ (11.14)

I"[ gg! 1

unde
.pi h 1/"’1 1 < i < n

Dacad

1 2 o %

y=;2yi si s*= 121_‘,(%—?7)“,

sd se arate cd
M(s2) = m/n.
Solutie. Avem

M) = M (53— ) = 2 [35 m — n (2] ]

- 2
=1 [n[m<" %,i)__f =m,
n—1 n? n2 n n

11.22. Fie x,, %, ..., @, 0 selectie dinir-o populatie in care caracteristica
sub cercetare este o variabild aleatoare X repartizatd Poisson de medie ).
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Sd se arate cd: .
a) M[s%(Z)®] = M[(Z)*+'] pentru toti 9

=0
b) M[s2(2)3 3 7,> 1] - M[(zz)w! 2> l] -
1 n

= n—®+) M(UB+Y)  pentru tofi 8 < O.
¢) MIH@)®] = ce— + n-6+1 3 2@ g 5 <o
U=l Ul N :
unde

1<
E=—§:-’”u 32:‘_2(“}—'3)2
n e n—14%5 .
si U este o variabild aleatoare Poisson trunchiatd cu funcfia de frecventd

. Ca—BA '10
g(U)='UeTI_%)—; U=1,2,3,..

Solutie. Avem

M@y = M,, [M{s2(za)8.

wlprga-n)

~ Pentru o selectie z,, &, ..., %, dintr-o populatie in care caracteristica
sub cercetare este o variabild repartizatd Poisson, repartitia vectorului
n

1

omrl-

(1, Tay ooy o) datd fiind H°x, = m este multinomiald cu functia de

1
frecventd datd de 4(II. 14). Urmeazd cd

M(s= Sz, = m) =M =2 (IL15)
Deci |
M) = M, [(‘%'-]‘ [-:’:-)] =M, [L}]‘“ = M{(z}+1].

7 — Probleme de statistici — c¢. 1608
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b) Avem

M[s¥(z)®

Sz, > 1] - M, [{M(s?-(:z‘)“

1

- f{(2) u(e

Tinind seama de (II.15), gisim

i%? 1] — Mm[(_;z)sﬂ

= n=®+) M(md+1 | m > 1)

M [32(5})3

$i cum m are o repartitie Poisson de medie¢ ni, obfinem b).

¢) O dificultate in evaluarea M[s¥Z)%] pentru & < 0, apare atunci |
cind tofi z, sint zero, deoarece in acest caz s*Z)® este de forma 0/0.
Dacd definim s%Z)® = ¢ (o constant arbitrari), putem scrie

MIS(EP] = comh + (1 — o) M [z
sau tinind sea'ma de b)
M[(Z)8) = ce=* + (1 — e~m) M(zw ’z >1)=
=ce™ 4 (1 —e~™) p-C+0 Y(UB+1),  5<0. (IL16)

Observafie, Pentru § = —1 (IL.16) devine M(s?/Z) = ce " + (1 — e~™).

IL. 28. Fie (2, ¥,) ... (n, Yu) 0 selectie dintr-o populatie in care carac-
teristica sub cercetare este un vector aleator repartizat normal de medii
(1, ©2), dispersii (of, of) si coeficient de corelaie .

Sd se arate cd primele patru momente ale statisticii

r=33@ — 2 (% — 1) / {é(x, — 2SN (g — ?7)2}%
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\ fafav de origine sint
—_ F 1 .1, 1 .2l
CaP (2’ > 2(n+1), p)

n—1

1 __(2_:3)(‘__"."&1;'[1,1,%(”4_1); pz),

—c,oF (1, 1,021, p.z]_-:»-c,,(n—i) (n—2) x

2 2 2

1,1 m=1 g p(i, 1 onxloa)

X[F(23 2! 2 ,p) F(2. 2’ 2 ,P)]

_ n—-2)(n—4H @ —p? n+1, 2)_
14+ 20 =D F(i,i, . P
_nn -—2)(1—92)[F(1’,1, n+41 . Pz) . 1]’
4p? 2
. unde
=[5 (5]
n—1 2 2
§i

T'@®) f)m +HT@+J) Y,

. 2) —
Fe.B, %) = tore &4 Te+n  J!

11.24. Dintr-un lot in care fraciic p a pieselor defecte este necunoscutd,
considerdm o selectie de volum n. Presupunem cd p este o variabild aleatoare
cu densitatea
1 dacd 0 < p <1,

0 in rest.

fir) = {
In aceastd selectic se observd m piese defecte. Care este probabilitatea
ca p sd satisfacd inegalitatea p < 0,1?

Solutie Fiecdrei extractii ii asociem o variabil§ aleatoare care
poate lua valoarea 1 sau 0 dupd cum piesa este defectd sau bund. Dacd
X reprezintd frecventa pieselor defecte in selectiile de n elemente,
atunci X este o variabild aleatoare discretd cu functia de frecventd

p(x = %) —cppmt — P (m=0,14,..,m).
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Parametrul p este o variabil§ aleatoare continui. Formula lui Bayes di:

m

) Cap™1 —p)™™  pm( — pm
1

" S Crp™(1 — p)™™ dp
0

B(m+1,n—m+41)

g(P

Deci probabilitatea ciutati este egali cu

0,1

(el |z)on

0 n
SOJ p™(1 — p)*™dp giisindu-se in tabelele cu functia B incompletd. |
b |

I1.25. Variabila aleatoare X are repartifia N(p, 1) unde parametrul
i este o variabild aleatoare. Presupunem cd :

1
—a daci peE(—a,a),
0 daci pg(—a,a),

Sd se gdseascd repartitia a Pposteriori a variabilei aleatoare p pe baza
selecjiei (xy, 23, ..., x,) din populafia in care caracteristica sub cercetare ’
este X. ‘

Solutie. Media de selectie Z, are repartitia N (p., V—L—] + Teore-

n

ma lui Bayes di

Va o [__ n(f;- ,L)z]

25— V% )
fle] 2) — Py
—a 72;;”“’[ ‘—2"—] % ;
Pentru n— oo, obtinem
f(ulz)=V§£exp[—’“’zT“‘°’]s
4

de unde rezultd ci u este repartizati N(Z,1/)n).
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I1.26. Sd presupunem cd in urma unei experienfe poate rezulta: unul
- dintre evenimentele E,, E,, ..., E, st cd probabzhtatea de realizare a eveni-
mentului E; este p, 1< 1 < k. De asemenea si presupunem cd in n
repetan ale acestet expenen;e, evenimentul E,, s-a realizat de n, ori

(2 n, = n)- Fie

V' = { ny — np, ng — npg’

o Voo

- s
@' = (Vpy, - VP2)-

Sd se arate cd, asimplotic, funcfia liniard b’V unde b’ = (bl, y b)
are repartifia normali cu media zero §i dispersia b'b — (b'<I>)” =
C=b'(l — ®D’)b.

Solutie. Considerim variabila aleatoare X care are repartitii

b b b
(VE Vee Vﬁ)
§ 21 P2 o Pg

3 - . . ’ b A . ol
| deci variabila aleatoare care ia valoarea —— cind se realizeazd eve-

, Vo
nimentul E;, 1 i< k.
| Avem
MX) =3 NN
( )—217—;‘?:—‘2]:%— )
gl A )
M(X2)=E—p‘=2b%=bb,
1 Pt 1
~ de unde

DY X) = M(X2) — MX(X) = b'b — (b'D)®.
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Media aritmetici a celor n valori observate este

¢ _1(b b
X,=—|*n+..+2n]
" alvm ! Vor -

Teorema limitd centrald, ne spune cd
VX, —b'®) = Y ~ N0, b'd — (b'®)2),

si cum Jn(X, — b'®) = b'V, obfinem rezultatul dorit.

in cele ce urmeazi se dau repartifiile asimptotice ale functiilor °
liniare si formelor pétratice de V (adic frecventele n,, m,, ..., m, sint
variabile aleatoare). ‘

I1.27. Si se arate cd repartifia asimptoticd a funciiei liniare B'V,
unde B este o matrice de ordinul kX p si de rang p, este o repartitie nor-
mald p-dimensionald de vector valoare medie zero gi matrice de covariange
B'(Il — ®®') B. :

Solutie Functia liniard A'B'V in V, conform problemei II.26.
converge citre o variabild repartizatd

N[0, M'B'(I — ®®') BX], (11.17)

Fie Z un vector aleator normal p-dimensional de vector valoare
medie 0 gi matrice de covariante B’ (I — ®®’) B. Functia liniard A'Z
are aceeagi repartitie ca si A’B'V, ceea ce ne permite sd afirmim, in
baza teoremel limitd centrald multidimensionald, cd B’V converge
citre un vector aleator normal p-dimensional N(0,B'(] — ®®') B).

11.28. Fie A o mairice de ordin kx(k — 1) asifel incit matricea
(® i A) de ordin kxk este ortogonald. Sd se arate cd repartifia asimptoticd
a (k — 1) functii liniare G = A'V este aceeagi cu a (k — 1) variable alea-
toare independente, fiecare repartizatdé N(0,1). '

Solutie. Din problema I1.27 si din condifia A'® = 0, rezultd
c¢i matricea de covariante corespunzidtoare repartitiel asimptotice
a functiei A'V este |

Al — @0')A=A'A =1, care este o matrice de ordin -
(k — 1)x(k — 1). Astfel G- Y ~ N(0,I).

11.92. Sd se arate cd o condifie suficientd ca forma pdiraticé sd aibd
asimptotic o repartifie x* este ca

C2=C 5i CO=a0,
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" unde o este o constantd, in care caz ¥2 are R(C) grade de libertate dacd
Ca=0 §i [R(C) — 1] dacd « 5 0.

Solutie. Considerdm ecuatiile:
o=V,
G=A'Y,

unde A este definitd ca in problema II.28. Solutia acestui sistem de
ecuatii in raport cu V este

V= (0! A) (g)= AG,

deoarece (@ : A) este o matrice ortogonald. Prin urmare
V'CV =G'A'CAG.

Repartitia asimptoticd a formei patratice V'CV este aceeasi ca a lul
G'A'CAG, care este o functie continui de G. Deci repartitia asimptotica
a lui G'A’CAG poate fi determinatd din repartitia asimptoticd a lui G.
Insd repartitia asimptoticd a lui G este aceeasi ca a (k — 1) variabile
aleatoare independente fiecare cu media zero si dispersia unitate. Con-
ditia necesari i suficientd ca G'A’CAG sd aibd repartitie > este ca
A'CA si fie idempotentd, adicd

A'CAA'CA = A'CA. (I1.18)

Deoarece matricea (®iA) este ortogonald,

Substituind AA’ in (11.18), avem
A'C(I — ®®') CA = A'CA, (11.19)

pentru toti A astfel ca (® | A) este o matrice ortogonald. O conditie sufici-
enty pentru ca I1.19. s& aibd loc este
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adicdl C este idempotentd si @ este vectorul propriu a.lui C. Numirul
gradelor de libertate ale repartitiei y2 este R(A’CA), rangul lui A'CA. |
Rezulti

=

mw=n(3yu®m4=aff@ QTﬂ
A’ . A'C d A,CA
= R(A'CA) dacé C® =0,
.= R(A'CA) + 1, daci C® = ad, « 0.

IL30. Sd se arate cd condifia necesard si suficientd ca V'CV sd aibd
asimplotic repartifia ¥® este ca

(I — 00")C(I — 0D')C(I — DD’) =
= (I — ®0")C(I — 00"). (11.21)

Solutie. In problema (I1.29) s-a aritat ci conditia necesard
si suficientd este

A'C(I — ®®") CA = A'CA. (11,22)

Insi oM(A4) = (I — ®®’). Prin urmare in relatia 11.22, A poate fi
inlocuitd prin 7 — @®’, care di II1.21.

IL.31. Fie (x,, %, ...,-2,) 0 selectie dintr-o populafie in care caracte-
ristica sub cercetare este o variabild aleatoare X avind media p. si dispersia
6%, u 5t &® fiind finite. Dacd g(z) este o functie care admite derivatd Snir-o
vecindtate a punctului z = y, astfel incit g'(p) % 0, sd se arate cd g(Z,),
peniru valort mari ale lui n, este repartizatd N(g(w), [og'(1)]?/n]).

Solutie. Fie V(w) vecinitatea punctului x = p pentru care
g£'(z) existd, oricare ar fi &€ V(). Din enun{ urmeazs ci pentru orice
e > 0, existd n(c) astfel incit pentru n > n(c)

PEeV(y)>1—-«

Pentru orice punct z = Z din V(u) putem scrie
8(2) = g(p) + g'(2") (2 — p), (11.23)
unde z* este o variabild aleatoare astfel incit
2" =l <12 — g,
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(I1.23) se mai poate scrie

(2(®) — gl r = g'(") (2 — )Y (11.26)

~§i probabilitatea ca egalitatea (11.24) sd aibd loc pentru tofi n > n(e)
este mai mare decit 1 — =. '
Fie
2, = (8(@) — gl 5i va=g") @ —wln

Deoarece o® este finitd, sirul de variabile aleatoaren(Z— ),

n=1,2, ... converge in repartitie cdtre variabila N (0, ¢3). Deoarece

. g'(x) existd in toate punctele din V(u), este continud in V() si deci

in £ = p. Urmeazd ci g'(z") converge in probabilitate citre g'(w).
Prin urmare :

lim P(V, < w) = P(g'(p)s < w), (11.25)

7=}

. unde s este o variabild N (0, ¢2),
(I1.25) implicd
: lim P(U, < w) = Pt < w),

fi-poc

~unde ¢ are o repartitie N (0, (6g'(n))?).
Deci g(Z) pentru valori mari ale lui n», are o repartitie
- N(g(w), [og' (W /n).

11.32. Daci (z,, %, ..., Z,) este o seleclie dintr-o populafie in care
caracteristica sub cercetare X este o variabild Py(p), sd se arate cd pentru

" palori mari ale luin, 2YZ este o variabild N (21/;—)., —) .
n
Solutie. X fiind o variabild Py(u), urmeazi cd
M(X) = p, D¥X)=p.

Functia g(z) = 2}z este derivabildsi g'(z) = —;—_ Avem g'(p) =
x

1 .
~Va # 0 §i cum
g(w) = 2V, [D(X)g"(WF =1,

urmeazi ci asimptotic, g(Z) = 2%, este repartizatd N {ZV—p,, l]-
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I1.33. Dacd (z,, ..., x,) este o selectie dintr-o populatie in care carac-

.. e 1 . ..
teristica sub cercetare X este o variabild R[; 8, 9), sd se arate cd asimp-

totic (pentru valori mari ale lui n)|/12 1g (2Z) este o variabild

N(Vl_2 Ig 6, i).
n
Solutie. X fiind o variabild R(% 0, 6) urmeazd cd

62

M(X) = 2, DYX) = .

yiz

Functia g(z) = 12 1g 2z este derivabila §i g'(z) = ——+ Avem

A0)_ 2¥12
g(2)— g 70
§i cum

o) — y12 2 xy g[L) = 8 2V12 _
gl?)_vi2lgea D(X)g(z]—',a 0 '—21

urmeazi ci asimptotic)/12 lg (2Z) este o variabildi N ( V12 1g o, .4_]- '
n ;

IL34. Dacd (x,, ..., x,) este o selecjie dintr-o populajie in care carac-

teristica sub cercetare X(este o variabild Bi (1, p), sd se arate cd asimp-
totic arcsin(2Z — 1) este o variabild N (arcsin (2p — 1), l)-
n

Solutie. X fiind o variabild Bi(1, p),
M(X)=p, D¥X)=gp, p+g=1

Functia g(x) = arcsin(2z — 1) este derivabila si

+0

1

g(p)::g(p)l/_p(l—Tm

Cum
g(w) = g(p) = arcsin (2p — 1),

(%) g = (V7 ) = 1,
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urmeazi cim gnsimptotic g(%) = arcsin(2Z — 1) este repartizatd
‘ [ i
N(arcsin(2p —1), i).
: n
I1.85. Dacd (z,, 5, ..., %) este o selecjie dintr-o populajie caracteri-
zatd de o variabild aleatoareX avind functia de frecventd
qu-l’ z =1, 21 veey

unde 0 <p<1, p+ qg=1, sd se arate cd asimpiotic,
Ig [3(1 +V1 — %j ——;-] este o variabild

wiuft-3] 2)

Solutie. Avem

M(X)=f_)xqp"“=q(fp’)= =2

x=1 =1 1 - pp?

M(X?) = 31 a¥gp™ = g[pSa(z — 1) p* + Sap™] =

z=1
= gp(Zp°)" + ¢(Zp%) =

2, 9 _2
rf-l_q2 q”+q
de unde
2p 1 1 2p+qg—1_p
Dz_X = — —_——— R ————————— I ——
(%) q’+q q ¢ ¢
Functia

1 1
s =g [o{t + |1 —5) 5]
- este derivabild si
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$i cum
o= 2] - o 1732 )

DY) g'(w) =B L =1,

-4
Ve

urmeazd cdi asimptotic, pentru valori mari ale lui n,

s = tofo(1+ 1= 3) -]
w25 3]

IL36. Fie T, = Ty ...., Trs) o statisticd k-dimensionald, asifel
incit vectorul aleator k-dimensional

este o variabild

(V;( T — 91)1 cony Vﬁ(Tkn - ek)) (II~26) ;

" are asimptotic o repartijfie N(0, (o).
Fie g o functie de k variabile care este total diferengiabild. Sd se arate cd

Vﬁll,, = Vﬁ[g( Ty ooy Tlcn) - g(eh ey ek)]
are asimptotic o reptarific normald de medie zero st dispersie

D¥B) = =Zo, % :.—fj .

cu conditia D*0) & 0. |
Solutie. Deoarece g este o functie total diferenfiabild, atunci .

E(Tiny ooy Tyn) — 8Oy, oy 8) = B(T, — .)( )+ el To — 61,
unde € -0 cind T, — 6,. Cind n— oo, €, £+ 0 si deoarece
Vnll T — 01l =[Zn¥(T,, — 0,1
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are o repartitie asimptotica
- @
|V, —VRE(Tn — 8) 25| = 0.
a9
- - A w‘, 3
funcie liniar4 de variabile aleatoare normale, este normald cu media
~ zero §i dispersia (I1.26). : :

Ins¥ repartitia asimptoticid a variabilei J7S(T,, — 6, fiind o

Observafie. Daci ay; §i derivatele par{iale ale functiei g sint functii continue de 0
(Ynug |D(Tp)) + X ~ N (0,1),
unde D¥Ty) este valoarea lui D(6) in punctul 6 = Ty.
I1.37. Fie variabilele aleatoare independente
Yo ~ N(@By + oo + TiBr D,

~ unde z, sint coeficienfi cunoscufi §i By sint parametri necunoscufi. In
notatie matriceald, daci Y este vectorul coloand de componente y,, B vec-
torul de componente B, st X = (z,) matricea coeficientilor, atunci

| B(y; — BBy — *** — TimPa)? = (Y — XB)' (Y — XB).
 Prin urmare densitatea lui y,, Ys, ..., Yo poate fi scrisd
¢ e=(Y—XBY (Y—XB)j202
Fie R = m;n(Y — XB) (Y — XB). Sd se arate c¢d R§~ o**n—r),
_unde r este rangul mairicei X.

i Solutie. Fie F o matrice de ordinul (r X r), astfel ca coloanele

sale sd constituie o bazi ortonormald alui 8 (X). Completim matricea
. F prin G de ordinul (» X n — r), astfel ca (FiG) si fie o matrice orto-
gonald. Prin constructie

FG=0, XG=0, GX=0,
si transformarea de la Y la Z = & = €)Y, ce dd
Z,=F'Y, Z2Z,=GY
este ortogonald. Vectorul Xf se transformd in

L=F'XB, L=GXp=0.
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Cum transformirile ortogonale pistreazi distantele
(Y — XB)' (Y — XB) = (2, — L)' (Z,— 8 + Z:Z,.
Prin urmare densitatea lui Z este .
cexp{— [(Z, — F'XB)" (Z, — F'XP) + Z;Z,]/2%,

care aratd cd Z, si Z, sint independente §i ci repartitia lui Z, este carac- .
terizatd prin densitatea

cexp (— Z3Z,[26%). (11.27) ‘

Insd Z, este un vector cu (n—r) componente, care dupd (I1.27)
sint toate independente i repartizate N (0, ¢2). Prin urmare "

ZiZ, ~ c*¥n —r).
Acum

Rg = min (Y — XB)" (Y — XB) = min [(Z, — 8" (2 — ) + Z:Z,] =
| = [min (2, — F'XB)" (Z, — F'XB]) + 22, = ZiZ,

dacd alegem B astfel ca Z, = F’'Xp, ceea ce este posibil deoarece nu-
mirul de ecuatii este r, care este de asemenea si rangul lui F'X,

r=rang X' =rang X'(FiG) =
= rang (X'F; X'G)=rang (X'F | 0) = rang X'F.

1. 38. Fie H o matrice de ordinul (m X k) st de rang k, astfel ca
SUH)C(mX")

§i A
R; = min (Y — XB)’ (Y — Xp)

supus la condifia H'@ = £ (dat). Sd se arate cd :
1° R si Rt — R sint independente. ‘
2° R§~c’¥n —7) 5i R — R~ ca un y? necentrat cu k grade de
libertate ‘
3° Dacd H'R = & este adevdratd, atunci R} — Rj ~ o2x2(k)

5t
R2—R} . R:
k n—r

~F(k, n—r).
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Solutie. Deoarece M(X')= M(X'X), conditia M(H)C M(X') =
= M(H)C (X’ X) si prin urmare existd o matrice C astfel ca H = X'XC
si rang XC = k. Facem transformarea

Z,=D'Y, Z,=G'Y, Zy=C'X'Y,

unde G este definitd ca in problema anterioard §i D' este aleasi astfel
ca D'D = I si ortogonald la G si XC. Numirul de variabile in Z,, Z,
si Zysint r — k, n — r §i respectiv k. Avem
t&,=D'XB, (,=G'Xp=0, {z3=C'X'"Xg=H.
Deoarece submatricele in transformare sint ortogonale avem
(Y — Xp)’ (Y — XB) = (2, — D'XB)' (Z, — D'3p) +
+ ZiZy + (2, — H'BY (C'X'XC)™* (2, — H'P).

Scriind densitatea lui Z,, Z,, Z;, gisim cd ele sint independente. Z.
are densitatea. :
cexp [—(Z; — H'B)' (C'X'XC)™ (Z; — H'B)/[207]
care este aceeagi cu a k functii liniare de variabile normale.

Forma pé#tratici
Q=1(Z;— &) (C'X'XC)? (Z3 — &) ~ o®2(k})
al ciirei parametru de necentricitate este
A= oM H'B — ) (C'X'XCY" (H'B — §),

R =Z,Z, ~ o2 (n —r) ca in problema precedentd si este in-
dependenti de Q. Cind H'B = { este adeviiratd, A= 0, in .care caz
Q ~ o®y*(k). Rezultd 1° gi 2° iar 3° va fi dovedit daci putem sa
aritdm ci Q = R} — R;.

Avem

R: = min (Y — XB)' (Y — Xp) =
H'B=%

= g%g}’ (Z, — D'XB)' (2, — D'XP)] + R§ + Q@ =R3 + @,
cu conditia si existe P astfel ca Z, — D'XB =0 si H'B = E. Aceastd
existentdl este posibili deoarece numdrul de ecuatii este r si de asemenea
r = rang X' = rang X'(Di{G; XC) = rang (X'D 0| H) = rang(X'D}{ H).
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I1.39. Fie y,~ N(w,oc?,i=1,2,..,n variabile aleatoare inde-
pendente st fie ' !

Y'=(yp Yo s ¥n) $i @' = (1 2y »eey Ea)-
§d se arate cd o condifie suficientd pentru ca Y'AY si Y'BY sd fie
independente este ca AB = BA = 0. :
Solutie. Descompunerea spectrald a matricelor A §i B este

A =MPP, + 3PP+ . +MPPLNED, i=1,..r
B = Q0] + v0:0; + .. + v,0,05 v#0, j=1,2.,s,
unde r = rang A, s = rang B, P, si Q, sint ortonormale;
AB = 0 = ZZ\P,P;Q,0;. '
Inmultind la stinga si la dreapta prin P! si Q, gisim |
' P, =0,

astfel ci P, si Q, sint toate ortonormale. Urmeazi ci P!Y si Q;Y sint
toate independente gi normale. Suficienta conditiei urmeazi observind ci

Y'AY = M(PY) + ... + A (PIY)
s
Y'BY = v(QiY)2 + ... + v,(Q.Y)*

se bazeazi exclusiv pe mul{imi de variabile independente. .
Se observd ci nu se cere ca Y'AY si Y'BY si fie repartizate X2

I1.40. Fie BY, m funcfii liniare de Y, adicd B este o matrice mXn. ‘
Sd se arate cd o condifie suficientd ca BY sd fie independentd de forma |
pdtraticd Y'AY este ca BA = 0.

Solutie. Descompunerea spectraldi a matricei 4, impreund cu
conditia BA =0, implici BP, =0, i =1,..,r. Aceasta inseamni
cd BY este independentd de functiile lineare P}Y, ..., P.Y. Insi

Y'AY = SOu(PiY)
f=1

ceea ce demonstreazi o afirmatie ficutd.

IL41. Sd se arate ci (in conditiile problemei 11.37.):
a) X=X(X'X)” X'X.
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b) Matricea I — X (X'X)"X' este idempotentd (am notal prin
(X'X)" inversa generalizatd a matricei X'X. Inversa generalizatd
@ unei matrice A de ordin mXxn §i de orice rang este o matrice de ordin
n X m, notatd prin A, astfel cd pentru orice 'vector Y pentru care
AX = Y este o ecuatie consistentd, X = A”Y este o solujie).

Solutie. a) Fie G =X [I — (X'X) (X' X)]. Cum G'G =0, re-
zultd c¢d G = 0, ceea ce trebuia demonstrat.

b) Pentru a arita ci matricea J — X(X'X)” X' este idempotentd,
considerdm pitratul acesteia si folosim rezultatul de la punctul a).

I142. Fie H o matrice de ordin mxk astfel ca MH) = IM(X'). Sd
se arate ¢d Z = H’é si R} = (Y — XB) (Y — XB) sint independente,
unde B = (X'X)" X'Y este solujia ecuajiei X'XB = X'Y. '

Solutie. Deoarece SR(H) = SM(X’), existd o matrice C astfel
ca H = X'C. Prin urmare

HB=CXXXy X'Y=BY
g
B=YY— VXXX XY=Y[I— XXX X1Y=1YAY.

Trebuie si stabilim independenta multimii de functii liniare §i functii
pitratice in Y. Gdsim cd

BA = [C'X(X' X — XtX'Xy X']=0,

deoarece produsul primilor doi termeni_este zero dupd punctul a) al
problemei I1.41. Din condifia suficientd stabilitd in problema I1.40 re-
zultd problema.

I1.43. Sd se arate ¢cd Z=H ’[3 are o repartitie normald k dimensio-
nald de vector valoare medie H'B i matrice de covarianfe ¢°D. unde
D=H'(X'Xy H si R~ o**n—r)

Solutie. Z=CXX'Xy X'Y = BY este o functie liniard
de variabile normale. Urmeazd ci Z are o repartitie normald & dimen-
sionald. Fie )

R=Y[I-XXX)X1Y.

Matricea I — X (X'X)"X’ este idempotentd. Deci R% ~ o*%n —r}
unde n—r="Url — Ur X(X'Xy X' =n—Ur(X'X)" X'X =n—
— rang X'X = n — rangX. ,

Aplicind conditia suficientd din problema 11.40 rezultd cd Z si R
sint independente. ‘
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IL44. Fie B*, 2* solufii ale ecuaiilor
XX+ Hx=X'Y
H'B = 0y(0 valoare datd),

care sint objinute derivind (Y — XB)' (Y — XB) in raport cu B cu con-
difia H'B = 0,. Sd se arate cd

Ri= (Y — Xp°)' (Y — XB°) =
=(Z —8) DZ — 0,) + R},

unde Z st D sint definite ca in problema precedent.
Solutie. Se observi ci

R=—xf) (Y- XB)+E-gyxx @ —p),
$i este suficient si se arate ci al doilea termen este

(Z —0y) DMZ — 6,).
Deoarece
MH)COM(X'X), H= X'XC.

Din ecuatiile pentru
B A", X'X( — B°) = H\* = X'XC,
-astfel cd
(Aﬁ_ B‘)I XlX(é — B‘) — AOIC!X’XC)\.'
De asemenea din ecuatiile
C'X'XB" — H'B" + C'HXN = C'X'Y — 0,

sau
CHA=Z—8, CXXC\=2Z-—0,

=SA =DYZ —06,) unde D= C'X'XC.
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Capitolul III

CORELATIE §I REGRESIE

IIL1. O urné contine 8 bile albe i 4 bile negre. Din aceasté urnd
se efectueazd o selecfie de volum n =5, fdrd a pune bila extrasd tnapoi
in urnd. Notindu-se cu X, j=1, 2, ..., b variabila aleatoare definitd
astfel :

X, = 1, dacd la extracfia de rang j bila extrasd a fost albd,
i _{ 0, dacd la extracjia de rang j bila extrasd a fost neagrd.
Sd se calculeze
M(X); M(Xy); D¥Xp); D¥Xa), cov (Xy,X,); cov (X2 Xs3),
(X1, Xo), p( Xz, X3).

Solutie. Din datele problemei rezultd cd variabilele aleatoare
X,, X, si X; au repartitiile

1 0 1 0 1 0
Xl: _2— -1—), X2: (-2_ l)’ X3: E. l'_ .
3 3 3 3 3 3/

De aici obtinem
—2. pe — 2 2 4_2
M(Xy) = 25 DAX,) =M(X}) —MAX)=-——=+ ,

2

M(X)=2; DX)= 2, eov (xl,x2)=%.__i=_;

cov (Xp X9 =20 Xy X =53 elXaXe) = -



- IIL2. O urnd conjine 12 bile, dintre care 8 albe si 4 negre. Se face
0 excractie din aceastd urnd, se noteazd culoarea biles dupd care se pune
bila la loc in urnd. Totodatd se pun in urnd incd doud bile de aceeagy cu-
loare cu bila extrasd. Procesul de extraciie se repetd pind ce s-au efectuat
g extractii. Dacd notim cu X, ] =1,2, ..., 5, variabila aleatoare definitd
mai jos

{ 1 dacd la extracfia de rang j a apdrut o bild albd,
=

0 dacd la extractia de rang j a apdrut o bild neagrd.
Sd se calculeze
M(X;), DX(Xy), cov (X,,X;), p(X,,Xo).
Solutie. Variabilele aleatoare X, si X; au repartitiile

1 0 1 0
Xz=(2, 1] Xs:l2 4

: 3. 3 3 3.

Deci

MX)=2, pyx,)=2,
. 3 9

cov (Xz, X3) = —5-"-'—4— [—— Q. ll;

14 9 126,
11
126 99 11
X Xg) =—Z"2=_2" __1,
P( 2y 3) 2 252"" 28
9

IIL3. Intr-un experiment se urmdreste realizarea sau nerealizarea
evenimentelor A, B. Se fac n observatii independente §i se noteazd cu
%a, respectiv B, numdrul de aparifii ale evenimentului A, respectiv B.

Sd se arate cd coeficientul de corelafie al variabilelor aleatoare w, gi
Ba: e(an, B) este independent de n.

Solutie. Introducem variabilele aleatoare:

_ [ 1 dacd se realizeazi evenimentul A in experienta de rang i,
i ™ . . . .
0 dacd nu se realizeazi evenimentul A in experienta de rang i.

1 daci se realizeazi evenimentul B in experienta de rang i,
= " . - . . .
0 dacd nu se realizeazi evenimentul B in experienta de rang i.
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Atunci se constatd cd

“"=2X‘ $i pn=2 Y‘.
1
Cum
M(X,) = P(4) si M(Y;) = P(B)
rezultd cd

M(e,) = nM(X,) = nP(4),

M(B,) = nM(Y,) = nP(B).
Mai departe

M) = M (2XY,+22XY) =35> M(X,Y) +
1

=1 ki

3 M(X,) M(Y,) = nP(ANB) + n(n — 1) P(A) P(B)

i=1 kEi

deoarece observatiile rezultate in expenen;ele de ordin ¢ gi k (i # k)
sint independente, de unde rezultd ci

COV (tta, Ba) = M(0Ba) — M) M(B,) =

=n[P(AN B) — P(A) P(B)].
Cum

D¥X;) = P(A) PA%), i=1,2,.,mn
D¥Y,) = P(B) P(BY), i=1,2,.n

si observatiile in experienta de ranguri diferite sint independente atunci

Das) = 2 D¥X,) = nP(A) P(4%),

D*(p,) = 3> DXY,) = nP(B) P(B")
1
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si de aici rezulti acum ci

P( B ) — cov (¢, Pn) n[P(Ar]B) P(A) P(B)]
m s D(un) D(Bn) ]/n P(A) P(A®) nP(B)P(B‘)
_ P(AQ B) — P(A) P(B)
"~ VP(&) P(4%) B(B) P(BY

Observafie. Dacd {inem seama de relatiile:
P(4) = P(A B) + P(A [ B,
P(A°) = P(A°[ B) + P(A° B,
P(B) = P(A B) + P(A° B),
P(B°) = P(A [N BY) 4 P(A° [ BY),
P(AM B)+ P(AN B + P(A° B) + P(A°MN B =1,
atunci se constatd ci
P(4) P(B) =[P(A ] B) + 'P(A N B9 [P(A ) B) + P(A° B)]

si
P(4 (1B) — P(A) P(B) = P(A N B)[1 — P(A ] B) — P(A ) B) —

— P(A° (] B)) — P(A [ BY) P(A°[] B) =
= P(A [ B) P(A° [ B°) — P(A (] B% P(A°( B)

si de aici
P(A ) B) P(A°] B°) — P(A [ B°) P(A° N B)
V P(A) P(A¢) P(B) P(B%)

P(an' Bﬂ) =

IIl. 4. Dacé X,, X,, ..., X, sint n variabile aleatoare independente
lotale avind aceeasi dispersie o2, si se calculeze

p(U, V), oV, V—=U) si V| U,—U,),

unde
1 % 1 ”n 1 ",
-ID% 0B m<n vm S

My

U, =i2X my, my < n,
my,
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Solutie. Deoarece

DYy) =%, DYU) =

$i
cov (U, V) = me®*/mn = o*[n (I11.1)
urmeazd ci
___o*n ==
olU, V) = & o Vn’ (I11.2)
n m

ceea ce aratd ci coeficientul de corelatie intre media tuturor variabi-

lelor si media unei pirti a acestora este egald cu riddcina pétratd a nu-

mirului de variabile din partea acesteia i numdrul tuturor variabilelor.
Din proprietatile corelatiei §i din (IIL.1)

cov (V,V — U) = D¥V) — cov (U, V) =0,
de unde
v, V—-0)=0,

ceea ce aratd ci coeficientul de corelatie dintre media tuturor varia-
bilelor §i diferenta dintre media tuturor variabilelor si a unei parf
a acestora este zero.

Analog, se aratd cd

oV, U, — Uy)=0.

IIL.5. Se considerd vectorul aleator (X,, X,), despre ale cdrui compo-
nente presupunem cd existd M(X3), M(X3), M(X,X,).

Sd se arate in ce condifii exisid variabilele aleatoare Y, si Y, combi-
nafii lintare de X,, X, i necorelate.)

Solutie. Va trebui si vedem in ce conditii existd @), @y .
@y, astfel incit

Y, = a, X, + 015X,
Y, = anX, + 65X,

gicov (Y, Y,)=0.
Din egalitdtile date avem

M(Y,) = a, M(X,) + a,,M(X,),
M(Y,) = apn,M(X,) + apM(X5)
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si
cov (Y, Y,) = a1,a5,DX(X,) + (81,855 + @8,)) cov (X, X,) +
+ a122,D% X,)

sau
a1, D% X,) + (ay,a., + @1285) p(X,;, X,) D(X)) D(X,) +

+ a4,8,,D% X,) = 0.
De aici rezulti ci

1 .
1185, Py (811825 + 41585 p(X;, X,) |
' = 0.
1
ry (@11855 + @y50,;) p(Xy, Xo) ay0a,,

IL6. Se considerd doud evenimente A si B pentru care se cunosc

probabilitdtile P(A) = % P(B|A) = % P(4|B) = %

Definim variabilele aleatoare X si Y dupd cum urmeazd.

X = 1 dacd a apdrut evenimentul A,
0 dacd a apdrut evenimentul A°,

Y — 1 dacd a apdrut evenimentul B,
0 dacd a apdrut evenimentul B°.

Sd se calculeze coeficientul de corelagie p(X, Y).

Solutie Deoarece P(A(\B) = P(B|A)P(A) = %

1
P(B) = PAND 81

P(A°N\B) = P(A° | B) P(B) = %%
si
P(ANB°) = P(4) — P(ANB) = %,
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k@l

'urmeazi ci vectorul aleator (X,Y) are repartifia

X
N 1 0

1

o0 | =
oo |w

o | w

|~

De aici rezultd ci

MX) =3, M¥)=3

D(x)=2; DY) = 1
M(XY) = % cov (X, Y)=%_.;. =0.

Deci p(X, Y) =0, ceea ce inseamnd ci variabilele aleatoare sint neco-
. relate.

. TILY. Se considerd doud monede perfecte, fiecare dinire ele avind im-
primat pe o fajé numdrul 1 iar pe cealaltd numdrul 2 §i se aruncd inde-

pendent cu aceste monede.

Se introduce variabila aleatoare X, egald cu suma numerelor obfinute
si variabila aleatoare Y mazimul dintre aceste numere (dacd numerele
' sint egale se ia valoarea comund a lor).

Sd se afle coeficientul de corelajie al acestor variabile aleatoare.

Solutie. Obtinem pentru vectorul aleator urmitorul tabel de
_valori indicate intr-o cisutd, primul numér fiind suma iar al doilea

maximul

Xl 1 2
Y
1 (2,4) (3,2)
2 (3,2) (4,2)
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De aici urmeazi

MX)=7=3; M¥)=2; Mx)=%

M) =75 DHX)=2; DYY)=

M(XY) =24_2; cov (X, Y)=24_“’ ~3-

gt deci

Sa se afle coeficientul de corelajie al varisbilelor X 5i ¥, p(X, Y).

ox, 1) <[ Z.

IIL8. Se aruncd doud zaruri (fiecare cu fefele numerotate de la 1 la 6) .
Dperfecte si se noteazd cu X suma punctelor objinute si cu Y numdrul mazim
de puncte (dacd numerele sint egale se ia valoarea comund).

Solutie. Considerim vectorul aleator
nentelor indicate in tabelul III.1.

Tabelul 1I1.1

1

(2,1)
(3,2)
4,3)
(5,4)
(6,5)
(7,6)

O QN 0O N

2

(3,2)
(4,2)
(5,3)
(6,4)
(7,5)
(8,6)

3

4,3)
(5,3)
(6,3)
(7,9
(8,5)
9,6)

4

(5,4)
(6,4)
(7,4)
(8,4)
(9,5)
(10,6)

5

(6,5)
(7,5)
(8,5)
(9,5)
(10,5)
(11,6)

6

(7,6)
(8,6)
(9,6)
(10,6)
(11,8)
(12,6)

Fiecare dintre combinatii apare cu probabilitatea 1/36.

Deci
252 161
= —= M = — 2) —
MX) =22 =7; M) =2 Moy
5y =21 prxy =26, pay)—
MYy =2 DHX) =2 DYY)
_ 1132 = 2.
M(XY) = P cov (X, Y) ot
S
36 90
(X, ¥) = 225%=V57743
36 ¥'2555
122

1990

.

36

2555
36

(X, Y) cu valorile compo-
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1I19. Se dau variabilele aleatoare X =U+V si Y=U+W
unde U, V, W sint variabilele aleatoare independente.
Sd se arate cd

1
2

i ={i 55 (- 53)

Solugie Deoarece
cov (X, Y)=M(U+ V(U +W)— MU+ V) MU+ W)=
= M(U2) + M(U) M(W) + M(U) M(V) + M(V) M(W) — M*U) —
— M(U) M(W) — M(V) M(U) — M(V) M(W) =
= M(U?) — M¥U) = DU),

D¥X) = DXU + V) = D¥U) + D¥V),
si
D¥Y) = DU + W) = D¥U) + DXW),

U, V, W fiind variabile aleatoare independente, rezultd

_1

xy = {1+ 53) 0+ Sl

IIL10. Se considerd variabilele aleatoare independente X, i=1,2
repartizate normal, N(y,, o), i=1, 2 si se construiesc variabilele alea-
toare Y,, 1 = 1,2 astfel:

Y, = X,cosa + X,sina,
Y, = X,cosa — X;sina.

Sd se calculeze pdtratul coeficientului de corelagie [p*(Y;, Y,)] si sd
se stabileascd limite pentru pdtratul acestui coeficient de corelajie.
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Solutie. Avem
cov (Yy, Y,) = M[(X, cos  + X, sin «) (X, cos & — X, sin a)] —
— M(X, cos « + X, sin a) M(X, cos « — X, sina) =
= (cos® « — sina) M(X,X,) — sin « cos «[ M(X2) — M(X3)] —
— (y 08 & + @, sin «) (p, cos o« — iy SIn &) =
= (cos®>« — sin*a) pp, — sina cos a[o? + pf — of — pi] —
— (1y cos & + p,8in &) (uy COS o0 — g, 5in ) =
= — sin « cos « (6} — o2).
Mai departe
D¥Y,) = M[(X, cos a + X, sin «)?] — [M(X, cos « + X, sin )2 =

= cos?a(o] + i) + 2 sin @ cos « ,u, + sin? & (o + pd) —
— picos? @ — 2u,p, Sin @ cos & — p? sin? o = cos? « o + sin? « oZ.
Analog
D¥Y,) = M[X, cos « — X, sin «)?] — [M(X;cos « — X, sin )2 =
= cos? @ 6} 4 sin®« 6}
De aici rezultd ci
D(Y,) DXY,) = (cos? & o} + sin %« o) (os? « oF - sin? 6i) =

= ojo3(cos? o + sint &) 4 (o} + 63) 8in? « cos? a.

Deci
2 2)2 ¢in2 2
AV, V,) = (o1 ~ 03)? sin? « cos2« .
T Ty) ofod(sin® « + costa) + (of + of) sin e cos? o
- (of — o3)? sin? 2« _ (63 — of)?sin? 2
in? - 2 — 2
! (1 -= 2¢) ofo} + (of + o)sintag  40lod + (of —of)? sin® 26
sau incd
2
YT, =1~ otk

4ofo} + (o] — o})? sin? 2« )
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\{‘il:fntrud :l obt,ig: limitele valorilor coeficientului p*Y,, Y,) procedim
modul urmitor. ,

Pornim de la expresia

L (Y, ¥,) = — o= oisin
P 1 2) 4026} + (67 — ‘6})? sin? 2

i observim cd
(6} — of)? sin? 2a (6} — o)? sin?2a _
4ofof + (0f — oP?sin?2a . dofof sin®2x + (o} — of) sin?2a

.Deci
2 st—oai
0Ky Y (53]
IIL1L. Fie X gi Y doud variabile aleatoare identic repartizate,
U=X-7
st

' 8d se arate cd

a) cov (U, V)=0.

b) Existd variabile aleatoare X, Y independente §i totugi U i V
_dependente. ,

¢) Ezistd variabile ‘aleatoare X, Y dependente, identic repartizate
. pentru care coeficientul de corelajie al variabilelor U gi V: o(U, V) =0
"5t totodatd variabilele U gi V sint independente. .

Solutie. a) Deoarece X §i Y sint identic repartizate, rezultd c&

_ M(U) = M(X)— M(Y)=0.
.81 de aici urmeazd cd
! cov (U, V)= M(X — Y) (X + Y)) = M(X%) — M(Y?) =0,

adicd variabilele U si V sint necorelate.

b) Considerim doud zaruri omogene care se aruncd si notdm
X numirul de puncte ce apare pe primul zar, iar cu Y numirul
de puncte ce apar pe al doilea zar. Deoarece valorile variabilei V depind
de valorile variabilei U, asa de exemplu

P(V=4|U=3)=0,
P(V=4)=3—3;,

V=X+Y7.
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rezulti cd variabilele aleatoare U §i V sint dependente cu toate ci X
gi Y sint independente iar p(U, V) = 0.

¢) Considerdm variabilele aleatoare X si Y, fiecare repartizate|
normal cu media zero gi dispersia unu g§i cu coeficientii de corelatie
¢, adicd au densitatea de repartitie comuni

e (22— 2pzy 4+ )

1 2—pYy
z,Y) = ————
fz, ¢(%,Y) 2Vl =5
Atunci
1 —2(,—1——,,x'~2pxy+:v‘)
F, (u,v) = —_— e dzdy.
O, V( ) ) 21‘_‘/1 — pz J
2=y 4y ¥+ y<0
Tinind seama cd
3F(u, »)
u, v) = —=-~
fo. vl2; 0) dudv
obtinem
v v
i 4(1—p) 1 4(1 +p)
Uy V) = —c—————— ——
fu, vt 0) Var V2(1 = p) VarV2(1 + p) ’

ceea ce probeazd faptul ci variabilele aleatoare U si V sint repartizate
normal cu media zero gi cu dispersia 2(1 — p) si 2(1 + p) respective.

HI.12. Sd se arate cd dacd X §i Y au fiecare o repartifie Bernoulli
atunci p(X, Y) = 0, dacd gi numai dacd variabilele X st Y sint indepen-
dente.

Solutie. Fie variabilele X gi Y cu repartitiile indicate mai jos:

S L

§ 4
Y: (y‘ yz) (Y1 5 ¥2)
2 1—p,

gi s notdim
p“=P(X=$‘, Y=y,) i=1,2,j=1,%-
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Putem alege z, = O fir# a restringe cu nimic generalitatea problemei.
Atunci cov (X, Y)= M(XY)— M(X) M(Y) ne spune ci dacd
X si Y sint independente avem

P(X, Y)=0.

Reciproc si presupunem ci p(X, Y) = 0.
Rezultd de aici cd

cov (X, Y) = puZi¥) + P1e%1¥2 + Pa%ayy + Poetals —
— [2py + 2(1 — P [Y1P2 + y2(1 — p)] = 0.
Cum am ales z, = 0, obtinem
TaY1P21 + TaYoP2e — Zayy(1 — py) P2 — xzyz“ —p) (1 —p) =0,

sau
| Y1[Par — (1 — py) Pal + Yalpee — (1 — py) (1 — p2)1 = 0.

Insi

. deci Pa=1—p,— Py
gi deci

Y1l — py — Pae — (L — py) Pl + Yo[Poe — (1 — p)) (1 — p)] =0
'adici
1 (Y2 — ¥1) [P2e — (1 — p)) (1 — p)1 = 0.
Cum y, # y, rezultd

Pez= (1 —p) (L — pa),

‘adicd

P(X =z, Y =y)= P(X;) P(Y =y,
; Pa=1—pP1—pu=1—p(t —p) (1 —p) =
| =(1—p)l —1+pl=01—p)p:

jdeci
P(X=zz, Y=yl)=P(X=x2)P(Y=yl)'

Mai departe din

P2=pPu+ Pn
rezulti

Pu=P2— Pua=Ps— (1 —p)po=p(1 —1+4 p,) = p,p,
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si la fel
A P12 = py(1 — p,)

ceea ce dovedeste afirmatfia ficuti.

IIL13. Fie X,, X,, X; si X, patru variabile aleatoare §i

qzl:= é&, 2& = E?. §i lf::-%;.
X3 X3 Xe

Sd se arate cd

MZ,, Z,)= U3 -+ T1a¥yVs — TiglyUs — Ipyosvy 4 P ;
U 01— 2rigpoy + oR (0] — 2rug0, + 031

rZ,, U) = T12VVs — Tgals¥3 — Tyqli¥4 + I3qlsty ,
= .
[v3— 2r,30,95 + 312 [0} — 2rp00, + o§]"

unde: 1, este coeficientul de corelagie dintre X, i X,.
DX .. .. L
v,[:—(—‘) este coeficientul de variajie al variabilei X,
P = ryqu,08 + 1150103 — rigrat v,03 — 4

HI.14. Fie (X,, Xy, ..., X;,) un vector aleator caracterizat prin func-
fia de frecvenjd

k
PXy=2, X,=2..,X,=1,,) = I1 p#* pentru z, = 0,1
1

st unde
k-1 k-1
zk=1_2xi7 PL-=1_ZP(-
1 1
(Xln sey Xk—l. 1)7 (X127 ey Xk-l, 2)1 ooy (Xlnr eeey Xk—l. n)

o selecie de volum n din aceastd populaie §i ¥, = é Xime

m=1
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|

S =

- Sd se determine funcjia de frecven;'d a covarianfei de selecjie Sy, dinire
' X, st X, definifie dupd cum urmeazd :

S = 1:1_1- é (Xym — Xx) (Xem —'Xz) = -

m=1 nn —1)

Y, ¥,

unde

X, =Y, (E=12).
Sd se studieze cazul n = 3.
Solutie. S;, este o estimatie nedeplasatd pentru
cov (X;, X,) = M[(X, — py) (X; — pa)] = — PiP2
gi valorile sale sint de forma

4 pentru perechile (i, j) cu i =1,2,..., 08 i=0,1,..,
n(n — 1)

Ceymin (3, n—1), (I 4+j<n)

Dac¥ punem r = ij, atunci 8, = — rn(n — 1) pentru r = 0, 1, ..

‘ ,["{] unde [#] reprezintd partea intreagh a lui z.

Fie @, multimea tuturor valorilor r cu i gi j distincte, ] <t
Urmeazi ci functia de frecven{d a statisticii S, poate fi scrisd ca

P(Sn = 312) = erQ(ia J)a
unde pentru j <i (adic# pentru i =1, 2, ..., §i j=0,1,.., min (i —

=1, n—1)
Qi j)=PYy =i, Y= s Yy=j, V=10 =
_ _nplpia — py — o™l + 2 (111.3)
Tijin—1—n1

§i pentru j =i (=0, 1, ..., [r/2])

este

QG j)=PY,=Y,=1i) =

_ nipipdd —p —p0"
(2 @ — 20!

Numérul perechilor (i, j) cui=0,1, ..., nsi ‘j = 0,1, ..., min (i, — i)

3 min(i + 1, n— i + 1) = [L"A;_z’—’] (11L6)

$=0

9 — Probleme de statistici — c. 1608 129



Pentru n = 3 vectorul (Y,, ¥,) poate lua valorile (0, 0), (1, 0), 4, 1),\
(2,0),(2,1), (3,0) cu probabilitatile (date de 11 1.3) i (I11.4)) (1 — p, — pz)s,f
31 —p1—pd* (pr+pa)y 6pps(l — py — pa), 3L — p, — p) (B} 4
+ P2, 3pipo(py + po) §i respectiv (p} + pj). ‘

Astfel §;, poate lua valorile 0, —% §i — % cu probabi]itét,ilei
1 —6p1ps+ 3pips + 3p.p3, 6p1pa(1 — p, — po) s respectiv 3p,py(p, + po). |

IIL15. Fie (z,y,) i=1,2,....,n0 selectie de volum n dintr-o popu-
lajie in care caracteristica sub cercetare este un vector aleator (X, Y) normal
bidimensional, pentru care

M(X) = p,, M(Y)=p,, D¥X)= DYY)=c |

$i |
. cov (X, Y) = o%. |

§d se determine densitatea de repartifie a statisticii |
S:+ 83 |

unde am folosit notajiile *

(n—1)S,y =3 (3 — &) (4, — ),

1
(n— 1) SE=3 (6 — By (n—1) =3 (3, — 7"
1 1

Solutie. Considerim transformarea

(U _1(1 1) X)
V) 21 —1 (Y

Deoarece vectorul aleator (X, Y)’ este repartizat normal bidimen-
sional de matrice de covariante

62(1 e ’ .
p 1 |

urmeazd cd vectorul aleator (U, V)’ este de asemenea repartizat normal “
cu matricea de covariante ‘

162(1+9 0].
2 0 1—p
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Prin urmare variabilele aleatoare U si V sint independente
Deoarece )
X=U+V i Y=U-V,

~avem
j Sg:y'= Sﬁ - Sﬁ, Si = Sﬁ + S?; + 2Suv
gl
i = Sﬁ + S% - 2Suc
Ob{inem

Su - S., 1-— aF

Si+ S 1+ aF

. 3
| unde @ =1"2F jar F=1F8.% oste repartizats F(n — 1, n— 1).
: 1+p 1—-p sk

Densitatea de repartitie a variabilei F este

fFy = Z0=0_ 2204 4 F)-e-n, 0 <F < oo,
oz "

Jacobianul transformirii de la F la R este

2
: e+ R
Prin urmare densitatea de repartitie a lui R este

n—3
h(R) = I'(n — 1) (1 1— )
(n-—l] a 14+ R
1—R 1)-0-D 1 2
(+mz) carme T IB<L

Exprimind pe a in functie de p, ob{inem
n—1
2

h(R) —_ T'(n~1) _(1—92)

I [n - 1) 2n-2
2

n-3

X (1 — pR)--N(1 — R?) %
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Tinind: .seama ci R '
T(n—1) = %‘lr("%) r(3)

. M) e
(R) = ——=——(1—¢% % (1 —pR)--1(1 — R% %,

g

2

obtinem

—1<R<1.

IIL16. Fie (X, Y) un vector aleator care are o repartifie uniformd
intr-un cerc de razd 1 gi centrul in punctul valoarea medie a vectorului
aleator considerat. :

¥

|
|

Sd se arate cd variabilele aleatoare X si Y sint necorelate si cu toate

acestea dependente.

Solutie. Vectorul aleator (X, ¥) fiind uniform repartizat in
cercul de razd 1 i cu centrul in punctul valoare medie a vectorului
aleator dat, rezulti ci ’

L dack 0< 22+ 42 <1,
f(x1y) = .
" 0 in rest.
Atunci

g = SS ;vfyf(x, y) dz dy = gggxy dzdy =

y iUz e
11 (1—2%) 1¢0 g2
==\ z dy |dg= =\ z =
T SO [S..(l _gs)lh yJ x‘ k4 SO 2
Deci variabilele aleatoare X si ¥ sint necorelate.
Pe de alti parte se constati imediat ci variatia mirimii fiecireia

dintre cele doud variabile; depinde de valoarea celeilalte, ceea ce in-
seamnd ci variabilele sint dependente. :

we a0

_“__x,)‘/a

IILY?. Se considerd o selectie de volum ri, Ty, Ty, .eey Ty dintr-o popu- |

lajie oarecare §i un sistem de ponderi w,, w,, ooy Wy
S& notdm cu M, media ponderatd a variabilelor de selectie ©,, x,, ...,

1 2 . . e
ey Ty CU M = ;2 %, cu oy, G, respectiv abaterea medie pdtraticd
1

corespunzdtor selecfiel ,, &, ..., &, §i_ponderilor w,, w,, ..., w, st cu
r coeficientul de corelajie :al variabilelor X si w.
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Sd se arate cd
Solutie. Din definitia mediei ponderate, rezultd

”
Y wixg

oA

Aceastd expresie mai poate fi scrisd

Mw=_l'%2w¢xt= %ﬁi(wt_w+w)(3’c—M‘|‘M)=
n 1 n»l . .

1

-iSm—m - eSS =+

+Mém_m+m%=
l .

o =M+%[§"2'.(w,—m(x.—M')]¥

| Cum ins#

cov(X, W)= % i (w;, — ®) (z;, — M) = ro,0,
1

! rezultd ci

‘ = roz0w |
;! M,=M+ -

| II1.18. Se considerd variabilele aleatoare de medie zero X,,1 < J <
i < n a cdror matrice de covarian{d este

‘ R = (ry) = (cov (Xp X))

' si variabilele aleatoare Y, 1<im definite cu ajutorul "variabilelor
' aleatoare X, prin relafiile :

Y, = E auXp

j=1
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Sa se arate cd dacd
P = (p,) = (cov (Y, Y}))
st
A = (a,), A’ = (ay)
atunci

P = ARA’

Solutie. Cum M(X,) =0, 1 << j< nrezultd cd M(Y,) = 0,1 <
ign s deci

cov(X;, X)) = M(X,X,) =ry i cov (Y, Y,) = M(Y,Y,) = pu
M(Y,Y,) = M[(j_l a,,x,) (;_‘{a,,‘x,)]=

=M (,}:n'zz-'\n a,,X,Xla,,,) =

” ”n ” ”
=]§l§ ey M(X,X))ay, = J;lg AT Qs

Ori acesta nu este altceva decit elementul situat pe linia i si coloana k&
din matricea

ARA’
i deci
P = ARA’.

IIL19. Fie X, Y doud variabile aleatoare cu M(X)= M(Y) =0,
DX)=o0} DAY)=o2 si poX,V)=r
Se construiesc variabilele aleatoare
U=aX +bY,
V=5bX—aY
st necorelate
Sd se arate cd

: 1
0,0, = (@® + b*) o0, (1 — r?)2,
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R

|

I

|

Solutie. Din problema precedentd rezultd ci

D¥U) cov(U,V)\ (e b)( DYX) cov(X,Y)\(e b
[cov(U,V) DY) )_(b —a) \cov(X,Y) D¥Y) )(b—a]

De aici dacd tinem seama de condifiile in care lucrdm, rezulld cd putem
. scrie

sy O a b2 |6k royoyp
0 o b —aj |regs, oY
- sau
i
| opop = (a* + b%)* oko}(l — r%)
st deci

6y0y = (6% + b®) 6yo (1 — r¥)'e.

II1.20. Se considerd vectorul aleator (X, Y) normal bidimensional

cu M(X)= M(Y) =0, D(X) = Dy) =1 si p(X, ¥) = p.
: d) Sd se calculeze coeficientul de corelajie al variabilelor aleatoare
X2 Y2

b) Sd se calculeze regresiile M(X?|y?) si M(Y?,| z?).

Solutie. a) Vom utiliza functiile caracteristice pentru a calcula
momentele care intervin in expresia coeficientului de corelatie.

Din definitia functiei caracteristice bidimensionale rezultd cd

olt, w) = SS‘*""“""“”’ y) dz dy +

1
+ 1 ssei prpingt g~ pTrm (#3—2pxy+9]

PEvR——T dzdy =

1 .
1 — gy FU-21=0") i-2pry 45 (1= 2(1~eY iul}
T 2r(1—gy' SS ¢ dz dy
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Dac# facem schimbarea de variabile

1

x=d—wW1

Zz N

[1—201—p)ig'h

+

+p -
[1—2(1—93)iu— ¢

%3

1 - 2iy1 —

.

y=»1 - pP)a
[1 — 21 — i —

ox ox
o
L/

oz, 0z,

=(l-p{l—-200 —p)i} { —2(1 —»p

o 1/g
1—-2(1— ¢ it]

2) lu} - 92]- ?7

atunci
1
) 1 — o R [1-2(1-p%) it)—2pxy+38 [1—2(1—p%)i u]}
L) —m —— e 2(1—p%) —_—
‘?( ] ) 2m(1 — 92)‘12 SS dz dy

1
_a-e)a—20 —pit) (1 — 201 — pYiu) —p?] 2
21:(1—;:2)”2

Deci

ot u) =1 — 92)‘/2[(1 —2(1 — e li) 1 — 2(1 — 0?) i u) _:92]_

=[(1 — 2i1) (1 — 2iu) + 4Pt
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De aici :
Mxeyy =2 Zebu) -y 4 9

i olou |i=u=0

MX2) =1, M(Y?) =71,

DX(X?) =2,
 des DY(Y?) = 2
$1 deci

p(X3, ¥?) = g2

b) Pornim de la relatia
DX |y) = M(X?*|y) — M¥X|y).
Putem scrie deci
M(X?|y) = DXX|y) + M¥X|y).
Insd
M(X|y) = py
$i
D¥X|y) =1 — ¢
Prin urmare
M(X2|y) =1— p* + %y~
Cum fiecdrei valori y* ale variabilei Y2 fi corespund dou# valori
—y si y cu probabilititi egale cu -;—, rezultd cid

M|y = 5 MXE|y) + 3 M(X*|y) =

=1— ¢+ p%?
$i analog
M(Y?|2%) =1 — p% + p?a®

IIL.21. Se considerd variabilele aleatoare X, Y, Z de valoare medie
zero $i abatere medie pdtraticd unu §i astfel incit

M(YX) = M(ZX) = %
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Sd se determine limitele intre care vartazd coeficientul de corelafie
al variabilelor X 5i Y, r = M(XY).

Solutie. Stim cd intotdeauna coeficientul de corelatie a doud
variabile aleatoare este cuprins intre —1 i +1 gi problema care se
pune este de a vedea dacd aceste valori sint atinse sau nu. Pentru a
obtine valorile extreme ale coeficientului » vom porni de la inegalitatea

M[OX + pY + vZ2)2]1 > 0,

valabild oricare ar fi numerele reale A, g, v.

Inegalitatea de mai sus, tinind cont de conditiile problemei este
echivalentd cu

fO, @ v) =2+ 2+ v+ pv + v+ 2rip 2 0,

adicd o formd pétraticd pozitiv definitd. Deci r trebuie astfel ales incit
si avem satisficutd aceastd conditie, ceea ce revine la a spune cé cele
trei valori proprii ale matricel simetrice

1 r 1

2

r 1 1

2

\_1. 1 1
2 2

sint pozitive sau echivalent, ci forma p&traticd f(, w, v) este suma pé-
tratelor a trei forme liniare.
Forma pétraticd f(A, w, v) o putem scrie astfel

fos = (3 re+ 1) U=t = et 3
Expresia

A= @+l—nw+ v

constituie o form# pdatratici de doud variabile. Pentru ca aceastd
formd patraticd si fie pozitivé este necesar si suficient ca discriminantul
ei sd fie negativ, adicd

A—r2—31—r) <0
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sau

A—rit—-r-314+nm<0.
Cum 1 —r > 0 rezultd ca

1—r—-314+nr<0
sau

1
l‘>—'§"
Dacd r = — —;, atunci
fQ », v) = M[QX + pY + vZ2)] =
a2 PL3 e
-(’«\ 2+2)+4(v~+v)

si f(d, i, v) se anuleazdi dacd

kv
A 2+2 0,
p'+V=01
adicd
v=—p A=S—2=y

ceea ce revine la a spune ci intre variabilele aleatoare X, Y, Z are loc
aproape sigur relatia

X+Y—-2=0.

Observajie. Daci se considers A, g, v drept coordonatele unui punct intr-un sistem
de axe oblice in spatiu, vectorii bazei sint unitari insd fac Intre ei unghiurile o, 8, y ale

cdror cosinusuri sint -;'— ’ -;—, r. Atunci f(A, g, v) reprezinti patratul lungimii vectorului
de componente A, y, v. Din problemé rezultd cd trebuie impusi conditia

at+Bt+ry<m
sau
y<2m—(x+B)

ceea ce conduce la
cosy > cos (@ + P).
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Dar o =3 §i deci

cos(a+ﬂ)=c052¢=2cos=a—1=%—1=—%

ceea ce revine la

rezultat care s-a obtinut firi a face apel la interpretarea geometrica.

II1.22. Fie X,, X,, ..., X,, n variabile aleatoare astfel incit M(X,) =
=0, D¥z) = 1,1 < i< n Notdm cu T'y = M(X, X)) (care este tocmai
coeficientul de corelajie al variabilelor aleatoare X, si’ X,) si punem

1 Iy Ty Ty,
I‘?l I‘:sz 1.: XYl I‘:a”
I, Tp Ty.d

a) Sd se arate cd

unde i
) A RO A 1 T oo I\
ra r2_.T™ |=| 1 ..T .
™ e T Ts Tag oD

b) Sd se calculeze A, cind variabilele aleatoare X,, X,, ..., X, sint
necorelate cu exceptia variabilelor X, si X,.
¢) Sd se calculeze A, cind Ty =T, 1 <1, j < n

Solutie. a) S& presupunem c# forma pitraticd Z:P‘,X,Y, re-

. LF%)
prezintd pdtratul distantei de la originea axelor la punctul de coordo-
nate (X, X,, ..., X,,), intr-un spatiu euclidian avind ca tensor metric
pe T
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i

[y

. An % < . . ,
In acest caz raportul o va apédrea ca péatratul cosinusului un-
ghiului a doi vectori.

Cum am pus
Ty, = MXX,), Ty=MX}=1,
1 Ty..l,
A, =|Ty 1 . Tan
Ty Tppoo

se constatd cd A, este minorul tensorului extrem I',, =1 din A,.
Sd considerim acum un spatiu euclidian real raportat la o bazi de

vectori e, €,, ..., e, normatd, insi nu ortogonald. Fie T, cosinusul un-
ghiului dintre vectorii ¢, si e, '
Pétratul distantei de la origine la M{x,, ..., z,) este egal cu

OM? = 3T, X,X, = X} + 2Z T, X, X,.
i<i )

Daci notim cu I'¥ elementele matricei
I T2 T
R
atunci putem scrie

2 Pur‘k = 811:

f=21

Aagy

I\ﬂﬁ — N
Aq

deoarece A,_, este minorul elementului T,, din determinantul A,.
In particular '

Z.-; I, =0 daci j+ n.

Conditia de ortogonalitate a doi vectori X si Y este
@ r,XY,=0.
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Conditia de ortogonahtate a vectorului (X, X,, ..., X;;) cu vectorul
bazei ¢(0,0,...,1,0,...,0) este in particular

> T,X, =0, jfixat.
1=1

Rezultd ci vectorul de componente u, = I'*, u, = .. u,=1I"
este ortogonal cu toti vectorii bazei cu exceptia lux e,.

S calculam unghiul 6 pe care vectorul U il face cu vectorul
(0, 0, ..., 0, 1).

Pentru aceasta punem in evidentd produsul scalar al acestor doi
vectori care este egal cu

” n
Erinut = 2 I =1.
fz=1 =1
Pitratele lungimilor vectorilor sint egale cu I'” si

2 T, I =35 I“"(E T 07 = 25 8,0 =TI

E¥i

Deci
1 1 A

cos? 6 = _—— R
) . L I A

de unde rezulti ci 0 < A, < A,ye
Cum

A=1 5 A=1-TE<Y,

rezultd cd sirul {A,} este descrescdtor si termenii sdi sint toti cuprinsi
in intervalul [0, 1].

b) Dacd toate variabilele aleatoare X,, X,,..., X, sint necorelate
cu excepiia variabilelor X;, X, cu A, =1 — I',,

atunci
1 ', 0...0
ro, 1 0...0
A,=|0 0 1...0=1—-T1%=A4,

................
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¢) Dacd toti I';; =T, i, j =1, 2, ..., n, atunci
1 rr r..r
r 4 T..T
As=|p T 1..T
I I' I..1

Pentru a calcula acest determinant proceddm in felul urmitor.
Se scade din fiecare linie, linia urméitoare si se obtine

1-T T—1 0..0 0
0 1-T I—1..0 0
N =
0 0 0..1—T I'—1
r T I..T 1
t -1 0..0 0
0 1 —1..0 0
T | S .

Adunind acum toate coloanele determinantului la coloana intiia §i
dezvoltind apoi dupid prima coloand se obtine

10 -1 0..0 0

0 1 -1..0 O
Ap=(1 —T)" | ceeeeimineiiiiiee, =

0 0 0..1 —1

1+4@®-1)rT r..Tr 1

0
=1 - (—1)"'[1 + (n—1)T] 1 -1 .0 0f_

....................

=1 =D (=D)""[1 + (» — YT ()™
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Deci
Ap=( —T)y*[(n — YT + 1]
i de aici

Aﬂ+1 =(1—I‘) nI‘+1
An n—-1nr+1

raport care (o functie omdgrafici) tinde citre 1 — I’ cind n — oo.

Observafie. Calculul se poate face mai simpiu in modul urmitor: se consideri matricea
simetrici

r r r..r
r r r..r
I T r.T
P T Dot

Vectorii proprii ai acestei matrice sint solutii ale sistemului liniar

Ts=%r i=1,2,..,n,

”
s=;x,~.

Valoarea proprie simpld pentru vectorul propriu x, = r, = ... = x, este A = nI'iar
A = 0 este valoarea proprie multipld- de ordinul n — 1 pentru subspatiul propriu z, 4
+ 2 + oo + Ty = 0.

Urmeazi cd polinomul caracteristic este egal cu

(—i)” A-100 — nl).

De aici rezultd cd ficind pe A = I’ — 1, determinantul caracteristic se reducela
A, si regisim pe aceasti cale valoarea calculati mai. inainte.
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I II1.23. Repartifia vectorului aleator (X,Y) este datd in tabelul
11.2.

Tabelul IIL2

xx .
1 2 3 4 5 P(Y = yz)
Y&
1 1 11 1
1 . = o0 = = el
12 24 24 30 5
2 r 1 1 1 1 1
24 24 24 24 30 5
3 1 1 1 1
2 22 2 % 3 5
1 1 11 1
4 -— 0 —_ —_— — —_
12 24 24 30 5
5 T+ 1 1 1 1
24 24 24 24 30 5
px ) 11 1 1 1 ;
= I : -— —_— —_— -_— —_
X=%)1 3 % 6 6 6

Sd se afle dreptele de regresie i unghiul dinire ele.

~ Solutie. Dreapta de regresie a lui ¥ asupra lui X este
O2
y—mg=p= (T — M),
o
jar dreapta de regresie a lui X asupra Iui Y este

Yy— Mg = e ? (z — myq).
1

10 — Probleme de statistici — c. 160 14%



Din repartitia vectorului (X, Y) se obtine

myg = M(X) = Zxkp(x =) = %6’

= M) =S uPY =gy =2 _ 3
k
0, = VM[(X - mlo)“] = 1149’

Gy = VM[(Y—m01)2] = 1,41,
- MUX — myo) (Y ~ my))]

G0y

= 0,06.

Urmeazi ci dreapta de regresie a lui ¥ asupra lui X este:
¥y — 3 = 0,056 (x — 2,66),
iar dreapta de regresie a lui X in raport cu Y este
¥y — 3 =157 (z — 2,66).

Dac& notim cu 6 unghiul dintre dreptele de regresie atunci

§— 3 ‘__] =1—¢ ooy
p ofto}

tg

°1
Inlocuind cu valorile numerice determinate mai sus, obtinem

to 6 = 15,644()_
0,8792

si

15, 6440

6 = arc tg > 86°50"

N1.24. Si se arate cd unghiul O dintre dreptele de regresie este dat
de expresia:

—_
0 = arec tg(l—pjciyz_).
4 O'x+0y
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Solutie. Dacd regresiile corespunzitoare vectorului aleator
(X, 7) sint liniare, atunci ecuatiile dreptelor de regresie sint

y — M(Y) = p & [z — M(X)],

Cz

y—mn=%gw—an

punctul lor de intersectie fiind P(M(X), M(Y)).

Dacé punem
le . [
my=—2 §i my=p~
@ Oz Gz
atunci
[} 1
e )
tg 0= - ; 2 cz) L@ . —_
mym, Sy
1 1+

- 1— pz G20y
[ of + c?;
Observafie. Pentru p = 0 dreptele de regresie sint perpendiculare jar pentrup =1
sint paralele.

IIL25. Se dd densitalea de repartific a vectorului aleator (X, Y):

——
2n6,6, V1 — ¢* 21 — ¢%) L\oy

— 2,2 4 (LT
2 G2 + l“z) ]}
a) Sd se afle dreapta de regresie a lui X in raport cu Y si valoarea

medie conditionatd M(X[y).
b) Se considerd evenimentele B ={Y < Yo}, B'={Y >y} s€

noteazi cu m, m', p §i q expresiile
m = M(X|B), m'=M(X[B), p=P(B) ¢=PEB)

§i se pune
Yo 1 “2].
Ug = — n) = —¢€Xx _—l
0= ) g(u) Vom P )



-84 se calculeze mp si m'q si sd se arate cd- -
. pstmaqsy ;

¢) Fie evenimentele

B, ={Y <yy}; Bz={y>yz}
<u

Y1>y si my = M(X/[B), m; = M(X|B,)
p, = P(By), P2 = P(B,).

’

Sd se arate cd
—-m 1
p = “'nz lo'— ’
Gy
unde

Z =L(:l) +g_21,) i m=yfo; uy = y,/o,
1 2 .

Solutie. a) Avem
M(X[y) =2y,
Oz
iar dreéapta de regresie este

1o,

P oy

b) Densitatea de repartitie a vectorului aleator (X, ¥) conditionatd
de evenimentul B este ’

f(x, y)
—_——

P(B)
de unde

M(X[B) ==\ afz, y) dz dy

sau cu notatiile mentionate

mp = (" (" afte, ) dz ay =

z—p%y [
. 1 Yo —i 2 b _ 1 [
EEE S - L e da
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de unde urmeazi ci

ut

P01 (% -z
mp = ——— ue du
P V21t S—- © ’

adicd mp = — po,g(uo).
Analog obtinem
m'q = pc,8(ko)-

Din ultimele doud relatii objinem prin inmultire cu —grespectiv
cu p si adunind
(m' — m) pg = (¢ + 9) po:8(%o)s
de unde scoatem coeficientul de corelatie
_m-mp
e o, 9y

¢) Urmirind acelagi rationament ca la punctul b) gisim cd
mp, = — po18(8y),
mypy = p6:8(Us),

de unde
my; — m; = PO, [M-l-g—(t-‘ﬁ] '
o1 Ps
sau :
—me-m 1
e N Z

II1.26. Sd se calculeze ecuafiile curbelor de regresie alevariabilei X,
asupra variabilei Y, in cazul cind densitatea de repartitic a vectorului
aleator (X, Y) este :

8 fz )= { 3 @+ 3 e 5y>0,

0 in rest.

v
b f(x,y>={ LTy >0,
0 in rest.
8 _14=+y
¢) fz,9) ={ 2 A+20 + 0¥

0'in rest.

z,y 2 0,
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Solutie. a). Ecuatia curbei de regresie a variabilei X fatd de
Y este datd de M(X[y).

Insj
- Sw x(x + 3y) e~ |y Sw a(x 4 3y) e~% dx
M(X[y)=22 = :
4 Sw (x + 3y)e~%2¥ gx Sm (x + 3y) e *dzx
2 Jg 0
Deci
r = ~—2+ 3y9
143y
deoarece
g"’ oz + 3y) e=* dz = I'(3) + 3y I'(2) = 2 + 3y,
si
S: (¢ 4 3y) e~ dw = I'2) + 3y(—e~*[) = 1 + 3.
. -Y © ¥
e S T
__ -0 z _Jo z .
b) M(X[y)= " T —y
S Y ity g, S e !+* gy
b (1 + xp o (1 + 2)*
Cum
Carme ™ =2 ey 4
o (1 + 2)4 vy
si
S ad e l+xdx.__S 1 e i+idp —
o (1 + x)* o (14 x)®
—_ ® 1 - 1+2 ¥+ 2 -y
So 1+ at da (emv + 1),

rezultd ci

M(X/y) — W +2)e?+1) ,
2 —eY(y2+2y 4 2)
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adicd
_ w4 e+ |
2—e V(Y24 2y +2)

b) Din cauza simetriei functiei f(z, y) in raport cu z i y rezulld ca

9Se=_x(1+x+y) da ‘wz(1+x+y)dx

M 2l a+atatwt b O+t vA 3
ly)—ES“_Lﬂﬂ_dx (" Lretre 20+ 3
2) A+t +y)t o A+t
Deci
S N
2y +3

IIL27. Si se calculeze ecuatiile curbelor de regresie ale variabilet
Y asupra variabilei X, pentru cazul cind densitatea de repartitie a vec-

torului aleator (X, Y) este:

4 (z +3y)e*"%, =xzy2 0,
a) f(xi y) = 5

0 in rest

v
y T Itx .
b) flz, ) =3 a+ " e , %y 203

0 in rest.

9 (A+z+y
2. LT EE - z,y20
C) f(x, y) - 2 1+ x) A+ Yy =2 Y,

0 in rest.

Solutie. a) Ecuatia curbei de regresie a variabilei X asupra
variabilei Y este datd de expresia M(Y [z).
Dar

y(x + 3y) e dy V’ y(x + 3y) ¥ dy
-0

\Q
M(Y[2)= 7o .
S (x + 3p) e dy S (x + 3y) e¥dy
0

BAFNESREN

0
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Insd

[ e+ 3y) eway =222
. |

si
(va+3y eway = 2£2,
(1]
Deci ecuatia curbei de regresie este
= +3 .
2x+ 3
SQ v e %‘dy Sw e r"y-‘-" dy
b) M(Y|z) =D G+ — .
> - ® -
So ( -: x)* ey so ye 1= dy
Insy
-y
S ye "rdy = (1 4 z)?
0
si

_..l’_
S“’ yre THidy =21 4 z)3.
0
Deci ecuatia curbei de regresie este

y=2(142z) (o dreapté)

Mo atern [ratetn,
2h a+aa+rn 0 ) atar
©) M(Y/x)=_9_s _l+z+y d—sw1+x+yd

2) A+ 214y b 1+ py»
Dar

S=o1+z+yd _2z+3
o (14 y)0 6
si

S*y(1+x+y)d - *+3
b A+t 6
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Deci ecuatia curbei de regresie este

— _x_-l—_3 .
2z + 3
I1.28. Fie X i Y doud variabile aleatoare a cdror densitate de re-
partitie comund este f(z, y) si m(z) = M(Y [z).
Sd se arate cd
a) M{m(X)] = M(Y),
M[Ym(X)] = M[m(X)P,
M[XY] = M [Xm(X)],
unde m(X) este variabila aleatoare obfinutd prin inlocuirea lui z cu X
in functia m(z).
b) Dacd se noteazd cu o3, respectiv o3, dispersiile variabilelor aleatoare
X §i-Y, cu r coeficientul de corelajie al varigbilelor X si Y §i cu

_ MIenXP]

3

02

pdtratul raportului de corelajie, sd se arate cd

o3(1 — ¢%) = M[Y — m(X)P,
(1l — 1?) = M[Y — o X]z-
(1

c) Si searate ca 0 L2 AL

Sd se arate cd ¢ = 1, dacd §i numai dacd X §i Y sint legate printr-o
relatie functionald si cd dacd r* = ¢?, atunci Y este o functie liniard de X.

Solutie. a) Valoarea medie a variabilei aleatoare ¥ condifionatd
de faptul cd X = z este definitd ca

(] B
S_ yf(z, y)dy
m(z) = _

S f(z, y) dy

-0

de unde

mia) (" fia y) dy = {°

. yf(z, y) dy. (IIL.5)
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Integrind in raport cu z in ambii membri, obtinem

j:c S:, m(2) f(z, y) dz dy = Cm S:a yf(z, y) dz dy,
adicd
Mm(X)] = M(Y).

Dacd acum inmuliim relatia (I1L5) cu m(x), apoi cu =z si dupa
aceea integrdm in raport cu z se obtine

M(m(X))*] = M[Ym(X)],

M[Xm(X)] = M(XY).
b) Din definitia raportului de corelatie

2 = MmO
o}
rezulta
o3l — ¢®) = o — M[m(X)2 = M{Y: — [m(X)]3}.
Insy

M{Y* — [m(X)P} = M{¥* — 2¥m(X) +
+ [m(X)P} = MY — m(X)]2

Prin urmare
o3(1 — ¢%) = M{[Y — m(X)]%}

ceea ce arata ¢ < 1.
Mai departe

M(Y_r% X)2= M(Yz — % XY+r2"_5X2] =
G, oy of
= 6} — 2r%3 + 1%} = o3(1 — s?)
adicd

M(Y—r% X2 = o§(1 — 2.
O

¢) Relatiile puse in evidenti ne arati faptul c& r2 este coeficientul
asociat functiei liniare r% X jar ¢* functiei m(X).
Oy
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Expresia' r 2 x poate fi consideratd ca aproximatie liniard a curbei
de regresie y -c——l m(z).
In cazul regresiei liniare, functiile r2 z si m(x) coincid si atunci
&= o
Dacd acum aplicim inegalitatea lui Schwartz expresiei M[Xm(X)]
obtinem
{M[Xm(X)]}? < M(X?) M[m(X)] = oicic®
$i deci
oiodr® < ojoic’,
de unde rezulti ci
ogrergeg L.

¢ =1, implicd ¥ = m(X) aproape sigur; existd o relatie functionald
intre X §i ¥ reprezentatd grafic prin linia de regresie y = m(X). Dacd
in particular 72 =1, aceastd relajie este liniard. Egalitatea r*= ¢?
implici faptul c¥ intre X si ¥ existd o relatie liniard; regresia lui ¥
asupra lui X este liniard.

Egalitatea ¢ = 0, implicd m(X) = 0 aproape sigur, insd aceasta nu
antreneazi in mod necesar independenta variabilelor aleatoare X si
Y cu toate ci ¢ = O constituie o condifie mai puternici decit r = 0.

II1.29. Dintr-o populajie earecare caracterizatd de variabila alea-
toare X cu M(X) = a, se face o selectie de volum n, objinindu-se valorile
X,, Xy, .-y Xny apoi incd o selecjie de volum m — k obfinindu-se valorile

’ 14 ’

Xk+17 X§+2a eeey Lo
Dacd se pune

Y= X1+X2+.n+Xk+Xk+l+u.+Xﬂ,
) Z=X1+X2+"°+Xk+XI,c+1+"'+X:m
si se arate c3 regresia variabilei Y asupra variabilei Z este datd de

=X 4 (n— k) a.
m
Solutie. Regresia variabilei ¥ asupra variabilei Z este

y— MY)=ry,; :—: (Z — M(2Z)) = %%—‘(Z — M(Z)).
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. Insy

M(Y) = 3> M(X) = na,

t=1

MZ) =3 M(X) + 3> M(X}) = ma.

J=1 . J=k+1 . . N
o = M(X; + . + Xp + Xja + o + X2 — m2a2 =

& m . )
=5 MXD+ 35 MXD+2 35 MXX)+2 35 * MXX) +

=1 ey =4} 1575 BT
k m .
4 22 E M(X, X;) =mek — m(m — 1)a®+
T=1j=k+1

+ k(k — 1) & + (m — k) (m — k — 1) a? + 2k(m — k) a? = mo}.
tn = M(YZ) — M(Y) M(Z) = .
=MX + o+ Xt Xy + oo + X)) (X + o + X+
+ Xon + o+ X5) —nmat = M(X2+ ... + XB) +

] & " n k '
+2 3 MXX)+3 3 MXX)+ 3 Y MXX)+
1=1<7 1=1j=k+1 fmk+1 =1

+ 3 3> M(X,X)) — nma? = kok + ka® + k(k — 1) a® +
i=k41j=k+1 .
+ k(m — k) a® + (n — k) ka® + (n — k) (m — k) a® — nm?.
Deci
e = kok.
Asadar
C ke
me%

Yy —na= (z—md),

de unde urmeazi ci
k .
=—z+(n—k)a,
m
adicd tocmai relatia pe care né-am propus s-o dovedim.
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II1.30. Se considerd variabilele aleatoare W, si W, definite ca
W,=X4+X+ .+ X, + U, +U;+ ...+ U,
Wo=X,+ Xo+ o+ Xa+ Vit Vot e + V,y

unde variabiléle aleatoare X,, U,, Vi sint necorelate i
M(X) = M(Ujy= M(V,) = 0,-~ DYX) = D(U) = DXV,) = 1.
a) Sd se araté cd S :

n

Vara@tn

rwn wy =

b) Utilizindu-se acest rezultat, sd se arate cd dacd
Y/=X1+X2+X3+X4+X5+X6.
Z,=Xy; Z,= Xy + X5; Zy = Xo + X; + X

unde X,, 1 < i< 6 satisfac” condijiile impuse mai sus, atunci regresia
multipld a variabilei Y asupra variabilelor Z,, Z,, Z, este datd de

y=zl+22+zs.

¢) Sd se calculeze regresia multipld a lui X fajd de Yy, Yy, Yy Y,
unde

X=ZX£§ Y, =X, + X3 Y= X;+ X, + X

Y= X34+ X, + X5 + X5 V=X, + X5+ X + X; + X
iar
A Xihgiss
cu proprietdfile indicate mai sus.

Solutie. a) Intrucit variabilele X;, U,, V, sint necorelate si de
dispersie 1, rezultd cd

DYW,) = D¥X,) + ... + D¥X,) + D¥U)) + ... + DXU,) = n +a,
DAW,) = DHX,) . + DHX,) + DAV + - + DAV,) = n+ b,
cov (W, W,) = M(W, W) — M(W,) M(W,) = M(Xi + ... + XJ) =n.
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Deci

n

Tw,w, =

b) Din rezultatul ob{inut avem

cov (Z,,Z,) = 1;
cov(Z,Y)=1;
cov (Z,, Y) = 2,

cov (Z,,Z,) = 0;
cov (Z,, Z,) = 2;
cov (Z;, Z;) = 3;

Regresia multipld satisface relafia

o1 T O
G2 Ga2 Gy
Of-11 Op—2a 2 Op—pi

Tr— 1 oo oo Tp— Wy

rezultd cd in cazul nostru vom avea

adici

sau

1 0 0 1
0 2 0 2
0 0 3 3
% Z3 23 y

Vota@m+o

cov(Zy, Zs) = 0;
cov (Z,, Z3) = 0;
cov (Z;,Y) = 3.

6y — 623 — 62, — 62, = 0

Y= 2+ 2, + z,.

¢) Procedind intocmai ca la punctul b ), regresia multipli a variabilei
X asupra variabilelor Y,, Y,, Y, Y, este dati de ecuatia

2

1
0

0
)
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Dupd efectuarea tuturor calculelor se obtine
_B, 8, 5, . M
r= 31.7/1 +31?/2 31y3+31ya-

I_II.31. Doud stagii hidrometeorologice fac 100 de observatii de-a lungul
unui an (1 octombrie — 31 septembrie anul urmdtor) asupra nivelului
mediu al apelor unui riu si se obtin date trecute in tabelul 111.3. ‘

T‘ubelu] I11.3

\i !‘ 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9 4,0 4,1 4,2 4,3 4,4 4,5 #o
3,2 1 1 ~ 2
3,3 1 2 1 ‘

3,4 2 2 1 1 6
3,5 3 5 2 1 1 1 13
3,6 1 4 4 4 1 1 1 16
3,7 1 1 12 1 2 17
3,8 1 1 10 3 1 16
3,9 1 1 12 1 1 1 17
4,0 1 1 2
4,1 2 3

4,2 1 1 2
ny. 1 3 9 |13 |22 |29 8 3 3 4 5 100

a) Sd se determine mediile si dispersiile variabilelor z i y.
b) Sd se determine mediile conditionate.

¢) Sd se determine liniile de regresie, utilizind metoda celor mai mici
pdtrate.

d) Sa se calculeze coeficientii de corelajie si coeficientii de regresie.

Solutie. a) Pentru ugurarea calculelor necesare determindrii
mediei si dispersiei variabilei z intocmim tabelul II1.4.
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Tabelul ~ III4

E7Y np. n—-a #y.(2p — a) ny.(xg — a)*
3,5 1 -0,5 —0,5 0,25
3,6 3 -0,4 —-1,2 0,48
3,7 9 -0,3 —~2,7 0,81.
3,8 13 -0,2 —2,6 0,52
3,9 22 -0,1 . —2,2 ‘ 0,22

a=4,0 29 0,0 : 0,0 0,00
4,1 8 0,1 0,8 0,08

4,2 3 0,2 0,6 0,12

4,3 3 0,3 0,9 0,27

4,4 4 0,4 1,4 0,64

4,5 ) 0,5 o 2,5 1,25

Total 100 - -0,3 4,44

" De aici rezulti ci

% np.(zp — a) 3
= ——— =42 =
S +a=4 o 3,97,

%ﬂm(x» — a)?
En;..

de unde 5, = 0,208.
Pentru calcularea mediei §i dispersiei variabilei y avem tabelul 1115

ot =

—(Z—a)= ‘;T:“ — (3,97 — 4,0)2 = 0,0435,

Tabelul IILS

) . ye—b n.e(y — b) n.x(yr — b)2
3,2 2 -0,5 -1,0 0,50
3,3 4 -~0,4 . =16 . 0,64

4 6 -0,3 -1,8 0,54

3,56 13 -0,2 —2,6 0,52

3,6 16 -0,1 ~1,6 ) 0,16

b=3,7 17 0,0 0,0 0,00

3,8 16 0,1 1,6 0,16

3,9 17 0,2 3,4 0,68

4,0 2 0,3 0,6 0,18

4,1 5 0,4 2,0 0,80

4,2 2 0,2 1,0 0,50
Total 100 _ 0,0 ) 4,68 .
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De aici rezultd ci

g =3,7.
DU — b
o2 = —-—k —_ —_— b 2 ﬂ ]
Oy %n_k ¥ ) 100 0,0468
de unde
o, = 0,216.
b) Pentru determinarea mediilor conditionate utilizim relatiile
xn, xp
z,, = At ,
n-d
si
| %y by
| =1 .
yxr. ny.

1' Dacd acum punem Z, pentru valoarea medie condifionatd a varia-
bilei z, pentru y dat, pe baza relatiilor de mai sus se obtine tabelul II1.6.

Tabelul IIL6

y 3,2 33 34 35 | 36 37 | 38 39 40 41 42

Ty 3,550 3,725| 3,817| 3,861| 3,944 | 3,912| 4,019| 4,024| 4,450 4,460 | 4,300

| jar in cazul mediei conditionate 7,, se obtine pentru diferitele valori
ale lui z tabelul IIL7.

Tabelul IIL7

x 3,5 3,6 3,7 38 39 4,0 4,1 4,2 43 4.4 4,5

¥z 3,200 3,466| 3,467| 3,554 | 3,645| 3,786 3,725 3,767( 3,767| 4,100 4,040

11 — Probleme de statistici — c. 1608 161



¢) Ecuatiile liniilor de regresie sint date de relatiile

Ih=o02,+b
i
Z, = a'y, + b,
unde constantele a, b, si a’, b’ se determind prin metoda celor mai mic

pétrate.
Ecuatiile normale pentru determinarea coeficientilor a §i & sint:

“;xh + nb = hE%.,
azxx%+b2xh=2whyh

cu solutia
; Ty n ; Ty ; Tn
; 23Ty ;xn ; z; ; Ly Tn
Zh: z, n 2 z, n

h
; 3 ; z, ; x2 2 z,

h

—14505,472 —
a= 220172 . 0,908; b= =277 (000,
—15974 —15974

iar cele pentru determinarea coeficientilor a’ si b’ sint
algyk + nb’ =k2$k’

a';yﬁ 4+ b’Z:yk =2kzkyk
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cu solutia

2, n 29 2%
; T Zk: Ye ; vk Z_,\ ZYs
; Yx n ; Yi n

D D% DU 2%

154,0394 -
a = 2% o 0,064; b = 18789 0,003.
—3512,51 —3512,51

Deoarece in cazul de fatd obfinem

;xh=44; 3 g = 177,10; ;gh.:éo,w;

(;.2 x,)? = 1936; Eh .7, = 162,8822;
Dz, =46,062; 2y, =407; D ui=151,69;
k k k
; Y%, = 163,9284.

d) Covarianta variabilelor z §i ¥, pn se calculeazi cu ajutorul
relatiei:
1
pu= D i — @) (G — ) —E—a)F—b
sau incd

=1 @—a @ —b—E-a@-b)

unde 7, este media conditionaté a lui y pentru z dat,iara = 4,0;b = 3,7,
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Pentru calculul covarianfei p,,, intocmim tabelul III.8.
Tabelul IIL. 8

"y, #—a ¥n Un—b np.{zn — a) (Yn — b)
1 -0,5 3,200 —0,500 0,2500
3 —0,4 3,466 —0,234 0,2808
9 —0,3 3,467 —0,233 0,6291

13 —0,2 3,554 —0,146 0,3796

22 —0,1 3,645 —0,055 0,1210
29 0,0 3,786 0,086 0,0000
8 0,1 3,725 0,025 0,0200
3 0,2 3,767 0,067 0,0402
3 0,3 3,767 0,067 0,0603
4 0,4 4,100 0,400 0,6400
5 0,5 4,040 0,340 0,8500
3,2710

Deci
3,2710
== = 0,032710.
B11 100 ’

Atunci coeficientul de corelatie r are valoarea

= 2082709 0,728,
0,208 - 0,216

Dacé notdm cu b,, i b,, coeficientii de regresie, atunci

oz . oy
b,w=r__—. bw‘=r:’
Gy cz
sau incd
b =Hu. p __HPu,
zy ?1;' vz a

In cazul exemplului numeric obfinem
by 220,75 by, = 0,752.

{IT. 82. Doi observatori fac 70 de mdsurdtori asupra unei variabile
continue. Rezultatele observatiilor sint trecute in tabelul II1.9.
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Tabelul IIL9

x 0—4 —8 —12 —16 -—20 ~-24 —28 -32 —36 "
0—4 1 3 4
-8 1 1 4 6
—12 5 1 12
—16 6 2 14
—20 5 12
—24 3 2
—28 1 1 3
—32 2 2 2
—36 1
ng. 2 9 | 16 | 11 9 9 5 6 3 70

Sd se calculeze coeficientul de corelatie, coeficienjii de regresie si dreptele
de regresie.

Solutie. Deoarece in expresiile coeficientului de corelatie si

ai coeficientilor de regresie intrd dispersiile, le vom calcula mai intfi
pe acestea

Ehl np.(xp — a)?

H=t— — (32— o),
n

Zng.(yr —b)?
»

Sy=t—— — (@b
unde am pus
%nh-(a’h —a) Zk:n-k(yk -b
zZ= - + a; j=——7+ b,

$i 2, Y, mijloacelor intervalelor pe care se inregistreazd observatiile.
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Pentru calcularea valorilor statisticilor Z, 5, 7, G, avem tabelele:

Tabelul IIL10
7. E7S i —a np.{2p — a) #p.(xp — a)?
2 2 —16 - 32 512
9 6 -~12 —108 1296
16 10 — 8 —128 1024
11 14 — 4 — 44 176
9 a=18 0 0 0
"9 22 4 36 144
5 26 8 40 320
6 30 12 72 864
3 34 16 48 768
70 —116 5104
de unde
: 116 5104 4 (1162 _ ~
z =18 — 28 _ 16,343; 5 4 J]- = 70,50
70 70 12 70
63
i
Tabelul III.11
By ye ye—b By — b) n.i(ye — b)?
4 2 —16 —64 1024
6 6 —12 -72 864
12 10 -8 —96 768
14 14 — 4 —56 224
12 b=18 0 0 0
9 22 4 36 144
5 26 8 40 320
6 30 12 72 864
2 34 16 32 512
70 —108 4720
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de unde

B9 easss 5o (AT 4)_ (190 _ 653815
g=18— 10 o 16458; 7 (70 +12)_(70 || = 65,3815

4
Observafie. In expresiile 53, 6 termenul P reprezintd coreclia de continuitate

a lui Sheppard.
Pentru a calcula coeficientii de regresie b, $i b,,, vom calcula momen-
tul mixt de ordinul unu, m,,.

in cazul unei repartitii bidimensionale cu densitatea de repartitie
f(x,y), momentul mixt de ordinul unu este dat de

SS xy f(x, y) dxdy
D

SS f(x, y) dzdy
D

in cazul nostru D (fig. 111.1) este pitratul de laturi [0; 36] si [0;36]}
pe care punctele de diviziune 0 < 4 < 8 < ... < 36 il impart in patrate
dy si in care f(2,Y) ia valoarea 7.

Atunci
z SS xynyy dx dy Tigs + Tt Yje + Y3
i 2 dis nyy
My = T . 2 2 .
n X nyydyy
= \\ny dedy i 7
J
a3 . .
unde d,, reprezintd chiar aria patratului notat astfel.
yh
36
Yot
%y
5
X Xep 36 x
Fig. 1.1
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Cum toate subpitratele au aceeasi arie, d,; se simplificd si obtinem:

3 Zo + X4 Y1q + Yy n
Moy — 6.7 2 2 4
11 3 e
i,7

Urmeazi de aici ci m,, se calculeazi cu si in cazul variabilelor de
repartifie discretd cu masa plasatd in mijloacele intervalelor.

Repartitia discretd corespunzitoare este daty in tabelul III.12.

Tabelul IIL12

\ z x—a 2 6 10 14 la=18|22|26] 30 34
n.g

y N »-» —16 12 -8 -4 0 4|8 12 16
2 —16 1 3 4
256/ 192
6 —-12 1 1 4 6
192 144 96
10 — 8 5 6 1 12
96 64 32
14 -4 6 6 2 14
32 16 0
5=18 0 4 3 5 12
0 0 0
22 4 4 3 2 9
0| 16| 32
26 8 1 1 3 5
32| 64 96
30 12 2 2 2 6
96| 144 192
34 16 1 1 2
192 256
ny, 2 9 16 11 9 9 5 6 3 70

Znni(@n—a) (y~b) | 448 | 12000 860 128 0 | 80320| 768 | 640 |4 444
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In cdsutele separate printr-o linie punctats, deasupra sint trecute
frecventele iar sub linia punctatd produsele (z, — a) (¥, — b).
Pentru cov (z, y) = u,, avem

4444 4444

—(z2—-18)(7 - 18) = -

cov(z,y) =my; — T = 70

_M6:108 _ g4 6590
702
adicd
B = cov (2, y) = 60,9290
gi de aici coeficientul de corelatie

r= -~ 0,90.
G20y

Coeficientii de regresie sint b,, = £i&; b =L care in cazul no-
Gy oz
stru numeric au valorile

— ’60__.’9290 = 0,93; byz = 60,9290 o 0)864’

" 65,3815 70,50

iar ecuatiile liniilor de regresie
7, — 16,458 = 0,93(x — 16,343),
z, — 16,343 = 0,864(y — 16,458).

IIL.33. Nivelul apelor unui riu se mdsoard in trei puncte diferite
A,, A,, A, Notindu-se observafiile in punctul Ay cu y, in punctul A,
cu z, §i in punctul A, cu z,, s-au objinut datele din tabelul 111.13

Tabelul IIL13

¥y £ % L4 y £ £ »
3 5 10 3 10 15 18 10
3 3 10 2 10 15 18 10
5 5 10 1 12 18 18 5
6 7 15 7 12 18 20 1
9 10 15 4 15 20 20 1

10 15 15 5 15 20 20 1

Sd se determine ecuatia planului de regresie a lui y in raport cu (z,, ).
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Solutie. Dacd avem trei variabile (y, x,, z,) atunci ecuatia pla-
nului de regresie a lui y fatd de z;, », este datd de relatia

57 —— 6o Doy 6o D
y—7=— 22 (2, — &) — =2 (2, — T,),
d 1 00 Gz LYoo
unae
1 Tor To2
D =ry 1 T1a
. T20 o1 1
gi
1 r r r
_ 2] _ 2 — 01 12|
D= =1—riy Dy=— | = — (roy — I'1al'20),
a1 1 T20 1
Tor To2
Dy, = 1 = Ty — T2 = — (Fo2 — Torl12)-
Tyo

Prin urmare
gy — T — Iy
y—g =2 ln"lule (5 g4 o fuzlule (5 g,
oy 1—ri, oy 1—ri
Ridmine acum sd calculim efectiv mdrimile ce intervin in ecuatia
acestui plan de regresie: g, ;, T,, 6o, 6y, Oz, 12, To1, Toz- Pentru ugurinta
calculelor vom nota
u=y—9; v,=z—10; 9v,=1x,—15.

Obtinem tabelul III.14.
Tabelul IIL14

“ v, v, n ny noy ny, nut nv?, nyy nuYy nUU, LURA
—6]| -5 -5 3| —-18| —15 | —15 | 108 75 75 90 90 75
—6| —5 | =5 2| —12| —-10| —10 72 50 50 60 60 50
—4 | -5 =5 1| —4]| —-5|—25 16 25 25 20 20 25
-3 | -3 0 7] —-21]| =21 0 63 63 0 63 0 0
0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 5 0 5 5 25 0 5 125 0 25 0 0

1 5 0 10 10 50 0 10 250 0 50 0 0
1 5 0 10 10 50 0 10 250 0 50 0 0

3 8 3 5 15 40 15 45 320 45 120 45 120
3 8 3 1 3 8 3 9 64 9 24 9 24
6 10 5 1 6 10 5| 36| 100 | 25 60 30 50
6 10 5 1 6 10 5| 36 100 25 60 30 50
50 0 142 —2 | 410 | 1422 | 254 622 | 284 394
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Rezultd cd
o 124 5
u=0, 01—5—284 Uz=—5—0=—0”1
si de aici
g= 9; T, = 12?84: T, = 14797

st=0_go. 3= “;ff (2,84)2 = 28,440 — 8,0666 = 20,3744,

50
az,=25—55—001 = 5,07.

Mai departe avem

—___E‘ ————
o 2o | B2 — 020246 ~ 0,63,

o, Sy, 20,3744
So =V§? = |/ 22 =y 161735 = 1,27
o, a5, 5,07 =
622

cov (u;v,) = = v, = 12,44;
cov (&, vy) = 25—? — 9, = 5,68,

cov (v, U5) = 359—: — 5,5, = 7,88 + 0,284 = 8,164,

12,44
Ty = Tuo, = = 0,964 ;
o T og6 451
5,68
Tog = Tup, = = 0,883,
02 7 ¥ T 2.86-2,25
8,164
T = r,l,,, = m = 0,804.
2 'y

Coeficientii ecuatiei de regresie au acum valorile:

Toy —Toeliz , %0 __ 0,46; Toa —Toilig , S0 __ 0,36.

1—rf, o 1—r1; o
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Cu aceste valori, ecuatia planului de regresie devine
¥y — 9 = 0,46(x, — 12,84) + 0,36(z, — 14,9).

II1.34. Se considerd variabilele aleatoare X,, 1 < i< n, independente
si repartizate normal N(y,, o), 1 < i< n. Dacd a, by, 1 <i nsint
constante, sd se calculeze:

a) cov -i,‘a,X?, (i b,X,)z].
Lj=1

j=1

b) cov F(g a,X,)z, (é b,X,)z]-_

7=1

¢) cov Féa,X,, an,Xf].
[7=1

7=1
' n ” 2
d) cov Zan,, (E b,X,) ]
| j=1 =1

Solutfie. Deoarece X, 1 < j < n sint variabile N(w,;, o) rezultd
_cd pentru orice j& {1, 2, ..., n} avem

iy 290
(PX;(t) =€ !
si deci
1 Opx, 0 _
T =o s

1 &9x (1) .
FOR T R P o® 4 3,

1 Poy ()
T |po = 3t40® + 4,
1 ey (0
?a—;: im0 pr— 30-4 _l.. 60-29? + y'?_
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S§ evaluim acum covariantele amintite:

ol om (03] - [ -

J=1 j=1

- (g

j=1

— M [(Z a,X?) (2 X+ b,,b,X,;X,) -

=1 w=1

(2 a,M(Xz)) [Esz(X‘z) + T BAMOE) HX) =

j=1

- 2 a b M(X$) + ga,sz(Xz) M(X3) +

=1

—+ Z:a,‘b,,b,M(Xﬁ) M(X,) M(X,) + 2 a,bkb,M(X?) M(X,) M(X,) —
prd FERE]

[Za,b2M2(X2) + 5 abg MOXE) MXD) +

IFk

! +Za;bjbkM(X?) M(X,) M(X,) + 2 ajbkblM(X?) M(X,) M(X,)].

FE) FEREL

| Ficindu-se inlocuirile se obtine:

1 cov[z @, X3, (Ekak) ] 2 a,b}(3¢* 4 60%uf + ph —

Jnll ko=l

=3 abile® + ) = 2¢* 37 agbi.

i=1 i=1

b) cov [(i a,X,)2 ’ (2 kak)2]=

=1

- T oo (2

173



(2a§X2+2a,a,XX)(Eb2X° + 3 bb, X, X )

J=1 ktp

~ |35 ey + e M(X) (X )] [2 BM(XD) +

j=1 k=1

+ 3 bb,M(X,) M(z,) ] 2 afOIM(XE) + S aBEM(X3) M(X3) +
k£p

J=1 iFk

+ 37 aibd, M(X3) M(X,) + > aihb, M(X3) M(X,) M(X,) +
kEPp FERED

+ 3 e MX) MUK + 3 aaBM(X,) M(X,) M(X) +
J*

JEIER

+ E a,0,h,5, M(X3) M(X}) + 2 a,a,b,b; X
J#*1

PEES

X MX) MXDM(X) + 5> aebb,M(X,) M(X,) M(X,)M(X,) —
jElFRED

- 2 a3BIMAXZ) — 3 aBRM(XE) M(X]) —

=1 ¥k

— X b M(X3) M(X,) M(X,) — 2 05bub, M(X3) M(X,) M(X,) —
Ik JEkED

=25 ombiM(X)) M(X,)) M(XD) — 3 a,abiM(X,) M(X,) M(X}) —

FE= JHiEh

- 2 a,a;bb, MY X,) M*(X,) — 12 a,a;b,b, M(X;) M(X3) M(X,) —
j#l EIE

- Ek P%aszbpM(X;) M(X;) M(X,) M(X,)
jlFE
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Se fac acum inlocuirile §i reducerea termenilor asemenea.

¢) cov [i a,X,, éb,X?] = M(é a,X,) (é b‘Xg) —

=1 t=1 t=1 i1

— M(éa,x,) M(ib‘xg) -

1=1 =1

- M(E b X+ a,b,X,X?) - (éa,M(X‘)) (§ b,M(xg)) —

i=1 =) i=1

— > 0B MY 4+ 3 aby M) MOE) — (35 o M(X,) (= b M) =

i=1 =i =1 7=t

— S e Bt + e + X bt + ) — (53 aa&‘) (2 by(o™+ u%)) -
=1

=1 =) j=1
= 302 2 aby + Ea(bip‘? + 022 abypy + Z a,b,[kp? -
=1 =1 [E=] =3
” ” n
— (S5 ) (oo s + 308 =
d=t j=1 §=1
n "
= 3c® ) b+ 3 adid + o® > by + Sabupi —
=1 i=1 =3 E3]
— 0'22 abug — 622 abu — Z abul — Zatb;l"cl"? =
=1 ey =1 T2
= 2623 abp.
t=1
n n 2 n ” 2
d) cov [E a, X, (2 b¢X¢) ] = M[(E ain) (2 b,X,) ] -
d=1 f=1 i=l $=1
” ” 2
- M(Z a,X,) M [(2 b,x,) ] =
i=1 f=1
— M [(2 a,x,) (2 #XH+ 3 b,b,x,x,)] -
T=1 =1 i
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- (2 a‘y") (2 Bl + 1) + 237 bsb;ww) =

[T I3

= M(E B XY+ 0B XX + S apb XX, + T abh XXX, —

=1 3] i85 [T ]

- (2 a‘p,) (,,2 S0+ 3 it + 21«1»,@&,) =

i=l1 T=1 iy

= 3> abi@otu, + o) + X ablu (el + o) +

=1 %]

+ 35 abd (v + 6*) u, + 2 adbpp i —

1] iEIAk

” ”
— o2 2 abin, — 0'22 abiy, — 2 abjud —

s=1 55 1=1

- Zatbﬁ"d"? - 2 abduiu, — E Abybyinopstty, =

(£} i i#fRk

=26 Y abiu, + o? Do addu,.

=1 =y

II1.35. Se considerd vectorul aleator (Xy, X;) a cdrui funciie genera-
toare de momente este datd de

bx, x, (b 1) = a(etts + 1) + bleh + e%)
cu a, b constante astfel incit 2a + 2 — 1. S se calculeze
M(X), DXX,), i=1,2; cov(X, X)) §i p(Xp X,).

Sd se afie intre ce limite variazd e(X,, X,).
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Solutie. Din legitura dintre momente §i functia generatoare
de momente, ob{inem

aq’xb x, (s 1)

‘M(Xl) = atl t=ty= 0 - P)

M(X,) = %

DAX) =i DAX) =

cov (Xp, Xa) = a— 5 p(Xy X)) = —
n

Din datele problemei 0 < a < % 0<b< % si deci —1 < p(Xy
X,) <0.

II1.36. Se considerd vectorul aleator (X, X,) cu funcjia generatoare
de momente

Yx,, x,(ty ) = [a(ests + 1) + b(es+4)P
cu a, b constante pozitive astfel incit 2a + 2b = 1.
Sd se afle
M(X), DA(X),i=1,2; cov(X, X;) §i p(X;, X,).
Solutie.
My, x, (i 1)

M(X) = o] et = Ha T O =1,
M(X,) =1,
D¥X,) = M(X3) — Mx(X)).
Cum
M(X3) = ——-azq"‘";‘,g Wl =6t b=
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rezultd

Analog

cum

rezultd cd

§i

I

DXy =2 —1=2.

DY(X,) = %

cov (X;, X;) = M(X,Xp) — M(X,) M(X,)

9% (t 1) 1
MXX) = —550 oo = 20+ 5
cov (X,, X,) = 2a — %
i
2a — -%
p(Xy X,) = 1 =4a—1
2

Observafie. Coeficientul de corelatie este cuprins intre aceleasi limite ca si in cazul
precedent, consideratiile fiind absolut aceleasi.

IIL.73. Se considerd vectorul aleator (X,, X,), cu funcfia generatoare
de momente {x, x, (t;, t,) satisfdcind relafia :

I b, ) = v [ dul”dy fyly) {ertmmsmin — 13,

unde Y este o variabild aleatoare cu densitatea de repartifie fy(. )iar w,(.)
st wy(.) sint functic cunoscute; v > 0.
a) Sd se arate cd

178

M(X) =vM¥)\" w(u)dy,

DX,) = vM(Y?) S“ wiu)du, i=1,2,



ﬁl
cov (X, X,) = vM(Y?) S"" w, (1) w(u) du.

by Sd se calculeze M(X,), DXX,), i =1, 2 precum s$i cov (X;, X,),
o(Xy, X,), in cazul cind
—(u—ay)
w,(u) = le h uza,
0 y  u<a,

cu ay, a, constanic care satisfac relajia 0 < a, < a,, variabila aleaioare
Y este uniform repartizatdé pe intervalul [—1, 1] iar v = 4.

Solutie a) Din relatia datd rezultd ci

v S"’ du S“‘ dyfyly) {eYlwi0+ b))y,
q‘X,,X,(tl, t2) =e - -

Pe de altd parte

a‘px,, x, s 1)

M(Xl) = at,

ety 0

Dar

gt |l i)

= S: yf,(¥) dy S:, w,(u) du = vM(Y) S: w,(u) du.

In mod cu totul analog rezultd

Wy x, (s 1)
al,

= S“’ dug"" dy fo(y) ywa(u) =
§y=1,==0 —= —-®

= vM(Y) S“ w,(u) du.

— o0

Mai departe,

%y x, (s 1)

MXY) = —2e2

=§7_ aul_ dy fut) gt +

+ (V S:, du S: dy fe(y) yw,(u) J2 =

= ty=0

= vM(Y)\" wi(u) du+[vM(Y)S°_° wl(u)du]z.

179



De aici rezulti imediat ci
DYX,) = vM(Y?) S” wi(u) du
gi in "mod cu totul analog

Py x, s 1)
F]

M(X3) =

=ty =0

=" auf” ayfety) yuien +(v(7 du " dy fotr) g
si de aici

DYX,) = vM(Y?) S“’ w¥(u)du.

Pentru cov (X;, X;) vom calcula mai intii M(X,, X,).

Py, x, (s )
ot, ot, ty=ty=0 !

M(X,X,) =
=v S:n dqun dy f(y) y2w,(u) wy(u) 4 (V S:o duS:o dy fy(y) ywl(u)] X

X (v S: duS: dy fy(y) ywz(u))

sau

-]

M(X,Xp) = vM(Y) " () wyw) du +

+ vZMA(Y) [S:o: w,(u) du) (S:o w,(u) du))

g1 de aici
cov (X, X,) = vM(Y?) S” w,(u) w,(u) du.
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b) In cazul particular considerat obtinem

MY)=3; Myy=2,

S‘” w,(u) du = S‘” e—tu-a) dy = 1.

as
gi deci
M(X,) = 4-% = 2.
Deoarece
Smm w,y(u) du = S: e~l-al dy =1
avem si .

M(X,) = 2.

S4 calculim acum

S: w(u) du = Sm e~u-tldy = % ’

Sjw wi(u) du = Sm e—2u-aldy = %—

(2
gi

Sm wl(u) w2(u) du = Sm e_(“_a‘) e—(ﬂ—a,) du = —;—e-(“l_“l).
—

Cu aceste rezultate obtinem

2 1 4
DAX)Y=DYX)=4-Z.- =2,
(X) = DX =&~ 2.2 =2

H . [
cov (Xq, Xp) = & - ;% o=(o-a) — 4 g—(@—ar),
'3

in fine

p( X, X;) = e-tera,
De aici se vede cd

0 < p(X,, X5) < 1.
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111. 88. Se considerd vectorul aleator (X,, X,, X3) repartizat normal,
tridimensional, nedegenerat cu vectorul valoare medie (0, 0, 0) si matricea
de covarianid.

1 P12 P13
= P21 1 P23 ]”

P31 P32 1

a) Sd se afle coeficientul partial de corelatie al variabilelor X, si X,
peniry X, = z, dat.

b) Sd se calculeze pyy.5, po3y $1 prges in cazul cind

[y

10 1.
912=Ea Pm=551 st=5;'

Solutie. a) Deoarece densitatea de repartitie a vectorului alea-
tor (X,, X,, X;) este dati de

1 1 2
1% Xor Xo) = sy oxp {3 > Cysin)

§,j=1

unde C,, este complementul algebric corespunzitor elementului de la
intersectia liniei ¢ cu coloana j din determinantul

1 Pi2 P13
I1C] = Py 1 Paa|’
Pa1 Pa2 1

atunci densitatea de repartifie conditionati comuni a variabilelor
X,, X, pentru X; = z; este dati de

g%y, Z,| 23) = k exp {— —;— (Chaf + 202z, + C2a3 + 20822, 4

+ C”xga:a)},
unde
e =Sy,
I

182



Densitatea de repartitie g(z,,%./%;) se poate pune sub forma

&(xy, T [33) =k exp{ —% C(zy — uy)? + 2C%(z; — uy) (T — ) +

+ C%¥(z, — uz)z]}
unde
Cuul + C‘guz = - Clsxs,

Czy, + C#u, = C%x;.

Pe expresia densitdtii de repartitie la care am ajuns constatim ci
pentru z; dat X;, X, sint variabile aleatoare repartizate normal bidimen-
sional cu coeficientul de corelatie

cxz
Pie3 = — (CHCT)W .
Tinind cont de faptul c&
Ly,
ICl
obtinem
O1pg = — L TR
12°3 (Cnczz)‘la

Din expresia determinantului |C| constatim cd

Cpu=1—¢%; Cou=1—0pl Co=—(p— P13P2s)
gi deci

P12 — P3P .
[(1 — el (1 — pXI'/2

Pi2:3 =
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Un rationament analog ne permite si scriem si coeficientul de
corelatie partiald al variabilelor X,, X; pentru X, = z, sau coeficientul
de corelatie parfiali al variabilelor X,, X; pentru X, =z, §i anume

P23 — P12P13

Poge1 = . w7 Prgee = sz - Plszn 7
(1 — el (1 — pip)l (A —pd) (1 — pis))
b)
111
_ 2 2 2 /15,
P1z-3 ,{1_1 (1—1) 72~ | 63’
i 2 28
1i_1.1
O1pg = 2 2 28 3
132 Fl_l l_l 1jg 63,
22 28
1_11
2 2 22
P2g1 = = 0.




Capitolul IV
TEORIA ESTIMATIEI

IV.1. Sd se precizeze care dintre estimafiile :

A A 1 "
0,,=X1-X2, eh::ZIle’
A X — A
6, = ===, b=1X]— | Xl + | X,
3
6, = X3 — X, b, = X, /8¢,
64 = at —,.xg’ Ak = Xn/’sm
X5
6, = sin? X, + sin? X,, 6, = X2/s2,
61=X1+X2_X3, 6m=M§,
6p = ngz’ 60 = Milsvzn
X;

sint: a) local invariante; b) invariante de scard; c) invariante; d) local
invariante de primul ordin; e) invariante de scard de primul ordin, de
al doilea ordin; f) invariante reflexive; g) invariante la permutare.

%Sno lutie. a) Estimatia G(Xl, X, ...y X,) este local invariant3
daca 6(X; 4+ b, X, + b, ..., X, + b) = 6(X,, X, ..., X,,).
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Deoarece
(X1+b)—(X2+b)=X1—' Xza

O - )

1

n—-149

urmeazi cd 6“, 6,,, i 6, sint estimatii local invariante.

b) Estimatia ?)(Xl, X,y ..y X,) este invariantd de scard dacd

0(aX, aXy, ny 0 Xa) = 0(Xy, Xy, ey X

Deoarece
aX; — aX, X, —X,
== ’
aX, X3
a?X§ — a®X3  Xj— X3
a?X3 X3
13 2 1n
(—Za)Q) -3 X
ni n
= ’
1 » 15 12 1 = 1» 2
z[aXi— -—-Ea’uJ Z[X‘~—EX¢
n—17 ny n—17 n
1n 1 n
— FasXy -3 X
1 nq

) . - A AA A A . se o .
urmeazd cé 0,, 0,4, 0,, 0,, 0, sint estimatii invariante de scars.

¢) Estimatia G(Xl, X,y ..., X,) este invariantd, daci

8(aX, + b, aXy+ by .y aX, +5) = WXy, Xyy vy Xo)-
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Deoarece
1 ” X b 1 ” X b 2_ 21 n 1 ” 2
;2[(“ ¢+ )_;2 (a {+ )] =& ;2(X‘—;2X‘) ’

lexta -1 ex o) -

,,_IZZ(X——ZX\

urmeazd ci M3/S; este o estimatie invariantd.
d) Estimatia 6(X1, X,. ..., X,;) este local invarianti de ordinul
k dacd
O(X, 4+ b, Xy by ey Xy +b) = 0(Xy, gy oony Xz) + kb.
Deoarece

(X, +b0)+ (X +b0)—(X+0)=X+ X, + X+ 5

urmeazi ci 6, este local invariantd de ordinul 1.

e) Estimatia '(\)(Xl, X,, ..., X,,) este invariantd de scard de ordinul
k dacid

é(aXl, aXy ..., aX,) = aka(Xl, D. CNND. 4

- Deoarece
(axptaX, _ s X, X,
aXgy X3

1 1 ” 2_ 1 ” . 1 ” 2
I—;?(aX‘ —;Zl;ax,) _“2;2("“"?2"") ,

urmeazd ci é; §i MZ2 sint invarianti de scard de ordinul doi.
f) Estimatia 6(X1, X,, ..., X,) este invariant reflexivd dacd

(e Xpy = Koy oony £ Xn) = 6(Xy, Xpy oory X0)

(adicd folosind pe X, cu semnul plus sau minus, valoarea estimatiei
nu se schimbd).
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Deoarece
(£ X;)2 — (£ X,)2 = X} — X§,

(EX)P— GEX)_ Xi—Xj
(X2 X3

sin? (+ X,) 4 sin? (+ X,) = sin? X, 4 sin? X,,
EONPAEES NFES A}
1 1

[ X — 1 Xl + | Xs| =2 X;| — | £X,| + | £X51,

urmeazi ci é;, 0:,, é\l, 6,‘, si 6, sint invariante reflexive.
g) Estimatia 6 (X,, X,, ..., X,) este invarianti la permutare dac#
O(Xi'n Xin asey Xf,,) = e(Xh Xz: eeey -Xu)a
unde iy, I, ..., i, este orice permutare a indicilor 1, 2, ..., n. (Aceasta

aratd cd estimafia depinde numai de valorile variabilelor aleatoare gi
nu de ordinea lor).

Deoarece
sin? X; + sin? X, = sin? X, -} sin? X,
1 & 12
- 2 ] Xil:l = _zl le’
n tp=1 n 9
2 2
1 » 1n
= —3 X
noip=1 n 21: i
1 4
”n X - 2»] x )2 1 ﬁ x i x 2
n—lgkz= % opjean n—ll( I I
1 ” 1 ” 2 12 12 2
_~2(X,-,,—_.2 X,-k) =_2(X,—_ X,) ,
R Ge=1 B ie=1 n 31 L

urmeazi ci éc, ?),,, %),, ’(5,,, 'é,, 0, si 'é,, sint invariante la permutare.
IV.2. Dintr-o populajie continind D articole defecte s¢ N— D cores-

punzdtoare se considerd o selecfie de volum n. Fie d numdrul de articole
defecte gdsite in selectie.

188




v . d . . " .
a) S¢ se arate cd = este o estimajie nedeplasatd peniru fracfia defec-
n
telor % din populatie §i s se calculeze dispersia acestei estimatii.
b) Sd se arate cd 2 este o estimatie nedeplasatd pentru fractia defec-
n

telor 2=
N —

d . . . . . v
in populatia din care am considerat selecfia de volum n i s@
n

se calculeze dispersia acestei estimafil.

Solutfie. a) Eroarea de selectie e este datdi de diferenta dintre
estimatie si cantitatea de estimat.
Repartitia erorii de selectie are media

M(e) = M[%—%] =0,

« « d . . D
ceea ce aratd ci — este o estimafie nedeplasatd pentru e

n
Dispersia repartifiei erorii de selecfie este

Dz(e)=M[ini-—%]2=£:——n°l-2['l—2 . (Iv.1)

b) In acest caz eroarea de selectie e este

81

s x d : . < D
ceea ce arati cd — este o estimatie nedeplasatd pentru ~
n

- n
Repartitia erorii de selectie are dispersia
2% N (4 D 2 [ N )\ p
DY) = M[:N_n (n _N)] _(N_n) D(e). (1V.2)

Deci D?(e*) > D?e).
In cele mai multe situatii in care mdsurdtorile sint distructive,

fractia de selectie % este mic#, valorile date de (IV.1) si (IV.2) fiind

foarte apropiate.
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IV.3. Presupunem cd o selectie de volum n este luati dintr-o populatie
formatd din N articole cu valorile Y,, Y,, ..., Y.

a) 8§d se arate cd §J—media aritmeticé a selectiei este o estimatie nede-

. 5 Y wt Y

plasati pentru ¥ = Y1+ Y”: + Yn
4

dispersia acestei estimajii.

b) Sd se arate cd 7 este o estimajie nedeplasatd pentru (Y — nj) [(N—n),
N

= media populafiei §i sd se calculeze

unde Y = 3~ Y, gi sd se calculeze dispersia acestei estimafii.
1
Solutie. a) Repartitia erorii de selectie ¢ are media
M(e) = My — Y) =0,

ceea ce aratd cd ¥ este o estimatie nedeplasatd pentru Y.
Avem

De) = M(y — ¥z =[1 — 5]%’

unde

§r=_1 - 7)2
_N_Igl(yt_y)‘

b) In acest caz eroarea de selectie <’ este

Avem

M) = 2= M7 —7) =0,

ceea ce aratd cd 7 este o estimatie medeplasat pentru Y,_"g ’

N—n
N

=[N]i n]z (1 ~ % 5?: (N]jnr Dxe).

D)= M [%n 7 — Y)]2 -

Observafie. 1) Rezultatele anterioare pot fi folosite la compararea estimatiei Ny
pentru Y care are dispersia N2D?(c) cu estimatia (N — n)g pentru ¥ — ng, cind misu-

ritorile sint distructive, cu dispersia (N — n)2 D¥(e*) = N2D2(c). Aici cele doui dispersti
sint egale.
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N O estimatie nedeplasati pentru D?(e*) este
=) (-5)3
N—n N)n

3 1 - 2
= 12(:1‘—17)-
- 1

unde

IV4. Fie (2, %, ..., %) 0 selecfie dinir-o populatie cu media p. §i dis-

) < 1 . v .
persia o® Dacd X = > w,x, unde w, >0 gi > w,=1,sdse aratecd
. i=1

i=1

D¥X) = (Z} wia} — 2 Ew?) / (1 - wz)
f=1 =1 f=1
este o estimatie nedeplasatd a lui D¥X).
Solutie. Suma ), w3z} o exprimim dupid cum urmeazd
=1

3> wiat = 1 Willn, — v) + o = Lywiy — v +

i=1

+ 29'_21 Wiy, — w) -sz;lvﬁ =

=M [Z_\{ wiD¥z,) + 0 + uzle%]’

unde M~ este operatorul invers operatorului valoare medie.
Egalitatea obtinutd mai sus o putem scrie astfel:

3 wtat = 23| @) + 2 35 i)
i=l =1
In mod analog avem
2=[2—p+pP=EF—pP+2uF—pt+u=
= M[D¥Z) + 0 + ¢,
deoarece M(Z) = p.
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Acum obtinem

otet — 25wt = 4 (1~ 35 ot) Do)

= fe21

saun
3 ol — 23wl
MADYE) ===
1-—- _21 wh

de unde rezulti

T wfsf —2* 3wy

M =1 - l=1 =D2(§),
1— 3 vl

i=1

ceea ce dovedegte faptul cd statistica

2 vial -2t 3 ot

1—%10?

t=1
este 0 estimatie nedeplasatd a dispersiei D%Z).
IV.5. Fie (2, %a ooy a) R =0+ 1 o selectiec dintr-o populagie in
care caracteristica sub cercetare este o variabild aleatoare X repartizatd
N(p, c?).

a) Sd se gdseascd o estimaie nedeplasatd pentru o® (unde v + p > 0).
b) Sd se gdseascd estimapia de eroare medie pdtraticd minimd pentru

?(pi>~ 3 —1)-

Solutie. a) Daci S2= > (#, — %,) atunci S/c este repar-
1

tizatd x3(v). Avem
M(S?) = 9% 62T [%’] / r( f)

192




ceea ce aratd ci ¢, = ¢,5%, unde

o= Fr () i)

este o0 estimatie nedeplasatd pentru o”.

Obserpafie. Coeficientul ¢, cu care trebuie multiplicati S? pentrua obline o estimatie
nedeplasatd pentru o(s®) este

1
e () e

b) Gisim coeficientul e, cu care inmultim pez, astiel incit u, = a,t,
si aibe eroarea medie patratici minima.
Avem

M(a,t, — 6®)? = a3D*(t,) + o®(a, — 1).

Derivind aceastd egalitate in raport cu a,, giisim ci aceasta este
minimizatd unic cind

a, =114 6~ D(t,)].
Urmeazd cé

Dit,) = M(t3) — M*(t,) = czM(S%) — o =

r(3)r (=57
_ o 2 2 1

v+ 2p > 0.
rz(""'p) + 2p
L 2
de unde
v+ p
e
T orE)r (Y
2 2
Deci
v+p
_zﬂr( 2,) 57
u, = a,t,,=2 2+ 2 ’
r (<57
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ceea ce aratd cd coeficientul lui S in estimatia de cea mai mic# dispersie
pentru o? (p > — l (n — 1)) intr-o selectie de volum n este acelagi

4

cu coeficientul lui S" in estimafia de eroare medie pitratici minimi
pentru o® intr-o selectie de volum (n 4 p).

IV.6. a) Sé se arate cd

am — (n—m!

—~ BTiye Tiyy veoy Biggs by FlpF iy, m< 0,

unde suma se extinde asupra tuturor permutdrilor de m observatii dintr-o
selecjie de volum n, este o estimatie nedeplasatd pentru p®, si sd se ‘determine

(™).
b) In ce caz p™ este preferatd statisticii z™.
¢) Sd se gdseascd o estimatie pentru D*(E™).
Solufie. Avem

M(Zzi, zi, ... 2i,)=

M(x; - ) =
(n m)l (xax‘a a:m)

—_n - M(zi) M(z,) ... M(z,) = o

(n—m) n — m)!

ceea ce aratd ci M(p™) = pim,
Prin definitie avem

D¥(p™) = M(p™ — u") = M(E")? — p*" =

_(‘" = ’")') M(Z2, @i, oo 33)? — u2(i, o iy A e 3 i)
Putem scrie
(B2:,%i, oo i) = s, Ti, o Tiyyy (U F2 La T oes 5 Uy s
im+l # im.m % eee # izm)

- (ml)2 .
= m T§, Ly oo x,ax,aﬂ eee xum_a
=0

(G b F e F lam—a)-
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Coeficientul ————— apare deoarece sint (C%)? combiniri de «
(m — o) 2l

perechi cu indice egal, Cg de la fiecare multime de m i acestea trebuie
inmultite cu «! numérul modurilor in care « perechi pot fi ajustate.
Deci

= (mly?
M(Zz:,i, ..2i,)* = M 230 ol L@, oo B Ly g oo By =
a= *

id (m!)2 n!
=3 (m — &)l (n—2m—a)!

[M()] [ M(z,) ]2
§i cum

M(z) =p §i M@}) = o®+ p*

M(Zx,-,x.-, e x,-m)z =
i mly2 n! @ _ _
= ¢ 2 Csczay."’“ 2 { yim=2a,
&t tm— )Pl (n - 2m — o)l Py
Prin urmare
= CnGe
D2({im) — E o 0‘2“(12'”-2“.
a=1 "
Observafii
A a2
1) Pentru m = 1, D*ji)= ; .
4 2 2 4
2) Pentru m = 2, D¥({i?) = Auis? .
n(n — 1)
3) Pentru m = 3,
o 1820 60%

DA% = =4

n nn—1) n(n—l)(n—2).
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b) Aproximativ, avem

ME™ — um)2 = M(Z™) — M¥@™) + [M(E™) — u"] =

- 1
_ mPimige mi(m—1) u*" Sy + 2 m¥(m — 1) (3m — §) 2"t

n n?

+

1
— m¥m — 1)? p2m—igt

+ ot +. =

n

mPpEm-2g2 m¥(m — 1) 2", + -i- m¥m — 1) (Tm — 11) p2™~igt
= +

n n?

’

unde g, este momentul centrat de ordinul 3 al populatiei. Acest rezultat
face abstractie de termenii in n™°. u™ poate fi preferat statisticii Z” daca

DA™y < M(z™ — p™)2,
care cere ca
bups; + (dm — 9 e* >0, (m>1; w+0).
¢) O estimatic nedeplasatd pentru

[M(2)*[M(2)]P (« + B < n)
este

n—a—@!

2 .2 2 y (e g y
o~ DELE, e BBy o Tigypy 1 F L2 F° ooe Folast

ceea ce face ca o estimatie nedeplasati pentru p™(2m < n) si fie

” 1 .
cn _2[:‘;1) T B i o Big g —
(n - 2m)' . s 8 . IV la)
— X\ Tiy oo Tigps L F L2 F e F lame (IV.3)
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Observafii. Din (VI.3) pentru

N\
m=1, Dif)=—" (sz——s’f)‘
n—1

2
nn — 1)(n— 2)(n— 3)

‘ ~
m =2, D u) = {(2szs§ — §3 — dsgs; + 3s,) —

2n -3
nin—1)

ot~ o).

IV.7. Din m populajii se extrag independent m selecfii (cu intoarcere)
de volum ny, n,, ..., respectiv n,,.
a) Sd se arate cd statistica

x =2z, &, . Tin /MRy, 4 =1,2, ., 1,
unde z;, este observatia i din populatia j, este o estimajie nedeplasatd pentru

T = Palkp oo By

unde p, este valoarea medie a variabilet X, care reprezintd caracteristica
sub cercetare in populatia-i.
b) Sd se arate cd

A hiid 0’%
e
i=1 n )

Dezvoltarea produsului include 2™ terment dintre care unul este
piud... pi = w? st aceasta se reduce cu al doilea termen. Fiecare dintre
cei 2™ —1 termeni include «valori % st (m — a) valori pYa = 1, 2, ..., m).

ny

¢) Sd se arate cd statistica

fi 2t — frfa —

ie1 i=1 n—1

este o estimajie nedeplasatd pentru D*(x).

Produsul include 2® — 1 termeni. Fiecare are « valori — ; sim—a

. se 4 o, 0 » ne— . . v

valori Z3(a = 1, 2, ..., m). Dect termenit sint pozitivi sau negativi dupd
cum o este impar sau par.
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IV8. Fic z,, z,, ..., x, o selecjie de volum n dintr-o populatie in care
caracteristica sub cercetare este o variabild X repartizatd uniform pe in-

tervalul (0 — —;-, 0 -+ .;_]

) + Z(n)

a) Sd sc arate cd T §i w = sint estimafii nedeplasate

pentru 0.
b) Sd se calculeze dispersiile celor doud estimayii si sd se compare.

Solutie: a) Avem

@, 2m) = n(n — 1) () — 202 =n(n — 1) (0 — w)*~2

de unde
1 1
0+ 5 0+ —u
M(w)=S ZS P~ 1) 0 — wr-tdudo =6, (IV4)
e—% 0
deoarece
20—~1 __u+v _20+1
2 S S

Prin simetrie 6 — z(y) §i z(,y — O au aceeasi repartitie, astfel ci
0= M{(6 — z()) — (Fm — O)} = 20 — M{zq) + Zm}

§i rezultd relatia (1V.4).

. .
Observafie. Deoarece M(X) = 0 si M(%) = 1 2 M(x;) = M(X) =0, urmeazi ci
n 3

si £ este o estimalic nedeplasati pentru .

b) Cum DX) = 112 urmeazd cd

1
D¥(#) = — nD(X) = i';‘n .
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Avem

1 1
M — - 2
(€ So Sx(,, agyn(n — 1) (z@y — 20))"* dzgy dog = .

11 1
M(zyzm) = S S zay xmn(n — 1) (@w—xq))"2dzg) dz =
0 Jx) n+2

gi

R 1 1 ‘
M(ztm) = S S 2y n(n — 1) (2w — T)*~2dzg) dzg = ——>
0 Z“) n+ 2

de unde

D*w) = % (M(zh) — 2M(z0yx) + M(2E,) — (%)2=

1
T2n+1)(n +2)

Pentru n > 3, D¥w) < D¥Z), ceea ce arati ci estimatia nedepla-
satd w, care este indiferentd de comportarea celor n — 2 observatii
dintre z;) §i %), are dispersia mai micd decit a estimatiei nedeplasate
Z care depinde de toate observatiile.

Observafie. Acest rezuliat este valabil numati In acest caz particular si nu in general.
Mai mult, chiar si in acest caz compararea nu este hotiritoare nici w si nici Z nusint
repartizate normal pentru n finite i numai Z, pentru valori mari ale lui n, este repartizat
normal.

IV.9. Sd se arate cd

A T ~ y 1
a) 6 = 2Vm_ lz—”]x,-,,.,
n(n — 1) fm1 2

unde Xi,n < X2, 0 < oo K< Xu,n  reprezintd statisticile de ordine ale
selectier X; X,. ..., X, ce provine dintr-o populatie normald, este o
estimajie nedeplasatd pentru o.

b) D*s) = o2A(n),
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unde

Alm) = = [n(% 4+ 23y — 4) + (6 — 4B)" + +2)]-

—-1)
A ) ~[; _n+1] 5
c) a(n)c—n(n_l);;[l : ]X
unde
_ 2w |
b(n) = 71

este estzma;za de eroare medie pdtraticd minimd pentru o §i cd eroarea
medie patratwa este

A(n) .
A(n) + 1

25~ "] ;.n-—~§§|x X,1.

IV.10. Sd se arate cd mediana de selectie este o estimatie nedeplasatd
pentru parametrul 0, din repartifia Cauchy ce are densitatea de repartifie

Solutie. Mediana de selectie pentru o selectie de volum
n = 2r 4 1 are densitatea de repartitie

" @ +DIFm 1 dx —
f 0)_ (!)2 [S @ T 1+(I—0)2} [Sm.ﬂ 1+(1._0)g] f( 6)1

unde

(L ——

m 14 (m, — 0)
Avem

Mm,— 8) =_(m,—0) f"(m,) dm, =

(2r+1)’ 1 1 . 2)r me_e
=-=—"_""\ }- —|—~arctg(m, — 0O —r dm, =
(r1? Sx{4 [n gtm, )] } Tt m—op e

@+l 4 rl 1yr=i
T omerlye SR,Z_},-m - {4) x

1 2y m,—9
—1Y arct —fll_me—8
[4 aretg(m, )] } rpa—
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gi ficind schimbarea tg y = m, — 0, obfinem
M(@m,—6) =0,
ceea ce aratd ci m, este o estimafie nedeplasati pentru 6.

IV.1l. Fie z,, %, ..., %, 0 selectie de volum n dintr-o populatie in
care caracteristica sub cercetare este o variabild aleatoare X repartizatd
N(w, o?) (@ — cunoscutd). Sd se arate cd

T ”
o= |55 1m— i

este o estimajie nedeplasatd pentru o $i sd se calculeze eficienta aceste
estimail.
Solutie. Avem

w0 = 2555 w0~ = |5 310 x —

si cum

M(IX—ui)———gfwlx—pln(x;‘u,az>dz=
=._S° (x —p)n(z; w,o%)dz+
| +S:(x—p)n(x; @, o) do =

= ® — ’ . 2 _ -_2:
280 (z — u) n(z; u,c)dw—v,,c,

urmeazi cd v este o estimatie nedeplasati pentru e.
Avem

D¥(v) = D? (%V%};(% - ;L))= %% D¥z; — u) =
= Z [ Mz, — 0 — M|z — g = 2 (= — 2 o?)

saun

Dv) = “;2&.
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Deci, eficienta lui 2 este

e=2F=2:2__1 . 0876
n/ 2n T —2

IV.12. Folosind inegalitatea lui Rao-Cramer si presupunind cd
Xy, X ..., T, €Ste 0 selecjie dintr-o populafie caracterizatd de o variabild
aleatoare X avind :

a) Functia de frecvenid

e—® g » 2=20,1,..; 0 = (0, o).

b) Densitatea de repartifie

exp [~ o (o~ o { (31:02:20

ol2n
¢) Densitatea de repartifie

1 ®=(07°°)
exp | — = 2%|; ?
p[ 20:0], {—oo<x<oc.

1
VamV®
d) Densitatea de repartifie

xa—-l e—xle. @ = (07 oo):
" 10< z < oo

0°I()
e) Densitatea de repartitie
%, 0 <2 <00;0=(0, ).

sd se gdseascd estimapia nedeplasatd de minimd dispersie pentru 6.

Solutie. a) Functia de verosimilitate este
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Pentru aceastd familie conditiile de regularitate necesare aplicirii
inegalitdtii lui Rao-Cramer:
1° © este un interval al dreptei reale;

2°, a%F{, < oo pentru toti 00O si toti z,, ..., z,;
3°. a—:SdFe = SE% dF, pentru toti 6€0;
&°. pentru orice estimatie b nedeplasatd ;
I Ly
— =i — F 3 M
aeSOdFo Sae“ o= 1;

5° M[;-aa In Fé]2 > 0 pentru toti 6@

sint satisfacute.
Avem
InP=—nb+ Z2,In60 — X In z!
de unde

F] o 1 — o [(Er—9
3—elnP— n+02x, n( 5 )
st
32 P pypy— M,
M(ae In p) =2 DAz, = <
Prin urmare

D) > 2.

Dar D¥Z,) = 2, ceea ce aratd cd Z, este o estimatie nedeplasatd de
”

minimd dispersie pentru 6.
b) Functia de verosimilitate este

P=—7 exp[—-—-—z‘l(x‘——ﬁ)z]

emieo
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Conditiile de regularitate sint Satisfécute. Avem

3 _E,—0,

s-l

M(fn—°y=£.si = nfe
o?/n o n

de unde
) > =
Dar D*Z,) = o*/n, ceea ce aratd cd Z, este o estimatie nedeplasatd

de minim# dispersie pentru 0.

Observafie . Marginea inferioard Rao-Cramer fiind atinsd de estimatia 'é dacd §i numai
daca ea poate fi exprimata sub forma

9

— InFq
b=-Z +0=—2___ 1o V5
DX(Z) 2. .\ av.3)
ﬂl(;‘e]nFG)

procedeul de gdsire a eslimajiei nedeplasate de minimd dispersie penlrue esle urmdtorul:
1° se verifica conditiile de regularitate;
2° se formeazd ecuatia (IV.5);

3° se verifica ci 6 este o statisticd. Daci acestea sint indeplinite, 6 este o estimatie nede-
plasatd de minimi dispersie pentru 6

In cazul de fa{d (IV.5) se scrie
Zn—0
o?/n
njoe®
c¢) Functia de verosimilitate este

'P'=——;_—l— exp (——-Em")

@2n) 292

0= +0=%Fp—0+6=%Z

.

Conditiile de regularitate fiind satisficute, obtinem

Za:,’;ln
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Deoarece

obtinem

Avem

n 3 ”
Dar D? (l > x%] = 2—9-, ceea ce aratd cd — Y 2t este o estimatie de
n g T

n n
minimi dispersie pentru 6.
d) Functia de verosimilitate este
1 ”
1T 2 R
l'I x?—l e 1
0" T () i=1

Conditiile de regularitate fiind satisficute, avem

b

¢ —no 1 &3 Fy —
—InP = —S ==
20 s T 922 ¢ 62/n

Avem M(Z,) = «f si D¥Z,) = ab?[n, ceea ce permite si scriem

M(:’. In P)’:"—’.“"—” = na /62
20 0% n
Prin urmare
A 02
D9) = — -
no

Considerim estimatia nedeplasati ® = %, [« pentru care Dz(é) = 02/na

A . . ) . .
si prin urmare 6 este o estimatie nedeplasatid de minimd dispersie
pentru 6.
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e) Functia de verosimilitate este

1
_P:&.‘.
Avem
a0 (0 0 1
— — dz,dz dz, =0
aeSo So Soen e "
insi

=S° S" S" — dgdz, ... dz, = — S #0,

o Jo o eﬂ'l'l

care implici ¢ pentru aceastd familie conditiile de regularitate nu
sint satisf¥cute.

IV.13. Fie z,, %y, ..., ¥, 0 selectie dintr-o populafie in care caracteristica
sub cercetare este o variabild aleatoare X avind densitatea de repartitie

1 v
. 6)={€ dacd 0 < z < oo,
0

H in rest.

Folosind inegalitatea lui Chapman-Robbins si se determine o margine
inferioard pentru o estimafie a parametrului 0.

Solutie. Z(6+ k) C Z(B) ori de cite ori —0 < % < 6 ceea ce
permite si scriem

D) > sup — B

—9<ChLO M( fo4n ’_ 1
fo
Avem
Tosn 0"
LA entru 0<z,<6+kh
fo @+m P <9



$i prin urmare

f 2 2n 0+h £0-+h 0-+h
M( 0’“') =09 S+ S+ S+ L4z, ... dz, =
fo O+n*™Jd Jo o 67

_ 60+ mr_ 6"

= deoarece — 0 < h < 0
®+ m>en O+ " ( )

ceea ce da

D®) sup — -
©) -e<£)<o 6" —0<hc0 0 — (0 + B)"

O+ nt

h2 120 + "

~ IV.14. Fie (zy, Ty ..., Ta) © selecfie dintr-o populajie in care caracte-
ristica sub cercetare este o variabild aleatoare.
a) X astfel incit

PX=z)=01—-01", 2=0,1.
b) X astfel incit
P(X = z) =e—xl e=® 2=0,1,..
x

¢) X caracterizaty prin densitatea de repartifie
f(z; 0)=%, 0<z<6.
Folosind definitia statisticii suficiente, sd se gdseascd o estimafie

suficientd pentru 0.

Solut ie. Mai intii reamintim definitia statisticii suficiente.
O statisticd suficientd pentru 6 este orice statistici ®(zy, ..., %4)
astfel incit

P(zy, ..., Ty; 0] D) = g(2y, ..., %,) pentru toti 6,

unde g(.) este o functie care nu contine pe 6.
a) Functia de verosimilitate este

" x 1—x %” n—znx,
P(%y, oy %3 8) =T[07(1 —0)' " =071 (1 —0) =1,
1
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”
Considerim statistica ® = > z;, pentru care
1

P(®; 0) = Cy0°(1 — 6)-©,
Urmeazi ci

. %1 —6)*® 1
P(xy .y 2,3 0| D) = B -9 = e ’

care este independentd de 6.
Prin urmare ® este o statistici suficientd pentru 6.
b) In acest caz functia de verosimilitate este

" gt i‘l "o q -
P(zy, ey 2,3 0) =[[ —e®=e""0 06! H(—]
1 x5l 1 \xg!

7
Consideram statistica ® = >, ; pentru care
1

e—ﬂo(ne)Q .

P@;6) = ——"—; & =0,1, ..
Urmeazi cd
7
. .,

e™"9! T /D) ol

P y ooy ,,'9 ) = =1 = -
(Zyy eeey Zn; 0] @) ) ] Y ’

i=1

care este independentd de 0. Prin urmare ® este o statistici suficient3

pentru 6.
¢) Functia de verosimilitate este

P (z,, ..., z,; 0) =el 0< <.

n?

Considerdm statistica ® = max (z,, ..., #,) pentru care

F(z)=P(d><z)=ﬁP(x,<z)=;—:, 0<z<®.
1
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Urmeazd céa

dF(z) _ nz"?

= o 0<z<b,

fz) =

de unde
18" 1
n®™1 " T s

P(xy, ..., g3 0] @) = o< <o,

care este independentd de 0. Prin urmare ® este 0 statisticd suficientd
pentru 6. '

4.15. Fie (2y, ..., %) 0 selecjie dinir-o populafie in care caracteristica
sub cercetare este o variabild aleatoare X “caracterizatd prin densitalea
de repartijie

a) n(z; 6, ¢*), b) f(z;0) =%, 0<z<0.

Folosind criteriul de factorizare a lui Neyman s se gdseascd o esti-
matie suficientd pentru 6.

Solutie. Reamintim eriteriul de factorizare a lui Neyman.
Statistica @ este suficienti pentru 6 dacd $i numai dacd

P(Zyy ooy T3 8) = g(xy, .y a) h(8; @)
pentru toti '9 unde g(.) este o functie care nu depinde de 6 si unde

(0 @) este functie numai de 6 5i ®(xy, ..., T4)-
a) Functia de verosimilitate este

P(zl, eeey Ty 0) = Xp [—— ;t;};(xj —_ 6)2], — 00 < xj < co

R SN
@V2m)*
si tinind seama c&

exp [”EZ;Z’:: (z; — 0).2]=

1

= exp [—55 li‘, (z;, — E,,)z] exp [— é% n(Z, — 6)2]

urmeazi ci Z, este o statisticd suficientd pentru 0.
b) In acest caz functia de verosimilitate are expresia

P&y, ooy Tyy 8) = 01—” 0 <z <86
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Luind ® = max (z,, ..., z,) gisim

gy, 203 8) =2 50 <6), 0<2,<0
unde

1 dacd @& <,

3P < 0) =
( ) {0 dacdi @ > 0.

Prin urmare am factorizat P(z,, ..., %,; 6) intr-un produs de doud
functii dintre care una numai de z,, ..., 2,, iar cealaltd de 8 si ®.
Astfel, @ este suficientd pentru 6.

4.16. Fie {F(x,, ..., ,; 0:0€0} familia de repartitii caracterizatd
prin funclia de frecventd (densitatea de repartitie ) :

a) P(xy, ..., 2,; 0) = f[ 6% (1 — 0)'~*, z, = 0,1 oricare ar fi j si
1
0 = (0, 1);
n e—‘0 ex,
b) P(zy, ..., T 0)= 11-1 "
0= (07 ©0);

» x; = 0, 1,..,; pentru orice j si

1 . ..
¢) P(zy,...,2,; 0) = g 0 < x; < 6 oricare ar fi j;
=0, in rest §i
© = (0, o).
'Sd se arate cd aceste familii de repartitii sint complete.

Solutie. Reamintim definitia unei familii complete.
Vom spune cd familia de repartitii

{F(zy, ..., 2,3 0), 6€0O}

este completd daci

M[é(Xl, .y Xz)] = 0 pentru toti 6E€® implici b = 0.

Dacé @ este o statisticd suficientd pentru 6, si daci familia indusi
{F(6; ®); 60O} unde

F9; @) =SdF(x1a vey Tn),
{Z1y oy Tay B2y, ..., 2,) < O}
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este completd, atunci ® poartd numele de statisticd suficient com-
pleté.

a) Am vizut cd statistica ® = 2 z, este suficientd pentru 0 §i ci

are functia de frecventd
P(®;0)=Cro® (1 —0°,®=0,1,..,n

Fie 6(<I>) o estimatie care este functie numai de @ si fie M6=0.
Aceasta aratd cd

A 7 A noA ;) k
M6 = 3 6 €6 — By = (1 — 03> B Ch {7
k=0 k=0 1-0
sau punind LI o
P 1—-0
Mb=(1— 83> (k) Clo* = 0.
k=0
Prin urmare

Y BECIE =0, 0<a< oo,

h=o

z [2 8(k)Cloc k] — 0= nbm) =0 sau 6(m)=0.

k=0
Astfel
n—1 A
E B(k)Cta®* =

k o3 0
In continuare

ao:"-l [EG(k)C,,oc ] =0= n!é(n — 1) =0 sau 6(n —1) =0.
k=0
In general
aﬂ—r

aa”-'[”z G(k)Cﬁa] = 0—)— 6(n—r)~— 0 sau B(n— r)=20
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$i prin urmare
6k)=0; £=0,1,2, .. n

Astfel @ /n este o statisticd suficient complets si deoarece este o
estimatie nedeplasatd pentru 6, trebuie s fie o estimatie nedeplasati
uniform de minim& dispersie.

b) Am vizut ci statistica ® = >0 X; este suficient pentru 6 si
1

cd are functia de frecventd

]
P(®;0)=e %, ®=0,1,2,..

Dacy 6 (®) este astfel incit M6 = 0, atunci

conduce la

52 90 (= 0, 0 < 8 < co.
=3 k!

Aceasta implicd ci

B(k) =0, k=0,1,2, ...

51 cd @ este o statisticd suficient completi.
Dac# facem pe n = 1, urmeazi ci familia de repartitii Poisson este
completd.

c) Am vizut cd statistica ® = > X, este suficientd pentru 0
1
i cd are densitatea de repartifie

n@"-1
= 0<® <,
f(®;0)={ 0"

0 , in rest.



Daci O(®) este astfel incit M6 = 0, atunci
Mb = S“ ]
0

dz=0
sau

S" fz)z dz =0, 0<B< oo,

0
care implicd

f(z) =0, 0<z<®.
IV.17. a) Sd se arate cd Z este o estimagie nedeplasatd §i de mi-
n
nimd dispersie pentru parametrul p din funcfia de frecvenid
b, z; p) = Cip*(1 — p)"~*.

b) Sd se gdseascd o estimatie nedeplasatd penmiru p®.
Solufpie. Reamintim ci

M(z) = np, D¥z)=np(l —p); M(a*) = n’p*+ np(1 — p).
a) Avem

10 M(i) =1 M(z) = p,
n n
ceea ce aratd ci — este o estimatie nedeplasatd pentru p.
n

2XmP=mC:+zlnp+(n—2)In(1l—p),

op p 1-p p(l—p)

oln P (x np? _ npg__
M bn; =, =1—p.
[ ) ,2., (n; p) —pF P pd 1 P

Deci dispersia minimé estep—: .
- Cum ‘
m(i): 12' D¥z) =Y
n n
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urmeazi ¢ = este o estimatie nedeplasatd si de minima. dispersie pen-
n

tru p.
b) Avem

M(f]=ﬂzpz+nm1 —p)=p2+p(l — D),

n? n? n

ceea ce aratd ci ;—:—: nu este o estimatie nedeplasati pentru p2

Aplicim corectia necesard pentru a obtine deplasarea in —18 .
n

Dacd punem

22
Dn = i
atunci p,_, poate lua doud valori
N el V)
(n — 1) (n — 1y
Deci
o= (f) -0 (72)]-
n n—1 n—1
_2n—-2)+«x .
- n(n — 1)
Atunci
5! — —(r—=1)p,, =2==D,
Po=npy, — (. —1) pny re—D
M) = M@ — M@ np—npt_
" nn—1) — a@n-1) !

. T(x - 1)

ceea ce aratd cid este o estimatie nedeplasati pentru p2.

n(n —
Inegalitatea lui Rao-Cramer pentru p? este

s S ¥ _P-p)
DHp) = — =

n

pq
Deci estimatia de minimd dispersie pentru p? va avea dis-
. 4p%(1 —
Pers]a M. :

n
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IV.18. Statisticile u si'w sint caracterizate prin densitatea de repartifie

_ 1 1 u—9
fmw) = 5 o Dwfi-g T { 21 — P’)[ D) }

_2p(u—0)(w-—0) w—0)2
D(u)D(w) +( D(w) ) ] (1V-6)

Care este condifia ca u sd fie o statisticd suficientd pentru®in raport
cu w?

Solutie. Dacd fiind dat u, densitatea g(w|z;8) nu depinde
de 6, pentru orice statisticd w, statistica u va fi numita suficientd pentru
8. Gisim g(w|u) si vom determina conditiile in care densitatea condi-
tionatd nu depinde de 6,

l )= f(u, v) — f(u, w)

gwiu ) =
S f(u, w) dw

Cum

Sc_owf(u, w) dw = _D(ul)ﬁ exp { [HD;)O]}

rezultd ci

{ 1 [w — {6 + p(D (w)/D(u)) (u — 6)} ]2}
exp § — EY

_ D@w) V1 — ¢
gwim = D)V Vi = ’

ceea ce aratd cd w este repartizatd

D(w) _ —
N[e+pD()<u 0), D(w) )1 p]

Pentru ca g(w| u) si nu depindi de 6 este suficient ca

D) - adicy 2.

1=
P D@y D)’ D()

= l .
e
Dar D(w) |D(u) este pozitiv, aga cd si p trebuie si fie pozitiv.
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De altminteri, dacd p este pozitiv, trebuie si avem 0 <p <1,
pentru care D(u) < D(w).

Daci functia (IV.6) apare adesea in selectii mari, putem trage con-
cluzia ci in interiorul unei clase de statistici asimptotic nedeplasate
i normal repartizate, statisticile suficiente au asimptotic cea mai mici
dispersie.

IV.19. Procesul migcdrii Browniene este definit de P(X, = 0) = 1si

1 —=z— =7
f(=, @ b y, v, 0) = =) eXP {_ 26%( — <) }

Stiind cd la momentul 1, 0 j<n 0=ty <t < ..<t,) procesul
se gdseste in starea x;, 0 < j < n; o =0, sd se estimeze prin metoda
verosimilitdtii maxime parametrii p si o®

Solutie. Pentru functia de verosimilitate

= |
Pt 0) = o Wy o |-

_ [ — T — plleyy — 1»)]2} ,
2y — lp) of

obtinem

n—1 ————
InP=— nlnc—%ln (2w) + 2— antm— b —
= :

_[oeey — %6 — pllesy — )2 .
2(key — lr)o?

olnP

Ecuatia = 0, care in cazul de fati se scrie

& [Frar = T — Btk — )] =0
=0 (teey — ) 0®
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conduce la estimatia

A — EP..
® 0
pentru .
Analog, ecuatia
éln P =0
da?

d¥ ca estimatie a parametrului %, statistica

n—1

[Tee — Tx — Bllesy — W)

k=g lgyy — te

A 1
62 = —
n

IV.20. Fie %, &3 ..., %y 0 selecgie dintr-o populafie in care caracteris-
tica sub cercetare este o variabild aleatoare X avind densitatea de repartifie

flz;0) = —-———» —00 <TI0

a) Sd se gdseascd estimafia de mazximd verosimilitate a parametrulut 0.
b) Sd se calculeze dispersia asimptoticd a estimatiei de maximd vero-
similitate.

Solutie. a) Funcfia de verosimilitate fiind

1 = 1
P(w’e)—ﬁrlll-;-(x,—e)z'

obtinem

In P(z,8) = —nln = — 3 In[1 + (5, — 0)2].
1

Deci ecuatia de verosimilitate se scrie

#In P(x,6) _ dIn P(z,0) _é 2(x; — 0) —
80 de 1 1 + (I] - e)a

Aceastd ecuatie poate fi rezolvat¥ in raport cu 6 numai prin apro-
ximatii. :
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b) Avem
Inf(z;8) = —Inm — In[1 4 (2 — 0)2],

062 1+ (x— 0y

2 _( —2+2@-0¢ 1 1 _
M[aezlnf(“’e)]_sn Ate—0m = 1r@_op®
=—£5 1w du
™ JR (1 + u?p

de unde

Mt — 8y = 1/nM[a-:—Z In f(z, e)]=%.

Observafie. Estimatia de maximi verosimilitate a parametrului § din repartitia
Cauchy, ce poate fi determinat numai aproximativ, are asimptotic dispersia 2/n.

1V.21. Fie z,, %,, ..., x, o selectie de volum n dintr-o Ppopulajie in care
caracteristica sub cercetare este o variabilé aleatoare X cu repartifie Laplace
avind densitatea de repartigie

flz;0) = %e-"*"', 6cR.

Sd se arate cd mediana de selecie este o estimatic de verosimilitate
mazimé a parametrului 0.

Solutie. Functia de verosimilitate corespunzitoare este

"
a — X la—0

P(6)=(—215) e =1

n
Functia P(6) ia valoarea maximi atunci cind 3| x, — 0] ia valoarea
(=3 |
minim3. Pentru a arita ci mediana de selectie este estimatie de vero-
similitate maximd in cazul nostru va fi suficient si aritim ci
” ” .
Dz —m <z — 0],

i=1 i=1

unde m, este mediana de selectie.
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Pentru aceasta vom considera cazurile » par §i n impar. .

a) Fie n par i ¥, ¥s ..., Ya statisticile de ordine corespunzitoare
selectiei z,, %, ..., T,. Fle m un numdr real situat intre cele doud valori
din mijloc ale statisticilor de ordine, adicd

NS - <y_n_<m<?l_g+l<m < Yna < Yne
2 2
In particular m poate fi m.. A
Atunci din sirul de inegalitdti scris mai sus §i din egalitatea triun-
ghiului rezulti ci& putem scrie '
lys — m| +| M — Yo | = 1% — Ynoat | <TY— 01 +10 — Ynpas |

(i= 1,2, % eeR]

Sumind aceste inegaliti{i membru cu membru obtinem
”
2

(y—ml+ 1M — Yot ) <20 Uy — 01 +18 — Ynsail)-

i=1

MEE

=

Dar

=

: ”
[m — Yppue| = 2 |m — yl

i=12'-+1

B

-,
!

§i

n

18 — Ypuetl= 2 10— 1wl

”
t= -i--l-l

o

PR

t=
Cu aceasta inegalitatea de mai sus devine

NEELIES ML

=1
gi cum
E|?/¢—m| =21|37¢_m|»
=1 iz
”n . ”
Elyt —01=21|x,—9|,
$=1 f=



obtinem

Slz—m| < Nz — 0],
1=l

=1

unde in particular numérul m poate fi m,, ceea ce justifick afirmatia in

acest caz.

b) Fie n impar si me = yu41-
‘ z

Procedind ca in cazul a) putem scrie

|yl_y'_'j_ll+ly'_li-_{_yn+1-t|=]y¢—yn+1-¢,<
2 2

gl:’/{—el‘{"lﬂ_ynu—il
(i=1, 2, ...,"f_j‘ —1; ﬂeR)

si de asemenea

0=19ns1— Yar2| <|yus1 — 0.
2 2 2

Sumind succesiunea de inegalitdti pentru i=1,2, ..

obtinem
21,
2 (ch“ygj_l|+|yg_4-_l-yn+1-il)<
1=1 2 2
n-zH -1
<Y Uy —0]+10—yu, )
f==1
Cum insd
21,
2 Iyﬂ_-ﬁ-l_ynn-ll: 2 |y"+l_yll
=] 2 n+1 2
=l
si
L N
2 |e—yn+1-tl= 2 Iyi_el
i=1 . onl -
i 3 +1
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obtinem
”n

Elys—yg;il<21ly‘—91

. t=l
sau din aceleagi motive ca la punctul a), avem

n ”

Elxt'—melgzlxt—elv

i=1 f=l
ceea ce dovedeste ci mediana de selectie este estimatie de verosimili-
tate maximii a parametrului 0 in cazul repartitiei cu densitatea
flz;6) = — e~l=%l, BER.

IV.22. Repartitia timpului de funcfionare a unei ldmpi electronice
este caraclerizatdé prin densitatea

lle_% dacd t>0,
fie;8)=1°
l0~ dacd t <O.
a) Folosind metoda verosimilitifii maxime gi presupunind cd ty. ta, .. tn
reprezintd duratele de funcjionare a n lémpi electronice, sd se estimeze 6.
b) Sd se arate cd B este o estimatie nedeplasatd pentru 6.
Solutie. Functia de verosimilitate este

1

— t
P=o"e i

l .

I Ms

Urmeazd ci
1 n
InP=—nlnd— 32>t"

éln P n
® 8w § o
i
?In P A 12
30 ? n Z;l ¢
Agsadar media de selectie este o estimatie pentru media teoreticd.

Avem

M@=%éM@=?=&

7=1

[ R4
N
-



si

j=1 i<k

il = (335 o) = L35 ey + 25> ()|

urmeazi ci
My(0) = iz (2n6% 4 n(n — 1) 62) — (n+1) 62
n n

Deci
D2B) = M) — M) = %
Din faptul ci M(é) =0 si Dz(é) = %m" 0, rezulti ci B este o esti-
matie nedeplasati a parametrului 6.
VI.23. Fie X o variabild aleatoare caracterizati prin:
a) Functia de frecvenid
ll (5 — 29)(3—1) (2——::)/2(9 — 1)(x—l) (4—2)/2
flz; 0) = ? pentru x=1,2,3; 1<6<25,
]0 in rest.

b) Funclia de frecvenyd
flx; 8) = (2 — 6) zlin 2™l (6—1)/(2—0) pentru 2 =1,2, 1<6<2.

¢) Densitatea de repartitie .
Z{20-(1/(1-9) peniru 0 <z <1, 12<6<1,

0 in rest.
d) Densitatea de repartifie

(V]
f(x;9)={1—°

0-1 g% pentru x>0,

0 in rest
e) Densitatea de repartijie

e f) — 1 1 o pentrz —oo < x << oo,
f(z;9) Vmexp[ = (@ e)] s

(-L o
flz;6) = { T®)
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§i (%1, -y ) 0 selecjie din populafia in care caracteristica sub cercelare
este aceastd variabild.

Ne propunem sd gdsim estimajia de maximd verosimilitale o para-
metrulut 0.

i Solutie. a) Avem
M(x)=1-}3.(5—29)+2-%(e—1)+3.%(e—1)=e.
Pentru functia de verosimilitate

1

P=—-(5-— 29)'}22 (3-x;) (2—2y) 0 — 1)% 3 (x50 (4=1x))
3

oln P

= 0= 4n0 = —8n + 1562z, — 31}

a cirei solutie este

D>
I
.c-l';;

_3
4

ERCS

IR
1

b) Avem

=
—

1 -
M(X) = (2—0) +2(2 — 6)272 "270 =
1, 0t
=(2—0)+22—0)2m2 "2-0=
—(9— o 8—1 _
=(2—0) +2(2 e)_2_e_3_

Pentru functia de verosimilitate

01
(2=t I 7=

=(2— 6)"(1?[%) )

éln P

. In 2]-!
= 0 se scrie —— = L In z,.
29 (6—1)(2—-6)2l ¢

‘ Cum 0 < 0 < 2 rezultd

b —1=——. —-Elnx,

In2 n



sau

¢) Pentru functia de verosimilitate

_p=( J )H 2{20-1/1-0)

1—-0

avem

InP =ninb—nln(l —6) + 3 (26 — 4) /(1 — 6)]In 2.
1

Ecuatia de verosimilitate

se scrie

n
I 1 =0
g T 21(1—6)21”:'

§i are ca solutie

A 1t -1
0-[1—;21lnx‘] :

Avem

M(X) = l—j-eS: 255 4y = 0,
d) Avem

M(X) = %»S e dg = 0,

Pentru functia de verosimilitate

n
12 gy EF

= Zi e 1
™) I,I ' ’
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obtinem ecuatia de verosimilitate

dI‘(ﬁ) 1

® T -I-Zln z, =0

a cdrei solutie b * Z,.

Observafie. Aceastdi problema arati ci existi repartitii In care parametrul este media
repartitiei dar pentrn care estimatia de maxima verosimilitate a parametrului nu este
media de selectie.

e) Avem

—_1 — L z—02ldz =
M(X) =~ S_wx exp[ = 6)]dx 6.
Pentru functia de verosimilitate
= (2n0)” Texp [— =3 (i — e)z]
20 71

avem

alnP

->n92+n0—2x;—0

ale cirei solutii sint

By = “"”"2“"“3%("1 ivi +423_)
1

2n

Solutia
A 1 i x}
ez—‘—(—i —V1+4El;—) <0

nu este acceptabild deoarece 8 > 0.
Deci estimatia de maxim3 verosimilitate a parametrului 0 este

b= l( 1+V1+42 "‘)

15 — Probleme de statistici — c. 1608 225



IV.24. Folosind metoda verosimilitifii maxime §i presupunind cd
(zy, ..., x,) este o selecjie dintr-o populafie in care caracteristica sub cer-
cetare este o variabild aleatoare X caracterizatd prin densitatea

A% xoz—l e—k‘

fang=1 " T@ dacé >0, a A>0,
0 dacdi z2<0

sd se estimeze parametrii \ §i o.

In ipoteza cd timpul de functionare al unui generator electric este ca-
racterizat prin densitatea de repartifie (1V.7) si cd duratele de functionare
a sapte generatoare electrice sint 100, 110, 150, 175, 185, 200 si 220 ore
sd se estimeze o §i A

(IV.7)

Solutie. Functia de verosimilitate este

n
" . —2A 'Zl 7]
na 2 1=
A jl;ll xj ¢
P(xhxz,---, Zns 3\1 “) -

(Ca)™
Urmeazi ci

oln P

Jj=1
g
ln P an

_..__._.21;1,

unde: am notat prin

_ dinT(x) .
Yo = 2T

Solutia ecuatiilor de verosimilitate cipitate, adicd & $1J\ se obtine
prin metoda aproximatiilor succesive.

In cazul cind « nu-i prea mic, de exemplu dacd « > 2, atunci pentru
functia () se poate da urmitoarea aproximatie

tp(a)mln(a—%Jq.qu—i-l—)z.
T2
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‘ In felul acesta deducem

=|>')

2
=]
gi
A [Ma)— - 2 lg x:]

A= " j=1

Cea de-a doua ecuatie se poate simplifica dacd punem:

| "“"‘3"”(&_%)(1+24(el—1)2)=&—%+;@i_)’
3 2

unde am tinut cont ci pentru valori mici ale lui  avem

e~ 4 2.
Dacd notim cu
A A 1
W=a— =
2
atunci putem scrie
1, A
A
W= ——+4— 2 L4
2 n j=1

Avem

j=1
§i
1
- Z Inx 7 7
o T A (H x,) — 0,00637.
j=1
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Prin urmare
b = = +162,0%
$i
i(z?; + —2-‘;) +0,00637
Folosind o metodd de rezolvare aproxzimativd afldm

A=10,0841, & =13,20
de unde avem
‘ A=00841 si «=13,70.

IV.25. Sd presupunem cd in urma unei experienfe poate rezulta unul
dintre evenimentele E,, E,, E; si E,, cu probabilitdtile

Py = (24 0)/4,
P2=p;= (1 —0)/4,
p;=0/4

§i ¢d in urma a n repetdri a expenentez E\(E,) [E,] {E,} s-a realizat
de a(b) (] {d} ori. Sd segdseascd prin aproximatii succesive estimafia
de maximd verosimilitate a parametrulai 0 [cuprins in (0, 1)] Sd se stu-
dieze cazul particular: ¢ = 1997; b = 906; ¢ = 904; 2.

Solutie. Din functia de verosimilitate
P(a, b, ¢,d] 6) = (2 + 0)° (1 — 0)+epigcedrerd

ob{inem

dlnP _ a _ b+ ¢ i .
® 240 1-078
Rezultd ecuatia de verosimilitate
nB® 4+ (d 4+ 2b + 2c — a) 6 — 2d = 0.

Deoarece produsul dintre coeficientul lui 62 gi termenul liber este
negativ, produsul ridicinilor acestei ecuatii trebuie si fie de asemenea
negativ, gi numai o ridddcind poate fi pozitivi. Numai aceastd ridicini
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pozitivd cade in intervalul permis pentru 0. Aceasti valoare a lui 0
este dati de relatia

208 = [a — d — 26 + )] + {[a + 2(b + ¢) + 34 — 8a(b + )y

Estimatia de maximéd verosimilitate poate fi evaluati din aceast#
formula.

Tinind seama de valorile observate, obtinem 6= 0,0357; de ase-
menea

DY) ~ — a:1 =B +6 _ 500336,
n P n(1 + 20)
e

- 6 fiind inlocuit prin 6.

' A
Plecind de la un estimator ineficient si gésim iterativ pe 6. Fisher

propune estimatorul ineficient

t={a+d— G+ a}n
care este consistent §i are dispersia:
DAty = (1 — 63 /n.
Pentru ¢ obtinem
t = {1997 4 32 — (906 4 904)}/3839 = 0,0570.

Aceasta este depidrtatd de valoarea lui 6, 0,0357 pe care o ciutim.
Cum asimptotic avem

A oln P 27
6=1+ (257), D0,
pentru prima aproximatie rezultd
8, = 0,0570 + [M) D) |ows-
30 Jo=t
Acum
9In P 1997 1810 . 32
( 29 )°’°’°57 T 20,057 0,943 ' 0,067 —387,4713,

D(B) oo 057 = 2XQOSTXOMIXZ057 _ ) 10005170678,
3839x1,114
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astfel ci estimatia imbundtdtitd este

6, = 0,0570 — 387,1713 x 0,00005170678 =
= 0,0570 — 0,0200 = 0,0370,

care este destul de apropiat de valoarea cdutatd 0,0357.

0 a doua iteratie di:

P 997
(aln ) 1997 1810 | 32 _ g/ 44405
3 Jo-o0030 2,037 0,963 ' 0,037

oA _ 2x0,037x0,963x 2,037 __
D*(8) |o=0,0370 38391074 0,00003520681,

§i prin urmare

6, = 0,0370 — 34,31495 x 0,00003520681 =
= 0,0370 — 0,0012 = 0,0358.

Aceasta este foarte apropiatd de valoarea cdutati.

IV.26. Sd se estimeze parametrii «, o, p din repartifia caracterizatd

prin densitatea

= 5 o557

o?I'(p) c ]

eLr<oo, a>0; p>2,
pe baza unei selectii de volum n.

Solutie. Pentru functia de verosimilitate

P = e [T (257 exp{ -5 (ﬂ)}

i=l i=1 c

avem

InP=—nplnc—nlal(p) + 3 (p —HlE=2_
[}

=1

-2
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Cele trei ecuatii de verosimilitate sint

dgmP _ A 1 n_
‘ . (P 1)§(z‘—a)+c %
dmP _  np T —«
% o+2 ¢ 0,
oln P d
P =—nlnc—nd—plnl‘(p)+21n(x,—a)=0.

Luind parametrii in ordinea de mai sus, avem matricea inversi
a matricel de covarianfe

1 1 1
op—2) o o(p — 1)
S e n L 2 L
a2 o? G
1 1 @ In T(p)
sp—1 o dp?

' cu determinantul

— 1 d2ln I'(p) 2 1
1 3= A= 2 —_ .
| Z7/m (p—-zw‘{ d? .‘p—1+<p—1>=}

Dispersiile estimatiilor sint

(@) = fp P — 1l

nAe? dp?
DY(5) = 1 { 1 @emTep) 1 }’
’ nAc® |p—2 dp? (p— 12
oAy _ 2 _2 ¢mlp) 2 1 }
De) nA(p — 2)¢* n/{2 (dp? p—1+ (p—1p

Pentru p mare, folosind seria lui Stirling

a a
ShTd+p) =2

pz{éln(%) + [p +§)lnp—p +

1 1
T " )
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gdsim cd

a2 2,1 _1(1 1 1
| 1 = 4,
2dp2nr( +p) P+P2 3{19’ 5p“+7p’ }
gi prin urmare
pip)=2{e -1+ -1} (1v.8)

Dacd estimdm parametrii prin egalarea momentelor de selectie
cu momentele teoretice corespunzitoare gisim

«+op=m; cp=my; 20%p=m,,
astfel ci .
b, = m3[m3 = &/p, (Iv.9)

unde b, este valoarea de selectie a lui B,,
Pentru estimarea prin metoda momentelor

Dby = £ {4p, — 248, + 36 + 98,8, — 128, + 35B,},

care pentru repartifia de fatd se reduce la

Dg(bl) = 7?_ . 6(p+1) (p+5)

Deci, din (IV.9) avem pentru j estimatia prin metoda momentelor
~ 4
D) = £ Db =~ p(p + 1) (p + 5).

Eficienta acestui estimator, pentru p mare, din (IV.8) este

D}p) _ {(p =17 + (p— 1)/5}
D¥(p) PP+ D (P +5

care este mai micd ca unu.

IV.27,. a) Folosind metoda verosimilitdtit maxime §i presupunind
cd (%, Zg, ..., T,) este o selecfie dintr-o populatie in care caracteristica
sub cercetare are densitatea

1
flz;0)={08
0 dacd =z & (0,9)

dacd 0<z<9,

sd se estimeze 0.
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b) Sd se calculeze densitatea de repartifie a variabilei aleatoare 0.
¢) Sd se calculeze M(0) si D®).

Solutie. a) Functia de verosimilitate va fi in acest caz
1 n
P(xl’!xza ooy Tnj 0) = [B‘J ’
unde
O0<z < 1jgn.
Functia P(x,, 2, ..., Z,; 0) este maximi pentru cea mai mici va-

loare posibild a lui 6. Dar 6 nu poate fi mai mic decit cea mai mare
- dintre valorile z,, z,, ..., z,. Asadar

6 = max z;.
ISign
b) Aplicind definitia functiei de repartitie avem

F.(z) = P(ﬁ < 2) = Pmax z, < 2) =
0 ISign

= Pz, < z; T <% .0, <2)=T] PX,<2)=
Jj=l
0 dacd <0,
= (S’ﬂ)" daci 0<z <0,
o ©

1 dac¥ =z >0.

Urmeazd ci
na™t
—_ daci ze (0, 9),
f ' (2)={ ©
0 dacd z&(0, 0).

¢) Din definitia momentelor avem

i
'

\
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iar
n62 .
n+42

M) = :—n S: z"Mdz =

De aici urmeazid ci

n62

D26 =M 6 —M26 = ——
(6) 2(9) (6) TeTD

Observafie. Se vede ci 6 nu mai este o estimatie nedeplasatii a parametrului 6.

IV.28. a) Folosind metoda verosimilitdfii maxime §i presupunind ;
cd (2, 4,), 1 < i< neste o selectie dintr-o populatie in care vectorul ale- |
ator (X, Y) are densitatea de repartifie ‘

-1 1 (22 2
fl@ 9) = ;== eXP{ a— & pxy+y)}

sd se estimeze parametrul p. ;
b) Sé se gidseascd expresia asimptotici a dispersiei estimatiei astfel
obtinute. ‘

Solutie. a) Functia de verosimilitate este ‘,

=1 1 2 _ 2.

Avem

mP=—nln@r)—2In(— g8 — ——— (Sa? — 2pZTay + Zy?),
2 21 — ¢?) ‘

de unde ecuatia de maximd verosimilitate ﬁ

1 4

1 — p?

np [ . 2
e a-m (Da? — 2022y + Zy?) +

ecuatia care se mai scrie

9(1—92)+(1+p?)12xy—p(12x2+lzy.2)=o, L
n n n )

Zzy =0,

|

Aceastd ecuatie are trei ridicini, doud dintre ele putind fi complexe.

Daci toate trei sint reale, cum | p| <4, {inind seama c& P(z, 0) >:
> P(z, 6), vom alege ca estimatie de maxim# verosimilitate acea care
corespunde la valoarea cea mai mare a functiei de verosimilitate.
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Dacd exprimidm ecuatia cubici in forma
BW+phtg=0
cu

1
A:p—azmy,

conditia ca si avem numai o rid#cind reald, este ca:

4p® 4+ 27¢2 >0
si este indepliniti cind p > 0, unde

-1 lsp_1(1 :_
p=-Za+ 23y S(any) 1. (IV.10)

Deoarece, momentele de selectie in (IV.10) sint estimatii consistente

~ale momentelor teoretice corespunzitoare, p converge in probabilitate
cétre

(1+1—%92—1)=1—%92>O.

Astfel, in selectiile mari ridicina reald a ecuatiei de maximi vero-
'similitate va fi o estimatie de maxim¥ verosimilitate, ridicinile com-
plexe fiind inadmisibile.

b) Derivind In P de dou# ori, obtinem

a’lnP=n(1+92)_(1+392) 22_2 Tx pRTL]
0 - a—ep 2% — T2y + Iy +
dp
2zy,
T
i cum M(s?) = M(y®) =1 5i M(zy) = p,
M(asxn P]='n(l+p“’) __2n(1 4+ 3% 4np? — _n(l+¢y)
ag? 1 —e?? 1 — % 1 — e 1 —p??

Asimptotic avem

) L=
DO =T
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1I1.29. Folosind metoda verosimilitdii mazime §i presupunind cd
(%o ¥), 1 < i< 1 este o selectie dintr-o populafie in care vectorul aleator

(X, Y) are densitatea

flz,y) = —2—7;;8%_—9; exp { ~%a 1_ o~ [(z ;m)* _

_ 29(-@— u;)(y—uz)+(y—uz)2]},

6,02 Gg

(—oe < 2,y < 00, 61a°'2>0,|9|<1)

sd se estimeze parametrii w;, p,, 6y, O3 §i p. Sd se evalueze matricea dis-

persiilor estimatitlor de mazimd verosimilitate.
Solutie. Avem

10 P(%, Y| 1, ey O 62) = —n 1 (27) — g[ln o? + Inc}

Il =) = 2| (?_;ﬂ)z -
— 29(16—9-1)(!1 - [-Lz)_l_ (y —lla)z]’

60, oy

de unde rezultd ecuatiile
dInP n [i:'—p.l__Py—-uz]=0,
o1

o~ ¢ LA
dm P _ n [g—y.,_Pi‘—P-x]=0’
Oy, ol — p® o2 oy
?ln P 1 T(x — )P
=— 1 —pt) —2E— WP
2 2c§(1—p=>["'( #) a
+p E(x—ll-x)(ll—llz)] =0,
G0z
amP 1 Sy — w?
=— n(l — p?) — 2 —
P 2oa<1-p=)[ = 4
+ o 2 — w) (y — l"a)] =0,
0,03
dlm P ‘1 1 Tz — )
= n —
% (1—92){9 (1—92)[9( 4
o3 0,6
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a) Presupunind c& p,, y,, oy, 0, sint cunoscuti, pentru a estima
pe p rezolvim (IV. 13). Se obtine o ecuatie cubicd in p, a c#rei solufie

este estimatia de maximi verosimilitate §.

b) u, i p, fiind cunoscute pentru a gisi estimatiile de maxim¥ ve-
rosimilitate ale parametrilor o}, of §i p vom rezolva sistemul de ecuatii
constituit din cele doud ecuatii din (IV.12) si din ecuatia (IV.13).
Obtinem

nl —pt)=ZE—wl _  ZE-w@-w l

2
o o (1V.14)
— v - —
n(l — p?) = PX( 3uz) —p D@ — ) U — ) l
G3 =717
§l
o2y = Z(E—w)? | B — )
n(l — o) 3 + =
_ 1 + 92_ Z(x — y‘l) (y - !-"2) . (IV.15)
P %152

Scazind ecuatia (IV.15) din suma celor doud ecuatii din (IV.14)
| rezultd

nl — ?) = 1-—-¢ E(x—l;;l‘(y—uz) ,
1v2

de unde

5= 2(x = ) (4 — ) (IV.16)

no,c,

Tinind seama de (IV.16) in (IV.14), objinem

3-% = %Z(Z — )%
(IV.17)
A 1
| | 63 = a Z(y — 2%
si din (1V.16)
5 = 2 — ) (@ —pg) (IV.18)

A A
Ng,cy
} Deci in acest caz, estimatia de maximi verosimilitate este coefici-
entul de corelatie de selectie calculat cind mediile sint cunoscute.
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Estimatiile de maximi verosimilitate 63, 6%, p date de (IV.17) si
(IV.18) sint suficiente §i prin urmare .

02In P oInP olnP
Z“l = —1) = — = . =
50 = (on) (ae,ae,)A ( ®, %, )
0=0

2—-¢ —¢ —e \
40t 4oc} 202 :
— n —_ Pz 2 — pﬂ —'_P , .
(1 —p?) | 4ofo} 4ot 203 av49) ;
—p —p 1+¢° ‘
20} 203 1—p? :
de unde |
20} 2p%cfo} el — o7 ot |
|
Zy==| 2t} 20 ol — g9 o3| (IV.49)

p(1 — p?) of p(1 — g% o} (1 — %

¢) Daci vrem si estimdm tofi parametrii repartitiei, rezolvim
sistemul constituit din (IV.11), (IV.12), si (IV.13). (IV.11) se reduce la,

E—w) _ @),
=21 C2

=) (EF—w)
= p 3
Oz o1
o pereche de ecuatii a ciirei singurd solutie este g
Z—py=7—p,=0. (Iv.20)

(IV.A7), (IV.48) si (IV.20) dau estimatiile de maximd verosimilitate

1
f=2, 8=2136—ap

fo=7, 8=-3y— 9" avat
y_ Se-2w=D |
nsl 32

Estimatiile de maximi verosimilitate definite in' (IV.21) constituit‘
o multime suficient¥ de statistici. Pelingd aceasta, matricea Z3t (IV.19,
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va fi o parte a inversei matricei de covariante Z;(5x5) pe care o
ciutam. Scriind parametrii inordinea w;, s, o3, o3, ¢, (IV.19) va fi
minorul principal al lui 3. Din (IV.11) obtinem

%In P —n Iln P np
—3 b] = ’
oui oi(l — ¢9) o dp, o1 —p?)

#mnpP —-n ,
i o1l —¢d

in timp ce

#mP_ #ImP _ #mP
duidel  Owided  Bwdp

i=1,2,

?

pentru T=y4 7 =4 Inversa matricei de covariante a estimatiilor
de maxim¥ verosimilitate g si g fiind

1 —e
-1 _ n 0‘% GG,
- 1—-e¢% —p L
g, o3
avem
—1_ ( g 0 \ ,
5 0 -1
Cum
Z — l( O"f 90'162)
*on po,0; o3
rezultd cid
25 = ( 22 O ):
0 25

unde 3; este datd de (1V.19').

Din acest rezultat se vede ci mediile de selectie sint repartizate
ndependent de dispersiile gi covariantele de selectie in repartiia nor-
nald bidimensionald §i ci corelatia intre mediile de selectie este p;
sorelatia intre dispersiile de selectie este @
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1V.30. Dacd
X
X,
Xt
1 < i < n este o selecie de volum dintr-o populajie normald k dimensio
nald N (w0, Z), (n > k), atunci estimatia de verosimilitate mazimd a vec

torului p este

I

'z
p=|%)
Ty
iar a matricei de covariantd X este
5_ S,
=2
n
unde S este matricea de covarianié corespunzdioare selectiel considerate
Solutie. Densitatea de repartitie corespunzitoare repartitie:
N(p, Z) este
Vl 0“ | - _;' Qx1) 23y ooy %)

(@, gy ooy Tn) = emiAF

unde

!

k
Q(xn Tay veey xﬂ) = 2 6"(3;( - y‘l) (xj - l"‘j)?

$, =1
iar c" sint elementele matricei inverse matricei de covariantd teoretice,
Luind logaritmi naturali obtinem

In f(z, 24, .ovy Z) = % In|c*| — % kln2n — %Q(zl, veey Tp)e

Ecuatiile verosimilitdtii maxime

1
2 f(@y, . Tn) __ g ( 3{ — 5 Qs xn)] _ 0)
ou¢ owg

i=1,2, ..k
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sint

k
Eau(le — ) =0,

=1

k
2021(3’51 — )= 0,
j=1

k
2] =
E"k (T — wy) = 0,
=1
care este un sistem liniar §i omogen in necunoscutele
r
Ty — B Loy = Way ooy Tpg — W 1 =‘1, 2,.,mn,

sistem care admite numai solutia banald deoarece

" ... c**

(repartitie normald k -dimensionald nedegeneratd).
Atunci avem

Tn = Py 1<j <k, 1<l

adicd
”
n R ‘z‘ 5
2 I =y Wy = = .
=1 n
Pentru a afla pe S pornim de la
1 1
ad=m|o" | — = Q(x;, ...
DIn f(sys o Z) _ {2 pleTlm g x”)} —o
act! - P -

care ne conduce la
oy — (T — l:"t) (25 — ﬁ'j) =0,

16 — Probleme de statistici — c. 1608 241



adied

”
noy = E(xu — %) (2 — )
i=1

sau
A 13
Oy = Sy = ';'2 (zy — 2) (z;; — 7
=1
IV.3L. a) Sd se arate cd estimatia 6 obtinutd prin metoda celor mai
mici pdtrate pentru parametrul © din modelul (1v.22)
y=20 + ¢, (IV.22)
unde
y' = (yly w Ya)y T= (xfj)1<"_\<" este de rang k, 6" = (Oli eey ek) fi

ISiS
& = (g, &) cu M(s) = 0, DXe) = c*l, I fiind de ordin nxn este
nedeplasatd.

b) Sd se calculeze dispersia acestei estimafit.

Solutie. a) Estimatia parametrului 6 prin metoda celor mai
mici pitrate este

6 = (z'z) z'y
sau tinind seama de (IV.22).
6 = (z'2) " 2"(20 + €) = 0 (z'z) " z'c.

Cum M(e) = 0, M(é) = 0 ceea ce arati ci 0 este o estimatie nede-
plasatd a parametrului 6.

b) Prin definitie

D2(B) = M[(® — 6) (b — 6)]
§i cum
6—0) 6 — 0y = ("2 5'e) (w'2)™ w'e)” =
= (2'x)"x'ec’ (x’ z) .
Obtinem

D¥B) = (2'5)'z’ M(se’) 2(z'z)™ = o*(z'z)".
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IV.32. Sd se arale cd

 — 20) (y — 20)
n—k

A
%=

este o estimajie nedeplasatd a parametrului o.

Solutie. Avemy=28+4¢ §i 6 = (z'z)™ 2"y, ceeace ne permite
8i scriem

y—a0=28+¢c— z'z) z (20 +¢) =
=20+ ¢ — 20 — z(z'2) " 2'e = — w(z'2)" 2'c
sau punind
' L=azzz"s, I,—L=K,
y—x'é= (I, — L) e = Ke.
Deoarece
[(2'2)7] = [(z'2) T = (z'2)™
urmeazd ¢i L =L’ si K' = K.
Cum
L= z(z'z) z'2z(z'2) 2’ = L, K:=K,

ceea ce aratd ci K este idempotentd.
Putem scrie

(y — 20)'(y — 20) = ¢’K'Ke = e'Ke =
= ’E.k“s‘:‘ + ;kugt%
Ur L = Ur (z(z'z)" 2') = Ur (2'z(z'z)™) = Ur I,

UrK=Url,—Ur I,=n—k,
de unde

My — aB)’ (y — 28)] = o®Ur K = o¥(n — k).
Urmeazi ci 62 este o estimatie nedeplasatd pentru o
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1V.33. a) Sd se estimeze prin metoda celor mai mici pétrate para-
metrul 6 din modelul

y=2ab+4¢
unde
L 0
Py
1
D3(c) = o? Pe = ¢2P!
0 1

Pn
b) S se gdseascd valoarea medie si dispersia acestei estimatii.

Solutie. a) Avem

§ = ¢'Pe = (y — 28)’ P(y — x0),

B — —20'Py +22'Pah,

a9
2 — 24'Px sau punind z'Pz = G, 7S — 2.
892 292

|2’ Pz| fiind un determinant Gram

B -0=6=c12'py.
a0

b) Cum
6 =G 2'Py = G2’ P(2h + ) =0 + Gz’ Pe

urmeazii ci M(8) = 6, ceea ce aratd ci $i in acest ‘caz 6 este o estima-
tie nedeplasati a parametrului .

Avem

D) = M[(B — 0) (6 — 0)'] = M[G™" Pec’ P'o(G)']
§i cum
G=G i (GY = (6),
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obt{inem

DY) = M[G™z' Pee' P'2G™),
Tinind seama cd M(ee') = P, gisim

D*(®) = 026z’ PaG™ = o*G™.

IV.34. Sd se arate cd dacd vectorul < este normal, atunci vectorii (y — xﬁ)

st ('(\i — 0) sint independeni i repartizafi normal (n — k) -dimensional
si respectiv normal k-dimensional.

Solutie. Avem

y—x§=x9+ ¢ — 2G'x' Py =
= 20 + ¢ — 267z’ P(20 + ¢) = ¢ — 2G7'z’ Pe,
sau punind L = 2G'z'P, k=1, — L, obtinem

y — b = (I, — L)e = ke.

Deoarece ¢ este repartizat N(0, 62P™) urmeazd cd y — 0 este repar-

tizat de asemenea normal cu matricea de covariante
o2k Pk’ [N(0, 6k P'E')].
Avem
kP% = (I, — LYyP*I,— L) = P*{[,— PLP"' — L' + PLPL’]
§i cum L’ este idempotentd
PLP? = PaG's’' = L',
EPk' = P [I, — 2L' + (L' =
= P*[I,— L]

Deci
Yy — 20 este repartizat N(0, c?P(I, — L")

Vectorul & — 0 este repartizat normal cu matricea de covarianfe
062Gz’ PP P2G™* = ¢°G™.
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Deoarece
kM (G2’ P)' = 6%k P P2G™ = o%k2G™ =
= o[, — L) 2G* =
= ¢¥(2G™ — 2G™'2' P2G™) =
= ¢}(2G™ — 2G™) = 0,

urmeazd ci vectorii y — ad §i 6 — 6 sint independenti.

Matricea G™'z’P fiind o matrice de ordin %kXxn, urmeazi ci 6—0
este un vector normal k-dimensional. Se stie ci matricea H, defi-
nitd prin

HM (G2’ P) =0,
unde
M. = M(ec’)

este chiar matricea k. Prin urmare ke gi deci y — ) este (n — k)-dimen-
sional.
IV.386. Sd se arate cd

a) (y — xﬁ)' Py — xﬁ) [o® este repartizat Y*(n — k).
b) s2= (y — zé)'P(y - a?(')) [(n — k) este o estimafie nedeplasatd
pentru o

Solufie. a) Deoarece ¢ este repartizat N(0, ¢2P™) urmeazi ci
€'Pefc? este repartizatd X%(n); deci (y — 08)'P(y — 29)/0® este re-
partizat X%(n).

A . . . . -
Dacé facem 6 =0, aceasta revine la a impune % constringeri liniare.
Prin urmare

(y — o)’ Py — 26) /o

va fi repartizat A%(n — k).
b) Tinind seama de rezultatul de la punctul a) gisim

M[(y—zey P(y—ze)] —nk

o?
«ceea ce trebuia aritat.
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IV.36. Sd se arate cd daci O este estimajia parametrului 6 objinutd

prin metoda celor mai mici pdtrate, atunci § = ¢ = b6 este o estimatie
redeplasatd §i de minimd dispersie pentru

®
p=100=>3b8,
1

Solutie. Fie
b= Ea’tyl = a'y,
1

unde y = 20 4 =.

Dorim ca M(J) = ¢ oricare ar {i ¢. Avem

M) = o’ M(y) = a'2b
si
=150
Pentru ca M({J) = ¢ oricare ar fi 6, trebuie ca
b’=a'z sau b=2xa
Pe de altd parte

DY) = 33 a3DHy,) = 023> af = o*A.

Pentru ca DX¢) si fie minimd, trebuie si minimizim A, {inind
seama ci b= z'a.

Dac¥ k, sint multiplicatorii lui Lagrange, trebuie si minimizim
expresia

k ”»
S=A+ ZEh,(b,—Zx,,a,),
j=1 [

oS _ —)a-—ixh sau a = zh
D 0= q = ’ = zh.
2as i 2 ]

Avem

b= z'a, a= zh,
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de unde
b=ua'zh, {="hz'y=ay.

Comparidm aceasti ecuatie cu A = b’é: unde § este solufia ecuatiei

Avem

b=hzz6=>0 =2
$i
D¥}) = %4 = o%’a = ¢®h'2'zh = o%’h.
IV.37. Fie (Yyhsicz, variabilele aleatoare necorelate astfel incit
ISiST
M( Yu) =B, si D¥ Y{j) = Ao?,

unde asupre valorilor medii B, nu se impune nici o restriciie, ¢* este un
numdr pozitiv necunoscut §i X; sint numere pozitive cunoscute.

a) Sd se arate cd estimafia parametrului o2, objinutd:

a,) prin metoda celor mai mici pdtrate este

iEj(Yﬁ - Ti')2°
a,) dupd metoda Gauss-Markov este

2 (Yu - Y‘)z/l?.

[¥]
b) Sd@ se arate cd

.—1_. 2
Sl — 1)} ; (Y, —7Y,.)
5t

1
?(JI _ 1)"2] (Y" - ?()2/)‘?

sint estimajii nedeplasate pentru o?.
IV.38. Fie (Y )Jigisn, n variabile aleatoare astfel incit
M(Y) =8, DAY)=¢* §i coo (Y, ¥,)=0, isi
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unde B este un numdr necunoscut, ¢> este un numdr pozitiv necunoscut
§i vy este un numdr cunoscut ce satisface condifia

[—1/rn—-1]<y<1.

a) Sd se arate cd estimafia parametrului o%, obfinutd prin :
a,) metoda celor mai mict pdirate este

1 - 5(Y, — T,

n—

a;) metoda Gauss-Markov este

1
1 Ny —7e
n—-1)Q1—7v ¥ )

b) Sd se arate cd estimafia parametrului B obtinutd atit_prin metoda
celor mai mici pdtrate cit gt dupd metoda Gauss-Markov este Y.

Definitie. Vom numi statistici ancilard (ancillary®) o statisticd
a cdrei repartifie este aceeagi pentru toate valorile posibile ale parametrului
necunoscul.

IV.39. Fie X §i Y doud variabile aleatoare a cdror densitate de repar-
tifie comund este

—er— L
f(av,y)=ee 5, >0, y>0, 6>0.
Sd se arate cd:

a) F = XY este o statisticd ancilard.

b) T=)Y]X este o estimajie de maximd verosimilitate pentru O.
¢) Perechea (F, T) este suficientd, cu toate ci T nu este o statisticd
suficientd.

IVA40. Fie X si Y doud variabile aleatoare independente repartizate
N0, 1), 6 necunoscutd.
a) Sd se gdseascd o statisticé ancilard pentru 0.

*) Numele ,ancillary“ este dat de Fisher (1925) Theory of statistical estimation
Proc. Camb, Phil. Soc. 22. 700.
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b) Sd se arate cd familia de statistici ancilare {F} unde

X—Y dacé X4+Y<e

’ ¢ constantd fixatd
Y—X dacd X+Y>¢

R=mxn={

este echivalentd cu intregul spatiu (X, Y).

Solutie. a) Deoarece repartifia statisticii X — Y este inde-
pendentd de 0 urmeazd ci X — Y este o statisticd ancilars.

b) Deoarece X — Y si ¥ — X sint identic repartizate [V(0,2)]
$i fiecare este independentd de X 4 Y, urmeazy ci F, este independenti
de X 4 Y si are aceeasi repartitie ca X — Y. Astfel F, este ancilary
pentru fiecare c.

Considerfm familia de statistici ancilare {F,}, —co0 < ¢ < oo.

Pentru X si Y fixate, diferitele valori ale familiei F, (pentru ¢ va-
riind) sint fie X — ¥, fie ¥ — X.

Valoarea ¢, a lui ¢ in care F, isi schimbi semnul (F, nu-gi schimbi
semnul decit numai daci X — Y = 0) este valoarea lui X -+ 7.

Astfel, datd F(X, Y) pentru toti ¢ putem gisi X + ¥ si X—Y.
Deci familia F, de statistici ancilare este echivalenti cu intregul
spatiu (X, Y).

Observatie. In conditii putin restrictive, orice statistici independents de o statistics
suficientj este ancilard. Reciproca este de asemenea adeviratd, statistica suficients
fiind completa.

Statistica T = X - Y este o statistici suficient completi. Deci o statistici F
poate fi ancilard dacdi si numai daci F este independents de T.

Daci o statistici este ancilara atunci orice functie méisurabii de F este de asemenea
ancilara.

Definifie. Statistica F, include (sau este mai informativi decit) sta-
tistica F, dacd F, poate fi exprimatd ca o functie de F, (5i scriem FyOF,
sau F\CF,).

Definitie. Doud statistici sint echivalente dacd fiecare poate fi expri-
matd ca functie de cealaltd.

IVA4L. Fie X,, X,, ..., X, o selectic de volum n dintr-o populatie in
care caracteristica sub cercetare este o variabild aleatoare X repartizatd

N, 1).
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Sd se arate cd:
a) Fiecare dintre statisticile

F1=X1—X21 F2=(X1—X21X1—X3)7 "'1Fn-l=

= (Xl - X27 Xl - X31 ooy Xl - Xn)

este ancilard si F.CF,C ... CF,,.
b) Statisticile encilare F,_, $i

F=(X,— Xn X, — Xay eeey Xp — Xs)

sint echivalente.



Capitolul V
VERIFICAREA IPOTEZELOR STATISTICE

V.1. Rezultatele a 24 de mdsurdtori asupra diametrului rotactorului
de la strungul revolver sint trecute in primele doud coloane ale tabe-
ulut V.1

Tabelul V.1

x ny % 53— (2 — T (70— F)*ng
7,80 2 15,80 -0,03 0,0009 0,0018
7,91 3 23,73 —0,02 0,0004 0,0012
7,92 3 23,76 -0,01 0,0001 0,0003
7,93 2 15,86 0 0 0
7,94 7 55,58 0,01 0,0001 0,0007
7,95 2 15,80 0,02 0,0004 0,0008
7,96 2 15,92 0,03 0,0009 0,0018
7,97 0 (1] 0,04 0,0016 0

7,98 1 7,98 0,05 0,0025 0,0025
7,99 2 15,98 0,06 0,0036 0,0072

In presupunerea cé dimensiunea diametrului este o variabild repar-
tizatd normal, sd se foloseascd testul lui Grubbs la un prag de semnificafie
P = 0,05, pentru a decide dacd 7,99 este rezultatul unei mdsurdtori

gresite. .
Solutie. Din tabelul V.1, gisim
L5 (2 — 22 = 0,0006; s = 0,0265,

=793 s2=
n—14%
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de unde

T o= 2"% _ 9449

$

Din tabele gisim T = 2,64.
Deoarece T, << T urmeazd cd 7,99 nu este rezultatul unei misurd-
tori gresite.

V.2. Rezultatele a 40 de mdsurdtori asupra lungimii rotactorului
de la strungul revolver, scrise in ordinea mdrimii, sint trecute in primele
doud coloane ale tabelului V.2.

Tabelul V.2

En #q zyny (%~ (2 — T2 ny(x — T)*
6,47 1 6,47 -0,2 0,0200 0,0200
6,60 1 6,60 —0,07 0,0049 0,0049
6,61 1 6,61 -—0,06 0,0036 0,0036
6,65 2 13,30 ~0,02 0,0004 0,0008
6,66 2 13,32 —0,01 0,0001 0,0002
6,87 13 86,71 0 0 0
6,68 5 33,40 0,01 0,0001 0,0005
6,69 5 33,45 0,02 0,0004 0,0020
6,70 7 46,90 0,03 0,0009 0,0063
6,71 2 13,42 0,04 0,0016 - 0,0032
6,73 1 6,73 0,06 0,0036 0,0036

In presupunerea cd lungimea rotactorului este o variabild normald,
sé@ se foloseascd la un prag de semnificatie P = 0,05 testul lui Grubbs
pentru o decide dacd valorile exireme diferd semnificativ de la celelalte
valori.

Solutie. Din tabelul V.2, gisim
Z = 6,67, s*=0,0451 % = 0,001156; s = 0,034
de unde

T, =%"%_588 T,="—"% _1476.

s S

Din tabele gisim T = 2,87.
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Deoarece T, > T si T, < T urmeazi ci 6,47 trebuie inliturata
ca o eroare.

V.3. In coloana 1 a tabelului V.3 sint trecute valorile ohmice in KQ
a 15 tronsoane de ceramicd, acoperite cu carbon. Aceste tronsoane pro-
vin de la un cuptor de 0,5 W; au fost decaptate in solufic 1—4&—10
si la pirolizd s-a folosit amestecul 13 (metan jazot).

Temperatura in cuptor a fost de 1100°C, mdsurdtorile executindu-se
la 20 de minute dupd scoaterea din cuptor.

Tabelul V.3

x (% — T)* ity — %4 (%441 — ()
1,68 0,01850 ) 0,27 0,0729
1,95 0,01796 -0,12 0,0144
1,83 0,00020 —0,27 0,0729
1,56 0,06554 0,38 0,1444
1,94 0,01538 -0,10 0,0100
1,84 0,00058 —-0,06 0,0036
1,78 0,00130 0,14 0,0196
1,92 0,01082 —0,06 0,0036
1,86 0,00194 -0,13 0,0169
1,73 0,00740 —0,03 0,0009
1,70 0,01346 0,06 0,0036
1,76 0,00314 0,19 0,0361
1,95 0,01896 —0,05 0,0025
1,90 0,00706 -0,05 0,0025
1,85 0,00116

27,25 0,18340 0,4039

Folosindu-se testul diferentelor succesive i un prag de semnificatie
o = 0,05, sé& se verifice caracterul intimpldtor al acestor determindri.

Solutie. Avem
= . 2 — —}— - — 2 — -1_ = :
z=1,816; s — 21 (x; ) G 0,1834 = 0,01310;

n—1
N (@, — )= 218 0,4039 = 0,01442,
1

_ 1

2(n—1)

2

q

de unde



Din tabele giisim ros;15 = 0,603.

Deoarece r > roos;15 urmeazd od determinirile au un caracter in-
timplator.

V.4. Dinir-un lot in care proporjia p a articolelor necorespunzdtoare
este mecunoscutd se exirage o selecie de volum n = 30. Presupunem cd
in aceastd selec;ze am gdsit 4 articole defecte. Cu un prag de semnificafie
o = 0,05, sd se verifice ipoteza Hy: p = 0,10, fatd de ipoteza
H,:p > 0 10.

Solutie. Asociem fiecdrui element al selectiei o variabild alea-
toare X, care poate lua valoarea 1 sau 0, dupd cum articolul este neco-
respunzitor sau corespunzitor stasului (varlablle]e X, astfel definite
sint independente). Numérul articolelor necorespunzatoare din selectie
este dat de statistica

k
X=3 X

care urmeazd o repartifie binomiala.
Daci este adeviratd ipoteza H,, atunci
P(X = m) = CX(0,1)" - (0,9)*™ (m=0,1,..,30).
Prin urmare

30
P(X > 4) = 3 CR(0,1" (0,9

m=4
Cum
P(X = 0) = (09)%; P(X=2) = S5 (04 - (0.9
PX=1)=— (O 1) (0,9)*;

mX=m=3“wn=wW’

rezultd ca

3
S P(X = m) = 0,6473.
m=0

Deci P(X > 4) =1 — 0,6473 = 0,3527 si cum P(X > 4) > a, nu
respingem ipoteza H,.
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V.5. Din experienja anterioard se stie cd 10%, dintre articolele pro-
duse de o anumitd unitate sint defecte. Modificindu-se procesul de pro-
ductie intr-o selectie de 250 de articole se gdsesc z = 16 articole defecte.

a) La un prag de semnificafie « = 0,05, sd se verifice ipoteza conform
cdreia in urma modificdrii procesului de productie proporfia articolelor
defecte a scdzut.

b) Sd se determine puterea testului penmiru p, = 0,05.

Solutie. a) Trebuie verificatd ipoteza
Ho :_po = 0,1
fatd de ipoteza alternativi
H,:p, <01

Pentru marginea superioard x, a regiunii critice, lema Neyman-
Pearson conduce la expresia

1 ——
Ze = NPy — E’I‘V"’po(i - Po) Ug,

a cdrei valoare este

1 1 1 9
250 &5 — 5+ |[250 - % (—1,64) = 17,06,

Deoarece z < z,, respingem ipoteza H,, s-au altfel spus modificarea
procesului de productie conduce la sciderea proportiel articolelor de-
fecte.

b) Avem

P = p) p(1—py)

(py) = (I)(V?i ; PBo—P Vpo(l — Po) u,)
$i cum u, = — 1,64,

_ o (ysss 01 — 0,05 01d ~0,1) , _
™p) =@ (V 256 Vo050 =005 | Vo,os (1—0,05)( 1’64)) ®(0,58)

Din tabele gidsim ®(0,58) = 0,719; deci = (0,05) = 0,719.

V.6. O intreprindere de montaje a instalat doud seturi a cite 50 de
traverse de stejar. Cele doud seturi au fost tratate cu creozot prin doud
procedee diferite. Dupd un numdr de ani de folosire s-a constatat cd 22
de traverse din primul set gi 18 din al doilea set mai erau in bund stare.
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Dacd p,(p,) reprezintd probabilitatea ca o traversd de cale feratd tra-
tatd prin primul (al doilea) procedeu sd fie in bund stare dupd un anumu
numar de ani de folosire, la un prag de semnificatie « = 0,05, sd se verifice
ipoteza

Hy: py = pa
fayd de ipoteza alternativi
H,: p, # P,
Solutie. Dacd este adevdratd ipoteza Hy, atunci 52 pentru

. - (3 . . nl nz -
valori mari ale lui n, si n,, este repartizaty normal de medie zero
gi dispersie

p(i—-p)(;jﬁi ,

ng

unde am notat prin p valoarea comuni a probabilititilor p,, p,.
Estimatia de maxim# verosimilitate a parametrului p este

unde z,(z,) reprezintd numirul de traverse din primul (al doilea) set
in buni stare dup# un anumit numdr de ani.

Statistica

este repartizatdi NN(0,1) ( aici p, = 2, p,= 32] §i are valoarea
n n
0,08/0,98 = 0,08. Din tabele gisim u; — -g- = ugprs = 1,96.
Deoarece 0,08 < 1,96 ipoteza H, se acceptd.

17 — Probleme de statistici — c. 1608 257



V.7. Din irei loturi de articole produse de trei unitdfi diferites-au
considerat selecti, inregistrindu-se numdrul de articole defecte in fiecare
selectie. S-au obfinut rezultatele din tabelul V 4. S

Tabelul V.4
Unitatea
Total
1 2 3
Volumul selectiei (n) 150 120 ° 130 % = 400
Nr. de art, def. (z;) 40 15 20 z= 75

La un prag de semnificajie « = 0,05, sd se verifice ipoteza

Hy: py, = p, = ps,
unde p, este proporia de articole defecte din articolele produse de unitatea i.
Solutie. Statistica

. %
A A
w (& et m) P np
(n—)\s=1 m n
unde
. k .
A Xy . A x
pi=—, 1<igk p=— =3 m, n=3n,
1

ng

este repartizatd X3k — 1).
In cazul de fati k=3, n =400, z=75.
Py = 02666, p,=0,1250, ps == 10,1538, p = 0,1875.
Deoarece
T=103>599 =13,
respingem ipoteza H,, deci ipoteza conform c#reia cele trei unitati
produc articole de aceeasi calitate.
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V.8. Pe 12 loturi a cite 90 de plante fiecare s-au inregistrat 19, 6, 9,
18, 15, 13, 14, 15, 16, 20, 22 si respectiv 14 plante infectate.

Sd se verifice la un prag de semnificafie a = 0,05 ipoteza conform
cdreta proporiia de plante infectate este aceeagi in toate cele 12 loturi.

Solutie. Avem
12
Z2=151; 3 (z, — %)* = 223,
1
de unde

12
? (s — Z)?

e[l - -’5]
n
In cazul in care proportia de plante infectate este aceeasi in toate

cele 12 loturi, statistica X? este repartizati X2(11).

Din tabele géisim x} ., . = 19,7.
Deoarece X? < yZ, o nu putem respinge ipoteza egalitiitii pro-
porfiilor de plante infectate pe cele 12 loturi.

X2=

= 18.

V.9. Numdrul mediu de accidente pe lund, datoritd vitezei, este de
10. In prima lund dupd introducerea unor restricjii de vitezd, acest numdr
scade la 4.

Numdrul de accidente pe lund, dupd introducerea restrictiilor de cir-
culatie, poate fi considerat o variabild Poisson de medie A. La un prag
de semnificatie o = 0,05, sd se verifice ipoteza

Hg:h =10,
fatd de ipoteza alternativi
H,:x < 10.
Solutie. Deoarece n =1 statistica

— X aend Il o oo 107
P=3e °(nlo)/r!-—2e —

?
r=0 r=0 r!

unde s= > ;= z =4, are valoarea 0,029; urmeazi ci ipoteza H,
1

se respinge. Deci noile restrictii conduc la micgorarea numérului de
accidente. :
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V.10. Numdrul de morfi, prin accident auto, intr-un oras in doud
sdptdmint consecutive a fost de 6 si respectiv 3. Presupunind cd numdrul
de mor{i prin accident auto este o variabild Poisson de medie X, sd se ve-
rifice, la un prag de semnificatie o = 0,01, ipoteza

H 0: ?\l = )\2
fajd de ipoteza alternativd
H: A > 0

a) Folosind aproximafia normald.
b) Folosind un test exact.

Solutie. a) Statistica

=24

z + 73

u=

(repartizaté N(0,1)) are valoarea 0,66. Din tabele gdsim u_ . = Uy gy =
Deoarece u— 0,66 < 2,33 = ug gy nu respingem ipoteza H,.
b) Deoarece z, =6 > 3 = =z, statistica
% (1}
24(3)
r=6
are valoarea 0,25. Deoarece P = 0,25 > 0,01 = « nu respingem ipo-

teza H,. o
Acelagi rezultat se obfine finind seama cd

Bl - rfren< 3)

=26

F fiind o variabild repartizatd Snedecor cu 12 §i 8 grade de libertate.
V.11. In 10 sdptimini intr-un oras s-au inregisirat 12, 8, 15, 5, 2,
18, 13, 7, 6, 14 accidente de automobil. Presupunind cd aceste frecvente
urmeazd repartifii Poisson de parametri ¥, 1 < i< 10 sd se verifice,
la un prag de semnificatie o = 0,05, ipoteza
A= =..= g
folosind indicele de dispersie a lui Poisson.
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Solutie. Avem

10
=10, 3 (z — )= 336,
1

Din tabele gisim 32, . = 16,919.

Deoarece
10

1 z

respingem ipoteza egalititii acestor medii.

Z_(gc‘_—_i){ = 23,6 > 16,919 = 32,0, 05

(xg — B
ET = 23,6.

V.12. Intr-o experienid legatd de incrucisarea a doud specii de mazdre
s-a objinut, referitor la culoarea gi tipul mazdrii, urmdtoarea impdrtire

Tabelul V.5

Sortul 1

Frecventele observat n; 315

101

108

32

G. Mendel: Experiments in Plant-Hybridisation

Dacd se foloseste teoria lui Mendel asupra ereditdfii, probabilitatea
obtinerii unui bob de mazdre din primul, al dotlea, al treilea sau al patrulea

sort este 9/16; 3/16; 3/16; 1/16.

La un prog de semnificajie o = 0,05, folosind testul X* sd se verifice
concordania rezultatelor experimentale cu teoria lui Mendel.

Solu tie. Prin ipotezd

9 3
Py=or P2= 0

16

_ 83
Ps 16’

1
Pa= >

16

ceea ce permite si scriem pentru frecveniele teoretice

rp, = 312,75; np, = 104,25;

n=2ln,=556.‘

np; = 104,25

§i

np, = 34,75,
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4
Deoarece »> (n, — np,) = 0, urmeazi ci statistica
1

4
X2 = § (7 = npe)?
este repartizatd x%(3).
Giisim X% = 0,47, iar din tabele Xg;o’ 0s = 1,81.
Deoarece X* = 0,47 <781 =X}, ., tragem concluzia c¢i rezul-
tatele experimentale confirmi ipoteza lui Mendel.

V.13. Se aruncd 12 zaruri simultan de 26 306 ori si se considerd
ca un eveniment favorabil aparifia pe fafa unui zar a numdrului 5 sau
a numdrulut 6. _

Folosind testul X?, sd se verifice ipoteza conform cdreia repartifia
observatd (coloanele 1 si 2 ale tabelului V.6) este o repartitie binomiald.

Tabelul V.6

Frecventele
toretice date te’:;_ee‘g::tgl:te
Numirul Frecventele de dez;oltar:a 12 (ny — npy)? de d Itarea (ng — nt’;)’
de succese | observate (n1) | 26 306 (? + ;) e 26 3?% .(35%23 + T
(np) (np7)

0 185 203 1,596 187 0,021

1 1149 1217 3,800 1146 0,008

2 3265 . 3345 1,913 3215 0,778

3 5475 5576 1,829 5465 0,018

4 6114 6273 4,030 6269 3,832

5 5194 5018 6,173 5115 1,220

6 3067 2927 6,696 3043 0,189

7 1331 1254 4,728 1330 0,001

8 403 392 - 0,309 424 0,040

9 105 87 3,724 96 0,844

>10 18 14 1,143 16 0,250

Total - 26306 26306 35,941 26306 8,201

Solufie. Daci zarurile sint cuburi perfecte, omogene din punct
de vedere al structurii §i aruncate pe o suprafati pland, -atunci pro-

babilitatea de a obtine, la un singur zar, fata cu numirul 5 sau fata cu

2
numdirul 6 este Py = %
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Deci p, este dati de termenul de ordin i 4 1 din dezvoltarea bino-
mului (% +% ®,
Din coloana a patra a tabelului V.6, giisim
11

g _ g~ (i —np?
X 21 - 35,941,

iar din tabele X2, ., = 29,6.

Avem 10 grade de libertate, deoarece avem o singurid constringere
gi anume ci suma frecventelor teoretice este egali cu suma frecvente-
lor observate.

Deoarece X2 > x3,.0 o01° respingem ipoteza conform céreia repartitia
observatd este o repartifie binomiala.

Deoarece repartitia teoreticd este sigurd si numirul de experimente
destul de mare, neconcordanta pusi in evidentd de testul X% este sur-
prinzitoare. :

Inliturind faptul cd in decursul experientei s-au ficut greseli, sin-
gura cauzd cdreia i s-ar datora acest lucru ar fi imperfectiunea unui
zar. : .

W.F.R. Weldon, ciruia i se datoreazi experimentul, a supus unui
examen atent zarurile i a gisit intr-adevir, ci unul dintre ele avea
unele imperfectiuni, din care cauzd a recalculat X2, luind ca repartitie
teoreticd in loc de

(% + %]‘2 pe (0,6623 + 0,3377),

in care 0,3377 nu este altceva decit frecventa relativd cu care in expe-
riment , pe un zar se ob{ine fata cu numirul 5 sau fata cu numérul 6.
Cu alte cuvinte, Weldon a obtinut valoarea 0,3377 calculind media

. _ 1 . . .
P _26306x12[0 185 4+ 1 - 1149 4+ 2 - 3265 + ... +

410 - 18] = 0,3377.

Din ultima coloani a tabelului V.6, gisim X2 = 0,201.

Deoarece din datele de observatie am estimat parametrul p*, urmeazi
ci statistica X2 va fi repartizatd 3(9). :

Din tabele gisim ¥3, o = 27,9.
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Deoarece X* = 8,201 < 27,9 = y3, ,,, acceptdm ipoteza conform
cdreia repartitia observatd este o repartitie binomiali.

V.14. Folosind testele: a) X2; b) Kolmogorov, ‘

sd se verifice la un prag de semnificatie « = 0,05 ipoteza conform'
cdreia rezistenfa ohmicd(in kQ) a unor tronsoane de ceramicd acoperite
cu carbon este o variabild aleatoare X repartizatd normal.

In urma unei selectii de volum n = 124 s-au obtinut datele din
tabelul V.7:

Tabelul V.7

1,97 | 1,77 | 1,61 | 1,61 | 1,63 1,76 1,80 1,64 1,86 1,67
1,69 | 1,85 | 1,75 | 1,68 | 1,78 1,93 1,98 1,65 1,85 1,75
1,656 | 1,77 | 1,77 | 1,73 | 1,83 1,95 1,91 1,81 1,67 2,01
1,69 | 1,78 | 2,01 | 1,95 | 2,02 1,86 1,82 1,72 1,78 1,87
1,72 | 1,69 | 1,74 | 1,86 | 1,92 1,90 1,74 1,86 1,80 1,80
1,81 | 1,68 | 1,90 | 1,83 | 1,77 1,85 1,85 | 2,03 1,68 1,93
1,70 | 1,74 | 1,87 | 1,61 | 1,98 1,94 1,74 1,70 1,89 1,76
1,77 | 1,71 | 1,76 | 1,77 | 1,86 1,97 1,93 1,73 1,71
1,84 | 1,69 | 1,77 | 1,94 | 1,62 1,69 1,80 1,84 1,99
1,81 | 1,92 | 1,82 | 2,02 | 1,73 1,72 1,79 1,91 1,63
1,96 | 1,74 | 1,86 | 1,83 | 1,81 1,90 2,01 1,96 1,92
1,81 | 2,03 | 1,88 | 1,84 { 1,70 1,97 1,64 1,99 1,94
1,87 | 1,88 | 1,99 | 1,82 | 1,62 1,74 2,02 1,73 1,67

Aceste tronsoane provin de la un cuptor de 0,5 W; au fost decaptate
in solutia 1—4—10 si la pirolizd s-a folosit amestecul 1/3 (metan/
azot). Temperatura in cuptor a fost de 1 100°C, misurdtorile executin-
du-se la 15 minute dupd scoaterea din cuptor.

Solutie. Deoarece nu cunoagtem nici media si nici dispersia
variabilei aleatoare X, le vom estima cu ajutorul datelor din tabelul
V.7. Estimatiile de maximi verosimilitate ale parametrilor p si o*
(obtinute inainte de a grupa datele) sint

z= 1 29500=181
124
$i respectiv

2 — _1 — - p— 2 — L = : =
= I3l — 2= L5867 = 00129, 5= 0,13,

a) Din tabelul V.7, obtinem tabelul V.8.
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Tabelul V.8

1 ¥ -3 2 — X (ng — npg)*
lnte;valu " - «P(_ .) ' nhy (n¢ — npy)* —"Pl

(—o; 1,65] | 11| 1,65 |—1,41| 0,0793 (0,0793] 9,8332 1,3614224 | 0,13845
(1,65; 1,70} | 14 | 1,70 {—0,97]| 0,1660 |0,0867| 10,7508 |10,55730064 | 0,98200
1,70; 1,75} | 17 | 1,75 [—0,53| 0,2981 |0,1321| 16,3804 | 0,38390416 | 0,02344
(1,75; 1,80] | 17 | 1,80 |—0,09( 0,4641 |0,1660 20,5840 |12,845056 0,62403
(1,80; 1,85) | 18| 1,85 | 0,35 0,6338 |0,1697 21,0428 | 9,25863184  0,43999
(1,85; 1,90] | 16 | 1,90 | 0,79 0,7852 |0,1514| 18,7736 | 7,69285696 | 0,40977
(1,90; 1,95] | 13} 1,95 | 1,23| 0,8907 |0,1055( 13,0820 | 0,006724 0,00051
(1,95; 2,00] | 10| 2,00 | 1,68| 0,9535 |0,0628f 7,7872 | 4,890648384 | 0,62879
(2,00; +o») 8|+ 00 |+ o | 1,0000 |0,0465 5,7660 | 4,990756 0,86555

124 4,11253

Elementele coloanei 6 s-au obtinut cu ajutorul relatiilor

pl=p(_oo<x<xl)=q>[”_n:_§.),

pk=P(xk_1<X<xk)=¢(fl‘_i)_(p(m_"‘li), 2 < k<8,
8

§

s

P9=P(xs<X<oo)=1-<p("°“5).

Din ultima coloand a tabelului V.8, gisim

9
=% o = mpt 4 14953,

1 npg
9
Deoarece am estimat doi parametri (u. §i ¢?) §i)° (% — np,)® =0,

urmeazd ci statistica X2 are repartifia X%(6).
Deoarece X* = 4,11253 < 12,6 = x{, ,; acceptdm ipoteza de nor-

malitate.
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b) Completdm coloanele de la 1 la 5 din tabelul V.8 cu coloanele

" Avem
- Fa Fa—~F
Fa =Tl d, = max |F, — F| = 0,0406.
0,0887 0,0887 0,0094 Din tabelele pentru

0,1129 0,2016 0.03%6 494 i «— 0,05 [K() = 0,95]
0,1371 0,3387 | | 0,0406 |

0,1371 0,4758 0,0117 gasim

0,1452 0,6210 0,0128

0,1290 0,7500 0,0352 A =1,36.

0,1094 0,8549 0,0358 -

0,0806 0,9355 0,0180 Urmeazé cé

0,0645 1,0000 0,0000 N
A —0,1221.
Vn

A . . .
Deoarece d, <-——, acceptim ipoteza conform cireia rezistenta

. n
ohmicid este o variabild normali.

V.15. Folosind testul lui Massey sd se verifice la un prag de semni-
ficajie « = 0,05, ipoteza conform cdreia rezistenja okmicd (in kQ) a
unor tronsoane de ceramicd acoperite cu carbon este o variabild aleatoare

repartizatd normal.
Datele de selectie scrise in ordinea mdrimii sint trecute in prima co-

loand a tabelului V.9.
Solutie. In tabelul V.9 se aratd modul de lucru cu testul Mas-

sey.
Tabelul V.9

. " - ) = F;g. :et;p. Ols, 1) | Fn (‘“)) -
— -— F . 0

0] w M0 =F | T Folay @ =0l
1,60 | 0,040401 —1,78 1 0,10 0,03754 0,06246
1,68 0,014641 -1,07 1 0,20 0,1423 0,05770
1,72 | 0,008561 —0,72 1 0,30 0,2358 0,06420
1,74 | 0,003721 —0,54 1 0,40 0,2946 | 75,10540]
1,79 | 0,000121 —0,09 1 0,50 0,4641 0,03590
1,82 | 0,000361 0,17 1 0,60 0,5675 0,03250
1,85 | 0,002401 0,43 1 0,70 0,6664 0,03360
1,9 | 0,009801 0,88 1 0,80 0,8106 0,01060
1,03 | 0,016641 1,14 1 0,90 0,8729 0,02710
1,98 | 0,032041 1,69 1 1,00 0,9440 0,05592

18,01 0,126680




Din primele coloane ale tabelului V.9, giisim

10
7=1801, §'==33 (g — ) =0,012669, §=0,1125.
1

Deoarece d,,, = 0,10540 < djq.9,05 = 0,130, urmeazid cd misurd-
torile au o repartitie normala.

V.16. Trei grupuri de oameni, alesi din regiuni geografice deosebite
au urmdloarea repartitie a culorii pdrului:

Tabelul V.10

Blond Brunet Saten Total (n4.)
Regiunea X 15(19,165) 12(7,291) 3(3,541) 30
Regiunea Y 53(51,111) 17(19,444) 10(9,444) 80
Regiunea Z 24(21,666) 6(8,262) 4(4,014) 34
Total (nj) 92 35 . 17 144(n)

Folosind testul X® gi un prag de semnificafie & = 0,01, sd se verifice
ipoteza conform cdreia culoarea pdrului nu este mfluen;ata de regiunea
geograficd.

Solutie. In ipoteza de independentd, statistica

Xe— (n¢j — npe.p.g®
) v
este repartizatd X*3.3—1).
Deoarece p,. si p.,; sint necunoscute le vom estima cu ajutorul meto-
dei verosimilititii maxime §i a frecventelor observate. Gasim

A ng. A n.g
o ——— , g —— Y
Ds . P+ n

*) Tabelul pentru testul lui Massey pentru 8 <n<32 si a = 0,05; 0,10 se
giseste In [25] pag. 120.
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statistica

avind insd o repartifie X¥{(3.3—1) — (3—1) — (3—1)].
- Frecvenjele teoretice corespunzdtoare cazului de independenid sint

trecute in paranteze.
Gisim X2 = 5,289.
Cum

X2 =5289 < 133 = X3.0m

acceptim ipoteza de independenti.

V.17. Apartenenja la una din grupele de singe O, A, B, AB a 355
de indivizi din colectivitatea C st a 364 de indivizi din colectivitatea
este datd in tabelul V.11. ‘

Tabelul V.11

Grupa (i)
0 A B AB Total (n;.)
Colectiv

Cinsi 121 120 79 33 353
D 118 95 121 30 364
Total (n.¢) 239 215 200 63 717 (n)

Folosindu-se testul de omogenitate pentru selectii paralele si un prag
de semnificajic o = 0,05, sd se verifice ipoteza egalitdjii proportiilor
a claselor de grupe de singe in cele doud colectivitdft.

Solutie. Avem

n, .2

ps= 2 =03950; p,==*=0528; p=""=04923

8 4
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‘Cu aceste date ob{inem
4
3> nyp; — nyp = 124(0,5063) -+ 120(0,5581) + 79(0,3950) +
1

+ 33(0,5238) — 353(0,4923) = 2,9428

si
p(1 — p) = 0,24994,
de unde

4
Xi=— l_p)z (Ryup; — nyp) = 11,77.
1

Statistica X2 este repartizatd x*3).

Din tabele gisim x3,,; = 7,815 i deoarece X* > y3,,; respingem
ipoteza egalititii proportiilor.

V.18. Folosind testul medianei §i un prag de semnificafie o« = 0,05
sd se verifice ipoteza conform cdreia elementele liniilor 6 $i 7 ale tabelului
V.7 apartin aceleiagi populai.

Solutie. Deoarece intr-o scriere ordonatd mediana ocupd locul
central, urmeazi ci in cazul de fatd mediana va fi dati de media
aritmetici a numerelor 1,81 si 1,83, adicd de 1,82.

Repartitia rezistentelor ohmice a elementelor liniilor 6 si 7 ale ta-
belului V.7 fati de mediani este daté in tabelul V.12.

Tabelul V.12

Linia 6 Linia 7 Total
Valori 4(5) 6(5) 10(10)
< M,
Valori
x> M, 6(5) 4(5) 10(10)
Total 10 10 20
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Dac# ipoteza emisi este adevirati, repartitia teoretici a datelor,
trebuie sd fie in privinta medianei variabile aleatoare X ce di re-
zistenta ohmicd, cea trecutd in parantezele din tabelul V.12.

Numidrul elementelor celor doud selectii fiind mic ne vom servi
in analizd de testul probabilititilor exacte.

Deoarece frecventa din prima celuld (4) este mai mici decit frec-
venta teoreticd (5), va trebui si determinim probabilititile de a ob-
{ine tabelele

46372819010.
6 4| |7 3| (8 2| (9 1} [10 O

Gisim

_10110t101100
pl4) = 201 41 61 41 61 = 0,23868,

_ 101101101101 _
P@) = 20131713171 0,0779%,

_ 10110!10110!
pR2) = 201 21 81 21 81 = 0,01093,

_ 101101101100
pi) = sotarorrer — 00005,

P(O) __ 1o!10!10!10!

=101 _ 0,00000.
20! 0! 10! 10! 0!

Deoarece

4
3 p(i) = 0,32809> 0,05
[1]

nu putem respinge ipoteza emisi.

V.19. La o intrebare asupra necesitdtii introducerii unei noi emisi-
uni in programul de televiziune, rdspund 100 de persoane. Din acestea
60 de persoane rispund ,da“, este necesard“ si 40 de persoane ,, nu, nu
este necesard“. Dupd ce aceste persoane au vizionat emisiunea, se re-
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peté din nou intrebarea. Din cele 60 de persoane care au spus prima oard
»da* numai 10 si-au menjint pdrerea, iar din cele 40 de persoane care
au spus ,nu“ , 39 isi menfin pdrerea.

Folosind testul lui McNemar si un prag de semnificatie o = 0,05,
sd se verifice ipoteza conform cdreia vizionarea programului nu a influ-
enfat pdrerea persoanelor in legdturd cu noua emisiune.

Solutie. Rezultatele experimentului sint trecute in tabelul
V.13.
Tabelul V.13

Prima proba
Da Nu
Nu 50(a) 39
A 2-a
probé
l Da 10 1(b)

In cazul in care ipoteza emis# este adeviratd, statistica
X2= (la—b ~ 1)
a+b

urmeazi o repartitie x3(1).
Avem

X2— (150 — 1| — 1)2 — 2304 = 4517,
50 + 1 51

iar din tabele gdsim y?, .. =3,84.

Deoarece X2 > y2,, respingem ipoteza emisd §i deci existd
diferenta semnificativi intre rispunsuri date inainte si dupé vizionarea
emisiunii.

V.20. Selectii independente din populajia in care caracteristica sub
cercetare este un vector aleator bidimensional de volum 21, 30, 39, 26,
35 au condus la urmdtoarele valori pentru coeficientul de corelafie de se-
lectie : 0,39; 0,61; 0,43; 0,54 si respectiv 0,48.

a) La un prag de semnificafie o= 0,05, sd se verifice ipoteza de
omogeneitate ;

b) In ipoteza de omogeneitate, si se gdseascd estimajia coeficientului
de corelajie al populatier.
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Solutie. a) Tinind seama de transformarea lui Fisher
n=—lgitH, ;1,23 45,
2 1—rg
obtinem tabelul V.14.
Tabelul V.14

s £ e~ 3 -3 (ng = 3) 3
0,39 0,412 18 7,416 3,055
0,61 0,709 27 19,143 13,572
0,43 0,460 36 16,560 7,618
0,54 0,604 23 13,892 18,391
0,48 0,524 32 16,768 8,786

136 73,799 41,422

Urmeazid ci statistica

5 2
5 [2("4—3)'«]
X=(n—3 #—t 1,
! S -3

care este repartizatd y3(4) are valoarea 1,4.
Din tabele gisim X005 = 9,49.
Deoarece X2 < X4.0,05 2cceptim ipoteza de omogeneitate.
b) Obtinem

S
(g —3)z
2= 1 =279 _ 05495

5 136
21'. (74 — 3)

i din tabele, corespunzitor la aceasti valoare, giisim p = 0,495.

V.21. Pentru caracteristica alungire* a firului de relon s-au cules
date pe o perioadd de 11 luni.

In tabelul V.15 sint trecute numdrul gradelor de libertate §i dispersiile
de selecjie pe aceste luni.
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Tabelul V.15

Nr. vy=n;—1 8: $§
1 151 6,8306 2,61
2 159 7,3437 2,70
3 159 8,9359 2,98
4 159 7,4673 2,73
5 151 6,5592 2,56
6 159 7,9302 2,81
7 127 6,4025 2,53
8 103 8,5293 2,92
9 167 6,9790 2,64

10 119 6,1055 2,47

11 103 9,4061 3,06

Folosind testul Ini Bartlett i un prag de semnificajie o = 0,05, sd
se verifice ipoteza stabilitdfii procesului tehnologic relativ la caracterls—
tica alungire.

Solutie. Dacd este adevdratid ipoteza emisd (o} = of = .. =
= of) atunci statistica

% 53

i
—Zviln—
1 s2

unde

este_repartizatd yi(k — 1).
Din tabelul V.15, gisim

1 u 4
p— -_ 4 —_—— 0 M 2 = 2 1 3
v va‘ 1557; Z » ,080081; vins ,009193,
1
3 vIn s = 3115,496553,
1

ceea ce conduce la valoarea 13,165788 pentru X2

18 — Probleme de statistici — c¢. 1608 273



Din tabele gésim x%,, . =183 §i deoarece X< X3os0,05 5©
acceptd ipoteza stabilitdtii procesului tehnologic pentru aceasti carac-
teristicd.

V.22. Pentru caracteristica rezisten}d®) a betoanelor marca B 200
livrate de o stafie de betoane s-au cules 6 serii de date, fiecare serie conti-
nind n =37 de date. In tabelul V.16 sint trecute dispersiile de selecjie
ale acestor 6 serii de date.

Tabelul V.16

Serid 1 2 3 4 5 6

Dispersia s? 52,81 43,47 39,72 45,86 50,16 49,32

Folosind testul lui Cochran si un prag de semnificatie o = 0,05, sd
se verifice ipoteza stabilitdfii procesului tehnologic relativ la caracteris-
tica rezistenid.

Solutie. Deoarece

6
max s7 = 52,81 i 3 st = 281,34,
1

15456
statistica
mgx §
Q= —'56'5-6—— are valoarea 0,183.
pIEH
1

Din tabele g§s1m Qa,k,n—l = 00,05;6;36 = 0,2612 §l deoarece Q<Q¢,k,n—l,‘
urmeazd cd procesul tehnologic relativ la caracteristica rezistentei
este stabil.

Observafie. Se mai putea aplica si testul lui Bartlett.

V.23. Masa medie a locuitorilor unui oras poate fi consideratd ca
o variabild aleatoare X repartizatdé N(70, 52). 0 selectie de 100 locuitori

*) Rezistenta de sfirimare prin compresiune a cuburilor de laturi 20 cm, la virsta
de 28 zile, tinute in conditii standard. -
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ai oragului, cu domiciliul in zona parcurilor, este gdsitd ca avind o masd
medie de 80 kg.

a) Acest rezultat indicd faptul cd locuitorii avind domiciliul in zona
parcurilor au o masé mai mare decit a celorlalti locuitori (« = 0,03);

b) Care este puterea testului pentru p, = 71;

¢) Pentru ce volum al selecjier testul are puterea 0,8849.

Solutie. a) Trebuie si verificim ipoteza
Hy:p=pe=170
fatd de ipoteza alternativa
H:p=yp,>70.

Din tabele gisim u;_, = 1,64, ceea ce conduce la valoarea
z, _po—}—]/_u, o(-—70-{—-—164—7082

pentru marginea inferioard a regiunii critice.
Deoarece

z =80 > x, = 70,82

respingem ipoteza H,.
b) Avem

1= o
i) = (u“ T )
§i cum u, = —1,64
71 — 70} _
) = ® (—1,64 + W) — @(0,36).
Din tabele ®(0,36) = 0,6406; deci m(71) = 0,6406.
¢) Din tabele giisim u;_g = #4549 = 1,2; Obtinem

n=(i-p + ux_a)z( ) o 202.

K1 — Ko

V.24. O selectie de 16 loturi de caprolactamd *) cristalizatd, tip A
are continutul de baze volatile Z = 0,22 miliechivalenii pe kg. Presupunem
cd continutul de baze volatile este o variabild aleatoare avind repartifia
N (1,(0,08)?).

*) Produs intermediar utilizat in producerea relonului, precum si in alte sinteze
tn industria chimicdi si farmaceutica.
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a) Sd se verifice la un prag de semnificatic « = 0,01 ipoteza
Hy:p= go=0,20
faté de tipoteza alternativd
H,:p=yp,>0720.
b) Care este puterea testului pentru p, = 0,21.

Solutie. a) Din tabele gidsim u,_, = 2,33 ceea ce conduce la
valoarea

%y = po + = ti-a = 020 + % .2,33 = 0,2466

pentru marginea inferioard a regiunii critice.
Deoarece

z = 0,22 < 0,2466 = z,

nu putem respinge ipoteza H, la pragul de semnificatie « = 0,01.
b) Avem

(y,) = @ [ua;—l— Lt

cll/?
si cum u, = —2,33
e 0,21 —0,20) _ & 4 @3-
() = <1>( 2,33 + 22— ) ®(—1,83)

Din tabele gi#sim ®(—1,83) = 0,0338; deci =(0,21) = 0,0338.

V.25. Ezxperienja anterioard aratd cd durabilitatea unei anvelope
auto poate fu consideratd o variabild aleatoare N(30 000 km, (800 km)?).
Se face o schimbare in procesul de productie. O selectie de 100 anvelope
are ¥ = 29000 km. Pe baza acester selecjii si la un prag de semnificatie
o = 0,05 putem spune cd noua metodd conduce la scdderea durabilitdfii
anvelopelor?

Solutie. Trebuie si verificdm ipoteza
H,: p = po= 30000,
fatd de ipoteza alternativd

Hy : p = g, < 30000.
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Din tabele gisim u, = ;5 = —1,64, ceea ce conduce la valoarea
z, = o + T/gi 2, = 30 000 — 811:1,64 = 29864,8.
Deoarece
Z = 29000 < 29 864,8 = =,

respingem ipoteza H,, deci noua metodd duce la scéiderea durabilitdtii
anvelopelor.

V.26. Durata de funclionare a unui tip oarecare de bec electric de
100 watti poate fi consideratd ca o variabild aleatoare X repartizatd
N (1 500,200%). O selectie de 25 de astfel de becuri dd o duratd medie de
functionare de 1 380 de ore.

a) La un prag de semnificafie o = 0,01, sd se verifice ipoteza

Hy:p=po=1500
fatd de ipoteza alternativd
H, :p=y, <1500.
b) Care este pulerea testului pentru p, = 1 400.

Solutie. a) Din tabele gisim u, = uyo = —2,33, ceea ce
conduce la valoarea

e = p,,+%u,=1500—2%°2,33= 1 406,80

pentru marginea superioard a regiunii critice.
Deoarece

— 1380 < z, = 1 406,80

respingem ipoteza H,.
b) Avem

() = ® (u, + *‘;;,;*)=

—g (-—2,33 + ‘—5°-°20.%/;“—°°) = ®(0,17).

Din tabele gisim ®(0,17) = 0,5675; deci =(1 400) = 0,5675.

V.27. O selecjie de volum n = 28, dintr-o populajie in care caracte-
ristica sub cercetare este un vecltor aleator bidimensional conduce la va-

277



loarea 0,65. 0 asemenea valoare poate proveni dintr-o populatie in care
coeficientul p are valoarea 0,72?

Solutie. Avem

2=Llgttr 0,775
2 °1

~-T

=1y lte e _ =
M(@) = lg 1124 2 = 0,008 + 0,03 = 0,921,

de unde
=M@
D@z
Din tabele rezultd ci

P[ l:= MO |o,775—o,921|) — P(U|>073) =
D(z) 15
= 2[1 — ®(0,73)] = 0,4652 > 0,05.
Astfel coeficientul de corelafie de selectie r = 0,65, nu diferd semni-
ficativ de 0,72 la pragul de semnificatie a = 0,05.

(n — 3)¥2[z — M(z)] = 5(—0,146) = —0,73.

V.28, Doud caracteristici sint notate prin (X, Y) la bdrbaji si prin
(U, V) la femei. In urma unei selectii de volum m = 28, s-a objinut pentru
coeficientul de corelatie de selectie r,, valoarea 0,64, iar in urma unei
selectic de volum n = 32, s-a obtinut pentru coeficientul de selectie r,,
valoarea 0,75.

In presupunerea cd vectorii (X, Y) si (U, V) sint vectori normali, sd
Se verifice ipoteza conform cdreia coeficientii de corelagie nu diferd pentru
sexe, adicd p,, = p,,.

Solutie. Obtinem

=g ltra _ i =Ll ltre
Ty = Ig Y 0,758 si z,, 5 Ig 0,973.

Deoarece

2
-_—
837

lel|2 _ 1
2 (27 31
urmeazd c¢d z,, — z,, are o repartitie normali de valoare medie zero
si dispersie _
1 _ 54

1 + 1

m~—3 n—3

1
o5 + 29 725
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Putem scrie
P2, —2,,] 210,758 — 0,973 |) = P(|Z,, — Z,,| > 0,215) =

— [ Zzy — Zuv| 0,215 }
=7 V54725 > ;/54,725} = P(|U| =0,78).

Din tabele gisim
P(U|=2078)=1— P(U| <0,78) = 0,4354;
ceea ce ne permite sd afirmim ci ipoteza emisd este adevirata.

V.29. Presupunem cd doud masint M, si M, sint folosite pentru amba-
larea cdrnii in pachete de 1 000 g. Din experienfa trecutd se stie cd can-
titdgile de carne ambalatd pot fi considerate variabile aleatoare repartizate
N(py, (3 8)), respeciiv N(u, (4 g)). _

Presupunem cd in urma cintdririv @ 100 pachete de carne din pro-
ductia fiecdrei magini s-au obfinut mediile:

Z,=1007g s =Z,=1002g.

La un prag de semnificatie o = 0,01 sd se verifice:
a) ipoteza

: Ho:py=p,
fatd de ipoteza alternativd
Hy:py > p;
b) ipoteza
Hy:py=pp
faié de ipoteza alternativd
Hy gy 5 po

Solutie. a) Din tabele gisim u;-,= uy9y = 2,33, ceea ce con-
duce la

2 2 9 16
= |3 +2 =2’33VW+16'6 — 1,165

pentru marginea inferioard a regiunii critice.
Deoarece

2 —2,=5>1165= 2.
respingem ipoteza H,.
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b) Din tabele gisim R _a = ligg = 2,57. Deoarece
2
! 51 - 52 !

V°_’x‘+i

n ny

=10 > 2,57

|| o

respingem ipoteza H,.

V.30. Experienta acumulatd aratd cd rezistenta la rupere a cablurilor
fabricate la o anumitd intreprindere poate fi consideratd o variabild
aleatoare X, repartizati normal de abatere medie pdtraticd 15 kg.

O selectie de volum 9, conduce la o rezistentd medie de rupere Z = 400 kg.
Dacé y. este media rezistentet la rupere :

a) Sd se verifice, la un prag de semnificafie « = 0,01, ipoteza

fald de ipoteza alternativd
Hy:p=y # p,

b) Sd se determine puterea testului pentru p, = 460.
c) Sd se determine volumul n al selectiei astfel incit testul sd aibe
puterea 0,99.

Solutie. @) Din tabele gisim B« =l = 2,57.
2

Deoarece
£t =l“°°*“5° =10 >257 =u
s/Vn 15/3 T -3
respingem ipoteza H,,.
b) Avem
~ @ {ua [ B’-o)
7t(y'l) = + clﬁ
§i cum u, = — 2,57, giisim

2
' ~ 460 — 450) _
1:(460)_(1){—2,57 + W) = ®(—0,57).
Din tabele gisim n(460) = 0,2843.
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¢) Avem
c 2

Fx-l’-o,

noe (g + 2 5_)2[
2
§i cum uy_g = ugge = 2,33, glisim

n o (2,33 + 2,57)2( 15

460 — 450

)2m 54,

V.31. 10 determindri ale procentului de apd intr-o anumitd solufie
au condus la & = 0,8329%, si s = 0,029%,. Dacd . este procentul ,adevirat”
de apd in solufia respectivd, la un prag de semnificatie a = 0,05, sd se
verifice : ‘

a) Ipoteza

Hy:p=p=09%

fatd de ipoteza alternativd
H, :p=yp, <09%.
b) Ipoteza
H; : 6 = 6y = 0,03%
faid de alternativa
H} :6,<0,03%; Hi:06,>003%; H :6;50,03%.

Solutie. a) din tabele gisim f;0,05 = 2,262, ceea ce conduce
la valoarea

s 0,02 —
xc = U-o + t"_l; aﬁ-- 0,9 + 2,262 —Vﬁ 0,91

pentru marginea superioard a regiunii critice.
Deoarece Z = 0,8329, < z, = 0,91 respingem ipoteza H,.
b) Din tabele giisim 3,03 = 16,9; avem

o¥Xa—1,« _ (0,0%9) (16,9) _
— = 5 = 0,02169

§i cum
]
2= 0,0% < ot _ g o269

respingem ipoteza H,.
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Din tabele gisim yi-1;1-.= 3,3; avem

SiMn-t1-a _ 0093 _ 0,0%147

n-—-1 9

§i cum

2
= 0,0% > 0,083 = hichaze

respingem ipoteza H,.
Din tabele g#sim

¥ a2 19 i xi_i;l_%=xg;o.9,5‘.=2,7;

n— ‘ ?
avem
°5": 1; °‘
_(0,0°9)-19
= 0,019,
n—-1 9
ngz «
nmhil- g (00%9)-2,7 0.0%27
n—1 9 e

V.32. In urma a 8 determindri a viscozititii a doud tipuri A §i B
de ulei pentru magini auto s-au obfinut rezultatele din tabelul 17.

Tabelul V.17

Marca A Marca B
Viscozitatea (x;) Viscozitatea (y;)
10,28 10,31
10,27 10,31
10,30 10,26
10,32 10,30
10,27 10,27
10,27 10,31
10,28 10,29
10,29 10,26

Presupunind cd viscozitdjile pentru cele doud tipuri de ulei auto
sint variabile aleatoare repartizate normal sd se verifice, la un prag de
semnificagie o = 0,05:

a) Ipoteza
Hy:p,=pp
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fajd de ipoteza alternativd

Hy:py o pp.
b) Ipoteza ¢4 = c%.

Solutie. a) Avem

8
= 10,285, % = 7;—2(:1;, — Z)2 = 0,03314,

8
7=10,289, sh=— 3>y — 7)* = 0,0%9%,
1

= 0,3867,

de unde

2 L-;i’ = 0,0750962.

n* 7
Urmeazi cd in ipoteza H,, statistica

t— 12—17l
4, 5k
ER
este repatizatd student cu n* = 13 grade de libertate.
Din tabele gisim fueo = 413,005 = 2,160.
Deoarece ¢ = 0,398 < t,» o = 2,160 acceptim ipoteza H,,.
b) In ipoteza o2 = o}, statistica

2

3
B

este repartizatd F,, §i are valoarea 0,630522.
Din tabele gisim Fi_q;7,7 = Fogs;77 = 3,79.

Deoarece F = 0,630522 << Fogs;7,7 = 3,79 acceptim ipoteza H,
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V.33. Urmdtoarele date dau efectele coroziunii in diferite terepuri

asupra conductelor de ofel acoperite si neacoperite.

Tabelul V.18

Acoperite (%) 42 | 47 | 51 | 52 | 59 | 54 | 32 | 47

66

40 | 43 | 50 | 44 | 57 | 56 | 44 | 37

Neacoperite (xq,)

70

Aceste rezultate indicd faptul cd acoperirea conductelor de ofel micso-

reazd efectul coroziunii? (e = 0,01).
Solutie. Avem d=1,

Tabelul V.19
4y = 3 — % 2 4 1 8 2 | -2 | —12| 10 | —4
a-d 1 3 0 7 1 | -3 |-13] 9 |-5
W — a® 1 9 0 | 49 1 9 |169 | 81 | 25
Trebuie sd verificim ipoteza
1 N
H,: EE(X‘I — X)) =0.
1
In ipoteza H,:
1N
J— Ez (Xh - Xlz) 1 0
t= L = = m=0’457‘
”
d; — — —_—
_l_ ?( { a)z V—QV 8
Va n-1

Din tabele pentru 8 grade de libertate si un prag de semnificatie

« = 0,01, gisim fs;00 = 3,355.

Deoarece { = 0,457 < 3,355 = 1. 0,01, nu putem respinge ipoteza H,.
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V.84, Sd se determine valoarea cea mai micd a coeficientului de core-
lagie r dintr-o selecjic de volum n = 18, dintr-o populajie normald bidimen-
sionald, care sd fie semnificativid la un prag de semnificatie o = 0,01.

Solutpie. Din tabele gisim t,2 o= tig;0m = 2,921,

Pentru ca r si fie semnificativ la un prag de semnificatie « = 0,01
trebuie ca

T =4 —— >29 =t 0m-

t=Vn—2]/1—r2 V1—r2

Rezulty r2> 0,36 sau |r| > 0,6.
V.85. O selectie de volum n = 102 dintr-o populatie normald bidimen-
sionalé conduce la valoarea 0,8 pentru coeficientul de corelaie.

Este aceastd valoare a coeficientului de corelafie, la un prag de semni-
ficatie o = 0,05, semnificativd?

Solutie. Din tabele gésim #,_2 o = ti00;005 = 1,984.
Avem

Va9 _10%8 _
t=1\n 2‘(1_rz 100’6 13,33.

Deoarece ¢ > ti00;0,05 urmeazi ci r = 0,8 este semnificativa.
V.36. Folosind un prag de semnificafie o« = 0,05 si coeficienfii:
a) Spearman (Rg).

b) Kendall (Ry).

sd se verifice ipoteza conform cdreia punctajele X §i Y objinute de
10 studenti la muzicd i matematicd, date in tabelul V.20, sint variabile

aleatoare independente.
Tabelul V.20

1| 2( 3| 4 5| 6{ 71 8 9|10

Muzicd (X) 10| 3124|1425} 26 |36 (29} 40| 45

" Punc-
tajul

Matematici (Y) 30(89156}23|81|50|17]70] 75|40
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Solutie. Rangurile celor 10 studenti tinind seama de puncta-
jele la muzicd §i matematicd sint trecute in tabelul V.24

Tabelul V.21

1 | 213 | 4| 5| 6| 7| 8] 910

Muzica 9 107 8| 6| 5 3| 4| 2| 1

Rangul
Matematica 8 115 9 2 6| 10 4 3 7

a) Avem Rg; = —0,1515 si n = 10.
Statistica
Rs

T'=Vn—2—5_
v V1 - g%

care este repartizatd ¢, . are valoarea —0,4335.
Deoarece |T| < ! _, = ho;002, acceptdm ipoteza conform cireia
-2,%

variabilele X si Y sint independente.
b) Dacd X si Y sint variabile aleatoare independente atunci

2n 45

M(Rx) =0, Dz(Rx) = W—l)

Gi#sim R, = — 0,111 si D¥(R,) = 0,015432.
Urmeazai ci

_ Bx
VDX(Ry)

care este repartizatd N(0,1), are valoarea — 0,896, valoare care nu
este semnificativd la un prag de semnificatie a = 0,05.

V.37. Mdsurdtorile X §i Y a doud oase diferite dintr-o specie éoologicd

S in viajd au un coeficient de regresie A = p 2 = (,60.
|
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Pentru o colectie de 18 schelete mdsurdtorile au condus la rezullatele
din primele doud coloane ale tabelului V.22.
Tabelul V.22

% ¥t 0 -2 Y-y (% — 32 1= |m—Dn—-9
31,4 51,8 0,8 —5,2 0,64 27,04 —4,16
30,6 52,0 0,0 -5,0 0,00 25,00 0,00
30,8 52,1 0,2 -—4,9 0,04 24,01 —0,98
30,4 52,3 -0,2 —4,7 0,04 22,09 0,94
30,9 52,5 0,3 —4,5 0,09 20,25 —1,35
29,8 52,4 -0,8 —4,6 0,64 21,16 3,68
30,3 52,3 —0,3 —4,7 0,09 22,09 1,41
28,8 53,4 -1,8 -3,6 3,24 12,96 6,48
32,4 59,4 1,8 2,4 3,24 5,76 4,32
32,6 54,6 2,0 —2,4 4,00 5,76 —4,80
32,8 61,6 2,2 4,6 4,84 21,16 10,12
28,4 60,6 -2,2 3,6 4,84 12,96 . —=7,92
28,6 61,7 -2,0 4,7 4,00 22,09 —9,40
28,5 61,9 —-2,1 4,9 4,41 24,01 10,29
32,7 61,5 2,1 4,5 4,41 20,25 9,45
27,7 61,7 -2,9 4,7 8,41 22,09 —13,63
33,5 62,0 2,9 5,0 8,41 25,00 14,50
30,6 62,2 0 5,2 0,00 27,04 0,00

La un prag de semnificafie « = 0,05, sé se verifice ipoteza conform
cdreia scheletele ar apartine aceleiasi specii ca §i animalele din specia S

Solutie. Avem
‘ =306 §=57

18 18
3 (z — 2)* = 51,34; 3 (g — 9)2 = 360,72,
1 T

18
2(‘”‘ — 2) (y, — §) = 61,19 — 42,24 = 18,95,
1
de unde
= ..]; . —_ 2 = M =
W = - 2(:5‘ z) 2,85; Z

3 (e — 7)* = 20,04,

1

ERE

= 153 (@ — 25 — 9) = 1,052,
1
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_ | Wa= _ 3816 _
: Vzu =2 (0 — 4) = || g S oy (0,369 — 0,60) = —0,3927.

Din tabele giisim 2o,05;16 = 2,120.

Deoarece |t| << to0s;16 acceptim ipoteza conform cidreia oasele
au apartinut la animalele din specia S.

V.38. In tabelul V.23
Tabelul V.23

i Ingragiminte %43 E]
1 Fara 67 67 55 42 57,75
2 K,0 + N 98 96 91 66 87,75
3 K O + P,0 60 69 50 35 53,50
4 N + P 0 79 64 81 70 73,50
5 K,0 + P 205 + N 90 70 79 88 81,75

sint date 20 observajii independente despre recolta produsd de o varietate
anumitd cultivatd intr-o oald de pdmint. Observafiile sint impdrite in 5
grupe a cite & observafii fiecare, in funclie de ingrdgimintul folosit, la
o grupd nefolosindu-se nici un ingrdsdmint.

Presupunem cd variabilele x,, au repartitic N(y,, o).

Sd se verifice ipoteza Hy : py = py = py = p, = W, conform cdreia
rici un fel de ingrdsdmint nu mfluen;eazd recolta medie.

Solutie. Avemn=20,r=5,n=4 (i =1, 2, 3, 4, 5, 6). Dacd
ipoteza este adevirati, abaterile observate de la valonle x;, vor fi
date numai pentru fluctuai,;u variabile. Avem

7= _ézx‘ﬁ_z n%, = 70,85,

i=1 =1 =]

82 = 1 pn,(i‘ — )2 = 2 (2, — z)* = 884,075,
1 ‘

r—1 =1

=n_r22(xu—ff‘ = 22(@,—.‘8‘)2—144150

=1 j=1 l= J=1
de unde
Fe s3 884,075 6.13
s 144,150 ’
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Deoarece s2[s?] este repartizatd ca & x*(4) [15x%(15)], g este repart-

zatd F(4,15). Din tabele gisim Fo,o01 (4,15) = 5,04. Deoarece
F= 6,13 > 5,04 = Fo,o|(4,15)

respingem ipoteza H,.

Dupi respingerea ipotezei conform céreia nici unul dintre ingragi-
minte nu afecteazi recolta medie, putem verifica ipoteza H,:u, =
= pg = @y = W5 adicd ipoteza ci aplicarea unui fel de ingragdmint
nu afecteazd recolta medie.

Vom folosi liniile 2, 3, 4, 5. Aici avem n =16, r=4 i

LS~ nz, = 76,125,

Z=—
”

i=1

4(Z, — Z)2 = 892,55,

Lo

I
| =
.M"'

N

f=

(@ — Z,) = 144,625.

2 j=

-

AN

Il
Ik
L
M»

3

Prin urmare
_ 892,55 _ 6,30

141,625
Din tabele gisim Foo (3,12) = 5,95. Deoarece
F = 6,30 > 5,95 = Fo,n (3,12),

respingem ipoteza H,, la un prag de semnificatie de 0,01.

Verificim ipoteza H, conform c#reia addugarea de ingrésamint
P,0; nu afecteazd recolta medie. Prin urmare trebuie s verificdm
ipoteza @, = ps.

In acest caz avem

Z = 84,75,
=43+ 4-32=72,
o 13 ' 1
sf= =3 (T — B+ =3 (B — Ty’ = 151,58.
6 &= 6 =
Cum s} < s, vom schimba rolurile lui s} i s3. Obtinem

F = 18558 _ 940
72
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Din tabele gdsim Foo (6,1) > 2,10. Deci ipoteza H, nu poate fi
respinsa.

Ipoteza de mai sus poate fi tratati ca ipoteza: cd doud populatii
care au aceeaji abatere medie pdtratici o necunoscutd, din care au
fost extrase doud selectii independente, si aibe aceeasi valoare medie;
prin urmare repartitiile lor sint identice. O astfel de ipotezi poate fi
verificatd gi cu testul ¢.

V.39. Se mdsoard in grame, greutatea a 100 bucdfi de fire de lind
a 95 m ficcare. Aceste bucdti de fire sint impdrtite in 4& grupe a 25 fiecare
st fiecare grupd este luatd dintr-un ghem diferit.

Tabelul V.24

Ghemul Greutatea
Bucata : N 3 . Greutatea medie

1 7,50 7,23 7,50 7,53 29,76 7,44

2 7,52 7,81 7,77 8,05 31,15 7,79

3 7,70 7,94 7,83 8,16 31,63 7,91

4 7,93 7,94 7,96 7,76 31,59 7,90

5 7,78 7,89 8,02 7,85 31,54 7,89

6 7,73 8,23 7,99 8,14 32,09 8,02

7 8,07 8,27 8,25 8,26 32,85 8,21

8 8,01 8,54 8,24 8,54 33,33 8,33

9 8,22 8,24 8,37 8,10 32,93 8,23

10 8,24 8,35 8,43 8,15 33,17 8,29
11 8,17 8,29 8,46 8,38 33,30 8,33
12 8,09 8,54 8,33 8,47 33,43 8,36
13 8,11 8,45 8,27 8,38 33,21 8,30
14 7,96 8,43 8,24 8,60 33,23 8,31
15 8,09 8,47 8,12 8,45 33,13 8,28
16 8,04 8,33 8,14 8,43 32,94 8,24
17 7,78 8,47 8,19 8,57 33,01 8,25
18 8,11 8,63 8,36 8,38 33,48 8,37
19 8,17 8,31 8,31 8,16 32,95 8,24
20 8,12 8,31 8,47 8,41 33,31 8,33
21 8,13 8,10 8,19 8,27 32,69 8,17
22 8,01 8,01 8,37 7,96 32,35 8,09
23 8,17 7,92 8,27 8,08 32,44 8,11
24 8,05 8,27 8,07 8,16 32,55 8,14
25 7,91 7,92 8,28 8,52 32,63 8,16

Greutatea 199,61 204,89 204,43 205,76 816,69
Greutatea
medie 7,98 8,20 8,18 8,23 8,15
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Presupunind cd fiecare din aceste 100 observatii este valoarea obser-
vatd a unei variabile cu repartifia N(ps,1, ¢), sd se verifice ipoteza conform
cdreia toate mediile g sint identice.

Solutie. Pentru a verifica aceastd ipotezd aplicim analizd
dispersionald. Rezultatele acestei analize sint sintetizate in tabelul V.25

Tabelul V.25

Suma pitratelor Nr. gr. de libertate Raportul
Intre segmente 4,637814 24 s2 = 0,1932
Intre gheme 0,916707 3 s3 = 0,3056
Reziduald 1,670418 72 s3 = 0,0232
Total 7,224939 99 s? = 0,0730

Am obtinut acest tabel folosindu-ne de formulele:
— suma pétratelor diferentelor dintre segmente

(r— )5t = 03> (&, — 25

k=1
— suma péitratelor diferentelor dintre gheme
0 —1) =3 (8, — 2)%;
=1

— suma pétratelor reziduald

r—1) @—1)s= ;‘Z}g (Tgy — Zp, — %, + )%
— totalul sumei pdtratelor
(ro—1) s* =232, — 22
kel 1=1
In cazul de fati v = 25, r = 4.
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Tinind seama de aceste date, objinem

1,.0192 1 .
Z; = ; Igm = 2 188,33 —'1,0599,
7, = 11g 2396 _ 11,931 — 1,2863.

2 70,0232 " 2

Deoarece si[s3] este repartizat ca 24y2(24) [72x%(72)] din tabele
gédsim cd valoarea z, care satisface relatia P(z > z,) = 0,01 este cuprinsi
intre 0,3339 i 0,3746. Dupd cum vedem valoarea z, observats in exemplul
nostru este mult mai mare ca z,. Deoarece s3[s2] este repartizatd 3 ¥3(3)
[72y(72)], din tabele gisim c& valoarea z, pentru care relatia P(z = z,) =
= 0,01 are loc, este cuprinsi intre 0,6867 si 0,7086. Prin urmare Zy
este mult mai mare ca aceastd valoare.

Tragem concluzia cd valorile observate z, si z, nu pot fi explicate
ca rezultat al fluctuatiilor variabile — cu un prag de semnificatie de
0,01 — daci ipoteza H, este adeviirati. Astfel respingem H,.

V.40. Fie (z,, %, ..., %) 0 selecjie de volum n dintr-o populatie in
care caracteristica sub cercetare este o variabild aleatoare X repartizatd
Ny, 62).

S& se gdseascd putcrea testului raportului de verosimilitate peniru
verificarea ipotezei Hy: 6*€ o, o submultimea lui Q pentru care ¢ = ol

Solutie. Pentru functia de verosimilitate

1 SN — el
o[- EmD e |

a) Parametrii fiind in Q, gdsim estimatiile de maximi verosimi-
litate

P(z, p, 6 =

6’=E1 &2=

BN

Z(z — Z)% = ¢,
astfel ci
— —nf —_— l .
(P)a = (2rs?) 2exp( 3 n]

b) Parametrii fiind in o, 6% = o}, iar estimatia de maximi vero-
similitate pentru p este Z, astfel incit

(Pl = (2mef) " exp [ - ZE=A].
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Urmeazd cd raportul de verosimilitate este

=" e 2ol )

5= el = —g~tin (V1)

astfel cid

unde t = ns?[oj. z este o functie monolond in !/, insd nu este o functie
monolond in ¢/n. Avem
=1(1=L)em
n n

astfel cd z creste pentru ¢ < n, devenind maxim pentru ¢ = r $i atunci
descreste. Punind I < C, este echivalent cu

< Qay 2 by
unde a., b, sint determinate din (V.1), de
Pt < as) 4 P(t 2 bg) = a,
Ay €=%I% = by e=bal", (V.2)

Deoarece atunci cind este adevdratd ipoteza H,, statistica ¢ este
repartizatd X3(n — 1), putem folosi tabela repartitiei, ce satisface (V.2).
Considerdm repartifia aproximativa:

—2]gl=(t—n)—n]g(.:7].
Deoarece
Mit)=n—1, D¥t) =2(n — 1),

{— n)=
—(—n)— nﬁ}(—i)"‘(‘;")'/r =

-—(t—n)—n[‘;" “‘") 1+ 0(n- )]

putem scrie

—-—2lgl=(t—n)—nlg(

(l - n)"’

+ 0.
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Se stie cd pentru n — oo, repartifia X%(n — 1) tinde cdtre repartitia
N(n—1, 2(n — 1)); prin urmare (¢! — n)/|/2n tinde cHtre o variabild
redusd, adicd (¢ — n)?/2n este o variabild ¥%(1). Cind H, este ade-
viratd, —21gl are aceastii repartitie. Acest rezultat se piistreazi si
cind H, este falsd, —2lg I avind repartitia y> necentrati cu un grad
de libertate si parametru de necentricitate

#mnpP

n
A=— M[%—zy](cz—o'ﬁ)z= o (0% — B3)°

=£(1 _"_3)2.
2 o?

Puterea testului raportului de verosimilitate este:

P SRR 82l ) 00

(' e $2(n) 2

1+2x ) Xal)
unde 1 = v = r este numdrul gradelor de libertate, iar xi(r) cuantila
de ordin 1—a.
Punind A =0, in (V.3) se obtine volumul testului.

VAl Fie ()i (E =1,2) o selecfie dintr-o populajie in care
caracteristica sub cercetare este o variabild aleatoare X, repartizatd

Npyo?) (i=1,2) §i A=ti=ts,
[
a) Sd se verifice ipoteza
‘ Hy: |A|l=K
faté de alternativa
st sd se calculeze puterea testului =(A, n);

b) Sd se determine volumul de selecfie astfel incit testul sd aibd o pu-
tere datd.

Solutie. a) Considerdm statistica
B =% |n
y=Az2|L,
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unde \'25,, j=1,2 este media de selectie a selectiei ce provine din po-
pulatia’ N(yy ; o%). Respingem H, dacd §i numai daci —e<Y <a
(a > 0). Atunci, deoarece Y — A % are o repartitie normald N(0,1),

putem calcula probabilitatea de a respinge ipoteza H, conditionatd
de faptul cd A §i n au valori determinate.

P(resping Ho|A,n)=P(—a<Y<al|An=

n ny.
—o(e—a)3)-o(-e-s]3
Cum o = P(Erori de genul I),
n=1— P (Erori de genul 1I),

in continuare va fi suficient s& considerdm numai valorile nenegative
ale lui A, deoarece

P—a<¥Y<a|An=P—-a< Y <a|— A n).
Dac# in plus K’ > K, atunci
P(resping H,| K', n) < P(resping H, | K,n).

Rezulti atunci c¢i daci A = K, probabilitatea unei erori de genul
I este maximi pentru familia ipotezei nule. Punem acum (dupd cum
rezulti de mal sus)

n 7).
oc-——:(I)(a— KV?]_(D {—a—KV—z—,
Dacd ipoteza H, este adeviratd, adicd in cazul nostru dacd
Ae(—K, K), putem scrie

rasm = ofa— alZ)—o (—a—2a)3)

gi in particular pentru A =0 obtinem
7(0; n) = ®(a) — ®(— a).
Observajie.Putem schimba regula de decizie In functie de statistica pe care o adoptim

si simplificérile care dorim si le obtinem atunci c¢ind calculim nivelul « sau puterea 7w
a testului. Asa de exemplu daci consideram statistica




sl regula de decizie: respingem H, daci §i numai daci X <b cu o> — K V%»

atunci observim c# deoarece X = | Y| — K V.;l putem scrie

P(X<b)=P[—.b - KV§< Y <b +KV_;'_]-

Penlru A §i n dati objirem
P(X < b|A, n) = P(respingem H,|A, n) =

=<p( +[K—A1V§) —<I>(~b—[k+A]V%J'
Ca si mai inainte
PX <b|An)=PX<b|—A,n),

far P(X <b| K, n) este maximd pentru familia din ipoteza nula.
Daci A face parte din familia H; atunci

P(X <b|A, n) =(I>(b+ [K—A]V——g—J -0 (~b~ (K + A) V%)
devine puterea n(A, n).
b) Vom presupune cd [—A", A'JC(—K, K) si cd dorim ca pute-
rea testului si nu fie mai micd decit P* daci Ae[—A*, A"].

Deoarece (A, n) 2 m(A®, n) dacd |A|  A® este suficient si giisim
o valoare n astfel incit

=(A*, n) = P°.
Punind

z=b—|—[K—A‘]V%
avem

(A%, n) = O(z) — <1>(— z— 2A‘V§’ =

R ]

Definim acum z’ prin ®(z') = P* si notind n’ valoarea lui n care
satisface relatia

¥ =b+[K— 1|3
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atunei rezultd ci

K + A*
P (A, n) = @b — A (& — B) >0

si deci n(A*, n') < P°.
Fie z° definit de
* . K A* 7
®(z") = P +q>[—b —ﬁ?(z —b))
gi n® solutia ecuatiei

£ =b+[K - A2

Atunci
m(A", n') = B(z") — <I>(— - g{—-ﬁ% (2" — b)) =
= P o(-b— - ) -
- <I>(—b —g—j‘_% G — b))>P‘
cun =2 :‘__ b r volumul de selectie pentru care puterea testului

*
este mai mare decit P* dacd Ae[— A®, A°].

V.42. Pe baza unei singure observafii asupra varighilei X avind
densitatea de repartitie
1
fo) = i e —om
s se verifice ipoteza H,:0 =0, fajd de ipoteza alternativd H,: 6 = 1.

Solutie. Cea mai bund regiune critici pentru verificarea ipo-
tezei H, fatd de H, este dati de acea muntime W pentru care

, —oo L << o9,

P(z | Hy)
—-——P(lel) < Cay (V.4)

¢, fiind ales astfel ca Sw P(z| Hy) dz = a.
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In cazul unei singure observatii z, (V.4) se scrie

P|Hy) _ 1+ (x — 1p

E=3 C
P(z| Hy) 1+ 22 S G

de unde
e — 1) + 22 + (e — 2) 2 0. (V.5)
Forma C.M.B.R.C. astfel definitd depinde de valoarea « aleasi.
Dacé ludm ¢, = 1, (V.5) se reduce la z > 1/2, astfel ci vom respin-
ge ipoteza H, in favoarea ipotezei H,, ori de cite ori valoarea observatd

z este mai apropiatd de 1 decit de 0.
Dacd ludm ¢, = 0,5, (V.5) devine

22—4b4x+320 sau (z—2)2<1,

care are loc cind 1 << z < 3. Aceasta este regiunea critici.
Deoarece repartitia Cauchy este o repartitie #(1) si {inind seama

ci
F(z) = 1 + 1 arctg z,
2 T

putem calcula volumul testului in fiecare din cele dou# cazuri consi-

derate.
Pentru ¢, =1, volumul este

p[z > %] = 0,352,
in timp ce pentru ¢, = 0,5, volumul este
Pl £t <<3)=0,148.
V43. Fie (X,, X,, ..., X,) un vector aleator repartizat normal cu
M(X,)=n9, 0>0,
M(X)=0 r>1
st matricea de covarianid :

n—146.. —1.. —1
s—| —t 1. 0].

......................

N
2=
<}



Pe baza unei singure observajii x = (%, %,, ..., T,) Sd se verifice
ipoteza Hy:0=0,=0 fajd de ipoteza alternativé H,:6=80, > 0.

Solufie. Cum |Z|= 62 obtinem :

1 1 .1
s 1 1 1406 1
62| : 1
1 14602

Densitatea de repartitie a vectorului z este

fla) = (2m) 73k exp| — 7 (@ — v T@ — w)] =

1 1 |n® d
g o {3 [0+ )

C.M.B.R.C. pentru verificarea ipotezei Hy:0 =0, >0 fats de
H,: 6 = 0, > 0 pe baza unei singure observatii este datd de

P(x| Ho) =9l _n_z (5‘00)2__(5"61)3 <
P@|H) 6, exP{ 2l o o ]}\”“’

care se reduce la

E@E—60r _ (£—6y° < i_:ln (€2 8,/6,)

03 03
sau
2208 — 63) — 22(0 — 6) <ZU2 In (cuBo/0y).
Dacd 6, > 0, aceasta este de forma
20, + 0,) — 22 < 4, (V.6)
care implicd
by < T Ca (v.7)
Daci 6, < 6,, C.M.B.R.C. este de forma
B0, + 0;) — 22 > de (V.8)
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implicind
z2<e, sau Z > f... C(V.9)

Observafii. Atit in (V.7) cit si in (V.9) limitele intre care (in afara cdrora) variazi Z
sint functii de valoare exacti 0,. Aceastd dificultate, care apare din faptul ci 6, apare in
coeficientul lui Z2 in formele pitratice (V.6) 5i (V.8), arati c nu existd C.M.B.R.C. chiar
si pentru o mullime de ipoteze alternative unilaterale; prin urmare nu existi un test
uniform cel mai puternic.

Z este singura statisticd suficientd pentru 0; deci, suficienta nu
implic& existenta testului uniform cel mai puternic.

V44, Fie (zy, ..., Tp) [Y1) - Y] 0 selecfic dinir-o populatie in care
caracteristica sub cercetare este o variabild N(0, o2), [N(0, o + o2)]. Sd
se construtascdé un interval de incredere pentru of, avind coeficientul
de incredere 1 — a.

Solutie. Problema pusd este echivalentd cu a construi un test
de volum « pentru verificarea ipotezei .

Hy: 03 = 82

fatd de
HI: 6% 5& 82) :

adicd, testul pentru care P(resping H,| H,) = «, ori care ar fi 2. Un
astfel de test va conduce la un interval de incredere pentru oZ.

Este comod s& se construiascd un astfel de test prin adidugarea unei
selectii (zy, 2, ..., z,) din N(0,1); statistica

”

211 y3Im

C S@+ sy
1

>

w

atunci cind ipoteza H este adeviratd, are repartitic F(m, n). De exem-
plu, regiunea de acceptare pentru H este definitd de

Fi=Fa.m,n) KW F _olm,n)=F, (VA0)

2 . 2
Vom defini W numai pentru § 3> 0, corespunzitoare la ridicina
pozitivd a lui o%; semnul lui 3 nu trebuie s§ influienteze valabilitatea

semnificaiei testului, dar un semn potrivit pentru 8 este necesarin ob-
tinerea limitelor de incredere. . L
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La obtinerea limitelor de incredere pentru o3 plecind cu regiunea de
acceptare bazati pe W, avem

(FLEWLF}={FT'S W<} = (V.11)
__ [nZy? 2 nZy?) _
"{mF, <3z + 322 K mF‘}_

={"2y” I < Bt eme < 2 sz}. (V.12)
mF, mF, ’

Se observi ci in (V.12) s-a -strecurat o particularitate nedoritd;
dacd continuim ca in (V.12) limitele rezultate vor implica termeni
in Zzz. Acesti termeni dau inconveniente in aplicatii la analiza compo-
nentei dispersiei, deoarece variabilele independente z,, Z,, ..., %, avind
repartifia N(0, o3) nu sint observate aici, si vor deveni accesibile numai
dupi o transformare convenabild a datelor initiale. E mai bine ca limi-
tele de incredere si depindi numai de datele inifiale.

Pentru a obfine limite mai convenabile procedim in felul urmditor:

Impirtind inegalitdtile (V.12) prin 23(%z?)'? obtinem

2 -
{ i nZy* Emz]< Sxz + $xz2

25(S2?)'2 | mF, Ean)'l ' 2San)'le <
- 1 nZy? _
< o [-—mF1 sz]} (V.13)
si fie
Yxz 8%z

@) 2 Eayih

Acum pentru (z,, %, ..., Z,) fixat, o transformare ortogonald de
1a (2g, %oy +eoy 3n) 12 (21, 25, -0y Z) U 21 = (Z72) [(Z2?)'/2 da

1

r ___ ’ 8 ’
t' =25+ WZ}ZZ, (V.14)

unde z, b, ..., 7, sint fiecare repartizate (0, 1) mutual independente
si independente de (%;, %, ..., Z,). Statisticile ¢ gi ¢’ au aceeasi repartitie
si deoarece ¢’ este calculabild direct din 322 $i (2, 23, ..., %), Va putea
inlocui pe 2. O a treia substitutie posibild pentru ¢ este

"o 3 . 3 _
t" =z -+ 2@z 22+ 2T xi(n 1),

unde z este repartizatd N(0,1); z si X2, sint independente.
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Inlocuind ¢ prin ¢’ in (V.13), avem

1 nZy? 3 Ld
{2 [ - zxz} < z + 227 12 22 <

3(Za?)'l2 | mF,
1 nXy?
S 28@:?)"8[ - Ex2]} ’

mFl
sau
1 [nZgp? (Zz2)'2 |2 o (Sat)ile 2
{22 — |+ [BE P [ e
1 [nZy2 Sa2)tie ]2 V.15
<[ - ]+ [222T]. +)

Un interval de incredere pentru o, este, atunci, definit ca multi-
mea valorilor lui 3, satisficind (V.15) si & > 0. Acestea sint valorile
lui o, pentru care ipoteza H, va fi acceptatd si deoarece atunci cind
este adeviratd ipoteza H, probabilitatea de cidere in regiunea de accep-
tare (V.11) este 1 — «, regiunea de incredere definiti de (V.15) $i3 >0
are coeficientul de incredere 1 — a.

Ridmine si determinim limitele definind aceastd regiune. Punind

k= L [nzyz . sz],

Zz2| mF,"
2
l= -1—2[';2; — 2:1:2]
< 1
§1
b— 7 (Sa2)'fe ,
== 7w

(V.15) se scrie
E+2 (8-l 02
De aici
b— (14832 8 Kb —[max (0, k 4 b2 (V.16)
sau
b 4 [max(0, £k + )2 L 3L b+ [1 4 b2 (VA7)

(Am presupus I+ b2 > 0; astfel regiunea de incredere este vid).
Considerarea lui (V.16) si (V.17), impreuni cu 8 > 0, arat¥ ci in-
tervalul de incredere va fi definit de (V.17) singur, afarf de cazul
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B <k<0 i b>0. In ultimul caz, regiunea de incredere constd
din (V.17) si intervalul

max [b — (I + 0¥ < 8 < b — [max (0, 0 i K

Astfel existd posibilitatea ca limitele de incredere si poatd defini
o regiune constind in doud intervale separate. Este interesant si exa-
minim sansa obfinerii a doud intervale, si notim in primul rind cd

b2 converge citre zero in probabilitate, astfel ¢ asimptotic gansa a doudt
intervale este neglijabili. De asemenea P(b>0) = %- In plus £ <0

este conditia ca raportul (Zy?/m) (Z2?[n) si nu fie semnificativ la
pragul—;- « pentru a verifica ipoteza o, = 0. Calculele pot da o margine

grosolani a probabilit&tilor ca s rezulte doud intervale. Folosind de-
finitia lui &, conditia — 2 <k < 0, este echivalentd cu conditia

( 2_ﬁ)(M)<F<F2(°¥+3”).

Zz2) \ o} + o} o} + o}

Probabilitatea acestui eveniment va fi maxim3 cind F, [(e} 4+
+ 8%) /(0% + of) este apropiatd de modulul (mn — 2n) [(mn + 2m) cores-
punzitoare repartitiei F, sau cind Fp ~ (6% + o3) /(o] + o).

V.45. In aceleasi conditii tehnologice ca i in exemplul V.14 se deter-
mind rezistenja ohmicd a 18 tronsoane de ceramicd acoverite cu carbon,
obginindu-se urmdtoarele valor

1,656 1,72 1,70 186 1,96 1,58 185 1,78 1,68
1,71 1,92 160 41,75 2,05 1,90 1,76 1,82 1,88

Folosindu-ne de testul Shapiro-Wilk si de un prag de semnificafie
« = 0,05 , sd se verifice ipoteza conform cdreia rezistenfa ohmicd este o
variabild repartizatd normal.

Solutie. G#sim

z= ;15 32,18 = 1,786, E(z, — Z)* = 0,2743.
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Modul de lucru cu testul Shapiro-Wilk este sintetizat in tabelul

V.26.
Tabelul V.26

i Xy —i41) x(4) W) G~ it 1 | Sp—ig1 Wi
1 2,05 1,58 l 0,47 0,4886 0,229642
2 1,96 1,60 0,36 0,3253 0,117108
3 1,92 1,65 0,27 0,2553 0,068931
4 1,80 1,68 0,22 0,2027 0,044594
5 1,88 1,70 0,18 0,1587 0,028536
6 1,85 1,71 0,14 0,1197 0,016758
7 1,84 1,72 0,12 0,0837 0,010044
8 1,82 T 1,75 0,07 0,0496 0,003472
9 1,78 1,76 0,02 0,0163 0,000326

Primele 9 observatii in ordinea mirimii au fost trecute in coloana
a treia a tabelului V.26, celelalte 9 observatii au fost trecute in coloana
a doua a aceluiagi tabel incepind de jos in sus. In coloana a patra s-au
trecut ¢ — amplitudinile

Wi = Zw—isn) — 4.

Elementele coloanei a cincea sint extrase din tabele.
Din ultima coloand obtinem

9 9
b= 2 Cu—it1[Tp—isy — Zn] = E @u_ip1 Wi = 0,51941 ~ 0,52

i=1 t=1
Deci statistica

= ———— are valoarea 0,985.
Xz — T)?
Din tabele gisim Wis; 095 = 0,982.

Deoarece W > Wis; 0,05, acceptdm ipoteza de normalitate.

V.46. In aceleasi conditii tehnologice ca si tn exemplul V.14 sd deter-
mindm rezistenja ohmicd a 15 tronsoane de ceramicd acoperite cu carbon,
objinindu-se urmdtoarele valori :

1,68 1,95 1,83 156 19 18% 1,78
1,92 18 1,73 1,70 1,76 1,95 1,90 1,85
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Folosindu-ne de testul Shapiro-Wilk si de un prag de semnificajic
« = 0,05, sd se verifice ipoteza conform cdreia rezistenja ohmicd este o
variabild repartizaté mnormal.

Solutie. Gisim
15
z =1,816; > (z — %)* = 0,18340.
1

Deoarece in acest caz n este impar, mediana 1,84 se ia zero. Avem

Tabelul V. 27

i Fn—i+4 1) (5) W) Gy — i 1 oy — i1 Wii)
1 1,95 1,56 0,39 0,5150 0,200850
2 1,95 1,68 0,27 0,3306 0,089262
3 1,94 1,70 0,24 0,2495 0,059880
4 1,92 1,73 0,19 0,1878 0,035682
5 1,90 1,76 0,14 0,1353 0,018942
6 1,86 1,78 0,08 0,0880 0,007004
7 1,85 1,83 0,02 0,0433 0,000866

Din ultima coloans, obfinem

b= @[z — ] + - + 2elTun — Tw] = 0,41522.

Deci statistica

b2

—=—— are valoarea 0,94.
T(xy — ER

Din tabele gisim Wis; 0,05 = 0,980.

Deoarece W << Wis, 0,05 respingem ipoteza de normalitate.

V.47. Doi chimisti, A si B fac m = 9 §i respectiv n = 12 determi-
ndri ale greutdii unui anumit compus. Rezultatele acestor determindri
sint trecute in tabelul V.28. (Numerele din paranteze sint rangurile deter-
mindrilor in selecjia combinatd).
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Tabelul V.28

Chimistul 4 Chimistul B
x x
1

174,18(5) 174,19(6)
174,29(13) 174,40(20)

174,23(9) 174,21(8)
174,30(14) 174,35(18)
174,36(19) 174,32(16)

174,16(3) 174,14(1)
174,41(21) 174,27(11)
174,20(7) 174,31(15)

174,25(10) 174,17(4)
174,34(17)
174,28(12)

174,15(2)

Folosind testul Mann-Whitney (Wilcozon) sd se verifice ipoteza
conform cdreia rezultatele celor doi chimisti nu diferd semnificativ.

Solutie. Combinind cele doud grupe de doud misurdtori intr-o
singurd grupd si ordonind observatiile gisim c# valoarea statisticii
T a lui Wilcoxon, suma rangurilor determindrilor z, este 101.

Statistica lui Mann-Whitney

W=mn—|—"—'(—"l;'—1)—-T

ce reprezintd numdrul celor mn perechi posibile (z,, z;) cu z; < z; are
valoarea 52.

Dac# este adevidratd ipoteza emisd (H,: F,(z) = F,(x)), adicd cele
doud selectii provin din populatii cu [functii de repartitie identice,
atunci pentru valori ale lui 7 §i » mai mari decit 8, W este aproximativ
repartizatd normal de medie ";——'1 si dispersie m"(m':—;"'l)

Deci statistica
w_mn
2 (V.18)
Vmn(m + n + 1)/12

este repartizatd NN(0,1).
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In acest caz M(W) = 54, D*W)=198; deci statistica (V.38)
are valoarea — 0,142 si astfel ipoteza conform cireia rezultatele celor
doi chimigti nu diferd semnificativ.

V.48. Fie populatiile normale p-dimensionale N(u,;, ), 1 <i <k,
unde T este o matrice cunoscutd §i nesingulard.

Se considerd o selectie de volum N din populajiile N(p,, Z),1 i <k
§i pe baza acestei selecjit se cere s se verifice ipoteza

Hy Hy, =L < i<k,

unde H este o matrice (s, p) de rang s< p iar ' = (§, &y, ..., §;) §t unde
componentele matricei H su ale vectorului € sint constante cunoscute date
prin ipoteza de verifical.

Solutie. Cum X este cunoscutd si nesingulard rezultd cd densi-
tatea de repartitie a valorilor medii observate este

B _
5 5 NG’ ETi-w).

Pl oy i) = K € 11
Raportul de verosimilititi pentru verificarea ipotezei H, este

Maxy P(i; --o» k)
Max P(y; ...y L)

r=-—2lg
Dar Maxy, P(y, .., Uy) corespunde in cazul nostru la

k — ) —
Min]-]°2 N(U‘ - l’-()' Z_I(Ui - p") = )\'+l + soe + )‘p3

=1

unde A, > A, > ... > A, sint rddécinile ecuatiei
o . N
> Ji—kOU — AN7Z| =0 cu U=-k—2 U,.
1 1

Pentru a ariita acest lucru si considerim vectorul coloand z cu N
componente, o matrice B de ordinul ¢ X NV i de rang ¢ < N, o matrice
A pozitiv definitd, simetricd de ordinul N X N si p un vector coloand
cu [N componente. '

Atunci

Min,(z — 1)’ A(z — @)
supus la restrictia
Bz =U
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este dat de
(U — By)’ (BA™B')™* (U — By)

$i este atins pentru o anumity valoare a vectorului z.
Se stie ca

ko
. id .
Mln}'n vees Y -y;;—:‘ == Mlny UrYA Y = )\p_k.;.] + ooe + )‘91
1

unde A >, >...> A, sint ridicinile caracteristice ale matricei
A, Y este o matrice k X p de rang k astfel incit YY"’ = I.

In acest caz minimul este atins pentru y, proportional cu o functie
liniard de vectorii proprii ai matricei A.

Rezultatul de mai sus se stabileste tinind cont de faptul cd

Min, y'Ay

cu restrictiile y'y = 1, Hy = 0 este A unde H este o matrice kX P
de rang k, minimul fiind luat pentru toate variatiile posibile ale ma-
tricei H.

In felul acesta obtinem ci

. 7A
Mln,,‘ iy
yln

cu restrictiile y1y, =1, yiy, =0, ..., iy, = 0, este Ap—ht1-
Considerdm acum

. 4
Mm,,,y?Ay’
e , , Yiye . ..
cu restrictille yy, = 1, yoys = 0, ..., ysy, = 0, iar minimul este Ap—ki2
§1 tot asa mai departe in final considerim
’

Min,, YedVe o restrictia y;y, = 1, care gtim c¥ este A,. Adunind toate
Uk

aceste valori obtinem

k

’
i Yidy:
hIlnyn?n e Yk E y;y‘ = )\[’—k-i-l + .o + A
1

Deoarece fiecare termen al expresiei

5
MinH.? NU,; — w)’ SN —w)

este pozitiv, vom avea minim cind fiecare termen al sumei este minim
cu restrictie
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unde H este o matrice sXp de rang s <p, iar { este o constant®
astfel incit ecuatia Hp, = { este consistenta.

Minimul fiecérui termen al expresiei de mai sus se poate calcula
acum utilizind relatiile obtinute mai inainte.

Pentru aceasta observim ci ¢ — HU, este o matrice s X 1 iar
(HZH')™ este o matrice s X s. Deci
(C - Hﬁt)' (HZ:H')“1 (€ — Hl_jt) =
— Ur (HEH'Y(¢ — HO,) ({ — HT).
Folosind rezultatele obtinute putem scrie acum cid
k
Min, 2 N({ — HU))' (HEH')* ({ — HU,) =
1
-k
= Min, Ur N(HZH')* Y ({— HU)) (X — HU,)) =
1

— Min, Ur N(HZH') [k(c — HO) (¢ — HO)' +
k — — —
+H (2 00; — kUU’]H'] =

A .
— Min,, Ur N(HEH')" [H (2 oo — kUU’)H']-
Tnsy
k
Min,, Ur N(HEH')™ [H(

1

L2 J— -1
— Min, Ur N(TT’)“[TZ ? (Z‘, 00 —kUU') x77 T']:

1

h e oy -1

— Ming UrNT £ 2(2 U,Ug_kUU')z T
1
= At e A

cu restrictia TT' = I,
unde X > 2> ... >3, sint radacmlle ecuatiei

U, — kU0 — AN"'Z| =
|>,3 ‘ |
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Y.49. La un examen fiecare student rdspunde la trei intrebdri, rds-
punsurile fiind notate in mod independent de doi examinatori A §i B.
Diferenta dintre punctajele date de cei doi examinatori (A — B) pentru
intrebarea i se noteazd prin x,, i = 1, 2, 3. Vectorul valoare medie gi matri-
cea de covariantd peniru x,, T,, T3 estimate dintr-o selecie de volum 50,
sint trecute in tabelul V.29.

Tabelul V.29

Matricea de covariante
Media
* Xy %3
&, = 2,54 16,90 22,01 12,53
Ey = — 1,72 51,72 19,46
£ = 0,94 28,73

La un prag de semnificajie « = 0,01, in presupunerea cd (x, T, %)
este un vector normal sd se verifice ipoteza conform cdreia media diferen-
tei dintre cei doi examinatori pentru fiecare intrebare este zero (. = 0).

Solutfie. In acest caz p=3 §i v=rn — 1 = 49. Estimatia 3
a fost determinatd dupi formula
A S " 1 &
2= , unde §;,= 2 Tozp — BRI, T, = —2 T
n— A=1 n=
Mai intii calculdim forma p&tratici EEA“E’, unde Z = (Z,, T,, Z3)

folosindu-ne de metoda condensirii pivotale, cu un zero aditional ca
ultim element al diagonalei.

Tabelul V.30

£ ®

16,90 22,01 12,35 2,54 53,80

51,72 19,46 —-1,72 91,47

28,73 0,94 61,48

0 1,76
16,90 1,302367 0,730767 0,150296 3,183432
22,01 23,054902 0,146423 —0,091163 1,055260
12,35 3,375774 19,210722 —0,031670 0,968330

2,54 —2,101752 —~0,608408 —0,592622
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Ultimul element cu semnul schimbat di ZX'Z’ = 0,592622.
Statistica

T= —‘—;ﬂw — o) 57HZ — o)’ (V.19)

in ipoteza emisi w, = 0 este repartizatd Fy, »—p.
In cazul de fatd (V.19) are valoarea

7= 0P g3 39— 3 0509622 = 9,473.
vp 49 - 3

Deoarece T > F347;0,0 respingem ipoteza emisd, sau cu alte
cuvinte existy diferentd semnificativil intre cei doi examinatori.

V.50. In tabelul V.31 sint date estimajiile mediei §i matricei de cova-

rianje corespunzdtoare la irei caracteristict %y, ,, %3 peniru doud grupe
de ldcuste A si B.

Tabelul V.31

Mediile Matricea g_‘g covarian{e
Caracte- Diferentele
risticd ny = 20 0y = 72 d’ 1 3 X3
x, 25,80 28,35 —2,55 4,7350 0,5622 1,4685
2 7,81 7,41 0,40 0,1413 0,2174
3 10,77 10,75 —0,02 0,5702

La un prag de semnificajie o = 0,01, in presupunerea cd (z;, Ta, &)
este un vector normal, sd se verifice ipoteza conform cdreia cele doud grupe
au mediile celor trev caractere egale.

Solutie. Numirul de caractere este p = 3, iar numdrul grade-
lor de libertate este v = n, + n, — 2 = 90. Notind prin d diferenta
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dintre vectorii medie (2 — %) calculim mai intli dZ7'd’. Aceste
calcule sint trecute in tabelul V.32

Tabelul V.32

) & Suma
4,7350 0,5622 1,4685 —2,5500 4,2157
0,1413 0,2174 0,4000 1,3227
0 0,5702 0,0200 2,2761
0 —2,1300
4,7350 0,1187328  0,3101373 | —0,5385428 0,8903273 | 0,8903273
0,5622 0,0763484  0,5637433 9,2047587 | 10,7685020 | 10,7685046
1,4685 0,0430409  0,0904994 4,5820083 5,5820083 | 5,5820045
—2,5500 0,7027686  0,4146690 | —9,7421163 1 1
Gisim dXd’ = 9,742116.
Statistica :
p=Tithe—p—1 Mty g (V.20)
, .
p n; +n,

unde d = M — 2® § =50 L §@& 24 5i §O fiind vectorul medie
si matricea de covariante de selectie pentru selectia de volum n; din
populatia N(p®, X), i =1, 2, este repartizatd Fp, u 4n,—p—1-

Din(V.20) obtinem

T="1+"2—P—1. nmng di'ld'=
pny +n;—2) n+ng

_20+72-3-1 20-72 9,742116 = 49,699.
320 +72-2) 20+ 72

Deoarece T > F3g0; 0,01, respingem ipoteza emisi.

V.51. In tabelul V.33 sint date estimatiile matricelor de covariante
a trei caractere antropometrice : y, %,, %3 peniru locuitorii din trei regiuni
A, BsiC
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Tabelul V.33

A B [o]
Volumul selectiel
n, = 170 ny = 337 ny = 299
x EA EN EA %, EA z %y %y
x, 43,38 4,62 9,90 | 41,09 7,05 8,66 40,37 4,16 4,97
Ty 27,85 11,60 27,72 10,97 25,37 9,75
X 23,05 18,75 13,79

La un prag de semnificajie « = 0,05, in presupunerea cd (21, %3, x3)
pentru fiecare din regiunile A, B si C este un vector normal, sd se verifice
ipoteza conform cdreia matricele de covarianje sint egale.

Solufie. Dacd notdm ﬁl, ﬁlz, 23(§‘ = S,/v;) estimatiile matri-
celor de covariante pentru regiunile A, B si C, avem

15, = 19849,81; |5, =14740,42; || = 9853,69.

Gradele de libertate sint v, = n; — 1 = 169, v, = n, — 1 = 336,
V3=n3—1=298 §i V=V1+V2+V3=803- AVem

) 41,30 5,47 7,48
2 =3+ Vo2, + vsZs/ v = ( 26,89 10,65)
17,81

de unde |3|=1392857. .
Pentru a vedea daci matricele de covariante pentru cele 3 regiuni

sint semnificativ diferite, calculdim statistica

T=—pln B,
unde
LIS
I 2™
B =LT——, k=3
1z
§i

p=3

1 1 1 2p+3p—1
=] —-|=-4+ .+
e (V1+ +Vk )

v]ep+ k-1
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care, in ipoteza emisd este repartizati x2(f) unde

= (k=1 p(p +1).
Gésim
p = 0,9940396, f = 12
si
T=p(vIn|E]— v,In|E;] — vyln | 5, — v;In | 5, ]) = 24,001.
Din tabele 3}, ;o5 =21 §i cum T > y2, . respingem ipoteza ega-
litdtii matricelor de covariante.

V.52. In tabelul V.34 sint date matricele de covarianfe ale puncta-
Jelor x,, x5, %3, x, obfinute la 4 teste, primele doud de literaturd si urmd-
toarele doud de matematicd, bazate pe o selectie de volum n = 300.

Tabelul V.34

Xy X3 X3 X
Ty 15,129 23,860 1,793 0,998
T, 54,756 3,633 3,511
Py 18,225 21,122
Ty 60,516

La un prag de semnificatie « = 0,05, sd se verifice ipoteza conform
cdreia punctajele la literaturd (xzy, x,) sint independente” de punctajele
la matematicd (x5, z,).

Solutie. Pentru a verifica aceastd ipotezi folosim statistica

L
II| 8¢

Aceastd statisticd poate fi exprimati in forma echivalent¥
L= |z”|2u|222|a

A . . . A
unde X este matricea de covariante pentru toate cele & punctaje X,
este matricea de covarianie corespunzitoare numai punctajelor (z,, z,)

A
§i 2, matricea de covariante corespunziitoare numai punctajelor (z, ).
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Avem || = 16719837

A 15,429 23,860
3= ’ ? = 259,1039
, | Zu ’ 23,860 54,756 l '
si
|%22‘= l 18,225 21,122 — 656,7652.
21,122 60,516
Urmeazi c¢i L = 0,98253.
Avem
p=4& p =2 pa=2.
Statistica

T=—mn—ANhL
care este repartizati »3(f), unde
1 1
f=pP—5@+m=24

_3 Pt _
A > + o 3,5
are valoarea 5,226.
Din tabele gisim x% ,,; = 9,42.

Deoarece T < 33, ,05 acceptdm ipoteza de independentd.

V.53. Intr-un proces de produciie de serie mare 100 p % (p necunos-
cut) din produse prezintd defecte. Cu ajutorul testului secvenjial sd se ve-
rifice ipoteza Hy: p = po fatd de alternativa H,: p = p1 > Po st sd se
determine funcjia caracteristicd operatoare.

Solutie. Considerdm variabila aleatoare z; care poate lua valoarea
1 sau 0, dup¥ cum produsul controlat prezintd sau nu defect. Functia
de verosimilitate corespunzitoare variabilelor z,, Z,, ..., Z. este

ILp(t —p)—"
1
iar raportul de verosimilitate este
e _frf(B)" (122) )= (&) (=2
Pon I;I Po 1—p, Po 1-— Po) ’
unde s, =) = & = numirul total de articole cu defecte gisite in

1
cele n produse controlate.
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Dacid
Pim > 4, acceptim ipoteza H,;

? < B, acceptim ipoteza H,;
. on
‘B <" < A, experimentul se continui si se face

Pon
o observatie sup]imenta;'é H
A si B satisfac inegalititile

A<=t B¢

11—«
In cazul de fatd avem urmitorul procedeu.
Dacéa
Sp In [ﬁ’(i —p°)]> ni=8  p1n 1P acceptim H,;
o(1 — py) o 1-p

s ]n[m(l—l’o)]<ln B nln 2220 geceptim H,:
" Pl —p) ] 1_“+ 1—p P >

In—B <s, In2d—rd _ nlnl=Po - n1=B
1-« Po(1 — py) 1-p o
Folosind acest procedeu, avem
P(resp. H, | adev Hy) = «, P(accept H, | adev. H) =7.
Grafic avem situatia din fig. V. 1.
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Pe abscis# am trecut numirul de produse controlate n, iar pe or-
donatd numirul total de produse defecte s, gisite printre cele n pro-
duse controlate. :

Atita timp cit punctul (», s,) variazi intre dreptele paralele

In 8 +nln1 Po
Sp = — 1—-p,

1n 21 = Po)

Poll—py1)

si

lnl_ﬁ+n1n1_p°
8:,= o l1—p;

]npl(l—Ps)

Po(1 —p1)

controlul se continui. Cind punctul (n, s,) cade in afara acestor limite
controlul se termini si decizia este luatd in concordantd cu regulile
de procedura.

Functia caracteristici operatoare, probabilitatea de acceptare a
ipotezei H, este

) 1=p )h(m
1 — Ak@ _ ( o

BM®) — ABM®) T (B \MP) (1 — B\MD) ’
= -

1- (I;PI_)"
1 —p,
(&)h _ (]-_:ﬂ]"
1—
obtinindu-se din ecuatia Po Po
lgol(&] (1__,,1}1_3]» Pl —prr=1.

Po 1—p,
Se observd cd h(p,) =1 si (p) = — 1.

L(p) =~

relatia dintre & si p

p=

V.b4. Fie z,, ,,... un gir de variabile aleatoare independente toate
avind aceeast repartiie P(}).

Cu ajutorul testului secvential al raportului probabilititilor sd se de-
termine regiunea criticd peniru verificarea ipotezei

H°:7\=J\o
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fatd de alternativa

Solutie. Raportul de verosimilitate are valoarea

Din — e"”ll ;‘1 1 —
” n
Pon IT ! PIEN
i 51
e—n).. v
”
II 4!
1
n
X
— ek —m(’*_l) !
)‘0

Dacd «, B sint probabilittile erorilor de genul unu §i respectiv doi
atunci regiunea de continuare a experimentului este dati de

S
B g-ntu-20 (1_1)‘ <=
1—a 0 @
sau
A — A ]'11‘3 2 A=~ A 2=
I_A 9 + —¢<2x‘< 1 - 0 n+ : P
In=L In =L 1 In=L In=L
7\0 x() )‘o

De aici rezultd cd regiunea critici pentru verificarea ipotezei H,:
A =2, fatd de alternativa H;: A = A (3; > A,) este datd de

1-38
" In l
. )‘1 — )~a o
U=z, ...,x,,).Ex, = o + )‘
1 In=L nZL
Ao Ao

n fiind variabila aleatoare, numirul de probe necesar pentru acceptarea
- ipotezei H, sau H,.
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V.65. Fie =z, x5, ... un gir de variabile aleatoare independente toate
avind aceeasi repartijie N(p, 1). Cu ajutorul testului secvential sdse ve-
rifice ipoteza Hy: p = o fatd de ipoteza alternativé H,: p = p > o
st sd se determine funcfia caracteristicé operatoare.

Solutie. Raportul de verosimilititi are valoarea

1 n
pin exp[——z—%‘.(x: - ul)”] n
= - = exp [2w¢(ul — o) — (i — u%)]-
on exp[—;zl‘.(xc — wo?

Daci

P < LI, + = (@ + o) acceptim H,

1 W — Ho 1—a 2
” 1 —_ .
o> ——In =B L (4, 4 u) respingem H,,
T By — K o 2

”
iar dacd Y=, variazy intre valorile indicate anterior se face a (r+41)
1

experientd.
Functia caracteristicd operatoare este

1—B\*
—=) -1
(s-s
-
o 1-— oz)
unde % determinat din conditia

S:o (:ﬁ_:;)h oz ) dz =1

Liw) =

are valoarea

h=(’-l+l'-o"2!*.
b1 — o

V.56. Fie x,, %,, ... un sir de variabile aleatoare independente toate
avind aceeagi repartifie N(0, o2). Cu ajutorul testului secvenfial sd se veri-
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fice ipoteza H,: o® = of fajd de ipoteza alternativd H,: 6® = o} > o3 §i
sd se calculeze functia caracteristicd operatoare.

Solutia. Raportul de verosimilititi are valoarea

[ s>
exp| — — Za?
pn_ ol 20t

Pon ol - Lsoe
emp[ by Zx,-]

= exp[lu Ex‘t’]

2 o%-o}

Daca

2
B +nlgc—i

cle}|21g . .
L - )

acceptim ipoteza H,,
6} — ot

S .-
ofoi|21g B +nlg€§
. x 2d acceptim ipoteza H,

of —of

facem o observatie suplimentard [e¢ (n -- 1) — a] dacd Z2? variazi
intre valorile date anterior.
Functia caracteristicd operatoare este

1—p)»
-1
=)
P -
o 11—«
unde legdtura dintre & $i ¢®> determinatd din conditia

= (2®D) 0 gy
. () ot et do =1

2h
el
o = % .

h(o} — o)

L(p) =

are forma

Graficul functiei L(s?) trece prin punctele (o2, 1 — «) s§i (o3, B).
Avem

M(n|c?) o 1-o x .
(01 — of) 6® + ofe? 1g (0§ /o)

2o§o§[L(o’)lg( B ]+(1—L(o=))1g(1"ﬂ)
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