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Introducere

Toate domeniile culturii se dezvolta in stransa interdependenta cu matematica.
Este un adevar general acceptat de catre comunitatea contemporana ca ,Orice
stiintd este matematica sau susceptibila de matematizare”. De aceea, am construit
demersul didactic al acestui manual cu scop deopotriva cultural si pragmatic,
urmarind atat formarea de competente specifice matematicii, cat si transferul de
tehnici si metode dintr-un domeniu in altul.

Manualul se adreseaza elevilor din liceele cu specializarea Stiinte sociale,
precum celor de la liceele teologice. De asemenea, intrucat contine numeroase
aplicatii practice interesante, manualul poate genera teme pentru optionale la oricare
dintre specializarile liceului.

Manualul este organizat pe unitati de invatare. In cadrul fiecarei unitati de
invatare sunt derulate: secventa de familiarizare, evidentiata prin titlurile ,, Ne amintim
si exploram”, secventa de structurare, evidentiatd prin titlul ,,Analizam si
generalizam” si secventa de aplicare si transfer, evidentiata prin titlul ,,Aplicam si
dezvoltam”.

Fiecare unitate de Tnvatare incepe cu un test preliminar de autoevaluare, ce
sintetizeaza cunostintele de baza necesare pentru parcurgerea unitatii respective.

in corpul fiecarei unitati am evidentiat etapele demersului didactic prin expresiile:
Sa observam!, Sa comparam!, Sa analizam!, Sa aplicam!, Sa demonstram!.

Concluziile unei etape de rationament sau de observare, finalizate printr-o
propozitie generald, sunt evidentiate cu ajutorul expresiei ,,in general” si sunt
marcate prin chenar.

Pentru a facilita conexiunile intre continuturile cu caracter strict matematic din
lectie si aplicatiile acestora, am grupat in benzile laterale ale paginilor manualului
atentionari, exemplificari si exercifii necesare in fixarea notiunilor prezentate.

Fiecare unitate de invatare se incheie cu o scurtd lectura, care raporteaza
anumite elemente din corpul unitatii la evolutia lor istorica sau la conexiuni
semnificative cu diferite domenii.

Demersul de constructie si dezvoltare a manualului a urmarit formarea unor
competente care sa permita identificarea relatiilor intre notiunile matematice studiate,
interpretarea datelor de diverse tipuri, utilizarea unor algoritmi si concepte matematice
in situatii diverse, exprimarea caracteristicilor matematice ale unei situatii concrete
si analiza de situatii-problema in scopul optimizarii solutiilor practice. De aceea,
informatia continutad in programa scolara a fost structurata si detaliata astfel incat
acest deziderat sa fie realizat cu succes.

Testele de evaluare de la sféarsitul fiecarei unitati de invatare ofera modalitati
de verificare a nivelului la care s-au format competentele vizate.

Ne exprimam speranta ca manualul va oferi un instrument practic de invatare
tuturor acelora care sunt dornici sa inteleagd, sa explice si sa actioneze eficient in
lumea in care traim.
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Unitatea de invatare 1

) Test initial de autoevaluare

Interpretarea
datelor

Impartirea
cu rest

Divizibilitate

Calcul
numeric

Procente

Calcul
geometric

Rezolvand exercitile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei

unitati de invatare.

1.

Studiaza tabelul de mai jos, care prezinta cateva echipe de fotbal din divizia C si afla
care echipa are cele mai multe goluri marcate si care echipa are cea mai slaba aparare.
Gaseste echipa cu cele mai multe meciuri egale.

Loc |Echipa Meciuri | Victorii | Egaluri |Infréangeri|| Goluri || Goluri |Puncte
marcate | primite
[11. |[CSMENAFagaras| 26 | 10 | 5 | 11 | 29 | 31 | 35p
[12. [cS Predeal | 26 | 7 | 7 | 12 | 23 | 26 | 28p
|13. |Mantrax Bod | 26 | 5 | 4 | 17 | 21 | 45 | 19p
14. |CS Targu 26 2 2 22 11 56 8p
Secuiesc
2. Gaseste catul si restul in cazul in care deimpartitul d si impartitorul i au valorile:

a)d=37;i=5 b)d=236;i=12 c)d=43;i=8
dd=124;i=14 e)d=121;i=12 f) d =2424; i = 101.

. Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor:

a) 24 este divizibil prin 6 b) 24 1l divide pe 6
c) 249 este divizibil prin 9 d) -5 este un divizor al lui 5.

. Scrie divizorii intregi pentru fiecare dintre numerele: 12, 16, 30 si 100.

. Efectueaza:
a) -24 + 22 b)(-4+3)-(-2) ¢)(-1+1)-@3-1) d)-1+1-3-1
1 4 1(2 3),4 1
e)(-1)-(-2)-(-3) f) E—%+§ g)2,7-381+443 h) 5'(§—§)+§ (1—5)
Calculeaza:

a) cat reprezinta 30% din 120.

b) cat la suta din 640 reprezinta 160.

c) cat va costa un bilet de autobuz de 1,10 lei dupa o scumpire de 10%.

d) care este procentul de ieftinire al unei carti care inainte costa 24 lei, iar dupa ieftinire
are pretul de 21 de lei.

. Determina lungimile segmentelor marcate cu x n figurile de mai jos.

b) c)
8 X 3| 4
® N /\ x




Numere. Operatii cu numere. Proprietati

Operatii cu numere in cotidian

CACILTET

in diferite situatii din viata de zi cu zi folosim, uneori fara sa ne ddm seama de
aceasta, proprietati ale operatiilor cu numere.

Exemplul 1: Asociativitatea adunarii

Andrei, lonut si Mihai vor sa cumpere un cadou mamei. Andrei a economisit 6 lei,
lonut 8 lei, iar Mihai are pusi deoparte 7 lei.

Andrei a facut urmatorul calcul: ,Eu si lonut avem impreuna 14 lei, daca adaugam
cei 7 lei de la Mihai obtinem 21 de lei.” Calculul facut de Andrei a fost: (6 + 8) + 7 = 21.
lonut in schimb a rationat astfel: ,Andrei are 6 lei. Eu si Mihai avem impreuna 15 lei,
deci in total avem 21 de lei.” Calculul a fost: 6 + (8 + 7) = 21.

Faptul ca cei doi frati au obtinut aceeasi suma se datoreaza asociativitatii adunarii:

Oricare ar fi numerele a, b, ¢, avem: (a+ b)+c=a+ (b +¢).

Exemplul 2: Comutativitatea adunarii

Doamna Vasiliu cumpara in fiecare dimineata o paine si un litru de lapte. Comparand
bonurile de casa din doua zile diferite a observat ca intr-una din zile fusese inregistrata
mai intai painea, apoi laptele, iar in cealalta zi produsele fusesera inregistrate in
ordineainversa.

1000 x 055 1000 x Tebd
FRAHZEL A FRINAGES 0455 # LHFTE LA DRSS LHT 6 B
1000 5ok . 10000 0,55
LAFTE LA BOR3A LT Sk FRYHELS PRINENFA 5 B
SARTITEL 4l SABTOTAL G2l
TOTAL 4-21 TOTAL Ga21
T A 19400 .67 ThH 1900 047
TOTAL LET WECHT 42,100 TUTAL LET VETHE 42,100
FCHITAT 5,00 R TRE 5,00
REST 0,7 FEET ]
LET WEDHI 50,000 LET WELHE 50,000
Filisd OP:9 TR:eEL POG:4 OP:9 TRot)
U4 WLTISIH 51 U WAT CESTER TN U8 HULTURTH 51 U8 WAL AOTEPTHE

Faptul ca suma obtinuta este aceeasi se datoreaza comutativitatii adunarii:
Pentru orice doua numere a si b,avem: a+b=b+a.

Exemplul 3: Asociativitatea inmultirii

Intr-un depozit sunt asezate mingi de baschet pe 5 rafturi suprapuse. Pe fiecare
raft sunt 4 randuri si pe fiecare rand sunt cate 6 mingi. Dorel a calculat numarul total
de mingi astfel: pe un raft sunt de 4 ori cate 6 mingi, deci 4 - 6 = 24 de mingi. Cumin
depozit sunt 5 rafturi, rezulta un total de 5- (4 - 6) =5 - 24 = 120 de mingi. Mircea a
rationat in alt mod: pe 5 rafturi avem 4 randuri, deci in total sunt 5 - 4 = 20 de randuri.
Cum fiecare rand are cate 6 mingi, in total sunt (5-4) -6 =20 - 6 = 120 de mingi.

Cei doi baieti au obtinut acelasi numar datorita asociativitatii inmultirii:

Oricare ar fi numerele a, b, ¢, avem: (a-b)-c=a-(b- ¢).

@ De ce crezi ca este utilizata
denumirea de ,asociativitate”
pentru aceasta proprietate a
adunarii?

A llustreaza printr-un exem-
plu din cotidian comutativi-
tatea inmuilfirii.




® Cum ar fi putut proceda
cei doi soti daca ar fi gasit in
magazin mocheta cu latimea
de 5 m? Realizeaza o schita!

A citits de Ia dreapta spre
stanga, proprietatea de dis-
tributivitate evidentiaza scoa-
terea factorului comun.

Exerciti

Exemplul 4: Distributivitatea inmultirii fata de adunare

Holul din apartamentul familiei Popescu are o lungime de 6 m si o latime de 2,5 m.
Familia Popescu doreste sa mocheteze holul. Deoarece nu au gasit in magazin o
mocheta lunga de 6 m, ei s-au multumit sa cumpere doua bucati cu latimea de 2,5 si

cu lungimile de 2 m, respectiv 4 m. Pentru a se stabili pretul, a trebuit calculata
suprafata totala a mochetei cumparate.
Domnul Popescu a calculat suprafata fiecarei bucati si a adunat rezultatele:
25-4+25-2=10+5=15(m?

Doamna Popescu a tinut cont, in calculul facut, ca mochetele puse cap la cap
vor acoperi intregul hol si a calculat in acest mod suprafata totala:

adunare:

Sa comparam!

25-(4+2)=2,56=15(m?).

Pentru orice numere a, b, c, avem: a-(b+c)=a-b+a-c.

Proprietatile de asociativitate si comutativitate fac referire la o singura operatie
algebrica (adunare sau inmultire).

-

si probleme

Proprietatea de distributivitate ,leaga” cele doua operatii cunoscute.

. Stabileste paritatea rezultatului unui exercitiu in care

se fac numai adunari si scaderi, daca numarul
termenilor impari este:
a)7; b) 20; c) 159; d) 264; e) 775; f) 1088.

. In exercitiul 305 - 30:10 + 5, adauga paranteze

pentru a obtine rezultatele: a) 17; b) 142; c) 8; d) 210.

. Inlocuieste literele cu cifre astfel incat calculul s&

fie corect: L
a) ab x b) abc8 x
cb 4
acc 8cba
ab
1501

4. Adauga paranteze astfelincat1+2:3+4:5+6:7=1.
5. Efectueaza: a) (11 +22 + 33 + ... + 121):121;

10.

b)1-2+3-4+5-6+...+49-50+51.

. Calculeaza in doua moduri:

(2+4+6+8+10)-(1+2+3+4+5).

. Afla numerele naturale mai mici decat 20 care

impartite la un numar de o cifra, dau restul 6.

. Un numar este cu 84 mai mare decat altul. Impartind

suma celor doua numere la diferenta lor, se obtine
catul 15 si restul 14. Afla cele doua numere.

. Cétulimpartirii a doua numere naturale este 3, iar restul

10. Adunand deimpartitul, impartitorul, catul si restul,
obtinem 143. Care sunt cele doua numere?

Efectueaza:
a)(369:9+18-3-456:6)-0;

b) (9+ 11 -11: 11+ 220) - 10;
c)25-(160-30-5-8) - (24 + 321 : 321).

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Folosind metoda factorului comun, calculeaza:
a)2- 149+ 2 - 351; b) 3-213 + 3 - 287;
c)7-985+7-15; d)5-472-5-72;
e)13-133 - 13- 33; f) 16 - 379 - 16 - 279;
g)2-498+2-373-2-371;
h)6-412 -6 - 327 + 6 - 315;
i)9-1029-9-638 -9 - 391.

Calculeaza folosind metoda factorului comun:
15-27 +15-23 + 15 - 50.

Calculeaza in doua moduri:
a) 28-506 + 72:506;  b) 21:7 + 56:7 + 63:7.

Folosind metoda factorului comun, calculeaza:
a) 107-316 + 107 -684 - 107 - 990;
b) (8 + 16 + 24 + 32 + 40):15.

Calculeaza in doua moduri:
a)(2+4+6+8):(1+2+3+4);
b) 376-(673-111 - 673-11):673.

Se considera numerele:a=1+2+3+ ... +40si
b=2+4+6+..+80.Arataca2a-b=0.
Stindcad a+2:b+3c=41 si 5a+4b+3c=55,

determinda + b + c.

Calculeaza si justifica rezultatul:

a) 2007-2008-2009-2010 - 2010-2009-2008-2007;
b) 2007-2000-1999-1995 - 2000-1995-1999-2007;

C) 74-46-49-36-42-56 — 37-46-21-72-98-56.
Calculeaza 12 345679 - 9. Folosind rezultatul, deter-
mina numarul natural x astfel incat:

a) 12 345 679-x = 333333 333;

b) 12 345 679-x =444 444 444;

c) 12345 679-x =222 222 222;

d) 12 345 679-x =555 555 555.



Multimi de numere si operatii cu numere

) Analizam si intelegem!

Sa ne amintim!

Multimile de numere intalnite in clasele anterioare sunt: multimea numerelor natu-
rale (notata cu N), multimea numerelor intregi (Z), multimea numerelor rationale (Q) si

multimea numerelor reale (R).

4 Multimea numerelor naturale

Numerele naturale 0, 1, 2, 3, ... sunt folosite in mod curent pentru a exprima de
cate ori se repeta o anumita cantitate, cate obiecte avem s.a.m.d.
Numerele naturale se reprezinta pe axa numerelor. Aceasta este o dreapta pe
care am fixat o origine, un sens si o unitate de masura. Pe aceasta axa, numerele
naturale sunt asezate in ordine crescatoare in sensul pe care I-am ales, astfel incat

0 sa corespunda originii. Pentru n > 1, numarul n este asezat fata de (n - 1) la

distanta data de unitatea de masura fixata.

Putem reprezenta un numar natural pe axa fie cu
ajutorul uneirigle gradate, fie cu o rigla negradata si cuun
compas. In acest din urma caz procedam astfel:

* Potrivim compasul astfel incat deschiderea sa sa
coincida cu unitatea de masura.

» Asezam compasul cu varful in origine si, in sensul pe
care l-am ales, construim numarul 1.

* Potrivind acum varful compasului in punctul cores-
punzator lui 1, obtinem numarul 2, intr-un mod analog.

* Pas cu pas, construim numerele naturale la rand, pana
cand ajungem la numarul dorit.

¢ Multimea numerelor intregi

Uneori, numerele naturale nu sunt suficiente pentru a descrie o anumita situatie.

Sa analizam!
in campionatul de fotbal al

A Numerele naturale se
reprezinta, de fapt, pe o
semidreapta.

O Reprezinta pe axa numa-
rul 6. Pofiface aceasta repre-
zentare utilizand compasul
numai de 3 ori? (Fara a folosi
rigla gradatal)

@ Explicd semnificatia nu-
merelor negative din tabelul
de mai jos.

Divizia C. Clasamentul final al seriei C8

Diviziei C, echipa ”ASA Tg Mure$” a Loc Echipa Meciuri | Victorii | Egaluri |infrangeri nic;g;r{e ,:;rf#:tr‘; Puncte |Adevar
i e ol R R R T R TN
goluri si a primit 26. Pentru a diferentia [2 ]| ashtomuwes | 26 | 15 | 5 | [ 42 | 26 | s0p | +11
intre cele dous cazuri, spunem ca [ o | Mrosuituaus | 26 || 12 [ 6 || 8 [ 31 | 26 [420 | v
prima echipa are golaveraj pozitiv, + [+ ] Tr,aclmmlﬂB"fw_ |20 [ 12 | & | 10 | s [ a1 [40p | 1
16, iar cea de-a doua are golaveraj | Chm:'caTamav,em 26 | 1o | 7 | & [ 34 |2 |aop] v
negativ, -3. Am folosit, pe langa L& | Ava?ml Reghin | 26 | 12 | 3 || 11 | 27 | 24 [sop | 0
numerele naturale 42, 26, 23 si | 7. |Transkurier Sf.Gheorghe | 26 | 10 | 8 | 8 [ 25 | 20 |38 |
numarul negativ -3. " [8 |  movhsoata [ 26 |10 [ 7 | 9 [ 3 [37 |37 2
Numerele negative pot fi si ele | 9 | GazMetanTgMures | 26 | 10 | 7 | 9 [ 20 [ 28 [37p [ -2
reprezentate pe axa. Mai precis, ele [10.|  unireaungheni | 26 | 11 | 4 | 11 | 34 | 38 [37p | -2
sunt asezate astfel incat —n si n sa || CSMENAFagaras | 26 | 10 | 5 | 11 | 20 [ 31 |3ep [ 4
fie simetrice fata de origine, pentru [12 ] CS Predeal 26 | 7 | 7 | 12 | 23 |2 |28 |-

orice numar natural n.

© Marcheaza pe axa numa-

: : : : : : : : : rul -4, folosind o rigléd
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 negradata si un compas.



O Gaseste numerele ratio-

nale egale cu 3 din sirul:

5
6 12 9 2
4 8 4 3

© Amplifica fractia % cu 2,
cu-1sicu4.

a-m
® De ce sunt fractile .,

. m .
s echivalente?

@ Simplifica fractia 12 prin
18
2, 3si-6!

® Poti simplifica fractia % ?

De ce?

A o fractie care nu mai
poate fi simplificata (decat
prin +1) se numeste
ireductibila.
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4 Multimea numerelor rationale
Atunci cand trebuie sa lucram cu parti ale unui intreg, folosim numerele rationale.
Acestea pot fi reprezentate in doua moduri, pe care le descriem in continuare.
< Reprezentarea numerelor rationale ca fractii
. . y ) oom
Putem scrie numerele rationale sub forma de fractie de tipul —,unde m,ne Z, n # 0.
n

Sa analizam!
Un stadion are 25 000 de locuri, din care 5 000 la tribuna 1, 10 000 la tribuna a 11-a si

1
10 000 la peluza. Aceasta inseamna ca 5 din locurile stadionului sunt cele de la

tribuna I, % sunt cele de la tribuna a ll-a si tot % din capacitatea stadionului este
reprezentata de locurile de la peluza.
Administratorul stadionului a comunicat aceasta informatie, spunand ca 40% din
locuri sunt la tribuna a ll-a: 40% = 402 .
100 5
Sa retinem!

Doua fractii % si § (cum, n, p, g€ Z, n+# 0, g # 0) sunt echivalente daca

m - g = n - p. Fractiile echivalente reprezinta acelasi numar rational. Douad numere
rationale sunt egale daca sunt reprezentate prin fractii echivalente.

Exemplu
Fractiile % Si % sunt echivalente, asa cum
se observa si pe desen.
Numerele _72 Si %0 sunt egale, in timp ce numerele :—; Si _?1 nu sunt egale.

< Cum obtinem fractii echivalente?

N . A o Ap s . ..m < N
Daca inmultim atat numaratorul, cat si numitorul fractiei P numarul intreg a # 0,

. .oam . o m o i .
obtinem fractia 4 v care este echivalenta cu P Spunem ca am amplificat fractia
™ cu a. Scriem aceasta m_am
n a. n an’

< . m N A I Ay s .
Invers, sa presupunem ca n este o fractie in care atat numaratorul, cat si numitorul

sunt divizibile prin numarul intreg d, adicé existam’' sin'€ Z, cum=d-m'sin=d-n'.
m . m' m
Fractiile n Si " sunt echivalente. In acest caz, am simplificat fractia n prin d si

. (d '
scriem 7t =1

n n
Exemplu
S consideram fractia = . 30 si 348 sunt divizibile prin 2, deci 30 =15
lia 34g- 305 90 34 ~174°
15¢ 5

Mai departe, 15, si 174 sunt divizibile prin 3. Putem simplifica si avem 174 " 58’
30 _ 5

deci 348 58" Aceasta ultima fractie nu mai poate fi simplificata (decéat prin 1 sau -1),

deoarece 5 nu este divizor al lui 58.




in general

!

. ..om .. o . e s . ..o m
Pentru orice fractie , gasim, dupa simplificari succesive, o fractie '

echivalenta cu % si care nu mai poate fi simplificata (decat prin 1 sau -1).

Uneori, este utila scoaterea intregilor din fractie. Aplicand teorema Tmpartirii cu
rest, putem scrie numaratorul m sub forma m =n-q + r, unde g € N este catul, iar

re {0, 1, ..., n - 1} este restul impartirii lui 7 la n. Obtinem % = 6]%.

40 _419. -557'_55_o4. —40_ _ .@__( E)__B
Exemplu 51="21 17 =17~ %% 21 Vo= a1)= oy
De asemenea, poate fi utila introducerea intregilor in fractie.
4 4 "2 4 26

Exemplu 2ﬂ=2+ﬂ_ $H=91

< Reprezentarea numerelor rationale sub forma zecimala

Putem scrie numerele rationale sub forma zecimala (cu virguld). Intalnim trei
tipuri de astfel de scrieri:

a) finite:  0,25; -1,752; 3,443;
b) periodice simple:  1,(3); 2,(24); -6,(5);
c) periodice mixte:  2,41(2); -3,12(3); 5,223(2).

Numerele zecimale sunt utile atunci cand lucram cu unitati de masura si cu multipli
si submultipli ai acestora.

Exemple
1m=0,1dam = 0,01 hm = 0,001 km
1 ban = 0,01 lei.

< Cum trecem de la o forma de reprezentare la alta?

Intrucét folosind inmultirea cu -1 putem schimba semnul unei fractii, in exemplele
de transformari lucram cu fractii in care atat numaratorul cat si numitorul sunt pozitive.

Trecerea din forma fractionara in forma zecimala se face impartind numaratorul
fractiei la numitorul acesteia.

© Gaseste fractii egale cu

20 s'ﬁ care nu mai pot fi
36 ¥ 90 u marpotii

simplificate.

@ Explica deosebirile dintre
diferitele tipuri de numere
zecimale.

A orice numar intreg se
poate scrie in forma zecimala
daca adaugam dupa virgula
numai cifre de 0. De exem-
plu, 29 = 29,0 = 29,00.

A Dacslao fractie zecimala
finita adaugam zerouri dupa
cifrele semnificative de dupa
virguld, atunci valoarea
acesteia nu se schimba. De
exemplu: 3,413 = 3,41300.

Exemple
2 _ 2 |25 2 _ 23 31_ 31 [12
25~ 0 0 [0,08 3-00) 0 [0,66... 13 = 2583) 24 [2,5833...
20 20 =70
0 18 60
200 =20 100
200 18 96
=== = ==40
36_
==40
36
=4
Observam ca deimpartitul 20, Observam ca deimpartitul 40, catul 3
catul 6 sirestul 2 se repeta. Aceasta si restul 4 se repeta, ceea ce inseamna ca
inseamna ca obtinem perioada 6. am obtinut o fractie mixta cu perioada 3.

Orice numar zecimal poate fi scris sub forma fractionara. Pentru cele trei tipuri de
numere zecimale exista trei algoritmi diferiti de transformare.

Exemplul 1: Numere zecimale cu scriere finita
254 12547 627

1,254 =12 = =22
1000 1000 500

@ Scrie sub forma zecimala
fractiile:
27 9 43 -17 8 -1

20°13'15° 40 ' -7 ¥ 1a-

11



627
@ Verifica faptul ca 500

forma zecimala 1,254.

are

® Observa exemplele si
formuleaza reguli de transfor-
mare.

@ Efectueaza transforma-
rile inverse!

® In figura de mai jos,
dreptele orizontale sunt para-
lele. Compara rapoartele
segmentelor determinate de
aceste drepte pe cele trei
secante, apoi calculeaza x.

/

3/&3 4

T

@ Reprezinta pe axa nume-
2 3 14 8

rele 15 5

12

Exemplul 2: Numere periodice simple numarul format cu cifrele din

o 4~ perioada
12 210" 70 4 _ 31
1 2(12)=2= = 2) 3,(4) =
99 99 33 9 9’

o cifra in perioada
Exemplul 3: Numere periodice mixte
numarul format cu cifrele din afara perioadei

~

012(3)_123—@_ 111¢ 37

’ 900 900 300
AN

o cifra in perioada 2 cifre in afara perioadei

< Cum reprezentam numerele rationale pe axa numerelor?

Am vazut ca numerele intregi pot fi reprezentate pe axa numerelor. Cum putem
include si multimea numerelor rationale pe aceeasi axa?
Sa analizam!

Vrem sa reprezentam pe axa numarul 5 As

0 B

Pentru aceasta, ducem prin O o semidreapta distinctd de axa numerelor. Pe
aceasta semidreapta, construim segmente de lungimi egale, pornind din O:

OA =AA, =AA =AA =AA,.

Unim A, cu punctul B, corespunzator lui 1. Ducem prin A,, A,, A, si A, paralele la
dreapta AB. in acest fel, am impartit segmentul OB, de lungime 1, in 5 segmente
egale, de lungime %
4 Multimea numerelor reale

Anumite probleme concrete au condus la utilizarea unor numere care nu sunt
rationale. A aparut in acest fel necesitatea introducerii unei multimi mai largi de numere,
aceea a numerelor reale, notata cu R.

Exemplul 1

Domnul Popescu vrea sa isi construiasca in gradind o mica sera. Pentru
constructia ei, va realiza intai o structura metalica. in centru va aseza tarusi verticali
de 2 m, la margini tarusi cu indltimea de 1 m, iar latimea serei va 0
fi de 2 m. Domnul Popescu a realizat o schita cu profilul serei
pentru a calcula dimensiunea barelor oblice care urmeaza sa sprijine
acoperisul. A determinat mai intai lungimea segmentului OB, care A
este 2 -1 =1 (m) si pe cea a segmentului AB, egal cu jumatate 1[ }1
din latimea serei, de 1 m.

Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul OAB, a obtinut: T
OA?2 = 0B? + AB? deci OA2=2

Domnul Popescu si-a dat seama ca, pentru a realiza traversa oblica are nevoie
de o bara cu lungimea de J2 m. Utilizand calculatorul, a aflat ca V2~ 14142 ;
domnul Popescu a decis sa utilizeze o bara de 1,42 m pentru realizarea acoperisului
serei.



Sa demonstram!

V2 nu este numar rational.

Daca, prin absurd, +/2 ar fi numar rational, el ar putea fi scris sub formé de fractie

ireductibila, adica 2 = " (m,ne Z n+#0,msinprimeintre ele).

2
Prin ridicare la patrat am obtine 2 = "L~ | deci m? = 2n2. Aceasta ar insemna ca m
n

este numar par, deci m = 2/, cu [ € Z. inlocuim m in egalitatea m? = 252 si deducem
4/2 = 2n?, asadar n? = 2/2. Acesta relatie ne conduce la concluzia ca si n este numar

. .. m . . . . o o
par. Dar atunci fractia S8 poate simplifica cu 2, ceea ce contrazice ipoteza facuta.

Numarul ~/2 este un numar irational. El poate fi reprezentat pe axa numerelor cu
rigla si compasul astfel: X

- construim un triunghi dreptunghic isoscel ABC (m(A) =90°) avand catetele
egale cu unitatea de masura;

- pe axa numerelor masuram, cu ajutorul compasului, un segment cu unul din
capete in origine si cu celdlalt pe semidreapta pe care sunt situate numerele pozitive,
astfel incat lungimea sa sa fie egala cu lungimea ipotenuzei BC a triunghiului construit

anterior. 0
C .4./ @
S i
1
©
Exemplul 2

ATy B 0
inca din Antichitate s-a observat ca raportul dintre lungimea unui cerc si diametrul
acestuia nu depinde de cercul ales (fiind asadar acelasi pentru toate cercurile consi-
derate). Valoarea acestui raport a fost notata cu n. in calcule, folosim pentru = di-
verse aproximari. De obicei, aproximam r cu 3,14.
Se stie ca numarul & nu poate fi construit cu rigla si compasul pe axa numerelor.
Singurul mod in care putem ,vizualiza” numarul = pe axa este sa ,rostogolim” (fara

23

< 1
frecare) un cerc deraza 5.

DNGIC

Asezand cercul in origine si apoi rostogolindu-l in sensul ales pe axa, punctul care
initial se afla in origine, la incheierea unei rotatii complete se va gasi in dreptul numarului .

in general

Nu orice numar real poate fi reprezentat pe axa cu rigla si compasul. Totusi,
fiecarui numar real ii corespunde un punct de pe axa numerelor si reciproc. Am
,completat” in acest fel axa numerelor, obtinand o corespondenta intre multimea R si
punctele unei drepte.

® Demonstreazad ca /5
este numadr irational. Stabi-
leste daca J5 poate firepre-
zentat pe axa numerelor cu
rigla si compasul si, in caz
afirmativ, explica modul de
reprezentare!

A Pe site-ul
http://iwww.zenwerx.com/pi.php
pot fi vizualizate primele 4
milioane de cifre de dupa
virgula ale lui .

@ De ce acest cerc trebuie

s 1
sa aiba raza 5 ?

13



@® Observd modul in care
se succed zecimalele numa-
rului 0,123456789101112....

Este rational acest numar?

) Ce se poate spune des-
pre segmentul OA cand a = 0?

A Modulul oricarui numar
real este un numar pozitiv
sau 0.

A Vectorul AA se numeste
vector nul si este notatcu 0 .

) Ce legatura exista intre
modulul unui numar real a si
lungimea vectorului OA aso-
ciat pe axa?

@ Cum sunt sensurile vec-
torilor OA si OB dacd A i
corespunde unui numar pozi-
tiv, iar B unui numar negativ?

B Gaseste in figurile alatu-
rate si alte perechi de vectori
egali!

¢ Construieste punctul Q
in cazul in care N = P.

@ Completeaza demon-
stratia alaturata.

Reprezinta situatia in care
punctele M, N si P sunt coli-
niare. Se pastreaza enuntul?

14

Sa retinem!

in continuare, facem cateva precizari privind reprezentarea numerelor reale. Am
vazut ca pentru numerele rationale avem trei modalitati de scriere in forma zecimala
(finita, periodica simpla, periodica mixta). Ceea ce caracterizeaza numerele irationale
este faptul ca zecimalele de dupa virgula nu se repeta periodic.

Spre exemplu, in cazul numarului 1,23(456), a treia, a sasea, a noua, ... cifra de
dupa virgula este 4; a patra, a saptea, ... cifra este 5 s.a.m.d. Datorita periodicitatii,
stim exact ce cifra urmeaza in scrierea numarului rational considerat.

in cazul unui numar irational, chiar daca stim regula de succesiune a cifrelor de
dupa virgula, numarul nu este periodic. Putem insa lucra cu aproximari zecimale ale
unui astfel de numar. De asemenea, exista diferite formule prin care se exprima cu
precizie numere reale. Cateva exemple de acest fel apar in lectura de la pagina 21.

¢ Interpretarea operatiilor cu numere folosind operatiile cu vectori

Fiecarui numar real a i corespunde un punct A de pe axa si reciproc.

0 A
Prin definitie, modulul numarului a este egal cu lungimea segmentului [OA] si

este notat cu |a| . Caracterizam numarul a prin vectorul OA .
Vom arata in continuare ce legatura exista intre operatiile cu numere reale si
operatiile cu vectori.

Sa ne amintim!

< Vectori

Orice doua puncte A, B (nu neaparat distincte) determina un
vector, notat AB . Punctul A se numeste originea vectorului AB,
iar punctul B se numeste varful lui AB.

/B
A
Fiecarui vector nenul ii asociem directia, sensul si lungimea sa.

Doi vectori AB Si CD sunt egali dacd mijlocul segmentului [AD] coincide cu
mijlocul segmentului [BC].

Exe[nple
In fiecare dintre desenele de mai jos sunt reprezentate puncte A, B, C, D pentru

care avem A_B. = C_D. .
B
A
(1 D A B M C D

C

Sa demonstram!

Pentru orice vector MN si pentru orice punct P, exista un unic punct Q astfel
incat MN = PQ.

M N
Punctul Q se obtine astfel: se construieste
mai intai mijlocul N' al segmentului NP, iar punctul
Q cautat este simetricul lui M fata de N’ =




< Suma vectorilor

Sa ne amintim!
Suma a doi vectori se calculeaza cu regula paralelogramului sau cu regula

triunghiului.

/B ﬁ :
A
C D

Regula paralelogramului: Regula triunghiului:

Fiind dati vectorii Transportam unul din vectori Transportam unul din vectori
AB si CD cu originea in originea celui- | cu originea in varful celuilalt.

I ‘I“ ’ lalt. Suma vectorilor (§) | Suma vectorilor (s ) este cea
ca lem - este diagonala (orientats) de-a treia latura (orientata) a
§=AB+CD. paralelogramului format. triunghiului.

A B C D
s

Aplicam regula triunghiului (se va
obtine un triunghi alungit!).

Fiind dati vectorii coliniari AB Si
CD, calculam § = AB+CD.
Sa observam!

Consideram pe axa numerelor punctele A si B corespunzatoare numerelor 2 si -3,
precum si vectorii OA si OB.

B 0} A
_M T H
-3 0 2

Suma 2 + (-3) este egala cu -1, iar suma vectorilor OA si OB este egala cu
vectorul OC , unde C este punctul asociat numarului -1.

C 0]

—|:.,. (.) —

_3 Z

in general

Daca a si b sunt numere reale, iar A si B sunt punctele corespunzatoare de pe
axa, atunci numarului a + b 1i corespunde pe axa punctul C pentru care:

OA+0B=0C

Sa analizam!

1) Daca numerele a si b au acelasi semn, punctele A si B sunt de aceeasi parte
alui O. Numarul a + b are acelasi semn cu a si cu b, iar modulul lui a + b este egal
cu suma modulelor lui a si b.

la+b|=|a|+b| .

(:) 7 7 7 ?A T ;Bi T T T »C::
0 a b a+b

OA+0OB=0A+AC=0C-

M Se poate aplica regula
paralelogramului pentru
suma a doi vectori coliniari?

) Reprezintd suma vec-
torilor din desen. (Cele doua
segmente orientate au
aceeasi lungime.)

1 T f

D llustreaza printr-un desen
adunarea a doud numere
negative alese de tine.

D Explica ce se intampla in
cazul in care b = -a.

15



€ Foloseste operatiile cu
vectoripentru a explica semnul
sumei.

2) Daca numerele a si b au semne contrare, punctele A si B sunt de o parte side
alta a lui O pe axa numerelor. S& presupunem ca b # -a, adica A si B nu sunt
simetrice fatd de O. In acest caz, semnul lui a + b este egal cu semnul aceluia dintre
numerele a si b, care are modulul mai mare. Aceasta regula poate fi explicata cu
usurinta cu ajutorul adunarii vectorilor:

B 0} A B C 0} A
b 0 at+b a b atb 0 a

&P Explica ce se intampl4 in
cazul in care scalarul A este
egal cu zero.

€ Fiind dat vectorul v, de
mai jos, deseneaza vectorii
2:vsi-3-v.

g

A Acelasi rezultat se obtine
inmultind scalarul 2 cu

vectorul de pozitie al
numarului -3. Realizeaza un
desen care sa ilustreze
aceasta afirmatie.

€® Interpreteaza cu ajutorul
inmuiltirii cu scalari regulile
S(*) (=)= ()"si

(=) ()= ()"

16

<& Inmultirea vectorilor cu scalari

Sa ne amintim!
Produsul dintre un scalar A si un vector AB este egal cu vectorul AC , obtinut astfel:
1) Daca AB=0, atunci AC=0.
2) Daca AB # 0, folosim urmatoarea regul:

! Pt i ' . =

A B C C A B

in cazul in care scalarul A este poxzitiv,
punctul C se afla pe dreapta AB, de aceeasi
partealuiAcasiBsi AC=L-AB.

in cazul in care scalarul . este negativ,
punctul C se afla pe dreapta AB, astfel
incat B si C safie de o parte si de alta

aluiAsi AC=|\|-AB=-L-AB.

Sa observam!

Consideram pe axa numerelor punctul A corespunzator numarului 2 si vectorul
asociat OA . Produsul (-3) - 2 este egal cu -6. Pe de alt& parte, inmultind scalarul (-3)
cu vectorul OA se obtine vectorul OB , unde B este punctul asociat numarului -6.

B A

= : : — -

I o T 2
6 2

in general

Daca A si a sunt numere reale, iar A este punctul de pe axa corespunzator lui a,
atunci numarului A - a 1i corespunde pe axa punctul B pentru care \-OA = OB.

Sa analizam!

Interpretam regula semnelor pe care o folosim la inmultirea numerelor cu ajutorul
inmultirii vectorilor cu scalari.

1) Produsul dintre doua numere pozitive este un numar pozitiv: ,(+) - (+) = (+)
Altfel spus, inmultind cu un scalar pozitiv un vector al carui sens coincide cu cel al
axei numerelor, se obtine un vector cu acelasi sens, deci corespunzator unui numar
pozitiv.

?I

0 A B

2) Produsul dintre un numar negativ si un numar pozitiv este un numar negativ:

»(—) * (+) = (-)". Altfel spus, inmultind cu un scalar negativ un vector al carui sens

coincide cu cel al axei numerelor, se obtine un vector avand sens opus, deci
corespunzator unui numar negativ.

—= | |

B

A



¢ Proprietatile operatiilor cu numere reale
Urmatoarele proprietati caracterizeaza operatiile cu numerele reale:

Adunarea Inmultirea
atb=b+a Comutativitate a-b=b-a & Explica schemele
(a+b) +c=a+ (b+c) Asociativitate (ab)y-c=a- (b0 aléturate.
a+0=a Oesteelementneutru. 1 este element neutru. a-1=a
|
a+(—a) = Fiecare numarare  Fiecarenumarnenul ,.1_1 , .0
un opus. are un invers. a
Distributivitatea inmultirii fata de adunare
a-(b+c)=a-b+a-c
Exercitii si probleme

1. Putem interpreta asociativitatea adunarii cu ajutorul 7. Interpreteaza urmatoarele calcule, folosind repre-

@/’

unor diagrame de tipul celor de mai jos:

O@p @\\\\‘
@/
(a+b)+c=a+(b+c)

a) Reprezinta in acelasi mod, distributivitatea inmul-
tirii fata de adunare.
b) Analizeaza diagrama si stabileste cate operatii
se efectueaza pentru a calcula a - (b + ¢), respectiv
a-b+a-c

. Reprezinta pe axa numerele:

3 1
3; -2 1 T3 J3; /5.

. Scrie in forma zecimala numerele rationale:

3 41
a)g: b)g: ©71g:

4. Scrie in forma fractionara numerele zecimale:
a) 1,(27); b)0,3(6); c)0,42; d)2,1(3).

5. Arata ca numarul /3 nu este rational.

6. Reprezinta vectorii u + v si u - v, folosind desenul
alaturat. Reprezinta apoi vectorii
2-u,2-vsi2-u+2-v.

777
/]
J /7

\’/-

8. Exprima vectorii a,

zentarea pe axa si vectori.
a) (-2) +(-3) = -5;
b) (-4) +1=-3;

c)2-(-3) = -6;
d)(-5)(-2)=
b si ¢ din desenul alaturat
sub forma x- ﬁ+y V (cux,ye R).

10.

1.

\\\\Ty\\¥*§\
N SEEEEY SR
.Y AW

\\\\\\V\\\\\\
L N N S R O W W W

. Calculeaza in doua moduri:

a)(-2)+(-1)+0+1+2

a) Adrian i-a explicat Corinei regula semnelor astfel:
Semnul ,+” inseamna ,prieten”, iar semnul - inseam-
na ,dusman”. De aceea, regula ,+ - + = +" se traduce
prin ,prietenul prietenului meu este prietenul meu’”.
Verifica aceasta modalitate mnemotehnica pentru
inca un caz.

b) La adunare, semnul este dat de termenul ,cel mai
tare”. Inventeaza o poveste despre aceasta regula!

Foloseste asociativitatea adunarii si explicd modul
de calcul al unei sume in care apar atat termeni
pozitivi, cat si termeni negativi. Construieste un
exemplu.

. Calculeaza, utilizand eventual un minicalculator:

0,243 - (-2,37); -5,1234 +2,81.

17



Aplicatii ale proprictatilor operatiilor

A In contabilitate, semnele
matematice ,-" si ,+” sunt

inlocuite de cuvintele credlit,
respectiv debit.

O Care este bilantul familiei
Popescu dupa primul trimes-
tru? Completeaza tabelul cu
urmatoarele rezultate: totalul
veniturilor; totalul cheltuielilor;
bilantul la finalul trimestrului.

Ce proprietati ale aduna-
rii numerelor reale folosesti
pentru a verifica rezultatele?

@ Observa desenele siinter-
preteaza cu ajutorul lor for-
mulele de calcul rapid.

® Demonstreaza algebric
formulele de calcul rapid si
stabileste ce proprietéti ale
operatiilor cu numere se
folosesc.

18

) Aplicam si dezvoltam!

4 Calculul bugetului personal

Cand calculam bilantul bugetului personal, asociem de obicei numere pozitive
pentru venituri si numere negative pentru cheltuieli. in consecint, la calculul bilantului
trebuie sa tinem cont de regula semnelor de la adunarea numerelor.

Exemplu

Familia Popescu a alcatuit un tabel cu veniturile si cheltuielile realizate n primele

trei luni ale anului:

Luna Venituri Cheltuieli Bilant
ianuarie 2000 2100 -100
februarie 2150 2200 =50

martie 2150 2000 150

Astfel, in primele doua luni cheltuielile au fost mai mari decat veniturile, Tnregis-
trandu-se un bilant negativ: membrii familiei au beneficiat de posibilitatile de creditare
date de cardul de salarii. in cea de-a treia lun4, situatia s-a inversat, obtinandu-se un
bilant pozitiv.

4 Formule de calcul prescurtat. Calcul rapid

Sa ne amintim!
Pentru orice trei numere a, b, ¢, au loc egalitatile:

a b ;
(a+ b)2=a?+2ab + b? a d b
= +| El+
. b
a+tb
a-b
(a-b2=a?-2ab+ b? b4 =

a?-b*=(a+ b)a-b)

a-b

Aceste formule pot fi utile in efectuarea mai rapida a unor calcule. Spre exemplu,
pentru a calcula patratul unui numar, poate fi mai convenabil ca in locul calculului
direct sa scriem numarul dat ca suma a doua numere si apoi sa folosim formula de
dezvoltare de mai sus.

Exemple

1) (1001)2= (1000 + 1)2=1000?+ 2 - 1000 + 1 = 1000000 + 2000 + 1 = 1002001

2)992= (100 - 1)?= 10000 - 200 + 1 = 9801

3) 20062 - 20052 = (2006 + 2005)(2006 - 2005) = 4011.



¢ Rezolvaéri de inecuatii

Regula semnelor folosita la inmultire este utila si in rezolvarea unor inecuatii.
Exemplu

Sa gasim multimea numerelor x care verifica inecuatia (x - 1)(x + 2) > 0.

Pentru aceasta, realizam un tabel in care scriem semnele celor doi factori, x - 1
si x + 2 si apoi stabilim semnul produsului:

X —o0 -2 1 +0
x-1 - - 1 -0 o+ 4+ 4
x+2 - - -0 + + + +
(x-1)(x+2) + + 0 - -0 + + +

Din tabel, observam ca pentru x € (-, -2) U (1, +o0) expresia (x - 1)(x + 2) este
pozitiva, asadar multimea cautata este (-o0, -2) U (1, +o0).

¢ Operatii efectuate folosind calculatorul de buzunar

Proprietatile operatiilor cu numere sunt utile, de exemplu, cand vrem sa efectuam
calcule folosind calculatorul de buzunar.
Exemplul 1

Efectuam 3+3-5+3-7.

Varianta 1. incepem prin a tasta primul termen, 3, pe care il introducem in me-
moria calculatorului. Dupa aceea calculam 3 - 5, iar rezultatul 15 il introducem in
memoria calculatorului, el fiind adaugat la numarul deja existent in memorie, deci
calculatorul ,tine minte” numarul 18.

Procedam analog si cu produsul 3 - 7, astfel ca, in final, in memoria calculatorului
se afla suma dorita.

Succesiunea in care apasam tastele este urmatoarea:

Varianta 2. Observam ca in suma pe care vrem sa o calculam putem da numarul
3 factor comun, deciavem 3+3:-5+3-7=3(1+5+7).

Efectuam maiintai suma 1+ 5 + 7, iar apoi inmultim cu 3; rezultatul este acelasi,
deoarece inmultirea este comutativa.

A= ]3]
Exemplul 2

Determinam 3'° cu ajutorul unui calculator care nu are functia de ridicare la putere.

Varianta 1. inmultim pe 3 succesiv de 10 ori: 3'° =3.3....-3.
10 ori

Succesiunea in care apasam tastele este urmatoarea:

1 D3 JET IS N3 T S B LT NS
Varianta 2. Folosim urmatoarea relatie:

310 — 38+2 — ((32)2)2 . 32 .
Putem apasa tastele in succesiunea urmatoarea:

S = ) = A =

O Aminteste-ti si explica
semnificatia fiecarui element
din tabel.

© Rezolva inecuatiile:
(c+1)(x-2)<0;
(1-x)(3+x)<0.

A in efectuarea calculelor
am utilizat un calculator
Casio FX-82SX.

Calculatoarele de buzunar
de alt tip pot utiliza alte mo-
dalitati de a aplica proprieta-
tile operatiilor.

Intotdeauna cand se folo-
seste un astfel de calculator,
trebuie cunoscut modul in
care opereaza, pentru a evita
rezultatele gresite. Este de
asemenea important sa
estimezi ordinul de marime al
rezultatului, pentru a nu avea
surprize atunci cand algorit-
mul de programare al calcu-
latorului este altul decéat cel
scontat.

® Efectueaza ridicarea la
puterea a 10-a a lui 3
apasand cat mai putine dintre
tastele calculatorului.

A Pentru a calcula numarul
52 se apasd tastele in ordinea

HISIO)
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Exerci

1.

20

tii si probleme
lleana si Sorin au cal- —
culat suma numerelor 13(-2/ 04 |1 lb
din t:abelul a_Iat_ura_t in 11312 |-10] 3
doua moduri diferite.
lleana a calculat mai 4 |5(-8]-15 1
intai sumele pe linii, 0l-3|4]|7]|-8
pe care le-a inscris in Cl
casutele libere din .

dreapta, apoi a adunat d
rezultatele sia completat cu suma gasita casuta cu
simblul . Sorin a procedat astfel: a calculat
sumele pe coloane, apoi a adunat rezultatele inscrise
pe ultima linie. Explica de ce lleana si Sorin au obti-
nut aceleasi rezultate finale. Efectueaza calculele.

. Arata ca, daca fractiile % Si % sunt echivalente (a, b,

¢, d € Z*), atunci si urmatoarele fractii sunt echiva-
lente:

Sic+a’
b ¥ d -

) Lsi i)

. Inlocuieste fractiile urméatoare cu fractii echivalente,

care nu se mai pot simplifica:

32 30 570
) 245 P 3a3: © g

. Delia si Mihai joaca urmatorul joc:

Peotabla 2 x 2, ei completeaza
pe rand patratelele cu numere
reale si la sfarsitaduna numerele
de pe linii, respectiv de pe coloane.
Delia castiga cate 1 punct daca
suma pe prima linie (respectiv pe
a doua linie) este mai mare decat suma pe prima
coloana (respectiv pe a doua coloana); in caz contrar,
punctele se acorda lui Mihai. In caz de egalitate a
sumelor, nici un jucator nu primeste puncte.

a) Demonstreaza ca jocul se termina totdeauna la
egalitate.

b) Analizeaza jocul pentru o tabla 4 x 4. n acest
caz, este posibil ca Mihai sa castige jocul cu scorul
de4 -07?

Delia

Mihai

. Demonstreaza in doua moduri egalitatile:

a)4-12 b) 0,(6) = 0,6(6)
c)0,5(25)=0,(52) d) 5i = %
. Calculeaza:
a) (V2 +1y
b) (v3-1)?

¢) (V5+v2)(v5-+2).

10.

1.

12.

13.

14.

. Rezolva inecuatiile:

a)(x-1Nx-2)(x-3)<0,xe N.
b) x2 < 2x, x € R.
c)3x-x2<x,xeR.

. Calculeaza cat mai simplu:

a) 101 - 99;

c)52-62+72-8%

d)2172-101-2170- 101+ 3 - 101.
)

b) 1012

e

1 n 1 n 1
V2+1 V342 JA+J3C

. Verifica egalitatea:

(a+b+c)=a?+ b>+ c+ 2(ab + ac + be).
Reprezinta apoi printr-un desen formula anterioara.

Foloseste calculatorul de buzunar pentru a efectua
urmatoarele calcule:

a)5+5-8+5-13

b) 23+ 5° + 93

c)7+104 - (42 + 51)

Descrie succesiunea de apasare a tastelor pentru a
calcula cat mai simplu (adica apasand tastele de
cat mai putine ori):
a)5’; b) 29; c) 17°.

Anticipeaza rezultatul urmatoarei succesiuni de
operatii:

Foloseste apoi un calculator de buzunar si verifica
rezultatul propus.

Calculatoarele de buzunar afiseaza aproximari ale
unor numere reale. De exemplu, ca rezultat al
calculului 1: 3, pe display-ul calculatorului apare
0,333333 (eventual, si alte cateva zecimale).
Verifica acuratetea calculatorului tau de buzunar,
efectuand urmatoarele calcule:

a) =8 =) 3] =

o ==

Ce rezultate ar trebui sa obtii? De ce?

Calculeaz in dou moduri (v7 +~/3)(7 =/3):
a) folosind un calculator de buzunar;

b) folosind formule de calcul rapid.

Compara rezultatele.



Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
@ sa recunosc si sa diferentiez multimi de numere
@ sa identific proprietati ale operatiilor algebrice
& sa compar proprietati ale adunarii si inmultirii, in scopul identificarii unor algoritmi
@ sa exprim proprietati ale multimilor de numere
@ sa utilizez similaritati Tntre operatii in deducerea de proprietati?

) Test de verificare

1. a) Propune trei exemple de numere rationale si doua exemple de numere intregi.
b) Precizeaza dacd numérul ¥/8 este numar irational.

2. Stim ca inmultirea numerelor naturale este distributiva fata de adunare. Operatia de ridicare la putere, adica
operatia descrisa prin a = b = a*, se defineste cu ajutorul inmultirii. Este oare adevarat ca si aceasta operatie
este distributiva fata de adunare?

3. Atunci cand inmultim un numar zecimal cu 10", n € N, mutam virgula spre dreapta, cu 7 cifre. Foloseste aceasta
proprietate pentru a justifica algoritmul de transformare a numarului zecimal 0,(12) in fractie.

4. Calculeaza suma: ((...(((-1) + 1) = 1)...) = 1), in care sunt 2007 paranteze deschise ,(” si 2007 paranteze inchise,,)".

5. La adunarea fractiilor este nevoie sa aducem termenii la acelasi numitor. Explica de ce nu este necesar sa
facem acest lucru si cand inmultim fractii.

Lectura

De-a lungul timpului, matematicienii au fost interesati sd gdseascd o valoare cdt mai exactd pentru rsi sd decidd dacd
acesta este un numdr rational sau nu.

Arhimede (sec. Il i.H.) a determinat = cu trei zecimale exacte, stabilind cd 3,141 < =< 3,142. El a folosit metoda
poligoanelor regulate inscrise si circumscrise unui cerc.

Aceeasi metodd a fost utilizatd si de Ptolemeu (sec. Il d.H.) si de al Kasi (sec. XIV-XV), acesta din urmd determindnd
primele 17 zecimale ale lui r.

Perioada secolelor XVI-XVII a fost bogatd in rezultate referitoare la .

In 1593 Viéte a dat pentru r formula de calcul ca produs infinit:

%=\/;-\/a+ax/a~\/a+a\/a+ax/5-...(unde a=%).

2 1
John Wallis (1655) a exprimat msub forma de produs infinit: =554 4 6" 6 8 g " fiind prima datd cand reste

reprezentat cu ajutorul unui sir de numere rationale.

Alte formule care permit aproximarea lui = au fost date de Newton (1676): % =1+ 231. 3 + 273. 5 + 2105 7 +
o Lm_q 1,11
sau de Leibniz (1682): 5 =1 3t 7t

- . o . . . a
In 1768 Lambert a demonstrat faptul cd r este un numdr irational, deci nu poate fi reprezentat sub formd de fractie b

cua,bez b #0.

21



Unitatea de invatare 2

) Test initial de autoevaluare

Calcul numeric

Exponentiale
si logaritmi

Calcul
procentual

Coordonate
in plan

Calcul algebric

Functii

22

Rezolvand exercitile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitati de invatare.

1. Calculeaza:

a)3+4-(-5) b) 3+6+8)-4 c) 4,85 + 2,59

d) 5,73 - 2,99 e) (4,69 +5,03):3 f)6,12-0,3-4,8

g) 25,2:0,25 h) 12,4 + 12,4 -9 i)3,7-314
2. Determina:

a) (-3)3 b) 62 c) log,27 d) log,0,25 e) log,Y/6

f) 191000 g) 10 h) 1g(0,1) i) 1094 j) log 25
3. Calculeaza:

a) 30% din 90 m b) 15% din 60 kg

c) 5% din 10% din 100 km d) 75% din 25% dintr-un litru.

4. Precizeaza:
a) Care este diferenta de pret la o scumpire cu 15% a unui produs care costa 54 lei?
b) Cat la suta reprezinta 70 m din 350 m?
c) Cu ce procent s-a marit costul unui obiect al carui pret s-a dublat?
d) Ce pret actual are o pereche de manusi care costa 25 lei si a fost scumpita cu 10%,
apoi ieftinitd cu acelasi procent?

Alege raspunsul corect!

5. In desenul urmator sunt reprezentate 6. Punctul A(2; -1) are reprezentarea
punctele de coordonate: grafica:
a) (2; 0) si (0; 4) y

b) (2; 2) si (4; 4)
c) (0; 2) si (4; 0)

7. (3x - 2)% este egal cu: 8. (x + 3y)(x% - 3xy + 9)?) este egal cu:
a) 27x% - 54x? + 36x - 8 a) x® + 27)° b) x% - 27y3
b) 27x® - 54x + 36x - 8. c) x3 - 27x2y + 9xy? - 27)°.

9. Fiecare desen este reprezentarea geometrica a graficului uneia dintre functiile de mai
jos. Asociaza graficul cu functia corespunzatoare.

a)f:{—1;0;%}—>lR,f(x)=1-2x b)g:R— R, g(x)=1-1x

4
) h:(-0;2] > R, h(x)=§+3 d) 7:[0; +0) > R, f(x) = x2 + 1.
@ ® 34y @ ,y
5-
4.
34 *-13
21 12
1 3 ¥ A
: A S
% 3 X Ol 123 4 -10 ;_1 x




Functie si masura - recapitulare

Masurare, reprezentare, analiza de date
) Ne amintim si exploram!

4 Cum caracterizdm numeric obiectele?

Numarul natural a aparut in mod firesc, pentru a caracteriza multimi finite de
obiecte. Pentru a face reprezentari insa, lucram cu multimi continue si infinite (in
sensul ca sunt alcatuite dintr-o infinitate de puncte): segmente, curbe, suprafete,
corpuri. Caracterizarea numerica a acestora a condus, de-a lungul timpului, la aparitia
a diferite tipuri de numere, prin intermediul operatiei de masurare. Cand masuram o
marime oarecare, este nevoie de o unitate de masura. Pentru masurarea lungimii,
oamenii au ales de-a lungul timpului diferite unitati de masura. Unele dintre acestea -
pasul, cotul, nodul din navigatie - se regasesc, din motive practice, in diverse etape
istorice. De exemplu, cotul este si astazi, la unele populatii, unitatea de masura cea
maila indemana in masurarea tesaturilor.

Odata convenita o unitate de masura, a masura o marime oarecare revine la a
determina un raport: cand spunem ca o sala de clasa are lungimea de 5 metri,
determinam raportul intre lungimea salii si unitatea de masura aleasa (in acest caz,
metrul). Spunem ca masurarea se face prin cuprindere.

Masurarea presupune deci doua operatii distincte: alegerea unei unitéti de masuréa
adecvate si compararea a ceea ce se doreste masurat cu unitatea aleasa. In acest
fel, asociem un numar marimii date initial.

Matematicienii antici au crezut multda vreme ca orice doua segmente sunt
comensurabile, adica exista o unitate de masura bine aleasa care se cuprinde de un
numar intreg de ori in ambele segmente. Teoria lor este de natura atomista: ei credeau
cé orice obiect fizic se poate diviza doar pana la ,,caramizile” componente ale materiei,
pe care le-au numit atomi.

in scoala lui Pitagora, s-a descoperit cu uimire ca exista si marimi incomensurabile.
De exemplu, diagonala si latura unui patrat nu pot avea o unitate de masura comuna.
Acest fapt, care contrazicea intregul sistem filosofic de pana atunci, a fost atat de
surprinzator, incat pitagoricienii I-au ascuns vreme de cateva sute de ani! Ulterior,
reconsiderarea acestui fapt a condus la formarea constiintei ca exista si altfel de
numere, in afara celor rationale, numere pe care anticii le-au denumit irationale.

4 Masurarea

Masurarea suprafetelor se aseamana unui joc de puzzle:
amasura o suprafata presupune a afla de céate piese identice
(unitati de masura) este nevoie pentru a acoperi suprafata
respectiva. Fiecare poligon are o arie bine determinata. De
exemplu, figura alaturata are aria de 40 de unitati de masura.

La fel, pentru a determina volumul unui corp, trebuie sa vedem de céate ori se
cuprinde unitatea de masura in acel corp. Fiecare poliedru are un volum bine determinat.

Spre deosebire de geometrie, masuratorile statistice sunt doar estimative; pe de
o parte, ele depind de perceptia respondentilor fata de subiectul analizat, iar pe de
alta parte sunt obtinute prin extrapolare. Aceasta presupune intelegerea tendintei de
variatie a unor functii pentru care cunoastem doar cateva date numerice.

A Numarul rational a apérut
ca raport al masurilor a doua

marimi de acelasi fel.

Pitagora

O Ce arie are
figura colorata
din desen?

@ Ce volum are corpul de

mai jos?
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© Identifica perechi de
segmente congruente pe
reteaua de mai jos.

B / M
p D
pd K\
AS \
J \
~ N\ N
N
F L
H

@ Fira a face masuratori,
marcheaza mijlocul seg-
mentului AB din figura. Ex-
plicd modul de constructie.

B

v
4

\

© Propune exercitii de repre-
zentare a unui desen la
scara 2:1, folosind retele de
patrate pentru ghidare.

® Dupi ce se asambleaza,
cubul din figura se vopseste
in rosu. Cate cubulete vor
avea 3, 2, 1 sau 0 fete
colorate in rosu?

A

24

4 Configuratii geometrice utile in reprezentarea datelor

in Geometrie, reprezentarea datelor se face, de regula, cu ajutorul unei figuri
geometrice: pe o astfel de figura, marcam segmente sau unghiuri congruente, precum
si lungimi sau masuri de unghiuri, pentru a transmite informatia.

Exista insa si situatii in care o configuratie geometrica ,de fundal” contine in ea
suficienta informatie pentru ca reprezentarea prin desen sa fie relevanta in rezolvarea
problemelor.

< Retelele de patrate

Foile din caietul de matematica ofera o configuratie utila pentru probleme diverse
de matematica. Prezentam cateva sugestii de utilizare a acestei configuratii.

Exemplul 1: Congruenta unor segmente

Folosind reteaua de patrate a caietului de matematica,
putem desena usor segmente congruente. Congruenta poate B C
fi validata prin masurare si poate fi argumentata folosind
cazurile de congruenta a triunghiurilor.

Pe de alta parte, reteaua de patrate ofera o modalitate
de ,orientare” de tip vectorial: putem argumenta congruenta
unor segmente prin modul analog de constructie a acestora
(,mergem 6 patratele orizontal si 3 patratele vertical”).

Exemplul 2: Paralelismul dreptelor / /

Putem intelege mai bine relatia de paralelism daca
dreptele sunt trasate pe aceasta configuratie, deoarece avem
deja evidentiate doua familii de drepte secante (si anume
dreptele orizontale, respectiv verticale, ale retelei). / /

Exemplul 3: Calculul lungimilor si ariilor \ |

Folosind reteaua de patrate, putem determina usor ariile
unor figuri geometrice, deoarece patratul retelei este chiar
unitate de masura.

Exemplul 4: Intelegerea relatiei de aseménare | L
Asemanarea figurilor geometrice poate fi gandita ca o copiere ,la scara”.

<& Caietul ,,dictando”

Liniatura din caietele ,dictando” constituie o configuratie /|
geometrica utila pentru problemele de paralelism: liniile / |
caietului constituie o retea de paralele echidistante. Folosind / |
aceasta configuratie, putem justifica teorema paralelelor // \\
echidistante si proprietati legate de unghiuri formate de 7 i
drepte paralele cu o secanta.

< Cubul

Pe un cub se pot exemplifica teoremele de paralelism si de perpendicularitate, se
pot evidentia teoremele de determinare a planului. Cubul ofera o configuratie familiara
si datorita faptului ca putem ,umple” spatiul folosind cuburi identice.




4 Configuratii utile in reprezentarea datelor statistice

Viata cotidiana ne pune deseori in situatia de a utiliza date diverse. Fie ca este
vorba despre preturi, ore de transmitere a unor emisiuni TV, dobanzi bancare, informatii
privind numarul de persoane care au o anumita optiune, suntem zilnic asaltati de
informatii continand date numerice.

Tn cele mai multe cazuri, pentru a ne forma o parere realista, trebuie s& compardm
datele sau sa intelegem evolutia lor in timp. Astfel, informatia: ,Costa Rica are 4
milioane de locuitori” nu transmite nimic in sine; daca stim insa ca Bulgaria are 10
milioane de locuitori, putem compara Costa Rica (o tara indepartata, fata de Romania)
cu unii dintre vecinii nostri.

Putem compara mai usor variatia unor date daca le reprezentam astfel incat sa
evidentiem un anumit criteriu.

Exemplul 1: Accesul la internet
O revista de specialitate a publicat graficul cu bare din imagine, privind accesul la
internet.

(LT L 11— — S— "
140000000 + |
1 20000000 - l
BOODO000 -
Erinindil
40000000
20000000

B marhie 1999
w martie 2000

MNumér de persoane

Ametica Adrica
Canada de Sud
Continente | Tari

SLIA =i Euwrops Agia

Reprezentarea de mai sus ne permite sa identificam rapid care continente au cea
mai mare capacitate de acces la internet si in ce perioada. in acest caz, pentru a
compara efectivele de persoane care au acces la internet, comparam de fapt inaltimile
unor bare: aceste inaltimi exprima modul cum variaza pe Glob accesul la internet.

%
115
Exemplul 2: Variatia volumului constructiilor 110

Graficul alaturat reda variatia volumului lucrarilor 105

1090
102.8 110,0

de constructii in anii 1999, 2000, 2001, 2002, in raport 100—e °
cu anul 1998, in Romania. 951998 , , ,
Observam ca, daca unim punctele marcate, 1999 2000 2001 2002
variatia este mai evidenta. Se vede clar ca pe %
perioada mentionata este o crestere. Aceasta 15
crestere este mai accentuata in perioada 2000-2001 110 -ﬁmgoﬁaj
si mai lenta in perioada 2001-2002. 1051—102.8 :
100 /
“|99,8
¢ Analogia 71999 2000 2001 2002

in vorbirea curents, expresia.,... este la fel cu...” are o semnificatie bine determinat.
Spre deosebire de aceasta, in matematica, ,la fel” poate insemna mult mai muilt.
Doua triunghiuri ,la fel” sunt asemenea. Dar faptul ca
doua poligoane sunt ,la fel” ar putea insemna ca acestea au
acelasi numar de laturi, sau ca au unele proprietati comune.
De exemplu, putem spune ca patrulaterele din figura sunt ,la
fel”, deoarece ele au diagonalele perpendiculare.
Aceeasi caracterizare este valabila pentru configuratii din
contexte diferite. De exemplu, triunghiul (din geometria plana) este ,la fel” cu tetraedrul
(din geometria in spatiu), din perspectiva minimalitatii. ambele au numarul minim posibil
de varfuri si laturi.

@ Cum a variat accesul la
internet in perioada mentio-
nata, pentru fiecare grup de
tari in parte?

® Aproximeaza diferentele
privind accesul la internet in
1999 si 2000 pentru fiecare
doua grupuri de tari. Cate
comparatii trebuie facute?

© Graficele alaturate redau
variatia volumului construc-
tiilor in raport cu anul 1998,
luat ca an de referinta.

a) Cum este volumul con-
structiilor in 1999 fata de
19987

b) Cu cét a crescut volumul
constructiilor in 2001 fata de
2000? Dar in 2002?

© Gaseste diferite analogii
intre triunghi si tetraedru.
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® cCare poate fi analogul in
spatiu pentru linia mijlocie a
unui trapez?

@ Compara prin analogie
formulele privitoare la aria
trapezului, respectiv aria
laterala a trunchiului de
piramida.

Exercitii si probleme

Pentru a nu folosi exprimarea prea vaga ,,...este la fel cu...”, vom spune ca doua
configuratii sunt analoage daca proprietati ale uneia dintre ele se regasesc in cealalta
configuratie.

Exemplu. Sa analizam, de exemplu, analogia trapez isoscel - trunchi de piramida
regulata, evidentiata de tabelul comparativ de mai jos.

In plan In spatiu
Prin sectionarea unui triunghi isoscel Prin sectionarea unei piramide regulate
cu o dreapta paralela cu baza cu un plan paralel cu baza acesteia, se
acestuia, se obtine un trapez isoscel. | obtine un trunchi de piramida regulata.
Laturile neparalele ale unui trapez Muchiile laterale ale unui trunchi de
isoscel sunt congruente. piramida regulatd sunt congruente.

Fetele laterale ale unui trunchi de pira-
mida regulata sunt trapeze congruente.

Analogia este utila in interpretarea proprietatilor unor reprezentari schematice.
De exemplu, desenele alaturate reprezinta amandoua schema strazilor unui acelasi
cartier desi, din punct de vedere metric, ele nu pastreaza aceleasi dimensiuni.

O analiza a reprezentarilor grafice privind variatia unor date presupune de
asemenea realizarea de analogii si formularea unor generalizari. De aceea, intelegerea
unor fapte geometrice ne poate ajuta in analiza proprietatilor unor functii.

1. Diagrama de mai jos indica variatia cursului euro si 2. Observa tabelul si completeaza ce lipseste:

al dolarului in raport cu leul in 2004.

Piramida Conul

R AL
L

|
30000 :}t' !
. Baza piramidei este Baza conului este un cerc.
25000 (R R fin P e un poligon
jan. febr. martie apr. mai iunie iulie aug. sept oct.  now. Perimetrul bazei ... cercului
a) In ce luna diferenta intre cele doua cursuri este ﬁpotema b?ze',d : Raza TS
cea mai mare? pote_ma_plra_ml lei ... conului
A " - . . Muchia piramidei ... conului
b) In ce luna diferenta intre cele doua cursuri este - ” - = .
U ’ Aria laterala a Aria laterald a conului
Cea mal mica: piramidei regulate: circular drept:

c) In ce luna euro a avut cel mai mare curs? A=T7] L-G
d) In ce luna dolarul a avut cel mai mic curs? ! A= 5 =
e) Formuleaza si rezolva alte probleme pe baza

graficului dat.

s | O |4 C

3. Evidentiaza analogii intre elementele trunchiului de piramida si elementele trunchiului de con. Scrie astfel formulele
de arie si volum ale trunchiului de con circular drept.

26



Functii. Transformari geometrice
) Analizam si exploram!

4 Ce este o functie?
Sa observam!

Resortul din imagine se alungeste cu atat mai mult cu cat masa obiectului suspendat
este mai mare. Fizicienii au constatat ca, in conditii ideale, alungirea resortului este
direct proportionalad cu masa obiectului suspendat. © Determina alungirea, apoi
intinderea totala a resortului
in fiecare caz.

Exemplifica o posibila
utilizare practica a unui astfel
de resort.

@ Realizeaza un desen in
care de resort este suspendat
un obiect cu masa de 75 g.
Pastreaza propottiile din ima-
ginea alaturata.

509

100 g A Desi in teorie, alungirea
150 g resortului este proportionala
200g cu masa obiectelor sus-

Pentru resortul din figura coeficientul de alungire este 0,032. pendate la capatul lui, peste
anumite limite deformarea

Notam cu M multimea maselor obiectelor considerate si cu L multimea alungirilor are o abatere de |a aceast

posibile ale resortului. _ _ . o _ regula. Explica limitele unui
Putem exprima dependenta dintre alungirea resortului si masa printr-o functie: cantar care se bazeazd pe
fiM——L principiul resortului.

[=f(m)=0,032 - m

Sa ne amintim!

Se numeste functie un triplet (f; A, B), unde A este o multime ,de plecare”, numita
domeniu, B este o multime ,de sosire”, numita multimea de valori a functiei si f este
o lege de corespondenta care face ca fiecarui element din A sa-i corespunda un unic
element din B.

Notam f/: A — B, unde, pentru orice x € A, exista un unic element y € B astfel
incat f(x) = y. O alta notatie folosita este x — f(x) = y.

Exemple

O) @) ® ®
© Explicd de ce corespon-
denta ® nu reprezintd o
functie.

Corespondentele 1, 2 si 4 sunt functii, dar corespondenta 3 nu reprezinta o functie.

¢ Functia de forma x+» ax + b © Cum s-au obtinut datele
’ din tabelul care exprima va-

Sa notam intr-un tabel dependenta lungimii resortului de masa obiectelor din riatia lungimii in functie de
exemplul anterior. maséa?

masa (in g) 50 100 150 200
lungimea (incm) | 13,6 | 152 | 16,8 | 184
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Graficul alaturat corespunde tabelului de date an- Y
terior. Pe baza acestuia, putem descoperi lungimea 18,4+-----------------—
resortului Tn cazul unei mase mai mari de 200 g. 16,81 -----------——

Functia reprezentata alaturat poate fi descrisa prin =~ 19.27--"-—>>
legea de corespondenta #(x) = 0,032x + 12. Aceasta
este o functie ,de gradul intai”, iar graficul sau este o
dreapta.

© Foloseste graficul pentru
a determina lungimea resor-
tului pentru o masa de 250 g.

O] 50 100 150 200 x

¢ Functia patratica si functia radical
Functia care asociaza fiecarui numar real patratul sau se numeste functie patratica.

Exemplu
Functia x — x? este definita pe R si ia valori in R*=[0; +c0).

X x?
-2 4 Tabelul din stanga conduce 7
-1,5 | 225 la reprezentarea ilustrata in
-1 1 dreapta. \ A
-05 | 0,25 | :

® Completeaza tabelul: 0 0 i z“ :

08| -1,6 0,5 0,25 E N i

2 6,25 | 1,69 1 1 i
1,5 | 2,25 LN
2 4 3249 1 2 3x

O functie poate fi gandita ca o masina de calcul care proceseaza numere.

Sa comparam!

Functia patratica Functia radical
x— x5, xeR x—=>+x,xe€ R
Intrare lesire Intrare lesire
Domeniu Multime Domeniu Multime
de x5 PUter®a =Ty2 e valori de x> J SJx devalori

definiie R/ 222 TN R* definitie R* R*

x [t ; x|V y
0 0 0 0
0,5 025 N ¢ A 0,25]| 0,5
1 1 N 1 1
1,414...| 2 i 5 | 2 1,414...
2 4 T 4 2 e |
05 | 025 1INt AT
-1 1 N o]
1414 2 3-2-19 1 2 3x O 1 2 3 4 x
-2 4
@ Completeaza tabelul: Sa observam!
X 9 1,44 Consideram functia patraticd f: R*—> R* si functia radical g : R"—— R*.
Jx 16 19 | Schema de maijos exprima faptul ca aceste doua functii sunt inverse una alteia.
N

© Explica schema alaturata. _/_|—|_\
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¢ Functia exponentiala si functia logaritmica

O bacterie se inmulteste prin diviziune celulara.
Schema de mai jos sugereaza derularea acestui proces.

2 22

4 4
Dupa prima || Dupa a ll-a
diviziune diviziune

<5

Dupa a n-a
diviziune

Aceasta variatie corespunde functiei g : N — R, definita prin g(n) = 2".

Extindem functia g cu aceeasi lege de corespondenta considerand ca domeniu de
definitie multimea numerelor intregi. Obtinem astfel functia /: Z — R, f(x) = 2.

y Putem deduce si alte proprietati observand tabelul

8 de valori si reprezentarea grafica ale functiei 1.

x| 2] 1] o0 1 2

L flx) 1025 | 0,5 1 2 4
4

T » f'este o functie crescatoare

*Pentru x<0, f(x)<1
11 * Pentru x>0, f(x) > 1.
Y S X
2100123

Putem trasa graficul unei functii exponentiale definite pe R folosind un tabel de
valori si proprietatea de monotonie a acestei functii.

Exemple
Fie f: R — R functia exponentiala de
baza 2, descrisa prin f{x) = 2.

Fie g : R — R functia exponentiala
de baza 0,5, descrisa prin g(x) = 0,5".

X -0 -2 1 0 1 2 4w X -0 -2 -1 0 1 2 4w

%) ."0,25.705.7 1,72 74~ 1x) N4 N 22 170,5™0,25™
y Yy
At -4
21 P
_—o/fy i i X \1"\9\
Sa P 2409, X

Observam ca:
« oricare ar fix, g(x) >0
« g este functie descrescatoare

Observam ca:
* oricare ar fix, flx) > 0
» f'este functie crescatoare

in general

Fieae (0; 1) U (1; +) sif: R > R, f{x) = a*, functia exponentiala de baza a.
Atunci:

* fix) > 0 pentru orice x € R;

» f'este crescatoare daca a € (1; +w) si descrescatoare daca a € (0; 1).

© Identificd diverse situatii
din fizica, chimie sau
biologie exprimabile prin
functii exponentiale.

© Alcéatuieste un tabel de
valori si precizeaza céateva
proprietati ale functiei
fZ>R f(n)=05".

® Reprezinta grafic func-
tiile:

fTR>R f(x)=3"si
g:R>R gkx)=04"
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Sa comparam!

Functia exponentiala, Functia logaritmica,
(de baza 2) (de baza 2)
x> 2, xe R x> logx, x € (0; +o)
Intrare lesire Intrare lesire
Domeniu . Multime Domeniu Multime
de X—> exp —2° devalori de_ . — log —log x de valori
definitie R R* {0} definitie ? R
R*- {0}
X 2 Y x | logyx Y
-2 | 0,25 025| -2
1] 05 b EER , 05| -1
0 1 7 ! 1 0
1 2 - '
@ Exprima cu ajutorul unei 2 4 2 ! | i ;
scheme faptul cu functiile : :
X > 2°six — log,x —5 i .
sunt inverse una alteia. T Hig ¥

Functia exponentiala si functia logaritmica de aceeasi baza sunt inverse una
alteia.

4 Ce legaturi exista intre transformari geometrice si functii?

Sa observam!

O sanie alunecand pe zapada se
deplaseaza din pozitia S in pozitia S'.

in limbaj matematic, spunem ca ea a
facut o miscare de translatie de vector SS' .
Prin aceasta translatie, pozitiei initiale S i
corespunde noua pozitie S'.

S/

Sa ne amintim!

O translatie de vector a asociaza unei figuri geometrice .7 o figura geometrica 7,
congruenta cu #. Translatia este o functie care asociaza fiecarui punct P al figurii 7

un punct P’ ¢ 7' astfel incat PP = .

Putem folosi translatia pentru a trasa graficul unor functii. De exemplu, stiind ca
functia f:R— R, f(x) = x2 are graficul de mai jos, putem reprezenta cu usurint, prin
translatie, functii precum g, 1 : R - R, g(x) = x2 + 3; h(x) = x2 - 2.

y y
@® Explica modulin care au
fost obtinute graficele ala- 3
turate. ol
1 4
(0] b (0] X
X x? X x>+ 3

30



Sa observam!

Pentru a putea functiona, o morisca, elicea unui avion, paletele
morilor de vant au o proprietate comuna: ele sunt echilibrat distribuite
fata de axul de prindere.

Sa ne amintim!

* Doua puncte se numesc simetrice fata de un punct numit centru daca sunt
coliniare cu centrul si egal departate de acesta.

« O figura (sau un corp geometric) admite centru de simetrie daca simetricul
oricarui punct al sau fata de centru apartine figurii (sau corpului).

* Doua figuri 7 si .7 ' sunt simetrice fata de un punct C daca pentru orige punct
Pe 7 exista P'e 7' astfel incat CP = CP’, iar P, C si P’ sunt coliniare. In acest
caz, figura 7' este asociata figurii .7 printr-o simetrie de centru C.

Sa observam!
Ca si simetria centrald, simetria axiala este frecvent intalnita in natura.

VY,
SAA
PTeTTTTt

Sa ne amintim!

» Doua puncte se numesc simetrice fata de o dreapta daca sunt situate pe o
perpendiculara pe acea dreapta si sunt egal departate de ea.

« O figura (sau un corp geometric) admite axa de simetrie daca simetricul oricarui
punct al sau fata de axa apartine figurii (corpului).

* Doua figuri / si 4 ' sunt simetrice fata de o dreapta d daca distanta de la un
punct oarecare al figurii 7 la dreapta d este egala cu distanta de la d la punctul
corespunzator al figurii 7.

Proprietatea de simetrie ne ajuta sa trasam rapid grafice de functii sau sa verificam
corectitudinea unora deja trasate.

Exemple Ay
1) Functile f, 2 : R > R, f(x) = x> - 3 si g(x) = 3 - x2 ,’/ L \\ Gr
au graficele simetrice fata de axa Ox. /I 1 \\
2) Functia f: R > R, f(x)=|x-1 are graficul 3} o7 ﬁ —
simetric fata de o dreapta perpendiculara pe Ox, care trece ,’I T \\
prin punctul de abscisa 1. /’ T \‘ G,

Sa observam!

Cand merge cu bicicleta, ,ochiul de pisica” pus de Maria pe
roata se deplaseaza, de exemplu, din pozitia P in pozitia P'.

in limbaj matematic, spunem ca ,ochiul de pisic&” a executat
o miscare de rotatie de centru O si unghi a. Prin aceasta miscare,

pozitiei initiale P i corespunde noua pozitie P’.

A simetria centralz (simetria
fata de un punct) este o functie
care transforma o figura geo-
metrica intr-o figurd congru-
enta cu ea insasi.

A Simetria axials (simetria
fatd de o dreapta) este o
functie care transforma o
figura geometrica intr-o figura
congruenta cu ea insasi.

@ Traseaza graficul functiei
X > |x - 1| siidentificd axa
de simetrie a acestuia.
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Sa ne amintim!

O rotatie de centru O si unghi o in plan asociaza unei figuri geometrice .7 o figura
geometrica ', congruenta cu #. Rotatia este o functie care asociaza unui punct

‘ P € 7 punctul P' € 7 'situat pe cercul de centru O si raza OP, astfel incat
‘ m(POP") = a.

Daca rotim in spatiu cu 180° graficul functiei f': R — R*, £ (x) = 2, in jurul

\& bisectoarei primului cadran, obtinem graficul functiei g : R* — R, f'(x) = log,x. Cele
. doua grafice sunt simetrice fata de bisectoarea primului cadran al sistemului de
referinta.

Exercitii si probleme

1. Pacala foloseste pe 20 kg 1dm 4. a) Ce valori poate avea x? N
post de C%nt?r un re- - b) Exprima perimetrul P(x) x
sort ale carui alungiri si aria A(x) a triunghiului
sunt reprezentate in  15kg 9dm ABC in functie de x. A B

figura alaturata. Poate 10
fi aceasta cantarire
modelata printr-o 10 kg

functie?

8 dm
5. Care dintre graficele de mai jos reprezinta o functie:

a) exponentiald; b) logaritmica; c) crescatoare;
6 dm d) patratica; e) de forma x > ax + b?

5dm 2 } b) y/ c) \ y
gam 1/ X _/1 X ! .\__

3dm /_'1 [@) [@) [@) X

2. Care dintre tabelele de mai jos corespunde unei
aplicatii de forma x — ax + b, a, b € R?

7 dm

5 kg

0 kg

@ X 1 0 1 3 d) y e) y f) y
y | 5|3 1 3 \ /
X X
@ [ x]|]-6]0 3 9 o O\x 0
y | =71 5 11 17
® X 10 | 6 2 0 . . )
y > 0 5 3 6. Se decupeaza un patrat cu latura de 8 dm. La fiecare
colt al acestuia se taie un patrat de latura x dm.
3. Identifica dreapta corespunzatoare fiecarei ecuatii. Lipind colturile ramase, se obtine o cutie deschisa.
a) y=25x—1 ¥y a) Exprima in functie de x masura muchiei bazei
\ L cutiei, apoi volumul acesteia, V(x).
by y= %x 2 < b) Pentru ce valoare alui x, cutia are forma cubica?
g4 8 [N/ >
=X - — INNNEEEEN SNNEL SH7.8N SN NEE A X
0) y=5%-7 | . I L]

=

Il

ol

=

+

N

%
ALT
i
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Rezolvareca problemelor: conexiuniintre algebra si geometrie
) Aplicam si dezvoltam!

intre algebra si geometrie nu exista delimitari stricte: din contra, sunt multiple
legaturi care isi dovedesc importanta mai ales in rezolvarea problemelor. Astfel,
reprezentarile geometrice pot explica rezultate algebrice dificile, iar calculul algebric
poate simplifica determinarea unor relatii care implica lungimi, arii, volume.

Exemplul 1: Numerele irationale
Numerele rationale au aparut din geometrie, ca rapoarte A B
ale unor marimi de acelasi fel. Matematicienii antici gandeau,

de exemplu, numarul % ca raportul segmentelor AB si CD IC i f EI)
din desenul alaturat. Pentru aceste segmente exista o unitate

de masura care se cuprinde de un numar intreg de ori in amandoua, adica segmentele
AB si CD sunt comensurabile.

Sa demonstram!

Latura si diagonala unui patrat nu sunt comensurabile.
Altfel spus: ~2 nu este numar rational.

Sa presupunem prin absurd ca exista un segment s care A } B

se cuprinde in [AB] si in [AC] de un numar intreg de ori.
Fie E€ AC, Fe BC astfel incat [AE] = [AB] si EF L AC. F O Completeaza demonstra-
Atunci EF = EC= AC - ABI. tia cu justificarile necesare.
Segmentul s se cuprinde de un numar intreg de ori in E S )G

[EC] siin [CF] |... Repetam constructia cu patratul EFGC; 5 o

obtinem patrate din ce in ce mai mici, avand proprietatea ca
segmentul s se cuprinde de un numar intreg de ori in laturile
si diagonalele lor |.... Obtinem o contradictie | ...

Exemplul 2: Justificarea geometrica a unor formule de calcul
* Vrem sa demonstram egalitatea:
1.1 1 1
§+?+...+F:1—F .
Folosind o reprezentare geometrica, putem proceda astfel:

@ Exprimé si justificd ana-
log suma
1,1 1 1 1 1

T = = == PP PP Y

TS O
y |

Taiem o foaie de  Injumatatim una din  T&iem din nou Continuam la
hartie in doua parti cele doua parti si  bucata ramasa in fel de 10 ori.
egale si oprim una oprim una din doua parti egale.
din aceste bucati. bucatile ramase.

Egalitatea de mai sus exprima faptul ca suma ariilor bucatilor de hartie oprite este
aria foii initiale, din care scadem aria ,piesei” lipsa.
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© Ce dimensiuni are drept-
unghiul obtinut pentru primii
10 termeni ai sumei?

O Finalizeaza calculele si
afla aria triunghiului ABC.

© Calculeazé aria poligonu-
lui desenat in figura, folosind
descompuneri in triunghiuri
si patrate.

® Deseneazé pe o refea de
patrate si alte poligoane, de
tipul celui din figura, si veri-
fica formula de arie:

Aria=g+m71,

A Poliedrul este un corp
geometric care are toate
fetele poligoane.

@ Verifica, pentru fiecare
poliedru regulat, relatia lui
Euler M=V + F - 2, unde M
este numarul muchiilor, V
este numarul varturilor si F
numarul de fete.
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n(n+1)
2
Folosind o reprezentare geometrica, putem demonstra aceasta egalitate astfel:

* Vrem sa demonstram egalitatea: 1+2+3+...+n=

Din doua figuri identice formam
un dreptunghi 5 x 6.

Numarul de patratele din
figura (egal cu aria figurii)
este1+2+3+4+5.
Prin analogie, procedam la fel in cazul general.
Exemplul 3: Solutii algebrice ale unor probleme de geometrie A
A Vrem sa calculam aria unui triunghi cu laturile 6, 7, 8.
In lipsa unei formule de calcul, putem proceda astfel:
Construim AD 1 BC, De BC. 6 7
Fie BD = x, DC = 8 - x. Aplicam teorema lui Pitagora
in triunghiul ADB si in triunghiul ADC si obtinem: B—
AD? = 36 - x? \“‘-—é—-"
AD? =49 - (8 - x)?
Deci36-x*=49-(8-x)?=>36-x>=49-64+16x-x*=16x=51= x=_%.
Putem acum sa calculam inaltimea AD, apoi aria triunghiului.

Exemplul 4: Calculul ariilor

Sa consideram poligonul din figura care are varfurile
in nodurile unei retele de patrate, de latura 1. Ne
intereseaza aria acestui poligon. Desigur, putem
descompune poligonul in figuri mai simple si putem
aduna ariile acestora.

Existd insa si o metoda ,algebrica” de calcul: \

n
2
laturile poligonului, iar m = numarul de noduri din interiorul
poligonului.

Aria=Z+m—1, unde n = numarul de noduri de pe

Astfel, aria poligonului din figura este egala cu %+ 6-1=95.

Exemplul 5: Poliedrele regulate
Un poliedru regulat are toate fetele poligoane regulate identice. Exista numai 5

Poliedrele regulate satisfac relatiile numerice mentionate in tabelul de mai jos:

Nume Nr. de" Nf- de' Nr. de N(. de o Nf- de Nr. de
muchii varfuri | fete triunghiuri | patrate | pentagoane

tetraedru 6 4 4 4

cub 12 8 6 6

octaedru 12 6 8 8

dodecaedru 30 20 12 12

icosaedru 30 12 20 20




Exercitii si probleme

1. Demonstreaza geometric = c 3. Foloseste reprezentarile geometrice de mai jos pentru
formulele de calcul prescur- a exprima suma primelor n numere naturale impare,
tat: a respectiv suma primelor n numere naturale pare.
(a + b)?> = a*+ 2ab + b? a+h
(a—b)2=a2—2ab+b2 oo o0 o0 o0 o0
(a+b)a-b)=a -1 p e o0 ee0 . | ee eeo seeo.
Foloseste desenul alaturat. B 1 4 9 2 6 12

2. Afla aria dreptunghiului cunoscand datele din figura,

in care lungimile sunt date in centimetri. 4. Calculeaza aria poligonului
x+3 alaturat, in functie de latura de

a)[ x+2 lungime [ a retelei de patrate.
x -2 b) 12 x-3 Verifica rezultatul printr-o alta

30° metoda de calcul.

Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
@ sa identific metode care conduc cat mai rapid la obtinerea rezultatului
@ satranspun probleme in reprezentari adecvate
@ sa utilizez algoritmi specifici pentru a rezolva probleme
@ sa utilizez analogii pentru a optimiza rezolvarea problemelor
@ sa extrag din diferite reprezentari informatii semnificative pentru rezolvarea de probleme?

) Test de verificare

1. Foloseste proprietati ale operatiilor cu numere reale 3. Rezolva ecuatia in R: x® - 4x? + x = 0.

pentru a efectua cat mai simplu (V5+2"°-(V5-2' 4. Reprezints grafic functia /: R — R*, £ (x) = 2 + 3,

2. Tabelul urmétor reds dobanzile la cateva bancila 2P0l functia g : (0; +0) > R, g{x) = log,x - 3.

data de 10.01.2006. Care banca este cea mai avan- 5. Consideram functiile /: (0; +o) — R, f'(x) = log,x si
tajoasa pentru depozit? Rezolva problema apeland g:R > R, g(x) = x2 - 3 ale caror reprezentari grafice
la o reprezentare potrivita. sunt date de mai jos.
Banca 11una | 3tuni | 61uni | 91uni | 12 luni a) Dete_rminévcoordvonatele pun_gtelorA, BsiC. N
b) Precizeaza numarul de solutii reale ale ecuatiei
BCR 5 525 |575 |625 |7 |ngx =y2-3
BRD 4 41 1415 1415 1425 c) incadreaza solutiile ecuatiei de la b) intre doi intregi
Bancpost 4,5 475 |5 525 |55 consecutivi.
Raiffeisen Bank 4.5 475 |5 525 |5,25 Y
Banca biriac 3,5 5 55 6 6 \ %
Banca Transilvania | 5 55 55 6 6,5 ;
C 1 /2 x

Sursa: www.Baniinostri.ro
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Unitatea de invatare 3

) Test initial de autoevaluare

Calcul
numeric

Aproximari

Calcul procentual

Regula de trei simpla

Reprezentari grafice
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Rezolvand exercitiile urmatoare iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea

acestei unitati.

1.

Efectueaza:

a) 2,3+ 1,75 e) 3,5+ 1,62

b) 4,15 - 2,91 f) 6,28 - 2,83

c) 3,1-2,53 g) 1,5-3,24

d) 2,(7) + 1,(2) h) 3,(6) + 1.,(3)
. Aproximeaza prin rotunjire la ordinul sutimilor:

a) 4,318 + 2,754 e) 3,681 + 2,367
b)29:7 f) 32 : 11
c) 35,8 : 11 g)275:7
d) v5 h) V6
. Calculeaza:

a) Céat reprezinta 20% din 1457

b) Cat la suta din 640 reprezinta 1287

c) Cat va costa un costum de 120 RON, dupa o scumpire cu 20%?

d) Care este procentul de ieftinire al unei carti care inainte costa 6 lei, iar dupa
ieftinire are pretul de 5,1 lei?

. Rezolva si argumenteaza:

a) Daca 4 m de matase costa 58 lei, cat costa 7 m din acelasi material?

b) Daca aria unui sector de cerc, determinat de un unghi la centru cu masura de
120°, este de 18 m?, ce arie are un sector al aceluiasi cerc, determinat de un unghi
la centru cu masura de 40°?

c) Daca 4 automate identice imbuteliaza 600 / apa minerala in 20 de minute, in cat
timp vor Imbutelia 5 automate aceeasi cantitate de apa?

d) Daca 180 de elevi au folosit 500 de coli de scris la un examen, cate coli se
estimeaza ca vor folosi 405 000 de elevi la un examen de acelasi fel?

. Reprezinta grafic intr-un sistem de axe:

a) punctele A(- 2; - 1), B(3; 0), C(0; - 4) si D(- 3; 3).
b) functia f: {-2; -1; 0; 2} R, [ (x) = 2x?

c) functia f: {~-1; 0; 1; 2}> R, f(x)=4 -x

d) functia f: R > R, f'(x) =x2- 3.



datelor statistice

Surse de date statistice

) Ne amintim si exploram!

4 Surse pentru obtinerea de informatii

O caracteristica a societatii contemporane este nevoia de informare. Orice persoa-
na, orice unitate economica, orice organizatie foloseste informatii ce se pot obtine in
diverse moduri. Pentru a accesa mai usor diferite informatii s-au cautat moduri variate
de catalogare: cartile de telefon, atlasele, enciclopediile sunt exemple in acest sens.

Din ce in ce mai folosite sunt adresele web. Accesand o pagina pe Internet, se
pot gasi rapid informatii organizate pe baza unor criterii clare. lata cateva exemple:

Adresa Continut

http://www.romanianvoice.com Poezii si imagini romanesti

http://www.unilat.org/dtil/lenguainternet/ro/cultura | Locul limbilor gi al culturilor latine

http://lwww.eseuri.go.ro/ Eseuri, referate
http://www.thebans.com/eminescu/romvers.html Poezii de Eminescu
http://www.bcub.ro/istorie/htm Biblioteca de istorie
http://lwww.kappa.ro/guvern/istoria.html Istoria romanilor
http://www.nationalgeographic.com National Geographic (engleza)

http://www.ecuadorspanish.com/en/ecuador/ Geography and Environments

geography.html
http://www.bcu.ro/FILIALE/FIZICA.html Biblioteca de fizica si chimie
http://www.edu.ro/proiecte/psiho/main.htm Enciclopedia de psihologie
http://www.ici.ro/romania/cultura/plastice.html Arte plastice
http://lwww.art-links.md/art1.html Arte plastice si arhitectura

Aceste surse de informatii contin date cunoscute si catalogate.
Exista numeroase situatii in care informatiile trebuie culese si organizate pentru a
putea fi folosite cu usurinta.

Exemplul 1: Organizarea activitatilor comerciale

O editura intentioneaza sa lanseze o colectie de carti pe teme de cultura si
civilizatie. Pentru a estima succesul acestei initiative, conducerea editurii are nevoie
de informatii privind preferintele cititorilor si ofertele de carte de pe piata in domeniul
respectiv. De asemenea, editorul trebuie sa dispuna de informatii care sa permita
stabilirea unor preturi convenabile (un pret prea mic risca sa nu acopere cheltuielile,
iar un pret prea mare poate impiedica vanzarea). Pentru a obtine aceste informatii,
directorul a adresat un chestionar vizitatorilor unui targ de carte.

Culegerea, clasificarea si reprezentarea

O Gaseste si alte procedee
de testare a preferintelor
cititorilor de carte.

L]
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@ Observa datele siraspun-
de:

a) Cate persoane nu au cum-
parat carti in ultima luna?

b) Cate persoane au cum-
parat 6 carti in ultima luna?

© Sédnottmx, =0, x,= 1,
X, =2, 0, X, = 7,sicunl_numa“ru/
de persoane care au cum-
pdrat x, carti in ultima luna.

Determina n, n,, ..., n,

A In matematica, estimarea
comportarii unei functii pentru
care nu se cunosc decét cateva
valori particulare se numeste
extrapolare.

© Imagineaza si alte proce-
dee de testare a preferintelor
muzicale ale ascultatorilor.

\
/

E\

@ Foloseste un dictionar ex-

plicativ pentru a determina
toate sensurile cuvantului
Lextrapolare”.
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lata raspunsurile inregistrate de la 100 de persoane la intrebarea: ,Cate carti ati
cumparat in ultima luna?“

10257133317424331622
42132431320431335245
13327202341262073231
32033043032424351303
23231372231732152046

Constatam ca, pentru a putea fi utilizate, aceste informatii trebuie prelucrate si
redate intr-o forma mai sintetica.

Pe de alta parte, chestionarea a 100 de persoane nu ofera suficiente informatii
pentru a anticipa comportamentul intregii populatii in raport cu aceasta problema.
Procedeul ofera insa informatii orientative ce permit directorului editurii sa ia decizii
pertinente in privinta dezvoltarilor ulterioare.

Exemplul 2: Conducerea activitatilor comerciale

Un studio de inregistrari vrea sa lanseze pe piata cateva DVD-uri muzicale.
Managerul studioului stie ca daca se fixeaza pretul unui DVD la o valoare prea mica,
nu se acopera cheltuielile de productie, iar daca pretul este prea mare nu se vor face
vanzari. De aceea, el are nevoie de informatii despre impactul muzicii inregistrate de
studio asupra posibililor cumparatori. Studioul a organizat cateva concerte si a initiat
un concurs cu premii, in colaborare cu postul local de radio. in acest fel a fost testata
dorinta publicului pentru achizitionarea DVD-urilor inregistrate in studio. Desigur,
informatiile obtinute sunt doar orientative; pentru a avea date mai exacte, ar trebui
chestionati toti locuitorii orasului, ceea ce este extrem de costisitor si complicat.
Totusi, firma isi poate directiona activitatea utilizand doar datele obtinute.

¢ Sondaje statistice

in domeniile socio-economic si politic este adeseori necesar s fie cunoscuta
opinia populatiei asupra unor probleme de interes general. De aceea, in scopul lansarii
unor programe socio-economice adaptate situatiei reale ca, de exemplu: programe de
protectie sociala, programe privind dezvoltarea zonelor defavorizate, a meseriilor sia
specializarilor deficitare, se fac periodic sondaje statistice. in acest caz, desi procesul
de culegere a datelor nu implica intreaga populatie, datele obtinute sunt suficiente
pentru conturarea unor politici la nivelul intregii populatii.

Acest procedeu, de anticipare a comportamentului general al unui sistem, atunci
cand stim un numar suficient de cazuri particulare, se numeste extrapolare.

Sondajele se aplica de obicei unui esantion format din aproximativ 1 000 de
persoane. Pentru a putea extinde rezultatele la intreaga populatie, specialistii stabilesc
un esantion national reprezentativ, asupra caruia sunt aplicate instrumentele de
analiza (chestionare, discutii organizate pe grupuri, interviuri). Stabilirea esantionului
reprezentativ se face in functie de criterii precum: varsta, sex, nivel de pregatire
profesionala, zona geografica, mediu social, mediu familial, nivel de cultura etc.

Pe baza datelor obtinute de la un esantion national reprezentativ, se pot estima
raspunsurile ce ar putea sa fie date de intreaga populatie.

Astfel, daca dintr-un esantion reprezentativ de 1000 de persoane, 374 au afirmat
ca prefera sa isi faca cumparaturile la un supermarket, putem estima, prin extrapolare,
ca 37,4% din populatia Romaniei se aprovizioneaza de la supermarketuri.



Exemplu

N . . . Locul Populatie

In cadrul unui sondaj de opinie mediu ur’ban
afost adresata persoanelor intervie-
vate intrebarea:

,Unde intentionati s& vé petre- Lamunte 243
ceti vacanta?" Lamare 06

Rezultatele sondajului, asa Latara 69
cum au fost prezentate intr-o Tn strainatate 29
revista de specialitate, apar in Acass 395
tabelul alaturat. in statiune 03

Datele reliefeaza diferente L '
semnificative intre mediul urban i In alta parte 24
mediul rural. Alturi de alte studii, Nuvoi aveavacanta 24,0

si acesta contribuie la intarirea ideii
ca este nevoie de politici consec-

vente de dezvoltare in mediul rural. Baza: 1 200 de persoane

Exercitii si probleme

SURSA: MEMRB INTERNATIONAL
RESEARCH & CONSULTANCY GROUP

Tabelul alaturat o parte a clasamentului final pe medalii de la

Jocurile Olimpice de vara, Atena 2004.

1. Cu cate medalii a obtinut mai multe Romania decat:
a) Ungaria; b) Grecia; c) Suedia?

2. De cate ori este mai mare numarul total de medalii obtinute de

Romania fata de cel obtinut de:

a) Brazilia; b) Norvegia; c) Grecia?

3. Compara numarul de medalii de aur si numarul total de medalii
obtinute de Roménia la Olimpiada de la Atena cu numarul celor
obtinute de celelalte tari de pe lista, folosind o raportare

procentuala. Trece datele obtinute intr-un tabel.

4. Tabelul alaturat indica numarul de turisti straini in cateva
dintre cele mai vizitate tari din lume in anii 2004 si 2005.
a) Cum variaza numarul turistilor in cele 5 tariin 2004 fata de
2005: Este mai mare; este mai mic? Cu cat? De cate ori?
b) Ce procent din turismul practicat in cele 5 tari in 2004
reprezinta turismul practicat in Franta? Dar in China?
c) Aceeasi intrebare de la b), pentru anul 2005.

Populatie ® Exprima numeric date redate
mediu rl’lral procentual in sondajul alaturat,
% pentru o populatie de 20 milioane:
- Cate persoane din mediul
105 rural intentioneaza sa petreaca
06 vacanta de iarna: a) la munte;
1.2 b) intr-o statiune de odihna;
12 c) acasa?
- Céte persoane intentioneaza
411 sa petreaca vacanta la mare sau
08 la munte?
0,8
438
@ Formuleaza alte doua intre-
bari folosind datele din tabelul
alaturat.
Loc Tara Medalii
clas. Aur | Argint | Bronz
10 Marea Britanie 9 9 12
11 Cuba 9 7 11
12 Ucraina 9 5 9
13 Ungaria 8 6 3
14 Romania 8 5 6
15 Grecia 6 6 4
16 Norvegia 5 0 1
17 Olanda 4 9 9
18 Brazilia 4 5 &
19 | Suedia 4 1 2
20 Spania & 11 5

Sursa: www.onlinegallery.ro/news_olimpiada_atena.html

Franta| Spania | SUA | Italia | China
2004 | 75,6 47,9 50,9 | 41,2 | 31,2
2005| 76,5 49,5 44,5 | 39,1 | 33,2

5. 1n cadrul unui sondaj de opinie, realizat la cererea Agentiei pentru Strategii Guvernamentale, pe un esantion de
512 manageri de firme, au fost adresate intrebarile reproduse in imaginea de mai jos.

Dupa parerea dvs. in urmatoarele 6 luni economia Romaniei... ?

Dar in urmatoarele 12 luni... ?

Va scadea...
mmult = putin

Va creste...

%
In
urmatoarele E 13

6 luni
B0

in
urmatoarele
12 luni

mputin mmult mvaramane la fel mnu stiu

a) Observa modul de inregistrare a raspunsurilor si transpune datele procentuale intr-un tabel.
b) Completeaza intr-un alt tabel numarul (aproximativ) de respondenti din fiecare categorie.
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Clasificarea si reprezentareca datelor statistice m———-—

@ Observa datele redate in
imaginea alaturata.
Mentioneaza procentul celor
care:

a) detin televizoare color in
mediul rural;

b) detin autoturisme in me-
diul urban.

@ Stiind c& au raspuns 4 649
de persoane, care este nu-
marul de respondenti care:

a) defin casetofoane;

b) detin autoturisme?
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) Analizam si generalizam!

¢ Termeni specifici analizei statistice a datelor

in viata cotidian& operam cu foarte multe categorii de informatii.

Unele informatii sunt certe: ele sunt catalogate si pot fi accesate in diverse moduri.
Astfel de informatii sunt, de exemplu: codul postal al strazilor, numerele abonatilor unui
serviciu telefonic, orele de plecare si de sosire a trenurilor, orarul magazinelor etc.

Alte informatii sunt estimative; ele se obtin de exemplu prin extinderea rezultatelor
unor sondaje de opinie si, de aceea, au o doza de nesiguranta si de hazard. Informatiile
de acest tip se pot referi, de exemplu, la: preferinte fata de o anume activitate, nivelul
veniturilor, gradul de pregatire profesionala, dorinta de a achizitiona anumite bunuri
etc.

Astfel de date, culese in urma unor sondaje de opinie, sunt date statistice.

in studiile statistice urmétorii termeni specifici au o importanta deosebita:

- populatia statistica: este multimea de indivizi (persoane) luata in considerare
pentru efectuarea analizelor statistice;

- esantionul. este o submultime a populatiei statistice careia i se aplica instrumentul
de analiza (chestionar, interviu, dezbatere etc.);

- esantionul reprezentativ: un esantion selectat dupa o lista de criterii care permit
extrapolarea rezultatelor;

- caracteristica (variabila) statistica: este un criteriu in functie de care se
catalogheaza numeric anumite informatii.

Exemplu: Studiul statistic referitor la dotarea cu bunuri de folosinta indelungata efectuat
in 2001

- Populatia statistica este populatia Romaniei;

- Esantionul este format din 4 649 de persoane (dintre care 2 103 din mediul rural
si 2 546 din mediul urban).

- Variabilele statistice se refera la detinerea de frigidere, televizoare color,
casetofoane, respectiv autoturisme.

DOTAREA CU BUNURI DE FOLOSINTA INDELUNGATA

o 02 - I rural (baza: 2.103 respondent)
81 [ urban parx 2 546 respondert)
68
0
4
N
27
‘collor =
SURSA: MERCUFTY MARKETING & RESEARCH CONSULTANTS
corcetare tp Omnibus; marte - mai 2001



4 Cum se obtin informatii referitoare la o populatie statistica?

Un studiu statistic nu se poate desfasura la intamplare. El necesita o activitate
de pregatire, se concretizeaza prin obtinerea de date si prelucrarea lor si se finalizeaza
prin interpretarea rezultatelor. De aceea, in desfasurarea unui studiu statistic trebuie

parcurse cateva etape. Exemplificam aceste etape pentru studiul realizat in Romania,

in decembrie 2001, de catre o companie specializata, cu privire la locul unde prefera

adolescentii sa urmareasca filmele.

1. Elaborarea instrumentelor de analiza:
- se identifica obiectivele cercetarii;

- se stabileste ce tip de instrument va fi
aplicat;

- se formuleaza, intr-un limbaj accesibil si
clar, intrebarile ce vor fi adresate si se cata-
logheaza categoriile de raspunsuri posibile.

- Cum se poate optimiza distributia de
filme?

- Chestionar

- Unde preferati sa urmariti un film?
Raspunsuri posibile:

La televizor / La cinema / Pe video /
Pe CD / Rareori ma uit la filme.

2. Culegerea datelor:
- se identifica un esantion reprezentativ,
caruia i se aplica instrumentul elaborat.

- Studiul a fost efectuat pe un esantion
de 940 de adolescenti, fete si baieti.

3. Prelucrarea statistica a datelor:
- se centralizeaza n tabele raspunsurile
primite;

- pentru fiecare intrebare, se determina
frecventa cu care se repetd un anumit
raspuns.

- De exemplu:
Numarul celor care prefera sa vada
filme la televizor este:
Fete | Baieti
305 | 295

UNDE PREFERA ADOLESCENTII
SA URMAREASCA FILMELE

Suport Fete Baieti
Televizor 61% 59%
Cinema 24% 24%
Video 8% 8%
CD 3% %
Rareori ma uit la filme 4% 2%

SURSA: LEO BURNETT&TARGET

4. Analiza si interpretarea rezultatelor:

- se reprezinta grafic datele obtinute, ntr-o
forma cat mai sugestiva;

- se generalizeaza la intreaga populatie
rezultatele obtinute;

- se formuleaza concluzii.

- Dintr-un total estimat de 1 500 000
de adolescenti, aproximativ 457 500
de fete si 442 500 de baieti prefera sa
vada filmele la televizor.

@ Coreleaza datele studiu-

lui alaturat pentru a deter-
mina cate fete, respectiv cati
baieti au fost cuprinsi in
esantionul ales.

@ Sa presupunem ca esti
director de programe de
televiziune. Ce decizii ai lua
cunoscéand rezultatele stu-
diului, pentru a mari audien-
ta?
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@ Formuleaza trei intrebari,

analoage celor de mai sus,
schimband tematica acestora.

@® Informeaza-te si raspun-
de!

Ce semnificatie are codul
numeric personal al unui
cetatean roman? De ce crezi
cd a fost nevoie de introdu-
cerea acestui cod?
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4 Cum se clasifica variabilele statistice?

Sa comparam!

in mod regulat cotidianele nationale comanda institutiilor specializate sondaje de
audienta pentru a masura cota lor de piata. In cadrul unui astfel de studiu statistic au
fost adresate cateva intrebari la care se poate raspunde prin marcarea unui semn
distinctiv in spatiul corespunzator raspunsului ales. Trei dintre aceste intrebari au fost:

1) Pe care dintre cotidianele urmatoare le-ati mentiona pe lista primelor trei
preferinte:

Adevarul, Cotidianul, Evenimentul Zilei, Jurnalul National, Libertatea, Romania
Libera, Ziua?

2) Ce studii aveti?

elementare medii superioare

3) Ce varsta aveti?

sub 15 ani | intre 15 si intre 25 si intre 35si | intre 45 si | peste 55 ani
25 ani 35 ani 45 ani 55 ani

Cele trei intrebari sunt diferite atat prin continutul lor, cat si prin natura raspunsurilor.

Astfel, prima intrebare vizeaza o optiune subiectiva, cea de-a doua presupune
incadrarea intr-o categorie (din mai multe posibile), pe cand cea de-a treia presupune
incadrarea respondentului intr-un interval de valori.

in general

Variabilele statistice au natura cantitativa sau calitativa, dupa cum pot fi sau nu
exprimate printr-un numar.

Variabilele cantitative sunt discrete (adica pot lua doar valori izolate) sau continue
(adica pot lua toate valorile dintr-un interval).

Exemplu

Notele de la o teza, numarul de frati si/sau surori ale unei persoane dintr-o populatie
statistica, numarul de spectatori la opera, sunt variabile cantitative discrete.

inaltimea, greutatea, lungimea parului persoanelor din esantion sunt variabile
cantitative continue.

Luna de nastere, grupa sanguina, culoarea ochilor, intentiile de vot ale unei
persoane dintr-o populatie statistica sunt variabile calitative.

Variabilele calitative pot fi transformate in variabile cantitative prin atribuirea unui
cod numeric. De exemplu, locul nasterii (care are natura calitativa) poate fi indicat
prin codul postal al localitatii respective (care are natura cantitativa).

in anumite situatii, valorile luate de o variabila discreta pot fi grupate in clase. De
exemplu, aceasta se face in cazul transelor de varsta.




4 Cum se pot organiza reprezentarile grafice?

Sa analizam!

Reprezentarile datelor statistice transmit intr-o forma accesibila si sintetica
rezultatele unui studiu statistic. O reprezentare grafica adecvata ne permite sa
interpretam rapid situatia prezentata.

Exista diverse tipuri de reprezentari grafice; alegerea uneia dintre ele depinde de
natura datelor din situatia concreta pe care o avem de reprezentat.

Exemplul 1: Audienta cotidianelor nationale in perioada 29 octombrie-25 noiembrie 2000

(medie zilnica - mii persoane)
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Rezultatele sondajului sunt prezentate sub forma unui grafic cu bare. Aceasta
reprezentare permite analiza informatiilor studiului statistic, deoarece inaltimea benzilor,
care indica frecventa, este proportionala cu numarul de cititori.

Sa retinem!

Numarul de indivizi asociat fiecarei valori a variabilei se numeste efectiv. Suma
tuturor efectivelor este efectivul total.

Prin impartirea efectivului unei variabile (caracteristici) la efectivul total, se obtine
frecventa. In cele mai multe cazuri, frecventa este exprimata procentual.

Sa aplicam!
Pentru studiul prezentat in diagrama de mai sus:
« efectivul total este de 4.334.000 de cititori;
« efectivul variabilei ,cititori ai Jurnalului National” este de 321.000 de persoane;
« frecventa variabilei ,cititori ai cotidianului Evenimentul Zilei* este de 13,57%.

in general

Reprezentarile intr-un sistem de axe evidentiaza cel mai bine variatia in timp a
unor date numerice.

A Audienta reprezinta
numarul mediu zilnic de

persoane care au citit un
articol din ziar in perioada
mentionata si se masoara pe
un esantion reprezentativ
pentru populatia in varsta de
peste 6 ani.

@ Foloseste datele son-
dajului prezentat pentru a
raspunde la intrebarea:
Cati dintre cititori citesc
cotidiane cu specific sportiv?
Exprima in procente acest
numar.

A Frecventa se exprima prin
valori subunitare, iar suma

tuturor frecventelor este 1.
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Exemplul 2: Reprezentarea evolutiei in timp a unor date

De obicei, datele care evolueaza in timp se reprezinta intr-un sistem de axe in
acelasi fel in care se reprezinta grafic functiile numerice.

De exemplu, evolutia cursului monedei nationale si evolutia transportului feroviar
se reprezinta grafic astfel:

A in reprezentarea grafica
a variatiei in timp a unei
marimi, ne intereseazé
numai regiunea din plan in
care are relevanta informatia
analizata.

De aceea, o astfel de
reprezentare grafica este
raportata unui reper a carei
origine nu are neapdrat
coordonatele (0,0).

- = E

. BEEFREEDEREAEBENEN

Exemplul 3: Distributia in functie de varsta sau de nivel de educatie a cititorilor unui
cotidian.

Pentru unul dintre cotidianele centrale au fost obtinute date privitoare la nivelul de
studii al cititorilor sai, respectiv varsta cititorilor. Datele au fost reprezentate prin
diagramele circulare de mai jos.

Sub 14 ani
Peste 55 ani (7%)

(20%)

studii superioare studii elementare

14% 44% 15-24 ani

(16%)
45-54 ani
(16%)
studii 25-34 ani
medii (21%)
42% 35-44 ani
(20%)
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Informatiile din a doua diagrama circulara se pot reprezenta sub forma unui tabel
de frecvente, in care efectivul este repartizat in clase de varsta cu amplitudinea de
10 ani.

A Amplitudinea unei clase
este lungimea intervalului

corespunzator clasei respec-
tive!

Varsta
cititorilor

sub 15 ani | intre 15-25 ani | intre 25-35 ani | intre 35-45 ani | intre 45-55 ani | peste 55 ani

frecvente 7% 16% 219% 20% 16% 20%

relative

frecvente

cumulate 7% 23% 44% 64% 80% 100%

crescator

Prin calculul frecventelor cumulate crescator putem evidentia, de exemplu, ca
64% dintre cititori au varsta pana in 45 de ani si 23% au varsta pana in 25 de ani.

Putem estima procentul de cititori care au peste o anumita varsta, calculand
frecventele cumulate descrescator.

in general

Pentru a calcula frecventa cumulata crescéator se insumeaza frecventele (procen-
tuale sau numerice) ale efectivelor tuturor claselor anterioare. Frecventa cumulata
crescator este utila pentru a estima procentual datele mai mici decat o anumita valoare.

Datele obtinute prin masurarea unei variabile continue pot lua orice valori
intr-un interval considerat. Pentru a simplifica inregistrarea datelor, se imparte intervalul
considerat in subintervale, numite clase statistice. in acest caz, dupa culegerea
datelor, o informatie particulara este selectata siinregistrata in clasa corespunzatoare.

Exemplul 4: Reprezentarea valorilor unor variabile continue

Primaria unui oras a facut un studiu privind modernizarea traficului rutier. Pentru
aceasta, serviciul specializat al primariei a facut o statistica a numarului de autoturisme,
grupate dupa capacitatea cilindrica a acestora.

Clasele de repartitie dupa capacitatea cilindrica sunt: pana la 1 200 cm?, intre
1201 si 1400 cm?, intre 1 401-1 600 cm?, intre 1 601-1 800 cm?, intre 1 801 si 2 000 cm?.
Aceste clase au, cu exceptia primeia, amplitudini egale cu 200 cm?.

in acest exemplu, variabila analizatd (capacitatea cilindricd) este variabila
continua. Pentru reprezentarea grafica a datelor analizate se poate alege o histograma.

Capacitate Numar de [ ]
cilindrica (cm®) autovehicule
pani la 1200 12 410 ]
1201 - 1400 65 140
1401 - 1600 41 217
1601 — 1800 18 490
1801 - 2000 3148 3 1

O\ © . oo P
APRIO P P P
Reprezentarea grafica din dreapta este o histograma.
Pe axa orizontald sunt reprezentate clasele de repartitie dupa capacitatea
cilindrica. Dreptunghiurile din desen transmit sintetic ideea ca autovehiculele dintr-o
clasa se distribuie omogen in clasa respectiva.

@ Exprima procentual nu-

marul cititorilor ziarului care
au vérsta peste 35 de ani.

A In cazul in care clasele
de repartitie au amplitudini

egale, inaltimile dreptun-
ghiurilor din histograma sunt
proportionale cu efectivele.
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in general

Pentru o variabila cantitativa continua se utilizeaza ca reprezentare grafica
histograma. Intr-o histograma, ariile dreptunghiurilor prin care se reprezinta datele
sunt proportionale cu frecventa.

Sa aplicam!
© Clasa [11,14) are amplitu- La un punct de trecere a frontierei s-a constatat urmatoarea frecventa de intrare
dinea 3. Au toate clasele in vama a autovehiculelor in ziua de 11.04.06:

aceeasi amplitudine?
interval de timp [0,6) | [6,8) | [8,11) | [11,14) | [14,17)| [17,19) | [19,24)

nr. de vehicule 18 8 19 16 15 5 9

Histograma seriei statistice este reprezentata in figura urmatoare:

A
A Pe ordonata nu se con-
sidera nici o unitate de -+
masura. Amplitudinea clase- €
lor este diferita.

© Verificd daca datele au L
fost corect reprezentate prin ! ! I I I I I I
histograma. Care este frec- 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
venta relativd a fiecarei

variabile ?

\4

[=)

Avria fiecarui dreptunghi este proportionala cu efectivul clasei (numarul de vehicule
din acel interval de timp).

in general

Variabilele statistice calitative si variabilele statistice cantitative discrete se pot
reprezenta prin tabele, prin grafice cu bare (batoane, coloane), prin diagrame circulare
sau prin dreptunghiuri comparative.

Variabilele statistice cantitative continue se pot reprezenta prin histograme.

Exercitii si probleme

1. Alina a folosit factura detaliata de telefon si a grupat convorbirile efectuate de ea in clase statistice, obtinand
tabelul urmator:

Intervalul de . . . . . .
duraté (min.) [0; 2) [2; 4) [4; 6) [6; 8) [8; 10) [ [10;12]
Numar de 12 15 22 9 14 6
convorbiri

a) Reprezinta aceste date printr-o histograma.

b) Regrupam datele in clasele statistice [0; 4), [4; 8) si[8; 12]. Traseaza histograma corespunzatoare noii situatii
pe aceeasi figura, folosind un creion colorat.

c) Compara cele doua histograme. Formuleaza asemanari si deosebiri.

46



2. a) Completeaza tabelul urmator, referitor la notele obtinute la un concurs.

Nota 1 2 3 4 5 Total
Efectivul 30 50 40 200
Frecventa % 28%

b) Reprezinta printr-o diagrama circulara datele din tabelul anterior.

Luna Dobanda
3. In tabelul al&turat sunt prezentate dobanzile de referinta pentru aprilie 2006 8,50
imprumuturiin lei, practicate de bancile comerciale intre septembrie martie 2006 8,47
2 i aprilie 2006.
005 5i aprilie 2006 o . februarie 2006 7,50
a) Asociaza acestui tabel o reprezentare grafica cat mai sugestiva.
b) Domnul Popescu a imprumutat de la o banca, in august 2005, ianuarie 2006 7,50
43000 RON. El achita lunar cate 1000 RON, la care se adauga decembrie 2005 7,50
dovbgnda la sumaramasa. Ir)reglstreaza i ptr—_LJn tabel surr_lelehtotvaAIe noiembrie 2005 7,50
platite de domnul Popescu in fiecare luna, din septembrie panain -
. octombrie 2005 7,72
aprilie.
septembrie 2005 8,25

4. Pe site-ul Ministerului Telecomunicatiilor apare tabelul de mai jos, in care sunt trecute date privitoare la telefonia
fixa din Roméania, in cativa din ultimii ani.
a) Reprezinta printr-o diagrama cu bare evolutia numarului de abonati.
b) Alege o modalitate adecvata de reprezentare a evolutiei numarului total de convorbiri telefonice.
c) Exprima frecventa convorbirilor automate, raportate la totalul de convorbiri.
d) Inlocuieste tabelul dat cu un tabel centralizator, in care apar frecventele cumulate.

Abonamente Convorbiri telefonice
telefonice
. ) -la sfarsitul Interurbane Internationale Internationale
Municipiul Bucuresti anului- manuale (mﬁl;:":xaléiri) manuale automate
(numar) (mii minute) P (mii minute) (mii minute)
Anii 1990 583275 2861 2317690 793
1995 675440 3576 3340156 2149 41212
2000 775973 1210 6211068 765 46595
2001 783901 920 7770427 598 46400
2002 799444 2143 4684931 2756 42305
2003 810429 1018 3714177 2352 35691

* Judetul lifov si municipiul Bucuresti.
... = Lipsa date.

5. Pentru a studia impactul integrarii Romaniei in
UE, sociologii au aplicat un sondaj privind per-
ceptia populatiei asupra posibilelor schimbari
de mentalitate. In figura alaturata apar rezul-
tatele la intrebarea: ,/n ce masuréa credeti ca
vor aparea schimbari de valori?* 4%
a) Estimeaza cati dintre cei 20 000 000 de locuitori

in ce masura credeti ca vor apirea schimbari de
valori in urma integrarii Romaniei in UE?

[ Mare si foarte mare

ai Romaniei cred ca schimbarile de valori vor fi H Mediu
mari si foarte mari. B Mica si foarte mica
, @ Deloc

b) Realizeaza un sondaj printre colegii tai si
inregistreaza raspunsurile lor la aceasta
intrebare. Compara cu estimarile facute de
specialisti.
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6. Institutul National de Statistica a dat publicitatii datele privind miscarea naturala a populatiei in perioada 2000 -
2003 (in mii de persoane).
a) Reprezinta printr-o diagrama cu bare datele privitoare la casatorii.
b) Exprima procentual decesele la o varsta de sub 1 an, raportat la numarul total al deceselor. Care a fost anul cel
mai rau, din aceasta perspectiva?
¢) Cum se calculeaza sporul natural al populatiei?
d) Descrie evolutia populatiei in anii 2001 - 2003, considerand ca baza de referinta populatia Romaniei in 2000.
Reprezinta adecvat aceasta evolutie.

2000 2001 2002 2003
Nascutji-vii 234,5 220,4 210,5 212,5
Decese 255,8 259,6 269,7 266,6
Decese la o varsta sub 1 an 4,4 4,1 3,6 3,5
Sporul natural -21,3 -39,2 -59,2 -54 1
Casatorii 135,8 129,9 129,0 134,0
Divorturi 30,7 31,1 31,8 33,1

7. Un club sportiv a Tnregistrat inaltimile copiilor cuprinsi in diverse activitati ale clubului in tabelul urmator:

Inaltimea |intre 85 si | intre 95 si | intre 105 si| intre 115 si | intre 125 si | intre 135 si
si 95 cm 105 cm 115 cm 125 cm 135 cm 145 cm
Efectivul 34 27 149 213 53 18

a) Reprezinta cu ajutorul unei histograme aceste date.
b) Distribuie copiii in clasele statistice: [85; 105); [105; 135); [135; 145] si realizeaza o noua histograma.
c) Identifica avantaje si dezavantaje ale utilizarii unor clase statistice de lungimi diferite in analiza rezultatelor

unui studiu clasic.
d) Precizeaza posibile clase statistice pentru un studiu privind rezultatele de la Bacalaureat.

8. Exprima procentual frecventa valorilor statistice din tabelul de mai jOS

9. Pentru datele din tabelul alaturat, mrm'm

explica modul de calcul al cursului |- 3

" N e T Jaiies,

Ieu-dpl?r in rapovrt cu dobanda ' Hmnmt HIHI Dobinda efectivi dupd

efectiva acordata pentru depo- maxim

zitele bancare pe 6 luni. Mepean) %) (%) (%) Tlnd  3luni  Gluni
Depozit bancar 1 lund 29 238 732 1518 33625 35247 37828
Depozit bancar 3 luni . 31 255 764 1587 33679 35352 3B.055

| Depozit bancar 6 luni 32 263 789 1578 33706 35433 38.025

Certficate trezorerie 3 luni 29 238 715 : 33625 35.190
Certificate trezorerie G luni 30 2,47 7,40 1479 33652 35271 37.701
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) Aplicam si dezvoltam!

¢ Legatura dintre reprezentarea grafica si tipul de interpretare

Pentru realizarea unui referat, Alexandra a trebuit sa se informeze asupra evolutiei
n ultimii ani a schimburilor comerciale dintre Roméania si Germania. Ea a gasit intr-o
revista de specialitate reprezentarea grafica de mai jos:

SCHIMBURILE COMERCIALE ALE ROMANIEI CU GERMANIA

O in ce an a atins valoarea
maxima volumul exporturilor
produselor romanesti in Ger-
mania? Dar importurile?

milioane LISD

W import E ? g g

A In ce an volumul impor-
turilor a avut valoare mini-
1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001* ma? Dar volumul exportu-

rilor?

Sursa: Ministerul Dezvoltarii si Prognozei

Pentru a interpreta datele obtinute, Alexandra a utilizat si alte moduri de repre-
zentare grafica a acestora.

4 Balanta schimburilor comerciale

Alexandra a exprimat prin procente raportul dintre export siimport pentru fiecare
an in parte si a reprezentat aceasta evolutie printr-un grafic cu benzi orizontale.
2001

73%
200
89%
199
90%
76,00%
78,00%
75,00%

80,00%

60,00%

300,00%

Ea a concluzionat ca anii cei mai buni pentru comertul Romaniei cu Germania, in
perioada analizata, au fost, in afara de 1989 si 1991, anii 1999 si 2000.
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© Verifica toate calculele
facute de Alexandra.

A Determinarea unghiurilor
la centru ale sectoarelor din

diagrama circulara se face
cu regula de trei simpla.
Pentru exemplul dat:

0 _ 12890 anmo
of = 58208 -360°

@ Comparé cele patru tipuri
de reprezentari. Ce avantaje
are fiecare? Dar dezavan-
taje?

-

Exerciti

Alexandra a reprezentat prin puncte volumul exporturilor si importurilor si a trasat
graficele evolutiei acestora.

Schimburile comerciale ale Romaniei cu Germania

— import
— export

1990
1991
1992

1993

1994
1995

4 Relatia import-export

1996

1997

1998

1999

2000
2001

Un indicativ al schimburilor comerciale din perioada analizata este raportul dintre

volumul total al importurilor si cel al exporturilor.
Folosind datele initiale, Alexandra a calculat:

- valoarea exporturilor intre 1990 si 2001: 12 890 milioane $
- valoarea importurilor intre 1990 si 2001: 16 060 milioane $

- valoarea totala a schimburilor comerciale: 28 950 milioane $.

Reprezentarea acestor date printr-o diagrama circulara este:

Fiecare tip de reprezentare a scos in evidentd anumite aspecte ale variabilei
studiate. De aceea, in cadrul unui studiu statistic, este foarte important sa alegem
acel tip de reprezentare care evidentiaza cel mai bine proprietatile semnificative.

si probleme

1. Datele unui studiu statistic privind oaspetii unui hotel din Mamaia sunt cuprinse in tabelul urmator.

Turisti _(;arav de Franta Germania Italia Austria
provenienta)
Efectiv 100 225 400 484

Valentin a reprezentat variabila ,turisti din Franta” sub forma unui patrat cu latura de 2 cm. Continua reprezentarea,

desenand pentru fiecare categorie patrate cu aria proportionala cu efectivul.
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2. In figura sunt reprezentate datele unui studiu sta- 5. a) Ce companie comerciala a avut cea mai mare
tistic, astfel ca ariile sunt proportionale cu efectivele. desfacere pe piata calculatoarelor in 19997

mmﬁlﬁﬂcuﬁwﬂ IANTI
DE CALCULATOARE IN 1999

Categoria A are efectivul 20.
Ce efective au celelalte categorii?

g
=

Bl ComBace Bl Sprind
I Compag EE Hewlett
3. Care afost variatia procentuala a cursului dolarului = -':’I‘_'_'-"" %
intre 1.01.2001 si 1.11.20017? _ =
CURSUL DOLARULUI
; b) Transpune in doua tabele datele din cele doua
31.200 diagrame circulare.

¢) Exprima cu aproximatie masura unghiurilor la centru
pentru fiecare diagrama circulara.

COTELE DE PIATA ALE
PRINCIPALILOR PRODUCATORI
LOCALI IN 1999

%

SURSA: BNR

T TTY T rrrrrrTrrrTrTT 12
.o .20m 0.11.2001

4. Situatia vanzarilor de autoturisme roméanesti in anul
2001 (Top 10) este data in tabelul de mai jos.
a) Descrie aceasta informatie statistica precizand:

graliCAPITAL SURSK: G

populatia statistica, efectivele, variabilele. S ComPRace CdxTech
’ ) P N [ Flamingo [ EUH
b) Calculeaza frecventa vanzarilor, in procente, Comngulers

pentru fiecare model.

c) Reprezinta grafic aceste date sub forma unei
diagrame circulare.

d) Prezinta structura pietei autoturismelor romanesti
folosind alta reprezentare grafica.

6. a) Compara sumele care reprezinta contributia anuala
a statelor UE catre bugetul UE cu sumele de care
beneficiaza unele state. Exprima procentual diferenta
dintre cele doua sume.

TOP 10 PE ANUL 2001 — AUTOTURISME NATIONALE b) Exprima prin diagrame circulare situatia statistica
(inclusiv vehicule comerciale sub 3,5 tone) prezentata.
Moqelul Bucati vandute * Contribuabili
Dacia SuperNova 22.186 Belgiaw F——— 11 700
Dacia Clasic 18.548

Dacia Pick-up 11.226 randa WEOOSt - WareaBrtaniefsa o € 2
Daewoo Tico 3.226 Portugalia ﬂ w Olanda ;‘:’g §
Daewoo Matiz 1.328 -
Daewoo Cielo 1.201 Grecia E ﬂSuedia ; ?C.’—,g
Aro 24 822 Spania g w Franta = é’%
Daewoo Nubira 705 Beneficiari t 2 %
Aro 32 479 <
Daewoo Leganza 172
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7.

8.

a) Analizeaza graficul de mai jos si stabileste totalul
sumei cheltuite de statele UE.

b) Stabileste ce parte din bani sunt alocati in di-
verse scopuri pentru tarile non-UE.

c) Compara sumele alocate pentru cheltuieli in
interiorul UE cu sumele alocate pentru asistenta unei
tari candidate sau nonUE.

d) Exprima situatia cheltuielilor in alt mod de
reprezentare grafica. Argumenteaza alegerea facuta.

Unde se duc banii

cheltuieli UE
mid. euro .
= w
[--] |E:
= —
@ e 22 2
" =] ES 2
o -z BT E
= 2= Ho o
=2 =] R - ey
— =g == : B
g 2 52 = EElE
- =3 = 3
= = @ = B
» ] a3 -= = =
- @ aw Q% = =]
= - 1 g .
E 8 83 8% -
= = = = a -
et a4 9 E A
] [ S 4] r=
a e [] o = =
= = a| 0S5 o
E = -
E a ==
_E o

= = R
o A ho gupsa G0

O ancheta statistica a analizat timpul pe care 1l
consuma pentru transportul zilnic cei 1 312 angajati
ai unei intreprinderi. Rezultatele au fost grupate in
clase cu amplitudine de 30 minute ca in tabloul de
distributie de mai jos.

Clasa

[0,30]| [30,60]| [60,90]|[90,120] |[120,150]|[150,180] |[180,210]

Efectiv

175 | 392 267 127 168 120 63

52

a) Construieste histograma efectivelor, luand ca
unitate de masura:
* 2 cm pentru fiecare interval de timp de 30 min pe
abscisa:
* 1 cm pentru fiecare grup de 50 de persoane pe
ordonata.
b) Calculeaza frecventa fiecarei clase si completeaza
un tabel asemanator celui de mai sus.
c) Cum putem alege lungimea corespunzatoare
frecventei de 100% pentru ca histograma frecventelor
si histograma efectivelor sa fie identice?
d) Pentru a eficientiza activitatea angajatilor, condu-
cerea intreprinderii a hotarat ca ora de incepere a
activitatii acestora sa fie corelata cu timpul necesar
pentru transport. De aceea, este nevoie de repartizarea
rezultatelor in clasele statistice [0; 30] (timp scurt),
[30; 90] (mediu), respectiv [90; 280] (lung). Reprezinta
histograma corespunzatoare acestei repartitii.

9.

Alcatuieste un referat privind datele despre consumul
de inghetata, prezentate in tabelele de mai jos.

OCAZII DE CONSUM CANTITATI PREFERATE

Ocazia Ponderea Cantitatea Ponderea
(%) (%)

Excursii 10 Mai putin de 100 g (cornet, bat) 52
Vara 74 100-300 g (pahar sau cutie plastic) 13
larna 4 301-500 g (caserole, torturi) 16
Gustari 13 Mai mult de 500 g 7
Mic dejun ) Nu stiu 12
Pranz 12 SURSA: ALIANTAPENTRU

Cina 6 PROMOVAREAEDUCATIONALAA

LAPTELUI

10. Alege patru dintre clasele din scoala voastra.

1.

[ la reteaua telefonica fixa

Cere fiecarui elev sa spuna cati frati sau/si surori are.
a) Consemneaza in tabelul urmator frecventa absoluta
araspunsurilor.

Nr. de frati/surori | 0 |1 |2 |3 |4 | 5

Nr. de elevi

b) Care este cea mai frecventa situatie intalnita?
c) Care este procentul de elevi care au mai mult de
2 frati?

d) Care este procentul de elevi care au trei frati?

e) Care este numarul de elevi care au mai mult de
3 frati?

f) Care este numarul mediu de frati (exprimati
valoarea cu o aproximatie de o zecime).

g) Reprezinta printr-o diagrama circulara repartitia
din tabel.

Diagrama de mai jos indica numarul abonamentelor
telefonice din Romania.

a) Calculeaza media numarului de abonamente la
reteaua telefonica fixa in perioada 1998-2003.

b) Calculeaza media numarului de abonamente la
reteaua telefonica mobila in perioada 1998-2003.

c) Calculeaza media numarului de abonamente
tesefonice in cei sase ani.

NUMARUL ABONAMENTELOR TELEFONICE
(la sfarsitul anului)

mii

7065

3705

3570

Il 'a reteaua telefonicd mobila



Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit...
@ sa identific metode de colectare a datelor
@ sa interpretez date organizate in tabele sau histograme
@ sainregistrez date alegand tipul de reprezentare optim
@ sa transpun in limbaj matematic prin mijloace statistice, probleme practice
@ sa caracterizez situatii reale prin interpretarea datelor?

) Test de verificare

1. Indica o modalitate aplicabila de a estima numarul muzeelor de arta din tara.

2. Tabelul de mai jos ilustreaza preturile si durata transportului de calatori de la Bucuresti catre diferite destinatii, in
sistem feroviar si rutier.

Transport feroviar Transport rutier
Destinatie Pret bilet tren Durata Pret bilet Durata
(RON) calatoriei (RON) calatoriei
Brasov 14,70 3h23’ 10,00 3h
Caransebes 24,80 7h33’ 25,00 6h30’
Constanta 17,00 2h46’ 15,00 3h30’
Cluj-Napoca 24,80 8h14’ 20,00 8h30’

Care mijloc de transport este mai convenabil? De ce?
Care este costul mediu al unei ore de calatorie cu trenul, respectiv cu autobuzul?

3. Pretul de producere al computerelor pe plan mondial a scazut in 2006 cu 34%, fata de anul anterior, comparativ
cu o diminuare de numai 17% 1n 2000 fata de 1999. Reprezinta cat mai sugestiv aceste scaderi de preturi.

4. a) Exprima procentual variatia numarului de PC-uri intre 5. Tabelul de mai jos prezinta valorile medii ale dolarului
1998 si 2003. american, respectiv euro, raportate la moneda
b) Aproximeaza mu‘ DE PG-URI ESTIMARE nationala a Romaniei. Pentru a proiecta strategia de
numarul de PC-uri 75 i pC-wri FL export a firmei sale de mobila, domnul Popescu
vandute in Roméa- trebuie sa analizeze evolutia raportului dolar - euro,
nia in anul 1999. intre 2000 si 2005. Intocmeste pentru domnul
c) Da o estimare Popescu un raport in acest sens!

pentru numarul de Anul | USD | EURO

20 ostvanduo 2001 250 260
2001 1290 |2,60

Romania in 2004. 2002 | 3,30 3,12

WA e e 2003 | 3,32 | 3,75
I 2004 | 3,26 | 4,05

2005 | 2,91 3,62

SURSA: ROLAND BERGER & PARTNERS

Lectura

Pe teritoriul tdrii noastre, lucrarea lui Dimitrie Cantemir ,, Descriptio Moldaviae” (1716) poate fi consideratd ca o primd lucrare
de statisticd. Ea a fost scrisd la cererea Academiei din Berlin si contine toate cunostintele acumulate in domeniu la acea datd.

Dupd D. Cantemir, printre cei care au avut ca preocupare principald statistica, s-a remarcat N. Sutu cu lucrarea de
referintd ,, Notatii statistice asupra Moldovei” (1849).

Statistica tratatd ca un capitol al matematicii se studiazd incepdnd dinl835 la Academia Mihdileand si incepdnd din
1850 in gimnaziile din Moldova.

Un moment important in dezvoltarea statisticii la noi in tard a fost infiintarea la 12 iulie 1859, din ordinul domnitorului
Al. I Cuza, a Oficiului Central de Statisticd Administrativd sub conducerea lui Dionisie Pop Martian. Studiile efectuate sub
egida Oficiului au permis domnitorului Al. I. Cuza sd fundamenteze multe din reformele sale.

In 1936 a fost infiintat in Romdnia Institutul Central de Statisticd, care isi continud activitatea si astdzi.
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Unitatea de invatare 4

) Test initial de autoevaluare

Calcul
numeric

Calcul
procentual

Calculul
mediilor

Regula de trei simpla

Reprezentari grafice
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Rezolvand exercitiile urmatoare iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea
acestei unitati.

1. Identifica propozitile adevarate.

a)4+4-(-7)=-32 e) V5 +6 =11
b) (6+5+4)-0=19 f) 243 +64/3 =83
c) 6,25 + 2,31 = 8,56 9) V27 =33

d) 7,53 - 4,54 = 3,09 h) Vo9+16=7

2. Care este noul pret al unui produs care:
a) costa 25 RON si s-a ieftinit cu 10%?
b) costa 150 RON si s-a scumpit cu 3%7?
c) costa 100 RON si s-a redus succesiv cu 5%, apoi cu 10%7?

3. O suprafata agricola de 500 ha a fost cultivata asa cum indica
reprezentarea alaturata.
Care este aria suprafetei cultivate cu orez?

Alege raspunsurile corecte!
4. Media aritmetica a numerelor 17, 22, 48 si 53 este:

a) 53; b) 35; c) 20.

5. Media ponderata a numerelor 8 si 36, cu ponderile 3, respectiv 2, este:
a) 19,2; b) 15; c) 12.

6. Media geometrica a numerelor 12 si 3 este:
a)8; b) 6; 0

7. a) La un drum de 200 km, o masind consuma 12 / de benzind. Ce cantitate de
benzina consuma la 350 km?
b) Un autobuz parcurge 70 km intr-o zi. in cate ore parcurge 245 km, daci merge
cu aceeasi viteza (medie)?
c) Un teren este arat in 7 ore folosind 2 tractoare. in cat timp poate fi arat un teren
similar, daca se folosesc 3 tractoare?

8. Reprezinta intr-un sistem de axe:
a) punctele A(2; 4), B(2; -4), C(-2; 4) si D(2, -4)
b) functia f :{-10;12} >R, f(x)=2x>
c) functia f:{-1,0;12} > R, f(x)=2x-2
d) functia f:R - R, f(x)=x*-2.



Interpretarca datelor statistice

Compararea datelor statistice

4 Utilitatea mediilor

Compararea datelor unor studii statistice se poate face in diverse feluri.

Uneori, pentru a reda sugestiv aceasta comparare, este mai putin importanta

fiecare valoare in parte, in schimb are semnificatie
media valorilor.

Exemplul 1: Cursele de automobilism

La antrenamentele pilotilor de Formula 1 se
inregistreaza timpul de parcurgere al fiecarui tur.
Fiecare dintre echipe este interesata sa compare
performantele propriilor piloti cu cele ale adversarilor.
Deoarece pilotii parcurg un numar diferit de tururi,
caracteristicile avute in vedere in momentul
compararii sunt viteza maxima atinsa si timpul
mediu de parcurgere al unui tur de pista.

Exemplul 2: Recensédmantul populatiei

in urma recensamantului populatiei desfasurat intre 18 si 27 martie 2002, s-au
obtinut date despre toti locuitorii Romaniei; prelucrarea datelor a fost facuta de catre
specialistii de la Institutul National de Statistica si Studii Economice. Datele obtinute
folosesc la definirea gospodariei medii, prin precizarea numarului de persoane, a
conditiilor de locuit, a tipului de venituri, a varstei, a numarului de copii si a nivelului
de educatie. Precizarea caracteristicilor gospodariei medii foloseste nu doar in
compararea parametrilor economici si sociali ai diverselor zone ale tarii sau in
compararea Romaniei cu alte tari; aceste caracteristici medii reprezinta si o baza
pentru identificarea unor esantioane reprezentative la nivel national.

« In anumite situatii, pentru a compara date statistice, este necesar sa utilizam
efectif valorile unor parametri.

Exemplul 3: Compararea ponderilor unor ramuri industriale

Un studiu statistic comparativ analizeaza ponderea unor ramuri industriale fata
de intreaga productie industriala din Romania. Studiul se refera la anii 1995-2000.
Datele obtinute din acest studiu sunt reprezentate in continuare in mai multe moduri:
sub forma unui tabel; sub forma unui grafic; sub forma unor diagrame circulare.

Reprezentarea datelor sub forma unui tabel

1995 1996 1997 1998 1999 2000
Industrie
alimentara 15,9 16,3 17,1 16,1 18,2 13,9
Confectii 2,2 2,1 2,4 2,3 3,2 3,5
Chimie 7,5 8,7 7,8 7,2 5,8 5,8
Constructii
metalice 4.4 2,8 3,0 2,5 3,1 2,7

A La cursele de automobi-
lism se ating in mod frecvent

viteze de peste 200 km/h.

@ Ce crezi cd inseamna
afirmatia: ,Circuitul de la
Monte Carlo este mai rapid
decét cel de la Barcelona?“

@ Calculeazd ponderile
celorlalte ramuri industriale,
nelistate in tabel, fatd de
intreaga productie indus-
triala din Romania, in anii
mentionati.

© Calculeaza de céate ori
este mai mare ponderea
industriei chimice fata de cea
a constructiilor metalice.
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@ In ce ani industria alimen-
tara a avut ponderea cea mai
mare in raport cu celelalte trei
ramuri reprezentate? Dar
cea mai mica?

© Care dintre diagramele
circulare aladturate redau
corect ponderea celor patru
ramuri industriale in anul
20007

m Industrie alimentara
3 Confectii

B Chimie

E Constructii metalice

® Folosind datele din tabe-
lul alaturat, completeaza un
tabel cu doua coloane in care
sd@ mentionezi cele mai
vizitate 10 site-uri din lume
sinumarul de vizitatori rapor-
tat la populatia Romaniei.
Poti folosi un calculator de
buzunar pentru calcule.
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Folosind datele din tabelul anterior, obtinem c& ponderea industriei alimentare
este, In medie, de 6,2 ori mai mare decéat ponderea confectiilor.

Reprezentarea datelor sub forma unui grafic cu bare

Valorile medii ale ponderilor ramurilor industriale analizate ne ofera o imagine
globala asupra productiei industriale din Romania la momentul respectiv. Folosind
valorile medii, putem realiza o reprezentare sintetica sub forma unor diagrame circulare.

Reprezentarea datelor sub forma unor diagrame circulare

Exemplul 4: Vizite pe Internet

Un studiu realizat de compania Jupiter
Media Metrix evidentiaza cele mai vizitate
zece site-uri de internet in luna ianuarie 2002.

Pentru a compara situatia din luna ianuarie
cu aceea din lunile anterioare, autorii studiului
au calculat media vizitatorilor pe internet:
aceasta este de 45,08 milioane de vizitatori.

Deoarece in luna decembrie 2001 primele
zece site-uri au fost vizitate in medie de 45,51
milioane de oameni, constatam scaderea
interesului populatiei pentru vizite pe internet,
in aceasta perioada.

78,825
v 74,942
wse
I rvoutprimeda 34972

- [ amazon sites 30,105 E
§ e mg

[ oo sites 2,012
[ irtospace 254%




¢ Tipuri de medii
Sa ne amintim!

* Media aritmetica a numerelor x,, x

Xy + Xp+.. 4X,
ma = T .

» - X _se calculeaza cu formula:

* Media ponderata a numerelor x,, x,, ..., X cu ponderile p,, p,, ..., p, se calculeaza

cu formula:
m. =P + Xy Poteet X, Py
P P1+ Dot AP,
Exemplu

Media ponderata a numerelor 13,5; 2,4 si 7,2 cu ponderile 3; 2 si 5 este:

_13,5-3+2,4-2+7,2-5

P 3+2+5 =843.

Sa demonstram!

Fie x,, X,, ..., X, Y5 Y, ---» ¥, NUMere reale.

Notam cu A si cu B mediile aritmetice ale numerelor x,, ..., x , respectiv y,, y,,
... y,, 8 cu M media aritmetica a celor m + n numere date. Atunci M este media
ponderata a numerelor A si B, cu ponderile n, respectiv m.

_A-n+B-m
+m
Deoarece n-A=x,+x,+...+x sim-B=y +y,+..+y  deducem ca

m A X))+t ) M
P m+n

Fie m, media ponderata a numerelor A si B, cu ponderile n, respectiv m.

* Media geometrica a doua numere reale pozitive x, si x, se calculeaza cu
formula:

M, =/XX, .

1.x

Observam ca (m_)* = x, x,.
4

Exemplu
Media geometrica a numerelor 6 si 24 este

m, =624 =12,
122=6 - 24.

in general

Media geometrica a numerelor reale pozitive x,, x,,
pozitiv notat m, pentru care (m )" = x, - x, .. x,.
Media geometrica poate fi aproximata cu ajutorul logaritmilor zecimali.

..., X _este numarul real

Exemplu
Sa aproximam media geometrica a numerelor 15; 28 si 46.
Deoarece (mg)3 =15-28 - 46, deducem ca Ig(mg)3 =1g(15 - 28 - 46), deci
3Ig(mg) =1g15 + 1928 + Ig46.
Folosind o tabela de logaritmi zecimali, obtinem

_1176+1447 +1663

Ig(m,) 5 =1,429.

Utilizand din nou tabela de logaritmi, deducem ca m, = 26,8 .

A putem calcula rapid me-
dia aritmetica a numerelor

55; 51; 58 si 52 folosind
calculatorul de buzunar.
Apasam tastele in
succesiunea:

MODE | [] [SHIFT][SAC]
DATA ][51] [DATA ] [58][DATA]
(52 | [DATA | [SHIFT
Daca este nevoie, putem afla
numarul datelor inregistrate
si suma acestora cu ajutorul
tastelor:

, respectiv
.

A pPutem calcula rapid
media ponderata a nume-

relor 13,5; 2,4 si 7,2, cu
ponderile 3; 2 si 5 apasand
tastele calculatorului de
buzunar in ordinea:

135 [x] 3 E)MH] 2.4 [ 2
=) [M17,2 [2] 5 FIVE ] MR]
H[IC] 3+ 2 [+] 5 L[]

A Putem calcula media
aritmeticd a unor numere

grupand convenabil nume-
rele date si calculand mediile
fiecarei grupe.

A Putem calcula media
geometrica a mai multor

numere cu un calculator de
buzunar care are functia
stiintificd x". Pentru a calcula
media geometrica a nume-
relor 15; 28 si 46 apasam
tastele in succesiunea:

15 [x] 28 [x]46 [=]
Emmhe

(3 este numarul de valori
considerate)

@ Foloseste calculatorul de
buzunar pentru a calcula me-
dia geometrica a numerelor
12; 14; 20; 25 si 30.
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Exercitii si probleme

1.

58

Doua echipe de baschet au publicat urmatoarele tabele de valori medii:

Inaltime |Greutate | Puncte marcate| Aruncari| Greseli | Recuperari

pe meci ratate personale
L.A. Lakers | 2,03 115 81,25 25,3 3,8 44,6
Utah 2,01 117,5 77,5 22,9 2,5 52,3

Observa datele referitoare la cele doua echipe, apoi decide:

a) Care dintre cele doua echipe are o aparare mai buna?

b) Pentru care dintre echipe apar mai multe situatii de a arunca la cos?

c) Analizeaza datele fizice ale echipelor si coreleaza aceste date cu situatia recuperarilor, apoi cu situatia
rezultatelor echipelor.

. Diagrama alaturata prezintd evolutia B Game B Masy ol schipaments [ Metakrgie B Hotehul §i resiarants () Consirachi

numarului de salariati in diferite ramuri
industriale, in perioada 1995-2001.

a) Ce procent reprezinta salariatii din
constructii, relativ la totalul angajatilor
din cele cinci ramuri, pentru anul 19967?
b) Reprezinta printr-o diagrama circulara
situatia anului 1996.

c) Calculeaza media numarului de sala-
riati pentru fiecare dintre cele cinci
ramuri industriale.

mii persoane

. Un studiu statistic referitor la evolutia numarului de abonamente la telefonia fixa, efectuat in 2000, a constatat o

scadere continua a numarului de abonamente in perioada 1996-1999.

Rezultatele studiului, prin raportare a numarului de abonamente la mia de locuitori, sunt redate maijos sub forma
unui grafic cu bare.

a) Care este, in fiecare an, procentul de abonati la telefonia
fixa, dintr-un total estimat de 15 milioane de adulti?

b) Formuleaza posibile explicatii pentru procesul de scadere a
numarului de abonamente la telefonia fixa.

c) Determina media numarului de abonamente din perioada
analizata.

. Foloseste un calculator de buzunar sau o tabla de logaritmi pentru a aproxima:

a) media geometrica a numerelor 16, 18, 20 si 25;
b) media aritmetica a numerelor 12, 27, 59;
c) media geometrica a numerelor 1, 2, 3, ..., 10.

. Tabelul alaturat reda numarul de pasageri care s-au deplasat in perioada 1996-2000, cu diferite mijloace de

transport.

a) Calculeaza numarulmediude  Transportul de pasageri, pe moduri de transport

pasageriin perioada 1996-2000,  [ransportul de pasager, pe moduri |_1996 | 1967 | 1068 | 1699 | 2000

pentru fiecare tip de transport. de transport date absolute

b) Realizeaza o diagramé cat Pasageri transportati (mii pers.) 22525 | 2785717 | 2446901 2390999 | 2404052

i v Transportul interurban si 606113 | 569128 | 373992 | 324674 | 324895

mal SUQGStway pentru acompara international de pasageri (mii pers.)

dinamica numarului de pasageri - transport feroviar 212893 | 186615 146800 129339 | 117501
. . - transport rutier 389461 379444 | 224261 192633 | 205978

tranqurtah, pentru flt?carta_ - transport fluvial 2399 2035 1923 1654 133

categorie de transport, in cei ~ transport aerian 1360 1034 1008 1048 1282

cinci ani analizati. Sursa: ziarul infoSTAT, Bacau

c) Calculeaza in doua moduri
media numarului de pasageri din transportul interurban si international, intre 1996 si 2000.



Indicatori ai variabilelor cantitative

) Analizam si generalizam!

4 Un indicator de pozitie: media

Exemplul 1: Cazul unei variabile discrete

Notele obtinute de 25 de elevi ai clasei a Xll-a la o lucrare sunt redate in tabelul
’ O Foloseste calculatorul de

de mai jos.
Note 3 4 5 6 7 8 9 10 buzunar pentru a calcula me-
dia aritmeticd a numerelor
Efectiv 1 0 2 5 8 6 2 1 21,5, 32,7; 11,4 si 2,8.

Nota medie a clasei la aceasta lucrare este:

_3-1+4-0+5-2+6-5+7-8+8-6+9-2+10-1_7
- 1+0+2+5+8+6+2+1 h

m

Exemplul 2: Cazul unei variabile continue
Seria statistica urmatoare reda gruparea pe inaltime a 100 de baieti din clasele

a Xl-a.
Tnaltime Efectiv Centrul fiecarei
clase statistice
[155; 160) 8 1575 @ Calculeazd media seriei
[160; 165) 12 162,5 statistice redate in tabelul de
[165; 170) 15 167,5 mai jos.
[170; 175) 18 172,5 Masa Efectiv
[175; 180) 21 177,5 [40; 45) 12
[180; 185) 14 182,5 [45; 50) 7
. [50; 55) 11
[185; 190) 10 187,5 [55: 60] 14
[190; 195) 2 192,5
in acest caz, pentru a putea reduce calculul mediei la situatia variabilelor discrete,
ne raportam la centrul fiecarei clase.
Obtinem:
. 1575-8+1625:-12+1675-15+1725-18 +1775-21+1825-14 +1875-10+ 1925 - 2
8+12+15+18+21+14+10+2
m=173,7
4 Cum folosim mediile in calculele statistice?
Exemplul 1
Datele din tabelul alaturat provin de la Ministerul Educatiei si Cercetarii si se
refera la populatia scolara cuprinsa in licee sau facultati, in perioada 2000-2004.
INVATAMANT
| 2000/2001 2001/2002 2002/2003 2003/2004 © Compara procentual nu-
Populatia scolara (mii persoane) marul de‘ e/gvi cu fluméru/ de.
Total 4565 4554 4497 4473 studenfi din cei patru ani
IR scolari. Formuleaza con-
in Tnvatamantul: T
cluzii.
liceal 688 711 741 759
superior 533 582 596 621

59



@ Folosind graficul repre-
zentat, calculeazé valoarea
medie a monedei nationale
in raport cu dolarul ame-
rican, pentru perioada 1.02-
31.03.2002.

@ Verifica corectitudinea
calculului pentru media de
varsta a echipei de baschet.
Cum se modifica aceasta
medie, daca in echipa mai
vine un jucator de 15 ani?
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Calculand media acestor date, observam ca in invatamantul liceal au fost cuprinsi,
in medie, 724.750 elevi, iar in invatamantul superior - 583.000 de studenti. La o
analiza superficiala, am fi tentati sa spunem ca 80% dintre absolventii de liceu urmeaza
cursurile invatamantului superior. Pentru aceasta, ar trebui insa sa avem date si
despre numarul de studenti din perioada 2004-2008 (atunci cand toti elevii de liceu din
perioada analizata ar putea deveni studenti).

Exemplul 2

O intreprindere de mobila si-a exportat
produsele in lunile februarie si martie 2002 n
mai multe tari din Comunitatea Europeana.

Pentru a putea face deconturile, contabilii
firmei au folosit in calculele economice o
valoare medie pentru cele doua luni a monedei
europene Euro, in raport cu moneda nationala.

Ei au calculat aceasta valoare pe baza
graficului alaturat, alcatuit de Banca Nationala.
Deconturile au fost finalizate pentru valoarea
medie de 28 409,5 lei pentru un euro.

Exemplul 3

Unul dintre premiile acordate in concursul ,Cupa liceelor la baschet” se ofera
echipei cu media de varsta cea mai mica.

Varstele elevilor din echipa liceului ,,D. Cantemir” sunt cele din tabelul de mai jos.

Varsta 15 | 16 | 17| 18| 19
(ani impliniti)

Numarul de 1 4 6 2 1
jucatori

Media de varsta a echipei liceului este de (aproximativ) 16 ani si 10 luni. Ea se
obtine ca medie ponderata a varstelor jucatorilor, avand ca ponderi numarul de jucatori
cu o varsta data.

4 Un alt indicator de pozitie: mediana

Pentru datele statistice x,, x,, ..., x , putem defini mediana. Aceasta este un
numar a cu proprietatea ca exista tot atatea date mai mici decat a ca si cele mai mari
decat a. Astfel:

- daca n este impar avem a = x, si card {x,, x,, ..., x_} = card {x , ,, ..., X };

- daca n este par, atunci mediana a este media aritmetica a elementelor din mijloc.

Exemplu
Punctajele celor 25 de elevi participanti la un concurs se distribuie crescator dupa
cum urmeaza:

7;7;7;8;8;8;8;8;8;9;9;9; @; 9:10; 11; 11;12; 12; 12;13; 13; 14; 14; 15
12 elevi

mediana 12 elevi



O metoda de cautare a medianei este utilizarea efectivelor cumulate:

Punctaje 718 9 10 11 | 12 13 | 14 15

Efectiv 3|6 5 1 2 3 2 2 1
Efectiv 319 14 | 15 17 | 20 22| 24 | 25
cumulat

e
[AI 13-lea punctaj est@ Efectiv total

Efectivul cumulat 14 indica faptul ca exista 14 punctaje inferioare sau egale cu 9.
Deoarece mediana este punctajul cu numarul 13, deducem ca mediana este 9.

Sa comparam!

Pentru exemplul dat, media notelor este m = 10,04,
Constatam ca, pentru acest exemplu, media si mediana nu sunt egale.

¢ Ce este mai semnificativa: media sau mediana?

Exemplu A ip anumite domenii, cum
Consideram urmatoarele serii statistice de salarii, exprimate in RON: ar fi prefuri, salarii, varste,

te. utili di i 7
SeriaA: 500; 540; 600; 650; 700; 760; 850; 890; 900. inforprofaree datefor d8

Seria B: 500; 540; 600; 650; 700; 760; 850; 890; 2700. informatii mai semnificative

decat utilizarea mediei.

Sera A —— — SeraB — Aceasta din urméa este

Salariul median: 700 lei Salariul median: 700 lei interpretata de multe ori
Salariul mediu: 710 lei Salariul mediu: 910 lei abuziv.

® Explica in ce consta sem-
nificatia mediei si a medianei
pentru exemplul alaturat.

Observam ca ultimul salariu din seria B altereaza in mod semnificativ media, in
timp ce mediana ramane neschimbata.

¢ Determinarea medianei printr-o metoda grafica

Pentru a determina mediana unei serii statistice prin metoda grafica, procedam
astfel:

« trasam poligonul frecventelor cumulate crescator (sau descrescator);

» mediana este abscisa punctului a carui ordonata este 0,5 (sau 50%).

Exemplul 1

Conform rapoartelor de audienta efectuate de AUDIMAS, in luna august 2001, un
numar al ziarului Libertatea a fost citit in medie de 491570 persoane. Sondajele de A 58% din cititorii ziarului au
opinie realizate cu acest prilej au aratat ca repartitia cititorilor pe grupe de varsta se vérsta cuprinsa intre 15 si 44
prezinta ca in tabelul urmator: de ani.

sub

peste
95 ani

Varsta x (in ani)| Sub 15 ani | [15; 25) | [25; 35) | [35; 45) | [45; 55) | [55; 80)

Frecventa 5% 17% 21% 20% 17% 20%

45-54
in acest tabel, pentru grupa de varst& ,sub 15 ani consideram ca A
limita inferioara varsta de 7 ani, iar pentru grupa de varsta ,peste 55 de
ani“ consideram ca limita superioara varsta de 80 ani. (Peste aceasta

varsta procentul de cititori este neglijabil.)

25-34
ani

ani
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A in studiile statistice se
considera ca varsta numarul

de ani impliniti. De exemplu,
un adolescent de 14 ani si
11 luni este inregistrat in
clasa statistica

7 <x < 14.

@ Din analiza poligonului
frecventelor cumulate cres-
cator, se observa ca 43%
dintre cititori au varsta mai
mica sau egala cu 34 ani si
63% dintre acestia au sub 45
de ani.

Ce procent de cititori au
varsta sub 24 de ani? Dar
peste?

® Cum au fost stabilite ariile
dreptunghiurilor din histo-
grama alaturata?
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Pentru exemplul considerat, tabloul frecventelor cumulate crescator este:

varsta x |7<x <14 | 14<x <24 | 24<x <34 | 34<x <44 | 44< x <b4 | 54<x <80

Frecvente

0+5=5 | 5+17=22 |22+21=43|43+20=63 |63+ 17=80(80 + 20 =100
cumulate

Poligonul frecventelor cumulate crescator este dat de linia franta obtinuta prin
unirea punctelor M -M,.

A Ms
100%
Ms
80%
T M
63% 4
60%—+
o0, M (50, 38)
A A M
43% Moy 1
T 1
|
1 1
M 1
22% . :
20%+ |
1
. 1
o 10% M !
(]
Mo L 3:8 ,,,,, -
T T >
7 14 24 34 m 44 54 80

Coordonatele acestor puncte sunt:

- abscisa - limita superioara de varsta din fiecare clasa de varsta;

- ordonata - frecventa cumulata crescator corespunzatoare acelei clase.

M, (7, 0); M, (14, 5), M,(24, 22), M,(34, 43); M,(44; 63); M (54, 80);
M, (80, 100)

Mediana este abscisa punctului de pe grafic corespunzator frecventei cumulate
de 50%. Observam ca:

* Punctul M(50, m) apartine segmentelor M,M,.

* Mediana apartine intervalului (34, 44].

Acest interval se numeste clasa mediana.

* Din lectura grafica se deduce abscisa (aproximativa) a medianei m ~ 38.

Semnificatia statistica: 50% dintre cititorii ziarului au mai putin de 38 de ani.

Exemplul 2

Pentru raportul de audienta analizat anterior, histograma corespunzatoare este
cea de mai jos.

%

—

7 15 25 35 m 45 55 85
Ariile dreptunghiurilor plasate de o parte si de alta a dreptei verticale ce trece prin
punctul de abscisa m ~ 38 sunt egale.




in general

* Media unor date statistice se obtine calculand media aritmetica sau media
ponderata.

» Media unor date grupate in clase statistice se obtine prin concentrarea intregului
efectiv al fiecarei clase in mijlocul intervalului corespunzator.

* Mediana unei serii statistice este acea valoare care imparte efectivul in doua
parti de frecvente egale.

Mediana unor variabile statistice continue se poate determina grafic:

* cu ajutorul poligonului frecventelor cumulate: determinam abscisa punctului cu
ordonata 50%

* cu ajutorul histogramei: determinam dreapta verticala ce imparte suprafata in
doua parti de arii egale.

4 Doi indicatori de dispersie: modulul si amplitudinea

Media si mediana dau informatii semnificative asupra unei serii statistice. Totusi,
acestea nu sunt suficiente pentru a descrie si compara seturi de date. Pentru a
evidentia mai bine caracteristicile unor seturi de date, folosim, pe langa indicatorii de
pozitie, si indicatori de dispersie.

Exemplu

Situatia vanzarilor de masini in Roméania in primele zece luni ale anilor 2000 si
respectiv, 2001 este prezentata in tabelul alaturat.
Aceste informatii se pot organiza in tabele de efective, astfel:

Anul 2001

Marca (x;) | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Efectiv (n;)| 1208 | 545 | 252 | 233 | 176 | 165 | 128 | 128 | 108 | 91

Anul 2000
Marca (x;) | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Efectiv (n;)| 458 | 826 | 171 | 151 | 63 | 139 | 90 | 82 | 58 | 55

Reprezentarea grafica a dinamicii vanzarilor pentru cele 10 marci de autoturisme
se prezinta sub forma unui poligon statistic al frecventelor.

Observam ca numarul Anul 2000
de vanzari este repartizat A
neuniform pe cele 10 marci. 8004

700+
600+

500

400 +
300

1 media vanzarilor
200

100

Marca 2001 2000
1. Volkswagen
Pasamt 1208 458
2. Daewoo Nubira 545 826
3.Peugectd06 252 1M
4. Ford Mondeo 233 151
5 Mercedes ol
claga C 176 63
6. Opel Vecira 165 139
7.Renault Laguna 128 a0
8.Vghvo 540 128 82
o, Audi Ad 108 58
10. BMW Saria 3 1] 55

© Verificd dacd media
vanzarilor pentru cele zece
marci, in anul 2000, este de
aproximativ 209 masini.

© Calculeaza media vénza-
rilor in anul 2001, pentru cele
zece marci de automobile.
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® Compara amplitudinile
celor doua serii statistice,
reprezentand vénzarile de
maxim in 2000 si 2001.
Amplitudinea unei serii
statistice reprezinta diferenta
dintre valoarea maxima si
cea minima a variabilei.

@ Reprezints grafic distri-
butia notelor celor doi elevi
si interpreteaza grafic relatia
intre medie si abaterea
notelor fata de medie.

® Calculeazad abaterea
medie liniara a notelor
obtinute la matematica, in
semestrul trecut, de catre voi
insiva. Compara cu colegul
de banca constanta in
pregaétire.

A Abaterea medie liniar
masoara gradul de impras-
tiere a valorilor unor date
statistice in jurul mediei.

A Metoda de calcul pentru
abaterea medie liniara a

unor date grupate in clase
statistice presupune ca in fie-
care clasa, datele sunt
repartizate uniform.

A Considerarea altor clase
statistice, pentru aceleasi

date, poate conduce la valori
diferite ale abaterii medii
liniare. Valorile obtinute sunt
cu atat mai bune, cu céat
clasele statistice au lungimi
mai mici.
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Diferenta intre cel mai vandut tip de masina, Volkswagen, si cel mai putin vandut
tip, BMW, in 2000 este de 403. Aceasta reprezinta amplitudinea seriei statistice.

Media vanzarilor este de aproximativ 209 bucati. Prin compararea efectivului vandut
(pentru fiecare marca) cu media vanzarilor anuale obtinem un indicator de dispersie.
Astfel, s-au vandut 458 bucati de automobile Volkswagen Passat fata de media de 209,
adica cu 249 mai mult. Pentru aceasta variabila, modulul seriei statistice este 249.

in general

Amplitudinea unei serii statistice reprezinta diferenta dintre valoarea maxima si
cea minima a variabilei.

Modulul se exprima prin diferenta dintre valoarea medie a efectivului si frecventa
sa absoluta.

4 Un indicator de imprastiere: abaterea medie liniara
Sa analizam!

loana si Dan au obtinut la matematica aceeasi medie: 8. In caracterizarea activitatii
lor, profesorul de matematica a tinut cont de constanta notelor obtinute de-a lungul
intregului semestru.
Notele loanei: 8, 8, 7, 9. Notele lui Dan: 10, 5, 10, 7.
Astfel, se observa ca loana a fost mult mai echilibrata in pregatire, pe cand Dan
a avut fluctuatii mari. ,Constanta“ sau ,fluctuatia“ pregatirii se pot exprima prin
intermediul abaterilor absolute ale notelor celor doi elevi, fata de medie.

in situatia analizat:

Notele loanei 8 8 7 9
Abaterea notelor fata de medie 0 0 1 1
Notele lui Dan 10 5 10 7
Abaterea notelor fata de medie 2 3 2 1

Media abaterilor notelor fatd de medie da informatii despre imprastierea notelor in

jurul mediei. Ea este notata de obicei cu T (tau) si se numeste abaterea medie liniara.
Pentru exemplele analizate:

’C1:O+OZ1+1:O,5; 12:2+322+1:2

in general

Fie x,, x,, ..., x valorile unei variabile statistice discrete si x media acestor
valori.
Abaterea medie liniara se calculeaza cu formula:

‘x1 —x‘ +‘x2 —x‘ +...+‘x,, —x‘

n

Sa aplicam!
Pentru a calcula abaterea medie liniara a unor date grupate in clase statistice,

concentram intreg efectivul unei clase statistice in mijlocul intervalului ce reprezinta
clasa respectiva. De exemplu, pentru datele studiului privind greutatea elevilor unei

clase, prezentate in tabelul de mai jos, obtinem: x=73, T=8,8.
sznult(aé)ea [50; 60) | [60; 70) | [70; 80) | [80; 90) |[90; 100]
Efectivul 3 7 9 4 2




4 Un alt indicator de imprastiere: abaterea medie patratica

Sa reprezentam rezultatele obtinute de un grup de 20 de elevi la doua teste
succesive, prin trasarea poligoanelor efectivelor:

Testul A
Note 2 3 4 6 7 8 9 10
Efectiv 0 0 2 3 4 6 2 1
Testul B
Note 2 3 4 6 7 8 9 10
Efectiv 3 2 1 0 4 4 5

@ cCare este mediana note-
lor le fiecare dintre aceste
teste? Dar media?

® Precizeaza coordonatele
fiecarui punct marcat pe
graficele alaturate.

Sa analizam!

Rezultatele obtinute la cele doua teste au aceeasi medie: 7. Configuratia notelor
in jurul mediei este insa foarte diferita. Pentru a exprima cantitativ aceasta configuratie,
determinam distantele fata de medie si exprimam o ,medie” a patratelor acestor
distante. In acest fel, obtinem dispersia si abaterea medie péatratica.

@ Compara rezultatele la
cele doua teste prin interme-
diul abaterii medii liniare.

Avem:
Testul A Testul B
Note | Efectiy | Distanta fata | Patratul Note | Efectiy | Distanta fata | Patratul A Putem calcula abaterea
de medie | distantei de medie | distantei medie patratica a datelor
6; 6; 7; 8; 8; 8, folosind un
2 0 S 25 2 3 S 25 calculator de buzunar.
3 0 4 16 3 2 4 16 Apasam tastele in succesi-
unea:
4 2 3 9 4 1 3 9 [MODE |[|SHIFT[SAC) 6[DATA]
5 2 2 4 5 0 2 4 6 [DATA| 7 [DATA 8 [DATA 8
5 3 ] ] 5 ] ] ] [DATA| 8 [DATA] [SHIFT]
7 4 0 0 7 0 0 0
8 6 1 1 8 4 1 1
9 2 2 4 9 4 2 4
10 1 3 9 10 5 3 9

Dispersia se noteaza de obicei cu v (de la variatie sau varianta).
Abaterea medie patratica este radacina patrata a dispersiei. Ea se noteaza de
obicei cu ¢ (sigma).
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® Pentru fiecare dintre tes-
te, imparte rezultatele in
doud clase: note sub 5 si note
peste 5. Construieste apoi
cate o histograma si mar-
cheaza pe ea mediana
notelor.

@ Stabileste o relatie intre
dispersie si abaterea medie
patratica.

A Pentru studiul analizat, se
considera ca fiind nesem-

nificativ procentual numarul
elevilor ce nu au inalfimea cu-
prinsa intre 140 cm si 200 cm.

® Justifica toate calculele
facute in exemplul alaturat.

D n primul semestru, un
elev a primit la matematica
trei note. In ce situatie
abaterea medie liniara,
respectiv abaterea medie
patratica a acestor note sunt
maxim posibile? Aceeasi
intrebare pentru cazul in
care elevul ar fi primit patru
note.
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Pentru exemplele date, obtinem:

:25~O+16~O+9~2+4~2+1~3+O~4+1~6+4~2+9~1z2599
0+0+2+2+3+4+6+2+1 ’

Vi
o=V #1612

_25-3+16-2+9-1+4-0+1-1+0-0+41-4+4-4+9-5 ggry
3+2+1+0+1+0+4+4+5 ’

, respectiv

Vs,
c, = M ~ 2975.

in acest fel putem compara numeric imprastierea datelor: cu cat dispersia si abate-
rea medie patratica sunt mai mari, cu atat datele statistice analizate sunt mai imprastiate.

Sa observam!

Abaterea medie liniara si abaterea medie patratica au acelasi ordin de marime (si
aceeasi unitate de masura) ca si valorile statistice studiate.

in general

Fie x,, x,, ..., x valorile unei variabile statistice discrete si x media aritmetica a
acestor valori.
Dispersia si abaterea medie pétratica masoara gradul de imprastiere a valorilor
variabilei in jurul mediei. Acesti indicatori se calculeaza cu formulele:
(6 =X)2 + (X, = X)* +...+(x, — X)?

V= 7 , respectiv

s :\/(x1 - %)% +(x, _)_;,)2 ot (X, —X)°

Sa aplicam!
Pentru a calcula abaterea medie patratica a unor date grupate in clase statistice,
putem proceda in acelasi mod ca si pentru calculul mediei sau al abaterii medii liniare.
De exemplu, pentru studiul privind inaltimea elevilor cu varsta intre 15 si 19 ani,
ale carui rezultate sunt cele din tabelul de mai jos, abaterea medie patratica este
o~ 11,82

Tnaltimea (in cm) | [140; 160) | [160; 170) | [170; 180) | [180; 190) | [190; 200]
Frecventa (%) 15 25 40 15 5

Sa demonstram!

Abaterea medie liniara, respectiv abaterea medie patratica ale unor valori statistice
sunt egale cu zero daca si numai daca toate valorile statistice date sunt egale.

Fie x,, x,, ..., x_valorile unei variabile statistice, x media acestor valori si T,
respectiv ¢ abaterile lor medii.

|x1—§|+|x2—)_c|+...+x —}| . X=X+ (X, = X)? +.+(x, —X)°
Deoarece T = "M ar 6= (= x)"+ (X, — X) (x, ),
n n
avem:
t=0&|x, —x|=0 pentruorice j < x, =x, =...=x, =X u
c=0< (x,—x)*>=0 pentruorice i < X, =X, =...=X, =X




4 Care dintre indicatorii de imprastiere furnizeaza informatii mai consistente?

Sa analizam!

Punctajele obtinute de doi sportivi in proba olimpica de pistol cu aer comprimat -
50 m, sunt urmatoarele:
Sportivul 1: 9,98,6
Sportivul 2: 10, 8, 8, 6.
Observam ca media punctajelor celor doi sportivi este aceeasi: 8. Calculand
abaterea medie liniara si abaterea medie patratica obtinem:
T, =1, o©,1,225, respectiv 1,=1,0,~1,414.
Media si abaterea medie liniara a punctajelor celor doi sportivi sunt aceleasi, dar
abaterea medie patratica este diferita.
Imprastierea rezultatelor obtinute de al doilea sportiv este mai mare.

in general

Pentru a compara gradul de Tmprastiere a unor date statistice este mai utila
compararea abaterilor medii patratice.

Sa demonstram!

Fie x,, x,, ..., x, valorile unei variabile statistice, T si ¢ abaterea medie liniara,
respectiv abaterea medie patratica a acestor valori.
Atunci T <.

Notam cu X media valorilor date si fie a, = |x1 —E|, a, = |x2 —E|,..., a, =

Cu aceasta notatie, concluzia se scrie in urmatoarea forma echivalenta:

2 2 2
A+ ay+.. 44, _ la® +a,’+. +a,
= .
n n

Prin ridicarea la patrat si gruparea convenabila a termenilor in membrul al doilea
din inegalitatea anterioara, obtinem inegalitatea evidenta:

0< (@~ ) + (@ ~ ) +.+(ay~a,)" + (@,

- a?,)2 +.Ha, - an)z.

Exercitii si probleme

@ Verificd corectitudinea
calculului pentru abaterea
medie liniara si abaterea
medie patratica a rezultatelor
sportivilor, din exemplul ana-
lizat.

M Gaseste un exemplu nu-
meric pentru mai multe date
statistice, in care mediile si
abaterile medii patratice sunt
aceleasi, dar abaterile medii
liniare sunt diferite.

B Precizeazd numarul de
termeni ai ultimei inegalitati
ce apare in demonstratia
alaturata.

1. Diagrama alaturata prezinta evolutia vanzarilor E\\'Ullrﬂﬂ \'Mﬂﬁﬂ".ﬂﬂ AHT 0 MMDI#LE

mondiale de automobile in deceniul trecut.
a) Exprima procentual datele privind evolutia

N . . . - milioane autoturisme
vanzarilor de autovehicule pe piata mondiala.

Foloseste un calculator de buzunar si treci
datele obtinute intr-un tabel.

b) Determina media vanzarilor in perioadele:
1990-1995; 1996-2000; 1990-2000. Ce
observi?

c) Calculeaza dispersia vanzarilor in perioadele
1990-1995; 1996-2000; 1990-2000.

1990 1391 19921993 . 1954-- 1985

1996 1997 = 1998

a2

- SURSAEIU

1839 2000

Numarul de autovehicule produse anual este in strinsA legatura cu evolutia eco-
nomiel mondiale, vérfurile de productie corespunzind an_llnr cu cea mai mare

crestare:
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2. Preturile plantelor de apartament practicate in 2005 este dat in tabelul alaturat.
Grupeaza preturile in clase cu amplitudinea 5 lei.

PLANTE DE APARTAMENT
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o o . - Dracaena 9 lei

a) Completeaza tabelul urmator cu frecventele si frecventele cumulate crescator. o 1901000 Tei

Ficus 7,5 -330 lei

Pret (RON) 0-5 5.10 10-15 15-50 50-100 | Mai mult de Difenbachia 45-91ei

100 Croton 5.5-125lei

Nr. plante 3 5 S —

Cordiline 39 lei

N Kalanchoe 7-16 lei

In cazul plantelor care au preturi variabile, in functie de dimensiuni, se va considera Gardenia 28 lei
p pret ) | ,

prEtL” Ce| mai mic_ Begonia Superhibrida 13,5 lei

b) Reprezinté poligonul frecventelor cumulate si determina pe grafic valoarea ;V“m“ 456': :“‘

. . uscata ,5 - 8 lei

medianei. A

Cactus 2,1-48lei

c) Compara aceasta valoare cu pretul mediu al unei plante. B 325712016

d) Exprima procentual numarul plantelor care costa sub 50 lei, apoi al celor cu Kentia 199 lei - 260 lei

pretul peste 100 lei. Compara cele doua numere. Philodendron 10-32.6 lei

Hedera 32,5 lei

Mona 40 lei

*Pretul este orientativ si poate varia in functie de distribuitori
si comercianti.

. Institutul National de Statistica a dat publicitatii datele privind populatia Roméaniei in perioada 2000-2003.
mii persoane
2000 2001 2002 2003
Total 22435,2 22408,4 21794,8 21733,6
din care feminin 11466,4 11458,9 111152,3 11127,3
Pe medii
Urban 12244,6 12243,7 11608,7 11600,2
din care feminin 6336,8 6340,2 6029,7 6033,8
Rural 10190,6 10186,1 10186,1 10133,4
din care feminin 5129,6 5118,7 5122,6 5093,6

a) Calculeaza valorile medii ale intregii populatii, respectiv ale populatiei masculine si feminine din Romania, din

mediul urban sau din cel rural.

b) Pentru fiecare dintre seriile statistice din tabelul dat, calculeaza abaterea medie liniara si abaterea medie

patratica.

c) Reprezinta grafic intr-o forma cat mai sugestiva variatia populatiei Roméaniei, intre 2000 si 2004.

. In graficul cu bare alaturat sunt evidentiate

rezultatele unui sondaj statistic privind inter-
valul de timp pe care elevii de 15-18 ani il petrec
in fata televizorului.

Pe fiecare bara verticala a graficului sunt
reprezentate simultan frecventa efectivelor de
baieti, respectiv fete, care corespund unei
anumite caracteristici.

Astfel, 34,7% dintre baietii intervievati si 37,7%
dintre fete petrec in fata televizorului intre 1 si
2 ore zilnic.

a) Calculeaza cat timp petrec in medie in fata
televizorului fetele, respectiv baietii. Pentru
aceasta, inlocuieste caracteristica ,ma uit mai

cansumal TV in randul adolescentilor in fumctie de variabila sex

100%
B0
0% 0.4
4.1
A%
0% i
[ et ] &l rar

3.1
by
sub 0 om@ 1-2 ore 34 ore pesia 4 ore PESNR
decat zilnic pezi F inic e
O baieti M fete

Sursa: www.cna.ro/cercetari/sondaje/curs_iul2005/c_med15_18_iul2005.pdf

rar decat zilnic” cu intervalul [0; 0,25) si ,ma uit mai mult de 4 ore zilnic” cu intervalul [4; 8].
b) Transforma diagrama data intr-un grafic cu bare duble. Reprezinta mediile pe acest nou grafic.



Utilizarea indicatorilor statistici in interpretareca datelor

) Aplicam si dezvoltam!

Pentru a descrie o variabila cantitativa (numerica) a unei populatii statistice este
necesar sa identificam cateva caracteristici ale valorilor ei numerice. Fiecare dintre
aceste caracteristici ofera un anumit tip de informatie. Astfel:

« caracteristicile de pozitie: media, mediana dau informatii asupra ordinului de
marime al observatiilor statistice;

» caracteristicile de dispersie: amplitudinea, modulul, abaterea medie liniara,
dispersia, abaterea medie patratica, dau informatii despre gradul de imprastiere a
valorilor.

¢ Interpretarea indicatorilor de pozitie

Exemplul 1
Consideram o serie statistica discreta data de numarul de carti citite intr-o luna
de fiecare dintre cei 75 de elevi ai clasei a Xl-a din liceul ,Matei Basarab”.

Numar de
carti (x;)
Efectiv (n;) 5

0 1 2 3 4 5 6

18 14 15 11 3 8

nj* X 0 18 28 45 44 15 48

Pentru aceasta serie calculam:

suma produselor n,x; 198 _ 2 64

media ponderata (valoarea medie) = efectiv total 75

In medie, fiecare elev a citit 2-3 carti.
Observam ca media unei serii statistice poate sa nu fie egala cu nici una dintre
datele inregistrate.

Exemplul 2
O serie statistica continua are ca variabila varsta elevilor dintr-un liceu.

Efectivele de elevi din liceu, pe toate cele 4 clase, se prezinta astfel:

Varsta 15-16 16-17 17-18 18-19

Efectiv (n) 72 69 97 61

Centrul clasei (x)) 15,5 16,5 17,5 18,5
n X 1116 1138,5 1697,5 1128,5

Vérsta medie a elevilor din liceu, conform cu aceasta repartitie statistica este:

5080,5
299

in aceeasi serie statistici, mediana apartine clasei de varsta (17; 18). Folosind
poligonul frecventelor cumulate crescator sau reprezentarea datelor cu ajutorul
histogramelor, obtinem ca mediana varstelor elevilor este 17, 08, adica aproximativ
17 ani si o luna.

~17 ani.

A Variabilele discrete iau
valori izolate.

A Vvariabilele continue pot
lua orice valori intr-un inter-

val dat.

Daca variabilele discrete au
valori suficient de multe in
cadrul unei serii statistice, ele
pot fi grupate in clase si sunt
considerate in analiza statis-
tica a acelei serii drept valori
continue.

@ cCalculeazid media clasei
voastre la ultima lucrare
scrisa la matematica.

A in cazul unei serii
statistice continue, prin
conventie, se considera ca
valori x, centrul fiecarei clase
statistice.

Calculul mediei s-a facut
astfel:

suma produselor nx;
efectivul total
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A Poti considera céa ultima
clasa statistica din sondajul
alaturat se refera la grupa de
varsta 65-85 ani.

@ Calculeazé pentru fiecare
dintre cei doi sportivi
performanta medie si eviden-
tiaza, printr-o diagrama, cea
mai buna si cea mai slaba
performanta.

® Cum il va alege antre-
norul pe cel mai bun sportiv?

@ Calculeazd mediile rezul-
tatelor celor doi sportivi, folo-
sind un calculator de buzunar.

© Comenteaza semnificatia
reprezentarii grafice alatu-
rate.
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Sa aplicam!
Vrem sa determinam care este varsta medie a telespectatorilor ce urmaresc Jurnalul
TVR, conform datelor sondajului prezentat in ziar.

mﬂ-amm

Sférsitul week-end-ului apartine Jurnalului (TV Roménia
1), cu un rating de 11,4% in marile orase. Un Jurnal care a
stréns in jurul sdu telespectatorii de peste 65 de ani, cu
cea mai mare pondere - 27 5%, si grupa de virsti 6 - 14
ani, cu a doua pondere din totalul telespectatorilor -
16,3%. E'lumliﬂ’lﬁ 24 de ani a fost cea mai slab

au fost femei si 51,9% au studil pimare.

Pentru aceasta, grupam efectivele fiecarei clase statistice in mijlocul intervalului
ce reprezinta clasa respectiva si calculam media ponderata; obtinem varsta medie
de aproximativ 46 ani.

Pentru aceleasi date statistice, mediana este de aproximativ 47 ani. Altfel spus:
50% dintre telespectatorii Jurnalului au mai putin de 47 de ani.

4 Interpretarea indicatorilor de dispersie

Un antrenor trebuie sa aleaga intre doi sportivi pe cel care va reprezenta clubul la
urmatorul concurs de natatie.

El analizeaza performantele sportivilor la ultimele 8 antrenamente.

Pentru a se putea decide, antrenorul va trebui sa compare dispersia rezultatelor
celor doi sportivi.

lata cum a procedat:

Sportiv1| 30,2 | 29,7 | 299 | 293 | 29,4 | 30,1 30,2 | 29,6

Sportiv 2| 30,1 298 | 29,2 | 298 | 30,2 | 29,9 | 299 | 29,5

Calculand media performantelor obtinute de sportivi la cele 8 antrenamente,
antrenorul constata ca cei doi au obtinut aceeasi performanta medie (x ).

Sa observam!
Doua serii statistice pot avea aceeasi medie, dar pot lua valori diferite.

X5

l ! . X = valoarea medie
X2

X3

Pentru a da o semnificatie numerica dispersiei valorilor, luam in considerare
abaterea fiecarei valori fata de medie.



Pentru a calcula dispersia, procedam astfel:

- calculam diferenta dintre fiecare valoare si medie, adica ‘x,. - x‘ .

Antrenamentul 1:
Antrenamentul 2:
Antrenamentul 3:
Antrenamentul 4:
Antrenamentul 5:
Antrenamentul 6:
Antrenamentul 7:

Antrenamentul 8:

Sportiv1
[30,2-29,8/=0,4
29,7 - 29,8/ = 0,1
|29,9-29,8/=0,1
[29,3-29,8/=0,5
29,4 -29,8/=0,4
[30,1-29,8/=0,3
[30,2-29,8/=0,4
29,6 - 29,8/ = 0,2

Sportiv 2
[30,1-29,8/=0,3
|29,8-29,8 =0
|29,2-29,8/=0,6
|29,8-29,8 =0
[30,2-29,8/=0,4
|29,9-29,8/=0,1
|29,9-29,8/=0,1

29,5-29,8/=0,3

- ridicam la patrat diferenta |x; - x| intre performanta obtinuta de fiecare sportiv la
antrenament si media performantelor;

- inmultim aceasta valoare cu efectivul corespunzator (numarul de antrenamente
la care s-au obtinut aceste rezultate);

- adunam rezultatele obtinute pentru fiecare valoare (performanta);

- impartim la efectivul total (numarul total de antrenamente luate in calcul) pentru
a obtine dispersia valorilor fata de medie, adica variatia fata de medie (v);
- calculam abaterea medie patratica: o = NS

Aceste etape de calcul se pot parcurge mai simplu prin completarea unui tabel.
Tabelele de calcul pentru dispersia performantelor sportivilor fata de performanta

medie ( x = 29,8 sec.) sunt cele de mai jos.

Sportivul 1 % n |Xi _ }| (x; - X)2 ni(x; - )2
30,2 1 0,4 0,16 0,16
29,7 1 0,1 0,01 0,01
29,9 1 0,1 0,01 0,01
29,3 1 0,5 0,25 0,25
29,4 1 0,4 0,16 0,16
30,1 1 0,3 0,06 0,06
30,2 1 0,4 0,08 0,08
29,6 1 0,2 0,04 0,04
In cele 8 antrenamente, v, = O';7 ~0,096.

Abaterea medie ptratica o, = /v, =+/0,096 ~ 0,310.

® Explica etapele de calcul
listate alaturat, necesare in
calculul dispersiei.

@ Urmareste datele din ta-
belul aladturat. Ce legatura
este intre coloana a treia si
coloana a patra?
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® Calculeazd amplitudinea
seriei de rezultate pentru
Sportivul 2.

A Pentru a calcula dispersia
a doua serii statistice, se

calculeaza media si
abaterea medie patratica.
Cu cét aceasta valoare este
mai mare, au atéat seria este
mai dispersata.

© Majoritatea valorilor unei
serii statistice se situeaza in
intervalul

[x—v; x+V].
Verifica aceasta afirmatie in
cazul exemplului dat si

precizeaza care dintre valori
se situeaza in interval.
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Sportivul 2

Xi n; |Xi ‘X| (x; - x)? ni(x; - x)?
30,1 1 0,3 0,09 0,09
29,8 2 0 0 0
29,2 1 0,6 0,36 0,36
29,8 1 0 0 0
30,2 1 0,4 0,16 0,16
29,9 2 0,1 0,01 0,02
29,5 1 0,3 0,09 0,09
in cele 8 antrenamente v, = % =0,09.

Abaterea medie pétratica o, = /v, ~ 0,300.

Calculand abaterile medii patratice pentru performantele celor doi sportivi, se
constata ca v, <v,.

Performantele celui de-al doilea sportiv sunt mai putin dispersate fata de medie,
deci sunt sanse ca la concurs sa obtina o performanta mai apropiata de medie.

Putem exprima ,imprastierea“ rezultatelor si prin situarea acestora fata de intervalul
[x -0, x+0].

Pentru exemplul dat:

X r_G x ]+ N - 4 dintre valori, adica
Sportivul 1 [ : ] 50% dintre performantele
2949 29.8 30,11 luate in calcul, sunt 1in

afara intervalului.
X-oc X+o - o0 singura valoare,
Sportivul 2 [ I ] adica 12,5% dintre perfor-
29,5 29,8 30,1 mantele luate in calcul este

in afara intervalului.

4 Repartitia normala

La concursul ,Cangurul* au participat, in anul 2002, 170 000 de elevi. inregistrarea
rezultatelor la teste se face de catre un corector automat.
La 100 de lucrari parcurse, corectorul a inregistrat urmatoarele punctaje:
25, 11, 11, 11, 20, 20, 14, 16, 18, 21, 21, 21, 19, 23, 17, 24, 25, 12, 12, 15,
19, 19, 14, 22, 22, 24, 24, 24, 15, 17, 19, 18, 16, 20, 25, 23, 21, 22, 24, 20,
23, 25, 23, 15, 17, 22, 24, 20, 15, 19, 23, 25, 23, 15, 17, 19, 23, 17, 24, 25,
15, 15, 15, 14, 11, 18, 21, 21, 21, 19, 23, 17, 24, 20, 20, 14, 16, 18, 21, 21,
23,12, 12, 10, 15, 12, 19, 19, 20, 24, 23, 23, 22, 24, 20, 15, 19, 23, 25, 23.



Daca punctajele nu au fot influentate de diferiti factori exteriori, cum ar fi ,trasul
cu ochiul* la colegi, sau chiar copiatul in masa, distributia grafica a punctajelor ar
trebui sa capete forma asa-numitei ,repartitii normale*.

Sa procedam n pasi succesivi:
* Ordonam datele

Punctaj | 10 [ 11|12 |13 |14 |15 (16|17 |18 (19|20 |21 | 22|23 |24 | 25
Efectv [ 1|4 | 5| 0| 4|10 3|6 |4 |10 9| 9|5 13|10 7

* Calculam indicatorii: medie, abatere medie, dispersie
Folosind un calculator de buzunar, obtinem:
media x = 19,25 sidispersia c ~4,112.

« Evaluam calitatea esantionului

Intervalul [x -v; x +v] corespunde intervalului [15,138; 23,362].

- 59 de lucrari sunt situate in acest interval, ceea ce reprezinta 59% din numarul
notelor.

Intervalul [x-2c; X + 26] corespunde intervalului [11,026; 23,362].

- 82 de lucrari sunt situate in acest interval, ceea ce reprezinta 82% din numarul
notelor.

in general

O repartitie normala este aceea in care poligonul efectivelor prezinta un
aspect de clopot simetric in raport cu media.
Intr-o repartitie normala (sau apropiata de aceasta), valorile cuprinse intre

X —o si X +c reprezinta aproximativ 68% din efectivul total, valorile cuprinse
ntre X -2c si X +2c reprezinta aproape 95% din efectiv, iar cele cuprinse

i
intre X —3c si X +3c reprezinta circa 99% din efectiv.

-30

X X+oc X+206 X+3c

x|
x|
>
x|
a

95%
din efectiv

in concluzie: punctajele obtinute la concursul ,Cangurul* nu respecta repartitia
normala. Este de presupus ca unele note au fost influentate de factori externi, sau
ca, datorita numarului relativ unic de lucrari luate in discutie, nu putem formula concluzii
pertinente.

© Verifica toate calculele
pentru seria de rezultate de
la Concursul Cangurul.

® Traseaza poligonul frec-
ventelor pentru punctajele la
cele 100 de lucrari de la con-
curs si compara-I cu desenul
alaturat.

A Repartitia normala este
de asteptat sa apara doar la

seriile statistice cu un numar
mare de date.
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4 O aplicatie a repartitiei normale: controlul de calitate

O fabrica de conserve utilizeaza cutii de tabla care sunt umplute automat. Pentru
a corespunde standardelor, masa dupa umplere a unei cutii trebuie sa fie cuprinsa
intre 190 g si 210 g. Aparatul functioneaza corect daca dintr-un lot de conserve

umplute avem 190 < x < 210 g, 6 <10 g si proportia de conserve din afara intervalului
[X —o; X + o] nudepaseste 30%.
Pentru a preciza daca aparatul a functionat corespunzator pentru lotul de 50 de

conserve, a caror masa de dupa umplere este redata mai jos, calculam dispersia si
verificam repartitia.

190, 185, 192, 184, 186, 194, 197, 195, 201, 203,

215, 207, 219, 218, 220, 181, 183, 185, 187, 189,
Q 199, 197, 195, 193, 191, 209, 201, 207, 203, 205,

219, 211, 207, 213, 215, 186, 188, 182, 192, 194,
el e J w-Jff & e 196, 198, 200, 202, 204, 206, 208, 210, 212, 214.
HOBe= Folosind un calculator de buzunar, putem calcula rapid:
sl X =199,76
HH 5 =10,99

+
(Of . J%) N-

[X —o; X +0]=[188,76; 210,75] .
In afara acestui interval sunt 32% dintre date.
De aceea, putem spune ca aparatul nu functioneaza corect.

Exercitii si probleme

1.
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Tabelul de mai jos a fost extras dintr-un studiu statistic privind transportul zilnic catre locul de munca.

Durata medie a
transportului 15 45 75 105 | 135 | 165 95

Efectiv 175 392 267 127 168 120 63

Calculeaza media ponderata. Ce semnificatie are aceasta?

. Tabelul care urmeaza este extras din acelasi studiu de mai sus, dar lipsesc cateva informatii.

a) Explica, folosind limbajul statisticii, semnificatia tabelului.
b) Calculeaza si completeaza

datele care lipsesc. Timpul alocat

c) Reprezinta poligonul frecventelor tra':sgiorrntfg”é:ﬁe 0 80 | 60 | 90 | 120 | 150 | 180 | 210
cumulate crescator si pollgonuvl frec- Frecventa 0 175 832 | 961 1 1129 | 1299
ventelor cumulate descrescator. Frecventa cumulats

d) Calculeazad media si dispersia in procente 0% | 13% | 43% 86% 100%

seriei statistice.
e) Formuleaza cateva concluzii ale studiului.

. Regulamentul unui concurs de tir cu arcul prevede c3, din cele 10 incercari la care are dreptul un concurent, se

elimina cel mai bun si cel mai slab dintre punctajele obtinute si se face media pentru restul punctajelor. (Daca
punctajul cel mai bun al unui sportiv a fost obtinut, de exemplu, la patru incercari, acest punctaj se elimina o
singura data). Care dintre cei doi concurenti a castigat?

Robin 8 (101 6]|9|10|2|4|7|8|5
Radu 6 |9 (10(1]2 |5|7|8|8]|3




4. Observa diagrama alaturata, care reprezinta oscilatia

Oscilatii in domeniul bancar

profitului net al bancilor comerciale japoneze in perioada 6000 Profitul ot al bandior comerciale
1989-2000. Raspunde la intrebarile urmatoare aproximand 4,9 japoneze (in miliarde de yeni)
valorile pe baza graficului.
a) Cu cét a scazut profitul bancilor nipone in 1995 fatade 2000
19897 Dar fata de 19927 Dar fata de 19947
b) Comenteaza evolutia profitului: Tn 1997 fata de 1994; 0
in 1998 fata de 1989; in 1998 fata de 1997; in 2000 fata
de 1999; in 2000 fata de 1998. ~2000
c) Care este media profitului in perioada 1989-19947? Darin ;4
perioada 1995-20007? Dar in intreaga perioada 1989-20007?
Poti exprima printr-o formula legatura dintre cele treimedii?  -6000
d) Determina mediana pentru fiecare dintre cele trei )
perioade considerate mai sus. 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000
€) Determina dispersia profitului in perioada 1989-2000.
miicane autoturisme

5. Diagrama alaturata indica dinamica productiei
de autovehicule in tarile europene, intre 1990
si 2000
a) Calculeaza media productiei auto in tarile
din U.E. in perioada 1990-2000.

b) Calculeaza media productiei auto in tarile
Europei Centrale si de Est in perioada 1990-
2000.

c) Reprezinta poligonul frecventelor in cele
doua cazuri. Marcheaza pe grafice mediana
fiecarei serii.

d) Determina abaterea medie in fiecare caz.

1991

1902 1993 1934 1995

I Liniunea Europeand

1097 1908 1009 2000

de autovehicule in {arile Europei Centrale si de Estnu urmareste

Dinamica productiei
intocmai evolutia din UJE. In ultimii sase ani, productia

in {arile aflate in tranzitie se

afla in crestere usoara dar continud, in timp ce productia europeani este neliniara.

6. Determina media datelor reprezentate in histograma
de mai jos.

l

3 5 1 13 15

8. O revista de profil a publicat diagrama cu bare alaturata,
care se refera la cetatenii straini veniti la munca in Romania.
a) Pentru fiecare dintre categoriile prezentate,
aproximeaza numarul de persoane aflate la munca in
Romania.
b) Calculeaza abaterea medie patratica a datelor
prezentate.

7. Datele unui studiu statistic sunt reprezentate in

diagrama cu bare de mai jos. Reprezinta pe o dia-
grama separata valoarea medie si efectivul cumulat

al acestor date.

in Romania lucreazi legal, cu
permise de munca, 4 840 de
cetdteni strdini. Majoritatea
(38%) sunt tineri, cu varste
cuprinse intre 26 si 35 de ani.
Doar 18% au peste 45 de ani.
Cei mai multi straini cu permis
de munca provin din Turcia.

Cetiteni striini cu permis de
munci in Roménia (%).

Sursa: Revista Capital

STRAINI VENITI iN ROMANIA LA MUNCA
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. Aproximeaza pretul a 1000 m® de gaze naturale, in Romania, pentru

fiecare luna a anului 2005, folosind graficul alaturat. Calculeaza
apoi pretul mediu pe intregul an.
(Sursa: ANRGN)

Am reusit... ?1?

EVOLUTIA PRETULUI MEDIU AL GAZELOR
DE IMPORT iN ANUL 2005 iN ROMANIA

260

usSD/1

000 mc

250
240

230

220

210
200

&

0 -
lanuarie

Decembrie

Prin parcurgerea acestei unitati de invatare, am reusit....
@ sareprezint datele unui studiu n diverse moduri
@ sa interpretez date, organizate in diferite moduri
@ sa utilizez formule in scopul corelarii datelor

@ sa transpun in limbaj statistic probleme practice

@ sa estimez comportarea unui sistem, cunoscand cateva valori particulare?

) Teste de verificare

Testul 1

1. Reprezinta datele din diagrama circulara alaturata

sub forma unui grafic cu bare.

3. O ancheta statistica a analizat timpul pe care 1l
consuma pentru transportul zilnic cei 1 312 angajati
ai unei intreprinderi. Rezultatele au fost grupate in

Bl CenwHace Il Sprind

I Compag = Hewbert
Packard

Caima I AHii

COTELE DE PIATA ALE clase cu amplitudine de 30 minute ca in tabloul de
PRINCIPALILOR COMERCIANTI distributie alaturat.
DE CALCULATOARE IN 1999 Determina media si dispersia acestei repartitii.
Clasa |[0, 30)|[30, 60)|[60, 90)([90, 120)([120, 150)|[150, 180)|[180, 210)
Efectiv| 175 392 267 127 168 120 63

2. Companiile de transport mentionate mai jos au tarife
diferite. Cu care dintre ele este convenabil sa se
faca deplasarea pe o distanta de 5 km, astfel incat
costurile sa fie minime?

Companie T_axa de Taxa pe kilometru
pornire (RON) parcurs (RON)
MICRO 1,3 1.2
MACRO 1 1.3
MEGA 0,4 1.9
MANO 0,5 1.7
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4. La un cabinet medical au fost inregistrate inaltimile
unui grup de copii si apoi sintetizate intr-un tabel:

5.

Tnaltime Numar de copii
intre 80 si 90 cm 4
intre 90 si 95 cm 16
intre 95 si 100 cm 21
intre 100 si 105 cm 17
intre 105 si 110 cm 14
intre 110 si 120 cm 3

a) Care este Tnaltimea medie in acest grup de copii?
b) Ce procentaj de copii au inaltimea cuprinsa intre
90 si 110 cm?

Estimeaza categoriile de varste ale copiilor cuprinsi
in esantionul descris in problema 4. Argumenteaza
estimarea facuta.




Testul 2

. Tabelul de mai jos, indica numarul de turisti straini in cateva dintre cele mai vizitate tari din lume in anii 2000 si
2001.

Franta Spania SUA Italia China
2000 75,6 47,9 50,9 41,2 31,2
2001 76,5 49,5 44,5 39,1 33,2

Reprezinta aceste date printr-un grafic cu bare duble.

. . . Efectiv Ea
. Datele ilustrate alaturat sunt extrase dintr-un studiu 1312
privind timpul necesar pentru transportul de acasa 100%
la locul de munca. 86%
Linia poligonala reprezinta graficul efectivelor cu- o
mulate crescator. 723"0/
.o ~ o . o
Observa datele si raspunde la intrebari: A
a) Ce reprezinta punctul A? Ce semnificatie au 0% =-==—=-- 4 it i e Iy D)
abscisa si ordonata acestui punct? 43% I
b) Ce reprezinta dreapta D? 259 —— /£ 4 _:______________
(]
c) Ce reprezinta punctele care se afla pe grafic :
; 13% |
deasupra luiD? ! -
d) Ce reprezinta punctele care se afla pe grafic 0 30 60 90 120 150 180 210  intervale
subD? de timp

. Pentru situatia prezentata in tabelul alaturat, calculeaza me- COMPANII IT INMATRICULATE IN 2001

dia, mediana si abaterea medie patratica, in doua situatii:
a) considerand inclusiv capitala; .ludut Fmductm hard Dezvoltare sofi

b) excluzand capitala.

. O piesa de forma paralelipipedica din componenta unui angrenaj
trebuie sa aiba dimensiunile L, [ si / astfel incat
8cm<L<81cm,3,5cm</<36cm,49cm<i<5cm.Un
lot de piese este acceptat daca abaterile la 20 de piese nu
depasesc 10%. Lotul cu dimensiunile de mai jos va fi sau nu
acceptat?

8x3x5 79%x36x5; 81x35x%x4,9; 8x3,5x5;

8 x 3,6 x5; 8,009 x 3,6 x4,99; 8,01 x 3,62 x 4,92;

8 x 3,56 x 4,9; 8 x 3,558 x4,99; 7,999 x 3,5 x 5;

8,11 x3,5x5; 8,12x3,6 x4,9; 8 x3,5x4,995;

8,12 x 3,5 x5; 8,1x3,6x4,9; 8x3,55x4,93;

8,1 x3,51x4,91;8x 3,5x%x4,9;8x 3,6 x5;8x3,51x4,99.

. Graficul alaturat reda evolutia Euro in perioada 01.01.2001-01.11.2001.
Determina cu aproximatie valorile Euro in lunile martie si septembrie 2001.
Estimeaza valorile Euro din ianuarie 2002.



Unitatea de invatare 5

) Test initial de autoevaluare

Rezolvand problemele urmatoare iti vei aminti notiuni necesare parcurgerii acestei

Calcul numeric

Exponentiale si
logaritmi

Calcul procentual

Proprietati
geometrice

unitati:

1. Calculeaza:

a)2+3-(-4)
b)(2+3+4) 3
c) 2,75 + 1,29
d) 4,81 - 1,99

. Determina:

a) (-2)°
b) 52

c) log; 9
d) log,0,5

. Scrie intr-o forma mai simpla:

a)25- 27

b) (-5)* - (-5)*
c) log,7 + log,10
d) 1g2 + Ig5.

. Calculeaza:

a) 20% din 180 m
b) 15% din 100 kg
c) 6% din 10% din 100 tone
d) 75% din 25% dintr-un kl.

. Precizeaza:

e) (3,47 +1,22):3
f)2,51 -0,2-4,7
g) 15,2:0,25

h) 11,4 + 11,4 - 9.

e) log, 35
f) Ig100
g) 10-°

h) Ig (0,1).

a) Care este diferenta de pret la o scumpire cu 20% a unui produs care costa

54 lei?

b) Cat la suta reprezinta 60 m din 300 m?

c) Cu ce procent s-a micsorat costul unui obiect al carui pret s-a Tnjumatatit?
d) Ce pret are un fular care costa 10 lei, si a fost scumpit cu 10%, apoi ieftinit cu

acelasi procent?
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. Determina lungimile marcate cu x pe figurile urmatoare:




Studii de caz in statistica

Studii statistice

) Ne amintim si exploram!

¢ Sondaje statistice

in evaludrile statistice, este nevoie ca specialistii sa dispuna de date cat mai
relevante.

Pentru actualizarea datelor se fac periodic sondaje statistice. In acest caz, desi
procesul de culegere a datelor nu implica intreaga populatie, datele obtinute sunt
suficiente pentru conturarea unor politici de perspectiva.

Sondajele se aplica de obicei unui esantion format din aproximativ 1000 de
persoane. Pentru a putea extinde rezultatele la intreaga populatie, specialistii stabilesc
un esantion national reprezentativ, asupra caruia sunt aplicate instrumentele de analiza
(chestionare, discutii organizate pe grupuri, interviuri). Stabilirea esantionului
reprezentativ se face in functie de criterii precum: varsta, sex, nivel de pregatire
profesionala, zona geografica, mediu social, mediu familial, nivel de cultura etc.

Pe baza datelor obtinute de la un esantion national reprezentativ se pot estima
raspunsurile ce ar putea sa fie date de intreaga populatie.

Exemplu

in cadrul unui sondaj de opinie au fost adresate persoanelor intervievate trei intrebari
sianume:

a) Obisnuiti sa cititi reviste?

b) Cat de des obisnuiti sa va uitati la televizor?

c¢) Atunci cand va uitati la televizor, ce gen de programe obisnuiti sa urmariti?

Rezultatele sondajului, asa cum au fost prezentate intr-o revista de specialitate,
sunt cele de mai jos:

2 Nu -46,8% | Da-53,2%

b)
Cat de des va uitati la televizor? Nr. réspunsuri
Mai rar de o data pe saptamana 9
O data pe saptamana 13
De 2-3 ori pe saptamana 37
De 4-6 ori pe saptamana 20
O data pe zi 472
De 2-3 ori pe zi 352
Mai des de 3 ori pe zi 257
Nu ma uit la televizor 40

Baza: 1 200 de persoane

A In matematica, estimarea
comportarii unei functii
pentru care nu se cunosc
decat cateva valori parti-
culare se numeste extra-
polare.

@ Cauts in ziare rezultatele
unui sondaj de opinie. Ce
tema are acesta? Ce intrebari
au fost adresate? Cum au
fost prezentate rezultatele?

@ Foloseste datele son-
dajului prezentat pentru a
raspunde!

- Cate persoane dintre cele
intervievate au declarat ca nu
citesc reviste?

- De ce baza de calcul la
intrebarea c) difera de cea de
la restul de intrebari?

- Céte persoane (dintr-un
total estimat de 16 milioane
care s-ar putea uita la
televizor) prefera emisiunile
de sport? Cate persoane nu
se uita la televizor?
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© Adreseaza aceleasi intre-
bari colegilor de clasa si
prietenilor si  compara
rezultatele obtinute cu cele
ale sondajului. De ce crezi
cd apar diferente intre aceste
rezultate?
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0) Stiri 87,20%

Filme 83,40%

Divertisment

Muzica 37,70%

Talk-show 33,80%

Desene animate 11,10%

Sport 8,60%

Documentare

Altele

Baza: 1160 de persoane

4 Cum se utilizeaza datele statistice?

Rezultatele sondajelor dau informatii asupra tendintelor ce apar in viata sociala
sau economica. In acest fel, pot fi luate din timp masurile ce se considera a fi necesare.

Exemplul 1

O revista de specialitate a publicat rezultatele unor sondaje comparative, efectuate
in luna ianuarie a anilor 2001 si 2002, privind gradul de patrundere a tehnologiei
informatiei in Romania.

Sondajul a avut in vedere cateva variabile, ce sunt prezentate in tabelul alaturat.
Putem compara variatia de la un an la altul examinand diferenta sau raportul.

Astfel:

-1n 2002, numarul de posesori ai unui telefon mobil a crescut cu 726 000 fata de
2001;

- numarul de detinatori de computere a crescut in 2002 cu 15,4% fata de 2001;

- utilizatorii de Internet au fost de aproape doua ori mai multi in 2002 fata de
2001.



Interesul crescut al populatiei fata de aceste domenii a determinat, in planul
politicilor sociale si economice:

- alocarea de fonduri pentru achizitionarea a 500 000 de calculatoare pentru unitatile
scolare;

- introducerea orelor de educatie tehnologica si de informatica in scolile generale
si in licee;

- incurajarea specializarilor universitare in domeniul tehnologiei informatiei;

- diminuarea impozitului pe venit pentru specialistii din informatica.

Exemplul 2

Un ziar a initiat un studiu privind profilul-tip al cititorilor sai; studiul este necesar
pentru orientarea materialelor publicate in ziar in directia interesului cititorilor.

Una dintre intrebarile studiului s-a referit la veniturile cititorilor ziarului, prin
incadrarea in una dintre categoriile: venituri mici, venituri medii si venituri mari.
Rezultatele sondajului, exprimate in procente, au fost publicate intr-o revista de
specialitate si sunt cele prezentate in figura alaturata.

64% din cititorii ziarului au
venituri medii si mari

venituri mici
36%

venituri mari
25%

venituri medii
39%

Redactia ziarului a hotarat sa se orienteze spre categoriile sociale cu venituri
medii si mari, publicand periodic informatii despre:

- oportunitati de afaceri;

- activitate bancara;

- politici economice;

- bursa locurilor de munca.

Exercitii si probleme

© Informeazé-te si alcétu-
ieste un scurt referat!

Ce alte programe de interes
national sau local au ca sursa
de plecare studii care
evidentiaza expansiunea
tehnologiei informatiei si a
comunicatiilor?

© Ce informatii crezi c& ar
interesa categoriile sociale
cu venituri mici?

Daca aifidirectorul / direc-
toarea unui ziar orientat spre
aceste categorii sociale, ce
rubrici ai propune?

Iintrebérile 1-4 se refera la rezultatele sondajului de opinie referitor la vizionarea programelor TV, prezentate in

paginile anterioare. Foloseste aceste date pentru a raspunde la urmatoarele intrebari:

1. Cu cat este mai mic numarul celor care se uita la televizor o data pe zi fata de numarul celor care se uita de 2-

6 ori pe saptamana?

2. Ce procent din numarul total de respondenti reprezinta numarul celor care se uita la televizor:

a) mai rar de o data pe saptamana;
b) o data pe zi;

c) de 4-6 ori pe saptamana;

d) de 2-3 ori pe zi?

3. Care este raportul dintre numarul celor care urmaresc:
a) programele de stiri si programele de muzica;
b) filme si desene animate;
c) sport sidocumentare?
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4. De cate ori este mai mare numarul celor care
urmaresc programele de divertisment fata de numarul
celor care urmaresc talk-show-uri?

5. Comenteaza informatiile sugerate de reprezentarea
grafica alaturata.

DEPOZITE PE SASE LUNI

Dobanda medie a pietel bancare

an.2001 mart. 2002
6. Rezultatele unui studiu statistic din 2006, referitor la

perceptia romanilor privitoare la Uniunea Europeana,
sunt prezentate sintetic in diagrama alaturata.

Ce inseamna UE pentru romani (%)
birocratie [] 4
pierdere identitate culturala []5
control slab la frontiere ] 6
risipa de bani [_]6
mai multe infractiuni _]7
somaj[ ]13
un cuvant maigreude spus [ ]20
diversitate culturala [ ]20
Euro 24
protectiesociala[ 130
democratie |41
pace [ 41
prosperitate | ] 50
libertate de calatorie/migratie | ] 62

Sursa: Eurobarometru infoEVZ

a) Intr-un eseu de maxim dou& pagini, compara
rezultatele acestui sondaj cu propriile asteptari privind
integrarea Romaniei in UE.

b) La sondaj au participat 1200 de respondenti.
Calculeaza céti respondenti au bifat fiecare item in
parte.

c) In diagrama, apar perceptii optimiste si perceptii
pesimiste. Realizeaza o diagrama circulara in care
aceste tipuri (mai bine/mai rau) apar grupate.
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7. Intr-o revista de specialitate a aparut graficul cu bare
de mai jos, referitor la evolutia numarului abona-
mentelor telefonice in 1997 si 2002.

. Numarul abonamentelor telefonice

mil
6000
6099

4207

4595

3570 3705 3813 4029

2000 126
202 652
(R

1997 1998 1999
[ Reteaua telefonica fixa

4000

3374

2019

2000 2001 2002
I Reteaua telefonicid mobila

a) Caracterizeaza procentual evolutia numarului de
abonamente la telefonia fixa, respectiv la telefonia
mobila.

b) Foloseste datele pentru a estima numarul
abonamentelor la telefonia mobila in 2008, daca piata
isi pastreaza aceeasi tendinta.

c) Sa presupunem ca esti presedintele / presedinta
unei companii de telefonie mobila. Ce politica de
dezvoltare a companiei ai putea concepe pentru viitor,
tinand cont de datele din reprezentarea de mai sus?

8. Diagrama din imaginea de mai jos se refera la
persoanele disponibilizate in perioada 1995-2005 din
industria de prelucrare a metalelor neferoase.

a) Reprezinta aceleasi informatii printr-o diagrama
cu bare.

b) Comenteaza distributia frecventelor diverselor
categorii de personal disponibilizate.

IMPACTUL RESTRUCTURARII ASUPRA PERSOANELOR DISPONIBILIZATE

NS

W nu au ocupat
niciun loc de munca

O gasesc un loc de munca ocazional
(fara contract de munca)

[ au dezvoltat propria afacere

[Eau un loc de munca stabil
(cu contracte de munca
pe diverse perioade)
[Os-au pensionat la limita
de varsta anticipat si de boala

Sursa: Saptaména financiara



Prelucrareca datelor in studiile statistice

) Analizam si intelegem!

¢ Modalitati de comparare a datelor

Compararea datelor unor studii statistice se poate face in diverse feluri.

Uneori, pentru a reda sugestiv aceasta comparare, este mai putin importanta
fiecare valoare in parte, in schimb are semnificatie media valorilor.

in numeroase situatii, media d& o imagine pertinenta a ordinului de marime al unei
serii statistice.

Sa analizam!
58% din cititorii ziarului au varsta
cuprinsa intre 15 si 44 de ani.

Pentru a orienta mai bine specificul
publicatiei, conducerea unui ziar este

interesata de varsta medie a cititorilor sai. Sk
15 ami

pestes
55 ani

Directorul general al ziarului cunoaste

numarul zilnic de cititori si localitatile in care

se distribuie cele mai multe exemplare. El a

pus aceste date la dispozitia unui institut
specializat si a solicitat efectuarea unui g
sondaj pe un esantion reprezentativ de =
cititori. Rezultatele sondajului sunt cele
prezentate in diagrama circulara alaturata,

in care se considera ca grupa de varsta ,,sub

14 ani“ are ca limita inferioara varsta de 6

ani, iar grupa de varsta ,peste 55 ani“ are ca

limita superioara varsta de 85 de ani (in afara intervalului de varsta [6; 85], procentul
de cititori fiind practic neglijabil).

Studiul nu precizeaza distributia efectivelor in interiorul claselor statistice luate in
calcul. Pentru a estima totusi varsta medie a cititorilor ziarului, se face ipoteza ca in
fiecare clasé statistic4 cititorii sunt distribuiti uniform. In acest fel, media de varsta a
cititorilor ce se inscriu intr-o clasa statistica este considerata ca fiind mijlocul
intervalului ce determina clasa statistica respectiva.

Ipoteza facuta trasforma datele cu caracter continuu ale studiului in urmatoarele
date cu caracter discret:

35-44
anil

20 ani
17%

30 ani
21%

40 ani
20%

50 ani
17%

70 ani
20%

Varsta 10 ani
Frecventa 5%

Se obtine in acest mod ca media de varsta a cititorilor ziarului este de (aproximativ)
40 de ani si 8 luni.

Exemplu: Managementul publicitar

Un ziar de publicitate, care se distribuie gratuit, trebuie sa isi atraga clientii pentru
a nu fi tiparit in pierdere economica. De aceea, ziarul acorda facilitati fiscale diverse
(de exemplu, un anunt gratuit pentru alte 5 anunturi platite). Pentru a identifica ce alte
facilitati ar putea acorda, directorul ziarului are nevoie sa defineasca ,anuntul mediu®,
din punctul de vedere al randurilor continute. El este hotarat ca, pentru anunturi mai
mari decat anuntul mediu, sa stabileasca o taxa mai mare prin comparatie cu anunturile
mai scurte. In acest fel, un numar mai mare de oferte vor fi tiparite in fiecare numar al
Ziarului.

Pentru ultimele publicatii s-a inregistrat urmatoarea situatie:

A Cuvantul ,medie“ este
adesea utilizat intr-un sens

diferit de cel strict cantitativ
din statistica. El este sinonim
cu ,reprezentativ®, ,uzual”,

,hormal“. De exemplu,
cititorul mediu al revistei de
automobilism este un barbat
de circa 45 de ani, sportiv,
pasionat de curse si posesor
de automobil.

A Pentru unele serii statis-
tice, media nu are nici o

semnificatie. Aceasta a ge-
nerat sinumeroase glume pe
seama statisticii. De exem-
plu: ,A.B. nu stia sa inoate si
s-a Inecat intr-un rédu cu
adancimea medie de 30 cm.
De ce? Era statician.”

O Verificd dacéd informatia
mentionata deasupra dia-
gramei circulare alaturate
este in concordanta cu
datele de pe diagrama.

@ Verifica toate calculele
facute pentru a determina
media de varsta a cititorilor
ziarului, pe baza datelor din
tabelul de frecvente.

83



© Calculeazd media numa-
rului de randuri ale anun-
turilor publicitare, pe baza
datelor din tabel.

© Informeazé-te si raspun-
de! Care sunt tarifele pentru
anunturi la ziar? Care crezi
ca au fost criteriile pentru
fixarea acestor tarife?

CALITATILE PRIMARILOR

Nr. de randuri 1 2|3 4 5| 6 718 910
Nr. de anunturi 15 127181196 | 72| 51|42 |18 | 3 1

Media pentru numarul de randuri ocupate de anunturile publicate este de 4,5.
Avand in vedere aceste calcule, redactia ziarului a fixat pentru patru aparitii tarifele:

Nr.deranduri |1-2(3-4|5-6|7-8| 9-10
Pret (RON) 4 6 10 15 22

Sa aplicam!

in urma aplicarii unor chestionare si a reprezentarii grafice a datelor obtinute,
avem suficiente informatii pentru a putea formula concluzii diverse. Aceasta etapa de
prelucrare a datelor statistice se dovedeste a fi cea mai importanta din perspectiva
utilitatii studiului.

Informatiile reprezentate mai jos au fost obtinute Tn urma studiului ,Atitudini si
valori Tn administratia publica locala.”
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© Mentioneaza populatia
statistica si esantionul utili-
zate in acest studiu.

® Ce variabile au fost folo-
site?

@ Completeaza un tabel in
care notezi numarul de per-
soane din esantion care au
raspuns conform inregistrarilor
din grafic.

@ Transpune in céte o diagra-
ma circulara raspunsurilor refe-
ritoare la spiritul de initiativa.

© Alcatuieste un eseu in
care sa valorifici informatiile
obtinute din acest studiu.
Stabileste un titlu cat mai
interesant pentru acest eseu.
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Prima etapa a studiului s-a bazat pe un sondaj de opinie in randul cetatenilor, care a
cuprins 1.372 de subiecti, selectati din 104 localitati urbane si rurale din 38 de judete. A
doud etapa a constat dintr-un sondaj de opinie in randul a 563 de reprezentanti ai
autoritdtilor publice locale. Ei provin din 120 de localitati urbane si rurale din toate
judetele tarii.

Pe baza datelor obtinute putem formula urmatoarele concluzi:

1) In general, primarii au o alti perceptie asupra calitatilor de care dau dovada,
fata de perceptia cetatenilor. De exemplu, 95% dintre primari cred ca au o buna
comunicare cu cetatenii, in timp ce doar 65% dintre cetateni cred despre primarii lor
acest lucru.

2) Atat primarii, cat si cetatenii, considera ca nu este nevoie ca reprezentantii lor
sa fie instruiti in domeniul administrativ.

Alte concluzii se pot formula raspunzand la urmatoarele intrebari:

in ce domeniu opiniile autoritatilor si ale cetatenilor coincid?

in ce domeniu opiniile autorit&tilor si ale cetatenilor sunt cele mai distantate?

Care dintre calitatile primarilor este cea mai apreciata de catre cetateni? Dar de
catre primari?



Exercitii si probleme

1. In ultima vreme se discuta insistent PONDEREA PUBLICITATII DIN TOTALUL VENITURILOR TELEVIZIUNILOR PUBLICE

despre ideea ca televiziunea publica sa 78 %
nu mai obtina venituri din publicitate.
Pentru informarea opiniei publice
despre acest subiect, un ziar a publi-
cat studiul alaturat.

a) De cate ori este mai mare ponderea
publicitatii la televiziunea din Italia, fata

de televiziunea din Romania? 2

: : . . o
b) Sunt egale veniturile obtinute din 3
publicitate la televiziunile din Polonia Spania Franta Polonia  Ungaria ltalia Cehia  Slovenia Germania Romania &
si Ungaria? SURSA: EUROPEAN AUDIO VISUAL OBSERVATORY 2000

. Inunul dintre ziarele cu profil financiar a aparut un studiu statistic privind piata imobiliara in cateva téri europene.
Doua dintre reprezentarile comparative ale studiului apar si in imaginile de mai jos.

CHIRII MEDII LUNARE EURO/MP CASA DE CIRCA 150 MP
LOCUINTELE OCUPATE DE PROPRIETARII ACESTORA N ORASELE-CAPITALA

n %

]
o © £ T
5 &8 £ ® £
o & » E =2
E S £
D F <« X o
Sursa: Revista Capital Sursa: Revista Capital

a) Calculeaza pretul mediu al unui apartament de 150 mp in capitalele tarilor ce apar in studiul prezentat.

b) Foloseste diagramele pentru a reprezenta procentul de locuinte oferite spre inchiriere, in tarile analizate. Poti
presupune ca locuintele care nu sunt ocupate de proprietarii acestora, sunt oferite spre inchiriere.

c) Coreleaza cele doua diagrame si formuleaza doua explicatii ale preturilor practicate.

. Un studiu comandat de CNA (Consiliul National al Audiovizualului) a urmarit sa determine imaginea pe care o au
adolescentii Tn privinta nivelului de violenta din emisiunile de televiziune. Ca urmare a aplicarii unui chestionar,
pe un esantion de 2300 de baieti si fete, cu varste intre 15 si 18 ani, s-au obtinut datele reprezentate in diagrama
cu bare de mai jos.

a) Reprezinta prin diagrame circulare opinia b) Datele globale ale studiului au fost reprezentate
fetelor, respectiv a baietilor, privind violenta in in diagrama de mai jos.
emisiunile film. Coreleaza reprezentarile si afla cati baieti si cate

fete au participat la acest studiu.
Wariatia (procentuald) percepdiei asupra viokentei din filme

in fu de sexul resgondanilor {1518 ani] Aprecierea continutului de scene de vielenta in filme
{15-18 ani)

200;0%  56:2%

1005; 44%

10:38; 45%

|npr=a multi @ cét trebuie O prea puting, deloc O MSNR O prea mulid B cal rebuie @ prea pu;inﬁ. deloc B NS, NR

Sursa: www.cna.ro/cercetari/sondaje/curs_iul2005/c_med15_18iul2005.pdf.
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invégarea prin proiecte: realizarea de sondaje

) Aplicam si dezvoltam!

O Informeazé-te si rdspunde!
Ce proiecte se deruleaza in
liceul tau?

@ Identifica situatii in care
compararea rezultatelor unor
clase diferite este benefica
pentru progresul colar al
elevilor.
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Temele de statistica pot fi abordate prin intermediul proiectelor.

4 Cum organizam un proiect?

Proiectul incepe in clasa, prin conturarea obiectivelor, formularea sarcinii de lucru
si (daca este cazul) precizarea echipei care il realizeaza. In afara orelor de curs, dar
sub indrumarea profesorului, elevii stabilesc metodologiile de lucru, isi definesc statutul
sirolul in cadrul grupului si fixeaza termene pentru diferite etape ale proiectului. Dupa
colectarea datelor si organizarea materialului, proiectul se incheie in clasa, prin
prezentarea rezultatelor.

in realizarea unui proiect, este utila parcurgerea urmatoarelor etape, in cadrul
echipei de lucru.

1. Se stabileste o lista de intrebari esentiale, legate de tematica proiectului.

2. Se alcatuieste un plan de actiune, in care apar termene si responsabilitati.
Este important ca fiecare membru al echipei sa respecte, pe cat posibil, acest plan.

3. Se lucreaza cat mai mult impreuna cu colegii din grupul de lucru. Dincolo de
scopurile stiintifice, un proiect are si un scop social - ne simtim minunat cand echipa
noastra ,merge bine”!

4. Membrii echipei de lucru se documenteaza cat mai amanuntit asupra
problematicii propuse, cer sfaturi, consulta specialisti in domeniu.

5. Se prelucreaza si se organizeaza datele. Proiectul trebuie sa se concretizeze
intr-un produs finit.

6. Se prezinta rezultatele si concluziile proiectului intr-un mod cat mai clar, dar
care reflecta atat personalitatea, cat si creativitatea echipei.

4 Ce teme de proiecte putem dezvolta la Statistica?

Exemplul 1: Compararea rezultatelor obtinute de clase diferite la un acelasi test

Poti dezvolta un proiect ce vizeaza compararea performantelor scolare a doua
clase diferite.

Pentru aceasta, este necesar ca populatia statistica sa fie pusa in situatia de a
raspunde acelorasi stimuli: testele date claselor sa contina aceleasi subiecte (sau
subiecte foarte asemanatoare), sa fie aplicate in acelasi timp si sa fie corectate dupa
acelasi barem de punctaj.

Dupa colectarea si reprezentarea datelor, este util sa compari performantele
colegilor din cele doua clase folosind media, mediana, abaterea medie patratica.
Analizeaza motivele diferentelor constatate si formuleaza concluzii.

Exemplul 2: Preferintele colegilor

O alta tema pentru proiect isi poate propune sa investigheze preferintele muzicale,
sportive, de petrecere a timpului liber etc., ale colegilor.

Pentru aceasta este necesar:

- sa decizi forma de interactiune cu respondentii; aceasta poate fi un chestionar,
un interviu individual sau un interviu de grup

- 8a colectezi datele

- sa reprezinti datele culese in forme cat mai adecvate, pentru a obtine maximum
de informatii pertinente

- sa analizezi datele obtinute, folosind indicatori de pozitie si indicatori de dispersie

- sa formulezi concluzii

- sa prezinti sintetic si accesibil activitatea desfasurata si rezultatele obtinute.



4 Cum proiectam chestionarele?

in proiectarea unui chestionar, este necesar s tii cont de faptul ca intrebarile
trebuie sa fie clar formulate (adica sa contina toate atributele necesare pentru ca
respondentul sa inteleaga bine cerinta), sa nu presupuna ambiguitati (adica sensul
intrebarii sa fie univoc), sa fie relativ scurte, vizand un singur aspect.

Se poate Intdmpla ca intrebarile la care te gandesti sa nu fie relevante sau de
interes pentru populatia statistica pe care o ai in vedere pentru proiect. De aceea,
este util sa aplici o forma preliminara a chestionarului pe cateva persoane, sa prelucrezi
raspunsurile primite si sa reformulezi sau sa completezi intrebarile, astfel incat acestea
sa satisfaca mai bine scopul propus. De multe ori, pentru a elimina ambiguitatile unui
chestionar, intrebarile contin variante posibile de raspuns.

Exemplu

Tn cadrul unui studiu statistic au fost adresate unor elevi de liceu cateva intrebari
la care se poate raspunde prin marcarea unui semn distinctiv in spatiul corespunzator
raspunsului ales. Trei dintre aceste intrebari au fost:

1) Care dintre materiile optionale din tabelul alaturat v-ar interesa mai mult?

Cultura si civilizatie franceza
Astronomie si astrologie
Folclorul romanesc

2) Ce varsta aveti?

15 ani 16 ani 17 ani 18 ani 19 ani 20 ani
3) Ce naltime aveti?
sub 140 cm intre 140 si | intre 160 si | intre 170 si peste 180 cm
160 cm 170 cm 180 cm

Cele trei intrebari sunt diferite nu doar prin continutul lor, dar si prin natura
raspunsurilor ce pot s& apara. In primul caz, fiecare elev raspunde practic cu DA sau
NU la cateva intrebari succesive de tipul: ,Va intereseaza Cultura si civilizatia
franceza?”. Raspunsurile la a doua intrebare se exprima printr-un numar si poate lua
doar cateva valori, in timp ce raspunsurile la a treia intrebare pot lua, in principiu,
orice valoare dintr-un interval dat.

4 Cum desfasuram interviurile?

in desfasurarea interviurilor, este util sa pornesti de la un plan prestabilit privind
continutul intrebarilor, pe care sa-I adaptezi pe parcurs in functie de interventiile
interlocutorului/interlocutoarei.

Rezerva suficient timp pentru fiecare interviu si, mai ales, ai grija sa nu induci
raspunsul pe care I-ai dori, din propria perspectiva! Pentru aceasta, formuleaza intrebari
cat mai neutre si intreaba tot timpul ,,De ce?”. De asemenea, nu te grabi sa aprobi sau
sa dezaprobi raspunsurile primite, chiar daca respondentul cere explicit confirmari asupra
corectitudinii opiniilor sale. Poti indemna interlocutorul sa continue, intrebandu-I: , Tu
cum crezi ca este corect?” sau ,De ce crezi asa?”. Pentru a valorifica interviurile
cat mai bine, este util sa le inregistrezi audio si, ulterior, sa le transcrii.

© Noteaza intr-un tabel
oferta de optionale a liceului
vostru. Intreabd colegii si
completeaza un tabel cu
optiunile lor pentru clasa a
Xll-a. Care dintre optionale
intrunesc cele mai multe
Lvoturi“?

@ Proiecteazé un chestionar
pentru un proiect cu tema:
L,Preferintele artistice ale
tinerilor”. Compara intreba-
rile propuse de tine cu cole-
gul/colega de banca.
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Exercitii si probleme

1.

88

Punctajele elevilor participanti la un concurs se distribuie crescator dupa cum urmeaza:
6,7,7,8,8,8,889,9,9;10; [10]; 10; 10; 11; 11; 12; 13; 13; 13; 14; 15; 15; 16

12 elevi mediana 12 elevi

a) Calculeaza media punctajelor de la concurs.
b) Compara media cu mediana.
c) Reprezinta grafic datele din problema.

. Dezvolta, impreuna cu grupul tau de lucru, un proiect in care sa investighezi ce tipuri de telefoane mobile si ce

tip de abonament au colegii din clasele a XI-a. Compara seria statistica obtinuta cu o serie similara, realizata prin
chestionarea colegilor de la clasele a Xll-a.

. Simuleaza desfasurarea unuiinterviu, in care se intereseaza perceptia colegilor asupra utilitatii metodelor statistice.

Identificd momentele Tn care interviul nu a decurs bine.

. Dezvolta, impreuna cu grupul tau de lucru, un proiect de statistica. Alege una dintre temele urmatoare.

a) Optiunile colegilor de liceu pentru viitoarea profesie.

b) Variante de petrecere a timpului liber, preferate de colegii din liceu.
c) Modalitatea de transport si durata drumului de acasa pana la scoala.
d) Marci de masini preferate de colegii din liceu.

e) Tipul de lectura preferata de colegii din liceu.

f) Personalitati din Roméania - optiuni ale adolescentilor.

. Formuleaza sase variante posibile de raspunsuri la intrebarea urmatoare, adresata respondentilor in cadrul unui

sondaj: ,,Care este principala problema cu care se va confrunta Romania, in primii ani dupa aderarea la Uniunea
Europeana?”

. Urmareste mass-media si gaseste datele unui sondaj de opinie. Formuleaza aprecieri critice asupra modului in

care au fost formulate intrebarile sondajului.
Modifica eventual unele dintre intrebari si aplica acelasi tip de chestionar colegilor tai de liceu.
Compara rezultatele sondajului, asa cum apar in mass-media, cu propriile rezultate.

. Intr-un ziar de profil a ap&rut un comentariu privind pseudo-sondajele de opinie.

»CELEBRIZAREA” MESAJULUI SI A CANALULUI

Exista o reteta consacrata de decenii de mass-media occidentala, dar folosita preponderent in zona presei tabloide
sau glossy. Reteta este simpla: o revista -FHM, de exemplu, 1si intreaba cititorii care sunt cele mai sexy vedete pe care
le stiu, iar pe baza acestui ,,sondaj” realizeaza un clasament al respectivelor personalitdti mondene. Clasament care,
coroborat cu autoritatea publicatiei in randul revistelor internationale pentru barbati, devine stire in sine, transmisa pe
multe alte canale de informare. Nu conteaza ca, dupa doua saptamani, o alta revista de profil va veni cu un alt astfel de
clasament, conteazai cd ,,FHM zice cd vedeta cutare este cea mai tare”.

Totul porneste chiar de la conceptul de celebritate. Potrivit unor lucrari de specialitate, precum studiul ,,High
Visibility”, ale expertilor media si marketind Irving Rein, Philip Kotler si Martin Stoller, o vedetd este acea persoand
faimoasa intr-o societate, care atrage atentia presei si a publicului si care se mentine acolo prin activitate intensa in zona
divertismentului de masa. lar unul dintre cele mai facile mijloace de a realiza acest lucru este sa fie inclusa in miile de ,,sondaje”
si clasamente prin care institutiile de presa, apeland la propriii consumatori, incearca sa-si mentina profilul pe piata.

Potrivit unui alt studiu, ,,Understanding Media: Inside Celebrity”, al expertului media Jessica Evans, aceste lucrari
sunt vitale pentru cladirea statutului de celebritate.

Costin lonescu

a) Identifica In mass-media stiri care se pot inscrie in directia conturata de fragmentul reprodus mai sus.
b) Intr-un eseu de 3 pagini, comenteaza critic concluziile la care a ajuns grupul tau de lucru, in desfasurarea unui
proiect de statistica.



Am reusit... ?1?

Prin parcurgerea acestei unitati de invatare, am reusit....
@ sa identific metode de colectare si interpretare a datelor
@ sa interpretez date statistice cu ajutorul graficelor si al diagramelor
@ sa utilizez date statistice pentru analiza de caz
4 sa transpun in limbaj matematic, cu mijloace statistice, probleme practice
@ sa caracterizez situatii reale prin interpretarea statistica a datelor?

) Test de verificare

1. Precizeaza doua modalitati prin care poti afla cu 4. Un studiu al Ministerului Transporturilor prezinta
aproximatie ce cantitate de apa minerala se consuma situatia intarzierilor la sosirea in Brasov a trenurilor de
lunar in orasul vostru. calatori. Reprezinta printr-o histograma aceste date:

2. Laeditia | a manifestarii ,Educatia adultilor: Clopotelul Intarzieri intre0si | intre 15si | intre 45 min.
suna si pentru cei mari”, la care diverse firme au 15 min. 45 min. si 3 ore
oferit o;zortu.nitét,i.de Aformare profesionalé,_ a_fost Nr. trenuri 720 45 21
adresata vizitatorilor intrebarea: ,Ce cursuri dintre
cele propuse va intereseaza?”. Raspunsurile primite 5. Sa presupunem ca esti director de publicitate al unei
sunt cuprinse in tabelul de mai jos. Care dintre cursuri firme si ca dispui de 25.000 de dolari, pe care vrei
a intrunit cele mai multe optiuni? Dar cele mai putine? sd ii investesti in publicitatea prin televiziune.

Ce cursuri vd intereseazi? (%) Da  Mu Intr-un cotidian central citesti urmatoarele date,

Despre om si societate 31,48 6852 obtinute Tn urma unui sondaj de opinie efectuat de

Medicina si educatie 2593 74,07 AGB Data Research.

Tehnico-aplicative 5,56 94,44

Formare profesionald continud 40,74 59,26 Pentru reclame in timpul emisiunilor de stiri,

Cultur si civilizatie 27.78 7222 taxa la Antena 1 este de 4.500 $ pe 30 secunde, iar la

Literaturd si arta 16,67 83.33 PROTYV este de 6.000$ pe 30 de secunde.

Stiinte naturale 5,56 9444

Matematica, fizics, chimie 370 96,30 ,,Observatorul” de la Antena 1 are o contributie

Limbi striine - 42.59 57.41 importanta la marirea audientei postului pe intreaga zi

Informatica 2999 77.78 (cam 10%), in timp ce ,,Stirile” PROTV contribuie la
audienta sa zilnica cu doar 8%.

3. l_a un Ta_rg al I?cunlor d(_a munca, ofertantii au fost n siptiména 18-24 martie , Stirile” PROTV au
mtre.bat-lv qaﬁa au malvpart|0|pgt la aStf(_aI de castigat batdlia. Au o medie de 12,5%, in timp ce
manifestari si in trecut. R&spunsurile lor, exprimate Observatorul” are doar 11,4%.
procentual, au fost:

D .t 40% La care dintre cele doua televiziuni este mai indicat
NU e 60% sa investesti, pentru ca reclama firmei la care lucrezi
Reprezinta printr-o diagrama circulara aceste date. sa fie urmarita de cat mai multe persoane?

. Argumenteaza raspunsul!
Lectura

Primele inregistrdri statistice se pare cd au apdrut simultan cu inventarea scrierii, in urmd cu peste 6 milenii, in Egipt
si China, unde conducdtorii erau interesati sa cunoascd numdrul populatiei, al celor apti sd lupte, al sclavilor, al cantitatii
de produse agricole, pentru stabilirea nivelului birurilor. In statul roman, pe vremea republicii (440 i.e.n.) a fost creatd
functia de cenzor (census), care avea atributii si in efectuarea recensamdntului populatiei. Sunt cunoscute recensamintele
efectuate in 28 i. Hr. 8 d. Hr. 14 d. Hr., in perioada lui Octavian Augustus.

In Dacia Romand au fost efectuate recensdminte, asemdndtoare cu cele din restul imperiului, numite census provincial.

Parcurgdnd axa timpului, gdsim rdddcini ale gandirii statistice incd in perioada renascentistd. Astfel matematicianul
L. Pacioli (1445-1514) incerca incd din 1494 sd rezolve probleme statistice. Mai tdrziu G. Cardano (1501-1576) si N.
Tartaglia (1499-1557) au atacat si ei aceleasi probleme, avind meritul de a atrage atentia asupra necesitdtii unui instrument
si a unei noi gandiri matematice pentru rezolvarea lor: In ultima parte a vietii, J. Bernoulli studia probleme de demografie prin
prisma teoriei probabilitdtilor.
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Unitatea de invatare 6

) Test initial de autoevaluare

Rezolvand exercitiile urmatoare iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea
acestei unitati de invatare.

a)2+3.5-7.2 plis
b) 19+ 28+ 3 36
c) 0,27 + 1,38 9) %5:%
d) 2\/3-43+5V3 h) 2,7 + 3,(6)
e) 255:15

Ordinea efectuarii 2. Efectueaza:

operatiilor a)(0,2+1,3.5).4 e) 3v2-342.5
b) (4 - 6)° nl13.3.8
)3 - (4-6) )2'475'5
d)24:8-3

Rezolvari de ecuatii .

’ 3. Rezolva:

a)x+04=32 e)(x-1)2=4
b) 3x = -12 f) 1+[x| =3
c)bx=2 g) (x+1)2=(x-1)2+2(x+3)
d2x-1=5x+2 h)x2-5x+6=0.

4. Transpune in limbaj matematic, apoi rezolva problemele:
a) Suma a doua numere este 36. Afla numerele, daca primul este cu 10 mai mare
decat al doilea.
b) Diferenta a doua numere este 45. Afla numerele, daca primul este de 10 ori mai
mare decat al doilea.
c) in doua depozite sunt 480 t de cartofi. Daca s-ar muta 40 t din primul depozit in
cel de-al doilea, cantitatile aflate In cele doua depozite ar fi egale. Ce cantitate de
cartofi este in fiecare depozit?
d) Cat este latura unui patrat daca, marind aceasta latura cu 2 m, aria se mareste
cu 20 m??

Rezolvarea
problemelor cu
ajutorul ecuatiilor

Elemente de logica 5. Transpune in limbajul logicii matematice, apoi identifica propozitille adevarate.
a) Nu este adevarat ca Liviu Rebreanu nu este autorul romanului /on.

b) Daca fiecare elev de liceu a fost declarat admis la examenul de capacitate,
atunci Sorin, care nu a fost declarat admis la acest examen, nu poate fi elev la
liceu.

c) Daca orice om care se scoala dimineata devreme este grabit, atunci domnul
Popescu, care nu se scoala dimineata devreme, nu este grabit.
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Grafuri - notiuni de baza

Reprezentari schematice ale unor retele

Reprezentarile schematice apar frecvent in viata cotidiana.

Exemplul 1: Harta metroului

inimaginea de mai jos este reprezentaté harta retelei de metrou din Bucuresti (in
exploatare sau doar in constructie). Aceasta este numai o reprezentare schematica,
ce nu prezinta la scara distantele dintre statii. Totusi, harta este suficienta pentru a

ne orienta n calatoria cu metroul.

=

APARATORII
PATRIEI .

() C. GEORGIAN
REPUBLICA

De exemplu, daca un calator aflat in Gara de Nord vrea sa ajunga in Piata Sudului,
el poate lua metroul o statie pana la Piata Victoriei, unde schimba magistrala, apoi

coboara la a saptea statie.

Putem reprezenta sugestiv schema
retelei de metrou din Bucuresti ca in figura
alaturata. Aceasta reprezentare poate fi
utila in analiza gradului de dezvoltare a
transportului subteran.

@ Observa harta metroului.
Cate stafii sunt intre Piafa
Victoriei si Pantelimon, pe
drumul cel mai scurt? Dar pe
o ruta ocolitoare?

@ Determina doué trasee pe
care se poate ajunge cu
metroul din Gara de Nord
pénd la Piata Sudului. In care
dintre cele doua variante
calatorul trece prin mai multe
statii? Pe care traseu crezi
cd se ajunge mai repede?

® Foloseste harta refelei de
metrou pentru a identifica sta-
tile marcate pe schema ala-
turata. Transpune desenul pe
caiet si scrie numele statiilor.

© Deseneazi si alte sche-
me ale retelei de metrou din
Bucuresti. Cum ai putea de-
cide dacd o schema este
intocmité corect?
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Exemplul 2: Harta unui oras
In imaginea de mai jos este prezentata o parte a hartii municipiului Cluj-Napoca.

© Realizeazad o schemé cu
principalele strazi ale ora-
sului tdu. Compara schema
proprie cu cele realizate de
colegi. Ce criterii ai avut in
vedere pentru a evalua
corectitudinea unei scheme?

Str. Avram lancu

Pentru a putea utiliza mai eficient
< . 0 harta, un automobilist a renuntat la indica-
zata de catre automobilist cu L . .
harta detaliats a orasului, tiile |nut|I9 si a reprevzentavt prmmpglelg
apoi precizeazs: artere ca in schema alaturata. El considera
« Unde se afl Piata P&cii? ca aceasta schema 1i este suficienta
« Care este bulevardul pentru a se putea orienta in oras.
Eroilor?
» Cum se numeste strada
marcata cu linie ingrosata?

® Compars schema reali-

Exemplul 3: Reteaua de drumuri europene

In figura de mai jos este reprezentat o parte a retelei de drumuri europene de pe
teritoriul Romaniei.

@ |Identificd orasele in care
se ramifica drumurile euro-
pene de pe teritoriul
Romaniei.
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Pentru a fi utilizata la promovarea in strainatate a turismului in Roméania si pentru A\ infiecare dintre exemplele
a fi mai usor de utilizat de catre turistii straini, harta a fost schematizata astfel: anterioare sunt importante
punctele in care traseele se

ramifica.

Aceste puncte se pot numi
statii de corespondenta (la
metrou) sau intersectii (pe
harta orasului). In cazul rete-
lei de cale ferata, localitatile
in care traseele se ramifica
se mai numesc si noduri de
cale ferata.

@ Este orasul tau un nod de
cale ferata? Ce condlifie crezi
ca trebuie sa indeplineasca o
statie de tren pentru a fi con-
siderata nod de cale ferata?

Exercitii si probleme

1. Realizeaza o schema cu principalele artere ale ora- 3. Alexandru si Tudor au reprezentat schematic strazile
sului lasi, utilizand pentru aceasta harta de mai jos. din cartierul lor. Ei si-au imaginat in mod diferit
‘ 7 = ] cartierul in care locuiesc, realizand desenele:

Str,
B

"

Pot reprezenta aceste scheme acelasi cartier?

4. Reprezinta printr-o schema activitatile din programul
de dimineata al lui Matei: ,Ma scol, apoi ma spal.
Uneori fac gimnastica, alteori iau direct micul dejun
pregatit de mama. (Uneori, imi pregatesc eu singur
micul dejun.) Apoi imi verific ghiozdanul si plec la

scoald.”
2. Gaseste cat mai multe denumiri sugestive pentru 5. Realizeaza o schema a traseului tdu de acasa la
punctele in care traseele unei retele de transport se scoala. Marcheaza principalele 4 strazi pe acest
ramifica. Utilizeaza eventual un dictionar in acest traseu.

scop.
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Elemente de teoria grafurilor

@ Realizeazd schematic
planul propriei locuinte. Fo-
loseste doua tipuri de repre-
zentari, sugerate de dese-
nele din dreapta.

A in practica, s-au dovedit
utile si grafurile cu muchii mul-
tiple (multigrafuri), in care pot
exista mai multe muchii care
unesc doua noduri. De exem-
plu, printr-un astfel de multigraf
se reprezintd molecula de
benzen; in fiecare nod se
gaseste gruparea CH, a carei
valenta, 3, este egald cu
numarul de muchii ce pleaca
din acest nod.

CGHG

(Benzen)

@ Deseneaza un graf care
are 6 noduri si 8 muchii. Cate
noduri si cate muchii are
graful locuintei tale? Ce repre-
zinta in acest caz nodurile?
Dar muchiile? Ce reprezinta
ordinul unui nod?
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) Analizam si generalizam!

4 Ce este un graf?

in multe situatii cotidiene, o reprezentare schematica este preferabila unei
reprezentari detaliate. In acest fel, ne putem concentra atentia asupra esentialului.

De exemplu, in proiectarea rationala a unei locuinte, arhitectii pot folosi planul
acesteia (desenat in stanga), dar si reprezentarea schematica de mai jos (desenata
in dreapta, in care incaperile au fost inlocuite cu puncte, iar accesul dintr-o incapere
in alta este sugerat prin unirea punctelor corespunzatoare).

S

AN VAIIVA

9o P

Reprezentarea schematica a locuintei ne poate da o idee despre functionalitatea
acesteia.

Sa retinem!

O reprezentare geometrica in care apar noduri unite prin muchii se numeste graf.
Un graf este determinat de multimea nodurilor si a muchiilor sale. Nodurile sunt
extremitati de muchii.

 Punctul care nu este legat de nici un alt punct
se numeste nod izolat. °
Nodurile corespunzatoare unor muchii nu trebuie
neaparat sa fie distincte. Daca doua noduri coincid,
avem o bucla.

Doua muchii pot avea numai un nod ca punct comun. Doua noduri pot fi unite
prin cel mult o muchie. Numarul de muchii care pleaca dintr-un nod se numeste
ordinul nodului.

Exemplu

Reprezentarea schematica alaturata este un graf.
Acest graf are 6 noduri si 7 muchii. Ordinul nodului A
este 4.

in reprezentarea prin desen, dou muchii ale unui
graf se pot intersecta intr-un punct care nu este un
nod. De exemplu, in acest mod se reprezinta pe harta
unui oras doua sosele suprapuse.




Graful din dreapta are 4 noduri si 3 muchii.
Punctul de intersectie al muchiilor AC si BD, nefiind un
capat al unei muchii, nu este nod.

Sa observam!

Cele doua grafuri de mai jos pot reprezenta planul aceluiasi cartier; chiar daca
,strézile” nu au aceeasi forma in cele doua desene, ele unesc aceleasi ,intersectii”.
Pentru orientarea in teren, oricare dintre aceste reprezentari este suficienta.

' N

Sa retinem!

Doua grafuri sunt izomorfe daca au acelasi numar de noduri si de muchii si daca
exista o numerotare a nodurilor din cele doua grafuri astfel incat doua noduri sunt unite
(printr-o muchie) pe primul graf daca si numai daca nodurile corespunzatoare sunt unite
si pe al doilea graf. In grafuri izomorfe, nodurile corespunzatoare au ordine egale.

Exemple
1) Grafurile urmatoare sunt izomorfe.

2) Grafurile urmatoare nu sunt izomorfe.

2
3 4 5
3

4 Ce este un graf orientat?

Sa analizam!

Strazile unui oras pot fi parcurse de vehicule in ambele sensuri, sau pot avea
sens unic. O astfel de situatie poate fi marcata pe schema orasului, adaugand strazilor
0 sageata care indica sensul de parcurs.

De exemplu, sa consideram principalele artere din zona Piata Victoriei din
Bucuresti si reprezentarea printr-un graf a acestora.

© Care este numéarul maxim
de muchii ale unui graf cu 6
noduri? Dar cel minim?

A Spunem pe scurt céa
grafurile izomorfe codeaza
aceeasi informatie.

La grafurile izomorfe po-
zitionarea varfurilor nu con-
teaza, important este modul
de conectare a acestora.

A Este foarte important sa
putem determina daca doua
grafuri sunt izomorfe sau nu.
De exemplu, acest lucru este
esential in realizarea unui
montaj electronic pornind de
la schema acestuia: montajul
trebuie sa respecte indicatiile
schemei, dar poate fi pozi-
tionat altfel in spatiu.

@ Decide care dintre grafu-
rile urmatoare sunt izomorfe.




Arcul de
Triumf

Piata
Romana

© Deseneazé un graf orien-
tat care are 4 noduri si 7 arce.

® Care este numarul maxim
de arce ale unui graf orientat
cu 4 noduri? Dar cel minim?

@ Identifica diferite situatii ce
se pot reprezenta prin grafuri
orientate.

® Numeste alte perechi de
muchii (arce), respectiv noduri
adiacente in cele doua
grafuri.

© Traseaza un graf care sé
descrie drumul pe care-l
parcurgi de acasa pana la
scoala. Varfurile sau nodurile
vor desemna intersectia
dintre doud sau mai multe
strazi; segmentele de dreapta
vor corespunde strazilor par-
curse, pe care trebuie sa
indici denumirile acestora.
Marcheaza pe un sub-
graf drumul cel mai scurt.
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Arcul de
Triumf Piata
de Gaulle

Piata
Dorobanti

Piata
Victoriei

7
!
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Piata
Romana

Sagetile de pe graf corespund arterelor rutiere cu sens unic. Pentru a marca
existenta dublului sens pe celelalte bulevarde, putem completa graful de mai sus,
adaugand muchii pentru fiecare sens de parcurgere. Obtinem astfel figura reprezentata
in stanga.

in general

O reprezentare geometrica in care apar noduri unite prin muchii orientate (muchii
pe care a fost precizat un sens de parcurgere) se numeste graf orientat. Intr-un graf
orientat, doua noduri pot fi unite prin cel mult o muchie de un sens dat. Muchiile unui
graf orientat se mai numesc si arce.

Exemple

* Reprezentarea schematica alaturata este un graf orientat.
Acest graf are 4 noduri si 5 arce.

Doua noduri distincte unite printr-o muchie (arc) se numesc adiacente.
Doua muchii (arce) distincte cu o extremitate comuna se numesc adiacente.

* Graful alaturat este neorientat. Muchiile AB si .
AD sunt adiacente. Nodurile B si D sunt adiacente. /\
 J
A 5 c
 Graful din dreapta este un graf orientat. H
Arcele HE si EF sunt adiacente. Nodurile H si E
sunt adiacente, iar H si G sunt neadiacente. E > °G
Arcul de
Sa observam! Triumf
Daca din graful reprezentand circulatia pe strazile adiacente
cu Piata Victoriei din Bucuresti (reprezentat mai sus), ne
intereseaza numai modul cum se poate circula intre Arcul de Piata
Triumf si Piata Romana, putem elimina celelalte arce. Obtinem Victoriei
in acest caz graful alaturat.
Acesta este un subgraf. Un subgraf se obtine dintr-un graf
suprimand unul sau mai multe noduri, precum si muchiile
adiacente. Piata
Romané




¢ Ce legatura este intre graf si functie?
Alex a facut urmatoarele desene:

o« ° 1
1
— > o 27 2
3
[ J
4
Apoi, i-a explicat Mariei: ,Am desenat trei grafuri. Dar, privindu-le din nou, pot sa
le consider ca fiind trei functii. Deci, graful este o functie”.
Maria i-a raspuns:

»a consideram grafurile reprezentate in figurile de mai jos. Primul este neorientat,
iar cel de-al doilea este orientat.

< =

La o privire superficiala, am fi tentati sa spunem ca avem de-a face cu o functie
definita pe multimea nodurilor cu valori tot in multimea nodurilor. Aceasta afirmatie
nu este insa adevarata.”

>0

Sa comparam!

Sa ne amintim definitia functiei: Fie A si B doua multimi nevide. Orice lege fprin
care fiecarui element x e Afli corespunde un element y = f(x) € B unic si bine definit
se numeste functie definitd pe A cu valori in B si este notata /: A — B.

Deoarece prin legea f oricarui x € A ii corespunde un element y € B si numai
unul, atunci functia se mai numeste aplicatie univoca de la A la B.

Pentru a clarifica diferenta dintre cele doua notiuni (adica functie, respectiv graf),
putem vorbi despre aplicatia multivoca.

* O aplicatie multivoca a multimii A in multimea B este o lege prin care fiecarui
element x € A i corespunde o submultime bine definita a lui B (eventual submultimea
vida).

Exemplu

Numai in situatiile @) si @ sunt reprezentate functii. in situatia (6) avem o aplicatie
multivoca deoarece, de exemplu, lui 3 ii corespunde multimea {1; 2}.

® ® O~ ~ @

1 1

7 \—/ \__F
4 gt—|\ [ [\

Asadar, s-au conturat urmatoarele doua moduri de descriere (definire), ale unui
graf, sianume:

* Prin cunoasterea multimii nodurilor si a multimii muchiilor (arcelor).

* Prin cunoasterea multimii nodurilor si a aplicatiei multimii nodurilor in ea insasi.

Aceste doua moduri de definire sunt legate intrinsec intre ele, in sensul ca, daca
avem data multimea tuturor muchiilor (arcelor), ea determina aplicatia, si reciproc,
daca este cunoscuta aplicatia multivoca, ea defineste multimea muchiilor (arcelor)
grafului.

© Explica rationamentul
Mariei folosind un alt exemplu.

A Eroarea este cauzats de
intelegerea vaga a definitiei
unei functii.

Ao functie este un triplet.
Functia f : A — B este bine
definita atunci cand se cunosc
cele trei elemente A, B, f.

@ Ce fel de aplicatie este
reprezentatd la () ?

@ Explica diferenta intre o
aplicatie univoca si o apli-
catie multivoca in cazul dese-
nelor alaturate.

® FieA={1,2 3}si
B={a, b, c}.

Construieste o functie defi-
nita pe A cu valori in B si o
aplicatie multivoca a multimii
A in multimea B. Reprezinta
aceste aplicatii cu ajutorul
unor grafuri.
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@ Ordinul unui graf este dat
de numarul nodurilor acestuia.
Construieste grafurile complete
deordin1, 2,3, 4sib5.

@& Traseaza doud grafuricu
cate 4, respectiv 5 noduri,
care nu sunt complete.

@ Raspunde prin ,Da” sau
SNu’:

Grafurile alaturate sunt:

a) complete;

b) orientate;

¢) izomorfe?
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4 Tipuri de grafuri neorientate

in aplicatii, grafurile cu proprietati speciale se dovedesc foarte utile. Cateva
dintre aceste proprietati sunt descrise in continuare.

Sa analizam!

La o receptie, se intalnesc 5 prieteni. In mod firesc,
fiecare dintre ei da mana cu ceilalti. Situatia tuturor acestor
interactiuni se poate descrie printr-un graf complet, de ordin
5, adica prin graful din figura alaturata.

O situatie complet diferita este cea in care 5 persoane

. . . 1e ®5

invitate la o receptie nu se cunosc si, ca atare, nu dau o4
mana. Situatia este reprezentata prin graful din figura ° .
alaturata. 2 3

in general

Graful neorientat in care oricare doua noduri sunt legate printr-o muchie se numeste
graf complet. Graful pentru care multimea muchiilor este nula se numeste graf nul.
Altfel spus, graful nul are numai noduri izolate.

Exemple

» Grafurile descrise prin poligoane convexe in care au
fost duse toate diagonalele sunt grafuri complete.

» Graful din figura alaturata nu este complet, deoarece
nodurile A si D nu sunt legate prin muchii.

Sa analizam!

Atunci cand realizeaza reteaua de electricitate a unei locuinte, electricienii au
grija ca doua conductoare diferite sa nu se atinga de-a lungul lor, deoarece ar fi pericol
de scurtcircuitare. De aceea, ei evita sa faca legaturi de tipul celor din graful din
stanga si inlocuiesc aceasta schema cu un graf echivalent, cum este cel reprezentat
indreapta.

oC e

Aceleasi probleme tehnice le ridica si constructia de autostrazi: daca nu se pot
construi portiuni suspendate, atunci doua autostrazi pot avea doar orasele terminale
ca puncte comune.

Sa retinem!

Graful izomorf cu un graf reprezentat in plan, in care orice doua muchii nu au
decat noduri ca puncte comune, se numeste graf planar.

Un graf planar poate fi desenat in plan, fara a

G1 G2
avea muchii care se intersecteaza.
Exemplu
Graful G1 alaturat este planar, deoarece este % @
izomorf cu G2, iar G2 este un graf plan, in care orice

doua muchii nu au decat noduri ca puncte comune.

Sa analizam!

Consideram cinci orase legate intre ele prin autostrazi, fiecare oras fiind conectat
cu celelalte patru. Proiectantii ar fi dorit s& micsoreze costurile si sa nu foloseasca
portiuni suspendate de autostrada. Totusi, oricat au incercat, ei nu au reusit sa
construiasca un graf complet si planar cu 5 noduri, reprezentand schema dorita.




Céateva dintre incercarile lor sunt desenate mai jos.

21 ﬂ ?!
W

Ca urmare, ei au ajuns la concluzia ca un astfel de graf nu exista.

in general

Pentru n > 5, un graf complet cu » noduri nu este graf planar.

4 Ce drumuri speciale pot fi descrise prin grafuri?

Sa analizam!

Schema de mai jos reprezinta reteaua de cai ferate din Romania. Pentru a ajunge
din Timisoara la lasi, un célator are mai multe posibilitdti de alegere a traseului. De
exemplu, el poate merge pe ruta Timisoara-Craiova-Bucuresti-Ploiesti-Bacau-Pascani-
lasi sau pe ruta Timisoara-Alba lulia-Targu Mures-Ciceu-Adjud-Bacau-Pascani-lasi.

Saretinem

Un traseu ce uneste doua noduri ale unui graf printr-o succesiune de muchii
adiacente ale grafului se numeste drum. Un graf se numeste graf conex daca orice
doua noduri sunt legate printr-un drum.

Exemplu
Traseul marcat pe graful alaturat este
. . 2
un drum. El uneste nodurile 1 si 2; acestea ]
sunt extremitatile drumului. Acest graf este
conex deoarece intre orice doua noduri

exista un drum.

Sa observam!

Drumul (sau lantul) este o succesiune de muchii consecu-
tive care permit trecerea de la un nod la altul. Daca in
succesiune fiecare muchie apare exact o data sau toate
nodurile sunt distincte, atunci drumul se numeste drum
elementar.

Linia ondulata este un drum elementar.

@ Deseneaza in diverse
moduri un graf complet cu 5
noduri. Verificd daca un
astfel de graf poate fi planar.
Este graful complet cu 4
noduri un graf planar?

A Pentru a fi functionala, o
retea de transport trebuie sa
prevada existenta unui drum
intre oricare doua localitati.

@ Folosind harta retelei de
metrou din Bucuresti (repro-
dusa la pagina 37), identifica
toate drumurile posibile
dintre Gara de Nord si Piata
Sudului. Care dintre aceste
drumuri este optim?

® Cum crezi ca ar putea fi
definit un drum pe un graf
orientat? Carei situafii prac-
tice ii corespunde aceasta
notiune?
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A Regulamentul CFR
permite realizarea la pret
redus a unor circuite turistice.
Singura conditie impusa
este ca nici o portiune de
drum sa nu fie parcursa de
mai multe ori (intr-un sens
sau altul).

D Proiecteaza un circuit
turistic CFR care sa treaca
prin cat mai multe dintre
orasele Romaniei. Intere-
seaza-te la agentiile de voiaj
CFR cat va costa un bilet pe
acest circuit. Poti face astfel
importante economii pentru
petrecerea vacantelor intr-un
mod placut.

@ Informeazé-te si raspun-
de! Care este preful biletelor
pentru tren personal, pe fie-
care muchie a grafului magis-
tralei Bucuresti-Constanfa?

[l Ed Mew Fgeoies Jook

bk - = <+

&
E

A i

'] Deskiop
25} My Documents
B My Computer
i 35 Flopow (]
i WINSE1 [T

EGP
-] Calalog1

(] Fisies 1
] Fisis 2
] T2
E-) VEMINST
@] wiNag
@] WINNT
= WINSE:2 D)
= s Compact Disc [E:)
& Spstem [F)]
i) g Diate_backup |G:]
@58 Conlrol Panel
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Exemplu
Reteaua CFR din Roméania este un graf conex, deoarece intre oricare doua gari
se poate ajunge calatorind doar cu trenul.

Drumul marcat pe graful retelei cailor ferate este un circuit. Extremitatile unui
circuit coincid.

Saretinem!

Circuitul sau drumul inchis sau ciclul este un drum care
incepe si se termina in acelasi nod. In aceste conditii, la
un circuit, nodul initial coincide cu nodul final.

Exemplu
Linia ondulatd marcata in dreapta este un circuit.

Sa particularizam!
Diverse situatii se pot reprezenta prin grafuri de o forma particulara.

Exemplul 1: Reteaua CFR
Subgraful retelei CFR corespunzator magistralei Bucuresti-Constanta este:

Faurei ¢ Tulcea
Tandarei 0 Babadag Navodari
o Lehliu )\ Medgidia Constanta
Bucuresti Fetesti
o " i
Calarasi Negru Voda angalia

Acestui graf ii putem asocia, de exemplu, costul unui bilet pe fiecare tronson.
Obtinem in acest mod un graf ponderat.

in general

Se numeste graf ponderat (sau graf valuat) un graf in cadrul caruia fiecarui arc
(muchie) 1i este asociata o valoare. Valoarea asociata arcului poate avea semnificatia

de ,cost” a legaturii intre cele doua noduri sau de ,distanta” intre noduri.

Exemplul 2: Organizarea fisierelor in computer
Computerele inmagazineaza date in directoare sau fisiere consecutive. Aceste
inregistrari pot sa apara pe monitor ca in imaginea alaturata.

Putem reprezenta schematic fisierele ca in graful urmator:
Titlu 1| Catalog 1

| Desktop |—»{My Computer|—+|win 98-1(C:)

Orice fisier poate fi apelat urméand un traseu unic.




Exemplul 3: Structuri decizionale
Ziarele prezinta deseori structura de conducere a unor ministere sub forma unor
arbori. Astfel, in anii 1996 si 1997, Ministerul de Interne a avut urmatoarea conducere:

1996

Ministru interne
Doru loan Taracila

Secretar de stat amiral
Emil (Cico) Dumitrescu

N4

N

IGP
gen. Costica Voicu

UM 0215
gen. Dan Gheorghe

VAN

Crima Organizata
col. Calin Mateescu

Interpol
col. lon Hurdubaie

1997

Ministru interne
Gavril Dejeu

’

Secretar stat
gen. Teodor Zaharia

e I

T~

IGP

gen. Pavel Abraham

UM 0215
col. C-tin Dirna

Crima Organizata
col. Calin Mateescu

|

Interpol
col. lon Hurdubaie

Grafurile prezentate in exemplele 1, 2 si 3 sunt conexe, dar nu au circuite.

Sa retinem!

A Traseul turistic al multor
muzee este organizat sub
forma unui arbore.

Un graf conex, fara circuite, se numeste arbore.
Intr-un arbore, orice doua noduri se pot uni printr-un traseu unic.

D Reteaua electrica a unei
locuinte, alcatuitd cu con-

Sa demonstram!

ductori bifiliari, este organi-
zata sub forma unui arbore.
Poti explica de ce aceasta

Fie G un graf arbore cu n noduri si m muchii. Atunci n=m + 1.

refea nu poate avea circuite?

Demonstram proprietatea prin inductie dupa ».

Daca n = 1, atunci graful G are un singur nod si deci m = 0. In acest caz, relatia

n =m + 1 este verificata.

Deseneaza graful retelei
electrice din locuinta ta.

@ Care sunt pasii unui
rationament prin inductie?

Sa presupunem ca egalitatea este adevarata pentru grafuri cu n noduri si sa o

demonstram pentru grafuri cu n + 1 noduri. Daca P este un nod terminal al grafului
(adica un nod de ordinul 1), atunci el este unit cu un singur alt nod, notat Q. Fie G; in
graful obtinut din G prin eliminarea nodului P si a muchiei PQ. G, este tot un arbore, cu
n' =n -1 noduri sim’'=m -1 muchii. Deoarece n’ =m’' + 11...,, deducemcan=m + 1.

Demonstratia este incheiata.

Sa aplicam!

Turneele de tenis se desfasoara conform unui tablou al jocurilor ce reprezinta un

A orice competitie sportiva
care jocurile sunt
eliminatorii poate fi descrisa
printr-un arbore.

arbore. Astfel, la turneul Australian Open, tabloul principal a fost urmatorul:

Optimi

Semifinale

Finala

@ Intocmeste arborele cores-
punzator Campionatului
Mondial de Fotbal 2006,
dupa etapa grupelor.

Ce semnificatie poate
avea afirmatia ,Brazilia si
Germania au fost in zone
diferite ale tabloului”?

Conform regulamentului, unii jucatori nu disputa partide in primele tururi. Cate jocuri
se disputa, daca la start s-au prezentat 105 sportivi? (Aplica in calcule teorema anterioara.)
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Exerciti

-

si probleme

1. Infigura de mai jos este prezentat planul etajului
1 al unui hotel. Reprezinta acest plan sub forma
unui graf.

AN AN AN N
(N B 7 I e B g
A

2. Caétiva prieteni au vorbit intre ei la telefon, pentru
a detalia planul unei excursii. Cand s-au intalnit,
ei au reconstituit convorbirile avute, reprezen-
tandu-le sub forma urmatorului graf:

Anca

Catalin

Irina
Cate convorbiri au fost efectuate? Cine a vorbit de
cele mai multe orila telefon? Dar de cele mai putine
ori? Reprezinta graful convorbirilor intr-o alta forma.

3. Verifica daca urmatoarele doua grafuri sunt
izomorfe:

A

4. Asociaza fiecare notiune cu definitia care o
caracterizeaza.

A. Punct izolat 1. este cel in care se poate
ajunge din orice nod in oricare
nod de-a lungul muchiilor.

B. Graf conex 2. este cel in care orice doua
noduri sunt legate exact printr-o
muchie.

C. Grafurile izomorfe 3. este cel in care muchiile
nu au puncte de intersectie.

D. Graf complet 4. nu este legat prin muchii de
nici un alt nod.
E. Graf planar 5. codeaza aceeasi informatie.

5. Deseneaza un graf cu 5 noduri si 4 muchii.

6. Construieste un graf neorientat si un graf orientat,
ambele determinate de 6 puncte.
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7.

8.

9.

10.

Stabileste tipul fiecarui graf:
®

Ai invatat la fizica, in clasa a X-a, legile lui Kirchoff care
sunt aplicabile, de exemplu, la calculul retelelor elec-
trice in curent continuu. Aceste legi se refera la intensi-
tatile curentilor dintr-un nod al retelei si la tensiunile
electromotoare ale generatoarelor dintr-un circuit al retelei.
De exemplu, pentru reteaua de mai jos, legile lui Kirchoff

se exprima prin:
I,-1,+1,=0(in nodul 1)

LR, -LR+I,R,+,R,=E,-E,
(in circuitul 1-2-3-4)

Scrie relatiile deduse din
legile lui Kirchoff pentru
toate nodurile si circuitele
retelei reprezentata prin
graful alaturat.

Un graf se numeste graf regulat de ordinul r daca orice
nod are ordinul 7.

a) Deseneaza un graf regulat de ordinul 3, care are 6
noduri.

b) Demonstreaza ca intr-un graf regulat de ordinul 3,
numarul de noduri este par.

Pentru un graf planar, sa numim ,circuit elementar” un
circuit care nu inchide Tn interiorul sau nici un nod si nici
0 muchie.
a) 3 Pe graful alaturat, 1341 este
1 5 un circuit elementar, dar 13421
nu este circuit elementar.
Determina toate circuitele
4 6 elementare ale grafului.

b) Demonstreaza ca intr-un graf planar si conex are loc
relatia: N- M+ C =1, unde N = numarul de noduri, M=
numarul de muchii, C = numarul de circuite elementare.
c) Demonstreaza ca graful complet cu 5 noduri nu este
graf planar.



Situatii practice de utilizare a teoriei grafurilor

) Aplicam si dezvoltam!

Teoria grafurilor are numeroase aplicatii practice.

Exemplul 1: Organizarea datelor

Pentru a ghici un numar natural cuprins intre 1 si 16 din cel mult 4 intrebari la
care se raspunde cu da sau nu, putem organiza incercarile ca in graful de mai jos.

Intrebam succesiv daca numarul ales este...

DA{16]

... mai mare
decat 15?
DA ,\ﬁ
... mai mare
decat 14?
DA {14
DA NU ... mai mare }
decat 13? }\
N
... mai mare
decat 12?
DA 112
... mai mare -
decat 11?
NU DA ,\k
... mai mare
decat 10?
DA 10
DA NU ... mai mare -

decat 9?
NU

... mai mare
o DA -n
decat 87 ... mai mare /
decat 7?
DA NU
... mai mare
NU decat 67
D
DA NU ... mai mare }/@
decat 5?
N
... mai mare
decat 4?
) DA
... mai mare
at 37
NU b decat 37

... mai mare
decat 2?

NU

ST
o z
> c
N [

... mai mare
decat 1?

A Succesiunea intrebarilor
are legdatura cu scrierea
numerelor in baza 2.

@ cate intrebari vor fi
necesare pentru a afla un
numar natural cuprins intre
1 si 32? Dar un numar natu-
ral cuprins intre 1 si 1 000?

A Un arbore de acelasi tip
se obtine, spre exemplu, in
cazul diviziunii celulare.

O
O<O<o

< 0<§
O O
O<O<o

o<8
20 2t 22 23

@ Ce tip de functie mode-

leaza procesul diviziunii
celulare?
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Exemplul 2: Rezolvarea ecuatiilor
Stim c& pentru a > 0, avem |y | = a daca si numai dacd y = a sauy = -a.
Pentru a rezolva ecuatia ||x + 1|- 3| = 2 putem aranja calculele sub forma unui

arbore, astfel: x+1=5=x=4
x+1-3 =2 <

© Rezolva ecuatiile urma- =5 X+1=-5=x=-6

toare, aranjand calculele sub
forma unui arbore.

||x+1|—3|=2 x+1=1=x=0
la-3+]2-xl=1; 1 -3 :_2<
X+1=-1=>x=-2

|2-12-]2-x]]|=1. |x+1 =1

Obtinem multimea de solutii S = {4; -6; 0; -2}.
Exemplul 3: Graful asociat unui poliedru

Anumite proprietati ale poliedrelor pot fi mai bine evidentiate daca acestea sunt
reprezentate cu ajutorul unor grafuri.

A cele dous grafuri din
dreapta sunt izomorfe.

©® Imagineaza-ti cum apla-
tizdm o prisma triunghiulara
si deseneaza graful asociat
acesteia.

© Folosind graful de mai jos
(in care T, L, C, V semnifica
taranul, lupul, capra, respec-
tiv varza) explica solutia
problemei propuse de Anton
Pann.

Ce legatura este intre
poveste si drumuri in graf?

TCLV TLCV
TCV/L V/TLC
TLV/C (210%
TLCV L/rcv
TLCV LV/TC
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Corina a construit un cub cu o fata transparenta.
Ea a privit in interiorul cubului ca printr-o fereastra si
a desenat imaginea observata. Vazand desenul
Corinei, Vlad a constatat: ,Ai reprezentat cubul sub ‘

forma unui graf planar.”

in general

Orice poliedru convex se poate reprezenta sub forma unui graf. Acesta este graful
asociat poliedrului. Graful asociat unui poliedru se obtine prin aplatizarea poliedrului:
deformam unele dintre fete (si muchii) pana cand toate varfurile ajung in acelasi plan.

Exemplul 4: Logica si grafuri

Analiza logica facuta de Anton Pann in versurile urmatoare poate fi inlocuita cu o

solutie rapida pe baza de graf.

Lupul, tapul si varza

Un taran la targ plecase.
Si de vanzare luase

Un lup, un ied si o varza.
Nevrand nici una sa piarza
Si nefiind nici calare,

Vrea sa treaca un rau mare,
Care era sa-l inoate

Si sa le treaca pe toate.
Stand in loc, se socoteste
Si intru sine sopteste,

Cum si in ce chip sa faca
Cate una sa le treaca,

Ca fiind apa prea lata,

Nu putea doua deodata.
»9a trec intai lupul, zice,
Capra varza o sa-mi strice,
Sa trec varza, s-asa inca,
Lupul capra imi mananca.”
Deci daca-i veni in minte
Si trecu capra-nainte,
Statu iar sa se gandeasca
Ca cum sa o nemereasca.
Gandind, zicea intru sine:
"Trecui una, merse bine,

de Anton Pann

Pan-aci toate scapara.
Acum care sa trec dara?
Trecand varza si lasand-o,
O strica iedul rozand-o,
Precum lupul si el iara
imi face iedul papara.

O, ce vita neunita

Si marfa nepotrivita!”

Dar mai gandind: ,Ha! el zise,
Nevoia minte-mi trimise”.
Trecu lupul, clatind capul,
Si-ntoarse inapoi tapul.
Trecu si varza indata,
Mereu facand judecata,
Si mergand a doua oara,
Trecu tapul supsioara.
Omul daca si gandeste,
Orice i se inlesneste,
Prejudecénd cele grele,
Le gaseste usurele,

Ca pe cat el sa gandeste,
P-atat mintea-i se toceste.
Si orice, cu judecata,

Nu-l greseste niciodata.




Exerci

-

*
1

-

si probleme

\\

. Afluentii unui rau pot fi reprezentati sub forma unui

graf arbore. Deseneaza graful ce reprezinta raul Olt
si afluentii lui.

. Trei prieteni, notati A, B, C, joaca tenis de camp

dupa sistemul ,invingatorul ramane“. Reprezinta
printr-un graf situatiile ce pot sa apara dupa 5 jocuri,
daca prima data joaca A cu B.

. Deseneaza un graf complet care are 7 noduri.

Marcheaza un circuit pe acest graf.

. In care dintre urmétoarele situatii putem reprezenta

datele printr-un arbore?

a) Reteaua de strazi dintr-un cartier.

b) Reteaua de distributie a apei potabile a unui oras.
c¢) Reteaua de distributie a gazului metan intr-un oras.

. Deseneaza figurile, fara aridica creionul de pe hartie.

NA

. Transpune intr-o problema despre grafuri intrebarea

urmatoare.

Exista un traseu pe care il parcurge calul pe o tabla
de sah cu dimensiunile 4 x 4 astfel incat acesta sa
treaca prin fiecare camp al tablei o singura data?
(Va reamintim ca, la sah, calul se muta in forma de
L, cainfigura alaturata).

\/j

Este util ca in graful cerut sa
unesti printr-o muchie oricare
doua campuri intre care

|

) poate fi mutat calul.

\

B

D

7. Determina ordinul fiecarui nod al grafului de mai jos.

Daca acest graf este

reprezentarea schematica a

retelei de troleibuze a unui

g oras, ar putea fi parcursa

reteaua de un troleibuz, care

D trece pe fiecare strada o
singura data?

8.

10.

1.

12.

13.

Deseneaza:
a) un graf conex complet;
b) un graf conex care nu este complet.

. Cate configuratii diferite pot forma 3 pioni albi si

4 negri asezati pe o tabla de sah 3 x 3?7 Foloseste
grafuri pentru a numara aceste configuratii.

Arborele de mai jos reda meciurile de cupa a 8
finalisti. In aceasta competitie, nu toti jucatorii se
confrunta intre ei. Care sunt acei jucatori care nu se
confrunta direct?

A
A
B
A
Co
C
Do —o A
Eo
E
Fo
E
G
G
H

Imagineaza-ti metode prin care acest tip de
organizare a finalelor unor concursuri poate fi
imbunatatit.

intr-o competitie de 8 jucatori, detipul B

celei de mai sus, numarul celor in- B

vinsi de campion este 3. Cate meciuri B
ar mai fi necesare pentru a afla care

este cel mai bun dintre cei 3? E

Foloseste graful alaturat.

Reprezinta printr-un graf cazurile ce pot sa aparain
rezolvarea urmatoarelor probleme.

a) Dintre 5 monede identice ca marime si aspect,
una este mai usoara. Folosind o balanta, determina
prin cel mult doua cantariri moneda mai usoara.

b) Dintre 5 monede identice ca marime si aspect,
una este de masa diferita fata de celelalte (fiind mai
usoara sau maigrea!). Folosind o balanta, determina
prin cel mult trei cantariri moneda diferita.

Reprezinta cu ajutorul unui graf orientat functia:
S0 12 > {1234}, f(x)=x+1.
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14.

15.

16.

in graful urmétor precizeaza nodurile si muchiile
acestuia. Da exemplu de noduri adiacente si de
muchii adiacente.

1
10
3 9
5 7
6
4 8

Identifica perechi de grafuri izomorfe printre grafurile

a8t s
KX &

Fie multimile A = {x | x oras in Europa},
B = {y | y tara in Europa} si aplicatiile:

floras x) =taray pe teritoriul careia se gaseste orasul x.

17.

18.

19.

20.

21.

g(tara y) = orasul x de pe teritoriul tarii y.

Stabileste natura acestor aplicatii.

a) Demonstreaza ca, in orice graf, suma ordinelor
tuturor nodurilor este egala cu dublul numarului de
muchii.

b) Reprezinta printr-un graf arborele genealogic al
familiei voastre.

Caracterizeaza cu ajutorul ordinului unui nod:
a) functiile injective; b) functiile surjective.

Deseneaza un graf de ordin 5 in care toate nodurile
sa fie impare. Este posibila problema? Justifica.
Traseaza un graf de ordin 6 in care toate nodurile
sa fie pare.

Cinci depozite fac schimb de marfuri (distribuie
produse si se aprovizioneaza) astfel:

- depozitul A face schimb de marfuri cu depozitele D, F;
- depozitul B face schimb de marfuri cu depozitele A, C;
- depozitul C face schimb de marfuri cu depozitele D, E;
- depozitul D face schimb de marfuri cu depozitul F.
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a) Traseaza graful care descrie relatiile dintre cele
5 depozite.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

b) Se stabileste un tip nou de regula si anume: fiecare
depozit este intr-una dintre urmatoarele doua situatii:
sau se aprovizioneaza (primeste produse) sau
distribuie produse. In rest, raman aceleasi relatii intre
depozite. Traseaza graful care descrie noua situatie.

Se considera urmatorul graf:

a) Stabileste gradul fiecarui nod.

b) Calculeaza suma tuturor gradelor si compara
aceasta suma cu numarul muchiilor.

c¢) Determina numarul de noduri impare.

d) Indica un drum determinat de 4 noduri si un circuit
cu 3 noduri.

e) Exista un drum care sa treaca o singura data prin
toate nodurile? Dar un circuit cu aceeasi proprietate?

in graful urmétor, elimind numarul minim de muchii
astfel incat graful obtinut sa nu mai contina circuite.

Fie graful de mai jos:

a) Determina multimea nodurilor si multimea arcelor.
b) Numeroteaza nodurile si reprezinta printr-o
diagrama cu sageti aplicatia multivoca a multimii
nodurilor in ea insasi, care defineste acest graf.

Rezolva cu ajutorul unui graf arbore ecuatia:
|x+|2x-1]|=7.

Determina toate tipurile de grafuri arbore care au sase
noduri. Deci trebuie sa desenezi cateva grafuri cu
proprietatile: oricare doua nu sunt izomorfe si oricare
alt graf arbore cu sase noduri este izomorf cu unul
dintre cele desenate.

Deseneaza graful corespunzator urmatoarei aplicatii
multivoce. Multimea nodurilor este {A, B, C, D, E},
iar aplicatia realizeaza asocierile:

A {B;C}; B~ {A;E};C+ {A}; D J; E {B}.



Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit...
@ sa identific tipul unui graf si elementele sale
@ sa transpun in reprezentare pe graf o problema data
@ sa utilizez grafuri pentru a determina solutii ale unor probleme
@ sa descriu toate variantele unei probleme cu ajutorul grafurilor?

) Test de verificare

1. Pentru graful alaturat:
a) precizeaza numarul de noduri si numarul de muchii; /
Al

b) determina ordinul fiecarui nod;

c) identifica doua trasee care unesc A cu E;

d) precizeaza un circuit al grafului;

e) elimina cat mai putine muchii pentru ca graful ramas sa fie un arbore. 4

D E

2. Reprezinta printr-un graf relatia de divizibilitate intre numerele naturale de la 1 la 10, unind printr-o muchie acele
numere diferite care au proprietatea ca unul dintre ele il divide pe celalalt. Exista pe acest graf drumuri de
lungime 57

3. Foloseste graful situatiilor posibile pentru a calcula numarul variantelor de raspuns la un test-grila format din
5intrebari la care se raspunde DA sau NU.

4. Doi prietenijoaca tenis de camp dupa sistemul ,,cel mai bun din 5 seturi”. Reprezinta printr-un graf toate situatiile
ce pot sa apara.

Lectura

Studiul unor structuri de tip graf a fost lansat pentru prima datd de Leonhard Euler in 1736. El a pornit de la problema
celor sapte poduri din Konigsberg. Enuntul acestei probleme este urmdtorul: existd un traseu astfel incdt fiecare dintre cele

sapte poduri sd fie traversat o singurd data?
Se poate observa imediat cd itinerariul nu poate sd inceapd si nici sd se termine - .

in cel putin doud dintre cele patru regiuni I pand la IV. In aceste regiuni se intrd si se
iese. Totusi, deoarece in fiecare regiune se poate ajunge printr-un numdr impar de
poduri, un astfel de itinerar nu este posibil. Euler si-a pus o problemd mai generald:
in ce conditii un graf conex dat poate fi parcurs pe un drum inchis astfel incdt fiecare
muchie sd se acopere exact o datda? Un drum de acest tip existd dacd si numai dacd in
fiecare nod se intdlnesc un numdr par de muchii.

O altd problemd celebrd care a dus la dezvoltarea teoriei grafurilor este cea a trasdrii unei hdrti folosind numai patru
culori. Se demonstreazd relativ usor cd sunt suficiente cinci culori pentru a colora orice hartd. Cartografii stiu din experientd
cd o hartd politicd poate fi desenatd cu patru culori astfel incdt doud tdari cu frontiera comund sd fie colorate diferit.
Problema dacd aceste patru culori sunt suficiente intotdeauna nu a putut fi demonstratd, insd ea a condus la dezvoltdri
matematice extrem de interesante si utile.

1
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Unitatea de invatare 7

) Test initial de autoevaluare

Rezolvand exercitiile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitati de Tnvatare.

Indicé propozitiile adevarate.

Operatii cu 1.a)23+18=31 b)1,3+47=6 c)14-06=2 d)43-17=27
numere reale 2.2a) 2,13 > 3,1 b) 0,472<051 ¢)13+0,7>13+0,2 d)35+0,2>12+25.
Elemente de Alege raspunsurile corecte!
geometrie 3. Numarul de muchii ale unui cub este:
a)3 b) 4 c)8 d) 12.
4. Numarul de varfuri ale unei prisme triunghiulare este:
a) 3 b) 4 c)8 d) 12.
5. Daca o piramida are 10 fete, atunci numarul de muchii ale sale este:
a)5 b) 6 c)8 d) 10.
Rezolvarea Rezolva ecuatiile!
ecuatiilor 6.2)2x+3=16 b)x2-2x-4=0 <¢)2°+1=9 d)logx=5 e€)Jx-2=3.

Réaspunde la intrebari!
Vectori

7. Deseneaza vectorul CD , egal cu 8. Pe hexa@ulﬁgulat de mai jos, repre-
vectorul AB . zintda suma AB+ FE , apoi vectorul —DE .
/ B F E
A D
A
C
B C
Logica 9. Precizeaza dacéa rationamentul urmator este corect.
Astazi nu este ziua in care se joaca meciul. Daca meciul s-ar juca astazi, stadionul ar
fi plin de oameni, dar eu vad ca nu este nimeni aici.
10. Scrie enuntul obtinut prin negarea urmatoarei propozitii:
Daca o piramida are ca baza un hexagon, atunci numarul sau de muchii este 12.
Numarare 11. Calculeaza cate numere naturale sunt intre 102 si 347, inclusiv.
12. |dentifica numarul patratelor din figura. 13. Afla cate drumuri exista pe graful urmator
intre A si B.
A B
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Drumuri in grafuri - optimizare

Problema optimizarii
) Observam si exploram!

O gama variatd de probleme cotidiene poate fi abordat& cu ajutorul grafurilor. In
aceste cazuri, folosind metode specifice de analiza, se pot lua decizii eficiente.

Exemplul 1: Liderul de grup

Diriginta clasei a Xl-a C vrea sa analizeze relatiile de simpatie si de antipatie ale
membrilor unui grup de lucru.

Pentru aceasta, ea a aplicat un test sociologic si a reprezentat informatiile obtinute
sub forma unor grafuri orientate. in desenul de mai jos, apare graful obtinut din
raspunsurile la intrebarea: ,Atunci cand primesti o problema de rezolvat, cu care
dintre membrii grupului ai vrea sa discuti mai intai?”

@
CSorin dy——=>(luia)

Din aceasta reprezentare, diriginta a concluzionat ca Elena are probleme de
acceptare in grup, precum si ca lulia este liderul echipei.

Exemplul 2: Strategia de joc

Pentru a analiza relatiile de joc, antrenorul echipei de fotbal F.C. Valencia, Sanchez
Flores, a reprezentat modul in care sunt date de obicei pasele intre jucatori. El a
obtinut graful orientat de mai jos:

W Angulo]

Caﬁizares| | Ayala |—>| Baraja

Prin aceasta schema, el a vazut ca flancul drept al echipei are nevoie de
antrenamente speciale, deoarece contraatacurile desfasurate pe aceasta parte
necesita prea multe pase pentru a duce mingea in fata portii adverse.

Exemplul 3: Hartile conceptuale

Veronica vrea sa isi recapituleze materia din clasa a X-a. Ca sa inteleaga mai
bine legaturile intre diferite notiuni, ea a intocmit o harta a conceptelor, adica un graf
orientat, in care nodurile sunt conceptele invatate, iar doua concepte sunt unite printr-un
arc daca exista un rezultat care le leaga. De exemplu, reprezentarea schematica:

ecuatie de
gradul 2

poate sa insemne: ,rezolvarea ecuatiei de gradul 2 se face cu o formula care contine
radicali”.

O Esti de aceeasi parere cu
diriginta clasei? Pe ce crezi
cd s-a bazat ea cand a formu-
lat aceste concluzii?

@ Analizeaza graful relatiilor
de joc siraspunde! Care crezi
ca este cel mai important
jucdtor din aceasta echipa?
De ce?
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in acest fel, pentru o parte din materia clasei a X-a, Veronica a obtinut urmatoarea
harta a conceptelor:

(adunare}—{coordonate} » ecuatii
© Enunts trei dintre rezulta-
tele care au condus-o pe
Veronica la trasarea arcelor vectori proportionali ———{ drepte paralele

din harta.

inmultire

vectori perpendicularﬂ—{drepte perpendiculare]

Iunéime arie

Harta realizata a ajutat-o pe Veronica sa inteleaga mai bine notiunile de geometrie
invatate.

in general

Reprezentarile cu grafuri pot conduce la o intelegere rapida a situatiei analizate.
Ele pot fi folosite in situatii foarte diverse.

Exercitii si probleme

1. Putem transforma o harta, cu ajutorul unui graf, b) Tn ce caz graful asociat unei harti este conex?
prezentand schematic tarile simodul in care ele se c) Imagineaza harta unei regiuni al carei graf asociat
invecineaza. este urmatorul.

B >—®
B®
A
A®
2. Fiecarui poliedru i se asociaza graful varfurilor si
@ muchiilor sale, printr-un procedeu de aplatizare.
De exemplu, piramidei VABCD de mai jos, i se poate
®P D asocia oricare dintre grafurile alaturate.
74 D
Astfel, pentru harta de mai sus am inlocuit fiecare A A B
tara cu un nod al grafului, simbolizand capitala si = v
am trasat o muchie pentru fiecare portiune de granita c
comuna. A D c
B
B C

O

a) Transforma intr-un graf portiunea din harta Europei
reprezentata mai jos.

o '”';:)g;g__ﬂ” a) Asociaza aceleiasi piramide alte doua grafuri
¢ (izomorfe cu cele de mai sus).
b) Reprezinta in doua moduri graful asociat prismei
O ceruaNA POLONIA ABCDEF din desen.
o c¢) Deseneaza un poliedru corespunzator grafului de
CEHIA mai jos.

SLOVACI

AUSTRIA
FRANTA ELVETIA UNGARIA D F
crase
P
sssss
POR GALL ANDORRAT ITALIA MONTERBGRO
SPANIA ceo A C
S s
a <§ N B
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Drumuri optime in grafuri

) Analizam si generalizam!

Multe dintre problemele practice reprezentate prin grafuri necesita determinarea
unor drumuri care verifica anumite proprietati.

Pentru grafurile in care numarul varfurilor este mic, putem raspunde la o astfel de
intrebare descriind toate drumurile posibile. Daca numarul varfurilor este insa mare,
acest procedeu poate sa ia mult prea mult timp. De aceea, suntem interesati sa
gasim un algoritm, adica o succesiune de reguli prin aplicarea carora determinam
solutia optima pentru problema data.

4 Ce este un circuit eulerian?

Sa analizam!

Cartierul in care locuieste Mircea are forma
din imaginea alaturata.

in fiecare seara, atunci cand se plimba cu
bicicleta, Mircea pleaca de la locuinta sa
(marcata printr-un punct pe harta) si incearca
sa treaca pe toate strazile cartierului o singura
data. Pentru a gasi un astfel de circuit, el a
reprezentat schematic cartierul sub forma
grafului de mai jos, in care nodurile sunt
intersectiile, iar muchiile sunt strazile cartierului.

D

Mircea are trei posibilitati de pornire de acasa: pe strada Gurghiului, pe Retezat
spre Piatra Craiului sau pe Retezat spre Nucsoara (acestea sunt marcate pe graf prin
muchiile AB, AC, respectiv AD). El trebuie sa revina (cel putin la sfarsit!) in punctul
A, pe o alta strada (muchie) decat cea pe care a plecat. De aceea, una dintre aceste
muchii ale grafului nu poate fi inchisa intr-un astfel de circuit.

in general

Un circuit al unui graf se numeste circuit eulerian, daca poate fi parcurs in intregime
trecand o singura data prin fiecare muchie a grafului dat. Un graf este eulerian daca
are cel putin un circuit eulerian.

Exemple
Urmatoarele grafuri contin circuite euleriene.

O Identificd pe harta ala-
turata doua circuite distincte,
pornind din punctul marcat.

@ Pe schita sub forma de
graf a cartierului lui Mircea,
identifica strada Indepen-
dentei si locul din care
pleaca Mircea la plimbare.

Leonard Euler
(1707 - 1783)
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©® In enuntul alaturat, apare
exprimarea ,daca si numai
dacd”. Cum se reflectd
aceasta formulare in demon-
stratie?

® Urmaéreste demonstratia
si raspunde. Unde folosim
ipoteza ca fiecare nod are
ordin par?

© Demonstreazé c& un graf
are un drum eulerian daca si
numai dacd numarul nodu-
rilor de ordin impar este 2.

Pentru demonstratie, adau-
ga o muchie la acest graf si
aplica teorema anterioara!

® Traseazéa un graf care are
toate nodurile de ordin par.
Propune unui coleg sa reali-
zeze un circuit eulerian in
acest graf.

@ Analizeazd schema
cartierului Laviniei si gaseste
un alt circuit care trece prin
toate nodurile.
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Sa demonstram!

Un graf conex este eulerian daca si numai daca fiecare nod are ordin par.

Sa presupunem ca graful are un circuit eulerian. Marcam pe
acest circuit directia de parcurgere; atunci numarul arcelor care
intra intr-un nod este egal cu numarul arcelor care ies din acesta.
Decifiecare nod are ordin par.

Fie acum un graf conex, in care fiecare nod are ordin par si
fie D=AAA, ... A A undrum de lungime maxima in graful dat, care nu trece de
doua ori prin aceeasi muchie (dar care poate trece de mai multe ori prin acelasi nod).
Deoarece D este de lungime maxima, toate muchiile care pleaca din A sunt deja
continute in D

Deoarece numarul acestor muchii este par, deducem ca A, si A  coincid 1., deci
D este un circuit. Sa presupunem prin absurd ca D nu este circuit eulerian; exista
atunci o muchie BC neparcursa de D, care are un capat (sau amandoua) printre
punctele A, A,, ..., A,

Pentru a putea urmari rationamentul, analizam graful de mai jos si presupunem C=A..

Consideram drumul BCA/A, ... A A A,, care are lungime cu 1 mai mare decét D,
ceea ce contrazice alegerea acestuia .

Contradictia obtinuta arata ca circuitul D parcurge toate muchiile grafului o singura
datd, deci D este circuit eulerian.

Sa aplicam!

Graful din imaginea alaturata are toate nodurile de ordin par,
deci este un graf eulerian. Practic, asta inseamna ca putem
reproduce desenul fara sa ridicam creionul de pe coala de hartie.

4 Ce este un circuit hamiltonian?

Sa presupunem ca, in loc de un circuit care trece prin fiecare muchie a unui graf
o singura data, cautam un circuit care trece prin fiecare nod al grafului o singura data.
Astfel de probleme apar in practica, de exemplu, in legatura cu aprovizionarea unor
magazine printr-un acelasi transport de marfa.

Sa analizam!

in cartierul Laviniei, la fiecare colt de strad& este un chiosc al
firmei ,Util". in fiecare dimineata, un microbuz al firmei pleacade 5,
la depozitul D si aprovizioneaza toate chioscurile.

Pentru a scurta drumul, soferul microbuzului a identificat
circuitul marcat pe desen, care trece o singura data prin fiecare
nod al grafului.



in general

Un circuit al unui graf se numeste circuit hamiltonian, daca poate fi parcurs trecand
prin fiecare nod o singura data. Un graf este hamiltonian daca are cel putin un circuit
hamiltonian.

Denumirea de graf hamiltonian provine de la jocul lansat in 1859 de catre
matematicianul William Hamilton (1805-1865). ,Campul de joc” este un dodecaedru
regulat, adica un corp geometric cu toate fetele pentagoane regulate. Jocul are un
singur jucator si presupune gasirea unui circuit pe muchiile dodecaedrului, care sa
treaca prin fiecare varf o singura data.

Pentru ca jucatorul sa poata face incercari, Hamilton a realizat dodecaedrul din
lemn si a montat in fiecare varf cate un cui; prin intinderea unui fir de ata intre aceste
cuie, se putea vizualiza traseul parcurs.

Pentru a putea analiza si noi aceasta problema, desenam graful planar asociat
dodecaedrului. (E ca si cum am ,intinde” fetele pana cand dodecaedrul se aplati-
zeaza!). Un circuit hamiltonian este marcat pe figura 2.

-

Fig. 1
Nu se cunosc conditii necesare si suficiente pentru a decide daca un graf dat
este sau nu hamiltonian. Cateva rezultate partiale sunt enuntate in continuare.

Sa verificam!

1) Orice graf complet (in care fiecare doua noduri sunt unite
printr-o muchie) este hamiltonian.

Verifica aceasta teorema pentru graful complet cu 5 noduri din
figura alaturata.

2) Grafurile asociate poliedrelor regulate sunt hamiltoniene.
Verifica aceasta teorema pentru graful asociat unui octaedru regulat, desenat in
figura de mai jos.

3) Daca G este un graf cu n = 3 noduri, astfel incat ordinul
fiecarui nod este cel putin 2 atunci G este hamiltonian.

Verifica aceasta teorema pentru graful din figura alaturata.

A Dodecaedrul regulat este
un poliedru cu 12 fete, 20 de
varfuri si 30 de muchii.

® Decupeaza din carton
doua figuri de forma celei de
mai jos si construieste un
dodecaedru.

A Exists cinci poliedre regu-
late: tetraedrul regulat, cubul,
octaedrul regulat, dodecaedrul
regulat si icosaedrul regulat.

© Pe graful asociat octaedru-
lui regulat, denumeste toate
nodurile, prin corespondenta
cu vartfurile octaedrului.

A Rezultatul enuntat a fost
demonstrat de Dirac, in 1952.
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©® cate semafoare sunt in
cartierul domnului Popescu?

@ Identificd un alt drum de
la locuinta péna la biroul
domnului Popescu.

@ Deseneazd un drum
oarecare de la L la B si afla
lungimea acestuia.

® Continua algoritmul si
asociaza fiecarui nod al gra-
fului un numar natural.

@ Marcheazs pe schita car-
tierului facutad de domnul
Popescu un drum de lungime
4 intre locuinta si birou.
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4 Cum determinam drumuri de lungime minima?
Sa analizam!

in fiecare dimineats, domnul Popescu pleaca de acasé la serviciu cu masina
personald. Pentru a scurta timpul de deplasare, el a cautat un traseu care sa contina
cat mai putine intersectii, din cauza perioadei de asteptare la semafor. Harta zonei in
care locuieste domnul Popescu este reprezentata schematic in imaginea de maijos,
in care L si B reprezinta locuinta, respectiv biroul sau.

Pentru fiecare drum intre L si B, domnul Popescu a definit ,lJungimea drumului” ca
fiind numarul de semafoare intalnite in cale. De exemplu, drumul marcat pe figura are
lungimea 6.

Deoarece este dificil sa identifice toate drumurile posibile intre L si B, domnul
Popescu a adoptat o alta strategie: a alocat fiecarui semafor un numar natural, egal
cu lungimea minima a unui drum de acasa pana la semaforul respectiv.

El a procedat astfel:

« a atasat nodului L numarul O, iar nodurilor legate
prin muchii de L - numarul 1;

* pentru fiecare nod care nu a fost inca marcat,
legat prin muchii de nodurile marcate cu 1, a atasat
numarul 2;

* a continuat la fel, atasand nodurilor numere
consecutive, pana cand a marcat toate nodurile.

in acest fel, domnul Popescu a demonstrat ca drumul minim de acasa pani la
serviciu are lungimea 4.

in general

Lungimea minima a unui drum intre doua noduri ale unui graf conex se poate
determina prin algoritmul de etichetare succesiva a nodurilor, descris anterior. Drumul
minim este format din muchii care unesc noduri marcate cu numere consecutive.

Sa aplicam!

Pentru graful asociat unui dodecaedru regulat, din
figura alaturata, determinam drumul de lungime minima
dintre nodurile A si B. Pentru aceasta, am etichetat
unele dintre nodurile grafului conform algoritmului de
mai sus. Continua etichetarea, pana ajungila B.

Demonstreaza apoi ca intre oricare doua noduri ale
acestui graf, existd un drum de lungime mai mica sau
egala cu 5.

Prin algoritmul de etichetare a nodurilor, determinam
lungimea drumului minim intre doua noduri ale unui graf. Pentru a obtine insa efectiv
un astfel de drum minim, este nevoie sa organizam datele, astfel incat succesiunea
pasilor facuti sa poata fi reconstituita.




Exemplu B
Sa consideram graful din imaginea H
alaturata, in care am notat nodurile cu litere de
la A la J. Vrem s& determindm drumurile de A
lungime minima care unesc nodul A cu celelalte "
noduri ale grafului. Pentru aceasta, atasam
nodului A numarul 0, nodurilor B, C si D numarul
1 si asa mai departe, ca in algoritmul folosit D |
de domnul Popescu.
Retinem ordinea si motivul pentru care marcam un nod, in graful-arbore de mai jos.

0 1 2 3
B | —]
G
e F
As——""~
\D</'—"G
\ . eJ
I

Observand acest mod de organizare a datelor, putem afirma ca:

* exista doua drumuri minime, de lungime 2, intre A si G; acestea sunt ABG si
ADG;

« exista un singur drum de lungime minima dela A la E.

Sa aplicam!

Pentru graful din exemplul anterior, alcatuieste graful-arbore al drumurilor minime
cu un capat in E. Demonstreaza ca exista un unic drum minim de la E la J.

4 Cum determinam drumuri minime in grafuri orientate?

Metodele prezentate mai sus pot fi aplicate analog si pentru grafuri orientate.
Singura deosebire, Tn acest caz, este aceea ca orientarea arcelor corespunde ordinii
crescatoare a numerelor atasate nodurilor.

Exemplu

Pentru graful din figura a) de mai jos, vrem sa determinam lungimile minime ale
unor drumuri ce pleaca din A spre celelalte noduri. Prin atasarea de numere consecu-
tive, obtinem figura b).

B B ®

A E A

Fig. a Fig. b

D

Deducem ca drumul minim de la A la D are lungimea 4, iar de la A la F nu exista
un drum n graful dat.

A in graful-arbore al dru-
murilor minime, fiecare nod
apare pe un singur nivel.

@ Explicd modul in care a
fost alcatuit graful-arbore
alaturat. Procedeaza la fel
pentru graful cartierului
domnului Popescu.

@ Deseneaza un graf orien-
tat in care drumul minim intre
doua noduri sa aiba lun-
gimea 5.
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4 Cum determindam drumuri minime in grafuri ponderate?
Sa analizam!

in vacanta de vara, lulia si colegii ei vor sa organizeze o excursie in
muntii Ciucas. lulia a procurat o hartd a masivului si a identificat trasee
turistice pe care le-ar putea parcurge.

Ca sa determine traseul optim intre Cheia si Cabana Chirusca, lulia
a simplificat harta, reprezentand totul sub forma grafului ponderat de
mai jos. Cabana Chirusca

2 km

La rascruce
Cabana

Muntele Rosu Casa

Vanatorului

3 km

Stana din Zaganu

Cheia

Desigur, graful precizeaza doar lungimea unui traseu, nu si dificultatea acestuia,
dar, pentru un prim plan de calatorie, este suficient si atat.

lulia ar vrea sa determine algoritmic drumul minim, si nu prin incercari. Ea si-a
imaginat ca, de-a lungul fiecarui drum, sunt postate indicatoare la distanta de 1 km
intre ele. Prin reprezentarea acestor indicatoare pe graful traseelor, lulia a obtinut un
graf mai detaliat in care toate muchiile au lungimea de 1 km.

C.C.

@ Eticheteaza nodurile gra-
fului si verifica afirmatia luliei.
Identifica drumul minim de la
Cheia la Chirusca.

C.
lulia a aplicat, pentru acest gAraf, metoda de determinare a drumului minim prin
etichetarea succesiva a nodurilor. In acest mod, ea a demonstrat ca lungimea drumului
minim intre Cheia (C) si Cabana Chirusca (C.C.) este de 7 km.

in general

Drumurile minime dintr-un graf ponderat, in care muchiile au ca ponderi numere
naturale, se pot determina prin algoritmul de etichetare a nodurilor.

Pentru aceasta, adaugam pe muchiile grafului dat noi noduri, astfel incat fiecare
muchie a grafului obtinut sa aiba ponderea 1.

Sa aplicam!

Cautand informatii mai amanuntite, lulia a gasit un ghid turistic despre muntii
Ciucas, in care traseele turistice sunt prezentate mai detaliat. Din aceasta carte, ea
a inteles ca importanta este nu doar lungimea unui traseu, ci, mai ales, timpul estimativ
in care acesta ar putea fi parcurs. De aceea, lulia a refacut graful de mai sus, precizand,
de data aceasta, timpul de parcurs. Ea si-a imaginat ca, de-a lungul unui traseu,
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trebuie sa se odihneasca dupa fiecare ora de mers si a marcat pe graf locurile de
popas. Marcheaza si tu aceste noduri ale grafului, apoi determina traseul ce poate fi
parcurs in timpul minim.

Cabana Chirusca

Cabana

Muntele Rosu Casa

Vanatorului

4h

Stana din Zaganu

Cheia

4 Cum putem afla drumul minim in cazul unor grafuri cu ponderi arbitrare?

Algoritmul prezentat anterior nu poate fi aplicat decat in cazul in care ponderile
sunt numere naturale. In continuare analizam un algoritm care se poate aplica in
cazul unor grafuri cu ponderi numere reale.

Sa analizam!

Pentru graful ponderat din figura de maijos, vrem sa determinam lungimile drumurilor
minime de la A la toate celelalte noduri. Vom folosi un algoritm de etichetare succesiva
a nodurilor, asemanator cu cel prezentat in paragraful anterior.

B

D

Initial, nodul A primeste eticheta 0. La fiecare pas, determinam toate muchiile
grafului, ce unesc noduri etichetate deja, cu noduri neetichetate inca. Dintre aceste
muchii, alegem acea muchie care are proprietatea ca suma e + p este minim posibila,
unde e este eticheta nodului din capat, iar p este ponderea muchiei.

é/ - e P e+tp

Dupa ce am identificat aceasta muchie, etichetdam nodul ,liber” cu e + p si
continuam analog, pana cand toate nodurile devin etichetate.

Etichetele obtinute sunt lungimile drumurilor minime de la A la nodurile grafului.

Organizam datele intr-un tabel, in care pe prima linie apare eticheta nodului, iar in
a doua linie apare nodul anterior:

A B C D E F

A Acest algoritm a fost gasit
de catre Dijkstra, in 1959.

® Pentru fiecare nod al
grafului alaturat, determina
muchia de pondere minima
care pleaca din acel nod.
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A Pornim din A. Marcam
acest lucru in tabel astfel:

- A primeste eticheta 0.
- Nu exista un nod anterior
lui A (marcam -).

A Marcam in tabel:
- D primeste eticheta 0,4.

- Nodul anterior lui D este A.

A Marcam in tabel:
- E primeste eticheta ,suma”

1,1.
- Nodul anterior lui E este D.

® Continua algoritmul si
eticheteaza toate nodurile
grafului.

D) Ce semnificatie are punc-
tul Q care apare in tabel?

@) Verifica lungimea unui
drum minim de la A la F
folosind algoritmul Dijkstra.
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Pentru graful de la care am pornit in exemplu, primii trei pasi ai algoritmului sunt
descrisi in continuare.
Pasul 1.

A B C D E F
0

Pasul 2. Printre muchiile care pleaca din A, o identificam pe cea de lungime
minima; aceasta este AD. Atribuim punctului D eticheta 0,4 si inregistram faptul cain
D am ajuns venind din A (adica predecesorul lui D este A). Obtinem tabelul:

A B C D E F
0 0,4
- A

B

Pasul 3. Consideram muchiile care pleaca
din A sau D si ajung intr-un nod fara eticheta.
Acestea sunt cele ingrosate pe figura.

Suma e + p (eticheta + pondere) este minima pentru muchia DE; atribuim lui E
eticheta ,suma” 1,1 (adica 0,4 + 0,7) si tinem minte ca predecesorul lui E este D.
Obtinem tabelul de mai jos:

A B C D E F
0 04 |11
- A D

Observam ca, daca la un pas alegem o muchie oarecare MN, unde M are eticheta
e, iar MN are ponderea p, tabelul se modifica asa cum se arata in continuare:

N N
Aé/ M e
¢ Tabel initial ®  Tabelfinal
M N M N
e e etp
Q Q M

in general

Lungimea unui drum minim este eticheta atribuita nodului tinta, iar un astfel de
drum se afla scriind succesiv predecesorii nodului tinta.

Acest algoritm, numit algoritmul Dijkstra, determina drumul minim de la un nod al
unui graf ponderat la orice alt nod al grafului.

Sa aplicam!

Din calculele facute mai sus, am obtinut ca:

» drumul minim de la A la E are lungimea 1,1;

+ un astfel de drum este E < D « A.

Analog, deducem ca, spre exemplu, drumul minim dintre A si F este ADEF si are
lungimea 1,6.




Exerci

4. In desenul alaturat

-

*
1

-

si probleme

1. Raluca a desenat pe o foaie de hartie figura de mai

jos, din care se obtin cele 7 piese ale jocului numit
Tangram. Ea ar vrea sa decupeze toate piesele
jocului, printr-o miscare continua a foarfecii. Ce crezi,
vareusi? ———

e

. Realizeaza desenele urmatoare printr-o singura
trasatura de creion. Formuleaza problema in termeni
de grafuri.

(0000 (AR

. Un grup de excursionisti trebuie sa ajunga de la ca-
bana A la cabana B. Ei se pot deplasa pe traseele
turistice reprezentate pe harta, unde numerele de
pe acestea reprezinta timpul de mers (in min.)

Care este drumul ce poate fi parcurs cel mairepede?

este reprezentata
reteaua de sosele
ale unuijudet si dis-
tantele intre prin-
cipalele localitati. O
firma de transport
vrea sa determine
drumuri intre A si B, ce nu contin circuite si au lungime
minima (pentru calatori grabiti), respectiv lungime
maxima (pentru turistii ce vor sa viziteze cat mai
multe obiective). Foloseste un graf arbore (in care
treci, pentru fiecare localitate, continuarile posibile
ale unui drum fara circuite) pentru a determina
variantele necesare firmei.

5. a) Pe tabla de sah, calul se poate muta in forma de

L, asa cum se arata in desen.

Asociaza unei table 3 x 3 graful
mutarilor calului.

Formuleaza in termenii teoriei
grafurilor problema urmatoare:

Pe o tabla de sah n x n, poate calul
sa treaca o data prin fiecare patratel
al tablei?

b) Pe tabla de sah, turnul se poate muta doar pe
orizontala sau verticala.

Asociaza unei table 4 x 4 graful
mutarilor turnului.

Formuleaza in termenii teoriei
grafurilor problema:

Pe tabla 4 x 4 din figura, vrem sa
determinam modul in care mutam
turnul, pentru a ajunge din A'in B trecand prin toate
casutele cate o data.

. a) Pentru a determina drumul minim dintre nodurile

A si B din graful de mai jos, Marian a inceput sa
completeze tabelul etichetelor si predecesorilor, asa
cum a invatat la scoala.

A B Cc D[ E|F
0

- A

Continua algoritmul si determina drumul minim de la
AlaB.

b) Tn rezolvarea unei probleme asemé&natoare, Sorin a
completat tabelul, dar nu mai stie care este graful de la
care a pornit. Ajuta-l pe Sorin si deseneaza un graf
corespunzator tabelului de mai jos. Este solutia unica?

A B C D E
0 1]02]09|12]07
- A E B B

. Reprezinta cu ajutorul unui graf orientat functia

descrisa prin urmatorul tabel de valori:

X 1 2 3 4
fx) | 2 4 5 3

. Pentru multimea {1, 2, 3, 4}, reprezinta printr-un graf

orientat relatia ,mai mic decat”. Cate drumuri are acest
graf?
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Optimizarea circuitelor

) Aplicam si dezvoltam!

O Determina si alte trasee
care acopera fiecare refea
desenata.

A Astfel de situatii sunt des
intalnite in organizarea mer-
sului trenurilor, in care cursele
pe distante lungi sunt pre-
ferate unora locale.
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Determinarea unor drumuri optime in grafuri apare ca o necesitate in multe situatii
din viata cotidiana. Cunoasterea unor algoritmi specifici de rezolvare a acestor
probleme poate sa ne ajute in alegerea variantei optime in situatii in care necesita
analiza multor cazuri greu de inventariat.

Exemplul 1: Optimizarea retelelor de transport

Societatea de transport , Troleibuzul” hotaraste sa-si reorganizeze cursele, fara
sa-si schimbe reteaua de cabluri existenta. Societatea doreste sa faca acest lucru
astfel ca fiecare portiune de drum sa fie parcursa de un singur troleibuz; pasagerii
urmeaza sa se transfere de la o cursa la alta, pana cand ajung la destinatie. Oricat de
complicata ar fi refeaua, este intotdeauna posibil sa gasim un astfel de sistem de
curse. Pentru aceasta, e suficient sa stabilim pe fiecare portiune de retea, intre doua
intersectii consecutive, cate o cursa care sa faca naveta. Aceasta ar necesita insa
un numar mare de curse, care ar face calatoria dificila si ar mari costurile de exploatare.
Trebuie deci determinat numarul minim de trasee necesare, pentru ca transportul sa
se optimizeze.

Intr-un oras mic, cu putine drumuri de transport, solutia se g&seste usor.

A De exemplu, pentru o retea ca in

b figura alaturata, sunt suficiente doua

curse. Capetele acestor curse vor fi in
nodurile de ordinul 1 ale grafului, care sunt
C A, B, CsiD.

B in reteaua alaturaté (care include si o

A E linie de genturé), toate nodurile au ordine

impare. In acest caz, orice nod trebuie sa

fie capatul unei curse deoarece, in caz

contrar, doua curse diferite vor avea o

B portiune comuna de drum. Deducem ca

numarul minim de curse ar putea sa fie 4.

O posibila solutie este considerarea
traseelor:

C A-F-G-H-D-C; H-C-B-G; B-A-E-F; E-D.

in general, este dificil de determAinat sistemul optim de transport, adica sistemul
cu numar minim posibil de curse. In mod sigur insa, un astfel de sistem exista.
Putem face céateva precizari despre situatia optima.

1) Doua curse diferite nu pot avea acelasi capat.

A Daca exista o cursa intre Asi B si

o alta intre A si C, le putem inlocui cu
0 ,cursa directa” B-A-C. Astfel, numarul
de curse scade cu 1 si gasim o
repartizare mai buna a curselor.

2) Daca fiecare nod al retelei este de ordin par, atunci este suficienta o singura
cursa. In acest caz, cursa parcurge intr-un circuit intreaga retea.



intr-adevar, la orice trecere printr-un nod, exista
un drum pe care cursa vine si un drum pe care
A B pleaca. Cum numarul de muchii cu capatul in nod
este par, cursa isi poate continua de fiecare data
drumul pe o alta portiune de traseu.

De exemplu, pentru reteaua de transport
D C alaturata, un posibil circuit este

A-B-C-G-D-C-E-B-F-A-E-D-A

G

Tot o singura cursa este suficienta si daca reteaua are exact doua noduri de
ordin impar. In acest caz, cursa are capetele in nodurile impare ale grafului.

3) Numarul minim de curse necesar parcurgerii retelei este cel putin egal cu
jumatate din numarul de noduri de ordin impar.

Aceasta deoarece in orice nod de ordin impar trebuie sa se afle capatul unei
curse si orice cursa, care nu e un circuit are doua capete.

Exemplul 2: Jocul de tenis

Andrei, Bogdan, Claudia, Dan, Elena si Florin
au jucat tenis de masa dupa sistemul ,invingatorul
continuad”. Jocul a fost pasionant pentru ca nimeni
nu a reusit sa invinga in doua partide consecutive.
Se stie ca Dan a jucat cu toti prietenii, in afara de
Florin, iar Florin a jucat de cate doua ori cu fiecare
dintre ceilalti (desigur, fara Dan!). S-au mai jucat
partidele Andrei-Bogdan, Bogdan-Elena si Claudia-
Andrei. Stiind ca la primul joc a participat Claudia,
vrem sa aflam cine a castigat in ultimul joc.

Pentru aceasta, reprezentam situatia jocurilor printr-un multigraf in care nodurile
simbolizeaza jucatorii, iar muchiile sunt jocurile disputate.

Succesiunea de partide, in care castigatorul ramane sa joace si partida urmatoare
(dar pe care o pierde — conform precizarii din enunt!) se transpune intr-un drum eulerian
pe graful reprezentat.

Acest graf are doua noduri impare - si anume, A si B; deci Andrei si Bogdan sunt
printre jucatorii din prima si din ultima partida. Deoarece Claudia a jucat in prima
partida, iar Claudia si Bogdan nu au disputat nici un joc, inseamna ca prima confruntare
a fost intre Andrei si Claudia. De aceea, in ultimul joc a castigat Bogdan.

Exercitii si probleme

@ Identificd si alte circuite
pentru refeaua desenata.

© Precizeazé un traseu prin
care poate fi parcursa
refeaua de mai jos. Este util
sa identifici mai intai capetele
traseului.

D

@ Propune o posibila succe-
siune a partidelor disputate,
respectand toate indicatiile
din enunt.

1. Grafurile intalnite in practica au adesea o structura foarte generala si problema principala . .

este aceea a gasirii unui algoritm pentru solutia efectiva a unei probleme de optimizare .
legata de graf. Un exemplu de astfel de problema este problema celei mai ieftine retele

telefonice. distributia nodurilor
Trebuie legate n posturi printr-o retea telefonicd cu costuri minime, astfel incat punctele de (graf nul)
racord sa fie chiar posturile. ~ 1 e
Primul pas: se uneste fiecare nod cu nodul pentru care costul legaturii este minim. Se obtin  * / ) _,-'Z_ﬁ_
astfel mai multi arbori. L

’ primul pas

Al doilea pas: se asimileaza fiecare arbore cu un punct si se repeta procedeul. Daca se
continua in acest mod, se intrerupe procedeul atunci cand ramane un singur arbore.

Acesta este arborele minimal cautat.
Cate posibilitati sunt, daca se incearca toate variantele in cazul a 10 posturi?

A o
‘ 4
- L]

al doilea pas
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2. Cartierul lui Marius are forma de mai jos: in mijlocul
cartierului este un parc, iar dreptele trasate sunt

strazile din cartier.
L

A

in fiecare seara, cand pleaca de la liceu (L), Marius
vrea sa se relaxeze putin si trece pe o latura a
parcului. Bunica lui (care se sperie usor) l-a rugat
insa sa nu intarzie prea mult si sa vina acasa (A) pe
drumul cel mai scurt.
a) Reprezinta unul dintre drumurile pe care le poate
alege Marius, tinand cont si de rugamintea bunicii.
b) in drumul de la liceu acasé, poate Marius trece pe
orice strada din cartier respectand toate conditiile din
enunt? Daca nu, identifica o astfel de situatie.

¢) Formuleaza enuntul sub forma unei probleme de

grafuri orientate.

d) Calculeaza pe cate drumuri diferite se poate

intoarce Marius acasa.

e) Propune si tu o problema asemanatoare. Indica o

demonstratie.

3. Laun concurs cu premii, s-a cerut participantilor sa
gaseasca numarul de drumuri din tabelul de mai jos,
astfel incat pe fiecare drum sa apara doar litere
alaturate, ce formeaza impreuna cuvantul DRUM.
(Un drum posibil este marcat prin culoare pe figura.)
a) Reformuleaza problema, folosind grafuri.

b) Demonstreaza ca raspunsul la aceasta problema

este 15.

D

D

Py
O

DR

C

R

D

ID|R|U

M

U

R

D]

4. Consideram un caroiaj n x n, care are ,strazi’ de
lungime 1 si ,intersectii’. Pe acest ,teren” vrem sa
identificam circuite auto care trec o singura data prin

fiecare intersectie.

s
Vs

P =

a) Formuleaza problema, folosind termenii din

aceasta Unitate de invatare.

b) Studiaza existenta unui astfel de circuit, pentru

n = 2, 3 si respectiv 4.

c) Deseneaza un circuit pe ,terenul” 9 x 9.
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5. Gaseste iesirea din labirint!
Cum formulezi problema cu ajutorul grafurilor?

J r

_»
J '

oI
[] {15

6. Unui cub i se asociaza, prin apla-
tizare, graful din figura alaturata.
Demonstreaza ca acest graf este
un graf hamiltonian, dar nu este un
graf eulerian.

mR

7. Consideram graful G, obtinut in felul urmator: nodurile
sale sunt varfurile unui poligon cu # laturi, iar muchiile
sunt laturile poligonului si toate
diagonalele construite din unul
dintre varfurile poligonului. (In
imagine este reprezentat
graful G,).

Demonstreaza ca G, are un
unic circuit hamiltonian.

8. a) Fie G un graf ponderat, in care muchia ce uneste
nodul 7 cu nodul j are ponderea p, . Sa notam cu G*
acelasi graf, dar in care ponderile devin g, = 3p,.
Demonstreaza ca drumurile minime dintre doua
noduri date sunt aceleasi, atat in G, céat siin G°.
b) Ramane proprietatea de la a) adevarata pentru
graful G*, obtinut din G prin inlocuirea ponderilorpl.j
cu ponderilepl.j + 3? Propune cateva exemple.

9. Dat un graf G, construim un nou graf G? in felul
urmator: nodurile lui G2 sunt aceleasi cu nodurile lui
G, iar muchia MN apare in G? daca si numai daca
nodurile M si N pot fi unite in G printr-un drum de
lungime 2.
a) Construieste graful G2 asociat grafului G din
desen.

G

b) Analizeaza definitia grafului G? si propune o defi-
nitie pentru graful G°.



Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
@ sa identific probleme care pot fi abordate folosind grafuri
@ sa transpun in reprezentari pe graf probleme date
@ sa utilizez tehnici de lucru in grafuri pentru a determina solutii
@ sa descriu variantele unei probleme cu ajutorul grafurilor
@ sa aplic metode de optimizare in rezolvarea problemelor?

) Test de verificare

1. Propune doua exemple de situatii care pot fi reprezentate cu ajutorul unor grafuri.

2. Realizeaza o harta a conceptelor despre grafuri, pe care le-ai intalnit in acest manual.

3. Reteaua de strazi a unui oras are o forma asemanatoare cu jocul de tintar, asa cum
se arata in figura. Primaria orasului vrea sa proiecteze trasee de troleibuz, astfel
incat pe fiecare strada sa treaca exact un traseu. Demonstreaza ca numarul minim
de trasee care respecta cerintele este 4. Gaseste un exemplu. (Este util sa consideri
mai intai harti formate din mai putine dreptunghiuri concentrice.)

1

4. Aflanumerelex, y,ze N’ care indeplinesc relatia: %+ % + 2= 1. Reprezinta problema printr-un graf al situatiilor

posibile, observand mai intai ca unul dintre numere este 2 sau 3. Foloseste un rationament prin reducere la
absurd.

5. Un producator trebuie sa transporte marfa din Bucuresti la Tulcea. El are mai multe variante de transport, asa
cum se arata pe harta. Producatorul a schitat traseele sub forma grafului de mai jos.
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Din motive economice, traseul urmat trebuie sa fie de lungime minima. Care este acesta?
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Exercitii si probleme recapitulative

1. Consideram urmatoarea serie statistica: 7. Observa graful alaturat.
Note | 1|2 |3|4|5|6|7|8]|9]10 a) Precizeaza tipul grafului.
Efectve| 0 | 0 | 2 | 2 | 4|4 | 9| 6| 3] 2 b) Identifica doua circuite n
Alege raspunsul corect! acest graf.
a) Efectivul este: )10 ii)8 iii) 32. c) Este eulerian acest graf?
b) Media seriei statistice este: i) 7 i) 6,5 iii) 6,75 d) Identifica un drum hamilto-
c) Mediana seriei statistice este: i) 7 ii) 6,5 iii) 7,5 nian in acest graf.

d) Modulul seriei statistice este: 1) 7 ii) 9 i) 8 8. Notele obtinute de catre elevii participanti la Olim-

2. Alege raspunsul corect! piada de Fizica sunt prezentate in tabelul urmator.
Care dintre afirmatiile urmatoare sunt adevarate?
a) Daca toate notele elevilor unei clase, pentru o
anumita lucrare, se maresc cu 1 punct, atunci me-
dia notelor se mareste cu 1 punct.
b) Daca media notelor elevilor unei clase, pentru o

Note 112134 |5|6|7]8]9(10
Efective| 4 | 3 | 0O |1 4|3 [10] 6 | 520
Note |11|12|13 |14 |15|16 |17 |18 |19 20
Efective |10 | 2 | 3 | 5 | 4 | 2| 4|3 | 4|2

lucrare, este 7, atunci sunt tot atatea note mai mari a) Care este media acestei serii?

decat 7, cate note sunt mai mici decat 7. b) Grupeaza notele date, alegand urmétoarele clase

c¢) Media notelor unui elev este egala cu una dintre note. statistice: [1; 5], [6; 10], [11; 15], [16; 20]. Calculeaza
3. Consideram seria statistica ce precizeaza repartitia media acestei noi serii.

greutatilor unor elevi (exprimate in kg). ¢) Stabileste un nou tablou de distributie, alegand cla-
Greutatea | [45; 50) | [50; 55) | [55; 60) | [60; 65) | [65; 70] sele statistice: [1; 4], [5; 8], [9; 12], [13; 16], [17; 20].

Efective 2 7 5 17 5 Calculeaza media acestei serii.
d) Calculeaza media seriei obtinuta prin gruparea
a) Construieste histograma efectivelor. notelor in clasele [1; 10] si [11; 20].
b) Precizeaza clasa modala. e) Compari cele patru medii. Ce constati?

c) Calculeaza frecventele relative si frecventele cumu-
late crescator, respectiv descrescator ale unei seriei date.
d) Determina media si mediana seriei date.

9. Pentru seria statistica urmatoare:
a) reprezinta datele cu ajutorul unei histograme;
b) traseaza poligonul efectivelor;

4. Consideram seria statistica a punctajelor obtinute de c) traseaza poligoanele efectivelor cumulate (cres-
concurentii unui concurs de sah: cator si descrescator);
2;3;3,5,3,5,3,5,4,55 55 6,7, 7,7, 7,8, 8,5. d) determina grafic mediana;
a) Organizeaza datele intr-un tabel. e) calculeaza media.

b) Reprezinta datele printr-o diagrama cu bare.
c) Determina modulul, media si mediana seriei date.

Clasa [[80; 90)|[90; 100)|[100; 110){[110; 120)|[120; 130)|[130; 140)
Efective 5 15 30 35 75 20

5. Patru prieteni si-au trimis felicitari cu ocazia anului
nou. Fiecare i-a felicitat pe ceilalti 3. Cate scrisori
au circulat? Reprezinta printr-un graf aceasta situatie.
Ce tip de graf este?

10. Varstele elevilor care se antreneaza in echipa de
fotbal a liceului ,Matei Basarab“ (exprimate in ani
intregi) sunt cuprinse in tabelul urmator.

Varsta 15 16 17 18
Nr. de elevi 2 13 22 3
a) Precizeaza efectivul si modulul seriei statistice.
b) Calculeaza media si abaterea medie liniara.

c) Calculeaza abaterea medie patratica.

6. Deseneaza un graf cu toate nodurile pare. Ce tip de
graf este?
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1.

Observa graficul de mai jos si estimeaza:

a) cu cat a crescut valoarea actiunilor Policolor in
intervalul considerat?

b) ce crestere procentuala s-a inregistrat?

c) la ce date s-au vandut cel mai bine aceste actiuni?

12

13

CH

CH

14.

1500

ErafCAFTEAL SURGA. ALPHA FANCE

Zi.04 2003

. Precizeaza daca in figurile de mai jos exista grafuri

izomorfe. Justifica raspunsul.

S

. Formulele substantelor chimice evidentiaza structuri

de tipul grafurilor, in care muchiile reprezinta legaturile
dintre atomii sau gruparile ce compun molecula. De
exemplu, H,O (formula apei) poate fi redata astfel:

H
O< " Graful corespunzator este de forma -<: .

* Traseaza graful ce descrie molecula de:
a) benzen b) glucoza
CH CHO

#H—CH
CH-CH
CH-CH
CH-CH
CH-CH

* Precizeaza tipul fiecarui graf.

CH

CH
CH

Se face o statistica a bolnavilor de gripa dintr-un oras
cu 50 000 locuitori, care are 10 000 fumatori. Se
constata ca sunt 10 000 persoane bolnave de gripa.
Se constituie un lot de persoane bolnave de gripa.
Dintre acestea, 50 sunt fumatori si 150 nefumatori.

15.

16.

a) Putem trage concluzia ca fumatorii sunt mai putin
expusi la gripa decat nefumatorii?

b) Estimeaza cati fumatori si nefumatori sunt printre
cele 10 000 de persoane bolnave de gripa.

c) Calculeaza frecventa celor bolnavi de gripa dintre
fumatori si frecventa celor bolnavi de gripa dintre
nefumatori.

La un magazin, intr-o saptamana s-au obtinut urma-
toarele incasari (in milioane): luni: 10,5; marti: 12,1;
miercuri: 10,2; joi: 9,5; vineri: 14; sambata: 14,1.
a) Care este media si dispersia incasarilor obtinute?
b) Magazinul are un adaos comercial (diferenta intre
pretul de vanzare si cel de cumparare a marfii) de
20%. Cheltuielile zilnice se ridica la 1,3 milioane, de
luni pana sambata, si la 2,6 milioane daca se
lucreaza duminica. Care este media si dispersia pro-
fitului magazinului?

¢) Sa presupunem ca duminica s-ar obtine incasari de
12 milioane lei. Arata ca media incasarilor de luni pana
duminica este mai mare decat media incasarilor de luni
pana sambata, dar profitul este mai mic. Cum se explica
aceasta?

d) Care ar trebui sa fie nivelul incasarilor duminica,
pentru ca patronul sa aiba un cont brut de 0,5 milioane
saptamanal, organizand activitatea si duminica?

a) Reprezinta printr-un graf portiunea de harta din
figura de mai jos.

b) Precizeaza pe acest graf:

1. trei drumuri;

2. doua circuite;

3. unarbore;

4. un subgraf conex;

5. un subgraf complet.



17. Deseneaza grafuri planare asociate poliedrelor
urmatoare:

18. Raspunsurile spontane ale managerilor cu referire la
problema principala cu care se confrunta firma in
prezent indica o varietate de aspecte. Cate 10% au
indicat deprecierea monedei EURO, respectiv
birocratia din Romania ca fiind principalul
inconvenient. Cea mai importanta problema cu care
se confrunta alte 8% din firme o reprezinta scaderea
vanzarilor/numarul mic al clientilor. Aspecte legate
de forta de munca au fost mentionate de 6% din
manageri. Coruptia este principala piedica pentru doar
3% din firme, iar adaptarea la normele UE reprezinta
problema principala pentru 1%.

19. Graficul cu bare de mai jos indica numarul de turisti
inregistrat pe cateva continente in anul 2001.
a) Reda aceste informatii sub forma unui tabel de
frecvente.
b) Reprezinta datele printr-o diagrama circulara.
c) Care este media dezvoltarii turismului pe
ansamblul zonelor considerate?

PESTE 400 MILIOANE DE TURISTI N EUROPA

E] [EEE——

=

20. La un centru meteo s-au inregistrat urmatoarele
temperaturi ale aerului intr-o zi:

ora 1 8 14 19 22

Care este principala problema cu care
se confrunta firma dvs. in prezent?

deprecierea monendei EURO
birocratia

scaderea vanzarilor /prea putini clienti
probleme cu forta de munca
legislatia

nivelul taxelor

recuperarea taxelor

coruptia

puterea scazuta de cumparare
lipsa capitalului pentru investitii
lipsa seriozitate parteneri de afaceri
concurenta

plata datoriilor

adaptarea la normele UE

costuri prea mari

altceva

nici o problema |

NS/NR | 11

temperatura | 17°C | 19°C | 26°C | 20°C | 18°C

a) Proiecteaza un sondaj, pornind de la intrebarile
acestui studiu.

b) Aplica sondajul unei populatii statistice aleasa de
tine si compara rezultatele obtinute cu cele din
graficul de mai sus.
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Care este media temperaturii din acea zi?

21. Media aritmetica a 50 de numere este 10. Media
aritmetica a primelor 40 este 12. Aflati media
aritmetica a ultimelor 10 numere.

22. Modeleaza cu ajutorul grafurilor urmatoarele tipuri
de intreceri sportive:
a) Campionatul national de Sah (la care participa 10
sportivi).
b) Turneul de tenis de la Roland Garros (32 de
participanti).
c) Campionatul National, divizia A (cu 16 echipe
participante).
d) Cupa Romaniei la handbal.
e) Liga Campionilor la fotbal.
Compara tipurile de grafuri ale acestor competitii.




Raspunsuri

Pag. 6. Test initial de autoevaluare. 1. CSM ENA Fagaras; C.S. Targu Secuiesc; C.S. Predeal. 2. Catul, respectiv
restul sunt egale cu: a) 7; 2; b) 3; 0; ¢) 5; 3; d) 8; 12; e) 100; 11;f) 24; 0. 3. A, F, F,A. 5. a) -2; b) 2; c) 0; d) 1; e) -6;
f)1;g) 3,32; h) % . 6. a) 36; b) 25%; c) 1,21 lei; d) 12,5%. 7. 10; 12; 10. Pag. 8. 1. a) impar; b) par. 2. a) 17 = (30 - 5 -
-30):10+5.5.a)6;b)26.7.6; 13; 14; 15; 19. 8. 679; 595. 9. 100; 30. 10. a) 0; b) 2400; c) 25. 11. a) 1000; b) 1500;
¢) 7000; d) 2000; €) 1300. 12. 1500. 13. a) 50600; b) 20. 14. a) 1070; b) 8. 17. 16. 18. a) 0; b) 0; ¢) 0. 19. a) 3; b) 4

¢) 2, d) 5. Pag. 17.1. b) 2, respectiv 3 operatii. 3. 2) 0,375; b) 4,(5); ¢) 1,9(4). 4.2) 15:b) 25:¢) 24:d) 3.
95

4
3:b) 57, c)17-6.2) 3+2&;b)4—2J§;c)3.7.a)xe{0,1,2,3};

b) x € [0, 2]; ¢) x € (-0, 0] U [2, +o0). 8. @) 9999; b) 10201; c) -26; d) 505; e) 1. 10. a) 110; b) 862.

Pag. 21. Test de verificare. 1. b) Nu. 2. Nu. 4. -1.

Pag. 22. Test initial de autoevaluare. 1. a) -17; b) 68; c) 7,44; d) 2,74; e) 3,24, f) 4,68; g) 100,8; h) 124, i) 11,618.
2.a)-27;b) 36;c) 3;d) -2; e) %; f) 3; g) 0,0001; h) -1; 1) 4;j) 2. 3.a) 30 m; b) 9; c) 500 m; d) 185,5 ml. 4. a) 8,5;
b) 20%; c) 100%; d) 24,75.5.c. 6.b.7.b.8.a. 9. a)4; b) 3; c) 2; d) 1. Pag. 26. 1. c) octombrie; d) noiembrie. 3. De
exemplu: muchia piramidei se corespunde cu generatoarea conului. Pag. 32.1. Da. 2. 3.3.a)d,; b)d,; c)d,; d) d;

e)d,. 4.a)0<x<10;b) A(x) = X\/']OO x*.5.a b,c;e)f;d)d;e)a.6.a)8—2x;V(x)=(8—2x)2-x;b)x=%.
1

b) d) 75-9-a)0;

b) 1. 12. -0,57591; -2,3134. Pag. 20. 3. a)

Pag. 35. 2. a) 12+8J3; b) 54. 3)1+3+ ...+ (2n-1)=mn2 4.95 /2 Pag. 35. Test de verificare. 1.
3. S={0;2++/3;2-+/3}.5.a) A(0; -3), B(2; 1), C(—/3; 0) ; b) doua; c) x, € (0; 1), x, = 2.

Pag. 36. Test initial de autoevaluare. 1. a) 4,05; b) 1,24; c) 7,843; d) 4; e) 5,12; f) 3,45; g) 4,86; h) 5. 2. a) 7,07;
b) 4,14; c) 3,25; d) 2,24; e) 6,05; f) 2,91; g) 3,93; h) 2,45. 3. a) 29; b) 20%; c) 144 RON; d) 15%. 4. a) 101,5 lei; b) 6 m?%;
¢) 16 min; d) 1 125 000 coli. Pag. 39. 1. a) 2; b) 3; c) 12. 2. a) 1,9; b) 3,1(6); c) 1,1875. 4. b) =31%; ~12%.

Pag. 47. 5. a) 11 600 000 persoane. 6. b) =1,5%; 2000 : =1,7%; 2001 : =1,6%; 2002 : =1,3%; 2003 : ~1,3%;
c) Sporul natural = Nascuti-vii - Decese. 8. 85%; 13,6%; 1,4%. Pag. 51. 2. A= C = 20; B = 40. 3. 121%.

5. a) ComRace; c) Diagrama |: ComRace: =38°; Compagq: ~#36°; IBM: =32°; Sprint: 28°; Hewlett Packard: ~24°.
7. a) 97 mld. euro; b) 5,1%. 8. b) 13,4%; 29,8%; 20,4%; 9,6%; 12,8%; 9,2%; 4,8%.

Pag. 53. Test de verificare. 4. a) 166,(6)%; b) aproximativ 60 mii; c) 810 mii.

Pag. 54. Test initial de autoevaluare. 1. c; f, g. 2. a) 22,50 RON; b) 154,50 RON; c) 85,5 RON. 3. 70 ha. 4. b. 5. a.
6.b. 7. a) 21 [; b) 84 ore. Pag. 58. 2. a) 39%; c) chimie: 106,6; masini si echipamente: 243,2; metalurgie: 128,8;
hoteluri si restaurante: 99,6; constructii: 370. 3. a) 18,2; 17,8; 17,4; 16,5; c) 2.628.000. Pag. 67. 1. b) 33,45; 35,96;
34,6; c) 0,48; 0,6584. 2. a) 2; 6; 0; 2; b) mediana = 12,5. 3. b) Pentru total: t = 328,8; c = 329,6. 4. a) Fetele: 1,78 ore/zi.
Pag. 74.1.77,8125. 2. a) Tabelul reprezinta frecventa cumulata crescator; b) Pentru frecventa absoluta: 579; 1346.
Pentru frecventa cumulata: 62%; 71%; 93% (aproximativ). 3. Robin. 4. a) 7500; 5500; 3500 (mld. yeni); b) 1800;
-1700; 50; c) m, = ™ ;mz; d) 2150; -1000 (mild yeni).

Pag. 76. Teste de verificare. Testul 1. 2. Micro. 4. a) 100 cm; b) 90,(6)%. Testul 2. 2. a) abscisa = mediana seriei
statistice; b) D imparte efectivul in doua parti egale; c) Corespund valorilor mai mari decat mediana. 4. Da. 5. martie
24 500 lei; septembrie 25 500 lei.

Pag. 78. Test initial de autoevaluare. 1. a) -10; b) 27; c) 4,04; d) 2,82; e) 1,56(3); f) 1,57; g) 60,8; h) 114. 2. a) -8;

b) 25; c) 2;d) -1; e) 1: f) 2; g) 0,00001; h) -1. 3.a)2; b) 5% c) log,70; d) 1. 4. a) 36 m; b) 15 kg; c) 0,6 tone; d) 187,5 L.
3 2
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5. a) 10,8 lei; b) 20%; c) 50%; d) 9,9 lei. 6. 4,5; 6; 6; 2. Pag. 81. 1. cu 44%. 2. a) 0,75%; b) 39%; c) 1,7%; d) 29%.
3.a)2,3;b)7,5;c) 3,5.4.1,67. Pag. 85. 1. a) =3 ori; b) nu, deoarece difera veniturile televiziunilor publice.

Pag. 89. Test de verificare. 1. Sondaj, evidenta contabila. 2. Limbi straine; matematica, fizica, chimie. 5. La Antena 1.
Pag. 90. Test initial de autoevaluare. 1. a) 3; b) 36; c) 1,65; d) 3v3; e) 17; ) %; Q) % 2. a) 26,8; b) -8; c) 5;
d)0;e) —-7v2;f) 0.3.a) 2,8; b) -4;¢c) 3;d) -1; ) 3; -1; f) 2; -2; g) 3; h) 2; 3. 4. a) 13; 23; b) 5; 50; c) 200; 280;
d)4.5.a)A;b)A;c)F. Pag. 93. 2. Da. Pag. 102. 2. 8. 3. Nu. 4. A4; B1; C5; D2; E3. Pag. 105. 4. b, c. 7. De exemplu:
A are ordinul 3. 9. 180. 10. De exemplu: A si D. 17. Numaram muchiile care pleaca din fiecare varf: in acest mod,
toate muchiile sunt numarate de cate doua ori. 22. b) 16; c) 4; 23. 3. Pag. 107. Test de verificare. 1. a) 6 noduri;
8 muchii; b) ord(A) = 2; c) ACDE; ABDE; d) ACDBA; €) 3 muchii. 2. Nu. 3. 32.

Pag. 108. Test initial de autoevaluare. 1. a) F; b)A; c) F; d)F. 2. a) F; b)A; c) A;d) F. 3.d. 4. b. 5. C. 6. a) -0,7;

b) 1+5;1-+5 ; c) 3; d) 32; €) 11. 8. AC; ED . 9. Da. 10. Daca o piramida nu are 12 muchii, atunci ea nu are ca

baza un hexagon. 11. 246. 12. 30. 13. 6. Pag. 110. 1. Daca nu are insule. Pag. 119. 1. Nu. 6. a) ACB; 8. 11.
Pag. 121. 2. d) 42. Pag. 123. Test de verificare. 1. Strazile unui cartier; reteaua de cai ferate. 3. Porneste cu o retea
ce are doua dreptunghiuri. 4. (2, 3, 6); (2, 4, 4), (3, 3, 3).
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