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Introducere

Toate domeniile culturii se dezvoltã în strânsã interdependenþã cu matematica.
Este un adevãr general acceptat de cãtre comunitatea contemporanã cã „Orice
ºtiinþã este matematicã sau susceptibilã de matematizare”. De aceea, am construit
demersul  didactic al acestui manual cu scop deopotrivã cultural ºi pragmatic,
urmãrind atât formarea de competenþe specifice matematicii, cât ºi transferul de
tehnici ºi metode dintr-un domeniu în altul.

Manualul se adreseazã elevilor din liceele cu specializarea ªtiinþe sociale,
precum celor de la liceele teologice. De asemenea, întrucât conþine numeroase
aplicaþii practice interesante, manualul poate genera teme pentru opþionale la oricare
dintre specializãrile liceului.

Manualul este organizat pe unitãþi de învãþare. În cadrul fiecãrei unitãþi de
învãþare sunt derulate: secvenþa de familiarizare, evidenþiatã prin titlurile „Ne amintim
ºi explorãm”,  secvenþa de structurare, evidenþiatã prin titlul „Analizãm ºi
generalizãm” ºi secvenþa de aplicare ºi transfer, evidenþiatã prin titlul „Aplicãm ºi
dezvoltãm”.

Fiecare unitate de învãþare începe cu un test preliminar de autoevaluare, ce
sintetizeazã cunoºtinþele de bazã necesare pentru parcurgerea unitãþii respective.

În corpul fiecãrei unitãþi am evidenþiat etapele demersului didactic prin expresiile:
Sã observãm!, Sã comparãm!, Sã analizãm!, Sã aplicãm!, Sã demonstrãm!.

Concluziile unei etape de raþionament sau de observare, finalizate printr-o
propoziþie generalã, sunt evidenþiate cu ajutorul expresiei „În general” ºi sunt
marcate prin chenar.

Pentru a facilita conexiunile între conþinuturile cu caracter strict matematic din
lecþie ºi aplicaþiile acestora, am grupat în benzile laterale ale paginilor manualului
atenþionãri, exemplificãri ºi exerciþii necesare în fixarea noþiunilor prezentate.

Fiecare unitate de învãþare se încheie cu o scurtã lecturã, care raporteazã
anumite elemente din corpul unitãþii la evoluþia lor istoricã sau la conexiuni
semnificative cu diferite domenii.

Demersul de construcþie ºi dezvoltare a manualului a urmãrit formarea unor
competenþe care sã permitã identificarea relaþiilor între noþiunile matematice studiate,
interpretarea datelor de diverse tipuri, utilizarea unor algoritmi ºi concepte matematice
în situaþii diverse, exprimarea caracteristicilor matematice ale unei situaþii concrete
ºi analiza de situaþii-problemã în scopul optimizãrii soluþiilor practice. De aceea,
informaþia conþinutã în programa ºcolarã a fost structuratã ºi detaliatã astfel încât
acest deziderat sã fie realizat cu succes.

Testele de evaluare de la sfârºitul fiecãrei unitãþi de învãþare oferã modalitãþi
de verificare a nivelului la care s-au format  competenþele vizate.

Ne exprimãm speranþa cã manualul va oferi un instrument practic de învãþare
tuturor acelora care sunt dornici sã înþeleagã, sã explice ºi sã acþioneze eficient în
lumea în care trãim.
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Comentariile ºi atenþio-
nãrile sunt marcate prin
acest semn.

Aplicaþiile imediate
sunt corelate cu
explicaþiile sau
exemplele din corpul
lecþiei, în dreptul
cãrora sunt situate.

Observãm ºi explorãm!

Acest simbol marcheazã
secvenþa avutã în vedere
în cadrul unitãþii de
învãþare.

Indicã un enunþ obþinut prin
extrapolarea unor exemple sau
proprietãþi particulare. Acest enunþ
poate fi o definiþie sau o teoremã.

Exemplele au legãturã cu
conþinuturile prezentate
anterior.

Aceastã expresie eviden-
þiazã tipul de activitate
care urmeazã.

Reprezentare graficã care se
referã la datele analizate.

Subtitlurile evidenþiazã
etape ale demersului
didactic.
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Interpretarea
datelor

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. Studiazã tabelul de mai jos, care prezintã câteva echipe de fotbal din divizia C ºi aflã
care echipã are cele mai multe goluri marcate ºi care echipã are cea mai slabã apãrare.
Gãseºte echipa cu cele mai multe meciuri egale.

Împãrþirea
cu rest

Unitatea de învãþare 1

Test iniþial de autoevaluare

Loc Echipa Meciuri Victorii Egaluri Înfrângeri Goluri 
marcate 

Goluri 
primite 

Puncte 

11. CSM ENA Făgăraş 26 10 5 11 29 31 35p 
12. CS Predeal 26 7 7 12 23 26 28p 
13. Mantrax Bod 26 5 4 17 21 45 19p 
14. CS Târgu 

Secuiesc 
26 2 2 22 11 56 8p 

2. Gãseºte câtul ºi restul în cazul în care deîmpãrþitul d ºi împãrþitorul i au valorile:
a) d = 37; i = 5 b) d = 36; i = 12 c) d = 43; i = 8
d) d = 124; i = 14 e) d = 1211; i = 12 f) d = 2424; i = 101.

Divizibilitate 3. Stabileºte valoarea de adevãr a propoziþiilor:
a) 24 este divizibil prin 6 b) 24 îl divide pe 6
c) 249 este divizibil prin 9 d) –5 este un divizor al lui 5.

4. Scrie divizorii întregi pentru fiecare dintre numerele: 12, 16, 30 ºi 100.

Calcul
numeric

5. Efectueazã:
a) –24 + 22 b) (–4 + 3) · (–2) c) (–1 + 1) · (3 – 1) d) –1 + 1 · 3 – 1

e) (–1) · (–2) · (–3) f)
1 5 4
2 6 3
  g) 2,7 – 3,81 + 4,43 h)     1 2 3 4 1: 1

5 3 2 5 3
    .

Procente 6. Calculeazã:
a) cât reprezintã 30% din 120.
b) cât la sutã din 640 reprezintã 160.
c) cât va costa un bilet de autobuz de 1,10 lei dupã o scumpire de 10%.
d) care este procentul de ieftinire al unei cãrþi care înainte costa 24 lei, iar dupã ieftinire
are preþul de 21 de lei.

Calcul
geometric

7. Determinã lungimile segmentelor marcate cu x în figurile de mai jos.

6

8

x 8

6

x

4

3

8

x
4

a) b) c)
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 De ce crezi cã este utilizatã
denumirea de „asociativitate”
pentru aceastã proprietate a
adunãrii?

Ilustreazã printr-un exem-
plu din cotidian comutativi-
tatea înmulþirii.

În diferite situaþii din viaþa de zi cu zi folosim, uneori fãrã sã ne dãm seama de
aceasta, proprietãþi ale operaþiilor cu numere.

Exemplul 1: Asociativitatea adunãrii
Andrei, Ionuþ ºi Mihai vor sã cumpere un cadou mamei. Andrei a economisit 6 lei,

Ionuþ 8 lei, iar Mihai are puºi deoparte 7 lei.
Andrei a fãcut urmãtorul calcul: „Eu ºi Ionuþ avem împreunã 14 lei, dacã adãugãm

cei 7 lei de la Mihai obþinem 21 de lei.” Calculul fãcut de Andrei a fost: (6 + 8) + 7 = 21.
Ionuþ în schimb a raþionat astfel: „Andrei are 6 lei. Eu ºi Mihai avem împreunã 15 lei,
deci în total avem 21 de lei.” Calculul a fost: 6 + (8 + 7) = 21.

Faptul cã cei doi fraþi au obþinut aceeaºi sumã se datoreazã asociativitãþii adunãrii:
Oricare ar fi numerele a, b, c, avem:  (a + b) + c = a + (b + c).

Exemplul 2: Comutativitatea adunãrii
Doamna Vasiliu cumpãrã în fiecare dimineaþã o pâine ºi un litru de lapte. Comparând

bonurile de casã din douã zile diferite a observat cã într-una din zile fusese înregistratã
mai întâi pâinea, apoi laptele, iar în cealaltã zi produsele fuseserã înregistrate în
ordinea inversã.

Exemplul 3: Asociativitatea înmulþirii
Într-un depozit sunt aºezate mingi de baschet pe 5 rafturi suprapuse. Pe fiecare

raft sunt 4 rânduri ºi pe fiecare rând sunt câte 6 mingi. Dorel a calculat numãrul total
de mingi astfel: pe un raft sunt de 4 ori câte 6 mingi, deci  4 · 6 = 24 de mingi. Cum în
depozit sunt 5 rafturi, rezultã un total de  5 · (4 · 6) = 5 · 24 = 120 de mingi. Mircea a
raþionat în alt mod: pe 5 rafturi avem 4 rânduri, deci în total sunt 5 · 4 = 20 de rânduri.
Cum fiecare rând are câte 6 mingi, în total sunt  (5 · 4) · 6 = 20 · 6 = 120 de mingi.

Cei doi bãieþi au obþinut acelaºi numãr datoritã asociativitãþii înmulþirii:
Oricare ar fi numerele a, b, c, avem:  (a · b) · c = a · (b · c).

Observãm ºi explorãm!

Operaþii cu numere în cotidian

Faptul cã suma obþinutã este aceeaºi se datoreazã comutativitãþii adunãrii:
Pentru orice douã numere a ºi b, avem:   a + b = b + a.

Numere. Operaþii cu numere. Proprietãþi
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Cum ar fi putut proceda
cei doi soþi dacã ar fi gãsit în
magazin mochetã cu lãþimea
de 5 m? Realizeazã o schiþã!

Sã comparãm!
Proprietãþile de asociativitate ºi comutativitate fac referire la o singurã operaþie

algebricã (adunare sau înmulþire).
Proprietatea de distributivitate „leagã” cele douã operaþii cunoscute.

1. Stabileºte paritatea rezultatului unui exerciþiu în care
se fac numai adunãri ºi scãderi, dacã numãrul
termenilor impari este:
a) 7;  b) 20;  c) 159;  d) 264;  e) 775;  f) 1088.

2. În exerciþiul  30·5 – 30:10 + 5, adaugã paranteze
pentru a obþine rezultatele: a) 17; b) 142; c) 8; d) 210.

3. Înlocuieºte literele cu cifre astfel încât calculul sã
fie corect:

11. Folosind metoda factorului comun, calculeazã:
a) 2 · 149 + 2 · 351; b) 3 · 213 + 3 · 287;
c) 7 · 985 + 7 · 15; d) 5 · 472 – 5 · 72;
e) 13 · 133 – 13 · 33; f) 16 · 379 – 16 · 279;
g) 2 · 498 + 2 · 373 – 2 · 371;
h) 6 · 412 – 6 · 327 + 6 · 315;
i) 9 · 1 029 – 9 · 638 – 9 · 391.

12. Calculeazã folosind metoda factorului comun:
15 · 27 + 15 · 23 + 15 · 50.

13. Calculeazã în douã moduri:
a) 28·506 + 72·506;      b) 21:7 + 56:7 + 63:7.

14. Folosind metoda factorului comun, calculeazã:
a) 107

 
·
 
316 + 107

 
·
 
684 – 107

 
·
 
990;

b) (8 + 16 + 24 + 32 + 40):15.

15. Calculeazã în douã moduri:
a) (2 + 4 + 6 + 8):(1 + 2 + 3 + 4);
b) 376·(673·111 – 673·11):673.

16. Se considerã numerele: a = 1 + 2 + 3 + … + 40 ºi
b = 2 + 4 + 6 + … + 80. Aratã cã 2·a – b = 0.

17. ªtiind cã  a + 2·b + 3·c = 41  ºi  5·a + 4·b + 3·c = 55,
determinã a + b + c.

18. Calculeazã ºi justificã rezultatul:
a) 2007·2008·2009·2010 – 2010·2009·2008·2007;
b) 2007·2000·1999·1995 – 2000·1995·1999·2007;
c) 74·46·49·36·42·56 – 37·46·21·72·98·56.

19. Calculeazã 12 345 679 · 9.  Folosind rezultatul, deter-
minã numãrul natural x  astfel încât:
a) 12 345 679·x  = 333 333 333;
b) 12 345 679·x  = 444 444 444;
c) 12 345 679·x  = 222 222 222;
d) 12 345 679·x  = 555 555 555.

b) abc

cba

8
4

8

a) b)

4. Adaugã paranteze astfel încât 1 + 2:3 + 4:5 + 6:7 = 1.

5. Efectueazã: a) (11 + 22 + 33 + … + 121):121;
b) 1 – 2 + 3 – 4 + 5 – 6 + … + 49 – 50 + 51.

6. Calculeazã în douã moduri:
(2 + 4 + 6 + 8 + 10) – (1 + 2 + 3 + 4 + 5).

7. Aflã numerele naturale mai mici decât 20 care
împãrþite la un numãr de o cifrã, dau restul 6.

8. Un numãr este cu 84 mai mare decât altul. Împãrþind
suma celor douã numere la diferenþa lor, se obþine
câtul 15 ºi restul 14. Aflã cele douã numere.

9. Câtul împãrþirii a douã numere naturale este 3, iar restul
10. Adunând deîmpãrþitul, împãrþitorul, câtul ºi restul,
obþinem 143. Care sunt cele douã numere?

10. Efectueazã:
a) (369 : 9 + 18 · 3 – 456 : 6) · 0;
b) (9 + 11 · 11 : 11 + 220) · 10;
c) 25 · (160 – 30 · 5 – 8) – (24 + 321 : 321).

Exemplul 4: Distributivitatea înmulþirii faþã de adunare

Holul din apartamentul familiei Popescu are o lungime de 6 m ºi o lãþime de 2,5 m.
Familia Popescu doreºte sã mocheteze holul. Deoarece nu au gãsit în magazin o
mochetã lungã de 6 m, ei s-au mulþumit sã cumpere douã bucãþi cu lãþimea de 2,5 ºi
cu lungimile de 2 m, respectiv 4 m. Pentru a se stabili preþul, a trebuit calculatã
suprafaþa totalã a mochetei cumpãrate.

Domnul Popescu a calculat suprafaþa fiecãrei bucãþi ºi a adunat rezultatele:
2,5 · 4 + 2,5 · 2 = 10 + 5 = 15 (m2)
Doamna Popescu a þinut cont, în calculul fãcut, cã mochetele puse cap la cap

vor acoperi întregul hol ºi a calculat în acest mod suprafaþa totalã:
2,5 · (4 + 2) = 2,5 · 6 = 15 (m2).
Egalitatea rezultatelor obþinute se datoreazã distributivitãþii înmulþirii faþã de

adunare:
Pentru orice numere a, b, c,  avem:   a · (b + c) = a · b + a · c.

Exerciþii ºi probleme

Cititã de la dreapta spre
stânga, proprietatea de dis-
tributivitate evidenþiazã scoa-
terea factorului comun.
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Divizia C. Clasamentul final al seriei C8 
Loc Echipa Meciuri Victorii Egaluri Înfrângeri Goluri 

marcate 
Goluri 
primite 

Puncte Adevăr 

1. Forex Braşov 26 19 3 4 51 13 60p +21 
2. ASA Tg. Mureş 26 15 5 6 42 26 50p +11 
3. Mureşul Luduş 26 12 6 8 31 26 42p +3 
4. Tractorul Braşov 26 12 4 10 39 31 40p +1 
5. Chimica Târnăveni 26 11 7 8 34 26 40p +1 
6. Avântul Reghin 26 12 3 11 27 24 39p 0 
7. Transkurier Sf. Gheorghe 26 10 8 8 25 20 38p –1 
8. Mobila Sovata 26 10 7 9 31 37 37p –2 
9. Gaz Metan Tg. Mureş 26 10 7 9 29 28 37p –2 

10. Unirea Ungheni 26 11 4 11 34 38 37p –2 
11. CSM ENA Făgăraş 26 10 5 11 29 31 35p –4 
12. CS Predeal 26 7 7 12 23 26 28p –11  

Sã ne amintim!
Mulþimile de numere întâlnite în clasele anterioare sunt: mulþimea numerelor natu-

rale (notatã cu q), mulþimea numerelor întregi (m), mulþimea numerelor raþionale ({) ºi
mulþimea numerelor reale (Z).

 Mulþimea numerelor naturale

Numerele naturale 0, 1, 2, 3, ... sunt folosite în mod curent pentru a exprima de
câte ori se repetã o anumitã cantitate, câte obiecte avem º.a.m.d.

Numerele naturale se reprezintã pe axa numerelor. Aceasta este o dreaptã pe
care am fixat o origine, un sens ºi o unitate de mãsurã. Pe aceastã axã, numerele
naturale sunt aºezate în ordine crescãtoare în sensul pe care l-am ales, astfel încât
0 sã corespundã originii. Pentru n U 1, numãrul n este aºezat faþã de (n – 1) la
distanþa datã de unitatea de mãsurã fixatã.

Putem reprezenta un numãr natural pe axã fie cu
ajutorul unei rigle gradate, fie cu o riglã negradatã ºi cu un
compas. În acest din urmã caz procedãm astfel:
• Potrivim compasul astfel încât deschiderea sa sã
coincidã cu unitatea de mãsurã.
• Aºezãm compasul cu vârful în origine ºi, în sensul pe
care l-am ales, construim numãrul 1.
• Potrivind acum vârful compasului în punctul cores-
punzãtor lui 1, obþinem numãrul 2, într-un mod analog.
• Pas cu pas, construim numerele naturale la rând, pânã
când ajungem la numãrul dorit.

1

2

0 Reprezintã pe axã numã-
rul 6. Poþi face aceastã repre-
zentare utilizând compasul
numai de 3 ori? (Fãrã a folosi
rigla gradatã!)

Analizãm ºi înþelegem!

Mulþimi de numere ºi operaþii cu numere

 Mulþimea numerelor întregi

Uneori, numerele naturale nu sunt suficiente pentru a descrie o anumitã situaþie.

–4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4

 Explicã semnificaþia nu-
merelor negative din tabelul
de mai jos.

Sã analizãm!
În campionatul de fotbal al

Diviziei C, echipa „ASA Tg. Mureº” a
marcat 42 de goluri ºi a primit 26, iar
echipa „CS Predeal” a marcat 23 de
goluri ºi a primit 26. Pentru a diferenþia
între cele douã cazuri, spunem cã
prima echipã are golaveraj pozitiv, +
16, iar cea de-a doua are golaveraj
negativ, –3. Am folosit, pe lângã
numerele naturale 42, 26, 23 ºi
numãrul negativ –3.

Numerele negative pot fi ºi ele
reprezentate pe axã. Mai precis, ele
sunt aºezate astfel încât –n ºi n sã
fie simetrice faþã de origine, pentru
orice numãr natural n.

 Marcheazã pe axã numã-
rul –4, folosind o riglã
negradatã ºi un compas.

Numerele naturale se
reprezintã, de fapt, pe o
semidreaptã.
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 Cum obþinem fracþii echivalente?

Dacã înmulþim atât numãrãtorul, cât ºi numitorul fracþiei 
m
n  cu numãrul întreg  a @ 0,

obþinem fracþia 
a m
a n

 , care este echivalentã cu 

m
n . Spunem cã am amplificat fracþia

m
n  cu a. Scriem aceasta 

a) m am=
n an .

 Amplificã fracþia 2
3  cu 2,

cu –1 ºi cu 4.

 De ce sunt fracþiile 
a · m
a · n

ºi 
m
n  echivalente?

 Simplificã fracþia 12
18  prin

2, 3 ºi –6!

 Poþi simplifica fracþia 4
5 ?

De ce?

Sã analizãm!
Un stadion are 25 000 de locuri, din care 5 000 la tribuna I, 10 000 la tribuna a II-a ºi

10 000 la peluzã. Aceasta înseamnã cã 
1
5

 din locurile stadionului sunt cele de la

tribuna I, 
2
5

 sunt cele de la tribuna a II-a ºi tot 
2
5

 din capacitatea stadionului este

reprezentatã de locurile de la peluzã.

Administratorul stadionului a comunicat aceastã informaþie, spunând cã 40% din

locuri sunt la tribuna a II-a: 
40 2

40% =
100 5

.

Sã reþinem!

 Gãseºte numerele raþio-

nale egale cu 
3
2

, din ºirul:

6 12 9 2, , ,
4 8 4 3




.

Exemplu

Fracþiile 2
6

 ºi 1
3

 sunt echivalente, aºa cum

se observã ºi pe desen.

Douã fracþii 
m
n  ºi 

p
q  (cu m, n, p, q i m, n  0, q  0) sunt echivalente dacã

m · q = n · p. Fracþiile echivalente reprezintã acelaºi numãr raþional. Douã numere
raþionale sunt egale dacã sunt reprezentate prin fracþii echivalente.

Invers, sã presupunem cã 
m
n  este o fracþie în care atât numãrãtorul, cât ºi numitorul

sunt divizibile prin numãrul întreg d, adicã existã m ºi n i m, cu m = d · m ºi n = d · n.

Fracþiile 
m
n  ºi 

m
n

  sunt echivalente. În acest caz, am simplificat fracþia 

m
n  prin d ºi

scriem 


(dm m=
n n

.

 Reprezentarea numerelor raþionale ca fracþii

Putem scrie numerele raþionale sub formã de fracþie de tipul 
m
n , unde m, n i m, n @ 0.

Numerele 2
4

 ºi

5
10

 sunt egale, în timp ce numerele 
1
2  ºi 1

2
 nu sunt egale.

 Mulþimea numerelor raþionale

Atunci când trebuie sã lucrãm cu pãrþi ale unui întreg, folosim numerele raþionale.
Acestea pot fi reprezentate în douã moduri, pe care le descriem în continuare.

O fracþie care nu mai
poate fi simplificatã (decât
prin ±1) se numeºte
ireductibilã.

Exemplu

Sã considerãm fracþia 30
348 . 30 ºi 348 sunt divizibile prin 2, deci

(230 15
348 174

 .

Mai departe, 15, ºi 174 sunt divizibile prin 3. Putem simplifica ºi avem 
(315 5

174 58
 ,

deci 30 5
348 58 . Aceastã ultimã fracþie nu mai poate fi simplificatã (decât prin 1 sau –1),

deoarece 5 nu este divizor al lui 58.
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Uneori, este utilã scoaterea întregilor din fracþie. Aplicând teorema împãrþirii cu
rest, putem scrie numãrãtorul  m  sub forma  m = n · q + r, unde q i q este câtul, iar

r i {0, 1, ..., n – 1} este restul împãrþirii lui m la n. Obþinem 
m rqn n .

Exemplu              


( 140 19 55 55 4 40 40 19 191 ; 3 ; ( 1) 1 1
21 21 17 17 17 21 21 21 21

.

De asemenea, poate fi utilã introducerea întregilor în fracþie.

Exemplu      
11)4 4 2 4 262 2

11 11 1 11 11 .
Explicã deosebirile dintre

diferitele tipuri de numere
zecimale.

10

 Reprezentarea numerelor raþionale sub formã zecimalã

Putem scrie numerele raþionale sub formã zecimalã (cu virgulã). Întâlnim trei
tipuri de astfel de scrieri:

a) finite:   0,25; –1,752; 3,443;
b) periodice simple: 1,(3); 2,(24); –6,(5);
c) periodice mixte: 2,41(2); –3,12(3); 5,223(2).

Numerele zecimale sunt utile atunci când lucrãm cu unitãþi de mãsurã ºi cu multipli
ºi submultipli ai acestora.

Exemple
1 m = 0,1 dam = 0,01 hm = 0,001 km
1 ban = 0,01 lei.

Orice numãr întreg se
poate scrie în formã zecimalã
dacã adãugãm dupã virgulã
numai cifre de 0. De exem-
plu, 29 = 29,0 = 29,00.

Dacã la o fracþie zecimalã
finitã adãugãm zerouri dupã
cifrele semnificative de dupã
virgulã, atunci valoarea
acesteia nu se schimbã. De
exemplu: 3,413 = 3,41300. Cum trecem de la o formã de reprezentare la alta?

Întrucât folosind înmulþirea cu –1 putem schimba semnul unei fracþii, în exemplele
de transformãri lucrãm cu fracþii în care atât numãrãtorul cât ºi numitorul sunt pozitive.

Trecerea din formã fracþionarã în formã zecimalã se face împãrþind numãrãtorul
fracþiei la numitorul acesteia.
Exemple

2 0,08
25

Scrie sub formã zecimalã
fracþiile:




27 9 43 17 8, , , ,
20 13 15 40 7  ºi 1

14 .

11

2  25
0  0,08
20 
 0
200
200
===

2 0,(6)
3
 31 2,58(3)

12

Observãm cã deîmpãrþitul 20,
câtul 6 ºi restul 2 se repetã. Aceasta
înseamnã cã obþinem perioada 6.

Observãm cã deîmpãrþitul 40, câtul 3
ºi restul 4 se repetã, ceea ce înseamnã cã
am obþinut o fracþie mixtã cu perioada 3.

2  3
0  0,66...
20 
18
=20
 18
 =2

31  12
24  2,5833...
=70 
 60
 100

 96
 ==40

 36
 ==40

 36
 =4

Orice numãr zecimal poate fi scris sub formã fracþionarã. Pentru cele trei tipuri de
numere zecimale existã trei algoritmi diferiþi de transformare.

Exemplul 1: Numere zecimale cu scriere finitã

  
(2254 1254 627

1,254 1
1000 1000 500

.

În general

Pentru orice fracþie 
m
n gãsim, dupã simplificãri succesive, o fracþie 

m
n



echivalentã  cu 
m
n  ºi care nu mai poate fi simplificatã (decât prin 1 sau –1).

  Gãseºte fracþii egale cu
20
36  ºi 48

90  care nu mai pot fi

simplificate.
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Observã exemplele ºi
formuleazã reguli de transfor-
mare.

13

Efectueazã transformã-
rile inverse!
14

În figura de mai jos,
dreptele orizontale sunt para-
lele. Comparã rapoartele
segmentelor determinate de
aceste drepte pe cele trei
secante, apoi calculeazã x.

15

Exemplul 2: Numere periodice simple

1) 
(312 210 70

2,(12) 2
99 99 33

   ; 2)  
4 31

3,(4) 3
9 9

.

Sã analizãm!

Vrem sã reprezentãm pe axã numãrul 
1
5

.

x5

63

10

4

A1

A2

A3

A

A

4

5

O

21

B

Pentru aceasta, ducem prin O o semidreaptã distinctã de axa numerelor. Pe
aceastã semidreaptã, construim segmente de lungimi egale, pornind din O:

1 1 2 2 3 3 4 4 5OA A A A A A A A A    .
Unim A

5
 cu punctul B, corespunzãtor lui 1. Ducem prin A

1
, A

2
, A

3
 ºi A

4
 paralele la

dreapta A
5
B. În acest fel, am împãrþit segmentul OB, de lungime 1, în 5 segmente

egale, de lungime 1
5 .

 Mulþimea numerelor reale

Anumite probleme concrete au condus la utilizarea unor numere care nu sunt
raþionale. A apãrut în acest fel necesitatea introducerii unei mulþimi mai largi de numere,
aceea a numerelor reale, notatã cu Z.

 Cum reprezentãm numerele raþionale pe axa numerelor?

Am vãzut cã numerele întregi pot fi reprezentate pe axa numerelor. Cum  putem
include ºi mulþimea numerelor raþionale pe aceeaºi axã?

Reprezintã pe axã nume-

rele 3 14 82 , , .
4 5 5



16

Verificã faptul cã 627
500  are

forma zecimalã 1,254.

12

A

O

B
1

1 1

1
2

Exemplul 1
Domnul Popescu vrea sã îºi construiascã în grãdinã o micã serã. Pentru

construcþia ei, va realiza întâi o structurã metalicã. În centru va aºeza þãruºi verticali
de 2 m, la margini þãruºi cu înãlþimea de 1 m, iar lãþimea serei va
fi de 2 m. Domnul Popescu a realizat o schiþã cu profilul serei
pentru a calcula dimensiunea barelor oblice care urmeazã sã sprijine
acoperiºul. A determinat mai întâi lungimea segmentului OB, care
este 2 – 1 = 1 (m) ºi pe cea a segmentului AB, egal cu jumãtate
din lãþimea serei, de 1 m.

Aplicând teorema lui Pitagora în triunghiul OAB, a obþinut:
OA2 = OB2 + AB2, deci OA2 = 2.

Domnul Popescu ºi-a dat seama cã, pentru a realiza traversa oblicã are nevoie
de o barã cu lungimea de 2 m. Utilizând calculatorul, a aflat cã 2 1,4142 ;
domnul Popescu a decis sã utilizeze o barã de 1,42 m pentru realizarea acoperiºului
serei.

numãrul format cu cifrele din
perioadã

o cifrã în perioadã

numãrul format cu cifrele din afara perioadei


  

(3123 12 111 37
0,12(3)

900 900 300

o cifrã în perioadã  2 cifre în afara perioadei

Exemplul 3: Numere periodice mixte
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Exemplul 2
Încã din Antichitate s-a observat cã raportul dintre lungimea unui cerc ºi diametrul

acestuia nu depinde de cercul ales (fiind aºadar acelaºi pentru toate cercurile consi-
derate). Valoarea acestui raport a fost notatã cu . În calcule, folosim pentru  di-
verse aproximãri. De obicei, aproximãm  cu 3,14.

Se ºtie cã numãrul  nu poate fi construit cu rigla ºi compasul pe axa numerelor.
Singurul mod în care putem „vizualiza” numãrul  pe axã este sã „rostogolim” (fãrã

frecare) un cerc de razã 1
2 .

Pe site-ul
http://www.zenwerx.com/pi.php
pot fi vizualizate primele 4
milioane de cifre de dupã
virgulã ale lui .

Numãrul 2  este un numãr iraþional. El poate fi reprezentat pe axa numerelor cu
rigla ºi compasul astfel:

– construim un triunghi dreptunghic isoscel ABC ˆ(m( ) 90 )A    având catetele
egale cu unitatea de mãsurã;

– pe axa numerelor mãsurãm, cu ajutorul compasului, un segment cu unul din
capete în origine ºi cu celãlalt pe semidreapta pe care sunt situate numerele pozitive,
astfel încât lungimea sa sã fie egalã cu lungimea ipotenuzei BC a triunghiului construit
anterior.

Dacã, prin absurd, 2  ar fi numãr raþional, el ar putea fi scris sub formã de fracþie

ireductibilã, adicã m
n2  (m, n i m, n @ 0, m ºi n prime între ele).

 Demonstreazã cã 5
este numãr iraþional. Stabi-
leºte dacã 5  poate fi repre-
zentat pe axa numerelor cu
rigla ºi compasul ºi, în caz
afirmativ, explicã modul de
reprezentare!

17

Sã demonstrãm!

2  nu este numãr raþional.

Aºezând cercul în origine ºi apoi rostogolindu-l în sensul ales pe axã, punctul care
iniþial se afla în origine, la încheierea unei rotaþii complete se va gãsi în dreptul numãrului .

În general

Nu orice numãr real poate fi reprezentat pe axã cu rigla ºi compasul. Totuºi,
fiecãrui numãr real îi corespunde un punct de pe axa numerelor ºi reciproc. Am
„completat” în acest fel axa numerelor, obþinând o corespondenþã între mulþimea Z ºi
punctele unei drepte.

 De ce acest cerc trebuie

sã aibã raza 1
2 ?

18

0

1
2

1 2 3

Prin ridicare la pãtrat am obþine 
2

2
2  m

n
, deci m2 = 2n2. Aceasta ar însemna cã m

este numãr par, deci m = 2l, cu l i m. Înlocuim m în egalitatea m2 = 2n2 ºi deducem
4l2 = 2n2, aºadar n2 = 2l 2. Acestã relaþie ne conduce la concluzia cã ºi n este numãr

par. Dar atunci fracþia 
m
n  se poate simplifica cu 2, ceea ce contrazice ipoteza fãcutã.
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 Interpretarea operaþiilor cu numere folosind operaþiile cu vectori

Fiecãrui numãr real a îi corespunde un punct A de pe axã ºi reciproc.

Sã ne amintim!

 Vectori

Orice douã puncte A, B (nu neapãrat distincte) determinã un
vector, notat AB


. Punctul A se numeºte originea vectorului AB


,

iar punctul B se numeºte vârful lui AB


.
Fiecãrui vector nenul îi asociem direcþia, sensul ºi lungimea sa.
Doi vectori AB


 ºi CD


 sunt egali dacã mijlocul segmentului [AD] coincide cu

mijlocul segmentului [BC].

Exemple
În fiecare dintre desenele de mai jos sunt reprezentate puncte A, B, C, D pentru

care avem AB CD
 

.

O A

A

B

A

B

D

C

A B M C D

(2)

(1)

 Ce se poate spune des-
pre segmentul OA când a = 0?

20

Modulul oricãrui numãr
real este un numãr pozitiv
sau 0.

Vectorul AA


 se numeºte
vector nul ºi este notat cu 


0 .

 Ce legãturã existã între
modulul unui numãr real a ºi
lungimea vectorului OA


 aso-

ciat pe axã?

21

 Cum sunt sensurile vec-
torilor OA


 ºi OB


 dacã A îi

corespunde unui numãr pozi-
tiv, iar B unui numãr negativ?

22

 Gãseºte în figurile alãtu-
rate ºi alte perechi de vectori
egali!

23

 Construieºte punctul Q
în cazul în care N = P.
24

Sã demonstrãm!

Pentru orice vector 

MN  ºi pentru orice punct P, existã un unic punct Q astfel

încât 
 
MN PQ .

Prin definiþie, modulul numãrului a este egal cu lungimea segmentului [OA] ºi

este notat cu a . Caracterizãm numãrul a prin vectorul OA


.
Vom arãta în continuare ce legãturã existã între operaþiile cu numere reale ºi

operaþiile cu vectori.

N

M N

P Q

Punctul Q se obþine astfel: se construieºte
mai întâi mijlocul N al segmentului NP, iar punctul
Q cãutat este simetricul lui M faþã de N...

Sã reþinem!

În continuare, facem câteva precizãri privind reprezentarea numerelor reale. Am
vãzut cã pentru numerele raþionale avem trei modalitãþi de scriere în formã zecimalã
(finitã, periodicã simplã, periodicã mixtã). Ceea ce caracterizeazã numerele iraþionale
este faptul cã zecimalele de dupã virgulã nu se repetã periodic.

Spre exemplu, în cazul numãrului 1,23(456), a treia, a ºasea, a noua, ... cifrã de
dupã virgulã este 4; a patra, a ºaptea, ... cifrã este 5 º.a.m.d. Datoritã periodicitãþii,
ºtim exact ce cifrã urmeazã în scrierea numãrului raþional considerat.

În cazul unui numãr iraþional, chiar dacã ºtim regula de succesiune a cifrelor de
dupã virgulã, numãrul nu este periodic. Putem însã lucra cu aproximãri zecimale ale
unui astfel de numãr. De asemenea, existã diferite formule prin care se exprimã cu
precizie numere reale. Câteva exemple de acest fel apar în lectura de la pagina 21.

 Completeazã demon-
straþia alãturatã.

Reprezintã situaþia în care
punctele M, N ºi P sunt coli-
niare. Se pãstreazã enunþul?

25

 Observã modul în care
se succed zecimalele numã-
rului 0,123456789101112....

Este raþional acest numãr?

19
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 Suma vectorilor

Sã ne amintim!
Suma a doi vectori se calculeazã cu regula paralelogramului sau cu regula

triunghiului.

 Se poate aplica regula
paralelogramului pentru
suma a doi vectori coliniari?

26

 Reprezintã suma vec-
torilor din desen. (Cele douã
segmente orientate au
aceeaºi lungime.)

27

A

B

C D

s s

Fiind daþi vectorii
AB  ºi 


CD ,

calculãm

s AB CD 
 

.

Regula triunghiului:
Transportãm unul din vectori
cu originea în vârful celuilalt.
Suma vectorilor ( s


) este cea

de-a treia laturã (orientatã) a

triunghiului.

Regula paralelogramului:
Transportãm unul din vectori
cu originea în originea celui-

lalt. Suma vectorilor ( s


)
este diagonala (orientatã)
paralelogramului format.

Fiind daþi vectorii coliniari 

AB  ºi


CD , calculãm  

 
s AB CD .

Aplicãm regula triunghiului (se va
obþine un triunghi alungit!).

Ilustreazã printr-un desen
adunarea a douã numere
negative alese de tine.

Sã observãm!
Considerãm pe axa numerelor punctele A ºi B corespunzãtoare numerelor 2 ºi –3,

precum ºi vectorii 

OA  ºi 


OB .

AB

–3 20

O

–3 0

O

2

C

–1

În general

Dacã a ºi b sunt numere reale, iar A ºi B sunt punctele corespunzãtoare de pe
axã, atunci numãrului  a + b  îi corespunde pe axã punctul C pentru care:

 
  
OA OB OC

28

  a b a b .

0

O

a b

A B C

a + b

Explicã ce se întâmplã în
cazul în care b = –a.

Sã analizãm!

1) Dacã numerele a ºi b au acelaºi semn, punctele A ºi B sunt de aceeaºi parte
a lui O. Numãrul  a + b  are acelaºi semn cu a ºi cu b, iar modulul lui  a + b  este egal
cu suma modulelor lui a ºi b.

29

   
    
OA OB OA AC OC .

Suma 2 + (–3) este egalã cu –1, iar suma vectorilor 

OA  ºi  


OB  este egalã cu

vectorul 

OC , unde C este punctul asociat numãrului –1.
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 Înmulþirea vectorilor cu scalari

Sã ne amintim!

Produsul dintre un scalar  ºi un vector 

AB  este egal cu vectorul 


AC , obþinut astfel:

1) Dacã  


0AB , atunci 


0AC .
2) Dacã 


0AB , folosim urmãtoarea regulã:

CA B BC A
În cazul în care scalarul  este pozitiv,
punctul C se aflã pe dreapta AB, de aceeaºi
parte a lui A ca ºi B ºi  AC =  · AB.

În cazul în care scalarul  este negativ,
punctul C se aflã pe dreapta AB, astfel
încât B ºi C sã fie de o parte ºi de alta
a lui A ºi      AC AB AB .

Acelaºi rezultat se obþine
înmulþind scalarul 2 cu
vectorul de poziþie al
numãrului –3. Realizeazã un
desen care sã ilustreze
aceastã afirmaþie.

Explicã ce se întâmplã în
cazul în care scalarul  este
egal cu zero.

31

Fiind dat vectorul v, de
mai jos, deseneazã vectorii
2 · v ºi –3 · v.

32

v
Sã observãm!

Considerãm pe axa numerelor punctul A corespunzãtor numãrului 2 ºi vectorul
asociat 


OA . Produsul (–3) · 2 este egal cu –6. Pe de altã parte, înmulþind scalarul (–3)

cu vectorul 

OA  se obþine vectorul 


OB , unde B este punctul asociat numãrului –6.

AB O

–6 0 2
26

În general

Dacã  ºi a sunt numere reale, iar A este punctul de pe axã corespunzãtor lui a,
atunci numãrului  · a  îi corespunde pe axã punctul B pentru care   

 
OA OB .

Sã analizãm!

BO A
2) Produsul dintre un numãr negativ ºi un numãr pozitiv este un numãr negativ:

„(–) · (+) = (–)”. Altfel spus, înmulþind cu un scalar negativ un vector al cãrui sens
coincide cu cel al axei numerelor, se obþine un vector având sens opus, deci
corespunzãtor unui numãr negativ.

Interpreteazã cu ajutorul
înmulþirii cu scalari regulile
„(+) · (–) = (–)” ºi
„(–) · (–) = (+)”.

33

AB O

Interpretãm regula semnelor pe care o folosim la înmulþirea numerelor cu ajutorul
înmulþirii vectorilor cu scalari.

1) Produsul dintre douã numere pozitive este un numãr pozitiv: „(+) · (+) = (+)”.
Altfel spus, înmulþind cu un scalar pozitiv un vector al cãrui sens coincide cu cel al
axei numerelor, se obþine un vector cu acelaºi sens, deci corespunzãtor unui numãr
pozitiv.

2) Dacã numerele a ºi b au semne contrare, punctele A ºi B sunt de o parte ºi de
alta a lui O pe axa numerelor. Sã presupunem cã b @ –a, adicã A ºi B nu sunt
simetrice faþã de O. În acest caz, semnul lui a + b este egal cu semnul aceluia dintre
numerele a ºi b, care are modulul mai mare. Aceastã regulã poate fi explicatã cu
uºurinþã cu ajutorul adunãrii vectorilor:

B C A

0

O

b aa+b

B C A

0

O

b aa+b

Foloseºte operaþiile cu
vectori pentru a explica semnul
sumei.

30
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a) Reprezintã în acelaºi mod, distributivitatea înmul-
þirii faþã de adunare.
b) Analizeazã diagrama ºi stabileºte câte operaþii
se efectueazã pentru a calcula  a · (b + c), respectiv
a · b + a · c.

a

b

c

a b+

( )+ca b+

a

b

c
b c+

a b+( + )c

(a + b) + c = a + (b + c)

1. Putem interpreta asociativitatea adunãrii cu ajutorul
unor diagrame de tipul celor de mai jos:

Exerciþii ºi probleme

2. Reprezintã pe axã numerele:

3;   –2;   3
4 ; 1

3
 ;   3 ;   5 .

3. Scrie în formã zecimalã numerele raþionale:

a) 3
8 ;    b) 41

9 ;    c) 35
18 .

4. Scrie în formã fracþionarã numerele zecimale:
a) 1,(27);    b) 0,3(6);    c) 0,42;     d) 2,1(3).

5. Aratã cã numãrul  3  nu este raþional.

6. Reprezintã vectorii u + v ºi u – v, folosind desenul
alãturat. Reprezintã apoi vectorii
2 · u, 2 · v ºi 2 · u + 2 · v.

u

v

8. Exprimã vectorii a


, b


 ºi c


 din desenul alãturat
sub forma   x u y v

 
 (cu x, y i Z).

v
u

c

ba

9. Calculeazã în douã moduri:
a) (–2) + (–1) + 0 + 1 + 2;

b) 1 1 1 1 2 3 4
4 3 2
      .

10. a) Adrian i-a explicat Corinei regula semnelor astfel:
Semnul „+” înseamnã „prieten”, iar semnul „–” înseam-
nã „duºman”. De aceea, regula „+ · + = +” se traduce
prin „prietenul prietenului meu este prietenul meu”.
Verificã aceastã modalitate mnemotehnicã pentru
încã un caz.
b) La adunare, semnul este dat de termenul „cel mai
tare”. Inventeazã o poveste despre aceastã regulã!

11. Foloseºte asociativitatea adunãrii ºi explicã modul
de calcul al unei sume în care apar atât termeni
pozitivi, cât ºi termeni negativi. Construieºte un
exemplu.

12. Calculeazã, utilizând eventual un minicalculator:
0,243 · (–2,37);     –5,1234 + 2,81.

Explicã schemele
alãturate.

34

 Proprietãþile operaþiilor cu numere reale

Urmãtoarele proprietãþi caracterizeazã operaþiile cu numerele reale:

a b c a b a c     ( )

Adunarea Înmulþirea

a + b = b + a
(a+b) + c = a + (b+c)

a + 0 = a

a + (–a) = 0 a
a

a  1 1, 0

a · b = b · a
(a·b) · c = a · (b·c)

a · 1 = a

Comutativitate

Asociativitate

0 este element neutru. 1 este element neutru.

Fiecare numãr are
un opus.

Fiecare numãr nenul
are un invers.

Distributivitatea înmulþirii faþã de adunare

7. Interpreteazã urmãtoarele calcule, folosind repre-
zentarea pe axã ºi vectori.
a) (–2) + (–3) = –5; c) 2 · (–3) = –6;
b) (–4) + 1 = –3; d) (–5) · (–2) =10.
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Aceste formule pot fi utile în efectuarea mai rapidã a unor calcule. Spre exemplu,
pentru a calcula pãtratul unui numãr, poate fi mai convenabil ca în locul calculului
direct sã scriem numãrul dat ca sumã a douã numere ºi apoi sã folosim formula de
dezvoltare de mai sus.

Exemple
1) (1001)2 = (1000 + 1)2 = 10002 + 2 · 1000 + 1 = 1000000 + 2000 + 1 = 1002001

2) 992 = (100 – 1)2 = 10000 – 200 + 1 = 9801

3) 20062 – 20052 = (2006 + 2005)(2006 – 2005) = 4011.

 Formule de calcul prescurtat. Calcul rapid

Sã ne amintim!

Pentru orice trei numere a, b, c, au loc egalitãþile:

 Demonstreazã algebric
formulele  de calcul rapid ºi
stabileºte ce proprietãþi ale
operaþiilor cu numere se
folosesc.

 Calculul bugetului personal

Când calculãm bilanþul bugetului personal, asociem de obicei numere pozitive
pentru venituri ºi numere negative pentru cheltuieli. În consecinþã, la calculul bilanþului
trebuie sã þinem cont de regula semnelor de la adunarea numerelor.

Exemplu
Familia Popescu a alcãtuit un tabel cu veniturile ºi cheltuielile realizate în primele

trei luni ale anului:

Aplicãm ºi dezvoltãm!

Luna Venituri Cheltuieli Bilanţ 
ianuarie 2000 2100 –100
februarie 2150 2200 –50

martie 2150 2000 150 

Astfel, în primele douã luni cheltuielile au fost mai mari decât veniturile, înregis-
trându-se un bilanþ negativ: membrii familiei au beneficiat de posibilitãþile de creditare
date de cardul de salarii. În cea de-a treia lunã, situaþia s-a inversat, obþinându-se un
bilanþ pozitiv.

 Care este bilanþul familiei
Popescu dupã primul trimes-
tru? Completeazã tabelul cu
urmãtoarele rezultate: totalul
veniturilor; totalul cheltuielilor;
bilanþul la finalul trimestrului.

Ce proprietãþi ale adunã-
rii numerelor reale foloseºti
pentru a verifica rezultatele?

 În contabilitate, semnele
matematice „–” ºi „+” sunt
înlocuite de cuvintele credit,
respectiv debit.

Aplicaþii ale proprietãþilor operaþiilor

 Observã desenele ºi inter-
preteazã cu ajutorul lor for-
mulele de calcul rapid.

a

a b

b

a b + 

= +

a

b
+

b
a

(a – b)2 = a2 – 2ab + b2

a b  –

b
b

a =

aa

– +a

b b

a b  –
b

a

=

a b + 

a b  –a2 – b2 = (a + b)(a – b)

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2
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 Operaþii efectuate folosind calculatorul de buzunar

Proprietãþile operaþiilor cu numere sunt utile, de exemplu, când vrem sã efectuãm
calcule folosind calculatorul de buzunar.

Exemplul 1
Efectuãm  3 + 3 · 5 + 3 · 7.
Varianta 1. Începem prin a tasta primul termen, 3, pe care îl introducem în me-

moria calculatorului. Dupã aceea calculãm 3 · 5, iar rezultatul 15 îl introducem în
memoria calculatorului, el fiind adãugat la numãrul deja existent în memorie, deci
calculatorul „þine minte” numãrul 18.

Procedãm analog ºi cu produsul 3 · 7, astfel cã, în final, în memoria calculatorului
se aflã suma doritã.

Succesiunea în care apãsãm tastele este urmãtoarea:

 În efectuarea calculelor
am utilizat un calculator
Casio FX-82SX.

Calculatoarele de buzunar
de alt tip pot utiliza alte mo-
dalitãþi de a aplica proprietã-
þile operaþiilor.

Întotdeauna când se folo-
seºte un astfel de calculator,
trebuie cunoscut modul în
care opereazã, pentru a evita
rezultatele greºite. Este de
asemenea important sã
estimezi ordinul de mãrime al
rezultatului, pentru a nu avea
surprize atunci când algorit-
mul de programare al calcu-
latorului este altul decât cel
scontat.

Varianta 2. Observãm cã în suma pe care vrem sã o calculãm putem da numãrul
3 factor comun, deci avem  3 + 3 · 5 + 3 · 7 = 3(1 + 5 + 7).

Efectuãm mai întâi suma 1 + 5 + 7, iar apoi înmulþim cu 3; rezultatul este acelaºi,
deoarece înmulþirea este comutativã.

Exemplul 2
Determinãm 310 cu ajutorul unui calculator care nu are funcþia de ridicare la putere.

Varianta 1. Înmulþim pe 3 succesiv de 10 ori: 10

10 ori

3 3 3 ... 3    .  Efectueazã ridicarea la
puterea a 10-a a lui 3
apãsând cât mai puþine dintre
tastele calculatorului.

3 ¡3*5¡3*7¡¡         

+= += +=

1+5+7=*3        =

Pentru a calcula numãrul
52 se apasã tastele în ordinea

5*=    

Varianta 2. Folosim urmãtoarea relaþie:
10 8 2 2 2 2 23 3 ((3 ) ) 3   .

Putem apãsa tastele în succesiunea urmãtoarea:

Succesiunea în care apãsãm tastele este urmãtoarea:

3*3=*3= *3=          ...

3*= *=*=* =          ¡ ¡+
=

 Rezolvãri de inecuaþii

Regula semnelor folositã la înmulþire este utilã ºi în rezolvarea unor inecuaþii.

Exemplu
Sã gãsim mulþimea numerelor x care verificã inecuaþia (x – 1)(x + 2) > 0.
Pentru aceasta, realizãm un tabel în care scriem semnele celor doi factori, x – 1

ºi  x + 2 ºi apoi stabilim semnul produsului:

 Rezolvã inecuaþiile:
(x + 1)(x – 2) < 0;
(1 – x)(3 + x) < 0.

Din tabel, observãm cã pentru x i (–, –2) N (1, +) expresia (x – 1)(x + 2) este
pozitivã, aºadar mulþimea cãutatã este (–, –2) N (1, +).

x – –2 1 +

x – 1  –  –  –  – 0     +    +    +

x + 2  –     – – 0  +     +  +  +

(x – 1)(x + 2)  +  +  0   – – 0      +     +   +

 Aminteºte-þi ºi explicã
semnificaþia fiecãrui element
din tabel.

.
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Exerciþii ºi probleme

1. Ileana ºi Sorin au cal-
culat suma numerelor
din tabelul alãturat în
douã moduri diferite.
Ileana a calculat mai
întâi sumele pe linii,
pe care le-a înscris în
cãsuþele libere din
dreapta, apoi a adunat
rezultatele ºi a completat cu suma gãsitã cãsuþa cu
simblul       . Sorin a procedat astfel: a calculat
sumele pe coloane, apoi a adunat rezultatele înscrise
pe ultima linie. Explicã de ce Ileana ºi Sorin au obþi-
nut aceleaºi rezultate finale. Efectueazã calculele.

13

a

b

c

d

–2 0 4 1

–1 3 2 –10 3

4 5 –8 –15 1

0 –3 4 7 –8

4. Delia ºi Mihai joacã urmãtorul joc:
Pe o tablã 2 D 2, ei completeazã
pe rând pãtrãþelele cu numere
reale ºi la sfârºit adunã numerele
de pe linii, respectiv de pe coloane.
Delia câºtigã câte 1 punct dacã
suma pe prima linie (respectiv pe
a doua linie) este mai mare decât suma pe prima
coloanã (respectiv pe a doua coloanã); în caz contrar,
punctele se acordã lui Mihai. În caz de egalitate a
sumelor, nici un jucãtor nu primeºte puncte.
a) Demonstreazã cã jocul se terminã totdeauna la
egalitate.
b) Analizeazã jocul pentru o tablã 4 D 4. În acest
caz, este posibil ca Mihai sã câºtige jocul cu scorul
de 4 – 0?

Mihai

Delia

7. Rezolvã inecuaþiile:
a) (x – 1)(x – 2)(x – 3) T 0, x i q.
b) x2 T 2x, x i Z.
c) 3x – x2 T x, x i Z.

8. Calculeazã cât mai simplu:
a) 101 · 99; b) 1012

c) 52 – 62 + 72 – 82;
d) 2172 · 101 – 2170 · 101 + 3 · 101.

e) 
1 1 1

2 1 3 2 4 3
 

   .

9. Verificã egalitatea:
(a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2(ab + ac + bc).
Reprezintã apoi printr-un desen formula anterioarã.

10. Foloseºte calculatorul de buzunar pentru a efectua
urmãtoarele calcule:
a) 5 + 5 · 8 + 5 · 13
b) 23 + 53 + 93

c) 7 + 104 · (42 + 51)

11. Descrie succesiunea de apãsare a tastelor pentru a
calcula cât mai simplu (adicã apãsând tastele de
cât mai puþine ori):
a) 57; b) 29; c) 175.

12. Anticipeazã rezultatul urmãtoarei succesiuni de
operaþii:

          5*=¡7+ =*¡=2+= +=

Foloseºte apoi un calculator de buzunar ºi verificã
rezultatul propus.

13. Calculatoarele de buzunar afiºeazã aproximãri ale
unor numere reale. De exemplu, ca rezultat al
calculului 1 : 3, pe display-ul calculatorului apare
0,333333 (eventual, ºi alte câteva zecimale).
Verificã acurateþea calculatorului tãu de buzunar,
efectuând urmãtoarele calcule:

1¡3=*3=      

•
•a)

2    ¡=*=b)

4      ¡7=*7=c) •
•

Ce rezultate ar trebui sã obþii? De ce?

5. Demonstreazã în douã moduri egalitãþile:

a) 4 12
7 21
 b) 0,(6) = 0,6(6)

c) 0,5(25) = 0,(52) d) 6 2
57 19

 .

2. Aratã cã, dacã fracþiile 
a
b  ºi 

c
d  sunt echivalente (a, b,

c, d i m*), atunci ºi urmãtoarele fracþii sunt echiva-
lente:

i)
a
c ºi

b
d ;    ii)

a b
b  ºi

c d
d .

3. Înlocuieºte fracþiile urmãtoare cu fracþii echivalente,
care nu se mai pot simplifica:

a) 32
24 ;    b) 30

342 ;    c) 570
84 .

6. Calculeazã:

a) 2( 2 1)

b) 2( 3 1)

c) ( 5 2)( 5 2)  .

14. Calculeazã în douã moduri ( 7 3)( 7 3)  :
a) folosind un calculator de buzunar;
b) folosind formule de calcul rapid.
Comparã rezultatele.



21

1. a) Propune trei exemple de numere raþionale ºi douã exemple de numere întregi.
b) Precizeazã dacã numãrul 3 8  este numãr iraþional.

2. ªtim cã înmulþirea numerelor naturale este distributivã faþã de adunare. Operaþia de ridicare la putere, adicã
operaþia descrisã prin  a * b = ab, se defineºte cu ajutorul înmulþirii. Este oare adevãrat cã ºi aceastã operaþie
este distributivã faþã de adunare?

3. Atunci când înmulþim un numãr zecimal cu 10n, n i q, mutãm virgula spre dreapta, cu n cifre. Foloseºte aceastã
proprietate pentru a justifica algoritmul de transformare a numãrului zecimal 0,(12) în fracþie.

4. Calculeazã suma: ((...(((–1) + 1) – 1)...) – 1), în care sunt  2007 paranteze deschise „(” ºi 2007 paranteze închise „)”.

5. La adunarea fracþiilor este nevoie sã aducem termenii la acelaºi numitor. Explicã de ce nu este necesar sã
facem acest lucru ºi când înmulþim fracþii.

Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã recunosc ºi sã diferenþiez mulþimi de numere
 sã identific proprietãþi ale operaþiilor algebrice
 sã compar proprietãþi ale adunãrii ºi înmulþirii, în scopul identificãrii unor algoritmi
 sã exprim proprietãþi ale mulþimilor de numere
 sã utilizez similaritãþi între operaþii în deducerea de proprietãþi?

De-a lungul timpului, matematicienii au fost interesaþi sã gãseascã o valoare cât mai exactã pentru  ºi sã decidã dacã
acesta este un numãr raþional sau nu.

Arhimede (sec. III î.H.) a determinat  cu trei zecimale exacte, stabilind cã 3,141 <  < 3,142. El a folosit metoda
poligoanelor regulate înscrise ºi circumscrise unui cerc.

Aceeaºi metodã a fost utilizatã ºi de Ptolemeu (sec. II d.H.) ºi de al Kaºi (sec. XIV-XV), acesta din urmã determinând
primele 17 zecimale ale lui .

Perioada secolelor XVI-XVII a fost bogatã în rezultate referitoare la .
În 1593 Viète a dat pentru  formula de calcul ca produs infinit:
2 ...       


a a a a a a a a a  (unde 1
2

a ).

John Wallis (1655) a exprimat  sub forma de produs infinit: 
2 1 3 3 5 5 7 7 9 ...

2 2 4 4 6 6 8 8
        

 , fiind prima datã când  este

reprezentat cu ajutorul unui ºir de numere raþionale.

Alte formule care permit aproximarea lui  au fost date de Newton (1676): 3 7 10
1 3 51 ...

3 2 3 2 5 2 7
     

  
sau de Leibniz (1682): 1 1 11 ...

4 3 5 7
     

În 1768 Lambert a demonstrat faptul cã  este un numãr iraþional, deci nu poate fi reprezentat sub formã de fracþie 
a
b ,

cu a, b i m, b @ 0.

Lecturã
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Calcul numeric

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. Calculeazã:
a) 3 + 4 · (–5) b) (3 + 6 + 8) · 4 c) 4,85 + 2,59
d) 5,73 – 2,99 e) (4,69 + 5,03) : 3 f ) 6,12 – 0,3 · 4,8
g) 25,2 : 0,25 h) 12,4 + 12,4 · 9 i ) 3,7 · 3,14

Exponenþiale
ºi logaritmi

Unitatea de învãþare 2

Test iniþial de autoevaluare

2. Determinã:
a) (–3)3 b) 62 c) log327 d) log20,25 e) 3

6log 6

f) lg1000 g) 10–4 h) lg(0,1) i ) 10lg4 j ) log525

Calcul
procentual

3. Calculeazã:
a) 30% din 90 m b) 15% din 60 kg
c) 5% din 10% din 100 km d) 75% din 25% dintr-un litru.

4. Precizeazã:
a) Care este diferenþa de preþ la o scumpire cu 15% a unui produs care costã 54 lei?
b) Cât la sutã reprezintã 70 m din 350 m?
c) Cu ce procent s-a mãrit costul unui obiect al cãrui preþ s-a dublat?
d) Ce preþ actual are o pereche de mãnuºi care costa 25 lei ºi a fost scumpitã cu 10%,
apoi ieftinitã cu acelaºi procent?

5. În desenul urmãtor sunt reprezentate
punctele de coordonate:
a) (2; 0) ºi (0; 4)
b) (2; 2) ºi (4; 4)
c) (0; 2) ºi (4; 0)

Coordonate
în plan

6. Punctul A(2; –1) are reprezentarea
graficã:

Calcul algebric 7. (3x – 2)3 este egal cu:
a) 27x3 – 54x2 + 36x – 8
b) 27x3 – 54x2 + 36x – 8.

Funcþii

Alege rãspunsul corect!

1

2

x

y

–1

A
1 2

x

y

–1 A

a) b)

8. (x + 3y)(x2 – 3xy + 9y2) este egal cu:
a) x3 + 27y3 b) x3 – 27y3

c) x3 – 27x2y + 9xy2 – 27y3.

9. Fiecare desen este reprezentarea geometricã a graficului uneia dintre funcþiile de mai
jos. Asociazã graficul cu funcþia corespunzãtoare.

1
2

1 2 3 4

y

xO

x

y

O 1 2 3

1
2

3
4
5

x
x

x

y y y

O O O1 1 12 2
2

3 3

1 1 1
2 2

3 3
4

4 –1 1

   

a)  f  1: 1; 0;
2

Z , f(x) = 1 – 2x     b) g : Z  Z, g x x  1( ) 1
4

c) h : (–; 2]  Z, xh x  ( ) 3
2 d) t : [0; +)  Z, t(x) = x2 + 1.

a) b)
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Ne amintim ºi explorãm!

Funcþie ºi mãsurã – recapitulare

Mãsurare, reprezentare, analizã de date

Numãrul raþional a apãrut
ca raport al mãsurilor a douã
mãrimi de acelaºi fel.

 Mãsurarea
Mãsurarea suprafeþelor se aseamãnã unui joc de puzzle:

a mãsura o suprafaþã presupune a afla de câte piese identice
(unitãþi de mãsurã) este nevoie pentru a acoperi suprafaþa
respectivã. Fiecare poligon are o arie bine determinatã. De
exemplu, figura alãturatã are aria de 40 de unitãþi de mãsurã.

 Ce arie are
figura coloratã
din desen?

 Ce volum are corpul de
mai jos?

La fel, pentru a determina volumul unui corp, trebuie sã vedem de câte ori se
cuprinde unitatea de mãsurã în acel corp. Fiecare poliedru are un volum bine determinat.

Spre deosebire de geometrie, mãsurãtorile statistice sunt doar estimative; pe de
o parte, ele depind de percepþia respondenþilor faþã de subiectul analizat, iar pe de
altã parte sunt obþinute prin extrapolare. Aceasta presupune înþelegerea tendinþei de
variaþie a unor funcþii pentru care cunoaºtem doar câteva date numerice.

 Cum caracterizãm numeric obiectele?
Numãrul natural a apãrut în mod firesc, pentru a caracteriza mulþimi finite de

obiecte. Pentru a face reprezentãri însã, lucrãm cu mulþimi continue ºi infinite (în
sensul cã sunt alcãtuite dintr-o infinitate de puncte): segmente, curbe, suprafeþe,
corpuri. Caracterizarea numericã a acestora a condus, de-a lungul timpului, la apariþia
a diferite tipuri de numere, prin intermediul operaþiei de mãsurare. Când mãsurãm o
mãrime oarecare, este nevoie de o unitate de mãsurã. Pentru mãsurarea lungimii,
oamenii au ales de-a lungul timpului diferite unitãþi de mãsurã. Unele dintre acestea –
pasul, cotul, nodul din navigaþie – se regãsesc, din motive practice, în diverse etape
istorice. De exemplu, cotul este ºi astãzi, la unele populaþii, unitatea de mãsurã cea
mai la îndemânã în mãsurarea þesãturilor.

Odatã convenitã o unitate de mãsurã, a mãsura o mãrime oarecare revine la a
determina un raport: când spunem cã o salã de clasã are lungimea de 5 metri,
determinãm raportul între lungimea sãlii ºi unitatea de mãsurã aleasã (în acest caz,
metrul). Spunem cã mãsurarea se face prin cuprindere.

Mãsurarea presupune deci douã operaþii distincte: alegerea unei unitãþi de mãsurã
adecvate ºi compararea a ceea ce se doreºte mãsurat cu unitatea aleasã. În acest
fel, asociem un numãr mãrimii date iniþial.

Matematicienii antici au crezut multã vreme cã orice douã segmente sunt
comensurabile, adicã existã o unitate de mãsurã bine aleasã care se cuprinde de un
numãr întreg de ori în ambele segmente. Teoria lor este de naturã atomistã: ei credeau
cã orice obiect fizic se poate diviza doar pânã la „cãrãmizile” componente ale materiei,
pe care le-au numit atomi.

În ºcoala lui Pitagora, s-a descoperit cu uimire cã existã ºi mãrimi incomensurabile.
De exemplu, diagonala ºi latura unui pãtrat nu pot avea o unitate de mãsurã comunã.
Acest fapt, care contrazicea întregul sistem filosofic de pânã atunci, a fost atât de
surprinzãtor, încât pitagoricienii l-au ascuns vreme de câteva sute de ani! Ulterior,
reconsiderarea acestui fapt a condus la formarea conºtiinþei cã existã ºi altfel de
numere, în afara celor raþionale, numere pe care anticii le-au denumit iraþionale.

Pitagora
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 Fãrã a face mãsurãtori,
marcheazã mijlocul seg-
mentului AB din figurã. Ex-
plicã modul de construcþie.

A

B

Exemplul 3: Calculul lungimilor ºi ariilor
Folosind reþeaua de pãtrate, putem determina uºor ariile

unor figuri geometrice, deoarece pãtratul reþelei este chiar
unitate de mãsurã.

 Caietul „dictando”

Liniatura din caietele „dictando” constituie o configuraþie
geometricã utilã pentru problemele de paralelism: liniile
caietului constituie o reþea de paralele echidistante. Folosind
aceastã configuraþie, putem justifica teorema paralelelor
echidistante ºi proprietãþi legate de unghiuri formate de
drepte paralele cu o secantã.

 Cubul

Pe un cub se pot exemplifica teoremele de paralelism ºi de perpendicularitate, se
pot evidenþia teoremele de determinare a planului. Cubul oferã o configuraþie familiarã
ºi datoritã faptului cã putem „umple” spaþiul folosind cuburi identice.

 Dupã ce se asambleazã,
cubul din figurã se vopseºte
în roºu. Câte cubuleþe vor
avea 3, 2, 1 sau 0 feþe
colorate în roºu?

Exemplul 2: Paralelismul dreptelor
Putem înþelege mai bine relaþia de paralelism dacã

dreptele sunt trasate pe aceastã configuraþie, deoarece avem
deja evidenþiate douã familii de drepte secante (ºi anume
dreptele orizontale, respectiv verticale, ale reþelei).

  Identificã perechi de
segmente congruente pe
reþeaua de mai jos.

A

B

C

D
I

J

K

L

N

M

H

G

F

E

 Propune exerciþii de repre-
zentare a unui desen la
scara 2:1, folosind reþele de
pãtrate pentru ghidare.

 Configuraþii geometrice utile în reprezentarea datelor

În Geometrie, reprezentarea datelor se face, de regulã, cu ajutorul unei figuri
geometrice: pe o astfel de figurã, marcãm segmente sau unghiuri congruente, precum
ºi lungimi sau mãsuri de unghiuri, pentru a transmite informaþia.

Existã însã ºi situaþii în care o configuraþie geometricã „de fundal” conþine în ea
suficientã informaþie pentru ca reprezentarea prin desen sã fie relevantã în rezolvarea
problemelor.

 Reþelele de pãtrate

Foile din caietul de matematicã oferã o configuraþie utilã pentru probleme diverse
de matematicã. Prezentãm câteva sugestii de utilizare a acestei configuraþii.

Exemplul 1: Congruenþa unor segmente
Folosind reþeaua de pãtrate a caietului de matematicã,

putem desena uºor segmente congruente. Congruenþa poate
fi validatã prin mãsurare ºi poate fi argumentatã folosind
cazurile de congruenþã a triunghiurilor.

Pe de altã parte, reþeaua de pãtrate oferã o modalitate
de „orientare” de tip vectorial: putem argumenta congruenþa
unor segmente prin modul analog de construcþie a acestora
(„mergem 6 pãtrãþele orizontal ºi 3 pãtrãþele vertical”).

C

D

A

B

Exemplul 4: Înþelegerea relaþiei de asemãnare
Asemãnarea figurilor geometrice poate fi gânditã ca o copiere „la scarã”.

X
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 Cum a variat accesul la
internet în perioada menþio-
natã, pentru fiecare grup de
þãri în parte?

Putem compara mai uºor variaþia unor date dacã le reprezentãm astfel încât sã
evidenþiem un anumit criteriu.

Exemplul 1: Accesul la internet
O revistã de specialitate a publicat graficul cu bare din imagine, privind accesul la

internet.

Reprezentarea de mai sus ne permite sã identificãm rapid care continente au cea
mai mare capacitate de acces la internet ºi în ce perioadã. În acest caz, pentru a
compara efectivele de persoane care au acces la internet, comparãm de fapt înãlþimile
unor bare: aceste înãlþimi exprimã modul cum variazã pe Glob accesul la internet.

Exemplul 2: Variaþia volumului construcþiilor
Graficul alãturat redã variaþia volumului lucrãrilor

de construcþii în anii 1999, 2000, 2001, 2002, în raport
cu anul 1998, în România.

Observãm cã, dacã unim punctele marcate,
variaþia este mai evidentã. Se vede clar cã pe
perioada menþionatã este o creºtere. Aceastã
creºtere este mai accentuatã în perioada 2000-2001
ºi mai lentã în perioada 2001-2002.

 Aproximeazã diferenþele
privind accesul la internet în
1999 ºi 2000 pentru fiecare
douã grupuri de þãri. Câte
comparaþii trebuie fãcute?

 Graficele alãturate redau
variaþia volumului construc-
þiilor în raport cu anul 1998,
luat ca an de referinþã.
a) Cum este volumul con-
strucþiilor în 1999 faþã de
1998?
b) Cu cât a crescut volumul
construcþiilor în 2001 faþã de
2000? Dar în 2002?

 Configuraþii utile în reprezentarea datelor statistice

Viaþa cotidianã ne pune deseori în situaþia de a utiliza date diverse. Fie cã este
vorba despre preþuri, ore de transmitere a unor emisiuni TV, dobânzi bancare, informaþii
privind numãrul de persoane care au o anumitã opþiune, suntem zilnic asaltaþi de
informaþii conþinând date numerice.

În cele mai multe cazuri, pentru a ne forma o pãrere realistã, trebuie sã comparãm
datele sau sã înþelegem evoluþia lor în timp. Astfel, informaþia: „Costa Rica are 4
milioane de locuitori” nu transmite nimic în sine; dacã ºtim însã cã Bulgaria are 10
milioane de locuitori, putem compara Costa Rica (o þarã îndepãrtatã, faþã de România)
cu unii dintre vecinii noºtri.

95

100

105

110

115

1999 2000 2001 2002

%

102,8

109,0
110,0

99,8

 Analogia

În vorbirea curentã, expresia „... este la fel cu...” are o semnificaþie bine determinatã.
Spre deosebire de aceasta, în matematicã, „la fel” poate însemna mult mai mult.

Douã triunghiuri „la fel” sunt asemenea. Dar faptul cã
douã poligoane sunt „la fel” ar putea însemna cã acestea au
acelaºi numãr de laturi, sau cã au unele proprietãþi comune.
De exemplu, putem spune cã patrulaterele din figurã sunt „la
fel”, deoarece ele au diagonalele perpendiculare.

Aceeaºi caracterizare este valabilã pentru configuraþii din
contexte diferite. De exemplu, triunghiul (din geometria planã) este „la fel” cu tetraedrul
(din geometria în spaþiu), din perspectiva minimalitãþii: ambele au numãrul minim posibil
de vârfuri ºi laturi.

 Gãseºte diferite analogii
între triunghi ºi tetraedru.
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În plan În spaţiu 
Prin secţionarea unui triunghi isoscel 
cu o dreaptă paralelă cu baza 
acestuia, se obţine un trapez isoscel. 

Prin secţionarea unei piramide regulate 
cu un plan paralel cu baza acesteia, se 
obţine un trunchi de piramidă regulată. 

Laturile neparalele ale unui trapez 
isoscel sunt congruente. 

Muchiile laterale ale unui trunchi de 
piramidă regulată sunt congruente. 
Feţele laterale ale unui trunchi de pira-
midă regulată sunt trapeze congruente. 

Exerciþii ºi probleme

1. Diagrama de mai jos indicã variaþia cursului euro ºi
al dolarului în raport cu leul în 2004.

a) În ce lunã diferenþa între cele douã cursuri este
cea mai mare?
b) În ce lunã diferenþa între cele douã cursuri este
cea mai micã?
c) În ce lunã euro a avut cel mai mare curs?
d) În ce lunã dolarul a avut cel mai mic curs?
e) Formuleazã ºi rezolvã alte probleme pe baza
graficului dat.

2. Observã tabelul ºi completeazã ce lipseºte:

3. Evidenþiazã analogii între elementele trunchiului de piramidã ºi elementele trunchiului de con. Scrie astfel formulele
de arie ºi volum ale trunchiului de con circular drept.

Care poate fi analogul în
spaþiu pentru linia mijlocie a
unui trapez?

Pentru a nu folosi exprimarea prea vagã  „...este la fel cu...”, vom spune cã douã
configuraþii sunt analoage dacã proprietãþi ale uneia dintre ele se regãsesc în cealaltã
configuraþie.

Exemplu. Sã analizãm, de exemplu, analogia trapez isoscel – trunchi de piramidã
regulatã, evidenþiatã de tabelul comparativ de mai jos.

11

Comparã prin analogie
formulele privitoare la aria
trapezului, respectiv aria
lateralã a trunchiului de
piramidã.

12

Analogia este utilã în interpretarea proprietãþilor unor reprezentãri schematice.
De exemplu, desenele alãturate reprezintã amândouã schema strãzilor unui acelaºi

cartier deºi, din punct de vedere metric, ele nu pãstreazã aceleaºi dimensiuni.

O analizã a reprezentãrilor grafice privind variaþia unor date presupune de
asemenea realizarea de analogii ºi formularea unor generalizãri. De aceea, înþelegerea
unor fapte geometrice ne poate ajuta în analiza proprietãþilor unor funcþii.

40 000

35 000

30 000

25 000
ian. febr. martie apr. mai iunie iulie aug. sept. oct. nov.

Piramida Conul 

Baza piramidei este 
un poligon 

Baza conului este un cerc. 

Perimetrul bazei ... cercului 
Apotema bazei Raza ... 
Apotema piramidei ... conului 
Muchia piramidei ... conului 
Aria laterală a 
piramidei regulate: 

 ?lA

Aria laterală a conului 
circular drept: 

  ?
2

c
l
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12 cm

1,6 cm l

0 g

50 g

100 g
150 g

200 g

Analizãm ºi explorãm!

Funcþii. Transformãri geometrice

Sã observãm!
Resortul din imagine se alungeºte cu atât mai mult cu cât masa obiectului suspendat

este mai mare. Fizicienii au constatat cã, în condiþii ideale, alungirea resortului este
direct proporþionalã cu masa obiectului suspendat.  Determinã alungirea, apoi

întinderea totalã a resortului
în fiecare caz.

Exemplificã o posibilã
utilizare practicã a unui astfel
de resort.

Pentru resortul din figurã coeficientul de alungire este 0,032.
Notãm cu M mulþimea maselor obiectelor considerate ºi cu L mulþimea alungirilor

posibile ale resortului.
Putem exprima dependenþa dintre alungirea resortului ºi masã printr-o funcþie:

f : M  L
 l = f (m) = 0,032 · m

Sã ne amintim!
Se numeºte funcþie un triplet (f, A, B), unde A este o mulþime „de plecare”, numitã

domeniu, B este o mulþime „de sosire”, numitã mulþimea de valori a funcþiei ºi f este
o lege de corespondenþã care face ca fiecãrui element din A sã-i corespundã un unic
element din B.

Notãm f : A  B, unde, pentru orice x i A, existã un unic element y i B astfel
încât f (x) = y. O altã notaþie folositã este x  f (x) = y.

   

Corespondenþele 1, 2 ºi 4 sunt funcþii, dar corespondenþa 3 nu reprezintã o funcþie.

 Funcþia de forma x  ax + b
Sã notãm într-un tabel dependenþa lungimii resortului de masa obiectelor din

exemplul anterior.

 Cum s-au obþinut datele
din tabelul care exprimã va-
riaþia lungimii în funcþie de
masã?

 Deºi în teorie, alungirea
resortului este proporþionalã
cu masa obiectelor sus-
pendate la capãtul lui, peste
anumite limite deformarea
are o abatere de la aceastã
regulã. Explicã limitele unui
cântar care se bazeazã pe
principiul resortului.

masa (în g) 50 100 150 200 
lungimea (în cm) 13,6 15,2 16,8 18,4 

 Realizeazã un desen în
care de resort este suspendat
un obiect cu masa de 75 g.
Pãstreazã proporþiile din ima-
ginea alãturatã.

 Ce este o funcþie?

 Explicã de ce corespon-
denþa  nu reprezintã o
funcþie.

Exemple
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Tabelul din stânga conduce
la reprezentarea ilustratã în
dreapta.

O funcþie poate fi gânditã ca o maºinã de calcul care proceseazã numere.

Funcþia pãtraticã
x  x2, x i Z

Funcþia radical
x  x , x i Z+.

x puterea
a 2-a

 x 2

Intrare Ieºire
Domeniu

de 
definiþie Z

Mulþime 
de valori

 Z+
x   x 

Intrare Ieºire
Domeniu

de 
definiþie Z

Mulþime 
de valori

 Z++

Sã comparãm!

Graficul alãturat corespunde tabelului de date an-
terior. Pe baza acestuia, putem descoperi lungimea
resortului în cazul unei mase mai mari de 200 g.

Funcþia reprezentatã alãturat poate fi descrisã prin
legea de corespondenþã  h(x) = 0,032x + 12. Aceasta
este o funcþie „de gradul întâi”, iar graficul sãu este o
dreaptã.

Funcþia care asociazã fiecãrui numãr real pãtratul sãu se numeºte funcþie pãtraticã.

Exemplu
Funcþia x  x2 este definitã pe Z ºi ia valori în Z+ = [0; +).

 Funcþia pãtraticã ºi funcþia radical

 x x2

–2 4
–1,5 2,25
–1 1
–0,5 0,25
 0 0
 0,5 0,25
 1 1
 1,5 2,25
 2 4

Sã observãm!

Considerãm funcþia pãtraticã  f : Z+    Z+ ºi funcþia radical  g : Z+    Z+.
Schema de mai jos exprimã faptul cã aceste douã funcþii sunt inverse una alteia.

 Explicã schema alãturatã.

 x x2

 0 0
 0,5 0,25
 1 1
 1,414... 2
 2 4

–0,5 0,25
–1 1
–1,414... 2
–2 4

puterea
a 2-a

 x x
 0 0
 0,25 0,5
 1 1
 2 1,414...
 4 2

 Foloseºte graficul pentru
a determina lungimea resor-
tului pentru o masã de 250 g.

O x

y

12
13,6
15,2
16,8
18,4

50 100 150 200

 Completeazã tabelul:

x 0,8 –1,6
x2 6,25 1,69 

 Completeazã tabelul:

x 9 1,44 

x 1,6 1,9 

O x

y

1 2 3–1–2–3

1

2
3

4

O x

y

1 2 3

1

2

4

Z + x  2  x 2   x Z +

O x

y

1 2 3–1–2–3

1

2
3

4
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 Alcãtuieºte un tabel de
valori ºi precizeazã câteva
proprietãþi ale funcþiei

f : m  Z, f (n) = 0,5 n.

x –2 –1 0 1 2 3 

f(x) 0,25 0,5 1 2 4 8 

• f este o funcþie crescãtoare
• Pentru  x < 0, f (x) < 1
• Pentru  x > 0, f (x) > 1.

Putem deduce ºi alte proprietãþi observând tabelul
de valori ºi reprezentarea graficã ale funcþiei f.

Putem trasa graficul unei funcþii exponenþiale definite pe Z folosind un tabel de
valori ºi proprietatea de monotonie a acestei funcþii.

Exemple
Fie f : Z  Z funcþia exponenþialã de

bazã 2, descrisã prin f(x) = 2x.
Fie g : Z  Z funcþia exponenþialã

de bazã 0,5, descrisã prin g(x) = 0,5x.

0 0

Observãm cã:
• oricare ar fi x, f(x) > 0
• f este funcþie crescãtoare

Observãm cã:
• oricare ar fi x, g(x) > 0
• g este funcþie descrescãtoare

În general

Fie a i (0; 1) N (1; +) ºi f : Z  Z, f(x) = ax, funcþia exponenþialã de bazã a.
Atunci:

• f(x) > 0 pentru orice x i Z;
• f este crescãtoare dacã a i (1; +) ºi descrescãtoare dacã a i (0; 1).

 Funcþia exponenþialã ºi funcþia logaritmicã

O bacterie se înmulþeºte prin diviziune celularã.
Schema de mai jos sugereazã derularea acestui proces.

 Identificã diverse situaþii
din fiz icã, chimie sau
biologie exprimabile prin
funcþii exponenþiale.2

Dupã prima
diviziune

2 2 2

Dupã a II-a
diviziune

Dupã a -a
diviziune

n

2 3 24
.........

n

Aceastã variaþie corespunde funcþiei  g : q  Z, definitã prin g(n) = 2n.
Extindem funcþia g cu aceeaºi lege de corespondenþã considerând ca domeniu de

definiþie mulþimea numerelor întregi. Obþinem astfel funcþia f : m  Z, f (x) = 2x.

Reprezintã grafic func-
þiile:

f : Z  Z, f (x) = 3x ºi

g : Z  Z, g(x) = 0,4x.

x –     –2      –1      0     1      2   + 
f(x)  0,25  0,5  1  2  4 

x –     –2      –1     0      1  2     + 
f(x)  4  2  1  0,5  0,25 

11
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x 2x 
–2 0,25
–1 0,5
0 1 
1 2 
2 4 

x log2 x 
0,25 –2 
0,5 –1
1 0 
2 1 
4 2 

 Ce legãturi existã între transformãri geometrice ºi funcþii?

Sã observãm!
O sanie alunecând pe zãpadã se

deplaseazã din poziþia S în poziþia S.
În limbaj matematic, spunem cã ea a

fãcut o miºcare de translaþie de vector SS


.
Prin aceastã translaþie, poziþiei iniþiale S îi
corespunde noua poziþie S.

Sã ne amintim!
O translaþie de vector a


 asociazã unei figuri geometrice F o figurã geometricã F 

congruentã cu F. Translaþia este o funcþie care asociazã fiecãrui punct P al figurii F
un punct P  F  astfel încât PP  a

 
.

Putem folosi translaþia pentru a trasa graficul unor funcþii. De exemplu, ºtiind cã
funcþia  f : Z  Z,  f (x) = x2 are graficul de mai jos, putem reprezenta cu uºurinþã, prin
translaþie, funcþii precum g, h : Z  Z, g(x) = x 2 + 3; h(x) = x 2 – 2.

S

S

O x

y

O
O

x
x

y y

– 2
1
2
3

–2

 2

Sã comparãm!

Funcþia exponenþialã,
(de bazã 2)

x  2x, x i Z

Funcþia logaritmicã,
(de bazã 2)

x  log
2
x, x i (0; +)

x exp 2 

Intrare Ieºire

Domeniu
de 

definiþie Z

Mulþime 
de valori
 Z+

x

– {0}
x   log   x

Intrare Ieºire

Domeniu
 de 

definiþie 
Z

Mulþime 
de valori

 Z+

log
2

– {0}

x  x2 x  x2 + 3  x  x2 – 2

O x

y

1 2–1–2

2

4

O x

y

1 2 3

1

2

4
–1

Exprimã cu ajutorul unei
scheme faptul cu funcþiile
x  2x ºi x  log2x
sunt inverse una alteia.

Funcþia exponenþialã ºi funcþia logaritmicã de aceeaºi bazã sunt inverse una
alteia.

Explicã modul în care au
fost obþinute graficele alã-
turate.

13

12
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• Douã puncte se numesc simetrice faþã de un punct numit centru dacã sunt
coliniare cu centrul ºi egal depãrtate de acesta.

• O figurã (sau un corp geometric) admite centru de simetrie dacã simetricul
oricãrui punct al sãu faþã de centru aparþine figurii (sau corpului).

Sã ne amintim!

• Douã puncte se numesc simetrice faþã de o dreaptã dacã sunt situate pe o
perpendicularã pe acea dreaptã ºi sunt egal depãrtate de ea.

• O figurã (sau un corp geometric) admite axã de simetrie dacã simetricul oricãrui
punct al sãu faþã de axã aparþine figurii (corpului).

Sã ne amintim!

• Douã figuri F  ºi F   sunt simetrice faþã de un punct C dacã pentru orice punct
P i F   existã P i F   astfel încât CP = CP , iar P, C ºi P  sunt coliniare. În acest
caz, figura F   este asociatã figurii F  printr-o simetrie de centru C.

F

F 

C

Sã observãm!
Ca ºi simetria centralã, simetria axialã este frecvent întâlnitã în naturã.

• Douã figuri F  ºi F   sunt simetrice faþã de o dreaptã d dacã distanþa de la un
punct oarecare al figurii F  la dreapta d este egalã cu distanþa de la d la punctul
corespunzãtor al figurii F  .

F F

Proprietatea de simetrie ne ajutã sã trasãm rapid grafice de funcþii sau sã verificãm
corectitudinea unora deja trasate.

Exemple
1) Funcþiile f, g : Z  Z, f (x) = x2 – 3 ºi g(x) = 3 – x2

au graficele simetrice faþã de axa Ox.

2) Funcþia f : Z  Z, f x x ( ) 1  are graficul
simetric faþã de o dreaptã perpendicularã pe Ox, care trece
prin punctul de abscisã 1.

33–

Gf

Gg

O x

y

Sã observãm!

Pentru a putea funcþiona, o moriºcã, elicea unui avion, paletele
morilor de vânt au o proprietate comunã: ele sunt echilibrat distribuite
faþã de axul de prindere.

Simetria centralã (simetria
faþã de un punct) este o funcþie
care transformã o figurã geo-
metricã într-o figurã congru-
entã cu ea însãºi.

Simetria axialã (simetria
faþã de o dreaptã) este o
funcþie care transformã o
figurã geometricã într-o figurã
congruentã cu ea însãºi.

7raseazã graficul funcþiei
x _x – 1_   ºi identificã axa
de simetrie a acestuia.

14

Sã observãm!
Când merge cu bicicleta, „ochiul de pisicã” pus de Maria pe

roatã se deplaseazã, de exemplu, din poziþia P în poziþia P .
În limbaj matematic, spunem cã „ochiul de pisicã” a executat

o miºcare de rotaþie de centru O ºi unghi D. Prin aceastã miºcare,
poziþiei iniþiale P îi corespunde noua poziþie P .

O

P

P

D

Sã observãm!
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Exerciþii ºi probleme

1. Pãcalã foloseºte pe
post de cântar un re-
sort ale cãrui alungiri
sunt reprezentate în
figura alãturatã. Poate
fi aceastã cântãrire
modelatã printr-o
funcþie?

3 dm

4 dm

5 dm

6 dm

7 dm

8 dm

9

10 dm

11 dm

 dm

20 kg

15 kg

10 kg

5 kg

0 kg

3. Identificã dreapta corespunzãtoare fiecãrei ecuaþii.

a) y x 2,5 1

b) 
1
2

y x

c) 1 1–
2 2

y x

d) y x  1 1
2 2

e) –2 2 y x .

2. Care dintre tabelele de mai jos corespunde unei
aplicaþii de forma x  ax + b, a, b i Z?

x –1 0 1 3 
y –5 –3 1 3 

x –6 0 3 9 
y –7 5 11 17 

x 10 6 2 0 
y 2 0 –2 –3

O x

y

1 2–1

1

2

–1
d2

d1

d5

d4

d3

4. a) Ce valori poate avea x?
b) Exprimã perimetrul P(x)
ºi aria A(x) a triunghiului
ABC în funcþie de x.

5. Care dintre graficele de mai jos reprezintã o funcþie:
a) exponenþialã; b) logaritmicã; c) crescãtoare;
d) pãtraticã; e) de forma x  ax + b?

6. Se decupeazã un pãtrat cu latura de 8 dm. La fiecare
colþ al acestuia se taie un pãtrat de laturã x dm.
Lipind colþurile rãmase, se obþine o cutie deschisã.
a) Exprimã în funcþie de x mãsura muchiei bazei
cutiei, apoi volumul acesteia, V(x).
b) Pentru ce valoare a lui x, cutia are formã cubicã?

8

x







Sã ne amintim!

O rotaþie de centru O ºi unghi  în plan asociazã unei figuri geometrice F  o figurã
geometricã F , congruentã cu F . Rotaþia este o funcþie care asociazã unui punct
P i F  punctul P i F   situat pe cercul de centru O ºi razã OP, astfel încât
m( )POP    .

Dacã rotim în spaþiu cu 180° graficul funcþiei f : Z  Z+, f (x) = 2x, în jurul
bisectoarei primului cadran, obþinem graficul funcþiei g : Z+  Z, f (x) = log

2
x. Cele

douã grafice sunt simetrice faþã de bisectoarea primului cadran al sistemului de
referinþã.
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Aplicãm ºi dezvoltãm!

Rezolvarea problemelor: conexiuni între algebrã ºi geometrie

Între algebrã ºi geometrie nu existã delimitãri stricte: din contrã, sunt multiple
legãturi care îºi dovedesc importanþa mai ales în rezolvarea problemelor. Astfel,
reprezentãrile geometrice pot explica rezultate algebrice dificile, iar calculul algebric
poate simplifica determinarea unor relaþii care implicã lungimi, arii, volume.

Sã demonstrãm!
Latura ºi diagonala unui pãtrat nu sunt comensurabile.
Altfel spus: 2  nu este numãr raþional.

Sã presupunem prin absurd cã existã un segment s care
se cuprinde în [AB] ºi în [AC] de un numãr întreg de ori.

Fie E i AC, F i BC astfel încât [AE] = [AB] ºi EF u AC.
Atunci EF = EC = AC – AB  ...
Segmentul s se cuprinde de un numãr întreg de ori în

[EC] ºi în [CF]  ...  Repetãm construcþia cu pãtratul EFGC;
obþinem pãtrate din ce în ce mai mici, având proprietatea cã
segmentul s se cuprinde de un numãr întreg de ori în laturile
ºi diagonalele lor  ...  Obþinem o contradicþie  ...

Exemplul 2: Justificarea geometricã a unor formule de calcul
• Vrem sã demonstrãm egalitatea:

    2 10 10
1 1 1 1... 1
2 2 2 2 .

Folosind o reprezentare geometricã, putem proceda astfel:

...

Tãiem o foaie de
hârtie în douã pãrþi
egale ºi oprim una
din aceste bucãþi.

Înjumãtãþim una din
cele douã pãrþi ºi

oprim una din
bucãþile rãmase.

Tãiem din nou
bucata rãmasã în
douã pãrþi egale.

Continuãm la
fel de 10 ori.

Egalitatea de mai sus exprimã faptul cã suma ariilor bucãþilor de hârtie oprite este
aria foii iniþiale, din care scãdem aria „piesei” lipsã.

 Completeazã demonstra-
þia cu justificãrile necesare.

 Exprimã ºi justificã ana-
log suma

2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2
     .

A B

D C

E

F

Gs

Exemplul 1: Numerele iraþionale
Numerele raþionale au apãrut din geometrie, ca rapoarte

ale unor mãrimi de acelaºi fel. Matematicienii antici gândeau,

de exemplu, numãrul 2
3  ca raportul segmentelor AB ºi CD

din desenul alãturat. Pentru aceste segmente existã o unitate
de mãsurã care se cuprinde de un numãr întreg de ori în amândouã, adicã segmentele
AB ºi CD sunt comensurabile.
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Numãrul de pãtrãþele din
figurã (egal cu aria figurii)
este 1 + 2 + 3 + 4 + 5.

Din douã figuri identice formãm
un dreptunghi  5 D 6.

Prin analogie, procedãm la fel în cazul general.

Exemplul 3: Soluþii algebrice ale unor probleme de geometrie

Vrem sã calculãm aria unui triunghi cu laturile 6, 7, 8.
În lipsa unei formule de calcul, putem proceda astfel:

Construim AD X BC, D i BC.
Fie BD = x, DC = 8 – x. Aplicãm teorema lui Pitagora

în triunghiul ADB ºi în triunghiul ADC ºi obþinem:
AD2 = 36 – x2

AD2 = 49 – (8 – x)2

Deci 36 – x2 = 49 – (8 – x)2 � 36 – x2 = 49 – 64 + 16x – x2 � 16x = 51 � 51
16

x .
Putem acum sã calculãm înãlþimea AD, apoi aria triunghiului.

 Finalizeazã calculele ºi
aflã aria triunghiului ABC.

Exemplul 4: Calculul ariilor
Sã considerãm poligonul din figurã care are vârfurile

în nodurile unei reþele de pãtrate, de laturã 1. Ne
intereseazã aria acestui poligon. Desigur, putem
descompune poligonul în figuri mai simple ºi putem
aduna ariile acestora.

Existã însã ºi o metodã „algebricã” de calcul:

Aria 1
2

  n m , unde n = numãrul de noduri de pe

laturile poligonului, iar m = numãrul de noduri din interiorul
poligonului.

Astfel, aria poligonului din figurã este egalã cu   9 6 1 9,5
2 .

 Calculeazã aria poligonu-
lui desenat în figurã, folosind
descompuneri în triunghiuri
ºi pãtrate.

 Deseneazã pe o reþea de
pãtrate ºi alte poligoane, de
tipul celui din figurã, ºi veri-
ficã formula de arie:

Aria 1
2

  n m .

• Vrem sã demonstrãm egalitatea: 
( 1)

1 2 3 ...
2
     n nn .

Folosind o reprezentare geometricã, putem demonstra aceastã egalitate astfel:

 Ce dimensiuni are drept-
unghiul obþinut pentru primii
10 termeni ai sumei?

Poliedrul este un corp
geometric care are toate
feþele poligoane.

Exemplul 5: Poliedrele regulate
Un poliedru regulat are toate feþele poligoane regulate identice. Existã numai 5

poliedre regulate.

Poliedrele regulate satisfac relaþiile numerice menþionate în tabelul de mai jos:

Nume Nr. de 
muchii 

Nr. de 
vârfuri 

Nr. de 
feţe 

Nr. de 
triunghiuri 

Nr. de 
pătrate 

Nr. de 
pentagoane 

tetraedru 6 4 4 4 
cub 12 8 6 6 
octaedru 12 6 8 8 
dodecaedru 30 20 12 12 
icosaedru 30 12 20 20 

 Verificã, pentru fiecare
poliedru regulat, relaþia lui
Euler: M = V + F – 2, unde M
este numãrul muchiilor, V
este numãrul vârfurilor ºi F
numãrul de feþe.
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Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã identific metode care conduc cât mai rapid la obþinerea rezultatului
 sã transpun probleme în reprezentãri adecvate
 sã utilizez algoritmi specifici pentru a rezolva probleme
 sã utilizez analogii pentru a optimiza rezolvarea problemelor
 sã extrag din diferite reprezentãri informaþii semnificative pentru rezolvarea de probleme?

Exerciþii ºi probleme

1. Demonstreazã geometric
formulele de calcul prescur-
tat:
(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

(a – b)2 = a2 – 2ab + b2

(a + b)(a – b) = a2 – b2.

Foloseºte desenul alãturat.

2. Aflã aria dreptunghiului cunoscând datele din figurã,
în care lungimile sunt date în centimetri.

30�

x +  2
x –  2

a)
b) 12

x + 3

x – 3

3. Foloseºte reprezentãrile geometrice de mai jos pentru
a exprima suma primelor n numere naturale impare,
respectiv suma primelor n numere naturale pare.

...
1 4 9

...
2 6 12

4. Calculeazã aria poligonului
alãturat, în funcþie de latura de
lungime l a reþelei de pãtrate.
Verificã rezultatul printr-o altã
metodã de calcul.

1. Foloseºte proprietãþi ale operaþiilor cu numere reale

pentru a efectua cât mai simplu 100 100( 5 2) ( 5 2)  
.

2. Tabelul urmãtor redã dobânzile la câteva bãnci la
data de 10.01.2006. Care bancã este cea mai avan-
tajoasã pentru depozit? Rezolvã problema apelând
la o reprezentare potrivitã.

Sursa: ZZZ.%aniinostri.ro

3. Rezolvã ecuaþia în Z: x3 – 4x2 + x = 0.

4. Reprezintã grafic funcþia f : Z  Z�, f (x) = 2x + 3,
apoi funcþia g : (0; +)  Z, g(x) = log

2
x – 3.

5. Considerãm funcþiile f : (0; +)  Z, f (x) = log
2
x ºi

g : Z  Z, g(x) = x2 – 3 ale cãror reprezentãri grafice
sunt date de mai jos.
a) Determinã coordonatele punctelor A, B ºi C.
b) Precizeazã numãrul de soluþii reale ale ecuaþiei
log

2
x = x2 – 3.

c) Încadreazã soluþiile ecuaþiei de la b) între doi întregi
consecutivi.

C

A

B

21 x

y

Banca 1 lunã 3 luni 6 luni 9 luni 12 luni

BCR 5 5,25 5,75 6,25 7 
BRD 4 4,1 4,15 4,15 4,25 
Bancpost 4,5 4,75 5 5,25 5,5 
Raiffeisen Bank 4,5 4,75 5 5,25 5,25 
Banca Þiriac 3,5 5 5,5 6 6 
Banca Transilvania 5 5,5 5,5 6 6,5 

a+b

a

ab

ab2

b2

A B

CD

b

a
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Rezolvând exerciþiile urmãtoare îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea

acestei unitãþi.

Test iniþial de autoevaluare

Unitatea de învãþare 3

2. Aproximeazã prin rotunjire la ordinul sutimilor:

a) 4,318 + 2,754 e) 3,681 + 2,367

b) 29 : 7 f) 32 : 11

c) 35,8 : 11 g) 27,5 : 7

d) 5 h) 6

Aproximãri

3. Calculeazã:

a) Cât reprezintã 20% din 145?

b) Cât la sutã din 640 reprezintã 128?

c) Cât va costa un costum de 120 RON, dupã o scumpire cu 20%?

d) Care este procentul de ieftinire al unei cãrþi care înainte costa 6 lei, iar dupã

ieftinire are preþul de 5,1 lei?

Calcul procentual

4. Rezolvã ºi argumenteazã:

a) Dacã 4 m de mãtase costã 58 lei, cât costã 7 m din acelaºi material?

b) Dacã aria unui sector de cerc, determinat de un unghi la centru cu mãsura de

120°, este de 18 m2, ce arie are un sector al aceluiaºi cerc, determinat de un unghi

la centru cu mãsura de 40°?

c) Dacã 4 automate identice îmbuteliazã 600 l apã mineralã în 20 de minute, în cât

timp vor îmbutelia 5 automate aceeaºi cantitate de apã?

d) Dacã 180 de elevi au folosit 500 de coli de scris la un examen, câte coli se

estimeazã cã vor folosi 405 000 de elevi la un examen de acelaºi fel?

Regula de trei simplã

Calcul
numeric

1. Efectueazã:

a) 2,3 + 1,75 e) 3,5 + 1,62

b) 4,15 – 2,91 f) 6,28 – 2,83

c) 3,1 2,53 g) 1,5E3,24

d) 2,(7) + 1,(2) h) 3,(6) + 1,(3)

Reprezentãri grafice 5. Reprezintã grafic într-un sistem de axe:

a) punctele A(– 2; – 1), B(3; 0), C(0; – 4) ºi D(– 3; 3).

b) funcþia f : {–2; –1; 0; 2} R,  f (x) = 2x 2

c) funcþia f : {–1; 0; 1; 2} R,  f (x) = 4 – x
d) funcþia f : R  R, f (x)  = x 2 – 3.
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 Surse pentru obþinerea de informaþii

O caracteristicã a societãþii contemporane este nevoia de informare. Orice persoa-
nã, orice unitate economicã, orice organizaþie foloseºte informaþii ce se pot obþine în
diverse moduri. Pentru a accesa mai uºor diferite informaþii s-au cãutat moduri variate
de catalogare: cãrþile de telefon, atlasele, enciclopediile sunt exemple în acest sens.

Din ce în ce mai folosite sunt adresele web. Accesând o paginã pe Internet, se
pot gãsi rapid informaþii organizate pe baza unor criterii clare. Iatã câteva exemple:

Culegerea, clasificarea ºi reprezentarea
datelor statistice

Aceste surse de informaþii conþin date cunoscute ºi catalogate.
Existã numeroase situaþii în care informaþiile trebuie culese ºi organizate pentru a

putea fi folosite cu uºurinþã.

Exemplul 1: Organizarea activitãþilor comerciale

O editurã intenþioneazã sã lanseze o colecþie de cãrþi pe teme de culturã ºi
civilizaþie. Pentru a estima succesul acestei iniþiative, conducerea editurii are nevoie
de informaþii privind preferinþele cititorilor ºi ofertele de carte de pe piaþã în domeniul
respectiv. De asemenea, editorul trebuie sã dispunã de informaþii care sã permitã
stabilirea unor preþuri convenabile (un preþ prea mic riscã sã nu acopere cheltuielile,
iar un preþ prea mare poate împiedica vânzarea). Pentru a obþine aceste informaþii,
directorul a adresat un chestionar vizitatorilor unui târg de carte.

Adresa Conţinut 

http://www.romanianvoice.com Poezii şi imagini româneşti 

http://www.unilat.org/dtil/lenguainternet/ro/cultura Locul limbilor şi al culturilor latine 

http://www.eseuri.go.ro/ Eseuri, referate 

http://www.thebans.com/eminescu/romvers.html Poezii de Eminescu 

http://www.bcub.ro/istorie/htm Biblioteca de istorie 

http://www.kappa.ro/guvern/istoria.html Istoria românilor 

http://www.nationalgeographic.com National Geographic (engleză) 

http://www.ecuadorspanish.com/en/ecuador/ 
geography.html Geography and Environments 

http://www.bcu.ro/FILIALE/FIZICA.html Biblioteca de fizică şi chimie 

http://www.edu.ro/proiecte/psiho/main.htm Enciclopedia de psihologie 

http://www.ici.ro/romania/cultura/plastice.html Arte plastice 

http://www.art-links.md/art1.html Arte plastice şi arhitectură 

Surse de date statistice

Ne amintim ºi explorãm!

 Gãseºte ºi alte procedee
de testare a preferinþelor
cititorilor de carte.
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Iatã rãspunsurile înregistrate de la 100 de persoane la întrebarea: „Câte cãrþi aþi
cumpãrat în ultima lunã?“

 Sã notãm x
1
 = 0, x

2
 = 1,

x
3
 = 2, ..., x

8
 = 7 ºi cu n

i 
numãrul

de persoane care au cum-
pãrat x

i
 cãrþi în ultima lunã.

Determinã n
1
, n

2
, ..., n

8
.

1  0  2  5  7  1  3  3  3  1  7  4  2  4  3  3  1  6  2  2
4  2  1  3  2  4  3  1  3  2  0  4  3  1  3  3  5  2  4  5
1  3  3  2  7  2  0  2  3  4  1  2  6  2  0  7  3  2  3  1
3  2  0  3  3  0  4  3  0  3  2  4  2  4  3  5  1  3  0  3
2  3  2  3  1  3  7  2  2  3  1  7  3  2  1  5  2  0  4  6

 Observã datele ºi rãspun-

de:
a) Câte persoane nu au cum-
pãrat cãrþi în ultima lunã?
b) Câte persoane au cum-
pãrat 6 cãrþi în ultima lunã?

 Foloseºte un dicþionar ex-

plicativ pentru a determina
toate sensurile cuvântului
„extrapolare“.

 În matematicã, estimarea
comportãrii unei funcþii pentru
care nu se cunosc decât câteva
valori particulare se numeºte
extrapolare.

Constatãm cã, pentru a putea fi utilizate, aceste informaþii trebuie prelucrate ºi
redate într-o formã mai sinteticã.

Pe de altã parte, chestionarea a 100 de persoane nu oferã suficiente informaþii
pentru a anticipa comportamentul întregii populaþii în raport cu aceasta problemã.
Procedeul oferã însã informaþii orientative ce permit directorului editurii sã ia decizii
pertinente în privinþa dezvoltãrilor ulterioare.

 Sondaje statistice

În domeniile socio-economic ºi politic este adeseori necesar sã fie cunoscutã
opinia populaþiei asupra unor probleme de interes general. De aceea, în scopul lansãrii
unor programe socio-economice adaptate situaþiei reale ca, de exemplu: programe de
protecþie socialã, programe privind dezvoltarea zonelor defavorizate, a meseriilor ºi a
specializãrilor deficitare, se fac periodic sondaje statistice. În acest caz, deºi procesul
de culegere a datelor nu implicã întreaga populaþie, datele obþinute sunt suficiente
pentru conturarea unor politici la nivelul întregii populaþii.

Acest procedeu, de anticipare a comportamentului general al unui sistem, atunci
când ºtim un numãr suficient de cazuri particulare, se numeºte extrapolare.

Sondajele se aplicã de obicei unui eºantion format din aproximativ 1 000 de
persoane. Pentru a putea extinde rezultatele la întreaga populaþie, specialiºtii stabilesc
un eºantion naþional reprezentativ, asupra cãruia sunt aplicate instrumentele de
analizã (chestionare, discuþii organizate pe grupuri, interviuri). Stabilirea eºantionului
reprezentativ se face în funcþie de criterii precum: vârstã, sex, nivel de pregãtire
profesionalã, zonã geograficã, mediu social, mediu familial, nivel de culturã etc.

Pe baza datelor obþinute de la un eºantion naþional reprezentativ, se pot estima
rãspunsurile ce ar putea sã fie date de întreaga populaþie.

Astfel, dacã dintr-un eºantion reprezentativ de 1000 de persoane, 374 au afirmat
cã preferã sã îºi facã cumpãrãturile la un supermarket, putem estima, prin extrapolare,
cã 37,4% din populaþia României se aprovizioneazã de la supermarketuri.

Exemplul 2: Conducerea activitãþilor comerciale

Un studio de înregistrãri vrea sã lanseze pe piaþã câteva DVD-uri muzicale.
Managerul studioului ºtie cã dacã se fixeazã preþul unui DVD la o valoare prea micã,
nu se acoperã cheltuielile de producþie, iar dacã preþul este prea mare nu se vor face
vânzãri. De aceea, el are nevoie de informaþii despre impactul muzicii înregistrate de
studio asupra posibililor cumpãrãtori. Studioul a organizat câteva concerte ºi a iniþiat
un concurs cu premii, în colaborare cu postul local de radio. În acest fel a fost testatã
dorinþa publicului pentru achiziþionarea DVD-urilor înregistrate în studio. Desigur,
informaþiile obþinute sunt doar orientative; pentru a avea date mai exacte, ar trebui
chestionaþi toþi locuitorii oraºului, ceea ce este extrem de costisitor ºi complicat.
Totuºi, firma îºi poate direcþiona activitatea utilizând doar datele obþinute.

 Imagineazã ºi alte proce-
dee de testare a preferinþelor
muzicale ale ascultãtorilor.
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 Exprimã numeric date redate

procentual în sondajul alãturat,
pentru o populaþie de 20 milioane:

– Câte persoane din mediul
rural intenþioneazã sã petreacã
vacanþa de iarnã: a) la munte;
b) într-o staþiune de odihnã;
c) acasã?

– Câte persoane intenþioneazã
sã petreacã vacanþa la mare sau
la munte?

 Formuleazã alte douã între-

bãri folosind datele din tabelul
alãturat.

Locul Populaþie Populaþie
mediu urban mediu rural

% %

La munte 24,3 10,5

La mare 0,6 0,6

La þarã 69 1,2

În strãinãtate 2,9 1,2

Acasã 39,5 41,1

În staþiune 0,3 0,8

În altã parte 2,4 0,8

Nu voi avea vacanþã 24,0 43,8

SURSA: MEMRB INTERNATIONAL
       RESEARCH & CONSULTANCY GROUP

Baza: 1 200 de persoane

Exemplu

În cadrul unui sondaj de opinie
a fost adresatã persoanelor intervie-
vate întrebarea:

„Unde intenþionaþi sã vã petre-
ceþi vacanþa?“

Rezultatele sondajului, aºa
cum au fost prezentate într-o
revistã de specialitate, apar în
tabelul alãturat.

Datele reliefeazã diferenþe
semnificative între mediul urban ºi
mediul rural. Alãturi de alte studii,
ºi acesta contribuie la întãrirea ideii
cã este nevoie de politici consec-
vente de dezvoltare în mediul rural.

Exerciþii ºi probleme

Tabelul alãturat o parte a clasamentului final pe medalii de la
Jocurile Olimpice de varã, Atena 2004.

1. Cu câte medalii a obþinut mai multe România decât:
a) Ungaria; b) Grecia; c) Suedia?

2. De câte ori este mai mare numãrul total de medalii obþinute de
România faþã de cel obþinut de:
a) Brazilia; b) Norvegia; c) Grecia?

3. Comparã numãrul de medalii de aur ºi numãrul total de medalii
obþinute de România la Olimpiada de la Atena cu numãrul celor
obþinute de celelalte þãri de pe listã, folosind o raportare
procentualã. Trece datele obþinute într-un tabel.

4. Tabelul alãturat indicã numãrul de turiºti strãini în câteva
dintre cele mai vizitate þãri din lume în anii 2004 ºi 2005.
a) Cum variazã numãrul turiºtilor în cele 5 þãri în 2004 faþã de
2005: Este mai mare; este mai mic? Cu cât? De câte ori?
b) Ce procent din turismul practicat în cele 5 þãri în 2004
reprezintã turismul practicat în Franþa? Dar în China?
c) Aceeaºi întrebare de la b), pentru anul 2005.

 Franþa  Spania  SUA  Italia  China

2004  75,6  47,9  50,9  41,2  31,2

2005  76,5  49,5  44,5  39,1  33,2

5. În cadrul unui sondaj de opinie, realizat la cererea Agenþiei pentru Strategii Guvernamentale, pe un eºantion de
512 manageri de firme, au fost adresate întrebãrile reproduse în imaginea de mai jos.

Dupã pãrerea dvs. în urmãtoarele 6 luni economia României... ?
Dar în urmãtoarele 12 luni... ?

Va scãdea... Va creºte...
mult puþin puþin mult va rãmâne la fel nu ºtiu

În
urmãtoarele

6 luni

În
urmãtoarele

12 luni

5 13 39 29 5

%

4 10 48 16 8

9

15

a) Observã modul de înregistrare a rãspunsurilor ºi transpune datele procentuale într-un tabel.
b) Completeazã într-un alt tabel numãrul (aproximativ) de respondenþi din fiecare categorie.

Medalii Loc 
clas. 

Ţara 
Aur Argint Bronz 

10 Marea Britanie 9 9 12 
11 Cuba 9 7 11 
12 Ucraina 9 5 9 
13 Ungaria 8 6 3 
14 România 8 5 6 
15 Grecia 6 6 4 
16 Norvegia 5 0 1 
17 Olanda 4 9 9 
18 Brazilia 4 3 3 
19 Suedia 4 1 2 
20 Spania 3 11 5 

Sursa: www.onlinegallery.ro/news_olimpiada_atena.html
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Clasificarea ºi reprezentarea datelor statistice

Analizãm ºi generalizãm!

În viaþa cotidianã operãm cu foarte multe categorii de informaþii.
Unele informaþii sunt certe: ele sunt catalogate ºi pot fi accesate în diverse moduri.

Astfel de informaþii sunt, de exemplu: codul poºtal al strãzilor, numerele abonaþilor unui
serviciu telefonic, orele de plecare ºi de sosire a trenurilor, orarul magazinelor etc.

Alte informaþii sunt estimative; ele se obþin de exemplu prin extinderea rezultatelor
unor sondaje de opinie ºi, de aceea, au o dozã de nesiguranþã ºi de hazard. Informaþiile
de acest tip se pot referi, de exemplu, la: preferinþe faþã de o anume activitate, nivelul
veniturilor, gradul de pregãtire profesionalã, dorinþa de a achiziþiona anumite bunuri
etc.

Astfel de date, culese în urma unor sondaje de opinie, sunt date statistice.
În studiile statistice urmãtorii termeni specifici au o importanþã deosebitã:
– populaþia statisticã: este mulþimea de indivizi (persoane) luatã în considerare

pentru efectuarea analizelor statistice;
– eºantionul: este o submulþime a populaþiei statistice cãreia i se aplicã instrumentul

de analizã (chestionar, interviu, dezbatere etc.);
– eºantionul reprezentativ: un eºantion selectat dupã o listã de criterii care permit

extrapolarea rezultatelor;
– caracteristica (variabila) statisticã: este un criteriu în funcþie de care se

catalogheazã numeric anumite informaþii.

Exemplu: Studiul statistic referitor la dotarea cu bunuri de folosinþã îndelungatã efectuat
în 2001

– Populaþia statisticã este populaþia României;
– Eºantionul este format din 4 649 de persoane (dintre care 2 103 din mediul rural

ºi 2 546 din mediul urban).
– Variabilele statistice se referã la deþinerea de frigidere, televizoare color,

casetofoane, respectiv autoturisme.

  Observã datele redate în
imaginea alãturatã.
Menþioneazã procentul celor
care:
a) deþin televizoare color în
mediul rural;
b) deþin autoturisme în me-
diul urban.

  ªtiind cã au rãspuns 4 649
de persoane, care este nu-
mãrul de respondenþi care:
a) deþin casetofoane;
b) deþin autoturisme?

 Termeni specifici analizei statistice a datelor
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Un studiu statistic nu se poate desfãºura la întâmplare. El necesitã o activitate

de pregãtire, se concretizeazã prin obþinerea de date ºi prelucrarea lor ºi se finalizeazã

prin interpretarea rezultatelor. De aceea, în desfãºurarea unui studiu statistic trebuie

parcurse câteva etape. Exemplificãm aceste etape pentru studiul realizat în România,

în decembrie 2001, de cãtre o companie specializatã, cu privire la locul unde preferã

adolescenþii sã urmãreascã filmele.
 Coreleazã datele studiu-

lui alãturat pentru a deter-
mina câte fete, respectiv câþi
bãieþi au fost cuprinºi în
eºantionul ales.

 Sã presupunem cã eºti

director de programe de
televiziune. Ce decizii ai lua
cunoscând rezultatele stu-
diului, pentru a mãri audien-
þa?

 Cum se obþin informaþii referitoare la o populaþie statisticã?

1. Elaborarea instrumentelor de analizã:

– se identificã obiectivele cercetãrii;

– se stabileºte ce tip de instrument va fi

aplicat;

– se formuleazã, într-un limbaj accesibil ºi

clar, întrebãrile ce vor fi adresate ºi se cata-

logheazã categoriile de rãspunsuri posibile.

2. Culegerea datelor:

– se identificã un eºantion reprezentativ,

cãruia i se aplicã instrumentul elaborat.

3. Prelucrarea statisticã a datelor:

– se centralizeazã în tabele rãspunsurile

primite;

– pentru fiecare întrebare, se determinã

frecvenþa cu care se repetã un anumit

rãspuns.

– Cum se poate optimiza distribuþia de

filme?

– Chestionar

– Unde preferaþi sã urmãriþi un film?

Rãspunsuri posibile:

La televizor / La cinema / Pe video /

Pe CD / Rareori mã uit la filme.

– Studiul a fost efectuat pe un eºantion

de 940 de adolescenþi, fete ºi bãieþi.

– De exemplu:

Numãrul celor care preferã sã vadã

filme la televizor este:

4. Analiza ºi interpretarea rezultatelor:

– se reprezintã grafic datele obþinute, într-o

formã cât mai sugestivã;

– se generalizeazã la întreaga populaþie

rezultatele obþinute;

– se formuleazã concluzii.

– Dintr-un total estimat de 1 500 000

de adolescenþi, aproximativ 457 500

de fete ºi 442 500 de bãieþi preferã sã

vadã filmele la televizor.

UNDE PREFERÃ ADOLESCENÞII

SÃ URMÃREASCÃ FILMELE

Suport Fete Bãieþi

Televizor 61% 59%

Cinema 24% 24%

Video  8%  8%

CD  3%  7%

Rareori mã uit la filme 4%  2%

SURSA: LEO BURNETT&TARGET

Fete    Bãieþi

 305  295
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Sã comparãm!
În mod regulat cotidianele naþionale comandã instituþiilor specializate sondaje de

audienþã pentru a mãsura cota lor de piaþã. În cadrul unui astfel de studiu statistic au
fost adresate câteva întrebãri la care se poate rãspunde prin marcarea unui semn
distinctiv în spaþiul corespunzãtor rãspunsului ales. Trei dintre aceste întrebãri au fost:

1) Pe care dintre cotidianele urmãtoare le-aþi menþiona pe lista primelor trei

preferinþe:

Adevãrul, Cotidianul, Evenimentul Zilei, Jurnalul Naþional, Libertatea, România

Liberã, Ziua?

Cele trei întrebãri sunt diferite atât prin conþinutul lor, cât ºi prin natura rãspunsurilor.
Astfel, prima întrebare vizeazã o opþiune subiectivã, cea de-a doua presupune

încadrarea într-o categorie (din mai multe posibile), pe când cea de-a treia presupune
încadrarea respondentului într-un interval de valori.

Exemplu

Notele de la o tezã, numãrul de fraþi ºi/sau surori ale unei persoane dintr-o populaþie
statisticã, numãrul de spectatori la operã, sunt variabile cantitative discrete.

Înãlþimea, greutatea, lungimea pãrului persoanelor din eºantion sunt variabile
cantitative continue.

Luna de naºtere, grupa sanguinã, culoarea ochilor, intenþiile de vot ale unei
persoane dintr-o populaþie statisticã sunt variabile calitative.

Variabilele calitative pot fi transformate în variabile cantitative prin atribuirea unui
cod numeric. De exemplu, locul naºterii (care are naturã calitativã) poate fi indicat
prin codul poºtal al localitãþii respective (care are naturã cantitativã).

În anumite situaþii, valorile luate de o variabilã discretã pot fi grupate în clase. De
exemplu, aceasta se face în cazul tranºelor de vârstã.

 Informeazã-te ºi rãspun-

de!
Ce semnificaþie are codul
numeric personal al unui
cetãþean român? De ce crezi
cã a fost nevoie de introdu-
cerea acestui cod?

  sub 15 ani   între 15 ºi   între 25 ºi   între 35 ºi   între 45 ºi   peste 55 ani

  25 ani   35 ani   45 ani  55 ani

elementare   medii   superioare

În general

Variabilele statistice au naturã cantitativã sau calitativã, dupã cum pot fi sau nu
exprimate printr-un numãr.

Variabilele cantitative sunt discrete (adicã pot lua doar valori izolate) sau continue
(adicã pot lua toate valorile dintr-un interval).

 Cum se clasificã variabilele statistice?

2) Ce studii aveþi?

3) Ce vârstã aveþi?

Formuleazã trei întrebãri,

analoage celor de mai sus,
schimbând tematica acestora.
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Foloseºte datele son-
dajului prezentat pentru a
rãspunde la întrebarea:

Câþi dintre cititori citesc
cotidiane cu specific sportiv?

Exprimã în procente acest
numãr.

 Cum se pot organiza reprezentãrile grafice?

Sã analizãm!
Reprezentãrile datelor statistice transmit într-o formã accesibilã ºi sinteticã

rezultatele unui studiu statistic. O reprezentare graficã adecvatã ne permite sã
interpretãm rapid situaþia prezentatã.

Existã diverse tipuri de reprezentãri grafice; alegerea uneia dintre ele depinde de
natura datelor din situaþia concretã pe care o avem de reprezentat.

Exemplul 1: Audienþa cotidianelor naþionale în perioada 29 octombrie-25 noiembrie 2000

Rezultatele sondajului sunt prezentate sub forma unui grafic cu bare. Aceastã
reprezentare permite analiza informaþiilor studiului statistic, deoarece înãlþimea benzilor,
care indicã frecvenþa, este proporþionalã cu numãrul de cititori.

Sã reþinem!

Numãrul de indivizi asociat fiecãrei valori a variabilei se numeºte efectiv. Suma
tuturor efectivelor este efectivul total.

Prin împãrþirea efectivului unei variabile (caracteristici) la efectivul total, se obþine
frecvenþa. În cele mai multe cazuri, frecvenþa este exprimatã procentual.

 Audienþa reprezintã
numãrul mediu zilnic de
persoane care au citit un
articol din ziar în perioada
menþionatã ºi se mãsoarã pe
un eºantion reprezentativ
pentru populaþia în vârstã de
peste 6 ani.

Sã aplicãm!
Pentru studiul prezentat în diagrama de mai sus:
• efectivul total este de 4.334.000 de cititori;
• efectivul variabilei „cititori ai Jurnalului Naþional“ este de 321.000 de persoane;
• frecvenþa variabilei „cititori ai cotidianului Evenimentul Zilei“ este de 13,57%.

 Frecvenþa se exprimã prin
valori subunitare, iar suma
tuturor frecvenþelor este 1.

În general

Reprezentãrile într-un sistem de axe evidenþiazã cel mai bine variaþia în timp a
unor date numerice.
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Exemplul 3: Distribuþia în funcþie de vârstã sau de nivel de educaþie a cititorilor unui
cotidian.

Pentru unul dintre cotidianele centrale au fost obþinute date privitoare la nivelul de
studii al cititorilor sãi, respectiv vârsta cititorilor. Datele au fost reprezentate prin
diagramele circulare de mai jos.

studii superioare
14%

studii elementare
44%

studii 
medii
42%

Peste 55 ani
(20%)

45-54 ani
(16%)

Sub 14 ani
(7%)

15-24 ani
(16%)

25-34 ani
(21%)

35-44 ani
(20%)

Exemplul 2: Reprezentarea evoluþiei în timp a unor date

De obicei, datele care evolueazã în timp se reprezintã într-un sistem de axe în
acelaºi fel în care se reprezintã grafic funcþiile numerice.

De exemplu, evoluþia cursului monedei naþionale ºi evoluþia transportului feroviar
se reprezintã grafic astfel:

 În reprezentarea graficã
a variaþiei în timp a unei
mãrimi, ne intereseazã
numai regiunea din plan în
care are relevanþã informaþia
analizatã.

De aceea, o astfel de
reprezentare graficã este
raportatã unui reper a cãrei
origine nu are neapãrat
coordonatele (0;0).
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Informaþiile din a doua diagramã circularã se pot reprezenta sub forma unui tabel
de frecvenþe, în care efectivul este repartizat în clase de vârstã cu amplitudinea de
10 ani.

Prin calculul frecvenþelor cumulate crescãtor putem evidenþia, de exemplu, cã
64% dintre cititori au vârsta pânã în 45 de ani ºi 23% au vârsta pânã în 25 de ani.

Putem estima procentul de cititori care au peste o anumitã vârstã, calculând
frecvenþele cumulate descrescãtor.

În general

Pentru a calcula frecvenþa cumulatã crescãtor se însumeazã frecvenþele (procen-
tuale sau numerice) ale efectivelor tuturor claselor anterioare. Frecvenþa cumulatã
crescãtor este utilã pentru a estima procentual datele mai mici decât o anumitã valoare.

Datele obþinute prin mãsurarea unei variabile continue pot lua orice valori
într-un interval considerat. Pentru a simplifica înregistrarea datelor, se împarte intervalul
considerat în subintervale, numite clase statistice. În acest caz, dupã culegerea
datelor, o informaþie particularã este selectatã ºi înregistratã în clasa corespunzãtoare.

Exemplul 4: Reprezentarea valorilor unor variabile continue

Primãria unui oraº a fãcut un studiu privind modernizarea traficului rutier. Pentru
aceasta, serviciul specializat al primãriei a fãcut o statisticã a numãrului de autoturisme,
grupate dupã capacitatea cilindricã a acestora.

Clasele de repartiþie dupã capacitatea cilindricã sunt: pânã la 1 200 cm3, între
1 201 ºi 1 400 cm3, între 1 401-1 600 cm3, între 1 601-1 800 cm3, între 1 801 ºi 2 000 cm3.
Aceste clase au, cu excepþia primeia, amplitudini egale cu 200 cm3.

În acest exemplu, variabila analizatã (capacitatea cilindricã) este variabilã
continuã. Pentru reprezentarea graficã a datelor analizate se poate alege o histogramã.

Vârsta 
cititorilor sub 15 ani între 15-25 ani între 25-35 ani între 35-45 ani între 45-55 ani peste 55 ani 

frecvenţe 
relative 7% 16% 21% 20% 16% 20% 

frecvenţe 
cumulate 
crescător 

7% 23% 44% 64% 80% 100% 

 Exprimã procentual nu-

mãrul  cititorilor ziarului care
au vârsta peste 35 de ani.

Amplitudinea unei clase
este lungimea intervalului
corespunzãtor clasei respec-
tive!

  În cazul în care clasele
de repartiþie au amplitudini
egale, înãlþimile dreptun-
ghiurilor din histogramã sunt
proporþionale cu efectivele.

Reprezentarea graficã din dreapta este o histogramã.
Pe axa orizontalã sunt reprezentate clasele de repartiþie dupã capacitatea

cilindricã. Dreptunghiurile din desen transmit sintetic ideea cã autovehiculele dintr-o
clasã se distribuie omogen în clasa respectivã.

Capacitate 
cilindrică (cm3) 

Număr de 
autovehicule 

până la 1200 12 410 
1201 - 1400 65 140 
1401 – 1600 41 217 
1601 – 1800 18 490 
1801 - 2000 3 148 

1 200
1 400

1 600
1 800

2 000
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Histograma seriei statistice este reprezentatã în figura urmãtoare:

Aria fiecãrui dreptunghi este proporþionalã cu efectivul clasei (numãrul de vehicule
din acel interval de timp).

Clasa [11,14) are amplitu-
dinea 3. Au toate clasele
aceeaºi amplitudine?

În general

Pentru o variabilã cantitativã continuã se utilizeazã ca reprezentare graficã
histograma. Într-o histogramã, ariile dreptunghiurilor prin care se reprezintã datele
sunt proporþionale cu frecvenþa.

interval de timp  [0,6)  [6,8)  [8,11)  [11,14)  [14,17)  [17,19)  [19,24)

nr. de vehicule  18  8  19  16  15  5  9

20 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Verificã dacã datele au
fost corect reprezentate prin
histogramã. Care este frec-
venþa relativã a fiecãrei
variabile?

 Pe ordonatã nu se con-
siderã nici o unitate de
mãsurã. Amplitudinea clase-
lor este diferitã.

În general

Variabilele statistice calitative ºi variabilele statistice cantitative discrete se pot
reprezenta prin tabele, prin grafice cu bare (batoane, coloane), prin diagrame circulare
sau prin dreptunghiuri comparative.

Variabilele statistice cantitative continue se pot reprezenta prin histograme.

Exerciþii ºi probleme

Sã aplicãm!
La un punct de trecere a frontierei s-a constatat urmãtoarea frecvenþã de intrare

în vamã a autovehiculelor în ziua de 11.04.06:

1. Alina a folosit factura detaliatã de telefon ºi a grupat convorbirile efectuate de ea în clase statistice, obþinând
tabelul urmãtor:

a) Reprezintã aceste date printr-o histogramã.
b) Regrupãm datele în clasele statistice [0; 4), [4; 8) ºi [8; 12]. Traseazã histograma corespunzãtoare noii situaþii
pe aceeaºi figurã, folosind un creion colorat.
c) Comparã cele douã histograme. Formuleazã asemãnãri ºi deosebiri.

Intervalul de 
durată (min.) [0; 2) [2; 4) [4; 6) [6; 8) [8; 10) [10; 12] 

Număr de 
convorbiri 12 15 22 9 14 6 
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3. În tabelul alãturat sunt prezentate dobânzile de referinþã pentru
împrumuturi în lei, practicate de bãncile comerciale între septembrie
2005 ºi aprilie 2006.
a) Asociazã acestui tabel o reprezentare graficã cât mai sugestivã.
b) Domnul Popescu a împrumutat de la o bancã, în august 2005,
43000 RON. El achitã lunar câte 1000 RON, la care se adaugã
dobânda la suma rãmasã. Înregistreazã într-un tabel sumele totale
plãtite de domnul Popescu în fiecare lunã, din septembrie pânã în
aprilie.

Luna Dobânda 

aprilie 2006 8,50 

martie 2006 8,47 

februarie 2006 7,50 

ianuarie 2006 7,50 

decembrie 2005 7,50 

noiembrie 2005 7,50 

octombrie 2005 7,72 

septembrie 2005 8,25 

4. Pe site-ul Ministerului Telecomunicaþiilor apare tabelul de mai jos, în care sunt trecute date privitoare la telefonia
fixã din România, în câþiva din ultimii ani.
a) Reprezintã printr-o diagramã cu bare evoluþia numãrului de abonaþi.
b) Alege o modalitate adecvatã de reprezentare a evoluþiei numãrului total de convorbiri telefonice.
c) Exprimã frecvenþa convorbirilor automate, raportate la totalul de convorbiri.
d) Înlocuieºte tabelul dat cu un tabel centralizator, în care apar frecvenþele cumulate.

Convorbiri telefonice 

 Municipiul Bucureşti *) 

Abonamente 
telefonice 

-la sfârşitul 
anului- 
(număr) 

Interurbane 
manuale 

(mii minute) 
Automate 

(mii impulsuri) 
Internaţionale 

manuale 
(mii minute) 

Internaţionale 
automate 

(mii minute) 

Anii  1990 583275 2861 2317690 793 ... 

1995 675440 3576 3340156 2149 41212 

2000 775973 1210 6211068 765 46595 

2001 783901 920 7770427 598 46400 

2002 799444 2143 4684931 2756 42305 

2003 810429 1018 3714177 2352 35691 

*) Judeþul Ilfov ºi municipiul Bucureºti.
… = Lipsã date.

5. Pentru a studia impactul integrãrii României în
UE, sociologii au aplicat un sondaj privind per-
cepþia populaþiei asupra posibilelor schimbãri
de mentalitate. În figura alãturatã apar rezul-
tatele la întrebarea: „În ce mãsurã credeþi cã
vor apãrea schimbãri de valori?“
a) Estimeazã câþi dintre cei 20 000 000 de locuitori
ai României cred cã schimbãrile de valori vor fi
mari ºi foarte mari.
b) Realizeazã un sondaj printre colegii tãi ºi
înregistreazã rãspunsurile lor la aceastã
întrebare. Comparã cu estimãrile fãcute de
specialiºti.

2. a) Completeazã tabelul urmãtor, referitor la notele obþinute la un concurs.

Nota 1 2 3 4 5 Total 
Efectivul 30 50 40 200 
Frecvenţa % 28% 

b) Reprezintã printr-o diagramã circularã datele din tabelul anterior.
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6. Institutul Naþional de Statisticã  a dat publicitãþii datele privind miºcarea naturalã a populaþiei în perioada 2000 -
2003 (în mii de persoane).
a) Reprezintã printr-o diagramã cu bare datele privitoare la cãsãtorii.
b) Exprimã procentual decesele la o vârstã de sub 1 an, raportat la numãrul total al deceselor. Care a fost anul cel
mai rãu, din aceastã perspectivã?
c) Cum se calculeazã sporul natural al populaþiei?
d) Descrie evoluþia populaþiei în anii 2001 - 2003, considerând ca bazã de referinþã populaþia României în 2000.
Reprezintã adecvat aceastã evoluþie.

7. Un club sportiv a înregistrat înãlþimile copiilor cuprinºi în diverse activitãþi ale clubului în tabelul urmãtor:

Înãlþimea  între 85 ºi  între 95 ºi  între 105 ºi  între 115 ºi  între 125 ºi  între 135 ºi
 ºi 95 cm  105 cm  115 cm  125 cm  135 cm  145 cm

Efectivul  34  27  149  213  53  18

a) Reprezintã cu ajutorul unei histograme aceste date.
b) Distribuie copiii în clasele statistice: [85; 105); [105; 135); [135; 145] ºi realizeazã o nouã histogramã.
c) Identificã avantaje ºi dezavantaje ale utilizãrii unor clase statistice de lungimi diferite în analiza rezultatelor
unui studiu clasic.
d) Precizeazã posibile clase statistice pentru un studiu privind rezultatele de la Bacalaureat.

2000 2001 2002 2003 
Născuţi-vii 234,5 220,4 210,5 212,5 
Decese 255,8 259,6 269,7 266,6 
Decese la o vârstă sub 1 an 4,4 4,1 3,6 3,5 
Sporul natural -21,3 -39,2 -59,2 -54,1 
Căsătorii 135,8 129,9 129,0 134,0 
Divorţuri 30,7 31,1 31,8 33,1 

8. Exprimã procentual frecvenþa valorilor statistice din tabelul de mai jos.

9. Pentru datele din tabelul alãturat,
explicã modul de calcul al cursului
leu-dolar în raport cu dobânda
efectivã acordatã pentru depo-
zitele bancare pe 6 luni.
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Pentru realizarea unui referat,  Alexandra a trebuit sã se informeze asupra evoluþiei
în ultimii ani a schimburilor comerciale dintre România ºi Germania. Ea a gãsit într-o
revistã de specialitate reprezentarea graficã de mai jos:

Aplicãm ºi dezvoltãm!
 Legãtura dintre reprezentarea graficã ºi tipul de interpretare

Pentru a interpreta datele obþinute,  Alexandra a utilizat ºi alte moduri de repre-
zentare graficã a acestora.

 În ce an a atins valoarea
maximã volumul exporturilor
produselor româneºti în Ger-
mania? Dar  importurile?

 În ce an volumul impor-
turilor a avut valoare mini-
mã? Dar volumul exportu-
rilor?

 Balanþa schimburilor comerciale

Alexandra a exprimat prin procente raportul dintre export ºi import  pentru fiecare
an în parte ºi a reprezentat aceastã evoluþie printr-un grafic cu benzi orizontale.

Ea a concluzionat cã anii cei mai buni pentru comerþul României cu Germania, în
perioada analizatã, au fost, în afarã de 1989 ºi 1991, anii 1999 ºi 2000.

Utilizarea datelor statistice

2001

2000

1999

1998

1997

1996

1995

1994

1993

1992

1991

1990

1989

73%

89%

90%

76,00%

78,00%

75,00%

80,00%

65,00%

55,00%

60,00%

90,00%

300,00%
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 Relaþia import-export

Un indicativ al schimburilor comerciale din perioada analizatã este raportul dintre
volumul total al importurilor ºi cel al exporturilor.

Folosind datele iniþiale, Alexandra a calculat:
– valoarea exporturilor între 1990 ºi 2001: 12 890 milioane $
– valoarea importurilor între 1990 ºi 2001: 16 060 milioane $
– valoarea totalã a schimburilor comerciale: 28 950 milioane $.
Reprezentarea acestor date printr-o diagramã circularã este:

  Determinarea unghiurilor
la centru ale sectoarelor din
diagrama circularã se face
cu regula de trei s implã.
Pentru exemplul dat:

   0 12890 360
28950 .

Fiecare tip de reprezentare a scos în evidenþã anumite aspecte ale variabilei
studiate. De aceea, în cadrul unui studiu statistic, este foarte important sã alegem
acel tip de reprezentare care evidenþiazã cel mai bine proprietãþile semnificative.

Comparã cele patru tipuri
de reprezentãri. Ce avantaje
are fiecare? Dar dezavan-
taje?

Alexandra a reprezentat prin puncte volumul exporturilor ºi importurilor ºi a trasat
graficele evoluþiei acestora.

 Verificã toate calculele
fãcute de Alexandra.

Export

Import

Exerciþii ºi probleme

1. Datele unui studiu statistic privind oaspeþii unui hotel din Mamaia sunt cuprinse în tabelul urmãtor.

Turişti (ţara de 
provenienţă) Franţa Germania Italia Austria 

Efectiv 100 225 400 484 
 Valentin a reprezentat variabila „turiºti din Franþa” sub forma unui pãtrat cu latura de 2 cm. Continuã reprezentarea,

desenând pentru fiecare categorie pãtrate cu aria proporþionalã cu efectivul.
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3. Care a fost variaþia procentualã a cursului dolarului
între 1.01.2001 ºi 1.11.2001?

5. a) Ce companie comercialã a avut cea mai mare
desfacere pe piaþa calculatoarelor în 1999?

b) Transpune în douã tabele datele din cele douã
diagrame circulare.
c) Exprimã cu aproximaþie mãsura unghiurilor la centru
pentru fiecare diagramã circularã.

4. Situaþia vânzãrilor de autoturisme româneºti în anul
2001 (Top 10) este datã în tabelul de mai jos.
a) Descrie aceastã informaþie statisticã precizând:
populaþia statisticã, efectivele, variabilele.
b) Calculeazã frecvenþa vânzãrilor, în procente,
pentru fiecare model.
c) Reprezintã grafic aceste date sub forma unei
diagrame circulare.
d) Prezintã structura pieþei autoturismelor româneºti
folosind altã reprezentare graficã.

TOP 10 PE ANUL 2001 – AUTOTURISME NAÞIONALE
(inclusiv vehicule comerciale sub 3,5 tone)

Modelul  Bucãþi vândute
Dacia SuperNova 22.186
Dacia Clasic 18.548
Dacia Pick-up 11.226
Daewoo Tico 3.226
Daewoo Matiz 1.328
Daewoo Cielo 1.201
Aro 24 822
Daewoo Nubira 705
Aro 32 479

Daewoo Leganza 172

6. a) Comparã sumele care reprezintã contribuþia anualã
a statelor UE cãtre bugetul UE cu sumele de care
beneficiazã unele state. Exprimã procentual diferenþa
dintre cele douã sume.
b) Exprimã prin diagrame circulare situaþia statisticã
prezentatã.

Contribuabili

11 700

5 400

Olanda

Suedia

Franþa

Beneficiari

Spania

Grecia

Portugalia

Irlanda

Belgia

Cine dã, cine prim
eºte

Contribuþia anualã netã cãtre
ºi de la bugetul UE (m

ld. euro)

Marea Britanie

1800 

1200 

1000 6700 

3700 

2700  

1800 

2. În figurã sunt reprezentate datele unui studiu sta-
tistic, astfel cã ariile sunt proporþionale cu efectivele.

Categoria A are efectivul 20.
Ce efective au celelalte categorii?

A B C
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7. a) Analizeazã graficul de mai jos ºi stabileºte totalul
sumei cheltuite de statele UE.
b) Stabileºte ce parte din bani sunt alocaþi în di-
verse scopuri pentru þãrile non-UE.
c) Comparã sumele alocate pentru cheltuieli în
interiorul UE cu sumele alocate pentru asistenþa unei
þãri candidate sau nonUE.
d) Exprimã situaþia cheltuielilor în alt mod de
reprezentare graficã. Argumenteazã alegerea fãcutã.

8. O anchetã statisticã a analizat timpul pe care îl
consumã pentru transportul zilnic cei 1 312 angajaþi
ai unei întreprinderi. Rezultatele au fost grupate în
clase cu amplitudine de 30 minute ca în tabloul de
distribuþie de mai jos.

Clasa  [0,30] [30,60] [60,90] [90,120] [120,150] [150,180] [180,210]

Efectiv  175  392  267  127  168  120  63

a) Construieºte histograma efectivelor, luând ca
unitate de mãsurã:
• 2 cm pentru fiecare interval de timp de 30 min pe
abscisã:
• 1 cm pentru fiecare grup de 50 de persoane pe
ordonatã.

b) Calculeazã frecvenþa fiecãrei clase ºi completeazã
un tabel asemãnãtor celui de mai sus.
c) Cum putem alege lungimea corespunzãtoare
frecvenþei de 100% pentru ca histograma frecvenþelor
ºi histograma efectivelor sã fie identice?
d) Pentru a eficientiza activitatea angajaþilor, condu-
cerea întreprinderii a hotãrât ca ora de începere a
activitãþii acestora sã fie corelatã cu timpul necesar
pentru transport. De aceea, este nevoie de repartizarea
rezultatelor în clasele statistice [0; 30] (timp scurt),
[30; 90] (mediu), respectiv [90; 280] (lung). Reprezintã
histograma corespunzãtoare acestei repartiþii.

9. Alcãtuieºte un referat privind datele despre consumul
de îngheþatã, prezentate în tabelele de mai jos.

10. Alege patru dintre clasele din ºcoala voastrã.
Cere fiecãrui elev sã spunã câþi fraþi sau/ºi surori are.

a) Consemneazã în tabelul urmãtor frecvenþa absolutã
a rãspunsurilor.

Nr. de fraþi/surori  0  1  2  3  4  5

Nr. de elevi

b) Care este cea mai frecventã situaþie întâlnitã?
c) Care este procentul de elevi care au mai mult de
2 fraþi?
d) Care este procentul de elevi care au trei fraþi?
e) Care este numãrul de elevi care au mai mult de
3 fraþi?
f) Care este numãrul mediu de fraþi (exprimaþi
valoarea cu o aproximaþie de o zecime).
g) Reprezintã printr-o diagramã circularã repartiþia
din tabel.

11. Diagrama de mai jos indicã numãrul abonamentelor
telefonice din România.
a) Calculeazã media numãrului de abonamente la
reþeaua telefonicã fixã în perioada 1998-2003.
b) Calculeazã media numãrului de abonamente la
reþeaua telefonicã mobilã în perioada 1998-2003.
c) Calculeazã media numãrului de abonamente
teºefonice în cei ºase ani.

CANTITÃÞI PREFERATE

Cantitatea        Ponderea
 (%)

Mai puþin de 100 g (cornet, bãþ) 52

100-300 g (pahar sau cutie plastic) 13

301-500 g (caserole, torturi) 16

Mai mult de 500 g 7

Nu ºtiu 12

SURSA: ALIANÞA PENTRU
PROMOVAREA EDUCAÞIONALÃ A

LAPTELUI

OCAZII DE CONSUM

Ocazia  Ponderea
(%)

Excursii 10

Vara 74

Iarna 4

Gustãri 13

Mic dejun 5

Prânz 12

Cinã 6

NUMÃRUL ABONAMENTELOR TELEFONICE 
(la sfârºitul anului)

0
1000
2000
3000
4000
5000

6000

7000

8000
mii

la reþeaua telefonicã fixã la reþeaua telefonicã mobilã

3570

552

3705

1126

3813

2019

4029
4595 4207

5099
4330

7065
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1. Indicã o modalitate aplicabilã de a estima numãrul muzeelor de artã din þarã.

2. Tabelul de mai jos ilustreazã preþurile ºi durata transportului de cãlãtori de la %ucureºti cãtre diferite destinaþii, în
sistem feroviar ºi rutier.

Care mijloc de transport este mai convenabil? De ce?
Care este costul mediu al unei ore de cãlãtorie cu trenul, respectiv cu autobuzul?

3. Preþul de producere al computerelor pe plan mondial a scãzut în 2006 cu 34%, faþã de anul anterior, comparativ
cu o diminuare de numai 17% în 2000 faþã de 1999. Reprezintã cât mai sugestiv aceste scãderi de preþuri.

4. a) Exprimã procentual variaþia numãrului de PC-uri între
1998 ºi 2003.
b) Aproximeazã
numãrul de PC-uri
vândute în Româ-
nia în anul 1999.
c) Dã o estimare
pentru numãrul de
computere care
au fost vândute în
România în 2004.

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã identific metode de colectare a datelor
 sã interpretez date organizate în tabele sau histograme
 sã înregistrez date alegând tipul de reprezentare optim
 sã transpun în limbaj matematic prin mijloace statistice, probleme practice
 sã caracterizez situaþii reale prin interpretarea datelor?

Test de verificare

5. Tabelul de mai jos prezintã valorile medii ale dolarului
american, respectiv euro, raportate la moneda
naþionalã a României. Pentru a proiecta strategia de
export a firmei sale de mobilã, domnul Popescu
trebuie sã analizeze evoluþia raportului dolar - euro,
între 2000 ºi 2005. Întocmeºte pentru domnul
Popescu un raport în acest sens!

$nul 86' (852 
2000 2,17 1,99 
2001 2,90 2,60 
2002 3,30 3,12 
2003 3,32 3,75 
2004 3,26 4,05 
2005 2,91 3,62 

Lecturã
Pe teritoriul þãrii noastre, lucrarea lui Dimitrie &antemir dDescriptio 0oldaviaep (1716) poate fi consideratã ca o primã lucrare

de statisticã. Ea a fost scrisã la cererea Academiei din %erlin ºi conþine toate cunoºtinþele acumulate în domeniu la acea datã.
Dupã D. &antemir, printre cei care au avut ca preocupare principalã statistica, s-a remarcat N. �uþu cu lucrarea de

referinþã dNotaþii statistice asupra 0oldoveip (1849).
6tatistica tratatã ca un capitol al matematicii se studiazã începând din1835 la Academia 0ihãileanã ºi începând din

185� în gimnaziile din 0oldova.
8n moment important în dezvoltarea statisticii la noi în þarã a fost înfiinþarea la 12 iulie 1859, din ordinul domnitorului

Al. I. &uza, a 2ficiului &entral de 6tatisticã Administrativã sub conducerea lui Dionisie Pop 0arþian. 6tudiile efectuate sub
egida 2ficiului au permis domnitorului Al. I. &uza sã fundamenteze multe din reformele sale.

În 1936 a fost înfiinþat în 5omânia Institutul &entral de 6tatisticã, care îºi continuã activitatea ºi astãzi.

7UanVSRUW IHURYiaU 7UanVSRUW UuWiHU 
'HVWinaĠiH 3UHĠ EilHW WUHn 

�521� 
'uUaWa 

călăWRUiHi 
3UHĠ EilHW 

�521� 
'uUaWa 

călăWRUiHi
Braúov 14,70 3h23 10,00 3h 
Caransebeú 24,80 7h33 25,00 6h30 
Constanţa 17,00 2h46 15,00 3h30 
CluM-1apoca 24,80 8h14 20,00 8h30 
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Test iniþial de autoevaluare

Unitatea de învãþare 4

Rezolvând exerciþiile urmãtoare îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea

acestei unitãþi.

Calcul
numeric

1. Identificã propoziþiile adevãrate.

a) 4 + 4E(– 7) = – 32 e) 5 6 11 

b) (6 + 5 + 4)E0 = 19 f) 2 3 6 3 8 3 
c) 6,25 + 2,31 = 8,56 g) 27 3 3
d) 7,53 – 4,54 = 3,09 h) 9 16 7 

2. Care este noul preþ al unui produs care:

a) costã 25 RON ºi s-a ieftinit cu 10%?

b) costã 150 RON ºi s-a scumpit cu 3%?

c) costa 100 RON ºi s-a redus succesiv cu 5%, apoi cu 10%?

3. O suprafaþã agricolã de 500 ha a fost cultivatã aºa cum indicã

reprezentarea alãturatã.

Care este aria suprafeþei cultivate cu orez?

Calcul
procentual

Alege rãspunsurile corecte!

4. Media aritmeticã a numerelor 17, 22, 48 ºi 53 este:

a) 53; b) 35; c) 20.

5. Media ponderatã a numerelor 8 ºi 36, cu ponderile 3, respectiv 2, este:

a) 19,2; b) 15; c) 12.

6. Media geometricã a numerelor 12 ºi 3 este:

a) 8; b) 6; c) 14
3

Calculul
mediilor

7. a) La un drum de 200 km, o maºinã consumã 12 l de benzinã. Ce cantitate de
benzinã consumã la 350 km?
b) Un autobuz parcurge 70 km într-o zi. În câte ore parcurge 245 km, dacã merge
cu aceeaºi vitezã (medie)?
c) Un teren este arat în 7 ore folosind 2 tractoare. În cât timp poate fi arat un teren
similar, dacã se folosesc 3 tractoare?

8. Reprezintã într-un sistem de axe:

a) punctele A(2; 4), B(2; –4), C(–2; 4) ºi D(2, –4)

b) funcþia 2: { 1; 0;1; 2} , ( ) 2  f f x xZ

c) funcþia : { 1; 0;1; 2} , ( ) 2 2   f f x xZ
d) funcþia 2: ( ) 2  f f x xZ Z, .

Regula de trei simplã

Reprezentãri grafice

50%
grâu

20%
ovãz

16%
orz

?%
orez
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Interpretarea datelor statistice

Ne amintim ºi explorãm!

Compararea datelor unor studii statistice se poate face în diverse feluri.
Uneori, pentru a reda sugestiv aceastã comparare, este mai puþin importantã

fiecare valoare în parte, în schimb are semnificaþie
media valorilor.

Exemplul 1:  Cursele de automobilism
La antrenamentele piloþilor de Formula 1 se

înregistreazã timpul de parcurgere al fiecãrui tur.
Fiecare dintre echipe este interesatã sã compare
performanþele propriilor piloþi cu cele ale adversarilor.
Deoarece piloþii parcurg un numãr diferit de tururi,
caracteristicile avute în vedere în momentul
comparãrii sunt viteza maximã atinsã ºi timpul
mediu de parcurgere al unui tur de pistã.

 La cursele de automobi-
lism se ating în mod frecvent
viteze de peste 200 km/h.

 Ce crezi cã înseamnã
afirmaþia: „Circuitul de la
Monte Carlo este mai rapid
decât cel de la Barcelona?“

Compararea datelor statistice

Exemplul 2:  Recensãmântul populaþiei
În urma recensãmântului populaþiei desfãºurat între 18 ºi 27 martie 2002, s-au

obþinut date despre toþi locuitorii României; prelucrarea datelor a fost fãcutã de cãtre
specialiºtii de la Institutul Naþional de Statisticã ºi Studii Economice. Datele obþinute
folosesc la definirea gospodãriei medii, prin precizarea numãrului de persoane, a
condiþiilor de locuit, a tipului de venituri, a vârstei, a numãrului de copii ºi a nivelului
de educaþie. Precizarea caracteristicilor gospodãriei medii foloseºte nu doar în
compararea parametrilor economici ºi sociali ai diverselor zone ale þãrii sau în
compararea României cu alte þãri; aceste caracteristici medii reprezintã ºi o bazã
pentru identificarea unor eºantioane reprezentative la nivel naþional.

• În anumite situaþii, pentru a compara date statistice, este necesar sã utilizãm
efectif valorile unor parametri.

Exemplul 3:  Compararea ponderilor unor ramuri industriale
Un studiu statistic comparativ analizeazã ponderea unor ramuri industriale faþã

de întreaga producþie industrialã din România. Studiul se referã la anii 1995-2000.
Datele obþinute din acest studiu sunt reprezentate în continuare în mai multe moduri:
sub forma unui tabel; sub forma unui grafic; sub forma unor diagrame circulare.

 Calculeazã ponderile
celorlalte ramuri industriale,
nelistate în tabel, faþã de
întreaga producþie indus-
trialã din România, în anii
menþionaþi.Reprezentarea datelor sub forma unui tabel

1995 1996 1997 1998 1999 2000 
Industrie 
alimentară 15,9 16,3 17,1 16,1 18,2 13,9 

Confecţii 2,2 2,1 2,4 2,3 3,2 3,5 
Chimie 7,5 8,7 7,8 7,2 5,8 5,8 
Construcţii 
metalice 4,4 2,8 3,0 2,5 3,1 2,7 

 Calculeazã de câte ori
este mai mare ponderea
industriei chimice faþã de cea
a construcþiilor metalice.

 Utilitatea mediilor
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Reprezentarea datelor sub forma unui grafic cu bare

În ce ani industria alimen-
tarã a avut ponderea cea mai
mare în raport cu celelalte trei
ramuri reprezentate? Dar
cea mai micã?

Care dintre diagramele
circulare alãturate redau
corect ponderea celor patru
ramuri industriale în anul
2000?

Exemplul 4: Vizite pe Internet
Un studiu realizat de compania Jupiter

Media Metrix evidenþiazã cele mai vizitate
zece site-uri de internet în luna ianuarie 2002.

Pentru a compara situaþia din luna ianuarie
cu aceea din lunile anterioare, autorii  studiului
au calculat media vizitatorilor pe internet:
aceasta este de 45,08 milioane de vizitatori.

Deoarece în luna decembrie 2001 primele
zece site-uri au fost vizitate în medie de 45,51
milioane de oameni, constatãm scãderea
interesului populaþiei pentru vizite pe internet,
în aceastã perioadã.

Folosind datele din tabe-
lul alãturat, completeazã un
tabel cu douã coloane în care
sã menþionezi cele mai
vizitate 10 site-uri din lume
ºi numãrul de vizitatori rapor-
tat la populaþia României.
Poþi folosi un calculator de
buzunar pentru calcule.

Valorile medii ale ponderilor ramurilor industriale analizate ne oferã o imagine
globalã asupra producþiei industriale din România la momentul respectiv. Folosind
valorile medii, putem realiza o reprezentare sinteticã sub forma unor diagrame circulare.

1 2 3
Industrie alimentarã
Confecþii
Chimie
Construcþii metalice

Reprezentarea datelor sub forma unor diagrame circulare

Folosind datele din tabelul anterior, obþinem cã ponderea industriei alimentare
este, în medie, de 6,2 ori mai mare decât ponderea confecþiilor.
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Sã ne amintim!

• Media aritmeticã a numerelor x1, x2, ..., xn se calculeazã cu formula:

ma
nx x x

n


  1 2 ...
.

• Media ponderatã a numerelor  x1, x2, ..., xn cu ponderile p1, p2, ..., pn se calculeazã

cu formula:

mp
n nx p x p x p

p p pn


     
  

1 1 2 2

1 2

...
... .

 Putem calcula rapid me-
dia aritmeticã a numerelor
55; 51; 58 ºi 52 folosind
calculatorul de buzunar.
Apãsãm tastele în
succesiunea:
MODE    ·   SHIFT   SAC   55
 DATA   51   DATA   58  DATA
 52    DATA     SHIFT    x
Dacã este nevoie, putem afla
numãrul datelor înregistrate
ºi suma acestora cu ajutorul
tastelor:
 SHIFT     n    , respectiv

 SHIFT           .

Exemplu
 Media ponderatã a numerelor 13,5; 2,4 ºi 7,2 cu ponderile 3; 2 ºi 5 este:

13,5 3 2,4 2 7,2 5 8,43
3 2 5

     
 pm .

 x

Sã demonstrãm!

Fie x
1
, x

2
, ..., xn, y1

, y
2
, ..., ym numere reale.

Notãm cu A ºi cu B mediile aritmetice ale numerelor  x
1
, ..., xn,  respectiv y

1
, y

2
,

... ym ºi cu M media aritmeticã a celor  m + n  numere date. Atunci M este media
ponderatã a numerelor A ºi B, cu ponderile n, respectiv m.

 Putem calcula rapid
media ponderatã a nume-
relor 13,5; 2,4 ºi 7,2, cu
ponderile  3; 2 ºi 5 apãsând
tastele calculatorului de
buzunar în ordinea:

13,5     3   =  M+   2,4      2
=   M+  7,2      5  =  M+   MR
   [(...   3  +   2   +   5   ...)]   =

 Putem calcula media
aritmeticã a unor numere
grupând convenabil nume-
rele date ºi calculând mediile
fiecãrei grupe.

• Media geometricã a douã numere reale pozitive x
1
 ºi x

2
 se calculeazã cu

formula:

1 2gm x x .

Observãm cã (mg)2 = x
1
·x

2
.

Exemplu
Media geometricã a numerelor 6 ºi 24 este

6 24 12  gm .

122 = 6 · 24.

 Putem calcula media
geometricã a mai multor
numere cu un calculator de
buzunar care are funcþia
ºtiinþificã x1/n. Pentru a calcula
media geometricã a nume-
relor 15; 28 ºi 46 apãsãm
tastele în succesiunea:

15   28      46   =

SHIFT   X1/n   3   =

(3 este numãrul de valori
considerate)

Foloseºte calculatorul de
buzunar pentru a calcula me-
dia geometricã a numerelor
12; 14; 20; 25 ºi 30.

Fie A B  
p

n mm
n m  media ponderatã a numerelor A ºi B, cu ponderile n, respectiv m.

Deoarece  n · A = x
1
 + x

2
 + ... + xn ºi m · B = y

1
 + y

2
 + ... + ym,  deducem cã

1 1( ... ) ( ... )
M

    
 


n m

p

x x y y
m

m n
.

 Tipuri de medii

Exemplu
Sã aproximãm media geometricã a numerelor 15; 28 ºi 46.
Deoarece  (mg)3 = 15 · 28 · 46, deducem cã lg(mg)3 = lg(15 · 28 · 46), deci

3lg(mg) = lg15 + lg28 + lg46.

Folosind o tabelã de logaritmi zecimali, obþinem

1,176 1,447 1,663lg( ) 1,429
3

  gm  .

Utilizând din nou tabela de logaritmi, deducem cã 26,8gm  .

În general

Media geometricã a numerelor reale pozitive x
1
, x

2
, ..., xn este numãrul real

pozitiv notat mg  pentru care (mg)n = x
1
 · x

2
 .. xn.

Media geometricã poate fi aproximatã cu ajutorul logaritmilor zecimali.
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Exerciþii ºi probleme

Înãlþime  Greutate  Puncte marcate  Aruncãri  Greºeli  Recuperãri
 pe meci  ratate  personale

L.A. Lakers  2,03  115  81,25  25,3  3,8  44,6

Utah  2,01  117,5  77,5  22,9  2,5  52,3

Observã datele referitoare la cele douã echipe, apoi decide:
a) Care dintre cele douã echipe are o apãrare mai bunã?
b) Pentru care dintre echipe apar mai multe situaþii de a arunca la coº?
c) Analizeazã datele fizice ale echipelor ºi coreleazã aceste date cu situaþia recuperãrilor, apoi cu situaþia
rezultatelor echipelor.

2. Diagrama alãturatã prezintã evoluþia
numãrului de salariaþi în diferite ramuri
industriale, în perioada 1995-2001.
a) Ce procent reprezintã salariaþii din
construcþii, relativ la totalul angajaþilor
din cele cinci ramuri, pentru anul 1996?
b) Reprezintã printr-o diagramã circularã
situaþia anului 1996.
c) Calculeazã media numãrului de sala-
riaþi pentru fiecare dintre cele cinci
ramuri industriale.

1. Douã echipe de baschet au publicat urmãtoarele tabele de valori medii:

3. Un studiu statistic referitor la evoluþia numãrului de abonamente la telefonia fixã, efectuat în 2000, a constatat o
scãdere continuã a numãrului de abonamente în perioada 1996-1999.
Rezultatele studiului, prin raportare a numãrului de abonamente la mia de locuitori, sunt redate mai jos sub forma
unui grafic cu bare.
a) Care este, în fiecare an, procentul de abonaþi la telefonia
fixã, dintr-un total estimat de 15 milioane de adulþi?
b) Formuleazã posibile explicaþii pentru procesul de scãdere a
numãrului de abonamente la telefonia fixã.
c) Determinã media numãrului de abonamente din perioada
analizatã.

4. Foloseºte un calculator de buzunar sau o tablã de logaritmi pentru a aproxima:
a) media geometricã a numerelor 16, 18, 20 ºi 25;
b) media aritmeticã a numerelor 12, 27, 59;
c) media geometricã a numerelor 1, 2, 3, ..., 10.

5. Tabelul alãturat redã numãrul de pasageri care s-au deplasat în perioada 1996-2000, cu diferite mijloace de
transport.
a) Calculeazã numãrul mediu de
pasageri în perioada 1996-2000,
pentru fiecare tip de transport.
b) Realizeazã o diagramã cât
mai sugestivã, pentru a compara
dinamica numãrului de pasageri
transportaþi, pentru fiecare
categorie de transport, în cei
cinci ani analizaþi.
c) Calculeazã în douã moduri
media numãrului de pasageri din transportul interurban ºi internaþional, între 1996 ºi 2000.

Transportul de pasageri, pe moduri de transport
1996 1997 1998 1999 2000 Transportul de pasageri, pe moduri 

de transport date absolute 
Pasageri transportaţi (mii pers.) 22525 2785717 2446901 2390999 2404052 
Transportul interurban şi
internaţional de pasageri (mii pers.) 606113 569128 373992 324674 324895 

- transport feroviar 212893 186615 146800 129339 117501 
- transport rutier 389461 379444 224261 192633 205978 
- transport fluvial 2399 2035 1923 1654 133 
- transport aerian 1360 1034 1008 1048 1282 

 Sursa: ziarul infoSTAT, Bacãu
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Analizãm ºi generalizãm!

Indicatori ai variabilelor cantitative

Exemplul 1: Cazul unei variabile discrete

Notele obþinute de 25 de elevi ai clasei a XII-a la o lucrare sunt redate în tabelul
de mai jos.

Nota medie a clasei la aceastã lucrare este:

m                
       3 1 4 0 5 2 6 5 7 8 8 6 9 2 10 1

1 0 2 5 8 6 2 1
7

Note 3 4 5 6 7 8 9 10 

Efectiv 1 0 2 5 8 6 2 1 

 

 Foloseºte calculatorul de

buzunar pentru a calcula me-
dia aritmeticã a numerelor
21,5; 32,7; 11,4 ºi 2,8.

Exemplul 2: Cazul unei variabile continue

Seria statisticã urmãtoare redã gruparea pe înãlþime a 100 de bãieþi din clasele
a XI-a.

m                
      

1575 8 1625 12 1675 15 1725 18 1775 21 1825 14 1875 10 1925 2
8 12 15 18 21 14 10 2

, , , , , , , ,

m = 173,7

 Calculeazã media seriei

statistice redate în tabelul de
mai jos.

Masă Efectiv 
[40; 45) 12 
[45; 50) 7 
[50; 55) 11 
[55; 60] 14 

 Cum folosim mediile în calculele statistice?

Exemplul 1
Datele din tabelul alãturat provin de la Ministerul Educaþiei ºi Cercetãrii ºi se

referã la populaþia ºcolarã cuprinsã în licee sau facultãþi, în perioada 2000-2004.

 Comparã procentual nu-
mãrul de elevi cu numãrul de
studenþi din cei patru ani
ºcolari. Formuleazã con-
cluzii.

 Un indicator de poziþie: media

2000/2001 2001/2002 2002/2003 2003/2004 
Populaţia şcolară (mii persoane) 

Total  
în învăţământul: 

4565 4554 4497 4473 

liceal 688 711 741 759 
superior 533 582 596 621 

ÎNVÃÞÃMÂNT

În acest caz, pentru a putea reduce calculul mediei la situaþia variabilelor discrete,
ne raportãm la centrul fiecãrei clase.

Obþinem:

Înălţime Efectiv Centrul fiecărei 
clase statistice 

[155; 160) 8 157,5 
[160; 165) 12 162,5 
[165; 170) 15 167,5 
[170; 175) 18 172,5 
[175; 180) 21 177,5 
[180; 185) 14 182,5 
[185; 190) 10 187,5 
[190; 195) 2 192,5 
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Evoluþia cursului leu/dolar, leu/euro

Exemplul 2

Folosind graficul repre-
zentat, calculeazã valoarea
medie a monedei naþionale
în raport cu dolarul ame-
rican, pentru perioada 1.02-
31.03.2002.

Exemplul 3
Unul dintre premiile acordate în concursul „Cupa liceelor la baschet“ se oferã

echipei cu media de vârstã cea mai micã.
Vârstele elevilor din echipa liceului „D. Cantemir“ sunt cele din tabelul de mai jos.

Vârsta          15      16      17     18     19
(ani împliniþi)

Numãrul de          1         4        6       2       1
jucãtori

Media de vârstã a echipei liceului este de (aproximativ) 16 ani ºi 10 luni. Ea se
obþine ca medie ponderatã a vârstelor jucãtorilor, având ca ponderi numãrul de jucãtori
cu o vârstã datã.

 Verificã corectitudinea
calculului pentru media de
vârstã a echipei de baschet.
Cum se modificã aceastã
medie, dacã în echipã mai
vine un jucãtor de 15 ani?

Pentru datele statistice x1, x2, ..., xn, putem defini mediana. Aceasta este un

numãr a cu proprietatea cã existã tot atâtea date mai mici decât a ca ºi cele mai mari

decât a. Astfel:

– dacã n este impar avem a = xi ºi card {x1, x2, ..., xi–1} = card {xi + 1, ..., xn};

– dacã n este par, atunci mediana a este media aritmeticã a elementelor din mijloc.

Exemplu
Punctajele celor 25 de elevi participanþi la un concurs se distribuie crescãtor dupã

cum urmeazã:

7 7 7 8 8 8 8 8 8 9 9 9

12

9 10 11 11 12 12 12 13 13 14 14 15

12

; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ;

elevi mediana

9

elevi
     

O întreprindere de mobilã ºi-a exportat
produsele în lunile februarie ºi martie 2002 în
mai multe þãri din Comunitatea Europeanã.

Pentru a putea face deconturile, contabilii
firmei au folosit în calculele economice o
valoare medie pentru cele douã luni a monedei
europene Euro, în raport cu moneda naþionalã.

Ei au calculat aceastã valoare pe baza
graficului alãturat, alcãtuit de Banca Naþionalã.
Deconturile au fost finalizate pentru valoarea
medie de 28 409,5 lei pentru un euro.

Calculând media acestor date, observãm cã în învãþãmântul liceal au fost cuprinºi,
în medie, 724.750 elevi, iar în învãþãmântul superior – 583.000 de studenþi. La o
analizã superficialã, am fi tentaþi sã spunem cã 80% dintre absolvenþii de liceu urmeazã
cursurile învãþãmântului superior. Pentru aceasta, ar trebui însã sã avem date ºi
despre numãrul de studenþi din perioada 2004-2008 (atunci când toþi elevii de liceu din
perioada analizatã ar putea deveni studenþi).

 Un alt indicator de poziþie: mediana

€

$

; ;
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O metodã de cãutare a medianei este utilizarea efectivelor cumulate:

Punctaje  7  8  9  10  11  12  13  14  15

Efectiv  3  6  5  1  2  3  2  2  1

Efectiv  3  9  14  15  17  20  22  24  25
cumulat

Al 13-lea punctaj este 9. Efectiv total

Efectivul cumulat 14 indicã faptul cã existã 14 punctaje inferioare sau egale cu 9.
Deoarece mediana este punctajul cu numãrul 13, deducem cã mediana este 9.

Sã comparãm!

Pentru exemplul dat, media notelor este m = 10,04,
Constatãm cã, pentru acest exemplu, media ºi mediana nu sunt egale.

Exemplu
Considerãm urmãtoarele serii statistice de salarii, exprimate în RON:
Seria A:   500;  540;  600;  650;  700;  760;  850;  890;  900.
Seria B:   500;  540;  600;  650;  700;  760;  850;  890;  2700.

Salariul median: 700 lei
Salariul mediu:   710 lei

Seria B

Salariul median: 700 lei
Salariul mediu:   910 lei

Seria A

 În anumite domenii, cum
ar fi preþuri, salarii, vârste,
etc. utilizarea medianei în
interpretarea datelor dã
informaþii mai semnificative
decât utilizarea mediei.
Aceasta din urmã este
interpretatã de multe ori
abuziv.

Observãm cã ultimul salariu din seria B altereazã în mod semnificativ media, în
timp ce mediana rãmâne neschimbatã.

 Explicã în ce constã sem-
nificaþia mediei ºi a medianei
pentru exemplul alãturat.

Pentru a determina mediana unei serii statistice prin metodã graficã, procedãm
astfel:

• trasãm poligonul frecvenþelor cumulate crescãtor (sau descrescãtor);
• mediana este abscisa punctului a cãrui ordonatã este 0,5 (sau 50%).

Exemplul 1

Conform rapoartelor de audienþã efectuate de AUDIMAS, în luna august 2001, un
numãr al ziarului Libertatea a fost citit în medie de 491570 persoane. Sondajele de
opinie realizate cu acest prilej au arãtat cã repartiþia cititorilor pe grupe de vârstã se
prezintã ca în tabelul urmãtor:

Vârsta  x (în ani) Sub 15 ani [15; 25) [25; 35) [35; 45) [45; 55) [55; 80) 

Frecvenţa 5% 17% 21% 20% 17% 20% 

În acest tabel, pentru grupa de vârstã „sub 15 ani“ considerãm ca
limitã inferioarã vârsta de 7 ani, iar pentru grupa de vârstã „peste 55 de
ani“ considerãm ca limitã superioarã vârsta de 80 ani. (Peste aceastã
vârstã procentul de cititori este neglijabil.)

 58% din cititorii ziarului au
vârsta cuprinsã între 15 ºi 44
de ani.

 Ce este mai semnificativã: media sau mediana?

 Determinarea medianei printr-o metodã graficã
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Pentru exemplul considerat, tabloul frecvenþelor cumulate crescãtor este:

vârsta  x 7 T x T14 14< x T24 24< x T34 34< x T44 44< x T54 54< x T80 

Frecvenţe 
cumulate 0 + 5 = 5 5 + 17 = 22 22 + 21 = 43 43 + 20 = 63 63 + 17 = 80 80 + 20 = 100 

Poligonul frecvenþelor cumulate crescãtor este dat de linia frântã obþinutã prin
unirea punctelor M

0
-M

6
.

5%

22%

43%

63%

80%

10%

20%

60%

50%

100%

7 14 24

38

34 44 54 80m

M (50, 38)

M0

M1

M2

M3

M4

M5

M6

Coordonatele acestor puncte sunt:
– abscisa – limita superioarã de vârstã din fiecare clasã de vârstã;
– ordonata – frecvenþa cumulatã crescãtor corespunzãtoare acelei clase.
M

0
(7, 0); M

1
(14, 5), M

2
(24, 22), M

3
(34, 43); M

4
(44; 63); M

5
(54, 80);

M
6
(80, 100)

Mediana este abscisa punctului de pe grafic corespunzãtor frecvenþei cumulate
de 50%. Observãm cã:

• Punctul M(50, m) aparþine segmentelor M
3
M

4
.

• Mediana aparþine intervalului (34, 44].

Acest interval se numeºte clasa medianã.
• Din lectura graficã se deduce abscisa (aproximativã) a medianei m  38.

Semnificaþia statisticã: 50% dintre cititorii ziarului au mai puþin de 38 de ani.

 Din analiza poligonului
frecvenþelor cumulate cres-
cãtor, se observã cã 43%
dintre cititori au vârsta mai
micã sau egalã cu 34 ani ºi
63% dintre aceºtia au sub 45
de ani.
Ce procent de cititori au
vârsta sub 24 de ani? Dar
peste?

Exemplul 2
Pentru raportul de audienþã analizat anterior, histograma corespunzãtoare este

cea de mai jos.

8555453525157

%

m
Ariile dreptunghiurilor plasate de o parte ºi de alta a dreptei verticale ce trece prin

punctul de abscisã m  38  sunt egale.

Cum au fost stabilite ariile
dreptunghiurilor din histo-
grama alãturatã?

 În studiile statistice se
considerã ca vârstã numãrul
de ani împliniþi. De exemplu,
un adolescent de 14 ani ºi
11 luni este înregistrat în
clasa statisticã

7 T x T 14.
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În general
• Media unor date statistice se obþine calculând media aritmeticã sau media

ponderatã.
• Media unor date grupate în clase statistice se obþine prin concentrarea întregului

efectiv al fiecãrei clase în mijlocul intervalului corespunzãtor.
• Mediana unei serii statistice este acea valoare care împarte efectivul în douã

pãrþi de frecvenþe egale.
Mediana unor variabile statistice continue se poate determina grafic:
• cu ajutorul poligonului frecvenþelor cumulate: determinãm abscisa punctului cu

ordonata 50%
• cu ajutorul histogramei: determinãm dreapta verticalã ce împarte suprafaþa în

douã pãrþi de arii egale.

 Doi indicatori de dispersie: modulul ºi amplitudinea

Media ºi mediana dau informaþii semnificative asupra unei serii statistice. Totuºi,
acestea nu sunt suficiente pentru a descrie ºi compara seturi de date. Pentru a
evidenþia mai bine caracteristicile unor seturi de date, folosim, pe lângã indicatorii de
poziþie, ºi indicatori de dispersie.

Exemplu
Situaþia vânzãrilor de maºini în România în primele zece luni ale anilor 2000 ºi

respectiv, 2001 este prezentatã în tabelul alãturat.
Aceste informaþii se pot organiza în tabele de efective, astfel:

Anul  2001 

Marca (xi) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Efectiv (ni) 1208 545 252 233 176 165 128 128 108 91 

Anul  2000 

Marca (xi) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Efectiv (ni) 458 826 171 151 63 139 90 82 58 55 

  Verificã dacã media
vânzãrilor pentru cele zece
mãrci, în anul 2000, este de
aproximativ 209 maºini.

1

100

200

300

400

500

600

700

800

2 3 4 5 6 7 8 9 10

media vânzãrilor

Anul 2000

Reprezentarea graficã a dinamicii vânzãrilor pentru cele 10 mãrci de autoturisme
se prezintã sub forma unui poligon statistic al frecvenþelor.

Observãm cã numãrul
de vânzãri este repartizat
neuniform pe cele 10 mãrci.

 Calculeazã media vânzã-
rilor în anul 2001, pentru cele
zece mãrci de automobile.
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Diferenþa între cel mai vândut tip de maºinã, Volkswagen, ºi cel mai puþin vândut
tip, BMW, în 2000 este de 403. Aceasta reprezintã amplitudinea seriei statistice.

Media vânzãrilor este de aproximativ 209 bucãþi. Prin compararea efectivului vândut
(pentru fiecare marcã) cu media vânzãrilor anuale obþinem un indicator de dispersie.
Astfel, s-au vândut 458 bucãþi de automobile Volkswagen Passat faþã de media de 209,
adicã cu 249 mai mult. Pentru aceastã variabilã, modulul seriei statistice este 249.

În general
Amplitudinea unei serii statistice reprezintã diferenþa dintre valoarea maximã ºi

cea minimã a variabilei.
Modulul se exprimã prin diferenþa dintre valoarea medie a efectivului ºi frecvenþa

sa absolutã.

Comparã amplitudinile
celor douã serii statistice,
reprezentând vânzãrile de
maxim în 2000 ºi 2001.
Amplitudinea unei serii
statistice reprezintã diferenþa
dintre valoarea maximã ºi
cea minimã a variabilei.  Un indicator de împrãºtiere: abaterea medie liniarã

Sã analizãm!
Ioana ºi Dan au obþinut la matematicã aceeaºi medie: 8. În caracterizarea activitãþii

lor, profesorul de matematicã a þinut cont de constanþa notelor obþinute de-a lungul
întregului semestru.

Notele Ioanei: 8, 8, 7, 9. Notele lui Dan: 10, 5, 10, 7.
Astfel, se observã cã Ioana a fost mult mai echilibratã în pregãtire, pe când Dan

a avut fluctuaþii mari. „Constanþa“ sau „fluctuaþia“ pregãtirii se pot exprima prin
intermediul abaterilor absolute ale notelor celor doi elevi, faþã de medie.

În situaþia analizatã:

Media abaterilor notelor faþã de medie dã informaþii despre împrãºtierea notelor în
jurul mediei. Ea este notatã de obicei cu  (tau) ºi se numeºte abaterea medie liniarã.

Pentru exemplele analizate:

1 2
0 0 1 1 2 3 2 10,5; 2

4 4
         

Notele Ioanei 8 8 7 9

Abaterea notelor faþã de medie 0 0 1 1

Notele lui Dan 10 5 10 7

Abaterea notelor faþã de medie 2 3 2 1

 Reprezintã grafic distri-
buþia notelor celor doi elevi
ºi interpreteazã grafic relaþia
între medie ºi abaterea
notelor faþã de medie.

Calculeazã abaterea
medie liniarã a notelor
obþinute la matematicã, în
semestrul trecut, de cãtre voi
înºivã. Comparã cu colegul
de bancã constanþa în
pregãtire.

 Abaterea medie liniarã
mãsoarã gradul de împrãº-
tiere a valorilor unor date
statistice în jurul mediei.

Sã aplicãm!
Pentru a calcula abaterea medie liniarã a unor date grupate în clase statistice,

concentrãm întreg efectivul unei clase statistice în mijlocul intervalului ce reprezintã
clasa respectivã. De exemplu, pentru datele studiului privind greutatea elevilor unei
clase, prezentate în tabelul de mai jos, obþinem:  73, 8,8.x  

 Metoda de calcul pentru
abaterea medie liniarã a
unor date grupate în clase
statistice presupune cã în fie-
care clasã, datele sunt
repartizate uniform.

 Considerarea altor clase
statistice, pentru aceleaºi
date, poate conduce la valori
diferite ale abaterii medii
liniare. Valorile obþinute sunt
cu atât mai bune, cu cât
clasele statistice au lungimi
mai mici.

12

13

Greutatea 
(în kg) [50; 60) [60; 70) [70; 80) [80; 90) [90; 100] 

Efectivul 3 7 9 4 2 

În general

Fie x
1
, x

2
, ..., xn valorile unei variabile statistice discrete ºi x  media acestor

valori.
 Abaterea medie liniarã se calculeazã cu formula:

1 2 ...
.

nx x x x x x

n

     


11
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 Un alt indicator de împrãºtiere: abaterea medie pãtraticã

Sã reprezentãm rezultatele obþinute de un grup de 20 de elevi la douã teste
succesive, prin trasarea poligoanelor efectivelor:

Sã analizãm!
Rezultatele obþinute la cele douã teste au aceeaºi medie: 7. Configuraþia notelor

în jurul mediei este însã foarte diferitã. Pentru a exprima cantitativ aceastã configuraþie,
determinãm distanþele faþã de medie ºi exprimãm o „medie“ a pãtratelor acestor
distanþe. În acest fel, obþinem dispersia ºi abaterea medie pãtraticã.

Avem:

2 10

2

3

6

2 10

3

5

4

1

Dispersia se noteazã de obicei cu v (de la variaþie sau varianþã).
Abaterea medie pãtraticã este rãdãcina pãtratã a dispersiei. Ea se noteazã de

obicei cu  (sigma).

Note 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Efectiv 0 0 2 2 3 4 6 2 1 

Testul A

Note 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Efectiv 3 2 1 0 1 0 4 4 5 

Testul B

Note Efectiv Distanţa faţă 
de medie 

Pătratul 
distanţei 

2 0 5 25 

3 0 4 16 

4 2 3 9 

5 2 2 4 

6 3 1 1 

7 4 0 0 

8 6 1 1 

9 2 2 4 

10 1 3 9 

Note Efectiv Distanţa faţă 
de medie 

Pătratul 
distanţei 

2 3 5 25 

3 2 4 16 

4 1 3 9 

5 0 2 4 

6 1 1 1 

7 0 0 0 

8 4 1 1 

9 4 2 4 

10 5 3 9 

Testul A Testul B

Care este mediana note-
lor le fiecare dintre aceste
teste? Dar media?

Precizeazã coordonatele
fiecãrui punct marcat pe
graficele alãturate.

Comparã rezultatele la
cele douã teste prin interme-
diul abaterii medii liniare.

14

15

16

 Putem calcula abaterea
medie pãtraticã a datelor
6; 6; 7; 8; 8; 8, folosind un
calculator de buzunar.
Apãsãm tastele în succesi-
unea:

MODE    ·   SHIFT   SAC   6  DATA

6   DATA   7  DATA    8    DATA  8

DATA  8  DATA   SHIFT n
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Sã demonstrãm!
Abaterea medie liniarã, respectiv abaterea medie pãtraticã ale unor valori statistice

sunt egale cu zero dacã ºi numai dacã toate valorile statistice date sunt egale.

Pentru exemplele date, obþinem:

v

v

1

1 1

25 0 16 0 9 2 4 2 1 3 0 4 1 6 4 2 9 1
0 0 2 2 3 4 6 2 1

2599

1612

                 
       



 

,

,
, respectiv

v

v

2

2 2

25 3 16 2 9 1 4 0 1 1 0 0 1 4 4 4 9 5
3 2 1 0 1 0 4 4 5

8851

2975

                 
        

 

,

, .

În acest fel putem compara numeric împrãºtierea datelor: cu cât dispersia ºi abate-
rea medie pãtraticã sunt mai mari, cu atât datele statistice analizate sunt mai împrãºtiate.

Sã observãm!
Abaterea medie liniarã ºi abaterea medie pãtraticã au acelaºi ordin de mãrime (ºi

aceeaºi unitate de mãsurã) ca ºi valorile statistice studiate.

Sã aplicãm!
Pentru a calcula abaterea medie pãtraticã a unor date grupate în clase statistice,

putem proceda în acelaºi mod ca ºi pentru calculul mediei sau al abaterii medii liniare.
De exemplu, pentru studiul privind înãlþimea elevilor cu vârsta între 15 ºi 19 ani,

ale cãrui rezultate sunt cele din tabelul de mai jos, abaterea medie pãtraticã este
  11,82.

În general

Fie x1, x2, ..., xn valorile unei variabile statistice discrete ºi x  media aritmeticã a
acestor valori.

Dispersia ºi abaterea medie pãtraticã mãsoarã gradul de împrãºtiere a valorilor
variabilei în jurul mediei. Aceºti indicatori se calculeazã cu formulele:

v x x x x x x
n

n
     ( ) ( ) ... ( )

,1
2

2
2 2

 respectiv

 
     ( ) ( ) ... ( )

.
x x x x x x

n
n1

2
2

2 2

Înălţimea (în cm) [140; 160) [160; 170) [170; 180) [180; 190) [190; 200] 
Frecvenţa (%) 15 25 40 15 5 

  Pentru studiul analizat, se
considerã ca fiind nesem-
nificativ procentual numãrul
elevilor ce nu au înãlþimea cu-
prinsã între 140 cm ºi 200 cm.

Justificã toate calculele
fãcute în exemplul alãturat.

Pentru fiecare dintre tes-
te, împarte rezultatele în
douã clase: note sub 5 ºi note
peste 5. Construieºte apoi
câte o histogramã ºi mar-
cheazã pe ea mediana
notelor.

Stabileºte o relaþie între
dispersie ºi abaterea medie
pãtraticã.

În primul semestru, un
elev a primit la matematicã
trei note. În ce situaþie
abaterea medie liniarã,
respectiv abaterea medie
pãtraticã a acestor note sunt
maxim posibile? Aceeaºi
întrebare pentru cazul în
care elevul ar fi primit patru
note.

Fie x
1
, x

2
, ..., xn  valorile unei variabile statistice, x  media acestor valori ºi ,

respectiv  abaterile lor medii.

Deoarece  
     


     x x x x x x

n
x x x x x x

n
n n1 2 1

2
2

2 2...
,

( ) ( ) ... ( )
,iar

 avem:

ix x    0 | | 0  pentru orice nx x x x  ...    1 2 ...i

ix x    20 ( ) 0  pentru orice ni x x x x ...    1 2 ...

17

18

19

20
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 Care dintre indicatorii de împrãºtiere furnizeazã informaþii mai consistente?

Sã analizãm!
Punctajele obþinute de doi sportivi în proba olimpicã de pistol cu aer comprimat -

50 m, sunt urmãtoarele:
Sportivul 1: 9, 9, 8, 6
Sportivul 2:   10, 8, 8, 6.

Observãm cã media punctajelor celor doi sportivi este aceeaºi: 8. Calculând
abaterea medie liniarã ºi abaterea medie pãtraticã obþinem:


1

= 1; 
1
 1,225, respectiv 

2
 = 1; 

2
 1,414.

Media ºi abaterea medie liniarã a punctajelor celor doi sportivi sunt aceleaºi, dar
abaterea medie pãtraticã este diferitã.

Împrãºtierea rezultatelor obþinute de al doilea sportiv este mai mare.

În general
Pentru a compara gradul de împrãºtiere a unor date statistice este mai utilã

compararea abaterilor medii pãtratice.

Sã demonstrãm!

Fie  x
1
, x

2
, ..., xn  valorile unei variabile statistice,  ºi  abaterea medie liniarã,

respectiv abaterea medie pãtraticã a acestor valori.
Atunci   T .

Notãm cu x  media valorilor date ºi fie a x x a x x a x xn n1 1 2 2     , ,..., .

Cu aceastã notaþie, concluzia se scrie în urmãtoarea formã echivalentã:

a a a
n

a a a
n

n n1 2 1
2

2
2 2     ... ...

.T

Prin ridicarea la pãtrat ºi gruparea convenabilã a termenilor în membrul al doilea
din inegalitatea anterioarã, obþinem inegalitatea evidentã:

0 1 2
2

1 3
2

1
2

2 3
2

1
2T a a a a a a a a a an n n          b g b g b g b g b g... ... .

Verificã corectitudinea
calculului pentru abaterea
medie liniarã ºi abaterea
medie pãtraticã a rezultatelor
sportivilor, din exemplul ana-
lizat.

Gãseºte un exemplu nu-
meric pentru mai multe date
statistice, în care mediile ºi
abaterile medii pãtratice sunt
aceleaºi, dar abaterile medii
liniare sunt diferite.

Precizeazã numãrul de
termeni ai ultimei inegalitãþi
ce apare în demonstraþia
alãturatã.

21

22

23

Exerciþii ºi probleme

1. Diagrama alãturatã prezintã evoluþia vânzãrilor
mondiale de automobile în deceniul trecut.
a) Exprimã procentual datele privind evoluþia
vânzãrilor de autovehicule pe piaþa mondialã.
Foloseºte un calculator de buzunar ºi treci
datele obþinute într-un tabel.
b) Determinã media vânzãrilor în perioadele:
1990-1995; 1996-2000; 1990-2000. Ce
observi?
c) Calculeazã dispersia vânzãrilor în perioadele
1990-1995; 1996-2000; 1990-2000.
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2. Preþurile plantelor de apartament practicate în 2005 este dat în tabelul alãturat.
Grupeazã preþurile în clase cu amplitudinea 5 lei.
a) Completeazã tabelul urmãtor cu frecvenþele ºi frecvenþele cumulate crescãtor.

În cazul plantelor care au preþuri variabile, în funcþie de dimensiuni, se va considera
preþul cel mai mic.
b) Reprezintã poligonul frecvenþelor cumulate ºi determinã pe grafic valoarea
medianei.
c) Comparã aceastã valoare cu preþul mediu al unei plante.
d) Exprimã procentual numãrul plantelor care costã sub 50 lei, apoi al celor cu
preþul peste 100 lei. Comparã cele douã numere.

4. În graficul cu bare alãturat sunt evidenþiate
rezultatele unui sondaj statistic privind inter-
valul de timp pe care elevii de 15-18 ani îl petrec
în faþa televizorului.
Pe fiecare barã verticalã a graficului sunt
reprezentate simultan frecvenþa efectivelor de
bãieþi, respectiv fete, care corespund unei
anumite caracteristici.
Astfel, 34,7% dintre bãieþii intervievaþi ºi 37,7%
dintre fete petrec în faþa televizorului între 1 ºi
2 ore zilnic.
a) Calculeazã cât timp petrec în medie în faþa
televizorului fetele, respectiv bãieþii. Pentru
aceasta, înlocuieºte caracteristica „mã uit mai
rar decât zilnic” cu intervalul [0; 0,25) ºi „mã uit mai mult de 4 ore zilnic” cu intervalul [4; 8].
b) Transformã diagrama datã într-un grafic cu bare duble. Reprezintã mediile pe acest nou grafic.

Preţ (RON) 0-5 5-10 10-15 15-50 50-100 mai mult de 
100 

Nr. plante 3 5 … … 

3. Institutul Naþional de Statisticã a dat publicitãþii datele privind populaþia României în perioada 2000-2003.

Dracaena

Dracaena India

Ficus

Difenbachia

Croton

Yucca

Cordiline

Kalanchoe

Gardenia

Begonia Superhibrida

Cyclamen

Muºcatã

Cactus

Bonsai

Kenþia

Philodendron

Hedera

Mona

9 lei

790 - 1000 lei

7,5 - 330 lei

4,5 - 9 lei

5,5 - 125lei

20 - 59 lei

39 lei

7 - 16 lei

28 lei

13,5 lei

6,8 lei

4,5 - 8 lei

2,1 - 48 lei

32,5 - 120 lei

199 lei - 260 lei

10 - 32,6 lei

32,5 lei

40 lei

*Preþul este orientativ ºi poate varia în funcþie de distribuitori
ºi comercianþi.

PLANTE DE APARTAMENT

2000 2001 2002 2003 
Total 

din care feminin 
22435,2 
11466,4 

22408,4 
11458,9 

21794,8 
111152,3 

21733,6 
11127,3 

Pe medii 
 Urban 
     din care feminin 
 Rural 

 din care feminin 

12244,6 
 6336,8 

10190,6 
 5129,6 

12243,7 
 6340,2 

10186,1 
 5118,7 

11608,7 
 6029,7 
10186,1 
 5122,6 

11600,2 
 6033,8 

10133,4 
 5093,6 

mii persoane

a) Calculeazã valorile medii ale întregii populaþii, respectiv ale populaþiei masculine ºi feminine din România, din
mediul urban sau din cel rural.
b) Pentru fiecare dintre seriile statistice din tabelul dat, calculeazã abaterea medie liniarã ºi abaterea medie
pãtraticã.
c) Reprezintã grafic într-o formã cât mai sugestivã variaþia populaþiei României, între 2000 ºi 2004.

Sursa: www.cna.ro/cercetari/sondaje/curs_iul2005/c_med15_18_iul2005.pdf
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Utilizarea indicatorilor statistici în interpretarea datelor

Aplicãm ºi dezvoltãm!

Efectivele de elevi din liceu, pe toate cele 4 clase, se prezintã astfel:

Vârsta 15-16 16-17 17-18 18-19

Efectiv (ni) 72 69 97 61

Centrul clasei (xi) 15,5 16,5 17,5 18,5

ni E xi 1116 1138,5 1697,5 1128,5

Vârsta medie a elevilor din liceu, conform cu aceastã repartiþie statisticã este:

5080,5 17
299

 ani.

În aceeaºi serie statisticã, mediana aparþine clasei de vârstã (17; 18). Folosind
poligonul frecvenþelor cumulate crescãtor sau reprezentarea datelor cu ajutorul
histogramelor, obþinem cã mediana vârstelor elevilor este 17, 08, adicã aproximativ
17 ani ºi o lunã.

 Interpretarea indicatorilor de poziþie

Pentru a descrie o variabilã cantitativã (numericã) a unei populaþii statistice este
necesar sã identificãm câteva caracteristici ale valorilor ei numerice. Fiecare dintre
aceste caracteristici oferã un anumit tip de informaþie. Astfel:

• caracteristicile de poziþie: media, mediana dau informaþii asupra ordinului de
mãrime al observaþiilor statistice;

• caracteristicile de dispersie: amplitudinea, modulul, abaterea medie liniarã,
dispersia, abaterea medie pãtraticã, dau informaþii despre gradul de împrãºtiere a
valorilor.

În medie, fiecare elev a citit 2-3 cãrþi.
Observãm cã media unei serii statistice poate sã nu fie egalã cu nici una dintre

datele înregistrate.

Exemplul 2
O serie statisticã continuã are ca variabilã vârsta elevilor dintr-un liceu.

Calculeazã media clasei
voastre la ultima lucrare
scrisã la matematicã.

 Variabilele continue pot
lua orice valori într-un inter-
val dat.
Dacã variabilele discrete au
valori suficient de multe în
cadrul unei serii statistice, ele
pot fi grupate în clase ºi sunt
considerate în analiza statis-
ticã a acelei serii drept valori
continue.

 Variabilele discrete iau
valori izolate.

Pentru aceastã serie calculãm:

 În cazul unei serii
statistice continue, prin
convenþie, se considerã ca
valori x

i
 centrul fiecãrei clase

statistice.
Calculul mediei s-a fãcut

astfel:

suma produselor 
efectivul total

n xi i

suma produselor 198media ponderatã (valoarea medie) = = = 2,64
efectiv total 75

i in x

Număr de 
cărţi (xi) 

0 1 2 3 4 5 6 

Efectiv (ni) 5 18 14 15 11 3 8 

ni E xi 0 18 28 45 44 15 48 

Exemplul 1
Considerãm o serie statisticã discretã datã de numãrul de cãrþi citite într-o lunã

de fiecare dintre cei 75 de elevi ai clasei a XI-a din liceul „Matei Basarab”.
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 Interpretarea indicatorilor de dispersie

Un antrenor trebuie sã aleagã între doi sportivi pe cel care va reprezenta clubul la
urmãtorul concurs de nataþie.

El analizeazã performanþele sportivilor la ultimele 8 antrenamente.
Pentru a se putea decide, antrenorul va trebui sã compare dispersia rezultatelor

celor doi sportivi.
Iatã cum a procedat:

 Calculând media performanþelor obþinute de sportivi la cele 8 antrenamente,
antrenorul constatã cã cei doi au obþinut aceeaºi performanþã medie ( x ).

Sã observãm!
Douã serii statistice pot avea aceeaºi medie, dar pot lua valori diferite.

Pentru a da o semnificaþie numericã dispersiei valorilor, luãm în considerare
abaterea fiecãrei valori faþã de medie.

Sã aplicãm!
Vrem sã determinãm care este vârsta medie a telespectatorilor ce urmãresc Jurnalul

TVR, conform datelor sondajului prezentat în ziar.

Calculeazã pentru fiecare
dintre cei doi sportiv i
performanþa medie ºi eviden-
þiazã, printr-o diagramã, cea
mai bunã ºi cea mai slabã
performanþã.

 Cum îl va alege antre-
norul pe cel mai bun sportiv?

x1

x2

x3

x4

x5

x  = valoarea medie

Sportiv 1 30,2 29,7 29,9 29,3 29,4 30,1 30,2 29,6 

Sportiv 2 30,1 29,8 29,2 29,8 30,2 29,9 29,9 29,5 

Comenteazã semnificaþia
reprezentãrii grafice alãtu-
rate.

Poþi considera cã ultima
clasã statisticã din sondajul
alãturat se referã la grupa de
vârstã 65-85 ani.

Calculeazã mediile rezul-
tatelor celor doi sportivi, folo-
sind un calculator de buzunar.

Pentru aceasta, grupãm efectivele fiecãrei clase statistice în mijlocul intervalului
ce reprezintã clasa respectivã ºi calculãm media ponderatã; obþinem vârsta medie
de aproximativ 46 ani.

Pentru aceleaºi date statistice, mediana este de aproximativ 47 ani. Altfel spus:
50% dintre telespectatorii Jurnalului au mai puþin de 47 de ani.
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– ridicãm la pãtrat diferenþa –ix x  între performanþa obþinutã de fiecare sportiv la
antrenament ºi media performanþelor;

– înmulþim aceastã valoare cu efectivul corespunzãtor (numãrul de antrenamente
la care s-au obþinut aceste rezultate);

– adunãm rezultatele obþinute pentru fiecare valoare (performanþã);

– împãrþim la efectivul total (numãrul total de antrenamente luate în calcul) pentru
a obþine dispersia valorilor faþã de medie, adicã variaþia faþã de medie (v);

– calculãm abaterea medie pãtraticã:    v .

Sportivul 1

În cele 8 antrenamente, 1
0,77 0,096

8
 v .

Abaterea medie pãtraticã 1 1 0,096 0,310   v .

Pentru a calcula dispersia, procedãm astfel:
– calculãm diferenþa dintre fiecare valoare ºi medie, adicã –ix x .

     Sportiv1  Sportiv 2

Antrenamentul 1: 30,2 – 29,8 0,4 30,1– 29,8 0,3

Antrenamentul 2: 29,7 – 29,8 0,1 29,8 – 29,8 0

Antrenamentul 3: 29,9 – 29,8 0,1 29,2 – 29,8 0,6

Antrenamentul 4: 29,3 – 29,8 0,5 29,8 – 29,8 0

Antrenamentul 5: 29,4 – 29,8 0,4 30,2 – 29,8 0,4

Antrenamentul 6: 30,1– 29,8 0,3 29,9 – 29,8 0,1

Antrenamentul 7: 30,2 – 29,8 0,4 29,9 – 29,8 0,1

Antrenamentul 8: 29,6 – 29,8 0,2 29,5 – 29,8 0,3

Aceste etape de calcul se pot parcurge mai simplu prin completarea unui tabel.
Tabelele de calcul pentru dispersia performanþelor sportivilor faþã de performanþa

medie (  29,8 sec.x ) sunt cele de mai jos.

xi ni –ix x 2( – )ix x 2( – )i in x x

30,2 1 0,4 0,16 0,16 

29,7 1 0,1 0,01 0,01 

29,9 1 0,1 0,01 0,01 

29,3 1 0,5 0,25 0,25 

29,4 1 0,4 0,16 0,16 

30,1 1 0,3 0,06 0,06 

30,2 1 0,4 0,08 0,08 

29,6 1 0,2 0,04 0,04 

Explicã etapele de calcul
listate alãturat, necesare în
calculul dispersiei.

Urmãreºte datele din ta-
belul alãturat. Ce legãturã
este între coloana a treia ºi
coloana a patra?
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Sportivul 2

În cele 8 antrenamente 2
0,72 0,09

8
 v .

Abaterea medie pãtraticã 2 2 0,300  v .

Calculând abaterile medii pãtratice pentru performanþele celor doi sportivi, se
constatã cã v

2
 < v

1
.

Performanþele celui de-al doilea sportiv sunt mai puþin dispersate faþã de medie,
deci sunt ºanse ca la concurs sã obþinã o performanþã mai apropiatã de medie.

Putem exprima „împrãºtierea“ rezultatelor ºi prin situarea acestora faþã de intervalul

[ , ]x x    .

Pentru exemplul dat:

 Majoritatea valorilor unei
serii statistice se situeazã în
intervalul

[ ; ].x x v v
Verificã aceastã afirmaþie în
cazul exemplului dat ºi
precizeazã care dintre valori
se situeazã în interval.

 Pentru a calcula dispersia
a douã serii statistice, se
calculeazã media ºi
abaterea medie pãtraticã.
Cu cât aceastã valoare este
mai mare, au atât seria este
mai dispersatã.

– 4 dintre valori, adicã

50% dintre performanþele

luate în calcul, sunt  în

afara intervalului.

– o singurã valoare,
adicã 12,5% dintre perfor-
manþele luate în calcul este
în afara intervalului.

29,49 30,1129,8
Sportivul 1

x   x  

29,5 30,129,8

Sportivul 2

x   x  

xi ni –ix x 2( – )ix x 2( – )i in x x

30,1 1 0,3 0,09 0,09 

29,8 2 0 0 0 

29,2 1 0,6 0,36 0,36 

29,8 1 0 0 0 

30,2 1 0,4 0,16 0,16 

29,9 2 0,1 0,01 0,02 

29,5 1 0,3 0,09 0,09 

 Repartiþia normalã

La concursul „Cangurul“ au participat, în anul 2002, 170 000 de elevi. Înregistrarea
rezultatelor la teste se face de cãtre un corector automat.

La 100 de lucrãri parcurse, corectorul a înregistrat urmãtoarele punctaje:

25, 11, 11, 11, 20, 20, 14, 16, 18, 21, 21, 21, 19, 23, 17, 24, 25, 12, 12, 15,

19, 19, 14, 22, 22, 24, 24, 24, 15, 17, 19, 18, 16, 20, 25, 23, 21, 22, 24, 20,

23, 25, 23, 15, 17, 22, 24, 20, 15, 19, 23, 25, 23, 15, 17, 19, 23, 17, 24, 25,

15, 15, 15, 14, 11, 18, 21, 21, 21, 19, 23, 17, 24, 20, 20, 14, 16, 18, 21, 21,

23, 12, 12, 10, 15, 12, 19, 19, 20, 24, 23, 23, 22, 24, 20, 15, 19, 23, 25, 23.

 Calculeazã amplitudinea
seriei de rezultate pentru
Sportivul 2.



73

x

68  %

95%
din efectiv

3x   2x   x   2x   3x  x  

În general

O repartiþie normalã este aceea în care poligonul efectivelor prezintã un
aspect de clopot simetric în raport cu media.

Într-o repartiþie normalã (sau apropiatã de aceasta), valorile cuprinse între

x    ºi x    reprezintã aproximativ 68% din efectivul total, valorile cuprinse

între – 2x   ºi 2x    reprezintã aproape 95% din efectiv, iar cele cuprinse

între 3x    ºi 3x    reprezintã circa 99% din efectiv..

Dacã punctajele nu au fot influenþate de diferiþi factori exteriori, cum ar fi „trasul
cu ochiul“ la colegi, sau chiar copiatul în masã, distribuþia graficã a punctajelor ar
trebui sã capete forma aºa-numitei „repartiþii normale“.

Sã procedãm în paºi succesivi:
• Ordonãm datele

• Calculãm indicatorii: medie, abatere medie, dispersie

Folosind un calculator de buzunar, obþinem:

media x  19,25  ºi dispersia   4,112.

• Evaluãm calitatea eºantionului

Intervalul [ – ; ]x v x v  corespunde intervalului [15,138; 23,362].
- 59 de lucrãri sunt situate în acest interval, ceea ce reprezintã 59% din numãrul

notelor.

Intervalul [ –2 ; 2 ]x x    corespunde intervalului [11,026; 23,362].
- 82 de lucrãri sunt situate în acest interval, ceea ce reprezintã 82% din numãrul

notelor.

În concluzie: punctajele obþinute la concursul „Cangurul“ nu respectã repartiþia
normalã. Este de presupus cã unele note au fost influenþate de factori externi, sau
cã, datoritã numãrului relativ unic de lucrãri luate în discuþie, nu putem formula concluzii
pertinente.

Punctaj 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

Efectiv 1 4 5 0 4 10 3 6 4 10 9 9 5 13 10 7 

 Verificã toate calculele
pentru seria de rezultate de
la Concursul Cangurul.

Repartiþia normalã este
de aºteptat sã aparã doar la
seriile statistice cu un numãr
mare de date.

Traseazã poligonul frec-
venþelor pentru punctajele la
cele 100 de lucrãri de la con-
curs ºi comparã-l cu desenul
alãturat.

11
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 O aplicaþie a repartiþiei normale: controlul de calitate

O fabricã de conserve utilizeazã cutii de tablã care sunt umplute automat. Pentru
a corespunde standardelor, masa dupã umplere a unei cutii trebuie sã fie cuprinsã
între 190 g ºi 210 g.  Aparatul funcþioneazã corect dacã dintr-un lot de conserve

umplute avem 190 210 , 10 gx g T T T  ºi proporþia de conserve din afara intervalului

[ ; ]x x     nu depãºeºte 30%.
Pentru a preciza dacã aparatul a funcþionat corespunzãtor pentru lotul de 50 de

conserve, a cãror masã de dupã umplere este redatã mai jos, calculãm dispersia ºi
verificãm repartiþia.

190, 185, 192, 184, 186, 194, 197, 195, 201, 203,

215, 207, 219, 218, 220, 181, 183, 185, 187, 189,

199, 197, 195, 193, 191, 209, 201, 207, 203, 205,

219, 211, 207, 213, 215, 186, 188, 182, 192, 194,

196, 198, 200, 202, 204, 206, 208, 210, 212, 214.

Folosind un calculator de buzunar, putem calcula rapid:
199,76x 

 = 10,99

[ ; ] [188,76; 210,75]x x     .
În afara acestui interval sunt 32% dintre date.
De aceea, putem spune cã aparatul nu funcþioneazã corect.

Exerciþii ºi probleme

1. Tabelul de mai jos a fost extras dintr-un studiu statistic privind transportul zilnic cãtre locul de muncã.

Calculeazã media ponderatã. Ce semnificaþie are aceasta?

2. Tabelul care urmeazã este extras din acelaºi studiu de mai sus, dar lipsesc câteva informaþii.
a) Explicã, folosind limbajul statisticii, semnificaþia tabelului.
b) Calculeazã ºi completeazã
datele care lipsesc.
c) Reprezintã poligonul frecvenþelor
cumulate crescãtor ºi poligonul frec-
venþelor cumulate descrescãtor.
d) Calculeazã media ºi dispersia
seriei statistice.
e) Formuleazã câteva concluzii ale studiului.

Durata medie a 
transportului 15 45 75 105 135 165 95 

Efectiv 175 392 267 127 168 120 63 

Timpul alocat 
transportului este 

mai mic de: 
0 30 60 90 120 150 180 210 

Frecvenţa 0 175 834 961 1129 1299 
Frecvenţa cumulată 

în procente 0% 13% 43% 86% 100% 

Robin  8  10  6  9  10  2  4  7  8  5

Radu  6  9  10  1  2  5  7  8  8  3

3. Regulamentul unui concurs de tir cu arcul prevede cã, din cele 10 încercãri la care are dreptul un concurent, se
eliminã cel mai bun ºi cel mai slab dintre punctajele obþinute ºi se face media pentru restul punctajelor. (Dacã
punctajul cel mai bun al unui sportiv a fost obþinut, de exemplu, la patru încercãri, acest punctaj se eliminã o
singurã datã). Care dintre cei doi concurenþi a câºtigat?
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4. Observã diagrama alãturatã, care reprezintã oscilaþia
profitului net al bãncilor comerciale japoneze în perioada
1989-2000. Rãspunde la întrebãrile urmãtoare aproximând
valorile pe baza graficului.
a) Cu cât a scãzut profitul bãncilor nipone în 1995 faþã de
1989? Dar faþã de 1992? Dar faþã de 1994?
b) Comenteazã evoluþia profitului: în 1997 faþã de 1994;
în 1998 faþã de 1989; în 1998 faþã de 1997; în 2000 faþã
de 1999; în 2000 faþã de 1998.
c) Care este media profitului în perioada 1989-1994? Dar în
perioada 1995-2000? Dar în întreaga perioadã 1989-2000?
Poþi exprima printr-o formulã legãtura dintre cele trei medii?
d) Determinã mediana pentru fiecare dintre cele trei
perioade considerate mai sus.
e) Determinã dispersia profitului în perioada 1989-2000.

Profitul net al bãncilor comerciale
japoneze (în miliarde de yeni)

6000

4000

2000

–2000

–4000

–6000

0

Oscilaþii în domeniul bancar

400

5. Diagrama alãturatã indicã dinamica producþiei
de autovehicule în þãrile europene, între 1990
ºi 2000
a) Calculeazã media producþiei auto în þãrile
din U.E. în perioada 1990-2000.
b) Calculeazã media producþiei auto în þãrile
Europei Centrale ºi de Est în perioada 1990-
2000.
c) Reprezintã poligonul frecvenþelor în cele
douã cazuri. Marcheazã pe grafice mediana
fiecãrei serii.
d) Determinã abaterea medie în fiecare caz.

3 5 7 13 15

6. Determinã media datelor reprezentate în histograma
de mai jos.

7. Datele unui studiu statistic sunt reprezentate în
diagrama cu bare de mai jos. Reprezintã pe o dia-
gramã separatã valoarea medie ºi efectivul cumulat
al acestor date.

8. O revistã de profil a publicat diagrama cu bare alãturatã,
care se referã la cetãþenii strãini veniþi la muncã în România.
a) Pentru fiecare dintre categoriile prezentate,
aproximeazã numãrul de persoane aflate la muncã în
România.
b) Calculeazã abaterea medie pãtraticã a datelor
prezentate.
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În România lucreazã legal, cu
permise de muncã, 4 840 de
cetãþeni strãini. Majoritatea
(38%) sunt tineri, cu vârste
cuprinse între 26 ºi 35 de ani.
Doar 18% au peste 45 de ani.
Cei mai mulþi strãini cu permis
de muncã provin din Turcia.

Cetãþeni strãini cu permis de
muncã în România (%).

STRÃINI VENIÞI ÎN ROMÂNIA LA MUNCÃ

Sursa: Revista Capital
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Teste de verificare

  Am reuºit... ?!?
Prin parcurgerea acestei unitãþi de învãþare, am reuºit....

 sã reprezint datele unui studiu în diverse moduri
 sã interpretez date, organizate în diferite moduri
 sã utilizez formule în scopul corelãrii datelor
 sã transpun în limbaj statistic probleme practice
 sã estimez comportarea unui sistem, cunoscând câteva valori particulare?

1. Reprezintã datele din diagrama circularã alãturatã
sub forma unui grafic cu bare.

3. O anchetã statisticã a analizat timpul pe care îl
consumã pentru transportul zilnic cei 1 312 angajaþi
ai unei întreprinderi. Rezultatele au fost grupate în
clase cu amplitudine de 30 minute ca în tabloul de
distribuþie alãturat.
Determinã media ºi dispersia acestei repartiþii.

Companie Ta[a de 
pornire (R21) 

Ta[a pe kilometru 
parcurs (R21) 

M,CR2 1,3 1,2 

MACR2 1 1,3 

M(*A 0,4 1,9 

MA12 0,5 1,7 

Ìnălţime 1umăr de copii 

între 80 úi 90 cm 4 

între 90 úi 95 cm 16 

între 95 úi 100 cm 21 

între 100 úi 105 cm 17 

între 105 úi 110 cm 14 

între 110 úi 120 cm 3 
 

Clasa >0, 30) >30, 60) >60, 90) >90, 120) >120, 150) >150, 180) >180, 210) 

(fectiv 175 392 267 127 168 120 63 

2. Companiile de transport menþionate mai jos au tarife
diferite. Cu care dintre ele este convenabil sã se
facã deplasarea pe o distanþã de 5 km, astfel încât
costurile sã fie minime?

Testul 1

9. Aproximeazã preþul a 1000 m3 de gaze naturale, în România, pentru
fiecare lunã a anului 2005, folosind graficul alãturat. Calculeazã
apoi preþul mediu pe întregul an.
(Sursa: ANRGN)
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4. La un cabinet medical au fost înregistrate înãlþimile
unui grup de copii ºi apoi sintetizate într-un tabel:

a) Care este înãlþimea medie în acest grup de copii?
b) Ce procentaj de copii au înãlþimea cuprinsã între
90 ºi 110 cm?

5. Estimeazã categoriile de vârste ale copiilor cuprinºi
în eºantionul descris în problema 4. Argumenteazã
estimarea fãcutã.
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1. Tabelul de mai jos, indicã numãrul de turiºti strãini în câteva dintre cele mai vizitate þãri din lume în anii 2000 ºi
2001.

Reprezintã aceste date printr-un grafic cu bare duble.

2. Datele ilustrate alãturat sunt extrase dintr-un studiu
privind timpul necesar pentru transportul de acasã
la locul de muncã.
Linia poligonalã reprezintã graficul efectivelor cu-
mulate crescãtor.
Observã datele ºi rãspunde la întrebãri:
a) Ce reprezintã punctul A? Ce semnificaþie au
abscisa ºi ordonata acestui punct?
b) Ce reprezintã dreapta D?
c) Ce reprezintã punctele care se aflã pe grafic
deasupra lui D?
d) Ce reprezintã punctele care se aflã pe grafic
sub D?

4. O piesã de formã paralelipipedicã din componenþa unui angrenaj
trebuie sã aibã dimensiunile L,  l ºi h astfel încât
8 cm T L T 8,1 cm, 3,5 cm T l T 3,6 cm, 4,9 cm T h T 5 cm. Un
lot de piese este acceptat dacã abaterile la 20 de piese nu
depãºesc 10%. Lotul cu dimensiunile de mai jos va fi sau nu
acceptat?
8 D 3 D 5;   7,9 D 3,6 D 5;   8,1 D 3,5 D 4,9;   8 D 3,5 D 5;
8 D 3,6 D 5;  8,009 D 3,6 D 4,99;   8,01 D 3,62 D 4,92;
8 D 3,56 D 4,9;   8 D 3,558 D 4,99;   7,999 D 3,5 D 5;
8,11 D 3,5 D 5;   8,12 D 3,6 D 4,9;    8 D 3,5 D 4,995;
8,12 D 3,5 D 5;   8,1 D 3,6 D 4,9;   8 D 3,55 D 4,93;
8,1 D 3,51 D 4,91; 8 D 3,5 D 4,9; 8 D 3,6 D 5; 8 D 3,51 D 4,99.

3. Pentru situaþia prezentatã în tabelul alãturat, calculeazã me-
dia, mediana ºi abaterea medie pãtraticã, în douã situaþii:
a) considerând inclusiv capitala;
b) excluzând capitala.

5. Graficul alãturat redã evoluþia Euro în perioada 01.01.2001-01.11.2001.
Determinã cu aproximaþie valorile Euro în lunile martie ºi septembrie 2001.
Estimeazã valorile Euro din ianuarie 2002.

 Franþa  Spania SUA  Italia  China

2000  75,6  47,9  50,9  41,2  31,2

2001  76,5  49,5  44,5  39,1  33,2

Testul 2

0 30 60 90 120 150 180 210 intervale
de timp
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Test iniþial de autoevaluare

Unitatea de învãþare 5

Calcul numeric

2. Determinã:

1. Calculeazã:

Rezolvând problemele urmãtoare îþi vei aminti noþiuni necesare parcurgerii acestei
unitãþi:

a) 2 + 3 · (– 4)
b) (2 + 3 + 4) · 3
c) 2,75 + 1,29
d) 4,81 – 1,99

e) (3,47 + 1,22) : 3
f) 2,51 – 0,2 · 4,7
g) 15,2 : 0,25
h) 11,4 + 11,4 · 9.

a) (–2)3

b) 52

c) log3 9
d) log2 0,5

e) 3
5log 5

f) lg 100
g) 10–5

h) lg (0,1).

4. Calculeazã:
a) 20% din 180 m
b) 15% din 100 kg
c) 6% din 10% din 100 tone
d) 75% din 25% dintr-un kl.

5. Precizeazã:
a) Care este diferenþa de preþ la o scumpire cu 20% a unui produs care costa
54 lei?
b) Cât la sutã reprezintã 60 m din 300 m?
c) Cu ce procent s-a micºorat costul unui obiect al cãrui preþ s-a înjumãtãþit?
d) Ce preþ are un fular care costa 10 lei, ºi a fost scumpit cu 10%, apoi ieftinit cu
acelaºi procent?

6. Determinã lungimile marcate cu x pe figurile urmãtoare:Proprietãþi
geometrice

3

32

x
4

6

8

9

9

4

6

3

4

x

x

x

Calcul procentual

3. Scrie într-o formã mai simplã:
a) 25 · 27

b) (–5)2 · (–5)4

c) log27 + log210
d) lg2 + lg5.

Exponenþiale ºi
logaritmi
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Studii de caz în statisticã

Ne amintim ºi explorãm!

Studii statistice

Nu – 46,8% Da – 53,2%

Pe baza datelor obþinute de la un eºantion naþional reprezentativ se pot estima
rãspunsurile ce ar putea sã fie date de întreaga populaþie.

Exemplu

În cadrul unui sondaj de opinie au fost adresate persoanelor intervievate trei întrebãri
ºi anume:

a) Obiºnuiþi sã citiþi reviste?
b) Cât de des obiºnuiþi sã vã uitaþi la televizor?
c) Atunci când vã uitaþi la televizor, ce gen de programe obiºnuiþi sã urmãriþi?
Rezultatele sondajului, aºa cum au fost prezentate într-o revistã de specialitate,

sunt cele de mai jos:
a)

 Foloseºte datele son-
dajului prezentat pentru a
rãspunde!
– Câte persoane dintre cele
intervievate au declarat cã nu
citesc reviste?
– De ce baza de calcul la
întrebarea c) diferã de cea de
la restul de întrebãri?
– Câte persoane (dintr-un
total estimat de 16 milioane
care s-ar putea uita la
televizor) preferã emisiunile
de sport? Câte persoane nu
se uitã la televizor?

 Sondaje statistice

În evaluãrile statistice, este nevoie ca specialiºtii sã dispunã de date cât mai
relevante.

Pentru actualizarea datelor se fac periodic sondaje statistice. În acest caz, deºi
procesul de culegere a datelor nu implicã întreaga populaþie, datele obþinute sunt
suficiente pentru conturarea unor politici de perspectivã.

Sondajele se aplicã de obicei unui eºantion format din aproximativ 1 000 de
persoane. Pentru a putea extinde rezultatele la întreaga populaþie, specialiºtii stabilesc
un eºantion naþional reprezentativ, asupra cãruia sunt aplicate instrumentele de analizã
(chestionare, discuþii organizate pe grupuri, interviuri). Stabilirea eºantionului
reprezentativ se face în funcþie de criterii precum: vârstã, sex, nivel de pregãtire
profesionalã, zonã geograficã, mediu social, mediu familial, nivel de culturã etc.

  În matematicã, estimarea
comportãrii unei funcþii
pentru care nu se cunosc
decât câteva valori parti-
culare se numeºte extra-
polare.

Cautã în ziare rezultatele
unui sondaj de opinie. Ce
temã are acesta? Ce întrebãri
au fost adresate? Cum au
fost prezentate rezultatele?

b)
Cât de des vã uitaþi la televizor?  Nr. rãspunsuri

Mai rar de o datã pe sãptãmânã 9

O datã pe sãptãmânã 13

De 2-3 ori pe sãptãmânã 37

De 4-6 ori pe sãptãmânã 20

O datã pe zi 472

De 2-3 ori pe zi 352

Mai des de 3 ori pe zi 257

Nu mã uit la televizor 40

Baza: 1 200 de persoane
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3,30%

2,40%

8,60%

11,10%

33,80%

37,70%

56,60%

83,40%

87,20%

Altele

Documentare

Sport

Desene animate

Talk-show

Muzicã

Divertisment

Filme

ªtiri

Adreseazã aceleaºi între-
bãri colegilor de clasã ºi
prietenilor ºi comparã
rezultatele obþinute cu cele
ale sondajului. De ce crezi
cã apar diferenþe între aceste
rezultate?

c)

Baza: 1 160 de persoane

 Cum se utilizeazã datele statistice?

Rezultatele sondajelor dau informaþii asupra tendinþelor ce apar în viaþa socialã
sau economicã. În acest fel, pot fi luate din timp mãsurile ce se considerã a fi necesare.

Exemplul 1

O revistã de specialitate a publicat rezultatele unor sondaje comparative, efectuate
în luna ianuarie a anilor 2001 ºi 2002, privind gradul de pãtrundere a tehnologiei
informaþiei în România.

Sondajul a avut în vedere câteva variabile, ce sunt prezentate în tabelul alãturat.
Putem compara variaþia de la un an la altul examinând diferenþa sau raportul.

Astfel:
– în 2002, numãrul de posesori ai unui telefon mobil a crescut cu 726 000 faþã de

2001;
– numãrul de deþinãtori de computere a crescut în 2002 cu 15,4% faþã de 2001;
– utilizatorii de Internet au fost de aproape douã ori mai mulþi în 2002 faþã de

2001.
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Interesul crescut al populaþiei faþã de aceste domenii a determinat, în planul
politicilor sociale ºi economice:

– alocarea de fonduri pentru achiziþionarea a 500 000 de calculatoare pentru unitãþile
ºcolare;

– introducerea orelor de educaþie tehnologicã ºi de informaticã în ºcolile generale
ºi în licee;

– încurajarea specializãrilor universitare în domeniul tehnologiei informaþiei;
– diminuarea impozitului pe venit pentru specialiºtii din informaticã.

Exemplul 2

Un ziar a iniþiat un studiu privind profilul-tip al cititorilor sãi; studiul este necesar
pentru orientarea materialelor publicate în ziar în direcþia interesului cititorilor.

Una dintre întrebãrile studiului s-a referit la veniturile cititorilor ziarului, prin
încadrarea în una dintre categoriile: venituri mici, venituri medii ºi venituri mari.
Rezultatele sondajului, exprimate în procente, au fost publicate într-o revistã de
specialitate ºi sunt cele prezentate în figura alãturatã.

 Informeazã-te ºi alcãtu-
ieºte un scurt referat!
Ce alte programe de interes
naþional sau local au ca sursã
de plecare studii care
evidenþiazã expansiunea
tehnologiei informaþiei ºi a
comunicaþiilor?

64% din cititorii ziarului au
venituri medii ºi mari

venituri mici
36%

venituri mari
25%

venituri medii
39%

Exerciþii ºi probleme

Întrebãrile 1-4 se referã la rezultatele sondajului de opinie referitor la vizionarea programelor TV, prezentate în
paginile anterioare. Foloseºte aceste date pentru a rãspunde la urmãtoarele întrebãri:

1. Cu cât este mai mic numãrul celor care se uitã la televizor o datã pe zi faþã de numãrul celor care se uitã de 2-
6 ori pe sãptãmânã?

2. Ce procent din numãrul total de respondenþi reprezintã numãrul celor care se uitã la televizor:
a) mai rar de o datã pe sãptãmânã;
b) o datã pe zi;
c) de 4-6 ori pe sãptãmânã;
d) de 2-3 ori pe zi?

3. Care este raportul dintre numãrul celor care urmãresc:
a) programele de ºtiri ºi programele de muzicã;
b) filme ºi desene animate;
c) sport ºi documentare?

Redacþia ziarului a hotãrât sã se orienteze spre categoriile sociale cu venituri
medii ºi mari, publicând periodic informaþii despre:

– oportunitãþi de afaceri;
– activitate bancarã;
– politici economice;
– bursa locurilor de muncã.

Ce informaþii crezi cã ar
interesa categoriile sociale
cu venituri mici?

Dacã ai fi directorul / direc-
toarea unui ziar orientat spre
aceste categorii sociale, ce
rubrici ai propune?
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5. Comenteazã informaþiile sugerate de reprezentarea
graficã alãturatã.

4. De câte ori este mai mare numãrul celor care
urmãresc programele de divertisment faþã de numãrul
celor care urmãresc talk-show-uri?

7. Într-o revistã de specialitate a apãrut graficul cu bare
de mai jos, referitor la evoluþia numãrului abona-
mentelor telefonice în 1997 ºi 2002.

a) Caracterizeazã procentual evoluþia numãrului de
abonamente la telefonia fixã, respectiv la telefonia
mobilã.
b) Foloseºte datele pentru a estima numãrul
abonamentelor la telefonia mobilã în 2008, dacã piaþa
îºi pãstreazã aceeaºi tendinþã.
c) Sã presupunem cã eºti preºedintele / preºedinta
unei companii de telefonie mobilã. Ce politicã de
dezvoltare a companiei ai putea concepe pentru viitor,
þinând cont de datele din reprezentarea de mai sus?

6. Rezultatele unui studiu statistic din 2006, referitor la
percepþia românilor privitoare la Uniunea Europeanã,
sunt prezentate sintetic în diagrama alãturatã.

birocraþie
pierdere identitate culturalã

control slab la frontiere
risipã de bani

mai multe infracþiuni
ºomaj

un cuvânt mai greu de spus
diversitate culturalã

Euro
protecþie socialã

democraþie
pace

prosperitate
libertate de cãlãtorie/migraþie

4
5
6
6
7

13
20
20

24
30

41
41

50
62

Numãrul abonamentelor telefonice
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2000

0
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1997 1998 1999 2000 2001 2002
Reþeaua telefonicã fixã Reþeaua telefonicã mobilã

202

3374
3570

652

3705 3813 4029
4595

4207

6099

2019

1126

8. Diagrama din imaginea de mai jos se referã la
persoanele disponibilizate în perioada 1995-2005 din
industria de prelucrare a metalelor neferoase.
a) Reprezintã aceleaºi informaþii printr-o diagramã
cu bare.
b) Comenteazã distribuþia frecvenþelor diverselor
categorii de personal disponibilizate.

nu au ocupat
niciun loc de muncã
gãsesc un loc de muncã ocazional 
(fãrã contract de muncã)

46%

12% 7%

30%

5%

au dezvoltat propria afacere

au un loc de muncã stabil
(cu contracte de muncã
pe diverse perioade)
s-au pensionat la limitã
de vârstã anticipat ºi de boalã

IMPACTUL RESTRUCTURÃRII ASUPRA PERSOANELOR DISPONIBILIZATE

Sursa: Sãptãmâna financiarã

a) Într-un eseu de maxim douã pagini, comparã
rezultatele acestui sondaj cu propriile aºteptãri privind
integrarea României în UE.
b) La sondaj au participat 1200 de respondenþi.
Calculeazã câþi respondenþi au bifat fiecare item în
parte.
c) În diagramã, apar percepþii optimiste ºi percepþii
pesimiste. Realizeazã o diagramã circularã în care
aceste tipuri (mai bine/mai rãu) apar grupate.
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Analizãm ºi înþelegem!

Prelucrarea datelor în studiile statistice

 Modalitãþi de comparare a datelor

Compararea datelor unor studii statistice se poate face în diverse feluri.
Uneori, pentru a reda sugestiv aceastã comparare, este mai puþin importantã

fiecare valoare în parte, în schimb are semnificaþie media valorilor.
În numeroase situaþii, media dã o imagine pertinentã a ordinului de mãrime al unei

serii statistice.

 Cuvântul „medie“ este
adesea utilizat într-un sens
diferit de cel strict cantitativ
din statisticã. El este sinonim
cu „reprezentativ“, „uzual“,
„normal“. De exemplu,
cititorul mediu al revistei de
automobilism este un bãrbat
de circa 45 de ani, sportiv,
pasionat de curse ºi posesor
de automobil.

 Pentru unele serii statis-
tice, media nu are nici o
semnificaþie. Aceasta a ge-
nerat ºi numeroase glume pe
seama statisticii. De exem-
plu: „A.B. nu ºtia sã înoate ºi
s-a înecat într-un râu cu
adâncimea medie de 30 cm.
De ce? Era statician.“

Sã analizãm!
Pentru a orienta mai bine specificul

publicaþiei, conducerea unui ziar este
interesatã de vârsta medie a cititorilor sãi.
Directorul general al ziarului cunoaºte
numãrul zilnic de cititori ºi localitãþile în care
se distribuie cele mai multe exemplare. El a
pus aceste date la dispoziþia unui institut
specializat ºi a solicitat efectuarea unui
sondaj pe un eºantion reprezentativ de
cititori. Rezultatele sondajului sunt cele
prezentate în diagrama circularã alãturatã,
în care se considerã cã grupa de vârstã „sub
14 ani“ are ca limitã inferioarã vârsta de 6
ani, iar grupa de vârstã „peste 55 ani“ are ca
limitã superioarã vârsta de 85 de ani (în afara intervalului de vârstã [6; 85], procentul
de cititori fiind practic neglijabil).

Studiul nu precizeazã distribuþia efectivelor în interiorul claselor statistice luate în
calcul. Pentru a estima totuºi vârsta medie a cititorilor ziarului, se face ipoteza cã în
fiecare clasã statisticã cititorii sunt distribuiþi uniform. În acest fel, media de vârstã a
cititorilor ce se înscriu într-o clasã statisticã este consideratã ca fiind mijlocul
intervalului ce determinã clasa statisticã respectivã.

Ipoteza fãcutã trasformã datele cu caracter continuu ale studiului în urmãtoarele
date cu caracter discret:

58% din cititorii ziarului au vârsta
cuprinsã între 15 ºi 44 de ani.

 Verificã dacã informaþia
menþionatã deasupra dia-
gramei circulare alãturate
este în concordanþã cu
datele de pe diagramã.

Vârsta  10 ani  20 ani  30 ani  40 ani  50 ani  70 ani

Frecvenþa  5%  17%  21%  20%  17%  20%

Se obþine în acest mod cã media de vârstã a cititorilor ziarului este de (aproximativ)
40 de ani ºi 8 luni.

 Verificã toate calculele
fãcute pentru a determina
media de vârstã a cititorilor
ziarului, pe baza datelor din
tabelul de frecvenþe.

Exemplu: Managementul publicitar

Un ziar de publicitate, care se distribuie gratuit, trebuie sã îºi atragã clienþii pentru
a nu fi tipãrit în pierdere economicã. De aceea, ziarul acordã facilitãþi fiscale diverse
(de exemplu, un anunþ gratuit pentru alte 5 anunþuri plãtite). Pentru a identifica ce alte
facilitãþi ar putea acorda, directorul ziarului are nevoie sã defineascã „anunþul mediu“,
din punctul de vedere al rândurilor conþinute. El este hotãrât ca, pentru anunþuri mai
mari decât anunþul mediu, sã stabileascã o taxã mai mare prin comparaþie cu anunþurile
mai scurte. În acest fel, un numãr mai mare de oferte vor fi tipãrite în fiecare numãr al
ziarului.

Pentru ultimele publicaþii s-a înregistrat urmãtoarea situaþie:
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Nr. de rânduri  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

Nr. de anunþuri  15  27  81  96  72  51  42  18  3  1

Media pentru numãrul de rânduri ocupate de anunþurile publicate este de 4,5.
Având în vedere aceste calcule, redacþia ziarului a fixat pentru patru apariþii tarifele:

Nr. de rânduri    1 – 2   3 – 4   5 – 6   7 – 8    9 – 10

Preþ (RON)  4  6  10  15  22

Calculeazã media numã-
rului de rânduri ale anun-
þurilor publicitare, pe baza
datelor din tabel.

 Informeazã-te ºi rãspun-
de! Care sunt tarifele pentru
anunþuri la ziar? Care crezi
cã au fost criteriile pentru
fixarea acestor tarife?

Sã aplicãm!
În urma aplicãrii unor chestionare ºi a reprezentãrii grafice a datelor obþinute,

avem suficiente informaþii pentru a putea formula concluzii diverse. Aceastã etapã de
prelucrare a datelor statistice se dovedeºte a fi cea mai importantã din perspectiva
utilitãþii studiului.

Informaþiile reprezentate mai jos au fost obþinute în urma studiului „Atitudini ºi
valori în administraþia publicã localã.“

Menþioneazã populaþia
statisticã ºi eºantionul utili-
zate în acest studiu.

Ce variabile au fost folo-
site?

Completeazã un tabel în
care notezi numãrul de per-
soane din eºantion care au
rãspuns conform înregistrãrilor
din grafic.

Transpune în câte o diagra-
mã circularã rãspunsurilor refe-
ritoare la spiritul de iniþiativã.

Prima etapã a studiului s-a bazat pe un sondaj de opinie în rândul cetãþenilor, care a
cuprins 1.372 de subiecþi, selectaþi din 104 localitãþi urbane ºi rurale din 38 de judeþe. A
douã etapã a constat dintr-un sondaj de opinie în rândul a 563 de reprezentanþi ai
autoritãþilor publice locale. Ei provin din 120 de localitãþi urbane ºi rurale din toate
judeþele þãrii.

Pe baza datelor obþinute putem formula urmãtoarele concluzi:
1) În general, primarii au o altã percepþie asupra calitãþilor de care dau dovadã,

faþã de percepþia cetãþenilor. De exemplu, 95% dintre primari cred cã au o bunã
comunicare cu cetãþenii, în timp ce doar 65% dintre cetãþeni cred despre primarii lor
acest lucru.

2) Atât primarii, cât ºi cetãþenii, considerã cã nu este nevoie ca reprezentanþii lor
sã fie instruiþi în domeniul administrativ.

Alte concluzii se pot formula rãspunzând la urmãtoarele întrebãri:
În ce domeniu opiniile autoritãþilor ºi ale cetãþenilor coincid?
În ce domeniu opiniile autoritãþilor ºi ale cetãþenilor sunt cele mai distanþate?
Care dintre calitãþile primarilor este cea mai apreciatã de cãtre cetãþeni? Dar de

cãtre primari?

 Alcãtuieºte un eseu în
care sã valorifici informaþiile
obþinute din acest studiu.
Stabileºte un titlu cât mai
interesant pentru acest eseu.
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Exerciþii ºi probleme

1. În ultima vreme se discutã insistent
despre ideea ca televiziunea publicã sã
nu mai obþinã venituri din publicitate.
Pentru informarea opiniei publice
despre acest subiect, un ziar a publi-
cat studiul alãturat.
a) De câte ori este mai mare ponderea
publicitãþii la televiziunea din Italia, faþã
de televiziunea din România?
b) Sunt egale veniturile obþinute din
publicitate la televiziunile din Polonia
ºi Ungaria?

PONDEREA PUBLICITÃÞII DIN TOTALUL VENITURILOR TELEVIZIUNILOR PUBLICE

Spania Franþa Polonia Ungaria Italia Cehia Slovenia Germania România
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2. În unul dintre ziarele cu profil financiar a apãrut un studiu statistic privind piaþa imobiliarã în câteva þãri europene.
Douã dintre reprezentãrile comparative ale studiului apar ºi în imaginile de mai jos.

3. Un studiu comandat de CNA (Consiliul Naþional al Audiovizualului) a urmãrit sã determine imaginea pe care o au
adolescenþii în privinþa nivelului de violenþã din emisiunile de televiziune. Ca urmare a aplicãrii unui chestionar,
pe un eºantion de 2300 de bãieþi ºi fete, cu vârste între 15 ºi 18 ani, s-au obþinut datele reprezentate în diagrama
cu bare de mai jos.

a) Calculeazã preþul mediu al unui apartament de 150 mp în capitalele þãrilor ce apar în studiul prezentat.
b) Foloseºte diagramele pentru a reprezenta procentul de locuinþe oferite spre închiriere, în þãrile analizate. Poþi
presupune cã locuinþele care nu sunt ocupate de proprietarii acestora, sunt oferite spre închiriere.
c) Coreleazã cele douã diagrame ºi formuleazã douã explicaþii ale preþurilor practicate.

Sursa: Revista Capital
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Sursa: Revista Capital

b) Datele globale ale studiului au fost reprezentate
în diagrama de mai jos.
Coreleazã reprezentãrile ºi aflã câþi bãieþi ºi câte
fete au participat la acest studiu.

Sursa: www.cna.ro/cercetari/sondaje/curs_iul2005/c_med15_18iul2005.pdf.

a) Reprezintã prin diagrame circulare opinia
fetelor, respectiv a bãieþilor, privind violenþa în
emisiunile film.
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Aplicãm ºi dezvoltãm!

Învãþarea prin proiecte: realizarea de sondaje

Temele de statisticã pot fi abordate prin intermediul proiectelor.

 Cum organizãm un proiect?

Proiectul începe în clasã, prin conturarea obiectivelor, formularea sarcinii de lucru
ºi (dacã este cazul) precizarea echipei care îl realizeazã. În afara orelor de curs, dar
sub îndrumarea profesorului, elevii stabilesc metodologiile de lucru, îºi definesc statutul
ºi rolul în cadrul grupului ºi fixeazã termene pentru diferite etape ale proiectului. Dupã
colectarea datelor ºi organizarea materialului, proiectul se încheie în clasã, prin
prezentarea rezultatelor.

În realizarea unui proiect, este utilã parcurgerea urmãtoarelor etape, în cadrul
echipei de lucru.

1. Se stabileºte o listã de întrebãri esenþiale, legate de tematica proiectului.
2. Se alcãtuieºte un plan de acþiune, în care apar termene ºi responsabilitãþi.

Este important ca fiecare membru al echipei sã respecte, pe cât posibil, acest plan.
3. Se lucreazã cât mai mult împreunã cu colegii din grupul de lucru. Dincolo de

scopurile ºtiinþifice, un proiect are ºi un scop social – ne simþim minunat când echipa
noastrã „merge bine”!

4. Membrii echipei de lucru se documenteazã cât mai amãnunþit asupra
problematicii propuse, cer sfaturi, consultã specialiºti în domeniu.

5. Se prelucreazã ºi se organizeazã datele. Proiectul trebuie sã se concretizeze
într-un produs finit.

6. Se prezintã rezultatele ºi concluziile proiectului într-un mod cât mai clar, dar
care reflectã atât personalitatea, cât ºi creativitatea echipei.

 Ce teme de proiecte putem dezvolta la Statisticã?

Exemplul 1: Compararea rezultatelor obþinute de clase diferite la un acelaºi test

Poþi dezvolta un proiect ce vizeazã compararea performanþelor ºcolare a douã
clase diferite.

Pentru aceasta, este necesar ca populaþia statisticã sã fie pusã în situaþia de a
rãspunde aceloraºi stimuli: testele date claselor sã conþinã aceleaºi subiecte (sau
subiecte foarte asemãnãtoare), sã fie aplicate în acelaºi timp ºi sã fie corectate dupã
acelaºi barem de punctaj.

Dupã colectarea ºi reprezentarea datelor, este util sã compari performanþele
colegilor din cele douã clase folosind media, mediana, abaterea medie pãtraticã.
Analizeazã motivele diferenþelor constatate ºi formuleazã concluzii.

Exemplul 2: Preferinþele colegilor

O altã temã pentru proiect îºi poate propune sã investigheze preferinþele muzicale,
sportive, de petrecere a timpului liber etc., ale colegilor.

Pentru aceasta este necesar:
– sã decizi forma de interacþiune cu respondenþii; aceasta poate fi un chestionar,

un interviu individual sau un interviu de grup
– sã colectezi datele
– sã reprezinþi datele culese în forme cât mai adecvate, pentru a obþine maximum

de informaþii pertinente
– sã analizezi datele obþinute, folosind indicatori de poziþie ºi indicatori de dispersie
– sã formulezi concluzii
– sã prezinþi sintetic ºi accesibil activitatea desfãºuratã ºi rezultatele obþinute.

Informeazã-te ºi rãspunde!
Ce proiecte se deruleazã în
liceul tãu?

 Identificã situaþii în care
compararea rezultatelor unor
clase diferite este beneficã
pentru progresul colar al
elevilor.
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 Cum proiectãm chestionarele?

În proiectarea unui chestionar, este necesar sã þii cont de faptul cã întrebãrile
trebuie sã fie clar formulate (adicã sã conþinã toate atributele necesare pentru ca
respondentul sã înþeleagã bine cerinþa), sã nu presupunã ambiguitãþi (adicã sensul
întrebãrii sã fie univoc), sã fie relativ scurte, vizând un singur aspect.

Se poate întâmpla ca întrebãrile la care te gândeºti sã nu fie relevante sau de
interes pentru populaþia statisticã pe care o ai în vedere pentru proiect. De aceea,
este util sã aplici o formã preliminarã a chestionarului pe câteva persoane, sã prelucrezi
rãspunsurile primite ºi sã reformulezi sau sã completezi întrebãrile, astfel încât acestea
sã satisfacã mai bine scopul propus. De multe ori, pentru a elimina ambiguitãþile unui
chestionar, întrebãrile conþin variante posibile de rãspuns.

Exemplu

În cadrul unui studiu statistic au fost adresate unor elevi de liceu câteva întrebãri
la care se poate rãspunde prin marcarea unui semn distinctiv în spaþiul corespunzãtor
rãspunsului ales. Trei dintre aceste întrebãri au fost:

1) Care dintre materiile opþionale din tabelul alãturat v-ar interesa mai mult?

2) Ce vârstã aveþi?

3) Ce înãlþime aveþi?

Culturã ºi civilizaþie francezã
Astronomie ºi astrologie

Folclorul românesc

15 ani  16 ani  17 ani  18 ani  19 ani  20 ani

 sub 140 cm  între 140 ºi  între 160 ºi  între 170 ºi  peste 180 cm
 160 cm  170 cm  180 cm

Cele trei întrebãri sunt diferite nu doar prin conþinutul lor, dar ºi prin natura
rãspunsurilor ce pot sã aparã. În primul caz, fiecare elev rãspunde practic cu DA sau
NU la câteva întrebãri succesive de tipul: „Vã intereseazã Cultura ºi civilizaþia
francezã?”. Rãspunsurile la a doua întrebare se exprimã printr-un  numãr ºi poate lua
doar câteva valori, în timp ce rãspunsurile la a treia întrebare pot lua, în principiu,
orice valoare dintr-un interval dat.

 Cum desfãºurãm interviurile?

În desfãºurarea interviurilor, este util sã porneºti de la un plan prestabilit privind
conþinutul întrebãrilor, pe care sã-l adaptezi pe parcurs în funcþie de intervenþiile
interlocutorului/interlocutoarei.

Rezervã suficient timp pentru fiecare interviu ºi, mai ales, ai grijã sã nu induci
rãspunsul pe care l-ai dori, din propria perspectivã! Pentru aceasta, formuleazã întrebãri
cât mai neutre ºi întreabã tot timpul „De ce?”. De asemenea, nu te grãbi sã aprobi sau
sã dezaprobi rãspunsurile primite, chiar dacã respondentul cere explicit confirmãri asupra
corectitudinii opiniilor sale. Poþi îndemna interlocutorul sã continue, întrebându-l: „Tu
cum crezi cã este corect?” sau „De ce crezi aºa?”. Pentru a valorifica interviurile
cât mai bine, este util sã le înregistrezi audio ºi, ulterior, sã le transcrii.

 Noteazã într-un tabel
oferta de opþionale a liceului
vostru. Întreabã colegii ºi
completeazã un tabel cu
opþiunile lor pentru clasa a
XII-a. Care dintre opþionale
întrunesc cele mai multe
„voturi“?

Proiecteazã un chestionar
pentru un proiect cu tema:
„Preferinþele artistice ale
tinerilor”. Comparã întrebã-
rile propuse de tine cu cole-
gul/colega de bancã.
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Exerciþii ºi probleme

1. Punctajele elevilor participanþi la un concurs se distribuie crescãtor dupã cum urmeazã:

6; 7; 7; 8; 8; 8; 8; 8; 9; 9; 9; 10;    10  ; 10; 10; 11; 11; 12; 13; 13; 13; 14; 15; 15; 16

12 elevi mediana 12 elevi

a) Calculeazã media punctajelor de la concurs.
b) Comparã media cu mediana.
c) Reprezintã grafic datele din problemã.

2. Dezvoltã, împreunã cu grupul tãu de lucru, un proiect în care sã investighezi ce tipuri de telefoane mobile ºi ce
tip de abonament au colegii din clasele a XI-a. Comparã seria statisticã obþinutã cu o serie similarã, realizatã prin
chestionarea colegilor de la clasele a XII-a.

3. Simuleazã desfãºurarea unui interviu, în care se intereseazã percepþia colegilor asupra utilitãþii metodelor statistice.
Identificã momentele în care interviul nu a decurs bine.

4. Dezvoltã, împreunã cu grupul tãu de lucru, un proiect de statisticã. Alege una dintre temele urmãtoare.
a) Opþiunile colegilor de liceu pentru viitoarea profesie.
b) Variante de petrecere a timpului liber, preferate de colegii din liceu.
c) Modalitatea de transport ºi durata drumului de acasã pânã la ºcoalã.
d) Mãrci de maºini preferate de colegii din liceu.
e) Tipul de lecturã preferatã de colegii din liceu.
f) Personalitãþi din România – opþiuni ale adolescenþilor.

5. Formuleazã ºase variante posibile de rãspunsuri la întrebarea urmãtoare, adresatã respondenþilor în cadrul unui
sondaj: „Care este principala problemã cu care se va confrunta România, în primii ani dupã aderarea la Uniunea
Europeanã?”

6. Urmãreºte mass-media ºi gãseºte datele unui sondaj de opinie. Formuleazã aprecieri critice asupra modului în
care au fost formulate întrebãrile sondajului.
Modificã eventual unele dintre întrebãri ºi aplicã acelaºi tip de chestionar colegilor tãi de liceu.
Comparã rezultatele sondajului, aºa cum apar în mass-media, cu propriile rezultate.

7. Într-un ziar de profil a apãrut un comentariu privind pseudo-sondajele de opinie.

„CELEBRIZAREA” MESAJULUI ªI A CANALULUI
Existã o reþetã consacratã de decenii de mass-media occidentalã, dar folositã preponderent în zona presei tabloide

sau glossy. Reþeta este simplã: o revistã –FHM, de exemplu, îºi întreabã cititorii care sunt cele mai sexy vedete pe care
le ºtiu, iar pe baza acestui „sondaj” realizeazã un clasament al respectivelor personalitãþi mondene. Clasament care,
coroborat cu autoritatea publicaþiei în rândul revistelor internaþionale pentru bãrbaþi, devine ºtire în sine, transmisã pe
multe alte canale de informare. Nu conteazã cã, dupã douã sãptãmâni, o altã revistã de profil va veni cu un alt astfel de
clasament, conteazã cã „FHM zice cã vedeta cutare este cea mai tare”.

Totul porneºte chiar de la conceptul de celebritate. Potrivit unor lucrãri de specialitate, precum studiul „High
Visibility”, ale experþilor media ºi marketind Irving Rein, Philip Kotler ºi Martin Stoller, o vedetã este acea persoanã
faimoasã într-o societate, care atrage atenþia presei ºi a publicului ºi care se menþine acolo prin activitate intensã în zona
divertismentului de masã. Iar unul dintre cele mai facile mijloace de a realiza acest lucru este sã fie inclusã în miile de „sondaje”
ºi clasamente prin care instituþiile de presã, apelând la propriii consumatori, încearcã sã-ºi menþinã profilul pe piaþã.

Potrivit unui alt studiu, „Understanding Media: Inside Celebrity”, al expertului media Jessica Evans, aceste lucrãri
sunt vitale pentru clãdirea statutului de celebritate.

Costin Ionescu

a) Identificã în mass-media ºtiri care se pot înscrie în direcþia conturatã de fragmentul reprodus mai sus.
b) Într-un eseu de 3 pagini, comenteazã critic concluziile la care a ajuns grupul tãu de lucru, în desfãºurarea unui
proiect de statisticã.
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  Am reuºit... ?!?
Prin parcurgerea acestei unitãþi de învãþare, am reuºit....

 sã identific metode de colectare ºi interpretare a datelor
 sã interpretez date statistice cu ajutorul graficelor ºi al diagramelor
 sã utilizez date statistice pentru analiza de caz
 sã transpun în limbaj matematic, cu mijloace statistice, probleme practice
 sã caracterizez situaþii reale prin interpretarea statisticã a datelor?

Test de verificare

1. Precizeazã douã modalitãþi prin care poþi afla cu
aproximaþie ce cantitate de apã mineralã se consumã
lunar în oraºul vostru.

2. La ediþia I a manifestãrii „Educaþia adulþilor: Clopoþelul
sunã ºi pentru cei mari”, la care diverse firme au
oferit oportunitãþi de formare profesionalã, a fost
adresatã vizitatorilor întrebarea: „Ce cursuri dintre
cele propuse vã intereseazã?”. Rãspunsurile primite
sunt cuprinse în tabelul de mai jos. Care dintre cursuri
a întrunit cele mai multe opþiuni? Dar cele mai puþine?

3. La un Târg al locurilor de muncã, ofertanþii au fost
întrebaþi dacã au mai participat la astfel de
manifestãri ºi în trecut. Rãspunsurile lor, exprimate
procentual, au fost:
Da ........................................................... 40%
Nu ........................................................... 60%
Reprezintã printr-o diagramã circularã aceste date.

Întârzieri între 0 ºi  între 15 ºi  între 45 min.
 15 min.  45 min.  ºi 3 ore

Nr. trenuri  720  45  21

5. Sã presupunem cã eºti director de publicitate al unei
firme ºi cã dispui de 25.000 de dolari, pe care vrei
sã îi investeºti în publicitatea prin televiziune.
Într-un cotidian central citeºti urmãtoarele date,
obþinute în urma unui sondaj de opinie efectuat de
AG% Data Research.

La care dintre cele douã televiziuni este mai indicat
sã investeºti, pentru ca reclama firmei la care lucrezi
sã fie urmãritã de cât mai multe persoane?
Argumenteazã rãspunsul!

4. Un studiu al Ministerului Transporturilor prezintã
situaþia întârzierilor la sosirea în %raºov a trenurilor de
cãlãtori. Reprezintã printr-o histogramã aceste date:

Lecturã
Primele înregistrãri statistice se pare cã au apãrut simultan cu inventarea scrierii, în urmã cu peste 6 milenii, în Egipt

ºi &hina, unde conducãtorii erau interesaþi sã cunoascã numãrul populaþiei, al celor apþi sã lupte, al sclavilor, al cantitãþii
de produse agricole, pentru stabilirea nivelului birurilor. În statul roman, pe vremea republicii (44� î.e.n.) a fost creatã
funcþia de cenzor (census), care avea atribuþii ºi în efectuarea recensãmântului populaþiei. 6unt cunoscute recensãmintele
efectuate în 28 î. Hr. 8 d. Hr. 14 d. Hr., în perioada lui 2ctavian Augustus.

În Dacia 5omanã au fost efectuate recensãminte, asemãnãtoare cu cele din restul imperiului, numite census provincial.
Parcurgând axa timpului, gãsim rãdãcini ale gândirii statistice încã în perioada renascentistã. Astfel matematicianul

L. Pacioli (1445-1514) încerca încã din 1494 sã rezolve probleme statistice. 0ai târziu *. &ardano (15�1-1576) ºi N.
7artaglia (1499-1557) au atacat ºi ei aceleaºi probleme, având meritul de a atrage atenþia asupra necesitãþii unui instrument
ºi a unei noi gândiri matematice pentru rezolvarea lor. În ultima parte a vieþii, J. %ernoulli studia probleme de demografie prin
prisma teoriei probabilitãþilor.

Pentru reclame în timpul emisiunilor de ºtiri,
taxa la Antena 1 este de 4.500 $ pe 30 secunde, iar la
PROTV este de 6.000$ pe 30 de secunde.

„Observatorul” de la Antena 1 are o contribuþie
importantã la mãrirea audienþei postului pe întreaga zi
(cam 10%), în timp ce „ªtirile” PROTV contribuie la
audienþa sa zilnicã cu doar 8%.

În sãptãmâna 18-24 martie „ªtirile” PROTV au
câºtigat bãtãlia. Au o medie de 12,5%, în timp ce
„Observatorul” are doar 11,4%.
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Rezolvând exerciþiile urmãtoare îþi  vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea
acestei unitãþi de învãþare.

Calcul numeric

Ordinea efectuãrii
operaþiilor

Rezolvãri de ecuaþii

Unitatea de învãþare 6

a) 2 + 3  5 – 7 2
b) 13 + 23 + 33

c) 0,27 + 1,38

d) 2 3 4 3 5 3  
e) 255 : 15

f) 1 5
3 6
 

g) 15 10:
8 9

h) 2,7 + 3,(6)

2. Efectueazã:

a) (0,2 + 1,3 5) 4
b) (4 – 6)3

c) 3 – (4 – 6)
d) 24 : 8 – 3

e) 3 2 3 2 5 

f) 1 3 3 8:
2 4 5 5
 

3. Rezolvã:
a) x + 0,4 = 3,2
b) 3x = –12
c) 6x = 2
d) 2x – 1 = 5x + 2

e) (x – 1)2 = 4
f) 1 3 x
g) (x + 1)2 = (x – 1)2 + 2(x + 3)
h) x2 – 5x + 6 = 0.

4. Transpune în limbaj matematic, apoi rezolvã problemele:

a) Suma a douã numere este 36. Aflã numerele, dacã primul este cu 10 mai mare
decât al doilea.

b) Diferenþa a douã numere este 45. Aflã numerele, dacã primul este de 10 ori mai
mare decât al doilea.

c) În douã depozite sunt 480 t de cartofi. Dacã s-ar muta 40 t din primul depozit în
cel de-al doilea, cantitãþile aflate în cele douã depozite ar fi egale. Ce cantitate de
cartofi este în fiecare depozit?

d) Cât este latura unui pãtrat dacã, mãrind aceastã laturã cu 2 m, aria se mãreºte
cu 20 m2?

1. Calculeazã:

Test iniþial de autoevaluare

5. Transpune în limbajul logicii matematice, apoi identificã propoziþiile adevãrate.

a) Nu este adevãrat cã Liviu Rebreanu nu este autorul romanului Ion.

b) Dacã fiecare elev de liceu a fost declarat admis la examenul de capacitate,
atunci Sorin, care nu a fost declarat admis la acest examen, nu poate fi elev la
liceu.

c) Dacã orice om care se scoalã dimineaþa devreme este grãbit, atunci domnul
Popescu, care nu se scoalã dimineaþa devreme, nu este grãbit.

Rezolvarea
problemelor cu
ajutorul ecuaþiilor

Elemente de logicã
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Ne amintim ºi explorãm!

De exemplu, dacã un cãlãtor aflat în Gara de Nord vrea sã ajungã în Piaþa Sudului,
el poate lua metroul o staþie pânã la Piaþa Victoriei, unde schimbã magistrala, apoi
coboarã la a ºaptea staþie.

Exemplul 1: Harta metroului
În imaginea de mai jos este reprezentatã harta reþelei de metrou din Bucureºti (în

exploatare sau doar în construcþie). Aceasta este numai o reprezentare schematicã,
ce nu prezintã la scarã distanþele dintre staþii. Totuºi, harta este suficientã pentru a
ne orienta în cãlãtoria cu metroul.

Putem reprezenta sugestiv schema
reþelei de metrou din Bucureºti ca în figura
alãturatã. Aceastã reprezentare poate fi
utilã în analiza gradului de dezvoltare a
transportului subteran.

 Foloseºte harta reþelei de
metrou pentru a identifica sta-
þiile marcate pe schema alã-
turatã. Transpune desenul pe
caiet ºi scrie numele staþiilor.

 Deseneazã ºi alte sche-
me ale reþelei de metrou din
Bucureºti. Cum ai putea de-
cide dacã o schemã este
întocmitã corect?

Reprezentãri schematice ale unor reþele

Grafuri – noþiuni de bazã

Reprezentãrile schematice apar frecvent în viaþa cotidianã.

 Determinã douã trasee pe
care se poate ajunge cu
metroul din Gara de Nord
pânã la Piaþa Sudului. În care
dintre cele douã variante
cãlãtorul trece prin mai multe
staþii? Pe care traseu crezi
cã se ajunge mai repede?

 Observã harta metroului.
Câte staþii sunt între Piaþa
Victoriei ºi Pantelimon, pe
drumul cel mai scurt? Dar pe
o rutã ocolitoare?
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Pentru a putea utiliza mai eficient
harta, un automobilist a renunþat la indica-
þiile inutile ºi a reprezentat principalele
artere ca în schema alãturatã. El considerã
cã aceastã schemã îi este suficientã
pentru a se putea orienta în oraº.

 Comparã schema reali-
zatã de cãtre automobilist cu
harta detaliatã a oraºului,
apoi precizeazã:

• Unde se aflã Piaþa Pãcii?
• Care este bulevardul

Eroilor?
• Cum se numeºte strada

marcatã cu linie îngroºatã?
Exemplul 3: Reþeaua de drumuri europene

În figura de mai jos este reprezentatã o parte a reþelei de drumuri europene de pe
teritoriul României.

În imaginea de mai jos este prezentatã o parte a hãrþii municipiului Cluj-Napoca.

Exemplul 2: Harta unui oraº

 Realizeazã o schemã cu
principalele strãzi ale ora-
ºului tãu. Comparã schema
proprie cu cele realizate de
colegi. Ce criterii ai avut în
vedere pentru a evalua
corectitudinea unei scheme?
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 Identificã oraºele în care
se ramificã drumurile euro-
pene de pe teritoriul
României.
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Pentru a fi utilizatã la promovarea în strãinãtate a turismului în România ºi pentru
a fi mai uºor de utilizat de cãtre turiºtii strãini, harta a fost schematizatã astfel:

În fiecare dintre exemplele
anterioare sunt importante
punctele în care traseele se
ramificã.

Aceste puncte se pot numi
staþii de corespondenþã (la
metrou) sau intersecþii (pe
harta oraºului). În cazul reþe-
lei de cale feratã, localitãþile
în care traseele se ramificã
se mai numesc ºi noduri de
cale feratã.

 Este oraºul tãu un nod de
cale feratã? Ce condiþie crezi
cã trebuie sã îndeplineascã o
staþie de tren pentru a fi con-
sideratã nod de cale feratã?

1. Realizeazã o schemã cu principalele artere ale ora-
ºului Iaºi, utilizând pentru aceasta harta de mai jos.

Exerciþii ºi probleme

3. Alexandru ºi Tudor au reprezentat schematic strãzile
din cartierul lor. Ei ºi-au imaginat în mod diferit
cartierul în care locuiesc, realizând desenele:

Pot reprezenta aceste scheme acelaºi cartier?

2. Gãseºte cât mai multe denumiri sugestive pentru
punctele în care traseele unei reþele de transport se
ramificã. Utilizeazã eventual un dicþionar în acest
scop.

4. Reprezintã printr-o schemã activitãþile din programul
de dimineaþã al lui Matei: „Mã scol, apoi mã spãl.
Uneori fac gimnasticã, alteori iau direct micul dejun
pregãtit de mama. (Uneori, îmi pregãtesc eu singur
micul dejun.) Apoi îmi verific ghiozdanul ºi plec la
ºcoalã.”

5. Realizeazã o schemã a traseului tãu de acasã la
ºcoalã. Marcheazã principalele 4 strãzi pe acest
traseu.
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Exemplu

Reprezentarea schematicã alãturatã este un graf.
Acest graf are 6 noduri ºi 7 muchii. Ordinul nodului A
este 4.

În multe situaþii cotidiene, o reprezentare schematicã este preferabilã unei
reprezentãri detaliate. În acest fel, ne putem concentra atenþia asupra esenþialului.

De exemplu, în proiectarea raþionalã a unei locuinþe, arhitecþii pot folosi planul
acesteia (desenat în stânga), dar ºi reprezentarea schematicã de mai jos (desenatã
în dreapta, în care încãperile au fost înlocuite cu puncte, iar accesul dintr-o încãpere
în alta este sugerat prin unirea punctelor corespunzãtoare).

Reprezentarea schematicã a locuinþei ne poate da o idee despre funcþionalitatea
acesteia.

Sã reþinem!

O reprezentare geometricã în care apar noduri unite prin muchii se numeºte graf.
Un graf este determinat de mulþimea nodurilor ºi a muchiilor sale. Nodurile sunt

extremitãþi de muchii.

 Realizeazã schematic
planul propriei locuinþe. Fo-
loseºte douã tipuri de repre-
zentãri, sugerate de dese-
nele din dreapta.

Analizãm ºi generalizãm!

A

Elemente de teoria grafurilor

• Punctul care nu este legat de nici un alt punct
se numeºte nod izolat.

Nodurile corespunzãtoare unor muchii nu trebuie
neapãrat sã fie distincte. Dacã douã noduri coincid,
avem o buclã.

Douã muchii pot avea numai un nod ca punct comun. Douã noduri pot fi unite
prin cel mult o muchie.  Numãrul de muchii care pleacã dintr-un nod se numeºte
ordinul nodului.

În practicã, s-au dovedit
utile ºi grafurile cu muchii mul-
tiple (multigrafuri), în care pot
exista mai multe muchii care
unesc douã noduri. De exem-
plu, printr-un astfel de multigraf
se reprezintã molecula de
benzen; în fiecare nod se
gãseºte gruparea CH, a cãrei
valenþã, 3, este egalã cu
numãrul de muchii ce pleacã
din acest nod.

 Deseneazã un graf care
are 6 noduri ºi 8 muchii. Câte
noduri ºi câte muchii are
graful locuinþei tale? Ce repre-
zintã în acest caz nodurile?
Dar muchiile?  Ce reprezintã
ordinul unui nod?

În reprezentarea prin desen, douã muchii ale unui
graf se pot intersecta într-un punct care nu este un
nod. De exemplu, în acest mod se reprezintã pe harta
unui oraº douã ºosele suprapuse.

C
6
H

6

(Benzen)

 Ce este un graf?
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Este foarte important sã
putem determina dacã douã
grafuri sunt izomorfe sau nu.
De exemplu, acest lucru este
esenþial în realizarea unui
montaj electronic pornind de
la schema acestuia: montajul
trebuie sã respecte indicaþiile
schemei, dar poate fi pozi-
þionat altfel în spaþiu.

Exemple
1) Grafurile urmãtoare sunt izomorfe.

Sã observãm!
Cele douã grafuri de mai jos pot reprezenta planul aceluiaºi cartier; chiar dacã

„strãzile” nu au aceeaºi formã în cele douã desene, ele unesc aceleaºi „intersecþii”.
Pentru orientarea în teren, oricare dintre aceste reprezentãri este suficientã.

Sã reþinem!
Douã grafuri sunt izomorfe dacã au acelaºi numãr de noduri ºi de muchii ºi dacã

existã o numerotare a nodurilor din cele douã grafuri astfel încât douã noduri sunt unite
(printr-o muchie) pe primul graf dacã ºi numai dacã nodurile corespunzãtoare sunt unite
ºi pe al doilea graf. În grafuri izomorfe, nodurile corespunzãtoare au ordine egale.

1

2

3 4

5

3

2

5
41

 Decide care dintre grafu-
rile urmãtoare sunt izomorfe.

a)  b)

Spunem pe scurt cã
grafurile izomorfe codeazã
aceeaºi informaþie.

La grafurile izomorfe po-
ziþionarea vârfurilor nu con-
teazã, important este modul
de conectare a acestora.

2) Grafurile urmãtoare nu sunt izomorfe.

Sã analizãm!
Strãzile unui oraº pot fi parcurse de vehicule în ambele sensuri, sau pot avea

sens unic. O astfel de situaþie poate fi marcatã pe schema oraºului, adãugând strãzilor
o sãgeatã care indicã sensul de parcurs.

De exemplu, sã considerãm principalele artere din zona Piaþa Victoriei din
Bucureºti ºi reprezentarea printr-un graf a acestora.

Graful din dreapta are 4 noduri ºi 3 muchii.
Punctul de intersecþie al muchiilor AC ºi BD, nefiind un

capãt al unei muchii, nu este nod.

B

A D

C

 Care este numãrul maxim
de muchii ale unui graf cu 6
noduri? Dar cel minim?

 c)  d)

 Ce este un graf orientat?
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În general
O reprezentare geometricã în care apar noduri unite prin muchii orientate (muchii

pe care a fost precizat un sens de parcurgere) se numeºte graf orientat. Într-un graf
orientat, douã noduri pot fi unite prin cel mult o muchie de un sens dat. Muchiile unui
graf orientat se mai numesc ºi arce.

 Deseneazã un graf orien-

tat care are 4 noduri ºi 7 arce.

 Care este numãrul maxim
de arce ale unui graf orientat
cu 4 noduri? Dar cel minim?

 Identificã diferite situaþii ce
se pot reprezenta prin grafuri
orientate.

Exemple

• Reprezentarea schematicã alãturatã este un graf orientat.
Acest graf are 4 noduri ºi 5 arce.

Douã noduri distincte unite printr-o muchie (arc) se numesc adiacente.
Douã muchii (arce) distincte cu o extremitate comunã se numesc adiacente.

A

D

B
C

• Graful alãturat este neorientat. Muchiile AB ºi
AD sunt adiacente. Nodurile B ºi D sunt adiacente.

E

H

F
G

• Graful din dreapta este un graf orientat.
Arcele HE ºi EF sunt adiacente. Nodurile H ºi E
sunt adiacente, iar H ºi G sunt neadiacente.

Sã observãm!
Dacã din graful reprezentând circulaþia pe strãzile adiacente

cu Piaþa Victoriei din Bucureºti (reprezentat mai sus), ne
intereseazã numai modul cum se poate circula între Arcul de
Triumf ºi Piaþa Romanã, putem elimina celelalte arce. Obþinem
în acest caz graful alãturat.

Acesta este un subgraf. Un subgraf se obþine dintr-un graf
suprimând unul sau mai multe noduri, precum ºi muchiile
adiacente.

Piaþa 
Victoriei

Arcul de
Triumf

Piaþa
Romanã

 Numeºte alte perechi de
muchii (arce), respectiv noduri
adiacente în cele douã
grafuri.

 Traseazã un graf care sã
descrie drumul pe care-l
parcurgi de acasã pânã la
ºcoalã. Vârfurile sau nodurile
vor desemna intersecþia
dintre douã sau mai multe
strãzi; segmentele de dreaptã
vor corespunde strãzilor par-
curse, pe care trebuie sã
indici denumirile acestora.

Marcheazã pe un sub-
graf drumul cel mai scurt.

Sãgeþile de pe graf corespund arterelor rutiere cu sens unic. Pentru a marca
existenþa dublului sens pe celelalte bulevarde, putem completa graful de mai sus,
adãugând muchii pentru fiecare sens de parcurgere. Obþinem astfel figura reprezentatã
în stânga.

Piaþa Victoriei

Arcul de
Triumf

Piaþa
Romanã

Piaþa
Victoriei

Piaþa
Dorobanþi

Piaþa
de Gaulle

Arcul de
Triumf

Piaþa
Romanã
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Sã comparãm!

Sã ne amintim definiþia funcþiei: Fie A ºi B douã mulþimi nevide. Orice lege f prin
care fiecãrui element x i A îi corespunde un element y = f (x) i B unic ºi bine definit
se numeºte funcþie definitã pe A cu valori în B ºi este notatã f : A  B.

Deoarece prin legea f oricãrui x i A îi corespunde un element  y i B ºi numai
unul, atunci funcþia se mai numeºte aplicaþie univocã de la A la B.

Pentru a clarifica diferenþa dintre cele douã noþiuni (adicã funcþie, respectiv graf),
putem vorbi despre aplicaþia multivocã.

• O aplicaþie multivocã a mulþimii A în mulþimea B este o lege prin care fiecãrui
element x i A îi corespunde o submulþime bine definitã a lui B (eventual submulþimea
vidã).

Exemplu

Numai în situaþiile  a  ºi  d  sunt reprezentate funcþii. În situaþia  b  avem o aplicaþie
multivocã deoarece, de exemplu, lui 3 îi corespunde mulþimea {1; 2}.

Aºadar, s-au conturat urmãtoarele douã moduri de descriere (definire), ale unui
graf, ºi anume:

• Prin cunoaºterea mulþimii nodurilor ºi a mulþimii muchiilor (arcelor).
• Prin cunoaºterea mulþimii nodurilor ºi a aplicaþiei mulþimii nodurilor în ea însãºi.
Aceste douã moduri de definire sunt legate intrinsec între ele, în sensul cã, dacã

avem datã mulþimea tuturor muchiilor (arcelor), ea determinã aplicaþia, ºi reciproc,
dacã este cunoscutã aplicaþia multivocã, ea defineºte mulþimea muchiilor (arcelor)
grafului.

Explicã diferenþa între o
aplicaþie univocã ºi o apli-
caþie multivocã în cazul dese-
nelor alãturate.

12

Fie A = {1, 2, 3} ºi
B = {a, b, c}.

Construieºte o funcþie defi-
nitã pe A cu valori în B ºi o
aplicaþie multivocã a mulþimii
A în mulþimea B. Reprezintã
aceste aplicaþii cu ajutorul
unor grafuri.

13

1
2
3
4

1
2
3
4

a

1
2
3
4

1
2
3
4

1
2
3
4

1
2
3
4

1
2
3
4

1
2
3
4

b c d

 Explicã raþionamentul
Mariei folosind un alt exemplu.

Apoi, i-a explicat Mariei: „Am desenat trei grafuri. Dar, privindu-le din nou, pot sã
le consider ca fiind trei funcþii. Deci, graful este o funcþie”.

Maria i-a rãspuns:
„Sã considerãm grafurile reprezentate în figurile de mai jos. Primul este neorientat,

iar cel de-al doilea este orientat.

La o privire superficialã, am fi tentaþi sã spunem cã avem de-a face cu o funcþie
definitã pe mulþimea nodurilor cu valori tot în mulþimea nodurilor. Aceastã afirmaþie
nu este însã adevãratã.”

Eroarea este cauzatã de
înþelegerea vagã a definiþiei
unei funcþii.

O funcþie este un triplet.
Funcþia f : A  B este bine
definitã atunci când se cunosc
cele trei elemente A, B, f.

 Ce legãturã este între graf ºi funcþie?

Alex a fãcut urmãtoarele desene:

1

3

4

2

1

2

Ce fel de aplicaþie este
reprezentatã la  c  ?
11
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Sã reþinem!

Graful izomorf cu un graf reprezentat în plan, în care orice douã muchii nu au
decât noduri ca puncte comune, se numeºte graf planar.

Traseazã douã grafuri cu
câte 4, respectiv 5 noduri,
care nu sunt complete.

15
Sã analizãm!

Atunci când realizeazã reþeaua de electricitate a unei locuinþe, electricienii au
grijã ca douã conductoare diferite sã nu se atingã de-a lungul lor, deoarece ar fi pericol
de scurtcircuitare. De aceea, ei evitã sã facã legãturi de tipul celor din graful din
stânga ºi înlocuiesc aceastã schemã cu un graf echivalent, cum este cel reprezentat
în dreapta.

Aceleaºi probleme tehnice le ridicã ºi construcþia de autostrãzi: dacã nu se pot
construi porþiuni suspendate, atunci douã autostrãzi pot avea doar oraºele terminale
ca puncte comune.

Un graf planar poate fi desenat în plan, fãrã a
avea muchii care se intersecteazã.

Exemplu
Graful G1 alãturat este planar, deoarece este

izomorf cu G2, iar G2 este un graf plan, în care orice
douã muchii nu au decât noduri ca puncte comune.

G1 G2

Exemple
• Grafurile descrise prin poligoane convexe în care au

fost duse toate diagonalele sunt grafuri complete.
• Graful din figura alãturatã nu este complet, deoarece

nodurile A ºi D nu sunt legate prin muchii.
A

B

C

DEOrdinul unui graf este dat
de numãrul nodurilor acestuia.
Construieºte grafurile complete
de ordin 1, 2, 3, 4 ºi 5.

14

1

2 3

4
5

 Tipuri de grafuri neorientate

În aplicaþii, grafurile cu proprietãþi speciale se dovedesc foarte utile. Câteva
dintre aceste proprietãþi sunt descrise în continuare.

Sã analizãm!
La o recepþie, se întâlnesc 5 prieteni. În mod firesc,

fiecare dintre ei dã mâna cu ceilalþi. Situaþia tuturor acestor
interacþiuni se poate descrie printr-un graf complet, de ordin
5, adicã prin graful din figura alãturatã.

O situaþie complet diferitã este cea în care 5 persoane
invitate la o recepþie nu se cunosc ºi, ca atare, nu dau
mâna. Situaþia este reprezentatã prin graful din figura
alãturatã.

În general
Graful neorientat în care oricare douã noduri sunt legate printr-o muchie se numeºte

graf complet. Graful pentru care mulþimea muchiilor este nulã se numeºte graf nul.
Altfel spus, graful nul are numai noduri izolate.

Rãspunde prin „Da” sau
„Nu”:
Grafurile alãturate sunt:
a) complete;
b) orientate;
c) izomorfe?

16

Sã analizãm!
Considerãm cinci oraºe legate între ele prin autostrãzi, fiecare oraº fiind conectat

cu celelalte patru. Proiectanþii ar fi dorit sã micºoreze costurile ºi sã nu foloseascã
porþiuni suspendate de autostradã. Totuºi, oricât au încercat, ei nu au reuºit sã
construiascã un graf complet ºi planar cu 5 noduri, reprezentând schema doritã.
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Pentru a fi funcþionalã, o
reþea de transport trebuie sã
prevadã existenþa unui drum
între oricare douã localitãþi.

Sã analizãm!
Schema de mai jos reprezintã reþeaua de cãi ferate din România. Pentru a ajunge

din Timiºoara la Iaºi, un cãlãtor are mai multe posibilitãþi de alegere a traseului. De
exemplu, el poate merge pe ruta Timiºoara-Craiova-Bucureºti-Ploieºti-Bacãu-Paºcani-
Iaºi sau pe ruta Timiºoara-Alba Iulia-Târgu Mureº-Ciceu-Adjud-Bacãu-Paºcani-Iaºi.

 Ce drumuri speciale pot fi descrise prin grafuri?

În general

Pentru n U 5, un graf complet cu n noduri nu este graf planar.

Deseneazã în diverse
moduri un  graf complet cu 5
noduri. Verificã dacã un
astfel de graf poate fi planar.

Este graful complet cu 4
noduri un graf planar?

17

 Câteva dintre încercãrile lor sunt desenate mai jos.

Ca urmare, ei au ajuns la concluzia cã un astfel de graf nu existã.

?!
?!

?!

Sã reþinem
Un traseu ce uneºte douã noduri ale unui graf printr-o succesiune de muchii

adiacente ale grafului se numeºte drum. Un graf se numeºte graf conex dacã orice
douã noduri sunt legate printr-un drum.

1
2

Exemplu
Traseul marcat pe graful alãturat este

un drum. El uneºte nodurile 1 ºi 2; acestea
sunt extremitãþile drumului. Acest graf este
conex deoarece între orice douã noduri
existã un drum.

Folosind harta reþelei de
metrou din Bucureºti (repro-
dusã la pagina 37), identificã
toate drumurile posibile
dintre Gara de Nord ºi Piaþa
Sudului. Care dintre aceste
drumuri este optim?

18

Cum crezi cã ar putea fi
definit un drum pe un graf
orientat? Cãrei situaþii prac-
tice îi corespunde aceastã
noþiune?

19Drumul (sau lanþul) este o succesiune de muchii consecu-
tive care permit trecerea de la un nod la altul. Dacã în
succesiune fiecare muchie apare exact o datã sau toate
nodurile sunt distincte, atunci drumul se numeºte drum
elementar.

Linia ondulatã este un drum elementar.

Sã observãm!
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Bucureºti

Cãlãraºi

Lehliu

Fãurei

Þãndãrei

Feteºti

Tulcea

Babadag

Medgidia

Negru Vodã

Nãvodari

Constanþa

Mangalia

Acestui graf îi putem asocia, de exemplu, costul unui bilet pe fiecare tronson.
Obþinem în acest mod un graf ponderat.

Sã particularizãm!
Diverse situaþii se pot reprezenta prin grafuri de o formã particularã.Informeazã-te ºi rãspun-

de! Care este preþul biletelor
pentru tren personal, pe fie-
care muchie a grafului magis-
tralei Bucureºti-Constanþa?

 21

Exemplul 1: Reþeaua CFR
Subgraful reþelei CFR corespunzãtor magistralei Bucureºti-Constanþa este:

Regulamentul CFR
permite realizarea la preþ
redus a unor circuite turistice.
Singura condiþie impusã
este ca nici o porþiune de
drum sã nu fie parcursã de
mai multe ori (într-un sens
sau altul).

Proiecteazã un circuit
turistic CFR care sã treacã
prin cât mai multe dintre
oraºele României. Intere-
seazã-te la agenþiile de voiaj
CFR cât va costa un bilet pe
acest circuit. Poþi face astfel
importante economii pentru
petrecerea vacanþelor într-un
mod plãcut.

20

Exemplu
Linia ondulatã marcatã în dreapta este un circuit.

Exemplu
Reþeaua CFR din România este un graf conex, deoarece între oricare douã gãri

se poate ajunge cãlãtorind doar cu trenul.

Drumul marcat  pe graful reþelei cãilor ferate este un circuit. Extremitãþile unui
circuit coincid.

În general
Se numeºte graf ponderat (sau graf valuat) un graf în cadrul cãruia fiecãrui arc

(muchie) îi este asociatã o valoare. Valoarea asociatã arcului poate avea semnificaþia
de „cost” a legãturii între cele douã noduri sau de „distanþã” între noduri.

Sã reþinem!
Circuitul sau drumul închis sau ciclul este un drum care

începe ºi se terminã în acelaºi nod. În aceste condiþii, la
un circuit, nodul iniþial coincide cu nodul final.

Putem reprezenta schematic fiºierele ca în graful urmãtor:

Exemplul 2: Organizarea fiºierelor în computer
Computerele înmagazineazã date în directoare sau fiºiere consecutive. Aceste

înregistrãri pot sã aparã pe monitor ca în imaginea alãturatã.

Desktop My Computer Win 98-1(C:)

Titlu 1

Titlu 2

Catalog 1

Fiºier 1

Fiºier 2

Orice fiºier poate fi apelat urmând un traseu unic.
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Exemplul 3: Structuri decizionale
Ziarele prezintã deseori structura de conducere a unor ministere sub forma unor

arbori. Astfel, în anii 1996 ºi 1997, Ministerul de Interne a avut urmãtoarea conducere:

1996

Traseul turistic al multor
muzee este organizat sub
forma unui arbore.

Demonstrãm proprietatea prin inducþie dupã n.
Dacã n = 1, atunci graful G are un singur nod ºi deci m = 0. În acest caz, relaþia

n = m + 1 este verificatã.
Sã presupunem cã egalitatea este adevãratã pentru grafuri cu n noduri ºi sã o

demonstrãm pentru grafuri cu n + 1 noduri. Dacã P este un nod terminal al grafului
(adicã un nod de ordinul 1), atunci el este unit cu un singur alt nod, notat Q. Fie G1

graful obþinut din G prin eliminarea nodului P ºi a muchiei PQ. G1 este tot un arbore, cu
n = n –1 noduri ºi m= m –1 muchii. Deoarece n = m + 1 ... , deducem cã n = m + 1.
Demonstraþia este încheiatã.

Reþeaua electricã a unei
locuinþe, alcãtuitã cu con-
ductori bifiliari, este organi-
zatã sub forma unui arbore.
Poþi explica de ce aceastã
reþea nu poate avea circuite?

Deseneazã graful reþelei
electrice din locuinþa ta.

22

Sã reþinem!
Un graf conex, fãrã circuite, se numeºte arbore.
Într-un arbore, orice douã noduri se pot uni printr-un traseu unic.

Sã demonstrãm!

Fie G un graf arbore cu n noduri ºi m muchii. Atunci  n = m + 1.

Ministru interne
Gavril Dejeu

Secretar stat
gen. Teodor Zaharia

IGP
gen. Pavel Abraham

UM 0215
col. C-tin Dîrnã

Crimã Organizatã
col. Cãlin Mateescu

Interpol
col. Ion Hurdubaie

1997Ministru interne

Doru Ioan Tãrãcilã

Secretar de stat amiral

Emil (Cico) Dumitrescu

IGP
gen. Costicã Voicu

UM 0215
gen. Dan Gheorghe

Crimã Organizatã
col. Cãlin Mateescu

Interpol
col. Ion Hurdubaie

Orice competiþie sportivã
în care jocurile sunt
eliminatorii poate fi descrisã
printr-un arbore.

Întocmeºte arborele cores-
punzãtor Campionatului
Mondial de Fotbal 2006,
dupã etapa grupelor.

Ce semnificaþie poate
avea afirmaþia „Brazilia ºi
Germania au fost în zone
diferite ale tabloului”?

Care sunt paºii unui
raþionament prin inducþie?

23

24

Sã aplicãm!
Turneele de tenis se desfãºoarã conform unui tablou al jocurilor ce reprezintã un

arbore. Astfel, la turneul Australian Open, tabloul principal a fost urmãtorul:

Optimi  Semifinale  Finala
Roddick

Nalbandian

Rios

Federer

Pioline

Nadal

Pavel

Gaudio

Conform regulamentului, unii jucãtori nu disputã partide în primele tururi. Câte jocuri
se disputã, dacã la start s-au prezentat 105 sportivi? (Aplicã în calcule teorema anterioarã.)

Grafurile prezentate în exemplele 1, 2 ºi 3 sunt conexe, dar nu au circuite.
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1. În figura de mai jos este prezentat planul etajului
1 al unui hotel. Reprezintã acest plan sub forma
unui graf.

Exerciþii ºi probleme

2. Câþiva prieteni au vorbit între ei la telefon, pentru
a detalia planul unei excursii. Când s-au întâlnit,
ei au reconstituit convorbirile avute, reprezen-
tându-le sub forma urmãtorului graf:

5

1
4

2

3

R5 R6

R1
R3

R4

R2

I6I5

I1

I2

I3

I4

E2

E1

I3

I2

I1

I4

I5

R1

R4

R3

R5

1

2 3

E1
E2

I6

R6

R2

Câte convorbiri au fost efectuate? Cine a vorbit de
cele mai multe ori la telefon? Dar de cele mai puþine
ori? Reprezintã graful convorbirilor într-o altã formã.

9. Un graf se numeºte graf regulat de ordinul r  dacã orice
nod are ordinul r.
a) Deseneazã un graf regulat de ordinul 3, care are 6
noduri.
b) Demonstreazã cã într-un graf regulat de ordinul 3,
numãrul de noduri este par.

8. Ai învãþat la fizicã, în clasa a X-a, legile lui Kirchoff care
sunt aplicabile, de exemplu, la calculul reþelelor elec-
trice în curent continuu. Aceste legi se referã la intensi-
tãþile curenþilor dintr-un nod al reþelei ºi la tensiunile
electromotoare ale generatoarelor dintr-un circuit al reþelei.
De exemplu, pentru reþeaua de mai jos, legile lui Kirchoff
se exprimã prin:
I

1 
– I

4 
+ I

5 
= 0 (în nodul 1)

I1R1 
– I2R2 

+ I3R3 
+ I4R4 

= E1 
– E2

(în circuitul 1-2-3-4)

Scrie relaþiile deduse din
legile lui Kirchoff pentru
toate nodurile ºi circuitele
reþelei reprezentatã prin
graful alãturat.

5. Deseneazã un graf cu 5 noduri ºi 4 muchii.

6. Construieºte un graf neorientat ºi un graf orientat,
ambele determinate de 6 puncte.

7. Stabileºte tipul fiecãrui graf:

3. Verificã dacã urmãtoarele douã grafuri sunt
izomorfe:

4. Asociazã fiecare noþiune cu definiþia care o
caracterizeazã.

A. Punct izolat 1. este cel în care se poate
ajunge din orice nod în oricare
nod de-a lungul muchiilor.

B. Graf conex 2. este cel în care orice douã
noduri sunt legate exact printr-o
muchie.

C. Grafurile izomorfe 3. este cel în care muchiile
nu au puncte de intersecþie.

D. Graf complet 4. nu este legat prin muchii de
nici un alt nod.

E. Graf planar 5. codeazã aceeaºi informaþie.

Cãtãlin

Irina

Iulia

Sorin

Anca

Mihai

10. Pentru un graf planar, sã numim „circuit elementar” un
circuit care nu închide în interiorul sãu nici un nod ºi nici
o muchie.
a) Pe graful alãturat, 1341 este

un circuit elementar, dar 13421
nu  este circuit elementar.
Determinã toate circuitele
elementare ale grafului.

b) Demonstreazã cã într-un graf planar ºi conex are loc
relaþia: N – M + C = 1, unde N = numãrul de noduri, M =
numãrul de muchii, C = numãrul de circuite elementare.
c) Demonstreazã cã graful complet cu 5 noduri nu este
graf planar.

1

2
4 6

5
7

3
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Aplicãm ºi dezvoltãm!

Exemplul 1: Organizarea datelor

Pentru a ghici un numãr natural cuprins între 1 ºi 16 din cel mult 4 întrebãri la
care se rãspunde cu da sau nu, putem organiza încercãrile ca în graful de mai jos.

Întrebãm succesiv dacã numãrul ales este...
Succesiunea întrebãrilor

are legãturã cu scrierea
numerelor în baza 2.

 Câte întrebãri vor fi
necesare pentru a afla un
numãr natural cuprins între
1 ºi 32? Dar un numãr natu-
ral cuprins între 1 ºi 1 000?

... mai mare
decât 8?

... mai mare
decât 12?

... mai mare
decât 4?

DA

... mai mare
decât 14?

... mai mare
decât 10?

... mai mare
decât 15?

... mai mare
decât 13?

16

15

14

13

DA

NU

DA

NU

... mai mare
decât 11?

... mai mare
decât 9?

12

11

10

 9

DA

NU

DA

NU

DA

NU

DA

NU

DA

NU

NU
... mai mare
decât 6?

... mai mare
decât 2?

... mai mare
decât 7?

... mai mare
decât 5?

 8

 7

 6

 5

DA

NU

DA

NU

... mai mare
decât 3?

... mai mare
decât 1?

 4

3

 2

 1

DA

NU

DA

NU

DA

NU

DA

NU

DA

NU

Situaþii practice de utilizare a teoriei grafurilor

 Un arbore de acelaºi tip
se obþine, spre exemplu, în
cazul diviziunii celulare.

20  21  22  23

 Ce tip de funcþie mode-
leazã procesul diviziunii
celulare?

Teoria grafurilor are numeroase aplicaþii practice.
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Exemplul 2: Rezolvarea ecuaþiilor

ªtim cã pentru a > 0, avem |y | = a dacã ºi numai dacã y = a  sau y = –a.
Pentru a rezolva ecuaþia ||x + 1|– 3| = 2 putem aranja calculele sub forma unui

arbore, astfel:

 Rezolvã ecuaþiile urmã-
toare, aranjând calculele sub
forma unui arbore.
 4 –   3 +   2 – x     = 1;

 2 –   2 –   2 – x     = 1.

Obþinem mulþimea de soluþii S = {4; –6; 0; –2}.

Exemplul 4: Logicã ºi grafuri

Analiza logicã fãcutã de Anton Pann în versurile urmãtoare poate fi înlocuitã cu o
soluþie rapidã pe bazã de graf.

TC/LV

TCV/L

TLV/C

TLC/V

TLCV

TLCV

V/TLC

C/TLV

L/TCV

LV/TC

 Folosind graful de mai jos
(în care T, L, C, V semnificã
þãranul, lupul, capra, respec-
tiv varza) explicã soluþia
problemei propuse de Anton
Pann.

Ce legãturã este între
poveste ºi drumuri în graf?

Lupul, þapul ºi varza
 de Anton Pann

Un þãran la târg plecase.
ªi de vânzare luase
Un lup, un ied ºi o varzã.
Nevrând nici una sã piarzã
ªi nefiind nici cãlare,
Vrea sã treacã un râu mare,
Care era sã-l înoate
ªi sã le treacã pe toate.
Stând în loc, se socoteºte
ªi întru sine ºopteºte,
Cum ºi în ce chip sã facã
Câte una sã le treacã,
Cã fiind apa prea latã,
Nu putea douã deodatã.
„Sã trec întâi lupul, zice,
Capra varza o sã-mi strice,
Sã trec varza, º-aºa încã,
Lupul capra îmi mãnâncã.”
Deci dacã-i veni în minte
ªi trecu capra-nainte,
Stãtu iar sã se gândeascã
Cã cum sã o nemereascã.
Gândind, zicea întru sine:
”Trecui una, merse bine,

Pân-aci toate scãparã.
Acum care sã trec darã?
Trecând varza ºi lãsând-o,
O stricã iedul rozând-o,
Precum lupul ºi el iarã
Îmi face iedul paparã.
O, ce vitã neunitã
ªi marfã nepotrivitã!”
Dar mai gândind: „Ha! el zise,
Nevoia minte-mi trimise”.
Trecu lupul, clãtind capul,
ªi-ntoarse înapoi þapul.
Trecu ºi varza îndatã,
Mereu fãcând judecatã,
ªi mergând a doua oarã,
Trecu þapul supsioarã.

Omul dacã ºi gândeºte,
Orice i se înlesneºte,
Prejudecând cele grele,
Le gãseºte uºurele,
Cã pe cât el sã gândeºte,
P-atât mintea-i se toceºte.
ªi orice, cu judecatã,
Nu-l greºeºte niciodatã.

Exemplul 3: Graful asociat unui poliedru

Anumite proprietãþi ale poliedrelor pot fi mai bine evidenþiate dacã acestea sunt
reprezentate cu ajutorul unor grafuri.

Corina a construit un cub cu o faþã transparentã.
Ea a privit în interiorul cubului ca printr-o fereastrã ºi
a desenat imaginea observatã. Vãzând desenul
Corinei, Vlad a constatat: „Ai reprezentat cubul sub
forma unui graf planar.”

În general
Orice poliedru convex se poate reprezenta sub forma unui graf. Acesta este graful

asociat poliedrului. Graful asociat unui poliedru se obþine prin aplatizarea poliedrului:
deformãm unele dintre feþe (ºi muchii) pânã când toate vârfurile ajung în acelaºi plan.

 Imagineazã-þi cum apla-
tizãm o prismã triunghiularã
ºi deseneazã graful asociat
acesteia.

Cele douã grafuri din
dreapta sunt izomorfe.

1 3 2
1 5

  
 

x
x

1 3 2
1 1

   
 

x
x

1 5 4   x x

1 5 6     x x

1 1 0   x x

1 1 2     x x

1 3 2  x
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Exerciþii ºi probleme

12. Reprezintã printr-un graf cazurile ce pot sã aparã în
rezolvarea urmãtoarelor probleme.
a) Dintre 5 monede identice ca mãrime ºi aspect,
una este mai uºoarã. Folosind o balanþã, determinã
prin cel mult douã cântãriri moneda mai uºoarã.
b) Dintre 5 monede identice ca mãrime ºi aspect,
una este de masã diferitã faþã de celelalte (fiind mai
uºoarã sau mai grea!). Folosind o balanþã, determinã
prin cel mult trei cântãriri moneda diferitã.

A
B

E

D

C

10. Arborele de mai jos redã meciurile de cupã a 8
finaliºti. În aceastã competiþie, nu toþi jucãtorii se
confruntã între ei. Care sunt acei jucãtori care nu se
confruntã direct?

A

A

A

C

G

E

E

C

G

E
D

H

F

A

B

Imagineazã-þi metode prin care acest tip de
organizare a finalelor unor concursuri poate fi
îmbunãtãþit.

11. Într-o competiþie de 8 jucãtori, de tipul
celei de mai sus, numãrul celor în-
vinºi de campion este 3. Câte meciuri
ar mai fi necesare pentru a afla care
este cel mai bun dintre cei 3?
Foloseºte graful alãturat.

B

B

B

C

E

7. Determinã ordinul fiecãrui nod al grafului de mai jos.

Dacã acest graf este
reprezentarea schematicã a
reþelei de troleibuze a unui
oraº, ar putea fi parcursã
reþeaua de un troleibuz, care
trece pe fiecare stradã o
singurã datã?

1. Afluenþii unui râu pot fi reprezentaþi sub forma unui
graf arbore. Deseneazã graful ce reprezintã râul Olt
ºi afluenþii lui.

2. Trei prieteni, notaþi A, B, C, joacã tenis de câmp
dupã sistemul „învingãtorul rãmâne“. Reprezintã
printr-un graf situaþiile ce pot sã aparã dupã 5 jocuri,
dacã prima datã joacã A cu B.

3. Deseneazã un graf complet care are 7 noduri.
Marcheazã un circuit pe acest graf.

4. În care dintre urmãtoarele situaþii putem reprezenta
datele printr-un arbore?
a) Reþeaua de strãzi dintr-un cartier.
b) Reþeaua de distribuþie a apei potabile a unui oraº.
c) Reþeaua de distribuþie a gazului metan într-un oraº.

5. Deseneazã figurile, fãrã a ridica creionul de pe hârtie.

6. Transpune într-o problemã despre grafuri întrebarea
urmãtoare.
Existã un traseu pe care îl parcurge calul pe o tablã
de ºah cu dimensiunile 4 D 4 astfel încât acesta sã
treacã prin fiecare câmp al tablei o singurã datã?
(Vã reamintim cã, la ºah, calul se mutã în formã de
L, ca în figura alãturatã).

Este util ca în graful cerut sã
uneºti printr-o muchie oricare
douã câmpuri între care
poate fi mutat calul.

8. Deseneazã:
a) un graf conex complet;
b) un graf conex care nu este complet.

9. Câte configuraþii diferite pot forma 3 pioni albi ºi
4 negri aºezaþi pe o tablã de ºah 3 D 3? Foloseºte
grafuri pentru a numãra aceste configuraþii.

13. Reprezintã cu ajutorul unui graf orientat funcþia:

: {0;1; 2} {1; 2; 3; 4}, ( ) 1  f f x x .
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14. În graful urmãtor precizeazã nodurile ºi muchiile
acestuia. Dã exemplu de noduri adiacente ºi de
muchii adiacente. 1

2

3

4

5
6

7

8

9

10

11

15. Identificã perechi de grafuri izomorfe printre grafurile
reprezentate mai jos.

16. Fie mulþimile A = {x | x oraº în Europa},
B = {y | y þarã în Europa} ºi aplicaþiile:
f (oraº x) = þara y pe teritoriul cãreia se gãseºte oraºul x.
g(þarã y) = oraºul x de pe teritoriul þãrii y.
Stabileºte natura acestor aplicaþii.

24. Fie graful de mai jos:

a) Determinã mulþimea nodurilor ºi mulþimea arcelor.
b) Numeroteazã nodurile ºi reprezintã printr-o
diagramã cu sãgeþi aplicaþia multivocã a mulþimii
nodurilor în ea însãºi, care defineºte acest graf.

21. Cinci depozite fac schimb de mãrfuri (distribuie
produse ºi se aprovizioneazã) astfel:

– depozitul A face schimb de mãrfuri cu depozitele D, F;
– depozitul B face schimb de mãrfuri cu depozitele A, C;
– depozitul C face schimb de mãrfuri cu depozitele D, E;
– depozitul D face schimb de mãrfuri cu depozitul F.

a) Traseazã graful care descrie relaþiile dintre cele
5 depozite.

22. Se considerã urmãtorul graf:

23. În graful urmãtor, eliminã numãrul minim de muchii
astfel încât graful obþinut sã nu mai conþinã circuite.

a) Stabileºte gradul fiecãrui nod.
b) Calculeazã suma tuturor gradelor ºi comparã
aceastã sumã cu numãrul muchiilor.
c) Determinã numãrul de noduri impare.
d) Indicã un drum determinat de 4 noduri ºi un circuit
cu 3 noduri.
e) Existã un drum care sã treacã o singurã datã prin
toate nodurile? Dar un circuit cu aceeaºi proprietate?

18. Caracterizeazã cu ajutorul ordinului unui nod:
a) funcþiile injective;  b) funcþiile surjective.

19. Deseneazã un graf de ordin 5 în care toate nodurile
sã fie impare. Este posibilã problema? Justificã.

20. Traseazã un graf de ordin 6 în care toate nodurile
sã fie pare.

25. Rezolvã cu ajutorul unui graf arbore ecuaþia:
| | 2 1|| 7  x x .

26. Determinã toate tipurile de grafuri arbore care au ºase
noduri. Deci trebuie sã desenezi câteva grafuri cu
proprietãþile: oricare douã nu sunt izomorfe ºi oricare
alt graf arbore cu ºase noduri este izomorf cu unul
dintre cele desenate.

17. a) Demonstreazã cã, în orice graf, suma ordinelor
tuturor nodurilor este egalã cu dublul numãrului de
muchii.
b) Reprezintã printr-un graf arborele genealogic al
familiei voastre.

b) Se stabileºte un tip nou de regulã ºi anume:  fiecare
depozit este într-una dintre urmãtoarele douã situaþii:
sau se aprovizioneazã (primeºte produse) sau
distribuie produse. În rest, rãmân aceleaºi relaþii între
depozite. Traseazã graful care descrie noua situaþie.

27. Deseneazã graful corespunzãtor urmãtoarei aplicaþii
multivoce. Mulþimea nodurilor este {A, B, C, D, E},
iar aplicaþia realizeazã asocierile:
A  {B; C};  B  {A; E}; C  {A}; D  ; E  {B}.
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1. Pentru graful alãturat:
a) precizeazã numãrul de noduri ºi numãrul de muchii;
b) determinã ordinul fiecãrui nod;
c) identificã douã trasee care unesc A cu E;
d) precizeazã un circuit al grafului;
e) eliminã cât mai puþine muchii pentru ca graful rãmas sã fie un arbore.

2. Reprezintã printr-un graf relaþia de divizibilitate între numerele naturale de la 1 la 10, unind printr-o muchie acele
numere diferite care au proprietatea cã unul dintre ele îl divide pe celãlalt. Existã pe acest graf drumuri de
lungime 5?

3. Foloseºte graful situaþiilor posibile pentru a calcula numãrul variantelor de rãspuns la un test-grilã format din
5 întrebãri la care se rãspunde DA sau NU.

4. Doi prieteni joacã tenis de câmp dupã sistemul „cel mai bun din 5 seturio. Reprezintã printr-un graf toate situaþiile
ce pot sã aparã.

Test de verificare

Lecturã

6tudiul unor structuri de tip graf a fost lansat pentru prima datã de Leonhard Euler în 1736. El a pornit de la problema
celor ºapte poduri din Konigsberg. Enunþul acestei probleme este urmãtorul: existã un traseu astfel încât fiecare dintre cele
ºapte poduri sã fie traversat o singurã datã"

6e poate observa imediat cã itinerariul nu poate sã înceapã ºi nici sã se termine
în cel puþin douã dintre cele patru regiuni I pânã la IV. In aceste regiuni se intrã ºi se
iese. 7otuºi, deoarece în fiecare regiune se poate ajunge printr-un numãr impar de
poduri, un astfel de itinerar nu este posibil. Euler ºi-a pus o problemã mai generalã:
în ce condiþii un graf conex dat poate fi parcurs pe un drum închis astfel încât fiecare
muchie sã se acopere exact o datã" 8n drum de acest tip existã dacã ºi numai dacã în
fiecare nod se întâlnesc un numãr par de muchii.

2 altã problemã celebrã care a dus la dezvoltarea teoriei grafurilor este cea a trasãrii unei hãrþi folosind numai patru
culori. 6e demonstreazã relativ uºor cã sunt suficiente cinci culori pentru a colora orice hartã. &artografii ºtiu din experienþã
cã o hartã politicã poate fi desenatã cu patru culori astfel încât douã þãri cu frontiera comunã sã fie colorate diferit.
Problema dacã aceste patru culori sunt suficiente întotdeauna nu a putut fi demonstratã, însã ea a condus la dezvoltãri
matematice extrem de interesante ºi utile.

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã identific tipul unui graf ºi elementele sale
 sã transpun în reprezentare pe graf o problemã datã
 sã utilizez grafuri pentru a determina soluþii ale unor probleme
 sã descriu toate variantele unei probleme cu ajutorul grafurilor?

$

&

('

%

F
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Operaþii cu
numere reale

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. a) 2,3 + 1,8 = 3,1 b) 1,3 + 4,7 = 6 c) 1,4 – 0,6 = 2 d) 4,3 – 1,7 = 2,7

2. a) 2,13 > 3,1 b) 0,472 < 0,51 c) 1,3 + 0,7 U 1,3 + 0,2 d) 3,5 + 0,2 > 1,2 + 2,5.

3. Numãrul de muchii ale unui cub este:
a) 3 b) 4 c) 8 d) 12.

4. Numãrul de vârfuri ale unei prisme triunghiulare este:
a) 3 b) 4 c) 8 d) 12.

5. Dacã o piramidã are 10 feþe, atunci numãrul de muchii ale sale este:
a) 5 b) 6 c) 8 d) 10.

Elemente de
geometrie

Rezolvarea
ecuaþiilor

Vectori

Logicã

Alege rãspunsurile corecte!

Numãrare

Unitatea de învãþare 7

Test iniþial de autoevaluare

Indicã propoziþiile adevãrate.

6. a) 2x + 3 = 1,6     b) x2 – 2x – 4 = 0 c) 2x + 1 = 9 d) log2x = 5     e) 2 3x – .

Rezolvã ecuaþiile!

7. Deseneazã vectorul CD


, egal cu
vectorul AB


.

A

B

C

8. Pe hexagonul regulat de mai jos, repre-
zintã suma AB FE

 
, apoi vectorul DE


.

A

B C

D

F E

9. Precizeazã dacã raþionamentul urmãtor este corect.
Astãzi nu este ziua în care se joacã meciul. Dacã meciul s-ar juca astãzi, stadionul ar
fi plin de oameni, dar eu vãd cã nu este nimeni aici.

10. Scrie enunþul obþinut prin negarea urmãtoarei propoziþii:
Dacã o piramidã are ca bazã un hexagon, atunci numãrul sãu de muchii este 12.

11. Calculeazã câte numere naturale sunt între 102 ºi 347, inclusiv.

13. Aflã câte drumuri existã pe graful urmãtor
între A ºi B.

12. Identificã numãrul pãtratelor din figurã.

Rãspunde la întrebãri!
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O gamã variatã de probleme cotidiene poate fi abordatã cu ajutorul grafurilor. În
aceste cazuri, folosind metode specifice de analizã, se pot lua decizii eficiente.

Exemplul 1: Liderul de grup
Diriginta clasei a XI-a C vrea sã analizeze relaþiile de simpatie ºi de antipatie ale

membrilor unui grup de lucru.
Pentru aceasta, ea a aplicat un test sociologic ºi a reprezentat informaþiile obþinute

sub forma unor grafuri orientate. În desenul de mai jos, apare graful obþinut din
rãspunsurile la întrebarea: „Atunci când primeºti o problemã de rezolvat, cu care
dintre membrii grupului ai vrea sã discuþi mai întâi?”

Gabriel

Elena Rodica

Sorin Iulia
 Eºti de aceeaºi pãrere cu
diriginta clasei? Pe ce crezi
cã s-a bazat ea când a formu-
lat aceste concluzii?

Din aceastã reprezentare, diriginta a concluzionat cã Elena are probleme de
acceptare în grup, precum ºi cã Iulia este liderul echipei.

Exemplul 2: Strategia de joc
Pentru a analiza relaþiile de joc, antrenorul echipei de fotbal F.C. Valencia, Sánchez

Flores, a reprezentat modul în care sunt date de obicei pasele între jucãtori. El a
obþinut graful orientat de mai jos:

Cañizares

Miguel

Ayala

Carboni

Baraja

Albelda Angulo

Kluivert

Aimar
Rufete

Edu

Prin aceastã schemã, el a vãzut cã flancul drept al echipei are nevoie de
antrenamente speciale, deoarece contraatacurile desfãºurate pe aceastã parte
necesitã prea multe pase pentru a duce mingea în faþa porþii adverse.

Exemplul 3: Hãrþile conceptuale
Veronica vrea sã îºi recapituleze materia din clasa a X-a. Ca sã înþeleagã mai

bine legãturile între diferite noþiuni, ea a întocmit o hartã a conceptelor, adicã un graf
orientat, în care nodurile sunt conceptele învãþate, iar douã concepte sunt unite printr-un
arc dacã existã un rezultat care le leagã. De exemplu, reprezentarea schematicã:

radicalecuaþie de
gradul 2

Analizeazã graful relaþiilor
de joc ºi rãspunde! Care crezi
cã este cel mai important
jucãtor din aceastã echipã?
De ce?

poate sã însemne: „rezolvarea ecuaþiei de gradul 2 se face cu o formulã care conþine
radicali”.

Observãm ºi explorãm!

Drumuri în grafuri – optimizare

Problema optimizãrii
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În acest fel, pentru o parte din materia clasei a X-a, Veronica a obþinut urmãtoarea
hartã a conceptelor:

Enunþã trei dintre rezulta-
tele care au condus-o pe
Veronica la trasarea arcelor
din hartã.

vector

adunare

înmulþire

coordonate ecuaþii

vectori proporþionali

vectori perpendiculari

lungime

drepte paralele

drepte perpendiculare

arie

Harta realizatã a ajutat-o pe Veronica sã înþeleagã mai bine noþiunile de geometrie
învãþate.

În general
Reprezentãrile cu grafuri pot conduce la o înþelegere rapidã a situaþiei analizate.
Ele pot fi folosite în situaþii foarte diverse.

Exerciþii ºi probleme

1. Putem transforma o hartã, cu ajutorul unui graf,
prezentând schematic þãrile ºi modul în care ele se
învecineazã.

A

B

C

D

A

B

D

C

a) Transformã într-un graf porþiunea din harta Europei
reprezentatã mai jos.

AUSTRIA

ANDORRA

SERBIA

ALBANIA

LITHUANIA

MONTENEGRO

BOSNIA

CROATIA
SLOVENIA

MACEDONIASPANIA

PORTUGALIA

FRANÞA

ITALIA

GERMANIA

UNGARIA

MAREA
BRITANIE

BELGIA

ELVEÞIA

IRLANDA

POLONIA

CEHIA
SLOVACIA

O
LA

N
D

A

DANEMARCA

LUX.

2. Fiecãrui poliedru i se asociazã graful vârfurilor ºi
muchiilor sale, printr-un procedeu de aplatizare.
De exemplu, piramidei VABCD de mai jos, i se poate
asocia oricare dintre grafurile alãturate.

a) Asociazã aceleiaºi piramide alte douã grafuri
(izomorfe cu cele de mai sus).
b) Reprezintã în douã moduri graful asociat prismei
ABCDEF din desen.
c) Deseneazã un poliedru corespunzãtor grafului de
mai jos.

V

A

B C

D

B

A C

D F

E

b) În ce caz graful asociat unei hãrþi este conex?
c) Imagineazã harta unei regiuni al cãrei graf asociat
este urmãtorul.

A

B

C

D

V
V

A B

C
D


Astfel, pentru harta de mai sus am înlocuit fiecare
þarã cu un nod al grafului, simbolizând capitala ºi
am trasat o muchie pentru fiecare porþiune de graniþã
comunã.
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Multe dintre problemele practice reprezentate prin grafuri necesitã determinarea
unor drumuri care verificã anumite proprietãþi.

Pentru grafurile în care numãrul vârfurilor este mic, putem rãspunde la o astfel de
întrebare descriind toate drumurile posibile. Dacã numãrul vârfurilor este însã mare,
acest procedeu poate sã ia mult prea mult timp. De aceea, suntem interesaþi sã
gãsim un algoritm, adicã o succesiune de reguli prin aplicarea cãrora determinãm
soluþia optimã pentru problema datã.

 Ce este un circuit eulerian?

Sã analizãm!
Cartierul în care locuieºte Mircea are forma

din imaginea alãturatã.
În fiecare searã, atunci când se plimbã cu

bicicleta, Mircea pleacã de la locuinþa sa
(marcatã printr-un punct pe hartã) ºi încearcã
sã treacã pe toate strãzile cartierului o singurã
datã. Pentru a gãsi un astfel de circuit, el a
reprezentat schematic cartierul sub forma
grafului de mai jos, în care nodurile sunt
intersecþiile, iar muchiile sunt strãzile cartierului.

Piatra
 C

raiului

Virtuþii

R
etezat

Pietre
le D

oamne
i

Gurghiului
Independenþei Nucº

oara

N

E

S

V

C

A

D

B
 Pe schiþa sub formã de
graf a cartierului lui Mircea,
identificã strada Indepen-
denþei ºi locul din care
pleacã Mircea la plimbare.

Analizãm ºi generalizãm!

Drumuri optime în grafuri

Mircea are trei posibilitãþi de pornire de acasã: pe strada Gurghiului, pe Retezat
spre Piatra Craiului sau pe Retezat spre Nucºoara (acestea sunt marcate pe graf prin
muchiile AB, AC, respectiv AD). El trebuie sã revinã (cel puþin la sfârºit!) în punctul
A, pe o altã stradã (muchie) decât cea pe care a plecat. De aceea, una dintre aceste
muchii ale grafului nu poate fi închisã într-un astfel de circuit.

În general

Un circuit al unui graf se numeºte circuit eulerian, dacã poate fi parcurs în întregime
trecând o singurã datã prin fiecare muchie a grafului dat. Un graf este eulerian dacã
are cel puþin un circuit eulerian.

Leonard Euler
(1707 - 1783)

 Identificã pe harta alã-
turatã douã circuite distincte,
pornind din punctul marcat.

Exemple
Urmãtoarele grafuri conþin circuite euleriene.
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Sã presupunem cã graful are un circuit eulerian. Marcãm pe
acest circuit direcþia de parcurgere; atunci numãrul arcelor care
intrã într-un nod este egal cu numãrul arcelor care ies din acesta.
Deci fiecare nod are ordin par.

Fie acum un graf conex, în care fiecare nod are ordin par ºi
fie D = A

0
A

1
A

2
 ... A

r –1
A

r
 un drum de lungime maximã în graful dat, care nu trece de

douã ori prin aceeaºi muchie (dar care poate trece de mai multe ori prin acelaºi nod).
Deoarece D este de lungime maximã, toate muchiile care pleacã din A

r
 sunt deja

conþinute în D  ...  .
Deoarece numãrul acestor muchii este par, deducem cã Ar ºi A

0
 coincid  ... , deci

D este un circuit. Sã presupunem prin absurd cã D nu este circuit eulerian; existã
atunci o muchie BC neparcursã de D, care are un capãt (sau amândouã) printre
punctele A

0
, A

1
, ..., Ar  ...  .

Pentru a putea urmãri raþionamentul, analizãm graful de mai jos ºi presupunem C = A
2
.

Considerãm drumul BCA
3
A

4
 ... ArA1

A
2
, care are lungime cu 1 mai mare decât D,

ceea ce contrazice alegerea acestuia  ... .
Contradicþia obþinutã aratã cã circuitul D parcurge toate muchiile grafului o singurã

datã, deci D este circuit eulerian.

A C  = 2

A5

A4

A3
A1

A0

B

D

A C  = 2

A5

A4

A3
A1

A0

B

D

Sã aplicãm!
Graful din imaginea alãturatã are toate nodurile de ordin par,

deci este un graf eulerian. Practic, asta înseamnã cã putem
reproduce desenul fãrã sã ridicãm creionul de pe coala de hârtie.

Demonstreazã cã un graf
are un drum eulerian dacã ºi
numai dacã numãrul nodu-
rilor de ordin impar este 2.
Pentru demonstraþie, adau-
gã o muchie la acest graf ºi
aplicã teorema anterioarã!

 Ce este un circuit hamiltonian?

Sã presupunem cã, în loc de un circuit care trece prin fiecare muchie a unui graf
o singurã datã, cãutãm un circuit care trece prin fiecare nod al grafului o singurã datã.
Astfel de probleme apar în practicã, de exemplu, în legãturã cu aprovizionarea unor
magazine printr-un acelaºi transport de marfã.

Sã analizãm!
În cartierul Laviniei, la fiecare colþ de stradã este un chioºc al

firmei „Util”. În fiecare dimineaþã, un microbuz al firmei pleacã de
la depozitul D ºi aprovizioneazã toate chioºcurile.

Pentru a scurta drumul, ºoferul microbuzului a identificat
circuitul marcat pe desen, care trece o singurã datã prin fiecare
nod al grafului.

 Analizeazã schema
cartierului Laviniei ºi gãseºte
un alt circuit care trece prin
toate nodurile.

D

În enunþul alãturat, apare
exprimarea „dacã ºi numai
dacã”. Cum se reflectã
aceastã formulare în demon-
straþie?

Urmãreºte demonstraþia
ºi rãspunde. Unde folosim
ipoteza cã fiecare nod are
ordin par?

Sã demonstrãm!
Un graf conex este eulerian dacã ºi numai dacã fiecare nod are ordin par.

Traseazã un graf care are
toate nodurile de ordin par.
Propune unui coleg sã reali-
zeze un circuit eulerian în
acest graf.
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Denumirea de graf hamiltonian provine de la jocul lansat în 1859 de cãtre
matematicianul William Hamilton (1805-1865). „Câmpul de joc” este un dodecaedru
regulat, adicã un corp geometric cu toate feþele pentagoane regulate. Jocul are un
singur jucãtor ºi presupune gãsirea unui circuit pe muchiile dodecaedrului, care sã
treacã prin fiecare vârf o singurã datã.

Pentru ca jucãtorul sã poatã face încercãri, Hamilton a realizat dodecaedrul din
lemn ºi a montat în fiecare vârf câte un cui; prin întinderea unui fir de aþã între aceste
cuie, se putea vizualiza traseul parcurs.

Pentru a putea analiza ºi noi aceastã problemã, desenãm graful planar asociat
dodecaedrului. (E ca ºi cum am „întinde” feþele pânã când dodecaedrul se aplati-
zeazã!). Un circuit hamiltonian este marcat pe figura 2.

Dodecaedrul regulat este
un poliedru cu 12 feþe, 20 de
vârfuri ºi 30 de muchii.

Fig. 1 Fig. 2

Nu se cunosc condiþii necesare ºi suficiente pentru a decide dacã un graf dat
este sau nu hamiltonian. Câteva rezultate parþiale sunt enunþate în continuare.

Sã verificãm!
1) Orice graf complet (în care fiecare douã noduri sunt unite

printr-o muchie) este hamiltonian.
Verificã aceastã teoremã pentru graful complet cu 5 noduri din

figura alãturatã.

Pe graful asociat octaedru-
lui regulat, denumeºte toate
nodurile, prin corespondenþã
cu vârfurile octaedrului.

Existã cinci poliedre regu-
late: tetraedrul regulat, cubul,
octaedrul regulat, dodecaedrul
regulat ºi icosaedrul regulat.

A B

CD

E

F

A E

B

3) Dacã G este un graf cu n U 3 noduri, astfel încât ordinul
fiecãrui nod este cel puþin 2

n , atunci G este hamiltonian.

Verificã aceastã teoremã pentru graful din figura alãturatã.
Rezultatul enunþat a fost

demonstrat de Dirac, în 1952.

În general

Un circuit al unui graf se numeºte circuit hamiltonian, dacã poate fi parcurs trecând
prin fiecare nod o singurã datã. Un graf este hamiltonian dacã are cel puþin un circuit
hamiltonian.

 Decupeazã din carton
douã figuri de forma celei de
mai jos ºi construieºte un
dodecaedru.

2) Grafurile asociate poliedrelor regulate sunt hamiltoniene.
Verificã aceastã teoremã pentru graful asociat unui octaedru regulat, desenat în

figura de mai jos.
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L

B

Pentru fiecare drum între L ºi B, domnul Popescu a definit „lungimea drumului” ca
fiind numãrul de semafoare întâlnite în cale. De exemplu, drumul marcat pe figurã are
lungimea 6.

Deoarece este dificil sã identifice toate drumurile posibile între L ºi B, domnul
Popescu a adoptat o altã strategie: a alocat fiecãrui semafor un numãr natural, egal
cu lungimea minimã a unui drum de acasã pânã la semaforul respectiv.

El a procedat astfel:
• a ataºat nodului L numãrul 0, iar nodurilor legate

prin muchii de L – numãrul 1;
• pentru fiecare nod care nu a fost încã marcat,

legat prin muchii de nodurile marcate cu 1, a ataºat
numãrul 2;

• a continuat la fel, ataºând nodurilor numere
consecutive, pânã când a marcat toate nodurile.

În acest fel, domnul Popescu a demonstrat cã drumul minim de acasã pânã la
serviciu are lungimea 4.

L

B

0

1

2

2

2

1

2
Continuã algoritmul ºi

asociazã fiecãrui nod al gra-
fului un numãr natural.

Sã aplicãm!
Pentru graful asociat unui dodecaedru regulat, din

figura alãturatã, determinãm drumul de lungime minimã
dintre nodurile A ºi B. Pentru aceasta, am etichetat
unele dintre nodurile grafului conform algoritmului de
mai sus. Continuã etichetarea, pânã ajungi la B.

Demonstreazã apoi cã între oricare douã noduri ale
acestui graf, existã un drum de lungime mai micã sau
egalã cu 5.

Prin algoritmul de etichetare a nodurilor, determinãm
lungimea drumului minim între douã noduri ale unui graf. Pentru a obþine însã efectiv
un astfel de drum minim, este nevoie sã organizãm datele, astfel încât succesiunea
paºilor fãcuþi sã poatã fi reconstituitã.

În general
Lungimea minimã a unui drum între douã noduri ale unui graf conex se poate

determina prin algoritmul de etichetare succesivã a nodurilor, descris anterior. Drumul
minim este format din muchii care unesc noduri marcate cu numere consecutive.

A

B




Identificã un alt drum de
la locuinþã pânã la biroul
domnului Popescu.

 Cum determinãm drumuri de lungime minimã?
Sã analizãm!

În fiecare dimineaþã, domnul Popescu pleacã de acasã la serviciu cu maºina
personalã. Pentru a scurta timpul de deplasare, el a cãutat un traseu care sã conþinã
cât mai puþine intersecþii, din cauza perioadei de aºteptare la semafor. Harta zonei în
care locuieºte domnul Popescu este reprezentatã schematic în imaginea de mai jos,
în care L ºi B reprezintã locuinþa, respectiv biroul sãu.

Câte semafoare sunt în
cartierul domnului Popescu?

11

13

Deseneazã un drum
oarecare de la L la B ºi aflã
lungimea acestuia.

12

Marcheazã pe schiþa car-
tierului fãcutã de domnul
Popescu un drum de lungime
4 între locuinþã ºi birou.

14
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Exemplu
Sã considerãm graful din imaginea

alãturatã, în care am notat nodurile cu litere de
la A la J. Vrem sã determinãm drumurile de
lungime minimã care unesc nodul A cu celelalte
noduri ale grafului. Pentru aceasta, ataºãm
nodului A numãrul 0, nodurilor B, C ºi D numãrul
1 ºi aºa mai departe, ca în algoritmul folosit
de domnul Popescu.

Reþinem ordinea ºi motivul pentru care marcãm un nod, în graful-arbore de mai jos.

A

B

C

D

F

G

H

E

I

J

 În graful-arbore al dru-
murilor minime, fiecare nod
apare pe un singur nivel.

Explicã modul în care a
fost alcãtuit graful-arbore
alãturat. Procedeazã la fel
pentru graful cartierului
domnului Popescu.

Observând acest mod de organizare a datelor, putem afirma cã:
• existã douã drumuri minime, de lungime 2, între A ºi G; acestea sunt ABG ºi

ADG;
• existã un singur drum de lungime minimã de la A la E.

A

B

C

D

E

F

A

B

C

D

E

F

Fig. a Fig. b









0

Deducem cã drumul minim de la A la D are lungimea 4, iar de la A la F nu existã
un drum în graful dat.

Sã aplicãm!
Pentru graful din exemplul anterior, alcãtuieºte graful-arbore al drumurilor minime

cu un capãt în E. Demonstreazã cã existã un unic drum minim de la E la J.

15

Metodele prezentate mai sus pot fi aplicate analog ºi pentru grafuri orientate.
Singura deosebire, în acest caz, este aceea cã orientarea arcelor corespunde ordinii
crescãtoare a numerelor ataºate nodurilor.

Exemplu
Pentru graful din figura a) de mai jos, vrem sã determinãm lungimile minime ale

unor drumuri ce pleacã din A spre celelalte noduri. Prin ataºarea de numere consecu-
tive, obþinem figura b).

 Cum determinãm drumuri minime în grafuri orientate?

Deseneazã un graf orien-
tat în care drumul minim între
douã noduri sã aibã lun-
gimea 5.

16
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 Cum determinãm drumuri minime în grafuri ponderate?

Sã analizãm!
În vacanþa de varã, Iulia ºi colegii ei vor sã organizeze o excursie în

munþii Ciucaº. Iulia a procurat o hartã a masivului ºi a identificat trasee
turistice pe care le-ar putea parcurge.

Ca sã determine traseul optim între Cheia ºi Cabana Chiruºca, Iulia
a simplificat harta, reprezentând totul sub forma grafului ponderat de
mai jos.

Cabana 
Muntele Roºu

Cabana Chiruºca

La rãscruce

Casa 
Vânãtorului

Stâna din Zãganu

Cheia

2 km

3 km

2 km

2 km

3 km

2 km

4 km

Desigur, graful precizeazã doar lungimea unui traseu, nu ºi dificultatea acestuia,
dar, pentru un prim plan de cãlãtorie, este suficient ºi atât.

Iulia ar vrea sã determine algoritmic drumul minim, ºi nu prin încercãri. Ea ºi-a
imaginat cã, de-a lungul fiecãrui drum, sunt postate indicatoare la distanþa de 1 km
între ele. Prin reprezentarea acestor indicatoare pe graful traseelor, Iulia a obþinut un
graf mai detaliat în care toate muchiile au lungimea de 1 km.

M.R.

C. C.

R.

C. V.

S. Z.

C.

Eticheteazã nodurile gra-
fului ºi verificã afirmaþia Iuliei.
Identificã drumul minim de la
Cheia la Chiruºca.

În general

Drumurile minime dintr-un graf ponderat, în care muchiile au ca ponderi numere
naturale, se pot determina prin algoritmul de etichetare a nodurilor.

Pentru aceasta, adãugãm pe muchiile grafului dat noi noduri, astfel încât fiecare
muchie a grafului obþinut sã aibã ponderea 1.

Sã aplicãm!
Cãutând informaþii mai amãnunþite, Iulia a gãsit un ghid turistic despre munþii

Ciucaº, în care traseele turistice sunt prezentate mai detaliat. Din aceastã carte, ea
a înþeles cã importantã este nu doar lungimea unui traseu, ci, mai ales, timpul estimativ
în care acesta ar putea fi parcurs. De aceea, Iulia a refãcut graful de mai sus, precizând,
de data aceasta, timpul de parcurs. Ea ºi-a imaginat cã, de-a lungul unui traseu,

17

Iulia a aplicat, pentru acest graf, metoda de determinare a drumului minim prin
etichetarea succesivã a nodurilor. În acest mod, ea a demonstrat cã lungimea drumului
minim între Cheia (C) ºi Cabana Chiruºca (C.C.) este de 7 km.
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trebuie sã se odihneascã dupã fiecare orã de mers ºi a marcat pe graf locurile de
popas. Marcheazã ºi tu aceste noduri ale grafului, apoi determinã traseul ce poate fi
parcurs în timpul minim.

Cabana 
Muntele Roºu

Cabana Chiruºca

La rãscruce

Casa 
Vânãtorului

Stâna din Zãganu

Cheia

1 h

1 h

1 h

4 h

2 h

3 h

 Cum putem afla drumul minim în cazul unor grafuri cu ponderi arbitrare?

Algoritmul prezentat anterior nu poate fi aplicat decât în cazul în care ponderile
sunt numere naturale. În continuare analizãm un algoritm care se poate aplica în
cazul unor grafuri cu ponderi numere reale.

Sã analizãm!
Pentru graful ponderat din figura de mai jos, vrem sã determinãm lungimile drumurilor

minime de la A la toate celelalte noduri. Vom folosi un algoritm de etichetare succesivã
a nodurilor, asemãnãtor cu cel prezentat în paragraful anterior.

Acest algoritm a fost gãsit
de cãtre Dijkstra, în 1959.

B

A C

D

F
E

2,3 4,2
1,2

0,5

0,7
1

1,5

0,4
3,7

Iniþial, nodul A primeºte eticheta 0. La fiecare pas, determinãm toate muchiile
grafului, ce unesc noduri etichetate deja, cu noduri neetichetate încã. Dintre aceste
muchii, alegem acea muchie care are proprietatea cã suma e + p este minim posibilã,
unde e este eticheta nodului din capãt, iar p este ponderea muchiei.

e p e p
e  p+

Dupã ce am identificat aceastã muchie, etichetãm nodul „liber” cu  e + p ºi
continuãm analog, pânã când toate nodurile devin etichetate.

Etichetele obþinute sunt lungimile drumurilor minime de la A la nodurile grafului.
Organizãm datele într-un tabel, în care pe prima linie apare eticheta nodului, iar în

a doua linie apare nodul anterior:

A B C D E F 

      

      

 

Pentru fiecare nod al
grafului alãturat, determinã
muchia de pondere minimã
care pleacã din acel nod.

18
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Observãm cã, dacã la un pas alegem o muchie oarecare MN, unde M are eticheta
e, iar MN are ponderea p, tabelul se modificã aºa cum se aratã în continuare:

M

N
p

e

M

N

p

e

e  p+

Tabel iniþial  Tabel final

M N 

e 
Q 

M N 

e e + p
Q M 

Pentru graful de la care am pornit în exemplu, primii trei paºi ai algoritmului sunt
descriºi în continuare.

Pasul 1.

A B C D E F 

0 

– 

Pasul 2. Printre muchiile care pleacã din A, o identificãm pe cea de lungime
minimã; aceasta este AD. Atribuim punctului D eticheta 0,4 ºi înregistrãm faptul cã în
D am ajuns venind din A (adicã predecesorul lui D este A). Obþinem tabelul:

A B C D E F 

0 0,4 

– A 

Pasul 3. Considerãm muchiile care pleacã
din A sau D ºi ajung într-un nod fãrã etichetã.
Acestea sunt cele îngroºate pe figurã.

A C

D

F
E

2,3 4,2

0,71

0,4

3,7

0

B

Suma e + p (etichetã + pondere) este minimã pentru muchia DE; atribuim lui E
eticheta „sumã” 1,1 (adicã 0,4 + 0,7) ºi þinem minte cã predecesorul lui E este D.
Obþinem tabelul de mai jos:

Ce semnificaþie are punc-
tul Q care apare în tabel?
20

A B C D E F 

0 0,4 1,1 

– A D 

În general

Lungimea unui drum minim este eticheta atribuitã nodului þintã, iar un astfel de
drum se aflã scriind succesiv predecesorii nodului þintã.

Acest algoritm, numit algoritmul Dijkstra, determinã drumul minim de la un nod al
unui graf ponderat la orice alt nod al grafului.

Verificã lungimea unui
drum minim de la A la F
folosind algoritmul Dijkstra.

Sã aplicãm!
Din calculele fãcute mai sus, am obþinut cã:
• drumul minim de la A la E are lungimea 1,1;
• un astfel de drum este  E © D © A.
Analog, deducem cã, spre exemplu, drumul minim dintre A ºi F este ADEF ºi are

lungimea 1,6.

 21

Pornim din A. Marcãm
acest lucru în tabel astfel:
– A primeºte eticheta 0.
– Nu existã un nod anterior
lui A (marcãm –).

Marcãm în tabel:
– D primeºte eticheta 0,4.
– Nodul anterior lui D este A.

Marcãm în tabel:
– E primeºte eticheta „sumã”
1,1.
– Nodul anterior lui E este D.

Continuã algoritmul ºi
eticheteazã toate nodurile
grafului.

19
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A

B

35

40

25
25

25

3530

10

10

1020

40
5

Exerciþii ºi probleme

1. Raluca a desenat pe o foaie de hârtie figura de mai
jos, din care se obþin cele 7 piese ale jocului numit
Tangram. Ea ar vrea sã decupeze toate piesele
jocului, printr-o miºcare continuã a foarfecii. Ce crezi,
va reuºi?

2. Realizeazã desenele urmãtoare printr-o singurã
trãsãturã de creion. Formuleazã problema în termeni
de grafuri.

3. Un grup de excursioniºti trebuie sã ajungã de la ca-
bana A la cabana B. Ei se pot deplasa pe traseele
turistice reprezentate pe hartã, unde numerele de
pe acestea reprezintã timpul de mers (în min.)
Care este drumul ce poate fi parcurs cel mai repede?

7. Reprezintã cu ajutorul unui graf orientat funcþia
descrisã prin urmãtorul tabel de valori:

x 1 2 3 4 
f(x) 2 4 5 3 

8. Pentru mulþimea {1, 2, 3, 4}, reprezintã printr-un graf
orientat relaþia „mai mic decât”. Câte drumuri are acest
graf?

b) Pe tabla de ºah, turnul se poate muta doar pe
orizontalã sau verticalã.

B

A Asociazã unei table 4 D 4 graful
mutãrilor turnului.
Formuleazã în termenii teoriei
grafurilor problema:
Pe tabla 4 D 4 din figurã, vrem sã
determinãm modul în care mutãm

turnul, pentru a ajunge din A în B trecând prin toate
cãsuþele câte o datã.

6. a) Pentru a determina drumul minim dintre nodurile
A ºi B din graful de mai jos, Marian a început sã
completeze tabelul etichetelor ºi predecesorilor, aºa
cum a învãþat la ºcoalã.

Continuã algoritmul ºi determinã drumul minim de la
A la B.
b) În rezolvarea unei probleme asemãnãtoare, Sorin a
completat tabelul, dar nu mai ºtie care este graful de la
care a pornit. Ajutã-l pe Sorin ºi deseneazã un graf
corespunzãtor tabelului de mai jos. Este soluþia unicã?

5. a) Pe tabla de ºah, calul se poate muta în formã de
L, aºa cum se aratã în desen.

Asociazã unei table 3 D 3 graful
mutãrilor calului.
Formuleazã în termenii teoriei
grafurilor problema urmãtoare:
Pe o tablã de ºah n D n, poate calul
sã treacã o datã prin fiecare pãtrãþel
al tablei?

4. În desenul alãturat
este reprezentatã
reþeaua de ºosele
ale unui judeþ ºi dis-
tanþele între prin-
cipalele localitãþi. O
firmã de transport
vrea sã determine
drumuri între A ºi B, ce nu conþin circuite ºi au lungime
minimã (pentru cãlãtori grãbiþi), respectiv lungime
maximã (pentru turiºtii ce vor sã viziteze cât mai
multe obiective). Foloseºte un graf arbore (în care
treci, pentru fiecare localitate, continuãrile posibile
ale unui drum fãrã circuite) pentru a determina
variantele necesare firmei.

A

D F

E
H

G

B

C

60

50

45
40

25 30

20

15 20

2220

17

16
71

A B C D E F 
0 2,4 
– A 

A B C D E 
0 0,2 0,9 1,2 0,7 
– A E B B 
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În reþeaua alãturatã (care include ºi o
linie de centurã), toate nodurile au ordine
impare. În acest caz, orice nod trebuie sã
fie capãtul unei curse deoarece, în caz
contrar, douã curse diferite vor avea o
porþiune comunã de drum. Deducem cã
numãrul minim de curse ar putea sã fie 4.
O posibilã soluþie este considerarea
traseelor:
A-F-G-H-D-C;   H-C-B-G;   B-A-E-F;  E-D.

În general, este dificil de determinat sistemul optim de transport, adicã sistemul
cu numãr minim posibil de curse. În mod sigur însã, un astfel de sistem existã.
Putem face câteva precizãri despre situaþia optimã.

A E

F

G

H
D

C

B

1) Douã curse diferite nu pot avea acelaºi capãt.

Dacã existã o cursã între A ºi B ºi
o alta între A ºi C, le putem înlocui cu
o „cursã directã” B-A-C. Astfel, numãrul
de curse scade cu 1 ºi gãsim o
repartizare mai bunã a curselor.

Astfel de situaþii sunt des
întâlnite în organizarea mer-
sului trenurilor, în care cursele
pe distanþe lungi sunt pre-
ferate unora locale.

A

B C

Determinarea unor drumuri optime în grafuri apare ca o necesitate în multe situaþii
din viaþa cotidianã. Cunoaºterea unor algoritmi specifici de rezolvare a acestor
probleme poate sã ne ajute în alegerea variantei optime în situaþii în care necesitã
analiza multor cazuri greu de inventariat.

Exemplul 1: Optimizarea reþelelor de transport

Societatea de transport „Troleibuzul” hotãrãºte sã-ºi reorganizeze cursele, fãrã
sã-ºi schimbe reþeaua de cabluri existentã. Societatea doreºte sã facã acest lucru
astfel ca fiecare porþiune de drum sã fie parcursã de un singur troleibuz; pasagerii
urmeazã sã se transfere de la o cursã la alta, pânã când ajung la destinaþie. Oricât de
complicatã ar fi reþeaua, este întotdeauna posibil sã gãsim un astfel de sistem de
curse. Pentru aceasta, e suficient sã stabilim pe fiecare porþiune de reþea, între douã
intersecþii consecutive, câte o cursã care sã facã naveta. Aceasta ar necesita însã
un numãr mare de curse, care ar face cãlãtoria dificilã ºi ar mãri costurile de exploatare.
Trebuie deci determinat numãrul minim de trasee necesare, pentru ca transportul sã
se optimizeze.

Într-un oraº mic, cu puþine drumuri de transport, soluþia se gãseºte uºor.

De exemplu, pentru o reþea ca în
figura alãturatã, sunt suficiente douã
curse. Capetele acestor curse vor fi în
nodurile de ordinul 1 ale grafului, care sunt
A, B, C ºi D.

Determinã ºi alte trasee
care acoperã fiecare reþea
desenatã.

A

B

C

D

Aplicãm ºi dezvoltãm!

Optimizarea circuitelor

2) Dacã fiecare nod al reþelei este de ordin par, atunci este suficientã o singurã
cursã. În acest caz, cursa parcurge într-un circuit întreaga reþea.
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distribuþia nodurilor
(graf nul)

primul pas

al doilea pas

Exemplul 2: Jocul de tenis

Andrei, Bogdan, Claudia, Dan, Elena ºi Florin
au jucat tenis de masã dupã sistemul „învingãtorul
continuã”. Jocul a fost pasionant pentru cã nimeni
nu a reuºit sã învingã în douã partide consecutive.
Se ºtie cã Dan a jucat cu toþi prietenii, în afarã de
Florin, iar Florin a jucat de câte douã ori cu fiecare
dintre ceilalþi (desigur, fãrã Dan!). S-au mai jucat
partidele Andrei-Bogdan, Bogdan-Elena ºi Claudia-
Andrei. ªtiind cã la primul joc a participat Claudia,
vrem sã aflãm cine a câºtigat în ultimul joc.

Pentru aceasta, reprezentãm situaþia jocurilor printr-un multigraf în care nodurile
simbolizeazã jucãtorii, iar muchiile sunt jocurile disputate.

Într-adevãr, la orice trecere printr-un nod, existã
un drum pe care cursa vine ºi un drum pe care
pleacã. Cum numãrul de muchii cu capãtul în nod
este par, cursa îºi poate continua de fiecare datã
drumul pe o altã porþiune de traseu.

De exemplu, pentru reþeaua de transport
alãturatã, un posibil circuit este

A-B-C-G-D-C-E-B-F-A-E-D-A  Identificã ºi alte circuite
pentru reþeaua desenatã.

Precizeazã un traseu prin
care poate fi parcursã
reþeaua de mai jos. Este util
sã identifici mai întâi capetele
traseului.

Tot o singurã cursã este suficientã ºi dacã reþeaua are exact douã noduri de
ordin impar. În acest caz, cursa are capetele în nodurile impare ale grafului.

3) Numãrul minim de curse necesar parcurgerii reþelei este cel puþin egal cu
jumãtate din numãrul de noduri de ordin impar.

Aceasta deoarece în orice nod de ordin impar trebuie sã se afle capãtul unei
curse ºi orice cursã, care nu e un circuit are douã capete.

A

D

C

G

B

E

F

A

F

E

DC

B

Succesiunea de partide, în care câºtigãtorul rãmâne sã joace ºi partida urmãtoare
(dar pe care o pierde – conform precizãrii din enunþ!) se transpune într-un drum eulerian
pe graful reprezentat.

Acest graf are douã noduri impare – ºi anume, A ºi B; deci Andrei ºi Bogdan sunt
printre jucãtorii din prima ºi din ultima partidã. Deoarece Claudia a jucat în prima
partidã, iar Claudia ºi Bogdan nu au disputat nici un joc, înseamnã cã prima confruntare
a fost între Andrei ºi Claudia. De aceea, în ultimul joc a câºtigat Bogdan.

Propune o posibilã succe-
siune a partidelor disputate,
respectând toate indicaþiile
din enunþ.

1. Grafurile întâlnite în practicã au adesea o structurã foarte generalã ºi problema principalã
este aceea a gãsirii unui algoritm pentru soluþia efectivã a unei probleme de optimizare
legatã de graf. Un exemplu de astfel de problemã este problema celei mai ieftine reþele
telefonice.
Trebuie legate n posturi printr-o reþea telefonicã cu costuri minime, astfel încât punctele de
racord sã fie chiar posturile.
Primul pas: se uneºte fiecare nod cu nodul pentru care costul legãturii este minim. Se obþin
astfel mai mulþi arbori.
Al doilea pas: se asimileazã fiecare arbore cu un punct ºi se repetã procedeul. Dacã se
continuã în acest mod, se întrerupe procedeul atunci când rãmâne un singur arbore.
Acesta este arborele minimal cãutat.
Câte posibilitãþi sunt, dacã se încearcã toate variantele în cazul a 10 posturi?

Exerciþii ºi probleme
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2. Cartierul lui Marius are forma de mai jos: în mijlocul
cartierului este un parc, iar dreptele trasate sunt
strãzile din cartier.

L

A
În fiecare searã, când pleacã de la liceu (L), Marius
vrea sã se relaxeze puþin ºi trece pe o laturã a
parcului. Bunica lui (care se sperie uºor) l-a rugat
însã sã nu întârzie prea mult ºi sã vinã acasã (A) pe
drumul cel mai scurt.
a) Reprezintã unul dintre drumurile pe care le poate
alege Marius, þinând cont ºi de rugãmintea bunicii.
b) În drumul de la liceu acasã, poate Marius trece pe
orice stradã din cartier respectând toate condiþiile din
enunþ? Dacã nu, identificã o astfel de situaþie.
c) Formuleazã enunþul sub forma unei probleme de
grafuri orientate.
d) Calculeazã pe câte drumuri diferite se poate
întoarce Marius acasã.
e) Propune ºi tu o problemã asemãnãtoare. Indicã o
demonstraþie.

3. La un concurs cu premii, s-a cerut participanþilor sã
gãseascã numãrul de drumuri din tabelul de mai jos,
astfel încât pe fiecare drum sã aparã doar litere
alãturate, ce formeazã împreunã cuvântul DRUM.
(Un drum posibil este marcat prin culoare pe figurã.)
a) Reformuleazã problema, folosind grafuri.
b) Demonstreazã cã rãspunsul la aceastã problemã
este 15.

4. Considerãm un caroiaj n D n, care are „strãzi” de
lungime 1 ºi „intersecþii”. Pe acest „teren” vrem sã
identificãm circuite auto care trec o singurã datã prin
fiecare intersecþie.

a) Formuleazã problema, folosind termenii din
aceastã Unitate de învãþare.
b) Studiazã existenþa unui astfel de circuit, pentru
n = 2, 3 ºi respectiv 4.
c) Deseneazã un circuit pe „terenul” 9 D 9.

5. Gãseºte ieºirea din labirint!
Cum formulezi problema cu ajutorul grafurilor?

6. Unui cub i se asociazã, prin apla-
tizare, graful din figura alãturatã.
Demonstreazã cã acest graf este
un graf hamiltonian, dar nu este un
graf eulerian.

7. Considerãm graful Gn obþinut în felul urmãtor: nodurile
sale sunt vârfurile unui poligon cu n laturi, iar muchiile
sunt laturile poligonului ºi toate
diagonalele construite din unul
dintre vârfurile poligonului. (În
imagine este reprezentat
graful G

6
).

Demonstreazã cã Gn are un
unic circuit hamiltonian.

8. a) Fie G un graf ponderat, în care muchia ce uneºte
nodul i cu nodul j are ponderea pij. Sã notãm cu G3

acelaºi graf, dar în care ponderile devin qij = 3pij.
Demonstreazã cã drumurile minime dintre douã
noduri date sunt aceleaºi, atât în G, cât ºi în G3.
b) Rãmâne proprietatea de la a) adevãratã pentru
graful G+, obþinut din G prin înlocuirea ponderilor pij

cu ponderile pij + 3? Propune câteva exemple.

9. Dat un graf G, construim un nou graf G2 în felul
urmãtor: nodurile lui G2 sunt aceleaºi cu nodurile lui
G, iar muchia MN apare în G2 dacã ºi numai dacã
nodurile M ºi N pot fi unite în G printr-un drum de
lungime 2.
a) Construieºte graful G2, asociat grafului G din
desen.

b) Analizeazã definiþia grafului G2 ºi propune o defi-
niþie pentru graful G3.

G
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1. Propune douã exemple de situaþii care pot fi reprezentate cu ajutorul unor grafuri.

2. Realizeazã o hartã a conceptelor despre grafuri, pe care le-ai întâlnit în acest manual.

Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã identific probleme care pot fi abordate folosind grafuri
 sã transpun în reprezentãri pe graf probleme date
 sã utilizez tehnici de lucru în grafuri pentru a determina soluþii
 sã descriu variantele unei probleme cu ajutorul grafurilor
 sã aplic metode de optimizare în rezolvarea problemelor?

3. Reþeaua de strãzi a unui oraº are o formã asemãnãtoare cu jocul de þintar, aºa cum
se aratã în figurã. Primãria oraºului vrea sã proiecteze trasee de troleibuz, astfel
încât pe fiecare stradã sã treacã exact un traseu. Demonstreazã cã numãrul minim
de trasee care respectã cerinþele este 4. Gãseºte un exemplu. (Este util sã consideri
mai întâi hãrþi formate din mai puþine dreptunghiuri concentrice.)

4. Aflã numerele x, y, z i q* care îndeplinesc relaþia: 1 1 1 1  
x y z

. Reprezintã problema printr-un graf al situaþiilor

posibile, observând mai întâi cã unul dintre numere este  2  sau  3. Foloseºte un raþionament prin reducere la
absurd.

5. Un producãtor trebuie sã transporte marfa din %ucureºti la Tulcea. El are mai multe variante de transport, aºa
cum se aratã pe hartã. Producãtorul a schiþat traseele sub forma grafului de mai jos.

Din motive economice, traseul urmat trebuie sã fie de lungime minimã. Care este acesta?

%uzãu

%rãila Tulcea

Constanþa
FeteºtiDragalina

HârºovaSlobozia

Urziceni

%ucureºti

Ploieºti
69

109

91

125

111

96

53
42

20

108

56

54

64
48

60
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Exerciþii ºi probleme recapitulative

1. Considerãm urmãtoarea serie statisticã:

Alege rãspunsul corect!
a) Efectivul este: i) 10 ii) 8 iii) 32.
b) Media seriei statistice este: i) 7 ii) 6,5 iii) 6,75
c) Mediana seriei statistice este: i) 7 ii) 6,5 iii) 7,5
d) Modulul seriei statistice este: i) 7 ii) 9 iii) 8

2. Alege rãspunsul corect!
Care dintre afirmaþiile urmãtoare sunt adevãrate?
a) Dacã toate notele elevilor unei clase, pentru o
anumitã lucrare, se mãresc cu 1 punct, atunci me-
dia notelor se mãreºte cu 1 punct.
b) Dacã media notelor elevilor unei clase, pentru o
lucrare, este 7, atunci sunt tot atâtea note mai mari
decât 7, câte note sunt mai mici decât 7.
c) Media notelor unui elev este egalã cu una dintre note.

3. Considerãm seria statisticã ce precizeazã repartiþia
greutãþilor unor elevi (exprimate în kg).

a) Construieºte histograma efectivelor.
b) Precizeazã clasa modalã.
c) Calculeazã frecvenþele relative ºi frecvenþele cumu-
late crescãtor, respectiv descrescãtor ale unei seriei date.
d) Determinã media ºi mediana seriei date.

4. Considerãm seria statisticã a punctajelor obþinute de
concurenþii unui concurs de ºah:
2; 3; 3,5; 3,5; 3,5; 4; 5,5; 5,5; 6; 7; 7; 7; 7; 8; 8,5.
a) Organizeazã datele într-un tabel.
b) Reprezintã datele printr-o diagramã cu bare.
c) Determinã modulul, media ºi mediana seriei date.

5. Patru prieteni ºi-au trimis felicitãri cu ocazia anului
nou. Fiecare i-a felicitat pe ceilalþi 3. Câte scrisori

au circulat? Reprezintã printr-un graf aceastã situaþie.
Ce tip de graf este?

6. Deseneazã un graf cu toate nodurile pare. Ce tip de

graf este?

Note 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Efective 0 0 2 2 4 4 9 6 3 2 
 

Greutatea [45; 50) [50; 55) [55; 60) [60; 65) [65; 70] 
Efective 2 7 5 17 5 

Note 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Efective 4 3 0 1 4 3 10 6 5 20 

Note 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

Efective 10 2 3 5 4 2 4 3 4 2 

Clasa [80; 90) [90; 100) [100; 110) [110; 120) [120; 130) [130; 140) 

Efective 5 15 30 35 75 20 

Vârsta 15 16 17 18 
Nr. de elevi 2 13 22 3 

 

8. Notele obþinute de cãtre elevii participanþi la Olim-
piada de Fizicã sunt prezentate în tabelul urmãtor.

a) Care este media acestei serii?
b) Grupeazã notele date, alegând urmãtoarele clase
statistice: [1; 5], [6; 10], [11; 15], [16; 20]. Calculeazã
media acestei noi serii.
c) Stabileºte un nou tablou de distribuþie, alegând cla-
sele statistice: [1; 4], [5; 8], [9; 12], [13; 16], [17; 20].
Calculeazã media acestei serii.
d) Calculeazã media seriei obþinutã prin gruparea
notelor în clasele [1; 10] ºi [11; 20].
e) Comparã cele patru medii. Ce constaþi?

9. Pentru seria statisticã urmãtoare:
a) reprezintã datele cu ajutorul unei histograme;
b) traseazã poligonul efectivelor;
c) traseazã poligoanele efectivelor cumulate (cres-
cãtor ºi descrescãtor);
d) determinã grafic mediana;
e) calculeazã media.

7. Observã graful alãturat.

a) Precizeazã tipul grafului.
b) Identificã douã circuite în

acest graf.
c) Este eulerian acest graf?

d) Identificã un drum hamilto-
nian în acest graf.

10. Vârstele elevilor care se antreneazã în echipa de
fotbal a liceului „Matei Basarab“ (exprimate în ani
întregi) sunt cuprinse în tabelul urmãtor.

a) Precizeazã efectivul ºi modulul seriei statistice.
b) Calculeazã media ºi abaterea medie liniarã.
c) Calculeazã abaterea medie pãtraticã.
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11. Observã graficul de mai jos ºi estimeazã:
a) cu cât a crescut valoarea acþiunilor Policolor în
intervalul considerat?
b) ce creºtere procentualã s-a înregistrat?
c) la ce date s-au vândut cel mai bine aceste acþiuni?

12. Precizeazã dacã în figurile de mai jos existã grafuri
izomorfe. Justificã rãspunsul.

 

13. Formulele substanþelor chimice evidenþiazã structuri

de tipul grafurilor, în care muchiile reprezintã legãturile
dintre atomii sau grupãrile ce compun molecula. De

exemplu, H
2
O (formula apei) poate fi redatã astfel:

O H

H
.  Graful corespunzãtor este de forma .

• Traseazã graful ce descrie molecula de:

a) benzen b) glucozã

• Precizeazã tipul fiecãrui graf.

CH

CH

CH

CHCH

CH

CHO

CH–CH

CH–CH

CH–CH

CH–CH

CH–CH

14. Se face o statisticã a bolnavilor de gripã dintr-un oraº
cu 50 000 locuitori, care are 10 000 fumãtori. Se
constatã cã sunt 10 000 persoane bolnave de gripã.
Se constituie un lot de persoane bolnave de gripã.
Dintre acestea, 50 sunt fumãtori ºi 150 nefumãtori.

a) Putem trage concluzia cã fumãtorii sunt mai puþin
expuºi la gripã decât nefumãtorii?
b) Estimeazã câþi fumãtori ºi nefumãtori sunt printre
cele 10 000 de persoane bolnave de gripã.
c) Calculeazã frecvenþa celor bolnavi de gripã dintre
fumãtori ºi frecvenþa celor bolnavi de gripã dintre
nefumãtori.

15. La un magazin, într-o sãptãmânã s-au obþinut urmã-
toarele încasãri (în milioane): luni: 10,5; marþi: 12,1;
miercuri: 10,2; joi: 9,5; vineri: 14; sâmbãtã: 14,1.
a) Care este media ºi dispersia încasãrilor obþinute?
b) Magazinul are un adaos comercial (diferenþa între
preþul de vânzare ºi cel de cumpãrare a mãrfii) de
20%. Cheltuielile zilnice se ridicã la 1,3 milioane, de
luni pânã sâmbãtã, ºi la 2,6 milioane dacã se
lucreazã duminica. Care este media ºi dispersia pro-
fitului magazinului?
c) Sã presupunem cã duminicã s-ar obþine încasãri de
12 milioane lei. Aratã cã media încasãrilor de luni pânã
duminicã este mai mare decât media încasãrilor de luni
pânã sâmbãtã, dar profitul este mai mic. Cum se explicã
aceasta?
d) Care ar trebui sã fie nivelul încasãrilor duminicã,
pentru ca patronul sã aibã un cont brut de 0,5 milioane
sãptãmânal, organizând activitatea ºi duminica?

16. a) Reprezintã printr-un graf porþiunea de hartã din
figura de mai jos.

b) Precizeazã pe acest graf:
1. trei drumuri;
2. douã circuite;

3. un arbore;
4. un subgraf conex;

5. un subgraf complet.
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19. Graficul cu bare de mai jos indicã numãrul de turiºti
înregistrat pe câteva continente în anul 2001.
a) Redã aceste informaþii sub forma unui tabel de
frecvenþe.
b) Reprezintã datele printr-o diagramã circularã.
c) Care este media dezvoltãrii turismului pe
ansamblul zonelor considerate?

ora 1 8 14 19 22 

temperatura 17 °C 19 °C 26 °C 20 °C 18 °C 

22. Modeleazã cu ajutorul grafurilor urmãtoarele tipuri

de întreceri sportive:
a) Campionatul naþional de ªah (la care participã 10

sportivi).
b) Turneul de tenis de la Roland Garros (32 de
participanþi).

c) Campionatul Naþional, divizia A (cu 16 echipe
participante).

d) Cupa României la handbal.
e) Liga Campionilor la fotbal.
Comparã tipurile de grafuri ale acestor competiþii.

18. Rãspunsurile spontane ale managerilor cu referire la
problema principalã cu care se confruntã firma în
prezent indicã o varietate de aspecte. Câte 10% au
indicat deprecierea monedei EURO, respectiv
birocraþia din România ca fiind principalul
inconvenient. Cea mai importantã problemã cu care
se confruntã alte 8% din firme o reprezintã scãderea
vânzãrilor/numãrul mic al clienþilor. Aspecte legate
de forþa de muncã au fost menþionate de 6% din
manageri. Corupþia este principala piedicã pentru doar
3% din firme, iar adaptarea la normele UE reprezintã
problema principalã pentru 1%.

11
12

17
1
1

1
2
2
2
3
3

3

4
4

6

8
10
10 %

Care este principala problemã cu care
se confruntã firma dvs. în prezent?

deprecierea monendei EURO
birocraþia

scãderea vânzãrilor /prea puþini clienþi
probleme cu forþa de muncã

legislaþia
nivelul taxelor

recuperarea taxelor
corupþia

puterea scãzutã de cumpãrare
lipsa capitalului pentru investiþii

lipsã seriozitate parteneri de afaceri
concurenþa

plata datoriilor

adaptarea la normele UE

costuri prea mari
altceva

nici o problemã
Nª/NR

a) Proiecteazã un sondaj, pornind de la întrebãrile
acestui studiu.
b) Aplicã sondajul unei populaþii statistice aleasã de
tine ºi comparã rezultatele obþinute cu cele din
graficul de mai sus.

17. Deseneazã grafuri planare asociate poliedrelor
urmãtoare:

20. La un centru meteo s-au înregistrat urmãtoarele
temperaturi ale aerului într-o zi:

Care este media temperaturii din acea zi?

21. Media aritmeticã a 50 de numere este 10. Media
aritmeticã a primelor 40 este 12. Aflaþi media
aritmeticã a ultimelor 10 numere.
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Rãspunsuri

Pag. 6. Test iniþial de autoevaluare. 1. CSM ENA Fãgãraº; C.S. Târgu Secuiesc; C.S. Predeal. 2. Câtul, respectiv
restul sunt egale cu: a) 7; 2; b) 3; 0; c) 5; 3; d) 8; 12; e) 100; 11; f) 24; 0. 3. A, F, F, A. 5. a) –2; b) 2; c) 0; d) 1; e) –6;

f) 1; g) 3,32; h) 31
30 . 6. a) 36; b) 25%; c) 1,21 lei; d) 12,5%. 7. 10; 12; 10. Pag. 8. 1. a) impar; b) par. 2. a) 17 = (30 · 5 –

– 30) : 10 + 5. 5. a) 6; b) 26. 7. 6; 13; 14; 15; 19. 8. 679; 595. 9. 100; 30. 10. a) 0; b) 2400; c) 25. 11. a) 1000; b) 1500;

c) 7000; d) 2000; e) 1300. 12. 1500. 13. a) 50600; b) 20. 14. a) 1070; b) 8. 17. 16. 18. a) 0; b) 0; c) 0. 19. a) 3; b) 4;

c) 2; d) 5. Pag. 17. 1. b) 2, respectiv 3 operaþii. 3. a) 0,375; b) 4,(5); c) 1,9(4). 4. a) 14
11 ; b) 11

30 ; c) 21
50 ; d) 32

15 . 9.  a) 0;

b) 1. 12. –0,57591; –2,3134. Pag. 20. 3. a) 4
3 ; b) 5

57 ; c) 95
14 . 6. a) 3 2 2 ; b) 4 2 3 ; c) 3. 7. a) x i {0, 1, 2, 3};

b) x i [0, 2]; c) x i (–, 0] N [2, +). 8. a) 9999; b) 10201; c) –26; d) 505; e) 1. 10. a) 110; b) 862.

Pag. 21. Test de verificare. 1. b) Nu. 2. Nu. 4. –1.
Pag. 22. Test iniþial de autoevaluare. 1. a) –17; b) 68; c) 7,44; d) 2,74; e) 3,24; f) 4,68; g) 100,8; h) 124; i) 11,618.

2. a) –27; b) 36; c) 3; d) –2; e) 1
3 ; f) 3; g) 0,0001; h) –1; i) 4; j) 2. 3. a) 30 m; b) 9; c) 500 m; d) 185,5 ml. 4. a) 8,5;

b) 20%; c) 100%; d) 24,75. 5. c.  6. b. 7. b. 8. a. 9. a) 4; b) 3; c) 2; d) 1. Pag. 26. 1. c) octombrie; d) noiembrie. 3. De
exemplu: muchia piramidei se corespunde cu generatoarea conului. Pag. 32. 1. Da. 2. 3. 3. a) d

4
; b) d

5
; c) d

1
; d) d

3
;

e) d
2
. 4. a) 0 < x < 10; b) 21A( ) = 100

2
x x x . 5. a) b, c; e) f; d) d; e) a. 6. a) 8 – 2x; V(x) = (8 – 2x)2 · x; b) 8

3
x .

Pag. 35. 2. a) 12 8 3 ; b) 54. 3) 1 + 3 + ... + (2n – 1) = n2. 4. 9,5 l 2. Pag. 35. Test de verificare. 1. 1.

3. {0; 2 3; 2 3}S    . 5. a) A(0; –3), B(2; 1), ( 3 ; 0)C  ; b) douã; c) x
1
 i (0; 1), x

2
 = 2.

Pag. 36. Test iniþial de autoevaluare. 1. a) 4,05; b) 1,24; c) 7,843; d) 4; e) 5,12; f) 3,45; g) 4,86; h) 5. 2. a) 7,07;
b) 4,14; c) 3,25; d) 2,24; e) 6,05; f) 2,91; g) 3,93; h) 2,45. 3. a) 29; b) 20%; c) 144 RON; d) 15%. 4. a) 101,5 lei; b) 6 m2;
c) 16 min; d) 1 125 000 coli. Pag. 39. 1. a) 2; b) 3; c) 12. 2. a) 1,9; b) 3,1(6); c) 1,1875. 4. b) 31%; 12%.
Pag. 47. 5. a) 11 600 000 persoane. 6. b) 1,5%; 2000 : 1,7%; 2001 : 1,6%; 2002 : 1,3%; 2003 : 1,3%;
c) Sporul natural = Nãscuþi-vii – Decese. 8. 85%; 13,6%; 1,4%. Pag. 51. 2. A = C = 20; B = 40. 3. 121%.
5. a) ComRace; c) Diagrama I: ComRace: 38°; Compaq: 36°; IBM: 32°; Sprint: 28°; Hewlett Packard: 24°.
7. a) 97 mld. euro; b) 5,1%. 8. b) 13,4%; 29,8%; 20,4%; 9,6%; 12,8%; 9,2%; 4,8%.
Pag. 53. Test de verificare. 4. a) 166,(6)%; b) aproximativ 60 mii; c) 810 mii.
Pag. 54. Test iniþial de autoevaluare. 1. c; f; g. 2. a) 22,50 RON; b) 154,50 RON; c) 85,5 RON. 3. 70 ha. 4. b. 5. a.
6. b. 7. a) 21 l; b) 84 ore. Pag. 58. 2. a) 39%; c) chimie: 106,6; maºini ºi echipamente: 243,2; metalurgie: 128,8;
hoteluri ºi restaurante: 99,6; construcþii: 370. 3. a) 18,2; 17,8; 17,4; 16,5; c) 2.628.000. Pag. 67. 1. b) 33,45; 35,96;
34,6; c) 0,48; 0,6584. 2. a) 2; 6; 0; 2; b) mediana = 12,5. 3. b) Pentru total:  = 328,8;  = 329,6. 4. a) Fetele: 1,78 ore/zi.
Pag. 74. 1. 77,8125. 2. a) Tabelul reprezintã frecvenþa cumulatã crescãtor; b) Pentru frecvenþa absolutã: 579; 1346.
Pentru frecvenþa cumulatã: 62%; 71%; 93% (aproximativ). 3. Robin. 4. a) 7500; 5500; 3500 (mld. yeni); b) 1800;

–1700; 50; c) 1 2
3 ;

2



m m

m  d) 2150; –1000 (mld yeni).

Pag. 76. Teste de verificare. Testul 1. 2. Micro. 4. a) 100 cm; b) 90,(6)%. Testul 2. 2. a) abscisa = mediana seriei
statistice; b) D împarte efectivul în douã pãrþi egale; c) Corespund valorilor mai mari decât mediana. 4. Da. 5. martie
24 500 lei; septembrie 25 500 lei.
Pag. 78. Test iniþial de autoevaluare. 1. a) –10; b) 27; c) 4,04; d) 2,82; e) 1,56(3); f) 1,57; g) 60,8; h) 114. 2. a) –8;

b) 25; c) 2; d) –1; e) 1;
3  f) 2; g) 0,00001; h) –1.  3. a) 212; b) 56; c) log

2
70; d) 1. 4. a) 36 m; b) 15 kg; c) 0,6 tone; d) 187,5 l.
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Pag. 90. Test iniþial de autoevaluare. 1. a) 3; b) 36; c) 1,65; d) 3 3 ; e) 17; f) 7
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16 . 2. a) 26,8; b) –8; c) 5;
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8 muchii; b) ord(A) = 2; c) ACDE; ABDE; d) ACDBA; e) 3 muchii. 2. Nu. 3. 32.
Pag. 108. Test iniþial de autoevaluare. 1. a) F; b) A; c) F; d) F. 2. a) F; b) A; c) A; d) F. 3. d. 4. b. 5. C. 6. a) –0,7;

b) 1 5; 1 5  ; c) 3; d) 32; e) 11. 8. ;AC ED
 

. 9. Da. 10. Dacã o piramidã nu are 12 muchii, atunci ea nu are ca
bazã un hexagon. 11. 246. 12. 30. 13. 6. Pag. 110. 1. Dacã nu are insule. Pag. 119. 1. Nu. 6. a) ACB; 8. 11.
Pag. 121. 2. d) 42. Pag. 123. Test de verificare. 1. Strãzile unui cartier; reþeaua de cãi ferate. 3. Porneºte cu o reþea
ce are douã dreptunghiuri. 4. (2, 3, 6); (2, 4, 4), (3, 3, 3).
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