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Capitolul 1

TRIUNGHIURI
REMARCABILE

1.1 Triunghiul ortic

�Matematica poate s¼a descopere o anumit¼a ordine chiar şi în haos.�- Ch. Stein1

În triunghiul ABC, �e Ha;Hb;Hc picioarele în¼aļtimilor duse din vârfurile A;B;
respectiv C pe laturile triunghiului ABC. Triunghiul HaHbHc se numeşte triunghiul
ortic (sau triunghiul ortocentric) al triunghiului ABC:

Figura 1.1: Triunghiul ortic

Observa̧tia 1 Triunghiul ortic este triunghiul cevian al triunghiului ABC corespun-
z¼ator ortocentrului. Triunghiul ortic este triunghiul podar al ortocentrului triunghiului
ABC în raport cu triunghiul ABC:

1Charles Stein (1920 - ) �matematician american, profesor la Universitatea Stanford, contribuţii
în statistica matematic¼a
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Triunghiul ortic 12

Teorema 2 Triunghiurile AHbHc;HaBHc;HbHaC sunt asemenea cu triunghiul ABC:

Demonstra̧tie. Deoarece patrulaterul BCHbHc este inscriptibil (^BHbC �
^BHcC) rezult¼a c¼a ^AHcHb � ^ACB şi ^AHbHc � ^ABC; deci triunghiurile
AHcHb şi ACB sunt asemenea (Figura 1.1). Analog se arat¼a c¼a triunghiurile HaBHc
şi HbHaC sunt asemenea cu triunghiul ABC: �

Teorema 3 Dreptele HaHb;HbHc;HcHa sunt antiparalele cu dreptele AB;BC; res-
pectiv CA.

Demonstra̧tia rezult¼a din proprietatea precedent¼a. �

Teorema 4 Semidreptele [AHa; [BHb; [CHc sunt bisectoarele unghiurilor triunghiului
ortic.

Demonstra̧tie. Deoarece ^BHaHc � ^BHaHb � ^BAC rezult¼a c¼a

m(^HcHaA) = m(^HbHaA) = 90� �m(^BAC);

iar AHa este bisectoarea unghiului ^HbHaHc. Analog, BHb şi CHc sunt bisectoarele
unghiurilor ^HaHbHc, respectiv ^HbHcHa. �

Teorema 5 Ortocentrul H al triunghiului ABC este centrul cercului înscris în tri-
unghiul ortic HaHbHc.

Demonstra̧tie. Deoarece AHa; BHb; CHcsunt bisectoarele unghiurilor triunghiu-
lui ortic rezult¼a c¼a punctul de interseçtie al lor (adic¼a H) este centrul cercului înscris
în triunghiul ABC: �

Teorema 6 Vârfurile triunghiului ABC sunt centrele cercurilor exînscrise triunghiu-
lui ortic HaHbHc:

Demonstra̧tie. Fie D 2 HcHa astfel încât Ha 2 [HcD] (Figura 1.1). Avem
^BHaHc � ^DHaC � ^HbHaC; deci HaC este bisectoarea exterioar¼a a unghiului
^DHaHb. Cum CHc este bisectoarea exterioar¼a a unghiului ^HaHcHb; rezult¼a c¼a
punctul C este centrul cercului exînscris triunghiului HaHbHc tangent laturii HaHb.�

Teorema 7 Cercul circumscris triunghiului ortic2 al unui triunghi ABC este cercul
lui Euler al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Vezi �Cercul lui Euler�[15]. �

Teorema 8 Raza cercului circumscris triunghiului ortic are lungimea egal¼a cu jum¼a-
tate din lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC:
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Figura 1.2: Raza cercului circumscris triunghiului ortic

Demonstra̧tie. Fie A0; B0; C 0 punctele de interseçtie dintre în¼aļtimile triunghiului
ABC (Figura 1.2) cu cercul circumscris triunghiului ABC: Deoarece A0; B0; C 0 sunt
simetrice ortocentrului faţ¼a de laturile triunghiului ABC, rezult¼a c¼a triunghiul ortic
HaHbHc este asemenea cu triunghiul A0B0C 0: Cum HbHc;HcHa; HaHb sunt linii mij-
locii în triunghiul A0B0C 0 rezult¼a c¼a raportul de asem¼anare este 12 ; deci R

0 = R
2 (R este

raza cercului circumscris triunghiului ABC şi R0 raza cercului circumscris triunghiului
ortic HaHbHc). �

Teorema 9 Triunghiul ortic HaHbHc al triunghiului ABC este omotetic cu triunghiul
circumpedal A0B0C 0 al ortocentrului H al triunghiului ABC, centrul de omotetie �ind
ortocentrul triunghiului ABC

Demonstra̧tia rezult¼a din teorema precedent¼a. �

Teorema 10 Lungimile laturilor triunghiului ortic HaHbHc sunt egale cu a jcos^Aj ;
b jcos^Bj şi c jcos^Cj, (a; b; c sunt lungimile laturilor BC;CA; respectiv AB):

Demonstra̧tie. Dac¼a triunghiul ABC este ascuţitunghic, atunci din asem¼anarea
triunghiurilor ABC şi HaHbHc rezult¼a

HaHb
c

=
HbC

a
;

de unde
HaHb =

c

a
�HbC =

c

a
� a cos bC = c � cos bC:

Analog, HbHc = a cos bA şi HcHa = b coscB: Fie triunghiul ABC obtuzunghic (Figura

2Arhimede este cel ce a numit triunghiul HaHbHc triunghiul ortic corespunz¼ator triunghiului ABC.
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Figura 1.3: Lungimile laturilor triunghiului ortic

1.3) (m( bA) > 90�): Din asem¼anarea triunghiurilor ABC şi AHcHb rezult¼a HbHca = aHb
b ,

de unde HbHc = a
b �AHb. În triunghiul AHbC avem

cos(180� �\BAC) = AHb
b
;

adic¼a AHb = �b cos bA, de unde:
HbHc = �a cos bA = a ���cos bA��� :

Analog, HaHc = b
���cos bB��� şi HaHb = c ���cos bC��� : �

Teorema 11 Perimetrul triunghiului ortic este egal cu a jcosAj+ b jcosBj+ c jcosCj :

Demonstra̧tia rezult¼a din proprietatea precedent¼a.

Observa̧tia 12 Pentru un triunghi ascuţitunghic perimetrul triunghiului ortic este
egal cu

po = R(sin 2A+ sin 2B + sin 2C) = 4R sinA sinB sinC:

Teorema 13 Fie p perimetrul unui triunghi ascuţitunghic ABC şi po perimetrul tri-
unghiului s¼au ortic. Atunci,

p

po
=
R

r
;

unde R şi r sunt razele cercului circumscris, respectiv înscris în triunghiul ABC:

Demonstra̧tie. Avem po =
2A[ABC]

R = rp
R , sau

p
po
= R

r . �

Teorema 14 Dintre toate triunghiurile înscrise într-un triunghi ascuţitunghic ABC,
triunghiul ortic are perimetrul minim.

Demonstra̧tie. Vezi �Teorema lui Fagnano�[15]. �
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Teorema 15 Dac¼a triunghiul ABC este ascuţitunghic, atunci

m(HbHaHc) = 180� � 2m(^BAC);
m(HaHbHc) = 180� � 2m(^ABC);
m(HbHcHa) = 180� � 2m(^BCA):

Demonstra̧tie. Dinm(^BHaHc) = m(^HbHaC) = m(^BAC); rezult¼am(HbHaHc) =
180� � 2m(^BAC): Analog se arat¼a şi celelalte rela̧tii. �

Teorema 16 Dac¼a triunghiul ABC este obtuzunghic (m(^BAC) > 90�), atuncim(^HbHaHc) =
2m(^BAC)� 180�, m(^HaHbHc) = 2m(^BCA), m(^HbHcHa) = 2m(^ABC).

Demonstra̧tie. Avem:

m(^HbHaHc) = 180� � 2m(^BHaHc)
= 180� � 2(180� �m(^BAC))
= 2m(^BAC)� 180�

m(^HaHbHc) = m(^HaHbA) +m(^BHbHc) = 2m(^ACB)

şi m(^HbHcHa) = 2m(^ABC). �

Teorema 17 Aria triunghiului ortic este egal¼a cu

A[HaHbHc] =
abc jcosA � cosB � cosCj

2R

(R este raza cercului circumscris triunghiului ABC).

Demonstra̧tie. Avem A[HaHbHc] =
HaHc�HaHb�sin^HbHaHc

2 : Dar HaHc = b
���cos bB��� ;

HaHb = c
���cos bC��� : Dac¼a triunghiul ABC este ascuţitunghic, atunci

sin^HbHaHc = sin(180� � 2 bA) = sin(2 bA) = 2 sin bA � cos bA = a

R
� cos bA = a

R
�
���cos bA��� ;

de unde rezult¼a concluzia. Dac¼a triunghiul ABC este obtuzunghic (m(^BAC) > 90�),
atunci

sin^HbHaHc = sin(2 bA�180�) = � sin(2 bA) = �2 sin bA�cos bA = a

R
�(� cos bA) = a

R
�
���cos bA��� ;

de unde rezult¼a concluzia. �

Teorema 18 Fie HaHbHc triunghiului ortic al triunghiului ascuţitunghic ABC. Atunci:

A[HaHbHc] = 2 cosA � cosB � cosC �A[ABC]:

Demonstra̧tia rezult¼a din proprietatea precedent¼a, ţinând cont c¼a A[ABC] = abc
4R .

�
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Observa̧tia 19 Aria triunghiului ortic este maxim¼a când produsul 2 cosA cosB cosC
este maxim, adic¼a m(^A) = m(^B) = m(^C) = 60�, caz în care triunghiul ortic
coincide cu triunghiul median. Dac¼a triunghiul ABC este obtuzunghic de exemplu
m(^A) > 90�, atunci

A[HaHbHc] = 2 cos (� �A) � cosB � cosC �A[ABC]:

Teorema 20 Aria triunghiului ortic HaHbHc al triunghiului ABC este egal¼a cu:

A[HaHbHc] =

��R2 �OH2
��

4R2
�A[ABC]

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul podar�. �

Teorema 21 Raza cercului înscris în triunghiul ortic HaHbHc al triunghiului ascuţi-
tunghic ABC este egal¼a cu 2R cosA cosB cosC:

Demonstra̧tie. Deoarece în triunghiul ABC, r = 4R sin A2 � sin
B
2 � sin

C
2 (vezi

�Cercul înscris� [15]), raza cercului circumscris triunghiului ortic este egal¼a cu R
2 ,

rezult¼a:

rh = 4 � R
2
� sin Ha

2
� sin Hb

2
� sin Hc

2

= 2R sin
� � 2A
2

� sin � � 2B
2

� sin � � 2C
2

= 2R cosA cosB cosC:

�

Observa̧tia 22 Deoarece A[ABC] = abc
4R ; rezult¼a A[HaHbHc ] = 2A[ABC]�cosA cosB cosC:

Teorema 23 Laturile triunghiului ortic al triunghiului ABC sunt paralele cu tangen-
tele la cercul circumscris triunghiului ABC duse prin vârfurile triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Fie (TA tangenta în A la cercul circumscris triunghiului ABC.
Avem: m(^TAB) = m(^ACB) = 1

2m(^AC 0B):Dar ^ACB � ^AHcHb; deci ^TAHc �
^AHcHb; de unde rezult¼a TA k HcHb: �

Teorema 24 Triunghiul ortic şi triunghiul determinat de tangentele la cercul circum-
scris unui triunghi ABC în vârfurile triunghiului ABC sunt omotetice.

Demonstra̧tia rezult¼a din proprietatea precedent¼a. �

Teorema 25 Dac¼a H este ortocentrul triunghiului ABC şi HaHbHc triunghiul s¼au
ortic, atunci

HA �HHa = HB �HHb = HC �HHc:

Demonstra̧tie. Din asem¼anarea triunghiurilor HHbA şi HHaB, respectiv HHaC
cu HHcA se obţine: HA � HHa = HB � HHb şi HA � HHa = HC � HHc, de unde
rezult¼a concluzia. �
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Teorema 26 Dreptele ce unesc mijloacele laturilor triunghiului ortic HaHbHc al unui
triunghi ABC cu vârfurile corespunz¼atoare ale triunghiului ABC, sunt concurente în
punctul lui Lemoine al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Lemoine�[15]. �

Teorema 27 Dreptele care unesc vârfurile triunghiului ortic al triunghiului ABC cu
proiecţiile ortocentrului triunghiului ABC pe laturile triunghiului ortic sunt concurente
în punctul lui Gergonne al triunghiului ortic.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Gergonne�[15]. �

Teorema 28 Dreptele care unesc vârfurile triunghiului ortic al unui triunghi ABC cu
punctele de intersecţie dintre laturile triunghiului ortic şi dreptele AO;BO; respectiv
CO (unde O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC) sunt concurente în
punctul lui Nagel al triunghiului ortic.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Nagel�[15]. �

Teorema 29 Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Triunghiurile ABC;BHC;CHA
şi AHB au acelaşi triunghi ortic.

Demonstra̧tie. Fie HaHbHc triunghiul ortic al triunghiului ABC. Deoarece
HHa?BC; CHb?BH; BHc?HC; Ha 2 BC; Hb 2 HB; Hc 2 HC rezult¼a c¼a triunghiul
HaHbHc este triunghiul ortic al triunghiului ABC. Analog, se arat¼a c¼a triunghiurile
CHA şi AHB au acelaşi triunghi ortic. �

Teorema 30 Triunghiurile ortic şi extangenţial corespunz¼atoare unui triunghi ABC
sunt omotetice.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul extangenţial�. �

Teorema 31 Razele cercurilor exînscrise corespunz¼atoare triunghiului ortic HaHbHc
al triunghiului ascuţitunghic ABC au lungimile: �a = 2R cosA sinB sinC; �b =
2R sinA cosB sinC şi �c = 2R sinA sinB cosC:

Demonstra̧tie. Într-un triunghi ABC, ra = 4R sin A2 cos
B
2 cos

C
2 (vezi �Cercurile

exînscrise�[15]). Deoarece ABC este triunghiul ortic al triunghiului IaIbIc; raza cer-
cului circumscris triunghiului este egal¼a cu R

2 (vezi �Cercurile exînscrise�[15]). Avem:
�a = 4

R
2 sin

Ha
2 cos

Hb
2 cos

Hc
2 , de unde

�a = 2R sin
� � 2A
2

� cos � � 2B
2

� cos � � 2C
2

= 2R cosA sinB sinC:

Analog se determin¼a �b şi �c: �

Observa̧tia 32 Dac¼a triunghiul ABC este obtuzunghic (m(^BAC) > 90�) atunci

�a = 2R cosA � cosB � cosC; �b = 2R sinA sinB cosC; �c = 2R sinA cosB sinC

(m(^HbHaHc) = 2m(^BAC) � 180�;m(^HaHbHc) = 2m(^CBA); m(^HaHcHb) =
2m(^BCA)):



Triunghiul ortic 18

Teorema 33 Mediatoarele laturilor BC;CA;AB ale triunghiului ascuţitunghic ABC
intersecteaz¼a laturile HbHc;HcHa; respectiv HaHb ale triunghiului ortic HaHbHc în
punctele A0; B0; respectiv C 0: Dreptele HaA0;HbB0;HcC 0 sunt concurente.

Demonstra̧tie. Fie P şi Q proieçtiile punctelor Hc şi Hb pe BC (Figura 1.4).
Avem cosB = BP

BHc
= BHc

BC ; de unde BP = a cos
2B şi

Figura 1.4: Dreptele HaA0;HbB0;HcC 0 sunt concurente

MaP =MaB �MaP =
a

2
(1� 2 cos2B) = a

2
cos 2B

şi analog obţinem: MaQ =
a
2 cos 2C: Din teorema lui Thales avem:

A0Hb
A0Hc

=
MaQ

MaP
=
cos 2C

cos 2B
:

Analog se arat¼a c¼a B0Hc
B0Ha

= cos 2A
cos 2C şi

C0Ha
C0Hb

= cos 2B
cos 2A ; deci

A0Hb
A0Hc

� B0HcB0Ha
� C0HaC0Hb

= 1, iar din
reciproca teoremei lui Ceva rezult¼a c¼a dreptele HaA0;HbB0;HcC 0 sunt concurente. �

Teorema 34 Fie O;Oa; Ob; Oc centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC;
BOC;COA; respectiv AOB: Triunghiul OaObOc este omotetic cu triunghiul ortic
HaHbHc al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Fie Ra; Rb; Rc razele cercurilor circumscrise triunghiurilor BOC;
COA; respectiv AOB. Deoarece AO = BO = CO = R şi m(^BOOa) = m(^A)
rezult¼a Ra = R

2 cosA şi analog

Rb =
R

2 cosB
;Rc =

R

2 cosC

(Figura 1.5). Deoarece OaOb; ObOc; OcOa sunt mediatoarele segmentelor OC;OA;
respectiv OB rezult¼a c¼a O este centrul cercului înscris în triunghiul OaObOc: Întrucât
unghiurile triunghiurilor OaObOc şi HaHbHc sunt respectiv congruente şi OOa k HaH;
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Figura 1.5: OaObOc este omotetic cu triunghiul ortic HaHbHc

OOb k HbH; OOc k HcH (H �ind centrul cercului înscris în triunghiul ortic) rezult¼a c¼a
triunghiurile OaObOc şiHaHbHc sunt omotetice. Cum punctele O şiH se corespund în
aceast¼a omotetie rezult¼a c¼a dreptele OaHa; ObHb; OcHc sunt concurente într-un punct
P ce apaŗtine dreptei HO. Deci, raportul de omotetie este:

k =
PH

PO
=
rh
ro
=
2R cosA cosB cosC

R=2
= 4 cosA � cosB � cosC;

unde rh = 2R cosA cosB cosC este raza cercului înscris în triunghiul HaHbHc şi ro =
R
2 este raza cercului OaObOc. �

Teorema 35 Fie H ortocentrul unui triunghi ascuţitunghic ABC, Ha;Hb;Hc pi-
cioarele în¼alţimilor duse din A;B;C şi A0; B0; C 0 picioarele perpendicularelor duse din
H pe HbHc;HcHa, respectiv HaHb. Atunci, A[ABC] � 16 �A[A0B0C0].

Demonstra̧tie. Deoarece patrulaterul A0HcB0H este inscriptibil (Figura 1.6) ,
rezult¼a c¼a

\A0B0Hc � \A0HHc � \HbHcA � \B0HcB;

deci A0B0jjAB. Analog, B0C 0jjBC şi A0C 0jjAC. Fie O;O1; O2 centrele cercurilor cir-
cumscrise triunghiurilor ABC, HaHbHc şi A0B0C 0 iar R, R1 şi R2 razele acestora.
Atunci, R1 = R

2 (deoarece (O1; R1) este cercul lui Euler al triunghiului ABC), iar R2
poate avea cel mult lungimea razei cercului lui Euler al triunghiului HaHbHc, adic¼a
R2 � R

4 şi din asem¼area triunghiurilor A
0B0C 0 şi ABC rezult¼a A[ABC] � 16 �A[A0B0C0].
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Figura 1.6: A[ABC] � 16 �A[A0B0C0]

Egalitatea are loc atunci când cercul lui Euler al triunghiului HaHbHc coincide cu
cercul înscris în triunghiul HaHbHc, adic¼a când triunghiul HaHbHc este echilateral,
adic¼a când triunghiul ABC este echilateral. �

Teorema 36 (Nagel) Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC: Dreptele
AO;BO;CO sunt perpendiculare pe laturile HbHc;HcHa;HaHb ale triunghiului ortic.

Demonstra̧tie. Din m(^AHcC) = m(^AHaC) = 90� rezult¼a c¼a patrulaterul
ACHaHc este inscriptibil, deci ^BHcHa � ^ACB: Fie D punctul diametral opus lui
B în cercul circumscris triunghiului ABC (Figura 1.5). Atunci,

m(^ABD) = 90� �m(^ADB) = 90� �m(^ACB) = 90� �m(^BHcHa);

de unde m(^ABD) + m(^BHcHa) = 90�; adic¼a BO?HcHa: Analog, AO?HbHc şi
CO?HaHb: �

Observa̧tia 37 Perpendicularele din A;B;C pe HbHc;HcHa; respectiv HaHb sunt
concurente în punctul O, centrul cercului circumscris triunghiului ABC:

Teorema 38 Fie HaHbHc triunghiul ortic al triunghiului ABC, H 0
a = prAC(Ha);

H 00
a = prAB(Ha): Dreapta H

0
aH

00
a trece prin mijloacele laturilor HaHb şi HaHc:

Demonstra̧tie. Fie A0; B0; C 0 mijloacele laturilor HbHc;HaHc; respectiv HbHa
(Figura 1.7). Deoarece H

0
aH

00
a şi HbHc sunt antiparalele cu BC rezult¼a H

0
aH

00
a k HbHc,

de unde
^H 00

aH
0
aHb � ^ABC � ^HaHbC
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şi ^HbHaH
0
a � ^H

00
aH

0
aHa (complemente la unghiuri congruente). Atunci, H

0
aH

00
a trece

prin mijlocul ipotenuzei HaHb a triunghiului dreptunghic HaH
0
aHb. Cum H

0
aH

00
a k

HbHc rezult¼a c¼a H
0
aH

00
a trece şi prin mijlocul laturii HaHc: �

Observa̧tia 39 Dac¼a H
0
b = prAB(Hb); H

00
b = prBC(Hb); H

0
c = prBC(Hc); H

00
c =

prAB(Hc), atunci dreptele H
0
bH

00
b şi H

0
cH

00
c trec prin mijloacele laturilor triunghiului

ortic al triunghiului ABC: Punctele de intersecţie dintre dreptele H
0
aH

00
a , H

0
bH

00
b şi

H
0
cH

00
c determin¼a triunghiul median al triunghiului ortic al triunghiului ABC:

Teorema 40 Dac¼a H
0
a şi H

00
a ,H

0
b şi H

00
b ,H

0
c şi H

00
c sunt proiecţiile punctelor Ha;Hb;

respectiv Hc pe laturile triunghiului ABC; atunci dreptele H
0
aH

00
a , H

0
bH

00
b şi H

0
cH

00
c sunt

antiparalele dreptelor BC;CA; respectiv AB:

Demonstra̧tie. Fie HaHbHc triunghiul ortic al triunghiului ABC (Figura 1.7).
Din teorema lui Thales rezult¼a: AHc

HcH"
a
= AH

HHa
(HHc k HaH

0
a);

AHb
HbH

0
a
= AH

HHa
(HHb k

Figura 1.7: H
0
aH

00
a este antiparal¼a cu BC

HaH
0
a), de unde

AHc
HcH"

a

=
AHb
HbH

0
a

;

adic¼a HbHc k H
0
aH

00
a : Cum HbHc este antiparalel¼a cu BC rezult¼a c¼a H

0
aH

00
a este an-

tiparalel¼a cu BC: �
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Teorema 41 Segmentele H
0
aH

"
a ;H

0
bH

"
b ;H

0
cH

"
c sunt congruente.

Demonstra̧tie. Avem

H
0
aH

00
a = H

0
aC

0 + C 0B0 +B0H
00
a =

1

2
HaHb +

1

2
HbHc +

1

2
HaHc = p

0

(unde p0 este semiperimetrul triunghiului ortic). Analog se arat¼a c¼a H
0
bH

00
b � H

0
cH

00
c

(= 2R sinA sinB sinC). �

Teorema 42 Fie HaHbHc triunghiul ortic corespunz¼ator triunghiului ABC, BB0 bi-
sectoarea interioar¼a a unghiului ABC, B0 2 (AC) şi B00 piciorul bisectoarei unghiului
^AHbHc: Dreptele B0B00 şi AB sunt perpendiculare.

Demonstra̧tie. PatrulaterulBCHbHc �ind inscriptibil rezult¼a ^HcHbA � ^ABC;
deci

^B00HbA � ^ABB0
�
=
1

2
m(^ABC)

�
;

adic¼a patrulaterul BB00HbB0 este inscriptibil, de unde m(^BB00B0) = m(^BHbB0) =
90�: �

Teorema 43 Fie HaHbHc şi CaCbCc triunghiurile ortic, respectiv de contact ale tri-
unghiului ABC. Triunghiul CaCbCc şi triunghiul având vârfurile în centrele cercurilor
înscrise în triunghiurile AHbHc; BHaHc; CHaHb au aceeaşi dreapt¼a a lui Euler.

Demonstra̧tie. Vezi �Cercul lui Euler�[15]. �

Teorema 44 Fie A00; B00; C 00 punctele de intersecţie dintre în¼alţimile triunghiului ABC
cu laturile respective ale triunghiului ortic. Triunghiurile ABC şi A00B00C 00 sunt orto-
logice.

Demonstra̧tia este evident¼a deoarece A00Ha?BC;B00Hb?CA şi C 00Hc?AB, iar
A00Ha \ B00Hb \ C 00Hc = fHg, al doilea centru de ortologie �ind centrul cercului lui
Euler al triunghiului ABC: �

Teorema 45 Perpendicularele coborâte din mijloacele laturilor triunghiului ortic ale
unui triunghi ABC pe laturile respective ale triunghiului ABC sunt concurente.

Demonstra̧tia rezult¼a din teorema lui Döttl [15]. �
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1.2 Triunghiul median

�Geometria e lini̧stea întâmpl¼arii.��Nichita St¼anescu3

Fie triunghiul ABC şi Ma;Mb;Mc mijloacele laturilor BC;AC;AB. Triunghiul
MaMbMc se numeşte triunghi median (sau auxiliar) (Figura 1.8).

Figura 1.8: Triunghiul median

Teorema 46 Triunghiul median MaMbMc este triunghiul cevian al centrului de greu-
tate al triunghiului ABC:

Demonstra̧tia este evident¼a deoarece medianele AMa; BMb; CMc sunt con-
curente în G. �

Teorema 47 Triunghiul median este triunghiul podar al centrului cercului circumscris
triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Mediatoarele laturilor triunghiului ABC sunt concurente în O �
centrul cercului circumscris triunghiului ABC. �

Teorema 48 Triunghiul median MaMbMc al triunghiului ABC este asemenea cu tri-
unghiul ABC.

Demonstra̧tie. Laturile triunghiului median sunt linii mijlocii în triunghiul ABC,
deci

MaMb

AB
=
MbMc

BC
=
McMa

CA
=
1

2
;

de unde rezult¼a c¼a triunghiurile MaMbMc şi ABC sunt asemenea. �

3Nichita St¼anescu (1933 �1983) �eseist, poet român, ales postum membru al Academiei Române
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Observa̧tia 49

1) Laturile triunghiului median au lungimile: a0 = a
2 ; b

0 = b
2 ; c

0 = c
2 , unde am notat

cu a; b; c lungimile laturilor BC;CA; respectiv AB:
2) Semiperimetrul triunghiului median este: p0 = a0+b0+c0

2 = a+b+c
4 = p

2 :

3) M¼asurile unghiurilor triunghiului median sunt egale cu: \MaMbMc �\ABC; \MbMcMa �
\BCA; \McMaMb �\CAB:

4) Coordonatele baricentrice absolute ale vârfurilor triunghiului median sunt: Ma

�
0; 12 ;

1
2

�
;

Mb

�
1
2 ; 0;

1
2

�
şi Mc

�
1
2 ;
1
2 ; 0
�
:

5) Triunghiul ABC şi triunghiul median corespunz¼ator au acelaşi centru de greu-
tate.

Teorema 50 Aria triunghiului median este egal¼a cu o p¼atrime din aria triunghiului
ABC:

Demonstra̧tie. Avem: A[MaMbMc] =
1
4A[ABC], deoarece triunghiurile MaMbMc;

AMcMb; McBMa şi MbMaC sunt congruente. �

Observa̧tia 51 Cercul înscris în triunghiul median se numeşte cercul Spieker, iar
centrul acestui cerc se numeşte punctul lui Spieker.

Teorema 52 Raza cercului Spieker este jum¼atate din raza cercului înscris în tri-
unghiul ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Spieker�[15]. �
Cercul circumscris triunghiului median se numeşte cerc medial (sau cercul celor

nou¼a puncte).

Teorema 53 Orice triunghi omotetic cu triunghiul median al unui triunghi ABC în
raport cu punctul O, centrul cercului circumscris triunghiului ABC; este omologic cu
triunghiul ABC:

Demonstra̧tie. Fie A0B0C 0 triunghiul obţinut din triunghiul median MaMbMc

prin omotetia de centru O şi raport k. Fie fTg = OH \ AA0 (Figura 1.9). Din
asem¼anarea triunghiurilor AHT şi TOA0 rezult¼a:

TA0

TA
=
TO

TH
=
OA0

AH
=
kOMa

2OMa
=
k

2
:

Analog, se arat¼a c¼a BB0 şi CC 0 trec tot prin punctul T care este centrul de omologie.
�

Observa̧tia 54 Centrul de omologie între triunghiul omotetic triunghiului median al
triunghiului ABC şi triunghiul ABC este situat pe dreapta lui Euler a triunghiului
ABC:

Teorema 55 Proiecţiile unui vârf al unui triunghi ABC pe bisectoarele interioare
şi exterioare ale unghiurilor din celelalte dou¼a vârfuri aparţin dreptelor ce trec prin
vârfurile triunghiului median MaMbMc.
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Figura 1.9: Triunghi omotetic cu triunghiul median

Demonstra̧tie. Fie M , M 0 şi N , N 0 proieçtiile vârfurilor B şi C pe bisectoarea
interioar¼a, respectiv exterioar¼a a unghiului A. Deoarece patrulaterul BMAM 0 este
dreptunghi, rezult¼a c¼a Mc 2 MM 0: Fie fPg = BM 0 \ AC. Triunghiul APB este
isoscel deoarece AM 0 este bisectoare şi în¼aļtime, deciM 0 este mijlocul segmentului BP
(Figura 1.10). Atunci, M 0Mc este linie mijlocie în triunghiul APB, deci M 0Mc k AP ,
adic¼aMM 0 k AC, de unde rezult¼a c¼a puncteleM şiM 0 apaŗtin drepteiMaMc. Analog,
se arat¼a c¼a punctele N şi N 0 apaŗtin dreptei MaMb. �

Teorema 56 Triunghiul median MaMbMc şi triunghiul tangenţial TATBTC al unui
triunghi ABC sunt omologice.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul tangenţial�. �

Teorema 57 Triunghiurile median şi antisuplementar ale unui triunghi ABC sunt
omologice, centrul de omologie �ind punctul lui Lemoine al triunghiului antisuplemen-
tar.
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Figura 1.10: N şi N 0 apaŗtin dreptei MaMb

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul antisuplementar�. �

Teorema 58 Triunghiul median al triunghiului cotangentic al unui triunghi ABC este
omologic cu triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul cotangentic�. �

Teorema 59 Fie MaMbMc triunghiul median al triunghiului ABC şi Ia, Ib, Ic cen-
trele cercurilor exînscrise corespunz¼atoare triunghiului ABC. Dreptele IaMa, IbMb şi
IcMc sunt concurente.

Demonstra̧tie. TriunghiulABC este triunghiul ortic al triunghiului IaIbIc; dreptele
care unesc mijloacele laturilor triunghiului ortic corespunz¼ator unui triunghi XY Z cu
vârfurile corespunz¼atoare triunghiului XY Z sunt concurente în punctul lui Lemoine
al triunghiului XY Z (vezi �Triunghiul ortic�), deci dreptele IaMa, IbMb, IcMc sunt
concurente în punctul lui Lemoine al triunghiului IaIbIc. �

Teorema 60 Triunghiurile median şi antisuplementar ale unui triunghi ABC sunt
omologice.

Demonstra̧tia rezult¼a din teorema anterioar¼a. �

Teorema 61 Bisectoarele interioare ale unui triunghi ABC intersecteaz¼a laturile neco-
respunz¼atoare ale triunghiului median în şase puncte care determin¼a trei drepte ce trec
prin punctele de contact determinate de cercul înscris în triunghiul ABC şi laturile
triunghiului ABC.
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Demonstra̧tie. Fie fA1g = A2B2\BC; fA2g =MaMc\AI, fB2g =MbMc\BI,
fB1g = A2B2\AC,McB2 k BC. Avemm(^McB2B) = m(^A1BB2) = m(^McBB2);

Figura 1.11: B1 � Cb

deci triunghiul BMcB2 este isoscel, deci B2Mc = BMc =
c
2 = A2Mc:Mai multMbB1 k

A2Mc, de unde rezult¼a c¼a triunghiulMbB1B2 este isoscel, deciMbB1 =MbB2 =
c
2 �

a
2

(Figura 1.11). Atunci, B1C = 1
2(b+ c� a) = p� a, deci B1 este un punct de contact

al cercului înscris în triunghiul ABC cu latura AC. �
Teorema 62 Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC, A0; B0; C 0 mij-
loacele segmentelor AO;BO; respectiv CO şi MaMbMc triunghiul median al triunghiu-
lui ABC: Dreptele A0Ma,B0Mb şi C 0Mc sunt concurente în centrul cercului lui Euler
al triunghiului median.

Demonstra̧tie. Vezi "Cercul lui Euler" [15]. �
Teorema 63 FieMaMbMc triunghiul median al triunghiului ABC: Pentru orice punct
M din planul triunghiului ABC este adev¼arat¼a relaţia:

���!
MMa +

���!
MMb +

���!
MMc =

��!
MA+

��!
MB +

��!
MC:

Demonstra̧tie. Teorema medianei scris¼a sub form¼a vectorial¼a aplicat¼a în tri-
unghiul MBC d¼a:

���!
MMa =

1
2(
��!
MB +

��!
MC): Analog se obţin egalit¼aţile:

���!
MMb =

1
2(
��!
MC +

��!
MA) şi

���!
MMc =

1
2(
��!
MC +

��!
MA). Sumând aceste egalit¼aţi rezult¼a concluzia.�
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Teorema 64 Coordonatele baricentrice ale vârfurilor triunghiului median sunt: Ma

�
0; 12 ;

1
2

�
;

Mb

�
1
2 ; 0;

1
2

�
; Mc

�
1
2 ;
1
2 ; 0
�
:

Demonstra̧tie. Din egalitatea
���!
MMa =

1
2 �
��!
MB + 1

2 �
��!
MC; rezult¼a Ma

�
0; 12 ;

1
2

�
:

Analog pentru celelalte vârfuri. �

Teorema 65 Triunghiul ortic al triunghiul median corespunz¼ator unui triunghi ABC
este omologic cu triunghiul ABC:

Demonstra̧tie. Fie A0; B0; C 0 picioarele în¼aļtimilor triunghiului medianMaMbMc

Figura 1.12: Triunghiul ortic al triunghiul median

(Figura 1.12) şi fA00g = AA0 \ BC; fB00g = BB0 \ CA; fC 00g = CC 0 \ AB: Cum
MbMc k BC; rezult¼a c¼a

BA00

CA00
=
McA

0

MbA0
=
McMa cosC

MbMa cosB
=
b cosC

c cosB
:

Analog, CB
00

AB00 =
c cosA
a cosC şi

AC00

BC00 =
a cosB
b cosA , de unde rezult¼a c¼a

BA00

CA00 �
CB00

AB00 �
AC00

BC00 = 1 şi din
reciproca teoremai lui Ceva rezult¼a c¼a dreptele AA0; BB0; CC 0 sunt concurente. �
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1.3 Triunghiul de contact

�O camer¼a far¼a c¼aŗti este un trup f¼ar¼a su�et.�- Pitagora4

Fie Ca; Cb; Cc punctele de tangenţ¼a ale cercului înscris în triunghiul ABC cu la-
turile triunghiului. Triunghiul CaCbCc se numeşte triunghiul de contact al triunghiului
ABC (sau triunghiul Gergonne).

Triunghiul de contact CaCbCc este triunghiul podar corespunz¼ator centrului cercului
înscris (I) în triunghiul ABC, în raport cu triunghiul ABC:

Figura 1.13: Triunghiul de contact

Teorema 66 Unghiurile triunghiului de contact CaCbCc corespunz¼ator triunghiului
ABC au m¼asurile egale cu: 90� � 1

2m(
bA), 90� � 1

2m(
bB), respectiv 90� � 1

2m(
bC):

Demonstra̧tie. Fie I centrul cercului înscris în triunghiul ABC. Deoarece patru-
laterele BCaICc, CCbICa sunt inscriptibile rezult¼a m(\ICaCb) = m(\IBCc) = 1

2m(
bB)

şi m(\ICaCb) = m(\ICCb) = 1
2m(

bC). Atunci,
m( \CcCaCb) = m(\CcCaI) +m(\CbCaI) =

1

2
m( bB) + 1

2
m( bC)

=
1

2
[180� �m( bA)] = 90� � 1

2
m( bA):

Analog se arat¼a c¼a m( \CaCbCc) = 90� � 1
2m(

bB) şi m( \CaCcCb) = 90� � 1
2m(

bC). �
4Pitagora (580-500 î.e.n.) �matematician grec
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Teorema 67 Lungimile laturilor triunghiului de contact CaCbCc sunt egale cu: a0 =
(�a+ b+ c) sin A2 , b

0 = (a� b+ c) sin B2 , c
0 = (a+ b� c) sin C2 :

Demonstra̧tie. În triunghiul isoscel ACbCc avem:

sin
A

2
=
a0=2

p� a;

unde p reprezint¼a semiperimetrul triunghiului ABC, deci a0 = (�a + b + c) sin A2 .
Analog se determin¼a lungimile celorlalte dou¼a laturi ale triunghiului CaCbCc. �

Teorema 68 Lungimile laturilor triunghiului de contact CaCbCc sunt egale cu: CbCc =
2r cos A2 ; CcCa = 2r cos

B
2 ; CaCb = 2r cos

C
2 :

Demonstra̧tie. Din teorema sinusurilor aplicat¼a în triunghiul de contact se
obţine:

CbCc
sin(90� �A=2) =

CcCa
sin(90� �B=2) =

CaCb
sin(90� � C=2) = 2r;

de unde rezult¼a concluzia. �

Teorema 69 Este adev¼arat¼a egalitatea: CaC2b + CbC
2
c + CbC

2
c =

2r2(4R+r)
R .

Demonstra̧tia rezult¼a din teorema anterioar¼a. �

Teorema 70 Segmentele determinate de punctele de contact ale cercului înscris pe
laturile triunghiului ABC au lungimile p� a; p� b; respectiv p� c, unde p = a+b+c

2 :

Demonstra̧tie. Fie ACb = ACc = x;BCa = BCc = y; CCa = CCb = z: Avem:

2(x+ y + z) = a+ b+ c = 2p;

de unde x+ y + z = p, deci x = p� a; y = p� b; z = p� c. �

Teorema 71 Triunghiul de contact al unui triunghi ABC neisoscel şi triunghiul ABC
sunt omologice, centrul de omologie �ind punctul lui Gergonne al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Gergonne�[15]. �

Teorema 72 Punctul lui Lemoine al triunghiului de contact CaCbCc al triunghiului
ABC coincide cu punctul lui Gergonne al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Gergonne�[15]. �

Teorema 73 Fie CaCbCc triunghiul de contact al triunghiului ABC. Atunci:

A[CaCbCc] =
abc

R(a+ b+ c)
� sinA � sinB � sinC:
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Demonstra̧tie. Avem

A[ACcCb]

A[ABC]
=
AC2c
bc

;
A[BCaCc]

A[ABC]
=
(c�ACc)2

ac
;
A[CCaCb]

A[ABC]
=
(c�ACc)2

ab
:

Cu relaţia A[ABC] = A[CaCbCc] + A[ACbCc] + A[BCaCc] + A[CCaCb] şi ţinând cont c¼a
ACc =

r
tgA

2

sau ACc = rq
(p�b)(p�c)
p(p�a)

rezult¼a

A[CaCbCc] =
A[ABC]

2pR
=
(pr)2

2pR

sau A[CaCbCc] =
abc

R(a+b+c) � sinA � sinB � sinC. �

Observa̧tia 74 Aria triunghiului de contact CaCbCc este maxim¼a când triunghiul
ABC este echilateral deoarece

A[CaCbCc] =
pr2

2R
� pr2

2 � 2r =
pr

4
=
A[ABC]

4

(deoarece R � 2r). Cum relaţia R = 2r are loc doar în triunghiul echilateral, atunci
a�rmaţia este demonstrat¼a.

Consecinţa 75 Aria triunghiului de contact CaCbCc este egal¼a cu:

A[CaCbCc] =
A2[ABC]

2R � p =
r

2R
�A[ABC]:

Demonstra̧tia rezult¼a din teorema precedent¼a. �

Figura 1.14: Centrul de greutate al triunghiului CaCbCc
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Teorema 76 Perpendicularele duse din mijloacele laturilor triunghiului de contact
CaCbCc pe laturile opuse ale triunghiului ABC sunt concurente.

Demonstra̧tie. Fie W centrul de greutate al triunghiului CaCbCc şi A0; B0; C 0

mijloacele laturilor triunghiului CaCbCc (Figura 1.14): Punctele Ca; Cb; Cc se obţin din

punctele A0; B0; C 0 printr-o omotetie de centru W şi raport (�2) (���!WCa = �2
��!
WA0).

Printr-o omotetie o dreapt¼a se transform¼a într-o dreapt¼a paralel¼a cu cea dat¼a. Atunci,
dreapta CaI se transform¼a într-o dreapt¼a da ce trece prin A0 şi este paralel¼a cu CaI,
deci da?BC. Analog, dreptele ICb şi ICc se transform¼a în dreptele db; dc paralele cu
ICb, respectiv ICc şi B0 2 db; C 0 2 dc: Cum ICa; ICb; ICc sunt concurente în I, rezult¼a
c¼a dreptele da; db; dc sunt concurente şi �e S punctul de concurenţ¼a al lor.

Evident, punctul I se transform¼a prin omotetia de centru W şi raport (�2) în
punctul S, deci 2SI =WI: �

Teorema 77 Triunghiul de contact al triunghiului ABC şi primul triunghi Sharygin
al triunghiului ABC sunt omotetice.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul Sharygin�. �

Teorema 78 Triunghiurile de contact CaCbCc al unui triunghi ABC este omotetic
cu triunghiul antisuplementar IaIbIc al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul antisuplementar�. �

Teorema 79 Triunghiurile de contact CaCbCc şi antisuplementar IaIbIc corespunz¼a-
toare unui triunghi ABC au aceeaşi dreapt¼a a lui Euler OI.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul antisuplementar�. �

Teorema 80 Triunghiul de contact CaCbCc şi triunghiul circumpedal al centrului cer-
cului înscris în triunghiul ABC sunt omotetice, centrul de omotetie �ind pe dreapta
OI.

Demonstra̧tie. Fie A00; B00; C 00 mijloacele arcelor BC;CA; respectiv AB (Figura
1.15). Cum OA00 k ICa; OB00 k ICb; OC 00 k ICc şi A00Ca \ B00Cb \ C 00Cc = fIg
rezult¼a c¼a triunghiurile A00B00C 00 şi CaCbCc sunt omotetice, raportul de omotetie �ind
R
r , centrul omotetiei apaŗtinând liniei centrelor celor dou¼a cercuri, adic¼a dreptei OI.
Dac¼a punctul M este centrul omotetiei considerate, atunci

MI =
r
p
R2 � 2Rr
R� r

şi

MO =
R
p
R2 � 2Rr
R� r

(vezi �Triunghiul circumpedal�). �
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Figura 1.15: CaCbCc şi triunghiul circumpedal al centrului cercului înscris

Teorema 81 Dreapta lui Simson a punctului lui Feuerbach (') al triunghiului, în
raport cu triunghiul de contact CaCbCc al triunghiului ABC este paralel¼a cu dreapta
HbMcMa

Demonstra̧tie. Vezi �Dreapta lui Simson�[15]. �

Teorema 82 Fie CaCbCc triunghiul de contact al triunghiului ABC, I centrul cer-
cului înscris în triunghiul ABC şi MaMbMc triunghiul median al triunghiului ABC.
Dreptele CbI, CaCc şi BMb sunt concurente.

Demonstra̧tie. Fie Hb piciorul în¼aļtimii din B a triunghiului ABC şi fMg =
BMb \ CbI (Figura 1.16). Din MCbjjBHb rezult¼a

BM

MMb
=
HbCb
CbMb

:

Dar HbCb = p � a � c � cosA, CbMb =
b
2 � (p � a), deci

BM
MMb

= a�b+c
b . Fie fM 0g =

CaCb \BMb. Atunci,

CCa
CaB

�MbA+
CcA

CcB
�MbC =

MMb

BM 0 �AC

(vezi �Relaţia lui Van-Aubel�[15]), adic¼a

p� c
p� b �

b

2
+
p� a
p� b �

b

2
=
M 0Mb

BM 0 � b;

de unde BM 0

M 0Mb
= a�b+c

b , deci M �M 0. �
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Figura 1.16: CbI, CaCc şi BMb sunt concurente

Teorema 83 Triunghiul ortic al triunghiului de contact al unui triunghi ABC este
omotetic cu triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Fie H1 ortocentrul triunghiului de contact şi CaA1; CbB1; CcC1

Figura 1.17: Triunghiul ortic al triunghiului de contact

în¼aļtimile triunghiului de contact (Figura 1.17). Dar

m(^ACcCb) = m(^AICb) = 90� �
1

2
m(^A) = m(^B1CaC1);

iar m(^CcA1B1) = m(^B1CaC1) (deoarece patrulaterul A1B1CaCb este inscriptibil,
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deci
^ACcCb � ^CcA1B1;

adic¼a AB k A1B1. Analog se arat¼a c¼a BC k B1C1; AC k A1C1 şi cum triunghiul
CaCbCc este ascuţitunghic, rezult¼a c¼a triunghiurile ABC şi A1B1C1 sunt omotetice.�

Teorema 84 Fie CaCbCc triunghiul de contact al unui triunghi ABC: Dreapta lui
Euler a triunghiului CaCbCc trece prin centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Vezi �Cercul lui Euler. Dreapta lui Euler�[15]. �

Teorema 85 FieMa;Mb;Mc mijloacele laturilor BC;AC; respectiv AB ale triunghiu-
lui ABC şi CaCbCc triunghiul de contact al triunghiului ABC: Perpendicularele din
punctele Ma;Mb;Mc pe laturile CbCc; CcCa; respectiv CaCb sunt concurente.

Demonstra̧tie. Fie P;Q;R picioarele perpendicularelor duse din Ma;Mb; respec-

Figura 1.18: Perpendiculare concurente

tiv Mc pe laturile triunghiului CaCbCc (Figura 1.18): Deoarece AI este bisectoarea
^BAC şi CcA = CbA; rezult¼a

AI?CbCc:

Cum şi MaP?CbCc rezult¼a c¼a
AI kMaP:

Patrulaterul MaMbAMc este paralelogram, deci

^BAC = ^McMaMb

şi cum AI este bisectoarea unghiului A rezult¼a c¼a MaP este bisectoarea unghiului
^McMaMb: Analog, se demonstreaz¼a c¼a MbQ şi McR sunt bisectoarele unghiurilor
^MaMbMc, respectiv ^MbMcMa: Cum bisectoarele interioare ale unghiurilor unui
triunghi sunt concurente, rezult¼a c¼a dreptele MaP;MbQ şi McR sunt concurente. �
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Teorema 86 Triunghiurile de contact CaCbCc şi median MaMbMc corespunz¼atoare
unui triunghi ABC sunt ortologice.

Demonstra̧tia rezult¼a din proprietatea de mai sus. �

1.4 Triunghiul extangeņtial

�Omul pentru care faptul c¼a 2+2 = 4 e de la sine înţeles nu va deveni niciodat¼a mare matema-
tician.�- Bertolt Brecht5

Fie triunghiul ABC şi Ia; Ib; Ic centrele cercurilor A-exînscris, B-exînscris, respec-
tiv C-exînscris corespunzatoare triunghiului ABC. Tangentele comune cercurilor exîn-
scrise (diferite de dreptele ce conţin laturile triunghiului ABC) determin¼a triunghiul
TaTbTc numit triunghiul extangenţial al triunghiului ABC (Figura 1.19). Cercul cir-
cumscris triunghiului extangenţial se numeşte cercul extangenţial.

Figura 1.19: Triunghiul extangenţial

Teorema 87 Triunghiul extangenţial TaTbTc corespunzator triunghiului ABC este
omotetic cu triunghiul ortic HaHbHc al triunghiului ABC.

5Bertolt Brecht (1898-1956) �poet german
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Demonstra̧tie. Fie fC 0g = BA \ TbTc şi fB0g = AC \ TbTc. Din congruenţa
triunghiurilor ABC şi A0B0C 0 rezult¼a c¼a ^ACB � ^AC 0B0: Dar HaHb este an-
tiparalela laturii BC; deci ^AHcHb � ^ACB; de unde rezult¼a ^B0C 0A � ^AHcHb
şi B0C 0 k HcHb; adic¼a TcTb k HcHb: Analog se arat¼a c¼a TcTa k HcHa şi TaTb k HaHb:
Avem

m(^HaHbHc) = 180� � 2m(^A):

Fie fA0g = BC \ TaTc şi fA00g = BC \ TaTb: Atunci,

^HcHaA0 � ^HaA0Ta(= m(^BAC))

şi ^HbHaC � ^HaA00Ta(= m(^BAC)) (alterne interne), de unde rezult¼a c¼a

m(^TcTaTb) = 180� � 2m(^A);

deci ^HcHaHb � ^TcTaTb. Analog, ^HcHbHa � ^TcTbTa, unde rezult¼a c¼a triunghiu-
rile TaTbTc şi HaHbHc sunt asemenea şi deoarece au şi laturile respective paralele
rezult¼a c¼a sunt omotetice. �

Observa̧tia 88 Centrul de omotetie dintre triunghiurile TaTbTc şi HaHbHc se nu-
meşte punctul lui Clawson.

Teorema 89 Triunghiurile extangenţial TaTbTc şi antisuplementar IaIbIc corespun-
z¼atoare unui triunghi ABC sunt omologice.

Demonstra̧tia este evident¼a deoarece dreptele IaTa; IbTb; IcTc sunt concurente în
centrul cercului înscris în triunghiul TaTbTc, �ind bisectoare în triunghiul extangenţial.
�

Teorema 90 Centrul cercului înscris în triunghiul extangenţial coincide cu centrul
cercului triunghiului antisuplementar.

Demonstra̧tie. Fie IT centrul cercului înscris în triunghiul TaTbTc; conform pro-
priet¼aţii precedente rezult¼a: fIT g = IaTa \ IbTb \ IcTc: Avem:

m(^TaITTc) = 180� � [m(^TcTaIT ) +m(^TaTcIT )]
= 180� � [(90� �m(^A)) + (90� �m(^C))]
= 180� �m(^B) = 2m(^IaIbIc):

Analog se arat¼a c¼a m(^TaITTb) = 2m(^IaIbIc) şi m(^TcITTb) = 2m(^IbIaIc), deci
IT este centrul cercului circumscris triunghiului antisuplementar IaIbIc. �

Observa̧tia 91 Cum IT este centrul cercului circumscris triunghiului IaIbIc rezult¼a
c¼a IT Ia � IT Ib � IT Ic.

Teorema 92 Raza cercului înscris în triunghiul extangenţial corespunz¼ator unui tri-
unghi ABC, are lungimea egal¼a cu 2R+r; unde R şi r sunt razele cercurilor circumscris,
respectiv înscris în triunghiul ABC.
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Figura 1.20: Raza cercului înscris în triunghiul extangenţial

Demonstra̧tie. Fie fB0g = AB\TbTc şi fC 0g = AC\TbTc. Deoarece triunghiurile
ABC şi AB0C 0 sunt congruente (vezi �Cercuri exînscrise�[15]) rezult¼a c¼a raza cercului
înscris în triunghiul AB0C 0 este egal¼a cu r (Figura 1.20). Fie I 0 centrul cercului înscris
în triunghiul AB0C 0. Atunci, distanţele de la A şi I 0 la B0C 0 sunt egale cu ha (în¼aļtimea
din vârful A a triunghiului ABC) şi r. Cum A este mijlocul segmentului II 0, atunci
distanţa de la I la B0C 0 este egal¼a cu 2ha�r: Fie IT simetricul lui I faţ¼a de O �centrul
cercului circumscris triunghiului ABC. Distanţele de la I şi O la TbTc sunt egale cu
2ha�r, respective ha+R (deoarece AO = R), deci distanţa de la IT la TbTc este egal¼a
cu

2(R+ ha)� (2ha � r) = 2R+ r

(unde am aplicat teorema liniei mijlocii într-un trapez). Analog, se arat¼a c¼a distanţele
de la punctul IT la TaTc şi sunt egale tot cu 2R+r; deci IT este centrul cercului înscris
în triunghiul extangenţial. Centrul cercului înscris în triunghiul extangenţial coincide
cu centrul cercului triunghiului antisuplementar. �
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Observa̧tia 93 Deoarece 4R + 2r = r + ra + rb + rc, rezult¼a c¼a raza cercului înscris
în triunghiul extangenţial este egal¼a cu

rT = 2R+ r =
1

2
(r + ra + rb + rc):

Teorema 94 Centrul cercului înscris în triunghiul extangenţial al unui triunghi ABC
este simetricul centrului cercului înscris în triunghiul ABC, faţ¼a de centrul cercului
circumscris triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Proprietatea este o consecinţ¼a a aplicaţiei precedente. �

Observa̧tia 95 Simetricul centrului cercului înscris faţ¼a de centrul cercului circum-
scris triunghiului ABC este mijlocul segmentului ce uneşte punctul lui Nagel cu punctul
lui Longchamps.

Teorema 96 Triunghiurile extangenţial şi tangenţial corespunz¼atoare unui triunghi
ABC sunt omotetice.

Demonstra̧tie.Deoarece triunghiurile extangengenţial TaTbTc şi tangenţial TATBTC
sunt omotetice cu triunghiul orticHaHbHc al triunghiului ABC, iar relaţia de omotetie
este tranzitiv¼a, rezult¼a c¼a şi triunghiurile TaTbTc şi TATBTC sunt omotetice. �

Observa̧tia 97 Din omotetia triunghiurilor TaTbTc şi TATBTC rezult¼a c¼a cercurile
înscrise în aceste triunghiuri sunt omotetice, deci raportul de omotetie este egal cu
2R+r
R ; unde 2R + r şi R sunt lungimile razelor cercurilor înscrise în triunghiurile

TaTbTc respectiv TATBTC .

Demonstra̧tie. Fie fA1g = TbTc \ BC; fB1g = TaTc \ AC; fC1g = TaTb \ AB:
Din teorema bisectoarei exterioare rezult¼a:

A1B

A1C
=
c

b
;
B1C

B1A
=
a

c
şi
C1A

C1B
=
b

a
:

Atunci,
A1B

A1C
� B1C
B1A

� C1A
C1B

= 1

şi din reciproca teoremei lui Menelaus rezult¼a c¼a punctele A1; B1; C1 sunt coliniare,
iar din reciproca teoremei lui Desargues rezult¼a c¼a triunghiurile ABC şi TaTbTc sunt
omologice, dreapta de omologie �ind axa antiortic¼a a triunghiului ABC. �

Demonstra̧tie.
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1.5 Triunghiul cotangentic

�Adev¼arul matematic indeferent unde, la Paris sau la Toulouse, este unul şi acelaşi.��Blaise
Pascal6

Triunghiul �a� b� c care are ca vârfuri punctele de tangenţ¼a dintre laturile BC;CA şi
AB ale unui triunghi ABC cu cercurile exînscrise corespunz¼atoare triunghiului ABC,
se numeşte triunghiul cotangentic corespunz¼ator triunghiului ABC (Figura 1.21):

Figura 1.21: Triunghiul cotangentic

Teorema 98 Dreptele A�a; B� b; C� c sunt concurente în punctul lui Nagel al triunghiu-
lui ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Nagel�[15]. �

Observa̧tia 99 Triunghiul cotangentic �a� b� c este triunghiul cevian al punctului lui
Nagel în raport cu triunghiul ABC.

6Blaise Pascal (1623 � 1662) �matematician, �zician şi �losof francez, contribuţii în geometria
proiectiv¼a, algebr¼a şi teoria probabilit¼aţilor
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Teorema 100 Triunghiul cotangentic �a� b� c este triunghiul podar al punctului lui
Bevan al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Bevan�[15]. �

Teorema 101 Laturile triunghiului cotangentic �a� b� c al triunghiului ABC au lungimi-
le egale cu:

� b� c =
p
(p� b)2 + (p� c)2 � 2(p� b)(p� c) cosA;

� c�a =
p
(p� c)2 + (p� a)2 � 2(p� c)(p� a) cosB;

�a� b =
p
(p� a)2 + (p� b)2 � 2(p� a)(p� b) cosC:

Demonstra̧tie. În triunghiul A� b� c, din teorema cosinusului rezult¼a

� b�
2
c = A�

2
b +A�

2
c � 2A� b �A� c � cosA;

adic¼a � b� c =
p
(p� b)2 + (p� c)2 � 2(p� b)(p� c) cosA. Analog se determin¼a lungi-

mile laturilor � b�a şi �a� c. �

Teorema 102 Aria triunghiului cotangentic este egal¼a cu A[�a�b�c] =
1
2pR � A

2
[ABC],

unde R este raza cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Avem

A[A�b�c]

A[ABC]
=
A� c �A� b � sinA
AB �AC � sinA =

(p� b)(p� c)
bc

şi analoagele. Dar

A[ABC] = A[A�b�c] +A[B�a�c] +A[C�a�b] +A[�a�b�c]

adic¼a,
A[�a�b�c]

A[ABC]
= 1� (p� b)(p� c)

bc
� (p� a)(p� c)

ac
� (p� a)(p� b)

ab

şi de aici rezult¼a

A[�a�b�c] =
(a+ b� c)(a� b+ c)(�a+ b+ c)

4abc
�A[ABC] =

2r2p

abc
�A[ABC] =

A2[ABC]

2pR
:

�

Observa̧tia 103 Aria triunghiului cotangentic este egal¼a cu aria triunghiului de con-
tact.

Teorema 104 Aria triunghiului cotangentic este maxim¼a când triunghiul ABC este
echilateral.
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Demonstra̧tie. Avem

A[�a�b�c] =
pr2

2R
� pr2

2 � 2r =
pr

4
=
A[ABC]

4

(deoarece R � 2r). Cum relaţia R = 2r are loc doar în triunghiul echilateral, rezult¼a c¼a
aria triunghiului cotangentic este maxim¼a atunci când triunghiul ABC este echilateral.
�

Teorema 105 Triunghiul neisoscel ABC şi triunghiul s¼au cotangentic �a� b� c sunt
omologice, centrul de omologie �ind punctul lui Nagel al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Deoarece A�a\B� b\C� c = fNg, undeN este punctul lui Nagel al
triunghiului ABC; rezult¼a c¼a triunghiurile ABC şi �a� b� c sunt omologice (consecinţ¼a
a teoremei lui Desargues). �

Teorema 106 Triunghiul median al triunghiului cotangentic al unui triunghi ABC
este omologic cu triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Fie A0, B0, C 0 mijloacele laturilor � b� c, �a� c, respectiv �a� b ale
triunghiului cotangentic şi fA00g = AA0 \BC, fB00g = BB0 \AC, fC 00g = CC 0 \AB
(Figura 1.22). Considerând ceviana AA00 şi transversala � b� c avem:

Figura 1.22: Triunghiul median al triunghiului cotangentic

A� c
AB

� AC
A� b

� A
0� b

A0� c
� A

00B

A00C
= 1
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(vezi �Relaţia lui Van-Aubel�[15]), deci

p� b
c

� b

p� c � 1 �
A00B

A00C
= 1

de unde A00B
A00C =

c(p�c)
b(p�b) . Analog,

B00C
B00A =

a(p�a)
c(p�c) şi

C00A
C00B =

b(p�b)
a(p�a) , de unde

A00B

A00C
� B

00C

B00A
� C

00A

C 00B
= 1

şi din reciproca teoremei lui Ceva rezult¼a c¼a dreptele AA0, BB0 şi CC 0 sunt concurente,
deci triunghiurile ABC şi �a� b� c sunt omologice. �

Teorema 107 Fie A0, B0, C 0 punctele diametral opuse vârfurilor A,B,C ale triunghiu-
lui ABC în cercul circumscris. Dreptele IaA0, IbB0, IcC 0 sunt respectiv perpendiculare
pe laturile triunghiului cotangentic al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Not¼am cu zx a�xul punctului X. Alegem un reper complex cu

Figura 1.23: IaA0?� b� c

vârful în centrul cercului circumscris (O) al triunghiului ABC, iar punctul A situat
pe axa imaginar¼a (Figura 1.23). Atunci zA = i�, � 2 R�, zA0 = �i�. Din BA0?AB şi
CA0?CA; rezult¼a c¼a exist¼a �; 
 2 R� astfel încât

zA0 � zB
zA � zB

= i� şi
zA0 � zC
zA � zC

= i
;
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de unde zB =
2��
1+�2

� i� şi zC = 2�

1+
2

� i� (1). Deoarece �bC
�bA

= p�a
p�c şi

�cA
�cB

= p�b
p�a ;

rezult¼a

z�b =
zC(p� c) + zA(p� a)

b
şi z�c =

zA(p� a) + zB(p� b)
c

;

deci

z�b =
2�
(p� c)
(1 + 
2) � b +

i�(c� a)
b

şi z�c =
2��(p� b)
(1 + �2) � c

+
i�(b� a)

c
: (2)

Fie fTg = CIa \ AB. Din teorema bisectoarei exterioare avem TA
TB =

b
a ,

CIa
IaT

= BC
BT .

Astfel TB = ac
b�a ,

CIa
IaT

= b�a
c , de unde

zT =
azA + bzB
a+ b

şi zIa =
zC +

b�a
c � zT

1 + b�a
c

=
czC + (b� a)zT
b+ c� a : (3)

Din relaţiile (1), (2) şi (3) rezult¼a

zIa � zA0
z�b � z�c

= i � �;

unde � 2 R�, deci IaA0?� b� c. Analog se arat¼a c¼a IbB0?�a� c şi IcC 0?� b�a. �

1.6 Triunghiul podar

�Matematica este ştiinţa despre raporturile între formule, lipsite de oricare conţinut.�- David
Hilbert7

Fie P un punct interior triunghiului ABC. Se numeşte triunghi podar al punctului
P , triunghiul A0B0C 0 care are ca vârfuri picioarele perpendicularelor duse din P pe
laturile triunghiului ABC (Figura 1.24). Punctul P se numeşte punct podar. Cercul
circumscris triunghiului podar al punctului P se numeşte cercul podar al punctului
P . Dac¼a punctul P apaŗtine unei laturi a triunghiului, atunci dreapta care uneşte
picioarele perpendicularelor din P pe celelalte dou¼a laturi ale triunghiului se numeşte
dreapt¼a podar¼a. Dac¼a punctul P se g¼aseşte pe cercul circumscris triunghiului ABC,
atunci triunghiul podar al acestui punct se transform¼a în dreapta lui Simson corespun-
z¼atoare punctului P .

Teorema 108 Punctul podar P aparţine cercurilor circumscrise patrulaterelor AB0PC 0;
BC 0PA0; CA0PB0:

Demonstra̧tia este evident¼a, deoarece patrulaterele AB0PC 0; BC 0PA0; CA0PB0

sunt inscriptibile. �
7David Hilbert (1962-1943) �matematician german, profesor la Universitatea din Göttingen, con-

tribuţii remarcabile în geometrie şi analiza matematic¼a



Triunghiul podar 45

Figura 1.24: Triunghiul podar

Teorema 109 Dac¼a x, y, z sunt distanţele de la punctul podar P la vârfurile triunghiu-
lui ABC, atunci laturile triunghiului podar au lungimile a0 = ax

2R ; b
0 = by

2R ; c
0 = cz

2R (a, b,
c sunt lungimile laturilor triunghiului ABC şi R raza cercului circumscris triunghiului
ABC).

Demonstra̧tie. Teorema sinusurilor aplicat¼a în triunghiurile AC 0B0 şi ABC ne
d¼a: B

0C0

sinA = AP şi
a

sinA = 2R; de unde rezult¼a:

B0C 0 = a � AP
2R

:

Analog, C 0A0 = b � BP2R şi A0B0 = c � CP2R : �

Observa̧tia 110 Dac¼a x = y = z; atunci punctul P coincide cu centrul cercului
circumscris ABC şi deci x = R:

Teorema 111 Triunghiul podar A0B0C 0 al unui punct P şi triunghiul ABC sunt or-
tologice.

Demonstra̧tia rezult¼a din de�ni̧tia triunghiurilor ortologice. �

Teorema 112 Triunghiul podar al centrului cercului circumscris triunghiului ABC
este triunghiul median al triunghiului ABC.

Demonstra̧tia este evident¼a. �

Teorema 113 Triunghiul podar al ortocentrului triunghiului ABC este triunghiul or-
tic al triunghiului ABC.

Demonstra̧tia este evident¼a. �
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Teorema 114 Cercul lui Euler este cercul podar al ortocentrului triunghiului ABC
(sau al centrului cercului circumscris triunghiului ABC).

Demonstra̧tie. Vezi �Cercul lui Euler�[15]. �

Teorema 115 Triunghiul podar al centrului cercului înscris este triunghiul de contact
al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul de contact�. �

Teorema 116 Cercul podar al centrului cercului înscris într-un triunghi ABC este
cercul înscris în triunghiul ABC.

Demonstra̧tia este evident¼a. �

Teorema 117 Triunghiurile podare ale punctelor Brocard ale triunghiului ABC sunt
congruente.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctele lui Brocard�[15]. �

Teorema 118 Triunghiurile podare ale punctelor izodinamice ale triunghiului ABC
sunt echilaterale.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctele izodinamice�[15]. �

Teorema 119 Punctul lui Lemoine al triunghiului ABC este centrul de greutate al
propriului triunghi podar.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Lemoine�[15]. �

Teorema 120 (Teorema celor 6 puncte) Fie P 0 şi P 00 dou¼a puncte izogonale în raport
cu triunghiul ABC şi A0B0C 0 şi A00B00C 00 triunghiurile lor podare în raport cu triunghiul
ABC. Punctele A0; B0; C 0; A00; B00; C 00 sunt conciclice.

Demonstra̧tie. Vezi �Drepte izogonale�[15]. �

Observa̧tia 121 Centrul cercului pe care se g¼asesc punctele A0; B0; C 0; A00; B00; C 00 este
mijlocul segmentului P 0P 00 (vezi �Drepte izogonale� [15]):

Teorema 122 Triunghiul podar al unui punct P în raport cu un triunghi ABC este
asemenea cu triunghiul circumpedal al punctului P.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul circumpedal�. �

Teorema 123 Triunghiul podar al ortocentrului triunghiului ABC este omotetic cu
triunghiul tangenţial al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul tangenţial�. �
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Teorema 124 Fie P un punct nesituat pe cercul circumscris al unui triunghi ABC
şi A0B0C 0 triunghiul podar al lui P în raport cu triunghiul ABC. Perpendicularele din
A, B, C pe B0C 0; A0C 0 respectiv A0B0 sunt concurente într-un punct P 0; izogonalul
punctului P în raport cu triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Drepte izogonale�[15]. �

Teorema 125 (Oppenheim) Al treilea triunghi podar este asemenea cu triunghiul
original.

Demonstra̧tie. Punctul P apaŗtine cercurilor circumscrise triunghiurilor AB1C1;

Figura 1.25: Teorema lui Oppenheim

A2B1C2; A3B3C2; A2B2C1 şi A3B2C3 (Figura 1.25). Avem:

m(^C1AP ) = m(^C1B1P ) = m(^A2B1P ) = m(^A2C2P ) = m(^B3C2P ) = m(^B3A3P );
m(^PAB1) = m(^PC1B1) = m(^PC1A2) = m(^PB2A2) = m(^PB2C3) = m(^PA3C3);

de unde rezult¼a c¼a m(^BAC) = m(^B3A3C3). Analog se arat¼a c¼a m(^BCA) =
m(^B3C3A3), de unde rezult¼a c¼a triunghiurile ABC şi A3B3C3 sunt asemenea. �

Teorema 126 Aria triunghiului podar PaPbPc al unui punct P în raport cu un tri-

unghi ABC este egal¼a cu
jR2�OP 2j

2 � sinA � sinB � sinC, unde R reprezint¼a lungimea
razei cercului circumscris triunghiului ABC şi O centrul cercului circumscris acestui
triunghi.

Demonstra̧tie. Fie D al doilea punct de interseçtie dintre dreapta AP şi cercul
circumscris triunghiului ABC (Figura 1.26). Avem: m(^DBC) = m(^DAC) =
m(^PPcPb) şi m(^PBPa) = m(^PaPcP ); de unde rezult¼a c¼a

m(^DBP ) = m(^PaPcPb):
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Figura 1.26: Aria triunghiului podar PaPbPc

Din teorema sinusurilor în triunghiul BPD avem:

sin^PBD
PD

=
sin^BDP
BP

=
sin^ACB
BP

(1)

(unde am folosit faptul c¼a ^BDP � ^ACB). Deoarece PC este diametru în cercul
circumscris patrulaterului PPaCPb avem PaPb = PC � sin\ACB şi analog se obţin
rela̧tiile PbPc = PA � sin bA, PaPc = PB � sin bB (2). Din relaţiile (1) şi (2) obţinem:

A[PaPbPc] =
PaPc � PbPc � sin \PaPcPb

2

=
PB � PA � sin bA � sin bB � sin\DBP

2

=
PA � PD � sin bA � sin bB � sin bC

2
:

Utilizând puterea punctului faţ¼a de un cerc rezult¼a PA � PD =
��R2 �OP 2�� şi atunci

A[PaPbPc] =

��R2 �OP 2��
2

� sinA � sinB � sinC:

�

Observa̧tia 127

1) Ţinând cont c¼a A[ABC] = 2R � sinA � sinB � sinC rela̧tia precedent¼a devine:

A[PaPbPc] =

��R2 �OP 2��
4R2

�A[ABC]:
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2) Dac¼a P � O, atunci aria triunghiului podar al centrului cercului circumscris
triunghiului ABC este egal¼a cu

A[OaObOc] =
1

4
�A[ABC];

(OaObOc este de fapt triunghiul median al triunghiului ABC).
3) Dac¼a P � G, atunci aria triunghiului podar al centrului de greutate al triunghiu-

lui ABC este egal¼a cu

A[GaGbGc] =

��R2 �OG2��
4R2

�A[ABC] =
a2+b2+c2

9

4R2
�A[ABC] =

a2 + b2 + c2

36R2
�A[ABC]:

4) Dac¼a P � H, atunci aria triunghiului podar al ortocentrului triunghiului ABC
devine:

A[HaHbHc] =

��R2 �OH2
��

4R2
�A[ABC] =

��R2 � [9R2 � (a2 + b2 + c2)]��
4R2

�A[ABC]

=

��8R2 � (a2 + b2 + c2)]��
4R2

�A[ABC]

5) Dac¼a P � I, atunci aria triunghiului de contact este egal¼a cu:

A[IaIbIc] =

��R2 �OI2��
4R2

�A[ABC] =
2Rr

4R2
�A[ABC] =

r

2R
�A[ABC]:

6) Dac¼a P � K, atunci aria triunghiului podar al punctului simedian al triunghiului
ABC este egal¼a cu

A[KaKbKc] =

��R2 �OK2
��

4R2
�A[ABC] =

3a2b2c2

(a2+b2+c2)2

4R2
�A[ABC] =

3a2b2c2

4R2(a2 + b2 + c2)2
�A[ABC]:

7) Dac¼a not¼am lungimile segmentelor PPa, PPb, PPc cu x, y respectiv z; atunci

A[PaPbPc] = A[PPbPc] +A[PPcPa] +A[PPaPb] =
yz sinA+ xz sinB + xy sinC

2
:

Teorema 128 Fie P un punct ce variaz¼a pe un cerc { ce are centrul în punctul O -
centrul cercului circumscris unui triunghi ABC. Triunghiurile podare ale punctelor de
pe cercul {, în raport cu triunghiul ABC, au aceeaşi arie.

Demonstra̧tie. Deoarece A[PaPbPc] =
jR2�OP 2j

2 � sinA � sinB � sinC, când P se
plimb¼a pe cerc, segmentul OP are aceeaşi lungime �ind raz¼a în cercul {, rezult¼a con-
cluzia. �

Teorema 129 Dac¼a PaPbPc este triunghiul podar al punctului P în raport cu tri-
unghiul ABC atunci:

PaPb
AB � CP =

PbPc
BC �AP =

PaPc
CA �BP :
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Demonstra̧tie. În cercul circumscris triunghiului APbPc punctul P este punctul
diametral opus punctului A. Teorema sinusurilor ne d¼a PbPc = AP sinA = AP � BC2R şi
de aici PbPc

BC�AP =
1
2R (unde R este raza cercului circumscris triunghiului ABC). Analog

se arat¼a c¼a PaPb
AB�CP =

PaPc
CA�BP =

1
2R . �

Teorema 130 Fie P un punct interior triunghiului ABC şi x; y; z distanţele de la
P la laturile triunghiului BC, CA, respectiv AB. Not¼am cu p perimetrul triunghiului
podar al punctului P. Atunci, X

(x+ y) cos
C

2
� p:

Demonstra̧tie. Fie a0; b0; c0 lungimile laturilor triunghiului podar PaPbPc (Figura
1.27). Avem: c02 = x2 + y2 � 2xy cos(180� � C) sau

Figura 1.27: Perimetrul triunghiului podar

c02 = x2 + y2 + 2xy cosC = (x� y)2 + 4xy cos2 C
2
c02 � [(x� y)2 + 4xy] � cos2 C

2

sau c02 � (x + y)2 cos2 C2 de unde c
0 � (x + y) cos C2 cu egalitate dac¼a şi numai dac¼a

x = y. Atunci,

p =
X

c0 �
X
(x+ y) cos

C

2

cu egalitate dac¼a şi numai dac¼a x = y = z. �

Teorema 131 Fie A0B0C 0 triunghiul podar al unui punct P în raport cu un triunghi
ABC. Not¼am cu da dreapta ce trece prin mijloacele segmentelor PA şi B0C 0. Analog
de�nim dreptele db; dc. Dreptele da; db; dc sunt concurente.

Demonstra̧tie. Mijlocul segmentului PA este centrul cercului circumscris tri-
unghiului A0B0C 0, deci dreapta da este mediatoarea segmentului B0C 0. Analog, db; dc
sunt mediatoarele segmentelor C 0A0, respectiv A0B0, deci dreptele da; db; dc sunt con-
curente în centrul cercului circumscris triunghiului podar A0B0C 0. �
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Teorema 132 Triunghiul podar al ortocentrului H al triunghiuluiABC în raport cu
triunghiul ortic al triunghiuluiABC este omotetic cu triunghiul ABC, centrul de omotetie
�ind punctul lui Gob.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Gob�[15]. �

Teorema 133 Triunghiul podar al punctului lui Lemoine al triunghiului automedian
ABC este asemenea cu triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul automedian�. �

Teorema 134 Proiecţia pe bisectoarea unghiului A a unui triunghi ABC a unui punct
arbitrar P de pe cercul circumscris triunghiului BIC - unde I este centrul cercului
înscris in triunghiul ABC - este centrul cercului circumscris triunghiului podar al
punctului P în raport cu triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Fie P
0
simetricul lui P faţ¼a de bisectoarea din A (Figura 1.28).

Deoarece centrul cercului circumscris triunghiului BIC apaŗtine bisectoarei din A
şi este mijlocul arcului dBC al cercului circumscris triunghiului ABC (vezi �Cer-
curi exînscrise�[15]) rezult¼a c¼a P

0
apaŗtine cercului circumscris triunghiului, iar cum

^PBI � ^P 0BI şi ^PCI � ^P 0CI, rezult¼a c¼a punctele P şi P 0 sunt puncte izogonale.

Figura 1.28: Centrul cercului circumscris triunghiului podar

Proieçtiile punctelor izogonale P şi P 0 pe laturile triunghiului ABC sunt conciclice pe
un cerc cu centrul în mijlocul segmentului PP 0, deci proieçtia lui P pe bisectoarea
din A este centrul cercului circumscris triunghiului podar al punctului P în raport cu
triunghiul ABC. �

Teorema 135 Triunghiul podar al unui punct P de pe un cerc al lui Apollonius, în
raport cu triunghiul ABC este isoscel.
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Demonstra̧tie. Vezi �Cercurile lui Apollonius�[15]. �

Teorema 136 Fie A0B0C 0 triunghiul podar al unui punct P în raport cu un triunghi
ABC şi A00 al patrulea vârf al paralelogramului B0PC 0A00. Analog se construiesc
punctele B00 şi C 00. Triunghiurile ABC şi A00B00C 00 sunt omologice, centrul de omologie
�ind punctul izogonal conjugat al punctului P.

Demonstra̧tie. Ar¼at¼am c¼a dreptele PA şi AA00 sunt izogonale. Fie fXg = CA00\
AC şi fY g = BA00\AB (Figura 1.29). Deoarece patrulaterul PB0AC 0 este inscriptibil,

Figura 1.29: Triunghiuri omologice

rezult¼a
^B0C 0A � ^B0PA şi ^B00AP � ^B00C 0P:

Cum
m(^B0AP ) +m(^BPA) = 90�

şi
m(^B0C 0A) +m(^A00AC 0) = 90�;

rezult¼a c¼a ^PAB0 � ^A00AC 0 (A00 �ind ortocentrul triunghiului B0C 0A). Analog, se
arat¼a c¼a dreptele PB şi BB00, respectiv PC şi CC 00 sunt izogonale, deci triunghiurile
ABC şi A00B00C 00 sunt omologice, centrul de omologie �ind izogonalul lui P . �

Teorema 137 Fie A0B0C 0 triunghiul podar al unui punct P, a�at pe bisectoarea unghiu-
lui A, în raport cu un triunghi ABC. Mediana care pleac¼a din vârful A, dreapta B0C 0

şi dreapta PA0 sunt concurente.

Demonstra̧tie. Fie fQg = AP \ BC; fRg = A0P \ B0C 0 (Figura 1.30). Din
asem¼anarea triunghiurilor C 0PR şi ABQ, B0PR şi ACQ rezult¼a:

RC 0

PC 0
=
AQ

AB
şi
RB0

PB0
=
AQ

AC
:
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Figura 1.30: Triunghiul podar al unui punct a�at pe o bisectoare

Deoarece PB0 = PC 0 rezult¼a
RB0

RC 0
=
AB

AC
:

Not¼am cu y şi z lungimile perpendicularelor RR0 şi RR00 duse din punctul R pe laturile
AC şi AB. Din asem¼anarea triunghiurilor RB0R0 şi RC 0R00 rezult¼a

RB0

RC 0
=
y

z
=
AB

AC
;

deci distanţele de la punctul R la laturile AC şi AB sunt invers propoŗtionale cu
lungimile acestor laturi, ceea ce înseamn¼a c¼a punctul R apaŗtine medianei din vârful
A a triunghiului ABC: �

Teorema 138 Dac¼a punctele M şi M 0 împart o coard¼a a cercului circumscris tri-
unghiului ABC, în mod armonic, atunci ariile triunghiurilor podare ale acestor puncte
faţ¼a de triunghiul ABC, sunt proporţionale cu distanţele lor la mijlocul corzii.

Demonstra̧tie. Fie c¼a punctele M şi M 0 împart armonic coarda DE a cercului
circumscris triunghiului ABC: Notând cu � şi �0 ariile triunghiurilor podare cores-
punz¼atoare punctelor M şi M 0 rezult¼a

�

A[ABC]
=
OM2 �R2

4R2
;

�0

A[ABC]
=
R2 �OM 02

4R2
:

Dac¼a O0 este mijlocul corzii DE, atunci O0M � O0M 0 = O0D2 şi R2 = O0D2 + O0O2,
de unde rezult¼a

OM2 �R2 = OM2 �O0O2 �O0D2 = (OM2 �O0O2)�O0M �O0M 0

= O0M2 �O0M �O0M 0 = O0M(O0M �O0M 0) = O0M �MM 0
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şi

R2 �OM 02 = O0D2 +O0O2 �OM 02 = O0M �O0M 0 � (OM 02 �OO02)
= O0M �O0M 0 �O0M 02 = O0M 0(O0M �O0M 0) = O0M 0 �MM 0:

Astfel,
�

A[ABC]
=
O0M �MM 0

4R2
;

�0

A[ABC]
=
O0M 0 �MM 0

4R2
;

de unde
�

O0M
=

�0

O0M 0 =
MM 0

4R2
�A[ABC]:

�

Consecinţa 139 Dac¼a dreaptaMM 0 trece prin centrul cercului circumscris triunghiu-
lui ABC, atunci

1

�0
� 1

�
=

4

A[ABC]
:

Demonstra̧tie. În cazul de faţ¼a punctele O şi O0 coincid, deci O0M � O0M 0 =
OM �OM 02, de unde

�

A[ABC]
=
MM 0

4OM 0 şi
�0

A[ABC]
=
MM 0

4OM
;

iar de aici rezult¼a

MM 0

�0
� MM

0

�
=
4(OM �OM 0)

A[ABC]
=
4MM 0

A[ABC]

sau
1

�0
� 1

�
=

4

A[ABC]
:

�

Teorema 140 Ariile triunghiurilor podare ale punctelor izogonale ale unui triunghi
ABC, sunt proporţionale cu produsele distanţelor de la punctele respective la laturile
triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie urm¼atoarele notaţii: B1C1 = a1; C1A1 = b1; A1B1 = c1;
B2C2 = a2; C2A2 = b2; A2B2 = c2; M1A1 = x1; M1B1 = y1;M1C1 = z1; M2A2 = x2;
M2B2 = y2; M2C2 = z2. Deoarece perechile de triunghiuri (M1B1C1;M2C2B2);
(M1C1A1;M2A2C2); (M1A1B1;M2B2A2) sunt asemenea (vezi �Puncte izogonale�[15]),
rezult¼a

a1
a2
=
y1
z2
=
z1
y2
;
b1
b2
=
z1
x2
=
x1
z2
;
c1
c2
=
x1
y2
=
y1
x2
:

Astfel, se obţine
A[M1B1C1]

A[M2C2B2]
=
a21
a22
=
y1z1
y2z2
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şi
A[M1B1C1]

A[ABC]
=
M1B1 �M1C1
AB �AC =

y1z1
bc

şi alte patru relaţii analoage. Atunci,
A[M1B1C1]

A[M1C1A1]
= ay1

bx1
şi cum x1x2 = y1y2 rezult¼a

A[M1B1C1]

A[M1C1A1]
=
ax2
by2

=
A[M2BC]

A[M2CA]

şi relaţiile analoage. Avem:

A[M1B1C1]

A[M2BC]
=
A[M1C1A1]

A[M2CA]
=
A[M1A1B1]

A[M2AB]
=
A[A1B1C1]

A[ABC]

şi
A[M2B2C2]

A[M1BC]
=
A[M2C2A2]

A[M1CA]
=
A[M2A2B2]

A[M1AB]
=
A[A2B2C2]

A[ABC]
;

de unde
A[M1B1C1]

A[M2B2C2]
�
A[M1BC]

A[M2BC]
=
A[A1B1C1]

A[A2B2C2]
;

cum
A[M1B1C1]

A[M2B2C2]
=
y1z1
y2z2

şi
A[M1BC]

A[M2BC]
=
x1
x2
;

rezult¼a
A[A1B1C1]

A[A2B2C2]
=
x1y1z1
x2y2z2

:

�
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1.7 Triunghiul antipodar

�Am fost un lucr¼ator conştiincios, nu am fost super�cial, am muncit pân¼a acum la b¼atrânȩte.
Spiritul meu a fost geometric, m-a fermecat varietatea şi frumusȩtea �gurii.� � Alexandru
Miller8

Fie P un punct în planul unui triunghi ABC. Triunghiul A0B0C 0 format de perpen-
dicularele duse prin vârfurile A;B;C pe cevienele PA;PB; respectiv PC, se numeşte
triunghiul antipodar al punctului P (Figura 1.31). Punctul P se numeşte punct an-

Figura 1.31: Triunghiul antipodar

tipodar. Dac¼a punctul P se g¼aseşte pe cercul circumscris triunghiului ABC, atunci
triunghiul antipodar corespunz¼ator lui se reduce la punctul diametral opus lui P . Tri-
unghiul ABC este triunghiul podar al punctului P în triunghiul A0B0C 0.

Teorema 141 Triunghiul antipodar al ortocentrului H al triunghiului ABC este tri-
unghiul anticomplementar.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul anticomplementar�. �

Teorema 142 Triunghiul antipodar al centrului cercului înscris în triunghiul ABC
este triunghiul antisuplementar corespunz¼ator triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul antisuplementar�. �

Teorema 143 Triunghiul antipodar al centrului cercului circumscris O al triunghiului
ABC este triunghiul tangenţial corespunz¼ator triunghiului ABC.

8Alexandru Miller (1879-1965) �matematician român, membru al Academiei Române
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Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul tangenţial�. �

Teorema 144 Triunghiul antipodar al unui punct P este ortologic cu triunghiul pedal
al punctului P în raport cu triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Fie A00B00C 00 triunghiul pedal corespunz¼ator punctului P în raport
cu triunghiul ABC (Figura 1.31). Deoarece A00A?B0C 0; B00B?A0C 0; C 00C?A0B0 şi
A00A \B00B \C 00C = fPg rezult¼a c¼a triunghiurile A0B0C 0 şi A00B00C 00 sunt ortologice.
�

Teorema 145 Triunghiul antipodar al unui punct P este ortologic cu triunghiul an-
ticevian al punctului P.

Demonstra̧tie. Triunghiul anticevian al punctului P este triunghiul ABC: Cum
AP?B0C 0; BP?A0C 0; CP?A0B0; AP\BP\CP = fPg rezult¼a c¼a triunghiurile A0B0C 0
şi ABC sunt ortologice. �

Teorema 146 Fie L;M;N punctele diametral opuse vârfurilor A;B; respectiv C ale
unui triunghi ABC în cercul circumscris acestuia. Triunghiul LMN este omologic cu
triunghiul antipodar al oric¼arui punct a�at în interiorul triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Fie l;m; n dreptele ce trec prin A;B;C şi sunt perpendiculare pe
dreptele PA;PB; respectiv PC şi D;E; F al doilea punct de interseçtie dintre dreptele
l;m; n şi cercul circumscris triunghiului ABC (Figura 1.32). Deoarece m(^ADL) =

Figura 1.32: Triunghi omologic cu triunghiul antipodar
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90�; rezult¼a PA k DL: Dac¼a fQg = PO \DL; din congruenţa triunghiurilor APO şi
LQO rezult¼a PO � OQ: Analog, se arat¼a c¼a dreptele EM;FN trec prin Q, de unde
rezult¼a c¼a

QD �QL = QE �QM = QF �QN = p2

rela̧tii ce arat¼a c¼a punctele L;M şi N sunt polii dreptelor l;m şi n în raport cu cercul
având centrul în Q şi raza p: �

Teorema 147 Triunghiul antipodar al unui punct P şi triunghiul podar al izogonalului
s¼au P 0 sunt omotetice.

Demonstra̧tie. Fie A00B00C 00 triunghiul podar al lui P 0: Deoarece B00C 00?AP (vezi
�Drepte izogonale� [15]) şi B0C 0?AP rezult¼a B0C 0 k B00C 00 (Figura 1.33). Analog,

Figura 1.33: Triunghiul antipodar - triunghiul podar

A0B0 k A00B00 şi A0C 0 k A00C 00: Deoarece patrulaterul PBA0C este inscriptibil rezult¼a

m(^BA0C) = 180� �m(^BPC) = m(^PBC) +m(^PCB)
= m(^P 0BA) +m(^P 0CB00)
= m(^C 00A00P 0) +m(^P 0A00B00) = m(^C 00A00B00):

Deci ^C 0A0B0 � ^C 00A00B00 şi analog ^A0B0C 0 � ^A00B00C 00; de unde rezult¼a c¼a
triunghiurile A0B0C 0 şi A00B00C 00 sunt asemenea. Deoarece triunghiurile A0B0C 0 şi
A00B00C 00 au laturile paralele şi sunt asemenea rezult¼a c¼a ele sunt omotetice. �
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Teorema 148 Triunghiurile antipodare ale punctelor lui Fermat corespunz¼atoare unui
triunghi ABC sunt echilaterale.

Demonstra̧tie. Fie F1 primul punct al lui Fermat - Toricelli (Figura 1.34). Deoarece

Figura 1.34: Triunghiurile antipodare ale punctelor lui Fermat

m(^AF1B) = m(^BF1C) = m(^CF1A) = 120�

(vezi �Punctele lui Fermat�[15]), iar patrulaterele BF1AC 0, CF1BA0 şi AF1CB0 sunt
inscriptibile, rezult¼a c¼a

m(^BA0C) = m(^CB0A) = m(^AC 0B) = 60�;

deci triunghiul A0B0C 0 este echilateral. Analog se arat¼a c¼a şi triunghiul antipodar al
celui de-al doilea punct Fermat (F2) este echilateral. �
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1.8 Triunghiul tangeņtial

�Totul ar � trebuit sa �e sfere, dar n-a fost, n-a fost asa.
Totul ar � trebuit sa �e linii,
dar n-a fost, n-a fost asa.�- Nichita St¼anescu9

Triunghiul TATBTC determinat de tangentele duse la cercul circumscris triunghiu-
lui ABC în vârfurile acestuia se numeşte triunghiul tangenţial al triunghiului ABC.
Triunghiul tangenţial TATBTC al triunghiului ABC este triunghiul antipodar al cen-
trului cercului circumscris O al triunghiului ABC în raport cu triunghiul ABC.

Figura 1.35: Triunghiul tangenţial

Teorema 149 Dreptele ATA; BTB şi CTC sunt concurente.

Demonstra̧tie. Deoarece TAB � TAC; TBA � TBC; TCA � TCB avem:

ATA
ATC

� BTC
BTA

� CTA
CTB

= 1

şi din reciproca teoremei lui Ceva rezult¼a c¼a dreptele ATA; BTB şi CTC sunt con-
curente. Fie K punctul de concurenţ¼a al dreptelor ATA; BTB; CTC (Figura 1.35).
�

9Nichita St¼anescu (1933 �1983) �eseist, poet român, ales postum membru al Academiei Române
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Teorema 150 Dreptele ATA; BTB; CTC sunt simedianele triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie A0 = prBC(A); T
0

A
= prAC(TA) şi T

00
A = prAB(TA) (Figura

1.35). Cum m(\ABA0) = m( \TACT
0
A) =

1
2m(

dAC) şi m(\AA0B) = m( \CT 0
ATA) = 90�

rezult¼a c¼a triunghiurile ABA0 şi TACT
0
A sunt asemenea, deci

TAT
0
A

AA0
=
TAC

AB
: (1)

Analog din asem¼anarea triunghiurilor AA0C şi TABT
00
A rezult¼a

TAT
00
A

AA0
=
TAB

AC
: (2)

Împ¼aŗtind relaţiile (1) şi (2) membru cu membru rezult¼a

TAT
0
A

TAT
00
A

=
TAC

AB
� CA
BTA

=
CA

AB
;

unde am utilizat BTA = CTA, relaţie ce arat¼a c¼a punctul TA apaŗtine simedianei din
A a triunghiului ABC. Analog se arat¼a c¼a BTB şi CTC sunt simediane. �

Observa̧tia 151 Punctul lui Lemoine K al triunghiului ABC este punctul de con-
curenţ¼a al dreptelor ATA; BTB; CTC , adic¼a punctul lui Gergonne al triunghiului tan-
genţial. Punctul lui Lemoine este centrul de omologie dintre triunghiul ABC şi tri-
unghiului s¼au tangenţial.

Teorema 152 Drepta lui Lemoine a triunghiului ABC este axa de omologie dintre
triunghiul ABC şi triunghiul s¼au tangenţial TATBTC .

Demonstra̧tie. Fie A1; B1; C1 punctele de insterseçtie dintre tangentele la cercul
circumscris ABC, vârfurile acestuia şi laturile opuse. Din teorema lui Lemoine rezult¼a
c¼a punctele A1; B1; C1 sunt coliniare (punctele apaŗtin dreptei lui Lemoine). Avem

BA1
CA1

=

�
AB

AC

�2
: (1)

Fie fC 0g = AB \ TATB, fB0g = AC \ TATC , fA0g = BC \ TBTC . S¼a ar¼at¼am c¼a
punctele A0; B0; C 0 apaŗtin dreptei A1C1. Fie fKAg = ATA \BC; fKBg = BTB \CA;
fKCg = CTC \ AB, iar K punctul lui Lemoine al triunghiului ABC (Figura 1.35).
Deoarece AKA este simedian¼a în triunghiul ABC; rezult¼a

BKA
CKA

=

�
AB

AC

�2
: (2)

Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a:
BKA
CKA

=
BA1
CA1

;

adic¼a punctele A1 şi KA sunt conjugate armonic faţ¼a de punctele B şi C. Analog,
se arat¼a c¼a şi perechile de puncte (B1;KB); (C;KC) sunt conjugate armonic faţ¼a de
(C;A), respectiv (A;B), ceea ce demonstreaz¼a teorema. �
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Consecinţa 153 Triunghiul tangenţial TATBTC este triunghiul anticevian al punctu-
lui lui Lemoine corespunz¼ator triunghiului ABC.

Teorema 154 Laturile triunghiului ortic HaHbHc al triunghiului ABC sunt respectiv
paralele cu laturile triunghiului tangenţial TATBTC .

Demonstra̧tie.Dinm(\TCAB) = m( \AHcHb) = m(\ACB); rezult¼a c¼a TCTBjjHcHb.
Analog TATBjjHaHb şi TATC jjHaHc: �

Teorema 155 Triunghiul ortic HaHbHc al triunghiului ABC şi triunghiul tangenţial
TATBTC al triunghiului ABC sunt omotetice.

Demonstra̧tie. Avem \TCAB � \TCBA �\ACB, deci m(\ATCB) = 180��2m( bC).
Dar m( \HbHcHa) = 180� � 2m( bC), deci \TBTCTA � \HbHcHa şi analog \TATBTC �
\HaHbHc. Atunci triunghiurile TATBTC şi HaHbHc sunt asemenea şi deoarece tri-
unghiurile au laturile paralele (vezi proprietatea precedent¼a) rezult¼a c¼a triunghiurile
TATBTC şi HaHbHc sunt omotetice. �

Observa̧tia 156 Centrul omotetiei dintre triunghiul ortic HaHbHc şi triunghiul tan-
genţial TATBTC aparţine dreptei lui Euler a triunghiului ABC (vezi �Dreapta lui Euler�
[15]) şi se numeşte punctul lui Gob.

Teorema 157 Fie A�; B�; C� mijloacele laturilor HbHc;HcHa; respectiv HaHb ale tri-
unghiului ortic al triunghiului ABC şi TATBTC triunghiul s¼au tangenţial. Punctele
A;A�; TA; B;B�; TB; respectiv C;C�; TC sunt coliniare.

Demonstra̧tie. Deoarece A� este mijlocul antiparalelei HbHc la BC; rezult¼a c¼a
apaŗtine simedianei din A, adic¼a dreptei ATA, de unde rezult¼a concluzia. �

Teorema 158 Triunghiul tangenţial TATBTC şi triunghiul median al triunghiului or-
tic corespunz¼ator unui triunghi ABC sunt omotetice, punctul lui Lemoine al triunghiu-
lui ABC �ind centrul de omotetie.

Demonstra̧tia rezult¼a din proprietatea de mai sus. �

Teorema 159 Triunghiul tangenţial TATBTC şi triunghiul median al triunghiului or-
tic corespunz¼ator unui triunghi ABC sunt ortologice, centrele de ortologie �ind orto-
centrul triunghiului tangenţial şi centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC .

Demonstra̧tie. Fie A�B�C� triunghiul median al triunghiului ortic HaHbHc.
Deoarece O9A�?HbHc şi TCTBjjHcHb rezult¼a

O9A
�?TCTB:

Analog, se arat¼a c¼aO9B�?TCTA şiO9C�?TATB, deci triunghiurileA�B�C� şi TATBTC
sunt ortologice, unul dintre centre �ind centrul cercului lui EulerO9. Deoarece TAHx?TBTC
şi TBTC k B�C� rezult¼a

TAHx?B�C�

(unde Hx este ortocentrul triunghiului tangenţial), analog TBHx?A�C�, deci Hx este
al doilea centru de ortologie. �
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Teorema 160 Aria triunghiului tangenţial este egal cu:

A[TATBTC ] =
a2tgA+ b2tgB + c2tgC

4
+A[ABC];

unde a; b; c sunt lungimile laturilor triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. În triunghiul isoscel BTAC (m(\TABC) = m(\TACB) = m( bA))
avem cos Â = a

2CTA
; de unde CTA = a

2 cosA . Atunci,

A[TABC] =
BC � CTA � sin \BCTA

2
=
a2 sinA

4 cosA
=
a2tgA

4
:

Analog, A[TBAC] =
b2tgB
4 şi A[TCBA] =

c2tgC
4 , de unde

A[TATBTC ] = A[TAAC] +A[TBAC] +A[TCBA] +A[ABC]

=
a2tgA+ b2tgB + c2tgC

4
+A[ABC]:

�

Observa̧tia 161 Dar triunghiul ABC este obtuzunghic, de exemplu m(Â) > 90�,
atunci A[TABC] =

a2

4 � jtgAj.

Teorema 162 Centrul cercului circumscris triunghiului tangenţial TATBTC al tri-
unghiului ABC aparţine dreptei lui Euler a triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Dreapta determinat¼a de centrul cercului circumscris, respectiv în-
scris într-un triunghi XY Z este dreapta lui Euler a triunghiului de contact al triunghi-
ului XY Z (vezi �Dreapta lui Euler� [15]). Cum triunghiul ABC este triunghiul de
contact corespunz¼ator triunghiului tangenţial rezult¼a c¼a dreapta lui Euler a triunghi-
ului ABC trece prin centrul cercului circumscris triunghiului tangenţial TATBTC . �

Teorema 163 Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Centrele OA; OB;
OC ale cercurilor circumscrise triunghiurilor BCO;ACO; respectiv BAO determin¼a
un triunghi omotetic cu triunghiul tangenţial TATBTC al triunghiului ABC, centrul de
omotetie �ind punctul O.

Demonstra̧tie. DeoareceOC?OAOB şiOC?TATB; rezult¼aOAOBjjTATB (Figura
1.36). Analog, OBOC jjTBTC şi OCOAjjTCTA. Deoarece OOA?BC şi TAO?BC (tri-
unghiul TABC �ind isoscel), rezult¼a c¼a punctele O;OA şi TA sunt coliniare. Analog
O;OB şi TB respectiv O;OC şi TC sunt coliniare. Atunci, triunghiurile OAOBOC şi
TATBTC sunt omotetice, centrul omotetiei �ind punctul O. �
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Figura 1.36: Triunghi omotetic cu triunghiul tangenţial

Teorema 164 Triunghiul tangenţial al triunghiului ABC şi triunghiul circumpedal al
centrului de greutate al triunghiului ABC sunt omologice.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Exeter�[15]. �

Teorema 165 Triunghiurile tangenţial şi extangenţial corespunz¼atoare unui triunghi
ABC sunt omotetice, raportul de omotetie �ind 2R+r

R :

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul extangenţial�. �

Teorema 166 Fie TATBTC triunghiul tangenţial, NaNbNc şi N
0
aN

0
bN

0
c triunghiurile

lui Napoleon ale unui triunghi ABC. Punctele Na,N
0
a, TA sunt coliniare.

Demonstra̧tia este evident¼a deoarece punctele Na,N
0
a, TA apaŗtin mediatoarei

segmentului BC. �

Teorema 167 Triunghiul tangenţial TATBTC al triunghiului ABC şi triunghiul me-
dian MaMbMc al triunghiului ABC sunt omologice.

Demonstra̧tie. Deoarece BTA � CTA; ATB � CTB; ATC � BTC (Figura 1.37)
rezult¼a c¼a MaTA;MbMB;McMC sunt mediatoarele laturilor triunghiului ABC, deci
ele sunt concurente în centrul cercului circumscris O al triunghiului ABC, deci tri-
unghiurile TATBTC şi MaMbMc sunt omologice. �
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Figura 1.37: Triunghiurile TATBTC şi MaMbMc sunt omologice

Observa̧tia 168 Centrul cercului circumscris triunghiului ABC este polul de omolo-
gie al triunghiului TATBTC şi MaMbMc.

Teorema 169 Axa de omologie dintre triunghiurile tangenţial şi median ale unui tri-
unghi ABC este perpendicular¼a pe dreapta lui Euler a triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. FieA0B0C 0 axa de omologie dintre triunghiurile TATBTC şiMaMbMc

(Figura 1.37). Deoarece MbMcjjBC, atunci

\A0AC �\ABC � \AMcMb;

de unde rezult¼a c¼a triunghiurile AMbA
0 şi McAA

0 sunt asemenea, deci

AA0

A0Mc
=
A0Mb

AA0
;

egalitate echivalent¼a cu AA02 = A0Mb � A0Mc. Cum A0Mc este secant¼a la cercul lui
Euler, rezult¼a c¼a A0 are aceeaşi putere faţ¼a de cercul circumscris triunghiului ABC
şi de cercul lui Euler al triunghiului ABC, deci A0 apaŗtine axei radicale a acestor
cercuri. Analog se arat¼a c¼a B0 şi C 0 apaŗtin acestei axe, deci axa de omologie este axa
radical¼a a cercului circumscris triunghiului ABC şi a cercului lui Euler a triunghiului
ABC. Deoarece axa radical¼a este perpendicular¼a pe linia centrelor OO9, adic¼a pe
dreapta lui Euler, rezult¼a c¼a axa de omologie dintre triunghiurile TATBTC şiMaMbMc

este perpendicular¼a pe dreapta lui Euler a triunghiului ABC. �
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Teorema 170 Prin inversiunea de centru O şi raport R2, cercul circumscris triunghiu-
lui tangenţial TATBTC se transform¼a în cercul lui Euler al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Din asem¼anarea triunghiurilor BOMa şi TAOB rezult¼a:

OMa

R
=

R

OTA
;

adic¼a OMa �OTA = R2. Analog, se arat¼a c¼a OMb �OTB = OMc �OTc = R2; relaţii ce
arat¼a c¼a prin inversiunea (O;R2) cercul circumscris triunghiului tangenţial se trans-
form¼a în cercul circumscris triunghiului median, adic¼a cercul lui Euler al triunghiului
ABC. �

Teorema 171 Fie { cercul circumscris triunghiului ABC, A0; B0; C 0 punctele de in-
tersecţie dintre în¼alţimile din A;B respectiv C şi laturile triunghiului ABC cu {, iar
TATBTC triunghiul tangenţial al triunghiului ABC. Dreptele TAA0; TBB0; TCC 0 sunt
concurente într-un punct ce aparţine dreptei lui Euler a triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie A1; B1; C1 punctele diametral opuse în { ale punctelor A;B
respectiv C, iar X punctul de interseçtie dintre cercul TA-exînscris, corespunz¼ator
triunghiului TATBTC cu latura TBTC (Figura 1.38). Analog se de�nesc prin punctele Y

Figura 1.38: TAA0; TBB0; TCC 0 sunt concurente

şi Z. Deoarece în triunghiul ABC, AA0 şi AA1 sunt izogonale (vezi �Drepte izogonale�
[15]) rezult¼a c¼a dreptele TAA0 şi TAA1 sunt izogonale conjugate în triunghiul tangenţial.
Deoarece TA este centrul de asem¼anare dintre cercurile şi cercul TA-exînscris, rezult¼a
c¼a punctele TA, A1 şi X sunt coliniare. Deoarece dreptele TAX;TBY şi TCZ sunt
concurente în punctul lui Nagel al triunghiului TATBTC , rezult¼a c¼a şi izogonalele lor -
adic¼a dreptele TAA0; TBB0; TCC 0 sunt concurente într-un punct S care este centrul de
asem¼anare dintre cercurile { şi cercul circumscris triunghiului TATBTC , deci S apaŗtine
dreptei lui Euler a triunghiului ABC. �
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1.9 Triunghiul anticomplementar

�Geometrii se servesc de �guri vizibile şi fac judec¼aţi asupra acestora, deşi ei nu se gândesc
la aceste �guri, ci la altele care se aseam¼an¼a, dar care nu pot � sesizate decât cu mintea.�-
Platon10

Triunghiul anticomplementar (sau antimedian) al triunghiului ABC este triunghiul
A0B0C 0 determinat de paralelele duse prin vârfurile triunghiului ABC la laturile opuse
(Figura 1.39).

Figura 1.39: Triunghiul anticomplementar

Numim exmedian¼a a unui triunghi o dreapt¼a ce trece prin vârful unui triunghi
şi este paralel¼a cu latura opus¼a. Triunghiul anticomplementar este determinat de
interseçtiile exmedianelor triunghiului ABC. Vârfurile triunghiului anticomplementar
se numesc puncte exmediane.

Observa̧tia 172 Triunghiul A0B0C 0 este triunghiul anticomplementar al triunghiului
ABC dac¼a triunghiul ABC este triunghiul s¼au median.

Teorema 173 Centrul de greutate al triunghiului anticomplementar al triunghiului
ABC este centru de greutate şi pentru triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Fie G centrul de greutate al triunghiului A0B0C 0 şi MaMbMc

triunghiul s¼au median. Deoarece patrulaterul ABA0C este paralelogram rezult¼a c¼a
10Platon (428-348) ��losof, logician, matematician grec
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diagonalele BC şi AA0 se înjum¼at¼aţesc, deci AMa este median¼a în triunghiul ABC.
Analog se arat¼a c¼a BMb este median¼a, deci G este centrul de greutate al triunghiul
ABC: �

Observa̧tia 174 Triunghiul anticomplementar A0B0C 0 este triunghiul anticevian al
triunghiului ABC corespunz¼ator centrului de greutate G al acestuia.

Teorema 175 Aria triunghiului anticomplementar A0B0C 0 este egal cu: A[A0B0C0] =
4A[ABC]:

Demonstra̧tie. Deoarece patrulaterele ABA0C;ABCB0 şi AC 0BC sunt paralelo-
grame, rezult¼a c¼a

A[ABC] = A[BCA0] = A[ACB0] = A[ABC0];

de unde A[A0B0C0] = 4 �A[ABC]: �
Cercul circumscris triunghiului anticomplementar se numeşte cerc anticomplemen-

tar.

Teorema 176 Centrul cercului anticomplementar este ortocentrul triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Fie AHa?BC: Din BCjjB0C 0 rezult¼a c¼a AHa?B0C 0, cum A este
mijlocul segmentului B0C 0 obţinem c¼a AHa este mediatoarea segmentului B0C 0: Analog
se arat¼a c¼a în¼aļtimea BHb este mediatoarea segmentului A0C 0, deci punctul de con-
curenţ¼a al în¼aļtimilor triunghiului ABC este centrul cercului circumscris triunghiului
anticomplementar. �

Teorema 177 Raza cercului anticomplementar este egal¼a cu dublul razei cercului cir-
cumscris triunghiuluiABC.

Demonstra̧tie. Fie R raza cercului circumscris triunghiului ABC şi RA raza
cercului circumscris triunghiului anticomplementar A0B0C 0: Atunci:

RA =
a0 � b0 � c0
4A[A0B0C0]

=
2a � 2b � 2c
4 � 4 �A[ABC]

= 2 � abc

4A[ABC]
= 2R:

�

Teorema 178 Fie A0B0C 0 triunghiul anticomplementar al triunghiului ABC şi A00; B00;
C 00 simetricele punctelor A, B respectiv C faţ¼a de ortocentrul H al triunghiului ABC.
Dreptele A0A00; B0B00; C 0C 00sunt concurente.

Demonstra̧tie. Alegem un reper complex cu originea în centrul cercului circum-
scris (O) al triunghiului ABC. Not¼am cu litere mici a�xele punctelor corespunz¼atoare
(Figura 1.40). Atunci O(o); A(a); B(b); C(c);H(a+ b+ c); de unde rezult¼a

h =
a+ a00

2
=
b+ b00

2
=
c+ c00

2

şi de aici
a00 = a+ 2b+ 2c; b00 = 2a+ b+ 2c; c00 = 2a+ 2b+ c:
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Figura 1.40: Dreptele A0A00; B0B00; C 0C 00sunt concurente

Deoarece a = c0+b0

2 ; b = a0+c0

2 ; c = a0+b0

2 ; rezult¼a a + b + c = a0 + b0 + c0; deci 2a =
a+ b+ c� a0; de unde a0 = b+ c� a şi analog, b0 = a+ c� b; c0 = b+ a� c: Ecuaţia
dreptei A0A00 este: ������

z z 1

a0 a0 1

a00 a00 1

������ = 0;
sau

z(2a� b� c) + z(b+ c� 2a) + 3[(ba� ab) + (ca� ac)] = 0: (1)

Analog ecuaţiile dreptelor B0B00 şi C 0C 00 sunt: (B0B00) : z(2b� a� c) + z(a+ c� 2b) +
3[(ab � ba) + (cb � bc)] = 0 (2), respectiv (C 0C 00) : z(2c � a � b) + z(a + b � 2c) +
3[(ac� ca) + (bc� cb)] = 0 (3): Sumând ecuaţiile (1)-(3) obţinem o egalitate ceea ce
arat¼a c¼a dreptele A0A00; B0B00 şi C 0C 00 sunt concurente. �

Teorema 179 Cercul circumscris triunghiului anticomplementar al triunghiului ABC
este tangent cercurilor circumscrise triunghiurilor BHC;CHA şi AHB, unde H este
ortocentrul triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Deoarece patrulaterul HBA0C este inscriptibil, iar m(\HBA0) =
90� rezult¼a c¼a HA0 este diametrul în cercul circumscris patrulaterului HBA0C: Cum
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HA0 este raza în cercul circumscris triunghiului anticomplementar rezult¼a cercul cir-
cumscris triunghiului BHC este tangent interior în A0 cercului anticomplementar.
Analog se arat¼a c¼a cercurile circumscrise triunghiurilor CHA şi AHB sunt tangente
interior cercului anticomplementar. �

Teorema 180 Punctul lui Lemoine al triunghiului anticomplementar al unui triunghi
ABC este retrocentrul triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Vezi �Retrocentrul unui triunghi�[15]. �

Teorema 181 Într-un triunghiABC, dreapta ON , care uneşte centrul cercului cir-
cumscris cu punctul lui Nagel, al triunghiului ABC, trece prin punctul lui Feuerbach
al triunghiului anticomplementar.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Nagel�[15]. �

Teorema 182 Ortocentrul triunghiului anticomplementar al unui triunghi ABC este
punctul lui Longchamps al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Longchamps�[15]. �

Consecinţa 183 Triunghiul antipodar al ortocentrului H al triunghiului ABC este
triunghiul anticomplementar.

Demonstra̧tia rezult¼a din cele de mai sus. �

1.10 Triunghiul antisuplementar

�De�ni̧tiile şi propriet¼aţile dreptei, ca şi dreptele paralele au ajuns s¼a �e stâncile sau, ca s¼a
spunem altfel, scandalul elementelor de geometrie.�- D�Alembert11

Triunghiul antisuplementar IaIbIc al unui triunghi ABC este triunghiul determinat
de bisectoarele exterioare ale triunghiului ABC (Figura 1.41).

Teorema 184 Triunghiul IaIbIc având vârfurile în centrele cercurilor exînscrise este
triunghiul antisuplementar al triunghiului ABC.

Demonstra̧tia este evident¼a ţinând cont c¼a punctele Ia; Ib; Ic apaŗtin bisectoarelor
exterioare ale triunghiului ABC. �

Teorema 185 Unghiurile triunghiului antisuplementar au m¼asurile egale cu 90� �
1
2m(^A);90� �

1
2m(^B); 90� �

1
2m(^C).

11Jean d�Alembert (1717-1783) �matematician şi �zician francez, contribuţii importante în algebr¼a
şi analiza matematic¼a
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Figura 1.41: Triunghiul antisuplementar

Demonstra̧tie. În triunghiul BCIa,

m(^BIaC) = 180� � [m(^IaBC) +m(^IaCB)]

= 180� �
�
90� � 1

2
m(^B) + 90� � 1

2
m(^C)

�
= 90� � 1

2
m(^A):

Analog, m(^AIbC) = 90� � 1
2m(^B) şi m(^AIcB) = 90� �

1
2m(^C): �

Observa̧tia 186 Triunghiul antisuplementar corespunz¼ator triunghiului ABC este tri-
unghiul anticevian corespunz¼ator centrului cercului înscris (I) în triunghiul ABC.

Teorema 187 Triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului antisuplementar.

Demonstra̧tie. Deoarece AIa; BIb; CIc sunt în¼aļtimile triunghiului IaIbIc (vezi
�Cercurile exînscrise� [15]) rezult¼a c¼a triunghiul ABC este triunghiul ortic al tri-
unghiului IaIbIc. �
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Observa̧tia 188 Triunghiurile ABC şi antisuplementar sunt omologice. Axa ortic¼a a
triunghiului antisuplementar IaIbIc al triunghiului ABC este axa ortic¼a a triunghiului
ABC.

Teorema 189 Cercul circumscris al unui triunghi ABC este cercul lui Euler al tri-
unghiului antisuplementar al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Deoarece triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului
IaIbIc rezult¼a c¼a cercul circumscris triunghiului ABC este cercul lui Euler al triunghiu-
lui IaIbIc. �

Teorema 190 Fie A0; B0; C 0 punctele de intersecţie dintre bisectoarele unghiurilor
\CAB;\ABC; respectiv\BCA cu cercul circumscris triunghiului ABC. Dac¼a A00; B00; C 00
sunt punctele diametral opuse punctelor A0; B0; C 0 în cercul circumscris triunghiului
ABC, atunci punctele A00; B00; C 00 aparţin laturilor triunghiului antisuplementar.

Demonstra̧tie. Din teorema lui Beltrami (vezi �Cercuri exînscrise� [15]) rezult¼a
c¼a A0 este mijlocul segmentului [IIa]. Atunci, A0A00 este diametru în cercul lui Euler
corespunz¼ator triunghiului antisuplementar, rezult¼a c¼a al doilea punct de interseçtie
dintre dreapta IbIc şi cercul circumscris triunghiului ABC este mijlocul segmentului
IbIc, deci A00 este mijlocul segmentului IbIc. Analog se arat¼a c¼a B00 şi C 00 sunt mijloacele
segmentelor IcIa, respectiv IaIb. �

Teorema 191 Dreapta care uneşte centrele cercurilor înscris şi circumscris ale unui
triunghi ABC este dreapta lui Euler a triunghiului antisuplementar.

Demonstra̧tie. Centrul cercului înscris I al triunghiului ABC este ortocentrul
triunghiului antisuplementar, iar centrul cercului circumscris (O) al triunghiului ABC
este centrul cercului lui Euler al triunghiului antisuplementar, deci dreapta OI este
dreapta lui Euler a triunghiului antisuplementar. �

Observa̧tia 192 Triunghiul antisuplementar IaIbIc şi triunghiul de contact CaCbCc
au aceeaşi dreapt¼a a lui Euler OI.

Teorema 193 Dreptele OIa; OIb; OIc sunt dreptele lui Euler ale triunghiurilor IIbIc;
IIaIc; respectiv IIaIb.

Demonstra̧tia este analoag¼a celei precedente. �

Teorema 194 Triunghiul antisuplementar IaIbIc şi triunghiul cevian I1I2I3 al cen-
trului cercului înscris într-un triunghi ABC sunt ortologice, dreapta lui Euler a tri-
unghiului IaIbIc �ind axa de ortologie.

Demonstra̧tie. Vezi �Dreapta lui Euler�[15]. �

Teorema 195 Triunghiul antisuplementar IaIbIc şi triunghiul de contact CaCbCc al
unui triunghi ABC sunt omotetice.
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Demonstra̧tie. Deoarece CbCc?AI şi IbIc?AI rezult¼a c¼a CbCc k IbIc (Figura
1.41). Analog, CaCc k IaIc,CaCb k IaIb, de unde rezult¼a c¼a triunghiurile IaIbIc şi
CaCbCc sunt omotetice. �

Teorema 196 Centrul cercului circumscris triunghiului antisuplementar este mijlocul
segmentului ce uneşte punctele lui Nagel şi Longchamps corespunz¼atoare triunghiului
ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul extangenţial�. �

Consecinţa 197 Centrul de greutate al triunghiului antisuplementar IaIbIc coincide
cu centrul de greutate al triunghiului NIL; unde N şi L sunt punctele lui Nagel şi
Longchamps, iar I este centrul cercului înscris în triunghiul ABC:

Teorema 198 Laturile triunghiului median MaMbMc al unui triunghi ABC trec prin
proiecţiile vârfurilor triunghiului ABC pe laturile triunghiului antisuplementar IaIbIc.

Demonstra̧tie. Fie B1; B2 proieçtiile lui B pe laturile IcIb şi IaIb ale triunghiului
antisuplementar şi fPg = BB1 \ AC: Triunghiul APB este isoscel deoarece AB este

Figura 1.42: B2 2MaMc

bisectoare şi în¼aļtime, deci B1 este mijlocul segmentului PB. În triunghiul APB;
McB1 este linie mijlocie, deci McB1 k AP adic¼a McB1 k AC k MaMc: Astfel, rezult¼a
c¼a B1 2MaMc; analog se arat¼a c¼a B2 2MaMc. �
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Consecinţa 199 Laturile triunghiului median al triunghiului ortic trec prin proiecţiile
picioarelor în¼alţimilor pe laturile triunghiului dat.

Demonstra̧tia este evident¼a ţinând cont c¼aABC este triunghiul ortic al triunghiu-
lui IaIbIc. �

Teorema 200 Centrul cercului circumscris triunghiului antisuplementar al unui tri-
unghi ABC este simetricul cercului înscris în triunghiul ABC faţ¼a de centrul cercului
circumscris triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul cotangentic�. �

Teorema 201 FieMaMbMc triunghiul median şi IaIbIc triunghiul antisuplementar al
triunghiuluiABC. Dreptele IaMa; IbMb; IcMc sunt concurente în punctul lui Lemoine
al triunghiului antisuplementar.

Demonstra̧tie. Vezi �Cercurile exînscrise�[15]. �

Consecinţa 202 Triunghiurile antisuplementar şi median ale triunghiului ABC sunt
omoloage, centrul de omologie �ind punctul lui Lemoine al triunghiului antisuplemen-
tar.

Teorema 203 Triunghiul antisuplementar IaIbIc şi triunghiul cevian al centrului cer-
cului înscris într-un triunghi ABC sunt ortologice.

Demonstra̧tie. Vezi �Dreapta lui Euler�[15]. �

Teorema 204 Aria triunghiului antisuplementar IaIbIc al triunghiului ABC este egal¼a
cu 2pR, unde p este semiperimetrul triunghiului ABC şi R este raza cercului circum-
scris triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Soluţia1.

A[IaIbIc] = A[IaBC] +A[IbAC] +A[IcAB] +A[ABC]

=
ara
2
+
brb
2
+
crc
2
+A[ABC]

=
aA[ABC]

2(p� a) +
bA[ABC]

2(p� b) +
cA[ABC]

2(p� c) +A[ABC] = 2pR:

Soluţia2. Triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului IaIbIc. Dar

m(^BIaC) = 90� � 1
2
m(^BAC);m(^AIbC) = 90� �

1

2
m(^ABC);

m(^BIcA) = 90� � 1
2
m(^BCA)A[ABC] = 2A[IaIbIc] � cos Ia � Ib � Ic

= 2A[IaIbIc] � sin
A

2
sin

B

2
sin

C

2
= A[IaIbIc] �

A[ABC]

2pR
;

de unde rezult¼a concluzia. �
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Teorema 205 Între ariile triunghiurilor antisuplementar, cotangentic şi aria triunghiu-
lui de referinţ¼a ABC exist¼a relaţia : A2[ABC] = A[�a�b�c] �A[IaIbIc] .

Demonstra̧tie. Avem:

A[IaIbIc] =
A[ABC]

2 sin A2 sin
B
2 sin

C
2

=
A2[ABC]

2A[ABC] sin
A
2 sin

B
2 sin

C
2

=
A2[ABC]

A[�a�b�c]
:

�

Teorema 206 Triunghiul antipodar al centrului cercului înscris în triunghiul ABC
este triunghiul antisuplementar corespunz¼ator triunghiului ABC.

Demonstra̧tia este evident¼a deoarece AI?IbIc; BI?IcIa; CI?IaIb. �

Teorema 207 Axa ortic¼a a triunghiului IaIbIc este dreapta determinat¼a de picioarele
bisectoarelor exterioare ale triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Evident, deoarece triunghiul ortic al triunghiului IaIbIc este tri-
unghiul ABC şi I este ortocentrul triunghiului IaIbIc. �

Observa̧tia 208 Deoarece axa ortic¼a a unui triunghi este perpendicular¼a pe dreapta
lui Euler a triunghiului rezult¼a c¼a dreapta care uneşte picioarele bisectoarelor exterioare
ale unui triunghi ABC este perpendicular¼a pe OI.

1.11 Triunghiul ciclocevian

�Matematica este alfabetul dup¼a care Dumnezeu a scris Universul.�- Galileo Galilei12

Teorema 209 Fie cevienele AA0; BB0; CC 0 şi P punctul lor de concurenţ¼a. Cer-
cul circumscris triunghiului A0B0C 0 intersecteaz¼a �ecare latur¼a în dou¼a puncte (nu
neap¼arat distincte): A0; A00;B0; B00şi C 0; C 00: Dreptele AA00; BB00 şi CC 00 sunt con-
curente.

Demonstra̧tie. Din teorema lui Carnot rezult¼a

A00B

A00C
� A

0B

A0C
� B

00C

B00A
� B

0C

B0A
� C

00A

C 00B
� C

0A

C 0B
= 1;

adic¼a �
A00B

A00C
� B

00C

B00A
� C

00A

C 00B

�
�
�
A0B

A0C
� B

0C

B0A
� C

0A

C 0B

�
= 1: (1)

12Galileo Galilei (1564-1642) �matematician, �zician, astronom şi �losof italian



Triunghiul ciclocevian 76

Figura 1.43: Triunghiul ciclocevian

Deoarece AA0; BB0; CC 0 sunt concurente (Figura 1.43), din teorema lui Ceva rezult¼a

A0B

A0C
� B

0C

B0A
� C

0A

C 0B
= 1: (2)

Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a A00B
A00C �

B00C
B00A �

C00A
C00B = 1 şi din reciproca teoremei lui Ceva

rezult¼a c¼a dreptele AA00; BB00 şi CC 00 sunt concurente. �
Punctul Q de concurenţ¼a al dreptelor AA00; BB00şi CC 00 se numeşte ciclocevianul

punctului P . Triunghiul A00B00C 00 se numeşte triunghiul ciclocevian al triunghiului
ABC, corespunz¼ator punctului P .

Teorema 210 Ortocentrul H şi centrul de greutate G al unui triunghi sunt puncte
cicloceviene.

Demonstra̧tie. Punctele Ha;Hb;Hc; Ma;Mb;Mc apaŗtin cercului lui Euler al tri-
unghiului ABC (vezi �Cercul lui Euler�[15]). �

Observa̧tia 211 Triunghiul median este triunghiul ciclocevian al triunghiului ABC
corespunz¼ator ortocentrului triunghiului ABC. Triunghiul ortic este triunghiul ciclo-
cevian al triunghiului ABC corespunz¼ator centrului de greutate al triunghiului ABC.

Teorema 212 Punctul lui Gergonne � al triunghiului ABC este propriul s¼au punct
ciclocevian.

Demonstra̧tie. Evident, deoarece cercul circumscris triunghiului de contact CaCbCc
este tangent laturilor triunghiului ABC. Triunghiul ciclocevian corespunz¼ator punc-
tului lui Gergonne este triunghiul de contact al triunghiului ABC. �
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1.12 Triunghiul I - pedal

�Aţi observat c¼a cine este capabil la matematic¼a are cunoştinţe perfecte domeniul tuturor
ştiinţelor legate de studierea naturii?�- Platon13

Triunghiul I1I2I3 determinat de picioarele bisectoarelor interioare ale triunghiului
ABC se numeşte triunghiul I � pedal. Triunghiul I1I2I3 este triunghiul cevian al
triunghiului ABC corespunz¼ator centrului cercului înscris în triunghiul ABC.

Figura 1.44: Triunghiul I - pedal

Teorema 213 Laturile triunghiului I �pedal I1I2I3 au lungimile:

a0 =
abc
p
3 + 2(� cosA+ cosB + cosC)

(a+ b)(a+ c)
;

b0 =
abc
p
3 + 2(cosA� cosB + cosC)

(b+ c)(b+ a)
;

c0 =
abc
p
3 + 2(cosA+ cosB � cosC)

(c+ a)(c+ b)
;

(unde am notat cu a0; b0; c0 lungimile laturilor I2I3; I3I1;respectiv I1I2 şi cu a, b, c
lungimile laturilor triunghiului ABC).

13Platon (428-348) ��losof, logician, matematician grec
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Demonstra̧tie. Din teorema bisectoarei rezult¼a AI2
I2C

= c
a ; de unde AI2 =

bc
a+c şi

analog se obţine AI3 = bc
a+b (Figura 1.44): Teorema cosinusului aplicat¼a în triunghiul

AI2I3 ne d¼a:
I2I

2
3 = AI

2
2 +AI

2
3 � 2AI2 �AI3 � cosA;

sau

a02 =
b2c2

(a+ c)2
+

b2c2

(a+ b)2
� 2 � bc

a+ c
� bc

a+ b
� b
2 + c2 � a2
2bc

=
b2c2

(a+ b)2(a+ c)2
[(a+ b)2bc+ (a+ c)2bc� b2 � c2 + a2]

=
a2b2c2

(a+ b)2(a+ c)2
� [3 + 2(� cosA+ cosB + cosC)]

şi de aici rezult¼a: a0 =
abc
p
3+2(� cosA+cosB+cosC)

(a+b)(a+c) : Analog se determin¼a şi lungimile
celorlalte dou¼a laturi. �

Teorema 214 Aria triunghiului I �pedal este egal¼a cu:

A[I1I2I3] =
2abc

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
�A[ABC]:

Demonstra̧tie. Din teorema bisectoarei avem:

BI1
I1C

=
c

b
;
CI2
I2A

=
a

c
;
AI3
I3C

=
b

a
:

Atunci,

A[AI2I3]

A[ABC]
=
AI2 �AI3
AB �AC =

AI2
AC

� AI3
AB

=
c

a+ b
� b

a+ b
=

bc

(a+ b)(a+ c)
; (1)

analog
A[BI1I3]
A[ABC]

= ac
(b+a)(b+c) (2) şi

A[CI2I1]
A[ABC]

= ab
(c+a)(c+b) (3), iar

A[I1I2I3] = A[ABC] �A[AI2I3] �A[BI1I3] �A[CI2I1]: (4)

Din relaţiile (1), (2), (3) şi (4) rezult¼a concluzia. �

Teorema 215 Triunghiul cevian I1I2I3 al centrului cercului înscris într-un triunghi
ABC şi triunghiul antisuplementar IaIbIc şi sunt ortologice.

Demonstra̧tie. Vezi �Dreapta lui Euler�[15]. �

Teorema 216 Fie I centrul cercului înscris în triunghiul ABC, I1I2I3 triunghiul ce-
vian al punctului I, I 0 simetricul lui I faţ¼a de latura BC, fA1g = AI 0 \ BC; fA0g =
AI1 \ I2I3: Dreptele A0A1 şi BC sunt perpendiculare.
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Demonstra̧tie. Deoarece AA0 şi AI1 sunt bisectoare în triunghiurile AI2I3 şi
ABC rezult¼a:

AA0 =
2bc

2a+ b+ c
cos

A

2
; AI1 =

2bc

b+ c
cos

A

2
:

Din teorema bisectoarei rezult¼a AI
II1
= c

BI1
= b+c

a ; de unde AI =
2bc
a cos

A
2 şi

A0I = AI �AA0 = 2bc cos A
2
� a+ b+ c

a(2a+ b+ c)
:

Atunci, AA
0

AI1
= IA0

II1
; deci punctele A; I; I 0; I1 sunt conjugate armonic (Figura 1.44).

Atunci A0 şi I1 sunt picioarele bisectoarelor interioare, respectiv exterioare ale unghiu-
lui A1 al triunghiului AA1I; deci A0A1?BC: �

Teorema 217 Fie I1I2I3 triunghiul cevian al centrului cercului înscris (I) în tri-
unghiul ABC, I� simetricul punctului I faţ¼a de I2I3; fDg = AI� \ I2I3: Dreptele I1D
şi I2I3 sunt perpendiculare.

Demonstra̧tie. Deoarece punctele A;A0; I; I1 sunt conjugate armonic (cf. teore-
mei 215), atunci considerând fasciculul (D;A; I;A0; I1) rezult¼a c¼a DA0 este bisectoarea
interioar¼a a unghiului ^IDA şi DI1 bisectoarea exterioar¼a a unghiului ^IDA; deci
DA0?DI1: �

Teorema 218 Fie I1I2I3 triunghiul I � cevian al triunghiului oarecare ABC, D pi-
ciorul în¼alţimii din I1 pe I2I3; I 0 simetricul lui I faţ¼a de BC şi fA1g = AI 0 \ BC:
Punctele A1; I şi D sunt coliniare.

Demonstra̧tie. Fie fA0g = AI1 \ I2I3; fA00g = I2I3 \ BC şi fEg = AA00 \ AA0
(Figura 1.44): Deoarece AA00 este bisectoarea unghiului BAC (vezi �Dreapta antior-
tic¼a�[15]) rezult¼a c¼a AA00?AI1: Din EA1?BC; I1D?I2I3 rezult¼a c¼a A0 este ortocentrul
triunghiului I1A00E; deci A00D?I1E: Deoarece I1D?A00D rezult¼a c¼a punctele E;D şi
I1 sunt coliniare. Fie fY g = DA1 \ A0I1: Deoarece A0I2 este bisectoarea interioar¼a a
unghiului ^ADA1; I1D bisectoarea exterioar¼a a unghiului ^ADA1 rezult¼a c¼a punctele
A; J;A0; I1 sunt conjugate armonic, deci

AA0

AI1
=
JA0

JI1
:

Dar AA
0

AI1
= IA0

IA1
de unde JA0

JI1
= IA0

IA1
şi cum I; J 2 (AI1) rezult¼a I � J: Deci, punctele

A1; I şi D sunt coliniare. �

Observa̧tia 219 Fie fA2g = AD\BC: Analog se demonstreaz¼a c¼a punctele A2; I; A0
sunt coliniare.

Teorema 220 Fie I1I2I3 triunghiul I cevian al triunghiului ABC, D piciorul în¼alţimii
din I1 pe latura I2I3 şi I 0 simetricul lui I faţ¼a de BC. Dreptele AI 0 şi AD sunt izogonale.

Demonstra̧tie. Punctele A1; I;D sunt coliniare (conform propriet¼aţii precedente)
şi A2; I; A0 sunt coliniare. Din teorema lui Pappus aplicat¼a patrulaterului A1A0DA2
rezult¼a c¼a punctele A00; I1; A1 şi A2 sunt conjugate armonic şi deoarece AA00?AI1
rezult¼a c¼a AI1 este bisectoarea unghiului ^A0AD; deci dreptele AA0 şi AD sunt izog-
onale. �
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1.13 Triunghiuri altimediale

�Poetul nu este al sieşi !
Viaţa lui este un cântec
un plâns pe buzele �ec¼aruia
d¼aruindu-se el se multiplic¼a la in�nit
şi intr¼a în toate chipurile, în toate su�etele!
Nu-l înv¼aţaţi pe Poet pe dinafar¼a
El se a�¼a înl¼auntrul vostru,
ascultaţi �l !�- Radu Cârneci14

Fie Ma, Mb, Mc mijloacele laturilor triunghiului ABC şi Ha;Hb;Hc picioarele
în¼aļtimilor sale. Triunghiurile HaMbMc, HbMcMa şi HcMaMb se numesc triunghiuri
altimediale (Figura 1.45).

Figura 1.45: Triunghiuri altimediale

Teorema 221 Triunghiurile altimediale HaMbMc, HbMcMa şi HcMaMb sunt con-
gruente cu triunghiul median MaMbMc.

Demonstra̧tie. În triunghiul dreptunghic AHaB, HaMc este mediana corespun-
z¼atoare ipotenuzei, deci

McHa =
AB

2
=MaMb:

Analog, HaMb =
AC
2 = McMa;de unde rezult¼a c¼a M HaMbMc �M MaMbMc. Ana-

log se arat¼a c¼a şi triunghiuri altimediale HcMaMb şi HbMcMa sunt congruente cu
triunghiul median MaMbMc. �
14Radu Cârneci- (1928 - 2018) �poet român
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Teorema 222 Dac¼a Ga; Gb; Gc sunt centrele de greutate ale triunghiurilor altimediale
HaMbMc, HbMcMa, respectiv HcMaMb, atunci dreptele MaGa, MbGb, McGc sunt
concurente în punctul lui Lemoine (K) al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie M mijlocul segmentului MbMc şi fA0g = MaGa \ AHa: Din
teorema lui Menelaus aplicat¼a pentru transversala (Ma; Ba; A

0) în triunghiul AHaM
obţinem:

A0A

A0Ha
� MMa

MaA
� GaHa
GaM

= 1;

de unde A0A
A0Ha

� 12 � 2 = 1, adic¼a A0A � A0Ha, deci A0 este mijlocul în¼aļtimii A0Ha,
rezult¼a c¼a A0Ha este o dreapt¼a Schwatt (Figura 1.45). Analog, se arat¼a c¼a MbGb şi
McGc, sunt drepte Schwatt şi conform teoremei lui Schömilch, dreptele MaGa, MbGb,
McGc sunt concurente în punctul lui Lemoine (K) al triunghiului ABC. �

Teorema 223 Centrele cercurilor înscrise în triunghiurilor altimediale ale triunghiu-
lui ABC determin¼a un triunghi omologic cu triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Fie I1; I2; I3 centrele cercurilor înscrise în triunghiurile HaMbMc,
HbMcMa, HcMaMb, fA0g = AI1 \ BC, fB0g = BI2 \ AC, fC 0g = CI3 \ AB,
m(^McI1A

00) = �, m(^MbI1A
00) = � (Figura 1.46). Deoarece McMb k BC rezult¼a

Figura 1.46: Triunghiurile ABC şi I1I2I3 sunt omologice

BA0

A0C
=
McA

00

MbA00
: (1)
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Din teorema sinusurilor aplicat¼a în triunghiurile McA
00I1 şi MbA

00I1 rezult¼a:

McA
00

sin�
=
A00I1

sin B2
;
MbA

00

sin�
=
A00I1

sin C2
;

de unde
McA

00

MbA00
=
sin�

sin�
�
sin C2
sin B2

: (2)

Teorema sinusurilor aplicat¼a în triunghiurile AMcI1 şi AMbI1 ne d¼a:

sin�

AMc
=
sin 3B2
AI1

;
sin�

AMb
=
sin 3C2
AI1

;

de unde
sin�

sin�
=
sin 3B2
sin 3C2

� c
b
: (3)

Din relaţiile (1), (2) şi (3) rezult¼a BA0

A0C =
sin 3B

2

sin 3C
2

� sin
C
2

sin B
2

� cb . Analog,
CB0

B0A =
sin 3C

2

sin 3A
2

� sin
A
2

sin C
2

� ac

şi AC
0

C0B =
sin 3A

2

sin 3B
2

� sin
B
2

sin A
2

� ba , de unde

BA0

A0C
� CB

0

B0A
� AC

0

C 0B
= 1

şi din reciproca teoremei lui Ceva rezult¼a c¼a dreptele AI1; BI2; CI3 sunt concurente,
deci triunghiurile ABC şi I1I2I3 sunt omologice.

1.14 Triunghiurile lui Brocard

�Operele matematice robesc şi încânt¼a tocmai ca operele pasiunii şi imaginaţiei.�- Ion Barbu

Fie K punctul lui Lemoine al triunghiului ABC. Paralele duse prin K la laturile
BC; CA; AB intersecteaz¼a mediatoarele acestor laturi în punctele A1; B1; respectiv C1:
Triunghiul A1B1C1 se numeşte primul triunghi al lui Brocard15 . Fie A2; B2; C2
proieçtiile punctului O - centrul cercului circumscris triunghiuluiABC - pe simedianele
duse din vârfurile A;B;C. Triunghiul A2B2C2 se numeşte al doilea triunghi al lui
Brocard. Cercul având diametru segmentul OK se numeşte cercul lui Brocard
(Figura 1.47).

Observa̧tia 224 Dou¼a triunghiuri care au acelaşi unghi Brocard se numesc echibro-
cardiene. Bisectoarele interioare şi exterioare ale unghiurilor AGA1; BGB1; CGC1 se
numesc axele lui Steiner (G �ind centrul de greutate al triunghiului ABC):

15Henri Brocard (1845-1922) �matematician francez, contribuţii importante în geometrie
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Figura 1.47: Cercul lui Brocard

Teorema 225 Cercul lui Brocard este circumscris triunghiurilor lui Brocard.

Demonstra̧tie. Deoarece m(^KA1O) = m(^KB1O) = m(^KC1O) = 90�;
rezult¼a c¼a punctele A1; B1; C1 apaŗtin cercului lui Brocard. Analog pentru punctele
A2; B2; C2. �

Teorema 226 Triunghiurile AB1C; BC1A; CA1B sunt isoscele şi asemenea.

Demonstra̧tie. Deoarece punctele A1; B1; C1 apaŗtin mediatoarelor laturilor tri-
unghiului ABC, rezult¼a c¼a triunghiurile AB1C; BC1A; CA1B sunt isoscele. Deoarece
A1Ma; B1Mb; C1Mc sunt egale cu distanţele de la K la laturile BC;CA;AB, rezult¼a

A1Ma

a
=
B1Mb

b
=
C1Mc

c

(unde Ma;Mb;Mc sunt mijloacele laturilor BC;CA;AB), adic¼a A1Ma
BMa

= B1Mb
CMb

= C1Mc
AMa

şi cum
m(^BMaA1) = m(^CMbB1) = m(^AMcC1) = 90

�;

rezult¼a c¼a triunghiurileBMaA1, CMbA şi AMcC1 sunt asemenea. Atunci, triunghiurile
BA1C; CB1A şi AC1B sunt asemenea. �

Teorema 227 Dreptele A1B;B1C şi C1A sunt concurente într-un punct Brocard.
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Demonstra̧tie. În triunghiul BA1Ma avem:

tg(^A1BMa) =
A1Ma

BMa
=
KK1
BC=2

= tg!;

(unde K1 este proieçtia lui K pe BC), deci ^A1BMa este egal cu unghiul lui Brocard
!, de unde rezult¼a c¼a A1B; B1C; C1A sunt ceviene ce determin¼a unul dintre punctele
lui Brocard. �

Teorema 228 Dreptele AB1; BC1; CA1 sunt concurente într-un punct Brocard.

Demonstra̧tie. În triunghiul AB1Mb avem:

tg(^B1AMb) =
B1Mb

AMb
=
KK2
AC=2

= tg!

(unde K2 este proieçtia lui K pe AC), deci ^B1AC este egal cu unghiul lui Brocard,
adic¼a A1B;B1C;C1A sunt ceviene ce determin¼a unul din punctele lui Brocard. �

Observa̧tia 229 Dac¼a f
g = A1B \ B1C \ C1A, atunci f
0g = A1B \ B1C \ C1A;
dac¼a f
g = A1B \B1C \ C1A; atunci f
0g = A1B \B1C \ C1A:

Teorema 230 Dreptele AA1; BB1; CC1 sunt concurente.

Demonstra̧tie. Fie fB0g = KA1\AC; fC 0g = KA1\AB, L mijlocul segmentului
OK: Deoarece punctele B0 şi C 0 sunt puncte pe al doilea cerc al lui Lemoine (cu centrul
în punctul L) rezult¼a c¼a proieçtia lui L pe coarda B0C 0 este punctul A00- mijlocul acestui
segment (i). În triunghiul dreptunghic KOA1, (m(^KA1O) = 90�), LA00 este linie
mijlocie, deci A00 este şi mijlocul segmentului KA1 (ii). Din relaţiile (i) şi (ii) obţinem
c¼a C 0K = A1B

0, deci dreapta AA1 este dreapta izotomic¼a simedianei AK. Analog
se arat¼a c¼a BB1 şi CC1 sunt izotomicele simedianelor concurente în punctul izotomic
punctului lui Lemoine 
00. �

Observa̧tia 231

i) Punctul de concurenţ¼a al dreptelor AA1; BB1; CC1 se numeşte al treilea punct
al lui Brocard corespunz¼ator triunghiului ABC.

ii) Din cele prezentate mai sus se poate spune c¼a primul triunghi al lui Brocard
A1B1C1 este triomologic cu triunghiul ABC, centrele de omologie �ind punctele lui
Brocard 
;
0 şi izotomicul punctului lui Lemoine (al treilea punct al lui Brocard 
00).

iii) 

0 se numeşte dreapta lui Brocard.

Consecinţa 232 Vârfurile primului triunghi al lui Brocard A1B1C1 se g¼asesc pe
dreptele izotomice ale simedianelor triunghiului ABC.

Teorema 233 Primul triunghi Brocard A1B1C1 al triunghiului ABC este asemenea
cu triunghiul ABC.
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Figura 1.48: Punctele lui Brocard

Demonstra̧tie. Avem m(^A
B) = 180��m(^B) (vezi �Punctele lui Brocard�),
decim(^C1
A1) = m(^C1B1A1) = m(^B) (i); m(^B
C) = 180��m(^C); de unde:

m(^B1
A1) = m(^B1C1A1) = m(^C): (ii)

Din relaţiile (i) şi (ii) rezult¼a c¼a triunghiurile ABC şi A1B1C1 sunt asemenea. �

Teorema 234 Primul triunghi al lui Brocard al unui triunghi ABC, triunghiul 

0
00

şi triunghiul ABC au acelaşi centru de greutate.

Demonstra̧tie. Vezi [15, § III.21]. �

Teorema 235 Cercul lui Brocard trece prin punctele Brocard 
 şi 
0 ale triunghiului
ABC.

Demonstra̧tie. Din proprietatea 226 rezult¼a c¼a triunghiul A1MaC şi B1MbA sunt
asemenea, astfel

^MaA1C � ^MbB1A � ^OB1
0;

deci patrulaterul A1OB1
0 este inscriptibil. Atunci, 
0 apaŗtine cercului lui Brocard.
Analog, se arat¼a c¼a 
 apaŗtine cercului lui Brocard. �

Teorema 236 Punctele lui Brocard 
 şi 
0 ale triunghiului ABC sunt simetrice faţ¼a
de diametrul OK.
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Demonstra̧tie. Avem

m(^
OK) = m(^
B1K) =
1

2
m(\KA2
)

şi deoarece KB1 k AC rezult¼a m(^
B1K) = m(^
CA) = !, deci m(^
OK) = !
(Figura 1.48). Analog, m(^
0OK) = m(^
0A1K) = m(^
0CB) = !, deci ^
OK �
^
0OK, adic¼a punctele 
 şi 
0 sunt simetrice fa̧t¼a de dreapta OK. �

Teorema 237 Raza cercului lui Brocard este egal¼a cu

R! =
R
p
1� 4 sin2 !
2 cos!

:

Demonstra̧tie. În triunghiul dreptunghic K
O avem:

KO =

O

cos!
=
R
p
1� 4 sin2 !
cos!

= 2R!;

de unde raza cercului Brocard este egal¼a cu R! =
R
p
1�4 sin2 !
2 cos! . �

Teorema 238 Raza cercului lui Brocard este egal¼a cu

R! =
1

2

s
R2 � 3a2b2c2

(a2 + b2 + c2)2
:

Demonstra̧tie. Deoarece OK2 = R2 � 3a2b2c2

(a2+b2+c2)2
(vezi �Punctul lui Lemoine�

[15]), rezult¼a R! = 1
2

q
R2 � 3a2b2c2

(a2+b2+c2)2
. �

Teorema 239 Fie H ortocentrul triunghiului ABC şi 
00 al treilea punct al lui Bro-
card al triunghiului ABC: Atunci, H
00 k OK:

Demonstra̧tie. FiefZg = 

0 \ OK (Figura 1.48). Deoarece G este centrul de
greutate al triunghiurilor ABC şi 

0
00 rezult¼a OG

GH = 1
2 şi

GZ
G
00 =

1
2 , de unde obţinem

H
00 k OK: �

Teorema 240 Fie H ortocentrul triunghiului ABC şi 
00 al treilea punct al lui Brocard
al triunghiului ABC. Atunci,

H
00 = 2R cos!
p
1� 4 sin2 !:

Demonstra̧tie. FiefZg = 

0\OK. Din triunghiulO
Z rezult¼aOZ = O
cos! =
R cos!

p
1� 4 sin2 !, deci H
00 = 2OZ = 2R cos!

p
1� 4 sin2 !. �

Teorema 241 Ortocentrul primului triunghi Brocard aparţine dreptei H
00:
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Demonstra̧tie. Fie L centrul cercului lui Brocard şi fH1g = LG\H
00. Deoarece
L este centrul cercului circumscris triunghiului A1B1C1 şi G centrul s¼au de greutate
rezult¼a c¼a dreapta LG este dreapta lui Euler a primului triunghi Brocard. Cum

OG

GH
=
1

2
=
LG

GH1
;

rezult¼a c¼a H1 este ortocentrul primului triunghi al lui Brocard A1B1C1. �

Consecinţa 242 Patrulaterul KOH1H este paralelogram.

Demonstra̧tie. Deoarece HH1 k OK şi HH1 = 2LO = OK rezult¼a c¼a KOH1H
este paralelogram. �

Consecinţa 243 Centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC aparţine dreptei KH1.

Demonstra̧tie. Deoarece într-un paralelogram diagonalele se înjum¼at¼aţesc rezult¼a
concluzia. �

Teorema 244 Punctul lui Tarry, centrul de greutate şi centrul cercului lui Brocard
corespunz¼ator unui triunghi ABC sunt coliniare.

Demonstra̧tie. Din asem¼anarea poligoanelor TACSB şi OA1C1KB1 (vezi �Punc-
tul lui Tarry�), punctele G;O; T se corespund cu punctele G;L; respectiv O şi de aici
rezult¼a [OGT � [LGO, deci punctele T;L;G sunt coliniare. �

Teorema 245 Fie L centrul cercului lui Brocard, G centrul de greutate, T punctul lui
Tarry şi O centrul cercului circumscris unui triunghi ABC. Atunci,

OG2 = GL �GT:

Demonstra̧tie.Deoarece puncteleG;O; T respectivG;L;O formeaz¼a �guri omoloage,
rezult¼a GO

GL =
GT
GO , de unde OG

2 = GL �GT: �

Teorema 246 Fie L centrul cercului lui Brocard, G centrul de greutate, T punctul lui
Tarry şi O centrul cercului circumscris unui triunghi ABC. Atunci,

GT =
R cos!p
1� 4 sin2 !

�GO:

Demonstra̧tie. Din asem¼anarea triunghiurilor GLO şi GOT rezult¼a

GO

GT
=
GL

GO
=
LO

OT
=
R!
R
;

deci GT = R
R!
�GO = R cos!p

1�4 sin2 !
�GO: �

Teorema 247 Al treilea punct Brocard 
00 aparţine dreptei ce uneşte punctele lui
Steiner şi Tarry corespunz¼atoare unui triunghi ABC.
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Demonstra̧tie. Fie H1 ortocentrul primului triunghi al lui Brocard şi fZg =


0 \OK (Figura 1.48). Atunci,

H1

00

ZL
=
H1G

GL
= 2;

iar

ZL = OZ �OL

= R cos!
p
1� 4 sin2 ! � R

p
1� 4 sin2 !
2 cos!

=
R
p
1� 4 sin2 !
2 cos!

� cos 2!

şi de aici H1
00 = 2LZ. Avem:

H1T

LT
=
TG+ 2GL

GT � LG ;

din GT
GL =

R2

R2!
; rezult¼a

TG+ 2GL

GL
=
R2 + 2R2!
R2!

şi
TG�GL
GL

=
R2 �R2!
R2!

;

de unde
H1T

LT
=
R2 + 2R2!
R2 �R2!

= 2 cos 2!:

Dar H1
00

LO = 2 cos 2!, deci H1

00

LO = H1T
LT şi cum H1


00 k LO rezult¼a c¼a 
00 apaŗtine
dreptei TO. �

Teorema 248 Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC şi 
00 al treilea
punct al lui Brocard al triunghiului ABC. Atunci, O
00 = R(2 cos 2! � 1):

Demonstra̧tie. Din asem¼anarea triunghiurilor 
00H1T şi OLT rezult¼a T
00

TO =
H1T
LT = 2 cos 2! şi de aici T


00�TO
TO = 2 cos 2! � 1 sau O
00 = R(2 cos 2! � 1): �

Teorema 249 Dreapta O
 este tangent¼a cercului circumscris triunghiului S

00,
unde S este punctul lui Steiner corespunz¼ator triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Din O
00 �OS = R2(2 cos 2! � 1) = O
2; rezult¼a concluzia. �

Teorema 250 Dreapta O
0 este tangent¼a cercului circumscris triunghiului S
0
00,
unde S este punctul lui Steiner corespunz¼ator triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Din O
00 �OS = R2(2 cos 2! � 1) = O
02 rezult¼a concluzia. �
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Teorema 251 Punctele A2; B2; C2 aparţin cercurilor circumscrise triunghiurilor BOC;
COA; AOB.

Demonstra̧tie. Deoarece dou¼a simediane exterioare şi o simediana interioar¼a ale
unui triunghi sunt concurente (vezi �Simediana exterioar¼a�[15]), atunci simediana AK
şi tangentele în B, respectiv C la cercul circumscris triunghiului ABC sunt concurente
în punctul TA (Figura 1.49). Deoarecem(^OCTA) = 90� rezult¼a c¼a OTA este diametru

Figura 1.49: Cerc adjunct

în cercul circumscris triunghiului BOC. Deoarece OA2?ATA rezult¼a m(^OA2TA) =
90�, adic¼a A2 este punct pe cercul circumscris triunghiului BOC. Analog se arat¼a c¼a
B2 şi C2 sunt pe cercurile circumscrise triunghiurilor COA, respectiv AOB: �

Observa̧tia 252 Un cerc care trece prin dou¼a vârfuri ale unui triunghi şi este tangent
la una din laturile triunghiului se numeşte cerc adjunct.

Teorema 253 Punctul A2 se a�¼a la intersecţia cercurilor adjuncte vârfului A.

Demonstra̧tie. Deoarece ^BA2TA � ^BCTA � ^BAC rezult¼a c¼a cercul cir-
cumscris triunghiului BA2A este tangent în A laturii AC. Analog, cercul circumscris
triunghiului CA2A este tangent în A laturii AB. �

Observa̧tia 254 Punctele B2 şi C2 se a�¼a la intersecţia cercurilor adjuncte vârfurilor
B, respectiv C: Vârfurile celui de-al doilea triunghi Brocard al triunghiului ABC sunt
intersecţiile dintre cercurile adjuncte corespunz¼atoare vârfurilor A;B;C.



Triunghiul antiparalel determinat de o direçtie în raport cu un triunghi90

Teorema 255 Coordonatele unghiulare ale vârfurilor celui de al doilea triunghi Bro-
card A2B2C2 sunt:

(180� �m(^A); 2m(^A); 180� �m(^A));
((180� �m(^B); 180� �m(^B); 2m(^B));
(2m(^C); 180� �m(^C); 180� �m(^C)):

Demonstra̧tie. Avem

m(^BA2A) = 180� �m(^BA2TA) = 180� �m(^A);m(^CA2A)
= 180� �m(^TAA2C) = 180� �m(^A);

iar m(^BA2C) = 360�� [m(^BA2A)+m(^CA2A)] = 2m(^A): Analog se determin¼a
coordonatele unghiulare ale vârfurilor B2 şi C2: �

Teorema 256 Cercul Brocard şi primul cerc Lemoine sunt concentrice.

Demonstra̧tie. Deoarece ambele cercuri au centrul în punctul L, mijlocul seg-
mentului OK; rezult¼a concluzia. �

1.15 Triunghiul antiparalel determinat de o direçtie în
raport cu un triunghi

�M¼a stimez mai mult ca practicant al matematicilor şi prea puţin ca poet, şi numai atât cât
poezia aminteşte de geometrie. Oricât ar p¼area de contradictorii aceşti doi termeni la prima
vedere, exist¼a undeva, în domeniul înalt al geometriei, un loc luminos unde se întîlneşte cu
poezia.��Ion Barbu16

În triunghiul ABC; �e A0; B0; C 0 proieçtiile punctelor A;B; respectiv C pe o dreapt¼a
oarecare d; fDg = BC \ d; fEg = AC \ d; fFg = BA \ d; iar M şi M 0, N şi N 0; P
şi P 0 proieçtiile punctelor A0; B0; C 0 pe laturile AC şi AB; BA şi BC; respectiv CB şi
CA (Figura 1.50):

Teorema 257 Perpendicularele B0N şi C 0P 0; C 0P şi A0M 0, A0M şi B0N 0 sunt res-
pectiv concurente în punctele coliniare A1; B1; C1.

Demonstra̧tie. Fie ! ortopolul dreptei d faţ¼a de triunghiul ABC. Atunci !A0 k
B0N 0 k C 0P; !B0 k C 0P 0 k A0M; !C 0 k A0M 0 k B0N: Deoarece patrulaterul !A0B1C 0
este paralelogram (având laturile opuse paralele dou¼a câte dou¼a), atunci punctul B1
este simetricul ortopolului ! faţ¼a de mijlocul segmentului A0C 0. Procedând analog
pentru punctele A1 şi C1 rezult¼a c¼a punctele A1; B1; C1 apaŗtin unei drepte d1 paralele
cu dreapta d. �
16 Ion Barbu (1895-1961) �matematician român, profesor la Universitatea din Bucureşti, contribuţii

în algebr¼a şi geometrie
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Figura 1.50: Triunghiul antiparalel determinat de o direçtie în raport cu un triunghi

Consecinţa 258 Dreapta d se situeaz¼a la o egal¼a distanţ¼a de ortopolul s¼au ! în raport
cu triunghiul ABC şi cu dreapta d1.

Demonstra̧tie. Perpendicularele duse din A;B şi C pe antiparaleleleMM 0; NN 0;
respectiv PP 0 sunt izogonalele perpendicularelor AA0; BB0 şi CC 0 pe d, faţ¼a de unghiu-
rile triunghiului ABC (patrulaterele AM 0A0M;BN 0B0N;CP 0PC 0 �ind inscriptibile).
Cum AA0 k BB0 k CC 0 rezult¼a c¼a perpendicularele pe antiparalelele considerate sunt
concurente. Deoarece antiparalelele determin¼a triunghiul XY Z, rezult¼a c¼a triunghiu-
rile ABC şi XY Z sunt invers asemenea (dup¼a orientarea vârfurilor cu unghiuri egale
ale celor dou¼a triunghiuri) şi în acelaşi timp ortologice. �

Teorema 259 Cercurile de diametre AA1; BB1 şi CC1 trec prin câte un vârf al tri-
unghiului antiparalel XY Z, iar linia centrelor este o dreapt¼a d0, perpendicular¼a pe
d:

Demonstra̧tie. Cercul de diametru BB1 conţine punctele M 0 şi P . Dac¼a fY g =
MM 0\PP 0 şi cum ^PY Z � ^ABC rezult¼a c¼a patrulaterul BPYM 0 este inscriptibil,
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adic¼a Y apaŗtine cercului de diametru BB1. Analog, cercurile de diametre AA1 şi
CC1 trec respectiv prin punctele X şi Z. Evident, proieçtiile A00; B00; C 00 ale punctelor
A;B; respectiv C pe dreapta d1 apaŗtin �câte unul �cercurilor considerate. Deoarece
d k d1; A0C1 k C 0A1; A0A00 k C 0C 00 rezult¼a C1A00 � A1C

00, adic¼a segmentele A1A00 şi
C1C

00 au acelaşi mijloc. Analog, se arat¼a c¼a mijlocul segmentului B1B00 coincide cu
mijlocul segmentului A1A00. Rezult¼a c¼a linia centrelor este o dreapt¼a d perpendicular¼a
pe d, trecând prin mijlocul segmentelor A1A00; B1B00 şi C1C 00: �

1.16 Triunghi automedian

�Exist¼a printre matematicieni o convingere intim¼a şi puternic¼a, care-i suştine în cercet¼arile
lor abstracte, anume c¼a niciuna dintre problemele lor nu pot r¼amâne f¼ar¼a r¼aspuns.� �Gh.
Ţi̧teica17

Se noteaz¼a cu a; b; c lungimile laturilor BC;AC; respectiv AB ale triunghiului
ABC şi cu ma, mb, mc lungimile medianelor corespunz¼atoare acestora. Triunghiul
ABC (AB 6= AC) se numeşte automedian dac¼a

2a2 = b2 + c2;

sau 2b2 = c2 + a2; sau 2c2 = a2 + b2. În cele ce urmeaz¼a vom considera cazul în care
2a2 = b2 + c2.

Teorema 260 S¼a se arate c¼a un triunghi ABC este automedian dac¼a şi numai dac¼a
bmb = cmc.

Demonstra̧tie. Relaţia 2a2 = b2+c2 este echivalent¼a cu (2a2�b2�c2)(b2�c2) = 0
(deoarece b 6= c) sau

b2(2a2 + 2c2 � b2) = c2(2a2 + 2b2 � c2);

sau bmb = cmc: �

Observa̧tia 261 Un triunghi este automedian dac¼a şi numai dac¼a

mb

1=b
=
mc

1=c
:

Ţinând cont de proprietatea anterioar¼a putem da urm¼atoarea de�ni̧tie: �Un tri-
unghi în care medianele şi laturile corespunz¼atoare sunt invers propoŗtionale se nu-
meşte automedian.�

17Gheorghe Ţi̧teica (1873-1939) � matematician român, profesor la Universitatea din Bucureşti,
membru al Academiei Române, contribuţii importante în geometrie
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Teorema 262 Triunghiul ABC este automedian dac¼a şi numai dac¼a 2ma = a
p
3:

Demonstra̧tie. Din 2a2 = b2+c2 rezult¼a 2b2+2c2�a2 = 3a2; egalitate echivalent¼a
cu 2ma = a

p
3: �

Teorema 263 Dac¼a triunghiul ABC este automedian, atunci 2mb = c
p
3 şi 2mc =

b
p
3:

Demonstra̧tie. Din formula medianei avem: 4m2
b = 2(a

2+c2)�b2 = 3c2, de unde
rezult¼a 2mb = c

p
3; analog se arat¼a c¼a 2mc = b

p
3: �

Observa̧tia 264 Din propriet¼aţile precedente rezult¼a c¼a într-un triunghi automedian
este adev¼arat¼a relaţia:

a

ma
=

b

mc
=

c

mb
:

Teorema 265 Într-un triunghi automedian avem: 2m2
a = m

2
b +m

2
c .

Demonstra̧tie. Deoarece într-un triunghi automedian sunt adev¼arate egalit¼aţile
2mb = c

p
3, 2mc = b

p
3 şi 2ma = a

p
3, atunci condi̧tia 2a2 = b2 + c2 devine 2m2

a =
m2
b +m

2
c . �

Teorema 266 Un triunghi automedian având lungimile laturilor numere întregi nu
poate avea mediane de lungimi numere întregi.

Demonstra̧tie. Fie a; b; c 2 Z; atunci a
ma

= b
mc

= c
mb
= 2p

3
; de unde rezult¼a c¼a

medianele au valori iraţionale. �

Teorema 267 Un triunghi automedian având lungimile laturilor numere întregi nu
poate avea aria egal¼a cu un num¼ar întreg.

Demonstra̧tie. Din formula lui Heron rezult¼a:

16S2 = 2(a2c2 + b2c2 + a2b2)� a4 � b4 � c4:

Utilizând faptul c¼a 2a2 = b2 + c2, relaţia de mai sus devine: 16S2 = 4a2b2 � 2a4 � b4:
F¼ar¼a a restrânge generalitatea putem presupune c¼a (a; b) = 1. Atunci, din relaţia
precedent¼a rezult¼a 2 jb , deci b = 2b1; b1 2 Z: Astfel, obţinem 8S2 = 8a2b21 � a4 � 8b41,
de unde rezult¼a 2 ja , contradiçtie cu (a; b) = 1. �

Teorema 268 Triunghiul ABC este automedian dac¼a şi numai dac¼a 2ctgA = ctgB+
ctgC.

Demonstra̧tie. Avem:

ctgA =
cosA

sinA
=
(b2 + c2 � a2) �R

abc

şi analoagele. Atunci, rela̧tia 2ctgA = ctgB + ctgC este echivalent¼a cu

2(b2 + c2 � a2) = (a2 + c2 � b2) + (b2 + c2 � a2)

sau 2a2 = b2 + c2. �
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Teorema 269 Într-un triunghi automedian ABC este adev¼arat¼a relaţia:

tg! =
1

3
tgA;

unde ! este unghiul lui Brocard al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie.Deoarece triunghiulABC este automedian rezult¼a 2ctgA = ctgB+
ctgC şi cum ctg! = ctgA + ctgB + ctgC (vezi �Punctele lui Brocard� [15]) avem:
ctg! = 3ctgA sau tg! = 1

3 tgA. �

Observa̧tia 270 Dac¼a 2a2 = b2 + c2, atunci

A[ABC] =
abc

4R
=
a2

2
� abc

R � 2a2 =
a2

2
� abc

R � (b2 + c2 � a2)

=
a2

2
� a
2R

� 2bc

b2 + c2 � a2 =
a2

2
� sinA � 1

cosA

=
a2

2
� tgA

Teorema 271 Într-un triunghi automedian ABC este adev¼arat¼a relaţia:

(ra � r)(rb + rc) = 2(rbrc � rra):

Demonstra̧tie. Se utilizeaz¼a egalitaţile: 2a2 = b2 + c2, rarb = p(p � c), rra =
(p� b)(p� c) şi relaţiile analoage. �

Teorema 272 Un triunghi isoscel automedian este echilateral.

Demonstra̧tie. Dac¼a, de exemplu, a = c rezult¼a 2a2 = b2 + a2, deci a2 = b2, de
unde a = b, adic¼a triunghiul este echilateral. Analog se trateaz¼a şi celelalte cazuri. �

Teorema 273 S¼a se arate c¼a triunghiul ABC este automedian dac¼a şi numai dac¼a
centrul de greutate G al triunghiului ABC este mijlocul segmentului AD, unde D este
punctul în care mediana corespunz¼atoare laturii BC intersecteaz¼a cercul circumscris
triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC şi AG � GD.
Din puterea punctului G fa̧t¼a de cercul circumscris triunghiului ABC, avem:

R2 �OG2 = AG2 =
�
2

3
ma

�2
=
2b2 + 2c2 � a2

9
:

Utilizând relaţia OG2 = R2� 1
9(a

2+ b2+ c2); obţinem: 2a2 = b2+ c2, adic¼a triunghiul
ABC este automedian (Figura 1.51). Reciproc, dac¼a triunghiul ABC este automedian
rezult¼a 2a2 = b2 + c2. Avem: R2 �OG2 = AG �GD; sau

1

9
(a2 + b2 + c2) =

2

3
ma �GD;
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Figura 1.51: Triunghiul automedian

deci 3a
2

9 = 2
3ma �GD, de unde rezult¼a

GD =
a2

2ma
=

a2

a
p
3
=
a
p
3

3
=
2

3
ma = AG:

�

Teorema 274 Dac¼a AMa şi BMb sunt mediane în triunghiul automedian ABC, atunci
m(\BAMa) = m(\CBMb).

Demonstra̧tie. Avem m(\BAMa) = m(\BCD) = 1
2m(

dBD) = m(\CBMb), unde
D este punctul de interseçtie dintre mediana AMa şi cercul circumscris triunghiului
ABC. �

Consecinţa 275 Într-un triunghi automedian ABC , BMb k CD, unde D este punc-
tul de intersecţie dintre mediana AMa şi cercul circumscris triunghiului ABC.

Teorema 276 Triunghiul ABC este automedian dac¼a şi numai dac¼a ortocentrul H al
triunghiului ABC se proiecteaz¼a pe mediana AMa; Ma 2 (BC), în centrul de greutate
(G) al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Avem
OM2

a = R
2�
�
a
2

�2
; OG2 = R2� a2+b2+c2

9 ; GM2
a =

�
1
3ma

�2
= 2(b2+c2)�a2

36 (1). Folosind
ipoteza b2 + c2 = 2a2 şi faptul c¼a punctele H;G;O sunt coliniare rezult¼a: OG2 =
R2 � a2

3 ; GM
2
a =

a2

12 ; OM
2
a = R

2 � a2

4 ; de unde

OG2 +GM2
a = R

2 � a
2

4
= OM2

a ;
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adic¼a triunghiul MaGO este dreptunghic, deci H se proiecteaz¼a pe mediana AMa în
G. Reciproc, dac¼a H se proiecteaz¼a pe AMa în G, atunci GMaO este dreptunghic,
adic¼a OM2 = GO2 + GM2 (2). Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a b2 + c2 = 2a2; adic¼a
triunghiul ABC este automedian. �

Teorema 277 Într-un triunghi automedian ABC (2a2 = b2 + a2) dreapta lui Euler
este perpendicular¼a pe mediana din A a triunghiului ABC.

Demonstra̧tia rezult¼a din proprietatea precedent¼a, deoarece HG?AMa: �

Teorema 278 În triunghiul ABC �e mediana AMa, în¼alţimea CHc,(Hc 2 AB) şi G
centrul de greutate. Dac¼a triunghiul ABC este automedian, atunci cercul circumscris
triunghiului BMaHc conţine punctul G.

Demonstra̧tie. Cum triunghiul ABC este automedian avem: 2a2 = b2 + c2

(Figura 1.52). Din teorema lui Pitagora generalizat¼a rezult¼a:

Figura 1.52: Punctele B;Hc; G;Ma sunt conciclice

AHc =
b2 + c2 � a2

2c
=
2a2 � a2
2c

=
a2

2c
:

Atunci, AB �AHc = a2

2 . Dar,

AG �AMa =
2

3
�AM2

a =
2

3
� 2(b

2 + c2)� a2
4

=
1

2
� a2;

adic¼a AB �AHc = AG�AMa relaţie care arat¼a c¼a punctele B;Hc; G;Ma sunt conciclice.
�
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Teorema 279 În triunghiul ABC, �e Hb;Hc picioarele în¼alţimilor duse din B, res-
pectiv C şi Ma piciorul medianei din A. Dac¼a triunghiul ABC este automedian, atunci
centrul de greutate al triunghiului ABC aparţine cercului circumscris triunghiului
CMaHb:

Demonstra̧tie. Dreptele HbHc şi BC �ind antiparalele rezult¼a: AC � AHb =
AB �AHc = AG �AMa (vezi aplicaţia precedent¼a) de unde rezult¼a concluzia. �

1.17 Triunghi circumpedal

�Geometria este arta de a raţiona corect pe �guri incorecte.��Henri Poincaré18

Fie D un punct în planul triunghiului ABC. Numim triunghi circumpedal (sau
metaarmonic) al punctului D în raport cu triunghiul ABC, triunghiul a c¼arui vâr-
furi sunt punctele de interseçtie ale cevianelor AD;BD şi CD cu cercul circumscris
triunghiului ABC (Figura 1.53).

Figura 1.53: Triunghi circumpedal

Teorema 280 Triunghiul circumpedal A0B0C 0 şi triunghiul podar A00B00C 00 al unui
punct D în raport cu un triunghi ABC sunt asemenea.

Demonstra̧tie. Patrulaterele DA00BC 00; DA00CB0; ABA0B0 şi ACA0C 0 sunt in-
18Henri Poincaré (1854 -1912) �matamatician şi �zician francez, contribuţii importante în toate

ramurile matematicii
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Figura 1.54: Triunghiul circumpedal şi triunghiul podar sunt asemenea

scriptibile (Figura 1.54), deci

^DA00B00 � ^DCB00 � ^C 0CA � ^AA0C 0

şi
^DA00C 00 � ^DBC 00 � ^B0BA � ^BA0A:

Dar m(^DA00C 0) + m(^DA00B00) = m(^B00A00C 0); iar m(^B0A0A) + m(^C 0A0A) =
m(^B0A0C 0); adic¼am(^B00A00C 00) = m(^B0A0C 0): Analog se arat¼a c¼am(^A00B00C 00) =
m(^A0B0C 0); adic¼a triunghiurile A0B0C 0 şi A00B00C 00 sunt asemenea. �

Teorema 281 Fie A0B0C 0 triunghiul circumpedal al unui punct D în raport cu un
tringhi ABC, iar A00B00C 00 triunghiul podar al acestui punct. Atunci:

A[A0B0C0] = 2R
2 sinA00 sinB00 sinC 00:

Demonstra̧tie. Deoarece triunghiurile ABC şi A0B0C 0 sunt asemenea, rezult¼a

B0C 0 = 2R sin \B0A0C 0 = 2R sin \B00A00C 00; C 0A0 = 2R sin \A00B00C 00; A0B0 = 2R sin \A00C 00B00

(Figura 1.54). Atunci, A[A0B0C0] =
B0A0�A0C0 sin \B0A0C0

2 = 2R2 sinA00 sinB00 sinC 00: �

Teorema 282 Fie triunghiul ABC şi A0B0C 0 triunghiul circumpedal al centrului cer-
cului înscris în triunghiul ABC. Atunci,

A[ABC]

A[A0B0C0]
= 8 sin

A

2
sin

B

2
sin

C

2
=
2r

R

(unde r este raza cercului înscris, iar R raza cercului circumscris în triunghiul ABC):
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Demonstra̧tie. Punctele A0; B0; C 0 sunt punctele de interseçtie dintre bisectoarele
unghiurilor triunghiuluiABC cu cercul circumscris. Deoarecem(^C 0A0B0) = 1

2 [m(^B)+
m(^C)] şi analoagele, avem:

A[A0B0C0] = 2R
2 sin

B + C

2
sin

A+ C

2
sin

A+B

2
= 2R2 cos

A

2
cos

B

2
cos

C

2
:

Cum

A[ABC] = 2R
2 sinA sinB sinC = 16R2 sin

A

2
sin

B

2
sin

C

2
cos

A

2
cos

B

2
cos

C

2

rezult¼a concluzia. �

Teorema 283 Fie triunghiul ABC, A00B00C 00 triunghiul circumpedal al ortocentrului
triunghiului ABC. Atunci

A[A00B00C00]

A[ABC]
=
2r00

R
;

unde r00 este lungimea razei cercului înscris în triunghiul A00B00C 00:

Demonstra̧tie. Avem:

A[A00B00C00] = 2R
2 sinA sinB sinC = 16R2 sinA sinB sinC cosA cosB cosC;

deci
A[A00B00C00]
A[ABC]

= 8 cosA cosB cosC: Observând c¼a A00A; B00B şi C 00C sunt bisectoarele

triunghiului A00B00C 00; din teorema precedent¼a rezult¼a concluzia. �

A[A00B00C00] � A[ABC] � A[A0B0C0];

unde A0B0C 0 şi A00B00C 00 reprezint¼a triunghiurile circumpedale ale centrului cercului
înscris, respectiv al ortocentrului triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Din inegalitatea lui Euler, 2r � R şi relaţiile

A[ABC]

A[A0B0C0]
=
2r

R
;
A[A00B00C00]

A[ABC]
=
2r00

R

obţinem A[A00B00C00] � A[ABC] � A[A0B0C0] şi de asemenea inegalitatea remarcabil¼a
într-un triunghi cosA cosB cosC � 1

8 : �

Teorema 284 Triunghiul circumpedal A0B0C 0 al ortocentrului H al unui triunghi ABC
este omotetic cu triunghiul ortic HaHbHc al triunghiului ABC, centrul de omotetie �-
ind ortocentrul triunghiului ABC.

Demonstra̧tie.Deoarece triunghiurileHaHbHc şiA0B0C 0 sunt asemenea şi deoarece
HaA

0 \ HbB0 \ HcC 0 = fHg rezult¼a c¼a triunghiurile HaHbHc şi A0B0C 0 omologice.
Cum HHa � HaA

0, HHb � HbB
0, HHc � HcC

0 rezult¼a c¼a HaHb;HbHc;HcHa sunt
linii mijlocii în triunghiurile A0B0H;B0C 0H; respectiv C 0A0H rezult¼a HaHb k A0B0;
HbHc k B0C 0; respectiv HcHa k C 0A0, deci triunghiurile HaHbHc şi A0B0C 0 sunt
omotetice, centrul de omotetie �ind punctul H, iar raportul de omotetie egal cu 2. �
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Teorema 285 Fie A0B0C 0 triunghiul circumpedal al centrului cercului înscris I în tri-
unghiul ABC şi CaCbCc triunghiul s¼au de contact. Atunci, dreptele A0Ca; B0Cb; C 0Cc
sunt concurente.

Demonstra̧tie. Fie M un punct pe dreapta IO astfel încât

��!
MO =

R

r

��!
MI:

Prin omotetia de centru M şi raport R
r cercul (I; r) se transform¼a în cercul (O;R)

(Figura 1.55). Atunci I se transform¼a în O şi dreapta ICa se transform¼a în dreapta

Figura 1.55:
��!
MO = R

r

��!
MI

paralel¼a OA0; de unde rezult¼a c¼a punctul A0 este omoteticul punctului Ca prin omotetia
considerat¼a. Analog prin omotetia H

�
M; Rr

�
se corespund punctele B0 şi Cb respectiv

C 0 şi Cc, deci dreptele A0Ca; B0Cb; C 0Cc sunt concurente în punctul M . �

Consecinţa 286 Avem: MI = r
p
R2�2Rr
R�r şi MO = R

p
R2�2Rr
R�r :

Demonstra̧tie. Deoarece MO = R
rMI;OI = MO �MI =

p
R2 � 2Rr (relaţia

lui Euler) avem:

MI =
r

R� rOI şi MO =
R

R� rOI;

de unde rezult¼a concluzia. �

Teorema 287 Fie A0B0C 0 triunghiul circumpedal al centrului cercului înscris în tri-
unghiul ABC şi A1; B1; C1 picioarele bisectoarelor interioare ale triunghiului ABC.
Atunci,

1p
A0A1

+
1p
B0B1

+
1p
C 0C1

�
r
18

R
:
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Demonstra̧tie. Din puterea punctului A1 fa̧t¼a de cercul circumscris rezult¼a A1A0 �
A1A = A1B �A1C; de unde

A1A
0 =

a2la
(b+ c)2 � a2

unde la = 2bc
b+c � cos

A
2 (= AA1) (Figura 1.56). Atunci,

Figura 1.56: Triunghiul circumpedal al centrului cercului înscris

A1A
0

AA1
=

a2

(b+ c)2 � a2 ;

de unde A1A0

AA0 =
�

a
b+c

�2
; decip

A0A1 =
a

b+ c

p
AA0 � a

b+ c

p
2R:

Avem:

1p
A0A1

+
1p
B0B1

+
1p
C 0C1

� 1

2R

�
b+ c

a
+
c+ a

b
+
a+ c

c

�
� 1p

2R

��
b

a
+
a

b

�
+
� c
a
+
a

c

�
+

��
b

c
+
c

b

�
� 6p

2R
=

r
18

R
:

�

Teorema 288 Fie A0B0C 0 triunghiul circumpedal al centrului cercului înscris I în
triunghiul ABC. Atunci, IA � IC = 2r � IB0 şi IA0 � IC 0 = R � IB:
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Demonstra̧tie. Deoarece B0 este centrul cercului circumscris triunghiului AIC
(vezi �Teorema lui Beltrami�-Cecuri exînscrise [15]) rezult¼a

IA = 2IB0 � sin[ACI = 2IB0 � r
IC
;

deci IA � IC = 2r � IB0 = r � IIa (unde Ia este centrul cercului exînscris). Deoarece

m(\IBC 0) = m(\BIC 0) = 180� �m([BIC);m(\BC 0I) = m(\BAC)

rezult¼a
IC 0

BC
=
BI

BC
� IC

0

BI
=
sin[BCI
sin[BIC

� sin
\IBC 0

sin\BC 0I
=
sin[BCI
sin\BAC

şi cum IB = 2IA0 � sin\BCM obţinem IA0 � IC 0 = R � IB: �

Teorema 289 Fie A0B0C 0 triunghiul circumpedal al centrului cercului înscris (I) în
triunghiul ABC în raport cu acest triunghi şi da; db; dc distanţele dintre punctele A0; B0; C 0

respectiv la dreptele BC;CA;AB şi ra; rb; rc razele cercurilor exînscrise corespunz¼a-
toare triunghiului ABC. Atunci,

da
ra
+
db
rb
+
dc
rc
= 1:

Demonstra̧tie. Deoarece A0 este mijlocul arcului BC, avem A0B � A0C, de unde
rezult¼a c¼a proieçtia lui A0 pe BC este punctul Ma, mijlocul segmentului BC (Figura
1.56). Din teorema sinusurilor rezult¼a A0B = 2R sin A2 ; MaA

0 = A0B sin \A0BMa =
A0B sin A2 = 2R sin

2 A
2 = da. Cum ra = p � tgA2 avem:

da
ra
=
2R

p
� sin A

2
cos

A

2
=
R sinA

p
;

de unde:
da
ra
+
db
rb
+
dc
rc
=
R sinA+R sinB +R sinC

p
= 1:

�

Teorema 290 Fie A0B0C 0 triunghiul circumpedal al centrului cercului înscris I în
triunghiul ABC, fNg = A0B0 \ BC; fMg = A0C 0 \ BC; fPg = A0B0 \ AC; fSg =
A0C 0 \ AB; fRg = B0C 0 \ AB; fQg = B0C 0 \ AC: Dreptele MQ;NR şi PS sunt
concurente.

Demonstra̧tie. Patrulaterul ABA0C �ind inscriptibil (Figura 1.57), din teorema
lui Ptolemeu obţinem

AA0 �BC = BA0 �AC +A0C �AB

şi cum BA0 � A0C rezult¼a
AA0

BA0
=
AB +AC

BC
: (1)
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Figura 1.57: Dreptele MQ;NR şi PS sunt concurente

Dac¼a fDg = AA0 \BC din teorema bisectoarei în triunghiul ABD, obţinem:

AI

ID
=
AB

BD
:

Cum BD = BC�AB
AB+AC ; rezult¼a

AI
ID =

AB+AC
BC . Din teorema bisectoarei pentru triunghiul

AA0B avem:
AS

BS
=
AA0

BA0
=
AB +AC

BC

(din relaţia 1), de unde AI
ID = AS

BS , deci SI k BC: Analog IP k BC, deci I 2 SP: La
fel se arat¼a c¼a punctul I apaŗtine dreptelor RN şi MQ. �

Teorema 291 Triunghiul circumpedal A0B0C 0 al punctului lui Lemoine al triunghiului
ABC are aceleaşi simediane ca triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiuri cosimediane�. �

Teorema 292 Triunghiul circumpedal A0B0C 0 al punctului lui Lemoine al triunghiului
ABC are laturile proporţionale cu medianele triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiuri cosimediane�. �

Teorema 293 Triunghiul circumpedal al unui punct al lui Brocard al triunghiului
ABC este congruent cu triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Fie A0B0C 0 triunghiul circumpedal al punctului 
 al lui Brocard
al triunghiului ABC (Figura 1.58). Deoarece m(\C 0A0A) = m(\C 0CA) = m(\B0BC) şi
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Figura 1.58: Triunghiul circumpedal al unui punct al lui Brocard

m(\B0A0A) = m(\B0BA) rezult¼a c¼a

m( \C 0A0B0) = m(\CBA);

deci B0C 0 � AC. Analog se arat¼a c¼a C 0A0 � AB şi A0B0 � BC, deci triunghiurile
ABC şi C 0A0B0 sunt congruente. �

Teorema 294 Fie A1B1C1 triunghiul cicumpedal al centrului cercului circumscris
(O) al unui triunghi ABC în raport cu acest triunghi, MaMbMc triunghiul median al
triunghiului ABC. Dac¼a punctele Sa; Sb; Sc împart segmentele orientate

���!
A1Ma;

���!
B1Mb;���!

C1Mc în acelaşi raport k 2 Rnf1; 4=3g, atunci dreptele ASa; BSb; CSc sunt concurente
într-un punct situat pe dreapta lui Euler a triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Consider¼am un reper cartezian cu originea în O (Figura 1.59).
Avem:

��!
OSa =

��!
OA1 � k

���!
OMa

1� k =
1

k � 1

�
�!
OA+

k

2
(
��!
OB +

��!
OC)

�
:

Fie un punct Q pe dreapta ASa astfel încât
QA
QSa

= l: Avem

��!
OQ =

1

1� l

h�!
OA� l��!OSa

i
=

1

1� l �
�!
OA� 1

(1� l)(k � 1)

�
�!
OA+

k

2
(
��!
OB +

��!
OC)

�
=

1 + l � k
(1� l)(1� k) �

�!
OA+

lk

2(1� l)(1� k) �
��!
OB +

lk

2(1� l)(1� k) �
��!
OC:
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Figura 1.59: Triunghiul cicumpedal al centrului cercului circumscris

Determin¼am pe l 2 Rnf1g astfel încât ��!OQ s¼a aib¼a o scriere simetric¼a în raport cu
vectorii

�!
OA;

��!
OB;

��!
OC. Atunci, 2(1 + l � k) = lk, sau

l =
2� 2k
k � 2

(cu l = 1 dac¼a şi numai dac¼a k = 4=3). Pentru l = 2�2k
k�2 obţinem:

��!
OQ =

k

3k � 4(
�!
OA+

��!
OB +

��!
OC):

Consider¼am Q0 2 BSb, Q00 2 CSc care împart vectorii corespunz¼atori în acelaşi raport
l, rezult¼a

��!
OQ0 =

��!
OQ00 =

��!
OQ, adic¼a Q � Q0 � Q00; deci exist¼a un punct comun

dreptelor ASa; BSb; CSc dac¼a
��!
OG =

�!
OA+

��!
OB+

��!
OC

3 ; rezult¼a c¼a punctele Q;O şi G sunt
coliniare. �

Observa̧tia 295 Dac¼a k = 4
3 dreptele ASa; BSb; CSc sunt paralele cu dreapta lui

Euler. Dac¼a k = 2, atunci Sa � Sb � Sc � H şi Q este ortocentrul triunghiului.
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1.18 Triunghiul simedian

�Natura vorbeşte în limba matematicii: literele sunt cercurile, triunghiurile şi alte �guri geo-
metrice.��Galileo Galilei19

Triunghiul KaKbKc determinat de interseçtiile simedianelor cu laturile triunghiu-
lui ABC se numeşte triunghi simedian. Punctul de interseçtie al simedianelor unui
triunghi ABC se numeşte punctul lui Lemoine (K) corespunz¼ator triunghiului ABC:

Figura 1.60: Triunghiul simedian

Teorema 296 Dac¼a K este punctul lui Lemoine al triunghiului ABC şi KaKbKc
triunghiul simedian al acestuia, atunci

AK

KKa
=
b2 + c2

a2
:

Demonstra̧tie. Din teorema lui Van-Aubel rezult¼a:

AK

KKa
=
AKc
KcB

+
AKb
KbC

=
b2

b2
+
c2

a2
=
b2 + c2

a2
:

�
19Galileo Galilei (1564-1642) �matematician, �zician, astronom şi �losof italian
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Observa̧tia 297 Prin permut¼ari circulare se obţin relaţiile: BK
KKb

= a2+b2

b2
şi CK

KKc
=

b2+a2

c2
.

Teorema 298 Aria triunghiului simedian KaKbKc este egal¼a cu:

A[KaKbKc] =
2a2b2c2

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)
�A[ABC]:

Demonstra̧tie. Avem

A[AKaKb]

A[ABC]
=
AKb �AKc � sinA
AB �AC � sinA =

AKb �AKc
AB �AC =

b2 � c2
(a2 + b2)(a2 + c2)

(1)

Analog,
A[BKaKc]

A[ABC]
=

a2b2

(a2 + c2)(b2 + c2)
(2)

şi
A[CKaKb]

A[ABC]
=

a2c2

(a2 + b2)(b2 + c2)
;

iar
A[KaKbKc] = A[ABC] �A[AKbKc] �A[KaBKc] �A[KaKbC]: (4)

Din relaţiile (1) - (4) rezult¼a concluzia. �

Teorema 299 Aria triunghiului simedian ABC este maxim¼a, atunci când triunghiul
ABC este echilateral.

Demonstra̧tie. A[KaKbKc] este maxim¼a, atunci când raportul
2a2b2c2

(a2+b2)(b2+c2)(c2+a2)

este maxim. Utilizând inegalitatea mediilor x+y2 � px � y; pentru x; y � 0, obţinem:

2a2b2c2

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)
� 2a2b2c2

8a2b2c2
=
1

4
:

Egalitatea se obţine pentru a = b = c, dac¼a triunghiul ABC este echilateral şiKaKbKc
este triunghiul median al triunghiului ABC. �

Observa̧tia 300 Coordonatele triliniare ale vârfurilor triunghiului simedian KaKbKc
sunt: Ka(0; b; c);Kb(a; 0; c);Kc(a; b; 0): (vezi [26]):
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1.19 Triunghiul �60�

�În zadar vor matematicienii s¼a ascund¼a: ei nu demonstreaz¼a, ci combin¼a şi numai izbindu-se
dintr-o parte în alta ajung la adev¼ar.�- Evariste Galois20

Not¼am cu�60� un triunghiABC care are un unghi de 60�; (m( bA) = 60�);Ha;Hb;Hc
proieçtiile vârfurilor A;B;C pe laturi; A1; B1; C1 picioarele bisectoarelor interioare,
Ma;Mb;Mc mijloacele laturilor triunghiului ABC; O centrul cercului circumscris tri-
unghiului ABC (Figura 1.61).

Figura 1.61: Triunghiul �60�

Teorema 301 Într-un triunghi �60� avem: m( \HcMaHb) = 60
�:

20Evariste Galois (1811 �1832) �matematician francez, contribuţii remarcabile în algebr¼a
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Demonstra̧tie. Deoarece HcMa � HbMa

�
= BC

2

�
; rezult¼a c¼a triunghiul HcMaB

este isoscel, deci
m( \HcMaB) = 180

� � 2m( bB);
dar cumm( \HbHaHc) = 180��2m( bB), avem c¼a \HcMaB � \HbHaHc, adic¼a patrulaterul
HcHaMaHb este inscriptibil, atunci

m( \HcMaHb) = m( \HcHaHb):

Dar
m( \HbHaHc) = 180� � 2m( bA) = m( bA) = 60�;

deci m( \HcMaHb) = 60
�: �

Teorema 302 Triunghiurile MaHbHc; AMbHc şi AHbMc sunt echilaterale.

Demonstra̧tie. Deoarece m( \HcMaHb) = 60
�; iar HcMa � HbMa

�
= BC

2

�
rezult¼a

c¼a triunghiul MaHbHc este echilateral. Analog pentru celelalte dou¼a triunghiuri. �

Teorema 303 Proiecţia unei laturi care formeaz¼a unghiul de 60� pe cealalt¼a este egal¼a
cu jum¼atate din latura proiectat¼a.

Demonstra̧tie. Triunghiurile AMbHc;AHbMc �ind echilaterale, rezult¼a AHc =
AMb =

AC
2 ; AHb = AMc =

AB
2 : �

Teorema 304 Lungimea segmentului AH (H este ortocentrul �60�ABC) este egal¼a
cu lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Avem AH = 2R cosA = 2R cos 60� = R: �

Teorema 305 Patrulaterul B1IC1A este inscriptibil (I este centrul cercului înscris
în �60�ABC).

Demonstra̧tie. Avem m (^B1IC1) = 1
2m (^ABC + ^ACB) = m (^A) : �

Teorema 306 Lungimea segmentului AI este egal¼a cu diametrul cercului înscris tri-
unghiului ABC.

Demonstra̧tie. Din r = AI sin A2 = AI sin 30
�; rezult¼a AI = 2r: �

Teorema 307 Punctele B;C;O;H; I; Ia aparţin unui cerc simetric cercului circum-
scris triunghiului �60�ABC în raport cu latura BC (unde Ia este centrul cercului A �
exînscris).

Demonstra̧tie. Centrul cercului circumscris triunghiului BIC - punctul Oa -
se a�¼a pe mijlocul arcului BC al cercului circumscris triunghiului ABC şi trece prin
punctul Ia: Raza acestui cerc este egal¼a cu R �raza cercului circumscris triunghiului
�60�ABC - (triunghiul OaBC �ind echilateral). Avem:

OaB = OaC = OaO = OaI = OaIa = R;
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deci O este punct pe cercul cu centrul în Oa şi raza R. Deoarece

m(^BOC) = 2m(^A) = 120�

şi
m(^BHC) = m(^HbHHc) = 180� �m(^A) = 120�;

rezult¼a c¼a\BOC �\BHC, deci patrulaterul BHOC este inscriptibil, deci şi punctul H
apaŗtine cercului pe care se a�¼a punctele B;C;O; I şi Ia. �

Teorema 308 Punctele A;Hb;Hc;H;O9 (O9 este centrul cercului lui Euler al tri-
unghiului �60�ABC) aparţin unui cerc de raz¼a R=2:

Demonstra̧tie. Punctele A;Hb;Hc;H apaŗtin cercului cu centrul în punctul M1-
mijlocul segmentului AH � şi de raz¼a R=2. Deoarece M1O9 =

R
2 (linie mijlocie în

triunghiul OAH) rezult¼a c¼a O9 apaŗtine şi el cercului de mai sus. �

Teorema 309 Patrulaterul AHOaO este romb.

Demonstra̧tie. Avem: AH = HOa = OaO = OA = R: Diagonalele rombului
sunt bisectoarea unghiului A şi dreapta lui Euler a �60�ABC (Oa �ind mijlocul arcului
BC al cercului circumscris M ABC). �

Teorema 310 Centrul cercului lui Euler al triunghiului �60�ABC este mijlocul seg-
mentului AOa:

Demonstra̧tia rezult¼a din proprietatea precedent¼a. �

Teorema 311 Bisectoarea exterioar¼a a unghiului A şi dreapta lui Euler a triunghiului
�60�ABC sunt perpendiculare.

Demonstra̧tia rezult¼a din propriet¼aţile precedente. �

Teorema 312 Triunghiul OIaH este isoscel.

Demonstra̧tie.DeoareceAIa?OH, punctele I;Oa; Ia sunt coliniare, rezult¼a IaO �
IaH: �

Teorema 313 Triunghiul OIH este isoscel.

Demonstra̧tie. Deoarece I este mijlocul arcului OH în cercul circumscris rezult¼a
OI = IH: �
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Teorema 314 În triunghiul �60�ABC sunt adev¼arate relaţiile:

i) a2 = b2 + c2 � bc;
ii) p = (R+ r)

p
3;

iii) bc = 4r(R+ r);

iv) ha = 2r
�
1 +

r

R

�
;

v) A[ABC] = 4A[AHbHc];

unde ha = AHa.

Demonstra̧tie. i) Din teorema cosinusului în triunghiul �60�ABC; rezult¼a

a2 = b2 + c2 � 2bc cosA = b2 + c2 � bc:

ii) Deoarece OI = IH rezult¼a R(R � 2r) = 4R2 + 4Rr + 3r2 � p2, de unde p =
(R+ r)

p
3.

iii) Avem:

A[ABC] =
ha � a
2

=
bc
p
3

4
= pr = r(R+ r)

p
3;

de unde bc = 4r(R+ r).
iv) Din ha = bc

p
3

2a = bc
p
3

4R sinA =
bc
2R =

4r(R+r)
2R ; rezult¼a ha = 2r

�
1 + r

R

�
:

v) Din AHc = b cosA = b
2 , AHb = c cosA =

c
2 rezult¼a

A[AHbHc] =
AHb �AHc � sinA

2
=
bc
p
3

16
;

deci A[ABC] = 4A[AHbHc]. �

Teorema 315 Într-un triunghi �60� triunghiul ortic, triunghiul de contact, triunghiul
tangenţial şi triunghiul antisuplementar IaIbIc sunt triunghiuri �60�.

Demonstra̧tie. Deoarece

m( \HbHaHc) = 180� � 2m( bA) = m( bA) = 60�
rezult¼a c¼a triunghiul ortic este un triunghi �60� . Fie CaCbCc triunghiul de contact al
triunghiului ABC. Avem

m(^CcCaCb) = m(^CcCaI) +m(^CbCaI)
= m(^CcBI) +m(^CbCI)

=
1

2
[m(^B) +m(^C)] = 60�;

deci triunghiul CaCbCc este un triunghi �60� . Deoarece triunghiurile ortic (HaHbHc)
şi tangenţial (TATBTC) ale unui triunghi sunt omotetice, rezult¼a c¼a

m( \TBTATC) = 180� � 2m( bA) = m( bA) = 60�;
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deci TATBTC este un triunghi �60� : În triunghiul antisuplementar IaIbIc avem:

m(^IbIaIc) = 180� � [m(^IaBC) +m(^IaCB)]

= 180� �
��
90� � 1

2
m(^B)

�
+

�
90� � 1

2
m(^C)

��
= 60�;

deci IaIbIc este triunghi �60� . �

Observa̧tia 316 Triunghiul �60� se mai numeşte triunghi semiregulat în unghiuri.

Teorema 317 Fie triunghiul �60�, H ortocentrul s¼au. Mediatoarele segmentelor BH,
CH intersecteaz¼a dreptele AB, respectiv, AC în punctele M şi N. Punctele M, H şi N
sunt coliniare.

Demonstra̧tie. FieM1 şi N1 mijloacele segmentelor BH; respectiv CH: Deoarece:
m(^BHHc) = 60�; iar triunghiul MBH �ind isoscel rezult¼a

m(^MBH) = m(^MHB) = 30�;

de unde m(^MHHc) = 30�, adic¼a punctul M apaŗtine bisectoarei unghiului \HcHB.
Analog se arat¼a c¼a punctul N apaŗtine bisectoarei unghiului \HbHC; de unde rezult¼a
concluzia. �

1.20 Triunghiul medianelor

�Geometria este arta de a judeca pe desene r¼au efectuate.�- Niels H. Abel21

Teorema 318 S¼a se arate c¼a se poate construi un triunghi având laturile de lungimi
egale cu lungimile medianelor unui triunghi ABC.

Demonstra̧tie. Fie AMa, BMb, CMc medianele triunghiului ABC şi G centrul
s¼au de greutate. Prin punctele C şi Mc ducem paralele la medianele BMb, respectiv
AMa şi �e C 0 punctul de interseçtie dintre aceste paralele, iar fDg = AMa \ CC 0,
fEg = McC

0 \ BC (Figura 1.62). Evident GMa � MaD, şi deoarece McC
0 k GD,

avem
GC

McC
=

GD

McC 0
=
2

3
;

de unde rezult¼a

McC
0 =

3

2
GD =

3

2
AG =

3

2
� 2
3
�AMa = AMa: (1)

21Niels H. Abel (1802-1829) �matematician norvegian, contribuţii fundamentale în algebr¼a
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Figura 1.62: Triunghiul medianelor

DeoareceMa este mijlocul segmentului GD şiMcC
0 k GD, rezult¼a c¼a CE este median¼a

în triunghiul McCC
0. Din

McG

GC
=
EMa

MaC
=
1

2

rezult¼a c¼a Ma este centrul de greutate al triunghiului McCC
0. Din congruenţa tri-

unghiurilor BGMa şi CDMa rezult¼a c¼a BG � CG, de unde

2

3
MMb =

2

3
CC 0;

adic¼aMMb � CC 0 (2). Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a c¼a triunghiulMcCC
0 are laturile

de lungimi egale cu cele ale medianelor triunghiului ABC. �

Observa̧tia 319 Triunghiul având laturile de lungimi egale cu lungimile medianelor
unui triunghi ABC se numeşte triunghiul medianelor corespunz¼ator triunghiului ABC.

Teorema 320 Dac¼a a, b, c sunt lungimile laturilor triunghiului ABC, atunci medi-
anele triunghiului medianelor corespunz¼ator triunghiului ABC au lungimile egale cu:
3a=4, 3b=4, respectiv 3c=4.

Demonstra̧tie. Din aplicaţia precedent¼a, rezult¼a

CE =
3

2
CMa =

3

4
BC;McM

0
c =

3

2
MaMc =

3

4
AC şi C 0C 00 =

3

4
AB;
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(unde M
0
c şi C

00 sunt mijloacele laturilor CC 0, respectiv McC). �

Teorema 321 Unghiurile triunghiului medianelor au m¼asurile egale cu suplementele
coordonatelor unghiulare ale centrului de greutate al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Deoarece CC 0 k BMb şi C 0Mc k AMa rezult¼a c¼a

m( \McC 0D) = m(\MaGB) = 180
� �m(\AGB);

m( \C 0McC) = m(\MaGC) = 180
� �m([AGC);

m( \McCC 0) = 180� �m(\BGC):

�

1.21 Triunghiuri omologice

�Geometria este cea mai bun¼a şi mai simpl¼a dintre toate logicile, cea mai potrivit¼a s¼a dea
in�exibilitate judec¼aţii şi raţiunii.��Denis Diderot22

Triunghiurile ABC şi A0B0C 0 se numesc omologice dac¼a dreptele AA0, BB0 şi CC 0

sunt concurente. Punctul O de concurenţ¼a al dreptelor AA0, BB0 şi CC 0 se numeşte
centrul de omologie al triunghiurilor ABC şi A0B0C 0; vârfurile A şi A0, B şi B0, C şi
C 0 se numesc omoloage, iar dreptele BC şi B0C 0, CA şi C 0A0, AB şi A0B0 se numesc
omoloage (Figura 1.63). Fie fLg = BC\B0C 0, fMg = AC\A0C 0 şi fNg = AB\A0B0.
Triunghiurile date sunt triomologice dac¼a admit trei centre de omologie.

Teorema 322 Punctele de intersecţie ale dreptelor omologe, a dou¼a triunghiuri omologe
coplanare, sunt coliniare.

Demonstra̧tie. Vezi �Teorema lui Desargues�.[15] �

Observa̧tia 323 Dreapta ce conţine punctele L;M;N se numeşte ax¼a de omologie.
Dac¼a triunghiul A0B0C 0 este înscris în triunghiul ABC, atunci dreapta LMN se nu-
meşte polar¼a triliniar¼a, iar O se numeşte pol triliniar.

Observa̧tia 324 Dreapta ce uneşte picioarele bisectoarelor exterioare este polara triliniar¼a
a centrului cercului înscris.

Teorema 325 (Casey) Fie triunghiurile ABC, A0B0C 0, A00B00C 00 dou¼a câte dou¼a omo-
logice, O centrul comun de omologie fMg = AB \ A0B0, fM 0g = AC \ A0C 0, fNg =
AB \A00B00, fN 0g = AC \A00C 00, fPg = A0B0 \A00B00, fP 0g = A0C 0 \A00C 00: Dreptele
MM 0; NN 0 şi PP 0 sunt concurente.

22Denis Diderot (1713-1784) �scriitor şi �losof francez
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Figura 1.63: Triunghiuri omologice

Demonstra̧tie. Ar¼at¼am c¼a triunghiurile MNR şi M 0N 0P 0 sunt omologice cu aju-
torul reciprocei teoremei lui Desargues. Astfel, deoarece MN \M 0N 0 = fAg; PM \
P 0M 0 = fA0g; şi NP \N 0P 0 = fA00g, iar punctele A;A0; A00 sunt coliniare, rezult¼a c¼a
dreptele MM 0; NN 0 şi PP 0 sunt concurente. �

Teorema 326 Fie triunghiurile ABC şi A0B0C 0 cu proprietatea c¼a exist¼a punctele
L;M;N astfel încât fLg = BC \ B0C 0, fMg = AC \ A0C 0şi fNg = AB \ A0B0, iar
dreptele AA0 şi BB0 nu sunt paralele. Dac¼a punctele L;M şi N sunt coliniare, atunci
dreptele AA0, BB0 şi CC 0 sunt concurente.

Demonstra̧tie. Vezi �Teorema lui Desargues�[15] �
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1.22 Triunghiuri ortopolare

�Moisil a fost mai mult decât un savant, a fost mai muļti savanţi întruni̧ti în sesiune permanent¼a
sau luându-̧si locul unul altuia în cicluri succesive mari, reprezentate de temele fundamentale
pe care le-a abordat. A fost pân¼a în ultimele zile deschiz¼ator de drumuri, inovator. În aceast¼a
aventur¼a spiritual¼a nu a admis dilentatismul super�cial.��Mircea Mali̧ta

Teorema 327 (Lalescu23) Fie ABC şi A0B0C 0dou¼a triunghiuri înscrise în acelaşi cerc.
Dac¼a dreapta Simson a vârfului A0 în raport cu ABC este perpendicular¼a pe dreapta
B0C 0; atunci: i) aceast¼a proprietate este valabil¼a pentru toate vârfurile triunghiului
A0B0C 0; ii) Dreptele Simson ale vârfurilor triunghiului ABC în raport cu triunghiul
A0B0C 0 sunt perpendiculare pe laturile triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. i) Fie N proieçtia lui A0 pe BC şi A00 al doilea punct de interseçtie
dintre A0N cu cercul circumscris triunghiului ABC (Figura 1.64). Cum dreapta lui

Figura 1.64: Triunghiuri ortopolare

Simson (sA0) a punctului A0 în raport cu triunghiul ABC este paralel¼a cu AA00, atunci
pentru ca sA0?B0C 0 trebuie ca B0C 0?AA00 şi �e fEg = B0C 0\AA00;fDg = B0C 0\BC:
Patrulaterul A00EDN este inscriptibil şi atunci ^AA00A0 � ^B0DB; deci

m(dAA0) = m(dB0B) +m(dCC 0):
23Traian Lalescu (1882-1929) �matematician român, contribuţii importante în geometrie
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Egalitatea precedent¼a este echivalent¼a cu: m(dAA0)+m(dB0B)+m(dCC 0) = 0(mod360�)
(1) (unde am evaluat m¼asurile arcelor în sens trigonometric). Proprietatea i) este
veri�cat¼a pentru toate vârfurile triunghiului A0B0C 0 deoarece permutarea ciclic¼a a
cuplurilor (A;A0); (B;B0); (C;C 0) nu modi�c¼a relaţia (1). ii) Rela̧tia (1) nu se modi-
�c¼a dac¼a se inverseaz¼a tripletele (A;B;C) şi (A0; B0; C 0), atunci dreptele lui Simson
ale triunghiului ABC în raport cu triunghiul A0B0C 0 sunt perpendiculare pe laturile
triunghiului ABC: �

Observa̧tia 328 Triunghiurile ABC şi A0B0C 0 cu proprietatea de mai sus se numesc
triunghiuri S24 (sau ortopolare) unul în raport cu altul.

Teorema 329 Triunghiurile ABC şi A0B0C 0 sunt triunghiuri S dac¼a şi numai dac¼a

m(dAA0) +m(dB0B) +m(dCC 0) = 0(mod360�):
Demonstra̧tia rezult¼a din teorema lui Lalescu. �

Teorema 330 Dac¼a ABC şi A0B0C 0 sunt dou¼a triunghiuri S, atunci dreptele lui Sim-
son ale vârfurilor triunghiului A0B0C 0 în raport cu triunghiul ABC şi ale vârfurilor
triunghiului ABC în raport cu triunghiul A0B0C 0 trec prin acelaşi punct care se a�¼a
la mijlocul segmentului ce uneşte ortocentrele celor dou¼a triunghiuri.

Demonstra̧tie. Fie H şi H 0 ortocentrele triunghiurilor ABC, respectiv A0B0C 0;
M;N şi P mijloacele segmentelorHA0;HB0; respectivHC 0 (Figura 1.65). Triunghiurile
MNP şi A0B0C 0 au laturile paralele. Deoarece dreptele lui Simson ale punctelor
A0; B0; C 0 în raport cu triunghiul ABC sunt perpendiculare pe B0C 0; A0C 0 respectiv
A0B0 şi ele trec prin punctele M;N; respectiv P (vezi �Dreapta lui Simson� [15]).
Dreptele lui Simson ale punctelor A0; B0; C 0 în raport cu triunghiul ABC sunt în¼aļtimi-
le triunghiuluiMNP , deci concurente în ortocentrul acestuia, punct care este mijlocul
segmentuluiHH 0: Schimbând rolurile triunghiurilor ABC şi A0B0C 0 rezult¼a c¼a dreptele
Simson ale vârfurilor triunghiul A0B0C 0 în raport cu triunghiul ABC sunt concurente
tot în mijlocul segmentului HH 0: �

Consecinţa 331 Dac¼a H şi H 0 sunt ortocentrele triunghiurilor S, ABC şi A0B0C 0,
atunci triunghiul omotetic triunghiului ABC prin omotetia (H 0; 1=2) şi triunghiul
omotetic triunghiului A0B0C 0 prin omotetia (H; 1=2) au acelaşi ortocentru în punc-
tul comun al dreptelor lui Simson.

Teorema 332 Fie (ABC;��
) şi (ABC;�0�0
0) dou¼a perechi de triunghiuri S în-
scrise în acelaşi cerc. Triunghiurile ��
 şi �0�0
0 sunt triunghiuri S unul faţ¼a de
cel¼alalt.

Demonstra̧tie. Deoarece triunghiurile ABC şi ��
 sunt triunghiuri S rezult¼a:

m(cA�) +m(cB�) +m(cC
) = 0(mod360�); (1)

24Denumirea a fost dat¼a de Traian Lalescu
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Figura 1.65: Triunghiuri S

iar din faptul c¼a triunghiurile ABC şi �0�0
0 sunt triunghiuri S rezult¼a

m(dA�0) +m(dB�0) +m(dC
0) = 0(mod360�): (2)

Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a

m(d��0) +m(d��0) +m(c

0) = 0(mod360�);
adic¼a triunghirile ��
 şi �0�0
0 sunt triunghiuri S. �

Consecinţa 333 În cercul circumscris unui triunghi ABC se pot înscrie o in�nitate
de triunghiuri S în raport cu triunghiul ABC.

Observa̧tia 334 Toate aceste triunghiuri înscrise în cercul circumscris triunghiului
ABC, împreun¼a cu triunghiul ABC determin¼a o familie de triunghiuri S.

Teorema 335 Dreapta lui Simson a unui punct M în raport cu triunghiurile ��

înscrise în acelaşi cerc cu triunghiul ABC, faţ¼a de care sunt triunghiuri S, p¼astreaz¼a
o direcţie �x¼a.

Demonstra̧tie. Consider¼am o coard¼a NP în cercul circumscris triunghiului ABC,
astfel încât triunghiulMNP este un triunghi S faţ¼a de familia de triunghiuri considera-
t¼a. Atunci, dreptele lui Simson ale punctului M în raport cu triunghiurile considerate
sunt perpendiculare pe dreapta NP . �
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Observa̧tia 336 Proprietatea precedent¼a poate � reformulat¼a astfel: dreptele lui Sim-
son ale unui punct M în raport cu triunghiurile S sunt paralele între ele.

Teorema 337 Dou¼a triunghiuri înscrise în acelaşi cerc care au un vârf comun şi
laturile opuse paralele, sunt triunghiuri S.

Demonstra̧tie. Fie A vârful comun triunghiurilor ABC şi AB0C 0:Deoarece B0C 0 k
BC; rezult¼a m(dB0B) = m(dC 0C), de unde m(dB0B) +m(dC 0C) = 0; unde arcele B0B şi
C 0C au fost m¼asurate în sens trigonometric. Rezult¼a c¼a triunghiurile ABC şi AB0C 0

sunt triunghiuri S. �

Consecinţa 338 Dac¼a unuia dintre triunghiurile unei familii S deplas¼am o latur¼a
paralel¼a cu ea îns¼aşi, triunghiurile r¼amân, de asemenea, triunghiuri S.

Din cele de mai sus se pot deduce diferite procedee de construçtie a unui triunghi
S în raport cu un triunghi dat, când i se cunosc dou¼a vârfuri. Astfel, �e triunghiul
ABC şi punctele B0 şi C 0 pe cercul circumscris triunghiului ABC.

i) Construim dreapta lui Simson dB0 a punctului B0 în raport cu triunghiul ABC.
Punctul de interseçtie dintre perpendiculara dus¼a din C 0 pe dB0 şi cercul circumscris
triunghiului ABC este cel de-al treilea vârf al triunghiului cerut (Figura 1.66).

Figura 1.66: Procedeu de construçtie a unui triunghi S (1)

ii) Prin vârful A al triunghiului ABC construim o paralel¼a la dreapta B0C 0 care
intersecteaz¼a din nou cercul în A�. Punctul de interseçtie dintre paralela dus¼a din A�

la BC cu cercul circumscris triunghiului ABC este vârful A0 al triunghiului c¼autat
(Figura 1.67).
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Figura 1.67: Procedeu de construçtie a unui triunghi S (2)

iii) Prin vârful A al triunghiului ABC construim perpendiculara pe coarda B0C 0

care intersecteaz¼a cercul circumscris triunghiului ABC în A�. Perpendiculara din A�

pe BC intersecteaz¼a cercul în A0 - punctul c¼autat (Figura 1.68).

Figura 1.68: Procedeu de construçtie a unui triunghi S (3)

Teorema 339 Triunghiurile ortic HaHbHc şi medianMaMbMc ale unui triunghi sunt
triunghiuri S în cercul lui Euler al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Perpendiculara din punctul Ma pe latura HbHc a triunghiului or-
tic intersecteaz¼a a doua oar¼a cercul lui Euler al triunghiului ABC în punctul eulerian
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Figura 1.69: Triunghiurile S : HaHbHc şi MaMbMc

A0(mijlocul segmentului AH) (Figura 1.69). Întrucât perpendiculara din A0 pe latura
MbMc a triunghiului median cade în punctul Ha rezult¼a - conform observaţiilor prece-
dente - c¼a triunghiurile median şi ortic ale triunghiului ABC sunt triunghiuri S în
cercul lui Euler al triunghiului ABC. �

Teorema 340 Mijlocul segmentului ce uneşte ortocentrele triunghiurilor median şi
ortic ale unui triunghi ABC este punctul lui Spieker al triunghiului ortic.

Demonstra̧tie. Deoarece triunghiurile HaHbHc şi MaMbMc sunt triunghiuri S
vom ar¼ata c¼a punctul lui Spieker al triunghiului ortic este punctul de întâlnire al
dreptelor lui Simson ale vârfurilor triunghiuluiMaMbMc în raport cu triunghiulHaHbHc
(Figura 1.69). Segmentul A0Ma este diametru în cercul lui Euler, A0Ma?HbHc şi �e
fA1g = HbHc \ A0Ma, A1 �ind mijlocul segmentului HbHc (vezi �Cercul lui Euler�
[15]), deci dreapta lui Simson dMa a punctului Ma în raport cu triunghiul HaHbHc
trece prin A1.

Deoarece HaHbHc şi MaMbMc sunt triunghiuri S, rezult¼a c¼a dMa?MbMc, deci
dMa?AHa. Fie B1 şi C1 mijloacele segmentelor HaHc, respectiv HaHb. Cum A0Ha
este bisectoarea unghiului ^HcHaHb şi B1A1 k HaHb, A1C1 k HaHc rezult¼a c¼a dMa

este bisectoarea unghiului ^B1A1C1. Analog se arat¼a c¼a dreapta lui Simson dMb

a punctului Mb este bisectoarea unghiului ^A1B1C1, deci punctul de concurenţ¼a al
dreptelor lui Simson - mijlocul segmentului ce uneşte ortocentrele triunghiurilor S,
HaHbHc şi MaMbMc - este punctul lui Spieker al triunghiului ortic HaHbHc. �
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Teorema 341 Triunghiul A0B0C 0, determinat de punctele euleriene ale triunghiului
ABC şi triunghiul A00B00C 00, având ca vârfuri punctele unde mediatoarele triunghiu-
lui ABC intersecteaz¼a a doua oar¼a cercul lui Euler al triunghiului ABC, sunt dou¼a
triunghiuri S.

Demonstra̧tie. Dac¼a OaObOc este triunghiul lui Carnot al triunghiului ABC,
atunci triunghiul A0B0C 0 este triunghiul median al triunghiului OaObOc, iar triunghiul
A00B00C 00 este triunghiul ortic al aceluiaşi triunghi (vezi �Triunghiul Carnot�) şi con-
form propriet¼aţilor precedente, rezult¼a c¼a triunghiurile A0B0C 0 şi A00B00C 00 sunt tri-
unghiuri S. �

Teorema 342 Triunghiurile ABC şi A0B0C 0 sunt ortopolare dac¼a şi numai dac¼a
abc = a0b0c0 (unde cu x am notat a�xul punctului X):

Demonstra̧tie. Fie P;Q;R picioarele perpendicularelor duse din punctul A0 pe
dreptele BC;CA; respectiv AB:

Lem¼a. Fie X un punct în interiorul unui triunghi ABC şi P proiecţia lui X pe BC.
A�xul punctului P este egal cu

p =
1

2

�
x� bc

R2
�x+ b+ c

�
;

unde cu a; b; c; x am notat a�xele punctelor A,B,C, respectiv X, iar R este raza cercului
circumscris triunghiului ABC.

Demonstra̧tie lem¼a. Ecuaţiile dreptelor BC şi XP sunt:

(z � b)(�c� �b)� (�z � �b)(c� b) = 0;

respectiv
(z � x)(�c� �b) + (�z � �x)(c� b) = 0:

Deoarece punctul P apaŗtine dreptelor BC şi XP rezult¼a

(2p� b� x)(�c� �b) + (�b� �x)(c� b) = 0;

de unde

p =
1

2

�
b+ x+

c� b
�c� �b

(�x� �b)
�
=
1

2

"
b+ x

c� b
R2

c �
R2

b

(�x� �b)
#

sau

p =
1

2

�
b+ x� bc

R2
(�x� �b)

�
=
1

2

�
x� bc

R2
� �x+ b+ c

�
:

Demonstra̧tia teoremei. Avem:

p =
1

2

�
a0 � bc

R2
a0 + b+ c

�
; q =

1

2

�
a0 � ca

R2
a0 + c+ a

�
; r =

1

2

�
a0 � ab

R2
a0 + a+ b

�
:

Dac¼a A0 nu coincide cu un vârf al triunghiului ABC, atunci condi̧tia de perpendicu-
laritate dintre PQ şi B0C 0 este echivalent¼a cu

(�p� �q)(b0 � c0) + (p� q)(b0 � c0) = 0



Triunghiuri ortologice 123

sau
(�b� �a)(R2 � �ca0)(b0 � c02 � c � a0)(b0 � �c) = 0

sau mai departe�
R2

b
� R

2

a

��
R2 � R

2

c
a0
��
b0 � c0

�
+ (b� a)

�
R2 � cR

2

a0

��
R2

b0
� R

2

c0

�
= 0;

de unde rezult¼a c¼a (abc� a0b0c0)(a� b)(c� a0)(b0 � c0) = 0; deci abc = a0b0c0.
Dac¼a A0 coincide - de exemplu - cu vârful A, atunci dreapta lui Simson a lui A0

este perpendiculara din A pe BC. Dreptele A0P şi B0C 0 sunt perpendiculare dac¼a şi
numai dac¼a BC k B0C 0, adic¼a bc = b0c0 sau abc = a0b0c0 (deoarece a = a0). �

1.23 Triunghiuri ortologice

�Orice num¼ar este zero înaintea in�nitului.��Victor Hugo25

Triunghiul ABC este ortologic cu triunghiul A0B0C 0 dac¼a perpendicularele din
A;B;C pe B0C 0; C 0A0; respectiv A0B0 sunt concurente (Figura 1.70). Punctul de con-
curenţ¼a se numeşte centrul acestei ortologii.

Figura 1.70: Triunghiuri ortologice

25Victor Hugo (1802-1885) �scriitor francez



Triunghiuri ortologice 124

Teorema 343 Dac¼a triunghiul ABC este ortologic cu triunghiul A0B0C 0, atunci şi
triunghiul A0B0C 0 este ortologic cu triunghiul ABC:

Demonstra̧tie. Soluţia 1.Fie D;E; F proieçtiile punctelor A;B şi C pe laturile
B0C 0; C 0A0, respectiv A0B0 (Figura 1.70). Avem:

B0A2 �B0D2 = C 0A2 � C 0D2 = DA2;
C 0B2 � C 0E2 = A0B2 �A0E2 = BE2;
A0C2 �A0F 2 = B0C2 �B0F 2 = CF 2:

Din relaţiile precedente prin sumare obţinem: (B0A2+C 0B2+A0C2)�(B0D2+C 0E2+
A0F 2) = (A0B2+B0C2+C 0A2)� (A0E2+B0F 2+C 0D2) (�): Din teorema lui Carnot
rezult¼a c¼a

B0A2 + C 0B2 +A0C2 = A0B2 +B0C2 + C 0A2:

Relaţia (�) devine: B0D2 + C 0E2 + A0F 2 = A0E2 + B0F 2 + C 0D2 (��). Condi̧tia
ca triunghiul ABC s¼a �e ortologic cu triunghiul A0B0C 0 este dat¼a de relaţia (��).
Pentru ca triunghiul A0B0C 0 s¼a �e ortologic cu triunghiul ABC este su�cient s¼a per-
mut¼am în relaţia (��) rolurile triunghiului ABC cu cel al lui A0B0C 0, prin aceast¼a
permutare se obţine tot rela̧tia (��), ceea ce arat¼a c¼a şi triunghiul A0B0C 0 este orto-
logic cu triunghiulABC.

Soluţia 2. Not¼am cu P punctul de concurenţ¼a al perpendicularelor din A;B;C pe
laturile triunghiului A0B0C 0 şi cu P 0 punctul de interseçtie al perpendicularelor din A0

şi B0 pe BC; respectiv AC. Avem:

��!
B0C 0 =

��!
P 0C 0 �

��!
P 0B0;

��!
C 0A0 =

��!
P 0A0 �

��!
P 0C 0;

��!
A0B0 =

��!
P 0B0 �

��!
P 0A0:

Folosind aceste relaţii obţinem

0 =
�!
PA �

��!
B0C 0 +

��!
PB �

��!
C 0A0 +

��!
PC �

��!
A0B0 =

��!
P 0C 0 � ��!BA+

��!
P 0B0 � �!AC +

��!
P 0A0 � ��!BC:

Cum P 0B0?AC şi P 0A0?BC, avem
��!
P 0B0 ��!AC = 0,

��!
P 0A0 ���!BC = 0, deci

��!
P 0C 0 ���!BA = 0,

de unde rezult¼a P 0C 0?AB: Prin urmare perpendicularele din A0; B0; C 0 pe laturile
triunghiului ABC sunt concurente în P 0. �

Observa̧tia 344 Dou¼a triunghiuri care satisfac propriet¼aţile de mai sus se numesc
ortologice. Fie P şi P 0 cele dou¼a centre de ortologie ale triunghiurilor ABC şi A0B0C 0.
Dac¼a centrele de ortologie P şi P 0 coincid, atunci triunghiurile se numesc bilogice.

Teorema 345 Dou¼a triunghiuri ABC şi A0B0C 0 sunt ortologice dac¼a şi numai dac¼a
este adev¼arat¼a relaţia: B0A2 + C 0B2 +A0C2 = A0B2 +B0C2 + C 0A2:

Demonstra̧tia rezult¼a de mai sus. �

Teorema 346 Triunghiul ABC şi triunghiul podar al unui punct P sunt ortologice,
centrele de ortologie �ind P şi izogonalul s¼au P 0.
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Figura 1.71: �ABC şi triunghiul podar al unui punct P sunt ortologice

Demonstra̧tie. Triunghiul A0B0C 0 este ortologic cu triunghiul ABC, centrul aces-
tei ortologii �ind P (Figura 1.71). Conform teoremei de ortologie, triunghiul ABC
este ortologic cu triunghiul A0B0C 0, centrul acestei ortologii �e c¼a este punctul P 0:
Patrulaterul BA0PC 0 �ind inscriptibil rezult¼a:

m(^ABP 0) = 90� �m(^A0C 0B) = 90� �m(^BPA0) = m(^PBA0) = m(^PBC);

deci ^ABP � ^P 0BC; adic¼a dreptele BP şi BP 0 sunt izogonale. Analog se arat¼a c¼a
dreptele AP şi AP 0 sunt izogonale, deci punctele P şi P 0 sunt izogonale. �

Teorema 347 Triunghiul antipodar al unui punct P este ortologic cu triunghiul cevian
al punctului P în raport cu triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul antipodar�. �

Teorema 348 Triunghiul antisuplementar IaIbIc şi triunghiul cevian al centrului cer-
cului înscris într-un triunghi ABC sunt ortologice.

Demonstra̧tie. Vezi �Dreapta lui Euler�[15]. �

Teorema 349 Dac¼a triunghiurile ABC şi A0B0C 0 sunt ortologice având centrele de
ortologie P şi P 0, atunci coordonatele baricentrice ale lui P în raport cu triunghiul
ABC sunt egale cu coordonatele baricentrice ale lui P 0 în raport cu triunghiul A0B0C 0.

Demonstra̧tie. Deoarece A0P 0?BC, B0P 0?AC, C 0P 0?AB rezult¼a:

sin \B0P 0C 0 = sin bA; sin \P 0B0C 0 = sin [PAC şi sin \P 0C 0B0 = sin\PAB
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(Figura 1.71). Din teorema sinusurilor în triunghiul P 0B0C 0 rezult¼a

P 0B0

sin \P 0C 0B0
=

P 0C 0

sin \P 0B0C 0
;

de unde:
sin [PAC
sin\PAB

=
P 0C 0

P 0B0
: (1)

Atunci,
A[PAC]

A[PAB]
=
b � PA � sin [PAC
c � PA � sin\PAB

=
b

c
� sin

[PAC
sin\PAB

(2)

Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a

b

P 0B0
:
c

P 0C 0
=
A[PAC]

A[PAB]
: (3)

Analog se arat¼a c¼a a
P 0A0 :

b
P 0B0 =

A[PBC]
A[PCA]

(4). Relaţiile (3) şi (4) dau coordonatele

baricentrice ale punctului P 0 în raport cu triunghiul ABC:

A[P 0B0C0] : A[P 0C0A0] : A[P 0A0B0] =

=
�
P 0B0 � P 0C 0 � sinA

�
:
�
P 0C 0 � P 0A0 � sinB

�
:
�
P 0A0 � P 0B0 � sinC

�
=

a

P 0A0
:

b

P 0B0
:
c

P 0C 0
= A[PBC] : A[PAC] : A[PAB]:

�

Observa̧tia 350 Proprietatea de mai sus ne arat¼a c¼a dac¼a P este centrul de greutate
al triunghiului ABC, atunci P 0 este centrul de greutate al triunghiului A0B0C 0.

Teorema 351 Triunghiul ortic HaHbHc al triunghiului nedreptunghic ABC şi tri-
unghiului ABC sunt ortologice, centrele de ortologie �ind ortocentrul şi centrul cercului
circumscris triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Perpendicularele din vârfurile A;B;C ale triunghiului nedrep-
tunghic pe laturile B0C 0, C 0A0; respectiv A0B0 sunt concurente în centrul cercului
circumscris triunghiului ABC (vezi �Triunghiul ortic�[15]). �

Teorema 352 Triunghiul ABC şi triunghiul s¼au median sunt ortologice, centrele lor
de ortologie �ind ortocentrul şi centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstra̧tia este evident¼a. �

Teorema 353 Fie HaHbHc triunghiul ortic al triunghiului ABC, H
0
a;H

0
b;H

0
c punctele

diametral opuse punctelor Ha;Hb; respectiv Hc în cercul lui Euler al triunghiului ABC.
Triunghiurile ABC şi H

0
aH

0
bH

0
c sunt ortologice.
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Demonstra̧tie. Deoarece triunghiurileHaHbHc şiH
0
aH

0
bH

0
c sunt omotetice, rezult¼a

- conform propriet¼aţii precedente - OA?H 0
cH

0
b,OB?H

0
aH

0
c şi OC?H

0
aH

0
b, adic¼a tri-

unghiurile ABC şi H
0
aH

0
bH

0
c sunt ortologice, centrul cercului circumscris triunghiului

ABC �ind unul dintre centrele de ortologie. �

Teorema 354 Dou¼a triunghiuri ABC şi A0B0C 0 simetrice faţ¼a de o dreapt¼a sunt or-
tologice.

Demonstra̧tie. Deoarece AB0 � BA0; BC 0 � CB0 şi CA0 � AC 0, relaţia B0A2 +
C 0B2 + A0C2 = A0B2 +B0C2 + C 0A2 este evident adev¼arat¼a, deci triunghiurile ABC
şi A0B0C 0 sunt ortologice. �

Teorema 355 Fie A0, B0, C 0 simetricele vârfurilor A, B, C ale unui triunghi ABC
faţ¼a de dreapta lui Euler a triunghiului ABC. Triunghiurile ABC şi A0B0C 0 sunt
ortologice.

Demonstra̧tia rezult¼a din proprietatea precedent¼a. �

Teorema 356 Triunghiul ABC şi primul s¼au triunghi al lui Brocard sunt ortologice,
centrele lor de ortologie �ind centrul cercului circumscris triunghiului ABC şi punctul
lui Tarry corespunz¼ator triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiurile lui Brocard�. �

1.24 Triunghiuri bilogice

�Crucea pus¼a lâng¼a numele unora muļti o iau drept plus.�- S. E. Lec26

Triunghiurile ABC şi A0B0C 0 se numesc bilogice dac¼a sunt ortologice şi au aceleşi
centru de ortologie.

Teorema 357 Dou¼a triunghiuri bilogice sunt omologice.

Demonstra̧tie. Fie fDg = AO \ B0C 0; fEg = BO \ C 0A0; fFg = CO \ A0B0
(Figura 1.72). Atunci: AD?B0C 0; BE?A0C 0; CF?A0B0 şiA0O?BC; B0O?CA;C 0O?AB:

Fie fB00g = BE\A0B0; fC 00g = CF\A0C 0:DeoareceO este ortocentrul triunghiului
A0B00C 00; rezult¼a A0O?B00C 00; cum A0O?BC rezult¼a BC k B00C 00: Atunci,

m(^B00C 00F ) = m(^BCF ) (unghiuri corespondente)

şi cum m(^B00C 00F ) = m(^B00EF ) (deoarece patrulaterul B00C 00EF este inscriptibil)
rezult¼a

m(^BCF ) = m(^BEF );
26Stanislaw Lec (1909-1966) �poet polonez
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Figura 1.72: Triunghiuri bilogice

deci patrulaterul BCEF este inscriptibil. Analog se arat¼a c¼a punctele C;A; F;D
respectiv A;B;D şi E sunt conciclice. Dac¼a fXg = BC \ B0C 0; fY g = AC \ C 0A0;
fZg = AB \A0B0 atunci conform teoremei lui Dergiades [15] rezult¼a c¼a punctele X;Y
şi Z sunt coliniare; deci, conform reciprocei teoremei lui Desergues triunghiurile ABC
şi A0B0C 0 sunt omologice. �

Teorema 358 Fie ABC şi A0B0C 0dou¼a triunghiuri bilogice. Picioarele perpendicu-
larelor duse din vârfurile B şi C pe laturile A0C 0 respectiv A0B0 şi punctele B şi C sunt
conciclice.

Demonstra̧tia rezult¼a din teorema precedent¼a. �

Teorema 359 Fie XYZ axa de omologie dintre triunghiurile bilogice ABC şi A0B0C 0,
iar O centrul comun de ortologie. Dreptele OX şi AA0 sunt perpendiculare.

Demonstra̧tie. Fie fD0g = A0O \ BC; fE0g = B0O \ AC: Conform propriet¼aţii
precedente punctele A0; B0; D0; E0 apaŗtin unui cerc {1: Din puterea punctului O faţ¼a
de cercul {1 rezult¼a

OA0 �OD0 = OB0 �OE0: (1)
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Patrulaterul B0CE0F �ind inscriptibil (m(^BE0C) = m(^BFC) = 90�) rezult¼a

OB0 �OE0 = OC �OF: (2)

Dac¼a fDg = AO \B0C 0, atunci patrulaterul AFDC este inscriptibil (conform propri-
et¼aţii precedente) de unde rezult¼a

OC �OF = OA �OD: (3)

Din relaţiile (1), (2) şi (3) rezult¼a OA �OD = OA0 �OD0; adic¼a punctele A;A0; D şi D0

sunt conciclice, de unde
m(^AA0D0) = m(^ADD0): (4)

Fie OT tangenta în O la cercul ({) circumscris patrulaterului OD0DX (m(^OD0X) =
m(^ODX) = 90�). Atunci,

m(^TOD0) = m(^ODD0): (5)

Din relaţiile (4) şi (5) rezult¼am(^AA0O) = m(^TOD0); deci AA0 k OT: Cum OX?OT
(ca diametru în cercul {) rezult¼a OX?AA0: �

Observa̧tia 360 Analog se arat¼a c¼a OY?BB0 şi OZ?CC 0:

Teorema 361 Fie P centrul de omologie şi XYZ axa de omologie dintre triunghiurile
bilogice ABC şi A0B0C 0; iar O centrul comun de ortologie. Dreptele OP şi XZ sunt
perpendiculare.

Demonstra̧tie. Fie fD0g = A0O \ BC; fE0g = B0O \ AC; fX 0g = OX \ AA0
şi fY 0g = OY \ BB0: Conform propriet¼aţii precedente XX 0?AA0; deci patrulaterul
A0X 0D0X este inscriptibil. Din puterea punctului O faţ¼a de cercul circumscris patru-
laterului A0X 0D0X; rezult¼a

OX �OX 0 = OA0 �OD0: (1)

Punctele A0; B0; D0; E0 �ind conciclice �din puterea punctului O faţ¼a de acest cerc �
rezult¼a

OA0 �OD0 = OB0 �OE0: (2)

Deoarece OY?BB0 rezult¼am(^Y Y 0B) = 90� = m(^BEY ); deci punctele B; Y 0; E0; Y
sunt conciclice, de unde OB0 �OE0 = OY 0 �OY (3). Din relaţiile (1), (2) şi (3) rezult¼a

OX �OX 0 = OY �OY 0;

adic¼a punctele X;X 0; Y şi Y 0 sunt conciclice. Dac¼a {2 este cercul de diametru OP ,
atunci OP este perpendicular¼a pe tangenta OT în O la {2, iar OT k XY (analog cu
demonstraţia din teorema precedent¼a), de unde OP?XY: �
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1.25 Triunghiuri biortologice. Triunghiuri triortologice

�Matematica seam¼an¼a cu o moar¼a: dac¼a vȩti turna în ea boabe de grâu, vȩti obţine f¼ain¼a, dar
dac¼a vȩti turna în ea t¼arâţe, t¼arâţe vȩti obţine.�- Aldous Huxley27

Triunghiul ABC se numeşte biortologic cu triunghiul A0B0C 0; dac¼a el este orto-
logic în acelaşi timp cu triunghiul A0B0C 0 şi cu triunghiul B0C 0A0: Triunghiul ABC
se numeşte triortologic cu triunghiul A0B0C 0; dac¼a triunghiul ABC este ortologic în
acelaşi timp cu triunghiurile A0B0C 0; B0C 0A0 şi C 0A0B0:

Teorema 362 (Pantazi) Dac¼a un triunghi ABC este ortologic în acelaşi timp cu tri-
unghiurile A0B0C 0 şi B0C 0A0; atunci triunghiul ABC este ortologic şi cu triunghiul
C 0A0B0:

Demonstra̧tie. FieD1 = a1x+b1y+c1 = 0 ecuaţia dreptei BC şiD
0
2 = a

0
1x+b

0
1y+

c01 = 0 ecuaţia dreptei B
0C 0: Analog, se de�nesc ecuaţiile dreptelor ce conţin vârfurile

triunghiurilor ABC şi A0B0C 0. Fie Aa;Bc;Cc perpendicularele duse din A;B;C pe
B0C 0; A0C 0; respectiv A0B0: Avem:

(Aa) : D2 �
a2a

0
1 + b2b

0
1

a3a01 + b3b
0
1

D3 = 0;

(Bb) : D3 �
a3a

0
2 + b3b

0
2

a1a02 + b1b
0
2

D1 = 0;

(Cc) : D1 �
a1a

0
3 + b1b

0
3

a2a03 + b2b
0
3

D2 = 0:

Condi̧tia ca triunghiurile ABC şi A0B0C 0 s¼a �e ortologice este:

a2a
0
1 + b2b

0
1

a3a01 + b3b
0
1

� a3a
0
2 + b3b

0
2

a1a02 + b1b
0
2

� a1a
0
3 + b1b

0
3

a2a03 + b2b
0
3

= 1;

egalitate echivalent¼a cu

(a1a
0
2+ b1b

0
2)(a2a

0
3+ b2b

0
3)(a3a

0
1+ b3b

0
1) = (a1a

0
3+ b1b

0
3)(a2a

0
1+ b2b

0
1)(a3a

0
2+ b3b

0
2): (1)

Ţinând seama de relaţia precedent¼a, pentru ca perpendicularele duse din A0; B0; C 0 pe
laturile triunghiului ABC s¼a �e concurente, este necesar ca:

(a01a2+ b
0
1b2)(a

0
2a3+ b

0
2b3)(a

0
3a1+ b

0
3b1) = (a

0
1a3+ b

0
1b3)(a

0
2a1+ b

0
2b1)(a

0
3a2+ b

0
3b2); (2)

care este chiar relaţia (1). Dac¼a perpendicularele duse din vârfurile triunghiului ABC
pe laturile triunghiului A0B0C 0 sunt concurente, atunci şi perpendicularele duse din
vârfurile triunghiului A0B0C 0 pe laturile triunghiului ABC sunt concurente. Pentru ca
triunghiurile ABC şi B0C 0A0 s¼a �e ortologice, trebuie ca:

(a1a
0
3+ b1b

0
3)(a2a

0
1+ b2b

0
1)(a3a

0
2+ b3b

0
2) = (a1a

0
1+ b1b

0
1)(a2a

0
2+ b2b

0
2)(a3a

0
3+ b3b

0
3): (3)

27Aldous Huxley (1894-1963) �scriitor englez
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Din relaţiile (1) şi (3) rezult¼a:

(a1a
0
1 + b1b

0
1)(a2a

0
2 + b2b

0
2)(a3a

0
3 + b3b

0
3) = (a1a

0
2 + b1b

0
2)(a2a

0
3 + b2b

0
3)(a3a

0
1 + b3b

0
1);

rela̧tie echivalent¼a cu faptul c¼a triunghiurile ABC şi C 0A0B0 sunt ortologice. Astfel,
dac¼a dou¼a triunghiuri sunt biortologice, atunci ele sunt triortologice. �

Consecinţa 363 Dac¼a triunghiul ABC este ortologic cu triunghiurileM1M2M3; M2M3M4;
:::; respectivMn�1MnM1; atunci triunghiul ABC este ortologic şi cu triunghiulMnM1M2:

1.26 Triunghiuri paralogice

�Nimeni s¼a nu intre aici dac¼a nu ştie geometrie.�- Platon28�

Fie M;N;P punctele de interseçtie dintre dreapta d cu laturile BC;CA;AB ale
unui triunghi ABC. Punctele de interseçtie dintre perpendicularele ridicate în punctele
M;N;P pe dreptele BC;CA; respectiv AB sunt vârfurile unui triunghi A0B0C 0 numit
triunghiul paralogic (ortoomologic) al triunghiului ABC.

Figura 1.73: Triunghiuri paralogice

28Platon (428-348) ��losof, logician, mathematician grec
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Teorema 364 Triunghiul paralogic A0B0C 0 şi triunghiul ABC sunt asemenea.

Demonstra̧tie. Patrulaterul PMB0P este inscriptibil, decim(^PB0M) = m(^ABC),
adic¼a ^A0B0C 0 � ^ABC (1). Patrulaterul APA0N este inscriptibil, deci m(\B0A0N) =
m(\PAN), deci \B0A0C 0 � \BAC (2). Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a c¼a triunghiurile
A0B0C 0 şi ABC sunt asemenea (Figura 1.73). �

Teorema 365 Triunghiurile A0B0C 0 şi ABC sunt omologice, dreapta d �ind axa de
omologie.

Demonstra̧tie. Deoarece fPg = AB\A0B0, fMg = BC\B0C 0; fNg = AC\A0C 0
iar punctele M;N;P sunt coliniare, rezult¼a din teorema lui Desargues c¼a dreptele
AA0; BB0; CC 0 sunt concurente, deci triunghiurile A0B0C 0 şi ABC sunt omologice,
dreapta d �ind axa de omologie. �

Figura 1.74: � apaŗtine cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC şi A0B0C 0

Teorema 366 Centrul de omologie (�) dintre triunghiul ABC şi triunghiul paralogic
A0B0C 0 aparţine cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC şi A0B0C 0.
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Demonstra̧tie. Avem f�g = AA0 \ BB0 \ CC 0 (Figura 1.74). Patrulaterele
PB0MB şi B0MNC �ind inscriptibile: ^NMC � ^NCC 0 � ^A0C 0� şi ^PMB �
^PB0B, iar cum ^PMB � ^NMC (unghiuri opuse la vârf) avem: ^�C 0A0 � ^A0B0� ,
adic¼a patrulaterul �A0B0C 0 este inscriptibil (1). Atunci

^A0�B0 � ^A0C 0B0 � ^BCA � ^B�A;

deci patrulaterulB�CA este inscriptibil (2). Din rela̧tiile (1) şi (2) rezult¼a c¼a � apaŗtine
cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC şi A0B0C 0. �

Teorema 367 Cercurile circumscrise triunghiurilor A0B0C 0, ABC sunt ortogonale.

Demonstra̧tie. Fie { şi {0 cercurile circumscrise triunghiurilor ABC, respectiv
A0B0C 0, iar T� şi T 0� tangentele în punctul � (centrul omologiei) la {; respectiv {0
(Fig. 437). Atunci m(^T�B) = m(^BA�);

m(^PA0�) = m(^A0B0�) +m(^T 0�A0) +m(^A0B0�) = m(^T 0�B0);

de unde rezult¼a c¼a:

m(^T 0�T ) = 180� � [m(^T�B) +m(^T 0�B0)]
= 180� � [m(^PA�) +m(^PA0�)
= 180� � 90� = 90�;

deci cercurile { şi {0 sunt ortogonale. �

Teorema 368 Dreptele lui Simson ale punctului � faţ¼a de triunghiurile A0B0C 0 şi
ABC sunt paralele cu dreapta d.

Demonstra̧tie. Fie �1 proieçtia lui � pe BC şi D punctul de interseçtie dintre
��1 cu cercul circumscris triunghiului ABC. Dreapta lui Simson corespunz¼atoare
punctului � în raport cu triunghiul ABC este paralel¼a cu dreapta AB (vezi �Dreapta
lui Simson�[15]) ar¼at¼am c¼a AD k d. Patrulaterele ADBE şi BPB0M �ind insciptibile,
rezult¼a

m(\DAB) = m([D�B) = 90� �m(\�B�1) = 90� �m(\MPB0) = m(\BPM);

deci \DAP � \APM , adic¼a DA k PM . Atunci, dreapta lui Simson a punctului � în
raport cu triunghiul ABC este paralel¼a cu dreapta d. Analog se arat¼a c¼a dreapta lui
Simson a punctului � în raport cu triunghiul paralogic A0B0C 0 este paralel¼a cu dreapta
d. �

Teorema 369 Al doilea punct de intersecţie dintre cercurile circumscrise triunghi-
urilor A0B0C 0 şi ABC este centrul de similitudine al triunghiurilor A0B0C 0 şi ABC.

Demonstra̧tie. Pentru ca punctul � s¼a �e centrul de similitudine dintre triunghiu-
rile omologice şi asemenea A0B0C 0 şi ABC trebuie ca punctul � s¼a �e pentru ambele
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triunghiuri propriul s¼au omolog, adic¼a triunghiurile �AC şi �A0C 0 trebuie s¼a �e aseme-
nea. Avem:

^�AC � ^�BC � ^CT� � ^CA0�;
^A�C � ^ABC � ^A0B0C 0 � ^A0�C 0;

deci triunghiurile �AC şi �A0C 0 sunt asemenea. �

Observa̧tia 370 Analog se arat¼a c¼a triunghiurile �AB şi �A0B0, respectiv �BC şi
�B0C 0 sunt asemenea.

Teorema 371 Dac¼a H şi H 0 sunt ortocentrele triunghiurilor ABC şi A0B0C 0 atunci
axa de omologie trece prin mijlocul segmentului HH 0.

Demonstra̧tie. Vezi �Teorema lui Sondat�[15]. �

1.27 Triunghiuri înscrise

Uşor nu e nici cântecul. Zi
şi noapte �nimic nu-i uşor pe p¼amânt,
c¼aci roua e sudoarea privighetorilor
ce s-au ostenit toat¼a noaptea cântând.�- Lucian Blaga 29

Triunghiul A0B0C 0 este înscris în triunghiul ABC, dac¼a pe �ecare latur¼a a tri-
unghiului ABC se a�¼a câte un singur vârf al triunghiului A0B0C 0; (A0 2 (BC); B0 2
(AC); C 0 2 (AB)):

Teorema 372 Triunghiul A0B0C 0 înscris în triunghiul ABC are laturile paralele cu
trei ceviene concurente ale triunghiului ABC dac¼a şi numai dac¼a:

BA0

BC
+
CB0

CA
+
AC 0

AB
= 1

sau
CA0

BC
+
AB0

AC
+
BC 0

AB
= 1:

Demonstra̧tie. Fie AA1; BB1; CC1 cevienele concurente. Laturile triunghiului
A0B0C 0 �ind paralele cu cevieneleAA0; BB0; CC 0 rezult¼a c¼a sunt posibile dou¼a ordon¼ari:

i) B �A0 �A1 � C; C �B0 �B1 �A; A� C 0 � C1 �B (Figura 1.75)
ii) B �A1 �A0 � C; C �B1 �B0 �A; A� C1 � C 0 �B (Figura 1.76)

29Lucian Blaga (1895-1961) - �lozof, umanist, jurnalist, poet, dramaturg, traduc¼ator, profesor uni-
versitar şi diplomat român, membru titular al Academiei Române
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Figura 1.75: Triunghiuri înscrise (1)

Figura 1.76: Triunghiuri înscrise (2)

i) Din reciproca teoremei lui Ceva rezult¼a

A1C

A1B
� B1A
B1C

� C1B
C1A

= 1: (1)

Not¼am cu a; b; c lungimile laturilor BC;CA, respectiv AB şi cu x = BA0

BC ; y =
CB0

CA ;

z = AC0

AB ; x; y; z 2 (0; 1): Din teorema lui Thales rezult¼a
AC0

AB = A1A0

A1B
; de unde

z = 1� BA0

A1B
= 1� ax

A1B

adic¼a a
A1B

= 1�z
x , deci

A1C

A1B
=
1� x� z

x
: (2)
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Analog, B1AB1C
= 1�x�y

y (3) şi C1BC1A
= 1�y�z

z (4): Fie 1� x� y� x = t. Din relaţiile (1)
- (4) rezult¼a

t[t2 + (x+ y + z) � t+ (xy + yz + zx)] = 0;
adic¼a

(1� x� y � z)[(1� x)(1� y)(1� z) + xyz] = 0:
Deoarece (1� x)(1� y)(1� z) + xyz > 0; rezult¼a c¼a x+ y + z = 1, relaţie echivalent¼a
cu

BA0

BC
+
CB0

CA
+
AC 0

AB
= 1:

Cazul ii) se trateaz¼a analog. �

1.28 Triunghiuri înscrise izotomice

�Pitagora a sacri�cat pe altarul lui Zeus o sut¼a de boi şi acesta numai pentru un singur adev¼ar
geometric. Dar dac¼a în zilele noastre am proceda în acelaşi fel, este puţin probabil c¼a am putea
g¼asi atâtea vite cornute pe întreg globul p¼amântesc.�- M. V. Lomonosov30

Fie M şi M 0; N şi N 0; P şi P 0 puncte izotomice pe laturile triunghiului ABC.
Triunghiurile MNP şi M 0N 0P 0 se numesc izotomice.

Figura 1.77: Triunghiuri înscrise izotomice

Teorema 373 Triunghiurile de contact şi cel cotangentic corespunz¼atoare unui tri-
unghi ABC sunt izotomice.
30Mikhailo Lomonosov (1711-1765) �chimist rus
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Demonstra̧tie. Deoarece BM = CM 0 = p�b, CN = AN 0 = p�c şi AP = BP 0 =
p � a (Figura 1.77) rezult¼a c¼a triunghiurile de contact şi cotangentic ale triunghiului
ABC sunt izotomice, unde a; b; c şi p lungimile laturilor, respectiv semiperimetrul
triunghiului ABC. �

Teorema 374 Triunghiurile izotomice înscrise într-un triunghi au arii egale.

Demonstra̧tie. Soluţia1. Fie x = AP 0 = BP; y = AN 0 = CN; z = BM = CM 0,
� =MM 0; � = NN 0;
 = PP 0: Avem:

A[MNP ] = A[ABC] � [A[PAN ] +A[BMP ] +A[NCM ]]

şi
A[M 0N 0P 0] = A[ABC] � [A[P 0AN 0] +A[BM 0P 0] +A[N 0CM 0]]:

Ar¼at¼am c¼a

A[PAN ] +A[BMP ] +A[NCM ] = A[P 0AN 0] +A[BM 0P 0] +A[N 0CM 0]:

Egalitatea precedent¼a este echivalent¼a cu

(x+ 
)(y + �) sinA

2
+
xz sinB

2
+
(�+ z)y sinC

2

=
xy sinA

2
+
(x+ 
)(z + �) sinB

2
+
z(y + �) sinC

2
;

adic¼a:

x� sinB + 
z sinB + 
� sinB + z� sinC

= x� sinA+ 
y sinA+ 
� sinA+ �y sinC

şi utilizând teorema sinusurilor obţinem

x�b+ 
zb+ 
�b+ z�c = x�a+ 
ya+ 
�a+ �yc:

Cum a = 2z + �; b = 2y + �; c = 2x+ 
; egalitatea precedent¼a devine evident¼a, deci

A[MNP ] = A[M 0N 0P 0]:

Soluţia 2. FieMNP şiM 0N 0P 0 dou¼a triunghiuri izotomice înscrise în triunghiul ABC
şi BMMC =

m
1�m ,

CN
NA =

n
1�n ,

AP
PA =

p
1�p . A�xele punctelor M;N şi P sunt:

zM = (1�m) � zB +m � zC ;
zN = (1� n) � zC + n � zA;
zP = (1� p) � zA + p � zB:

Atunci, aria triunghiului MNP este egal¼a cu:

A[MNP ] =
i

4
�

������
zM zM 1
zN zN 1
zP zP 1

������
= [mnp+ (1�m)(1� n)(1� p)] � i

4
�

������
zA zA 1
zB zB 1
zC zC 1

������ (*)

= [mnp+ (1�m)(1� n)(1� p)] �A[ABC]:
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Analog, BM
0

M 0C =
1�m
m , CN

0

N 0A =
1�n
n şi AP

0

P 0B =
1�p
p , iar

zM 0 = (1�m) � zC +m � zB;
zN 0 = (1� n) � zA + n � zC ;
zP 0 = (1� p) � zB + p � zA:

Aria triunghiuluiM 0N 0P 0 se obţine înlocuind în relaţia (�) pe m;n şi p cu 1�m; 1�n;
respectiv 1� p, obţinându-se aceeaşi expresie, deci

A[MNP ] = A[M 0N 0P 0]:

�

Teorema 375 Centrul de greutate a dou¼a triunghiuri izotomice MNP şi M 0N 0P 0 în-
scrise în triunghiul ABC sunt simetrice faţ¼a de centrul de greutate al triunghiului
ABC.

Demonstra̧tie. Din aplicaţia precedent¼a rezult¼a c¼a a�xul centrului de greutate al
triunghiului MNP este

zG1 =
zM + zN + zP

3
=
(1 + n� p)zA + (1 + p�m)zB + (1 +m� n)zC

3
;

iar a�xul centrului de greutate al triunghiului M 0N 0P 0 este egal cu:

zG2 =
zM 0 + zN 0 + zP 0

3
=
(1� n+ p)zA + (1� p+m)zB + (1�m+ n)zC

3
;

de unde
zG1 + zG2

2
=
zA + zB + zC

3
= zG;

adic¼a tocmai a�xul centrului de greutate al triunghiului ABC. �

Observa̧tia 376 Centrul de greutate al triunghiului ABC este mijlocul segmentului
ce uneşte centrele de greutate al triunghiului de contact, respectiv cotangentic cores-
punz¼atoare triunghiului ABC.
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1.29 Triunghiuri coparalele

�Expresia, conform c¼areia cel care nu cunoaşte sau îi este str¼ain¼a geometria nu are dreptul
s¼a între în şcoala �lozofului, deloc nu înseamn¼a, c¼a este necesar s¼a �i matematician, pentru a
deveni înţelept.�- J. W. von Goethe31

Figura 1.78: A[ABC] =
AM �d
2 ; M 2 (BC)

Teorema 377 Dac¼a M este un punct ce aparţine laturii BC a triunghiului ABC, iar
d este distanţa dintre paralelele duse la AM prin B şi C, atunci A[ABC] =

AM �d
2 :

Demonstra̧tie. Fie B0 şi C 0 proieçtiile punctelor B şi C pe dreapta AM . Dac¼a
M 2 (BC) - Figura 1.78 �atunci

A[ABC] = A[ABM ] +A[AMC] =
AM �BB0

2
+
AM � CC 0

2
=
AM � d
2

:

Dac¼a M 2 BCn(BC) - Figura 1.79 şi Figura 1.80 �avem:

A[ABC] =
��A[ABM ] �A[AMC]

�� = ����AM �BB0
2

� AM � CC 0
2

���� = AM � d
2

:

�

31J. W. von Goethe (1739-1832) �scriitor german
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Figura 1.79: A[ABC] = A[AMC] �A[AMB]

Figura 1.80: A[ABC] = A[ABM ] �A[AMC]

Triunghiurile ABC şi A1B1C1 se numesc coparalele dac¼a AA1 k BB1 k CC1:

Teorema 378 Fie ABC şi A1B1C1 dou¼a triunghiuri coparalele. Dac¼a în¼alţimile vâr-
furilor A şi A1 ale celor dou¼a triunghiuri sunt necongruente, atunci exist¼a punctele
M 2 BC şi M1 2 B1C1 astfel încât

BM

BC
=
B1M1

B1C1
şi

AM

A[ABC]
=

A1M1

A[A1B1C1]
:

Demonstra̧tie. Evident cazurile AA1 k BC şi AA1 k B1C1 nu convin deoarece în
�ecare dintre acestea rezult¼a c¼a în¼aļtimile din A şi A1 ar � congruente (Figura 1.81).
Fie fMg = AA1 \BC şi fM1g = AA1 \B1C1: Astfel, din BB1 kMM1 k CC1 rezult¼a

BM

BC
=
B1M1

B1C1
;

iar din proprietatea precedent¼a avem A[ABC] =
AM �d
2 şi A[A1B1C1] =

A1M1�d
2 (d �ind

distanţa dintre BB1 şi CC1) de unde se obţine:

AM

A[ABC]
=

A1M1

A[A1B1C1]
:
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Figura 1.81: Triunghiuri coparalele

�

Teorema 379 Dac¼a triunghiurile ABC şi A1B1C1 sunt coparalele, a, b, c respectiv
a1; b1; c1 sunt lungimile laturilor lor, atunci

(b2+ c2� a2) � a21+(c2+ a2� b2) � b21+(a2+ b2� c2) � c21 � 8(A2[ABC]+A
2
[A1B1C1]

): (*)

Demonstra̧tie. Dac¼a în¼aļtimile duse din vârfurile A şi A1au lungimi diferite (ha 6=
ha1); atunci utilizând proprietatea precedent¼a �e

BM
BC = B1M1

B1C1
= x; deci BM = x �BC

şi B1M1 = x �B1C1: Din teorema lui Stewart în triunghiul ABC rezult¼a:

b2 �BM + c2 �MC �AM2 �BC = BM �MC �BC;

rela̧tie echivalent¼a cu

AM2 = x � b2 + (1� x) c2 � x (1� x) a2:

Analog se arat¼a c¼a:

A1M
2
1 = x � b21 + (1� x) c21 � x (1� x) a21:

Atunci din
AM2

A2[ABC]
=

A1M
2
1

A2[A1B1C1]

şi relaţiile precedente rezult¼a: 
a2

A2[ABC]
� a21
A2[A1B1C1]

!
�x2�

 
a2 � b2 + c2
A2[ABC]

� a
2
1 � b21 + c21
A2[A1B1C1]

!
�x+ c2

A2[ABC]
� c21
A2[A1B1C1]

= 0:

(1)
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Ecuaţia (1) are r¼ad¼acini reale dac¼a şi numai dac¼a � � 0; (unde � este discriminantul
ecuaţiei (1)). Utilizând relaţiile

(a2 � b2 + c2)2 � 4a2c2 = �16A2[ABC]

şi
(a21 � b21 + c21)2 � 4a21c21 = �16A2[A1B1C1]; � � 0;

rezult¼a concluzia. Dac¼a ha = ha1 ; atunci din considerente de simetrie concluzia este
adev¼arat¼a şi în cazurile hb 6= hb1 şi hc 6= hc1 :În cazul r¼amas de studiat - ha = ha1 ; hb =
hb1 ; hc = hc1 - cele dou¼a triunghiuri sunt congruente, iar inegalitatea de demonstrat
se veri�c¼a ca egalitate. �

Teorema 380 Dou¼a suprafeţe triunghiulare cu aceeaşi arie sunt coparalele.

Demonstra̧tie. Dac¼a A[ABC] = A[A1B1C1] atunci inegalitatea (�) se transform¼a în
inegalitatea lui Pedoe:

(b2 + c2 � a2) � a21 + (c2 + a2 � b2) � b21 + (a2 + b2 � c2) � c21 � 16 �A[ABC] �A[A1B1C1]

(vezi �Teorema lui Pedoe�[15]). �

Teorema 381 Dou¼a suprafeţe triunghiulare ABC şi A1B1C1 cu BC = B1C1 sunt
coparalele.

Demonstra̧tie. Utilizând faptul c¼a a = a1 în egalit¼aţile

(a2 � b2 + c2)2 � 4a2c2 = �16A2[ABC]

şi
(a21 � b21 + c21)2 � 4a21c21 = �16A2[A1B1C1];

demonstrate anterior, obţinem (b2 � c2 � b21 + c21)2 � 0. �



Triunghiuri pseudoisoscele 143

1.30 Triunghiuri pseudoisoscele

�Multe capitole ale matematicii mi-au fost dragi. Matematica e una.�- Gr. Moisil32

Triunghiul ABC, în care bisectoarele exterioare ale unghiurilor B şi C sunt egale,
triunghiul ABC ne�ind isoscel, se numeşte pseudoisoscel.

Figura 1.82: Triunghiuri pseudoisoscele

Teorema 382 Dac¼a în triunghiul pseudoisoscel ABC, I 0a este simetricul punctului Ia
- centrul cercului A - exînscris al triunghiului ABC faţ¼a de mijlocul laturii BC, atunci
centrul cercului înscris (I) al triunghiului ABC aparţine mediatoarei segmentului AI 0a.

Demonstra̧tie. Fie BE şi CD cele dou¼a bisectoare exterioare egale (E 2 AC; D 2
AB), (Figura 1.82) AAb k CD; Ab 2 BC,AAc k BE; Ac 2 BC, Ki,Kb,Kc picioarele
32Grigore Moisil (1906-1973) �matematician român, profesor la Universitatea din Iaşi, membru al

Academiei Române
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în¼aļtimilor duse din Ia, B; respectiv C, în triunghiul BCIa, fK 0
bg = BKb \ AAb;

fK 0
cg = CKc \AAc; fMg = AAb \BE; fM 0g = AAc \ CD. Avem:

A[ABC] = A[BCE] �A[BAE] = A[CAD] �A[BCD];

A[DCE] =
BE�CKc

2 : Deoarece AK 0
c k BE; rezult¼a c¼a distanţa de la A la BE este egal¼a

cu KcK 0
c; de unde

A[BAE] =
BE �KcK 0

c

2

şi astfel:

A[ADC] =
BE(CKc �KcK 0

c)

2
=
BE � CK 0

c

2
: (1)

Analog

A[ABC] = A[CAD] �A[BCD] =
BD �BK 0

b

2
: (2)

Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a BK 0
b = CK

0
c. Unghiurile triunghiurilor IaBC au m¼asurile

90� � 1
2m(Â); 90

� � 1
2m(B̂); 90

� � 1
2m(Ĉ). Atunci,

m(\KcCIa) = m(\KbBIa) = 90� � (90� �
1

2
m(Â)) =

1

2
m(Â);

m( \K 0
cCM

0) = m( \K 0
bBM) =

1

2
m(\BAC);

de unde rezult¼a c¼a �BK 0
bM � �CK 0

cM
0, şi de aici

BM � CM 0: (3)

Fie CC1 k BE;C1 2 AAb; BB1 k DC;B1 2 AAc; fI 0ag = BB1 \ CC1: Patrulaterele
BIaCI

0
a şi BH1CI sunt paralelograme, (unde H1 este ortocentrul triunghiului BIaC).

Deci I 0a şi I sunt simetricele punctelor Ia şi H1 faţ¼a de BC. Fie I
0
aK

0
i?BC; K 0

i 2 BC.
Avem

m(\BI 0aK 0
i) = m(

\CI 0aH1) =
1

2
m(\ACB):

Cum patrulaterul BIaCI este inscriptibil rezult¼a c¼a

m([BIaI) = m([BCI) =
1

2
m(\ACB):

Dar [BIaI � \M 0AIa (ca unghiuri alterne interne), deci

m(\M 0AIa) = m(\BI 0aK 0
i) =

1

2
m(\ACB): (4)

Din I 0aC1 � BM; C1A � CM 0 şi relaţia (3) rezult¼a I 0aC1 � C1A � AB1, adic¼a patru-
laterul AB1I 0aC1 este romb. Deci,

\AI 0aB1 � \I 0aAB1 rela̧tie care împreun¼a cu (4) dau
[IAI 0a � [II 0aA, adic¼a triunghiul IAI 0a este isoscel, deci

AI = II 0a = IaH1 (5)

şi punctele C1; B1; I sunt coliniare deoarece dreapta IC1 este perpendicular¼a pe seg-
mentul [AI 0a] în mijlocul acestuia. �
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Consecinţa 383 Distanţele de la ortocentrul triunghiului IaBC la vârfurile acestuia
sunt respectiv egale cu distanţele de la centrul cercului înscris I la vârfurile triunghiului
ABC.

Teorema 384 Triunghiul ortic al triunghiului IaBC este pseudoisoscel.

Demonstra̧tie. Triunghiul ortic KbKcKi al triunghiului IaBC are unghiurile de
m¼asuri

180� � 2
�
90� � 1

2
m(^A)

�
= m(^A);

respectiv m(B̂), m(Ĉ) şi atunci triunghiurile KbKcKi şi ABC sunt asemenea; deci
triunghiul ortic al triunghiului IaBC este pseudoisoscel. �

Teorema 385 Într-un triunghi pseudoisoscel ABC este adev¼arat¼a relaţia: AI = ra�r;
(ra este raza cercului A-exînscris şi r raza cercului înscris în triunghiul ABC).

Demonstra̧tie. Avem AI = I 0aI = I
0
aK

0
i � IK 0

i = ra � r (6). �

Teorema 386 Într-un triunghi pseudoisoscel ABC este adev¼arat¼a relaţia: BIaCIa
= a�c

b�a .

Demonstra̧tie. Din asem¼anarea triunghiurilor CAcM 0 şi CBIa, respectiv a tri-
unghiurilor BAaM şi BCIa rezult¼a:

CIa
CM 0 =

CB

CAc
şi
BIa
BM

=
BC

BAb
;

de unde CIa �CAc = CM
0 �CB = BM �BC = BIa �BAb (unde am folosit relaţia (3))

şi de aici
BIa
CIa

=
CAc
BAb

: (7)

Dar, AB = BAc = c, deci CAc = a � c şi analog BAb = b � a. Astfel rela̧tia (7)
devine:

BIa
CIa

=
a� c
b� a: (8)

�

Teorema 387 Într-un triunghi pseudoisoscel ABC este adev¼arat¼a relaţia:

AI2 = BI � CI:

Demonstra̧tie. Din asem¼anarea triunghiurilor ABI şi BH1Ia rezult¼a

BIa
AB

=
IaH1
BI

=
BH1
AI

;

dar IaH1 = II 0a = AI şi BH1 = CI1, deci

BIa
AB

=
AI

BI
=
CI

AI
: (9)

Analog, CIaAC = AI
CI =

BI
CI (10), de unde rezult¼a concluzia. �
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Teorema 388 Într-un triunghi pseudoisoscel ABC este adev¼arat¼a relaţia:

sin2
A

2
= sin

B

2
� sin C

2
:

Demonstra̧tie. Înlocuind rela̧tia cunoscut¼a AI = 4R sin B2 � sin
C
2 şi analoagele în

egalitatea AI2 = BI � CI rezult¼a concluzia. �

Teorema 389 Într-un triunghi pseudoisoscel ABC,

II2a = IIb � IIc:

Demonstra̧tie. Deoarece IIa = 4R sin A2 ; IIb = 4R sin B2 ; IIc = 4R sin C2 , egali-
tatea de demonstrat este echivalent¼a cu sin2 A2 = sin

B
2 � sin

C
2 , demonstrat¼a anterior.

�

Teorema 390 Într-un triunghi pseudoisoscel ABC este adev¼arat¼a egalitatea:

AI =
BIa � CIa
AIa

:

Demonstra̧tie. Din relaţiile (9) şi (10) rezult¼a BIa � CIa = b � c. Cum în orice
triunghi ABC avem AI � AIa = b � c; rezult¼a BIa � CIa = AI � AIa, de unde rezult¼a
concluzia. �

Teorema 391 Într-un triunghi ABC pseudoisoscel,

a3 � (b+ c)a2 + 3abc� bc(b+ c) = 0:

Demonstra̧tie. Din relaţiile (9) şi (10) rezult¼a

BI

CI
=
CIa
BIa

� AB
AC

=
b� a
a� c �

c

b
: (11)

Din asem¼anarea triunghiurilor BIK 0
i şi CK

0
cAc, respectiv CIK

0
i şi BK

0
bAb rezult¼a

CAc
CI

=
BK 0

b

CK 0
i

:

Cum BK 0
b = CK

0
c rezult¼a:

BI

CI
=
CAc
BAc

� BKi
CK 0

i

:

Dar, BK 0
i = CKi = p� b; CK 0

i = BKi = p� c (unde p = a+b+c
2 ), deci:

BI

CI
=
a� c
b� a �

p� b
p� c : (12)

Din relaţiile (11) si (12) rezult¼a legatura dintre laturile unui triunghi pseudoisoscel:

a� c
b� a �

p� b
p� c =

c

b
� b� a
a� c

adic¼a a3 � (b+ c)a2 + 3abc� bc(b+ c) = 0 (13). �
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Observa̧tia 392 Relaţia precedent¼a poate � obţinut¼a direct plecând de la egalitatea
bisectoarelor exterioare CD şi BE.

Teorema 393 Într-un triunghi pseudoisoscel ABC,

a2 + bc = 4Rra:

Demonstra̧tie. Relaţia a3 � (b+ c)a2 + 3abc� bc(b+ c) = 0 este echivalent¼a cu

2abc

b+ c� a = a
2 + bc

şi cum Rra =
abc

2(b+c�a) (vezi �Cercurile exînscrise�[15]) rezult¼a concluzia. �

Teorema 394 Într-un triunghi pseudoisoscel ABC,

1

a� b +
1

a� c +
1

bc
= 0:

Demonstra̧tie. Relaţia 1
a�b +

1
a�c +

1
bc = 0 este echivalent¼a cu a3 � (b + c)a2 +

3abc� bc(b+ c) = 0: �

Teorema 395 Într-un triunghi pseudoisoscel ABC,

IIa =
(ra � r)2

r
:

Demonstra̧tie. Din asem¼anarea triunghiurilor AIR şi AIaR0 - unde R şi R0 sunt
proieçtiile punctelor I şi I 0a pe latura AC �rezult¼a

AI

AIa
=
r

ra
;

iar de aici
AI

AIa �AI
=

r

ra � r
şi utilizând rela̧tia (6) obţinem concluzia. �

Consecinţa 396 Într-un triunghi pseudoisoscel ABC,

AIa =
AI � ra
r

=
(ra � r) � ra

r
:
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1.31 Triunghiuri cosimediane

�Nu s-ar putea oare reprezenta muzica drept matematica simţurilor şi matematica drept muzic¼a
a raţiunii? C¼aci muzicianul simte matematica, iar matematicianul concepe muzica. Muzica-i
vis, matematica este viaţa practic¼a.�- James Sylvester33

Fie A0; B0; C 0 punctele de intreseçtie ale simedianelor triunghiului ABC cu cercul
circumscris triunghiului ABC (Figura 1.83).

Figura 1.83: Triunghiuri cosimediane

Teorema 397 Laturile triunghiului A0B0C 0 sunt proporţionale cu medianele triunghiu-
lui ABC.

Demonstra̧tie. Fie a0; b0; c0 lungimile laturilor triunghiului A0B0C 0; iar K punctul
lui Lemoine al triunghiului ABC. Avem:

m(^AA0C 0) = m(^ACC 0) = 1

2
m(dAC 0)

şi

m(^AA0B0) = m(^ABB0) = 1

2
m(dAB0)

de unde

m(^B0A0C 0) = m(^ABK) +m(^KCA)
= m(^CBG) +m(^BCG)
= 180� �m(^BGC):

33James Sylvester (1814-1897) �matematician englez, profesor la Universitatea din Oxford, con-
tribuţii importante în algebr¼a
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Analog, m(^A0B0C 0) = 180��m(^AGC); m(^A0C 0B0) = 180��m(^AGB): Teorema
sinusurilor aplicat¼a în triunghiurile BCMc şi BGC ne d¼a:

c=2

sin^GCB =
mc

sinB

şi
(2=3) �mb

sin^GCB =
a

sin^BGC ;

de unde sin\GCB = bc
4Rmc

şi sin\CGB = 3abc
8Rmcmb

. Atunci,

a0 = 2R sin(180� �\BGC) = 2R sin\BGC = 3abc

4mbmc
:

Analog b0 = 3abc
4mamc

şi c0 = 3abc
4mamb

, deci

a0

ma
=
b0

mb
=
c0

mc
:

Analog se arat¼a c¼a a
ma0

= b
mb0

= c
mc0
: �

Teorema 398 Triunghiurile ABC şi A0B0C 0 admit aceleaşi simediane AA0; BB0; CC 0:

Demonstra̧tie. Fie Ka;Kb;Kc interseçtiile dintre simediane cu laturile opuse,
A00; B00; C 00 interseçtiile simedianelor AA0; BB0; CC 0 cu laturile B0C 0; C 0A0; respectiv
A0B0: Avem:

C 0A00

A00B0
=

A[A0A00C0]

A[A0A00B0]
=
A0C 0 �AA00 sin�
A0B0 �A0A00 sin�

=

�
3abc

4mamb
� sin�

�
:

�
3abc

4mamb
� sin�

�
=

mb

mc
� sin�
sin�

; (1)

unde � = m( \A00A0C 0); � = m( \A00A0B0) şim(^C 0CA) = �
�
= 1

2m(
dC 0A)� ; m(^ABB0) =

�
�
= 1

2m
\(AB0)

�
: Teorema sinusurilor aplicat¼a în triunghiul ACKc şi ABKb d¼a:

sin�

AKc
=
sinA

CKc
;
sin�

AKb
=
sinA

BKb
: (2)

Deoarece BKb şi CKc sunt simediane rezult¼a:

KcA

KcB
=

�
b

a

�2
;
KbA

KbC
=
� c
a

�2
;

de unde rezult¼a KcA = cb2

a2+b2
; AKb =

bc2

a2+c2
; iar BKb =

2acmb
a2+c2

; CKc =
2abmc
a2+b2

(3) (vezi
�Simediane�[15]). Din relaţiile (2) şi (3) rezult¼a:

sin� =
bc

4Rmc
şi sin� =

bc

4Rmb
: (4)
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Din relatiile (1) şi (4) rezult¼a

C 0A00

A00B0
=

�
mb

mc

�2
=

�
b0

c0

�2
deci AA00 este simedian¼a în triunghiul A0B0C 0. Analog se arat¼a c¼a BB00 şi CC 00 sunt
simediane în triunghiul A0B0C 0. �

Observa̧tia 399 Triunghiurile ABC şi A0B0C 0 care admit aceleaşi simediane se numesc
triunghiuri cosimediane.

Teorema 400 Triunghiul circumpedal al punctului lui Lemoine al unui triunghi ABC
şi triunghiul ABC sunt triunghiuri cosimediane.

Demonstra̧tie. Proprietatea este o reformulare a teoremei 397. �

Teorema 401 Dou¼a triunghiuri cosimediane au acelaşi punct al lui Lemoine.

Demonstra̧tia rezult¼a din faptul c¼a triunghiurile admit aceleaşi simediane. �

Teorema 402 Dou¼a triunghiuri cosimediane sunt omologice, centrul de omologie �ind
punctul lui Lemoine al triunghiului ABC.

Demonstra̧tia este evident¼a. �

Teorema 403 Cercurile lui Apollonis ale triunghiului ABC intersecteaz¼a cercul cir-
cumscris al triunghiului ABC în vârfurile triunghiului cosimedian.

Demonstra̧tie. Vezi �Cercurile lui Apollonius�[15]. �

Teorema 404 Între unghiurile triunghiurilor cosimediane ABC şi A0B0C 0 au loc re-
laţiile:

ctgA+ ctgA0 = ctgB + ctgB0 = ctgC + ctgC 0 =
2

3
ctg!

(! este unghiul lui Brocard).

Demonstra̧tie. Avem:

ctgA+ ctgA0 = ctgA+ ctg(� � ^BGC) = ctgA� ctg(^BGC);

G �ind centrul de greutate al triunghiului ABC. Teorema cosinusului aplicat¼a în
triunghiul BGC d¼a:

a2 =

�
2

3
mb

�2
+

�
2

3
mc

�2
� 2 � 2

3
mb �

2

3
mc � cos^BGC

sau: cos\BGC = b2+c2�5a2
8mbmc

; de unde

ctg\BGC =
b2 + c2 � 5a2
8mbmc

� 8Rmbmc

3abc
=
(b2 + c2 � 5a2) �R

3abc
;
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iar ctgA = b2+c2�a2
abc �R. Avem

ctgA+ ctgA0 =
R

abc

�
b2 + c2 � a2 � b

2 + c2 � 5a2
3

�
=
2

3
� R
abc

� (b2 + c2 + a2):

Ţinând cont c¼a:

ctg! =
b2 + c2 + a2

4 �A[ABC]
=
b2 + c2 + a2

abc
�R

rezult¼a: ctgA+ctgA0 = 2
3ctg!:Analog se arat¼a c¼a ctgB+ctgB

0 = ctgC+ctgC 0 = 2
3ctg!:

�

Teorema 405 Dou¼a triunghiuri cosimediane au acelaşi unghi Brocard.

Demonstra̧tie. Fie !0 unghiul lui Brocard al triughiului A0B0C 0. Atunci,

ctgA+ ctgA0 =
2

3
ctg!;

ctgA0 + ctgA =
2

3
ctg!0;

de unde ctg! = ctg!0 şi cum ! � 30�; !0 � 30� (vezi �Punctele lui Brocard� [15])
rezult¼a ! = !0: �

Teorema 406 Dou¼a triunghiuri cosimediane au acelaşi cerc Brocard.

Demonstra̧tie. Cercul lui Brocard este cercul ce are ca diametru segmentul deter-
minat de centrul cercului circumscris triunghiului şi punctul lui Lemoine al aceluiaşi
triunghi. Deoarece triunghiurile cosimediane au acelaşi cerc circumscris şi acelaşi punct
al lui Lemoine rezult¼a c¼a au şi acelaşi cerc Brocard. �

Teorema 407 Dou¼a triunghiuri cosimediane au aceleaşi puncte Brocard.

Demonstra̧tie. Deoarece cercul lui Brocard trece prin punctele lui Brocard 
 şi

0 ale triunghiului ABC, 
 şi 
0 sunt simetrice faţ¼a de diametrul OK (vezi �Cercul lui
Brocard�[15]), iar triunghiurile cosimediane au acelaşi cerc Brocard, rezult¼a concluzia.
�

Teorema 408 Dou¼a triunghiuri cosimediane au acelaşi al doilea triunghi Brocard.

Demonstra̧tia este evident¼a deoarece vârfurile celui de-al doilea triunghi Brocard
sunt picioarele perpendicularelor duse din centrul cercului circumscris triunghiului de
referinţ¼a pe simedianele triunghiului. �
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1.32 Triunghiul celor trei imagini

�Matematica este o monstruoas¼a tautologie.�- Bernard Shaw34

TriunghiulA�B�C� ale c¼arui vârfuri sunt obţinute prin simetria vârfurilor triunghiu-
lui ABC fa̧t¼a de laturile opuse se numeşte triunghiul celor trei imagini al triunghiului
ABC (Figura 1.84).

Figura 1.84: Triunghiul celor trei imagini

Teorema 409 Triunghiurile ABC şi A�B�C� sunt omologice centrul de omologie �ind
ortocentrul triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Deoarece dreptele AA�; BB� şi CC� sunt perpendiculare pe la-
turile BC;CA; respectiv AB; rezult¼a c¼a ele sunt concurente în ortocentrul triunghiului

34Bernard Shaw (1856 -1950) � scriitor irlandez, laureat al Premiului Nobel pentru Literatur¼a în
1925
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ABC, deci conform teoremei lui Desargues triunghiurile ABC şi A�B�C� sunt omo-
logice. �

Teorema 410 Centrul cercului circumscris triunghiului celor trei imagini A�B�C�

corespunz¼ator unui triunghi ABC este simetricul centrului cercului circumscris tri-
unghiului ABC faţ¼a de punctul lui Coşniţ¼a.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Coşni̧t¼a�[15]. �

Teorema 411 Cercurile circumscrise triunghiurilor AB�C�; A�BC�; A�B�C trec prin
inversul punctului lui Coşniţ¼a faţ¼a de cercul circumscris triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Coşni̧t¼a�[15]. �

Teorema 412 Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC şi A�B�C� tri-
unghiul celor trei imagini corespunz¼ator triunghiului ABC. Cercurile circumscrise tri-
unghiurilor AOA�, BOB� şi COC� se întâlnesc într-un punct care este inversul punc-
tului izogonal conjugat al centrului cercului lui Euler al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Teorema lui Musselman�[15]. �

Teorema 413 (Boutte) Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Triunghiul
celor trei imagini A�B�C� este obţinut prin omotetia de centrul G şi raport 4 a tri-
unghiului podar al centrului cercului lui Euler al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie Ma;Mb;Mc mijloacele laturilor BC;CA; respectiv AB şi
A1; B1; C1 mijloacele laturilor MbMc;McMa; respectiv MaMb. Evident, triunghiul
A1B1C1 se obţine din triunghiul ABC prin omotetia de centru G şi raport 1/4. Fie
X omoteticul lui A� prin H(G; 14). Ar¼at¼am c¼a X este proieçtia centrului cercului lui
Euler (O9) al triunghiului ABC pe BC. Cum

GA1
GA

=
GX

GA�
=
1

4

din reciproca teoremei lui Thales rezult¼a c¼a A1X k AA�. Dar AA�?MbMc de unde
rezult¼a c¼a A1X?MbMc, deci A1X?BC. Cu alte cuvinte X 2 BC. Evident, X este
simetricul punctului A1 faţ¼a de B1C1 (care este linie mijlocie în triunghiul MaMbMc);
cu alte cuvinte punctul X apaŗtine cercului circumscris triunghiului MaMbMc, adic¼a
cercului lui Euler. Urmeaz¼a c¼a X este proieçtia lui O9 pe BC. Analog se demonstreaz¼a
c¼a imaginile punctelor B� şi C� prin omotetia H(G; 14) sunt proieçtiile lui O9 pe CA,
respectiv AB: �

Observa̧tia 414 Dac¼a Oa9O
b
9O

c
9 este triunghiul podar al centrului cercului lui Euler

al triunghiului ABC, atunci

GA�

GOa9
=
GB�

GOb9
=
GC�

GOc9
= 4:
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1.33 Triunghiuri izoliniare

�Cel mai fericit om este acela care face ferici̧ti un num¼ar cât mai mare de oameni.� - Lev
Tolstoi35

Teorema 415 Fie dou¼a triunghiuri ABC şi A0B0C 0 în acelaşi plan. Dac¼a paralelele
duse prin A;B;C la laturile B0C 0, C 0A0 respectiv A0B0 intersecteaz¼a laturile opuse în
trei puncte coliniare �; �; 
 atunci şi paralelele duse prin A0; B0; C 0 la BC;CA; respectiv
AB întâlnesc laturile opuse B0C 0; C 0A0 şi A0B0 în trei puncte coliniare �0; �0; 
0:

Demonstra̧tie. Fie A
0
1B

0
1C

0
1 triunghiul determinat de dreptele A�;B� şi C
,

iar A1B1C1 triunghiul determinat de dreptele A0�0; B0�0 şi C 0
0 (Figura 1.85). Din

Figura 1.85: Triunghiuri izoliniare

asem¼anarea triunghiurilor A0B0�0 cu CB01�, respectiv C
0�0A0 cu C 01�B (triunghiuri cu

laturile paralele dou¼a câte dou¼a) rezult¼a:

�0B0

�B01
=
A0�0

�C
şi
�0C 0

�C 01
=
A0�0

�B
:

35Lev Tolstoi (1828-1910) �scriitor rus
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Prin împ¼aŗtirea relaţiilor precedente se obţine:

�0B0

�0C 0
=
�B01 � �B
�C 01 � �C

:

Analog, se arat¼a egalit¼aţile:


0A0


0B0
=

A01 � 
A

B01 � 
B

şi
�0C 0

�0A0
=
�C 01 � �C
�A01 � �A

;

de unde rezult¼a c¼a

�0B0

�0C 0
� �

0C 0

�0A0
� 


0A0


0B0
=

�
�B01
�C 01

� �C
0
1

�A01
� 
A

0
1


B01

�
�
�
�B

�C
� �C
�A

� 
A

B

�
= 1 � 1 = 1

(unde s-a aplicat teorema lui Menelaus triunghiurilor A
0
1B

0
1C

0
1 şi ABC cu transversala

��
) şi din reciproca teoremei lui Menelaus aplicat¼a în triunghiul A0B0C 0 rezult¼a c¼a
punctele �0; �0; 
0 sunt coliniare. �

Observa̧tia 416 Triunghiurile ABC şi A0B0C 0 ce îndeplinesc condiţiile de mai sus
se numesc izoliniare.

1.34 Triunghiuri metaparalele

�Azi facem matematica ce va � folosit¼a mâine şi mai ales poimâine. Dac¼a n-am face-o azi,
poimâine ar trebui s-o import¼am.��Gr. Moisil36

Teorema 417 Fie triunghiurile ABC şi A0B0C 0. Dac¼a paralelele duse din A, B, C
la B0C 0, C 0A0, respectiv A0B0 sunt concurente într-un punct D, atunci paralelele duse
din A0, B0, C 0 la BC, CA, respectiv AB sunt concurente într-un punct D0.

Demonstra̧tie. Fie A(x1; y1),B(x2; y2),C(x3; y3),A0(x
0
1; y

0
1); B

0(x
0
2; y

0
2); C

0(x
0
3; y

0
3).

Ecuaţiile paralelelor duse din A;B;C la dreptele B0C 0, C 0A0, respectiv A0B0 sunt:

x(y;3 � y
;
2)� y(x

;
3 � x

;
2) = x1(y

;
3 � y

;
2)� y1(x

;
3 � x

;
2);

x(y;1 � y
;
3)� y(x

;
1 � x

;
3) = x2(y

;
1 � y

;
3)� y2(x

;
1 � x

;
3);

x(y;2 � y
;
1)� y(x

;
2 � x

;
1) = x3(y

;
2 � y

;
1)� y3(x

;
2 � x

;
1):

Condi̧tia de concurenţ¼a este echivalent¼a cu:

x1(y
;
3 � y

;
2) + x2(y

;
1 � y

;
3) + x3(y

;
2 � y

;
1) = y1(x

;
3 � x

;
2) + y2(x

;
1 � x

;
3) + y3(x

;
2 � x

;
1);

36Grigore Moisil (1906-1973) �matematician român, profesor la Universitatea din Iaşi, membru al
Academiei Române
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adic¼a ������
1 1 1

y
0
1 y

0
2 y

0
3

x1 x2 x3

������ =
������
1 1 1

x
0
1 x

0
2 x

0
3

y1 y2 y3

������ : (*)

Simetria relaţiei precedente demonstreaz¼a teorema . �

Observa̧tia 418 Triunghiurile ABC şi A0B0C 0 ce au propriet¼aţile de mai sus se
numesc metaparalele sau paralelogice, iar punctele D şi D0 se numesc centre de meta-
paralelism (Figura 1 :86 ). Vom nota cu ABC k A0B0C 0 faptul c¼a triunghiurile ABC
şi A0B0C 0 sunt metaparalele.

Figura 1.86: Triunghiuri metaparalele

Teorema 419 Dac¼a ABCk A0B0C 0, ABC k B0C 0A0, atunci ABC k C 0B0A0.

Demonstra̧tie. Utilizând teorema precedent¼a relaţiile ABC k A0B0C 0 şi ABC k
B0C 0A0 sunt echivalente cu:������

1 1 1

y
0
1 y

0
2 y

0
3

x1 x2 x3

������ =
������
1 1 1

x
0
1 x

0
2 x

0
3

y1 y2 y3

������ ;
respectiv ������

1 1 1

y
0
2 y

0
3 y

0
1

x1 x2 x3

������ =
������
1 1 1

x
0
2 x

0
3 x

0
1

y1 y2 y3

������ :
Din egalit¼aţile precedente rezult¼a:������

1 1 1

y
0
3 y

0
2 y

0
1

x1 x2 x3

������ =
������
1 1 1

x
0
3 x

0
2 x

0
1

y1 y2 y3

������ ;
adic¼a ABC k C 0B0A0. �
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Teorema 420 Dac¼a ABCk M1M2M3, ABCk M2M3M4, ... , ABCk Mn�1MnM1,
atunci ABCk MnM1M2.

Demonstra̧tia proprietaţii se realizeaz¼a utilizând relaţia (�). �

1.35 Triunghiul pedal

�Cea mai mare dorinţ¼a a mea este s¼a comunic şi altora pasiunea mea pentru matematic¼a.��
Miron Nicolescu37

Dac¼aM este un punct în planul triunghiului ABC, picioarele cevienelor AM;BM;
CM sunt vârfurile unui triunghi M1M2M3 numit triunghiul pedal al lui M (Figura
1.87).

Figura 1.87: Triunghiul pedal

Teorema 421 Triunghiul pedal al centrului de greutate al unui triunghi ABC este
triunghiul median corespunz¼ator triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul median�. �

Teorema 422 Triunghiul pedal al ortocentrului unui triunghi ABC este triunghiul
ortic corespunz¼ator triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul ortic�. �

Teorema 423 Triunghiul pedal al punctului lui Gergonne al unui triunghi ABC este
triunghiul de contact corespunz¼ator triunghiului ABC.

37Miron Nicolescu (1903-1975) �matematician român, membru al Academiei Române, contribuţii
în analiza matematic¼a
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Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Gergonne�[15]. �

Teorema 424 Triunghiul pedal al punctului lui Nagel al unui triunghi ABC este tri-
unghiul cotangentic corespunz¼ator triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Nagel�[15]. �

Teorema 425 Fie A0B0C 0 triunghiul pedal al centrului cercului circumscris triunghiu-
lui ABC. Atunci,

AO

OA0
=
sin 2B + sin 2C

sin 2A
;
BO

OB0
=
sin 2C + sin 2A

sin 2B
;
CO

OC 0
=
sin 2A+ sin 2B

sin 2C
:

Demonstra̧tie. Vezi �Centrul cercului circumscris unui triunghi�[15]. �

Teorema 426 Dac¼a 
a
b
c este triunghiul pedal al primului punct al lui Brocard 

corespunz¼ator unui triunghi ABC, 
a 2 (BC);
b 2 (CA);
c 2 (AB); atunci

B
a

aC

=
� c
a

�2
;
C
b
A
b

=
�a
b

�2
şi

A
c
B
c

=

�
b

c

�2
:

Demonstra̧tie. Vezi �Punctele lui Brocard�[15]. �

Teorema 427 Dac¼a 

0
a


0
b


0
c este triunghiul pedal al celui de-al doilea punct Brocard,



0
a 2 (BC), 


0
b 2 (CA),


0
c 2 (AB), atunci

B

0
a


0
aC

=
�a
c

�2
;
C


0
b



0
bA

=

�
b

a

�2
;
A


0
c


0
cB

=

�
b

c

�2
:

Demonstra̧tie. Vezi �Punctele lui Brocard�[15]. �

Teorema 428 Triunghiul pedal al retrocentului R al unui triunghi ABC este triunghiul
podar al punctului lui Longchamps corespunz¼ator triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Retrocentrul unui triunghi�[15]. �

Teorema 429 Triunghiul antisuplementar IaIbIc şi triunghiul pedal al centrului cer-
cului înscris într-un triunghi ABC sunt ortologice.

Demonstra̧tie. Vezi �Dreapta lui Euler�[15]. �

Teorema 430 În triunghiul ABC, �e A0B0C 0 triunghiul pedal al unui punct Q, astfel
încât BA

0

A0C =
p
n ,
CB0

B0A =
m
p şi

AC0

C0B =
n
m . Dac¼a zA; zB; zC sunt a�xele punctelor A;B;C;

atunci a�xul punctului Q este

zQ =
mzA + nzB + pzC

m+ n+ p
:
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Demonstra̧tie. A�xele punctelor A0; B0; C 0 sunt

zA0 =
nzB + pzC
n+ p

; zB0 =
mzA + pzC
m+ p

şi zC0 =
mzA + nzB
m+ n

:

Fie punctulQ0
�
mzA+nzB+pzC

m+n+p

�
. Utilizând condi̧tia de coliniaritate a trei puncteD(zD);

E(zE) şi F (zF ) - anume: ������
zD zD 1
zE zE 1
zF zF 1

������ = 0;
rezult¼a f¼ar¼a di�cultate c¼a punctele A;A0; Q0; B;B0; Q0; respectiv C;C 0; Q0 sunt coli-
niare, iar cum punctul Q0 apaŗtine celor trei ceviene AA0; BB0; CC 0; rezult¼a c¼a Q � Q0:
�

Teorema 431 În triunghiul ABC, �e A0B0C 0 triunghiul pedal al unui punct P, astfel
încât BA

0

A0C = �,
AB0

B0C = � şi
AC0

C0B = �. Atunci, pentru orice punct din planul triunghiului
ABC este adev¼arat¼a relaţia:

��!
MP =

1

1 + �+ �

��!
MA+

�

1 + �+ �

��!
MB +

�

1 + �+ �

��!
MC:

Demonstra̧tie. Din teorema lui Ceva avem: � � � � 1� = 1, deci � = �
� (1). Din

teorema lui Van �Aubel obţinem: PA
PA0 = �+ �, de unde rezult¼a

��!
MP =

1

1 + �+ �

��!
MA+

�+ �

1 + �+ �

��!
MA0: (2)

Din BA0

A0C = � rezult¼a ��!
MA0 =

1

1 + �

��!
MB +

�

1 + �

��!
MC: (3)

Din relaţiile (1), (2) şi (3) rezult¼a concluzia. �

Consecinţa 432 Cazuri particulare:

1) Dac¼a P � G, atunci
��!
MG =

1

3

��!
MA+

1

3

��!
MB +

1

3

��!
MC:

2) Dac¼a P � I, atunci
��!
MI =

a

a+ b+ c

��!
MA+

b

a+ b+ c

��!
MB +

c

a+ b+ c

��!
MC:

3) Dac¼a P � O, atunci
��!
MO =

1

sin 2A+ sin 2B + sin 2C
(sin 2A � ��!MA+ sin 2B � ��!MB + sin 2C � ��!MC):

4) Dac¼a P � H, atunci
��!
MH =

tgA

tgA+ tgB + tgC

��!
MA+

tgB

tgA+ tgB + tgC

��!
MB +

tgC

tgA+ tgB + tgC

��!
MC

(pentru un triunghi nedreptunghic).
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1.36 Triunghiul anticevian

�O teorem¼a de geometrie este o leg¼atur¼a organic¼a între p¼aŗtile unei �guri.��Gh. Ţi̧teica38

Fie P un punct din planul triunghiului ABC. Triunghiul anticevian A0B0C 0 al
triunghiului ABC corespunz¼ator punctului P este obţinut astfel: A 2 B0C 0; B 2
A0C 0; C 2 B0A0; iar AA0 \ BB0 \ CC 0 = fPg (Figura 1.88). Punctul P se numeşte
punct anticevian. Triunghiul ABC este triunghiul cevian al punctului P în raport cu
triunghiul A0B0C 0.

Figura 1.88: Triunghiul anticevian

Teorema 433 Triunghiul anticevian corespunz¼ator centrului cercului înscris (I) în
triunghi este triunghiul antisuplementar.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul antisuplementar�. �

Teorema 434 Triunghiul anticevian corespunz¼ator centrului de greutate (G) este tri-
unghiul anticomplementar.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul anticomplementar�. �

Teorema 435 Triunghiul anticevian corespunz¼ator punctului lui Lemoine este tri-
unghiul tangenţial.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul tangenţial�. �
38Gheorghe Ţi̧teica (1873-1939) � matematician român, profesor la Universitatea din Bucureşti,

membru al Academiei Române, contribuţii importante în geometrie
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Teorema 436 Fie A0B0C 0 triunghiul anticevian al unui punct P în raport cu un tri-
unghi ABC. Bisectoarele unghiurilor triunghiului A0B0C 0 intersecteaz¼a laturile BC, CA
şi AB în punctele A00; B00; respectiv C 00: Dreptele AA00; BB00 şi CC 00 sunt concurente.

Demonstra̧tie. Din teorema bisectoarei rezult¼a BA00

A00C =
BA0

A0C ;
CB00

B00A =
CB0

B0A şi
AC00

C00B =
AC0

C0B (Figura 1.89). Din teorema lui Ceva aplicat¼a în triunghiul anticevian A0B0C 0;

Figura 1.89: Drepte concurente în triunghiul anticevian

rezult¼a AC0

AB0 �
BA0

BC0 �
CB0

CA0 = 1, de unde se obţine:

BA00

A00C
� CB

00

B00A
� AC

00

C 00B
=
BA0

A0C
� CB

0

B0A
� AC

0

C 0B
= 1

şi din reciproca teoremei lui Ceva aplicat¼a în triunghiul ABC; rezult¼a c¼a dreptele
AA00; BB00 şi CC 00 sunt concurente. �

1.37 Triunghiuri ortogonale

�Am închis uşile ca s¼a nu intre greşeala. Atunci adev¼arul m-a întrebat: pe unde voi intra eu?�
- R. Tagore39

Dou¼a triunghiuri se numesc ortogonale dac¼a au laturile dou¼a câte dou¼a perpendicu-
lare una pe alta (Figura 1.90).

Teorema 437 S¼a se construiasc¼a triunghiul A0B0C 0 având vârfurile pe dreptele suport
ale laturilor triunghiului ABC astfel încât cele dou¼a triunghiuri s¼a �e ortogonale.
39Rabindranath Tagore (1861-1941) � scriitor şi �losof indian, laureat al Premiului Nobel pentru

Literatur¼a
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Figura 1.90: Triunghiuri ortogonale

Demonstra̧tie. Presupunem c¼a triunghiulA0B0C 0 astfel încâtA0C 0?AC;A0B0?AB;
B0C 0?BC; A0 2 AC;B0 2 AB;C 0 2 BC: Construim perpendicularele pe laturile tri-
unghiului ABC în vârfurile acestui triunghi şi �e A1B1C1 triunghiul obţinut prin
interseçtiile acestor perpendiculare. Avem A1C1?AC;A1B1?AB;B1C1?BC:

Repetând procedeul de mai sus, obţinem triunghiulA2B2C2 cuA2C2?A1C1; A2B2?A1B1;
B2C2?B1C1: Se observ¼a A2C2 k AC;A2B2 k AB; B2C2 k BC: Se poate considera c¼a
triunghiul A2B2C2 se obţine din triunghiul ABC printr-o omotetie. Fie O centrul
acestei omotetii, centru care se a�¼a la interseçtia dreptelor AA2; BB2; CC2: În mod
analog se observ¼a c¼a A1B1C1 se poate obţine din A0B0C 0 printr-o omotetie şi deoarece

OA

OA2
=
OA0

OA1

rezult¼a c¼a omotetia are acelaşi centru O.
Din cele prezentate rezult¼a procedeul de construçtie a dou¼a triunghiuri ortogonale:
i) se construieşte triunghiul A1B1C1;
ii) se construieşte triunghiul A2B2C2;
iii) unim A cu A2, B cu B2 şi se determin¼a centrul omotetiei O;
iv) unim apoi O cu A1; B1; C1 şi la interseçtia cu dreptele suport ale laturilor ABC

g¼asim punctele A0; B0; C 0 care sunt vârfurile triunghiului c¼autat.
Construçtia de mai sus este valabil¼a indiferent de natura triunghiului. �
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1.38 Triunghiul lui Ţi̧teica - Carnot

�̧Ti̧teica era plin de vioiciune, fericit s¼a-mi vorbeasc¼a despre c¼aminul s¼au, radiind, cu privirea sa
luminoas¼a şi discret¼a, aceeaşi magni�c¼a s¼an¼atate moral¼a... Înţelegeam c¼a în el se reuneau con-
tinuu preocuparea datoriei de împlinit şi o euforie izvorât¼a din conştiinţa datoriei împlinite...�
�Henri Lebesgue40

Fie H ortocentrul triunghiului ABC şi Oa; Ob; Oc centrele cercurilor circumscrise
triunghiurilor BCH;ACH;ABH. �OaObOc se numeşte triunghiul Ţiţeica - Carnot,
iar cercurile circumscrise triunghiurilor BHC;AHC;AHB se numesc cercurile Ţiţei-
ca41 - Carnot (�a), (� b), (� c).

Figura 1.91: Triunghiul lui Ţi̧teica - Carnot

Teorema 438 Cercurile circumscrise triunghiurilor BHC, AHC şi AHB sunt congru-
ente cu cercul circumscris triunghiului ABC.

40Henri Lebesgue (1875-1941) �matematician francez, contribuţii importante în analiza matematic¼a
41Gheorghe Ţi̧teica (1873 �1939) - matematician, membru titular al Academiei Române din 1913.
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Demonstra̧tie. Fie A0; B0; C 0 mijloacele segmentelor AH;BH;CH;Ha;Hb;Hc pi-
cioarele înaļtimilor triunghiului ABC; O centrul cercului circumscris triunghiului ABC
şi O

0
a simetricul lui O faţ¼a de BC (Figura 1.91): Atunci,

AH � OO0
a şi AH k OO0

a

de unde rezult¼a c¼a patrulaterul OOaHA este paralelogram. Deci,

HO
0
a � OA(= R) (i)

şi cum OCOaB este romb rezult¼a c¼a

O
0
aC = O

0
aB = OC = OB(= R): (ii)

Din relaţiile (i) şi (ii) rezult¼a c¼a

O
0
aC = O

0
aB = O

0
aH (= R);

deci O
0
a este centrul cercului circumscris triunghiului BHC, adic¼a

O
0
a � Oa:

Analog, Ob şi Oc sunt simetricele lui O în raport cu laturile AC, respectiv AB. Cercul
circumscris triunghiului BHC este congruent cu cercul circumscris ABC. Analog, cer-
curile circumscrise triunghiurilor AHC şi AHB sunt congruente cu cercul circumscris
triunghiului ABC. �

Observa̧tia 439 Laturile triunghiului Ţiţeica conţin punctele lui Euler (A0; B0; C 0)
ale triunghiului ABC. Distanţele de la centrul cercului circumscris triunghiului ABC
la centrele Oa; Ob; Oc sunt egale cu AH;BH; respectiv CH. Centrele cercurilor Ţiţeica
sunt simetricele centrului cercului circumscris (O) al triunghiului ABC faţ¼a de laturile
triunghiului ABC. Punctul H este centrul cercului circumscris triunghiului Ţiţeica.

Teorema 440 Triunghiurile OaObOc şi ABC sunt congruente.

Demonstra̧tie. Cum BOaCO şi AOCOb sunt romburi rezult¼a: BOa k OC k AOb
şi BOa = OC = AOb(= R), deci patrulaterul ABOaOb este paralelogram, adic¼a
AB = OaOb: Analog, AC = OaOc şi BC = ObOc, triunghiurile OaObOc şi ABC sunt
congruente. �

Teorema 441 Triunghiurile OaObOc şi ABC sunt omotetice.

Demonstra̧tie. Soluţia 1. Fie O9 mijlocul segmentului OH. Atunci, triunghiul
OaObOc se obţine prin omotetia de centru O9 şi raport -1, a triunghiului ABC:

Soluţia 2. Deoarece OaObjjAB;ObOcjjBC şi OaOcjjAC, iar triunghiul ABC şi
OaObOc sunt congruente, rezult¼a c¼a triunghiurile sunt omotetice. Alegem un reper
complex cu originea în centrul cercului circumscris triunghiului ABC, O(0). Not¼am cu
a; b; c; h; o1; o2; o3;o9 a�xele punctelor A;B;C;H;Oa; Ob; respectiv Oc: Atunci, H(a +
b + c), iar centrul cercului lui Euler O9

�
a+b+c
2

�
. Patrulaterele AOcHOb; BOaHOc;
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CObHOa �ind paralelograme rezult¼a a+ h = o3 + o2; b+ h = o1 + o3; c+ h = o1 + o2,
de unde o1 + o2 + o3 = 2(a + b + c) = 4o9, o1 = 4o9 � (a+ 2o9) = 2o9 � a = b + c,
o2 = 2o9 � b = a + c, o3 = 2o9 � c = a + b. Deoarece a�o9

o1�o9 = �1 2 R rezult¼a ca
punctele A;O9; O1 sunt coliniare. Analog, B;O9; O2 şi C;O9; O3 sunt coliniare, deci
centrul de omotetie dintre triunghiurile ABC, O1O2O3 este centrul lui Euler. �

Teorema 442 Centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC este mijlocul segmentelor
AOa; BOb; COc.

Demonstra̧tie. Din a�o9
oa1�o9 = �1 rezult¼a ja� o9j = joa � o9j ; adic¼a AO9 � O9Oa.

Analog, BO9 � O9Ob şi CO9 � O9Oc: �

Teorema 443 Triunghiurile OaObOc şi ABC au acelaşi cerc al lui Euler şi aceeaşi
dreapt¼a a lui Euler.

Demonstra̧tie. În triunghiul OaObOc, O este ortocentrul s¼au, iar H este centrul
cercului circumscris, deci are aceeaşi dreapt¼a Euler cu triunghiul ABC şi evident
acelaşi cerc al lui Euler. �

Teorema 444 Cercurile lui Ţiţeica-Carnot sunt simetrice cercului circumscris tri-
unghiului dat în raport cu laturile corespunz¼atoare.

Demonstra̧tie. Deoarece H apaŗtine cercului circumscris triunghiului BHC; si-
metricul luiH fa̧t¼a de BC apaŗtine cercului circumscris triunghiului ABC; iar cercurile
circumscrise triunghiurilor BHC şi ABC sunt congruente, rezult¼a c¼a cele dou¼a cercuri
sunt simetrice faţ¼a de BC: �

Teorema 445 Fie A1; B1; C1 punctele de intersecţie dintre bisectoarele interioare ale
triunghiurilor A, B, respectiv C cu cercul circumscris triunghiului ABC. Triunghiul
O1O2O3, având vârfurile în centrele cercurilor Ţiţeica-Carnot ale triunghiului A1B1C1
este omologic cu triunghiul ABC, centrul de omologie �ind un punct al lui Kariya al
triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Kariya�[15]. �

Teorema 446 Fie H ortocentrul unui triunghi ABC,(�a); (� b); (� c) cercurile Ţiţeica-
Carnot corespunz¼atoare triunghiului ABC, iar Ab şi Ac al doilea punct de intersecţie
dintre cercul (�a) cu laturile AC respectiv AB. Analog se de�nesc punctele Bc şi Ba,
respectiv Ca şi Cb determinate de intersecţiile cercurilor (� b); respectiv (� c) cu laturile
corespunzatoare ale triunghiului ABC. Ortocentrul triunghiului ABC este centrul cer-
curilor circumscrise triunghiurilor AAbAc,BBcBa,CCaCb.

Demonstra̧tie.Avem

m(\HAHc) = 90� �m(\HcHA) = 90� �m(\HaHC) = m(\HCHa) (i)

În cercul (�a);

m(\BAcH) = m(\HCB) =
1

2
m(

_
BH) (ii)
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Figura 1.92: H este centrul cercului circumscris triunghiului AAbAc

Din relaţiile (i) şi (ii) rezult¼a \HAB � \AAcH, deci triunghiul AHAc este isoscel, de
unde AH � HAc (iii). Analog se arat¼a c¼a AH � HAb (iv). Din relatiile (iii) şi (iv)
rezult¼a

AH � HAc � HAb;
deci H este centrul cercului circumscris triunghiului AAbAc. Analog, se arat¼a c¼a H
este centrul cercului circumscris triunghiurilor BBcBa şi CCaCb (Figura 1.92). �

Teorema 447 Fie Oa centrul cercului Ţiţeica-Carnot (�a) şi HaHbHc triunghiul ortic
al triunghiului ABC. Atunci: BOa?HaHb şi COa?HaHc.

Demonstra̧tie. Dac¼aO este centrul cercului circumscris triunghiuluiABC, atunci
OC?HaHb (i) (vezi [15, § III.1]) (Figura 1.92). Patrulaterul BOCOa �ind un romb -
datorit¼a faptului c¼a Oa este simetricul lui O fa̧t¼a de BC - rezult¼a BOa k OC (ii). Din
relaţiile (i) şi (ii) rezult¼a c¼a BOa?HaHb. Analog, se arat¼a COa?HaHc. �

Observa̧tia 448 Analog se arat¼a c¼a AOb?HbHa, COb?HbHc, AOc?HcHa, BOc?HcHb.

Teorema 449 Tangentele duse în ortocentrul H al unui triunghi ABC la cercurile
Ţiţeica-Carnot (�a); (� b); (� c) intersecteaz¼a laturile BC, CA, respectiv AB în trei puncte
coliniare.

Demonstra̧tie. Fie A0; B0; C 0 punctele determinate de interseçtiile dintre tangen-
tele şi laturile triunghiului, iar A00; B00; C 00 al doilea punct de interseçtie dintre dreptele
AH; BH; CH cu cercul circumscris triunghiului ABC (Figura 1.93). Avem

m(^BCC 00) = m(^BB00C 00) = 1

2
m(

_

BC 00)
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Figura 1.93: Tangente în H la cercurile lui Ţi̧teica

şi cum A0H este tangent¼a cercului (Ca) rezult¼a m(^A0HB) = m(^HCB), de unde
^A0HB � ^C 00B00B, deci dreptele A0H şi B00C 00 sunt paralele. Fie fMg = B00C 00\BC.
Din asemanarea triunghiurilorA0BH cu MBB00şi A0HC cu MCC 00 rezult¼a: A0B

MA0 =
BH
HB00 şi

A0C
MA0 =

HC
HC00 , de unde

A0B

A0C
=
BH

HC
� HC

00

HB00
:

Analog, se arat¼a c¼a

B0C

B0A
=
CH

HA
� HA

00

HC 00
şi
C 0A

C 0B
=
AH

HB
� HB

00

HA00
:

Atunci A
0B

A0C �
B0C
B0A �

C0A
C0B = 1, deci punctele A

0; B0; C 0 sunt coliniare. �

Teorema 450 Fie CaCbCc triunghiul de contact al triunghiului ABC. Ortocentrele
triunghiurilor ACbCc, BCaCc, CCaCb sunt centrele cercurilor Ţiţeica-Carnot ale tri-
unghiului CaCbCc.

Demonstra̧tie. Fie CcC
0
c şi CbC

0
b înaļtimi în triunghiul ACbCc şi H1 ortocentrul

triunghiului ACbCc. Atunci CcC
0
c k ICb şi CbC

0
b k ICc, deci patrulaterul ICbH1Cc este

paralelogram (Figura 1.94). Cum ICc � ICb rezult¼a c¼a patrulaterul ICbH1Cc este
romb, deci H1 este simetricul centrului cercului circumscris triunghiului de contact
faţ¼a de latura CbCc, ceea ce arat¼a c¼a H1 este centrul cercului Carnot corespunzator
laturii CbCc. Analog, se arat¼a c¼a ortocentrele triunghiurilor BCaCc şi CCaCb sunt
centrele cercurilor Ţi̧teica-Carnot corespunzatoare laturilor CaCc; respectiv CbCa. �
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Figura 1.94: Cercurile Ţi̧teica-Carnot ale triunghiului de contact (1)

Teorema 451 Fie H ortocentrul unui triunghi ABC, HaHbHc triunghiul ortic fH1g =
AHa\HbHc,fH2g = BHb\HaHc,fH3g = CHc\HaHb. Dreptele H2H3;H3H1; H1H2
sunt axele radicale dintre cercul lui Euler al triunghiului ABC şi respectiv cercurile
Ţiţeica-Carnot (�a); (� b); (� c):

Demonstra̧tie. Vezi �Dreapta lui Euler�[15]. �

Teorema 452 Triunghiul având vârfurile în centrele cercurilor Ţiţeica-Carnot şi tri-
unghiurile având vârfurile în punctele unde în¼alţimea triunghiului dat intersecteaz¼a
cercul s¼au circumscris sunt omologice, centrul de omologie aparţinând acestui cerc
ciscumscris.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Kariya�[15]. �

Teorema 453 Fie I centrul cercului înscris într-un triunghi ABC şi HaHbHc tri-
unghiul s¼au ortic. Centrele cercurilor înscrise în triunghiurile AHbHc, BHcHa, CHaHb
sunt centrele cercurilor Ţiţeica-Carnot corespunz¼atoare triunghiului de contact CaCbCc
al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Fie M proieçtia lui B pe bisectoarea CI şi fA1g = HcM \ AI.
Avem:

\AHcHb �\ACB şi \MHcA � \MCB(=
1

2
m(\ACB))

(deoarece patrulaterele HcHbCB şi HcMCB sunt inscriptibile) (Figura 1.95) de unde
rezult¼a c¼a

m( \AHcA1) = m(\AHcM) =
1

2
m( \AHcHb);

deci HcA1 este bisectoarea unghiului \AHcHb. Cum AA1 este bisectoarea unghiului A,
rezult¼a c¼a A1 este centrul cercului înscris în triunghiul AHcHb: Dar

m(\IA1M) = m( \A1AHc) +m( \A1HcA) =
1

2
m(Â) +

1

2
m(Ĉ)
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Figura 1.95: Cercurile Ţi̧teica-Carnot ale triunghiului de contact (2)

şi

m(\MIA1) = m(\MIA) = m([IAC) +m([ICA) =
1

2
m(Â) +

1

2
m(Ĉ);

de unde rezult¼a c¼a
\IA1M � \MIA1:

Ar¼at¼am c¼a punctul M apaŗtine dreptei CcCb: Fie fM1g = CI \ CcCb: Avem:

m(\BIM1) =
1

2
[m( bB) +m( bC)]

(ca unghi exterior triunghiului BIC), m(\BIM1) = 90
�� 1

2m(Â). Patrulaterul ICcACb
este inscriptibil, deci m(\ICcCb) = 1

2m(Â), de unde

m( \BCcM1) = 90
� +

1

2
m(Â):

Astfel,
m( \BCcM1) +m(\MIB) = 180�;

adic¼a patrulaterul BCcM1I este inscriptibil, deci

m(\BM1I) = m(\BCcI) = 90�;

de unde rezult¼a c¼aM1 este proieçtia lui B pe bisectoarea C1, adic¼aM1 �M: Deoarece
AI?CbCc, M 2 CbCc şi triunghiul MA1I este isoscel, rezult¼a c¼a punctele A1 şi I sunt
simetrice faţ¼a de latura CcCb, deci A1 este centrul cercului Ţi̧teica-Carnot corespun-
z¼ator laturii CcCb a triunghiului de contact. �
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Teorema 454 Triunghiul A0B0C 0 este triunghiul median al triunghiului lui Ţiţeica-
Carnot OaObOc.

Demonstra̧tie. Deoarece AA0 � A0H şi

OcA � OcH � ObA � ObH

rezult¼a c¼a patrulaterul AOcHOb este romb, deci

OcA
0 � A0Ob;

adic¼a A0 este mijlocul segmentului OcOb. Analog, se arat¼a c¼a B0 şi C 0 sunt mijloacele
segmentelor OaOc şi OaOb. �

Teorema 455 Triunghiul A00B00C 00 având ca vârfuri punctele unde mediatoarele la-
turilor triunghiului ABC intersecteaz¼a a doua oar¼a cercul lui Euler al triunghiului
ABC este triunghiul ortic al triunghiului lui Ţiţeica-Carnot.

Demonstra̧tie. Deoarece BCkObOc şi MaA
00?BC, iar A00 2 ObOc (vezi �Cercul

lui Euler�[15]), rezult¼a c¼a OaA00 este în¼aļtime în triunghiul lui Ţi̧teica-Carnot. Analog
se arat¼a c¼a ObB00 şi OcC 00 sunt în¼aļtimi în triunghiul OaObOc. �

Teorema 456 Triunghiul A0B0C 0 (determinat de punctele euleriene ale triunghiului
ABC) şi triunghiul A00B00C 00 (având ca vârfuri punctele unde mediatoarele triunghiu-
lui ABC intersecteaz¼a a doua oar¼a cercul lui Euler al triunghiului ABC) sunt dou¼a
triunghiuri S.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiuri Ortopolare�. �

Teorema 457 Triunghiul având vârfurile în centrele cercurilor Ţiţeica-Carnot şi tri-
unghiurile având vârfurile în punctele unde în¼alţimea triunghiului dat intersecteaz¼a
cercul s¼au circumscris sunt omologice, centrul de omologie aparţinând acestui cerc
ciscumscris.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Kariya�[15]. �

Teorema 458 Fie OaObOc triunghiul lui Ţiţeica-Carnot al unui triunghi ABC şi
HaHbHc triunghiul ortic al triunghiului ABC. Dreptele OaHa; ObHb; OcHc sunt con-
curente.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Hexyl�[15]. �
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1.39 Triunghiul lui Lucas

�Matematica reprezint¼a în sine o coleçtie de rezultate, care pot � aplicate la orice.�- Bertrand
Russell42

Pe latura BC a triunghiului ABC în exterior se construieşte p¼atratul BCC1B1:
Fie fMg = AB1 \BC şi fNg = AC1 \BC: Fie P şi Q punctele de interseçtie dintre
perpendicularele ridicate dinN şiM pe latura BC şi laturile AC; respectiv AB (Figura
1.96).

Figura 1.96: Triunghiul lui Lucas

Teorema 459 Patrulaterul MNPQ este p¼atrat.

Demonstra̧tie. Din asem¼an¼arile triunghiurilor AQM şi ABB1; APN şi ACC1;
APN şi AB1C1 rezult¼a:

AM

AB1
=
MQ

BB1
=
AQ

AB
;
AN

AC1
=
NP

CC1
=
AP

AC
;
MN

B1C1
=
AM

AB1
=
AN

AC1
; (1)

42Bertrand Russell (1872 - 1970) � �losof, logician şi matematician englez, laureat al Premiului
Nobel pentru literatur¼a
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de unde MQ
BB1

= NP
CC1

şi cum BB1 � CC1, rezult¼a MQ � NP: Deoarece MQ k NP şi
MQ?BC;NP?BC rezult¼a c¼a patrulaterul MNPQ este dreptunghi. Atunci,

PQ k BC şi PQ �MN: (2)

Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a:

AQ

AB
=
QP

BC
=
MN

BC
=
QM

BB1

(şi cum BC � BB1), de unde MN � QM; deci patrulaterul MNPQ este p¼atrat. �

Observa̧tia 460 Cercul circumscris triunghiului APQ se numeşte A �Lucas43. Ana-
log, se de�nesc cercurile B �Lucas şi C �Lucas. Fie LA; LB; LC centrele cercurilor
Lucas. Triunghiul LALBLC se numeşte triunghiul lui Lucas.

Teorema 461 Fie a, b, c lungimile laturilor triunghiului ABC şi R raza cercului
circumscris acestui triunghi. P¼atratul MNPQ are latura de lungime egal¼a cu a

1+ 2aR
bc

:

Demonstra̧tie. FieA0 piciorul în¼aļtimii duse dinA (Figura 1.96). Din asem¼anarea
triunghiurilor AQP şi ABC rezult¼a:

AQ

c
=
AP

b
=
QP

a
;

de unde AQ = c
a l; AP = b

a l, (PQ = l), iar din asem¼anarea triunghiurilor BQM şi
BAA0 rezult¼a BQ

AB =
QM
AA0 ; de unde

c� c
a l

c
=

l

ha

şi de aici

l =
a � ha
a+ ha

:

Dar ha =
2�A[ABC]

a = 2�abc
a�4R =

bc
2R ; de unde rezult¼a

l =
a

1 + 2aR
bc

:

Teorema 462 Razele cercurilor A � Lucas, B � Lucas şi C � Lucas sunt egale cu:
RA =

R
1+ 2aR

bc

, RB = R
1+ 2bR

ac

, respectiv RC = R
1+ 2cR

ab

:

Demonstra̧tie. Deoarece triunghiurile APQ şi ABC sunt omotetice, centrul
omotetiei �ind punctul A şi raportul de omotetie �ind egal cu

l

a
=

1

1 + 2aR
bc

(conform propriet¼aţii precedente) rezult¼a c¼a RA
R = l

a ; de unde

RA =
R

1 + 2aR
bc

:

Analog se determin¼a lungimile celorlalte dou¼a raze. �
43Francois Lucas (1842-1891) �matematician francez, contribuţii în teoria numerelor
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Teorema 463 Cercul circumscris triunghiului ABC şi cercurile lui Lucas sunt tan-
gente interior.

Demonstra̧tie. Deoarece triunghiurile AQP şi ABC sunt omotetice (Figura 1.97),

Figura 1.97: Cercurile lui Lucas

prin omotetia de centru A şi raport 1
1+ 2aR

bc

; rezult¼a c¼a cercurile circumscrise acestor

dou¼a triunghiuri se corespund prin omotetia considerat¼a, deci cercurile sunt tangente
interior. �

Observa̧tia 464 Raportul de omotetie poate � considerat şi sub forma RA
R : Analog se

arat¼a c¼a cercurile B �Lucas şi C �Lucas sunt tangente interior cercului circumscris
triunghiului ABC.

Teorema 465 Cercurile lui Lucas sunt tangente dou¼a câte dou¼a.

Demonstra̧tie. Avem: OLB = OB � LBB = R � RB; OLC = R � RC şi
m(^BOC) = 2m(^BAC) (Figura 1.98): Aplicând teorema cosinusului în triunghiul
OLBLC rezult¼a:

LBL
2
C = OL

2
B +OL

2
C � 2OLB �OLC � cos(^LBOLC):

Cum OLB = R� R
1+ 2bR

ac

; OLC = R� R
1+ 2cR

ab

şi

cos(^LBOLC) = cosc2A = 2 cos2 bA� 1 = 2�b2 + c2 � a2
2bc

�
� 1

rezult¼a

LBLC =
2R(abc+ b2R+ c2R) � a
(ac+ 2bR)(ab+ 2cR)

= RB +RC ;

deci cercurile B �Lucas şi C �Lucas sunt tangente. Analog, se arat¼a c¼a cercurile A
�Lucas şi C �Lucas, respectiv B �Lucas şi A �Lucas sunt tangente. �
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Figura 1.98: Cercurile lui Lucas sunt tangente dou¼a câte dou¼a

Teorema 466 Laturile triunghiului Lucas au lungimile RA+RB; RB+RC ; RC +RA:

Demonstra̧tia este o consecinţ¼a a propriet¼aţii precedente. �

Observa̧tia 467 Fie TA; TB; TC punctele de tangenţ¼a dintre cercurile lui Lucas. Tri-
unghiul TATBTC se numeşte triunghiul tangentelor Lucas. Cercul circumscris triunghiu-
lui TATBTC se numeşte cercul radical al cercurilor Lucas.
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1.40 Triunghiul lui Fuhrmann

�Dac¼a cineva vrea s¼a determine cu un cuvânt laconic şi expresiv esenţa matematicii, acela
trebuie s¼a spun¼a, c¼a este o ştiinţ¼a despre in�nit.�- Henri Poincaré44

Fie { cercul circumscris triunghiului ABC. Triunghiul lui Fuhrmann al triunghiului
ABC este triunghiul FAFBFC ale carui vârfuri sunt simetricele mijloacelor arcelor
BC;AC; respectiv AB, considerate în cercul {, faţ¼a de laturile triunghiului ABC
(Figura 1.99). Cercul circumscris triunghiului lui Fuhrmann se numeşte cercul lui
Fuhrmann. Centrul cercului lui Fuhrmann (F) se numeşte punctul lui Fuhrmann
(F ). Fie A0; B0; C 0 mijloacele arcelor BC;AC; respectiv AB şi Ma;Mb, Mc mijloacele
laturilor triunghiului ABC, iar O centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Figura 1.99: Triunghiul lui Fuhrmann

Teorema 468 Dreptele A0FA; B0FB; C 0FC sunt concurente în centrul cercului circum-
scris triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Deoarece OA0?BC rezult¼a c¼a FAA0?BC, deci O 2 A0FA. Analog
O 2 B0FB şi O 2 C 0FC . �

Teorema 469 Triunghiul ABC şi triunghiul Fuhrmann FAFBFC al triunghiului ABC
sunt ortologice.
44Henri Poincaré ( 1854 -1912) �matamatician şi �zician francez, contribuţii importante în toate

ramurile matematicii
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Demonstra̧tie.Deoarece FAA0?BC;FBB0?AC şi FCC 0?AB; iar FAA0; FBB0; FCC 0
sunt concurente în centrul cercului circumscris triunghiului ABC; rezult¼a c¼a triunghiul
FAFBFC este ortologic cu triunghiul ABC. �

Teorema 470 Perpendicularele duse din A, B şi C pe laturile FBFC ; FAFC ; respectiv
FBFA ale triunghiului Fuhrmann sunt concurente într-un punct P.

Demonstra̧tie. Deoarece relaţia de ortologie dintre dou¼a triunghiuri este sime-
tric¼a, rezult¼a (conform propriet¼aţii precedente) c¼a triunghiul ABC este ortologic cu
triunghiul Fuhrmann, deci perpendicularele duse din A;B şi C pe laturile FBFC ,
FAFC ; respectiv FBFA sunt concurente într-un punct P . �

Teorema 471 Cercurile având centrele în vârfurile FA; FB; FC şi trec prin punctele
B şi C, C şi A, respectiv A şi B sunt concurente în punctul P.

Demonstra̧tie. Fie I centrul cercului înscris în triunghiul ABC. Fie �a; �b; �c
cercurile circumscrise triunghiurilor BIC,CIA respectiv AIB, iar �

0
a; �

0
b; �

0
c cercurile

având centrele în punctele FA; FB; FC şi trec prin punctele B şi C, C şi A, respectiv
A şi B (Figura 1.100).

Conform teoremei lui Catalan, centrele cercurilor �a; �b; �c sunt mijloacele arcelor
BC;AC; respectiv AB ale cercului circumscris triunghiului ABC. Cercurile �a şi �

0
a

sunt simetrice faţ¼a de BC; �b şi �
0
b sunt simetrice faţ¼a de CA; �c şi �

0
c sunt simetrice faţ¼a

de AB. Atunci conform teoremei lui Schoute cercurile �
0
a; �

0
b; �

0
c sunt concurente într-

un punct Q, linia centrelor �ind perpendicular¼a pe axa radical¼a a cercurilor; rezult¼a c¼a
FCFB; FAFC ; FAFB sunt mediatoarele segmentelor AQ;BQ;CQ şi conform teoremei
precedente rezult¼a c¼a punctele P şi Q coincid, deci cercurile �

0
a; �

0
b; �

0
c sunt concurente

în punctul P . �

Teorema 472 Fie Ia centrul cercului A - exînscris corespunz¼ator triunghiului ABC;
I
0
a simetricul lui Ia faţ¼a de BC. Dac¼a P este punctul de concurenţ¼a al cercurilor
�
0
a; �

0
b; �

0
c (având centrele în vârfurile triunghiului Fuhrmann şi trec prin punctele (B;C),

(C;A) respectiv (A;B)), atunci punctele P;A şi I
0
a sunt coliniare.

Demonstra̧tie. Fie A0 mijlocul arcului BC al cercului circumscris triunghiului
ABC şi I centrul cercului înscris în triunghiul ABC. Punctele A; I;A0 şi Ia sunt
coliniare (vezi �Cercurile exînscrise� [15]) iar A0 este centrul cercului circumscris pa-
trulaterului BICIa (adic¼a cercul �a) (Figura 1.100). Cum cercurile �a şi �

0
a sunt

simetrice faţ¼a de latura BC; rezult¼a c¼a punctul I
0
a apaŗtine cercului �

0
a. Fie HA şi HC

ortocentrele triunghiurilor IBC, respectiv IAB, iar A00 al doilea punct de interseçtie
dintre cercul �

0
c şi dreapta BC.

Conform propriet¼aţii prin care simetricele ortocentrului unui triunghi faţ¼a de la-
turile acestuia apaŗtin cercului circumscris triunghiului, rezult¼a c¼a simetricul lui HA
faţ¼a de BC apaŗtine lui �a şi deci HA apaŗtine lui �

0
a. Analog Hc 2 �

0
c. Evident I

este ortocentrul triunghiului AHcB. Simetricul s¼au faţ¼a de AB apaŗtine cercului �
0
c.

Avem:

^AHcB � ^AA
00
B

�
=
1

2
m(\APB)

�
; (1)
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Figura 1.100: Cercuri cu centrele în vârfurile triunghiului Fuhrmann

iar unghiurile ^AHcB şi ^AIB sunt suplementare (I �ind ortocentrul lui AHcB).
Datorit¼a simetriei rezult¼a ^I 0aCB � ^BCIa, iar în �a avem: ^BCIa � ^BIIa (2), de
unde ^BCI 0a � ^BIIa. Cum

m(^AHcB) +m(^AIB) = 180�

şi
m(^BIA) +m(^BIIa) = 180�

rezult¼a m(^AHcB) = m(^BIIa), adic¼a ^AHcB � ^BIIa (3). Din relaţiile (1) - (3)
rezult¼a

^AA00B � ^BCI 0a;
adic¼a AA00 k CI 0a, relaţie care arat¼a c¼a punctele P;A şi I

0
a sunt coliniare (deoarece în

�
0
c şi �

0
a avem

m(^BPA) = 180� �m(^BA00A) = 180� �m(^BCIa) = m(^BPI
0
a);

iar cum A şi I
0
a se a�¼a în acelaşi semiplan faţ¼a de PB rezult¼a P;A şi I

0
a coliniare). �
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Observa̧tia 473 Analog se arat¼a c¼a simetricele I
0
b şi I

0
c ale centrelor cercurilor B-

exînscris, respectiv C- exînscris faţ¼a de CA şi AB sunt coliniare cu punctele P şi B,
respectiv P şi C.

Teorema 474 (Stevanovic) Ortocentrul triunghiului lui Fuhrmann corespunz¼ator tri-
unghiului ABC este centrul cercului înscris în triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. P¼astrând notaţiile de mai sus, �e fA1g = AIa \BC, Ma mijlocul
laturii BC şi fDag = IaI

0
a \ BC (Figura 1.100). Datorit¼a simetriei faţ¼a de BC,

rezult¼a c¼a punctele A1, FAşi I
0
a sunt coliniare. Dar IMa k ADa (vezi �Punctul lui

Gergonne�- teorema lui Poncelet [15]) şi MaFA k DaI
0
a. Din reciproca teoremei lui

Desargues aplicat¼a triunghiurilor IFAMa şi AI
0
aDa având centrul de omologie A1 -

rezult¼a AI
0
a k IFA. Conform teoremei 470 rezult¼a PI

0
a?FBFC , adic¼a IFA?FBFC ,

analog IFB?FAFC , deci I este ortocentrul triunghiului lui Fuhrmann. �

Teorema 475 Dac¼a a�xul cercului circumscris triunghiului ABC este în originea
reperului complex , atunci a�xul punctului lui Fuhrmann este egal cu

zF =
zA(2p� a) + zB(2p� b) + zC(2p� c)

2p
:

Demonstra̧tie. Not¼am cu zX a�xul punctului X. A�xul centrului cercului A-
exînscris este

zIa =
c(a+ b)zC + (b� a)[azA + bzB]

(a+ b)(b+ c� a) (1)

(vezi�Triunghiul cotangentic� [15]), iar a�xul centrului cercului înscris în triunghiul
ABC este

zI =
azA + bzB + czC

a+ b+ c
: (2)

Deoarece A0 este mijlocul segmentului IIa (vezi �Cercurile exînscrise� [15]) rezult¼a
zA0 =

zI+zIa
2 (3). Cum Ma este mijlocul segmentului A0FA rezult¼a

zFA = 2zMA
� zA0 = zB + zC �

zI + zIa
2

:

Analog se determin¼a a�xele punctelor FB şi FC , de unde rezult¼a a�xul centrului de
greutate al triunghiului FAFBFC :

zGF =
zFA + zFB + zFC

3
==

zA(4p� a) + zB(4p� b) + zC(4p� c)
6p

:

Deoarece I este ortocentrul triunghiului FAFBFC rezult¼a IGF = 2GFF (unde F este
centrul cercului lui Fuhrmann), deci zGF =

zI+2zF
3 , de unde rezult¼a concluzia. �
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Teorema 476 Centrul cercului lui Fuhrmann corespunz¼ator unui triunghi ABC este
mijlocul segmentului HN , unde H şi N sunt ortocentrul, respectiv punctul lui Nagel
al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Alegem un reper complex cu originea în centrul cercului circum-
scris triunghiului ABC. Atunci,

zH = zA + zB + zC ;

zF =
zA(2p� a) + zB(2p� b) + zC(2p� c)

2p
;

zN =
zA(p� a) + zB(p� b) + zC(p� c)

p
:

Deoarece zH+zN
2 = zF rezult¼a concluzia. �

Teorema 477 Punctul lui Nagel şi ortocentrul unui triunghi ABC aparţin cercului
lui Fuhrmann corespunz¼ator triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Deoarece jzH � zF j = jzN � zF j = jzF � zFA j, adic¼a HF = NF =
FFA rezult¼a c¼a H şi N apaŗtin cercului lui Fuhrmann. �

Observa̧tia 478 Punctele H şi N sunt diametral opuse în cercul lui Fuhrmann.

Teorema 479 Raza cercului lui Fuhrmann corespunz¼ator triunghiului ABC are lungimea
egal¼a cu lungimea segmentului OI, unde O şi I sunt centrele cercurilor circumscris,
respectiv înscris în triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Deoarece HN k OI şi HN = 2OI (vezi�Punctul lui Nagel�[15]),
rezult¼a

RF =
1

2
HN = OI =

p
R2 � 2Rr:

�

Observa̧tia 480 Patrulaterul IONF este paralelogram.

Teorema 481 Centrele cercurilor lui Euler ale triunghiului ABC şi triunghiului lui
Fuhrmann coincid.

Demonstra̧tie. Alegem un reper complex cu originea în centrul cercului circum-
scris triunghiului ABC, deci zO = 0. Atunci, a�xul centrului cercului lui Euler al
triunghiului ABC este

zO9 =
zH + zO

2
=
zA + zB + zC

2
:

A�xul centrului lui Euler al triunghiului lui Fuhrmann este zOF9 =
zI+zF
2 = zA+zB+zC

2 .
�
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Consecinţa 482 Raza cercului lui Euler a triunghiului lui Fuhrmann este egal¼a cu
jum¼atate din lungimea segmentului OI.

Teorema 483 Fie FAFBFC triunghiul lui Fuhrmann corespunz¼ator unui triunghi ABC.
Cercurile circumscrise triunghiurilor FABC, FBCA, FCAB, FAFBFC sunt concurente
în ortocentrul triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie H1 simetricul ortocentrului H faţ¼a de BC (Figura 1.101);
punctul H1 apaŗtine cercului circumscris triunghiului ABC. Deoarece patrulaterele

Figura 1.101: FAFBFC triunghiul lui Fuhrmann

BHFAC şi BH1A0C sunt congruente, iar BHA0C este inscriptibil rezult¼a c¼a şi patru-
laterul BHFAC este inscriptibil, H apaŗtine cercului circumscris triunghiului FABC.
Analog se arat¼a c¼a H apaŗtine cercurilor circumscrise triunghiurilor FBCA şi FCAB.
Cum H apaŗtine şi cercului circumscris triunghiului FAFBFC , rezult¼a concluzia. �

Teorema 484 Simetricul centrului cercului circumscris unui triunghi ABC faţ¼a de
punctul lui Spieker al triunghiului ABC este punctul lui Furhmann.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Spieker�[15]. �
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1.41 Triunghiul lui Lionnet

�̧Stiinţele matematice, ştiinţele naturale şi ştiinţele umanitare pot �numite, respectiv şi ştiinţe
supranaturale, ştiinţe naturale şi ştiinţe nenaturale.�- L. D. Landau45

Teorema 485 Pe laturile unui triunghi ABC se construiesc în exterior triunghiurile
A0BC;AB0C;ABC 0 asemenea cu ABC. Cercurile circumscrise acestor triunghiuri au
un punct comun D.

Demonstra̧tie. Din condi̧tia de asem¼anare rezult¼a

m(^BA0C) = m(^BAC);m(^CBA0) = m(^CBA);m(^ACB) = m(^AC 0B):

Fie D punctul de interseçtie dintre cercurile circumscrise triunghiurilor ABC 0 şi AB0C
(Figura 1.102). Atunci, m(^ADB) = 180� �m(^C);m(^ADC) = 180� �m(^B)

Figura 1.102: Triunghiul lui Lionnet

m(^BDC) = 360� � [180� �m(^C) + 180� �m(^B)]
= m(^B) +m(^C) = 180� �m(^A)
= 180� �m(^BA0C)

45L. D. Landau (1908-1968) ��zician rus, laureat al Premiului Nobel pentru Fizic¼a în anul 1962
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deci punctul D apaŗtine cercului circumscris triunghiului BA0C. �
Fie L1; L2; L3 centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor A0BC;AB0C;ABC 0.

Triunghiul L1L2L3 se numeşte triunghiul lui Lionnet corespunz¼ator triunghiului ABC.
Cercul circumscris triunghiului L1L2L3 se numeşte cercul lui Lionnet.

Teorema 486 Triunghiurile A0B0C 0 şi L1L2L3 sunt omologice.

Demonstra̧tie.Deoarecem(^BDA) = 180��m(^C); m(^BDA0) = m(^BCA0) =
m(^C); rezult¼a c¼a

m(^BDA) +m(^BDA0) = 180�;

deci punctele A;D;A0 sunt coliniare. Analog se arat¼a c¼a B;D;B0; respectiv C;D;C 0

sunt coliniare, deci D este centrul de omologie dintre triunghiurile ABC şi A0B0C 0.�

Teorema 487 Triunghiurile A0B0C 0 şi L1L2L3 sunt ortologice.

Demonstra̧tie. Deoarece AD este axa radical¼a a cercurilor circumscrise triunghiu-
rilorAB0C şiABC 0 rezult¼aAD?L2L3 deciAA0?L2L3:Analog, BB0?L1L3 şi CC 0?L1L2,
iar cum AA0 \ BB0 \ CC 0 = fDg, rezult¼a c¼a D este un centru de ortologie, cel¼alalt
�ind centrul cercului circumscris triunghiului ABC. �

Teorema 488 Triunghiului lui Lionnet L1L2L3 este asemenea cu triunghiul A0B0C 0.

Demonstra̧tie. Deoarece BD?L1L3, CD?L1L2 rezult¼a c¼a

m( \L2L1L3) = 180� �m(\BDC) = m(\BA0C) = m( \B0A0C 0) = m(\BAC);

şi analog m( \L1L2L3) = m( \A0B0C 0), deci triunghiurile A0B0C 0 şi L1L2L3 sunt aseme-
nea. �

Teorema 489 Triunghiul lui Lionnet L1L2L3 este asemenea cu triunghiul ABC:

Demonstra̧tia rezult¼a din proprietatea precedent¼a. �

Teorema 490 Punctele D şi O sunt izogonale în triunghiul lui Lionnet, unde O este
centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Deoarece DL1 şi perpendiculara din D pe BC sunt drepte izogo-
nale în raport cu unghiul ^BDC, (m(\L1DB) = 90� �m(\BCD)), rezult¼a c¼a DL1 şi
L1O sunt izogonale în raport cu unghiul \L3L1L2, deoarece BD?L1L3, CD?L1L2. �
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1.42 Triunghiurile lui Morley

�Arta de a rezolva probleme geometrice seam¼an¼a cu trucurile iluzioni̧stilor � uneori, chiar
ştiind soluţia problemei, nu-i clar cum s-ar putea ajunge la ea.�- I. D. Novikov46

Teorema 491 (Morley47) Trisectoarele unghiurilor unui triunghi se intersecteaz¼a în
trei puncte care sunt vârfurile unui triunghi echilateral.

Demonstra̧tie. Fie triunghiul ABC şi L;M;N interseçtiile trisectoarelor (Figura
1.103). Avem:

Figura 1.103: Triunghiurile lui Morley

46 Igor Dovikov (1935- ) ��zician rus
47Frank Morley (1860-1937) �matematician englez, profesor la Universitatea Johns Hopkins, con-

tribuţii in algebr¼a şi geometrie
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m(^BAN) = m(^NAM) = m(^MAC) = 1

3
m(^A);

m(^NBA) =
1

3
m( bB); m (^MCA) = 1

3
m( bC):

Teorema sinusurilor în triunghiul ANB d¼a:

AN

sin B3
=

AB

sin A+B3

adic¼a,

AN =
c sin B3
sin ��C3

=
2R sinC sin B3
sin
�
��C
3

� =
2R sin(� � C) sin B3

sin ��C3
=
2R sin B3 sin

��C
3

�
3� 4 sin2 ��C3

�
sin ��C3

= 2R sin
B

3

�
3� 2

�
1� cos 2� � 2C

3

��
= 2R sin

B

3

�
1 + 2 cos

2� � 2C
3

�
= 4R sin

B

3

�
1

2
+ cos

2� � 2C
3

�
= 4R sin

B

3

�
cos

�

3
+ cos

2� � 2C
3

�
= 8R sin

B

3
cos

�
�

2
� C
3

�
cos

�
�

6
� C
3

�
= 8R sin

B

3
sin

C

3
cos

�
�

6
� C
3

�
:

Analog se obţine:

AM = 8R sin
B

3
sin

C

3
cos

�
�

6
� B
3

�
:

Teorema cosinusurilor în triunghiul ANM ne d¼a: MN2 = AM2+AN2� 2AM �AN �
cos A3 şi utilizând relaţiile precedente obţinem:

MN2 = 64R2 sin2
B

3
sin2

C

3

�
cos2

�
�

6
� C
3

�
+cos2

�
�

6
� B
3

�
�2 cos

�
�

6
� C
3

�
cos

�
�

6
� B
3

�
cos

A

3

�
= 64R2 sin2

B

3
sin2

C

3

"
1 + cos

�
2�
6 �

2C
3

�
2

+
1 + cos

�
2�
6 �

2B
3

�
2

�

� cos A
3

�
cos

� �B � C
3

+ cos
B � C
3

��
= 64R2 sin2

B

3
sin2

C

3

�
1 + cos

� �B � C
3

+ cos
B � C
3

� cos A
3

�
cos

� �B � C
3

+ cos
B � C
3

��
= 64R2 sin2

B

3
sin2

C

3

�
1 + cos

A

3
cos

B � C
3

� cos2 A
3
� cos A

3
cos

B � C
3

�
= 64R2 sin2

B

3
sin2

C

3
sin2

A

3
:

Aşadar, MN = 8R sin A3 sin
B
3 sin

C
3 : Simetria în A;B;C a relaţiei precedente asigur¼a

valabilitatea enunţului. �

Observa̧tia 492 Triunghiul LMN determinat de trisectoarele interioare ale unghiu-
rilor triunghiului ABC se numeşte triunghiul interior al lui Morley.
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Fie NML triunghiul lui Morley al triunghiului ABC şi fA1g = LM \NB; fA2g =
NL \ MC;fB1g = MN \ LC; fB2g = LM \ NA, fC1g = NL \ MA; fC2g =
MN \LB; fPg = BN \MC,fQg = CL\NA; fRg = AM \LB; fA0g = BB1 \CC2,
fB0g = CC1 \ AA2; fC 0g = AA1 \ BB2, iar razele cercului circumscris triunghiurilor
A0BC;AB0C;ABC 0 le vom nota cu R

0
1; R

0
2; R

0
3. Fie m(^BAP ) = �;m(^LBC) = �;

m(^MCA) = 
:

Teorema 493 Pentagoanele AA1MNA2; BB1NLB2; CC1LMC2 sunt inscripibile.

Demonstra̧tie. Deoarece MN?PL şi PL este bisectoare în triunghiul BPC
avem

m(^BPC) = 60� + 2�

şi de aici m(^LPC) = 30� + �. Dar

m(^PA1L) = m(^NPL)�m(^PLA1) = �

şi analog m(^PA1L) = �, adic¼a pentagonul AA1MNA2 este inscriptibil. Analog, se
arat¼a c¼a pentagoanele BB1NLB2 respectiv CC1LMC2 sunt inscriptibile. �

Teorema 494 Fie R
0
1; R

0
2; R

0
3 razele cercurilor circumscrise pentagoanelor AA1MNA2;

BB1NLB2; CC1LMC2. Atunci, a � R1
R
0
1

= b � R2
R
0
2

= c � R3
R
0
3

(unde a,b,c sunt lungimile

laturilor triunghiului ABC):

Demonstra̧tie.DeoareceBLNB1 este patrulater inscriptibil, rezult¼a c¼a ^B1BL �
^LNM şi de aici obţinem:

m(^B1BC) = m(^B1BL) +m(^LBC) = 60� + �:

Analog, m(^C2CB) = 60� + 
, de unde

m(^BA0C) = 180� � (60� + �)� (60� + 
) = �:

Teorema sinusurilor aplicat¼a triunghiurilor A0BC, respectiv ANM ne d¼a:

a

sin�
= 2R

0
1;

NM

sin�
= 2R1;

de unde R1
R
0
1

= NM
a , adic¼a

NM = a � R1
R
0
1

:

Analog, NL = b � R2
R
0
2

; LM = c � R3
R
0
3

şi cum NM = NM = LM rezult¼a concluzia. �

Teorema 495 Perechile de triunghiuri (A0BC;ANM); (B0CA;BLN); (C 0AB;CMN)
sunt respectiv asemenea.
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Demonstra̧tie. Avem m(^B0AC) = m(^NAM) = �;m(^LPC) = 30� + �.
Atunci,

m(^ANM) = m(^NQM) +m(^NMQ) = 60� + � = m(^B1BC);

deci triunghiurile A0BC şi ANM sunt asemenea . Analog se arat¼a şi celelalte dou¼a
asem¼an¼ari. �

Teorema 496 Triunghiurile PQR şi LMN sunt omologice.

Demonstra̧tie. Dreptele PL;MQ, respectiv NR sunt mediatoarele laturilor tri-
unghiului echilateral LMN , deci sunt concurente, ceea ce arat¼a c¼a triunghiurile PQR
şi LMN sunt omologice. �

Teorema 497 Laturile triunghiului ABC şi ale triunghiului Morley corespunz¼ator
LMN, sunt antiparalele în raport cu unghiurile sub care se v¼ad laturile respective ale
triunghiului ABC din vârfurile omoloage ale triunghiului LMN.

Demonstra̧tie. Avem m(^NB1L) = m(^LBC) = �, deci patrulaterul BB1C2C
este inscriptibil, adic¼a drepteleB1C2; BC sunt antiparalele în raport cu unghiul ^BLC.
Analog se arat¼a c¼a C1A2 este antiparalel¼a cu CA faţ¼a de unghiul ^CMA şi A1B2 este
antiparalel¼a cu AB faţ¼a de unghiul ^ANB: �

Teorema 498 Dac¼a R este lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC,
atunci lungimea laturii triunghiului lui Morley corespunz¼ator este egal¼a cu 8R sin� sin� sin 
.

Demonstra̧tie. Soluţia 1. O prim¼a demonstraţie rezult¼a chiar din teorema lui
Morley.

Soluţia 2. Avem m(^BNL) = 60� + �;m(^BLC) = 120� + �, de unde

NL

sin�
=
BL

sin 

;
BL

sin 

=

a

sin(120� + �)
=

2R sin 3�

sin(60� � �) ;

deci:

NL =
2R sin 3� sin� sin 


sin(60� + �) � sin(60� � �) =
4R sin�(3� 4 sin2 �) sin� sin 


cos 2�� cos 120� ;

de unde rezult¼a c¼a NL = 8R sin� sin� sin 
. �

Teorema 499 Trisectoarele unghiurilor exterioare ale unui triunghi ABC determin¼a
un triunghi echilateral.

Demonstra̧tie. Vom demonstra teorema considerând urm¼atoarele cazuri:
a) triunghiul ABC este ascuţitunghic. Pe laturile triunghiului echilateral PQR

construim triunghiurile isoscele P 0QR;Q0RP;R0PQ având unghiurile de la baz¼a de
m¼asur¼a 60� + �; 60� + � respectiv 60� + 
 astfel încât

�+ � + 
 = 60� şi � < 30�; � < 30�; 
 < 30�:
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Figura 1.104: Trisectoarele unghiurilor exterioare ale unui triunghi ascuţitunghic

Interseçtiile laturilor triunghiurilor P 0QR;Q0RP;R0PQ determin¼a vârfurile unui
triunghi ABC (Figura 1.104). Ar¼at¼am c¼a laturile celor trei triunghiuri isoscele sunt
trisectoarele exterioare ale unghiurilor triunghiului ABC. Avem:

m(^PR0Q) = 180� � (120� + 2
) = 60� � 2
;

de unde rezult¼a c¼a 1
2m(^PR0Q) = 30� � 
;

m(^ARB) = 60� + �+ � = 120� � 
 = 90� + (30� � 
) = 90� + 1
2
m(^BR0A):

Datorit¼a simetriei şi a ultimului rezultat avem c¼a R este centrul cercului înscris în
triunghiul AR0B: Analog, se arat¼a c¼a Q şi P sunt centrele cercurilor înscrise în tri-
unghiurile AQ0C şi BP 0C: Atunci,

^BAR � ^RAB0 � ^R0AT;

adic¼a RA şi R0A sunt trisectoarele exterioare ale unghiului ^BAC:
Avem:

m(^R0RQ) = 180� � 1
2
m(^PR0Q)� 
 = 180� � (30� � 
)� 
 = 150�;

m(^RAR0) = 180� � (30� � 
)� (150� � �) = 60� � �;

de unde A = 3�; B = 3� şi C = 3
: Deoarece � < 30�; � < 30�; 
 < 30� rezult¼a c¼a
triunghiul ABC este ascuţitunghic.
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b) Fie triunghiul echilateral PQR. Unghiurile de la baza triunghiurilor isoscele
satisfac relaţiile:

�+ � + 
 = 60�; � = 30�:

Triunghiul BP 0C consider¼am c¼a are vârful P 0 la in�nit (Figura 1.105). Avem:

Figura 1.105: Trisectoarele unghiurilor exterioare ale unui triunghi dreptunghic

m(^BPC) = 60� + �+ � = 90� = 90� + 1
2
m(^BP 0C)

(unde m(^BP 0C) = 0�), relaţie care arat¼a c¼a P este centrul cercului înscris în tri-
unghiul BP 0C: Analog ca în cazul precedent se arat¼a c¼a R şi Q sunt centrele cercurilor
înscrise în triunghiurile AR0B; respectiv AQ0C: Deoarece A = 3� = 3 � 30� = 90�;
rezult¼a c¼a triunghiul ABC este dreptunghic.

c) Pe laturile triunghiului echilateral PQR construim triunghiurile isoscele PQ0R;
Q0RP; R0PQ care au unghiurile de la baz¼a de m¼asuri 120���; 60�+ �; 60�+ 
, astfel
încât

�+ � + 
 = 60�; � > 30�; � + 
 < 30�

(Figura 1.106). Avem:

m(^RP 0Q) = 2�� 60�; 1
2
m(^RP 0Q) = �� 30�;

m(^BPC) = 
 + 60� + � = 120� � � = 90� � (�� 30�) = 90� � 1
2
m(^BP 0C):
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Figura 1.106: Trisectoarele unghiurilor exterioare ale unui triunghi obtuzunghic

Ultima ecuaţie arat¼a c¼a punctul P este centrul cercului exînscris corespunz¼ator punc-
tului P 0 al triunghiului BP 0C: Deci, laturile triunghiurilor isoscele sunt trisectoarele
unghiurilor exterioare ale triunghiului ABC. �

Observa̧tia 500 Triunghiul PQR determinat de trisectoarele exterioare ale triunghi-
ului ABC se numeşte triunghiul Morley exterior.
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1.43 Triunghiul lui Grebe

�Dou¼a linii paralele se întâlnesc la in�nit �cred şi ele în aceasta.�- S.Lec48

Pe laturile triunghiuluiABC se construiesc în exterior p¼atrateleBCACAB, ACBCBA
şi ABCBCA. Fie fA0g = BCBA \ CACB, fB0g = CACB \ ABAC şi fC 0g = ABAC \
BABC . Triunghiul A0B0C 0 se numeşte triunghiul lui Grebe (Figura 1.107).

Figura 1.107: Triunghiul lui Grebe

Teorema 501 Dreptele AA0; BB0 şi CC 0 sunt concurente în punctul lui Lemoine al
triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. FieMa mijlocul laturii BC, fPg = AMa\BACA şi fKag = AA0\
BC. Este cunoscut faptul c¼a AMa?BACA (vezi �Triunghiurile Vecten�). Patrulaterul
ABAA

0CA �ind inscriptibil (deoarece m(^ABAA0) +m(ACAA0) = 180�) rezult¼a
^AA0CA � ^CABAA: (1)

48Stanislaw Lec (1909-1966) �poet polonez



Triunghiul lui Grebe 191

Cum AB k A0B0 rezult¼a

^BAKa � ^B0A0A � ^CAA0A: (2)

Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a c¼a ^ABACA � ^BAKa (3). În triunghiul APBA avem:

m(^PAA0) +m(^A0ABA) +m(^ABAP ) = 90�: (4)

Din ^KaAMa � ^PAA0 (5) (unghiuri opuse la vârf) şi m(^BAAC) = 90� rezult¼a

m(^A0ABA) +m(^KaAMa) +m(^MaAC) = 90
�: (6)

Din rela̧tiile (4) - (6) rezult¼a m(^ABACA) �m(^MaAC); care împreun¼a cu relaţia (3)
d¼a:

m(^BAKa) = m(^MaAC);

rela̧tie care arat¼a c¼a AKa este simedian¼a în triunghiul ABC. Deci, dreapta AA0 trece
prin punctul K al lui Lemoine al triunghiului ABC. Analog se arat¼a c¼a dreptele BB0

şi CC 0 trec prin punctul K. �

Teorema 502 Triunghiurile ABC şi A0B0C 0 sunt omotetice, centrul de omotetie �ind
punctul lui Lemoine al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Deoarece AB k A0B0, BC k B0C 0, AC k A0C 0 şi AA0 \ BB0 \
CC 0 = fKg rezult¼a c¼a triunghiul ABC şi triunghiul lui Grebe sunt omotetice, centrul
omotetiei �ind punctul lui Lemoine al triunghiului ABC. �

Consecinţa 503 Centrul cercului circumscris triunghiului Grebe aparţine axei Bro-
card a triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Deoarece triunghiurile ABC şi A0B0C 0 sunt omotetice, rezult¼a c¼a
prin omotetia considerat¼a cercurile lor circumscrise se corespund, deci centrul cercu-
lui circumscris triunghiului Grebe este coliniar cu centrul cercului circumscris (O) al
triunghiului ABC şi cu centrul omotetiei, punctul lui Lemoine (K). Cu alte cuvinte,
centrul cercului circumscris triunghiului Grebe apaŗtine axei Brocard OK a triunghiu-
lui ABC. �

Teorema 504 Fie O1; O2; O3 centrele circumscrise triunghiurilor ABACA, BCBAB,
respectiv CACBC . Triunghiurile O1O2O3 şi ABC sunt omotetice, centrul omotetiei
�ind punctul lui Lemoine al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Deoarece A apaŗtine cercului circumscris triunghiului ABACA şi
m(^ABAA0) = 90�; rezult¼a c¼a O1 se a�¼a la mijlocul segmentului AA0. Analog, O2
şi O3 sunt mijloacele segmentelor BB0, respectiv CC 0. Astfel, O1O2, O2O3 şi O3O1
sunt linii mijlocii în trapezele ABB0A0, BCC 0B0; respectiv ACC 0A0, deci O1O2 k AB,
O2O3 k BC şi O3O1 k AC, iar cum O1A\O2B \O3C = fKg; rezult¼a c¼a triunghiurile
O1O2O3 şi ABC sunt omotetice, centrul omotetiei �ind punctul lui Lemoine K. �

Consecinţa 505 Triunghiurile O1O2O3 şi triunghiul lui Grebe al triunghiului ABC
sunt omotetice, centrul omotetiei �ind punctul lui Lemoine al triunghiului ABC.



Triunghiul lui Malfatti 192

Demonstra̧tia rezult¼a din teoremele precedente, ţinând cont c¼a relaţia de omotetie
este tranzitiv¼a. �

Teorema 506 Triunghiul lui Grebe A0B0C 0 şi triunghiul ortic HaHbHc al triunghiului
ABC sunt omologice.

Demonstra̧tie. Fie fA00g = A0Ha \ B0C 0,fB00g = B0Hb \ A0C 0; fC 00g = C 0Hc \
A0B0,fRg = BC \A0B0,fQg = BC \A0C 0. Avem:

A00B0

C 0A00
=

RHa
HaQ

=
RB +BHa
HaC + CQ

=
c

sinB + c cosB

b cosC + b
sinC

=
c

b
� 1 + sinB � cosB
1 + sinC � cosC � sinC

sinB
=
�c
b

�2 2 + sin 2B
2 + sin 2C

:

Analog se arat¼a c¼a:

B00C 0

A0B00
=
�a
c

�2 2 + sin 2C
2 + sin 2A

şi
C 00A0

B0C 00
=

�
b

a

�2 2 + sin 2A
2 + sin 2B

:

Atunci,
A00B0

C 0A00
� B

00C 0

A0B00
� C

00A0

B0C 00
= 1

şi din reciproca teoremei lui Ceva rezult¼a c¼a dreptele A0Ha; B0Hb; C 0Hc sunt con-
curente, deci triunghiurile A0B0C 0 şi HaHbHc sunt omologice. �

1.44 Triunghiul lui Malfatti

�Este su�cient s¼a ar¼aţi, c¼a un lucru oarecare este imposibil, c¼a îndat¼a se va g¼asi matematicianul
care-l va face.�- W. W. Sawyer49

Trei cercuri a�ate în interiorul unui triunghi ABC astfel încât �ecare este tan-
gent la celelalte dou¼a şi la dou¼a laturi ale triunghiului se numesc cercuri Malfatti 50 .
Fie �A;�B;�C centrele cercurilor Malfatti şi TA; TB; TC punctele de tangenţ¼a dintre
cercurile Malfatti (Figura1.108). Triunghiul �A�B�C se numeşte triunghiul Malfatti.
Dac¼a r1; r2; r3 sunt razele cercurilor Malfatti, atunci laturile triunghiului Malfatti au
lungimile r1 + r2; r2 + r3; r3 + r1.

Teorema 507 Dreptele A�A; B�B; C�C sunt concurente în centrul cercului circum-
scris triunghiului ABC.

49Warwick Sawer (1911- ) �matematician englez, profesor la Universitatea din Toronto.
50Gian Francesco Malfatti (1731-1806) �matematician italian, profesor la Universitatea din Ferrara,

contribuţii în geometrie, algebr¼a şi teoria probabilit¼aţilor
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Figura 1.108: Triunghiul lui Malfatti

Demonstra̧tie. Deoarece cercurile sunt tangente la câte dou¼a laturi ale triunghiu-
lui rezult¼a c¼a dreptele A�A; B�B; C�C sunt bisectoarele unghiurilor triunghiului ABC,
deci sunt concurente în centrul cercului circumscris triunghiului ABC. �

Teorema 508 Dreptele �ATA;�BTB;�CTC sunt concurente.

Demonstra̧tie. Deoarece

TA�B
TA�C

� TB�C
TB�A

� TC�A
TC�B

=
r2
r3
� r3
r1
� r1
r2
= 1;

rezult¼a din reciproca teoremei lui Ceva c¼a dreptele �ATA;�BTB;�CTC sunt concurente.
�
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Teorema 509 Razele cercurilor Malfatti au lungimile:

r1 =

�
1 + tgB4

� �
1 + tgC4

�
1 + tgA4

�r
2
; r2 =

�
1 + tgA4

� �
1 + tgC4

�
1 + tgB4

�r
2
; r3 =

�
1 + tgA4

� �
1 + tgB4

�
1 + tgC4

�r
2
:

Demonstra̧tie. Fie A1A2 = x; B1B2 = y; C1C2 = z. Din trapezul dreptunghic
�BA1A2�C (Figura 1.109) rezult¼a

x2 + (r3 � r2)2 = (r3 + r2)2;

de unde x2 = 4r2r3 şi analog y2 = 4r1r3,z2 = 4r1r2, iar de aici

r1 =
yz

2x
; r2 =

xz

2y
; r3 =

xy

2z
:

Fie Ca; Cb; Cc punctele de tangenţ¼a ale cercului înscris în triunghiul ABC cu laturile

Figura 1.109: Razele cercurilor Malfatti

BC;CA; respectiv AB. Din x + y + z = 2(A1Ca + B1Cb + C1Cc) şi B1Ca + C1Cc =
B1Cb + CbB2 = y; rezult¼a

A1Ca =
x� y + z

2
:

Fie P proieçtia punctului �B pe ICa. Din triunghiul dreptunghic IP�B rezult¼a:

tg
B

2
=
2 (r � r2)
x� y + z =

2ry � xz
y (x� y + z)

Analog se obţin egalit¼aţile: tgA2 =
2rx�yz

x(�x+y+z) şi tg
C
2 =

2rz�xy
z(x+y�z) . Folosind relaţiile

precedente şi egalitatea

tg
A

2
� tgB

2
+ tg

A

2
� tgC

2
+ tg

C

2
tg
A

2
= 1
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obţinem:
2r2 (x+ y + z)� 2r (xy + yz + zx) + xyz = 0

sau 2rx�yz
�x+y+z =

2r(x�r)
x(2r�x) , de unde

tg
A

2
=
2r (x� r)
x (2r � x) :

Din egalitatea precedent¼a rezult¼a ecuaţia

x2 � tgA
2
+ 2r

�
1� tgA

2

�
� x� 2r2 = 0

care are singura soluţie acceptabil¼a: x = r
�
1 + tgA4

�
. Analog, y = r

�
1 + tgB4

�
şi

z = r
�
1 + tgC4

�
. Din relaţiile de mai sus rezult¼a concluzia. �

Teorema 510 Dac¼a ra; rb; rc sunt razele cercurilor exînscrise corespunz¼atoare tri-
unghiului ABC, atunci:

ra�r1 =
2
r �

1p
r2r3�

2
r �

1p
r3r1

��
2
r �

1
r1r2

� ; rb�r2 = 2
r �

1p
r3r1�

2
r �

1p
r1r2

��
2
r �

1p
r2r3

� ; rc�r3 = 2
r �

1p
r1r2�

2
r �

1p
r2r3

��
2
r �

1p
r3r1

� :
Demonstra̧tie. Fie tgA4 = t1, tgB4 = t2; tg

C
4 = t3. Din tg

�
A
4 +

B
4 +

C
4

�
= 1

rezult¼a
1� t1 � t2 � t3 � t1t2 � t2t3 � t3t1 + t1t2t3 = 0;

care împreun¼a cu expresiile razelor scrise în aplicaţia precedent¼a ne dau:

2

r
� 1
p
r2r3

=
t1

1 + t1
� 2
r

(*)

şi analoagele. Dar,

ra =
p

p� a � r = ctg
B

2
� ctgC

2
� r = (1� t22)(1� t23)

4t2t3
� r;

de unde se obţine egalitatea

ra � r1 = (1 + t2)(1 + t3) �
r

2
� 2t1
2t2t3 (1 + t1)

=
t1

1 + t1
� t2
1 + t2

� t3
1 + t3

� r
2

şi utilizând rela̧tiile (*) rezult¼a concluzia. �

Teorema 511 Raza cercului înscris în triunghiul ABC în funcţie de razele cercurilor
Malfatti este egal¼a cu:

r =
2
p
r1r2r3p

r1 +
p
r2 +

p
r3 �

p
r1 + r2 + r3

:
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Demonstra̧tie. Din expresiile razelor r1; r2; r3 rezult¼a:

tg
A

4
=
2
p
r2r3
r

� 1; tgB
4
=
2
p
r1r3
r

� 1; tgC
4
=
2
p
r1r2
r

� 1:

Ţinând seama de egalitatea tg
�
A
4 +

B
4

�
= tg

�
�
2 �

C
4

�
rezult¼aX

tg
A

4
+
X

tg
A

4
� tgB

4
= 1 + tg

A

4
� tgB

4
� tgC

4

adic¼a X�
2
p
r1r2
r

� 1
�
+
X�

2
p
r1r3
r

� 1
�
�
�
2
p
r2r3
r

� 1
�

= 1 +

�
2
p
r1r2
r

� 1
�
�
�
2
p
r2r3
r

� 1
�
�
�
2
p
r1r3
r

� 1
�
;

deci:
2r1r2r3
r2

� 2
r

p
r1r2r3(

p
r1 +

p
r2 +

p
r3) +

p
r1r2 +

p
r2r3 +

p
r3r1 = 0

de unde obţinem
1

r
=

p
r1 +

p
r2 +

p
r3 �

p
r1 + r2 + r3

2
p
r1r2r3

:

Deoarece tgA4 =
2
p
r2r3
r � 1, atunci

tg
A

4
=

p
r2 +

p
r3 �

p
r1 + r2 + r3p
r

şi deoarece tgA4 � 1 rezult¼a

tg
A

4
=

p
r2 +

p
r3 �

p
r1r2r3p

r1

şi 1r =
p
r2+

p
r1+

p
r3�

p
r1+r2+r3

2
p
r1r2r3

. �

Teorema 512 Fie X, Y şi Z mijloacele segmentelor A1A2; B1B2; respectiv C1C2.
Dreptele AX, BY, CZ sunt concurente.

Demonstra̧tie. Avem:

BX =
1

2
(a�BA1 +A2C) =

1

2

h
a+

r2
r
(p� b)� r3

r
(p� c)

i
=
1

2
(a+ IB � IC)

=
1

2

 
2R sinA+

r

sin B2
� r

sin C2

!
= 4R sin

A

2
cos

B

4
sin

C

4
cos

B + C

4
:

Procedând analog se obţine: XC = 1
2(a�BA1+A2C) = 4R sin

A
2 sin

B
2 cos

C
4 cos

B+C
4 ,

de unde
BX

XC
=
cos B4 sin

C
4

sin B4 cos
C
4

=
tgC4
tgB4

:

Analog se arat¼a c¼a CY
Y A =

tgA
4

tgC
4

şi AZZB =
tgB

4

tgA
4

. Deoarece BXXC �
CY
Y A �

AZ
ZB = 1, din reciproca

teoremei lui Ceva rezult¼a c¼a dreptele AX;BY;CZ sunt concurente. �
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Teorema 513 Dac¼a X, Y şi Z sunt mijloacele segmentelor A1A2; B1B2; respectiv
C1C2 atunci dreptele TAX;TBY şi TCZ sunt concurente în centrul cercului înscris
în triunghiul lui Malfatti.

Demonstra̧tie. Tangenta comun¼a cercurilor (�B; r2) şi (�C ; r3) trece prin mijlocul
segmentului A1A2 (adic¼a prin punctul X) şi totodat¼a prin centrul cercului înscris I�
în triunghiul lui Malfatti, deoarece I�TA = I�TB = I�TC . �

Observa̧tia 514 Triunghiul TATBTC este triunghiul de contact al triunghiului lui
Malfatti. Din proprietatea 508 rezult¼a c¼a dreptele �ATA;�BTB;�CTC sunt concurente
în punctul lui Gergonne al triunghiului lui Malfatti. Punctul I� este centrul radical al
cercurilor lui Malfatti.

Teorema 515 Pentru orice punct M din planul triunghiului ABC sunt adev¼arate re-
laţiile:

���!
M�A =

ra � r1
ra

��!
MA+

r1
ra

��!
MIa;

���!
M�B =

rb � r2
rb

��!
MB +

r2
rb

��!
MIb;

���!
M�C =

rc � r3
rc

��!
MC +

r3
rc

��!
MIc;

(unde Ia; Ib; Ic sunt centrele cercurilor exînscrise corespunz¼atoare triunghiului ABC şi
ra; rb; respectiv rc razele lor):

Demonstra̧tie. Avem: A�AAIa
= r1

ra
; de unde A�A

�AIa
= r1

ra�r1 ; deci
���!
M�A =

ra�r1
ra

��!
MA+

r1
ra

��!
MIa: Analog se arat¼a celelalte egalit¼aţi. �

Observa̧tia 516 Ţinând cont c¼a ra = rp
p�a putem scrie

1

r1

���!
M�A =

�
1

r1
� 1

ra

�
��!
MA+

p� a
rp

��!
MIa:

Teorema 517 Coordonatele baricentrice absolute ale centrelor cercurilor lui Malfatti
corespunz¼atoare triunghiului ABC sunt: �A

�
2rp

�
1
r1
� 1

ra

�
� a; b; c

�
; �B

�
a; 2rp

�
1
r2
� 1

rb

�
� b; c

�
,

respectiv �C
�
a; b; 2rp

�
1
r3
� 1

rc

�
� c
�
:

Demonstra̧tie. Deoarece coordonatele baricentrice absolute ale centrului cercului
A �exînscris sunt Ia

�
� a
2(p�a) ;

b
2(p�a) ;

c
2(p�a)

�
rezult¼a c¼a pentru orice punct M este

adev¼arat¼a relaţia:

1

r1
� ���!M�A =

�
1

r1
� 1

ra

�
��!
MA+

p� a
rp

�
�a

2(p� a)
��!
MA+

b

2(p� a)
��!
MB +

c

2(p� a)
��!
MC

�
sau

2rp

r1

���!
M�A =

�
2rp

�
1

r1
� 1

ra

�
� a
�
��!
MA+ b

��!
MB + c

��!
MC;

de unde rezult¼a concluzia. �
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Teorema 518 Coordonatele baricentrice absolute ale punctelor de tangenţ¼a dintre cer-
curile lui Malfatti sunt: TA

�
a
rp ;

1
r2
� 1

rb
; 1r3 �

1
rc

�
; TB

�
1
r1
� 1

ra
; brp ;

1
r3
� 1

rc

�
, respectiv

TC

�
1
r1
� 1

ra
; 1r2 �

1
rb
; crp

�
:

Demonstra̧tie. Deoarece �B�A
�A�C

= r2
r3
rezult¼a c¼a pentru orice punct M din planul

triunghiului ABC avem:
���!
M�A =

r3
���!
M�B+r2

���!
M�C

r2+r3
sau ţinând cont de proprietatea prece-

dent¼a:
(r2 + rb)

r2rb

���!
M�A =

a

rp

��!
MA+

�
1

r2
� 1

rb

�
��!
MB +

�
1

r3
� 1

rc

�
��!
MC

de unde rezult¼a concluzia. �

Teorema 519 Dreptele ATA; BTB; CTC sunt concurente.

Demonstra̧tie. Ecuaţia dreptei ATA în coordonate baricentrice este:������
x y z
1 0 0
a
rp

1
r2
� 1

rb
1
r3
� 1

rc

������ = 0
sau y

�
1
r3
� 1

rc

�
� z

�
1
r2
� 1

rb

�
= 0: Analog ecuaţiile dreptelor BTB şi CTC sunt:

x
�
1
r1
� 1

ra

�
� z

�
1
r3
� 1

rc

�
= 0 respectiv x

�
1
r2
� 1

rb

�
� y

�
1
r1
� 1

ra

�
= 0: Deoarece�������

0 1
r3
� 1

rc
1
r2
� 1

rb
1
r1
� 1

ra
0 1

r3
� 1

rc
1
r2
� 1

rb
� 1
r1
+ 1

ra
0

������� = 0
rezult¼a c¼a dreptele ATA; BTB şi CTC sunt concurente. �

Observa̧tia 520 Punctul de concurenţ¼a al dreptelor ATA; BTB; CTC se numeşte primul
punct al lui Malfatti (�1): Triunghiurile ABC şi TATBTC sunt omologice, centrul de
omologie �ind primul punct al lui Malfatti.

Teorema 521 Dreptele IaTa; IbTb; IcTc sunt concurente.

Demonstra̧tie. Ţinem cont de coordonatele baricentrice ale centrelor cercurilor
exînscrise Ia

�
� a
2(p�a) ;

b
2(p�a) ;

c
2(p�a)

�
; Ib

�
a

2(p�a) ;
�b

2(p�a) ;
c

2(p�a)

�
; Ic

�
a

2(p�a) ;
b

2(p�a) ;
�c

2(p�a)

�
şi scriem ecuaţiile dreptelor IaTa; IbTb şi IcTc: Utilizând condi̧tia de concurenţ¼a a trei
drepte (di) : aix+ biy + ciz = 0 i = 1; 3 şi anume������

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

������ = 0
rezult¼a concluzia. �

Observa̧tia 522 Punctul de concurenţ¼a al dreptelor ATA; BTB; CTC se numeşte al
doilea punct al lui Malfatti (�2):
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1.45 Triunghiul lui Schroeter

�Atâtea cl¼aile de �re stângi
G¼asi-vor gest închis sâ le rezume,
S¼a nege, dreapta, linia ce frângi
Ochi în virgin triunghi tâiat spre lume?�

Ion Barbu51

Teorema 523 Fie MaMbMc şi HaHbHc triunghiurile median, respectiv ortic ale unui
triunghi neisoscel şi nedreptunghic ABC, fA�g = MbMc \ HbHc; fB�g = McMa \
HcHa; fC�g = MaMb \ HaHb: Dreptele AA�; BB�; CC� sunt paralele între ele şi
perpendiculare pe dreapta lui Euler a triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie C1 cercul lui Euler al triunghiului ABC, C2 cercul circum-
scris patrulaterului HaHHbC şi C3 cercul circumscris patrulateruluiMaOMbC (O este
centrul cercului circumscris triunghiului ABC), iar fDg = C2 \ C3 (Figura 1.110).
Evident, Ha;Hb 2 C1 \C2; Ma;Mb 2 C1 \C3 şi C;D 2 C2 \C3: Atunci HaHb;MaMb

Figura 1.110: Triunghiul lui Schroeter

51 Ion Barbu (1895-1961) �matematician român, profesor la Universitatea din Bucureşti, contribuţii
în algebr¼a şi geometrie
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şi CD sunt concurente �ind axele radicale corespunz¼atoare perechilor de cercuri con-
siderate. Fie fC�g = HaHb \MaMb \ CD: Atunci,

m(^MaOD) = m(^HaHD) = 180� �m(^BCD)

şi cumHHa k OMa rezult¼a c¼a puncteleH;O şiD sunt coliniare. Deoarece patrulaterul
HHaCD este inscriptibil rezult¼a

m(^HDC) = 180� �m(^HHaC) = 90�;

deci HO?CC�: Analog se arat¼a c¼a AA�?HO şi BB�?HO; deci AA� k BB� k CC�:
�

Triunghiul A�B�C� se numeşte triunghiul lui Schroeter 52 .

1.46 Triunghiurile lui Napoleon. Punctele lui Fermat

�The last thing we want from you, general Lagrange, is a lesson in a geometry.�- Napoleon53

Pe laturile unui triunghi ABC se construiesc în exterior triunghiurile echilaterale
A1BC, AB1C şi ABC1, cercurile lor circumscrise având centrele Na, Nb şi Nc. Tri-
unghiul NaNbNc se numeşte triunghiul exterior al lui Napoleon. Dac¼a triunghiurile
echilaterale A2BC, AB2C şi ABC2 se construiesc în interiorul triunghiului ABC,
atunci centrele lor N

0
a, N

0
b şi N

0
c sunt vârfurile unui triunghi numit triunghiul inte-

rior al lui Napoleon. Triunghiul A1B1C1 se numeşte primul triunghi al lui Fermat54

(Figura 1.111) , iar triunghiul A2B2C2 se numeşte al doilea triunghi al lui Fermat
(Figura 1.113).

Teorema 524 Segmentele AA1; BB1; CC1 sunt congruente.

Demonstra̧tie. Din congruenţa triunghiurilor ABA1 şi C1BC (AB � BC1;

BA1 � BC şi \ABA1 � \CBC1) rezult¼a c¼a AA1 � CC1 (1). Din congruenţa tri-
unghiurilor ACA1 şi BCB1 rezult¼a c¼a AA1 � BB1 (2). Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a
concluzia. �

Teorema 525 Cercurile circumscrise triunghiului A1BC, AB1C şi ABC1 au un punct
comun.
52Heinrich Schroeter (1829-1892) �matematician german, contribuţii în geometrie
53Napoleon Bonaparte (1769-1821) �cel mai important om politic şi militar dup¼a Revoluţia francez¼a,

proclamat în 1804 drept Împ¼arat al francezilor
54Pierre de Fermat (1601-1665) �matematician francez, contribuţii în teoria probabilit¼aţilor şi teoria

numerelor
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Figura 1.111: Triunghiul exterior al lui Napoleon

Demonstra̧tie. Fie F1 al doilea punct de interseçtie dintre cercurile circumscrise
triunghiurilor BA1C şi CB1A. Avem

m(\BF1C) = 180� �m(\BA1C) = 180� � 60� = 120�;
m(\AF1C) = 180� �m(\CB1A) = 120�:

Atunci,m(\AF1B) = 360��[m(\BF1C)+m(\CF1A)] = 120�, decim(\AF1B)+m(\AC1B) =
180�, adic¼a F1 apaŗtine şi cercului circumscris triunghiului ABC1. �

Punctul F1 se numeşte primul punct al lui Toricelli �Fermat.

Teorema 526 Dreptele AA1, BB1 şi CC1 sunt concurente în punctul F1.

Demonstra̧tie. Deoarece

m(\BF1A1) = m(\BCA1) =
1

2
m(dBA1) = 60�

şi m(\BF1A1) = 120�; rezult¼a m(\AF1B)+m(\BF1A1) = 180�, adic¼a punctele A, F1, A1
sunt coliniare, deci dreapta AA1 trece prin punctul F1. Analog se arat¼a c¼a dreptele
BB1 şi CC1 trec prin F1. �



Triunghiurile lui Napoleon. Punctele lui Fermat 202

Teorema 527 Coordonatele unghiulare ale punctului F1 sunt egale cu 120�, dac¼a
unghiurile triunghiului ABC au m¼asura mai mic¼a de 120�.

Demonstra̧tia rezult¼a din cele de mai sus. �

Teorema 528 Dac¼am(\BAC) > 120�, atuncim(\AF1C) = m(\BF1A) = 60� şim(\BF1C) =
120�.

Demonstra̧tie. În cercul circumscris patrulaterului ACB1F1 avem: m(\AF1C) =

Figura 1.112: Primul punct al lui Toricelli �Fermat

m(\AB1C) = 60�; iar în cercul circumscris patrulaterului ABC1F1 avem m(\AF1B) =
m(\AC1B) = 60� şi m(\BF1C) = 180� �m(\BF1C1) = 120� (Figura 1.112). �

Teorema 529 Triunghiul exterior al lui Napoleon este echilateral.

Demonstra̧tie. Not¼am cu a; b; c lungimile laturilor BC;CA; respectiv AB. Avem:

ANc =
2

3

c
p
3

2
=
c
p
3

3
; ANb =

b
p
3

3
;
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iar m( \NbANc) = m(\BAC) + 60�. Din teorema cosinusului în triunghiul NbANc avem

NbN
2
c = AN

2
b +AN

2
c �2ANb �ANc �cos(A+60�) =

b2 + c2

3
� 2bc
3

"
1

2
cosA�

p
3

2
sinA

#
;

adic¼a

NbN
2
c =

b2 + c2

3
� 1
6
(b2 + c2 � a2) + 2 �A[ABC] �

p
3

3
=
a2 + b2 + c2

6
� 2

p
3

3
�A[ABC]:

Simetria rezultatului precedent ne conduce la concluzia NaNb = NbNc = NcNa, deci
triunghiul exterior al lui Napoleon este echilateral. �

Teorema 530 Cercurile circumscrise triunghiurilor A2BC, AB2C, ABC2 au un punct
comun F2.

Demonstra̧tie. Fie F2 al doilea punct de interseçtie dintre cercurile circumscrise

Figura 1.113: Al doilea punct Toricelli �Fermat

triunghiurilor BA2C şi AB2C. Atunci, m(\CF2B) = m(\BA2C) = 60�; m(\B2F2C) =
m(\BAC) = 60� de unde rezult¼a c¼a punctele F2; B şi B2 sunt coliniare. Analog se arat¼a
c¼a punctele F2; A şi A2 sunt coliniare. Atunci, m(\BF2A) = 120�, deci m(\BF2A) +
m(\BC2A) = 180�, adic¼a F2 apaŗtine cercului circumscris triunghiului ABC2. �

Observa̧tia 531 Punctul F2 se numeşte al doilea punct Toricelli �Fermat.
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Teorema 532 Dreptele AA2, BB2 şi CC2 sunt concurente în punctul F2.

Demonstra̧tie. Din aplicaţia precedent¼a fF2g = AA2 \ BB2. Deoarece patru-
laterul BC2AF2 este inscriptibil rezult¼a \BC2F2 � \BAF2. Din congruenţa triunghiu-
rilor BC2C şi BAA2 rezult¼a \BC2C � \BAA2 de unde

m(\BC2F2) +m(\BC2C) = m(\BAA2) +m(\BAF2) = 180�;

deci punctele F2, C2, C sunt coliniare. �

Teorema 533 Segmentele AA2, BB2 şi CC2 sunt congruente.

Demonstra̧tie. Din congruenţa triunghiurilor ACA2 şi B2CB (deoarece AC �
B2C, A2C � BC şi m(\ACA2) = m(\BCB2) = 60� �m( bC)) rezult¼a AA2 � BB2 (1),
iar congruenţa triunghiurilor AA2B şi CC2B; rezult¼a AA2 � CC2 (2). Din relaţiile
(1) şi (2) rezult¼a c¼a AA2 � BB2 � CC2: �

Teorema 534 Triunghiul interior al lui Napoleon N
0
aN

0
bN

0
c este echilateral.

Demonstra̧tie. AvemAN
0
c =

c
p
3
3 , AN

0
b =

b
p
3
3 ; iarm(

\N 0
bAN

0
c) =

���m(\BAC)� 60����.
Din teorema cosinusului în triunghiul N

0
bAN

0
c rezult¼a:

N
0
bN

0
c
2 =

a2 + b2 + c2

6
� 2

p
3

3
�A[ABC]:

Simetria relaţiei precedente conduce la N
0
aN

0
b = N

0
bN

0
c = N

0
cN

0
a: �

Observa̧tia 535 Inegalitatea a2 + b2 + c2 � 4
p
3 � A[ABC] este echivalent¼a cu (a2 �

b2)2 + (b2 � c2)2 + (c2 � a2)2 � 0, evident adev¼arat¼a (unde am folosit formulele lui
Heron în exprimarea ariei triunghiului ABC).

Teorema 536 Primul punct Fermat veri�c¼a egalitatea:

F1A1 + F1B1 + F1C1 = 2(F1A+ F1B + F1C):

Demonstra̧tie. Deoarece patrulaterele F1BA1C, F1CB1A şi F1AC1B sunt in-
scriptibile, din relaţia lui Schooten rezult¼a F1A1 = F1B + F1C, F1B1 = F1A + F1C
şi F1C1 = F1A + F1B; relaţii care prin sumare dau F1A1 + F1B1 + F1C1 = 2(F1A +
F1B + F1C): �

Teorema 537 Dreptele A1Na, B1Nb şi C1Nc sunt concurente în centrul cercului cir-
cumscris triunghiului ABC.

Demonstra̧tia este evident¼a deoarece A1Na, B1Nb şi C1Nc sunt mediatoarele
laturilor BC, CA respectiv AC. �

Teorema 538 Triunghiurile ABC şi A1B1C1 sunt ortologice.
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Demonstra̧tie. Deoarece A1Na?BC;B1Nb?AC;C1Nc?AB şi A1Na \ B1Nb \
C1Nc = fOg rezult¼a c¼a triunghiurile ABC şi A1B1C1 sunt ortologice, O �ind un centru
de ortologie. �

Teorema 539 Triunghiul exterior al lui Napoleon NaNbNc şi triunghiul A1B1C1 sunt
ortologice.

Demonstra̧tia rezult¼a de mai sus. �

Teorema 540 Dreptele A2N
0
a; B2N

0
b; C2N

0
c sunt concurente în centrul cercului cir-

cumscris triunghiuluiABC.

Demonstra̧tia este evident¼a deoarece A2N
0
a; B2N

0
b; C2N

0
c sunt mediatoarele la-

turilor triunghiului ABC. �

Teorema 541 Triunghiurile antipodare ale punctelor lui Fermat corespunz¼atoare unui
triunghi ABC sunt echilaterale.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul antipodar�. �

Teorema 542 Dreptele ANa, BNb şi CNc sunt concurente.

Demonstra̧tie. Soluţia 1. Fie fA0g = ANa \ BC; fB0g = BNb \ AC; fC 0g =
CNc \BA: Atunci,

BA0

A0C
=

A[ABNa]

A[ACNa]
=
AB �BNa � sin(B + 30�)
AC � CNa � sin(C + 30�)

=
AB � sin(B + 30�)
AC � sin(C + 30�) ;

CB0

B0A
=

BC � sin(C + 30�)
BA � sin(A+ 30�) ;

AC 0

C 0B
=
CA � sin(A+ 30�)
CB � sin(B + 30�) ;

de unde rezult¼a BA0

A0C �
CB0

B0A �
AC0

C0B = 1; iar conform reciprocei teorema lui Ceva rezult¼a
c¼a ANa, BNb şi CNc sunt concurente.

Soluţia 2. Not¼am cu litere mici a�xele punctelor corespunz¼atoare. Avem: A1 =
<60�C (B), B1 = <60

�
A (C),C1 = <60B (A), (unde prin <60

�
X (Y ) am notat rotaţia de centru

X şi unghi 60� a punctului Y ). Atunci,

a1 = c+ !(b� c); b1 = a+ !(c� a); c1 = b+ !(a� b);

unde ! = cos �3 + i sin
�
3 şi

na =
b+ c+ a1

3
=
b+ 2c+ !(b� c)

3
; (1)

nb =
a+ c+ b1

3
=
c+ 2a+ !(c� a)

3
; (2)

nc =
a+ b+ c1

3
=
a+ 2b+ !(a� b)

3
: (3)
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Ecuaţiile dreptelor ANa; BNb; CNc sunt:

(ANa) : (�a� na)z � (a� na)�z + ana � �ana = 0; (4)

(BNb) : (�b� nb)z � (b� nb)�z + bna � �bnb = 0; (5)

(CNc) : (�c� nc)z � (c� nc)�z + cnc � �cnc = 0: (6)

Sumând ecuaţiile (4) - (6) - ţinând seama de relaţiile (1) - (3) precum şi de: !+ �! = 1,
!2�!+1 = 0, !3 = �1 - rezult¼a o identitate, ceea ce arat¼a c¼a dreptele sunt concurente.
�

Teorema 543 Dac¼a fP1g = NaNc \ BC; fP
0
1g = NaNb \ BC; fQ1g = NbNa \

CA; fQ0
1g = NbNc \ CA; fR1g = NcNb \ AB; fR

0
1g = NcNa \ AB; atunci punctele

P1; P
0
1; Q1; Q

0
1; R1 şi R

0
1 sunt pe aceeaşi conic¼a.

Demonstra̧tie. Deoarece triunghiurile ABC şi NaNbNc sunt omologice, atunci
utilizând teorema lui Salmon: �Punctele de intersecţie ale laturilor neomoloage a dou¼a
triunghiuri omologice, sunt şase puncte care se g¼asesc pe o aceeaşi conic¼a�, rezult¼a
concluzia. �

Teorema 544 Triunghiul exterior al lui Napoleon NaNbNc şi triunghiul A1B1C1 sunt
ortologice.

Demonstra̧tie. Utilizând notaţiile din teorema precedent¼a rezult¼a

nb � nc =
3c� 3b+ i

p
3(c� 2a+ b)
3

şi

a1 � a =
b� 2a+ c+ i

p
3(b� c)

2
=
i
p
3(c� 2a+ b) + 3c� 3b

2i
p
3

;

de unde
nb � nc
a1 � a

=
i
p
3

3
2 iR�;

deci NbNc?AA1. Analog se arat¼a c¼a NaNb?CC1 şi NaNc?BB1 şi cum A1A\B1B \
C1C = fF1g rezult¼a concluzia. �

Teorema 545 Triunghiul exterior al lui Napoleon NaNbNc şi triunghiul antipodar al
primului punct al lui Fermat sunt omotetice.

Demonstra̧tie. Fie A00B00C 00 triunghiul antipodar corespunz¼ator punctului F1.
Deoarece AF1?B00C 00 şiNbNc?AF1 (cf. teoremei precedente) rezult¼a c¼aNbNc k B00C 00.
Analog se arat¼a c¼a NbNa k B00A00 şi NaNc k A00C 00, rezult¼a c¼a triunghiurile NaNbNc şi
A00B00C 00 sunt omotetice. �

Teorema 546 Triunghiurile ABC şi NaNbNc au acelaşi centru de greutate.
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Demonstra̧tie. Not¼am cu litere mici a�xele punctelor corespunz¼atoare. Avem:
na =

b+c+a1
3 , nb =

a+c+b1
3 ; nc =

a+b+c1
3 , de unde rezult¼a

na + nb + nc =
2(a+ b+ c) + a1 + b1 + c1

3
=
2(a+ b+ c) + a+ b+ c

3
= a+ b+ c

(unde am utilizat proprietatea precedent¼a). �

Observa̧tia 547 Din propriet¼aţile precedente rezult¼a c¼a triunghiurile A1B1C1 şi NaNbNc
au acelaşi centru de greutate.

Teorema 548 Triunghiurile ABC şi N
0
aN

0
bN

0
c au acelaşi centru de greutate.

Demonstra̧tie analoag¼a celei precedente. �

Teorema 549 Triunghiurile lui Napoleon interior şi exterior au acelaşi centru de
greutate.

Demonstra̧tia rezult¼a din propriet¼aţile precedente. �

Observa̧tia 550 Din cele de mai sus rezult¼a c¼a triunghiurile lui Napoleon şi triunghiu-
rile lui Fermat au acelaşi centru de greutate.

Teorema 551 Aria triunghiului Napoleon exterior NaNbNc este egal¼a cu:

A[NaNbNc] =
1

2
�A[ABC] +

p
3

24
� (a2 + b2 + c2):

Demonstra̧tie. Avem A[NaNbNc] =
NaNb

2�
p
3

4 =
h
2
p
3
3 �A[ABC] + a2+b2+c2

6

i
�
p
3
4 , de

unde rezult¼a concluzia. �

Teorema 552 Aria triunghiului Napoleon interior N
0
aN

0
bN

0
c este egal¼a cu:

A
[N 0

aN
0
bN

0
c]
= �1

2
�A[ABC] +

p
3

24
� (a2 + b2 + c2):

Demonstra̧tie analoag¼a precedentei. �

Observa̧tia 553 Din propriet¼aţile precedente rezult¼a A[NaNbNc]�A[N 0
aN

0
bN

0
c]
= A[ABC].

Teorema 554 Fie NaNbNc şi N
0
aN

0
bN

0
c triunghiurile lui Napoleon, TATBTC triunghiul

tangenţial al unui triunghi ABC. Punctele Na,N
0
a, TA sunt coliniare.

Demonstra̧tia este evident¼a deoarece punctele Na,N
0
a, TA apaŗtin mediatoarei

segmentului BC. �

Observa̧tia 555 Analog se arat¼a c¼a punctele Nb,N
0
b, TB, respectiv Nc,N

0
c, TC sunt

coliniare.
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Teorema 556 Izogonalele punctelor F1 şi F2 ale lui Fermat sunt punctele izodinamice
S şi S0 ale triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Puncte izodinamice�[15]. �

Teorema 557 Triunghiul exterior al lui Napoleon NaNbNc este omotetic cu triunghiul
podar SaSbSc al primului punct izodinamic S al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Puncte izodinamice�[15]. �

Teorema 558 Triunghiul interior al lui Napoleon este omotetic cu triunghiul podar
al celui de al doilea punct izodinamic al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Puncte izodinamice�[15]. �

Teorema 559 Fie A1B1C1 primul triunghi al lui Fermat al unui triunghi ABC şi
punctele A0 2 (AA1); B0 2 (BB1); C 0 2 (CC1) astfel încât A0A1 = 2AA0; B0B1 = 2BB0
şi C 0C1 = 2CC 0: Triunghiurile A0B0C 0 şi al doilea triunghi al lui Napoleon N 0

aN
0
bN

0
c

sunt congruente.

Demonstra̧tie. Not¼am cu litere mici a�xele punctelor corespunz¼atoare (Figura
1.111). Atunci, A1 = R60

�
C (B); B1 = R

60�
A (C); C1 = R

60�
B (A) (unde R'X(Y ) înţelegem

rotaţia de centruX şi unghi ' a punctului Y ), de unde a1 = c+�(b�c); b1 = a+�(c�a)
şi c1 = a+ �(a� b) - unde � = cos 60� + i sin 60�: Deoarece A0A1 = 2AA0 rezult¼a

a0 =
c+ �(b� c) + 2a

3
:

Analog,

b0 =
a+ �(c� a) + 2b

3
şi c0 =

b+ �(a� b) + 2c
3

:

Deoarece A2 este simetricul lui A1 faţ¼a de BC rezult¼a

a2 = b+ c� a1 = b� �(b� c)

de unde

n0a =
b+ c+ a2

3
=
2b+ c� �(b� c)

3
:

Analog, n0b =
2c+a��(c�a)

3 şi n0c =
2a+b��(a�b)

3 : Deoarece ja0 � b0j = jn0a � n0bj ; ja0 � c0j =
jn0a � n0cj şi jb0 � c0j = jn0b � n0cj rezult¼a c¼a A0B0 � N 0

aN
0
b; A

0C 0 � N 0
aN

0
c şi B

0C 0 � N 0
bN

0
c

adic¼a triunghiurile A0B0C 0 şi N 0
aN

0
bN

0
c sunt congruente. �

Observa̧tia 560 Deoarece triunghiul N 0
aN

0
bN

0
c este echilateral rezult¼a c¼a triunghiul

A0B0C 0 este echilateral.

Teorema 561 Triunghiul A0B0C 0 şi al doilea triunghi al lui Napoleon au acelaşi centru
de greutate.
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Demonstra̧tie. Deoarece a0+b0+c0 = n0a+n
0
b+n

0
c = a+b+c; rezult¼a c¼a centrele

de greutate ale triunghiurilor A0B0C 0 şi N 0
aN

0
bN

0
c coincid. �

Observa̧tia 562 Centrul de greutate al triunghiului A0B0C 0 coincide cu centrul de
greutate (G) al triunghiului ABC.

Teorema 563 Sunt adev¼arate relaţiile: GA0 k AA2; GB0 k BB2; GC 0 k CC2, GA0 �
GB0 � GC 0 şi GA0 = 1

3AA2; GB
0 = 1

3BB2; GC
0 = 1

3CC2:

Demonstra̧tie. Din g�a0
a�a2 = �1

3 2 R rezult¼a c¼a GA0 k AA2 şi
��� g�aa�a2

��� = 1
3 ; adic¼a

GA0 = 1
3AA2 (Figura 1.111): Deoarece AA2 � BB2 � CC2 rezult¼a GA

0 � GB0 � GC 0:
�

Teorema 564 Hexagonul A0N 0
cC

0N 0
aB

0N 0
b este regulat.

Demonstra̧tia este evident¼a deoarece A0N 0
c � N 0

cC
0: �

Consecinţa 565 Punctele A0; B0; C 0 aparţin cercului circumscris celui de-al doilea
triunghi al lui Napoleon corespunz¼ator triunghiului ABC.

Teorema 566 Primul punct al lui Fermat (F1) corespunz¼ator unui triunghi ABC
aparţine cercului circumscris al celui de-al doilea triunghi al lui Napoleon al triunghiu-
lui ABC.

Demonstra̧tie. Din m(^A1F1B1) = m(^A0F1B0) = 120� şi m(^A0C 0B0) = 60�

rezult¼a m(^A0F1B0) + m(^A0C 0B0) = 180�; adic¼a patrulaterul F1A0C 0B0 este in-
scriptibil, deci F1 apaŗtine cercului circumscris triunghiului A0B0C 0 şi conform pro-
priet¼aţii precedente �apaŗtine cercului circumscris triunghiului N 0

aN
0
bN

0
c. �

Teorema 567 Al doilea punct al lui Fermat (F2) corespunz¼ator unui triunghi ABC
aparţine cercului circumscris primului triunghi al lui Napoleon al triunghiului ABC.

Demonstra̧tia este analoag¼a cu precedenta. �

Teorema 568 Fie A00 2 (AA2); B
00 2 (BB2); C

00 2 (CC2) astfel încât A00A2 =
2AA00; B00B2 = 2BB00: Punctele A00; B00; C 00 aparţin cercului circumscris primului tri-
unghi al lui Napoleon.

Demonstra̧tie. PatrulatereleAA0GA00; BB0GB00; CC 0GC 00 sunt paralelograme (de-
oarece GA0 k AA00; GA0 = 1

3AA2 = AA
00), de unde GA00 k AA1 şi GA00 = 1

3AA1 (Figura
1.111): Analog, GB00 = 1

3BB1 şi GC
00 = 1

3CC1: Cum AA1 � BB1 � CC1 rezult¼a c¼a
GA00 � GB00 � GC 00: Deoarece jg � a00j = jg � naj ; rezult¼a c¼a punctele A00; B00; C 00
apaŗtin cercului circumscris triunghiului NaNbNc: �

Teorema 569 Triunghiul A00B00C 00 este echilateral şi congruent cu primul triunghi al
lui Napoleon NaNbNc corespunz¼ator triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Se arat¼a f¼ar¼a di�cultate c¼a ja00 � b00j = jna � nbj şi ja00 � c00j =
jna � ncj ; adic¼a A00B00 � NaNb şi A00C 00 � NaNc: �
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1.47 Triunghiurile lui Vecten

�Desenul corupe raţionamentul��Ion Barbu

Pe laturile unui triunghiABC se construiesc în exterior p¼atrateleBCACAB, ACBCBA
şi ABCBCA care au centrele OA, OB, respectiv OC . Triunghiul OAOBOC determinat
de centrele acestor p¼atrate se numeşte triunghiul Vecten exterior (Figura 1.114).

Figura 1.114: Triunghiul Vecten exterior

Teorema 570 Dreptele AOA; BOB; COC sunt concurente .

Demonstra̧tie. Triunghiurile dreptunghice isoscele ACOB şi ABOC sunt aseme-
nea, atunci

AB

AC
=
AOC
AOB

;

de unde AB �AOB = AC �AOC şi de aici

AB �AOB � sin \BAOB = AC �AOC � sin \CADC
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(deoarece \BAOB � \CAOC), deci A[ABOB ] = A[ACOC ]. Analog se arata c¼a A[BCOC ] =
A[BAOA] şi A[CAOA] = A[CBOB ] (1). Fie fA1g = AOA \ BC, fB1g = BOB \ AC şi
fC1g = COC \AB: Atunci,

A[ABOA]

A[ACOA]
=
AOA � h1
AOA � h2

=
h1
h2
=
BA1
A1C

(unde h1 şi h2 sunt lungimile în¼aļtimilor duse din B şi C pe latura AOA în triunghiurile
ABOA, respectiv ACOA). Analog,

A[OBBC]

A[OBBA]
=
B1C

B1A
şi

A[OcCA]

A[OCCB]
=
C1A

C1B
: (2)

Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a: A1BA1C
� B1CB1A

� C1AC1B
= 1 şi conform reciprocei teoremei lui

Ceva rezult¼a c¼a dreptele AOA; BOB şi COC sunt concurente. �

Observa̧tia 571 Punctul de concurenţ¼a al dreptelor AOA, BOB şi COC se numeşte
punctul lui Vecten exterior (V1):

Teorema 572 Sunt adev¼arate relaţiile: AOA?OBOC , BOB?OCOA, COC?OAOB.

Demonstra̧tie. Not¼am cu litere mici a�xele punctelor corespunz¼atoare. Prin ro-

taţia de centru OC şi unghi �2 , punctul B ajunge în A, deci A = <
�
2
OC
(B), de unde

a = oC + !(b� oC), unde ! = cos �2 + i sin
�
2 = i, adic¼a

oC =
a� ib
1� i :

Analog , B = <
�
2
OA
(C) şi C = <

�
2
OB
(A), de unde oA = b�ic

1�i şi oB =
c�ia
1�i . Atunci ,

a� oA
oC � oB

= �i 2 i � R�;

adic¼a OOA?OBOC . Analog se arat¼a c¼a BOB?OCOA şi COC?OAOB. �

Observa̧tia 573 Ortocentrul triunghiului OAOBOC este punctul de intersecţie al dreptelor
AOA, BOB şi COC .

Teorema 574 Sunt adev¼arate relaţiile: AOA � OBOC , BOB � OCOA, COC �
OAOB.

Demonstra̧tie. Din a�oA
oC�oB = �i rezult¼a

��� a�oAoC�oB

��� = j�ij = 1, adic¼a ja� oAj =
joC � oBj, de undeAOA � OBOC . Analog se arat¼a c¼aBOB � OCOA şi COC � OAOB.
�

Observa̧tia 575 Cu segmentele AOA, BOB şi COC se poate construi un triunghi
congruent cu triunghiul OAOBOC .

Teorema 576 Triunghiurile ABACA, BABCB, CACBC şi ABC au aceeaşi arie.
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Demonstra̧tie. Avem

A[ABACA] =
ACA �ABA � sin \CAABA

2
:

Deci ACA = AB = c, ABA = AC = b şi

sin( \CAABA) = sin(360� � 180� � bA) = sin(180� � bA) = sin bA;
deci A[ABACA] =

bc sin bA
2 = A[ABC]. Analog se arat¼a c¼a A[ABACA] = A[CACBC ] = A[ABC].

�

Teorema 577 Laturile triunghiului Vecten exterior au lungimile

a0 =

s
b2 + c2 + 4A[ABC]

2
; b0 =

s
a2 + c2 + 4A[ABC]

2
; c0 =

s
b2 + a2 + 4A[ABC]

2
;

unde a0,b0,c0 sunt lungimile laturilor OBOC , OAOC , respectiv OAOB.

Demonstra̧tie. Din teorema cosinusului în triunghiul AOBOC obţinem

OBOC
2 = OBA

2 +OCA
2 � 2OBA �OCA � cos \OBAOC :

Dar OBA = b
p
2
2 , OCA =

c
p
2
2 , m( \OBACC) = 90

� +m(\BAC),deci

a02 =
b2

2
+
c2

2
+ 2 � bc � sin

bA
2

;

adic¼a a
0
=

q
b2+c2+4A[ABC]

2 . Analog, b
0
=

q
a2+c2+4A[ABC]

2 şi c
0
=

q
b2+a2+4A[ABC]

2 . �

Teorema 578 Este adev¼arat¼a relaţia:

BACA
2 + CBAB

2 +ACBC
2 = 3(a2 + b2 + c2):

Demonstra̧tie. Teorema cosinusului în triunghiul ABACA ne d¼a:

BACC
2 = b2 + c2 � 2bc � cos \BAACA;

cos \BAACA = cos(180� � bA) = � cos bA = a2 � b2 � c2
2bc

;

de unde BACA2 = b2+c2�(a2�b2�c2) =2b2+2c2�a2. Analog, CBAB2 = 2a2+2c2�b2
şi ACBC2 = 2b2 + 2a2 � c2, de unde BACA2 + CBAB2 +ACBC2 = 3(a2 + b2 + c2). �

Teorema 579 Dreptele AAC şi BBC sunt perpendiculare.

Demonstra̧tie. Not¼am cu litere mici a�xele punctelor corespunz¼atoare. Avem:

AC = <
�
2
C (B) şi BC = <

��
2

C (A), deci aC = c+ i(b� c) şi bC = c� i(a� c). Atunci:

a� aC
b� bC

=
�i [b� c+ i(a� c)]
b� c+ i(a� c) = �i 2 i � R�;

deci AAC?BBC . �
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Observa̧tia 580 Analog se arat¼a c¼a AAB?CCB şi BBA?CCA.

Teorema 581 Fie GA, GB, GC , centrele de greutate ale triunghiurilor ABACA,
BCBAB respectiv CACBC . Dreptele AGA, BGB şi CGC sunt concurente în orto-
centrul H al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie B1 al patrulea vârf al paralelogramului BCBB1AB şi fHBg =
BB1\AC. Deoarecem( \ABBCB) = 180��m( bB); rezult¼am( \BABB1) = m( bB). Atunci
triunghiul ABC şi B1ABB sunt congruente (m( \BABB1) = m( bB), AB � BCB �
B1AB, BC � BAB), deci

m( \BB1AB) = m(\BAC) = m( \B1BCB):

Deoarece
m( \B1BCB) +m(\ABHb) = 180� �m(\CBA) = 90�

deci m(\BAHb)+m(\ABHb) = 90�, de unde rezult¼a c¼a BHb?AC (1). Deoarece într-un
paralelogram diagonalele se înjumat¼aţesc, rezult¼a c¼a BB2 este median¼a în triunghiul
BABCB, deci GB 2 B1B (2). Din (1) şi (2) rezult¼a c¼a GBB?AC. Analog, AGA?BC
şi CGC?AB, de unde rezult¼a c¼a BGB, CGC sunt dreptele suport ale înaļtimilor
triunghiului ABC, deci sunt concurente în ortocentrul triunghiului ABC. �

Teorema 582 Fie HA, HB, HC ortocentrele triunghiurilor ABACA, BABCB respec-
tiv CACBC . Dreptele AHA, BHB şi CHC sunt concurente în centrul de greutate al
triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. FieA1 cel de-al patrulea vârf al paralelogramului CAABAA1,AP?BACA,
BQ?ACA, (P 2 BAC;Q 2 ACA) şi fMag = AP \ BC Cum \BACAQ � \AHAB ,
CAA?AB şi CAA?HAQ rezult¼a AB k HAQ, deci \BAMa � \AHaQ (alterne interne).
Deoarece 4AA1CA � 4BCA (vezi proprietatea anterioar¼a) rezult¼a \CAAA2 �\ABC,
deci triunghiurile ABMa şi CAAA2 sunt congruente, de unde

BMa = AA2 =
1

2
AA1 =

1

2
BC;

deciMa e mijlocul segmentului BC, adic¼a AMa este median¼a în triunghiulABC, adic¼a
G - centrul de greutate al triunghiului ABC - apaŗtine dreptei AHa. Analog, G 2 BHB
şi G 2 CHC . �

Observa̧tia 583 Din congruenţa triunghiurilor ABMa şi CAAA2 rezult¼a AMa =
CAA2 =

1
2BACA, deci BACA = 2AM2 = 2ma. Analog ABCB = 2mb şi ACBC = 2mc

(unde ma;mb;mc sunt lungimile medianelor triunghiului ABC). Atunci

BACA
2 +ABCB

2 +ACBC
2 = 4(ma

2 +mb
2 +mc

2) = 3(a2 + b2 + c2)

Observa̧tia 584 Dac¼a pe laturile triunghiului ABC se construiesc spre interior p¼a-
tratele BCA

0
CA

0
B, ACB

0
CB

0
A, BAC

0
AC

0
B având centrele O

0
A; O

0
B respectiv O

0
C , tri-

unghiul O
0
AO

0
BO

0
C se numeşte triunghiul Vecten interior (Figura 1:115):
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Figura 1.115: Triunghiul Vecten interior

Teorema 585 Sunt adev¼arate relaţiile: AO
0
A?O

0
BO

0
C , BO

0
B?O

0
AO

0
C , CO

0
C?O

0
BO

0
A.

Demonstra̧tie. Not¼am cu litere mici a�xele punctelor corespunz¼atoare. Avem:

A = <
�
2

O
0
B

(C), B = <
�
2

O
0
C

(A), C = <
�
2

O
0
A

(B), deci o
0
B =

a�ic
1�i , o

0
C =

b�ia
1�i , o

0
A =

c�ib
1�i , de

unde
a� o0A
o
0
B � o

0
C

=
�i(a+ ai� ic� b)
a+ ai� ic� b = �i 2 i � R�;

de unde rezult¼a AO
0
A?O

0
BO

0
C . Analog, BO

0
B?O

0
AO

0
C şi CO

0
C?O

0
BO

0
A. �

Teorema 586 Sunt adev¼arate relaţiile: AO
0
A � O

0
BO

0
C , BOB

0 � O
0
AO

0
C şi CO

0
C �

O
0
BO

0
A.

Demonstra̧tie. Din
a� o0A
o
0
B � o

0
C

= �i

rezult¼a

���� a�o0Ao
0
B�o

0
C

���� = j�ij = 1, de unde
���a� o0A��� = ���o0B � o0C���, adic¼a AO0

A � O
0
BO

0
C .

Analog se arat¼a c¼a BOB
0 � O0

AO
0
C şi CO

0
C � O

0
BO

0
A. �
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Observa̧tia 587 Cu lungimile segmentelor AO
0
A, BOB

0
, CO

0
C se poate construi un

triunghi congruent cu triunghiul Vecten interior.

Teorema 588 Dreptele AO
0
A, BO

0
B, CO

0
C sunt concurente.

Demonstra̧tie.DrepteleAO
0
A, BO

0
B, CO

0
C �ind perpendiculare pe drepteleO

0
BO

0
C ,

O
0
AO

0
C , O

0
BO

0
A, sunt dreptele suport ale triunghiului O

0
AO

0
BO

0
C , deci sunt concurente

în ortocentrul triunghiului Vecten interior. �

Observa̧tia 589 Punctul de concurenţ¼a al dreptelor O
0
BO

0
C , O

0
AO

0
C , O

0
BO

0
A se nu-

meşte punctul Vecten interior.

Teorema 590 Triunghiurile ABA
0
B şi BCC

0
B; BCB

0
C şi ACA

0
C , respectiv ABB

0
A şi

ACC
0
A au aceeaşi arie.

Demonstra̧tie. Not¼am cu a; b; c lungimile laturilor BC, CA respectiv AB. Din
\ABA0

B �
\CBC 0

B (unghiuri cu laturile perpendiculare dou¼a câte dou¼a) rezult¼a

A
[ABA

0
B ]
=
AB �BA0

B � sin \ABA
0
B

2
=
BA

0
B �BC � sin \CBC

0
B

2
= A

[CBC
0
B ]
:

Analog se arat¼a c¼a A[BCB0C ]
= A

[ACA
0
C ]
şi A

[ABB
0
A]
= A

[ACC
0
A]
. �

Teorema 591 Dreptele BBC , CCB şi în¼alţimea din A a triunghiului ABC sunt con-
curente.

Demonstra̧tie. Fie AHa în¼aļtimea din A, not¼am m(\BAHa) = �1, m(\HaAC) =
�2, m(\CBBC) = �1, m(\BCBA) = �2, m(\ACCB) = 
1, m(\CBCB) = 
2. Din teorema
sinusurilor avem:

CBC
sin�1

=
BBC

sin(90� + C)
şi
ABC
sin�2

=
BBC

sin(45� +A)
;

de unde sin�1 =
b cosC
BBC

şi sin�2 =
b
p
2 sin(A+45�)
BBC

; deci

sin�1
sin�2

=
cosCp

2 sin(A+ 45�)
: (1)

Analog se arat¼a c¼a
sin 
1
sin 
2

=

p
2 sin(A+ 45�)

cosB
:

Dar sin�1 = sin(90� � B) = cosB şi sin�2 = sin(90� � C) = cosC, de unde sin�1
sin�2

�
sin�1
sin�2

� sin 
1sin 
2
= 1, şi din reciproca teoremei lui Ceva sub form¼a trigonometric¼a rezult¼a

concurenţa dreptelor BBC , CCB şi AHa. �

Observa̧tia 592 Dac¼a triunghiul nu este ascuţitunghic, rezultatul se p¼astreaz¼a, dar
calculele sufer¼a unele modi�c¼ari.
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Teorema 593 Fie fA0g = CACB \BABC ,fB0g = CACB \ABAC şi fC 0g = ABAC \
BABC . Triunghiul ABC şi triunghiul ortic al triunghiului ABC sunt omologice.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul lui Grebe�. �

Teorema 594 Triunghiul Vecten exterior OAOBOC are aria egal¼a cu

A[OAOBOC ] = A[ABC] +
BC2 + CA2 +AB2

8
;

unde a, b, c sunt lungimile laturilor BC, CA, AB.

Demonstra̧tie. Alegem un sistem cartezian cu originea în centrul cercului cir-
cumscris triunghiului ABC. Not¼am cu litere mici a�xele punctelor corespunz¼atoare,
iar prin Z = <'X(Y ) înţelegem c¼a punctul Z se obţine printr-o rotaţie de centru X

şi unghi ' a punctului Y . Avem: B = <
�
2
OA
(C); C = <

�
2
OB
(A);A = <

�
2
OC
(B), de unde

rezult¼a oA = b�ic
1�i ; oB =

c�ia
1�i ; oC =

a�ib
1�i : Atunci:A[OAOBOC ] = j�j, unde

� =
i

4

������
oA oA 1
oB oB 1
oC oC 1

������ = i

8

������
b� ic b+ ic 1
c� ia c+ ia 1

a� ib a+ ib 1

������ (1)

=
2i

8
[(bc+ ca+ ab� ac� ba� cb)� i(aa+ bb+ cc) + i(bc+ ca+ ab+ ac+ ba+ cb)];

iar

A[ABC] =
i

4

������
a a 1

b b 1

c b 1

������ = i

4
[bc+ ca+ ab� ac� ba� cb] (2)

şi

BC2 + CA2 +AB2 = jc� bj2 + ja� cj2 + jb� aj2

= (c� b)(c� b) + (a� c)(a� c) + (b� a)(b� a)
= 2[3R2 � (bc+ ca+ ab+ ac+ ba+ cb)];

deci

bc+ ca+ ab+ ac+ ba+ cb = 3R2 � BC
2 + CA2 +AB2

2
(3)

(unde jaj = jbj = jcj = R - raza cercului circumscris triunghiului ABC). Din relaţiile
(1) - (3) rezult¼a:

A[OAOBOC ] = A[ABC] +
1

4
[3R2 � (bc+ ca+ ab+ ac+ ba+ cb)]

= A[ABC] +
1

4
� BC

2 + CA2 +AB2

2
= A[ABC] +

BC2 + CA2 +AB2

8
:

�
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Teorema 595 Triunghiul Vecten interior O
0
AO

0
BO

0
C are aria egal¼a cu

A
[O

0
AO

0
BO

0
C ]
= A[ABC] �

a2 + b2 + c2

8
;

unde a, b, c sunt lungimile laturilor BC, CA, AB.

Demonstra̧tia este analoag¼a celei precedente.

Teorema 596 (Generalizarea teoremei lui Vecten) Pe laturile unui triunghi ABC
se construiesc în exterior triunghiurile asemenea BCA1; B1CA şi BC1A; astfel încât
\C1BA � \CBA1; \BCA1 � \ACB1; \B1AC � \BAC1: Dreptele AA1; BB1 şi CC1 sunt
concurente.

Demonstra̧tie.Not¼am cu �; �; 
 m¼asurile unghiurilor \A1BC; \BCA1; respectiv

Figura 1.116: Generalizarea teoremei lui Vecten

\C1AB şi �e fMg = AA1 \ BC; fNg = BB1 \ CA; fPg = CC1 \ AB (Figura 1.116).
Avem:

BM

MC
=

AABA1
AACA1

=
AB �BA1 � sin(B + �)
AC � CA1 � sin(C + �)

;

CN

NA
=

ABCB1
AABB1

=
BC � CB1 � sin(C + �)
AB �AB1 � sin(A+ 
)

;

AP

PB
=

AACC1
ABCC1

=
AC �AC1 � sin(A+ 
)
BC �BC1 � sin(B + �)

:
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Înmuļtind relaţiile precedente obţinem:

BM

MC
� CN
NA

� AP
PB

=
BA1
CA1

� CB1
AB1

� AC1
BC1

: (1)

Din asem¼an¼arile triunghiurilor BCA1; B1CA şi BC1A rezult¼a:

B1A

BA1
=
AC

BC
;
A1C

C1A
=
BC

AB
;
B1C

BC1
=
AC

AB
: (2)

Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a

BM

MC
� CN
NA

� AP
PB

= 1;

din reciproca teoremei lui Ceva rezult¼a concluzia. �

1.48 Triunghiurile Sharygin

�...poezia nu este lacrim¼a,
ea este insuşi plânsul,
plânsul unui ochi neinventat,
lacrima ochiului celui care trebuie s¼a �e frumos,
lacrima celui care trebuie s¼a �e fericit.�- Nichita St¼anescu55

În triunghiul ABC �e A0; B0; C 0 picioarele bisectoarelor interioare şi A00; B00; C 00 pi-
cioarele bisectoarelor exterioare. Punctele de interseçtie ale mediatoarelor segmentelor
AA0; BB0; CC 0 sunt vârfurile primului triunghi Sharygin. Mediatoarele segmentelor
AA00; BB00; CC 00 se intersecteaz¼a în trei puncte care sunt vârfurile celui de-al doilea
triunghi Sharygin.

Teorema 597 Triunghiul de contact al triunghiului ABC şi primul triunghi Sharygin
al triunghiului ABC sunt omotetice.

Demonstra̧tie. Fie SaSbSc primul triunghi Sharygin al triunghiuluiABC, CaCbCc
triunghiul de contact al triunghiului ABC (Figura 1.117). Deoarece triunghiul ACbCc
este isoscel rezult¼a c¼a CcCb?AI; cum şi SbSc?AI rezult¼a CcCb k ScSb: Analog CaCb k
SaSb şi CaCc k SaSc (1): Fie M1;M2;M3 mijloacele bisectoarelor AA0; BB0; CC 0: Fie
fA1g = SaSc \BC şi fA2g = SaSb \BC: Avem

m( \A1SaA2) = 180� � [m( \SaA1A2) +m( \SaA2A1)]
= 180� � [m( \BA1M2) +m( \M3A2C)]

= 180� �
�
90� � 1

2
m( bB) + 90� � 1

2
m( bC)�

=
1

2
[m( bB) +m( bC)]

m( \CbCaCc) = m(\CbCaI) +m(\CcCaI) = m(\CbCI) +m(\CcBI) =
1

2
[m( bC) +m( bB)];

55Nichita St¼anescu (1933 �1983) �eseist, poet român, ales postum membru al Academiei Române
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Figura 1.117: Primul triunghi Sharygin

deci \SbSaSc � \CbCaCc: Analog, \SaSbSc � \CaCbCc; adic¼a triunghiurile SaSbSc şi
CaCbCc sunt asemenea (2). Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a c¼a triunghiurile SaSbSc
şi CaCbCc sunt omotetice. �

Consecinţa 598 Unghiurile primului triunghi Sharygin SaSbSc corespunz¼ator tri-
unghiului ABC au m¼asurile egale cu 90�� 1

2m(
bA); 90�� 1

2m(
bB), respectiv 90�� 1

2m(
bC):

Demonstra̧tie. În proprietatea precedent¼a am ar¼atat c¼a

m(\ScSaSb) =
1

2
[m( bB) +m( bC)] = 1

2

h
180� �m( bA)i = 90� � 1

2
m( bA):

Analog se arat¼a c¼a m(\SaSbSc) = 90� � 1
2m(

bB) şi m(\SaScSb) = 90� � 1
2m(

bC): �

Teorema 599 Triunghiurile Sharygin sunt asemenea.

Demonstra̧tie. Fie S
0
aS

0
bS

0
c cel de-al doilea triunghi Sharygin, A

00; B00; C 00 pi-
cioarele bisectoarelor exterioare şi M

0
1;M

0
2;M

0
3 mijloacele segmentelor AA

00; BB00 res-
pectiv CC 00; fPg = S0bS

0
a \BC; fRg = S

0
bS

0
c \BC (Figura 1.118). Avem:
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Figura 1.118: Al doilea triunghi Sharygin

m(\A00RS0b) = m(
\M 0
1RB) = 360

� �
�
90� + (180� �m( bB)) + �90� � 1

2
m( bA)�� : (1)

Din triunghiul PM3C avem: m(\M 0
3PC) = 90

� �
�
90� � 1

2m(
bB)� = 1

2m(
bC) (2): Din

rela̧tiile (1) şi (2) rezult¼a c¼a

m(\PS0bR) = 180
� � [m(\S0bPR) +m(\S0bRP )] = 90

� � 1
2
m( bB):

Atunci, m(\S0aS
0
bS

0
c) = 90

� � 1
2m(

bB) şi analog se arat¼a c¼a m(\S0bS0aS0c) = 90� � 1
2m(

bA),
m(\S0aS

0
cS

0
b) = 90� � 1

2m(
bC): Din rela̧tiile de mai sus şi consecinţa precedent¼a rezult¼a

c¼a triunghiurile lui Sharygin SaSbSc şi S0aS
0
bS
0
c sunt asemenea. �

Observa̧tia 600 Unghiurile celui de-al doilea triunghi Sharygin corespunz¼ator tri-
unghiului ABC au m¼asurile egale cu

90� � 1
2
m( bA); 90� � 1

2
m( bB); 90� � 1

2
m( bC):

Teorema 601 Primul triunghi Sharygin SaSbSc al triunghiului ABC şi triunghiul an-
tisuplementar IaIbIc al triunghiului ABC sunt omotetice.
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Demonstra̧tie. Deoarece m([IcAI) = 90� (Figura 1.117) rezult¼a IcIb?AI şi cum
ScSb?AI; rezult¼a IcIb k ScSb: Analog, IaIb k SaSb şi IaIc k SaSc (1): Cumm(\BIaC) =
90� � 1

2m(
bA); m(\CIbA) = 90� � 1

2m(
\ABC) şi m(\AIcB) = 90� � 1

2m(
\ACB) rezult¼a

c¼a triunghiurile IaIbIc şi SaSbSc sunt asemenea şi utilizând relaţiile (1) rezult¼a c¼a
triunghiurile IaIbIc şi SaSbSc sunt omotetice. �

Teorema 602 Al doilea triunghi Sharygin S
0
aS

0
bS

0
c al triunghiului ABC este asemenea

şi omologic cu triunghiul antisuplementar IaIbIc al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Deoarece m(\BIaC) = m(\S0aS
0
bS

0
c) = 90

� � 1
2m(

bA) şi m(\CIbA) =
m(\S0aS

0
bS

0
c) = 90� � 1

2m(
bB) rezult¼a c¼a triunghiurile S0aS0bS0c şi IaIbIc sunt asemenea.

Deoarece punctele A00; B00; C 00 sunt coliniare (ele apaŗtinând axei ortice a triunghiu-
lui ABC), atunci M

0
1;M

0
2;M

0
3 sunt mijloacele patrulaterului complet B

00A00BAC 00C
şi conform teoremei lui Gauss sunt coliniare (apaŗtin dreptei lui Gauss). Deoarece
fM 0

1g = IbIc \ S
0
bS

0
c; fM

0
2g = IaIc \ S

0
aS

0
c şi fM

0
3g = IaIb \ S

0
bS

0
a din reciproca teore-

mei lui Desarguss rezult¼a c¼a dreptele IaS
0
a; IbS

0
b şi IcS

0
c sunt concurente, triunghiurile

S
0
aS

0
bS

0
c şi IaIbIc �ind astfel omologice. �

Teorema 603 Triunghiurile Sharygin ale triunghiului ABC sunt omologice cu tri-
unghiul ABC, axa de omologie �ind dreapta lui Lemoine a triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. FiefXg = SbSc \ BA; fY g = SbSc \ AC; fL1g = SbSc \ BC;A0
piciorul bisectoarei din A (Figura 1.117). Deoarece ScSb este mediatoarea segmentului
AA0 şi AA0 este bisectoarea unghiului BAC; rezult¼a c¼a patrulaterul AXA0Y este romb.
Din teorema lui Menelaus pentru triunghiul ABC şi transversala L1; X; Y avem:

L1B

L1C
� XA
XB

� Y C
Y A

= 1;

unde L1B
L1C

= XB
Y C (deoareceXA � Y A) (1). Deoarece XA0 k AC rezult¼a XB

AB = BA0

BC ;
adic¼a

XB =
ac

b+ c
� c
a
=

c2

b+ c
; (2)

iar din Y A0 k AB rezult¼a

Y C

Y A
=
CA0

BC
; Y C =

ab

b+ c
� b
a
=

b2

b+ c
: (3)

Din relaţiile (1) - (3) rezult¼a L1B
L1C

=
�
c
b

�2
: Analog, dac¼a fL2g = SaSc \ AC, fL3g =

SaSb \AB rezult¼a L2C
L2A

=
�
a
c

�2 şi L3AL3B
=
�
b
a

�2
; de unde

L1B

L1C
� L2C
L2A

� L3A
L3B

= 1;

iar din reciproca teoremei lui Menelaus rezult¼a c¼a punctele L1; L2 şi L3 sunt coliniare
deci triunghiurile SaSbSc şi ABC sunt omologice. Tangenta în A la cercul circumscris
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triunghiului ABC intersecteaz¼a dreapta BC într-un punct A1 care are proprietatea
A1B
A1C

=
�
c
b

�2. Atunci, A1BA1C
= L1B

L1C
de unde:

A1B

A1C �A1B
=

L1B

L1C � L1B
;

adic¼a A1B
BC = L1B

BC egalitate echivalent¼a cu A1B = L1B şi deoarece A1 şi L1 sunt
de aceeaşi parte a lui B pe dreapta BC; rezult¼a c¼a punctele A1 şi L1 coincid, deci
L1 apaŗtine dreptei lui Lemoine a triunghiului ABC. Analog se arat¼a c¼a L2 şi L3
apaŗtin dreptei lui Lemoine, deci axa de omologie dintre primul triunghi Sharygin şi
triunghiul ABC este dreapta lui Lemoine a triunghiului ABC. Analog se arat¼a c¼a
triunghiul ABC este omologic şi cu cel de-al doilea triunghi Sharygin. �

1.49 Triunghiurile lui Caspary

�Geometria este cea mai bun¼a şi mai simpl¼a dintre toate logicile, cea mai potrivit¼a s¼a dea
in�exibilitate judec¼aţii şi raţiunii.��Denis Diderot56

Teorema 604 Dac¼a X şi Y sunt dou¼a puncte conjugate izotomic ale triunghiului
ABC şi paralelele, duse prin X la laturile BC;CA;AB; intersecteaz¼a dreptele AY;BY;
CY în punctele A1; B1; respectiv C1, atunci triunghiurile ABC şi A1B1C1 sunt omo-
logice şi au trei centre de omologie.

Demonstra̧tie. Not¼am cu A0 şi A00, B0 şi B00, C 0 şi C 00 punctele de interseçtie ale
dreptelor conjugate izotomic AX şi AY;BX şi BY;CX şi CY cu laturile triunghiului
ABC (Figura 1.119). Evident triunghiurile ABC şi A1B1C1 sunt omologice, punctul Y
�ind un centru de omologie. Fie fag = AB1\BC; fbg = BC1\CA şi fcg = CA1\AB.
Atunci, A0bkAB;B0ckBC;C 0a k CA, de unde

aB

aC
=
C 0B

C 0A
;
bC

bA
=
A0C

A0B
;
cA

cB
=
B0A

B0C
:

Din teorema lui Ceva avem:

C 0B

C 0A
� A

0C

A0B
� B

0A

B0C
= 1

sau aB
aC �

bC
bA �

cA
cB = 1, deci dreptele AB1; BC1; CA1 sunt concurente într-un punct Z.

Analog se arat¼a c¼a dreptele AC1; BA1; CB1 sunt concurente într-un punct notat cu
Z 0, de unde rezult¼a concluzia. �

Triunghiul A1B1C1 de mai sus se numeşte primul triunghi Caspary. Dac¼a dreptele
A1G;B1G;C1G care unesc vârfurile primului triunghi Caspary A1B1C1 cu centrul de
greutate G al triunghiului ABC, intersecteaz¼a dreptele AX;BX şi CX în punctele
A2; B2; respectiv C2, atunci triunghiul A2B2C2 se numeşte al doilea triunghi al lui
Caspary.
56 Denis Diderot (1713-1784) ��losof şi scriitor francez, �gur¼a complex¼a a iluminismului francez
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Figura 1.119: Triunghiurile lui Caspary

Observa̧tia 605 Al doilea triunghi al lui Caspary A2B2C2 este omologic cu triunghiul
ABC, centrul de omologie al acestor triunghiuri �ind punctul X, conjugatul izotomic
al centrului de omologie Y al triunghiului ABC cu primul triunghi al lui Caspary
A1B1C1. Primul şi al doilea triunghi ale lui Caspary sunt omologice, centrul lor de
omologie �ind centrul de greutate al triunghiului ABC.



Capitolul 2

INEGALIT¼AŢI GEOMETRICE
REMARCABILE

2.1 Inegalitatea fundamental¼a a triunghiului (Inegalit¼a̧tile
lui Blundon)

�Uşor nu e nici cântecul. Zi
şi noapte �nimic nu-i uşor pe p¼amânt,
c¼aci roua e sudoarea privighetorilor
ce s-au ostenit toat¼a noaptea cântând.�- Lucian Blaga1

Într-un triunghi ABC; �e O centrul cercului circumscris, I centrul cercului înscris,
G centrul de greutate, N punctul lui Nagel, s semiperimetrul, R raza cercului circum-
scris şi r raza cercului înscris. În cele ce urmeaz¼a prezent¼am o demonstraţie geometric¼a
a inegalit¼aţii fundamentale a triunghiului. Aceast¼a relaţie conţine de fapt dou¼a ine-
galit¼aţi şi a fost demonstrat¼a pentru prima oar¼a de c¼atre E. Rouché [101] în 1851,
r¼aspunzând unei întreb¼ari a lui Ramus referitoare la condi̧tii necesare şi su�ciente pen-
tru a exista un triunghi având date numerele reale pozitive s;R; r (vezi Teorema 607).
O demonstra̧tie relativ simpl¼a a inegalit¼aţii fundamentale a triunghiului a fost dat¼a
de W.J. Blundon [26] şi se bazeaz¼a pe urm¼atoarea proprietate algebric¼a a r¼ad¼acinilor
unei ecuaţii de gradul trei: R¼ad¼acinile x1; x2; x3 ale ecuaţiei

x3 + a1x
2 + a2x+ a3 = 0

sunt laturile unui triunghi dac¼a şi numai dac¼a, urm¼atoarele condi̧tii sunt veri�cate:
i) 18a1a2a3 + a21a

2
2 � 27a33 � 4a32 � 4a31a3 > 0; ii) �a1 > 0; a2 > 0;�a3 > 0; iii)

a31 � 4a1a2 + 8a3 > 0. Mai multe detalii se pot g¼asi în monogra�a scris¼a de c¼atre
D. Mitrinovíc, J. Peµcaríc şi V. Volenec [84], precum şi în articolele lui C. Niculescu
[91], [92], R.A. Satnoianu [104], S. Wu [119]. Menţion¼am c¼a G. Dospinescu, M. Lascu,

1Lucian Blaga (1895-1961) - �losof, umanist, jurnalist, poet, dramaturg, traduc¼ator, profesor uni-
versitar şi diplomat român, membru titular al Academiei Române
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C. Pohoaţ¼a şi M Tetiva [56] au dat o demonstraţie algebric¼a unei forme mai slabe a
inegalit¼aţii lui Blundon s � 2R + (3

p
3� 4)r. Aceast¼a inegalitate este o consecinţ¼a a

inegalit¼aţii fundamentale a triunghiului.
Reamintim câteva distanţe importante ce au loc într-un triunghi ABC. Faimoasa

formul¼a pentru distanţa OI este numit¼a relaţia lui Euler şi este dat¼a de

OI2 = R2 � 2Rr (2.1)

O demonstra̧tie standard a acestei relaţii g¼asim în H.S.M. Coxeter, S.L. Greitzer
[51] şi T. Lalescu [73]. O demonstraţie cu ajutorul numerelor complexe întâlnim în
T. Andreescu şi D. Andrica [5]. Urm¼atoarea distanţ¼a de care avem nevoie este ON şi
este dat¼a de

ON = R� 2r (2.2)

Relaţia (2.2) ne d¼a o demonstraţie geometric¼a a inegalit¼aţii lui Euler R � 2r şi joac¼a un
rol important în obţinerea rezultatelor noastre. O demonstra̧tie cu ajutorul numerelor
complexe întâlnim în T. Andreescu şi D. Andrica [5]. O alt¼a distanţ¼a util¼a este OG
dat¼a de:

OG2 = R2 � a
2 + b2 + c2

9
; (2.3)

unde a; b şi c sunt lungimile laturilor triunghiului ABC: Demonstraţia standard a
rela̧tiei (2.3) utilizeaz¼a relaţia lui Leibniz (vezi [5]).

Suma a2 + b2 + c2 poate � scris¼a în funçtie de s;R; r astfel:

a2 + b2 + c2 = 2(s2 � r2 � 4Rr) (2.4)

Demonstraţia aceastei formule se g¼aseşte, de exemplu, în [84]. Rezultatele ce urmeaz¼a
au fost publicate în [7].

Urm¼atorul rezultat conţine o demonstraţie geometric¼a simpl¼a a inegalit¼aţii funda-
mentale a triunghiului.

Teorema 606 (D. Andrica, C. Barbu [7]) Dac¼a ABC nu este un triunghi echilateral,
atunci urm¼atoarea relaţie este adev¼arat¼a:

cos[ION =
2R2 + 10Rr � r2 � p2

2(R� 2r)
p
R2 � 2Rr

: (2.5)

Demonstra̧tie. Este cunoscut faptul c¼a puncteleN;G; I sunt coliniare, apaŗtinând
dreptei lui Nagel, iar NI = 3GI (vezi [6] sau [71]). Aplicând relaţia lui Stewart în
triunghiul ION , obţinem:

ON2 �GI +OI2 �NG�OG2 �NI = GI �GN �NI;

sau
ON2 �GI +OI2 � 2GI �OG2 � 3GI = 6GI3;

relaţie echivalent¼a cu
ON2 + 2 �OI2 � 3 �OG2 = 6GI2;
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de unde

GI2 =
1

6

�
a2 + b2 + c2

3
� 8Rr + 4r2

�
=

1

6

�
2(p2 � r2 � 4Rr)

3
� 8Rr + 4r2

�
:

Aplicând teorema cosinusului în triunghiul ION şi ţinând seama de egalitatea NI2 =
9GI2 = 5r2 + p2 � 16Rr; obţinem:

cos[ION =
ON2 +OI2 �NI2

2ON �OI

=
(R� 2r)2 + (R2 � 2Rr)� (5r2 + p2 � 16Rr)

2(R� 2r)
p
R2 � 2Rr

=
2R2 + 10Rr � r2 � p2

2(R� 2r)
p
R2 � 2Rr

:

Dac¼a triunghiul este echilateral, atunci punctele I;O;N coincid, deci triunghiul ION
degenereaz¼a într-un punct. �

Teorema 607 (Blundon�Rouché) Condiţia necesar¼a şi su�cient¼a pentru a exista un
triunghi având elementele p; R şi r este:

2R2+10Rr�r2�2(R�2r)
p
R2 � 2Rr � p2 � 2R2+10Rr�r2+2(R�2r)

p
R2 � 2Rr:

(2.6)

Demonstra̧tie. Dac¼a R = 2r; atunci triunghiul este echilateral şi inegalit¼aţile sunt
evidente. Dac¼a R 6= 2r; atunci inegalit¼aţile (2.6) sunt o consecinţ¼a direct¼a a faptului
c¼a �1 � cos[ION � 1: �

Observa̧tia 608 (D. Andrica, C. Barbu [7]) În cazul trivial, când triunghiul este
echilateral, obţinem egalitatea în (2:6). Presupunând c¼a triunghiul nu este echilateral,
atunci avem R 6= 2r: Not¼am cu T (R; r) familia triunghiurilor având aceeaşi raz¼a a
cercului circumscris R şi aceeaşi raz¼a r. Inegalitatea (2:6) ne d¼a intervalul exact în care
se "mişc¼a" p pentru toate triunghiurile din familia T (R; r). Avem p2min = 2R2+10Rr�
r2�2(R�2r)

p
R2 � 2Rr şi p2max = 2R2+10Rr�r2+2(R�2r)

p
R2 � 2Rr. Dac¼a �x¼am

punctele O şi I astfel încât OI =
p
R2 � 2Rr, atunci triunghiul din familia T (R; r) cu

semiperimetrul minim, corespunde cazului cos[ION = 1, ceea ce înseamn¼a c¼a punctele
I;O;N sunt coliniare, iar punctele I şi N aparţin aceleiaşi raze având originea în O:
Deoarece punctele O;G;H sunt coliniare, aparţinând dreptei lui Euler a triunghiului,
rezult¼a c¼a punctele O; I;G sunt coliniare, deci în acest caz triunghiul ABC este isoscel.
În Figura 2.1 acest triunghi este notat cu AminBminCmin: De asemenea, triunghiul din
familia T (R; r) cu semiperimetrul maxim, corespunde cazului cos[ION = �1, ceea ce
inseamn¼a c¼a punctele I;O;N sunt coliniare, iar O este situat între I şi N . Utilizând
dreapta lui Euler rezult¼a c¼a triunghiul ABC este isoscel. În Figura 2.1 acest triunghi
este notat cu AmaxBmaxCmax: Not¼am faptul c¼a BminCmin > BmaxCmax: Triunghiurile
familiei T (R; r) sunt "situate" între aceste dou¼a cazuri extreme. În concordanţa cu
teorema de închidere a lui Poncelet, aceste triunghiuri sunt înscrise în acelaşi cerc
C(O;R), iar laturile lor sunt tangente exterioare la acelaşi cerc C(I; r).
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Figura 2.1: Inegalit¼aţile lui Blundon

Observa̧tia 609 (D. Andrica; C. Barbu [7]) Rezult¼a o cale natural¼a de construcţie a
unui triunghi ABC în care se dau centrul cercului înscris I, centrul cercului circum-
scris O şi punctul lui Nagel N . Ţinând cont de faptul c¼a punctele I;G;N sunt coli-
niare, a�ându-se pe dreapta lui Nagel a triunghiului ABC, g¼asim centrul de greutate
G pe segmentul IN astfel încât IG = 1

3IN . Apoi, utilizând faptul c¼a punctele O;G;H
sunt coliniare, determin¼am ortocentrul H pe raza (OG astfel încât OH = 3OG. Am
redus astfel construcţia cerut¼a la faimoasa problem¼a a lui Euler de construcţie a unui
triunghi în care ştim I, O şi H [60]. Problema de construcţie a lui Euler a fost studiat¼a
de c¼atre B.Scimemi [105], G.C.Smith [109], şI P.Yiu [121].

Not¼am cuNmin şiNmax punctele lui Nagel corespunz¼atoare triunghiurilorAminBminCmin,
respectiv AmaxBmaxCmax: Deoarece distanţa ON este constant¼a, �ind egal¼a cu ON =
R � 2r; punctul lui Nagel N se "mi̧sc¼a" pe cercul de diametru NminNmax; iar m¼asura
unghiului [ION variaz¼a între 0 şi 180�: S. Wu în [119] a dat o nou¼a versiune a inegali-
taţii lui Blundon introducând un parametru, dup¼a cum urmeaz¼a: pentru orice triunghi
A1A2A3; urm¼atoarele inegalit¼aţi au loc:

2R2+10Rr�r2�2(R�2r)
p
R2 � 2Rr cos� � p2 � 2R2+10Rr�r2+2(R�2r)

p
R2 � 2Rr cos�:
(2.7)

unde � = min
1�i<j�3

jAi �Aj j : Rezultatul ce urmeaz¼a a fost publicat în [7].

Teorema 610 (D. Andrica; C. Barbu [7]) În orice triunghi ABC sunt adev¼arate ine-
galit¼aţile:

� cos� � cos[ION � cos�; (2.8)
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unde � = minfjA�Bj ; jB � Cj ; jC �Ajg; cu egalitate dac¼a şi numai dac¼a triunghiul
este echilateral.

Observa̧tia 611 (D. Andrica; C. Barbu [7]) Inegalit¼aţile 2.7 şi 2.8 sunt echivalente.

Demonstra̧tie. În cele ce urmeaz¼a vom da o demonstraţie geometric¼a a inegalit¼aţii
(2.8). Mai întâi vom da o demonstraţie geometric¼a pentru inegalitatea din dreapta:

cos[ION � cos�:

Figura 2.2: N se "mi̧sc¼a" pe cercul de diametru NminNmax

Vârfurile celor dou¼a triunghiuri extremale AminBminCmin şi AmaxBmaxCmax deter-
min¼a şase arce pe cercul circumscris triunghiului, �ecare dintre acestea corespunzând
unei anumite ordini a unghiurilor triunghiului ABC: F¼ar¼a a pierde din generalitate
presupunem c¼a A > C > B (adic¼a a > c > b; unde a; b; c sunt lungimile laturilor
triunghiului ABC) şi vârfurile triunghiului ABC se mi̧sc¼a în sens trigonometric pe
cercul circumscris. În acest caz, A este situat între Amin şi Cmax; B este între Bmin şi
Amax; iar C este între Cmin şi Bmax (Figura 2.2).

În cazul de faţ¼a minfjA�Bj ; jB � Cj ; jC �Ajg = jB � Cj ; deci � = C � B. Fie
D punctul de interseçtie dintre dreapta AI şi cercul circumscris triunghiului ABC
(Figura 2.3): Not¼am cu E şi F punctele de interseçtie dintre dreapta lui Nagel NI cu
dreptele DO, respectiv AO. Triunghiul AOD este isoscel, deci \ADO =\DAO: Avem
[AOC = 2 bB şi \COD = bA; de unde rezult¼a c¼a

\ADO =
180� � ([AOC +\COD)

2
=
180� � (2 bB + bA)

2
=
bC � bB
2

;
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Figura 2.3: O reprezentare geometric¼a a parametrului �

sau
� = 2\ADO: (2.9)

Fie A1; B1; C1 picioarele perpendicularelor duse din I pe laturile triunghiului
ABC; A2 punctul diametral opus lui A1 în cercul înscris în triunghiul ABC; fA

0g =
AN \ BC; Ia centrul cercului exînscris corespunz¼ator laturii BC; iar ra raza cercului
A�exînscris. Deoarece dreptele IA1 si A

0
Ia sunt perpendiculare pe BC; rezult¼a c¼a

IA1 k A
0
Ia: Deoarece cercul înscris şi cercul A� exînscris sunt omotetice, prin omote-

tia de centru A şi raport rar ; avem
A
0
Ia

IA2
= ra

r : Rezult¼a c¼a punctele A
0
şi A2 se corespund

prin acest¼a omotetie, deci A2 2 AN:
Fie fA3g = AN \ OMa, fC3g = CN \ OMc; unde Ma şi Mc sunt mijloacele

laturilor BC; respectiv AC. Deoarece BA
0
= CA1 = p�c; rezult¼a c¼aMa este mijlocul

segmentului A
0
A1, deci MaA3 este linie mijlocie in triunghiul A1A2A

0
. Cum IA1 =

IA2; rezult¼a c¼a IA3 este linie mijlocie in triunghiul A1A2A
0
. Din IA3 kMaA1,MaA3 k

IA1 şi \IA1Ma = 90�; rezult¼a c¼a patrulaterul IA1MaA3 este dreptunghi. Analog se
arat¼a c¼a patrulaterul ICMcC3 este dreptunghi. Din condi̧tia a > c > b avem c¼a
OMa < OMc < OMb < IA1 = r.

În funçtie de pozi̧tia lui N faţ¼a de mediatoarea laturii BC; avem urmatoarele trei
situaţii:
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1) punctul N este în acelaşi semiplan cu punctul B faţ¼a de OMa, adic¼a N 2
[AA3n[AA3]. Atunci, [ION >\IOA3 = [IOE >\FOE:

2) punctul N � A3 � E: Atunci, [ION = [IOE >\FOE:
3) punctul N este în acelaşi semiplan cu punctul A faţ¼a de OMa, adic¼a N 2 [AA3].

Acest caz nu convine deoarece N 2 CC3; iar C3 2 OMc:
În toate cazurile posibile considerate mai sus obţinem

\FOE � [ION: (2.10)

Deoarece
2\ADO =\AOE =\FOE; (2.11)

din relaţiile (2.9)-(2.11), obţinem � � [ION şi de aici rezult¼a

cos[ION � cos�:

D¼am acum o demonstraţie geometric¼a pentru inegalitatea

� cos� � cos[ION (2.12)

Dac¼a [ION < 90�; atunci inegalitatea (2.12) este trivial¼a, deoarece numerele cos� şi
cos[ION sunt pozitive. Dac¼a [ION > 90�; atunci inegalitatea (2.12) este echivalent¼a
cu

�2 sin �+ �
2

sin
�� �
2

� 0
sau

sin
�+ �

2
sin

�� �
2

� 0:

unde am notat m¼asura unghiului [ION cu �: Inegalitatea precedent¼a este adev¼arat¼a
deoarece �+�

2 ; ���2 2 (0; 90�). �

Observa̧tia 612 Num¼arul � împarte triunghiurile familiei T (R; r) în funcţie de pozi-
ţia punctului A pe cercul O(R):

Apelând la inegalitatea lui Gerretsen [7]:

16Rr � 5r2 � p2 � 4R2 + 4Rr + 3r2: (2.13)

dup¼a câteva calcule simple obţinem:

jp2 � 2R2 � 10Rr + r2j � 2(R2 � 3Rr + 2r2): (2.14)

Din inegalit¼aţile (2.8) obţinem

j cos[ION j � cos� � R� rp
R2 � 2Rr

cos�:

Acum, utilizând relaţia (2.5) g¼asim:

jp2 � 2R2 � 10Rr + r2j
2(R� 2r)

p
R2 � 2Rr

� R� rp
R2 � 2Rr

cos�:

Calcule elementare conduc la o îmbun¼at¼aţire a inegalit¼aţii lui Gerretsen în funçtie de
parametrul �:
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Consecinţa 613 (D. Andrica, C. Barbu [7]) În orice triunghi ABC au loc urm¼a-
toarele inegalit¼aţi:

jp2 � 2R2 � 10Rr + r2j � 2(R2 � 3Rr + 2r2) cos�: (2.15)

În cele ce urmeaz¼a not¼am cu Ia; Ib; Ic centrele cercurilor exînscrise şi cu Na; Nb;
Nc punctele adjuncte corespunz¼atoare punctului lui Nagel N . De�ni̧tii şi caracter-
iz¼ari al punctelor Na; Nb; Nc g¼asim în lucrarea lui D.Andrica şi K.L.Nguyen [12]. Fie
p;R; r; ra; rb; rc respectiv semiperimetrul, raza cercului circumscris, raza cercului în-
scris şi razele cercurilor exînscrise corespunz¼atoare triunghiului ABC. Cunoaştem
faptul c¼a punctele Na; G; Ia sunt coliniare şi NaIa = 3GIa. Propriet¼aţi analoage se
dau pentru tripletele de puncte Nb; G; Ib şi Nc; G; Ic. Sunt adev¼arate urm¼atoarele
relaţii similare cu (2.1) şi (2.2):

OI2a = R
2 + 2Rra; OI

2
b = R

2 + 2Rrb; OI
2
c = R

2 + 2Rrc (2.16)

şi
ONa = R+ 2ra; ONb = R+ 2rb; ONc = R+ 2rc (2.17)

Demonstraţii ale relaţiilor (2.16) şi (2.17) se pot g¼asi în [12].

Teorema 614 (D. Andrica, C. Barbu [7]) Urm¼atoarea relaţie este adev¼arat¼a:

cos \IaONa =
R2 � 3Rra � r2a � �
(R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra

; (2.18)

unde � = a2+b2+c2

4 .

Demonstra̧tie. Aplicând rela̧tia lui Stewart în triunghiul IaONa, obţinem:

ON2
a �GIa +OI2a �NaG�OG2 �NaIa = GIa �GNa �NaIa;

sau
ON2

a �GIa +OI2a � 2GIa �OG2 � 3GIa = 6GI3a ;
rela̧tie echivalent¼a cu

ON2
a + 2 �OI2a � 3 �OG2a = 6GI2a :

Deoarece NaIa = 3GIa rezult¼a:

IaN
2
a = 9GI

2
a =

3

2

�
a2 + b2 + c2

3
+ 8Rra + 4r

2
a

�
=

a2 + b2 + c2

2
+ 12Rra + 6r

2
a = 2�+ 12Rra + 6r

2
a:

Aplicând teorema cosinusului în triunghiul IaONa obţinem:

cos \IaONa =
ON2

a +OI
2
a �NaI2a

2ONa �OIa
=
R2 + 2Rra + (R+ 2ra)

2 �NaI2a
(R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra

=
R2 � 3Rra � r2a � �
(R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra

:

Relaţii analoage se pot da pentru rb şi rc: �
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Teorema 615 (D. Andrica, C. Barbu [7]) Urm¼atoarele inegalit¼aţi sunt adev¼arate:

0 � a2 + b2 + c2

4
� R2 � 3Rra � r2a + (R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra: (2.19)

(Forma dual¼a a inegalit¼aţii lui Blundon)

Demonstra̧tie. Inegalitatea din stânga este evident¼a. Cum �1 � cos \IaONa � 1;
rezult¼a

R2�3Rra�r2a�(R+2ra)
p
R2 + 2Rra � � � R2�3Rra�r2a+(R+2ra)

p
R2 + 2Rra;

(2.20)
unde � = a2+b2+c2

4 . Inegalitatea din dreapta a relaţiei (2.19) rezult¼a din inegalitatea
din dreapta a relaţiei (2.20). �

Figura 2.4: Forma dual¼a a inegalit¼aţii lui Blundon

Observa̧tia 616 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) Not¼am cu T (R; ra) familia triunghiu-
rilor având aceeaşi raz¼a a cercului circumscris R şi aceeaşi exraz¼a ra. Inegalitatea
(2:19) ne d¼a intervalul exact în care se "mişc¼a" � pentru toate triunghiurile din fa-
milia T (R; ra). Avem �min = 0 şi �max = R2�3Rra�r2a+(R+2ra)

p
R2 + 2Rra. Dac¼a
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�x¼am punctele O şi Ia astfel încât OIa =
p
R2 + 2Rra, atunci triunghirile din familia

T (R; ra) ce au valoarea � minim¼a degenereaz¼a într-un punct şi se corespund punctelor
de intersecţie dintre cercurile C(O;R) şi C(Ia; ra): În Figura 2.4 aceste puncte sunt
notate cu A0min şi A

00
min: De asemenea, triunghiul din familia T (R; ra) pentru care va-

loarea lui � este maxim¼a, corespunde cazului cos \IaONa = �1, ceea ce înseamn¼a c¼a
punctele Ia; O;Na sunt coliniare, iar O este situat între Ia şi Na. În Figura 2.4 acest
triunghi este notat cu AmaxBmaxCmax: Utilizând dreapta lui Euler rezult¼a c¼a triunghiul
AmaxBmaxCmax este isoscel. În concordanţa cu teorema de închidere exterioar¼a a lui
Poncelet, triunghiurile familiei T (R; ra) sunt "situate" între aceste dou¼a cazuri ex-
treme.

Observa̧tia 617 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) Din Teorema 614 rezult¼a o cale natu-
ral¼a de construcţie a unui triunghi ABC în care se dau centrul cercului exînscris Ia,
centrul cercului circumscris O şi punctul lui Nagel adjunct Na. Ţinând cont de faptul
c¼a punctele Ia; G;Na sunt coliniare, g¼asim centrul de greutate G pe segmentul IaNa
astfel încât IaG = 1

3IaNa. Apoi, utilizând faptul c¼a punctele O;G;H sunt coliniare,
determin¼am ortocentrul H pe raza (OG astfel încât OH = 3OG. Am redus astfel con-
strucţia cerut¼a la faimoasa problem¼a a lui Euler de construcţie a unui triunghi în care
ştim I, O şi H.

Observa̧tia 618 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) Din Teorema 614 apare întrebarea
�reasc¼a: care este expresia lui � în funcţie de p;R; ra? Pentru a r¼aspunde la aceast¼a
întrebare vom ar¼ata mai întâi c¼a:

ab+ bc+ ca =
s6 + ra(4R+ 3ra)s

4 + r2a(3r
2
a � 16R2)s2 + r5a(ra � 4R)

(s2 + r2a)
2:

Deoarece tan A2 =
ra
p , putem scrie

sinA = 2 sin
A

2
cos

A

2
=

2 sin A2 cos
A
2

sin2 A2 + cos
2 A
2

=
2 tan A2
tan2 A2 + 1

=
2 rap
r2a
p2
+ 1

=
2rap

r2a + p
2
:

şi de aici

a = 2R � sinA = 4rap

r2a + p
2
:

Dac¼a K este aria triunghiului ABC, din abc
4R = K = (p� a)ra, obţinem

bc =
4(p� a)Rra

a
= 4Rra �

�p
a
� 1
�

= 4Rra �
r2a + p

2 � 4Rra
4Rra

= r2a + p
2 � 4Rra:

Combinând aceste rezultate rezult¼a:

ab+ bc+ ca = a(b+ c) + bc = a(2p� a) + bc

=
4rap

r2a + p
2
�
�
2p� 4ras

r2a + s
2

�
+ r2a + p

2 � 4Rra

=
p6 + ra(4R+ 3ra)p

4 + r2a(3r
2
a � 16R2)p2 + r5a(ra � 4R)

(p2 + r2a)
2

;
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iar de aici obţinem:

4� = a2 + b2 + c2 = (a+ b+ c)2 � 2(ab+ bc+ ca)

= 4p2 � 2 � p
6 + ra(4R+ 3ra)p

4 + r2a(3r
2
a � 16R2)p2 + r5a(ra � 4R)

(p2 + r2a)
2

=
2[p6 � ra(4R� ra)p4 + r2a(16R2 � r2a)p2 � r5a(ra � 4R)]

(p2 + r2a)
2

: (2.21)

Formula (2:21) ne d¼a o expresie complicat¼a a lui � în funcţie de p;R; ra. Din a2 +
b2 + c2 = 2(p2 � r2 � 4Rr); g¼asim p2 = 2�+ 4Rr + r2; de unde:

cos[ION =
2R2 + 10Rr � r2 � p2

2(R� 2r)
p
R2 � 2Rr

=
2R2 + 10Rr � r2 � 2�� 4Rr � r2

2(R� 2r)
p
R2 � 2Rr

=
R2 + 3Rr � r2 � �
(R� 2r)

p
R2 � 2Rr

: (2.22)

Teorema 619 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) În orice triunghi având semiperimetrul p
urm¼atoarele inegalit¼aţi au loc:

�2(R+2ra)
p
R2 + 2Rra � p2�

�
2R2 + r2 + 4Rr � 6Rra � 2r2a

�
� 2(R+2ra)

p
R2 + 2Rra:
(2.23)

Demonstra̧tie. Deoarece a2+b2+c2 = 2(p2�r2�4Rr); din relaţia (2.22) rezult¼a
concluzia. Expresii similare se pot obţine pentru rb şi rc. �

Observa̧tia 620 Utilizând faptul c¼a r < ra şi inegalitatea din dreapta a relaţiei (2:23)
obţinem

p2 � 2R2 + r2 + 4Rr � 6Rra � 2r2a + 2(R+ 2ra)
p
R2 + 2Rra

< 2R2 + r2a + 4Rra � 6Rra � 2r2a + 2(R+ 2ra)
p
R2 + 2Rra

= 2R2 � 2Rra � r2a + 2(R+ 2ra)
p
R2 + 2Rra

sau
p2 < 2R2 � 2Rra � r2a + 2(R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra: (2.24)

Teorema 621 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) În orice triunghi având semiperimetrul p
urm¼atoarele inegalit¼aţi au loc:

p2 < minf4R2 + 4Rra + 3r2a; 4R2 + 4Rrb + 3r2b ; 4R2 + 4Rrc + 3r2cg:

Demonstra̧tie. Utilizând relaţia (2.24) putem scrie

p2 < 2R2 � 2Rra � r2a + 2(R+ 2ra)
p
R2 + 2Rra

< 2R2 � 2Rra � r2a + 2(R+ 2ra)(R+ ra)
= 4R2 + 4Rra + 3r

2
a:

Expresii similare se pot obţine pentru rb şi rc. �
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Consecinţa 622 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) În orice triunghi urm¼atoarele inegalit¼aţi
au loc:

a2 + b2 + c2 < minf8R2 + 4r2a; 8R2 + 4r2b ; 8R2 + 4r2cg:

Demonstra̧tie. Din Teorema 615 obţinem

� =
a2 + b2 + c2

4
� R2 � 3Rra � r2a + (R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra

< R2 � 3Rra � r2a + (R+ 2ra)(R+ ra) = 2R2 + r2a;

de unde rezult¼a concluzia. Expresii similare se pot obţine pentru rb şi rc. �

Teorema 623 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) În orice triunghi este adev¼arat¼a inegali-
tatea:

p2 � 2
p
2(2R+ ra)ra

Demonstra̧tie. Avem

p2 � 4R2 + 4Rra + 3r2a = (2R+ ra)2 + 2r2a � 2
p
(2R+ ra)2 � 2r2a;

de unde rezult¼a concluzia. �

Observa̧tia 624 Analog se obţin inegalit¼aţile: i) p2 � 2
p
2(2R + rb)rb şi ii) p

2 �
2
p
2(2R+ rc)rc:

Teorema 625 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) În orice triunghi este adev¼arat¼a inegali-
tatea:

p2 � 2
p
3R(R+ 2ra):

Demonstra̧tie. Avem

p2 � 4R2 + 4Rra + 3r2a � 4R2 + 4Rra + 4r2a = 3R2 + (R+ 2ra)2;

de unde

p2 � 3R2 + (R+ 2ra)2 � 2
p
3R2 � (R+ 2ra)2 = 2

p
3(R2 + 2Rra):

�
Analog se obţin inegalit¼aţile: p2 � 2

p
3R(R+ 2rb) şi p2 � 2

p
3R(R+ 2rc):

Observa̧tia 626 Deoarece OI2a = R
2+2Rra, inegalitatea din teorema precedent¼a poate

� rescris¼a astfel: p2 � 2
p
3 �OI2a sau p �

4
p
12 �OIa.

Teorema 627 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) În orice triunghi este adev¼arat¼a inegali-
tatea: p � 2 �OIa.

Demonstra̧tie. Avem p � 4
p
12OIa � 2OIa. �



Inegalitatea fundamental¼a a triunghiului (Inegalit¼a̧tile lui Blundon) 236

Teorema 628 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) În orice triunghi este adev¼arat¼a inegali-
tatea:

p2 � minf12Rra; 12Rrb; 12Rrcg:

Demonstra̧tie. Avem

p2 � 4(R2 +Rra + r2a) � 12 3
p
R2 �Rra � r2a = 12Rra

sau p � 2
p
3Rra. �

Triunghiurile familiei T (R; r) având aceeaşi raz¼a R şi aceeaşi raz¼a r sunt "situ-
ate" între cele dou¼a triunghiuri extreme AminBminCmin şi AmaxBmaxCmax determinate
de pmin şi pmax. Aceste triunghiuri sunt isoscele în raport de vârfurile Amin şi Amax
Inegalitatea lui Blundon ne d¼a intervalul exact în care se "mi̧sc¼a" p pentru toate tri-
unghiurile din familia T (R; r). Avem

p2min = 2R
2 + 10Rr � r2 � 2(R� 2r)

p
R2 � 2Rr (2.25)

şi
p2max = 2R

2 + 10Rr � r2 + 2(R� 2r)
p
R2 � 2Rr: (2.26)

Triunghiul din familia T (R; r) cu semiperimetrul minim, corespunde cazului cos[ION =

Figura 2.5: Con�gura̧tia lui Blundon şi punctul lui Nagel N

1, ceea ce înseamn¼a c¼a punctele I;O;N sunt coliniare, iar punctele I şi N apaŗtin
aceleiaşi raze având originea înO:Deoarece puncteleO;G;H sunt coliniare, apaŗtinând
dreptei lui Euler a triunghiului, rezult¼a c¼a punctele O; I;G sunt coliniare, deci în acest
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caz triunghiul ABC este isoscel. De asemenea, triunghiul din familia T (R; r) cu semi-
perimetrul maxim, corespunde cazului cos[ION = �1, ceea ce inseamn¼a c¼a punctele
I;O;N sunt coliniare, iar O este situat între I şi N . Utilizând dreapta lui Euler rezult¼a
c¼a triunghiul ABC este isoscel.

Vom numi con�guraţia lui Blundon, imaginea prezentat¼a în Figura 2.5.

Teorema 629 (Andrica; D:; Barbu; C:; P işcoran; L:; [11]) Familia T (R; r) conţine
numai dou¼a triunghiuri isoscele, şi anume: AminBminCmin şi AmaxBmaxCmax.

Demonstra̧tie. Triunghiul ABC în T (R; r) este isoscel cu AB = AC dac¼a şi
numai dac¼a OI este perpendicular¼a pe BC. Deoarece BminCmin şi BmaxCmax sunt
perpendiculare pe OI, de unde rezult¼a concluzia. �

n

Observa̧tia 630 Deoarece OD � 0; urmeaz¼a c¼a OI � r, deci

R � r(1 +
p
2);

sau
r � (

p
2� 1)R:

Aceasta este o scurt¼a demonstraţie geometric¼a a inegalitaţii lui A.Emmerich [84], ade-
v¼arat¼a pentru orice triunghi obtuzunghic.

D¼am în continuare câteva consecinţe ale inegalit¼aţilor lui Blundon.

Lema 631 (Andrica; D:; Barbu; C:; P işcoran; L:; [11]) Fie P un punct situat în in-
teriorul cercului C(O;R). Dac¼a P 6= O, atunci funcţia A 7! PA este strict cresc¼atoare

pe semicercul
_

M0M1 , unde M0;M1 sunt punctele de intersecţie dintre OP cu cercul C
astfel încât P 2 (OM0).

Demonstra̧tie. F¼ar¼a a restrânge generalitatea, presupunem c¼a O este originea
unui sistem cartezian xOy cu P situat pe axa pozitiv¼a. În acest caz avem P (x0; 0);
x0 > 0; A(R cos t; R sin t); t 2 [0; �] şi

PA2 = (R cos t� x0)2 + (R sin t)2 = R2 + x20 � 2Rx0 cos t:

Deoarece funçtia cosinus este strict descresc¼atoare pe [0; �] şi x0 > 0; obţinem c¼a
funçtia A 7! PA2 este strict cresc¼atoare, de unde rezult¼a concluzia. �

Teorema 632 (Andrica; D:; Barbu;C:; P işcoran; L:; [11]) În con�guraţia Blundon,

funcţia A 7! \BAC este strict cresc¼atoare pe semicercul
_

AmaxAmin::

Demonstra̧tie. Avem sin A2 =
r
IA . Din Lema 631, pentru P = I, funçtia A 7! IA

este strict descresc¼atoare pe semicercul
_

AmaxAmin: Deci pentru dou¼a puncte A1; A2 2
AmaxAmin, avem IA1 > IA2, sau sin A12 = r

IA1
< r

IA2
= sin A22 ; de unde \B1A1C1 <

\B2A2C2 (Figura 2.6). �
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Figura 2.6: Distribuţia triunghiurilor în familia T (R; r)

Din teorema sinusurilor, pentru triunghiurile familiei T (R; r), avem a = 2R sinA.
Din relaţia r = (p� a) tan A2 ; rezult¼a:

p =
r + a tan A2
tan A2

:

Pe de alt¼a parte, bc = 4rRp
a şi b+ c = 2p� a, deci b; c sunt r¼ad¼acinile ecuaţiei

x2 � (2p� a)x+ 4rRp
a

= 0;

adic¼a
2p� a�

q
4p2 � 4ap+ a2 � 16rRp

a

2
:

Rezultatele de mai sus arat¼a c¼a familia T (R; r) este perfect determinat¼a pân¼a la o
congruenţ¼a de unghi A. În acest mod obţinem:

Consecinţa 633 Distribuţia triunghiurilor în familia T (R; r) este în perechi (ABC;A0B0C 0)
astfel încât triunghiurile ABC şi A0B0C 0 sunt congruente şi simetrice faţ¼a de diametrul
OI.

Consecinţa 634 În con�guraţia Blundon, funcţia A 7! BC este strict cresc¼atoare

pe arcul
_

AmaxA0 şi strict descresc¼atoare pe arcul
_

A0Amin, unde A0 este pe semicercul
_

AmaxAmin astfel încât \B0A0C0 = �
2 .
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Teorema 635 (Andrica; D:; Barbu; C:; P işcoran; L:; [11]) (Forma tare a inegali-
t¼aţilor lui Blundon) În con�guraţia Blundon, funcţia A 7! p(A) este strict descresc¼a-

toare pe arcul
_

AmaxBmin, unde p(A) reprezint¼a semiperimetrul triunghiului ABC, adic¼a

p(Amax) � p(A) � p(Bmin):

Demonstra̧tie. Evident, p(Amax) = pmax (semiperimetrul triunghiuluiAmaxBmaxCmax)
şi p(Amin) = pmin (semiperimetrul triunghiului AminBminCmin). Când A se mi̧sc¼a pe

arcul
_

AmaxBmin; de la Amax la Bmin, unghiul \ION descreşte de la � la 0, adic¼a funçtia
A 7! \ION este strict descresc¼atoare. Presupunând c¼a avem ordineaAmax; A1; A2; Bmin;
din relaţia (2.26) obţinem s2(A1) > s

2(A2), de unde rezult¼a concluzia. �

Fie P un punct în planul triunghiului ABC; iar DEF triunghiul cevian corespun-
z¼ator punctului P în raport cu triunghiul ABC: Dac¼a P are coordonatele baricentrice
t1 : t2 : t3, atunci coordonatele baricentrice ale vârfurilor triunghiului DEF sunt:
D(0 : t2 : t3); E(t1 : 0 : t3), F (t1 : t2 : 0): Coordonatele baricentrice au fost introduse
de c¼atre Möbius în 1927. Enumer¼am câteva lucr¼ari despre coordonatele baricentrice
ale lui C. Bradley [36], C. Coand¼a [46], C. Coşni̧t¼a [50], C. Kimberling [72], O. Bottema
[33], J. Scott [106] şi P. Yiu [122].

C. Barbu şi N. Minculete [17] au introdus noţiunea de cevin¼a de rang (k; l;m)
astfel: Dac¼a D este un punct pe latura (BC) a unui triunghi neisoscel ABC, astfel
încât:

BD

DC
=
�c
b

�k
�
�
p� c
p� b

�l
�
�
a+ b

a+ c

�m
k; l;m 2 R, atunci AD o vom numi cevian¼a de rang (k ; l ;m); iar dac¼a D 2 BCn [BC],
astfel încât BDDC =

�
c
b

�k ��p�cp�b

�l
�
�
a+b
a+c

�m
; k; l;m 2 R�, atunci AD o vom numi excevian¼a

de rang (k ; l ;m)
C. Barbu şi N. Minculete [17] au ar¼atat c¼a cevienele de rang (k; l;m) sunt con-

curente într-un punct I(k; l;m) numit punct cevian de rang (k ; l ;m), iar coordonatele
baricentrice ale lui I(k; l;m) sunt: ak(p�a)l(b+c)m : bk(p�b)l(a+c) : ck(p�c)l(a+b)m:

Observa̧tia 636 Dac¼a M este un punct din planul unui triunghi ABC; atunci urm¼a-
toarea egalitate are loc:

(t1 + t2 + t3)
��!
MP = t1

��!
MA+ t2

��!
MB + t3

��!
MC: (2.27)

Pentru cazul particular M � P; egalitatea (2:27) devine

t1
�!
PA+ t2

��!
PB + t3

��!
PC =

�!
0 :

Teorema 637 Dac¼a M este un punct din planul unui triunghi ABC; atunci urm¼a-
toarea egalitate are loc:

(t1+t2+t3)
2MP 2= (t1MA

2+t2MB
2+t3MC

2)(t1+t2+t3)� (t2t3a
2+t3t1b

2+t1t2c
2):

(2.28)
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Demonstra̧tie. Din relaţia (2.27) şi produsul scalar a doi vectori rezult¼a:

(t1 + t2 + t3)
2MP 2 = t21MA

2 + t22MB
2 + t23MC

2+

2t1t2
��!
MA � ��!MB + 2t1t3

��!
MA � ��!MC + 2t2t3

��!
MB � ��!MC

sau
(t1 + t2 + t3)

2MP 2 = t21MA
2 + t22MB

2 + t23MC
2+

t1t2(MA
2+MB2�AB2) + t1t3(MA

2+MC2�AC2) + t2t3(MB
2+MC2�BC2);

de unde,

(t1+t2+t3)
2MP 2= (t1MA

2+t2MB
2+t3MC

2)(t1+t2+t3)� (t2t3a
2+t3t1b

2+t1t2c
2);

unde am folosit faptul c¼a

2
��!
MA���!MB= 2MA �MB cosAMB = 2MA �MB�MA

2+MB2�AB2
2MA �MB =MA2+MB2�AB2:

�

Observa̧tia 638 (Barbu;C:; Minculete;N:[17]) Dac¼a t1; t2; t3 şi t1 + t2 + t3 sunt
nenule, atunci (2:28) poate � rescris¼a astfel:

MP 2 =
t1MA

2+t2MB
2+t3MC

2

t1+t2+t3
� t1t2t3

(t1+t2+t3)
2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

�
: (2.29)

Consecinţa 639 (Barbu;C:; Minculete;N:[17]) Urm¼atoarea egalitate are loc:

R2 �OP 2 = t1t2t3
(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

�
; (2.30)

cu t1; t2; t3 > 0:

Demonstra̧tie. Egalitatea se obţine din (2.29) pentru M � O. �

Teorema 640 (Barbu;C:; Minculete;N:[17]) În orice triunghi ABC având semi-
perimetrul p; urm¼atoarea egalitate are loc:

R2 �OP 2 � 4p2t1t2t3
(t1 + t2 + t3)3

;

cu t1; t2; t3 > 0:

Demonstra̧tie. Din inegalitatea lui Bergström - dac¼a xk 2 R şi ak > 0; k 2
f1; 2; :::; ng; atunci

x21
a1
+
x22
a2
+ :::+

x2n
an
� (x1 + x2 + :::+ xn)

2

a1 + a2 + :::+ an
;
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cu egalitate dac¼a şi numai dac¼a

x1
a1
=
x2
a2
= ::: =

xn
an
;

şi relaţia (2.30) rezult¼a:

R2 �OP 2 � t1t2t3
(t1 + t2 + t3)2

� (a+ b+ c)
2

t1 + t2 + t3
:

Egalitatea are loc pentru P � I (unde I este centrul cercului înscris în triunghiul
ABC): �

C. Coşni̧t¼a [50] a formulat urm¼atoarea teorem¼a: dac¼a punctele P şi Q au coordo-
natele baricentrice t1 : t2 : t3, respectiv u1 : u2 : u3, în raport cu un triunghi ABC;
atunci

PQ2 = ���

�
a2

�
+
b2

�
+
c2




�
; (2.31)

unde

� =
u1

u1+u2+u3
� t1
t1+t2+t3

;� =
u2

u1+u2+u3
� t2
t1+t2+t3

; 
 =
u3

u1+u2+u3
� t3
t1+t2+t3

:

Teorema 641 (Andrica; D; Barbu;C:; Minculete; N:[9]) Dac¼a punctele P şi Q au
coordonatele baricentrice t1 : t2 : t3, respectiv u1 : u2 : u3, în raport cu un triunghi
ABC; atunci

cos\POQ=
2R2� t1t2t3

(t1+t2+t3)2

�
a2

t1
+ b2

t2
+ c2

t3

�
� u1u2u3

(u1+u2+u3)2

�
a2

u1
+ b2

u2
+ c2

u3

�
+��


�
a2

� +
b2

� +
c2




�
2

rh
R2� t1t2t3

(t1+t2+t3)2

�
a2

t1
+ b2

t2
+ c2

t3

�i
�
h
R2� u1u2u3

(u1+u2+u3)2

�
a2

u1
+ b2

u2
+ c2

u3

�i
(2.32)

cu

� =
u1

u1+u2+u3
� t1
t1+t2+t3

;� =
u2

u1+u2+u3
� t2
t1+t2+t3

; 
 =
u3

u1+u2+u3
� t3
t1+t2+t3

;

iar ti şi ui, i = 1; 3; sunt nenule.

Demonstra̧tie. Din (2.29) avem:

OP 2 = R2 � t1t2t3
(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

�
şi

OQ2 = R2 � u1u2u3
(u1 + u2 + u3)2

�
a2

u1
+
b2

u2
+
c2

u3

�
Aplicând teorema cosinusului în triunghiul POQ avem

cos\POQ =
OP 2 +OQ2 � PQ2

2OP �OQ :

Din relaţiile precedente rezult¼a concluzia. �
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Teorema 642 (Andrica; D; Barbu;C:; Minculete; N:[9]) Urm¼atoarele inegalit¼aţi au
loc:

�2

s�
R2� t1t2t3

(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

��
�
�
R2� u1u2u3

(u1 + u2 + u3)2

�
a2

u1
+
b2

u2
+
c2

u3

��
�

��


�
a2

�
+
b2

�
+
c2




�
+2R2�

�
t1t2t3

(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

�
+

u1u2u3
(u1 + u2 + u3)2

�
a2

u1
+
b2

u2
+
c2

u3

��
�

2

s�
R2� t1t2t3

(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

��
�
�
R2� u1u2u3

(u1 + u2 + u3)2

�
a2

u1
+
b2

u2
+
c2

u3

��
(2.33)

cu

� =
u1

u1 + u2 + u3
� t1
t1 + t2 + t3

;� =
u2

u1 + u2 + u3
� t2
t1 + t2 + t3

; 
 =
u3

u1 + u2 + u3
� t3
t1 + t2 + t3

;

iar ti şi ui, i = 1; 3; sunt nenule.

Demonstra̧tie. Inegalit¼aţile sunt consecinţa faptului c¼a cos\POQ 2 [�1; 1]: Egali-
tatea din dreapta are loc dac¼a şi numai dac¼a \POQ = 0, adic¼a punctele O;P;Q sunt
coliniare în ordinea O;P;Q sau O;Q;P . Egalitatea din stânga are loc dac¼a şi numai
dac¼a\POQ = �, adic¼a punctele O;P;Q sunt coliniare în ordinea P;O;Q sau Q;O; P .
�

Consecinţa 643 (Andrica; D; Barbu;C:; Minculete; N:[9]) Condiţia necesar¼a şi
su�cient¼a pentru a exista un triunghi având elementele s; R şi r este:

2R2+10Rr � r2�2(R� 2r)
p
R2 � 2Rr� p2� 2R2+10Rr � r2+2(R� 2r)

p
R2 � 2Rr:

(Inegalit�aţile lui Blundon)

Demonstra̧tie. Coordonatele baricentrice ale punctelor I şi N sunt (t1; t2; t3) =
(a; b; c), respectiv (u1; u2; u3) = (p� a; p� b; p� c). Avem:

u1+ u2+ u3 = p� a+ p� b+ p� c = p; u1u2u3 = (p� a)(p� b)(p� c) = r2p; (2.34)

şi
t1 + t2 + t3 = 2p; t1t2t3 = abc = 4Rrp: (2.35)

Din relaţia (2.33) rezult¼a

� =
p� a
p

� a

2p
=
2p� 3a
2p

; � =
2p� 3b
2p

; 
 =
2p� 3c
2p

;

iar de aici

��


�
a2

�
+
b2

�
+
c2




�
=

P
�
a2 =

P�
1� 3b

2p

��
1� 3c

2p

�
a2

=
P
a2 � 3

2p

P�
a2(a+ b+ c)� a3

�
+
9abc

4p2
P
a

=
P
a2 � 3

P
a2 +

3

2p

P
a3 +

9abc

2p

= �2(2p2 � 2r2 � 8Rr) + 3(p2 � 3r2 � 6Rr) + 18Rr
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sau

��


�
a2

�
+
b2

�
+
c2




�
= �p2 � 5r2 + 16Rr:

Cum
t1t2t3

(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

�
=
4Rrp

4p2
� 2p = 2Rr

şi

u1u2u3
(u1 + u2 + u3)2

�
a2

u1
+
b2

u2
+
c2

u3

�
=

r2p

p2

�
a2

p� a +
b2

p� b +
c2

p� c

�
=

r2

p
�
P
a2(p� b)(p� c)

r2p

=
1

p2
�
p2
P
a2 � p

P�
a2(a+ b+ c)� a3

�
+ abc

P
a
	

=
1

p2
�
p
P
a3 � p2

P
a2 + 8Rrp2

�
=

1

p2
�
2p2(p2 � 3r2 � 6Rr)� p2(2p2 � 2r2 � 8Rr) + 8Rrp2

�
= 4Rr � 4r2:

Utilizânt teorema precedent¼a rezult¼a concluzia. �
Vom da în continuare, utilizând coordonatele baricentrice, o nou¼a demonstraţie

teoremei 614.

Teorema 644 (Andrica; D; Barbu;C:; Minculete; N:[9]) Urm¼atoarea relaţie este
adev¼arat¼a:

cos \IaONa =
R2 � 3Rra � r2a � �
(R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra

; (2.36)

unde � = a2+b2+c2

4 .

Demonstra̧tie. Coordonatele baricentrice ale centrului cercului A-exînscris Ia
sunt (t1; t2; t3) = (�a; b; c), iar cele ale punctului lui Nagel adjunctNa sunt (u1; u2; u3) =
(p; c� p; b� p). Avem

u = u1 + u2 + u3 = p� a; u1u2u3 = p(p� b)(p� c)

şi
t = t1 + t2 + t3 = 2(p� a); t1t2t3 = �abc = �4Rrp:

Obţinem

� =
2p+ a

2(p� a) = 1 +
3a

2(p� a) ;

� =
2c� 2p� b
2(p� a) = 1� 3b

2(p� a) ;


 =
2b� 2p� c
2(p� a) = 1� 3c

2(p� a) :
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Urmeaz¼a c¼a

t1t2t3
t2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

�
=

�4Rrp
4(p� a)2 � 2(p� a) = �2Rra; (2.37)

şi
u1u2u3
u2

�
a2

u1
+
b2

u2
+
c2

u3

�
=
p(p� c)(p� b)
(p� a)2

�
a2

p
� b2

p� c �
c2

p� b

�
=

�
�
�a2 � p� b

p� a �
p� c
p� a + b

2 � p

p� a �
p� b
p� a + c

2 � p

p� a �
p� c
p� a

�
=

�
�
�a2 � ra

rb
� ra
rc
+ b2 � ra

r
� ra
rb
+ c2 � ra

r
� ra
rc

�
=

�r2a
�
�a2
rbrc

+
b2

rrb
+
c2

rrc

�
= �r2a

�
4R

ra
+ 4

�
= �4Rra � 4r2a; (2.38)

unde am utilizat relaţia �a2
rbrc

+ b2

rrb
+ c2

rrc
= 4R

ra
+ 4 ([12]). Acum, calcul¼am expresia:

E = ��


�
a2

�
+
b2

�
+
c2




�
+
a2 + b2 + c2

2
=

a2�
 +
a2

2
+ b2�
 +

b2

2
+ c2�� +

c2

2
=

a2
�
1� 3(b+ c)

2(p� a) +
9bc

4(p� a)2

�
+
a2

2
+

b2
�
1 +

3(a� c)
2(p� a) �

9ca

4(p� a)2

�
+
b2

2
+

c2
�
1 +

3(a� b)
2(p� a) �

9ab

4(p� a)2

�
+
c2

2
;

sau

E = a2
�

�3p
2(p� a) +

9bc

4(p� a)2

�
+b2

�
3(p� c)
2(p� a) �

9ca

4(p� a)2

�
+c2

�
3(p� b)
2(p� a) �

9ab

4(p� a)2

�
=

3

2(p� a) [�a
2p+ b2(p� c) + c2(p� b)] + 9abc

4(p� a)2 (a� b� c) =

3

2(p� a) [p(�a
2 + b2 + c2)� bc(b+ c)]� 18Rra: (2.39)

Avem:
p(�a2 + b2 + c2)� bc(b+ c) = 2pbc cosA� 2bcp+ abc =

2pbc(cosA� 1) + abc = abc� 4pbc sin2 A
2
=

abc� 4p(p� b)(p� c) = abc� 4Kra = 4K(R� ra); (2.40)
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unde cu K am notat aria triunghiului ABC: Din relaţiile (2.39) şi (2.40) g¼asim

E =
3

2(p� a) � 4K(R� ra)� 18Rra = 6ra(R� ra)� 18Rra = �12Rra � 6r
2
a;

de unde

��


�
a2

�
+
b2

�
+
c2




�
= �12Rra � 6r2a �

a2 + b2 + c2

2
(2.41)

Utilizând relaţiile (2.37), (2.38) şi (2.41) în (2.32) obţinem concluzia. �

Observa̧tia 645 (Andrica; D; Barbu;C:; Minculete; N:[9]) Fie I1; I2 dou¼a puncte
ceviene având coordonatele baricentrice:

Ii[a
ki(p� a)li(b+ c)mi : bki(p� b)li(a+ c)mi : cki(p� c)li(a+ b)mi ]; i = 1; 2:

Not¼am cu: t1i = a
ki(p � a)li(b + c)mi, t2i = b

ki(p � b)li(a + c)mi ; t3i = c
ki(p � c)li(a +

b)mi ; i = 1; 2: Din relaţia (2:32) obţinem:

cos\I1OI2 =
2R2 � t11t

2
1t
3
1

(T1)2

�
a2

t11
+ b2

t21
+ c2

t31

�
� t12t

2
2t
3
2

(T2)2

�
a2

t12
+ b2

t22
+ c2

t32

�
+ ��


�
a2

� +
b2

� +
c2




�
2

rh
R2 � t11t

2
1t
3
1

(T1)2

�
a2

t11
+ b2

t21
+ c2

t31

�i
�
h
R2 � t12t

2
2t
3
2

(T2)2

�
a2

t12
+ b2

t22
+ c2

t32

�i ;

(2.42)
unde T1 = t11 + t

2
1 + t

3
1; T2 = t

1
2 + t

2
2 + t

3
2, iar pentru i = 1; 2; avem:

t1i t
2
i t
3
i

(Ti)2

�
a2

t1i
+
b2

t2i
+
c2

t3i

�
=

Q
cyc
aki(p� a)li(b+ c)miP

cyc
aki(p� a)li(b+ c)mi

X
cyc

a2

aki(p� a)li(b+ c)mi
;

şi

� =
ak1(p� a)l1(b+ c)m1P
cyc
ak1(p� a)l1(b+ c)m1

� ak2(p� a)l2(b+ c)m2P
cyc
ak2(p� a)l2(b+ c)m2

;

� =
bk1(p� b)l1(a+ c)m1P

cyc
ak1(p� a)l1(b+ c)m1

� bk2(p� b)l2(a+ c)m2P
cyc
ak2(p� a)l2(b+ c)m2

;


 =
ck1(p� c)l1(a+ b)m1P

cyc
ak1(p� a)l1(b+ c)m1

� ck2(p� c)l2(a+ b)m2P
cyc
ak2(p� a)l2(b+ c)m2

:

Consecinţa 646 (Andrica; D; Barbu;C:; Minculete; N:[9]) Dac¼a I1; I2 sunt puncte
ceviene de ordine k1; respectiv k2, atunci (2:42) devine:

cos\I1OI2 =
2R2 � (abc)k1 S2�k1

(Sk1 )
2 � (abc)k2

S2�k2
(Sk2 )

2 +
P
cyc
( b

k1

Sk1
� bk2

Sk2
)( c

k1

Sk1
� ck2

Sk2
)a2

2

r
[R2 � (abc)k1 S2�k1

(Sk1 )
2 ][R2 � (abc)k2

S2�k2
(Sk2 )

2 ]

;

(2.43)
unde Sl = al + bl + cl.
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Consecinţa 647 Pentru k1 = 0 şi k2 = 1 obţinem coordonatele baricentrice ale cen-
trului de greutate G(1; 1; 1); respectiv ale centrului cercului înscris I(a; b; c): Formula
(2:43) devine:

cos[GOI =
6R2 � p2 � r2 + 2Rr

2
p
9R2 � 2p2 + 2r2 + 8Rr �

p
R2 � 2Rr

; (2.44)

unde abc = 4pRr; S0 = 3; S1 = 2p; S2 = 2(p2 � r2 � 4Rr):

Consecinţa 648 Pentru k2 = 2 obţinem coordonatele baricentrice ale punctului lui
Lemoine L(a2; b2; c2) şi atunci

cos[GOL =
6R2S2 � S22 + S4

2
p
9R2 � S2 �

p
R2S22 � 48(Rrp)2

; (2.45)

unde S4 = S22 � 2[(p2 + r2 + 4Rr)2 � 16Rrp2]; iar

cos dIOL = RS2 + rS2 � 4rp2

2
p
R2 � 2Rr �

p
S22 � 48r2p2

: (2.46)

Fiecare dintre relaţiile (2:44); (2:45); (2:46) genereaz¼a inegalit¼aţi tip Blundon, dar aces-
tea nu au interpret¼ari geometrice frumoase.

Observa̧tia 649 (Andrica; D; Barbu;C:; Minculete; N:[9]) Fie I1; I2; I3 trei puncte
ceviene de rang (k ; l ;m) având coordonatele baricentrice:

Ii[a
ki(p� a)li(b+ c)mi : bki(p� b)li(a+ c)mi : cki(p� c)li(a+ b)mi ]; i = 1; 3:

Pentru i = 1; 3, aki(p� a)li(b+ c)mi, bki(p� b)li(a+ c)mi ; cki(p� c)li(a+ b)mi not¼am
cu t1i ; t

2
i ; respectiv t

3
i : Fie

�ij =
t1j

t1j + t
2
j + t

3
j

� t1i
t1i + t

2
i + t

3
i

;

�ij =
t2j

t1j + t
2
j + t

3
j

� t2i
t1i + t

2
i + t

3
i

şi


ij =
t3j

t1j + t
2
j + t

3
j

� t3i
t1i + t

2
i + t

3
i

pentru i; j 2 f1; 2; 3g: Utilizând relaţia (2:31) obţinem:

IiI
2
j = ��ij � �ij � 
ij �

�
a2

�ij
+
b2

�ij
+
c2


ij

�
pentru i; j 2 f1; 2; 3g: Din teorema cosinusului în triunghiul I1I2I3 obţinem

cos\I1I2I3 =
I1I

2
2 + I2I

2
3 � I3I21

2I1I2 � I2I3
=

�a2(�12
12+�23
23��31
31)� b
2(
12�12+
23�23�
31�31) + c

2(�12�12+�23�23��31�31)
2
p
��12
12a2�
12�12b2��12�12c2 �

p
��23
23a2�
23�23b2��23�23c2
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Teorema 650 (Andrica; D; Barbu;C:; Minculete; N:[9]) Urm¼atoarele inegalit¼aţi au
loc:

�2
p
��12
12a2�
12�12b2��12�12c2 �

p
��23
23a2�
23�23b2��23�23c2 �

�a2(�12
12+�23
23��31
31)� b
2(
12�12+
23�23�
31�31) + c

2(�12�12+�23�23��31�31) �

2
p
��12
12a2�
12�12b2��12�12c2 �

p
��23
23a2�
23�23b2��23�23c2

Demonstra̧tie. Inegalit¼aţile sunt consecinţa faptului c¼a cos\I1I2I3 2 [�1; 1]: �

2.2 Inegalitatea lui Euler

�Am fost un lucr¼ator conştiincios, nu am fost super�cial, am muncit pân¼a acum la b¼atrânȩte.
Spiritul meu a fost geometric, m-a fermecat varietatea şi frumusȩtea �gurii.� � Alexandru
Miller2

Teorema 651 Fie R şi r razele cercului circumscris, respectiv cercului înscris într-un
triunghi ABC: Atunci, R � 2r:

Demonstra̧tie. Soluţia 1. Fie O şi I centrele cercurilor circumscris, respectiv
înscris în triunghiul ABC: Din egalitatea lui Euler (vezi [15]), OI2 = R2 � 2Rr;
utilizând faptul evident c¼a OI2 � 0; rezult¼a concluzia. Egalitatea R = 2r are loc
pentru un triunghi echilateral.

Soluţia 2. (Elias Lampakis, Am Math Monthly, 122 (9)) Fie ra raza cercului A�
exînscris. Avem:

4rra = 4
A2[ABC]

p(p� a) = 4(p� b)(p� c)

= (a+ c� b)(a+ b� c) = a2 � (b� c)2 � a2:

Analog se arat¼a c¼a 4rrb � b2 şi 4rrc � c2: Atunci,

64rarbrc � a2b2c2;

64r3A3[ABC] � 16R2A2[ABC](p� a)p� b)(p� c);
4r4p � R2(p� a)p� b)(p� c);
4r4p2 � R2A2[ABC] = R

2p2r2;

4r2 � R2;

de unde rezult¼a concluzia. �
,

2Alexandru Miller (1879-1965) �matematician român, membru al Academiei Române
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2.3 Inegalitatea lui Gerretsen

�Gândirea este o pas¼are a în¼aļtimilor care, în colivia cuvintelor, izbuteşte doar s¼a-̧si desf¼aşoare
aripile, dar nu poate zbura.�- Kahlil Gibran3

Teorema 652 (Gerretsen [63]) Dac¼a r şi R sunt razele cercului înscris, respectiv cir-
cumscris corespunz¼atoare unui triunghi ABC şi p semiperimetrul triunghiului, atunci

16Rr � 5r2 � p2 � 4R2 + 4Rr + 3r2:

Demonstra̧tie. Soluţia 1. Folosind inegalitatea lui Blundon

p2� 2R2+10Rr � r2+2(R� 2r)
p
R2 � 2Rr;

este su�cient s¼a demonstr¼am c¼a

2R2+10Rr � r2+2(R� 2r)
p
R2 � 2Rr � 4R2 + 4Rr + 3r2;

sau
2(R� 2r)

p
R2 � 2Rr � 2R2 � 6Rr + 4r2;

de unde
(R� 2r)

p
R2 � 2Rr � (R� 2r)(R� r):

Cum R � 2r; ultima inegalitate este echivalent¼a cu r2 � 0; ceea ce este evident.
Egalitatea are loc dac¼a şi numai dac¼a R = 2r; adic¼a pentru un triunghi echilateral.

Soluţia 2. Dac¼a I;H şiG sunt centrul cercului înscris, ortocentrul, respectiv centrul
de greutate corespunz¼atoare triunghiului ABC; atunci

IH2 = 4R2 + 4Rr + 3r2 � (a+ b+ c)
2

4
; (1)

9IG2 =
(a+ b+ c)2

4
� 16Rr + 5r2: (2)

(vezi [13]). Din relaţiile (1) şi (2), deoarece IH2 � 0 şi IG2 � 0; rezult¼a concluzia.
Egalitatea are loc pentru un triunghi echilateral. �

3Kahlil Gibran (1883-1931) �poet libanez
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2.4 Inegalitatea lui Doucet

�Geometria reprezint¼a eterna sclipire în mintea lui Dumnezeu. Împ¼art¼aşirea acesteia şi omului
reprezint¼a motivul pentru care omul este imaginea lui Dumnezeu.��Johannes Kepler4

Teorema 653 Dac¼a r şi R sunt razele cercului înscris, respectiv circumscris cores-
punz¼atoare unui triunghi ABC şi p semiperimetrul triunghiului, atunci

4R+ r � p
p
3:

Demonstra̧tie. (Soluţie - K. Soto, Peru) Din inegalitatea lui Gerretsen

p2 � 4R2 + 4Rr + 3r2;

rezult¼a
3p2 � 12R2 + 12Rr + 12r2 � 16R2 + 8Rr + r2 (1)

de unde rezult¼a concluzia. Inegalitatea

12R2 + 12Rr + 12r2 � 16R2 + 8Rr + r2

este echivalent¼a cu
4R2 � 4Rr � 8r2 � 0

sau
4(R� 2r)(R+ r) � 0;

adic¼a R � 2r (Inegalitatea lui Euler). �

2.5 Inegalitatea triunghiului

�Noi vener¼am Grecia antic¼a drept leag¼an al culturii, acolo lumea a asistat pentru prima oar¼a
la miracolul unui sistem logic în care paşii se succed cu o asemenea precizie încât propozi̧tiile
lui ap¼areau ca absolul indubitabile �am în vedere geometria lui Euclid.��Albert Einstein5

Teorema 654 În orice triunghi, suma lungimilor oric¼aror dou¼a laturi este mai mare
decât lungimea celei de-a treia.

Demonstra̧tie. Ar¼at¼am c¼a b+ c > a: Construim punctul D pe dreapta AB astfel
încât A 2 (BD) şi AD = b (Figura 2.7). Astfel, BD = b+ c: Evident

m(\DCB) = m(\DCA) +m(\ACB) > m(\ACB) = m(\ADC);

de unde obţinem BD > BC; adic¼a b+ c > a: �
4Johannes Kepler (1571-1630) �matematician şi astronom german, considerat precursor al calculu-

lui integral
5Albert Einstein (1879-1955) ��zician german, profesor universitar la Berlin şi Princeton, laureat

al Premiului Nobel
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Figura 2.7: Inegalitatea triunghiului

Observa̧tia 655 Evident avem jb� cj < a < b+ c:

Observa̧tia 656 Trei numere reale pozitive sunt lungimile laturilor unui triunghi dac¼a
a < b+ c; b < c+ a şi c < a+ b:

2.6 Inegalitatea lui Mitrinovíc

"Geometry is knowledge of the eternally existent." - Pitagora

Teorema 657 Dac¼a r este raza cercului înscris într-un triunghi ABC şi p semi-
perimetrul triunghiului, atunci:

p � 3
p
3r:

Demonstra̧tie. Soluţia 1. Fie I centrul cercului înscris în triunghiul ABC: Ex-
primând AI în dou¼a moduri obţinem:

p� a = r � ctgA
2
:
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Analog obţinem p� b = r � ctgB2 şi p� c = r � ctg
C
2 , de unde

ctg
A

2
+ ctg

B

2
+ ctg

C

2
=
p

r
: (1)

Deoarece funçtia ctg este convex¼a pe intervalul
�
0; �2

�
, din inegalitatea lui Jensen,

rezult¼a:

ctg
A

2
+ ctg

B

2
+ ctg

C

2
� 3

p
3: (2)

Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a concluzia.
Soluţia 2. Utilizând inegalitatea mediilor, avem:

2p = a+ b+ c � 3 3
p
abc = 3 3

p
4Rrp;

sau
8p3 � 27(4Rrp) � 27(8r2p);

deoarece R � 2r: Urmeaz¼a, p � 3
p
3r: �

2.7 Inegalitatea lui Leibniz

�O notaţie bun¼a are o subtilitate şi o sugestivitate care uneori o face s¼a par¼a un profesor viu.�
- Bertrand Russel6

Teorema 658 Dac¼a R este raza cercului circumscris a unui triunghi ABC şi a; b; c
lungimile laturilor triunghiului, atunci:

9R2 � a2 + b2 + c2:

Demonstra̧tie. Din teorema lui Leibniz [15] avem:

MA2 +MB2 +MC2 =
AB2 +BC2 + CA2

3
+ 3MG2; (1)

oricare ar �M un punct din planul triunghiului ABC (G centrul de greutate al tri-
unghiului ABC): Dac¼a M coincide cu O �centrul cercului circumscris triunghiului
ABC - atunci relaţia (1) devine: 3OA2 = a2+b2+c2

3 + 3OG2, adic¼a

OG2 = R2 � a
2 + b2 + c2

9
:

Cum OG2 � 0, rezult¼a concluzia. �

6Bertrand Russel (1872-1970) �matematician şi logician englez
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2.8 Inegalitatea lui Erdös �Mordell

�Nu poate exista un limbaj mai universal şi mai simplu, mai lipsit de greşeli şi de confuzii,
adic¼a mai demn de a exprima raporturile invariabile dintre realit¼aţile naturale. Matematica
este tot atât de cuprinz¼atoare ca îns¼aşi natura. Ea de�neşte toate raporturile sensibile, m¼asoar¼a
timpul, spaţiile, foŗtele şi temperaturile. Ştiinţa aceasta di�cil¼a se formeaz¼a cu încetul, dar
p¼astreaz¼a toate principiile odat¼a ce şi le-a însuşit. Ea creşte şi se consolideaz¼a f¼ar¼a încetare,
în mijlocul atâtor erori ale spiritului uman.�- Baptiste Joseph Fourier 7

Teorema 659 Dac¼a P este un punct în interiorul unui triunghi ABC, atunci

PA+ PB + PC � 2(PA1 + PB1 + PC1);

unde A1; B1; C1 sunt proiecţiile punctului P pe laturile BC;AC;BA ale triunghiului
ABC.

Demonstra̧tie. Soluţia 1. Not¼am cu a0; b0; c0 lungimile segmentelor PA;PB;PC
şi cu x; y; z lungimile segmentelor PA1; PB1; PC1 (Fig. 2.8): Din teorema cosinusului

Figura 2.8: Teorema lui Erdös �Mordell

în triunghiul PB1C1 rezult¼a:

B1C1 =
p
y2 + z2 + 2yz cosA: (1)

Cum patrulaterul AC1PB1 este inscriptibil, rezult¼a

^AB1C1 = ^APC1: (2)

7Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) � matematician şi �zician francez, membru al Academiei
Franceze, contribuţii în toate domeniile matematicii
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Deoarece sin^APC1 = AC1
AP , atunci PA = a

0 = B1C1
sinA ; de unde

a0 =

p
y2 + z2 + 2yz cosA

sinA
:

Analog se arat¼a c¼a b0 =
p
x2+z2+2xz cosB

sinB ; c0 =
p
x2+y2+2xy cosC

sinC , de unde rezult¼a:

PA+ PB + PC = a0+b0+c0=

p
(y sinC + z sinB)2 + (y cosC � z cosB)2

sinA

+

p
(z sinA+ x sinC)2 + (z cosA� x cosC)2

sinB
+

p
(x sinB + y sinA)2 + (x cosB � y cosA)2

sinC

şi de aici avem:

a0 + b0 + c0 � y sinC + z sinB

sinA
+
z sinA+ x sinC

sinB
+
x sinB + y sinA

sinC
;

adic¼a

a0 + b0 + c0 � y
�
sinC

sinA
+
sinA

sinC

�
+ z

�
sinB

sinA
+
sinA

sinB

�
+ x

�
sinB

sinC
+
sinC

sinB

�
;

deci a0 + b0 + c0 � 2(x+ y+ z) (unde am utilizat inegalitatea x
y +

y
x � 2;8x; y > 0), cu

egalitate dac¼a triunghiul ABC este echilateral.
Soluţia 2. Fie B2 şi C2 proieçtiile punctelor B şi C pe dreapta B1C1: Avem

BC � B2C2 = B2C1 + C1B1 +B1C 02: (1)

Cum ^B2C1B = ^AC1P = ^APB1; rezult¼a c¼a triunghiurile dreptunghice BB2C1 şi
AB1P sunt asemenea, de unde rezult¼a c¼a

B2C1 = PB1 �
BC1
AP

(2)

şi analog se arat¼a c¼a B1C2 = PC1 � B1CAP (3). Cum patrulaterul AC1PB1 este ins-
criptibil, din inegalitatea lui Ptolemeu rezult¼a: AC1 � PB1 +AB1 � PC1 = AP �B1C1;
de unde

B1C1 = AC1 �
PB1
AP

+AB1 �
PC1
AP

: (4)

Din relaţiile (1); (2); (3) şi (4) rezult¼a:

BC � BC1 �
PB1
AP

+AC1 �
PB1
AP

+AB1 �
PC1
AP

+B1C �
PC1
AP

;

de unde:
BC �AP � PB1(BC1 + C1A) + PC1(AB1 +B1C)

inegalitate echivalent¼a cu BC �AP � PB1 �AB + PC1 �AC, deci

AP � PB1 �
AB

BC
+ PC1 �

AC

BC
: (5)
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Urm¼arind acelaşi raţionament se obţin inegalit¼aţile:

BP � PA1 �
BA

AC
+ PC1 �

BC

AC
; (6)

PC � PA1 �
AC

AB
+ PB1 �

BC

AB
: (7)

Sumând inegalit¼aţile (5); (6); (7) şi ţinem cont de inegalitatea x
y +

y
x � 2;8x; y > 0,

rezult¼a:

PA+ PB + PC �
�
AB

AC
+
AC

AB

�
�PA1+

�
AB

BC
+
BC

AB

�
�PB2+

�
AC

BC
+
BC

CA

�
�PC2

� 2(PA1+PB1+PC1)

�

Consecinţa 660 Dac¼a triunghiul ABC este ascuţitunghic şi H este ortocentrul triun-
ghiului ABC, atunci

HA+HB +HC � 6r;

unde r este raza cercului înscris în triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Dac¼a triunghiul ABC este ascuţitunghic şi P coincide cu orto-
centrul H al triunghiuluiABC din inegalitatea lui Erdös obţinem:

HA+HB +HC � 2(HA1 +HB1 +HC1): (1)

Dac¼a ha; hb; hc sunt lungimile în¼aļtimilor triunghiului ABC, atunci (1) devine:

HA+HB +HC � 2(ha �HA+ hb �HB + hc �HC);

adic¼a
HA+HB +HC � 2

3
(ha + hb + hc);

de unde se obţine inegalitatea

HA+HB +HC � 2

3

�
2S

a
+
2S

b
+
2S

c

�
=
4S

3

�
1

a
+
1

b
+
1

c

�
:

Aplicând inegalitatea mediilor rezult¼a:

HA+HB +HC � 4S

3
� 9

a+ b+ c
=
12S

2p
= 6r;

deci: HA+HB +HC � 6r. �

Consecinţa 661 Într-un triunghi ascuţitunghic ABC,

cosA+ cosB + cosC � 3

2
:
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Demonstra̧tie. Dac¼a P coincide cu centrul cercului circumscris (O) al triunghiului
ascuţitunghic ABC, avem:

3R � 2(OA1 +OB1 +OC1) = 2
"r

R2 � a
2

4
+

r
R2 � b

2

4
+

r
R2 � c

2

4

#
;

adic¼a:
3R �

p
4R2 � a2 +

p
4R2 � b2 +

p
4R2 � c2;

inegalitate echivalent¼a cu 3R � 2R(cosA + cosB + cosC), de unde rezult¼a concluzia
(am ţinut cont de a = 2R sinA şi de relaţiile analoage). �

Consecinţa 662 Dac¼a triunghiul ABC este ascuţitunghic şi H este ortocentrul tri-
unghiului atunci HA+HB +HC � 3R.

Demonstra̧tie. Avem: HA+HB+HC = 2R(cosA+cosB+cosC) � 2R �3=2 =
3R. �

Consecinţa 663 În orice triunghi ABC este adev¼ar¼at¼a relaţia: 2r � R (Relaţia lui
Euler):

Demonstra̧tie. Din consecinţele precedente rezult¼a 6r � HA+HB +HC � 3R;
de unde obţinem concluzia. �

Consecinţa 664 Dac¼a I este centrul cercului înscris în triunghiul ABC, atunci

6r � AI +BI + CI � 4R� 2r:

Demonstra̧tie. Dac¼a P coincide cu centrul cercului înscris I al triunghiului ABC,
atunci relaţia lui Erdös devine:

AI +BI + CI � 6r: (1)

Cu AI = r
sin A

2

şi analoagele rezult¼a

AI +BI + CI = r

 
1

sin A2
+

1

sin B2
+

1

sin C2

!

= r

 
sin A2 � sin

B
2 + sin

B
2 � sin

C
2 + sin

C
2 � sin

A
2

sin A2 � sin
B
2 � sin

C
2

!
:

Ţinând cont c¼a sin A2 � sin
B
2 � sin

C
2 =

r
4R şi de inegalitatea xy + yz + zx � x

2 + y2 +
z2;8x; y; z 2 R rezult¼a:

AI +BI + CI � r
4R

r

�
sin2

A

2
+ sin2

B

2
+ sin2

C

2

�
= 4R

�
1� cosA

2
+
1� cosB

2
+
1� cosC

2

�
;
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de unde:

AI +BI + CI � 2R [3� (cosA+ cosB + cosC)]= 2R
�
3� 1� 4 sin A

2
sin

B

2
sin

C

2

�
;

deci
AI +BI + CI � 2R

�
2� r

R

�
= 4R� 2r: (2)

Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a concluzia. �

Teorema 665 Dac¼a G este centrul de greutate al triunghiului ABC, atunci

GA+GB +GC � 6r:

Demonstra̧tie. Dac¼a punctul P coincide cu centrul de greutate al triunghiului
ABC, rela̧tia lui Erdös devine: GA+GB+GC � 2(GA1+GB1+GC1). Ţinând cont
de faptul c¼a GA1 = 1

3ha şi de relaţiile analoage avem:

GA+GB +GC � 2

3
(ha + hb + hc) =

2

3

�
2S

a
+
2S

b
+
2S

c

�
;

adic¼a:

GA+GB +GC � 4S

3

�
1

a
+
1

b
+
1

c

�
� 4S

3
� 9

a+ b+ c
=
12S

2p
= 6r:

�

Consecinţa 666 Dac¼a P este un punct în interiorul unui triunghi ABC, atunci

PAm + PBm + PCm � 2(PAm1 + PBm1 + PCm1 );8m 2 N�;

unde A1; B1; C1 sunt proiecţiile punctului P pe laturile BC;AC;BA ale triunghiului
ABC.

Demonstra̧tie. Din teorema lui Erdös rezult¼a: PA � y sinCsinA +z
sinB
sinA şi analoagele.

Obţinem:

PAm + PBm + PCm � xm
�
sinmC

sinmA
+
sinmA

sinmC

�
+ ym

�
sinmC

sinmB
+
sinmB

sinmC

�

+zm
�
sinmB

sinmA
+
sinmA

sinmB

�
� 2 (xm + ym + zm) ;8m 2 N�;

unde am aplicat inegalitatea dintre media aritmetic¼a şi geometric¼a. �

Teorema 667 (Generalizarea teoremei lui Erdös - Mordell) Fie P un punct arbitrar
în planul triunghiului ABC şi a0; b0; c0 distanţele de la P la vârfurile A;B, respectiv C
şi x; y; z distanţele de la P la laturile BC;CA, respectiv AB. Atunci,

a0 + b0 + c0 �
�
b

c
+
c

b

�
x+

� c
a
+
a

c

�
y +

�
a

b
+
b

a

�
z;

cu egalitate dac¼a P este centrul cercului circumscris triunghiului ABC.
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Demonstra̧tie. Fie h1 lungimea în¼aļtimii duse din A pe latura BC: Avem:

2A[ABC] = a � h1 = ax+ by + cz:

Evident, a0 + x � h1 cu egalitate dac¼a şi numai dac¼a punctul P apaŗtine în¼aļtimii din
A. Avem aa0 + ax � ah1 = ax + by + cz, de unde aa0 � by + cz (1). Fie AB0C 0

simetricul triunghiului ABC faţ¼a de bisectoarea unghiului A (Fig. 2.9). Atunci,

Figura 2.9: Generalizarea teoremei lui Erdös - Mordell

aplicând inegalitatea (1) pentru triunghiul AB0C 0 obţinem: aa0 � cy + bz; adic¼a

a0 � c

a
y +

b

a
z; (2)

cu egalitate dac¼a punctul P apaŗtine în¼aļtimii din A a triunghiului AB0C 0, dreapt¼a ce
trece prin centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Analog, se obţin relaţiile:

b0 � a

b
z +

c

b
x; (3)

c0 � b

c
x+

a

c
y: (4)

Sumând inegalit¼aţile (2), (3) şi (4) rezult¼a concluzia. �

Observa̧tia 668 Dac¼a P este un punct interior triunghiului ABC, x; y; z > 0, avem:
a0 + b0 + c0 � 2(x + y + z) (unde am utilizat faptul c¼a a

b +
b
a � 2;8a; b > 0) care este

inegalitatea lui Erdös-Mordell. Egalitatea are loc dac¼a a = b = c, adic¼a dac¼a triunghiul
ABC este echilateral şi P este centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Teorema 669 (Generalizare a teoremei lui Erdös8) Fie �1; �2; �3 2 R+ şi t 2 [0; 1] ;
iar P un punct în interiorul triunghiului ABC: Se noteaz¼a distanţele PA;PB;PC cu

8Paul Erdös (1913-1996) �matematician ungur, profesor la Universitatea Notre Dame, contribuţii
importante în teoria numerelor şi matematici discrete
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x1; x2; respectiv x3 şi cu d1; d2; d3 distanţele de la laturile AB; BC; respectiv CA.
Atunci:

�1x
t
1 + �2x

t
2 + �3x

t
3 � 2t

p
�1�2�3

�
dt1p
�1
+

dt2p
�2
+

dt3p
�3

�
;

cu egalitate dac¼a şi numai dac¼a �1
a2t
= �2

b2t
= �3

c2t
şi P este centrul cercului circumscris

triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Se cunoaşte c¼a

x1 �
c

a
d1 +

b

a
d3; x2 �

a

b
d3 +

c

b
d1; x3 �

b

c
d1 +

b

a
d2:

Pentru 0 < t < 1 rezult¼a

xt1 � 2t
 
c
ad1 +

b
ad3

2

!t
� 2t �

�
c
a

�t � dt1 + � ba�t � dt3
2

şi analoagele. Utilizând inegalitatea x+ 1
x � 2 pentru x > 0 rezult¼a:

�1x
t
1 + �2x

t
2 + �3x

t
3 �

2t

"�
c
b

�t � �2 + � bc�t � �3
2

� dt1 +
�
a
c

�t � �3 + � ca�t � �1
2

� dt2 +
�
b
a

�t � �1 + �ab �t � �2
2

� dt3

#
�

2t(
p
�2�3 � dt1 +

p
�3�1 � dt2 +

p
�1�2 � dt3):

�

Observa̧tia 670 Dac¼a t > 1; atunci,

�1x
t
1 + �2x

t
2 + �3x

t
3 � 2

p
�1�2�3

�
dt1p
�1
+

dt2p
�2
+

dt3p
�3

�
:

Consecinţa 671

�1
dt1
+
�2
dt2
+
�3
dt3

� 2t
p
�1�2�3

�
1p
�1xt1

+
1p
�2xt2

+
1p
�3xt3

�
�1

(x1d1)
t +

�2

(x2d2)
t +

�3

(x3d3)
t � 2t

p
�1�2�3

(x1x2x3)
t

�
xt1p
�1
+

xt2p
�2
+

xt3p
�3

�
�1 (x1d1)

t + �2 (x2d2)
t + �3 (x3d3)

t � 2t
p
�1�2�3 (d1d2d3)

t

�
1p
�1dt1

+
1p
�2dt2

+
1p
�3dt3

�
�1d

t
1 + �2d

t
2 + �3d

t
3 � 2t

p
�1�2�3 (d1d2d3)

t

�
1p
�1dt1

+
1p
�2dt2

+
1p
�3dt3

�
Consecinţa 672 Dac¼a P este centrul cercului înscris în triunghiul ABC, atunci d1 =
d2 = d3 = r şi x1 = r cos A2 ; x2 = r cos B2 ; x3 = r cos C2 : Din consecinţa precedent¼a
pentru t 2 (0; 1] şi utilizând egalitatea sin A2 sin

B
2 sin

C
2 =

r
4R obţinem:

�1 sin
t A

2
+�2 sin

t B

2
+�3 sin

t C

2
�
p
�1�2�3

�
2

2R

�t � 1
�1
cost

A

2
+
1

�2
cost

B

2
+
1

�3
cost

C

2

�
:
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Consecinţa 673 Dac¼a P este centrul de greutate al triunghiuluiABC, atunci di = hi
3

(hi,i = 1; 3 reprezint¼a în¼alţimile triunghiului ABC) şi x1 = AG = 2
3ma; x2 =

2
3mb;

x3 =
2
3mc: Din consecinţa 671 pentru t 2 (0; 1] rezult¼a:

�1
ht1
+
�2
ht2
+
�3
ht3
�
�

1p
�1mt

a

+
1p
�2mt

b

+
1p
�3mt

c

�
:

Dac¼a înlocuim �i = �
t
i obţinem:

�p
h2h3
ma

�t
+
�p

h3h1
mb

�t
+
�p

h1h2
mc

�t
� 3:

2.9 Inegalitatea lui Barrow

�Geometria e lini̧stea întâmpl¼arii.��Nichita St¼anescu9

Teorema 674 (Barrow) Dac¼a P este un punct interior triunghiului ABC, atunci

PA+ PB + PC � 2(PA0 + PB0 + PC 0);

unde PA0; PB0; PC 0 sunt bisectoarele unghiurilor ^BPC; ^CPA; ^APB (A0 2
(BC); B0 2 (AC); C 0 2 (AB)).

Demonstra̧tie. Not¼am cu a; b; c lungimile segmentelor PA;PB; respectiv PC
şi cu �; �; 
 m¼asurile unghiurilor ^BPC;^CPA; respectiv ^APB (Fig. 2.10). Prin

Figura 2.10: Teorema lui Barrow

A[XY Z] înţelegem aria triunghiului XY Z. Din A[PBC] = A[PBA0] +A[PCA0] rezult¼a:

PB � PC sin� = PB � PA0 sin �
2
+ PC � PA0 sin �

2
;

9Nichita St¼anescu (1933 �1983) �eseist, poet român, ales postum membru al Academiei Române
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deci PA0 = 2bc
b+c cos

�
2 . Utilizând inegalitatea

2
1
x
+ 1
y

� pxy; x; y > 0, rezult¼a

PA0 �
p
bc cos

�

2

şi analoagele. Atunci,

2(PA0 + PB0 + PC 0) � 2
p
bc cos

�

2
+ 2

p
ca cos

�

2
+ 2

p
ab cos




2
(*)

R¼amâne s¼a demonstr¼am c¼a

a+ b+ c � 2
p
bc cos

�

2
+ 2

p
ac cos

�

2
+ 2

p
bc cos




2
:

Deoarece �+ � + 
 = 2� rezult¼a

cos



2
= � cos

�
�

2
+
�

2

�
= � cos �

2
cos

�

2
+ sin

�

2
sin

�

2
;

inegalitatea de mai sus �ind echivalent¼a cu:�p
a sin

�

2
�
p
b sin

�

2

�2
+

�p
a cos

�

2
�
p
b cos

�

2
�
p
c

�
� 0;

ceea ce este adev¼arat. Egalitatea din (�) se obţine pentru a = b = c, adic¼a P este
centrul cercului circumscris triunghiului. �

2.10 Inegalitatea lui Finsler - Hadwiger

�Geometria este arta de a raţiona corect pe �guri incorecte.��Henri Poincaré10

Teorema 675 (Finsler - Hadwiger) În orice triunghi ABC având lungimile laturilor
a; b; c şi aria S este adev¼arat¼a inegalitatea:

a2 + b2 + c2 � 4
p
3S + (a� b)2 + (b� c)2 + (c� a)2:

Demonstra̧tie. Din egalitatea

(xy + yz + zx)2 = 3xyz(x+ y + z) +
1

2

�
x2(y � z)2 + y2(z � x)2 + z2(x� y)2

�
;

rezult¼a inegalitatea

xy + yz + zx �
p
3xyz(x+ y + z); 8x; y; z � 0: (1)

10Henri Poincaré (1854 -1912) �matamatician şi �zician francez, contribuţii importante în toate
ramurile matematicii
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În inegalitatea precedent¼a înlocuind pe x; y; z cu p� a; p� b; respectiv p� c, obţinem:

(ab+ bc+ ca)� p2 � S
p
3;

sau
4(ab+ bc+ ca)� 4p2 � 4S

p
3: (2)

Dar

4(ab+ bc+ ca)� 4p2 = (a2 + b2 + c2)�
�
(a� b)2 + (b� c)2 + (c� a)2

�
: (3)

Din relaţiile (2) şi (3) rezult¼a concluzia. �

Observa̧tia 676 Inegalitatea lui Finsler - Hadwiger este echivalent¼a cu inegalitatea
lui Doucet, 4R+ r � p

p
3:

2.11 Inegalitatea lui Ionescu-Weitzenböck

�Cea mai mare dorinţ¼a a mea este s¼a comunic şi altora pasiunea mea pentru matematic¼a.��
Miron Nicolescu11

Teorema 677 (Ionescu�Weitzenböck [118]) În orice triunghi ABC având lungimile
laturilor a; b; c şi aria S este adev¼arat¼a inegalitatea:

a2 + b2 + c2 � 4
p
3S: (1)

Demonstra̧tie. Din formula medianei 4m2
a = 2

�
b2 + c2

�
� a2; obţinem:

a2 + b2 + c2 =
1

2

�
2
�
b2 + c2

�
� a2 + 3a2

�
=
1

2

�
4m2

a + 3a
2
�
�

2
p
3ama � 2

p
3aha = 4

p
3S:

�
Vom da în continuare câteva generaliz¼ari ale inegalit¼aţii lui Ionescu-Weitzenböck.

Teorema 678 (Stoica; Minculete, Barbu [111]) În orice triunghi ABC are loc ine-
galitatea:

xa2 + yb2 + yc2 � 4
p
2xy + y2S; (2)

unde x şi y sunt numere reale pozitive.

11Miron Nicolescu (1903-1975) �matematician român, membru al Academiei Române, contribuţii
în analiza matematic¼a
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Demonstra̧tie. Avem:

xa2 + yb2 + yc2 =
1

2

�
y
��
2
�
b2 + c2

�
� a2

��
+ (2x+ y) a2

	
=

=
1

2

�
4ym2

a + (2x+ y) a
2
�
� 2
p
(2x+ y) yama = 2

p
2xy + y2ama

de unde

xa2 + yb2 + yc2 � 2
p
2xy + y2ama � 2

p
2xy + y2aha � 4

p
2xy + y2S:

(unde cu ma şi ha am notat lungimile medianei, respectiv în¼aļtimii din A): �

Teorema 679 (Stoica; Minculete, Barbu [111]) În orice triunghi ABC are loc ine-
galitatea:

a2 + b2 + c2 � 4
p
3� � 2

�
m2
a � h2a

�
: (3)

Demonstra̧tie. Utilizând formula medianei 4m2
a = 2

�
b2 + c2

�
� a2, inegalitatea

de demonstrat devine:

a2 + b2 + c2 � 4
p
3S � 2

2
�
b2 + c2

�
� a2

4
� 2h2a = b2 + c2 �

a2

2
� 2h2a;

sau 3a2

2 + 2h2a � 4
p
3S; inegalitate adev¼arat¼a deoarece

3a2

2
+ 2h2a � 2

r
3a2

2
� 2h2a = 2

p
3aha = 4

p
3S:

�

Teorema 680 (Stoica; Minculete, Barbu [111]) Inegalit¼aţile lui Ionescu-Weitzenböck
şi Finsler-Hadwiger sunt echivalente.

Demonstra̧tie. Este evident faptul c¼a inegalitatea Finsler - Hadwiger implic¼a
inegalitatea Ionescu-Weitzenböck.

Ar¼at¼am c¼a inegalitatea lui Ionescu-Weitzenböck implic¼a inegalitatea lui Finsler -
Hadwiger. Fie I centrul cercului înscris într-un triunghi ABC; A1, B1, C1 mijloacele
arcelor BC;CA; respectiv AB ale cercului circumscris triunghiului ABC: Not¼am cu
a1, b1, c1 lungimile laturilor triunghiului A1B1C1, p1 perimetrul triunghiului A1B1C1,
S1 aria sa, iar cu r1 şi R1 razele cercurilor înscris, respectiv circumscris triunghiului
A1B1C1 (Figura 2.25). Evident R1 = R. În triunghiul A1B1C1 avem:

m(\BA1C) =
B + C

2
=
�

2
� A
2
;

de unde

a1 = 2R cos
A

2
= 2R

r
p (p� a)
bc

= 2R

r
p

abc

p
a (p� a) =

r
R

r

p
a (p� a): (4)
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Figura 2.11: Inegalitatea lui Ionescu-Weitzenböck

Analog, obţinem b1 =
q

R
r

p
b (p� b) şi c1 =

q
R
r

p
c (p� c). Atunci,

X
a21 =

X r
R

r

p
a (p� a)

!2
=
R

r

X
a (p� a) (5)

=
R

2r

"X
a2 �

X
(a� b)2

#
şi

S1 =
a1b1c1
4R1

=
8R3 cos A2 cos

B
2 cos

C
2

4R
(6)

= 2R2
Y
cyclic

cos
A

2
= 2R2

p

4R
=
R

2r
S:

Aplicând inegalitatea lui Ionescu-Weitzenböck în triunghiul A1B1C1, obţinem

a21 + b
2
1 + c

2
1 � 4

p
3S1;

iar de aici, utilizând relaţiile (5) şi (6), rezult¼a:

X
a21 =

R

2r

"X
a2 �

X
(a� b)2

#
� 4

p
3S1 =

R

2r
4
p
3S;

adic¼a X
cyclic

a2 �
X
cyclic

(a� b)2 � 4
p
3S;

care este de fapt inegalitatea Finsler-Hadwiger. �
D¼am o ra�nare a inegalit¼aţii lui Finsler-Hadwiger.
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Teorema 681 În orice triunghi ABC are loc inegalitatea:

a2 + b2 + c2 � 4
p
3S + (a� b)2 + (b� c)2 + (c� a)2 + 4Rr sin2 B � C

2
:

Demonstra̧tie. Aplicând inegalitatea (3) în triunghiul A1B1C1, obţinem:

a21 + b
2
1 + c

2
1 � 4

p
3S1 � 2

�
m2
a1 � h

2
a1

�
: (2.47)

Deoarece
16S2 = 2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2 � a4 � b4 � c4

şi

4a2m2
a � 4a2h2a = 2a2b2 + 2c2a2 � a4 � 16S2

= b4 � 2b2c2 + c4 =
�
b2 � c2

�2
;

astfel,

2
�
m2
a � h2a

�
=

�
b2 � c2

�2
2a2

:

Pentru triunghiul A1B1C1 avem:

2
�
m2
a1 � h

2
a1

�
=

�
b21 � c21

�2
2a21

=
4R4 (cosB � cosC)2

8R2 cos2 A2

= 2R2 sin2
B � C
2

: (2.48)

Din relaţiile (2.47), (2.48) şi egalitatea

X
cyclic

a21 � 4
p
3�1 =

R

2r

24X
cyclic

a2 �
X
cyclic

(a� b)2 � 4
p
3�

35 ;
obţinem concluzia. �
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2.12 Inegalitatea lui Breush

�Matematica va � limba latin¼a a viitorului, obligatorie pentru toţi oamenii de ştiinţ¼a, tocmai
pentru c¼a matematica permite accelerarea maxim¼a a circulaţiei ideilor ştiinţi�ce.��Grigore
Moisil12

Teorema 682 Fie triunghiurile A1B1C1 şi A2B2C2 astfel încâtm(cA1) = 2�1, m(cA2) =
2�2, m(cB1) = 2�1, m(cB2) = 2�2, m(cC1) = 2
1, m(cC2) = 2
2 şi B1C1 = B2C2.
Atunci p(A1B1C1) � p(A2B2C2) dac¼a şi numai dac¼a

tg�1 � tg
1 � tg�2 � tg
2;

unde am notat cu p(XY Z) perimetrul triunghiului XY Z.

Demonstra̧tie.Avem:

Figura 2.12: Inegalitatea lui Breush

p(A1B1C1)

B1C1
= 1 +

A1B1 +A1C1
B1C1

= 1 +
sin 2
1 + sin 2�1

sin�1

= 1 +
2 sin(
1 + �1) � cos(
1 � �1)
2 sin(
1 + �1) � cos(
1 + �1)

=
2 cos 
1 � cos�1

cos 
1 � cos�1 � sin 
1 � sin�1
=

2

1� tg
1 � tg�1
12Grigore Moisil (1906-1973) �matematician român, profesor la Universitatea din Iaşi, membru al

Academiei Române
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(Fig. 2.12) şi analog,
p(A2B2C2)

B2C2
=

2

1� tg
2 � tg�2
:

Condi̧tia p(A1B1C1) � p(A2B2C2) este echivalent¼a cu

2

1� tg
1 � tg�1
� 2

1� tg
2 � tg�2
;

adic¼a tg
1 � tg�1 � tg
2 � tg�2.

Consecinţa 683 (Teorema lui Urquhart - Pedoe) În triunghiul ABC; �e transversala
B0�D�C 0 astfel încât B 2 (B0A), D 2 (BC), C 0 2 (AC). S¼a se arate c¼a AB+BD =
AC 0 + C 0D dac¼a şi numai dac¼a AB0 +B0D = AC + CD.

Demonstra̧tie. Fiem(\BAD) = 2�0,m(\BDA) = 2�,m(\DAC 0) = 2
,m(\ADC 0) =
2
0. Din inegalitatea lui Breusch rezult¼a c¼a p(AB0D) = p(ACD) dac¼a şi numai dac¼a

tg�0 � tg(90� � 
0) = tg
 � tg(90� � �);

adic¼a
tg�0 � ctg
0 = tg
 � ctg�

sau tg�0 � tg� = tg
 � tg
0, condi̧tie echivalent¼a cu p(ABD) = p(AC 0D), ceea ce trebuia
demonstrat. �

2.13 Inegalitatea lui Pedoe

�Nici un om nu se înt¼areşte citind un tratat de gimnastic¼a, ci f¼acând exerci̧tii; nici un om nu se
învaţ¼a a judeca citind judec¼aţile scrise de aļtii, ci judecând singur şi dându �şi singur seama
de natura lucrurilor.��Mihai Eminescu13

Teorema 684 Fie triunghiul ABC şi A0B0C 0 situate în acelaşi plan. Dac¼a laturile
lor au lungimile a; b; c; respectiv a0; b0; c0, atunci:

a2(�a02 + b02 + c02) + b2(a02 � b02 + c02) + c2(a02 + b02 � c02) � 16S � S0;

cu egalitate dac¼a triunghiurile sunt asemenea (unde cu S şi S0 am notat ariile tri-
unghiurilor ABC, respectiv A0B0C 0).

13Mihai Eminescu (1850-1889) �poet, jurnalist român, considerat cel mai important scriitor roman-
tic din literatura român¼a
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Demonstra̧tie. Pe latura BC se construieşte triunghiul A00BC asemenea cu ABC
(Fig. 2.13), de unde:

BC

B0C 0
=
CA00

C 0A0
=
A00B

A0B0
;

adic¼a a
a0 =

CA00

b0 = A00B
c0 , deci:

A00C =
ab0

a0
: (1)

Din teorema cosinusului în triunghiul A00CA rezult¼a:

Figura 2.13: Inegalitatea lui Pedoe

A00A2 = b2 +A00C2 � 2b �A00C � cos^ACA00: (2)

Din relaţiile (1) şi (2) rezult¼a:

A00A2 = b2 +

�
ab0

a0

�2
� 2bab

0

a0
� cos( \A0C 0B0 �\ACB)

egalitate echivalent¼a cu

a02 �A00A2 = a02b2 + a2b02 � 2aa0bb0
h
cos bC � coscC 0 + sin bC � sincC 0i � 0: (3)

Dar

S � S0 = ab sin bC
2

� a
0b0 sincC 0
2

4SS0 = aa0bb0 sin bC � sincC 0; (4)

iar

cos bC = a2 + b2 � c2
2ab

; coscC 0 = a02 + b02 � c02
2a0b0

: (5)

Din relaţiile (3), (4) şi (5) rezult¼a concluzia. Egalitatea are loc atunci când A00A2 = 0;
adic¼a A � A00; deci când triunghiurile ABC şi A0B0C 0 sunt asemenea. �
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Observa̧tia 685

1) Dac¼a triunghiul A0B0C 0este echilateral, atunci inegalitatea devine:

a2 + b2 + c2 � 4
p
3 � S:

2) Dac¼a triunghiul A0B0C 0 este CBA, deci a0 = b; b0 = c; c0 = a; atunci S = S0 şi
inegalitatea devine

a4 + b4 + c4 � 16S2:
3) Dac¼a triunghiul A0B0C 0 este dreptunghic în A0, atunci:

b2c02 + c2b02 � 8SS0:

2.14 Inegalitatea lui Oppenheim

"Tot ceea ce este frumos şi nobil este rezultatul raţiunii şi al calculului." - Ch. Baudelaire

Teorema 686 Dac¼a x; y; z sunt numere reale astfel încât x+y > 0; y+z > 0; z+x > 0
şi xy+ yz + zx > 0; S este aria unui triunghi ABC, iar a; b; c sunt lungimile laturilor
triunghiului, atunci

xa2 + yb2 + zc2 � 4S
p
xy + yz + zx; (1)

cu egalitate dac¼a şi numai dac¼a
x

�a2 + b2 + c2 =
y

a2 � b2 + c2 =
z

a2 + b2 � c2 : (2)

Demonstra̧tie. (Soluţie - Marcel Chiri̧t¼a) Fie k = 4
p
xy + yz + zx: Din teorema

cosinusului c2 = a2 + b2 � 2ab cosC şi S = ab sinC
2 , inegalitatea (1) poate � rescris¼a

astfel:
2(x+ z)a2 + 2(y + z)b2 � (4z cosC + k sinC)ab: (3)

Din inegalitatea mediilor obţinem c¼a

2(x+ z)a2 + 2(y + z)b2 � 4
p
(x+ z)(y + z)ab =

p
16z2 + k2ab: (4)

Din inegalitatea lui Cauchy-Schwarz avem (4z cosC+k sinC)2 � (16z2+k2)(sin2C+
cos2C); adic¼a p

16z2 + k2 � 4z cosC + k sinC: (5)

Din inegalit¼aţile (4) şi (5) rezult¼a (3). Egalitatea are loc (din inegalitatea mediilor şi
Cauchy) dac¼a şi numai dac¼a

a2

y + z
=

b2

z + x
=

c2

x+ y
= t:

Atunci, �a2 + b2 + c2 = 2tx; a2 � b2 + c2 = 2ty şi a2 + b2 � c2 = 2tz; de unde rezult¼a
concluzia. �
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Observa̧tia 687 Din teorema cosinusului relaţiile 2 pot � rescrise astfel:

xa

cosA
=

yb

cosB
=

zc

cosC
:

Din relaţiile precedente deducem c¼a x; y; z sunt toate numere reale pozitive, sau un
num¼ar este negativ şi celelalte dou¼a pozitive.

2.15 Inegalitatea lui Klamkin

�Geometria este limbajul omului... de la naşterea sa, omul nu a açtionat decât pe fundamentul
geometriei, pe care a p¼atruns-o cu atâta claritate încât putem admite c¼a ea este aceea care ne
condi̧tioneaz¼a.�- Charles le Corbusier14

Teorema 688 Dac¼a a; b; c sunt lungimile laturilor unui triunghi ABC, iar ma;mb;mc

sunt lungimile medianelor triunghiului, atunci

4mb �mc � 2a2 + bc:

Demonstra̧tie. Fie D şi E simetricele punctelor B şi C fa̧t¼a de mijloacele laturilor
AC; respectiv AB: Astfel, DE = 2a; BD = 2mb şi CE = 2mc (Figura 2.14). Aplicând

Figura 2.14: Inegalitatea lui Klamkin

inegalitatea lui Ptolemeu în patrulaterul BCDE; obţinem:

BC �DE +BE � CD � BD � CE;

cea ce trebuia demonstrat. �

14Charles le Corbusier (1877-1965) �arhitect, pictor francez de origine elveţian¼a
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2.16 Inegalitatea lui Bothema

"Pune m¼acar puţin¼a dragoste în toate:
În tranda�ri, în pietre, în lumin¼a;
în apa din fântân¼a ce setea ţi-o alin¼a
şi-n iarba ce odihn¼a î̧ti d¼a cu pietate." - Lucian Blaga

Teorema 689 Dac¼a x; y; z sunt numere reale pozitive, R este raza cercului circum-
scris într-un triunghi ABC, iar a; b; c sunt lungimile laturilor triunghiului, atunci

yza2 + zxb2 + xyc2 � R2(x+ y + z)2; (1)

cu egalitate dac¼a şi numai dac¼a

x

sin 2A
=

y

sin 2B
=

z

sin 2C
:

Demonstra̧tie. În inegalitatea lui Oppenheim, înlocuim pe x; y; z cu x=a2; y=b2;
respectiv z=c2 şi obţinem:

x+ y + z � 4S
r
xy

a2b2
+
yz

b2c2
+
zx

c2a2
:

Teorema sinusurilor şi formula S = abc
4R ; aplicate în inegalitatea precedent¼a ne dau:

x+ y + z � 1

R

p
yza2 + zxb2 + xyc2;

adic¼a tocmai (1). Pentru cazul de egalitate, din teorema lui Oppenheim, avem

x=a2

�a2 + b2 + c2 =
x

2a2bc cosA
= t

x

sin 2A
;

unde t = 1
2Rabc : �
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[35] BOTTEMA, O., ş.a., Geometric Inequalities, Wolters-Noordho¤ Publishing,
Groningen, 1969.

[36] BRADLEY, C.J., The algebra of geometry: Cartesian, areal and projective co-
ordinates, Bath: Highperception, 2007.

[37] BRÂNZEI, D., Geometrie circumstanţial¼a, Ed. Junimea, Iaşi, 1984.
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[77] MICULIŢA, M., ş.a., Analogii triunghi � tetraedru, Ed. Paralela 45, Piteşti,
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1965.
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[83] MIRON, R., ş. a., Fundamentele aritmeticii şi geometriei, Ed. Academiei, Bu-
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