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Capitolul 1

TRIUNGHIURI
REMARCABILE

1.1 Triunghiul ortic

,Matematica poate si descopere o anumit ordine chiar si in haos.” - Ch. Stein'

In triunghiul ABC, fie H,, Hy, H, picioarele iniltimilor duse din varfurile A, B,
respectiv C' pe laturile triunghiului ABC'. Triunghiul H,HyH,. se numegte triunghiul
ortic (sau triunghiul ortocentric) al triunghiului ABC.

Figura 1.1: Triunghiul ortic

Observatia 1 Triunghiul ortic este triunghiul cevian al triunghiului ABC' corespun-
zator ortocentrului. Triunghiul ortic este triunghiul podar al ortocentrulut triunghiului
ABC' in raport cu triunghiul ABC.

!Charles Stein (1920 - ) — matematician american, profesor la Universitatea Stanford, contributii
in statistica matematica
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Teorema 2 Triunghiurile AHyH., H,BH., H,H,C sunt asemenea cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Deoarece patrulaterul BCHyH, este inscriptibil (<BH,C =
<BH.C) rezultd cd <AH.H, = <ACB si <AHyH. = <ABC, deci triunghiurile
AH_ Hy, si ACB sunt asemenea (Figura 1.1). Analog se arata ca triunghiurile H, BH,
si HyH,C sunt asemenea cu triunghiul ABC. (]

Teorema 3 Dreptele H,Hy, HyH., H.H, sunt antiparalele cu dreptele AB, BC, res-
pectiv CA.

Demonstratia rezulta din proprietatea precedenta. O

Teorema 4 Semidreptele [AH,,[BHy, [CH. sunt bisectoarele unghiurilor triunghiului
ortic.

Demonstratie. Deoarece <BH,H. = <BH,H, = <BAC rezulta ca
m(<H H,A) = m(<HyH,A) = 90° — m(<BAC),

iar AH, este bisectoarea unghiului <H,H,H.. Analog, BH} si C'H,. sunt bisectoarele
unghiurilor <H,HyH,, respectiv <HyH.H,. O

Teorema 5 Ortocentrul H al triunghivlui ABC' este centrul cercului tnscris in tri-
unghiul ortic H,HyH.,.

Demonstratie. Deoarece AH,, BH}, C H.sunt bisectoarele unghiurilor triunghiu-
lui ortic rezulta ca punctul de intersectie al lor (adicd H) este centrul cercului inscris
in triunghiul ABC. U

Teorema 6 Varfurile triunghiului ABC sunt centrele cercurilor exinscrise triunghiu-
lui ortic HyHyH..

Demonstratie. Fie D € H.H, astfel incat H, € [H.D] (Figura 1.1). Avem
<BH,H. = <DH,C = <«HyH,C, deci H,C este bisectoarea exterioard a unghiului
<DH,H,. Cum CH, este bisectoarea exterioard a unghiului <H,H.Hp, rezulta ca
punctul C este centrul cercului exinscris triunghiului H, Hy H. tangent laturii H, Hy.[]

Teorema 7 Cercul circumscris triunghiului ortic® al unui triunghi ABC' este cercul
lui Euler ol triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,,Cercul lui Euler” [15]. O

Teorema 8 Raza cercului circumscris triunghiului ortic are lungimea egald cu juma-
tate din lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC.
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Figura 1.2: Raza cercului circumscris triunghiului ortic

Demonstratie. Fie A’, B’, C' punctele de intersectie dintre inaltimile triunghiului
ABC (Figura 1.2) cu cercul circumscris triunghiului ABC. Deoarece A, B',C’ sunt
simetrice ortocentrului fatd de laturile triunghiului ABC, rezultd ca triunghiul ortic
H,H,H, este asemenea cu triunghiul A’B'C’. Cum HyH., H.H,, H,Hy sunt linii mij-
locii in triunghiul A’ B'C’ rezulta ca raportul de aseménare este %, deci R' = g (R este
raza cercului circumscris triunghiului ABC si R’ raza cercului circumscris triunghiului
ortic HoHy,H,.). O

Teorema 9 Triunghiul ortic HoHyH, al triunghiului ABC' este omotetic cu triunghiul
circumpedal A’ B'C" al ortocentrului H al triunghiului ABC, centrul de omotetie fiind
ortocentrul triunghiului ABC

Demonstratia rezulta din teorema precedenta. (]

Teorema 10 Lungimile laturilor triunghiului ortic HoHyH. sunt egale cu a |cos <tA],
b|cos <B| si c|cos<C|, (a,b,c sunt lungimile laturilor BC,C A, respectiv AB).

Demonstratie. Daca triunghiul ABC' este ascutitunghic, atunci din aseméanarea
triunghiurilor ABC si H,HyH, rezulta

H,H, HyC
c  a
de unde c c R R
H,H,=—- -H,C=—--acosC =c-cosC.
a a

Analog, HyH,. = acos A si H.-H, = beos B. Fie triunghiul ABC obtuzunghic (Figura

2 Arhimede este cel ce a numit triunghiul H, Hp H. triunghiul ortic corespunzator triunghiului ABC.
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Figura 1.3: Lungimile laturilor triunghiului ortic

-~

1.3) (m(A) > 90°). Din asemanarea triunghiurilor ABC si AH.H, rezulta % = “THb,
de unde HyH. = ¢ - AHy,. In triunghiul AH,C avem

— AH
cos(180° — BAC) = Tb’

adica AH, = —bcos g, de unde:

HyH. = —acosA=a ‘COSA\‘ .
Analog, H,H. = b ’cosé’ si HoHy = ¢ ‘cos 6’) ) O

Teorema 11 Perimetrul triunghiului ortic este egal cu a|cos A|+b|cos B|+¢|cos C|.
Demonstratia rezulta din proprietatea precedenta.

Observatia 12 Pentru un triunghi ascutitunghic perimetrul triunghiului ortic este
egal cu
Do = R(sin2A + sin 2B + sin2C') = 4R sin Asin Bsin C.

Teorema 13 Fie p perimetrul unui triunghi ascutitunghic ABC gi p, perimetrul tri-
unghiului sau ortic. Atunci,

)

D R
Do r
unde R gi r sunt razele cercului circumscris, respectiv inscris in triunghiul ABC.

. 2A
Demonstratie. Avem p, = % = £, sau pﬂ =k O

Teorema 14 Dintre toate triunghiurile inscrise intr-un triunghi ascutitunghic ABC,
triunghiul ortic are perimetrul minim.

Demonstratie. Vezi , Teorema lui Fagnano” [15]. O
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Teorema 15 Daca triunghiul ABC este ascutitunghic, atunci

m(HyH.H,) = 180° — 2m(<BAC),
m(H.HyH,) = 180° — 2m(<ABC),
m(HyH.H,) = 180° — 2m(<BCA).

Demonstratie. Din m(<BH,H.) = m(<HyH,C) = m(<BAC), rezultd m(HyH,H.) =
180° — 2m(<tBAC). Analog se arata si celelalte relatii. O

Teorema 16 Daca triunghiul ABC este obtuzunghic (m(<BAC) > 90°), atunci m(<tH,H,H,.) =
2m(<BAC) — 180°, m(<H,HpH.) = 2m(<«BCA), m(<HyHH,) = 2m(<ABC).

Demonstratie. Avem:

m(<HyH,H,) = 180° — 2m(<BH,H,)
— 180° — 2(180° — m(<BAC))
— 2m(aBAC) — 180°
m(<H, HyHo) = m(<H,HyA) + m(<BHyH,) = 2m(<ACB)
si m(<«HyH.H,) = 2m(<ABC). O

Teorema 17 Aria triunghiului ortic este egald cu

4 _abc|cos A - cos B - cos C|
[HaHbHc] - 2R

(R este raza cercului circumseris triunghiului ABC).

Demonstratie. Avem Ay, g, 1, = H"'HC'H“HI";qu”H"HC. Dar H,H. = b ‘COS B) ,

H,H, =c ’cos 6‘ . Dacé triunghiul ABC este ascutitunghic, atunci

sin <HpHqH,. = sin(180° — 22) = Sin(221\) =2sinA-cos A = % ccos A = % . ‘COSA\

)

de unde rezulta concluzia. Daca triunghiul ABC' este obtuzunghic (m(<BAC) > 90°),
atunci

sin <{HyH, H, = sin(2A—180°) = — sin(2A) = —2sin A-cos A = %-(— cos A) = %"COSA\

de unde rezulta concluzia. O
Teorema 18 Fie H,HyH . triunghiului ortic ol triunghiului ascutitunghic ABC. Atunci:
A, myH.) = 2c0s A - cos B -cosC - Ajppcy-

. v . . v PN v b
Demonstratia rezulta din proprietatea precedenta, tinand cont ca Ajapc) = 45 -
O
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Observatia 19 Aria triunghiului ortic este maxima cdnd produsul 2 cos A cos B cos C
este mazim, adica m(<A) = m(<aB) = m(<C) = 60°, caz in care triunghiul ortic
coincide cu triunghiul median. Dacad triunghiul ABC este obtuzunghic de exemplu
m(<A) > 90°, atunci

A,y = 2c08(m — A) - cos B-cosC - Apapcy.-

Teorema 20 Aria triunghiului ortic HoHyH, al triunghiului ABC' este egald cu:

|R* — OH?|
A = ~Alasa)

Demonstratie. Vezi , Triunghiul podar”. ([

Teorema 21 Raza cercului inscris in triunghiul ortic HoHyH. al triunghiului ascuti-
tunghic ABC este egala cu 2R cos A cos B cos C.

Demonstratie. Deoarece in triunghiul ABC, r = 4R sin% : sing . sin% (vezi
»Cercul inscris” [15]), raza cercului circumscris triunghiului ortic este egald cu g,
rezulta:

R . Ha . Hb . HC
r, = 4-—-s8in— -sin — -sin —
2 2 2 2
—2A - 2B —-2C
— 2Rsin~ 5 sin 5 - sin 5 = 2R cos Acos BcosC.
O

Observatia 22 Deoarece Ajopc) = Z—IE, rezulta A[HaHbHc} = 2A[apc)-cos Acos BeosC.

Teorema 23 Laturile triunghiului ortic al triunghiului ABC sunt paralele cu tangen-
tele la cercul circumscris triunghiului ABC' duse prin varfurile triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie (T'A tangenta in A la cercul circumscris triunghiului ABC.
Avem: m(<T'AB) = m(<ACB) = im(<AC’'B). Dar <ACB = <AH_H,, deci <T'AH,
<AH_.Hy, de unde rezulta T A || H.Hp. O

Teorema 24 Triunghiul ortic si triunghiul determinat de tangentele la cercul circum-
seris unui triunghi ABC in varfurile triunghiului ABC' sunt omotetice.

Demonstratia rezulta din proprietatea precedenta. [l

Teorema 25 Daca H este ortocentrul triunghiului ABC si HoHyH. triunghiul sau
ortic, atunct
HA-HH,=HB-HH,=HC- -HH,.

Demonstratie. Din aseméanarea triunghiurilor H HyA si H H, B, respectiv HH,C
cu HH.A se obtine: HA-HH, = HB-HH, si HA- HH, = HC - HH,, de unde
rezulta concluzia. ([
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Teorema 26 Dreptele ce unesc mijloacele laturilor triunghiului ortic Hy,HyH. al unui
triunght ABC cu varfurile corespunzatoare ale triunghiului ABC, sunt concurente in
punctul lui Lemoine al triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Lemoine” [15]. O

Teorema 27 Dreptele care unesc varfurile triunghiului ortic al triunghiului ABC cu
proiectiile ortocentrului triunghiului ABC' pe laturile triunghiului ortic sunt concurente
in punctul lui Gergonne al triunghiului ortic.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Gergonne” [15]. O

Teorema 28 Dreptele care unesc varfurile triunghiului ortic al unui triunghi ABC' cu
punctele de intersectie dintre laturile triunghiului ortic si dreptele AO, BO, respectiv
CO (unde O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC') sunt concurente in
punctul lui Nagel al triunghiului ortic.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Nagel” [15]. O

Teorema 29 Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Triunghiurile ABC, BHC,CHA
st AHB au acelasi triunghi ortic.

Demonstratie. Fie H,H,H, triunghiul ortic al triunghiului ABC. Deoarece
HH,!BC,CHy,\BH, BH.1HC, H, € BC, H, € HB, H. € HC rezulti c& triunghiul
H,HyH, este triunghiul ortic al triunghiului ABC. Analog, se aratd cd triunghiurile
CHA si AHB au acelasi triunghi ortic. U

Teorema 30 Triunghiurile ortic gi extangential corespunzatoare unui triunghi ABC
sunt omotetice.

Demonstratie. Vezi ,/Triunghiul extangential”. O

Teorema 31 Razele cercurilor exinscrise corespunzatoare triunghiului ortic H,HyH,
al triunghiului ascutitunghic ABC au lungimile: p, = 2Rcos Asin BsinC, p, =
2Rsin Acos BsinC' si p, = 2R sin Asin B cos C.

Demonstratie. Intr-un triunghi ABC, r, = 4Rsin % cos g cos % (vezi ,Cercurile

exinscrise” [15]). Deoarece ABC' este triunghiul ortic al triunghiului 7,11, raza cer-

cului circumscris triunghiului este egala cu % (vezi ,,Cercurile exinscrise” [15]). Avem:
Pa = 4% sin % oS % cos %, de unde

—2A - 2B —-2C
pa:2Rsin7r 2 - cos - 5 - cos = 2 =2Rcos Asin BsinC.

Analog se determina py si p,. O

Observatia 32 Daca triunghiul ABC' este obtuzunghic (m(<BAC) > 90°) atunci
P, =2RcosA-cosB-cosC,p, =2Rsin Asin Bcos C, p, = 2R sin A cos B sin C

(m(<HyH,H,) = 2m(<BAC) — 180°, m(<tH, H,H,) = 2m(<CBA), m(<H,H.H,) =
2m(<BCA)).
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Teorema 33 Mediatoarele laturilor BC,CA, AB ale triunghiului ascutitunghic ABC
intersecteaza laturile HyH., H.H,, respectiv H,Hy ale triunghiului ortic HoHyH. in
punctele A', B', respectiv C'. Dreptele H,A', HyB', H.C' sunt concurente.

Demonstratie. Fie P gi @ proiectiile punctelor H. si H, pe BC (Figura 1.4).

Avem cos B = % = %%C, de unde BP = acos® B si
c

Figura 1.4: Dreptele H,A', H,B', H.C' sunt concurente

M,P = M,B — M,P = g(l —2cos? B) = %COS2B
si analog obtinem: M,@Q = § cos 2C. Din teorema lui Thales avem:

A'Hy M,Q cos2C
A'H, M,P cos2B’

. v v B'H. _ cos2A _: C'H, __ cos2B - AHy, B'H. C'Hq _ . .
Analog se aratd ca B = cosaC 9 CTHE = cosod> deci THC BH. OH = 1, iar din

reciproca teoremei lui Ceva rezultd ca dreptele H,A’, H,B', H.C' sunt concurente. []

Teorema 34 Fie O,0,, Oy, O, centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC,
BOC,COA, respectiv AOB. Triunghiul O,0,0,. este omotetic cu triunghiul ortic
H,HyH,. al triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie R,, Ry, R, razele cercurilor circumscrise triunghiurilor BOC,
COA, respectiv. AOB. Deoarece AO = BO = CO = R si m(<«B0OO,) = m(<A)
rezultd R, = ﬁ si analog

R R
Ry= - R.=
b= 9cos B’ 2cosC

(Figura 1.5). Deoarece 0,0y, O,0O., 0.0, sunt mediatoarele segmentelor OC, OA,
respectiv OB rezulta ca O este centrul cercului inscris in triunghiul O,0;0.. Intrucat
unghiurile triunghiurilor O,0,0, si H, H,H. sunt respectiv congruente si OO, || H,H,
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Figura 1.5: 0,040, este omotetic cu triunghiul ortic H, HyH.

OOy | HyH, OO, || H.H (H fiind centrul cercului inscris in triunghiul ortic) rezulta ca
triunghiurile 0,040, si H, Hy H. sunt omotetice. Cum punctele O si H se corespund in
aceastd omotetie rezulta ca dreptele O, H,, OyHy, O.H. sunt concurente intr-un punct
P ce apartine dreptei HO. Deci, raportul de omotetie este:

_PH 1,  2RcosAcos BcosC

k= ——=— =4cosA-cosB - cosC,
PO 1, R/2
unde 7, = 2R cos A cos B cos C este raza cercului inscris in triunghiul H,HyH. i r, =
% este raza cercului O,0,0.. O

Teorema 35 Fie H ortocentrul unui triunghi ascutitunghic ABC, H,, Hy, H. pi-
cioarele inaltimilor duse din A, B,C si A', B',C" picioarele perpendicularelor duse din
H pe HyH., H.H,, respectiv Ho Hy. Atunci, Ajapc) > 16 - Ajarpior-

Demonstratie. Deoarece patrulaterul A’H.B'H este inscriptibil (Figura 1.6) ,

rezulta ca - - - o
A'B'H.=A'HH. = HyH.A = B'H.B,

deci A'B’||AB. Analog, B'C’||BC si A'/C'||AC. Fie O, 01,04 centrele cercurilor cir-
cumscrise triunghiurilor ABC, H,HyH,. si A'B'C’ iar R, Ry si Ry razele acestora.
Atunci, Ry = g (deoarece (O1, Ry) este cercul lui Euler al triunghiului ABC), iar Ra
poate avea cel mult lungimea razei cercului lui Euler al triunghiului H,HyH,, adica
Ry < % si din asemadrea triunghiurilor A’B'C’" §i ABC rezulta Ajapcy > 16+ Ajarpron.
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Figura 1.6: A[ABC} Z 16 - A[A’B’C’]

Egalitatea are loc atunci cdnd cercul lui Euler al triunghiului H,H,H. coincide cu
cercul inscris in triunghiul H,HyH., adica cand triunghiul H,HyH. este echilateral,
adicad cand triunghiul ABC' este echilateral. (]

Teorema 36 (Nagel) Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Dreptele
AO, BO,CO sunt perpendiculare pe laturile HyH., H.H,, H,Hy, ale triunghiului ortic.

Demonstratie. Din m(<AH.C) = m(<AH,C) = 90° rezultd ca patrulaterul
ACH,H, este inscriptibil, deci <BH.H, = <ACB. Fie D punctul diametral opus lui
B in cercul circumscris triunghiului ABC' (Figura 1.5). Atunci,

m(<ABD) = 90° — m(<ADB) = 90° — m(<ACB) = 90° — m(<BH.H,),

de unde m(<ABD) + m(<BH.H,) = 90°, adici BOLH_.H,. Analog, AOLH,H, si
CO1H,Hy. |

Observatia 37 Perpendicularele din A, B,C pe HyH., H.H,, respectiv H,H}, sunt
concurente in punctul O, centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Teorema 38 Fie H,H,H,. triunghiul ortic al triunghiului ABC, H] = prac(H,),
H!' = prap(H,). Dreapta H;H;l trece prin mijloacele laturilor HoHy, g1 Hy H..

Demonstratie. Fie A’, B, C’ mijloacele laturilor HyH,., H,H,., respectiv HyH,
(Figura 1.7). Deoarece H, H,, si HyH, sunt antiparalele cu BC rezultd H, H, || HyH,,

de unde
<H,H,H, = <ABC = <H,H,C
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si <H,H,H, = <H, H, H, (complemente la unghiuri congruente). Atunci, H, H, trece
prin mijlocul ipotenuzei H,H; a triunghiului dreptunghic HQH;H;,. Cum H;H(;/ |

HyH, rezulta ca H;H;, trece si prin mijlocul laturii H,H.. O

Observatia 39 Daca Hll) = prap(Hy), Hl;, = prpc(Hy), H; = prec(H,.), HZ =
prap(H.), atunci dreptele HI;HI;/ st H;H;/ trec prin mijloacele laturilor triunghiului
ortic al triunghiului ABC. Punctele de intersectie dintre dreptele H;Hg, HéHg St

H ;H ;/ determind triunghiul median al triunghiului ortic al triunghivlui ABC.

Teorema 40 Daca H:l st H;,,Hl; st H{;,H; st Hg sunt protectiile punctelor H,, Hy,
respectiv H. pe laturile triunghiului ABC, atunci dreptele H ;H ;’ , H ;)H g st H ;H ;’ sunt
antiparalele dreptelor BC,C A, respectiv AB.

Demonstratie. Fie H,H,H, triunghiul ortic al triunghiului ABC' (Figura 1.7).

Din teorema lui Thales rezulta: Iiléc; = ﬁ‘—i (HH, | HyH,), 28y — If{“iga (HHy ||

HyH.,

Figura 1.7: H,H, este antiparali cu BC

H,H,), de unde
AH, AH,

H.H ~ HH’

a

adicd HyH, || H,H,. Cum HyH, este antiparaleli cu BC rezulti ci H,H, este an-
tiparalela cu BC. O
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Teorema 41 Segmentele H(;H;, Hl;Hg,H;H’C’ sunt congruente.

Demonstratie. Avem
/ " / / / / / " 1 1 1 /
HH,=H,(C'+C'B +BH, = iHaHb + §HbHc + §Hch =p

(unde p’ este semiperimetrul triunghiului ortic). Analog se aratd ca H{)H{)’ = H H,

(=2Rsin Asin Bsin C). O

Teorema 42 Fie H,HyH,. triunghiul ortic corespunzator triunghiului ABC, BB’ bi-
sectoarea interioard a unghiului ABC, B' € (AC) si B"” piciorul bisectoarei unghiului
<AHyH,.. Dreptele B'B" si AB sunt perpendiculare.

Demonstratie. Patrulaterul BC Hy H., fiind inscriptibil rezultd <H.HyA = <ABC,
deci

<B"H,A = <ABB' <— ;m(<{ABC)) :

adicd patrulaterul BB” H,B' este inscriptibil, de unde m(<BB"B’) = m(<«BH,B') =
90°. U

Teorema 43 Fie H,HyH. i C,CyC,. triunghiurile ortic, respectiv de contact ale tri-
unghiului ABC'. Triunghiul C,CyC. si triunghiul avdnd varfurile in centrele cercurilor
inscrise in triunghiurile AHyH., BH,H., CH,H} au aceeasi dreaptd a lui Euler.

Demonstratie. Vezi ,,Cercul lui Euler” [15]. O

Teorema 44 Fie A", B" C" punctele de intersectie dintre inaltimile triunghiului ABC
cu laturile respective ale triunghiului ortic. Triunghiurile ABC si A" B"C" sunt orto-
logice.

Demonstratia este evidenta deoarece A”H,1 BC, B"H, 1 CA si C"H.1AB, iar
A"H,NB"H,NC"H,. = {H}, al doilea centru de ortologie fiind centrul cercului lui
Euler al triunghiului ABC. O

Teorema 45 Perpendicularele cobordte din mijloacele laturilor triunghiului ortic ale
unui triunghi ABC' pe laturile respective ale triunghiului ABC sunt concurente.

Demonstratia rezulta din teorema lui Dottl [15]. O
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1.2 Triunghiul median

,Geometria e linistea intamplarii.” — Nichita Stinescu®

Fie triunghiul ABC si M,, My, M. mijloacele laturilor BC, AC; AB. Triunghiul
My, MyM, se numeste triunghi median (sau auziliar) (Figura 1.8).

Figura 1.8: Triunghiul median

Teorema 46 Triunghiul median MMM, este triunghiul cevian al centrului de greu-
tate al triunghiului ABC.

Demonstratia este evidentd deoarece medianele AM,, BM;, C'M. sunt con-
curente in G. O

Teorema 47 Triunghiul median este triunghiul podar al centrului cercului circumscris
triunghiului ABC'.

Demonstratie. Mediatoarele laturilor triunghiului ABC' sunt concurente in O —
centrul cercului circumscris triunghiului ABC. O

Teorema 48 Triunghiul median M,MyM,. al triunghiului ABC' este asemenea cu tri-
unghiul ABC'.

Demonstratie. Laturile triunghiului median sunt linii mijlocii in triunghiul ABC),
deci

MM,  MyM. MM, 1
AB ~ BC  CA 2
de unde rezulta ca triunghiurile M, MM, si ABC sunt asemenea. U

3Nichita St#nescu (1933 — 1983) — eseist, poet roméan, ales postum membru al Academiei Roméane
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Observatia 49

1) Laturile triunghiului median au lungimile: o' = §,b' = %, ¢ = §, unde am notat
cu a, b, ¢ lungimile laturilor BC,C A, respectiv AB.
2) Semiperimetrul triunghiului median este: p’ = ¢ 'Hé tc = “"'i”’c = %

3) Masurlle unghlurllor triunghiului median sunt egale cu: My M) oMM, = ABC C, MbM M,

BCA, MM, M, = CAB.

4) Coordonatele baricentrice absolute ale varfurilor triunghiului median sunt: M, (0, %,

M (3,0, 5) st Me (3, 5,0) -
5) Triunghiul ABC si triunghiul median corespunzator au acelasi centru de greu-

tate.

Teorema 50 Aria triunghiului median este egald cu o patrime din aria triunghiului
ABC.

Demonstratie. Avem: Az, a0, = iA[ ABc], deoarece triunghiurile M, My M.,
AM .My, M.BM, i MyM,C sunt congruente. O

Observatia 51 Cercul inscris in triunghiul median se numeste cercul Spieker, iar
centrul acestui cerc se numeste punctul lui Spieker.

Teorema 52 Raza cercului Spieker este jumdtate din raza cercului inscris in tri-
unghiul ABC.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Spieker” [15]. O
Cercul circumscris triunghiului median se numeste cerc medial (sau cercul celor
noud puncte).

Teorema 53 Orice triunghi omotetic cu triunghiul median al unui triunghi ABC in
raport cu punctul O, centrul cercului circumscris triunghiului ABC, este omologic cu
triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie A’B’C’ triunghiul obtinut din triunghiul median M, M;,M.
prin omotetia de centru O si raport k. Fie {T} = OH N AA’ (Figura 1.9). Din
asemdanarea triunghiurilor AHT gi TOA' rezulta:

TA TO OA" kOM, k

TA TH AH 20M, 2

Analog, se aratd c& BB’ si CC'’ trec tot prin punctul T care este centrul de omologie.
O

Observatia 54 Centrul de omologie intre triunghiul omotetic triunghiului median al
triunghiului ABC gi triunghiul ABC este situat pe dreapta lui Euler a triunghiului
ABC.

Teorema 55 Proiectiile unui varf al unui triunghi ABC pe bisectoarele interioare
gi exterioare ale unghiurilor din celelalte doud varfuri apartin dreptelor ce trec prin
varfurile triunghiului median M, MyM..

N[

)
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Figura 1.9: Triunghi omotetic cu triunghiul median

Demonstratie. Fie M, M’ si N, N’ proiectiile varfurilor B si C' pe bisectoarea
interioars, respectiv exterioara a unghiului A. Deoarece patrulaterul BMAM’ este
dreptunghi, rezultd c& M. € MM’'. Fie {P} = BM’' N AC. Triunghiul APB este
isoscel deoarece AM’ este bisectoare si indltime, deci M’ este mijlocul segmentului BP
(Figura 1.10). Atunci, M'M, este linie mijlocie in triunghiul APB, deci M'M. || AP,
adicda MM' || AC, de unde rezulta ca punctele M si M’ apartin dreptei M, M.. Analog,
se aratd cd punctele N si N’ apartin dreptei M,M,,. O

Teorema 56 Triunghiul median M MyM,. si triunghiul tangential TATBTc al unui
triunght ABC sunt omologice.

Demonstratie. Vezi ,/Triunghiul tangential”. (]
Teorema 57 Triunghiurile median gi antisuplementar ale unui triunghi ABC' sunt

omologice, centrul de omologie fiind punctul lui Lemoine al triunghiului antisuplemen-
tar.
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Figura 1.10: N si N’ apartin dreptei M, M,

Demonstratie. Vezi ,/Triunghiul antisuplementar”. O

Teorema 58 Triunghiul median ol triunghiului cotangentic al unui triunghi ABC' este
omologic cu triunghiul ABC..

Demonstratie. Vezi ,/Triunghiul cotangentic”. ([

Teorema 59 Fie M,MyM, triunghiul median ol triunghiului ABC gi 1, I, 1. cen-
trele cercurilor exinscrise corespunzatoare triunghiului ABC. Dreptele I, M,, Iy M; si
I.M,. sunt concurente.

Demonstratie. Triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului I, I1.; dreptele
care unesc mijloacele laturilor triunghiului ortic corespunzator unui triunghi XY Z cu
varfurile corespunzatoare triunghiului XY Z sunt concurente in punctul lui Lemoine
al triunghiului XY Z (vezi , Triunghiul ortic”), deci dreptele I,M,, I,My, I.M. sunt
concurente in punctul lui Lemoine al triunghiului I,11.. O

Teorema 60 Triunghiurile median si antisuplementar ale unui triunghi ABC sunt
omologice.

Demonstratia rezulta din teorema anterioara. ([

Teorema 61 Bisectoarele interioare ale unui triunghi ABC' intersecteaza laturile neco-
respunzatoare ale triunghiului median in sase puncte care determind trei drepte ce trec
prin punctele de contact determinate de cercul inscris in triunghiul ABC' gi laturile
triunghiului ABC.
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Demonstratie. Fie {A;} = AsBoNBC,{Ay} = MM NAI, {Bs} = MyM.NBI,
{Bl} = Ay BoNAC, M.Bs H BC. Avem m(<IMCBgB) = m(<IA1BB2) = m(<ZMcBB2),

A

Figura 1.11: B; =

deci triunghiul BM.Bs este isoscel, deci BoM, = BM,. = § = AsM.. Mai mult M, B ||
Az M., de unde rezulta ca triunghiul My B Bs este isoscel, deci MyB1 = MyBy = § — 5

2
(Figura 1.11). Atunci, B;C = %(b +c¢—a) =p—a, deci By este un punct de contact
al cercului inscris in triunghiul ABC' cu latura AC. O

Teorema 62 Fie O centrul cercului circumscris triunghivlui ABC, A', B',C" mij-
loacele segmentelor AO, BO, respectiv CO si M, My M, triunghiul median al triunghiu-

lut ABC. Dreptele A'M,,B' My, si C' M. sunt concurente in centrul cercului lui Euler
al triunghiului median.

Demonstratie. Vezi "Cercul lui Euler" [15]. O

Teorema 63 Fie M,MyM,. triunghiul median al triunghiului ABC. Pentru orice punct
M din planul triunghiului ABC' este adevarata relatia:

MMy + MMy, + MM.=MA+MB+ MC.

Demonstratie. Teorema medianei scrisd sub forma vectoriald aplicata in tri-
—_—
unghiul MBC da: MM, = %(MB + MC). Analog se obtin egalitatile: MM, =

F(MC+ MA) si MM, = 3(MC + MA). Sumand aceste egalitati rezulta concluzia.J
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Teorema 64 Coordonatele baricentrice ale varfurilor triunghiului median sunt: M, (0, %, %) ,

My (5,0.3). Me (.3.0).

Demonstratie. Din egali =1. L. a 11
. galitatea MM, = 5 - MB + 5 - MC, rezulta M, (0,2,2).
Analog pentru celelalte varfuri. (|

Teorema 65 Triunghiul ortic al triunghiul median corespunzator unui triunghi ABC
este omologic cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie A’, B, C' picioarele inaltimilor triunghiului median M, MM,

A

B"

o

B M :N' C
Figura 1.12: Triunghiul ortic al triunghiul median

(Figura 1.12) si {A”"} = AA'N BC, {B"} = BB'NnCA, {C"} = CC'n AB. Cum
MyM_, || BC, rezulta ca

BA"  M.A"  M.M,cosC  bcosC

CA"  MyA"  MyM,cosB ccosB’

B// A . A 1" B o o BAII B/l A 1" . .
Analog, gB,, = Sigic si Bg,, = ‘ggg:A, de unde rezulta ca 47 - gB,, . Bg,, =1 gi din

reciproca teoremai lui Ceva rezultd ca dreptele AA’, BB', CC’ sunt concurente. O
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1.3 Triunghiul de contact

,O camerd fardl cirti este un trup fars suflet.” - Pitagora’

Fie C,, Cy, C. punctele de tangenta ale cercului inscris in triunghiul ABC cu la-
turile triunghiului. Triunghiul C,CyC,. se numeste triunghiul de contact al triunghiului
ABC (sau triunghiul Gergonne).

Triunghiul de contact CoCyC, este triunghiul podar corespunzator centrului cerculus
inscris (I) in triunghiul ABC, in raport cu triunghiul ABC.

Figura 1.13: Triunghiul de contact

Teorema 66 Unghiurile triunghiului de contact Co,CyC. corespunzator triunghiului

A~

ABC' au masurile egale cu: 90° — %m(ﬁ), 90° — %m(é), respectiv 90° — 3m(C).

Demonstratie. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC. Deoarece patru-

~

laterele BC,IC,, CCyIC, sunt inscriptibile rezulta m(IC,Cyp) = m(@) = % (B)
si m(m) = m(@) = %m(a) Atunci,

m(CeCaCy) = m(CeCal) +m(CyCal) = 5m(B) 5m(é)

—_

-~ -~

_ %[1800 —m(A)] = 90° — Zm(A).

[\)

Analog se aratd ca m(Ca/Cb\Cc) =90° — %m(ﬁ) si m(Ca/CC\C'b) =90° — %m(é) O

*Pitagora (580-500 f.e.n.) — matematician grec
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Teorema 67 Lungimile laturilor triunghiului de contact C,Cy,C,. sunt egale cu: a' =
(—a+b+c)sing, V' =(a—b+c)sin2, ¢ =(a+b-c)sin§.

Demonstratie. In triunghiul isoscel ACyC, avem:

A d)2
sin — = ,
2 pD—a
unde p reprezintd semiperimetrul triunghiului ABC, deci ' = (—a + b+ ¢) sin%.
Analog se determiné lungimile celorlalte doud laturi ale triunghiului C,CyC.. U

Teorema 68 Lungimile laturilor triunghiului de contact C,CyC,. sunt egale cu: Cp,C. =
27 cos g, C.C, = 2rcos %, C,Cy = 2rcos %

Demonstratie. Din teorema sinusurilor aplicatd in triunghiul de contact se

obtine:
Cch CcCa C(l Cb

= = = 2
sin(90° — A/2) _ sin(90° — B/2)  sin(90° — C/2)
de unde rezulta concluzia. O
o o . ) 9 2 2 2r2(4R+r)
Teorema 69 Este adevarata egalitatea: CoCi + CpCZ + CpCE = =—F——.
Demonstratia rezulta din teorema anterioara. O

Teorema 70 Segmentele determinate de punctele de contact ale cercului inscris pe
laturile triunghiului ABC' au lungimile p — a,p — b, respectiv p — ¢, unde p = %b*c.

Demonstratie. Fie AC, = AC. = z,BC, = BC. =y,CC, = CCj = z. Avem:
2@ 4+y+z)=a+b+c=2p,
deundexz+y+z=p,deciz=p—a,y=p—>b,z=p—c. O

Teorema 71 Triunghiul de contact al unui triunghi ABC neisoscel gi triunghiul ABC
sunt omologice, centrul de omologie fiind punctul lui Gergonne al triunghiului ABC'.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Gergonne” [15]. O

Teorema 72 Punctul lui Lemoine al triunghiului de contact C,CyC al triunghiului
ABC coincide cu punctul lui Gergonne al triunghiului ABC'.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Gergonne” [15]. O

Teorema 73 Fie C,CyC,. triunghiul de contact al triunghiului ABC'. Atunci:

abc ) . .
A[C'aC’ch] = m -sin A -sin B - sin C.
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Demonstratie. Avem

Ac.a) _ ACE Apa,c _ (c— AC:)? Ajco,) _ (e — AC,)?
A[ABC} be ’ A[ABC} ac ’ A[ABC’] ab

Cu rela@ia A[ABC’] = A[CaCch] + A[ACbCC] + A[BCGC'C] =+ A[CCCLC’b} §i ;inénd cont ca
AC,. = ¢ sau AC, = —L—— rezulta
¢ gl N (C=Dir)

A _ Ausa _ (pr)?
[CaCpCe] — 2R - 2R

_ abc . . .
sau Ajc,c,c.] = Tathro) sinA -sin B -sinC. (]

Observatia 74 Aria triunghiului de contact CoCyC,. este maximad cdnd triunghiul
ABC este echilateral deoarece

pr2 < pr2 _pr _ A[ABC]

Acacd =95 < 5.9, = 4 4

(deoarece R > 2r). Cum relatia R = 2r are loc doar in triunghiul echilateral, atunci
afirmatia este demonstrata.

Consecinta 75 Aria triunghiului de contact C,CpC,. este egald cu:

A2
Aic,cpc = [ABC]:L'AABC-
(CaCoCel ™ 9Rp — 2R THABC]

Demonstratia rezulta din teorema precedenta. O

Figura 1.14: Centrul de greutate al triunghiului C,CyC,
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Teorema 76 Perpendicularele duse din mijloacele laturilor triunghiului de contact
C.CpCe pe laturile opuse ale triunghiului ABC sunt concurente.

Demonstratie. Fie W centrul de greutate al triunghiului C,C,C,. si A’, B’,C’
mijloacele laturilor triunghiului C,C,C. (Figura 1.14). Punctele Cy, Cy, C, se obtin din
punctele A’, B',C’ printr-o omotetie de centru W si raport (—2) (VV—>Ca = —2VV—A;).
Printr-o omotetie o dreapta se transformé intr-o dreapté paraleld cu cea data. Atunci,
dreapta C,I se transform& intr-o dreapta d, ce trece prin A’ si este paraleld cu C,1,
deci d, L BC. Analog, dreptele 1Cy si IC, se transformé& in dreptele dp, d. paralele cu
ICYy, respectiv IC,. si B' € dy,,C' € d.. Cum IC,, IC),, IC, sunt concurente in I, rezulta
ca dreptele d,, dp, d. sunt concurente si fie S punctul de concurentd al lor.

Evident, punctul I se transforma prin omotetia de centru W gi raport (—2) in
punctul S, deci 257 = WI. O

Teorema 77 Triunghiul de contact al triunghiului ABC' si primul triunghi Sharygin
al triunghiului ABC sunt omotetice.

Demonstratie. Vezi , Triunghiul Sharygin”. (]

Teorema 78 Triunghiurile de contact C,CyCe al unui triunghi ABC este omotetic
cu triunghiul antisuplementar I, Ipy1. ol triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,, Triunghiul antisuplementar”. ([

Teorema 79 Triunghiurile de contact C,CyC. si antisuplementar 1,11, corespunza-
toare unui triunghi ABC' au aceeasi dreaptd a lui Euler OL

Demonstratie. Vezi ,, Triunghiul antisuplementar”. ([

Teorema 80 Triunghiul de contact C,CyC. gi triunghiul circumpedal al centrului cer-
cului inscris in triunghiul ABC sunt omotetice, centrul de omotetie fiind pe dreapta

OL

Demonstratie. Fie A”, B, C" mijloacele arcelor BC, C'A, respectiv AB (Figura
1.15). Cum OA” || IC,, OB" || IC,,0C" || IC. si A"C, N B"C, N C"C,. = {I}
rezultd ca triunghiurile A”B"C" si C,CyC.. sunt omotetice, raportul de omotetie fiind
%, centrul omotetiei apartinand liniei centrelor celor doud cercuri, adica dreptei OI.

Daca punctul M este centrul omotetiei considerate, atunci

Ny

MI =
R—r

si
RVR2 —2Rr
R—r

(vezi ,, Triunghiul circumpedal”). ([

MO =
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Figura 1.15: C,CyC, si triunghiul circumpedal al centrului cercului inscris

Teorema 81 Dreapta lui Simson a punctului lui Feuerbach (¢) al triunghiului, in

raport cu triunghiul de contact CoCyC. al triunghiului ABC' este paraleld cu dreapta
HchMa

Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Simson” [15]. O

Teorema 82 Fie C,CyC. triunghiul de contact al triunghiului ABC, I centrul cer-
cului inscris in triunghiul ABC gi M,MyM,. triunghiul median al triunghiului ABC.
Dreptele Cyl, C,C. si BMy sunt concurente.

Demonstratie. Fie H; piciorul inadl{imii din B a triunghiului ABC si {M} =
BM, N CyI (Figura 1.16). Din MCy||BHy rezulta

BM  HCy
MM, — CyM,

Dar Hy,C, =p—a —c-cos A, CoM, = 5 — (p — a), deci 15]\]\/4[,, = a=bte Fie {M'} =
CoCp N BMp. Atunci,

ca, C.A MM,
Cop MAt o M= A0
(vezi ,Relatia lui Van-Aubel” [15]), adica
poe b poa b MM
p—b 2 p—b 2 BM 7
de unde A]f[’,]\]@lb = “;)’*C, deci M = M'. O
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Figura 1.16: CyI, C,C. si BM; sunt concurente

Teorema 83 Triunghiul ortic al triunghiului de contact al unui triunghi ABC este
omotetic cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie H; ortocentrul triunghiului de contact si Cy A1, CyB1, C.Cy

Figura 1.17: Triunghiul ortic al triunghiului de contact

indltimile triunghiului de contact (Figura 1.17). Dar
1
m(<IACCC’b) = m(<iAIC’b) =90° — 5m(<1A) = m(<IBlCa01),

iar m(<C.A1B1) = m(<tB1C,C1) (deoarece patrulaterul A;B1C,C} este inscriptibil,
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deci
<AC.Cy = <«C.A1 By,

adicd AB || A1Bj. Analog se arata ca BC || B1C1, AC || A1Cy si cum triunghiul
C,CpC. este ascutitunghic, rezultd ca triunghiurile ABC' si A1 B1C1 sunt omotetice.[]

Teorema 84 Fie C,CyC, triunghiul de contact al unui triunghi ABC. Dreapta lui
FEuler a triunghiului C,CyC. trece prin centrul cercului lui Fuler al triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Cercul lui Euler. Dreapta lui Euler” [15]. O

Teorema 85 Fie M,, My, M. mijloacele laturilor BC, AC, respectiv AB ale triunghiu-
lui ABC' gi C,CyC. triunghiul de contact al triunghiului ABC. Perpendicularele din
punctele My, My, M. pe laturile Cy,C,., C.Cy, respectiv C,Cy sunt concurente.

Demonstratie. Fie P, ), R picioarele perpendicularelor duse din M, M, respec-

Figura 1.18: Perpendiculare concurente

tiv M, pe laturile triunghiului C,CyC, (Figura 1.18). Deoarece Al este bisectoarea
<BAC si C.A = CpA, rezulta
AILCyC..

Cum si M,P1CyC. rezulta ca
Al || M,P.

Patrulaterul M,MyAM. este paralelogram, deci
<BAC = <M M, M,

si cum Al este bisectoarea unghiului A rezultd ca M,P este bisectoarea unghiului
<M .M, My. Analog, se demonstreaza cd M@ si M.R sunt bisectoarele unghiurilor
<M MyM., respectiv <MpM.M,. Cum bisectoarele interioare ale unghiurilor unui
triunghi sunt concurente, rezulta ca dreptele M, P, M@ si MR sunt concurente. [J
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Teorema 86 Triunghiurile de contact C,CyC. si median MyoMyM,. corespunzatoare
unui triunghi ABC' sunt ortologice.

Demonstratia rezultd din proprietatea de mai sus. O

1.4 Triunghiul extangential

,Omul pentru care faptul ci 242 = 4 e de la sine inteles nu va deveni niciodatsd mare matema-
tician.” - Bertolt Brecht®

Fie triunghiul ABC si I, Iy, I. centrele cercurilor A-exinscris, B-exinscris, respec-
tiv C-exinscris corespunzatoare triunghiului ABC'. Tangentele comune cercurilor exin-
scrise (diferite de dreptele ce contin laturile triunghiului ABC') determina triunghiul
T, Ty T, numit triunghiul extangential al triunghiului ABC (Figura 1.19). Cercul cir-
cumscris triunghiului extangential se numeste cercul extangential.

Figura 1.19: Triunghiul extangential

Teorema 87 Triunghiul extangential T, TyT. corespunzator triunghiului ABC este
omotetic cu triunghiul ortic HoHyH,. al triunghiului ABC.

Bertolt Brecht (1898-1956) — poet german
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Demonstratie. Fie {C'} = BANT,T. si {B'} = AC N TyT,. Din congruenta
triunghiurilor ABC si A’B'C’ rezulti cd& <ACB = <AC'B’. Dar H,H, este an-
tiparalela laturii BC, deci <AH.H, = <ACB, de unde rezultd <B'C'A = <AH_.H,
si B'C" || H.Hy, adicd T.T} || H.Hp. Analog se aratd ci T,.Ty || H.H, si T, Ty || HoHp.
Avem

m(<H,HyH.) = 180° — 2m(<A).

Fie {A'} = BO NT,T, si {A"} = BC N T,T}. Atunci,
<H.H,A = <H,A'T,(= m(<BAC))
si <HyH,C = <H,A"T,(= m(<BAC)) (alterne interne), de unde rezultd cd
m(<T.T,Tp) = 180° — 2m(<A),

deci <H.H,Hy = <T.1,T;. Analog, <H.HyH, = <1.1T,, unde rezulta ca triunghiu-
rile T,TyT. si H,HpyH. sunt asemenea si deoarece au si laturile respective paralele
rezulta ca sunt omotetice. U

Observatia 88 Centrul de omotetie dintre triunghiurile T, TyT, si HoHyH. se nu-
megte punctul lui Clawson.

Teorema 89 Triunghiurile extangential T,TyT,. si antisuplementar I,Iyl. corespun-
zatoare unui triunghi ABC' sunt omologice.

Demonstratia este evidenta deoarece dreptele 1,71, Iy, 1.1, sunt concurente in

centrul cercului inscris in triunghiul 7,77, fiind bisectoare in triunghiul extangential.
i

Teorema 90 Centrul cercului tnscris in triunghiul extangential coincide cu centrul
cerculus triunghiulut antisuplementar.

Demonstratie. Fie Ip centrul cercului inscris in triunghiul 7, 737.; conform pro-
prietatii precedente rezultd: {Ir} = I,T, N [T, N I.T.. Avem:

m(<TIrT,) = 180° — [m(<T.T,Ir) + m(<T,Tolr)]
= 180° — [(90° — m(<tA)) + (90° — m(<C))]
180° — m(<B) = 2m(< I, I,).

Analog se aratd cd m(<T,IrTy) = 2m(<yIpyl.) si m(<T IrTy) = 2m(<dplyl.), deci
I7 este centrul cercului circumscris triunghiului antisuplementar I,131.. O

Observatia 91 Cum I este centrul cercului circumscris triunghiului I,Ipl. rezultd
ca ITIa = ITIb = ITIC.

Teorema 92 Raza cercului inscris in triunghiul extangential corespunzator unui tri-
unghi ABC, are lungimea egald cu 2R+, unde R gi v sunt razele cercurilor circumscris,
respectiv inscris in triunghiul ABC.
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Figura 1.20: Raza cercului inscris in triunghiul extangential

Demonstratie. Fie {B'} = ABNTyT, si {C'} = ACNT,T.. Deoarece triunghiurile
ABC si AB'C’ sunt congruente (vezi ,,Cercuri exinscrise” [15]) rezultd ca raza cercului
inscris in triunghiul AB’C” este egald cu r (Figura 1.20). Fie I’ centrul cercului inscris
in triunghiul AB’C’. Atunci, distantele de la A gi I’ la B'C’ sunt egale cu h,, (indltimea
din varful A a triunghiului ABC) si . Cum A este mijlocul segmentului II’; atunci
distanta de la I la B'C” este egald cu 2h, —r. Fie I simetricul lui [ fata de O — centrul
cercului circumscris triunghiului ABC'. Distantele de la I si O la T;T, sunt egale cu
2hg — 1, respective hy, + R (deoarece AO = R), deci distanta de la I la TpT, este egald

cu
2(R+ hg) — (2hq —7) =2R+ 7

(unde am aplicat teorema liniei mijlocii intr-un trapez). Analog, se arata ca distantele
de la punctul I la T,T, si sunt egale tot cu 2R+ r, deci I1 este centrul cercului inscris
in triunghiul extangential. Centrul cercului inscris in triunghiul extangential coincide
cu centrul cercului triunghiului antisuplementar. ([
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Observatia 93 Deoarece 4R + 2r = r + 1o, + 1 + ¢, Tezultd ca raza cercului inscris
in triunghiul extangential este egald cu

1
rT:2R+r:§(r+ra+rb+7”c)-

Teorema 94 Centrul cercului inscris in triunghiul extangential al unui triunghi ABC
este simetricul centrului cercului tnscris in triunghiul ABC, fata de centrul cercului
circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Proprietatea este o consecinta a aplicatiei precedente. O

Observatia 95 Simetricul centrului cercului itnscris fata de centrul cercului circum-
seris triunghiului ABC' este mijlocul segmentului ce uneste punctul lui Nagel cu punctul
lui Longchamps.

Teorema 96 Triunghiurile extangential i tangential corespunzatoare unui triunghi
ABC sunt omotetice.

Demonstratie. Deoarece triunghiurile extangengential T, T3 T si tangential TATpT¢c
sunt omotetice cu triunghiul ortic H, HpH. al triunghiului ABC), iar relatia de omotetie
este tranzitiva, rezultd ca si triunghiurile T, T,7T, si T4TpT¢c sunt omotetice. O

Observatia 97 Din omotetia triunghiurilor T,TyT, si TaTpTo rezultd ca cercurile
inscrise in aceste triunghiuri sunt omotetice, deci raportul de omotetie este egal cu
2%”, unde 2R + r g1 R sunt lungimile razelor cercurilor inscrise in triunghiurile

T, Ty, respectiv TaATpTe.

Demonstratie. Fie {A1} = T,7. N BC,{B1} = T, 7. N AC,{C1} = T, T, N AB.

Din teorema bisectoarei exterioare rezulta:

AlB_cBlC_a_ClA b

AC bV BA Y OB a

Atunci,

A1B BiC C1A

AC BA CiB

si din reciproca teoremei lui Menelaus rezultd ca punctele A, Bi, Cy sunt coliniare,

iar din reciproca teoremei lui Desargues rezultd ca triunghiurile ABC si T,T,T, sunt

omologice, dreapta de omologie fiind axa antiorticd a triunghiului ABC. U
Demonstratie.

1
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1.5 Triunghiul cotangentic

»2Adevarul matematic indeferent unde, la Paris sau la Toulouse, este unul si acelagi.” — Blaise
Pascal®

Triunghiul 7,757 care are ca varfuri punctele de tangenta dintre laturile BC, C'A si
AB ale unui triunghi ABC cu cercurile exinscrise corespunzéatoare triunghiului ABC,
se numeste triunghiul cotangentic corespunzator triunghiului ABC (Figura 1.21).

Figura 1.21: Triunghiul cotangentic

Teorema 98 Dreptele At,, By, C1. sunt concurente in punctul lui Nagel al triunghiu-
lui ABC.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Nagel” [15]. O

Observatia 99 Triunghiul cotangentic 7,77 este triunghiul cevian al punctului lui
Nagel in raport cu triunghiul ABC.

Blaise Pascal (1623 — 1662) — matematician, fizician si filosof francez, contributii in geometria
proiectiva, algebra si teoria probabilitatilor
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Teorema 100 Triunghiul cotangentic T,7yT. este triunghiul podar al punctului lui
Bevan al triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Bevan” [15]. O

Teorema 101 Laturile triunghiului cotangentic 7oTpTe al triunghiului ABC au lungimi-
le egale cu:

e = V(=02 +(p—c)?—2(p—b)(p— c)cos 4,
TeTa = V(-2 +(p—a)?2—2(p—c)(p—a)cosB,
Taty = V(p—a)?+(p—b)>2—2(p—a)(p—b)cosC.

Demonstratie. In triunghiul A7y7., din teorema cosinusului rezult

Ty = AT% + A% — 2A7}, - AT, - cos A,

adica 7p7. = /(p — )2 + (p — ¢)2 — 2(p — b)(p — ¢) cos A. Analog se determing lungi-
mile laturilor 747, si T47c- U

Teorema 102 Aria triunghiului cotangentic este egala cu Ap 7y r,] = 2;%}2 . A%ABC},
unde R este raza cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Avem

Alaryr _ Are- Ary-sind _ (p—b)(p—c)
Alapcy AB-AC -sin A bc

si analoagele. Dar

AraBc) = Alaryre T ABrare T AlCrary) T Afraryre]

adica,
Aparyrd _ =0 —¢) @-ap-c @-ap-b
AlaBc bc ac ab
si de aici rezulta
4 :(a—i—b—c)(a—b—i—c)(—a—kb—i—c).A :2r2p_A :A[2ABC]
[TaTbTC] 4abc [ABC] abc [ABC} 2pR *

O

Observatia 103 Aria triunghiului cotangentic este egald cu aria triunghiului de con-
tact.

Teorema 104 Aria triunghiului cotangentic este mazxima cand triunghiul ABC este
echilateral.
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Demonstratie. Avem

pr? < pr® _pr _ Apagg

A — —
[ramo7e]l = 9R =9 97— 4 4

(deoarece R > 2r). Cum relatia R = 2r are loc doar in triunghiul echilateral, rezulta ca

aria triunghiului cotangentic este maxima atunci cand triunghiul ABC este echilateral.
O

Teorema 105 Triunghiul neisoscel ABC si triunghiul siu cotangentic T,TpT. sunt
omologice, centrul de omologie fiind punctul lui Nagel al triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece A7,NB7T,NCT. = {N}, unde N este punctul lui Nagel al
triunghiului ABC, rezulta ci triunghiurile ABC' si 7,77, sunt omologice (consecinta
a teoremei lui Desargues). (]

Teorema 106 Triunghiul median ol triunghiului cotangentic al unui triunghi ABC
este omologic cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie A’, B’, C' mijloacele laturilor 747, T4T¢, Tespectiv 7,7 ale
triunghiului cotangentic si {A"} = AA' N BC, {B"} = BB'NAC, {C"} =CC'NAB
(Figura 1.22). Considerand ceviana AA” si transversala 7,7, avem:

Figura 1.22: Triunghiul median al triunghiului cotangentic

Ar, AC A'm, A'B

AB Ary, Ar. A'C
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(vezi ,Relatia lui Van-Aubel” [15]), deci

p=b b AB_

: =1
c p-—c A'C

A"B _ c(p—¢) B"C _ a(p—a) . C"A _ b(p—b)
de unde 475 = b(p=b)" Analog, Zrg = cr—c) S\ 7B = a(p=a)’ de unde

A//B B//C C//A

A"C B"A C'"B
si din reciproca teoremei lui Ceva rezultd ci dreptele AA’, BB’ si CC’ sunt concurente,
deci triunghiurile ABC' §i 7,77, sunt omologice. U

1

Teorema 107 Fie A', B', C' punctele diametral opuse varfurilor A,B,C ale triunghiu-
lui ABC' in cercul circumscris. Dreptele I, A", I,B', I.C' sunt respectiv perpendiculare
pe laturile triunghiului cotangentic al triunghiului ABC.

Demonstratie. Notiam cu z, afixul punctului X. Alegem un reper complex cu

a

Figura 1.23: I, A’ L7y7.

varful in centrul cercului circumscris (O) al triunghiului ABC, iar punctul A situat
pe axa imaginard (Figura 1.23). Atunci z4 = ia, @« € R*, 240 = —ia. Din BA’ 1 AB i
CA'LCA, rezultd ci existd 3,y € R* astfel incat

ZA! — ZB . . RA — 2O
7215 si ————
ZA — ZB ZA — 20

=1,
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de unde zp = 125652 —ia sl 2o = fj‘;g —ida (1). Deoarece :Z—i = g:‘; si :zg = p%z,
rezulta
_zclp—otzalp—a) . zalp—a)+zp(p—b)
ZTb - b 8l Zr, = ’
c

deci

- 2047(p2— ¢) ialc—a) Gz, = 2046(1)2— b) da(b— a). @)

(L+7%)-b b (1489 -c c

Fie {T} = CI, N AB. Din teorema bisectoarei exterioare avem 24 = & Cla — BC

TB — o’ I,T — BT-
Astfel TB = %=, ilj‘l = I’_Ta, de unde

aza +bzp . _zc—i—b_Ta-zT czo + (b—a)zr

_ _ . 3
a+b “la 1+t btc—a (3)

2T =

Din relatiile (1), (2) si (3) rezultd

unde 0 € R*, deci I,A’ L7y7.. Analog se arata ca I, B’ L7,7. si I.C' LTy7q. O

1.6 Triunghiul podar

»2Matematica este stiinta despre raporturile intre formule, lipsite de oricare continut.” - David
Hilbert”

Fie P un punct interior triunghiului ABC'. Se numeste triunghi podar al punctului
P, triunghiul A’B’'C’ care are ca varfuri picioarele perpendicularelor duse din P pe
laturile triunghiului ABC' (Figura 1.24). Punctul P se numeste punct podar. Cercul
circumscris triunghiului podar al punctului P se numeste cercul podar al punctului
P. Daca punctul P apartine unei laturi a triunghiului, atunci dreapta care uneste
picioarele perpendicularelor din P pe celelalte doud laturi ale triunghiului se numeste
dreapta podard. Dacad punctul P se giseste pe cercul circumscris triunghiului ABC),
atunci triunghiul podar al acestui punct se transforma in dreapta lui Simson corespun-
zatoare punctului P.

Teorema 108 Punctul podar P apartine cercurilor circumscrise patrulaterelor AB'PC’,
BC'PA', CA'PB'.

Demonstratia este evidentd, deoarece patrulaterele AB'PC’, BC'PA',CA'PB’
sunt inscriptibile. O

"David Hilbert (1962-1943) — matematician german, profesor la Universitatea din Géttingen, con-
tributii remarcabile in geometrie si analiza matematica
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Figura 1.24: Triunghiul podar

Teorema 109 Daca z, y, z sunt distantele de la punctul podar P la varfurile triunghiu-
lui ABC, atunci laturile triunghiului podar au lungimile o’ = §5, 0 = %, d = 5% (a, b,
¢ sunt lungimile laturilor triunghivlui ABC si R raza cercului circumscris triunghiului

ABQ).

Demonstratie. Teorema sinusurilor aplicatd in triunghiurile AC'B’ si ABC' ne
da: g;la = AP si ;57 = 2R, de unde rezulta:

AP

B'(C =a- - —.

“" 2R
Analog, C'A’:b-g—}]; si A’B’:c-%. O
Observatia 110 Daca z = y = z, atunci punctul P coincide cu centrul cercului

circumscris ABC' si deci v = R.

Teorema 111 Triunghiul podar A'B'C’ al unui punct P i triunghiul ABC sunt or-
tologice.

Demonstratia rezultd din definitia triunghiurilor ortologice. O

Teorema 112 Triunghiul podar al centrului cercului circumscris triunghiului ABC
este triunghiul median al triunghiului ABC.

Demonstratia este evidenta. O

Teorema 113 Triunghiul podar al ortocentrului triunghiului ABC' este triunghiul or-
tic al triunghiului ABC.

Demonstratia este evidenta. O
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Teorema 114 Cercul lui Euler este cercul podar al ortocentrului triunghiului ABC
(sau al centrului cercului circumscris triunghiului ABC).

Demonstratie. Vezi ,Cercul lui Euler” [15]. O

Teorema 115 Triunghiul podar al centrului cercului tnscris este triunghiul de contact
al triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,/Triunghiul de contact”. O

Teorema 116 Cercul podar al centrului cercului inscris intr-un triunghi ABC este
cercul inscris in triunghiul ABC.

Demonstratia este evidenta. O

Teorema 117 Triunghiurile podare ale punctelor Brocard ale triunghiului ABC' sunt
congruente.

Demonstratie. Vezi ,Punctele lui Brocard” [15]. O

Teorema 118 Triunghiurile podare ale punctelor izodinamice ale triunghiului ABC
sunt echilaterale.

Demonstratie. Vezi ,Punctele izodinamice” [15]. O

Teorema 119 Punctul lui Lemoine al triunghiului ABC este centrul de greutate al
proprivlui triunghi podar.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Lemoine” [15]. O
Teorema 120 (Teorema celor 6 puncte) Fie P' i P" doud puncte izogonale in raport
cu triunghiul ABC si A’B'C" si A" B"C" triunghiurile lor podare in raport cu triunghiul
ABC. Punctele A", B",C", A”, B",C" sunt conciclice.

Demonstratie. Vezi ,Drepte izogonale” [15]. O

Observatia 121 Centrul cercului pe care se gasesc punctele A', B',C', A", B",C" este
mijlocul segmentului P'P" (vezi ,Drepte izogonale” [15]).

Teorema 122 Triunghiul podar al unui punct P in raport cu un triunghi ABC este
asemenea cu triunghiul circumpedal al punctului P.

Demonstratie. Vezi ,/Triunghiul circumpedal”. O

Teorema 123 Triunghiul podar al ortocentrului triunghiului ABC este omotetic cu
triunghiul tangential al triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Triunghiul tangential”. O



Triunghiul podar 47

Teorema 124 Fie P un punct nesituat pe cercul circumscris al unui triunghi ABC
51 A'B'C" triunghiul podar al lui P in raport cu triunghiul ABC. Perpendicularele din
A, B, C pe B'C', A'C" respectiv A'B’ sunt concurente intr-un punct P’, izogonalul
punctului P in raport cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Vezi ,Drepte izogonale” [15]. O

Teorema 125 (Oppenheim) Al treilea triunghi podar este asemenea cu triunghiul
original.

Demonstratie. Punctul P apartine cercurilor circumscrise triunghiurilor AB1C1,

A

Figura 1.25: Teorema lui Oppenheim

AgBng, Angcg, AQBQCl §i A3B203 (Figura 125) Avem:

m(<IClAP) = m(<IClBlP) = m(<ZAgBlP) = m(<IA202P) = m(<IB;>,CQP) = m(<ZBgA3P),
m(<ZPABl) = m(<IPC1B1) = m(<{PC’1A2) = m(<IPBgA2) = m(QPBQC:g) = m(<IPA3C'3),

de unde rezultd cad m(<BAC) = m(<B3A3C3). Analog se aratd cd m(<BCA) =
m(<B3C3As), de unde rezultd ci triunghiurile ABC' gi A3B3Cs sunt asemenea. O

Teorema 126 Aria triunghivlui podar P,P,P. al unui punct P in raport cu un tri-
. R2-0OP? . . . . .
unghi ABC' este egald cu % -sin A - sin B - sin C, unde R reprezintd lungimea
razei cercului circumscris triunghiului ABC si O centrul cercului circumscris acestui

triunghi.

Demonstratie. Fie D al doilea punct de intersectie dintre dreapta AP si cercul
circumscris triunghiului ABC (Figura 1.26). Avem: m(<DBC) = m(<DAC) =
m(<PP.Py) si m(<PBP,) = m(<P,P.P), de unde rezulta ca

m(<DBP) = m(<P,P.P,).
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Figura 1.26: Aria triunghiului podar P, P, P,

Din teorema sinusurilor in triunghiul BPD avem:
sin<aPBD  sin<BDP  sin<ACB (1)
pPD  BP BP
(unde am folosit faptul cda <BDP = <ACB). Deoarece PC este diametru in cercul

circumscris patrulaterului PP,CF, avem PP, = PC - sin ACB si analog se obtin
relatiile P,P, = PA-sin A, P,P, = PB -sin B (2). Din relatiile (1) si (2) obtinem:

P,P.- PP, -sin P,P.D,

App,p,p] = 5
PB-PA-sinA-sinB - sinD/ﬁ’
2
PA-PD -sinA-sinB -sinC

5 )

Utilizand puterea punctului fatd de un cerc rezulta PA- PD = ‘R2 — OPQ} si atunci

R?-0P?
A[PanPc} = |2‘ . SinA -sin B - sinC.

Observatia 127
1) Tinand cont ca Aypc) = 2R - sin A - sin B - sin C relatia precedenta devine:

|R? — OP?|
Aprp) = Alscr-
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2) Daca P = O, atunci aria triunghiului podar al centrului cercului circumscris
triunghiului ABC este egala cu

1
Aj0.0,0.) = 7 * Alancy,

(0400, este de fapt triunghiul median al triunghiului ABC').
3) Dacd P = @, atunci aria triunghiului podar al centrului de greutate al triunghiu-
lui ABC este egald cu

‘R2 _ OG2‘ a2+l§+02 a2 + b2 4 2
AlG.cyGe) = T Aiapc) = g Aiapc) = “3em AlaBcy-

4) Dacd P = H, atunci aria triunghiului podar al ortocentrului triunghiului ABC
devine:

|R? — OH?| |R? — [9R% — (a® + b + )]
A, mya,) = R AAaBo) = 1R - AlaBcy
8R? — (a2 + 12 + 2)]|
= AR2 ~Alaba)

5) Dacd P = I, atunci aria triunghiului de contact este egala cu:

‘R2 — OI2| 2Rr r
A1) = i AlaBo) = 1R - Aiae) = IR - AiaBcy-

6) Daca P = K, atunci aria triunghiului podar al punctului simedian al triunghiului
ABC este egala cu
212 .2
|R? — OK?| CEETL 3a2b?c?
AR Ky K] = AR2 “Alapo) = AR2 “Alapo) = AR%(aZ + b2 + c2)? “Alapoy-

7) Daca notam lungimile segmentelor PP,, PPy, PP, cu z, y respectiv z, atunci

yzsin A + xzsin B + xysin C'
Aip,p,p) = Alppyp) T Alpp.p) + AlPR,R) = 5 .

Teorema 128 Fie P un punct ce variazi pe un cerc C ce are centrul in punctul O -
centrul cercului circumscris unui triunghi ABC'. Triunghiurile podare ale punctelor de
pe cercul C, in raport cu triunghiul ABC, au aceeasi arie.

D . _ |rR*-opP?| . . - A
emonstratie. Deoarece Aip, pp) = ——5— -sind -sin B -sinC, cand P se
plimb4 pe cerc, segmentul OP are aceeasi lungime fiind raz# in cercul C, rezultd con-
cluzia. (]

Teorema 129 Daca P,PyP. este triunghiul podar al punctului P in raport cu tri-
unghiul ABC' atunci:
PPy _ Py P _ Py Pe
AB-CP BC-AP CA-BP’
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Demonstratie. In cercul circumsecris triunghiului AP, P, punctul P este punctul

diametral opus punctului A. Teorema sinusurilor ne d& P, P. = APsin A = AP - g—g si
de aici % = i (uI}lDd]e; R est(i raza cercului circumscris triunghiului ABC'). Analog
alc D

S S al™d — —
se aratd Ca Jpcp = CABP — 3R

Teorema 130 Fie P un punct interior triunghiului ABC gi x,y,z distantele de la
P la laturile triunghiului BC, CA, respectiv AB. Notam cu p perimetrul triunghiului
podar al punctului P. Atunci,

C
Z(:L‘+y) co8 o <np.

Demonstratie. Fie a/,V/, ¢/ lungimile laturilor triunghiului podar P, P, P, (Figura
1.27). Avem: ¢? = 22 + 3% — 2wy cos(180° — C) sau

A

B P, c

Figura 1.27: Perimetrul triunghiului podar

C C
? = 2? +y? 4+ 2zycos C = (x — y)? + 4ay cos? 50'2 > [(z —y)? + 4ay] - cos? 3
sau ¢2 > (z + y)? cos? % de unde ¢ > (z + y) cos % cu egalitate daca gi numai dacd
x = y. Atunci,
C
= /> -
P Zc > Z(:J:—I—y)cos 5
cu egalitate daca si numai daca x =y = z. O

Teorema 131 Fie A’B'C’ triunghiul podar al unui punct P in raport cu un triunghi
ABC. Notim cu d, dreapta ce trece prin mijloacele segmentelor PA si B'C’. Analog
definim dreptele dy,d.. Dreptele dg,dp, d. sunt concurente.

Demonstratie. Mijlocul segmentului PA este centrul cercului circumscris tri-
unghiului A’B’C’, deci dreapta d, este mediatoarea segmentului B'C’. Analog, dp, d.
sunt mediatoarele segmentelor C’ A’, respectiv A’B’, deci dreptele d,, dy, d. sunt con-
curente in centrul cercului circumscris triunghiului podar A’B’C". O
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Teorema 132 Triunghiul podar al ortocentrului H al triunghiuluiABC in raport cu
triunghiul ortic al triunghiuluiABC este omotetic cu triunghiul ABC, centrul de omotetie
fiind punctul lui Gob.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Gob” [15]. U

Teorema 133 Triunghiul podar al punctului lui Lemoine al triunghiului automedian
ABC este asemenea cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Vezi ,/Triunghiul automedian”. U

Teorema 134 Proiectia pe bisectoarea unghiului A a unui triunghi ABC' a unui punct
arbitrar P de pe cercul circumscris triunghiului BIC - unde I este centrul cercului
inscris in triunghiul ABC - este centrul cercului circumscris triunghiului podar al
punctului P in raport cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie P’ simetricul lui P fati de bisectoarea din A (Figura 1.28).
Deoarece centrul cercului circumscris triunghiului BIC apartine bisectoarei din A
si este mijlocul arcului BC al cercului circumseris triunghiului ABC' (vezi ,,Cer-
curi exinscrise” [15]) rezultd ci P apartine cercului circumscris triunghiului, iar cum
<PBI = <«P'BI si <PCI = <P'C1, rezulta ca punctele P si P’ sunt puncte izogonale.

Figura 1.28: Centrul cercului circumscris triunghiului podar

Proiectiile punctelor izogonale P si P’ pe laturile triunghiului ABC sunt conciclice pe
un cerc cu centrul in mijlocul segmentului PP’, deci proiectia lui P pe bisectoarea
din A este centrul cercului circumscris triunghiului podar al punctului P in raport cu
triunghiul ABC. (|

Teorema 135 Triunghiul podar al unui punct P de pe un cerc al lui Apollonius, in
raport cu triunghiul ABC' este isoscel.
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Demonstratie. Vezi ,Cercurile lui Apollonius” [15]. O

Teorema 136 Fie A'B'C’ triunghiul podar al unui punct P in raport cu un triunghi
ABC si A” al patrulea varf al paralelogramului B'PC'A”. Analog se construiesc
punctele B"” i C". Triunghiurile ABC si A” B"C" sunt omologice, centrul de omologie
fiind punctul izogonal conjugat al punctului P.

Demonstratie. Ardtdm ca dreptele PA gi AA” sunt izogonale. Fie {X} = CA" N
AC i {Y'} = BA”NAB (Figura 1.29). Deoarece patrulaterul PB’AC" este inscriptibil,

Figura 1.29: Triunghiuri omologice

rezultd
<B'C'A=<B'PA si <B"AP =<B'"C'P.
Cum
m(<B'AP) + m(<BPA) = 90°
si

m(<B'C’ A) + m(< A" AC") = 90°,

rezultd cd <PAB' = <A”AC’ (A” fiind ortocentrul triunghiului B’C’A). Analog, se
aratd ca dreptele PB si BB”, respectiv PC si CC” sunt izogonale, deci triunghiurile
ABC si A”B"C" sunt omologice, centrul de omologie fiind izogonalul lui P. O

Teorema 137 Fie A'B'C’ triunghiul podar al unui punct P, aflat pe bisectoarea unghiu-
lui A, in raport cu un triunghi ABC. Mediana care pleacd din varful A, dreapta B'C’
st dreapta PA' sunt concurente.

Demonstratie. Fie {Q} = AP N BC,{R} = AP n B'C’ (Figura 1.30). Din
asemdanarea triunghiurilor C'PR si ABQ, B'PR si ACQ rezulta:
RC" AQ . RB' AQ

PC’ ~ AB ¥ PB T AC”
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Figura 1.30: Triunghiul podar al unui punct aflat pe o bisectoare

Deoarece PB' = PC' rezulta
RB'  AB

RC' — AC
Notam cu y si z lungimile perpendicularelor RR’ si RR"” duse din punctul R pe laturile
AC si AB. Din aseménarea triunghiurilor RB’'R’ si RC'R" rezulta

RB" y AB

RC' =z AC’
deci distantele de la punctul R la laturile AC si AB sunt invers proportionale cu
lungimile acestor laturi, ceea ce inseamna cd punctul R apartine medianei din varful
A a triunghiului ABC. O

Teorema 138 Dacd punctele M si M' impart o coarda a cercului circumscris tri-
unghiului ABC, in mod armonic, atunci ariile triunghiurilor podare ale acestor puncte
fata de triunghiul ABC, sunt proportionale cu distantele lor la mijlocul corzii.

Demonstratie. Fie ca punctele M si M’ impart armonic coarda DE a cercului
circumscris triunghiului ABC. Notand cu A gi A’ ariile triunghiurilor podare cores-
punzitoare punctelor M si M’ rezulti

Aape) 4R? T Aupe) 4AR?

A OM? —R2 A RZ2 - OM"?

Dacd O’ este mijlocul corzii DE, atunci O'M - O'M' = O'D? si R? = O'D? + 0'0?,
de unde rezulta
OM? —R> = OM?-0'0*-0'D?*=(0OM*-0'0*>)-0'M-O'M
= OM*-O'M-OM =0MO'M—-0'M)=0M- MM
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si
R?—-OM"” = 0O'D*4+00>-0M?=0'M-0O'M —(OM"?—-00"7)
= OM-OM -OM?*=0'MO'M-0M)=0M MM
Astfel,
A OM-MM AN OM-MM

AlaBey 4R? 7 Ao 4R? 7

de unde
A A’ MM’
O'M = O'M' = AR2 'A[ABC}‘

O

Consecinta 139 Daca dreapta M M’ trece prin centrul cercului circumscris triunghiu-

lui ABC, atunci
1 1 4

N A Apper

Demonstratie. In cazul de fatid punctele O si O coincid, deci O'M - O'M’' =
OM - OM", de unde

A MM’ A’ MM

= §1 5
A[ABC} 40M’ A[ABC] 40M
iar de aici rezulta

MM' MM 4OM-OM') 4AMM'
A A AlABC) AABQ)

sau
1 1 4

N AT Aupa

O

Teorema 140 Ariile triunghiurilor podare ale punctelor izogonale ale unui triunghi
ABC, sunt proportionale cu produsele distantelor de la punctele respective la laturile
triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie urméitoarele notatii: B1Cy = a1,C1A1 = b1, A1By = c¢y;
ByCy = az,CoAg = by, A By = co; M1 Ay = w1, Mi1By = y1, MiC1 = 215 Ma Az = x,
MsBy = yo, M3Cy = 2z3. Deoarece perechile de triunghiuri (MlBlcl,MQCQBQ),
(M1C1 A1, My AsCy), (M1 A1 By, Ma By As) sunt asemenea (vezi ,,Puncte izogonale” [15]),
rezulta

om_p_an b _a

By

1 C
B N noa
az 2z Y2 by xa 2 2 Y2 X2

Astfel, se obtine
A[MlBlcﬂ _ ﬁ _ Y121
A[MQCQBQ] a% Y2z2
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si
Ay Broy) _ MiB, - MGy iz
A[ABC] AB - AC bc
i alte patru relatii analoage. Atunci Apn sy _ ap icum xix9 = rezulta
8 p ge. » Apnryoyay)  boa S 172 = Y1Y2

Apn By _azy _ A, BC
Apnciay  by2 Apncea

si relatiile analoage. Avem:

A[M1Blcﬂ . A[M101A1] N A[M1A131] _ A[A1B101]

A, BC) Annca Ay AB] AlaBcy
si
A[M2Bzc2] _ A[M202A2] _ A[M2A2BQ] _ A[AQBQCz}
A, B A oA A, AB) Aape)
de unde
A[MlBlcl] ) A[MlBC] _ A[A13101],
Ay Bacs) ApiBe]  AlAsBacs)
cum
A[MlBlcl] —_ ylzl 1 A[MlBC] — ﬂ
AsBacs) Y272 Apppe) T2
rezultd

A[A1B1C1} Tz

Alp,Byc]  T2Y2ze
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1.7 Triunghiul antipodar

»2Am fost un lucritor constiincios, nu am fost superficial, am muncit pand acum la batranete.
Spiritul meu a fost geometric, m-a fermecat varietatea si frumusetea figurii.” — Alexandru
Miller®

Fie P un punct in planul unui triunghi ABC'. Triunghiul A’B’C’ format de perpen-

dicularele duse prin varfurile A, B, C pe cevienele PA, PB, respectiv PC, se numegte
triunghiul antipodar al punctului P (Figura 1.31). Punctul P se numeste punct an-

AI

B"

Figura 1.31: Triunghiul antipodar

tipodar. Dacd punctul P se giseste pe cercul circumscris triunghiului ABC, atunci
triunghiul antipodar corespunzator lui se reduce la punctul diametral opus lui P. Tri-
unghiul ABC este triunghiul podar al punctului P in triunghiul A’B’C’.

Teorema 141 Triunghiul antipodar al ortocentrului H al triunghiului ABC este tri-
unghiul anticomplementar.

Demonstratie. Vezi ,/Triunghiul anticomplementar”. O

Teorema 142 Triunghiul antipodar al centrului cercului inscris in triunghiul ABC
este triunghiul antisuplementar corespunzator triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi , Triunghiul antisuplementar”. U

Teorema 143 Triunghiul antipodar al centrului cercului circumscris O al triunghiului
ABC este triunghiul tangential corespunzator triunghiului ABC.

8 Alexandru Miller (1879-1965) — matematician roméan, membru al Academiei Romane
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Demonstratie. Vezi ,Triunghiul tangential”. U

Teorema 144 Triunghiul antipodar al unui punct P este ortologic cu triunghiul pedal
al punctului P in raport cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie A” B”C" triunghiul pedal corespunzétor punctului P in raport
cu triunghiul ABC (Figura 1.31). Deoarece A”ALB'C',B"B1A'C',C"CLA'B’ si
A"ANB"BNC"C = {P} rezulti ca triunghiurile A’B’'C’ si A”B"C" sunt ortologice.
]

Teorema 145 Triunghiul antipodar al unui punct P este ortologic cu triunghiul an-
ticevian al punctului P.

Demonstratie. Triunghiul anticevian al punctului P este triunghiul ABC. Cum
AP1B'C'",BPLA'C'",CPLA'B', APNBPNCP = {P} rezulta c4 triunghiurile A’B'C’
si ABC sunt ortologice. O

Teorema 146 Fie L, M, N punctele diametral opuse varfurilor A, B, respectiv C' ale
unui triunghi ABC in cercul circumsceris acestuia. Triunghiul LM N este omologic cu
triunghiul antipodar al oricarui punct aflat in interiorul triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie [, m,n dreptele ce trec prin A, B, C' si sunt perpendiculare pe
dreptele PA, PB, respectiv PC si D, E, F' al doilea punct de intersectie dintre dreptele
[,m,n si cercul circumscris triunghiului ABC' (Figura 1.32). Deoarece m(<ADL) =

Figura 1.32: Triunghi omologic cu triunghiul antipodar
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90°, rezulta PA || DL. Daca {Q} = PO N DL, din congruenta triunghiurilor APO si
LQO rezultda PO = OQ). Analog, se aratd ca dreptele EM, F'N trec prin @), de unde
rezulta ca

QD-QL=QE-QM = QF -QN =p’

relatii ce arata ca punctele L, M si N sunt polii dreptelor [, m si n in raport cu cercul
avand centrul in ) si raza p. O

Teorema 147 Triunghiul antipodar al unui punct P gi triunghiul podar al izogonalului
sdu P’ sunt omotetice.

Demonstratie. Fie A” B"C” triunghiul podar al lui P’. Deoarece B"C"” L AP (vezi
,Drepte izogonale” [15]) si B'C' LAP rezultda B'C’ || B"C"” (Figura 1.33). Analog,

Figura 1.33: Triunghiul antipodar - triunghiul podar

A'B"|| A"B" i A'C" || A”C". Deoarece patrulaterul PBA’C este inscriptibil rezulta

m(aBA'C) = 180° — m(<«BPC) = m(a«PBC) + m(<PCB)
= m(<P'BA)+ m(<P'CB")
= m(<C"A"P’) + m(«P' A" B") = m(«C" A" B").

Deci <C'A'B’ = <C"A"B" i analog <A'B'C' = <A"B"C"”, de unde rezulta ca
triunghiurile A’B’C’ i A”B”C” sunt asemenea. Deoarece triunghiurile A’B'C’ si
A"B"C" au laturile paralele gi sunt asemenea rezulta ca ele sunt omotetice. O
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Teorema 148 Triunghiurile antipodare ale punctelor lui Fermat corespunzatoare unui
triunght ABC sunt echilaterale.

Demonstratie. Fie F} primul punct al lui Fermat - Toricelli (Figura 1.34). Deoarece

120°

Al

Figura 1.34: Triunghiurile antipodare ale punctelor lui Fermat

m(<<AF1B) = m(<BF,C) = m(<CFA) = 120°

(vezi ,Punctele lui Fermat” [15]), iar patrulaterele BFy AC', CFyBA’ si AF;CB’ sunt
inscriptibile, rezulta ca

m(<BA'C) = m(<CB'A) = m(<AC'B) = 60°,

deci triunghiul A’B’C” este echilateral. Analog se arati ca si triunghiul antipodar al
celui de-al doilea punct Fermat (F) este echilateral. O
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1.8 Triunghiul tangential

,Totul ar fi trebuit sa fie sfere, dar n-a fost, n-a fost asa.
Totul ar fi trebuit sa fie linii,
dar n-a fost, n-a fost asa.” - Nichita Stinescu’

Triunghiul T4TsTc determinat de tangentele duse la cercul circumscris triunghiu-
lui ABC in varfurile acestuia se numeste triunghiul tangential al triunghiului ABC.
Triunghiul tangential TATpTc al triunghiului ABC' este triunghiul antipodar al cen-
trului cercului circumscris O al triunghiului ABC' in raport cu triunghiul ABC.

Figura 1.35: Triunghiul tangential

Teorema 149 Dreptele ATy, BTg si CTo sunt concurente.

Demonstratie. Deoarece TyB = T4C,TgA =15C, Tc A = TcB avem:

ATy BTz CTa )
AT BTy, CTp

si din reciproca teoremei lui Ceva rezultd cd dreptele ATy, BTp si CT¢ sunt con-
curente. Fie K punctul de concurenta al dreptelor ATy, BTp,CTc (Figura 1.35).
O

9 Nichita St#nescu (1933 — 1983) — eseist, poet roméan, ales postum membru al Academiei Roméane
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Teorema 150 Dreptele AT 4, BTg, CTc sunt simedianele triunghiului ABC.

!

Demonstratie. Fie A’ = prpc(A), T, = prac(Ta) si TIZ = prap(Ta) (Figura
1.35). Cum m(ABA) = m(T4CT)) = im(AC) si m(AA'B) = m(CT,Ta) = 90°
rezultd ca triunghiurile ABA’ si TACT :4 sunt asemenea, deci

TuT, TaC )
AA"  AB’

Analog din asemanarea triunghiurilor AA'C si T ABT;; rezulta

TAT, TaB @
AAT T ACT

Impartind relatiile (1) si (2) membru cu membru rezulta

TAT, TuaC CA CA

TAT| AB BT.x AB’

unde am utilizat BT4 = CT}y, relatie ce aratd ca punctul Ty apartine simedianei din
A a triunghiului ABC. Analog se aratd cd BT si C'Io sunt simediane. ([

Observatia 151 Punctul lui Lemoine K al triunghiului ABC este punctul de con-
curenta al dreptelor ATs, BTg,Cle, adica punctul lui Gergonne al triunghiului tan-
gential. Punctul lui Lemoine este centrul de omologie dintre triunghiul ABC' si tri-
unghiului sau tangential.

Teorema 152 Drepta lui Lemoine a triunghiului ABC este axa de omologie dintre
triunghiul ABC' i triunghiul sau tangential TaTpTc.

Demonstratie. Fie A1, By, C1 punctele de instersectie dintre tangentele la cercul
circumscris ABC, varfurile acestuia gi laturile opuse. Din teorema lui Lemoine rezulta
cd punctele A, By, C; sunt coliniare (punctele apartin dreptei lui Lemoine). Avem

B _(ABY 1)
c4, \AC)

Fie {Cl} = AB NTyTp, {B/} = AC NTyT¢c, {AI} = BC NTgTy. Sa aratam ca
punctele A’, B', C' apartin dreptei A1C;. Fie {Ks} = ATANBC,{Kp} = BIgNCA,

{Kc¢} = CTc N AB, iar K punctul lui Lemoine al triunghiului ABC' (Figura 1.35).
Deoarece AK 4 este simediand in triunghiul ABC, rezulta

B _ (ADY) (2
CK, \AC) °
Din relatiile (1) si (2) rezulta:
BK, BA;
CKy CAy’

adicd punctele A; gi K4 sunt conjugate armonic fatd de punctele B si C. Analog,
se aratd cd si perechile de puncte (B, Kp),(C, K¢) sunt conjugate armonic fata de
(C, A), respectiv (A, B), ceea ce demonstreazi teorema. O
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Consecinta 153 Triunghiul tangential T4aTpTc este triunghiul anticevian al punctu-
lui lui Lemoine corespunzator triunghiului ABC.

Teorema 154 Laturile triunghiului ortic HoHyH, al triunghiului ABC' sunt respectiv
paralele cu laturile triunghiulut tangential TATpTc.

Demonstratie. Din m(@) = m(AT{c?Ib) = m(@), rezultd cd ToT||HeHp.
Analog TATg||H.Hy i TaTc||H H.,. O

Teorema 155 Triunghiul ortic HyHyH,. al triunghiuvlui ABC' gi triunghiul tangential
TATpTe al triunghiulut ABC sunt omotetice.

Demonstratie. Avem TeAB =ToBA = m, deci m(m) = 180° — 2m(A).
Dar m(Hb/Hc\Ha) = 180° — 2m(CA’), deci TB/TE}; = Hb/H}Ia si analog TA/TB\TC =
HEIEIC. Atunci triunghiurile T4TpTc i H,HyH. sunt asemenea si deoarece tri-
unghiurile au laturile paralele (vezi proprietatea precedentd) rezultd cd triunghiurile
TATgTc st HyHyH. sunt omotetice. O

Observatia 156 Centrul omotetiei dintre triunghiul ortic H,HyH. i triunghiul tan-
gential TATgTc apartine dreptei lui Euler a triunghiului ABC (vezi ,Dreapta lui FEuler”
[15]) si se numeste punctul lui Gob.

Teorema 157 Fie A*, B*, C* mijloacele laturilor HyH., H.H,, respectiv H, Hy ale tri-
unghiului ortic al triunghiului ABC gi TATpTo triunghiul sau tangential. Punctele
A, A*,Txy; B,B*, Ty, respectiv C,C*, T sunt coliniare.

Demonstratie. Deoarece A* este mijlocul antiparalelei HyH, la BC, rezulta ca
apartine simedianei din A, adica dreptei ATy, de unde rezultd concluzia. U

Teorema 158 Triunghiul tangential TaTpTo st triunghiul median al triunghiului or-
tic corespunzator unui triunghi ABC sunt omotetice, punctul lui Lemoine al triunghiu-
lui ABC fiind centrul de omotetie.

Demonstratia rezulta din proprietatea de mai sus. (]

Teorema 159 Triunghiul tangential TaTpTo st triunghiul median ol triunghiului or-
tic corespunzator unui triunghi ABC sunt ortologice, centrele de ortologie fiind orto-
centrul triunghiului tangential si centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC' .

Demonstratie. Fie A*B*C* triunghiul median al triunghiului ortic H,HpH.,.
Deoarece OgA* L HyH,. si TcTg||H.Hp rezulta

OgA* L TcTp.

Analog, se aratd cd OgB* LTcT 4 si OgC* LT 4T, deci triunghiurile A*B*C* si TATpTc
sunt ortologice, unul dintre centre fiind centrul cercului lui Euler Og. Deoarece TaH, 1 TpT¢
si TgTc || B*C* rezulta

T\H,LB*C*

(unde H, este ortocentrul triunghiului tangential), analog TpH, L A*C*, deci H, este
al doilea centru de ortologie. O



Triunghiul tangential 63

Teorema 160 Aria triunghiului tangential este egal cu:

a’tgA + b*tgB + c*tgC
Ay 1p1e) = 4 + Ajascys

unde a, b, c sunt lungimile laturilor triunghiului ABC.

Demonstratie. In triunghiul isoscel BT4C (m(IiB\C’) = m(m) = m(A))
avem cos A = ﬁ, de unde CTg = 554 Atunci,

BC -CTy - sinB/C?A B a’sin A B a’tgA

Aprapo) = 2 ~ 4cosA 4
Analog, A1, ac0) = b2t4gB si Airepa) = C%Tgc, de unde
Ararsre) = Araac) + Ampac) + Arepa) + Ajaso
_ a’tgA + bZZgB + c2tgC + Auasor

O

Observatia 161 Dar triunghiul ABC este obtuzunghic, de exemplu m(/l) > 90°,
atunci Air, o) = % - [tgAl.

Teorema 162 Centrul cercului circumscris triunghiului tangential TATpTo al tri-
unghiului ABC apartine dreptei lui Euler a triunghiului ABC.

Demonstratie. Dreapta determinata de centrul cercului circumscris, respectiv in-
scris intr-un triunghi XY Z este dreapta lui Euler a triunghiului de contact al triunghi-
ului XY Z (vezi ,Dreapta lui Euler” [15]). Cum triunghiul ABC este triunghiul de
contact corespunzator triunghiului tangential rezulta ca dreapta lui Euler a triunghi-
ului ABC trece prin centrul cercului circumscris triunghiului tangential TATpTc. O

Teorema 163 Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Centrele O 4,0p,
Oc¢ ale cercurilor circumscrise triunghiurilor BCO, ACO, respectiv BAO determina
un triunghi omotetic cu triunghiul tangential TATpTo al triunghiului ABC, centrul de
omotetie fiind punctul O.

Demonstratie. Deoarece OC LO4O0p i OC LT T, rezulta O 4Op||TATp (Figura
1.36). Analog, OgOc¢||TTc st OcOal|TcT4. Deoarece OO 1 BC si TAOLBC (tri-
unghiul Ty BC fiind isoscel), rezultd ca punctele O,04 si T4 sunt coliniare. Analog
0, Op si Ty respectiv O,O¢ si To sunt coliniare. Atunci, triunghiurile O4OpO¢ si
TATgTc sunt omotetice, centrul omotetiei fiind punctul O. O
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Figura 1.36: Triunghi omotetic cu triunghiul tangential

Teorema 164 Triunghiul tangential al triunghiului ABC' gi triunghiul circumpedal al
centrului de greutate al triunghiului ABC sunt omologice.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Exeter” [15]. O

Teorema 165 Triunghiurile tangential $i extangential corespunzatoare unui triunghi
ABC' sunt omotetice, raportul de omotetie fiind ZR%.

Demonstratie. Vezi ,/Triunghiul extangential”. ([

Teorema 166 Fic TATpTc triunghiul tangential, NoNyN, si N;NI;Né triunghiurile
lui Napoleon ale unui triunghi ABC. Punctele Na,N;, Ta sunt coliniare.

Demonstratia este evidenta deoarece punctele Na,N;, T4 apartin mediatoarei
segmentului BC. O

Teorema 167 Triunghiul tangential TATpTc al triunghiului ABC' i triunghiul me-
dian MoMyM,. ol triunghiului ABC sunt omologice.

Demonstratie. Deoarece BTy = CTy, ATp = CTp, ATc = BT¢ (Figura 1.37)
rezultd cd M T4, MyMp, M.Mc sunt mediatoarele laturilor triunghiului ABC, deci
ele sunt concurente in centrul cercului circumscris O al triunghiului ABC, deci tri-
unghiurile T4TpT¢ si My, MyM,. sunt omologice. O
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Figura 1.37: Triunghiurile TyTpTc si My MyM, sunt omologice

Observatia 168 Centrul cercului circumscris triunghiului ABC' este polul de omolo-
gie al triunghiului TATgTo si My MyM..

Teorema 169 Axa de omologie dintre triunghiurile tangential si median ale unui tri-
unghi ABC' este perpendiculara pe dreapta lui Fuler a triunghiului ABC'.

Demonstratie. Fie A’ B'C’ axa de omologie dintre triunghiurile TATgT¢ si My M, M,
(Figura 1.37). Deoarece M,M.||BC, atunci

mE@EAWb,

de unde rezultd ci triunghiurile AM,A’ si M.AA’ sunt asemenea, deci

AN AM,
AM, ~ AA

egalitate echivalents cu AA? = A'M, - A’M,.. Cum A’M, este secantd la cercul lui
Euler, rezultd cd A’ are aceeasi putere fata de cercul circumscris triunghiului ABC
si de cercul lui Euler al triunghiului ABC, deci A’ apartine axei radicale a acestor
cercuri. Analog se aratd ca B’ si C' apartin acestei axe, deci axa de omologie este axa
radicald a cercului circumscris triunghiului ABC i a cercului lui Euler a triunghiului
ABC. Deoarece axa radicald este perpendiculard pe linia centrelor OQOg, adicd pe
dreapta lui Euler, rezulta ca axa de omologie dintre triunghiurile T4TgT¢c si M, MyM,
este perpendiculara pe dreapta lui Euler a triunghiului ABC. ([
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Teorema 170 Prin inversiunea de centru O si raport R?, cercul circumscris triunghiu-
lui tangential TATpTo se transforma in cercul lui Euler al triunghiului ABC.

Demonstratie. Din asemanarea triunghiurilor BOM, si T4OB rezulta:
OM, R
R OT4’
adicd OM, - OT4 = R?. Analog, se arati c& OM, - OTg = OM, - OT, = R?, relatii ce
aratd cd prin inversiunea (O, R?) cercul circumscris triunghiului tangential se trans-
forma in cercul circumscris triunghiului median, adica cercul lui Euler al triunghiului

ABC. (]

Teorema 171 Fie U cercul circumscris triunghiului ABC, A', B',C" punctele de in-
tersectie dintre inaltimile din A, B respectiv C i laturile triunghiului ABC cu C, iar
TATTc triunghiul tangential al triunghivlui ABC. Dreptele TaA', TgB',TcC' sunt
concurente intr-un punct ce apartine dreptei lui Euler a triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie A, By, C; punctele diametral opuse in C ale punctelor A, B
respectiv C, iar X punctul de intersectie dintre cercul T4-exinscris, corespunzator
triunghiului TATT¢c cu latura TgTe (Figura 1.38). Analog se definesc prin punctele Y

Tg

Figura 1.38: Ty A, TpB',TcC' sunt concurente

si Z. Deoarece in triunghiul ABC, AA" ¢i AA; sunt izogonale (vezi ,Drepte izogonale”
[15]) rezulta ci dreptele T4 A’ si T'4 A1 sunt izogonale conjugate in triunghiul tangential.
Deoarece T4 este centrul de asemanare dintre cercurile si cercul T'4-exinscris, rezulta
cd punctele Ty, A1 si X sunt coliniare. Deoarece dreptele T4 X,TgY si ToZ sunt
concurente in punctul lui Nagel al triunghiului T4TsT¢, rezulta ca si izogonalele lor -
adicd dreptele Ty A’, TgB', TcC’ sunt concurente intr-un punct S care este centrul de
aseminare dintre cercurile C si cercul circumscris triunghiului 74757, deci S apartine
dreptei lui Euler a triunghiului ABC. U
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1.9 Triunghiul anticomplementar

,Geometrii se servesc de figuri vizibile i fac judecati asupra acestora, desi ei nu se gandesc
la aceste figuri, ci la altele care se aseamand, dar care nu pot fi sesizate decit cu mintea.”-
Platon'®

Triunghiul anticomplementar (sau antimedian) al triunghiului ABC este triunghiul
A’'B’C’ determinat de paralelele duse prin varfurile triunghiului ABC'la laturile opuse
(Figura 1.39).

‘(?

A

Figura 1.39: Triunghiul anticomplementar

Numim ezmediand a unui triunghi o dreaptd ce trece prin varful unui triunghi
si este paraleld cu latura opusa. Triunghiul anticomplementar este determinat de
intersectiile exmedianelor triunghiului ABC'. Varfurile triunghiului anticomplementar
se numesc puncte exrmediane.

Observatia 172 Triunghiul A'B'C’ este triunghiul anticomplementar al triunghiului
ABC daca triunghiul ABC' este triunghiul sdu median.

Teorema 173 Centrul de greutate al triunghiului anticomplementar al triunghiului
ABC este centru de greutate si pentru triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie G centrul de greutate al triunghiului A’B'C" si M,M,M.
triunghiul sdu median. Deoarece patrulaterul ABA’C' este paralelogram rezulta ci

19Platon (428-348) — filosof, logician, matematician grec
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diagonalele BC' si AA’ se injumatitesc, deci AM, este mediand in triunghiul ABC.
Analog se aratd cd BM,; este mediand, deci G este centrul de greutate al triunghiul
ABC. O

Observatia 174 Triunghiul anticomplementar A'B'C’ este triunghiul anticevian al
triunghiului ABC' corespunzator centrului de greutate G al acestuia.

Teorema 175 Aria triunghiului anticomplementar A'B'C" este egal cu: Ajarprcn =
4A[ABC]'

Demonstratie. Deoarece patrulaterele ABA'C, ABCB’ si AC' BC' sunt paralelo-
grame, rezulta ca

Aiape) = Apoay = Aacs = Alasor,
de unde A[A’B’C’] =4. A[ABC]' (]
Cercul circumscris triunghiului anticomplementar se numeste cerc anticomplemen-
tar.

Teorema 176 Centrul cercului anticomplementar este ortocentrul triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie AH, L BC. Din BC||B'C’ rezultd c& AH, L B'C’, cum A este
mijlocul segmentului B’C’ obtinem ca AH, este mediatoarea segmentului B’C’. Analog
se aratd cd indltimea BHj este mediatoarea segmentului A’C’, deci punctul de con-
curentd al inaltimilor triunghiului ABC este centrul cercului circumscris triunghiului
anticomplementar. O

Teorema 177 Raza cercului anticomplementar este egald cu dublul razei cercului cir-
cumscris triunghiuluiABC.

Demonstratie. Fie R raza cercului circumscris triunghiului ABC gi R4 raza
cercului circumscris triunghiului anticomplementar A’B’C’. Atunci:

a b 2a-2b- 2c 5 abc

R4 = 2R.

O

Teorema 178 Fie A'B'C’ triunghiul anticomplementar al triunghiului ABC si A", B”,
C" simetricele punctelor A, B respectiv C fata de ortocentrul H al triunghiului ABC.
Dreptele A’A”, B'B", C'"C" sunt concurente.

Demonstratie. Alegem un reper complex cu originea in centrul cercului circum-
scris (O) al triunghiului ABC'. Notdm cu litere mici afixele punctelor corespunzatoare
(Figura 1.40). Atunci O(o0), A(a), B(b),C(c), H(a + b+ ¢), de unde rezultd

a+a//_b+b/l_c+cll

h=—3 2 2

si de aici
d"=a+2b+2c,b' =2a+b+2c,d" =2a+2b+c.
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Figura 1.40: Dreptele A’A”, B'B”,C'C"sunt concurente

R I R o .
Deoarece a = C’gb,b =adC c= 2 rezulti a+b+c=a +V + ¢, deci 2a =

a+b+c—ad,deunde a’ =b+c—asianalog, ) =a+c—0b,c =b+ a— c. Ecuatia
dreptei A’A” este:

z z 1
ad d 1|=0,
a’ a1
sau
2(2a —b—7¢) +Z(b+ ¢ — 2a) + 3[(ba — ab) + (ca — ac)] = 0. (1)

Analog ecuatiile dreptelor B'B” si C'C" sunt: (B'B"): z(2b—a@—¢) + z(a + ¢ — 2b) +
3[(ab — ba@) + (cb — bc)] = 0 (2), respectiv (C'C") : z(2¢ — @ — b) + Z(a + b — 2¢) +
3[(ac — ca) + (bc — ¢b)] = 0 (3). Sumand ecuatiile (1)-(3) obtinem o egalitate ceea ce
aratd ci dreptele A’A”, B'B" si C'C” sunt concurente. O

Teorema 179 Cercul circumscris triunghiului anticomplementar al triunghiului ABC

este tangent cercurilor circumscrise triunghiurilor BHC,CHA gi AHB, unde H este
ortocentrul triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece patrulaterul HBA'C' este inscriptibil, iar m(@’ ) =
90° rezultd ca HA' este diametrul in cercul circumscris patrulaterului H BA'C. Cum
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HA' este raza in cercul circumscris triunghiului anticomplementar rezultd cercul cir-
cumscris triunghiului BHC' este tangent interior in A’ cercului anticomplementar.
Analog se aratd cd cercurile circumscrise triunghiurilor CHA i AH B sunt tangente
interior cercului anticomplementar. U

Teorema 180 Punctul lui Lemoine al triunghiului anticomplementar al unui triunghi
ABC este retrocentrul triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Retrocentrul unui triunghi” [15]. O

Teorema 181 Intr-un triunghiABC, dreapta ON, care uneste centrul cercului cir-
cumscris cu punctul lui Nagel, al triunghiului ABC, trece prin punctul lui Feuerbach
al triunghiului anticomplementar.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Nagel” [15]. O

Teorema 182 Ortocentrul triunghiului anticomplementar al unui triunghi ABC' este
punctul lui Longchamps al triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Longchamps” [15]. O

Consecinta 183 Triunghiul antipodar al ortocentrului H al triunghiului ABC este
triunghiul anticomplementar.

Demonstratia rezulta din cele de mai sus. O

1.10 Triunghiul antisuplementar
,Definitiile si proprietétile dreptei, ca si dreptele paralele au ajuns si fie stancile sau, ca si
spunem altfel, scandalul elementelor de geometrie.” - D’Alembert!!

Triunghiul antisuplementar 1,11, al unui triunghi ABC' este triunghiul determinat
de bisectoarele exterioare ale triunghiului ABC' (Figura 1.41).

Teorema 184 Triunghiul 1,1y1. avind varfurile in centrele cercurilor exinscrise este
triunghiul antisuplementar al triunghiului ABC.

Demonstratia este evidentd tinand cont cd punctele I, Iy, I. apartin bisectoarelor
exterioare ale triunghiului ABC. (]

Teorema 185 Unghiurile triunghiului antisuplementar au masurile egale cu 90° —
tm(<A),90° — Im(<B), 90° — im(<C).

1 Jean d’Alembert (1717-1783) — matematician si fizician francez, contributii importante in algebrs
si analiza matematica
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Figura 1.41: Triunghiul antisuplementar

Demonstratie. In triunghiul BCI,,
m(<BI,C) = 180° — [m(<l,BC) + m(<I,CB)]

1 1
= 180° — 90° — Sm(<tB) +90° — m(<C)

1
= 900 — 5m(<IA)
Analog, m(<ALC) = 90° — 3m(<B) si m(<AL.B) = 90° — im(<C). 0

Observatia 186 Triunghiul antisuplementar corespunzator triunghiului ABC este tri-
unghiul anticevian corespunzator centrului cercului inscris (I) in triunghiul ABC.

Teorema 187 Triunghiul ABC' este triunghiul ortic al triunghiului antisuplementar.

Demonstratie. Deoarece Al,, Bly, Cl. sunt inaltimile triunghiului 1,11, (vezi
,Cercurile exinscrise” [15]) rezulta cd triunghiul ABC' este triunghiul ortic al tri-
unghiului 1,1;1.. O
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Observatia 188 Triunghiurile ABC si antisuplementar sunt omologice. Axa ortica a

triunghiului antisuplementar 1,1yl al triunghiului ABC' este azxa orticd a triunghiului
ABC.

Teorema 189 Cercul circumscris al unui triunghi ABC este cercul lui Fuler al tri-
unghiului antisuplementar al triunghivlui ABC'.

Demonstratie. Deoarece triunghiul ABC' este triunghiul ortic al triunghiului
I, Iyl rezultd ca cercul circumscris triunghiului ABC este cercul lui Euler al triunghiu-
lui I,1p1.. O

Teorema 190 Fie A',B',C" punctele de intersectie dintre bisectoarele unghiurilor
CAB, ABC, respectiv BCA cu cercul circumscris triunghiului ABC. Daca A", B",C"
sunt punctele diametral opuse punctelor A', B',C" in cercul circumscris triunghiului
ABC, atunci punctele A", B",C" apartin laturilor triunghiului antisuplementar.

Demonstratie. Din teorema lui Beltrami (vezi ,,Cercuri exinscrise” [15]) rezulta
cd A" este mijlocul segmentului [I1,]. Atunci, A’A” este diametru in cercul lui Euler
corespunzdtor triunghiului antisuplementar, rezulta ca al doilea punct de intersectie
dintre dreapta I, si cercul circumscris triunghiului ABC' este mijlocul segmentului
IyI., deci A” este mijlocul segmentului I, .. Analog se aratd cd B” si C” sunt mijloacele
segmentelor 1.1, respectiv I, 1. O

Teorema 191 Dreapta care uneste centrele cercurilor inscris §i circumscris ale unui
triunghi ABC' este dreapta lui Euler a triunghiului antisuplementar.

Demonstratie. Centrul cercului inscris I al triunghiului ABC' este ortocentrul
triunghiului antisuplementar, iar centrul cercului circumscris (O) al triunghiului ABC
este centrul cercului lui Fuler al triunghiului antisuplementar, deci dreapta OI este
dreapta lui Euler a triunghiului antisuplementar. O

Observatia 192 Triunghiul antisuplementar I,Ipl. si triunghiul de contact C,ChC.
au aceeasi dreapta a lui Fuler OI.

Teorema 193 Dreptele Ol,,Oly, Ol. sunt dreptele lui Euler ale triunghiurilor I1y1.,
I1,1., respectiv I1,1y.

Demonstratia este analoaga celei precedente. U

Teorema 194 Triunghiul antisuplementar I,Iy1. si triunghiul cevian I1Isls al cen-
trului cercului inscris intr-un triunghi ABC' sunt ortologice, dreapta lui Euler a tri-
unghiului I, 11, fiind axa de ortologie.

Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Euler” [15]. O

Teorema 195 Triunghiul antisuplementar I, Ipl. si triunghiul de contact CoCyCl al
unui triunghi ABC' sunt omotetice.
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Demonstratie. Deoarece C,C.LAI si Iy1.LAI rezultd ca CyC. || Iyl. (Figura
1.41). Analog, C,C. || I,1.,C,Cy || Ioly, de unde rezultd ci triunghiurile I,1p1. si
C,CyC. sunt omotetice. O

Teorema 196 Centrul cercului circumscris triunghiului antisuplementar este mijlocul
segmentului ce uneste punctele lui Nagel si Longchamps corespunzatoare triunghiului

ABC.
Demonstratie. Vezi ,/Triunghiul extangential”. O

Consecinta 197 Centrul de greutate al triunghiului antisuplementar 1,1y1. coincide
cu centrul de greutate al triunghivlui NIL, unde N gi L sunt punctele lui Nagel si
Longchamps, iar I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC.

Teorema 198 Laturile triunghiului median Mo MyM,. ol unui triunghi ABC trec prin
proiectiile varfurilor triunghiului ABC' pe laturile triunghiului antisuplementar I,Ip1..

Demonstratie. Fie By, Bs proiectiile lui B pe laturile 1.1}, si 1,1, ale triunghiului
antisuplementar si {P} = BB; N AC. Triunghiul APB este isoscel deoarece AB este

Figura 1.42: By € M, M,

bisectoare si indltime, deci By este mijlocul segmentului PB. In triunghiul APB,
M.B; este linie mijlocie, deci M By || AP adicd M.B; || AC || M,M.. Astfel, rezulta
ca By € M,M,; analog se arata ca By € M, M,. O
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Consecinta 199 Laturile triunghiului median al triunghiului ortic trec prin proiectiile
picioarelor inaltimilor pe laturile triunghiului dat.

Demonstratia este evidenta tinand cont cd ABC este triunghiul ortic al triunghiu-
lui I,1p1,. O

Teorema 200 Centrul cercului circumscris triunghiului antisuplementar al unui tri-
unghi ABC' este simetricul cercului inscris in triunghiul ABC' fatd de centrul cercului
circumscris triunghiului ABC'.

Demonstratie. Vezi ,/Triunghiul cotangentic”. U

Teorema 201 Fie M, MM, triunghiul median si I,Iy1. triunghiul antisuplementar al
triunghiuluiABC. Dreptele I, M, IyMy, I.M. sunt concurente in punctul lui Lemoine
al triunghiului antisuplementar.

Demonstratie. Vezi ,Cercurile exinscrise” [15]. O

Consecinta 202 Triunghiurile antisuplementar si median ale triunghiului ABC sunt
omoloage, centrul de omologie fiind punctul lui Lemoine al triunghiului antisuplemen-
tar.

Teorema 203 Triunghiul antisuplementar I,1y1. gi triunghiul cevian al centrului cer-
cului inscris intr-un triunghi ABC sunt ortologice.

Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Euler” [15]. O

Teorema 204 Aria triunghiului antisuplementar I, Iyl al triunghiului ABC este egala
cu 2pR, unde p este semiperimetrul triunghiului ABC si R este raza cercului circum-
seris triunghiului ABC.

Demonstratie. Solutial.

Aty = Aunseo) tAac) + Ajr.ap) + Ajase
ar, bry cr

= 5 T3 T3 tAusa

aApe) | bAupc) | cAusg
— 4 + + A = 2pR.
2p—a) 2p-b) 2p-c) AT

Solutia2. Triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului I,1II.. Dar

m(<BLC) = 90° — %m(<1BAC), m(<ALC) = 90° — %m(<1ABC),

1
m(<IBIcA) = 900 — 5m(<{BCA)A[ABC] = QA[IaIbIc] + COS Ia . Ib . IC

i i 0 & Alasc
= 2A11,1,1. sin o sin o sin o = VRAAR ﬁ,

de unde rezulta concluzia. O
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Teorema 205 Intre ariile triunghiurilor antisuplementar, cotangentic si aria triunghiu-
lui de referinta ABC existd relatia : A[2ABC} = Aproryre " Alla 1) -

Demonstratie. Avem:

AaBa) B Al pey B Al pey

2sin §singsiny  2Apupeysingsingsing Ay,

At 1,1, =

O

Teorema 206 Triunghiul antipodar al centrului cercului inscris in triunghiul ABC
este triunghiul antisuplementar corespunzator triunghiului ABC.

Demonstratia este evidentd deoarece AI L Iyl., BI11.1,,CILI,I. O

Teorema 207 Axa ortica a triunghiului 1,1yl este dreapta determinata de picioarele
bisectoarelor exterioare ale triunghiului ABC.

Demonstratie. Evident, deoarece triunghiul ortic al triunghiului 1,11, este tri-
unghiul ABC si I este ortocentrul triunghiului I,y 1.. O

Observatia 208 Deoarece axa orticd a unui triunghi este perpendiculard pe dreapta
lui Euler a triunghiului rezulta ca dreapta care uneste picioarele bisectoarelor exterioare
ale unui triunghi ABC' este perpendicularda pe OL

1.11 Triunghiul ciclocevian
,Matematica este alfabetul dupi care Dumnezeu a scris Universul.” - Galileo Galilei'?

Teorema 209 Fie cevienele AA', BB',CC" si P punctul lor de concurentd. Cer-
cul circumscris triunghiului A'B'C’ intersecteaza fiecare laturd in doud puncte (nu
neaparat distincte): A', A"; B, B"si C',C". Dreptele AA”, BB" si CC" sunt con-
curente.

Demonstratie. Din teorema lui Carnot rezulta

A'B AB B'C BC C'A C'A_
A"CA'C B"A B'A C"B C'B

adica

A"B B"C C"A A'B B'C C'A _1
A"C B"A C"B A'C B'A C'B)

"2Calileo Galilei (1564-1642) — matematician, fizician, astronom si filosof italian
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c

Figura 1.43: Triunghiul ciclocevian

Deoarece AA', BB',CC’ sunt concurente (Figura 1.43), din teorema lui Ceva rezulta

A'B B'C C'A
A'C B'A C'B

1. 2)

Din relatiile (1) si (2) rezulta ﬁ::g . gx% . g::g = 1 ¢i din reciproca teoremei lui Ceva
rezultd ci dreptele AA”, BB” si CC"” sunt concurente. O

Punctul @ de concurenta al dreptelor AA” BB"si CC” se numeste ciclocevianul
punctului P. Triunghiul A”B”C"” se numeste triunghiul ciclocevian al triunghiului
ABC, corespunzator punctului P.

Teorema 210 Ortocentrul H gi centrul de greutate G al unui triunghi sunt puncte
cicloceviene.

Demonstratie. Punctele H,, H,, H., M,, My, M. apartin cercului lui Euler al tri-
unghiului ABC' (vezi ,,Cercul lui Euler” [15]). O

Observatia 211 Triunghiul median este triunghiul ciclocevian al triunghiului ABC
corespunzator ortocentrului triunghivlui ABC. Triunghiul ortic este triunghiul ciclo-
cevian al triunghiului ABC' corespunzator centrului de greutate al triunghiului ABC.

Teorema 212 Punctul lui Gergonne T' al triunghiului ABC' este propriul sdu punct
ciclocevian.

Demonstratie. Evident, deoarece cercul circumscris triunghiului de contact C,Cy,C.
este tangent laturilor triunghiului ABC. Triunghiul ciclocevian corespunzitor punc-
tului lui Gergonne este triunghiul de contact al triunghiului ABC. U
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1.12 Triunghiul I - pedal

»Ati observat cd cine este capabil la matematicid are cunostinte perfecte domeniul tuturor
stiintelor legate de studierea naturii?” - Platon!?

Triunghiul I;I513 determinat de picioarele bisectoarelor interioare ale triunghiului
ABC se numegte triunghiul I — pedal. Triunghiul I11513 este triunghiul cevian al
triunghiului ABC' corespunzator centrului cercului inscris in triunghiul ABC.

E

Figura 1.44: Triunghiul T - pedal

Teorema 213 Laturile triunghiului I — pedal Iy 1213 au lungimile:

, _ abcy/342(—cos A+ cos B + cosC)
“© - (a+b)(a+c) !
. abcy/3 + 2(cos A — cos B + cos C)
(b+c)(b+a) ’
,  abcy/342(cos A+ cos B — cosC)
© - (c+a)(c+0) ’

(unde am notat cu o', b, lungimile laturilor Iols, IsIy,respectiv I11s si cu a, b, c
lungimile laturilor triunghiului ABC).

13Platon (428-348) — filosof, logician, matematician grec
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Demonstratie. Din teorema bisectoarei rezultd g—% = ¢, de unde Al> = ab—fc si
analog se obtine Als = ab—ﬁb (Figura 1.44). Teorema cosinusului aplicatd in triunghiul

AIQIg ne da:
I3 = AIZ + AIZ — 2AI, - Al - cos A,

sau

2 b2c? N b2c2 Ly be be b2 + 2 _ g2
(a+c)?  (a+Db)? at+c a+b 2bc
b2 2
T a+ b)QEa T o) [(a+b)*bc + (a+ ¢)%be — b* — ¢ + a?]
a’b?c?
= rbRavor PrEACcosATcosBcosO)

. . . o bea/34-2(— cos A B C o . -
si de aici rezultd: o/ = 2 cV/3t ((a(fbs)(;f;s oo ). Analog se determing si lungimile

celorlalte doud laturi. O

Teorema 214 Aria triunghiului I — pedal este egald cu:

2abc
a+b)(b+c)(c+a

Alnpr) = ( ) - Aiapcy)-

Demonstratie. Din teorema bisectoarei avem:

Bl ¢ Cl, a Al3 b

LC bV LA ¢ LC a

Atunci,
Ay _ AL Al AL, Al ¢ b e
Appe  AB-AC T AC AB a+b atb (a+b)(ato)
analog AN = st ()5 G5 = e (), dar
Ainrn) = Aase) — Alann) — AL — Ajcnn- (4)
Din relatiile (1), (2), (3) si (4) rezultd concluzia. O

Teorema 215 Triunghiul cevian I1I215 al centrului cercului inscris intr-un triunghi
ABC si triunghiul antisuplementar I,Ip1. si sunt ortologice.

Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Euler” [15]. O
Teorema 216 Fic I centrul cercului inscris in triunghiul ABC, 111313 triunghiul ce-

vian al punctului I, I' simetricul lui I fata de latura BC, {A1} = AI' " BC,{A'} =
AL N I7I3. Dreptele A’A1 si BC sunt perpendiculare.
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Demonstratie. Deoarece AA’ si AI; sunt bisectoare in triunghiurile Al si
ABC rezulta:

2b A 2b A
AA = 76008—,14[1 = 2 s 2
2a+b+c 2 b+ c 2
Din teorema bisectoarei rezulta }4711 = BLII = b%c, de unde Al = %bc cosg si
A b
AT = Al — AA' = 2becos 2. —2T2FE
2 a(2a+b+c)
Atunci, ‘g—ﬁl = %‘1’, deci punctele A, I,I',I; sunt conjugate armonic (Figura 1.44).
Atunci A’ ¢1 I; sunt picioarele bisectoarelor interioare, respectiv exterioare ale unghiu-
lui A; al triunghiului AA;1, deci A’A; LBC. O

Teorema 217 Fie 111213 triunghiul cevian al centrului cercului inscris (I) in tri-
unghiul ABC, I* simetricul punctului I fata de IoIs,{D} = AI* N Iy13. Dreptele Iy D
st IsI3 sunt perpendiculare.

Demonstratie. Deoarece punctele A, A’, I, I; sunt conjugate armonic (cf. teore-
mei 215), atunci considerand fasciculul (D; A, I, A’, I;) rezultd cd DA’ este bisectoarea
interioara a unghiului </DA si DI; bisectoarea exterioard a unghiului </ DA, deci
DA'1DI. O

Teorema 218 Fic 111513 triunghiul I — cevian al triunghiului oarecare ABC, D pi-
ciorul tnaltimii din Iy pe IoIs, I' simetricul lui I fatd de BC si {A1} = AI' N BC.
Punctele A1, 1 gi D sunt coliniare.

Demonstratie. Fie {A'} = AL N I113,{A"} = ILIsN BC si {E} = AA" N AA
(Figura 1.44). Deoarece AA” este bisectoarea unghiului BAC' (vezi ,Dreapta antior-
ticd” [15]) rezultd cad AA” L Al Din EAy L BC, I; D L1313 rezultd ca A’ este ortocentrul
triunghiului I; A”E, deci A”D 11 E. Deoarece Iy D1 A" D rezultd ca punctele E, D si
I sunt coliniare. Fie {Y} = DA; N A'I;. Deoarece A'I; este bisectoarea interioard a
unghiului <AD A1, I1 D bisectoarea exterioard a unghiului <ADA; rezultd c& punctele
A, J, A’ I sunt conjugate armonic, deci

AAT JA

AL, JL’
Dar ﬁﬁ/ = % de unde % = % si cum I,J € (AlL) rezultd I = J. Deci, punctele
Aq,1 si D sunt coliniare. O

Observatia 219 Fie {As} = ADNBC. Analog se demonstreaza ca punctele Ag, I, A’
sunt coliniare.

Teorema 220 Fie I11213 triunghiul I cevian al triunghivlui ABC, D piciorul inaltimii
din Iy pe latura I3 si I' simetricul lui I fata de BC. Dreptele AI' si AD sunt izogonale.

Demonstratie. Punctele Aj, I, D sunt coliniare (conform proprietatii precedente)
si Ag, I, A’ sunt coliniare. Din teorema lui Pappus aplicata patrulaterului A;A’DA,
rezultd cd punctele A” Iy, Ay si Ay sunt conjugate armonic si deoarece AA” 1AL
rezultd cd Al este bisectoarea unghiului <A’ AD, deci dreptele AA’ si AD sunt izog-
onale. (]
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1.13 Triunghiuri altimediale

,Poetul nu este al siegi !

Viata lui este un cantec

un plans pe buzele fiecaruia

ddruindu-se el se multiplicd la infinit

si intrd in toate chipurile, in toate sufletele!
Nu-1 invatati pe Poet pe dinafard

El se afld inlduntrul vostru,

ascultati —1!” - Radu Cérneci'?

Fie M,, My, M, mijloacele laturilor triunghiului ABC si H,, Hy, H. picioarele
inaltimilor sale. Triunghiurile H,MyM., H,M .M, si H.M,M; se numesc triunghiuri
altimediale (Figura 1.45).

Figura 1.45: Triunghiuri altimediale

Teorema 221 Triunghiurile altimediale HoMyM., HyM .M, si H.M M, sunt con-
gruente cu triunghiul median M MyM..

Demonstratie. In triunghiul dreptunghic AH,B, H,M,. este mediana corespun-
zatoare ipotenuzei, deci

AB
McHa - 7 - MaMb
Analog, H,M, = 4¢ = M_.M,.de unde rezulta ci A H,MyM, =A M,MM,. Ana-
log se aratd ca si triunghiuri altimediale H. M, M, si HyM.M, sunt congruente cu
triunghiul median M, M, M.. O

"Radu Carneci- (1928 - 2018) — poet romén
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Teorema 222 Daca G4, Gy, G. sunt centrele de greutate ale triunghiurilor altimediale
H, MyM,., HM.M,, respectiv H.M,My, atunci dreptele M,G,, MyGy, M.G. sunt
concurente in punctul lui Lemoine (K) al triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie M mijlocul segmentului MM, si {A'} = M,G, N AH,. Din
teorema lui Menelaus aplicatd pentru transversala (M,, By, A’) in triunghiul AH, M
obtinem:

AA MM, G,H,
A'H, M,A G,M
de unde ;‘4%’4& 3.2 =1, adicd A’/A = A'H,, deci A’ este mijlocul inaltimii A'H,,
rezultd cad A'H, este o dreaptd Schwatt (Figura 1.45). Analog, se aratd cad MGy si
M. G, sunt drepte Schwatt si conform teoremei lui Schomilch, dreptele MG, MGy,
M.G. sunt concurente in punctul lui Lemoine (K) al triunghiului ABC. O

L,

Teorema 223 Centrele cercurilor inscrise in triunghiurilor altimediale ale triunghiu-
lui ABC determind un triunghi omologic cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie 1, I2, I3 centrele cercurilor inscrise in triunghiurile H, MM,
HyM.M,, H.M,M,, {A'} = AL n BC, {B'} = Bl n AC, {C'} = CI3nN AB,
m(<M. L A") = a, m(<Mp[1 A”) = B (Figura 1.46). Deoarece M. M, | BC rezultd

Figura 1.46: Triunghiurile ABC' si I; I35 sunt omologice

BA'  M,A"
A'C T MA" (1)
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Din teorema sinusurilor aplicata in triunghiurile M.A"I; si My A" I rezulta:

M.A" B A", My A" B AT,

. - . ) . - . b
sin a sin g sin 3 sin %

de unde o
M.A"  sina sing

= . . 2
MbA” sinﬂ sin% ()

Teorema sinusurilor aplicatd in triunghiurile AM. I si AMyI; ne da:

sina  sin<y  sinf sin =

AM. AL 7 AM, AL’

de unde -
sina  sin<y ¢ (3)
sin 3 sin% b
. . 3C . A
. .o . VBA/_SIHT‘SIH?.Q CB/_SIHT‘SIDE'E
Din relatiile (1), (2) si (3) rezultd Z& = e ey 2 Analog, 5y = — e
i 3A . B
. AC' _ sinsf sing
$i &g = i nd @ de unde

BA" CB' AC'
A'C B'A C'B

si din reciproca teoremei lui Ceva rezulta cd dreptele Aly, Bls, CI3 sunt concurente,
deci triunghiurile ABC' i 11213 sunt omologice.

1.14 Triunghiurile lui Brocard

,Operele matematice robesc si incanta tocmai ca operele pasiunii si imaginatiei.” - Ion Barbu

Fie K punctul lui Lemoine al triunghiului ABC. Paralele duse prin K la laturile
BC, CA, AB intersecteaza mediatoarele acestor laturi in punctele Ay, By, respectiv C1.
Triunghiul A; B1C1 se numeste primul triunghi al lui Brocard®. Fie Ay, By, Cy
proiectiile punctului O - centrul cercului circumscris triunghiuluiABC - pe simedianele
duse din varfurile A, B, C'. Triunghiul As BoC5 se numeste al dotlea triunghi al lui
Brocard. Cercul avind diametru segmentul OK se numeste cercul lui Brocard
(Figura 1.47).

Observatia 224 Doua triunghiuri care au acelagi unghi Brocard se numesc echibro-
cardiene. Bisectoarele interioare §i exterioare ale unghiurilor AGA,, BGB1,CGC1 se
numesc axele lui Steiner (G fiind centrul de greutate al triunghiului ABC).

'“Henri Brocard (1845-1922) — matematician francez, contributii importante in geometrie
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Figura 1.47: Cercul lui Brocard

Teorema 225 Cercul lui Brocard este circumscris triunghiurilor lui Brocard.

Demonstratie. Deoarece m(<KA10) = m(<KB10) = m(<«KC10) = 90°,
rezultd ca punctele Ay, By, C1 apartin cercului lui Brocard. Analog pentru punctele

Teorema 226 Triunghiurile AB1C, BC1 A, CA1B sunt isoscele si asemenea.

Demonstratie. Deoarece punctele A1, By, C1 apartin mediatoarelor laturilor tri-
unghiului ABC, rezulta c& triunghiurile AB1C, BC1 A, C' A1 B sunt isoscele. Deoarece
A1 M,, Bi My, C1 M, sunt egale cu distantele de la K la laturile BC,CA, AB, rezulta

AiM,  BiM, CiM,

a b c

(unde M, My, M. sunt mijloacele laturilor BC,C A, AB), adica ABlJ\Af: = %A%b = ?41]\]‘/;[:
si cum

m(<BMgA1) = m(<CMpBy) = m(<AM.C1) = 90°,

rezultd cd triunghiurile BM, A1, CMyA st AM.Cy sunt asemenea. Atunci, triunghiurile
BAC, CB1 A si AC1B sunt asemenea. O

Teorema 227 Dreptele A1 B, B1C si C1 A sunt concurente intr-un punct Brocard.
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Demonstratie. In triunghiul BA; M, avem:

A1M, KK
BM,  BC/2

tg(<A1BM,) = = tgw,

(unde K este proiectia lui K pe BC), deci <41 BM, este egal cu unghiul lui Brocard
w, de unde rezulta cd A1 B, B1C, C1 A sunt ceviene ce determiné unul dintre punctele
lui Brocard. O

Teorema 228 Dreptele AB1, BC1,C Ay sunt concurente intr-un punct Brocard.

Demonstratie. In triunghiul AB; M, avem:

B1 M, KKy
= = tgw

tg({BlAMb) = AN, = AC/2 =

(unde K3 este proiectia lui K pe AC), deci <BjAC este egal cu unghiul lui Brocard,
adicd A1 B, B1C,C1 A sunt ceviene ce determing unul din punctele lui Brocard. O

Observatia 229 Daca {2} = A1BN B1CNCLA, atunci {Q'} = AiBN B1C NCLA;
daca {Q} = A1BN B1C N C1A, atunci {Q'} = AiBN B1C N CLA.

Teorema 230 Dreptele AAy, BBy,CCy sunt concurente.

Demonstratie. Fie {B’'} = KANAC,{C'} = KA;NAB, L mijlocul segmentului
OK. Deoarece punctele B’ gi C' sunt puncte pe al doilea cerc al lui Lemoine (cu centrul
in punctul L) rezulta c& proiectia lui L pe coarda B'C” este punctul A”- mijlocul acestui
segment (i). In triunghiul dreptunghic KOA;, (m(<KA;0) = 90°), LA" este linie
mijlocie, deci A” este gi mijlocul segmentului K A; (ii). Din relatiile (i) si (ii) obtinem
cd C'K = A1B’, deci dreapta AA; este dreapta izotomicd simedianei AK. Analog
se arata ca BBy si CCy sunt izotomicele simedianelor concurente in punctul izotomic
punctului lui Lemoine Q. O

Observatia 231

i) Punctul de concurenta al dreptelor AA;, BBy, CC} se numeste al treilea punct
al lui Brocard corespunzator triunghiului ABC.

ii) Din cele prezentate mai sus se poate spune ca primul triunghi al lui Brocard
A1 B1C4 este triomologic cu triunghiul ABC, centrele de omologie fiind punctele lui
Brocard 2, si izotomicul punctului lui Lemoine (al treilea punct al lui Brocard Q).

iii) Q€' se numeste dreapta lui Brocard.

Consecinta 232 Varfurile primului triunghi al lui Brocard A1B1Ch se gasesc pe
dreptele izotomice ale simedianelor triunghiului ABC.

Teorema 233 Primul triunghi Brocard A1B1C1 al triunghiului ABC este asemenea
cu triunghiul ABC.
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Figura 1.48: Punctele lui Brocard

Demonstratie. Avem m(<AQB) = 180° —m(<B) (vezi ,,Punctele lui Brocard”),
deci m(<C1Q41) = m(<C1B1A1) = m(<B) (i); m(<BQC) = 180° —m(<C), de unde:

m(<IB19A1) = m(<iBlClA1) = m(<IC) (ii)
Din relatiile (i) si (ii) rezultd cd triunghiurile ABC' si A; B1C sunt asemenea. O

Teorema 234 Primul triunghi al lui Brocard al unui triunghi ABC, triunghiul Q/'Q"
gt triunghiul ABC au acelagi centru de greutate.

Demonstratie. Vezi [15, § I11.21]. O

Teorema 235 Cercul lui Brocard trece prin punctele Brocard Q0 i Q' ale triunghiului
ABC.

Demonstratie. Din proprietatea 226 rezulta ca triunghiul Ay M,C si By My A sunt
asemenea, astfel

<<M,A1C = <MyB1A= <IOBlQ/,

deci patrulaterul A;0B1Q este inscriptibil. Atunci, ' apartine cercului lui Brocard.
Analog, se arata ca §2 apartine cercului lui Brocard. O

Teorema 236 Punctele lui Brocard Q i ) ale triunghiului ABC' sunt simetrice fata
de diametrul OK.
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Demonstratie. Avem
1
m(<QOK) = m(<QB1K) = im(KAgQ)
si deoarece KBy || AC rezultd m(<QB1K) = m(<QCA) = w, deci m(<QOK) = w
(Figura 1.48). Analog, m(<Q'OK) = m(<¥ A1 K) = m(<€YCB) = w, deci <QOK =

<Y OK, adica punctele € si Q' sunt simetrice fata de dreapta OK. O

Teorema 237 Raza cercului lui Brocard este egald cu

RV1 —4sin?w

2 cosw

R, =

Demonstratie. In triunghiul dreptunghic KQO avem:

_ in2
KO — Q0 :R\/l 4 sin wz?Rw,

COS W COS W

R\/1—4sin2w‘ 0

de unde raza cercului Brocard este egala cu R, = T

Teorema 238 Raza cerculut lui Brocard este egald cu

1 3a2b?c?
= — P
B 2\/R (a2 + b2+ c2)2’

Demonstratie. Deoarece OK? = R? — % (vezi ,Punctul lui Lemoine”
v 22,2
[15]), rezultd R, = %\/R2 - %. O

Teorema 239 Fie H ortocentrul triunghiului ABC si Q" al treilea punct al lui Bro-
card al triunghiului ABC. Atunci, HQ" || OK.

Demonstratie. Fie{Z} = QO' N OK (Figura 1.48). Deoarece G este centrul de

greutate al triunghiurilor ABC si QQ'Q” rezulta 8—2 = % si % = %, de unde obtinem

HQ' || OK. O

Teorema 240 Fie H ortocentrul triunghiului ABC si Q" al treilea punct al lui Brocard
al triunghiului ABC. Atunci,

HQ" = 2RcoswV 1 — 4sin?w.

Demonstratie. Fie{Z} = QQ'NOK. Din triunghiul OQZ rezultd OZ = OQ cosw =

Rcoswy/1 —4sin?w, deci HQY' = 20Z = 2R coswy/1 — 4sin®w. O

Teorema 241 Ortocentrul primului triunghi Brocard apartine dreptei HQ) .
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Demonstratie. Fie L centrul cercului lui Brocard si {H1} = LGN HQ". Deoarece
L este centrul cercului circumscris triunghiului A1 B1Cy si G centrul sdu de greutate
rezultd ca dreapta LG este dreapta lui Euler a primului triunghi Brocard. Cum

oG 1 LG

GH 2 GH;
rezultd cd Hp este ortocentrul primului triunghi al lui Brocard A1 B1Ch. O

Consecinta 242 Patrulaterul KOH1H este paralelogram.

Demonstratie. Deoarece HH; || OK si HH; = 2LO = OK rezulta ¢ca KOH1H
este paralelogram. O

Consecinta 243 Centrul cercului lui Fuler al triunghiului ABC apartine dreptei K Hy.

Demonstratie. Deoarece intr-un paralelogram diagonalele se injumatatesc rezulta
concluzia. (]

Teorema 244 Punctul lui Tarry, centrul de greutate st centrul cercului lui Brocard
corespunzator unui triunghi ABC sunt coliniare.

Demonstratie. Din aseménarea poligoanelor TACSB si OA;C1 K By (vezi ,,Punc-
tul lui Tarry”), punctele G, O, T se corespund cu punctele G, L, respectiv O si de aici
rezultda OGT = LGO, deci punctele T', L, G sunt coliniare. O

Teorema 245 Fie L centrul cercului lui Brocard, G centrul de greutate, T punctul lui
Tarry si O centrul cercului circumscris unui triunghi ABC. Atunci,

0G? = GL - GT.

Demonstratie. Deoarece punctele G, O, T respectiv G, L, O formeaza figuri omoloage,
rezulta g—(L) = %, de unde OG? = GL - GT. ([

Teorema 246 Fic L centrul cercului lui Brocard, G centrul de greutate, T punctul lui
Tarry si O centrul cercului circumscris unui triunghi ABC. Atunci,

GT — Rcosw Nele)

\/1—4sin2w

Demonstratie. Din asemanarea triunghiurilor GLO gi GOT rezulta
GO _GL_10 R
GI GO OT R’

deci GT = 7 - GO = &2 — . GO. O

Teorema 247 Al treilea punct Brocard Q" apartine dreptei ce uneste punctele lui
Steiner gi Tarry corespunzatoare unui triunghi ABC.
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Demonstratie. Fie H; ortocentrul primului triunghi al lui Brocard si {Z} =
Q' NOK (Figura 1.48). Atunci,

HQ'  HG
ZL ~ GL

2,
iar
L = 0OZ—-0L

R+\/1 — 4sin?
= RcoswV1—4sin?w — Sl @

2cosw
R\/1 —4sin®w
= - COs 2w
2 cosw
si de aici H1Q" =2LZ. Avem:
H\T TG+2GL
LT GT-LG’
din % = g—;, rezulta
TG +2GL _ R®>+2R?
GL N R2
si
TG —-GL R? - R?
GL R
de unde ) )
H\T R*+2R
T = R2—RU2:U = 2cos 2w.
Dar Higl = 2cos 2w, deci Hngl = I}ElTT gi cum H1Q" || LO rezulta cd Q" apartine
dreptei TO. ([l

Teorema 248 Fie O centrul cercului circumscris triunghivlui ABC gi Q" al treilea
punct al lui Brocard al triunghiului ABC. Atunci, OQ" = R(2cos 2w — 1).

Demonstratie. Din aseménarea triunghiurilor Q”HT si OLT rezulta 7;%" =

I?TT = 2cos 2w si de aici Tﬂi}igm =2cos2w — 1 sau O = R(2cos 2w — 1). O

Teorema 249 Dreapta OS2 este tangentd cercului circumscris triunghiului SQQ”,
unde S este punctul lui Steiner corespunzator triunghiului ABC.

Demonstratie. Din OQ)” - OS = R?(2cos 2w — 1) = 002, rezultd concluzia. [

Teorema 250 Dreapta OSY este tangenta cercului circumscris triunghiului SQU'Q”,
unde S este punctul lui Steiner corespunzator triunghiului ABC.

Demonstratie. Din 09" - OS = R?(2cos2w — 1) = O rezultd concluzia. [
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Teorema 251 Punctele As, By, Cy apartin cercurilor circumscrise triunghiurilor BOC,
COA, AOB.

Demonstratie. Deoarece doua simediane exterioare si o simediana interioard ale
unui triunghi sunt concurente (vezi ,,Simediana exterioard” [15]), atunci simediana AK
si tangentele in B, respectiv C' la cercul circumscris triunghiului ABC sunt concurente
in punctul T4 (Figura 1.49). Deoarece m(<<OCT4) = 90° rezultd cd OT 4 este diametru

A

Figura 1.49: Cerc adjunct

in cercul circumscris triunghiului BOC'. Deoarece O Ay L AT 4 rezultd m(<OATy) =
90°, adica Ay este punct pe cercul circumscris triunghiului BOC. Analog se arata ca
By i Cy sunt pe cercurile circumscrise triunghiurilor COA, respectiv AOB. U

Observatia 252 Un cerc care trece prin doud varfuri ale unui triunghi i este tangent
la una din laturile triunghiului se numeste cerc adjunct.

Teorema 253 Punctul Ay se afld la intersectia cercurilor adjuncte varfului A.

Demonstratie. Deoarece <BAsT4 = <BCTy = <BAC rezultd c& cercul cir-
cumscris triunghiului BAs A este tangent in A laturii AC. Analog, cercul circumscris
triunghiului C' A3 A este tangent in A laturii AB. O

Observatia 254 Punctele By gi Co se afld la intersectia cercurilor adjuncte varfurilor
B, respectiv C. Varfurile celui de-al doilea triunghi Brocard ol triunghiului ABC' sunt
intersectiile dintre cercurile adjuncte corespunzatoare varfurilor A, B, C.
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Teorema 255 Coordonatele unghiulare ale varfurilor celui de al doilea triunghi Bro-
card AaBoCy sunt:

(180° — m(<A), 2m(<A), 180° — m(<A)),
((180° — m(«B), 180° — m(<(B), 2m(<B)),
(2m(<«C),180° — m(«C),180° — m(«(C)).

Demonstratie. Avem

m(<tBAsA) = 180° — m(<tBAsT4) = 180° — m(<tA), m(<CA2A)
= 180° — m(<T4AsC) = 180° — m(<A),

iar m(<BA2C) = 360° — [m(<BA2A) + m(<CA3A)] = 2m(<tA). Analog se determina
coordonatele unghiulare ale varfurilor By i Cj. (]

Teorema 256 Cercul Brocard si primul cerc Lemoine sunt concentrice.

Demonstratie. Deoarece ambele cercuri au centrul in punctul L, mijlocul seg-
mentului OK, rezultd concluzia. O

1.15 Triunghiul antiparalel determinat de o directie in
raport cu un triunghi

»2M4& stimez mai mult ca practicant al matematicilor gi prea putin ca poet, si numai atat cat
poezia amintegte de geometrie. Oricat ar piarea de contradictorii acesti doi termeni la prima
vedere, existd undeva, in domeniul inalt al geometriei, un loc luminos unde se intilneste cu
poezia.” — Ion Barbu!6

In triunghiul ABC, fie A’, B!, C' proiectiile punctelor A, B, respectiv C' pe o dreapta
oarecare d, {D} = BCNd, {E} = ACNnd, {F} = BANnd, iar M si M', N ¢i N', P
si P’ proiectiile punctelor A’, B', C’ pe laturile AC si AB, BA si BC, respectiv CB si
CA (Figura 1.50).

Teorema 257 Perpendicularele B'N si C'P', C'P si AAM', A’M si B'N' sunt res-
pectiv concurente in punctele coliniare Ay, By, Cy.

Demonstratie. Fie w ortopolul dreptei d fatd de triunghiul ABC. Atunci wA’ ||
B'N' || C'"P,wB' || C'"P" || AM, wC" || AAM’ || B'N. Deoarece patrulaterul wA’B,C’
este paralelogram (avand laturile opuse paralele doud cate doud), atunci punctul By
este simetricul ortopolului w fatd de mijlocul segmentului A’C’. Procedand analog
pentru punctele A; si C; rezulta cd punctele A1, By, Cy apartin unei drepte d; paralele
cu dreapta d. O

16Ton Barbu (1895-1961) — matematician roman, profesor la Universitatea din Bucuresti, contributii
in algebra si geometrie
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A M

CI

Figura 1.50: Triunghiul antiparalel determinat de o directie in raport cu un triunghi

Consecinta 258 Dreapta d se situeaza la o egald distantd de ortopolul sdu w in raport
cu triunghiul ABC' si cu dreapta d.

Demonstratie. Perpendicularele duse din A, B si C' pe antiparalelele MM', NN’,
respectiv PP’ sunt izogonalele perpendicularelor AA’, BB’ si CC’ pe d, fatd de unghiu-
rile triunghiului ABC (patrulaterele AM'A’M, BN'B'N,CP'PC’ fiind inscriptibile).
Cum AA" || BB" || CC’ rezultd ci perpendicularele pe antiparalelele considerate sunt
concurente. Deoarece antiparalelele determina triunghiul XY Z, rezulta ca triunghiu-
rile ABC' si XY Z sunt invers asemenea (dupa orientarea varfurilor cu unghiuri egale
ale celor doud triunghiuri) si in acelagi timp ortologice. ([

Teorema 259 Cercurile de diametre AA1, BBy gi CCy trec prin cdte un varf al tri-

unghiulut antiparalel XY Z, iar linia centrelor este o dreapta d', perpendiculard pe
d.

Demonstratie. Cercul de diametru BB contine punctele M’ si P. Dacid {Y} =
MM ' NPP si cum <PY Z = <ABC rezulta ca patrulaterul BPY M’ este inscriptibil,
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adicd Y apartine cercului de diametru BB;. Analog, cercurile de diametre AA; si
CC4 trec respectiv prin punctele X si Z. Evident, proiectiile A”, B”, C" ale punctelor
A, B, respectiv C pe dreapta d; apartin — cate unul — cercurilor considerate. Deoarece
d | di, A'Cy || C'Ay, A’A" || C'C" rezulta C1A” = A1C”, adicd segmentele A3 A” i
C1C" au acelagi mijloc. Analog, se aratd cd mijlocul segmentului By B” coincide cu
mijlocul segmentului A7 A”. Rezulta ci linia centrelor este o dreaptd d perpendiculara
pe d, trecand prin mijlocul segmentelor A1 A”, ByB” si C1C”. O

1.16 Triunghi automedian

»Existd printre matematicieni o convingere intima gi puternica, care-i sustine in cercetarile

lor abstracte, anume ca niciuna dintre problemele lor nu pot raméne fara raspuns.” — Gh.

Titeica!”

Se noteazd cu a,b,c lungimile laturilor BC, AC, respectiv AB ale triunghiului
ABC §i cu mg, mp, m. lungimile medianelor corespunzatoare acestora. Triunghiul
ABC (AB # AC) se numeste automedian daca

2% = b? + 2,

sau 2b% = ¢? + a?, sau 2¢? = a® + b%. In cele ce urmeazi vom considera cazul in care
2a? = b + 2.

Teorema 260 Sa se arate ca un triunghi ABC' este automedian dacd i numai daca
bmy = cme.

Demonstratie. Relatia 2a? = b?+c? este echivalents cu (2a? —b? —c?)(b?> —c2) = 0
(deoarece b # ¢) sau

b?(2a% + 2¢2 — b%) = 2(2a* + 2b* — ¢?),
sau bmy = cme.. O

Observatia 261 Un triunghi este automedian daca st numai daca

My _ Me
/b 1/c

Tinand cont de proprietatea anterioard putem da urmétoarea definitie: ,,Un tri-
unghi in care medianele gi laturile corespunzitoare sunt invers proportionale se nu-
meste automedian.”

'"Cheorghe Titeica (1873-1939) — matematician romén, profesor la Universitatea din Bucuresti,
membru al Academiei Roméne, contributii importante in geometrie
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Teorema 262 Triunghiul ABC este automedian dacd i numai dacd 2mg = a\/3.

Demonstratie. Din 2a? = b +¢? rezultd 2b? +2c¢? —a? = 3a?, egalitate echivalents
cu2m, = av/3. O

Teorema 263 Dacd triunghiul ABC este automedian, atunci 2my, = cv/3 §i 2m, =

bv/3.

Demonstratie. Din formula medianei avem: 4mj = 2(a?+c?) —b* = 3c¢?, de unde
rezulti 2my, = ¢v/3; analog se aratd ci 2m. = b\/3. O

Observatia 264 Din proprietatile precedente rezultd ca intr-un triunghi automedian
este adevarata relatia:

Teorema 265 Intr-un triunghi automedian avem: 2m2 = m2 + m2.

Demonstratie. Deoarece intr-un triunghi automedian sunt adevarate egalitatile
2my = ¢V/3, 2me. = bV/3 si 2m, = aV/3, atunci conditia 2a? = b? + ¢? devine ng =
m% +m2. (]

Teorema 266 Un triunghi automedian avdnd lungimile laturilor numere intregi nu
poate avea mediane de lungimi numere intregi.

: 3 i o_a b c _ 2
Demonstratie. Fie a,b,¢ € Z, atunci - = - TTRAL

medianele au valori irationale. O

de unde rezulta ca

Teorema 267 Un triunghi automedian avdnd lungimile laturilor numere intregi nu
poate avea aria egald cu un numar intreg.

Demonstratie. Din formula lui Heron rezulta:
1652 = 2(a%c® + b2 + a®b?) — a* — bt — .

Utilizand faptul c& 2a? = b? + ¢2, relatia de mai sus devine: 1652 = 4a?b? — 2a* — b*.
Fara a restrange generalitatea putem presupune cd (a,b) = 1. Atunci, din relatia
precedentd rezultd 2|b, deci b = 2b1,b; € Z. Astfel, obtinem 85% = 8a2b? — a* — 8b7,
de unde rezulta 2 |a, contradictie cu (a,b) = 1. O

Teorema 268 Triunghiul ABC este automedian dacd §i numai daca 2ctgA = ctgB +
ctgC'.

Demonstratie. Avem:

si analoagele. Atunci, relatia 2ctgA = ctgB + ctgC este echivalenti cu
20 + ¢ — a?) = (a* + 2 — V?) + (> + 2 — a?)

sau 2a2 = b% + 2. O
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Teorema 269 Intr-un triunghi automedian ABC este adeviratd relatia:

1
tgw = —tgA,
gw = 3ty

unde w este unghiul lui Brocard ol triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece triunghiul ABC este automedian rezultd 2ctgA = ctg B+
ctgC si cum ctgw = ctgA + ctgB + ctgC (vezi ,Punctele lui Brocard” [15]) avem:
ctgw = 3ctgA sau tgw = %tgA. O

Observatia 270 Daci 2a% = b? + ¢, atunci

A B afbc_aj‘ abc _f. abc
MBCT = YR~ 2 R-2a2 2 R-(BP+c—a?)
a? a 2bc a? 1
= 2w il 2
CL2
- ?-tgA

Teorema 271 Intr-un triunghi automedian ABC este adevirati relatia:
(ra —7r)(ry +1e) = 2(rpre — 179).

Demonstratie. Se utilizeazi egalitatile: 2a®? = b? + 2, rqry = p(p — ¢), 174 =
(p —b)(p — ¢) si relatiile analoage. O

Teorema 272 Un triunghi isoscel automedian este echilateral.

Demonstratie. Daci, de exemplu, a = ¢ rezultd 2a® = b? + a2, deci a? = b?, de
unde a = b, adica triunghiul este echilateral. Analog se trateaza gi celelalte cazuri. [J

Teorema 273 Sa se arate ca triunghiul ABC este automedian dacd $i numai dacd
centrul de greutate G al triunghiului ABC' este mijlocul segmentului AD, unde D este

punctul in care mediana corespunzatoare laturii BC' intersecteaza cercul circumscris
triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC si AG = GD.
Din puterea punctului G fatd de cercul circumscris triunghiului ABC, avem:
2 \?  20® 4232 - a?
R-0G=AG? = (Zm, | = 12—
3 9
Utilizand relatia OG? = R? — %(CLQ +b? +c?), obtinem: 2a? = b? + 2, adic4 triunghiul
ABC este automedian (Figura 1.51). Reciproc, daca triunghiul ABC' este automedian
rezultd 2a% = b2 + . Avem: R?> — OG? = AG - GD, sau

1 2
§(a2 +b0*+c*) = 3Ma- GD,
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Figura 1.51: Triunghiul automedian

. 342 .
deci 3% = %ma -G D, de unde rezulta

2 2
GD = a = a = a\/g = g
2ma a\/g 3 3

mg = AG.

O

Teorema 274 Dﬁé\AMa §i BMj, sunt mediane in triunghiul automedian ABC, atunci
m(BAM,) = m(CBMy).

Demonstratie. Avem m(ma) = m(B/C\D) = %m(é—l\)) = m(@b), unde
D este punctul de intersectie dintre mediana AM, si cercul circumscris triunghiului
ABC. (|

Consecinta 275 Intr-un triunghi automedian ABC , BM, || CD, unde D este punc-
tul de intersectie dintre mediana AM, si cercul circumscris triunghiului ABC.

Teorema 276 Triunghiul ABC este automedian dacd $i numai dacd ortocentrul H al
triunghiului ABC' se proiecteaza pe mediana AM,, M, € (BC'), in centrul de greutate
(G) al triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Avem
OM2 = R*— (2)*, 0G? = R2 — 304< g2 — (m,)? = 240= (1) Folosind
ipoteza b? + ¢ = 2a? si faptul ci punctele H,G,O sunt coliniare rezulti: OG? =
R?— % GM2 =% OM?=R?— % de unde

(12

OG? + GM? = R® — T = OM?2,
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adicd triunghiul M,GO este dreptunghic, deci H se proiecteazd pe mediana AM, in
G. Reciproc, dacd H se proiecteaza pe AM, in G, atunci GM,O este dreptunghic,
adici OM? = GO? + GM? (2). Din relatiile (1) si (2) rezultd b? + ¢ = 242, adica
triunghiul ABC' este automedian. (|

Teorema 277 Intr-un triunghi automedian ABC (2a% = b* + a?) dreapta lui Euler
este perpendiculard pe mediana din A a triunghiului ABC.

Demonstratia rezulta din proprietatea precedenta, deoarece HGLAM,. O

Teorema 278 In triunghiul ABC' fie mediana AM,, indltimea CH,,(H. € AB) si G
centrul de greutate. Dacd triunghiul ABC este automedian, atunci cercul circumscris
triunghiului BM,H,. contine punctul G.

Demonstratie. Cum triunghiul ABC este automedian avem: 2a? = b + ¢2
(Figura 1.52). Din teorema lui Pitagora generalizata rezulta:

Figura 1.52: Punctele B, H., G, M, sunt conciclice

AHC:b2+02—a2 :2a2—a2 :f.
2c 2c 2c

Atunci, AB- AH,. = % Dar,

2 2 22 +c)—a? 1
AG-AM, == AM?>=2-.2" " 7 — —_ .42
G AMo =5 - AMa = 3 1 2
adicd AB-AH. = AG-AM, relatie care araté ca punctele B, H., G, M, sunt conciclice.
O
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Teorema 279 In triunghiul ABC, fie Hy, H,. picioarele inaltimilor duse din B, res-
pectiv C' g1t M, piciorul medianei din A. Daca triunghiul ABC este automedian, atunci
centrul de greutate al triunghiului ABC' apartine cercului circumscris triunghiului

C M, H,.

Demonstratie. Dreptele HyH,. si BC fiind antiparalele rezulta: AC - AH, =
AB-AH. = AG - AM, (vezi aplicatia precedentd) de unde rezulta concluzia. U

1.17 Triunghi circumpedal

,Geometria este arta de a rationa corect pe figuri incorecte.” — Henri Poincaré!'®

Fie D un punct in planul triunghiului ABC. Numim triunghi circumpedal (sau
metaarmonic) al punctului D in raport cu triunghiul ABC, triunghiul a carui var-
furi sunt punctele de intersectie ale cevianelor AD, BD gi C'D cu cercul circumscris
triunghiului ABC (Figura 1.53).

Figura 1.53: Triunghi circumpedal

Teorema 280 Triunghiul circumpedal A'B'C’ si triunghiul podar A"B"C" al unui
punct D in raport cu un triunghi ABC sunt asemenea.

Demonstratie. Patrulaterele DA”"BC”, DA"CB’', ABA'B’ si ACA’C’ sunt in-

'®Henri Poincaré (1854 -1912) — matamatician si fizician francez, contributii importante in toate
ramurile matematicii
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Figura 1.54: Triunghiul circumpedal si triunghiul podar sunt asemenea

scriptibile (Figura 1.54), deci

<DA"B" = «DCB" = «C'CA = <AA'C’
si

<DA"C" = «DBC" = «<B'BA = <BA'A.

Dar m(<DA"C") + m(«DA"B") = m(aB"A"C"), iar m(<«B'A’A) + m(<C'A’A)
m(<B'A'C"), adicd m(<B"A"C") = m(<«B'A'C"). Analog se aratd cd m(<A”B"C")
m(<A'B'C"), adica triunghiurile A’B'C’ si A”B"C"” sunt asemenea.

Ol

Teorema 281 Fie A'B'C’ triunghiul circumpedal al unui punct D in raport cu un
tringhi ABC, iar A" B"C" triunghiul podar al acestui punct. Atunci:

Apar o = 2R? sin A” sin B" sin C”.
Demonstratie. Deoarece triunghiurile ABC si A’B’C’ sunt asemenea, rezultd

B'C’ = 2Rsin BPA/C" = 2Rsin Bm”, C'A’ = 2Rsin A@TC”, A'B' = 2Rsin A7C"B"

(Figura 1.54). Atunci, Ajapon = B/A,'A/C,;inB/A/C/ = 2R?sin A” sin B" sin C". O

Teorema 282 Fie triunghiul ABC si A'B'C’" triunghiul circumpedal al centrului cer-
cului inscris in triunghiul ABC. Atunci,

AABa) . A . B . C 2r
7:88111*8111*8111*:7
A[A/B/C/} 2 2 2 R

(unde r este raza cercului inscris, iar R raza cercului circumscris in triunghiul ABC).
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Demonstratie. Punctele A’, B’, C’ sunt punctele de intersectie dintre bisectoarele
unghiurilor triunghiului ABC cu cercul circumscris. Deoarece m(<<C'A’B’) = 4[m(<(B)+
m(<C)] si analoagele, avem:

B+C .nA—i-CS. A+ B C

A B
Apon = 2R%sin 5 S g sin—— = 2R? cos 5 COS 5 COS .

Cum

B . L C A B C
Aiapc) = 2R?sin Asin Bsin C' = 16R? sin o) sin 0 sin 5 €085 CO8 5-Cos o

rezultd concluzia. O

Teorema 283 Flie triunghiul ABC, A”B"C" triunghiul circumpedal al ortocentrului

triunghiului ABC. Atunci
A[ANB//C//} . 2L”

AlaBcy R’

unde 1" este lungimea razei cercului inscris in triunghiul A" B"C".

Demonstratie. Avem:

Apanprom = 2R? sin Asin Bsin C = 16R? sin A sin B sin C cos A cos B cos C,

. A R o . .
deci % = 8cos A cos B cos C. Observand cia A” A, B"B si C”C sunt bisectoarele

triunghiului A”B”C”, din teorema precedentd rezultd concluzia. O

A[AIIB//C//] S A[ABC] S A[AIB/CI],
unde A'B’C" si A”B"C" reprezinta triunghiurile circumpedale ale centrului cercului
inscris, respectiv al ortocentrului triunghiului ABC.
Demonstratie. Din inegalitatea lui Euler, 2r < R si relatiile

A[ABC] . 27’ A[A//BIICII] _ QL,/

A[A/B/Cl} R ’ A[ABC] R

obtinem Apgrpreny < Aape) < Ajaprer) st de asemenea inegalitatea remarcabila
intr-un triunghi cos A cos B cos C' < %. O

Teorema 284 Triunghiul circumpedal A'B'C" al ortocentrului H al unui triunghi ABC
este omotetic cu triunghiul ortic HyHyH. ol triunghiului ABC, centrul de omotetie fi-
ind ortocentrul triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece triunghiurile H, Hy H,. si A’ B'C’ sunt asemenea si deoarece
H,A' N H,B'N H.C' = {H} rezultd ca triunghiurile H,HyH. si A’B'C’ omologice.
Cum HH, = H,A'", HH, = H,B', HH, = H.C' rezultd ca H,H,, H,H., H.H, sunt
linii mijlocii in triunghiurile A’B'H, B'C'H, respectiv C'A’H rezultd H,H, || A'B,
HyH, || B'C’, respectiv H.H, || C'A’, deci triunghiurile H,HyH, si A’B'C’ sunt
omotetice, centrul de omotetie fiind punctul H, iar raportul de omotetie egal cu 2. [J
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Teorema 285 Fie A'B'C’' triunghiul circumpedal al centrului cercului inscris I in tri-
unghiul ABC si C,CyC,. triunghiul sau de contact. Atunci, dreptele A'C,, B'Cy,C'C,
sunt concurente.

Demonstratie. Fie M un punct pe dreapta 10 astfel incat

— R—
MO =—MI.
T
Prin omotetia de centru M si raport % cercul (I,r) se transforma in cercul (O, R)

(Figura 1.55). Atunci I se transformd in O si dreapta IC, se transforma in dreapta

—_— —>
Figura 1.55: MO = £M1

paraleld OA’, de unde rezulta ca punctul A’ este omoteticul punctului C, prin omotetia

considerata. Analog prin omotetia H (M , %) se corespund punctele B’ si Cj, respectiv
C’ si C,, deci dreptele A'Cy, B'Cy, C'C, sunt concurente in punctul M. O

Consecinta 286 Avem: M1 = T%@ st MO = @.

Demonstratie. Deoarece MO = £MT1,0I = MO — MI = VR? — 2Rr (relatia
lui Euler) avem:

r R
MI=—0I si MO =
R—rO h © R—r

de unde rezulta concluzia. O

oI,

Teorema 287 Fie A'B'C’ triunghiul circumpedal al centrului cercului inscris in tri-
unghiul ABC gi Ay, B1,C1 picioarele bisectoarelor interioare ale triunghiului ABC.
Atunci,

1 1 1 18

> —
VAL T VER voo - VR




Triunghi circumpedal 101

Demonstratie. Din puterea punctului A; fatd de cercul circumscris rezulta Ay A’
A1A = A1B - A1C, de unde

a?l,
(b+c)? —a?
unde I, = 2% - cos é (= AA;) (Figura 1.56). Atunci,

?

B c, A

A A =

Figura 1.56: Triunghiul circumpedal al centrului cercului inscris

AIA/ . CL2

AAy (b4 ¢)? —a?

2
/ .
de unde % = (#) , deci

VAA = L A < L 2R

b+c b+c
Avem:
1 1 1 1 /b+c c+a a+c
- - > — +
VA'A,  /B'By  JCO'Cy 2R a b c
> L (b e F(E ) b e
T V2R a b a c c b
6 18
> ==/
V2R R

Teorema 288 Fie A'B'C’ triunghiul circumpedal al centrului cercului inscris I in
triunghiul ABC. Atunci, [A-1C =2r-IB" si IA'-IC' = R-IB.
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Demonstratie. Deoarece B’ este centrul cercului circumscris triunghiului AIC
(vezi ,Teorema lui Beltrami”-Cecuri exinscrise [15]) rezulta

JA=2IB -sinACI = 2IB' -
sin 0

deci TA-IC =2r-IB' =r-II, (unde I, este centrul cercului exinscris). Deoarece

m(IBC") = m(BIC") = 180° — m(BIC), m(BC'IT) = m(BAC)

rezultd o J— _—
c’ _ BI Ic’ _ sinBCI sinIBC"  sin BCI
BC BC BI sin@ sin@ sinW
si cum IB = 2T A’ - sin BOM obtinem A" - IC' = R-IB. O

Teorema 289 Fie A'B'C’ triunghiul circumpedal al centrului cercului inscris (I) in
triunghiul ABC in raport cu acest triunghi si dg, dy, d. distantele dintre punctele A', B',C’
respectiv la dreptele BC,CA, AB §i rq,7p,7. razele cercurilor exinscrise corespunza-
toare triunghiului ABC. Atunci,
d d d
ey e,
Ta To Tec
Demonstratie. Deoarece A’ este mijlocul arcului BC, avem A’'B = A’'C, de unde
rezultd cd proiectia lui A’ pe BC' este punctul M,, mijlocul segmentului BC' (Figura
1.56). Din teorema sinusurilor rezultd A’'B = 2Rsin§, M,A" = A’/Bsin A’BM,, =
A’ Bsin % = 2R sin? % =dy. Cumr, =p- tg% avem:
d, 2R . A A Rsind

— = — -sin —cos — = ,
Ta P 2 2 P

de unde: d, dy d. RsinA+RsinB+ RsinC
Qg " ap I Qe _ sin A + [isin b5 + [sin —1
Tq Ty Tc p

O

Teorema 290 Fie A'B'C’ triunghiul circumpedal al centrului cercului inscris I in
triunghiul ABC, {N} = A’B'n BC, {M} = A/C' N BC, {P} = A’/B'n AC, {S} =
A'C' N AB, {R} = B'C' N AB, {Q} = B'C'n AC. Dreptele MQ,NR si PS sunt

concurente.

Demonstratie. Patrulaterul ABA’C fiind inscriptibil (Figura 1.57), din teorema
lui Ptolemeu obtinem

AA"-BC =BA - AC+ A'C- AB

si cum BA’' = A'C rezultd
AA”  AB+ AC

BA’ BC (1)
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Figura 1.57: Dreptele M@, NR si PS sunt concurente

Dacd {D} = AA’ N BC din teorema bisectoarei in triunghiul ABD), obtinem:
Al  AB
ID BD’

Cum BD = %, rezultd }% = ABB+C€40. Din teorema bisectoarei pentru triunghiul
AA'B avem:

AS AA  AB+ AC

BS  BA'~  BC
(din relatia 1), de unde 4% = 42 deci SI || BC. Analog IP || BC, deci I € SP. La
fel se arata ca punctul I apartine dreptelor RN si M Q). U

Teorema 291 Triunghiul circumpedal A'B'C’ al punctului lui Lemoine al triunghiului
ABC are aceleagi simediane ca triunghiul ABC.

Demonstratie. Vezi ,/ Triunghiuri cosimediane”. U

Teorema 292 Triunghiul circumpedal A'B'C’ al punctului lui Lemoine al triunghiulus
ABC are laturile proportionale cu medianele triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,/ Triunghiuri cosimediane”. U

Teorema 293 Triunghiul circumpedal al unui punct ol lui Brocard ol triunghiului
ABC este congruent cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie A’B’C’ triunghiul circumpedal al punctului Q al lui Brocard
al triunghiului ABC' (Figura 1.58). Deoarece m(C'A’A) = m(C'CA) = m(B'BC) si
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Figura 1.58: Triunghiul circumpedal al unui punct al lui Brocard

m(m) = m(B/’B\A) rezulta ca
m(C"A'B") = m(CBA),

deci B'C' = AC. Analog se aratd cd C'A’ = AB si A’B’ = BC, deci triunghiurile
ABC si C'"A'B’ sunt congruente. O

Teorema 294 Fie A1B1C1 triunghiul cicumpedal al centrului cercului circumscris
(O) al unui triunghi ABC' in raport cu acest triunghi, My MyM,. triunghiul median al
triunghiului ABC. Dacad punctele Sg, Sy, Se impart segmentele orientate m, Bl—Mb,
Cl—MZ in acelagi raport k € R\{1;4/3}, atunci dreptele AS,, BSy, CS. sunt concurente
intr-un punct situat pe dreapta lui Fuler a triunghiului ABC.

Demonstratie. Considerdm un reper cartezian cu originea in O (Figura 1.59).

Avem: .
—  OA; —kOM, 1 — k== —
0S, = % —k_l[OA—i-Q(OB—i-OC)]
Fie un punct @) pe dreapta AS, astfel incat géi =[. Avem
— 1 — —
0g — —[OA—ZOSG}
1-1
S Y ! 04+ 08+ 00)
11 S A-D(k-1) 3 *
—_ ﬂO—fl—kLO—B}—FLO—C}‘

11— 01— k) 21— )(1— k) 21— )(1— k)



Triunghi circumpedal 105

Figura 1.59: Triunghiul cicumpedal al centrului cercului circumscris

—

Determindm pe [ € R\{1} astfel incat OQ s& aibd o scriere simetricd in raport cu
Iy dil Gl ¢ .

vectorii OA,OB,OC. Atunci, 2(1 4+ 1 — k) = Ik, sau

2 -2k

[ =
k—2

(cul =1 daca gi numai dacd k = 4/3). Pentru | = 2];%2]“ obtinem:

00— —"_(0A+0B+0C

Q 3 4( + +00).

Consideram Q’ € BSy, Q" E CS. care impart vectorii corespunzétori in acelasi raport
—

1, rezultd OQ' = 0Q" = OQ, adicd Q = Q’ = @Q", deci existd un punct comun

dreptelor AS,, BSy,C'S. daci OC = w, rezultd ca punctele @, 0 si G sunt
coliniare. O

Observatia 295 Daca k = % dreptele AS,, BSy, CS. sunt paralele cu dreapta lui
FEuler. Daca k =2, atunci S, = Sy, = S. = H si Q este ortocentrul triunghiulus.
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1.18 Triunghiul simedian

,Natura vorbesgte in limba matematicii: literele sunt cercurile, triunghiurile si alte figuri geo-
metrice.” — Galileo Galilei'?

Triunghiul K, K, K. determinat de intersectiile simedianelor cu laturile triunghiu-
lui ABC' se numeste triunghi simedian. Punctul de intersectie al simedianelor unui

triunghi ABC' se numeste punctul lui Lemoine (K) corespunzator triunghiului ABC.

0 4
/
7

\
é
K A

<

C
Figura 1.60: Triunghiul simedian

Teorema 296 Daca K este punctul lui Lemoine al triunghiului ABC si K, KK,
triunghiul simedian al acestuia, atunci

AK b2+ 2
KK,  a*
Demonstratie. Din teorema lui Van-Aubel rezulta:

AK _ AK.  AKp _ b?
KK, K.B K,C b

n 2 b2 + 2
a? a?

Y Calileo Galilei (1564-1642) — matematician, fizician, astronom si filosof italian

106
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. . y oL . 1,. BK _ a?4b2 . CK _
Observatia 297 Prin permutari circulare se obtin relatiile: KK, = 2 "
b%+a?

c2

Teorema 298 Aria triunghiului simedian K,KpK. este egald cu:

2a2b%c?
A[KaKch} = (a2 + 02) (b2 + ¢2)(2 + a?) 'A[ABC}'

Demonstratie. Avem

ALAK K] _ AKp - AK.-sin A _ AK, - AK, _ b2 _ 2 "
AlaBa) AB - AC -sin A AB - AC (a® + b2)(a® + c2)
Analog,
ABr.Kk.) a2b? )
Apape) (@ + ) (B2 + )
si
AlCK. K] _ a?c?
Alapcy (a? +b2)(b% + ¢2)’
iar
A[K(LKbKC] = A[ABC] - A[AKch] — A[KaBKC] — A[KaKbC]‘ (4)
Din relatiile (1) - (4) rezultd concluzia. 0

Teorema 299 Aria triunghiului simedian ABC este maxima, atunci cind triunghiul
ABC este echilateral.

2a2b%c?
a?+b2)(b2+c?)(c2+a?)
este maxim. Utilizadnd inegalitatea mediilor IT” > /T -y, pentru x,y > 0, obtinem:

Demonstratie. A, r, k,] este maxima, atunci cand raportul 0

2a2b%c? 2a2b2%c? 1

< = —.
(a®+02)(0% + ?) (2 4+ a?) ~ 8a?b?c? 4

Egalitatea se obtine pentru a = b = ¢, daca triunghiul ABC este echilateral siK, Ky K,
este triunghiul median al triunghiului ABC. O

Observatia 300 Coordonatele triliniare ale varfurilor triunghiului simedian K, Ky K.
sunt: K4(0,b,c¢), Kp(a,0,c), K.(a,b,0). (vezi [26]).
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1.19 Triunghiul Agge

»In zadar vor matematicienii sa ascunda: ei nu demonstreaza, ci combing si numai izbindu-se
dintr-o parte in alta ajung la adevir.”- Evariste Galois?"

-~

Notam cu Agge un triunghi ABC care are un unghi de 60°, (m(A) = 60°), H,, Hy, H,.
proiectiile varfurilor A, B,C' pe laturi; A1, By, C; picioarele bisectoarelor interioare,

M, My, M. mijloacele laturilor triunghiului ABC, O centrul cercului circumscris tri-
unghiului ABC (Figura 1.61).

Figura 1.61: Triunghiul Agge

Teorema 301 Intr-un triunghi Agge avem: m(Hmb) = 60°.

2 Evariste Galois (1811 — 1832) — matematician francez, contributii remarcabile in algebra
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Demonstratie. Deoarece H.M, = Hy,M, (: 32—0) , rezulta ca triunghiul H.M,B
este isoscel, deci - R
m(H.M,B) = 180° — 2m(B),

dar cum m(HEI:FIC) = 180° —2m(§), avem ca HC/J\EB = HEIQ\HC, adica patrulaterul
H.H,M,,H, este inscriptibil, atunci

m(H M, Hy) = m(H H, H,).

Dar . N R
m(HyH,H.) = 180° — 2m(A) = m(A) = 60°,

deci m(Hmb) = 60°. O
Teorema 302 Triunghiurile M,HyH., AMyH,. si AH,M,. sunt echilaterale.

Demonstratie. Deoarece m(HC/]Wa\Hb) = 60°, iar H.-M, = Hy,M, (: BTC) rezultd
ca triunghiul M, HyH,. este echilateral. Analog pentru celelalte doua triunghiuri. [J

Teorema 303 Proiectia unei laturi care formeaza unghiul de 60° pe cealaltd este egald
cu jumdatate din latura proiectata.

Demonstratie. Triunghiurile AMyH.,AHyM,. fiind echilaterale, rezultda AH. =
AM, = 4C AH, = AM,. = 48, O

Teorema 304 Lungimea segmentului AH (H este ortocentrul Aggo ABC') este egala
cu lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Avem AH = 2R cos A = 2R cos60° = R. O

Teorema 305 Patrulaterul BiIC1 A este inscriptibil (I este centrul cercului inscris
in Agoo ABC).

Demonstratie. Avem m (<B1IC}) = 3m (<XABC + <ACB) = m (<A4). O

Teorema 306 Lungimea segmentului Al este egald cu diametrul cercului inscris tri-
unghiului ABC.

Demonstratie. Din r = Alsin 4 = AlIsin30°, rezulti AI = 2r. O

Teorema 307 Punctele B,C,0,H, 1,1, apartin unui cerc simetric cercului circum-
scris triunghiului Agge ABC' in raport cu latura BC (unde I, este centrul cercului A —
exinscris).

Demonstratie. Centrul cercului circumscris triunghiului BIC' - punctul O, -
se afla pe mijlocul arcului BC al cercului circumscris triunghiului ABC si trece prin
punctul /,. Raza acestui cerc este egald cu R — raza cercului circumscris triunghiului
Agpe ABC' - (triunghiul O,BC fiind echilateral). Avem:

04B =0,C =0,0 =0,1 =0,1, =R,
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deci O este punct pe cercul cu centrul in O, si raza R. Deoarece
m(<BOC) = 2m(<A) = 120°

si
m(<BHC) = m(<HyHH.) = 180° — m(<A4) = 120°,

rezultid ci BOC = BHC , deci patrulaterul BHOC este inscriptibil, deci si punctul H
apartine cercului pe care se afld punctele B, C, O, I i I,. U

Teorema 308 Punctele A, Hy,, H., H,Og (Og este centrul cercului lui Euler al tri-
unghiului Agge ABC') apartin unui cerc de raza R/2.

Demonstratie. Punctele A, Hy, H., H apartin cercului cu centrul in punctul M-
mijlocul segmentului AH — si de raza R/2. Deoarece M10g = g (linie mijlocie in
triunghiul OAH) rezulta ca Og apartine si el cercului de mai sus. O

Teorema 309 Patrulaterul AHO,O este romb.

Demonstratie. Avem: AH = HO, = 0,0 = OA = R. Diagonalele rombului
sunt bisectoarea unghiului A si dreapta lui Euler a Agge ABC' (O, fiind mijlocul arcului
BC' al cercului circumscris A ABC). i

Teorema 310 Centrul cercului lui Euler al triunghiului Agyo ABC' este mijlocul seg-
mentului AQ,.

Demonstratia rezultd din proprietatea precedenta. O

Teorema 311 Bisectoarea exterioard a unghiului A gi dreapta lui Euler a triunghiului
Agoo ABC' sunt perpendiculare.

Demonstratia rezultd din proprietatile precedente. [l
Teorema 312 Triunghiul OI,H este isoscel.

Demonstratie. Deoarece Al, L OH, punctele I, O, I, sunt coliniare, rezulta I,0 =
I, H. O

Teorema 313 Triunghiul OIH este isoscel.

Demonstratie. Deoarece I este mijlocul arcului OH in cercul circumscris rezulta
Ol =1H. O
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Teorema 314 In triunghiul Agoe ABC' sunt adevirate relatiile:
i) a> = b+ —be,
i) p = (R+7)V3,
i41) bc = 4r(R+r),
. r
v)  he = 2r(1+§>,
v) Alape) = 4Aamm.)
unde h, = AH,.
Demonstratie. i) Din teorema cosinusului in triunghiul Agge ABC, rezulta
a? =0+ —2bccos A =b%+ % —be.

ii) Deoarece OI = I'H rezultd R(R — 2r) = 4R% + 4Rr + 3r? — p?, de unde p =
(R+71)V3.
iii) Avem:

he-a  bev3
A[ABC] = a2 = 1 :pT:T(R+T)\/§,

de unde bc = 4r(R + ).

iv) Din h, = b%‘f = 41205\1/34 =L = 47“(5;”, rezultd ho = 2r (14 %)

v) Din AH, = bcos A = g, AHy = ccos A = 5 rezulta

AH,-AH.-sin A be/3
Aam,H,) = 5 =15

deci A[ABC] = 4A[AHZ,HC]' U

Teorema 315 Intr-un triunghi Aggo triunghiul ortic, triunghiul de contact, triunghiul
tangential si triunghiul antisuplementar 1,1p1. sunt triunghiuri Agge .

Demonstratie. Deoarece
m(HyH, H.) = 180° — 2m(A) = m(A) = 60°

rezultd cd triunghiul ortic este un triunghi Agge. Fie C,CyC. triunghiul de contact al
triunghiului ABC. Avem

m(<C.CoCy) = m(<CCol) + m(<CpCyol)
= m(<C.BI) 4+ m(<Cy,CI)

_ %[m(<IB) + m(<C)] = 60°,

deci triunghiul C,C,C. este un triunghi Aggo. Deoarece triunghiurile ortic (H,HyH.)
si tangential (T4TBT¢) ale unui triunghi sunt omotetice, rezultd ca

m(TTaTe) = 180° — 2m(A) = m(A) = 60°,
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deci TATBTc este un triunghi Aggo. In triunghiul antisuplementar 1,11, avem:

m(<lplyl.) = 180° — [m(<I,BC) + m(<l,CB)]
1 1
= 1800 — |:<900 — 2m(<{B)> + (900 — 2m(<IC))] = 600,
deci 1,11, este triunghi Agge. O

Observatia 316 Triunghiul Agoe se mai numeste triunghi semiregulat in unghiuri.

Teorema 317 Fie triunghiul Aggo, H ortocentrul sau. Mediatoarele segmentelor BH,
CH intersecteaza dreptele AB, respectiv, AC in punctele M si N. Punctele M, H si N
sunt coliniare.

Demonstratie. Fie M; si N1 mijloacele segmentelor BH, respectiv C H. Deoarece:
m(<BHH.) = 60°, iar triunghiul M BH fiind isoscel rezulta

m(<MBH) = m(<MHB) = 30°,

de unde m(<MHH.) = 30°, adicd punctul M apartine bisectoarei unghiului ffH\B .

Analog se arata ca punctul N apartine bisectoarei unghiului m’ , de unde rezulta
concluzia. O

1.20 Triunghiul medianelor
,Geometria este arta de a judeca pe desene riu efectuate.” - Niels H. Abel®!

Teorema 318 Sa se arate ca se poate construi un triunghi avand laturile de lungimi
egale cu lungimile medianelor unui triunghi ABC.

Demonstratie. Fie AM,, BM;,, C M, medianele triunghiului ABC gi G centrul
sau de greutate. Prin punctele C gi M. ducem paralele la medianele BMj, respectiv
AM, si fie C' punctul de intersectie dintre aceste paralele, iar {D} = AM, N CC’,
{E} = M.C'n BC (Figura 1.62). Evident GM, = M,D, si deoarece M.C’ || GD,
avem

GC GD 2
M.C MC 3

de unde rezulta

ver=Yep— a2

ZUAM, = AM,. (1)
2 2 3

2 Niels H. Abel (1802-1829) — matematician norvegian, contributii fundamentale in algebra
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Figura 1.62: Triunghiul medianelor

Deoarece M, este mijlocul segmentului GD gi M.C’ || GD, rezultd c& CE este mediana

in triunghiul M.CC’. Din

M.G EM, 1

GC  M,C 2
rezultd cid M, este centrul de greutate al triunghiului M.CC’. Din congruenta tri-
unghiurilor BGM, si CDM, rezulta ca BG = C(G, de unde

2 2

~MM, ==CC’

37 T3
adicd MM, = CC’ (2). Din relatiile (1) i (2) rezulta ca triunghiul M.CC" are laturile
de lungimi egale cu cele ale medianelor triunghiului ABC. ([

Observatia 319 Triunghiul avind laturile de lungimi egale cu lungimile medianelor
unui triunghi ABC' se numegte triunghiul medianelor corespunzator triunghiului ABC..

Teorema 320 Daca a, b, ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului ABC, atunci medi-
anele triunghiului medianelor corespunzator triunghiului ABC au lungimile egale cu:
3a/4, 3b/4, respectiv 3c/4.

Demonstratie. Din aplicatia precedenta, rezulta

CE = gCMa = EBC, MM, = gMaMC = ZAC siC'C” = EAB,
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(unde M, si C" sunt mijloacele laturilor CC’, respectiv M,C). O

Teorema 321 Unghiurile triunghiului medianelor au masurile egale cu suplementele
coordonatelor unghiulare ale centrului de greutate al triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece CC’ || BM, si C'M, || AM, rezultd ci

m(M,C'D) = m(M,GB) = 180° — m(AGDB),
m(C'M.C) = m(M,GC) = 180° — m(AGC),

m(M,CC") = 180° — m(BGC).

1.21 Triunghiuri omologice

,Geometria este cea mai bund gi mai simplad dintre toate logicile, cea mai potrivita sa dea
inflexibilitate judecatii si ratiunii.” — Denis Diderot??

Triunghiurile ABC' gi A’B’C’ se numesc omologice daca dreptele AA’, BB’ si CC’
sunt concurente. Punctul O de concurentd al dreptelor AA’, BB’ si CC’ se numeste
centrul de omologie al triunghiurilor ABC si A'B'C’; varfurile A si A, B si B, C si
C’ se numesc omoloage, iar dreptele BC si B'C’, CA si C'A’, AB si A’B’ se numesc
omoloage (Figura 1.63). Fie {L} = BCNB'C', {M} = ACNA'C' i {N} = ABNA'B’.
Triunghiurile date sunt triomologice daca admit trei centre de omologie.

Teorema 322 Punctele de intersectie ale dreptelor omologe, a doud triunghiuri omologe
coplanare, sunt coliniare.

Demonstratie. Vezi ,Teorema lui Desargues”.[15] O

Observatia 323 Dreapta ce contine punctele L, M, N se numeste axd de omologie.
Daca triunghiul A'B'C’ este inscris in triunghiul ABC, atunci dreapta LM N se nu-
megste polard triliniara, iar O se numeste pol triliniar.

Observatia 324 Dreapta ce uneste picioarele bisectoarelor exterioare este polara triliniara
a centrului cercului inscris.

Teorema 325 (Casey) Fie triunghiurile ABC, A’B'C’, A" B"C" doud cdte doud omo-
logice, O centrul comun de omologiec {M} = ABNA'B', {M'} = ACNA'C', {N} =
ABNA"B", {N'y = ACNA"C", {P} = AB'NA"B", {P'} = A'C' 1 A"C". Dreptele
MM',NN' si PP" sunt concurente.

*?Denis Diderot (1713-1784) — scriitor si filosof francez
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Figura 1.63: Triunghiuri omologice

Demonstratie. Aratdm ca triunghiurile M NR si M’ N’ P’ sunt omologice cu aju-
torul reciprocei teoremei lui Desargues. Astfel, deoarece MN N M'N’ = {A}, PM N
P'M ={A"}, si NPNN'P' = {A"}, iar punctele A, A’; A” sunt coliniare, rezulta ci
dreptele MM’', NN’ si PP’ sunt concurente. O

Teorema 326 Fie triunghiurile ABC si A'B'C’ cu proprietatea ca existd punctele
L,M,N astfel incat {L} = BCNB'C', {M} = ACNAC'si {N} = ABNA'B, iar
dreptele AA' si BB' nu sunt paralele. Dacd punctele L, M si N sunt coliniare, atunci
dreptele AA', BB’ i CC’' sunt concurente.

Demonstratie. Vezi , Teorema lui Desargues” [15] O
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1.22 Triunghiuri ortopolare

»2Moisil a fost mai mult decat un savant, a fost mai multi savanti intruniti in sesiune permanenta
sau ludndu-si locul unul altuia in cicluri succesive mari, reprezentate de temele fundamentale
pe care le-a abordat. A fost pang in ultimele zile deschizitor de drumuri, inovator. In aceasts
aventura spirituald nu a admis dilentatismul superficial.” — Mircea Malita

Teorema 327 (Lalescu*®) Fie ABC si A’ B'C'doud triunghiuri inscrise in acelasi cerc.
Daci dreapta Simson a varfului A in raport cu ABC este perpendiculara pe dreapta
B'C’, atunci: i) aceasti proprietate este valabila pentru toate varfurile triunghiului
A'B'C’; i) Dreptele Simson ale varfurilor triunghiului ABC' in raport cu triunghiul
A'B'C" sunt perpendiculare pe laturile triunghiului ABC.

Demonstratie. i) Fie N proiectia lui A’ pe BC gi A” al doilea punct de intersectie
dintre A’N cu cercul circumscris triunghiului ABC (Figura 1.64). Cum dreapta lui

Figura 1.64: Triunghiuri ortopolare

Simson (s4/) a punctului A’ in raport cu triunghiul ABC este paraleld cu AA”, atunci
pentru ca s L B'C’ trebuie ca B'C' LAA" sifie {EF} = B'C'NAA" {D} = B'C'nBC.
Patrulaterul A” EDN este inscriptibil si atunci <AA” A’ = <B’'DB, deci

m(AA") = m(B'B) + m(CC).

#Trajan Lalescu (1882-1929) — matematician roman, contributii importante in geometrie
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Egalitatea precedentd este echivalentd cu: m(ﬂ’) —l—m(l?’\B) —i—m(C'/a’) = 0(mod360°)
(1) (unde am evaluat masurile arcelor in sens trigonometric). Proprietatea i) este
verificatd pentru toate varfurile triunghiului A’B’C’ deoarece permutarea ciclica a
cuplurilor (A, A"), (B, B’), (C,C") nu modifica relatia (1). ii) Relatia (1) nu se modi-
ficd daci se inverseazd tripletele (A, B,C) si (A’, B',C’), atunci dreptele lui Simson
ale triunghiului ABC in raport cu triunghiul A’B’C’ sunt perpendiculare pe laturile
triunghiului ABC. O

Observatia 328 Triunghiurile ABC si A'B'C’ cu proprietatea de mai sus se numesc
triunghiuri S** (sau ortopolare) unul in raport cu altul.

Teorema 329 Triunghiurile ABC si A’B'C" sunt triunghiuri S daca si numai daca
m(AA") + m(B'B) + m(CC") = 0(mod360°).
Demonstratia rezultd din teorema lui Lalescu. ([

Teorema 330 Daci ABC gi A’B'C" sunt doud triunghiuri S, atunci dreptele lui Sim-
son ale varfurilor triunghiului A’B'C" in raport cu triunghiul ABC' si ale varfurilor
triunghivlui ABC' in raport cu triunghiul A’B'C" trec prin acelasi punct care se afla
la mijlocul segmentului ce unegte ortocentrele celor doud triunghiure.

Demonstratie. Fie H si H' ortocentrele triunghiurilor ABC, respectiv A’B'C’;
M, N gi P mijloacele segmentelor HA’, HB', respectiv HC' (Figura 1.65). Triunghiurile
MNP si A/B'C’ au laturile paralele. Deoarece dreptele lui Simson ale punctelor
A’,B’,C" in raport cu triunghiul ABC sunt perpendiculare pe B'C’, A’C’ respectiv
A'B’ gi ele trec prin punctele M, N, respectiv P (vezi ,Dreapta lui Simson” [15]).
Dreptele lui Simson ale punctelor A’, B', C’ in raport cu triunghiul ABC sunt inal{imi-
le triunghiului M N P, deci concurente in ortocentrul acestuia, punct care este mijlocul
segmentului H H'. Schimband rolurile triunghiurilor ABC' si A’ B'C’ rezulta ci dreptele
Simson ale varfurilor triunghiul A’B’C’ in raport cu triunghiul ABC sunt concurente
tot in mijlocul segmentului HH'. O

Consecinta 331 Dacid H si H' sunt ortocentrele triunghiurilor S, ABC gi A'B'C,
atunci triunghiul omotetic triunghiului ABC prin omotetia (H',1/2) si triunghiul
omotetic triunghiului A'B'C" prin omotetia (H,1/2) au acelagi ortocentru in punc-
tul comun al dreptelor lui Simson.

Teorema 332 Fie (ABC,aBv) si (ABC,d/8'y') doud perechi de triunghiuri S in-

scrise in acelasi cerc. Triunghiurile aBy si o' sunt triunghiuri S unul fatd de
celalalt.

Demonstratie. Deoarece triunghiurile ABC si a8y sunt triunghiuri S rezulta:

m(Ac) +m(BB) +m(Cv) = 0(mod360°), (1)

X Denumirea a fost datd de Traian Lalescu
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Figura 1.65: Triunghiuri S

iar din faptul ca triunghiurile ABC' si o/ 3’4" sunt triunghiuri S rezulta

m(Ad’) + m(B') + m(C~') = 0(mod360°). 2)
Din relatiile (1) si (2) rezulta

m(@) + m(@) + m(ﬁ’) = 0(mod360°),
adica triunghirile a7 si o/ 8’y sunt triunghiuri S. O

Consecinta 333 In cercul circumscris unui triunghi ABC' se pot inscrie o infinitate
de triunghiuri S in raport cu triunghiul ABC.

Observatia 334 Toate aceste triunghiuri inscrise in cercul circumscris triunghiului
ABC, tmpreund cu triunghiul ABC' determind o familie de triunghiuri S.

Teorema 335 Dreapta lui Simson a unui punct M in raport cu triunghiurile oS~y
inscrise in acelagi cerc cu triunghiul ABC, fata de care sunt triunghiuri S, pastreaza
o directie fixa.

Demonstratie. Consideram o coarda N P in cercul circumscris triunghiului ABC),
astfel incat triunghiul M N P este un triunghi S fata de familia de triunghiuri considera-
td. Atunci, dreptele lui Simson ale punctului M in raport cu triunghiurile considerate
sunt perpendiculare pe dreapta N P. O
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Observatia 336 Proprictatea precedenta poate fi reformulata astfel: dreptele lui Sim-
son ale unui punct M in raport cu triunghiurile S sunt paralele intre ele.

Teorema 337 Doud triunghiuri inscrise in acelagi cerc care au un vdrf comun si
laturile opuse paralele, sunt triunghiuri S.

Demonstratie. Fie A varful comun triunghiurilor ABC si AB’C’. Deoarece B'C" ||
BC, rezulta m(B’/\B) = m(C/"E’), de unde m(B’/\B) + m(C/"E’) = 0, unde arcele B'B gi
C'C au fost mésurate in sens trigonometric. Rezultd cd triunghiurile ABC si AB'C’
sunt triunghiuri S. (]

Consecinta 338 Dacd unuia dintre triunghiurile unei familii S deplasam o latura
paraleld cu ea tnsasi, triunghiurile ramdn, de asemenea, triunghiuri S.

Din cele de mai sus se pot deduce diferite procedee de constructie a unui triunghi
S in raport cu un triunghi dat, cand i se cunosc doua varfuri. Astfel, fie triunghiul
ABC si punctele B’ si C' pe cercul circumscris triunghiului ABC.

i) Construim dreapta lui Simson dp/ a punctului B’ in raport cu triunghiul ABC.
Punctul de intersectie dintre perpendiculara dusd din C’ pe dp: si cercul circumscris
triunghiului ABC este cel de-al treilea varf al triunghiului cerut (Figura 1.66).

Figura 1.66: Procedeu de constructie a unui triunghi S (1)

ii) Prin varful A al triunghiului ABC' construim o paraleld la dreapta B'C’ care
intersecteaza din nou cercul in A*. Punctul de intersectie dintre paralela dusa din A*
la BC cu cercul circumscris triunghiului ABC' este varful A’ al triunghiului cautat
(Figura 1.67).
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Figura 1.67: Procedeu de constructie a unui triunghi S (2)

iii) Prin varful A al triunghiului ABC construim perpendiculara pe coarda B'C’
care intersecteaza cercul circumscris triunghiului ABC in A*. Perpendiculara din A*
pe BC intersecteazi cercul in A’ - punctul cautat (Figura 1.68).

Figura 1.68: Procedeu de constructie a unui triunghi S (3)

Teorema 339 Triunghiurile ortic H,HyH,. gi median MMM, ale unui triunght sunt
triunghiuri S in cercul lui Euler ol triunghiului ABC.

Demonstratie. Perpendiculara din punctul M, pe latura HyH,. a triunghiului or-
tic intersecteaza a doua oard cercul lui Euler al triunghiului ABC in punctul eulerian
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Figura 1.69: Triunghiurile S : H,HyH. si Mo MyM,

A’(mijlocul segmentului AH) (Figura 1.69). Intrucat perpendiculara din A’ pe latura
MyM_, a triunghiului median cade in punctul H, rezultad - conform observatiilor prece-
dente - ca triunghiurile median si ortic ale triunghiului ABC sunt triunghiuri S in
cercul lui Euler al triunghiului ABC. U

Teorema 340 Mijlocul segmentului ce uneste ortocentrele triunghiurilor median gi
ortic ale unui triunghi ABC' este punctul lui Spieker al triunghiului ortic.

Demonstratie. Deoarece triunghiurile H,HyH. si M,MM,. sunt triunghiuri S
vom ardta cd punctul lui Spieker al triunghiului ortic este punctul de intalnire al
dreptelor lui Simson ale varfurilor triunghiului M, My M. in raport cu triunghiul H, Hy H,.
(Figura 1.69). Segmentul A’M, este diametru in cercul lui Euler, A’M, | HyH, si fie
{A1} = HyH. N A'M,, A; fiind mijlocul segmentului HyH, (vezi “Cercul lui Euler”
[15]), deci dreapta lui Simson djs, a punctului M, in raport cu triunghiul H,H,H,
trece prin Aj.

Deoarece H,HyH,. si M,MpM,. sunt triunghiuri S, rezulta ca dps, L MyM,., deci
dy, LAH,. Fie By si C; mijloacele segmentelor H,H.., respectiv H,H,. Cum A'H,
este bisectoarea unghiului <H.H,Hy i B1 A1 || HoHy, A1Cy || HoH. rezultd ca day,
este bisectoarea unghiului <B1A4;C1. Analog se arata ca dreapta lui Simson djy,
a punctului M} este bisectoarea unghiului <A B1C4, deci punctul de concurentd al
dreptelor lui Simson - mijlocul segmentului ce uneste ortocentrele triunghiurilor .S,
H,HyH. si M,MyM, - este punctul lui Spieker al triunghiului ortic H, HyH,. U



Triunghiuri ortopolare 122

Teorema 341 Triunghiul A’B'C’, determinat de punctele euleriene ale triunghiului
ABC si triunghiul A”B"C", avind ca varfuri punctele unde mediatoarele triunghiu-
lui ABC' intersecteazd a doua oard cercul lui Euler al triunghiului ABC, sunt doud
triunghiuri S.

Demonstratie. Daca 0,0,0, este triunghiul lui Carnot al triunghiului ABC),
atunci triunghiul A’B’'C’ este triunghiul median al triunghiului O,0,0,, iar triunghiul
A"B"C" este triunghiul ortic al aceluiagi triunghi (vezi ,Triunghiul Carnot”) si con-
form proprietatilor precedente, rezulta cd triunghiurile A’B'C’ si A”B"C" sunt tri-
unghiuri S. (|

Teorema 342 Triunghiurile ABC si A’B'C’ sunt ortopolare dacd si numai dacd
abc = a't'd (unde cu x am notat afizul punctului X).

Demonstratie. Fie P,Q, R picioarele perpendicularelor duse din punctul A’ pe
dreptele BC,C A, respectiv AB.

Lemd. Fie X un punct in interiorul unwi triunghi ABC si P proiectia lui X pe BC.
Afizul punctului P este egal cu

1 be
p=3 x—ﬁ$+b+c ,

unde cu a, b, ¢, x am notat afizele punctelor A,B,C, respectiv X, iar R este raza cercului
circumscris triunghiului ABC.
Demonstratie lema. Ecuatiile dreptelor BC' si X P sunt:

(z=b)(e—b) = (2= b)(c—b) =0,

respectiv B
(z—z)(c—b)+ (2—Z)(c—b) =0.

Deoarece punctul P apartine dreptelor BC' si X P rezulta
(2p—b—2x)(c—b)+ (b—Z)(c—b) =0,

de unde

p: = — R72_7

[b—l—x—F
c b

=L

c—b ,_ -

N
[N}

sau

1 be , - 1 bc _
p—Z[b—l—x—m(x—b)]—2<x—R2'x+b+c>.

Demonstratia teoremei. Avem:

1/, b07’+b+ 1<, caf,_i_ n ) 1/, abi’—i— )
== — —a c ==ld - =d+ct+a),r==(a — =d +a .
P=3 R 473 RZ T R

Dacé A’ nu coincide cu un varf al triunghiului ABC, atunci conditia de perpendicu-
laritate dintre PQ si B'C" este echivalentd cu

Pl =)+ -t/ =) =0
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sau

(b—a)(R*—cd )V —c*—c-d)¥ —¢) =0

sau mai departe

R2  R2 , R2 N\, , R?\ (R? R?
(5= ) (=)@ (e (5 - 5) —o

de unde rezultd c& (abc — a'b'c’)(a — b)(c — a’)(b' — ) = 0, deci abc = a'b'c.

Daca A’ coincide - de exemplu - cu varful A, atunci dreapta lui Simson a lui A’
este perpendiculara din A pe BC. Dreptele A'P si B'C’ sunt perpendiculare daca si
numai dacd BC' || B'C’, adicd bc = b'¢’ sau abe = a't/c’ (deoarece a = o). O

1.23 Triunghiuri ortologice

L3 2 A . . . . . |4
,Orice numir este zero inaintea infinitului.” — Victor Hugo?®

Triunghiul ABC' este ortologic cu triunghiul A’B’'C’ daca perpendicularele din
A,B,C pe B'C',C" A, respectiv A’ B’ sunt concurente (Figura 1.70). Punctul de con-
curentd se numeste centrul acestei ortologii.

Figura 1.70: Triunghiuri ortologice

5 Victor Hugo (1802-1885) — scriitor francez
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Teorema 343 Dacd triunghiul ABC' este ortologic cu triunghiul A’B'C’, atunci si
triunghiul A'B'C" este ortologic cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Solutia 1.Fie D, E, F' proiectiile punctelor A, B si C pe laturile
B'C’,C" A, respectiv A’B’ (Figura 1.70). Avem:

B'A2 - B'D?> = ('A?-(C'D?=DA?,
C'B*-C'E? = A'B?>- A'E? = BE?,
A'C? —AF? = B'C?-BF*=CF2

Din relatiile precedente prin sumare obtinem: (B’A%2+C'B?+ A'C?)—(B'D*+(C'E?+
A'F?) = (A'B2+ B'C? + C'A?) — (AE? + B'F? + C'D?) (*). Din teorema lui Carnot
rezultd ca

B'A?+C'B?2+ A'C? = A'B?> + B'C? + C'A%.

Relatia () devine: B'D? + C'E? + A'F? = A'E? + B'F? + C'D? (). Conditia
ca triunghiul ABC' si fie ortologic cu triunghiul A’B'C’ este datd de relatia (xx).
Pentru ca triunghiul A’B’C’ s fie ortologic cu triunghiul ABC' este suficient si per-
mutdm in relatia (x*) rolurile triunghiului ABC' cu cel al lui A’B’C’, prin aceasta
permutare se obtine tot relatia (xx), ceea ce aratd ca si triunghiul A’B’'C’ este orto-
logic cu triunghiulABC'.

Solutia 2. Notdm cu P punctul de concurentd al perpendicularelor din A, B, C pe
laturile triunghiului A’B’C” si cu P’ punctul de intersectie al perpendicularelor din A’
si B’ pe BC, respectiv AC. Avem:

B,C/ — P/C/ _ P/Bl C/A/ — PIA/ _ Plcl AIB/ — PIB/ _ PIA/
Folosind aceste relatii obtinem
—_— —_— _— _— — _— —_—
0=PA-BC'+PB-C'A'+PC-A'B' =P'C'"-BA+ P'B'- AC+ P'A"- BC.
—_— — — — —
Cum P'B'1 AC si PPA'1 BC, avem P'B'- AC =0, PPA’- BC =0, deci P'C'- BA =0,
de unde rezultd P'C’ L AB. Prin urmare perpendicularele din A’, B, C’ pe laturile

triunghiului ABC' sunt concurente in P’. O

Observatia 344 Doud triunghiuri care satisfac proprietatile de mai sus se numesc
ortologice. Fie P si P' cele doud centre de ortologie ale triunghiurilor ABC si A’B'C’.
Daci centrele de ortologie P si P’ coincid, atunci triunghiurile se numesc bilogice.

Teorema 345 Doud triunghiuri ABC gi A’B'C’ sunt ortologice dacd si numai daca
este adevaratd relatia: B'A%? + C'B? + A'C? = A'B? + B'C? + C' A2.

Demonstratia rezulta de mai sus. O

Teorema 346 Triunghiul ABC' si triunghiul podar al unui punct P sunt ortologice,
centrele de ortologie fiind P si izogonalul sau P’.
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Figura 1.71: AABC si triunghiul podar al unui punct P sunt ortologice

Demonstratie. Triunghiul A’ B’C’ este ortologic cu triunghiul ABC, centrul aces-
tei ortologii fiind P (Figura 1.71). Conform teoremei de ortologie, triunghiul ABC
este ortologic cu triunghiul A’B’'C’, centrul acestei ortologii fie ci este punctul P’.
Patrulaterul BA’PC’ fiind inscriptibil rezulta:

m(<ABP") = 90° — m(<A'C'B) = 90° — m(a«BPA") = m(<PBA’") = m(<«PBC),

deci <ABP = <P'BC, adici dreptele BP si BP' sunt izogonale. Analog se aratd ca
dreptele AP si AP’ sunt izogonale, deci punctele P si P’ sunt izogonale. O

Teorema 347 Triunghiul antipodar al unui punct P este ortologic cu triunghiul cevian
al punctului P in raport cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Vezi ,/Triunghiul antipodar”. ([

Teorema 348 Triunghiul antisuplementar I,1y1. gi triunghiul cevian al centrului cer-
cului tnscris intr-un triunghi ABC sunt ortologice.

Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Euler” [15]. O

Teorema 349 Daca triunghiurile ABC gi A’B'C’ sunt ortologice avdnd centrele de
ortologie P gi P', atunci coordonatele baricentrice ale lui P in raport cu triunghiul
ABC sunt egale cu coordonatele baricentrice ale lui P' in raport cu triunghiul A’B'C".

Demonstratie. Deoarece A'P' L BC, B'P' 1 AC, C'P' 1 AB rezulta:

sin B'P'C" = sing, sin P'B'C" = sin PAC si sin P’O"B' = sin PAB
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(Figura 1.71). Din teorema sinusurilor in triunghiul P'B’C’ rezulti

PIB/ P/CI
sin P’/C"\B’ B sin P’/BW\C’N
de unde: -
sin PAC  P'C’ (1)
sinm P'B"”
Atunci,

Apac)  b-PA. sin PAC b sin PAC 2)
AlpaB ¢c-PA-smPAB ¢ sinPAB

Din relatiile (1) si (2) rezulta

b ¢ _ Apag )
P'B" " P'C" " Apap]
Analog se aratd ci piy : pog = f‘{};ii} (4). Relatiile (3) si (4) dau coordonatele

baricentrice ale punctului P’ in raport cu triunghiul ABC"

A[P’B’C’] . A[P’C’A’] . A[P’A’B’] =
= [P'B'-P'C'-sinA]: [P'C'-P'AsinB]:[P'A-PB  sinC|
a b c
P A’ : P'B! : PIC! = A[PBC} : A[PAC} : A[PAB]'

O

Observatia 350 Proprietatea de mai sus ne aratd ca dacd P este centrul de greutate
al triunghiului ABC, atunci P’ este centrul de greutate al triunghiului A’B'C’.

Teorema 351 Triunghiul ortic HoHyH,. al triunghiului nedreptunghic ABC gi tri-
unghiului ABC' sunt ortologice, centrele de ortologie fiind ortocentrul si centrul cercului
circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Perpendicularele din varfurile A, B, C ale triunghiului nedrep-
tunghic pe laturile B'C’, C'A’, respectiv A’B’ sunt concurente in centrul cercului
circumscris triunghiului ABC' (vezi ,, Triunghiul ortic” [15]). O

Teorema 352 Triunghiul ABC' si triunghiul sau median sunt ortologice, centrele lor
de ortologie fiind ortocentrul si centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstratia este evidenta. O

Teorema 353 Fie H,Hy,H, triunghiul ortic al triunghiului ABC, H;, Hl;v H; punctele
diametral opuse punctelor H,, Hy, respectiv H. in cercul lui Fuler al triunghiului ABC.
Triunghiurile ABC' si H;HI;H; sunt ortologice.
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Demonstratie. Deoarece triunghiurile H, HyH. si H ;H l;H ; sunt omotetice, rezulta
- conform proprietatii precedente - OALH;H&,OBLH;H; si OCLH,H,, adici tri-
unghiurile ABC' si H;Hg)H; sunt ortologice, centrul cercului circumscris triunghiului
ABC fiind unul dintre centrele de ortologie. U

Teorema 354 Doud triunghiuri ABC gi A'B'C’ simetrice fata de o dreapta sunt or-
tologice.

Demonstratie. Deoarece AB’ = BA', BC' = CB' si CA' = AC', relatia B'A? +
C'B? + A'C? = A'B? + B'C? + (' A? este evident adevarati, deci triunghiurile ABC
si A’B'C’ sunt ortologice. O

Teorema 355 Fie A’', B', C' simetricele varfurilor A, B, C' ale unui triunghi ABC
fata de dreapta lui Euler a triunghiului ABC. Triunghiurile ABC si A'B'C’ sunt
ortologice.

Demonstratia rezulta din proprietatea precedenta. (]

Teorema 356 Triunghiul ABC' si primul sau triunghi al lui Brocard sunt ortologice,
centrele lor de ortologie fiind centrul cercului circumscris triunghiului ABC' gi punctul
lui Tarry corespunzator triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Triunghiurile lui Brocard”. O

1.24 Triunghiuri bilogice

,Crucea pusi lang& numele unora multi o iau drept plus.” - S. E. Lec?®

Triunghiurile ABC si A’B’'C’ se numesc bilogice dacd sunt ortologice si au acelesi
centru de ortologie.

Teorema 357 Doud triunghiuri bilogice sunt omologice.

Demonstratie. Fie {D} = AON B'C',{E} = BONC'A", {F} = COnA'B
(Figura 1.72). Atunci: AD1B'C', BE1LA'C',CF1A'B' i AAO1BC, BO1LCA,C'OLAB.
Fie {B"} = BENA'B’',{C"} = CFNA'C". Deoarece O este ortocentrul triunghiului

A'B"C"; rezulta A’/OLB"C"; cum A’OLBC rezulta BC || B"C”. Atunci,

m(<aB"C"F) = m(<BCF) (unghiuri corespondente)

si cum m(<«B"C"F) = m(<«B"EF) (deoarece patrulaterul B”C"”EF este inscriptibil)
rezultd
m(<BCF) = m(<«BEF),

26 Stanislaw Lec (1909-1966) — poet polonez
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Figura 1.72: Triunghiuri bilogice

deci patrulaterul BCEF' este inscriptibil. Analog se aratd ca punctele C, A, F, D
respectiv A, B, D si E sunt conciclice. Dacd {X} = BCNB'C', {Y} = ACNnC'A,
{Z} = ABN A’B’ atunci conform teoremei lui Dergiades [15] rezultd c& punctele X, Y
si Z sunt coliniare; deci, conform reciprocei teoremei lui Desergues triunghiurile ABC
si A’B'C’" sunt omologice. O

Teorema 358 Fiec ABC si A'B'C'doud triunghiuri bilogice. Picioarele perpendicu-
larelor duse din varfurile B gi C pe laturile A'C" respectiv A'B’ si punctele B si C sunt
conciclice.

Demonstratia rezultd din teorema precedenta. ([

Teorema 359 Fie XYZ axa de omologie dintre triunghiurile bilogice ABC gi A’B'C’,
iar O centrul comun de ortologie. Dreptele OX si AA’" sunt perpendiculare.

Demonstratie. Fie {D'} = A/O N BC,{E'} = B'O N AC. Conform proprietatii
precedente punctele A’, B', D', E' apartin unui cerc C;. Din puterea punctului O fats
de cercul C; rezultd

OA"-OD'=0B'-OF'. (1)
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Patrulaterul B'C'E'F fiind inscriptibil (m(<BE'C) = m(<BFC) = 90°) rezulta
OB'-OFE' = OC - OF. 2)

Dacid {D} = AON B'C’, atunci patrulaterul AFDC' este inscriptibil (conform propri-
etatii precedente) de unde rezulta

OC-OF = OA-OD. (3)

Din relatiile (1), (2) si (3) rezultd OA-OD = OA’-OD’, adica punctele A, A’, D si D’
sunt conciclice, de unde
m(<AA'D") = m(<ADD"). (4)

Fie OT tangenta in O la cercul (C) circumscris patrulaterului OD’DX (m(<OD'X) =
m(<ODX) =90°). Atunci,

m(<TOD") = m(<ODD"). (5)

Din relatiile (4) i (5) rezultd m(<AA'O) = m(<TOD’), deci AA" || OT. Cum OX LOT
(ca diametru in cercul C) rezultd OX L AA’. O

Observatia 360 Analog se aratia ca OY L BB' i OZ1CC'.

Teorema 361 Fie P centrul de omologie si XYZ axa de omologie dintre triunghiurile
bilogice ABC gi A'B'C’, iar O centrul comun de ortologie. Dreptele OP si XZ sunt
perpendiculare.

Demonstratie. Fie {D'} = AONBC,{FE'} = BONAC,{X'} = OX n AA
si {Y'} = OY n BB’. Conform proprietétii precedente X X' 1 AA’, deci patrulaterul
A’X'D’'X este inscriptibil. Din puterea punctului O fatd de cercul circumscris patru-
laterului A’X’'D’'X, rezulta

OX-0X' =0A"-0D. (1)

Punctele A’, B', D', E’ fiind conciclice — din puterea punctului O fata de acest cerc —
rezulta

OA'-OD' =OB'-OF'. (2)
Deoarece OY L BB’ rezultd m(<Y'Y’'B) = 90° = m(<BEY), deci punctele B, Y', E' Y
sunt conciclice, de unde OB’ - OFE’ = OY’ - OY (3). Din relatiile (1), (2) si (3) rezultd
0X -0X' =0Y -0Y’,

adicd punctele X, X', Y si Y’/ sunt conciclice. Daci Cy este cercul de diametru OP,
atunci OP este perpendiculard pe tangenta OT in O la Cy, iar OT || XY (analog cu
demonstratia din teorema precedenti), de unde OP 1L XY. (]
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1.25 Triunghiuri biortologice. Triunghiuri triortologice

,2Matematica seamana cu o moara: dacd veti turna in ea boabe de grau, veti obtine faina, dar
daci veti turna in ea tirate, tirate veti obtine.” - Aldous Huxley?’

Triunghiul ABC' se numeste biortologic cu triunghiul A’B’C’, daci el este orto-
logic in acelasi timp cu triunghiul A’B’C’ si cu triunghiul B'C’A’. Triunghiul ABC
se numeste triortologic cu triunghiul A’B’'C’, dacd triunghiul ABC este ortologic in
acelagi timp cu triunghiurile A'B'C’, B'C'A’ i C'A'B’.

Teorema 362 (Pantazi) Daca un triunghi ABC este ortologic in acelasi timp cu tri-
unghiurile A'B'C" si B'C'A’, atunci triunghiul ABC este ortologic si cu triunghiul
C'A'B'.

Demonstratie. Fie Dy = ayz+byy+c; = 0 ecuatia dreptei BC si Dy = az+b,y+
¢y = 0 ecuatia dreptei B'C’. Analog, se definesc ecuatiile dreptelor ce contin varfurile
triunghiurilor ABC si A’B'C’. Fie Aa, Be,Cc perpendicularele duse din A, B,C pe
B'C', A'C’, respectiv A’B’. Avem:

aga’l + bell
aga’l + bgbll
aga'2 + b3b’2
ala'Q + blbIQ
ajal + byby

: D1 ————-=Dy=0.
(CC) ! azaé+b2bé 2 0

(Aa) : Do D3 =0,

(Bb) : D3 D1:0,

Conditia ca triunghiurile ABC si A’B’C’ si fie ortologice este:

aga’l + bgbll . aga’2 + bgbé . alag + blbé

=1
a3a'1 + bgbll CL16L’2 + blbIQ CLQCL% + bgbg

?

egalitate echivalenta cu
(a1ay + b1bh) (agal + babl)(aga) + bsb)) = (arak + b1bs)(aza) + bad))(aszah + bsbh). (1)

Tinand seama de relatia precedenti, pentru ca perpendicularele duse din A’, B’, C’ pe
laturile triunghiului ABC' sa fie concurente, este necesar ca:

(ahag + by b2)(ayas + bybs) (azar + bsb1) = (ajas + bybs)(ayar + bybr)(azaz + bzba), (2)

care este chiar relatia (1). Daca perpendicularele duse din varfurile triunghiului ABC
pe laturile triunghiului A’B’C’ sunt concurente, atunci si perpendicularele duse din
varfurile triunghiului A’B’C’ pe laturile triunghiului ABC sunt concurente. Pentru ca
triunghiurile ABC gi B'C' A’ s fie ortologice, trebuie ca:

(alag + blbg)(agall + bgbll)(agaé + bgb’z) = (alall + blbll)(a2a’2 + bgb’z)(agag + bgbé) (3)

27 Aldous Huxley (1894-1963) — scriitor englez
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Din relatiile (1) si (3) rezulta:
(ala'l + b1b’1)(a2a,2 + bgbé)(agag + bgbg) = (ala'z + blbé)(azag + beg)(aga'l + bgbll),

relatie echivalentd cu faptul ca triunghiurile ABC si C'A’B’ sunt ortologice. Astfel,
daca doua triunghiuri sunt biortologice, atunci ele sunt triortologice. O

Consecinta 363 Daca triunghiul ABC este ortologic cu triunghiurile My Mo Mg, MoMsMy,
..., respectiv M, _1 M, My, atunci triunghiul ABC este ortologic si cu triunghiul My My Ms.

1.26 Triunghiuri paralogice

,Nimeni si nu intre aici dac nu stie geometrie.” - Platon®®,,

Fie M, N, P punctele de intersectie dintre dreapta d cu laturile BC,CA, AB ale
unui triunghi ABC'. Punctele de intersectie dintre perpendicularele ridicate in punctele
M, N, P pe dreptele BC, C'A, respectiv AB sunt varfurile unui triunghi A’B’C’ numit
triunghiul paralogic (ortoomologic) al triunghiului ABC.

Figura 1.73: Triunghiuri paralogice

*8Platon (428-348) — filosof, logician, mathematician grec
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Teorema 364 Triunghiul paralogic A’B'C’ si triunghiul ABC sunt asemenea.

Demonstratie. Patrulaterul PM B'P este inscriptibil, deci m(<PB'M) = m(<ABC),
adicid <A'B'C" = <ABC (1). Patrulaterul APA'N este inscriptibil, deci m(B'A'N) =
m(m), deci B'A'C' = BAC (2). Din relatiile (1) si (2) rezultd ca triunghiurile
A'B'C" si ABC sunt asemenea (Figura 1.73). O

Teorema 365 Triunghiurile A'B'C’ si ABC sunt omologice, dreapta d fiind axa de
omologie.

Demonstratie. Deoarece {P} = ABNA'B', {M} = BCNB'C', {N} = ACnA'C’
iar punctele M, N, P sunt coliniare, rezulta din teorema lui Desargues ca dreptele
AA', BB',CC’ sunt concurente, deci triunghiurile A’B’C’" si ABC sunt omologice,
dreapta d fiind axa de omologie. U

Figura 1.74: 7 apartine cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC si A'’B'C’

Teorema 366 Centrul de omologie (1) dintre triunghiul ABC' gi triunghiul paralogic
A'B'C" apartine cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC gi A'B'C’.
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Demonstratie. Avem {7} = AA’ N BB' N CC’ (Figura 1.74). Patrulaterele
PB'MB si BBMNC fiind inscriptibile: <NMC = <NCC' = <A'C'T ¢i <PMB =
<PB'B, iar cum <PM B = <N MC (unghiuri opuse la varf) avem: <rC'A’ = <A’'B'r,
adicd patrulaterul 7A’B’C” este inscriptibil (1). Atunci

<A'TB' = «A'C'B' = «BCA = <BTA,

deci patrulaterul BrC A este inscriptibil (2). Din relatiile (1) si (2) rezulta cd 7 apartine
cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC si A’B'C". O

Teorema 367 Cercurile circumscrise triunghiurilor A’B'C’', ABC' sunt ortogonale.

Demonstratie. Fie C si [’ cercurile circumscrise triunghiurilor ABC, respectiv
A'B'C’, iar Tt si T't tangentele in punctul 7 (centrul omologiei) la C, respectiv C’
(Fig. 437). Atunci m(<T'7B) = m(<«BAT),

m(<PA'T) = m(<A'B'r) + m(<T'7A") + m(<A'B't) = m(<T'tB’),
de unde rezulta ca:

m(<T'tT) = 180° — [m(<T7B) + m(<I'TB)]
= 180° — [m(<PAT) + m(<PA'T)
180° —90° = 90°,

deci cercurile C si U’ sunt ortogonale. (|

Teorema 368 Dreptele lui Simson ale punctului T fata de triunghiurile A'B'C’ si
ABC' sunt paralele cu dreapta d.

Demonstratie. Fie 71 proiectia lui 7 pe BC si D punctul de intersectie dintre
771 cu cercul circumscris triunghiului ABC. Dreapta lui Simson corespunzatoare
punctului 7 in raport cu triunghiul ABC este paraleld cu dreapta AB (vezi ,Dreapta
lui Simson” [15]) ardtdm c& AD || d. Patrulaterele ADBE si BPB'M fiind insciptibile,
rezulta

m(DAB) = m(DrB) = 90° — m(7Br1) = 90° — m(MPB') = m(BPM),

deci DAP = APM , adicd DA || PM. Atunci, dreapta lui Simson a punctului 7 in
raport cu triunghiul ABC' este paralela cu dreapta d. Analog se aratd cé dreapta lui

Simson a punctului 7 in raport cu triunghiul paralogic A’B’C’ este paraleld cu dreapta
d. O

Teorema 369 Al doilea punct de intersectie dintre cercurile circumscrise triunghi-
urilor A'B'C" i ABC este centrul de similitudine al triunghiurilor A’B'C" si ABC.

Demonstratie. Pentru ca punctul  sa fie centrul de similitudine dintre triunghiu-
rile omologice si asemenea A’B’C’ si ABC' trebuie ca punctul ¢ si fie pentru ambele
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triunghiuri propriul sdu omolog, adica triunghiurile CAC si (A’C’ trebuie sa fie aseme-
nea. Avem:

ICAC = <(BC =<CT(=<CA,
QACC = <ABC =<A'B'C' = <A'¢C,

deci triunghiurile CAC si CA'C’ sunt asemenea. O

Observatia 370 Analog se aratd ca triunghiurile (AB si CA'B’, respectiv (BC' si
(B'C’ sunt asemenca.

Teorema 371 Dacd H gi H' sunt ortocentrele triunghiurilor ABC si A'B'C" atunci
aza de omologie trece prin mijlocul segmentulus HH'.

Demonstratie. Vezi ,Teorema lui Sondat” [15]. O

1.27 Triunghiuri inscrise

Usor nu e nici cantecul. Zi

sl noapte — nimic nu-i ugor pe paméant,

cici roua e sudoarea privighetorilor

ce s-au ostenit toatd noaptea cantand.” - Lucian Blaga 2°

Triunghiul A’B’C’ este inscris in triunghiul ABC, dacd pe fiecare latura a tri-
unghiului ABC' se afld cate un singur varf al triunghiului A’B’C’, (A’ € (BC), B’ €
(AC),C" € (AB)).

Teorema 372 Triunghiul A’B'C’ inscris in triunghiul ABC' are laturile paralele cu
trei ceviene concurente ale triunghiului ABC daca $i numai daca:

BA' CB AC'

Bc Toatag !

sau

CA' | AB' BC'
BC T AC T AB

Demonstratie. Fie AA;, BB1,CC} cevienele concurente. Laturile triunghiului
A’B’C’ fiind paralele cu cevienele AA’, BB', CC’ rezulta ca sunt posibile doud ordonari:

i)B-A—-A-C,C-B" -B;—A, A—C"—-C; — B (Figura 1.75)

i)B-A —~A'~C,C—B—B —A, A—Cy — ' — B (Figura 1.76)

*Lucian Blaga (1895-1961) - filozof, umanist, jurnalist, poet, dramaturg, traducétor, profesor uni-
versitar si diplomat roméan, membru titular al Academiei Roméane
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Figura 1.75: Triunghiuri inscrise (1)

Figura 1.76: Triunghiuri inscrise (2)

i) Din reciproca teoremei lui Ceva rezulta

A10 BlA ClB_

: : =1. 1
4B BiC CA (1)
5 3 s . . . o BA’ o CB/
Notam ou a, b, ¢ lungimile laturilor BC, C A, respectiv AB/ sicua = Foy=cx,
z = %, z,y,z € (0,1). Din teorema lui Thales rezulta % = ’X% , de unde
BA’
2=1- i
A1B A1B

sy a 1=z :
adica 15 = 7 deci
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Analog, gié = 1_2_9 (3) si giﬁ = 1_5_2 (4). Fie 1 —x —y —x = t. Din relatiile (1)
- (4) rezulta
tt? + (x+y+2) t+ (2y + yz + 22)] = 0,
adica
(1-—z-y=2)[1-2)1-y)(1 -2 +ayz] =0

Deoarece (1 —z)(1 —y)(1 — 2z) + zyz > 0, rezultd cd = + y + z = 1, relatie echivalenta
cu

BA’' n CB’ N AC"

BC = CA AB
Cazul ii) se trateaza analog. O

1.

1.28 Triunghiuri inscrise izotomice

,Pitagora a sacrificat pe altarul lui Zeus o sutéd de boi gi acesta numai pentru un singur adevar
geometric. Dar daca in zilele noastre am proceda in acelasi fel, este putin probabil cd am putea
gisi atatea vite cornute pe intreg globul pamantesc.” - M. V. Lomonosov?’

Fie M si M'; N si N'; P si P’ puncte izotomice pe laturile triunghiului ABC.
Triunghiurile MNP si M'N'P’ se numesc izotomice.

B M

Figura 1.77: Triunghiuri inscrise izotomice

Teorema 373 Triunghiurile de contact si cel cotangentic corespunzatoare unui tri-
unghi ABC sunt izotomice.

30Mikhailo Lomonosov (1711-1765) — chimist rus
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Demonstratie. Deoarece BM = CM' = p—b, CN = AN' = p—csi AP = BP' =
p — a (Figura 1.77) rezultd ca triunghiurile de contact si cotangentic ale triunghiului
ABC sunt izotomice, unde a,b,c si p lungimile laturilor, respectiv semiperimetrul
triunghiului ABC. (|

Teorema 374 Triunghiurile izotomice inscrise intr-un triunght au ari egale.
Demonstratie. Solutial. Fie x = AP’ = BP,y = AN' = CN,z = BM = CM’,
a=MM'3=NN'~=PP. Avem:
Amnpe) = Aase) — [Apan) + Aur) + Aivew)
si
Anrney = Aase) — [Aprany + A ey + Aiveer |-
Aratam ca
Apan) + Apup) + Ainem) = Aprany + A e + Aiveo-
Egalitatea precedenta este echivalenta cu

(z+7)(y+B)sin A N rzsin B N (a+ 2)ysinC

2 2 2
zysinA  (x+7v)(z+a)sinB  z(y+ [)sinC
2 + 2 + 2 ’

adica:
xasin B 4+ yzsin B 4+ yasin B + z8sin C
= zfsin A+ yysin A+ yBsin A + aysinC
si utilizand teorema sinusurilor obtinem
xab 4+ yzb + vyab 4 zBc = xfa + yya + vBa + ayc.
Cum a =2z+ a,b =2y + 3,c = 2z + 7, egalitatea precedenta devine evidentd, deci

A[MNP] - A[M’N’P/]'

i
j BM _ m CN _ n_ AP _ %. Afixele punctelor M, N si P sunt:

zvy = (L—=m)-zp+m-zeo,
zy = (1=n)-z2¢c+n-za,
zp = (1=p)-za+p-zp.

Atunci, aria triunghiului M N P este egald cu:

|l zm ozm 1
i i
Aunp) = 1| AN 1
zp zZp 1
i za zZa 1
= (1 -m)(1 ) -p)) | 25 T L *)
¢ zZC

= [mnp+ (1 =m)(1 =n)(1=p)]- Aapc-
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/ _ ’ _ . 7 1— .

Analog, B0 = 1om OV — 1on o 45 — =L, iar
ar = (L—m)-zc+m-zp,
zyy = (1—=n)-zq4+n-zc,
zpr = (l—p)-zp+p-2a

Aria triunghiului M’ N’P’ se obtine inlocuind in relatia (x) pe m,ngip cu 1—m,1—n,
respectiv 1 — p, obtindndu-se aceeasi expresie, deci

A[MNP] — A[M/N’P/] .
O

Teorema 375 Centrul de greutate a doua triunghiuri izotomice MNP si M'N'P’ in-

scrise in triunghiul ABC sunt simetrice fata de centrul de greutate al triunghiului
ABC.

Demonstratie. Din aplicatia precedenta rezulta ca afixul centrului de greutate al
triunghiului M NP este

B cvt+zant+zp (I4n—pza+(1+p—m)zp+ (1+m—n)zc
G1: s R
3 3

iar afixul centrului de greutate al triunghiului M’'N'P’ este egal cu:

2y + ey +zp (L=n+plza+(1—p+m)zp+ (1 —m+n)zc

o = 3 - 3 ’
de unde
z2a, T 2G, ZA+ 2zZB + z¢
= = ZG?
2 3
adicd tocmai afixul centrului de greutate al triunghiului ABC. (]

Observatia 376 Centrul de greutate al triunghiului ABC este mijlocul segmentului
ce unegte centrele de greutate al triunghiulut de contact, respectiv cotangentic cores-
punzdtoare triunghiului ABC.
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1.29 Triunghiuri coparalele

,Expresia, conform careia cel care nu cunoagte sau ii este straind geometria nu are dreptul
sd intre in gcoala filozofului, deloc nu inseamni, c& este necesar si fii matematician, pentru a
deveni intelept.” - J. W. von Goethe3!

Figura 1.78: Apapc) = 244, M € (BC)

Teorema 377 Daca M este un punct ce apartine laturii BC a triunghiului ABC, iar
d este distanta dintre paralelele duse la AM prin B si C, atunci Ajapc) = A]\g'd

Demonstratie. Fie B’ si C' proiectiile punctelor B gi C' pe dreapta AM. Daca
M € (BC) - Figura 1.78 — atunci

AM -BB' AM-CC' AM -d
Aiapc) = Aasm) + Ajamc) = 5 + 5 =—

Dacid M € BC\(BC) - Figura 1.79 si Figura 1.80 — avem:

AM -BB' AM-CC’ AM -d
Apape) = [Apapm) — Apamcy| = 2 B 2 T2

31J. W. von Goethe (1739-1832) — scriitor german
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Figura 1.80: A[ABC} = A[ABM] — A[AMC]

Triunghiurile ABC si A;B1C4 se numesc coparalele dacd AA; || BB || CCh.

Teorema 378 Fie ABC i A1B1C1 doud triunghiuri coparalele. Daca inaltimile var-
furilor A si Ay ale celor doua triunghiuri sunt necongruente, atunci existd punctele
M € BC gi My € B1C1 astfel incdt
BM  BiM; . AM A My
= §t = .
BC  BiCi © Aupe) Ao

Demonstratie. Evident cazurile AA; || BC si AA; || B1C1 nu convin deoarece in

YAy

fiecare dintre acestea rezultd cd indltimile din A gi A; ar fi congruente (Figura 1.81).
Fie {M} =AANBC si {Ml} = AA; N BC. Astfel, din BB, || M M, || C(Cq rezulta

BM  BiM;
BC — BiCy’
iar din proprietatea precedentd avem Apspc) = A]\g'd si AiaBicy] = W (d fiind
distanta dintre BB si CCy) de unde se obtine:
AM A My

Aape) Asioy
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Figura 1.81: Triunghiuri coparalele

O

Teorema 379 Daca triunghiurile ABC gi AyB1C1 sunt coparalele, a, b, ¢ respectiv
a1, b1, c1 sunt lungimile laturilor lor, atunci

(V> + 7 —a®)-af + (P +a* = b7) b} + (a®+0° = P) - & > 8(Alypo+ Alay i) ()

Demonstratie. Daca inaltimile duse din varfurile A gi Ajau lungimi diferite (h, #
ha, ), atunci utilizand proprietatea precedenta fie % = %11]‘0411 =z, deci BM = x-BC
si ByM, = x - B1C4. Din teorema lui Stewart in triunghiul ABC rezulta:

b*- BM +c¢*- MC — AM? - BC = BM - MC - BC,
relatie echivalenta cu
AM? =z - V*+(1—2) —z(1 —z)d>
Analog se aratd ca:

AMZ =z BP+(1—2)cf —z(1—2x)al.

Atunci din

AM? B Ay M?

2 — a2

Alase) sy
si relatiile precedente rezulta:
( P2 a& >'$Q—<a2b2+02_a%b%+0%>'$—|— e & 0

2 2 2 2 2 2 =4
A[ABC} A[AlBl(Jl] A[ABC] A[AlBlcl] A[ABC] A[AlBlcl]

(1)
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Ecuatia (1) are rad&cini reale daca i numai dacd A > 0, (unde A este discriminantul
ecuatiei (1)). Utilizand relatiile

(a® = b* + *)? — 4a*c* = _16A[2ABC]

si
(a% — b% + c%)2 — 4a%c% = _16A[2A1B101}7 A >0,

rezultd concluzia. Dacd h, = hg,, atunci din considerente de simetrie concluzia este
adevarata si in cazurile hy # hy, si he # hcl.in cazul ramas de studiat - hg = hq,, hy =
hy,, he = he¢, - cele doua triunghiuri sunt congruente, iar inegalitatea de demonstrat
se verifica ca egalitate. O

Teorema 380 Doud suprafete triunghiulare cu aceeagi arie sunt coparalele.

Demonstratie. Daca A|4pc) = A4, B¢, atunci inegalitatea (x) se transforma in
inegalitatea lui Pedoe:

P+ —ad®)- a2+ (P+ad® =) B+ (a®+02—-c*) -2 >16- ApaBey AjayBioy)
(vezi ,, Teorema lui Pedoe” [15]). O

Teorema 381 Doud suprafete triunghiulare ABC ¢i A1B1C1 cu BC = B1Cy sunt
coparalele.

Demonstratie. Utilizand faptul cd a = a; in egalitatile
(a® = b* + )% — 4a%? = _16A[2ABC]

si
(af = b7 + 7)? — 4aic] = —16A% o0,

demonstrate anterior, obtinem (b — ¢ — b2 + ¢2)2 > 0. O
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1.30 Triunghiuri pseudoisoscele

,Multe capitole ale matematicii mi-au fost dragi. Matematica e una.” - Gr. Moisil®?

Triunghiul ABC, in care bisectoarele exterioare ale unghiurilor B si C sunt egale,
triunghiul ABC' nefiind isoscel, se numeste pseudoisoscel.

Figura 1.82: Triunghiuri pseudoisoscele

Teorema 382 Dacd in triunghiul pseudoisoscel ABC, 1! este simetricul punctului I,
- centrul cercului A - exinscris al triunghiului ABC' fata de mijlocul laturii BC, atunci
centrul cercului inscris (I) al triunghiului ABC' apartine mediatoarei segmentului AT,

Demonstratie. Fie BE gi C'D cele doua bisectoare exterioare egale (E € AC, D €
AB), (Figura 1.82) AA, | CD, A, € BC,AA, || BE, A. € BC, K;,Ky,K. picioarele

32 Grigore Moisil (1906-1973) — matematician roméan, profesor la Universitatea din Iagi, membru al
Academiei Roméane
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indltimilor duse din I,, B, respectiv C, in triunghiul BCI,, {K}} = BK, N AAy,
{K!} = CK.NAA., {M} = A4, N BE, {M'} = AA, N CD. Avem:

Aiapc) = Aer) — ABag) = Ajcap) — Asepys

Aipep) = BECKe Deoarece AK || BE, rezult ca distanta de la A la BE este egald

cu KK, de unde

BE - K.K'
Apap = ——5
si astfel:
BE(CK,. - K.K') BE-CK'
Aiapc) = 2 = 2 ~ (1)
Analog
BD - BK]
Aapc) = Alcap) — Aep) = #b (2)

Din relatiile (1) si (2) rezultda BK] = C K. Unghiurile triunghiurilor I, BC' au masurile
90° — %m(/l), 90° — %m(B), 90° — %m(é’) Atunci,

m(RCT) = m(yBI,) = 90° — (90° ~ Jm(A)) = Jm(A),
m(KICH') = m(K{BA) = m(BAC),
de unde rezultd c& ABK;M = ACK/M’, si de aici
BM =CM'. (3)

Fie CC, || BE,C) € AAy,, BB, | DC,B, € AA..{I)} = BB; N CC). Patrulaterele
BI,CI) si BH,CI sunt paralelograme, (unde H; este ortocentrul triunghiului BI,C).
Deci I} si I sunt simetricele punctelor I, si Hy fatd de BC. Fie I K1 BC, K| € BC.
Avem - o

m(BILK!) = m(CI.H,) = %m(IC\B).

Cum patrulaterul BI,C1I este inscriptibil rezulta ca
m(BI.T) = m(BCT) = ;m(ACB).
Dar l?Ia\I = Wa (ca unghiuri alterne interne), deci
m(VTAT) = m(BT,K}) = sm(ACB). (1)

Din ICy = BM,C1A = CM’ si relatia (3) rezultd I,Ch = C1A = ABy, adicd patru-

laterul AB;I!C; este romb. Deci, AI,B; = IC’L/A\Bl relatie care impreuna cu (4) dau
TAIl = 11! A, adicd triunghiul T AT}, este isoscel, deci

Al = II' = I, H, (5)

si punctele C1, By, I sunt coliniare deoarece dreapta IC] este perpendiculard pe seg-
mentul [Al] in mijlocul acestuia. O
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Consecinta 383 Distaniele de la ortocentrul triunghiului I, BC la varfurile acestuia
sunt respectiv egale cu distantele de la centrul cercului itnscris I la varfurile triunghiului
ABC.

Teorema 384 Triunghiul ortic al triunghiului 1, BC este pseudoisoscel.

Demonstratie. Triunghiul ortic KK K; al triunghiului I, BC" are unghiurile de
masuri

180° — 2 [900 - ;m(<zA)] — m(<A),

A~ A~

respectiv m(B), m(C) si atunci triunghiurile KK .K; si ABC sunt asemenea; deci
triunghiul ortic al triunghiului 1, BC este pseudoisoscel. U

Teorema 385 Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC este adevirata relatia: AI = rq—r,
(rq este Taza cercului A-exinscris §i v raza cercului inscris in triunghiul ABC).

Demonstratie. Avem Al =1/ =I)K!—IK]=r,—r (6). O

Teorema 386 [ntr-un triunghi pseudoisoscel ABC este adeviratd relatia: gf: = =

Demonstratie. Din aseménarea triunghiurilor CA.M’ si CBI,, respectiv a tri-
unghiurilor BA,M si BC1, rezulta:

cl, CB BI, BC

cM ~ CA, Y BM T BA,

de unde CI,-CA.=CM' -CB = BM - BC = BI, - BA, (unde am folosit relatia (3))
si de aici -
BI, c
= : (7)
Cl, BA,
Dar, AB = BA, = ¢, deci CA. = a — c si analog BA, = b — a. Astfel relatia (7)
devine:

BI, a-—c¢
Cl, b—a (8)
O

Teorema 387 Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC' este adevirati relatia:
AI* = BI -CI.

Demonstratie. Din aseméanarea triunghiurilor ABI si BH11, rezulta
BI, I,Hy BH;
AB  BI A’
dar I,Hy = II/, = Al si BH, = CI4, deci

Bl, _ AL _CI
AB BI Al

Analog, gé‘i = % = % (10), de unde rezulta concluzia. O
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Teorema 388 Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC' este adevirata relatia:

sin? é = sin E sin g

2 2 2’
Demonstratie. Inlocuind relatia cunoscutd Al = 4R sin g - sin % si analoagele in
egalitatea AI? = BI - CI rezulti concluzia. (]

Teorema 389 Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC,
12 =11I,-II.

Demonstratie. Deoarece 11, = 4Rsin g,[]b =
tatea de demonstrat este echivalents cu sin? g = sin
O

B sing demonstrata anterior.

ARsin £, 11, = 4Rsin §, egali-
2 2

Teorema 390 Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC' este adeviratd egalitatea:

BI,-Cl,
Al = ———.
Al,

Demonstratie. Din relatiile (9) si (10) rezultd BI, - CI, = b-c. Cum in orice
triunghi ABC avem Al - Al, = b- ¢, rezultd Bl, - Cl, = Al - Al,, de unde rezult
concluzia. (|

Teorema 391 Intr-un triunghi ABC pseudoisoscel,
a® — (b4 ¢)a® 4 3abc — be(b+¢) = 0.
Demonstratie. Din relatiile (9) si (10) rezulta

BI Cl, AB b—-a c
CI BI, AC a—c b
Din aseménarea triunghiurilor BIK] si CK] A, respectiv CIK] si BK} Ay rezulta

(11)

CA. BK]
CI  CK]

Cum BK] = CK], rezulta:
BI CA. B

CI ~ BA, CK]
Dar, BK! =CK; =p—b,CK]=BK; =p—c (unde p = %b‘“:), deci:

E_a—c p—2>
CI b—a p—c

(12)

Din relatiile (11) si (12) rezulta legatura dintre laturile unui triunghi pseudoisoscel:

a—c p—b ¢ b—a

b—a p—c_b.a—c

adica a® — (b+ ¢)a? + 3abc — be(b + ¢) = 0 (13). O
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Observatia 392 Relatia precedenta poate fi obtinuta direct plecind de la egalitatea
bisectoarelor exterioare CD gi BE.

Teorema 393 Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC,
a? + be = 4Rr,.

Demonstratie. Relatia a® — (b + ¢)a® + 3abc — be(b + ¢) = 0 este echivalentd cu

2ab
0 e
b+c—a

abc
2(b+c—a)

i cum Rr, = (vezi “Cercurile exinscrise” [15]) rezultd concluzia. O

Teorema 394 [Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC,

LIRS N
a—b a—c be

Demonstratie. Relatia ﬁ + ﬁ + & = 0 este echivalentd cu a® — (b + ¢)a® +
3abc — be(b+¢) = 0. O
Teorema 395 Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC,

2

(ra — 1)

11, =

Demonstratie. Din aseménarea triunghiurilor AIR si AI,R' - unde R si R’ sunt
proiectiile punctelor I si I pe latura AC — rezulta

Al r
AL, g
iar de aici
Al o
Al, — Al ry—r
si utilizand relatia (6) obtinem concluzia. O

Consecinta 396 Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC,
_Alrg  (rq—7)-7g

Al,
r r
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1.31 Triunghiuri cosimediane

»INu s-ar putea oare reprezenta muzica drept matematica simturilor si matematica drept muzica
a ratiunii? Caci muzicianul simte matematica, iar matematicianul concepe muzica. Muzica-i
vis, matematica este viata practicd.”- James Sylvester®3

Fie A’, B',C' punctele de intresectie ale simedianelor triunghiului ABC' cu cercul
circumscris triunghiului ABC (Figura 1.83).

Figura 1.83: Triunghiuri cosimediane

Teorema 397 Laturile triunghiului A’ B'C’ sunt proportionale cu medianele triunghiu-
lui ABC.

Demonstratie. Fie o/, ¢/ lungimile laturilor triunghiului A’B’C’, iar K punctul
lui Lemoine al triunghiului ABC. Avem:

1 —
m(<AA'C') = m(<ACC") = im(AC’)
si
m(<AA'B') = m(<ABB') = %m(@’)
de unde

m(<B'A'C") = m(<ABK)+ m(<KCA)
= m(<CBG) + m(«BCQqG)
= 180° — m(<«BGCQC).

33 James Sylvester (1814-1897) — matematician englez, profesor la Universitatea din Oxford, con-
tributii importante in algebra
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Analog, m(<A'B'C") = 180° —m(<AGC), m(<A'C'B") = 180° —m(<AGB). Teorema
sinusurilor aplicata in triunghiurile BC'M, si BGC ne da:
c/2 oM
sin<GCB  sinB

si
(2/3)-my a
sin<GCB  sin<BGC’
de unde sin GOB = 41%% si sinCGB = %. Atunci,
/ . o P . SN 3abc
a' = 2Rsin(180° — BGC) = 2R sin BGC = .
dmpme
Analog b’ = 3“bc -sid = 43{2{’;;%, deci
a b d
me My me
Analog se arata ca - = mbb, == O

Teorema 398 Triunghiurile ABC si A'B'C" admit aceleasi simediane AA', BB',CC".

Demonstratie. Fie K,, K, K. intersectiile dintre simediane cu laturile opuse,
A", B” C" intersectiile simedianelor AA’", BB',CC’ cu laturile B'C’',C'A’, respectiv
A'B’. Avem:

C'A" Aparancn B A'C'- AA" sina
A”B/ - A[A’A”B’] - A/B, . A/A// sinﬁ

< 3abc ) ) < 3abc . )
= -sina | : - sin 8
dmgmyp dmgmy

mp Sino

= — (1)

me sinf(

unde o = m(ATAICY), B = m(ATAB) i m(<C'CA) = a ( 2m(C’A)) m(<ABB') =
B (: %m(AB’ )) . Teorema sinusurilor aplicatd in triunghiul ACK, si ABK, da:

sina  sinA sinf sind

_ — , 2
AK, CK, AK, BEK, 2)

Deoarece BKy si C K, sunt simediane rezulta:

KCA B b 2 KbA . (C)2

K.B \a) "K,C \a/ '’

de unde rezulta K. A = acfb2, AKy = + _be” . dar BK = 24 COK, = 2abme (3) (vezi

a2+ 2 a2+b2
»Simediane” [15]). Din relatiile (2) si (3) rezulta:

be si sinf = be
4Rm, ~ 4ARmy’

(4)

sino =
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Din relatiile (1) si (4) rezulta

C' A" my 2 % 2

Ap (m) - (C’>
deci AA” este simediand in triunghiul A’B’C’. Analog se aratd cad BB” si CC” sunt
simediane in triunghiul A’B’C"’. O

Observatia 399 Triunghiurile ABC si A’ B'C’ care admit aceleasi simediane se numesc
triunghiuri cosimediane.

Teorema 400 Triunghiul circumpedal al punctului lui Lemoine al unui triunghi ABC
gt triunghiul ABC sunt triunghiuri cosimediane.

Demonstratie. Proprietatea este o reformulare a teoremei 397. O
Teorema 401 Doud triunghiuri cosimediane au acelasi punct al lui Lemoine.
Demonstratia rezulta din faptul ca triunghiurile admit aceleasi simediane. O

Teorema 402 Doud triunghiuri cosimediane sunt omologice, centrul de omologie fiind
punctul lui Lemoine al triunghiului ABC.

Demonstratia este evidenta. U

Teorema 403 Cercurile lui Apollonis ale triunghiului ABC intersecteaza cercul cir-
cumscris al triunghiului ABC in varfurile triunghiului cosimedian.

Demonstratie. Vezi ,Cercurile lui Apollonius” [15]. O

Teorema 404 Intre unghiurile triunghiurilor cosimediane ABC si A'B'C" au loc re-
latiile:

ctgA + ctgA’ = ctgB + ctgB' = ctgC + ctgC’' = gctgw
(w este unghiul lui Brocard).
Demonstratie. Avem:
ctgA + ctgA’ = ctgA + ctg(m — <BGC) = ctgA — ctg(<BGC),

G fiind centrul de greutate al triunghiului ABC. Teorema cosinusului aplicatd in
triunghiul BGC' da:

2 \?2 /2 \? 2 2
a2 = <3mb> + <3mc> —92. 3/ 37Me " €08 <BGC

—
. . _ b2+4c%2—5a?
sau: cos BGC = Smpme de unde

b +c* —5a®> 8Rmpym. (b +c* —5a%)- R
mpme 3abc 3abc

cth/@ =

9
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iar ctgA = Pic—a®  p Avem

abc
R b? 4 c? — ba? 2 R
ta A taAl = — |b? 2_ g2 1= TP 2 (p? 2 2y
ctgA + ctg e +c°—a 3 3 7be (b* + ¢ + a”)
Tinand cont ca:
¥4+ +a2 b2+ +a?
ctgw = = -R

4- A[ABC] N abc

rezulta: ctgA+ctgA’ = %ctgw. Analog se aratd ca ctgB+ctgB' = ctgC+ctgC’' = %ctgw.
]

Teorema 405 Doud triunghiuri cosimediane au acelasi unghi Brocard.

Demonstratie. Fie w’ unghiul lui Brocard al triughiului A’B’C’. Atunci,

2
ctgA + ctgA' = gctgw,
/ 2 /
ctgA’ + ctgA = gctgw )

de unde ctgw = ctgw’ si cum w < 30°,w’ < 30° (vezi ,Punctele lui Brocard” [15])
rezultd w = W'. O

Teorema 406 Doud triunghiuri cosimediane au acelasi cerc Brocard.

Demonstratie. Cercul lui Brocard este cercul ce are ca diametru segmentul deter-
minat de centrul cercului circumscris triunghiului si punctul lui Lemoine al aceluiasi
triunghi. Deoarece triunghiurile cosimediane au acelasi cerc circumscris si acelasi punct
al lui Lemoine rezulta ca au si acelagi cerc Brocard. U

Teorema 407 Doud triunghiuri cosimediane au aceleasi puncte Brocard.

Demonstratie. Deoarece cercul lui Brocard trece prin punctele lui Brocard 2 si
V' ale triunghiului ABC, Q si ' sunt simetrice fatd de diametrul OK (vezi ,,Cercul lui
Brocard” [15]), iar triunghiurile cosimediane au acelasi cerc Brocard, rezulta concluzia.

O
Teorema 408 Doud triunghiuri cosimediane au acelasi al doilea triunghi Brocard.
Demonstratia este evidenta deoarece varfurile celui de-al doilea triunghi Brocard

sunt picioarele perpendicularelor duse din centrul cercului circumscris triunghiului de
referintd pe simedianele triunghiului. O
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1.32 Triunghiul celor trei imagini

,Matematica este o monstruoasa tautologie.” - Bernard Shaw?*

Triunghiul A* B*C* ale cdrui varfuri sunt obtinute prin simetria varfurilor triunghiu-
lui ABC fata de laturile opuse se numeste triunghiul celor trei imagini al triunghiului
ABC (Figura 1.84).

A*

Figura 1.84: Triunghiul celor trei imagini

Teorema 409 Triunghiurile ABC gi A* B*C* sunt omologice centrul de omologie fiind
ortocentrul triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece dreptele AA*, BB* gi C'C* sunt perpendiculare pe la-
turile BC, C A, respectiv AB, rezulté ca ele sunt concurente in ortocentrul triunghiului

34 Bernard Shaw (1856 -1950) — scriitor irlandez, laureat al Premiului Nobel pentru Literaturs in
1925
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ABC, deci conform teoremei lui Desargues triunghiurile ABC gi A*B*C* sunt omo-
logice. (]

Teorema 410 Centrul cercului circumscris triunghiului celor trei imagini A*B*C*
corespunzator unui triunght ABC este simetricul centrului cercului circumscris tri-
unghiului ABC fata de punctul lui Cognitd.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Cognita” [15]. O

Teorema 411 Cercurile circumscrise triunghiurilor AB*C*, A*BC*, A* B*C trec prin
inwversul punctului lui Cognita fata de cercul circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Cognita” [15]. O

Teorema 412 Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC si A*B*C* tri-
unghiul celor trei imagini corespunzator triunghiului ABC. Cercurile circumscrise tri-
unghiurilor AOA*, BOB* si COC™* se intdlnesc intr-un punct care este inversul punc-
tului izogonal conjugat al centrului cercului lui Euler al triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Teorema lui Musselman” [15]. O

Teorema 413 (Boutte) Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Triunghiul
celor trei imagini A*B*C* este obtinut prin omotetia de centrul G si raport 4 a tri-
unghiului podar al centrului cercului lui Fuler al triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie M,, My, M. mijloacele laturilor BC,CA, respectiv AB gi
Ay, B1,C1 mijloacele laturilor MyM,., M.M,, respectiv M, M. Evident, triunghiul
A1B1Cy se obtine din triunghiul ABC' prin omotetia de centru G si raport 1/4. Fie
X omoteticul lui A* prin H(G, i) Ardtdm cid X este proiectia centrului cercului lui
Euler (Oyg) al triunghiului ABC pe BC. Cum

GA,  GX 1

GA ~ GA* 4

din reciproca teoremei lui Thales rezultd cd A1 X || AA*. Dar AA* L MM, de unde
rezultd cd A1 X 1 MyM,, deci A1 X 1 BC. Cu alte cuvinte X € BC. Evident, X este
simetricul punctului A; fata de B1Cy (care este linie mijlocie in triunghiul M, M,M.);
cu alte cuvinte punctul X apartine cercului circumscris triunghiului M,M,M., adica
cercului lui Euler. Urmeaza cd X este proiectia lui Og pe BC. Analog se demonstreaza
cd imaginile punctelor B* gi C* prin omotetia H (G, %) sunt proiectiile lui Oy pe CA,
respectiv AB. O

Observatia 414 Daca OSOgOg este triunghiul podar al centrului cercului lui Euler
al triunghiului ABC, atunci

GA*  GB* GC*

= = =4.
GOg ~ GOy~ GOg
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1.33 Triunghiuri izoliniare

»,Cel mai fericit om este acela care face fericiti un numér cdt mai mare de oameni.” - Lev
Tolstoi?®

Teorema 415 Fie doud triunghiuri ABC gi A’B'C’ in acelasi plan. Daca paralelele
duse prin A, B,C la laturile B'C’, C'A’ respectiv A’ B’ intersecteaza laturile opuse in
trei puncte coliniare c, 3,7y atunci gi paralelele duse prin A’, B', C" la BC, C A, respectiv
AB intdlnesc laturile opuse B'C',C' A" si A'B’ in trei puncte coliniare o', 3, ~'.

Demonstratie. Fie AllBllelL triunghiul determinat de dreptele Aa, BB si Cv,
iar A;B1C; triunghiul determinat de dreptele A'a’, B’ si C'+' (Figura 1.85). Din

Figura 1.85: Triunghiuri izoliniare

asemanarea triunghiurilor A’B’a’ cu CBja, respectiv C'a’ A’ cu CjaB (triunghiuri cu
laturile paralele doud céate doud) rezulta:
B Ad JC Ad
= 1 = .
aB]  aC 3 aCl aB

35Lev Tolstoi (1828-1910) — scriitor rus
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Prin impartirea relatiilor precedente se obtine:

o'B"  aBj-aB

oC" aC) - aC’

Analog, se arata egalitatile:

YA _yAyA PO PO O
VB~ 4B, -4B > FA ~ BA,-BA’

de unde rezulta ca

o’B BCT AA_ [(aBy BCT AL\ (aB BC YA\
o/C" FA B \aC] BA, 4B T

aC BA ~B

(unde s-a aplicat teorema lui Menelaus triunghiurilor AllBllCi si ABC cu transversala
a3v) si din reciproca teoremei lui Menelaus aplicatd in triunghiul A’B’C’ rezultd ca
punctele o, 3/, sunt coliniare. O

Observatia 416 Triunghiurile ABC si A’B'C’ ce indeplinesc conditiile de mai sus
se numesc izoliniare.

1.34 Triunghiuri metaparalele

»Azi facem matematica ce va fi folositd méine gi mai ales poiméine. Dacd n-am face-o azi,
poimaine ar trebui s-o importam.” — Gr. Moisil*

Teorema 417 Fie triunghiurile ABC si A'B'C’. Daca paralelele duse din A, B, C
la B'C', C'A’, respectiv A'B’ sunt concurente intr-un punct D, atunci paralelele duse
din A, B', C" la BC, CA, respectiv AB sunt concurente intr-un punct D’.

Demonstratie. Fie A(z1,11),B(22,v2),C(x3,y3),A (21, y)), B (x4, ys), C' (3, y3)-
Ecuatiile paralelelor duse din A, B, C' la dreptele B'C’, C'A’, respectiv A’ B’ sunt:

o(yy — ) —y(ey —ay) = xi(yy —vy) —yi(zy —xy),
c(yy —yy) —y(zy —xy) = x2(y; —y3) — yolo) — 3),
z(yy —yy) —y(xy — ) = x3(yy — i) — ys(xy — 2y).

Conditia de concurenta este echivalentd cu:

r1(y3 — y3) + w2(yy — y3) +23(yy — yy) = yi(xy — x3) + o2y — 23) + y3(ay — 7),

30 Grigore Moisil (1906-1973) — matematician roman, profesor la Universitatea din Iagi, membru al
Academiei Roméne
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adica
1 1 1 1 1 1
Y Y2 Ys | = | 1 T2 T3
xr1 T2 X3 Yyt Y2 Y3

Simetria relatiei precedente demonstreaza teorema .

(*)

O

Observatia 418 Triunghiurile ABC si A'B'C’ ce au proprietatile de mai sus se
numesc metaparalele sau paralelogice, iar punctele D si D' se numesc centre de meta-
paralelism (Figura 1.86). Vom nota cu ABC || A'B'C’ faptul ci triunghiurile ABC

si A’B'C’ sunt metaparalele.

Figura 1.86: Triunghiuri metaparalele

Teorema 419 Dacia ABC|| A'B'C’, ABC || B'C'A’, atunci ABC || C'B'A’.

Demonstratie. Utilizand teorema precedentd relatiile ABC || A’B'C’ si ABC ||

B’C' A’ sunt echivalente cu:

1 1 1 1 1 1

Y1 Y2 Y3 | T | L1 Ty T3 |,

T1 T2 X3 Y1 Y2 Y3
respectiv

1 1 1 1 1 1

Yo Y3 W Ty T3 I,

1 T2 X3 Y1 Y2 Y3
Din egalitatile precedente rezulta:

1 1 1 1 1 1

Ys Y2 Y1 | = | T3 Tg X1 |

Ty T2 I3 Yyr Y2 Y3

adicd ABC || C'B'A’.
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Teorema 420 Daca ABCH M1M2M3, ABCH M2M3M4, ey ABCH MnfanMl,
atunci ABC|| M, My M.

Demonstratia proprietatii se realizeaza utilizand relatia (). (]

1.35 Triunghiul pedal

,Cea mai mare dorintd a mea este si comunic gi altora pasiunea mea pentru matematica.” —

Miron Nicolescu®”

Daca M este un punct in planul triunghiului ABC, picioarele cevienelor AM, BM,
CM sunt varfurile unui triunghi M MyMs numit triunghiul pedal al lui M (Figura
1.87).

B M, c

Figura 1.87: Triunghiul pedal

Teorema 421 Triunghiul pedal al centrului de greutate al unui triunghi ABC este
triunghiul median corespunzator triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,/ Triunghiul median”. ([

Teorema 422 Triunghiul pedal al ortocentrului unui triunghi ABC este triunghiul
ortic corespunzator triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,/ Triunghiul ortic”. U

Teorema 423 Triunghiul pedal al punctului lui Gergonne al unui triunghi ABC este
triunghiul de contact corespunzator triunghiului ABC.

37Miron Nicolescu (1903-1975) — matematician roman, membru al Academiei Romane, contributii
in analiza matematica
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Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Gergonne” [15]. O

Teorema 424 Triunghiul pedal al punctului lui Nagel al unui triunghi ABC este tri-
unghiul cotangentic corespunzator triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Nagel” [15]. O

Teorema 425 Fie A'B'C’ triunghiul pedal al centrului cercului circumscris triunghiu-
lui ABC. Atunci,

AO sin2B +sin2C BO _sin 2C +sin24 CO sin2A +sin2B

OA sin 2A OB’ sin 2B ToC sin 2C
Demonstratie. Vezi ,,Centrul cercului circumscris unui triunghi” [15]. O

Teorema 426 Daca 2,282 este triunghiul pedal al primului punct al lui Brocard €}
corespunzator unui triunghi ABC, Q, € (BC),Q € (CA),Q. € (AB), atunci

2
(o) S (o) e ()

Demonstratie. Vezi ,Punctele lui Brocard” [15]. O

Teorema 427 Daca Q;Q;Qé este triunghiul pedal al celui de-al doilea punct Brocard,
Q, € (BO), Q, € (CA),Q, € (AB), atunci

BQ;_<a)2 CQ, (b\? AQ.  (b)?
Q,Cc \c¢J oA \a) QB \c)

Demonstratie. Vezi ,Punctele lui Brocard” [15]. O

Teorema 428 Triunghiul pedal al retrocentului R al unui triunghi ABC este triunghiul
podar al punctului lui Longchamps corespunzator triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Retrocentrul unui triunghi” [15]. O

Teorema 429 Triunghiul antisuplementar 1,11, si triunghiul pedal ol centrului cer-
cului inscris intr-un triunghi ABC sunt ortologice.

Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Euler” [15]. O

Teorema 430 In triunghiul ABC, fie A'B'C" triunghiul pedal al unui punct Q, astfel
incat ﬁ% = %,ga = % st é% = . Daca za, zp, zc sunt afizele punctelor A, B,C,

atunci afizul punctului @) este

z2Q =

mza +nzp + pzo
m+n+p '
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Demonstratie. Afixele punctelor A’, B’,C’ sunt

Nz + pzc MmzZA + Pzc . mz4 + nzp
RAl = — AR = — 1R = ——— -
n—+p m-+p m-+n

Fie punctul Q' <%ﬁim) . Utilizand conditia de coliniaritate a trei puncte D(zp),

E(zp) si F(zr) - anume:

zp zZp 1
ZE ZE 1= 07
zp zZr 1

rezultd fira dificultate ci punctele A, A’,Q’; B, B’,Q’; respectiv C,C’, Q' sunt coli-
niare, iar cum punctul Q" apartine celor trei ceviene AA’, BB', CC’, rezultd cd Q = Q’.
]

Teorema 431 In triunghiul ABC, fie A'B'C" triunghiul pedal al unui punct P, astfel
incdt % = 1/,% = U §i é‘% = \. Atunci, pentru orice punct din planul triunghiului

ABC este adevarata relatia:

— 1 — A — 1

—
MP= ——-—MA+ ———MB+ ———MC.
1+A+up 1+A+u 1+A+u

1

Demonstratie. Din teorema lui Ceva avem: A-v - - = 1, deci v = £ (1). Din

)
teorema lui Van — Aubel obtinem: ]f 244, = A+ u, de unde rezulta

— 1 — A —_
MP=———  MA+ 2T A, 2)
T+ A+p T+ A+p
Din Jj,’g = v rezulta
I 1 — v o —
MA" = MB + McC. (3)
1+v 1+v
Din relatiile (1), (2) si (3) rezultd concluzia. O

Consecinta 432 Cazuri particulare:

1) Dacd P = G, atunci

1 1 1

2) Dacd P = I, atunci

Mi—-—% MA+—" B+ wic

a+b+c a+b+c a+b+c

3) Daca P = O, atunci

1
sin2A + sin 2B + sin 2C
4) Daca P = H, atunci

tgA — tgB — tgC —

‘H:mA+£B+@CMA+mA+£B+mCMB+mA+£B+mCMC

— — — —
MO = (sin2A4-MA+sin2B-MB +sin2C - MC).

(pentru un triunghi nedreptunghic).
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1.36 Triunghiul anticevian

,O teorems de geometrie este o legiturd organica intre pirtile unei figuri.” — Gh. Titeica®

Fie P un punct din planul triunghiului ABC. Triunghiul anticevian A’B'C’ al
triunghiului ABC' corespunzator punctului P este obtinut astfel: A € B'C’', B €
A'C', C € B'A, iar AA' N BB'NCC’" = {P} (Figura 1.88). Punctul P se numeste
punct anticevian. Triunghiul ABC' este triunghiul cevian al punctului P in raport cu
triunghiul A’B'C".

Figura 1.88: Triunghiul anticevian

Teorema 433 Triunghiul anticevian corespunzator centrului cercului inscris (I) in
triunghi este triunghiul antisuplementar.

Demonstratie. Vezi ,/Triunghiul antisuplementar”. U

Teorema 434 Triunghiul anticevian corespunzator centrului de greutate (G) este tri-
unghiul anticomplementar.

Demonstratie. Vezi ,/Triunghiul anticomplementar”. U

Teorema 435 Triunghiul anticevian corespunzator punctului lui Lemoine este tri-
unghiul tangential.

Demonstratie. Vezi ,/ Triunghiul tangential”. U

38 Gheorghe Titeica (1873-1939) — matematician romén, profesor la Universitatea din Bucuresti,
membru al Academiei Roméne, contributii importante in geometrie
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Teorema 436 Fie A'B'C’ triunghiul anticevian al unui punct P in raport cu un tri-
unghi ABC. Bisectoarele unghiurilor triunghiului A’ B'C’ intersecteaza laturile BC, CA
st AB in punctele A", B”, respectiv C". Dreptele AA”, BB" i CC" sunt concurente.

. . . . o 1" ’ " ! . 1"
Demonstratie. Din teorema bisectoarei rezulta ﬁ,‘f‘c = Jj,AC, g? 5= ga si égB =
AC’

&g (Figura 1.89). Din teorema lui Ceva aplicatd in triunghiul anticevian A'B'C,

Figura 1.89: Drepte concurente in triunghiul anticevian

s AC'’ BA' CB' _ L
rezultd 45 - &7 - Gar = 1, de unde se obtine:

BA" CB" AC" BA' CB' AC'
A"C B"A C"B A'C B'A C'B

si din reciproca teoremei lui Ceva aplicatd in triunghiul ABC, rezultd cd dreptele
AA" BB" i CC"” sunt concurente. O

1

1.37 Triunghiuri ortogonale
»Am inchis usile ca sd nu intre gregeala. Atunci adevarul m-a intrebat: pe unde voi intra eu?”
- R. Tagore®

Doua triunghiuri se numesc ortogonale daca au laturile doua cate doua perpendicu-
lare una pe alta (Figura 1.90).

Teorema 437 Sa se construiasca triunghiul A’ B'C" avand varfurile pe dreptele suport
ale laturilor triunghiului ABC astfel incdt cele doud triunghiuri sa fie ortogonale.

39Rabindranath Tagore (1861-1941) — scriitor si filosof indian, laureat al Premiului Nobel pentru
Literatura
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Figura 1.90: Triunghiuri ortogonale

Demonstratie. Presupunem ci triunghiul A’ B’C” astfel incat A’/C' L AC, A'B' L AB,
B'C'1BC, A’ € AC,B’ € AB,C" € BC. Construim perpendicularele pe laturile tri-
unghiului ABC in varfurile acestui triunghi si fie A3B1C triunghiul obtinut prin
intersectiile acestor perpendiculare. Avem A;C11AC,A1B11AB,BC11BC.

Repetand procedeul de mai sus, obtinem triunghiul Ay BoCs cu AsCy L A1CY, Ao Bo 1 A1 By,
ByCo L B1C1. Se observa AsCsy || AC, A3Bsy || AB, B2Csy || BC. Se poate considera cd
triunghiul AsB2Cs se obtine din triunghiul ABC' printr-o omotetie. Fie O centrul
acestel omotetii, centru care se afld la intersectia dreptelor AAs, BBo, CC5. In mod
analog se observi cid A;B1Cy se poate obtine din A’B’C’ printr-o omotetie si deoarece

OA  OA
O4; ~ 04,

rezultd ca omotetia are acelasi centru O.

Din cele prezentate rezulta procedeul de constructie a doua triunghiuri ortogonale:

i) se construiegte triunghiul A; B1Cy;

ii) se construiegte triunghiul AsByCo;

iii) unim A cu Az, B cu Bs si se determind centrul omotetiei O;

iv) unim apoi O cu Ay, By, Cy si la intersectia cu dreptele suport ale laturilor ABC
gasim punctele A’, B', C' care sunt varfurile triunghiului ciutat.

Constructia de mai sus este valabila indiferent de natura triunghiului. O
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1.38 Triunghiul lui Titeica - Carnot

,Titeica era plin de vioiciune, fericit sd-mi vorbeasca despre cadminul sau, radiind, cu privirea sa
luminoass si discrets, aceeasi magnifici sinitate morali... Intelegeam ci in el se reuneau con-
tinuu preocuparea datoriei de implinit si o euforie izvorata din constiinta datoriei implinite...”
— Henri Lebesgue!?

Fie H ortocentrul triunghiului ABC si Oy, Op, O, centrele cercurilor circumscrise
triunghiurilor BCH, ACH, ABH. AO,O,0. se numeste triunghiul Titeica - Carnot,
iar cercurile circumscrise triunghiurilor BHC, AHC, AH B se numesc cercurile Titei-
ca'! - Carnot (74), (T), (T¢)-

Tc Tb

Ta

Figura 1.91: Triunghiul lui Titeica - Carnot

Teorema 438 Cercurile circumscrise triunghiurilor BHC, AHC si AHB sunt congru-
ente cu cercul circumscris triunghiului ABC.

“9Henri Lebesgue (1875-1941) — matematician francez, contributii importante in analiza matematicd
! Gheorghe Titeica (1873 — 1939) - matematician, membru titular al Academiei Romane din 1913.
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Demonstratie. Fie A’, B, C' mijloacele segmentelor AH, BH,CH, H,, Hy, H,. pi-
cioarele inaltimilor triunghiului ABC, O centrul cercului circumscris triunghiului ABC
si O simetricul lui O fatd de BC' (Figura 1.91). Atunci,

AH =00, si AH | 00,
de unde rezulta c& patrulaterul OO, H A este paralelogram. Deci,
HO, = OA(= R) (i)
si cum OCO,B este romb rezulta ca
0,C =0,B=0C=0B(=R). (ii)
Din relatiile (i) si (ii) rezulta ca
0.C =0,B=0,H(=R),
deci O; este centrul cercului circumscris triunghiului BHC, adica
0, = 0,.

Analog, Oy si O, sunt simetricele lui O in raport cu laturile AC, respectiv AB. Cercul
circumscris triunghiului BH C' este congruent cu cercul circumscris ABC. Analog, cer-
curile circumscrise triunghiurilor AHC gi AH B sunt congruente cu cercul circumscris
triunghiului ABC. (]

Observatia 439 Laturile triunghiului Titeica contin punctele lui Euler (A’, B',C")
ale triunghiulut ABC. Distantele de la centrul cercului circumscris triunghiului ABC
la centrele Og, Oy, O sunt egale cu AH, BH, respectiv CH. Centrele cercurilor Titeica
sunt simetricele centrului cercului circumscris (O) al triunghiului ABC' fata de laturile
triunghiului ABC. Punctul H este centrul cercului circumscris triunghiului Titeica.

Teorema 440 Triunghiurile O,0p0,. i ABC sunt congruente.

Demonstratie. Cum BO,CO si AOCOy sunt romburi rezulta: BO, || OC || AO,
si BO, = OC = AO,(= R), deci patrulaterul ABO,O; este paralelogram, adica
AB = 0,0y. Analog, AC = 0,0, si BC = 0,0,, triunghiurile 0,00, si ABC sunt
congruente. ([

Teorema 441 Triunghiurile O,0,0. si ABC sunt omotetice.

Demonstratie. Solutia 1. Fie Og mijlocul segmentului OH. Atunci, triunghiul
0,030, se obtine prin omotetia de centru Og si raport -1, a triunghiului ABC.

Solutia 2. Deoarece O,O||AB,O0,O.||BC si O,0:||AC, iar triunghiul ABC' si
0,040, sunt congruente, rezultd ca triunghiurile sunt omotetice. Alegem un reper
complex cu originea in centrul cercului circumscris triunghiului ABC, O(0). Notdm cu
a,b,c, h,o1,02,03 09 afixele punctelor A, B,C, H, O, O, respectiv O.. Atunci, H(a +
b + ¢), iar centrul cercului lui Euler Og (%b*c) Patrulaterele AO.HOy, BO,HO,,
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COyHO, fiind paralelograme rezultd a + h = 03 + 02,b+ h = 01 + 03, c+ h = 01 + 02,
de unde 01 + 03 + 03 = 2(a + b+ ¢) = 4oy, 01 = 4og — (a + 209) = 209 —a = b+ ¢,
0y =209 —b=a+c, 03 =209 —c=a-+b. Deoarece ;1_%09 = —1 € R rezulta ca

punctele A, Og, O1 sunt coliniare. Analog, B, Og,Os si C,Og, O3 sunt coliniare, deci
centrul de omotetie dintre triunghiurile ABC, 010503 este centrul lui Euler. U

Teorema 442 Centrul cercului lui Euler ol triunghiului ABC' este mijlocul segmentelor
AO,, BOy, CO..

Demonstratie. Din ﬁ = —1rezultd |a — og| = |og — 09/, adicd AOg = OgO,.
Analog, BOg = 09Oy si COg = OgOe. O

Teorema 443 Triunghiurile O,0p0. si ABC au acelasi cerc al lui Euler si aceeasi
dreapta a lui FEuler.

Demonstratie. In triunghiul 0,0,0., O este ortocentrul siu, iar H este centrul
cercului circumscris, deci are aceeasi dreaptd Euler cu triunghiul ABC si evident
acelagi cerc al lui Euler. O

Teorema 444 Cercurile lui Titeica-Carnot sunt simetrice cercului circumscris tri-
unghiului dat in raport cu laturile corespunzatoare.

Demonstratie. Deoarece H apartine cercului circumscris triunghiului BHC, si-
metricul lui H fatd de BC apartine cercului circumscris triunghiului ABC, iar cercurile
circumscrise triunghiurilor BHC gi ABC' sunt congruente, rezulté cé cele doud cercuri
sunt simetrice fatd de BC. O

Teorema 445 Fie Ay, B1,Cq punctele de intersectie dintre bisectoarele interioare ale
triunghiurilor A, B, respectiv C' cu cercul circumscris triunghivlui ABC. Triunghiul
010203, avand varfurile in centrele cercurilor Titeica- Carnot ale triunghiului A1 B1Cy
este omologic cu triunghiul ABC, centrul de omologie fiind un punct al lui Kariya al
triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Kariya” [15]. O

Teorema 446 Fie H ortocentrul unui triunghi ABC,(7q), (Ts), (T¢) cercurile Titeica-
Carnot corespunzatoare triunghiului ABC, iar Ay si A. al doilea punct de intersectie
dintre cercul (1,) cu laturile AC respectiv AB. Analog se definesc punctele B, si By,
respectiv Cq, st Cy, determinate de intersectiile cercurilor (1y), respectiv (1) cu laturile
corespunzatoare ale triunghiului ABC. Ortocentrul triunghiului ABC' este centrul cer-
curilor circumscrise triunghiurilor AAyA.,BB:.B,,CC,Cy.

Demonstratie.Avem
m(HAH,) = 90° — m(H.HA) = 90° — m(H,HC) = m(HCH,) (i)

In cercul (74),
_ 1~

m(BA.H) =m(HCB) = im(BH) (ii)
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Figura 1.92: H este centrul cercului circumscris triunghiului AA,A,

Din relatiile (i) si (ii) rezulta HAB = AAH , deci triunghiul AH A, este isoscel, de
unde AH = HA, (iii). Analog se aratd c& AH = HA; (iv). Din relatiile (iii) si (iv)
rezultd

AH = HA. = HA,,

deci H este centrul cercului circumscris triunghiului AA,A.. Analog, se aratd cd H
este centrul cercului circumscris triunghiurilor BB.B, si CC,C; (Figura 1.92). O

Teorema 447 Fie O, centrul cercului Titeica-Carnot (14) i HoHyH, triunghiul ortic
al triunghiului ABC. Atunci: BO,1 H,Hy si CO,1LH.H..

Demonstratie. Daci O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, atunci
OC1H,H, (i) (vezi [15, § IIL.1]) (Figura 1.92). Patrulaterul BOCO, fiind un romb -
datoritd faptului ca O, este simetricul lui O fatd de BC - rezultd BO, || OC (ii). Din
relatiile (i) si (ii) rezulta cad BO, L H,Hy. Analog, se aratd CO, LH,H.. O

Observatia 448 Analog se arata ca AOy, L HyH,, COy1 HyH., AO.1 H.H,, BO.1H.Hp.

Teorema 449 Tangentele duse in ortocentrul H al unui triunghi ABC la cercurile
Titeica-Carnot (14), (Tp), (T¢) intersecteaza laturile BC, CA, respectiv AB in trei puncte
coliniare.

Demonstratie. Fie A, B’, C’ punctele determinate de intersectiile dintre tangen-
tele si laturile triunghiului, iar A”, B”, C" al doilea punct de intersectie dintre dreptele
AH, BH, CH cu cercul circumscris triunghiului ABC (Figura 1.93). Avem

m(<BCC") = m(<BB"C") = %m(BC”)
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Figura 1.93: Tangente in H la cercurile lui Titeica

si cum A’H este tangentd cercului (Ca) rezultd m(<A’HB) = m(<HCB), de unde
<A’HB = <C"B" B, deci dreptele A’H gi B”"C" sunt paralele. Fie {M} = B"C"NBC.
Din asemanarea triunghiurilorA’BH cu MBB"si A'/HC cu MCC" rezultid: 45 —

BH . A'C _ HC d d MA
HB" $! MA7 = HC7, 46 unde
A'B _BH HC"
A'C  HC HB"
Analog, se arata ca
B'C CH HA” . C'A AH HB"
= . 1 = . .
B'A~ HA HC" ® C'B~ HB HA"
Atunci ﬁjg . gig . g:g =1, deci punctele A’, B’, C' sunt coliniare. O

Teorema 450 Fie C,CyC. triunghiul de contact al triunghiului ABC. Ortocentrele

triunghiurilor ACyC., BC,C., CC,Cy sunt centrele cercurilor Titeica-Carnot ale tri-
unghiului CyCpC.

Demonstratie. Fie C’CC; si CbC’é inaltimi in triunghiul AC,C, si H1 ortocentrul
triunghiului AC,C,.. Atunci CCC; | ICy si C’bCé | IC., deci patrulaterul IC,H1C, este
paralelogram (Figura 1.94). Cum IC. = ICj rezulta ca patrulaterul IC,H,C, este
romb, deci H; este simetricul centrului cercului circumscris triunghiului de contact
fata de latura CpC,., ceea ce aratd ca H; este centrul cercului Carnot corespunzator
laturii CpC,.. Analog, se aratd ca ortocentrele triunghiurilor BC,C, si CC,C} sunt
centrele cercurilor Titeica-Carnot corespunzatoare laturilor C,C., respectiv C,C,. O
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Figura 1.94: Cercurile Titeica-Carnot ale triunghiului de contact (1)

Teorema 451 Fie H ortocentrul unui triunghi ABC, H,HyH, triunghiul ortic { H,} =
AHaﬂHbHc,{HQ} = BHbﬂHaHC,{Hg} =CH.NH.Hy. Dreptele HyHs, H3H,, H1Ho
sunt azele radicale dintre cercul lui Euler al triunghiului ABC gi respectiv cercurile
Titeica-Carnot (14), (Tp), (Tc).

Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Euler” [15]. O

Teorema 452 Triunghiul avind varfurile in centrele cercurilor Titeica-Carnot gi tri-
unghiurile avdnd varfurile in punctele unde inaltimea triunghiuvlui dat intersecteaza
cercul sau circumscris sunt omologice, centrul de omologie apartindnd acestui cerc
CISCUMSCTIS.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Kariya” [15]. O

Teorema 453 Fie I centrul cercului inscris intr-un triunghi ABC si H,HyH. tri-
unghiul sau ortic. Centrele cercurilor inscrise in triunghiurile AHyH., BH.H,, CH,H,
sunt centrele cercurilor Titeica-Carnot corespunzatoare triunghiului de contact CoCyC,
al triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie M proiectia lui B pe bisectoarea CI si {A1} = H.M N Al
Avem:

AH.H,=ACB si MH,A=MCB(= %mg@))

(deoarece patrulaterele H.H,CB si H.MC B sunt inscriptibile) (Figura 1.95) de unde
rezulta ca

m(AHLA) = m(AHN) = %m(Aﬁb),

deci H.A1 este bisectoarea unghiului Aﬁb. Cum AA; este bisectoarea unghiului A,
rezultd cd Aj este centrul cercului inscris in triunghiul AH.Hj. Dar
1 1

m(TAM) = m(ATAH) + m(AHoA) = 5m(A) + Sm(C)
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C

a

Figura 1.95: Cercurile Titeica-Carnot ale triunghiului de contact (2)

si

m(MTAy) = m(MTA) = m(TAC) + m(ICA) = %m(/l) + %m(é),

de unde rezulta ca o -
TAIM = MIA;.

Aratam ca punctul M apartine dreptei C.Cy. Fie {M1} = CI N C.Cy. Avem:
_ 1~ .
m(BIM,) = i[m(B) +m(C)]

(ca unghi exterior triunghiului BIC), m(m) = 90° — Im(A). Patrulaterul IC,AC;
este inscriptibil, deci m(m) = %m(fl), de unde

. 1 .
m(BC.My) = 90° + im(A).
Astfel, . .
m(BC.M;) + m(MIB) = 180°,
adica patrulaterul BC. M1 este inscriptibil, deci
m(BMyI) = m(BC.I) = 90°,

de unde rezultd cad M este proiectia lui B pe bisectoarea C1, adica M; = M. Deoarece
AI1CYCoy M € CyC, si triunghiul M A1 1 este isoscel, rezulta ca punctele Ay si I sunt
simetrice fatd de latura C.Cj, deci A1 este centrul cercului Titeica-Carnot corespun-
zator laturii C.Cp a triunghiului de contact. (|
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Teorema 454 Triunghiul A’B'C’ este triunghiul median al triunghiului lui Titeica-
Carnot Og,040,.

Demonstratie. Deoarece AA' = A'H si
O:A=0.H = 0pA=0OpH
rezultd cd patrulaterul AO.HOp este romb, deci
O.A' = A0y,

adicd A’ este mijlocul segmentului O.0p. Analog, se aratd cd B’ si C’ sunt mijloacele
segmentelor O,0, si O,0p. O

Teorema 455 Triunghiul A”B"C" avand ca varfuri punctele unde mediatoarele la-
turilor triunghiului ABC' intersecteazd a doua oard cercul lui Fuler al triunghiului
ABC este triunghiul ortic al triunghiului lui Titeica-Carnot.

Demonstratie. Deoarece BC||O,O, si M, A" 1 BC, iar A” € 0,0, (vezi ,,Cercul
lui Euler” [15]), rezultd cd O, A” este indltime in triunghiul lui Titeica-Carnot. Analog
se arata cd OpB” si O.C” sunt inaltimi in triunghiul O,0;0.. O

Teorema 456 Triunghiul A’B'C’ (determinat de punctele euleriene ale triunghiului
ABC) si triunghiul A" B"C" (avand ca varfuri punctele unde mediatoarele triunghiu-
lui ABC' intersecteazd a doua oard cercul lui Euler al triunghiului ABC) sunt doud
triunghiuri S.

Demonstratie. Vezi ,/Triunghiuri Ortopolare”. U

Teorema 457 Triunghiul avind varfurile in centrele cercurilor Titeica-Carnot gi tri-
unghiurile avdnd vdrfurile in punctele unde inaltimea triunghiului dat intersecteaza
cercul sau circumscris sunt omologice, centrul de omologie apartindnd acestui cerc
CISCUMSCTIS.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Kariya” [15]. O
Teorema 458 Fie 0,00, triunghiul lui Titeica-Carnot al unui triunghi ABC si
H HyH. triunghiul ortic al triunghiului ABC. Dreptele O,H,, OyHy, O.H. sunt con-

curente.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Hexyl” [15]. O
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1.39 Triunghiul lui Lucas

»2Matematica reprezinta in sine o colectie de rezultate, care pot fi aplicate la orice.” - Bertrand
142

Roussel

Pe latura BC a triunghiului ABC' in exterior se construieste patratul BC'CyBj.
Fie {M} = AB1NBC si {N} = AC) N BC. Fie P si @ punctele de intersectie dintre
perpendicularele ridicate din N gi M pe latura BC i laturile AC, respectiv AB (Figura
1.96).

Figura 1.96: Triunghiul lui Lucas

Teorema 459 Patrulaterul MNPQ este patrat.

Demonstratie. Din aseméandrile triunghiurilor AQM si ABB1; APN si ACCh;
APN si AB1C1 rezulta:

AM ~MQ AQ AN NP AP MN AM AN )
AB, BBy AB’ AC; CC, AC’ BiC; ABy ACy’

*?Bertrand Russell (1872 - 1970) — filosof, logician si matematician englez, laureat al Premiului
Nobel pentru literatura
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de unde g—g = év—CPl si cum BBy = CCq, rezulta M@Q = NP. Deoarece MQ || NP si
MQ1BC, NP1 BC rezulta ca patrulaterul M N PQ este dreptunghi. Atunci,

PQ || BC si PQ = MN. (2)
Din relatiile (1) si (2) rezulta:
AQ QP MN QM
AB BC BC BB
(si cum BC = BBj), de unde M N = QM, deci patrulaterul M N PQ este patrat. [
Observatia 460 Cercul circumscris triunghiului APQ se numesgte A — Lucas®®. Ana-

log, se definesc cercurile B — Lucas si C' — Lucas. Fie La,Lp, Lo centrele cercurilor
Lucas. Triunghiul LaLpLc se numeste triunghiul lui Lucas.

Teorema 461 Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului ABC si R raza cercului

circumscris acestui triunghi. Patratul MNPQ are latura de lungime egald cu —S5-

1+ be

Demonstratie. Fie A’ piciorul indltimii duse din A (Figura 1.96). Din aseménarea
triunghiurilor AQP si ABC rezulta:

AQ AP QP

¢ b a
de unde AQ = ¢I, AP = gl, (PQ = 1), iar din asem&narea triunghiurilor BQM si
BAA’ rezultd 22 = @M e unde

)

AB T AAD
C
coul_ L
c ha
si de aici
I a-hg
a+ hg
2-A . v
Dar h, = % = i‘f}% = 26—1%, de unde rezulta
a
L= 1+ 2aR
be
Teorema 462 Razele cercurilor A — Lucas, B — Lucas si C — Lucas sunt egale cu:
Ry=—L - Rp=-—L— respectiv Rc = —L&+.
AT IR BT TR TP O R

Demonstratie. Deoarece triunghiurile APQ si ABC' sunt omotetice, centrul
omotetiei fiind punctul A si raportul de omotetie fiind egal cu

l 1
P 2aR
a 145
(conform proprietdtii precedente) rezulta ca R—é‘ = é, de unde
R
Ry=—5—+.
2aR
1+ 52
Analog se determiné lungimile celorlalte doud raze. O

3 Francois Lucas (1842-1891) — matematician francez, contributii in teoria numerelor
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Teorema 463 Cercul circumscris triunghiului ABC si cercurile lui Lucas sunt tan-
gente interior.

Demonstratie. Deoarece triunghiurile AQP si ABC sunt omotetice (Figura 1.97),
A

—

B

Figura 1.97: Cercurile lui Lucas

prin omotetia de centru A si raport Hﬁ rezulta ca cercurile circumscrise acestor
be

doud triunghiuri se corespund prin omotetia considerata, deci cercurile sunt tangente
interior. ([

Observatia 464 Raportul de omotetie poate fi considerat si sub forma R—é*. Analog se

arata ca cercurile B — Lucas gi C' — Lucas sunt tangente interior cercului circumscris
triunghiului ABC.

Teorema 465 Cercurile lui Lucas sunt tangente doud cdte doud.

Demonstratie. Avem: OLg = OB — LgB = R — Rp, OLc = R — R¢ si
m(<BOC) = 2m(<«BAC) (Figura 1.98). Aplicand teorema cosinusului in triunghiul
OLpL¢ rezulta:

LgL% = OL% + OL% —20Lp - OL¢ - cos(<LgOLc).
Cum OLg =R B OLCZR—H_%735i
ab

- 20R
1+ ac

— R b2 2 9
COS(<ILBOLC) = cos2A = 2(}052 A—-1=2 <—i—ca) 1

2bc

rezulta
2R(abc + b*R + c*R) - a

(ac+ 2bR)(ab + 2cR)

deci cercurile B — Lucas si C' — Lucas sunt tangente. Analog, se aratd ca cercurile A
— Lucas si C' — Lucas, respectiv B — Lucas si A — Lucas sunt tangente. O

LpLc = = Rp+ Rc¢,
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Figura 1.98: Cercurile lui Lucas sunt tangente doud cate doua

Teorema 466 Laturile triunghiului Lucas au lungimile Ra+ Rp, R+ Rc, Ro+ Ra.
Demonstratia este o consecintd a proprietétii precedente. U
Observatia 467 Fie Ty, Ts,Tc punctele de tangenta dintre cercurile lui Lucas. Tri-

unghiul ThATpTo se numegte triunghiul tangentelor Lucas. Cercul circumscris triunghiu-
lut TATgTc se numeste cercul radical al cercurilor Lucas.
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1.40 Triunghiul lui Fuhrmann

,2Dacd cineva vrea sa determine cu un cuvant laconic si expresiv esenta matematicii, acela
444

trebuie s& spund, ca este o stiintd despre infinit.” - Henri Poincaré

Fie C cercul circumscris triunghiului ABC'. Triunghiul lui Fuhrmann al triunghiului
ABC este triunghiul F4FpF¢o ale carui varfuri sunt simetricele mijloacelor arcelor
BC, AC, respectiv AB, considerate in cercul C, fatid de laturile triunghiului ABC
(Figura 1.99). Cercul circumscris triunghiului lui Fuhrmann se numegte cercul lui
Fuhrmann. Centrul cercului lui Fuhrmann (F) se numeste punctul lui Fuhrmann
(F). Fie A’, B', C' mijloacele arcelor BC, AC, respectiv AB si M,, M, M. mijloacele

laturilor triunghiului ABC, iar O centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Figura 1.99: Triunghiul lui Fuhrmann

Teorema 468 Dreptele A'Fy, B'F,C'Fo sunt concurente in centrul cercului circum-
seris triunghiului ABC..

Demonstratie. Deoarece OA’ L BC rezultd ca F4 A’ L BC, deci O € A'F4. Analog
OcBFgsiOeCFo 0

Teorema 469 Triunghiul ABC si triunghiul Fuhrmann FaxFgF¢o al triunghiului ABC
sunt ortologice.

*Henri Poincaré ( 1854 -1912) — matamatician si fizician francez, contributii importante in toate
ramurile matematicii
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Demonstratie. Deoarece FAA' 1 BC,FgB' L AC si FcC'1 AB,iar FAA', FgB', FcC'
sunt concurente in centrul cercului circumscris triunghiului ABC, rezulta ca triunghiul
FAFpF¢ este ortologic cu triunghiul ABC. U

Teorema 470 Perpendicularele duse din A, B si C pe laturile FgF¢, FaFc, respectiv
FpFa ale triunghivlui Fuhrmann sunt concurente intr-un punct P.

Demonstratie. Deoarece relatia de ortologie dintre doua triunghiuri este sime-
tricd, rezultd (conform proprietatii precedente) ca triunghiul ABC' este ortologic cu
triunghiul Fuhrmann, deci perpendicularele duse din A, B si C' pe laturile FpFe,
F 4 Fe, respectiv FgFy sunt concurente intr-un punct P. O

Teorema 471 Cercurile avdnd centrele in varfurile Fa, Fg, Fo si trec prin punctele
B si C, Cgi A, respectiv A si B sunt concurente in punctul P.

Demonstratie. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC. Fie (,,(, ¢,
cercurile circumscrise triunghiurilor BIC,CTA respectiv AIB, iar C;, Q;,, C; cercurile
avand centrele in punctele Fiu, Fig, Fo si trec prin punctele B gi C, C si A, respectiv
A si B (Figura 1.100).

Conform teoremei lui Catalan, centrele cercurilor (,, (p, ¢, sunt mijloacele arcelor
BC, AC, respectiv AB ale cercului circumscris triunghiului ABC'. Cercurile (, si C;
sunt simetrice fata de BC'; ¢}, si ¢ 2, sunt simetrice fata de CA; (. si ¢ ; sunt simetrice fata
de AB. Atunci conform teoremei lui Schoute cercurile ;, C;), ¢ /c sunt concurente intr-
un punct @, linia centrelor fiind perpendiculara pe axa radicald a cercurilor; rezulta ca
FoFp, FaFo, FoAFp sunt mediatoarele segmentelor AQ, BQ, CQ si conform teoremei
precedente rezulta ca punctele P si () coincid, deci cercurile C;, C;, ¢ ; sunt concurente
in punctul P. U

Teorema 472 Fie I, centrul cercului A - exinscris corespunzitor triunghiului ABC,
I(; simetricul lui I, fata de BC'. Daca P este punctul de concurentd al cercurilor
¢ ;, ¢ ;), ¢ IC (avdnd centrele in varfurile triunghiului Fuhrmann gi trec prin punctele (B, C),
(C, A) respectiv (A, B)), atunci punctele P, A i I, sunt coliniare.

Demonstratie. Fie A’ mijlocul arcului BC' al cercului circumscris triunghiului
ABC sgi I centrul cercului inscris in triunghiul ABC. Punctele A, I, A’ si I, sunt
coliniare (vezi “Cercurile exinscrise” [15]) iar A’ este centrul cercului circumscris pa-
trulaterului BIC1, (adicd cercul (,) (Figura 1.100). Cum cercurile ¢, si C/a sunt
simetrice fata de latura BC| rezulta ca punctul [ (; apartine cercului C;. Fie Hy si He
ortocentrele triunghiurilor IBC, respectiv IAB, iar A” al doilea punct de intersectie
dintre cercul (; si dreapta BC.

Conform proprietatii prin care simetricele ortocentrului unui triunghi fata de la-
turile acestuia apartin cercului circumscris triunghiului, rezulta c& simetricul lui H4
fata de BC' apartine lui ¢, si deci H4 apartine lui (;. Analog H, € C/C. Evident [
este ortocentrul triunghiului AH.B. Simetricul siu fatd de AB apartine cercului (;.
Avem:

<AH.B=<AA"B <: ;m(@)> : (1)
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Figura 1.100: Cercuri cu centrele in varfurile triunghiului Fuhrmann

iar unghiurile <AH.B si <AIB sunt suplementare ([ fiind ortocentrul lui AH.B).
Datorité simetriei rezultd <I,CB = <BC1,, iar in ¢, avem: <BCI, = <BII, (2), de
unde <BCI, = «BII,. Cum

m(<AH.B) + m(<AIB) = 180°
si
m(<BIA) +m(<BII,) = 180°

rezultd m(<AH.B) = m(<BIl,), adicd <AH.B = <BII, (3). Din relatiile (1) - (3)
rezulta
<AA"B = «BCI,,

.y ! . v v . 4 LI S
adicd AA" || C1I,, relatie care aratd cd punctele P, A si I, sunt coliniare (deoarece in
oL
Ce si ¢, avem

m(<BPA) = 180° — m(«BA" A) = 180° — m(<BCI,) = m(<BPL,),

. .o N . . o o .o ..
iar cum A gi [, se afld in acelagi semiplan fatd de PB rezultd P, A si I, coliniare). O
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Observatia 473 Analog se aratia ca simetricele Ill) st I; ale centrelor cercurilor B-
exinscris, respectiv C- exinscris fata de CA si AB sunt coliniare cu punctele P gi B,
respectiv P gi C.

Teorema 474 (Stevanovic) Ortocentrul triunghiului lui Fuhrmann corespunzator tri-
unghiului ABC' este centrul cercului tnscris in triunghiul ABC.

Demonstratie. Pastrand notatiile de mai sus, fie {A1} = Al, N BC, M, mijlocul
laturii BC' si {D,} = I,I, N BC (Figura 1.100). Datoritd simetriei fatd de BC,
rezulti c& punctele Ay, Fusi I, sunt coliniare. Dar IM, || AD, (vezi ,Punctul lui
Cergonne”- teorema lui Poncelet [15]) si MyF4 || DyI,. Din reciproca teoremei lui
Desargues aplicata triunghiurilor IFAM, si AI;Da avand centrul de omologie Ay -
rezulta AI; || IF4. Conform teoremei 470 rezultd PI(;J_FBFC, adicd IF4LFgFe,
analog I Fg Ll FaF¢c , deci I este ortocentrul triunghiului lui Fuhrmann. O

Teorema 475 Daca afizul cercului circumscris triunghiului ABC este in originea
reperului complex , atunci afixul punctului lui Fuhrmann este egal cu

. 24(2p —a) + 25(2p — b) + zc(2p — ¢)
2p ’

Demonstratie. Notdm cu zx afixul punctului X. Afixul centrului cercului A-

exinscris este
L cla+b)zc + (b—a)laza + bzp] (1)
fa = (a+b)(b+c—a)

(vezi,, Triunghiul cotangentic” [15]), iar afixul centrului cercului inscris in triunghiul
ABC este

aza + bz + czo @)
a+b+c

Deoarece A’ este mijlocul segmentului I, (vezi ,Cercurile exinscrise” [15]) rezulta
Z4r = Z”L% (3). Cum M, este mijlocul segmentului A’'F4 rezultd

Z] =

21 + 21,

2F, = 22M, — 24 = 2B+ 20 — 5

Analog se determina afixele punctelor Fp si F¢, de unde rezultd afixul centrului de
greutate al triunghiului FaFpFe:

o = Fa et 2R za(4p —a) + zp(4p — b) + zc(4p — ¢)
e 3 o 6p '

Deoarece I este ortocentrul triunghiului Fy FgFo rezultd IGp = 2GpF (unde F este

centrul cercului lui Fuhrmann), deci zg, = %, de unde rezulta concluzia. O
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Teorema 476 Centrul cercului lui Fuhrmann corespunzator unui triunghi ABC este
mijlocul segmentului HN, unde H si N sunt ortocentrul, respectiv punctul lui Nagel
al triunghiului ABC.

Demonstratie. Alegem un reper complex cu originea in centrul cercului circum-
scris triunghiului ABC'. Atunci,

ZH = 2A+ 2B+ Z2c,
I 24(2p —a) + z5(2p — b) + zc(2p — c)’
2p
o = A= a)+2pp-b)+a0p -0
p
Deoarece @ = zp rezulta concluzia. O

Teorema 477 Punctul lui Nagel gi ortocentrul unui triunghi ABC apartin cercului
lui Fuhrmann corespunzator triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece |z — 2p| = |2y — 2p| = |2p — 25, |, adicA HF = NF =
FFy rezulta ca H si N apartin cercului lui Fuhrmann. ([

Observatia 478 Punctele H st N sunt diametral opuse in cercul lui Fuhrmann.

Teorema 479 Raza cercului lui Fuhrmann corespunzator triunghiului ABC are lungimea
egald cu lungimea segmentului OI, unde O gi I sunt centrele cercurilor circumscris,
respectiv inscris in triunghiul ABC.

Demonstratie. Deoarece HN || OI si HN = 201 (vezi,Punctul lui Nagel” [15]),

rezultd )
Rp = §HN =0I =+ R?2—-2Rr.

Observatia 480 Patrulaterul IONF' este paralelogram.

Teorema 481 Centrele cercurilor lui Euler ale triunghiului ABC' gi triunghiului lui
Fuhrmann coincid.

Demonstratie. Alegem un reper complex cu originea in centrul cercului circum-
scris triunghiului ABC, deci zop = 0. Atunci, afixul centrului cercului lui Euler al
triunghiului ABC este

ZH+ 20 2a+ 2B+ ZC
2 2 '

209 =

Afixul centrului lui Euler al triunghiului lui Fuhrmann este zor = Bebit iy

0
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Consecinta 482 Raza cercului lui Fuler a triunghiului lui Fuhrmann este egald cu
jumdatate din lungimea segmentului O1.

Teorema 483 Fie FAFpF¢ triunghiul lui Fuhrmann corespunzator unui triunghi ABC.
Cercurile circumscrise triunghiurilor FAoBC, FpCA, FcAB, FoFpFo sunt concurente
in ortocentrul triunghiului ABC'.

Demonstratie. Fie H; simetricul ortocentrului H fatd de BC (Figura 1.101);
punctul H; apartine cercului circumscris triunghiului ABC. Deoarece patrulaterele

A
Figura 1.101: F4 FpF triunghiul lui Fuhrmann

BHFAC si BH1 A'C sunt congruente, iar BH A'C' este inscriptibil rezultd ca si patru-

laterul BH F4C' este inscriptibil, H apartine cercului circumscris triunghiului £4BC.

Analog se aratd cd H apartine cercurilor circumscrise triunghiurilor FgCA si FoAB.
Cum H apartine si cercului circumscris triunghiului F4 FpF¢, rezulta concluzia. [

Teorema 484 Simetricul centrului cercului circumscris unui triunghi ABC' fata de
punctul lui Spieker al triunghivlui ABC' este punctul lui Furhmann.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Spieker” [15]. O
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1.41 Triunghiul lui Lionnet

»Stiintele matematice, stiintele naturale si stiintele umanitare pot fi numite, respectiv si stiinte
supranaturale, stiinte naturale si stiinte nenaturale.” - L. D. Landau*®

Teorema 485 Pe laturile unui triunghi ABC' se construiesc in exterior triunghiurile
A'BC,AB'C, ABC" asemenea cu ABC. Cercurile circumscrise acestor triunghiuri au
un punct comun D.

Demonstratie. Din conditia de asemanare rezulta
m(<BA'C) = m(aBAC), m(<CBA") = m(x<CBA), m(<ACB) = m(<AC'B).

Fie D punctul de intersectie dintre cercurile circumscrise triunghiurilor ABC’ si AB'C
(Figura 1.102). Atunci, m(<ADB) = 180° — m(<C),m(<ADC) = 180° — m(<B)

" K
NS
%%‘\
B C

Figura 1.102: Triunghiul lui Lionnet

m(<BDC) = 360° — [180° — m(<C) + 180° — m(<(B)]
= m(<B)+m(<C) = 180° — m(<A)
= 180° — m(<«BA'C)

1. D. Landau (1908-1968) —fizician rus, laureat al Premiului Nobel pentru Fizici in anul 1962
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deci punctul D apartine cercului circumscris triunghiului BA'C. O

Fie L1, Lo, L3 centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor A’BC, AB'C, ABC".
Triunghiul Ly Lo L3 se numeste triunghiul lui Lionnet corespunzétor triunghiului A BC.
Cercul circumscris triunghiului L1 Lo L3 se numeste cercul lui Lionnet.

Teorema 486 Triunghiurile A’B'C" gi L1LoLs sunt omologice.

Demonstratie. Deoarece m(<BDA) = 180°—m(<C), m(<BDA") = m(<BCA’) =
m(<C), rezultd ci
m(<BDA) + m(<BDA’) = 180°,

deci punctele A, D, A’ sunt coliniare. Analog se arata ci B, D, B, respectiv C, D,C’
sunt coliniare, deci D este centrul de omologie dintre triunghiurile ABC si A’B'C’.0J

Teorema 487 Triunghiurile A'B'C" si L1LoL3 sunt ortologice.

Demonstratie. Deoarece AD este axa radicald a cercurilor circumscrise triunghiu-
rilor AB'C' si ABC' rezulta AD 1 LoL3z deci AA’ L LoLs. Analog, BB’ 1 L1L3si CC'1LqLo,
iar cum AA' N BB’ N CC’ = {D}, rezultd cd D este un centru de ortologie, celilalt
fiind centrul cercului circumscris triunghiului ABC. (]
Teorema 488 Triunghiului lui Lionnet L1LoL3 este asemenea cu triunghiul A’B'C'.

Demonstratie. Deoarece BD 1 L1L3, C D1 LiLo rezultd ca

m(LzL1Ls) = 180° — m(BDC) = m(BA'C) = m(B'A'C") = m(BAC),

si analog m(LEQ\Lg) = m(A’/B’\C’), deci triunghiurile A’B’C” gi L1LyL3 sunt aseme-
nea. O

Teorema 489 Triunghiul lui Lionnet L1LoLs este asemenea cu triunghiul ABC.
Demonstratia rezulta din proprietatea precedenta. (]

Teorema 490 Punctele D si O sunt izogonale in triunghiul lui Lionnet, unde O este
centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece DLy si perpendiculara din D pe BC sunt drepte izogo-
nale in raport cu unghiul <BDC, (m(L1DB) = 90° — m(BCD)), rezultd c& DL; si
L10 sunt izogonale in raport cu unghiul LgLiLs, decarece BD 1 L1Ls, CD1LiLo. I
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1.42 Triunghiurile lui Morley

»Arta de a rezolva probleme geometrice seaména cu trucurile iluzionigtilor — uneori, chiar
stiind solutia problemei, nu-i clar cum s-ar putea ajunge la ea.” - I. D. Novikov*®

Teorema 491 (Morley'") Trisectoarele unghiurilor unui triunghi se intersecteazd in
trei puncte care sunt varfurile unui triunghi echilateral.

Demonstratie. Fie triunghiul ABC' si L, M, N intersectiile trisectoarelor (Figura
1.103). Avem:

Figura 1.103: Triunghiurile lui Morley

16Tgor Dovikov (1935- ) — fizician rus
*TFrank Morley (1860-1937) — matematician englez, profesor la Universitatea Johns Hopkins, con-
tributii in algebra si geometrie
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m(<«BAN) = m(a<NAM) =m(<MAC) = -m(<A),
1 = ~
m(<«NBA) = gm(B), m(<MCA) = -m(C).
Teorema sinusurilor in triunghiul AN B da:
AN  AB
sin %  sin A+B
adica,
AN — csin £ _ 2Rsin C'sin £ _ 2Rsin(m — C) sin? _ 2Rsin £ sin T3¢ (3 — 4sin? 756)
sin % sin (%) sin % sin 3C

= 2Rsin§ <3—2 <1—cos

B /1 2m — 2 B
= 4Rsin§ (2 + cos 7T30> = 4Rsin§ ((:os7T + cos

2m — 2 B 2m — 2
7T30>> :2Rsin§ <1—|—2€057r30>

2 — 2C
3 3

= 8Rsingcos (7r — C) cos <7T — C) = 8Rsin§singcos <7T — C) .

2 3 6

Analog se obtine:

3 3 6 3

AM = 8Rsin§sin%cos (W - B) .

Teorema cosinusurilor in triunghiul ANM ne d&: M N?

6 3

= AM? + AN? —2AM - AN -

cos ? si utilizand relatiile precedente obtinem:

MN? =
6

5 C

64 R? sin? g sin? % [0032 <7T _ g

1+COS(%—%)

9 B
= 64R?sin® §SIH 3

2 2

B é F—B—C+
0083 cos 3 cos

B . 5, C
= 64R?sin® 3 sin [1 + cos

3

T—B-C B-C A( s
f+cos — cos — | cos

-B-C
3

3 3

B C A A B-C
= 64R%sin® = sin? = | 1 + cos — cos — €OS“ — — coS — coS
3 3 3 3 3 3 3

9 B A
= 64R?sin® 3 sin? C; sin? 3

Asadar, M N = 8Rsin % sin % sin % Simetria in A, B, C a relatiei precedente asigura

valabilitatea enuntului.

O

Observatia 492 Triunghiul LMN determinat de trisectoarele interioare ale unghiu-
rilor triunghiului ABC se numeste triunghiul interior al lui Morley.

-+ cos

B —

3

")
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Fie NM L triunghiul lui Morley al triunghiului ABC si {A1} = LM NNB,{Ay} =
NL N MC{B,} = MN 0 LC, {By} = LM N NA, {C1} = NL 0 MA, {Cy} =
MNNLB,{P} = BNNMC,{Q} = CLNNA,{R} = AM N LB, {A"} = BB, N CCs,
{B'} = CC1 N AAy, {C'} = AA; N BBy, iar razele cercului circumscris triunghiurilor
A'BC,AB'C, ABC' le vom nota cu R}, Ry, Ry. Fie m(<BAP) = o, m(<LBC) = §,
m(<MCA) = .

Teorema 493 Pentagoanele AAyMN Ay, BBiNLBy, CCyLMC5 sunt inscripibile.

Demonstratie. Deoarece MN 1 PL si PL este bisectoare in triunghiul BPC
avem

m(<BPC) = 60° + 2«
si de aici m(<LPC) = 30° + . Dar

m(<<PA1L) = m(<NPL) — m(<PLA;) =«

si analog m(<PA;1L) = «a, adica pentagonul AA; M N Az este inscriptibil. Analog, se
aratd ca pentagoanele BBy N LBy respectiv CC1 LM Cy sunt inscriptibile. U

Teorema 494 Fie Rll, R;, R;) razele cercurilor circumscrise pentagoanelor AA1 M N As,
BB{NLBy, CC{LMCs. Atunci, a - % —p- B2 — (. % (unde a,b,c sunt lungimile

1 R2 3
laturilor triunghiului ABC).

Demonstratie. Deoarece BLN B; este patrulater inscriptibil, rezulta ca <B;BL =
<<LNM si de aici obtinem:

m(<B1BC) = m(<B1BL) + m(<LBC) = 60° + .
Analog, m(<C2CB) = 60° + v, de unde
m(<BA'C) = 180° — (60° + B) — (60° + ) = a.

Teorema sinusurilor aplicatd triunghiurilor A’BC, respectiv AN M ne da:

r NM
- :2R17 - :2R1,
sin « sin o
de unde % =X CfV[ , adica
1
NM:a-R—,l.
R,

Analog, NL=15b" %, LM =c- % si cum NM = NM = LM rezulta concluzia. U
2 3

Teorema 495 Perechile de triunghiuri (A'BC, ANM),(B'CA, BLN),(C'AB,CMN)

sunt respectiv asemenea.
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Demonstratie. Avem m(<B'AC) = m(<NAM) = a,m(<LPC) = 30° + a.
Atunci,

Mm(CANM) = m(<NQM) + m(<NMQ) = 60° + = m(<B,BC),

deci triunghiurile A’BC si ANM sunt asemenea . Analog se arata si celelalte dous
asemanari. (]

Teorema 496 Triunghiurile PQR si LMN sunt omologice.

Demonstratie. Dreptele PL, M Q, respectiv N R sunt mediatoarele laturilor tri-
unghiului echilateral LM N, deci sunt concurente, ceea ce arata ca triunghiurile PQR
si LM N sunt omologice. ([

Teorema 497 Laturile triunghiului ABC si ale triunghiului Morley corespunzdtor
LMN, sunt antiparalele in raport cu unghiurile sub care se vad laturile respective ale
triunghiului ABC din vdrfurile omoloage ale triunghiului LMN.

Demonstratie. Avem m(<tNB1L) = m(<LBC) = 3, deci patrulaterul BB;C>2C
este inscriptibil, adica dreptele B;Cy, BC sunt antiparalele in raport cu unghiul <BLC.
Analog se arata ca Cp As este antiparaleld cu C'A fata de unghiul <CM A i A1 Bs este
antiparaleld cu AB fatd de unghiul <AN B. O

Teorema 498 Dacd R este lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC,
atunct lungimea laturii triunghiului lui Morley corespunzator este egald cu 8 R sin o sin 3 sin 7.

Demonstratie. Solutia 1. O prima demonstratie rezultd chiar din teorema lui
Morley.
Solutia 2. Avem m(<BNL) = 60° + a, m(<BLC) = 120° + «, de unde

NL  BL BL a _ 2Rsin3a
sin3  siny’siny  sin(120° 4+ )  sin(60° — a)’
deci:
B 2R sin 3o sin B siny _ 4Rsina(3 — 4sin® o) sin Bsiny
 sin(60° + ) - sin(60° — o) cos 2a — cos 120° ’
de unde rezultd cd NL = 8 Rsin asin S sin . (]

Teorema 499 Trisectoarele unghiurilor exterioare ale unui triunghi ABC determina
un triunghi echilateral.

Demonstratie. Vom demonstra teorema considerand urmatoarele cazuri:

a) triunghiul ABC' este ascutitunghic. Pe laturile triunghiului echilateral PQR
construim triunghiurile isoscele P'QR,Q'RP, R’ PQ) avand unghiurile de la baza de
masurd 60° + «, 60° + 5 respectiv 60° + v astfel incat

a4 B+ =60°s a<30°4<30°y < 30°
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Figura 1.104: Trisectoarele unghiurilor exterioare ale unui triunghi ascutitunghic

Intersectiile laturilor triunghiurilor P'QR, Q'RP, R'PQ determina varfurile unui
triunghi ABC (Figura 1.104). Ardtdm ca laturile celor trei triunghiuri isoscele sunt
trisectoarele exterioare ale unghiurilor triunghiului ABC. Avem:

m(<PR'Q) = 180° — (120° + 2) = 60° — 2v,

de unde rezults ci 3m(<PR'Q) = 30° — 7,
1
M(SARB) = 60° 4+ + § = 120° = 7 = 90° + (30° — ) = 90° + Sm(<BR'A).

Datoritd simetriei si a ultimului rezultat avem ca R este centrul cercului inscris in
triunghiul AR'B. Analog, se aratd cd ) si P sunt centrele cercurilor inscrise in tri-
unghiurile AQ'C si BP'C. Atunci,

<BAR = <RAB' = <R'AT,

adicd RA gi R'A sunt trisectoarele exterioare ale unghiului <BAC.
Avem:

1
m(<R'RQ) = 180° — 5m(<{PR'Q) — v =180° — (30° —y) — v = 150°,
m(<RAR)) = 180° — (30° — ) — (150° — §) = 60° — a,

de unde A = 3a, B = 38 si C = 3v. Deoarece a < 30°,5 < 30°~ < 30° rezultd ca
triunghiul ABC este ascutitunghic.
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b) Fie triunghiul echilateral PQR. Unghiurile de la baza triunghiurilor isoscele

satisfac relatiile:
a+p+v=060°a=30°

Triunghiul BP'C' considerdm c& are varful P’ la infinit (Figura 1.105). Avem:

R'

s

o0

Figura 1.105: Trisectoarele unghiurilor exterioare ale unui triunghi dreptunghic

1
m(<BPC) =60°+a+ 3 =90°=90° + §m(<IBP'C)

(unde m(<BP'C) = 0°), relatie care aratd cd P este centrul cercului inscris in tri-
unghiul BP'C. Analog ca in cazul precedent se aratd ca R si @ sunt centrele cercurilor
inscrise in triunghiurile AR'B, respectiv AQ'C. Deoarece A = 3a = 3 -30° = 90°,
rezultd cd triunghiul ABC' este dreptunghic.

¢) Pe laturile triunghiului echilateral PQR construim triunghiurile isoscele PQ’R,
Q'RP, R'PQ care au unghiurile de la bazi de masuri 120° — «a;, 60° + 3, 60° + -, astfel
incat

a+B+v=60°a>30°p5+v<30°

(Figura 1.106). Avem:
1
m(<RP'Q) = 2a—60°, im(QRP’Q) =a—30°

1
m(<BPC) = 7+60°+ = 120" — o= 90° — (o 30°) = 90° — Sm(<BP'C).
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e g

P

Figura 1.106: Trisectoarele unghiurilor exterioare ale unui triunghi obtuzunghic

Ultima ecuatie arata ca punctul P este centrul cercului exinscris corespunzitor punc-
tului P’ al triunghiului BP’'C. Deci, laturile triunghiurilor isoscele sunt trisectoarele
unghiurilor exterioare ale triunghiului ABC'. (]

Observatia 500 Triunghiul PQR determinat de trisectoarele exterioare ale triunghi-
wlui ABC se numeste triunghiul Morley exterior.
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1.43 Triunghiul lui Grebe

,Doui linii paralele se intalnesc la infinit — cred si ele in aceasta.” - S.Lec*®

Pe laturile triunghiului ABC se construiesc in exterior patratele BCAcAg, ACBoBa
si ABCpCy. Fie {A/} = BcBAaNCsCp, {BI} =Cy4CgnNAgAc si {Cl} = AgAc N
BaBg¢. Triunghiul A’B'C’ se numeste triunghiul lui Grebe (Figura 1.107).

2 O
A
i
S Ba
," |
/ \
P
et
- o
Ay
CA \\\\
Nl
VA
B
\ C
N
\\\
K \\\\\ Kb
c W
Cs Tl
//K\\ \\\\\\\\
g \ \ S~
B Ky M, C
/;"/ \Qxe\\\
02 3
Ag Ac

Figura 1.107: Triunghiul lui Grebe

Teorema 501 Dreptele AA", BB’ si CC' sunt concurente in punctul lui Lemoine al
triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie M, mijlocul laturii BC, {P} = AM,NBsC4si {K,} = AA'N
BC. Este cunoscut faptul cd AM, L B4C4 (vezi ,Triunghiurile Vecten”). Patrulaterul
ABAA'C4 fiind inscriptibil (deoarece m(<tABAA") + m(AC4A’) = 180°) rezultd

QAA,CA = <1CypBAA.
8 Stanislaw Lec (1909-1966) — poet polonez

(1)
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Cum AB || A’B’ rezulta
4BAK, = <aB'A'A = <C,A'A. (2)
Din relatiile (1) si (2) rezultd ci <AB4C4 = <BAK, (3). In triunghiul APB4 avem:
m(<<PAA") + m(<A’ABa) + m(<AB4P) = 90°. (4)
Din <K,AM, = <PAA’ (5) (unghiuri opuse la varf) si m(<B4AC) = 90° rezultd
m(<A’AB4) + m(<K,AM,) + m(<M,AC) = 90°. (6)

Din relatiile (4) - (6) rezultd m(<ABAC4) =m(<aM,AC), care impreund cu relatia (3)
da:
m(<BAK,) = m(<M,AC),

relatie care aratd ci AK, este simediand in triunghiul ABC. Deci, dreapta AA’ trece
prin punctul K al lui Lemoine al triunghiului ABC. Analog se arata ca dreptele BB’
si CC' trec prin punctul K. O

Teorema 502 Triunghiurile ABC si A'B'C’ sunt omotetice, centrul de omotetie fiind
punctul lui Lemoine al triunghiului ABC'.

Demonstratie. Deoarece AB || A’B’, BC || B'C’, AC || A'/C' si AA'n BB'n
CC’ = {K} rezulti ci triunghiul ABC si triunghiul lui Grebe sunt omotetice, centrul
omotetiei fiind punctul lui Lemoine al triunghiului ABC. (]

Consecinta 503 Centrul cercului circumscris triunghiului Grebe apartine azxei Bro-
card a triunghiuvlui ABC.

Demonstratie. Deoarece triunghiurile ABC si A’B’C’ sunt omotetice, rezulta ci
prin omotetia considerata cercurile lor circumscrise se corespund, deci centrul cercu-
lui circumscris triunghiului Grebe este coliniar cu centrul cercului circumscris (O) al
triunghiului ABC' si cu centrul omotetiei, punctul lui Lemoine (K). Cu alte cuvinte,

centrul cercului circumscris triunghiului Grebe apartine axei Brocard OK a triunghiu-
lui ABC. ([

Teorema 504 Fie O1,02, 03 centrele circumscrise triunghiurilor ABoC4, BCBApg,
respectiv CAcBe. Triunghiurile O10503 si ABC sunt omotetice, centrul omotetiei
fiind punctul lui Lemoine al triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece A apartine cercului circumscris triunghiului AB4C'4 si
m(<ABAA") = 90°, rezultd cd Op se afld la mijlocul segmentului AA’. Analog, O,
si O3z sunt mijloacele segmentelor BB’, respectiv CC’. Astfel, 0102, 0203 si O30
sunt linii mijlocii in trapezele ABB’'A’, BCC'B’, respectiv ACC'A’, deci 010, || AB,
0203 || BC 51 O304 || AC, iar cum O1AN 02BN O3C = {K}, rezulta cd triunghiurile
010203 si ABC sunt omotetice, centrul omotetiei fiind punctul lui Lemoine K. [J

Consecinta 505 Triunghiurile O10203 si triunghiul lui Grebe al triunghiului ABC
sunt omotetice, centrul omotetiei fiind punctul lui Lemoine al triunghiului ABC.
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Demonstratia rezulta din teoremele precedente, tindnd cont ca relatia de omotetie
este tranzitiva. 0O

Teorema 506 Triunghiul lui Grebe A’B'C’" si triunghiul ortic H, HyH. al triunghiulus
ABC sunt omologice.

Demonstratie. Fie {A"} = AH, N B'C'{B"} = BH, N A'C',{C"} = C'"H. N
A'B'{R} =BCnNAB {Q} =BCnNAC'" Avem:

A"B’ RH, RB+BH, gygtccosB
c'A"  H,Q H,C+CQ bcosC + #
¢ 1+sinB-cosB SinC’_(c>22—|—sin23

b 1+sinC-cosC sinB \b/) 2+sin2C

Analog se arata ca:

B"C’ (a>2 2 +sin2C | C"A' (b>2 2 + sin 24

AB" ~ \¢) 25sm24 ¥ Bor” \a) 2+sin2B

Atunci,

A//B/ B//Cl C//A/

C' A" “ABr B'C" =
si din reciproca teoremei lui Ceva rezulta ca dreptele A’H,, B'Hy,, C'H,. sunt con-
curente, deci triunghiurile A’B’C" si H,HyH, sunt omologice. O

1.44 Triunghiul lui Malfatti

»Este suficient sa arati, cd un lucru oarecare este imposibil, ca indata se va gidsi matematicianul
care-1 va face.” - W. W. Sawyer?®?

Trei cercuri aflate in interiorul unui triunghi ABC' astfel incat fiecare este tan-
gent la celelalte doud si la doud laturi ale triunghiului se numesc cercuri Malfatti®®.
Fie I'4,'p, ¢ centrele cercurilor Malfatti si T4, T, Tc punctele de tangentd dintre
cercurile Malfatti (Figural.108). Triunghiul I'4I'sI'¢ se numeste triunghiul Malfatti.
Daca ry, 19,73 sunt razele cercurilor Malfatti, atunci laturile triunghiului Malfatti au
lungimile r1 + 79, 70 + 13,73 + 1.

Teorema 507 Dreptele Al' 4, Bl'g, CT'¢ sunt concurente in centrul cercului circum-
seris triunghiului ABC.

¥Warwick Sawer (1911- ) — matematician englez, profesor la Universitatea din Toronto.
%0 Gian Francesco Malfatti (1731-1806) — matematician italian, profesor la Universitatea din Ferrara,
contributii in geometrie, algebra si teoria probabilitatilor
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Figura 1.108: Triunghiul lui Malfatti

Demonstratie. Deoarece cercurile sunt tangente la cate douda laturi ale triunghiu-
lui rezultd ca dreptele A"y, BI' g, CT'¢ sunt bisectoarele unghiurilor triunghiului ABC,
deci sunt concurente in centrul cercului circumscris triunghiului ABC. (]

Teorema 508 Dreptele I'aT s, I'gTp,I'cTc sunt concurente.

Demonstratie. Deoarece

Talp Tl'c Tcl'a 712 13 T

. — —1
Talc Tpl'a TcT'p rs 1 19

rezulta din reciproca teoremei lui Ceva ca dreptele ' 4 T4, I'gT g, I'¢ T sunt concurente.
O
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Teorema 509 Razele cercurilor Malfatti au lungimile:

. (L+tgg) (L+tgF)
° 1+tg%

vy (L+tgg) (L+tgF)
’ 1 —|—tg§

(1+tg%) (1+t99)

1+tg%

N3
N3

Demonstratie. Fie A1 Ay = ©, B1By = y,C1Cy = z. Din trapezul dreptunghic
I'pA1 AT (Figura 1.109) rezultd

2?4 (ry —12)? = (r3 +12)?,

de unde 22 = 4ryrs si analog y? = 4ryr3,22 = 4rire, iar de aici
S Yy ) )
Yz Tz xy

rn=_—,T2= _—,T3 =
2’ 2y’

2z

Fie Cy, Cy, C. punctele de tangenta ale cercului inscris in triunghiul ABC' cu laturile

Figura 1.109: Razele cercurilor Malfatti

BC,CA, respectiv AB. Din x +y + z = 2(A1C, + B1Cy + C1C,) si B1Cy + C1C. =
B1Cy + CyBs = y, rezulta

rT—yY+z

— 5

Fie P proiectia punctului I'g pe IC,. Din triunghiul dreptunghic I PI'p rezulta:

Alca =

; B 2(r—mr)  2ry—az
b T rz—y+z yl-y+=2)

Analog se obtin egalitatile: tg% = % gl tg% = %

precedente si egalitatea

Folosind relatiile

DU B RN
I Wy Ty My TS T

N3
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obtinem:
202 (x+y+2) —2r (zy +yz+z2x) +ayz =0

2re—yz __ 2r(z—r)

Satyt: — @) de unde

sau

2r(z —r)

A rle—r)
93 S x(2r—2x)

Din egalitatea precedenta rezulta ecuatia

2 A A 2
T -tg§—|—2r l—th cx—=2r°=0

care are singura solutie acceptabila: x = r (1 —i—tg%). Analog, y = r (1 +tg%) si
z=r (1 + tg%). Din relatiile de mai sus rezulta concluzia.

O

Teorema 510 Daca ry,7p, 7. sunt razele cercurilor exinscrise corespunzdtoare tri-
unghiului ABC, atunci:

=N
—_

Tq—T1 =

[y

rp—To =
2 _ 2 1\ PP (2 2 1
r /T3] r 1T r T2 r ToT3

Demonstratie. Fie tg% = 11, tg% = 1o, tg% = t3. Din tg (% + % + %) =1
rezulta
1 —tq —ta — t3 — t1to — tat3z — t3ty + t1tatz = 0,

care impreunda cu expresiile razelor scrise in aplicatia precedenta ne dau:

2 1 t1 2

r  \/rars - 14+t r

si analoagele. Dar,

p 5 C (1—#3)(1 — 13)
= r=ctg= - ctg— - r = .
Tq b—a r cg2 092 r Atots T,

de unde se obtine egalitatea

2t1 tl tz t3 r

.
2 gtz (14+t1) 1+t 14ty 141tz 2

ra —11 = (1+1t2)(1+13) -

si utilizand relatiile (*) rezulta concluzia. O

Teorema 511 Raza cercului inscris in triunghiul ABC in functie de razele cercurilor
Malfatti este egald cu:

NG
r= .
\/H—F\/E-F\/F—\/Tl—i-m—l—rg
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Demonstratie. Din expresiile razelor 71,19, 73 rezulta:

o _Wrrs o, B 2ynrs ), O 2y
4 r ! T ! T '

Tinadnd seama de egalitatea tg (% + %) =tg (% — %) rezulta

A A B A B C
Zth—FZth-tg— =1+41t9= - tg— - tg—

4 4 4 4
adica
B (). (225
(B (). ()
deci:

2T1T2T3

2
s~ Vrrers(Vin + Va4 V/rs) + Vs o+ /rars + /e = 0

de unde obtinem

r

1 rt+r+yrstyrntratrs

r 2\/rirars
Deoarece tg = 2V/rir3 TQT — 1, atunci
. é_ VT2 + /3£ /r1i+ra+r3

si deoarece tg% < 1 rezulta

; A ra+/rs —/rirars

9, = i
— Vr2tIihyTs Vi dratrs 0
§ 2,/r17T273

Teorema 512 Fie X, Y si Z mijloacele segmentelor AyAo, B1Bs, respectiv C1C5.
Dreptele AX, BY, CZ sunt concurente.

Demonstratie. Avem:

1 1 1
BX = §(a—BA1+AQC’):§[a+T(p b)—%(p—c) = (a+1B-10)
1 A B C B+C
= 2<2RsinA+Si£g—sinrg>—4Rsin2cos4sin4cos Z .

Procedand analog se obtine: XC = %( —BA;+A3C) =4Rsin 4 2 sin g oS f cos M
de unde
BX cos%sin% B tg%

T wnB .. C 1 B
XC  sinfcosy tgg

s}
N[}

cy _ tgg Az _t

BX CY  AZ
Analog se arata ca 357 = el s 75 =

. Deoarece %% - 55 - 75 = 1, din reciproca

Mx

tg
teoremei lui Ceva rezulta ca dreptele AX, BY, CZ sunt concurente. (]
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Teorema 513 Daca X, Y si Z sunt mijloacele segmentelor A1As, B1Bs, respectiv
C1Cy atunci dreptele TaX,TgY si TcZ sunt concurente in centrul cercului inscris
in triunghiul lui Malfatti.

Demonstratie. Tangenta comund cercurilor (I'g, 72) si (I, 73) trece prin mijlocul
segmentului Ay Ay (adica prin punctul X) si totodata prin centrul cercului inscris I,
in triunghiul lui Malfatti, deoarece 1,74 = 1,15 = 1,1¢. U

Observatia 514 Triunghiul TATgTo este triunghiul de contact al triunghiului lui
Malfatti. Din proprietatea 508 rezulta ca dreptele I'aTa,U'pTp,UcTo sunt concurente
in punctul lui Gergonne al triunghiului lui Malfatti. Punctul I, este centrul radical al
cercurilor lui Malfatti.

Teorema 515 Pentru orice punct M din planul triunghiului ABC sunt adevarate re-
latiile:

MT, = "M+ v,
Ta Ta

MTy = 2" 2uB+ 2,
) Ty

MTo = = Byc+Mmr,
Te Te

(unde 14, Iy, I. sunt centrele cercurilor exinscrise corespunzatoare triunghiului ABC' i
TasTh, TESPECtiV T TazEle lor).

Demonstratie. Avem: 404 = L de unde AT4 = "L deci MT 4 = fa="t M A+
° : CAL, T e Tale = ra—r1 A=
%M I,. Analog se arata celelalte egalitati. O
Observatia 516 Tindnd cont ca r, = % putem scrie
1 —— 1 1\ — —a—
~MT, = < - ) MA+ 21,
1 1 Ta rp

Teorema 517 Coordonatele baricentrice absolute ale centrelor cercurilor lui Malfatti
corespunzatoare triunghiului ABC sunt: T' 4 (2rp (% — %) —a;b; c) ,I'p (a; 2rp (% — l) —b; c),
respectiv I'c (a; b; 2rp (% — Tlc) — c) .

Demonstratie. Deoarece coordonatele baricentrice absolute ale centrului cercului

a . b .
2(p—a)’ 2(p—a)’ 2(

A — exinscris sunt I, (— pc_a)> rezultd ca pentru orice punct M este

adevarata relatia:

1 — 1 1 — —
W= (L D) e e[ e T e

1 T T o [2(p—a) 2(p —a) 2(p —a)
sau 9 1 1
TPNIT, = [QTp ( - ) — a] MA +bMB + ¢MC,
T U} Ta

de unde rezulta concluzia. O
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Teorema 518 Coordonatele baricentrice absolute ale punctelor de tangenta dintre cer-
curile lui Malfatti sunt: Tx (l' L_ 1.1 l) , T (L - L.b.1_ i), respectiv

rp’T2 Ty T3 Te r1 ra' TP’ T3 Te
T (L _ 1.1 __1.c
C\ri "t mpomp)e

Demonstratie. Deoarece % = % rezultd ca pentru orice punct M din planul

triunghiului ABC avem: MT' 4 = % sau tinand cont de proprietatea prece-
denta:
(ro 4 1) 7 a 1 1 1 1
2T NT = S MA+ (— - —)MB+(——- =) MC
2Ty 4 rp T2 Ty r3s  Tc
de unde rezulta concluzia. O

Teorema 519 Dreptele ATy, BTg, CTc sunt concurente.
Demonstratie. Ecuatia dreptei AT4 in coordonate baricentrice este:
Y z
0 0 =0
san y (L - 1)

mCL_L)_
71 Ta

-z (i — i) = 0. Analog ecuatiile dreptelor BTp si CT sunt:
respectiv x ( L l) -y (i - i) = 0. Deoarece

/
3=
|
Fl=
N—
Il
o

B Ty 1 Ta
1 1
L R
1 _ 1 0 1 _11_9
Tt a1 P
T2 Ty 1 Ta
rezultd cd dreptele AT4, BT si CTo sunt concurente. O

Observatia 520 Punctul de concurenta al dreptelor AT, BT, CTc se numeste primul
punct al lui Malfatti (puy). Triunghiurile ABC si TATgTc sunt omologice, centrul de
omologie fiind primul punct ol lui Malfatti.

Teorema 521 Dreptele 1,T,, I;Ty, I. T, sunt concurente.

Demonstratie. Tinem cont de coordonatele baricentrice ale centrelor cercurilor
P b ~b b -
exinserise I (~ x5y, sy 75 ) - 1 (5 ey 2y - e (6 6 70m)
si scriem ecuatiile dreptelor 1,7, [T}, si I.1.. Utilizand conditia de concurenta a trei
drepte (d;) : a;z + bjy + ¢;z =041 = 1,3 si anume

ar by c1
a bg (&) =0
az bz c3

rezultd concluzia. O

Observatia 522 Punctul de concurenta al dreptelor AT4, BT'g,C'Ic se numeste al
doilea punct al lui Malfatti (py).
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1.45 Triunghiul lui Schroeter

»Atatea claile de fire stangi
Gdsi-vor gest inchis sé le rezume,
Sa nege, dreapta, linia ce frangi
Ochi in virgin triunghi taiat spre lume?”
Ion Barbu®!

Teorema 523 Fie M MyM,. si H,HyH, triunghiurile median, respectiv ortic ale unui
triunghi neisoscel si nedreptunghic ABC, {A*} = MyM. N HyH,., {B*} = M.M, N
H.H,, {C*} = MM, N HyHy. Dreptele AA*, BB*,CC* sunt paralele intre ele gi
perpendiculare pe dreapta lui Fuler a triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie (1 cercul lui Euler al triunghiului ABC, Cs cercul circum-
scris patrulaterului H, H H,C' si C5 cercul circumscris patrulaterului M,OM,C (O este
centrul cercului circumscris triunghiului ABC), iar {D} = Cy N C3 (Figura 1.110).
Evident, H,, H, € C1NCsy, My, My, € C1NC3 51 C,D € CoNCs. Atunci H,Hy, M, M,

Figura 1.110: Triunghiul lui Schroeter

®Ton Barbu (1895-1961) — matematician roman, profesor la Universitatea din Bucuresti, contributii
in algebra si geometrie
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si C'D sunt concurente fiind axele radicale corespunzatoare perechilor de cercuri con-
siderate. Fie {C*} = H,H, N My M, N CD. Atunci,

m(<M,0D) = m(<H,HD) = 180° — m(<BCD)

sicum HH, || OM, rezulta ca punctele H, O si D sunt coliniare. Deoarece patrulaterul
HH,CD este inscriptibil rezulta

m(<HDC) = 180° — m(<HH,C) = 90°,

deci HOLCC*. Analog se aratd ca AA* 1L HO si BB*LHO, deci AA* || BB* || CC*.
]
Triunghiul A*B*C* se numeste triunghiul lui Schroeter®?.

1.46 Triunghiurile lui Napoleon. Punctele lui Fermat

»The last thing we want from you, general Lagrange, is a lesson in a geometry.” - Napoleon®?

Pe laturile unui triunghi ABC se construiesc in exterior triunghiurile echilaterale
A1BC, AB,C si ABC4, cercurile lor circumscrise avand centrele N,, Ny si N.. Tri-
unghiul N,NyN. se numeste triunghiul exterior al lui Napoleon. Daca triunghiurile
echilaterale Ao BC, ABsC si ABC5 se construiesc in interiorul triunghiului ABC,
atunci centrele lor N;, N{, si Nc/ sunt varfurile unui triunghi numit triunghiul inte-
rior al lui Napoleon. Triunghiul Ay B1C} se numeste primul triunghi al lui Fermat®
(Figura 1.111) , iar triunghiul AsB3Cs se numeste al doilea triunghi al lui Fermat
(Figura 1.113).

Teorema 524 Segmentele AA,, BBy, CC1 sunt congruente.

Demonstratie. Din congruenta triunghiurilor ABA; si C1BC (AB = BC(Ch,
BA; = BC si m = C@E) rezultd cd AA; = CCy (1). Din congruenta tri-
unghiurilor ACA; si BCBj rezulta ca AA; = BBj (2). Din relatiile (1) si (2) rezulta
concluzia. O

Teorema 525 Cercurile circumscrise triunghiului A1 BC, AB1C st ABC1 au un punct
comun.

>2Heinrich Schroeter (1829-1892) — matematician german, contributii in geometrie

3 Napoleon Bonaparte (1769-1821) — cel mai important om politic si militar dupd Revolutia francezs,
proclamat in 1804 drept Imparat al francezilor

¥ Pierre de Fermat (1601-1665) — matematician francez, contributii in teoria probabilititilor si teoria
numerelor
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Figura 1.111: Triunghiul exterior al lui Napoleon

Demonstratie. Fie F; al doilea punct de intersectie dintre cercurile circumscrise
triunghiurilor BA;C si CB1A. Avem

m(BF,C) = 180° — m(BA;C) = 180° — 60° = 120°,

m(AF,C) = 180° — m(CB1A) = 120°.
Atunci, m(m) = 3600—[m(@)+m(@)] = 120°, deci m(zﬁ’l\B)—km(A/Cl\B) =
180°, adica Fy apartine gi cercului circumscris triunghiului ABCY. O

Punctul F; se numeste primul punct al lut Toricelli — Fermat.
Teorema 526 Dreptele AAy, BBy si CCy sunt concurente in punctul F;.

Demonstratie. Deoarece
_ I 1
m(BFlAl) = m(BCAl) = im(BAl) = 600

si m(@l) = 120°, rezulta m(@) —|—m(377171) = 180°, adica punctele A, Fj, Ay
sunt coliniare, deci dreapta AA; trece prin punctul Fi. Analog se aratd cd dreptele
BB; si CCy trec prin Fi. O
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Teorema 527 Coordonatele unghiulare ale punctului Fy sunt egale cu 120°, daca
unghiurile triunghiului ABC au masura mai mici de 120°.

Demonstratia rezulta din cele de mai sus. O

—

Teorema 528 Daca m(W) > 120°, atunci m(A/F-'l\C) =m(BF1A) =60° gi m(ﬁl\C’) =
120°.

—

Demonstratie. In cercul circumscris patrulaterului ACB;F} avem: m(AFC) =

Figura 1.112: Primul punct al lui Toricelli — Fermat

m(m) = 60°, iar in cercul circumscris patrulaterului ABC{F; avem m(zﬁ'l\B) =
m(AC1B) = 60° si m(BFC) = 180° — m(BF;C1) = 120° (Figura 1.112). O

Teorema 529 Triunghiul exterior al lui Napoleon este echilateral.

Demonstratie. Notdm cu a, b, ¢ lungimile laturilor BC, C' A, respectiv AB. Avem:

AN, = 2eV3 _evB  DV3
372 3 3
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iar m(mc) = m(@) + 60°. Din teorema cosinusului in triunghiul N, AN, avem

—— | =cos A — —SsinA

b2+ 2be |1
NyN2 = AN+ AN?—2AN, AN, -cos(A+60°) = ~ & 2% [

3 3 |2 2 ’
adica
4+ o1 V3 a4+ b+ 23
2 _ 2, 2 2 _
NeNe' = —5— = g0+ " —a”) +2- Apapey - 5 = 5 — —5 Ausoy
Simetria rezultatului precedent ne conduce la concluzia N,N, = NyN. = N.N,, deci
triunghiul exterior al lui Napoleon este echilateral. ([

Teorema 530 Cercurile circumscrise triunghiurilor Ao BC, AB3C, ABCs au un punct
comun Fy.

Demonstratie. Fie F5 al doilea punct de intersectie dintre cercurile circumscrise

Figura 1.113: Al doilea punct Toricelli — Fermat

triunghiurilor BA>C' si AB2C. Atunci, m(C/FQ\B) = m(BA/g\C) = 60°, m(@) =
m(@) = 60° de unde rezulta ca punctele F», B si By sunt coliniare. Analog se arata
cd punctele Fy, A i Ay sunt coliniare. Atunci, m(B/FQ\A) = 120°, deci m(B/FQ\A) +
m(B/C';l) = 180°, adicd Fj apartine cercului circumscris triunghiului ABCj. O

Observatia 531 Punctul F> se numeste al doilea punct Toricelli — Fermat.
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Teorema 532 Dreptele AAy, BBy si CCy sunt concurente in punctul Fs.

Demonstratie. Din aplicatia precedenta {F»} = AAs N BBy. Deoarece patru-

laterul BCyAF5 este inscriptibil rezultd BCyFy = BAF,. Din congruenta triunghiu-
rilor BC5C' si BAAs rezultd BC;C = BAAs de unde

m(BCyFy) + m(BC2C) = m(BAAs) + m(BAF,) = 180°,
deci punctele Fy, C9, C sunt coliniare. O
Teorema 533 Segmentele AAs, BBy si CCy sunt congruente.

Demonstratie. Din congruenta triunghiurilor AC Ay si BoCB (deoarece AC =
ByC, AsC = BC si m(@) = m(B/C\Bg) = 60° — m(C)) rezultd AA; = BB, (1),
iar congruenta triunghiurilor AAsB gi CCyB, rezultd AA; = CCs (2). Din relatiile
(1) si (2) rezulta cd AAs = BBy = CCs. O

Teorema 534 Triunghiul interior al lui Napoleon N;NI;N; este echilateral.

Demonstratie. Avem AN, = %, ANl; = %, iar m(N, AN,) = m(B//E) —60°]|.

Din teorema cosinusului in triunghiul NI;ANé rezulta:

a?+b02+c2 23
5 - - AlaBc)-

N,N.? =
Simetria relatiei precedente conduce la N;Nl: = NI;N; = N.N,. U
Observatia 535 Inegalitatea a® + b + ¢ > 43 - Aapcy este echivalenta cu (a® —
b2 + (b2 — )2 + (¢ — a®)? > 0, evident adevirati (unde am folosit formulele lui
Heron in exprimarea ariei triunghiului ABC).
Teorema 536 Primul punct Fermat verifica egalitatea:
A+ B+ FC = 2(F1A + B+ Flc)

Demonstratie. Deoarece patrulaterele F1BA;C, F1CB1A ¢i F1AC1B sunt in-
scriptibile, din relatia lui Schooten rezultda F1A; = F1B + F1C, F1By = [1A + F1C
si F1Cy = F1 A + F1 B, relatii care prin sumare dau F1 Ay + F1B; + F1C; = 2(F1A +
FiB + FiC). O

Teorema 537 Dreptele A1N,, B1Ny $i C1 N, sunt concurente in centrul cercului cir-
cumscris triunghiului ABC.

Demonstratia este evidentd deoarece A1N,, B1N, si C1N,. sunt mediatoarele
laturilor BC', C' A respectiv AC. O

Teorema 538 Triunghiurile ABC si A1 B1Cy sunt ortologice.
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Demonstratie. Deoarece A{N,1 BC, BiN,1 AC,C1N.1LAB si AN, N B1Ny N
C1N. = {O} rezulta ca triunghiurile ABC si A1 B1C4 sunt ortologice, O fiind un centru
de ortologie. O

Teorema 539 Triunghiul exterior al lui Napoleon NoyNyN, si triunghiul A1 B1Cy sunt
ortologice.

Demonstratia rezultd de mai sus. O

Teorema 540 Dreptele AQN(;,BQNIZ,CQNC, sunt concurente tn centrul cercului cir-
cumscris triunghiuluiABC.

Demonstratia este evidenta deoarece AZN(;,BQNIZ, CQN; sunt mediatoarele la-
turilor triunghiului ABC. O

Teorema 541 Triunghiurile antipodare ale punctelor lui Fermat corespunzdatoare unui
triunghi ABC sunt echilaterale.

Demonstratie. Vezi ,/ Triunghiul antipodar”. ([
Teorema 542 Dreptele AN,, BNy si CN. sunt concurente.

Demonstratie. Solutia 1. Fie {A'} = AN, N BC,{B'} = BN, N AC,{C'} =
CN.N BA. Atunci,

BA' Augn,  AB-BN,-sin(B+30°)  AB-sin(B + 30°)
A'C Apcn,  AC-CN,-sin(C+30°)  AC-sin(C + 30°)’
CB’ BC -sin(C'+30°) AC" CA-sin(A+ 30°)
B'A ~ BA-sin(A+30°) C'B  CB-sin(B + 30°)’

!/ ! ! . . . . v
de unde rezulta f,% . ga . é% = 1, iar conform reciprocei teorema lui Ceva rezulta

cd ANy, BNy si CN, sunt concurente.

Solutia 2. Notdm cu litere mici afixele punctelor corespunzitoare. Avem: A; =
RE°(B), B1 = R (C),C1 = R (A), (unde prin R (V) am notat rotatia de centru
X si unghi 60° a punctului V). Atunci,

ap=c+wb—c),by=a+w(c—a),c; =b+w(a—b),
unde w = cos § +isin § si

b+c+ar b+2c+w(b—c)

n 3 3 (1)
b 2 —
- atctb o a+w(c a), @)
3 3
2 —
- atbta at b+ w(a b). 3)

3 3
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Ecuatiile dreptelor AN,, BNy, CN, sunt:

(AN,) : (a—7g)z — (a—ng)Z + ang — ang = 0, (4)
(BNy) : (b—mp)z — (b—p)Z + big — bny, = 0, (5)
(CN.) : (c—ne)z—(c—ne)z+ cne—cn. = 0. (6)

Sumand ecuatiile (4) - (6) - tinand seama de relatiile (1) - (3) precum gi de: w+w = 1,
w2—w+1=0,w? = —1-rezultd o identitate, ceea ce arati ci dreptele sunt concurente.
O

Teorema 543 Daci {P,} = N,N,n BC,{P,} = N,N, N BC, {Q:} = N,N, N
CA{Q\} = N,N.NCA, {Ri} = N,N,N AB, {R}} = N_N, N AB, atunci punctele
Pl,Pll, Q1, Qll, Ry si Rll sunt pe aceeasi conicd.

Demonstratie. Deoarece triunghiurile ABC si N,NpN. sunt omologice, atunci
utilizand teorema lui Salmon: ,,Punctele de intersectie ale laturilor neomoloage a doud

triunghiurt omologice, sunt sase puncte care se gasesc pe o aceeagi conicd”, rezulta
concluzia. O

Teorema 544 Triunghiul exterior al lui Napoleon NoNyN, si triunghiul A1 B1Cy sunt
ortologice.

Demonstratie. Utilizadnd notatiile din teorema precedenta rezulta

3¢ — 3b+1iV3(c — 2a +b)

ny —Ne = 3
si
b—2a+c+iv3(b—c) ivV3(c—2a+b)+3c—3b
a] —a= = ,
! 2 2iv/3
de unde
a1 —a 3

deci NyN.1LAA;. Analog se aratid ca NNy LCCy ¢i NyN.1BBq si cum A{ANB1BN
C1C = {F1} rezultd concluzia. O

Teorema 545 Triunghiul exterior al lui Napoleon NoNyN. si triunghiul antipodar al
primului punct al lui Fermat sunt omotetice.

Demonstratie. Fie A”B”C” triunghiul antipodar corespunzitor punctului Fj.
Deoarece AFy L B"C" si NyN. L AF; (cf. teoremei precedente) rezulta cad NN, || B”C".
Analog se aratd cad NN, || B”A” ¢i N,N. || A”C"”, rezultd ci triunghiurile N, N, N, gi
A"B"C" sunt omotetice. O

Teorema 546 Triunghiurile ABC gi Ny NyN. au acelagi centru de greutate.
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Demonstratie. Notdm cu litere mici afixele punctelor corespunzatoare. Avem:

Ng = LC; Aony = 7‘”%“’1, Ne = 7‘”%“1, de unde rezulta
2(a+b+c)+a1+b1+c¢ 2(a+b+c)+a+b+c
Na + Np + Ne = ( Jtarthta 2 ) =a+b+c
3 3
(unde am utilizat proprietatea precedents). O

Observatia 547 Din proprietatile precedente rezulta ca triunghiurile A1 B1C1 st Ng Ny N,
au acelagi centru de greutate.

Teorema 548 Triunghiurile ABC' gi NC/LNIQN; au acelasi centru de greutate.
Demonstratie analoaga celei precedente. (]

Teorema 549 Triunghiurile lui Napoleon interior si exterior au acelasi centru de
greutate.

Demonstratia rezulta din proprietatile precedente. U

Observatia 550 Din cele de mai sus rezulta ca triunghiurile lui Napoleon si triunghiu-
rile lui Fermat au acelagi centru de greutate.

Teorema 551 Aria triunghiului Napoleon exterior N,NyN. este egald cu:

1 V3
A[NaNch} = = - A[ABC} + — (a2 + b2 + 62).
2 24
Demonstratie. Avem Ay, n,n, = W = % ~Ajapc) + W -73, de
unde rezulta concluzia. (|
Teorema 552 Aria triunghiului Napoleon interior NC/LNI;N; este egald cu:
1 V3 5 o o
A[N;N;Né] = —5 : A[Agc] + ﬂ : (a + b +c )
Demonstratie analoagid precedentei. U

Observatia 553 Din proprietaiile precedente rezulta Ay, N, N.] —A[N/ NN T AiaBcy-
a‘Vpile

Teorema 554 Fie N,NyN, si N;NI;N; triunghiurile lui Napoleon, TaTpTc triunghiul
tangential al unui triunght ABC. Punctele Na,N;, Ta sunt coliniare.

Demonstratia este evidenta deoarece punctele Na,N;, T4 apartin mediatoarei
segmentului BC. O

Observatia 555 Analog se arata ca punctele Nb,Nl;, Ty, respectiv NC,NC/, To sunt
coliniare.
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Teorema 556 I[zogonalele punctelor Fy si Fs ale lui Fermat sunt punctele izodinamice
S si S ale triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Puncte izodinamice” [15]. O

Teorema 557 Triunghiul exterior al lui Napoleon N,NyN, este omotetic cu triunghiul
podar SuSpSe al primului punct izodinamic S al triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Puncte izodinamice” [15]. O

Teorema 558 Triunghiul interior al lui Napoleon este omotetic cu triunghiul podar
al celui de al doilea punct izodinamic al triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Puncte izodinamice” [15]. O

Teorema 559 Fie A1B1C1 primul triunghi al lui Fermat al unui triunghi ABC gi
punctele A" € (AA;), B’ € (BBy),C" € (CCy) astfel incat A’A; = 2AA', B'B; = 2BB’
gi C'Cy = 2CC". Triunghiurile A’B'C" i al doilea triunghi al lui Napoleon N N;N
sunt congruente.

Demonstratie. Notam cu litere mici afixele punctelor corespunzitoare (Figura
1.111). Atunci, A; = R (B), B1 = R%’°(C),C1 = RY’(A) (unde R%(Y) intelegem
rotatia de centru X si unghi ¢ a punctului V), de unde a1 = ¢+60(b—c), b1 = a+60(c—a)
sici =a+6(a—0b)-unde 6 = cos 60° + i sin 60°. Deoarece A’A; = 2AA’ rezultad

o — c+0(b—c)+2a
= 2 ,

Analog,

a+6(c—a)+2b . , b+60(a—0b)+2¢
si ¢ = .
3 3
Deoarece Ag este simetricul lui A; fatd de BC rezulta

b =

a2:b+c—a1:b—0(b—c)

de unde
, b+c+ay 2b+c—0(b—c)
n, = = :
“ 3 3
Analog, nj = M%M sin, = w. Deoarece |a' — V| = |nl, —nj|, |’ — | =
Inl, —nl|si |t/ — | = |nj, — n| rezultad c& A'B’ = NN, A'C’ = NN/ si B'C' = N/N/
adica triunghiurile A’B’'C” si N, N]N/ sunt congruente. O

Observatia 560 Deoarece triunghiul N} N{N este echilateral rezultda ca triunghiul
A'B'C’ este echilateral.

Teorema 561 Triunghiul A’B'C’ si al doilea triunghi al lui Napoleon au acelasi centru
de greutate.
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Demonstratie. Deoarece o’ +b'+¢ = n,, +nj+n, = a+b+c, rezultd ci centrele
de greutate ale triunghiurilor A’B’'C" §i N;N|N/ coincid. O

Observatia 562 Centrul de greutate al triunghiului A’B'C’ coincide cu centrul de
greutate (G) al triunghiului ABC.

Teorema 563 Sunt adevirate relatiile: GA' || AAy, GB' || BBy, GC' || CCs, GA' =
GB' = GC' i GA' = LAAy GB' = LBB,, GC' = 100y,

g—a
a—asg

Demonstratie. Din g:g; = —1 € Rrezultd c& GA' || AAs si

GA = %AAQ (Figura 1.111). Deoarece AAs = BBy = CCs rezulta GA' = GB' = GC'.
O

_ 1 Jiex
= 3, adica

Teorema 564 Hezagonul A'N/C'N!B'Nj este regulat.
Demonstratia este evidentd deoarece A'N. = N/C’. O

Consecinta 565 Punctele A’, B',C" apartin cercului circumscris celui de-al doilea
triunghi al lui Napoleon corespunzator triunghiului ABC.

Teorema 566 Primul punct al lui Fermat (F1) corespunzator unui triunghi ABC

apartine cerculur circumscris al celut de-al doilea triunghi al lui Napoleon al triunghiu-
lui ABC.

Demonstratie. Din m(<A;1F1By) = m(<A'F1B’) = 120° si m(<A'C'B’) = 60°
rezultd m(<A'F1B') + m(<A'C'B") = 180°, adicd patrulaterul F1A'C'B’ este in-
scriptibil, deci Fy apartine cercului circumscris triunghiului A’B’C” si conform pro-
prietatii precedente — apartine cercului circumscris triunghiului N, N]N/. O

Teorema 567 Al doilea punct al lui Fermat (Fy) corespunzator unui triunghi ABC
apartine cercului circumscris primului triunghi al lui Napoleon al triunghiului ABC.

Demonstratia este analoaga cu precedenta. ([

Teorema 568 Fie A" € (AAs),B” € (BB;),C" € (CC3) astfel incit A”Ay =
2AA", B"By = 2BB". Punctele A", B",C" apartin cercului circumscris primului tri-
unghi al lui Napoleon.

Demonstratie. Patrulaterele AA'GA”, BB'GB",CC'GC" sunt paralelograme (de-
oarece GA' || AA",GA' = 1 AA; = AA"), de unde GA” || AA; si GA” = L AA; (Figura
1.111). Analog, GB” = 1BB; 5i GC" = $CCy. Cum AA; = BBy = CCy rezults ca
GA" = GB" = GC". Deoarece |g — ad"| = |g — ngy|, rezultd ca punctele A”, B C"
apartin cercului circumscris triunghiului N, Ny N.. U

Teorema 569 Triunghiul A” B"C" este echilateral si congruent cu primul triunghi al
lui Napoleon NoNyN, corespunzator triunghiului ABC.

Demonstratie. Se aratd fard dificultate cd |a” — b"| = |ng, —npl si o — | =
|na — nel, adicd A”B” = N,N,, si A”C" = N,N.. O
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1.47 Triunghiurile lui Vecten

»Desenul corupe rationamentul” — Ion Barbu

Pe laturile unui triunghi ABC se construiesc in exterior patratele BCAcAp, ACBcBa
si ABCpgCy care au centrele O 4, Op, respectiv O¢. Triunghiul O4OpO¢ determinat
de centrele acestor patrate se numeste triunghiul Vecten exterior (Figura 1.114).

A
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; i
I
P /i
_- |
P
c A |
A ‘ |
\ I
\ VA ‘
\ A 10
\ B
| A e Be
\ - e ]
\ - Te-a I
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o." -~ Q|
C/)( Hb / ]
// - \\ /’” ;
— \
Cg/ - ; ) ?
\\ /,’ |
i \ / |
\ \ ! !
\ \ / ]
B - Wi
s M, c
B . H., .
A/
N
B, o
‘ YA
B, ) .
B Ag Ac °

Figura 1.114: Triunghiul Vecten exterior

Teorema 570 Dreptele AO4, BOpg,CO¢ sunt concurente .

Demonstratie. Triunghiurile dreptunghice isoscele ACOp si ABO¢ sunt aseme-

nea, atunci
AB  AOc¢

AC — AO0p’
de unde AB - AOp = AC' - AO¢ si de aici
AB - AOp - sin BAOp = AC - AO¢ - sin CADg
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(deoarece B/A\OB = m), deci Ajapoy) = Ajaco.]- Analog se arata ca Apco.) =
A[BAOA] si A[C’AOA] = A[CBOB] (1) Fie {Al} = AO04 N BC, {Bl} = BOg N AC si
{C1} = COc N AB. Atunci,

Aapos) _ AOa-hy _h _ BA;
A[ACOA] AO4 - ho ho A C

(unde hj si hg sunt lungimile indltimilor duse din B si C pe latura AO4 in triunghiurile
ABOy, respectiv ACOy). Analog,

Apppe) _ BiC g Ao.cn) _ C1A
Ajoppa Bi1A Apoecp C1B

(2)

Din relatiile (1) si (2) rezult: ﬁig . gig . gig = 1 si conform reciprocei teoremei lui
Ceva rezulta ca dreptele AO4, BOp si CO¢ sunt concurente. O

Observatia 571 Punctul de concurenia al dreptelor AOy, BOp si CO¢c se numeste
punctul lui Vecten exterior (V).

Teorema 572 Sunt adevarate relatiile: AO41OgO¢c, BOglOcOy, COcLO405.

Demonstratie. Notam cu litere mici afixele punctelor corespunzitoare. Prin ro-
tatia de centru O¢ si unghi 7, punctul B ajunge in A, deci A = ?Rgc(B), de unde
a=oc +w(b—oc), unde w = cos § 4 isin § = 4, adica
a—1b
1—1i

o =

Analog , B = §R§A(C) siC = %gB(A), de unde 04 = bf_zf siop =<2 Atunci,

m — —i€7q- R*’
oc — op
adicd 004 L0OpB0¢. Analog se aratd cd BOglOcO4 si COcLO40pB. O

Observatia 573 Ortocentrul triunghiului O 4OpO¢ este punctul de intersectie al dreptelor
AO4, BOp 5i CO¢.

Teorema 574 Sunt adevarate relatiile: AO4 = OpOg, BOp = OcOy, COc =
040p.
a—o04 a—o4

Demonstratie. Din
oCc—O0RB oC—0B

loc — op|, deunde AO4 = OpO¢. Analog se aratd cd BOp = Oc04 51 COc = O405.
O

= —4 rezultd

= |—i] = 1, adica |a — 04| =

Observatia 575 Cu segmentele AO4, BOp si CO¢ se poate construi un triunghi
congruent cu triunghiul O 4Op0O¢.

Teorema 576 Triunghiurile ABACas, BAgCp, CAcBc si ABC au aceeasi arie.
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Demonstratie. Avem

ACA - ABy -sin CAABA
A[ABACA] = ) .

Deci ACy = AB=c¢, ABy =AC =bsi
sin(ChAB,) = sin(360° — 180° — A) = sin(180° — A) = sin 4,

deci Ajap,c,) = W = A{apc)- Analogse aratd cd Ajap,c,) = AjcacBe] = AjaBa)-

0

Teorema 577 Laturile triunghiului Vecten exterior au lungimile

o \/ b2+ + 4Ape) |, _ \/ a* + ¢ +4Aupe) , _ \/ b? + a? + 4A1apc)
B 2 ’ 2 ’ 2 ’

unde o',/ . sunt lungimile laturilor OgO¢, OA0¢, respectiv O40R.
Demonstratie. Din teorema cosinusului in triunghiul AOgO¢c obtinem
0B0c? = OpA% + O A? —205A - O¢A - cos Og A
Dar OpA =22 0cA = 22, m(OpACc) = 90° + m(BAC),deci

/22572 672+2‘bc-sin;1\’
2 2 2

oo b24+c24+4A / a?+c24+4A L b2+a2+4+4A
adicd a = %. Analog, b = % sic = \/ﬂ_ 0]

Teorema 578 FEste adevarata relatia:
BACA2 + CBA32 + A0302 = 3((12 + b2+ 02).
Demonstratie. Teorema cosinusului in triunghiul AB,C'4 ne da:

BACC2 = b2+ 2 —2bc- cos BmA,
a2 — b2 — 2
2bc ’
de unde B4C? = b2 +c2—(a?—b?—c?) =2b>+2c?—a?. Analog, CpAp? = 2a%+2c%—?
si AcBo? = 2b% + 2a? — 2, de unde BAC 4% + CpAp? + AcBc? = 3(a® +b* + ¢2). O

cos BAAC, = cos(180° — A) = — cos A =

Teorema 579 Dreptele AAc si BBo sunt perpendiculare.

Demonstratie. Notdm cu litere mici afixele punctelor corespunzitoare. Avem:
Ac =RE(B) si Bo =R;2(4), deci ac = c+i(b—c¢) si bo = ¢ —i(a — c). Atunci:
a—ac  —i[b—c+i(a—c)
b—bc  b—c+i(a—c)
deci AAc1BBc. O

= —i€i- R
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Observatia 580 Analog se aratid ca AAg 1 CCp si BBA1CCy.

Teorema 581 Fie G, Gg, Gco, centrele de greutate ale triunghiurilor AB4C4,
BCgAp respectiv CAcBg. Dreptele AGy4, BGp si CG¢o sunt concurente in orto-
centrul H al triunghiului ABC'.

Demonstratie. Fie By al patrulea varf al paralelogramului BCpB1Ap si {Hp} =
BB1NAC. Deoarece m(AB/B-EB) = 180° —m(B), rezulti m(BIB\Bl) = m(B). Atunci
triunghiul ABC si B1AgB sunt congruente (m(BjB\Bl) = m(ﬁ), AB = BCgp =
B1Ap, BC = BApg), deci

m(BB1Ag) = m(BAC) = m(B, BCp).

Deoarece - - -
m(B1BCp) + m(ABHy) = 180° — m(CBA) = 90°

deci m(B/AE,) —|—m(@) = 90°, de unde rezultd cd BH, L AC (1). Deoarece intr-un
paralelogram diagonalele se injumatatesc, rezultd cad BBs este mediana in triunghiul
BApCpg, deci Gg € B1B (2). Din (1) si (2) rezultd ca GpBLAC. Analog, AG4 L BC
si CGoLAB, de unde rezultd cd BGp, CG¢ sunt dreptele suport ale inaltimilor
triunghiului ABC, deci sunt concurente in ortocentrul triunghiului ABC. ]

Teorema 582 Fie Ha, Hg, Ho ortocentrele triunghiurilor ABAC 4, BAgCp respec-
tiv CAcBc. Dreptele AH4, BHp si CHgo sunt concurente in centrul de greutate al
triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie A; cel de-al patrulea varf al paralelogramului C4 ABs A1, AP 1 BACy,
BQLACy, (P € BuC,Q € ACY) si {M,} = AP N BC Cum BACAQ = AHLB ,
CAALAB gi CALH4Q rezulta AB || H4Q, deci ma = m (alterne interne).
Deoarece AAA1C4 = ABCA (vezi proprietatea anterioard) rezulta Cmg = @,
deci triunghiurile ABM, gi C4AAs sunt congruente, de unde

1 1
BMa - AA2 = QAAl - 5BC7
deci M, e mijlocul segmentului BC, adicd AM, este mediana in triunghiulABC, adica
G - centrul de greutate al triunghiului ABC - apartine dreptei AH,. Analog, G € BHp
siG e CHc. ([

Observatia 583 Din congruenta triunghiurilor ABM, i CaAAs rezulta AM, =
CpAy = %BACA, deci BACp = 2AMs = 2my. Analog AgCp = 2my, si AcBo = 2m,.
(unde mgq, my, me sunt lungimile medianelor triunghiului ABC'). Atunci

BaC A + ApCp% 4 AcBc? = 4(ma? + my? + m?) = 3(a> + b? + &)

Observatia 584 Daca pe laturile triunghiului ABC' se construiesc spre interior pa-
tratele BCA, AIB, AC’B&B;V BAC;‘C}S avdnd centrele OIA,O;B respectiv O/C, tri-
unghiul O;‘OBO/C se numegte triunghiul Vecten interior (Figura 1.115).
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Figura 1.115: Triunghiul Vecten interior

Teorema 585 Sunt adevarate relatiile: AO/AJ_OJBO/C, BO;BJ_O/AO/C, C’O/CJ_O}BO/A.

Demonstratie. Notdm cu litere mici afixele punctelor corespunzitoare. Avem:

A= %32(0), B = éreg,c(A), C = mg,A(B), deci o = 4= o, = e o) = =i de

unde

(/1—0/} :_Z(a+C_LZ_,ZC_b):—iEi-R*,
op — 0¢ a+ai—1ic—b
de unde rezults AO’; LOR0. Analog, BOy 10,0 si CO, O30, 0

Teorema 586 Sunt adevdrate relatiile: AO:4 = O}BO/C, BOg' = O;lOIC 51 COqn =
030).

Demonstratie. Din

!
a—o
A .
- =1
% ~ %
rezultd a0y | — |—i| = 1, de unde |a — 0| = |0y — 0n|, adicd AO', = OO0,
A ; A B~ Oc|; a = Uplc.

Analog se aratd ¢ BOg = O/AO/C si CO/C = 039014. (]



Triunghiurile lui Vecten 215

Observatia 587 Cu lungimile segmentelor AO;\, BOg', C’O,C se poate construi un
triunghi congruent cu triunghiul Vecten interior.

Teorema 588 Dreptele AO;U BO;B, C’O/C sunt concurente.

Demonstratie. Dreptele AO:4, BO;B, CO/C fiind perpendiculare pe dreptele O}BO/C,
O/AOIC, 039024, sunt dreptele suport ale triunghiului 0140390/0, deci sunt concurente
in ortocentrul triunghiului Vecten interior. ]

Observatia 589 Punctul de concurenta al dreptelor 0330/0, 0140,0, 039014 se nu-
meste punctul Vecten interior.

Teorema 590 Triunghiurile ABA/B $t BCC}B; BC’BIC $i ACA/C, respectiv ABB;‘ $i
AC’C’:4 au aceeagi arie.

Demonstratie. Notam cu a, b, ¢ lungimile laturilor BC, C A respectiv AB. Din

ABA'B = CBCJ'B, (unghiuri cu laturile perpendiculare doud cate doud) rezultd

AB-BA} -sinABAy,  BAy - BC -sinCBCj

Aaay) = 2 > = Hosoy)

Analog se arata ca A[BCB/C] = A[ACA:?} si A[ABBM = A[ACC’A]' O

Teorema 591 Dreptele BB, CCp si inaltimea din A o triunghiului ABC' sunt con-
curente.

Demonstratie. Fie AH, indltimea din A, notadm m(B/A\Ha) = aq, m(H/a-R') =
ag, m(CBB¢) = 1, m(BcBA) = 9, m(ACCg) = v, m(CpCB) = ~,. Din teorema
sinusurilor avem:

CBe BB¢ . ABc BBc

sinf,  sin(90° + O) ° sinfBy,  sin(45° + A)’

bv/2sin(A+45°)
BBc

de unde sin 5; = bggcc

sisin By = , deci

sinf, cos C'
sin 8y /2sin(A + 45°)

Analog se arata ca
siny;  V2sin(A + 45°)

sin 7y cos B

Dar sina; = sin(90° — B) = cos B si sinas = sin(90° — C) = cosC, de unde 324l .
’ sin a2

sin 3 . siny; _ . q. . . . o . .o o

SnB, sy, — 1, si din reciproca teoremei lui Ceva sub forma trigonometrica rezulta

concurenta dreptelor BBo, CCp si AH,. O

Observatia 592 Daca triunghiul nu este ascutitunghic, rezultatul se pastreaza, dar
calculele sufera unele modificari.



Triunghiurile lui Vecten 216

Teorema 593 Fie {A’} = (CyCp ﬂBABC,{B,} =CsCpNABAC si {C,} = AgAcnN
BaBe. Triunghiul ABC si triunghiul ortic al triunghiului ABC sunt omologice.

Demonstratie. Vezi ,/Triunghiul lui Grebe”. O

Teorema 594 Triunghiul Vecten exterior O 4OpO¢ are aria egald cu

BC? 4+ CA? + AB?
A[OAOBOC] - A[ABC} + ] )

unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor BC, CA, AB.

Demonstratie. Alegem un sistem cartezian cu originea in centrul cercului cir-
cumscris triunghiului ABC'. Notdm cu litere mici afixele punctelor corespunzitoare,
iar prin Z = R%(Y) intelegem c& punctul Z se obtine printr-o rotatie de centru X
si unghi ¢ a punctului Y. Avem: B = Rg (C),C = R3_(A),A = §Rgc (B), de unde

rezultd o4 = bl_jf, 0B = Cl_f?, oc = al_jib. Atunci:Ajp 0,0, = |Al, unde

| oa oz 1 ; b—ic b+ic 1
A = 1 op 0 1l |=—-|c—ia ¢c+ia 1 (1)
oc oo 1 a—ib a+ib 1

2i T 7 7 b b
= g[(b6+ca—|—ab—aé—ba—cb) —i(a@ + bb + ce) + i(bc + ca + ab + ac + ba + cb)],

iar
il a 1 ;
Apapey=~| b b 1 |=—[bc+ ca+ ab— ac— ba — cb] (2)
4 = 4
c b 1
si
BC?+CA?+ AB* = |c—b*+|a—c*+1|b—al?
(c—b)e—=b)+(a—c)a—zc)+ (b—a)(b—a)
= 2[BR%— (b¢ + ca + ab + ac + ba + cb)),
dect BC? + CA% + AB?
b + c@ + ab + ac + ba + cb = 3R? — * 5 * (3)
(unde |a| = |b| = |¢| = R - raza cercului circumscris triunghiului ABC'). Din relatiile
(1) - (3) rezulta:
1 _ _
A0, 0500] = Apapcy+ Z[3R2 — (be + ca + ab + at + ba + cb)]
1 BC?+ CA? + AB? BC? + CA? + AB?
= Aupc) + Y 5 = Ajapc) + S :
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Teorema 595 Triunghiul Vecten interior 0140390,0 are aria egald cu

232, 2
a“+b+c
Aoy op,00) = Alase) = 5
unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor BC, CA, AB.

Demonstratia este analoaga celei precedente.

Teorema 596 (Generalizarea teoremei lui Vecten) Pe laturile unui triunghi ABC
se_cor construzesc in ex/ttﬂor tmunghwwemeﬁa\BCAl, B1CA si BC1 A, astfel incat
ClBA C’BAl, BCA, = ACB,, B1AC = BAC,. Dreptele AA,, BBy si CCy sunt

concurente.

Demonstratie.Notdm cu «, 3,7 masurile unghiurilor JEB\C,B/C\AL respectiv

Figura 1.116: Generalizarea teoremei lui Vecten

C1AB i fie {M} = AA, N BC, {N} = BB N CA, {P} = CCy N AB (Figura 1.116).
Avem:

BM  Aspa, AB-BA;-sin(B+ «)
MC — Apca, AC-CA;-sin(C+p)’
CN Apcn, BC - CBj -sin(C + )
NA - AABBl - AB-ABl-SiIl(A-l—"}/)7
AP Aace, AC-AC, -sin(A+7)
PB ~ Apce, BC-BCi-sin(B+a)
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Inmultind relatiile precedente obtinem:
BM CN AP BA; CBy AC:
MC NA PB~ CA, AB, BCy
Din aseménérile triunghiurilor BC A1, B1CA gi BC1 A rezulta:
BiA  AC AC  BC BC  AC

BA, BC’ CiA  AB’ BC, AB’

Din relatiile (1) si (2) rezulta
BM CN AP _
MC NA PB

din reciproca teoremei lui Ceva rezulta concluzia.

1.48 Triunghiurile Sharygin

”...poezia nu este lacrima,
ea este insugi plansul,
plansul unui ochi neinventat,
lacrima ochiului celui care trebuie sa fie frumos,

lacrima celui care trebuie s4 fie fericit.”- Nichita Stinescu®®

In triunghiul ABC fie A’, B, C" picioarele bisectoarelor interioare si A”, B",C" pi-
cioarele bisectoarelor exterioare. Punctele de intersectie ale mediatoarelor segmentelor
AA'", BB',CC" sunt varfurile primului triunghi Sharygin. Mediatoarele segmentelor
AA", BB",CC" se intersecteaza in trei puncte care sunt varfurile celui de-al doilea

triunght Sharygin.

Teorema 597 Triunghiul de contact al triunghiului ABC gi primul triunghi Sharygin

al triunghiului ABC' sunt omotetice.

Demonstratie. Fie S, 5pS. primul triunghi Sharygin al triunghiului ABC, C,CyC,
triunghiul de contact al triunghiului ABC' (Figura 1.117). Deoarece triunghiul AC,C,
este isoscel rezulta cd C.Cp L AI; cum si SpS.LAI rezultd C.Cy || ScSp. Analog C,Ch ||
SaSp 51 CoCy || SoSe (1). Fie My, Ma, M3 mijloacele bisectoarelor AA", BB',CC’. Fie

{A1} = S,S. N BC si {As} = S8y N BC. Avem
m(A1S.As) = 180° — [m(SaA1Az) + m(SpAzAs)]
= 180° — [m(BAMy) + m(MzAC)]

1~ 1 -
= 180° — |90° — om(B) +90° — 5m(C)

= Sm(B)+m(@)

(GCCs) = m(GCal) +m(CCaT) = m(@CT) +m(CBT) = 3

~ ~

C) +m(B)],

%5 Nichita Stinescu (1933 — 1983) — eseist, poet roméan, ales postum membru al Academiei Roméane
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Figura 1.117: Primul triunghi Sharygin

deci Sb/Sa\Sc = C’b/Ca\C’c. Analog, mc = C’a/Cb\Cc, adica triunghiurile S,5,S. si
CoCpC. sunt asemenea (2). Din relatiile (1) si (2) rezultd cd triunghiurile S,;SpS.
si C,CyC. sunt omotetice. O

Consecinta 598 Unghiurile primului triunght Sharygin SqSpSc corespunzator tri-

o~ N

unghiului ABC au masurile egale cu 90° — 3m(A), 90° — $m(B), respectiv 90° —im(C).

Demonstratie. In proprietatea precedentd am aritat c&

m(S:5.5) = i[m(B) +m(C)] = 3 180° —m(A)| = 90° — §m(A)
Analog se aratd ca m(Sa/SEC) =90° — %m(B\) si m(Sa/S;S'b) =90° — %m(a) O

Teorema 599 Triunghiurile Sharygin sunt asemenea.

Demonstratie. Fie S;SII)S; cel de-al doilea triunghi Sharygin, A”, B”,C" pi-
cioarele bisectoarelor exterioare i My, M, M, mijloacele segmentelor AA”, BB res-
pectiv CC", {P} = S,S, N BC,{R} = S,S.N BC (Figura 1.118). Avem:
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S'.

Figura 1.118: Al doilea triunghi Sharygin

m(A"RS,) = m(M,RB) = 360° — [90o + (180° — m(B)) + (900 - m(fx))} . (1)

Din triunghiul PM3C avem: m(M;PC) = 90° — (90o - %m(g)) = %m(a) (2). Din
relatiile (1) si (2) rezulta ca

—

— — 1 -
m(PS}R) = 180° — [m(SPR) + m(S,RP)] = 90° = Zm(B).

Atunci, m(S,,S,S.) = 90° — %m(é) si analog se aratd ca m(S,S,S.) = 90° — %m(g),

m(S,S.S,) = 90° — 2m(C). Din relatiile de mai sus si consecinta precedents rezulta
cd triunghiurile lui Sharygin S,.5,S. si S5, 5., sunt asemenea. O

Observatia 600 Unghiurile celui de-al doilea triunghi Sharygin corespunzator tri-
unghiului ABC au masurile egale cu
o 1 1 o 1 ) o 1 ~
90° — =m(A),90° — —m(B),90° — —m(C).
2 2 2
Teorema 601 Primul triunghi Sharygin SqSpS. al triunghiului ABC gi triunghiul an-
tisuplementar 1,1y1. al triunghiului ABC sunt omotetice.
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Demonstratie. Deoarece m(@) = 90° (Figura 1.117) rezulta I.Iy L Al si cum
SeSyLAI, rezulta 1.1y || ScSp. Analog, 1,1y || SaSpsilale || SaSe (1). Cum m(B/Ia\C)
90° — %m(zzl\), m(C/Ib\A) = 90° — %m(@) si m(A/IC\B) = 90° — %m(A/C'\B) rezultd
cd triunghiurile I,Ip1. si S,SpS. sunt asemenea si utilizand relatiile (1) rezulta ca
triunghiurile 1,11, si S,5,S. sunt omotetice.

O

Teorema 602 Al doilea triunghi Sharygin S’;S;S; al triunghiului ABC este asemenea
gt omologic cu triunghiul antisuplementar I, Ipl. al triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece m(BI,C) = m(S,S,S.) = 90° — %m(;{) si m(CIT,A) =
m(S,S,S.) = 90° — %m(é) rezultd ci triunghiurile S,S,S. si I,[,]. sunt asemenea.
Deoarece punctele A”, B” C” sunt coliniare (ele apartinand axei ortice a triunghiu-
lui ABC), atunci M, M,, M, sunt mijloacele patrulaterului complet B”A”BAC"C
si conform teoremei lui Gauss sunt coliniare (apartin dreptei lui Gauss). Deoarece
(M} = 1.0 S,S., {My} = I,I.N S, S, si {Mz} = I,I, N S,S, din reciproca teore-
mei lui Desarguss rezulta ca dreptele IaS;, IbS; si ICS; sunt concurente, triunghiurile
S;SéSé si I,I1. fiind astfel omologice. O

Teorema 603 Triunghiurile Sharygin ale triunghiului ABC sunt omologice cu tri-
unghiul ABC, axa de omologie fiind dreapta lui Lemoine a triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie{ X} = S,S. N BA, {Y} = SpS. N AC, {L1} = SpS. N BC, A’
piciorul bisectoarei din A (Figura 1.117). Deoarece S.S; este mediatoarea segmentului
AA" gi AA’ este bisectoarea unghiului BAC, rezulta cd patrulaterul AX A’Y este romb.
Din teorema lui Menelaus pentru triunghiul ABC' si transversala L1, X, Y avem:

LB XA YC _
L,C XB YA

unde ﬂ—g = % (deoareceX A = Y A) (1). Deoarece XA’ | AC rezulta % = %é:,
adica

XB = = ) (2)
iar din YA’ | AB rezulta

YO CcA . ab b B
YA BC’ Cb4+c a b+c

(3)

Din relatiile (1) - (3) rezulta % = (%)2. Aznalog, dacd {La} = S, S. N AC, {L3} =
SaSpy N AB rezulta ii—g = (9)2 si fg’—g = (2) , de unde

c

LiB LyC L3A
LiC LA L3B

L,

iar din reciproca teoremei lui Menelaus rezulta ca punctele L1, Lo si L3 sunt coliniare
deci triunghiurile S,;.5;,5. si ABC sunt omologice. Tangenta in A la cercul circumscris
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triunghiului ABC' intersecteazd dreapta BC' intr-un punct A; care are proprietatea
‘;ﬁg = (0)2. Atunci, ’215 = Eg de unde:
A B LB

A,C - AB IL,C—I.,B

b

adicd ’}‘3%3 = LBlcEf egalitate echivalentd cu A1B = [1B si deoarece A1 si Ly sunt

de aceeasi parte a lui B pe dreapta BC, rezultd cd punctele A; si Ly coincid, deci
L1 apartine dreptei lui Lemoine a triunghiului ABC. Analog se aratd ca Lo gi Ls
apartin dreptei lui Lemoine, deci axa de omologie dintre primul triunghi Sharygin si
triunghiul ABC este dreapta lui Lemoine a triunghiului ABC. Analog se aratd c&
triunghiul ABC este omologic gi cu cel de-al doilea triunghi Sharygin. O

1.49 Triunghiurile lui Caspary

,Geometria este cea mai bund gi mai simpld dintre toate logicile, cea mai potrivita sa dea
inflexibilitate judecitii si ratiunii.” — Denis Diderot®®

Teorema 604 Daca X g1 Y sunt doud puncte conjugate izotomic ale triunghiului
ABC si paralelele, duse prin X la laturile BC,CA, AB, intersecteaza dreptele AY, BY,
CY in punctele Ay, By, respectiv Cy1, atunci triunghiurile ABC si A1 B1Cq sunt omo-
logice si au trei centre de omologie.

Demonstratie. Notdm cu A’ si A”, B’ si B”, C' si C” punctele de intersectie ale
dreptelor conjugate izotomic AX gi AY, BX si BY,CX si CY cu laturile triunghiului
ABC (Figura 1.119). Evident triunghiurile ABC i A; B1Cy sunt omologice, punctul Y
fiind un centru de omologie. Fie {a} = AB;NBC,{b} = BC1NCAsi{c} = CAINAB.
Atunci, A'b||AB, B'c|BC,C'a || CA, de unde

aB C'B bC AC cA BA
aC  C'A’bA  A'B’¢cB B'C’

Din teorema lui Ceva avem:

C'B AC B'A
C'A A'B BC
sau % . % . % = 1, deci dreptele AB1, BC1,C'A; sunt concurente intr-un punct Z.
Analog se aratd ca dreptele ACy, BA;,C'B; sunt concurente intr-un punct notat cu
7', de unde rezultd concluzia. O
Triunghiul Ay B1C1 de mai sus se numeste primul triunghi Caspary. Daca dreptele
A1G, B1G, C1G care unesc varfurile primului triunghi Caspary A;B1C1 cu centrul de
greutate G al triunghiului ABC, intersecteazd dreptele AX, BX si C'X in punctele
Ag, Bg, respectiv Cy, atunci triunghiul A;BsCy se numeste al doilea triunghi al lui
Caspary.

1

%6 Denis Diderot (1713-1784) — filosof si scriitor francez, figurii complexd a iluminismului francez
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Figura 1.119: Triunghiurile lui Caspary

Observatia 605 Al doilea triunghi ol lui Caspary As BaCs este omologic cu triunghiul
ABC, centrul de omologie al acestor triunghiuri fiind punctul X, conjugatul izotomic
al centrului de omologie Y al triunghiului ABC cu primul triunghi al lui Caspary
A1B1Cy. Primul si al doilea triunghi ale lui Caspary sunt omologice, centrul lor de
omologie fiind centrul de greutate al triunghiului ABC..



Capitolul 2

INEGALITATI GEOMETRICE
REMARCABILE

2.1 Inegalitatea fundamentala a triunghiului (Inegalitatile
lui Blundon)

,Usor nu e nici cantecul. Zi
sl noapte — nimic nu-i ugor pe pamant,
caci roua e sudoarea privighetorilor
ce s-au ostenit toat# noaptea cantand.” - Lucian Blaga!

Intr-un triunghi ABC, fie O centrul cercului circumscris, I centrul cercului inscris,
G centrul de greutate, N punctul lui Nagel, s semiperimetrul, R raza cercului circum-
scris gi 7 raza cercului inscris. In cele ce urmeazs prezentim o demonstratie geometrici
a inegalitatii fundamentale a triunghiului. Aceastd relatie contine de fapt doué ine-
galitati si a fost demonstratd pentru prima oard de cdtre E. Rouché [101] in 1851,
rdspunzand unei intrebari a lui Ramus referitoare la conditii necesare si suficiente pen-
tru a exista un triunghi avand date numerele reale pozitive s, R, r (vezi Teorema 607).
O demonstratie relativ simpla a inegalitatii fundamentale a triunghiului a fost data
de W.J. Blundon [26] si se bazeazd pe urmatoarea proprietate algebricd a radacinilor
unei ecuatii de gradul trei: Radacinile x1, xo, x3 ale ecuatiei

x3+a1x2+a2w+a3:0

sunt laturile unui triunghi dacd si numai dacé, urmatoarele conditii sunt verificate:
i) 18ajazas + a?ad — 27a3 — 4a3 — 4a3az > 0; ii) —a1 > 0,a2 > 0,—az > 0; iii)
a} — 4ajas + 8az > 0. Mai multe detalii se pot gisi in monografia scrisd de citre
D. Mitrinovi¢, J. Pecari¢ gi V. Volenec [84], precum si in articolele lui C. Niculescu
[91], [92], R.A. Satnoianu [104], S. Wu [119]. Mentiondm c& G. Dospinescu, M. Lascu,

'Lucian Blaga (1895-1961) - filosof, umanist, jurnalist, poet, dramaturg, traducator, profesor uni-
versitar si diplomat roman, membru titular al Academiei Roméane

224
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C. Pohoata si M Tetiva [56] au dat o demonstratie algebricd unei forme mai slabe a
inegalitatii lui Blundon s < 2R + (3v/3 — 4)r. Aceasti inegalitate este o consecinti a
inegalitatii fundamentale a triunghiului.

Reamintim cateva distante importante ce au loc intr-un triunghi ABC'. Faimoasa
formula pentru distanta OI este numita relatia lut Euler si este data de

OI? = R* — 2Rr (2.1)

O demonstratie standard a acestei relatii gasim in H.S.M. Coxeter, S.L. Greitzer
[51] si T. Lalescu [73]. O demonstratie cu ajutorul numerelor complexe intalnim in
T. Andreescu gi D. Andrica [5]. Urmatoarea distanta de care avem nevoie este ON si
este data de

ON =R -2r (2.2)

Relatia (2.2) ne dd o demonstratie geometrica a inegalitatii lui Euler R > 27 i joacad un
rol important in obtinerea rezultatelor noastre. O demonstratie cu ajutorul numerelor
complexe intalnim in T. Andreescu si D. Andrica [5]. O altd distantd utild este OG
datd de:
a? + b% + 2

9 )
unde a,b gi ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului ABC. Demonstratia standard a
relatiei (2.3) utilizeaza relatia lui Leibniz (vezi [5]).

Suma a? + b + ¢? poate fi scrisd in functie de s, R, r astfel:

OG* = R* - (2.3)

a? +b? +c? =2(s> — 1% — 4Rr) (2.4)

Demonstratia aceastei formule se giseste, de exemplu, in [84]. Rezultatele ce urmeaza
au fost publicate in [7].

Urmatorul rezultat contine o demonstratie geometrica simpla a inegalitdtii funda-
mentale a triunghiului.

Teorema 606 (D. Andrica, C. Barbu [7)) Daci ABC nu este un triunghi echilateral,
atunci urmatoarea relatie este adevarata:

2R% + 10Rr — 12 — p?
2(R - 2r)v'R? —2Rr
Demonstratie. Este cunoscut faptul cd punctele N, GG, I sunt coliniare, apartinand

dreptei lui Nagel, iar NI = 3GI (vezi [6] sau [71]). Aplicand relatia lui Stewart in
triunghiul JON, obtinem:

COS]/O]\V =

(2.5)

ON?.GI+0I> NG—-0G?* - NI=GI-GN-NI,

sau

ON?.GI +OI*.2GI — OG* - 3GI = 6GI3,

relatie echivalentd cu

ON?4+2.0I*> -3-0G? = 6GI?,
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de unde
1 2 2 2
GI? = = arvTe totc — 8Rr + 472
6 3
2 2
= (15<2(p T3 4RT)—8R7’+47’2>.

Aplicand teorema cosinusului in triunghiul JON si tinand seama de egalitatea NI% =
9GI? = 5r? + p? — 16Rr, obtinem:
ON?+ OI? — NI?

20N -0I
(R —2r)2 + (R%* — 2Rr) — (5r% + p? — 16Rr)

2(R —2r)VR? — 2Rr

2R?> + 10Rr — r? — p?
2(R — 2r)v/R? — 2Rr
Daca triunghiul este echilateral, atunci punctele I, O, N coincid, deci triunghiul JON
degenereazd intr-un punct. (]

COS ﬁ)]\\f ==

Teorema 607 (Blundon— Rouché) Condilia necesard si suficientd pentru a exista un
triunghi avand elementele p, R gi r este:

2R*+10Rr—r?—2(R—2r)\/ R? — 2Rr < p? < 2R*4+10Rr —r*+2(R—2r)\/ R2 — 2Rr-.
(2.6)

Demonstratie. Daca R = 2r, atunci triunghiul este echilateral si inegalitatile sunt
evidente. Daci R # 2r, atunci inegalitdtile (2.6) sunt o consecinta directa a faptului
ca —1 <cosION <1. O

Observatia 608 (D. Andrica, C. Barbu [7) In cazul trivial, cind triunghiul este
echilateral, obtinem egalitatea in (2.6). Presupundnd cd triunghiul nu este echilateral,
atunci avem R # 2r. Notam cu T (R,r) familia triunghiurilor avind aceeasi razd a
cercului circumscris R §i aceeasi razi r. Inegalitatea (2.6) ne da intervalul exact in care
se "migca" p pentru toate triunghiurile din familia T (R,r). Avem p%nn = 2R?>+10Rr—
r2—2(R—2r)V'R? — 2Rr sip?,,, = 2R?>+10Rr—r?>+2(R—2r)V R? — 2Rr. Daca fivam
punctele O si I astfel incat OI =/ R? — 2Rr, atunci triunghiul din familia T (R, r) cu
semiperimetrul minim, corespunde cazului cos TON = 1, ceea ce inseamnd ca punctele
1,0, N sunt coliniare, iar punctele I gi N apartin aceleiasi raze avdand originea in O.
Deoarece punctele O, G, H sunt coliniare, apartindnd dreptei lui Fuler a triunghiului,
rezultd ca punctele O, I, G sunt coliniare, deci in acest caz triunghiul ABC' este isoscel.
InF igura 2.1 acest triunghi este notat cu Amin BminCmin. De asemencea, triunghiul din
familia T (R,r) cu semiperimetrul maxim, corespunde cazului cos ION = —1, ceea ce
mseamna ca punctele 1,0, N sunt coliniare, iar O este situat intre I si N. Utilizand
dreapta lui Euler rezultd ca triunghiul ABC' este isoscel. In Figura 2.1 acest triunghi
este notat cu AmaxBmaxCmax- Notam faptul cd BminCmin > BmaxCmax- Triunghiurile
familiei T (R,r) sunt "situate" intre aceste doud cazuri extreme. In concordanta cu
teorema de inchidere a lui Poncelet, aceste triunghiuri sunt inscrise in acelasi cerc
C(O; R), iar laturile lor sunt tangente exterioare la acelasi cerc C(I;r).
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Bmin

Figura 2.1: Inegalititile lui Blundon

Observatia 609 (D. Andrica, C. Barbu [7]) Rezulta o cale naturala de constructie a
unui triunghi ABC in care se dau centrul cercului inscris I, centrul cercului circum-
scris O si punctul lui Nagel N. Tindnd cont de faptul ca punctele I,G, N sunt coli-
niare, afldndu-se pe dreapta lui Nagel a triunghiului ABC, gasim centrul de greutate
G pe segmentul IN astfel incat IG = %IN. Apot, utilizand faptul ca punctele O, G, H
sunt coliniare, determinam ortocentrul H pe raza (OG astfel incit OH = 30G. Am
redus astfel constructia cerutd la faimoasa problema a lui Euler de constructie a unui
triunghi in care gtim I, O si H [60]. Problema de constructie a lui Euler a fost studiata

de catre B.Scimemi [105], G.C.Smith [109], sI P.Yiu [121].

Notam cu Npin $i Nmax punctele lui Nagel corespunzétoare triunghiurilor Amin BminCrmin,
respectiv Apax BmaxCmax- Deoarece distanta ON este constantd, fiind egala cu ON =
R —2r, pun/ct\ul lui Nagel N se "migca" pe cercul de diametru NpinNmax, iar masura
unghiului JON variaza intre 0 si 180°. S. Wu in [119] a dat o noud versiune a inegali-
tatii lui Blundon introducand un parametru, dupa cum urmeaza: pentru orice triunghi
A1 A5 Az, urmétoarele inegalitdti au loc:

2R*4+10Rr—r?—2(R—2r)\/R% — 2Rrcos ¢ < p* < 2R*+10Rr—r?+2(R—2r)\/ R% — 2Rr cos ¢.
(2.7)

unde ¢ = min_|A; — Aj|. Rezultatul ce urmeaza a fost publicat in [7].
1<i<j<3

Teorema 610 (D. Andrica, C. Barbu [7)) In orice triunghi ABC sunt adevarate ine-
galitatile: o
—cos¢ < cos ION < cos ¢, (2.8)
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unde ¢ = min{|A — B|,|B — C|,|C — Al}, cu egalitate daca si numai daca triunghiul
este echilateral.

Observatia 611 (D. Andrica, C. Barbu [7)) Inegalitatile 2.7 gi 2.8 sunt echivalente.

Demonstratie. In cele ce urmeazi vom da o demonstratie geometrics a inegalititii
(2.8). Mai intai vom da o demonstratie geometricd pentru inegalitatea din dreapta:

cos TON < cos ¢.

. Amax

Bmin
Figura 2.2: N se "migca" pe cercul de diametru NyinNmax

Varfurile celor doud triunghiuri extremale AminBminCmin $1 AmaxBmaxCmax deter-
mingd gase arce pe cercul circumscris triunghiului, fiecare dintre acestea corespunzand
unei anumite ordini a unghiurilor triunghiului ABC. Fara a pierde din generalitate
presupunem cd A > C > B (adicd a > ¢ > b, unde a,b,c sunt lungimile laturilor
triunghiului ABC') si varfurile triunghiului ABC' se migca in sens trigonometric pe
cercul circumscris. In acest caz, A este situat intre Apin $i Cmax, B este intre B, si
Amax, iar C este intre Cpin $1 Bmax (Figura 2.2).

In cazul de fatd min{|A — B|,|B — C|,|C — A|} = |B — C|, deci ¢ = C — B. Fie
D punctul de intersectie dintre dreapta Al si cercul circumscris triunghiului ABC
(Figura 2.3). Notdm cu E si F punctele de intersectie dintre dreapta lui Nagel N1 cu
dreptele DO, respectiv AO. Triunghiul AOD este isoscel, deci ADO = DAO. Avem
AOC =2B i COD = A, de unde rezulta ca
_180° — (AOC + COD) _ 180° — (2B+A4) C-B

ADO

2 2 2 7
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Figura 2.3: O reprezentare geometricd a parametrului ¢

sau /\
¢ = 2ADO. (2.9)

Fie Ai, B1,C picioarele perpendicularelor duse din I pe laturile triunghiului
ABC, A, punctul diametral opus lui A; in cercul inscris in triunghiul ABC, {A'} =
AN N BC, I, centrul cercului exinscris corespunzator laturii BC, iar r, raza cercului
A—exinscris. Deoarece dreptele TA; si A'I, sunt perpendiculare pe BC, rezultd c&
IA; || A'I,. Deoarece cercul inscris si cercul A— exinscris sunt omotetice, prin omote-
tia de centru A si raport ¢, avem ‘?X; = 2. Rezulta ca punctele A’ si Ay se corespund
prin acests omotetie, deci Ao € AN.

Fie {A3} = ANNOM,, {C3} = CN N OM,, unde M, si M. sunt mijloacele
laturilor BC, respectiv AC. Deoarece BA' = C A1 = p— ¢, rezultd ci M, este mijlocul
segmentului A" Ay, deci M, A5 este linie mijlocie in triunghiul A1 As A" Cum TA; =
I As, rezulté ci I A3 este linie mijlocie in triunghiul A1 A A" Din I A4 || MaAi, MyAs ||
IA; si Ima = 90°, rezultd ca patrulaterul 1Ay M,As este dreptunghi. Analog se
aratd ca patrulaterul ICM.Cs este dreptunghi. Din conditia @ > ¢ > b avem ca
OM, < OM., < OMy < ITAy =r.

In functie de pozitia lui N fatii de mediatoarea laturii BC, avem urmatoarele trei
situatii:
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1) punctul N este in acelagi semiplan cu punctul B fatd de OM,, adicd N €
[AA3\[AAs]. Atunci, ION > IOA; = IOE > FOE.

2) punctul N = A3z = E. Atunci, ION = IOE > FOE.

3) punctul N este in acelasi semiplan cu punctul A fatd de OM,, adica N € [AA3].
Acest caz nu convine deoarece N € CCs, iar C3 € OM..

In toate cazurile posibile considerate mai sus obtinem

FOE < ION. (2.10)
Deoarece o
2ADO = AOFE = FOE, (2.11)

din relatiile (2.9)-(2.11), obtinem ¢ < ION si de aici rezulta
cos ION < cos ¢.
Dam acum o demonstratie geometrica pentru inegalitatea
—cos¢ < cos ION (2.12)

Daci ION < 90°, atunci inegalitatea (2.12) este triviald, deoarece numerele cos ¢ si

cos TON sunt pozitive. Daca ION > 90°, atunci inegalitatea (2.12) este echivalenta
cu

. ato . a—o
-2 <0
sin ——sin—— <
sau L e 5
a o —
i i > 0.
sin — — sin —— >
unde am notat masura unghiului ION cu a. Inegalitatea precedenta este adevarata
deoarece O‘Tw, QT_d) € (0,90°). O

Observatia 612 Numarul ¢ imparte triunghiurile familiei T (R, ) in functie de pozi-
tia punctului A pe cercul O(R).

Apeland la inegalitatea lui Gerretsen [7]:
16Rr — 5r% < p® < 4R* + 4Rr + 3r2. (2.13)
dupa cateva calcule simple obtinem:
Ip? — 2R* — 10Rr + 2| < 2(R? — 3Rr + 2r?). (2.14)
Din inegalitatile (2.8) obtinem

]cosI/OTV\ < cos¢ < ;Tcosqb.

Acum, utilizand relatia (2.5) gasim:
|p? — 2R% — 10Rr + r?| o R-r
2(R—2r)VR?>—-2Rr ~— VR?-2Rr

Calcule elementare conduc la o imbunéatéatire a inegalitatii lui Gerretsen in functie de
parametrul ¢.

cos ¢.
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Consecinta 613 (D. Andrica, C. Barbu [7) In orice triunghi ABC au loc urmi-
toarele inegalitati:

|p? — 2R? — 10Rr + 12| < 2(R? — 3Rr + 2r?) cos 6. (2.15)

In cele ce urmeaz notam cu 1, Iy, I. centrele cercurilor exinscrise si cu Ny, Vg,
N, punctele adjuncte corespunzatoare punctului lui Nagel N. Definitii si caracter-
izdri al punctelor N,, Ny, N. gésim in lucrarea lui D.Andrica si K.L.Nguyen [12]. Fie
p, R, 7,74, T, Te TeSpectiv semiperimetrul, raza cercului circumscris, raza cercului in-
scris i razele cercurilor exinscrise corespunzatoare triunghiului ABC. Cunoagtem
faptul ca punctele N, G, I, sunt coliniare si N,I, = 3G1,. Proprietati analoage se
dau pentru tripletele de puncte Ny, G, I si N, G,I.. Sunt adevarate urmatoarele
relatii similare cu (2.1) si (2.2):

OI? = R* + 2Rr,, OI} = R?> + 2Rry, OI*> = R? + 2Rr, (2.16)
si
ON, =R+ 2r,,ONy, =R+ 2r,, ON. = R+ 2r, (2.17)
Demonstratii ale relatiilor (2.16) si (2.17) se pot gasi in [12].
Teorema 614 (D. Andrica, C. Barbu [7]) Urmatoarea relatie este adevarata:

_—— R2—3Rr,— 12—«
cos I,ON, = 4 , 2.18
(R + 2r,)VR? + 2Rr, ( )

2 2 2
unde o = %,

Demonstratie. Aplicand relatia lui Stewart in triunghiul 1,0N,, obtinem:
ON?.GI, +OI? N,G — OG? - NI, = GI, - GN, - NI,
sau
ON?.GI, + OI*-2GI, — OG? - 3GI, = 6GI2,
relatie echivalenta cu
ON242-0I? —3-0G? = 6GI?.
Deoarece N,I, = 3G, rezulta:

3 2 b2 2
N2 =9GI2 = > <a e

5 + 8Rr, + 47«3) =

a? + b + 2
2
Aplicand teorema cosinusului in triunghiul I,ON, obtinem:
ONZ + OI2 — NoI?  R?+2Rr,+ (R+2rq)? — NoI?
20N, - 01, (R+ 2ry)VR?+ 2Rr,
R? - 3Rr, — 12—«
(R + 2r4)VR2 + 2Rr,

Relatii analoage se pot da pentru ry si 7. O

+ 12Rr, + 612 = 200 + 12Rrg + 672,

cos IQ/OWQ =
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Teorema 615 (D. Andrica, C. Barbu [7])) Urmatoarele inegalitati sunt adevarate:

2 24 2
0< % < R®— 3Rrq — 12 + (R + 2rs)/R% + 2Rry. (2.19)
(Forma duala a inegalitatii lui Blundon)
Demonstratie. Inegalitatea din stanga este evidenta. Cum —1 < cos LI/OWa <1,
rezulta

R%?-3Rr,—12—(R+2r,)V/R2 +2Rr, < a < R*—3Rr,—r>+(R+2r,)V/ R? + 2Rr,,

(2.20)
unde o = W. Inegalitatea din dreapta a relatiei (2.19) rezultd din inegalitatea
din dreapta a relatiei (2.20). O

Figura 2.4: Forma duald a inegalitatii lui Blundon

Observatia 616 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) Notam cu T (R,r,) familia triunghiu-
rilor avdnd aceeasi razd a cercului circumscris R si aceeasi exrazd ro. Inegalitatea
(2.19) ne da intervalul exact in care se "misca" a pentru toate triunghiurile din fa-
milia T (R, 7). Avem cumin = 0 §i Qmae = R2—3Rry—r2+(R+2r,)vVR2? + 2Rr,. Daci
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fizam punctele O si I, astfel incat Ol, = vV R? + 2Rr,, atunci triunghirile din familia
T(R,r,) ce au valoarea o minima degenereaza intr-un punct gi se corespund punctelor
de intersectie dintre cercurile C(O; R) si C(Iy;r,). In Figura 2.4 aceste puncte sunt
notate cu AL, si Al'. . De asemenea, triunghiul din familia T (R,r,) pentru care va-
loarea lui o este mazxima, corespunde cazului COSW = —1, ceea ce inseamna ca
punctele I,,0, N, sunt coliniare, iar O este situat intre I, si Ny. In Figura 2.4 acest
triunghi este notat cu AmaxBmaxCmax. Utilizand dreapta lui Euler rezulta ca triunghiul
AnaxBmaxCmax €ste isoscel. In concordanta cu teorema de inchidere exterioard a lui
Poncelet, triunghiurile familiei T (R,r,) sunt "situate” intre aceste doud cazuri ex-
treme.

Observatia 617 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) Din Teorema 614 rezultd o cale natu-
rald de constructie a unui triunghi ABC in care se dau centrul cercului exinscris I,
centrul cercului circumscris O gt punctul lui Nagel adjunct N,. Tindnd cont de faptul
ci punctele I, G, N, sunt coliniare, gasim centrul de greutate G pe segmentul 1,N,
astfel incit 1,G = %IaNa. Apoi, utilizind faptul ca punctele O, G, H sunt coliniare,
determinam ortocentrul H pe raza (OG astfel incit OH = 30G. Am redus astfel con-

structia cerutd la faimoasa problema a lut Euler de constructie a unui triunghi in care
stim I, O si H.

Observatia 618 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) Din Teorema 614 apare intrebarea
fireasca: care este expresia lui o in functie de p, R,r,? Pentru a raspunde la aceasta
intrebare vom ardta mai intdi ca:

8+ ra(4R + 3ry)s* +r2(3r2 — 16 R?)s? +r3(r, — 4R)

ab+ bec+ ca =

(s2412)2.
Deoarece tan 4 = e, putem scrie
A A 2sin 4 cos 4 2 tan 4 22 2
sin A = 2sin —cos — = -2A2 22A: 2A2 zrzp = 27“ap2'
2 2 sin®45 +cos?5  tan®*§ 41 ;Tg+1 re+Dp
st de aici
4
a:2R-sinA:%.
Ta TP
Daca K este aria triunghiului ABC, din %’,g =K = (p— a)rg, obtinem
4(p—a)R
e — u:mm.(ﬂ_l)
a a
2+p?—4R
= 4Rr, - To*P” = 2Ma _ r2 + p* — 4Rr,.

4Rr,

Combindnd aceste rezultate rezulta:

ab+bc+ca = a(b+c)+bc=a(2p—a)+bec
4rep 4rys
T o2t ( Py s
P8 + 1o (4R + 3ry)p* + r2(3r2 — 16R?)p? + r2(r, — 4R)
(p* +72) ’

>+r§+p2—4Rra
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iar de aici obtinem:

4o = a2+ b0+ =(a+b+c) —2(ab+ be+ ca)

P8 + 1o (4R + 3r,)p* + r2(3r2 — 16 R*)p? + r2(ry — 4R)
' (p? +12)?
2[p% — ro(4R — 1a)p* + r2(16R? — r2)p? — r3(r, — 4R)]

= ) . (2.21)

= 4p?—2

Formula (2.21) ne da o expresie complicatd a lui o in functie de p, R,r,. Din a® +
b2+ c? = 2(p? — r? — 4Rr), gisim p? = 2o + 4Rr + 12, de unde:
2R?> + 10Rr — r2 — p?
2(R — 2r)vVR% — 2Rr
2R? + 10Rr — %> — 2a. — 4Rr — 12
2(R — 2r)VR? — 2Rr
R?+3Rr — 1% — o

= BowE (2.22)

Teorema 619 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) In orice triunghi avand semiperimetrul p
urmatoarele inegalitati au loc:

—2(R+2r4)V/ R2 4+ 2Rrq < p*—(2R? +1° + 4Rr — 6Rr, — 2r2) < 2(R+2r,)\/ R2 + 2Rr,.
(2.23)

COSs I/OTV =

Demonstratie. Deoarece a? +b% +c? = 2(p? — 72 —4Rr), din relatia (2.22) rezulta
concluzia. Expresii similare se pot obtine pentru 7y si . O

Observatia 620 Utilizand faptul cir < r, si inegalitatea din dreapta a relatiei (2.23)
obtinem

p° < 2R>+ 1?2+ 4Rr — 6Rry — 2r2 + 2(R + 2ry)\/R? + 2Rr,
< 2R*>4 7124 4Rr, —6Rr, — 2r2 + 2(R + 274)V/ R2 + 2Rr,
= 2R?—2Rr,— 12+ 2(R+ 2ry)VR? + 2Rr,
sau

p? < 2R? = 2Rr, — 2 + 2(R + 2r,)\/ R2 + 2Rr,. (2.24)

Teorema 621 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) In orice triunghi avind semiperimetrul p
urmatoarele inegalitati au loc:

p? < min{4R* 4+ 4Rr, + 3r2, 4R* + 4Rry, + 312, 4R? + 4Rr. + 3r2}.
Demonstratie. Utilizand relatia (2.24) putem scrie

p> < 2R?—2Rr, — 124+ 2(R+2r,)VR2 +2Rr,
< 2R%? —2Rr, — 12+ 2(R+ 2ry)(R +14)
= 4R®+4Rrq + 3r.

Expresii similare se pot obtine pentru 7 si 7. O
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Consecinta 622 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) In orice triunghi urmdatoarele inegalititi
au loc:
a? + 0% + 2 < min{8R? 4 4r2 8R? + 412 SR* + 4r%}.

Demonstratie. Din Teorema 615 obtinem

a? 4+ b? + ¢? 9 9 5
= —— < R*—3Rrq —r;+ (R+2r,)\V/R?>+2Rr,

< R*-3Rr, — 712+ (R+2r,)(R+7,) =2R* + 12,

de unde rezulta concluzia. Expresii similare se pot obtine pentru ry si 7. O

Teorema 623 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) In orice triunghi este adevirati inegali-
tatea:

p? < 2\/§(QR + 747,

Demonstratie. Avem

p? <AR? 4+ 4Rr, +3r2 = (2R +1,)? +2r2 <2/(2R +1,)% - 212,
de unde rezulta concluzia. O

Observatia 624 Analog se obtin inegalititile: i) p?> < 2v/2(2R + rp)ry §iii) p? <
2V2(2R + )7,

Teorema 625 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) In orice triunghi este adeviratd inegali-
tatea:

p? < 2V3R(R + 2r,).
Demonstratie. Avem
p? <4R% + 4Rr, + 3r2 < 4R? + 4Rr, + 412 = 3R* + (R + 2r,)?,

de unde

p? <3R%+ (R+2r,)? <2v/3R2- (R + 2ry)? = 2V3(R? + 2Rr,).

Analog se obtin inegalititile: p? < 2v/3R(R + 2r3) si p? < 2v3R(R + 2r,).

Observatia 626 Deoarece OI? = R?>4+2Rr,, inegalitatea din teorema precedentd poate
fi rescrisd astfel: p? < 2V/3 - OIg saup < v/12-Ol1,.

Teorema 627 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) In orice triunghi este adevirati inegali-
tatea: p < 2-0l,.

Demonstratie. Avem p < v/1201, < 201,. O
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Teorema 628 (Andrica, D., Barbu, C. [8]) In orice triunghi este adeviratd inegali-
tatea:
p? < min{12Rr,,12Rr,, 12Rr.}.

Demonstratie. Avem
p* <4(R*+ Rrq +12) < 123/R2- Rro - 12 = 12Rr,

sau p < 2v/3Rr,. O

Triunghiurile familiei 7 (R, r) avand aceeasi razd R si aceeasi raza r sunt "situ-
ate" intre cele doud triunghiuri extreme Amin BminCmin $1 AmaxBmaxCmax determinate
de Pmin S1 Pmax. Aceste triunghiuri sunt isoscele in raport de varfurile Apin $i Amax
Inegalitatea lui Blundon ne d& intervalul exact in care se "miscd" p pentru toate tri-
unghiurile din familia 7 (R, 7). Avem

pgnin =2R%2 +10Rr — r? — 2(R — 27’)\/@ (2.25)
si
Pras = 2R? + 10Rr — 12 + 2(R — 2r)\/R? — 2Rr-. (2.26)

Triunghiul din familia 7 (R, r) cu semiperimetrul minim, corespunde cazului cos TON =

C’mufv \
B min

Figura 2.5: Configuratia lui Blundon i punctul lui Nagel NV

1, ceea ce inseamnd cd punctele I, O, N sunt coliniare, iar punctele I si N apartin
aceleiagi raze avand originea in O. Deoarece punctele O, G, H sunt coliniare, apartinand
dreptei lui Euler a triunghiului, rezulta ca punctele O, I, G sunt coliniare, deci in acest
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caz triunghiul ABC este isoscel. De asemenea, triunghiul din familia 7 (R, r) cu semi-

perimetrul maxim, corespunde cazului cos ION = —1, ceea ce inseamna ca punctele
1,0, N sunt coliniare, iar O este situat intre I i N. Utilizand dreapta lui Euler rezulta
cé triunghiul ABC' este isoscel.

Vom numi configuratia lui Blundon, imaginea prezentata in Figura 2.5.

Teorema 629 (Andrica, D., Barbu,C., Piscoran, L.,[11]) Familia T (R,r) contine
numai doud triunghiuri isoscele, si anume: Amin BminCmin $¢ AmaxBmaxCmax -

Demonstratie. Triunghiul ABC in 7 (R,r) este isoscel cu AB = AC daci si
numai dacd OI este perpendicularda pe BC. Deoarece BpinCmin 81 BmaxCmax sunt
perpendiculare pe OI, de unde rezultd concluzia. O

\

Observatia 630 Deoarece OD > 0, urmeaza ca OI > r, deci
R>r(1+V?2),

sau

r<(2-1)R.

Aceasta este o scurtid demonstratie geometrica a inegalitatii lui A. Emmerich [84], ade-
varatda pentru orice triunghi obtuzunghic.

Dam in continuare citeva consecinte ale inegalitatilor lui Blundon.

Lema 631 (Andrica, D., Barbu,C., Piscoran, L.,[11]) Fie P un punct situat in in-
teriorul cercului C(O; R). Daca P # O, atunci functia A — PA este strict crescatoare

pe semicercul MoM;y, unde My, M1 sunt punctele de intersectie dintre OP cu cercul C
astfel incat P € (OMy).

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea, presupunem ca O este originea
unui sistem cartezian zOy cu P situat pe axa pozitivd. In acest caz avem P(xg,0),
xg > 0, A(Rcost, Rsint), t € [0, 7] si

PA2 — (RCOSt _ .%'0)2 + (Rsint)2 = R? —i—ajg — 2Rxq cost.

Deoarece functia cosinus este strict descrescatoare pe [0,7] si g > 0, obtinem ca
functia A — PA? este strict crescitoare, de unde rezulti concluzia. (|

Teorema 632 (Andrica, D., Barbu, C., Piscoran, L.,[11)) In configuratia Blundon,

functia A — £LBAC este strict crescatoare pe semicercul Amax Amin..

Demonstratie. Avem siné = 74- Din Lema 631, pentru P = I, functia A — [A

este strict descrescitoare pe semicercul ApaxAmin. Deci pentru doud puncte Ay, Ay €

A A
AmaxAmin, avem Ay > [ Az, sau sin 5 = ﬁ < 17"72 = sin 52, de unde /B1A1C <

ZBQAQCQ (Figura 2.6). O
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= Auw.’l;

B min

Figura 2.6: Distributia triunghiurilor in familia 7 (R, r)

Din teorema sinusurilor, pentru triunghiurile familiei 7 (R, ), avem a = 2R sin A.
Din relatia 7 = (p — a) tan %, rezulta:

T + atan %
P=—""a
tan 5
Pe de alta parte, bec = @ si b+ c = 2p — a, deci b, c sunt radacinile ecuatiei
rR
22— (2p —a)x + P =0,
a

adica

16rR
2p—a:|:\/4p2—4ap+a2—%

2
Rezultatele de mai sus aratd cd familia 7 (R, r) este perfect determinatd pana la o
congruentd de unghi A. In acest mod obtinem:

Consecinta 633 Distributia triunghiurilor in familia T (R, r) este in perechi (ABC, A'B'C")
astfel incat triunghiurile ABC si A’B'C’ sunt congruente gi simetrice fatd de diametrul

OlI.

Consecinta 634 In configuratia Blundon, functia A — BC' este strict crescitoare

pe arcul AmaxAo §i strict descrescatoare pe arcul AgAmin, unde Ag este pe semicercul
AmaxAmin astfel incat ZByAqCo = 5.
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Teorema 635 (Andrica, D., Barbu,C., Piscoran, L.,[11]) (Forma tare a inegali-
tatilor lui Blundon) In configuratia Blundon, functia A — p(A) este strict descresci-

—~

toare pe arcul AmaxBmin, unde p(A) reprezinta semiperimetrul triunghiului ABC, adica
p(Amax) Z P(A) Z p(Bmin)‘

Demonstratie. Evident, p(Amax) = Pmax (sSemiperimetrul triunghiului Apax BmaxCmax)
$1 p(Amin) = Pmin (semiperimetrul triunghiului Amin BminCmin). Cand A se migcd pe

—~

arcul ApaxBmin, de la Apax la B, unghiul ZTON descregte de la 7 1a 0, adica functia
A +— ZION este strict descrescitoare. Presupunand cd avem ordinea Apayx, A1, A2, Bmin,
din relatia (2.26) obtinem s?(A;) > s%(Asz), de unde rezulti concluzia. O

Fie P un punct in planul triunghiului ABC, iar DEF triunghiul cevian corespun-
zator punctului P in raport cu triunghiul ABC. Dacéd P are coordonatele baricentrice
t1 : to : t3, atunci coordonatele baricentrice ale varfurilor triunghiului DEF sunt:
D(0:ty:t3),E(t1 : 0:t3), F(t1 : t2 : 0). Coordonatele baricentrice au fost introduse
de catre Mobius in 1927. Enumeram cateva lucrari despre coordonatele baricentrice
ale lui C. Bradley [36], C. Coand4 [46], C. Cosnita [50], C. Kimberling [72], O. Bottema
[33], J. Scott [106] si P. Yiu [122].

C. Barbu si N. Minculete [17] au introdus notiunea de ceving de rang (k,l,m)
astfel: Dacd D este un punct pe latura (BC) a unui triunghi neisoscel ABC, astfel

incat:
BD_ (9" (2= L (et b\
DC \b p—2>b a+c

k,l,m € R, atunci AD o vom numi ceviana de rang (k,l, m), iar dacd D € BC\ [BC],

l m
~ A D k — . . L.
astfel incat —go = (%) -(g—_g) (—Zig) ,k,l,m € R* atunci AD o vom numi exceviand

de rang (k,1, m)

C. Barbu si N. Minculete [17] au aritat cd cevienele de rang (k, [, m) sunt con-
curente intr-un punct I(k, [, m) numit punct cevian de rang (k,l, m), iar coordonatele
baricentrice ale lui I(k, I, m) sunt: a®(p—a)!(b+c)™ : b*(p—b) (a+c) : F(p—c)'(a+b)™.

Observatia 636 Dacd M este un punct din planul unui triunght ABC, atunci urmda-
toarea egalitate are loc:

(t1 +to+t3)MP =t1 MA+toMB +tsMC. (2.27)
Pentru cazul particular M = P, egalitatea (2.27) devine
— —_— —_— —
t1PA+ 1t PB+t3PC = 0.

Teorema 637 Daca M este un punct din planul unui triunghi ABC, atunci urma-
toarea egalitate are loc:

(t,+to+13)° M P = (t, M A% +to M B2+ t3 M C?) (t,+ta+t3) — (tytza®+tzt1b*4t1ta2c?).
(2.28)
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Demonstratie. Din relatia (2.27) si produsul scalar a doi vectori rezulta:
(t1 +to + t3)°MP? = t2MA? + M B? + t2M C?*+

—_— — —_— — —_— —
2t1to M A - M B 4 2t1tsM A - MC + 2totsM B - MC

sau
(t1 +to +t3)°MP? =2 M A? + M B? + t2MC?*+

tito(M A+ M B2—AB?) 4 t,t3( M A* 4+ MC?— AC?) + tyt3(M B>+ MC?—BC?),

de unde,
(t,+ta+t3)? M P = (t, M A2 +to M B2 +t3 M C?)(t, +ta+t3) — (totza®+tst1b>+t1tac?),
unde am folosit faptul ca

M A%+ M B?— AB?

_ 2 2 A2
M A B = MA“"+MB“—AB".

_
2MA-MB=2MA - MBcosAMB =2MA - MB-

O

Observatia 638 (Barbu,C., Minculete, N.[17]) Daca ti,te,t3 si t1 + to + t3 sunt
nenule, atunci (2.28) poate fi rescrisa astfel:

M P?

2 2 2 2 2 2
_ tiM A +to M B*+t3sMC B titats (a b ¢ ) . (2.29)

t1+totts (t,+tatt3)® \t1 t2 t3

Consecinta 639 (Barbu,C., Minculete, N.[17]) Urmatoarea egalitate are loc:
t1t2t3 a2 b2 C2
R2—0P2:<++ : 2.30
(ti+ta+13)2 \t1  to  t3 (2:30)

cu ty,t2,t3 > 0.
Demonstratie. Egalitatea se obtine din (2.29) pentru M = O. O

Teorema 640 (Barbu,C., Minculete, N.[17]) In orice triunghi ABC avand semi-
perimetrul p, urmatoarea egalitate are loc:

R2_0OP?> _Aphataty
- (t1+t2+t3)37

cu t1,ta,t3 > 0.

Demonstratie. Din inegalitatea lui Bergstrom - dacd xx € R gt ap > 0, k €
{1,2,...,n}, atunci

2 2 2
n

Sy ot b))

aq as Qnp, ar+as + ...+ ay,

Y
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cu egalitate dacd si numai dacéa

n_T2_  _In
ap  as | ap’
si relatia (2.30) rezulta:
R _opts> bty (a+bto)?

T (tittatt3)? ti ety

Egalitatea are loc pentru P = I (unde I este centrul cercului inscris in triunghiul
ABCQC). O

C. Cosnita [50] a formulat urmatoarea teorema: daca punctele P si Q au coordo-
natele baricentrice tq : to : t3, Tespectiv uy : ug : ug, n raport cu un triunghi ABC,
atunct

PQ = —apn (L4 5+, (231)

unde
uy i1 3 u ta us3 t3
o = — ; = — ; = — .
ui+us+us t1+to+its uitus+us  t1+to+ts 7 uitus+us t1+ta+ts

Teorema 641 (Andrica, D, Barbu,C., Minculete, N.[9]) Daca punctele P si Q au
coordonatele baricentrice t1 : to : t3, respectiv uy : ug : ug, in raport cu un triunghi
ABC, atunci

2 titaty  (a® b | A) _ _ wuwgug (e | b | A a2 | 0
2R (t1+t2+t3) <t1 + t2 + & (u1tuz+us)? \u1 + u2 + u3 _HXB’.Y « +

cos P/O\Q:

2 t1tot 2 b2 2 2 2 b2 2
o[-ttt (2 + 84 8)] - [Pt (24 2+ 2)
(2.32)
Cu

w 1 3= U2 o u3 i3
upt+ug+ug  ti+totts’ u1+ug+us 151—|—t2—i-153,’y ul+us+us  ti+tot+ts’

iar t; st u;, 1 = 1,3, sunt nenule.

Demonstratie. Din (2.29) avem:

t1t2t3 CL2 b2 02
cﬂﬂ:RW—<+-+
(t1+ta+t3)2 \t1  t2 13

si

UL UL, a? b2 c?
0Q? = R? — 17273 2<++>
(u1 + ug + us) ur U2 U3

Aplicand teorema cosinusului in triunghiul POQ avem

OP? + 0Q* — PQ?
20P - 0Q

cos@ =

Din relatiile precedente rezultd concluzia. O
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Teorema 642 (Andrica, D, Barbu,C., Minculete, N.[9]) Urmatoarele inegalitati au
loc:

4 Pthw(&+w+@ﬂ[m wuzu (ﬂ+w+@ﬂ
(t1 +ta+1t3)2 \t1  ta t3 (up +ug +u3)? \ur  wug  us

a® b P titat a? v 2 UL UL, a?
a57<a++7>+2R2[(123< +—+ )+( — (+

B th+ta+13)2 \t1  ta i3 w1 + ug + uz)? \us
2¢Fttmm<w+w+@ﬂ[m_ wuzu <&+w+@ﬂ
(t1+ta+1t3)2 \t1  ta i3 (w1 +uz+u3)? \ur  up  us
(2.33)
CUu
uy t1 U2 to us3

IN

t3

_u1+u2+u3_t1+t2+t3’ﬁ_u1 —|—UQ+U3_t1 +t2+t3’7_U1 +UQ+’LL3_t1+
iar t; st u;, 1 = 1,3, sunt nenule.

Demonstratie. Inegalitatile sunt consecinta faptului cd cosP/OE € [-1,1]. Egali-
tatea din dreapta are loc dacd si numai daca fO\Q = 0, adica punctele O, P, Q sunt
coliniare in ordinea O, P, @ sau O, Q, P. Egalitatea din stanga are loc dacé gi numai
daca POQ = 7, adica punctele O, P,(Q sunt coliniare in ordinea P, O, (Q sau Q, O, P.
O

Consecinta 643 (Andrica, D, Barbu,C., Minculete, N.[9]) Conditia necesarda si
suficienta pentru a exista un triunght avand elementele s, R §i r este:

2R?+10Rr — r2—2(R — 2r)v/ R? — 2Rr< p*< 2R*4+10Rr — r>4+2(R — 2r)\/ R2 — 2Rr.
(Inegalitatile lui Blundon)

Demonstratie. Coordonatele baricentrice ale punctelor I gi N sunt (¢1,t2,t3) =
(a,b,c), respectiv (u1,us,u3) = (p—a,p —b,p—c¢). Avem:
uituztuz=p—a+p—b+p—c=p, wiuguz = (p—a)(p—b)(p—c) =r’p, (2.34)
si
t1 +to +t3 = 2p, titats = abc = 4Rrp. (2.35)
Din relatia (2.33) rezulta
p—a a 2p — 3a 2p — 3b 2p — 3¢
_ = B = y =

a: - bl ) bl
P 2p 2p 2p 2p
iar de aici
a2 v 2 9 3b 3c\ o
wwr(G+5+5) - Tow-£(i-3) (- 5)s
a B v 2 2 2p 2p
3 9ab
:ZaQ—Q—Z[a2(a+b+c)—a] aCZa
9abe

= Ya?-3>d? —l— Z —l——
= —2(2p* — 22 —8R7“)+3(p —37" —6Rr) + 18Rr

ty +t3’
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sau 2 )
am<a++c)=w%wﬁ+mm.
a B v
Cum ) ) )
t1t2t3 a b C 4RTp
S B R .2p = 2Rr
(t1 + t2 + t3)2 <t1 to t3> a2 P
si
UL UL, a? b2 2 r? a? b2 2
(L4 2) = P + 4
(ur +ug +uz)* \ur  uz  usg p» \p—a p-b p-c
_ P yYdp b
p r2p
1
= o (P> a®—p> [a*(a+b+c)—d®] +abey a}
1
= Z? (pZa?’ —p22a2 + 8Rrp2)
1
= — [2p2(p2 —3r? —6Rr) — p*(2p® — 2r — 8Rr) + 8Rrp2]
b
= 4Rr —4r®
Utilizant teorema precedenta rezulta concluzia. O

Vom da in continuare, utilizdnd coordonatele baricentrice, o noua demonstratie
teoremei 614.

Teorema 644 (Andrica, D, Barbu,C., Minculete, N.[9]) Urmdatoarea relatie este

adevarata:
R?—3Rr, — 12—«

(R+2r,)VR? + 2Rr,

cos Ia/OWa = (2.36)

2 2 2

Demonstratie. Coordonatele baricentrice ale centrului cercului A-exinscris I,
sunt (t1,t2,t3) = (—a,b, ¢), iar cele ale punctului lui Nagel adjunct N, sunt (uq, ug, us) =
(p,c—p,b—p). Avem

U=1uUl +uU2+uz3=p—a, u1u2u3zp(p—b)(17—c>

si
t=1t1+ty+1t3= 2(]9 — CL), t1tots = —abc = —4Rrp.
Obtinem
_ 2pta 3a
2(p — a) 2(p —a)’
2c—2p—b 3b
B = 70 p - 1 - 3
2(p —a) 2(p —a)
_2b—-2p—c 3¢

2p—a)  2p—a)
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Urmeaza ca

titats (a® b2 2 —4Rrp
) =——"" . 9(p—a)=—2R 2.37
12 (tl %) T Ap—ay (p—a) Tar (2.37)
si
uuguz (a® b2 P p(p—c)(p—10b) [ a? b? c?
[ L —
u?  \ur  uz  ug (p—a)? p p—c p-b
b p— _ _
<ﬁ_p Pz g2 P p=b o P D C>:
bPp—a p—a p—a p—a pPp—a p—a
_<_az.m.%+b2.m.m+cz.m.v”a> _
Ty Te T T
2 b2 2 4R
—rg ( ¢ + — 4+ C) = —1"2 ( + 4) = —4Rr, — 41"2, (2.38)
Tre  TT,  TTe Ta

_a’i + 24 % = % +4 ([12]). Acum, calculam expresia:

unde am utilizat relatia o rrb

2 2 2 2 2 2
Beapy (L L ) ottt

a B v 2
02
5:
b 9b 2
(b+c¢) c 2]+a+
2(p—a) 4lp—a)

2 a? 2 b? 2
aﬁv#—?—kb a7+§+c af +

2
) 9ca ]+l)2+
20p—a) 4p-a?] 2

3(a—10) 9ab ] c?
+ 50
a 2

3 9% }+§[§§:Z; 4Q%ZV]+8[§@_b>_ 9ab

9abe
A(p — a)?

[p(—a? + b + ¢?) — be(b + ¢)] — 18Rr,. (2.39)

S+ o —¢) + P b)) + (0-b—c)=

3
2(p —a)

Avem:
p(—a? +b? + ) — be(b + ¢) = 2pbecos A — 2bep + abe =

A
2pbe(cos A — 1) + abe = abe — 4pbesin® 5=

abc —4p(p — b)(p — ¢) = abc — 4Kr, = 4K(R —14), (2.40)
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unde cu K am notat aria triunghiului ABC. Din relatiile (2.39) si (2.40) gdsim
3

E= 5 —a) AK(R —14) — 18Rry = 614(R — 14) — 18Rry = —12Rr, — 612,
de unde ) ) ) s 9 o
a b c a®+ b +c
afy (a + 5 + 7) = —12Rr, — 672 — — s (2.41)
Utilizand relatiile (2.37), (2.38) si (2.41) in (2.32) obtinem concluzia. O

Observatia 645 (Andrica, D, Barbu,C., Minculete, N.[9]) Fie I1,Iy doua puncte
ceviene avdnd coordonatele baricentrice:

Lia¥ (p—a)li(b+ )™ : b¥i(p — b)li(a+ )™ : Fi(p — ¢)li(a+ b)™], i =1,2.

Notam cu: t} = a*i(p — a)i(b+ )™, t? = bFi(p — b)li(a + )™, = cFi(p — ¢)li(a +
b)™i i = 1,2. Din relatia (2.32) obtinem:

2t} (42 | B2 2 titdts (g2 | b2 2 2 2 2
ot - (g v g) - () rem (S5 +9)

_— T
cos [10I, = it )
14243 14243
eyl =5 (5 + 5] [ 8 (- 9)]
(2.42)
unde Ty = t1 + 13 + 13, Ty =t + 13 + 13, iar pentru i = 1,2, avem:
ki l; m;
a"(p—a)(b+c)™
O A S
@\ 78T 8) T S - af bt o e ) (bt o
cyc
st
B U LV et
SR (=@ (b Sak(p— b+ e
cyc cyc
5o W=t ato™ =+
SR (p— afi b+ Sk (p— @b+ o
cyc cyc
_ _Mp—gt(at+b)™ c*2(p — ¢)"2(a + b)™
C Xdi(p—a)i(b+om Yk (p —a)2(b+c)me
cyc cyc

Consecinta 646 (Andrica, D, Barbu,C., Minculete, N.|9]) Daca Iy, Iy sunt puncte
ceviene de ordine ki, respectiv ka, atunci (2.42) devine:

2 k1 S2—k ko S2—k bk1 b2 \ o k1 k2 \ 9
2R* — (abc) 1 (Sk1)12 — (abc) 2(Sk2)22 —i—(%;:(sikl — T@)<§Tl — gvTQ)CL

cos@ =

)

So_k So_
2,12 — (abe)s SR — (abe)t= 554
(2.43)
unde S; = al + bl + .
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Consecinta 647 Pentru k1 = 0 gi ko = 1 obiinem coordonatele baricentrice ale cen-
trului de greutate G(1;1;1), respectiv ale centrului cercului inscris I(a;b;c). Formula
(2.43) devine:

6R?> — p?> —r? 4+ 2Rr
2v/9R2 — 2p% + 2r2 + 8Rr - VRZ — 2Rr’
unde abc = 4pRr, Sy = 3, S1 = 2p, Sz = 2(p? — r?2 — 4Rr).

cos GOT = (2.44)

Consecinta 648 Pentru ko = 2 obtinem coordonatele baricentrice ale punctului lui
Lemoine L(a?;b% c?) si atunci

GRQSQ — 522 + Sy

cos CTO\L = , 2.45
2v9R? — Sy - \/R2S2 — 48(Rrp)? (2.45)
unde Sy = S2 — 2[(p* + r? + 4Rr)? — 16Rrp?|, iar
— — 4rp?
cosIOL = [5 5 — drp (2.46)

2v/R2 — 2Rr - \/522 — 48r2p2.
Fiecare dintre relatiile (2.44), (2.45), (2.46) genereaza inegalitati tip Blundon, dar aces-

tea nu au interpretari geometrice frumoase.

Observatia 649 (Andrica, D, Barbu,C., Minculete, N.[9]) Fie Iy, I, I3 trei puncte
ceviene de rang (k,1, m) avdnd coordonatele baricentrice:

Lia¥ (p — a)li(b+ )™ : bFi(p — b)li(a+ )™ : Fi(p — o)i(a+b)™], i =1,3.
Pentru i = 1,3, a¥i(p — a)li(b+ ¢)™, b¥ (p — b)li(a + )™, cFi(p — ¢)li(a + b)™ notam
cu t}, 2, respectiv t3. Fie

1
b t

i — _ :
M

t? 2
e Rty wrry B Sl wr e
R T S A
st
t3 3
Yij = 3 5

A P 4
pentru i,j € {1,2,3}. Utilizand relatia (2.31) obtinem:
2 2 2
a b c

LI?2 = —a.. By <_|__|_>

14g () 1] 1) aij Bz’j 'Yz'j
pentru i,5 € {1,2,3}. Din teorema cosinusului in triunghiul IyI2I3 obtinem
LIZ + LI2 — I317

COS 11[213 = 21112 ] 1213 =

2 2
—(12(512’712+523723—531’Y31) — b7 (719012723023 —Y31031) + ¢ (19 B19+ 23893~ 31 831)

2v/—B127120% =7 1201207 —12B19¢% - \/—Bo37230% — V93002367 — 238932
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Teorema 650 (Andrica, D, Barbu,C., Minculete, N.[9]) Urmatoarele inegalitati au
loc:

—2\/—5127120,2—712a12b2—a1261202 : \/—523’}’23612—723042352—042352302 <

2 2
—a2(612712+523’Y23—531731) — b7 (V19012 23023 —V31031) + € (@910t 23Bag—31831) <

2\/—ﬂ12712a2—712041252—041251202 : \/—523723002—’)’23042352—0423ﬂ2302

Demonstratie. Inegalititile sunt consecinta faptului ca cos@ e[-1,1. O

2.2 Inegalitatea lui Euler

»#Am fost un lucrator congtiincios, nu am fost superficial, am muncit pana acum la batranete.
Spiritul meu a fost geometric, m-a fermecat varietatea gi frumusetea figurii.” — Alexandru
Miller?

Teorema 651 Fie R sir razele cercului circumscris, respectiv cercului inscris intr-un
triunghi ABC. Atunci, R > 2r.

Demonstratie. Solutia 1. Fie O si I centrele cercurilor circumscris, respectiv
inscris in triunghiul ABC. Din egalitatea lui Euler (vezi [15]), OI? = R? — 2Rr,
utilizand faptul evident cd OI? > 0, rezultd concluzia. Egalitatea R = 2r are loc
pentru un triunghi echilateral.

Solutia 2. (Elias Lampakis, Am Math Monthly, 122 (9)) Fie r, raza cercului A—
exinscris. Avem:

A[QABC’}
drr, = 4—""=4(p—b)(p—c
p(p—a) p=b)p )

= (a+c—b)(a+b—c):a2—(b—c)2<a2

Analog se aratd cd 4rr, < b2 i 4rr. < ¢?. Atunci,

64roryre < a’b*c?,
64T3A?ABC] < 16R2A[2ABC’] (p—a)p—"b)(p—c),
4r'p < R*p—a)p—b)(p— o),
4r4p2 < R? A[QABC’] _ R2p2r2,
4?2 < R?
de unde rezulta concluzia. O

)

? Alexandru Miller (1879-1965) — matematician roméan, membru al Academiei Romane
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2.3 Inegalitatea lui Gerretsen

,Géandirea este o pasare a tndltimilor care, in colivia cuvintelor, izbuteste doar si-si desfdgoare
aripile, dar nu poate zbura.” - Kahlil Gibran?

Teorema 652 (Gerretsen [63]) Dacar si R sunt razele cercului inscris, respectiv cir-
cumscris corespunzatoare unui triunghi ABC gi p semiperimetrul triunghiului, atunci

16Rr — 512 < p? < AR? + 4Rr + 3r2.
Demonstratie. Solutia 1. Folosind inegalitatea lui Blundon

p>< 2R?’+10Rr — r*4+2(R — 2r)V/ R2 — 2Rr,

este suficient sa demonstram ca
2R?>+10Rr — r2+4+2(R — 2r)V/ R — 2Rr < 4R% + 4Rr + 372,

sau
2(R — 2r)V/ R? — 2Rr < 2R* — 6Rr + 412,

de unde
(R—2r)VR?—2Rr < (R—2r)(R—r).

Cum R > 2r, ultima inegalitate este echivalentd cu r?2 > 0, ceea ce este evident.
Egalitatea are loc daca si numai dacd R = 2r, adicd pentru un triunghi echilateral.

Solutia 2. Dacd I, H si G sunt centrul cercului inscris, ortocentrul, respectiv centrul
de greutate corespunzétoare triunghiului ABC, atunci

2
IH? = 4R®+4Rr+3r% — W, (1)
2
o> — (@tbro” T ) 16Rr + 50, 2)

(vezi [13]). Din relatiile (1) si (2), deoarece TH? > 0 si IG? > 0, rezultd concluzia.
Egalitatea are loc pentru un triunghi echilateral. ([

3Kahlil Gibran (1883-1931) — poet libanez
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2.4 Inegalitatea lui Doucet

,Geometria reprezinta eterna sclipire in mintea lui Dumnezeu. Impartasirea acesteia si omului
reprezinta motivul pentru care omul este imaginea lui Dumnezeu.” — Johannes Kepler*

Teorema 653 Daca r gi R sunt razele cercului tnscris, respectiv circumscris cores-
punzdatoare unui triunghi ABC gi p semiperimetrul triunghiului, atunci

AR+ r > pV3.
Demonstratie. (Solutie - K. Soto, Peru) Din inegalitatea lui Gerretsen
p? < 4AR% + 4Rr + 312,

rezulta
3p? < 12R? + 12Rr + 12r* < 16R* 4 8Rr + 12 (1)

de unde rezulta concluzia. Inegalitatea
12R? + 12Rr + 12r? < 16R* + 8Rr + *

este echivalentd cu
4R?> —ARr — 812 >0

sau

4(R—-2r)(R+r) >0,
adicad R > 2r (Inegalitatea lui Euler). O

2.5 Inegalitatea triunghiului

»,Noi venerdam Grecia anticd drept leagan al culturii, acolo lumea a asistat pentru prima oara
la miracolul unui sistem logic in care pagii se succed cu o asemenea precizie incat propozitiile
lui apireau ca absolul indubitabile — am in vedere geometria lui Euclid.” — Albert Einstein®

Teorema 654 In orice triunghi, suma lungimilor oricaror doud laturi este mai mare
decdt lungimea celei de-a treia.

Demonstratie. Aratam c& b+ ¢ > a. Construim punctul D pe dreapta AB astfel
incat A € (BD) si AD = b (Figura 2.7). Astfel, BD = b+ c. Evident

m(DCB) = m(DCA) + m(ACB) > m(ACB) = m(ADC),
de unde obtinem BD > BC, adica b+ ¢ > a. O

4 Johannes Kepler (1571-1630) — matematician si astronom german, considerat precursor al calculu-
lui integral

% Albert Einstein (1879-1955) — fizician german, profesor universitar la Berlin si Princeton, laureat
al Premiului Nobel
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Figura 2.7: Inegalitatea triunghiului

Observatia 655 FEvident avem |b—c| <a <b+c.

Observatia 656 Trei numere reale pozitive sunt lungimile laturilor unui triunght daca
a<b+c,b<ct+asic<a+bd

2.6 Inegalitatea lui Mitrinovic
"Geometry is knowledge of the eternally existent." - Pitagora

Teorema 657 Daca r este raza cercului inscris intr-un triunghi ABC gi p semi-

perimetrul triunghiului, atunci:
p > 3V3r.

Demonstratie. Solutia 1. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC. Ex-
primand Al in doud moduri obtinem:

A
p—a:r-ctgg.
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Analog obtinem p — b =1 - ctgg sip—c=r- ctg%, de unde

A B cC p
tg= + ctg= + ctg— = Z. 1
ctgz +etgm Felg = (1)

Deoarece functia ctg este convexa pe intervalul (0, %), din inegalitatea lui Jensen,
rezulta:

A B C
ety + ety + ety > 3V3. (2)

Din relatiile (1) si (2) rezulta concluzia.
Solutia 2. Utilizdnd inegalitatea mediilor, avem:

2p=a+b+c>3Vabe = 3Y/4Rrp,

Sau
8p® > 27(4Rrp) > 27(8r%p),

deoarece R > 2r. Urmeazi, p > 3v/3r. O

2.7 Inegalitatea lui Leibniz

,O notatie bund are o subtilitate si o sugestivitate care uneori o face sa pard un profesor viu.”
- Bertrand Russel®

Teorema 658 Daci R este raza cercului circumscris a unui triunghi ABC si a,b,c
lungimile laturilor triunghiului, atunci:

9R? > a® + b + 2.
Demonstratie. Din teorema lui Leibniz [15] avem:

AB? + BC? + C A2

MA? + MB? + MC? = 3

+3MG?, (1)

oricare ar fi M un punct din planul triunghiului ABC (G centrul de greutate al tri-
unghiului ABC'). Daca M coincide cu O — centrul cercului circumscris triunghiului
ABC - atunci relatia (1) devine: 3042 = % + 30G?2, adici

a? + b + 2
— 5

Cum OG? > 0, rezultd concluzia. O

0G? = R? —

SBertrand Russel (1872-1970) — matematician si logician englez
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2.8 Inegalitatea lui Erdés — Mordell

»Nu poate exista un limbaj mai universal si mai simplu, mai lipsit de greseli si de confuzii,
adicd mai demn de a exprima raporturile invariabile dintre realitatile naturale. Matematica
este tot atat de cuprinzidtoare ca insdgi natura. Ea definegte toate raporturile sensibile, mésoara
timpul, spatiile, fortele si temperaturile. Stiinta aceasta dificila se formeaza cu incetul, dar
pastreaza toate principiile odatd ce si le-a insusit. Ea cresgte gi se consolideazs fara incetare,

in mijlocul atator erori ale spiritului uman.” - Baptiste Joseph Fourier 7

Teorema 659 Daca P este un punct in interiorul unui triunghi ABC, atunci
PA+ PB+ PC >2(PA; + PB; + PCY),

unde Ay, By, C1 sunt proiectiile punctului P pe laturile BC, AC, BA ale triunghiului
ABC.

Demonstratie. Solutia 1. Notam cu o/, V', ¢ lungimile segmentelor PA, PB, PC
si cu z,y, z lungimile segmentelor PA;, PB;, PC; (Fig. 2.8). Din teorema cosinusului

A

A

1

Figura 2.8: Teorema lui Erdss — Mordell

in triunghiul PB1C4 rezulta:

B101 = /42 + 22 + 2yz cos A. (1)
Cum patrulaterul AC1PB; este inscriptibil, rezulta
<ABC1 = <APC,. (2)

"Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) — matematician si fizician francez, membru al Academiei
Franceze, contributii in toate domeniile matematicii
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— BiCy

<1, de unde

Deoarece sin <APCq = ﬁ%, atunci PA = a' =

; \/y —I—z2+2yzcosA
sin A

a

— Va?+2242zzcos B/ _V 22432 +2xy cos C

sin B , C T , de unde rezulta:

Analog se aratd ca b

v/ (ysinC + zsin B)2 + (y cos C — 2z cos B)?2

PA+ PB+ PC =d+b+c= -
sin A

+\/(ZSinA—|—CL‘SiDC)2—{—(ZCOSA—CL‘COSC)2+\/(.TSiIlB—l—ySinA)2—{—(.ICOSB—yCOSA)z

sin B sin C'

si de aici avem:

inC in B in A inC in B inA
a’—l—b'—l—c'ZySln + zsin +zsm + xsin +a:sm + ysin

sin A sin B sinC ’
adica
Ll > sinC’_{_sinA n sinB+sinA N sinB+sinC’
a c z T
=Y\ sind " sinC sinA sinB sinC  sinB )/’

deci @’ + V' + ¢ > 2(z +y + 2) (unde am utilizat inegalitatea 7 + £ > 2,Vz,y > 0), cu
egalitate daca triunghiul ABC este echilateral.
Solutia 2. Fie Bs si Cs proiectiile punctelor B si C pe dreapta B1Ci. Avem

BC > ByCy = BoCy + C1 By + BlCé (1)
Cum <ByC1B = <AC1P = <APBj, rezulta ca triunghiurile dreptunghice BB2C si
AB1 P sunt asemenea, de unde rezulta ca

BCy

ByCi=PBy -~ (2)

si analog se aratd cd B1Co = PCj - Blc (3). Cum patrulaterul ACy;PB; este ins-
criptibil, din inegalitatea lui Ptolemeu rezulté: AC1-PBy+ ABq- PCy = AP - B1(C1,
de unde

PB PCy
3101 ACl AP A 1 AP (4)
Din relatiile (1), (2), (3) si (4) rezulta:
PB PB PCy PCy
> R L7
BC > BC, - i + AC; - AP + ADB; 1P + B, C AP

de unde:

inegalitate echivalentd cu BC - AP > PBy - AB + PCy - AC, deci

AB AC
>
AP > PBy- 5+ PCL- o (5)
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Urmaérind acelasi rationament se obtin inegalitatile:

BA BC

BP > PAy-—+P
> ol Cr- VTok (6)
~AC BC
> —_— .
Sumand inegalitatile (5), (6), (7) si tinem cont de inegalitatea % + 2 >2,Va,y >0,
rezulta:
AB AC AB BC AC | BC
> _— 1.

> 2(PA,+PBi+PC))

O

Consecinta 660 Daca triunghiul ABC este ascutitunghic gi H este ortocentrul triun-
ghiului ABC', atunci
HA+HB+ HC > 6r,

unde r este raza cercului inscris in triunghiul ABC.

Demonstratie. Dacé triunghiul ABC' este ascutitunghic si P coincide cu orto-
centrul H al triunghiuluiABC' din inegalitatea lui Erdos obtinem:

HA+HB+ HC >2(HA, + HB; + HC). (1)
Daca hg, hp, he sunt lungimile inaltimilor triunghiului ABC, atunci (1) devine:
HA+HB+HC >2(hg—HA+hy— HB+ h.— HC),

adica

\V)

HA+ HB+ HC > Z(hq + hy + he),

w

de unde se obtine inegalitatea

2 2 2 4 1 1 1
HA+HB+HC> 28 29 285N _ 451 1 1)
a b c 3 \a b c

Aplicand inegalitatea mediilor rezulta:

HA—l—HB—l—Hng- 2 :12S:6r,
3 a+b+c 2p

deci: HA+ HB + HC > 6r. O

Consecinta 661 Intr-un triunghi ascutitunghic ABC,

3
cos A+ cos B+ cosC < X
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Demonstratie. Dacd P coincide cu centrul cercului circumscris (O) al triunghiului
ascutitunghic ABC', avem:
a? \/ b2 \/ c?
R2 - R2 - R2 -
\/ 4 + 4 * 4 1’

3R> AR2 — a2 + \/AR2 — b2 + \/4R2 — 2,

3R > 2(0A1 + OBy + 001) =2

adica:

inegalitate echivalentd cu 3R > 2R(cos A + cos B + cos C), de unde rezulta concluzia
(am tinut cont de a = 2R sin A si de relatiile analoage). O

Consecinta 662 Daca triunghiul ABC' este ascutitunghic si H este ortocentrul tri-
unghiului atunci HA+ HB + HC < 3R.

Demonstratie. Avem: HA+HB+ HC = 2R(cos A+cos B+cosC) <2R-3/2 =
3R. (]

Consecinta 663 In orice triunghi ABC este adevirdtd relatia: 2r < R (Relatia lui
Euler).

Demonstratie. Din consecintele precedente rezultd 6r < HA+ HB + HC < 3R,
de unde obtinem concluzia. O

Consecinta 664 Daca I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC, atunci
6r <Al +BI+CI <4R — 2r.

Demonstratie. Daca P coincide cu centrul cercului inscris I al triunghiului ABC,
atunci relatia lui Erdos devine:

Al + BI +C1I > 6r. (1)
Cu Al = sh: 7 si analoagele rezulta
2

1 1 1

AI+BI+CI = r —A T g5 ¢
sing  sing  sing
sin%-sin%—l—sing-sin%—l—sin%-sin%

- sin4 .sin £ . sin & )
2 2 2

Tin&nd cont ca sin % -sin £ . sin % = 717 §i de inegalitatea zy + yz + zz < 22 +y% +

2
22.Vx,y, z € R rezulti:
4R A B C
AI+BI+CI < r— (sin®= +sin® = +sin® =
r 2 2 2
1—cosA 1—cosB 1—COSC]

= 4R
[2+2+2
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de unde:
A . B C
Al +BI+CI <2R[3— (cosA+cosB+cosC)|=2R |3 -1 —4sm§sm§sm§ )
deci r
AI+BI+CI§2R<2—E>:4R—271 2)
Din relatiile (1) si (2) rezultd concluzia. O

Teorema 665 Daca G este centrul de greutate al triunghiului ABC', atunci
GA+GB+GC > é6r.

Demonstratie. Daca punctul P coincide cu centrul de greutate al triunghiului
ABC, relatia lui Erdos devine: GA+GB+ GC > 2(GA; +GBy + GC1). Tinand cont
de faptul ca GA; = %ha si de relatiile analoage avem:

GA+GB+GC> 2 (hathy+he) =2 (2242525
3 3\ a b c

adica:

= 6r.

4 1 1 1 4 12
GA—i—GB—l—GCZ—S -+ -+ - Zﬁ' ) = 5
3 \a b ¢ 3 a+b+c 2p

Consecinta 666 Daca P este un punct in interiorul unui triunghi ABC, atunci
PA™ + PB™+ PC™ > 2(PAT' + PB" + PCT"),Vm € N*,

unde Ay, B1,C1 sunt proiectiile punctului P pe laturile BC, AC, BA ale triunghiului
ABC.

sin C +ZsmB

Demonstratie. Din teorema lui Erdos rezulta: PA > ySi= + 2323

Obtinem:

si analoagele.

sin A sin™C sin” B sin™(C
L sin B sin™ A

zZ B "
sin A  sin™ B

unde am aplicat inegalitatea dintre media aritmetica gi geometrica. ([

PA™ 4 PB™ 4+ PC™ > o™ <sm C  sin A> m<sm C  sin B>

) > 2(a™ +y™ + 2"),¥m € N,

Teorema 667 (Generalizarea teoremei lui Erdos - Mordell) Fie P un punct arbitrar
in planul triunghiului ABC si o', V', distantele de la P la varfurile A, B, respectiv C
si x,y, z distantele de la P la laturile BC,CA, respectiv AB. Atunci,

b b
ez (2Tt (CH Yy ()5
c b a c b a

cu egalitate dacd P este centrul cercului circumscris triunghiului ABC.
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Demonstratie. Fie hq lungimea inaltimii duse din A pe latura BC. Avem:
2A(aBcy = a-h1 = azx + by + cz.

Evident, @’ + x > h;y cu egalitate dacd si numai dacd punctul P apartine inaltimii din
A. Avem ad' + ax > ahy = ax + by + cz, de unde aa’ > by + cz (1). Fie AB'C’
simetricul triunghiului ABC fatd de bisectoarea unghiului A (Fig. 2.9). Atunci,

Cl

Figura 2.9: Generalizarea teoremei lui Erdss - Mordell

aplicand inegalitatea (1) pentru triunghiul AB’C” obtinem: aa’ > cy + bz, adicd
c b
a>-y+ -z (2)
a a
cu egalitate dacd punctul P apartine indl{imii din A a triunghiului AB’'C’, dreapta ce
trece prin centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Analog, se obtin relatiile:

a C

- b° + 5T (3)
b
d > -z+ gy. (4)
c c
Sumand inegalitatile (2), (3) si (4) rezultd concluzia. O

Observatia 668 Daca P este un punct interior triunghiului ABC, x,y,z > 0, avem:
a +V 4+ >2x+y+z) (unde am utilizat faptul ca ¢ + 2 > 2,Ya,b > 0) care este
inegalitatea lui Erdos-Mordell. Egalitatea are loc dacd a = b = ¢, adica dacd triunghiul
ABC este echilateral gi P este centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Teorema 669 (Generalizare a teoremei lui Erdos®) Fie A1, 2, A3 € Ry git € [0,1],
iar P un punct in interiorul triunghiului ABC. Se noteazd distantele PA, PB, PC' cu

8Paul Erdss (1913-1996) — matematician ungur, profesor la Universitatea Notre Dame, contributii
importante in teoria numerelor si matematici discrete
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1, xa, respectiv x3 i cu dy, do, d3 distantele de la laturile AB, BC, respectiv CA.
Atunci:
df db d >
+
\ﬁ Vi VA3
A1 A2

cu egalitate daca gi numai daca ¥ = % = c2i st P este centrul cercului circumscris
triunghiului ABC.

)\1.’1?3 + )\2.%'3 + )\3.’1?% > 2t A1 Ao (

Demonstratie. Se cunoagte ca

b b b
x> Cll—l— d3,x2> d3+bd1,x3> -dq + d2

b
Pentru 0 < ¢t < 1 rezulta

si analoagele. Utilizdnd inegalitatea x + % > 2 pentru z > 0 rezulta:

)\1.1:3 + )\2335 + )\3.%% >

e\t AR a\t. e\t A% a\t,
P[0 @ d @ e @ N O N ]
2t(\/ Ao g - dti + v/ A3Al - dg + v/ A1y - dg)
O

Observatia 670 Daca t > 1, atunci,

dt dt dt
/\1.%'t1 + )\21’5 + /\3.%'% > 2/ A1\ 3 < >

N

Consecinta 671

A A A . ( 1 1 1 )
—+ =+ = > 2/ A + +
ab Ty Al MRV, Vagrh | Vsl

v

A1 Ao A3 2t/ A1 A3 ( z} N b z} )

+ + +
(z1d1)"  (w2d2)’  (w3ds)’ (z12223)"

VAL Ve Vs

1 1 1
A (21d1)t + No (22d2)! + A3 (z3d3)t > 28/ A1 Do) dddt< + + >
1(11) 2(22) 3(33) 123(123) \/Hdtl \/Edé \/Edtg

1 1 1
Mdt 4+ dodb + Azdh > 28/ A A\ dddt( + + )
141 2U9 3z = 123(123) \/)Tld)i \/Edé \/)ngg

Consecinta 672 Daca P este centrul cercului inscris in tm’unghiul ABC, atuncidy =
dy = d3 =71 i 1 = rcos ‘24, Ty = rcosg T3 = T COS 2 Din consecinta precedenta

pentru t € (0,1] si utilizand egalitatea sin 5 sin ]23 smg 15 obtinem:

LA 2\'T1 A 1 B 1
A1 sin’ ——i—)\g sin’ ——i—)\g sin g > /A1 A2)3 <2R> [)\1 cos! Bl + )\—2cost 5 + A—gcost g} .
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Consecinta 673 Daca P este centrul de greutate al triunghiuluiABC, atunci d; = %
(hiyi = 1,3 reprezinta inaltimile triunghiului ABC) si z1 = AG = %ma, Ty = %mb,
x5 = 2me. Din consecinta 671 pentru t € (0,1] rezultd:

)\1+/\2+)\3>< 1 1 1 )

=S+ 242 + +
Rt hL Ry T \VAml Vaemb  /Asml
t t t
Dacd inlocuim \; = )\f obtinem: (7%2:“") + (M) + ( Y h1h2> <3.

my Me

2.9 Inegalitatea lui Barrow

,Geometria e linistea intamplarii.” — Nichita Stinescu’

Teorema 674 (Barrow) Daca P este un punct interior triunghiului ABC, atunci
PA+ PB+ PC > 2(PA"+ PB'+ PC"),

unde PA', PB', PC" sunt bisectoarele unghiurilor <BPC, <CPA, <APB (A’ €
(BC), B' € (AC),C" € (AB)).

Demonstratie. Notidm cu a, b, ¢ lungimile segmentelor PA, PB, respectiv PC
si cu a, B, masurile unghiurilor <BPC,<CPA, respectiv <APB (Fig. 2.10). Prin

Figura 2.10: Teorema lui Barrow

Alxyz) intelegem aria triunghiului XY Z. Din Ajppc) = Appar + Ajpcar) rezulta:

PB-PCsina = PB- PA’sin% +PC-PA’sin%,

9Nichita St#nescu (1933 — 1983) — eseist, poet roméan, ales postum membru al Academiei Roméane
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deci PA' = I?Tbcc cos 5. Utilizand inegalitatea % < Vzy,z,y > 0, rezulta
PA < \/%cos%
si analoagele. Atunci,
2(PA" + PB'+ PC") < Q@COS% + 2\/@cosg +2Vabcos % (*)
Ramane sa demonstram ca

a+b+c> 2\/%cos% + 2\/accosg + 2\/%(305%.

Deoarece a + 3 + v = 27 rezulta

v a BY _a B . a_f
cos —=—cos| =+ = | = —cos —cos — + sin —sin —,
2 2 2 2 2 2 2

inegalitatea de mai sus fiind echivalenta cu:

2 2 2 2

(ﬁsinﬁ - \/Bsino‘>2+ <\/&cos5 —Vbeos 2 —ﬁ) >0,

ceea ce este adevarat. Egalitatea din () se obtine pentru a = b = ¢, adicd P este
centrul cercului circumscris triunghiului. U

2.10 Inegalitatea lui Finsler - Hadwiger

,Geometria este arta de a rationa corect pe figuri incorecte.” — Henri Poincaré!’

Teorema 675 (Finsler - Hadwiger) In orice triunghi ABC avand lungimile laturilor
a,b,c si aria S este adevdratd inegalitatea:

A2+ +E>4V35+ (a—b)?+ (b— )+ (c—a)%

Demonstratie. Din egalitatea

1
(zy 4+ yz + z2)% = 3zyz(z +y + 2) + 3 [xQ(y — 22+ (2 —x)? + P — y)2] ,

rezulta inegalitatea

xy+yz+z:1:2\/3xyz(az+y+z), Vz,y,z > 0. (1)

""Henri Poincaré (1854 -1912) — matamatician si fizician francez, contributii importante in toate
ramurile matematicii
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In inegalitatea precedents inlocuind pe x, vy, z cu p — a, p — b, respectiv p — ¢, obtinem:

(ab + be + ca) — p? > SV/3,

o 4(ab 4 be + ca) — 4p? > 4SV/3. (2)
Dar

4(ab+be+ca) —4p* = (@® +0* + ) = [(a—b)*+ (b—c)* + (c—a)’]. (3)
Din relatiile (2) si (3) rezulta concluzia. O

Observatia 676 Inegalitatea lui Finsler - Hadwiger este echivalentd cu inegalitatea
lui Doucet, 4R + r > p\/3.

2.11 Inegalitatea lui Ionescu-Weitzenbock

,Cea mai mare dorintd a mea este si comunic si altora pasiunea mea pentru matematica.” —
Miron Nicolescu'!

Teorema 677 (Ionescu— Weitzenbick [118]) In orice triunghi ABC' avind lungimile
laturilor a, b, c si aria S este adevarata inegalitatea:

a? + 0% + 2 > 4V38. (1)

Demonstratie. Din formula medianei 4m?2 = 2 (b2 + 02) — a?, obtinem:

A+ +2 = %[2(b2+62)—a2+3a2] =

2\/§ama > 2\/§aha:4\/§S.

% [4m3 + 3a2] >

O
Vom da in continuare cateva generalizari ale inegalitatii lui Ionescu-Weitzenbock.

Teorema 678 (Stoica, Minculete, Barbu [111)) In orice triunghi ABC are loc ine-

galitatea:
za® + yb? + yc® > 4/ 2zy + 425, (2)

unde x §1y sunt numere reale pozitive.

"'Miron Nicolescu (1903-1975) — matematician roméan, membru al Academiei Roméne, contributii
in analiza matematica
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Demonstratie. Avem:

za® + yb® +y? = %{y [(2(0*+¢%) —a®)] + (22 +y)a®} =

1
= 3 [4ym?2 + (2 +y) a®] > 20/ (2 + y) yam, = 21/2xy + y2am,

de unde
za® 4+ yb® + yc® > 23/ 2zy + y2amg > 2v/ 22y + y2ah, > 4/ 22y + y2S.
(unde cu myg si h, am notat lungimile medianei, respectiv inaltimii din A). U

Teorema 679 (Stoica, Minculete, Barbu [111]) In orice triunghi ABC are loc ine-
galitatea:

a? +b% + 2 —4V3A > 2 (m2 — h2). (3)

2

Demonstratie. Utilizand formula medianei 4m? = 2 (b2 + 02) — a*, inegalitatea

de demonstrat devine:

2 (02 4 2) — a2 2
( C) a_2h32b2+62—£—2h2,

a2+ b2+ 2 —4V358 > 2 5

sau % + 2h2 > 44/38, inegalitate adevirati deoarece
30/2 2 3@2 2 f f

Teorema 680 (Stoica, Minculete, Barbu [111]) Inegalitatile lui Ionescu- Weitzenbock
st Finsler-Hadwiger sunt echivalente.

O

Demonstratie. Este evident faptul ca inegalitatea Finsler - Hadwiger implica
inegalitatea Ionescu-Weitzenbock.

Ardtam cd inegalitatea lui Ionescu-Weitzenbock implica inegalitatea lui Finsler -
Hadwiger. Fie I centrul cercului inscris intr-un triunghi ABC, Ay, Bi, C1 mijloacele
arcelor BC, CA, respectiv AB ale cercului circumscris triunghiului ABC. Notam cu
ai, b1, ¢1 lungimile laturilor triunghiului A1 B1C1, p1 perimetrul triunghiului A; B1Ch,
S1 aria sa, iar cu 1 si Ry razele cercurilor inscris, respectiv circumscris triunghiului
A1 B1C (Figura 2.25). Evident Ry = R. In triunghiul A;B;C} avem:

A

B+C A
= 5

m(BAC) =

|y

de unde

ax :2Rcos§ :2R“p(pb;a) :2R,/£\/a(p—a) = ﬁ\/a(p—a). (4)
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A

1

Figura 2.11: Inegalitatea lui Ionescu-Weitzenbock

Analog, obtinem b, = ﬁ\/b(p —b)sic = ﬁ\/c(p — ¢). Atunci,
R ’ R
sat - X ((vara) I Sae-0

— 2% 2“2—2(0—5)2]
si
S, = aibicy _ 8R3cos§cos§cosg
4 iR
A R
= 2R2C£[Z,CC082:2R2£322TS‘

Aplicand inegalitatea lui Tonescu-Weitzenbock in triunghiul A; B1Cq, obtinem

a? + b3 + ¢ > 4V354,

iar de aici, utilizand relatiile (5) si (6), rezulté:

R
Y-y

adicd

ZCL2— Z (a—b)224\/§S,

cyclic cyclic

care este de fapt inegalitatea Finsler-Hadwiger.
Dam o rafinare a inegalitatii lui Finsler-Hadwiger.

Za2 - Z (a — b)2] > 438 = 2%%4\/55,
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Teorema 681 [n orice triunghi ABC are loc inegalitatea:

B-C

a?+ b2+ >4V35 + (a—b)? + (b—¢)* + (¢ — a)® + 4Rrsin?

Demonstratie. Aplicind inegalitatea (3) in triunghiul A; B1C4, obtinem:

a + b +cf —4v3S8 > 2 (m2 —h2). (2.47)
Deoarece
1652 = 2a%b% + 2022 + 2c%a® —a* — b — ¢4
si
4a*m?2 — 4a®*h? = 2a*V* +2c%a* — a* — 1652
= v -2+t = (b2 — 02)2 ,
astfel,
2 2)2
2 2\ _ (v* — )
2 (2~ h2) =

Pentru triunghiul Ay B1C; avem:

(b3 — c%)2 _ 4R*(cos B — cos C)?

2 (m2 —h?
(mal al) 2a? 8R2 cos? %

(2.48)

Din relatiile (2.47), (2.48) si egalitatea

Za§—4\/§A1=§ da® =) (a—b)?—4V3Al,

cyclic cyclic cyclic

obtinem concluzia. O
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2.12 Inegalitatea lui Breush

»2Matematica va fi limba latin& a viitorului, obligatorie pentru toti oamenii de stiinta, tocmai
pentru ci matematica permite accelerarea maxima a circulatiei ideilor stiintifice.” — Grigore
Moisil'?

Teorema 682 Flie triunghiurile A1 B1C1 i AsBsCoy astfel incdt m(;l\l) =20, m(1/4\2) =
202, m(B1) = 28, m(Ba) = 28,5, m(C1) = 2v,, m(Cs) = 275 si BiC1 = ByCl.
Atunci p(A1B1C1) > p(A2B2Cs) daca si numai daca

tgBy - tgyv1 = tgBy - tgvas

unde am notat cu p(XY Z) perimetrul triunghivlui XY Z.

Demonstratie.Avem:

B
Figura 2.12: Inegalitatea lui Breush
p(AlBlcl) 14 A1B1 + A1Cq —14 sin 2y, + SiHZﬁl

B101 N 3101 N sin (05)

2sin(y; + f4) - cos(v1 — B1)
2sin(y; + 1) - cos(v1 + B1)
2cos 7y, - cos 31
€os 7y, - cos B; —sin~y, - sin 5
2
1 —tgv, - tgby

12Grigore Moisil (1906-1973) — matematician roman, profesor la Universitatea din Iasi, membru al
Academiei Roméne
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(Fig. 2.12) si analog,
p(AQBQCQ) _ 2

ByCy 1 —tgyy-tgBy
Conditia p(A1B1Cy) > p(AaB2Cy) este echivalentd cu

2 2
> b
L—tgy-tgBhy — 1 —1tgvy-tghs

adica tgy; - tgBy > tgvyy - tghs.

Consecinta 683 (Teorema lui Urquhart - Pedoe) In triunghiul ABC, fie transversala
B'—D—C" astfel incit B € (B'A), D € (BC), C' € (AC). Sa se arate cd AB+BD =
AC' 4+ C'D daca si numai daca AB' + B'D = AC + CD.

Demonstratie. Fie m(BAD) = 28, m(BDA) = 28, m(DAC") = 2y, m(ADC") =
24'. Din inegalitatea lui Breusch rezultd ci p(AB'D) = p(ACD) daci si numai dacd

tgB' - tg(90° — ') = tgy - tg(90° — B),
adica
tgB' - ctgy = tgy - ctgp

sau tgf’' -tgB = tgry-tgy', conditie echivalentd cu p(ABD) = p(AC'D), ceea ce trebuia
demonstrat. O

2.13 Inegalitatea lui Pedoe

,Nici un om nu se intareste citind un tratat de gimnastica, ci facand exercitii; nici un om nu se
invatd a judeca citind judecdtile scrise de altii, ci judecdnd singur si ddndu — si singur seama

de natura lucrurilor.” — Mihai Eminescu!®

Teorema 684 Fie triunghiul ABC si A'B'C’ situate in acelasi plan. Daca laturile
lor au lungimile a, b, c, respectiv a’, b, c, atunci:

CLQ(—CL,Q +b,2 +C/2) +b2(a’2 o b/2 +Cl2) +62(a/2 +b/2 _ 0/2) 2 16S . S/,

cu egalitate daca triunghiurile sunt asemenea (unde cu S i S’ am notat ariile tri-
unghiurilor ABC, respectiv A'B'C").

13Mihai Eminescu (1850-1889) — poet, jurnalist roman, considerat cel mai important scriitor roman-
tic din literatura romana
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Demonstratie. Pe latura BC' se construiegte triunghiul A” BC' asemenea cu ABC
(Fig. 2.13), de unde:
BC cA” A"B
B/C/ = C/A/ = A/B/’

v a _ CA” _ A"B
adlca?— =,

deci:

ab
A”C — ? (1)

Din teorema cosinusului in triunghiul A”C'A rezulté:

Figura 2.13: Inegalitatea lui Pedoe

A'A?2 =b* + A"C? —2b- A"C - cos <ACA". (2)

Din relatiile (1) si (2) rezulta:
/N 2 / - -
A'A? =1 + (alj> — 262 -cos(A'C'B' — ACB)
a a

egalitate echivalentd cu

a? - A"A? = oV + a*? — 2ad' b [cos C-cosC’ +sinC -sinC’| > 0. (3)

Dar N —
. 130 o 7 N -
5.5 — abs;nc Lab 5‘21“0 485" = aa'bt' sin C - sin C7, (4)
lar R a2 + bz . 62 P a/2 + b/2 _ c/2
COSO: T, COSClzw. (5)

Din relatiile (3), (4) si (5) rezulti concluzia. Egalitatea are loc atunci cand A” A? = 0,
adicd A = A", deci cand triunghiurile ABC si A’B’C’ sunt asemenea. O
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Observatia 685
1) Daci triunghiul A’B’C’este echilateral, atunci inegalitatea devine:
a2+ +c>4/3-8.

2) Daca triunghiul A’B'C" este CBA, deci o' = b,b' = ¢,/ = a, atunci S = 5’ si
inegalitatea devine
a* + b + ¢ > 1652
3) Daci triunghiul A’B’C” este dreptunghic in A’, atunci:
b2? + P22 > 859,

2.14 Inegalitatea lui Oppenheim

"Tot ceea ce este frumos si nobil este rezultatul ratiunii si al calculului." - Ch. Baudelaire

Teorema 686 Daca x,y, z sunt numere reale astfel incit x+y > 0,y+2z > 0,z+x >0
sixy +yz+zx >0, S este aria unui triunghi ABC, iar a,b, c sunt lungimile laturilor

triunghiulu, atunci
za® + yb® + zc? > 4S\/zy + yz + 2z, (1)
cu egalitate dacd st numai daca
= = T (2)

—a?+ b4+ a2 -0 +c2 a4 b2

Demonstratie. (Solutie - Marcel Chiritd) Fie k = 4\/xy + yz + zz. Din teorema

cosinusului ¢ = a? 4+ b? — 2abcosC si S = %, inegalitatea (1) poate fi rescrisa
astfel:
2(z 4 2)a® + 2(y + 2)b* > (4zcos C + ksin C)ab. (3)
Din inegalitatea mediilor obtinem ca
2z + 2)a® + 2(y + 2)b* > 4y/(z + 2)(y + 2)ab = /1622 + k2ab. (4)

Din inegalitatea lui Cauchy-Schwarz avem (4z cos C + ksin C)? < (1622 +k?)(sin? C +
cos? C), adica

V1622 + k2 > 4z cosC + ksin C. (5)
Din inegalitdtile (4) si (5) rezultd (3). Egalitatea are loc (din inegalitatea mediilor gi
Cauchy) daca si numai daca

a? b2 2

= =1.
y+z z+x THy

Atunci, —a? + % + ¢® = 2tx,a® — b? + 2 = 2ty si a® + b — ¢? = 2tz, de unde rezults
concluzia. O
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Observatia 687 Din teorema cosinusului relatiile 2 pot fi rescrise astfel:
ra  yb  zc
cosA  cosB  cosC’

Din relatiile precedente deducem ca x,y,z sunt toate numere reale pozitive, sau un
numar este negativ si celelalte doua pozitive.

2.15 Inegalitatea lui Klamkin

,Geometria este limbajul omului... de la nagterea sa, omul nu a actionat decat pe fundamentul

geometriei, pe care a patruns-o cu atata claritate incat putem admite c& ea este aceea care ne

conditioneazi.” - Charles le Corbusier™*

Teorema 688 Daca a,b, c sunt lungimile laturilor unui triunghi ABC, iar mg, my, m.
sunt lungimile medianelor triunghiului, atunci

dmy - me < 2a® + be.

Demonstratie. Fie D si E simetricele punctelor B gi C fata de mijloacele laturilor
AC, respectiv AB. Astfel, DE = 2a, BD = 2my, si CE = 2m, (Figura 2.14). Aplicand

E A D

Figura 2.14: Inegalitatea lui Klamkin

inegalitatea lui Ptolemeu in patrulaterul BC'DE, obtinem:
BC-DE+ BE-CD > BD-CE,

cea ce trebuia demonstrat. O

" Charles le Corbusier (1877-1965) — arhitect, pictor francez de origine elvetian
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2.16 Inegalitatea lui Bothema

"Pune macar putind dragoste in toate:
In trandafiri, in pietre, in lumin;
in apa din fantana ce setea ti-o alind
gi-n iarba ce odihn& iti d& cu pietate." - Lucian Blaga

Teorema 689 Daca x,y,z sunt numere reale pozitive, R este raza cercului circum-
seris intr-un triunghi ABC, iar a,b, ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului, atunci

yza® + zab? + xyc® < R*(x +y + 2)%, (1)

cu egalitate daca st numat daca

r Yy oz
sin24  sin2B  sin2C°

Demonstratie. In inegalitatea lui Oppenheim, inlocuim pe z,y, z cu z/a?,y/b?,
respectiv z/c? si obtinem:

xy Yz 2T
a?b? + b2c2 + c2a?’

a:+y—|—z>4S\/

abc

1> aplicate in inegalitatea precedenta ne dau:

Teorema sinusurilor si formula S =

1
T+y+z> E\/yza2+sz2+xyc2,

adicd tocmai (1). Pentru cazul de egalitate, din teorema lui Oppenheim, avem

x/a? x x

— — ¢ ,
—a24+b2+c2  2a2bccos A sin 24

_ 1
unde t = SRabe
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