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Introducere

Toate domeniile culturii se dezvoltã astãzi în strânsã interdependenþã cu
matematica. În societatea contemporanã, dinamicã ºi aflatã într-un proces de
globalizare, matematica devine tot mai mult un instrument necesar pentru studiul
ºi înþelegerea fenomenelor sociale. Domeniul artistic ºi cel spiritual tind ºi ele sã
fructifice achiziþii din domeniul matematicii. De aceea, am construit demersul
didactic al acestui manual cu scop deopotrivã cultural ºi pragmatic, urmãrind atât
formarea de competenþe specifice matematicii, cât ºi transferul de tehnici ºi
metode cãtre alte domenii.

Manualul se adreseazã elevilor de la filiera vocaþionalã, profil pedagogic (toate
specializãrile), precum ºi celor de la filiera vocaþionalã, profil sportiv (toate
specializãrile).

Fiecare unitate de învãþare începe cu un test preliminar de autoevaluare, ce
sintetizeazã cunoºtinþele de bazã necesare pentru parcurgerea capitolului respectiv.

În corpul fiecãrei lecþii, am evidenþiat etapele demersului didactic prin expresiile:
Sã observãm!, Sã comparãm!, Sã analizãm!, Sã aplicãm!.

Concluziile unei etape de raþionament sau de observare, finalizate printr-un
enunþ general, sunt evidenþiate cu ajutorul expresiei „În general” ºi sunt marcate
prin chenar.

Pentru a facilita conexiunile între conþinuturile cu caracter strict matematic
din lecþie ºi aplicaþiile acestora, am grupat în benzile laterale ale paginilor manualului:
atenþionãri, exemplificãri ºi exerciþii necesare pentru fixarea noþiunilor prezentate.

Întregul demers de construcþie ºi dezvoltare a manualului a avut în vedere
formarea acelor competenþe care sã permitã identificarea relaþiilor între noþiunile
matematice studiate, interpretarea datelor de diverse tipuri, utilizarea unor algoritmi
ºi concepte matematice în situaþii diverse, exprimarea caracteristicilor matematice
ale unei situaþii concrete ºi analiza de situaþii-problemã în scopul optimizãrii soluþiilor
practice. De aceea, informaþia conþinutã în programa ºcolarã a fost structuratã ºi
detaliatã astfel încât acest deziderat sã fie realizat cu succes.

Testele de evaluare de la sfârºitul fiecãrui capitol oferã modalitãþi de verificare
a nivelului la care s-au format competenþele vizate.

Ne exprimãm speranþa cã manualul de faþã va oferi un instrument util de lucru
tuturor acelora care sunt dornici sã înþeleagã, sã explice ºi sã acþioneze eficient
în lumea în care trãim.
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Simbolul  ...  atenþioneazã asupra faptului cã anumite justificãri
au fost omise în cadrul demonstraþiei. Ele trebuie formulate de
cãtre cititor, pentru a participa activ la înþelegerea textului.

Aceastã expresie
evidenþiazã tipul de
activitate care urmeazã.

Comentariile ºi atenþio-
nãrile sunt marcate prin
acest semn.

Aplicaþiile imediate
sunt corelate cu
explicaþiile sau
exemplele din corpul
lecþiei, în dreptul
cãrora sunt situate.

Subtitlurile puncteazã
etape ale demersului
didactic.

Acest simbol marcheazã
secvenþa avutã în vedere
în cadrul unitãþii de
învãþare.

Observãm ºi explorãm!

Chenarul indicã un enunþ obþinut prin extrapolarea unor exemple sau
proprietãþi particulare. Acest enunþ poate fi o definiþie sau o teoremã.

* Textele scrise cu corp de literã mai mic au doar rolul de exemplu. Ele se pot regãsi în paginile acestui manual.

Cum se utilizeazã acest manual?
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Calcul numeric

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. Efectueazã:
a) –15 + 23; b) (–4 – 2) · (4 + 2); c) 2 · 0 + 3 · (1 – 2);

d) 
1 2 5 3:
5 3 25 2
  ; e) 6,72 – (2,53 – 4,41); f) 3 2 ( 2 2 2 3 2)   .

Proprietãþile
operaþiilor cu
numere

Unitatea de învãþare 1

Test iniþial de autoevaluare

2. Calculeazã, folosind metoda factorului comun:
a) 2007 · 2008 – 2007 · 2007
b) (4 + 6 + 8 + 10) : 2.

Procente

3. Efectueazã calculele, apoi stabileºte valoarea de adevãr a propoziþiilor de mai jos:
a) (1 + 4) + 5 = 1 + (4 + 5); b) (1 – 4) – 5 = 1 – (4 – 5);
c) (1 · 4) · 5 = 1 · (4 · 5); d) (1 : 4) : 5 = 1 : (4 : 5).

Calcul algebric Alege rãspunsurile corecte!
5. (x – 1)2 este egal cu:

a) x2 – 2x + 1; b) x2 – 1; c) x2 + 2x + 1; d) x2 + 1.

Inegalitãþi

6. x2 – 3x + 2 este egal cu:
a) (x – 3)(x + 2); b) (x + 1)(x + 2);     c) (x – 1)(x – 2); d) (x + 2)2.

Intervale

7. Stabileºte care dintre urmãtoarele propoziþii sunt adevãrate:
a) 4 · 2 < 4 · 3; b) (–4) · 2 < (–4) · 3; c) (–4) · (–2) T (–4) · 0;
d) 1234 · (–3) U 1234 · (–4); e) 1234 · 1233 U 1233 · 1234.

4. Calculeazã:
a) cât reprezintã 25% din 1400;
b) cât va costa un produs de 20 lei dupã o ieftinire de 15%;
c) cât la sutã din 800 reprezintã 250.

8. Afirmaþiile urmãtoare se referã la numere reale.
Identificã afirmaþiile false ºi propune câte un contraexemplu.
a) x T a ºi y T b    x + y T a + b;
b) x + y > a + b    x > a ºi y > b;
c) x < y    x2 < y2;
d) x T a ºi y T b    x · y T a · b;
e) x T y     a · x T a · y.

9. a) Scrie mulþimile de mai jos sub formã de interval ºi reprezintã-le apoi pe axã.
A = {x i Z | x T 3}; B = {x i Z  | x > 1}; C = {x i Z | 0 T x < 2}.
b) Determinã mulþimile: A O B; A N B; A \ C.
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 Explicã diferenþa dintre
scãderea preþului unui
produs cu 10% ºi scãderea
preþului unui produs cu 10
bani.

Explicã în ce mod a obþinut
dl. Popescu aceste relaþii.

Uneori în viaþa de zi cu zi ne confruntãm cu probleme care conþin în enunþul lor
cantitãþi necunoscute. Pentru determinarea acestora trebuie, mai întâi, „sã punem
problema în ecuaþie”, cu alte cuvinte sã identificãm relaþii matematice care descriu
situaþia din enunþ.

Sã analizãm!

Exemplul 1
Doamna Georgescu doreºte sã-ºi cumpere un palton din Magazinul „Flora”. Pentru

cã iniþial i s-a pãrut cam scump, a mai aºteptat o lunã. Între timp, paltonul s-a ieftinit
cu 20 lei, apoi s-a mai aplicat încã o reducere de 15% ºi a ajuns astfel la preþul de
238 lei. Deoarece a uitat vechiul preþ, doamna Georgescu ar vrea sã-l calculeze
pentru a vedea ce economie a fãcut cumpãrându-l mai târziu.

Notând cu p acest preþ, doamna Georgescu a obþinut:

p p   1520 ( 20) 238
100 .

Exemplul 2
Domnul Popescu a fost numit administrator al unui bloc cu 30 de apartamente, în

care fiecare apartament are 2 sau 3 camere. ªtiind cã în total sunt 78 de camere,
dl. Popescu ºi-a propus sã afle câte apartamente cu 2 camere ºi câte cu 3 camere
sunt în bloc.

Pentru aceasta a notat cu d numãrul apartamentelor cu douã camere ºi cu t
numãrul celor cu 3 camere ºi a raþionat astfel:

„Pe de o parte ºtiu câte apartamente sunt în bloc, iar pe de altã parte ºtiu câte
camere sunt în bloc.  Am, aºadar, urmãtoarele douã relaþii:  d + t = 30 ºi  2d + 3t = 78.”

Exemplul 3
Întrebat de niºte colegi ce vârste au copiii sãi, domnul Gheorghiu le-a rãspuns

printr-o problemã: „Bãiatul este cu 4 ani mai mare decât fata, iar anul viitor vor avea,
împreunã, 30 de ani.”

Primul prieten a gândit astfel: „Notez cu x vârsta fetei, deci vârsta bãiatului este
x + 4. Anul viitor cei doi copii vor avea vârstele (x + 1), respectiv (x + 5) ºi suma lor
este 30, deci am relaþia: (x + 1) + (x + 5) = 30.”

Cel de-al doilea coleg a raþionat în alt mod: „Sã presupunem cã vârsta fetei este
f, iar vârsta bãiatului este b. Despre f ºi b ºtiu, aºadar, cã verificã douã relaþii:

b = f + 4  ºi  (f + 1) + (b + 1) = 30.”

Ne amintim ºi explorãm!

Situaþii cotidiene care conduc la ecuaþii

Ecuaþii ºi sisteme liniare

Exemplul 4
Domnul Andronache este directorul unei firme. Fãcând o estimare pentru luna în

curs, a constatat cã firma va avea cheltuieli în valoare de 21 000 de lei. Pe de altã
parte, 25% din veniturile lunare sunt alocate pentru taxe ºi dezvoltare.

Dl. Andronache ºi-a pus problema ce venituri trebuie sã obþinã firma pentru a
avea profit. Notând cu v aceste venituri, a observat mai întâi cã suma rãmasã dupã

efectuarea tuturor plãþilor este egalã cu v v  2521000
100

, iar pentru a nu avea pierderi

 Cea mai veche problemã
cunoscutã apare într-un
papirus egiptean scris acum
3000 de ani. Problema cere
sã se afle o cantitate necu-
noscutã, dacã ºtim cã
ºeptimea ei împreunã cu ea
toatã dau 19.

 Uneori aceeaºi problemã
poate fi pusã în ecuaþie în mai
multe moduri diferite.
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1. Dacã, pentru a îndeplini un contract de livrare, o uzinã
ar fabrica zilnic 18 maºini, la termenul stabilit ar lipsi
4 maºini. Dacã uzina ar fabrica zilnic câte 20 de
maºini, la termenul stabilit ar fi cu 10 mai multe decât
prevede contractul. Câte maºini au fost comandate
prin contract ºi în cât timp este prevãzut a fi fabri-
cate?

2. Aflã numerele naturale cu proprietatea cã diferenþa
dintre triplul fiecãruia ºi jumãtatea sa este mai micã
decât 10.

3. Perimetrul unui dreptunghi este de 220 m. Dacã
micºorezi lungimea sa cu 20 m, cu cât ar trebui mãritã
lãþimea pentru ca perimetrul sã rãmânã acelaºi?

4. Perimetrul unui dreptunghi este de 70 dm ºi lãþimea
este de 40% din lungime. Determinã aria
dreptunghiului.

Exerciþii ºi probleme

În fiecare dintre exemplele analizate mai sus, am transpus enunþul problemei sub
forma unor relaþii matematice. Am obþinut astfel: ecuaþii, inecuaþii, sisteme de ecuaþii. Construieºte, folosind

doar rigla ºi compasul, un
triunghi care sã aibã laturile
egale cu 3 cm, 4 cm ºi 5 cm.
Poþi construi, folosind acelaºi
procedeu, un triunghi având
laturile de 3 cm, 4 cm ºi 8 cm?
Explicã!

 Pune în evidenþã aceºti
doi paºi în fiecare dintre
exemplele anterioare.

trebuie ca aceastã sumã sã fie mai mare decât 0, deci sã aibã loc relaþia

v v  2521000 0
100 . În acest caz, modelul matematic asociat problemei este o

inecuaþie.

În general

Pentru a transpune enunþul unei probleme sub forma unor relaþii matematice,
procedãm astfel:

Etapa I: alegerea necunoscutei
• Citim enunþul cu atenþie.
• Ne imaginãm situaþia descrisã cât mai exact posibil.
• Separãm ceea ce „se dã” de ceea ce „se cere”.
• Identificãm mãrimile necunoscute.
• Analizãm enunþul ºi cãutãm mãrimea necunoscutã cea mai potrivitã pentru a fi

notatã cu o literã.

Etapa a II-a: punerea problemei în ecuaþie
• Cãutãm sã exprimãm cât mai simplu legãturi între date ºi cerinþe.
• Stabilim un plan de acþiune.
• Efectuãm calcule parþiale ºi evaluãm natura rezultatului.

5. Întrebat odatã ce orã este, Pitagora a rãspuns: „Pânã

la sfârºitul zilei a rãmas de douã ori
2
5  din cât a

trecut de la începutul ei.” Ce orã este?

6. Dintr-un coº cu mere, Dãnuþ ia 
5
8  din numãrul lor,,

apoi vine Ana ºi ia 4
5  din numãrul merelor rãmase.

Au rãmas 15 mere. Câte mere au fost la început în
coº?

7. Determinã soluþia fiecãrei ecuaþii:
a) 3(x + 2) + 5 = 2x – 8;
b) 5(x – 1) – (x + 2) = 12;

c) 35,7 2
4 4
  x x ;

d) x + 2(3x + 1) = 12 – 4(x – 2);
e) x + 3(3x + 1) = 12 – 5(x + 2);
f) 2(x – 1) – 4(1 – x) = 5(2 – 3x).

 Explicã de ce în acest
exemplu nu obþinem o
ecuaþie.

Scrie ecuaþiile, respectiv inecuaþiile prin care se exprimã matematic urmãtoarele probleme:
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Analizãm ºi generalizãm!

Metode de rezolvare a ecuaþiilor ºi sistemelor de ecuaþii

Problemele formulate în prima parte a acestei unitãþi de învãþare ne-au condus la
diverse relaþii care conþin cantitãþile necunoscute. Vom determina, pentru fiecare
problemã în parte, mulþimile ale cãror elemente verificã ipotezele problemei.

 Ce este o ecuaþie?

Sã ne amintim!
O ecuaþie este o propoziþie în care apare o singurã datã semnul egal. O ecuaþie

are doi membri. În cei doi membri ai unei ecuaþii apar variabile, numite necunoscute.
Aceste necunoscute pot lua valori dintr-o mulþime, numitã domeniul de definiþie al
ecuaþiei.

În cazul în care domeniul de definiþie D nu este precizat, acesta trebuie determinat,
punând condiþia ca pentru orice element al lui D expresiile care apar în cei doi membri
ai ecuaþiei sã aibã definitã valoarea.

O soluþie a unei ecuaþii este un element al domeniului de definiþie cu proprietatea
cã, înlocuit în ecuaþie, conduce la o propoziþie adevãratã.

 Cuvântul ecuaþie provine
din latinescul „aequatio” ºi
înseamnã egalare.

Exemple
1) 2(x + 1) + (2x – 3) = x – (–1 – x) este o ecuaþie având necunoscuta x. Cum

ambii membri ai ecuaþiei au sens pentru orice numãr real x, domeniul de definiþie este
mulþimea Z.

Înlocuind x cu 1, rezultã propoziþia adevãratã 3 = 3. Deci 1 este soluþie a acestei
ecuaþii. Pe de altã parte, înlocuind x cu 0, se obþine propoziþia falsã –1 = 1. Deci
numãrul 0 nu este soluþie a acestei ecuaþii.

2) x
x
 


2 1 4
1

 este o ecuaþie având necunoscuta x. Pentru ca numitorul care apare

în membrul din stânga sã fie diferit de 0 (împãrþirea prin 0 nu are sens!) trebuie ca x
sã fie diferit de 1. Deci domeniul de definiþie al ecuaþiei este Z \ {1}.

Numãrul 3 este soluþie a acestei ecuaþii.

3) 2x – y + 3 = 0 este o ecuaþie având douã necunoscute x ºi y, al cãrei domeniu
de definiþie este Z D Z.

Stabileºte dacã numãrul
–1 este o soluþie a ecuaþiei
x + 2(1 – x) = 5.

 Identificã necunoscutele
ºi domeniile de definiþie
pentru ecuaþiile:

1 1lg( 1)
2 2

   


x
x ;

x y   2 2 3 2 .

Sã analizãm!
A rezolva o ecuaþie înseamnã a gãsi mulþimea tuturor soluþiilor acesteia.
Sã considerãm, de exemplu, ecuaþia 2(x + 1) + (2x – 3) = x + (1 + x). Am vãzut cã

numãrul 1 este o soluþie a acestei ecuaþii. Problema care se pune este dacã aceasta
este singura soluþie sau mai existã ºi altele.

În general, pentru a determina toate soluþiile unei ecuaþii încercãm sã o aducem
la o formã cât mai simplã efectuând transformãri echivalente ale acesteia.

În cazul ecuaþiei menþionate procedãm astfel:

 Identificã proprietãþile
operaþiilor cu numere utiliza-
te în aceste calcule.

Explicã de ce a fost util sã
adunãm (–2x) la ambii
membri. Ce s-ar fi întâmplat
dacã adunam (–4x)?

Efectuãm calculele ºi reducem termenii
asemenea în cei doi membri

2x + 2 + 2x – 3 = x + 1 + x
4x – 1              = 2x + 1

Adunãm în ambii membri ai ecuaþiei
–2x (sau scãdem 2x)

(4x – 1) – 2x = (2x + 1) – 2x

Folosim asociativitatea ºi
comutativitatea adunãrii

(4x – 2x) – 1 = (2x – 2x) + 1
         2x – 1 = 1
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Verificã faptul cã numãrul
1 este soluþie a tuturor ecua-
þiilor care apar prin transfor-
mãri echivalente din ecuaþia
datã.

Explicã de ce toate aceste
transformãri nu au modificat
mulþimea soluþiilor ecuaþiei.

În general

Pentru a rezolva o ecuaþie, încercãm sã o aducem la o formã cât mai simplã
folosind transformãri care nu schimbã mulþimea de soluþii ale acesteia. Obþinem astfel
ecuaþii echivalente cu cea datã.

Transformãrile utilizate de obicei sunt:
– efectuarea de calcule algebrice în fiecare membru al ecuaþiei;
– adunarea sau scãderea aceluiaºi termen în ambii membri ai ecuaþiei;
– înmulþirea sau împãrþirea ambilor membri cu acelaºi numãr real nenul.

 Ce se întâmplã dacã
înmulþim cu 0 ambii membri
ai unei ecuaþii? De ce nu este
aceasta o transformare care
pãstreazã mulþimea soluþiilor?

 Ce este o ecuaþie liniarã?

Sã analizãm!
În ecuaþiile prezentate mai sus am întâlnit situaþii în care necunoscuta sau

necunoscutele apãreau doar la puterea întâi, cum ar fi, de exemplu:
2 · (x + 1) + (2x – 3) = x – (–1 – x) sau
2x – y + 3 = 0.

În schimb, în ecuaþia 
2 1 4

1
 


x
x  necunoscuta x apare la numitorul unei fracþii, iar

numãrãtorul acesteia conþine termenul x2.

În general

O ecuaþie care conþine numai termeni de gradul întâi (adicã termeni de forma
a · x, cu a numãr real nenul ºi x necunoscutã) ºi/sau termeni liberi (adicã termeni care
nu conþin necunoscute) se numeºte ecuaþie liniarã (sau ecuaþie de gradul întâi).

 Cum rezolvãm ecuaþii liniare cu o necunoscutã?

Sã analizãm!

În unul dintre exemplele anterioare am obþinut ecuaþia liniarã cu necunoscuta p:
1520 ( 20) 238
100

   p p .

Utilizând transformãri echivalente, obþinem succesiv urmãtoarele ecuaþii, care au
aceleaºi mulþimi de soluþii ca ºi ecuaþia iniþialã:

17 255 0
20

 p .

17 255
20

p .

p = 300.

Deci ecuaþia iniþialã are ca soluþie numãrul 300.

Scrie o ecuaþie liniarã cu
necunoscutele x, y ºi z.

Exprimã în cuvinte trans-
formãrile utilizate pentru
rezolvarea ecuaþiei
p – 2(p – 1) = 5.

În urma tuturor acestor transformãri am ajuns la concluzia cã ecuaþia datã are
aceeaºi mulþime de soluþii cu ecuaþia x = 1. Deci mulþimea soluþiilor ecuaþiei iniþiale
este S = {1}.

Adunãm 1 în ambii membri 2x – 1 + 1 = 1 + 1
           2x  = 2

Înmulþim ambii membri cu 1
2  ºi

folosim faptul cã 1 este element
neutru pentru înmulþire.

x  1 1(2 ) 2
2 2
    1 · x  = 1
        x  = 1

Rezolvã ecuaþia
x · (x – 2) + 3 · (x – 2) = 0.
Ce transformãri echivalente
ai folosit?
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În general

Orice ecuaþie liniarã cu necunoscuta x poate fi adusã, prin transformãri echivalente,
la o ecuaþie de forma ax + b = 0, cu a, b i Z.

Sã demonstrãm!

Despre mulþimea S a soluþiilor ecuaþiei ax + b = 0, (a, b i Z), x i Z, putem spune cã:

•  S   b
a , dacã a @ 0.

• S = l, dacã a = 0 ºi b @ 0
• S = Z, dacã a = 0 ºi b = 0.

Stabileºte ce proprietãþi
ale operaþiilor cu numere
sunt utilizate în algoritmul de
rezolvare a ecuaþiei
3x + 7 = 0.

 Cum rezolvãm sisteme de ecuaþii liniare?

Sã ne amintim!
Un sistem de ecuaþii se obþine prin operaþia logicã „ºi” din douã sau mai multe

ecuaþii. O soluþie a sistemului este o soluþie comunã a tuturor ecuaþiilor acestuia.
A rezolva un sistem de ecuaþii înseamnã a determina mulþimea tuturor soluþiilor sale.
Dacã toate ecuaþiile care alcãtuiesc un sistem sunt liniare, atunci sistemul se numeºte
sistem de ecuaþii liniare (sau sistem de gradul întâi).

Exemple

1. Sistemul 2 4 3 0
2 5 0
  
  
x y

x y  este un sistem de douã ecuaþii liniare cu

necunoscutele  x ºi y.

2. Sistemul 
2 2 4 0

2 1 0
   
   

x y
x y  este un sistem de douã ecuaþii cu necunoscutele x

ºi y. Cum prima ecuaþie nu este liniarã, acesta nu este un sistem de ecuaþii liniare.

Formeazã un sistem de
douã ecuaþii liniare cu necu-
noscutele x ºi y care sã conþi-
nã ecuaþia 2x – y – 1 = 0.

În continuare, vom fi interesaþi de rezolvarea sistemelor de gradul întâi. Am vãzut
cã orice ecuaþie de gradul întâi cu necunoscuta x poate fi adusã, prin transformãri
echivalente, la forma ax + b = 0. Existã oare o formã simplã la care putem aduce,
prin transformãri echivalente, un sistem de ecuaþii liniare, fãrã a schimba mulþimea
soluþiilor?

Am mai vãzut cã, în funcþie de valorile lui a ºi b, mulþimea de soluþii a ecuaþiei
ax + b = 0 poate avea un element, o infinitate de elemente, sau poate fi mulþimea
vidã. Regãsim oare aceste trei situaþii în rezolvarea sistemelor de ecuaþii liniare?

În rezolvarea unei ecuaþii de forma ax + b = 0 putem folosi un algoritm care
precizeazã mulþimea soluþiilor ecuaþiei.

11

12

Adunând –b la ambii membri, deducem cã ecuaþia ax + b = 0 este echivalentã cu
ecuaþia ax = –b.

• Dacã a @ 0, înmulþind cu inversul numãrului a (deci cu 
1
a ), obþinem ecuaþia

echivalentã   bx
a . De aceea, pentru a @ 0, mulþimea soluþiilor ecuaþiei iniþiale este

 S   b
a

.

• Dacã a = 0 ºi b @ 0, ecuaþia  ax = –b se rescrie  0x = –b. Cum pentru orice
numãr real x avem  0x = 0 @ –b, rezultã cã ecuaþia  0x = –b nu are soluþii. Deci S = l.

• Dacã  a = 0 ºi b = 0, ecuaþia ax = –b devine 0x = 0. Cum orice numãr real x
verificã aceastã relaþie, deducem cã în acest caz avem S = Z.
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În general

Prin efectuarea unor transformãri echivalente convenabile ale ecuaþiilor compo-
nente, orice sistem de douã ecuaþii liniare cu necunoscutele x ºi y poate fi adus la

forma  1 1 1

2 2 2

 
 

a x b y c
a x b y c .

Sã analizãm!

Considerãm sistemul de ecuaþii liniare cu necunoscutele x ºi y:

 2 1 6 3
2 3 3 1
    
    

x y x y
x y x y .

Adunând la ambii membri ai primei ecuaþii termenul (x – 3y – 1) ºi reducând
termenii asemenea se obþine o ecuaþie echivalentã cu ea:

2x – y = 5.
În mod analog, cea de-a doua ecuaþie este echivalentã cu x – 2y = 4.

Transformãrile efectuate au avut ca scop obþinerea unor ecuaþii echivalente cu
cele iniþiale, dar care conþin în membrul stâng numai termeni în care apar necunoscutele,
iar în membrul drept termenul liber.

Explicã ce transformare a
fost efectuatã asupra celei
de-a doua ecuaþii.

Sã ne amintim!
Putem determina mulþimea soluþiilor unui sistem liniar prin metoda reducerii.

Aplicãm aceastã metodã în cazul sistemului 2 5
2 4
 
 
x y

x y .

Prima ecuaţie o lăsăm neschimbată (o înmulţim cu 1), 
iar pe cea de-a doua ecuaţie o înmulţim cu –2.  x y

x y
 

  
2 5

( 2)2 4
 

Adunăm ecuaţiile membru cu membru. În acest fel, 
reducem necunoscuta x şi obţinem o ecuaţie care are 
doar necunoscuta y. 

2 5
2 4 8

____________
/ 3 3

 
   

 

x y
x y

y  

Înlocuim a doua ecuaţie a sistemului cu ecuaţia cu o 
singură necunoscută obţinută la pasul anterior. 
Obţinem un sistem echivalent cu cel dat. 

2 5
3 3
 

 
x y

y  

Rezolvăm cea de-a doua ecuaţie a noului sistem, 
determinând valoarea lui y. 2 5

1
 

 
x y

y  

Înlocuim valoarea lui y în prima ecuaţie şi calculăm pe 
x.  2 ( 1) 5 2 4

;
1 1

   
   

x x
y y  

Scriem soluţia sistemului. S = {(2; –1)} 
 

Explicã de ce am înmulþit
a doua ecuaþie a sistemului
cu –2.

Rezolvã sistemul prin
reducerea necunoscutei y.

Sã aplicãm!
În unul dintre exemplele anterioare (referitor la numãrul de apartamente cu douã,

respectiv cu trei camere ale unui bloc de locuinþe), am obþinut sistemul de ecuaþii

liniare:    30
2 3 78
 
 

x y
x y .

Pentru a rezolva acest sistem prin metoda reducerii, este necesar sã corelãm
coeficienþii variabilei x. Pentru aceasta, înmulþim prima ecuaþie cu 2 ºi pe cea de-a
doua cu –1, apoi adunãm ecuaþiile astfel obþinute. Rezultã sistemul echivalent:

 30
18

 
  

x y
y .

13

Scrie forma mai simplã la
care poate fi adus un sistem
liniar cu trei ecuaþii ºi trei
necunoscute.

14

15

16

În concluzie, sistemul dat este echivalent cu sistemul:  2 5
2 4
 
 
x y

x y .
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În general

Unele sisteme de ecuaþii liniare au o singurã soluþie.
Un sistem de ecuaþii liniare care are mulþimea soluþiilor formatã dintr-un singur

element se numeºte compatibil determinat.

Exemplul 2
Am vãzut cã ecuaþia 0 · x = 0 are ca mulþime a soluþiilor Z, deci admite o infinitate

de soluþii. Apare în mod natural întrebarea: existã oare sisteme de douã ecuaþii cu
douã necunoscute care sã aibã, la rândul lor, mai multe soluþii?

Gãseºte y astfel încât
perechea (3, y) sã fie soluþie

a sistemului  2
2

 
   
x y

x y .

Stabileºte apoi dacã

 1 1;
2 2

  aparþine mulþimii

soluþiilor.

Explicã ce legãturã este
între ecuaþiile sistemului

 1
2 2 2
 
 

x y
x y . Gãseºte apoi

trei elemente diferite ale mul-
þimii soluþiilor.

În general

Unele sisteme de ecuaþii liniare au o infinitate de soluþii.
Un sistem de ecuaþii liniare care admite o infinitate de soluþii se numeºte compatibil

nedeterminat.

Formeazã un sistem
compatibil nedeterminat care
sã conþinã ecuaþia
4x – 2y = –8.

Ultima situaþie întâlnitã în cazul ecuaþiilor liniare a fost cea a ecuaþiei incompatibile
0 · x = b, cu b @ 0, care are mulþimea soluþiilor vidã. Apare în mod natural întrebarea:
existã oare sisteme liniare de douã ecuaþii care nu admit soluþii?

Sã analizãm!

Sistemul  2 2
2 4 5
 
 

x y
x y  nu admite soluþii. Într-adevãr, înmulþind prima ecuaþie cu –2

ºi adunând ecuaþiile, obþinem sistemul echivalent x y
y

 
 
2 2

0 1
.

Cum egalitatea 0 = 1 nu poate avea loc pentru nici o valoare a lui x ºi y, rezultã cã
sistemul considerat nu are soluþie.

Cea de-a doua ecuaþie a acestui sistem are soluþia unicã y = 18. De aceea,
sistemul considerat are, la rândul sãu, mulþimea soluþiilor formatã dintr-un singur
element, ºi anume perechea (12, 18).

Sã analizãm!

Considerãm sistemul  1
1

 
 

x y
x y , în care prima ºi cea de-a doua ecuaþie coincid. 17

18

19

În general

Unele sisteme de ecuaþii liniare nu au soluþie.
Un sistem de ecuaþii liniare care nu admite nici o soluþie se numeºte incompatibil.

Perechile (1, 0); (0, 1); (2, –1);  1 1,
2 2

 aparþin mulþimii soluþiilor acestui sistem. De

aceea, sistemul dat are o infinitate de soluþii.

Sã analizãm ce se întâmplã atunci când aplicãm metoda reducerii sistemului

2 3 1
4 6 2

  
  

x y
x y . Înmulþind prima ecuaþie cu –2 ºi adunând ecuaþiile astfel obþinute,

obþinem ecuaþia 0 = 0. Sistemul dat este deci, echivalent cu sistemul 2 3 1
0 0

  


x y
.

Acest sistem admite o infinitate de soluþii. De aceea, aceeaºi proprietate o are ºi
sistemul iniþial.

 Aplicând metoda redu-
cerii unui sistem compatibil
determinat, se ajunge la o
ecuaþie de tip
a · x = b, cu a @ 0.

 Aplicând metoda redu-
cerii unui sistem compatibil
nedeterminat, se ajunge la o
ecuaþie de tip 0 · x = 0.

 Aplicând metoda redu-
cerii unui sistem incompatibil,
se ajunge la o ecuaþie de tip
0 · x = b, cu b @ 0.
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1. Rezolvaþi ecuaþiile de mai jos, unde x i Z:
a) 4x = 8;
b) 6x = 3;
c) –2x = 1;
d) 0,5x = –1,25;
e) 3x – 1 = 5;
f) 1 – 3x = 4x + 2;

g) x x  –1 1 1
2 3

;

h) 3(x + 1) = 3x;
i) 2(x – 1) + 3x = 4(2x + 1);
j) 5(1 – x) – 2(1 – 3x) = 0;

k) x  ( 2 1) 2 2 ;

l) 4(x – 1) – 2x = 2(x + 3);
m) 2x + 2(1 – x) = 2;

n) x x x    1 2 3 0
2 3 6 .

Exerciþii ºi probleme

3. Determinã mulþimile de soluþii ale sistemelor:

a) x y
x y
 
 

1
3

; b)  x y
x y


 

2
0

;

c)  x y
x y x

 
  

2 1
2 ; d)  x y

x y
 
 

2 3
0 .

4. Scrie un sistem care are ca soluþie (–1; 1). Mai poþi
scrie încã un astfel de sistem?

5. În figura alãturatã sunt re-
prezentate dreptele de soluþii
ale ecuaþiilor unui sistem. Care
este soluþia sistemului?

7. Determinã numerele reale a ºi b ºtiind cã (1; 3) este
soluþie a sistemului:

a) x ay
bx y
 
 

4
1 ; b)   x ay

x y
  
 

2 1 0
3 b ;

c) ax by
bx y

 
 

3
2

8. Folosind reprezentarea pe hârtie milimetricã,
aproximeazã soluþiile sistemelor:

a)  x y
x y

  
  

2 2 0
0,5 0 ; b) x y

x y
 
 

1,3
2 0,6 ;

c) 
x y
x y

  


 

2
3 ; d) xx y


 

2
3 1.

Verificã dacã astfel ai obþinut soluþii ale sistemelor
date.

9. Reprezintã grafic dreptele de soluþii ale ecuaþiilor ce
compun sistemele urmãtoare, apoi determinã
soluþiile sistemelor:

a) x y
x y
 
  
2 5

4 3 13
; b) x y

x y
  
  

7 0
3 1 0 ;

c)  x y
x y
  

   
7 5 1

5 13

10. Folosind proprietãþile numerelor reale, rescrie sub
forma unui sistem ecuaþiile:
a) (x – y)2 + (2x + y – 1)2 = 0;

b) x y x y    1 2 3 0 ;

c) x y x y    2 1 0 ;

d) x2 – 2xy + 2y2 + 2y + 1 = 0.

11. Determinã numãrul de soluþii ale sistemelor:

a) 

x y
x y

x y

    
   

1 0
2 4

3 0
; b) 

x y
x y

x y

   
   

2 3 0
1

2 1 0
.

12. Determinã numerele reale a ºi b ºtiind cã sistemele
de mai jos au aceeaºi soluþie:

x y
x by
 
 

2
1

 ºi ax y
x y

 
 

3 1
8

.

6. Adaugã încã o ecuaþie sistemului x y
x y
 
 

1
3 , astfel

ca noul sistem obþinut sã devinã
a) compatibil; b) incompatibil.

1

–1

1

x

y

O

2. Un cãlãtor are de transportat 20 kg de bagaje. El
dispune de un rucsac ºi de un geamantan. Pentru
comoditate, cãlãtorul vrea sã distribuie bagajele
astfel încât cu rucsacul sã transporte cu 4 kg mai
mult decât cu geamantanul. Câte kilograme va
cântãri încãrcãtura geamantanului?
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Aplicãm ºi dezvoltãm!

Metoda graficã în studiul ecuaþiilor ºi al inecuaþiilor liniare

Sã ne amintim!
Mulþimea soluþiilor unei ecuaþii sau a unei inecuaþii de gradul întâi poate fi

reprezentatã pe axa numerelor reale.

Astfel, în cazul ecuaþiei 2x – 3 = 0, mulþimea soluþiilor este  3
2

S  ; acestei

mulþimi îi corespunde, pe axa numerelor reale, un punct:

 Gãseºte trei soluþii ale
ecuaþiei 2x – y + 3 = 0.

Reprezintã pe axa nume-
relor mulþimile de soluþii
pentru:
a) 4x + 1 = 0
b) 4x + 1 > 0
c) 4x + 1 < 0.

0 3
2

 3
2

S 

În schimb, considerând inecuaþia 2x – 3 T  0, mulþimea soluþiilor este intervalul

  
3;
2 , cãruia îi corespunde pe axa numerelor reale o semidreaptã:

   
3;
2

S
.

Analog, mulþimea soluþiilor inecuaþiei 2x – 3 > 0 este intervalul  3;
2 , cãruia îi

corespunde pe axa numerelor reale o semidreaptã:

În lecþiile urmãtoare vom reprezenta grafic ºi mulþimile de soluþii ale unor ecuaþii,
inecuaþii ºi sisteme mai generale.

  3;
2

S
.

0 3
2

0

3
2

 Cum interpretãm grafic ecuaþii de gradul întâi cu douã necunoscute?

Sã analizãm!
Am vãzut cã în cazul ecuaþiilor ºi inecuaþiilor de gradul întâi cu o necunoscutã

putem reprezenta mulþimile de soluþii pe axa numerelor reale. Ne propunem în
continuare sã gãsim o reprezentare ºi pentru soluþiile ecuaþiilor ºi inecuaþiilor de gradul
întâi cu douã necunoscute. În acest caz, vom folosi reprezentãri grafice într-un plan
în care a fost ales un reper cartezian.

Sã considerãm, de exemplu, ecuaþia de gradul
întâi cu necunoscutele x ºi y:

2x – y – 3 = 0
Observãm mai întâi cã aceastã ecuaþie admite

mai multe soluþii.
Astfel, (0;  –3), (1; –1), precum ºi (3; 3) sunt soluþii

ale ecuaþiei date.
Fixãm în plan un reper cartezian xOy în care

reprezentãm punctele A(0; –3), B(1; –1) ºi C(3; 3)
corespunzãtoare soluþiilor indicate mai sus.

Desenul sugereazã cã cele trei puncte sunt situ-
ate pe o aceeaºi dreaptã. Acest fapt trebuie însã
demonstrat riguros.

O

C

A B

B C

y

x

b

a
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Sã demonstrãm!

Punctele A(0; –3), B(1; –1) ºi C(3; 3) sunt coliniare.

Vom face o construcþie auxiliarã: prin A ºi B ducem paralele a ºi b la dreapta
suport a axei Ox, iar prin B, respectiv C, ducem paralele la axa Oy care intersecteazã
dreptele a ºi b în B, respectiv C. Acestea au coordonatele B(1, –3), respectiv
C(3, –1). Pentru a arãta cã punctele A, B, C sunt coliniare este suficient sã demonstrãm

cã   m( ) m( ) m( ) 180ABB B BC C BC       .

Unghiul  B BC  este drept, deci m( ) 90B BC    . Pentru a obþine informaþii legate

de celelalte douã unghiuri, studiem triunghiurile ABB ºi BCC. Remarcãm cã acestea
sunt dreptunghice, în B, respectiv C, iar catetele lor au lungimile egale cu

AB = 1; BB = 2;   BC = 2; CC = 4.

Observãm cã aceste lungimi sunt proporþionale, deci   ~AB B BC C  (deoarece

  AB B BC C  ºi    )AB B B
BC C C

.

Deducem cã  m( ) m( )BAB CBC  , deci    m( ) m( ) m( ) m( )ABB B BC C BC ABB       
90 m( ) 180BAB     , ceea ce probeazã afirmaþia fãcutã.

Am arãtat, aºadar, cã punctele A, B ºi C, corespunzãtoare celor trei soluþii (0; –3);
(1; –1), respectiv (3; 3), sunt coliniare.

În general, dacã (x
0
; y

0
) este o soluþie a ecuaþiei 2x – y – 3 = 0, punctul P(x

0
; y

0
)

este situat pe dreapta AB determinatã de punctele de mai sus. Ne întrebãm dacã ºi
reciproca este adevãratã, deci dacã orice punct de pe aceastã dreaptã corespunde
unei soluþii a ecuaþiei considerate.

Sã demonstrãm!

Dacã P(x
0
; y

0
) este situat pe dreapta determinatã de punctele A(0; –3) ºi B(1; –1),

atunci  2x
0
 – y

0
 – 3 = 0, deci (x

0
; y

0
) este soluþie a ecuaþiei 2x – y – 3 = 0.

 Exprimã vectorii AB


 ºi
AC


 în funcþie de versorii
axelor. Ce poþi spune despre
aceºti vectori?

  Calculeazã lungimea
segmentului PQ, dacã:
a) P(1; 2), Q(1; 4):
b) P(1; 2), Q(–5; 2).

 Verificã faptul cã (4; 5) este
o soluþie a ecuaþiei
2x – y + 3 = 0 ºi aratã cã A, B
ºi D sunt coliniare, unde D
este punctul de coordonate
(4; 5).

 Determinã mijlocul M al
segmentului AB. Aratã apoi
cã x

M
 ºi y

M
 (coordonatele lui

M) verificã ecuaþia
2x

M
 – y

M
 – 3 = 0.

 Scrie ecuaþia dreptei PQ,
unde P(1, 1) ºi Q(–2, 3).
Determinã coordonatele altor
trei puncte ale acestei drepte.

Considerãm un punct P(x
0
, y

0
) aflat pe dreapta AB.

Paralela prin P la Oy intersecteazã a în P . Din
asemãnarea triunghiurilor APP ºi ABB deducem:

  
AP PP
AB BB , deci 0 0 3

1 2



x y

, adicã 2x
0
 – y

0
 – 3 = 0.

În concluzie am stabilit o legãturã între mulþimea soluþiilor ecuaþiei 2x – y – 3 = 0
ºi mulþimea punctelor din plan situate pe dreapta AB.

În general

Mulþimea soluþiilor unei ecuaþii de gradul întâi cu necunoscutele x ºi y se reprezintã,
într-un plan în care a fost fixat un reper cartezian xOy, printr-o dreaptã. Aceastã
dreaptã este determinatã de douã puncte corespunzând unor soluþii particulare ale
ecuaþiei.

Reciproc, orice dreaptã din acest plan este reprezentarea graficã a soluþiilor unei
ecuaþii de gradul întâi cu douã necunoscute.
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 Cum interpretãm grafic sisteme de ecuaþii liniare?

Sã analizãm!
Am demonstrat cã mulþimea soluþiilor unei ecuaþii liniare cu douã necunoscute se

reprezintã în plan printr-o dreaptã. Aceasta înseamnã cã în cazul unui sistem de douã
ecuaþii liniare cu douã necunoscute, fiecãreia dintre ecuaþii îi corespunde o dreaptã.
ªtim cã douã drepte din plan pot fi concurente, confundate sau paralele. Pe de altã
parte, am arãtat cã sistemele de ecuaþii liniare pot fi compatibil determinate sau
compatibil nedeterminate sau incompatibile. Ne propunem sã investigãm legãtura
dintre compatibilitatea unui sistem de douã ecuaþii liniare cu douã necunoscute ºi
poziþia relativã a dreptelor corespunzãtoare ecuaþiilor sistemului.

Exemplul 1

Considerãm sistemul de ecuaþii liniare cu necunoscutele x ºi y:  2
2 1

 
 

x y
x y .

Acesta este un sistem compatibil determinat, având soluþia (3; –1).
Vrem sã determinãm grafic soluþia acestui sistem. Pentru aceasta, reprezentãm

dreptele corespunzãtoare ecuaþiilor sale.
Prima ecuaþie admite soluþiile (0; 2) ºi (2; 0). De aceea,

punctele A(0; 2) ºi B(2; 0) determinã dreapta
corespunzãtoare ecuaþiei x + y – 2 = 0.

Analog, mulþimea soluþiilor ecuaþiei x + 2y – 1 = 0,
este reprezentatã de dreapta determinatã de punctele
C(1; 0) ºi D(–1; 1). Reprezentând ambele drepte în reperul
cartezian xOy, observãm cã ele sunt concurente în
punctul S(3; –1), ale cãrui coordonate reprezintã chiar
soluþia sistemului considerat.

x

y

D

2 A

C

S

B

Rezolvã sistemul

x y
x y
 
 

2
2 1 prin metoda re-

ducerii ºi verificã faptul cã
(3; –1) este soluþia sa unicã.

Determinã intersecþiile
cu axele de coordonate ale
dreptei de ecuaþie

x + 2y – 1 = 0.

13

Explicã de ce punctul de
intersecþie a dreptelor cores-
punde soluþiei sistemului.

14

În general

Un sistem de douã ecuaþii cu douã necunoscute este compatibil determinat dacã
ºi numai dacã dreptele corespunzãtoare ecuaþiilor sistemului sunt concurente.
Coordonatele punctului de intersecþie a celor douã drepte reprezintã soluþia sistemului
dat.

Exemplul 2

Sistemul 2 3
4 2 6

 
 

x y
x y  este compatibil nedeterminat: cea

de-a doua ecuaþie se obþine din prima prin înmulþire cu 2.
Dreapta corespunzãtoare primei ecuaþii are ca intersecþie

cu axa Ox punctul  3, 0
2

A , iar ca intersecþie cu axa Oy punctul

B(0, –3). Pe de altã parte, dreapta corespunzãtoare celei de-a
doua ecuaþii are aceleaºi puncte de intersecþie cu cele douã
axe. Deoarece aceste douã drepte au în comun punctele A ºi
B, deducem cã ele  coincid.

Explicã ce legãturã
existã între faptul cã sistemul
are o infinitate de soluþii ºi
faptul cã dreptele ce repre-
zintã ecuaþii le sistemului
coincid.

15

În general

Un sistem de douã ecuaþii cu douã necunoscute este compatibil nedeterminat
dacã ºi numai dacã dreptele corespunzãtoare ecuaþiilor sistemului coincid.

12

x

y

B

O A
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Putea fi gãsitã dreapta
corespunzãtoare primei ecuaþii
din exemplul 3, folosind inter-
secþia cu axele?

16

Exemplul 3

Sistemul de ecuaþii liniare  0
2 2 4
 
 

x y
x y  este incompatibil.

Prima ecuaþie admite soluþiile particulare (0; 0) ºi (1; 1), deci
mulþimea soluþiilor acestei ecuaþii se reprezintã prin dreapta
determinatã de punctele O(0; 0) ºi A(1; 1). Analog, mulþimea
soluþiilor celei de-a doua ecuaþii se reprezintã prin dreapta BC,
unde B(2; 0) ºi C(0; –2). Reprezentând cele douã drepte în acelaºi
sistem de axe, putem constata cã ele sunt paralele.

Ce s-ar fi întâmplat dacã
dreptele erau concurente?
17

În general

Un sistem de douã ecuaþii cu douã necunoscute este incompatibil dacã ºi numai
dacã dreptele corespunzãtoare ecuaþiilor sistemului sunt paralele.

Legãtura dintre compatibilitatea unui sistem de douã ecuaþii liniare cu douã
necunoscute ºi poziþia relativã a dreptelor asociate ecuaþiilor poate fi sistematizatã în
urmãtorul tabel:

Sã aplicãm!
Metoda graficã poate fi utilizatã ºi pentru interpretarea sistemelor de trei ecuaþii

cu douã necunoscute. De aceastã datã, vom avea trei drepte în plan; poziþia lor
relativã ne va da informaþii cu privire la compatibilitatea sistemului. Mai precis: sistemul
este compatibil dacã ºi numai dacã toate dreptele trec printr-un acelaºi punct.

Rezolvã sistemul din
exemplul 4 folosind metoda
reducerii.

18

Considerãm sistemul de trei ecuaþii cu douã necunoscute: 

3 3
5

3 2 0

   
  

x y
x y
x y

Reprezentãm grafic dreptele d
1
, d

2
 ºi d

3

corespunzãtoare celor trei ecuaþii. Obþinem astfel
dreptele A

1
B

1
, A

2
B

2
 ºi OA, unde A

1
(1; 0);

B
1
(0; –3), A

2
(5; 0), B

2
(0; 5),  31;

2
A . Obþinem,

în concluzie, reprezentare graficã alãturatã.
Desenul indicã faptul cã cele trei drepte au

un punct comun, ºi anume punctul P(2; 3).
Aceasta înseamnã cã sistemul considerat
admite soluþia (2; 3). Deci sistemul dat este
compatibil.

x

y

C

O B

A

x

y

A

d2

O

P

d1

B2

A2

B1

A1

 Cazul I Cazul II Cazul III 
Forma ecuaţiilor 
(exemple)  x y

x y
   

 
2 7 11

3 5 1
 x y

x y
 

   
3 2

2 6 4
  x y

x y
 
 

3 4
6 2 5

 

Numărul 
soluţiilor 

una singură o infinitate nici una 

Mulţimea de 
soluţii 

S = {(2; –1)} S = {(x; y) | x – 3 y = 2} S = l 

Compatibilitatea 
sistemului 

Sistem compatibil 
determinat 

Sistem compatibil 
nedeterminat 

Sistem 
incompatibil 

Interpretarea 
grafică a 
sistemului 

două drepte care se 
intersectează într-un 
punct ale cărui 
coordonate formează 
soluţia sistemului 

două drepte care coincid; 
mulţimea punctelor 
acestor drepte identice 
reprezintă mulţimea de 
soluţii a sistemului 

două drepte 
paralele distincte; 
intersecţia nu 
conţine nici un 
punct 

 

Exemplu
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Exerciþii ºi probleme

4. Rezolvã ecuaþiile:
a) (x + 1)2 = (x – 2)2 + 1, x i Z.

b) x x x
x
  

2

1, \ {0}Z .

9. Rezolvã inecuaþia: x2 – 3x T 10, x i Z.  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã recunosc ecuaþii, inecuaþii ºi sisteme liniare
 sã asociez unei probleme o ecuaþie, inecuaþie sau sistem
 sã aplic algoritmii de rezolvare a ecuaþiilor, inecuaþiilor sau sistemelor
 sã stabilesc compatibilitatea unor sisteme de ecuaþii liniare?

1. Dintre propoziþiile urmãtoare, identificã ecuaþiile,
inecuaþiile ºi sistemele de gradul întâi:
a) x2 + x – 1 = 3, x i Z.

b) x x x x     1 2 1 6,
3 9 2

Z

c) 
x y
x y
 

  
2 2

2 1
2

d) 2x + 1 U x + 3.

2. Scrie ecuaþia corespunzãtoare urmãtoarei probleme:
Determinã un numãr natural de ºase cifre care are
cifra unitãþilor egalã cu 4 ºi care se mãreºte de patru
ori atunci când ultima cifrã este mutatã la începutul
numãrului.

Test de verificare

3. Precizeazã dacã sistemul urmãtor este compatibil:

2 3
4 5 4

 
 

x z
x z .

Lecturã

Printre popoarele antice, egiptenii ocupã un loc aparte. Realizãrile lor au intrigat ºi fascinat în egalã mãsurã oamenii
de culturã sau simplii turiºti. Monumentalele piramide de la Gisech au condus la ideea cã egiptenii aveau temeinice
cunoºtinþe matematice. În sprijinul acestei presupuneri vine ºi papirusul Rhind, descifrat la sfârºitul al XIX-lea, ce conþine
informaþii importante despre cunoºtinþele matematice ale egiptenilor. Aceste cunoºtinþe erau, în majoritatea lor, algoritmice:
metodele de rezolvare nu erau justificate prin raþionament, ci fixate ºi transmise sub formã de „reguli“.

În acest papirus apare cea mai veche problemã cunoscutã pânã acum, problemã ce se poate rezolva cu ajutorul
ecuaþiilor: ea cere sã se afle o cantitate, dacã ºeptimea ei ºi întregul fac 19. Modul de rezolvare indicat în papirus pentru
aceastã problemã diferã mult de tipul de algoritm utilizat astãzi, dar rezultatul obþinut este corect.

4. Cele trei ecuaþii ale unui
sistem cu necunoscutele
x ºi y sunt reprezentate
geometric în figura alãtu-
ratã. Precizeazã numãrul
soluþiilor sistemului. Este
acest sistem compatibil
determinat?

x

y

O

1. Alege pentru fiecare sistem soluþia lui:

a) 2 3 5
3 4 16

 
 

x y
x y ; b)  2 7

11 5 31
 

  
x y

x y ;

c)  2 1
5 10 5
 
 

x y
x y

.

i) (4; –1);      ii) (1; 0);     iii) (–1; 4).

2. Fie sistemul  2 3 0
2 3 0

  
   
x y

x y
. Perechea (1; 2) este

soluþie a acestui sistem? Dar perechea (–1; 2)?

3. Reprezintã dreptele de soluþii ale ecuaþiilor ce compun
sistemele urmãtoare ºi apoi determinã soluþiile
acestora:

a) 2 1 0
2 0

 
  
y

x y ; b) 2 3
2 7

  
 

x y
x y .

5. Rezolvã sistemul: 

x y

x y
  



 


1 3 2

2 1 3
.

6. Determinã mulþimile de soluþii pentru:
a) (2x – 1)(3x + 1) = 0
b) (2x – 1)(3x + 1) > 0
c) (2x – 1)(3x + 1) < 0.
Ce relaþie existã între mulþimile gãsite la punctele a),
b) ºi c)?
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Rezolvând exerciþiile urmãtoare îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea

acestei unitãþi.

Test iniþial de autoevaluare

Unitatea de învãþare 2

2. Aproximeazã prin rotunjire la ordinul sutimilor:

a) 4,318 + 2,754 e) 3,681 + 2,367

b) 29 : 7 f) 32 : 11

c) 35,8 : 11 g) 27,5 : 7

d) 5 h) 6

Aproximãri

3. Calculeazã:

a) Cât reprezintã 20% din 145?

b) Cât la sutã din 640 reprezintã 128?

c) Cât va costa un costum de 120 lei, dupã o scumpire cu 20%?

d) Care este procentul de ieftinire al unei cãrþi care înainte costa 6 lei, iar dupã

ieftinire are preþul de 5,1 lei?

Calcul procentual

4. Rezolvã ºi argumenteazã:

a) Dacã 4 m de mãtase costã 58 lei, cât costã 7 m din acelaºi material?

b) Dacã aria unui sector de cerc, determinat de un unghi la centru cu mãsura de

120°, este de 18 m2, ce arie are un sector al aceluiaºi cerc, determinat de un unghi

la centru cu mãsura de 40°?

c) Dacã 4 automate identice îmbuteliazã 600 l apã mineralã în 20 de minute, în cât

timp vor îmbutelia 5 automate aceeaºi cantitate de apã?

d) Dacã 180 de elevi au folosit 500 de coli de scris la un examen, câte coli se

estimeazã cã vor folosi 405 000 de elevi la un examen de acelaºi fel?

Regula de trei simplã

Calcul
numeric

1. Efectueazã:

a) 2,3 + 1,75 e) 3,5 + 1,62

b) 4,15 – 2,91 f) 6,28 – 2,83

c) 3,1 2,53 g) 1,5E3,24

d) 2,(7) + 1,(2) h) 3,(6) + 1,(3)

Reprezentãri grafice 5. Reprezintã grafic într-un sistem de axe:

a) punctele A(– 2; – 1), B(3; 0), C(0; – 4) ºi D(– 3; 3).

b) funcþia f : {–2; –1; 0; 2} R,  f (x) = 2x 2

c) funcþia f : {–1; 0; 1; 2} R,  f (x) = 4 – x
d) funcþia f : R  R, f (x)  = x 2 – 3.
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 Surse pentru obþinerea de informaþii

O caracteristicã a societãþii contemporane este nevoia de informare. Orice persoa-
nã, orice unitate economicã, orice organizaþie foloseºte informaþii ce se pot obþine în
diverse moduri. Pentru a accesa mai uºor diferite informaþii s-au cãutat moduri variate
de catalogare: cãrþile de telefon, atlasele, enciclopediile sunt exemple în acest sens.

Din ce în ce mai folosite sunt adresele web. Accesând o paginã pe Internet, se
pot gãsi rapid informaþii organizate pe baza unor criterii clare. Iatã câteva exemple:

Culegerea, clasificarea ºi reprezentarea
datelor statistice

Aceste surse de informaþii conþin date cunoscute ºi catalogate.
Existã numeroase situaþii în care informaþiile trebuie culese ºi organizate pentru a

putea fi folosite cu uºurinþã.

Exemplul 1: Organizarea activitãþilor comerciale

O editurã intenþioneazã sã lanseze o colecþie de cãrþi pe teme de culturã ºi
civilizaþie. Pentru a estima succesul acestei iniþiative, conducerea editurii are nevoie
de informaþii privind preferinþele cititorilor ºi ofertele de carte de pe piaþã în domeniul
respectiv. De asemenea, editorul trebuie sã dispunã de informaþii care sã permitã
stabilirea unor preþuri convenabile (un preþ prea mic riscã sã nu acopere cheltuielile,
iar un preþ prea mare poate împiedica vânzarea). Pentru a obþine aceste informaþii,
directorul a adresat un chestionar vizitatorilor unui târg de carte.

Adresa Conţinut 

http://www.bcub.ro Biblioteca Centrală Universitară 

http://www.mnir.ro Muzeul Naţional de Istorie 

http://www.unibuc.ro/CLASSICA Lucrări ale unor autori clasici 

http://www.bibnat.ro/menu.php Biblioteca Naţională 

http://www.inmh.ro Administraţia Naţională de Meteorologie 

http://www.antipa.ro Muzeul Grigore Antipa 

http://www.eminescu.petar.ro/index.html Opera Eminescu 

http://www.gov.ro Guvernul României 

http://www.bcu.ro/FILIALE/FIZICA.html Biblioteca de fizică şi chimie 

http://www.ici.ro/romania/cultura/plastice.html Arte plastice 

http://www.art-links.md/art1.html Arte plastice şi arhitectură 

 

Surse de date statistice

Ne amintim ºi explorãm!

 Gãseºte ºi alte procedee
de testare a preferinþelor
cititorilor de carte.
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Iatã rãspunsurile înregistrate de la 100 de persoane la întrebarea: „Câte cãrþi aþi
cumpãrat în ultima lunã?“

 Sã notãm x
1
 = 0, x

2
 = 1,

x
3
 = 2, ..., x

8
 = 7 ºi cu n

i 
numãrul

de persoane care au cum-
pãrat x

i
 cãrþi în ultima lunã.

Determinã n
1
, n

2
, ..., n

8
.

1  0  2  5  7  1  3  3  3  1  7  4  2  4  3  3  1  6  2  2
4  2  1  3  2  4  3  1  3  2  0  4  3  1  3  3  5  2  4  5
1  3  3  2  7  2  0  2  3  4  1  2  6  2  0  7  3  2  3  1
3  2  0  3  3  0  4  3  0  3  2  4  2  4  3  5  1  3  0  3
2  3  2  3  1  3  7  2  2  3  1  7  3  2  1  5  2  0  4  6

 Observã datele ºi rãspun-

de:
a) Câte persoane nu au cum-
pãrat cãrþi în ultima lunã?
b) Câte persoane au cum-
pãrat 6 cãrþi în ultima lunã?

 Foloseºte un dicþionar ex-

plicativ pentru a determina
toate sensurile cuvântului
„extrapolare“.

 În matematicã, estimarea
comportãrii unei funcþii pentru
care nu se cunosc decât câteva
valori particulare se numeºte
extrapolare.

Constatãm cã, pentru a putea fi utilizate, aceste informaþii trebuie prelucrate ºi
redate într-o formã mai sinteticã.

Pe de altã parte, chestionarea a 100 de persoane nu oferã suficiente informaþii
pentru a anticipa comportamentul întregii populaþii în raport cu aceasta problemã.
Procedeul oferã însã informaþii orientative ce permit directorului editurii sã ia decizii
pertinente în privinþa dezvoltãrilor ulterioare.

 Sondaje statistice

În domeniile socio-economic ºi politic este adeseori necesar sã fie cunoscutã
opinia populaþiei asupra unor probleme de interes general. De aceea, în scopul lansãrii
unor programe socio-economice adaptate situaþiei reale ca, de exemplu: programe de
protecþie socialã, programe privind dezvoltarea zonelor defavorizate, a meseriilor ºi a
specializãrilor deficitare, se fac periodic sondaje statistice. În acest caz, deºi procesul
de culegere a datelor nu implicã întreaga populaþie, datele obþinute sunt suficiente
pentru conturarea unor politici la nivelul întregii populaþii.

Acest procedeu, de anticipare a comportamentului general al unui sistem, atunci
când ºtim un numãr suficient de cazuri particulare, se numeºte extrapolare.

Sondajele se aplicã de obicei unui eºantion format din aproximativ 1 000 de
persoane. Pentru a putea extinde rezultatele la întreaga populaþie, specialiºtii stabilesc
un eºantion naþional reprezentativ, asupra cãruia sunt aplicate instrumentele de
analizã (chestionare, discuþii organizate pe grupuri, interviuri). Stabilirea eºantionului
reprezentativ se face în funcþie de criterii precum: vârstã, sex, nivel de pregãtire
profesionalã, zonã geograficã, mediu social, mediu familial, nivel de culturã etc.

Pe baza datelor obþinute de la un eºantion naþional reprezentativ, se pot estima
rãspunsurile ce ar putea sã fie date de întreaga populaþie.

Astfel, dacã dintr-un eºantion reprezentativ de 1000 de persoane, 374 au afirmat
cã preferã sã îºi facã cumpãrãturile la un supermarket, putem estima, prin extrapolare,
cã 37,4% din populaþia României se aprovizioneazã de la supermarketuri.

Exemplul 2: Conducerea activitãþilor comerciale

Un studio de înregistrãri vrea sã lanseze pe piaþã câteva DVD-uri muzicale.
Managerul studioului ºtie cã dacã se fixeazã preþul unui DVD la o valoare prea micã,
nu se acoperã cheltuielile de producþie, iar dacã preþul este prea mare nu se vor face
vânzãri. De aceea, el are nevoie de informaþii despre impactul muzicii înregistrate de
studio asupra posibililor cumpãrãtori. Studioul a organizat câteva concerte ºi a iniþiat
un concurs cu premii, în colaborare cu postul local de radio. În acest fel a fost testatã
dorinþa publicului pentru achiziþionarea DVD-urilor înregistrate în studio. Desigur,
informaþiile obþinute sunt doar orientative; pentru a avea date mai exacte, ar trebui
chestionaþi toþi locuitorii oraºului, ceea ce este extrem de costisitor ºi complicat.
Totuºi, firma îºi poate direcþiona activitatea utilizând doar datele obþinute.

 Imagineazã ºi alte proce-
dee de testare a preferinþelor
muzicale ale ascultãtorilor.
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 Exprimã numeric date redate

procentual în sondajul alãturat,
pentru o populaþie de 20 milioane:

– Câte persoane din mediul
rural intenþioneazã sã petreacã
vacanþa de iarnã: a) la munte;
b) într-o staþiune de odihnã;
c) acasã?

– Câte persoane intenþioneazã
sã petreacã vacanþa la mare sau
la munte?

 Formuleazã alte douã între-

bãri folosind datele din tabelul
alãturat.

Locul Populaþie Populaþie
mediu urban mediu rural

% %

La munte 24,3 10,5

La mare 0,6 0,6

La þarã 69 1,2

În strãinãtate 2,9 1,2

Acasã 39,5 41,1

În staþiune 0,3 0,8

În altã parte 2,4 0,8

Nu voi avea vacanþã 24,0 43,8

SURSA: MEMRB INTERNATIONAL
       RESEARCH & CONSULTANCY GROUP

Baza: 1 200 de persoane

Exemplu

În cadrul unui sondaj de opinie
a fost adresatã persoanelor intervie-
vate întrebarea:

„Unde intenþionaþi sã vã petre-
ceþi vacanþa?“

Rezultatele sondajului, aºa
cum au fost prezentate într-o
revistã de specialitate, apar în
tabelul alãturat.

Datele reliefeazã diferenþe
semnificative între mediul urban ºi
mediul rural. Alãturi de alte studii,
ºi acesta contribuie la întãrirea ideii
cã este nevoie de politici consec-
vente de dezvoltare în mediul rural.

Exerciþii ºi probleme

Tabelul alãturat o parte a clasamentului final pe medalii de la
Jocurile Olimpice de varã, Atena 2004.

1. Cu câte medalii a obþinut mai multe România decât:
a) Ungaria;       b) Grecia;       c) Suedia?

2. De câte ori este mai mare numãrul total de medalii obþinute de
România faþã de cel obþinut de:
a) Brazilia;        b) Norvegia;        c) Grecia?

3. Comparã numãrul de medalii de aur ºi numãrul total de medalii
obþinute de România la Olimpiada de la Atena cu numãrul celor
obþinute de celelalte þãri de pe listã, folosind o raportare
procentualã. Trece datele obþinute într-un tabel.

4. Tabelul alãturat indicã numãrul de turiºti strãini în câteva
dintre cele mai vizitate þãri din lume în anii 2004 ºi 2005.
a) Cum variazã numãrul turiºtilor în cele 5 þãri în 2004 faþã de
2005: Este mai mare; este mai mic? Cu cât? De câte ori?
b) Ce procent din turismul practicat în cele 5 þãri în 2004
reprezintã turismul practicat în Franþa? Dar în China?
c) Aceeaºi întrebare de la b), pentru anul 2005.

     Franþa    Spania    SUA      Italia     China

2004     75,6        47,9       50,9      41,2      31,2

2005     76,5        49,5       44,5      39,1      33,2

5. În cadrul unui sondaj de opinie, realizat la cererea Agenþiei pentru Strategii Guvernamentale, pe un eºantion de
512 manageri de firme, au fost adresate întrebãrile reproduse în imaginea de mai jos.

Dupã pãrerea dvs. în urmãtoarele 6 luni economia României... ?
Dar în urmãtoarele 12 luni... ?

Va scãdea... Va creºte...
mult puþin puþin mult va rãmâne la fel nu ºtiu

În
urmãtoarele

6 luni

În
urmãtoarele

12 luni

5 13 39 29 5

%

4 10 48 16 8

9

15

a) Observã modul de înregistrare a rãspunsurilor ºi transpune datele procentuale într-un tabel.
b) Completeazã într-un alt tabel numãrul (aproximativ) de respondenþi din fiecare categorie.

Medalii Loc 
clas. 

Ţara 
Aur Argint Bronz 

10 Marea Britanie 9 9 12 
11 Cuba 9 7 11 
12 Ucraina 9 5 9 
13 Ungaria 8 6 3 
14 România 8 5 6 
15 Grecia 6 6 4 
16 Norvegia 5 0 1 
17 Olanda 4 9 9 
18 Brazilia 4 3 3 
19 Suedia 4 1 2 
20 Spania 3 11 5 

Sursa: www.onlinegallery.ro/news_olimpiada_atena.html
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Clasificarea ºi reprezentarea datelor statistice

Analizãm ºi generalizãm!

În viaþa cotidianã operãm cu foarte multe categorii de informaþii.
Unele informaþii sunt certe: ele sunt catalogate ºi pot fi accesate în diverse moduri.

Astfel de informaþii sunt, de exemplu: codul poºtal al strãzilor, numerele abonaþilor unui
serviciu telefonic, orele de plecare ºi de sosire a trenurilor, orarul magazinelor etc.

Alte informaþii sunt estimative; ele se obþin de exemplu prin extinderea rezultatelor
unor sondaje de opinie ºi, de aceea, au o dozã de nesiguranþã ºi de hazard. Informaþiile
de acest tip se pot referi, de exemplu, la: preferinþe faþã de o anume activitate, nivelul
veniturilor, gradul de pregãtire profesionalã, dorinþa de a achiziþiona anumite bunuri
etc.

Astfel de date, culese în urma unor sondaje de opinie, sunt date statistice.
În studiile statistice urmãtorii termeni specifici au o importanþã deosebitã:
– populaþia statisticã: este mulþimea de indivizi (persoane) luatã în considerare

pentru efectuarea analizelor statistice;
– eºantionul: este o submulþime a populaþiei statistice cãreia i se aplicã instrumentul

de analizã (chestionar, interviu, dezbatere etc.);
– eºantionul reprezentativ: un eºantion selectat dupã o listã de criterii care permit

extrapolarea rezultatelor;
– caracteristica (variabila) statisticã: este un criteriu în funcþie de care se

catalogheazã numeric anumite informaþii.

Exemplu: Studiul statistic referitor la dotarea cu bunuri de folosinþã îndelungatã efectuat
în 2001

– Populaþia statisticã este populaþia României;
– Eºantionul este format din 4 649 de persoane (dintre care 2 103 din mediul rural

ºi 2 546 din mediul urban).
– Variabilele statistice se referã la deþinerea de frigidere, televizoare color,

casetofoane, respectiv autoturisme.

  Observã datele redate în
imaginea alãturatã.
Menþioneazã procentul celor
care:
a) deþin televizoare color în
mediul rural;
b) deþin autoturisme în me-
diul urban.

  ªtiind cã au rãspuns 4 649
de persoane, care este nu-
mãrul de respondenþi care:
a) deþin casetofoane;
b) deþin autoturisme?

 Termeni specifici analizei statistice a datelor
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Un studiu statistic nu se poate desfãºura la întâmplare. El necesitã o activitate
de pregãtire, se concretizeazã prin obþinerea de date ºi prelucrarea lor ºi se finalizeazã
prin interpretarea rezultatelor. De aceea, în desfãºurarea unui studiu statistic trebuie
parcurse câteva etape. Exemplificãm aceste etape pentru studiul realizat în România,
în decembrie 2001, de cãtre o companie specializatã, cu privire la locul unde preferã
adolescenþii sã urmãreascã filmele.

 Coreleazã datele studiu-

lui alãturat pentru a deter-
mina câte fete, respectiv câþi
bãieþi au fost cuprinºi în
eºantionul ales.

 Sã presupunem cã eºti

director de programe de
televiziune. Ce decizii ai lua
cunoscând rezultatele stu-
diului, pentru a mãri audien-
þa?

 Cum se obþin informaþii referitoare la o populaþie statisticã?

1. Elaborarea instrumentelor de analizã:

– se identificã obiectivele cercetãrii;

– se stabileºte ce tip de instrument va fi

aplicat;

– se formuleazã, într-un limbaj accesibil ºi

clar, întrebãrile ce vor fi adresate ºi se cata-

logheazã categoriile de rãspunsuri posibile.

2. Culegerea datelor:

– se identificã un eºantion reprezentativ,

cãruia i se aplicã instrumentul elaborat.

3. Prelucrarea statisticã a datelor:

– se centralizeazã în tabele rãspunsurile

primite;

– pentru fiecare întrebare, se determinã

frecvenþa cu care se repetã un anumit

rãspuns.

– Cum se poate optimiza distribuþia de

filme?

– Chestionar

– Unde preferaþi sã urmãriþi un film?

Rãspunsuri posibile:

La televizor / La cinema / Pe video /

Pe CD / Rareori mã uit la filme.

– Studiul a fost efectuat pe un eºantion

de 940 de adolescenþi, fete ºi bãieþi.

– De exemplu:

Numãrul celor care preferã sã vadã

filme la televizor este:

4. Analiza ºi interpretarea rezultatelor:

– se reprezintã grafic datele obþinute, într-o

formã cât mai sugestivã;

– se generalizeazã la întreaga populaþie

rezultatele obþinute;

– se formuleazã concluzii.

– Dintr-un total estimat de 1 500 000

de adolescenþi, aproximativ 457 500

de fete ºi 442 500 de bãieþi preferã sã

vadã filmele la televizor.

UNDE PREFERÃ ADOLESCENÞII

SÃ URMÃREASCÃ FILMELE

Suport Fete Bãieþi

Televizor 61% 59%

Cinema 24% 24%

Video  8%   8%

CD  3%   7%

Rareori mã uit la filme 4%   2%

SURSA: LEO BURNETT&TARGET

Fete    Bãieþi

 305     295
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 Cum se pot organiza reprezentãrile grafice?

Sã analizãm!
Reprezentãrile datelor statistice transmit într-o formã accesibilã ºi sinteticã

rezultatele unui studiu statistic. O reprezentare graficã adecvatã ne permite sã
interpretãm rapid situaþia prezentatã.

Existã diverse tipuri de reprezentãri grafice; alegerea uneia dintre ele depinde de
natura datelor din situaþia concretã pe care o avem de reprezentat.

Sã comparãm!
În mod regulat cotidianele naþionale comandã instituþiilor specializate sondaje de

audienþã pentru a mãsura cota lor de piaþã. În cadrul unui astfel de studiu statistic au
fost adresate câteva întrebãri la care se poate rãspunde prin marcarea unui semn
distinctiv în spaþiul corespunzãtor rãspunsului ales. Trei dintre aceste întrebãri au fost:

1) Pe care dintre cotidianele urmãtoare le-aþi menþiona pe lista primelor trei

preferinþe:

Adevãrul, Cotidianul, Evenimentul Zilei, Jurnalul Naþional, Libertatea, România

Liberã, Ziua?

Cele trei întrebãri sunt diferite atât prin conþinutul lor, cât ºi prin natura rãspunsurilor.
Astfel, prima întrebare vizeazã o opþiune subiectivã, cea de-a doua presupune

încadrarea într-o categorie (din mai multe posibile), pe când cea de-a treia presupune
încadrarea respondentului într-un interval de valori.

Exemplu

Notele de la o tezã, numãrul de fraþi ºi/sau surori ale unei persoane dintr-o populaþie
statisticã, numãrul de spectatori la operã, sunt variabile cantitative discrete.

Înãlþimea, greutatea, lungimea pãrului persoanelor din eºantion sunt variabile
cantitative continue.

Luna de naºtere, grupa sanguinã, culoarea ochilor, intenþiile de vot ale unei
persoane dintr-o populaþie statisticã sunt variabile calitative.

Variabilele calitative pot fi transformate în variabile cantitative prin atribuirea unui
cod numeric. De exemplu, locul naºterii (care are naturã calitativã) poate fi indicat
prin codul poºtal al localitãþii respective (care are naturã cantitativã).

În anumite situaþii, valorile luate de o variabilã discretã pot fi grupate în clase. De
exemplu, aceasta se face în cazul tranºelor de vârstã.

 Informeazã-te ºi rãspun-

de!
Ce semnificaþie are codul
numeric personal al unui
cetãþean român? De ce crezi
cã a fost nevoie de introdu-
cerea acestui cod?

   sub 15 ani      între 15 ºi         între 25 ºi       între 35 ºi     între 45 ºi      peste 55 ani

                             25 ani                 35 ani             45 ani          55 ani

elementare       medii            superioare

În general

Variabilele statistice au naturã cantitativã sau calitativã, dupã cum pot fi sau nu
exprimate printr-un numãr.

Variabilele cantitative sunt discrete (adicã pot lua doar valori izolate) sau continue
(adicã pot lua toate valorile dintr-un interval).

 Cum se clasificã variabilele statistice?

2) Ce studii aveþi?

3) Ce vârstã aveþi?

Formuleazã trei întrebãri,

analoage celor de mai sus,
schimbând tematica acestora.
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Calculeazã efectivul total,
efectivul variabilei „cititori ai
Gazetei sporturilor” ºi frec-
venþa variabilei „cititori ai
Prosport” pentru perioada
ianuarie 2004 – ianuarie
2005.Rezultatele sondajului sunt prezentate sub forma unui grafic cu bare. Aceastã

reprezentare permite analiza informaþiilor studiului statistic, deoarece înãlþimea benzilor,
care indicã frecvenþa, este proporþionalã cu numãrul de cititori.

În general

Numãrul de indivizi asociat fiecãrei valori a variabilei se numeºte efectiv. Suma
tuturor efectivelor este efectivul total.

Prin împãrþirea efectivului unei variabile (caracteristici) la efectivul total, se obþine
frecvenþa. În cele mai multe cazuri, frecvenþa este exprimatã procentual.

 Audienþa reprezintã
numãrul mediu zilnic de
persoane care au citit un
articol din ziar în perioada
menþionatã ºi se mãsoarã pe
un eºantion reprezentativ
pentru populaþia în vârstã de
peste 6 ani.

Sã aplicãm!
Pentru studiul prezentat în diagrama de mai sus:
• efectivul total pentru perioada octombrie 2003 – octombrie 2004 este de 4708900

cititori;
• efectivul variabilei „cititori ai Gazetei sporturilor“ în aceeaºi perioadã (octombrie

2003 – octombrie 2004), este de 502400 cititori;
• frecvenþa variabilei „cititori ai Prosport“ este de 10,90%.

 Frecvenþa se exprimã prin
valori subunitare, iar suma
tuturor frecvenþelor este 1
(sau 100%).

Rezultatele a douã studii privind audienþa unor ziare sunt prezentate în imaginea
de mai jos.

* Populaþia statisticã a acestui studiu vizeazã  persoane cu vârsta între 14 ºi 64 de
ani, ce locuiesc în oraºe cu mai mult de 50000 de locuitori.

Exemplul 1: Reprezentarea prin diagrame cu bare

Exemplul 2: Reprezentarea evoluþiei în timp a unor date

De obicei, datele care evolueazã în timp se reprezintã într-un sistem de axe în
acelaºi fel în care se reprezintã grafic funcþiile numerice.

De exemplu, dinamica producþiei industriale lunare în judeþul Bistriþa-Nãsãud, se
reprezintã grafic astfel:

 În reprezentarea graficã
a variaþiei în timp a unei
mãrimi, ne intereseazã
numai regiunea din plan în
care are relevanþã informaþia
analizatã.

De aceea, o astfel de
reprezentare graficã este
raportatã unui reper a cãrei
origine nu are neapãrat
coordonatele (0;0).

 Observã graficul ºi preci-

zeazã cea mai lungã perioadã
de timp pentru care producþia
industrialã este crescãtoare.
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Sursã: Capital, 16/2005/pag. 20
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Informaþiile din a doua diagramã circularã se pot reprezenta sub forma unui tabel
de frecvenþe, în care efectivul este repartizat în clase de vârstã cu amplitudinea de
10 ani.

Prin calculul frecvenþelor cumulate crescãtor putem evidenþia, de exemplu, cã
64% dintre cititori au vârsta pânã în 45 de ani ºi 23% au vârsta pânã în 25 de ani.

Putem estima procentul de cititori care au peste o anumitã vârstã, calculând
frecvenþele cumulate descrescãtor.

Exemplul 3: Reprezentarea prin diagrame circulare

Pentru unul dintre cotidianele centrale au fost obþinute date privitoare la nivelul de
studii al cititorilor sãi, respectiv vârsta cititorilor. Datele au fost reprezentate prin
diagramele circulare de mai jos.

studii superioare
14%

studii elementare
44%

studii 
medii
42%

Peste 55 ani
(20%)

45-54 ani
(16%)

Sub 14 ani
(7%)

15-24 ani
(16%)

25-34 ani
(21%)

35-44 ani
(20%)

Vârsta 
cititorilor sub 15 ani între 15-25 ani între 25-35 ani între 35-45 ani între 45-55 ani peste 55 ani 

frecvenţe 
relative 7% 16% 21% 20% 16% 20% 

frecvenţe 
cumulate 
crescător 

7% 23% 44% 64% 80% 100% 

 
 Exprimã procentual nu-

mãrul  cititorilor ziarului care
au vârsta peste 35 de ani.

Amplitudinea unei clase
este lungimea intervalului
corespunzãtor clasei respec-
tive!

 Observã graficele privind

evoluþia pieþei de autoturis-
me.
a) Reprezintã graficele se-
parat, fiecare într-un sistem
de coordonate.
b) De ce crezi cã ambele
grafice au fost reprezentate în
acelaºi sistem de axe?

Evoluþia pieþei de autoturisme noi, respectiv rulate, se poate reprezenta grafic
aºa cum indicã imaginea de mai jos.

Sursã: Capital /2005/ România în 2006, pag. 83

În general

Reprezentãrile într-un sistem de axe evidenþiazã cel mai bine variaþia în timp a
unor date numerice.
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Datele obþinute prin mãsurarea unei variabile continue pot lua orice valori
într-un interval considerat. Pentru a simplifica înregistrarea datelor, se împarte intervalul
considerat în subintervale, numite clase statistice. În acest caz, dupã culegerea
datelor, o informaþie particularã este selectatã ºi înregistratã în clasa corespunzãtoare.

Exemplul 4: Reprezentarea valorilor unor variabile continue

Primãria unui oraº a fãcut un studiu privind modernizarea traficului rutier. Pentru
aceasta, serviciul specializat al primãriei a fãcut o statisticã a numãrului de autoturisme,
grupate dupã capacitatea cilindricã a acestora.

Clasele de repartiþie dupã capacitatea cilindricã sunt: pânã la 1 200 cm3, între
1 201 ºi 1 400 cm3, între 1 401-1 600 cm3, între 1 601-1 800 cm3, între 1 801 ºi 2 000 cm3.
Aceste clase au, cu excepþia primeia, amplitudini egale cu 200 cm3.

În acest exemplu, variabila analizatã (capacitatea cilindricã) este variabilã
continuã. Pentru reprezentarea graficã a datelor analizate se poate alege o histogramã.

  În cazul în care clasele
de repartiþie au amplitudini
egale, înãlþimile dreptun-
ghiurilor din histogramã sunt
proporþionale cu efectivele.

Reprezentarea graficã din dreapta este o histogramã.
Pe axa orizontalã sunt reprezentate clasele de repartiþie dupã capacitatea

cilindricã. Dreptunghiurile din desen transmit sintetic ideea cã autovehiculele dintr-o
clasã se distribuie omogen în clasa respectivã.

Capacitate 
cilindrică (cm3) 

Număr de 
autovehicule 

până la 1200 12 410 
1201 - 1400 65 140 
1401 – 1600 41 217 
1601 – 1800 18 490 
1801 - 2000 3 148 

1 200
1 400

1 600
1 800

2 000

În general

Pentru a calcula frecvenþa cumulatã crescãtor se însumeazã frecvenþele (procen-
tuale sau numerice) ale efectivelor tuturor claselor anterioare. Frecvenþa cumulatã
crescãtor este utilã pentru a estima procentual datele mai mici decât o anumitã valoare.

Clasa [11,14) are ampli-
tudinea 3. Au toate clasele
aceeaºi amplitudine?

În general

Pentru o variabilã cantitativã continuã se utilizeazã ca reprezentare graficã
histograma. Într-o histogramã, ariile dreptunghiurilor prin care se reprezintã datele
sunt proporþionale cu frecvenþa.

interval de timp        [0,6)    [6,8)     [8,11)    [11,14)   [14,17)   [17,19)    [19,24)

nr. de vehicule  18        8        19         16           15            5            9

Sã aplicãm!
La un punct de trecere a frontierei s-a constatat urmãtoarea frecvenþã de intrare

în vamã a autovehiculelor în ziua de 11.04.06:
11
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Histograma seriei statistice este reprezentatã în figura urmãtoare:

Aria fiecãrui dreptunghi este proporþionalã cu efectivul clasei (numãrul de vehicule
din acel interval de timp).

20 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Verificã dacã datele au
fost corect reprezentate prin
histogramã. Care este frec-
venþa relativã a fiecãrei
variabile?

 Pe ordonatã nu se con-
siderã nici o unitate de
mãsurã. Amplitudinea clase-
lor este diferitã.

În general

Variabilele statistice calitative ºi variabilele statistice cantitative discrete se pot
reprezenta prin tabele, prin grafice cu bare (batoane, coloane), prin diagrame circulare
sau prin dreptunghiuri comparative.

Variabilele statistice cantitative continue se pot reprezenta prin histograme.

Exerciþii ºi probleme

3. În tabelul alãturat sunt prezentate dobânzile de referinþã pentru
împrumuturi în lei, practicate de bãncile comerciale între septembrie
2005 ºi aprilie 2006.
a) Asociazã acestui tabel o reprezentare graficã cât mai sugestivã.
b) Domnul Popescu a împrumutat de la o bancã, în august 2005,
43000 RON. El achitã lunar câte 1000 RON, la care se adaugã
dobânda la suma rãmasã. Înregistreazã într-un tabel sumele totale
plãtite de domnul Popescu în fiecare lunã, din septembrie pânã în
aprilie. Exprimã în RON suma totalã plãtitã din împrumut pânã la
sfârºitul lunii aprilie 2006.

Luna Dobânda 

aprilie 2006 8,50 

martie 2006 8,47 

februarie 2006 7,50 

ianuarie 2006 7,50 

decembrie 2005 7,50 

noiembrie 2005 7,50 

octombrie 2005 7,72 

septembrie 2005 8,25 
 

1. Alina a folosit factura detaliatã de telefon ºi a grupat convorbirile efectuate de ea în clase statistice, obþinând
tabelul urmãtor:

a) Reprezintã aceste date printr-o histogramã.
b) Regrupãm datele în clasele statistice [0; 4), [4; 8) ºi [8; 12]. Traseazã histograma corespunzãtoare noii situaþii
pe aceeaºi figurã, folosind un creion colorat.
c) Comparã cele douã histograme. Formuleazã asemãnãri ºi deosebiri.

2. a) Completeazã tabelul urmãtor, referitor la notele obþinute la un concurs.

Nota 1 2 3 4 5 Total 
Efectivul 30 50   40 200 
Frecvenţa %   28%    

 

Intervalul de durată (min.) [0; 2) [2; 4) [4; 6) [6; 8) [8; 10) [10; 12] 
Număr de convorbiri 12 15 22 9 14 6 

 

b) Reprezintã printr-o diagramã circularã datele din tabelul anterior.

12
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4. Pentru a studia impactul integrãrii României în UE,
sociologii au aplicat un sondaj privind percepþia
populaþiei asupra posibilelor schimbãri de
mentalitate. În figura alãturatã apar rezultatele la
întrebarea: „În ce mãsurã credeþi cã vor apãrea
schimbãri de valori?“
a) Estimeazã câþi dintre cei 20 000 000 de locuitori ai
României cred cã schimbãrile de valori vor fi mari ºi
foarte mari.
b) Realizeazã un sondaj printre colegii tãi ºi
înregistreazã rãspunsurile lor la aceastã întrebare.
Comparã cu estimãrile fãcute de specialiºti.

5. Institutul Naþional de Statisticã  a dat publicitãþii datele privind miºcarea naturalã a populaþiei în perioada 2000 -
2003 (în mii de persoane).
a) Reprezintã printr-o diagramã cu bare datele privitoare la cãsãtorii.
b) Exprimã procentual decesele la o vârstã de sub 1 an, raportat la numãrul total al deceselor. Care a fost anul cel
mai rãu, din aceastã perspectivã?
c) Cum se calculeazã sporul natural al populaþiei?
d) Descrie evoluþia populaþiei în anii 2001 - 2003, considerând ca bazã de referinþã populaþia României în 2000.
Reprezintã adecvat aceastã evoluþie.

6. Un club sportiv a înregistrat înãlþimile copiilor cuprinºi în diverse activitãþi ale clubului în tabelul urmãtor:

Înãlþimea   între 85 ºi    între 95 ºi    între 105 ºi   între 115 ºi    între 125 ºi   între 135 ºi
                 ºi 95 cm       105 cm        115 cm        125 cm         135 cm          145 cm

Efectivul         34              27               149               213               53                18

a) Reprezintã cu ajutorul unei histograme aceste date.
b) Distribuie copiii în clasele statistice: [85; 105); [105; 135); [135; 145] ºi realizeazã o nouã histogramã.
c) Identificã avantaje ºi dezavantaje ale utilizãrii unor clase statistice de lungimi diferite în analiza rezultatelor
unui studiu clasic.
d) Precizeazã posibile clase statistice pentru un studiu privind rezultatele de la Bacalaureat.

 2000 2001 2002 2003 
Născuţi-vii 234,5 220,4 210,5 212,5 
Decese 255,8 259,6 269,7 266,6 
Decese la o vârstă sub 1 an 4,4 4,1 3,6 3,5 
Sporul natural -21,3 -39,2 -59,2 -54,1 
Căsătorii 135,8 129,9 129,0 134,0 
Divorţuri 30,7 31,1 31,8 33,1 

 

7. Tabelul urmãtor redã structura populaþiei pe grupe de vârste la recensãmântul din 1992 ºi cel din 2000.
a) Reprezintã prin histograme structura populaþiei pe grupe de vârste conform recensãmântului din 1992, respectiv
2000.
b) Regrupeazã datele statistice în tranºele de vârste 0-60 ani ºi peste 60 ani.
c) Calculeazã frecvenþa cumulatã crescãtor pentru tranºele de vârstã din cei doi ani analizaþi.

Număr locuitori (mii) În % faţă de total 
Perioadă Total 0 – 14 

ani 
15 – 59 

ani 
60 ani şi 

peste 
0 – 14 

ani 
15 – 59 

ani 
60 ani şi 

peste 

1992 22 810,0 5 182,0 13 886,0 3 742,0 22,7 60,8 16,5 

2000 22 435,2 4 098,1 14 117,1 4 220,0 18,2 62,9 18,9 
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Pentru realizarea unui referat,  Alexandra a trebuit sã se informeze asupra evoluþiei
în ultimii ani a schimburilor comerciale dintre România ºi Germania. Ea a gãsit într-o
revistã de specialitate reprezentarea graficã de mai jos:

Aplicãm ºi dezvoltãm!

 Legãtura dintre reprezentarea graficã ºi tipul de interpretare

Pentru a interpreta datele obþinute,  Alexandra a utilizat ºi alte moduri de repre-
zentare graficã a acestora.

 În ce an a atins valoarea
maximã volumul exporturilor
produselor româneºti în Ger-
mania? Dar  importurile?

 În ce an volumul impor-
turilor a avut valoare mini-
mã? Dar volumul exportu-
rilor?

 Balanþa schimburilor comerciale

Alexandra a exprimat prin procente raportul dintre export ºi import  pentru fiecare
an în parte ºi a reprezentat aceastã evoluþie printr-un grafic cu benzi orizontale.

Utilizarea datelor statistice

2001

2000

1999

1998

1997

1996

1995

1994

1993

1992

1991

1990

1989

73%

89%

90%

76,00%

78,00%

75,00%

80,00%

65,00%

55,00%

60,00%

90,00%

300,00%

Ea a concluzionat cã anii cei mai buni pentru comerþul României cu Germania, în
perioada analizatã, au fost, în afarã de 1989 ºi 1990, anii 1998 ºi 1999.
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 Relaþia import-export

Un indicativ al schimburilor comerciale din perioada analizatã este raportul dintre
volumul total al importurilor ºi cel al exporturilor.

Folosind datele iniþiale, Alexandra a calculat:
– valoarea exporturilor între 1990 ºi 2001: 12 890 milioane $
– valoarea importurilor între 1990 ºi 2001: 16 060 milioane $
– valoarea totalã a schimburilor comerciale: 28 950 milioane $.
Reprezentarea acestor date printr-o diagramã circularã este:

  Determinarea unghiurilor
la centru ale sectoarelor din
diagrama circularã se face
cu regula de trei s implã.
Pentru exemplul dat:

   0 12890 360
28950 .

Fiecare tip de reprezentare a scos în evidenþã anumite aspecte ale variabilei
studiate. De aceea, în cadrul unui studiu statistic, este foarte important sã alegem
acel tip de reprezentare care evidenþiazã cel mai bine proprietãþile semnificative.

Comparã cele patru tipuri
de reprezentãri. Ce avantaje
are fiecare? Dar dezavan-
taje?

Alexandra a reprezentat prin puncte volumul exporturilor ºi importurilor ºi a trasat
graficele evoluþiei acestora.

 Verificã toate calculele
fãcute de Alexandra.

Export

Import

Exerciþii ºi probleme

1. Datele unui studiu statistic privind oaspeþii unui hotel
din Mamaia sunt cuprinse în tabelul urmãtor.

Turişti (ţara de 
provenienţă) Franţa Germania Italia Austria 

Efectiv 100 225 400 484 
 Valentin a reprezentat variabila „turiºti din Franþa”

sub forma unui pãtrat cu latura de 2 cm. Continuã
reprezentarea, desenând pentru fiecare categorie
pãtrate cu aria proporþionalã cu efectivul.

2. În figurã sunt reprezentate datele unui studiu sta-
tistic, astfel cã ariile sunt proporþionale cu efectivele.

Categoria A are efectivul 20.
Ce efective au celelalte categorii?

A B C
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7. Alcãtuieºte un referat privind datele despre consumul
de îngheþatã, prezentate în tabelele de mai jos.

6. a) Comparã sumele care reprezintã contribuþia anualã
a statelor UE cãtre bugetul UE cu sumele de care
beneficiazã unele state. Exprimã procentual diferenþa
dintre cele douã sume.
b) Exprimã prin diagrame circulare situaþia statisticã
prezentatã.

Contribuabili

11 700

5 400

Olanda

Suedia

Franþa

Beneficiari

Spania

Grecia

Portugalia

Irlanda

Belgia

Cine dã, cine prim
eºte

Contribuþia anualã netã cãtre
ºi de la bugetul UE (m

ld. euro )

Marea Britanie

1800 

1200 

1000 6700 

3700 

2700  

1800 

4. Imaginea de mai jos prezintã cifrele de afaceri ale
unor companii care produc instrumente muzicale, în
perioada 2003 – 2005.
a) Estimeazã cifrele de afaceri ale acestor companii.
b) Reprezintã pe câte o diagramã circularã repartiþia
cifrei de afaceri pentru cele patru firme analizate, în
anul 2003, respectiv în 2004.
c) Analizeazã comparativ evoluþia cifrei de afaceri
în 2003 – 2004 pentru cele patru companii pro-
ducãtoare de instrumente. Descrie aceastã evoluþie
într-un scurt eseu, cu cel mult 300 de cuvinte.

5. Datele din problemele anterioare se referã la aceleaºi
patru companii, pentru aceeaºi perioadã de timp.
a) În problema 3 de mai sus, am determinat eficienþa
companiilor, folosind raportul dintre profit ºi numãrul
de angajaþi. Putem evalua performanþele acestor
companii, folosind ºi alte criterii? Propune un
exemplu.
b) Raporteazã, pentru fiecare companie, cifra de
afaceri la profit ºi reprezintã grafic rezultatele
obþinute.

3. Tabelul de mai jos indicã profitul ºi numãrul de
angajaþi pentru patru companii producãtoare de
instrumente muzicale, în anii 2003 – 2005.
a) Determinã eficienþa economicã a fiecãrei com-
panii, calculând raportul dintre profit ºi numãrul de
angajaþi. Ce alte criterii
b) Stabileºte un clasament privind eficienþa eco-
nomicã a companiilor analizate, în anii 2003 ºi 2004.
c) Reprezintã grafic eficienþa economicã a celor patru
companii, folosind un singur sistem de axe ortogonale.

Sursã: Capital, 35/2005/pag. 18

CANTITÃÞI PREFERATE

Cantitatea                         Ponderea
     (%)

Mai puþin de 100 g (cornet, bãþ) 52

100-300 g (pahar sau cutie plastic) 13

301-500 g (caserole, torturi) 16

Mai mult de 500 g 7

Nu ºtiu 12

SURSA: ALIANÞA PENTRU
PROMOVAREA EDUCAÞIONALÃ A

LAPTELUI

OCAZII DE CONSUM

Ocazia       Ponderea
(%)

Excursii 10

Vara 74

Iarna 4

Gustãri 13

Mic dejun 5

Prânz 12

Cinã 6

Sursã: Capital, 35/2005/pag. 18
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1. Indicã o modalitate aplicabilã de a estima numãrul muzeelor de artã din þarã.

2. Tabelul de mai jos ilustreazã preþurile ºi durata transportului de cãlãtori de la Bucureºti cãtre diferite destinaþii, în
sistem feroviar ºi rutier.

Care mijloc de transport este mai convenabil? De ce?
Care este costul mediu al unei ore de cãlãtorie cu trenul, respectiv cu autobuzul?

3. Preþul de producere al computerelor pe plan mondial a scãzut în 2006 cu 34%, faþã de anul anterior, comparativ
cu o diminuare de numai 17% în 2000 faþã de 1999. Reprezintã cât mai sugestiv aceste scãderi de preþuri.

4. a) Exprimã procentual variaþia numãrului de PC-uri între
1998 ºi 2003.
b) Aproximeazã
numãrul de PC-uri
vândute în Româ-
nia în anul 1999.
c) Dã o estimare
pentru numãrul de
computere care
au fost vândute în
România în 2004.

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã identific metode de colectare a datelor
 sã interpretez date organizate în tabele sau histograme
 sã înregistrez date alegând tipul de reprezentare optim
 sã transpun în limbaj matematic prin mijloace statistice, probleme practice
 sã caracterizez situaþii reale prin interpretarea datelor?

Test de verificare

5. Tabelul de mai jos prezintã valorile medii ale dolarului
american, respectiv euro, raportate la moneda
naþionalã a României. Pentru a proiecta strategia de
export a firmei sale de mobilã, domnul Popescu
trebuie sã analizeze evoluþia raportului dolar - euro,
între 2000 ºi 2005. Întocmeºte pentru domnul
Popescu un raport în acest sens!

Anul USD EURO 
2000 2,17 1,99 
2001 2,90 2,60 
2002 3,30 3,12 
2003 3,32 3,75 
2004 3,26 4,05 
2005 2,91 3,62 

Lecturã
Pe teritoriul þãrii noastre, lucrarea lui Dimitrie Cantemir „Descriptio Moldaviae” (1716) poate fi consideratã ca o primã lucrare

de statisticã. Ea a fost scrisã la cererea Academiei din Berlin ºi conþine toate cunoºtinþele acumulate în domeniu la acea datã.
Dupã D. Cantemir, printre cei care au avut ca preocupare principalã statistica, s-a remarcat N. ªuþu cu lucrarea de

referinþã „Notaþii statistice asupra Moldovei” (1849).
Statistica tratatã ca un capitol al matematicii se studiazã începând din1835 la Academia Mihãileanã ºi începând din

1850 în gimnaziile din Moldova.
Un moment important în dezvoltarea statisticii la noi în þarã a fost înfiinþarea la 12 iulie 1859, din ordinul domnitorului

Al. I. Cuza, a Oficiului Central de Statisticã Administrativã sub conducerea lui Dionisie Pop Marþian. Studiile efectuate sub
egida Oficiului au permis domnitorului Al. I. Cuza sã fundamenteze multe din reformele sale.

În 1936 a fost înfiinþat în România Institutul Central de Statisticã, care îºi continuã activitatea ºi astãzi.

 Transport feroviar Transport rutier 
Destinaţie Preţ bilet tren 

(RON) 
Durata 

călătoriei 
Preţ bilet 

(RON) 
Durata 

călătoriei 
Braşov 14,70 3h23 10,00 3h 
Caransebeş 24,80 7h33 25,00 6h30 
Constanţa 17,00 2h46 15,00 3h30 
Cluj-Napoca 24,80 8h14 20,00 8h30 
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Test iniþial de autoevaluare

Unitatea de învãþare 3

Rezolvând exerciþiile urmãtoare îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea

acestei unitãþi.

Calcul
numeric

1. Identificã propoziþiile adevãrate.

a) 4 + 4E(– 7) = – 32 e) 5 6 11 

b) (6 + 5 + 4)E0 = 19 f) 2 3 6 3 8 3 
c) 6,25 + 2,31 = 8,56 g) 27 3 3
d) 7,53 – 4,54 = 3,09 h) 9 16 7 

2. Care este noul preþ al unui produs care:

a) costã 25 RON ºi s-a ieftinit cu 10%?

b) costã 150 RON ºi s-a scumpit cu 3%?

c) costa 100 RON ºi s-a redus succesiv cu 5%, apoi cu 10%?

3. O suprafaþã agricolã de 500 ha a fost cultivatã aºa cum indicã

reprezentarea alãturatã.

Care este aria suprafeþei cultivate cu orez?

Calcul
procentual

Alege rãspunsurile corecte!

4. Media aritmeticã a numerelor 17, 22, 48 ºi 53 este:

a) 53; b) 35; c) 20.

5. Media ponderatã a numerelor 8 ºi 36, cu ponderile 3, respectiv 2, este:

a) 19,2; b) 15; c) 12.

6. Media geometricã a numerelor 12 ºi 3 este:

a) 8; b) 6; c) 14
3

Calculul
mediilor

7. a) La un drum de 200 km, o maºinã consumã 12 l de benzinã. Ce cantitate de
benzinã consumã la 350 km?
b) Un autobuz parcurge 70 km într-o zi. În câte ore parcurge 245 km, dacã merge
cu aceeaºi vitezã (medie)?
c) Un teren este arat în 7 ore folosind 2 tractoare. În cât timp poate fi arat un teren
similar, dacã se folosesc 3 tractoare?

8. Reprezintã într-un sistem de axe:

a) punctele A(2; 4), B(2; –4), C(–2; 4) ºi D(2, –4)

b) funcþia 2: { 1; 0;1; 2} , ( ) 2  f f x xZ

c) funcþia : { 1; 0;1; 2} , ( ) 2 2   f f x xZ
d) funcþia 2: ( ) 2  f f x xZ Z, .

Regula de trei simplã

Reprezentãri grafice

50%
grâu

20%
ovãz

16%
orz

?%
orez
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Interpretarea datelor statistice

Ne amintim ºi explorãm!

Compararea datelor unor studii statistice se poate face în diverse feluri. Uneori,
pentru a reda sugestiv aceastã comparare, este mai puþin importantã fiecare valoare
în parte, în schimb are semnificaþie media valorilor.

Exemplul 1:  Cursele de automobilism
La antrenamentele piloþilor de Formula 1 se

înregistreazã timpul de parcurgere al fiecãrui tur.
Fiecare dintre echipe este interesatã sã compare
performanþele propriilor piloþi cu cele ale adversarilor.
Deoarece piloþii parcurg un numãr diferit de tururi,
caracteristicile avute în vedere în momentul
comparãrii sunt viteza maximã atinsã ºi timpul
mediu de parcurgere al unui tur de pistã.

 La cursele de automobi-
lism se ating în mod frecvent
viteze de peste 200 km/h.

 Ce crezi cã înseamnã
afirmaþia: „Circuitul de la
Monte Carlo este mai rapid
decât cel de la Barcelona?“

Compararea datelor statistice

Exemplul 2:  Recensãmântul populaþiei
În urma recensãmântului populaþiei desfãºurat între 18 ºi 27 martie 2002, s-au

obþinut date despre toþi locuitorii României; prelucrarea datelor a fost fãcutã de cãtre
specialiºtii de la Institutul Naþional de Statisticã ºi Studii Economice. Datele obþinute
folosesc la definirea gospodãriei medii, prin precizarea numãrului de persoane, a
condiþiilor de locuit, a tipului de venituri, a vârstei, a numãrului de copii ºi a nivelului
de educaþie. Precizarea caracteristicilor gospodãriei medii foloseºte nu doar în
compararea parametrilor economici ºi sociali ai diverselor zone ale þãrii sau în
compararea României cu alte þãri; aceste caracteristici medii reprezintã ºi o bazã
pentru identificarea unor eºantioane reprezentative la nivel naþional.

• În anumite situaþii, pentru a compara date statistice, este necesar sã utilizãm
efectif valorile unor parametri.

Exemplul 3:  Volumul brut de publicitate TV
Un studiu publicat în 2004 analizeazã

publicitatea la televiziune, în 2003.
Studiul precizeazã numãrul de spoturi
difuzate de posturile de televiziune
româneºti ºi câºtigurile realizate în acest
mod.

Datele obþinute prin monitorizarea
posturilor de televiziune sunt prezentate
în tabelul alãturat.

 Organizeazã datele:
a) în ordinea descrescãtoare
a bugetelor de publicitate;
b) în ordinea descrescãtoare
a valorilor medii ale spoturilor
difuzate.
Comenteazã ºi explicã dife-
renþele constatate între cele
douã tabele.

 Utilitatea mediilor

Sursã: Capital, 29 ian. 2004

Pentru o analizã mai detaliatã, este
necesar sã prelucrãm datele studiului
considerat.
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Exemplul 4: Prezenþa la vot
În imaginea alãturatã este indicatã situaþia prezenþei la vot în câteva judeþe, la

alegerile generale din 2004.  Vedem astfel cã alegãtorii din judeþul Ilfov au fost cei mai
interesaþi de vot, prezenþa la urne fiind de 72,66%. Cel mai puþin interesaþi au fost
alegãtorii din Satu Mare, unde au participat la vot doar 48,48% dintre alegãtori. Pentru
analiºtii politici, prezintã însã interes media participãrii la vot, pentru întrega þarã;
aceasta a fost de 56,52%.

O primã analizã se poate face considerând valorile medii  ale costurilor spoturilor
publicitare difuzate. Obþinem astfel urmãtorul tabel comparativ:

POSTUL  TV Valoarea medie a unui 
spot (USD) 

Prima TV 2751 
PRO TV 2989 
Antena 1 1840 
TV România 1 2467 
Acasă TV 1229 
B1 TV 1598 
MTV România 458 
Realitatea TV 449 
TVR 2 516 
Naţional TV 1219 
Atomic TV 66 
 O a doua analizã a datelor studiului prezentat se poate realiza prin raportarea

numãrului de spoturi difuzate ºi a bugetelor obþinute din publicitate ale fiecãrui post
TV, la valorile medii. Astfel, în medie:

- au fost difuzate 82 573,5 spoturi publicitare;
- s-au obþinut 132,53 milioane USD.
Valorile medii calculate anterior permit formularea câtorva concluzii.
Astfel, TVR 1 a difuzat un numãr de spoturi publicitare apropiat de media celor 11

posturi TV, dar câºtigurile înregistrate de TVR 1 din publicitate sunt cu mult peste
medie. O explicaþie este oferitã de valoarea medie a unui spot difuzat de TVR 1, care
este a doua ca mãrime; postul naþional de televiziune a practicat deci un tarif mai mare
pentru publicitate (explicabil prin gradul de urmãrire de cãtre populaþie a acestui post).

Observã datele studiului
prezentat. Cum comentezi
datele statistice înregistrate
de postul Atomic TV ?

 Alege modul de repre-
zentare cel mai adecvat
pentru a evidenţia raportul
dintre prezenţa la vot în
fiecare judeţ marcat în imag-
ine şi media participării la vot
pe ţară. Desenează aceste
diagrame.

Sursã: Capital, nr. 49/2004
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Sã ne amintim!

• Media aritmeticã a numerelor x1, x2, ..., xn se calculeazã cu formula:

 ma
nx x x

n


  1 2 ...
.

• Media ponderatã a numerelor  x1, x2, ..., xn cu ponderile p1, p2, ..., pn se calculeazã

cu formula:

mp
n nx p x p x p

p p pn


     
  

1 1 2 2

1 2

...
... .

 Putem calcula rapid me-
dia aritmeticã a numerelor
55; 51; 58 ºi 52 folosind
calculatorul de buzunar.
Apãsãm tastele în
succesiunea:
MODE    ·   SHIFT   SAC   55
 DATA   51   DATA   58  DATA
 52    DATA     SHIFT    x
Dacã este nevoie, putem afla
numãrul datelor înregistrate
ºi suma acestora cu ajutorul
tastelor:
  SHIFT     n    , respectiv

  SHIFT                .

Exemplu
 Media ponderatã a numerelor 13,5; 2,4 ºi 7,2 cu ponderile 3; 2 ºi 5 este:

13,5 3 2,4 2 7,2 5 8,43
3 2 5

     
 pm .

 x

Sã demonstrãm!

Fie x
1
, x

2
, ..., xn, y1

, y
2
, ..., ym numere reale.

Notãm cu A ºi cu B mediile aritmetice ale numerelor  x
1
, ..., xn,  respectiv y

1
, y

2
,

... ym ºi cu M media aritmeticã a celor  m + n  numere date. Atunci M este media
ponderatã a numerelor A ºi B, cu ponderile n, respectiv m.

 Putem calcula rapid
media ponderatã a nume-
relor 13,5; 2,4 ºi 7,2, cu
ponderile  3; 2 ºi 5 apãsând
tastele calculatorului de
buzunar în ordinea:

13,5      3   =   M+   2,4      2
=   M+  7,2      5  =  M+   MR
   [(...   3  +   2   +   5   ...)]   =

 Putem calcula media
aritmeticã a unor numere
grupând convenabil nume-
rele date ºi calculând mediile
fiecãrei grupe.

• Media geometricã a douã numere reale pozitive x
1
 ºi x

2
 se calculeazã cu

formula:

1 2gm x x .

Observãm cã (mg)2 = x
1
·x

2
.

Exemplu
Media geometricã a numerelor 6 ºi 24 este

6 24 12  gm .

122 = 6 · 24.

 Putem calcula media
geometricã a mai multor
numere cu un calculator de
buzunar care are funcþia
ºtiinþificã x1/n. Pentru a calcula
media geometricã a nume-
relor 15; 28 ºi 46 apãsãm
tastele în succesiunea:

15   28      46   =

SHIFT   X1/n   3   =

(3 este numãrul de valori
considerate)

Foloseºte calculatorul de
buzunar pentru a calcula me-
dia geometricã a numerelor
12; 14; 20; 25 ºi 30.

Fie A B  
p

n mm
n m  media ponderatã a numerelor A ºi B, cu ponderile n, respectiv m.

Deoarece  n · A = x
1
 + x

2
 + ... + xn ºi m · B = y

1
 + y

2
 + ... + ym,  deducem cã

1 1( ... ) ( ... )
M

    
 


n m

p

x x y y
m

m n
.

 Tipuri de medii

Exemplu
Sã aproximãm media geometricã a numerelor 15; 28 ºi 46.
Deoarece  (mg)3 = 15 · 28 · 46, deducem cã lg(mg)3 = lg(15 · 28 · 46), deci

3lg(mg) = lg15 + lg28 + lg46.

Folosind o tabelã de logaritmi zecimali, obþinem

1,176 1,447 1,663lg( ) 1,429
3

  gm  .

Utilizând din nou tabela de logaritmi, deducem cã 26,8gm  .

În general

Media geometricã a numerelor reale pozitive x
1
, x

2
, ..., xn este numãrul real

pozitiv notat mg  pentru care (mg)n = x
1
 · x

2
 .. xn.

Media geometricã poate fi aproximatã cu ajutorul logaritmilor zecimali.
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Exerciþii ºi probleme

Înãlþime   Greutate   Puncte marcate   Aruncãri    Greºeli     Recuperãri
                                       pe meci          ratate      personale

L.A. Lakers      2,03        115             81,25             25,3           3,8           44,6

Utah                2,01       117,5            77,5              22,9           2,5           52,3

Observã datele referitoare la cele douã echipe, apoi decide:
a) Care dintre cele douã echipe are o apãrare mai bunã?
b) Pentru care dintre echipe apar mai multe situaþii de a arunca la coº?
c) Analizeazã datele fizice ale echipelor ºi coreleazã aceste date cu situaþia recuperãrilor, apoi cu situaþia
rezultatelor echipelor.

2. Diagrama alãturatã prezintã evoluþia
numãrului de salariaþi în diferite ramuri
industriale, în perioada 1995-2001.
a) Ce procent reprezintã salariaþii din
construcþii, relativ la totalul angajaþilor
din cele cinci ramuri, pentru anul 1996?
b) Reprezintã printr-o diagramã circularã
situaþia anului 1996.
c) Calculeazã media numãrului de sala-
riaþi pentru fiecare dintre cele cinci
ramuri industriale.

1. Douã echipe de baschet au publicat urmãtoarele tabele de valori medii:

3. Un studiu statistic referitor la evoluþia numãrului de abonamente la telefonia fixã, efectuat în 2000, a constatat o
scãdere continuã a numãrului de abonamente în perioada 1996-1999.
Rezultatele studiului, prin raportare a numãrului de abonamente la mia de locuitori, sunt redate mai jos sub forma
unui grafic cu bare.
a) Care este, în fiecare an, procentul de abonaþi la telefonia
fixã, dintr-un total estimat de 15 milioane de adulþi?
b) Formuleazã posibile explicaþii pentru procesul de scãdere a
numãrului de abonamente la telefonia fixã.
c) Determinã media numãrului de abonamente din perioada
analizatã.

4. Foloseºte un calculator de buzunar sau o tablã de logaritmi pentru a aproxima:
a) media geometricã a numerelor 16, 18, 20 ºi 25;
b) media aritmeticã a numerelor 12, 27, 59;
c) media geometricã a numerelor 1, 2, 3, ..., 10.

5. Tabelul alãturat redã numãrul de pasageri care s-au deplasat în perioada 1996-2000, cu diferite mijloace de
transport.
a) Calculeazã numãrul mediu de
pasageri în perioada 1996-2000,
pentru fiecare tip de transport.
b) Realizeazã o diagramã cât
mai sugestivã, pentru a compara
dinamica numãrului de pasageri
transportaþi, pentru fiecare
categorie de transport, în cei
cinci ani analizaþi.
c) Calculeazã în douã moduri
media numãrului de pasageri din transportul interurban ºi internaþional, între 1996 ºi 2000.

Transportul de pasageri, pe moduri de transport
1996 1997 1998 1999 2000 Transportul de pasageri, pe moduri 

de transport date absolute 
Pasageri transportaţi (mii pers.) 22525 2785717 2446901 2390999 2404052 
Transportul interurban şi 
internaţional de pasageri (mii pers.) 606113 569128 373992 324674 324895 

- transport feroviar 212893 186615 146800 129339 117501 
- transport rutier 389461 379444 224261 192633 205978 
- transport fluvial 2399 2035 1923 1654 133 
- transport aerian 1360 1034 1008 1048 1282 

 Sursa: ziarul infoSTAT, Bacãu
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Analizãm ºi generalizãm!

Indicatori ai variabilelor cantitative

Exemplul 1: Cazul unei variabile discrete

Notele obþinute de 25 de elevi ai clasei a XII-a la o lucrare sunt redate în tabelul
de mai jos.

Nota medie a clasei la aceastã lucrare este:

m                
       3 1 4 0 5 2 6 5 7 8 8 6 9 2 10 1

1 0 2 5 8 6 2 1
7

Note 3 4 5 6 7 8 9 10 

Efectiv 1 0 2 5 8 6 2 1 

 

 Foloseºte calculatorul de

buzunar pentru a calcula me-
dia aritmeticã a numerelor
21,5; 32,7; 11,4 ºi 2,8.

Exemplul 2: Cazul unei variabile continue

Seria statisticã urmãtoare redã gruparea pe înãlþime a 100 de bãieþi din clasele
a XI-a.

m                
      

1575 8 1625 12 1675 15 1725 18 1775 21 1825 14 1875 10 1925 2
8 12 15 18 21 14 10 2

, , , , , , , ,

m = 173,7

 Calculeazã media seriei

statistice redate în tabelul de
mai jos.

Masă Efectiv 
[40; 45) 12 
[45; 50) 7 
[50; 55) 11 
[55; 60] 14 

 

 Cum folosim mediile în calculele statistice?

Exemplul 1
Datele din tabelul alãturat provin de la Ministerul Educaþiei ºi Cercetãrii ºi se

referã la populaþia ºcolarã cuprinsã în licee sau facultãþi, în perioada 2000-2004.

 Comparã procentual nu-
mãrul de elevi cu numãrul de
studenþi din cei patru ani
ºcolari. Formuleazã con-
cluzii.

 Un indicator de poziþie: media

 2000/2001 2001/2002 2002/2003 2003/2004 
Populaţia şcolară (mii persoane) 

Total  4565 4554 4497 4473 
în învăţământul:    
liceal 688 711 741 759 
superior 533 582 596 621 

 

ÎNVÃÞÃMÂNT

În acest caz, pentru a putea reduce calculul mediei la situaþia variabilelor discrete,
ne raportãm la centrul fiecãrei clase.

Obþinem:

Înălţime Efectiv Centrul fiecărei 
clase statistice 

[155; 160) 8 157,5 
[160; 165) 12 162,5 
[165; 170) 15 167,5 
[170; 175) 18 172,5 
[175; 180) 21 177,5 
[180; 185) 14 182,5 
[185; 190) 10 187,5 
[190; 195) 2 192,5 
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Exemplul 2
Revista Capital a publicat in unul dintre

numerele sale „Topul celor mai bune bãnci
comerciale pe anul 2003”. Punctajul acordat
bãncilor din acest clasament a fost obþinut prin
media ponderatã a notelor primite de fiecare
bancã. Notele s-au acordat pentru urmãtoarele
criterii: diversitatea creditelor, politica de
constituire a depozitelor, extinderea serviciilor de
carduri ºi accesibilitatea. Ponderile au fost de
0,3 pentru primele douã criterii ºi de 0,2 pentru
ultimele douã. Lipsa anumitor produse din gama
de servicii a bãncii a influenþat negativ nota
acordatã, deoarece aceastã lipsã denotã faptul
cã banca are anumite probleme.

Folosind tabelul alãturat,
calculeazã media aritmeticã
a notelor acordate bãncilor.
Determinã câte bãnci au
note peste medie. Care sunt
acestea?

Exemplul 3
Unul dintre premiile acordate în concursul „Cupa liceelor la baschet“ se oferã

echipei cu media de vârstã cea mai micã.
Vârstele elevilor din echipa liceului „D. Cantemir“ sunt cele din tabelul de mai jos.

Media de vârstã a echipei liceului este de (aproximativ) 16 ani ºi 10 luni. Ea se
obþine ca medie ponderatã a vârstelor jucãtorilor, având ca ponderi numãrul de jucãtori
cu o vârstã datã.

 Verificã corectitudinea
calculului pentru media de
vârstã a echipei de baschet.
Cum se modificã aceastã
medie, dacã în echipã mai
vine un jucãtor de 15 ani?

Pentru datele statistice x1, x2, ..., xn, putem defini mediana. Aceasta este un

numãr a cu proprietatea cã existã tot atâtea date mai mici decât a ca ºi cele mai mari

decât a. Astfel:

– dacã n este impar avem a = xi ºi card {x1, x2, ..., xi–1} = card {xi + 1, ..., xn};

– dacã n este par, atunci mediana a este media aritmeticã a elementelor din mijloc.

Exemplu
Punctajele celor 25 de elevi participanþi la un concurs se distribuie crescãtor dupã

cum urmeazã:

7 7 7 8 8 8 8 8 8 9 9 9

12

9 10 11 11 12 12 12 13 13 14 14 15

12

; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ;

elevi mediana

9

elevi
     

Calculând media acestor date, observãm cã în învãþãmântul liceal au fost cuprinºi,
în medie, 724.750 elevi, iar în învãþãmântul superior – 583.000 de studenþi. La o
analizã superficialã, am fi tentaþi sã spunem cã 80% dintre absolvenþii de liceu urmeazã
cursurile învãþãmântului superior. Pentru aceasta, ar trebui însã sã avem date ºi
despre numãrul de studenþi din perioada 2004-2008 (atunci când toþi elevii de liceu din
perioada analizatã ar putea deveni studenþi).

 Un alt indicator de poziþie: mediana

; ;

Sã presupunem cã banca
ABC Bank a primit de la
specialiºtii revistei Capital
notele: 7,56; 8,25; 6,34; 7,89.
Ce medie a notelor are
aceastã bancã? Pe ce loc
s-ar situa ea în clasamentul
prezentat alãturat? Sursã: Capital, 17/2004/pag. 65

Vârsta 15 16 17 18 19
(ani împliniþi)

Numãrul de
1 4 6 2 1jucãtori
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O metodã de cãutare a medianei este utilizarea efectivelor cumulate:

Punctaje         7      8        9       10        11      12       13      14        15

Efectiv             3      6        5        1           2        3          2        2          1

Efectiv             3      9       14      15        17      20        22      24      25
cumulat

Al 13-lea punctaj este 9. Efectiv total

Efectivul cumulat 14 indicã faptul cã existã 14 punctaje inferioare sau egale cu 9.
Deoarece mediana este punctajul cu numãrul 13, deducem cã mediana este 9.

Sã comparãm!

Pentru exemplul dat, media notelor este m = 10,04,
Constatãm cã, pentru acest exemplu, media ºi mediana nu sunt egale.

Exemplu
Considerãm urmãtoarele serii statistice de salarii, exprimate în lei:
Seria A:   500;  540;  600;  650;  700;  760;  850;  890;  900.
Seria B:   500;  540;  600;  650;  700;  760;  850;  890;  2700.

Salariul median: 700 lei
Salariul mediu:   710 lei

Seria B

Salariul median: 700 lei
Salariul mediu:   910 lei

Seria A

 În anumite domenii, cum
ar fi preþuri, salarii, vârste,
etc. utilizarea medianei în
interpretarea datelor dã
informaþii mai semnificative
decât utilizarea mediei.
Aceasta din urmã este
interpretatã de multe ori
abuziv.

Observãm cã ultimul salariu din seria B altereazã în mod semnificativ media, în
timp ce mediana rãmâne neschimbatã.

 Explicã în ce constã sem-
nificaþia mediei ºi a medianei
pentru exemplul alãturat.

Pentru a determina mediana unei serii statistice prin metodã graficã, procedãm
astfel:

• trasãm poligonul frecvenþelor cumulate crescãtor (sau descrescãtor);
• mediana este abscisa punctului a cãrui ordonatã este 0,5 (sau 50%).

Exemplul 1

Conform rapoartelor de audienþã efectuate de AUDIMAS, în luna august 2001, un
numãr al ziarului Libertatea a fost citit în medie de 491570 persoane. Sondajele de
opinie realizate cu acest prilej au arãtat cã repartiþia cititorilor pe grupe de vârstã se
prezintã ca în tabelul urmãtor:

Vârsta  x (în ani) Sub 15 ani [15; 25) [25; 35) [35; 45) [45; 55) [55; 80) 

Frecvenţa 5% 17% 21% 20% 17% 20% 

 
În acest tabel, pentru grupa de vârstã „sub 15 ani“ considerãm ca

limitã inferioarã vârsta de 7 ani, iar pentru grupa de vârstã „peste 55 de
ani“ considerãm ca limitã superioarã vârsta de 80 ani. (Peste aceastã
vârstã procentul de cititori este neglijabil.)

 58% din cititorii ziarului au
vârsta cuprinsã între 15 ºi 44
de ani.

 Ce este mai semnificativã: media sau mediana?

 Determinarea medianei printr-o metodã graficã
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Pentru exemplul considerat, tabloul frecvenþelor cumulate crescãtor este:

vârsta  x 7< x T14 14< x T24 24< x T34 34< x T44 44< x T54 54< x T80 

Frecvenţe 
cumulate 0 + 5 = 5 5 + 17 = 22 22 + 21 = 43 43 + 20 = 63 63 + 17 = 80 80 + 20 = 100 

 Poligonul frecvenþelor cumulate crescãtor este dat de linia frântã obþinutã prin
unirea punctelor M

0
-M

6
.

5%

22%

43%

63%

80%

10%

20%

60%

50%

100%

7 14 24

38

34 44 54 80m

M (50, 38)

M0

M1

M2

M3

M4

M5

M6

Coordonatele acestor puncte sunt:
– abscisa – limita superioarã de vârstã din fiecare clasã de vârstã;
– ordonata – frecvenþa cumulatã crescãtor corespunzãtoare acelei clase.
M

0
(7, 0); M

1
(14, 5), M

2
(24, 22), M

3
(34, 43); M

4
(44; 63); M

5
(54, 80);

M
6
(80, 100)

Mediana este abscisa punctului de pe grafic corespunzãtor frecvenþei cumulate
de 50%. Observãm cã:

• Punctul M(50, m) aparþine segmentelor M
3
M

4
.

• Mediana aparþine intervalului (34, 44].

Acest interval se numeºte clasa medianã.
• Din lectura graficã se deduce abscisa (aproximativã) a medianei m  38.

Semnificaþia statisticã: 50% dintre cititorii ziarului au mai puþin de 38 de ani.

 Din analiza poligonului
frecvenþelor cumulate cres-
cãtor, se observã cã 43%
dintre cititori au vârsta mai
micã sau egalã cu 34 ani ºi
63% dintre aceºtia au sub 45
de ani.
Ce procent de cititori au
vârsta sub 24 de ani? Dar
peste?

Exemplul 2
Pentru raportul de audienþã analizat anterior, histograma corespunzãtoare este

cea de mai jos.

8555453525157

%

m
Ariile dreptunghiurilor plasate de o parte ºi de alta a dreptei verticale ce trece prin

punctul de abscisã m  38  sunt egale.

Cum au fost stabilite ariile
dreptunghiurilor din histo-
grama alãturatã?

 În studiile statistice se
considerã ca vârstã numãrul
de ani împliniþi. De exemplu,
un adolescent de 14 ani ºi
11 luni este înregistrat în
clasa statisticã

7 T x T 14.
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În general
• Media unor date statistice se obþine calculând media aritmeticã sau media

ponderatã.
• Media unor date grupate în clase statistice se obþine prin concentrarea întregului

efectiv al fiecãrei clase în mijlocul intervalului corespunzãtor.
• Mediana unei serii statistice este acea valoare care împarte efectivul în douã

pãrþi de frecvenþe egale.
Mediana unor variabile statistice continue se poate determina grafic:

• cu ajutorul poligonului frecvenþelor cumulate: determinãm abscisa punctului cu
ordonata 50%

• cu ajutorul histogramei: determinãm dreapta verticalã ce împarte suprafaþa în
douã pãrþi de arii egale.

 Doi indicatori de dispersie: modulul ºi amplitudinea

Media ºi mediana dau informaþii semnificative asupra unei serii statistice. Totuºi,
acestea nu sunt suficiente pentru a descrie ºi compara seturi de date. Pentru a
evidenþia mai bine caracteristicile unor seturi de date, folosim, pe lângã indicatorii de
poziþie, ºi indicatori de dispersie.

Exemplu
Situaþia vânzãrilor de maºini în România în primele zece luni ale anilor 2000 ºi

respectiv, 2001 este prezentatã în tabelul alãturat.
Aceste informaþii se pot organiza în tabele de efective, astfel:

Anul  2001 

Marca (xi) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Efectiv (ni) 1208 545 252 233 176 165 128 128 108 91 

Anul  2000 

Marca (xi) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Efectiv (ni) 458 826 171 151 63 139 90 82 58 55 
 

  Verificã dacã media
vânzãrilor pentru cele zece
mãrci, în anul 2000, este de
aproximativ 209 maºini.

1

100

200
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600

700

800

2 3 4 5 6 7 8 9 10

media vânzãrilor

Anul 2000

Reprezentarea graficã a dinamicii vânzãrilor pentru cele 10 mãrci de autoturisme
se prezintã sub forma unui poligon statistic al frecvenþelor.

Observãm cã numãrul
de vânzãri este repartizat
neuniform pe cele 10 mãrci.

Calculeazã media
vânzãrilor în anul 2001,
pentru cele zece mãrci de
automobile.

11
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Diferenþa între cel mai vândut tip de maºinã, Volkswagen, ºi cel mai puþin vândut
tip, BMW, în 2000 este de 403. Aceasta reprezintã amplitudinea seriei statistice.

Media vânzãrilor este de aproximativ 209 bucãþi. Prin compararea efectivului vândut
(pentru fiecare marcã) cu media vânzãrilor anuale obþinem un indicator de dispersie.
Astfel, s-au vândut 458 bucãþi de automobile Volkswagen Passat faþã de media de 209,
adicã cu 249 mai mult. Pentru aceastã variabilã, modulul seriei statistice este 249.

În general
Amplitudinea unei serii statistice reprezintã diferenþa dintre valoarea maximã ºi

cea minimã a variabilei.
Modulul se exprimã prin diferenþa dintre valoarea medie a efectivului ºi frecvenþa

sa absolutã.

Comparã amplitudinile
celor douã serii statistice,
reprezentând vânzãrile de
maxim în 2000 ºi 2001.
Amplitudinea unei serii
statistice reprezintã diferenþa
dintre valoarea maximã ºi
cea minimã a variabilei.  Un indicator de împrãºtiere: abaterea medie liniarã

Sã analizãm!
Ioana ºi Dan au obþinut la matematicã aceeaºi medie: 8. În caracterizarea activitãþii

lor, profesorul de matematicã a þinut cont de constanþa notelor obþinute de-a lungul
întregului semestru.

Notele Ioanei: 8, 8, 7, 9. Notele lui Dan: 10, 5, 10, 7.
Astfel, se observã cã Ioana a fost mult mai echilibratã în pregãtire, pe când Dan

a avut fluctuaþii mari. „Constanþa“ sau „fluctuaþia“ pregãtirii se pot exprima prin
intermediul abaterilor absolute ale notelor celor doi elevi, faþã de medie.

În situaþia analizatã:

Media abaterilor notelor faþã de medie dã informaþii despre împrãºtierea notelor în
jurul mediei. Ea este notatã de obicei cu  (tau) ºi se numeºte abaterea medie liniarã.

Pentru exemplele analizate:

1 2
0 0 1 1 2 3 2 10,5; 2

4 4
         

Notele Ioanei 8 8 7 9

Abaterea notelor faþã de medie 0 0 1 1

Notele lui Dan 10 5 10 7

Abaterea notelor faþã de medie 2 3 2 1

 Reprezintã grafic distri-
buþia notelor celor doi elevi
ºi interpreteazã grafic relaþia
între medie ºi abaterea
notelor faþã de medie.

Calculeazã abaterea
medie liniarã a notelor
obþinute la matematicã, în
semestrul trecut, de cãtre voi
înºivã. Comparã cu colegul
de bancã constanþa în
pregãtire.

 Abaterea medie liniarã
mãsoarã gradul de împrãº-
tiere a valorilor unor date
statistice în jurul mediei.

Sã aplicãm!
Pentru a calcula abaterea medie liniarã a unor date grupate în clase statistice,

concentrãm întreg efectivul unei clase statistice în mijlocul intervalului ce reprezintã
clasa respectivã. De exemplu, pentru datele studiului privind greutatea elevilor unei
clase, prezentate în tabelul de mai jos, obþinem:  73, 8,8.x  

 Metoda de calcul pentru
abaterea medie liniarã a
unor date grupate în clase
statistice presupune cã în fie-
care clasã, datele sunt
repartizate uniform.

 Considerarea altor clase
statistice, pentru aceleaºi
date, poate conduce la valori
diferite ale abaterii medii
liniare. Valorile obþinute sunt
cu atât mai bune, cu cât
clasele statistice au lungimi
mai mici.

13

14

Greutatea 
(în kg) [50; 60) [60; 70) [70; 80) [80; 90) [90; 100] 

Efectivul 3 7 9 4 2 

 

În general

Fie x
1
, x

2
, ..., xn valorile unei variabile statistice discrete ºi x  media acestor

valori.
 Abaterea medie liniarã se calculeazã cu formula:

1 2 ...
.

nx x x x x x

n

     


12
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 Un alt indicator de împrãºtiere: abaterea medie pãtraticã

Sã reprezentãm rezultatele obþinute de un grup de 20 de elevi la douã teste
succesive, prin trasarea poligoanelor efectivelor:

Sã analizãm!
Rezultatele obþinute la cele douã teste au aceeaºi medie: 7. Configuraþia notelor

în jurul mediei este însã foarte diferitã. Pentru a exprima cantitativ aceastã configuraþie,
determinãm distanþele faþã de medie ºi exprimãm o „medie“ a pãtratelor acestor
distanþe. În acest fel, obþinem dispersia ºi abaterea medie pãtraticã.

Avem:

2 10

2

3

6

2 10

3

5

4

1

Dispersia se noteazã de obicei cu v (de la variaþie sau varianþã).
Abaterea medie pãtraticã este rãdãcina pãtratã a dispersiei. Ea se noteazã de

obicei cu  (sigma).

Note 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Efectiv 0 0 2 2 3 4 6 2 1 

 

Testul A

Note 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Efectiv 3 2 1 0 1 0 4 4 5 

 

Testul B

Note Efectiv Distanţa faţă 
de medie 

Pătratul 
distanţei 

2 0 5 25 

3 0 4 16 

4 2 3 9 

5 2 2 4 

6 3 1 1 

7 4 0 0 

8 6 1 1 

9 2 2 4 

10 1 3 9 
 

Note Efectiv Distanţa faţă 
de medie 

Pătratul 
distanţei 

2 3 5 25 

3 2 4 16 

4 1 3 9 

5 0 2 4 

6 1 1 1 

7 0 0 0 

8 4 1 1 

9 4 2 4 

10 5 3 9 
 

Testul A Testul B

Care este mediana note-
lor le fiecare dintre aceste
teste? Dar media?

Precizeazã coordonatele
fiecãrui punct marcat pe
graficele alãturate.

Comparã rezultatele la
cele douã teste prin interme-
diul abaterii medii liniare.

15

16

17

 Putem calcula abaterea
medie pãtraticã a datelor
6; 6; 7; 8; 8; 8, folosind un
calculator de buzunar.
Apãsãm tastele în succesi-
unea:

MODE    ·   SHIFT   SAC   6  DATA

6   DATA   7  DATA    8    DATA  8

DATA  8  DATA   SHIFT n
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Sã demonstrãm!
Abaterea medie liniarã, respectiv abaterea medie pãtraticã ale unor valori statistice

sunt egale cu zero dacã ºi numai dacã toate valorile statistice date sunt egale.

Pentru exemplele date, obþinem:

v

v

1

1 1

25 0 16 0 9 2 4 2 1 3 0 4 1 6 4 2 9 1
0 0 2 2 3 4 6 2 1

2599

1612

                 
       



 

,

,
, respectiv

v

v

2

2 2

25 3 16 2 9 1 4 0 1 1 0 0 1 4 4 4 9 5
3 2 1 0 1 0 4 4 5

8851

2975

                 
        

 

,

, .

În acest fel putem compara numeric împrãºtierea datelor: cu cât dispersia ºi abate-
rea medie pãtraticã sunt mai mari, cu atât datele statistice analizate sunt mai împrãºtiate.

Sã observãm!
Abaterea medie liniarã ºi abaterea medie pãtraticã au acelaºi ordin de mãrime (ºi

aceeaºi unitate de mãsurã) ca ºi valorile statistice studiate.

Sã aplicãm!
Pentru a calcula abaterea medie pãtraticã a unor date grupate în clase statistice,

putem proceda în acelaºi mod ca ºi pentru calculul mediei sau al abaterii medii liniare.
De exemplu, pentru studiul privind înãlþimea elevilor cu vârsta între 15 ºi 19 ani,

ale cãrui rezultate sunt cele din tabelul de mai jos, abaterea medie pãtraticã este
  11,82.

În general

Fie x1, x2, ..., xn valorile unei variabile statistice discrete ºi x  media aritmeticã a
acestor valori.

Dispersia ºi abaterea medie pãtraticã mãsoarã gradul de împrãºtiere a valorilor
variabilei în jurul mediei. Aceºti indicatori se calculeazã cu formulele:

v x x x x x x
n

n
     ( ) ( ) ... ( )

,1
2

2
2 2

 respectiv

 
     ( ) ( ) ... ( )

.
x x x x x x

n
n1

2
2

2 2

Înălţimea (în cm) [140; 160) [160; 170) [170; 180) [180; 190) [190; 200] 
Frecvenţa (%) 15 25 40 15 5 

 

  Pentru studiul analizat, se
considerã ca fiind nesem-
nificativ procentual numãrul
elevilor ce nu au înãlþimea cu-
prinsã între 140 cm ºi 200 cm.

Justificã toate calculele
fãcute în exemplul alãturat.

Pentru fiecare dintre tes-
te, împarte rezultatele în
douã clase: note sub 5 ºi note
peste 5. Construieºte apoi
câte o histogramã ºi mar-
cheazã pe ea mediana
notelor.

Stabileºte o relaþie între
dispersie ºi abaterea medie
pãtraticã.

În primul semestru, un
elev a primit la matematicã
trei note. În ce situaþie
abaterea medie liniarã,
respectiv abaterea medie
pãtraticã a acestor note sunt
maxim posibile? Aceeaºi
întrebare pentru cazul în
care elevul ar fi primit patru
note.

Fie x
1
, x

2
, ..., xn  valorile unei variabile statistice, x  media acestor valori ºi ,

respectiv  abaterile lor medii.

Deoarece  
     


     x x x x x x

n
x x x x x x

n
n n1 2 1

2
2

2 2...
,

( ) ( ) ... ( )
,iar

  avem:

ix x    0 | | 0  pentru orice nx x x x  ...    1 2 ...i

ix x    20 ( ) 0  pentru orice ni x x x x ...    1 2 ...

18

19

20

21
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Exerciþii ºi probleme

1. Diagrama alãturatã prezintã evoluþia vânzãrilor
mondiale de automobile în deceniul trecut.
a) Exprimã procentual datele privind evoluþia
vânzãrilor de autovehicule pe piaþa mondialã.
Foloseºte un calculator de buzunar ºi treci datele
obþinute într-un tabel.
b) Determinã media vânzãrilor în perioadele: 1990-
1995; 1996-2000; 1990-2000. Ce observi?
c) Calculeazã dispersia vânzãrilor în perioadele
1990-1995; 1996-2000; 1990-2000.

2. În imaginea alãturatã sunt reprezentate
preþurile alimentare în câteva þãri prin
raportare la media europeanã.

4. În graficul cu bare alãturat sunt evidenþiate
rezultatele unui sondaj statistic privind intervalul
de timp pe care elevii de 15-18 ani îl petrec în
faþa televizorului.
Pe fiecare barã verticalã a graficului sunt
reprezentate simultan frecvenþa efectivelor de
bãieþi, respectiv fete, care corespund unei
anumite caracteristici.
Astfel, 34,7% dintre bãieþii intervievaþi ºi 37,7%
dintre fete petrec în faþa televizorului între 1 ºi
2 ore zilnic.
a) Calculeazã cât timp petrec în medie în faþa
televizorului fetele, respectiv bãieþii. Pentru
aceasta, înlocuieºte caracteristica „mã uit mai rar decât zilnic” cu intervalul [0; 0,25) ºi „mã uit mai mult de 4 ore
zilnic” cu intervalul [4; 8].
b) Transformã diagrama datã într-un grafic cu bare duble. Reprezintã mediile pe acest nou grafic.

3. Institutul Naþional de Statisticã a dat publicitãþii datele privind populaþia României în perioada 2000-2003.
a) Calculeazã valorile medii
ale întregii populaþii,
respectiv ale populaþiei mas-
culine ºi feminine din
România, din mediul urban
sau din cel rural.
b) Pentru fiecare dintre
seriile statistice din tabelul
dat, calculeazã abaterea
medie liniarã ºi abaterea
medie pãtraticã.

a) Sã presupunem cã valoarea coºului
lunar în Danemarca este de 450 Euro.
Estimeazã cât alocã cetãþenii celorlalte
tãri pentru aprovizionarea lunarã.
b) Calculeazã abaterea medie liniarã ºi
abaterea medie pãtraticã pentru seria
statisticã analizatã.

Sursã: Capital, 50/2005/pag. 22

c) Determinã amplitudinea seriei statistice, prin raportare procentualã la medie.
d) Determinã amplitudinea seriei statistice a preþurilor, folosind calculele despre valoarea coºului lunar.

 2000 2001 2002 2003 
Total 

din care feminin 
22435,2 
11466,4 

22408,4 
11458,9 

21794,8 
111152,3 

21733,6 
11127,3 

Urban 
     din care feminin 
 Rural 
     din care feminin 

12244,6 
  6336,8 
10190,6 
  5129,6 

12243,7 
  6340,2 
10186,1 
  5118,7 

11608,7 
  6029,7 
10186,1 
  5122,6 

11600,2 
  6033,8 
10133,4 
  5093,6 

mii persoane

c) Reprezintã grafic într-o formã cât mai sugestivã variaþia populaþiei României, între 2000 ºi 2004.
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Utilizarea indicatorilor statistici în interpretarea datelor

Aplicãm ºi dezvoltãm!

Efectivele de elevi din liceu, pe toate cele 4 clase, se prezintã astfel:

Vârsta 15-16 16-17 17-18 18-19

Efectiv (ni) 72 69 97 61

Centrul clasei (xi) 15,5 16,5 17,5 18,5

       ni E xi 1116 1138,5 1697,5 1128,5

Vârsta medie a elevilor din liceu, conform cu aceastã repartiþie statisticã este:

5080,5 17
299

 ani.

În aceeaºi serie statisticã, mediana aparþine clasei de vârstã (17; 18). Folosind
poligonul frecvenþelor cumulate crescãtor sau reprezentarea datelor cu ajutorul
histogramelor, obþinem cã mediana vârstelor elevilor este 17, 08, adicã aproximativ
17 ani ºi o lunã.

 Interpretarea indicatorilor de poziþie

Pentru a descrie o variabilã cantitativã (numericã) a unei populaþii statistice este
necesar sã identificãm câteva caracteristici ale valorilor ei numerice. Fiecare dintre
aceste caracteristici oferã un anumit tip de informaþie. Astfel:

• caracteristicile de poziþie: media, mediana dau informaþii asupra ordinului de
mãrime al observaþiilor statistice;

• caracteristicile de dispersie: amplitudinea, modulul, abaterea medie liniarã,
dispersia, abaterea medie pãtraticã, dau informaþii despre gradul de împrãºtiere a
valorilor.

În medie, fiecare elev a citit 2-3 cãrþi.
Observãm cã media unei serii statistice poate sã nu fie egalã cu nici una dintre

datele înregistrate.

Exemplul 2
O serie statisticã continuã are ca variabilã vârsta elevilor dintr-un liceu.

Calculeazã media clasei
voastre la ultima lucrare
scrisã la matematicã.

 Variabilele continue pot
lua orice valori într-un inter-
val dat.
Dacã variabilele discrete au
valori suficient de multe în
cadrul unei serii statistice, ele
pot fi grupate în clase ºi sunt
considerate în analiza statis-
ticã a acelei serii drept valori
continue.

 Variabilele discrete iau
valori izolate.

Pentru aceastã serie calculãm:

 În cazul unei serii
statistice continue, prin
convenþie, se considerã ca
valori x

i
 centrul fiecãrei clase

statistice.
Calculul mediei s-a fãcut

astfel:

suma produselor 
efectivul total

 n xi i

suma produselor 198media ponderatã (valoarea medie) = = = 2,64
efectiv total 75

i in x

Număr de 
cărţi (xi) 

0 1 2 3 4 5 6 

Efectiv (ni) 5 18 14 15 11 3 8 

ni E xi 0 18 28 45 44 15 48 

 

Exemplul 1
Considerãm o serie statisticã discretã datã de numãrul de cãrþi citite într-o lunã

de fiecare dintre cei 75 de elevi ai clasei a XI-a din liceul „Matei Basarab”.
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 Interpretarea indicatorilor de dispersie

Un antrenor trebuie sã aleagã între doi sportivi pe cel care va reprezenta clubul la
urmãtorul concurs de nataþie.

El analizeazã performanþele sportivilor la ultimele 8 antrenamente.
Pentru a se putea decide, antrenorul va trebui sã compare dispersia rezultatelor

celor doi sportivi.
Iatã cum a procedat:

 Calculând media performanþelor obþinute de sportivi la cele 8 antrenamente,
antrenorul constatã cã cei doi au obþinut aceeaºi performanþã medie ( x ).

Sã observãm!
Douã serii statistice pot avea aceeaºi medie, dar pot lua valori diferite.

Pentru a da o semnificaþie numericã dispersiei valorilor, luãm în considerare
abaterea fiecãrei valori faþã de medie.

Sã aplicãm!
Vrem sã determinãm care este vârsta medie a telespectatorilor ce urmãresc Jurnalul

TVR, conform datelor sondajului prezentat în ziar.

Calculeazã pentru fiecare
dintre cei doi sportiv i
performanþa medie ºi eviden-
þiazã, printr-o diagramã, cea
mai bunã ºi cea mai slabã
performanþã.

 Cum îl va alege antre-
norul pe cel mai bun sportiv?

x1

x2

x3

x4

x5

x  = valoarea medie

Sportiv 1 30,2 29,7 29,9 29,3 29,4 30,1 30,2 29,6 

Sportiv 2 30,1 29,8 29,2 29,8 30,2 29,9 29,9 29,5 

 

Comenteazã semnificaþia
reprezentãrii grafice alãtu-
rate.

Poþi considera cã ultima
clasã statisticã din sondajul
alãturat se referã la grupa de
vârstã 65-85 ani.

Calculeazã mediile rezul-
tatelor celor doi sportivi, folo-
sind un calculator de buzunar.

Pentru aceasta, grupãm efectivele fiecãrei clase statistice în mijlocul intervalului
ce reprezintã clasa respectivã ºi calculãm media ponderatã; obþinem vârsta medie
de aproximativ 46 ani.

Pentru aceleaºi date statistice, mediana este de aproximativ 47 ani. Altfel spus:
50% dintre telespectatorii Jurnalului au mai puþin de 47 de ani.
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– ridicãm la pãtrat diferenþa –ix x  între performanþa obþinutã de fiecare sportiv la
antrenament ºi media performanþelor;

– înmulþim aceastã valoare cu efectivul corespunzãtor (numãrul de antrenamente
la care s-au obþinut aceste rezultate);

– adunãm rezultatele obþinute pentru fiecare valoare (performanþã);

– împãrþim la efectivul total (numãrul total de antrenamente luate în calcul) pentru
a obþine dispersia valorilor faþã de medie, adicã variaþia faþã de medie (v);

– calculãm abaterea medie pãtraticã:    v .

Sportivul 1

În cele 8 antrenamente, 1
0,77 0,096

8
 v .

Abaterea medie pãtraticã 1 1 0,096 0,310   v .

Pentru a calcula dispersia, procedãm astfel:
– calculãm diferenþa dintre fiecare valoare ºi medie, adicã –ix x .

                                    Sportiv1   Sportiv 2

Antrenamentul 1: 30,2 – 29,8 0,4 30,1– 29,8 0,3

Antrenamentul 2: 29,7 – 29,8 0,1 29,8 – 29,8 0

Antrenamentul 3: 29,9 – 29,8 0,1 29,2 – 29,8 0,6

Antrenamentul 4: 29,3 – 29,8 0,5 29,8 – 29,8 0

Antrenamentul 5: 29,4 – 29,8 0,4 30,2 – 29,8 0,4

Antrenamentul 6: 30,1– 29,8 0,3 29,9 – 29,8 0,1

Antrenamentul 7: 30,2 – 29,8 0,4 29,9 – 29,8 0,1

Antrenamentul 8: 29,6 – 29,8 0,2 29,5 – 29,8 0,3

Aceste etape de calcul se pot parcurge mai simplu prin completarea unui tabel.
Tabelele de calcul pentru dispersia performanþelor sportivilor faþã de performanþa

medie (  29,8 sec.x ) sunt cele de mai jos.

xi ni –ix x  2( – )ix x  2( – )i in x x  

30,2 1 0,4 0,16 0,16 

29,7 1 0,1 0,01 0,01 

29,9 1 0,1 0,01 0,01 

29,3 1 0,5 0,25 0,25 

29,4 1 0,4 0,16 0,16 

30,1 1 0,3 0,06 0,06 

30,2 1 0,4 0,08 0,08 

29,6 1 0,2 0,04 0,04 

Explicã etapele de calcul
listate alãturat, necesare în
calculul dispersiei.

Urmãreºte datele din ta-
belul alãturat. Ce legãturã
este între coloana a treia ºi
coloana a patra?
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Exerciþii ºi probleme

1. Tabelul de mai jos a fost extras dintr-un studiu statistic privind transportul zilnic cãtre locul de muncã.

Calculeazã media ponderatã. Ce semnificaþie are aceasta?

2. Tabelul care urmeazã este extras din acelaºi studiu de mai sus, dar lipsesc câteva informaþii.
a) Explicã, folosind limbajul statisticii, semnificaþia tabelului.
b) Calculeazã ºi completeazã
datele care lipsesc.
c) Reprezintã poligonul frecvenþelor
cumulate crescãtor ºi poligonul frec-
venþelor cumulate descrescãtor.
d) Calculeazã media ºi dispersia
seriei statistice.
e) Formuleazã câteva concluzii ale studiului.

Durata medie a 
transportului 15 45 75 105 135 165 95 

Efectiv 175 392 267 127 168 120 63 

 

Timpul alocat 
transportului este 

mai mic de: 
0 30 60 90 120 150 180 210 

Frecvenţa 0 175  834 961 1129 1299  

Frecvenţa în 
procente 0% 13% 43%   86%  100% 

 

Sportivul 2

În cele 8 antrenamente 2
0,72 0,09

8
 v .

Abaterea medie pãtraticã 2 2 0,300  v .

Calculând abaterile medii pãtratice pentru performanþele celor doi sportivi, se
constatã cã v

2
 < v

1
.

Performanþele celui de-al doilea sportiv sunt mai puþin dispersate faþã de medie,
deci sunt ºanse ca la concurs sã obþinã o performanþã mai apropiatã de medie.

Putem exprima „împrãºtierea“ rezultatelor ºi prin situarea acestora faþã de intervalul

[ , ]x x    .

Pentru exemplul dat:

 Majoritatea valorilor unei
serii statistice se situeazã în
intervalul

[ ; ].x x v v
Verificã aceastã afirmaþie în
cazul exemplului dat ºi
precizeazã care dintre valori
se situeazã în interval.

 Pentru a calcula dispersia
a douã serii statistice, se
calculeazã media ºi
abaterea medie pãtraticã.
Cu cât aceastã valoare este
mai mare, au atât seria este
mai dispersatã.

xi ni –ix x  2( – )ix x  2( – )i in x x  

30,1 1 0,3 0,09 0,09 

29,8 2 0 0 0 

29,2 1 0,6 0,36 0,36 

29,8 1 0 0 0 

30,2 1 0,4 0,16 0,16 

29,9 2 0,1 0,01 0,02 

29,5 1 0,3 0,09 0,09 

 

 Calculeazã amplitudinea
seriei de rezultate pentru
Sportivul 2.

– o singurã valoare,
adicã 12,5% dintre perfor-
manþele luate în calcul este
în afara intervalului.

29,5 30,129,8

Sportivul 2

x   x  

– 4 dintre valori, adicã

50% dintre performanþele

luate în calcul, sunt  în

afara intervalului.

29,49 30,1129,8
Sportivul 1

x   x  
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3. Observã diagrama alãturatã, care reprezintã oscilaþia
profitului net al bãncilor comerciale japoneze în perioada
1989-2000. Rãspunde la întrebãrile urmãtoare aproximând
valorile pe baza graficului.
a) Cu cât a scãzut profitul bãncilor nipone în 1995 faþã de
1989? Dar faþã de 1992? Dar faþã de 1994?
b) Comenteazã evoluþia profitului: în 1997 faþã de 1994;
în 1998 faþã de 1989; în 1998 faþã de 1997; în 2000 faþã
de 1999; în 2000 faþã de 1998.
c) Care este media profitului în perioada 1989-1994? Dar în
perioada 1995-2000? Dar în întreaga perioadã 1989-2000?
Poþi exprima printr-o formulã legãtura dintre cele trei medii?
d) Determinã mediana pentru fiecare dintre cele trei
perioade considerate mai sus.
e) Determinã dispersia profitului în perioada 1989-2000.

Profitul net al bãncilor comerciale
japoneze (în miliarde de yeni)

6000

4000

2000

–2000

–4000

–6000

0

Oscilaþii în domeniul bancar

400

4. Diagrama alãturatã indicã dinamica producþiei
de autovehicule în þãrile europene, între 1990
ºi 2000
a) Calculeazã media producþiei auto în þãrile
din U.E. în perioada 1990-2000.
b) Calculeazã media producþiei auto în þãrile
Europei Centrale ºi de Est în perioada 1990-
2000.
c) Reprezintã poligonul frecvenþelor în cele
douã cazuri. Marcheazã pe grafice mediana
fiecãrei serii.
d) Determinã abaterea medie în fiecare caz.

3 5 7 13 15

5. Determinã media datelor reprezentate în histograma
de mai jos.

6. Datele unui studiu statistic sunt reprezentate în
diagrama cu bare de mai jos. Reprezintã pe o dia-
gramã separatã valoarea medie ºi efectivul cumulat
al acestor date.

7. O revistã de profil a publicat diagrama cu bare alãturatã,
care se referã la cetãþenii strãini veniþi la muncã în România.
a) Pentru fiecare dintre categoriile prezentate,
aproximeazã numãrul de persoane aflate la muncã în
România.
b) Calculeazã abaterea medie pãtraticã a datelor
prezentate.
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În România lucreazã legal, cu
permise de muncã, 4 840 de
cetãþeni strãini. Majoritatea
(38%) sunt tineri, cu vârste
cuprinse între 26 ºi 35 de ani.
Doar 18% au peste 45 de ani.
Cei mai mulþi strãini cu permis
de muncã provin din Turcia.

Cetãþeni strãini cu permis de
muncã în România (%).

STRÃINI VENIÞI ÎN ROMÂNIA LA MUNCÃ

Sursa: Revista Capital
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Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Prin parcurgerea acestei unitãþi de învãþare, am reuºit....

 sã reprezint datele unui studiu în diverse moduri
 sã interpretez date, organizate în diferite moduri
 sã utilizez formule în scopul corelãrii datelor
 sã transpun în limbaj statistic probleme practice
 sã estimez comportarea unui sistem, cunoscând câteva valori particulare?

1. Reprezintã datele din diagrama circularã alãturatã
sub forma unui grafic cu bare.

3. O anchetã statisticã a analizat timpul pe care îl
consumã pentru transportul zilnic cei 1 312 angajaþi
ai unei întreprinderi. Rezultatele au fost grupate în
clase cu amplitudine de 30 minute ca în tabloul de
distribuþie alãturat.
Determinã media ºi dispersia acestei repartiþii.

Înălţime Număr de copii 

între 80 şi 90 cm 4 

între 90 şi 95 cm 16 

între 95şi 100 cm 21 

între 100 şi 105 cm 17 

între 105 şi 110 cm 14 

între 110 şi 120 cm 3 
 

Clasa [0, 30) [30, 60) [60, 90) [90, 120) [120, 150) [150, 180) [180, 210) 

Efectiv 175 392 267 127 168 120 63 

 

2. Companiile de transport menþionate mai jos au tarife
diferite. Cu care dintre ele este convenabil sã se
facã deplasarea pe o distanþã de 5 km, astfel încât
costurile sã fie minime?

9. Reprezentarea graficã alãturatã ilustreazã
diferenþele de venituri între membrii Uniunii
Europene, în anul 2004. Aceste diferenþe
sunt reprezentate procentual, prin raportare
la media veniturilor pe locuitor.
Presupunând cã venitul mediu pe locuitor
al membrilor Uniunii  era la acea datã de
1100 Euro,  estimeazã amplitudinea acestui
set de date ºi modulele corespunzãtoare
Ungariei ºi Danemarcei.

4. La un cabinet medical au fost înregistrate înãlþimile
unui grup de copii ºi apoi sintetizate într-un tabel:

a) Care este înãlþimea medie în acest grup de copii?
b) Ce procentaj de copii au înãlþimea cuprinsã între
90 ºi 110 cm?

5. Estimeazã categoriile de vârste ale copiilor cuprinºi
în eºantionul descris în problema 4. Argumenteazã
estimarea fãcutã.

Sursã: Capital, 3/2005/pag. 15

Companie Taxa de 
pornire (RON) 

Taxa pe kilometru 
parcurs (RON) 

MICRO 1,3 1,2 

MACRO 1 1,3 

MEGA 0,4 1,9 

NANO 0,5 1,7 
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Test iniþial de autoevaluare

Unitatea de învãþare 4

Calcul numeric

2. Determinã:

1. Calculeazã:

Rezolvând problemele urmãtoare îþi vei aminti noþiuni necesare parcurgerii acestei
unitãþi:

a) 2 + 3 · (– 4)
b) (2 + 3 + 4) · 3
c) 2,75 + 1,29
d) 4,81 – 1,99

e) (3,47 + 1,22) : 3
f) 2,51 – 0,2 · 4,7
g) 15,2 : 0,25
h) 11,4 + 11,4 · 9.

a) (–2)3

b) 52

c) log3 9
d) log2 0,5

e) 3
5log 5

f) lg 100
g) 10–5

h) lg (0,1).

4. Calculeazã:
a) 20% din 180 m
b) 15% din 100 kg
c) 6% din 10% din 100 tone
d) 75% din 25% dintr-un kilolitru.

5. Precizeazã:
a) Care este diferenþa de preþ la o scumpire cu 20% a unui produs care costa
54 lei?
b) Cât la sutã reprezintã 60 m din 300 m?
c) Cu ce procent s-a micºorat costul unui obiect al cãrui preþ s-a înjumãtãþit?
d) Ce preþ are un fular care costa 10 lei, ºi a fost scumpit cu 10%, apoi ieftinit cu
acelaºi procent?

6. Determinã lungimile marcate cu x pe figurile urmãtoare:Proprietãþi
geometrice

3

32

x
4

6

8

9

9

4

6

3

4

x

x

x

Calcul procentual

3. Scrie într-o formã mai simplã:
a) 25 · 27

b) (–5)2 · (–5)4

c) log27 + log210
d) lg2 + lg5.

Exponenþiale ºi
logaritmi
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Studii de caz în statisticã

Ne amintim ºi explorãm!

Studii statistice

Nu – 46,8% Da – 53,2%

Pe baza datelor obþinute de la un eºantion naþional reprezentativ se pot estima
rãspunsurile ce ar putea sã fie date de întreaga populaþie.

Exemplu

În cadrul unui sondaj de opinie au fost adresate persoanelor intervievate trei întrebãri
ºi anume:

a) Obiºnuiþi sã citiþi reviste?
b) Cât de des obiºnuiþi sã vã uitaþi la televizor?
c) Atunci când vã uitaþi la televizor, ce gen de programe obiºnuiþi sã urmãriþi?
Rezultatele sondajului, aºa cum au fost prezentate într-o revistã de specialitate,

sunt cele de mai jos:
a)

 Foloseºte datele son-
dajului prezentat pentru a
rãspunde!
– Câte persoane dintre cele
intervievate au declarat cã nu
citesc reviste?
– De ce baza de calcul la
întrebarea c) diferã de cea de
la restul de întrebãri?
– Câte persoane (dintr-un
total estimat de 16 milioane
care s-ar putea uita la
televizor) preferã emisiunile
de sport? Câte persoane nu
se uitã la televizor?

 Sondaje statistice

În evaluãrile statistice, este nevoie ca specialiºtii sã dispunã de date cât mai
relevante.

Pentru actualizarea datelor se fac periodic sondaje statistice. În acest caz, deºi
procesul de culegere a datelor nu implicã întreaga populaþie, datele obþinute sunt
suficiente pentru conturarea unor politici de perspectivã.

Sondajele se aplicã de obicei unui eºantion format din aproximativ 1 000 de
persoane. Pentru a putea extinde rezultatele la întreaga populaþie, specialiºtii stabilesc
un eºantion naþional reprezentativ, asupra cãruia sunt aplicate instrumentele de analizã
(chestionare, discuþii organizate pe grupuri, interviuri). Stabilirea eºantionului
reprezentativ se face în funcþie de criterii precum: vârstã, sex, nivel de pregãtire
profesionalã, zonã geograficã, mediu social, mediu familial, nivel de culturã etc.

  În matematicã, estimarea
comportãrii unei funcþii
pentru care nu se cunosc
decât câteva valori parti-
culare se numeºte extra-
polare.

Cautã în ziare rezultatele
unui sondaj de opinie. Ce
temã are acesta? Ce întrebãri
au fost adresate? Cum au
fost prezentate rezultatele?

b)
Cât de des vã uitaþi la televizor?    Nr. rãspunsuri

Mai rar de o datã pe sãptãmânã 9

O datã pe sãptãmânã 13

De 2-3 ori pe sãptãmânã 37

De 4-6 ori pe sãptãmânã 20

O datã pe zi 472

De 2-3 ori pe zi 352

Mai des de 3 ori pe zi 257

Nu mã uit la televizor 40

Baza: 1 200 de persoane
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3,30%

2,40%

8,60%

11,10%

33,80%

37,70%

56,60%

83,40%

87,20%

Altele

Documentare

Sport

Desene animate

Talk-show

Muzicã

Divertisment

Filme

ªtiri

Adreseazã aceleaºi între-
bãri colegilor de clasã ºi
prietenilor ºi comparã
rezultatele obþinute cu cele
ale sondajului. De ce crezi
cã apar diferenþe între aceste
rezultate?

c)

Baza: 1 160 de persoane

 Cum se utilizeazã datele statistice?

Rezultatele sondajelor dau informaþii asupra tendinþelor ce apar în viaþa socialã
sau economicã. În acest fel, pot fi luate din timp mãsurile ce se considerã a fi necesare.

Exemplul 1

O revistã de specialitate a publicat rezultatele unor sondaje comparative, efectuate
în luna ianuarie a anilor 2001 ºi 2002, privind gradul de pãtrundere a tehnologiei
informaþiei în România.

Sondajul a avut în vedere câteva variabile, ce sunt prezentate în tabelul alãturat.
Putem compara variaþia de la un an la altul examinând diferenþa sau raportul.

Astfel:
– în 2002, numãrul de posesori ai unui telefon mobil a crescut cu 726 000 faþã de

2001;
– numãrul de deþinãtori de computere a crescut în 2002 cu 15,4% faþã de 2001;
– utilizatorii de Internet au fost de aproape douã ori mai mulþi în 2002 faþã de

2001.
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Interesul crescut al populaþiei faþã de aceste domenii a determinat, în planul
politicilor sociale ºi economice:

– alocarea de fonduri pentru achiziþionarea a 500 000 de calculatoare pentru unitãþile
ºcolare;

– introducerea orelor de educaþie tehnologicã ºi de informaticã în ºcolile generale
ºi în licee;

– încurajarea specializãrilor universitare în domeniul tehnologiei informaþiei;
– diminuarea impozitului pe venit pentru specialiºtii din informaticã.

Exemplul 2

Un ziar a iniþiat un studiu privind profilul-tip al cititorilor sãi; studiul este necesar
pentru orientarea materialelor publicate în ziar în direcþia interesului cititorilor.

Una dintre întrebãrile studiului s-a referit la veniturile cititorilor ziarului, prin
încadrarea în una dintre categoriile: venituri mici, venituri medii ºi venituri mari.
Rezultatele sondajului, exprimate în procente, au fost publicate într-o revistã de
specialitate ºi sunt cele prezentate în figura alãturatã.

 Informeazã-te ºi alcãtu-
ieºte un scurt referat!
Ce alte programe de interes
naþional sau local au ca sursã
de plecare studii care
evidenþiazã expansiunea
tehnologiei informaþiei ºi a
comunicaþiilor?

64% din cititorii ziarului au
venituri medii ºi mari

venituri mici
36%

venituri mari
25%

venituri medii
39%

Exerciþii ºi probleme

1. Cu cât este mai mic numãrul celor care se uitã la
televizor o datã pe zi faþã de numãrul celor care se
uitã de 2-6 ori pe sãptãmânã?

2. Ce procent din numãrul total de respondenþi
reprezintã numãrul celor care se uitã la televizor:
a) mai rar de o datã pe sãptãmânã;
b) o datã pe zi;
c) de 4-6 ori pe sãptãmânã;
d) de 2-3 ori pe zi?

Redacþia ziarului a hotãrât sã se orienteze spre categoriile sociale cu venituri
medii ºi mari, publicând periodic informaþii despre:

– oportunitãþi de afaceri;
– activitate bancarã;
– politici economice;
– bursa locurilor de muncã.

Ce informaþii crezi cã ar
interesa categoriile sociale
cu venituri mici?

Dacã ai fi directorul / direc-
toarea unui ziar orientat spre
aceste categorii sociale, ce
rubrici ai propune?

Întrebãrile 1-4 se referã la rezultatele sondajului de opinie referitor la vizionarea programelor TV, prezentate în
paginile anterioare. Foloseºte aceste date pentru a rãspunde la urmãtoarele întrebãri:

3. Care este raportul dintre numãrul celor care urmãresc:
a) programele de ºtiri ºi programele de muzicã;
b) filme ºi desene animate;
c) sport ºi documentare?

4. De câte ori este mai mare numãrul celor care
urmãresc programele de divertisment faþã de numãrul
celor care urmãresc talk-show-uri?
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8. Diagrama din imaginea de mai jos se referã la
persoanele disponibilizate în perioada 1995-2005 din
industria de prelucrare a metalelor neferoase.
a) Reprezintã aceleaºi informaþii printr-o diagramã
cu bare.
b) Comenteazã distribuþia frecvenþelor diverselor
categorii de personal disponibilizate.

nu au ocupat
niciun loc de muncã
gãsesc un loc de muncã ocazional 
(fãrã contract de muncã)

46%

12% 7%

30%

5%

au dezvoltat propria afacere

au un loc de muncã stabil
(cu contracte de muncã
pe diverse perioade)
s-au pensionat la limitã
de vârstã anticipat ºi de boalã

IMPACTUL RESTRUCTURÃRII ASUPRA PERSOANELOR DISPONIBILIZATE

Sursa: Sãptãmâna financiarã

6. Rezultatele unui studiu statistic din 2006, referitor la
percepþia românilor privitoare la Uniunea Europeanã,
sunt prezentate sintetic în diagrama alãturatã.

birocraþie
pierdere identitate culturalã

control slab la frontiere
risipã de bani

mai multe infracþiuni
ºomaj

un cuvânt mai greu de spus
diversitate culturalã

Euro
protecþie socialã

democraþie
pace

prosperitate
libertate de cãlãtorie/migraþie

4
5
6
6
7

13
20
20

24
30

41
41

50
62

a) Într-un eseu de maxim douã pagini, comparã
rezultatele acestui sondaj cu propriile aºteptãri privind
integrarea României în UE.
b) La sondaj au participat 1200 de respondenþi.
Calculeazã câþi respondenþi au bifat fiecare item în
parte.
c) În diagramã, apar percepþii optimiste ºi percepþii
pesimiste. Realizeazã o diagramã circularã în care
aceste tipuri (mai bine/mai rãu) apar grupate.

7. Tabelul de mai jos, indicã numãrul de turiºti strãini
în câteva dintre cele mai vizitate þãri din lume în anii
2000 ºi 2001.

Reprezintã aceste date printr-un grafic cu bare duble.

 Franţa Spania SUA Italia China 

2000 75,6 47,9 50,9 41,2 31,2 

2001 76,5 49,5 44,5 39,1 33,2 

 

5. În imaginea alãturatã
este prezentatã situa-
þia vânzãrilor în super-
marketurile din þãrile
Uniunii Europene, în
anul 2004.
a) Reprezintã printr-o
diagramã cu bare
aceleaºi informaþii.
b) Exprimã compa-
rativ situaþia vânzãrilor
din aceste þãri, prin
raportare la vânzãrile
din Germania.

Germania

Marea
Britanie

Franþa
Italia

Spania

Restul UE
%

Sursa: EUROSTAT

GERMANIA DOMINÃ
PIAÞA DE RETAIL

27

8

11
15

17

22

Sursã: Capital, 50/2005/pag. 22

9. Într-o revistã de specialitate a apãrut graficul cu bare
de mai jos, referitor la evoluþia numãrului abona-
mentelor telefonice în 1997 ºi 2002.

a) Caracterizeazã procentual evoluþia numãrului de
abonamente la telefonia fixã, respectiv la telefonia
mobilã.
b) Foloseºte datele pentru a estima numãrul
abonamentelor la telefonia mobilã în 2008, dacã piaþa
îºi pãstreazã aceeaºi tendinþã.
c) Sã presupunem cã eºti preºedintele / preºedinta
unei companii de telefonie mobilã. Ce politicã de
dezvoltare a companiei ai putea concepe pentru viitor,
þinând cont de datele din reprezentarea de mai sus?
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Analizãm ºi înþelegem!

Prelucrarea datelor în studiile statistice

 Modalitãþi de comparare a datelor

Compararea datelor unor studii statistice se poate face în diverse feluri.
Uneori, pentru a reda sugestiv aceastã comparare, este mai puþin importantã

fiecare valoare în parte, în schimb are semnificaþie media valorilor.
În numeroase situaþii, media dã o imagine pertinentã a ordinului de mãrime al unei

serii statistice.

 Cuvântul „medie“ este
adesea utilizat într-un sens
diferit de cel strict cantitativ
din statisticã. El este sinonim
cu „reprezentativ“, „uzual“,
„normal“. De exemplu,
cititorul mediu al revistei de
automobilism este un bãrbat
de circa 45 de ani, sportiv,
pasionat de curse ºi posesor
de automobil.

 Pentru unele serii statis-
tice, media nu are nici o
semnificaþie. Aceasta a ge-
nerat ºi numeroase glume pe
seama statisticii. De exem-
plu: „A.B. nu ºtia sã înoate ºi
s-a înecat într-un râu cu
adâncimea medie de 30 cm.
De ce? Era statician.“

Sã analizãm!
Pentru a orienta mai bine specificul

publicaþiei, conducerea unui ziar este
interesatã de vârsta medie a cititorilor sãi.
Directorul general al ziarului cunoaºte
numãrul zilnic de cititori ºi localitãþile în care
se distribuie cele mai multe exemplare. El a
pus aceste date la dispoziþia unui institut
specializat ºi a solicitat efectuarea unui
sondaj pe un eºantion reprezentativ de
cititori. Rezultatele sondajului sunt cele
prezentate în diagrama circularã alãturatã,
în care se considerã cã grupa de vârstã „sub
14 ani“ are ca limitã inferioarã vârsta de 6
ani, iar grupa de vârstã „peste 55 ani“ are ca
limitã superioarã vârsta de 85 de ani (în afara intervalului de vârstã [6; 85], procentul
de cititori fiind practic neglijabil).

Studiul nu precizeazã distribuþia efectivelor în interiorul claselor statistice luate în
calcul. Pentru a estima totuºi vârsta medie a cititorilor ziarului, se face ipoteza cã în
fiecare clasã statisticã cititorii sunt distribuiþi uniform. În acest fel, media de vârstã a
cititorilor ce se înscriu într-o clasã statisticã este consideratã ca fiind mijlocul
intervalului ce determinã clasa statisticã respectivã.

Ipoteza fãcutã trasformã datele cu caracter continuu ale studiului în urmãtoarele
date cu caracter discret:

58% din cititorii ziarului au vârsta
cuprinsã între 15 ºi 44 de ani.

 Verificã dacã informaþia
menþionatã deasupra dia-
gramei circulare alãturate
este în concordanþã cu
datele de pe diagramã.

Vârsta         10 ani     20 ani      30 ani      40 ani      50 ani     70 ani

Frecvenþa       5%        17%      21%         20%         17%       20%

Se obþine în acest mod cã media de vârstã a cititorilor ziarului este de (aproximativ)
40 de ani ºi 8 luni.

 Verificã toate calculele
fãcute pentru a determina
media de vârstã a cititorilor
ziarului, pe baza datelor din
tabelul de frecvenþe.

Exemplu: Managementul publicitar

Un ziar de publicitate, care se distribuie gratuit, trebuie sã îºi atragã clienþii pentru
a nu fi tipãrit în pierdere economicã. De aceea, ziarul acordã facilitãþi fiscale diverse
(de exemplu, un anunþ gratuit pentru alte 5 anunþuri plãtite). Pentru a identifica ce alte
facilitãþi ar putea acorda, directorul ziarului are nevoie sã defineascã „anunþul mediu“,
din punctul de vedere al rândurilor conþinute. El este hotãrât ca, pentru anunþuri mai
mari decât anunþul mediu, sã stabileascã o taxã mai mare prin comparaþie cu anunþurile
mai scurte. În acest fel, un numãr mai mare de oferte vor fi tipãrite în fiecare numãr al
ziarului.

Pentru ultimele publicaþii s-a înregistrat urmãtoarea situaþie:
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Nr. de rânduri         1       2     3      4      5     6      7     8     9     10

Nr. de anunþuri       15     27    81   96    72    51   42   18     3       1

Media pentru numãrul de rânduri ocupate de anunþurile publicate este de 4,5.
Având în vedere aceste calcule, redacþia ziarului a fixat pentru patru apariþii tarifele:

Nr. de rânduri    1 – 2   3 – 4   5 – 6   7 – 8    9 – 10

Preþ (RON)          4        6        10      15        22

Calculeazã media numã-
rului de rânduri ale anun-
þurilor publicitare, pe baza
datelor din tabel.

 Informeazã-te ºi rãspun-
de! Care sunt tarifele pentru
anunþuri la ziar? Care crezi
cã au fost criteriile pentru
fixarea acestor tarife?

Sã aplicãm!
În urma aplicãrii unor chestionare ºi a reprezentãrii grafice a datelor obþinute,

avem suficiente informaþii pentru a putea formula concluzii diverse. Aceastã etapã de
prelucrare a datelor statistice se dovedeºte a fi cea mai importantã din perspectiva
utilitãþii studiului.

Informaþiile reprezentate mai jos au fost obþinute în urma studiului „Atitudini ºi
valori în administraþia publicã localã.“

Menþioneazã populaþia
statisticã ºi eºantionul utili-
zate în acest studiu.

Ce variabile au fost folo-
site?

Completeazã un tabel în
care notezi numãrul de per-
soane din eºantion care au
rãspuns conform înregistrãrilor
din grafic.

Transpune în câte o diagra-
mã circularã rãspunsurilor refe-
ritoare la spiritul de iniþiativã.

Prima etapã a studiului s-a bazat pe un sondaj de opinie în rândul cetãþenilor, care a
cuprins 1.372 de subiecþi, selectaþi din 104 localitãþi urbane ºi rurale din 38 de judeþe. A
douã etapã a constat dintr-un sondaj de opinie în rândul a 563 de reprezentanþi ai
autoritãþilor publice locale. Ei provin din 120 de localitãþi urbane ºi rurale din toate
judeþele þãrii.

Pe baza datelor obþinute putem formula urmãtoarele concluzi:
1) În general, primarii au o altã percepþie asupra calitãþilor de care dau dovadã,

faþã de percepþia cetãþenilor. De exemplu, 95% dintre primari cred cã au o bunã
comunicare cu cetãþenii, în timp ce doar 65% dintre cetãþeni cred despre primarii lor
acest lucru.

2) Atât primarii, cât ºi cetãþenii, considerã cã nu este nevoie ca reprezentanþii lor
sã fie instruiþi în domeniul administrativ.

Alte concluzii se pot formula rãspunzând la urmãtoarele întrebãri:
În ce domeniu opiniile autoritãþilor ºi ale cetãþenilor coincid?
În ce domeniu opiniile autoritãþilor ºi ale cetãþenilor sunt cele mai distanþate?
Care dintre calitãþile primarilor este cea mai apreciatã de cãtre cetãþeni? Dar de

cãtre primari?

 Alcãtuieºte un eseu în
care sã valorifici informaþiile
obþinute din acest studiu.
Stabileºte un titlu cât mai
interesant pentru acest eseu.
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Exerciþii ºi probleme

1. În ultima vreme se discutã insistent
despre ideea ca televiziunea publicã sã
nu mai obþinã venituri din publicitate.
Pentru informarea opiniei publice
despre acest subiect, un ziar a publi-
cat studiul alãturat.
a) De câte ori este mai mare ponderea
publicitãþii la televiziunea din Italia, faþã
de televiziunea din România?
b) Sunt egale veniturile obþinute din
publicitate la televiziunile din Polonia
ºi Ungaria?

PONDEREA PUBLICITÃÞII DIN TOTALUL VENITURILOR TELEVIZIUNILOR PUBLICE

Spania Franþa Polonia Ungaria Italia Cehia Slovenia Germania România
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2. În unul dintre ziarele cu profil financiar a apãrut un studiu statistic privind piaþa imobiliarã în câteva þãri europene.
Douã dintre reprezentãrile comparative ale studiului apar ºi în imaginile de mai jos.

3. Un studiu comandat de CNA (Consiliul Naþional al Audiovizualului) a urmãrit sã determine imaginea pe care o au
adolescenþii în privinþa nivelului de violenþã din emisiunile de televiziune. Ca urmare a aplicãrii unui chestionar,
pe un eºantion de 2300 de bãieþi ºi fete, cu vârste între 15 ºi 18 ani, s-au obþinut datele reprezentate în diagrama
cu bare de mai jos.

a) Calculeazã preþul mediu al unui apartament de 150 mp în capitalele þãrilor ce apar în studiul prezentat.
b) Foloseºte diagramele pentru a reprezenta procentul de locuinþe oferite spre închiriere, în þãrile analizate. Poþi
presupune cã locuinþele care nu sunt ocupate de proprietarii acestora, sunt oferite spre închiriere.
c) Coreleazã cele douã diagrame ºi formuleazã douã explicaþii ale preþurilor practicate.

Sursa: Revista Capital
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b) Datele globale ale studiului au fost reprezentate
în diagrama de mai jos.
Coreleazã reprezentãrile ºi aflã câþi bãieþi ºi câte
fete au participat la acest studiu.

a) Reprezintã prin diagrame circulare opinia
fetelor, respectiv a bãieþilor, privind violenþa în
emisiunile film.
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Aplicãm ºi dezvoltãm!

Învãþarea prin proiecte: realizarea de sondaje

Temele de statisticã pot fi abordate prin intermediul proiectelor.

 Cum organizãm un proiect?

Proiectul începe în clasã, prin conturarea obiectivelor, formularea sarcinii de lucru
ºi (dacã este cazul) precizarea echipei care îl realizeazã. În afara orelor de curs, dar
sub îndrumarea profesorului, elevii stabilesc metodologiile de lucru, îºi definesc statutul
ºi rolul în cadrul grupului ºi fixeazã termene pentru diferite etape ale proiectului. Dupã
colectarea datelor ºi organizarea materialului, proiectul se încheie în clasã, prin
prezentarea rezultatelor.

În realizarea unui proiect, este utilã parcurgerea urmãtoarelor etape, în cadrul
echipei de lucru.

1. Se stabileºte o listã de întrebãri esenþiale, legate de tematica proiectului.
2. Se alcãtuieºte un plan de acþiune, în care apar termene ºi responsabilitãþi.

Este important ca fiecare membru al echipei sã respecte, pe cât posibil, acest plan.
3. Se lucreazã cât mai mult împreunã cu colegii din grupul de lucru. Dincolo de

scopurile ºtiinþifice, un proiect are ºi un scop social – ne simþim minunat când echipa
noastrã „merge bine”!

4. Membrii echipei de lucru se documenteazã cât mai amãnunþit asupra
problematicii propuse, cer sfaturi, consultã specialiºti în domeniu.

5. Se prelucreazã ºi se organizeazã datele. Proiectul trebuie sã se concretizeze
într-un produs finit.

6. Se prezintã rezultatele ºi concluziile proiectului într-un mod cât mai clar, dar
care reflectã atât personalitatea, cât ºi creativitatea echipei.

 Ce teme de proiecte putem dezvolta la Statisticã?

Exemplul 1: Compararea rezultatelor obþinute de clase diferite la un acelaºi test

Poþi dezvolta un proiect ce vizeazã compararea performanþelor ºcolare a douã
clase diferite.

Pentru aceasta, este necesar ca populaþia statisticã sã fie pusã în situaþia de a
rãspunde aceloraºi stimuli: testele date claselor sã conþinã aceleaºi subiecte (sau
subiecte foarte asemãnãtoare), sã fie aplicate în acelaºi timp ºi sã fie corectate dupã
acelaºi barem de punctaj.

Dupã colectarea ºi reprezentarea datelor, este util sã compari performanþele
colegilor din cele douã clase folosind media, mediana, abaterea medie pãtraticã.
Analizeazã motivele diferenþelor constatate ºi formuleazã concluzii.

Exemplul 2: Preferinþele colegilor

O altã temã pentru proiect îºi poate propune sã investigheze preferinþele muzicale,
sportive, de petrecere a timpului liber etc., ale colegilor.

Pentru aceasta este necesar:
– sã decizi forma de interacþiune cu respondenþii; aceasta poate fi un chestionar,

un interviu individual sau un interviu de grup
– sã colectezi datele
– sã reprezinþi datele culese în forme cât mai adecvate, pentru a obþine maximum

de informaþii pertinente
– sã analizezi datele obþinute, folosind indicatori de poziþie ºi indicatori de dispersie
– sã formulezi concluzii
– sã prezinþi sintetic ºi accesibil activitatea desfãºuratã ºi rezultatele obþinute.

Informeazã-te ºi rãspunde!
Ce proiecte se deruleazã în
liceul tãu?

 Identificã situaþii în care
compararea rezultatelor unor
clase diferite este beneficã
pentru progresul colar al
elevilor.
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 Cum proiectãm chestionarele?

În proiectarea unui chestionar, este necesar sã þii cont de faptul cã întrebãrile
trebuie sã fie clar formulate (adicã sã conþinã toate atributele necesare pentru ca
respondentul sã înþeleagã bine cerinþa), sã nu presupunã ambiguitãþi (adicã sensul
întrebãrii sã fie univoc), sã fie relativ scurte, vizând un singur aspect.

Se poate întâmpla ca întrebãrile la care te gândeºti sã nu fie relevante sau de
interes pentru populaþia statisticã pe care o ai în vedere pentru proiect. De aceea,
este util sã aplici o formã preliminarã a chestionarului pe câteva persoane, sã prelucrezi
rãspunsurile primite ºi sã reformulezi sau sã completezi întrebãrile, astfel încât acestea
sã satisfacã mai bine scopul propus. De multe ori, pentru a elimina ambiguitãþile unui
chestionar, întrebãrile conþin variante posibile de rãspuns.

Exemplu

În cadrul unui studiu statistic au fost adresate unor elevi de liceu câteva întrebãri
la care se poate rãspunde prin marcarea unui semn distinctiv în spaþiul corespunzãtor
rãspunsului ales. Trei dintre aceste întrebãri au fost:

1) Care dintre materiile opþionale din tabelul alãturat v-ar interesa mai mult?

2) Ce vârstã aveþi?

3) Ce înãlþime aveþi?

Culturã ºi civilizaþie francezã
Astronomie ºi astrologie

Folclorul românesc

15 ani       16 ani       17 ani       18 ani      19 ani       20 ani

      sub 140 cm       între 140 ºi     între 160 ºi      între 170 ºi       peste 180 cm
                                160 cm            170 cm           180 cm

Cele trei întrebãri sunt diferite nu doar prin conþinutul lor, dar ºi prin natura
rãspunsurilor ce pot sã aparã. În primul caz, fiecare elev rãspunde practic cu DA sau
NU la câteva întrebãri succesive de tipul: „Vã intereseazã Cultura ºi civilizaþia
francezã?”. Rãspunsurile la a doua întrebare se exprimã printr-un  numãr ºi poate lua
doar câteva valori, în timp ce rãspunsurile la a treia întrebare pot lua, în principiu,
orice valoare dintr-un interval dat.

 Cum desfãºurãm interviurile?

În desfãºurarea interviurilor, este util sã porneºti de la un plan prestabilit privind
conþinutul întrebãrilor, pe care sã-l adaptezi pe parcurs în funcþie de intervenþiile
interlocutorului/interlocutoarei.

Rezervã suficient timp pentru fiecare interviu ºi, mai ales, ai grijã sã nu induci
rãspunsul pe care l-ai dori, din propria perspectivã! Pentru aceasta, formuleazã întrebãri
cât mai neutre ºi întreabã tot timpul „De ce?”. De asemenea, nu te grãbi sã aprobi sau
sã dezaprobi rãspunsurile primite, chiar dacã respondentul cere explicit confirmãri asupra
corectitudinii opiniilor sale. Poþi îndemna interlocutorul sã continue, întrebându-l: „Tu
cum crezi cã este corect?” sau „De ce crezi aºa?”. Pentru a valorifica interviurile
cât mai bine, este util sã le înregistrezi audio ºi, ulterior, sã le transcrii.

 Noteazã într-un tabel
oferta de opþionale a liceului
vostru. Întreabã colegii ºi
completeazã un tabel cu
opþiunile lor pentru clasa a
XII-a. Care dintre opþionale
întrunesc cele mai multe
„voturi“?

Proiecteazã un chestionar
pentru un proiect cu tema:
„Preferinþele artistice ale
tinerilor”. Comparã întrebã-
rile propuse de tine cu cole-
gul/colega de bancã.
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Exerciþii ºi probleme

1. Punctajele elevilor participanþi la un concurs se distribuie crescãtor dupã cum urmeazã:

6; 7; 7; 8; 8; 8; 8; 8; 9; 9; 9; 10;    10  ; 10; 10; 11; 11; 12; 13; 13; 13; 14; 15; 15; 16

12 elevi mediana 12 elevi

a) Calculeazã media punctajelor de la concurs.
b) Comparã media cu mediana.
c) Reprezintã grafic datele din problemã.

2. Dezvoltã, împreunã cu grupul tãu de lucru, un proiect în care sã investighezi ce tipuri de telefoane mobile ºi ce
tip de abonament au colegii din clasele a XI-a. Comparã seria statisticã obþinutã cu o serie similarã, realizatã prin
chestionarea colegilor de la clasele a XII-a.

3. Simuleazã desfãºurarea unui interviu, în care se intereseazã percepþia colegilor asupra utilitãþii metodelor statistice.
Identificã momentele în care interviul nu a decurs bine.

4. Dezvoltã, împreunã cu grupul tãu de lucru, un proiect de statisticã. Alege una dintre temele urmãtoare.
a) Opþiunile colegilor de liceu pentru viitoarea profesie.
b) Variante de petrecere a timpului liber, preferate de colegii din liceu.
c) Modalitatea de transport ºi durata drumului de acasã pânã la ºcoalã.
d) Mãrci de maºini preferate de colegii din liceu.
e) Tipul de lecturã preferatã de colegii din liceu.
f) Personalitãþi din România – opþiuni ale adolescenþilor.

5. Formuleazã ºase variante posibile de rãspunsuri la întrebarea urmãtoare, adresatã respondenþilor în cadrul unui
sondaj: „Care este principala problemã cu care se va confrunta România, în primii ani dupã aderarea la Uniunea
Europeanã?”

6. Urmãreºte mass-media ºi gãseºte datele unui sondaj de opinie. Formuleazã aprecieri critice asupra modului în
care au fost formulate întrebãrile sondajului.
Modificã eventual unele dintre întrebãri ºi aplicã acelaºi tip de chestionar colegilor tãi de liceu.
Comparã rezultatele sondajului, aºa cum apar în mass-media, cu propriile rezultate.

7. Într-un ziar de profil a apãrut un comentariu privind pseudo-sondajele de opinie.

„CELEBRIZAREA” MESAJULUI ªI A CANALULUI
Existã o reþetã consacratã de decenii de mass-media occidentalã, dar folositã preponderent în zona presei tabloide

sau glossy. Reþeta este simplã: o revistã –FHM, de exemplu, îºi întreabã cititorii care sunt cele mai sexy vedete pe care
le ºtiu, iar pe baza acestui „sondaj” realizeazã un clasament al respectivelor personalitãþi mondene. Clasament care,
coroborat cu autoritatea publicaþiei în rândul revistelor internaþionale pentru bãrbaþi, devine ºtire în sine, transmisã pe
multe alte canale de informare. Nu conteazã cã, dupã douã sãptãmâni, o altã revistã de profil va veni cu un alt astfel de
clasament, conteazã cã „FHM zice cã vedeta cutare este cea mai tare”.

Totul porneºte chiar de la conceptul de celebritate. Potrivit unor lucrãri de specialitate, precum studiul „High
Visibility”, ale experþilor media ºi marketind Irving Rein, Philip Kotler ºi Martin Stoller, o vedetã este acea persoanã
faimoasã într-o societate, care atrage atenþia presei ºi a publicului ºi care se menþine acolo prin activitate intensã în zona
divertismentului de masã. Iar unul dintre cele mai facile mijloace de a realiza acest lucru este sã fie inclusã în miile de „sondaje”
ºi clasamente prin care instituþiile de presã, apelând la propriii consumatori, încearcã sã-ºi menþinã profilul pe piaþã.

Potrivit unui alt studiu, „Understanding Media: Inside Celebrity”, al expertului media Jessica Evans, aceste lucrãri
sunt vitale pentru clãdirea statutului de celebritate.

Costin Ionescu

a) Identificã în mass-media ºtiri care se pot înscrie în direcþia conturatã de fragmentul reprodus mai sus.
b) Într-un eseu de 3 pagini, comenteazã critic concluziile la care a ajuns grupul tãu de lucru, în desfãºurarea unui
proiect de statisticã.
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  Am reuºit... ?!?
Prin parcurgerea acestei unitãþi de învãþare, am reuºit....

 sã identific metode de colectare ºi interpretare a datelor
 sã interpretez date statistice cu ajutorul graficelor ºi al diagramelor
 sã utilizez date statistice pentru analiza de caz
 sã transpun în limbaj matematic, cu mijloace statistice, probleme practice
 sã caracterizez situaþii reale prin interpretarea statisticã a datelor?

Test de verificare

1. Precizeazã douã modalitãþi prin care poþi afla cu
aproximaþie ce cantitate de apã mineralã se consumã
lunar în oraºul vostru.

2. La ediþia I a manifestãrii „Educaþia adulþilor: Clopoþelul
sunã ºi pentru cei mari”, la care diverse firme au
oferit oportunitãþi de formare profesionalã, a fost
adresatã vizitatorilor întrebarea: „Ce cursuri dintre
cele propuse vã intereseazã?”. Rãspunsurile primite
sunt cuprinse în tabelul de mai jos. Care dintre cursuri
a întrunit cele mai multe opþiuni? Dar cele mai puþine?

3. La un Târg al locurilor de muncã, ofertanþii au fost
întrebaþi dacã au mai participat la astfel de
manifestãri ºi în trecut. Rãspunsurile lor, exprimate
procentual, au fost:
Da ........................................................... 40%
Nu ........................................................... 60%
Reprezintã printr-o diagramã circularã aceste date.

5. Sã presupunem cã eºti director de publicitate al unei
firme ºi cã dispui de 25.000 de dolari, pe care vrei
sã îi investeºti în publicitatea prin televiziune.
Într-un cotidian central citeºti urmãtoarele date,
obþinute în urma unui sondaj de opinie efectuat de
AGB Data Research.

La care dintre cele douã televiziuni este mai indicat
sã investeºti, pentru ca reclama firmei la care lucrezi
sã fie urmãritã de cât mai multe persoane?
Argumenteazã rãspunsul!

4. Un studiu al Ministerului Transporturilor prezintã
situaþia întârzierilor la sosirea în Braºov a trenurilor de
cãlãtori. Reprezintã printr-o histogramã aceste date:

Lecturã
Primele înregistrãri statistice se pare cã au apãrut simultan cu inventarea scrierii, în urmã cu peste 6 milenii, în Egipt

ºi China, unde conducãtorii erau interesaþi sã cunoascã numãrul populaþiei, al celor apþi sã lupte, al sclavilor, al cantitãþii
de produse agricole, pentru stabilirea nivelului birurilor. În statul roman, pe vremea republicii (440 î.Hr.) a fost creatã
funcþia de cenzor (census), care avea atribuþii ºi în efectuarea recensãmântului populaþiei. Sunt cunoscute recensãmintele
efectuate în 28 î. Hr. 8 d. Hr. 14 d. Hr., în perioada lui Octavian Augustus.

În Dacia Romanã au fost efectuate recensãminte, asemãnãtoare cu cele din restul imperiului, numite census provincial.
Parcurgând axa timpului, gãsim rãdãcini ale gândirii statistice încã în perioada renascentistã. Astfel matematicianul

L. Pacioli (1445-1514) încerca încã din 1494 sã rezolve probleme statistice. Mai târziu, G. Cardano (1501-1576) ºi
N. Tartaglia (1499-1557) au atacat ºi ei aceleaºi probleme, având meritul de a atrage atenþia asupra necesitãþii unui instru-
ment ºi a unei noi gândiri matematice pentru rezolvarea lor. În ultima parte a vieþii, J. Bernoulli studia probleme de demografie
prin prisma teoriei probabilitãþilor.

Pentru reclame în timpul emisiunilor de ºtiri,
taxa la Antena 1 este de 4.500 $ pe 30 secunde, iar la
PROTV este de 6.000$ pe 30 de secunde.

„Observatorul” de la Antena 1 are o contribuþie
importantã la mãrirea audienþei postului pe întreaga zi
(cam 10%), în timp ce „ªtirile” PROTV contribuie la
audienþa sa zilnicã cu doar 8%.

În sãptãmâna 18-24 martie „ªtirile” PROTV au
câºtigat bãtãlia. Au o medie de 12,5%, în timp ce
„Observatorul” are doar 11,4%.

Întârzieri între 0 ºi între 15 ºi între 45 min.
15 min. 45 min. ºi 3 ore

Nr. trenuri 720 45 21
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Calcul numeric

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. Efectueazã:
a) 2 · (–3) + 5 · 4 + (–2) · 0 b) 1,2 · 3 + 0,4 · 0 – 1,5 · 2
c) –1,5 · 4 + (–3) · (–2) – (–1) · 5

Calcul algebric

Unitatea de învãþare 5

Test iniþial de autoevaluare

2. Scrie mai simplu:
a) x + x + x + x b) x · x + x · x + x · x c) x2 · x – x · x2

Poziþionare în
plan

3. Deseneazã planul unei sãli de spectacol, în care sunt 20 de rânduri cu câte 15 fotolii.
Indicã pe acest plan fotoliul corespunzãtor biletului pe care scrie: rândul 4, locul 7.

4. Reprezintã pe un sistem de axe ortogonale punctele: A(–1; 4); B(3; 2); C(1; 0); D(0; –3).

Operaþii cu
vectori

5. Deseneazã suma ºi diferenþa vectorilor marcaþi pe desen.
a) b)

Proprietãþi ale
operaþiilor cu
numere

7. În imaginea alãturatã apare rezultatul înmulþirii 2359 D 487, aºa
cum a fost el afiºat pe ecranul unui calculator de buzunar.
Precizeazã rezultatele urmãtoarelor operaþii, fãrã sã le mai
efectuezi de fiecare datã.
a) 487 D 2359; b) 2359 D 400 + 2359 D 87; c) 2300 D 487 + 59 D 487.

Elemente de
logicã

8. Alege propoziþiile adevãrate!
a) ¼a, b i Z,  a + b = b + a     b) jx, y i Z,  x · y @ y · x  c) ¼z i Z,  z · 1 = z.

6. Exprimã vectorii marcaþi prin culoare în funcþie de u


 ºi v


.

u
 v



1148833

9. Precizeazã valoarea de adevãr a urmãtoarelor propoziþii!
a) ¼x i Z, ¼y i Z, x + y = y + x b) jx i Z, jy i Z, x – y = y – x
c) ¼x i Z, jy i Z,  x + y @ y + x d) jx i Z, ¼y i Z, x · y @ y · x.

10. Formuleazã propoziþia obþinutã prin negarea enunþului: orice douã numere reale x ºi y au
proprietatea   x2 + y2 U 4.



69

În multe situaþii din viaþa cotidianã este util sã organizãm datele în tabele. În
acest fel, avem o imagine globalã asupra situaþiei descrise ºi putem opera mai uºor
cu datele înregistrate.

Exemplul 1: Evidenþa vânzãrilor
Reþeaua de magazine „Simfonia” comercializeazã CD-uri muzicale. Pentru a putea

compara eficienþa echipelor de vânzãri din douã magazine, managerul firmei a cerut
situaþia vânzãrilor pentru fiecare articol în parte, în lunile noiembrie ºi decembrie. Iatã
o parte a tabelelor completate cu aceastã ocazie.

Ne amintim ºi explorãm!

Calcul tabelar

Matrice

Simfonia Braºov

Simfonia Bacãu
 Beethoven 

IX 
Beatles  

Love Songs 
Bach 

Arta fugii 
Berlioz 

Fantastica 
noiembrie 63 51 157 32 
decembrie 56 92 149 40 

 

Denumire produs 
Luna 

 Beethoven 
IX 

Beatles  
Love Songs 

Bach 
Arta fugii 

Berlioz 
Fantastica 

noiembrie 48 86 121 27 
decembrie 64 102 87 56 

 

Denumire produs 
Luna  Informeazã-te ºi rãspunde!

Cine a fost Berlioz?
La ce se referã „Fantastica”?

Tabelele oferã atât informaþii comparative, cât ºi posibilitatea de a obþine un
centralizator al vânzãrilor. Pentru aceasta „adunãm” tabelele prin suprapunere ºi
obþinem:

 Câte CD-uri Beatles s-au
vândut în total în cele douã
magazine?

 Ce reprezintã numãrul
137 din ultimul tabel?

Avem astfel situaþia totalã a vânzãrilor, din cele douã magazine.

48 86 121

6

27

92 149 40 = 92 149 40
111 137 278 59

120 194 236 96

63 51 157 32

56 92 149 40

Exemplul 2: Codificarea grafurilor

În imaginea alãturatã este desenat graful orientat
corespunzãtor strãzilor unui cartier. Pentru a înregistra
sintetic informaþia în vederea determinãrii unor drumuri
optime, o firmã de transport a preferat codificarea grafului
printr-un tabel cu numere.

În tabel apare 1 în pãtrãþelul din linia i ºi coloana
j dacã nodurile i ºi j sunt unite printr-un arc (de la i
la j); dacã un astfel de arc nu existã, atunci în
tabel apare 0. Graful din imaginea de mai sus a
fost deci codificat prin tabelul alãturat.

1

2

3

4

0 1 0 1
0
0
1

0
0
1

1
0
0

1
1
0

linia 2

coloana 3  Pãtrãþelul marcat pe tabel
este situat pe locul (2; 3).

 Identificã pãtrãþelul de pe
locul (4; 2). Ce numãr apare
în acest loc?

 Cum operãm cu tabelele de date?
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Exerciþii ºi probleme

Exemplul 3: Situaþia încasãrilor
Firmele „Alfa”, „Beta” ºi „Gama” asambleazã computere, pe care le vând prin

magazinele firmei „Computers S.R.L.”. Pentru primele patru luni ale anului, serviciile
specializate ale firmelor au întocmit urmãtoarele situaþii:

 I F M A 
Alfa 420 410 440 400 
Beta 350 360 340 350 

Gama 520 520 510 500 
 

       Serviciul marketing
   Preþul unitar al PC-urilor (lei)

   Serviciul desfacere
Numãrul de PC-uri vândute lunar

 Alfa Beta Gama 
Magazinul 1 50 100 80 
Magazinul 2 70 100 40 

La sfârºitul perioadei, serviciul contabilitate doreºte sã aibã o situaþie clarã a
încasãrilor din cele douã magazine, în fiecare dintre cele patru luni.

De exemplu, încasãrile din magazinul 1 în ianuarie au fost de:
50 D 420 + 100 D 350 + 80 D 520 = 97 600 lei

Observãm cã numerele care apar în acest calcul provin din prima linie, respectiv
din prima coloanã a celor douã tabele.

Analog, pentru a calcula încasãrile din magazinul 1 în luna martie, folosim numerele
de pe linia „magazinul 1”  din primul tabel ºi numerele de pe coloana „martie” din al
doilea tabel:
50 D 440 + 100 D 340 + 80 D 510 = 96 800 lei

Putem proceda în acelaºi
mod pentru a calcula încasã-
rile lunare ale fiecãrui ma-
gazin. Rezultatele calculelor
au fost centralizate în tabelul
alãturat.

Ce reprezintã numãrul 80
din primul tabel? Dar numã-
rul 360 din al doilea tabel?

 Explicã modul de calcul
al încasãrilor din luna ianua-
rie în magazinul 1.

Explicã modul în care pro-
cedãm, pentru a afla valoa-
rea vânzãrilor din magazinul
2, în februarie.

Din modul în care se face codificarea, putem deduce cã:
• numãrul de arce ale grafului corespunde numãrului de apariþii în tabel ale lui 1;
• numãrul de arce care pleacã din nodul i corespunde apariþiilor lui 1 pe linia i;
• numãrul de arce care sosesc în nodul j corespunde apariþiilor lui 1 pe coloana j.

 Cum crezi cã se poate
codifica un graf neorientat?

 Completeazã tabelul
încasãrilor lunare cu datele
care mai lipsesc. În ce lunã
s-au obþinut cele mai mari
încasãri?

1. Domnul Popescu a depus mai multe sume de bani la câteva bãnci,
pe timp de 1 an. Ratele dobânzilor anuale ºi sumele depuse sunt
cuprinse în tabelul alãturat.
Ce dobândã totalã va încasa domnul Popescu dupã 1 an?

Suma           3000    4000    2000

Rata dobânzii        20%    15%     17%

2. La o bancã se acordã o dobândã de 15% pentru depunerile pe termen de un an. Organizeazã într-un tabel situaþia
conturilor la începutul ºi la sfârºitul anului pentru: Ana, Dragoº, ªtefan ºi Matei care au depus fiecare 3 400,
6 800, 7 200, respectiv 12 100 lei.

3. a) Care este preþul unui produs achiziþionat de magazinul „Mega“ cu 145 lei, dacã i se aplicã un adaos comercial de 20%?
b) Completeazã tabelul urmãtor ºi reprezintã grafic variaþia preþului de vânzare în funcþie de preþul de achiziþie.

Denumire produs Aparat ras Oală bucătărie Mănuşi menaj Perie păr Trusă voiaj Agrafe 
Preţ achiziţie (lei) 16,50 72,50   19,50  

Preţ de vânzare (lei)   1,80 4,44  1,16 
 4. Magazinul „Calculus“ vinde calculatoare de buzunar.

Foloseºte tabelele pentru a afla încasãrile în fiecare dintre cele douã luni.

Tipul calculatorului CASIO SHARP CITIZEN 
Preţul unitar 35 30 40 

 

Nr. de bucăţi vândute Tipul calculatorului 
Mai Iunie 

CASIO 100 50 
SHARP 200 400 
CITIZEN 250 150 

 

                   Încasări lunare   
 I F M A 

Magazinul 1 97600 98100 96800  
Magazinul 2 85200  85200 83000 
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Analizãm ºi generalizãm!

Matrice ºi operaþii cu matrice

 O matrice în care numãrul
de linii este egal cu numãrul
de coloane se numeºte
matrice pãtraticã. Mulþimea
matricelor pãtratice de tip
(m, m) cu elemente din E, se
noteazã M

m
(E); m se mai

numeºte ºi ordinul acestor
matrice.

Pentru a þine evidenþa vânzãrilor, administratorul unei papetãrii completeazã
sãptãmânal un tabel din care redãm mai jos doar o secvenþã.

 Pixuri Creioane Caiete 
L 300 200 50 
M 150 200 125 
M 225 75 200 
J 89 234 145 
V 200 150 70 

În acest tabel, fiecare element este caracterizat de poziþia lui pe coloanã (vertical
– sortimentul de produse) ºi pe linie (orizontal – ziua din sãptãmâna când s-a efectuat
vânzarea).

Pentru a simplifica scrierea, la matematicã notãm tabelul anterior astfel:
300 200 50
150 200 125
225 75 200
89 234 145

200 150 70

 
 
 
 
  
 

.

Acest tabel se numeºte matrice cu 5 linii ºi 3 coloane.

În general

Fie E o mulþime de numere reale. Vom numi matrice de tipul (m, n) cu elemente din
mulþimea E, orice tabel de forma urmãtoare, în care numerele aij sunt numere din
mulþimea E.

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

 
 
 
  
 

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a
.

 Caracterizeazã poziþia
numãrului 145 în tabelul cu
evidenþa vânzãrilor.

Scrie o matrice de tipul (2, 3)
cu elemente din mulþimea {.

Mulþimea tuturor matricelor de tip (m, n) cu elementele din mulþimea E se noteazã
prin Mm,n(E).

Sã observãm!

P
y

xO

3

2 1
2
3
4
5
6
7
8

A B C D E F G H

Coloana C

Linia
5

X =

3 1 0

–1

2

6

4

–7

8

5

10

–2

Coloana 2

Linia 3

În sistemul ortogonal
de axe, punctul P are
cordonatele (2; 3).

Pe tabla de ºah, pionul
este aºezat pe câmpul
C5.

În matricea X, numãrul
–7 ocupã poziþia (3; 2):
x

3,2
 = –7.

Observã asemãnãri ºi
deosebiri între cele 3 moduri
de raportare, sugerate în
exemplele alãturate. Cât
este x

2,3
 în matricea X?

 Ce este o matrice?

Putem folosi pentru matricea de mai sus ºi notaþia 1
1

( ) i m
j n

A  ija T T
T T

.

Dacã tipul matricei este precizat, putem nota pe scurt ija ( )A .
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 Cum se adunã matricele?

Sã comparãm!
Pentru un studiu statistic, Alina, Dan ºi Silviu au avut de completat un tabel cu

temperaturile înregistrate în oraºul lor, în câteva zile ºi la anumite ore, stabilite ante-
rior. Iatã cum aratã tabelele lor de date:

 L M M J 
800 12°C 10°C 10°C 9°C 
1200 18°C 14°C 15°C 12°C 
1600 16°C 14°C 14°C 10°C 

 L M M J 
800 12°C 10°C 10°C 9°C 

1200 18°C 16°C 15°C 12°C 
1600 16°C 14°C 14°C 10°C 

 

 L M M 
800 12°C 10°C 10°C 

1200 18°C 14°C 15°C 

1600 16°C 14°C 14°C 

 

                             Alina          Dan             Silviu

Observãm cã, deºi înregistreazã temperaturi în acelaºi oraº, la aceleaºi ore ºi în
aceleaºi zile, primele douã tabele nu sunt identice: înregistrãrile fãcute marþi, la ora
1200, nu coincid. De aceea, deºi celelalte date corespund, matricele obþinute de Alina ºi
de Dan nu sunt egale.

Ultimul tabel, completat de Silviu, confirmã înregistrãrile Alinei; Silviu a neglijat
însã sã consemneze temperaturile de joi. De aceea, nici matricele obþinute de Alina
ºi Silviu nu sunt egale.

Ce temperaturã a înre-
gistrat Alina miercuri, la ora
1600? Când a înregistrat Dan
temperatura minimã?

În general

Douã matrice sunt egale dacã au acelaºi numãr de linii ºi de coloane ºi dacã
elementele corespunzãtoare sunt egale.

Altfel spus: matricele 1
1

( )A  ij i m
j n

a T T
T T

 ºi 1
1

( )B  ij i m
j n

b T T
T T

 se numesc egale dacã

aij = bij, pentru orice indici (i, j).

Aflã x ºi y dacã matricele

x 
 
 
1
0 3

 ºi y
 
 
 
1 2
0

 sunt egale.

 Cum definim egalitatea matricelor?

Sã analizãm!
Firma Aqua, care produce trei sortimente de umbrele, îºi desface produsele prin

douã puncte de vânzare. Pentru lunile octombrie ºi noiembrie, situaþia vânzãrilor este
înregistratã în matricele urmãtoare:

214 108 156

312 154 171
 
 
 

81 45 71

92 57 83
 
 
 

primul magazin al doilea magazin

Situaþia vânzãrilor firmei Aqua în cele douã luni, pentru fiecare dintre sortimente,
se obþine adunând termen cu termen matricele date. Matricea astfel obþinutã este
suma matricelor date:

214 108 156 81 45 71 295 153 227

312 154 171 92 57 83 404 211 254
     

      
     

În general

Douã matrice se pot aduna numai dacã sunt de acelaºi tip, adicã au acelaºi
numãr de linii ºi de coloane.

Suma matricelor A = (aij) ºi B = (bij), unde A, B i Mm,n(Z), este matricea
C = (cij) i Mm,n(Z), unde  cij = aij + bij pentru orice indici (i, j).

Notãm C = A + B.

Pentru 1 2 3
0 1 1

X     

ºi 
2 0 4
2 1 0

Y     
,

calculeazã  X + Y ºi  X + X.

Explicã ce reprezintã fie-
care numãr din matricele ce
conþin situaþia vânzãrilor de
umbrele.
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Sã aplicãm!
Într-un sistem de axe ortogonale, orice vector corespunde unei

matrice de tip (2; 1), care exprimã descompunerea vectorului dupã
cele douã axe.

De exemplu, pentru vectorii din imagine, putem scrie:

2 1,
3 2

OP OQ          

 
.

Dacã OS OP OQ 
  

, coordonatele lui S se obþin adunând matricele termenilor:

2 1 3

3 2 1
     

           
.

Deci S este punctul de coordonate (3; 1).

P
y

xO

3

2

–2

1

S

Q

i


 Cum definim produsul dintre o matrice ºi un scalar?

Sã ne amintim!

Pentru vectorii din figura din dreapta, egalitatea 2 OP OA 
 

 se scrie matriceal:

2 4
2

3 6
   
    
   

.

Observãm cã elementele celei de-a doua matrice s-au obþinut din elementele
corespunzãtoare ale primei matrice, prin înmulþire cu 2.

2v

v –1,5·v

P

y

xO

3

2

A

v

2v

În general

Prin înmulþirea unei matrice cu un numãr real se obþine o matrice de acelaºi tip cu
matricea iniþialã.

Produsul matricei A = (aij) i Mm,n(Z) cu numãrul real  este matricea
P = (pij) i Mm,n(Z), unde pij =  · aij pentru orice indici (i, j).

Notãm: P =  · A.

 Exprimã în coordonate

suma vectorilor v    
 

1
4

 ºi

w    
 
3
1

. Verificã prin desen

corectitudinea calculelor.

 Deseneazã un vector u


,
apoi reprezintã grafic vectorii:

u, u u  
  

2 (–2) , 0 .

 Fie   
 
1 1
0 1

A . Determinã

 Ce relaþie existã între adunarea matricelor ºi înmulþirea cu scalari?

Sã comparãm!

Dacã a este un numãr real, atunci a + a + a = 3 · a.

Aceastã relaþie se pãstreazã dacã a


 este un vector în plan: a a a a     
3 · .

Observãm cã, în exemplele anterioare, este evidenþiatã o legãturã între adunare
(de numere sau de vectori) ºi înmulþire cu numere naturale. Aceastã proprietate rãmâne

valabilã ºi pentru operaþiile cu matrice: pentru orice matrice 
m n

M Z
,

( )A  ºi orice

numãr natural r, avem r    ...
r termeni

A A A A .

Sã aplicãm!

Fie 
1 2 0

1 0 3
X

 
   

 ºi 
2 1 1

0 1 0
Y

 
  
 

.

Atunci 3 1 1 3 6 0, 3
1 1 3 3 0 9

X Y X                
.

j


În afarã de adunarea vectorilor, am mai definit
o operaþie importantã: înmulþirea unui vector cu
un numãr real.

o matrice M Z
2
( )X  astfel

încât X = 3 · A.
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DE LA oraº     sat

MERG LA
oraº

sat

0,8      0,3

0,2     0,7
= A

DE LA oraº     sat

MERG LA
oraº

sat

0,85     0,25

0,15     0,75
= B

0,8 0,3 0,85 0,25 (0,85 0,8 0,25 0,2) (0,85 0,3 0,25 0,7)
0,2 0,7 (0,15 0,8 0,75 0,2) (0,15 0,3 0,75 0,7)0,15 0,75

                                                   



u
u

u u r r u ru
r u r u rrr

. Putem deci descrie variaþia de populaþie, între momentul actual ºi 2015, prin
matricea:

0,85 0,8 0,25 0,2 0,85 0,3 0,25 0,7

0,15 0,8 0,75 0,2 0,15 0,3 0,75 0,7
C

      
        

.

Ce legãturã este între matricea C ºi matricele A ºi B?
Observãm cã în formula de calcul a fiecãrui element din C apar elementele unei

linii a matricei B ºi a unei coloane a matricei A.

Spunem cã matricea C este produsul matricelor B ºi A.

 Cum definim produsul a douã matrice?

Sã analizãm!
Pentru urmãtorii ani, specialiºtii în demografie apreciazã cã structura populaþiei

României se va modifica astfel:
Pânã în 2010: 20% din populaþia urbanã se va muta la sat, iar 30% din populaþia

ruralã va pleca la oraº.
Între 2010 ºi 2015: 15% din populaþia urbanã se va muta la sat, iar 25% din populaþia

ruralã se va muta la oraº.

Sã presupunem cã populaþia întregii þãri nu variazã în perioada analizatã. Fie u ºi
r populaþia urbanã, respectiv ruralã, în acest moment. Variaþia de populaþie urbanã ºi
ruralã va fi, conform previziunilor:
2010: urban: 0,8 · u + 0,3 · r

rural: 0,2 · u + 0,7 · r
2015: urban: 0,85 · (0,8 · u + 0,3 · r) + 0,25 · (0,2 · u + 0,7 · r) =

= (0,85 · 0,8 + 0,25 · 0,2) · u + (0,85 · 0,3 + 0,25 · 0,7) · r
rural: 0,15 · (0,8 · u + 0,3 · r) + 0,75 · (0,2 · u + 0,7 · r) =

= (0,15 · 0,8 + 0,75 · 0,2) · u + (0,15 · 0,3 + 0,75 · 0,7) · r

Putem organiza aceste date cu ajutorul matricelor astfel:
• notãm sintetic:

Explicã de unde provin
coeficienþii 0,8 ºi 0,3, din
estimarea fãcutã pentru
populaþia ruralã în 2010.

11

modul de variaþie
pânã în 2010

modul de variaþie
pânã în 2015

• exprimãm matriceal variaþia de populaþie urbanã ºi ruralã:

Ce semnificaþie au u ºi
r, în exprimarea matricealã
a variaþiei de populaþie?

12

0,85 0,25

0,15 0,75
 
 
 

 ºi 
0,8 0,3 0,85 0,8 0,25 0,2 0,85 0,3 0,25 0,7

0,2 0,7 0,15 0,8 0,15 0,2 0,15 0,3 0,75 0,7

        
           

.

În general

Fie ( )X  ijx  o matrice de tip (m, n) ºi Y = (yij) o matrice de tip (n, p).

Produsul matricelor X ºi Y (în aceastã ordine!) este matricea Z = (zij), de tip (m, p),
unde zij = xi1 · y1j + xi2 · y2j + ... + xinynj, pentru orice pereche de indici (i, j).

Notãm Z = X · Y.

 Numãrul de linii ale ma-
tricei X · Y este egal cu nu-
mãrul de linii ale matricei X.
Numãrul de coloane ale
matricei X · Y este egal cu
numãrul de coloane ale
matricei Y.
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• procedãm la fel cu a doua linie a lui X:

 
           
 
 
 
           
 
 

1

(0 5 4) 1 0 1 5 ( 1) 4 3 7

3

6

(0 5 4) 2 0 6 5 ( 2) 4 5 10

5

• în final, obþinem: 
10 14 25 0

7 26 10 11
X Y

 
    

Calculeazã

1 2
1 5

0 3
2 01 4

 
       

 
.

 Ce proprietãþi au operaþiile cu matrice?

Sã analizãm!
ªtim cã operaþia de adunare a vectorilor este asociativã, este comutativã ºi admite

element neutru.
Prin raportare la un sistem de axe ortogonale, orice vector din plan corespunde

unei matrice de tip (2; 1), astfel cã suma a doi vectori corespunde matricei sumã.
Este oare adevãrat cã proprietãþile adunãrii vectorilor, enumerate mai sus, se

regãsesc la adunarea matricelor?
Pentru a rãspunde, este util sã considerãm un exemplu.

Fie 2,3

1 5 0 4 0 7 2 3 4
, , ( )

1 3 4 5 6 1 8 5 0
A B C

     
              

ZM .

1 4 ... ... 4 1 ... ...

... 3 6 ... ... 6 3 ...
A B B A

    
           

.

1 4 ... ... (1 4) 2 ... ...
( )

... 3 6 ... ... (3 6) 5 ...
A B C C

     
             

1 (4 2) ... ...
( )

... 3 (6 5) ...
A B C

  
      

Calculãm produsul matricelor 
2 1 3

0 5 4
X

 
  
 

 ºi 
1 0 6 0

1 2 2 3

3 4 5 1

Y
 
     
 
 

.

Matricea X · Y are douã linii ºi patru coloane. Pentru a calcula X · Y:
• înmulþim pe rând prima linie a lui X cu coloanele lui Y:

Sã aplicãm!

Explicã modul în care au
fost calculate toate elemen-
tele matricei X · Y din exem-
plul alãturat.

Atenþie! Putem calcula produsul a douã matrice doar dacã numãrul de coloane
ale primei matrice este egal cu numãrul de linii ale celei de-a doua matrice.

13

1

(2 1 3) 1 2 1 1 ( 1) 3 3 10

3

0

(2 1 3) 2 2 0 1 2 3 4 14

4

 
           
 
 
 
         
 
 

Ce ar putea însemna
pãtratul unei matrice A? În ce
caz s-ar putea calcula
matricea A2?

14

Efectueazã toate calcu-
lele ºi convinge-te cã egalitã-
þile din exemplul alãturat sunt
corecte.

15

17

Justificã geometric aso-
ciativitatea operaþiei de adu-
nare a vectorilor. Cine este
elementul neutru pentru
adunarea vectorilor?

16

10 14 ... ... 
 
 

10 14 25 0

7 ... 10 ...
 
 
 
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Înmulþirea matricelor este o operaþie mai complicatã ºi de aceea are nevoie de o
discuþie mai amplã.

Sã observãm mai întâi cã înmulþirea matricelor devine o operaþie algebricã doar
dacã ne restrângem la matricele pãtratice de ordin fixat. Pentru a determina ce
proprietãþi are aceastã operaþie, este util sã considerãm câteva exemple.

Fie 
3 1 5 0 1 1

, ,
2 4 1 7 2 0

A B C
     

            
.

1. Studiem comutativitatea înmulþirii:

3 1 5 0 3 5 1 ( 1) ... 14 7

2 4 1 7 ... ... 6 28
A B

          
                  

5 0 3 1 ... 5 1 0 4 15 5

1 7 2 4 ... ... 11 27
B A

         
                  

Observãm cã, pentru exemplul dat,   A · B @ B · A.

Verificãm alte douã produse. Observãm cã 
 

    
 

1 3

6 2
A C C A .

În concluzie, dacã schimbãm ordinea factorilor unui produs de matrice pãtratice,
uneori rezultatul se pãstreazã, alteori obþinem rezultate diferite.

2. Studiem asociativitatea înmulþirii:

14 7 1 1 0 14
( )

6 28 2 0 50 6
A B C

     
         

     

3 1 5 5 0 14
( )

2 4 15 1 50 6
A B C

     
              

.

Observãm cã (A · B) · C = A · (B · C).
Verificãm alte produse. Obþinem, de exemplu:

       
 

5 15( ) ( )
44 11

B A C B A C .

Dacã X ºi Y sunt douã
matrice, putem efectua
produsele  X · Y  ºi  Y · X
doar dacã X ºi Y sunt matrice
de acelaºi ordin.

Dacã 
1 0 1
0 1 1
1 1 0

X
 
 
 
 

 ºi

0 1 1
1 1 0
1 1 1

Y
 
 
 
 

, calculeazã

X · Y ºi Y · X, apoi comparã
rezultatele obþinute.

18

Gãseºte numere reale ne-
nule x, y, z, t, diferite între ele,
astfel încât x : y @ y : x, dar
z : t = t : z.

19

Fie 
0 0 0

0 0 0
O

 
  
 

 matricea de tip (2; 3) în care toate elementele sunt egale cu

zero. Atunci 
1 0 ... ...

... 3 0 ...
A O A

 
    

.

În calculele de mai sus, am completat doar o parte dintre elementele matricelor
obþinute prin adunare. Ne putem însã convinge imediat cã egalitãþile sunt, într-adevãr,
corecte.

În toate aceste calcule am folosit, de fapt, proprietãþile adunãrii pe Z. De fiecare
datã când adunãm matrice de acelaºi tip, calculele se reduc la operaþii cu numere
reale. Ca urmare, putem afirma cã proprietãþile adunãrii matricelor evidenþiate mai
sus sunt universal valabile.

În general

Adunarea matricelor defineºte pe Mm,n(Z) o operaþie algebricã asociativã ºi
comutativã. Adunarea admite ca element neutru matricea nulã, adicã matricea
O i Mm,n(Z), în care toate elementele sunt egale cu zero.

Calculeazã
C ·(B · A) ºi (C · B) ·A.

20
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 Ce legãturã existã între adunarea ºi înmulþirea matricelor?

Sã comparãm!
În calculele cu numere reale folosim distributivitatea

înmulþirii faþã de adunare: pentru orice a, b, c i Z avem
a · (b + c) = a · b + a · c.

Aceastã proprietate ne permite sã efectuãm mai uºor unele calcule, prin utilizarea
factorului comun. De exemplu:

23 · 6 + 23 · 4 = 23 · (6 + 4) = 230

       
      

11 (1 2 3 4)11 22 33 44 11
111 222 333 444 111 (1 2 3 4) 111 .

Operaþiile de adunare ºi de înmulþire au fost definite însã ºi pentru matrice pãtratice
de acelaºi ordin. Se pãstreazã oare ºi în acest caz proprietatea de distributivitate a
înmulþirii faþã de adunare?

Scrie matricea I
4
.21

= +a
b c b c

a a
Explicã geometric distri-

butivitatea, folosind figura
alãturatã.

22

Sã demonstrãm!
Dacã A, B, C i M

2
(Z), atunci

A · (B + C) = A · B + A · C  ºi  (B + C) · A = B · A + C · A.

Fie 1 2 1 2 1 2

3 4 3 4 3 4

, , .A B C            
     

a a b b c c
a a b b c c

 Atunci

1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 3 3

3 4 3 3 4 4

( ) ( ) ...
( )

... ...
A B C

                         
a a b c b c a b c a b c
a a b c b c

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 3 1 1 2 3

3 4 3 4 3 4 3 4

... ...
... ... ... ...

A B A C
                               

           
a a b b a a c c a b a b a c a c
a a b b a a c c

Deoarece  a
1
 · (b

1
 + c

1
) + a

2
 · (b

3
 + c

3
) = (a

1
b

1
 + a

2
b

3
) + (a

1
c

1
 + a

2
c

3
),  deducem cã

A · (B + C) = A · B + A · C.
Analog se demonstreazã a doua egalitate din enunþ.

Completeazã spaþiile
marcate prin ... în demon-
straþia alãturatã, apoi verificã
egalitãþile din enunþ.

23

 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

I
 
 
 
 

În general

Înmulþirea matricelor defineºte pe Mn(Z) o operaþie algebricã asociativã ºi
necomutativã.

Înmulþirea matricelor de ordin n admite ca element neutru matricea unitate, adicã
matricea I

n
 i Mn(Z) în care toate elementele de pe diagonala principalã sunt egale cu

1, iar restul elementelor sunt egale cu 0.

3. Observãm ce proprietãþi are înmulþirea cu matricea unitate.

Fie 
 

  
 

2

1 0

0 1
I  matricea pãtraticã de ordinul 2 în care elementele de pe diagonala

principalã sunt egale cu 1, iar restul elementelor sunt egale cu 0. Atunci

     
         

     
2

3 1 1 0 3 1

2 4 0 1 2 4
A I A

2

1 0 5 0 5 0

0 1 1 7 1 7
I B B

     
               

Exemplele de mai sus nu reprezintã o demonstraþie. Putem afirma totuºi cã
proprietãþile evidenþiate sunt valabile pentru calculele cu matrice arbitrare.
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1. Determinã numerele x, y ºi z astfel încât

1 31 0
1 0 1 0 1

          
x zx

y
.

2. a) Scrie douã matrice X ºi Y din M
3
(m), care au pe

fiecare linie ºi pe fiecare coloanã exact câte un ele-
ment nenul.
b) Calculeazã  X + Y  ºi  X · Y.

3. Observã desenul, apoi descrie
matriceal egalitatea:

 
  
OA OB OC .

Exerciþii ºi probleme

4. Fie X, Y i M
3
(Z). Notãm X  matricea obþinutã din

X, prin înmulþirea tuturor elementelor primei linii cu
2. Ce relaþie existã între matricea  X · Y  ºi matricea

X Y ?

5. Pentru  
   

1 1

1 0
A  ºi 

 
  
 

3 3

0 1
B , calculeazã:

A + B;  3 · A;  3 · A + 2 · B;  A · B;
A · B + B · A;  A2;  B2.

6. Aflã numãrul real a dacã

2
2 0 1 2 5

0 3
4 1 3 7 11

1 1

 
            

 

a
.

7. Verificã pe câteva exemple dacã formula
X 2 – Y 2 = (X – Y) · (X + Y) este valabilã pentru
X, Y i M

2
(Z).

8. Fie O i M
2
(Z) matricea nulã. Demonstreazã cã

O · X = O, pentru orice X i M
2
(Z).

9. Notãm 

 
   
 
 

0 1 1

0 0 2

0 0 0

A . Demonstreazã cã A3 = O.

10. Fie X, Y, Z i M
2
(Z). Notãm (Y | Z) matricea de tip

(2; 4), în care scriem mai întâi coloanele lui Y, apoi
coloanele lui Z. Demonstreazã cã
X · (Y | Z) = (X · Y | X · Z).

11. Notãm 

    
        
   
   

3 0 0 1 3 2

0 3 0 , 0 4 1

0 0 3 1 1 0

T A .

a) Calculeazã T · A.
b) Dacã X i M

3
(Z) este o matrice oarecare, aratã cã

T · X = 3 · X.

12. Se considerã matricea    
 
1 2
0 3

A .

a) Calculeazã A2, A3, A4.
b) Observã rezultatele obþinute, apoi propune o
formulã generalã de calcul pentru An. Verificã for-
mula pentru n = 5.

13. Fie    
 
1 0
1 1

A  ºi 
x y   

 1 2
B . Determinã x ºi y

astfel încât A · B = B · A.

14. Pentru o matrice pãtraticã n ZM ( )X  notãm Tr(X)
suma elementelor de pe diagonala principalã.
(Prescurtarea Tr provine din cuvântul „trace”, care
înseamnã în limba englezã „urmã”.)

De exemplu, dacã 
 
  
  

1 2 4
1 5 0

3 2 7
X , atunci

Tr(X) = 1 + 5 + 7 = 13.

a) Calculeazã Tr(Y), pentru     
2 1
1 3

Y .

b) Alege douã matrice pãtratice X ºi Y, de ordinul 3,
ºi verificã egalitãþile:
Tr(X + Y) = Tr(X) + Tr(Y); Tr(5 · X) = 5 · Tr(X);
Tr(X · Y) = Tr(Y · X).
c) Demonstreazã proprietãþile de la punctul b) în
cazul unor matrice pãtratice X ºi Y de ordinul n,
dacã X este o matrice arbitrarã, iar Y are doar
elementul de pe poziþia (i; j) nenul.

15. Fie 
           

ZM2
1 2 1 1, ( )
3 4 2 3

X Y . Verificã

dacã      2 2 2( ) 2X Y X X Y Y .

16. Ce condiþii îndeplinesc, x, y, z, t i Z, dacã
x y y t
z t x z

       
    2O ?

1

1

1
y

x

z

A C

O B

În general
În operaþiile cu matrice pãtratice, putem folosi distributivitatea înmulþirii faþã de

adunare: pentru orice matrice A, B, C i Mn(Z), avem
A ·(B + C) = A · B + A · C   ºi   (B + C) · A = B · A + C · A.

Explicã de ce, în opera-
þiile cu numere reale enun-
þãm o singurã condiþie privind
distributivitatea înmulþirii faþã
de adunare, în timp ce pentru
operaþiile cu matrice avem
douã astfel de condiþii.

24
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Aplicãm ºi dezvoltãm!

Utilizarea matricelor în practicã

Matricele ºi operaþiile cu matrice nu sunt importante doar pentru matematicã.
Multe situaþii cotidiene pot fi exprimate mai uºor matriceal.

 Cum folosim operaþiile cu matrice în rezolvarea unor probleme practice?

Exemplu
Angajaþii unei firme de construcþii au fost solicitaþi

de câteva ori sã lucreze peste program sau în zilele de
week-end. Directorul firmei a decis ca, în aceste cazuri,
angajaþii sã fie plãtiþi cu 20 lei/orã, faþã de 10 lei/orã cât
ar fi câºtigat în cadrul programului normal de lucru. La
aceastã firmã, plata se face sãptãmânal, dar actele
contabile se întocmesc la sfârºitul lunii. La sfârºitul
primei sãptãmâni, contabilitatea a primit situaþia din
tabelul alãturat.

Drepturile salariale pentru prima sãptãmânã pot fi calculate
înmulþind, pentru fiecare angajat, numãrul de ore din programul
normal cu 10 ºi numãrul de ore suplimentare cu 20. Putem
formaliza acest calcul folosind operaþii cu matrice. Mai precis,
drepturile salariale pot fi calculate efectuând produsul alãturat.

Aceeaºi regulã a fost pãstratã în a doua sãptãmânã. Situaþia numãrului de ore
lucrate este prezentatã în tabelul urmãtor, iar serviciul contabil a calculat drepturile
salariale efectuând produsul matricelor de mai jos.

 
 
  

Program  
normal 

Ore  
suplimentare 

Popescu 40 5 
Ionescu 40 15 
Georgescu 20 0 
Marinescu 36 7 
Constantinescu 40 10 

 

Ore lucrate 
Nume 

 
 
 

Program  
normal 

Ore  
suplimentare 

Popescu 40 20 
Ionescu 0 0 
Georgescu 20 5 
Marinescu 36 10 
Constantinescu 40 5 

 

Ore lucrate 
Nume 

Patronul firmei a vrut sã verifice corectitudinea înregistrãrilor contabile. El a
procedat însã altfel: a totalizat mai întâi orele lucrate de fiecare angajat în programul
normal, respectiv ca ore suplimentare ºi apoi a calculat drepturile salariale totale:

   
   

            
      
   

40 5 40 20
40 15 0 0

10( )20 0 20 5
20

36 7 36 10
40 10 40 5

La sfârºit, se obþine acelaºi rezultat, deoarece înmulþirea matricelor este distributivã
faþã de adunare:  X · Z + Y · Z = (X + Y) · Z.

 Cum poþi exprima matri-
ceal numãrul total de ore
lucrate de fiecare angajat?

 
 
          
 
 
 

40 5

40 15
10

20 0
20

36 7

40 10

 
 
          
 
 
 

40 20

0 0
10

20 5
20

36 10

40 5

 Explicã de ce drepturile
salariale sãptãmânale ale
angajaþilor firmei pot fi calcu-
late efectuând un produs de
matrice.

 Cum ar fi trebuit organizate
calculele, dacã muncitorii ar
fi fost plãtiþi cu 10 lei/orã
pentru zilele normale de
lucru, cu 15 lei/orã pentru
orele suplimentare din timpul
sãptãmânii ºi cu 20 lei/orã
pentru orele lucrate în week-
end?

  Calculeazã în douã
moduri drepturile salariale
ale angajaþilor firmei de
construcþii, în cele douã
sãptãmâni ºi verificã dacã
obþii aceleaºi rezultate.
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Exemplu
Graful din figura de mai jos corespunde urmãtoarei matrice:

 
 
 
 
 
 
 
 

0 1 0 1 0

1 0 1 0 1

0 1 0 0 0

1 0 0 0 1

0 1 0 1 0

A

Vrem sã interpretãm numerele ce apar în matricea  B = A2  ºi sã deducem proprietãþi
ale grafului dat. Sã calculãm, de exemplu, numãrul de pe poziþia (2; 4) din B; conform
definiþiei, acesta este egal cu:

b
2,4

 = a
2,1

 · a
1,4

 + a
2,2

 · a
2,4

 + a
2,3

 · a
3,4

 + a
2,4

 · a
4,4

 + a
2,5

 · a
5,4

Observãm cã termenii sumei anterioare pot fi doar 0 sau 1.
Termenul  a

2,i · ai,4  este egal cu 1 dacã ºi numai dacã  a
2,i = ai,4 = 1. Dar aceastã

condiþie este echivalentã cu urmãtoarea condiþie: în graful dat, existã muchii între
nodurile 2 ºi i, respectiv i ºi 4. De aceea, b

2,4
 reprezintã numãrul de drumuri de

lungime 2 între nodurile 2 ºi 4.
Analog, numerele ce apar în matricea A3 precizeazã câte drumuri de lungime 3

existã între douã noduri date ale grafului, numerele din A4 precizeazã câte drumuri de
lungime 4 existã între douã noduri ale grafului, ºi aºa mai departe.

3

2

5
1

4

 Calculeazã matricea A2,
unde A este matricea
alãturatã. Aratã astfel cã între
nodurile 1 ºi 5 existã douã
drumuri de lungime 2. Câte
circuite de lungime 3 are
graful dat?

2. Asociazã o matrice grafului din figura alãturatã, apoi aflã câte drumuri de lungime 2
are acest graf.

Exerciþii ºi probleme

Martie Aprilie  

Program normal Ore suplimentare Program normal Ore suplimentare 

Mihai 160 20 150 15 
Gigi 160 0 160 10 
Ştefan 0 0 160 5 
Sandu 80 4 85 10 

 

Ore lucrate 

Nume 

1. La un service auto, contabilitatea a sintetizat în tabele numãrul de ore lucrate, dupã cum urmeazã:

Fiecare orã din programul normal se plãteºte cu 15 lei, iar ora suplimentarã cu 20 lei. Calculeazã în douã moduri,
cu ajutorul matricelor, sumele totale încasate de cãtre angajaþi în cele douã luni.

3. Se dã matricea 

 
 
 
 
 
 
 
 

0 1 0 0 1

1 0 1 1 1

0 1 0 0 1

0 1 0 0 1

1 1 1 1 0

. Asociazã acestei matrice un graf adecvat.

Ce ordine au nodurile grafului? Verificã dacã ai desenat corect, calculând ordinele nodurilor doar pe baza elementelor
matricei.

1

2
3

4
5 7

6
8

9

 Explicã modul în care unui
graf i se asociazã o matrice.

 Cum determinãm drumuri în grafuri?

Un graf poate fi descris cu ajutorul unei matrice. Putem folosi matricea asociatã
pentru a determina ºi alte proprietãþi ale grafului.
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1. Calculeazã: 
   

     
      

1 2 0 2 1 1
1 0 1 1 1 1

3 1 2 0 1 0
 .

2. În cadrul unui sondaj de opinie, au fost adresate elevilor dintr-un liceu întrebãrile:
a) cât timp aloci zilnic pentru tema la matematicã?
b) câte ore petreci zilnic în faþa calculatorului?
Sondajul a fost realizat de trei elevi, care au prezentat rezultatele obþinute sub forma tabelelor urmãtoare:
Ana

Bogdan

Camelia

Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã identific situaþii practice care necesitã asocierea unor date cu reprezentarea lor matricealã
 sã aplic algoritmi de calcul cu matrice
 sã descriu matriceal modalitãþi de calcul în situaþii cotidiene
 sã interpretez rezultatele obþinute prin calcul matriceal?

Lecturã

Timp  
Întrebare 

0 – 0,5 h 0,5 – 1 h 1 – 1,5 h  1,5 – 2 h > 2 h 

a) 15 12 3 1 0 
b) 5 20 2 3 1 

 

De-a lungul timpului, matematicienii au cãutat modalitãþi de a exprima cât mai sintetic calcule abstracte complexe.
O notaþie simplã ºi clarã simplificã ºi clarificã la rândul ei întregul raþionament.

Noþiunea de matrice intervine în studiul sistemelor de ecuaþii liniare. Ea a fost introdusã de matematicianul englez

Arthur Cayley (1821- 1895) în 1858. În 1913, C. E. Cullis propune notaþia  1
1

[ ]ij i m
j n

a T T
T T

, iar în 1919, la sugestia lui M. Bôcher,,

s-a introdus notaþia 1
1

( )ij i m
j n

a T T
T T

.

4. Bucãtarul restaurantului „Poftã bunã!“ dispune de douã
reþete pentru un anumit fel de mâncare. El a înregistrat
cantitãþile ingredientelor necesare în tabelul din dreapta,
în care unitãþile de mãsurã sunt cele standard.
Pentru aprovizionare, directorul restaurantului a cerut la
trei firme comerciale oferte de preþuri. Acestea sunt
înregistrate în tabelul alãturat.
Foloseºte calculul matriceal pentru a determina costul
realizãrii fiecãrei reþete, în cazul aprovizionãrii din unul
dintre aceste magazine.

Fãinã Ulei Roºii Paste Sare

Reþeta I

Reþeta II

0,4

0,3

0,1

0,1

2

3

1

1,2

0,05

0,06

Fãinã Ulei Roºii Paste Sare

12

14

13

35

34,5

36

30

31

29

14

15

16

2

2

2

Magazin 1

Magazin 2

Magazin 3

Exprimã matriceal rezultatele totale ale sondajului.

3. Transpune într-o matrice datele repre-
zentate prin graficul cu bare de mai jos.

Timp  
Întrebare 

0 – 0,5 h 0,5 – 1 h 1 – 1,5 h  1,5 – 2 h > 2 h 

a) 17 20 5 4 2 
b) 8 24 10 5 1 

 
Timp  

Întrebare 
0 – 0,5 h 0,5 – 1 h 1 – 1,5 h  1,5 – 2 h > 2 h 

a) 13 20 11 1 1 
b) 21 15 2 4 4 

 



82

Calcul numeric

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. (–1) · (–2) + 0 · 2 = ...
a) 4; b) 0; c) 2; d) –2

Ecuaþii ºi
sisteme

Unitatea de învãþare 6

Test iniþial de autoevaluare

2. –(–1) · (–2) · (–3) + 1 · 2 · 3 = ...
a) 12; b) 0; c) –6; d) 6.

Calcul algebric

4. Rezolvã sistemul: 3 1
2 0
 

  
x y

x y
.

5. a) Reprezintã grafic, în acelaºi sistem de axe, mulþimile de soluþii ale ecuaþiilor:
x – y = 0, respectiv x + y = 4.

b) Foloseºte reprezentarea graficã de la punctul a) pentru a rezolva sistemul

 0
4

 
 

x y
x y

.

Elemente de
geometrie

6. Exprimã printr-o formulã:
a) aria unui pãtrat cu latura l;
b) volumul unui cub cu latura t;
c) soluþia ecuaþiei a · x + b = 0 (a @ 0);
d) soluþiile ecuaþiei x2 + mx + 11 = 0.

7. Calculeazã ariile figurilor desenate.

a) b) c)

3. Care dintre urmãtoarele perechi de numere sunt soluþii ale sistemului  3
2 0
 
 

x y
x y ?

a) (2; 1); b) (2; 4); c) (0; 3); d) (1; 2)

8. Precizeazã care dintre punctele marcate pe desen se gãsesc:
a) pe dreapta AB; b) pe dreapta CE;
c) în interiorul triunghiului AHI; d) în interiorul unghiului HCI.

3

7

3

5 4

3

2

A

C
D

E F G

H
J

B

I
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 Explicã de ce sistemele
(S) ºi (S) sunt echivalente.

Rezolvarea sistemelor de ecuaþii liniare se poate face prin mai multe metode. În
oricare dintre acestea se urmãreºte, însã, transformarea sistemului dat într-un sistem
echivalent cu el, astfel încât ecuaþiile noului sistem sã devinã mai simple.

De exemplu, sistemul:  (S)  x y
x y
 
  

3 4 9
3 6

  este echivalent cu:  (S)  x y
y

 


3 4 9
3 15

Observãm cã S se poate rezolva imediat, deoarece este un sistem „în scarã” în
care a doua ecuaþie a sistemului are o singurã necunoscutã. În general, putem
transforma un sistem de ecuaþii liniare într-un sistem echivalent cu el, de tip scarã.
Aceastã metodã de rezolvare este atribuitã matematicianului german Karl Gauss.

Exemplul 1

Considerãm sistemul: 
2 1

3 3 5 4
4 3 2

     
    

x y z
x y z

x y z

Pentru a transforma sistemul dat într-un sistem scarã, putem proceda astfel:

Pasul 1: Înmulþim ecuaþiile cu numere nenule, alese convenabil, astfel încât
coeficienþii lui x sã devinã egali:

2 1 |·6 12 6 6 6
3 3 5 4 |·(–4) 12 12 20 16

12 3 9 64 3 2 |·3

                
         

x y z x y z
x y z x y z

x y zx y z

Ne amintim ºi explorãm!

Rezolvarea sistemelor prin reducerea „în scarã”

Determinanþi ºi sisteme liniare

Pasul 2: Scãdem prima ecuaþie din celelalte douã; în acest fel, obþinem sistemul

echivalent: 
12 6 6 6

18 26 22
9 15 12

      
    

x y z
y z

y z

Pasul 3: Procedãm la fel cu ultimele douã ecuaþii ale sistemului, urmãrind termenii
care conþin necunoscuta y:

12 6 6 6 12 6 6 6 12 6 6 6
118 26 22 | 9 13 11 9 13 11
29 15 12 9 15 12 2 1

                            
              

x y z x y z x y z
y z y z y z

y z y z z

Pasul 4: Aflãm succesiv necunoscutele sistemului, pornind de la ultima ecuaþie
spre prima:

    
z

z

  



2 1
1
2

   

y

y

   

 

19 13 11
2

35
18

 
x

x

    



35 112 6 6 6
18 2

11
9

Karl Friedrich Gauss
(1777-1855)

 Pasul 2 realizeazã prima
„treaptã” a scãrii.

 Pasul 3 construieºte a
doua „treaptã” a scãrii.

Rezolvã acelaºi sistem,
construind o „scarã” de forma
celei din desen.

 

Pentru aceasta, începe
prin a reduce variabila z.

În exemplul dat, pentru „a
reduce” necunoscuta x, s-a
obþinut coeficientul comun
12. Ce coeficient comun ar
trebui obþinut pentru a-l re-
duce pe y? Dar pe z?
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1. Scrie un sistem de 3 ecuaþii cu 3 necunoscute care admite ca soluþie tripletul:
a) (1; 2; – 3); b) (0; 1; 2); c) (1; 0; 2); d) (0,2; 0,5; 0).

2. În sistemul de mai jos, înmulþeºte convenabil pentru a reduce:
a) mai întâi necunoscuta x; b) mai întâi necunoscuta y; c) mai întâi necunoscuta z.

2 3 1
33 8 6
4

6 6 7 12

  
   
   

x y z

x y z

x y z

.

3. Rezolvã prin metoda lui Gauss sistemele urmãtoare:

a) 
1

2
3

    
 

x y z
y z
z

; b) 
2 2
4 3 1 0
5 2 4

     
  

x y z
y z
y z

; c) 
3 2 6
6 4 3 17
3 6 4

     
   

x y z
x y z
x y z

;

d) 
2 2 3 7
3 5 4 3
7 4 5 8

     
   

x y z
x y z
x y z

; e) 

2 3 1
3 2 3 2 1
2 2 3 1

   
   
    

x y z
x y z
x y z

; f) 
2 5 7 0
3 2 5 3 7 14
5 3 5 2 7 6

   
   
   

x y z
x y z
x y z

.

4. Aplicã metoda lui Gauss pentru sistemele urmãtoare. Ce observi?

a) 
3 4 0

2 2 0
3 6 0

     
   

x y z
x y z
x y z

; b) 
3 4 2 2

3 6
6 8 4 4

     
   

x y z
x y z
x y z

; c) 
3 2 6

2 6 4 3
3 9 6 5

     
   

x y z
x y z
x y z

.

5. Aplicã metoda reducerii în scarã pentru a rezolva sistemele:

a) 

2 3 1
2 2

2 3
3 4

   
    
    

   

x y z t
x y z t
x y z t
x y z t

; b) 

2 1
3 3 0
2 2 1

2

    
   
    

   

x y z t
x y t

y z t
x y z t

;

Exemplul 2

Exerciþii ºi probleme

 A doua ecuaþie a siste-
mului nu conþine variabila x,
deci nu este nevoie sã fie
modificatã!

Rezolvã sistemul dat prin
metoda lui Gauss, scriind
variabilele ecuaþiilor în ordi-
nea y, x, z.

Sã rezolvãm prin metoda lui Gauss sistemul:   
3 1

2 2
3 0

    
   

y z
x y z
x y z

.

Observãm cã prima ecuaþie nu conþine variabila x. De aceea, pentru a aplica
metoda lui Gauss, avem douã posibilitãþi: ori schimbãm ordinea ecuaþiilor, ori
schimbãm ordinea necunoscutelor!

Sã alegem prima variantã:

3 0 | 2 2 2 6 0 2 2 6 0
3 1 ... 3 1 3 1

2 2 3 7 2 8 1

                       
         

x y z x y z x y z
y z y z y z

x y z y z z

În general

Un sistem de ecuaþii liniare se poate rezolva prin metoda lui Gauss. Pentru aceasta
reducem necunoscutele sistemului, obþinând un sistem „scarã”, echivalent cu cel iniþial.
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Analizãm ºi generalizãm!

Sisteme ºi determinanþi

 Cum se obþin formulele de calcul pentru soluþiile unor ecuaþii sau
sisteme?

Sã analizãm!

Considerãm ecuaþia  3x2 + 7x + 2 = 0.
Putem rezolva aceastã ecuaþie prin descompunerea membrului stâng într-un produs.
3x2 + 7x + 2 = 0

 În formula de rezolvare a
ecuaþiilor de gradul al doilea
apare numãrul  = b2 – 4ac.
Formula se poate aplica
doar dacã  U 0.

6x x

(3x2 + 6x) + (x + 2) = 0
3x(x + 2) + (x + 2)  = 0
(x + 2)(3x + 1)        = 0

3x2 + 7x + 2 = 0 | · 3
9x2 + 21x + 6 = 0

 x x   2 49 259 21 0
4 4

 x  
27 253

2 4

x 7 53 +
2 2

   sau

x   7 53
2 2

x   1
3    sau

x  = –2

ax2 + bx + c = 0 | · a, (a @ 0)
a2x2 + abx + ac = 0

b b aca x abx      
 

2 2
2 2 4 0

4 4

 b b acax  
2 2 4

2 4

b acbax  
2 4

2 2
   sau

b acbax   
2 4

2 2
2 4

2
  –b b acx

a
 sau

b b acx
a

  
2 4

2

Cum am putea oare obþine o formulã de rezolvare pentru sistemele de ecuaþii
liniare?

Sã comparãm!
Rezolvãm sistemul urmãtor prin metoda
lui Gauss:

 x y
x y
 
 

4 3 6
5 2 1

Generalizãm metoda de rezolvare pentru
sisteme cu coeficienþi literali:

a x a y b
a x a y b

 
 

11 12 1

21 22 2
.

În acest fel, ecuaþia se reduce la rezolvarea a douã noi ecuaþii, de gradul întâi:

Existã însã situaþii în care descompunerea unui termen ca o sumã convenabilã
de alþi doi termeni nu este evidentã. De aceea, matematicienii au gãsit un mod de
rezolvare a ecuaþiilor de gradul al doilea, ce se poate aplica tuturor acestor ecuaþii.
Observând cum rezolvãm ecuaþii date, ei au ajuns la o formulã generalã de rezolvare.

x + 2 = 0  sau  3x + 1 = 0

x = –2      sau   x  1
3

.

Descompune convenabil
ºi scrie ca produs membrul
întâi al ecuaþiilor:
x2 + 3x + 2 = 0
5x2 + 16x + 3 = 0.

 Aplicã formula pentru a
rezolva ecuaþiile urmãtoare:
x2 + 3x + 1 = 0
6x2 – 8x +1 = 0
2x2 – 3x + 2 = 0.
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x y
x y

   
   

4 3 6 | 5
5 2 1| 4

 x y
x y
 
 

20 15 30
20 8 4

 x y
y

 
  

4 3 6
7 26

Determinãm soluþia sistemului:

y x 26 9,
7 7

a x a y b a
a x a y b a
   
   

11 12 1 21

21 22 2 11

|
|

 11 21 12 21 21 1

11 21 22 11 11 2

 
 

b
b

a a x a a y a
a a x a a y a

 11 12 1

11 22 12 21 11 2 21 1( )
 

  
a x a y b

a a a a y a b a b

Determinãm soluþia sistemului în
cazul în care numãrul a

11
a

22
 – a

12
a

21
 nu

este zero:

a b a b a b a b
y x

a a a a a a a a
 

 
 

11 2 21 1 22 1 12 2

11 22 12 21 11 22 12 21

, .

 Ce sunt determinanþii de ordinul doi?

Formulele obþinute par mult prea complicate; de aceea, este nevoie sã înþelegem
mai bine cum se obþin numãrãtorii ºi numitorii lui x ºi y, pornind de la coeficienþii
sistemului iniþial.

Scriem sistemul  a x a y b
a x a y b

 
 

11 12 1

21 22 2
  în forma matricealã:  

ba a x
a a by

              
111 12

21 22 2

Observãm cã numãrul a
11

a
22

 – a
12

a
21

 (care apare atât ca numitor al lui x, cât ºi ca
numitor al lui y, în formulele de rezolvare) este calculat folosind elementele matricei

11 12

21 22

M    
 
a a
a a .

Acest numãr se obþine fãcând „înmulþiri în diagonalã” ca în schema alãturatã.
Numãrul astfel obþinut se numeº te determinantul matricei M ºi se noteazã

11 12

21 22

det( )M  a a
a a .

Numerele care apar la numãrãtorii lui  x  ºi respectiv y, în formulele de rezolvare
de mai sus, pot fi ºi ele scrise ca determinanþi ai unor matrice pãtratice de ordinul 2.

Astfel, dacã înlocuim în matricea sistemului prima coloanã (a coeficienþilor lui x),
cu coloana termenilor liberi, apoi calculãm determinantul, obþinem:

 Matricea M se numeºte
matricea sistemului.

De aceea, formulele de rezolvare ale sistemului literal a x a y b
a x a y b

 
 

11 12 1

21 22 2
 pot fi

scrise cu ajutorul unor determinanþi de ordinul doi, sub forma:

1 12 11 1

2 22 21 2

11 12 11 12

21 22 21 22

, 

b a a b
b a a b

x y
a a a a
a a a a

.

a11 a12

a21 a22

, b1

b2

Rezolvã sistemul

2 3 4
4 5 3

 
  

x y
x y

aplicând direct formulele de
calcul. Identificã mai întâi
coeficienþii.

Înmulþim convenabil ecuaþiile, astfel încât coeficienþii lui  x  sã devinã egali, apoi
reducem variabila  x:

b a b a b ab a    1 12
1 22 2 12

2 22
.

Exprimã soluþia siste-

mului 5 4 7
2 4

 
 

x y
x y  cu

ajutorul determinanþilor.

a11 a12

a21 a22

–a12· a21 a11 · a22
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 Determinanþi de ordinul trei

De ce ar fi aºa de importante formulele de rezolvare scrise cu ajutorul
determinanþilor? Avantajul este cã ele pot fi aplicate analog în rezolvarea oricãrui
sistem compatibil de ecuaþii liniare. Pentru a înþelege cum se întâmplã acest lucru,
este necesar sã definim ºi determinanþi de ordin mai mare decât 2.

Sã analizãm!

Am vãzut cã în rezolvarea sistemelor de forma  11 12 1

21 22 2

 
 

a x a y b
a x a y b  am recurs la

scrierea matricealã  
ba a x

a a by
              

111 12

21 22 2
.

În acest caz, determinantul de ordinul doi 
a a
a a

11 12

21 22
 a apãrut ca numitor comun al

soluþiei (x; y) a sistemului considerat. De aceea, ne putem aºtepta ca determinanþii
de ordinul trei sã poatã fi descoperiþi prin rezolvarea sistemului:

 
11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

     
   

a x a y a z b
a x a y a z b
a x a y a z b

.

Pentru a rezolva sistemul dat, reducem variabila x din ultimele douã ecuaþii:

a x a y a z b a x a y a z b
a x a y a z b a a a a y a a a a z b a b a
a x a y a z b a a a a y a a a a z b a b a

                
         

11 12 13 1 11 12 13 1

21 22 23 2 22 11 12 21 23 11 13 21 2 11 1 21

31 32 33 3 32 11 31 12 33 11 13 31 3 11 1 31

( ) ( )
( ) ( )

Observãm cã ecuaþiile pe care le obþinem în acest fel evidenþiazã câþiva
determinanþi de ordinul 2. Pentru ca acest lucru sã fie mai clar, scriem a doua ºi a
treia ecuaþie sub forma:

11 1311 12 11 1

21 22 21 221 23

11 1311 12 11 1

31 32 31 331 33

    

    

a aa a a by za a a ba a

a aa a a by za a a ba a

Este de aºteptat ca soluþiile sistemului iniþial sã poatã fi exprimate în funcþie de
determinanþi de ordinul doi, de tipul celor de mai sus. Continuând rezolvarea obþinem
ca numitor comun al necunoscutelor sistemului, numãrul:

a
33

 · (a
11

a
22

 – a
12

a
21

) – a
32

 · (a
11

a
23

 – a
13

a
21

) + a
31

 · (a
12

a
23

 – a
13

a
22

),

care se mai poate scrie:

a
11

a
22

a
33

 + a
12

a
23

a
31

 + a
13

a
21

a
32

 – a
13

a
22

a
31

 – a
11

a
23

a
32

 – a
12

a
21

a
33

.

Observãm cã acest numãr se calculeazã folosind numai coeficienþii necunoscutelor
sistemului. De aceea este util sã scriem sistemul în forma sa matricealã:

xa a a b
a a a y b

ba a a z

    
               

11 12 13 1

21 22 23 2

331 32 33

.

Prin analogie cu determinanþii de ordinul 2, notãm determinantul matricei

a a a
a a a
a a a

 
 
 
 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

M  prin 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

det( )M 
a a a
a a a
a a a

.

Transcrie etapele de cal-
cul alãturate pentru sistemul:

6
2 3 7
3 4 2 3

     
   

x y z
x y z
x y z

.

 Identificã produsele
a

12
a

23
a

31
 ºi a

13
a

22
a

31
 din

determinantul

2 4 5
1 3 6
7 8 10





.
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Sã aplicãm!

 Putem aplica regula lui
Sarrus repetând primele
douã linii ºi aplicând regula
diagonalelor „pozitive” sau
„negative”:

1 4 1
2 2 3
0 1 5
1 4 1
2 2 3







Calculeazã, aplicând
regula lui Sarrus,

determinantul 





3 1 1
0 1 2
4 3 5

Pentru a calcula determinantul 




1 4 1
2 2 3
0 1 5

 prin regula lui Sarrus, procedãm astfel:

• repetãm primele douã coloane ale determinantului ºi calculãm produsele de pe
diagonalele „pozitive”:

1 4 1 1 4
2 2 3 2 2
0 1 5 0 1


            1 · (–2) · 5 + 4 · 3 · 0 + (–1) · 2 · 1

• scãdem apoi produsele de pe diagonalele „negative”:

1 4 1 1 4
2 2 3 2 2
0 1 5 0 1


  1 · (–2) · 5 + 4 · 3 · 0 + (–1) · 2 · 1 – (–1) · (–2) · 0 – 1 · 3 · 1 – 4 · 2 · 5

• obþinem astfel valoarea determinantului:

1 4 1

2 2 3 57

0 1 5


  

– +

+ + +

a11 a12

a21 a22

a13

a23

a31 a32 a33

a11 a12

a21 a22

a31 a32

Determinantul de ordinul trei se obþine ºi el, ca ºi determinantul de ordinul doi, prin
procedeul înmulþirilor în diagonalã. Aceastã regulã a fost descoperitã de Sarrus.

Pentru a vizualiza mai uºor calculele repetãm primele douã coloane ale matricei:
Pierre Frederic Sarrus a

trãit între 1798 ºi 1861.

În general

Unui sistem de n ecuaþii liniare cu n necunoscute, scris în forma matricealã:

a a a x b
a a a x b

a a a x b

     
     

      
          
     

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

...

...
... ... ... ... ... ...

...

n

n

n n nn n n

, îi asociem determinantul de ordinul n, notat

a a a
a a a

a a a

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

n n nn

. Acest numãr este numitorul comun al soluþiilor sistemului.

Determinanþii sunt nu-
mere asociate doar matri-
celor pãtratice. Ordinul unui
determinant este numãrul de
linii sau coloane ale sale.

Analog, obþinem:


                        
3 2 1
4 1 7 [(3 1 2) ( 2) 7 5 1 ( 4) 0] [1 1 5 3 7 0 ( 2) ( 4) 2] 85

5 0 2

.
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În general

Fie M o matrice pãtraticã de ordinul n, al cãrei determinant (notat cu ) este diferit
de zero.

 Cum putem folosi determinanþii în rezolvarea sistemelor?

La prima vedere, utilizarea determinanþilor în rezolvarea sistemelor pare foarte
complicatã. Importanþa metodei constã în posibilitatea unei tratãri unitare a rezolvãrii
unor sisteme diferite ca numãr de ecuaþii ºi de necunoscute.

Sã verificãm!

Am vãzut cã soluþia sistemului  11 12 1

21 22 2

 
 

a x a y b
a x a y b

 poate fi calculatã astfel:

1 12 11 1

2 22 21 2

11 12 11 12

21 22 21 22

, 

b a a b
b a a b

x y
a a a a
a a a a

(dacã determinantul 11 12

21 22

a a
a a  este diferit de zero).

Vom arãta printr-un exemplu cã aceleaºi formule se aplicã ºi în cazul sistemelor
liniare cu trei ecuaþii ºi trei necunoscute.

Considerãm sistemul: 
2 1

2
2 3 3

     
   

x y z
x y z
x y z

Calculãm determinantul matricei sistemului:

2 1 1

1 1 1 ... 3

1 2 3

 
   



Numãrãtorii rapoartelor prin care exprimãm soluþia sistemului se obþin înlocuind
în matricea sistemului, pe rând, coloana coeficienþilor fiecãrei necunoscute cu coloana
termenilor liberi. Obþinem:

1 1 1 2 1 1 2 1 1

2 1 1 , 1 2 1 , 1 1 2

3 2 3 1 3 3 1 2 3
x y z

   
     

 

Soluþia sistemului se obþine calculând rapoartele de mai jos:

1 1 2yx z
 

      
  

x y z .

Aceastã metodã de rezolvare a sistemului a fost descoperitã de Gabriel Cramer.

 Determinantul 
x
 se

obþine înlocuind prima
coloanã a determinantului
matricei sistemului, cu
coloana termenilor liberi.

Explicã regula de formare
a determinanþilor notaþi 

y
 ºi


z
.

Cramer, Gabriel
(1704-1752)

Atunci soluþia sistemului 

1 1

2 2

n n

M

   
   
    
      
   

x b
x b

x b
   poate fi exprimatã prin formulele lui

Cramer:

, 1, 2, ..., ,


 


ix
ix i n

unde 
ix  este determinantul obþinut din , prin înlocuirea coloanei i cu coloana

termenilor liberi a sistemului.

Explicã schema:

a11 a12

a21 a22

a13

a23

a31 a32 a33

,
b1

b2

b3

Calculeazã determinanþii,
apoi verificã soluþia siste-
mului prin înlocuiri în ecua-
þiile iniþiale.
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 Ce proprietãþi de calcul au determinanþii?

Sã observãm!

Sistemul 
5 1

4 3 5 0
3 2 4 2

     
   

x y z
x y z
x y z

 poate fi înlocuit cu un sistem echivalent (deci cu un

sistem având aceleaºi soluþii), folosind câteva tipuri de transformãri.
Pe de altã parte, soluþiile sistemului pot fi calculate cu ajutorul unor determinanþi.
Observãm cã:
• schimbarea între ele a primelor douã ecuaþii ale sistemului conduce la schimbarea

între ele a douã linii ale determinantului:

4 3 5 0
5 1

3 2 4 2

     
   

x y z
x y z
x y z

;     1 2

1 5 1 4 3 5

4 3 5 1 5 1

3 2 4 3 2 4
L L

 
 

 


• rescrierea ecuaþiilor, prin comutarea termenilor în y ºi z, conduce la schimbarea
între ele a douã coloane ale determinantului:

5 1
4 5 3 0
3 4 – 2 2

     
  

x z y
x z y
x z y

;    2 3

1 5 1 1 1 5

4 3 5 4 5 3

3 2 4 3 4 2
C C

 
 

 


• înmulþirea primei ecuaþii cu 2 conduce la înmulþirea cu 2 a primei linii a
determinantului:

2 –10 2 2
4 3 – 5 0
3 – 2 4 2

   
  

x y z
x y z
x y z

;    1 2

1 5 1 2 10 2

4 3 5 4 3 5

3 2 4 3 2 4
L 

 
 

 


• adunarea primelor douã ecuaþii conduce la adunarea primelor douã linii ale
determinantului:

– 5 1
5 – 2 – 4 1
3 – 2 4 2

  
  

x y z
x y z
x y z

;     2 1

1 5 1 1 5 1

4 3 5 5 2 4

3 2 4 3 2 4
L L

 
  

 


În ce mod se schimbã oare valoarea determinantului iniþial, în urma aplicãrii acestor
transformãri? Pentru a rãspunde, calculãm:

1 5 1

4 3 5 140

3 2 4


   



1

4 3 5

1 5 1 140

3 2 4


    



Asupra determinantului

1 2 3
1 3 4

2 1 1
 


 aplicã urmã-

toarele transformãri:

2 3L L

1 2C C

1 2 4L L  .

Calculeazã în fiecare caz
determinantul obþinut. Ce
observi?

11

Calculeazã determinanþii
, 

1
, 

2
, 

3
, 

4
, care apar în

exemplul alãturat ºi verificã
astfel proprietãþile enunþate.

12

2

1 1 5

4 5 3 140

3 4 2


     .


1
 se obþine din  schimbând între ele linia 1 cu

linia 2. Deci: un determinant îºi schimbã semnul dacã
schimbãm între ele douã linii ale determinantului.


2
 se obþine din  schimbând între ele coloana 2

cu coloana 3.  Deci: un determinant îºi schimbã
semnul, dacã schimbãm între ele douã coloane.

3

2 10 2

4 3 5 280

3 2 4


   


.


3
 se obþine din  înmulþind prima linie cu 2. Deci:

înmulþind o linie a unui determinant cu un numãr,
determinantul se înmulþeºte cu acel numãr.
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Sã demonstrãm!
• Dacã un determinant are o linie (sau o coloanã) cu toate elementele egale cu

zero, atunci determinantul este egal cu zero.
• Dacã un determinant are douã linii (sau douã coloane) proporþionale, atunci

determinantul este egal cu zero.

• Fie 
0 0 0

  a b c
d e f

; atunci 
2 0 2 0 2 0

2
  

    a b c
d e f

, deci  = 0.

• Sã presupunem, de exemplu, cã linia 1 ºi linia 2 din determinant sunt proporþionale
ºi factorul de proporþionalitate este 3; atunci:

0 0 0
3 3 3 3 3 ( 1) 3 0

  
              

a b c a b ca b c
a b c a b c a b c a b c

m n p m n p m n p m n p
.

Explicã toate transfor-
mãrile fãcute în demonstraþia
proprietãþii alãturate. Menþio-
neazã regulile aplicate.

14

Comparã valorile urmã-
torilor determinanþi fãrã sã îi
calculezi efectiv:

3 1 0
5 4 4
1 1 2


  p

1 3 0
4 5 4
1 1 2


  q

3 5 1 4 0 4
5 4 4
1 1 2

   
  r

13

4

1 5 1

4 1 3 5 4 1 140

3 2 4


      



.


4 
se obþine din , adunând prima linie la

a doua linie. Deci: un determinant nu se
schimbã dacã adunãm la o linie a sa o altã
linie a determinantului.

Aceste proprietãþi sunt valabile pentru determinanþi de orice ordin. Determinanþii
au însã ºi alte proprietãþi care se dovedesc foarte utile în calcule.

În general
Un  determinant îºi schimbã semnul dacã schimbãm între ele douã linii sau douã

coloane. Dacã înmulþim o linie sau o coloanã a unui determinant cu un numãr,
determinantul se înmulþeºte cu acel numãr.

Un determinant nu se schimbã dacã adunãm la o linie (sau la o coloanã) un
multiplu al unei alte linii (sau al unei alte coloane).

Sã comparãm! Explicã modul în care se
rezolvã ecuaþia
3x + 0,4 = 1,6.–2,5 + (2,5 + x) = –2,5 + 7,2

               0 + x = 4,7
                     x = 4,7

0,4 · (2,5 · x) = 0,4 · 7,2
             1 · x = 2,88
                  x = 2,88

15

 Ce înseamnã matrice inversabilã?

În cele douã exemple de mai sus, am rezolvat douã ecuaþii în mulþimea numerelor
reale. În rezolvare, sunt folosite câteva proprietãþi comune ale operaþiilor de adunare
ºi de înmulþire, ºi anume: asociativitatea, existenþa elementului neutru ºi existenþa
opusului (sau inversului).

Ecuaþia  2,5 + x = 7,2  se rezolvã adunând în ambii membri numãrul real –2,5.
Ecuaþia  2,5 · x = 7,2  se rezolvã înmulþind ambii membri cu numãrul real 0,4.

Determinã: opusul lui 2,5;
inversul lui 2,5. Cum verifici
dacã ai rãspuns corect?

16

ªtim cã înmulþirea matricelor pãtratice de ordin n este ºi ea o operaþie asociativã
ºi cã In este element neutru la înmulþire. De aceea, pentru a rezolva o ecuaþie de tipul
C · X = T, unde C este o matrice pãtraticã, este necesar sã determinãm inversa
matricei C.

În general

Spunem cã o matrice pãtraticã  A i  Mn(Z)  este matrice inversabilã (sau
nesingularã) dacã existã o matrice B i Mn(Z) astfel încât  A · B = B · A = In.

Inversa unei matrice  A (dacã existã!) se noteazã A–1.

 Dacã B este inversa
matricei A, atunci A este
inversa lui B.
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Sã comparãm!

Fie matricea    
  2
2 1 ( )
1 3

A ZM ; vrem sã justificãm dacã A este inversabilã

ºi, în caz afirmativ, sã calculãm inversa matricei A. Pentru aceasta, trebuie sã

argumentãm dacã existã o matrice x z
y t

   
 

2 ( )X ZM  astfel încât  A · X = I
2
 ºi

X · A = I
2
.

Explicitãm prima egalitate:

x z x y z t
x y z ty t

                   
2 1 2 2
1 3 3 3

A X

 x y
x y

     2

2 1
3 0

A X I  ºi 2 0
3 1
 
 
z t

z t
.

 Care matrice sunt inversabile?

Un calcul simplu ne aratã cã aceste sisteme sunt incompatibile, deci matricea B
nu este inversabilã.

Matricele A ºi B sunt foarte asemãnãtoare: doar unul dintre elementele lor este
diferit. Ce proprietate a acestor matrice ar putea oare sã influenþeze existenþa sau
inexistenþa inversei?

Observãm cã pentru determinarea inversei unei matrice încercãm sã rezolvãm
câteva sisteme de ecuaþii; inversa existã dacã ºi numai dacã aceste sisteme sunt
toate compatibile.  Am învãþat cã, în rezolvarea unui sistem de ecuaþii liniare, un rol
important îl are matricea formatã din coeficienþii necunoscutelor. Mai precis, dacã
aceastã matrice este pãtraticã (adicã dacã numãrul de ecuaþii ale sistemului este
egal cu numãrul de necunoscute) ºi dacã determinantul matricei este diferit de zero,
atunci sistemul are soluþie. Aceasta explicã de ce, în exemplul anterior, A este matrice
inversabilã, iar B nu este inversabilã: deosebirea esenþialã constã în faptul cã
det(A) @ 0, dar det(B) = 0.

În general
O matrice pãtraticã cu elemente numere reale este inversabilã dacã ºi numai

dacã determinantul ei este diferit de zero.

Rezolvând cele douã sisteme, obþinem: 

 
   
  

3 1
7 7
1 2
7 7

X .

Un calcul direct ne aratã cã ºi  X · A = I
2
. Deci A este matrice inversabilã ºi

inversa ei este matricea X de mai sus.
Sã aplicãm acelaºi procedeu de calcul pentru a justifica dacã matricea

2

2 1
( )

1 0,5
B

 
   

ZM  este inversabilã.

Conform definiþiei, B este matrice inversabilã dacã existã o matrice 2 ( )Y    
 
m n
p q

ZM

astfel încât B · Y = I
2
 ºi Y · B = I

2
.  Explicitãm prima egalitate:

2B Y I     ...  2 1
0,5 0
 
 

m p
m p  ºi 2 0

0,5 1
 
 
n q

n q .

Comparã sistemul obþi-
nute în calculul matricei Y cu
sistemul obþinut în calculul lui
X. Ce asemãnãri observi?
Prin ce se deosebesc ele?

Problema inversabilitãþii
unei matrice se pune doar
pentru matricele pãtratice.

Fie 2 1 0
1 1 1

M    
 

 ºi

0 1
1 2
1 2

N
 
  
  

. Observã cã

M · N = I
2
. Putem deduce cã

N = M–1?

Efectueazã toate calcu-
lele ºi verificã dacã matricea
B este inversabilã.

17

18

19
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Sã observãm!

Pentru a calcula inversa matricei 
 

  
 

2 1

1 3
A , am rezolvat sistemele 2 1

3 0
 
 
x y
x y

ºi 2 0
3 1
 
 
z t
z t ; soluþiile acestor sisteme sunt chiar coloanele matricei inverse A–1.

 Cum calculãm inversa unei matrice?

Observãm cã în cele douã sisteme, ecuaþiile au aceiaºi coeficienþi. De aceea,
putem rezolva cele douã sisteme în acelaºi timp, fãcând simultan aceleaºi transformãri
echivalente. Explicitãm în continuare aceste rezolvãri.

Folosim „pivotul” 2 ºi reducem variabila
x, respectiv z, din a doua ecuaþie. Codificãm

transformarea prin:  2 2 1
1
2

L L L .

În fiecare sistem, rezolvãm a doua ecua-

þie, prin împãrþire cu 7
2 . Codificãm transfor-

marea prin: 2 2
2
7

L L

Reducem variabila y, respectiv t, din
prima ecuaþie a fiecãrui sistem. Codificãm
transformarea prin:  1 1 2L L L .

În fiecare sistem, rezolvãm prima
ecuaþie, prin împãrþire cu 2. Codificãm

transformarea prin: 1 10,5L L .

Transformãrile efectuate pentru rezolvarea celor douã sisteme
au urmãrit iniþial obþinerea unui sistem „scarã”, în care matricea
asociatã este cea alãturatã.

Aceste observaþii ne aratã cã putem organiza calculele în felul urmãtor:

  

                   
2 2 1 2 2

0,5 :7
2

2 1 1 0 1 02 1 1 0 2 1
7 1 1 21 3 0 1 0 11 1
2 2 7 7

L L L L L

 

   
       
    
   

1 1 2 1 1 : 2

6 2 3 1
2 0 1 07 7 7 7
0 1 1 2 0 1 1 2

7 7 7 7
L L L L L

matricea A  matricea I2

matricea I2  matricea A–1

Am obþinut astfel soluþiile celor douã
sisteme, deci putem scrie matricea A–1.

3
7

1
7

 


 

x

y    

1
7
2
7

 




z

t

62
7

1
7

 


 

x

y    

22
7
2
7

 




z

t

2 1
1
7

 
  

x y

y    
2 0

2
7

 
 

z t

t .

2 1
7 1
2 2

 
  

x y

y   
2 0

7 1
2

 
 

z t

t

2 1
3 0
 
 
x y
x y   2 0

3 1
 
 
z t
z t

 
 
 
 

2 1

70
2

Ulterior, am continuat transformãrile, pornind de la ultima ecuaþie, pânã când am
rezolvat complet sistemele. În acel moment, matricea sistemelor obţinute a devenit I

2
.

Notaþia 2 2 1
1
2

L L L   în-

seamnã cã din linia a doua
scãdem linia întâi înmulþitã cu
1
2  ºi scriem rezultatul pe linia

a doua.

 Metoda de rezolvare
folositã în determinarea solu-
þiilor celor douã sisteme se
numeºte „metoda eliminãrii
totale”.

Notaþia 1 1 2L L L   în-

seamnã cã se înlocuieºte
linia întâi cu suma dintre L

1

ºi L
2
.

Ce crezi cã înseamnã no-
taþia 1 1 25L L L  ?

Cum se codificã înmul-
þirea primei ecuaþii a unui
sistem cu 4? Dar adunarea
primelor douã ecuaþii ale
sistemului?

20

21
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Sã aplicãm!
Utilizãm procedeul descris mai sus pentru a calcula inversa matricei

 
   
 
 

1 0 2

1 4 1

2 1 5

X . (În calculele fãcute am marcat de fiecare datã „pivotul” folosit.)

 
 

   
    
      

1

2 2 1

3 3 2

1 0 2 1 0 0 1 0 2 1 0 0
1 4 1 0 1 0 0 4 3 1 1 0
2 1 5 0 0 1 0 1 1 2 0 1

L L L
L L L

   

 
  
    
       

 

3 33 3 2
1 4
4

1 0 2 1 0 0 1 0 2 1 0 0
0 4 3 1 1 0 0 4 3 1 1 0

1 9 1 0 0 1 9 1 40 0 1
4 4 4

L LL L L

 





    
      
         

2 2 3 2 2
1 1 3

3 :4
2

1 0 0 19 2 8 1 0 0 19 2 8
0 4 0 28 4 12 0 1 0 7 1 3
0 0 1 9 1 4 0 0 1 9 1 4

L L L L L
L L L

.

În general
Inversa unei matrice pãtratice nesingulare se poate calcula folosind metoda

eliminãrii totale. Pentru aceasta, aºezãm una lângã alta matricea datã ºi matricea
unitate, într-un tabel cu douã compartimente. Transformãm simultan liniile celor douã
matrice, pânã când în primul compartiment apare matricea unitate. În acest moment,
inversa matricei date apare în al doilea compartiment al tabelului.

Explicã ce urmãresc
transformãrile fãcute la primul
pas.

La ce concluzie ai ajunge
dacã, dupã efectuarea câtor-
va transformãri ai obþine în
partea stângã o linie formatã
doar din zerouri?

Verificã egalitãþile:
X · X–1 = I

3
 ºi X–1 · X = I

3
, care

aratã corectitudinea calcule-
lor fãcute.

22

23

24

 Ce alte metode putem folosi pentru calculul inversei?

Sã observãm!
Determinantul unei matrice poate fi calculat prin dezvoltarea acestuia dupã o linie

sau dupã o coloanã. Astfel, dacã dezvoltãm dupã linia a doua un determinant de
ordinul trei, obþinem:

11 12 13
12 13 11 13 11 12

21 22 23 21 22 23
31 3232 33 31 33

31 32 33

     
a a a a a a a a aa a a a a a a aa a a aa a a

.

Acelaºi determinant se dezvoltã dupã coloana a treia astfel:

Observãm cã, indiferent cum dezvoltãm un determinant (dupã o linie sau dupã o
coloanã), elementul aij se înmulþeºte cu determinantul obþinut prin ºtergerea liniei ºi
coloanei lui aij în determinantul iniþial. Determinantul astfel obþinut se numeºte minorul
corespunzãtor elementului aij ºi se noteazã, de obicei, A

ij
.

De exemplu: în dezvoltarea dupã prima linie sau dupã a doua coloanã, a
12

 se va

 În dezvoltarea unui deter-
minant dupã o linie sau
coloanã se þine cont de
„regula tablei de ºah” în
alegerea semnelor:

   
   
    

.

Am obþinut: 

 
   
   

1

19 2 8

7 1 3

9 1 4

X .

înmulþi cu 
11 12 13

12 21 22 23

31 32 33

A 
a a a
a a a
a a a

, adicã cu 21 23
12

31 33

A 
a a
a a .

11 12 13
21 22 11 12 11 12

21 22 23 13 23 33
31 32 31 32 21 22

31 32 33

–   
a a a

a a a a a aa a a a a aa a a a a aa a a
.

Numãrul A
12

 = a
21

a
33

 – a
23

a
31

 este deci minorul corespunzãtor lui a
12

.
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Sã demonstrãm!

Fie X i M
3
(Z), X = (aij). Notãm d = det(X) ºi Aij minorul corespunzãtor ele-

mentului aij. Atunci:
a

11
 · A

11
 – a

12
 · A

12
 + a

13
 · A

13
 = d

a
21

 · A
11

 – a
22

 · A
12

 + a
23

 · A
13

 = 0
a

31
 · A

11
 – a

32
 · A

12
 + a

33
 · A

13
 = 0.

Cu aceste notaþii, dezvoltarea determinantului dupã linia a treia se poate scrie:

11 12 13

21 22 23 31 31 32 32 33 33

31 32 33

A A A      
a a a

d a a a a a a
a a a

.

Foloseºte notaþia A
i j

pentru a descrie dezvoltarea
determinantului dupã prima
coloanã. Explicã modul în
care sunt alese semnele
termenilor.

În cele trei relaþii din enunþ
apar minorii A

11
, A

12
, A

13
.

Scrie alte trei relaþii de tipul
celor din enunþ, referitoare la
minorii A

12
, A

22
, A

32
. Va trebui

sã consideri dezvoltarea de-
terminantului dupã o coloanã.

26

25

Prima relaþie reprezintã dezvoltarea determinantului dupã linia întâi.

Fie 
21 22 23

21 22 23

31 32 33

Y
 
 
 
 

a a a
a a a
a a a

, matricea obþinutã din X prin înlocuirea primei linii cu a

doua linie. ªtim cã det(Y) = 0, deoarece Y are douã linii egale. Pe de altã parte, prin
dezvoltarea determinantului dupã prima linie obþinem:

21 22 23

21 22 23 21 11 22 12 23 13

31 32 33

0 A A A      
a a a
a a a a a a
a a a

.

Am demonstrat astfel a doua egalitate din enunþ. Analog se demonstreazã ºi a
treia egalitate.

Sã aplicãm!
Egalitãþile anterioare conduc la un algoritm pentru calculul inversei unei matrice

pãtratice. Explicãm algoritmul pentru matricea 
2 0 1
1 4 1
3 1 2

X
 

 
  

.

Pas 1. Calculãm 
2 0 1

det( ) 1 4 1 ... 7
3 1 2

X


   


.

Deoarece det(X) @ 0, matricea X este inversabilã. Continuãm algoritmul.
Pas 2. În matricea X, schimbãm între ele liniile cu coloanele. Obþinem astfel

matricea transpusã a lui X, notatã X t:

2 0 1 2 1 3

1 4 1 0 4 1

3 1 2 1 1 2

tX X

   
        
        

Pas 3. În matricea X  t înlocuim fiecare element cu minorul corespunzãtor, þinând
cont de „regula tablei de ºah” în alegerea semnelor. Obþinem astfel matricea adjunctã
a lui X, notatã X *.

2 1 3 9 1 4

0 4 1 * 5 1 3

1 1 2 11 2 8

tX X

    
          
         

În X t, 3 se înlocuieºte cu 
0 4

1 1

 , iar 0 se înlocuieºte cu 

1 3

1 2



.

Justificã egalitatea
det(X) = –7. La ce concluzie
ai fi ajuns dacã obþineam
det(X) = 0?

Pentru exemplul analizat,
explicã modul în care au
apãrut în X * numerele –11 ºi
–2.

 Matricea X t ºi matricea X
sunt simetrice faþã de dia-
gonala principalã.

28

29

Efectueazã calculele
pentru a justifica fiecare afir-
maþie din demonstraþia alã-
turatã.

 27
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 Calculeazã X · X–1 ºi
X–1 · X, pentru a te convinge
cã am obþinut într-adevãr
matricea inversã.

 Aplicã algoritmul pentru
o matrice pãtraticã X de
ordinul 3, cu elementele a

ij
.

Explicã de ce matricea
obþinutã la sfârºit este inversa
lui X.

31

În general
Inversa unei matrice pãtratice cu determinantul nenul se obþine împãrþind elementele

matricei adjuncte la determinantul matricei iniþiale. Calculul inversei se face dupã schema:
1*tX X X X    .

30 Pas 4. Împãrþim elementele matricei X * la det(X) ºi obþinem astfel inversa matricei
X, notatã X–1. Obþinem astfel:

1

9 1 4
7 7 7
5 1 3
7 7 7

11 2 8
7 7 7

X 

  
 

  
 
  
 

Sã comparãm!

Pentru a rezolva ecua-
þia 2,5  ·  x = 3, x i Z,
înmulþim ambii membri ai
ecuaþiei cu numãrul 0,4;
acesta este inversul
numãrului 2,5 faþã de
înmulþire:

Pentru a rezolva ecuaþia 2 1 1 1
1 1 1 1

X       
   

,

înmulþim la stânga ambii membri ai ecuaþiei cu

matricea 
1 1
1 2

 
  

; aceasta este inversa matricei

2 1
1 1
 
 
 

 faþã de înmulþire:

0,4 · (2,5 · x) = 0,4 · 3
          

                    

1 1 2 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1 2 1 1
X

(0,4 · 2,5) · x = 1,2
       

              

1 1 2 1 0 0

1 2 1 1 1 1
X

             1 · x = 1,2              
 

   
 

2

0 0

1 1
I X

                  x = 1,2      
 

  
 

0 0

1 1
X

În rezolvarea celor douã ecuaþii, am folosit metode asemãnãtoare, deoarece
operaþiile de înmulþire a numerelor reale, respectiv de înmulþire a matricelor, au aceleaºi
proprietãþi: sunt asociative ºi admit elemente neutre. În ambele cazuri, am obþinut o
singurã soluþie. Rezolvarea a fost posibilã deoarece coeficienþii necunoscutelor (adicã

numãrul 2,5, din prima ecuaþie, respectiv matricea  
 
 

2 1

1 1
, din a doua ecuaþie) sunt

elemente inversabile faþã de înmulþire.

 Cum se rezolvã ecuaþiile matriceale?

Verificã afirmaþia: matri-

cea 1 1
1 2

 
  

 este inversa

matricei 
2 1
1 1
 
 
 

.

Observã modul de rezol-
vare din exemplul alãturat,
apoi rezolvã ecuaþia

 
2 1 1 1
1 1 1 1

X        
   

.

32

33
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1. Afirmaþiile urmãtoare sunt false. Descoperã greºeala.
Reformuleazã enunþurile astfel încât acestea sã fie
adevãrate.
a) Ecuaþia (x + 2)2 – 1 = (1 – x)2 + 3x are o soluþie
numãr natural.
b) Ecuaþia 2(x – 3)2 – 5x = 2 – (3 – x)2 are o infinitate
de soluþii.

c) Sistemul 2 3 1 0
6 9 2 0

  
  

x y
x y  are o infinitate de soluþii

reale.

d) Sistemul 2( 4) 3( 2) 3
3( 2) 2( 4) 3

   
   

x y
x y  nu are soluþii

reale.

Exerciþii ºi probleme

2. Rezolvã sistemele folosind metoda reducerii.

a)  7
3 2 4
 
 

x y
x y

; b)
4

2 3 5
3 2

     
   

x y z
x y z
x y z

;

c) 
2 3 2 4

1
4 2 5 2

     
   

x y z
x y z

x y z
.

3. Scrie fiecare sistem în formã matricealã, apoi exprimã
soluþiile folosind determinanþi.

a) 

2 3 2 2
2

3 2

     
   

x y z
x y z
x y z

;

b) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

0
3 2 2 5
2 3 2 2

     
   

x x x
x x x
x x x

;

c) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 1
4 2 2

2 3 3

  
   
   

x x x
x x x

x x x
.

4. Calculeazã determinanþii:

a) 
8 4

3 5 ; b) 

 

6 2

3 9 ;

c) 


2 1 3

1 4 5

6 2 1
;  d) 

0 1 1

1 0 2

1 2 3
;

e) 

 


 

1 1 2

1 0 1

2 1 1
; f) 

2 0 1
1 3 4

1 1 1
 .

5. Calculeazã rapid, folosind proprietãþile deter-
minanþilor:

a) 

2 4 6

1 1 1

3 6 9
 ; b) 

  3 6 9

3 6 9

2 5 4
;

c) 

2 3 5 3 6 3

4 10 1

6 15 1
; d) 

8 3 1

4 6 2

4 9 3
.

6. Calculeazã determinanþii:

a) 

1 2 3 4

4 3 2 1

1 2 3 4

4 3 2 1

; b) 

2 1 1 4

4 0 2 0

6 1 3 4

8 0 4 0

;

7. Aplicând proprietãþile determinanþilor, calculeazã ºi
scrie punând rezultatul sub formã de produs:

a) 
a a a
b b b
c c c

 
 
 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( 1) ( 2)
( 1) ( 2)
( 1) ( 2)

;

8. Rezolvã urmãtoarele sisteme liniare prin metoda lui
Cramer:

a) 
x y z

x y z
x y z

     
   

12 7 6 83
8 4 3 24
2 5 13 23

; b) 
x y z
x y z
x y z

     
   

3 8 4 23
6 2 7 6

9 5 38
.

9. Verificã dacã matricele urmãtoare sunt inversabile.
În caz afirmativ, calculeazã inversele lor.

          

1 0 1
1 3

; 2 1 1
2 1

2 0 3
.

c) 

  





12 6 3 9

1 1 0 1

4 8 4 8

1 1 0 1

; d) 

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

.

b) 
x x x
y y y
z z z

  
  
  

2

2

2

1 1 1
1 1 1
1 1 1

;

c)  
a b c

b c c a a b
b c c a a b

  
  2 2 2 2 2 2

.
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Aplicãm ºi dezvoltãm!

Calculul determinanþilor: aplicaþii

Determinanþii au apãrut în matematicã din necesitatea de a identifica formule
directe de rezolvare a sistemelor de ecuaþii liniare.

Ulterior, s-a constatat însã cã putem utiliza determinanþii ºi în rezolvarea altor
probleme de matematicã. Câteva dintre aceste aplicaþii sunt explicate în continuare.

 Cum calculãm aria unui triunghi?

În clasele anterioare, am învãþat mai multe formule de calcul pentru aria unui
triunghi. Dacã triunghiul este trasat pe caietul de matematicã (sau pe orice altã reþea
de pãtrãþele), putem calcula aria acestuia mai simplu, folosind numai ariile unor
dreptunghiuri sau triunghiuri dreptunghice.

Aria unui triunghi se cal-
culeazã cu formula:


2

b îA .

Scrie formula pentru aria
unui triunghi dreptunghic.

Sã analizãm!
Considerãm o reþea de pãtrate de laturã 1.
Pentru a calcula aria unui triunghi cu vârfurile în nodurile reþelei, putem proceda

astfel:
• încadrãm triunghiul într-un dreptunghi
• scãdem din aria acestui dreptunghi, ariile a trei triunghiuri dreptunghice.

  Calculeazã aria triun-
ghiului DEF din imaginea
urmãtoare.

Exemplu

A

BN

PCM

E

F

D

Pentru triunghiul din figurã:
A

ABC
 = A

MNBP
 – (A

AMC
 + A

ANB
 + A

BPC
)

            1 1 15 4 2 2 2 5 4 3 7
2 2 2ABCA

Putem utiliza aceastã metodã de calcul ºi pentru a
determina aria unui triunghi, la care sunt precizate
coordonatele vârfurilor în raport cu un sistem de axe.

Sã demonstrãm!

Dacã vârfurile triunghiului ABC au coordonatele A(a
1
; a

2
), B(b

1
; b

2
), C(c

1
; c

2
),

atunci aria triunghiului se poate calcula cu formula:

a a
b b
c c

  
1 2

1 2

1 2

1
1 1
2 1

ABCA , semnul fiind ales astfel ca rezultatul sã fie pozitiv..

Observã figura de mai jos,
apoi explicã de ce BM = b

1
 – a

1

ºi AM = a
2
 – b

2
. Identificã apoi

toþi termenii care apar în cal-
culul A

ABC
.

Ce arie are triunghiul DEF,
ale cãrui vârfuri au coor-
donatele D(2; 4),  E(–3; 5),
F(1; 6)?

Încadrãm triunghiul ABC într-un dreptunghi. Dacã figura aratã ca în imaginea
alãturatã, atunci:

b b b a a b b c c b c a c a               1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 1( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2 2 2ABCA a c

1 2

1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2

1 2

1
1 1( ) 1
2 2 1

       
a a

a b a c b c b c a b a c b b
c c

N
P

M B( )b ,  b1 2

A( )a ,  a1 2

( )0; 0 x

y

C  ,  ( )c c1 2

O analizã simplã conduce la concluzia cã, în orice situaþie, unul dintre
vârfurile triunghiului dat va coincide cu un vârf al dreptunghiului, iar celelalte
douã vârfuri vor fi pe laturile opuse acestuia. De aceea, formula demonstratã
rãmâne valabilã în orice situaþie.
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Sã aplicãm!
Pentru a calcula distanþa de la C(2; 1) la dreapta AB, unde A(–2; 3) ºi B(1; –1),

putem proceda astfel:

• Calculãm 


   

2 3 1
1 1 1 1 5
2

2 1 1
ABCA .

• Determinãm      2 2(2 1) (3 ( 1)) 5AB .

• Exprimãm  1
2ABC cA AB h

Deci: d(C; AB) = h
c
 = 2.

x

y
A

C

B
–2

3

2
–1

1
1

 Cum demonstrãm coliniaritatea unor puncte?

Trei sau mai multe puncte se numesc coliniare dacã se gãsesc toate pe o dreaptã.
În clasele anterioare, am învãþat mai multe metode de demonstrare a coliniaritãþii.

Sã ne amintim!

• Dacã ˆ ˆm(1) m(2) , atunci A, B, C sunt coliniare.
B

C

A

1
2

Calculeazã distanþa de la
A(1; 3) la dreapta ce trece prin
B(3; 0) ºi C(2; 1).

În figurã sunt desenate un
pãtrat ºi douã triunghiuri
echilaterale. Aratã cã A, B, C
sunt puncte coliniare.

B
A

C• Dacã AB t d ºi AC t d, atunci A, B, C sunt coliniare.

d

B C
A

A

B

C

P

Q• Dacã AP BP
BQ CQ , atunci A, B, C sunt coliniare.

Sã analizãm!
Trei puncte sunt coliniare dacã ºi numai dacã aria triunghiului format de ele este

egalã cu zero.
Fie A(–3; –1), B(–1; 1), C(3; 5) trei puncte reprezentate în sistemul cartezian xOy.
Calculãm:

 
     

3 1 1
1 1 1 1 ... 0
2 3 5 1

ABCA

Deducem cã A, B, C sunt coliniare.

 Foloseºte metoda triun-
ghiurilor asemenea pentru a
verifica dacã A(–3; –1),
B(–1; 1) ºi C(3; 5) sunt coli-
niare.

În general

Punctele A(x
1
; y

1
), B(x

2
; y

2
) ºi C(x

3
; y

3
) sunt coliniare dacã ºi numai dacã

1 1

2 2

3 3

1
1 0
1


x y
x y
x y

.

 Continuã calculele ºi
aratã cã A

ABC
 = 0.

Dacã punctele sunt raportate la un sistem de axe ortogonale, putem verifica mai
simplu dacã acestea sunt coliniare.
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 Cum aflãm ecuaþia dreptei determinatã de douã puncte?

Am vãzut cã mulþimea soluþiilor unei ecuaþii de tipul ax + by + c = 0 se reprezintã
într-un sistem cartezian xOy, printr-o dreaptã.

Reciproc, orice dreaptã din plan este reprezentarea geometricã
a mulþimii soluþiilor unei ecuaþii de gradul I cu douã necunoscute.

Exemplu
Mulþimea soluþiilor ecuaþiei 2x – y + 1 = 0 se reprezintã geo-

metric prin dreapta d.
Spunem cã d are ecuaþia 2x – y + 1 = 0.

x

y

–1

–1

d

O

1

Sã analizãm!
Fie A(–1; 1) ºi B(1; 0) douã puncte în plan. Vrem sã

determinãm ecuaþia dreptei AB. Altfel spus: vrem sã determinãm
în ce condiþii un punct M(x; y) aparþine dreptei AB.

Observãm cã:
M i AB dacã ºi numai dacã M, A, B sunt coliniare.

Aceastã ultimã condiþie este echivalentã cu: 
1

1 1 1 0
1 0 1
 
x y

,

adicã x + 2y – 1 = 0. Ecuaþia dreptei AB este deci x + 2y – 1 = 0.

x

y

–1

1

d

1A

BO

 Reprezintã geometric
mulþimea soluþiilor ecuaþiei
x + y + 1 = 0.

În general

Ecuaþia dreptei determinatã de punctele distincte A(x
1
; y

1
) ºi B(x

2
; y

2
) este:

1 1

2 2

1
1 0
1


x y
x y
x y

.

Scrie ecuaþia dreptei CD,
unde C(1; 1), D(2; 3).

1. Calculeazã ariile triunghiurilor din figurile de mai jos.

a)       b) c)

Exerciþii ºi probleme

2. Pãtratele din reþeaua alãturatã
au latura de 1. Calculeazã
lungimile laturilor ºi aria
triunghiului ABC. Ce mãsurã
are unghiul A?

3

2

60°
3

2
1

A

B

C

3. Fie M(–1; 1), N(1; 2), P(3; –3).
a) Calculeazã aria triunghiului AMNP.
b) Deseneazã perpendiculara din N pe MP ºi
estimeazã, pe desen, distanþa de la N la MP.
c) Calculeazã distanþa de la N la MP. Comparã
rezultatul gãsit cu estimarea de la punctul b).

4. Fie d dreapta de ecuaþie x – y + 1 = 0.
a) Aratã cã A(1; 2) ºi B(0; 1) aparþin lui d.
b) Calculeazã distanþa de la M(2; 0) la d.

5. a) Verificã dacã A(1; 2), B(–1; 1) ºi C(5; 4) sunt
puncte coliniare.
b) Determinã numãrul real m dacã punctele M(m; 1),
P(1; –1), Q(3; 0) sunt coliniare.

6. Urmãtoarele puncte sunt raportate la sistemul de axe
xOy: A(6; 0), B(6; 6), C(0; 6), D(4; 2), E(6; 3).
a) Aratã cã OABC este un pãtrat.
b) Verificã afirmaþia: D i AC ºi 2 · AD = DC.
c) Demonstreazã cã E este mijlocul lui AB ºi cã O,
D, E sunt puncte coliniare.
d) Reformuleazã problema, fãcând abstracþie de
sistemul de axe ºi de coordonatele punctelor date.

7. Într-un determinant de ordinul trei, toate cele 9
elemente sunt egale cu +1 sau cu –1. Aratã cã
valoarea determinantului poate fi doar 0, 4 sau –4.
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1. Completeazã cu rãspunsul corect!

Determinantul 





2 1 4

0 1 1

2 1 4

 este egal cu zero, deoarece ...

Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã identific proprietãþi ale determinanþilor
 sã calculez determinanþi de ordin cel mult 3
 sã rezolv sisteme, folosind metode diferite de rezolvare, ºi sã compar aceste rezolvãri
 sã utilizez determinanþii în rezolvarea unor probleme de geometrie?

Lecturã

2.  Considerãm determinantul 
1 2 3

2 1 4

0 1 1

D  

a) Transformã determinantul D dupã regula:   2 2 12L L L .
b) Dezvoltã determinantul obþinut dupã prima coloanã.
c) Aplicã regula lui Sarrus pentru a calcula D. Comparã rezultatele obþinute.

3.  Considerãm sistemul: 
3 2

2 3
 

  
x y

x y . Rezolvã sistemul:

a) prin metoda reducerii;
b) folosind regula lui Cramer;
c) prin reprezentarea graficã a ecuaþiilor sistemului.
Comparã modurile de rezolvare. Care metodã þi se pare mai simplã? De ce?

4.  Fie A(–2; 1), B(1; 3), C(2; –2).
a) Calculeazã aria triunghiului ABC.
b) Scrie ecuaþiile dreptelor AB, AC ºi BC.
c) Justificã dacã sistemul format cu cele trei ecuaþii determinate la b) are soluþie.

Rezolvarea sistemelor de ecuaþii liniare este legatã în mod fundamental de numele matematicianului elveþian  Gabriel
Cramer (1704-1752). Acesta a descoperit forma generalã a soluþiei unice a unui sistem liniar de n ecuaþii liniare cu n
necunoscute ºi condiþia de existenþã a acesteia. Algoritmul de rezolvare a sistemelor de ecuaþii liniare dezvoltat de
matematicianul german Karl Friederich Gauss (1777-1855) se mai numeºte ºi rezolvarea prin eliminare. Acest algoritm se
preteazã la folosirea pe calculator, de aceea aceastã metodã a cãpãtat o importanþã tot mai mare în ultimii ani.

Dupã cum ºtim, o ecuaþie liniarã cu douã necunoscute defineºte în plan o dreaptã. Ca urmare, douã ecuaþii cu douã
necunoscute determinã o pereche de drepte în plan ºi soluþiile, dacã existã, trebuie sã fie punctele de intersecþie ale celor
douã drepte. Putem avea urmãtoarele situaþii:

a) Existã o infinitate de soluþii ºi o infinitate de puncte de intersecþie ale celor douã drepte. În acest caz, cele douã drepte
coincid. Putem da o valoare arbitrarã uneia dintre necunoscute, iar cealaltã este determinatã în funcþie de aceasta.

b) Sistemul admite soluþie unicã. În acest caz, dreptele se intersecteazã într-un singur punct.
c) Sistemul nu are soluþii. În acest caz, dreptele sunt distincte ºi paralele.
În mod similar, putem proceda în cazul unui sistem cu trei ecuaþii ºi trei necunoscute. Fiecare ecuaþie determinã un plan

în spaþiul cu trei dimensiuni. Soluþiile sistemului se gãsesc la intersecþia celor trei plane.
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Exerciþii ºi probleme recapitulative

1. Imaginea alãturatã prezintã valoarea netã a inves-
tiþiilor strãine în þãri in curs de dezvoltare, precum ºi
ponderea acestor investiþii în produsul intern brut al
acestor þãri, în perioada 1990 – 2005.

a) Observã reprezentãrile grafice. Traseazã cele douã
grafice în douã sisteme de axe. ( Atenþie! Datele de
pe cele douã ordonate au semnificaþii diferite.)
b) Estimeazã valoarea medie a investiþiilor strãine,
pentru perioada analizatã.
c) Gãseºte cel puþin un argument pentru a explica
de ce, în timp ce valoarea investiþiilor strãine a
crescut, ponderea acestora în PIB a scãzut.

Sursã: Capital, 15/2005/pag. 15

2. Folosind datele din tabelul de mai jos:

a) calculeazã dinamica creºterii numãrului de carduri,
de la un an la altul;

b) determinã anul în care creºterea unuia dintre
tipurile de carduri a fost cea mai spectaculoasã, prin
raportare la anul anterior;
c) determinã ponderea fiecãrui tip de card, din totalul
numãrului de carduri, pentru anii 2001 – 2004;
reprezintã printr-un grafic cu bare evoluþia numãrului
de carduri în perioada 2000 – 2004.

3. În imagine este reprezentatã variaþia indicatorului de
creºtere economicã în raport cu anul anterior, din
SUA ºi Uniunea Europeanã.

a) Transpune datele din imagine într-un tabel.
b) Reprezintã grafic, într-un sistem de axe, variaþia
din cele douã cazuri.
c) Determinã media variaþiei pentru cele douã entitãþi
economice.
d) Determinã amplitudinea celor douã serii statistice.
Comparã cele douã evoluþii folosind indicatorii
statistici studiaþi (media, modulul, dispersia, ampli-
tudinea).

200
mld.
USD
150

100

50

0
1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006*

0

1

2

3

4

5 %
din PIBmiliarde USD

Pondere în PIB
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A:
 B
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CA

 M
O

ND
IA

LÃ
Sfârºitul anilor '90 a marcat cea mai mare pondere a investiþiilor strãine directe (ISD) în produsul
intern brut al þãrilor în curs de dezvoltare, de trei procente. Analiºtii prevãd cã, în urmãtorii ani,
volumul ISD se va stabiliza la niveluri puþin mai ridicate de doi la sutã. În termeni nominali, ISD vor
cunoaºte o creºtere continuã în 2005 ºi 2006, urmând tendinþa începutã acum doi ani.
Asia va lua ºi de aceastã datã „caimacul” investiþiilor strãine, China ºi, mai nou, India fiind
preferatele companiilor occidentale ºi japoneze.
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4. Considerãm seria statisticã a punctajelor obþinute de
concurenþii unui concurs de ºah:
2; 3; 3,5; 3,5; 3,5; 4; 5,5; 5,5; 6; 7; 7; 7; 7; 8; 8,5.
a) Organizeazã datele într-un tabel.
b) Reprezintã datele printr-o diagramã cu bare.
c) Determinã modulul, media ºi mediana seriei date.

5. Calculeazã:

a) 
3 2 0 2 1 4

1 1 1 0 3 2

   
       

;

b) 
1 3 1 0 2

0 1 0 1 1

1 5 1 5 2

   
       
   
   

;

c) 
3 3 3 1 0 0

2
2 2 2 0 1 1

   
    

   
.

6. Pentru fiecare dintre urmãtorii determinanþi, foloseºte

dezvoltarea dupã prima linie pentru a-i calcula.

a) 

2 1 0

1 1 2

1 1 1


 ; b) 

3 0 1 0

1 1 1 1

1 0 0 1

5 1 0 1





.

7. Aplicã regula lui Sarrus ºi calculeazã determinanþii:

a) 
0 4 2

3 0 3

2 4 0

; b) 
1 4 7

2 5 8

3 6 9

8. Foloseºte regula lui Cramer ºi rezolvã sistemele:

a) 3 1
2 3
 
 
x y
x y ;

b) 
3 3 0

3 2 1
2 3 2

     
   

x y z
x y z
x y z

9. Decide dacã sistemele urmãtoare sunt
compatibile:

a) 
1

2 0
2 1

   
  

x y
x y
x y

;

b) 
0

2 1
2 3 2

   
  

x y
x y
x y

10. La un magazin, într-o sãptãmânã s-au obþinut urmã-
toarele încasãri (în milioane): luni: 10,5; marþi: 12,1;
miercuri: 10,2; joi: 9,5; vineri: 14; sâmbãtã: 14,1.
a) Care este media ºi dispersia încasãrilor obþinute?
b) Magazinul are un adaos comercial (diferenþa între
preþul de vânzare ºi cel de cumpãrare a mãrfii) de
20%. Cheltuielile zilnice se ridicã la 1,3 milioane, de
luni pânã sâmbãtã, ºi la 2,6 milioane dacã se
lucreazã duminica. Care este media ºi dispersia pro-
fitului magazinului?
c) Sã presupunem cã duminicã s-ar obþine încasãri de
12 milioane lei. Aratã cã media încasãrilor de luni pânã
duminicã este mai mare decât media încasãrilor de luni
pânã sâmbãtã, dar profitul este mai mic. Cum se explicã
aceasta?
d) Care ar trebui sã fie nivelul încasãrilor duminicã,
pentru ca patronul sã aibã un cont brut de 0,5 milioane
sãptãmânal, organizând activitatea ºi duminica?

11. Exprimã printr-o ecuaþie matricealã sistemele
urmãtoare, apoi rezolvã-le.

a) 2 3
5 0
 

 
x y
x y

; b) 
1
3
5

   
  

x y
x z
y z

.

12. Decide care dintre matricele urmãtoare sunt inver-
sabile:

a) 
 
 
 

2 0

1 1 ;    b) 
 
 
 

1 3

3 9 ;     c) 
 
 
 
 
 

2 0 2

0 2 2

2 2 0

.

13. Justificã dacã matricele urmãtoare sunt inversabile.

În caz afirmativ, calculeazã inversele.

a) 
 
  

1 2 3

1 1 0 ; b) 
 
 
 

1 2

3 4 ;

c) 

 
  
  

1 1 1

1 1 1

1 1 1
; d) 

 
 
 
 
 

1 2 3

4 5 6

7 8 9

.

14. Fie 
 

   

2 3

1 1
A  ºi 

 
  
 

0 1

3 2
B . Rezolvã ecuaþiile

matriceale: A · X = B; Y · A = B; B · Z = A;
T · B = A.



104

Rãspunsuri

Pag. 6. Test iniþial de autoevaluare. 1. a) 8; b) –36; c) –3; d) 4
15 ; e) 8,6; f) 3 2 . 2. a) 2007; b) 14. 3. a) A; b) F;

c) A; d) F. 4. a) 350; b) 17 lei; c) 31,25%. 5. a. 6. c. 7. a) A; b) F; c) F; d) A; e) A. 8. a) A; b) F; c) F; d) F; e) A.
9. a) A = (–; 3]; B = (1; +); C = [0; 2). b) A O B = (1; 3]; A N B = Z; A \ C = (–; 0) N [2; 3].

Pag. 19. Test de verificare. 1. a) ºi d). 2. (10x + 4) · 4 = 4 · 105 + x, 105 T x < 106. 3. Da,    19 2,
14 7

S .

4. Sistemul nu are soluþii, deoarece dreptele reprezentate nu au toate un punct comun.
Pag. 20. Test iniþial de autoevaluare. 1. a) 4,05; b) 1,24; c) 7,843; d) 4; e) 5,12; f) 3,45; g) 4,86; h) 5.
2. a) 7,07; b) 4,14; c) 3,25; d) 2,24; e) 6,05; f) 2,91; g) 3,93; h) 2,50. 3. a) 29; b) 20%; c) 144; d) 15%. 4. a) 101,5;
b) 6 m2; c) 15 min; d) 1125000 coli.
Pag. 35. Test de verificare. 4. a) 166,(6)%; b) aproximativ 60 mii; c) 810 mii.
Pag. 36. Test iniþial de autoevaluare. 1. c; f; g. 2. a) 22,50; b) 154,50; c) 85,5. 3. 70 ha. 4. b. 5. a. 6. b. 7. a) 21 l;
b) 84 ore.
Pag. 55. Test de verificare. 2. Micro. 4. a) 100 cm; b) 90,(6)%.
Pag. 56. Test iniþial de autoevaluare. 1. a) –10; b) 27; c) 4,04; d) 2,82; e) 1,56(3); f) 1,57; g) 60,8; h) 114. 2. a) –8;

b) 25; c) 2; d) –1; e) 1;
3  f) 2; g) 0,00001; h) –1.  3. a) 212; b) 56; c) log

2
70; d) 1. 4. a) 36 m; b) 15 kg; c) 0,6 tone; d) 187,5 l.

5. a) 10,8 lei; b) 20%; c) 50%; d) 9,9 lei. 6. 4,5; 6; 6; 2.
Pag. 67. Test de verificare. 1. Sondaj, evidenþã contabilã. 2. Limbi strãine; matematicã, fizicã, chimie. 5. La Antena 1.
Pag. 68. Test iniþial de autoevaluare. 1.  a) 14; b) 0,6; c) 5. 2. a) 3x; b) 3x2; c) 0.
6. 

 
3u v ; 

 
2 2u v ;  

 
3u v ;  

 
2 2u v . 7. a) 1148833; b) 1148833; c) 1148833.

8. a) A; b) F; c) A. 9. a) A; b) A; c) F; d) F. 10. Existã douã numere reale x ºi y cu proprietatea cã x2 + y2 < 4.
Pag. 81. Test de verificare. 2. Asociazã fiecare tabel cu o matrice, apoi adunã matricele respective. 4. Scrie
transpusa celei de-a doua matrice, apoi înmulþeºte matricele.

Pag. 82. Test iniþial de autoevaluare. 1. c. 2. a. 3. d. 4.  1 2;
5 5 . 5. b) Determinã coordonate punctului de intersecþie;

(2; 2). 6. a) l2; b) l3; c) 
b
a

 ; d) m m  2 44
2

. 7. a) 21; b) 7,5; c) 9. 8. a) A, D, F ºi B; b) C, E, H; c) D, F ºi G; d) B,

F, G, J.
Pag. 101. Test de verificare. 1. .... are douã linii egale. 3. S = {(1; 1)}. 4. a) A

ABC
 = 8,5; b) AB : 2x – 3y + 7 = 0;

AC: 3x + 4y + 2 = 0; BC: 5x + y – 8 = 0; c) Nu, deoarece AB, AC, BC nu sunt drepte concurente.
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