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Introducere

Toate domeniile culturii se dezvolta astazi in stransa interdependenta cu
matematica. In societatea contemporané, dinamica si aflata intr-un proces de
globalizare, matematica devine tot mai mult un instrument necesar pentru studiul
si intelegerea fenomenelor sociale. Domeniul artistic si cel spiritual tind si ele sa
fructifice achizitii din domeniul matematicii. De aceea, am construit demersul
didactic al acestui manual cu scop deopotriva cultural si pragmatic, urmarind atat
formarea de competente specifice matematicii, cat si transferul de tehnici si
metode catre alte domenii.

Manualul se adreseaza elevilor de la filiera vocationala, profil pedagogic (toate
specializarile), precum si celor de la filiera vocationala, profil sportiv (toate
specializarile).

Fiecare unitate de invatare incepe cu un test preliminar de autoevaluare, ce
sintetizeaza cunostintele de baza necesare pentru parcurgerea capitolului respectiv.

in corpul fiec#rei lectii, am evidentiat etapele demersului didactic prin expresiile:
Sa observam!, Sa comparam!, Sa analizam!, Sa aplicam!.

Concluziile unei etape de rationament sau de observare, finalizate printr-un
enunt general, sunt evidentiate cu ajutorul expresiei ,in general” si sunt marcate
prin chenar.

Pentru a facilita conexiunile intre continuturile cu caracter strict matematic
din lectie si aplicatiile acestora, am grupat in benzile laterale ale paginilor manualului:
atentionari, exemplificari si exercitii necesare pentru fixarea notiunilor prezentate.

intregul demers de constructie si dezvoltare a manualului a avut in vedere
formarea acelor competente care sa permita identificarea relatiilor intre notiunile
matematice studiate, interpretarea datelor de diverse tipuri, utilizarea unor algoritmi
si concepte matematice in situatii diverse, exprimarea caracteristicilor matematice
ale unei situatii concrete si analiza de situatii-problema in scopul optimizarii solutiilor
practice. De aceea, informatia continuta in programa scolara a fost structurata si
detaliata astfel incat acest deziderat sa fie realizat cu succes.

Testele de evaluare de la sfarsitul fiecarui capitol ofera modalitati de verificare
a nivelului la care s-au format competentele vizate.

Ne exprimam speranta ca manualul de fata va oferi un instrument util de lucru
tuturor acelora care sunt dornici sa inteleaga, sa explice si sa actioneze eficient
in lumea in care traim.



Cum se utilizeaza acest manual?

Acest simbol marcheaza
secventa avuta in vedere
n cadrul unitatii de | I
invatare.

Aplicatiile imediate
sunt corelate cu
explicatiile sau
exemplele din corpul
lectiei, in dreptul
carora sunt situate.

¢
Comentariile si atentio-

narile sunt marcate prin
acest semn.

Subtitlurile puncteaza
etape ale demersului
didactic.

Aceasta expresie
evidentiaza tipul de

=)

Q' Caracterizeazd pozifia
Tl 745 in tabei cu
‘ avidenta vanzanior.

activitate care urmeaza.

Chenarul indica un enunt obtinut prin extrapolarea unor exemple sau
proprietati particulare. Acest enunt poate fi o definitie sau o teorema.

Observam si exploram!

+ Ce este o matrice?

Penbru a tine evidenla vanzarilor, ad tratorul wned papetan completeaza
saplamanal un tabel din cane reddm mai jos 88

Pixuri Creioane Caiele
L 300 200 50
M 150 200 125
M 225 75 200
J B9 Z34 145
v 200 150 70

in acest tabel, fiscare elemant este:
- sortimentul de produse) ¢l pe linke (orizon
vanzarea).

Pentru a simplifica scrierea, la matema

(300 200 50

150 200 125

225 TS5 200/

89 234 145

| 200 150 70 )

Acest tabel s2 numeste matrice cu 5 linii

de pozitia lui pe coloana (varfical
din saptimana cand s-a efoctuat

t&m tabelul anterior astiel:

ik O mstrice in care numany
de nif esfe egal cu numan)
de coloane se numeste
malnce patratics. Mulimea
matricelor patratice de tip
e, m) cu edemeante din E, se
noteazsd & (E); m se mai
numeste si ordinu acestor

i 3 coloane.

in general

Fie E o multime de numere reale. Vom numi maince de tipul (im, n) cu elements din

—— muffimea E, orice tabel de forma urméteare, Tn care numerele a sunt numere din
mullimea E.
(@ oy e
Ty Gy .
WOy Opg e oy |

Putem folos: pentru matricea de mai sus ginolaia A =g ), -
s

Daca fipul matricei este pracizat, putem nota pe scurt A ={a,).

+ 0 a doua propriy :C0
84 analizam!
Dreptunghiurile din figura sunt congruente, deci au

A | 3

43

arii egale.

Deaceea 43x21=21x43.
® = ¢

21

1 43 4 21 B I: 2'1, 43 F Sagmentele AB si CD sunt
M N ¥ congruente, dacl au lungimi egale

43+21 = 21443 Deaceea: 43+21=21+43.
2i demonstrim!

Abaterea medie liniard, respectiv abaterea medse patratcs ale unor valor statistice
sunt egale cu zero dacd s numai daca toate valorile statistice date sunt egale.

Fie x, x. ... x, valorile unei variabile siatistice. ¥ media acestor valori i T,
respectiv 0 abaterile kor medii.

R 4

Deosrsce T=l1.,—} -ix‘.—j +. .+ll-,—E|l e ‘}Elllh_-c,-ff-.{:cz -i]”r...q-i.r,- I:r’l
avem:

t=0&s] x = x| =0 POOI OGS § o3 X, = 1, = ... = X, = X

o=0e(x .1] = pentru ofce | + X, =X, = ’

Simbolul 21 atentioneaza asupra faptulw ca anumite justificari
au fost omise in cadrul demonstratiei. Ele trebuie formulate de
catre cititor, pentru a participa activ la intelegerea textului.

* Textele scrise cu corp de litera mai mic au doar rolul de exemplu. Ele se pot regasi in paginile acestui manual.




Unitatea de invatare 1

) Test initial de autoevaluare

Rezolvand exercitile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitati de invatare.

Calcul numeric 1. Efectueaza:

a) -15 + 23; b) (-4 - 2) - (4 + 2); c)2-0+3-(1-2)

0) g 2430 ¢)672- (253 441) 1) 3V2-(V2+242-342).
Proprietatile 2. Calculeaza, folosind metoda factorului comun:

a) 2007 - 2008 - 2007 - 2007

operatiilor cu b) (4 +6+8+10): 2.

numere
3. Efectueaza calculele, apoi stabileste valoarea de adevar a propozitiilor de mai jos:
a)(1+4)+5=1+ (4 +5); b)(1-4)-5=1-(4-5);
c)(1-4)-5=1-(4-5) dy(1:4):5=1:(4:5).
Procente 4. Calculeaza:
a) cat reprezinta 25% din 1400;
b) cat va costa un produs de 20 lei dupa o ieftinire de 15%;
c) cét la suta din 800 reprezinta 250.
Calcul algebric Alege raspunsurile corecte!
5. (x - 1)? este egal cu:
a)x?-2x +1; b) x2 - 1; c)x2+ 2x + 1; d) x2 + 1.
6. x2 - 3x + 2 este egal cu:
a)(x-3)(x+2); b)x+1Nx+2); c (x-1)x-2); d) (x + 2)%.
Inegalitati 7. Stabileste care dintre urmatoarele propozitii sunt adevarate:
8)4:2<4:3 D) (-4)2<(-4)3 ) (4) (-2) <(-4) 0
d) 1234 - (-3) > 1234 - (-4); e) 1234 - 1233 > 1233 - 1234.
Intervale 8. Afirmatiile urmatoare se refera la numere reale.

Identifica afirmatiile false si propune céate un contraexemplu.
ayx<asiy<b = x+y<at+hb
b)x+y>a+b = x>asiy>b;
C)xX<y = x2<)%
dx<asiy<b = x-y<a-b
e)x<y > a-x<a-).
9. a) Scrie multimile de mai jos sub forma de interval si reprezinta-le apoi pe axa.
A={xeR|x<3;B={xeR |x>1;C=xe R|0<x<2}
b) Determina multimile: AN B; AU B; A\ C.



Ecuatii si sisteme liniare

Situatii cotidiene care conduc la ecuatii

) Ne amintim si exploram!

Uneori in viata de zi cu zi ne confruntam cu probleme care contin in enuntul lor
cantitati necunoscute. Pentru determinarea acestora trebuie, mai intai, ,sa punem
problema in ecuatie”, cu alte cuvinte sa identificam relatii matematice care descriu
situatia din enunt.

Sa analizam!

Exemplul 1

Doamna Georgescu doreste sa-si cumpere un palton din Magazinul ,Flora®. Pentru
ca initial i s-a parut cam scump, a mai asteptat o luna. Intre timp, paltonul s-a ieftinit
cu 20 lei, apoi s-a mai aplicat inca o reducere de 15% si a ajuns astfel la pretul de
238 lei. Deoarece a uitat vechiul pret, doamna Georgescu ar vrea sa-l calculeze
pentru a vedea ce economie a facut cumparandu-I mai tarziu.

Notand cu p acest pret, doamna Georgescu a obtinut:

_20-15(,_20)=
p—-20-52:(p-20)=238.

Exemplul 2

Domnul Popescu a fost numit administrator al unui bloc cu 30 de apartamente, in
care fiecare apartament are 2 sau 3 camere. Stiind ca in total sunt 78 de camere,
dl. Popescu si-a propus sa afle cate apartamente cu 2 camere si cate cu 3 camere
sunt in bloc.

Pentru aceasta a notat cu d numarul apartamentelor cu doua camere si cu ¢
numarul celor cu 3 camere si a rationat astfel:

,Pe de o parte stiu cate apartamente sunt in bloc, iar pe de alta parte stiu cate
camere sunt in bloc. Am, asadar, urmatoarele doua relatii: d+¢=30si 2d+ 3t=78."

Exemplul 3

intrebat de niste colegi ce varste au copiii sai, domnul Gheorghiu le-a raspuns
printr-o problema: ,Baiatul este cu 4 ani mai mare decét fata, iar anul viitor vor avea,
impreund, 30 de ani.”

Primul prieten a gandit astfel: ,Notez cu x varsta fetei, deci varsta baiatului este
x + 4. Anul viitor cei doi copii vor avea varstele (x + 1), respectiv (x + 5) si suma lor
este 30, deci am relatia: (x + 1) + (x + 5) = 30.”

Cel de-al doilea coleg a rationat in alt mod: ,Sa presupunem ca varsta fetei este
/. iar varsta baiatului este b. Despre f'si b stiu, asadar, ca verifica doua relatii:

b=f+4 si (f+1)+(b+1)=30"

Exemplul 4

Domnul Andronache este directorul unei firme. Facand o estimare pentru luna in
curs, a constatat ca firma va avea cheltuieli in valoare de 21 000 de lei. Pe de alta
parte, 25% din veniturile lunare sunt alocate pentru taxe si dezvoltare.

DI. Andronache si-a pus problema ce venituri trebuie sa obtina firma pentru a
avea profit. Notand cu v aceste venituri, a observat mai intai ca suma ramasa dupa

efectuarea tuturor platilor este egala cu v — 21000 — &v , iar pentru a nu avea pierderi

100

A Cea mai veche problema
cunoscuta apare intr-un

papirus egiptean scris acum
3000 de ani. Problema cere
sa se afle o cantitate necu-
noscutd, daca stim ca
septimea ei impreuna cu ea
toata dau 19.

O Explica diferenta dintre
scaderea pretului unui
produs cu 10% si scaderea
pretului unui produs cu 10
bani.

@ Explica in ce mod a obtinut
dl. Popescu aceste relatii.

A Uneori aceeasi problema
poate fi pusa in ecuatie in mai
multe moduri diferite.



© Explicad de ce in acest
exemplu nu obtinem o
ecuatie.

@ Construieste, folosind
doar rigla si compasul, un
triunghi care sa aiba laturile
egale cu 3cm, 4 cm si 5 cm.
Poti construi, folosind acelasi
procedeu, un triunghi avand
laturile de 3cm, 4cm si8 cm?
Explica!

© Pune in evidenta acesti
doi pasi in fiecare dintre
exemplele anterioare.

Exercitii si probleme

trebuie ca aceasta suma sa fie mai mare decat 0, deci sa aiba loc relatia

v—21000—%v >0 . In acest caz, modelul matematic asociat problemei este o
inecuatie.

in fiecare dintre exemplele analizate mai sus, am transpus enuntul problemei sub
forma unor relatii matematice. Am obtinut astfel: ecuatii, inecuatii, sisteme de ecuatii.

in general

Pentru a transpune enuntul unei probleme sub forma unor relatii matematice,
procedam astfel:

Etapa I: alegerea necunoscutei

+ Citim enuntul cu atentie.

* Ne imaginam situatia descrisa cat mai exact posibil.

» Separam ceea ce ,se da” de ceea ce ,se cere”.

* Identificam marimile necunoscute.

* Analizam enuntul si cautam marimea necunoscuta cea mai potrivita pentru a fi
notata cu o litera.

Etapa a ll-a: punerea problemei in ecuatie

« Cautam sa exprimam cat mai simplu legaturi intre date si cerinte.
« Stabilim un plan de actiune.

« Efectuam calcule partiale si evaluam natura rezultatului.

Scrie ecuatiile, respectiv inecuatiile prin care se exprima matematic urmatoarele probleme:

1. Daca, pentru a indeplini un contract de livrare, o uzina

5. intrebat odata ce ora este, Pitagora a raspuns: ,Pana

ar fabrica zilnic 18 masini, la termenul stabilit ar lipsi
4 masini. Daca uzina ar fabrica zilnic cate 20 de
masini, la termenul stabilit ar fi cu 10 mai multe decat
prevede contractul. Cate masini au fost comandate
prin contract si in céat timp este prevazut a fi fabri-
cate?

. Afla numerele naturale cu proprietatea ca diferenta
dintre triplul fiecaruia si jumatatea sa este mai mica
decat 10.

. Perimetrul unui dreptunghi este de 220 m. Daca
micsorezi lungimea sa cu 20 m, cu cat ar trebui marita
latimea pentru ca perimetrul sa ramana acelasi?

. Perimetrul unui dreptunghi este de 70 dm si latimea
este de 40% din lungime. Determina aria
dreptunghiului.

la sfarsitul zilei a ramas de doua ori % din cat a
trecut de la inceputul ei.” Ce ora este?

. “ .5 -
. Dintr-un cos cu mere, Danut ia 8 din numarul lor,

. .4 . o
apoi vine Ana si ia 5 din numarul merelor ramase.

Au ramas 15 mere. Cate mere au fost la inceput in
cos?

. Determina solutia fiecarei ecuatii:

a)3(x+2)+5=2x-8;
b) 5(x - 1) - (x + 2) = 12;

)

)

¢) 2+57=2-2x;
)
)

d)yx +2@Bx+ 1) =12 - 4(x - 2);
e)x +3(Bx+1)=12 - 5(x + 2);
f) 20c - 1) - 4(1 - x) = 5(2 - 3x).



Mectode de rezolvare a ecuatiilor si sistemelor de ecuatii =———————

) Analizam si generalizam!

Problemele formulate Tn prima parte a acestei unitati de invatare ne-au condus la
diverse relatii care contin cantitatile necunoscute. Vom determina, pentru fiecare
problema in parte, multimile ale caror elemente verifica ipotezele problemei.

¢ Ce este o ecuatie?

Sa ne amintim!

O ecuatie este o propozitie in care apare o singura data semnul egal. O ecuatie
are doi membri. In cei doi membri ai unei ecuatii apar variabile, numite necunoscute.
Aceste necunoscute pot lua valori dintr-o multime, numita domeniul de definitie al
ecuatiei.

In cazul in care domeniul de definitie D nu este precizat, acesta trebuie determinat,
punand conditia ca pentru orice element al lui D expresiile care apar in cei doi membri
ai ecuatiei sa aiba definita valoarea.

O solutie a unei ecuatii este un element al domeniului de definitie cu proprietatea
ca, Tnlocuit In ecuatie, conduce la o propozitie adevarata.

Exemple

1) 2(x + 1) + (2x - 3) = x - (-1 - x) este o ecuatie avand necunoscuta x. Cum
ambii membri ai ecuatiei au sens pentru orice numar real x, domeniul de definitie este
multimea R.

Inlocuind x cu 1, rezulta propozitia adevérata 3 = 3. Deci 1 este solutie a acestei
ecuatii. Pe de alta parte, inlocuind x cu 0, se obtine propozitia falsa -1 = 1. Deci
numarul 0 nu este solutie a acestei ecuatii.

x> -1

2) x -1

in membrul din stanga sa fie diferit de 0 (fTmpartirea prin 0 nu are sens!) trebuie ca x
sa fie diferit de 1. Deci domeniul de definitie al ecuatiei este R\ {1}.

Numarul 3 este solutie a acestei ecuatii.

=4 este o ecuatie avand necunoscuta x. Pentru ca numitorul care apare

3) 2x - y + 3 = 0 este o ecuatie avand doua necunoscute x si y, al carei domeniu
de definitie este R x R.

Sa analizam!

A rezolva o ecuatie Inseamna a gasi multimea tuturor solutiilor acesteia.

Sa consideram, de exemplu, ecuatia 2(x + 1) + (2x - 3) =x + (1 + x). Am vazut ca
numarul 1 este o solutie a acestei ecuatii. Problema care se pune este daca aceasta
este singura solutie sau mai exista si altele.

in general, pentru a determina toate solutiile unei ecuatii incercam sa o aducem
la o forma cat mai simpla efectuand transformari echivalente ale acesteia.

in cazul ecuatiei mentionate procedam astfel:

Efectuam calculele si reducem termenii
asemenea in cei doi membri

2x+2+2x-3=x+1+x
4x -1 =2x+1

Adunam in ambii membri ai ecuatiei
-2x (sau scadem 2x)

(4x - 1) -2x= (2x + 1) - 2x

Folosim asociativitatea si
comutativitatea adunarii

(4x - 20) - 1= (2 - 20) + 1
2¢ -1=1

A cuvantul ecuatie provine
din latinescul ,aequatio” si

inseamna egalare.

O Stabileste dacd numarul
-1 este o solutie a ecuatiei
x+2(1-x)=5.

@ Identificd necunoscutele
si domeniile de definitie
pentru ecuatiile:

1 __ 1.
Ig(x+1)+x_2— X
V2x-2+y-3=2.

© Identificd proprietétile
operatiilor cu numere utiliza-
te in aceste calcule.

@ Explic de ce a fost util s&
adunam (-2x) la ambii
membri. Ce s-ar fi intamplat
daca adunam (-4x)?



© Verifica faptul c& numérul
1 este solutie a tuturor ecua-
tiilor care apar prin transfor-
mari echivalente din ecuatia
data.

® Explica de ce toate aceste
transformari nu au modificat
multimea solutiilor ecuatiei.

@ Ce se intampla dacé
inmultim cu 0 ambii membri
ai unei ecuatii? De ce nu este
aceasta o transformare care
pastreaza mulfimea solutiilor?

© Rezolva ecuatia

X -(x-2)+3-(x-2)=0.
Ce transformari echivalente
ai folosit?

© Scrie o ecuatie liniara cu
necunoscutele x, y si z.

© Exprima in cuvinte trans-
formarile utilizate pentru
rezolvarea ecuatiei

p-2p-1)=5.

10

Adunam 1 Tn ambii membri 2x-1+1=1+1

2x =2
inmultim ambii membri cu % si 5 (2x) %
folosim faptul ca 1 este element 1 =1
neutru pentru inmultire. =1

in urma tuturor acestor transformari am ajuns la concluzia ca ecuatia dat are
aceeasi multime de solutii cu ecuatia x = 1. Deci multimea solutiilor ecuatiei initiale
este S = {1}.

in general

Pentru a rezolva o ecuatie, incercam sa o aducem la o forma cat mai simpla
folosind transformari care nu schimba multimea de solutii ale acesteia. Obtinem astfel
ecuatii echivalente cu cea data.

Transformarile utilizate de obicei sunt:

- efectuarea de calcule algebrice in fiecare membru al ecuatiei;

- adunarea sau scaderea aceluiasi termen in ambii membri ai ecuatiei;

- inmultirea sau impartirea ambilor membri cu acelasi numar real nenul.

4 Ce este o ecuatie liniara?

Sa analizam!
in ecuatiile prezentate mai sus am intalnit situatii in care necunoscuta sau
necunoscutele apareau doar la puterea intai, cum ar fi, de exemplu:
2-(x+1)+(2x-3)=x-(-1-x)sau
2x-y+3=0.
x* -1

In schimb, in ecuat|a =
x -1

numaratorul acesteia contine termenul x2.

=4 necunoscuta x apare la numitorul unei fractii, iar

in general

O ecuatie care contine numai termeni de gradul intai (adica termeni de forma
a-x, cu a numar real nenul si x necunoscuta) si/sau termeni liberi (adica termeni care
nu contin necunoscute) se numeste ecuatie liniara (sau ecuatie de gradul intai).

¢ Cum rezolvam ecuatii liniare cu o necunoscuta?

Sa analizam!
in unul dintre exemplele anterioare am obtinut ecuatia liniar& cu necunoscuta p:

p-20- 1Oo(p 20) = 238 .

Utilizand transformari echivalente, obtinem succesiv urmatoarele ecuatii, care au
aceleasi multimi de solutii ca si ecuatia initiala:
15 p-255=0

17
20

p = 300.

1 p=255.

Deci ecuatia initiala are ca solutie numarul 300.




in general

Orice ecuatie liniara cu necunoscuta x poate fi adusa, prin transformari echivalente,
la o ecuatie de formaax+b=0,cua, be R.

in rezolvarea unei ecuatii de forma ax + b = 0 putem folosi un algoritm care
precizeaza multimea solutiilor ecuatiei.

Sa demonstram!

Despre multimea S a solutiilor ecuatieiax + b =0, (a, b€ R), x€ R, putem spune ca:

. Sz{—é},dacéaqéo.
a

*S=¢,dacaa=0sib#0
*S=R,dacaa=0sib=0.

Adunand -b la ambii membri, deducem ca ecuatia ax + b = 0 este echivalenta cu
ecuatia ax = -b.

- N . . U . 1 . .
* Daca a # 0, inmultind cu inversul numarului a (deci cu E)’ obtinem ecuatia

. “ b . . T
echivalenta x = 4 De aceea, pentru a # 0, multimea solutiilor ecuatiei initiale este

-4

*Daca a=0sib # 0, ecuatia ax = -b se rescrie 0x = -b. Cum pentru orice
numar real x avem Ox = 0 # -b, rezultad ca ecuatia Ox = -b nu are solutii. Deci S=J.
* Daca a =0sib =0, ecuatia ax = -b devine Ox = 0. Cum orice numar real x
verifica aceasta relatie, deducem ca in acest caz avem S = R.

4 Cum rezolvam sisteme de ecuatii liniare?

Sa ne amintim!

Un sistem de ecuatii se obtine prin operatia logica ,si” din doua sau mai multe
ecuatii. O solutie a sistemului este o solutie comuna a tuturor ecuatiilor acestuia.
A rezolva un sistem de ecuatii iTnseamna a determina multimea tuturor solutiilor sale.
Daca toate ecuatiile care alcatuiesc un sistem sunt liniare, atunci sistemul se numeste
sistem de ecuatii liniare (sau sistem de gradul intai).

Exemple
1. Sistemul 2x+4y _3_: 0 este un sistem de doua ecuatii liniare cu
x-2y+5=0
necunoscutele x siy.
2 .2 —
2. Sistemul {;x _J;} _+14_ 00 este un sistem de doué ecuatii cu necunoscutele x

si y. Cum prima ecuatie nu este liniara, acesta nu este un sistem de ecuatii liniare.

In continuare, vom fi interesati de rezolvarea sistemelor de gradul intai. Am vazut
ca orice ecuatie de gradul intai cu necunoscuta x poate fi adusa, prin transformari
echivalente, la forma ax + b = 0. Exista oare o forma simpla la care putem aduce,
prin transformari echivalente, un sistem de ecuatii liniare, fara a schimba multimea
solutiilor?

Am mai vazut ca, in functie de valorile lui a si b, multimea de solutii a ecuatiei
ax + b = 0 poate avea un element, o infinitate de elemente, sau poate fi multimea
vida. Regasim oare aceste trei situatii in rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare?

@ Stabileste ce proprietati
ale operatiilor cu numere
sunt utilizate in algoritmul de
rezolvare a ecuatiei
3x+7=0.

@ Formeazd un sistem de
doua ecuatii liniare cu necu-
noscutele x siy care sa conti-
na ecuatia 2x -y - 1= 0.
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@® Explica ce transformare a
fost efectuata asupra celei
de-a doua ecuatii.

@ Scrie forma mai simpla la
care poate fi adus un sistem
liniar cu trei ecuatii si trei
necunoscute.

@ Explica de ce am inmultit
a doua ecuatie a sistemului
cu -2.

@ Rezolva sistemul prin
reducerea necunoscutei y.

12

Sa analizam!
Consideram sistemul de ecuatii liniare cu necunoscutele x si y:
X+2y+1=6-x+3y
2x-3y-3=1+x-y"
Adunéand la ambii membri ai primei ecuatii termenul (x - 3y - 1) si reducand
termenii asemenea se obtine o ecuatie echivalenta cu ea:
2x-y=05.
in mod analog, cea de-a doua ecuatie este echivalenta cu x - 2y = 4.

Transformarile efectuate au avut ca scop obtinerea unor ecuatii echivalente cu
cele initiale, dar care contin in membrul stang numai termeni in care apar necunoscutele,
iar in membrul drept termenul liber.

. r ) ) 2x-y=5
In concluzie, sistemul dat este echivalent cu sistemul:

x—-2y=4-

in general

Prin efectuarea unor transformari echivalente convenabile ale ecuatiilor compo-
nente, orice sistem de doua ecuatii liniare cu necunoscutele x si y poate fi adus la
ax+by=c

forma .
a,x+b,y=c,

Sa ne amintim!

Putem determina multimea solutiilor unui sistem liniar prin metoda reducerii.
2x-y=5

Aplicam aceasta metoda in cazul sistemului { .
x—-2y=4

Prima ecuatie o I&sam neschimbata (o inmultim cu 1), | [2x—-y =95
x-2y=41-(-2)

iar pe cea de-a doua ecuatie o inmultim cu -2.

5 " 7 2x-y=5
Adunam ecuatiile membru cu membru. In acest fel,
reducem necunoscuta x si obtinem o ecuatie care are ~2x+4y=-8
doar necunoscuta y. / 3y=-3
Tnlocuim a doua ecuatje a sistemului cu ecuatia cu o 2x-y=5
singura necunoscuta obtinuta la pasul anterior. 3y=-3

Obtinem un sistem echivalent cu cel dat.

Rezolvam cea de-a doua ecuatie a noului sistem,
determinand valoarea lui y.

Tnlocuim valoarea lui y Tn prima ecuatie si calculam pe
X. =-1

Scriem solutia sistemului.

Sa aplicam!

in unul dintre exemplele anterioare (referitor la numarul de apartamente cu dous,
respectiv cu trei camere ale unui bloc de locuinte), am obtinut sistemul de ecuatii
liniare: x+y=30
iniare: (5 3y-78"

Pentru a rezolva acest sistem prin metoda reducerii, este necesar sa corelam
coeficientii variabilei x. Pentru aceasta, inmultim prima ecuatie cu 2 si pe cea de-a
doua cu -1, apoi adunam ecuatiile astfel obtinute. Rezulta sistemul echivalent:

x+y=30
-y=-18"




Cea de-a doua ecuatie a acestui sistem are solutia unica y = 18. De aceea,
sistemul considerat are, la randul sau, multimea solutiilor formata dintr-un singur
element, si anume perechea (12, 18).

in general

Unele sisteme de ecuatii liniare au o singura solutie.
Un sistem de ecuatii liniare care are multimea solutiilor formata dintr-un singur
element se numeste compatibil determinat.

Exemplul 2

Am vazut ca ecuatia 0 - x = 0 are ca multime a solutiilor R, deci admite o infinitate
de solutii. Apare in mod natural intrebarea: exista oare sisteme de doua ecuatii cu
doua necunoscute care sa aiba, la randul lor, mai multe solutii?

Sa analizam!

x+y=1

Consideram sistemul {x Ly=1 in care prima si cea de-a doua ecuatie coincid.

2'2
aceea, sistemul dat are o infinitate de solutii.
Sa analizam ce se intampla atunci cand aplicam metoda reducerii sistemului

2x-3y=-1 .
4§Cc—6;}/ _ _o- Inmultind prima ecuatie cu -2 si adunand ecuatiile astfel obtinute,

Perechile (1, 0); (0, 1); (2, -1); (1 1) apartin multimii solutiilor acestui sistem. De

2x-3y=-1
0=0 -
Acest sistem admite o infinitate de solutii. De aceea, aceeasi proprietate o are si
sistemul initial.

obtinem ecuatia 0 = 0. Sistemul dat este deci, echivalent cu sistemul

in general

Unele sisteme de ecuatii liniare au o infinitate de solutii.
Un sistem de ecuatii liniare care admite o infinitate de solutii se numeste compatibil
nedeterminat.

Ultima situatie intalnita in cazul ecuatiilor liniare a fost cea a ecuatiei incompatibile
0-x=b, cub # 0, care are multimea solutiilor vida. Apare in mod natural intrebarea:
exista oare sisteme liniare de doua ecuatii care nu admit solutii?

Sa analizam!

xX+2y=2 N
Sistemul |5 | i}y _ 5 nu admite solutii. Intr-adevar, inmultind prima ecuatie cu -2
si adunand ecuatiile, obtinem sistemul echivalent x Bziff .

Cum egalitatea 0 = 1 nu poate avea loc pentru nici o valoare a lui x si y, rezulta ca
sistemul considerat nu are solutie.

in general

Unele sisteme de ecuatii liniare nu au solutie.
Un sistem de ecuatii liniare care nu admite nici o solutie se numeste incompatibil.

A Aplicand metoda redu-
cerii unui sistem compatibil

determinat, se ajunge la o
ecuatie de tip

a-x=b,cua #0.

@ Gaseste y astfel incat
perechea (3, y) sa fie solutie
X+y=2

X-y=-2"
Stabileste  apoi daca

a sistemului {

1.1 . L
275 apartine multimii
solutiilor.

@ Explica ce legatura este
intre ecuatiile sistemului

x—-y=1 . .
<2x “oy=2- Gaseste apoi
trei elemente diferite ale mul-
timii solutiilor.

A Aplicand metoda redu-
cerii unui sistem compatibil

nedeterminat, se ajunge la o
ecuatie de tip 0 - x = 0.

® Formeaz&d un sistem
compatibil nedeterminat care
sa contina ecuatia

4x - 2y = -8.

A Aplicand metoda redu-
cerii unui sistem incompatibil,
se ajunge la o ecuatie de tip

0-x=b,cub #0.
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Exercitii si probleme

1.

14

Rezolvati ecuatiile de mai jos, unde x € R:
a) 4x = §;
b) 6x = 3;
c) -2x = 1;
d) 0,5x = -1,25;
e)3x-1=5;
)1 -3x=4x+2;
x-1 x+1
97 s =t
h) 3(x + 1) = 3x;
i) 2(x - 1)+ 3x=4(2x + 1);
j)5(1 -x) -2(1-3x)=0;
K) (W2 -1)x =2++/2;
[) 4(x = 1) - 2x = 2(x + 3);
m) 2x + 2(1 - x) = 2;
x-1 x+2 x+3
U B

. Un calator are de transportat 20 kg de bagaje. El

dispune de un rucsac si de un geamantan. Pentru
comoditate, calatorul vrea sa distribuie bagajele
astfel incat cu rucsacul sa transporte cu 4 kg mai
mult decat cu geamantanul. Cate kilograme va
cantari incarcatura geamantanului?

. Determina multimile de solutii ale sistemelor:

a){x—y:1; b){2x:y ;
x+y=3 x+y=0

2x :1 _ 2x-y=3
<) \x —y:2 x+y=0 -

. Scrie un sistem care are ca solutie (-1; 1). Mai poti

scrie Inca un astfel de sistem?

y
. In figura alaturatd sunt re-
prezentate dreptele de solutii i 1
ale ecuatiilor unui sistem. Care 1
este solutia sistemului? _10__ ' *
N L . =1
. Adauga inca o ecuatie sistemului {i ti _3 astfel

ca noul sistem obtinut sa devina
a) compatibil; b) incompatibil.

7.

10.

1.

12.

Determina numerele reale a si b stiind ca (1; 3) este
solutie a sistemului:
x-ay=4 2x+ay-1=0_
a) bx+y—1’ 3x-y=b ;
ax—by=3
bx+y=2

. Folosind reprezentarea pe hartie milimetrica,

aproximeaza solutiile sistemelor:

2x+y-2=0 x+y=13
a) lx-y+05=0 b) 12x -y =0,6’

x—y=\/§_ {x:2

x+y:\/—’ d) x+3y=1'

Verifica daca astfel ai obtinut solutii ale sistemelor
date.

. Reprezinta grafic dreptele de solutii ale ecuatiilor ce

compun sistemele urmatoare, apoi determina
solutiile sistemelor:

x+2y=5 | xX+y+7=0
a)Lx—3y=—43’ b) 13y~ y+1=0’
7x+5y=-1
Sx+y=-13
Folosind proprietatile numerelor reale, rescrie sub

forma unui sistem ecuatiile:
a) (x-yp+ (2x+y-1)=0;

b) |x—y+1+[2x-3y|=0

)
C) Jx—2y+x+y+1=0;
d)x?-2xy+ 22+ 2y+1=0.

Determina numarul de solutii ale sistemelor:

X - y+1—0 2x-3y=0
X+y-— 3-0’ —x+2y-1=0

Determina numerele reale a si b stiind ca sistemele
de mai jos au aceeasi solutie:

xX-y=2 si ax -3y =1
x+by=17 |x+y=8



Mectoda grafica in studiul ecuatiilor si al inecuatiilor liniare =———————

) Aplicam si dezvoltam!

Sa ne amintim!

Multimea solutiilor unei ecuatii sau a unei inecuatii de gradul intai poate fi
reprezentata pe axa numerelor reale.

Astfel, In cazul ecuatiei 2x - 3 = 0, multimea solutiilor este S = {§} ; acestei

s-{3

in schimb, considerand inecuatia 2x - 3 < 0, multimea solutiilor este intervalul

multimi Ti corespunde, pe axa numerelor reale, un punct:

o
N|w ¢

T . o
(—00, 5 |, caruiai corespunde pe axa numerelor reale o semidreapta:

. ] (-3
T3 s=(-=:3]
2

; I - : 3. .
Analog, multimea solutiilor inecuatiei 2x - 3 > 0 este intervalul (5. o, caruia i
corespunde pe axa numerelor reale o semidreapta:

3
2/ S:(g'oo)
\ .

0

in lectiile urmatoare vom reprezenta grafic si multimile de solutii ale unor ecuatii,
inecuatii si sisteme mai generale.

4 Cum interpretam grafic ecuatii de gradul intai cu doua necunoscute?

Sa analizam!

Am vazut ca in cazul ecuatiilor si inecuatiilor de gradul intai cu o necunoscuta
putem reprezenta multimile de solutii pe axa numerelor reale. Ne propunem in
continuare sa gasim o reprezentare si pentru solutiile ecuatiilor siinecuatiilor de gradul
intai cu doud necunoscute. in acest caz, vom folosi reprezentari grafice intr-un plan
in care a fost ales un reper cartezian.

Sa consideram, de exemplu, ecuatia de gradul y
intéi cu necunoscutele x si y:

2x-y-3=0

Observam mai intai ca aceasta ecuatie admite
mai multe solutii.

Astfel, (0; -3), (1; -1), precumsi (3; 3) sunt solutii
ale ecuatiei date.

Fixam in plan un reper cartezian xOy in care
reprezentam punctele A(0; -3), B(1; -1) si C(3; 3)
corespunzatoare solutiilor indicate mai sus.

m

QO F———f———————

Desenul sugereaza ca cele trei puncte sunt situ-
ate pe o aceeasi dreapta. Acest fapt trebuie insa
demonstrat riguros.

Wy ]

O Reprezints pe axa nume-
relor multimile de solutii
pentru:

a)dx+1=0
b)4x+1>0
c)4x+1<0.

@ Gaseste trei solutii ale

ecuatiei 2x - y + 3= 0.

15



© Exprima vectorii AB si
AC in functie de versorii

axelor. Ce poti spune despre
acesti vectori?

@ Calculeazd lungimea
segmentului PQ, daca:

a) P(1; 2), Q(1; 4):

b) P(1; 2), Q(-5; 2).

© Verifica faptul c& (4; 5) este
o solutie a ecuatiei
2x-y+3=0siarata céd A, B
si D sunt coliniare, unde D
este punctul de coordonate
(4; 5).

® Determina mijlocul M al
segmentului AB. Arata apoi
cd x,, siy, (coordonatele lui
M) verifica ecuatia

2x -3=0.

M_yM

@ Scrie ecuatia dreptei PQ,
unde P(1, 1) si Q(-2, 3).
Determina coordonatele altor
trei puncte ale acestei drepte.
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Sa demonstram!

Punctele A(0; -3), B(1; -1) si C(3; 3) sunt coliniare.

Vom face o constructie auxiliara: prin A si B ducem paralele a si b la dreapta
suport a axei Ox, iar prin B, respectiv C, ducem paralele la axa Oy care intersecteaza
dreptele a si b in B', respectiv C'. Acestea au coordonatele B'(1, -3), respectiv
C"(3, -1). Pentru a arata ca punctele A, B, C sunt coliniare este suficient sa demonstram

cd m(ABB') +m(B'BC")+ m(C"BC) =180° .

Unghiul B'BC" este drept, deci m(@) = 90° . Pentru a obtine informatii legate
de celelalte doua unghiuri, studiem triunghiurile AB'B si BC"C. Remarcam ca acestea
sunt dreptunghice, in B', respectiv C", iar catetele lor au lungimile egale cu

AB =1;BB=2; BC'=2;C'C=4.

Observam ca aceste lungimi sunt proportionale, deci AAB'B ~ ABC"C (deoarece
/\/B,\B = BC/”\C SI AB, 2@ .

" BC" C"C)
Deducem c& m(BAB) = m(CBC"), deci m(ABB) + m(BBC") + m(C’BC) = m(ABB)) +

+90° + m(B/AE’) =180°, ceea ce probeaza afirmatia facuta.

Am aratat, asadar, ca punctele A, B si C, corespunzatoare celor trei solutii (0; -3);
(1; -1), respectiv (3; 3), sunt coliniare.

in general, daca (x,; y,) este o solutie a ecuatiei 2x - y - 3 = 0, punctul P(x,; y,)
este situat pe dreapta AB determinata de punctele de mai sus. Ne intrebam daca si
reciproca este adevarata, deci daca orice punct de pe aceasta dreapta corespunde
unei solutii a ecuatiei considerate.

Sa demonstram!

Daca P(x,; y,) este situat pe dreapta determinata de punctele A(0; -3) si B(1; -1),

atunci 2x, -y, - 3 =0, deci (x,; y,) este solutie a ecuatiei 2x - y - 3 = 0.

y |
Consideram un punct P(x,, y,) aflat pe dreapta AB. P

Paralela prin P la Oy intersecteaza a in P'. Din
asemanarea triunghiurilor AP'P si AB'B deducem:

AP’ _ PP’ deci Yo :yo+3

AB BB’ Kl

, adica 2x, - y, - 3 =0.

in concluzie am stabilit o legatura intre multimea solutiilor ecuatiei 2x - y -3 =0
si multimea punctelor din plan situate pe dreapta AB.

in general

Multimea solutiilor unei ecuatii de gradul intai cu necunoscutele x si y se reprezinta,
intr-un plan in care a fost fixat un reper cartezian xOy, printr-o dreapta. Aceasta
dreapta este determinata de doua puncte corespunzand unor solutii particulare ale
ecuatiei.

Reciproc, orice dreapta din acest plan este reprezentarea grafica a solutiilor unei
ecuatii de gradul intai cu doua necunoscute.




¢ Cum interpretam grafic sisteme de ecuatii liniare?

Sa analizam!

Am demonstrat ca multimea solutiilor unei ecuatii liniare cu doua necunoscute se
reprezinta in plan printr-o dreapta. Aceasta inseamna ca in cazul unui sistem de doua
ecuatii liniare cu doua necunoscute, fiecareia dintre ecuatii 1i corespunde o dreapta.
Stim ca doua drepte din plan pot fi concurente, confundate sau paralele. Pe de alta
parte, am aratat ca sistemele de ecuatii liniare pot fi compatibil determinate sau
compatibil nedeterminate sau incompatibile. Ne propunem sa investigam legatura
dintre compatibilitatea unui sistem de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute si
pozitia relativa a dreptelor corespunzatoare ecuatiilor sistemului.

Exemplul 1

xX+y=2
x+2y="1
Acesta este un sistem compatibil determinat, avand solutia (3; -1).

Vrem sa determinam grafic solutia acestui sistem. Pentru aceasta, reprezentam
dreptele corespunzatoare ecuatiilor sale.

Consideram sistemul de ecuatii liniare cu necunoscutele x si y:

Prima ecuatie admite solutiile (0; 2) si (2; 0). De aceea, y
punctele A(0; 2) si B(2; 0) determina dreapta
corespunzatoare ecuatiei x +y - 2 = 0. } A

Analog, multimea solutiilor ecuatiei x + 2y - 1 =0,
este reprezentata de dreapta determinata de punctele
C(1;0) si D(-1; 1). Reprezentand ambele drepte in reperul ' C } x
cartezian xOy, observam ca ele sunt concurente in '\&
punctul S(3; -1), ale carui coordonate reprezinta chiar
solutia sistemului considerat.

in general

Un sistem de doua ecuatii cu doua necunoscute este compatibil determinat daca
si numai daca dreptele corespunzatoare ecuatiilor sistemului sunt concurente.
Coordonatele punctului de intersectie a celor doua drepte reprezinta solutia sistemului
dat.

Exemplul 2

Sistemul 2x-y=3 este compatibil nedeterminat: cea
4x -2y =6
de-a doua ecuatie se obtine din prima prin inmultire cu 2.
Dreapta corespunzatoare primei ecuatii are ca intersectie o /A" >

(% 0) , iar ca intersectie cu axa Oy punctul 1
B(0, -3). Pe de alta parte, dreapta corespunzatoare celei de-a
doua ecuatii are aceleasi puncte de intersectie cu cele doua / B
axe. Deoarece aceste doua drepte au in comun punctele A si

B, deducem ca ele coincid.

cu axa Ox punctul A

in general

Un sistem de doua ecuatii cu doua necunoscute este compatibil nedeterminat
daca si numai daca dreptele corespunzatoare ecuatiilor sistemului coincid.

@& Rezolva sistemul
X+y=2 )
Xx+2y =1 Prin metoda re-
ducerii si verifica faptul ca
(3; -1) este solutia sa unica.

@® Determina intersectiile

cu axele de coordonate ale

dreptei de ecuatie
x+2y-1=0.

@ Explica de ce punctul de
intersectie a dreptelor cores-
punde solutiei sistemului.

@® Explica ce legéatura
exista intre faptul ca sistemul
are o infinitate de solutii si
faptul ca dreptele ce repre-
zinta ecuatiile sistemului
coincid.
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@ Putea fi gasita dreapta
corespunzéatoare primei ecuatii
din exemplul 3, folosind inter-
sectia cu axele?

@ Ce s-ar fi intamplat dacé
dreptele erau concurente?

Exemplul 3

y
x-y=0
Sistemul de ecuatii liniare 2% _y2y _ 4 este incompatibil.
L-A4A
Prima ecuatie admite solutiile particulare (0; 0) si (1; 1), deci ! /

determinata de punctele O(0; 0) si A(1; 1). Analog, multimea 7
solutiilor celei de-a doua ecuatii se reprezinta prin dreapta BC,
unde B(2; 0) si C(0; -2). Reprezentand cele doua drepte in acelasi /
sistem de axe, putem constata ca ele sunt paralele.

multimea solutiilor acestei ecuatii se reprezinta prin dreapta o) /é x
C

in general

Un sistem de doua ecuatii cu doua necunoscute este incompatibil daca si numai
daca dreptele corespunzatoare ecuatiilor sistemului sunt paralele.

Legatura dintre compatibilitatea unui sistem de doua ecuatii liniare cu doua
necunoscute si pozitia relativa a dreptelor asociate ecuatiilor poate fi sistematizata in
urmatorul tabel:

@ Rezolva sistemul din
exemplul 4 folosind metoda
reducerii.

18

Cazul | Cazul ll Cazul lll
Forma ecuatiilor | (-2x+7y =11 x-3y=2 3x-y=4
(exemple) 3x+5y=1 2x+6y=-4 6x-2y=5
Numarul una singura o infinitate nici una
solutiilor
Multimea de S={2; 1)} S={(x;»)|x-3y=2} S=¢
solutii
Compatibilitatea | Sistem compatibil Sistem compatibil Sistem
sistemului determinat nedeterminat incompatibil
Interpretarea doua drepte care se doua drepte care coincid; | doua drepte
grafica a intersecteaza intr-un | multimea punctelor paralele distincte;
sistemului punct ale carui acestor drepte identice intersectia nu
coordonate formeaza | reprezintd multimea de contine nici un
solutia sistemului solutii a sistemului punct
Sa aplicam!

Metoda grafica poate fi utilizata si pentru interpretarea sistemelor de trei ecuatii
cu doua necunoscute. De aceasta data, vom avea trei drepte in plan; pozitia lor
relativa ne va da informatii cu privire la compatibilitatea sistemului. Mai precis: sistemul
este compatibil daca si numai daca toate dreptele trec printr-un acelasi punct.

Exemplu 3x-y=3
Consideram sistemul de trei ecuatii cu doua necunoscute: |* T = 5
’ 3x-2y=0
Reprezentam grafic dreptele d,, d, si d,
corespunzatoare celor trei ecuatii. Obtinem astfel
dreptele A.B,, A,B, si OA, unde A (1; 0); B,

B,(0; -3), A,(5; 0), B,(0; 5), A(1; %) Obtinem,

in concluzie, reprezentare grafica alaturata. A
Desenul indica faptul ca cele trei drepte au
un punct comun, si anume punctul P(2; 3). . Yoo
Aceasta Tnseamna ca sistemul considerat O A, o AXX
admite solutia (2; 3). Deci sistemul dat este d,
compatibil. T




Exercitii si probleme
1. Alege pentru fiecare sistem solutia lui: 4. Rezolva ecuatiile:
a) {2x+3y:5 _ ){x+2y=7 _ a)(x+1)2=(x-22+1,x€eR.
3x-4y=16" -11x+5y =31’ 2
4 d b) =+X 1, x e R\{0}.
c) x-2y=1 X
S5x —10y =5 1 3 5
. . —t+t==
(4 -1); 1) (150); i) (=15 4). 5. Rezolva sistemul: JX V|
2_1_
x-2y+3=0 PR

2. Fie sistemul { Perechea (1; 2) este

-x+2y-3=0"
6. Determina multimile de solutii pentru:
a)(2x-1)Bx+1)=0
b) (2x - 1)Bx+1) >0
)

solutie a acestui sistem? Dar perechea (-1; 2)?

3. Reprezinta dreptele de solutii ale ecuatiilor ce compun
sistemele urmatoare si apoi determina solutiile

acestora: c)(2x - 1)(3x + 1) < 0.
2y-1=0 2x -y =-3 Ce relatie exista intre multimile gasite la punctele a),
@ {x+y—2=o? o) l2ax-y=7 - b) i ¢)?

Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
& sa recunosc ecuatii, inecuatii si sisteme liniare
& sa asociez unei probleme o ecuatie, inecuatie sau sistem
¢ sa aplic algoritmii de rezolvare a ecuatiilor, inecuatiilor sau sistemelor
& sa stabilesc compatibilitatea unor sisteme de ecuatii liniare?

) Test de verificare

1. Dintre propozitile urmatoare, identifica ecuatiile, 3. Precizeaza daca sistemul urmator este compatibil:
inecuatiile si sistemele de gradul intai: 2% — 7=
x-z=3
a)x2+x—1=3,xE|R. {4x+5224-
x-1_2x+1_-x+6
) 3 9 2 'F R 4. Cele trei ecuatii ale unui i /
x+2y=1 sistem cu necunoscutele
c) {xz e d)2x+1>x+3. x si y sunt reprezentate
geometric in figura alatu- 9 »
2. Scrie ecuatia corespunzatoare urmatoarei probleme: rata. Precizeaza numarul
Determina un numar natural de sase cifre care are solutiilor sistemului. Este
cifra unitatilor egala cu 4 si care se mareste de patru acest sistem compatibil
ori atunci cand ultima cifra este mutata la Tnceputul determinat?
numarului.
Lectura

Printre popoarele antice, egiptenii ocupd un loc aparte. Realizdrile lor au intrigat si fascinat in egald mdsurd oamenii
de culturd sau simplii turisti. Monumentalele piramide de la Gisech au condus la ideea cd egiptenii aveau temeinice
cunostinte matematice. In sprijinul acestei presupuneri vine si papirusul Rhind, descifrat la sfdrsitul al XIX-lea, ce contine
informatii importante despre cunostintele matematice ale egiptenilor. Aceste cunostinte erau, in majoritatea lor, algoritmice:
metodele de rezolvare nu erau justificate prin rationament, ci fixate si transmise sub formd de ,,reguli .

In acest papirus apare cea mai veche problemd cunoscutd pand acum, problemd ce se poate rezolva cu ajutorul
ecuatiilor: ea cere sd se afle o cantitate, dacd septimea ei si intregul fac 19. Modul de rezolvare indicat in papirus pentru

aceastd problemd diferd mult de tipul de algoritm utilizat astdzi, dar rezultatul obtinut este corect.
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Unitatea de invatare 2

) Test initial de autoevaluare

Calcul
numeric

Aproximari

Calcul procentual

Regula de trei simpla

Reprezentari grafice

20

Rezolvand exercitiile urmatoare iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea

acestei unitati.

1.

Efectueaza:

a) 2,3+ 1,75 e) 3,5+ 1,62

b) 4,15 - 2,91 f) 6,28 - 2,83

c) 3,1-2,53 g) 1,5-3,24

d) 2,(7) + 1,(2) h) 3.,(6) + 1.(3)
. Aproximeaza prin rotunjire la ordinul sutimilor:

a) 4,318 + 2,754 e) 3,681 + 2,367
b)29:7 f) 32 : 11
c) 35,8 : 11 g)275:7
d) v5 h) V6
. Calculeaza:

a) Cat reprezinta 20% din 1457

b) Cat la suta din 640 reprezinta 1287

c) Cat va costa un costum de 120 lei, dupa o scumpire cu 20%?

d) Care este procentul de ieftinire al unei carti care inainte costa 6 lei, iar dupa
ieftinire are pretul de 5,1 lei?

. Rezolva si argumenteaza:

a) Daca 4 m de matase costa 58 lei, cat costd 7 m din acelasi material?

b) Daca aria unui sector de cerc, determinat de un unghi la centru cu masura de
120°, este de 18 m?, ce arie are un sector al aceluiasi cerc, determinat de un unghi
la centru cu masura de 40°?

c) Daca 4 automate identice imbuteliaza 600 / apa minerala in 20 de minute, in cat
timp vor Imbutelia 5 automate aceeasi cantitate de apa?

d) Daca 180 de elevi au folosit 500 de coli de scris la un examen, cate coli se
estimeaza ca vor folosi 405 000 de elevi la un examen de acelasi fel?

. Reprezinta grafic intr-un sistem de axe:

a) punctele A(- 2; - 1), B(3; 0), C(0; - 4) si D(- 3; 3).
b) functia f: {-2; -1; 0; 2} R, [ (x) = 2x?

c) functia f: {-1; 0; 1; 2}> R, f(x)=4 -x

d) functia f: R > R, f(x) =x2- 3.



datelor statistice

Surse de date statistice

) Ne amintim si exploram!

4 Surse pentru obtinerea de informatii

O caracteristica a societatii contemporane este nevoia de informare. Orice persoa-
na, orice unitate economica, orice organizatie foloseste informatii ce se pot obtine in
diverse moduri. Pentru a accesa mai usor diferite informatii s-au cautat moduri variate
de catalogare: cartile de telefon, atlasele, enciclopediile sunt exemple in acest sens.

Din ce in ce mai folosite sunt adresele web. Accesand o pagina pe Internet, se
pot gasi rapid informatii organizate pe baza unor criterii clare. lata cateva exemple:

Culegerea, clasificarea si reprezentarea

Adresa Continut
http://www.bcub.ro Biblioteca Centrala Universitara
http://www.mnir.ro Muzeul National de Istorie

http://www.unibuc.ro/CLASSICA Lucrari ale unor autori clasici
http://www.bibnat.ro/menu.php Biblioteca Nationala
http://www.inmh.ro Administratia Nationala de Meteorologie
http://www.antipa.ro Muzeul Grigore Antipa
http://www.eminescu.petar.ro/index.html Opera Eminescu
http://www.gov.ro Guvernul Romaniei
http://www.bcu.ro/FILIALE/FIZICA.html Biblioteca de fizica si chimie
http://www.ici.ro/romania/cultura/plastice.htmi Arte plastice
http://www.art-links.md/art1.html Arte plastice si arhitectura

Aceste surse de informatii contin date cunoscute si catalogate.
Exista numeroase situatii in care informatiile trebuie culese si organizate pentru a
putea fi folosite cu usurinta.

Exemplul 1: Organizarea activitatilor comerciale

O editura intentioneaza sa lanseze o colectie de carti pe teme de cultura si
civilizatie. Pentru a estima succesul acestei initiative, conducerea editurii are nevoie
de informatii privind preferintele cititorilor si ofertele de carte de pe piata in domeniul
respectiv. De asemenea, editorul trebuie sa dispuna de informatii care sa permita
stabilirea unor preturi convenabile (un pret prea mic risca sa nu acopere cheltuielile,
iar un pret prea mare poate impiedica vanzarea). Pentru a obtine aceste informatii,
directorul a adresat un chestionar vizitatorilor unui targ de carte.

O Gaseste si alte procedee
de testare a preferintelor
cititorilor de carte.

L]
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@ Observa datele si raspun-

de:

a) Cate persoane nu au cum-
parat carti in ultima luna?

b) Cate persoane au cum-
parat 6 carti in ultima luna?

© Séanottmx, =0, x,= 1,
X,= 2,0, X, = 7,sicun[numa“ru/
de persoane care au cum-
pdrat x, carti in ultima luna.

Determina n, n,, ..., n,

A In matematica, estimarea
comportarii unei functii pentru
care nu se cunosc decét cateva
valori particulare se numeste
extrapolare.

© Imagineaza si alte proce-
dee de testare a preferintelor
muzicale ale ascultatorilor.

@ Foloseste un dictionar ex-

plicativ pentru a determina
toate sensurile cuvantului
L,extrapolare”.
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lata raspunsurile inregistrate de la 100 de persoane la intrebarea: ,Cate carti ati
cumparat in ultima luna?“

10257133317424331622
42132431320431335245
13327202341262073231
32033043032424351303
23231372231732152046

Constatam ca, pentru a putea fi utilizate, aceste informatii trebuie prelucrate si
redate intr-o forma mai sintetica.

Pe de alta parte, chestionarea a 100 de persoane nu ofera suficiente informatii
pentru a anticipa comportamentul intregii populatii in raport cu aceasta problema.
Procedeul ofera insa informatii orientative ce permit directorului editurii sa ia decizii
pertinente in privinta dezvoltarilor ulterioare.

Exemplul 2: Conducerea activitatilor comerciale

Un studio de inregistrari vrea sa lanseze pe piata cateva DVD-uri muzicale.
Managerul studioului stie ca daca se fixeaza pretul unui DVD la o valoare prea mica,
nu se acopera cheltuielile de productie, iar daca pretul este prea mare nu se vor face
vanzari. De aceea, el are nevoie de informatii despre impactul muzicii inregistrate de
studio asupra posibililor cumparatori. Studioul a organizat cateva concerte si a initiat
un concurs cu premii, in colaborare cu postul local de radio. in acest fel a fost testata
dorinta publicului pentru achizitionarea DVD-urilor inregistrate in studio. Desigur,
informatiile obtinute sunt doar orientative; pentru a avea date mai exacte, ar trebui
chestionati toti locuitorii orasului, ceea ce este extrem de costisitor si complicat.
Totusi, firma isi poate directiona activitatea utilizand doar datele obtinute.

¢ Sondaje statistice

in domeniile socio-economic si politic este adeseori necesar sa fie cunoscuta
opinia populatiei asupra unor probleme de interes general. De aceea, in scopul lansarii
unor programe socio-economice adaptate situatiei reale ca, de exemplu: programe de
protectie sociala, programe privind dezvoltarea zonelor defavorizate, a meseriilor sia
specializarilor deficitare, se fac periodic sondaije statistice. in acest caz, desi procesul
de culegere a datelor nu implica intreaga populatie, datele obtinute sunt suficiente
pentru conturarea unor politici la nivelul intregii populatii.

Acest procedeu, de anticipare a comportamentului general al unui sistem, atunci
cand stim un numar suficient de cazuri particulare, se numeste extrapolare.

Sondajele se aplica de obicei unui esantion format din aproximativ 1 000 de
persoane. Pentru a putea extinde rezultatele la intreaga populatie, specialistii stabilesc
un esantion national reprezentativ, asupra caruia sunt aplicate instrumentele de
analiza (chestionare, discutii organizate pe grupuri, interviuri). Stabilirea esantionului
reprezentativ se face in functie de criterii precum: varsta, sex, nivel de pregatire
profesionala, zona geografica, mediu social, mediu familial, nivel de cultura etc.

Pe baza datelor obtinute de la un esantion national reprezentativ, se pot estima
raspunsurile ce ar putea sa fie date de intreaga populatie.

Astfel, daca dintr-un esantion reprezentativ de 1000 de persoane, 374 au afirmat
ca prefera sa isi faca cumparaturile la un supermarket, putem estima, prin extrapolare,
ca 37,4% din populatia Romaniei se aprovizioneaza de la supermarketuri.



Exemplu

. . . . Locul Populatie

In cadrul unui sondaj de opinie T
afost adresata persoanelor intervie-
vate intrebarea:

,Unde intentionati sa v petre- Lamunte 243
ceti vacanta?" Lamare 0.6

Rezultatele sondajului, asa Latara 69
cum au fost prezentate intr-o instréinatate 29
revista dve specialitate, apar in Acass 395
tabelul alaturat. in statiune 03

Datele reliefeaza diferente . '
semnificative intre mediul urban si Inalta parte 24
mediul rural. Alaturi de alte studii, Nuvoiaveavacanta 24,0

si acesta contribuie la intarirea ideii
ca este nevoie de politici consec-

vente de dezvoltare in mediul rural. Baza: 1 200 de persoane

Exercitii si probleme

SURSA: MEMRB INTERNATIONAL
RESEARCH & CONSULTANCY GROUP

Tabelul alaturat o parte a clasamentului final pe medalii de la

Jocurile Olimpice de vara, Atena 2004.

1. Cu cate medalii a obtinut mai multe Romania decat:
a) Ungaria; b) Grecia; c) Suedia?

2. De cate ori este mai mare numarul total de medalii obtinute de

Romaénia fata de cel obtinut de:

a) Brazilia; b) Norvegia; c) Grecia?

3. Compara numarul de medalii de aur si numarul total de medalii
obtinute de Romania la Olimpiada de la Atena cu numarul celor
obtinute de celelalte tari de pe lista, folosind o raportare

procentuala. Trece datele obtinute intr-un tabel.

4. Tabelul alaturat indica numarul de turisti straini in cateva
dintre cele mai vizitate tari din lume n anii 2004 si 2005.
a) Cum variaza numarul turistilor in cele 5 tariin 2004 fata de
2005: Este mai mare; este mai mic? Cu cat? De cate ori?
b) Ce procent din turismul practicat in cele 5 tari in 2004
reprezinta turismul practicat in Franta? Dar in China?
c) Aceeasi intrebare de la b), pentru anul 2005.

Populatie ® Exprima numeric date redate
mediu n’"-a| procentual in sondajul alaturat,
% pentru o populatie de 20 milioane:
- Céate persoane din mediul
105 rural intentioneaza sa petreaca
06 vacanta de iarna: a) la munte;
1.2 b) intr-o statiune de odihna;
12 c) acasa?
- Cate persoane intentioneaza
411 sa petreaca vacanta la mare sau
038 la munte?
0,8
438
@ Formuleaza alte doua intre-
bari folosind datele din tabelul
alaturat.
Loc Tara Medalii
clas. Aur_| Argint | Bronz
10 Marea Britanie 9 9 12
11 Cuba 9 7 11
12 Ucraina 9 5 9
13 Ungaria 8 6 8
14 Romania 8 5 6
15 Grecia 6 6 4
16 Norvegia 5 0 1
17 Olanda 4 9 9
18 Brazilia 4 3 3
19 Suedia 4 1 2
20 Spania 3 11 5

Sursa: www.onlinegallery.ro/news_olimpiada_atena.html

Franta| Spania | SUA | ltalia | China
2004 | 75,6 47,9 50,9 | 41,2 | 31,2
2005| 76,5 49,5 445 | 39,1 | 33,2

5. Tn cadrul unui sondaj de opinie, realizat la cererea Agentiei pentru Strategii Guvernamentale, pe un esantion de
512 manageri de firme, au fost adresate intrebarile reproduse in imaginea de mai jos.

Dupa parerea dvs. in urmatoarele 6 luni economia Romaniei... ?

Dar in urmatoarele 12 luni... ?

Va scadea...
mmult =putin

Va creste...

%
In
urmatoarele E 13

6 luni
B0

in
urmatoarele
12 luni

mputin mmult mvaramane la fel mnu stiu

a) Observa modul de Tnregistrare a raspunsurilor si transpune datele procentuale intr-un tabel.
b) Completeaza intr-un alt tabel numarul (aproximativ) de respondenti din fiecare categorie.
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Clasificarea si reprezentareca datelor statistice

@ Observa datele redate in
imaginea alaturata.
Mentioneaza procentul celor
care:

a) detin televizoare color in
mediul rural;

b) detin autoturisme in me-
diul urban.

@ Stiind c& au rdspuns 4 649
de persoane, care este nu-
marul de respondenti care:
a) detin casetofoane;

b) detin autoturisme?
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) Analizam si generalizam!

¢ Termeni specifici analizei statistice a datelor

In viata cotidian& operam cu foarte multe categorii de informatii.

Unele informatii sunt certe: ele sunt catalogate si pot fi accesate in diverse moduri.
Astfel de informatii sunt, de exemplu: codul postal al strazilor, numerele abonatilor unui
serviciu telefonic, orele de plecare si de sosire a trenurilor, orarul magazinelor etc.

Alte informatii sunt estimative; ele se obtin de exemplu prin extinderea rezultatelor
unor sondaje de opinie si, de aceea, au o doza de nesiguranta si de hazard. Informatiile
de acest tip se pot referi, de exemplu, la: preferinte fata de o anume activitate, nivelul
veniturilor, gradul de pregatire profesionald, dorinta de a achizitiona anumite bunuri
etc.

Astfel de date, culese in urma unor sondaje de opinie, sunt date statistice.

In studiile statistice urmétorii termeni specifici au o importanta deosebita:

- populatia statistica: este multimea de indivizi (persoane) luata in considerare
pentru efectuarea analizelor statistice;

- esantionul. este o submultime a populatiei statistice careia i se aplica instrumentul
de analiza (chestionar, interviu, dezbatere etc.);

- esantionul reprezentativ: un esantion selectat dupa o lista de criterii care permit
extrapolarea rezultatelor;

- caracteristica (variabila) statistica: este un criteriu in functie de care se
catalogheaza numeric anumite informatii.

Exemplu: Studiul statistic referitor la dotarea cu bunuri de folosinta indelungata efectuat
in 2001

- Populatia statistica este populatia Romaniei;

- Esantionul este format din 4 649 de persoane (dintre care 2 103 din mediul rural
si 2 546 din mediul urban).

- Variabilele statistice se refera la detinerea de frigidere, televizoare color,
casetofoane, respectiv autoturisme.




¢ Cum se obtin informatii referitoare la o populatie statistica?

Un studiu statistic nu se poate desfasura la intamplare. El necesita o activitate
de pregatire, se concretizeaza prin obtinerea de date si prelucrarea lor si se finalizeaza
prin interpretarea rezultatelor. De aceea, in desfasurarea unui studiu statistic trebuie
parcurse cateva etape. Exemplificam aceste etape pentru studiul realizat in Romania,
in decembrie 2001, de catre o companie specializata, cu privire la locul unde prefera

adolescentii sa urmareasca filmele.

1. Elaborarea instrumentelor de analiza:
- se identifica obiectivele cercetarii;

- se stabileste ce tip de instrument va fi
aplicat;

- se formuleaza, intr-un limbaj accesibil si
clar, intrebarile ce vor fi adresate si se cata-
logheaza categoriile de raspunsuri posibile.

- Cum se poate optimiza distributia de
filme?

- Chestionar

- Unde preferati sa urmariti un film?
Raspunsuri posibile:

La televizor / La cinema / Pe video /
Pe CD / Rareori ma uit la filme.

2. Culegerea datelor:
- se identifica un esantion reprezentativ,
caruia i se aplica instrumentul elaborat.

- Studiul afost efectuat pe un esantion
de 940 de adolescenti, fete si baieti.

3. Prelucrarea statistica a datelor:
- se centralizeaza in tabele raspunsurile
primite;

- pentru fiecare intrebare, se determina
frecventa cu care se repeta un anumit
raspuns.

- De exemplu:
Numarul celor care prefera sa vada
filme la televizor este:
Fete | Baieti
305 | 295

UNDE PREFERA ADOLESCENTII
SA URMAREASCA FILMELE

Suport Fete Baieti
Televizor 61% 59%
Cinema 24% 24%
Video 8% 8%
CD 3% %
Rareori ma uit la filme 4% 2%

SURSA: LEO BURNETT&TARGET

4. Analiza si interpretarea rezultatelor:

- se reprezinta grafic datele obtinute, ntr-o
forma cat mai sugestiva;

- se generalizeaza la intreaga populatie
rezultatele obtinute;

- se formuleaza concluzii.

- Dintr-un total estimat de 1 500 000
de adolescenti, aproximativ 457 500
de fete si 442 500 de baieti prefera sa
vada filmele la televizor.

@ Coreleaza datele studiu-
lui alaturat pentru a deter-
mina cate fete, respectiv cati
baieti au fost cuprinsi in
esantionul ales.

¢ Sa presupunem ca esti
director de programe de
televiziune. Ce decizii ai lua
cunoscéand rezultatele stu-
diului, pentru a mari audien-
ta?
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® Formuleaza trei intrebari,

analoage celor de mai sus,
schimband tematica acestora.

@® Informeaza-te si raspun-
de!

Ce semnificatie are codul
numeric personal al unui
cetatean roman? De ce crezi
cd a fost nevoie de introdu-
cerea acestui cod?
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¢ Cum se clasifica variabilele statistice?

Sa comparam!

in mod regulat cotidianele nationale comanda institutiilor specializate sondaje de
audienta pentru a masura cota lor de piata. In cadrul unui astfel de studiu statistic au
fost adresate cateva intrebari la care se poate raspunde prin marcarea unui semn
distinctiv in spatiul corespunzator raspunsului ales. Trei dintre aceste intrebari au fost:

1) Pe care dintre cotidianele urmatoare le-ati mentiona pe lista primelor trei
preferinte:

Adevarul, Cotidianul, Evenimentul Zilei, Jurnalul National, Libertatea, Romania
Libera, Ziua?

2) Ce studii aveti?

elementare medii superioare

3) Ce varsta aveti?
sub 15 ani | intre 15si intre 25si | intre 35si | intre 45si | peste 55 ani
25 ani 35 ani 45 ani 55 ani

Cele trei intrebari sunt diferite atat prin continutul lor, cat si prin natura raspunsurilor.

Astfel, prima intrebare vizeaza o optiune subiectiva, cea de-a doua presupune
incadrarea intr-o categorie (din mai multe posibile), pe cand cea de-a treia presupune
incadrarea respondentului intr-un interval de valori.

in general

Variabilele statistice au natura cantitativa sau calitativa, dupa cum pot fi sau nu
exprimate printr-un numar.

Variabilele cantitative sunt discrete (adica pot lua doar valori izolate) sau continue
(adica pot lua toate valorile dintr-un interval).

Exemplu

Notele de la o teza, numarul de frati si/sau surori ale unei persoane dintr-o populatie
statistica, numarul de spectatori la opera, sunt variabile cantitative discrete.

inaltimea, greutatea, lungimea parului persoanelor din esantion sunt variabile
cantitative continue.

Luna de nastere, grupa sanguina, culoarea ochilor, intentiile de vot ale unei
persoane dintr-o populatie statistica sunt variabile calitative.

Variabilele calitative pot fi transformate in variabile cantitative prin atribuirea unui
cod numeric. De exemplu, locul nasterii (care are natura calitativa) poate fi indicat
prin codul postal al localitatii respective (care are natura cantitativa).

in anumite situatii, valorile luate de o variabila discreta pot fi grupate in clase. De
exemplu, aceasta se face in cazul transelor de varsta.

¢ Cum se pot organiza reprezentarile grafice?

Sa analizam!

Reprezentarile datelor statistice transmit intr-o forma accesibila si sintetica
rezultatele unui studiu statistic. O reprezentare grafica adecvata ne permite sa
interpretam rapid situatia prezentata.

Exista diverse tipuri de reprezentari grafice; alegerea uneia dintre ele depinde de
natura datelor din situatia concreta pe care o avem de reprezentat.




Exemplul 1: Reprezentarea prin diagrame cu bare

Rezultatele a doua studii privind audienta unor ziare sunt prezentate in imaginea

de mai jos.
AUDIENTA* ZIARELOR NATIONALE
1.200 mii cititori
1.000 g
800 = Oct,2003 - Oct. 2004
= ™ 1an. 2004 - Ian. 2005
600 - .‘;I_ - -
~ S = 28 23
20 - 1 T e w1l -‘:: f.:
0 o = = = A=
2 5% 3888 o § F 5T Vg
= g & = = =

Sursa: Capital, 16/2005/pag. 20

* Populatia statistica a acestui studiu vizeaza persoane cu varsta intre 14 si 64 de
ani, ce locuiesc in orase cu mai mult de 50000 de locuitori.

Rezultatele sondajului sunt prezentate sub forma unui grafic cu bare. Aceasta
reprezentare permite analiza informatiilor studiului statistic, deoarece inaltimea benzilor,
care indica frecventa, este proportionala cu numarul de cititori.

in general

Numarul de indivizi asociat fiecarei valori a variabilei se numeste efectiv. Suma
tuturor efectivelor este efectivul total.

Prin impartirea efectivului unei variabile (caracteristici) la efectivul total, se obtine
frecventa. In cele mai multe cazuri, frecventa este exprimata procentual.

Sa aplicam!

Pentru studiul prezentat in diagrama de mai sus:

« efectivul total pentru perioada octombrie 2003 - octombrie 2004 este de 4708900
cititori;

« efectivul variabilei ,cititori ai Gazetei sporturilor” in aceeasi perioada (octombrie
2003 - octombrie 2004), este de 502400 cititori;

« frecventa variabilei ,cititori ai Prosport” este de 10,90%.

Exemplul 2: Reprezentarea evolutiei in timp a unor date

De obicei, datele care evolueaza in timp se reprezinta intr-un sistem de axe in
acelasi fel in care se reprezinta grafic functiile numerice.

De exemplu, dinamica productiei industriale lunare in judetul Bistrita-Nasaud, se
reprezinta grafic astfel:

0 ZANEE.N
100 s——/ \\ / \ /.*{"\’\ ‘
/ \VA I \

o — \

¥
'.;D \h
ED T T T T T T T L] T L] L]

dec ian feb mar apr mai iun iul aug sept oct nov dec
| e | | .

A Audienta reprezinta
numarul mediu zilnic de

persoane care au citit un
articol din ziar in perioada
mentionata si se masoara pe
un esantion reprezentativ
pentru populatia in varsta de
peste 6 ani.

@ Calculeaza efectivul total,
efectivul variabilei ,cititori ai
Gazetei sporturilor” si frec-
venta variabilei ,cititori ai
Prosport” pentru perioada
ianuarie 2004 - ianuarie
2005.

A Frecventa se exprima prin
valori subunitare, iar suma
tuturor frecventelor este 1
(sau 100%,).

Ain reprezentarea grafica
a variatiei in timp a unei
marimi, ne intereseaza
numai regiunea din plan in
care are relevanta informatia
analizata.

De aceea, o astfel de
reprezentare grafica este
raportata unui reper a carei
origine nu are neapadarat
coordonatele (0;0).

@ Observa graficul si preci-

zeaza cea mai lunga perioada
de timp pentru care productia
industriala este crescatoare.
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© Observa graficele privind
evolutia pietei de autoturis-
me.

a) Reprezinta graficele se-
parat, fiecare intr-un sistem
de coordonate.

b) De ce crezi ca ambele
grafice au fost reprezentate in
acelasi sistem de axe?

Evolutia pietei de autoturisme noi, respectiv rulate, se poate reprezenta grafic
asa cum indica imaginea de mai jos.

160

il undtiti)

Evolutia pietei
de autoturisme noi si rulate

96.993

s MEsind nubate

1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005

fan.-sepl.
SURSA: APIA

Sursa: Capital /2005/ Romania in 2006, pag. 83

in general

Reprezentarile intr-un sistem de axe evidentiaza cel mai bine variatia in timp a
unor date numerice.

Exemplul 3: Reprezentarea prin diagrame circulare

Pentru unul dintre cotidianele centrale au fost obtinute date privitoare la nivelul de
studii al cititorilor sai, respectiv varsta cititorilor. Datele au fost reprezentate prin

diagramele circulare de mai jos.

studii superioare

14%

studii elementare
44%

Peste 55 ani (7%)

(20%)

Sub 14 ani

15-24 ani

(16%)
45-54 ani
(16%)
studii 25-34 ani
medii (21%)
42% 35-44 ani
(20%)

A Amplitudinea unei clase
este lungimea intervalului

corespunzator clasei respec-
tive!

Informatiile din a doua diagrama circulara se pot reprezenta sub forma unui tabel
de frecvente, in care efectivul este repartizat in clase de varsta cu amplitudinea de
10 ani.

Varsta
cititorilor

sub 15 ani

intre 15-25 ani

intre 25-35 ani | intre 35-45 ani | intre 45-55 ani

peste 55 ani

frecvente
relative

7%

16%

21% 20% 16%

20%

frecvente
cumulate
crescator

7%

23%

44% 64% 80%

100%

© Exprimé& procentual nu-

marul cititorilor ziarului care
au varsta peste 35 de ani.
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Prin calculul frecventelor cumulate crescator putem evidentia, de exemplu, ca
64% dintre cititori au varsta pana in 45 de ani si 23% au varsta pana in 25 de ani.

Putem estima procentul de cititori care au peste o anumita varsta, calculand
frecventele cumulate descrescator.




in general

Pentru a calcula frecventa cumulata crescator se insumeaza frecventele (procen-
tuale sau numerice) ale efectivelor tuturor claselor anterioare. Frecventa cumulata
crescator este utila pentru a estima procentual datele mai mici decat o anumita valoare.

Datele obtinute prin masurarea unei variabile continue pot lua orice valori
intr-un interval considerat. Pentru a simplifica inregistrarea datelor, se imparte intervalul
considerat in subintervale, numite clase statistice. in acest caz, dupa culegerea
datelor, o informatie particulara este selectata siinregistrata in clasa corespunzatoare.

Exemplul 4: Reprezentarea valorilor unor variabile continue

Primaria unui oras a facut un studiu privind modernizarea traficului rutier. Pentru
aceasta, serviciul specializat al primariei a facut o statistica a numarului de autoturisme,
grupate dupa capacitatea cilindrica a acestora.

Clasele de repartitie dupa capacitatea cilindrica sunt: pana la 1 200 cm?, intre
1201 si 1400 cm?®, intre 1 401-1 600 cm?, intre 1 601-1 800 cm?®, intre 1 801 si 2 000 cm?.
Aceste clase au, cu exceptia primeia, amplitudini egale cu 200 cm?.

in acest exemplu, variabila analizatd (capacitatea cilindricd) este variabila
continua. Pentru reprezentarea grafica a datelor analizate se poate alege o histograma.

Capacitate Numar de [ ]
cilindrica (cm3) autovehicule
pana la 1200 12 410 ]
1201 - 1400 65 140
1401 - 1600 41 217
1601 — 1800 18 490
1801 - 2000 3148

T T
QQ QQ) QQ QQ QQ
NN DRSS

Reprezentarea grafica din dreapta este o histograma.

Pe axa orizontalda sunt reprezentate clasele de repartitie dupa capacitatea
cilindrica. Dreptunghiurile din desen transmit sintetic ideea ca autovehiculele dintr-o
clasa se distribuie omogen in clasa respectiva.

in general

Pentru o variabila cantitativa continua se utilizeaza ca reprezentare grafica
histograma. Intr-o histograma, ariile dreptunghiurilor prin care se reprezinta datele
sunt proportionale cu frecventa.

Sa aplicam!

La un punct de trecere a frontierei s-a constatat urmatoarea frecventa de intrare
in vama a autovehiculelor in ziua de 11.04.06:

interval de timp | [0,6) | [6,8) | [8,11) | [11,14) | [14,17)| [17,19) | [19,24)

nr. de vehicule 18 8 19 16 15 5 9

A In cazul in care clasele
de repartitie au amplitudini

egale, inaltimile dreptun-
ghiurilor din histograma sunt
proportionale cu efectivele.

@ Clasa [11,14) are ampli-
tudinea 3. Au toate clasele
aceeasi amplitudine?
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A Pe ordonata nu se con-
sidera nici o unitate de

masura. Amplitudinea clase-
lor este diferita.

@ Verificd daca datele au
fost corect reprezentate prin
histograma. Care este frec-
venta relativd a fiecarei
variabile?

-

Exerciti

Histograma seriei statistice este reprezentata in figura urmatoare:

A

\4

Avria fiecarui dreptunghi este proportionala cu efectivul clasei (numarul de vehicule
din acel interval de timp).

in general

Variabilele statistice calitative si variabilele statistice cantitative discrete se pot
reprezenta prin tabele, prin grafice cu bare (batoane, coloane), prin diagrame circulare
sau prin dreptunghiuri comparative.

Variabilele statistice cantitative continue se pot reprezenta prin histograme.

si probleme

1. Alina a folosit factura detaliata de telefon si a grupat convorbirile efectuate de ea in clase statistice, obtinand

tabelul urmator:

Intervalul de durata (min.)

[0;2)

[2;4)

[4; 6)

[6: 8)

8; 10)

[10; 12]

Numar de convorbiri

12

15

22

9

14

6

a) Reprezinta aceste date printr-o histograma.
b) Regrupam datele in clasele statistice [0; 4), [4; 8) si[8; 12]. Traseaza histograma corespunzatoare noii situatii
pe aceeasi figura, folosind un creion colorat.

c) Compara cele doua histograme. Formuleaza asemanari si deosebiri.

2. a) Completeaza tabelul urmator, referitor la notele obtinute la un concurs.

Nota 1 2 3 4 5 Total

Efectivul 30 50 40 200

Frecventa % 28%
b) Reprezinta printr-o diagrama circulara datele din tabelul anterior.
“ . o o Luna Dobénda

3. In tabelul alaturat sunt prezentate dobanzile de referinta pentru o 2006 850

Tmprumuturi in lei, practicate de bancile comerciale intre septembrie apriie ’
2005 si aprilie 2006. martie 2006 8,47
a) Asociaza acestui tabel o reprezentare grafica cat mai sugestiva. februarie 2006 7,50
b) Domnul Popescu a imprumutat de la o banca, in august 2005, ianuarie 2006 750
43000 RON. El achita lunar cate 1000 RON, la care se adauga - ’
dobanda la suma ramasa. inregistreaza intr-un tabel sumele totale decembrie 2005 7,50
platite de domnul Popescu in fiecare luna, din septembrie panain noiembrie 2005 7,50
apAriqu Expr_!mé Tn RON suma totala platita din imprumut pana la octombrie 2005 7.72
sfarsitul lunii aprilie 2006. septembrie 2005 8.25
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4. Pentru a studia impactul integrarii Romaniei in UE,
sociologii au aplicat un sondaj privind perceptia
populatiei asupra posibilelor schimbari de
mentalitate. In figura alaturatd apar rezultatele la

in ce masura credeti ca vor apirea schimbari de
valori in urma integrarii Romaniei in UE?

intrebarea: ,In ce masurd credeti ca vor aparea 179 4%

schimbari de valori?* 7% [ Mare si foarte mare
a) Estimeaza cati dintre cei 20 000 000 de locuitori ai B Mediu

Romaniei cred ca schimbarile de valori vor fi mari si 589 W Mica sifoarte mica
foarte mari. 21% B Deloc

b) Realizeaza un sondaj printre colegii tai si
inregistreaza raspunsurile lor la aceasta intrebare.
Compara cu estimarile facute de specialisti.
5. Institutul National de Statistica a dat publicitatii datele privind miscarea naturala a populatiei in perioada 2000 -
2003 (in mii de persoane).
a) Reprezinta printr-o diagrama cu bare datele privitoare la casatorii.
b) Exprima procentual decesele la o varsta de sub 1 an, raportat la numarul total al deceselor. Care a fost anul cel
mai rau, din aceasta perspectiva?
¢) Cum se calculeaza sporul natural al populatiei?
d) Descrie evolutia populatiei in anii 2001 - 2003, considerand ca baza de referinta populatia Romaniei in 2000.
Reprezinta adecvat aceasta evolutie.

2000 2001 2002 2003
Nascuti-vii 234,5 220,4 210,5 212,5
Decese 255,8 259,6 269,7 266,6
Decese la o varsta sub 1 an 4.4 4.1 3,6 3,5
Sporul natural -21,3 -39,2 -59,2 -54 .1
Casatorii 135,8 129,9 129,0 134,0
Divorturi 30,7 31,1 31,8 33,1

6. Un club sportiv a inregistrat inaltimile copiilor cuprinsi in diverse activitati ale clubului in tabelul urmator:

Inaltimea |intre 85 si | intre 95 si | intre 105 si| intre 115 si | intre 125 si | intre 135 si
si 95 cm 105 cm 115 cm 125 cm 135 cm 145 cm

Efectivul 34 27 149 213 53 18

a) Reprezinta cu ajutorul unei histograme aceste date.

b) Distribuie copiii in clasele statistice: [85; 105); [105; 135); [135; 145] si realizeaza o noua histograma.

c) Identifica avantaje si dezavantaje ale utilizarii unor clase statistice de lungimi diferite Tn analiza rezultatelor
unui studiu clasic.

d) Precizeaza posibile clase statistice pentru un studiu privind rezultatele de la Bacalaureat.

7. Tabelul urmator reda structura populatiei pe grupe de vérste la recensamantul din 1992 si cel din 2000.
a) Reprezinta prin histograme structura populatiei pe grupe de varste conform recensamantului din 1992, respectiv
2000.
b) Regrupeaza datele statistice in transele de varste 0-60 ani si peste 60 ani.
c) Calculeaza frecventa cumulata crescator pentru transele de varsta din cei doi ani analizati.

Numar locuitori (mii) in % fata de total
Perioada | g4, 0-14 | 15-59 | 60anisi | 0-14 | 15-59 | 60 anisi
ani ani peste ani ani peste
1992 22 810,0 5182,0 13 886,0 3742,0 22,7 60,8 16,5
2000 22 435,2 4 098,1 14 1171 4 220,0 18,2 62,9 18,9
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Utilizareca datelor statistice

) Aplicam si dezvoltam!

@ in ce an a atins valoarea
maxima volumul exporturilor
produselor roméanesti in Ger-
mania? Dar importurile?

@ In ce an volumul impor-
turilor a avut valoare mini-
ma? Dar volumul exportu-
rilor?
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¢ Legatura dintre reprezentarea grafica si tipul de interpretare

Pentru realizarea unui referat, Alexandra a trebuit sa se informeze asupra evolutiei
n ultimii ani a schimburilor comerciale dintre Romania si Germania. Ea a gasit intr-o
revista de specialitate reprezentarea grafica de mai jos:

SCHIMBURILE COMERCIALE ALE ROMANIEI CU GERMANIA

milinane IS0

Sursa: Ministerul Dezvoltarii si Prognozei

1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001°

Pentru a interpreta datele obtinute, Alexandra a utilizat si alte moduri de repre-
zentare grafica a acestora.

4 Balanta schimburilor comerciale

Alexandra a exprimat prin procente raportul dintre export siimport pentru fiecare
an in parte si a reprezentat aceasta evolutie printr-un grafic cu benzi orizontale.

2001

200

89%
199
90%

76,00%
78,00%
75,00%

80,00%

90,00%

300,00%

Ea a concluzionat ca anii cei mai buni pentru comertul Romaniei cu Germania, in
perioada analizata, au fost, in afara de 1989 si 1990, anii 1998 si 1999.



Alexandra a reprezentat prin puncte volumul exporturilor si importurilor si a trasat
graficele evolutiei acestora.

Schimburile comerciale ale Romaniei cu Germania

— import
— export

1990
1991
1992
1993
1994
1995
1996
1997
1998
1999
2000
2001

¢ Relatia import-export

Un indicativ al schimburilor comerciale din perioada analizata este raportul dintre @ Verific toate calculele
volumul total al importurilor si cel al exporturilor. ficute de Alexandra.

Folosind datele initiale, Alexandra a calculat:

- valoarea exporturilor intre 1990 si 2001: 12 890 milioane $

- valoarea importurilor intre 1990 si 2001: 16 060 milioane $

- valoarea total& a schimburilor comerciale: 28 950 milioane $.

Reprezentarea acestor date printr-o diagrama circulara este: ) o
A Determinarea unghiurilor

la centru ale sectoarelor din
diagrama circulara se face
cu regula de trei simpla.
Pentru exemplul dat:

o _ 12890 ~nno
@ =5g950 200° -

Fiecare tip de reprezentare a scos in evidenta anumite aspecte ale variabilei © Compars gg/e patru t'pu.”
; de reprezentari. Ce avantaje

stud|e_1te. De aceea, 1n cadrul ur_1U| st_ud|vu stat|st!c,_este foa_rteulr_nportant_ _sa a!Iegem are fiecare? Dar dezavan-
acel tip de reprezentare care evidentiaza cel mai bine proprietatile semnificative. taje?

Exercitii si probleme

1. Datele unui studiu statistic privind oaspetii unui hotel 2. In figura sunt reprezentate datele unui studiu sta-
din Mamaia sunt cuprinse in tabelul urmator. tistic, astfel ca ariile sunt proportionale cu efectivele.

Turisti (tara de

S Franta | Germania | Italia | Austria
provenienta)

Efectiv 100 225 400 484

Valentin a reprezentat variabila ,turisti din Franta”
sub forma unui patrat cu latura de 2 cm. Continua
reprezentarea, desenand pentru fiecare categorie
patrate cu aria proportionala cu efectivul.

Categoria A are efectivul 20.
Ce efective au celelalte categorii?
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3.

Tabelul de mai jos indica profitul si numarul de
angajati pentru patru companii producatoare de
instrumente muzicale, in anii 2003 - 2005.

a) Determina eficienta economica a fiecarei com-
panii, calculand raportul dintre profit si numarul de
angajati. Ce alte criterii

b) Stabileste un clasament privind eficienta eco-
nomica a companiilor analizate, in anii 2003 si 2004.
c¢) Reprezinta grafic eficienta economica a celor patru
companii, folosind un singur sistem de axe ortogonale.

2003 2004 2005*
Genial Violins
Profit (LISD) 51.200 54.700 16.500
Nr. angajati 162 151 135
Gama Prodex
Profit (USD) 3400000 65.500 17.000
Nr. angajati 162 161 114
Gems Impex
Profit (USD) 197.000 25.400 38.200
Nr_ angsajati 128 142 149
Gliga Vasile Instrumente Muzicale
Profit (USD) 285400 123.400 2880
Nr. angajati 76 50 38
" rgrie-iunig

Evolutia cursului valutar si cresterea cheltuielilor au afectat performantele

companiei in uttimul an. Preful energi

iei electrice, al combustibililor in gene-

ral, i s-au agaugat cheltuislile salariale, datfindiap‘hllc.i mana parta a
investitiei in producerea de intrumente tine de: manopera.

SURSA: COMPANA

Sursa: Capital, 35/2005/pag. 18

4,

Imaginea de mai jos prezinta cifrele de afaceri ale
unor companii care produc instrumente muzicale, in
perioada 2003 - 2005.

a) Estimeaza cifrele de afaceri ale acestor companii.
b) Reprezinta pe cate o diagrama circulara repartitia
cifrei de afaceri pentru cele patru firme analizate, in
anul 2003, respectiv in 2004.

c) Analizeaza comparativ evolutia cifrei de afaceri
in 2003 - 2004 pentru cele patru companii pro-
ducatoare de instrumente. Descrie aceasta evolutie
intr-un scurt eseu, cu cel mult 300 de cuvinte.

PERFORMANTELE COMPANIILOR DE INSTRUMENTARE

14

1.2

1

0.8

0,6

0,4

0,2

0

Gifra de afaceri (milioane USD)
[ PO
Genial Violins

-
Garma Prodex
Gems Impex

M Giga Vasile
Instrumente Muzicale

2003 2004 2005*

Sursa: Capital, 35/2005/pag. 18
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5. Datele din problemele anterioare se refera la aceleasi

patru companii, pentru aceeasi perioada de timp.
a) in problema 3 de mai sus, am determinat eficienta
companiilor, folosind raportul dintre profit si numarul
de angajati. Putem evalua performantele acestor
companii, folosind si alte criterii? Propune un
exemplu.

b) Raporteaza, pentru fiecare companie, cifra de
afaceri la profit si reprezinta grafic rezultatele
obtinute.

a) Compara sumele care reprezinta contributia anuala
a statelor UE catre bugetul UE cu sumele de care
beneficiaza unele state. Exprima procentual diferenta
dintre cele doua sume.

b) Exprima prin diagrame circulare situatia statistica
prezentata.

Contribuabili

Belgia WU} X _}11 700
Irlanda ﬂ MSAOO
Portugalia ﬂ w Olanda
Grecia E ﬂ Suedia

91)80 B}9U B[eNUE BIINGLIUOY
a)sawnd aud ‘ep aul9

Beneficiari

(0dna “pjw) 30 |nyabing ey ap IS

7. Alcatuieste un referat privind datele despre consumul

de inghetata, prezentate in tabelele de mai jos.
OCAZII DE CONSUM

Ocazia  Ponderea
(%)
Excursii 10
Vara 74
larna 4
Gustari 13
Mic dejun 5
Prénz 12
Cina 6

CANTITATI PREFERATE

Cantitatea Ponderea

(%)
Mai putin de 100 g (cornet, bat) 52
100-300 g (pahar sau cutie plastic) 13

301-500 g (caserole, torturi) 16
Mai mult de 500 g 7
Nu stiu 12

SURSA: ALIANTA PENTRU
PROMOVAREAEDUCATIONALAA
LAPTELUI



Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
@ sa identific metode de colectare a datelor
@ sainterpretez date organizate in tabele sau histograme
@ sainregistrez date alegand tipul de reprezentare optim
& sa transpun in limbaj matematic prin mijloace statistice, probleme practice
@ sa caracterizez situatii reale prin interpretarea datelor?

) Test de verificare

1. Indica o modalitate aplicabila de a estima numarul muzeelor de arta din tara.

2. Tabelul de mai jos ilustreaza preturile si durata transportului de calatori de la Bucuresti catre diferite destinatii, in
sistem feroviar si rutier.

Transport feroviar Transport rutier
Destinatie Pret bilet tren Durata Pret bilet Durata
(RON) calatoriei (RON) calatoriei
Brasov 14,70 3h23’ 10,00 3h
Caransebes 24,80 7h33’ 25,00 6h30’
Constanta 17,00 2h46’ 15,00 3h30’
Cluj-Napoca 24,80 8h14’ 20,00 8h30’

Care mijloc de transport este mai convenabil? De ce?
Care este costul mediu al unei ore de calatorie cu trenul, respectiv cu autobuzul?

3. Pretul de producere al computerelor pe plan mondial a scazut in 2006 cu 34%, fata de anul anterior, comparativ
cu o diminuare de numai 17% in 2000 fata de 1999. Reprezinta cat mai sugestiv aceste scaderi de preturi.

4. a) Exprima procentual variatia numarului de PC-uri intre 5. Tabelul de mai jos prezinta valorile medii ale dolarului
1998 si 2003. american, respectiv euro, raportate la moneda
b) Aproximeaza m"l‘ DE PC-URI ESTIMARE nationala a Romaniei. Pentru a proiecta strategia de
numarulde PC-uri 750 i peuni export a firmei sale de mobild, domnul Popescu
vandute in Roméa- : trebuie sa analizeze evolutia raportului dolar - euro,
nia tn anul 1999. intre 2000 si 2005. intocmeste pentru domnul
c) Da o estimare Popescu un raport in acest sens!

pentru numarul de Anul | USD | EURO

o0 ostvanduo 2001 250 260
2001 1290 |2,60

Romania Tn 2004. 2002 | 3,30 3,12

2003 3,32 |3,75
2004 | 3,26 |4,05
2005 | 2,91 3,62

SURSA: ROLAND BERGER & PARTMERS

Lectura

Pe teritoriul tdrii noastre, lucrarea lui Dimitrie Cantemir ,, Descriptio Moldaviae” (1716) poate fi consideratd ca o primd lucrare
de statisticd. Ea a fost scrisd la cererea Academiei din Berlin si contine toate cunostintele acumulate in domeniu la acea datd.

Dupd D. Cantemir, printre cei care au avut ca preocupare principald statistica, s-a remarcat N. Sutu cu lucrarea de
referintd ,, Notatii statistice asupra Moldovei” (1849).

Statistica tratatd ca un capitol al matematicii se studiazd incepdand dinl835 la Academia Mihdileand si incepdnd din
1850 in gimnaziile din Moldova.

Un moment important in dezvoltarea statisticii la noi in tard a fost infiintarea la 12 iulie 1859, din ordinul domnitorului
Al I. Cuza, a Oficiului Central de Statisticd Administrativd sub conducerea lui Dionisie Pop Martian. Studiile efectuate sub
egida Oficiului au permis domnitorului Al. I. Cuza sd fundamenteze multe din reformele sale.

In 1936 a fost infiintat in Romdnia Institutul Central de Statisticd, care isi continud activitatea si astdzi.
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Unitatea de invatare 3

) Test initial de autoevaluare

Calcul
numeric

Calcul
procentual

Calculul
mediilor

Regula de trei simpla

Reprezentari grafice
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Rezolvand exercitiile urmatoare iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea
acestei unitati.

1. ldentifica propozitile adevarate.
a)d+4-(-7)=-32

b) (6+5+4)-0=19 f) 23 +64/3 =83
c) 6,25 + 2,31 = 8,56 g) V27 =33
d) 7,53 - 4,54 = 3,09 h) J9+16 =7

2. Care este noul pret al unui produs care:
a) costa 25 RON si s-a ieftinit cu 10%?
b) costa 150 RON si s-a scumpit cu 3%?
c) costa 100 RON si s-a redus succesiv cu 5%, apoi cu 10%7?

3. O suprafata agricola de 500 ha a fost cultivatéd asa cum indica
reprezentarea alaturata.
Care este aria suprafetei cultivate cu orez?

Alege raspunsurile corecte!
4. Media aritmetica a numerelor 17, 22, 48 si 53 este:

a) 53; b) 35; c) 20.

5. Media ponderata a numerelor 8 si 36, cu ponderile 3, respectiv 2, este:
a) 19,2; b) 15; c) 12.

6. Media geometrica a numerelor 12 si 3 este:
a) 8; b) 6 c) %

7. a) La un drum de 200 km, o masind consuma 12 / de benzind. Ce cantitate de
benzina consuma la 350 km?
b) Un autobuz parcurge 70 km intr-o zi. In cate ore parcurge 245 km, daci merge
cu aceeasi viteza (medie)?
c) Un teren este arat in 7 ore folosind 2 tractoare. in cat timp poate fi arat un teren
similar, daca se folosesc 3 tractoare?

8. Reprezinta intr-un sistem de axe:
a) punctele A(2; 4), B(2; -4), C(-2; 4) si D(2, -4)
b) functia f :{-10;12} >R, f(x)=2x>
c) functia f:{-1,0;12} > R, f(x)=2x-2
d) functia f:R - R, f(x)=x*-2.



Interpretarca datelor statistice

Compararea datelor statistice

¢ Utilitatea mediilor

Compararea datelor unor studii statistice se poate face in diverse feluri. Uneori,
pentru a reda sugestiv aceasta comparare, este mai putin importanta fiecare valoare

in parte, in schimb are semnificatie media valorilor.

Exemplul 1: Cursele de automobilism

La antrenamentele pilotilor de Formula 1 se
inregistreaza timpul de parcurgere al fiecarui tur.
Fiecare dintre echipe este interesata sa compare
performantele propriilor piloti cu cele ale adversarilor.
Deoarece pilotii parcurg un numar diferit de tururi,
caracteristicile avute Tn vedere in momentul
compararii sunt viteza maxima atinsa si timpul
mediu de parcurgere al unui tur de pista.

Exemplul 2: Recensédmantul populatiei

In urma recensamantului populatiei desfasurat intre 18 si 27 martie 2002, s-au
obtinut date despre toti locuitorii Romaniei; prelucrarea datelor a fost facuta de catre
specialistii de la Institutul National de Statistica si Studii Economice. Datele obtinute
folosesc la definirea gospodariei medii, prin precizarea numarului de persoane, a
conditiilor de locuit, a tipului de venituri, a varstei, a numarului de copii si a nivelului
de educatie. Precizarea caracteristicilor gospodariei medii foloseste nu doar in
compararea parametrilor economici si sociali ai diverselor zone ale tarii sau in
compararea Romaniei cu alte tari; aceste caracteristici medii reprezinta si o baza
pentru identificarea unor esantioane reprezentative la nivel national.

« In anumite situatii, pentru a compara date statistice, este necesar sa utilizam

efectif valorile unor parametri.

Exemplul 3: Volumul brut de publicitate TV

Un studiu publicat in 2004 analizeaza
publicitatea la televiziune, in 2003.
Studiul precizeaza numarul de spoturi
difuzate de posturile de televiziune
romanesti si castigurile realizate in acest
mod.

Datele obtinute prin monitorizarea
posturilor de televiziune sunt prezentate
in tabelul alaturat.

Pentru o analiza mai detaliata, este
necesar sa prelucram datele studiului
considerat.

VOLUMUL BRUT DE PUBLICITATE TV -

2003*

Post TV Nr. spoturi  Buget (mil. USD)
Prima TV 139.753 384,5
Pro TV 126.019 376,4
Antena 1 117.942 217,06
TV Roménia 1 81.016 199,9
Acasa TV 73.063 89,8
B1TV 47.886 76,5
MTV Romania 120.674 55,3
Realitatea TV 48.899 21,8
TVR 2 40.727 21,02
National TV 7.138 8,7
Atomic TV 105.192 6,9

Sursa: Capital, 29 ian. 2004

A La cursele de automobi-
lism se ating in mod frecvent

viteze de peste 200 km/h.

@ Ce crezi cd inseamna
afirmatia: ,Circuitul de la
Monte Carlo este mai rapid
decét cel de la Barcelona?“

@ Organizeazé datele:

a) in ordinea descrescatoare
a bugetelor de publicitate;
b) in ordinea descrescatoare
a valorilor medii ale spoturilor
difuzate.

Comenteaza si explica dife-
rentele constatate intre cele
doud tabele.
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© Observa datele studiului
prezentat. Cum comentezi
datele statistice inregistrate
de postul Atomic TV ?

@ Alege modul de repre-
zentare cel mai adecvat
pentru a evidentia raportul
dintre prezenta la vot in
fiecare judet marcat in imag-
ine si media participarii la vot
pe tard. Deseneaza aceste
diagrame.
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O prima analiza se poate face considerand valorile medii ale costurilor spoturilor
publicitare difuzate. Obtinem astfel urmatorul tabel comparativ:

POSTUL TV Valoarea medie a unui
spot (USD)

Prima TV 2751
PRO TV 2989
Antena 1 1840
TV Roménia 1 2467
Acasa TV 1229
B1TV 1598
MTV Romania 458
Realitatea TV 449
TVR 2 516
National TV 1219
Atomic TV 66

O a doua analiza a datelor studiului prezentat se poate realiza prin raportarea
numarului de spoturi difuzate si a bugetelor obtinute din publicitate ale fiecarui post
TV, la valorile medii. Astfel, in medie:

- au fost difuzate 82 573,5 spoturi publicitare;

- s-au obtinut 132,53 milioane USD.

Valorile medii calculate anterior permit formularea catorva concluzii.

Astfel, TVR 1 a difuzat un numar de spoturi publicitare apropiat de media celor 11
posturi TV, dar castigurile Tnregistrate de TVR 1 din publicitate sunt cu mult peste
medie. O explicatie este oferita de valoarea medie a unui spot difuzat de TVR 1, care
este a doua ca marime; postul national de televiziune a practicat deci un tarif mai mare
pentru publicitate (explicabil prin gradul de urmarire de catre populatie a acestui post).

Exemplul 4: Prezenta la vot

in imaginea al&turata este indicats situatia prezentei la vot in cateva judete, la
alegerile generale din 2004. VVedem astfel ca alegatorii din judetul lifov au fost cei mai
interesati de vot, prezenta la urne fiind de 72,66%. Cel mai putin interesati au fost
alegatorii din Satu Mare, unde au participat la vot doar 48,48% dintre alegatori. Pentru
analistii politici, prezinta insa interes media participarii la vot, pentru intrega tara;
aceasta a fost de 56,52%.

PREZENTA LA VOT

SURSA EIRDUL BLECTORAL CENTRAL

Sursa: Capital, nr. 49/2004



¢ Tipuri de medii
Sa ne amintim!

* Media aritmetica a numerelor x,, x
Xy + Xp+.. 4X,
«a =T 5

s X SE calculeaza cu formula:

* Media ponderatd a numerelor x,, x,, ..., X cu ponderile p,, p,, - D, S€ calculeaza

cu formula:
m. = X1 P + Xy - Poto X, P,
P P1+ Dot 4D,
Exemplu

Media ponderata a numerelor 13,5; 2,4 si 7,2 cu ponderile 3; 2 si 5 este:

_135-3+24-2+7,2-5

P 3+2+5 =843.

m

Sa demonstram!

Fie x,, x,, ..., X, ¥ V,» ---, ¥, NUMere reale.

Notam cu A si cu B mediile aritmetice ale numerelor x,, ..., x , respectiv y,, y,,
...y, 8 cu M media aritmetica a celor m + n numere date. Atunci M este media
ponderata a numerelor A si B, cu ponderile n, respectiv m.

_A-n+B-m
n+m
Deoarece n-A=x,+x,+...+x sim-B=y +y,+..+y  deducem ca

. :(x1+...+xn)+(y1+...+ym):M.
’ m+n

Fie m, media ponderata a numerelor A si B, cu ponderile n, respectiv m.

* Media geometrica a doua numere reale pozitive x, si x, se calculeaza cu
formula:

M, =/XX, .

Observam ca (m_)* = x, x,.
4

Exemplu
Media geometrica a numerelor 6 si 24 este

m, =6-24 =12
122=6 - 24,

in general

Media geometrica a numerelor reale pozitive x,, x,,
pozitiv notat m_ pentru care (mg)" =X X, X

n

Media geometrica poate fi aproximata cu ajutorul logaritmilor zecimali.

..., X _este numarul real

Exemplu
Sa aproximam media geometrica a numerelor 15; 28 si 46.
Deoarece (mg)3 =15-28 - 46, deducem ca Ig(mg)3 =1g(15 - 28 - 46), deci
3Ig(mg) =1g15 + 1928 + 1g46.
Folosind o tabela de logaritmi zecimali, obtinem

~ 1,176+1,447+1,663

lg(m,) - 1,429 .

Utilizand din nou tabela de logaritmi, deducem ca m, ~26,8 .

A Putem calcula rapid me-
dia aritmetica a numerelor

55; 51; 58 si 52 folosind
calculatorul de buzunar.
Apasam tastele in
succesiunea:

MODE | [-] [SHIFT][SAC]
DATA |[51] [DATA ] [58][DATA]
(52 | [DATA | [SHIFT
Daca este nevoie, putem afla
numarul datelor inregistrate
si suma acestora cu ajutorul
tastelor:

, respectiv
=]

A Putem calcula rapid
media ponderata a nume-
relor 13,5; 2,4 si 7,2, cu
ponderile 3; 2 si 5 apasand
tastele calculatorului de
buzunar in ordinea:

13,5 (13 M) 24 3] 2
=] [M+7.2 [] 5 [E M+ MR
[=][IC-] 3[+] 2 [+] 5 LI [=]

A Putem calcula media
aritmetica a unor numere

grupénd convenabil nume-
rele date si calculand mediile
fiecarei grupe.

A Putem calcula media
geometrica a mai multor
numere cu un calculator de
buzunar care are functia
stiintifica x". Pentru a calcula
media geometrica a nume-
relor 15; 28 si 46 apasam
tastele in succesiunea:

15 [x] 28 [x]46 [=]
EmuhE

(3 este numarul de valori
considerate)

© Foloseste calculatorul de
buzunar pentru a calcula me-
dia geometrica a numerelor
12; 14; 20; 25 si 30.
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Exercitii si probleme

1.

40

Doua echipe de baschet au publicat urmatoarele tabele de valori medii:

inaltime |Greutate | Puncte marcate| Aruncari| Greseli | Recuperari
pe meci ratate personale
L.A. Lakers | 2,03 115 81,25 25,3 3,8 44,6
Utah 2,01 117,5 77,5 22,9 2,5 52,3

Observa datele referitoare la cele doua echipe, apoi decide:

a) Care dintre cele doua echipe are o aparare mai buna?

b) Pentru care dintre echipe apar mai multe situatii de a arunca la cos?

c) Analizeaza datele fizice ale echipelor si coreleaza aceste date cu situatia recuperarilor, apoi cu situatia
rezultatelor echipelor.

. Diagrama alaturata prezinta evolutia B Gumie B N ol schipamente I Metakwgie BB Holek 3l slaaante () Construchl

numarului de salariati in diferite ramuri
industriale, Tn perioada 1995-2001.

a) Ce procent reprezinta salariatii din
constructii, relativ la totalul angajatilor
din cele cinci ramuri, pentru anul 19967?
b) Reprezinta printr-o diagrama circulara
situatia anului 1996.

c) Calculeaza media numarului de sala-
riati pentru fiecare dintre cele cinci
ramuri industriale.

mii persoane

. Un studiu statistic referitor la evolutia numarului de abonamente la telefonia fixa, efectuat in 2000, a constatat o

scadere continua a numarului de abonamente in perioada 1996-1999.

Rezultatele studiului, prin raportare a numarului de abonamente la mia de locuitori, sunt redate maijos sub forma
unui grafic cu bare.

a) Care este, in fiecare an, procentul de abonati la telefonia
fixa, dintr-un total estimat de 15 milioane de adulti?

b) Formuleaza posibile explicatii pentru procesul de scadere a
numarului de abonamente la telefonia fixa.

c) Determina media numarului de abonamente din perioada
analizata.

. Foloseste un calculator de buzunar sau o tabla de logaritmi pentru a aproxima:

a) media geometrica a numerelor 16, 18, 20 si 25;
b) media aritmetica a numerelor 12, 27, 59;
¢) media geometrica a numerelor 1, 2, 3, ..., 10.

. Tabelul alaturat reda numarul de pasageri care s-au deplasat in perioada 1996-2000, cu diferite mijloace de

transport.

a) Calculeaza numarulmediude  Transportul de pasageri, pe moduri de transport

pasager_l In pent_)ada 1996-2000, Transportul de pasageri, pe moduri | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 [ 2000

pentru fiecare tip de transport. de transport date absolute

b) Realizeaza o diagramé cat Pasageri transportati (mii pers.) 22525 | 2785717 | 2446901 2390999 | 2404052

. . Transportul interurban si

mai SUQGStwa, pentru acompara international de pasageri (mii pers.) 606113 569128 373992 324674 324895

dinamica numarului de pasageri - transport feroviar 212893 186615 146800 129339 117501
. : - transport rutier 389461 379444 | 224261 192633 | 205978

tranqurtatJ, pentru flt?carta_ - transport fluvial 2399 2035 1923 1654 133

categorie de transport, in cei -~ transport aerian 1360 1034 1008 1048 1282

cinci ani analizati. Sursa: ziarul infoSTAT, Bacau

c) Calculeaza in doua moduri
media numarului de pasageri din transportul interurban si international, intre 1996 si 2000.



Indicatori ai variabilelor cantitative

>

Analizam si generalizam!

¢ Un indicator de pozitie: media

Exemplul 1: Cazul unei variabile discrete

Notele obtinute de 25 de elevi ai clasei a Xll-a la o lucrare sunt redate in tabelul

de mai

O Foloseste calculatorul de

jos.
J Note 3 4 5 6 7 8 9 10 buzunar pentru a calcula me-
dia aritmetica a numerelor
Efectiv 1 0 2 5 8 6 2 1 21,5, 32,7; 11,4 si 2,8.

Nota medie a clasei la aceasta lucrare este:

m

_3-1+4-0+5-2+6-5+7-8+8-6+9-2+1O-1_7
- 1+0+2+5+8+6+2+1 -

Exemplul 2: Cazul unei variabile continue

Seria statistica urmatoare reda gruparea pe naltime a 100 de baieti din clasele

a Xl-a.
Tn&ltime Efectiv Centrul fiecarei
clase statistice
[155; 160) 8 157.5 @ Calculeazd media seriei
[160; 165) 12 162,5 statistice redate in tabelul de
[165; 170) 15 167,5 mai jos.
[170; 175) 18 172,5 Masa Efectiv
[175; 180) 21 177,5 [40; 45) 12
[180; 185) 14 182,5 [45; 50) 7
: [50; 55) 11
[185; 190) 10 187,5 [55: 60] 14
[190; 195) 2 192,5
In acest caz, pentru a putea reduce calculul mediei la situatia variabilelor discrete,
ne raportam la centrul fiecarei clase.
Obtinem:
m = 1575-8+1625-12+1675-15+1725-18 +1775-21+1825-14 +1875-10+ 1925 - 2
8+12+15+18+21+14+10+2
m = 173,7
4 Cum folosim mediile in calculele statistice?
Exemplul 1
Datele din tabelul alaturat provin de la Ministerul Educatiei si Cercetarii si se
refera la populatia scolara cuprinsa in licee sau facultati, in perioada 2000-2004.
INVATAMANT
| 2000/2001 2001/2002 2002/2003 2003/2004 © Compara procentual nu-
Populatia scolara (mii persoane) marul de. e/eyi cu fluméru/ dg
Total | 4565 4554 4497 4473 studenti din cei patru ani
L. scolari. Formuleaza con-
in Tnvatamantul: cluzii.
liceal 688 711 741 759
superior 533 582 596 621
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@ Folosind tabelul aldturat,
calculeaza media aritmetica
a notelor acordate bancilor.
Determina cate banci au
note peste medie. Care sunt
acestea?

© S& presupunem cé banca
ABC Bank a primit de la
specialistii revistei Capital
notele: 7,56; 8,25; 6,34; 7,89.
Ce medie a notelor are
aceasta banca? Pe ce loc
s-ar situa ea in clasamentul
prezentat alaturat?

® Verificad corectitudinea
calculului pentru media de
varsta a echipei de baschet.
Cum se modifica aceasta
medie, daca in echipa mai
vine un jucator de 15 ani?
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Calculand media acestor date, observam ca in invatamantul liceal au fost cuprinsi,
in medie, 724.750 elevi, iar In invatamantul superior - 583.000 de studenti. La o
analiza superficiala, am fi tentati sa spunem ca 80% dintre absolventii de liceu urmeaza
cursurile Tnvatamantului superior. Pentru aceasta, ar trebui insa sa avem date si
despre numarul de studenti din perioada 2004-2008 (atunci cand toti elevii de liceu din
perioada analizata ar putea deveni studenti).

Exemplul 2
Revista Capital a publicat in unul dintre

numerele sale ,Topul celor mai bune banci
comerciale pe anul 2003”. Punctajul acordat Banca Nota
o . . . . Banc Post 8,9
bancilor din acest clasament a fost obtinut prin gcRr 8,46

TOTUL CELOR MAI BUNE
BANCI DE RETAIL

media ponderata a notelor primite de fiecare \B/%IBSbank ggg
ba.nca... No_tele s_—au acordat pentru urm_aj[oarele Raiffeisen 835
criterii: diversitatea creditelor, politica de Transilvania 8,35

P ; : PR Banca Roméaneasca 8,07
constituire a depozitelor, extinderea serviciilor de BiohalEank 751

carduri si accesibilitatea. Ponderile au fost de pyg 6,68

0,3 pentru primele doua criterii si de 0,2 pentru  Banca Tiriac 6,61
itimele doua. Li it d di Piraeus Bank 6,56
ultimele doua. Lipsa anumitor produse din gama  Emporiki 636

de servicii a bancii a influentat negativ nota [CEC 6,23
acordata, deoarece aceasta lipsa denota faptul NG Bank 3,22
ca banca are anumite probleme. Sursa: Capital, 17/2004/pag. 65

Exemplul 3

Unul dintre premiile acordate in concursul ,Cupa liceelor la baschet® se ofera
echipei cu media de varsta cea mai mica.

Varstele elevilor din echipa liceului ,D. Cantemir“ sunt cele din tabelul de mai jos.

Varsta. | 45 | 16 [ 17 | 18 | 19
(ani Tmpliniti)

Numarul de
jucatori

Media de varsta a echipei liceului este de (aproximativ) 16 ani si 10 luni. Ea se
obtine ca medie ponderata a varstelor jucatorilor, avand ca ponderi numarul de jucatori
Ccu o varsta data.

¢ Un alt indicator de pozitie: mediana

Pentru datele statistice x,, x,, ..., X, putem defini mediana. Aceasta este un
numar a cu proprietatea ca exista tot atatea date mai mici decéat a ca si cele mai mari
decat a. Astfel:

- daca n este impar avem a = X, si card {x,, X,, ..., xH} = card {xl.”, xn};

- daca n este par, atunci mediana a este media aritmetica a elementelor din mijloc.

Exemplu
Punctajele celor 25 de elevi participanti la un concurs se distribuie crescator dupa
cum urmeaza:

7:7;7,8;8;8;8;8;8;,9;9;9; E; 9;10; 11; 11; 12; 12; 12;13; 13; 14; 14; 15
12 elevi

12 elevi mediana



O metoda de cautare a medianei este utilizarea efectivelor cumulate:

Punctaje 718 9 10 11 | 12 13 | 14 15

Efectiv 3|6 5 1 2 3 2 2 1
Efectiv 319 14 | 15 17 | 20 22| 24 | 25
cumulat

e
[AI 13-lea punctaj est@ Efectiv total

Efectivul cumulat 14 indica faptul ca exista 14 punctaje inferioare sau egale cu 9.
Deoarece mediana este punctajul cu numarul 13, deducem ca mediana este 9.

Sa comparam!

Pentru exemplul dat, media notelor este m = 10,04,
Constatam ca, pentru acest exemplu, media si mediana nu sunt egale.

¢ Ce este mai semnificativa: media sau mediana?
Exemplu A In anumite domenii, cum

Consideram urmatoarele serii statistice de salarii, exprimate in lei: ar fi preturi, salarii, varste,

te. utili di i 7
SeriaA: 500; 540; 600; 650; 700; 760; 850; 890; 900. inforprofares dafefor da

Seria B: 500; 540; 600; 650; 700; 760; 850; 890; 2700. informatii mai semnificative

decat utilizarea mediei.

SeriaA —— — SeriaB —— Aceasta din urmé& este

Salariul median: 700 lei Salariul median: 700 lei interpretata de multe ori
Salariul mediu: 710 lei Salariul mediu: 910 lei abuziv.

@ Explica in ce constd sem-
nificatia mediei si a medianei
pentru exemplul alaturat.

Observam ca ultimul salariu din seria B altereaza in mod semnificativ media, in
timp ce mediana ramane neschimbata.

¢ Determinarea medianei printr-o metoda grafica

Pentru a determina mediana unei serii statistice prin metoda grafica, procedam
astfel:

« trasam poligonul frecventelor cumulate crescator (sau descrescator);

* mediana este abscisa punctului a carui ordonata este 0,5 (sau 50%).

Exemplul 1

Conform rapoartelor de audienta efectuate de AUDIMAS, in luna august 2001, un
numar al ziarului Libertatea a fost citit in medie de 491570 persoane. Sondajele de A 58% din cititorii ziarului au
opinie realizate cu acest prilej au aratat ca repartitia cititorilor pe grupe de varsta se vérsta cuprinsa intre 15 si 44
prezinta ca in tabelul urmator: de ani.
sub

paste 15 ani
55 ani -,

Varsta x (in ani)| Sub 15 ani | [15; 25) | [25; 35) | [35; 45) | [45; 55) | [55; 80)

Frecventa 5% 17% 21% 20% 17% 20%

4554
in acest tabel, pentru grupa de varst& ,sub 15 ani consideram ca A
limita inferioara varsta de 7 ani, iar pentru grupa de varsta ,peste 55 de
ani“ consideram ca limita superioara varsta de 80 ani. (Peste aceasta

varsta procentul de cititori este neglijabil.)

2534
ani

ani
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A in studiile statistice se
considera ca varsta numarul

de ani impliniti. De exemplu,
un adolescent de 14 ani si
11 luni este inregistrat in
clasa statistica

7 <x < 14.

© Din analiza poligonului
frecventelor cumulate cres-
cator, se observa ca 43%
dintre cititori au varsta mai
mica sau egala cu 34 ani si
63% dintre acestia au sub 45
de ani.

Ce procent de cititori au
varsta sub 24 de ani? Dar
peste?

© Cum au fost stabilite ariile
dreptunghiurilor din histo-
grama alaturata?
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Pentru exemplul considerat, tabloul frecventelor cumulate crescator este:

varsta x | 7<x <14 | 14<x <24 | 24<x <34 | 34<x <44 | 44< x <54 | 54<x <80

Frecvente

0+5=5 | 5+17=22 |22+21=43|43+20=63 |63+ 17=80(80 + 20 =100
cumulate

Poligonul frecventelor cumulate crescator este dat de linia franta obtinuta prin
unirea punctelor M -M,.

A Me
100%
Ms
80%
T Ma
63%
60%1
509% M (50, 38)
A
43% Moy 1
I |
|
1 |
|
M2 1
22% N 1
20% I
|
o/ | |
o 10% M+ |
Mo L 3:8 ,,,,, -
L T f .
7 14 24 34 m 44 54 80

Coordonatele acestor puncte sunt:

- abscisa - limita superioara de varsta din fiecare clasa de varsta;

- ordonata - frecventa cumulata crescator corespunzatoare acelei clase.

M (7, 0); M, (14, 5), M,(24, 22), M,(34, 43); M,(44; 63); M, (54, 80);
M,(80, 100)

Mediana este abscisa punctului de pe grafic corespunzator frecventei cumulate
de 50%. Observam ca:

* Punctul M(50, m) apartine segmentelor M,M,.

* Mediana apartine intervalului (34, 44].

Acest interval se numeste clasa mediana.

* Din lectura grafica se deduce abscisa (aproximativa) a medianei m ~ 38.

Semnificatia statisticd: 50% dintre cititorii ziarului au mai putin de 38 de ani.

Exemplul 2

Pentru raportul de audienta analizat anterior, histograma corespunzatoare este
cea de mai jos.

%

—

7 15 25 35 m 45 55 85
Ariile dreptunghiurilor plasate de o parte si de alta a dreptei verticale ce trece prin
punctul de abscisa m ~ 38 sunt egale.




in general

* Media unor date statistice se obtine calculand media aritmetica sau media
ponderata.
» Media unor date grupate in clase statistice se obtine prin concentrarea intregului
efectiv al fiecarei clase in mijlocul intervalului corespunzator.
* Mediana unei serii statistice este acea valoare care imparte efectivul in doua
parti de frecvente egale.
Mediana unor variabile statistice continue se poate determina grafic:
* cu ajutorul poligonului frecventelor cumulate: determinam abscisa punctului cu
ordonata 50%
* cu ajutorul histogramei: determinam dreapta verticala ce imparte suprafata in
doua parti de arii egale.

¢ Doi indicatori de dispersie: modulul si amplitudinea

Media si mediana dau informatii semnificative asupra unei serii statistice. Totusi,
acestea nu sunt suficiente pentru a descrie si compara seturi de date. Pentru a
evidentia mai bine caracteristicile unor seturi de date, folosim, pe langa indicatorii de
pozitie, si indicatori de dispersie.

Exemplu

Situatia vanzarilor de masini in Roméania in primele zece luni ale anilor 2000 si
respectiv, 2001 este prezentata in tabelul alaturat.
Aceste informatii se pot organiza in tabele de efective, astfel:

Anul 2001

Marca (x) | 1 2 | 3| 4|5 |6 |7 |8/ 9]|10

Efectiv (n;)| 1208 | 545 | 252 | 233 | 176 | 165 | 128 | 128 | 108 | 91

Anul 2000
Marca (x;) | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Efectiv (n;)| 458 | 826 | 171 | 151 | 63 | 139 | 90 | 82 | 58 | 55

Reprezentarea grafica a dinamicii vanzarilor pentru cele 10 marci de autoturisme
se prezinta sub forma unui poligon statistic al frecventelor.

Observam ca numarul Anul 2000
de vanzari este repartizat A
neuniform pe cele 10 marci. 800-

700+
600+

500

400 +
300

1 media vanzarilor
200

100

Marca . 2001 : 2000
2. Dmewoo Nubira 545 826
3. Peugant 406 252 i¥il
4. Fard Mandeo 233 151
5. Mercedes vl
clasa C 176 63

6. Opel Vecira 165 139
7.Renault Laguna 128 90

1.

8. Volvo 540 128 82
9. Audi Ad 108 58
10.BMW Seria 3 ]| 55

© Verificd dacd media
vanzarilor pentru cele zece
marci, in anul 2000, este de
aproximativ 209 masini.

@® Calculeazs media
vanzarilor in anul 2001,
pentru cele zece marci de
automobile.

45



@ Compara amplitudinile
celor doua serii statistice,
reprezentand vénzarile de
maxim in 2000 si 2001.
Amplitudinea unei serii
statistice reprezinta diferenta
dintre valoarea maxima si
cea minima a variabilei.

® Reprezints grafic distri-
butia notelor celor doi elevi
si interpreteaza grafic relatia
intre medie si abaterea
notelor fata de medie.

@ Calculeazad abaterea
medie liniara a notelor
obtinute la matematica, in
semestrul trecut, de catre voi
insiva. Compara cu colegul
de banca constanta in
pregaétire.

A Abaterea medie liniars
masoara gradul de impras-
tiere a valorilor unor date
statistice in jurul mediei.

A Metoda de calcul pentru
abaterea medie liniara a

unor date grupate in clase
statistice presupune ca in fie-
care clasa, datele sunt
repartizate uniform.

A Considerarea altor clase
statistice, pentru aceleasi

date, poate conduce la valori
diferite ale abaterii medii
liniare. Valorile obtinute sunt
cu atat mai bune, cu cat
clasele statistice au lungimi
mai mici.
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Diferenta intre cel mai vandut tip de masina, Volkswagen, si cel mai putin vandut
tip, BMW, in 2000 este de 403. Aceasta reprezinta amplitudinea seriei statistice.

Media vanzarilor este de aproximativ 209 bucati. Prin compararea efectivului vandut
(pentru fiecare marca) cu media vanzarilor anuale obtinem un indicator de dispersie.
Astfel, s-au vandut 458 bucati de automobile Volkswagen Passat fata de media de 209,
adica cu 249 mai mult. Pentru aceasta variabila, modulul seriei statistice este 249.

in general

Amplitudinea unei serii statistice reprezinta diferenta dintre valoarea maxima si
cea minima a variabilei.

Modulul se exprima prin diferenta dintre valoarea medie a efectivului si frecventa
sa absoluta.

¢ Un indicator de imprastiere: abaterea medie liniara
Sa analizam!

loana si Dan au obtinut la matematica aceeasi medie: 8. In caracterizarea activitatii
lor, profesorul de matematica a tinut cont de constanta notelor obtinute de-a lungul
intregului semestru.

Notele loanei: 8, 8, 7, 9. Notele lui Dan: 10, 5, 10, 7.

Astfel, se observa ca loana a fost mult mai echilibrata in pregatire, pe cand Dan
a avut fluctuatii mari. ,Constanta“ sau ,fluctuatia“ pregatirii se pot exprima prin
intermediul abaterilor absolute ale notelor celor doi elevi, fata de medie.

in situatia analizata:

Notele loanei 8 8 7 9
Abaterea notelor fata de medie 0 0 1 1
Notele lui Dan 10 5 10 7
Abaterea notelor fata de medie 2 3 2 1

Media abaterilor notelor fatd de medie da informatii despre imprastierea notelor in

jurul mediei. Ea este notata de obicei cu T (tau) si se numeste abaterea medie liniara.
Pentru exemplele analizate:

’C1=0+0+1+1=O,5; 12:2+3+2+1:2
4 4
in general
Fie x,, x,, ..., x valorile unei variabile statistice discrete si x media acestor
valori.

Abaterea medie liniara se calculeaza cu formula:

‘x1—x‘+‘x2—x‘+...+

xn—x‘
T= :

n

Sa aplicam!
Pentru a calcula abaterea medie liniara a unor date grupate in clase statistice,

concentram intreg efectivul unei clase statistice in mijlocul intervalului ce reprezinta
clasa respectiva. De exemplu, pentru datele studiului privind greutatea elevilor unei

clase, prezentate in tabelul de mai jos, obtinem: x =73, T=8,8.
szn“f(aé)ea [50; 60) | [60; 70) | [70; 80) | [80; 90) |[90; 100]
Efectivul 3 7 9 4 2




¢ Un alt indicator de imprastiere: abaterea medie patratica

Sa reprezentam rezultatele obtinute de un grup de 20 de elevi la doua teste

succesive, prin trasarea poligoanelor efectivelor:

Testul A

Note

10

Efectiv

Testul B

Note

10

Efectiv

@ cCare este mediana note-
lor le fiecare dintre aceste
teste? Dar media?

@ Precizeaza coordonatele
fiecarui punct marcat pe
graficele alaturate.

Sa analizam!

Rezultatele obtinute la cele doua teste au aceeasi medie: 7. Configuratia notelor
in jurul mediei este insa foarte diferita. Pentru a exprima cantitativ aceasta configuratie,
determinam distantele fata de medie si exprimam o ,medie“ a patratelor acestor

distante. In acest fel, obtinem dispersia si abaterea medie péatratica.

® Compara rezultatele la
cele doua teste prin interme-
diul abaterii medii liniare.

Avem:
Testul A Testul B
Note | Efectiy | Distanta fata | Patratul Efectiy | DiStanta faté | Patratul Ap utem calcula abaterea
de medie | distantei de medie | distantei medie patratica a datelor
6; 6; 7; 8; 8; 8, folosind un
2 0 S 25 2 3 S 25 calculator de buzunar.
3 0 4 16 3 2 4 16 Apasam tastele in succesi-
unea:
4 2 3 9 4 1 3 9 [MODE |[[SHIFT|[SAC) 6[DATA]
5 2 2 4 5 0 2 4 6 [DATA| 7[DATA 8 [DATA 8
. 3 1 1 5 ] ] ] |DATA| 8 [DATA] [SHIFT]
7 4 0 0 7 0 0 0
8 6 1 1 8 4 1 1
9 2 2 4 9 4 2 4
10 1 3 9 10 5 3 9

Dispersia se noteaza de obicei cu v (de la variatie sau varianta).

Abaterea medie patratica este radacina patrata a dispersiei. Ea se noteaza de

obicei cu ¢ (sigma).
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@ Pentru fiecare dintre tes-
te, imparte rezultatele in
doud clase: note sub 5 sinote
peste 5. Construieste apoi
cate o histograma si mar-
cheaza pe ea mediana
notelor.

@ Stabileste o relatie intre
dispersie si abaterea medie
patratica.

A Pentru studiul analizat, se
considera ca fiind nesem-

nificativ procentual numarul
elevilor ce nu au inalfimea cu-
prinsa intre 140 cm si 200 cm.

A) Justifica toate calculele
facute in exemplul alaturat.

D n primul semestru, un
elev a primit la matematica
trei note. In ce situatie
abaterea medie liniara,
respectiv abaterea medie
patratica a acestor note sunt
maxim posibile? Aceeasi
intrebare pentru cazul in
care elevul ar fi primit patru
note.
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Pentru exemplele date, obtinem:

_25-0+16-0+9-2+4-2+41.3+0-4+41-6+4-2+9-1_ 5599
0+0+2+2+3+4+6+2+1 ’

Vy

, respectiv
G = ¥, ~1612 P

_25-3+16-2+9-1+4-0+1-1+0-0+1-4+4-4+9-5

V2 312+1+0+1+0+4+4+5

G, = v, ~2975.

in acest fel putem compara numeric imprastierea datelor: cu cat dispersia si abate-
rea medie patratica sunt mai mari, cu atat datele statistice analizate sunt mai imprastiate.

~ 8,851

Sa observam!

Abaterea medie liniara si abaterea medie patratica au acelasi ordin de marime (si
aceeasi unitate de masura) ca si valorile statistice studiate.

in general

Fie x,, x,, ..., x valorile unei variabile statistice discrete si x media aritmetica a
acestor valori.

Dispersia si abaterea medie pétratica masoara gradul de imprastiere a valorilor
variabilei in jurul mediei. Acesti indicatori se calculeaza cu formulele:

¥ \2 ¥ )2 ¥ \2
V:(x1—x) + (X = X) +..+(x, - X) . respectiv

Sa aplicam!
Pentru a calcula abaterea medie patratica a unor date grupate in clase statistice,
putem proceda in acelasi mod ca si pentru calculul mediei sau al abaterii medii liniare.
De exemplu, pentru studiul privind inaltimea elevilor cu varsta intre 15 si 19 ani,

ale carui rezultate sunt cele din tabelul de mai jos, abaterea medie patratica este
o~ 11,82.

Tnaltimea (in cm) | [140; 160) | [160; 170) | [170; 180) | [180; 190) | [190; 200]
Frecventa (%) 15 25 40 15 5

Sa demonstram!

Abaterea medie liniara, respectiv abaterea medie patratica ale unor valori statistice
sunt egale cu zero daca si numai daca toate valorile statistice date sunt egale.

Fie x,, x,, ..., x_valorile unei variabile statistice, x media acestor valori si T,
respectiv ¢ abaterile lor medii.

|x1—i|+|x2—)_c|+...+x —3| : X=X+ (X, = X)? +.+(x, —X)°
Deoarece 1 = 1T e ooy X) (- X) " X)
n n
avem:
t=0<|x —x|=0 pentruorice i < x, =X, =...= X, =X ...
c=0< (x,—x)* =0 pentruorice i < X; =X, =...= X, = X ...




*e

Exercitii si probleme

1. Diagrama alaturata prezinta evolutia vanzarilor
mondiale de automobile in deceniul trecut.
a) Exprima procentual datele privind evolutia
vanzarilor de autovehicule pe piata mondiala.
Foloseste un calculator de buzunar si treci datele
obtinute ntr-un tabel.
b) Determina media vanzarilor in perioadele: 1990-
1995; 1996-2000; 1990-2000. Ce observi?
c) Calculeaza dispersia vanzarilor in perioadele
1990-1995; 1996-2000; 1990-2000.

TARILE NORDICE SUNT CELE MAI SCUMPE PIETE

Iribrants Sinies horlne mafinnl: 5 Puvia reneand oinaderd 100 Y

EVOLUTIA VANZARILOR AUTO MONDIALE

miboane auloturisme 2

1e=s0 1891

192

1993 1904

umummm'ﬁuwhmmw olufia
nomiel mondiale, virfurile de productie corespunzind anilor cu ced mai mare

1006 1906 - - 1607 - 1006

2. Inimaginea alturata sunt reprezentate
preturile alimentare n cateva tari prin
raportare la media europeana.

aEB‘SE

m&-mmmmmmmm

Sursa: Capltal, 50/2005/pag. 22

120
100
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a) Sa presupunem ca valoarea cosului
lunar in Danemarca este de 450 Euro.
Estimeaza cat aloca cetatenii celorlalte
tari pentru aprovizionarea lunara.

b) Calculeaza abaterea medie liniara si
abaterea medie patratica pentru seria
statistica analizata.

SURSA; MG NIELSEN

c) Determina amplitudinea seriei statistice, prin raportare procentuala la medie.
d) Determina amplitudinea seriei statistice a preturilor, folosind calculele despre valoarea cosului lunar.

3. Institutul National de Statistica a dat publicitatii datele privind populatia Romaniei in perioada 2000-2003.

a) Calculeaza valorile medii

mii persoane

ale intregii populatii, 2000 2001 2002 2003

zslﬁfztwslef?ﬁ:ﬁﬁ m: IS o Total N 224352 22408,4 21794,8 21733,6
Roménia’, din mediul urban din care feminin 11466,4 11458,9 111152,3 11127,3
sau din cel rural. Urban 122446 12243,7 11608,7 11600,2
b) Pentru fiecare dintre din care feminin 6336,8 6340,2 6029,7 6033,8
seriile statistice din tabelul Rural 10190,6 10186,1 10186,1 101334
dat, calculeaza abaterea din care feminin 5129,6 5118,7 5122,6 5093,6

medie liniara si abaterea
medie patratica.

c¢) Reprezinta grafic intr-o forma cat mai sugestiva variatia populatiei Romaniei, intre 2000 si 2004.

4. In graficul cu bare alaturat sunt evidentiate
rezultatele unui sondaj statistic privind intervalul | o=
de timp pe care eleviide 15-18 ani il petrecin | ... |
fata televizorului.

Pe fiecare bara verticald a graficului sunt | **’
reprezentate simultan frecventa efectivelor de | #= -
baieti, respectiv fete, care corespund unei | ..,
anumite caracteristici.

Astfel, 34,7% dintre baietii intervievati si 37,7% "
dintre fete petrec in fata televizorului intre 1 si

2 ore zilnic.

consumal TV in randul adolescentilor in fumctie de variabila sex

sub o omR 1-2 ore 34 ore pesia 4 ore PNENR
e i e
@ baicti M fefe

a) Calculeaza cat timp petrec in medie in fata
televizorului fetele, respectiv baietii. Pentru

aceasta, Tnlocuieste caracteristica ,ma uit mai rar decat zilnic” cu intervalul [0; 0,25) si ,ma uit mai mult de 4 ore

zilnic” cu intervalul [4; 8].

b) Transforma diagrama data intr-un grafic cu bare duble. Reprezinta mediile pe acest nou grafic.

49



Utilizareca indicatorilor statistici in interpretarea datelor

A Variabilele discrete iau
valori izolate.

A\ Vvariabilele continue pot
lua orice valori intr-un inter-

val dat.

Daca variabilele discrete au
valori suficient de multe in
cadrul unei serii statistice, ele
pot fi grupate in clase si sunt
considerate in analiza statis-
tica a acelei serii drept valori
continue.

@ Calculeazd media clasei
voastre la ultima lucrare
scrisa la matematica.

A in cazul unei serii
statistice continue, prin
conventie, se considera ca
valori x, centrul fiecarei clase
statistice.

Calculul mediei s-a facut
astfel:

suma produselor n;x;
efectivul total

50

) Aplicam si dezvoltam!

* A

Pentru a descrie o variabila cantitativa (numerica) a unei populatii statistice este
necesar sa identificam cateva caracteristici ale valorilor ei numerice. Fiecare dintre
aceste caracteristici ofera un anumit tip de informatie. Astfel:

« caracteristicile de pozitie: media, mediana dau informatii asupra ordinului de
marime al observatiilor statistice;

» caracteristicile de dispersie: amplitudinea, modulul, abaterea medie liniara,
dispersia, abaterea medie patratica, dau informatii despre gradul de imprastiere a
valorilor.

¢ Interpretarea indicatorilor de pozitie

Exemplul 1
Consideram o serie statistica discreta data de numarul de carti citite intr-o luna
de fiecare dintre cei 75 de elevi ai clasei a Xl-a din liceul ,Matei Basarab”.

Numar de
cari (x)
Efectiv (n;) 5 18 14 15 11 3 8

0 1 2 3 4 5 6

ni* X 0 18 28 45 44 15 48

Pentru aceasta serie calculam:

suma produselor n,x; _ 198 _ 2 64

media ponderata (valoarea medie) = ofectiv lotal 75

In medie, fiecare elev a citit 2-3 carti.
Observam ca media unei serii statistice poate sa nu fie egala cu nici una dintre
datele inregistrate.

Exemplul 2
O serie statistica continud are ca variabila varsta elevilor dintr-un liceu.

Efectivele de elevi din liceu, pe toate cele 4 clase, se prezinta astfel:

Varsta 15-16 16-17 17-18 18-19

Efectiv (n) 72 69 97 61

Centrul clasei (xi) 15,5 16,5 17,5 18,5
n - X 1116 1138,5 1697,5 1128,5

Varsta medie a elevilor din liceu, conform cu aceasta repartitie statistica este:

5080,5
299

in aceeasi serie statistica, mediana apartine clasei de varsta (17; 18). Folosind
poligonul frecventelor cumulate crescator sau reprezentarea datelor cu ajutorul
histogramelor, obtinem ca mediana varstelor elevilor este 17, 08, adica aproximativ
17 ani si o luna.

~17 ani.




Sa aplicam!

Vrem sa determinam care este varsta medie a telespectatorilor ce urmaresc Jurnalul
TVR, conform datelor sondajului prezentat in ziar.

DUMINICA - 3 MARTIE 2002

MMmmmmm
1), cu un rating de 11,4% in marile orase. Un Jurnal care a
stréns in jurul sdu telespectatorii de peste 65 dé ani, cu
cea mai mare pondere - 27,5%, $i grupa de varstd 6 - 14
ani, cu a doua pondere din totalul telespectatorilor -
16,3%. Grupa de vérsta 15 - 24 de ani a fost cea mai slab
Wmhmﬁﬁﬁwm
au fost femei si 51,9% au studii primare. =~

Pentru aceasta, grupam efectivele fiecarei clase statistice in mijlocul intervalului
ce reprezinta clasa respectiva si calculam media ponderata; obtinem varsta medie
de aproximativ 46 ani.

Pentru aceleasi date statistice, mediana este de aproximativ 47 ani. Altfel spus:
50% dintre telespectatorii Jurnalului au mai putin de 47 de ani.

¢ Interpretarea indicatorilor de dispersie

Un antrenor trebuie sa aleaga intre doi sportivi pe cel care va reprezenta clubul la
urmatorul concurs de natatie.

El analizeaza performantele sportivilor la ultimele 8 antrenamente.

Pentru a se putea decide, antrenorul va trebui sa compare dispersia rezultatelor
celor doi sportivi.

lata cum a procedat:

Sportiv1| 30,2 | 29,7 | 299 | 29,3 | 29,4 | 30,1 30,2 | 29,6

Sportiv2| 30,1 208 | 292 | 298 | 30,2 | 299 | 299 | 29,5

Calculand media performantelor obtinute de sportivi la cele 8 antrenamente,
antrenorul constata ca cei doi au obtinut aceeasi performanta medie (x ).

Sa observam!
Doua serii statistice pot avea aceeasi medie, dar pot lua valori diferite.

X5

l ' : X = valoarea medie
X2

X3

Pentru a da o semnificatie numerica dispersiei valorilor, luam in considerare
abaterea fiecarei valori fata de medie.

A Poti considera céa ultima
clasa statistica din sondajul
alaturat se refera la grupa de
varsta 65-85 ani.

@ Calculeazé pentru fiecare
dintre cei doi sportivi
performanta medie si eviden-
tiaza, printr-o diagrama, cea
mai buna si cea mai slaba
performanta.

® Cum il va alege antre-
norul pe cel mai bun sportiv?

@ Calculeazad mediile rezul-
tatelor celor doi sportivi, folo-
sind un calculator de buzunar.

© Comenteaza semnificatia
reprezentarii grafice alatu-
rate.
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® Explica etapele de calcul
listate alaturat, necesare in
calculul dispersiei.

@ Urmareste datele din ta-
belul aladturat. Ce legatura
este intre coloana a treia si
coloana a patra?
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Pentru a calcula dispersia, procedam astfel:
- calculam diferenta dintre fiecare valoare si medie, adica ‘x[ - x‘ .

Antrenamentul 1:
Antrenamentul 2:
Antrenamentul 3:
Antrenamentul 4:
Antrenamentul 5:
Antrenamentul 6:
Antrenamentul 7:

Antrenamentul 8:

Sportiv1
[30,2-29,8/=0,4
[29,7 - 29,8/ =0,1
|29,9-29,8/=0,1
[29,3-29,8/=0,5
[29,4 -29,8/=0,4
[30,1-29,8/=0,3
[30,2-29,8/=0,4
|29,6 -29,8/=0,2

Sportiv 2
[30,1-29,8/=0,3
|29,8-29,8=0
[29,2-29,8/=0,6
|29,8-29,8=0
[30,2-29,8/=0,4
|29,9-29,8/=0,1
|29,9-29,8/=0,1

|29,5-29,8/=0,3

- ridicam la patrat diferenta |x; - x| intre performanta obtinuta de fiecare sportiv la
antrenament si media performantelor;

- inmultim aceasta valoare cu efectivul corespunzator (numarul de antrenamente
la care s-au obtinut aceste rezultate);

- adunam rezultatele obtinute pentru fiecare valoare (performanta);

- impartim la efectivul total (numarul total de antrenamente luate in calcul) pentru
a obtine dispersia valorilor fata de medie, adica variatia fata de medie (v);
- calculam abaterea medie patratica: o = NS

Aceste etape de calcul se pot parcurge mai simplu prin completarea unui tabel.
Tabelele de calcul pentru dispersia performantelor sportivilor fata de performanta

medie ( x = 29,8 sec) sunt cele de mai jos.

Sportivul 1 X n |Xi _ }| (x; - ;)2 ni(x; - ;)2
30,2 1 0,4 0,16 0,16
29,7 1 0,1 0,01 0,01
29,9 1 0,1 0,01 0,01
29,3 1 0,5 0,25 0,25
29,4 1 0,4 0,16 0,16
30,1 1 0,3 0,06 0,06
30,2 1 0,4 0,08 0,08
29,6 1 0,2 0,04 0,04
In cele 8 antrenamente, v, = 0’;7 ~ 0,096.

Abaterea medie patratica o, = \/vT =4/0,096 ~ 0,310.



Sportivul 2 Xi n; ‘Xi ‘X‘ (x; - x) ni(X; - X)
30,1 1 0,3 0,09 0,09
29,8 2 0 0 0
29,2 1 0,6 0,36 0,36
29,8 1 0 0 0
30,2 1 0,4 0,16 0,16
29,9 2 0,1 0,01 0,02
29,5 1 0,3 0,09 0,09
In cele 8 antrenamente v, = % =0,09.

Abaterea medie pétraticd o, = \/v, ~ 0,300.

Calculand abaterile medii patratice pentru performantele celor doi sportivi, se

constataca v, <v,.

Performantele celui de-al doilea sportiv sunt mai putin dispersate fata de medie,
deci sunt sanse ca la concurs sa obtina o performanta mai apropiata de medie.
Putem exprima ,,imprastierea“ rezultatelor si prin situarea acestora fata de intervalul

[;—G,;+G].

Pentru exemplul dat:

X-o X+o
Sportivul 1 [ f ]
29,49 29,8 30,11
X-o X+0
Sportivul 2 [ f ]
29,5 29,8 30,1

luate Tn calcul, sunt

- 4 dintre valori, adica
50% dintre performantele

afara intervalului.

in

- 0 singura valoare,
adica 12,5% dintre perfor-
mantele luate in calcul este
in afara intervalului.

© Calculeazd amplitudinea
seriei de rezultate pentru
Sportivul 2.

A Pentru a calcula dispersia
a doua serii statistice, se

calculeaza media si
abaterea medie patratica.
Cu cét aceasta valoare este
mai mare, au atéat seria este
mai dispersata.

© Majoritatea valorilor unei
serii statistice se situeaza in
intervalul

[x—v; x+V].
Verifica aceasta afirmatie in
cazul exemplului dat si

precizeaza care dintre valori
se situeaza in interval.

1. Tabelul de mai jos a fost extras dintr-un studiu statistic privind transportul zilnic catre locul de munca.

Duratamediea | 45 | 45 | 75 | 105 | 135 | 165 | 95
transportului
Efectiv 175 | 392 | 267 | 127 | 168 | 120 | 63

Calculeaza media ponderata. Ce semnificatie are aceasta?

2. Tabelul care urmeaza este extras din acelasi studiu de mai sus, dar lipsesc cateva informatii.
a) Explica, folosind limbajul statisticii, semnificatia tabelului.

b) Calculeaza si completeaza

datele care lipsesc.
c¢) Reprezinta poligonul frecventelor

Timpul alocat

cumulate crescator si poligonul frec-
ventelor cumulate descrescator.

transportului este 0 30 60 90 120 150 180 210
mai mic de:
Frecventa 0 175 834 961 1129 1299

d) Calculeaza media si dispersia

Frecventa in
procente

0%

13%

43%

86% 100%

seriei statistice.

e) Formuleaza cateva concluzii ale studiului.

53



3. Observa diagrama alaturata, care reprezinta oscilatia

Oscilatii in domeniul bancar

profitului net al bancilor comerciale japoneze in perioada 6000 Profitl not ol bAndior comaraialo
1989-2000. Raspunde la intrebarile urmatoare aproximand 4, Japoneze (in miliarde de yen
valorile pe baza graficului.
a) Cu cét a scazut profitul bancilor nipone in 1995 fatade 2000
19897 Dar fata de 19927 Dar fata de 19947
b) Comenteaza evolutia profitului: Tn 1997 fata de 1994; 0
in 1998 fata de 1989; in 1998 fata de 1997; in 2000 fata
de 1999; in 2000 fata de 1998. ~2000
c) Care este media profitului in perioada 1989-1994? Darin
perioada 1995-20007? Dar in intreaga perioada 1989-20007?
Poti exprima printr-o formula legatura dintre cele treimedii?  -6000
d) Determina mediana pentru fiecare dintre cele trei Y.
perioade considerate mai sus. 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000
e) Determina dispersia profitului in perioada 1989-2000.
milicane aulolurssme

4. Diagrama alaturata indica dinamica productiei
de autovehicule in tarile europene, intre 1990
si 2000
a) Calculeaza media productiei auto in tarile
din U.E. in perioada 1990-2000.

b) Calculeaza media productiei auto in tarile
Europei Centrale si de Est in perioada 1990-
2000.

c) Reprezinta poligonul frecventelor in cele
doua cazuri. Marcheaza pe grafice mediana
fiecarei serii.

1891

1992 1993 1934 1995

N Liniunea Europeand

[ Europa de Est

1897 1998 1909 2000

d) Determina abaterea medie in fiecare caz.

. Determina media datelor reprezentate in histograma

de mai jos.

I

3 5 1 13 15

productiei de autovehiculz in tirile Europei Centrale si de Est nu urmareste
intocmai evolutia din U.E. In ultimii sase ani, productia in trile afiate in tranzitie se
afld in cregiere usoard dar continud, in imp ce productia europeans este neliniara.

5

6. Datele unui studiu statistic sunt reprezentate in
diagrama cu bare de mai jos. Reprezinta pe o dia-
grama separata valoarea medie si efectivul cumulat
al acestor date.

STRAINI VENITI iN ROMANIA LA MUNCA

in Romania lucreazi legal, cu
permise de munca, 4 840 de
cetdteni strdini. Majoritatea
(38%) sunt tineri, cu varste

7. O revista de profil a publicat diagrama cu bare alaturata,
care se refera la cetatenii straini veniti la munca in Romania.
a) Pentru fiecare dintre categoriile prezentate,
aproximeaza numarul de persoane aflate la munca in
Romania.
b) Calculeaza abaterea medie patratica a datelor
prezentate.
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cuprinse intre 26 si 35 de ani.
Doar 18% au peste 45 de ani.
Cei mai multi straini cu permis
de munca provin din Turcia.

Cetiteni striini cu permis de
munci in Roménia (%).

Sursa: Revista Capital




9. Reprezentarea grafica alaturata ilustreaza DIFERENTELE DE VENITURI DINTRE MEMBRII UNIUNII SUNT SUBSTANTIALE
diferentele de venituri intre membrii Uniunii
Europene, in anul 2004. Aceste diferente

sunt reprezentate procentual, prin raportare Ty p—
la media veniturilor pe locuitor. ul I | l l

Presupun.énd cé.vepitul mediu pe IOCEjitor g E % g g % gi i- E E i i § g g g £ E 2 E g g g

Wl e i LE

B4 =288

SUASA LRICE ECONOMIC DUTLODK

al membrilor Uniunii era la acea data de z
1100 Euro, estimeaza amplitudinea acestui
intre ii Umitnii Europene se inreg mari diferenie la veniturile pe cap de locwitor. Toti

set de date si modulele corespunzatoare noil veaiti se afia sub media europeasa, uumm fiind mnmmuma.rmsi
Al i ; Letonia. Singurele (& cane au aderal mai demult la UE si care se afld sub media eunopeans sun
Ungane' Sl Danemarcei. Pﬂ'tnmlm.ﬁfmsa Spania. Dinbre noii membri, Cipru esle cel mai bine plasal, m‘llilﬂlcdemta
din aceastd tard find supericare celor din Grecia si Portugalia. Pozitia fruntasd a Luxemburguisi
wumﬁmmmmmﬂammmmndmmnhmam
Marele Ducat ca gazd a economiilor lor,

Sursa: Capital, 3/2005/pag. 15

Am reusit... ?1?

Prin parcurgerea acestei unitati de invatare, am reusit....
@ sareprezint datele unui studiu n diverse moduri
@ sa interpretez date, organizate in diferite moduri
@ sa utilizez formule in scopul corelarii datelor
@ sa transpun in limbaj statistic probleme practice
@ sa estimez comportarea unui sistem, cunoscand cateva valori particulare?

) Test de verificare

1. Reprezinta datele din diagrama circulara alaturata 3. O anchet3 statistica a analizat timpul pe care il
sub forma unui grafic cu bare. consuma pentru transportul zilnic cei 1 312 angajati
ai unei intreprinderi. Rezultatele au fost grupate in
COTELE DE PIATA ALE clase cu amplitudine de 30 minute ca in tabloul de
PRINCIPALILOR COMERCIANTI distributie alaturat.
DE CALCULATOARE IN 1999 Determina media si dispersia acestei repartitii.
Clasa |[0, 30)|[30, 60)|[60, 90)([90, 120){[120, 150)|[150, 180)|[180, 210)
Efectiv| 175 392 267 127 168 120 63
& 4. Laun cabinet medical au fost inregistrate inaltimile
g unui grup de copii si apoi sintetizate intr-un tabel:
=
SN Costyiey o i inaltime Numér de copii
= - intre 80 si 90 cm 4
intre 90 si 95 cm 16
2. Companiile de transport mentionate mai jos au tarife ntre 95si 100 cm 21
dlfevrlte. Cu care dlntre_ ele evste convenabil sa se intre 100 si 105 cm 17
faca deplasarea pe o distanta de 5 km, astfel incat :
costurile sz fie minime? intre 105 i 110 cm 14
c . Taxa de Taxa pe kilometru intre 110 si 120 cm 3
ompanie ornire (RON) arcurs (RON) T ie ii
P P a) Care este Tnaltimea medie in acest grup de copii?
MICRO 1.3 1.2 b) Ce procentaj de copii au inaltimea cuprinsa intre
MACRO 1 1,3 90 si 110 cm?
MEGA 0,4 1,9 5. Estimeaza categoriile de varste ale copiilor cuprinsi
NANO 05 17 in e.$ant|onLv1I de§crls in problema 4. Argumenteaza
estimarea facuta.
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Unitatea de invatare 4

) Test initial de autoevaluare

Rezolvand problemele urmatoare iti vei aminti notiuni necesare parcurgerii acestei

Calcul numeric

Exponentiale si
logaritmi

Calcul procentual

Proprietati
geometrice

unitati:

1. Calculeaza:

a)2+3- (- 4)
b)(2+3+4)-3
c) 2,75 + 1,29
d) 4,81 -1,99

. Determina:

a) (-2)°
b) 52

c) log; 9
d) log,0,5

. Scrie intr-o forma mai simpla:

a)25- 27

b) (-5)* - (-5)*
c) log,7 + log,10
d) Ig2 + 1g5.

. Calculeaza:

a) 20% din 180 m

b) 15% din 100 kg

c) 6% din 10% din 100 tone
d)

75% din 25% dintr-un kilolitru.

. Precizeaza:

e) (3,47 +1,22) : 3
f) 2,51 -0,2-4,7
g) 15,2:0,25

h) 11,4 + 11,4 - 9.

e) log, /5
) 19100
g) 10-5

h) 1g (0,1).

a) Care este diferenta de pret la o scumpire cu 20% a unui produs care costa

54 lei?

b) Cat la suta reprezinta 60 m din 300 m?

c) Cu ce procent s-a micsorat costul unui obiect al carui pret s-a Tnjumatatit?
d) Ce pret are un fular care costa 10 lei, si a fost scumpit cu 10%, apoi ieftinit cu

acelasi procent?
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. Determina lungimile marcate cu x pe figurile urmatoare:




Studii de caz in statistica

Studii statistice

) Ne amintim si exploram!

¢ Sondaje statistice

in evaluérile statistice, este nevoie ca specialistii sa dispuna de date cat mai
relevante.

Pentru actualizarea datelor se fac periodic sondaje statistice. in acest caz, desi
procesul de culegere a datelor nu implica intreaga populatie, datele obtinute sunt
suficiente pentru conturarea unor politici de perspectiva.

Sondajele se aplica de obicei unui esantion format din aproximativ 1000 de
persoane. Pentru a putea extinde rezultatele la intreaga populatie, specialistii stabilesc
un esantion national reprezentativ, asupra caruia sunt aplicate instrumentele de analiza
(chestionare, discutii organizate pe grupuri, interviuri). Stabilirea esantionului
reprezentativ se face in functie de criterii precum: varsta, sex, nivel de pregatire
profesionala, zona geografica, mediu social, mediu familial, nivel de cultura etc.

Pe baza datelor obtinute de la un esantion national reprezentativ se pot estima
raspunsurile ce ar putea sa fie date de intreaga populatie.

Exemplu

in cadrul unui sondaj de opinie au fost adresate persoanelor intervievate trei intrebari
sianume:

a) Obisnuiti sa cititi reviste?

b) Cat de des obisnuiti sa va uitati la televizor?

c) Atunci cand va uitati la televizor, ce gen de programe obisnuiti sa urmariti?

Rezultatele sondajului, asa cum au fost prezentate intr-o revista de specialitate,
sunt cele de mai jos:

) Nu_468% | Da_53.2%

b)
Cat de des va uitati la televizor? Nr. raspunsuri
Mai rar de o data pe saptamana 9
O data pe saptamana 13
De 2-3 ori pe saptamana 37
De 4-6 ori pe saptamana 20
O data pe zi 472
De 2-3 ori pe zi 352
Mai des de 3 ori pe zi 257
Nu ma uit la televizor 40

Baza: 1 200 de persoane

A In matematica, estimarea
comportarii unei functii
pentru care nu se cunosc
decat cateva valori parti-
culare se numeste extra-
polare.

@ Cautsd in ziare rezultatele
unui sondaj de opinie. Ce
tema are acesta? Ce intrebari
au fost adresate? Cum au
fost prezentate rezultatele?

@ Foloseste datele son-
dajului prezentat pentru a
raspunde!

- Cate persoane dintre cele
intervievate au declarat ca nu
citesc reviste?

- De ce baza de calcul la
intrebarea c) difera de cea de
la restul de intrebari?

- Cate persoane (dintr-un
total estimat de 16 milioane
care s-ar putea uita la
televizor) prefera emisiunile
de sport? Cate persoane nu
se uita la televizor?

57



© Adreseaza aceleasi intre-
bari colegilor de claséa si
prietenilor si  compara
rezultatele obtinute cu cele
ale sondajului. De ce crezi
cd apar diferente intre aceste
rezultate?
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0) Stiri 87,20%

Filme 83,40%

Divertisment 56,60%
Muzica
Talk-show

Desene animate 11,10%

Sport 8,60%

Documentare | | 2,40%

Altele 3,30%

Baza: 1160 de persoane

¢ Cum se utilizeaza datele statistice?

Rezultatele sondajelor dau informatii asupra tendintelor ce apar in viata sociala
sau economica. In acest fel, pot fi luate din timp masurile ce se considera a fi necesare.

Exemplul 1

O revista de specialitate a publicat rezultatele unor sondaje comparative, efectuate
in luna ianuarie a anilor 2001 si 2002, privind gradul de patrundere a tehnologiei
informatiei in Romania.

Sondajul a avut in vedere cateva variabile, ce sunt prezentate in tabelul alaturat.
Putem compara variatia de la un an la altul examinand diferenta sau raportul.

Astfel:

-1n 2002, numarul de posesori ai unui telefon mobil a crescut cu 726 000 fata de
2001;

- numarul de detinatori de computere a crescut in 2002 cu 15,4% fata de 2001;

- utilizatorii de Internet au fost de aproape doua ori mai multi in 2002 fata de
2001.



Interesul crescut al populatiei fata de aceste domenii a determinat, in planul
politicilor sociale si economice:
- alocarea de fonduri pentru achizitionarea a 500 000 de calculatoare pentru unitatile

scolare; . S s
’ : . o Lo . @ Informeaza-te si alcétu-
- !ntroducerea orelor de educatie tehnologica si de informatica in scolile generale ieste un scurt referat!
si in licee; Ce alte programe de interes
- incurajarea specializarilor universitare in domeniul tehnologiei informatiei; national sau local au ca sursa
- diminuarea impozitului pe venit pentru specialistii din informatica. de plecare studii care

evidentiaza expansiunea
tehnologiei informatiei si a
Exemplul 2 comuniga,tii/or? o
Un ziar a initiat un studiu privind profilul-tip al cititorilor sai; studiul este necesar
pentru orientarea materialelor publicate in ziar in directia interesului cititorilor.
Una dintre intrebarile studiului s-a referit la veniturile cititorilor ziarului, prin
incadrarea in una dintre categoriile: venituri mici, venituri medii si venituri mari.
Rezultatele sondajului, exprimate in procente, au fost publicate intr-o revista de
specialitate si sunt cele prezentate in figura alaturata.

64% din cititorii ziarului au
venituri medii si mari

venituri mari venituri mici
25% 36%

© Ce informatii crezi c& ar
interesa categoriile sociale
cu venituri mici?
Daca aifidirectorul / direc-

Redactia ziarului a hotarat sa se orienteze spre categoriile sociale cu venituri toarea unui ziar orientat spre
medii si mari, publicand periodic informatii despre: aceste categorii sociale, ce

- oportunitti de afaceri; rubrici ai propune?

- activitate bancarg;

- politici economice;

- bursa locurilor de munca.

venituri medii
39%

Exercitii si probleme
intrebarile 1-4 se refera la rezultatele sondajului de opinie referitor la vizionarea programelor TV, prezentate in
paginile anterioare. Foloseste aceste date pentru a raspunde la urmatoarele intrebari:

1. Cu cat este mai mic numarul celor care se uita la 3. Care este raportul dintre numarul celor care urmaresc:
televizor o data pe zi fata de numarul celor care se a) programele de stiri si programele de muzic3;
uita de 2-6 ori pe saptamana? b) filme si desene animate;

i ?
2. Ce procent din numarul total de respondenti ¢) sport i documentare?

reprezinta numarul celor care se uita la televizor:

a) mai rar de o data pe saptamana; 4. De cate ori este mai mare numarul celor care
b) o data pe zi; urmaresc programele de divertisment fatd de numarul
c) de 4-6 ori pe saptamana; celor care urmaresc talk-show-uri?

d) de 2-3 ori pe zi?
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5. In imaginea al&turata
este prezentata situa- = GERMANIA DOMINA
tia vanzarilor in super- | PIATA DE RETAIL
marketurile din tarile %
Uniunii Europene, in
anul 2004.
a) Reprezinta printr-o
diagrama cu bare
aceleasi informatii.
b) Exprima compa-
rativ situatia vanzarilor
din aceste tari, prin
raportare la vanzarile
din Germania.

Marea
Britanie

Franta

Sursa: EUROSTAT
Sursa: Capital, 50/2005/pag. 22

6. Rezultatele unui studiu statistic din 2006, referitor la
perceptia romanilor privitoare la Uniunea Europeana,
sunt prezentate sintetic in diagrama alaturata.

Ce inseamna UE pentru romani (%)
birocratie [] 4
pierdere identitate culturala [] 5
control slab la frontiere ] 6
risipa de bani [_]6
mai multe infractiuni _]7
somaj [ 13
un cuvant maigreude spus [ 20
diversitate culturalda 120
=Y —
protectiesociala[__—— 130
democratie |41

L —
prosperitate | ] 50

libertate de calatorie/migratie | ] 62

Sursa: Eurobarometru infoEVZ

a) Intr-un eseu de maxim dou& pagini, compara
rezultatele acestui sondaj cu propriile asteptari privind
integrarea Romaniei in UE.

b) La sondaj au participat 1200 de respondenti.
Calculeaza céti respondenti au bifat fiecare item in
parte.

c) in diagrama, apar perceptii optimiste si perceptii
pesimiste. Realizeaza o diagrama circulara in care
aceste tipuri (mai bine/mai rau) apar grupate.

7. Tabelul de mai jos, indica numarul de turisti straini
in cateva dintre cele mai vizitate tari din lume n anii

2000 si 2001.
Franta | Spania | SUA | ltalia | China
2000 75,6 47,9 50,9 | 41,2 31,2
2001 76,5 49,5 44,5 | 39,1 33,2

Reprezinta aceste date printr-un grafic cu bare duble.
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8. Diagrama din imaginea de mai jos se refera la
persoanele disponibilizate in perioada 1995-2005 din
industria de prelucrare a metalelor neferoase.

a) Reprezinta aceleasi informatii printr-o diagrama
cu bare.

b) Comenteaza distributia frecventelor diverselor
categorii de personal disponibilizate.

IMPACTUL RESTRUCTURARII ASUPRA PERSOANELOR DISPONIBILIZATE

NS

[l nu au ocupat
niciun loc de munca

O gasesc un loc de munca ocazional
(fara contract de munca)

[l au dezvoltat propria afacere

[@au un loc de munca stabil
(cu contracte de munca
pe diverse perioade)
[s-au pensionat la limita
de varsta anticipat si de boala

Sursa: Saptaména financiara

9. Intr-o revista de specialitate a aparut graficul cu bare
de mai jos, referitor la evolutia numarului abona-
mentelor telefonice in 1997 si 2002.

. Numarul abonamentelor telefonice
mil
6000

4505 6099

3705 3813 4029 4207

3570
4000 13377

2019
2000 126
202 652
0

1997 1998 1999
[ Reteaua telefonica fixa

2000 2001 2002
[ Reteaua telefonica mobila

a) Caracterizeaza procentual evolutia numarului de
abonamente la telefonia fixa, respectiv la telefonia
mobila.

b) Foloseste datele pentru a estima numarul
abonamentelor la telefonia mobila in 2008, daca piata
isi pastreaza aceeasi tendinta.

c) Sa presupunem ca esti presedintele / presedinta
unei companii de telefonie mobila. Ce politica de
dezvoltare a companiei ai putea concepe pentru viitor,
tinand cont de datele din reprezentarea de mai sus?



Prelucrarea datelor in studiile statistice

) Analizam si intelegem!

¢ Modalitati de comparare a datelor

Compararea datelor unor studii statistice se poate face in diverse feluri.

Uneori, pentru a reda sugestiv aceasta comparare, este mai putin importanta
fiecare valoare in parte, in schimb are semnificatie media valorilor.

In numeroase situatii, media da o imagine pertinenta a ordinului de marime al unei
serii statistice.

Sa analizam!

Pentru a orienta mai bine specificul
publicatiei, conducerea unui ziar este
interesata de varsta medie a cititorilor sai. suh
Directorul general al ziarului cunoaste pesta
numarul zilnic de cititori si localitatile in care
se distribuie cele mai multe exemplare. El a
pus aceste date la dispozitia unui institut
specializat si a solicitat efectuarea unui s

. i . . 45-54 b
sondaj pe un esantion reprezentativ de % 1H 55
cititori. Rezultatele sondajului sunt cele
prezentate in diagrama circulara alaturata,
in care se considera ca grupa de varsta ,sub
14 ani* are ca limita inferioara varsta de 6
ani, iar grupa de varsta ,peste 55 ani“ are ca
limita superioara varsta de 85 de ani (in afara intervalului de varsta [6; 85], procentul
de cititori fiind practic neglijabil).

Studiul nu precizeaza distributia efectivelor in interiorul claselor statistice luate in
calcul. Pentru a estima totusi varsta medie a cititorilor ziarului, se face ipoteza ca in
fiecare clasa statistica cititorii sunt distribuiti uniform. n acest fel, media de varsta a
cititorilor ce se Tnscriu intr-o clasa statistica este considerata ca fiind mijlocul
intervalului ce determina clasa statistica respectiva.

Ipoteza facuta trasforma datele cu caracter continuu ale studiului in urmatoarele
date cu caracter discret:

58% din cititorii ziarului au varsta
cuprinsa intre 15 si 44 de ani.

10 ani
Frecventa 5%

20 ani
17%

30 ani
21%

40 ani
20%

50 ani
17%

70 ani
20%

Varsta

Se obtine in acest mod ca media de varsta a cititorilor ziarului este de (aproximativ)
40 de ani si 8 luni.

Exemplu: Managementul publicitar

Un ziar de publicitate, care se distribuie gratuit, trebuie sa isi atraga clientii pentru
a nu fi tiparit Tn pierdere economica. De aceea, ziarul acorda facilitati fiscale diverse
(de exemplu, un anunt gratuit pentru alte 5 anunturi platite). Pentru a identifica ce alte
facilitati ar putea acorda, directorul ziarului are nevoie sa defineasca ,anuntul mediu®,
din punctul de vedere al randurilor continute. El este hotarat ca, pentru anunturi mai
mari decat anuntul mediu, sa stabileasca o taxa mai mare prin comparatie cu anunturile
mai scurte. In acest fel, un numar mai mare de oferte vor fi tiparite in fiecare numar al
Ziarului.

Pentru ultimele publicatii s-a inregistrat urmatoarea situatie:

A Cuvéntul ,medie”“ este
adesea utilizat intr-un sens

diferit de cel strict cantitativ
din statistica. El este sinonim
cu ,reprezentativ®, ,uzual”,

,hormal“. De exemplu,
cititorul mediu al revistei de
automobilism este un barbat
de circa 45 de ani, sportiv,
pasionat de curse si posesor
de automobil.

A Pentru unele serii statis-
tice, media nu are nici o

semnificatie. Aceasta a ge-
nerat sinumeroase glume pe
seama statisticii. De exem-
plu: ,A.B. nu stia sa inoate si
s-a Inecat intr-un rédu cu
adancimea medie de 30 cm.
De ce? Era statician.”

O Verifica dacéd informatia
mentionata deasupra dia-
gramei circulare alaturate
este in concordanta cu
datele de pe diagrama.

@ Verificd toate calculele
facute pentru a determina
media de varsta a cititorilor
ziarului, pe baza datelor din
tabelul de frecvente.
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© Calculeazd media numa-
rului de randuri ale anun-
turilor publicitare, pe baza
datelor din tabel.

@ Informeazéa-te si rdspun-
de! Care sunt tarifele pentru
anunturi la ziar? Care crezi
ca au fost criteriile pentru
fixarea acestor tarife?

CALITATILE PRIMARILOR

Nr. de randuri 1 213|456 |7,8]9]|10
Nr. de anunturi 15 27| 81|96 | 72| 51|42 |18 | 3 1

Media pentru numarul de randuri ocupate de anunturile publicate este de 4,5.
Avand in vedere aceste calcule, redactia ziarului a fixat pentru patru aparitii tarifele:

Nr.deranduri |1-2|3-4|5-6|7-8| 9-10
Pret (RON) 4 6 10 15 22

Sa aplicam!

in urma aplicarii unor chestionare si a reprezentérii grafice a datelor obtinute,
avem suficiente informatii pentru a putea formula concluzii diverse. Aceasta etapa de
prelucrare a datelor statistice se dovedeste a fi cea mai importanta din perspectiva
utilitatii studiului.

Informatiile reprezentate mai jos au fost obtinute Tn urma studiului ,Atitudini si
valori in administratia publica locala.*
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© Mentioneaza populatia
statistica si esantionul utili-
zate in acest studiu.

® Ce variabile au fost folo-
site?

@ Completeaza un tabel in
care notezi numarul de per-
soane din esantion care au
raspuns conform inregistrarilor
din grafic.

@ Transpune in céte o diagra-
ma circulara raspunsurilor refe-
ritoare la spiritul de initiativa.

© Alcétuieste un eseu in
care sa valorifici informatiile
obtinute din acest studiu.
Stabileste un titlu cat mai
interesant pentru acest eseu.
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Prima etapa a studiului s-a bazat pe un sondaj de opinie in randul cetatenilor, care a
cuprins 1.372 de subiecti, selectati din 104 localitati urbane si rurale din 38 de judete. A
doua etapa a constat dintr-un sondaj de opinie in randul a 563 de reprezentanti ai
autoritatilor publice locale. Ei provin din 120 de localitati urbane si rurale din toate
judetele tarii.

Pe baza datelor obtinute putem formula urmatoarele concluzi:

1) In general, primarii au o alta perceptie asupra calitatilor de care dau dovada,
fata de perceptia cetatenilor. De exemplu, 95% dintre primari cred ca au o buna
comunicare cu cetatenii, in timp ce doar 65% dintre cetateni cred despre primarii lor
acest lucru.

2) Atat primarii, cat si cetatenii, considera ca nu este nevoie ca reprezentantii lor
sa fie instruiti In domeniul administrativ.

Alte concluzii se pot formula raspunzand la urmatoarele intrebari:

in ce domeniu opiniile autoritatilor si ale cetatenilor coincid?

in ce domeniu opiniile autorit&tilor si ale cetatenilor sunt cele mai distantate?

Care dintre calitatile primarilor este cea mai apreciata de catre cetateni? Dar de
catre primari?



Exercitii si probleme

1. In ultima vreme se discuta insistent

PONDEREA PUBLICITATII DIN TOTALUL VENITURILOR TELEVIZIUNILOR PUBLICE

despre ideea ca televiziunea publica sa 78 %
nu mai obtina venituri din publicitate.
Pentru informarea opiniei publice
despre acest subiect, un ziar a publi-
cat studiul alaturat.

a) De cate ori este mai mare ponderea
publicitatii la televiziunea din Italia, fata
de televiziunea din Roméania?

b) Sunt egale veniturile obtinute din
publicitate la televiziunile din Polonia Spania Franta Polonia  Ungaria lItalia Cehia  Slovenia Germania Romania
siUngaria? SURSA: EUROPEAN AUDIO VISUAL OBSERVATORY 2000

. Inunul dintre ziarele cu profil financiar a ap&rut un studiu statistic privind piata imobiliara in cateva tari europene.
Doua dintre reprezentarile comparative ale studiului apar si in imaginile de mai jos.

graficCAPITAL

CHIRII MEDII LUNARE EURO/MP CASA DE CIRCA 150 MP

LOCUINTELE OCUPATE DE PROPRIETARII ACESTORA N ORASELE-CAPITALA

n %
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Sursa: Revista Capital

a) Calculeaza pretul mediu al unui apartament de 150 mp in capitalele tarilor ce apar in studiul prezentat.

b) Foloseste diagramele pentru a reprezenta procentul de locuinte oferite spre inchiriere, in tarile analizate. Poti
presupune ca locuintele care nu sunt ocupate de proprietarii acestora, sunt oferite spre inchiriere.

c) Coreleaza cele doua diagrame si formuleaza doua explicatii ale preturilor practicate.

. Un studiu comandat de CNA (Consiliul National al Audiovizualului) a urmarit sa determine imaginea pe care o au
adolescentii Tn privinta nivelului de violenta din emisiunile de televiziune. Ca urmare a aplicarii unui chestionar,
pe un esantion de 2300 de baieti si fete, cu varste intre 15 si 18 ani, s-au obtinut datele reprezentate in diagrama

cu bare de mai jos.

a) Reprezinta prin diagrame circulare opinia
fetelor, respectiv a baietilor, privind violenta in
emisiunile film.

WVariatia [precentuala) percepliel asupra viclenied din filme
in functie de sexul respondentilor (15-18 ani)

% i &% it B 100%

Dprea multh @ cét trebuie O prea putind, deloc O NS NR

b) Datele globale ale studiului au fost reprezentate
in diagrama de mai jos.

Coreleaza reprezentarile si afla cati baieti si cate
fete au participat la acest studiu.

Aprecierea continutului de scene de violenta in filme
{15-18 anl)

200;9%  956:2%

1005; 44%

10:39; 45%

O prea mulld W cal rebuie @ prea puting, deloc B NS, NR
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invéigarea prin proiecte: realizarea de sondaje

) Aplicam si dezvoltam!

O Informeazé-te si raspunde!
Ce proiecte se deruleaza in
liceul tau?

@ Identifica situatii in care
compararea rezultatelor unor
clase diferite este benefica
pentru progresul colar al
elevilor.
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Temele de statistica pot fi abordate prin intermediul proiectelor.

¢ Cum organizam un proiect?

Proiectul incepe in clasa, prin conturarea obiectivelor, formularea sarcinii de lucru
si (daca este cazul) precizarea echipei care il realizeaza. In afara orelor de curs, dar
sub indrumarea profesorului, elevii stabilesc metodologiile de lucru, isi definesc statutul
sirolul in cadrul grupului si fixeaza termene pentru diferite etape ale proiectului. Dupa
colectarea datelor si organizarea materialului, proiectul se incheie in clasa, prin
prezentarea rezultatelor.

in realizarea unui proiect, este utila parcurgerea urmatoarelor etape, in cadrul
echipei de lucru.

1. Se stabileste o lista de intrebari esentiale, legate de tematica proiectului.

2. Se alcatuieste un plan de actiune, in care apar termene si responsabilitati.
Este important ca fiecare membru al echipei sa respecte, pe cat posibil, acest plan.

3. Se lucreaza cat mai mult impreuna cu colegii din grupul de lucru. Dincolo de
scopurile stiintifice, un proiect are si un scop social - ne simtim minunat cand echipa
noastra ,merge bine”!

4. Membrii echipei de lucru se documenteaza cat mai amanuntit asupra
problematicii propuse, cer sfaturi, consulta specialisti in domeniu.

5. Se prelucreaza si se organizeaza datele. Proiectul trebuie sa se concretizeze
intr-un produs finit.

6. Se prezinta rezultatele si concluziile proiectului intr-un mod cat mai clar, dar
care reflecta atat personalitatea, cat si creativitatea echipei.

¢ Ce teme de proiecte putem dezvolta la Statistica?

Exemplul 1: Compararea rezultatelor obtinute de clase diferite la un acelasi test

Poti dezvolta un proiect ce vizeaza compararea performantelor scolare a doua
clase diferite.

Pentru aceasta, este necesar ca populatia statistica sa fie pusa in situatia de a
raspunde acelorasi stimuli: testele date claselor sa contina aceleasi subiecte (sau
subiecte foarte asemanatoare), sa fie aplicate in acelasi timp si sa fie corectate dupa
acelasi barem de punctaj.

Dupa colectarea si reprezentarea datelor, este util sa compari performantele
colegilor din cele doua clase folosind media, mediana, abaterea medie patratica.
Analizeaza motivele diferentelor constatate si formuleaza concluzii.

Exemplul 2: Preferintele colegilor

O alta tema pentru proiect isi poate propune sa investigheze preferintele muzicale,
sportive, de petrecere a timpului liber etc., ale colegilor.

Pentru aceasta este necesar:

- sa decizi forma de interactiune cu respondentii; aceasta poate fi un chestionar,
un interviu individual sau un interviu de grup

- sa colectezi datele

- sa reprezinti datele culese in forme cat mai adecvate, pentru a obtine maximum
de informatii pertinente

- sa analizezi datele obtinute, folosind indicatori de pozitie si indicatori de dispersie

- sa formulezi concluzii

- sa prezinti sintetic si accesibil activitatea desfasurata si rezultatele obtinute.



¢ Cum proiectam chestionarele?

in proiectarea unui chestionar, este necesar s4 tii cont de faptul ca intrebarile
trebuie sa fie clar formulate (adica sa contina toate atributele necesare pentru ca
respondentul sa inteleaga bine cerinta), sa nu presupuna ambiguitati (adica sensul
intrebarii sa fie univoc), sa fie relativ scurte, vizand un singur aspect.

Se poate Intdmpla ca intrebarile la care te gandesti sa nu fie relevante sau de
interes pentru populatia statistica pe care o ai in vedere pentru proiect. De aceea,
este util sa aplici o forma preliminara a chestionarului pe cateva persoane, sa prelucrezi
raspunsurile primite si sa reformulezi sau sa completezi intrebarile, astfel incat acestea
sa satisfaca mai bine scopul propus. De multe ori, pentru a elimina ambiguitatile unui
chestionar, intrebarile contin variante posibile de raspuns.

Exemplu

in cadrul unui studiu statistic au fost adresate unor elevi de liceu cateva intrebari
la care se poate raspunde prin marcarea unui semn distinctiv in spatiul corespunzator
raspunsului ales. Trei dintre aceste intrebari au fost:

1) Care dintre materiile optionale din tabelul alaturat v-ar interesa mai mult?

Cultura si civilizatie franceza
Astronomie si astrologie

Folclorul roméanesc

2) Ce varsta aveti?

15 ani 16 ani 17 ani 18 ani 19 ani 20 ani
3) Ce inaltime aveti?
sub 140 cm intre 140 si | intre 160 si | intre 170 si peste 180 cm
160 cm 170 cm 180 cm

Cele trei intrebari sunt diferite nu doar prin continutul lor, dar si prin natura
réspunsurilor ce pot s& apar. In primul caz, fiecare elev rdspunde practic cu DA sau
NU la cateva intrebari succesive de tipul: ,Va intereseaza Cultura si civilizatia
franceza?”. Raspunsurile la a doua intrebare se exprima printr-un numar si poate lua
doar cateva valori, Tn timp ce raspunsurile la a treia intrebare pot lua, in principiu,
orice valoare dintr-un interval dat.

¢ Cum desfasuram interviurile?

in desfasurarea interviurilor, este util s& pornesti de la un plan prestabilit privind
continutul intrebarilor, pe care sa-l adaptezi pe parcurs in functie de interventiile
interlocutorului/interlocutoarei.

Rezerva suficient timp pentru fiecare interviu si, mai ales, ai grija sa nu induci
raspunsul pe care I-ai dori, din propria perspectiva! Pentru aceasta, formuleaza intrebari
cat mai neutre si intreaba tot timpul ,De ce?”. De asemenea, nu te grabi sa aprobi sau
sa dezaprobi raspunsurile primite, chiar daca respondentul cere explicit confirmari asupra
corectitudinii opiniilor sale. Poti indemna interlocutorul sa continue, intrebandu-I: , Tu
cum crezi ca este corect?” sau ,De ce crezi asa?”. Pentru a valorifica interviurile
cat mai bine, este util sa le inregistrezi audio si, ulterior, sa le transcrii.

© Noteaza intr-un tabel
oferta de optionale a liceului
vostru. Intreabd colegii si
completeaza un tabel cu
optiunile lor pentru clasa a
Xll-a. Care dintre optionale
intrunesc cele mai multe
Lvoturi“?

@ Proiecteazé un chestionar
pentru un proiect cu tema:
.Preferintele artistice ale
tinerilor”. Compara intreba-
rile propuse de tine cu cole-
gul/colega de banca.
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Exercitii si probleme

1. Punctajele elevilor participanti la un concurs se distribuie crescator dupa cum urmeaza:
6;7,7;8;8;8;8;8;9;9; 9; 10; ;10; 10; 11; 11; 12; 13; 13; 13; 14; 15; 15; 16

12 elevi mediana 12 elevi

a) Calculeaza media punctajelor de la concurs.
b) Compara media cu mediana.
c¢) Reprezinta grafic datele din problema.

2. Dezvolta, impreuna cu grupul tau de lucru, un proiect in care sa investighezi ce tipuri de telefoane mobile si ce
tip de abonament au colegii din clasele a XI-a. Compara seria statistica obtinuta cu o serie similara, realizata prin
chestionarea colegilor de la clasele a Xll-a.

3. Simuleaza desfasurarea unui interviu, in care se intereseaza perceptia colegilor asupra utilitatii metodelor statistice.
Identifica momentele in care interviul nu a decurs bine.

4. Dezvolta, impreuna cu grupul tau de lucru, un proiect de statistica. Alege una dintre temele urmatoare.
a) Optiunile colegilor de liceu pentru viitoarea profesie.
b) Variante de petrecere a timpului liber, preferate de colegii din liceu.
c) Modalitatea de transport si durata drumului de acasa pana la scoala.
d) Marci de masini preferate de colegii din liceu.
e) Tipul de lectura preferata de colegii din liceu.
f) Personalitati din Roméania - optiuni ale adolescentilor.

5. Formuleaza sase variante posibile de raspunsuri la intrebarea urmatoare, adresata respondentilor in cadrul unui
sondaj: ,Care este principala problema cu care se va confrunta Romania, in primii ani dupa aderarea la Uniunea
Europeana?”

6. Urmareste mass-media si gaseste datele unui sondaj de opinie. Formuleaza aprecieri critice asupra modului in
care au fost formulate intrebarile sondajului.
Modifica eventual unele dintre intrebari si aplica acelasi tip de chestionar colegilor tai de liceu.
Compara rezultatele sondajului, asa cum apar in mass-media, cu propriile rezultate.

7. Intr-un ziar de profil a ap&rut un comentariu privind pseudo-sondajele de opinie.

»CELEBRIZAREA” MESAJULUI SI A CANALULUI

Exista o reteta consacrata de decenii de mass-media occidentala, dar folosita preponderent in zona presei tabloide
sau glossy. Reteta este simpla: o revista -FHM, de exemplu, isi intreaba cititorii care sunt cele mai sexy vedete pe care
le stiu, iar pe baza acestui ,,sondaj” realizeaza un clasament al respectivelor personalitdti mondene. Clasament care,
coroborat cu autoritatea publicatiei in randul revistelor internationale pentru barbati, devine stire in sine, transmisa pe
multe alte canale de informare. Nu conteaza ca, dupa doud saptamani, o alta revista de profil va veni cu un alt astfel de
clasament, conteaza cd ,,FHM zice cd vedeta cutare este cea mai tare”.

Totul porneste chiar de la conceptul de celebritate. Potrivit unor lucrari de specialitate, precum studiul ,,High
Visibility”, ale expertilor media si marketind Irving Rein, Philip Kotler si Martin Stoller, o vedetd este acea persoand
faimoasa intr-o societate, care atrage atentia presei si a publicului si care se mentine acolo prin activitate intensa in zona
divertismentului de masa. lar unul dintre cele mai facile mijloace de a realiza acest lucru este sa fie inclusa in miile de ,,sondaje”
si clasamente prin care institutiile de presa, apeland la propriii consumatori, Incearca sd-si mentina profilul pe piata.

Potrivit unui alt studiu, ,,Understanding Media: Inside Celebrity”, al expertului media Jessica Evans, aceste lucrari
sunt vitale pentru cladirea statutului de celebritate.

Costin Ionescu

a) Identifica Tn mass-media stiri care se pot inscrie in directia conturata de fragmentul reprodus mai sus.
b) Intr-un eseu de 3 pagini, comenteaza critic concluziile la care a ajuns grupul tau de lucru, in desfasurarea unui
proiect de statistica.
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Am reusit... ?1?

Prin parcurgerea acestei unitati de invatare, am reusit....
¢ sa identific metode de colectare si interpretare a datelor
¢ sa interpretez date statistice cu ajutorul graficelor si al diagramelor
¢ sa utilizez date statistice pentru analiza de caz
# sa transpun in limbaj matematic, cu mijloace statistice, probleme practice
# sa caracterizez situatii reale prin interpretarea statistica a datelor?

) Test de verificare

1. Precizeaza doua modalitati prin care poti afla cu
aproximatie ce cantitate de apa minerala se consuma
lunar in orasul vostru.

4. Un studiu al Ministerului Transporturilor prezinta
situatia intarzierilor la sosirea in Brasov a trenurilor de
calatori. Reprezinta printr-o histograma aceste date:

2. Laeditia | a manifestarii ,Educatia adultilor: Clopotelul intarzieri | intre 0 si | intre 15 si | intre 45 min.
suna si pentru cei mari’, la care diverse firme au 15 min. 45 min. si 3 ore
oferit opzortu_mtatjldehformare profesmnala,.a.fost NI trenuri 720 45 o1
adresata vizitatorilor intrebarea: ,,Ce cursuri dintre

cele propuse va intereseaza?”. Raspunsurile primite
sunt cuprinse in tabelul de mai jos. Care dintre cursuri
a intrunit cele mai multe optiuni? Dar cele mai putine?

. Sa presupunem ca esti director de publicitate al unei

firme si ca dispui de 25.000 de dolari, pe care vrei
sa i investesti in publicitatea prin televiziune.

Ce cursuri vA intereseazi? (%) Da Nu Intr-un cotidian central citesti urmatoarele date,

Despre om si societate 31,48 6852 obtinute Tnh urma unui sondaj de opinie efectuat de
Medicina 5i educatie 2593 74,07 AGB Data Research.

Tehnico-aplicative 5,56 94,44

Formare profesionald continud 40,74 59,26 Pentru reclame in timpul emisiunilor de stiri,
Culturd si civilizatie 2778 7222 taxa la Antena 1 este de 4.500 $ pe 30 secunde, iar la
Literaturd si artd 16,67 83.33 PROTV este de 6.000$ pe 30 de secunde.

Stiinte naturale 5,56 9444

Matematica, fizics, chimie 370 96,30 ,,Observatorul” de la Antena 1 are o contributie

Limbi stréine - 42,59 57.41 importanta la marirea audientei postului pe intreaga zi

Informatics 2999 77.78 (cam 10%), in timp ce ,,Stirile” PROTV contribuie la
audienta sa zilnica cu doar 8%.

3. La un Targ al locurilor de munca, ofertantii au fost
intrebati daca au mai participat la astfel de
manifestari si in trecut. Raspunsurile lor, exprimate
procentual, au fost:

Da 40%

In saptiména 18-24 martie ,,Stirile” PROTV au
castigat batalia. Au o medie de 12,5%, in timp ce
,,Observatorul” are doar 11,4%.

La care dintre cele doua televiziuni este mai indicat
sa investesti, pentru ca reclama firmei la care lucrezi
sa fie urmarita de cat mai multe persoane?
Argumenteaza raspunsul!

Reprezinta printr-o diagrama circulara aceste date.

Lectura

Primele inregistrdri statistice se pare cd au apdrut simultan cu inventarea scrierii, in urmd cu peste 6 milenii, in Egipt
si China, unde conducdtorii erau interesati sa cunoascd numadrul populatiei, al celor apti sd lupte, al sclavilor, al cantitatii
de produse agricole, pentru stabilirea nivelului birurilor. In statul roman, pe vremea republicii (440 i.Hr,) a fost creatd
Sfunctia de cenzor (census), care avea atributii si in efectuarea recensamdntului populatiei. Sunt cunoscute recensamintele
efectuate in 28 i. Hr. 8 d. Hr. 14 d. Hr., in perioada lui Octavian Augustus.

In Dacia Romand au fost efectuate recensdminte, asemdndtoare cu cele din restul imperiului, numite census provincial.

Parcurgand axa timpului, gdsim rdddcini ale gandirii statistice incd in perioada renascentistd. Astfel matematicianul
L. Pacioli (1445-1514) incerca incd din 1494 sd rezolve probleme statistice. Mai tdrziu, G. Cardano (1501-1576) si
N. Tartaglia (1499-1557) au atacat si ei aceleasi probleme, avand meritul de a atrage atentia asupra necesitdtii unui instru-
ment si a unei noi gandiri matematice pentru rezolvarea lor. In ultima parte a vietii, J. Bernoulli studia probleme de demografie
prin prisma teoriei probabilitdtilor.
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Unitatea de invatare 5

) Test initial de autoevaluare

Calcul numeric

Calcul algebric

Pozitionare in
plan

Operatii cu
vectori

Proprietati ale
operatiilor cu
numere

Elemente de
logica
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Rezolvand exercitile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei

unitati de invatare.

1.

10.

. In imaginea alaturata apare rezultatul inmultirii 2359 x 487, asa

Efectueaza:
a)2-(-3)+5-4+(-2)-0
c)-15-4+(-3)-(-2)-(-1)-5

b)1,2-3+04-0-15-2

. Scrie mai simplu:

a)x+x+x+x b)x - x+x-x+x-Xx c)x?-x-x-x?

. Deseneaza planul unei sali de spectacol, in care sunt 20 de randuri cu cate 15 fotolii.

Indica pe acest plan fotoliul corespunzator biletului pe care scrie: randul 4, locul 7.

. Reprezinta pe un sistem de axe ortogonale punctele: A(-1; 4); B(3; 2); C(1; 0); D(0; -3).

. Deseneaza suma si diferenta vectorilor marcati pe desen.

a) b)

. Exprima vectorii marcati prin culoare in functie de i si V.

v

INC /) )
/] /I/M/
[V LT/

1148833

cum a fost el afisat pe ecranul unui calculator de buzunar.
Precizeaza rezultatele urmatoarelor operatii, fara sa le mai
efectuezi de fiecare data.

a) 487 x 2359; b) 2359 x 400 + 2359 x 87;

c) 2300 x 487 + 59 x 487.

. Alege propozitiile adevarate!

a)Va,be R, a+b=b+a b)3x,yeR, x-y#y-x c)VzeR, z-1=z

. Precizeaza valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii!

a)Vxe R,Yye R x+y=y+x
c)Vxe R,3ye R, x+y#y+x

b)Ixe R, Iye Ryx-y=y-x
d)Ixe R,VYye R x-y#y-x.

Formuleaza propozitia obtinuta prin negarea enuntului: orice doua numere reale x si y au
proprietatea x? + )% > 4.



Calcul tabelar

) Ne amintim si exploram!

Matrice

> Neamintimsiexploramt

¢ Cum operam cu tabelele de date?

in multe situatii din viata cotidiana este util s& organizam datele in tabele. in
acest fel, avem o imagine globala asupra situatiei descrise si putem opera mai usor
cu datele inregistrate.

Exemplul 1: Evidenta vanzarilor
Reteaua de magazine ,Simfonia” comercializeaza CD-uri muzicale. Pentru a putea

compara eficienta echipelor de vanzari din doua magazine, managerul firmei a cerut
situatia vanzarilor pentru fiecare articol in parte, n lunile noiembrie si decembrie. lata
o parte a tabelelor completate cu aceasta ocazie.

Simfonia Brasov

Denumire produs | Beethoven Beatles Bach Berlioz
luna | IX Love Songs Arta fugii Fantastica
noiembrie 48 86 121 27
decembrie 64 102 87 56
Simfonia Bacau
Denumire produs | Beethoven Beatles Bach Berlioz
Luna IX Love Songs Arta fugii Fantastica
noiembrie 63 51 157 32
decembrie 56 92 149 40

Tabelele ofera atat informatii comparative, céat si posibilitatea de a obtine un
centralizator al vanzarilor. Pentru aceasta ,adunam” tabelele prin suprapunere si
obtinem:

48 | 86 [121] 27]
6l 63 | 51 [157] 32
56 | 92 [149] 40

1M1
120

137
194

278 | 59
236 | 96

Avem astfel situatia totala a vanzarilor, din cele doua magazine.
Exemplul 2: Codificarea grafurilor

2

in imaginea al&turata este desenat graful orientat
corespunzator strazilor unui cartier. Pentru a inregistra 1\
4

3
sintetic informatia in vederea determinarii unor drumuri
optime, o firma de transport a preferat codificarea grafului
printr-un tabel cu numere.
in tabel apare 1 in patratelul din linia i si coloana | coloana 3

J daca nodurile i si j sunt unite printr-un arc (de la i NEREGRE
la j); daca un astfel de arc nu exista, atunci in  jinia2 o o T 1
tabel apare 0. Graful din imaginea de mai sus a o1 o0 lol1
fost deci codificat prin tabelul alaturat. 111 0o

O Informeazé-te sirdspunde!
Cine a fost Berlioz?
La ce se refera ,Fantastica’?

@ Cate CD-uri Beatles s-au
vandut in total in cele doua
magazine?

© Ce reprezintd numérul
137 din ultimul tabel?

A Patratelul marcat pe tabel
este situat pe locul (2; 3).

@ Identifica pétratelul de pe
locul (4; 2). Ce numar apare
in acest loc?
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© Cum crezi c& se poate
codifica un graf neorientat?

® Ce reprezintd numérul 80
din primul tabel? Dar numa-
rul 360 din al doilea tabel?

@ Explicd modul de calcul
al incasatrilor din luna ianua-
rie in magazinul 1.

© Explicd modul in care pro-
cedam, pentru a afla valoa-
rea vanzarilor din magazinul
2, in februarie.

© Completeaza tabelul
incasarilor lunare cu datele
care mai lipsesc. In ce luna
s-au obtinut cele mai mari
incasari?

Exercitii si probleme

1. Domnul Popescu a depus mai multe sume de bani la cateva banci,
pe timp de 1 an. Ratele dobanzilor anuale si sumele depuse sunt
cuprinse in tabelul alaturat.

Ce dobanda totala va incasa domnul Popescu dupa 1 an?

Din modul in care se face codificarea, putem deduce ca:

» numarul de arce ale grafului corespunde numarului de aparitii in tabel ale lui 1;
» numarul de arce care pleaca din nodul i corespunde aparitiilor lui 1 pe linia i;

* numarul de arce care sosesc in nodul j corespunde aparitiilor lui 1 pe coloana ;.

Exemplul 3: Situatia incasérilor

Firmele ,Alfa”, ,Beta” si ,Gama” asambleaza computere, pe care le vand prin
magazinele firmei ,Computers S.R.L.”. Pentru primele patru luni ale anului, serviciile
specializate ale firmelor au intocmit urmatoarele situatii:

Serviciul desfacere Serviciul marketing
Numarul de PC-uri vandute lunar Pretul unitar al PC-urilor (lei)
Alfa Beta Gama | F M A
Magazinul 1 50 100 80 Alfa | 420 | 410 | 440 | 400

Beta | 350 | 360 | 340 | 350
Gama | 520 | 520 | 510 | 500

La sfarsitul perioadei, serviciul contabilitate doreste sa aiba o situatie clara a
incasarilor din cele doua magazine, in fiecare dintre cele patru luni.

De exemplu, incasarile din magazinul 1 in ianuarie au fost de:
50 x 420 + 100 x 350 + 80 x 520 = 97 600 lei

Observam ca numerele care apar in acest calcul provin din prima linie, respectiv
din prima coloana a celor doua tabele.

Analog, pentru a calcula incasarile din magazinul 1 in luna martie, folosim numerele
de pe linia ,magazinul 1" din primul tabel si numerele de pe coloana ,martie” din al
doilea tabel:

50 x 440 + 100 x 340 + 80 x 510 = 96 800 lei

Putem proceda in acelasi Incaséri lunare
mod pentru a calcula incasa- | F M A
rile lunare ale fiecarui ma-

Magazinul 2 70 100 40

gazin. Rezultatele calculelor ~ Magazinul 1| 97600 | 98100 | 96800
au fost centralizate in tabelul Magazinul 2 | 85200 85200 | 83000
alaturat.
Suma 3000 | 4000| 2000
Rata dobanzii 20% | 15% 17%

2. La o banca se acorda o dobanda de 15% pentru depunerile pe termen de un an. Organizeaza intr-un tabel situatia
conturilor la inceputul si la sfarsitul anului pentru: Ana, Dragos, Stefan si Matei care au depus fiecare 3 400,
6 800, 7 200, respectiv 12 100 lei.

3. a) Care este pretul unui produs achizitionat de magazinul ,Mega“ cu 145 lei, daca i se aplica un adaos comercial de 20%?
b) Completeaza tabelul urmator si reprezinta grafic variatia pretului de vanzare in functie de pretul de achizitie.

Denumire produs Aparatras | Oala bucatarie Manusi menaj Perie par Trusa voiaj | Agrafe
Pret achizitie (lei) 16,50 72,50 19,50
Pret de vanzare (lei) 1,80 4,44 1,16

4. Magazinul ,Calculus® vinde calculatoare de buzunar.
Foloseste tabelele pentru a afla incasarile in fiecare dintre cele doua luni.
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Tipul calculatorului CASIO | SHARP | CITIZEN . .| Nr. de bucati vandute
Tipul calculatorului - -
Pretul unitar 35 30 40 Mai lunie
CASIO 100 50
SHARP 200 400
CITIZEN 250 150




Matrice si operatii cu matrice

) Analizam si generalizam!

4 Ce este o matrice?

Pentru a tine evidenta vanzarilor, administratorul unei papetarii completeaza
saptamanal un tabel din care redam mai jos doar o secventa.

Pixuri Creioane Caiete
L 300 200 50
M 150 200 125
M 225 75 200
J 89 234 145
\Y 200 150 70

n acest tabel, fiecare element este caracterizat de pozitia lui pe coloana (vertical
- sortimentul de produse) si pe linie (orizontal - ziua din saptamana cand s-a efectuat
vanzarea).
Pentru a simplifica scrierea, la matematica notam tabelul anterior astfel:
300 200 50
150 200 125
225 75 200}
89 234 145
200 150 70

Acest tabel se numeste matrice cu 5 linii si 3 coloane.

in general

Fie E o multime de numere reale. Vom numi matrice de tipul (m, n) cu elemente din
mulfimea E, orice tabel de forma urmatoare, in care numerele a, sunt numere din
multimea E.

Ay Ay A,
Ay Ay ayp
am1 am 2 amn

1<ism *
1<j<n

Daca tipul matricei este precizat, putem nota pe scurt A = (a;)-

Putem folosi pentru matricea de mai sus si notatia A = (q;)

Multimea tuturor matricelor de tip (m, n) cu elementele din multimea E se noteaza

prin t//{m’n(E).

Sa observam! Coloana C
Coloana 2
y 8
3 ____.IP 7 3 1 0
| 6
| Linia— 5| ["[R x=[-1 4 5
i 5 4 2 -7 10<—Linia3
. 3
of 3 2 6 8 -2
2 1
A ABCDEFGH A
In sistemul ortogonal Pe tabla de sah, pionul In matricea X, numarul
de axe, punctul P are este asezat pe campul -7 ocupa pozitia (3; 2):
cordonatele (2; 3). C5. X,,=-T.

O Caracterizeaza pozitia
numarului 145 in tabelul cu
evidenta vanzarilor.

@ Scrie o matrice de tipul (2, 3)
cu elemente din multimea Q.

A 0 matrice in care numarul
de linii este egal cu numarul

de coloane se numeste
matrice patratica. Multimea
matricelor patratice de tip
(m, m) cu elemente din E, se
noteaza .4 (E); m se mai
numeste si ordinul acestor
matrice.

© Observa asemdnari si
deosebiri intre cele 3 moduri
de raportare, sugerate in
exemplele alaturate. Cat
este X,; in matricea X?
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¢ Cum definim egalitatea matricelor?
Sa comparam!

Pentru un studiu statistic, Alina, Dan si Silviu au avut de completat un tabel cu
temperaturile inregistrate in orasul lor, in cateva zile si la anumite ore, stabilite ante-
rior. lata cum arata tabelele lor de date:

Alina Dan Silviu
L M M J L M M J L M M
8w 12°C | 10°C | 10°C 9°C 800 12°C | 10°C | 10°C 9°C 8% 12°C | 10°C | 10°C
12% | 18°C | 14°C | 15°C | 12°C 12% | 18°C | 16°C | 15°C | 12°C 12% | 18°C | 14°C | 15°C
16%° | 16°C | 14°C | 14°C | 10°C 16% | 16°C | 14°C | 14°C | 10°C 16% | 16°C | 14°C | 14°C

@ Ce temperatura a inre-
gistrat Alina miercuri, la ora
16°? Cand a inregistrat Dan
temperatura minima?

© Afld x si y dacd matricele

1 x) .(1 2 teqal
Ossloysunegae.

® Explica ce reprezints fie-
care numar din matricele ce
contin situatia vanzarilor de
umbrele.

1 2 3
@ Pentru X:(O 4 1)

v (2 0 4
$’y:(—2 1 oj'

calculeaza X+ Y si X+ X.
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Observam ca, desi inregistreaza temperaturi in acelasi oras, la aceleasi ore si in
aceleasi zile, primele doua tabele nu sunt identice: inregistrarile facute marti, la ora
12% nu coincid. De aceea, desi celelalte date corespund, matricele obtinute de Alina si
de Dan nu sunt egale.

Ultimul tabel, completat de Silviu, confirma inregistrarile Alinei; Silviu a neglijat
insa sa consemneze temperaturile de joi. De aceea, nici matricele obtinute de Alina
si Silviu nu sunt egale.

in general

Doua matrice sunt egale daca au acelasi numar de linii si de coloane si daca
elementele corespunzatoare sunt egale.

Altfel spus: matricele A = (a;) si B =(b;)ii<n S€ numesc egale daca

1<j<n

1<i<sm
1<j<n

a,= by’ pentru orice indici (i, j).

4 Cum se aduna matricele?
Sa analizam!

Firma Aqua, care produce trei sortimente de umbrele, isi desface produsele prin
doua puncte de vanzare. Pentru lunile octombrie si noiembrie, situatia vanzarilor este
inregistrata in matricele urmatoare:

214 108 156 81 45 71
312 154 171 92 57 83

primul magazin al doilea magazin

Situatia vanzarilor firmei Aqua in cele doua luni, pentru fiecare dintre sortimente,
se obtine adunand termen cu termen matricele date. Matricea astfel obtinuta este
suma matricelor date:

(214 108 156}{81 45 71]

(295 153 227
312 154 1|71 92 57 8|3 B

404 211 254
1

in general

Doua matrice se pot aduna numai daca sunt de acelasi tip, adica au acelasi
numar de linii si de coloane.

Suma matricelor A = (aij_) si B = (by)’ unde A, B € .4, (R), este matricea
C= (C,-,-) € ./, (R), unde c,=a;+ b,-,- pentru orice indici (i, j).

Notam C=A + B.




Sa aplicam! 3o p
Intr-un sistem de axe ortogonale, orice vector corespunde unei
matrice de tip (2; 1), care exprima descompunerea vectorului dupa

N Y \
cele doua axe. J A"/

De exemplu, pentru vectorii din imagine, putem scrie: 0 Wr

o §ca-(§]

Daci OS = OP + OQ, coordonatele Iui S se obtin adunand matricele termenilor:

Sl

Deci S este punctul de coordonate (3; 1).

4 Cum definim produsul dintre o matrice si un scalar?

Sa ne amintim!

/ 5y In afara de adunarea vectorilor, am mai definit

o operatie importanta: inmultirea unui vector cu
un numar real.

Pentru vectorii din figura din dreapta, egalitatea 2-OP = OA se scrie matriceal:

)

Observam ca elementele celei de-a doua matrice s-au obtinut din elementele
corespunzatoare ale primei matrice, prin inmultire cu 2.

in general

Prin inmultirea unei matrice cu un numar real se obtine o matrice de acelasi tip cu
matricea initiala.

Produsul matricei A = (a,-,-) € ., (R) cu numarul real 1. este matricea

P= (p,-,-) € .4, (R), unde p; =% a,pentru orice indici (i, j).

Notam: P= X\ - A.

¢ Ce relatie exista intre adunarea matricelor si inmultirea cu scalari?
Sa comparam!
Daca a este un numar real, atuncia+a+a =3 - a.

Aceasta relatie se pastreaza daca ad esteunvectorinplan: é+a+a=3-a .

Observam ca, in exemplele anterioare, este evidentiata o legatura intre adunare
(de numere sau de vectori) si inmultire cu numere naturale. Aceasta proprietate ramane

valabila si pentru operatiile cu matrice: pentru orice matrice A e ,,///mn(IR) si orice

numar natural 7, avem A+ A+...+A=r-A.
_

r termeni

Sa aplicam!

FieX=1203iY=2_11.
10 3)° 010

: (3 11 (3 6 0
AtunC|X+Y_(_1 1 3) —3.X_(3 0 —9)

© Exprima in coordonate

) -1 .
suma vectorilor v = 4| S
W= Gj Verifica prin desen

corectitudinea calculelor.

y
T ————————— A
I
£ |
|
£ 2v |
|
31— P
! I
£ i I
' i
1 /[y : |
! |
Il | Il !
O I é I I X

© Deseneaz un vector i,
apoi reprezinta grafic vectorii:

2., (~2)i, 0-ii.
© Fie A:(S :]]
o matrice X S (R) astfel
incat X =3 - A.

) . Determina
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@® Explica de unde provin
coeficientii 0,8 si 0,3, din
estimarea facuta pentru
populatia rurald in 2010.

modul de variatie

pana in 2010

u 0,8-u+0,3-r
r 0,2-u+0,7-r

@ Ce semnificatie au u’ si
7', in exprimarea matriceala
a variatiei de populatie?

A\ Numérul de linii ale ma-
tricei X - 'Y este egal cu nu-

marul de linii ale matricei X.
Numarul de coloane ale
matricei X - Y este egal cu
numarul de coloane ale
matricei Y.
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¢ Cum definim produsul a doua matrice?
Sa analizam!
Pentru urmatorii ani, specialistii in demografie apreciaza ca structura populatiei
Romaniei se va modifica astfel:
Panain 2010: 20% din populatia urbana se va muta la sat, iar 30% din populatia
rurala va pleca la oras.

intre 2010 si 2015: 15% din populatia urbana se va muta la sat, iar 25% din populatia
rurala se va muta la oras.

Sa presupunem ca populatia intregii tari nu variaza in perioada analizata. Fie u si
r populatia urbana, respectiv rurala, in acest moment. Variatia de populatie urbana si
rurala va fi, conform previziunilor:
2010: wurban: 0,8-u+0,3-r
rura: 0,2-u+0,7-r
2015: wurban: 0,85-(0,8-u+0,3-7)+0,25-(0,2-u+0,7-r)=
=(0,85-0,8+0,25-0,2)-u+(0,85-0,3+0,25-0,7) - r
rural:  0,15-(08-u+0,3-7)+0,75-(0,2-u+0,7-7)=
=(0,15-0,8+0,75-0,2) - u+ (0,15- 0,3+ 0,75-0,7) - r

Putem organiza aceste date cu ajutorul matricelor astfel:
* notam sintetic:

DE LA—> oras sat DE LA—> oras sat
08 03 0,85 0,25
MERG LA\ oras ( ) A MERG LA\ oras ( ) -B
sat 0,2 07 sat 0,15 0,75

 exprimam matriceal variatia de populatie urbana si rurala:

modul de variatie
pana in 2015

r

u) (0,85-u’+0,25-r'j ((0,85-0,8+0,25-O,2)-u+(0,85-0,3+0,25-0,7)-rj
— =

r

0,15-u'+0,75 1 (0,15-0,8+0,75-0,2)- u+(0,15-0,3+0,75-0,7) - r

Putem deci descrie variatia de populatie, intre momentul actual si 2015, prin
matricea:
0,85-0,8+0,25-0,2 0,85-0,3+0,25-0,7
(0,15~0,8+0,75~O,2 0,15~0,3+0,75~0,7)
Ce legatura este intre matricea C si matricele A si B?

Observam ca in formula de calcul a fiecarui element din C apar elementele unei
linii @ matricei B si a unei coloane a matricei A.

[ T N g
085 025 (08 03)_ (08508+025:02 085:03+025:07
015 075) ¥ (02 07 0,15-0,8+0,15-0,2 0,15-0,3+0,75-0,7 )

Spunem ca matricea C este produsul matricelor B si A.

in general

Fie X = (x;) o matrice de tip (m, n) si Y = (V,-,-) o matrice de tip (n, p).
Produsul matricelor X si Y (in aceasta ordine!) este matricea Z = (Z,-,-)’ de tip (m, p),
undez, =x, "y, * X, y, *..+xy pentru orice pereche de indici 1))

Notam Z=X"Y.




Atentie! Putem calcula produsul a doua matrice doar daca numarul de coloane
ale primei matrice este egal cu numarul de linii ale celei de-a doua matrice.

Sa aplicam!
13 1 0 6 O
Calculam produsul matricelor X :[O 5 4] siYy=|-12 -2 -3]|.
3 4 5 1

Matricea X - Y are doua linii si patru coloane. Pentru a calcula X - Y:
* inmultim pe rand prima linie a lui X cu coloanele lui Y:

1
2 1 3)[-1|=2-1+1-(-)+3-3=[0
3 j
0
2 1 3)]2(=2-0+1.2+3-4=[14
4

* procedam la fel cu a doua linie a lui X:
1

© 5 4).|-1[=0-1+5-(-1)+4-37]
3 10 14 25 0
5

© 5 4).|2|=0-6+5-(-2)+4-5=[10
5

10 14 25 O
« in final, obtinem: X~Y=( j

7 26 10 -11

¢ Ce proprietati au operatiile cu matrice?

Sa analizam!

Stim ca operatia de adunare a vectorilor este asociativa, este comutativa si admite
element neutru.

Prin raportare la un sistem de axe ortogonale, orice vector din plan corespunde
unei matrice de tip (2; 1), astfel ca suma a doi vectori corespunde matricei suma.

Este oare adevarat ca proprietatile adunarii vectorilor, enumerate mai sus, se
regasesc la adunarea matricelor?

Pentru a raspunde, este util sa consideram un exemplu.

1 50 4 07 2 -3 4
Fie A = ,B= ,C= 3 4. M 5(R) .
1 3 4 5 6 1 8 5 0 ’

A+B = 1+4 ... .. _ 4+1 ... .. _BiA.
.. 346 .. .. 6+3 ..

(A+B)+C=(1+4 "'j+C=((1+4)+2 j:
. 346 ... 3+6)+5 ..

(1+(4+2) _A+(B+0)

——

@® Explicd modul in care au
fost calculate toate elemen-
tele matricei X - Y din exem-
plul alaturat.

@ Ce ar putea insemna
patratul unei matrice A? in ce
caz s-ar putea calcula
matricea A%?

® cCalculeazs

36

@ Justificd geometric aso-
ciativitatea operatiei de adu-
nare a vectorilor. Cine este
elementul neutru pentru
adunarea vectorilor?

@ Efectueazd toate calcu-
lele si convinge-te ca egalita-
tile din exemplul alaturat sunt
corecte.
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A Dacs x si Y sunt doua
matrice, putem efectua

produsele X -Y si Y- X
doar daca X si Y sunt matrice
de acelasi ordin.

10 1
@® Daca X=|0 1 1]si
1710

01 1
Y={1 1 0], calculeaza

111

X-YsiY- X, apoi compara
rezultatele obtinute.

@® Gaseste numere reale ne-
nule x, y, z, t, diferite intre ele,
astfel incatx :y #y : x, dar
z:!t=t:z.

) Calculeazs
C-(B-A)si(C-B)-A.

76

00

Fie O =
[o 0

0
OJ matricea de tip (2; 3) in care toate elementele sunt egale cu

1
zero. Atunci A+ O = +0 =A.
.. 3+0 ...

In calculele de mai sus, am completat doar o parte dintre elementele matricelor
obtinute prin adunare. Ne putem insa convinge imediat ca egalitatile sunt, intr-adevar,
corecte.

in toate aceste calcule am folosit, de fapt, proprietétile adunarii pe R. De fiecare
data cand adunam matrice de acelasi tip, calculele se reduc la operatii cu numere
reale. Ca urmare, putem afirma ca proprietatile adunarii matricelor evidentiate mai
sus sunt universal valabile.

in general

Adunarea matricelor defineste pe .# (R) o operatie algebrica asociativa si
comutativa. Adunarea admite ca element neutru matricea nula, adica matricea
Oe ./ (R),in care toate elementele sunt egale cu zero.

Inmultirea matricelor este o operatie mai complicata si de aceea are nevoie de o
discutie mai ampla.

Sa observam mai intai ca inmultirea matricelor devine o operatie algebrica doar
daca ne restrangem la matricele patratice de ordin fixat. Pentru a determina ce
proprietati are aceasta operatie, este util sa consideram cateva exemple.

Fea=(> M B=[° %c-[T 1
2 4 -1 7 2 0
1. Studiem comutativitatea inmultirii:
A.B- 3 1 . 5 0 _ 3:-5+1-(-1) ... _ 14 7
2 417 6 28
B.A- 5 0.3 1 [ 5~1+0~4:15 5
-1 7)\2 4 11 27
Observam ca, pentru exemplul dat, A-B # B - A.

6

In concluzie, daca schimbam ordinea factorilor unui produs de matrice patratice,
uneori rezultatul se pastreaza, alteori obtinem rezultate diferite.

-1 3
Verificam alte doua produse. Observamca A-C = ( 2] =C-A.

2. Studiem asociativitatea Tnmultiri:

14 7\ (-1 1 0 14
(A-B)-C = . -

6 28)\2 O 50 6

1\ (-5 5 0 14
A-(B-C)= 3 . = .
2 4)15 1 50 6
Observamca(A-B)-C=A-(B- C).
Verificam alte produse. Obtinem, de exemplu:

-5 15

B'(A'C):(44 11

J-e-ac.




3. Observam ce proprietati are inmultirea cu matricea unitate.

10
Fie I, = [0 1] matricea patratica de ordinul 2 in care elementele de pe diagonala

principala sunt egale cu 1, iar restul elementelor sunt egale cu 0. Atunci

fd (0 O
o0 (8 95 -2

Exemplele de mai sus nu reprezinta o demonstratie. Putem afirma totusi ca
proprietatile evidentiate sunt valabile pentru calculele cu matrice arbitrare.

in general 1.0 0
inmultirea matricelor defineste pe A (R) o operatie algebrica asociativa si A Iy = [0 1 0]
necomutativa. 0 0 1
Tnmultirea matricelor de ordin » admite ca element neutru matricea unitate, adica
matricea / € .4 (R) in care toate elementele de pe diagonala principala sunt egale cu

! @) Scrie matricea I,.
1, iar restul elementelor sunt egale cu 0.

¢ Ce legatura exista intre adunarea si inmultirea matricelor?

Sa comparam!

in calculele cu numere reale folosim distributivitatea b _c b ¢ ) Explica geometric distri-
inmultirii fata de adunare: pentru orice a, b, ce Ravem  a =|a +|Z| butivitatea, folosind figura
a-(b+cy=a-b+a-c. alaturata.

Aceasta proprietate ne permite sa efectuam mai usor unele calcule, prin utilizarea
factorului comun. De exemplu:
23:6+23-4=23-(6+4)=230

11+22+33+44 _ 11-(1+2+3+4) _ 11

111+222+333+444  111-(1+2+3+4) 111"

Operatiile de adunare si de inmultire au fost definite insa si pentru matrice patratice
de acelasi ordin. Se pastreaza oare si in acest caz proprietatea de distributivitate a
inmultirii fata de adunare?

Sa demonstram!
Daca A, B, C € .#(R), atunci

A (B+C)=A-B+A-Csi (B+C)-A=B-A+C-A.

Fie A:(Z1 ZZJ,B:(? 22)0:(? ?j Atunci
3 4 3 4 3 4
B Completeaza spatiile
a, b+c, b, +c, a,-(b+c)+a, (b, +¢c;) ... marcate prin ... in demon-
\b.o+c. b +c = Stratia alaturata, apoi verifica
,+Cy b+, o arar
egalitatile din enunt.

A-(B+C):(a1

a, a,

A-B+A.C=[% @) b b [ @) (a o) ab +ab; .. L[+ acs
a, a,)\b, b) \a, a,)\c; ¢,
Deoarece a, - (b,+c)*a, (b,+c)=(ab,+ab,)+ (ac,+axc,), deducemca

A-(B+C)=A-B+A-C.
Analog se demonstreaza a doua egalitate din enunt.
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24]

tile cu numere reale enun-
tam o singura conditie privind
distributivitatea inmultirii fata
de adunare, in timp ce pentru

Explica de ce, in opera- in general

in operatiile cu matrice patratice, putem folosi distributivitatea inmultirii fata de
adunare: pentru orice matrice A, B, C € ./ (R), avem
AB+C)=A-B+A-C si (B+C)-A=B-A+C-A

operatiile cu matrice avem
doua astfel de conditii.

Exercitii si probleme

10.

78

. Notam A=|0 0 2

. Determina numerele x, y si z astfel incat

1x0_1—3x+Z
-10 1) {y O 1)

. a) Scrie doua matrice X si Y din .#,(Z), care au pe

fiecare linie si pe fiecare coloana exact cate un ele-
ment nenul. -
b) Calculeaza X+ Y si X- Y. 1T

. Observa desenul, apoi descrie A C
rEtrice_aI egﬂ[atea: Q/i"' Bt
OA+0B=0C. 1k y

X

. Fie X, Y € .#(R). Notam X matricea obtinuta din

X, prin inmultirea tuturor elementelor primei linii cu
2. Ce relatie exista intre matricea X - Y simatricea

X-Y?

3 -3
. Pentru A = T si B= , calculeaza:
-1 0)° 0o 1

A+B; 3-A; 3-A+2-B; A-B;
A-B+B-A; A%, B2

. Afla numarul real a daca

(201)8:23
4 1.3)|5 ]

B @ 151)

. Verifica pe cateva exemple daca formula

X2_-Y2=(X-Y)-(X+Y)este valabila pentru
X, Y€ M(R).

. Fie O € ./, (R) matricea nula. Demonstreaza ca

O - X = 0, pentru orice X € ./,(R).

01 1
. Demonstreaza ca A% = O.
0 0 O

Fie X, Y, Z€ .#/(R). Notam (Y| Z) matricea de tip
(2; 4), in care scriem mai intai coloanele lui Y, apoi
coloanele lui Z. Demonstreaza ca
X-(Y|2)=(X-Y|X- 2).

12.

13.

14.

15.

16.

300 1 3 2
Notam T = 3 0,A=|0 4 1
0 0 3 1 1 0

a) Calculeaza T - A.
b) Daca X € . #,(R) este o matrice oarecare, arata ca
T-X=3 X

~ —

Se considerd matricea A = (; gj .

a) Calculeaza A%, A3, A4,

b) Observa rezultatele obtinute, apoi propune o
formula generala de calcul pentru A". Verifica for-
mula pentru n = 5.

11 1 2
astfelincat A- B= B - A.

Fie A:(1 0) si B:(x y) Determina x si y

Pentru o matrice patratica X € .4 (R) notam Tr(X)
suma elementelor de pe diagonala principala.
(Prescurtarea Tr provine din cuvantul ,trace”, care
inseamna in limba engleza ,urma”.)

1 2 4
De exemplu, dacd x-=|-1 5 0}, atunci

Tr(X)=1+5+7=13. 3 27

a) Calculeaza Tr(Y), pentru Y = ( 21 ;j .

b) Alege doua matrice patratice X si Y, de ordinul 3,
si verifica egalitatile:

Tr(X+ Y)=Tr(X) + Tr(Y); Tr(5 - X) =5 - Tr(X);
Tr(X - Y)=Tr(Y - X).

c) Demonstreaza proprietatile de la punctul b) in
cazul unor matrice patratice X si Y de ordinul n,
daca X este o matrice arbitrara, iar Y are doar
elementul de pe pozitia (i; /) nenul.

12 1 -1
Fie X=(3 4), Y=(_2 3je~f/é(lR). Verifica

dacd (X +Y)P?=X?+2-X-Y+Y2.
Ce conditii indeplinesc, x, y, z, t € R, daca

G 2o




Utilizareca matricelor in practica
) Aplicam si dezvoltam!

Matricele si operatiile cu matrice nu sunt importante doar pentru matematica.

Multe situatii cotidiene pot fi exprimate mai usor matriceal.

¢ Cum folosim operatiile cu matrice in rezolvarea unor probleme practice?

Exemplu

Angajatii unei firme de constructii au fost solicitati
de cateva ori sa lucreze peste program sau in zilele de
week-end. Directorul firmei a decis ca, in aceste cazuri,
angajatii sa fie platiti cu 20 lei/ora, fata de 10 lei/ora cat
ar fi castigat in cadrul programului normal de lucru. La
aceasta firma, plata se face saptamanal, dar actele
contabile se intocmesc la sfarsitul lunii. La sfarsitul
primei saptamani, contabilitatea a primit situatia din

tabelul alaturat.

Ore lucrate Program Ore
Nume normal suplimentare
Popescu 40 5
lonescu 40 15
Georgescu 20 0
Marinescu 36 7
Constantinescu 40 10

Drepturile salariale pentru prima saptamana pot fi calculate 40 5
inmultind, pentru fiecare angajat, numarul de ore din programul 40 15 10
normal cu 10 si numarul de ore suplimentare cu 20. Putem 20 0 [ ]
formaliza acest calcul folosind operatii cu matrice. Mai precis, 36 7 20
drepturile salariale pot fi calculate efectuand produsul alaturat. 40 10

Aceeasi regula a fost pastrata in a doua saptamana. Situatia numarului de ore
lucrate este prezentata in tabelul urmator, iar serviciul contabil a calculat drepturile
salariale efectuand produsul matricelor de mai jos.

Ore lucrate Program Ore
Nume normal suplimentare
Popescu 40 20
lonescu 0 0
Georgescu 20 5
Marinescu 36 10
Constantinescu 40 5

Patronul firmei a vrut sa verifice corectitudinea inregistrarilor contabile. El a
procedat insa altfel: a totalizat mai intai orele lucrate de fiecare angajat in programul
normal, respectiv ca ore suplimentare si apoi a calculat drepturile salariale totale:

40 5 40 20
40 15 0 O
(20 0 |+|20 5 -
36 7 36 10
40 10 40 5

(2]

La sfarsit, se obtine acelasi rezultat, deoarece inmultirea matricelor este distributiva
fatd de adunare: X-Z+Y-Z=(X+Y)" Z

@ Cum poti exprima matri-
ceal numarul total de ore
lucrate de fiecare angajat?

@ Explicd de ce drepturile
salariale saptaménale ale
angajatilor firmei pot fi calcu-
late efectuand un produs de
matrice.

® Cum arfitrebuit organizate
calculele, daca muncitorii ar
fi fost platiti cu 10 lei/ora
pentru zilele normale de
lucru, cu 15 lei/ord pentru
orele suplimentare din timpul
saptamanii si cu 20 lei/ora
pentru orele lucrate in week-
end?

@ Calculeazd in doud
moduri drepturile salariale
ale angajatilor firmei de
constructii, in cele doua
saptamani si verifica daca
obtii aceleasi rezultate.
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© Explicd modul in care unui
graf i se asociaza o matrice.

® Calculeazd matricea A2,
unde A este matricea
alaturata. Arata astfel ca intre
nodurile 1 si 5 exista doua
drumuri de lungime 2. Cate
circuite de lungime 3 are
graful dat?

Exercitii si probleme

¢ Cum determinam drumuri in grafuri?

Un graf poate fi descris cu ajutorul unei matrice. Putem folosi matricea asociata
pentru a determina si alte proprietati ale grafului.

Exemplu
Graful din figura de mai jos corespunde urmatoarei matrice:

2 01010
1010 1

1 5 A=/0 1000
1000 1

4 01010

Vrem sa interpretam numerele ce apar in matricea B = A? sisa deducem proprietati
ale grafului dat. Sa calculam, de exemplu, numarul de pe pozitia (2; 4) din B; conform
definitiei, acesta este egal cu:

b2,4 = a2,1 ) a1,4 + a2,2 na

+a, - a

+ . + .
24 23 Q3T Oy, Ay, T4y A

54

Observam ca termenii sumei anterioare pot fi doar 0 sau 1.

Termenul a, .- a,, este egal cu 1 daca sinumaidaca a,,=a,, = 1. Dar aceasta
conditie este echivalenta cu urmatoarea conditie: in graful dat, exista muchii intre
nodurile 2 si i, respectiv i si 4. De aceea, bz’4 reprezinta numarul de drumuri de
lungime 2 intre nodurile 2 si 4.

Analog, numerele ce apar in matricea A® precizeaza cate drumuri de lungime 3
exista intre doua noduri date ale grafului, numerele din A* precizeaza cate drumuri de
lungime 4 exista intre doua noduri ale grafului, si asa mai departe.

1. La un service auto, contabilitatea a sintetizat in tabele numarul de ore lucrate, dupa cum urmeaza:

Ore lucrate Martie Aprilie
Nume Program normal | Ore suplimentare | Program normal | Ore suplimentare
Mihai 160 20 150 15
Gigi 160 0 160 10
Stefan 0 0 160 5
Sandu 80 4 85 10

Fiecare ora din programul normal se plateste cu 15 lei, iar ora suplimentara cu 20 lei. Calculeaza in doua moduri,

cu ajutorul matricelor, sumele totale incasate de catre angajati in cele doua luni.

2. Asociaza o matrice grafului din figura alaturata, apoi afla cate drumuri de lungime 2

are acest graf.

3. Se da matricea

Ce ordine au nodurile grafului? Verifica daca ai desenat corect, calculand ordinele nodurilor doar pe baza elementelor

matricei.
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10 0 1
o1 11
1 0 0 1|. Asociaza acestei matrice un graf adecvat.
10 0 1
17110




Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
& sa identific situatii practice care necesita asocierea unor date cu reprezentarea lor matriceala
& sa aplic algoritmi de calcul cu matrice
¢ sa descriu matriceal modalitati de calcul in situatii cotidiene
& sa interpretez rezultatele obtinute prin calcul matriceal?

e verificare

17 2 0 2 -1 1
1. Calculeaza: | -1 0 11|-|-1 1 1
3 -1 2 0O 1 0

2. In cadrul unui sondaj de opinie, au fost adresate elevilor dintr-un liceu intrebarile:
a) cat timp aloci zilnic pentru tema la matematica?
b) céate ore petreci zilnic in fata calculatorului?
Sondajul a fost realizat de trei elevi, care au prezentat rezultatele obtinute sub forma tabelelor urmatoare:
Ana

Timp 3. Transpune intr-o matrice datele repre-
Intrebars 0-05h|05-1h|1-15h11,5-2h{ >2h zentate prin graficul cu bare de mai jos.
a) 15 12 3 1 0
b) 5 20 2 3 1
Bogdan
) TmP 1o _05h|05-1h|1-15h01,5-2h|>2h
Intrebare
a) 17 20 5 4 2
b) 8 24 10 5 1
Camelia
) TmP 1o _05h|05-1h|1-15h01,5-2h|>2h
Intrebare
a) 13 20 11 1 1
b) 21 15 2 4 4

Exprima matriceal rezultatele totale ale sondajului.

4. Bucatarul restaurantului ,Poftad buna!“ dispune de doua Faina | Ulei Rosii | Paste | Sare
retete pentru un anumit fel de méancare. El a inregistrat Reteta | 04 0,1 2 1 0,05
cantitatile ingredientelor necesare in tabelul din dreapta, Ret‘eta I 03 01 3 192 0.06
in care unitatile de masura sunt cele standard. : : : : :
Pentru aprovizionare, directorul restaurantului a cerut la
trei firme comerciale oferte de preturi. Acestea sunt Faina | Ulei Rosii | Paste | Sare
inregistrate in tabelul alaturat. Magazin 1 12 35 30 14 2
Foloseste calculul matriceal pentru a determina costul Magazin 2 | 14 345 31 15 5
realizarii fiecarei retete, In cazul aprovizionarii din unul - :
dintre aceste magazine. Magazin3 | 13 36 29 16 2

Lectura

De-a lungul timpului, matematicienii au cdutat modalitdti de a exprima cdt mai sintetic calcule abstracte complexe.
O notatie simpld si clard simplificd si clarificd la randul ei intregul rationament.

Notiunea de matrice intervine in studiul sistemelor de ecuatii liniare. Ea a fost introdusd de matematicianul englez
Arthur Cayley (1821- 1895) in 1858. In 1913, C. E. Cullis propune notatia [a,.j lici<m» far in 1919, la sugestia lui M. Bicher,

. d . I<j<n
s-a introdus notatia (a,.j Di<icm -
1<j<n
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Unitatea de invatare 6

) Test initial de autoevaluare

Rezolvand exercitile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitati de invatare.

Calcul numeric 1. (-1)-(-2)+0-2= ...
a) 4; b)0; c¢)2; d)-2
2. (1) (-2)- (-3)+1-2-3=..
a) 12; b)0; c¢)-6; d)6.
Ecuatii si 3. Care dintre urmétoarele perechi de numere sunt solutii ale sistemului )26;_)/ ==30 ?
sisteme a)(21);  b)(24) c) (0; 3); d) (1; 2)
3x+y=1

4. Rezolva sistemul: .
—2x+y=0

5. a) Reprezinta grafic, in acelasi sistem de axe, multimile de solutii ale ecuatiilor:
x -y =0, respectivx +y = 4.
b) Foloseste reprezentarea grafica de la punctul a) pentru a rezolva sistemul

x-y=0
x+y=4
Calcul algebric 6. Exprima printr-o formula:

a) aria unui patrat cu latura /;

b) volumul unui cub cu latura t;

c) solutia ecuatiei a - x + b = 0 (a # 0);
d) solutiile ecuatiei x2 + mx + 11 = 0.

Elemente de 7. Calculeaza ariile figurilor desenate. 2

geometrie 2) 3 b) 3 : o) 3 i

7 5 4

8. Precizeaza care dintre punctele marcate pe desen se gasesc:

a) pe dreapta AB; b) pe dreapta CE;
c) in interiorul triunghiului AHI; d) in interiorul unghiului HCI.

B

H I

J

E F G
c D |
A
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Determinant

Rezolvarea sistemelor prin reducerea ,.in scara”

i si sisteme liniare

) Ne amintim si exploram!

Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare se poate face prin mai multe metode. in
oricare dintre acestea se urmareste, insa, transformarea sistemului dat intr-un sistem
echivalent cu el, astfel incat ecuatiile noului sistem sa devina mai simple.

3x+4y=9
3x+y=-6

x+4y=9
3y=15

Observam ca S’ se poate rezolva imediat, deoarece este un sistem ,in scara” in
care a doua ecuatie a sistemului are o singurd necunoscuta. in general, putem
transforma un sistem de ecuatii liniare intr-un sistem echivalent cu el, de tip scara.
Aceasta metoda de rezolvare este atribuitd matematicianului german Karl Gauss.

De exemplu, sistemul: (S) { este echivalent cu: (S’) {3

Exemplul 1
2x+y+z=1
Consideram sistemul: {-3x+3y +5z =4
4x-y-3z=-2

Pentru a transforma sistemul dat intr-un sistem scara, putem proceda astfel:

Pasul 1: Tnmultim ecuatiile cu numere nenule, alese convenabil, astfel incat
coeficientii lui x sa devina egali:

2x+y+z=1 |6
3x+3y+5z=4 |(-4) =
4x-y-3z=-2|3

12x+6y +6z =6
12x -12y-20z =-16
12x-3y -9z =-6

Pasul 2: Scadem prima ecuatie din celelalte doua; in acest fel, obtinem sistemul

12x+6y+6z =6
echivalent: \T— 18y — 26z = —22

~9y-15z =-12

Pasul 3: Procedam la fel cu ultimele doua ecuatii ale sistemului, urmarind termenii

care contin necunoscuta y:
12x+6y+6z =6
-9y -13z =-11
-2z =-1

Pasul 4: Aflam succesiv necunoscutele sistemului, pornind de la ultima ecuatie
spre prima:

12x+6y+6z =6
—18y—26z:—22|-% -
—9y-15z =-12

12x+6y+6z =6
-9y-13z=-11=>
-9y -15z=-12

9v_13.1_ =35 . .1 _

_2221_1 9y—13-2 =11 12x+6.532+6.1 =6
=1 __35= 11
2 Y=738l |*T 9

O Explica de ce sistemele
(S) si (S’) sunt echivalente.

Karl Friedrich Gauss
(1777-1855)

@ In exemplul dat, pentru ,a
reduce” necunoscuta x, s-a
obtinut coeficientul comun
12. Ce coeficient comun ar
trebui obtinut pentru a-l re-
duce pe y? Dar pe z?

A Pasul 2 realizeaza prima

Jtreapta” a scarii.

A pasul 3 construieste a
doua Ltreapta” a scarii.

© Rezolva acelasi sistem,

construind o ,scara” de forma
celei din desen.

a

Pentru aceasta, incepe
prin a reduce variabila z.
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Exemplul 2

3y+z =1
A A doua ecuatie a siste- Sa rezolvam prin metoda lui Gauss sistemul: (2x+y—-z=2.
mului nu contine variabila x, x-y+3z=0

deci nu este nevoie sa fie . . . . _ .
modificata! Observam ca prima ecuatie nu contine variabila x. De aceea, pentru a aplica

metoda lui Gauss, avem doua posibilitati: ori schimbam ordinea ecuatiilor, ori
schimbam ordinea necunoscutelor!

Sa alegem prima varianta:
@ Rezolvé sistemul dat prin

metoda lui Gauss, scriind x-y+3z=0]2 2x-2y+6z=0 2x—-2y+6z=0

variabilele ecuatiilor in ordi- 3y+z =1 S 3y+z =1 = 3y+z =1

neay, x, z. 2x+y—-z=2 3y-7z=2 -8z=1
in general

Un sistem de ecuatii liniare se poate rezolva prin metoda lui Gauss. Pentru aceasta

reducem necunoscutele sistemului, obtinand un sistem ,scara’, echivalent cu cel initial.

Exercitii si probleme

1. Scrie un sistem de 3 ecuatii cu 3 necunoscute care admite ca solutie tripletul:

a)(1;2;-3); b) (05 1; 2); c) (1;0; 2); d) (0,2;0,5; 0).
2. In sistemul de mai jos, inmulteste convenabil pentru a reduce:
a) mai intai necunoscuta x; b) mai intai necunoscuta y; c) mai intai necunoscuta z.
xX+2y-3z=1
3x - %y +8z=6 -

6x-6y—-7z=12

3. Rezolva prin metoda lui Gauss sistemele urmatoare:

X+y+z=1 X+2y+z=2 3x-2y+z=6
a)ly+z=2 b) 4y+3z+1=0; Cc) {6x+4y+3z=17;
z=3 Sy+2z=4 3x-6y+z=4
2x+2y-3z=7 2+ 3 -z =1 2x -5 +2V7 =0
d) {3x—5y+42:3; e) 13xvV2+ y/3-2z=1; f) 43x—2y\/5+ 327 =14.
Tx-4y+5z=38 2x32 - 3 +2 =1 5x+ 335227 =6
4. Aplica metoda lui Gauss pentru sistemele urmatoare. Ce observi?
x+3y-4z=0 3x+4y-2z=2 x-3y+2z=6
a) 12x+2y-z=0; b) s x+y+3z=6 ; C) 2x-6y+4z=3.
3x-y+6z=0 6x+8y-4z=4 3x-9y+6z="5
5. Aplica metoda reducerii in scara pentru a rezolva sistemele:
X+2y—-z+3t=1 X+ y —z+2t=-1
a) 2x-y+z+t=2 b) x-3y +3t=0 .
—X+y+2z+t=3" —2y+2z+t=1 "
xX-y+3z—-t=4 X+ y+z —t=2
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Sisteme si determinanti

) Analizam si generalizam!

¢ Cum se obtin formulele de calcul pentru solutiile unor ecuatii sau
sisteme?

Sa analizam!

Consideram ecuatia 3x2+ 7x +2=0.

Putem rezolva aceasta ecuatie prin descompunerea membrului stang intr-un produs. © Descompune convenabil

3x2+7x+2=0 si scrie ca produs membrul
intai al ecuatiilor:

X2+3x+2=0

(3x2+6x)+(x+2)=0 5x2+ 16x + 3= 0.

3x(x+2)+(x+2) =0

(x+2)(3x+ 1) =0

In acest fel, ecuatia se reduce la rezolvarea a doua noi ecuatii, de gradul intai:

x+2=0sau 3x+1=0

xX=-2 sau x-= _—1.

3

Exista insa situatii in care descompunerea unui termen ca o suma convenabila
de alti doi termeni nu este evidenta. De aceea, matematicienii au gasit un mod de
rezolvare a ecuatiilor de gradul al doilea, ce se poate aplica tuturor acestor ecuatii.
Observand cum rezolvam ecuatii date, ei au ajuns la o formula generala de rezolvare.

32+ 7x+2=0]-3 ax*+bx+c=0]|-a, (a #0)
I?+21x+6=0 a’x*> + abx + ac=0
(9x2 +21x + %) - % =0 (azxz +abx + b_z) _b*—4ac =0 A\ in formula de rezolvare a
4 4 ecuatiilor de gradul al doilea
2 2 2 apare numarul A = b - 4ac.
(3x + %) = % (ax + é) _b" —4ac Formula se poate aplica
2 4 doar daca A > 0.
7_5 b _b*—4ac
3x+§—§ sau ax+5 = 5 sau
3x+Z=_§ ax+é:——“b2_4ac
2 2 2 2 @ Aplics
plica formula pentru a
_ 1 _—b+b?-4ac sau rezolva ecuatiile urméatoare:
x=-3 sau x_—2a X+3x+1=0
T 6x2-8x+1=0
x =-2 x:_b_zb—a_‘l'ac 2%2_3x+2=0.

Cum am putea oare obtine o formula de rezolvare pentru sistemele de ecuatii

liniare?

Sa comparam!

Rezolvam sistemul urmator prin metoda

Generalizam metoda de rezolvare pentru

lui Gauss: sisteme cu coeficienti literali:
gi:gyi,? aXx+a,y =b,
Y= Uy X +ayy =b, "
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® Rezolva sistemul

2x+3y=4
4x -5y =-3

aplicand direct formulele de
calcul. Identifica mai intai
coeficientii.

A Matricea M se numeste
matricea sistemului.

< a11 a12>
a21 a22

—Qyy Ay Ay Ay

@ Exprimé solutia siste-

(Sx -4y =7
mului 2x-y=4 cu

ajutorul determinantilor.
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Tnmultim convenabil ecuatiile, astfel incat coeficientii lui x sa devina egali, apoi
reducem variabila x:

4x+3y=6|5 a,x +a,y=Db,|-a,
5x+2y=1| 4 X +ayy = b, | -a,
20x +15y =30 40y X + A1y, Y = Ay,
20x+8y =4 Ay, X + (py @y, Y = Ayyby
{4x+3y:6 {a11x+a12y = b,
—7y=-26 (1102 = Q1251)y = Ay, — ayb,
Determinam solutia sistemului: Determinam solutia sistemului in
cazul in care numarul a,.a,, - a,,a,, nu
este zero:
y= é, X =% _ a,b, — ayb, ¥ = by — ay,b,
y10y — Ayply Ay1Qy — AypQy

4 Ce sunt determinantii de ordinul doi?

Formulele obtinute par mult prea complicate; de aceea, este nevoie sa intelegem
mai bine cum se obtin numaratorii si numitorii lui x si y, pornind de la coeficientii
sistemului initial.

. . ax+a,y=>b . . (a, a X b
Scriem sistemul { " 12 —b1 in forma matriceala: ( 1o T2, = b1
pX +ayY = b A Gy ) \Y 2

Observam ca numarul a,,a,, - a,,a,, (care apare atat ca numitor al lui x, cat si ca

numitor al lui y, in formulele de rezolvare) este calculat folosind elementele matricei

M = (aﬂ a12) _
Ay Oy
Acest numar se obtine facand ,inmultiri n diagonald” ca in schema alaturata.
Numarul astfel obfinut se nume®te determinantul matricei M si se noteaza

det(M) = |41 e

21 oo

Numerele care apar la numaratorii lui x sirespectiv y, in formulele de rezolvare
de mai sus, pot fi si ele scrise ca determinanti ai unor matrice patratice de ordinul 2.

Astfel, daca inlocuim in matricea sistemului prima coloana (a coeficientilor lui x),
cu coloana termenilor liberi, apoi calculam determinantul, obtinem:

Ay Ay b1
<a21 azz)’<b2>

De aceea, formulele de rezolvare ale sistemului literal {

b a,

—b'a —b -a
b a 1 22 2 12 .
2 22

a,,x +a,y = b, oot fi
Ay X +ayy = b,
scrise cu ajutorul unor determinanti de ordinul doi, sub forma:

b ay ay b
b, a a,, b
x =12 92| _ 19 D
Ay Gy Ay ypf -
Qyy dyp Gy Ay




¢ Determinanti de ordinul trei

De ce ar fi asa de importante formulele de rezolvare scrise cu ajutorul
determinantilor? Avantajul este ca ele pot fi aplicate analog in rezolvarea oricarui
sistem compatibil de ecuatii liniare. Pentru a intelege cum se intampla acest lucru,
este necesar sa definim si determinanti de ordin mai mare decat 2.

Sa analizam!

a,, X +a,y = b,

Am vazut ca in rezolvarea sistemelor de forma {a21x+a22y = b, amrecurs la

; ; x (G i) [ X b
scrierea matriceala : = .
Ayy Gy ) \Y b,

- . . TR P L .
In acest caz, determinantul de ordinul doi a.. a..| @aparutcanumitor comun al
21 22

solutiei (x; y) a sistemului considerat. De aceea, ne putem astepta ca determinantii
de ordinul trei sa poata fi descoperiti prin rezolvarea sistemului:

A X+ A,y +a,2 = b,

Ay X+ Ay +ayz =b,

Ay X+ Ay Y + A3zz = by

Pentru a rezolva sistemul dat, reducem variabila x din ultimele doua ecuatii:
AX + Ay + A3z = by AyX + Ay + A3z = by
Ui X + U Y + UysZ = by = (A1 = Arp1) Y + (Apsyy — Ar30)Z = Dyt — ity
Uy X + A3, Y + gy Z = by (U501 — G34015) Y + (A53014 — Ai3034)Z = byay, — byas,
Observam ca ecuatiile pe care le obtinem in acest fel evidentiaza cativa

determinanti de ordinul 2. Pentru ca acest lucru sa fie mai clar, scriem a doua si a
treia ecuatie sub forma:

Ay Ay Sy iy gl _ | b,
Ay Ay Ay Ay ay b,
Ay Gy T+ Gy ig|, o _ | b,
Az s A3y g3 ay b,

Este de asteptat ca solutiile sistemului initial sa poata fi exprimate in functie de
determinanti de ordinul doi, de tipul celor de mai sus. Continuand rezolvarea obtinem
ca numitor comun al necunoscutelor sistemului, numarul:

Qg3 ° (a11a22 - a12a21) - Ay (a11a23 - a13a21) + as” (a12a23 - a13a22)’
care se mai poate scrie:
a5, + a0 505, + U130y Qg = Ayl — A Ay, = 10505

Observam ca acest numar se calculeaza folosind numai coeficientii necunoscutelor
sistemului. De aceea este util sa scriem sistemul in forma sa matriceala:

Ay Qi g X b,
Ay Gy Gy ||V |=| by
Q3 Uz Qg3 z b,

Prin analogie cu determinantii de ordinul 2, notam determinantul matricei

Ay Gy Gy Ay Gy Qg
M=\|a, a, ay|prindetM)=|ay a, ay|.
Q31 dzp Ay Q3 Uz Ay

© Transcrie etapele de cal-
cul alaturate pentru sistemul:

X+y+z=6
2x-y+3z=7

3x-4y+2z=3

® Identificd produsele

a12a23a31 $i a13a22a31 din

determinantul

2 4 -5
1 -3 6
7 -8 10
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A Pierre Frederic Sarrus a
trait intre 1798 si 1861.

A Determinantii sunt nu-
mere asociate doar matri-

celor patratice. Ordinul unui
determinant este numarul de
linii sau coloane ale sale.

@ Putem aplica regula lui
Sarrus repetand primele
doua linii si aplicand regula
diagonalelor ,pozitive” sau

Lhegative”:

Calculeaza, aplicand

regula lui Sarrus,

3

determinantul 0
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Determinantul de ordinul trei se obtine si el, ca si determinantul de ordinul doi, prin
procedeul inmultirilor in diagonala. Aceasta regula a fost descoperita de Sarrus.
Pentru a vizualiza mai usor calculele repetam primele doua coloane ale matricei:

in general

Unui sistem de n ecuatii liniare cu n necunoscute, scris in forma matriceala:

Ay Gy - Gy X4 b
Uy Ay oo Gy | | Xy | _| by
... |, 1i asociem determinantul de ordinul 7z, notat
a, a, .. a,)\x, b,

Ay Q- Oy

Ay Qyy ... Qy,

. ... | . Acest numar este numitorul comun al solutiilor sistemului.

a, a, .. a,

Sa aplicam!

1 4 -1

-2 3

Pentru a calcula determinantul g prin regula lui Sarrus, procedam astfel:

* repetam primele doua coloane ale determinantului si calculam produsele de pe
diagonalele ,pozitive™:

1.4 11 4

2 2 3[2 2 —»1:(-2)5+4-3-0+(-1)-21|
01 5/0 1

« scadem apoi produsele de pe diagonalele ,negative”:

1 4 1|1 4
2 2 3|2 2 —1(25+4:3:0+(-1)-2:1-(-1):(--0-1-3-1-4-2°5
0 1 5[0 1

* obtinem astfel valoarea determinantului:

1 4
2 -2 3|=-57
0 1 5

Analog, obtinem:

3 -2 1
4 1 7|=[(312)+(-2)-7-5+1-(-4)-0]-[1-1-5+ 37 -0+ (-2) - (-4) - 2] = -85 -
5 0 2




¢ Cum putem folosi determinantii in rezolvarea sistemelor?

La prima vedere, utilizarea determinantilor in rezolvarea sistemelor pare foarte
complicata. Importanta metodei consta in posibilitatea unei tratari unitare a rezolvarii
unor sisteme diferite ca numar de ecuatii si de necunoscute.

Sa verificam!

< < . - ax+ =b , o
Am vazut ca solutia sistemului (" GV = O poate fi calculata astfel:
Ay X + Y =0,
21 2P A 21
a a
X = 2 22 , — 21 2
a11 a12 a’l'] a’IZ
Qyy Gy T
< . CTICY) .
(daca determinantul |, | este diferit de zero).
21 22

Vom arata printr-un exemplu ca aceleasi formule se aplica si in cazul sistemelor
liniare cu trei ecuatii si trei necunoscute.

2x-y-z=1
Consideram sistemul: { x+y+z=2
-Xx+2y+3z=3
Calculam determinantul matricei sistemului:
2 -1 -1
A=1 1 1|=..=3
-1 2 3

Numaratorii rapoartelor prin care exprimam solutia sistemului se obtin Tnlocuind
in matricea sistemului, pe rand, coloana coeficientilor fiecarei necunoscute cu coloana
termenilor liberi. Obtinem:

1T -1 - 2 1 - 2 11
A=12 1 1A =11 2 1A =1 1 2
3 2 3 -13 3 -1 2 3
Solutia sistemului se obtine calculand rapoartele de mai jos:
Ax A,V Az
X_X_1 y_K__1 Z—K—z.

Aceasta metoda de rezolvare a sistemului a fost descoperita de Gabriel Cramer.

in general

© Explicd schema:

v |
Ay Gy Ay b 1
Ay Gy Ay |, bz
Ay Gy Ay b 3

Fie M o matrice patratica de ordinul , al carei determinant (notat cu A) este diferit

de zero. X, b,
Atunci solutia sistemului M - :xz = :bz poate fi exprimata prin formulele lui
X b

n

Cramer:

A i1
x,.—T,l—, y eeey N

unde A_ este determinantul obtinut din A, prin inlocuirea coloanei i cu coloana
1
termenilor liberi a sistemului.

A Determinantul A se
obtine inlocuind prima
coloana a determinantului
matricei sistemului, cu
coloana termenilor liberi.

© Explica regula de formare
a determinantilor notati Ay si
A

z

© Calculeaza determinantii,
apoi verifica solutia siste-
mului prin inlocuiri in ecua-
tiile initiale.

Cramer, Gabriel
(1704-1752)
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@ Asupra determinantului

1 2 3
_21 _13 f’1 aplica urma-
toarele transformari:
L, L,
C, oG,
Lo L +4.

Calculeaza in fiecare caz
determinantul obtinut. Ce
observi?

@ Calculeaza determinantii
AA, A, AL A, care apar in
exemplul alaturat si verifica
astfel proprietatile enuntate.
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¢ Ce proprietati de calcul au determinantii?

Sa observam!

x-5y+z=1
Sistemul 14x +3y -5z =0 poate fi inlocuit cu un sistem echivalent (deci cu un
3x-2y+4z=2

sistem avand aceleasi solutii), folosind cateva tipuri de transformari.
Pe de alta parte, solutiile sistemului pot fi calculate cu ajutorul unor determinanti.
Observam ca:
* schimbarea intre ele a primelor doua ecuatii ale sistemului conduce la schimbarea
intre ele a doua linii ale determinantului:

4x+3y-5z=0 |1 1 43 -5
x-5y +z=1. 4 3 -5 :>L 1 -5 1
3x-2y+4z=2" |3 2 4| " |3 2 4

* rescrierea ecuatiilor, prin comutarea termenilor in y si z, conduce la schimbarea
intre ele a doua coloane ale determinantului:

1 -5 1 1 1 -5
4 3 5 = |4 5 3

C,>Cy
2 4 3 4 -2

x+z-5y =1
4x-5z +3y=0.
3x+4z-2y =2 |3

» inmultirea primei ecuatii cu 2 conduce la inmultirea cu 2 a primei linii a
determinantului:

2x-10y+2z=2 |1 1 2 -10 2
4x+3y-5z=0. 4 3 5 = 4 3 -5
3x-2y+dz=2" |3 2 4 3 2 4

» adunarea primelor doua ecuatii conduce la adunarea primelor doua linii ale
determinantului:

By izt 1 5 1 1 -5 1
5x-2y-4z=1. |4 3 -5 = 5 -2 4
3x-2y+4z=2" 3 2 4 2 3 2 4

In ce mod se schimb3 oare valoarea determinantului initial, Tn urma aplicarii acestor
transformari? Pentru a raspunde, calculam:

1 -5 1
A=4 3 -5/=140
3 2 4
4 3 5 A, se obtine din A schimband intre ele linia 1 cu
A=|1 =5 1|=-140 linia 2. Deci: un determinant isi schimba semnul daca
3 2 4 schimbam intre ele doua linii ale determinantului.
1 1 -5 A, se obtine din A schimband intre ele coloana 2
A,=|4 =5 3|=-140. Cu coloana 3. Deci: un determinant isi schimba
3 4 2 semnul, daca schimbam intre ele doua coloane.
2 -10 2 A, se obtine din A inmultind prima linie cu 2. Deci:
Ay=|4 3 -5/=280. inmultind o linie a unui determinant cu un numar,
3 2 4 determinantul se inmulteste cu acel numar.




1 -5 1 A, se obtine din A, adunand prima linie la
A, =|4%1 325 —4%1=140. a dpuavhme.v DeC|:vun dete_rrr_nnant nu se
) 5 4 schimba daca adunam la o linie a sa o alta

linie a determinantului.

in general

Un determinant isi schimba semnul daca schimbam intre ele doua linii sau doua
coloane. Daca inmultim o linie sau o coloana a unui determinant cu un numar,
determinantul se inmulteste cu acel numar.

Un determinant nu se schimba daca adunam la o linie (sau la o coloana) un
multiplu al unei alte linii (sau al unei alte coloane).

Aceste proprietati sunt valabile pentru determinanti de orice ordin. Determinantii
au insa si alte proprietati care se dovedesc foarte utile in calcule.

Sa demonstram!

» Daca un determinant are o linie (sau o coloana) cu toate elementele egale cu
zero, atunci determinantul este egal cu zero.

» Daca un determinant are doua linii (sau doua coloane) proportionale, atunci
determinantul este egal cu zero.

0 0O 2.0 2.0 2.0
*Fie A=la b c|;atunci 2-A=| a b c |=A,deciA=0.
d e f d e f

* Sa presupunem, de exemplu, ca linia 1 si linia 2 din determinant sunt proportionale
si factorul de proportionalitate este 3; atunci:

a b c a b c -a -b -c 0 00O
A=13-a 3-b 3:¢/=3:la b ¢c|=3:(-0-|a b c|=-3-la b c|=0
m n p m n p m n p m n p

¢ Ceinseamna matrice inversabila?
Sa comparam!
25+ (25+x)=-25+7,2

O0+x=47
x=4,7

04-(25-x)=04-72
1-x=2,88
x=2,88

Ecuatia 2,5+ x = 7,2 se rezolva adunand in ambii membri numarul real -2,5.
Ecuatia 2,5 x=7,2 se rezolva inmultind ambii membri cu numarul real 0,4.

in cele doud exemple de mai sus, am rezolvat doud ecuatii in multimea numerelor
reale. in rezolvare, sunt folosite cateva proprietati comune ale operatiilor de adunare
si de Tnmultire, si anume: asociativitatea, existenta elementului neutru si existenta
opusului (sau inversului).

Stim ca inmultirea matricelor patratice de ordin » este si ea o operatie asociativa
si ca I, este element neutru la inmultire. De aceea, pentru a rezolva o ecuatie de tipul
C - X =T, unde C este o matrice patratica, este necesar sa determinam inversa
matricei C.

in general

Spunem ca o matrice patratica A € ./ (R) este matrice inversabilad (sau
nesingulard) daca exista o matrice B€ ./ (R) astfelincat A-B=B-A=1.
Inversa unei matrice A (daca exista!) se noteaza A-".

& Compara valorile urma-
torilor determinanti fara sa ii
calculezi efectiv:

3 10
p=|-5 4 -4
1 1 2
-1 3 0
qg=14 -5 -4
17 1 2
3-5 -1+4 0-4
r=| -5 4 -4
1 1 2

@ Explica toate transfor-
mairile facute in demonstratia
proprietatii alaturate. Mentio-
neaza regulile aplicate.

@ Explicd modul in care se
rezolva ecuatia
3x+04=16.

@ Determina: opusul lui 2,5;
inversul lui 2,5. Cum verifici
daca ai raspuns corect?

A Daca B este inversa
matricei A, atunci A este

inversa lui B.
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A Problema inversabilitatii
unei matrice se pune doar

pentru matricele patratice.

. 210 ,
@F/eM_(1 11),3/

0 1
N=|1 -2|.Observaca
-1 2

M- N =1, Putem deduce ca
N=M1?

@® Compara sistemul obti-
nute in calculul matricei Y cu
sistemul obtinut in calculul lui
X. Ce asemanari observi?
Prin ce se deosebesc ele?

@® Efectueaza toate calcu-
lele si verifica daca matricea
B este inversabila.
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¢ Care matrice sunt inversabile?

Sa comparam!

2 -1
1 3
si, in caz afirmativ, sa calculam inversa matricei A. Pentru aceasta, trebuie sa

Fie matricea A :( j € .4, (R) ; vrem sa justificam daca A este inversabila

argumentam daca existad o matrice X = [x j) € /,(R) astfel incat A - X =1, si
Y

X-A=I,
Explicitam prima egalitate:

(2 1\ (x z)_(2x-y 2z-t
A'X‘(1 3) (y J‘(Hsy Z+3t)

2x-y=1 o (2z-t=0
X = Si .
A-X 12:{x+3y:0 ’ {z+3t:1
3 1
Rezolvand cele doua sisteme, obtinem: X = 71 ; .
77

Un calcul direct ne arata ca si X - A = [,. Deci A este matrice inversabila si
inversa ei este matricea X de mai sus.
Sa aplicam acelasi procedeu de calcul pentru a justifica daca matricea

2 -1
B= € 4,(R) este inversabila.
1 -0,5

m n

e A, (R
qj ,(R)

Conform definitiei, B este matrice inversabild daca exista o matrice Y = (

astfelincat B- Y=1,si Y- B=1,. Explicitam prima egalitate:

{Zm—p:1

i 2n-q=0
m-05p=0">

B-Y=h= n—-0,5g =1

Un calcul simplu ne arata ca aceste sisteme sunt incompatibile, deci matricea B
nu este inversabila.

Matricele A si B sunt foarte asemanatoare: doar unul dintre elementele lor este
diferit. Ce proprietate a acestor matrice ar putea oare sa influenteze existenta sau
inexistenta inversei?

Observam ca pentru determinarea inversei unei matrice incercam sa rezolvam
cateva sisteme de ecuatii; inversa exista daca si numai daca aceste sisteme sunt
toate compatibile. Am invatat ca, in rezolvarea unui sistem de ecuatii liniare, un rol
important il are matricea formata din coeficientii necunoscutelor. Mai precis, daca
aceasta matrice este patratica (adica daca numarul de ecuatii ale sistemului este
egal cu numarul de necunoscute) si daca determinantul matricei este diferit de zero,
atunci sistemul are solutie. Aceasta explica de ce, in exemplul anterior, A este matrice
inversabild, iar B nu este inversabila: deosebirea esentiala consta in faptul ca
det(A) # 0, dar det(B) = 0.

in general

O matrice patratica cu elemente numere reale este inversabila daca si numai
daca determinantul ei este diferit de zero.




¢ Cum calculam inversa unei matrice?

Sa observam!

. . 2
Pentru a calcula inversa matricei A = (1

. {22—t=0
si

z+3t=1"

3

2x-y=1

] , am rezolvat sistemele
x+3y=0

; solutiile acestor sisteme sunt chiar coloanele matricei inverse A-".

Observam ca in cele doua sisteme, ecuatiile au aceiasi coeficienti. De aceea,
putem rezolva cele doua sisteme in acelasi timp, facand simultan aceleasi transformari
echivalente. Explicitam in continuare aceste rezolvari.

2x-y=1
x+3y=0

{2)6— =1 {ZZ—t:
__1 —
y=-3 !
_6 _2
2x—7 2z 7
__1 _2
y=-3 =7
_3 _1
*=7 =7
_1 _2
Y=-7 =3

Transformarile efectuate pentru rezolvarea celor doua sisteme
au urmarit initial obtinerea unui sistem ,scarad”, in care matricea

asociata este cea alaturata.

z+3t=1

‘ {22—t=0

Folosim ,pivotul” 2 si reducem variabila
x, respectiv z, din a doua ecuatie. Codificam

transformarea prin: L, < L, —%L1 .

In fiecare sistem, rezolvdm a doua ecua-
. S 7 e
tie, prin impartire cu 5 Codificam transfor-

marea prin: L, < %LQ

Reducem variabila y, respectiv ¢, din
prima ecuatie a fiecarui sistem. Codificam
transformarea prin: L, < L, +L,.

In fiecare sistem, rezolvam prima
ecuatie, prin impartire cu 2. Codificam

transformarea prin: L, < 0,5L,.

Am obtinut astfel solutiile celor doua
sisteme, deci putem scrie matricea A-".

2 1
4
0 2

Ulterior, am continuat transformarile, pornind de la ultima ecuatie, pana cand am
rezolvat complet sistemele. In acel moment, matricea sistemelor obtinute a devenit /,.

Aceste observatii ne arata ca putem organiza calculele in felul urmator:

2 1)1 0
1 3 |0 1) LelLosy ”

matricea A matricea |,

e rr—d
Li<Li+l2 0 1 ‘

N~ No

~NIN NN

2 1] 10 5 1 0
1 % —% 1) Lenl o 1 ‘ -1 %
0 3 1
7 7
<112 0 1 ‘ 1 2
7 7
matricea /, matricea A

A Notatia L, < L, —%g in-

seamna ca din linia a doua
scadem linia intai inmultita cu

% si scriem rezultatul pe linia
a doua.

@) Cum se codificd inmul-
tirea primei ecuatii a unui
sistem cu 4? Dar adunarea
primelor doua ecuatii ale
sistemului?

&) Ce crezi ca inseamnd no-
tatia L, < L, +5L, ?

A Metoda de rezolvare
folosita in determinarea solu-

tiilor celor doua sisteme se
numeste ,metoda eliminarii
totale”.

A Notatia L, < L +L, in-
seamna ca se inlocuieste
linia intai cu suma dintre L
SiL,
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) Explicd ce urméresc
transformarile facute la primul
pas.

¢B La ce concluzie ai ajunge
daca, dupa efectuarea cator-
va transformari ai obtine in
partea stanga o linie formata
doar din zerouri?

D Verificd egalitétile:
X-X"=1,siX" X=1, care
arata corectitudinea calcule-
lor facute.

A in dezvoltarea unui deter-
minant dupa o linie sau

coloana se tine cont de
Jregula tablei de sah” in
alegerea semnelor:

F)

+

+ 1+
+ 1+
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Sa aplicam!
Utilizam procedeul descris mai sus pentru a calcula inversa matricei

10 2
X =|-1 4 1].(Incalculele ficute am marcat de fiecare data ,pivotul” folosit.)
2 15
102100 . 10 2 100
14 1]0 1 0|—7 >[04 3| 110
215|001 011|-2201
10 2 1 00 10 2 1 0
Ly Ly-11, 4 3 1 10 L4 0 4 3 1 0>
4 0o 4.9 _1 4 001 | 9 1 4
4 4 4
10019 2 -8 100|199 2 -8
—— >0 4 0|28 4 A2\—/—75—>/0 10 7 1 -3
Lel-2L, 001|-9 -1 4 00 1| -9 1 4
19 2 -8
Amobtinut: X '=| 7 1 -31.
-9 -1 4

in general

Inversa unei matrice patratice nesingulare se poate calcula folosind metoda
eliminarii totale. Pentru aceasta, asezam una langa alta matricea data si matricea
unitate, intr-un tabel cu doua compartimente. Transformam simultan liniile celor doua
matrice, pana cand in primul compartiment apare matricea unitate. in acest moment,
inversa matricei date apare in al doilea compartiment al tabelului.

¢ Ce alte metode putem folosi pentru calculul inversei?

Sa observam!

Determinantul unei matrice poate fi calculat prin dezvoltarea acestuia dupa o linie
sau dupa o coloana. Astfel, daca dezvoltam dupa linia a doua un determinant de
ordinul trei, obtinem:
Ay Gy gy
Gy Gy Oy = —yy
Q31 Uz g

Ay Qig

Q31 i

ay Gy
Q3 Ay

a a
12 13
+a,, - —dys -

Q3 A3z

Acelasi determinant se dezvolta dupa coloana a treia astfel:
Ay Gy Gy
Gy Uy (o3| = Ay
Q3 Q3 g

Ay Ay
Q3 A

Ay Ay
Ay Ay

-a

Observam ca, indiferent cum dezvoltam un determinant (dupa o linie sau dupa o
coloana), elementul a,se inmulteste cu determinantul obtinut prin stergerea liniei si
coloanei lui a, in determinantul initial. Determinantul astfel obtinut se numeste minorul
corespunzator elementului a, si se noteaza, de obicei, A;,--

De exemplu: in dezvoltarea dupa prima linie sau dupa a doua coloana, a,, se va

Q\IE1 Uy | s
inmulti cu A, %"‘%1 4, | 4|, adicacu A, =

Qyy Qg
Ay Qg

Q31 Uiy | Qa3

Numarul A, =a,.a,, - a este deci minorul corespunzator lui a.,.

23a31




Cu aceste notatii, dezvoltarea determinantului dupa linia a treia se poate scrie:

Ay Gy Gy
d=|ay Gy =0y Ay~ Ay +ag - Ay
Q31 Uz Qg3

Sa demonstram!

Fie X € ./ (R), X = (aU). Notam d = det(X) si AU minorul corespunzator ele-
mentului a,. Atunci:
a 'A11_a12'A12+a13'A13=d

1
ay, 'A11 - Ay A12+ Ay * A13= 0
a 'A11 —a32'A12+a33'A13=0.

31

Prima relatie reprezinta dezvoltarea determinantului dupa linia intai.

. a21 a22 a23 . . - . . ~ . . T e
Fie Y=|a, a, a, |, matricea obtinutadin X prin inlocuirea primei linii cu a
Q31 Q3 Qg
doua linie. Stim ca det(Y) = 0, deoarece Y are doua linii egale. Pe de alta parte, prin
dezvoltarea determinantului dupa prima linie obtinem:

Gy Gy Uy
O0=|ay Gy Gu|=ay A=y Ay +ay-As.
Q3 Ay Ay

Am demonstrat astfel a doua egalitate din enunt. Analog se demonstreaza si a
treia egalitate.

Sa aplicam!
Egalitatile anterioare conduc la un algoritm pentru calculul inversei unei matrice
2 0 1
patratice. Explicam algoritmul pentru matricea X =1 4 1
3 1 2
2 0 1
Pas 1. Calculam det(X)=|1 4 1|=.. =-T7.
3 1 2

Deoarece det(X) # 0, matricea X este inversabila. Continuam algoritmul.
Pas 2. In matricea X, schimbam intre ele linile cu coloanele. Obtinem astfel

matricea transpusd a lui X, notata X"

2 0 1 2 1 3
X=[14 1] =>xt={0 4 1
31 -2 11 -2

Pas 3. In matricea X inlocuim fiecare element cu minorul corespunzator, tinand

cont de ,regula tablei de sah” in alegerea semnelor. Obtinem astfel matricea adjuncta
a lui X, notata X *.

2 13 9 -1 4
X'=|l0 4 1|=Xx*=|58 -1 -3
11 =2 11 -2 8

0

in X, 3 se inlocuieste cu +

) ) 1
, iar 0 se inlocuieste cu —‘1

-1 1 _2‘ '

@ Foloseste notatia A,./.
pentru a descrie dezvoltarea
determinantului dupa prima
coloana. Explica modul in
care sunt alese semnele
termenilor.

@ In cele trei relatii din enunt
apar minorii A, A,,, A ..
Scrie alte trei relatii de tipul
celor din enunt, referitoare la
minorii A, A,,, A,,. Va trebui
sa consideri dezvoltarea de-
terminantului dupa o coloana.

@ Efectueazd calculele
pentru a justifica fiecare afir-
matie din demonstratia ala-
turata.

M Justifica egalitatea
det(X) = -7. La ce concluzie
ai fi ajuns daca obtineam
det(X) = 0?

A Matricea X' si matricea X
sunt simetrice fata de dia-

gonala principala.

& Pentru exemplul analizat,
explica modul in care au
aparut in X* numerele -11 si
-2.
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D cCalculeaza X - X' si
X-1- X, pentru a te convinge
ca am obtinut intr-adevar
matricea inversa.

€)) Aplica algoritmul pentru
0 matrice patratica X de
ordinul 3, cu elementele a,
Explica de ce matricea
obtinuta la sfarsit este inversa
lui X.

D Verifica afirmatia: matri-

cea T este inversa
-1 2

matricei 21
1 1)

€D Observd modul de rezol-
vare din exemplul alaturat,
apoi rezolva ecuatia

<6 -0 )
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Pas 4. Impartim elementele matricei X * la det(X) si obtinem astfel inversa matricei

X, notata X-'. Obtinem astfel:

9 1 _4
7 7 7
<_|_5 1 3
X = 7 7 7
mn 2 .8
7 7 7
in general

Inversa unei matrice patratice cu determinantul nenul se obtine impartind elementele
matricei adjuncte la determinantul matricei initiale. Calculul inversei se face dupa schema:

X=X = X = X7

¢ Cum se rezolva ecuatiile matriceale?

Sa comparam!

Pentru arezolva ecua-
tia 2,5-x = 3, x € R,
inmultim ambii membri ai
ecuatiei cu numarul 0,4;
acesta este inversul
numarului 2,5 fata de
inmultire:

04-(25 x)=04-3

(0,4-25)-x=1,2

1-x=12

x=1,2

Pentru a rezolva ecuatia G DX :G D

inmultim /a stdnga ambii membri ai ecuatiei cu
. 1 -1 . -
matricea 4 9 ; aceasta este inversa matricei

G 1) fats de inmultire:
RO
(5 DP9

0 0
[,X =
11

(1)

In rezolvarea celor doud ecuatii, am folosit metode asemanatoare, deoarece
operatiile de inmultire a numerelor reale, respectiv de inmultire a matricelor, au aceleasi
proprietati: sunt asociative si admit elemente neutre. In ambele cazuri, am obtinut o
singura solutie. Rezolvarea a fost posibila deoarece coeficientii necunoscutelor (adica

numarul 2,5, din prima ecuatie, respectiv matricea [? U din a doua ecuatie) sunt

elemente inversabile fata de inmultire.




Exercitii si probleme

1. Afirmatiile urmatoare sunt false. Descopera greseala.
Reformuleaza enunturile astfel incat acestea sa fie

adevarate.
a) Ecuatia (x + 2)? - 1 = (1 - x)? + 3x are o solutie
numar natural.
b) Ecuatia 2(x - 3)? - 5x =2 - (3 - x)? are o infinitate
de solutii.

: 2x-3y-1=0 o .
c) Sistemul {6x _9y-2-0 are o infinitate de solutii
reale.

. 20x-4)+3(y+2)=3 .
d) Sistemul 3(x+2)+2(y—-4)=3 huare solutii

reale.

2. Rezolva sistemele folosind metoda reducerii.

xX+y-z=4
a) {x+y=7 : b){2x-3y+z=5;
Sx—-2y=4 3Ax+y-z=2
2x-3y+2z=4
c) {x—y—z:1 )
4x -2y +5z=2

3. Scrie fiecare sistem in forma matriceala, apoi exprima
solutiile folosind determinanti.

2x-3y+2z=2
g)(X—y+z=2
3x+y-z=2

X, +x,—-x,=0

b) 3x, —2x, +2x, :5;
2%, +3x, —2x, =2
X, +2x, —2x; =1

—Ax, +x,+2x, =2

c)
2x,—%x,+3x, =3

4. Calculeaza determinanti:

8 4 6 2
A3 5’ b)l3 g’
2 1 3 0 1 1
o1 4 5. alt 02,
6 —2 1 1 2 3
2 2 0 1
o1 O 1 pl1s o4
2 -1 -1 1 1 1

5. Calculeaza rapid, folosind proprietatile deter-
minantilor:

2 4 6 -3 6 -9
a|t 1 1}, o[> © 9

369 2 5 4

2J3 5V3 63 8 3 1
C)4 10 1, d)—462

6 15 1 4 9 3

6. Calculeaza determinantii:

12 3 4 2114

4 321 4 0 2 0
Al 234 Pl 13 4

4 3 2 1 8 040

-12 6 -3 9 01 1 1

1 -1 0 1 10 1 1
c ; d
SRR

-1 1 0 1

7. Aplicand proprietatile determinantilor, calculeaza si
scrie punand rezultatul sub forma de produs:

a (a+17° (a+2y
a) |b> (b+1)* (b+2);
c® (c+1? (c+2)7

x-1 x+1 x*-
b) [y-1 y+1 »*-
z-1 z+1 z*-

e G

a b c
) | b+c c+a a+b
b*+c® c*+a® a*+ b
8. Rezolva urmatoarele sisteme liniare prin metoda lui

Cramer:

12x-7y+6z=83 3x+8y-4z=23
a) \8x—-4y-3z=24 ;b) {6x+2y+7z=6
—2x+5y+13z=23 -x+9y—-5z=38

9. Verifica daca matricele urmatoare sunt inversabile.
In caz afirmativ, calculeaza inversele lor.

1 3 1 0 1
5 1]’ 2 1 1].
-2 0 3
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Calculul determinantilor: aplicatii

) Aplicam si dezvoltam!

O Aria unui triunghi se cal-
culeaza cu formula:

_b-i
A= 5 -
Scrie formula pentru aria
unui triunghi dreptunghic.

@ Calculeaza aria triun-
ghiului DEF din imaginea
urmatoare.

E

© Observa figura de mai jos,
apoi explicd de ce BM=b, - a,
siAM = a,- b, Identificd apoi
toti termenii care apar in cal-
culul A, ;.

@ Ce arie are triunghiul DEF,
ale carui varfuri au coor-
donatele D(2; 4), E(-3; 5),
F(1;6)?

Determinantii au aparut in matematica din necesitatea de a identifica formule
directe de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare.

Ulterior, s-a constatat insa ca putem utiliza determinantii si in rezolvarea altor
probleme de matematica. Cateva dintre aceste aplicatii sunt explicate in continuare.

4 Cum calculam aria unui triunghi?

In clasele anterioare, am invatat mai multe formule de calcul pentru aria unui
triunghi. Daca triunghiul este trasat pe caietul de matematica (sau pe orice alta retea
de patratele), putem calcula aria acestuia mai simplu, folosind numai ariile unor
dreptunghiuri sau triunghiuri dreptunghice.

Sa analizam!

Consideram o retea de patrate de latura 1.

Pentru a calcula aria unui triunghi cu varfurile in nodurile retelei, putem proceda
astfel:

* incadram triunghiul intr-un dreptunghi

» scadem din aria acestui dreptunghi, ariile a trei triunghiuri dreptunghice.

Exemplu
N B Pentru triunghiul din figura:
| AABC = AMNBP - (AAMC + AANB + ABPC)
1 1 1
- AABC=5~4—(§~2~2+§-2~5+§~4-3):7
Putem utiliza aceastd metoda de calcul si pentru a
determina aria unui triunghi, la care sunt precizate
M c P coordonatele varfurilor in raport cu un sistem de axe.
Sa demonstram!

Daca varfurile triunghiului ABC au coordonatele A(a,; a,), B(b,; b,), C(c,; ¢,),
atunci aria triunghiului se poate calcula cu formula:

a, a, 1
Apse = J_r%. b: bz 1|, semnul fiind ales astfel ca rezultatul sa fie pozitiv.
¢ ¢ 1

incadram triunghiul ABC intr-un dreptunghi. Dacé figura arat& ca in imaginea
alaturata, atunci:

y o A = (b —a,)(c, _bz)_|:l(b1 -a,)(a, _b2)+1(b1_01)(02_172)"‘1(01 —a;)(¢, _az)}:
N Cler, ) 2 2 2
P
Aa, a,) o 1 1 a, a, 1
= E(cqb2 +a,c, + b, —b,c, —a,b, — ac,) = > b, b, 1
¢ ¢ 1
0,0 X
(0:0) O analiza simpla conduce la concluzia ca, in orice situatie, unul dintre
by B, b) varfurile triunghiului dat va coincide cu un varf al dreptunghiului, iar celelalte
v doua varfuri vor fi pe laturile opuse acestuia. De aceea, formula demonstrata
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Sa aplicam!
Pentru a calcula distanta de la C(2; 1) la dreapta AB, unde A(-2; 3) si B(1; -1),
putem proceda astfel:

2 3 1
« Calculam AABC:J_r% 1 -1 1|=5
2 11

« Determinam AB =(2—-17 +(3—(-1)* =5.

 EXPrimam A, = +AB-h,

Deci: d(C; AB) = h_ = 2.

© Calculeaza distanta de la
A(1; 3) ladreapta ce trece prin
B(3; 0) si C(2; 1).

¢ Cum demonstram coliniaritatea unor puncte?

Trei sau mai multe puncte se numesc coliniare daca se gasesc toate pe o dreapta.
In clasele anterioare, am invatat mai multe metode de demonstrare a coliniaritatii.

Sa ne amintim! c i
A A B/// ® In figura sunt desenate un
« Daca m(1) =m(2), atunci A, B, C sunt coliniare. 3 2 patrat si doua triunghiuri
echilaterale. Arata ca A, B, C
A sunt puncte coliniare.
B A
*Daca AB || dsi AC || d, atunci A, B, C sunt coliniare. /,/’\P\ c
d A B

40(
* Daca % = % , atunci A, B, C sunt coliniare. B Q

@ Foloseste metoda triun-
ghiurilor asemenea pentru a

A verifica daca A(-3; -1),
P B(-1; 1) si C(3; 5) sunt coli-
Daca punctele sunt raportate la un sistem de axe ortogonale, putem verifica mai niare.
simplu daca acestea sunt coliniare.
Sa analizam!
Trei puncte sunt coliniare daca si numai daca aria triunghiului format de ele este
egala cu zero.
Fie A(-3; -1), B(-1; 1), C(3; 5) trei puncte reprezentate in sistemul cartezian xOy.
Calculam:
-3 -1 1
A —+1114 1 1= =0 ® Continug calculele si
ABC T 72 3 5 1 aratd cd A, = 0.

Deducem ca A, B, C sunt coliniare.

in general

Punctele A(x,; y,), B(x,; y,) si C(x,; y,) sunt coliniare daca si numai daca
X 1

X, y, 1/=0.

x; ¥ 1

99



¢ Cum aflam ecuatia dreptei determinata de doua puncte?

Am vazut ca multimea solutiilor unei ecuatii de tipul ax + by + ¢ = 0 se reprezinta
intr-un sistem cartezian xOy, printr-o dreapta.

Reciproc, orice dreapta din plan este reprezentarea geometrica y
a multimii solutiilor unei ecuatii de gradul | cu doua necunoscute.

Exemplu

Multimea solutiilor ecuatiei 2x - y + 1 = 0 se reprezinta geo-

© Reprezintd geometric

) " o metric prin dreapta d.
multimea solutiilor ecuatiei

Spunem ca d are ecuatia2x -y + 1=0.

x+y+1=0.
Sa analizam!

Fie A(-1; 1) si B(1; 0) doua puncte in plan. Vrem sa
determinam ecuatia dreptei AB. Altfel spus: vrem sa determinam
in ce conditii un punct M(x; y) apartine dreptei AB.

Observam ca:

M e AB daca si numai daca M, A, B sunt coliniare.

x y 1

Aceasta ultima conditie este echivalentd cu: -1 1 1|=0,

1 0 1
adica x + 2y - 1 = 0. Ecuatia dreptei AB este decix + 2y - 1=0.
in general
© Scrie ecuatia dreptei CD, Ecuatia dreptei determinata de punctele distincte A(x,; y,) si B(x,; v,) este:
unde C(1; 1), D(2; 3).
x y 1
x y 1=0
X, ¥, 1

*

Exercitii si probleme

a) ) I b) c) 1@
2

3 3
B
2. Patratele din reteaua alaturata
au latura de 1. Calculeaza /
lungimile laturilor si aria A
triunghiului ABC. Ce masura [
are unghiul A? C

3. Fie M(-1; 1), N(1; 2), P(3; -3).
a) Calculeaza aria triunghiului A, .
b) Deseneaza perpendiculara din N pe MP si
estimeaza, pe desen, distanta de la N la MP.
c) Calculeaza distanta de la N la MP. Compara
rezultatul gasit cu estimarea de la punctul b).
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. Fie d dreapta de ecuatiex - y + 1 = 0.

a) Arata ca A(1; 2) si B(0; 1) apartin lui d.
b) Calculeaza distanta de la M(2; 0) la d.

. a) Verifica daca A(1; 2), B(-1; 1) si C(5; 4) sunt

puncte coliniare.
b) Determina numarul real m daca punctele M(m; 1),
P(1; -1), Q(3; 0) sunt coliniare.

. Urmatoarele puncte sunt raportate la sistemul de axe

x0Oy: A(6; 0), B(6; 6), C(0; 6), D(4; 2), E(6; 3).

a) Arata ca OABC este un patrat.

b) Verifica afirmatia: D € AC si 2 - AD = DC.

c) Demonstreaza ca E este mijlocul lui AB si ca O,
D, E sunt puncte coliniare.

d) Reformuleaza problema, facand abstractie de
sistemul de axe si de coordonatele punctelor date.

. Intr-un determinant de ordinul trei, toate cele 9

elemente sunt egale cu +1 sau cu -1. Arata ca
valoarea determinantului poate fi doar 0, 4 sau -4.




Am reusit... ?!?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
& sa identific proprietati ale determinantilor
& sa calculez determinanti de ordin cel mult 3
& sarezolv sisteme, folosind metode diferite de rezolvare, si sa compar aceste rezolvari
& sa utilizez determinantii in rezolvarea unor probleme de geometrie?

) Test de verificare

1. Completeaza cu raspunsul corect!

2 -1 4
Determinantul |0 1 1| este egal cu zero, deoarece ...
2 -1 4
1 2 3
2. Consideramdeterminantul p=|-2 1 4
0 11

a) Transforma determinantul D duparegula: L, < L, +2-L,.

b) Dezvolta determinantul obtinut dupa prima coloana.
c) Aplica regula lui Sarrus pentru a calcula D. Compara rezultatele obtinute.

o [Bx-y=2 . ,
3. Consideram sistemul: | . +2y=3" Rezolva sistemul:

a) prin metoda reducerii;

b) folosind regula lui Cramer;

c) prin reprezentarea grafica a ecuatiilor sistemului.

Compara modurile de rezolvare. Care metoda ti se pare mai simpla? De ce?

4. Fie A(-2;1), B(1; 3), C(2; -2).
a) Calculeaza aria triunghiului ABC.

b) Scrie ecuatiile dreptelor AB, AC si BC.
c) Justifica daca sistemul format cu cele trei ecuatii determinate la b) are solutie.

Lectura

Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare este legatd in mod fundamental de numele matematicianului elvetian Gabriel
Cramer (1704-1752). Acesta a descoperit forma generald a solutiei unice a unui sistem liniar de n ecuatii liniare cu n
necunoscute si conditia de existentd a acesteia. Algoritmul de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare dezvoltat de
matematicianul german Karl Friederich Gauss (1777-1855) se mai numeste si rezolvarea prin eliminare. Acest algoritm se
preteazd la folosirea pe calculator, de aceea aceastd metodd a cdpdtat o importantd tot mai mare in ultimii ani.

Dupd cum stim, o ecuatie liniard cu doud necunoscute defineste in plan o dreaptd. Ca urmare, doud ecuatii cu doud
necunoscute determind o pereche de drepte in plan si solutiile, dacd existd, trebuie sd fie punctele de intersectie ale celor
doud drepte. Putem avea urmdtoarele situatii:

a) Existd o infinitate de solutii si o infinitate de puncte de intersectie ale celor doud drepte. In acest caz, cele doud drepte
coincid. Putem da o valoare arbitrard uneia dintre necunoscute, iar cealaltd este determinatd in functie de aceasta.

b) Sistemul admite solutie unicd. In acest caz, dreptele se intersecteazd intr-un singur punct.

c) Sistemul nu are solutii. In acest caz, dreptele sunt distincte si paralele.

In mod similar, putem proceda in cazul unui sistem cu trei ecuatii si trei necunoscute. Fiecare ecuatie determind un plan
in spatiul cu trei dimensiuni. Solutiile sistemului se gdsesc la intersectia celor trei plane.
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Exercitii si probleme recapitulative

1. Imaginea alaturata prezinta valoarea neta a inves- b) determina anul in care cresterea unuia dintre
titiilor straine in tari in curs de dezvoltare, precum si tipurile de carduri a fost cea mai spectaculoasa, prin
ponderea acestor investitii in produsul intern brut al raportare la anul anterior;
acestor tari, in perioada 1990 - 2005. c) determina ponderea fiecarui tip de card, din totalul

) . . numarului de carduri, pentru anii 2001 - 2004;

INVESTITIILE STRAINE DIRECTE IN TARILE AFLATE IN CURS DE DEZVOLTARE reprezinta printr-un grafic cu bare evolutia numarului
o miardo USD 5% de carduri in perioada 2000 - 2004.

2 T~ i :

100 4/— P’u\ﬁ—\\ 2 3 3. Inimagine este reprezentata variatia indicatorului de
50 T g crestere economica in raport cu anul anterior, din
o o 3 SUA si Uniunea Europeana.

1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006* 2
Sfarsitul anilor '90 a marcat cea mai mare pondere a investitiilor stréine directe (ISD) in produsul creseFIB () 4 ! Statele Unite

intern brut al tarilor in curs de dezvoltare, de trei procente. Analistii prevad cé, in urmétorii ani,
volumul ISD se va stabiliza la niveluri putin mai ridicate de doi la suta. in termeni nominali, ISD vor
cunoaste o crestere continud in 2005 si 2006, urmand tendinta inceputa acum doi ani.

Asia va lua si de aceastd data ,,caimacul” investitiilor straine, China si, mai nou, India fiind

p : fentale s jap

Sursa: Capital, 15/2005/pag. 15

a) Observa reprezentarile grafice. Traseaza cele doua
grafice in doua sisteme de axe. (Atentie! Datele de
pe cele doua ordonate au semnificatii diferite.)

b) Estimeaza valoarea medie a investitiilor straine,
pentru perioada analizata.

c) Gaseste cel putin un argument pentru a explica

de ce, in timp ce valoarea investitiilor straine a =
crescut, ponderea acestora in PIB a scazut. E
:
2. Folosind datele din tabelul de mai jos: ;
PIATA CARDURILOR VALIDE
VISA S| MASTERCARD
Anul Visa MasterCard
1996 1673 100 a) Transpune datele din imagine intr-un tabel.
1997 12.953 26.500 b) Reprezinta grafic, intr-un sistem de axe, variatia
1998 85.632 92.529 din cele doua cazuri.
1999 178.544 215.000 . . o S s
2000 468232 556.000 c¢) Determina media variatiei pentru cele doua entitati
2001 1.045.984 1.108.000 economice.
2002 ;%227? 3-133-200 d) Determina amplitudinea celor dous serii statistice.
2003 .164.67 .549.375 = « " S .
2004 (sept) 2 576,115 2872719 Compara cele doua evolutii folosind indicatorii

statistici studiati (media, modulul, dispersia, ampli-

Sursa: www.no-cash.ro; MASTERCARD & VISA .
tudinea).

a) calculeaza dinamica cresterii numarului de carduri,
de la un an la altul;
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4. Consideram seria statistica a punctajelor obtinute de
concurentii unui concurs de sah:
2;3;35;3,5;3,5;4;55;55;6;7;,7;,7;,7; 8; 8,5.
a) Organizeaza datele intr-un tabel.

b) Reprezinta datele printr-o diagrama cu bare.
c) Determina modulul, media si mediana seriei date.

5. Calculeaza:

o577 5 2

1 3 1 2
b)lo 1 0] 11
1 5 1 2

3 -3 3 100
C) +2- :
2 2 2 0 1 1

6. Pentru fiecare dintre urmatorii determinanti, foloseste
dezvoltarea dupa prima linie pentru a-i calcula.

s 1 0 3010
alt 1 2 [T
1 100 1
5 10 1

7. Aplica regula lui Sarrus si calculeaza determinantii:

0 4 2 147
a)(3 0 3; b)j2 5 8
2 40 369

8. Foloseste regula lui Cramer si rezolva sistemele:

3x—-y=1,
3) {x+2y=3’

3x+y+2z=1

x+3y+3z=0
)
2x+3y+z=2

9. Decide daca sistemele urmatoare sunt
compatibile:

x+y=1
a) {2x-y=0;
2x+y =1
x+y=0
b) sx+2y=1
2x+3y=2

10. La un magazin, intr-o saptamana s-au obtinut urma-
toarele incasari (in milioane): luni: 10,5; marti: 12,1;
miercuri: 10,2; joi: 9,5; vineri: 14; sambata: 14,1.
a) Care este media si dispersia incasarilor obtinute?
b) Magazinul are un adaos comercial (diferenta intre
pretul de vanzare si cel de cumparare a marfii) de
20%. Cheltuielile zilnice se ridica la 1,3 milioane, de
luni pana sambata, si la 2,6 milioane daca se
lucreaza duminica. Care este media si dispersia pro-
fitului magazinului?
¢) Sa presupunem ca duminica s-ar obtine incasari de
12 milioane lei. Arata ca media incasarilor de luni pana
duminica este mai mare decat media incasarilor de luni
pana sambata, dar profitul este mai mic. Cum se explica
aceasta?

d) Care ar trebui sa fie nivelul incasarilor duminica,
pentru ca patronul sa aiba un cont brut de 0,5 milioane
saptamanal, organizand activitatea si duminica?

11. Exprima printr-o ecuatie matriceala sistemele
urmatoare, apoi rezolva-le.

x+y=1
a)Fx+y=3; b) <x+z=3.
x-5y=0 y+z=5

12. Decide care dintre matricele urmatoare sunt inver-
sabile:

2 0 13
a)(1 J? b)[3 gj? ©)

13. Justifica daca matricele urmatoare sunt inversabile.

N O©ON

0
2
2

o NN

In caz afirmativ, calculeaza inversele.
1 2 3 1 2
Al 10 Pls a)

-1 1 1 1 2 3
o1 -1 11 d|4 5 6.
7 8 9

1 1 -1

—_

14. Fie A:[Z 3] si B:(o

. Rezolva ecuatiile
-1 1 3 2 ’

matriceale: A - X =B; Y-A=B; B-Z=A;
T-B=A.
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Raspunsuri

Pag. 6. Test initial de autoevaluare. 1. a) 8; b) -36; c) -3; d) % 1 €) 8,6; f) 3v2.2.a) 2007; b) 14. 3. a) A; b) F;

c) A; d) F. 4. a) 350; b) 17 lei; c) 31,25%. 5. a.6.c. 7.a)A; b)F; c) F; d)A; e) A. 8. a) A; b) F; c) F; d) F; e) A
9.a)A=(-;3];B=(1;+0); C=[0;2).b) ANB=(1;3; AUB=R; A\ C = (-0; 0) U [2; 3].

Pag. 19. Test de verificare. 1. a) si d). 2. (10x + 4) - 4 =4 - 105+ x, 10° < x < 10°. 3. Da, S = {(%, —%)}

4. Sistemul nu are solutii, deoarece dreptele reprezentate nu au toate un punct comun.

Pag. 20. Test initial de autoevaluare. 1. a) 4,05; b) 1,24; c) 7,843; d) 4; e) 5,12; f) 3,45; g) 4,86; h) 5.

2.a)7,07; b) 4,14; c) 3,25; d) 2,24; e) 6,05; f) 2,91; g) 3,93; h) 2,50. 3. a) 29; b) 20%; c) 144; d) 15%. 4. a) 101,5;
b) 6 m?; c) 15 min; d) 1125000 coli.

Pag. 35. Test de verificare. 4. a) 166,(6)%; b) aproximativ 60 mii; c) 810 mii.

Pag. 36. Test initial de autoevaluare. 1. c; f; g. 2. a) 22,50; b) 154,50; c) 85,5. 3. 70 ha. 4. b. 5. a. 6. b. 7. a) 21 /;
b) 84 ore.

Pag. 55. Test de verificare. 2. Micro. 4. a) 100 cm; b) 90,(6)%.

Pag. 56. Test initial de autoevaluare. 1. a) -10; b) 27; c) 4,04; d) 2,82; e) 1,56(3); f) 1,57; g) 60,8; h) 114. 2. a) -8;

b) 25;c) 2;d) -1; e) %: f) 2; 9) 0,00001; h) -1. 3.a) 2'%; b) 5°; ¢) log,70; d) 1. 4. a) 36 m; b) 15 kg; ¢) 0,6 tone; d) 187,5 /.
5. a) 10,8 lei; b) 20%; c) 50%; d) 9,9 lei. 6. 4,5; 6; 6; 2.

Pag. 67. Test de verificare. 1. Sondaj, evidenta contabila. 2. Limbi straine; matematica, fizica, chimie. 5. La Antena 1.
Pag. 68. Test initial de autoevaluare. 1. a) 14; b) 0,6; ¢) 5. 2. a) 3x; b) 3x% c) 0.

6. 30+v; 20+2v; -3i—v; —2ii+2v-7-a)1148833; b) 1148833; c) 1148833.

8.a)A;b)F;c)A.9.a)A; b) A; c) F; d) F. 10. Exista doua numere reale x si y cu proprietatea ca x? + 12 < 4.

Pag. 81. Test de verificare. 2. Asociaza fiecare tabel cu o matrice, apoi aduna matricele respective. 4. Scrie
transpusa celei de-a doua matrice, apoi inmulteste matricele.

Pag. 82. Testinitial de autoevaluare.1.c.2.a. 3.d. 4. (% %) . 5. b) Determina coordonate punctului de intersectie;

—_

2
(2;2). 6.a) % b) 7, c) —3; d) i - 44 Vé”““‘. 7.a)21;b)7,5;¢c)9.8.a)A,D,FsiB;b)C, E, H; c) D, FsiG; d) B,
F, G, J.
Pag. 101. Test de verificare. 1. .... are doua linii egale. 3. S={(1; 1)}. 4.a) A,..=8,5,b) AB: 2x -3y + 7 = (;

ABC

AC:3x+4y+2=0; BC: 5x + y - 8 = 0; c) Nu, deoarece AB, AC, BC nu sunt drepte concurente.
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Al | Masn it | Wasin o

2003 18909 106763

2004 23784 145120
2005 50824 157367
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