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Lucrarea cuprinde probleme complet rezolvate
din capitolele : Numere complexe. Functii de o varia-
bild complexd, Serii, Integrale, Transformari confor-
me. Problemele sint bine alese si variate; de aseme-
nea sint ordonate dupd gradul de dificultate la re-
zolvare, ceea ce a permis introducerea unor probleme
mai grele — intilnite in unele aplicatii practice, in-
deosebi din domeniul integralelor functiilor multifor-
me.

Lucrarea se adreseazid studentilor de la institu-
tele politehnice si studentilor de la facultatile de
matematica-mecanica si de fizica ale universitatilor
si ale institutelor pedagogice; de asemenea, interesea-
zd pe inginerii de diferite specialititi, care prin natura
ocupatiilor lor fac apel la teoria functiilor complexe.



Prefafa

Una din ramurile matematicii care este foarte mult
infrebuinfatd in tehnica este teoria functiilor de o varia-
bilad complexd.

In hidrodinamica si aerodinamicd, electrotehnica,
statica constructiilor etc., se lucreazd curent cu functii
de o variabila complexd.

Pentru aceasta, studentii de la faculidfile de matema-
ticd mecanicd, fizicd, de la institutele tehnice si pedagogice
irebuie si se deprindd cu fehnica de calcul a teoriei func-
fiilor complexe si pentru aceasta sd rezolve cit mai multe
probleme. Pentru a veni in ajutorul studenfilor, ingine-
rilor si a anumitor cafegorii de cadre didactice publicam
aceasta culegere de probleme.

Problemele prezentafe sint complet rezolvate. La
inceputul fiecdrui capitol am dat o scurta parte iniro-
ductivd care cuprinde teoreme si formule ce sint folosite
la rezolvarea problemelor din capitol. Am insistal in spe-
cial asupra problemelor legate de integrala unei functii
complexe datorita largului domeniu de aplicajii ale aces-
tfora.
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I. Numere complexe. Functii de o variabild complexi

Numdrul complex este o pereche ordonatd de numere reale (x, y) supusa
urmétoarelor reguli de calcul:

1) (%, y) = (x/, y') dacd si numai daci x = x’, y=ils

2) (1,0) = 1:

3) k(x, y) = (x, y)k = (kx, ky), pentru orice numir real %:

4 (%, y) + (@, )=+, y+y);

5) (%, 4) (¥, y') = (xx' — yy', xy’ + x'y).

Pentru simplificarea scrierii \om nota (0, 1) = ;. Cu aceasti notatie, din
regulile de mai inainte rezulta

(x, y) = (x,0) + (0, y) = x(1,0) + »(0, 1) = x + iy.

Numdrul complex x - iy il vom insemna cu z.
Din relatia (5) deducem,

(0,1)- (0,1) = (— 1,0) adiea /®# = — 1.

Avind in vedere relaia (5) rezultd cid putem efectua inmul{irea nume-
relor complexe z = x - iy si 2 = x’ + iy’ dupa regulile obisnuite ale alge-
brei, avind in vedere relatia 2 = — 1.

Numirul Z = x — /y se numeste conjugatul numirului complex z.
Forma frigonometrica a unui numir complex este
z == p(cosp + i sin @),
iar forma exponentiala,
z = pelo,
unde modulul p si argumentul ¢ sint da{i de relatiile
T X 51
p= V= F Y%, @ = arccos — , @ = arcsin 2
P
Doud numere complexe sint egale dacd au acelasi modul, iar argumentele

iferd pri T [Gaize—2 a == i = -+ 2%kw
difera prin 2k, adici z, » daca g = pg $i @; = @y -+ 2k R
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Operafii cu numere complexe
Fie z, = %, + iy, 23 = X3 1 iys, doua numere complexe.
Din regulile de mai inainte rezulia
73+ 23 = % = X+ 41 £ b,
2,2 27p = XXy — YiYa T Uyl + Xath),

SIgER A il h1Ya & i(Xayy — X1Ya) -

2z S T
Daca numerele sint serise sub forma exponentiald avem
z .
2,2, = pypaeilor-t @a), = = P1 pitor — 0a),
Za Fa
1 %n+ e
£ ; = B!
S=plene, oo =% e A (k=041 un=1).

Functii de o variabild complexa

Fie Z = i(z) o functie de variabila complexd z = x + dy. Aceasta funciie
poate fi pusd sub forma

f2) = P(x, y) + Q(x, y).
unde P(x, y) si Q(x, y) sint doud funciii reale de variabilele reale x, 4.

O functie f(2) definitd in domeniul D este continua in punctul z&D daca
unui numir arbitrar e>0 ii corespunde un numdr 7., >0 astfel incit

| f2) — f(zo) | <=,

lz2— 2 | < 9.

indata ce

Fie f(z) o functie definitd intr-un domeniu D §i z, un punct din domeniu

Daca limita
]in'l f(z) fit f(zu)g

Z-r2y A= )

exista si este bine determinatd, atunci aceasta limita se noteaza f'(z) si se numegte

derivata functiei f(z) in z,, iar functia f(z) se numeste monogend in 2,
Monogenitatea funcfiei f(z) in punctul z€D implicd existenia derivatelor

partiale de ordinul intii ale functiilor P(x, y) §i Q(x, g) in raport cu x, y pre-

cum si relatiile -
ORI a0 9P 00

1 _— =

ox ay dy ax
numite ecuatiile (ui Cauchy-Riemann.
Daci sint satisfacute ecuatiile lui Cauchy-Riemann §i daca derivatele par-

d ad a
fiale op ’ o8 ’ ) ’ 49 sint functii continue in punctul z, funcfia f(z) este
0x oy dx dy

monogend in punctul z.
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Daca functia j(z) = P(x, y) -+ iQ(x, y) este monogena in 2, atunci functiile
P(x, y) si Q(x, y) sint armonice, adica
2p 2 2 2
9%/ Lotz 0. AQ a*Q 9*Q
dax* dy* ox* oy

AP =

I

O functie f(z) se numeste uniformd daca unei valori date lui z ii corespunde
o singura valoare pentru f(z). O functie care nu este uniforma se numeste multi-
forma.

O functie f(z) uniforma si monogena intr-un domeniu D se numesie olomorfa

in acest domeniu.

In legiiturd cu functiile olomorie avem

Teorema lui Rouché. Fie un domeniu D miérginit de o curbd inchisa C si
doui functii f(z) si @(z) olomorfe in DUJC, f(z) neavind zerouri pe curba C. Daca
pentru valorile lui z de pe curba C avem

2@
f@)

= ]

atunci ecuatiile
=0, [@ +e()=0

au acelasi numar de radédcini in domeniul D,

Functii elementare
Functia exponeniiala este definita de relatia

- n

- . ~ . .

e*=lim |1 4 —| = e* (cos y - i sin y).
n->a n

Funciia logaritmicd este
In z=In p+4 i2kx+9), (R=0, +1, &+ 2,...),

unde p si @ sint modulul si argumentul lui z.
Functiile circulare sint

: eiz — g—iz eiz 4 e—iz sin z cos 2
sin z = ——, €05 2:ﬂ_,tgz: ,COth:"'.—"—’-
2 2 cos 2 sinz

Funciiile hiperbolice sint

g2 — p—2Z ez+e——2
shz =————,ch z = ———,
2 2
thz=—Sh—z, cthz=ChZ.
chz sh z



Probleme

1. Sd se arate cd dacd |a| =1, |b | == 1, afunci
=
1 —ab
Solutie
Séd consideram numarul complex
a—b
2 = —

Conjugatul lui este

(311
|

Avem
o L aia — b —'uf? - M? {
| —db—ab -+ aabd
Dar
= = = L
deci
; 2z =1
adica
el =l

2. Folosind interprelarile geometrice ale operafiilor cu numere
complexe, sa se reprezinte grafic ecuafiile:

1°. |z2—2 | = |2—2{]|,

e e e =T
B |z—3t|—|z2+3i| ==4.
Solutie

1°. Avind in vedere interpretarea geometrica a scaderii numere -
lor complexe, rezulta cd | z—2| este segmentul care uneste punctul 2
cu punctul z, iar | z— 2{ | segmentul care uneste punctul 2i cu
punctul z, Egalitatea data ne spune ca aceste segmente sint egale
adicd punctul z descrie mediatoarea segmentului determinat de
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punctele 2 si 2. Avind in vedere ca triunghiul determinat de origine
si aceste doud puncte este isoscel, rezultd cd punctul z descrie bi-
sectoarea intiia a axelor de coordonate

(fig. 1). y
2°. Dacd notidm cu F si F’ imagi- a7l Z

nile numerelor 1 respectiv —1 si cu M
imaginea lui z, relatia data se scrie '
MF + MF’ = 4,

deci punctul M descrie o elipsd cu foca-
tele in puncte F(1), F' (—1) si avind se-
miaxa mare a = 2 (fig. 2). Fig. 1

7 £lt)
‘ M(z)

e
\F’/—/} 7 7T (7

g Fig. 3

3°. Notind cu Fy si F, imaginile numerelor si 3i respectiv —3i
si cu N imaginea lui z, relatia data devine
| NF, — NF, | =4,
deci punctul N descrie o hiperbold cu focarele in punctele F; (3i)
51 Fyo(—3i) si cu semiaxa mare a = 2 (fig. 3).
3. 8d se calculeze numerele complexe:
2% 2, = sine(l - ). 25 2p — sh (1=4) 3%z, = ¥ 4o SEH
Solutfie
1. Avem
z; = sin 1 cos i + sin i cos 1.
Avind in vedere ca
elz — p—iz eiz |- e—iz

sin 2=————, cos z =
2 2
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rezulta ca

% 2 kol H ‘3_1 G 1 2
sin i =% _e=‘(e ),cosz='i?-:=c+l,
2i 2e 2 e
adica

= -21?[(e3 + 1) sin 1 - i(e2 — 1) cos 11.

2°. Tinind seama de formula

{20 z
shiiz =Hse =t
deducem
s et—i — pi—1
Zy —_ e
2
Avem
e =cos |+ isinl, e =-cos 1 — isinl,
deci
e (cos 1 — isin l) SosiL i
. e 1 i A
2y = = —[(e*—1)cosl—i(e*+1)sin 1].

b

2

-
3°. Aplicind logaritmii egalitafii z; = isz, obfinem
Inz = J2Ini=}2In (e=3) = V2 “(2k i El)‘
deci
23:6\/3“[2&+;—Ji (B="0, =8I%s)
4°. Aplicind logaritmii egalititii z, = i, gisim
Inz,=ilni=iln e"(““*;n)= ; Tc[Qk +%)'
adica
S e—z(2k+;—) (B=0 =0t
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4. Sa se calculeze expresiile:

1802, = cotg (f —i In 3) (2o — it (]n et ’-E—)

Solufie

el e io Y
Avem cotg a = 0 e il deci
gfm — ia

i | =—iln3 ——iln3
e ( ]-I- ( ' )
=1
4 i (—’E—flns) = (_flns)
e 4 =g 4

Dar
i|[—iln3 : : 9
e [4, )~_e4 8111.3_3(‘3:{7_ L)Q_'
Rezulta
slfz 5 3
—oRe )+3V2(1 Rl V_(l-i-!)-i-ﬁ(l—l)
3V2 R LT SV' V2
S T T R — 21—
! 11 + 7 L 77 — 36:
74 114 B i
9°. Folosim formula th o = £—%"  Avem

ex | e—=

]n2+1:-f —(1n2+£—‘
e 4=

2l il niy
e!"2+4_+e [ln2+—
Dar
ln2+f—i i ‘? o
e Tl el (i1 ¢
adica
Yo b ol e
ek i Y2(!+z)_2(1+f)=—1 4i—1 _ 15+8i
H= = T >
V2(l+r)+ 21 + 241 41—&-1 17

Va( -I- i)
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5. Sa se calculeze numerele complexe:

1°. 2, = arcos (i |'3), 2°. 2, = arc tg(!j—{;iﬁ}
Sioll u'tie
1°. Avem
arccos § = — iIn(¢ + V¥ —1),
deci

2, =— in(iV3 + 2) = — i In[@ + Vs)z]_—;[m

4k - 1

+ i(2kn + ;JJ: =i @+ [3)
2°. De asemenea
Arcilc = ——I Loty
=i
deci
M e MU E.{j i “. VE Aoty sl e UD i__V3 :
9 o4 V5—i |3 D) 3415
Avem _
— 1+ f_VTs Al arg_“‘[“j'—‘)’:&“—,
a--5 3+15 3+15 3
de unde rezulta
i ) 3k -1 i
P — l 2[{’ = == T _— —
25 ‘[“3V [ T - 3” : A 2]n

6. Sa se demonsireze cd avem relafiile:
128 [Esinz|id=—isin2e == sh 2
2° | cosz |2 = cos?x + sh?y,
unde z = x + iy.
Solutie
qe. A\em

sin z = sin (x 4 iy) = sin x cos iy |- sin iy cos x.

12
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Dar
cosiy = chy, siniy = ishy,
deci :
sin z = sin x ch y 4 i cos x sh .
De aici deducem
| sin 2 |2 = sin* x ch? g 4 cos? x sh? y.
Tinind seama ca
ch? y—sh? y = 1,
rezulta
[ sin 2 |* = sin® x 4 sh? .
2°. Analog avem
€os z = cos (X -~ [y) = cos X cOS iy — sin x siniy =
= cos x ch y— i sin x sh g,
deci
J'eos z | = eos® 'x ch® .+ sin® x sh® y,
adica
| cos z |2 = cos? x + sh? y.
7. Sa se demonstreze cd, dacd —m < a <7 §i n este un numdr
natural, atunci

sin az T 21 5
U e Ty e R
sin wz chry 2
si
(2n -+ la
; ch S o e 4
S r 2 =i .
B R NN e e
sin wz (2n + i)=w 2
e
9
Solutie
T L S 2n 41 :
linind seama de problema 6, rezulta ci, daca z = 9‘ =13 LIS
avem
] . o (2n 1 5 a(2n 1) a
| sinaz|®*= smz("—))” - sh?ay = ch?ay — cos-*(___l_)_gchzay,
- b £ 2n + 1) ; i P
I'sin = 2 |2 = sin? 21 ST 7y = 1 - sh¥ny = ch®* Yy
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De aici deducem

sin az

sin w2

2 2
Q(Ch ay]
ch =y

si, avind in vedere cd — = < a < =, rezulta

sin az ‘ . chay

= ==
sin 7wz chry

2n+1 .
FHEE Unst e

DR e — 5 i, avem

ISinaz]B = sin?ax -+ sh? (2n -+ 1)a i

©@n + Da

— cos? ax < ch? .

5 ohe (2n + l)a
2

| sin 7 2 |2 = sin® mx + sh2 @2L U o gpo @n b D,

> o
Deci
C (2n -+ Da
; G
| sinaz 2 2 :
sin 2 | (2n + =
sh ————
2
de unde
(2n + l)a
3 ch e
l sin az ' 2 i
sinmz | . @l
sh ———2_—

8. Sa se rezolve ecuatiile binome :
1% 28 = 2—2i= 0,
2°, 20 + 7 — 24i = 0.
Stofliiit ite
1.° Avem ecuafia

A=2 (—1+i.
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Modulul numarului complex — 1 + i este }/2, iar argumentul

este %’i- deci ecuafia data se scrie
Syt o 3 G e
2 =2J2 (cos e SE lblﬂ—{)-
Radacinile ei sint

S [COS [2’;“ +%) + isin (Laf“ + l” (k=0,1,2),

adica

2°. A doua ecuatie se scrie
2t = — T + 24i.
Notind
V' —7+ 24i = x + iy
deducem
xX2—yr=—7, xy= 12

Avind in vedere ca x si y sint numere reale, solutiile acestui
sistem sint

X ===t JNyi=—ice g
adica
V—7F24i = =3+ 4i).
Deci ecuafia datd se descompune in doua ecuatii
22 =3 4 4i, 22 = — (3 + 4i).
Tinind seama ca
V3+4i== @+ i),
tezulta ca radacinile ecuatiei date sint
Ss0 — = (2 'I‘ 1)1 23,4 — = (l == 2‘)-
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9. Se dau irei puncte A, B, C cu afixele «, B, y. Sa se construiasca
punctul M al carui afix z sd satisfacd relafia
T el
il =L (1)
[Th. Anghelutd (2)]
(2)

v — o

=B

e

Din interpretarea geometrica a scdderii numerelor complexe

Stedl e
Din relatia (1) deducem

AT
MB CB
De aici rezulta ca punctul M se afla pe cercul al carui diame-
trul este determinat de picioarele bisectoarelor, interioara si exte-
rioard, ale unghiului ACB (locul geometric al punctelor pentru
7.

rezultd cd | z— o | = MA, deci relatia (2) se scrie
G const.
care raportul distantelor la doua puncte fixe este constant).

(3}

==t :a]’g(—— ]) —
Y =0
/\

De asemenea din (1) rezulta

— arg

ey
i
= arg (z — a) — arg (z—B) = BMA
i
BCA.

Dar
Hice—
si
argZ—L = arg (2 —v) —arg (y—B) =
=il
Deci relatia (3) devine
S
BMA + BCA ==,
adica punctul M se afla pe cercul circumscris triunghiului ABC
Rezulta ca punctul M se afla la intersecfia celor doua cercuri

10. Sd se determine punctele in care funcfia
fe) =22+ 22—22+ 22—z

este monogend si sid se calculeze in acele puncte derivata functiei.
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Solutie
Avem
f@ = 22+ y® + x -+ iy (4x -+ 3)
deci
Pix, )= x> =42 0% O, ) =y ([dx 3%

Inlocuind aceste valori in ecuatiile lui Cauchy-Riemann,

obfinem sistemul

2x + 1 =4x + 3, 2y = — 4y,
care are solufia x = — 1, y = 0.
Deci functia data este monogend doar in punctul z = — 1.
Avem
Af = f(z + Az) — f(2) = 22Az -+ (A ) Az + ZAz + AzAz —
e DZNZ — (AZ ) : — Az,
In punctul z= — 1 avem Z = — 1 si deci aceastd expresie

are valoarea
Af = (Az)? 4 Az Az — (Az)2 — Az

adica
[HA) —fE) | 4 Ay Az (8D
Az Az
Cind Az — 0 avem Az — 0 si deci
[ e Aa=iE) - e (AR)E
4z>0 Az Az>0 Az
Dar
Az | Az | | Az|
deci
o (R 0,
Az=>(0 AZ
adica

F@l,._,=—1,
11. Sa se determine regiunile unde funcfia
f@y= Ix—y*| -+ 2i |'xy |
esfe monogend.

2830 il



yf Solufie
5 /{'r=y Avem

TN 2
N
AR ‘// 7 Plx, y) = | 22— g2 |,
5 P = U2 bl
// \\ Numerotind cu 1, ..., 8 cele
T N opt octante in care este impir-
7 ' tit planul (fig. 4) de catre axele
de coordonate si cele douid bisec-
Fig. 4 toare x = 4 y, avem

octantul 1: P(x, y) = x* — y2, Q(x, y) = 2xy,
octantul 2: P(x, y) = y* — x2, Qx, y) = 2xy,

octantul 3: P(x, y) = y% — x2, Q(x, y) = — 2xy,
octantul 4: P(x, y) = x2 — 42, Qx, y) = — 2xy,
octantul 5: P(x, y) = x* — y?, Qlx, y) = 2xy,

octantul 6: P(x, y) = y*— x2, Qlx, 1) = 2xy,
octantul 7: P(x, y) = y®> — x2, Q(x, y) = — 2xy,
octantul 8: P(x, y) = x* — g2, Qlx, y) = — 2xy.
In octantele 1, 3, 5 si 7 functiile P(x, y) si Q(x, y) satisfac ecua-
tiile lui Cauchy-Riemann si deci functia f(z) este monogeni.
In octantele 1 si 5 avem ,
[2) =22, f@) = 22,
iar in octantele 3 si 7 avem
iR =—2 i)z
12. Sa se determine constantele respective astfel incit urmdtoarele
funefii sd fie monogene :
1°. f;(&) = x 4+ ay + i(bx + cy),
2°. fa(@) = x2 + axy + by + i(cx? 4 dxy + ),
3°. f3(2) = cos x(chy + ash y) + i sin x(ch y + bshy).

Solufie
1°. Avem
P(x, y) =y + ay, Q(x, y) = bx + cy.

Inlocuind aceste valori in ecuatiile lui Cauchy- Riemann,
obtinem g
b = —a, ci=— 10

18



deci funciia f(z) se scrie
f1@ = x + iy + a(y —- ix)
e

sau

2°. Avem
P(x,y) = x® + axy + by?, Qlx, y)="ox® -+ dxy=i
si ecuatiile lui Cauchy-Riemann ne dau
=i i=la=—
Funcfia f,(z) se scrie
fa@ = x2 4+ 2xy — y® + i(— x® + 2xy + y?).

. Avind in vedere ca z = x - iy, daca in aceasta egalitate inlo-
cuim pe y cu zero ob{inem

f2(¥) = x*(1 — ),

1) = (1 — i) 2%

adica

3°. Avem
P(x, y) =cos x(ch y +a shy), Q(x, y)=sin x(ch y-+ bsh y).
Cu aceste valori ecuatiile lui Cauchy-Riemann se scriu
— sin x(ch y + ash y) = sin x(sh y + 6 ch y)
cos x(shy +achy) =—cos x(ch y + bshy)
si sint identic verificate numai dacd a = b = — I.
In acest caz functia fs(z) se scrie
fs(2) = cos x(ch y — sh y) -+ i sin x(ch y — sh y).
Procedind la fel ca la punctul 2° gasim

Jei2)i=rcost Z -l s 2

fs (@) = e

13. Sd se determine functia monogend f(z) a carei parte imaginard
este

adica

Y
24yt

Q(x, y) = e sin y—

si care in punctul z = 1 ia valoarea e.
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Solutie

Metoda 1. Daca notdim cu P(x, y) partea reald a functiei
f(z), atunci avind in vedere ecuatiile lui Cauchy-Riemann rezulta

a—Pzﬂz e* cos y_ﬁx-__y",,
AT e (1)
d a o X
j:—-ﬁ:-e‘ sin y_,_,_ 2"9‘ :
ay ax (22— y2)2
Avem
_ = [ arsesy ¢ -9y
dPE— e (Cos iy il —ssinhy) i) ee e=yalide o 2rid

(‘\-2 + y?)'_‘

Se verificd imediat cd aceasta formid diferenfiald este o dife-
tenfiala totald exacta. Deci

B ) =S“' L (cos y - dx—sin y-dy) —
(¥a, o)

e S(-‘-’- 9 (2 —y?) dx 4 2xy dy
(*o0. ¥o) (x* 4 y2)2

Avind in vedere ca dP este o diferentiald totali exacta, rezulta
cd integrala curbilinie nu depinde de drum, deci putem integra
pe drumuri paralele cu axele (fig. 5)

Avem

4 X A
NG RN = Sx e* cos Y cl,v—g" e sin y dy—g‘ ot e U
X Jio o

o Yo (x2 -+ yj)*?

¥ 2xyd : : i
— g (\A = €0S Yo (e* —e*9) + e* (cos y— cos yg) +
Jio\-

\-2 + yﬂ)‘_‘
% % ] X 57
e “%H(arctg — — arctg —19-]-{—
b, G A Yo Yo Yo Yo

+2!J:215I o Day
xo (¥ ga)

Clx.y) Pentru a calcula ultima integrala
: derivam in raport cu gy, egalitatea

x dx Lok
ol =2

1 X X,
! = — (arcig — — arctg 22|,
Fig. 5 Yo Yo Yo

/) Z?%,OJ 5;(.1‘,0} &

(=)



obfinem astiel

ng Sx dx -~ ol ~ _L[arctg _5'.. et arctg io..} +

xo (2 + y3)* Yo Yo Yo
X X,
e (2)
E e A ]

Cu aceasta valoare gasim

P(x, y)=e¢" cos y | — ne 1 k,
S T

unde % este o constanta reala.

Avem deci

f@) = e (cos y + isin y) + =% 1k
Xy
adica
[@) =¢e 4+ Wty
B

Inlocuind aici pe z cu 1 si {inind seama ci f(1) = e gisimk = — 1

deci funcfia cautata este

fle)=¢ + ——1.

Metoda 2. Integrind prima ecuatie (1) in raport cu x si
finind seama de (2), gasim

P(x, y) = € cos y + o (y).
Inlocuind aceastd valoare in a doua ecuatie (1) rezulti

_‘_19_ s 2xy
dy (S EelE
de unde
X +
A
205 y"
Deci

P(x, y) =e¢" cos y+ — i B

SEt

14. Fie f(z) = P(x, y) + iQ(x, y), o funcfie monogend de varia-
bila complexd z penfru care avem

(dP)? + (dQ)® = 22(x, y) [(dx)* + (dy)®]. (1)
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S se demonstreze cd funcfia In (x, y) este o funcfie armonica,
mai intii printr-un calcul direct siapoi deducind din proprietafile
functiilor monogene.

S se giseascd functiile f'(z) si f(2) stiind cd X (x, y) este produsul
unei functfii de x cu una de y.

Stolllurt e
1.° Pentru derivata functiei f(z) avem expresia

v d/2 =0 O d S S0 0)
flo) =t =20y i 2
dx i idif dx dx

’

de unde deducem
; A ar 5
dP + idQ = (dx + tdy)(‘a‘l\f T Z?c)

Scriind ca modulii numerelor complexe din cei doi membri ai
acestei egalitati sint egali, gdsim

o s e 2 2 ?_f_)_ - 2917,
(@P)? + (@Q)* = (@0 + @) |(Z) + (2]
Comparind aceasta egalitate cu (1) deducem

2 (x, 4) (i’_]f (@}2.

dx ax
sau, avind in vedere ecuafiile lui Cauchy-Riemann,
228 3 aP\Y2 | (dP )2
MNilx, y) == +-1=—] = 2
=5 +(5 @)
Functia P(x, y) este o funcfie armonica, adica
%P 0P
Ayt IE 2 T (3)
b ay
Punind
apP ‘ap 2P a* 2
-—:p, W:q' = = P :S' aP:t'
ax dy dax* dxdy ay*
ecuafiile (2) si (3) se scriu
A2 =pit g2, @)
il =10 (3")
Derivind ecuafia (2°) in raport cu x gasim
d
SR pr + gs.
dx

b
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Impirfind aceasta ecuatie la ecuatia (2°) obfinem

dlnd__ pr+gs
ox p? +q*

Derivind aceasta relafie in raport cu x gasim

2 as
(r2 +p—+st-hg —5] (p*+g%)—2(pr + g3)*
dx dx .

*lni __
oyt % (p? + ¢?)*
Analog
42 i, L 2) 68+ g —20s a0
lnA __ ay ‘ay ;
ar (p* +¢%)*

Adunind aceste doud egalitati obtinem
or ds

a%2Ina 1 22InA = o 2{ el A 4_] L.
R e el e

+q [ﬁ+ «éi,)]— (r+ 04 pgs + (p*— ¢® (r— D),

ox
sau, avind in vedere ecuafia (3')
7\2(321n7\ Balnl] (E a4, 05 (_ai 2 _ai)
ax*® dy* ay ox ay
Avem
E e E SO GH G azp)_ 0
ox ay ax? ax ay* ox ( ox* ay*
as , ot P ap 3 ( 2P aﬂp) 0
—— T — = — p—rl ¥
ox ay dax* dy ay? dy \ odx* ay*

deci
0% Ina a%In 0,

ax? ay®

adica, functia In a este armonica.
2°. Avind in vedere relatia (2) rezulta ca
| F@ ] =2(x )

deci putem scrie
f'(2) = AMcos ¢ + i sin o),

de unde deducem
In f'(2) = In A + i(p 4 2k=).

()
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Funcfia In f'(z) este o funcfie monogena a carei parte reala
este In 4. Avind in vedere ca partea reala a unei functii monogene
este o funcfie armonica, rezulta ca functia In A este o functie armo-

nica.
3°. Daca A(x, y) este produsul dintre o functie de x si o functie
de y, In X este suma dintr-o functie de x si o functie de y. Putem
deci scrie
In A = X{x) + Y(y).
Dar functia In A este armonica, deci
KEHER) s A = ).
De aici rezulti ci
Xpi=— ()= 2a, (@ = const.)
adica
X(x) = ax® + bx + ¢, Y(y) = — ay® + by + ¢;-
De aici obtinem
Inh = a(x®— y?) + bx + byy + ¢ + ¢
Cu aceasta valoare, (4) se scrie
In f'e) =a(x*— y*) + bx + by + &+ io (x, y).

Scriind pentru aceasta funciie condifiile lui Cauchy-Riemann
obtinem

o 2ak b, GO 2ay — b,. (5)
dy ay
Integrind prima ecuatie in raport cu y gisim
olx, y) = 2axy + by + w(x).
Inlocuind aceastd valoare in a doua ecuatie (5) rezulta
: w(x) = — byx + &y,
adica
o(x,y) = 2axy — byx + by + k,
si deci
In f'(2) = az® + oz + B,
unde a este o constantd reald, iar «, 8, constante complexe.
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Rezulta ca

15. Sd se determine pentru ce valori ale constantei reale a existd
o funcfie analiticd
f@) = P(x; y) + iQ(x, y)
a carei parte reald P(x, y) si nu depinda decit de x* 4 ay® Sd se
dea expresia lui f(z).
SieISIETSitC
Sa punem u = x% + ay
si fie
P(x, ) = o).

Problema constd mai intii in a gasi toate functiile ¢ (u) care
sd verifice ecuafia lui Laplace

] 72
Bttt (1)
ax? ay®
D afravemeisi s
@ 7 aP >
L =oxg'(u), 2 =2ayy(u),
ox ay
32 3 9 rr a"’ r 9 rr
4 = 20" + 4x%0", —P—-Qacp + 4a*y o
ax® dy*

Conditia (1) se scrie
(1 -+ a) LIO' - 2(_\-2 -} azyg) :?u 250

sat
(1+a)¢ +2[u+ala—1) g2 ¢ = 0. (@)
- Aceastd relafie poate avea loc in urmadtoarele trei cazuri:
l.a =—1, pentru care u = x*— y3,
o = il pentru care u = x® -+ y2,
3.a=0, pentru care u = x2.

Sa vedem care sint funcfiile ¢ (u) astfel obtinute

o
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Cazul intii. Din (2) rezultd ¢’'(u) = 0, adica
P(x, y) = ay(x* — %) + a,.

Functia Q este atunci determinata prin conditiile lui Cauchy-
Riemann

a0 ap a0  ap
—_—= — . == e
dx dy du ox
Avem astfel
d o
Gl 2a,y, X 2a,x,
ax oy

de unde deducem
Qi—=2a, %y Gy,
adica
f@) = ay(x2 — y*) + a, + 2iayxy + iay,
sau
f(z) T al 22 4§7 a2 =is l'a3'

a,, s, ay fiind trei constante reale arbitrare.

Cazul al doilea. Din (2) avem ¢'=-b—‘,adicé
u

" o=l lpfi il
U — %8112
Deci
18 = G =5 R S (il

Funclia Q este astfel incit

el gt - Vb Ll
ox ay a Xyt :
W _ P _
ay S ax ¥ X2 _r;ﬂ!
adica
dQ = le xdy — ydx
24 g2
de unde

Q = 2b, arctg L + b,.
X
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Rezulta
f@) = bylg (x® + y?) + by i(:Zhl arctg 2 + b:,)
X

sau
fi2) =20z b 1 ibs,

by, by, by fiind trei constante reale arbitrare.

Cazul al treilea. Din (2) rezulti ¢’ (u) = —2=, adicé

o) =calu+c,.

Deci
P, y) — CiX -+ Ca-

Conditiile lui Cauchy-Riemann ne dau

3 d
G oA
ax ay
adica

QX g = G
Deci funcfia f(z) este

f@) = ¢z + ¢ + icy.
16. Sd se determine o functie analitica

f@) = Px, y) + Q. v

de wvariabila complexd z, stiind cd P(x, y) este o funcfie de
u=Jx2+ y*+ x, si Q(x, y)este o functie de v = Va2 + 92 —x.

Sio lFufrile
Fie
P = o(u), Q= 4@,

functiile care trebuie determinate. Determinarea funciiei f(z) o
facem cu ajutorul condifiilor clasice ale lui Cauchy-Riemann

o S O SR
ox dy ay ax



Notind r = Jx® + y

avem
l‘ﬁ .zi’ﬁl., i{J:'_Ej"r’ 3
e ) (W) r.(u) i AC
¢ _V_;(A ) Uw) = — = U (), R T V' (0)
ax r ks dy r
Deci condifiile (I) se scriu
up’(u) = y¥'(v), ye'(u) = vd'(v) (1)
si se obfine astfel, in realitate o condifie unica, deoarece
1) L _y_
Y v

Aceasta condifie unicd se poate altfel exprima sub forma
ue"* (1) = vy'2 (o), (2)
obfinutd inmul{ind membru cu membru relatiile (1)

Condi{ia (2) trebuind sa fie verificata oricare ar fi u si v, cele

doua varlabllL fiind mdcpendente este necesar si suficient ca
expresiile uo'*(u) si vd'?(v) sa fie constante egaie
Punind

V)= W)= i

2w
obtinem

o) =clu+ a,

b)) =clv+ob
deci avem functia

f@ =cllu+ il +

= (2h e 1)
Dar (Ju+ifv)’=u—ov+ 2w =2(x + iy).
Avem
f@ =k 2+ a, =cl2, o = a £ ib). B
Luind
Pl o f’L ' VDl 2:’5 !



rezulta
P+iQ=c(le—ile)4a, + ib,
si deoarece (Ju—ilv)* =u—v—2iVuv=2(x— iy), avem
f@ =rklZ+o

si functia nu este monogena.
Deci solufia problemei este functia (3).

17. Se considerd funcfia
F@) = o1(x) 4y (@)1 i2:(0) $aly)

si se cere sd se determine funcfiile ¢, (x), b, (y) (h =1, 2) astfel incit
Junctia f(z) sa fie monogend.

Siol wetie.
Avem _
P(x, y) = 21(x) 2(y), Q¥ 9) = 9a(x) s (9).

Scriind ca aceste funcfii verifica ecuatiile lui Cauchy-Riemann
rezulta

4y (9) don 72 (X L
dx dy
N ddy | dog
01(X) - =)
dy dx
sSdu
1 (g e ddy
aplbn) abe T W)
L dons A LR
o (x) dx ba(y)  dy

Avind in vedere ca membrii intii ai acestor ecuatii sint functii
de x si membrii doi functii de y, aceste ecuatii pot avea loc numai
daca avem

| 1 lep,
__}_ _& e a’ o Qs — b’ (l)
ga (x) dy oi(x) dx
=ndis e
: L e et SRR 2)
Uiy) dy oa(y) dx

a si b fiind constante reale.
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Eliminind pe g,(x) intre ecuatiile (I) obfinem

Lo _ abg, = 0. (1)

dx?®

Analog, eliminind pe ¢, (y)intre ecuatiile (2) gasim

c:qil_ + aby, = 0. ()
2

Dacia ab > 0, notind ab = k2, (k == 0), din ecuatiile (1") si (2)
rezulta

01(x) = " + e, Ui(y) = ¢y cosky + ¢4 sinky.
Inlocuind aceste valori in (1) si (2) deducem

k X = :
9a(t) = — (2" — ™), daly) = - (ey sin ky — ¢4 cos ky).

Functia f(z) este deci

f(2) = (€ + o) (cy cos ky + ¢4 sin ky) +

k.\')

+ i (ce™ —cee™ ™) (cy sin ky — ¢, cos ky).

Avind in vedere ci z = x -+ iy, rezultd ca daca inlocuim
pe y cu 0 trebuie si-1 inlocuim pe x cu z, adica

f(2) = ¢ (Clekz o+ 028-—kz) — ity (C1ekz =7 Cze_-kz)
saul
f(e) = e + pe (3)
o si B fiind constante complexe. _
Dacd ab < 0, notind ab = — k2%, (k 5= 0), din ecuatiile (1’)

si (2') deducem

oy(x) = ¢} cos kx + ¢4 sin kx, Y,(y) = cie®’ + e
Cu aceste valori, din (1) si (2) rezulta
o) = — % (ci sin kx — c5 cos kx), bi(y) = —z— (cie®™ — cie ).
Funcfia f(z) este deci
f2) = (¢, cos kx + cb sin kx) (ce™ +
+ cle™™) — i (¢} sin kx — cb cos kx) ([ — cie™™)
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Procedind la fel ca mai inainte obfinem

f(z) = a.cos kz - Bsin kz, (4)

2 si B fiind constante complexe.

Dacd a = 0, din (1) si (2) rezulté‘

0(x) = ¢/, @x(x) = beix + ¢, ba(y) = ¢, di(y) = — b’y + ¢
?1 1 J1\Y sy 4

Functia f(z) este

[G). = & by +well) -+ iog (bef’x =+ c3'

adica

f@) = icz + o

unde ¢ este o constanta reala, iar « o constanta complexa.

Daca b = 0, obtinem
f@) = cz + «,

¢ si o avind aceeasi semnificafie ca mai inainte.

Avind in vedere ca

bz _+_ C_H‘z y eik.\‘ ! [‘,‘—t’k.\'
SR =

cosikz = - AR

rezulta ca functia (4) este de forma (3) cu £ pur imaginar.

Deci functiile monogene de forma ceruta sint

f@) = «e” + Be ™, f@) = kz + a,

unde o si B sint constante complexe, iar k£ o constanta reala sau
pur imaginara.

18. Sd se demonstreze cd exista o functie analitica f(z) = P(x, y) +
*iQ( x, y ) devariabila z, care se anuleazd penfru z — % , astfel incit

= 4 . o T
COs X siifX —eée -
PO =

= (1)
2cos x— e — 7Y
Sd se defermine funcfiile P si Q de x si y si f(z).
Solutie
Intre functiile P si Q de variabile x si y trebuie sd avem
P Q opP a3
Zooz. 2 .
5 oy a!! ax
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Derivind relafia (1) in raport cu x respectiv y si, {inind seama
de (2), obtinem

aP aQ 8P , 8P  2—(cosx—sin x)e¥ — (cos x + sin x)e ¥

ox  ox ox ay (2008 x —e¥ —e Y )2 ;
ap 2Q P apr — 2 -} (cos x + sin x)e¥ -+ (cos x — sin x) e ¥
S I e e N e ;
9y oy dy dx (2 cos x — e — oY)
de unde rezulta
ap 2 — (¥ + e7Y) cos x apP (¥ — ¢~¥)sin x :
— ] — -
ox (2cos x — e — e )2 9y (2cosx—e’ —e Y2 (3)

Integrind in raport cu y obfinem

P --jiffdy* e )

ay ozt = e

Calculind z—P se giseste o'(x) = 0, adica o (x) este o constanta.
X
Deci

sin x
P= e
2cos x—e —e -

Inlocuind in (1) gdsim

15
& = COS*X
= k.
Q 2 cos x—eyHe_y_}-
e - . z + 2P . 9P
Putem verifica cd derivatele de ordinul al doilea si

dxdy ' dydx
deduse din expresiile (3) sint egale; este conditia ca problema
sa fie posibild. Avem

X

i
1) =P i) =eee e nt + (49 =
cr.\. _}_ e—l.l._ey_e_y

e = o)

T ) @ 4"k(1'f“f)=m+k(1+f).

Solufia generald este



Trebuie sa avem
flz)=——+k+0)=0,

adica

Deci

R S e
heE=e i

il
c'ﬁiz —1 2 2 e;z — 1

19. Stiind ca partea reald P a unei funcfii analitice f(z) = P -+ iQ

este de forma P = ¢ (—"'—] . sd se defermine aceastd functie.
X

[N. M. Giinther si R.O. Cuzmin|[7]]
Solutie

LA ; 5 Ry, : : i
Punem= = u, si reprezentam prin ¢’ derivata lui ¢ in raport
cu u. Funcfia Q(x, y) trebuie sa verifice conditiile

a_O:. q‘l _62 it r_g"

—_——— —

ax 5 ay X2

Fie Q;(x, 1) functia obfinuta inlocuind in Q variabila y prin
ux. Avem

e B0y Wy £0; & (W b
ax oy x* ox dy du x

si prin urmare
] . ;
Ko il Mt B 1)
ou ox 57

Prima ecuatie (1) ne arata ca Q, (u) este de forma Q,(z) = F(u) +
-+ G(x). Cea de a doua ecuatie (1) poate sa se scrie sub forma

xG(x) =— o' (1 + u?

egalitate care nu este posibila decit dacd cei doi membri sint
constanti, adica avem

e R ’ =_i,
S i) x
sau
o = k arctg u + &y, G(x)=—FkIn x+ k,.
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Inlocuind aceste expresii in prima egalitate (1) rezulta

ku
14 u?

F'(4) = —

deci
F(w) =k In VT F u®+ &,.

Functia analiticd cdutata este
f@) = k(arctgu — ilnx|1 + u?) +« =
= arctg L — ilnfx®*+ 2 +a=—iklnz+ «,
X

k fiind o constanti reald, iar « o constantd complexa.

20. Sd se delermine functia analitici f(z) a cdrei parte reald
este
sin 2x
e 4+ o2 — 9 cos 2%

[T. Angheluta, [1].]

i) =

SloflN tiife

Se poate determina Q(x, y), partea imaginara a lui f(z), deoarece
din conditiile lui Cauchy-Riemann deducemZ—Q, 2—9 Avem de
x y
integrat o diferenfiala totald exacta.
Vom determina insd pe f(z) fira nici o cuadraturd. In adevar

avem f(2) = P(x, y) + iQ (x, y) §i deci f@) = P(x, y) —iQ(x, y),
f(z) fiind functia conjugatd Iui f(2).
Se deduce egalitatea
2P(x, y) =@ + [(@@. (1)
Prin ipoteza P(x, y) este armonicd, adica
2p , p
ox? dy*
sau dacd intrebuinfam variabilele z si Z,

2P
0z 0%

= 0.

Deci membrul al doilea al egalitdtii (1) se descompune intr-o
sumi de doud functii: una de z si alta de z.

Pentru a gisi functia de z inlocuim in P (x, y) pe x §i g in func-
fii de z si z si obfinem

2p (52, I3 =f@) + 70 @
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- Pentru a determina pe f(z) vom pune membrul intii al egali-
tafii (2) sub forma unei sume de doud functii, una inz si alta in 2.,
Funcfia in z este functia cautata. :

In cazul problemei membrul intii al egalitatii (2) devine

9p z-}—i! :—*—-2]22 ek sin (z + 3) -
2 2i e =2 9 oo (z + 3) - =2
= sin (z -+ %) . s m8). . -
2 cos (22— 3) — 2 cos (z -} 3) 2 sin z sin 3

= % (cotg z + cotg 2).

: 1 ALk a
Prin urmare f(2) = o cotgz + Ai, unde A este un numdr real

oarecare, caci punind in (2) pe f(z) in loc de f(z) + Ai, egalitatea
nu se schimba.

21. 1°. Fiind date ecuafiile diferenfiale de primul ordin
(E)): dy—F(x, y) dx =0,  (Eg): dx + f(x, y) dg = 0

se cere la ce condifie frebuie sd satisfacd functia [(x, y) pentruca
primii membri ai celor doud ecuafii (E;), (E,) sd admitd un factor
infegrant comun u(x, y)?

2°. Dacd aceastd condifie este satisfdcutd, existd o funcfie ana-
liticd F(z) = P(x, y) + iQ(x, y) de variabild complexd z = x +iy
astfel ca cele doua ecuafii P(x, y) = C, Q(x, y) = C, sd reprezinte
respectiv integralele generale ale ecuatiilor (E,), (E,).

3°. Exista de asemenea o funcfie F,(2) a cdrei parte reald este
arctg [f(x, y)]. Care este relafia intre aceste doud functii analitice?

4°. Sd se determine cele doud functii F(z), F,(2) stiind ca f(x, y)
nu depinde decit de suma x + y, si satisfacind conditiile f = 0,
fr.= 1 pentru x=y=20. . :

(Th. Angheluta, [1]:]
Solutie
1°. Cele doud expresii
p(dy — f dx), p(dx + f dy)
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sint diferenfiale totale exacte. Deci, notind cup si g derivatele

partiale %@i ? conditiile de integrabilitate sint
¥ )

dax ay
] 2 M
i e SO ey r

l ~ im0

R u . @
Rezolvind in raport cu a—“ si EE deducem
X

(L + 7% = — uig + fp).
(1 +f2)%~_§ = up— fq),

astfel incit scriind condifia
@ln g @ln p

dxdy dy 0x
avemn relatia
i e ol
ax t+p2) " ay Lt 52

2% 2% 2 A :
N U e relatia aceasta se scrie

Notind r = —-, s ;
ox® dxdy ay*®
sub forma
(r+ 9 (1472 = 2f(p?+ ¢?.

2°. Deoarece functia P(x, y) + iQ(x, y) este analitica,
ea verifica condifiile lui Cauchy-Riemann. Ecuatiile diferenfiale

(2)

P dx
ax
ale caror integrale generale sint P(x, y) = C, Q(x, y) = C, pot
sd se scrie sub formd

G G G e ey
dx L ax dy 0 dx L axdy 0,

+Edy=0,£dx+?—qdy=0
Yy dx ay

sau
pfdx — udy = 0, pdx + pfdy = 0.
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Punind

2—f=g = uf, %%m—-aa—i': B
rezulta
P = S pfdx—dy), Q= S w(dx + fdy)
adica

F@) = s w(f -+ i) (dx + idy). ®)

3°. Conditia necesard si suficientd de existenta a funcfiei F(2)
este ca partea reala P, = arctg f sd verifice ecuatia lui Laplace

92P; Hg 0
B A )
Dar, avem
Githy LR e, L
ox 1+ f¢ dy 14
#Py 1 il oE S

ot LR C(EP %R P Oemr
Se observa ca ecuafia (4) se poate scrie sub forma (2). Tinind
seama de (3) avem
F'@) = u(f + 1)

de unde
iF'(2) = p(—1 + if).
Punind
f=tgw

avem

OS5 T e TG e e i S

Vur(l + 713 < Ve + )

si deci

iF'z) = Y@ + f® (cos @ + isin w). ,
Rezultd ci, dacd p =} p(l + 2 atunci In[iF'@)] = Inp—
— iw, deci funcfia
iln[iF (@] = o —ilnp,
care este analiticd datoritd lui F(z), are ca parte reala @ =

arctg f. Aceasta este functia F,(2) cautata, adica avem In [i F'(2)] =
= — iF,(2) sau

iF(z) = ¢ 111,
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Deci relatia dintre F si F, este
By =— |00,
4°. Dacd f = o(x + y) = @(u) derivatele p, ¢, r, s, t au va-

lorile /
=q=09'(), r=s=1t=9"(u).

Ecuatia (2) se scrie sub forma

20"(1 + ¢%) = 4op®

sau
o 0¥
PE i o
Rezulta
Inp’ =In(l + 92 + InC
sau
¢ = C(l + ¢
de unde
p = tgCu | C,.

Din conditiile inifiale @ = 0, ¢’ = 1 pentru « = 0 ‘deducem
C, =0, C=1, adica f = tg(x + y). De aici rezulta

Fl:x+y+£Q1

cu
aQ, I 20, I
dx : ay
de unde
h=y—x

Constanta de integrare poate fi luata egald cu zero fird a mic-
sora generalitatea. Astfel avem

F@ = (1 — iz
sau
—iF@=—04+z=y—x—1i (x + 9)
si

e 1@ = o [cos (x +'y) — i sin (x + )]
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De aici deducem
Se—m(z) doie= Se—nmz 5 = i—1 e (102
2

deci
mpﬁgwwkmu+w—mmu+m=
o Splias [cos (x + y) -+ sin (x -+ y) + icos(x + y)— isin (x + g)].
Ecuatiile

;— e’ [cos (x + y) + sin (x + y)] = C,
1

. e’ [cos (x + y) —sin (x + y)] = C,
reprezinta integralele generale ale ecuafiilor diferentiale
e’ [— cos(x + y) dy + sin (x + y) dx] = 0,
e’ [— cos(x + y) dx — sin (x + y) dy] = 0,
care rezultd din ecuatiile (E;) si (Ey)
dy —tg(x + y) dx=0, dx +tgx+y) dy=0

cu ajutorul factorului integrant p = — e~ cos (x4 y).
- 29. Si se delermine functia analitici pentru care coeficientul
pdrfii imaginare este
Qe y) = In(x2 Egd) = x —2y.
[H. Cartan, [3]]

Siollstt1c
Avem
S e e W R e
2x %2+ y? Ay %3 4 y?
deei, avind in vedere ecuatiile lui Cauchy-Riemann, rezulta
NIRRT B 2 e i JAARENE e ae sdRel Y
ax x4yt 2 3y %2 -} y? 2
adica,
2y 2x
dP = —2|d —( Qd.
{x’—‘ry’ ) z x‘+y’+ 2
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Integrind pe drumul din fig. 5, avem

Plx, y) = —2 S:ﬂdx«- Sy(

I| dy =
t2+y~+ 4

= — 2 arctg —g—-—-Qx—y + C (C = const).
X

Functia cautata este deci

fe) = —2arctg L —2x — y + i[In (x® + y?) +x—2y] + C.
X

Ficind aici y = 0 obtinem z = x si deci
fx) =2iIlnx— @2 — x + C,
de unde rezulta
f@=2nz—2—iz+ C

23. Sd se determine funcfia monogend f(z) = P(x, y) + iQ(x, y),
stiind cd funcfiile P si Q verificd relafia
2xyP + (2 — x®) Q + 2xy (x* + ¢y} = 0. (1)
Solufie
Din relatia (1) deducem

P=E—Lq_(x+ 4 (1)

2xy
Functia f(z) fiind monogena, rezultd ci

P _ 8P =90,

—_— = — _— =

dx ay dy ax

Inlocuind aici pe P cu valoarea datid de (1’) obtinem

2xy ax 2x%y

2 uﬂ_ﬂ pil: 2 T =
lax+ 2xy dy Q 49'(‘: Ty) 0,

sau, rezolvind in raport cu derivatele partiale ale lui Q,

aQ Q a0 Q
= = < | 8x2 Ehg et 2 ¢
ox % i ady Y Bxy (2)
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Derivind prima ecuatie (2) in raport cu y iar a doua in raport
cu x i, tinind seama de ecuatiile (2), obtinem

GEERE 0RO
dxdy éyax

L]

deci problema este posibila.
Avind in vedere ecuatiile (2) rezulta

dQ = 2 dx+ 22 dy = LE2U Q - By (vdx — ydy),
X Y 5

Xy
adica
dQ :%Q + dxyd (22— g

de unde

xydQ ;;d(xy) = 4d (x® — 4?)
sau

d(%)—fid(x“ y?) =0

De aici rezulta
Q

F A = 2) — IR
Xy
adica
Qx, y) = 4xy (x* — y*) + 2kxy,
unde k este o constantd reald.
Inlocuind aceastd valoare din (1’) gasim
P(x, y) = x* —6x2y® + y* + k(x* — y?).
Deci funcfia cautata este
[@)=xt—6x2y®+ y* + k(x*— y?) + i(4x® y — 4xy® + 2kxy)
sau
G = ) S i
24. Sd se defermine functia analiticd a cdarei parte reald este
p __ _sinxcosx
(x, Y) cos® x 4 sh?y

si care in origine ia valoarea 0.
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Solufie

Fie f(z) o funcfie analitica intr-un domeniu care confine ori-
ginea. Aceasta functie este deci dezvoltata in serie Taylor in jurul
originii, adicad avem

@) =3 an 2" (1)
n=0
Functia conjugata cu f(z) este
fe =5 a2,
deci o
=3 az @

Din relatiile (1) si (2), rezulta ci, daca notam cu P(x, y) partea
reala a functiei f(z), avem

QP(J"'! y) = f(Z) JT— f(z)a (3)
unde
z2=Xx 4+ iy, 2= x—iy.

e 3 oy 4 . (4 o o
Daci inlocuim aici pe x cu - v lar pe ycu—-, rezultd ca
i

pe z trebuie sd-1 inlocuim cu ¢ iar pe z cu 0. Deci relatia (3)
se scrie

t £ g
2P( o) =0+ O,
de unde, revenind la variabila complexa z,
= N
i@ =2p(% Z)—70). @)
In cazul problemei noastre avem
Z

LS
SIRE=SN00S ==
2 2

: p(i ol
= 2 cos® = +sh? =
2 2

b . . 2 .
Dar sh— =i sin s deci
i
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adica

Cu aceasta valoare relafia (4) devine
f@ =tgz—f(0):
Tinind seama ca f(0) = 0, de aici obfinem f (0) = 0, deci
@) =teg z

25. Sd se arate cd dacd u(x, y) si v(x, y) sint doud functii armo-
nice intr-un domeniu D, condifia necesard si suficientd ca funcfia
[(2) = u + iv sd fie o funcfie monogend este ca funcfia

e(x, ) =In[(u -+ N+ @+ w?i
sd fie armonicd oricare ar i constantele  si .
[N. Cioranescu, [4].]
Solufie

Si calculdm derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei
o(x, y). Avem

uye , ()2 % a0
= s ERGy s ¥
o =2(3x] +(ax) B )ax= i ax® .
ax* (@40 + (v+ w)?
e
@+ 2 totn
ke, dx ox
@+ + (v + w?
duy, ()2 Ly %
e el e o R
oy* (4 + N+ (04 w)?

win Xt o]
" 9y W \.
@+ @+



Functiile # si v sint armonice, deci

9% #w , 9%
e Ap = L% 0
2 ox? + =4 e i ay?

si, tinind seama de (1), rezultd

oy TR

ox® ay? (u+ 22+ @+ p?

[(u+> Lot tetn ot =

[(e + 22 + (@ + w??

e AL

= 2
[(e +2)% =+ (v+ )P
AN e+ 2422
% (2)
[(2 + 2)*+ (v + u)”]2
Daci functia f(z) este monogena avem
LR iy i SN0 3)

deci Ap = 0, adici functia ¢ este armonica oricare ar fi A §i p.

Daci functia ¢ este armonicé oricare ar fi A §i p, din relatia (2)
rezulta

( du ]2 ou 30 du du
’
ax ax dy oy

(2 (- (2

dy

3y

de unde deducem conditiile (3), adicd condifiile de monogenitate..
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26. Sd se studieze funcfia multiformd

z—1
w = In .
e
Solufie
Dacia notam
z—1 = pyed, z+ 1 = p,e,

functia @ se scrie

w= In £ + i(2kw + 6, — 6).
Pa

Avind in vedere reprezentarea geometricd a adunirii si sca-
derii numerelor complexe, rezultd ca p, este segmentul care uneste
punctul 1 cu z, iar 6, unghiul dintre axa reald §i acest segment,
in sens direct. Analog p, este segmentul ce uneste punctul — 1
cu z, iar 0, unghiul dintre axa reala si acest segment in sens direct.

Daci punctul z descrie arcul de curbd 24z, (fig. 6) functia w
ia valoarea

w1:1n§_§+z(2kn+ 0, — ) .

&

]

.I, 7

Fig. 6

Dacid punctul z descrie arcul de curbd zBz, care inconjoara
punctul 7 fird a inconjura punctul — I, functia w ia valoarea

w, = In & 4 i (Qkn + 2 + 6] — 0).
P2
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Daca punctul z descrie arcul de curba zCz, (fig. 7) funcfia w
ia valoarea

Wy = m% + i(2kn + 0]— 0, — 2n).

Y

N-

Fig. 7 Fig. 8

Daca punctul z descrie arcul de curba zDz, (fig. 8) care incon-
joara ambele puncte I si— I, functia w ia valoarea

w = InL + i (2kw + 2n + 0] — 0; — 2r).
P2
Avem
W, = w;, + 2w, Wy = w; — 2mi, W, = w;.

Deci, daca punctul z descrie o curbd care inconjoara numai
unul din punctele 7 sau —/, functia w trece de la o determinare
la o altd determinare.Punctele 4 1 sint deci punctele critice ale
functiei w. Daca punctul z descrie o curbé care inconjoara amin-
doua punctele critice, valoarea functiei @ nu se schimba.

Fécind o taieturd care uneste punctul — 7 cu 4 7 de-a lungul
axei reale, ramurile funcfiei w devin uniforme.

De asemenea ramurile funcliei w sint uniforme in orice do-
meniu simplu conex care nu contin nici unul din punctele critice.

27. Sd se studieze funcfia multiformd

Solutfie

Dacd notdm . ’
z— 1= pr €,z 1= p,e, 2= pa e,z Lii="pnigle
functia w se scrie

w="1n-28 4 i@kr + 0, + 06, — 0, —0,).
PaPa

&



Modulul p, este segmentul care uneste punctul 7 cu punctul z,
iar 0, unghiul pe care axa reald il face cu acest segment. Semni-
ficafiile geometrice ale numerelor ps, 0s, g3, 0s, ps, 0, Se obfin
inlocuind punctul 7 respectiv —I, i, —i, (fig. 9).

=/

Fig. 9 Fig. 10

Dacd punctul z descrie arcul de curbd 24z, (fig. 10) functia @
ta valoarea

w, = In S8 4 §(2km + 0] 4 6, — 6] — 0.
¥ P3 Pae

Dacia punctul z descrie arcul de curbd zBz,, care inconjoarad
punctul / fird a inconjura nici unul din punctele —I, 4-i, func-
fia w ia valoarea '

w, = w;, + 2mi.

Analog, daca z descrie un arc de curbd care uneste pe z cu 2,
inconjurind punctul —/ fird a fnconjura nici unul din punctele
I, -+ i, funcfia @ ia valoarea w,.

Daci z descrie un arc de curba care uneste pe z cu 2; inconjurind
punctul i sau —i fdra a inconjura nici unul din celelalte trei puncte,
functia w ia wvaloarea '

Iﬂa = w,_ s 27:[.

Daca z descrie un arc de curba care uneste pe z cu 2; inconju-
rind unul din punctele 4 I si unul din punctele 4-i fara a incon-
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jura nici unul din celelalte doud puncte (de exemplu inconjoara
numai punctele / §i i, vezi fig. 11) functia w ia valoarea w;.

Daca z descrie un arc de curba care uneste pe z cu z;, inconju-
rind numai trei din cele patru puncte = I, = i, functia w ia una
din valorile w, sau ws;.

In sfirgit, daca z descrie
un arc de curba care uneste
pe z cu z,, inconjurind toate
punctele = [/, =i, func-
tia w ia valoarea w,.

Deci, punctele == [ si
= i sint puncte critice pen-
*  tru functia w.

Facind o taietura care
uneste punctul 7 cu i si alta
care uneste punctul — / cu
— i, ramurile functiei w de-
vin functii uniforme (fig. 12).

De asemenea ramurile

functiei w sint uniforme in orice domeniu simplu conex care
nu confine nici unul din punctele critice (fig. 13).

Fig. 11

28. Sd se studieze functia multiformd
w=In (z*—1).
Solutie
Notind
2— 1 = pe®, z 4+ | = poe!®, z— | = plei®s, 2 + [ = pei®s,

funcfia w se scrie ‘
@ = In (p1papaps)t i (2km + 6, + 6, + 6, + 6,).
Y
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Semnificafiile geometrice ale numerelor p,, 6, (h = 1, 2, 3,4)
sint cele date in problema 27.

Daca punctul z descrie un arc de curbi care uneste pe z cu z
fara a inconjura nici unul din punctele + 7, <+ i, functia
ia valoarea

wy; = I (pf o} 0% pf) + i(2km + 6 + 65 + 65 + 65).

Daca punctul z descrie un arc de curba care uneste punctul z
cu 2;, inconjurind numai unul din punctele 4 1, 4 i, funcfia w
ia valoarea w, = w, + 2mi.

Dacd z descrie un arc de curba care uneste punctul z cu z;, incon-
jurind doua din punctele 4 7, -+ i, functia w ia valoarea w; =
= w, + 4mni.

Dacd z descrie un arc de curba care uneste punctul z cu z,, incon-
jurind trei din punctele +/, + i functia w ia valoarea w, =
= w,; -+ 6mi, iar dacd arcul de curbd inconjoard toate punctele
-+ 1, + i, functia w ia valoarea w; = w, + 8=i.

Deci, dacé z descrie un arc de curba care uneste pe z cu z, incon-
jurind, cel pufin unul din punctele 47, 4 i, functia w trece
de la o determinare la altd determinare.

Punctele 4 7, 4- i sint punctele critice ale functiei w.

Pentru a uniformiza ramurile functiei @ facem patru taieturi
care pleacd din punctele critice i merg, de-a lungul axelor spre in-
finit.

Ramurile functiei w sint de asemenea uniforme in orice simplu
conex care nu confin nici unul din punctele critice.

29. Sd se studieze funcfiile multiforme.

1° w=)ze—1, 2° w=Fz4_1.

Solutie

1°. Dacd notam
z— 1= pje®r, 2+ 1=p,er, z— = puels 2+ = p,el0
functia w se scrie

et :
= hni+ o (81 + 83 + 0g + 04)

~w = (py Pz‘Ps-P4)23 ,(k=0,1).
Cele doua ramuri ale functiei w sint

- %‘(91"}9;-:—83-:—94)
@y = (p1 pe P3 Pa) € )

o
= = (27 + 8; + 83 + 83 + 8y)

2 2
Wy = (p1 Pa P3 Pa)” €
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Semnificatiile geometrice ale numerelor p,, 0, (h = 1, 2, 3, 4)
sint cele din problema 26.

Daca punctul z descrie un arc de curbd care uneste pe z cu 2z,
fiard a inconjura nici unul din punctele 4 1, & i, funcfia w ia
valoarea

3 50+ 2m)

w =pe , (p=plpspspi; 0=06]+ 0;+ 03+ 60).
Daca z descrie un arc de curbd care uneste pe z cu z;, inconju-
rind unul sau trei din punctele 4 I, 4 i, funcfia w ia valoarea
1 Lo+ 2m+26m)
w' = p’e = g
{(dacd arcul inconjurd trei din cele patru puncte avem in vedere
GaFelrin—u])

Daca z descrie un arc de curba care uneste pe z cu 2; inconjurind
doud sau toate punctele 4 7, 4 i, functia w ia valoarea w'.

Deci, cind punctul z descrie o curba care inconjurd un numar
impar de puncte dintre punctele -+ I, 4 i, funcfia w trece de la
o determinare la alta. Cind curba inconjura un numdr par de puncte
valoarea functiei @ nu se schimba.

Punctele 4 1, 4 i sint deci punctele critice ale funcfiei w.

Dacéd facem o tdieturd care si uneascd punctul /cu i si alta
care si uneascad punctul — 7 cu — i, ramurile functiei devin
functii uniforme (fig. 14).

De asemenea ramurile funcfiei sint uniforme in orice domeniu
simplu conex, care nu contine nici unul din punctelecritice (fig.14).

2°. Cu notatiile de la punctul 1° avem

o
L %(Ekﬂ:—!—ﬂ; + 0g + 03 + 84 ,

@ = (p; P2 P3 Pa)" € k=0,1,2,3).

Mlh—-

y Daca z descrie un arc de curbad care
uneste pe z cu z;, fdrd a inconjura nici
unul din punctele 4+ 1, -+ i, funcfia w
ia valoarea

L i—(‘an +0)
w = e
S Ul e\ T e
s Daca z descrie un arc de curba care
- uneste pe z cu z;, inconjurind unul din
punctele + 7, =+ i, funcfia w ia va-
l loarea
2 % %-(wm P den). = 3
Fig. 14 w = p.e =e -w.

50



Dacé z descrie un arc de curbd care uneste pe z cu z;, inconju-
rind doua sau trei din punctele 4 I, 4 i, funcfia w ia valoarea

L bl

e e e o
wuv A 64 e i eniwr

respectiv

3xi

’

: 5o
wY =¢° w.

Dacé z descrie un arc de curbé care uneste pe z cu z,, inconju-
rind toate punctele 4 7, 4 i, functia w ia valoarea w’.

Deci, daca punctul 2 descrie o curba care inconjurd unul, doud
sau trei dintre punctele 4- 1, 4 Z, functia @ trece de la o determi-
nare la alta. Cind curba inconjura toate punctele 4~ /, 4 i sau
nu inconjura nici unul dintre ele, functia w nu-si schimba valoa-
rea.

Punctele 4 /, 4 i sint deci punctele critice ale functiei.

Dacé facem o tdieturd care sd uneascd punctele — / cu + 1
$i —icu - i de-a lungul axelor sau o tdieturd de-a lungul pétra-
tului cu virfurile in cele patru puncte, ramurile functiei w devin
uniforme (fig. 15, 16).

Y
¥
L
= i 7 x 0 x
-1
Fig. 15 Fig. 16

De asemenea, ramurile functiei w sint uniforme in orice dome-
niu simplu conex care nu confine nici unul din punctele + 1,

+ i (fig. 14).
30. Sa se studieze funcfiile multiforme

1°°w= V22— —2zF i 2° w=¥z22—i2—z+Fi
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Solutie
1°. Daca notdam
z— 1= pe®, z-+4+ 1= pel® z— | = ped,

funcfia w se scrie ,
El o (267 + 0y + 03 + 0g)
w = (p; P2pa) € (k=0,1).

Semnificatiile geometrice ale numerelor p, si 0, (A = 1, 2, 3)
sint cele din problema 27.

Daca punctul z descrie un arc de curbd care uneste pe z cu z,
fara a inconjura nici unul din punctele 4 /1, 7, funcfia w ia valoarea

15
o E(an+6;

Wi=.p" € (p = pips ps; 0= 0]+ 63+ 6)).

Dacéd punctul z descrie un arc de curba care uneste pe z cu z;
inconjurind unul sau toate punctele + 1, ¢, funcfia w ia valoa-
rea fhg

!
s 95 85— (2km + 27 + @) = prigy’

Daca z descrie un arc de curba care uneste pe z cu z, inconju-
rind doua din punctele 41, i, funcfia w ia valoarea w’.

Deci, cind z descrie o curbd care inconjurda un numdr impar
de puncte dintre punctele + 7, i, funcfiaw trece de la o determinare
la alta. Cind curba inconjurd doua din punctele 4- 1, i, sau nici unul,
valoarea funcfiei nu se schimba.

Punctele &+ I, i sint deci critice pentru funcfia w.

Facind o taietura care sa uneasca punctele — / cu / de-a
lungul axei realesi unacare sa meargd, de-a lungul axei imaginare,
de la i la infinit (fig. 17), sau o taietura care sia uneascd punctul

— I cu i si alta caresd mearga de-a lungul axei reale de la / la
infinit (fig. 18),\ramurile functiei w devin uniforme.

¥
Yy
L / LT
= [ 7 z =7 g ! x
Fig. 17 Fig. 18

N
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De asemenea, in orice domeniu simplu conex care nu confine
nici unul dintre punctele + /1, i, ramurile funcfiei w sint uniforme

(fig. 19).

2°. Cu notatiile de la punctul 1° avem

L

33

w = (py Pz pa)” €

Daca z descrie un arc de curba

care uneste pe z cu z, fard sd incon-

jure nici unul din punctele = 1, i func-
fia w ia valoarea

i

1
TREh
w =p'e

{2k + Q)

Daca z descrie un arc de curba care
uneste pe z cu z;, inconjurind unul sau
doua dintre punctele = 1, i, functia w
ia valoarea

(2k=]+ 27 + 0)

@] —
W[~

w =p e
respectiv

-

)] —
()

’

w' =pe

(2km + 47 + 8)

(2km + 01 + O3 + 03) ’

=8

(k=0,1,2).

4l

’

w.

Daca z descrie un arc de curba care uneste pe z cu z,, inconju-
rind toate punctele &+ 1, i, funcfia w ia valoarea w’.
Deci, daca punctul z descrie o curbid care inconjurd unul sau
doua dintre punctele + 1, i, funcfia @ trece de la o determinare
la alta, iar daca curba nu inconjuri nici unul sau toate aceste
puncte funcfia w nu-si schimba valoarea.

Punctele + I, i sint punctele critice ale functiei w.

~ Ficind una din taieturile din figurile 20, 21, 22 ramurile func-
tiel w devin uniforme. De asemenea aceste ramuri sint uniforme

4 [
A
o a 2 = =7 a wr
Fig. 20 Fig. 21
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in orice domeniu simplu conex care nu confine nici unul din
punctele critice (fig. 19):

4 31. Si se studieze funcfia mul-
; tiforma
w =)z22—1In z_{_i .
TS AET 1 TS i e
Daca notam
} z—1=op e, z4 1 = pye®,
Fig. 22 functia data se scrie

z.(kn s 03) 7
w = (pyp2)° € 2 [mg_: +i(2h?t+e,~—62)]

(B 0] =0t 1)

Semnificatia geometricd a numerelor p,, g, 6;, 0, este cea
din problema 25.

Dacé punctul z descrie un arc de curba care uneste pe z cu z,
fard a inconjura nici unul din punctele -7, funcfia w ia valoarea

1 07 + 05) !
= Uhr o+ ——— ’
w = (of 097 e (oo =) [n& 4 i + 07— 0]

Daca punctul z descrie un arc de curba care uneste pe z cu z,,
inconjurind unul din punctele =1, funcfia w ia valoarea

4 4
! ~l§ i (kr: + w4 -—m—;—ei) o} X
w”’ = (pfps)’ e In 2 4 i@hm £+ e;—o;,)].
P

Daci punctul z descrie un arc de curbd care uneste pe z cu 2z,
inconjurind amindoud punctele 4+ 7, functia w ia valoarea w’'.

Deci, cind punctul z descrie o curba care nu inconjura nici unul
din punctele + I sau care le inconjurd pe amindoud, valoarea ramu-
rilor functiei @ nu se schimba, iar cind curba inconjura numai unul
din punctele 4- I functia w trece de la o ramura la alta.

Pentru a uniformiza ramurile funcfiei w trebuie sa facem o
taietura in planul complex printr-un segment care sa uneasca
punctele z=1 cu z = —1.
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De asemenea ramurile functiei w sint uniforme in orice domeniu
simplu conex care nu contin nici unul din punctele 4 1.
Punctele 4 1 sint deci punctele critice ale functiei w.

32. Sd se studieze functia multiformd
\ w=Yz2—1 In (224 1).
Solutie
Daca notam
z— 1= pie®1, z+ 1 = pel®2, z— = pe®s, z-4 j= pel
functia w se scrie

; Sl -(krr-}-m)
W= (pipa)? € 2 [In psps+ i (2hm 4 65+ 0,)],
- =l e =t

unde p;, 9;, (j = 1, 2, 3, 4) an semnificafiile geometrice din pro-
blema 26.

Cind punctul z descrie un arc de curba care-1 uneste cu punctul
2y, fard a inconjura nici unul din punctele 4/, +i, funcfia w ia
valoarea

hA 0] + 03
w, = (plph) 2é’ (’?:'._*_——w ) lnpes + i@h = + 65 + 05)].

Daca z descrie un arc de curba care-1 uneste cu punctul z;, incon-
jurind unul din punctele 4= 1, fara a inconjura nici unul din pune-
tele -+ i, functia w ia valoarea

fi_l r’(krr+rr+ Bi+8£) Pt : ’ 1
w, = (pips) % e 2 [In pyps + i (2hm + 03 + 67)].
In cazul in care z descrie un arc de curbi care-1 uneste cu punctul

23, inconjurind unul din punctele 4 7 si unul din punctele -+ i,
functia w ia valoarea

L i (J‘m + 7+ M)
wy = (pfp1) ? € 2 J [Inpzeq + i (2hm + =+ 05+ 6g)].
Daca z descrie un arc de curba care-1 uneste cu punctul z,, incon-
jurind unul din punctele 4- i faréd a inconjura nici unul din punctele
-+ 1, functie w ia valoarea

r

=V % B+ 0{,)
w; = (pipz) * € (4o 25 [Inpses + i(2h= + = + 03 + 0g)].
Cind z descrie un arc de curbd care-l uneste cu z;, inconjurind

ambele puncte -+ 1, fird a inconjura nici unul din punctele 4+ i,
functia w ia valoarea w;. -
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Daca z descrie un arc de curba care-l uneste cu z,, inconjurind
ambele puncte 4 i fara a inconjura nici unul din punctele 4 I,
functia w ia valoarea

1+ 03

AR 9 ¥
ws = (pips) * € (k" e ) [Inpses + i(2hm + 2m + 03 + Og)].

(At

Dacd z descrie un arc de curba care-1 uneste cu z;, inconjurind
ambele puncte + I siunul din punctele 4 ¢, functia w ia valoarea
w,, iar dacd arcul de curba inconjura toate cele patru puncte
-+ 1, -+ i, functia w ia valoarea ws.

Daci z descrie un arc de curba care-l uneste cu z;, inconjurind
punctele 4 i si unul din punctele 4= 1, func{ia w ia valoarea

’

! 9;—1-92
2

We = (PiPE)Q_B )[]n piet + i(2h ©+ 2 =+ 65+ 69)].

Deci, daca punctul z descrie o curbd inchisa care nu inconjura
nici unul din punctele 4 /, -+ i, sau care inconjura ambele puncte
-+ I fira a inconjura mici unul din punctele + ¢, ramurile funcfiei
w nu-si schimba valoarea.

Daci punctul z descrie o curba inchisa care inconjurd punctul
+ I sau — I, sau daca inconjura cel putfin unul din punctele
-+ i, functia w trece de la o ramura la alta.

Punctele + I, & i sint punctele critice ale funcfiei w.

Ramurile functiei w sint functii uniforme in orice domeniu
simplu conex in care nu este cuprins nici unul din punctele cri-
tice, sau in planul complex in care am facut tdietura [—I, -]
si taieturile care unesc punctul i cu punctul de la infinit de-a lun-
gul semiaxei imaginare pozitive si punctul —i cu punctul de la
infinit de-a lungul semiaxei imaginare negative (fig. 23 si 24).

i(k=+::+

g

Fig. 23 Fig. 24
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33. Sda se studieze funcfia multiforma
w= {@EF DT z—1)3.

Solutie
Daca notam
z— 1 = pjed, 2] = e

functia @ se scrie
— (2km + 30; + 209) (k = O, 1, 2, 3; 4)

i
5
’

| e
o |2

o

WesipyE NP C
Semnificatiile geometrice ale numerelor py, ps, 6,, 0, sint cele

din problema 26.
Dacd punctul z descrie un arc de curbi care uneste pe z cu 2,
fara a inconjura nici unul din punctele 4 7, functia w ia valoarea

4
< (2kx 4+ 0)
5

s

w = e

3

lll-;'

unde am pus p = pi% g3

ca modulii si argumentele sint calculate pentru punctul z,.
In cazul in care punctul z descrie un arc de curbi care uneste

pe z cu z, inconjurind punctul z = 7, funcfia w ia valoarea

6ri

, 0 =301 + 205 accentele insemnind

i
" — (2km + 67 + 9) e 4
=e"° w.

w''=pe?
Daca punctul z descrie un arc de curba care uneste pe z cu z,

O

inconjurind punctul z = — /, funcfia w ia valoarea

4
’

i
i 3 (2% + 4x + 0) =
w'' = pe =e¢ 5 w'.
Daca punctul z descrie un arc de curba care uneste pe z cu z,
inconjurind punctele z = + I, funcfia w ia valoarea

(2km + 10 + 0) )
=w.

(3}

wl = ce

Deci, daca punctul z descrie o curbd inchisa care inconjura
numai unul din punctele z = — /, z = + [, funcfia w trece de la
o determinare la alta. Cind curba inconjurda amindoua punctele
2z = == [ sau nici unul din ele, valoarea functiei nu se schimba.
Punctele z = 4 7 sint deci punctele critice ale funcfiei w.

7
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 Ficind o tdietura care sd uneascd punctele z = — 1 §i 2= 1
de-a lungul axei reale, ramurile funcfiei w devin uniforme.

De asemenea ramurile functiei w sint uniforme in orice domeniu
simplu conex care nu confine nici unul din punctele z = + 1.

34. Sd se rezolve ecuatiile:
1°. sin z = 2; 2° cos z= }2; 3°. tg z = R

Solufie

1°. Inlocuind pe sin z cu valoarea lui in functie de €%, ecuafia
se scrie

e—iz— pg—iz

=0
2i

sau
g%z — 4iez — 1 = 0.

Rezolvind aceasti ecuatie in raport cu e’* obfinem
ez = i(2 + V3).

.Avind in vedere ci 2 + [/3 >0, aceasti egalitate se mai poate
scrie

o= @173 (>3]
de unde deducem
z=1In @ +13) +i (an + g)
sdu
z=2kn+§—i Ink@Er 13!

Tinind seama ca 2 — V3 = V_, rezulta

z=2%km+ %:}: i In @+V3),
unde pentru logaritm se considera determinarea principala.
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2°. Aceastd ecuafie se scrie

elz + e—Iiz
- 2

Sdau k ric
ez — 2|2 ¢* 1 =0,

Rezolvind aceasta ecuafie gisim
elz =12 4 1,
sau, avind in vedere ci}/2 + 1 >0,
ez = (/2 & 1) e2ni,
De aici rezulta
iz=1In (J2 &+ 1) + 2kmi,
adica
z=2kx—iln (J2 + 1),
l ’
V2 + 1
z=29%n+ i In(J2 + 1).
3°. Ecuafia se scrie sub forma
I e2z—1  4—3i

BB AL L T

sau, tinind seama cd /2 — 1 =

de unde
ez = 9f

adica
[ op x
g2lz = 23‘[2 R 2).

De aici rezulta
2iz =In 2+ i{Qk -+ 1]
2
sau

=bnd T e,
z n+4 21112



35. Sd se determine raddcinile ecuafiilor
1°.e—42" +1 =0,
2.2 +22+1=0

situate in inferiorul domeniului |z | < 1, stiind cd n este un numndr
natural.

Solutie
In cazul 1° si notiam

1) = — 42" + 1, fy(2) = €.

Avem
Ih@E | = M2 == 4]z |F— 1,
deci pe cercul |z | =1,
| @ | > 3.
De asemenea
[fa@ | =€ | = |e (cos y+ isinyg)| =e¢
si deci pe cercul |z | =1,
| @) | < e.
Rezulta ca, pentru |z | =1, avem
h@| e
f (@) Sl

deci ecuafiile fi(z2) = 0 si fi(z) + fo(2) = 0 au, in domeniul
| z | <1, acelasi numar de rddacini.
Ecuatia

@) =—42"+1=0
are n raddacini

72— —l;(cos 2o N 2 0, e )
T4 n n
situat pe cercul |z | =%< 1, deci in interiorul domeniului
[zl =ik

Rezulta ca ecuatia
ee—4z" 4+ 1=0,

are in domeniul |z | < 1 n rddacini.
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‘In cazul 2° si notim

he) = 22° + 1, fy(e) = 2".

Avem
@ | =il22+1]|>2|z]2—1 =1,
[ e | =12} = 1.
Rezultd cd pe cercul |z | =1, avem
LO| <y,
h (@)

deci ecuatfiile f,(z) = 0si fy(2) 4 f5(z) = 0 au, in domeniul |z | < I,
acelasi numar de radacini.

Ecuafia

@) =222+ 1=0,
are radacinile

B Al

2 el

care sint situate in interiorul domeniului |z | < I, deci, ecuafia
2k 22211 =

are in domeniul |z | < | doua radacini.

36. Sa se defermine numdrul raddcinilor ecuatiei

2"t g2tz + =0, (n3£0, 1, 2) (1)
cuprinse in domeniul |z | < 1,stiind cd | oy | > | oy | + | | + 1.
Solutie
S4 notam

f1(@) = 22® + a2, fof2) = 2" 4 o,

Avem
1h@ | =|a2? + oz | >l . [2]2— [ey]. 2],
deci pe cereul [z ]| =1,
1@ > lagl— ]l
Analog, pe cercul |z | =1, avem
@ =12t <|z2|"+ |ag|=|og|+ L
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Deci, pe acest cerc
fa(2) 70 (ol
f1(2) log | —1 a1 |

de unde, tinind seama de condltla [Fety | Bttt et ]S
deducem

h@
f1(2)
Rezultd ci, in domeniul |z | < 1, ecuatiile fy(2) = 05i f1(2) +
+ fo(2) = 0, au acelasi numar de radécini.
Ecuatia

l<1

hie) = ag2? -+ oz = 0
are radacinile

e U, =
oy
Avem
|z2*z|°f-1! loy |
Jetg | foy |4 |oeg | + 1

uuuuu

deci ecuatia fi(2) = 0 are doud rddacini in domeniul |z | < I.



1. Serii

Seria
dy oz ot -l et L, (1)
unde z este variabild complexd, iar az sint constante complexe, se numegte serie
intreagd sau serie de puteri.
In legiiturdi cu aceste serii avem teoremele:
Teorema lui Abel. Daci o serie intreagi este convergenti pentru o valoare
7, a lui z, ea este absolut convergentd pentru toate valorile lui z care satisfac
inegalitatea |z | < | 2 |.
Teorema lui Cauchy-Hadamard. Seria (1) este absolut convergenti pentru
valorile lui z din interiorul cercului a cirui razi este
e 1
lim ¥Tan |
n—-wo
Numarul R se numeste raza de convergentd a seriei (1) iar cercul cu centrul

in origine si cu raza R, cercul de convergen{d. Valoarea razei de convergenti
mai poate fi calculatd cu ajutorul formulei

1
lim | a;+4
n—o S=pe=
an

Teorema Iui Abel. Dacé ap sint numere pozitive §i raza de convergenta
a seriej este Rsi daciagy>a; R >aaR*> --->a, R > .-- 5i lim a, R" =0,

n—-»o
seria (1) este convergenta pe cercul de convergen{d, afarii eventual, de valoarea
z2=R.
O serie intreagd defineste in interiorul cercului de convergentd o functie
olomorfi.

Suma sau produsul a doud serii convergente in acelasi cerc este o serie con-
vergentd in acelasi cerc §i are ca suma sau produs, suma sau produsul sumelor
seriilor date.

O functie f(z) olomorfa intr-un domeniu sinplu conex D in interiorul ciruia
se afld punctul a, se poate scrie sub forma unei serii intregi

z—a z2— a)*
0 = i@ +2=57(@ + ... + E= L) @) + ...,
n

numita seria Taylor a functiei f(z) relativa la punctul a.
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Un punct a se numeste punct ordinar al functiei f(z) dacd funcfia f(z) este
olomoria intr-un cerc cu centrul in . Un punct care nu este ordinar se numeste
punct singular al funciiei.

In cazul in care f(z) = (1 + 2)%, « fiind un numar complex oarecare, avem
formula

G e e e C S R R L s B C el o R
1! 21 n!
formula valabild in interiorul cercului |z | = 1. Aceasta serie se numegste seria

binomiald.

O functie f(z) olomori4 intr-o coroand circularé cu centrul in a se poate pune
sub forma

f@) = .. +——"+ Bondr e B D e
(z— a)" (z—ayn—1! z—a

o ag(z—a)® + ..

numita seria Laurent a funciiei f(z) relativd la punctul a.
Suma

| a—n aA—n+ | i ¢ a—1

(¢ — a)" (z—a)n—1 2 z—a

se numeste parfea principald a functiei f(z).

Dacd @—n—1 = a—n—2 ='.... = 0, punctul z = a este un pol de ordinul
n al functiei f(z).

Daci partea principald a functiei f(z) relativa la punctul e are o infinitate
de termeni, punctul a este un punct singular esential pentru functia f(z).

O functie f(z), uniformé intr-un domeniu D si care nu are in acest domeniu
altel puncte singulare, in afard de poli, se numeste functie meromorfa in dome-
niul D,

Probleme
1. Sd se determine raza de convergenfd a seriei
z 2 P
1+—F+;+---+:§+--- (1)

si sd se studieze apoi seria pe cercul de convergenfd.
Solutie.
Raza de convergentd a seriei este data de formula
P i
an+ 1

an

lim
n - o




adica

n:]

Deci seria este absolut convergenta in domeniul |z | < 1.

Pentru a determina comportarea seriei pe cercul de convergenta
folosim teorema lui Abel. Considerdm deci seria cu termenul general

. 1 . 5 :
u, = a, R". In cazul nostru avem u, = s Deci termenii acestei
n
serii sint pozitivi si descresc tinzind catre zero.
Rezultd cd seria (1) este convergentd pe tot cercul |z | =1,
afara, eventual, de punctul z = 1.
Pentru z = 1 seria (1) devine

| | oo i)
1+—+;—f—§-+-...+—+

I n®
care este convergenta.
Deci seria (1) este convergenta in domeniul |z | < 1.

2. Sd se determine raza de convergenfd a seriei

o«
+ 1
E n+ o (1)
n=0 n* 1
$i sd se studieze seria pe cercul de convergenfa.
Stoulsustiite
Raza de convergen{i a seriei este

lim *ﬁl_ _“n+2
n—+ew a, i (n+1)2+1
n>ce -1
n?-1

Deci seria (1) este absolut convergenta in domeniul |z | < 1.
Sa considerdm acum seria

=]
E A ey
n=0
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care in cazul nostru se scrie

@ n--1
212+]'

n=0

g

Termenii acestei serii sint pozitivi si descresc tinzind catre
zero. Deci seria (1) este convergentd pe cercul |z |=1, in
afard, eventual, de punctul z = 1.

Pentru z = 1, seria (1) se scrie
. nt1
=i el

si este divergenta.
Deci, seria (1) este convergenta in domeniul |z | < 1 in afara
de punctul z=1.

3. Sd se determine raza de convergenid a seriei

2P

P asea (1)

L+ 2+

n
si sd se studieze seria pe cercul de convergenfd.
[K. Knopp, [8].]
Solutie
Facind substitutia

? =g, 2)
seria (1) devine 3
1+ 4+ 84 o+ 2 ®)
1 2 n

R= — = =
T | 2L e
o ay {im & il
n-»c _l_
n

Deci seria (3) este absolut convergentd in domeniul |[§ | < 1.
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Termenii seriei

oo

Earan: 1 +

1
2=0 n

=1
sint pozitivi si descresc tinzind catre zero, deci seria (3) este con
vergentd pe tot cercul [ |= 1 in afard, eventual, de punctul
{ = 1. In acest punct seria (3) se scrie

WL g L
1 n

|
2
fiind divergenta.

Rezultd ca seria (3) este convergentd in domeniul || <1,
in afard de punctul ¢ = 1.

Prin transformarea (2), domeniul || <1 devine domeniul
[z <1, iar punctul € = I, devin imaginile solutiilor ecuatiei

i =0l
adicd punctele
2 = coSm T sin 0 ], =), )
p p

Deci, seria (1) este convergentd in domeniul |z | < 1, in afari
de punctele (4).
4. Sd se dezvolle in serie de puteri ale lui z funcfia
s I
e=t 3242

in urmdtorul domeniu

bl ==
DRl =2 | e ok
32 e[ Ot

Solutie
Functia f(z) are doi poli simpli in punctele z=1 si z = 2.
In domeniul |z | < 1, functia f(z) este olomorfi. Avem

1

f@) = .
2.(1 uz)[l——;-)
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Tinind seama de seria binomiald, rezultd cd in cercul |z | <1
avem

1

| —z

=1+z+zz+....—-—‘-z-=1+§+%+... (1)

 p

deci
=l el g e LE o, ]
fO=—(+z+:z +..)( e
Efectuind produsul celor doud serii, gisim pentru coeficientul
lui 2" valoarea

1

1 I G ]
e J: .
2 ()H

(1+

0 | —

orEL

Deci
-] 2"&1 Fae|

f@ :EO mo

n =

Obtinem acelasi rezultat folosind metoda descompunerii -in
fractii simple. Intr-adeviar avem

R 1
f(z)—l_zn—gtl__; @

si folosind formula (1) gidsim dezvoltarea de mai inainte.
Functia f(2) este olomorfd in coroana circulard 1 < [z ]| <2,
deci este dezvoltabild in seria Laurent in acest domeniu.
Formula (2) se mai poate scrie

— 1 I 1 1
flalim= et
S R e S
z 2
R : o = I : )
[n coroana circulard data avem lg <@ lsiidest
2
[ | I
— = i +* + 4@- "I“ e
! 28

1
[
Z
A w“ ) . o Z
De asemenea, in aceastd coroand circulara avem ‘ —2—} < 1, de

unde rezulti ci a doud formuld (1) este adevarata.
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Avem deci
(U e ailngs I it iz
F= 2(1+ z+zg+...) ; (1+ =
sdu
ey iefin - A rwileee Sl Sl gt iles 112 cie, 2N 7
)= ( e Rt e e

Domeniul |z | > 2 reprezintd exteriorul cercului cu centrul
in origine si cu raza 2. In acest domeniu func{ia f(z) este olomorfa.
Formula (1) se scrie

T T S N S
Bl G o

[ l— =

z z

In domeniul |z | > 2 avem ’i‘ =l {3[ > 1, deci for-
4 z
mula (3) este adeviratd si avem de asemenea
——=1+Z 42
l—i : z z

4

Deci
f@:%p+%+§+q—%p+%+ﬁ+q

sau
ofF—

(==}
f(Z) & ZI 21!+1
5. 8d se dezvolte in serie de puleri ale lui z functia

@) = 5——

SRR =G

in urmdtoarele domenii:
EE IS
D] o] e
st 2 = [l
4° |z | >3

69



Solufie
Functia f(z) are ca poli rddécinile ecuafiei
2 —622+11z—6 =0,
adici punctele z, =1, =2, zz = 3

In cercul |z| < 1, funcfia f(2) este olomorfd, deci este dez-
voltabild in seria Taylor in acest domeniu.

Avem
P62+ llz—6=(—1)(z—2)@—3),

adica
1

e = e e

Descompunind aceastd expresie in fractii simple, obtinem

I Ik ot 1
= Y 1
fe@ 2(z— 1) z—2+2(z——3) ()
sau
1 l I | I ;
= — — 1
f@) T D e (1)
2 3
Tinind seama cd in domeniul 1° avem |z|< I, % =,
2| < 1, si aplicind seria binomiald gasim
=1tz ©)
—z
1 i et ‘
e @)
2
1 z z*
S SR R s r
w2 S 5 e T =+ (2)
3
Inlocuind aceste relatii in formula (1) deducem
Sy S s ECA A0
i(2) 2(1+z+z+ug+2[1+24a?+uj

—%p+§+§+4



sau
i (=] 1 l =
fo==5nl— te)?.

In coroana circulard 1 < | 2| <2 functia f(z) este dezvolta-
bila in serie Laurent. Formula (1) se mai poate scrie

@) = ——+— -

In domeniul 2° avem % =l 2 e si deci sint adeva-

rate formulele (2°) si (2’/). De asemenea in acest domeniu avem

—l#l < 1, deci
Z

L L et ®)
1 z z?

[t

z

Inlocuind relatiile (27), (2") si (3) in egalitatea (1")gisim

s B i e o & =
i (L e
(1 e o

sau

Pentru a dezvolta functia f(z) in coroana circulard 2 < |z | < 3
scriem formula (1) sub forma

1 I 1 1

1 n
G omaee o
z z 3
Avind in vedere ci in domeniul 3° avem |— | < 1]z B
<

rezultd cd sint satisfdcute formulele (3) si (2”). De asemenea

in acest domeniu avem l] < 1, deci
Z

% 3 ’

cERRE e 3)
2 F 22

z
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Inlocuind expresiile (2”), (3), (3") in relafia (1'") obfinem

f®=LU+%+%+4ﬁ%P+%+§+J—

2z

—"fls_(l +%+§+)

sau

[ l e " n = L 2

ftz)::T {1—2)2 —E e
= n=—w n=1]3
Vom scrie acum relafia (1) sub forma
1 l I 1 [ I s
) = — ————— — . —. %)
f() 221_7_1_ z i——2—+22 I—i :
2 r4

In acest domeniu |z | >3, care este exteriorul cercului de

: 1 9 - o

ecuatie (2| =3, avem — < 1, — <I, deci formulele (3) si
Z 4
(3") sint adevirate. De asemenea in acest domeniu avem i. il
&
deci
1 3 32 )
3 z z3

[ri s

Z

Inlocuind relatiile (3), (3") si (3") in (I%Y) obfinem
2.

f@=é1+%+§+4—5p+;+§+4+
+ o1 e

sau
: I el
L P T |
f@) = > 1—2r 4 3
6. Se da funcfia
22243z — 1

L= B 422—z—1 :

Sd se dezvolte aceastd funcfie in jurul originii i in jurul punc
felornz — == It
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Solutie

Funcfia f(z) admite punctul z = 1 ca pol simplu iar punctul
z = — 1 ca pol dublu.

Putem scrie funcfia f(z) sub forma

St s S el N
F@) z—1 Iz—f-fl , =+ 1)* (])

In cercul | z | < 1, funcfia f(2) este olomorfi si avem

e R

z—1
1

Z -1l

=l —z+zt—z31 ..

1

—— = 1—2z+ 322 — 422 + ...
(z + 1)

Deci, in cercul |z | << 1, dezvoltarea functiei f(z) este
f@ =1—4z+ 322 —62® + bzt — .

Pentru a dezvolta functia f(z) in jurul punctului z = —
sa scriem relatia (1) sub forma

f@) =— '

|
_z—}-l-

2

il ol
9

4+ 12 z+1 'I

In cercul |z + 1| < 2 avem

St Dt i oy _;_%4_9_45_12-1,.

| 2 41 4
! 2
si deci dezvoltarea funcfiei f(z) in jurul punctului z = — 1 este
Lo SRR D R R
F@) (AN ]}’+z+l 2 4 8

Sa scriem acum relafia (1) sub forma

F@) = ——+

I i35
z—1 2 : L z—1 4 ‘|+z—l)2
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In cercul |[z—1 | < 2 avem

o g
14 5
1 = [ (Z_l)+3(z4—l)‘
=5
: +(_1)"M‘_]l_jz;l)+...
Deci, dezvoltarea funcliei f(z) in jurul punctului z = 1 este
1 = H 3 ”
fises e DR = ne s It

7. Se dd funcfia

322 — 12z 4 11
— l
Ie 22— 622 4-112—6 )

si se cere sd se dezvolte in serie in jurul puncfelorz = 0,z = 1,z = 2
z = 3.

Solutie

Descompunind in fractii simple, putem scrie functia f(z) sub
forma

ety 1 I
f(z)_z—l+ z—2+z—3l
In cercul |z | <1 avem

zl1=—(1+z+22+---+2"+---),

=l z 22 z
e e R

el ol T RN e v
=5 3(1+3+9+ +3,,+ )

Deci, in jurul punctului z = 0, dezvoltarea in serie a functiei
f(z) este

f®=—2(+——- L V.

+
= an+ 1 3n+1
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Pentru a dezvolta in serie functia f(z) in jurul punctului z = 1
scriem relatia (1) sub forma :

f(Z) et 1 2y

T R

(1)

=l

2 £

9 fonats |
2

In interiorul cercului cu centrul in punctul z = 1 si cu raza |

avem [z— 1] <1, zzl}<l si deci
e T
I —(@z—1)
et Sh e LS S N el B
Igz—71T2+4 ; +2H+
2

Cu aceste valori, formula (1) ne da

L3 = l o
f@ *ZWI-—Q(] + 2**“) (z—1)".
Sa scriem acum relatia (1) sub forma
bl 1 ) 1
fw_}—2+1+@_m 1l —(@z—2)

In interiorul cercului cu centrul in punctul z = 2 si cu raza 1,
avem |z— 2| < 1, deci

l L L] .
T =t =2 — -y e—2y+

= E—2)+@E—22+.+ -+ @—2"+.--
(= E=0)

Rezultd ca in coroana circulari 0 < |z — 2 | < 1, avem
1 =]
———= ) =) 2n+l |
G = 2e )

Pentru a dezvolta functia f(z) in jurul punctului z = 3, scriem
expresia funcfiei f(z) sub forma
Ll 27 TN | _
f@)_z—3+1+4m—m' 2, ,2—3
e
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In interiorul cercului cu centrul in punctul z = 3 si cu raza 1,

avem |z2— 3| < 1, Z—_3‘<1 si deci
1 -
N - [ r— T ayaie s e i S Ve A
ETE @—3)+ (—3) (D) @e—3)" +
1 e —3)2 ; )l
BEE. ot Ot R SR e ) el
!_i_z;S 2 4 2"

Deci, in coroana circulard 0 < |z—3| <1, dezvoltarea
functiei f(z) este

.r__l__m e n 1 AeiTh n

n=0

8. Si se defermine diferitele dezvolidri in serie Mac Laurin
1

@ —1) (2 —4)

si Laurent, dupd puferile lui z, ale funcfiei

Solufie

Avem
1 I 1

flels 3(4—22)_9+9(4—22) FoinEEsnh

Daci |z | < 1, dezvoltind dupd seria binomiala avem

L 1424204

] — 22

2n

SULGIN 2 St e
S e ()

4n+1

1
4 — 2%

Derivind aceastd ultimd relatie in raport cu 2 si simplificind
cu z obfinem

. L il z A s BB e T R oy,
(4 — z%)? 43(1—'—24 —1_342—]_4143'i - T -+ )(2)

Tnlocuind aceste valori in expresia lui f(z) gasim

Daci 1 < |2 | < 2, avem
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Formulele (1) si (2) min valabile, ele fiind adevirate in inte-
riorul cercului |z | < 2 i

f@ =

IIMB g;
()

I_i 3n+7 z"

1
9 5 4n+2

Daca |z | > 2, avem

‘=_%p+%+¥+~+

4 — 22

'Eiﬁsi?“+2“+3_ .y

Formula (3) ramine valabili, deci

fla)i= 2[(3»1—7) 472 4 1]

n=3 9z%"

9. Sd se dezvolte in serie intreagd funcfia

== ] 'l
r@) ).

Solutie

Functia 1 l areca pol simplu punctul z=1. Incercul C (J2| < 1),

avem dezvoltarea
|
] —2z

Polinomul 22 + z — | se descompune in

z3+z*l=(z+l__é_@] (2+ ltys)'

=l+z+224...

adica

1 1

2tz | e T
o et )

sau
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V5 —1
2

1 _1_|_1~|—2V52_|_(1+2V3)"22+___

In cercul Cl(] 2= )’ avem dezvoltarea

IS
2
iar in cercul Ca[l Zhi= V52+ 1] avem
AR (=S == 150"
aledin il z+( )22_;_...
=5 2 2
— 4
2
Deci, in cercul C,, care este intersectia domeniilor Gy 51N G,
avem
1 S 1+ V5 ‘i-}~1f522_L
22+z—l_ ‘:1+ 2 2—%—\ 2 ]2 j:
-[l + L—V52+ 1_V522+---]
2 2
sau

I
24z2—1

Tinind seama de formulele (1) si (2), rezulta ca in cercul G,

care este intersectia domeniilor C si C;, avem
1

z—1) (2+z—1)

Ficind produsul celor doud serii, gasim pentru coeficientul
lui z” valoarea

— (e e e e e e @)

— (I +z422+--2) (14+22+222+ 38+ --2).

g ) e D S

L

deci
= [n(n+ 1) n
f(z)=§[—2T +1}2.

10. Sd se dezvolte in serie in jurul punctului z = 1, funcfia

f(z) = sin o

[G.L. Lun{, L.E. Elsgol{, [10].]
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Solutie
Avem

- F4
sin

-+ cos 1 sin
z— | z—1

l=sin(l—i— [])zsinlcos

z— z—

Dar, tinind seama de formulele de dezvoltare in serie ale func-
tiilor trigonometrice, rezulti

T I B et
sin = e =1 = ol
z—1 z—1 3lg—1)° ' 5lE—Ip
1 1
@n+ 1)l @ — 1yt
— oy 1 1 — .
R 21— 1) ' 41— 1)

I
gL (e P et e R
(=0 @2n)! (z— 1) ;

+ =1y

deci
z o _l_cosl_ sin | ioilya. COSH]
z—1 z—1 20(z—1)2 3l (z—1)3
SERLY sin 1 Ly cos 1
i ) @ n)! (z — 1), et @2n—+1)1 (z—1)2=41 %
1. Se considerd functia
f@=Vi+z2+ Va2,
unde peniru cei doi radicali se considerd ramurile care in origine
iau valorile 1 respectiv 2.
Sd se dezvolte aceastd functie in serie de puteri ale lui z in do-
meniile
|z
2l e O
S | A e

Solutie.

Funcfia f(2) = )T + 2* are punctele critice z = = i, deci
ramura consideratd este uniformi in interiorul si in exteriorul
cercului de ecuatfie [z =1.

De asemenea, funcfia f,(2) = V4 F 2% are punctele critice
2 = = 2i, deci ramura consideratd este uniformi in interiorul
si in exteriorul cercului de ecuatie |z [ = 2.

sin
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Rezulti cii ramura considerata a functiei f(@2) = F @ +'f2(2)
este uniformd in fiecare din domeniile 1°, 2° si S5

Functia f(z) se poate scrie sub forma
L ol
f®:U+wW+2P+%F

2
si, tinind seama ca in domeniul |z| <1avem |2%| < I, 34*\ <15

rezulti cid putem aplica formula seriei binomiale, adica

1
5 ; 1 - 0
G =1t Lt a
z 2.4 2.4.6
[=3mpmE ) '
”__1__“]"1 Z2n L ... 1
i ( ) G SO i [)
1
2 12 | 22 | 24 1.3 28
1 .z_] SO POy g el BER L L Gl
l s 4 2 | 2.4 42 2.4.6 43

s {1
Deci, in domeniul |z | < 1, funcfia datd are dezvoltarea

B e e L (P D) BN s
feliesdat = AT G e e (]Jr?zm)z'

n—c

Pentru a dezvolta functia f(z) in coroana circulard 1 < |z | < 24
scriem funcfia sub forma

o) =

1
fO=z(1+ 5] 21+ Zy
22 4
4
Tinind seama cd in domeniul considerat avem -ZI = Tre-

zulti ci formula (1°) este satisficutd. De asemenea in acest do-
: 1 :
meniu avem‘—z—\ < 1, deci avem
4
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De aici rezulta ca in domeniul 1 < |z | < 2 funcfia fz) are
dezvoltarea

i

4

e

@) = -2*1;%2—.*-2-‘."

i i(—l)"'ll +3:5..(2n— ?’)(22"-’* Ll ! ’

. . 6 2n—1
— 95 456, 2n z

Sa scriem acum functia f(z) sub forma

1 1

fo =21+ 21 ,i) .

In domeniul | z | > 2, care este exteriorul cercului cu centrul i

ek sy 1
origine i cu raza 2, avem ]—

< 1, deci formula (2) este satis-
i z'

ficuti. De asemenea in acest domeniu avem

=5 —= | NsiHeeE
1
o vy 4 1 A%
(lfw-’ = Ml =ik —_—— — T
z* g 2 2= ZiavAr s et
B I R L o ) ML
oo (—1 1 P e
=t 2-4:6...2n At

Dezvoltarea funciiei f(z) este deci

5 = I a2 d) S o AT
—_2 -_4— ..—} 1 a———————=las
f@) = 2z + 55 n§=;( )

G s 22n=1

12. Se considerd functia

1 —z
fo) = | ==
| 42
unde pentru radical se considerd ramura care in origine ia valoarea l.
S se dezvolte aceasti functie in serie de puteri ale lui z in domeniile :

1= e =
R e el
S oplfirhite:

Functia f(z) are punctele critice z = =1, deci ramura con-
sideratd este uniformd in interiorul §i in exteriorul cercului de

ecuatie |2 | = 1, deci functia f(z) este uniforma in fiecare din
domeniile 1° si 2°.

6—830
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Tinind seama cd |z | < I, rezultd ci putem scrie funcfia f(z)
sub forma

I

f=(10—2 (1—29 2.

9

=L
Functia (1 — 2% * se poate dezvolta cu ajutorul seriei binos
miale si avem

1
= 1 1.3 1-3-5
1 —22) 2 =14 224" Sl SE s o
( ) 5 i +2-4-6 s

1-3-5... (2n —

1)22"+ . 2
2:.4.6...2n

c 4

Deci, in domeniul |z | <1, dezvoltarea functiei f(z) este

1 1 %28 Rl
g)=1—z+ —22 ~— 28 L "ot .51 ..
f() 'y 2 2 +2-4 2-4

1-3:5...2n—1) o, 1852 —"1) anty
: Cr z + . a
i 204+ 6 ... 21 2:4-6...2n

Pentru a dezvolta functia f(z) in domeniul | z | > 1, scriem func-

tia sub forma
e ol o)

S, {1l g
Avind in vedere ca}—g] < 1, rezulta ci avem
2

L]

ALY )

| 2 1 | a5 1 1-3-5 |

| —— = | —_. — = o= i o
‘ z? + 2 22 +2-4 24 +2-4-ﬁ =2

1-3:5..02rn—1) AN

e B o 2

§i deci in domeniul |z | > 1 dezvoltarea functiei f (2) este

: 1 | s I3 0 IESeT
) =il B L SR S B ok R L e
f@ [ z+2 22 208 +2-4 z 2.4 ot
4 [-8-5.. (2n-1) 1 | 1:3-5.. (25:]) 1
2.4.6... 2n 22 2.4.6.. 21 220+l E
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13. Sa se dezvolte in serie Laurent functia
I

T
in coroana circulara 0 < |z | < 1.
Solutie
Pentru |z | < I, avem

Tl—=1+2+22+--- (1)
—z

Functia sin z este olomorfa pentru orice z finit gi avem

z 20
sin 2:2_§+§—.-.
Funcfia —— are poluri simple z = kr, (t ='0, =1, =2, ..),
deci in corosg?qz circulara 0 < |z | < 1, este olomorfa.
Avem
LRl 1 g
sin z z zh z8
Functia
i
22 z4
SR e

este olomorfa in interiorul cercului | z|=1, deci se poate dezvolta
in serie Taylor si putem scrie

|
3 4 =gy == gz bagEtt o
z z

31 " 5l

Identificind coeficien{ii gasim

aﬂ:],a1=-0,'a2:-:’f,a3=0, a4=3ﬁ,

deci

Lipea i R
sin 2 z(l+6+360+ @
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Tinind seama de formulele (1) si (2) rezulta
724
6 360

f@=§p+ﬂw+~jp+i+—+~-

de unde, avind in vedere cd ambele serii sint olomorfe in coroana

circulara data,

g o cldpl IR AR L A T R
f(z)_za+z=+6 T
14. Sa se dezvolte funcfia
1
e =
z2°sin z

in jurul originii i a punctului z = .

Solutie.

Functia f(z) are originea ca pol triplu, iar punctele z = fkmx,

(= =1, =2,..) ca poli simpli.
Tinind seama de expresia functiei sin z, rezulti
: I

|
f{c)— i | > 7
B SaTy i
In domeniul |z | < =, functia -
I )
f@) = 5 =
T g
31 5!

- este olomorfd, deci putem scrie

1
22 24

e o e

3! 5!

Identificind coeficientii obfinem

|
=1 a06=— aq4= — ..
0 ¥R 6 4 360

Cu aceste valori formula (1) devine

=t el il el e
Fe Skt i

84
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Pentru a dezvolat functia f(z) in jurul punctului z = =,’ facem

substitutia z = ¢ -+ =. Functia f(z) devine
g

HU (t + =)* sin t
sdau i
L sll o U ‘
O ol i e

3l 5!

—11<1$ideci
T

In interiorul cercului |f | < #, avem
l] Ji _,)7: Sl b sl Saailh s
14 11 T2 T

Avind in vedere aceasta relatie si relatia (2) rezultd ca in dome-
niul | £ ]| < = avem

PR R e TR M ST RIS
(1 t+n’t )(1+Gf+360t+ )

™

F(f)=— —

m3

sau

_.‘2__18-}—1-:’t_{_]2e;l—11’!2_“_

JEl
i) TR ; tt G 6 o0

Revenind la variabila 2, rezultd cé in interiorul cercului
| z— = |< w, dezvoltarea in serie a functiei f(z) este
]

I e M[z_n]+ PR

1
Z) = — —= ki —
f( ) 2 z—m ki 6 7t 3nd

15. Se considerd functia

1 —2z
g
f@O =7

In

unde pentru logaritm se considerd deferminarea care se anuleazd
in origine si se cere sd se dezvolle aceastd funcie in serie de puferi

ale lui z in domeniile:
ISzl <"1

oS za ="
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Solutie
Functiaf, (z) = In Il—;_—zare doua puncte critice si anume punc-
4

tele z = = 1. Determinarea consideratd pentru aceastd functie
este uniformd in fiecare din cele doud domenii considerate in
problema.
Functia f(z) are doi poli simpli in punctele z == == {.
In interiorul cercului |z | < 1, avem
23 zll P
In(l —g=2+2+4+2Z + | +Z 1
( ) 1 2 3 T
Tl dis) —eai i s (1)
ElicEe) == — = LR —
1 2 3 n
De asemenea in acest domeniu avem | 22| < |, deci
1

- 1_22+24_z|i JF’ e (__ l)n 221 +

2l
Rezultd cid in domeniul | z| < I, avem

SR VT T RS P e
i@ (z 1 = r 5 A P ][l 22+ 2t — ..

i (__1)~z2"+...l
s~u efectuind produsul celor doud serii
S e el D i e e e T
fiz) =z (l 2}24 I{l ; b 3)2‘*
ooy e T OGRS RO W S N o S P T
+ (—1) [1 s e n]zl

Pentru a dezvolta functia f(z) in domeniul |z | < 1, vom face

substitufia z = L Prin aceasta substitufie domeniul dat se trans-
u

forma in domeniul | u | < 1, iar functia devine

2 Pl
F(u) = u I :
142 w1
Tinind seama cd pentru logaritm am considerat determinarea
«care se anuleazd in origine, rezulta ci

== ; s
u ﬁ‘m".L]Ill u

a1 B )

»

30



adica

i SR R R
u+t1

De asemenea, in domeniul | u| <1, avem

u? =u‘~’—u‘-l—u“—-----—F—(—l)”“u‘”‘»}—---
1 -+ u?

Rezultd ca

F (W)= [uﬁ— W A e (1) ---“m‘ fut Lo

o
sau, efectuind produsul celor doui serii
F ) = =i uz_( i 1 )u‘-l—(m'_—l +%)uu_(m'—_1+

L 1yt AT i
+ g)et et et m— Ly

1

.. _!_ (_l)n—],
n—1

]ua" —+ .-

Revenind la variabila z deducem dezvoltarea functiei f(2)
in domeniul |z | >1

f(z):nfﬁ—(ﬂf—l)-ﬁﬂni—l + =)= — m— 14

+——?) S (—1)"“‘[nz—!+—’—+

et

) e

16. Fie f(z) o funcfie meromorfd intr-o vecindtate V a originii
si care admife originea ca pol simplu. Dacd t este un numdr complex,
sd se arate cd in vecindlatea V avem

f(f)(i'): =_%+ w () +ap (Dz+ -+ u, () 2" + -,

unde u, (f) este un polinom de gradul n in variabila {.
[H. Cartan, [3]]

37



Sroltif e
Tinind seama de definifia funcfiei f(z) rezulta ca putem scrie

f@) =82,

unde g(z) este o functie olomorfa in V si g (0) = 0.

Dezvoltind funclia g(z) in serie Taylor avem
g @ = ay+ az + a2 + -, (@ F0). (2)
Avind in vedere (1) rezulta

') _28"@—28@,
f)—t z[g (@) — t2]

sau, tinind seama de (2)

i @ — g+ ag 2t + 2a, 2% + ...
( 2 0 2 J 3 T - (3)

@ —t zla+(@—0z+ags® tag2+..]

Functia
I

ag (@, — )z o322 a5 2% + ...

este olomorfa in vecinidtatea originii, deci putem scrie

1
Tl L ML e R e A
ay oy — Dzt mzttiag 2t 4 Pt g o aciiing @

Identificind obfinem

1 : blzl——-u,! b.lztl"(fl)f—-i'

by = —
D g a, (Y% acz;
S 3 Da.( \
e e N R S | e L A 5
= i & ©)
Inlocuind in (3) relatia (4) gasim
f_(f')(____z) t‘_“ _L (‘— a, 1 a, Zh i 2a, g "‘) (bn = bl 2 bE 2%
+ b3 z3 .ég J‘
de unde, {inind seama de (5), rezulta
O _ Lt () 2+ w02 F -
f(z) —1© z
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III Integrale

Fie f(z) = P(x, y) + iQ(x, y) o functie de variabila complexa z i C o curba
rectificabild. Integrala functiei f(z) de-a lungul curbei C este datd de relatia

S f(z) dz :S P(x, y) dx — Q (x, y) dy + ES Q(x, y) dx + P (x, y) dy.
c G G

Avem urmitoarea limitare a modulului integralei unei func{ii complexe

' S f(z) dz
(0

unde M este maximul funciiei f(2) pe curba C, iar L este lungimea curbei C.

Teorema fundamentald a lui Cauchy. Integrala unei functii olomorie intr-un
domeniu D pe o curbd simpld inchisa rectificabild confinutd in D este nula.

Formula integrali a lui Cauchy. Dacd f(z) este o funcfie olomorid intr-un
domeniu D, C o curbi simpld inchisé rectificabild continuta in D si a un punct
din interiorul domeniului marginit de C, atunci

M. L,

f@=s1{ 19 .
(e

2wi z—a
Derivatele unei functii olomorfe sint §i ele functii olomorie si avem

Wy (e
% (a) QT:iSc(Z—-a)”“dz

Fie o functie f(z) si @ punctul in jurul caruia avem dezvoltarea in serie
Laurent

@)= +—2— .+ tatal—a+
(z—a)" Z—d

Coeficientul a_; se numeste reziduul funciei f(z) relativ la punctul singular a.
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Daca in domeniul |z | > R avem dezvoltarea in serie Laurent
a
FB) = e Famz a2 a g A2
z

coeficientul — a; este reziduul func{iei j(z) relativ la punctul de la infinit.

Teorema reziduurilor. Fie D un domeniu méirginit deo curbi simpld inchisi
rectificabild C, domeniul in care functia f(z) este analiticd si are un numdir [init
de puncfe singulare oy, ... op, avind respeciiv reziduurile R,, ..., R,. Atunci

i
dz = 2mxi Rn .
[ 08 = 2w R

=1

In legituri cu reziduurile unei func{ii relativ la punctele ei singulare avem
proprietatea: suma reziduurilor unei functii f(z) relative la {oate punctele sale
singulare este zero.

Cind punctul a este un pol de ordinul m al functiei f(z) reziduul functiei
relativ la acest pol este dat de formula

m-1
1 ; m

R= lim [z— a) F@2)].

=z s o i

Pentru calculul reziduului functiei f(z) relativ la punctul de la infinit avem
formula

Rez f(z) = — Rez lf(Lz) } >
z=w =0 L=

Pentru calcularea anumitor integrale reale cu ajutorul teoriei reziduurilor
folosim urmitoarele leme:

Lema 1. Fie AB un arc de pe cercul |z | = R, astfel incit
o< arg z < f.

Daci

Iz f2) =tk (k = const),

2>

atunci
lim S f2)dz=i @ — o) .
R—>® JAB
Lema 2. Fie AB un arc de pe cercul |z — a | = R, astfel incit
o< arg (z—a) < B.

Daca

lim (z— a) f(z) = &, (k = const),
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atunci

lim 5 [(@) dz = (B — a) k.
R—->0 )48

iz

Lema lui Jardan. Fie f(z) =— e F(2) unde m > 0 si

lim F(z) = 0 (Imz > 0).
zZ >
Daci functia f(z) este analitica in semiplanul superior, avind polii ax ,
(=1, ..., n) cu reziduurile Rg , atunci
@ n
S f(x)dx :'Zrct'ZRk.

== k=1

1. Sa se calculeze integrala

J = SC mdz,
unde curba C are ecuafia
1°. x24+4y>— 1 =0,
e enli=0
Siolutie
Funcfia o
10 =

este o funcfie meromorfi, avind originea ca pol simplu si punctele
2= =[ ea poli dubli:
Notind cu R,, R:, R_; reziduurile functieif(z) relativ la polii
A =0} &= e = = e
R, =lim z f@) = 1,
z—>10
L = o e = e S 3
Ri = lim [ — i)* @) = lim —~ T e

zZ—>i zZ>i

A ; S giz(t‘zﬁﬁiZeri)_ i
R =t v = fm S =

In cazul 1° curba C este o elipsd raportata la axele de coordo-
nate, avind semiaxele 1 si % . Deci inacest caz in interiorul curbei C
functia f(z) are polul z = 0, adica

J =27 Ry 2w
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In cazul 2°, curba C este un cerc cu centrul in origine si cu
raza 2, deci in interiorul ei funcfia f(z) are polii 2 =0, 2= = i.
Rezultd ca in acest caz avem

i 2mi(e— 1
J=2mi(Ry+ R+ R) =251

e

2. Sa se calculeze infegrala

J=S 2

czt— |

unde curba C are ecuafia:
1° (%2 4 y?)* — 16(x%2 — y?)2%2 = 0 (fig. 25);

Y

Fig. 26
g 9°. x2 + 1642 — 4 = 0 (fig. 26);
: 3°. |z | :VTE (fig. 27).

f\c ) Solutie
= 5 : - Funciia d
\J f(z)=z‘—l

este o functie uniforma avind ca poli

2 simpli situafi la distan{a finitd ra-
ddcinile ecuatiei
Fig. 27 2e— =107

adica punctele z==*=1, 2= = i,

In cazul 1°, ecuatia curbei C se descompune in ecuatiile
(4 g9 — 4 (P —yY) = 0, (@@ + y72—4 (y"— %) = 0.
Prima ecuatie reprezintd o lemniscatd avind originea ca punct
dublu si care intersecteazd axa Ox in punctele 4,(2, 0), A.(— 2, 0).
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A doua ecuatie reprezintd o lemniscatd avind originea ca
punct dublu si care intersecteaza axa Oy in punctele B, (0, 2),
B, (0,—2).

: Intr-un domeniu care confine curba C in interior, funcfia f(z)
este meromorfid avind polii simpli 2= = 1, z = == i, adica toti
polii situati la distan{a finita.

Rezulta ca

J = — 2niR,

unde R4 este reziduul functiei f(z) relativ la punctul de la infinit.
Pentru a calcula reziduul functiei f(z) relativ la punctul de
la infinit, dezvoltim functia f(2) in serie de puteri ale lui z in dome-
vl A
Avem

e

{1_L]Hl e T T
24 8
Rezulta ca

F@) =4+ 4=+,
2 4 Z
adica
Ruo = — |.
Valoarea integralei este deci
Ji—2mis

In cazul 2°, curba C este o elipsi raportatd la axe, avind semi-
axele 2 si % :

Existd deci un domeniu care contine curba C in interior $i in
care functia f(z) este meromorfa avind polii simpli z = = L.
Avem :
J =2xni (R, + Ry,

unde R, si R_, sint reziduurile functiei f(z) relative la punctele
z = 1, respectiv z = — 1. Valorile acestor reziduuri sint

]
= —

Ri e S S e Ty A

R_, = lim (z+ 1) f@) = lim SR S BASE P

z>—1 z+—1 (_2:'!.'13(‘.’—-1)"_‘ 4
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Deci, in cazul 2° avem
=

In cazil 8° curba C este un cerc cu centrul in O si cu raza —V—f

Existd deci un domeniu care contine curba C in interior si in care
functia f(z) este olomorfa.
Rezulta cd in cazul 3° avem

Jo= 0
3. Sd se calculeze integrala

J :S gz L]
g E==la)ai(z=p)m

unde m si n sint numere naturale, o si B sint numere Ccmp[me a[
cdror modul este diferit de 1, iar C este cercul de ecuafie | z | =

Siollthiite

Functia
l .

(z—a) (z—p)m

@) =

este uniforma avind punctul z = « ca pol de ordinul n iar z = g
ca pol de ordinul m.

Pentru a calcula reziduurile functiei f(z) relative la punctele
z= o si z= [ sa dezvoltam functia f(z) in serie in jurul acestor
puncte.

Punind z = ¢ + «, functia f(z) devine

| l I | t —m
jlue ) i (t 4 o — B)ym i ;(m — (3)": (l o — B] e
kY | m t m (m- 1) L
rnfw;s)m[ S a—p 2 w—p?
£ {__ l)”" p mlm 4 1) ... (m -4 n —2) ; {n—1 L ]
(n— 1)! (o — B)n—1

Deci, daca notam cu R, reziduul functiei f(z) relativ la punctul e,

avein
mm—+1)...(m—+n—2) (— I)n—1

(n— 1)! " (@ — @ymta—t
Analog, dacéd notdm cu Ry reziduul functiei f(z) relativ la punc-
tul B, obfinem
o il +1)... (n +m—2) (— 1ym—1
2 (m— 1! . (B — e)m+n—1 :

Rq.=
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Daci |« | >1, |B8| > 1, functia f(z) este olomorfa in inte-
riorul curbei C si pe contur, deci

J = 0]

Dacd |« | < 1, |B| > 1, functiaf(z) are in interiorul curbei (&
polul «, deci

J =2WiRa'

Dacd |« > 1, | B | < |, functia f(z) are in interiorul curbei C
polul B, deci

J=2riR;.

Daca || < 1, | B| < 1, functia f(2) are in interiorul curbei C
polii « si B, deci

J=2mi (Rs + Rp).

4. Sd se calculeze integralele

i :S dz T S (22 + 1)dz
: c 22 —2az 1 s c (2% — 2az +1)*
unde a > 1, iar, C este cercul de ecuafie |z | = 1.

Solufie

Polii funcfiei
1

MO = e
sint radacinile ecuafiei

22—202+1=0
adica punctele

z=a+Va®—1

il

7 —=a— llad=T.

Punctul 2, se afld in exteriorul curbei [C, iar punctul z, se afla
in interiorul ei.

Deci
Jy= 2ntRy,
unde R, este reziduul functiei fy(z) relativ la punctul 2,
Avem

R, = lim (z — 2) fi2) = .

Z>2p 2 Va2 —1 i
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Rezulta ca

Functia
=4 e
@) (22 — 2az -+ 1)?

are ca poli dubli punctele z si z,.

Deci

Jo = 21tiRs; ;

unde R, este reziduul functiei fy(z) relativ la polul z,.

Avem

R, = lim [z — 29)%,@)] = ——

2524 a2 — 1)3/2

Rezulta ca

= Tl
(a® — 1)3/2

Iy

5. Sd se calculeze integralele
e Sl e

c 22— 2aiz+ 1 i A c (2% — 2aiz - 1)?

unde a este o constantd reald pozitivd, |iar C este cercul de ecuafie
|z = 1.

Soelufie

Functia
|

h(2) m!
are ca poli simpli punctele
2z, =ila+Vaz +1), zo= — i(Va2+ 1T—a).
Avind in vedere cd
a+Va@+1>1, Yaf F1—a<]|,
rezulta ca punctul z, este exterior curbei C, iar 2, este interior ei.

Deci
Ja— 2Ty

unde R, este reziduul functiei fi(2) relativ la punctul z,.
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Avem
1

= lim (z — 2 e
Ry 22:_: (@ 2) 12) 2i Va* + 1

Rezulta ca

e Sl B

: Va2 + 1
Funciia
zi ‘_ l
fo2) =

(2 — 2aiz + 1)?

are ca poli dubli punctele z; si z,.
Deci
S — iR

unde R, este reziduul functiei f,(z) relativ la punctul z,.

Avem
|

2i(a® - 1)3/2

Ry = lim [z — 2,)* [o(2)]" -

Z2—zg

Rezulta ca

S {a® -+ 1)32
6. Fie C o curbd simpld inchisd care mdrgineste un domeniu D
in interiorul cdruia se afla punctul z = 0, [(z) o funcfie olomorfd
inD = D\ JC si g(z) o functie olomorfd in D care are zerourile simple
a.=+0, (k = 1,...,n), situate in D.
Sd se calculeze integrala

T .,:S f@) dz
cz g
[L. I. Volkoviskii, G. L. Lunt, I. G. Aramanovici [14].
Solutie
Functia r
S 2g(2)

este meromorfi, avind polii simpli 2y = 0, 2z = a, (k = 1,...,n).
Deci

= 2?'!{.2}?]‘,
j=0
unde R; este reziduul funcfiei f(z) relativ la polul z;.
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Avem

Ry, = lim zF(z) = lim M OIS
z0 20 g{z) g(O)
Ry = lim ¢—ay) {&. = |im QT C—afG _ _Faw
2g(z)  z-ap g2 +2£() a g (ag)”

z»ak

Deci

0) | flag)
= 2m t[’ O J
g(0) ;. ak &'(ak)

7. Un cerc (T) cu centrul in O si cu raza R intersecteazd axa Oy
in punctele A si B iar pariea pozitivd a axei Ox in C. Sd se calcu-
leze integrala
2 dz

JS e

0728
e L,,...:z ==

unde curba C este

1°. cercul (T);
conturul format din semicercul ABC si diametrul BA.

2%
Se considerd cd p << R® < p + 1, unde p este un numdr natural
Solufie
Functia
7%
7@ = et

are ca poli radacinile ecuatiei

e2nizd — |

care se mai poate scrie
e‘_‘ﬁi_-‘il e e:lk?rl" (k — O' = £ l,-”)

de unde deducem
Zoi—3h

0 este un punct ordinar al funcfiei

Nt

Sa aratam ca punctul z
f(z). Avem
3z% 1
= 2

~3
fien J16) == e =l — - -
z--0 2=0 2m__ 250 GriztelTiE 2mi

deci punctul z = 0 este un bunct ordinar al functiei f(z).
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Rezultd ci polii funciiei f(z) sint radacinile ecuatiilor

22=n, 2= —n, (H: I 2,)
adicd punctele
= : ) V3
2;,;*—‘%1,22” =2 %1(“"2“#‘ l‘IQ“), Z3n = l/n[ VTJ‘
3 yo | V'3 yv—(1 , .¥3
S — _V,n Zhrian Y{” E_IT)‘ n = Vﬂ(?—:‘ 1'2—]’
(n=1, 2,.)

In cazul 1°, in interiorul cercului (T) funciia f(z) are polii simpli
.,p). Dacd notam cu R;, reziduul funcfiei

zln! sz ceey 26y (n L 1
f(@) corespunzator punctu]m Zi,, integrala are valoarea

P
J = 21.”-2 (RIH L R-},n ’i’ R:]n =i R:jn ) R."m ‘+‘ Riin) : (l)

n=1

Avem
ZJ"jL Zin 3
R, = hrn = 2% lime 22 ) i =
! 2rr23 J 9 iz8 i niz3
252, £ z>zi, e | z>z;, Gmiz? L
e e,
A |
bmi e Zn
1

R b e nE 2 PO, yri i [ e
Dar z;, este o radacina a ecuatiei e*==° = 0, deci e*™%n=

Rezultad ca
R e I G =10, ) 2)

Gmi
Inlocuind aceste valori in (1) obfinem

1 [

=i E 21 Z1n Z_),, '*“ e ‘|‘ 23,,) — 0.
In cazul 2°, in interiorul conturului avem polii simpli z,,
Zoao 2ol =15 D) Dect

J = Zﬂl 2 (R‘,; T RSH + Rﬁ:l)|

n=1

sau finind seama de ( )

El (Zln o5 25?J+ 20::)
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adica

oouo

8. Sa se calculeze in!egra!a

7 C sin z d
= .
Sc 2R (AR S

unde curba C are ecuafie |z |
Solutie
Funciia
: - sin 2

L s =

) =0,zz=l—j(1 =), =£§~(I i),
ol Iy

c=—Ba+y & =-Ba—y

rezultd ca punctul z, = 0 este un pol simplu ca si ceilalti poli.
Intr-un domeniu care confine curba C in interior, functia f(z)

este meromorfa avind ca poli punclele z,...,z;.

Deci ’
Al = 2?«:!:2 R,{..
k=l
Avem
R, = limz f(2) = lim 2 " = 1.
20 z—=0 z 24 -

Rao=lm le—z.) f(e)i— bill -

i ( 4l f( ) 2 (20— 23) (22 — 21) (22 — 25)

22,

{l—!} <||[ ]
4y

IO'
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Dar

2ae (D i ) 2 [2 /
sm[L (S r)}L sm—lr)—cos%r smLxcosl—Q—
oJd e 2
v( V3 v?) VI s J
I : 2 SRR L | 1)) 1) 2 5 27
= E‘ SIHT (= T [ COS 2* ==l )
deci
| V32 V2
. 2 =g i)
Ro=-——,[(1—!) 2 7 V2
2 8132l e ='e sin 5
| V3 V3

) (e et TJcos 12 J :

V2 V32
Ra:—glfl,[(l = r,)(e e 'Jsm%—z-k
2 s iy
+ (1 — i) (e = )cm l:?J '
R4—R2: Ry = R.}

Rezulta ca

J = 2zi(l + 2R, + 2R,),

adica
e g dve
2 2 2 9
J :2111'——!3{8 +e }smv—2 e —e Jcos VQ—Q‘I
9. Sd se calculeze inlegrala
J:S el
: ! cz¥}z—1)sin z
C fiind cercul de ecuafie |z | = R, unde nm <R < (n + 1)=.
(n = numar natural).
Solutie
Funciia

1

2}(z— 1) sinz

f@) =

este o functie meromorfi avind poliiz = 0,z = 1, z = kr,
(R=SE1, =2).)
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Tinind seama ca

sinz=z—

3! 5!
rezultd cd punctul z = 0 esteunpol triplual funciiei f(2), iar punctele
z=1si z= kr sint poli simpli.
In interiorul curbei C, functia f(z) are polii

2 =0, z=lz="rrlk= £ 1; £2;-.izEN):
Deci
J = 2 Ry + R1+:él Rex + R
Avem
i = 12111} =@ —
e T A : e

2~br 23z — 1)sinz T ket (ke — 1) 1t -0 sin (kx+ 0 5
e ol A
kred(fer — 1)
De aici deducem cd
o—1)%
i e G
Riw & Rt = S5y
Pentru a caleula reziduul functiei f(z) relativ folosim dezvol-
tarea in serie de puteri ale Iui z a functiei

—enEl L e
= 2}l — z) sin z
pe care am dedus-o in problema 12, cap. 1l
Avem deci

-i+% {]

z

N

el
n
Ti|=

de unde rezulta ca
Ro (e

@ | =~

Avind in vedere valorile gasite pentru reziduuri deducem ca

el e )
bl s Tugpiese (e Ut s
o 2”[ R 0 ;1 pom {lz'rc’—l)]



10. Sa se calculeze infegrala

i S zdz
oA — e eee—
csin z(1 — cos z)

unde curba C are ecuafia |z | = 4.
Siolntie
Avem
- -4 5 eI 22 4
sln2:z—5+5!——...,lr—cosk—ﬂg—!—-}—!-—%... (1)
De aici rezulta ca functia
fz) = -

sin z (I — cos 2)

are originea ca pol dublu, punctele z — (2k + 1)z ca poli simpli,
iar punctele z = 2kn, (k = 0), ca poli tripli.

n interiorul curbei C, functia f(z) are deci polul dublu z = 0
si polii simpli z = -+ =.

Rezulta ca
J = 2ni(Ry + R, + R_.).
Avem

. z (z— m) : z . Z2—T T
R, = lim— 2 L_ — lim -lim , =.
z-n sin z(l1 — cos z) z—=n 1l —0C0Sz 2. sin z 2

Analog gasim

Bi et

~ 5 P

Pentru a calcula reziduul originii sa dezvoltam funcfia f(z) in
serie de puteri ale lui z in jurul originii.

Tinind seama de (1), putem scrie

fz) = '; R :
z

| z? _zi 1 7k =
3! 51 21 4! 6!
Avind in vedere ca functiile

| 1
fi2) = — . =
Ry b e S s
3! 5! 21 41 6!

sint olomorfe intr-o vecinatate a originii, rezultd ci putem scrie

h=a+az4+az24.-., [(2)=by+bz+by224-..
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Dar functiile f; (2) si [, (2) sint [func{ii pare, deci
(,4‘1:(13‘_—...::0, [)1:[;3:,_,;:0,
adica

F@) - f22) = g + ap2® + oy 2

SOl e e
Deci intr-o vecinatate a originii avem

adica
Rezulta ca

11. Sd se calculeze integrala

S dz
o= .,
c zsin z

unde curba (C) este un cerc cu centrul in origine si cu raza r 5= kr,
(B = intreg).

Solutie
Funciia

f@) = —

zsin z

este uniformd, avind ca poli radacinile ecuatiei

ZisTnEza—10)]
adicd punctelez =0, z = kr, (k = + 1, + 2, )

Punctul z = 0 este un pol de ordinul al doilea, caci avem

Zsinizi— zg(lf."—'-{-..,],

adica

Punctele z = kr, (k = -+ 1, + 2,...) sint poli simpli.
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Reziduul originii este

2 d 22 . Sinz—zcosz 5 zsinz
Ry=lim —[ : ] = lim —— = lim — = 0.
z=0] dz | zsin z 20 sin®*z z=02 sin z cos z

Reziduul polului z = kr este

3 2z — kx
Ri- = lim :
2k 2 SIN 2

Facind schimbarea de variabile z = kx + ¥ gisim

: . — e Y
R, = lim C — = lim — (=D esll (S
t—+0 (ke + C) sin (kx + C) t>0 (ke 4+ ¥)sin € ke

De aici rezulta ca
Rix R R8= 0, = (2= 2 )

Daca notam cu r raza cercului (C) si cu n cel mai mare numar
natural pentru care r > nr, rezulta

7 = 2| Ry (5 Ry Rp)] = 0.

=1

12. 8a se calculeze integrala

= S 22 g,
[
unde curba C esfe cercul de ecuafie |z | = 2.
Solufie
Functia
fle) =&

are ca poli raddcinile ecuatiei
z2cos z = 0,
adica
2 =0, z:2knj:—;—, o ST AR - Y
Deci in interiorul conturului C functia f(z) are polii

Zlﬁo,zgzé-,



Avem
lim z f(z) = 1,
z—0

deci punctul z = 0 este un pol simplu, iar reziduul functiei f(z)

relativ la polul z = 0 este

Ro—1I%
De asemenea avem
lim[z— 1TJf(z) = lim t;cgt_g_z;= = ig,
B 2 t=0 (t+£] T
2

2

deci punctul z = —T;- este un pol simplu iar reziduul functiei f(z)

relativ la polul z = 1;— este

Rb1- Ut
T

3 H

Analog gasim

De aici rezulta ca
Ry

PRt Ryt Rg)nmi(1—2)

13. Sd se calculeze infegrala
e S dz
= 1
c 3 sin z — sin 3z

unde C este cercul de ecuafie |z | = 4

Solutie
Avind in vedere ca sin 3z = 3 sin z — 4 sin® 2z, integrala data

se scrie
dz

csin®z

J:ls
4

Functia
= sir1132

are punctele
2, =kr, (kR=0,+1, 42, ..)
ca poli tripli.
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In interiorul conturului C functia f(z) are deci polii tripli
23=0,2 == 2,=—m

Rezulta ca
—2mi(Re T REER ),

unde Ry, R, R__sint reziduurile functiei f(z) relative la polii z= 0,
z2=m, 2= —m. _

Pentru a calcula acestereziduuri trebuie si dezvoltam functia
f(z) in serie Laurent in jurul punctelor 0, 7, —=.

In problema 12, cap. Il am ardtat ca in jurul originii avem

2 7 o4
1 =l(l__!_z_+lz L J'
sin z z 6 360
deci
1 z =
)= — |l 4+ — + =— 4
f(} " ( el . 5 ol ]
De aici deducem ca
|
Rp——
(1] 3

Pentru a dezvolta funcfia f(z) in serie Laurent in jurul punctu-
lui z = =, facem substitufia z = ¢ + =. Ob{inem

1

et e e R
sin? ¢ 1 3 15
deci
R,=—-.
3
Analog gasim
SR L
R_,= :
Deci _
= —2—’:—‘- ’
3
14. Sd se calculeze infegrala
I
1={_% £ i)
cz+ 1
unde curba C are ecuafia
. 2.
22 =VT’
2.1z =J2.
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SToRINiE e

Functia 1

2% ¢°
H

=l

@ =
Z
are ca puncte singulare punctul z = — 1, care este un pol simplu
si punctul z = 0 care este un punct singular esenfial.
In cazul 1° valoarea integralei este

J = QWI': Ro,

unde R, este reziduul functiei f(z) relativ la punctul z = 0. Pen-
tru a calcula acest reziduu dezvoltim funcfia f(z) in serie de
puteri ale lui z in coroana circulard 0 < |z [ <1. Avem

deci
— =3 = 2l el I l_ 1 SEfi o
f(2) 23(1 f ...){1 e 4+ T ]

i el L
Coeficientul lui — din aceasta dezvoltare este
Z

s f (1) LSl P
_,'f—'_-__i__‘:——'”m[:,l(l }!+2‘. ?r)'
Deci

Ry = e

el
e 3
Rezultd ca
s 2ni (37(‘)_
3e

In cazul al doilea valoarea integralei este

= Qﬁf(Rg ¢ R_,l), (l}
unde R_, este reziduul functiei f(z) relativ la polul simplu z = —1.
Avem
R, = lim ¢+ Dj)) =—L.
z»—1 e
Deci
8 B2
3
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Putem calcula valoarea integralei in cazul 2° cu ajutorul rezi-
duului punctului de la infinit.
Intr-adevar avem

Rn‘i"Rfl‘ﬂLRm:O,
«eci formula (1) se scrie
= — MR .

Pentru a gasi valoarea lui R sd dezvoltim functia f(z) in serie
«de puteri ale lui z in domeniul |z | > 1.

In acest domeniu avem

Prin definitie, reziduul R. este coeficientul cu semn schimbat

-l f
al termenului — . Deci
Z
|
Ra=—"
T

Rezulia ca

15. Sa se calculeze integrala
1

.lzg ZEeh s

cz?— 1
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unde n este un numdr natural, iar C este curba de ecuafie :
1°. |z | =—;
98 ozl =12

SRSk y2—2x——5— = 0.

e

Siollu e
Funcfia

are originea ca punct singular esenfial si punctele z = + 1 ca poli
simpli.

Notind cu R,, Ry, R_; reziduurile functiei f(z) relative la punctele
2=0z=1,z=—1, avem

R, =lim z—1) f(&) = —>»
z—1 2

e ()
z— — 1 2e

Pentru a calcula reziduul functiei f(z) relativ la punctul z = 0
trebuie si dezvoltam functia in serie Laurent in jurul originii-
Avem

N |-

fe) =—2'(1 — 237 &€ =5-2"(1 +-22+2¢+...)-

kL 1 1
Il -5 —_— L]
‘ = o a3 )

Coeficientul lui 1 din aceasti dezvoltare este
2z

| ] |
I e 253 ) L- {
g L”“ﬂ+m?w+m+af'q
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Dar

1 I I I
= (n+ 1) +(n + 2)1 +(u+3)r g

H L __,_,i_ _i__ _”..1_ ..ma+1 1 —
sioet=1— 4 — )t [

(n+ I)!

| 1
s e
. : 1!+21+ 2

1
(n+2)! +(n+]3)!_ ]
De aici rezulta
Ry = —%[(—1)”' Bl 1
_..—(w)"—'(ﬁg(_l)"—n'—[)Jr e—1——— jl—-— |
In cazul 1°, avem
=R
In cazul 2°, avem
J = 2ni(R, +R, +R_,).
In cazul 3°, avem
= 2mi (Ry + R,y)

16. Sa se calculeze integrala

df,, :S sin” Ldz,
(©

Z
unde n este un numdr natural, iar conturul C este cercul de ecuatie |2} =r.
Solutie
Punctul z = 0 este un punct singular esential pentru functia

[.(z) = sin® Ly
2

Avem

e (1)

z z DilizEeshlizb

Dacd notadm cu R{? reziduul functiei f,(2) relativ la punctul
singular esential z = 0, avem

RiYV =1,
Jy = 2mi.

deci

Lil



Ridicind la patrat relatia (1) obfinem

= 25 34

deci

adica

deci

Rezulta
J, =0, (n > 2).
17. Sdi se calculeze infegrala

J=g 2 I—dz,
Joz2 |

unde curba C este cercul de ecuafie |z | = 2.

Solutie
Functia

cz-—l

1) = =

are ca pol simplu punctul z = —i, iar punctul z = i ca punct sin-
gular esential. Aceste puncte sint situatein interiorul conturului C,
deci

I — Omi(Ri=1= Re)
unde R;, R_; sint reziduurile func{iei f(z) relativ la punctele
7 =L T
Avem

k1Y

k!

=2i .
&

Ri=lim@+i) f) =—==—

— 2

ll

no
o | —



Pentru a determina reziduul R; trebuie sa dezvoltam func{ia

f(z) in serie Laurent in jurul punctului z = i. Punind z = ¢ +
obtinem
Fpliae s o 1—3)—%;:'—[1 I
2 2ut 2 ( 2 9|l | 2
J_L’i’——][l 18 wahehs -
4 2 212
Coeficientul lui —]r_ din aceasta dezvoltare este
7ei = )2 = )3
1{ Sl 2 o) l 2
i —— 1 -:—- —_ = = _ i e
R 2i 11 4 21 3! e 2 & 2
Rezulta ca
df = (0}
18. Sd se calculeze infegrala
( SIS LT s
J =Sc(l 4z + 2‘3)[ & e L & Q]dz,
unde curba C are ecuafia |z | = 3.
Solufie
= 1’

Fie vy, s Ya cercurile cu centrul in punctele z; = 0, 2z,

; S b e
z; = 2 si cu razele mai mici decit —.

Avem

Scf(z)dz - 5 f@)dz + Svﬂf(z)dz "FST. f(z)dz,

1
unde am pus
11 el LSO o)
i) = F2'5-2Y (ez G )

Integrala pe cercul v, se scrie
1

S"l f2)dz = Sl (1+2+ 29 "35“ dz ‘l“sn (14 2z+ 2% (9 +e

8§—830



Dar functia

[ I
h@ =10+ z+ 298" + eH]
este olomorfa in domeniul |z | <1 care contfine cercul y,, deci

jh@w=&
L1
Rezulta ca

Sf@@:zmm,

1
unde R, este reziduul functiei (I + z + 22)¢” relativ la punctul
singular esential z, = 0.
Avem
|
(1+z+ﬁf}41+z+ﬂWL+i+~L+_L+”+
z AL Rl e |

adica

e Ih=s
= l - — _—— =,
Ry T ST

Deci

( Sl Oy
me_3.

Integrala pe cercul v, se scrie

L

Svef(z)dz = Sn(l + 2t z")e‘ﬁdz + L (1 + z+ 2% (e—; _*_eélv_lez.

Functia

fz(i‘) = (I + z -+ 22){3.!’.__{_8;_[.”)

fiind olomorfa in domeniul |z — | | <1 care contine cercul vy,,
Tezulta

Sll f(2)dz = 0,
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deci
(., He)dz = 2miR,,
-‘f,

1
unde R, este reziduul functiei (1 + z + 22)e* ' relativ la punctul
singular esenfial 2, = 1. Pentru a determina acest reziduu vom
face substitutia z = ¢ 4 1. Obfinem
1

1
(I +z+ 298" = (2 + 3t 4 3)d = (12 + 3:+3)[1+%+

1 1
TR T3 T ]’
de unde deducem
14
Rg == ; .
Deci
S f(z)dz izl 28 wi
g 3
Analog obfinem
[ Hete= =3
vy 3

Rezulta ca
1 1

Sc(l+ z+ 2% (e£+ e+ ez_g] dz = 32mwi.

19. Sd se calculeze integrala

S| B
c 22— 1

unde pentru radical se considerd determinarea pozitivd, iar curba C
are ecuafia |z | = V2.

Siofliuiliite
Functia
P
f( ) i e I |
are punctele critice z = - 2 si polii simpli z = = 1.



Tinind seama cd pentru radical s-a considerat determinarea
pozitiva, rezultd ca intr-un domeniu care contine in interior curba
C fdra a contine punctele z = - 2, functia f(z) este meromorfi.

Deci

J = 2mi(R, + R_)),

unde Ry, R 4 sint reziduurile functiei () relative la punctul z = 1,
respectiv z = — 1.

Avem = =t
R, = lim (z— 1)f(z) = ]imﬁ:li = ’V_: :
21 >l 2 =
Ra=lim @ + 1)f(z) = lim Y2=2% _ _ V3
z—~—1 z5—1 z—1 2

Rezulta ci
=)

20. Sd se calculeze integrala

stiind cd pentru logaritm se considerd determinarea principald, con-
turul C fiind patratui cu centrul in origine si cu laturile (fig. 28)

C
paralele cu axele de coordonate, laturile lui avind lungimea%.
Solutie
Functia w = In 5:%‘—:2111*. punctele critice z = + 1, 2 = +i,

(vezi problema 26, cap. I). Ramurile acestei functii sint functii
uniforme in orice domeniu simplu conex care nu contine punctele

critice.
v ; Functia
In z———
uz? Z',D _— e
Z) = — ——
e e
S| 7 7 7 are ca poli radacinile ecuafiei
R izt 1 =0
oy Zyo
i adica punctele
T i—l—i l'_‘ll 3 =
Fig. 28 2 2



Deci,

functia f(z) este meromorfa in domeniul interior contu-

rului C si pe contur. Aceasta functie are tofi polii situati in inte-

riotrul conturului C, deci

I'= 37i(R; — Ry + Ry + R)).
Avem
=il ]
Rl" 2__41__-[1 3 =1 l S 11 (1'13)’“_
2 2 z*—z‘-‘—llz_l_j‘l}gj 3+ 13
Analog gasim
R2 = In ( .‘l’?) C o b In (1' I;)_, Bl ( rli)
3-+il3 gEis g —ilag
Deci Ly
I = 0.
.._LHE., { oiﬂ'g
4 ; 2R 2
21. Sd se calculeze in- - 4=V
tegrala 4 o=t
i QJ T N TN
b=z £ TE ol 3
I— dz, 7ie g
c@+22+1) (2—2)
pe urmatoarele contururi:
Fig. 29
B a2 (fig. 29)
| 9 = J %
Z
2°. Patratul cu centrul
L i el ¥ K oz, z{o
in origine si laturile pa-
ralele cu axele, lungimea %
laturii fiind egald cu /] g 4 z z
D (fig. 30). o2 7,
5
Pentru radical se con- ‘%'f
siderd ramura care in ori- !
Zine ia valoarea 1. Fig



Solutie

Func{ia w = |/T—2* are patru puncte critice

Z,: = % 1, Z3,4 = =+ i.

Ramurile radicalului sint funcfii uniforme in orice domeniu
simplu conex care nu confine nici unul din aceste patru puncte
sau in planul complex in care am facut tdieturile care unesc punctele
z=lcuz=isiz=—1cuz=—i (vezi problema 28 cap. I).

Functia

X =
fels @ +2+1) —2)

are ca poli simpli punctul z = 2 si rddicinile ecuatiei

2=220+4+1 = 0.
adica
e

+ I

z=i_1- ;
2 2

In cazul 1°, in domeniul |z| g%functia f(z) este olomorfa,
deci avem

Il = 01
In cazul 2°, in domeniul interior conturului considerat si pe
centru funcfia f(z) este meromorfa, avind patru poli simpli

Avemn deci
Iy = 2%i (R + R; + R; + R)).
Calculam cele patru reziduuri cu formula
Ra= [z — %) [ (@)]e-a-
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Avem

R; == Rl)_.}.,'v;ﬁ ==
Jir=
— =
(Z——i-%-av—-%)(z-%—-l—wilj)( i —I——H]—S](Z—Q)
) 2 2 2 % AL
l/_ﬁ_J”.lfs
iy
3(1—:iV73)
Tinind seama de ramura considerata pentru radical, avem
—3—+I§:~1¥3 cos = . :':e.ini :
9 9 O 12

De asemenea avem

1--iV§=2(cos 1}%— i sin"—"—‘-' ;
deci

ol

[s

e ahd 05
cos ~— -+ ( sin —|-
6 ( 12 10)

Analog gisim

2
I
-t

ar— =
e (e
R;_,V_i_ - (cos >+ isin 12],
R_:_MV_’az-——V—?’(cos-ﬁ——i—fsmL (9—i3)
R s i cos — —+ i sin = |(9 + i§/3).
L1 VB 84 12 12 318
2 2

Cu aceste valori integrala devine

I Y3(Ve-+5172)
e G R LA Ta | 2 BN
21
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22. Sa se calculeze integrala

z— 1

Yzl
I I g
c @+ D@+

’
pe urmdtoarele contururi :

1, iz =2
2°. 36x2 + 4y2—9 =0,
3°. 10x2 + y2—5 = 0.
4°. x%2 4+ y>— by = 0.

Peniru radical consideram ramura care in origine ia valoarea i
iar pentru logariim determinarea principald.

Solutie
; Tz el ahs
Functia w =] 22— 1 In el punctele critice 2 = 41,
Z T
(vezi problema 30, cap. I). Ramura considerata este uniforma in
orice domeniu simplu conex care nu confine aceste puncte.

Polii funcfiei

l/zii fapE—
fo= ———21

@+ 1) @+ 4)

sint punctele - i, = 2i.

Avem
: 1 2 s e
i = — == — I = —
Ri=(z—1i) [(2) i X -k
Analog gasim
n]2 i e LR ey
R—l = 4 L, R_zl e 12 ln = 3 R_g; —gln 5



1°. In domeniul |z | < “‘;‘)"functia f(z) (fig. 31) este olomorfa,

deci

21

k
/ AN

=21

Fig. 3l

92°. Curba (C) este in acest caz o elipsa (fig. 32) raportata la axele
de coordonate, avind semiaxele%$i %— Deci in interiorul i pe

curba (C) funciia f(z) este meromoria, avind polii + i

Deci

<l

12 = Qﬁ't(R' _'t_ R,) — __:l:; -

3°. Curba (C) (fig. 33) este in acest caz elipsa raportata la axe,

/
= . ) = A y ; s
avind semiaxele —1‘)-, |/'5. Deci in interiorul si pe curba (C) functia

f(z) este meromorfd, avind polit=='¢, = 2i.
Deci
~1'E 3 21D
I;=2ni (R;+R_; + Rai+ R.si) :"—}3-'3(211 — arccos €)+W }} 2
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4°. Curba (C) este in acest caz cercul cu centrul in punctul
Q 0,%) si cu raza % (fig. 34). In interiorul si pe cercul (C) functia
f(z) este meromorfa avind polii i si 2i. Deci

I, = 2mi(R; -~ Ry) :%[VB arccos - — = lfé).

'}
Vi
7
. Q
i 4 poy
7af 2
;
-7 a A
= T
=T
-2t
Fig. 33 Fig. 34
23. Sa se calculeze integrala
s
e
Gillz=sr L) (2210

unde pentru radical se considerd ramura care in origine are valoarea |,
iar curba C este una dintre curbele de ecuafii;

15 iS5 —,;—,1.25;
2°. 4x2 % — 1 0, pentru y >0si x2 & y2 — % = 0,

pentru y < 0;

3% |z | =V2;

4°. X2+ y2—2 =0, pentru y >0 si LERNETER )
pentru y < 0; 2 5

s | A=l
Solutie
Avindin vedere determinarea considerata pentruradical, functia
Vi
2 _———_—
f@) 22+ 1) (22 + 4)
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este uniforma in orice domeniu simplu conex care nu contine nici
unul dintre punctele critice z = = 1. De asemenea functia este
uniforma in planul complex in care am facut taietura care uneste
punctul z = — 1 cu punctul z = 1 de-a lungul axei reale.
Functia f(z) are ca poli simpli punctele
29 = = i, Zangh—a==t

Reziduurile functiei f(z) relative la acesti poli sint

20 (@ D (24 (B ) = 6
¥s . lsn

Rz1‘:'ﬂjfv Ry = T+

" In cazul 1° existd un domeniu D care confine curba C dar nu
confine punctele critice z = = 1 si polii (fig. 35). In acest dome-
niu functia f(z) este olomorfa si deci
J=0.
in cazul 2° exista un domeniu D care confine curba C dar nu
contine punctele critice (fig. 36). In domeniul D functia f(z) are

polul simplu z =i Avem deci

] = 2miR; = 3_3_2

2t

=7 1/ 7 X j;'_ )
AL
0-¢
! -z
|
T—Za
\ 21
|
Fig. 36



In cazul 3°, domeniul D este un domeniu din care am scos seg-
mentul [ — 1,1] (fig. 37). In acest domenin functia [(z) este uni-
forma avind polii simpli z = = . Avem

S=2r( R+ R ;) — 0.

Fig. 37 Fig. 38

In cazul 4° domeniul D este un domeniu care contine curba C
si din care am scos segmentul | — 1,1] (fig. 38). Functia f(z) are
in acest domeniu polii simpli z = ={, z = — 9. Avem

= 2mi(R; + R+ Ry) = ZL3.

In cazul 5° domeniul D este un domeniu care confine curba C
si din care am scos segmentul [— 1,1] (fig. 39). In acest domeniu
functia f(z) este uniformi avind polii
simpli z = =i, z = = 2/, Avem deci

J = 2mi(R; + R_; + Ryi + Ry) = .

24. Sd se calculeze integrala

Zi5ie 2t
— — dz,
SV(: = )
unde curba C are ecuafia |z — 2 | = 2,

iar pentru radicalul consideral determi-
narea care in origine are valoarea.

Fig. 39 — 6,




Solutie
Functia

=7 ee—D@e—2c—3

are ca puncte critice punctele z = 1, z = 2, z = 3. Determinarea

considerati este uniformai in tot planul complex in care am facut
taietura ce uneste punctele z =

1 si z= 3 de-a lungul axei reale,
Fiacind substitufia z = u - 2, integrala data devine

[ w*+5bu-+T7
J *\ e T de
JCy

Y u@®—1)

unde curba C; are ecuatia |u| = 2.

Ramura consideratd a functiei

2 Bu -7
F(H.) = E_'..L_H.__.._l.
rr]/ ] ——

u=

este uniforma in planul complex in care am facut taietura ce uneste
punctele u = — 1 si u = 1.

In domeniul |« | =1 avem

[1__1] =1 - .I_+L_”1L ol SEd T ]
1w g

S ae e (a6 g
deci in domeniul |u | =1

to| —

F(u) = u{l—ﬁ-;—i-l)(l-} i i B ]: u+

— L
\ i 1 3ur  9ut  8lut
22 5
=4 =+
3u 3u?
Rezulta ca
22 )
J g [u - =4 — }du
Jcy Au  3u*
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si tinind seama cd pe cercul C avem

& u"du = 0, (4= intreg ¢ — 1)
c

JCy

u

S W — omi
Cy

deducem

7L 2
3

25. Sa se calculeze integrala

_( ye=pexip
A Sc 2 (z—9) dz,

unde pentru radical se considerd determinarea care in origine ia valoa-

rea — 1, iar curba C are ecuafia
[ = KQE;
2°. |z|=V2
SEI =13
Solutie
Functia

f@=Ve&—10% &+ 1)

are ca puncte critice punctele z = — 1 si z = 1. Ramura conside-
rata a acestei functii este unifoma in orice domeniu care nu contine
nici unul din punctele z = = 1. De asemenea ea este uniformi in
planul complex in care am facut o tdieturd care uneste punctul
2=—1lcuz=1.

In cazul 1°, functia

_ V=1 + 1)
F(Z) =5 2%z — 2)

este meromorfd in interiorul curbei C si pe contur, avind ca pol
dublu punctul z = 0.
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In domeniul |z | < 1, avem

deci

In cazul 2°, functia F(z) este olomorfa in domeniul hasurat
din fig. 40. Notind cu T'; conturul acestui domeniu avem

S F(z)dz = 0.
'y
de unde rezulta ca

Sc F(z) dz — S F(z)dz = 0.

Dar

S F@) dz = 2miR, = Z i.
3 (1)

deci
c 5

2}z — 2)



In cazul 3°, funclia F(z) este olomorfd in domeniul hasurat
din fig. 2. Notind cu I'y conturul acestui domeniu avem
S F(z)dz = 0,
Iy

de unde deducem
S F(z)dz:S Fz) dz S F(2) dz.
(o} Ty Ta

Prima integrala din membrul al doilea al acestei egalitati
este data de relatia (1). Daca notam cu R, reziduul functiei F(z)
relativ la polul simplu z = 2, avem

Ve e V9
R, =lim (z — 2)F(z) = lim Ve wa(' DR . e

22 z2 z 4

si deci
: =V9 .
ST F(z)dz = 2miR, = ===,

2

Rezultd ca in acest caz valoarea integralei este
S AV (e e
I = [T) o5 ]

26. Sa se calculeze integrala

I-
= S -t
c(z—2)¥ 2% (1 — 2)3
unde curba C are ecuafia |z | = 3, iar pentru radical considerdm

7 7 1 !
determinarea care in punciul z = 5 are valoarea =

Solutie

Functia
o) = V20— 2

are ca puncte critice punctele
2= 0gi z = 1. Ramura conside-
rata a acestei functii este uni-
forma in planul complex in care
aam  facut taietura ce uneste
punctul z = 0 cu z =1 (fig. 41).




Sa dezvoltam funcfia

By o S

c—of= a0 —2

in serie de puteri ale lui z in domeniul |z | > 0.

Pentru aceasta scriem functia sub forma

in domeniul |z | > 2, avem

[uga4:1+%+i+m

i
1 & Bl =
e = l —_ — ., — —_— —
(} ) 5 5 o528 ’
deci
F(2) e e e el
D e
Rezultd ca integrala data devine
(i idus 1 e
c 25 g2t 25 24
Pe cercul C de ecuatie | z | = 3, avem
Sc i dZ—"0) (n = intreg # —1)

deci
JF =)

27. Sa se calculeze infegrala

Z— i

In

J=S Zi4 i
c(z2— 1) (2—4)
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unde pentru logaritm considerdm deferminarea care in origine are
valoarea =i, iar curba C este una din curbele

15z =—
2
2°. x4 3yt —2 = 0;
3. |z| =12
45ng?

5°. |

Solutie
22—

Functia In are ca puncte critice punctele z = 4 i. Fiecare
2

L
determinare a acestei functii este uniforma in orice domeniu sim-
plu conex care nu confine punctele z = 4 i sau in tot planul com-
plex din care am scos segmentul [— i, ] (vezi problema 25, cap. I).
Functia
In Z-|_- r
2 L
I = —
0 (e D)t —)
are ca poli simpli punctele z = 4 1si z = 4 2.
In cazul 1° existd un domeniu D care contine curba C si in
interiorul cdruia nu exista nici unul din punctelez = 4, z= 4 1
z = * 2 (fig. 42).

4

=2 =7

T, -
4

Fig. 42
In domeniul D functia f(z) este olomorfa si deci
J=0.
In cazul 2° considerdm ca domeniu D un domeniu care contine
curba C in interior dar care nu confine nici unul din punctele
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z=+1i 2z= 42 (fig. 43). In acest domeniu functia f(z) este
meromorfa avind polii simpli z = &£ 1. Deci

J = 2=i(R; - R.,).

Avem
]nz—i | | — i
R, = lim— i = 1+
L 5 DT e ) R

Fig. 43 Fig. 44

ey

it

2

In cazul 3° considerdm domeniul D care contine curba C fara
a confine punctele z = -+ 2 si din care am scos segmentul [—i, i],
(fig. 44). In acest domeniu, functia f(z) este meromorfa avind polii
simpli z = - 1.

Avem deci

J = IR R = w2

In cazul 4° consideram domeniul D care con,ine curba C fara
a contine punctul z = 2 si din care am scos segmentul [—i, i
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(fig. 45). Functia f(z) este meromorfi in domeniul D avind polii
simpli z = 4 1, 2= — 2. Deci

= Qﬁl(Rl + R,l '%r' R_g)-
Wl

Fig. 45
Avem
7 e Ji heny
In In In ™ — arcsin —
R, = lim ol N Ol o) ot 9. ¢
B o ) () D R 12

Analog gasim

2 — arcsin %
Rog=——— % |,
i 12

Deci in cazul 4° avem
4
;7( 4 -~ arcsin __-}

)

i

6

In cazul 5° considerim domeniul D care contine curba C si
din care am scos segmentul [— i, ] (fig. 46). In acest domeniu
functia f(z) este meromorfi, avind polii simpli z = 4 1, z= -+ 2.
Avem deci

7| =+ arcsin —
J =2mi(R, + R+ Ry + R.y) = { ; SJ.




28. Sd se gaseascd reziduul pentru z =0 si z = oo al functiei
s

ez z"

Ez) = unde n este un inireg pozitiv.

r4

Solutie
Sa gasim coeficientul termenului —in dezvoltarea lui F(2)
2

in serie Laurent. Avem
1

e T ™)
ezl

nlz#

si
1

1 42

=]l—z4+22—284 .. 2)

Dezvoltarea data de (1) converge absolut in tot planul afara
de z = 0, iar cea data de (2) converge absolut in interiorul cercului
de razd 1. Daca facem produsul celor doui dezvoltiri, aplicind
regula de inmullire a seriilor si dacd inmultim cu 2”, noua dez-
voltare este o serie Laurent convergenti in interiorul cercului
de razd unu, in afara de origine si aceasti serie reprezintd pe F(z).

Reziduul R, este coeficientul lui

in seria produs al lui (1)

zn-+1
cu (2). Avem

1 1 \ 1

Rl:(n+x)1—(n+2)l+(n+3)1_(n+4)1+'"
adica
:".‘_i__l_ 1___r1_ .« e l, 3 i ke
R, ; 2’-}—3! “+ +n! dacd n este impar,
si
s L B I T e 5 e
B = : 1 1 +21 i -+ -{-nl,daca n este par.

In particular, daci n= 1, R, este egal cu -, si pentru n — 0
€

R; este egal cu I — L
e

Sa cautam acum reziduul punctului z = co. Pentru aceasta
4 4 1 : ;
sa notdm z = E; functfia F devine

R(f) = ==

r3(C+1)
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Sa dezvoltam F,; dupa puterile crescatoare alelui . Coeficien-
tul lui € in aceastd dezvoltare, schimbat de semn, este egal cu
reziduul R..

Avem
: & SR ;
£ GEtsr (1)

T e e e e @)

Este suficient sa calculam coeficientul lui Z* in produsul seriilor
(1’) si (2') pentru a-1 obfine pe — R,. Rezultid

1 1 1 1 1 " 1 ”

=Ry =—— = U (—1)"*—(—1)'T+(_1)-

il fe—= i =2 2]

Putem calcula mai intii reziduul R, al lui z = co care este un
pol. Deducem apoi reziduul punctului singular esential z = 0,
scriind cd suma reziduurilor este nuld. In afara de punctele z = 0,
z = oo functia F(z) admite polul simplu z = — 1, a carui reziduu
este (— 1)” e’L. Deci

Ry +R+E =0

e

sau
il - _(_ l)" - (_ ])u (— 1) _(_ ])s: o _:-]__(4_ ])n
& Shc AT TS By s
valoare care coincide cu cea gasita direct.
Daca n era intreg negativ (n = — p), reziduul punctului 2 = co
este nul, si avem
|
Ll o
R1 | T
sau
P+t
R]_ — ——'—(_IJ .
e
g 29. Sa se calculeze reziduul pentru
z = 0o al funcfiei
® F(z) = ezlnZ=
Bl : v
4 Solutie

Punctele critice ale functiei F(z)
7 S~—  x sint «si B (fig. 47). Valoarea functiei
F(z) creste cu 2ime* sau cu — 2iwe”, dupa
cum ne rotim in jurul punctului z = o
Fig. 47 sau z = B, in sens direct. Diferitele de-
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terminari ale lui F(z) sint uniforme in exteriorul unui cerc oarecare

care inconjura punctele o, B. Sd considerdm determinarea princi-
G ‘. 3 o 1Ee % s o

pald a logaritmului. Notdm z = — si dezvoltam logaritmul in jurul

punctului € = 0. Avem ;

1n2—°‘=1ni“'°‘5'—:—15(1-*-5~+—§+ + 224 ]+
7B 1Bt

i 29 BC B2 G 2
EC[I—L s 2 +n+l+ ) M

Daca F,(z) reprezinta determinarea lui F(2) care corespunde la
aceastd valoare a logaritmului, toate celelalte determinari sint
de forma F,(2) -+ 2ikme®, k fiind un intreg pozitiv sau negativ.
Diferitele determinari ale lui F(z) au deci acelasi reziduu pentru

z = oo, deoarece, ¢° fiind olomorfa, integrala QikﬁSe‘ dz, calculata
pe un cerc cu raza arbitrara, este nula.
Reziduul lui Fy(z) se obfine, facind produsul seriei (1) cu seria

—ipde L

21 2 n! tn

Jl‘-—-

si schimbind semnul coeficientului lui €
Acest coeficient este egal cu

L o a? S E o1 5
u[ TR TI lm(n-l—l)l }-...]+

i = B @2 i Bn B ol e

'B[ Rt e +(n+1)l-} "']_e %

Deci reziduul este e* — ef.
30. Sa se dezvolte infegrala
Sa e* dx
—a x3 — g2
dupd puterile crescatoare ale lui a.
Solutie

Si notam x = a® ; integrala devine

Fle= +1 et dt
(@) S—r yi—=t¢
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Functia F(z) :]_rlea_z” are ca puncte critice numai z = 4 1.
— z-

Integrala Iuata in lungul unui contur (C) inchis care inconjura

segmentul [— 1, + 1] (cu determinarea pozitiva Fy(z) ale lui F(2))

este egald cu — 2izR, R fiind reziduul lui F(z) pentru z = oo.

Cind conturul (C) tinde catre segmentul [— 1, -~ 1] luat de doua

ori, gasim

2J(@) = — 2ixR
Pentru a calcula pe R, notam z = é— , si dezvoltam lfr;](j——_%
in serie Laurent. Avem
e> 1= r oy Rl "l t,’g '
£ i§ ; 1 I aben 1-3:2n—1) 2" |
e l4+—-—4—0+ ... +——7 -+ .|
yr—z¢ :tl'[ ' 2+ -4C 2.4..22 ]

Facem produsul celor doua dezvoltari care sint absolut conver-
gente si cautam coeficientul lui &, coeficient care este egal cu — R.
Rezulta

: Jlial (13 @n—1) a*

B e et Gl nE
e e [ 521 | 9.4.-21  (2n)! }
SO ) SRR i o S e S R
il[ T T, ]

ai
unde am notat 5 =%

Deoarece J(a) este pozitiv pentru a real, trebuie si luam sem-

nul minus inaintea lui — R, astfel incit — 2izR sa fie pozitiv.
Avem

@i g e el e (:"—’)

@ Tr[ 1 1 +(l - 2)2 l (n!)? 3 ] % 4

deci J (a) este o funcfie olomoria de a.

31. Sa se calculeze integrala

SL’R d?
e o]
o |l +asing

unde o este o variabild reald, iar 0 < a < 2.
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St ite

Facind substitutia z = e®, avem

dzi elp — p—io z
dp =—, sin ¢ = .
iz 2 2

De asemenea, prin aceasta substitufie segmentul [0, 2=] se
transforma in cercul [z | = 1.
Integrala data devine

J:S se C:lz] = 1).

caz* 4 2iz—a

Funciia
2
Haiss az* + 2iz —a ]
are polii
_ —24V4—a*
Zfat e g
Dar
-—2+ZE_:F = ’gQ—lfff—a‘-' S
deci, in interiorul curbei C, functia f(z) are numai polul simplu
BN —24Va—¢ i
e ey s
Rezulta
J=2niR;
unde R:, este reziduul funcfiei f(z) relativ la polul z,.
Avem
o= linmiz—— L
Rz; ¥ ( 21) f(Z) p 1[4 =
deci
2r a
e :
Va—a

32. Sd se calculeze intégrala

i Sl_u o

0 2-cose
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Solutie
Ficind susbstitufia z = e'¢, obtinem
1 1

d Z—— z+_
do =% s e e
L] i'.Z,Slrlg@ % Ccos @ 2
iar segmentul [0, 2=] se transforma in cercul |z | = 1.
Integrala datd devine
J=_g.ﬂl‘z_—.l._dz} (Clzl:])‘
Jc 2(®2 4 42+ 1)
Functia
22422 —1
fe) 222+ 424 1)
are polii

2 =0, 2= —2F13 oy ——9 — )3

In interiorul curbei C functia f(z) are deci polii z si 2,.
Rezultd ca
J = —2n i(R;, + R;),

unde R;, si R:, sint reziduurile functiei f(z) relativ la polii z; si z,.
Avem

R;, = lim zf(z) = — 1,
z2=0

Ry = lim ¢+ 2—13) f) =1+

z>Ya—2
Deci
2r
g
Y3
33. Sd se calculeze integralele
Iy = | ite®) cost 2 do, Jy = ("F(e) sin? £ do,
0 2 o 2
unde f(z) este o funcfie olomorfd in domeniul |z | < R, (R > 1).

[H. Cartan, [3]]
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Solutie

Ficind substitufia z = e‘®, obtinem

Z+

cosp . Llbooss SRS G 1T,
2 4z
Spa s e Ee do = e
2 1z iz
iar segmentul [0, 2=] devine cercul |z | = L

Cu aceasta substitufie integrala J, se scrie
=g\ (t+2+5)f@d  C:ilzi=D. @)
iF AN z 2

Dar, {inind seama de teorema si formulele integrale ale Iui
Cauchy, rezultd

S f@)dz = 0, g 2@ 4, — 4xif(0), S 19 47 — orif (0),
(¢ JG 2 a2
deci, relatia (1) devine
Iy = Z (20 + [ O)].
Analog obfinem

Iy = Z12f0) —F O)L.

34. Sd se calculeze integralele
Jl Tk S+°° x sin x = S+¢- X cos x o

—w x4 2x4 10 3 —w X2+ 2x 4+ 10
Solutie
Sa consideram funcfia analitica

Zes
I e e s
care are poli

Z=—1+4+3i, z,=—1—3i

Avem Imz > 0.
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Notind

s e
22+ 22410
rezulta
lim F(z) = 0.

z->00

In baza lemei lui Jordan deducem

+o xeix .
S STy Sl =21 R,

—w x% - 2x + 10

Dar
el : g i 3 2
R, =lim (z—2z) fz2) = 2! (cos 1 — isin 1),
2223 Ge?
deci
+ @ xeix TR el . .
———— dx = — [3sin] — : -+ s 3
S_m D [3 sin cos1 + i(3cos1 + sin 1))

Inlocuind aici pe e cu cos x + isin x, gasim

T

= 5 BeosT +sinl), U= Sip (3 sin1 — cos 1).

35. Sa se calculeze integrala

Josd S“’ xtdx
; o x* 41

Solutie
Avem

So il sﬂ Q= x So xtdx (e xtdx
o1 Juo (— a1 5

X+ 1 )y 41
deci ]

S+°° x4dx =) Sw_.x‘_di

s RS 0 X8+ 1
adica

7 iS“*W xtdx
2 )—ox*1
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Sd consideram acum integrala
g zidz
Weirsda Pl

unde conturul C este format din segmentul [— r, r] si semicercul de
ecuatie y = VrP—2x2, unde r > 1. Aceasti integrald se scrie

zidz 2idz Lo ctdx
e i T
cri=rl v 25 11 —r x8 1
cdci pe axa reald avem z = x.
Functia
A T
e =2 + 1
are ca poli radacinile ecuafiei
221 1=0,
adica punctele
+ 1 B M 1 =
2, = COS gian s e e: To (0 IR
(6]

In interiorul conturului C functia f(z) are polii 2y, 2, 2.
Deci

iz ; T
SCZH = = 20 (Re, + Re; + R

unde Rz este reziduul functiei f(z) relativ la polul z;.
Avem

e = bzt =zt 2%+ 1
Rzk:“muz11m5_2_ﬂ=LEL[COS(__+_n)+
&z, 2 2z, 62° 6z 6 6

+isin(~gﬁ-éﬂn]]-

De aici deducem

e s e T
R g P B s g 7
deci
S z‘dz__47_
Gizierl
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Cu aceasta valoare relafia (1) devine

S‘r xidx =4"“_S 24dz

—y)-“"r‘] ‘!26+1’
y de unde, trecind la limita
@™ 44y 4
e e A —Im 26
\3" o x8 1 | yom Jy2® 41
Z,
=2 52 \ Avem
-r 1/ I s g | 2 1
r)_’ '-2 A z e —
| i =
deci
Fig. 48 lim | zf@z) | = 0.
|2] >

Tinind seama de aceasta relatie si de faptul cd v (fig. 48) este
un arc de cerc cu centrul in origine, corespunzind unui unghi la
centru constant (egal cu =), rezultd ca

4
lim S 2l NE 0
vom Jy 2% + 1

si deci relatia (2) ne da
S+°° xidx

= 4r,
by 5

adica

— B

®© xidx
Su X+ 1
36. Sd se calculeze integrala
ol S z:dz
Gzt il
unde curba C este
1° cercul de ecuafie |z| =R, (R >1);
2° semicercul de ecuafie y =) R®— x® completat cu diametrul

respectiv.
De aici sa se deducd valoarea integralei

S" x3dx

o X+ x4
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Solutie
Functia
e S Tt b
= i

are ca poli simpli radécinile ecuafiei
=l — )

adica punctele

D I i) [Ene; Vi3 I V3
==t i, g =——Fi— Gy =———i—, 5y =——i—"
s omisp i T el TR T

In cazul 1° cei patru poli ai functiei f(z) sint situafi in interio

rul curbei C, deci
J = QWL(R]_ ;L‘ Rg + Ra ”:" R;)v

unde R; este reziduul functiei f(2) relativ la polul z;, (j = 1, 2, 3, 4)

Avem
: 3—il3 3413
Sl
R:; =——‘R1, R; e Rg-
Deci in cazul 1° valoarea integralei este

J =0.

In cazul 2° in interiorul conturului C sint situafi polii z; si

2, deci &
J = 2ni(R, + Ry = “‘;3-

Daci notim cu I' semicercul de ecuatie y = | R*— x2si {inind
seama ci pe axa reald avem z = x, relatia (1) se scrie

S 2:dx i SR xidx 5y =3 2
rzt4+z2+1° —Rx*+x4+1 3
Trecind la limitd in aceasta egalitate pentru R —oo obfinem
lim S 28dz + S"'” xdx RCES ©@)
R JT 2t 4+ 22 + | A ey =R S D
Avem
|2 @) | = 1“"—‘
ZhC e ]
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Dar

deci

Tinind seama ca I' este un arc de cerc cu centrul in origine
corespunzind unghiului la centru constant (egal cu =) si ca pentru
R —ooavem |z f(z) | - 0, rezultd ca

lim g I A 0
Row JI 24 22 -} |

deci formula (2) devine

V"’_ x3dx =V3
J—oxtt+ 2241 3

Aceasta relafie se mai poate scrie

SD x2dx s S"H” x3dx i V3.
e W F 2 F1 )y X E I 3
Inlocuind in prima integrala din aceasta egalitate pe x cu — x,
obfinem
9 S” x2dx L =3 A
o BT 221 3
adica

o T2 F1 6

37. Sd se calculeze integrala lui Laplace

Sw x2dx =3 z

&ﬁcosxdx
20 .\.'2—:"(1:
Solutie

Sad consideram integrala

22 -+ g2

i =S o 1
G

unde conturul C este cel din
Fig. 49 fig. 49.
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Functia:
efz

f2) =
este o functie meromorfa, avind polii simpli z = =+ ai. In inte-
riorul conturului C functia are polul z = ai, deci
J — QT:ER.:;',
unde R,; este reziduul functiei f(z) relativ la polul ai.
Avem

ZB==a®

R,; = lim (z — ai) f(2) = <—.

z—al 2ai

Rezulta

w

J = —.
ae®
Avind in vedere forma conturului C deducem
= SR eifdx +S et dz i

Spirdi-tial Rizti-ial

de unde, trecind la limita pentu R — oo,

Sw eedriid il lims ede (1)
_ew ¥+ a® ae® Roo)r z®+a?
Avem ;
|2f@) | = |-2—=|<<=s (y >0),
; 2% a® |z |
deci
lim|zf(z)| =0
|z|]—e

si finind seama ca I' este un semicerc cu centrul in origine, rezulta

lim Sr f(z)dz = 0.

Rao0

Inlocuind aceasta valoare in (1) obfinem
S-Hr axdx T

—w x2 4 a? ae

de unde

SG eixdx SW etFdx 3
= —

_w X% a® o x2-a? et

sau

o X®- a2 ae

Sm eiFdx Sﬂ e—i%dx P
0 x* "?‘ a*®
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De aici rezulta

S“‘ cos xdx T
o x2-}+a* 2ae
38. Sd se calculeze integrala
S-’r“’ cos x dx
o (x*+41)(x2+4)
Solutie
Consideram integrala
oix
Sc @41 (244
unde conturul C este format din segmentele [— R, R ] si semi-
cercul I' de ecuatie y = VRT—%2, (R > 2).
In interiorul conturului C functia
elz

i@ = Ry
este meromorfd, avind polii z, = i, z, = 2i, deci

J = 2%i(R; + Ry)),

unde R; si Ry; sint reziduurile functiei f(z) relative la polit zi= i,
respectiv. z = 2i.
Avem

Ly

Ri=lim —f) ==, R, = — .
2y ( e 67 W Bk 3 12ie?

Deci
e (2e —1) T

Tinind seama de forma conturului C, aceasti relatie se scrie

S eixdx S eizdz _ (Ee—=1D)=
—R (x2+ 1) (x24-4) r-+1) (244 Ge®

Sau, trecind la limita pentru R — oo,

eixdy B (2o T fif S eizdz (1)
—w (22 1) (x24-4) Ge® R Jr (22 4 1) (22 L 4)
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Avem
zeiz e—y

@+ @E+4 HE

’ (y >0),

l2f@) | =

de unde rezulta
lim|zf@)|=0

|z|=e0
si finind seama cd I' este un semicerc cu centrul in origine, re-
zultd
: eizdz
i\ e =
Rse Jr (22 4+ 1) (2* £ 4)
Cu aceasta valoare relatia (1) devine

gw elxdx (o=l
o (1) (x2+4) Bet

Dar

dx,

SO eixdx o ‘w e—ix
cw (124 Jo (x21) (k2 +4)

deci

gw cos X \::(28—1)7:_
Yo (D)2 +4) 12¢2
39. Sa se calculeze integrala

S“-—ﬁﬂL—, 0<a<l)
e (ef 1) (ex +2)

Stollin thile
Fie integrala

e S efzdz
P ez +1) (e +2)
unde T este conturul ABCDA din fig. 50.
Functia 41

- edz o (R 27)
= (ez + 1) (ez +2)
| g

AERON 0f — B8R0} =
el —i0. 02 £ 2 =20, Fig. 50

are ca poli ridicinile ecua-
tiilor
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z=(2k+ )i, z=1In 2+ 2k + 1)mi.
In interiorul conturului T functia f(z) are polii
4 =mi, 2="1In 2 + mi,

deci
J = Qﬂi(Rz‘ 5 Rz,),

unde R, si R., sint reziduurile functiilor f(z) relativ la punctele
21, 2o.

Avem
Rzl — lin] Mi— = - pani :
z>z (€2 + 1) (ez2 4 2)
Ry = limeE =0l s o, 1 20
e 2>z (L’z + 1) (t.’z + 2)
Deci

J = Omieani (2a—1 1),

Tinind seama de forma conturului I" avem
S fz)dz + S fz)dz + S [@dz + ( f)dz =
AB BC CcD JDA
= Omjeami (201 __|), (1)

R—w 'DA

Avem
R o X x
d :S raapel L 2
SABf(Z) e ET ey @
S f(z)dz = — gami gR L :
cD J—R (eax 4 1) (ex + 2)
Pe segmentul BC avem
2 ea(R+iy) eaR
lf(ZH , (1 -+ eR+iy) (2 -+ eR+iy) < (eR— 1) (R — 9)
Deci
d i IR
. 1 | < TR — 1R —3)
§i tinind seama cd 0 <a < I, rezulta
lim S f@dz = 0. (3)
R-w JBC
Analog
lim \  f(z)dz — 0. (3)
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Trecind la limita in relatia (1) pentru R— cosi, avind in vedere
relatiile [(2), (3), (3], obtinem

© eaxdy _ 2mieani (2a—1 — )
S—m @+ +2) 1 —ewn
Sdu
® eaxdx _ wm(l —2a-1)
S_.w(ex+ )(e*+2  sinax

40. Sa se caleuleze integrala
® x sin ax
I —dx :
So x2 -+ a? Al
Sioiliitie
Pentru a calcula integrala data consideram integrala
J 5 S zeiaz dz

g 2*rat

unde C este conturul format din segmentul [— R, R] si semicer-

cul I’ de ecuatie y = VR® = x* (R >a).
In interiorul conturului C, functia

SRl zgfaz
o) ===

are polul simplu z = ai, deci
Al — zﬂme':

unde R,; este reziduul functiei f(z) relativ la polul z = ai.
Avem

e—a2

.

Ra = lim (@—ai)fz) =

z—ai 2
de unde deducem ca
J—Lrrio=4%

Pe de alta parte avem

J:SR f(z)dz-}-s i(z)dz
i —R r
adica
R ngtlx L= S = St
S_Rx’-_}»azd-\ i Srf(Z) dz = mie—%,
sau, trecind la limita pentru R — oo,

© xelax
S—ea xt + at

d’-:"ﬁ-ﬂ!_l' Z.
=t lim Sr i(2)d (1)
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Avind in vedere ca

0 xeiax © yp—aix
S d . _g

o X213 Ay S n s ok

formula (1) se scrie

® x(elax — p—iax)
12 L g2

dx = mie=a" — lim S f(z)dz
r

0 i
sau
Sm xasm x2 dig = p—at L lim g f(z)d=. @)
0 X + a 2 2{ R—w [T
Avem
|20 | = |55 | o= | < e,
2l iags
deci

lim | zf(z) | = 0

|z| e

si, finind seama cd I' este un semicerc cu centrul in origine, re-
zulta

R

lim S fil2ydzs==H0]
r
Relatia (2) ne da

S“’ S dx =L
Jo S '}‘ a* 2

41. Sa se calculeze integrala

gw COS o dx,
o ¢h x + cha
gl ' unde a > 0, « = real.
Byf-a Jo——= & ke2r;) Solufie :
Consideram inte-
i — oz, T grala
i i elaz
Sc chz--cha :

AfR) — ﬁ S () unde C este conturul
Fig, 51 din fig. 51.
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Functia
gluz

f(Z) =chz+cha
are ca poli ridacinile ecuafiei

chz -+ cha=0,
care se mai scrie

0\32a+1

(o =i e +1=0.

ea
Deci polii funciiei f(z) sint
zz=—a-+mw, z=a-+ 7w
Rezulta ca
J = 2mi (R;; + R,,),

unde R, si R, sint reziduurile functiei f(z) relative la polii
respectiv z,.

Avem
_ iz —na—adai
R—limeE—2z)— —fl )
R chz+cha sh a
R S (4 Zz) elaz e—na—aci
= — —_—— —
2229 chz-+4cha sha
deci
J = dme—m= 2192,
sh a

Tinind seama de forma conturului C rezulta
(* ez + (5 fode+ §

= 4me—7=

sin ax
Rttty
sha

Pe axa reald avem z = x, deci

i elaxdx
S Ao S#RCh.x-i*cha
Pe dreapta A;B, avem z = R - iy, deci
R+2ni Qieil!R.(_’-—ay
2)dz = dy.
s HEdzi= SO eRely 4+ ¢e—R ¢—iy +-2cha y

21,

i@+ fedz =

151



Pe dreapta B;B, avem z = x -+ 2xi, deci

—R+2xi R e—2me . glax dx
f@)dz = —S —
R+2mi —R chx+cha
Pe dreapta B,A, avem z = — R - iy, deci
F—R 2 Dje —iaR p—ay
f@)dz = —S -2le e dg.
—R +2mi o e Rely +eRe—iy - 9ch g
Relatia (1) devine
R X o v % o (2w —ay
I T i TR P bt ¢ dy—
—R ¢hx + cha o eR ety 4+ e—Rely + 2cha
. 3 2r —ay e i
- 2ae—==R§ & dy = 4me—r= L 2% (o)
o e—Reiy |- eRe—iv + 2cha sh a
Avem
9jpiar (%7 ey dy 2 r e—ay dy
'
o eRelt 4 e—Re—iu 4 2ha| “eR +¢—R); cos g
deci
lim 2iei<% (* L ——
R-eo o eReiv |- ¢-Re—ty +-2cha

Analog deducem

lim 2ie—=R

R—=

o= e—xy dy
o e Relv{-eRe—iv+92chq

Trecind la limita relatia in (2) pentru' R — oo, obfinem

(l—-e—?"“)sw getde . e natinan
—w chx 4+ cha sh a
sau
Sw eixx dx 9! 2% sin aa:‘ (3)
—w chx -+ cha sh a sh ma
Dar

0 efax dx gw e—iax dx
S_mchx-{-cha Jo chx—l—cha'

deci relatia (3) ne da

Sw COS aX o sin ax

o chx+cha sh a sh mz
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42, Sa se calculeze integrala
s
unde n este un numdr natural.
Siolitite
Fie functia
1

(a 4 bz*)n ]

fe) =

Aceastd functie are ca poli multipli de ordinul n punctele

e [ [
b b

Si consideram acum integrala

J= S dz
¢ (a-bz2)n :

unde conturul C este format din segmentul [— R, R] si semicercul

de ecuatie y = VRT— x? (R > V_E]

In interiorul conturului € functia f(z) are polul z,.
Rezulta

J = 2rmiR,,,
unde R,, este reziduul functiei f(z) relativ la polul z,.
Avem

1 (— 1)a—1n

R, = lim [(z—z,) ") = ————
2 (n—1)1 07 zaz I )l bn (zy — zg)20 1
de unde
(2n — 9)! l/
e e ee . L R
2 [(n— 1)1} 22n—1qan
Deci

@n — 9)! V%—

(n — 1)! 22n—2gn é




Avind in vedere forma conturului C, rezulti

SR e s. " @n— 21)/2=

R @+0x)r ) (@ or [(n— 1)y 22—2gn

sau, trecind la limitd pentru R — oo

= (2n — 2)! LA
d . 1 b
S e +11m8 S el V =+ (1)

(a - bx‘:)ﬂ R (@ + bzz)n [(Ii T 1) l]g 221'1—2 a
o T

Avem
1
izf(z) l == bn’zlzn_l )
deci
I lim |zf(2)| =0
zZ| >

si, finind seama ca T este un semicerc cu centrul in origine, de-
ducem

lim Sl_ f(z)dz = 0.

R0
Relatia (1) devine
TR et
(@b [(n — 1)1]2 227—2 4n
Avem

su de A fm gy
- (a+ bx?)" Sn (@+ bxt

deci

Sm dr o a3 V%r

L @Ho [ BT

43. Sd se calculeze integrala

27 cos nf
db 1).
So 1 — 2a cos 6 + g2 =)
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Solutie
Fie functia

Polii acestei functii sint

Z = a, 2 = —-

Si consideram acum integrala

oA 2t dz :
c (z—a) [z— %]
unde curba C este cercul de ecuafie |z | = 1.
In interiorul curbei € functia f(z) are numai polul z,, deci
= 2R

unde R, este reziduul functiei f(2) relativ la polul z,.

Avem

R., = lim (z—2) f(2) = :

22 o= (l —ad)

de unde
s 2mi
S et (1 —a? ;

Pe curba C avem z = e%, deci integrala J se scrie

i (n+1)0i
T e do g
b Pkt (a A —:T] & 41

De aici rezulta

2r
cln-i—l}ﬁi 40 & 9
3 - n—l MR
; em[#(a-?-—]—) I aie (li—as)

a

155



sau

2n
g cos (n+41) 0~ isin(n-+1)0 o= 2r :

e P
), (cos 6+ isin 6) [2 cos 6 — (n -} l” a"= (1 —a?)
a
de unde deducem .
2% Ore 2 i
Sr cos nb D= b 5 S sin nb =0
0 a*—2acos 6+ 1 an (a®*—1) 0 a*— 2a cos 0 1

44. Sa se calculeze integrala
J = S __(Iﬂ )2 dz,
c

2|

unde conturul C este cel din fig. 52, iar peniru In z ludm determi-
narea prmczpafa
De aici si se deducd valoarea integralei

S‘” In x i
0t}
Solutie

In interiorul domeniului marginit de conturul C functia

F2) = (In 2)®

i l
este meromorfd avind polii
B ) e WD i
1 9 ’ 2 9 )y
V2 /2 ;
2:—2—(1—1) 24”—12—(1"—1!).
v Deci ;
J o= 271:52 RZL- .
r A=l
unde R, este reziduul functiei f(z)
7 relativ 1a polii z.
S— Avem
7 G @
sz = lim (z — z,) f@) =
Z—}Z‘ e
[ Ve (4 ;)]
Fig. 52 i V_z — 14
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Dar

12 e
=) it

deci

=) 2( + 0
RZIT_T'

Analog gasim

V2 — =t _25¥2(0— i~

Ry = — = on o Ry 128
R _¥2a—n=
e 128
Rezulta
T2 .
J= o (1 — 5i)-

Tinind seama de forma conturului C, obfinem
St fz)dz + Srf(z)dz i S f(z)dzésyf(_z)dz : 5‘”:3;’ 201 =5l

Pe partea superioara a semiaxei reale pozitive avem In z =
= In x, iar pe partea inferioara avem In z = In x - 2ni.
Deci

r r (1 & In x + 2mi)?
S; f@)dz = S (\—”—L’% dx, S f2)dg = — d0Xwdm) g,

€
r x4 41

Inlocuind aceste valori in (1) deducem
Kr 4 — 4miln x T

§ o ar =520 — 5+, fate |, fiode

Trecind aceasta relafie la limita gasim

S“"*f’_".ft'-i"‘lfdx :_Ziﬂ(l—5i)+lim§ f(z)dz—lims fz)dz. (@)
32 20 Jy r~e Jr

z (In 2)®

241

(In 2)*
23

| 2f(2) | = <
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Dar

lim |22 _

|z]|=e 28 ’
deci

Ji S|z F ()8 =10}

|z2] =
Analog

lim | zf(z) | = 0.

|z| =0

Tinind seama ca v si I' sint cercuri cu centrul in origine, rezulta
ca

lims fz)dz = 0, lim S f(z)dz = 0
=0 Jvy r—w JIr

si deci relafia (2) devine

4 2S°° dx 4 _SW In x L 7a3) 2 !

B e i) 1 (8 2 e 1
Rezulta ca

S“’ dr 7 |2 S”’ In x dy = 385212

T ETTR V REEal e e

45. Sa se calculeze infegrala

© Inxdx
stfm’ (@>0, b>0).

Solutie.
Sd consideram integrala

7 S In%z 1z
oly c (Z_I_a)z _}_ [)2 ?

unde pentru logaritm ludm de-
] Pl terminarea principald, iar contu-
rul C este cel din fig. 53.

Functia
Iniiz
(-‘) —_ 2
Fig. 53 fe (z--a)d b2
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este deci meromorfi in interiorul domeniului D marginit de con-
turul € avind polii simpli

2z =—a+ bi, z=—a—bi
Luind r > Va® -+ b2, acesti poli sint in interiorul domeniului
D si deci
In® z : ;
M2z dz=29r LD,
Sr:(z-’.-n)H—b2 7 il Ra)
unde Rz, si Rz, sint reziduurile functiei f(z) relative la polii 2, res-
pectiv 2z,
Avem

2 e 1 N2
R: = lim (z— 2) In® 2 _ [In(=a+b6)*
Z i (z+a)* + b° 2bi

Notind p = |/a® + b% ¢ = arctg 2, avem
a
In (—a + bi) = Inp + i (x— 9).
Deci

e LS o en(me = | SRR SR _[npti(m+ oI
2bi %

Rz,

Rezulta ca

R g (r—ilnp).
@+ )t + b? b :

Avind in vedere forma conturului C, deducem

I:
-4

SC f)dz = Sr fz)dz - S f(z)dz — S f(z)dz -+ S f(z)dz. )

Pe partea superioard a semiaxei reale pozitive avem In z =
— In x, iar pe partea inferioard avem In z = In x + 2=, deci

r r In® x e r (In x-2wi)?
S [ e ey e (et 2R
Sg felce S TR Srf(Z) 4 S FrpTEE e

De asemenea

zln® z In®z
0= |ge | <[5
si avind in vedere ca
i Inigiz b 0,
| z| 9= z
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rezulta

lim | zf(z) | = 0.

|z | =
Analog avem

lim [2f(z) | =0

|z| =0

si, finind seama ca I' si vy sint cercuri cu centrul in origine, de-
ducem ca

lim S f@)dz = 0, lim S f(z)dz = 0. (4)
Rsoo JT r—0 Jv
Trecind la limitd in ecuatia (2) si inlocuind relatiile (1), 3
si (4) obfinem
4n2(“___JHL_—_-_4nfS“-—Jﬂ;if—_dx =A™ (v iln o).
Jo (x+a)®+ b2 ol (X a)x1- b2 b

De aici rezulta

S“’ s arctg 2 Sm L dy — In VarFpe
o (x -+ a)*+ b2 b a b

arct 2.
i (Ea e B &

Dacd a =0, b =1, deducem

Sm L dx = 0.
o ¥4 1

46. Sd se calculeze integralele

®©  cos ax @ sin ax
e

—— dx 0).
J—ol+ x* e e cte )
v Solutie
Consideram integrala
A== S it dz,
cl 4 28
unde C este conturul din
% fig. 54.
3 Functia

fle) = ==
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are polii simpli

R

L.; > ,_‘_i ];g
2 2 2 2

Deci in interiorul conturului C functia f(z) are polul simplu

bl et
‘ 2 2
Rezulta ca
= 2ﬂiR.‘_.|. VT (1)
unde R, 5 este reziduul functiei f(z) relativ la polul
TN B
7 g .L -+ ;_l‘_.S_
2 2
Avem
1 Vi
s ai -—-}-i-——
R, . v5= lim (z*]—mry‘—s)f(): 2 X i)
5 i Ll 2 < 3(—1+i13)

Inlocuind aceasti valoare in (1) gasim
_aVvs

3 e x el
J :MT[VS cos % +sin%+ i[]fr3 sin‘—;——cos %)] (2)

Avind in vedere forma conturului C, rezulta

J = S:;—f lejr""'xa dx + SY f(z)dz +S dx + Sr f(2)dz. (3)

Avem

R gﬂfx
R RS

ze aiz

1 - 28

| efaz | e—ay

lz]® lz[®

| 2f@) | =

deci lim | zf(z) | = 0
Bzl 8 : e
si {inind seama ca I' este un semicerc cu centrul in origine, de-

ducem

=

lim g f(z)dz = 0. @)

IR |+ e [
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Pentru a calcula integrala pe y sd dezvoltim functia f(z) in
serie Laurent in jurul punctului z = — 1. Fécind substitutia
z =1—1, obtinem

PG R (1 -i—i—;ﬁ] et

13 — 3¢% +- 3¢ 3f

e _3t ) azt e—al |
! 1-—- e e——l N e
at ( ]‘ B ¢ +P0),

unde P(f) este o functle olomorfd de 7 Rezulta ca

f

si deci

S fle)dz = S 2 +SYP(z L 1) dz

yz—l‘]

Notind z + 1 = re®® , deducem

0 (1]
ﬂ b Sﬂda —'rirS“P(re"B) ¢i0 dg
adica
li N 5
lim S f(2)de - (5)

Trecind la limitd in relafia (3) pentru r—0, R —oo si, avind
in vedere ecuatiile (2), (4) si (5), obfinem

elax
o | 1__‘3 ¢
a
m (sina + i cos a) +::43 [V—ﬁ Lox;% sm% ka—a(l”.i «,m%wws%)]

3
Dar efa* = cos ax -+ isinax, deci
a V3

{

[sma—fe = ll‘rﬁcos

@ Ccos ax b1
S £O5 0%y — T
— 1 + 3 3

a

3
) i :
S S iy = %[cosa—l—e P (Vﬁ sin %u—cos 3”

S5 I W
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47. Sa se calculeze integrala

Sm cos axdx (a = 0).

01— x4

Solutie gl
Pentru a calcula inte-
grala data consideram in-

tegrala
J =\

einz

c 1 —x8 &,
unde conturul C este cel
din fig. 55.
Funciia
fe) = 2=Z Fig. 55
; 1 — 24

are ca poli simpli punctele z = 4 1, z = =+ i, deci in interiorul
conturului € functia f(z) are polul z = i.
Rezulta
J = 2niR;,

unde R; este reziduul functiei f(z) relativ la polul z = i. Calcu-
lind acest reziduu gasim

Ri=1im (z— )} flz) ==,
T2 4i

deci =

De aici deducem cia
—l—r lax iaz . [1—r iax ’ iaz
S =G -.LS Ee 2 —rS £ i S et e
Y1 Tg 1

—R 1 —xt — gt —1—r 1| —x* — 24
R iax viaz —a
+g e dX"I“S e b T G (1)
Nkl =L s rl— z 2
Avem
zeiaz l Lh’.rzl e—ay
zZiz) | = <5 = 3
IR e S = 2
adica

lim | zf(z) | = 0

Z—=0o
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si, {inind seama ca I' este un semicerc cu centrul in origine, ob-
finem

lim Sr fz)dz = 0. @)
Si dezvoltim acum functia f(z) in serie Laurent in jurul punc-
tului 2z = — 1. Punind z = {— 1, gésim
e—ia . plat e—ai [ (4 442 60— .
t — 1 e —_— — U e it —
I ) 14— 4% -+ 62 — 4t 4t (_1 4 ) 2
SR e py

unde P(f) este o funcfie olomorfa.
De aici rezulta

o) =—=

i3 |
s b Pz 4 |
= ),

de unde

AR _e—“f ; dz i
Sﬁ f(z)dz - ST e +Sh P(z 4 1)dz.

[nlocuind aici pe z+ 1 cu re®, obfinem

S (e s oo el S” o + er° P (re%) ¢9% d6

Yl 4 ™ P

deci @
linés f(z)dz:“"e:“'. (3)
r=0 Jy1

Analog gasim

_Jims Hlo)doia 3)
r—=0 Jys 4

Trecind la limita in relatia (1), pentru R — 0o, r — 0si tinind
seama de (2), (3) si (3') obtinem

®  piax Te=CaMT] ; :
do— 4 — (e — g~
S—-o; Jre=rach 2 4 ( }

sau

iax .
gm e dx = % (e=® — sin a).

—w | —xt
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Avind. in vedere ca

0 elax x -fax
S dx = =y
oo [ =k g (R

elax -\ p—iax

S cascoSN Y — , rezulta

® cos ax b1 :
S ——dx = — (=% — sin a).
DRL=——ye 4

48. Sa se calculeze integrala

suo cos 2ax _,. cos 2bx v @>0 b >0).
Jo s

Solutie

Sa calculam integrala

etaiz__ p2bhiz
J =\ ——dz,
c o

unde conturul C este cel
din fig. 56.
Functia

@ =

e2aiz __ p2biz

= Fig. 56

are punctul z = 0 ca pol simplu, deci in interiorul conturului C
este olomorfa. Rezulia

J=0.
De aici deducem
[ T m e+ flegae + (PR gy
—R X Iy . o
+{,f@dz = o. B
Avem
] Zf(z} l 3 elaiz = p2biz \ | e2aiz | |- | g2biz | i e-2ay |- g2y ,
2l 2]
adica : .
lim | 2f(2) | = 0.
12| >
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Avind in vedere ca T este un semicerc cu centrul in origine
rezulta

1m5f@a:a @)
R—o JT ;

Pentru a calcula integrala pe y sd dezvoltim funclia f(z) in
serie Laurent in jurul originei. Avem
2aiz (Pniz) 2 2biz (2biz)*
l..‘_ +‘ ==l T“'—l'—__ e — a

il 21 {1 21 2(6 b)i

f@)= = = + P(2),

unde P(z) este o functie olomorfa.

De aici rezulta

| fe)de = 2ia—b) S e g P() dz
Y e Y
Notind z = re%, gasim
S f(z) dz2 = — 2(a — b) SO do + ir so P(rei®) e do
h F1d Jm
sau, trecind la limita pentru r — 0,
lim S f(z) dz = 2x=(a — b). (3)
r=0 Jvy

Inlocuind relatiile (2) si (3) in ecuatia (1) in care am trecut
la limita pentru R —oosi r — 0, obfinem

Sao plaix — pthix
2

—oe X=

dx = 2n(b — a)

sau, tinind seama ca

0 plaix __ p2bix Sc:: e—2aix . g—2bix
E=—— d.\f = d-'\:!
S 0 S

-3
—o X5

rezulta

S“Eﬁﬁ:ﬂﬁﬂ@g—qw_@

Jo x2

49. Sd se calculeze infegrala I[ui Poisson

Sme—“*“ cosbxdx (a > 0).
0
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Solufie
Sa consideram integrala

i — S e=2=idz,
5

unde conturul C (fig. 57) este dreptunghiul ale cirui virfuri sint

Ay(R, 0), AE(R,Q%], A3(—Ri], A —IRE0)E

Funciia P
e = = Ag(R ga AR ‘%
este olomorfd in interiorul
conturului C, deci
i = () )
Avind in vedere forma “CRY) 4 g -
conturului C rezulti Fig. 57
|f@d+( fede+{ fed+{ f[@e=0 0
A4 4 AzA, 4,4, 4,4,
Pe axa realé avem z = x, deci
S f(2)dz = SR e—axt . @)
AA, —R
Observind ca
SD i d)«:=gRe—"-‘2 dx
—R Jo
si, facind schimbarea de variabila x-—-li,_, relatia (2) devine
a
Y 3
[ e == V% @)

Pe dreapta A,A; avem z — x - QL;', deci
a

S flz)dz = o s S_R epeie=ttrdy,
4,4, R
Schimbind pe x in— x, gasim

SD e«—axz e-—ibx dx = SRE—::.\'E efbx d.‘k‘,
—R 0
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adica

b* (R
[, [ dz = — e75a | "emass e - =) dx
sau
b® (R
RA L J@)dz =—2¢1a SU = icasthad e (4)

Inlocuind relatiile (3) si (4) in (1) obfinem

iRR —tZd 2 —ESR —ax2 < b - d R S d
)t { — 2¢ #a e cos by dv = — AlA!f(z) z—
-\,  fe)dz (5)
A
~ sau, trecind la limita pentru R — oo si, {inind seama ca
© =
(=%,
relafia (5) devine
i Qe—.:—ﬁ Sme—”x cos bx dv = — lim [S fz)dz +
a Jo R-?-? ALA,
+{,  fed]. | (6)

Pe dreptele 4,4, si A4, avem z = R +- iy, respectiv
2= —R + iy, deci

H2
I f(Z) | = | e—a(R2 £ 2Riy—y?) |;-= e—a(R2—y2) = eda g—aRe.
Rezulta
b b
( b2 REpe H
If(z)| dz L eta e—“R’S 2ot s — —lpdtipndsid;
Hmflzf(z)dz “g.\zt.ﬂ.,‘f( Jite= R %a

de unde deducem ca

lim SA _ f@)dz = 0.

R+
Analog
lim S f(z) dz = 0.
A4,

Ro>w



Relatia (6) ne da
@ =i 168
S e=a% cos by dy = L || = ¢Ha-
0 2 a

50. Sa se calculeze -integrala luij Euler

Su S0 X",

0 X

St i tie
Sa considerdm integrala

st f—dz,

C z

unde conturul C este cel dinfig. 58. Fig. 58
[n interiorul conturului C
functia

este olomoria, deci
= (],

Tinind seama de forma conturului C rezulta

S—-( eix -d.\’ + g eizdz + gR (_Jf.'f'd_\; _i,_s eiz dz =i (])
—R X A e 2
Avem :
[2f@):] =l i,
deci

lim | 2f(z) | = 0

2] > o

si avind in vedere ca I' este un semicerc cu centrul in origine re-
zulta

lim S]‘f(z) dz = 0. @)

Re>wm

[ntr-o vecinatate a originei avem

4 > e 0
@) = == Pl

r4 Z

unde P(z) este o functie olomorfa in vecinatatea originei.
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Rezulta
|, frdz = [ £4{ Perce

Inlocuind aici pe z prin re, deducem

S i(z) dz = sS“ do -+ erD P(re®) e® do,
Y = =

de unde
nmS f(2) dz = — mi. 3)
r=+0 Jvy
Trecind la limita in relatia (1) pentru r -0, R — = si, {inind
seama de (2) si (3), obfinem
SO eixdx e Smgixdx
o

—

—en X

Avind in vedere ca
0 elxdx we—ixdx
5 =

’

— X
deducem

@ plx — p—ix
=

0 X
de unde rezulti

Sw sinxdv_w
fij 2

51. Sd se calculeze integrala

S"’ sin® x il
0o X°
Solutie
Fie funciia
) = ==

o
z2

Aceastd funcfie are punctul z = 0 ca pol simplu.
Sa consideram acum integrala

= 1@ ¢,

unde conturul C este cel din fig. 58. In interiorul conturului C
functia f(z) este olomorfa, deci avem

J =0.



Avind in vedere forma conturului C, rezulta

(" @de +{ jee +( iz +{ @z =0.

Pe axa reala avem z = x, deci

([ f@dz =" = =Ldx,
si schimbind pe x in — x, gdsim
S" f(z)dz =S‘“'2‘"—1 dx.
e Iy
Avem deci
(7 iz + " fode = [F 2=t g @
Tinind seama de formula
Sin x = m,
2;
rezulta
e¥x — 2 + e = 4 sin® x
si formula (2) ne da
(™ )z + SR f@)dz = — 4,SR S
—R r r 55

Cu aceastd valoare relatia (1) devine

(2= = ||, faz -+ @)z |

r 5

sau, trecind la limita pentru r—0, R—oco

S”"Eii’_idx =L limS fz)dz + lim S f(z)dzJ. )
0 A 4 |lr—0Jy R—»o JI
Avem
. [Fe2iz =R | e2iz | 4 1 e—2y - 1
= | E— 3
|21te) [ e lz]

adica
lim | zf@) | = 0.

171



Curba T fiind un semicerc cu centrul in origine rezulta
lim S f@@)dz = 0. | (4)
R—-ew Jr

In jurul originei avem
2' [}
f@) ==+ P@,
unde P(z) este o functie olomorfa.
Deci

ST f2)dz = 255

v

& +S P@)dz.
Z by
Inlocuind pe z cu re®, obfinem
S f@)dz = — 2 S" d6 + ri S” P(rei®)ei?d6),
¥ T ™
de unde deducem
limS [(z)dz = 2m. (4')
r—=0 Jy
Tinind seama de relatiile (4) si (4'), ecuafia (3) devine

SW sin® x =

a

DA
52. Sd se calculeze integrala
g'w sin® x
\ L TR
[L. I. Volkoviskii, G. L. Lunt, I. G. Aramanovici, [11]]
Solutie
Sa consideram integrala

iz — 3ol
d :S it ' d‘41—2_4_2(12,
(el

23

dx.

unde conturul C este cel din fig. 58.
In interiorul conturului C functia

f(z) i ediz — 3@1‘2 + 2
33

este olomorfa, deci
df =10}
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De aici rezulta

" Hadz +( f@)dz +C Feyde - f@) dz = 0. (1)
—R + Jr Jr

Avem
(—r —r ‘gdlx — 3Jpix |- 9 R 3ix _ p—ix - 9
S f(z)dz :5 £ dx'— mS STl et dx,
=R R e r X
adica
R p8ix . 3pix —ix . p—3ix
" feaz + S otz = | =R e B gy,
%
Dar
L eix — p—ix ]3 - edix — 3pix L 3p—ix _ p—3ix
e =y ’
deci

S:;f(z)dz +S f2)dz = — 8i SR -Si%-idx.

Cu aceastd expresie, formula (1) devine

(20—t o ]

sau, trecind la limitd pentru r—0 si R—co,

o sin® x L £ o lim
o2 ax = —Ll1im { oz 4+ ] @
Avem

ez — 3giz 2 ledz | +3|eiz| -2 e—3y +t 3e—u+2
< - = ’
|z|* |z |2

[2f@) | =

de unde deducem
lim |zf(z) | =0

|2~

si tinind seama ca 1" este un semicerc cu centrul in origine, rezulta

1imS f(z)dz = 0. 3)

R =]’



In jurul originei avem _
3 1
@)= ST P(2),
unde P(z) este o functie olomorfa, deci

| feiz=—3§ Z+{ Pz,

AF

sau inlocuind pe z cu re®,
S f@)dz = — 3i S“ d0 + ri S" P(re®) e®do,
Y e i

de unde rezulta

r=+0

lim STf(z)dz = St (3)

Tinind seama de relatiile (3) si (3'), ecuatia (2) ne da
Sw SIREH G —
iy & 8
53. Sd se calculeze integrala
Sw x”-—b“.sin X
o X2+ 02

dx (b=0).

Solufie
Considerdm integrala

et
Sc 22 |- b Tz
unde conturul C este cel din fig. 59.

dz,

Funciia

22 — b2 eiz

22+ b2 2

. ) =

are in interiorul conturului C polul
simplu z = ib. Deci

J — QTEin;,

unde R,; este reziduul funciiei- f(2)
Fig. 59 relativ la punctul z = bi.



Avem
R, = lim (z — bi)f(z) = eb.

z-»bi
Deci
J = 2mig—t.
Tinind seama de forma conturului C, avem
SR f@)dz + fe)dz + S” f(2)dz +S f@)dz = 2mie—t. (1)
r AbE —R b
Dar
e T e e
J—Rr

—R 2 =UbE S AR AREES HI S

si

R e = (R 2= 8 et
S fe)dz Sr X b2 g i

r

Relatia (1) devine

R x2 — p2 pix — p—ix T B L i

(o=t tyy o fene —{ fde = 2nie,

sau, trecind la limita pentru r—0, R—oo,

2i sw % — b2 sinx dx - lim & f(z)dz -+ lim S f(2)dz = 2mie=t (2)
I r=>0

T A R0

L
Avem
2—b || ; 2h2

| f— [z S = Uy

|2f) | = | S ||e=| < (1 + Z)e
adica

lim |zfz) | =0
| z |=»e0

st avind in vedere ca I' este un semicerc cu centrul in origine deducem

lim S fz)dz = 0. 3)
R—e JI
Dezvoltind in jurul originei functia f(z) obtinem

f@) = — - —i+ 200,

unde @(2) este o functie olomorfa.



Deci
S f(z)dz = —S La iS dz -}-S zp(z)dz. (4)
f: Y 2 T Y

Punind z = re’®, avem

S d—Z=S°z‘d0 ey

y 2 T

S dz = kr, SY zo(z)dz = rP(r),

unde & = const, iar P(r) este o serie intreaga de r.

Formula (4) devine

S f(2)dz = =i — ikr - rP(r).

Inlocuind aceastd expresie in (2) si tinind seama de (3) obtinem

o x? — b2 sinx ; :
2:5 ——dx -+ ni = 2nie—2,
0 S "E“ b2 X

de unde

Saoxuﬁbﬂ. sin x i = n[e"'b—
0 X*+ b2 x

lO['—-
|

54. Sd se calculeze integrala

Swsin axd\‘
—dx,

00 SHER:
.unde a este un numdr real.

[L. I. Volkoviskii, G. L. Lun{, I. G. Aramanovici [14]]

Solutie
Consideram integrala

A = S e d2,

csh z

unde C este conturul din fig. 60.
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Functia

IR eaiz
f(é) sh z
are ca poli radicinile ecuafiei
shz=20
sau
ek ]=0, AR (k)
adica l \
7 = Il !
In interiorul jiak pALe
conturului C func- A (-R0 2R0) T
tia f(z) are deci po- ¥
lul simplu
Z — T
Rezultd
J = Q’EiRn[,
unde R.; este reziduul functiei f(z) relativ la polul z = =i.
Avem
Rn = i 2E = e i e et
z>nl 62 —eF et e e ]
deci
= ——rereaeits

Tinind seama de forma conturului C, rezulta

SAiAzf(z)dz A Smf(z)dz gﬂ @z + SM; fz)dz -+ SA

w1

f(e)dz -+
A3

4

> 2)dz -:“g Nl ps e )
| fede +{, @0z, e = — i )
Pe axa reald avem z = x, deci

G gﬂfx R gﬂ[’.‘(

e 0 et

r sh x

12830 77



Pe segmentul A{A] si AjAf avem z = x + 2mi, deci

S f(Z)dZ = — SR M. X = = e—2n‘a SR eafx d.\', (2:)
AjA{ r sh(x 4 2ri) r sh x
—T eaix p—2ma g B e Eaa 5
= — — — T 5 2
SA;A; le)de SR sh (x - 2ri) 4 4 S_R hig dx, (27)

caci
sh (x - 2=i) = sh x.
Pe segmentul A A3 avem z = R + iy, deci
S?n e—ay

—dy.
0 sh (R iy) Y

\' @) dz = ie?iR

4

De aici deducem

b 2n  p—ay 2r | e—ay
— e d 2 st e - ey,
'SA(A;’:(ZMZ\ So T y{é SO e e
2r e—ay "2 E.‘% Sy SN 2(1 _e—2m-r)'
< 250 |eR + iy | dy eR SO g ydy aeR
de unde rezulti ci
lim s f(z)dz = 0. 3)
R-ow JAA]
Analog gasim
lims fz)dz = . 3)
R-w JA{A,

Pentru a calcula integrala pe cercul v, dezvoltim functia f(2)

in serie Laurent in jurul originei.

Avem
R 2 4
shz=—‘fz—_ii=z(1 e T |
9 T & 51 a5
Punind
s -1—[(510 + as2? + a2t ] )
sh z z
rezulta
a I — l
e 3 e Y = 2 e B — e 1
0 % 6
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deci
f@) = l + P@),

unde P(z) este o functie olomorfa.
De aici deducem

{ ferz =
Y1
Punind z = re®®, obfinem

S'{. fle)dz = i S:dﬁr Loir Si!p(reia) £i0d0,

32_+S P(2)dz.
v, 2 Y1

de unde
nmg f(2)dz = — mi. (4)
r—=0 Jvy,
Analog gasim
limS f(z)dz = — mie—2a= . @)y
r—0 Jys

Trecind la limiti in relatia (1) pentru R~ oo sir+0 si, tinind
seama de (2), (2), @27, (3), (3"), (4), (4), rezulta

{1 — g—‘.’m)S“’ eaix}. dx = =i ( [ ewna)z

—o Sh X
sau
Sm cos ax - isin ax AL, ema — |
J—e sh x iy i era - | ;
De aici deducem’
Sw sin ax e neﬂﬂ — 1
—w sh x ema - |
Dar
0 S ¢ © gj
S sin_ax 4. ::S Sin ax 4.1
— shx OEEShisY
e o wa erd — | u
si finind seama céd th — ==———» rezulta
2 ema -1
Swsin BX i T 4p Ta
Sl e g R
0 sh x 2 2
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55. Sa se calculeze integrala

Sw V. dx.

0l 1N xt

Solutie

Sd considerdm integrala

J =SC %’_ dz

I 424

unde C este conturul din fig. 61, iar pen-
tru radical se considerd determinarea care
in punctul z = 1 ia valoarea I.

Ll Agke) fcHa
s
Fig. 61 fle) = TAEET
are punctul z = 0 ca punct critic, iar ridicinile ecuatiei
2L Bl ()
adica punctele
o i) 53
2 =20+0,5=L¢1+y . E e
I'2

ca poli simpli.

Rezultd cd in interiorul conturului ¢ functia f(z) este mero-
morfa, avind polul z,. Deci

J = QWiRzl-
unde Rzl este reziduul functiei f(z) relativ la polul z,.
Avem
I
i;g(l L)
Rzl = 121_1_131 @ — 2)f@) :_ﬁ@m .
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Avind in vedere determinarea considerata pentru radical, de-

)

ducem
o - isin]l;- i I
S e (i +iV3),
[COS 4 =S 111 4
adica
J = ;(VE %)
De aici rezulta
f(2)dz '+§ f)dz = = (V3 — i). (1)
e 4

SA @)z + S fz)dz + SM‘
@)

Pe axa reald avem z = x, deci
3ol ¥x
thﬂ.f(z) de= S'r [R2i=r dx.

Pe axa imaginard avem z = iy, deci
5 V@ di
s ARRIOL: SR I+ (i)* )

Dar
Vi=- (3+1)

L
I="c}3) SY i Z_"ﬂ dx.

atunci
(., f@d = 5
AyAy 2
Avem
121 | = || < —
1z
adica
lim | 2f(2) | =0

lz]| o

29
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§i {inind seama ca I' este un sfert de cerc cu centrul in origine,
rezulta ci

lim g f@)dz = 0. 3)
Roe IT

Analog avem :
limS fz)dz = 0. 3)
v->0 Jy

Trecind la limita in relatia (1) pentru R — 00 si r—0 si, tinind
seama de (2), (2'), (3) si (3"), rezulta

[—Z’-—z%‘i”: r‘zitz digi= ; V3 —3),

de unde

3 o
e ’ﬁKVJ-
501+.\'*dl— 6

56. Sd se calculeze integrala

st d v ; i
Sg _\:_”—i‘_—'T’ (O<U == 1\:’?),

unde n este un numdr natural 2.
Solutie

Fie integrala

J:_:E 2% dz

: ’
Vgt

unde C este conturul din fig. 62.

g4 Functia

2%
2n i
2" + |
5(&8 7 ) STl
are ca poli radacinile ecuatiei

/ X \ 2 =l = o))

adica numerele

a1, —— k) =

Fig. 62



™
L2
Ininteriorul conturului C, functia f(z) are deci polul z, = e"

Rezulta ca
= zﬂiRo,

unde R, este reziduul functiei f(z) relativ la polul z,.

Avem
. R (z— 2 1)2% — ozgz® — 1
Ry = fim 2= _ fjm G2 — 20 L
zZ->2g 28 + 1 20 nz" =1 n
(x+1)7 .
= — e n LS
f
deci
J — —2_‘.11 (G +_‘n1).ﬁ l‘ i
n
conturului C, deducem

Avind in vedere forma

Son f(z)dz "F.HSABf(Z)dz S SBO f(z)dz

N 5 o
20

Pe axa reald avem z = X, deci
RS dix

SOA He)dz =Sn w1

Pe arcul AB avem z = Re%, deci

9T

[ fle = | PR

AB Jo Rrerd 1
2mi

Pe segmentul BO avem z = pe® , deci
e am(x4 1)‘.

i | MR S R

SBO 1@ So pEEteal 5

Relafia (1) devine

aT
R x* dx : " tido oni (EHDT,
e e
iy 2 o Rren®i A+ 1 n
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Avem

27 aTT
2 n e*01dQ | " I
LRIHS e ) n_:ig ==
o R¥e"6i | R Jo nRE=2
si {inind seama cd « - 1< n, rezulta
. a1 "T £*0id 0
lim iR 5 — = (),
Ry o Rrrcun; i'l

Trecind la limita in relafia (2) pentru R — oo, obfinem

(® 2* da e t'(i+Tf1)m :
Su 1 n I ﬁie@
sau
® x* dx b1
SDI"+ . 7 n sinr—.“—,ﬂ :
57. Sd se calculeze integrala
g“’ Vxin x a5
Jow (IR
Solutie
Sa consideram integrala
( (Z 12

unde C este conturul din fig. 63, iar
pentru radical luam determinarea
pozitiva si pentru - logaritm deter-
minarea principala.

In interiorul conturului C functia

R
7 i M) = e
ﬂ¥’”’ =7 ¥ este meromorfi, avind polul z=—1,
deci
\ /j | V=
zlnz e
.\C (!_-{-_ZF = ?.A.IR_I,
unde R, este reziduul functiei f(z)
Fig. 63 relativ la polul z = — 1.
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Avent -

R —lim[( - 1)2f@) =lim(Vzln2) =lim ('“2 vz L) =7
z——| z

z>—1\2Vz =

Nl

z——I
deci
=i T
Tinind seama de forma cont_urului C, deducem
S"f(z) dz S f(2) dz g f@) dz+{ @) dz = =i + 2. (1)
T I JR <Y
Pe partea superioard a axei reale avem

A Vxinx 3

f(Z) = (1 -+ x)2

iar pe partea inferioard

i —Vx (In x+2ri)
[) T T

deci relatia (1) devine

RElFlint e e (R Vx dx - M opn
2 g,- (] ==K st o Sr (=) 8 7l Sl“ faear Sy f¢)de =+ 2,

sau trecind la limita pentru r — 0 si R — oo,

9 Sm Vx Inx d.\"}-?.':rism V'x dx Al S )itz < lim S o=
= r—-0 Jy

o (=02 0 (l+x?  R-w
= w2 -+ 2w (2)
Aven,
, .__|33"]nz Inz
| 2f@f = ‘(1 o =’
deci

lim |zf@) | =0

|z]| =&

si {inind seama ci T este un cerc cu centrul in origine, rezulta

lim gr f(z)dz = 0.

R—-e
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Analog avem

lim S f(z)dz = 0,

r—0

deci relatia (2) devine

25“’ V% Inx
) (Ol sl

de unde deducem

S AL G o % dx I :
dx -2 LSO ESAT 73 - 2w,

S“’ Vx dx e SwV}_Inx i
b1+ 2 Jo(+x

58. Sd se calculeze integrala
Jj= Sl In sin =x dx.
0

[D. Emmanuel, [6]
Solutie
Sd consideram integrala

S In sin =z dz,
c

unde conturul C este cel din fig. 64, iar pentru logaritm se consi-
dera determinarea principal.

Functia)
f@) = In sin =z
YA are ca puncte critice radacinile
ecuatiei
As Aylta) sin mz = 0,
adicd punctele z =&, (k= 0, +
l ‘ am b a e 2 )
% 7], In interiorul conturului C
?\\‘ Ve b functia f(2) este olomorf,
I ___"/42 =.1'_ deci
dzi=10)
Fig. 64 Sc f(z) i
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sau
SAlAsf(Z)dz + fedzt+ \,

4 SA;,A,;f(z)dz = S“ ) der—0:

fz)dz + S f(z)dz +
Ay Agds

3 4

Pe axa reald avem z = X, deci

g [(2)dz = ‘l_rlu sin mxdx.
JA1As

I

Pe dreapta A,4, avem z = 1 iy, deci
S f)de = i (" In sin =(1 + ig)dy.
AgAg A

Pe dreapta A;A; avem z = iy, deci

g f)dz = |—.i Sa In sin wiydy.
JAsAg Ir

Avem
In sin miy — In sinz(l + iy) = In(—i) = =i,

deci relatiile (3) si (3") ne dau

Sf‘-ﬂi ke s SA,A Hate= ﬂSi dy = = (@—7).

6

Pe dreapta A,A5 avem z = X + ai, adica

S f2)dz = — Sl In sin w(x + ia)dx.
Ay 0

Dar
sin = (x -+ ia) = _;_ e"ﬂﬁ-n:x;' (l g Sy 21:1‘1'),
deci
In sin =(x + ia) = —In2 + % I, SR R
+ ln(l s

()

()

(3)

4)
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De aici deducem
S f@)dz = ln2ﬁwau(]ln[l =5 2“""“"’”) dx.  (5)
A A, ]

Inlocuind in (1) relatiile (2), (4) si (5) obtinem

I—r o i S B ded o 1 __—27:a+2r:xi 25T
Sr InSsinimrd v =g 9 E re Suln{l e Jd‘\
5 f@dz —| f)dz. (6)
T1 Y2
Avem
lim|] zf(z) | = lim | zIn sin =z | = 0,
| 2|0 2|0

si, finind seama cd y este un sfert de cerc cu centrul in origine,
rezulta

iimS fz)dz = 0.

-0

Analog avem

IimS f@)dz = o,

r—=0

deci, trecind la limiti in relatia (6) pentru r — 0, obtinem

S‘ In sinmxdx = — In 2 +S‘ m(] o e 2"""} dv. (@)
0 0

Avem

lim S‘ ln(l S 2“"‘] dx=0

a--e J0

si, avind in vedere ci ceilalti termeni din egalitatea (7) nu depind
de a, rezulta

Sl In sin zxdx = — 1n9.
0

59. Sd se calculeze integrala

T Sl Ve —x dx, (a>0).

0 (x+a)?
[N. Ciorénescu, 15]]
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Shglbate
Punctele critice ale funcfiei

f2) =

ciat Z=00sivz="1, iat z=—@a"
este un pol triplu.

Sia consideram acum inte-

grala

S Y2 =2 ¢,
¢ (ZEEa)R

unde C este conturul din &
fig. 65, iar pentru radical se
considerd in punctul A dete-
minarea reald. In domeniul D
din interiorul conturului C
functia f(z) este uniformd si
deci in baza teoremei rezidu-
urilor avem : Fig. 65
{ f@dz +§ f@dz+ S, fe)dz +,, fe)dz + (f@)dz =
‘ = miR_,, (1)
unde R_, este reziduul functiei f(2) relativ la punctul z=—a.
Pe partea inferioara a segmentului A B avem ‘
e 9
S,;a fz)dz = S e r @)

Cind z ajunge din B in B’ el se roteste in jurul punctului critic 1
cu argumentul 2w, deci (1 —2)!/3 ajunge in B’ cu valoarea lui din B

multiplicatd cue® , adica

2mi fl—r .
¥ e gy VR —=%) . ;
SB'A'f(z)dz = —e Sr T dx. (2
Avem
5 1
! Y z‘g—(l —-2)34 \
| Zf(z) | (Z 1L l]) ?
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deci

lim | 2f(z) | =0
|z |=0
§i, finind seama ca vy, este un cerc cu centrul in origine, rezulta
]imS fz)dz = 0. 3)
r=0llyg
Analog se arati ci
lim S f@)dz = 0. (3)
r—=0 Jyp
De asemenea avem
i Ly | 15 1
3 o 3 {ibed 3 _'_13
[FeS=— |‘ —
i+ 22 i
deci,
lim || zf(z) | = 0
|2 |>e

$i, avind in vedere cd I este un cerc cu centrul in origine, rezulta

lim Srf(z)dz =0 (4)

R—-ew

Sd calculim acum reziduul R ,. Cum z = — g este un pol

triplu, avem
[3}23(1 = Z)]”_

b
R_.l = '—‘)— lim

= 2=>—qa

Plecind din punctul 4, z descrie in jurul lui O un semicerc in
sens invers, deci argumentul fui 1 — z nu se schimbd, iar argumentul
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1 9
{ui z scade cu =, adicd (I — 2)? nu se schimba, iaf 2% se inmulfeste
—27i

cu e? . Rezultid cd

2 1N —2ni 2 1
lim2 (1—2)% =e? & (1 +a)°>
z-»—0a
adica
2T
3
= e =
Rl 4 5 ()
923 (1+a)®

Trecind la limita in relatla (1) pentru R—oo0 §i r =0 si, finind
seama de relatiile (2), 2, 3), (3), 4, (5), rezultd

9ni 2=
[l—r—e:g_}.f= or ie O :
4 5
o (1 + a)°
de unde
4
J = ATy 1+ a)

9V3

60. Sd se calculeze integrala

Sl dx
-1 Yi—x 0+ xt
[M. A. Lavrentiev si B. V. Sabat, 191}
Solutie
Si consideram functia
fe) =§(1—2) (1 + 2>

Aceastd funcfie are punctele critice zy = — 1, zz = 1. Daca
punctul z inconjurd numai punctul z, = — 1, in sens dlrect argu-

mentul functiei d(z) creste cu is— Daci punctul z inconjurd numai
pe 2, = 1 in sens direct, argumentul funcfiei f(z) creste cu%.

Functia f(z) este deci uniforma in planul complex din care am scos
segmentul [— 1, 1].
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Sa consideram acum integrala

c f(2)
unde C este conturul din fig. 66, iar pentru radical se considers

determinarea care in punctul 4 are valoarea ¥ (I — x)(1 -+ x)2
In interiorul conturu-

lui C functia i' este olo-
Z

morfa, deci
= ().
Avind in vedere forma
conturului C, rezulta

dz dz
SAB @) +Sn [(z) 3

@ dz dz
i stf(z) +Sr i

dz:
+Sm 0.

Ya
Pe partea superioara
a segmentului 4B, avem

(1)

Fig. 66 ntului 4B, aven
f(z):?/(l—-() (]_ -+ 02
deci |
. i e dx
oo ~Vors =m @)

Pe partea inferioard a segmentului 4’B’ avem

2ni

73

VI — x0T F 02

f)=e

pentru ca din punctul B am trecut in B', inconjurind in sens invers
punetul critic z, = 1, deci

dz '_3_ 1—r dx o
—_— T e— — = 2
SB'A'f(Z) & S—l+r Ya=>0 F»° (2

Avem

}z

I

— ]
f(z)
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st deci

lime—==
lz—11»0] f(2)
Tinind seama ca y; este un cerc cu centrul in punctul z; = 1,
rezulta ca
: dz ;
11ms — = (. 3
r—0 Jy1 f(2) ( )
Analog avem
: dz
1lmS — = (. 3
r—=0 Jya f(z) ( )

Avem

o[ - S

de unde deducem

1 2
(S

- 1

3 = 5ot
1 e 1 3 1 3
—_— 1 —— 1 4+ = :
i(2) z ( 2) ( * z)
In exteriorul cercului |z| = 1, avem ‘—]—‘ < 1, deci
| 9
[1—l)_? =14+ 1+ i)‘?: ot e 2
2 3z z 3z
adica
I L ey
— = ¢ 3 (——— f ]
i@ 2o 328

De aici rezulta

5o ees
r f(z) r z 3 Jr 22

Dar
dz g . —
517 QL,SP 0,(n=2 3,..),
deci
e o
SP @ 2mies, Y]

13—830 .I 93



Trecind la limitd in relatia (1) pentru r —0 si, {inind seama de
relatiile (2), (2), (3), (3"), (4), rezulta

= rl dx , =

(1 —e 3 J S—i Vieo ot — ——9miedss

de unde

Sl dx S 2r )

Ly Yr—=m e e
61. S se calculeze inte-

grala

b S dz
— —

c (2 +a® Inz
unde pentru logaritm se
considera determinarea cu
—rLarg z L, conturul C
fiind cel din fig. 67.

Sd se deducd de aici va-
loarea integralei

5Y

Sﬂ’ dx A
Fig. 67 0 (x2+a® [(In x)*+ =%]
[H. Cartan, [3]
Stoilfintiice
In interiorul conturului C, functia
Sl
f(z) T (z2+a? Inz
este meromorfa avind poli simpli z = = ai.
Deci
J = 2ni(R; + R_.i),
Avem
R, = lim [(z — ai) - : ]= ey l —
z->al (22 + a%n z 2ai Inai i i
Qaz(lna = —0-}
: . 1 1
R i_}l_n},, [(Z ng ) (z2-+a?)ln z] L I i :
2ai (ln By
adica

=t — 4x? I
a [4(In a)®+=?
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Tinind seama de forma conturului C, rezulta

| fede +S fe)dz -+ S:ff(z)derSrf(z)dz: =

o ﬂ[4(iﬂ (I)?' + ze] 3

-~

(1

gV

Pe partea superioara a axei reale, avem

f2) = ‘

O+ a®) [In % [+ ]

iar pe partea inferioara

i I
f) = R T T
Relatia (1) devine
—omi\’ Gl dz + d
i | | 1)+ feyaz

R (e @) [(in x| )* .

I

— 4m2)

Ea al4(lna)® - =2

sau, trecind la limita pentru R—ocosi r— 0,

b S“ d + limSY f@)dz + lim& f@)dz =

o (¥2+a)(n | x )2+ r0 R

= — 42 @)

al4(Ina)® + =2]

Dar
I =i o] e R
!zl|lj>1luJ 2j@ | IZIIE[»I(J Inz| |2z2-a?|
[zlﬂg i :z]—ljz (2% 4 a®ln z e
deci

lims f(z)dz = 0, lim S Hz)dz = 0
r=0Jy R—o Jr
si relafia (2) devine

SO dx A 2%
—oo (x*+a?) [(In]x])2 4 =2 al4(In a)® 4 =?)

de unde

o dx & 2
So (x*4+a®)[(Inx*+ =2  a[4(in a)? + =7



62. Sd se calculeze infegralele

JI:S”“?" dx, J2=S°”"" dr, (O<a<l).
oy b 0l —ux

[G. Sansone, 1. Gerretsen, [L1]]
Stolfutie :

Si consideram integrala '

J :g 2 A (0o 1)y

ci-z‘

unde C este conturul din fig. 68 iar pentru functia z*~* consideram
determinarea cu 0 arg 2<2=. Avem deci

e 2= dz + | =+~ == de o+ 27 gz +
Y2

—-R 1 —z al—z r l1—z l—z
R a —1 1 — 1
+ S Z dz -J—S £ dz. (1)
l+r | —2 rl—z
Tinind seama cé in interiorul conturului C functia
a—1
fEi= =

P —2

este olomorfa, rezulta ca y = 0.

Avem
lim | zf(z) | =0,
; |2|—-e
deci
lim 2= dz = 0. @)
R—>o 1 —2z
S De asemenea
K lim |zf(2)| =0,
/ 12|10
deci
s Ea iml 2 a0l
\\ m rT(} S‘(l ] —2 3
B CA ) e
si
¥ li g = — 1,
Fig. 68 2 e L
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deci

limSY S e 27

r0 Jyas 1 — 2

Trecind la limita in relafia (1) pentru r— 0, R —r oo i, avind
in vedere relatiile (2), (2'), (2”), obtinem

SU za— 1 dZ +Sm 2a — | Ao R (3)
— | — 2z 01—z
Notind 6 = arg z, avem
2-'= |z | [cos (@— 1)6 + i sin (a — 1)6].
In prima integrala din (3) avem z = — x, § = x, (x>0), deci
SO £ N (cos an + i sin an)sao e %
= [
In a doua integrald (3) avem z = x, 0 = 0, deci
Sm e 8 :Sm e
0ol —z 01l —ux
Relatia (3) devine
—(cos awm - i sin am) Sm S dx+ Sw S dp—re Tui.
o=y 0l —x

De aici rezulta ca

o I+ x : sin ar

@ xa-— |

=

dx = & cotg am.
S0l —x



IV Transformari conforme

Fie
Z=f(@ = P(x, y)+ iQ(x, y) (1)

o functie definitd intr-un domeniu D din planul (2). Aceastd [unctie defineste
intre planele (z) §i (Z) transiormarea

X = P(x, y)}
Y e Q(x: y) =

Aceasti  transiormare se numeste conformi dacd conservda unghiurile.
In legiturd cu aceastd transformare avem teoremele:

(2)

Teorema 1. O functie f(z) monogend intr-un domeniu D defineste o trans-
formare conformi in toate punctele lui D in care derivata f'(z) este diferita.
de zero. :

Teorema 2. Daci transformarea (2) este conforma, functia (1) sau conjugata
ei sint funcfii monogene.

Teorema lui Riemann. Fiind dat, in planul (z), un domeniu D marginit
de o curba simpli rectificabild si, in planul (Z) un cerc C, existd o functie mono-
geni Z = f(z), care stabileste o coresponden{d biunivocd intre punctele
interioare ale Iui D si C.

O transiormare conforma foarte importantd este transformarea

z= %’(ﬁ—ﬁv £0), @

unde o, B, ¥, o sint constante complexe. Aceastd transiormare se numeste omo-
grafica sau circulara.

Transiormarea omogralici (3) lasid invariantd multimea formatd din cercu-
rile si dreptele din plan.

Dacii in (3) punem Z = z obfinem ecuatia
22+ (@ —a)z—B =0,

care ne di punctele unite ale transformarii in cazul in care planele (2) si (£) sint
suprapuse, adica (Z) — (2). Fie » si @ cele doud puncte unite.
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Dacid A = g, transformarea (3) se poate pune sub forma

ZH}\zkz—l
Z— Z— 1L

)

care se numeste forma canonicd a transformirii,
Daca k = real, transiormarea se numeste hiperbolici.

Dacd k = complex si | £ | = I, transformarea se numeste eliptici.
Dacd k = complex si |k |=1, transiormarea se numeste loxodromic.
In cazul in care A = &, forma canonicd a transformirii (3) este
1 ]
= +h

Z—A z—2

§i transformarea se numeste parabolici,
Cind o, B, v, &sint numere reale transformarea (3) se numeste transiormare
fuchsiani,
1. Sa se determine transformarea circulard care transforma:
1°. punctelez = 1, 2=i,z =—1in puncteleZ =0, Z = —i, 7 = oo ;
2° punctelez = 1,z2=i,z=—1, inpunctele Z=0,Z = 1, Z = oo.
Sda se wverifice cd in cazul 1° transformarea transformd cercul
| 2| < lin semiplanul Re Z > 0, iar in cazul 2° transformd cercul
|z | < 1 in semiplanul Im Z > 0.
[D. Emmanuel, [6]]

Solutie
Fie
Z::EE..‘LF_’: 1)
vz -4 8

transformarea circulara cautata.
Scriind cd punctului z = 1 i corespunde Z = 0, ob{inem

o+ B =0. 2)
Scriind ea punctului z = —1 1i corespunde punctul Z = oo,
obfinem
v— 3 =0.
Tinind seama de (2) si de (2') deducem
Z = )\‘ g ] b
Zi=r]

- o
unde am pus A = —.
Y

Punind acum condifia ca punctului z = i sa-i corespunda pun-
tul Z = — i, obtinem A = — 1, deci transformarea ciutati este

1 —z
Z= - (3)

it
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Inlocuind aici z = x + iy, Z = X + iY, gasim

e | —x2— y? — 2iy
(x+ 12+ y2
adica
X 1 — x2— y? :
(x +1)2+ g2
e R o e
(x+ 1)*+ »*

Pe cercul |z| <1, avem x% + y2 1, deci X=>0.

Rezultd ci prin transformarea (3) cercului |z | < 1 ii cores-
punde semiplanul Re Z > 0.

In cazul 2°, gisim transformarea

Ty =2 (4)
==z
de unde deducem
e, UL SR
(=02 g2

y;i_yz_.
TS

Pe cercul |z | < 1, avem Y >0, deci prin transformarea (4),
cercului | z |< 1, ii corespunde semiplanul ITm Z20.

9. Si se determine transformdrile circulare care lasd invariant

cercul unitate, |z | = 1.
Solutie
Fie
7 = otZ*‘rﬁ' $o -
2y G3—Pr0) (1)

transformarea ciutata unde «, B, y, & sint constante complexe.
Notind cu z, = x, + iy, punctul din planul (z) care corespunde

originei din planul (Z), din (1) deducem g = — u«z,. De aici rezulta
cd o == 0 si punind L, 2= wecuatia (1) se scrie
o 74
z=:—§§°-, (1 + Azy == 0). (1"
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Avind in vedere cd prin aceasta transformare cercul |z| =
trebuie sa ramina mvamant rezulta ca pentru zZ=Ccos¢ -t ising

trebuie si obtinem | Z | = 1. Din relatia (1) deducem
| coso - isin @ — Xo— iy | = | @;c0s9 — bisin + a, —
+i(b, cose + a sing + by) |, (2)

unde am pus » = a; - ib, p = a, + ib,.
Din (2) rezultd
(cos @ — x)% + (sine — J{,)2 = (al(:O‘Stp —bsino + a,)®
4 (by cos - a;sing + by)*®
sau
2(aas + biby + xo)cos ¢ + 2(ayby — asby + yo) sin @ + af +
+2+agt+B—1—x5—yu=0

Tinind seama cd aceastd relafie trebuie sa aiba loc pentru orice
unghi @, rezulta

alag + 01!)2 e xo, .
aby — asby = —Yo, (3)
@+ +ad+0E=1+ x5+ y
Inmultind a doua ecuatie (3) cu i si scdzind-o din prima obfinem
(ay + ib)(ag — ibg) = — (%o — iY),
adica
AL = — Z;. (4)

De aici si, tinind seama de neegalitatea (17), rezulta w == 0,
deci din (4) deducem :
e ()

[T
Cu aceastid valoare ecuafia (1°) se scrie
==, zZ — 2 _ = "
Z=p—2 (pp— 23 F+0) (17)
P — 23

Ridicind la patrat primele doud ecuatii (3) si scazindu-le din
ultima, obfinem

@+ bi— 1)@ +b—1)=0
sau = =
(ar— D(pp— 1) = 0.
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Avind in vedere valoarea lui % datd de (4'), aceasta ecuafie
se mai poate scrie
(i — 22)) (px — 1) = 0,
de unde, {inind seama de neegalitatea (17), rezulta
=l

De aici deducem ca w = e/ (0 = real), deci transformarea cau-
tata este

Z=e0Z"2, (|z]|1),

1 — 23,
unde z, este o constanta complexa, iar 6 o constanta reali.
3. Sa se studieze transformarea circulard
s Y3z + 1 ; (1)
2+ il3
Solutie

Pentru a gasi punctele unite ale transformérii (1) trebuie si
facem in ecuafia (1), Z = x. Obfinem astfel ecuafia

22— 1 =0,

deci punctele unite ale transformarii (1) sint z, = — 1, Za=l
Transformarea (1) are forma canonici
Z—1 i 1

G [

Determinam valoarea lui 2 inlocuind in aceasti ecuafie pe Z

o S ] 1 AlGE )
cu valoarea datid de (I). Gasim k£ = —-_—‘"'—Vd, deci transformarea

(1) are forma canonica

Z—1._ 1+iF z2—1
PR g e
Avem | k| = 1, deci transformarea (1) este o transformare

eliptica.
Punind z = x + iy, Z = X + iY, ecuatia (1) devine
el oy ax +i(V3x2 4+ V32 ir 2y—1/3})
24 (y+V3)




de unde
dx

e
24 (y+V3)
l v V§(x2—i—y")+2y—V3_‘
24 (y+V3)

De aici deducem cé dreptei x = 0 ii corespunde dreapta X = 0,
deci, prin transformarea (1) axa imaginara ramine invarianta.

Cercului de ecuafie
KIS

@)

I
i

2 1=, ®)

din planul (z) ii corespunde in planul (Z) dreapta de ecuafie ¥ = 0.

Avind in vedere ca centrul cercului (3) este punctul C[O, — Yf—) )
213

jar raza lui este R = , ecuatia (3) se mai poate scrie sub

LR DY el R :
forma | z -+ %— ==—£3—. In interiorul cercului (3) avem
23 . : 3 2¥3 ..
x2 4+ y2 4+ -—Ls—y — | =0, decilcercului iz = l;i = -—iin co-

respunde prin transformarea (1) semiplanul Im Z < 0.
Semiplanului Re z >0 ii corespunde semiplanul Re Z > 0.

Ecuatia cercului din planul (Z) care trece prin punctele unite
2z =—1 §i z5=1 este

X2+ yY2—22Y—1=0, (4)
sau in variabilele complexe Z si Z
77 Mz —Z)—1=0.
Fiacind transformarea (1) aceasta ecuatie devine

1 —Y3) 2z —1) +dll3 + N (EZ—2) =0 (5)
Dacd A = V-_fj’ ecuatia (4) se scrie

X2+ Yﬂ———‘?‘f e ey

si prin transformarea (1) fii corespunde dreapta de ecuatie
2—z = 0, adicd axa reala din planul z (y = 0).
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Daca a == K; ecuafia (5) se scrie -

2Z 4 pie—2)— 1 =0, (}iﬂ;—: u),
1 — V3

deci prin transformarea (1) fascicolul de cercuri care trec prin
punctele unite rdmine invariant.
Ecuatia unui cerc ortogonal tuturor cercurilor (4) este

X2 VR o9 X 1 =0
sau in variabilele Z, Z,
ZZ +~vwZ+Z)y+1=0. (6)
Prin transformarea (1) cercul (6) devine
2Z -z =)L la=i()!
deci cercurile ortogonale fascicolului de cercuri care trec prin
punctele unite ramin invariante prin transformarea (1).
4. Sa se studieze fransformarea [uchsiand
= (1)
Solutie
Si determindm intii punctele unite ale transformarii. Pentru
aceasta vom face in ecuatia (1) Z = z. Obtfinem astfel

22— 1=0,
deci punctele unite ale transformarii (1) sint z = — 1, 2, = I.
Forma canonica a transformarii (1) este
Zisllee T 1 :
Ziet=11l 2t
Pentru a determina valoarea lui &, inlocuim aici pe Z cu valoarea
; ¥ i 1 . o
lui data de (1). Gasim k = — et deci forma canonica a trans-
formarii (1) este
Z— L e
Zi=teil] 30z =11

Transformarea (1) este deci o transformare hiperbolica.
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Notind z= x + iy, Z= X T iY, ecuatia (1) se scrie
9x? + 2y 4 bx + 2 — 3iy

Xt 1EVA—
@x + 1)* + 4z

de unde

e 9% + 2y% 4 bx - 2 )
] (2x = 1)% + 447
y 2
\ Al 3y ‘ 2
(2x -+ 1)2+ 442

De aici rezulta ca dreptei y = 0 ii corespunde dreapta ¥V = 0,
adicd prin transformarea (1) axa reald ramine invarianta.
Cercului de ecuafia

2x2 + 2y + b6x + 2 =0, (3)
din planul (z) ii corespunde in planul (Z) dreapta de ecuatie X = 0.
Centrul cercului (3) este punctul C t—f —: ) 0), iar raza lui este

R = i, deci ecuafia (3) se mai poate scrie |z =+ —‘} = —2—

In interiorul cercului (3) avem 2x2 + 2y* -+ 5x =+ 2 < 0, deci

+ ; 3 o
cercului [z + _: <T ii corespunde prin transiormarea (1

semiplanul Re Z < 0.

Din a doua ecuatie (2) rezulta ca semiplanului Im z> 0 i
corespunde, prin transformarea (1) semiplanul Im Zi<al)

Un cerc din planul (Z) care trece prin cele doud puncte unite
z, §i 2, are centrul pe axa imaginari, deci ecuafia

Xt+v:2—Yy —1=0 (4)
sau in variabilele complexe Z, Z,
ZZ +2N(EZ—2Z2)—1=0.
Prin transformarea (1), aceasta ecuafie devine
224+ nz—2)—1=0,

deci cercurile care trec prin cele doua puncte unite ramin invariante.
S4 consideram acum fascicolul cercurilor ortogonale cu cercu-
rile (4). Ecuafia acestui fascicol este

X2 4 Y24 2uX 4+ 1=0, 5)
sau in variabilele complexe Z §i Z

72z Z) L = 0.
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Prin {ransformarea (1) aceasti ecuafie devine
(b—4p)z + Bp—4) @—2) 4+ 5—4p=0. (6)

Daca p = % ecuatia (6) devine z -} z = 0,

- adicd x = 0.
Deci cercului

O 2 i
ii corespunde axa x = (.

Daca p £ % ecuafia (6) se scrie sub forma

2Z+v(E+2+1=0,
deci, prin transformarea (1)

fascicolul de cercuri ortogonale cercu-
rilor (4) ramine invariant.

5. Sa se determine transformarea fuchsiand parabolicd care are
ca punct unit punctul z = 1 si prin care punctului z = 3 ii cores-
punde punctul Z = co. Sd se studieze apoi aceastd transformare.

Solufie

Dacd 2 = « este punctul unit al transforms
forma ei canonici este

I ]- Eier

Z—a z—

rii parabolice,

In cazul nostru avem

A : Ao : ’ I
Inlocuind aici z = 3 si Z = co obtinem # — g s
Deci transformarea cautati este

1 42z
s ;
e, (17)

Notind z = x + iy, Z = X + iy, ecualia (1) se scrie

Bl — X2 —y* 4 2x 4 3 4 4iy
(x — 8)2 4 g2
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de unde

I sl Bty —2—3
G—3+
l yz._ii_. i)
—3)r+ s

Din a doua ecuatie (2) deducem ca dreptei y = 0 ii corespunde
dreapta Y = 0, deci, prin transformarea (1) axa reala ramine
invarianti. De asemenea semiplanului Im z >0 ii corespunde
semiplanul Im Z > 0.

Din prima ecuatie (2) rezultd cid cercului de ecuafie

x4+ y2—2x—3=0 (3)
din planul (2) ii corespunde dreapta X = 0, adica axa imaginara din
planul (Z). Avind in vedere ca centrul cercului este C (1, 0) si raza
R — 2, ecuatia (3) se mai poate scrie | 2 — 1| =2 In interiorul
cercului avem %%+ y2—2x— 3 < 0, deci cercului |[z— 1] <2
ii corespunde semiplanul Re Z > 0.

Un cerc tangent in punctul Z =1 la axa reala are ecuafia

X4+ Y2—2X — Y + 1 =0, (4)
sau in variabilele complexe Z, Z,
ZZ — (1 =2)Z— (I + ) Z+1=0.
Prin transformarea (1) aceastd ecuatie devine
72— (1 — Nz —(a) 2 1= 0,

deci prin transformarea (1) cercurile tangente la axa reala in punc-
tul unit rdmin invariante.

6. Sii se studieze transformarea circulard

3z—2—1i
= o 1 1
(1—2)z+i ()

Solufie

Pentru a determina punctele unite ale transformarii sa facem
in (1), Z = z. Obfinem ecuafia

1—2)2+GE—3z+t2+i=0
care are radacinile 1 si i

Deci, punctele unite ale transformarii (1) sint z, = 1, 2, = -
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Forma canonica a acestei transformari este
Z—1 4 z— 1 §
Z—i z2— i

Pentru a gisi valoarea lui % inlocuim aici pe Z cu valoarea
data de ecuatia (1). Obfinem %2 = 2i, deci forma canonici a trans-
formarii (1) este

i o
Z :2;.2—!_
Z—i z—

Transformarea (1) este deci o transformare loxodromica.

Inlocuind in (1) pe Z cu X + iy $i pe zcu x + iy, obtfinem

e (x4 y?) —2y— .1 L i(6x%+ 6y — 8x L 9)
(x4 2¢)2 -+ (2x — y — 1)3

1

de unde deducem :
it Sixt syt — 2y — ] '
(* T 29)* + 2x — y — 1)?

l y— 62448 —8x+4 9 :
(X + 292+ 2x— y— 1)?

(2)

Inversind ecuatia (1) obfinem transformarea
— LT 1—9
2+ 0z—3;
de unde rezulti ca transformarea inversi transformarii (2) este
2(X2+ Y3 —8Y + 6
@X —Y) 4+ (X +2v — 3
.X2+Y2’+‘2X*3 fuk
(2X — Y)? + (X + 2V — 3)e

L=

(2)

y.‘:_

Din prima ecuatie (2) rezulti ci cercului de ecuatie
32+ g —2y—1 =10

din planul (2) ii corespunde axa imaginaré din planul (Z). Ecuatia

acestui cerc se mai poate scrie !z— % = % . Ininteriorul acestui
cerc avem 3(x2 + y?) — 2y — 1 < 0, deci domeniului z—é g%
din planul (2) ii corespunde semiplanul Re Z < 0 din planul (Z).
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Din a doua ecuatie (1) rezultd cd cercului de ecuafie
3(x2+ y2) —4x+1=0

din planul (2) ii corespunde in pllanul (Z) axa reald. Ecuafia aces-

tui cerc se mai poate scrie . z—% \ = —}i— , deci domeniului
2 : S % z
Iz— = << % din planul (2) ii corespunde in planul (Z) semiplanul

Im Z < 0. ,
Din prima ecuafic (2') rezulta ca cercului de ecuafie

X2+ Y2—4Y +3=0

din planul (Z) ii corespunde in planul (z) axa imaginard. Avind in
vedere ci ecuafia acestui cerc se poatescriesub forma | Z — 2 |=1,
rezulta ca domeniul | Z— 2i | < 1 din planul (Z) ii corespunde
in planul (2) semiplanul Re z < 0.

Din a doua ecuafie (2) deducem ci cercului de ecuatie

X2+ Y242X—3=0

din planul (Z) ii corespunde axa reald din planul (). Ecuafia aces-
tui cerc se mai poate serie sub forma |z - 1| =2, deci domeniului
Z + 1 <2 din planul (Z) ii corespunde semiplanul Imz >0
din planul (2).
Prin transformarea (1) mici un cerc sau fascicol de cercuri din
planul (z) nu rdmine invariant.
Notind
Z‘_‘ l — r l‘ﬂl
e s

si avind in vedere ca 2i = 2¢* , ecuatia (1’) ne da

z— 1

o [{!]
= pe

=2, =0+ @)

S4 considerdm acum spirala logaritmicd de ecualie

21n 2

ki3

p = ae (@ = const.) (4)
Prin transformarea (3) ecuafia (4) devine

2 )
21n 2 o
k7

o' = ae 3

deci, prin transformarea (1), spirala logaritmica (4) rdmine inva-
rianta.
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7. Sa se studieze transformarea conformd
Z =22+ iz (1)

Solutie
Punind in (1) Z = z, obtinem ecuatia

2 (i— 1)z =0,

care ne da punctele unite ale transformirii (1). Deci punctele
unite ale transformarii (1) sint z, = 0, Zp— 1 —

De asemenea din (1) rezulta

X=xt—y2—y,
{ @

Y = 2xy + x.

Axel reale din planul (z) i corespunde in planul (Z) parabola
de ecuafie Y2 = X. Axei imaginare din planul (z) ii corespunde
axareald din planul (Z). De asemenea dreptei de ecuafie 2y 4-1=0
din planul (z), ii corespunde in planul (Z) axa reald. Hiperbolei
echilatere de ecuatie x2— y2 — y = 0. din planul (2), 1i cores-
punde axa imaginard din planul (Z).

Dreptelor x = 4 a (a # 0), din planul (z), ii corespunde in
planul (Z) curba de ecuatii parametrice

X=—y—y+ a2 Y = 4 2ay + a,
adica’ parabola de ecuafie Y2 = —4q2 X - g2 + 4a.
Dreptelor y = bsi y = — b — 1, din planul (2), le corespunde

in planul (Z) parabola de ecuatie V2 = 20 + 1)2 (X + b2 + b).

Dreptei X = f, din planul (2), ii corespunde in planul (2)
hiperbola echilaterd de ecuatic 2 — y*— y—h =0, iar drep-
tei ¥ = & ii corespunde hiperbola echilateri 2xy + x—k = 0.

8. Sd se studieze transformarea conform

Fas EEE AT )
Solutie
Pentru a gasi punctele unite ale acestei transformiri si punem
in ecuafia (1) Z = z. Obfinem astfel punctul z = — ?[
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Inlocuind in (1) pe Z cu X + iY si pe z cu x -+ iy, obtinem
le -+ P+ yY) +x
<o @)
l yog@ =1
x2 _f_ yz
Din aceste ecuafii rezultd ca axei reale din planul (2) ii cores-

punde in planul (Z) axa reald. Axei imaginare din planul (z) ii
corespunde dreapta de ecuafie X = 2.
Cubicei de ecuafie

(iR (o= 2 Sl — ()
din planul (z) ii corespunde in planul (Z) axa imaginari.

Pentru a gasi corespondentul in planul (Z) al cercului unitate

din planul (2) sa inlocuim in ecuatiile (2) pe xcu

o2k, Ob{inem
1+ ¢2

, 1at pe
T pe y

) -

|+
deci cercului unitate din planul (2) ii corespunde segmentul [0,4]
al axei reale din planul (Z).

9. Sd se studieze transformarea conformd

G (1)
22
Solutie
Obtinem punctele unite ale transformérii punind in ecuatia (1),
Z = z. Gasim ecuatia
22— 1 =0.
Deci transformarea (I) are ca puncte unite punctele z, = 1,
e o
preml o B aRe s B ul s sllS,,
i 2 2 2 2
Notind Z = X + i¥, z= x4 iy, din ecuatia (1) deducem
l Sl x2— y? :
(x‘.: _l_ yz)z
2
I e 2xy ) ; @
(x2 + yz)a
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Din prima ecuafie (2) rezultd ca sistemului format din dreptele
de ecuafie x— y =0, x + y =0 din planul (2) ii corespunde
in planul (Z) axa imaginard. Din a doua ecuatie (2) rezulta ca sis-)
temului format din axele din planul (z) ii corespunde in planul
(Z) axa reala.

Din (1) rezulta ca cercul unitate este invariant.

Dreptei X = a, (a=+0) din planul (Z) ii corespunde in planul (z)
lemniscata de ecuatie

(6 + 92— — (2 —y) = 0.

a

Dreptei Y = 0, (b 5= 0) din planul (Z) ii corespunde in planul (2)
lemniscata de ecuatie

(62 4 2+ = xy =0,

raportata la sistemul de axe format din bisectoarele x — y = 0,
X+ yg=0.

Notind cu Dy, ..., Dg, cele opt octane in care axele de coordo-
nate si bisectoarele axelor impart planul (2), din ecuatiile (2)
rezulta ca octanelor D, si Dy le corespunde in planul (Z) cadranul
intii; octanelor Dy si D; le corespunde in planul (Z) cadranul al
doilea; octanelor D, si Dy le corespunde in planul (Z) cadranul al
treilea; octanelor D, si Dj le corespunde in planul (Z) cadranul al
patrulea.

10. Sa se studieze transformarea conformd

- 4z

— L 1
(z -+ 1) ()
Solutfie
Daca punem.in ecuatia (1), Z = z obfinem punctele unite ale
transformarii si anume punctele z; = — 3, 28— () =
Din ecuafia (1) rezulta
l X = 4(1’{—3- '—"J(.vl'-')lf‘;— 4 ]-‘- 5
(Cealbis pUA
(2)

l Vit s e e D)
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Din a doua ecuafie (2) rezultd ca axei reale din planul (z) i
corespunde axa reala din planul (Z). Axei imaginare din planul (2)
ii corespunde in planul (Z) curba de ecuatii parametrice

oo DA e ey e )
(ATt} (X102

adicd cercul de ecuatii
X2+ Y2—2X = 0.
Sa cautam acum corespondentul in planul (Z) al cercului uni-
tate din planul (z). Pentru aceasta inlocuim in ecuatiile (2) pe x

. Ob{inem

2t

S
r
o iar pe y cu - T
X =11 Ya=—0)
deci, cercului unitate din planul (z) ii corespunde in planul (Z)
semidreapta de ecuatie ¥ = 0, X > 1.
_Din prima ecuatie (2) rezulta ca prin transformarea (1), cubi-

cei
(bose MEREE PR S 00— ()

din planul (), ii corespunde axa imaginard in planul (Z).

1
cu

11. Sa se studieze transformarea conformd

Z:(z+1]2_ ()

z—1

Solutie
Notind z = x + iy, Z = X + iY, din ecuatia (I) rezultid

IX_ @y —2—1) P2 1)

(x — 1)2 I y2

(2)

l Vo —4y(x? -+ y* — 1) r
=)y
Din aceste ecuafii rezultd ca axei reale din planul (z) ii cores-

punde in planul (Z) semiaxa reald pozitiva.
Pentru a gisi corespondentul in planul (Z) al cercului unitate

din planul (2) si in @), x=——0L , y=—2_,
in planul (z) sa punem in (2), x l+t2’y T
Obt{inem

X=ru T2 g

2
deci, cercului unitate din planul () ii corespunde semiaxa reali
negativa a planului (Z).
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Cercului de ecuafie
X2+ yr—2y—1=0.

din planul (2) ii corespunde semiaxa imaginara negativa a pla-
nului (Z), iar cercului de ecualie

2+ yr+2y—1=0
ii corespunde in planul (Z) semiaxa imaginara pozitiva.
12. Sd se studieze transformarea conformd

z=2=1. (1)

Solufie
Ronind in (1), z= %t i, Z = X i}, obtinem

e NG Eyl il
(s — ¥+ (@xy + 1)?

(2)

l Ve — 2(.&'% # 4%
(x2— y?)2 -+ (2xy +1)*

Cercului unitate din planul (z) ii corespunde in planul (Z) axa
imaginara.

Sistemului format din bisectoarele axelor de coordonate din
planul (2) ii corespunde in planul (Z) axa reala.

Axei reale din planul (2) ii corespunde in planul (Z) curba de
ecuatii parametrice

=l hoe
X = X » Y — * y
oAl S|
adici semicercul de ecuafie ¥ =—1]1— X%

Axei imaginare din planul (2) ii corespunde in planul (Z) curba
de ecuatii parametrice

sl e
yp+1 g+ 1
adica semicercul de ecuatie Y =]1— X2

Deci, cercului unitate din planul (Z) ii corespunde in planul
(z) sistemul format din axele de coordonate.
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13. Sa se studieze transformarea conformd

st S
Z:_Izzkfl—ﬂiz‘ ()
Solutie
Sa cautam intii punctele unite ale transformirii. Pentru aceasta
sa punem in ecuatia (1), Z = z. Obtinem
22—z — 2z +i=0,

care are rddicinile 1, — 1 si i.

Deci punctele unite ale transformarii (1) sint 2, = 1, 2z, = i,
23 = 1. =%

Punctelor z = i(— 1 4 }/2) din planul (z) le corespund ori-
ginea planului (Z). Punctelor z = i (1 - |/2) din planul () le cores-
pund punctul de la infinit al planului (Z). Punctelor z = 0 si

2 = oo din planul (z) le corespund punctul Z = — i din pla-
nul (Z).
Daca inlocuim in (1) pe Z cu X - iY si pe z cu x + iy, gisim
l S dx (x> + y: 4 1)
(x* — y* -2y 1 1) - 4x8(y — 1)3

2)

] o (=% 1) Gt oy—1)
(2 — 4+ 2y + 1)* - 3y — 1)?

Din prima ecuatie (2) rezultd ca axei imaginare din planul
(2) 1i corespunde axa imaginara din planul (Z), iar semiplanului
Re z > 0 din planul (2) ii corespunde semiplanul Re Z > 0 din
planul (Z).

Din a doua ecuatie (2) rezulta ca cercurile (C;) si (C,) de
ecuafii

C): 2+ y>*—2y—1=0; (Cy): »®*+ y2+2y—1 =0

din planul (2) le corespunde axa reald din planul (Z).
Ecuatiile celor doua cercuri se mai pot scrie
C): lz—il=V2; (C): |2+ i| =2
Pentru punctele din interiorul cercului (C,), dar nesituate in
interiorul cercului (C,) avem x* + y2— 2y —1 < 0, x4 y®+
+ 2y —1 >0.
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De asemenea pentru punctele din interiorul cercului (C,), dar
qesituate in interiorul cercului (C;) avem x% + y® + 2y —'1 < 0,
x2 - y2— 2y — 1 > 0. Deci domeniilor

(Dl)'.]z—i|<lf§<|z~i-t'i;(Dg):iz :’ii<V§<|Z——f|

din planul (2) le corespund in planul (Z) semiplanul Im Z =)
Axei reale y = 0 din planul (2) ii corespunde in planul (Z)
curba de ecuatii parametrice ;

oA d)
l (x2 -+ 1) -+ 4x?
(x2 + 1)2 + 4x?

Avind in vedere ci avem X® -+ Y2 =1, Y 0, rezultd ca
axei reale din planul (z) ii corespunde in planul (Z) semicercul infe-

‘rior_al cercului unitate, Yo e[ e

Sa ciutam acum corespondentul cercului unitate din planul (2).
Punind in (2) x = cos @, y = sin g, obfinem

2 cos sin® ¢
e Gy ST
| 4-cos® e | -}-cos® o

Avem X% + Y2 = 1, ¥ >0, deci cercului unitate din planul (z)
ii corespunde in p!§nul (Z) semicercul superior al cercului uni-
tate ¥ = /1 — X2

14. Sd se determine transformarea conformd prin care unei curbe
date (T) din planul (2) ii corespunde axa reald din planul (Z).
Ca aplicafie si se determine apoi transformarea conformd prin care

elipsei de ecuaﬁeif +;J—o— | =0 din planul (2) ii corespunde
as 3=

axa reald din planul (Z). ;

[N. Cioranescu, [5]]

Solutie

Si presupunem ca (T) este data prin ecuafiile parametrice
x = f®), y = g(b),

functiile f(#) si g(¢) fiind functii analitice in variabila f.
Transformarea cautatd este datd de relafia

z = f[p(2)] + igle(@)] = F(2), (1)

unde o(Z) este o functie analiticd arbitrard astiel aleasa incit
functia F(Z) s fie reala pentru valori reale ale lui Z.
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In adevar, dacd in (1) punem Y = 0, obfinem
z = x + iy = fle(X)] + igle(X)].

Dar @(X) este reala, deci, de aici rezulta ca
x = fle(X)], y = gle(X)],

care sint tocmai ecuatiile parametrice ale curbei (I') prin schim-
barea de parametru ¢ = o(X).

In cazul in care curba (T) este elipsa ‘— 4 Z—; — 1 =0, luam
P

= a cos i, Yy = b sin (.
Alegind o(Z) = Z, ecuatia (1) se scrie

z2=ua cos Z -+ ib sin Z.

{
Punind a = ¢ ch «, b = csh «, unde ¢® = a2 — b2, tha = 2,
a

aceasta ecuafie devine

z2=c(cos Zcha -+ i sin Z sh a),
sau
2= ccos (Z + i),

care este transformarea conforma cautata.

156. Sd se delermine o functie care transformd conform planul (z)

din care s-a scos segmentul ce uneste punctele z; = 1 — i,
2z, = — 2 + i, in semiplanul superior.
Solutie
Functia
t=a=—2 (x= const)
z— 2,

transforma punctele z; si z, in punctul 7 = 0 respectiv { = co.
Pentru ca segmentul zz, si se transforme in semiaxa.reala

ags . sl . Z
pozitiva vom impune condifia ca punctului=

gzzsﬁ-i corespunda
pumeiiilsa—1%

Obtinem « = — 1.
Deci, functia

2t z— 14 ! (1)

— 24—z

transforma planul (z) din care am scos segmentul z;z, in planul (7)
din care am scos semiaxa reala pozitiva.
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Sa consideram acum functia
w =i )

unde pentru radical considerdim determinarea pozitiva.

In planul () din care am scos semiaxa reala pozitiva functia @
este uniforma.

Daca notdm ¢ = ge® avem

Mt 1]
Ay
W = p_’ e 2
it 105
sau, punind p2 = g, 2 = 0,
w — Pleiel-

Deci, daci 0 < 0 <27 avem 0 < 0; <.

Rezulti, ca unui punct din planul (f) din care am scos semiaxa
reala pozitivi ii corespunde un punct din semiplanul superior al
planului (w).

Din (1) si (2) deducem cd functia

w = z2— 1+ i
—z=—2+41

unde pentru radical se considerd determinarea pozitiva, trans-
formd planul (2), din care am scos segmentul ce uneste punctul
2z, =1—i cu punctul z, = —2 -+ {, in semiplanul superior.

16. Sd se determine o [unctie care transformd comform domeniul
(fig. 69)

12| <72, O<argz<‘§, (1)
g in semiplanul superior.
Sio Pl fFite
z) Functia
{ =z @)
T transforma domeniul dat in do-
3 meniul
4 vz 1{] <2, O<argti<m (1)
adica in semicercul cu centrul in
origine si raza 2 situat in semi-
Fig. 69 planul superior din planul ().
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Sa consideram acum funciia

T :
< )
Daca notam
B e, =& 4 i,
din (3) deducem

y WP v — 4 4p

I : D = — i 3'

S P (4 — 2)2+ v? 8

In coordonatele u si v, domeniul (1) este definit de relatiile
g =0 R = 2
care, {inind seama de (3’), ne dau
e (Rl ()]

Deci, prin transformarea (3), domeniul (1’) se transformi in
cadranul 3 al planului (%), adica in domeniul

m<arg {<Z. (1)

Sa facem acum transformarea

Avem
arg w = 2 arg C,

deci, prin transformarea (4), domeniul (1) devine domeniul
2n < arg w < 3w

sau
0 <arg w<<m,

care este semiplanul superior din planul w.
Din (2), (3) si (4) rezulta ca transformarea

w= (222,

2 —2

transforma domeniul (1) in semiplanul superior al planului (2).
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17. Sd se determine o functie care transformd interiorul cer-
cului unitate din care s-a scos segmentul [0,1] in semiplanul su-
perior (fig. 70).

y Solutie
(¢) S4 consideram funcfia
t=1Vz (1)
unde pentru radical se considera
= 7 7—% determinarea pozitivd. In _dome-

niul din problema aceasta func-
tie este uniforma. ;
Daca notam z = pe’®, avem

Fig. 70
Domeniul dat este definit de relatiile
il S Rl O E =0T
Prin transformarea (1) acest domeniu devine
ort=all (=l S, (2)

Deci, prin transformarea (1) domeniul dat se transforma in
semicercul cu centrul in origine si cu raza 1 aflat in semiplanul
superior.

Functia

=

dL ]
\

; 3)

transforma domeniul (2) in cadranul 3 din planul (%).
Intr-adevir, dacd notam ¢ = u -+ iv, £ = & | iy, relatia (3)
ne da

3k =
g =

I

L wirgi— 2v
Toebeta R
(w— 1)+ 0* (o — 1)*+ o*

In coordonatele u, v, domeniul (2) este definit de relatiile
=10 i SR el

deci, prin transformarea (3) acest domeniu devine

e U a0
adica cadranul 3 din planul (Z).
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Fie acum functia
w = {4)
Avem

arg w = 2 arg &.

Cadranul 3 din planul (%) este definit dejrelatia
3
T < =
arg € << 5
Prin transformarea (4) acest domeniu devine
9% < arg w < 3w
sau

0 < arg w < T,

care este semiplanul superior din planul (w).

f_ 2
e (l z_+ l) :
lfz— 1
unde pentru radical se considerd determinarea pozitiva, domeniul
dat se transforma in semiplanul superior din planul (w).

Deci, prin functia

18. Se considerd domeniul comun cercurilor cu centrul in punctele
2, =0, z, = i i cu raza 1(fig. 71) si se cere sa se determine o func-
tie care sd transforme conform acest domeniu in semiplanul superior.

Solufie

Cercurile date au ecu-
atiile

(C):x2+ y*—1 =0,
(Gg) il pr=—2ly =0,
sau

(G| =1,
(Cy): |z—i| = 1.




Sé consideram transformarea liniara

el

Punind / = u -~ iv, aceastd transformare se scrie

R d(x2 y2—1)
l 2%+ V3)2 + @2y — 1)
l i A(x -+ yV3) _
(2x + V3)2 + 2y — 1)

Prin transformarea (1) punctele z; si 2, de intersectie al celor
doud cercuri se transforma in punctele # = 0, 1y, = 0o,

Pentru a gasi imaginile cercurilor (C;) si (C,) prin transfor-
marea (1) sd gasim imaginile cite unui punct de pe aceste cercuri.
Punctul z =0 de pe cercul (C,) se transformi in punctul

14+iV3 . : o
— —O'L iar punctul z = i de pe cercul (C,) se transformi
—1+iV3.

2

=
in punctul ¢ =
Cercul (C)) se transforma deci in dreapta
B v=—13u
iar cercul (C,) in dreapta
d): v=1)3u

Cele doud arce de cerc care mirginesc domeniul dat se trans-
formd in semidreptele respective situate in cadranele ] si 3 din
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planul (f). Domeniul dat se transforma deci in unghiul situat intre
aceste semidrepte (fig. 72) adica in domeniul definit de relatia

Qf< arg <‘1::-=. 2) it (t)
Transformarea \
G =y 3) x\\}\ |
reprezinti o rotafie de unghi — %ﬁn \\\\
deci suprapune semidreapta (d,) peste \\Q” T
semiaxa reald pozitivd din planul (T) s

si domeniul (2) in domeniul

0<argl < 2—: (29
Si consideram acum funcfia (%)
3 ' = =
& Fig. 72
w = (2, @ Ly

unde pentru radical se ia determinarea pozitiva.

In domeniul (2) aceastd funcfie este uniforma. Avem

(e

érgw =2 gigg o

o | oo

deci domeniul (2') se transforma in
(F<=argiw < T,
adicd in semiplanul superior din planul (w).
Din (1), (3) si (4) deducem
: _-f(zzmv-sr» ,-]:
w =g |Z— |2
: 9z 4 V3— i
unde pentru radical se considera determinarea pozitiva.

Dar e—=i = — 1, deci, prin transformarea

y (22—V3_-1i)3_
= e | 0
2z -4- 13 —i

domeniul situat intre cercurile (Cy) si (C,) din planul (2) se trans-
forma in semiplanul superior din planul (@).
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19. Sase determine o funcfie care sd transforme conform bande
at<"Re =5, (1)
in semiplanul superior.
Solutie
Sa consideram transformarea liniari

e

b—a

Punind ¢ = r + is, aceasta transformare se scrie

15 b
b—a b—a

Prin aceastd transformare, dreapta x = a devine dreapta

r =0, iar dreapta x = b devine r = 1, deci banda (1) se trans-
forma in banda

O =SRevf =0 (2)
Functia € = =i transforma banda (2) in banda
O'<Im & < 7. (3)
Séd consideram acum {ransformarea
w = g5, 4)
Punind w = u + iv, { = £ -+ in, din (4) deducem
i = € cos 7, v = ¢5sin 7,

iar relatia (3) se scrie 0 < 7 << 7, deci, prin transformarea (4)

domeniul (3) se transforma in domeniul v > 0, adici in semipla-
nul superior din planul (w).

Rezultd ca prin transformarea

il

b=

w=e

(z — a)

banda (1) se transforma in semiplanul superior din planul (w).

20. Sd se determine o funcfie care transforma conform domeniul
definit de relafiile

{izsli= 2D le—i] >1, (1)

I

in semiplanul superior.
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SToR T RINE
Sa consideram {transiormarea liniara
Z

B o @)

z — 2§

Pentru a determina imaginea domeniului (1) prin transformarea
{2) sa gasim imaginile a cite doua puncte de pe cele doua cercuri
care marginesc acest domeniu.

Punctele 2, =2, 2z, =-—2 de pe cercul |z | =2 se trans-
forma respectiv in punctele # = l 1 = i ? {. deci cercul
[z | = 2 se transformd in dreapta :

Re { = &
2

Deasemenea punctele z=0,2,=1 + i de pe cercul [z — i[=1
se transforma respectiv in punctele #;, =0, ¢, = i, deci cer-

cul |z—i| =1 se transforma in axa imaginara din planul (7).
Rezulta ca domeniul (1) se transforma in banda
0 <Ret< % (3)
Prin transformarea
&= 2mil, (4)
banda (3) se transformd in banda
| 0<Im?<mn 5)
Sa consideram acum functia
w = e . (6)

Daca notam w = u + iv, C = & 4 iy, deducem

U —esCOS e U — e sin )
Relatiile (5) se scriu
(0} =2 5y == 4,
deci, v > 0, adicd, prin transformarea (6) domeniul devine semi-

planul superior din planul (w).
Rezulta ca prin transformarea

2i
— )

2—2{

70
C )

domeniul (1) se transforma in semiplanul superior din planul (w).
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