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O MATEMATICA A CERULUI IN POESIA LUI
| VASILE ALECSANDRI ?

»Soarele si Luna ne plac, scria G. Cilinescu, pentris ca sint geometrice
8 fac impresia a fi fost fabricate de um om primordial”, Propunindu-vi
acum si cildtorim in cosmosul poesiei lui Vasile Alecsandri, ne amintim
de o indepirtatd lectie de Astronomie din acest liceu binecuvintat i ,,De-
pinde mult de lentila cu care privesti stelele — spunea doamna profesoari.
Cu o lunetd obisnuitd se pot vedea mai putine stele decit cele reale ...“
Nu vid ascundem faptul ci multi vreme am ciutat, dar nu in manuale de
astronomie sau astrofizici, acea ,,lunetd neobisnuiti“. Ea ar fi trebuit
$d ne spund mai mult decit cirtile, mai mult decit sondele cosmice : ea ar
fi reusit si ne explice { de ce Soarele planetar are luming proprie obtinutd
‘prin_reactiile termo-nucleare ale hidrogenului i heliului, de ce primim,
pe Pimintul indepirtat, la aproape 150 milioane km., doar a doua-miliarda
parte din energia solari, de ce pe fotosferi se vid (fiindci existd !) pete,
dar si protuberante luminoase, de.ce ,,ne merge bine“ sau nu — dupi
felul in care radiatiile apollinice provoaci feriomenele geofizice ?...

Grecii cei vechi si infelepti au pus si in Soare un zeu j pe Apollo.
Cum l-au studiat — reprezinti, poate, o temi de meditatie : am ficut-o
tocmai in timpul eclipselor totale, in timpul absentei sale! Iati un vers
din Goethe :,,dlles nake werde fern (,,Tot ce e apeoape ne indepidrteazi®).
Sintem cosubstantiali Soarelui, dar nu numai prin elementele chimice ce
ne alcituiesc ,,arsul, nedemnul pimint“; atunci cind ,»So0arele emite” (ari-
tindu-si petele si faculele dantelate), pe Pimint se nasc aurorele dar si
furtunile magnetice. Nu gisiti ci vietuind, sintem foarte aproape de cli-

- matul artelor, al poesiei ?

Pentru Vasile Alecsandri cuvintul trohaic ,,Soare” nu are ca prim
referent principalul astru al sistemului planetar. .»»Absorbtia -telurica*
ajunge in creatia ,,regelui poesiei” precum un spectru de linii, subordo-
nat unui sistem estetic i etic. Impresionist in fond, poetul are abilitatea
de a conferi iluziei corporalitate ; iar aceastd fncercare de a smulge frumo-
sul din zaddrnicie se fntrupeazi in cele patru coloane ale virtutilor clasice, .
eline : ,,sophrosiné” —in folclor si in creatia cu temi erotici j ,,dekaiosine”
—istoria ; ,,sopkia™ — natura; ,,andréa” — gindirea si arta.

Pregnanta reliefurilor tematice de mai sus, nu lesne de definit, se
poate verifica §i prin ,,diagonalele” unei statistici. In 727 poeme (editia
G.C. Nicolescu, 1966) ale lui Vasile Alecsandri am semnalat 275 trans fi-
gurdri meta forice ale soarelui. Aceasta ar {i o ,,supra-naturi®, matematici,
a inefabilului — analizabild mai. ales la nivel lexical si simbolic. Poetul
stapineste lumea sensibild, o distribuie pe categorii, intr-o . procesiune’ de
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constructii substantivale (788 spostaze), adjectivale +(28), in pitrunderi
verbale (4).

De pildi, ,,mindra” Bucovini cste ,,cdzutd din soare”, ccasul dezro-
birilor ¢ vegheat de ,,un soare mai falnic”, iar , Libertalea-n Jfaja lumii a
aprins un mindru soare”. Propozitii sacre ale constiinfei noastre de roméni.

In semnul revelatiilor divine, Alecsandri intuieste o altd dimensiune a
clasicititii ; ,,sophia* — intelepciunea, descifrati in simfonismul naturii
roménesti. Harfa de razc solare se confruntd cu mrejele obscurititii. In
,,pasteluri“ nu vom citi doar singuritatile spatiilor suspendate intre pimint
si cer. In aceste poeme, fognesc mitdsuri fesute din vechi gindiri. Imn cdtre
soare, scris cu putin inainte de moarte, reprezintd, credem, o expresie su-
perlativi a apolinicului. Demiurgul a plismuit soarele prin cuvint (..}i-a
zis s@ fii") gest reluat de poet, fiindcd 7ostirea e simultand cu reflectarea
eului creator (,,cu. mindrie s-a oglindit in tine"). Arta permanentizeazi
conturul matricial al unui timp primordial (,,$¢ chipu-i sfinfit rdmas-a tn
veci pe discul tdau"). A

in poezia lui Alecsandri, invocatia trisilabici ,,0, soare 1 — derivata
din troheul cardinal, prin noul cchilibru ritmic, $i alcituind o d el t a
existentiald, isi apropic Absolutul.

Acel ,,inger cdzut” nu ni se pare ambiguu ; intors din peregrinarea spre
intrebirile ultime, poctul a devenit §i un contemplator al emotiilor dete-
riorate, al priveligtilor letale. Un ginditor risiritean (Lao Zi) plingea cind
vedea culoarea albi, stiind ci ca nu va rezista timpului. $i cwvintul, deci
si poesia pot aluneca, cu neindurare, din expansiunile lor ecterice. Dar,
SOARELE; duminica idealului absolut al artelor — adicii frumosul moral
(,,kalokagatia”) cste nidijduim de neinfrint. La Alecsandri, fema soarelut
triumfi nu numai prin numir. Sugestivii ne va apare §i astiizi miste-
rioasa sa crudific a luminii, ,,romanul® liric avind, §i ¢l, humind proprie.
Tema soarclui este, credem, tema autorului, o voce esenjializatd a vesnicied,
prin care Vasile Alecsandri — geniul tutelar al batrinei noastre scoli —
si-a apropiat destinul de acela al mult — Incercatului nostru popor.

Ne-am intors — odati cu Soarclc ~— spre biblioteca metaforelor lui
Alccsandri, privind un poem al lui Octavio Paz, laurcatul, in 1990, al Pre-
miului Nobel pentru literaturi : ,,Desenez aceste litere| asa cum deseneazd
zina imaginile] §i sufld asupra lor| §i mu se mai intoarce . Nu se mai
intoarce? _

~ Totusi, si ne reamintim un adagiu al lui Cervantes: LUn om nu e

[

un fluvin — s& nu se poald fnloarce fnapoi ..

prof. VIRGIL NISTRU TIGANU§
— docterand in {filologic ~~
Liceul Teoretic ,,\VASILE ALECSANDRI?
Galati



OPERATORI LALESCU S SIRURI LALESCU

NAM. BATINETU- GIURGIU, profesor ia liceul ,\MATEI BASARAB" din Bucuresti

Scopul acestei lucriri este de a atrage atentia tineretului studios si
dornic de matematici din liceele noastre, asupra bogitiei in rezultate si
idei valoroase existente in lezawrul matematic romdnese, idei care pot fi
studiate, aprofundate si dezvoltate.

Prin tezaur matematic roméinesc voi intelege opercle matematice ale
marilor nostri inaintasi, precum si tot ceca ce cste original §i valeros in
articolele si problemele de matematicii ale tuturor celor care s-au striduit
$i au obfinut rezultate deosebite fn matematica romincasci, din toate
timpurile si la toate nivelurile.

In lucririle citate la bibliografic cu numercle [7, [8], [9], [12], §!
{14] amv introdus mai intii conceptul de si7 Lalescwe si apoi am introduS
anumite clase de siruri Lalescu, demonstrind totodati unele teoreme si
propozitii care reprezintd proprietifi si aplicatii ale acestor concepte.

De asemenea in lucrarea citatd la bibliografic cu numirul [10] am
introdus notiunca de operafor Lalescue si am demonstrat citeva propozitii
§1 teoreme privind cei doi operatori Lalescu introdusi in lucrare.

Considerdm cil acest subiect nu este incii epuizat, cl poate fi studiat
s1 perfectionat in cercurile de matematici ale elevilor.

In aceasti lucrare vom introduce alte tipuri de operalori Lalescu si
vom arita care este legitura dintre operaiorsi Lalesct si dintre anumite
clase de gsiruri Lalescu.

Pentru orice multime nevidi M vom desemna prin S(M) multimea
tuturor girurilor cu valori in M adici S(M)= {(a.)«2,|ase M, (V)neN*}.

De asemenca pentru orice meN*, e N, k <m vom nota cu 4%, nu-
mirul aranjamentelor de m luate cite .

Definitia 1. Pentru orice k€N, & fixat vom numi operator Lalescu
operatorul L : S(R.) - S(R) unde pentru orice (x.)a=;€ S(R,),

L{(xa)nzy) == (¥a)s 2, € S(R) 5i

i 1

Wy (:\n*!-l—k ) -\_a+1]r.--:-! 3% (An—h : M]T

o1 )

Imaginea (y+).2; a sirului (xs).2>;e S(R,) prin operatorul Lalescu
definit mai sus se va numi gi» Lalescu definit de sirul (%a)n 2.



Teorema 1. Pentru orice sir (%.).=,€ S(R*,) pentru care existd

lim 22 = xeR¥, sirul Lalescu rezultat prin aplicarea operatorului
n—W X

- x
L cste convergent §i lim L (x:) = —.
#7—00 €

Demonstratie. Mai intii mentionim ci in continuare dacid L((%:)s 2,)=
=(%s)s=, atunci in loc de y» vom scrie L (x.). Intr-adevir, pentru de-
monstratia teoremei observim cd

641
e Sm— VA:I:_I' ‘ Xo4y y
L(x::):l/A:—b'xu' t _l =l/ A':—k + Xa
‘/ A"—b *Xs .
the — 1 ~
T -In 4., (V)n 22, n 2k, (1
/I-!-l
Ao+l_b * X .
unde 1. = 1 - nil = (Vnz2azk
l/ A:~b * Ko
Deci,
7 a—3 , »
lim L (xs) =lim (1 By Ee M. Jlpowr =
N—C0 21—>00 # In u. °
2 — o4 1—>3 ﬁi
li V A, ' . [A--H x'“)
= lim -1 -In|lim s =
7—00 n - ) N—>00 A. * X
(i [ [ e
A.—b a X
= limv z +1n }lim el - Ml - 1 =
N—00 " H—00 A" L« b -
\ /A VA VAT ey
° \ ( 8 +1—)
( ) VA:—' %o . A Xuiy n
= | lim In |lim o m e =
=00 n n—oco|? * » — T
\ ) L - \ ¢ V A,I: P key
= -5- -In (1 -x - -—E—) =-% Ine = > si teorema este demonstrata.
e

Observatii. 1.1. Dacii in definitie 1 considerim & = 0 atunci obtinem
operatorul Lalescu din definitia 1 a lucrdrii [10].

6
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1.2. Daci in definitia 1 considerim x. =(
”

‘s ) ,(V)ne N* atunci

obtinem operatorul Lalescu introdus in [10] prin definitia 2.

1.3. In demonstratia teoremei 1 am folosit faptulci :

[ A
im VAT Ee_x @
7—00 ) e '
An-—l . x
Intr-adevir, notind v, = ~——t—u===" , (V)ne N* avem ;
) Hn®
Uy ___A:i";—" “Kayy n* _(m41)! REITEN. n" _
Vs (nt-1)"+1 Az, k! e  a!  (n1)*t
Xngg 1 n . . .
="t . de unde rezults lim —2L = 2 i deci conform teoremei
Xe €4 31—~00 Vs €

. [
Canchy — DiAlembert rezulti cilim |77 = -ei ceea ce demonstreazi rela-

711—00
fia (2).

1.4. Tot in demonstrafia teoremei ! am folosit faptul c¢i lim . =1 §

n—00 -

. . — 1 ' )
deci ca lim ~u = 1. Faptul cd lim u.=1 rezulta din relatia (2) astfel
n—sco In #a - A

"/*_'___________ -7-:
An-f-l—h . Xa . '
u-:l ”n-pl +l= 1 +1 _n+l§iatuncilim“.____x_..i,1=1.
— n—C0 e x
Var = I

. In continuare vom considera meN* si & = (kl,ka,'...,k,)eR' precum

si (Z). 21 = ((x"”.)-21.(x‘z’-)-21,..., (x(')n)-zl)e S(R.})” $i aStfel vom
da urmitoarea :

Definitia 2. Numim operator Lalescu de m variabile operatorul

B:S(R,)"— S(R) unde B ((¥s)s2;) = (¥s)sz1€ S(R) cu

1

! m —_—
Yo = (n -l-l) l-kr‘kz'...-k. (‘ﬁ‘ x::.:.[)”.l —n I—kl-ka -...-k., ) ('!._—'[l xg)) ° ;

®)

Imaginea (y.).2; a m-uplului de siruri (?.').z,e S(R,)*® prin“opera-
torul Lalescu de m variabile B se va numi un gir Lalescu de m varia-

bile, definit de sirurile componente ale sirului (xa)s2,.



Pentru o mai buna intelegerc a celor prezentate ne vom referi pe scurt
asupra operatorulut Lalescu de doud variabile B:'S(R.)*— S(R),

L L
B((2s)e 2y (3a)e2y) = (L)'= - (masy - yau) (20 - 3a)" ot =

N v N )
Demonstrim acum urmitoarea :

Teorema 2. Pentrn orice (Xo)azp, (V)€ S(R*.) §i pentru orice

\ . C w3 Xs e v .
(s, £} & R?astfelincil existi lim 3 = xeR*, silim —=—l-=yecR*
p—oc ' X H—a OO N' - N

“sirul Lalesew rczultat prin aplicarea operaterului B este convergentsi

x -

lim B ((x.).;,, (y')'?I):'- Pl (5)
7n—>00 e’ S
Demonstratic Fie w. = Ze ¥ (vine N*. Atunci:
. nl(f’f.) .

w Lasy Y n Do . .
s _Xeur Yen ( de unde prin trecere la limita
s Xc'y-_'ﬂ“' ﬂ+} . o .

w x .y » x -y
deducem i lim  —=2 =22 ¢ atunci lim Ara e 22 (con-
N0 U e’  m—o0 gttt et
form tcoremei Cauchy—D'Alembert), B (6)

Sv'-‘ n()t?t'“ 2 == B((x-)-k,, (}'1)'2*) = (’f+1)1~'-’ -
i

| -
- (x.., ~y-,,,)m — it (x. -y} ", (Y)neN*,

Avem deci ¢

nt] . .
. y ﬂ+] I-e-y a . »
T :v P ( . ) Vxau - Yan —_1 =
. ” vx- 'yl ’
'———; ) A . 1~-8—, gl I
= Fede ape— i) unde po = (1) T Vara ey (dn2
LI ' n T

:’x- ‘Y.

si evident conform relatici (6) rezultd lim p. = I
- 00

Prin urmare,

lim  z: =l.i.m {ﬂ 2.1 1np:}=x Y lA.ln( m.n}:)=

e o] n-~>00 nte ‘ln Pn e.+‘ 41—00




il

a1 -

. X . . -(’:.,'_,) 1/’ . o . N Lo

e 2 in | lim ntl Fury Yasy 1) 2y(l—s—) L
e \n—wl on ) Kooy et
22 nim (e e mt ) my(les—t)
i et N0 \Xe - ¥a - nt w1 e+ v

Vx-n ey

Coxy Cgtee) v . S
+ a4 “In (xy . )-—— e (st S ) = i si astfel teore-
Toet xy./ e errs

ma este demonstrata.

Observatia. 2.1. Pentru s =0, =1 si y. = A"’ unde %eN este
fixat se obtine rezultatele din teorema 1. T i

In incheiere f{inem si remarcim ci prin- bibliografia detaliatd prezen-
tati mai jos facem o informare stiintificii a cititorului care poate consti-
tui punctul de plecare pentru noi concepte matematice si proprietiti care
evalueazi importanta girului propus in Gazeta Matematici de marele
matematician roméin Tyaian Lalescu, :

BIBLIOGRATFIE

—
[

. Bitineju-Giurgiu M.D., Problemele 17668, 21589, 21820, 21898, C: 844, C: §55, C: $90
C: 1000 din Gazeta Matematici :
. Bdtineju M.D., SIRURI, Editura Albatros, Pucuresti 1979, "
. Bitinefu M.D, o problemi cu ... probeme in R.M.T., anul NI, nr. 1,2 — 1980 pag.
31— 36.
. Bitinefu M.D., Maftei V.I,, Stancu-Minasian M.L, Exercitii si probleme de analizi ma-
tematici pentru clascle a XI-a si a X1I-a, Editura Didactici si Pedagogici, 1981
. Bédtinetu-Giurgiu M.D., Studiul, aprofundarea si dezvoltarea tezaurului matematic roma-
nesc, mijlocdeeducatie: Lucrare presentatii la faza pe taria Simpozionului
Creativitate si Eficientd in Invatimint, Yagi 3—4 iunic 1989, Lucrare premiatd
cu premiul 1.
[ 6]. Batinetu-Giurgiu M.D., Somodi Marius, O metodi elementari de determimare a limitei
sirului lui Traian Lalescu, in Gazela Matématici nr. 3/1989 pag. 81 — 82.
[ 7). Bitinetu-Giurgiu M.D., Clase de siruri Traian Lalesctt, Sesiunca de Comuniciri stiinti
fice a Institutului de Petrol si Gaze I'loiesti, 6—7 mai 1989, Sinaia.
[ 8]. Batinetu Giurgiu M.., SIRURI LALESCU, in R.M.T., anul XX, nr. 1,2 — 1989 pag.
37 — 38. :
[ 9]). Bitinetu Giurgiu M.D., Clase de siruri Lalcscr, Sesiupea stiintifica a Institutului Poli-
tehnic din Timisoara, 3—4 noie bric 1989,
[10]. Bitinefu-Giurgiu M., OPERATORUL LALESCU. Proprietiti. Aplicatii, in M.F.G,,
nr. 8/1989 pag. 22--27.
[11]. Bitinefu-Giurgiu M.D., Tena Marcel, Asupra unor clase de limite de siruri, in M.E.G*
nr. 9.
[12]. Batinefu-Giurgiu M.., Sirurile Lalescu si problema 17608 din Gazeta Matematicd, in
R.M.T., apul XXI, nr. 1,2 — 1990 (sub tipar).
[13]. Bitlnefu-Giurgiu M.D., O altd metodd de determinare a limitei sirului Traian La-
lescu, in Gazeta Matematici nr. 2/1990 (sub tipar).
{14]. Batinequ-Giurgiv M.D., Sirurile Lalescs gi {unctia lui Euler de spela a doua. Funcfii
Euler-Lalescu, in Gazeta Matematicid, publicatia metodicd nr. 1/1990 (sub
tipar).
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[15]. Bencze Mihall, O generalizare a limite} In! Traian Lalescu, in Gaseta Matewaticd, pu-
blicatia metodicd nr. 4/1988 Oag. 158 —1359.

[16]. Blaga Alexandru, O generalizare a girului lul Trafan Lalescw, In RM.T., anul XI1X ar.
1,2— 1988 pag. 33—34.

[17]. Dicu Mihai, O altd modalitate de abordare a girului lui Trafan Lalesou, in RM.T., anul
XX nr. 1,2 — 1989 pag. 37 — 38.

[18]. Tliescu Tlie, Stefinici Dan, Troie Adrian, Asupra unor clase speciale de siruri de nu-
mere reale, in M.E.G., nr. 9.

[19]. LupasAlexandru, Asupra problemei 579 (G.M.), in Gazeta Matematici nr. 81976 pag.
281 — 286.

[20]. Popoviciu Tiberiu, Asupra calculului unei limite, in Gazeta Matematici seria A, 1971
pag. 8§ — 1L

[21]. Somodi Marius, Asupra sirului lui Traran Lalescw, Sesiunea de comuniciri a elgvilor din

municipinl Bucuregti, iunie 1989.

[23]. Tena Marcel, O altd solutie a problemei 579 (G.M.), in repista ..Licarifi” a liceului ,, Ni-
colae Bdlcescu' din Craiova, anul 1978 pag. 13— 4.

[24]. Vernescu Andrei, Ridulescu-Banu Andrei, Asupra girului lui Trafan Lalssen, in Gazeta
Matematici nr. 2)1989 pag. 33—354.



FUNCTII PE MULTIMI FINITE

4 prezenlare de ROMEO ZAMFIR, profesor, Galafi

Propozitia 1 (generalizarea exercifiului 22, pag. 29, manualul de
algebra clasa a IX-a, Editura Didactici §i Pedagogicd, Bucuresti 1988)

Fie (A, sv<. o0 familie de mulfimi finite. Atunci

card (U A‘) =Y cardd.— ¥, card (A¢n 4,) + ...... H(—T1)=*1
=1

i=1 ISi<jgn

« card (n A‘)-
i=1

Demonstratie. Vom dovedi relatia prin inductie matematici. Pentru
# = 1 relatia se reduce la card A; = card A4,. Pentru » = 2, considerind
Ayn Ay =4, U (4, — (4, n 4,)), rezults card (A, U A4,) =card A4, +
card (4, —(4,n 4,)) =card A, + card 4, —card (4, n 4,).

Si considerim formula adevarata pentru cel mult »—! mulfimisi si o
demonstram pentru » multimi. Avem ;

CaI'd (.'1] u Ag L Uf‘!n) = Cal'd (c‘i; u A3 biatvas U.én-)_)' + card Ai‘_‘
u—]
card (4,U4, U...UAd+4)nAda), Insd (4, U4, U...U4. ) nd-=0U (Adin 44)}
i=1

L] ‘ w—I1
deci card (U A |J = card(p

=1 =1

—]
U (.410 A-))-
1

=

A.) -+ card A ._card(

Aplicind ipoteza de inductie, obtinem :

n n—1
card (u .4.]=EcardA:--S card (4«0 4,) +
i=1 =1 ISi<jgn—1
+ Z card (Alﬂ-‘i;ﬂ A.)"""‘... + (—1)'ca1’d (."11 n .42“ ves ﬂ.*i-_l)-f-
ASi<j<hgn—1
w1 Y .
4+ card 4. — ¥, card (den 42)+ X, card (Ad«n A, n 4.) + ... +
i=l IS i<jga—1 :

4 (—1)**t card(d, n 4,0 ...Nn 4.), iar prin regruparea termenilor gisim
relatia din enunful propozitiei, relatie care poarti numele de PRINCIPIUL
INCLUDERII SI EXCLUDERIIL

Propozitia 2. Fie A, B doud mulfimi, B finiti cu n elemente s
{4~ B o functic infectivd, atunci A este finitd 5i card A < card B = n.

i1



Demonstratie Presupupem cd A este infinitd, deci {f(x) / xe 4} csle
infiniti deoarece f c¢ste injectivi. Dar {f(x) fxe 4} < B si B este finiti.
Contradictie ! Deci A4 este finitd.

Fie A = {%, %2, ... ,¥a} Deoarece f este injectivi avem :
card {f(x). flxe), o o flxad}=m si {f(x), f(x), .  f(xa)} B, deci

mo= N,

Propozitia 3. Fie A, B dond mulfimi avind m respectiv n clemente §i
14 - B o functie, alunct

i ) Dacd f este surjectivd rezulld m 2 m
it) Dacd f este bijectivd rezultd m = n. ®
Demonstratie. i) Din f surjectivid = {f{x) [xe A} = B =>mzan.

ii) Din propozitia 2 si i} se deduce ii).

Propozitia 4. Fie A, B doud mulfimi finite avind ficcare » elemente,

atunci numdrul funcgiilor bifective de'la A la B este n'!

Demonstratie. Demonstratia o vom face prin inductie matematici.
Daci n = 1, atunci 4 == {x}, B = {y}s5i f: 4 — B este unici, afirmatia
este adevaratd.

Presupunem afirmatia adevirati pentru multimi avind # — | elemente.
Fie A ,B multimi cite »# elemente. Si alegem un element xe A4, atunci pu-
tem scrie 4 = 4% — {x}, unde A* are n — 1 elemente. Oricc funciie bi-
jectivi este determinati de valoarea f(x)e B si de o functic bijectivi
g:A%— B unde Bi= B— [f(x)}. Putem alege pe f(x) in n moduri,
iar pe gin (n—1) ! moduri, conform ipotezei de inductie. Deci putem defini
n(n—1) | = n ! functii bijective de la 4 lIa B.

Propozitia 5. Fie A, B, dond muliimi finite avind m, respectiv n le-
mente, atunct .

i) card ({f/f:4 — B}) =n"; . .
ii) namdrul functiilor injeciive de la A la B este A= (daca n = m);
ii1) numdrul functiilor surjective de la A la B este:

= — Clan—I)" + CPu(n—2)" = Clu(n—B) =+ ... +(—I)>~C"""

(dac@ n = m).

Demonstratie. i) Demonstratia o vom face prin inductie dupi m. Dacd
m = 1, considerind B = {b;, b, ... ,ba}, atunci fo: A= B, f{x)=0b,
| <i < n sint toate functiile care le putem defini pe cele doud multimi,
unde x este unicul element din 4. Observim cd afirmatia este verificati.

Presupunem afirmatia adeviratd pentru o multime cu m—I clemente
si dorim si o demonstram pentru o multime cu elemente. :

Fie A = A, card At =m—1 §i {x,} = A—4: Putem scric 4 =
= 4% — {xq}. eyl :

Oricirei functii f: 4 — B ii putem asocia restrictia sa la A% anume
functia g: 4> — B, g(x) = f(x). Dacid g:4%— B este o [unctie, obtinem
pentru fiecare ye B o functie f*,: 4 — B astfel:

] g(x), dacd xe 4%;

Vi Vs
fe(x) b gitdaca x'— %,



Asadar, oricarei functii g: 4% — B ii putem asocia # functii distincte
de la A la B ale carei restrictii Ia 4% sint egale cu g. Deci numirul functi-
ilor de la 4 la B cste n - o™ ! = n=

ii) Demonstratia o vom face prin inductic dupi m. Dacil m = 1 putem
defini » functii astfel fi: 4 — B, fda) = v, 1 <=7 <, unde x este unicul
clement al multimii 4 §i B = {y,, ..., ¥:}, afirmatia fiind 'adeviratd,

: : . ;
deoarece Ay = .

Presupunem adeviratd afirmatia pentru o multime cu m—1 clemente
si dorim s o demonstrim pentru o multime cu m elemente, Fie 4% = 2
o multime cu m—1 clemente.

Fiecare functie injectivi f: 4 — B este determinati de o functie
g:A:— B si \'alnoalr('a f(x)e B — {g(#')/x*c A}, unde {x} =4 — A4*
: s R : e :
Deoarcce avem 4, posibilititile de alegerc a functici g, conform ipote-
zei de inductie, §i #—m~1 moduri de a alege pe f(x), deocarece card (B—
—A{g(x)[x' € A*}) = n—m-+1; rezulti cd numirul functiilor injective este

y a4y 4 m=—] m
(FE—inEl) A =

i) S1 notdm cu S, numirel functiilor surjective de la multimea
A = {:cl,,t‘_g,...,.t‘m} la multmwa_ Bz_ {yl,}_r.,.‘.,y‘.} cu #=#n. Pentruy orice
1 <4 =n si notam cu A, multimea functiilor de la A4 la B pentrucare 3.
nu este imaginca nici unui element din A.

Atunci multimea S*, a functiilor surjective coincide cu multitnea
[unciiilor de la # la B care nu apartine nici uneia din mnultimile 4., deci:

card §* =n=— card {4, U 4, U ... U 4.}, conform propozitiei 1, re-
zulti :

catd d.— E cabd (<l APH- .

A\
lgigs ISi<jga

,]‘ﬁ (—"lj'"l card (»’hl A n) :
=}

Multimea 4. este de fapt multimea functiilor definite pe A4 cu valori

in B - {3.}, deci card A¢= (n—1)", A(n A, este multimea functiilor de-
finite pe 4 cu valori in B == {3, v,} deci card (4:n 4,) = (n—2)*s.am.d.

card {Ay Ut Ay U ..U 4. =

|

5 e 4 =1 ] 3 7
In plus, sumele de mai sus contin, respectiv, Cs, Cy, ... , Co tenncpi-e:
gali: ;

‘ ” A~ e :
Beeic cat Sy = nie shd Gy =] b s G (pte20 ofere) 2l Sin (Rea bR Oy

APLICATH
1. (Exercitiul 28, pag. 86 din manualul de algebrd, clasa a XII-a,
Editura Didactici si pedagogicd, Bucuresti, 1988). ;

Fie M o mudfime cu 3 clemente.

Cite legi de compozitie se pot defini pe M ?
Cite din, acestea. sint comulalive?

Cite admit element: neulru ?

13



Generalizare.

‘ Solutie. Considerim multimea X cu u elemente. O lege de compozitie
pe M este o functie f: M x M— M Aplicind propozitia 5 i) rezulti ci pe-
multimea K putem defini #°° legi de compozitie.

Notim : N: = {{a, b}/a, beM}, GU: = {glg: N — M},
M ;= {f|f lege de compozitie comutativi}.

Definim F: M — @, F(f): =g, unde g: N - M; g( a,b;}=f(a,b)=:
= f(b,a). F este injectivi, deoarece daci f; #f;, existi (a,b)e M x Mastfel
incit fi(a,b) # fi(a,b), de unde obtinem : F(f,)(a,b) # F(f:)(a.b), adiciF(f,) #
# li}fz). F este surjectivd, deoarece daci gel, atunci definim f: M xM—
— M, f(a,b) : = g({a,b}). Evident fe MsiF(f) =g.

Aplicind propozitia 3 ii) rezultd card M = card @ si aplicind 5 i)
card g — y*®+92 deoarece card N == C: + C) = -13(—”Z+;-]-) o

Observatie. Am considerat {a, a} = {a}, (V)ae M.

Pentru a rispunde la ultima intrebare vom afla mul{imea elementelor
care admit element neutru pe x.€ M, 1 ¢ <#, fixat, unde M = {1, x,,...

., %al)

Notam .

E=MxM—{(x, x,), (x5, x:)/%,€ K}; & = {h{h: E—- M};

L= {f/f lege de compozifie care admite element neutru pe x.}

£ = {f[f lege de compozitie care admite element neutru}.

Observam ca : card E=M X M —card {(x,x,), (x,x)/x,eM} =
= n®—2n + 1, deoarece card M X M = 5% iar card {(xx,), (¥,,%)/
[x,e M} =2n—1.

Definim G: £ — &, G(f)=4h, unde ki E — M, Ia,b) = f(a,b),
V(a,b)€E. Evident ci G este injectivi,” jar daci % €&, atunci definim
JiM = M, f(ap) = Ma), (V) (@b)€E, f(xnx,) =[f(xnx) = %1 (V) 4.
Il 4 < n Datoriti modulul cum a fost construiti f, rezulti ca ea este
o lege de compozitie care admite pe x. ca element neutru, deci fe £2si
G(f) =

Aplicind propozitia 3 ii) rezultd : card £« =card & i aplicind propo-"
zitia 5 i), obtinem ; card & = #"*~+1, deci card £, = n""\; ‘

Deoarece £ = U KL si £Lin L,= pentru ¢ # f (altfel daca

i=1 .
existi fe.£.n £, atuncifsLlsife L, decif(x,x,) = x¢= x,, adicd
§ = f). '
Aplicind propozitia 1, rezulti card £ =#n -card L, =n - n* " =
== "(u-l,z—{-l. . .

Particularizind, obtinem : Pentru n = 3, pe multimea M se pot de-
fini 3° legi de compozitie dintre care 3% sint comutative §i 3° admit ele-
ment neutru.

2. (Exercitiul 23, pag. 20 din manualul de algebrd, clasa a XII-a,
Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1988). '

T .



Notdm cu M mulpimea tutwror matricelor de tpul (mn) in care toate
elementeie sint numerele +1 sau—1 §i astfel incit produsul numerelor din
Jiecare linie s1 din fiecare coloand sd fie —1. Sd se calculeze numdrul elemen-
ielor mulfimii M.

m
Solutie. Fie da I, A= (@1,) 1<ica, atunci IT ai, = —|, de unde
15)<e i=l1
m—1
day=—1AL ‘au (V)4 1 < j <n, deoarece a.,e {—1,1}.
=1
: n—I|
Analog @ = — [l a.y, (V)¢ , 1 g <m, de unde rezulta :
=

(Diden = —(—1)*=2 ’ﬁl(hla,,)m—_—{* Pyt ’I_Il(,ﬁ] a,;).

A z 3 +
=l \j=1 =t \f=1

Vom demonsira cd dacd 2 X m—n, atunci M = @. Pentru a demon-
stra acest lucru vom demonstra ; dacd M #@, atunci 2/m—n. Intr-adevar,
dacd 4 €M, atunci din (1) se deduce (—1)=~! = (—1)*-Y, adiciz m sio#
au aceeasi paritate,

Consideram cazul 2/m--n. Definim :

Si Maci,ai({—1,1}) = M. Fiede Ma_y, o ({—11! D, 4 = (ay)

—H“n

=1

&y e

fld) = W1 M

=1
m—} m—1
_Ha‘]_--.""" II a‘--; -X
=1 i==1

n—1 rm—| m—1 (n—|
unde x = (—1)°-1! H(H rm) = [ (ym=L N} (H a.,),‘-
J=1 \i=1 I=1 \y=1
Se constatid ci f(d)e M. f este evident injectivdi, f este surjectivi,
deoarece dacd luam A’ A, atunci suprimind ultima linie siultima coloana,
obtinem o matrice A s§i evident f(d) = 4. Deci f este bijectiva.
Aplicind 3 ii) rezultd : card Ma.q, n -y ({~1,1})=card ML, iar aplicind
5 i) avem :card Ma-p,aa({—1,1}) = 202~0*-1) decicard M =2(=-1x8-1,
Evident, am considerat m, » = 2, iar daci m == | sau » = 1, atunci
card M = 1.

Rispunsul problemei este :

dacd 2 X m—n, atunci card M =03
dacd 2 m—n, atunci card M = 2r=-V(-1

Observatie. Am folosit Mt g1} = {dj4: §1.2. 0 m—1} X
X {1,2,..8—1 }— {—1,1 1t
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-3 (Exercitiul 31,- pag: 59 din manualul de algebrd, clasa o XII-a,
Editura Didactici:si Pedagogica, Bucuresti, 1988). ' o

" Fie (G, -) un grup si H o submultime finita a b G. Wrmdtoarele
afirmagii stnt echivalente .

A):x, yveH — xyeH; :

2) H este subgrup al tui G. -

Solutie. 2) — 1) trivial. -

1) —2). Fie xeH. Definim f:N*— H, f(n) = a"; feste bine de-
finiti deoarcce daci x€ H, atunci x*e H, (V)ne N* '

f nu este injectivii (altfel, conform propozitiei 2 — N* — finita), deci
(3)k, meN*, k'>m astfel incit a* =™ Luim p = k—m, deci x? ==
= esix?~) - x = x - x?"} =¢, adicd ee H §i x7~'€ I, esteinversul lui x.

Exercitiul 7, pag. 9 din manualul de algebrd, clasa a XII-a, Editura
Didacticd si Pedagogici, 1988, este o particularizare a aplicatiei 3.

BIBLIOGRAFIE

{1} lon, B.L gau, Probleme de algebri, Editura didactica si Pedagogicd, Bucuresti, 1981



INEGALITATI CU CEVIENE IMPORTANTE
INTR-UN TRIUNGHI

Mircea Birsan, elev, Lic. ,,C. Negruzai® Jasi

1. Deducerea unor inegalititi geometrice utilizind identititi cu nu-
mere complexe, ca punct de plecare, esie un procedeu cunoscut. Astfel,
aga-numita ,, teoremi a lui Pompeiu” cste obtinuti de marele matema-
tician romdn ‘in acest mod. In cele ce urmeaza, vom utiliza procedeul pen-
tru stabilirea unor noi inegalititi in triungui. In [3] se obtine o altd serje
de inegalititi geometrice fclesind acest precedeu in alt med.

2. Prir:. calcul direct se verificad identitatea
Mr—t) A=) se—)
(3=) (x—=2) (=2 (3—%) (=) (=—)
unde x,3,z,/€ C i x,3,z sint distincte. Ca urmare, puiem scrie

=1, (n

x{x-—1) 3 ,-v—l-t) z(z—-i) |
| b e | | e | 2 ] 2)
o | T |l e | (

Fie P, P’ doud puncte oarecare in planul triunghiului A BC. Conside-
rim ci, fafi de un reper cu originea in P, punctele 4,B,C si P’ au afi-
xele x,y,z §i ¢, respectiv. Din (2) §i din faptul ¢ |x| = PA, |x—t| = P‘A,
|y—=z | = a, etc., rezultd incgalitatea

. P PB . PR PC . P+
PA P4 4 + C‘ C

be ca ab

> 1. (3)

3. Vom arita ci avem egalitate in (3) daci si numai daci punctela
P si P’ sint izogonale in raport cu triunguiul ABC. Evident, egalitatee
in (3) sau, cchivalent, in (2) are loc daci si numai daci

ag I ) set)
(x—2) (x—2) (y—2) (y—x) (z—x) (z—)
ceea cc se Imai scrie
— — — t— 0—2 1 —z
arg 0—x (== = arg 0o—y . 4 == arg . . .
y—x I— X z2—y X2y x—z y—z

C-da 253 coala 2 17



’

N\
= 222"

Stim ci, date Z(z), Z'(z') si Z* ("), avem arg zl
' —z
{2, p. 31], acest unghi fiind orientat (latura ZZ‘’ trebuie rotitd in sens
direct pentru a coincide cu latura ZZ’). In consecinta, in (3) avem egali-
tate daci §i numai dacd

Z/\ /\ /\ 7\ /\ A
PAB + P'AC = PBC + P'BA = PCA + PCB. (9

Pentru a vedea ci relatiile ‘(4) dau fin acelasi timp §i condifiile ne-
cesare si suficiente pentru ca P §i P’ si fie puncte izogonale, vom con-
sidera mai multe cazuri (dupi apartenenta punctelor P si P’ la ccle sapte
regiuni determinate de dreptele suport ale laturilor triunghiului 4BC)
Daci, de exemplu, P si P’ sint in intcriorul triunghiului (fig. 1),atunci,
trecind la misurile unghiurilor, relatiile (4) devin : o

AN N AN AN /N N\

+ w(PAB) — u(P’AC) = +u(PBC) — p(P’B4) = +u(PCA) — u(PCB)

o )

(aici unghiurile sint-neorientate si cu misurile mai mici ca’ =). Izogona-

lul P, al punctulni P este tot in interiorul triunghiului 4BC [5, p. 59]
si conditiile precedente iau forma .

N NN /\ N\ /N
a(P,AC) — w(P*AC) = u(P,BA) — uw(P'B4) = p(P,CB) — w(P'CB) = u.
I : (6)
Nu putem avea % > 0, cici div (6) ar urma P’eInt (4CD) n Int (BAE) n
nInt(CBF) = &, ceed ce este absurd (fig. 2). Similar, ¥ <0 nu poate
avea loc. Prin urmare » = 0 §i din (6) rezulti ci P, 5i P’ coincid, adicd
P si P’sint izogonale in raport cu triunguiul 4BC. Pentru alte pozifii ale
punctelor Psi P’semnelein (5) se schimbd §i atunci fie ci aceste relatii
indicd o contradictie (deci nu avem egalitate in (3)), fie ci, prin interme-
diul unor relatii de tip (6), arati ca punctele P ji P’ sint izogonale.

18



4. Fie ps = 44, p, = BB, $. = CC,, unde -4;, B, C, sint piciod-
rele cevienelor AP, BP, CP, respectiv. De asemenea, fie «, 8, v coordo-
natele baricentrice ale punctului P, adici avem [5, p. 42) :

Flesb i [ e S
c[PBC] c[PCA] c[PAR]
iar semnul lui « este + sau — dupd com P si A sint in acelagi semi-

plan sau nu fajd de BC, etc. Relativ la punctul 2 folosim notatii similare

(marcate cu un accent).
Sd ardtdm ci, indiferent de pozitia punctului P in planul triunghiului
ABC, au loc relatiile :

Rl bt 0y b . on el BE (7)
a+t+B4vy at-Btr a+ Bty

Vom stabili numai prima cgalitate §i doar pentru pozitiile punctului! P
indicate in fig. 8 §i 4. Avem :

Flg. 3 Fig, 4

PA  o[PAB] _ o[PCA]

A4, o[4,AB]  o[A,CA]

de unde
P4 o[PAB] + c[PCA] v c[PAB] + ¢[PCA]

A4,  o[d,AB] +o[A,CA] «[PCB] + a[PCA] + o[P4B]

"

(semnul + corespunde cu fig. 3 si — cu fig. 4), adica
PAi Sleilp )l L pp

Pa l £ 1B+ 1y ] a+ B4y
deoarece a,B,y sint pozitive in primul caz §i «,v>0, 2 <0 in cazul al doilea.

Inlocuind in (3) P4, PB, PC prin expresiile lor date de (7) cit si
P4, PiB. P prin expresii similare, obtinem urmitoarea

Teoremd. Oricare ar fi punctele P si P’ in planul iriunghivlui ABC

este adevdaratd inegalitatea

i '—I-.!’-' . +a 9 a: : -

(PP') (B+ 2)(ﬂ ) s (v )c((;f +a’) pop
¢

Biaat

pep’

19



foet GNP et A _
o AZEREEE) 2 (b b))

semnul egal avind loc daca §i numai dacd aceste puncte sini szogonale.

5. Luind punctele P, P’ ce intervin in (PP’), oricare dintre punc-
tele G, I, K (Lemoine), 1'(Gergonne), N(Nagel), vom obfine inegalitaii
cu unele ceviene importante. Notdm ., le, Se, g« #.lungimile cevie-
nelor relative la latura BC determinate de punctele de mai sus (in aceeasi
ordine). Evident, pot fi considerate si alte puncte importante : #, 14, [,,
Loi et

Pentru determinarea coordonatelor baricentrice ale punctului P vor
{i utile relatiile

B CBy _ _lal A6, 1Bl

40 18] = B,A s CyB |x]

i

care au o justificare imediati (fig. 3 sau 4). In consecinti, pentru punctele
importante la care ne-am referit, avem coordonatele baricentrice ;
— G(1, 1, 1), caci o{GBC] = c[GCA] = ¢[GAB];
BA : cB A b
— I(a, b, ¢), din (8) si 1:___L‘ 1="'i1". Clz"""
AiC b b,lA c C B a

By 6 CBis G b

— K(a®, b% c*), din (8) si

A bR B ey

;

1 1 |
a7 , : . Qi (8] 5 A= A G peege BC A =
(p—-va 75 p—c) (8) 5 i 1=2 1 1
SR e e

— 1\(15*%! j)"“i? p—c), din (8) si BC, = CB, = p—a, AC; = CA, = p—

_Z ‘!1 = Bl = P——C_

b
Tinind seama de acestea si utilizind unele formule ca: S = gr = :;: =
1
. 2R 26
— B (p—e), —— =TEZL et precum si L= =
Pp—a S b+ c

Ccos --gl—,s.(b“-f-c?) = 2bc m., obtinem din (#F’), prin particularizarea po-

zitiilor punctelor 2 si P’, urmiitoarele inegalitafi (marcate pe margine
tocmai cu perechea de puncte remarcabile considerati) :

(GI) Sl i

be

sau, eliminind Z., I, sil,,

A 3
(9 X cos — ez — P,
9) ST 5 P

20



(6T)

(GN)

(IK)

sau inegalitatea echivalenti mai simpli

(10)

(IT)

(12)

(TK)

- Zcos“—f—ga

z e Mafa — 4R)S3
@ C0os 2 Mag 5 (r + 4R)

Zatme ne2 -—g—p abe}

Ta (b4c) (834c?) lase = 2p (a3+b3+c?) abe

2 be cos % Ma2 —%- P (a"’—{-b“‘{-cﬂ :

i (b+;) 23 4, 4oz 2(r + 4R) S
- |

> 2+ 4R)
4R :

’ i’,b-}-c

alene2 sz

A ;
T @ cos - ne2 py

Za? (b*+-c?) ctg —‘;: Se 8o 2 abc (a+b%+c?) (v + 4R)

sau, sub altdi formi,

(13)

(K N)

sau

114)

Y )

Za ctg _;4_ Ma g.z-al— (a®-+0%+c?) (r + 4R);

Za? (6%+c?) so ma 2 p abe (a®+b3+-c?)

Sa m.n.2 %—p(a’-{- b+ ¢?);

Eazcos’-g— gaHa2 P? rk(r + 4R).

Observafii. 1) Conform teoremei, inegalitifile precedente devip egali-
tati dacd §i numai daci triunghiul 4 BC este echilateral.
2) Nu a fost luat in considerare cazul (GK) cici punctele G si K sint izo-
gonale si am fi obtinut o egalitate (banali !).
3) Pentru a obfine inegalititi in care si apari lungimile cevienelor de-
terminate de un singur punct, luim in (3) unul dintre puncte O (ceea ce
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inseamnt OA = OB = OC = R) si relativ la al doilea punct utilizim (7);
sintem condusi-la =~ =~ o

1 .
(P) 3BT poa (atBy).
be R : ‘
Daci punctul P este succesiv G, K, T, N, aceasti ‘negalitate devine® -
(15) T am. =6 S (evidentd, cici Za me = Za he = 6S), .
(16) e > -2—11-{ (a® + bt + %) [6, p. 2131,
A S(r + 4R) |
17 = 2 g2 ————— o
(17) @ co$ 5 g %

(18) "TTat n. 2 4P 7,

semnul egal avind loc daci si numai dacd punctele G, K, T, N coincid suc-
cesiv cu H (izogonalul lui 0), adici triunghiul .estc echilateral. '
4) Inegalititi cu pitratele cevienelor "determinate de un punct se obtin
considerind. drept P si P’ in (PP’) acelasi punct P(a,B,y):

(P?) > %ﬁi%z (b B+7)?

cu egalitate daci i numai daci P este unul din punctele I, I, Isle
Prin particulariziri evidente, putem scrie ' S

(G*) _ Samiax -—i-— abc [6, p. 210],
' 2 2)2
(K*) by -(—b—';-i)— $2a2(a® + b -k )%,
¢

sau, scrisa in altd forma,

19) X be méz-&- (@ + b% 4 )3

a2 - 3 2 A 2 i c
(') Za Ctg—;gazabc(;'T4R),
(V%) T a® ua 2 p* abe, )

acestea transformindu-se in egalititi daci §i numai daci triunghiul dat
cste echilateral. ‘
6. Vom folosi. acelasi procedeu pentru a deducc si alte tipuri de ine:
galitati. . L -
- Se verifici usor urmitoarele identitdfi (in.complex): .

(20) T xy(x—y) = = (¥=3)(y—2)(z—),
(21) - Za(y—2)® = () (y—a)(e—a)(x + ¥ + 2),
(22) Sx¥(y—2) = —(3—)y—2)e—2)(x + ¥ + ).
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Acestea conduc — procedind ca in _secfiunea 2 —la urmitoarele inegali-
titi relative la distantele punctului P la virfurile triunghiului 4BC ;

(23) a PB-PC+bPC-PA+c¢ PA-PB > ab,
(24) a® PA + 5% PB + ¢* PC 2 8abc PG,
(25) @ PA®+b PBY+4 ¢ PCY 2 8abc PG [6, p. 839]. *

Datoritd formulelor (7), putem trece (23) —_ (25) in megahtitx cu cevie-
nele prin punctul P

(26) Za(y .,T a)(“ '+" 5) ?.?1‘ 2 abc(“"i‘p'[‘}’) [ *" -"4
(27) " Sa¥B+vy) pe = Sabc(a-l-—ﬂ-i—y)PG
(28) Za(B+v)ip%e = Babe (e+B+Y)* PG.

Daca in (26) luam P in pozltule G, LK T §1 N, vom obtme
29)  Sa mam: —i— abé [4], e
(30) T—d 5,1, 47

be(b+c) (a+8) (b+c) (c+a) *
(31 . Za(P+a®) (aP+8%) s, 5. 2 abe (a5 +c)?
echivalenté cu .

(31’) Za? m,m,z—i- (a® + b% + ¢%)?;
(32) > }"— (r + 4R)?;
(33) ZTn, ne 2 P2

Se poate ardta-(in maniera din secfiunea-3) ci (26) devine egalitate dacd
si numai dacd triunghiul 4 BC este ascutitunghic §i P este ortocentrul siu ;
ca urmare, In inegalititile (29) — (33)- apare semnul egal daci si numai
daci trxunghml ABC este echilateral.

In ce priveste inegalititile (27) si (28), si observim ci dxstantaPG
este cunoscutd in cazul cind P estc un punct important [1]. In consecinti
putem obtine noi inegalitdfi, care, uneori, nu au o formd simpli.
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CONCURSUL DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 1990, JUDETUL GALATI

CLASA a VI-a

1. 6 muncitori au inceput o lucrare pc care si-au propus si o termine
in 20 de zile lucrind citc 8 ore pc zi. Dupd 4 zile 2 muncitori sint detagati
la o alti lucrare. In cite zile se va termina lucrarea initiali daci muncito-
rii care rimin vor lucra cite 6 ore pe zi?

* kK
: 3 . . — 4
2. Si se arate cd £ = daci si numai daci la b1
b 5 2a + 3b 21
/

$rof. RODICA MATEI

3. Si se determine cel mai mare numar naturaf abe, scris in baza

zece stiind cd @ 13a — 126 + dc = 0.
* % %
' e

4. Fie ABC un triunghi oarecarc cu m(4) < 90°. Perpendicularele in
punctul A pe dreptele AB si AC contin respectiv punctele 3 §i N astlel
incit (AM) = (AB) (M si C in semiplane opuse determinate de dreapta
AB) si (AN) = (AC) (N si B in semiplane opuse determinate de dreapta
AC).

a) Cercetati daci (MC) = (NB).
. : AN 2N :
b) Aritati ci bisectoarele unghiurilor MAN si BAC sint semidrepte
OpuSC. -
* ok ok

CLASA a VII-a

1. a) Aritati ci oricare ar fi trei numere intregi cxista doud cu suma
divizibild cu 2. ’ '
b) Ariitati ¢ oricare ar fi patru numere intregi existi doud a ciror

sumi sau ‘diferentd este divizibild cu 3, . :
o - "prof. C. URSH
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8. Si se reprezinte grafic functia fiR — R, stiind ci {
' a— 1)x + 2, pentru x g —1
o = | (&7 et o pent s

2x < 1, pentrux > —1,
si ci punctul 4(—2: 4) apartine graficului.
) : prof. V. DRAGUT

3. Doui cercuri de centre O si O’ sint tangente exterioarelin punctul
A. Fie T si T’ punctele in care o tangenti comuni exterioard ,atinge”
respectiv cercurile. Linia céntrelor 00 taje a doua oard cercurile in M i
M?, Demonstrati ci TMM:T* este patrulater inscriptibil. ‘

* % %
4. Fie ABCD un patrulater inscriptibil $i E punctul de intersectie
al diagonalelor AC si BD. Se noteazi cu @, F, G, H picioarele perpendi-

cularelor duse din E respectiv pe 4B, BC, CD si DA. ~
a) Si se demonstreze ci punctul E este egal depirtat de laturile

patrulaterului H QFG.
b) Si se determine conditiile pe care trebuie si le indeplineascii patru-
laterul 4 BCD pentru ca patrulaterul HQFG si fie inscriptibil. ‘
prof. 1. BOSTAN
CLASA a VIII-a
1. Si se descompund in factori ireductibili polinomul ;

3+ y% + 20 4 B(z + 3)(x + )y + 2).
% % %

mx <+ n, daci x< 0}
nx + m, daci x>0,

2. Ficf: R R, f(x)={ unde m, neR.

a) Si se determine g: R— R, g(x) =f(x—1).
b) Si se determine g in conditiile in care g(0) =2 i g(2) = 0.
* % %
3. Fic a, b, ceR* Si se arate ci daci a4+ b+ ¢=3, atunci are
loc inegalitatea :
1 (b2 1{ct 1 {a®
?(_c-; + 1)+F(-;a’+ 1 )+-;; 5 + 1)2
MARINELA VASILIU elevd Liceul ,,Vasile Alecsandri”

abc

4. O dreapti d inteapd planul « firi a fi perpendiculari pe el. Aris
tai ci existi cel putin o dreaptd g in « care si fie perpendiculari pe d.

Este g unica?
prof. DAN MAYER

5. Se proiecteazi un punct O exterior planului unui triunghi 4 BC pe
laturile 4B, BC. C4 respectiv in punctele F, D, E.
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a) S& se arate ci AF®+ BD?+ CE%= AE® + BF® 4 CD:.
b) Daci O este egal depirtat de laturile triunghiului 4BC, atunci
AC L BO daci §i numai daci 4B = BC.
o B * % %

vl

- CLASA a IX-a

1. Fie 4BC un tr_iui,ighi. Si se demonstreze ci triunghiul 4 BC este
isoscel cu (4B) = (AC) daci si numai daci (V) MelInt ABC avem satis-
ficutirelatia AM < min (4B, AC). . . . .

- Prof. VASILE POPA
- 2,54 e &etefl;;ine meR pentru ca're'~ ai’ém_:v x3 -—mx+22 0,
(V) er. . Lo T T
o " JENICA CRINGANIL asistens, Unio. Galafi
3. Fie 4, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi. Si se arate c& ecuafia ;
b*x* 4 (b® + ¢ — a?)x + ¢® = 0 nu are ridicini reale.
o ' * ok
4. Fie triunghiul ABC §i B'e(4C), C'e(AB), Gelat ABC.
a) S¥ se arate ci (BBY) n (CC")+# @.

b) Orice dreapti care contine pe G intersecteazi triunghiul in doud
puncte. : :

Prelucrare vpr‘o‘f. C. URSU

5. S& se arate ci produsul a dopi functii bijective f, g3 Z — Z nu

poate fi functie bijectivi. o o

JENICA CRINGANU asistons Univ. Galafi
A

CLASA a X-a
1. Si se rezolve inccuafia 8¢+ 4* > 5° o
% %k %

2. Fie ecuatia? az*+ b2+ c=0; a, b, ceC 5i arg a-+arg ¢ —
=2arg b, |a| ¥ [c]=|b|."Si se arate ci ecuatia are cel pufin o r3ds-
cini de modul unu.

% %k %

3. Si se rezolve in Z ecuafia iR +3 =4+ x o
* JENICA CRINGANU asisfent;: Univ. Galafi
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- 4; S se determine toatefunctiile monotonef: R — Rcu proprietatea }
f@°) =1—f(x), (V) xeR.
JENICX CRINGANU asistens, Undo. Galafi

5. Fie trapezul ABCD in care ABHCD ACn BD = {P}. Si se
afle locul geometric al punctului X ce apar‘;me interiorului sau rontelrex

7\ N\
unghiurilor APB sau CPD astfel incit o (XAC) = o (XBD).
Prelucrare. ?ro] C. URSU

CLASA a XI-a

1. Fie ceS. Si se arate ci (3) pe N* astfel Incit o?=e. -
* % %

2. Siseaflea, b, ceRastfelincit: hm nign— —2 + bn+m’) =1

3,84 se arate ci fiM(R)—>M (R) n22 fl4)= A’-i-A nu
este injectivi.

JENICA CRINGANU, asistenss, Univ. Galafi

4. Fie fiN*— N* surjectivi. Si se studieze convergenta sirului:
2

fin)

,n2 L.

as

JENICA CRINGANU aviston, Untv. Galafi

5. Fie S» mul{imea permutirilor de gradul #, # 2 4. Notim :

A= {GIO’ES-, e(a) = 1}.;
CA’s= {ced.]c(l) < 6(2)};
) A"n={65£4n10(1)> 0'(2)}
Si se demonstreze ci mulfimile A’» §i 4’’s au acelasi numir de ele-

mente.
Prof. VASILE POPA

CLASA a XJJ-a
‘ %, daci ¥ £0;
1. Si se arate ci functia fiR— R, f(x) = sin—l——--—l— cos —!-—
x' daf:i x >x0

nu are primitive.
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2. Fie (G, -) un grup si. H € G o mulfime finiti. S3 se demonstreze
¢d urmitoarele afirmatii sint echiva.lente’;

a) x, ye H= xye H}
b) H este subgrup.

* k%
3. Si se calculeze o primitivi a functiei f: (0, ©) — R,

' 2 Inx Ilnx—1 .
M=o 2. REZL

Prof. GH. P. PADURARIU

4. Fie (G, -) un grup finit, neN, impar si H = {xe o|s" = e} Sa
se arate ci H are un numir impar de elemente.

JENICA CRINGANU asistent, Univ. Galati

5. Aritafi cd nu existd functii mirginite f: R — R*, care admit pri-
mitive F:R — R cu proprietatea ci: F(x) = (Jof)(x), (¥) xeR.
' JENICA CRINGANU asistent, Univ. Galafi



CONCURSUL DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 1990, JUDETUL BRASOV

CLASA a IX-a

1. Si se rezolve in N x N ecuatia
2* 4+ 2 = x4 3.
M. STOENESCU, preofesor, Bragsov

2. Si se arate ci daci f:R — R verifica simultan relatiile :
f(#°) —f(x) s 2;
fYx) —3f(%%) 22, (V)x€R,
atunci f nu este injectiva.
V. DRAGHICI §i R. DAMBOIANU, prefesori, Bragov

) 7\
3. Bisectoarele unghiurilor B §i C ale triunghiului ABC intersecteazd
laturile opuse in punctele P, respectiv Q. Si se arate ca daci (PC) =
= (QB), atunci triunghiul ABC este isoscel.

GH. LAZEA, ‘profesor, Fdgdras

. 4. Se considerd triunghiul dreptunghic ABC (m(d) = 90°) §i AA’L
1BC, A’e BC. Fie Me AA’, [MA] = [MA'] si PeAC, [PA] = [\PC].

/
Notim BMn AC = {N}si BPn AA’ = {R}. Si se arate ci m(PNR)=
= 90°,
P. GIURGESCU, profesor, Brasov

CLASA a X-a

1. Si se arate ci: ' }
{xeR/ 2+ 1 23<}—{xeR/20* 4+ 15° < 12} = [—2; 1].
SORIN COCOROADA, profesor, Fagdras

2. a) Sise demonstreze inegalitatea :
log, (x+2) —loz.2 + log.(x2) 2 3, (V) x&(l, ).
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b) Sa se calculeze partea intreagi a numirului

a =log;,--?——*-_-‘-f-i—‘li +logs ( 3+ 2)
VIOREL DRAGHICI, profesor, Brajot

3. Fie S4 si SB tangentele din S la cercul circumscris triunghiului
ascufitunghic 4ABC. Si se demonstreze ;

.,

SC = ———— ,
© cos C -

unde m, este lungimea medianei corespunzitoare laturii [4B].
RADU DAMBOIANU, profesor, Brasov

4. Ardtafi ci In orice triunghi 4BC are loc inegalitatea ;
ha+ ko + b, < 4R;(1 4 cos AcosBcosC).

Notatiile fiind cele cunoscute.
MARIA TUTUIAN, profesoard, Bragov

CLASA a lea

1. Fie matricele

: "« 0 0 ‘ cLo (0 a oA
A=(Oa 0], 2eR*"siB=|0 A—2 a , AeR,
L0 0 « oo o0/
Sd se arate cd existi AeR si un cel mai mic n; € N¥*, astfel. incit
B™ =0, pentru orice , b€ R i pentru A astfel giisit, si se afle (4 + B)?,
ne N*, '
i : GH. LAZEA

2. Se considerd matricea 4 € M4(C) de forma ;

11 | PP 1

O N S
4d=11 1 iy3..1

11 1.3
Si se determine me N*, astfel incit det A"eR.
MARIA TUTUIAN

3. Si se demonstreze ci sirul de numere reale pozitive (@n)s=y, cu
proprietatea : 3a%s,5 + 2@2.d045 < @, pentru orice ne N*, este convergent
' ALEXANDRU OTET
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4. Se consideri sirul de numere reale (x.).2,;, unde x, = 1 i
(1 + = ‘)k % Fa b e 1
— . 3 = n -
# i nF-t ! nzl.

a) Si se determine termenul general al sirului (%s) s>

b) Si se determine valorile lui k€ N* pentru care sirul (%s)a»; este
convergent.
) . E. SCHNEIDER
"o 77 CLASA a XIl-a

1. Exists funcfii f:(—o, 3) »'R, care admit primitive si indepli-
nesc relatia ;
(fof)(x) = %* —6bx + 8, 'pentfﬁ orice x€(—o0, 3)?
' SORIN COCOROADX
2, 53 se calculeze: C L e
x4 1
I At 432

dx, x€ (0, ).

3. Fle Mo? {(

ral nenul, dat.

PETRE CRACANA

© O -

a by [

1 a) a, be R} , unde 7 este un numir natu-
0 1
Si se_arate ci (M., -) este grup abelian.

o - MIHAIL BENCZE
4. a) Sisearatecdf:R—(—L1), f(x) = a_?: 1 ,a> 1, este izo-

a z
morfism de la grupul (R, +) la grupul (G,0), unde G = (— L1} si20y =

~ 2t ()1 yeG. .

14 xy
b) Si searatecd :
: 5 2n—1 2% .l — 1
L35 A , (V)neN*.
3 5 1 1 20 w41

ALEXANDRU OTET
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
»GHEORGHE VRANCEANU” DARMANESTI, BACAU —

mai, 1990

_ CLASA a VI-a
1. S3 se arate cid
72 5" 30 1] -2% LS8R YT L7 130 L ||
21 - 13" 4- 33

este numdr natural,

(V)neN.
EMILIA TIFLEA, profescard, Bacdu
2. Fie §=1-—34+32—3%4 3435 4. 4 3lco__3lccl
Si se arate cii S este divizibil prin 182,
ADRIAN GAVRILIU, grofesor, Suceava
3. S se arate cd dacit a, b, ¢ sint numae naturale rerule diferite intre
ele, atard «b ~+ le4ca 4+ 1 5 2atc.
CONSTANTIN IONESCU- TIU, profesor, Bucuresti

P N . /N N
4. In triunghiul 4BC se stic ¢A m(dBC) =2 m (ACI), iar hisectoa-

7/

rea unghiului ABC intersecteazi latura (AC) in D. Pe semidreapta (BD
se ia un punct E astfel incit (BE) = (AC) Perpendiculara din D pe DC
intersecleazi mediatoarca segmentului (BC) in O. .

53 se arate cii;

a) AB = AE = EC;

b) DO 1L AE;

c) ABLBO

. GH. NEAGU, profesor, Bacdn

CLASA a VII-a

1. Fic a, be Z astfel incit a + b nu este divizibil nici cu 2, nici ¢u 3.
Si sc arate cid a®*—ab 4 b* — 1 este divizibil cu 6.

GH: NEAGU, profesor, Bacdu
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ax + b, daci x < —1;
‘ 2 8
2. Fie funcfia /: R — R, f(x) = -3-‘:9-% 3 dacd xe€ [—!1,2];
cx + 2, dacd x > 2.

Pentru ce valori ale”lui &, b, ¢ functia f este monotond §i f(—2) =
= 17

AVRAM TIFLEA, profesos, Bacde

3. Fie un triunghi dreptunghic cu catetele 4 si b. Pe ipotenuza se
construieste un pitrat in exteriorul triunghiului. Si se determine distanta
de la virful ungbiului drept la centrul acestui pitrat.

* k%

4. Fie triunghiul 4BC si De(BC). De o parte gi de alta a dreptei
BC se iau punctele M si N astfel incit BM||CN (BM)=(4B) s
(CN) = (CA). Si se demonstreze ci punctele M, N, D sint coliniare

/N
daci si numai dacd (4D) este bisectoarea unghiului BAC.

RADU SPOIALA gi ADRIAN GAVRILIU
profesori, Suceava

CLASA a Vill-a ’

L S$a se rezolve in mulfimea numerelor reale ecuatia :

X0 —2x%y + dxyt —dxy + 4y — 2y + 1 = 0.
AVRAM TIFREA, profatcr, Bacdwu

2. Si se arate ci singurele numere reale « care face adevaratd egali-
tatea :
. — _
; ! I I ++45 —1 4+ 5
max{ Jx*, mmin §ix], —} =1 este ‘ 1 -
( f"| )A i+ x 2 3 2

10N RADU, profesor, Bacdu

3. Peplanul hexagonului regulat 4 BCDEF de laturi 6 cm, se 1idicd
perpendiculara 4M = 12 cm.

a) Sa se determine pozifia puactului N pe dreapta AM astfel inclt
(NBF) | |(MCE)

b) Si se calculeze distanfa dintre planele (NBF) si (MCE).

c) Si se determine pozifia punctului § pe dreapta AM astfel Incit
(SBF) L (MCE).

ROMULUS VALERIU POP, profesor, Bata Mare

4. Fie tetraedrul OABC si I,, I,, I, centrele cercurilor inscrise triun-

ghiurilor 04 B, 0AC, 04 B. Daci plancle ([,/y1,) §i (4BC) sint paralele
si se arate cd: .

C-da 253 coals 3 33



0A + 0B+ AB - 0do+0C + AC = OB+ 0C + BC.
. ) DAN POPESCU, profesor, Suceava

CLASA 2 [X-a

1. Si se arate ci:

1 | ’ 4
— + - +,,,+-—1— >—, (V)neN*
6n + 1 6n+2 on + 3 36n N
o ENACHE PATRASCU, profesor, Focsans

2. Fief: R — R cu proprictatea :
f(x—y) < xf(3), (W)x, yeR.

Ardtati cid f = 0. ' _ .
JENICX CRINGANU, asistens, Univ. Galaft

: : : . N\
. 3. Fic ABC un triunghi oarecare. Bisectoarea unghinlui BAC inter-
secteazd (BC) in D, mediatoarea segmentului (BC) intersecteazi pe (AC)
in E. Pe semidreapta (BE se ia un punct F astfel ca BF = AB. Se no-
teazi 4D n. BE = {G}, DFn AC'= {H}. : ‘.

Si se arate ci:

a) ABDF este patrulater inscriptibil ; :
b) .Dreapta determinati de centrele cercurilor circumscrise triunghiu-
- rilor ABD si GHF este perpendiculaii pe AF. .

GH. ' NEAGU, profesor, Bacdu

- 4. Fie triunghiul ABC, I, centrul cercului exinscris triunghiului afe-
rent laturii (4C), M mijlocul laturii (4B), N intersectia cercului inscris
triunghiului culatura (4C). ) .

Daci BC > AC, si se arafe ci M, N, I sint coliniare daci si numai
* dac¥ m(4) = 90°. '
DAN POPESCU, profesor, Sucsava

CLASA a X-a

1. Si se arate ci C!;T] <2"*%, (V) neN, = 211,

: - — . - “ .0
unde [-EJ reprezinti partea intreagi a numirului —.

2
ION LIXANDRU, profesor, Galafi

2. S se rezolve ecuafia: 27+ 374 1254 18 =35 . -L.
‘ . ENACHE PATR.@SCU, #.rojcsor,' Focsant
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5. $a ce demonstreze ca trianghiul AL esté d‘repfungfxic isoscel ddcd

si numai dacd - ’
1 4 e+ 4sin'°’-{-1 (cos‘*’-i——bc =2
. P e T TR

D. SECLAMAN, profesor, Crafova

" 4. Fie triunghiul ascufitunghic ABC cu m(A) = 30°. Si se arate ci
oricare ar fi punctele 4” € (BC), B’ (AC), C*e (4 B) perimetrul triunghiu-
lui A’B’C’ este mai mare sau egal cu fndl{imea din 4.

ENACHE PATRASCU, profeser, Foopant

CLASA a XIa

1. 0 1Y\
-1. Fie matricea 4 | 1 1 0.
0 1 1

Si se calculeze A4® mne N*.
ENACHE PATRASCU, profssor, Fospani

o 2. Si se stabileasci valoarea de adevir a propozitiei ; ,,Existd o func-
* tienenuli f: R — Rpentrucaref(x+y) = [f(%)] - 1/ ()], (V) x, pe R* si,
lim f(z) = 0" . ‘ _
-0

DAN ZAHARIA profesor, Oneptt

e p——

2
! +n-x -, (V) neN¥

3. Fie x,eR §i"x.+1=V

Si se calculeze lim 7% - x,, unde aeR.
n—rw' ’

DAN POPESCU; profesor, Stecava
4. Se dau punctele A(s, 0), B(0, b).

.

a) Si se determine cercul care trece prin 4 5i este tangent la axa
ordonatelor in punctul Bj »
b) -S3 se afle locul geometric al proiec{iei ortogonale a originii pe drep-
tele care trec prin punctul 4. ' '
STEFAN ANTOHE, lcctor dostor, Unis. Golafs

CLASA a XIl-a

1. Fie neN, n 2 2. Se consideri in Z. sistemul:

{ anx + apy =0,
ag®x + gy = by
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Si stabileascd o condifie necesari si suficienti ca sistemul si aibi
solufie unicd §i in acest caz si se rezolve.

DAN ZAHARIA profesor, Onesti

2k + 1

L]
2. Fie a..==h§' e e S4 se calculeze l;ﬁ;».
ENACHE PATRASCU profesor Focsani

3. Considerim a, b, ¢ elemente ale inelulni necomutativ (4,4, -).
Daci ac = ca, iar 4 §i ¢ + ab sint inversabile, atunci c+ba este inversabil.

MIHAI PITICARI, profesor, €impulsng — Moldovensso

4. Fie f: R — R o functie injectivi. Daci f + sin J are primitive pe

R, atunci f este continua. o
MIHAI PITIGARI, profesor, Cimpulung— Meldevoness



CHESTIUNI DE EXAMENE

SUBIECTELE
DATE LA EXAMENUL DE BACALAUREAT — MATEMATICA

IUNIE 1990

SUBIECTUL nr. 1

Fie P(x) = x* —3x + 2, xeR.

a) Si se rezolve ecuatia P'(x) =0 (3 puncte)
b) Si se reprezinte grafic functia:
' P'(x
Fi (1) = R, f() == (1 punct);
P(x) .

c) Si se calculeze integrala :

] = r P(x) P{x) — PHx) g, © {1 punct).

2 P¥(x) :

SUBIECTUL ar. 2

a) Pentru orice a, be R, se noteazi ax b =a + b + 10. Si _se arate
“ca Reste un grup abelian in raport cu operatia *. 2 puncte)
b) Si se determine parametrul real m dacit sistemul :

x+y+3z=0,
2x—y+mz=0,
4z + y +52=0

admite solufii nenule si apoi si se calculeze raportul :

x—y ’

- , 5%0 I punct

o (1 punct)

c) Si se dea un cxemplu de inel finit §i necomutativ. (1 punct)
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SUBIECTE DATE LA EXAMENUL DE ADMITERE
LA FACULTATEA DE MATEMATICA DIN CADRUL
UNIVERSITATII DIN BUCURESTI IULIE, 1990

PROBA DE ALGEBRA

1. : 4x~m2~nx+5 <0, meR (1)

S3 se afle valorile pa.rametrulun real m astfel incit S # @, si se afle
valorile parametrului real  astfel incit S si-fie infiniti(S fiind multxmea
solufiei inecuatiei (1)).

2. I Considerim functiile 4 { B& C. Si se arate ci

a) daci f si g sint injective, atun.c1 g Of este injectivi.

b) daci g Of este injectivii, atunci f este injectivi.

II. Dac gof este surjectivi rezulti ci g este surjectivi. Justificati
rispunsul.

3. Fie fe R[x]; f(x

) = (x-F1)m —(x+1)* , cu m,neN
S3i se arate ci x* 4 x 4 1

x 1
[f(x) dacd si numai daci 6| m—n.
4. Fie sistemul :

Zxx—x,-;;- Xy~ X4 == I'

X — X+ axy 4 1y = —1,

X, — %+ x5 +Bx= y,«,8yeR.

Si se determine a, B, v astfel incit sistemul si fie compatibil si matricea
sistemului si aibd rangul 2; si se rezolve in acest caz.
5. Fie K == (0, +o0) pe care definim legile de comparatic :

QY =z"" Py==x-y

Si se arate c3 (K, @B, ®) formeazi un corp izomorf cu corpul numerelor
reale.

ANALIZA MATEMATICA, 16 iulie 1990, ora 10,00
1. Fie (x.).€N un sir de numere reale definit astfel
%, %O, Xagy = %0 + 1, (V) neN.

Si <~ ctudieze convergerta lui.

a8



2. Si se calculeze

“lim x[xln( 1 +L) —'1]
X —0 B
3. Si se aralei

1 < .x S—E,(V)xe(o;—f—]
sin % 2. 2

4. Si se calculeze primitivele functieizll
Ji(—2; +%) >R

' 1
X) = m——————
f(-) 2 —2x + 4
5. Fie 4 = [—13 1] '

C(4) = {f|f: 4 =R, cont.}
D(4) = {f |fi4 — R, deriv.}
I4A) = {f|f:4— R, int.}

Si se arate ci D(4) = C(4) =I(4) si cid aceste incluziuni sixxt/.sliicte.

GEOMETRIE — 17 iulie 1990, ora 10,00

1. Si ‘'se enunfe teorema celor trei perpendicularc si reciprocele ei. -~ —.-

2. Pe cercul C(0, %se considerd doud puncte A si B fixe,diametraf
opuse, i M(M % A, M#B) un punct mobil. Si se giseasci locul geo-
metric al centrului de greutate al triunghiului 4 BM. :

3. Si se rezolve ecuafia : '

sin x4+ cos ¥— | =sin & -cosx

4. Se considerd doud cercuri necoplanare care au doud puncte comune.
Si se arate ci existd o sferd care le contine.

5. Si se arate ci trei tangente distincte la paraboli P :y® =2px
determini un triunghi al ciirui ortocentru apartine directoarci parabolei.



SUBIECTELE
DATE LA EXAMENUL DE ALGEBRA SI ANALIZA
MATEMATICA LA INSTITUTUL POLITEHNIC IASI
TULIE, 1990 :

1. S3 se rezolve sistemul : i
3.2 == 576,
log 5= 3y —x) =4

2. Seconsideri matricea

x -— 1 1 2
M = ! T — 1 -1 1.
A2 -1 x—1

a) si se rezolve ecuatia det M =0;
b) si se determine valorile lui x pentru care ecuatia:
(#) M . X = B admite si solutii diferite de solufia banala.

: | x 0
nnde X = kS si R=1{0].
4 0

) si se rezolve ecuatia (x) pentru z = — 1. :
3. Fie muKimea G = (—1,1) si ,,*“ o lege de compozitie astfel incit
1Ry -ty (V) xveG.
I+ xy

a) Si se arate cid (G, %) este grup comutativ;
b} fie functia f: R®, — G, definiti astfel :

flx) = <1 (vireRe..
i x 4+ 1

Aratati ca functia f este un izomorfism de la grupul (R*,, -) la grupul
(G, %), unde (R*,, -) este grupul multiplicativ al numerelor reale strict
pozitive.

”

4. Fie sirul (a«)e>¢ definit prin relatia a.,, — a. = i g 20,

a, = 2.

40



a) si se determine 2. §i lim a,.

#H—00
b) Sa se calculeze lim [(#+1)! In a.].
n—0
5. Se considery functia f:(0, @) — R definifia prin
 Inx
X) = ——
Jle) = =

a) Si se r&prezinte grafic functia f, folosind si derivata a doua;
b) Si se determine primitivele functiei f;
¢) Si se calculeze aria delimitati de graficul functiei /, axa Ox i dreptele :

x = si x = e

[



: SUBIECTELE
DATE LA ADMITEREA IN FACULTATILE UNIVERSITATII
DIN GALATI — IULIE, 1990 '

PROBELE DE CONCURS

Nr. DISCIPLINELE FACULTATEA

SPECIALIZARILE CcoD

1, Algebrd gi' Elemente de  Mecanicd °

TCM z si seral .UTS

analizi matematicd M, ingineri-zi §i seral 7i gi seral -
Magini §i echipimeate M,A
termice seral si zi
UTIA zi
Magini unelte =i F,A
2, Geometrie plani gi In Mecanicd - zi - - MaA
spafiu g trigonometrie g seral '
A
3. Algebrd Geomuetric pland Mecanici Tehnologia MSA‘
§i trigonomaotrie 3, subingineri suddrii — seral
seral )
4. Algebsa M, " Industria alimes-  Tehelogia produselor  MA
: . tard gi Tehnica alimentare — zi §i seral
piscicold : )
5.  Algebr® M, - - Tehnica piscicola — =i M;B
6. Algebra 3, . Industrie alimen- Tehnologia preduselor M,C
tard gi TehnicdA -  alimentare de origine
Piscicold vegatala — soral ~ M.C
Subingineri
— seral — :
7.  Algebra M,D | Litere i stiinte Matomatica: "M, D
-z - Infofmatica — zi
8. Eloments do analizd - —y — — = M;A
matematici MzA

@



0. Gocmetrie pland i
in spatiu, Trigonometrie
§ geometrie analitic - - - - feA
MgA

10. Algob’rﬁ ¢ Elemente

de analizi matematica - . = Chimie fizica ME
ME * — zi
11.  Algebri g Elemente Studii economice  Management — zi
de analizd matematicd Marketing — zi
- MF Finante, Contabilitate MF
— i
M;A

1. a) Sa se determine « € R, astfel incit sistemul :
2x —y—32=0,
x4+ ay—z=0,
X+ y—2z2=
si admiti si solutii nenule.
b) Pentru « determinant, si se arate ci multimea V a solufiilor siste-
mului , estc un grup relativ la operafiax : V X " — V, datd prin:
(#y0u20)* (%2,32.2) = (21422, 00 + y2.21 + 22).
2. a) Si se reprezinte grafic functia’ f:D — R, data prin- f(x) =
. =_‘1_—" ¢ Cl“). |
' ¥+ 2
b) Si se studieze numirul solutiilor reale ale ecuatiei f(x) = A, Ae R,
3. a) S& se arate ca functia _
i {2572 <0
sin x, x 20,

admite primitive.
b) Si se calculeze o primitivd a lui f.

BAREM MA
1. Pin oficlu ip
a) 2 -1 -3
4d = t e -1 ,det d = —2—- 2
1 1 =2 2p
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Car 1. a s —2 solutie nuld
Caz II. a = —2 are si solutii nenule

2 —1
A principal = ! { = =3z 0= rang 4 = 2
’ i1 =2 2p
{ 2r—y =132 DY 1
> r= -, y=—— %k 2 =)
¥r—23 =2 3 . 3 lp
b) parte stabilX . 1p
°
element neutrn 1p
asociativitate 1p
existenta elementului simetric ip
2. Din oficiu lp
{ '0 *-2
< U, r=—
—x, x< 0 e £4-2
Iz[ . x, *r>20 ' )= ®
20
x42 2 1p
DwR-—{-2} 0.5 p
1
A ( 0, — .
. 2 0.5p
lim f(x) = — «, im f(z) = o0, ¥ = —2 asimptotd vertical} 05 p
2 ™2
. . . . 1 .
lim f(x) = 00, lim f(x) = —o00, lim f(x) = limf{2) = —~, f continui
X— 00 X — 00 x/0 0 2 1p
Nu are asimptote oblice (justificare) 05p
x4 1
—————— , >0
(r + 2)° .
i} = ‘ g =0 2= -3
x4+ 3
— — e Lx <0
(x + 2) 1.5 p
T -3 1 .
lim f’(*) = ——, im f'(2) = — , x = 0 punct unghiular i
70 4 N0 4 1p
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*l —» —3 -2 0 o
rl o+ + + 0 - | - - 31X 4 4 3 4+
4 4
f—oo;,v—cséoo'oo\ N — A 2 A @
2
0,5 p
~
b |
|\J
{
!
.____3_%_.4:& G-
, ) =
\ -
i
T |
' } ip
R s . 1 y
A< —¢® doud solufii; — < i< Tnu are solufii;
. . 1 .
A = —e o solutie A= S © solufie ;
A > — doud lutii
~— doua solufn
2 ip
3. Din oficiu 1p
a)
lim f(x) = lim f(3) = 0 = f continud ig # = 0 . 2p
x 70 A0 2p
f continud o» f admite primitive 2p
b)
Fia) = —cos x4 ¢, 220
Gx— lj+ og, <0 2p
lim F(x) =6 — 1
x 0
lim F(x) = ¢ — 1 lp
20
F continud = ¢; = ¢y = ¢ lp

.
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s, e . PRI D D S R A TP TR S DTN L 73]

e e g g g e wnrese o el e

Fz) =’{ msmrdasz0
e(x— 1)+, <0 ‘ Ip

M,B e '
1. a) S& se discute sistemul :

2x—y+z—t=1,

x4+ ytaztit=—1,

x—ytztpi=x

tn functie de parametrii reali «, B, v, §i si serezolve fn cazul « = —1I.

'2. a) Sa se reprezinte grafic funcfia v
' f: [—2=, 2=] — R, dati prin f(x) = x —sin z
b) Pentru xe(0, =) si se arate ci SnF o<
x

3. a) Si sc arate ci functia f:R =R, deffnité. prin |

1 ‘
1 T , daci x#0;
fi)=43-5¢ 7
0 , daci x=0

admite primitive.
b) Si se calculeze o primitivd a lui f.

BAREM M;B
1. Din oficiu R ’ ip.
2 -1 1 —1 : 12 -1 1
4=[1 1& 1 ., d=]1 la|lemadl
1 -1 1 B 1 -1 1] 1p
Cazl azt—1, rang 4 = 3 o 1p
Caz Il x = — 1, ~ -1 =1
dyg = | 1 13 1 = 3848 7
1 -1 8 1p
1°) p=—1, rang 4 =3 1p
24 1= 1 0 Y- A
-y —t=1—2z F=0,y=~——— , sm
¥ _ Y=t
24y +t=—-1+z 8 5
' ’ A—B+B—x
x—y+ =y —2z t=
v B= B+ 1L 2p
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2% B = —, rang 4 =2, A, =

N

1 1 lp
2 —1 1
Av=|1 1 —1]=3y—3
l -1 v Y5 1 sistem incompatibil 1p
. Yy = 1 sistem Vcompatibil; . _
‘{Zx—-yml-—z-i-t . . B .
Fdyem —ldb 22—, 120, 9m = 1dA—38 = B 1p
4.- Din ofieiu 1p
a) 4(0,0) 03p
S(#) = L—cosz f(0) =0, =10, z = —2z, 5 = 2n 1,5 p
f"(O)z:sinx.'f".(x)=0,z:O,z:::ﬂnt.xm@Zﬂ 1p
x ’—-21: -1 0 g  2n
A L G 0+ 44 0
1~ 04 0 —04 0 = 0
7 —2% a0 —m 0 A m » 2=z L3p
14
. -'%77'
-+ -
I
i
|
|
.
> L3p
b)sin x < x, peatru x € (0, x), (orice metodd) 3p
3. Din oficiu 14 P
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2 limf(s) = /0) = 0 = J contiaus fa % = 0 2 p
x— 0

/ continud pe Re f admite primitive

sau enuntl teorema : (V) f continud admite primitive) 2p
R o .
b) —— = y (sau altd substitutie care coavine} i
P . ip
formula de integrare prin pisti (in gemeral sau aplicatd) 1p
1
!=—i—-(yc"+c”')+c, x=£0 1p

1 1 -1
._._.(-—;-}-l )¢ 52 +C,x#:0
Fls) = 2 x
c z=0 1p

M,C
1. 33 se rezolve ecualia:
iOg.Z + 105‘.('* a-t + 9) == log‘lo .'.. log‘(z -2 + l).

l L]
xt )
suma coeficientilor binomiali sé fie 256, iar termenul al 5-lea s nu con-
{ind pe x.
3. Se da functia f.D — R definitd prin
ax®*+ bx + 1

x4+ 1 '
a) Sa se determine a, be R astfel inclt graficul funcjiei f si admitd asimp-

toti oblici y = x + 3.
b) Cu a §i b determinanii s& se giseascid asimptota verticald a grafi-
cului functiei f. .

2. S84 se determine m,ne N astfel incit in dezvoltarea ( x= +

flz) =

BAREM M,C

1 Din oflcin ip
Conditii 2p
log # + log(zy) (sau aplicatd direct) 1p
245 %4 9) = 10 2 F 4+ 1) 2p
5.2 4=0 ' ) 1p
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222 t, £ —5t44=0 1p
f=1,tp= 4 lp
xx = 2, X0 = 4 1 P
2. Din oficiu 1 p
Suma coeficientilor termenilor = 27 . 2p
Tkﬂ, = Ch"alr-xbt 3 P
T, = C‘g xin-8 1p
me=2 1 P
3. : Din oficiu 1ip
a) "~ m=Dlm L9
X =00 x 2p
1 = lim [f(x) — mx] 2p
=200
m= Ge 1 ip
ne=b=m 3 Ip
D=R/[{-1} lp
lim f{x) = 400, limf(x) = —oo 2p
K1 P |
'MID
1. Si se determinc numerele complexe : astfel incit
P
o T L.
2. S& se rezolve ecuafia
x4+l 4+ +4 4507 x4 28 = 155,

b) Est¢” progresic geometrici sirul jin cdre suma primilor # termeni

este dati de formula:
B ‘ «S n T5E 2" - ] .)
3. a) S se expliciteze functia f:R — R .dati prin
f(v) == Jim SO X Le” 7
SN Ha 20 | _’:_ (’" Py

C-da 253 coela 4



b) Si se ccrceteze continuitatea functiei de ia punctul a).

BAREM M,D
" 1. VARIANTA 1° Din oficiu 1p
z=a+bi; a bER, z== a— bi 1p
a — bi = a® + 3a%i — 3ab® — B3 ip
{a% ~ 3ab? = a
3a% ~ b = —b 1p
a=10
b=20 : . 1p
a=0 i T fa=0 i =0
, =
30— B2 41=0 b=1 ¥ lo=-—1 1p
a®— 3 = a=1 -
= si
b=0 b=0 b= 0 1p
a2—362==1
, b€ R
32— = —1 = 1p
2=0, 2mi, s3=—1, 2=1 2= —1 ip
VARIANTA 2 Din oficiu l1p
s = | : 2p
7| =_1sau_|z| =10 lp
2=0 1p
I‘Iz":“ 3p
f=1 Ip
x”=ﬁ1,z=&i lp
Din oficin 1p
a) y=3 ' ' 1p
gg=ay+(n—- 1)y 1p




A+ 28=3s+14+3n—1)=>n=10 1p

s, = Gt e’

2 1p
(Rx+29)5= 155=> =1 1p

b) '

Go41 = Sayy — S5 = 2° 1p
a, = 25-1 ‘ 1 P
Guyla, =2 Jpnz 1 . 1p
(a.) Progresie geometrich “ 1p

OBSERVATIE. Orice alti varianti se puncteazi corespunzitor.

3. Din oficiu ip
0 <0
a) im e** = ) S z=0 1p
"—>00 +00 =p 0 '
%< 0, f(x) =cos ip
#=0,£(0)=1 1p
>0, f{2)= |x — 1] 2p
cos z, < 0 lim f(x) = lim f(x) = f(0)
. . z—0 0
flx) = 1, =0 x<0 x>0
) jx— 1], x>0 fconﬁnuﬁin:t:;O 1p
limf(x) = limf(x) = f(1) , f continudl in # = 1 sau se foloseyte compune-~
xpl A rea functiilor continue 2p
f continud pe R 1p

1. Fie polinoamele f= 2*— %+ ax? +b2® + x—2 si
g=x—2x3+ x*—4x+ 4, a, beR.

a) Si se determine ridicinile polinomului g.
b) Si se determine agi b astfel incit fsig si aibi doud ridicini co-
mune. A
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2. Si se rezolve inecuatia :
loge(28 = —3 - 22= 4 2) > log, 46.
3. a) Si se afle «, peR astfel incit functia f:R— R datd prin:
xe* x=<1- .
x) = ’ si fie derivabili R.
f(=) {—-x2+ax+ﬂ . ie derivabili pe R.

b) Si se determine punctele de extrem ale functiei f cu « si 8 gisiti
la punctul a).

MF
1. Fie ecuatia :
—x4+ma+2x402=0; muekR

a) Si se calculeze: E = x% + %% 4 2% + 2%

b) Si se determine m si # §i apoi si se rezolve ecuafia datd stiind ca
admite ridicina 1 —i. ) .

2. Si se determine « € R astfel incit sistemul :

x—2y+2z—it=0,
2x—y+ 324 (a —3)t =0,
x+y+z+t=0,

2x L (e— 1)y +2z4at=0

si aibi solufii nenule §iin cazul « = 0 sd sc rezolve. .

%1

x 41

a) Si se reprezinte grafic functia f(x) =

Y
b) Si se calculeze : f(x) dx.

1/2

1. Se dau punctele fixe 4,B,4,,B; astfel incit (4B) = (4,B,).

a) Si se arate ca orice punct M cu proprietatea
(*) MA? + MB? == MA® + MB® este egal departat de mijloacele seg-
mentelor (4B) si (4,B,).

) b) Si se giseasci locul geometric al punctelor M care au proprietatea

(*)- X

2. Se di un cilindru circular drept de volum=a® si de arie laterald
ka®*(k > 0).

a) Si se giseasci raza bazei i indltimea cilindrului in funetie de a si k.

b) Si se determine valoarea lui % astfel incit in cilindrul dat si poatd
fi-inscrisi o sferi si si calculeze volumul acestei sfere.
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"3. Daci a4 b 4+ ¢ = 2=, atunci;
. a . b c
sin @ + sin b - sin ¢ = 4sin — sin — sin — .
+ + : 5 2 5
. M.B

1. Triunghiul M AB inscris in cercul C(o, 7) are virfurile 4 si B fixe,
iar punctul M variabil pe cerc.

Si se afleloc urile geometrice descrise de :

a) ortocentrul triunghiului MAB;

b) centrul cercului inscris in triunguinl MAB.

2. Fie o piramidi patrulateri regulati avind iniltimea si latura bazei
egale.cu a. Si se afle raza sferei circumscrise piramidei si volumul sferei.

3. Dacid a + b + ¢ = 2=, si se arate ci are loc relatia:

sin @ + sib b-+sin ¢=4sin < sin l’-sin—zc—.
M.C
‘1. Printr-un punct variabil D situat ﬂ})e latura (BC) a triunghiului

ABC se duce o paraleli la mediana AM, fiind mijlocul laturii (BC). -
Aceasti paralela intersecteazi dreptele 4B §i AC in punctele E, respectiv F.

a) Si se arate ci AF =i§—,
AC AB

b) DE + DF = const.
2. Un triunghi de con are aria laterali egali cu 4na? iniltimea sa
este a, iar generatoarea este egali cu suma razelor bazelor (a > 0).
"a) Si se calculeze In functie de @ razelor bazelor si aria laterali a
conului din care face parte trunchiul de con.
- b) In trunchiul de con se inscrie o sferi. Se cere raza cercului de tan-
genfa al sferei cu suprafata laterali a trunchiului de con.
3. Si se rezolve ecuatia : '

4 ; .
—cos x—3 sin x— 1" =0,

X
tg ——
gZ

M,D

1. Se considerd doud cercuri .C(0y,7;) §i C(0,,7;) 7, < r;, tangente ex-
terioare in punctul 7. Tangenta exterioari comuni AB se intersecteazi
cu tangenta in T la cele doud cercuri in punctul C, iar cu linia centre-
lor 0,0, in punctul M.

a) Si se calculeze lungimea segmentelor (4B) si (T'C) in functie.de
¥y §1 .72,

b) Si se arate ci dreptele AT si BT sint perpendiculare.

c) Si se calculeze lungimea segmentului (MO,)si misura unghiului

\
O,MA in cazul particular 7 =a, 7, = 3a.



2. Fie semidreptcle [Ox, [Oy, [0z perpendiculare doui cite doud
Ae [Ox, Be [0y, Ce [0z astfel incit 04 = OB = OC = a. Prin mijlocul
fndlimii din O a piramidei [04ABC] se duce un plan « paralel cu baza
ABC, care taie 04, OB, OC in M, N, P, :

a) Si se afle volumul trunchiului de piramidi {A BCM NP].

b) S se afle aria triunghiului BMP.

3. Dacid x = y + z, si se arate cd :

cos x +cos y 4 cos z+d = 4cos —= coslcos-z— .
M,A
1. S3 se demonstreze inegalitatea :

o 13

—_— S —

. + ...+ -
n 4 1 n42 2n 24
pentru orice numir natural » > 2.

N\

2. Fie AOB un unghi drept, M si N puncte variabile respectiv pe (04
si (OB, iar KNP (Q un pitrat astfel incit punctele O i P si se-afle de o
parte si de alta a segmentului (MN). Fie E centrul pitratului.

a) Si se arate ci OMEN este patrulater inscriptibil.

b) Si se afle locul geometric al punctului E.
3. a) Stiind ci in triunghiul dreptunghic ABC (4 = 90°) are loc re-
latia :

a-+b
c

unde BC =a, AC = b, AB =, si se calculeze tg

=k , (k>0

s in functie de &.

b) Daci intr-un triunghi oarecare 4 BC are loc relatia sin B + cos B=
= sin C + cos C, atunci triunghiul este dreptunghic sau isoscel.

M,A
1. Si se determine numerelc complexe Z astfel incit
zZ =2
2. Fie polinoamele
f=2—2+ax¥+bx®+ x—2 si
g=2x"—2x"4 x*—4x 4 4, cu qa, beR.

a) Si se determine ridicinile polinomului g.

b) Si se giseascd a §i b astfel incit polinoamele f si g si aib¥ doud
ridicini comune.

3. Fie a,bceZ, b +# 0. Pe Z definim legea de compozitie ,,x*
xx y=axy+ bx 4+ v) + ¢, M x,y€eZ.

a) Ce relatie satisface a,b,c pentru ca, % s§ fie asociativa?
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b) Daci b divide ¢ §i b — b— ac =0, atunci legea de compozitie
,%“ are element ncutru.

M.B |
- 1. Si se rezolve inécuatia :

log4(24=—3 - 227+ 2) > log, J6.
2. Si se rezolve ecuatia:
a) x+ 1+ x+4+ 2+ 7o ... + x + 23 = 155.

b) Este progresie geometrici sirul pentru care suma primiior # termeni
este dati de formula S, =2"—12?

2 —1 1 —t
3. Fiematricele : 4 =1{ 1 1 =z 1
1 —1 1 B

a) Si se afle #, Be R astfel incit rang 4 = 2.
b) Cuasi Baflatila a), si se calculeze 4 - B.

M,C
1. Si se demonstreze inegalitatea :
1 | 1 13
+ eI o -
n+1 "+ 2 2n 24

pentru orice numir natural » > 2.

2. Fie ecuatia % + px + ¢ = 0.

a) Daci «x;, x,, x3 sint ridicinile ecuatici date si se afle relatia
intre p si ¢ (p # ¢) astfel incit:

i 1 .
x3 = - + _ .
Xy Xa
b) Dacd g =p, pe R — {0} aritati ci relatia aflati la punctul a) nu
are loc.
3. Se consideri corpul M al matricelor de forma( Z b) , a,be R,
: ’ —b a

legile de compozitie fiind adunarea si inmulfirea matricelor.

a) Si se arate ci aplicatiaf; € — M definitd prin f(z) = ( Z b) ,
—b a
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unde z = a 4 b7, are proprietatile :
flzy + z) = fla) + flza)
Hzy o 20) = f(2)f(z), M 2, zel

'b) Sisearate ca aplicatiaf este izomorfism intre M si corpul numicte
ler complexe C.

MDD
1. Sa sc rezolve sistemul:
(Al =7 4l —1;
léct =5 ¢+ 1.

2. ¥ie matricele :

B R e é
.14 - l 1 o8 ] ) = 2
1 —1 1 3

a) Se cer « §i Be R astfel incit rang 4 = 2. : )
b) Cu « si p determinaii mai sus si se calculeze 4 - B.
3. Fie a,b,ce Z, b # 0. Pc Z definim legea de compozitie ,*".

wx y=axy +bx+3 +c M ryeZ

a) Ce relatie satisface a,b,c pentru ca ,,%“ si fie asociativa.
b) Dacz bdivide ¢ si 6* -— b — ac == 0, atunci legea de compozifie , ¥
arc clement neutru. .

"

M,A

1. a) Si se calculeze lim @., unde
77 --+0C

ks
' . . “2 —_ ] _—
7 9
an, = |————I &
. ns -1
b) Pentru 2e N, % > 0, si se giseascl

lim (b + bs -~ ... -= ba), unde b, =lim a..
H~—»C0 . n—ooc
2. Fic functia f: R — R, definita prin :
, xe %, pentru x s 1,
/(%) '—{ 2ex + B, pentru x = 1.
a) Si se determine Be R astfel incit f(2) = 3e. |
b) Si se reprezinte grafic functia obfinuti.
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3. Si se¢ calculeze:
1
& (x — 2) e¥® dx.
i
M.A

1. Fie trunchiul de piramidi regulata ABCDA’B'C’D’ cu inaltimea
2a i cu baza mare pitratul ABCD de laturd a.

a) Si se afle latura bazei mici, stiind ci volumul trunchiului de pira-
mida este 743

b) Sz se afle distanta de la muchia BC la fata 4DD’4".

2. Si se arate cd in orice triunghi 4 BC are loc egalitatea :

sin (—i + C)
b+ ¢ 2
2¢ cos -4- sin (4 -+ B)
2 ,
3. Se dau dreptele dy:y=2x%, dyiy=—2xds:m-x+y=1,

meR /[ {—22}. - ~
a) Si se afle coordonatele punctelor 4 == d,n d;, B =dy0 ds.
b) Si se giseasci m astfel incit 04 = 0B. - .
: ¢) Si se determine m astfel incit dreapta d, si fie tangentd cercului
dat prin ecuatia x® 4 ¥® = 1/4. :
Rubrica ,,Chestiuni de examen” a fost realizati sub ingrijirea profe-
sorului Constantin Ursu din Galati.
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SOLUTIILE UNOR PROBLEME DIN ,,TESTE DE
ANALIZA MATEMATICA” PUBLICATE
. INME.G,NR.9

prezentare de VASILE POPA 5i IOAN TODERITA. profesori, Galati

TESTUL 1

L1. Ardtapi cd existi x,€(0,1) asifel incit pentru orice a, be R cw
0 <a<d<xy, sd avem: ‘

adl b+ 1) > b‘“h”.

- Solutie. Fic.0 <a < b. Relatia din enunf se scrie, prin logaritmare,

. Ina _ blnb '
sub forma: a(b+1)In a > b(a+1)In b « 224 = ) ).
ub forma? a( YIn a > b(a+ 1) Py (n

Fie f:(0,) — R, f(x) = 20%  avem :
x-+1

Filx) = (Inx +1) (x+1) —slny _ xlnx +Inx + x4 1 —xlnx _

(¢ + 1)2 (v + 1)2
_Inx4 x4
(x+ 1)
Deoarecg lim(Inx 4+ x4 1) = —00 = (3) x,(0,1) astfel incit In x +-
x—0
x>0

+x+ 1 <0, (¥) x€(0, x) = /(%) <0, (V) x€(0, xo) = f strict descres-
catoare pe (0, xo) §i atunci, daci 0 <a < b < x,, rezultd relatia (1), care
este echivalenti cu cea din enunt.

1.2. Fie m, neN* n > 1 si [:(0,0) = R, f(x) = x* -In"x. Sd se afle
punctele de inflexiune ale functiei f, apoi calculapi produsul acestora.

Solutie. Fie m = 2. Avem : A
f(&) = ux""Un"x + mx™-n"-1x;
f(x) = 2" *In=2x [n(n—1)In’x + (2mn — m)ln x + m(n — 1)}

Ecuatia f*(x) = 0, x > 0, are ridicinile x, = 1 (pentru m > 2) si cele
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date de ecuafia: n(n— )In®x + (2mn — m)ln x + m(m — 1) =0, care
sint ¢ o : o

—_ — A — 2uin - - A

%3 = exp ( 2mn + m A) | xy= exp( 2uin - m -+ A) undeA =
2n(n—1) o o 2n(n—1 _

= m(m + 2n® — 4n) > 0. Avem x,,x5 # 1.

Am notat e*® = exp(x).

Produsul este exp (Z-"—((l-i;;)) Precizim c¢i x, este punctde infle-
n(n — :
xiune pentru m impar. '

Dacd m =1, avem: f"(x)=x"[n(n—n x4+ 2n— 1} = x, =

oo {1=22)
n(n—1) )
1.3. Fie (a o) a >y un §iv strict crescitor de nume;e naturale nepule avind

proprietatea ¢d asy se divide prin a», pentru ovice n = 1. S& se demonstreze
cd sirul (ba)o 2y defzmt astfel :

1
bs=""‘+— + ... +_: (V)nZ]
al (/2 aa
este convergent.

Solufie. Deoarece as/@ai; (3)k=€N ad. anyy = kean, dar asy > as,
rezulti ks 2 2. Asa ci: aeyy = 2a..

Seobtine : dayy = 2as = 2%, 2 ... 2 2"ay; (Vjn 2 1.
1 1

Avem ; b.s—-(l+——+...+-—-l—-) <2~L.
a

Rezulti ci sirul (b.) este mirginit si, evident, strict crescitor, deci
convergent.

1.4. Fie functia f: R = R, f(x) = I cos aw, unde a«c R, i=1,n. Sd
- ' =t
se calculeze limita :

Sf(x) dx.

Car™y -

m L
t-—>0 z

Solutie. Avem cazul exceptat —, deci' cu regula lui 1'Hospital se

OIO 'S

obtine :

t
lim -—-Sf(x) dx -hm @) =

i—0



1.5. Sd se caleuleze: 1im Y, R*a*, unde a e (—1,1).

n—0C k=1
Solutie. Fief(x) = x + z° + .. + 2" = x”_lx S (=Ll) >R
oo X — . L
Avem: f/(x) =1+ 25+ .. +aar-t = LZDE w7 H L
. . . . . (x_“])z
= xf'(x) =x+2x2_+'_m + nxr= (n—1)x" — pxr + x

(x—1
- Prin derivare se obtine: :

(n—1)2x°"1 — 2n*—2n—1) 2" + 02"~ — | — %

14+ 2% 4 . Lplyri= -
(x—1)°
= kgt = —(n—1)%a""" + 2n*—2n—1)a"*T— n’a» + + a + a°
Lo (] __a)s, :
2
Deci limita este: a+ta .
(1—a)?

TESTUL 2

2.1. Sd sé arate cd (V) x, y€ [e, ©) cu x < y, avem salisficutd i}zegalz'-
latea ; .
y(ln x)"* < x(In y)i.
Solutie : Fie x 5 y; x, ¥ > e; inegalitatea din enun{ este echivalenti
cu:.Iny+In x-In(ln x) <ln x4+ In y -In(ln y) sau cu
In x {In(ln x)—1] <lIn ¥ {In(ln ») — 13, (1).
Fie functia f: [e, +©) > R, f(2) =Inx [Iln(lnx) — 1 = f"(x) =
_In(lnx) : -
x ’ . - -
Deocarece f este crescitoare, avind f‘ > 0, rczulti inegalitatea (1),
deci si inegalitatea din enunt.

2.2. Ardtats cd :
lim ! "g 7*Crt == 1.
n—oc Y=o n—4k +1

. _ Pt . n—1 .,Ch
Solutie. Fiea.= [x(x+n)" Tdx =[Y Coyntz* =} L nl
0 r=o

Oterm, =

. ) 1 '
Daran =§x(x+n)"”‘ dx = -l—-j z((x+n)") dx = 1 -x(x+n)® i-—
[ ”n o : n 0

60



1 L n+1 n
— s [ty e = Ry 2
- 0 n n+1 n+1
Asa ci: lim =~ = lim =

n—0 n*~! 71—00 n+41
2.3. Sd se calculeze limita :

lim( lim Y2 +22 2% 4 . am—x In )

x—l x—1

n—>%r

Solutie. Avem cazul excep:cat -—g— .Aplicind /'Hesspital se obtine :

ﬁmw+ﬁ+m+w_w;ﬂm(x+u+m+w*
n V(xFx2 £ .. xm) T

Pl ™ _.n_l . —-—
L n-n-—

x—1 x—1
nt+1 n n+1

= 3] =3 T

Rezultd c limita cerutd este egala cu — %

-

x—1

2.4. Fie ne N* 51 a € R*,. Sd se demonstreze inegalitatea :

_,_91»7_‘,<((1+£_)“<cn,
(‘1+__). ) ;
n

Sdlutie. Inegalitatea din partea stingi se mai scrie sub forma :
.= i
e” <(1 +-"—) " sau £ <(1 +~‘-’~)1n(1 +i), Q).
n n n n
Fie functia f: [0,0) — R, f(2) = (I4+2)In(l--x) — x = f'(x) =
= In(14+%) >0 (V) 2 > 0. Deci f este strict crescitoare pe [000). Cum
f(0) =0, rezulti f(x) >0; (V) x >0; de unde sc deduce (1).
Deoarece, avem e* > x+1, (V) x >0, rezultad si inegalitatea din
dreapta. '
- -+ z z+1
2.5. Calculati: lim max {(x+1) :x } .
X0 (‘V+1) z+1

z+1 . . =
Solutie. Deoarece lim . Ak - = lim % ( ) =00, rezulti ci
' . x—o0 (x+1)*1 x40 417 -

(3) 8 > 0; astfel incit 2 =¥ > (v +1) % (V) ¥ > a

. > | .t' z+1 . X z+ ¥
~ Deci lim n}ax {(x+1) = 2277} = h“?fc"""}""“?.— - -1__
PN (x+1) =1~ x—o0 (x41) =+ e
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TESTUL 3
3.1. Calculati :
1 .
lim ——— 7
n—oo 1 (n-1) lslzqguy”'

Solutie. Aplicind de doul ori teorema lui Stolz-Cesaro se obfine :

im__ 1 JF=lim Yt + V2 +.. + 4n)
n—oc n®(n-1) ISiSiss n—0  (n+1)? (nd-2) — #® (n4-1)

= lim J”'é‘] -+ 2 + ...+ ‘/;) = lim 1 + \l.i-{—-f- Jz -

n—0 (n+1) (3n-+2) 7—00 Jn+1(3n+2)

1~ n n Vn+1(3n+2) 3
dim L A2+ L Nn+1 1
7—>00 n An 3 n—o0 (n+1) Yn+l—n yo 3

. lim i1 i(n41) -1 + #n J;;) =_'2.

71— 3n® 4+ 3n+1 9’

1
-1
x5

3.2. Dacd sirul (xa) s>, este definit asifel: %=1, Xay = %o +

sS4 se arate cd

S 44 :
lim 222 5 unde p 22,peN.

n—sc0 M1

Salutie. Observim ci sirul (x.) are termenii pozitivi §i %o, — %a>
>0, n 21 rezultd cd (xa.) este sir strict monoton, deci are limiti. Notim ;

! =lim x. Trecind la limiti in relaia de recurentd se obfine: I =Il4
| B—0 T ’

Aplicind teorema lui Stolz-Cesaré se obtine ;
‘ 1

?
xﬂ

. x?  —x? .
lim_ 241 77 — |im [(x,. +
B0 pt+l—n 7D

x?—l

n

)’—xg] — lim (c', e
7~ 0

+..+C»

» —757’—_1—) = p. Rezultd c& avem satisficutd relatia din enunt.
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3.3. Dacd a >0, ardtati cd existd ca€(a,a-t+1), astfel'i;iéfi:

a ° ’ .

: In (H sin (an + £) ,r)

In ce =lim| lim A=l _dn=mx }
. =00 n+1

1
=0 » nn t nT

Solutie. Avem:

[
~ [1n ( I sin(an + k)x) .
Iim =1 In nx

a0 o+t ’ 2
no " n"

S '-limln(ﬁsin(awk)x)z l 1n(n an—é—/z).
n” o =D | h=y nx ‘o ot o .-

Deci, membrul al doilea al egalita{ii 'din enunt este :

H—>00 k=1 n N r=}
13

lim ——‘-——ln(n—“"—'*"-); lim—]—é Infa + %)=
Db n

1 °
In(a+x) dv=(a+x)In(a+x)| — 1 = (a+1)ln (a+1) —alna—1
4

Considerim funcfia f: (0,00) > R, f(2) = xln =x, cdreia {i aplicim
teorema lui Lagrange pe intervalul (a,a-+1): (3) cac(a,a+1) ad fla+1) —
—f(a) =f'(ce) = (a+1)In(a+1) —aln a=1In ca+ 1; de unde rezulta
relatia din ecnunful problemei.

3.4. Sa se determine ac R astfel ca sirul (ua) s>, definit astfel : 1y =1,
# =a, Yoy = 3a—2us_y —n®, (V) neN* si& fie crescitor.

Solutie. Considerim sirul (za)a2,; zs = #a—ua_;, (V) #21. Relatia
de recuren{d devine: za, = 2z+— x> O solutie particulari a recurentei
in z. este: za = n® + 2n + 3, dupd cum se poate verifica direct. Solutia
ecuafiei omogene : %a4; = 22. este za. =4k -27, deci solutia generald a
recurentei este : ' :

R e e

Za=Fk 2" 4+ nt 4+ 2n 4+ 3,

care pentru # =1 di z,=2k+6»a—-l=2k+6»k=a-—7.

Deci 2. = (a—T7)2* "1 + n? + 2n + 3.

Sirul (#a)s 2, este crescitor daci si numai dacd 2. 20, (V) n21.Daca
4 27=2.>0, n 21 = (us) — gir crescitor. Dacia <7 = lim 2. = —0;

7n—C0
deci nu convine.
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3.5. Sa se demonstreze cd .

x~=1
4 3+
(1 + x~f)=+fx — e, (V) xe 1, ).
x

Solutie. Prin logaritmare, relatia din cnunt este echivalentd cu:

+ —
(x+0wm2E 2l om0, (1)
) S 4 x+1

T . : x--1 r—1

Consideram functia f: [1, + ) = R, f(x) = (x-1)In — T
x4
+ Inx —1In 4.

x+1 x4 1 , ) .
Avem: f/(x)=1In -+ >0;(V¥) v 2 1. Rezultd ci f
: x x(x41)% :

este strict crescitoare. Cum f(1) = 0= (1).

TESTUL 4

4.1. Sd se calouleze limita :
tim .
n—0 N I<ici<n */'1'7

Solutie. Aplicind de doud ori teorema lui Stolz-Cesaré se obfine -

liml' E —'l'-—"=hm—-*-l—~—(l+—-—l=—-—4—-‘——l=—)=
N0 N IKI<jgn J1_’} 3 —> 0 n+1 JZ Jn
|
= lim nFl = lim nt2 + N1 =2
n—e Ant+2— ntl  nowo Jnk1
4.2, Sd se arate cd:
hd =
) 2 "E‘ ™
(f Jc“+sin2xdx); 22-2 +e.
0
. NI _____._ b 77,06 2
Solutie. Se stie cid S JfZ(x) + g¥x) dx=x V(S f(x) dx)-{—(s g(x)dx).
[ Q a

Intr-adevir, avind in vederc inegalitatea : |

B n . 3 n 2 . 7 c
) VAi-G— B 2 V(kz A4 k) +‘ p B.,) , k=1, usor de demonstrat prin
1 =]

A= A=l
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inductie, rezulta ;

b ' :
S‘;sz(ﬁf) + ¢*(x) dx =lim él[(fu(a:) I e

n— 00
| Aafi—0
) / 2 ) - 12
z hm ].’ Y FLEN) (v — M-—l} + | X g (E) (#h — xh—) 1 i
n—0 H=t A=
1Auf—0
b 2
l(\ ) -l—(s 2(x) dx] 4
Luim f(x) = e~ si g(x) = sinx = rclatia din enunt.

43. Daci aieR?, ¢ =1, p+2, sd se caleuleze :

(%_l”}“#(;".}'on”}'ga_r—l'ﬂp-il )"

(p+2

lim

1—» 00

, unde peN*. Discujie.

Solufie. Aven
Vot Yt .+ Y0, 4 000 PFo,n

lim
n—r 0O G psz d piz
Dacd p + dp4y > G40, hrmta este 00 ; dach P + @y < 4,4 limita
este 0; iar daci p + a,. = 4,5 limita se calculeazi astfel:
1
; s : - 5 - e
lim exp[ (E %r——p” = exp l in M a. J:—- (H u‘) il
f—ro L 42 V=1 @piz i=1 =i
4.4, Demonstrali ci pentru orice ne€ N, nz2 s orice xe{0,1) are loc
inegalttatea :
1 x| ol e il
s [ -t = Z -
i ! n ! =0 r!
L] x 5 1 =
Solutie Existd identitatea: e*— ¥ — = —\ (¥ —1¢)"et df, ugor
=y 2 n!l

de douvedit prin inductie i folosind integrarva prin parti.

Fie @« = [ (x—f)% * df. Atunci dassy—ax = [ e {x—t)" (x——1)di<
0 0

< 0, deci (aa) cste descrescitor = 4. < a; =e*—x— I, de unde se de-
duce inegalitatez din enunt.

4.5. Dma [: [ab]—= R este o fum;fe* crescitoare, sd se arate cd arve
loc i.»zcgalz'tatea :
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a-+b

2 b b
f(z)dtsg fl) de. DarS fit) dt =
@ Jatd ato

F3 2

Solutie. Avem : (l)«.s

< b—a o =
=S f(f £+ 5 ) df, deoarece f este crescitoare, rezulti :
a

\roasl (e e

at+b a--b
2




PROBLEME PROPUSE PENTRU CICLUL PRIMAR

P : 83. Mama, tata, bunica si copilul au impreund 127 ani. Stiind cd
numirul anilor copilului reprezintd cea mai mare cifra ; daci sfertului virstei
mamei inmultit cu 5, i se scade 5, se obtine virsta tatilui; bunica este de
doud ori in mai virsti decit tata, si se afle virsta fieciruia.

GEORGETA BOBOCEA, invdfdtoare, Galafi

P: 84. Se dau trei numere cu suma egald cu 38. Dacid a este mai mare
decit & cu 7, iar ¢ este mai mic decit & cu 5, si se afle numerele q, b, ¢

GEORGETA BOBOCEA, fnvdfdfoare, Galafi

P: 85. Si se afle un numir de cinci cifre, stiind ci suma dintre a treia
cifrd si a doua este egald cu suma dintre a patra cifri si a treia §i egali
cu prima cifrd; suma dintre a treia cifrd si a cincea este egald cu a doua
cifrd ; a treia cifri este 3 ; suma dintre a cincea cifrd si a patra este egald
cu prima cifrd minus 1.

GEORGETA BOBOCEA, invdfdioare, Galafi

P : 86. Gasiti cele mai mici, respectiv cele mai mari numere naturale
de forma :

aba, aabe, aaab, abed,
unde a, b, ¢, d reprezintd cifre distincte.
MARICICA STANCIU, institulor, Galafi

P : 87. Gisiti toate numerele naturale de patru cifre distincte care
indeplinesc simultan conditiile :

a) cifra miilor este cu 3 mai mare decit cifra sutelor ;

b) cifra sutelor este cu 2 mai micd decit cifra zecilor ;

c) cifra unititilor este de decui cri mai micd decit cifra sutelor.

MARICICA STANCIU, institwler, Galaji

P . 88. Reconstituiti adunarea ;
REFORMA +
FORMA-
RM A
238280 1
MARICICA STANCIU, instidsufor, Galafs
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PROBLEME PROPUSE PENTRU GIMNAZIU
CLASA a V-a
G: 373. Cite numere naturale cuprinse intre 500 si 1000, impirtite
la 5, 8, 10, 12 dau restul 4°?
DRAGOMIR C., profesor, Sdpatade Sus, Arges
G: 374, Aritafi ci nu cxistdi numirul de forma :
N=aa'988 405988+ ¢cc'**% cu a,b,c # 0 si a,b,c, cifre consecutive, care si fie

pétrate perfecte.
CECILIA SOLOMON, profesoard, Galafi

G : 375. Si se afle numerele naturale de forma xyzzx stiind ci este
divizibil cu 9 §i ¥ + y = 2.
MARIA MINEA, gprofesoard, Galafi

G: 376. Si se arate cii orice numir de forma :

A = abc2* - abc2® + abc2® + ... 4 abe2?, se divide cu 10.
VASILICA DRAGAN, profesoard, Galati
G: 377 FiC numz'n‘ul s 22n+1 2 15:21: -1 ‘l" 62:: '52n — 1031, 3'.’71’ cu
neN* Este numirul E divizibil cu 310, dar cu 930?
MIHAI FETECAU, profesor, Galafi

CLASA a VI-a

G: 378. Intr-un patrulater convex, misurile unghiurilor sale sint
invers proportionale cu numerele 6,2,4,3. Stiind c¢i una din diagonalele
sale formeazi cu doui din laturi un triunghiisescel, si se afle unghiurile
formate de aceea diagonali cu celelalte dcud laturi.

ANETA VALEANU, grofesor, Galaf:

G: 379. Si se determine n natural astfel incit :
7% - 3® sa se divida-la 5.
SIARIA MINEA, profescard, Galafi
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G: 380. Si se arate ci 547 divide pe S, unde S =1 + (—3)' 4
+ (—3)* 4 ... (—3) 1087 :
c MIHAI FETECAU, profesor, Galafi
G : 381. Si sec arate ci daci a'sib sint numere strict pozitive, atunci
Vad - 5% <a+b<V2a?+28 < (a+8) V2 <2Va® + 8.

C. IONESCU - TIU, profesor, Bucuresti

: 3 .
G: 382. Si se arate ci daci x = T}:—g— atunci

V522 —8x + 4+ V55" — 12y+9 + V552 + 59" —8xy =13,
(5% —4) V527 + 59* — 8xy + (5x —4y) Y52 —8x + 4 =0,
(5y — 6) V527 + 52— 8xy + (59 — 42) V597 — 125 +9 = 0.
L. IONESCU - TIU, profesor, B ucuresti

G: 383. in doull cesti avem cantititi egale de cafea. In prima ceagci
avem o cantitate de 309 zahir, iar in a doua ceascit se afli 5% zahir.Din
prima ceagcdl se toarni un sfert din cantitate, in ceagca a IT-a. Amestecim
si luim un sfert din ceagca a doua si punem in prima ceascil. Si se gdseascd
concentratia finald a zahdrului in cele doud cesti.

BIANCA OUATU, clevd, Galafi, Sc. Gen. 10
CLASA a Vii-a
G : 384. Si se arate ¢i oricare ar fi x, v, ze R, astfel incit x4-3y4-52 =1

atunci : Y 2x + 1 +be+ S-i—VIOz T hua T
MARIA si ANTON NEGRILA, profesori, Ploiesti

G : 385. Determinati solutiile intregi ale ecuatiei:

(x2—xy—y-+1) - (*—2xy—y + 3) = 48,
DRAGOS CONSTANTINESCU, profesor, Rm. Vilcea

G : 386. Se di un triunghi dreptunghic 4 BC (4 = 90°). Se construiesc
in exterior pe laturile lui, triunghiurile echilaterale ABD, ACE i BCF.

a) Si se determine pe latura BF a triunghiului BCF, doud puncte M
s1 N astfel ca:

- Apen'y = A ger, MM ” BE, M’e CF,
Awex's = Auso, NN’ || BC, N'e CF.

b) Si se determine aria trapezului MM’N’N, in functie de laturile

triunghiului 4 BC. i
C. DRAGOMIR, profesor, Sdpata de Sus, Arges
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G: 387. Fie a,b,ce R¥,, astfel incit abc> % Atunci_are loc inega-
litatea :
abc +ab+ac+bctatb4+c>1
MIHAI FETECAU, profesor, Galafi

G : 388. Se considerd dreptunghiul ABCD cu 4B =3, BC =6 |3.
Pe latura 4D se construieste in exterior triunghiul 4DE echilateral si se
ia punctul M, mijlocul laturii BC.

a) Si se arate ci patrulaterul AMDE este inscriptiLil.

b) Si se calculeze raza cercului circumscris patrulaterului AMDE.

c) Si se arate ci patrulaterul AMFE este dreptunghi, F fiind punctul
diametral opus lui 4.

MARIA MINEA, profescard, Galafi

G: 389. Fie a,b,ce (0,1). Si se demonstreze :
O <at+btc—ab—bc—ca<].
VASILE POPA, grofesor, Galafi

_G: 390. $tiind cd cercul circumscris triunguiului 4BC are raza de

J3 ori mai mici decit latura ,.a“ a triunghiului si laturile ,,a" si ,,6
satisfac egalitatea 2a° = 3% Si se afle unghiurile triunghiului-4BC si
cea de-a treia latura ,,¢” a triunghiului in functie de latura ,,a".

SORIN BOBOCEA, elev, Liceul , Vasile Alecsandsi

CLASA a VIII-a
G: 391, S3i se rezolve sistemul:
{ 3 + 4y + 52 =150
bt L2t =350 x 4 2cR.
IONUT SIRBU, ¢lev, Facéu

G: 392. Un tetraedru regulat [VABC] are muchia de lungime ,,a"

Fie Me (VC), Ne(VB) si Qe (AC )astfel incit VM — CM, BN — —L :

VB siAQ = -i— - AC. Daci planul « determinat de punctele M, N, Q

intersecteazi pe AB in P 5i MNn QP = {0}, se cere:

1) S se determine distanta de la punctul O la planul (VARB);

2) Si se determine aria poligonului de secfiune ficut de planul «
in tetraedrul [VABC];

3) Si se determine distantele de la punctul O la muchiile tetraedrului
[VABC];
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volum [OAN P]
volum [VABC]
MIHAI FETECAU, profeser, Galafi

4) Si se calculeze raportul

G: 393. Si se afle numirul 4 = 2% - 58 stiind cad 24 are 24 divizori
naturali, iar 54 are 25 divizori naturali («, pe N¥).
MARIA MINEA, srofesoard, Galajft

G : 394. Daci a,b,c, sint laturile unui triunghi, atunci ecuaiia :
x? — (@42 x -+ a®%? -+ b%? + c%® = 0, nu admite solufil reale
3 DRAGOS CONSTANTINESCU, prof. Rm. Vilcea

G: 395, Fie x,4,zc R* Si se arate cd existi inegalitatea:
A F

Sx+y+z x+Sy+z x4-y+S5z 7
MARIA si ANTON NEGRILX, grofeseri, Ploiesti



PROBLEME PROPUSE PENTRU LICEU
CLAS:’\. a IX-a

L: 426. Si se determine parametrul real m astfel incit : -

2+ yP—mxy 1 20, (V) x, yve Z.

JENICA CRINGANU, asistent, [Univ. Galafi
I: 427. Se considerd functiile ;
f.2:R->R, flz)=1zx+4+ [2*—1], g(x) = (m41)x —m, (V) xeR.

Sd se determine parametrul real m astfel incit graficele celor doud functii
si se intersecteze in trei puncte distincte, unul dintre acestea fiind punctul

A(1,1).
EFRIM DOREL, profesor, Tg. Eulor

L : 428 Gasifi condifia necesara §i suficientd impusa intregilor a §1 &
pentru ca prin aduniri si scaderi succesive intre ei si poati fi obtinut

orice numir intreg
VIOREL MIBALEF, sudend, Tosi

L: 429 53 se afle cea mai micd valoare pe care o poate lua functia
f:R* = R datade:f(x.y,2) = V2® + 29° +2xy + 4y+4 + V2y* +2yz+2
JENICA CRINGANU, asistenz, Univ. Galafi

L: 430. Fie aeR*,. 5S4 se arate ¢i nu existi functii surjective
J: N — N, cu proprietatea : f(n) = an®, (V) neN.
JENICA CRINGANU, aststeni, Univ Galali

L : 431. Fiind date functiile pclinomiale de gradul intiif, g, h: R - R,
cu proprietatea ¢d [ — g, f— & sint funciii constante, i se arate ci :

folg "oh) = hO(g "Of) = f— g + k.
IONEL TUDOR, grofesor, Cdalugdrens

L: 432. Si se demonstreze inegalitatea :

- s \ab
EAE =
k=1 k=1 X



i,ab], {V) ke {1,2,..n}, iar abe N*— {1}

C. DRAGOMIR, profesor, Sdpaia de Sus, Arges

] e
g yd L2t mm = (X 4 g)i(y +2)lak %)
VIRGIL NICULA, profesar, Bucures’
CLASA a X-a

L: 434. Fie a, beR, astfel incit a + & > 0. 53 se arate c¢i pentru
orice #€ N¥*, avem :

I mntl) ain+1)]
{ 1 =il
(a+b)(a®+b2) ... (8" +h") < 2“'"1; £} f

ION LIXANDRU, profesor, Galafs

L: 435. Si se arate ci daci 2, bsint doud numere complexe nenule
cu proprietatea :

@ —b|* = la®~— "], (¥) neN* atunci a = b

JENICA CRINGANU, asistend, [Univ. Galafi
L : 436,53 se arate ca:
1 [ 2 3 1 i
Crsy + Crii ik Covack aivt Chbt

L RS o Sy e B k

IONEL TUDODR, frofesor, Clugdrens

L: 437. Si se arate ci in orice triunght existd incgalitatea :

T ot v 2]/_2__
1k Ly L Rr
unde I.. .. [, sint bisectoarele friunghinlu.
g
RADIU ROPOTA, student, Jags

I: 438. Si se arate ci in orice triungli existd inegalitatile :
1) ra +ratr, 29r;
2) memgm, = Sp.
DUMITRU NEAGU, grofesor, Miroslava, lagi
L: 439 S se arate ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea :
mamatite iyl > P2S*
RADU ROPOTA sudens, lasi
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L: 440. Daca Me Int ABCD, unde ABCD cste paralelogram, ari-
tati ci:

7N\
S eMA® . MC? + MB? . MP?, S = ¢ (ABCB) stiind c¢a m (DMC) +

ZNE
+ m(AMB) = 270°.
1. TODERITA profesor, Galafi

CLASA a XI-a

L: 441. Se considerd sirul (x»).x!, definit prin:

] Ya+1l
_T) AY) # 21 si % =2
Fat AT

S se arate ca sirul (x.)«»; este convergent si si i se calculeze limita.
10N LIXANDRU, érsfesor, Galafi

L: 442, Fie 1*( oy : ), -‘L'( A )', unde pe N¥,
c a-b =G a—p

a,b €R cu a® = b* + % Si se calculeze det A.
IOAN TODERITA, profesor, Galafi

L: 443. Fie sirul (@s)up1, cu a» >0, (V)ne N*, definit astfel :

2
1 1 +a, :
@iy — = Yin = 1.
2 Qniy as ' 1
a) Si se demonstreze cd lim a, = .
H— 00
fo s a6 1
—t —
o - . ""l ('12 Ty
b) Si se arate cd girul y, = - — este convergent.
g7
c) Si se calculeze lim w,. ‘

n— 20
C. URSU, profesor, Galati

L: 444 Fie v,e R §i (v4)»2, un sir de numere reale pozitive astfel
incit :
e Xeg o+ 20— Xu 3 =0; (V) n 2 1.
SZ se arate cd (x.) este convergent si si se determine limita seriei

1

Xn.

s

L] 2"
STEFAN ANDREIL student, Iagi
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L: 445. Fie (as)»>2 un sir de numere reale pozitive astfel incit :

Iim ‘ﬂv(ﬂ'n.i,l = au) —— 1
N0

Si se demonstreze ci :

a) hm as =00
n—C

b) Him ¥z —1.
H—0

. JENICA CRINGANU, asistent, Univ. Galafi

L: 446. Si se studieze convergenta sirului (x.).>, definit astfel:
f 1

A==t i
n igici<n 17’

(Generalizarea problemei C. 841— G.AL 11—12/1988)
10N LIXANDRU, profesor, Galafi

, unde g, be R.

L: 447. Fie (a»)s»; un sir monoton de numere reale pozitive astfel
incit lim #(@ass — @s) = 1.

H—00

Si se demonstreze ci :

a) lim as =0 ;
H—00

b) lim 7, = 1.
%5 —C0

JENICA CRINGANU, asistent, Univ. Galaji

L: 448 Se considerd sirul de numere reale (¥a)s>;, ¥» = ¥ @: unde
s |

1
@ = ——————

T k) VE L VR R - AVERL

- 9 11
Si se determine neN* pentru care x. ¢{—,—].
. 10 10
IONEL TUDOR, $rofesor, Calugdrent, Giugin

L] .

L: 449. Fie a, b, ¢ = 0. Demonstrati inegalitatea :
Jatbte % Jote |, Ao " Ja+4b-+9¢
14 latbbe - 14 Bic 14 de: "1+ dararoe
RAZVAN SATNOIANU, student, Busuresti
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L: 450 Si se afle maximul expresiei urméitoare :
]
Ig (") Ig (10%) —Ig () + 3

x

Iy

; unde x, ye R si catisfac urmitoarele

> m,(—q)v <

conditii: ¥ > 0,
GHEORGHE PUSCASU, grofesor, Tg. Bujor
L: 451. Fie g R — R o functie derivabild in zero, {iri puncte fixe
pe R*cug’(0) = 1, g(0) = 0. :
Ardtati ci nu existd funciii f: R — R, necconstante, astfel ca:

f(z+y) — f(x) = g(y); (V) x,ye R.
10AN TODERITA, projesor, Galali

L:452. Fie 4 = {a, b, ¢} = Z. Si se arate ci ecuafia 7°* = ¢ admite
o singurd solutie in mulfimea permutirilor mulfimii 4, de forma
x5 P(x); (V) xe 4, unde Pe Z [X].
ALEXANDRU DONESCU, #» o, Galafi

L: 453. Fie matricele Ae M (R), Be M., «(R)(2 < % < n) astie
incit rang (AB) = % si (AB)* = AB. i

a} Sa se demonstreze cd rang (BA4) = k;
b) Si se determine BA.

C. URSU, #rofescr, Galafi

CLASA a XII-a

L: 454. Si se determine rangul matricei A€ MJR), 4 = (ay)s,=).4

i 1
unde a., #S (S u‘z”du) de.
o\ Jo

SORIN ALEXE. asistend, Univ. Galafi

L: 455. Si se arate ci pentru orice e N, # = 2 §i a = 0 are loc ine-
galitatea ; . e

ar s ;""5” o al
T Z*T”'Tn‘ 2 a+"=.

(In legiturdi cu nota matematicd : ,,Asupra unei inegaliti{i” din G.M.
nr, 1/1989).
VIOREL ANDREI, conf. univ. dr., Univ. Galats
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!
< : o § o 1l 3 \ *
L : 456. Fie functia f: R—R, f{z)= L P daca x # 03 unde neN*.

0 ,daci x =0,
Si se arate cd f admite primitive.
P. ASAFTEL profesor, laji
L: 457. SiseaflleneN, n = 2 astfel incit numarul ;
I_Sb 1+xz_|_xl_f___“+x2.-ﬂ

a 1 4+ x+ ..+ 2"}

dx
si fie rational, stiind ci a, e Qn (1, ).
CHITA POPOVICL, profesoard, Galafi

L: 458. Existi functii f: [, 4] — R care admit primitive astfel incit
7
(

(@) # f(b) si orice valoare rationald este luati de citre f de un numir par
finit) de ori?

D. M. BATINETU - GIURGIU, profesor, Buscuresti
L: 459. Fie a;, a,, 2;€ R, distincte si

. LA 1 ;: 1
sin sin SIm 5 0.
a;—(lz az“—“aa ag——al

S se demonstreze ¢ existd 4, 4., 43¢ R* astfe lincit functia : f:R—R,

. b ! 1
AEsiic————=L AL Sisine———14-
x— a, ‘X —a,
f(x) = ; 4 Ay - sin — dacd x % a;,a,, a3
X — da, .
L 0, daci xe {a,.42.a;}, ‘

si admitd primitive,

VASILE POPA, profesor, Galafs

L: 460. Fie ae R si functia f:

fa,a+1] — R, derivabila, cu derivata
continud. Si se arate ci:

a+1 Fa+l ; 2

Sf*(x),ax—_un_r) b | oLl

a

(o9
a3

RADU ROPOTA wudent, lasi

o
N
-



PROBLEME PENTRU PREGATIREA
OLIMPIADEI INTERNATIONALE DE MATEMATICA

0: 36. Fie x.ycZ astfel incit x*+3*+3 26 xy. Aritati ci:
|

x5y =6 xy.
JENICA CRINGANU, asistent, Univ. Galati

0: 37. Daci a,b,ccR si avem:
sin a - sin & 4-sin ¢ =0 sicos a + cos & + cos ¢ = (

atunci avem si

: N : . n(at-b+c)
sin na -+ sin #d -- sin ne = wgh. SR ———————=
3
e d ni{a+b-tc)
cos na + sin #b + sinwc =3 « §,,4. - COS —————-
3
n 0, dacd ¢# 3§

. pentru orice % ;1
3

pentruorice ne Z gi k= |—/{, iar di=
. , dacd 1 =17
J numere intregi.

IONEL TUDOR, profesor, Cdlugdreni

0: 38. Se considerd un triunghi 4BC, I punctul de intersectie al
bisectoarelor, 4’,B’,C’ simetricele punctelor 4,B, respectiv C fati de I.
Si se arate ci L‘!B(ﬂ n [4'B°C’] determind o supra!’apt he\auouald. avind
frontiera hexagon urcumscnptxbll apol si se calculeze pernnetrul si aria
suprafetei hexavonale in functie de lungimile laturilor triunghiului.

VASILE POPA, profesor, Galafi

0: 39. 53 se stabileasci dacz existi o multime finiti K de puncte
in spatiu, nesituate toate in acelasi plan, asa ca pentru orice dreapti ce
contine cel putin doud puncte din K si existe o altd dreaptd, paraleld
aceasta (dar distinctd de ea), care si contini si ea cel putin doud puncte
din K.

* k ¥
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RUBRICA REZOLVITORILOR DE PROBLEME

BACAU, Scoala Generali Nr. 19, clasa a VIII-a: Antoniu Flavia (4
Blinaru Oana (12), Dumitriu Lincta (3), Filioreanu Niccleta(o) ;

CLU]J, Liceul Industrial Nr. 8, clasa a XI-3: Oleanu LucianTileriu
(20) ; Liceul ,,E. Racoviti®, clasa a VIII-a : Tudcr Bunea (8) ; fara mentiune
de scoald : Pop Daniela (13) —clasa a VIII-a:

GALATI, Scoala Generali Nr. 10, clasa a VII-a: Gheorghies Ovidiu
(9), Necula Adriana Catilina (12); Scoala Generali Nr. 13, clasa a VII-a :
Anghel Iulia (10), Axente Ionut (8), Bulai Doina (9), Canipa Marlena (10),
Cernamorit Ancuta (10), Costea Zenaida (11), Dinili Mioara (7) Dobre
Catilina (16), Ghinea Ciprian (6), Ghioc Claudia (9), Rusu Gabriela (6),
Torcaciu Valentina (9), Stefan Simona (10); Scoala Generald Nr. 22;
clasa a VII-a: Bianca Nuti (12), Lungu Nicoleta {7} ; elasa a* VIIT-a :
Szabo Daniela (10); Scoala Generali Nr, 40, clasa a VII:a » Dascalu Ni-
coleta (7), Sivescu Alice (15), Solomon Simona (10); Liceul ,, Vasile Alec-
sandri”, clasa a 1X-2: Maxin Daniel (9); A
MOINESTI (BACAU)* Scoala Generali Nr. 2, clasa a IV-a: Cretu Mari-
nela (8); Liceul Industrial Nr. 2, clasa a IX-a: Lovin Radu (4);

TECUCI, $coala Generald Nr. 5, clasa a VII-a; Anghele Mihaela (9)
Anghelina_Valentina (12), Corodeanu Cleopatra (7), Cucu Mara Mihaela
(11), Giurgea Delia-Roxana (10), Topa Loredana (10).

ERATA la nr. 9

pag. Rindul In lec de ... €S va citi ..
" L
13 82 4 de jos II ]_I
k=0 k=1
2. 34 2 de jos P(8)0l) P o)
33 85 3 de sus 123456789011 12345679311
4. 87 4,5,6 AUB-C .. (AUB)—C ..
o i 95 15 de sus ac = bd ac = bd
1
6. 168 3 de sus o PR
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