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CAPITOLULI
PRIMITIVE

I.1. Probleme care conduc la notiunea de primitiva

Analiza matematicd, ramura importantd a matematicii, are la baza studiul limitelor
si functiilor. Analiza matematica cuprinde calculul diferential si integral, studiul
ecuatiilor diferentiale, al ecuatiilor cu derivate partiale, teoria functiilor de variabila
reala, de variabild complexd, analiza numerica, analiza functionald, calculul
variatiilor.

Calculul diferential si integral a fost creat de Isaac Newton (1642-1727) si Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), care au elaborat reguli generale de derivare si integrare
si pe care le-au aplicat Tn mecanica si geometrie. Contributii importante la dezvoltarea
analizei matematice au avut: Jean Bernoulli (1667-1748), Leonhard Euler (1707-
1783), Joseph Lagrange (1736-1813), Brook Taylor (1685-1731), Joseph Fourier
(1768-1830), Jacopo Riccati (1676-1754), Karl Gauss (1777-1855), Augustin
Cauchy (1789-1857), Niels Abel (1802-1829), Gaston Darboux (1842-1917),
Lejeune Dirichlet (1805-1859), Emile Picard (1856-1941), Emile Borel (1871-1956).
Dintre matematicienii romani enumerdm: Dimitrie Pompeiu (1873-1954), Traian
Lalescu (1882-1929), Simion Stoilow (1887-1961), Miron Nicolescu (1903-1974),
Caius Tacob (1912-1992), Gheorghe Marinescu (n. 1919).

in studiul capitolului ,,Derivate” s-a aratat cd, fiind datd o functie f:I/ —R
derivabila pe intervalul /, se poate determina o functie f':/ —R numitd derivata
functiei f.

In multe probleme practice apare necesitatea determinirii functiilor a caror
derivata este o functie data.

exEmriy 1, Sa se determine functia F : R — R pentru care panta tangentei in
punctul M(x, f(x)) de pe graficul lui feste f (x) = —2sinx, Vx € R si care

trece prin punctul A(%, 2).
Functiile 7 : R — R cu proprietatea F'(x) = -2sinx, Vx € R, sunt date de
F(x) = 2cosx + @, unde € este o constantd reala arbitrard. Deoarece graficul lui F

contine punctul A(%, 2) , rezultd ¢ = 1. Functia este F(x) = 2cosx + 1.

2. Un mobil se deplaseaza rectiliniu in intervalul de timp [0, 20] cu viteza
W) = 3£ — 2t + 3, YVt € [0, 20]. Stiind cd s : [0, 20] — R este functia spatiu si cd
s(0) = 0, se cere sa se determine s(20).



Avem s'(¢f) = v(t) pentru orice ¢t € [0, 20]. Trebuie deci determinata functia
s : [0, 20] = R cu proprietatile s'(f) = 32 — 2t + 3, VYt € [0, 20] si s(0) = 0. Rezultd
imediat ca s(f) = £ — # + 3t + €, /t € [0, 20], unde ¢ este o constanti reald arbitrara.
Din conditia s(0) = 0 rezultd @ = 0 si atunci s(f) = £ — £ + 3¢, V't € [0, 20]. Deducem
ca s(20) = 7660.

3. Se considerd un mediu avand temperatura constanta 7, = 30°C, in care se
scufunda un corp avand temperatura initiald de 150°C. Se presupune ca viteza de
racire a corpului, la orice moment dat ¢, este direct proportionald cu diferenta dintre
temperatura 7(#) a corpului si temperatura 7, a mediului. Sa se determine dupa cat
timp temperatura corpului ajunge la 90°C, daca intr-un minut temperatura a coborat
la 120°C.

Vom nota cu k factorul de proportionalitate.

Avem T(0) = 150°. Din ipoteza avem 7'(f) = k(T, — T(¢)), care se scrie sub formele

T T_(;)([) =k, [In(T(t)-T,)+kt] =0 pentru orice t € I = [0, ¢,]. Obtinem

In(7(¢) — T,) + kt = € pentru orice ¢ € 1. Deoarece T(1) = 120°, rezultd ¢ = k + In90
si avem In(7(¢) — T,) = —kt + k + In90. Daca T(1) = 90, atunci In60 = —kz, + k + In90

3
k+1Inz
si deci ; = kn2 (minute).

echivalente

P RIBLEAE 1. Sd se determine functia F' pentru care panta tangentei in punctul
F

==  M(x, f{x)) de pe graficul lui f'este indicat in fiecare caz, iar F'trece prin punctul
(sau punctele) indicat (indicate):

a) flx) =2x+ 1,Vx € R, 4(0, 2);

b) fix) = -3x>+4x - 1, Vx € R, A(-1, 1);

¢) fix) = x|, Vx € R, A(-2, 1), B(4, 3).

propiE

X

2. Un mobil se deplaseazi in intervalul de timp [0, 10] cu viteza v(¢f) = 4£ + 2¢ + 2,
Yt €0, 10]. Stiind cd s:[0,10] > R este functia spatiu si cd s(0) = 0, sd se determine s(5)
si 5(10).



I.2. Primitivele unei functii

In toate exemplele prezentate anterior s-a considerat o functie /: I — R, I inter-
val inclus in R si s-a cerut determinarea unei functii ' : / — R, avand proprietatea
F'(x) = f (x), Vx € I. Problema determindrii functiei F se descompune de fapt in trei
probleme:

a) o problema de existentd (trebuie demonstrat cd functiile F' exista);

b) gradul de generalitate a solutiei (trebuie studiat dacd solutia este unica sau
sunt mai multe solutii);

c¢) determinarea functiei f.

In cazul punctului b), sa presupunem ci exista functiile ya
F,, F, astfel incat F/(x)= f(x), FJ(x) = f(x), Vx eI . Obti- /
nem imediat cd (F,(x) — F,(x))’ = 0 si deci F,(x) = F|(x) + €, :
unde ¢ este o constantd reald arbitrard. In concluzie, daca
existd o functie F, atunci existd o infinitate de functii care

difera de F printr-o constanta reald arbitrard. Toate

=v

primitivele se obtin din F printr-o ,,deplasare” paraleld cu 0 Fig. 1
axa Ox (figura 1).

De problemele puse anterior se ocupa calculul integral (denumire propusd in
1690 de Jacques Bernoulli).

Definitie. Fie / interval inclus in R si fie functia f:/ —R. Spunem ca functia /'
admite primitive pe / daca existd F :[ — R astfel incat F este derivabild pe [ si
F'(x)=f(x),Vxel.

Functia F' se numeste primitiva lui f (sau antiderivata) pe intervalul /.

Procedeul (operatia) prin care se determina primitivele unei functii se numeste integrare
(antiderivare). Denumirile vin din limba latina: ,,primitivus”—cel dintai, ,,integrare”—
restabilire, Intregire.

ErEMPLY

1. f:R>R, f(x)=2x+1, F(x)=x>+x.
w 2. f:(0,0) >R, f(x)=g, F(x)=2Inx.

x
3. /:R>R, f(x)=-2sinxcosx, F(x)=-sin’x.
Observatii.
m Daci o functie / admite ,,0” primitivd F pe intervalul 7, atunci /* admite ,,mai multe”
primitive. De exemplu, functia f:R >R, f(x)=2x+1, admite pe R si primitivele

x2+x+l,x2+x—2,x2+x—2\/§, etc..




m Determinarea unei primitive este, in unele cazuri, problema fara ,,solutie” (in sensul ca,
desi primitiva existd, aceasta nu se poate exprima cu ajutorul functiilor elementare cunoscute:

polinomiale, rationale, putere, radical, exponentiale, logaritmice, trigonometrice). De exemplu,

functiile f,:R—R, f,(x)=sinx’; f:R >R, fH(x)=r; fi:RoR, fi(x)=¢ ™
X

mDacd [ =[a,b]c R, prin derivata lui F in x = a, respectiv x = b, intelegem derivata

la dreapta in x = a, respectiv derivata la stingain x=b.

Teoremd. Daca Fj, F, :1 — R sunt doud primitive definite pe intervalul / cR ale

functiei f:/ — R, atunci acestea diferd printr-o constantd (existd ¢ R astfel incat
F(x)=F,(x)+¢,VxeR).

Demonstratie. Deoarece F| si F, suntderivabile pe/ si Flv = Fz‘ = f rezultica F| - F,
este derivabild pe 'si (Fj —F,)'(x) = F;(x)—F,(x)=0 pentru orice x € R. Deci existi

ceR astfel incat Fj =F, +c.

Notatii. .F(I)z{f:[—)lR}, ’(’z{f:[—)lR|fconstanté}.

Observam ca ¢ < 7 (I).Pe J(I) introducem doud operatii:

» ,,adunarea functiilor”™: f+g:/ >R datide (f+g)(x)=f(x)+g(x),Vxel;

» ,inmultirea cu scalari”: af : I — R data de (of )(x)=0f(x),Vxel,acR.
Daca 4 cF (1) si G F(), F#D,5+ D si o.eR definim urmatoarele operatii:
F+4G={f+g:1>R|feF . geb}, oF ={af : I >R|feF}|.
Daci 7 ={fy},atunci 7 +4={f}+%={f, +g|ge¥}.
Se demonstreaza (prin dubla incluziune) urmatoarele egalititi de multimi:
1. a¢=¢,vacR; 2. ¢+ C=7.
Observatie.

Dacd F,:I —R este o primitiva a lui f:/ —R, atunci orice alta primitiva este de forma

F,+%,¢ eR .De aceea, in loc de ,,/ admite primitivd” vom spune ,,f admite primitive”.

Definitie. Fie f:/ — R o functie care admite primitive pe intervalul 7/ — R. Multimea
tuturor primitivelor lui f pe intervalul / se numeste integrala nedefinitd a lui f si se noteaza

jf(x) dx . Daca F este o primitiva a lui / avem jf(x) dx=F(x)+¢.

Notatia a fost introdusa in 1675 de Wilhelm Leibniz.




Observatie.
Definitia primitivei unei functii poate fi extinsa si la functii definite pe reuniuni finite de
intervale disjuncte. In acest caz, nsd, nu orice doua primitive difera printr-o constanta.

EYEMPLY Fie functia f:R—{1} >R, f(x) =2x—3. Doud primitive ale lui f sunt

@ x2—3x+1,x<1 x2—3x,x<1
F,F,:R—-{1} > R datede F|(x)= , B (x)=

x2—3x+2,x>1 x2—3x+4,x>1'

I x<l1

Atunci F(x)—F,(x)= {_2 i1’

Teorema. Fie functiile f,g:/ — R care admit primitive pe 7 si fie a e R*. Atunci

functiile f +g si of admit primitive pe 7 si au loc relatiile:
a) [(f(x)+g@)dx=[f(x)dx+[g(x)dx;  b) [ar(xydx=af f(x)dx;
o) [fx)dx=[ f(x)dx+.

Demonstratie. Fie F si G primitive ale lui f, respectiv g. Atunci F'si G sunt derivabile pe
Isi F'=f, G'=g;deci F+G,oF suntderivabilepe/ si (F+G)'=F'+G'=f+g,
(aF)'=aF'=af .Rezulticd F + G este o primitivialui f +g,iar oF este o primitiva a
lui af . Avem deci jf(x) dx=F(x)+%, jg(x)dx =G(x)+¢, J(f(x) + g(x))dx =F(x)+
+G(X)+, [af ()dx=0F(x)+ € si atunci [f(x)dx+[g(x)dx=F(x)+7+G(x)+ ¢ =
=(F(x)+G(x) +(€+ €)= F(x)+ G(x)+ = [ (f(x)+ g(x))dx, o[ f(x)dx =
= a(F(x)+©) = aF (x) + 0% = aF (x) + € = [of (x)dx

Observatie. Pentru egalitatea jocf (x)dx = oc.[ f(x)dx este esential faptul ca a.#0.
Daca a.=0 avem oy (x)=0 pentru orice x €/ si o primitiva a lui of este functia constanta 0.
Avem [of (x)dx =0+ =2, iar of f(x)dx ={0- F(x) | F primitivaa lui £} ={0}. In
acest caz avem o(j f(x)dx < jogf (x)dx (incluziune strictd).

Observatii.

m Proprietitile a) si b) din teorema anterioara arata ca integrala nedefinita este
liniard pe multimea functiilor ce admit primitive pe intervalul 1.
m Rezultatul din teorema precedentd poate fi extins astfel:

SFief, f, ... f,:1—> R, ne€ N, n > 2, functii ce admit primitive pe intervalul /, iar
a, o, ..., o, € R* n fixat. Atunci functia ioc,fi =, f,+a,f, +...+0o,f, admite primitive
si f(oclfl(x) + o, f5(x) . 4o, f(x)dx = (xl]lfl(x)dx + azfj’z(x)dx +..+ ocnffn(x)dx 7.

Enuntati teorema corespunzitoare referitoare la functiile derivabile.




Tabel de integrale nedefinite

Nr.

Functia Integrala nedefinita
crt. ’
xn+l
1. f:R—>R, f(x)=x",neN Ix”dxz L€
n+1
a+l
2. | f:I->R,Ic(0,0), f(x)=x", acR-{-1} jxadxzx N
a+1
. 1 dx ]
3. fiI >R, 1c(0,0), f(x)=— j—=1nx+%/
X X
1 dx ) )
4. fiI >R, Ic(=0,0), f(x)=— [==In(-x)+@=In|x|+
X X
5. SRR, f(x)=a",a>0,a%1 [a*ax=""r
Ina
1 dx 1 X—a
6. I >R, f(x)=——,a>0,IcR-{-a,a =—1 +¢
A S (x) R {-a,a} Iz_az Son——
7. f:R->R, f(x)——z,a;tO 5 =—arctg i
X" +a X +a a a
8. f:R->R, f(x)=sinx jsinxdx=—cosx+((’
9. f:R>R, f(x)=cosx Icosxdx=sinx+%’
2k +1
10. | IR f(x)= I cR- {( + keZ} [ I
cos” x 2 cos” x
dx
1. | F:I5R, f(x)= I cR-{kn|keZ} [——=-ctgx+?
sin? x sin” x
12. f31—>'R,f(x)=tngC'R—{@ keZ} Itgxdx=—1n|cosx|+%’
13 f:I—>IR,f(x)=ctgx,IclR—{k7t|keZ} Ictgxdx=1n|sinx|+%’
1 dx
14. SRR, f(x)= ,a#0 =ln(x+\/x2+a2)+(f
x*+a’ J.\/x2+az
1
>R, f(x)=—w,
15. ! S N j SX =In|lx+vx* —d*|+¢
2 _
a>0,I c(—oo,—a)sau I c (a,©)
16. | /:I1—->R, f(x)= 2,a>0,[c(—a,a) —arcsm A

a —X

i




Probleme rezolvate 1. Si se calculeze primitivele urmatoarelor func‘gii:

\/4 x?
6 3 T
©) f(x)= - ,x>3; d) f(x)= , [0,—};
/) ¥ =9 Jy2_o9 sinzx 2
1 - 22 ,xe[—z’gj; f) f(x)=3e2x—i,x>—l.
Ja—ox? 16x* -25 x+1

a) f(x)=4x3—3x2+3,x>0; b) f(x)—
X

,xe(-2,2);

e) f(x)=

33

4 3
Soluii. a) jf(x)dx=4jx3dx—3jx2dx+2j§=4-%—3-%+21nx+%=x4—x3+21nx+fﬁ
X

1 5
b dx=5 -3 =5-—-arct —3arcs1n— ¢ =—arct —3arcs1n +¢
) If(x) -[ J\/zz 2 g2 2 2 g2 2

2
ln‘xﬂ/ —9|+¢= 1n——31n x+Vx* =9

= —3ctgx+21n|cosx| + ¢ =—-3ctgx +2In(cosx) + ¢

¢) [ f)dx= 6.|. T

((/

3”2 _3P T23 |x43
dx=3
Q) [/(x)dx szx

5
1 dx 1 dx 1 x 11 |74
== - — . arcsin— . ——1 ¢ =
e)-[f(X)dX 3.[ ~ s o 3arcsmg 82§n é+
2 2 w2_|2 . X+
(J x 4 3 4 4
=larcsm2 B3 +¢
3 2 20 |4x+5

n | f(x)dx=3je2xc1x—5j% =§e2x —5ln(x+ 1)+

2. Sd se determine a,beR astfel incit f sd admitd primitive pe R, unde

3x2—2x+a,x<0

fo=1" .
e " +b,x>0

Solutie. O primitiva a lui f'este de forma F'(x)=

¥ —x? +ax+€,x<0
. Deoarece F

e +bx+4,x>0

este derivabild in O rezultd ca F este continud in 0 si deci lim F(x) = F(0)=lim F(x),
x/0 xNO
adicd ¢ =9 . Deoarece F este derivabilda in 0 rezultd ca F'(O) ZF[;'(O) eR, adica

hm(3x —2x+a)—11m(e +b)<:>a b+1. Deci primitiva lui /' este de forma
x/0 xNO

3 2 17
—x“tax+€,x <
F(x)= roor et O,unde a,¢cR.
e +(a-Dx+¢,x>0



3. Sa se determine a, bR astfel incat F :R >R, F(x)=(asinx + bcos x)efzx ,sa

. e = .. -2 .
fie o primitiva a functiei f(x)=e ~"sinx.

Solutie. F'(x)=f(x),V x€R & [~(2a+b)sinx + (a—2b)cosx]e > =e **sinx ,

‘v’erR<:>—(2a+b)=1,a—2b=0<:>a=—§,b=—%.

P RIBLEAF 1. Sa se determine primitivele urmatoarelor functii:
—— 3 2

a) f(0)=x"—4x+Z+ = x>0;  b) f(x)=3x +4Yx, x> 0;

X x

pPropiE

0 f(x)= ———\/ ,x>0; d) f(x)=3e" —4e ", xeR;
€) f(x)=—2tg2x +3ctg3 e(o ”J 0 £x)=— 6 xe(O ”J

X)=-— X X, X ,— |5 = - > Pl P
g g 6 cos” 4x sin2 2x 8
5 \/ 2
- X<=2; h = X>2;
B ()= ) ()=
2 1 sin3x e
x)=|sin> —cos> ,xeR; i == 0,— |;

b= [ 2 2J DI==GT xe( 2)

2x% — 2y
0 =3y =t g,

(x —4)(x +1) X2 +4

m) f(x)=x(x+a)x+b),xeR; n) f(x):tg2x+ctg2x,xe(0,g}

\/ P \/ P (m n)2
— — X —X
0) f(x)= 2*34_; Toxe(0a2): P S = e Omne N

2. Sa se determine primitivele urmatoarelor functii:

1 1
2¢* +3x,x<0 —+—,x<I
) SRR 0= 777 b)) fIROR f()=1x ¥ :
x“+2x+1L, x>0 1+\/;x>1

b
3+tgx,xe| —,0
: (2 )

2
¢) /:R-R f(x)= 20 g f[ J%Rf(x)= ;
sinx +3cosx, x € {0,%}

2— \/; x>0
e) £:[0.4] >R, f(x)=x+Vx* —dx+4; 6 f:[—3,4]—>IR,f(x)=min(x2—4,x+2).

10



I.3. Operatii cu functii care admit primitive

In cele ce urmeaza vom determina primitivele unor functii pornind de la primitivele
cunoscute ale altor functii folosindu-ne de compunerea unei functii fcu o functie g :R >R,

gx)=ax+b,a, be R,a#0.
Vom determina unul sau mai multi parametri astfel incat anumite functii sa admita primitive.

Fie functiile f, g : R > R, f{x) = x°, g(x) = 3x — 2. Ne propunem determinarea unei
primitive a functiei 7 : R — R, A(x) = (3x — 2)*. Observam &= f o g. O primitiva a functiei f

) 1 3x-2)* 1
este F(X)=XT+W,iaroprimitivéaluiheste H(X)=§‘%+W=E(3x—2)z+w.

Generalizarea este datd de urmatoarea teorema:

Teorema. Fie / — R un interval si functia f: I — R o functie care admite o primitiva

F:I—>Raluif Fiea, be R, a # 0. Atunci j.f(ax+b)dx=%F(ax+b)+W,

Demonstratie. Consideram functia g : J —> R, J interval, unde g(x) = flax + b).
Atunci functia fog:J — R admite primitiva G : J — R datd de G(x)= éF (ax + D).
Intr-adevar, G'(x)= %(ax +b)-F'(ax+b)= f(ax +D).

evemny 1, [(4x—1Ydx= %(4x —)P e

w 2. [(2x+3)’dx = —é(—2x +3)+@.

P PSR |
3. [5trdx=1mex l)+(,xe(2,oo).

4. [sin(3x+2)dx = —%cos(3x +2)+€ .

Probleme rezolvate

1. Fie functiile £, g, h : R > R, g(x) = (x + a)ix), h(x) = xfix + a), a€ R".

a) Sa se demonstreze cd, daca g si # admit primitive pe R, atunci ' admite primi-
tive pe R.

b) Sa se determine o primitiva a lui f cu ajutorul primitivelor Iui g si .

Solutie. a) Fie G o primitiva a lui g si H o primitiva a lui 4. Pentru orice x € R
avem g(x + a) — h(x) = (x + 2a)f(x + a) — xf(x + a) = 2af(x + a) si atunci

f(x) =2—1a[g(x) —h(x—a)]. O primitivd a functiei x — h(x — a) este x — H(x — a).

Deci o primitiva a lui feste F(x)= ﬁ[G(x) - H(x- a)] .

11




2. Calculul primitivelor unei functii definitd pe subintervale

Consideram o functie f': / — R care admite primitive pe intervalul /. Fie 4 — 1,
A={a,a, ..,a}clcua <a,<..<a,n€ N* fixat. Vom considera intervalele
I, =1IN(w,al Il,=(a,al ...I =(,all, =1N(a, x).

Pe fiecare interval /,, functia f admite primitiva F,(x) = F(x) + ¢, unde F este
primitiva lui F (pe intervalul 1 ).

In orice punct a € 4 avem F(a) = F(a — 0) = F(a + 0).

Dacd a este extremitatea stanga a lui / avem F(q)= hin F(x).

x>a

Daca a este extremitatea dreaptd a lui / avem F(a)=lim F(x) -
x—a
x<a
Constantele @, existd deoarece functia F, si restrictia lui F' la intervalul /, au
aceeasi derivatd. Functia F fiind derivabila este si continua (deci este continua si in
punctele Iui A4).
a) Sa se determine f|2x—6|dx, xeR.
-2x+6,x<3
2x—-6,x>3

Consideram intervalele /, = (—, 3], I, = (3, ). Pe aceste intervale avem urma-
toarele primitive F: [, > R, F, : I, > R, F (x) = x>+ 6x + €, F,(x)=x*-6x+ €,

Solutie. Avem f'(x) ={

X" +3x+¢€,x<3

O primitiva a lui fpe R va fi de forma F(x)= .
X’ —6x+18+¢,x>3

Observatie. Daca avem de calculat f f(x)dx, f continua pe intervalul / c R, este
suficient sd verificim doar conditiile de continuitate ale functiei /" in punctele a , a,,
..., a_ (aceste conditii dau relatiile intre constante fard a mai fi necesara verificarea

b) Sa se determine a, b € R astfel incat functia f: R > R,
3 -2x+1,x<0
f(x)=<ax+1,xe(0,1] saadmita primitiva F pe R.
bx—-2,x>1
X=X +x+€,x<0

2
Solutie. O primitivd F : R — R este de forma: F(x)= %+x +€,xe(0,1].

b 5 i a1
3 X+ 6,XxX>
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Din conditiile £(0) = F(0 — 0) = F(0 + 0), F(1 — 0) = F(1) = F(1 + 0) obtinem

v =, %+1+W2 =§—2+W3,
Deoarece F' este derivabild in 0 si 1 rezultd ca F(0) = F;(0).

Fll :Fll o e . 2_ — . . . — . _
=F,(1), adica £1}13(3x 2x +1) £1{13(ax+1) si lxlg}(axvtl) 1&1}(1”6 2).

X=X+ x+¢,x<0
2
Obtinem b = a + 3 si deci F(x)= %+x+%,xe(o, 1]
2
%—2x+%+75,x>1, aeR

3. Sa se determine a, b € R astfel incat functia F: R > R, F(x) = x|x - a| —|x —b|,
sa fie primitiva unei functii /: R -> R.
Solutie. Vom analiza trei cazuri.

Observam ca F este continud pe R pentru orice a, b € R.

X’ +ax+x-b,x<a
Cazul 1: a < b. Atunci avem F(x)={x*—ax+x—b, x<[a, b].

X —ax—x+b,x<b

2x+a+1,x<a
Avem F'(x)=42x-a+1,x€e(a,b).
2x—a-1,x>b

Functia F este derivabild in a si b daca si numai daca li}n(—2x +a+1)= li{n(2x —a+1),

11}12(2x—a+1)=1i{12(2x—a—1)<:>—a+1=a+1, 2b—a+1=2b-a—- 1 (imposibil).

Cazul 2: a = b. Avem F(x)= (x-ay,x<a si deci
(x—a)Y,x>a

Fl(x) = {—2()( -a),x<a

2Ax—a),x>a ’
Deoarece F(a)=F,(a)=0, rezultd cd F este derivabila pe R si obtinem

f(X)={

-20x—a),x<a

Ax—a). x> q » Adic fx)=2|x—d|.
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X’ +ax+x-b,x<b
Cazul 3: a > b. Avem F(x)=<{-x"+ax—x+b, xe[b, d].
X—ax—-x+b,x>a
2x+a+1,x<b
Rezulta cd F'(x)={-2x+a-1,xe(b, a).
2x—a-1,x>a
Atunci F!(b)=F,(b), F(a)=F)(a) < 2b+a+1=-2b+a-1, -a - 1 =a - 1
(imposibil).
Rezulta ca F admite primitive pe R < a = b.
P_,_‘:ﬂ."f 1. Sa se determine urmatoarele integrale nedefinite:

=
a) jsin2xdx,xelR; b) jsin(2x+3)dx,xelR;

PROPIE c) jcos4xdx,xelR; d) jez”ldx,xelR;
—2x+1 . 1
e) je dx, xeR; f)f x—ldx’x>1'

2. Determinati urmatoarele integrale nedefinite si intervalul maxim de definitie:

a) J'(ax+b)"dx,aelR*,neN*; b) .fax_adx,aelR*;
©) I\/x_4dx; d) j\/?dx; e) f(xz—er%)dX.

3. Sa se determine a,beR astfel incat urmatoarele functii sa admita primitive
pe domeniul maxim de definitie:

x?-3x+2 a-2x,x<0
W SRR 0={ x-1 7% B SRSR0)={0.xc0)
a,x=1 Inx+b,x=>1
2t x<l x4+ax+a,x<0
c) f:lR—>lR,f(x)={ 5 2’ ; d) f:RoR, f(x)=42,x=0
X +a'x+b,x>1

In(x+1)+b,x>0

4. Sa se determine a, b, c € R astfel incat F si fie primitiva lui /' in urmatoarele cazuri:

a) f,F:R>R,F(x)=acosx+x>—2x+b, f(x)=—sinx+2x—2;
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b) f,F:[O,Ej—HR,F(x)z%/;+atgx+bctgx+c,f(x)= L. : ! —
2 33/x?  sin” xcos”x
) f,F:(0,oo)—>IR,F(x)=a\/;sinx+bcosx,f(x)=smx+ xcosx+sinx;
2x
2 2

ax“ +bx+c =3x"+2x+5
d) f,F:(3,0) >R F(x)=—F——, f(x) =——.

x“—4x+3 (x2_4x+3)

5. Sa se determine a,beR astfel incat F:R —> R sa fie primitiva unei functii

f:R—>R in cazurile:

2
-2 <
a) F(x)= o X 0; b) F(x)=x2~|x—a|—|x—b|.
ax+b,x>0
X
tg—=, 0,
6. Sd se determine a, b, ¢ astfel incat functia F(x)= aarcte NE) xe[0,m) sa fie o
b
—+c,xX=1
1 b
primitiva a functiei f:[0,71] >R, f(x)=—.
2+cosx
7. Sé se determine o primitivd F:R - R afunctiei f:R >R, f(x)= x|x —2|,avand

proprietatea F'(1)=1.
1
8. Sa se determine a, b €R astfel incat functia F': (—E,OOJ >R, F(x)=(ax+b)}N2x+1

sa fie o primitiva a functiei f : (—%,OOJ —->R, f(x)=v2x+1.
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I.4. Functii care admit primitive.
Functii care nu admit primitive

in acest paragraf vor fi date céteva criterii privind existenta primitivelor unor anumite
categorii de functii. Se va face legatura Intre notiunea de primitiva, pe de o parte, si notiunile
de continuitate, respectiv proprietatea lui Darboux, pe de alta parte.

Teorema. O functie care admite primitive are proprietatea lui Darboux.

Demonstratie. Daca F : ] — R este o primitiva a lui f pe intervalul /, atunci F' este
derivabila si F''= f . Conform teoremei lui Darboux, derivata oricarei functii derivabile
are proprietatea lui Darboux.

Observatie. Daca f: I — R este o functie astfel incat imagineaei f'(/)= { f(x)|xel }
nu este interval, atunci f nu admite primitive.

Intr-adevar, daca f ar admite primitive, atunci f ar avea proprietatea lui Darboux si
atunci (/) ar fi interval.

Exercitiul rezolvat 1. Sa se demonstreze ca urmatoarele functii nu admit primitive
pe R: 1 x<0

x,xe@Q
a) f:R>R, f(x)=[x]; b) f(x)=sgnx=:0,x=0 ; ¢) f(x)z{ 3 .
Lx>0 x’,xeR-@Q

Solutii. a) Im f = f(R)=Z nu este interval; b) f(R)={-1,0,1} nu este interval;
¢) / are proprietatea Darboux pe intervalul 7 daca, pentru orice a, b€ I, a<b si orice o
cuprins intre f(a) si f(b) existd c € (a,b) astfel incat f(c)=o.Luam aq= V3,6=+/5.
Atunci f(a)=3V3, f(b)=55. Luim o =8¢(3v3,55). Daci ceQ, f(c)=8,
rezulta c=8§£(\/§, \/g) Daca c¢Q, f(c)=8, rezulta ca P =8, adicd c=2
(contradictie). Deci f nu are proprietatea lui Darboux si deci f* nu admite primitive.

Exercitiul rezolvat 2. Sa se dea exemple de functii f, g definite pe un interval / astfel
incét f'si g sa nu admita primitive pe 7, dar f + g, respectiv f - g, sd admitd primitive pe I.
-2,xe@ 2,xe@Q

s = dmit
2,xe@Q g0 {—Z,xelR—Q it admt

Solutie. Functiile f,g:R—>R, f(x)= {
primitive pe R deoarece Im f =Im g ={-2,2} nu este interval. Deoarece (f+g)(x)=0,
f(x)g(x)=—4,VxeR, atunci f+g admite primitiva ¢, ceR, iar f-g admite

primitiva —4x+c¢,ceR.

Teorema. Orice functie f:/ —R continua pe intervalul / admite primitive pe /.

Demonstratia teoremei va fi facuta in capitolul urmator.
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Exercitiul rezolvat 3. Sa se determine o € R astfel incét /' sd admitd primitive pe R,
sin ! #0
_’ x
unde f(x)= X
a,x=0

Solutie. Observam ca f nu este functie continud (nu existd lim f(x)). Avem
x—0

. 1 1Y 1
(xz cole =2x cosl + sinl sideci sin—= [xz cos—j —2xcos—. Functia g:R—>R,
x X X X X X
2x cosl x#0 1
g(x)= x’ este continud pe R . Intr-adevir, 0<|2xcos—| < 2|x ,Vx=#0,
0,x=0 *
aratd cd lim g(x)=0=g(0). Deci g admite o primitivd G si atunci o primitiva a lui /" este
x—
2 1
——G(x)+c,x#0
de forma F'(x)= v o8 X (@) e, x . Din conditia de derivabilitate in x = 0 rezulta
-G(0)+c,x=0
2 1
x“cos——G(x)+G(0)
1 _
F'(0)=lim 3 = lim (xcos——wjz—gm):o.
x—0 X x—0 X X

Deoarece F''(0) = f(0)=o rezultd o =0.

Observatii. m Exista functii care nu sunt continue, dar admit primitive.

mDaca f, g :1 — R sunt continue pe 7, atunci functiile min( f,g) si max(f,g) admit
primitive (deoarece sunt functii continue).

Exercitiul rezolvat 4. Sa se determine o € R astfel incat f* sa admita primitive pe R,

unde f(x):{(2x+3)ex,x¢0'

a,x=0

. Observam ca

* 0,x=0
(2x +3)e ,x;tO’ h(x):{ x

Solutie. Fie functiile g(x)= {3’ =0 -3x=0

lim g(x) =3 si deci g este continud pe R . Rezulta ca g admite primitive pe R . Functia f
x—0

admite primitive pe R daca si numai daca functia /4 admite primitive pe R, adica daca si

numaidaca a—-3=0< a=3.

Teorema. Fie functia f :[a,b] >R si ce(a,b) . Daca f admite primitive pe [a,c] si

admite primitive pe [c,b], atunci / admite primitive pe [a,b].

Demonstratie. Fie F):[a,c]— R primitiva lui f" pe [a,c] si F, :[c,b] > R primitiva
lui £ pe [c,b]. In cazul in care existd, primitiva lui f pe [a,b] are forma

17




_[Fi(x),xelad]
F(x)_{Fz(x)+(x,xe(c,b]
li;nF(x)=F(c)=1i£nF(x)<:>Fl(c)=F2(c)+a<:>0c=F1(c)—F2(c). Avem F'(x)=f(x)

pentru orice x €[a,b]—{c}. Demonstramca F'(c)= f(c). Avem: F;’ ()= limw =
x/c X—C

. Functia F' e continud in x = ¢ daca si numai daca

FZ(X):(_XCTFVI(C) ZE{IZFZ('X;:?Z(C) Z(Fz)’d(C)zf(C)

=(F)(c)=f(c), Fy(c)=lim
xNe

sideci F'(c)=f(c).
Exercitiul rezolvat 5. Sd se determine o primitiva a functiei f:[-2,2] >R,

f)Fx+1]+|x—1]-|2x[+2.
Solutie. Observam ca f este o functie continua (fiind suma de functii continue). Avem:

2, xe[-2,-1] 2x+a, x e[-2,-1]
2x+4, xe(-1,0 2 -

)= x xe( )§i F)= x +4x+b, xe( 1,0)'
—2x+4, x€[0,1] —x* +4x+c, x<[0,1]
2, xe(1,2] 2x+d, xe(1,2]

Conditiile de continuitate a lui F 1n punctele -1, 0, 1 dau: -2 +a=1-4+ b, b = c,

-1+4+c=2+d Obtnemb=c=a+1,d=a+?2.

Observatie. Deoarece f'este continud (si deci admite primitive) nu mai este necesara

verificarea conditiilor de derivabilitate pentru functia F' (in punctele -1, 0, 1).

Exercitiul rezolvat 6. Sa se determine o € R astfel incat functia f* sd admita primitive

1
sin—+a” + L, xe[-1,0)
X

pe [-1,1],unde f(x)=<2,x=0
sinl+ a+1,xe(0,1]
X
. o? +1, xe[-1,0)
sin—, x#0
Solutie. Definim functiile g, 7:[-L1] >R, g(x)=1 x ,h(x)=42,x=0
0,x=0 o+1,xe(0,1]

Avem f=g+h sicum f si g admit primitive rezultd ci este necesar ca A sa admitd

primitive. Obtinem deci o’ +1=2=a+1, deunde a=1.
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pRIBLEAF 1. Stiind cad /' admite primitive pe intervalul /, sd se demonstreze ca g
== admite primitive pe 7, unde g(x)= f(ax+b),ax+bel,a,beR.

2. Fie f,g,hk:R>R,ae R’ astfel incat pentru orice xR avem
prapnif  g(x) = (x + a) fix), h(x) = (x — a) f{x), k(x) = xf(x). Stiind ca g si & admit
primitive pe R, s@ se demonstreze ca f'si k admit primitive pe R.

| —

3. Fie functiile f, g :R — R astfel incat f{0) = g(0) = o, f(x)= sin’ %, g(x)=cos’

B

Vx#0.Sase demonstreze ca f'si g admit primitive pe R daca si numai daca a = 7
4.Fie f, g:R—R. Stiind ci f admite primitive pe R, g este derivabildsi g' continua
pe R, sa se demonstreze cad s = fg admite primitive pe R.

5. Sa se demonstreze ca urmatoarele functii nu admit primitive:

|x,xe(D
a) /[ R—>R, f(x)=x—[x]={x}; b) f:R-R, f(x)=1", ;
x*,xeR-Q
1
0 f(x>={;”’x;QQ; @) fROR f0=1 070
X ER— o, x=0,(o0)
sinx tgx
e) f:R>R, f(x)={ x X0 : ) f:R->R, f(x)=1 x % %0 i
o, x=0,(a=l) o, x=0,(a=l)

6. Sa se demonstreze ca urmatoarele functii admit primitive si sa se determine acestea:

max(|x ,xz),xe[—l,O) min(x,xz,x3),x<0
B 1= . b SRR )= K
min(x,xz),xe[o,l] max(x,x X ),x>0
2 <0
) R SR x2+4’X\ ) FRR. /() 2+sinx, x<0
¢ : — IR, X)= 5 . — I\, X)= .
/ /) 1 3WJx+2,x>0
x+5,x>0

7.Fie f:R — R o functie care admite primitive pe R . Si se demonstreze ca urmatoarele
functii admit primitive pe R:

a) fi(x)=e"f(x),VxeR; b) fi(x)=(ax’+bx+c)f(x),VxeR;

©) fi(x)=xe'f(x),VxeR; d) f,(x)=x(x+a),VxeR.

8. S4 se demonstreze ca functia f(x) = ([x]2 - [x]) ({x}2 + {x}) admite primitive pe [0,2).
Sa se determine o primitiva.
axe™ +bx’ +c

nx

9. Sé se determine a, b, c €R astfel incat functia f:R—R, f(x)=lim
e |

sd admita primitive pe R.
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L.5. Integrarea prin parti

Se stie cd, dacd f, g:I — R sunt derivabile pe intervalul 7, atunci functia fg este
derivabila pe 7 si avem (fg)'=f'g+ fg'.
O priméd metoda ce permite determinarea primitivelor unei functii este integrarea prin

parti (descoperitd de Brook Taylor in anul 1715).

Teorema. Daca functiile f, g :/ — R sunt functii derivabile cu derivatele functii con-

tinue pe intervalul 7, atunci functiile fg, f'g si fg' admit primitive pe 7 si multimile lor

de primitive sunt legate prin relatia: If(X)g'(X) dx = f(x)g(x) - If'(X)g(X)dX.

Demonstratie. Deoarece orice functie derivabila este continud, produsul si suma (sau
diferenta) a doud functii continue este functie continua, rezulta ca functiile fg, f'g si fg'
sunt continue si deci admit primitive. Atunci:

S02E)+% = [(f2)(0)dx = [( ' (0)g)+ f()g'(x)dx = [ /(D)) dx+ [ £(x)g () dx + ¢

Probleme rezolvate. Si se determine primitivele urmatoarelor functii:

1) f(x)=x’",xeR; 2) f(x)=xlnx,x>0;

3) f(x)=sinxln(cosx),xe[O,gj; 4) f(x)= ln(h”) S1;

5 f)=—F, xe[o,gj; 6) f(x)=1+josx,xe[o,§j;

7) ) =N@ -2, xe(—aa),a>0; 8) f(x)=x?+a,xelintervalul cu x> + o> 0;
9) f(x)=xvx>—4, unde x>2: 10) g(x)=x*Vx> —4, unde x>2.

Solutii. 1) | x?e” dx = Ixz(ex )'dx = x%e* — ZJeXxdx =x%e" - 2_[ (e*)'xdx =

=x’e* —2(xex —Iex dx) =xle" —2(xe* —e")+C =" (x* —2x+2)+ € ;

2 2 2
2) jxlnxdx=j[%} lnxdx=%lnx—.[§dx=%(lnx—%)+%’;

3) J.sinx In(cosx)dx = .[(— cosx)'In(cos x)dx =—cosxIn(cosx) — I(— CosX): —SIx

dx =
COSX

= —cosxln(cosx)—.[sinxdx =cosx(1—In(cosx))+¢;
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1

4) j@dx = [In(inx) - (In x)"dx = (In x) In(In x) —Jlnx-ﬁdx -

=(nx)In(Inx)-Inx+¢ = [ln(lnx) - l]lnx +€;

5) '[czsdxx_'[ x(tgx)'dx =xtgx — thxdx thx+'[(cosx

dx=xtgx+In(cosx)+¢;

x
! [COSJ
6) j xdx :J' xdx ZJ‘x[thJdx=xtg£—.[(tg£jdx=xtg£+2j—2dx=
1+cosx 2cos 2 2 2 2 cos™
2 2

=xtg£+2lncos£+%’ ;
2 2

2
a —x
dx=a2.[

2 d 2
[— —- [~

a®—x* \/az—x2 \/az—x2

) X = x\/a —-x +J\/a —x*dx=-xva® - x> +1 si

7) I:I a> —x* dx = dx . Deoarece

I\/idx‘_j (

dx . X 1 [ X
j\/ﬁ =arcsin— | rezultd ca [ :E xVa® —x? +a’arcsin— |+ v
— a a

a —-x

x+oc

2
dx

dx: Y dxraf——

Now J\/x2+a '[\/x2+oc

8) I= jxmdxj

2
Avem al dx = x( x2+oc)'dx=x\/x2+oc— \/x2+adx=x xva—1si
s A\ / “
I Zb( =Inlx+Vx* +a +‘(K.Ob§inemdeciI:%(x\/xz+(x+og1nx+\/x2+ogD+(€.
X"+
x X
9) 1= .[x x —4dx = ,"\/7 =Jﬁdx—4jﬁdX=

—I ( )dx 4J-(\/x7—)'dx=x2\/xzi—4—2."x ¥ —4dx—4x? -4 =

1
=(x2—4) x*—4-2] . Deci I=§(x2—4)\/x2—4+(€.
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10) /=

J‘x ()C2 —4)

xr- )'dx 4j

dxjﬁdx 4.[\/7dxj \/_)’dx=

—3.[)62 x2—4dx—4x\/x2—4+4.[ 2 —4dx;
[=x\x*-4-3]-4x- \/x2—4+2(x x2—4—4ln(x+\/x2—4));
4I=x\/x2—4-(x2—2)—81n(x+\jx2—4 ; I:%x\/xz—4-(x2—2)—21n(x+\/x2—4)+(ﬁ.

e*—e” e +e et —e”
Observatie. sh,ch,th:R—R, shx= , chx= , thx = )
e*+e "
e*+e” x
cth= , cth:R >R,
et —e
P RIBLEAE A. Sa se determine primitivele urmatoarelor functii:
—— x -x
1. f(x)=xe",xeR; 2. f(x)=xe ", xeR;
paornE 3. f(x)=x’",xeR; 4. f(x)=Inx,x>0;
5. f(x)=(x1nx)3,x>0; 6. f(x)=cosxIn(sinx), xe(0,m);
7. f(x)=xshx,xeR; 8. f(x)=xchx,xeR;
9. f(x)=x"shx,xeR; 10. f(x)=x*chx,xeR;

xln(x+\/1+x2)
\/1+x2
1+x T
13. f(x)=xIn—/,xe(-L1); 14. f(x)= xe(O,—J;
1-x sin® x 2

,x>0;

11. f(x)zln(x+\/1+x2),x>0; 12. f(x)=

15. f(x)=1_cosx,xe(0,g} 16. f(x)=arcsinx, x e(-11);
17. f(x)=arctgx,xeR; 18. f(x)=e"cosx,xeR;
19. f(x)=e"sinx,xeR; 20. f(x)=e*"cos3x,xeR;
21. f(x)=e>*sin2x, xeR; 22. f(x)=e"cos’x,xeR;
23. f(x)=¢"sin’x,xeR; 24, f(x)=xtg2x,xe[0,gj;
25. f(x)=In(x* +1),xeR; 26. f(x)=In(1-x),x<1;
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27. f(x)=cos(lnx),x>0;

29. f(x)= h“‘ >0

3. f(x)= "2 ,xe[o,gj;

X
33. f(x)=——,x>0;
sh? x

35. f(x)=x’Vx?+1,xeR;
37. f(x)=x3\/x2 +1,xeR;

39. f(x)=9x%In(x+1),x>—1;

28. f(x)=sin(Inx),x>0.

30. f(x)= xe[O,Ej;
sin’ x 2
32. f(x)— ,xeR;
2x
34, xarcsin x re(-Ll):

S(x)=—F+,
* V1-x2

36. f(x)=xVl-x2,xe(-11);

38. f(x)=xcos2x,erR;

40. f(x)=In’x,x>0.

B. Sa se determine primitivele urmatoarelor functii:

4
t
L f(x )_m’xeR;

+X

3. f(x)=xse_x2,xelR;

In(sin x

5. f(0) =259 o).
sin® x

7. f<x)=@,xe(o,£}
sin” x 2

9. f(x)=x41n3x,x>0;
11. f(x)=tg6x,xe(0,g}
13. f(x)= sin® xcos” x,xeR;

,X e[O,EJ;
cos® x 2

17. f(x)=xe*sinx,xeR;

15. f(x)=

19. f(x)=xe*sin’x,xeR;

2. f(x)=x36x2,xelR;

xIn(x+1)

. - 1
="
6. f(x)= 2080 xe(o,ﬁj;

cos’ x 2

8. f(x)=x"",xeR;

10. f(x)=cos’x,xeR;

1

N

. f(x)= ctg3 X, X € (O,g}

14. f(x)= sin® xcos* x, xeR;

16. f(x)=x*9—x?, xe(-3,3);

18. f(x)=xe*cosx,xeR;

20. f(x)=xe"cos’x,xeR.
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I.6. Integrarea anumitor tipuri de functii

In paragraful 1.5 s-a pus problema determinarii unor integrale nedefinite de forma
[P(x)e™"dx, [ P(x)sinaxdx , unde P este polinom de gradul n € N'. Problema s-a
rezolvat integrand prin parti de n ori. Pentru n suficient de mare, calculul a devenit
greoi. In cele ce urmeazi vom prezenta o altd varianta de determinare a primitivelor.

1) fP(x)e‘”dx, P polinom de gradul n € N*. Integrand prin pérti obtinem

1 1 1
J.f(x)dx = aJ.P(x)(ew‘)'dx =aP(x)€ax —ajp'(x)eax dx . Procedeul continui si, in
final, obtinem IP(x)eax dx=0(x)e™ + %, unde QeR[X], gradQ =n. Coeficientii
polinomului O se determina din conditia (Q(x)ew )' = P(x)e™ (prin metoda coeficientilor

nedeterminati).

Pentru cazul particular f (x> =2x +3)e™dx , avem:
((ax2 +bx +c)ezx)' =(x? —2x +3)e™ <> Qax’ +2bx +2c+2ax + b) =** (x* = 2x +3) =

o 2ax +(2b+2a)x+2c+b=x> -2x+3,VxeRo2a=1,2b+2a=-2,2c+b=3<

1 3 9 1 3.9
Sa=—,b=—>,c=— i [(x?- g =| —x2 —Zx+2 |2 47
2 2 c 4.De01 j(x 2x+3)e” dx (2x 2x+4}e +€.

2) fP(x)sinowcdx , P polinom de grad n € N*, Integrand prin parti obtinem

J.f(x)dx = —lJ.P(x)(cos ox)'dx = —lP(x)cos o +le’(x) cosoxdx = —lP(x)cosooc +
o o o o
+LJ‘P '(x)(sinox)'dx = —lP(x)cos ox + LP’(x)sinowc —L.[P"(x)sinwcdx .
a2 o o’ o’

Continuand procedeul ajungem in final la: IP(x) sinox dx = Q(x)cosax + T'(x)sinox ,

unde O si T sunt polinoame cu coeficienti reali astfel incat gradQ =n, gradT =n—1.
Coeficientii lui QO si T’ se pot determina derivand relatia data si identificand.

Pentru cazul particular f (x* + 2x + 1)sin 2xdx avem:
[ +2x=T)sin 2xdx = (ax + bx +¢)cos2x + (mx + p)sin2x+ ¢ . Obtinem
(x2 +2x—1)sin2x = (—Zax2 —2bx—2c+m)sin2x+ (2ax+ b+ 2mx + 2 p)cos2x ,deunde

x> +2x—1==2ax*> —2bx—2c+m si Qa+2m)x+b+2p=0< —2a=1,-2b=2,

c_3 1
2Py

1 1
2c+m=-1, 2a+2m=0,b+2p=0=a=——,b=—1,m=—,
2 2 2
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< 1 1
Rezulta I(xz +2x —1)sin2xdx =(—5x2 —x+%}cos2x+5(x+l)sin2x+%’ .

3) f P(x)cosoxdx , P polinom de grad n € N*
Avem: IP(x)cos oxdx =Q(x)sinax+ 7T (x)cosax, gradQ=n, gradT =n—1 .

Pentru cazul particular j(2x2—3x+1)dx avem: I(2x2—3x+1)cos2xdx=

= (ax* + bx + ¢)sin 2x + (mx + p)cos2x + ¢ . Prin derivare rezultd (2x* —3x +1)cos2x =
= (2ax2 +2bx +2¢+m)cos2x + (2ax + b—2mx — 2 p)sin2x . Obtinem relatiile 2% “3x+1=
=2ax> +2bx+2c+m, (2a—2m)x+b—2p=0. Prin identificarea coeficientilor avem

2a=2,2b=-3,2c+m=12a-2m=0, b—2p=0 si deci a=1,b=—§, m=1,¢=0,

> adics 2 2 3. 3
P:—Z, adica I(2x —3x+1)cos2xdx =| x _Ex sin2x+ X_Z oS24+ |

4) f P(x)cos” xdx, f P(x)sin” xdx , polinom de grad n € N, m € N

1+cos2x
2

1—cos2x

1. A 2 : 2 . .
Utilizdnd formulele cos™x = ,sin” x = > , 2sinxcosx = sin2x,

calculul primitivelor date se reduce la calculul unor primitive de forma f O(x)coskxdx,

f R(x)sinkxdx , unde Q si R sunt polinoame din R[X], iar k € N'.
EREMPFLY 2 3
Sa se determine f (x"—=2x+1)cos” xdx .
{hj Solutie. Avem f(x2 —2x+1)cos’ xdx = f(x2 —2x +1)cos’ xcosxdx =

=[x —2x+ I)WCOSMX =%f(x2 —2x+ 1)c0sxdx+%f(x2 —2x+1)cos2xcosxdx =

- % [ = 2x + ) cos xdx + % [ = 2x +1)(cos 3x + cos x)dx =

1 1 1
=§f(x2 —2x+ 1)cosxdx+zf(x2 —2x+1)cos3ocdx+zf(x2 —2x +1)cos xdx =
:%J.(xz I 1)0053xdx+%f(x2 —2x +1)cos xdx .

5) fe‘“ cosPxdx, fe‘“ sinpxdx, a, beR’ .

Avem F(x)= I e™ cosPxdx = é f e™(sinPx)'dx = ée‘” sinPx — % f e™ sinBxdx .

G(x)= I ™ sinBxdx = % I ™ (—cosPx)dx = —%e‘“ cosPx+ % I ™ cosBxdx .
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F si G se determina rezolvand urmatorul sistem de ecuatii:

F(x)= %e‘“ sinPx —%G

G(x) = Lwreos Bx+<G

p p

Obtinem F(x)=e (occoszﬁix+2B51an)+((/’ G(x)=e (ocsm[é%x—?cosﬁx)wK'
a+b a+b

6) j P(x)Inxdx , P polinom de grad n € N". Fie P(x) =Y ax" . Antiderivand prin
k=0

parti obtinem [P(x)Inxdx = Q(x)Inx — | %Q(x)dx , unde O(x)=2’ kai lxk+1 )
k=0

i Sa se determine I (x> =3x + ) Inxdx .

; 3 2 ' 3 2
{hj Solutie. f(x2—3x+1)1nxdx=f(x——3i+x) lnxdx=(%—3i+x)lnx—

3 2 2

—j(x——3—x+1)dx=(x—3—3—xz+x)lnx—%3+%—x+% ,

pEIBLEAE  S3 se determine primitivele urmatoarelor functii:

1. f(x) = (2x* - 3x)e*, x € R

2. flx) = (@ — 2x* + x)e*, x € R.

3. flx) = (-3x2 + 2x)sin2x, x € R.

4. filx) = (4x* — 3x* + x — 1)sin3x, x € R.

5. filx) = (4x* + 2x — 1)cos(-2x), x € R.

6. flx) = (-3x* + 2x* — 1)cos3x, x € R. 7. fix) = (x* + 2x — 1)sin’x, x € R.

pPropnik

8. flx) = (-3x? + 2x)sin’x, x € R. 9. fix) = (-3x* + 4x — 1)cos*x, x € R.
10. f{x) = (—x* + 2x)cos’x, x € R. 11. f(x) = e*sin3x, x € R.

12. f{x) = e*cos2x, x € R. 13. fix) = (x* — 3x + 2)Inx, x > 0.
14. f{x) = (x* — 4x)In2x, x > 0. 15. fix) = (3x* —2x + 1)In3x, x > 0.

16. fix) = (2x* — 3x + 2)e* + 2x — 3)e*, x € R.
17. fix) = (3x* — 4x + 1)sinx + (3x + 1)cosx, x € R.
18. fix) = (4x3 —3x* — 2x)e* + (2x* + 3x — 2) Inx, x > 0.
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1.7. Schimbarea de variabila

Schimbarea de variabila 1n calculul primitivelor se efectueaza pentru a reduce calculul
unei primitive mai complicate la calculul unei primitive mai simple.

Teorema (prima metoda de schimbare de variabila)

Fie I siJ doud intervale din R si fie functiile /—5—J —" 3R avand proprietatile:
a) g este derivabild pe /;
b) /1 admite primitive (fie H o primitiva a sa).

Atunci functia (e g)g' admite primitive pe I si, in plus, avem

[(g(0)g'(x)dx = H (g(x))+ .

Demonstratie. Deoarece H o g este o functie derivabila pe / (fiind compunere de functii
derivabile) si (Hog)'=H'(g)-g'=h(g)-g'=(hog)-g', rezultd cd Hog este o
primitiva a lui (hog)-g'.

Practic proceddm astfel: avem de calculat integrala /; = I f(x)dx,unde x e /. Scriem
functia / sub forma f(x)=(heg)(x)-g'(x)= h(g(x)) -g'(x). Notam g(x)=teJ;
diferentiem formal dg(x)=g'(x)dx=dt si obtinem egalitatea formalda g'(x)dx =dt.
Obtinem integrala /, = Ih(t) dt= H(t)+ ¢ . Atunci obtinem [/, = H(g(x)) +¢.

Observatii. m Nu putem scrie egalitatea /; =/, deoarece I, reprezintd o multime de
functii definite pe /, iar /, reprezintd o multime de functii definite pe J.

m Multimile 7, si /, pot fi diferite chiar si atunci cand 7=/, dar g nu este functia
identica (definita pe /).

Exercitiul rezolvat 1. Sa se determine primitivele functiilor:

w) fIRSR, f(0)=—25 b) £:0.0) >R, f(x)= 22

1+cos” x

Solutii. a) Luam g(x)=cosx, g:R —[-1,1] si atunci g'(x)=-sinx. Rezulti ca
@)= - (x) b= -1 1R Avem I, = [h(t)dt = —j—=—arctgt+w
+g(x)’ +7
deci [, = jf(x) dx =—arctg(cosx) + ¢ .
b) Luim g(x)=1Inx, g:(0,00) >R sideci g'(x) 1 Rezultica f(x)=g>(x)g'(x).
X

4
1
Notam A(f)=1>, h:R —R siatunci /, =jt3 dt=%+%.0bﬁnem I, =Zln4x+f(z.
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Tabel de integrale nedefinite

Nr. Integrala nedefinita Conditii pentru g:7 >R
ert. si alte conditii
n+l
1. jg"(x)~g’(x)dx:g—(x)+7/ neN
n+1
ga+l(x)
2. [g() g dx =8y a=-1, g(I) < (0,)
a+1
g'(x)
3. S——=dx =In|g(x)|+ € x)#0, Vxel
[ dx = nle) g
&™)
4. Iag(x)-g'(x)dxz +€ a>0, a1
Ina
g'(x) 1. 1g(x)—a
—= - —dx=—1In +¢ _
5. Igz(x)_az 2a |g(x)+a gx)¢g{-a,a}, Vxel, a#0
6. I%dx:larctg@+((’ az0
g(x)+d’  a a
7. &dx:arcsin@+7«’ a>0, g(I)<(-a,a)

Ja? —g?(x) a

J‘&d)(:ln(g(x)-f-m)_}_%

8. gz(x) + az a#0

9. %d)(:ln g(x)+«lg2(x)—a2 + € g(I) = (-, a|) sau
g°(x)-a g(l)c(|al,©),a=0

10. jsing(x) -g'(x)dx =—cosg(x)+ ¥

11. J.cosg(x)‘g'(x)dx=sing(x)+((~’

12. I—gz(x) dx =tgg(x)+% g(x)é{(2k+l)E keZ}, Vxel

cos” g(x) 2
13. —,gz'(x) dx = —ctgg(x)+¢ g(x)e{kn|keZ}, Vxel
sin” g(x)

14. jtgg(x)~g'(x)dx=—ln|cosg(x)|+((,’ g(x)e{(zkﬂ)gkez}, Vxel

15. J.ctgg(x)‘g'(x)dx=ln|sing(x)|+((~’ g(x)e{kn |keZ}, Vxel

16. [shg(x)-g'(x)dx=chg(x)+¢

17. Jehg()-g'(x)dx =shg(x)+ ¢
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Exercitiul rezolvat 2. Sa se determine primitivele functiilor:

1
a) f:(0,m) >R, f(x)=——; b) [:R—>R, f(x)=
sin x x +1
sinx (cosx) (cosx)
Solutie. a) I _I dx —_j dx __j
sinx  * sin® x sin® x 1—cos? x
1
Luind g(x)=cosx , g:(0,m) > (-L1), h(t)=—1—2, h:(-1,1) >R obtinem
1—cos
12:_.[ dt |t 1| ((/__lnl_ deci Il_—h’l x+%),
1-7 |t+1| 2 1+4¢ 2 1l+cosx
b) Scriind formal avem ¢=x, dt =3x*dx siatunci /, == =—ln 1+ ) +¢.
I\/t +1

1 [
Obtinem /; =§1n(x3 +/x° +l)+W.

Exercitiul rezolvat 3. Sa se calculeze I\/ ax® +bx +cdx.

Solutie. Functia f(x)= ax* +bx +c,a#0, este definitd pe un interval / < R pentru
care f(x)>0,Vxel.

Cazul I. a>0. Avem f(x) ——[(2ax + b) — ] unde A=b*—4ac. Daci A<0
putem lua / =R . Daca A >0, considerand X; < x, radacinile ecuatiei f(x)=0, putem

lua I < (—0,x;) sau I < (x,,0). in toate cazurile avem (2ax + b)2 —A>0.Consideram

functia g(x)=2ax+b si avem gz(x) >A, g'(x)=2a, Vxel. Notand 2ax+b=t,

h(x)=Vx*—A, avem h(g(x))=+/(2ax + b)? —A =2va -Nax® +bx+c si atunci

h(g(x))-g'(x)=4a\/;.\/ax2 +bx+c . Obtinem J.h(X)dX=%; /xz —A—%]n

atunci I\/Clxz +bx+cdx = %{(Zax +b)\ f(x) —%ln‘Zax +b+ ZJ;\/f(x)H +¢.
a a

XV A+ si

Cazul II. a<0. Acest caz este posibil numai dacd A >0 si deci I < (x},x,). Avem
f(x) =—4—1a(A—(2ax + b)z) . Notand h(x) = \/ﬁ ,avem h(g(x)) = \/m =
=2J-aax® + bx +c, h(g(x))g'(x)= 4av-aNax® + bx +c . Deoarece Ih(X)dX =
— | ax+bN=af(x)+

1 A 1
=5x\/A—x2 +Earcsin—x +W,ob‘ginemj- ax2+bx+ch=4
a

A

+%arcsin Zax + b}+ C.

A
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E¥EMFLY  S3 se determine primitivele functiilor:

a) f(x)= m x>1 b) f(x)=V—-4x? +4x+3, xe(—— EJ

Solutii: a) Avem cazul g(x) =2x> - 3x+lcua=2>0,A=1>0. Luam ¢t=4x — 3 si

rezultd ci: If(x)dx = é{(4x —3)W2x? —3x+1 —ﬁln |4x -3+ 22(2x* = 3x + l)} )

b) Avem cazul g(x) =—4x* +4x+3cua=-4<0,A=64>0.
Obtinem

—4x? +4y+3dx——

[
2x-1 2x—1

adici j\/—4x2+4x+3 dx = x4 —4x% + 4x +3 +arcsin x2 +C

2 . 5 x+4
(—8x+4 —4x? +4x+3+—arcsm }r((’
{ ’ \ 64

Exercitii rezolvate
Sa se determine primitivele urmatoarelor functii:

2r

x€ R.

4. f(x)=cos’Jx,x>0. 5. fx )—

Solutii.

2 o
4. Notdm x = 2, ¢ > 0 si atunci dx =2¢dt, =~/x . Avem de calculat primitiva

24t = _r 2 Liysinonyde =L + Lysinor—
J2tcos tdt —jt(1+cos2t)dt— 5 +jtcos2tdt =5 2j’t(s1n2t) dt = >t 2tsm2t

2
—%Isin2tdt=%+%tsin2t+%0052t+’(f.
Primitiva cerutd este %+%x/§ sin2/x +%cos 2Jx+@
5. Luam x = In¢, ¢ > 0 si avem dxz%dt, t=e". Avem de calculat primitiva
o —(1-_2 —f_ ¢
g D= (1o 25 dt=i -2+ 2]

Primitiva cerutd este e* — 2In(e* + 2) + €.

P RIBLEAE Sa se determine primitivele urmatoarelor functii:
—

—3
L f(x)=xV1+9x>,xeR; 2. f(x)=x>-3x>-27,xeR;
PRop/E 3. f(0)=(—DWx* —dx+Lxe(2:); 4. f(x)=¢"sin(e"), xeR;

5. f(x)=sin"xcosx,xeR,neN; 6. f(x)=e"cos(e’),xeR;
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11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

tgx T
9. f()=——,xe| ==
/@) cos” x xe( 2 2J
f( :SIH X’XE(O’EJ’
COSX 2
o
=520,
f(X)=1n(xx2 x>l
X
f=rm—xeR;
X+
f()= 1" — xe(-LD);
—X
sinx T
f(x)= e:x+11,xelR;
e +
3
f(x) i x2)2,xelR;
3
=08 s,
X
1
f(x)ZE,XG(O,TC);
Inx
f(x)_x(l—lnzx)’x>e’
1
S(x)=—

33.

——————  X€
cos” x4/l +tgx [ 4

8. f(x)=tg’x+tg*x, xe [O,gj

10.

14.

16.

18.

24,

26.

28.

32.

TETC_
25

)=
xIn

fly=—DX xe[
’ x/1+2cosx’

()=

Cfx)=

1
&

f="5

sin” x

,xe(0,m);

,x>1;

>

X

f(x)=xzex3,xelR;

2
2241
f(x)=e™ " x>0;

X
(x)=——,x€eR;
70 x4l

sin2x

X e
\sinx ’

fx)=

ef+e "

1
xInxIn(lnx)’

fx)=

>

S(x)= ,xeR;
1+e**

1 [ T nj
S XE| ——,— 5
CoSX 22

ln\/_

X
,x>1;

fx)=

X



34.

36.

38.

40.

42,

44.

46.

48.

50.

52.

54.
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2x

f(x)— 2,)CEIR,a;tO;
+
S =12 R,
I+cos™ x

f(x)=x+%, x>0;
X

f(x)—@ x>0;

f(x) =sin’ xcosx, xeR;

Fr)= sm3x xe[()’gj;

COS™ X

) =252 xe(O,g} n=2;

sm X
f()=—"— xeR
x)= ,xeR;
1+e*
in2
f)=—"" xeR;
1+cos” x

f(x)=; xe[l e}.
x\/1—1n2x’ e’ )

f(X)Z%, XEIR;
e +e

35. f(x)=—>">— xeR;

1+sin” x

[ 2
37. f(x)= l;x

,x€(0,1).

39. f(x)=x*(1-3/x),x>0;

X
41. f(x)=——————, a#0;
S ()cz+a2)2

43. f(x)=sin" cosx, xeR,neN*;

85, f(0)=1g’x, _E,Ej.
5. f(x) gxxe[22,
e*/;
47. =—— x>0;
S(x) NP x

19, f(x)=F 150,
X

1
51. f(x)—— x>0;
3x2 —2x+3

cos(In x)

53. f(x)=—"- . ,x>0;

s5. f(x)=2+1&, x>0




1.8. Descompunerea functiilor rationale in functii rationale
simple

Problema care se pune este determinarea primitivelor unor functii de forma

—gg; :1 >R, Iinterval, P, QO € R[X], Q(x) # 0, Vx € I Primitivele unor astfel de

functii sunt functii elementare ce se pot determina. Ele sunt combinatii liniare de
functii rationale, functii logaritmice si functii trigonometrice inverse.

Definitie. O functie /' :/ — R, unde I este interval, se numeste functie rationald daca
P(x)

X
(Q(x) #0,Vxel ) . O functie rationala f se numeste functie rationald simpld dacd are una

existd polinoamele Psi Q cu coeficienti reali astfel incat f(x)= pentru orice x € [

din urmatoarele forme:
a) f(x)=a,x" + anflx"’l +...+a;x + a, (functie polinomiala);
A *
b) f(x)=———,neN ,4+0;
(x—a)"
Ax+ B

— T neN,A=b*-4ac<0.
(ax? +bx +c)"

0 f(x)=

Urmatoarea teorema arata ca orice functie rationala se poate scrie ca o suma finita de
functii rationale simple. Calculul primitivei unei functii rationale se reduce la calculul
primitivelor unor functii rationale simple.

P(x)
O(x)

iar P si Q polinoame prime intre ele. Dacd avem Q(x) = (x —a,;)" (x —0t,)™ ... (x —oy )" -

Teorema. Fie functia rationala f/:7 >R, f(x)= ,O(x)#0, pentru orice xe [,

(2 + ax+b)"™ (x* + ax+by)"™ ... (x* + a,x+ bp)m” ,unde oy, 0,,...,04 €R, 1y, 1y,..., 1y,
my, my,...,m, € N*, al-2 —4b; <0 pentru orice i:ﬁ, atunci f se descompune in mod
k i i i i
A A L :
unic sub forma: f(x)=T7T(x)+ Z ! + 2 vt L4 4 +
n; n;—1 2 _
i1 (x—a;) (x-0;) (x—o;)" x—0

B{x+C| . Bix +Ch L, Bix+d

Sl P +ax+b)" (P +ax+b)" X 4ax+b

+ ,unde T este un polinom

cu coeficienti reali, A} , B}, C} , j=1,i suntconstante reale.

Observatie. ,,i” nu este exponent ci ,,indice” in notatia Aj’- (a nu se confunda nici cu
»aranjamente de j elemente luate cate ;).
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Metoda coeficientilor nedeterminati
» se efectueazad impartirea cu rest a lui P la O (evident in cazul in care grad P = grad Q)
si obtinem P =TQ+ R, unde R este restul (evident grad R < gradQ);
» se descompune Q in factori ireductibili peste R ;
» se scrie formula de descompunere ca in enuntul teoremei;
» se elimind numitorul si se identifica coeficientii celor doud polinoame, obtinandu-se un
sistem liniar in care necunoscutele sunt coeficientii din descompunere;

» se rezolva sistemul.

Exercitiul rezolvat 1. Sd se descompuna in functii rationale simple:

2xt 433 —x? —2x -1 ¥
a) f(x)= ; b) f(x)=—F—5—-
arx?—x-1 S xt+3x2 42
X A B C

— - A = .
(x=D(x+1)? e (x—1)(x+1)? X—1+x+1+(x+1)2

Prin eliminarea numitorului rezultd x = A(x + 1)2 +Bx-1)(x+1)+C(x-1), de unde

Solutii. a) f(x)=2x+1+

)C=(A+B)x2 +(2A+C)x+ A—-B-C. ldentificind coeficientii obtinem A+ B =0
1 1 1
24+C=1,A-B-C=0sideci A=—,B=—-,C=—.
4 4 2

Altfel, in egalitatea x = A(x +1)> + B(x—1)(x + 1)+ C(x - 1) :
—facand x =1 rezultd 1=44, adica 4= %;
—facand x =-1 rezulta —1=-2C, adica C =% ;

—facand x =0 rezultd 0 =4 - B - C siatunci B:A—C:—%.

in concluzie, f(x)=2x+1+l 1 _ 1 + 2 )
4{x-1 x+1 (x+1)?

x> _Ax+B+Cx+D
(x2+2)(x2+1) x2+2  xP+1

b) f(x)=

I) Eliminand numitorul rezulta X = (Ax + B)(x2 +1)+(Cx+ D)(x2 +2) (1)
X = (4+ C)x3 +(B+ D)x2 +(A+2C)x+ B+2D. Identificand coeficientii obtinem
A+C=1,B+D=0,4+2C=0,B+2D =0 careare solutia A=2,8=0,C=-1,D=0.

Observatie. Functia /" este impara si atunci B=D =0.

II) In egalitatea (1) luam x =i si obtinem —i = Ci + D . Cum C si D sunt numere reale
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rezultai C =—1, D=0. n egalitatea (1) luim x =i+/2 si obtinem —2i2 =-4iN2-B.

2x X

Deoarece 4 si B sunt numere reale rezulta 4=2, B=0.Deci f(x)=— -——-
x*+2 x"+1

In cele ce urmeaza vom trata numai cazul in care grad P < 4. Vom exemplifica
prin exemple in care grad P = 4.

A. Cazul in care numitorul are numai riadéicini reale

Al. Numitorul are toate rdddcinile reale diferite

In acest caz putem considera Q(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢)(x — d), unde a, b, c,
deRa#b+#c#d+#a.

. B A B C D
Atunci f(x) =T(x) + -2+ ——p+ =+ =

e*EMPLY S3 se descompund in functii rationale simple f': (3, ©) > R,

_ 58 —19x° +12x+6
SO = D -3)

4, 8, C , D si prin eliminarea numitorului
x x-1 x-2 x-3

obtinem: A(x* — 6x* + 11x — 6) + B —5x* + 6x) + C(* — 4x* + 3x) + D(x* — 3x% + 2x) =
=53 -1+ 12x+6=(A+ B+ C+ Dx*+ (64 -5B—-4C - 3D)x* + (114 +
+ 6B + 3C + 2D)x — 64 = 5x* — 19x* + 12x + 6. Identificand coeficientii obtinem
sistemul4+B+C+D=5,-64-5B-4C-3D=-19,114+ 6B +3C+ 2D =12,
—64 = 6, care are solutia 4 =-1,B=2,C=-3,D=1.

Indicdm acum o altd metodd pentru determinarea coeficientilor 4, B, C, D in

Solutie. Avem f(x)=

cazul functiei date mai sus.

B C ., D \_52-19+12x+6
A = - '
vem xf(x) A+x(x—1+x—2+x—3) (x =D(x =2)(x-3)

Inlocuind x cu 0 obtinem 4 = —1.

A, C D \,. _5¢ —19x" +12x+6
Avem (x+x—2+x—3)(x D+B= G- 2)x=3)

Luénd x = 1 obtinem B = 2.

(4, B D \_5¢-19x*+12x+6
Avem C+(x 2)(x+ * ) x(x—1)(x—-3)

x—=1 x-2
Luand x = 2 obtinem C = -3.

3 2
N (4. B C )=5x —19x" +12x+6
vem D+(x 3)(x+x_1+x_2 x(x—l)(x—2)

Luand x = 3 obtinem D = 1.
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A2. Numitorul este de forma Q(x) = (x — a)*(x — b)(x —¢),a # b # ¢ # a.

: A B C D
Atunci avem f(x)ZT(x)+(x—a)2 +x—a+x—b+x—c'

CrEMFLY Sa se descompuna in functii rationale simple

5

. — X
[0, -1 > R, (%) DD

X —2x*—3x+2
(x=1D)’(x+1)
4 -2xX" —3x+2 _ A+ B +C+D
x-1D)’(x+1)  (x=1° (x-17 x-1 x+I’

Solutie. Avem f(x) = x + 2 + g(x), unde g(x)= 4

Luim g(x)=

Inmultind cu x + 1 obtinem 4x’ —2: _3x+2—D+(x+l) -+ B S+ C |
(x=1y° (-4) (x—17 x-1

Luand x = —1 rezulta D= —é. Inmultind cu (x — 1)* avem:

3 2
4x° —2x" —3x+2 =A+(x-)B+(x-1’C+(x-1)°- X+

x+1 1

A y 1 . . B C _4x—2x"-3x+2
Luand x = 1 rezulta A=§. Rezultd ca Gl o x(x—f;3(x +x1) -
1 1 B C 31 —13x"-31x+13
— — @ . . A .
2(x—1)3 8(x+1) (x—l) (x D 8(x— 1) (x+1) . Eliminand numitorul

rezultd 8B(x? — 1) + 8C(x — 1)*(x + 1) = 31x* — 13x2 - 31x + 13 < 8B(x* — 1) +
+8C(x3 —x* —x+ 1) =31x — 13x* — 31x + 13.

Prin identificare rezulta 8C = 31, 8B — 8C = —13, de unde C :%, B :%.
5 x 1 9 31 1
Rezulta ca = + + + +x+2.
J@) 20x -1 4@x-17" 8(x-1) 8(x-1) o
A3. Numitorul este de forma Q(x) = (x — a)*(x — b)*, a # b
. A B C D
Atunci avem F(x)=T(x)+ . +X—a+(x—b)2 +x—b . (1)

Daca se inmulteste (1) cu (x — a)* si in egalitatea obtinuta se inlocuieste x = a, se
determina A. Daca se inmulteste (1) cu (x — b)* si in egalitatea obtinuta se inlocuieste
x = b, se determina C.
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4 C
(x—a) (x—-b>"

iar B si D se determind prin metoda coeficientilor

Se determind expresia FE(x)= f(x)—T(x)—

. _ B D
Se obtine E(x)__x—a+x—b’

nedeterminati sau prin inmultire cu x — a si se ia x = a si se determind B, respectiv
prin inmultire cu x — b si se determina D.

B. Cazul in care numitorul are radacini complexe (care nu sunt reale)
B1. Numitorul este de forma Q(x)=(x—-a)(x—b)(x—z)(x—Z), unde a, b € R,
ze C-R.

Atunci avem f(x)=T(x)+ 4 B | Cx+D dacd a # b, respectiv
x

—a x-b (x-2z)(x-2)°

A B " Cx+D
(x—ay x-a (x—z)(x-Z2)°

J(x)=T(x)+

daca a = b.

exemriy Sa se descompuna in functii rationale simple f: (1, ©) - R,

' _ 1
{hj S = (X =x)(x* +2x+3)

A, B Cx+D
x) ==+
Avem f(x) X x—1 2+2r43"
n 1 B Cx+D
i 5 =A+x( + )
Inmultind cu x rezulta (x—l)(xz 1 2x+3) x—1 21+2x43)

=1

Luand x = 0 rezultd 4= 3

. 1 A, Cx+D

) _ 5 —————=B+ x—l(—+—)
Inmultind cu x — 1 rezulta (o +2x+3) (x=1) X 242x43)
Luand x = 1 rezultd B =%.
De aici inainte putem proceda in doud variante.

Cx+D _ 1 S| Cx+D
L Avem 2 5 "3 x(x=D(Z+2x+3) 3x 6(x—1) 7 x*+2x+3

_ X —x PN Cx+D  _ x+1 —~c=1 p_
6x(x—D(x* +2x+3) x> +2x+3  6(x” +2x+3) 6’

A\ —

II. Ecuatia x> + 2x + 3 = 0 are radacinile —1%iv/2 .

inmul‘gind cu x> + 2x + 3 avem 2 1_ . =Cx+D+(x"+2x+ 3) (f + %) . Luand

x=-1+i~/2 obtinem ﬁizC(—l+i\/§)+D=D—C+Cix/§-
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Identificand partile reale si partile imaginare rezulta D =C -1

B2. Numitorul este de forma Q(x)=(x—z)(x —Z)(x —z,)(x—Z,), unde
z,z,€ C-R

cxempre 34 se descompuna in functii rationale simple /: R - R,

. _ 15x+10
{hj SO = 2t 5) @ + 20 110) -

Ax+ B Cx+D
_ " i, 0w
Avem f(x) Ztxt5 2425410 (1). Ecuatiile x> + 2x + 5 =0 si
¥2 + 2x + 10 = 0 au radacinile -1 + 2i, respectiv —1 = 3i. Inmultind (1) cu x> + 2x + 5
15x+10

5 —Ax+ B+ (2 +2x+5).—&x+D
rezultd “57 5 710 ( ) Z i 2ee 10"

Inlocuind x = —1 + 2i rezultd —1 + 6i = B — A + 2iA4 sideci B—A4=-1,24=6, de
unde 4 =3, B=2.

Inmultind (1) cu x> + 2x + 10 rezulta:

A2+ 10__ cv Dy (@4 20 +10) 5D
X +2x+5 X" +2x+5

Inlocuind x = —1 + 3i rezultd 1 — 9i = (D — C) + 3iC si deci C =3, D = -2.
Observatii

m Putem descompune in functii rationale simple fractia f astfel:

1) = 53x +2) CBx+ [ +2x+10)— (x* +2x +5)]
(P +2x+10)(x* +2x+5) (% +2x +10)(x* + 2x + 5) -
Gx+2)(x*+2x+10)  (Bx+2)(x*+2x+5) 3x+2  3x+2

(P +2x+5) (2 +2x+10) (3% +2x +5)(x + 2x +10) "X 12x+10 X2 42x+5°

m Dacé functia f este functie pard (adica f{—x) = f{x)), atunci luam

_ A B
SO =T =) T o) -5

EREMPFLY

2
Fie functia f(x) =%, a € R, b € R nu sunt simultan nule,
{hj (E+0) (7 +d)

¢>0,d> 0. Luiam atunci f(x)=

B
+
X+c xX+d’
Obtinem ax? + b = (4 + B)x* + Ad + Bc si deci A + B=a, Ad + Bc = b.
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C. Sa se analizeze cazurile pentru care avem:

a) 0x)=(x—-a),ac R;

b) O(x) = (x —a)*(x — b), a,b € R, a # b;

¢) O(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢), a, b, c € R (distincte);

d) O(x)=(x—a)(x—-z)(x—2), aeR, ze C\R.

P RIBLEAE Sa se descompuna 1n functii rationale simple urmatoarele functii

——  rationale

propuik x4+ xt-2x

5 4
X +x —8
3. x*—4x

4
X

xt -1

5.
2x +1
T A +4x+2

2
X +x

ey

X +2x
X' (7 +1)

1

11.

13

X
X +8

15.

X +x+1
17. xt+6xt+1
4
X —Xx
Xt 43+2
(x+1)3
T 3xt+10x7 +3
1
23. (x2+1)2

19

21

1

R

1
xt—4x?

27.

2x+3

D +x)

4
X

2.

4 A
(-4 -9)
1

*xt-2x+5

2
X

8 - (x+2)

1

L

12.

14. P |
X241

R

X +2x +4x+4

(x> =D(x+2)

18. xt+2x% + 257
2x% +1
(x2 + 1)2
1
x+16

20.

22.

1

e

1
xt-xt+1

26.
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1.9. Determinarea primitivelor functiilor rationale simple

Exercitii rezolvate
-1
1. f(x)=a,x" +a, X" +..+tax+a,.

a x}’l+1 a xn
Solutie. jf(x) dx =2+ Zn1”

2
aq X

Fot ety + € .
n+l1 n 2

2. f(x)z%,neN*,A;tO.

(x—a)

Solutie. Avem f : I — R ,unde I  (—o0,a) sau [  (a,%).Dacd n=1 avem If(x)dx =

-

dX=A-1n|x—a|+W.Dacé n>2,atuncij( A)ndx=— 11-( A)n1+((,’.
xX—a n—1 (x—a

X—a

3. f(x)zﬁ,neh\l*,bz—4ac<0.

(ax? +bx +c¢)"

n
. 2 2 b ) e
Solutie. Deoarece (ax” +bx+c)" =a" [x +—JC+—) si constanta ,,iese” in afara
a

a
semnului ,,integrald”, putem considera f'(x) = 2Ax—+B cu A=a* —4b <0 .Deoarece
(x“ +ax+b)"
Ax+B 1
sz—dx = Aj%dx + sz—dx , calculul se reduce la
(x“ +ax+b)" (x“ +ax+b)" (x“ +ax+b)"
determinarea urmatoarelor primitive: 3.a) J‘;dx si 3.b) j—dx .
(x? +ax+Db)" (x? +ax+b)"

2 2 2
Avem x2+ax+b=[x+%J +b—a7. Daci A=a*-4b<0, atunci b—%>0 si

. e . - A o a . e .
determinarea primitivei 3.a), faicand subtitutia x + E =t,sereduce la determinarea primitivei

= I( ) dx . Aceasta a fost determinatd in paragraful [.4 (exercitiul rezolvat 4).
x> +a

iar calculul lui 3.a) se reduce la determinarea unor primitive de forma 2.

S . X
Pentru calcului primitivei de forma 3.b) se procedeaza astfel: ———— =

(x* +ax+b)"
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1 2x+a-a _l'(x2+ax+b)' _a 1 ci.[ X
2 (CHax+b)” 2 (P+ax+b) 2 (P +ax+b)"
1 1 1

=— — l—gj 5 dx . Am redus determinarea unei
2n—1) (x"+ax+b)" (x“ +ax+b)"

(x* +ax+b)"

primitive de forma 3.b) la determinarea unei primitive de forma 3.a).

4. Sa se determine primitivele functiilor:

a) f(x)=2x3—4x2+2x—l,xe|R; b) f(x)=%,x>—1;
(x+1)
__ 4 1 __ 7 3.
1 1
=—— xeR; =
9 S0 (xz+9)2 e A 232+ x+1

Solutii. a) .[f(x)dx =%x4 —%x3 +x2—x+C.

5 1 (’)
b) jf(x)dx_—5 - +.

4 dx , 1 , -1 )
c) If(x)dngj‘—: C‘C"=— —  +C=——  +¢

1
T T
X——= X—— X——
2 2 2

Idx T4 7 0 7 1
(2x-3)*

16 3V 16 3 3B 6 (2x-3)
x—= x—=
)

dx _J- dx dx _lj 9dx
2 (x*+9)* 97 (x*+9)°

(2+9)—x> . 1 1 1 x 11— { 1 ]
- - dx——[x—F dx=—-l -~ x| ——|dx=
I (x? +9)>2 9Ix2+9 9I x2+9% 9 9 2I 249

=ll1 L(L I1J+W=i[l1+ al j+%’=i(larctg£+ al j+%’.
9 18\ x"+9 18 X +9 1813 3 x%49

v/
Gl

d) [ f(x)dx=

e) Avem [ = =%arctg§+(6’, I, =J

x> +9 x2 +3?

1 dx 1 dx 1 1 4
f) == == =—.—arctg +¢ =
'[2x +x+1 2'[ 2'[ 1V (7 2247 J7
x4— | +| - 4 0
4 4
2T Ax+l
= arctg +¢ .
N
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5. Sa se determine primitivele functiilor:

2 2
1
B )= xeRi b) [()=— xR O f(x)=x4—+,xelR.
3x"+5x+3 +1 x +1
Solufii. a) f(x)= 6x+5 N 1 (3x +5x+3) 1 =
32 +5x+3 3x2+5x+3  3x°+5x+3 3 s\ (11
X+ |+ —
( IRk
x+5 XTI
11 6 W 6x+5
= [ £(x)dx =In(3x” +5x + 3) +— - ——arct, +%=In(3x" +5x +3) + ——arct +€
e AT A
6 6
2 2
X Ax+ B Cx+D
b) f(x)=—7—=— 2 =2 t :
x +1 (x +x\/§+l)(x —x\/§+l) X Axd241 xr—x2+1
1 1
Deoarece f este functie pard rezulti B=D=0. Obtinem A=—,C=—— si deci
! P ’ 227 22
x x 1 242 1 1
Sx)= + +

2& RIS RN - YRR - S PN - ST - S R R -

1 2x -2 1 ! :>J‘f(x)dx=—L1n(x2+X\/§+l)+

W2 xox2+1 4 ¥ —x2+1 42
+lj ! dx+—=In(x* —x\2 + 1)+ [ ! dx =
2 2 2 2 -
4 NG NG 42 4 N NG
X+——| +|— X—— | +|
2 2 2 2
J2 V2
! X -2+ ! -arct x+7+ ——arct X_T +¢ =
4\/_x+x2+14\/_ g\/_ 4J_ R
2 2 2 2

1 x —xv2 +1 \/5
= +—| arct x\/z+1 + arct x\/z—l +€ .
PNCREIC [ovtst ) aretel )]

¢) Vom da o solutie fara a proceda la descompunerea in functii rationale simple. Pentru
1
I+—
X < 1 . 1 > 1 5
. Notdm f=x—— siatunci dt=| 1+— |dx, x " +—=¢"+2.
X +i x X X2

2
X

x#0 avem f(x)=

Avem .[ 5 \/5 arcth + . Deoarece f este continud pe R rezultd ca f/ admite primitive pe R .
l‘ +
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\/Earctg + <0
— a, x
X2
O primitiva a lui f are forma: F(x)=<b, x=0 . Deoarece F este continud
2 x* -1
—arctg +c, x>0
2 X2
inOrezulti F(0—0)=F(0)= F(0+0)<:>i =b=—%+c Deoarece F'(0)= f(0)=1
J2 x?-1 w2
—arctg +1- , x<0
2 2 4
rezultd p=1. Primitiva lui " este F(x)=11, x=0
V2 x2-1 w2
—arctg +1+ , x>0
2 X2 4
pRIBLEAE 1. Sa se descompuna in functii rationale simple:
z 2x+3 x*
8) f(x)=— x>l b) f(X)=————x
X +xt-2x (x"=D(x+2)
pRopiE X +xt -8 X
0 f()=—5——,x<-2; d) f(¥)= ;
x> —4x x> +5x2 +8x+4
1
e) f(X)z—,X>1; f)f(X)— ,X>1;
(x—1)3(x+1) P |
g) f(x)= ——i—ﬁ—-xeR- h ) -—0D R
x*t 3% 42 ’ o437
2. Sa se determine primitivele urmatoarelor functii rationale:
4 9 3x+5 7
a X)= ,X>— b = x>—;
) [()= 55 x > ) S0 =T x>
c) f(x)—; x>l' d) f(x)= ! ,xeR;
(4x-17°"" "4’ x2-2x+5 ’
4x+3 x+1
e) f(x)=—F5——,xeR; ) f(x)= ,xeR;
4x* +6x+5 /() x> +16
x* 1
g f(xX)=—F—; h) f(x)=— ,xeR;
x +1 x4
D f(x) i R: ) f(x) LSkd BEY
X)= ,XE ) = b )
430 +5x2 +3x+1 A+l
2 3 2
.| 2x7 4+ 2x" +3x
k) f(x)= al xeR; ) f()=—FF

(Hx+D*+1)]

(x* +x+2)2
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I.10. Integrarea functiilor rationale

Pentru determinarea primitivelor unei functii rationale oarecare vom scrie functia ca o
suma finita de functii rationale simple, vom determina primitivele acestora si apoi primitiva
functiei rationale date.

Exercitiul rezolvat 1. Sa se determine primitivele functiilor:

2 2
x°—=3x+2 X
a) f(x)=—4——,x<-1; b) f(x)= ,Xx>—1;
J@) X +2x% +x x> +5x2 +8x+4
4
X x+1
¢ f(x)=——,x>1; d f(x)=————,xeR.
/) Y1 (x% +4x+5)?
+2 A B C
Solutii. a) f (x)—¢ —+— . Eliminand numitorul rezulta

x(x+1)?  x x+1 (x+1)
X =3x+2=A(x+1)* +Bx(x +1)+Cx = x> —=3x+2=(A+B)x>* +(24+B+C)x+4 .

Obtinem sistemul A +B=1,24A+B+C=-3,4=2sideci A=2,B=-1,C =-6 siatunci

6 -~ 6
fo=2—— O primitiva: [ f(r)dx=2ln~Infr+]+——+@=In "4+t
x x+l (x +1) x+1 x+1 x+1
2
Observatie. Pentru x > —1 primitiva este In al +L+W.
x+1 x+1
2
A B C
b) Avem f(x)= ol = + + 5 si deci xt=A(x+2) +

(x+1D)(x+2)> x+1 x+2 (x+2)
+B(x+1)(x+2)+C(x+1).Luand x=-2 siapoi x=—1 rezultd C=-4, 4=1. Luand

o dx
apoi x =0 rezultd 0=44+2B + C siatunci B=0. Primitiva este J.f(x)dx= T_
x
—4j =hﬂx+u+—j—~wfzhﬁx+D+—:L—+W.
(x+2)2 x+2 x+2
4
A Bx+C
o) f(x)= - —x+ - e R . Din
(x—=D(x"+x+1) (x=D(x"+x+1) x—1 x"+x+1

x=Au?me+ak+CXw4M3x=M+BM?MA—B+CM+A—CrwﬂﬁA+B=m

1
A-B+C=1,A-C=0 siatunci A=C=—,B= _Lpdx
3 3 x—-1
__J- . lln|x—1|—l 2;c+1 3 :_1( - I(x +x+1) dX+
+x+1 3 67 x" +x+1 ¥ +x+1
3 dx (x—1) f 2x+1
+— .. Rezulta ca f(x)dx- —In——+—arctg——+¢.
2'[ '[ 2 6 x2+x+1 3 V3
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Observatie. Pentru x < —] primitiva are aceeasi expresie (de ce ?).
1
—dt =

d) Avem x*+4x+5= (x+2) +1. Notand x+2=¢ obtinem I( 1)
2+

tdt 1+7%)— 12 1 (% +1)'dt dt 1
Z.[ 2 .[( = _.[( 2 )2 ) +It_ 2 dt=
(" +1) (* +1)? 27 (7 +41) t°+1 2(t° +1)
= 3 - 2t +I St t+1 —larctgt+‘ﬂ
22 +1) 2 +1) P22+l 2P+ 2
Atunci primitiva este jf(x) dx= = _1[236;3 +arctg(x + 2)} +¢.
2\x"+4x+5
PRIBLEAE S3 se determine urmatoarele integrale nedefinite
—_— g
.FMME 2x° +3x+1 2 2% —3x =2
2x% +41x-91 -
3..[ X7+ 4x -9 dx,x>4; 4. J‘Lxgdx,x<—2;
(x=D(x+3)(x—4) x” —4x
dx 3
5. j—x>—; 6. j Lx.x>1;
6x> — 3x 2 4x° —x
32xd 5
7-I ;C > »X>— 8. J‘#,x>\/§;
2x-1(4x" —16x+15) 2 x =3x"+2
2x% —5)dx 3 _ox?_x+42
9. j%,x»@; 10.j3x L ik x> 1
x =5x"+6 Xt —x
2
1 +2
11. j 5 T2 x> 2 12. j—-[x ) dx, x> 1;
+2x% +x x \Lx—1
3 2
x°=3x+3
13. j%,xﬂ; 14, [——5"dx,x>2;
X’ —x (x-2)
dx x? dx
15 [ x>1; 16. [—5———.,x>-2;
X (x+2)"(x+4)
3 2 4
x> —6x"+9x+7 _
dx,x>5; 18. J.[x—lj dx, x>0;
x+1

S T
(x? —2x +3)dx o3

x° dx 1
19. J.Ta x>1; 20. I 3 > s
(x=1)"(x" -1 (x—1)(x”> —4x" +3x)
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21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

3s.

37.

39.

41.

43.

45,

n

.[ 3
x4_ 3

J
J
J
Sty

eayrs
J

J

Joe s
I

e

4
(x* +1)dx ‘>

b
¥ -x+x-1

x4+x rx?+x

(x° +2x° +4x+4)

—_—— x>0,

dx, x>0;
x* + 253 + 242
¥ rx-1
—dx xeR;
(x +2)
(Bx+5)dx cR.
(x* +2x+2)
(x° +1)dx cR.
4x+5)
_jgi_? xeR:
(x"=1)
3 2
3x +;0x - 2xdx, x> 1:
(x*=1)
2 dX, XER;
Pt +x
X 1dx xeR;
X +3 ,XEIR;

(*+D(x* +2)

22,

24,

26.

2

30.

32.

34.

36.

38.

40.
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44,
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Id—xz,x>0-

J
J

. |

Fer s
oo zerae
J

J‘ 2x3 +6x2
(x* —2x+2)°

J

e
=

=

X +x

>

2x* —3x-3

(x=1)(x*

x2 dx
x* -1

dx

(x+1)2(x2+1)

(x* —6)dx

—-2x+5)

,x>1;

ER;

x* +6x? +8

(5x° —12)dx
—6x +13)

dx
(x2 + 1)2 ’

xeR:

>

+6x+4

xdx

1+ x>)(1+x)?

(x —4)dx ‘>

x>

—2x? +1

X—X-l-

(x

2

x+x+1

dx; xeR;

l)dxerR

dx,xeR

dx,

dx, x>1;

x>-1;

>

-1

xeR;



*I.11. Integrarea functiilor trigonometrice

1. Integrale de forma Isin”’ xcos" xdx, m,neN,

a) Daca m=2k +1,k €N, luam cosx =¢ si obtinem integrala unei functii polinomiale.

26+ 5 cos™ x = —(1—cos? x)* cos” (x)(cos x)".

Obtinem integrala j(l — )" (—dt) = —I (-t dt.

Avem sin

b) Dacd n=2k +1,k €N, luam sinx =7 . Obtinem integrala Itm (1-3)*dt.

¢) Dacd m=2k,n=2p, k, peN, se trece la arce duble cu ajutorul formulelor

2

1 1 1
sin x=5(1—cos2x), coszx=5(1+cos2x), sinxcosszsinbc. Se ajunge la o

integrald de forma a) sau b).

Exercitiul rezolvat. 1. Sa se determine primitivele functiilor:
a) f(x) = sin’xcos’x; b) f{x) = sin’xcos’x; ¢) flx) = sin*xcos*x.

Solutii. a) Isin2 xcos’ xdx = .[sinz x(1—sin? x)cos xdx =.[ (sin” x —sin® x)(sinx)'dx =

sinx  sin’ x

3 5

+€ .

b) Isin3 xcos? xdx =I (1- cos? X) cos?* xsinxdx =— .[(cos4 x —cos® x)(cosx)'dx =

5 7
cos”x COS' x
=— + +€.
5 7

. 2
.2 2 _ [ sin2x Y 1 B
¢) J.sm X COS xdx-J.[ 5 de-zj.sm 2de—§J.(1—cos4x)dX—

x sindx

& 32

Exercitiul rezolvat. 2. Sa se determine primitivele functiilor:

a) f(x)= sin® xcos® x ; b) f(x)= sin’ xcos* x; c) f(x)= sin® xcos” x .
Solutii. a) Ising xcos® xdx = Ising x(1- sin? x)(sinx)'dx = .[ (sin8 x—sin' x)(sinx)'dx =
1. 1 .
=—sin’ x——sin!! x+ .
9 11

b) Isin7 xcos* xdx = —I (1- cos? x)3 cos* x(cosx)'dx =

Z
0

1 1 3 1
=.|.(coslox—3cos8)c+3cos6 x—cos” )c)(cosx)'dx=ﬁcos11 x—=cos’ x+=cos’ x—gcos5 x+€.
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1 1 1
¢) sin® xcos* x = (sinx cosx)2 cos® x =§sin2 2x(1—cos2x) = —sin? 2x —=sin? 2x- cos 2x =
1

1. 1 I¢ . .
4(1—cos4x)—551n2 2xcos2x. Rezulta ca | f(x)dx=§ —gsindx —Zj(sm2 2x)(sin2x)'dx =

=£——sin4x—isin3 2x+€ .
4 16 12

2. Integrale de forma j F(sinx, cosx)dx , unde I este functie rationala in variabilele

sinx si cosx.

2
X . 2t 1—-t¢
a) Prin schimbarea de variabild t =tg— se deduce sinx =——>, Cosx = 5
2d I+¢ 1+¢
t . .. . . A
dx = 5 sise obtine integrala unei functii rationale in ¢.
I+¢
b) Daca F(—sinx,—cosx)=F(sinx, cosx), se efectueaza schimbarea de variabild tgx =t .
2
. . t 1 dt
Atunci avem sin” x = 5 cos’ x = 5 dx = 5
I+¢ I+¢ I+¢

¢) Daca F(—sinx,cosx)=

F(sinx, cosx), se efectueaza schimbarea de variabild
cosx =t . Obtinem sinx=1- tz, dt=-sinxdx.

Exercitiul rezolvat. Sa se determine primitivele functiilor:

1 1
a) f(x)=.—,xe(0,£}; b) f(x)=————F—.x€R;
I+sinx+cosx 2 2sin” x+cos” x
cosx i sinx
C) f(x):ﬁaxe(oa_); d) f(x): .2 2 ’XEIR
tg” x +sin” x 2 1+sin” x+2cos” x
Solutii. a) Facem schimbarea t:tg£:>j ! 5 2dt2 Y =1n|t+1|+((,’
2t 1-r 1+t t+1
I+ ——+—
N I+t 1+¢
si deci If(x)dx=1n[l+tg5j+((c’ .
1 dt dt 2
b) Facem schimbarea tgx=¢= . = =——arctg ~2)+e
) J 28 1 1+ I2t2+1 2 ( )
2t 2
1+t 1+¢

si deci .[f(x)dx = %arctg(\/gtgx) +€ .
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C)t=sinx:>.[

dt (lt)dtldt d Y 1 V2, V2
g e e S

t2 rQ-r*) 2
1-¢
-1 an\/z—sinx .

+€.
2sinx 8 \/§+sinx

sin x _ (—cosx)'

1+ (sin? x + cos? x)+ cos’x  2+cos’x

2

si deci jf(x)dx =

d) Avem f(x)= . Notdm cosx=¢ si

—dt 1 t cosXx
obtinem | —— =——=arctg—=+€ . Deci | f(x)dx=- arctg( J +¢.
'[ N2

2+¢ \/5 \/5 \/5

3. Integrale de forma Isinmxcosnxdx, Isinmxsinnxdx, Jcosmxcosnxdx.

1
Se utilizeaza formulele: a) sinmxcosnx = E[sin(m +n)x +sin(m — n)x] ;
. . 1
b) sinmxsinnx = E[cos(m —n)x—cos(m + n)x] ;
1
€) cosmxcosnx = E[cos(m +n)x + cos(m — n)x] .

Exercitiul rezolvat

1 1 1
a) J.sin6xc058xdx=—I(sin14x—sin2x)dx=——cosl4x+—cos2x+W;
2 28 4
. . 1 1. 1 .
b) J.sm9xsm6xdx=—I(cos3x—c0515x)dx=—sm3x——sm15x+W;
2 6 30

1 1
c) J.cos4xcos6xdx =5J.(c0510x+0032x)dx =2—0sin10x +sin2x+€ .

P RIBLEAE
E—— Sa se calculeze integralele nedefinite:
pacAE 1. jsin?axcosSxdx,xelR; 2. Isinlesinledx,xelR;
3. J.cosicosidx,xelR; 4. ISinzxcos4xdx,xelR;
2 3
s1n3 X
5. Isin3xcoszxdx,xelR; 6. j dx, x €(0,m);

COS X
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2
7. [£5 X gx, x e (0m);
Sin- x

dx .
9. J‘ﬁdx’ Ye [OEJ ’

sin” xcos” x

1. | O dx, xe(0,m);
1+cosx

1
.J‘ +tgde,xe(0’£);
I-tgx 4

15, [Sn2rdx

1+sin® x

1

w

,xeR;

1. J. COSx

o [t g ofo).

Sinx + CosXx

21, [Sos2rdx xe(o,ﬁ}
sinx + sin 3x 6

. dX’xG(O,EJ;
sin” x —6sinx + 5 2

dx n
8. [ ——xe (O’EJ ;

SIn xXCOoS X

10. jd—x, xe (OaEJ ;
3+5cosx 2

o)
1—sinx 2

[ 07,
(1-cosx) 2

5 )
cos” x —sin” x
16. j—

cos® x +sin” x

dx,xeR;
18. | dx ,xE(—E
I+tgx 4

).
[ o3

T
—dX,Xe 0,—|;
3 in ’
COS”" X +SsIn” x 2

4
2. [ 8LR
1+cos” x

1

N

NI:-I

20.

Sa se determine cate un interval pe care se pot calcula primitivele urmatoarelor
functii si sa se determine aceste primitive:

23. fix) = cos’x

25. f{x) = sin‘x

1—cosx
27. f(x )_1+cosx

29. flx) = tg’x + tg'x

31. fix) = ctg’x

33. f (X)—sm)C
35, f(x)= cos X
x
37. f (x)=m
39. f (x)=m

50

24. f{x) = tg'x

26. f(x )_1+s1nx

28. f(x)= I+ sci(;lsxzécosx
30. f(x) = Cthx + ctg*x
32. )=

34. f(x)=1=8i0x

COS x

SlIl X
36. f(x)= Joosx
38. f(x)== .

Sinx + Cosx

40. f(x)= 1

cosx+2sinx+3



PROBE DE EVALUARE

Pentru testele urmdtoare, timpul efectiv de lucru este de 50 minute.

TESTUL1
1. Sa se determine a, b € R astfel incat urmatoarea functie sa admita primitive pe R:
e+, x<0
f(x)= ’
ax+b, x>0 1,5 p)

x
2. Si se demonstreze ci functia f:R—>R, f(x)= B

)

, nu admite primi-

2,x=0
tive pe R. 15 p)
3. Sa se determine primitivele functiilor:
a) f(x)=In*x, x>0 (1,5 p)
b) f(x) = e’sin2x, x € R (1,5 p)
__ X T
) f(x)—m,xe((),z) (1,5 p)
d) f(x)=vx’+4 xe R (1,5 p)
TESTUL2
1. Sa se determine primitivele functiilor:
a) flx) = (& + x + De* (1,5 p)
=—X 0, E)
b) f(¥) =50 % 6( > (1,5 p)
¢) fix) = xarctgx, x € R (1,5 p)

2. Sa se demonstreze ca urmatoarele functii admit primitive pe R si sa se deter-
mine o primitiva a lor:

) f(x)={“‘ Lzl (15 p)

3% —2x,x <1

xlnx, x =1

b) f(x)=9 , (1,5 p)
x=x,x<1

3. Fie I,=[In"xdx,x>0,n€ N Sisearate cd [, =xIn"x—nl, . (1,5 p)
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TESTUL3

1. Sa se demonstreze ca urmatoarele functii admit primitive pe R si sa se deter-
mine o primitiva a lor:

x—De", x<1
2 =" (15 p)
x‘'Inx, x>1
In(x*+1), x>0
b) f(X)=1 (L5 p)
xe', x<0
2. Fie functiaf: R > R, f'(x) = [2x — 1].
a) Sa se demonstreze cd f nu admite primitive pe R (1,5 p)
b) Demonstrati ca exista o infinitate de intervale pe care f admite primitive.
(1 p)
¢) Determinati lungimea maxima a acestor intervale. 1p
. X" .
3. Fie In—12x+1dx,x>0, ne N.
a) Sd se arate ca 2/, + 1, =x7n+ (2 1p)
b) Sa se determine /,, I, I.. (1,5 p)
TESTUL 4
1. Sa se determine primitivele:
a) [sin’xdx, x€ R 1,5 p)
3x+5
b) I(x—l)(x—2)(x—3)d"’ x>3 (1,5 p)
—X _dx,xeR 1,5
% Ix2+2x+3 e 3 p)
. _J2x+1 R < . < .
2.Fief:R> R, f(¥)= 5 [ unde {a} inseamna partea fractionard a lui a.
a) Sa se demonstreze ca f nu admite primitive pe R. (1,5 p)
b) Demonstrati ca existd o infinitate de intervale pe care f admite primitive.
(1,5 p)

3. Sa se determine a, b € R astfel incat f/ sa admita primitive pe [0, n], unde

a+sinx, x €|:0, %]
s ] (1,5 p)

b—cosx, xe[z,

f(x)=
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TESTULS

1. Sa se determine primitivele:

a) [(tg’x +tg'x)dx, x e(—%, %) (1,5 p)
4
——————dx, x>1
b) | @y (1,5 p)
1
0) I—x(x2 ) dx, x<0 (1,5 p)
/.2
2.Fief:R—> R, f(x)= {a. x +b4’ x <00 . Sa se determine a, b € R astfel incat f
sinx+b, x <

sa admita primitive pe R si sd se determine o primitiva. (1,5 p)

3. a) Sa se determine functia /: R — R definita astfel:

) = {max(x, X2, x3), x<0

min(x, x*, x*), x>0 ° 1,5 p)
b) Sa se determine o primitiva a functiei f. (1,5 p)
TESTUL 6
1. Sa se determine primitivele:
sin’ x (_E g)
2) [oosx % ¥ €(=3 7 (L5 p)
b) I dx xe R 1,5 p)
) Ide,)w—l 1,5 p)
x+1 ’
2. Fie I, —fz—dx,xe R,ne N.
x +x+1
a)Sasearatecd [ ,+1  +1 = ’: +€. (1,5 p)
n
b) Sa se determine /,, I, I.. Gp
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TESTUL7
1. Sa se determine primitivele:

sin x
d
a) [P dx, xe R (15 p)
2
b)fx4+1dX,x€ R (1,5 p)
—d R.
B e R (1,5 p)

2. Sa se determine intervalele pe care functia /: R — R admite primitive, unde

xarctg%, x#0

S(x) = 1,5
0 . x=0 (1,5 p)
3. Fie functiile f, F: R > R, unde £ (x) = (x — 1)e* si F(x) = (x — 2)e* + e.
a) Sa se demonstreze cd F este o primitiva a lui f. 1p
F(x)
hm
b) Sa se determine Ly 1p
¢) Sa se determine lim —=~ ) . 1p
X—>0 xe
TESTULS8
1. Fie functiile /', F': (0, ) — R, unde f(x) = (——1n(x+1)) si
+1 X’
F(x)= [a +2x+bln(x+1)]. (1,5 p)
Sa se determine a, b € R stiind ca F este o primitiva a lui f.
2. Sa se determine urmatoarele primitive:
1
a) | ——dx, x>0 1,5
) g & (L5 P
cos2x f
b) I1+sinxcosxdx’xe(o’ 3) 1,5 p)
©) [x*VI-x’dx, xe(-1,1). (L5 p)
ax+2,x<1

3. Sa se determine a, b € R astfel incat functiaf: R > R, f(x)=
2Inx+b,x =1

sa admitd o primitiva pe R si sa se determine o primitiva a sa. (1,5 p)

4. Fie functiile £, F': (0, ©) > R, f(x) = xIn’x, F(x) = x*(aln’x + blnx + ¢),

a, b, c € R. Sa se determine a, b, c stiind ca F este o primitiva a lui f. 2p

54



CAPITOLUL II
INTEGRALA DEFINITA

I1.1. Probleme care conduc la notiunea de integrala definita

Geometria elementara aratd cum se pot determina ariile pentru figuri geometrice plane
marginite de segmente de dreapta si arce de cerc. Problema geometrica generala a calculului
ariei unei figuri plane marginita de curbe arbitrare poate fi rezolvata numai cu ajutorul analizei
matematice (a calculului integral). In matematicd sunt cunoscute diferite moduri de a defini
integrala, denumite dupa numele matematicianului care a studiat-o: integrala Riemann (Berhard
1826-1860), integrala Darboux (Gaston 1842-1917), Lebesque (Henri 1875-1941).

1 B
Metoda de definire a integralei consta :

in gdsirea unui procedeu prin care putem
asocia unei functii f:[a,b] >R,
[a,b] <R, un anumit numar A(f') .Fie
o functie pozitiva f :[a,b] >[0,0).
Impartim segmentul [a, b] in n parti prin

punctele x; <x, <...<x,_;.Notdm x, =a,

_ X
x, = b . Dreptele paralele x=x;,i=1,n >
formeaza ,,trapeze curbilinii” (figura 1).
Pe trapezele curbilinii cu varfurile Fig. 1

X;_1» X;»1=1,n construim doud dreptunghiuri cu aceeasi baza x,_x; si cu inaltimile

m;= min f(x), M;= max f(x).Atuncian—Zx x,lmSZ 1M =b,.

XE[XZ 17 xl] XELXj5%; i=1
Cele doua sume reprezinti siruri de numere reale pozitive. In cazul in care aceste siruri au
aceeasi limita finita pentru orice puncte x; < x, <...<x,_; din [a,b], se vanota cu A(f)
limita lor, iar A(f) va reprezenta integrala definitd a functiei /' pe intervalul [a,b]. Ea va

fi notata cu Lb f(x)dx .

EXEMPLY Fie functia £ :[0,1] >R, f(x) = x> . impértim t
: T T .-
m segmentul [0,1] in »n parti egale prin punctele ;’I
1 2 n—1 -1 2 _ F
—,—,...,—— . Avem atunci ml-—( ) Ml—l—2 i=ln.
non n n* /’I’/{
) 112 22 (n—1)% v >
Cele doua sume sunt — — .t 5 = ol !z a-11
n n L | -

n n
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]

, respectiv

_i,[’”in Cn(n-1)@2n—-1) _ (n-1)2n-1)
. _ _

i 6n° 6n*

7 _(n+ 1)(2n +1)

T < 1
Z > =~ 3  silimita lor comund pentru n — oo este 3
nisin

Demj f(x)dx = jx dx =

le»—A

3
Observatie. O primitiva a functiei f :[0,1] > R, f(x)= x este F(x)= % +c,ceR,

ar F()=F (0=

. . 1
EXEMPLY  pie functia f:(0,00) >R, f(x)=—.
: x
Graficul acestei functii este redat in

figura 3. Notam cu .#/(x) aria suprafetei marginita

v =

de Ox, curba data si dreptele paralele cu Oy ce trec

prin punctele A(1,1) si M[x,lj, x>1.
X

Dacda h>0 (vezi figura 3) avem Ah- f(x+h)<.-A(x+h)—.4(x)<h- f(x) si deci

F+h)< o (x +h2 —.(x) </ ). Jl-}'
Daca h<0 (vezi figura 4) avem ‘
N4
—hf (x) <A (x) = (x + h) <—hf (x + h) si, Y i N
E e r— X
ca 1n cazul de mai sus, 0 l x+h T »
e G Fig. 4

Deoarece f(x)= ! este functie continua pe (0, oo) rezultd ca 1111_1)1}) f(x+h)=f(x) si
A (x+h)—4(x)
h
pef caderivata pe [1,00) siinplus .(1)=0. Deci ./ este o primitivad a luif pe [1,0) astfel

din (1) si (2) rezulta ca 1111210 =f(x )— . Deci ./ este o functie ce admite

incat .«/(1)=0 si atunci .«/(x)=Inx.

56



Observatie. Dacd ()< x <1, ludnd ./(x) aria suprafetei marginitd de Ox, curba
1 1
Jf(x)=— sidreptele paralele cu Oy ce trec prin A(1,1) si M [x,—j ,rezultd ca .«/(x) este
X x
un numar pozitiv, anume .o/(x) =—Inx = |Inx| .

ROBLE 1. Fie f: [a, b] = R o functi tinua , b].
P A ie f: [a, b] o functie continua pe [a, b]

- Fie F, G : [a, b] doua primitive ale lui f'pe [a, b].

‘= F(b) - F(@)= [ f(x)dx .

b
a-

Notdm F(x)

pPropiE
a) Si se demonstreze cid F (x)‘zz G(x)

b) Sa se demonstreze ci j: J(x)dx nu depinde de alegerea primitivei F a lui fpe [a, b].
¢) Sa se verifice rezultatul de la b) pentru functiile urmatoare:
fii[l el > R, fi(x) = xInx;  f: [0, t] = R, f,(x) = xsinx.

2. Sa se aplice metoda prezentatad anterior pentru calculul ariilor suprafetelor marginite
de Ox, graficul functiei f'si dreptele de ecuatii x = a, x = b in cazurile:
a)f(x)=2x,a=0,b=1,
b)f(x)=3x>+1,a=0,b=1;
)f(x)=3x*+2x+1,a=0,b=1.
3. Folosind definitia pentru j: f(x)dx data la exercitiul 1, s se demonstreze ca:
) [{ /() dx=0;
b a
b) [, f(0dx==[} f(x)dx;
¢) daca F este o primitiva a lui £, atunci j; S()dx este o primitiva a lui fce se anuleaza

int=a.

4. Fie functia f: [-a, a] > R, f(x) = 2x*, a > 0. Folosind C

metoda prezentata anterior si figura 5, sa se demonstreze ca

aria S a figurii hasurate (segmentul parabolic AOB) este : >
D(-a;0) O[ A(a;0) ¥
S=2- Ay
3 “scp Fig. 5
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I1.2. Definirea integralei definite a unei functii continue

Observatii.

m Fie f:[a,b] >R o functie continud pe intervalul [a,b] si F,G:[a,b] >R doua
primitive ale lui f* pe [a,b]. Notam F(x) |2= F(b)—F(a). Deoarece G(x)=F(x)+c,
ceR,avem G(x)|’=F(b)+c—F(a)-c=F(b)-F(a)=F(x)|>.

® Numirul F(b)—F(a) este independent de alegerea primitivei F a lui f pe intervalul [a,b].

Definitie. Fie / o functie continua pe intervalul / < R. Fie F o primitiva a lui f pe [ si fie
b

a, b doua elemente oarecare al lui /. Numarul F(b)—F(a), notat j f(x)dx , se numeste
a

integrala definitd a lui fpe [a,b].

EXEMPFLY

xdt
@ Pentru orice x >1 avem .[1 — =Int T =Ilnx.
t

xd o . L e o
Observatii. m L Y y |f =Inx aratd cd variabila ¢ nu intervine in ,,final” si ca poate
y

fi inlocuita cu orice litera cu exceptia lui x.

o [ S =F(0)[l = F(a)- F(a)=0.
s [ f(0)dx = F(x)[; = F(a) = F(b) =—(F(b)~ F(a)) = —jb f(x)dx.

t
m ja f(x)dx =F(x) |; este o primitiva a lui f ce se anuleazd in t=a.

Teorema. Fie functiile f, g:[a,b] >R continue pe [a,b] si fie a € R . Atunci avem:

a) J:(f(x)+g(x))dx =ij(x)dx+Ijg(x)dx;

b b
b) j of (x)dx = aja F(x)dx .

Demonstratie. Fie F si G doud primitive ale lui /', respectiv g. Atunci F +G este o
b
primitivi a lui f+g si avem L (f+ g)(x)dx=[F (x) +G(x)] |z =F(b)+G(b)-F(a)—G(a)=
b b
=(F(b)—~F(a))+(G(b) - G(a)) = j Fx)dx + j g(x)dx .

Pentru a.=0 avem j:af(x)dxzjdexzcE =c—c=0=a.[:f(x)dx,
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Pentru o # 0 functia oF este o primitiva a lui of si
[(of@)dx=aF () = aF (b) - aF (@)= a(F(b) - F(a))=a f(x)dx.

Observatii. m Dacd F este primitiva functiei continue f :[a,b] >R, formula
b
L f(x)dx = F(b)— F(a) se numeste formula lui Leibniz—Newton.

m Existd functii integrabile care nu sunt functii continue.
Definirea integralei definite (pentru aceste cazuri) depaseste cadrul manualului.

m Exista functii integrabile care nu admit primitive. Exista functii care admit primitive si
nu sunt integrabile.

Exercitiu rezolvat. Sa se determine:

e Ilnx+2
a) [ (3x* - 2x+2)dx; by [(3-
1 1 X

Solutii. a) fl(sx2 —2x+2)dx =(x* —x* +2x)‘: =23 2242 2_[(—1)3 (1) +2- (_1)} =

| 2 el 1 3 15
b |31 dx =3[ +6je—dx=31n2xr +6lnxf =2 +6=—.
I x 2 1 2 2
P EIBLEAE
=— Sa se determine urmatoarele integrale definite Lb f(x)dx determinand
initial o primitiva F a lui f;
PropvsE

1. jlgxlnxdx 2. Lglnzxdx 3. j;xze“dx

4. j;(x2+2x)e3xdx 5. [, xsinxdx 6. | % xcosxdx
2

T . z . 2 2
7. jo " sin xdx 8. fozsmxdx 9. fo cos xdx

N
10. j;xarctgxdx 11. [, arcsinxdx 12. j;xe'xdx
2
13, [§—5—dx 14, [P 15. [ VxInxdx
cos” x i sin® x !
¢ In(Inx) L o
16. [* ——dx 17. [ 2xe” sinxdx 18. [ 2xe* cosxdx
e X e 0
5_sinx 3COS X T
19 Js 1+cos’ xdx I4 sinx dx 21 [ (tg'x + tgr)dx

22. % sinx —cosx

Zsinx +cosx
j3sinx+cosx g,

eln’x
23. [[ S dx

1 etgx
24. [, —S5—dx
COS X
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1 e 2 e2x

25. [ dx. 26. [~
x=2 Ly

dx ——d

29. J.°)c4+1 *

28. Ilm

Sa se determine urmatoarele integrale definite:

3

27. L

dx

xlnx

1 x
30. J.O(xz——i—l)dx

X X

2 2 e
3 ) [4363 - 3x° +;jdX; 32. I [xS —4x3+—+%jdx;
1

33. '1(3\/}+4%)dx; 34. Il(3e

1

5
3x—4e_2x)dx; 35.I 26 3
4\ X" =9 x*-9

b3 1
36. Tj( —2tngdx 37I
5 \sin”x \/4

T
38. J' ;2[ 5 ¢ de;
5 €08 4x sin”2x

9 2

T

22 dx;
16x -25

i .3
l1-sin’ x
31TSIm X

39. J'
T

sin2 X

40.
J22 x2 -4
6
42. V24’ —\2-x dx ; 43.[ J+7dt ;
J -1 4_x 0
16
PN IR 6J. _ydy
Jo Ji+9-t’ 02 +1)*’
3
8. 9% . 49.I -
J22x? +3x-2 1 x?+4x+5
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(20?4 -2 3002 2
———dx; 41 J.Tf (tg X+ ctg x—x)dx;

9 v—
44.j y1 4y
4 4y+1

1

2
47. I —dx ;
1 X

T
50. J. 27: \cosx — cos’ x dx .
2



IL1.3. Proprietati ale integralei definite

in clasa a XI-a au fost prezentate rezultate privind legatura intre semnul primei derivate
a unei functii derivabile si monotonia functiei, intre semnul derivatei a doua si concavitatea
sau convexitatea functiei, precum si teorema de medie. In acest paragraf vor fi prezentate
cateva rezultate legate de semnul unei functii continue si semnul integralei definite si se va
da teorema de medie pentru functii continue.

b
Teorema. Fie functia continud f :[a,b] > [0,0) . Atunci j f(x)dx=0.
a

Demonstratie. Fie F primitiva lui f* ce se anuleaza in a. Pentru orice x €[a,b] avem
b
F(x)= j xf(t) dt, F'(x)= f(x)=0.Deci F este crescitoare pe [a,b] si deci Ia f(t)dt=
a
=F(b)—F(a)=0 deoarece a<b.

Consecinte. Fie f, g functii continue pe [a,b]. Atunci avem:

a) f<g= [ fdes [ g(0dx; by f<0=["/(dx <0.

b b b
Demonstratie. a) g— f =0=> j (g(x)—f(x))dx =0 :ja g(x)dx —ja F(x)dx=0=
= jb fr)dx < jb g(x)dx .

b) f<0=-/>0=['(~/()dx>0= -] fx)dx>0= [ f(x)dx<0.

b
Observatii. m Daca j f(x)dx=0 nurezultaca f=0.
2
M Fie f(0)=3x"~2x. Avem [ f(r)dx=(x’ - )‘ —4>0 si f(x)<0
0
' 2
m pentru orice x € {O’E} c [0,2] .

m Putem compara integralele definite a doua functii definite pe acelasi interval [a,b]
fard a le calcula efectiv.

2 2 2
exémry  S3 se demonstreze cd L xdx < L (" —Ddx < Jl xe' dx .

m Fie f(x)=x, g(x)=¢" -1, h(x)=xe*. Avem f'(x)=1 g'(x)=e",
h'(x)=e" +xe”. Deoarece 1<e* <e* + xe* pentruorice x >0 (sidecisi pentru

2 2 2
xe[1,2]) rezulta ca f(x)< g(x)<h(x) si atunci L F(x)dx < L g(x)dx < L h(x)dx .

Se stie ca functia continud f :[a,b] > R este marginita si isi atinge marginile, adica

exista o, B €[a,b] astfel incat f(a)=m< f(x) <M = f(B) pentru orice x €[a,b].
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Teorema. Fie functia continud f :[a,b] > R si fie m si M marginile lui /* pe [a,b].

Atunciavem m(b—a) < I bf(x)dx SMb-a).

Demonstratie. m< f(x)< M pentru orice x €[a,b] :>j bmdx < J bf(x)dx < J bde =
b b b b
=m, <[ fx)dx<Mx| = mb-a)< [ f(x)dx <M(b-a).

1

—da

b
Observatie. Numarul 5 J. f(x)dx se numeste valoarea medie a lui f pe [a,b].
a

Teorema de medie (Cauchy-1821). Fie functia continud f :[a,b] &> R . Atunci exista

c €[a,b] astfel incat jabf(x)dx =(b—a)- f(c).

Demonstratie. f fiind continud, rezulta ca f* este marginita si atinge marginile m si M.
1

—a

b
Am demonstrat cd m < J. f(x)dx < M . Deoarece f este continua pe [a,b], atunci
a

1 b
[ are proprietatea Darboux si deci existd ¢ €[a,b] astfel incat f(c) = 3—a ja f(x)dx.
—a

1+
Exercitiul rezolvat 1. Sa se calculeze lim ' “Intdt.
xNO

I+x
Solutie. Conform teoremei de medie existd c €[1,1+ x] astfel incat -[1 Intdt=xInc

1+
sideci lim “Intdt=limxInc=0.
a0 1 N0

Exercitiul rezolvat 2. Fie functia continua f :[a,b] >R avand proprietatea

3I;f(x) dx =1. Sa se demonstreze cd existd x, €(0,1) astfel incat f(xo) = xé
1
, I I 1 1 X ! N
Solutie. 3[ fx)dx=1< [ f@dx— ~0e, f@dx = =0 (f)-x )dx_o .
0
Atunci existd x, € (0,1) astfel incat (f(xo) —xé )(1 —0)=0 sideci f(xq)= xg .

Teorema. Fie /' o functie continuad pe intervalul /. Pentru orice a,b,cel avem

ij (@Wdx=["f (x)dx+jcb f(x)dx.

Demonstratie. Fie F o primitiva a lui f pe I. Avem I:f(x)dx =F(b)-F(a)=
— F(b)—F(c)+F(c)—F(a)= chf(x)dx+ [ rede=° roodx+ jcbf(x)dx .
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1
Exercitiul rezolvat 3. Sa se determine .[71 f(x)dx , unde f(x)=min(x,x?).

x,x €[-1,0]

. Deoarece f este continud pe [—1,1]
x%, xe(0,1]

Solutie. Functia f este datdde f(x)= {

2
rezultd cd f este continud si pe [—1,0], [0,1] pe care admite primitivele F(x) =x7, xe[-1,0],

0 1

3 2
Fy(x) =%, x[0,1]. Atunci jil f(x)dx=jf1xdx+j;x2 dx:x7

X3
4+
3

-1 0

b

Fie f° functie continud pe [a,b]. Ne propunem sa calculam I f(x)dx efectuand
a

a—p

schimbarea de variabild liniard (afind) x =0t +, o, feR, ao#0.Dacd x=a, fie c=
o

iar dacd x=0b, fie d = H . Fie F o primitivd a lui /' pe [a,b].
o

Avem jabf(x)dx = F(x)|2 =F(at+ [3)|j . Deoarece (F(OLt + [3))' =of (at+P)=
= af (at+PB) rezulta ca F(or+B) = jcdqf(w +B)dt si deci jb f(x)dx = jcdocf((xt +B)dt.

Am demonstrat astfel urméitoarea teorema:

Teoremi. Fie functia continud f :[a,b] > R si fie functia liniard g :[c,d]—[a,b],

g(t)=oat+ . Atunciavem Iabf(x)dx = Ijocf(oct +B)dt,unde c=g '(a), d=g ' (b).

Exercitiul rezolvat 4. Fie f :[-a,a] — R functie continud, a>0.

a) Daci f este functie pard pe [—a,a] , atunci J, f(x)dx = 2j0 f(x)dx .

b) Daci f este functie impari pe [—a,a] , atunci J'fa f(x)dx=0.

Solutie. a) [ f(x)dx = jf S@)dx+ [ " f(x)dx. Punind x =1 avem | f’ f(x)dx =
=[ iy =—[ rend=[ ) fendi= [ Fod= [ F@dx sidei [ fdx =
=2f s r@ax by [° fde= [ fened= [ fod=—f) fod=-] fdx
deoarece f este impard si deci jfa f(x)dx=0.

1 1 1
L[ 6x* =307 +2)dx =2 (5x* -3¢ +2)dx =2(x" -2 + 2x)‘ =4

EREMPFLY

T
; 2 2.3 4 _ 2.3 4 .. o
2. | 7. x"sin” xcos” xdx =0 deoarece f(x)=x"sin" xcos” x este functie impard.
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Exercitiul rezolvat 5. Fie functia /' continua pe R si periodicd cu perioada 7 >0 .

Atunci pentru orice a € R avem I:+T f(x)dx = IOT f(x)dx.
Solutie. I:JrT f(x)dx = I:f(x) dx + I()Tf(x) dx + J-;HT f(x)dx.
a+T a a 0
Luind x=¢+T avem jT £(x)dx =j0 f(t+T)dt=jO f(t)dt:—ja f(t)dt=

- —jo (x)dx deoarece f(1+T)=f(1). Rezulta c | :*T f(x)dx = IOT f(x)dx .

ErEAPLY

2n
a+—
ﬂfj Sa se calculeze [ = I sin6xcosl5xdx.

a

Demonstram ci functia f(x) =sinb6xcos15x este periodica si ii determindm perioada

L . . . . 2km . 2nm
principala. Functiile x — sin6x si x — cos15x au perioadele o respectiv 5

k,ne Z" . Din 2k—n =21LTC rezultd 5k =2n . Cele mai mici numere naturale nenule care

satisfac egalitatea 5k =2n sunt k =2 si n=>5. Perioada principala este deci T = an = 2n

n 6 3

+T
Avem I: f(x)dx =constant . Luand a =—§ rezultd [ =J. 3n sin6xcos15xdx .

3
Deoarece f este impard rezulta ca / =0.

Ck 2}’l+1_1
Skl on+l

n 1 n 1 (X +1)n+l 1 n xk+l
Solutie. (x+1)”=ZC,’;x" :>I (x+1)”dx=ZC,’;I Hdx=—— =3C =
~ 0 = e n+l o k+1
0
2}’l+1 n k
_ }’l
2
Exercitiul rezolvat 7. Sa se demonstreze ca:
1 n+l
a) ln2<I 2de<1pentmorice neNn=2; b) lim dxzzo'
01+x" noodn  l4+x
. 2x 2x . L <
Solutii. a) < <2x pentru orice xe(0,1) si orice n=2. Rezulta

1+x*  1+x"

P) ) ) 1 )
I Xd’2‘<j xdx j2xdx:>ln(l+x )‘ I de<x2‘ :>ln2<j XX
014+x 0l1+x" 01+x" 0 0l1+x"
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n+l dx
b) n<x<n+1=0< :>0<J. = lim =0.

\/1+x \/1+n \/1+x \/1+n modn (14 x2

PEIDLEAF 1. Sa se determine valoarea medie pentru urmatoarele integrale definite si,

E— cand este posibil, punctul corespunzator:
1 .

? a) .[ x?dx; b) In (a+bcosx)dx; ¢ I;smzxdx;
PRoP/SE 0 o

4 3 2
T . 4 1 1 dx
d sin” xdx ; e J. Vx +—|dx; Iz dx ; J. .
)'[0 ) 1( ! \/XJ : 0 1 x2+x * 2 0e*+1

2. Sa se demonstreze ca:

! 2 ! d 2
a)2<J‘ Va+x2dx</5; b)—<J. X <=;
0

9 Joigsx? 7

c)J.zexzdx>ez—e; d)%<J.1 dx <£;
1 3 Jdoy2ex—x* 2
1
e)E< dx < T ; f)l<‘[E dx <z VneN ;
O\/4 Xt - 42 P ’
g)2_7t o dx <2_TE; h)l< gsinxdx<£
13 Jo 10+3cosx 7 2 g X 2

3. Sa se demonstreze ca:

1
2 1 2o L
) ln(1+x2)dx<15; b [7 o2 -e-2); o [2 texds L

095 1 3 J’3 Inx
d In(x+1)dx=2-4In—; —dx<J. —;
)J. “Tm0 O Jo e D EERR M Jx
1
g)J. (1+x\/ej)dx<e—l; h) J.4(smx+tgx)dx>g
0
1 1 X 7 1,
i)J. exdx<J. (1+x) " dx; j)—<J~ et dx<2.
0 0 e -1
4. Sa se calculeze:
1
1.7 2.5 ~.3 1
a) J. %sin T xdx ; b) J. X 3« 22x +xdx; c) J.31 cosxln1+xdx.
-1 cos” x - 1-x

3
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5.a) Fie f:[a,b] > R continui. Si se demonstreze ca

[ rerax] <[ rco)ax

b
b) Fie f :[a,b] = (0,) continui pe [a,b]. Stiind ci j f(x)dx =0, sa se demonstreze
caa=b.

6. Fie functia ' : R — R continud pe R cu proprietatea f(x) + f{—x)=x,Vx€R.

a 2a
Sa se arate ca pentru orice « € R avem: a) I_ f(x)dx=0;b) _[0 f(x)dx =24" .

7. Fie functia f : R — R continud pe R cu proprietatea f{1+x) + {l-x)=x,Vx€R .

a 2a
Sa se arate cd pentru orice a € R avem: a) Jlaf(x)dx =0;b) _[0 f(x)dx =24" .
8. Fie functia continud f:[a—b, a+b] >R, b >0, avand proprietatea
ofla — x) + Bfla — x) =y, ¥V x €[-b, b], a, p €R™* Sa se demonstreze ci:
2vb
_[ S (x)dx = PETE ,unde o +B#0.

9. Fie functiile /" si g continue pe R si fie a, bR . Sa se arate ca:

2 [ f@dx=b-a)- [ fa+®-a)d: b [ f)gla—x)dx=["g(x)f@-x)dx.

10. a) Fie functia f impara cu perioada 7> 0 si cu derivata continud. Sd se demonstreze
5 J~2T xf'(x)dx
@l 14 200

5 km x sin xdx _ *mxcosxdx
b) Sa se calculeze: I, :_[ === L= Tz,
0 1+ cos’x 1+4sin” x

n n (_1 kflC}lic
) YA

11. Sa se demonstreze ca Z
k= 1

,unde k€ {1, 2}.

1 *
12. Sd se demonstreze cd joxm (I-x)"dx = .[0 x"(1—x)" dx , pentru orice m,neN .

Yy, Xy
Inx—-Iny

13. Fie 0 < y < x . S& se demonstreze ca al

14. Fie functia f continud f:[a—b, a+b]—> R, a, b €R, b > 0, avand proprietatea
fla+x)=fla-x),V xe€ [-b, b]. Sd se demonstreze ca J-:jbbf(x)dx = 2_[:+bf(x)dx .

15. a) Fie functia continua f:[a—b, a+b]—> R, a, b €R, b > 0, avand proprietatea

a+b
fla+x)=-fla—x),V x € [-b, b]. Sa se demonstreze ca ij f(x)dx=0.

2 (x—Ddx _Il (r—Ddx

2 n’ EN*.
02x* —4x+37 7 1(x" —2x+2)

b) Sa se calculeze J.
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I1.4. Integralele definite pentru functii rationale

Vom determina integrale definite de forma J. %dx unde P si Q sunt polinoame de

grad cel mult 4 pentru care Q(x) # 0, Vx € [a, b].
b P(x) . o P(x)
Avem J' = F(b) — F(a) ,unde F este o primitiva a functiei f(x) = o)’ x€la, b].

Exercitii rezolvate. Sa se determine urmatoarele integrale definite

1
——dx 4 ———dx
L. L X +5x+7 2. L% 26 +3x+2
2 x?=3x+2 2
X ZoXFL g 2 d
J.‘x+2x+xx 4“.‘)x+1x
2 2x* +3x —x —2x—1 x
d -2 —d
S J. X +xt—x—1 * 6. J.Ox +3x7 +2 *
55x° —19x" +12x +6 S S
7 G a— a3 8. | (—1(x+1)
3 1 2 15x+10
d
9. (" = x)(x* +2x+3) * 10. } (% + 2x + S)(x* + 2x +10)
Solutii. Pentru determinarea primitivelor F vom avea in vedere afirmatiile din capitolul I
paragrafele 8, 9, 10.
2
1. Avem x2+5x+7:(x+§) +(\/§) Obtinem: | 2 dx = | 12 dx =
2 +5x+7 ( 5) 3
x+2) +2
2) 4
3
:%jﬁ)ﬁ)dx Luand ¢= 2x\/_43—5 obtinem 4J‘—dt—\/§arctgt+7’ si deci
NE]

&‘

5

2

2x+5

S5 dx = 2
—————dx =—==arct
L% Paseel o BB

%(arctgl —arctg0) = % .

3, 7 : 21
2. Avem 2x* +3x+2=2 (x+—) + == |. Obtinem J' ' ————dx =
4 16 7 2x"+3x+2
1 8 1 2 e dx 4375
== dx=2| ;# ————dx=“carct =
2I% (H;) 7 7I% ax+3),, V7 SN
16 77

= %(arctgl —arctg0) = # .
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xX’-3x+2_ A, B . _C
2 2
x(x+1°  x x+l (x+1)

+ Bx(x + 1) + Cx. Identificand coeficientii obtinem 4 =2, 4+ B=1,24+ B+ C=-3,si

3. Avem de unde rezultd x> — 3x + 2 = A(x + 1)* +

decid=2,B=-1, C=-6. Rezulta ca J'wdx 2j' dx — 6j' dx — j' 1 dx =
2x" +x x+1
2
_ 6 _ CotnX 4 6 . 2 X7 -3x+2 a8
_2ln|x|+x+1 1n|x+1|+6’_1n|x+1|+ +1+¢” DeCII1x3+2x2+de In——1,

4. Avem x* +1=(x*+1) - 2x" =(&* + xV2 + (x> = x2 +1).

. 1 Ax+B Cx+D . o L .
Obtinem = + . Prin identificarea coeficientilor obtinem

¥l a2+ 2 —x2+1

| 1 o ( x+2 x—2 )_
A=—,C=- B=D=—- - dx |=
35 = a s deci [ 17 % raa® e
2x+2 V2 2x -2 V2 j
dx + dx - dx dx |=
U ¥ +x/2+1 Ix2+x\/§+1 I —xV2+1 Ixz—x\/§+1
1 2 2 1 2x +2 \/—)
=——[In(x* + xv2 +1) = In(x* — xv/2 + )] + ( t +arct +C
1 ﬁ[n(x X )= In(x* = xv/2 +1)] NG arctg NGl arc g \/_
A _ 2x +42 -2 _ tgx +tgy
Notand o = arctg NG +arctg ﬁ si aplicand formula tg(x + y)——l_ tgr tgy
rezulta tgo = x«/ﬁz_
—X
V2 2 V2
Tl gy L X215 1 txf I IR T
Jo a2 nxz—xx/z+10 22 TR 0 FNC RN A
5 Avem 2x +3x x _2x 1:2x+1+%:2x+1+ A + B + C S
X +xt—x-1 (x—=Dx+D x=1 x+1 (x+1)

Eliminand numitorul rezulta x = (4 + B)x> + 24+ C)x + A — B — C. Obtinem 4 + B =0,

_ PO G B |
2A+C—1,AfoC—O§1dec1A—4,B— 4,C 5
P 1y |x+1 1 |5_17,1
Integrala devine I—[x +x+4ln . 2(x+1)} 0 —12+4ln3
x’ X’ _Ax+B _ Cx+D

6. Avem . Obtinem

x+3x +2 (x* +2)(x’ +1) x+2 X410

f( )_ 1113\/—

si integrala devine 7 =In(x” + 2)‘

__ X
+2 2 +1
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_5 19X +12x+6 _ 1, 2 3 1 . .
7. Avem f(x) = x(x —D(x —2)(x-3) x x-1 x—2 x—3 sideci

f:f(x)dx N (€t Cn) —1)2_(x - 3)‘ ‘ _1n1024

405 -
5
8. AVem = X = 1 + 9 31 +x+2.
St (x=D(x+1) 2(x—1° 4(x-1y 8( -1 ~
1 9 31 ’ 4
3 | X _45
Atunci fzf(x)dx —{ TS 4(x 1) ln|x 1|+ +2x}2 4 +31ln2.
1 1 1 1 x+1
. = =——+ +- _
9. Avem /() (x2 - x)(x2 +2x+3) 3x 6(x—1) 6 (x+ 1)2 +2

1 ln 8, ﬁ ( arctg2v/2 —arctg—= \/_

Rezultd ci [ f(x)dx = [ém x—1,
X

o \/_ arctg x\/tl}

_ 15x +10 _3x+2  3x+2  _3x+D-1
10. Avem /00 = SR+ 2x 4 10) X+ 2r 410 P 42045 (4140

A 1= b —1 31 im0 r—2 =3
(x+ 17 + 4 otand x to tmemg(z)— x=1=>t=2,x=2=1t=

£+9 £+4

3
arctg% —larctg%)} ‘ =3 lnm ++= arctg% —larctg;
2

. 3 3.4 +49 (1
si atunci fz g(t)dt—[zlnter _(_

3 2 169 24 3 2

pRIBLEAE

—_— Sa se determine urmatoarele integrale definite:

S S g -
[, X +4x+5 v

rropiE
J‘l ' —3x+1

dx, a>0 O+ 4+ 1)

3. J.Oi(x—a)?x—Za)

1 x2 1 1
S S S S
> J.°x4+x2+1 * 6. J“’(x2+2x+5) *

1 X 2 _1
X 4x x’
7. I°2x2+3x+1 8. [, 4x° — x

: 1

o (x+2) 1 4
O(x+1)*(x* +1)

. d 10.
2x(x -1y : /

2

T s et SR P RN i W
(x+2)(x+4) O+ D+ x+1)
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IL.5. Integrarea prin parti a integralelor definite

Se demonstreaza urmatoarea:

Teorema. Dacd f, g:[a,b] >R sunt doud functii derivabile pe [a,b] cu derivatele

continue pe [a,b], atunci avem: jabf(x)g'(x)dx = f(x)g(x)|z — jabf’(x)g(x) dx.

Demonstratie. Deoarece f si g sunt derivabile, rezulta ca ele sunt continue pe [a,b] si

deci f'g, fg' si (fg)'=fg'+ f'g sunt continue pe [a,b] si atunci admit primitive pe
[a,b]. Avem: I:(fg)'(x) dx = I:f(x)g '(x)dx + J:f’(x)g(x) dx sideci

b b b b
), = /D@, =] f(g' ) dx+ [ f1(x)g(x)dx.

Exercitiul rezolvat 1. Sa se determine urmatoarele integrale definite:

1 n n
a) J‘ (x* =3x+2)e" dx; b) J.Tf cosxIn(sinx)dx ; ©) J. 2 X .
0 2 g l—cosx

1 1
Solufii. a) I (2 —3x+2)e" dx = j (2 —3x+2)(e") dx = (2 —3x+ e’
0 0

1 1
- j (2x—3)e" dx=
0 Jo

1

=—2—I1(2x—3)(ex)'dx=—2—(2x—3)ex =3e-17
0 0

1 1
0+2j efdx=-2+e-3+2¢"
0

3 z T n

b) _..“3 COSXIn(sinx)dx:J.T? In(sinx)- (sinx)'dx = In(sinx) - sinx ‘f —J.TS sinx- 2% 4y =
n n e P
6 6

6 p smx

T
=£1n£—llnl—smx A=£1n£—11n1—£+l=l \/§1n£+ln2e .
2 2 2 2 me 2 2 2 2 2 2 2 2e

%o

2 X oo
+IE CthdX—
o3

2 1 w3
=——+—+In2.
2 3

T
3

T T

2 X 2 X 2 x x
c —dXZI ——dx=|* x| —ctg= 'dx=—xctg=
)IT; 1-cosx T a2 X “ ( g2) )

. X
L3 (sm)'
=_E+n—\/§+2j‘ 2 —2dx=—£+n—\/§+2ln sin >
2 3 g 2 3 2

Exercitiul rezolvat 2. Fie | = .[()Esin" xdx .
a) Sa se determine [, . b) Sa se demonstreze ca lim /,, =0.

n—»0
2
2:4-6-...-(2
¢) Demonstrati ca T —lim ( ( zn))
n[3.5. - (2n—=1)]" (2n+1)

(formula lui John Wallis, 1616-1703).
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T

T T T
.. (5 0 (5 _E (5 _ E _
Solutii. a) IO—IOZ(smx) dx—jo2dx—2, Il—Jo2smxdx— cosx|0 =1. Pentru n=>2
T I L
avem [, =.[02 sin"! x(~cosx)'dx = —sin”flxcosx‘g +(n—1)j02 sin 2 x(1—sin® x)dx =
-1 2
—(n-1I, ,—(n—DI, si deci [,="""1 .. Obtinem Iy, =——-1I, =
n 2n+1
2n 2n-2 2n(2n—=2)-...-2 2:4-6-...-(2n) 2n-1
= R A 1y = s by =——h, =
2n+1 2n-1 (2n+)(2n-1)-...-3 3:5:7-....(2n+1) 2n
_2n—1'2n—3.l : _(2n—1)-(2n—3)-...-3-1.l _1:3-5-.-2n-) =
o 2m-2 YT op@2n-2)-.-42 ' 2.4.6-.-2n) 2
b) Fie a, :L(%—l) . Sirul este marginit deoarece 0<a, <1 pentruorice n € N
2:4-6-...-(2n)
a, 2n+2 . . < < e
Avem = <1, deci sirul este strict descrescator. Rezulta ca sirul (an) _, este
a, 2n+1 n=1

convergent si limita lui se afld in [0,1) . Deoarece 0 < a, < rezultica lim a, =0

n+l1 n—00
. .. T ..
sideci lim /,, =—-lima, =0.
n—o0 n—o0
. T * . . . - . .
¢) Pentru orice xe(O,EJ, neN', avem sin®*!'x<sin® x <sin?" ' x si deci

2:4:6-..-(2n) _1:35-..-2n-1) ©_2-4:6-..-(2n-2)

357 -(2n+l)  2:4:6-..-(2n) 2 3-5-7-..-(2n—1)
2

Obfinem [ 2460 T =_1[ 24620

2n+1 [3:5-7.-Qn+) | 2 21 |3-57-..-(2n-1)

limita rezultd formula lui Wallis.

Iy, <1, <1I,,,adicd

2
} . Prin trecere la

1
Exercitiul rezolvat 3. Se considera sirurile: a, = on(x -D(x-2)..(x—n+1)dx,
1 *
b, = jox(x+1)(x+2)...(x+n—1)dx, neN.

a) S se demonstreze ca (—1)" i by b VneN;

nlonl (n-DV

b) Sa se determine b, in functie de q;, k = I,_n ;

_n

¢) Sa se demonstreze ca sirul ( ‘
n!

j este convergent.
nz=l
Solutii. a) Efectudnd schimbarea de variabila x =1-¢ obtinem

a, =(-1)" -I;(t—1)t(t+1)...(t+n—2)dt=(—1)"I;t(t+1)(t+2)...(z‘+n—2)[(t+n—1)—n]dt=

71



- (—1)"]01t(t 1) (t+n—Tydt—n- (—1)”j;t(z+ Dot +n—2)dt=(-1"b, —n(-1)""b

deunde (—1)y -G b Dot g
n!  n! (n 1)'

n
b) Avem p J. xdx=— Adunand egalititile a) V k = 1,7 avem b‘ b Z(— ¥ i/
n

= k!
adica b, =n! l+Z:( 1)k e
2 5 k!

¢) Pentru orice xe€(0,1) avem x—-1<0,x—-2<0,...,x—n+1<0; rezulta ca

x-(x=1)-(x=2)-...-(x—n+1) are semnul lui (-1)""'. Atunci (-1)"a, <0, adica

-n" 20, Rezulta ﬁ<”—_1.Pen‘fru orice x € (0,1) avem x(x+1)...(x +n—-1)>0
n! n! (n—1)!

... b . n e .
si deci —"' > 0. Sirul | este descrescator si marginit inferior, deci este convergent.
n. n: n=1

PRIBLEAF Sa se determine urmatoarele integrale definite:
=
e i 1
1. -[1 Inxdx; 2. .[02 xcosxdx ; 3. .[0 xe “dx;
PropvsE

1
; 5..[ xe? dx ; 6. J. xdx :
0 T sin?x

72

T
10. .[02 e cosxdx ;

1
13. .[o arctg x dx ;

e 2
16. J. In 2x dx ;

1
19. joxz arccos xdx ;

T
22. .[04 sin x In(cos x)dx ;

2
8. L xlog, xdx;

11. Le In® xdx;

1
14. .[o arcsinxdx ;

1
17J‘xexdx,
0

20. j;ex sinxdx ;

1
23. -[0 x° arctg xdx ;

3

12. -[1 x° Inxdx;
1

15. .[0 xarctgxdx ;
T

18. j04 x? sin2xdx ;

T
21. .[02 sinxcoszxdx;

24. J. Inin ) g .

e X



1 n
25,I2(x2—2x+3)e2de; 26.I2(x2+2x—1)sin2xdx; 27.J. W —4dx;
0 0 2

3 1 1

28. I ¥ x2—4dx; 29. I ¥ x2+1dx; 30. I e&dx.
02 0 0

31. Si se determine urmétoarele integrale definite:

xe*, xe[0,1]

2 2
2) IO In(1+}r-1)dx: by [ f()dx, unde f(x):{e(zx—n,xea,z]’
(x=De™,xe[0,1]

c)j f(x)dx, unde f(x)=1 1,2 ¢ ; d)j f(x)dx, unde f(x)=

—=,xe(1,2] Yol

e —1‘

1
32. Sa se determine a, b € Q astfel incat / € Q, unde / =j 1(x2 + a|x| + b)e‘x‘ dx .

. e 1
33. Fie I, =L (Inx)"dx, neN’, J, =IO x"e*dx, neN.
a) Sa se demonstreze ca sirurile sunt convergente.

b) Sd se arate ca [, =e —nl, , sisdsecalculeze lim 7,, lim J, .
n—o n—o

34. Fie 1, = jol In(1+ x")dx, n eN"

a) Sa se calculeze [, si ,.
b) Sa se demonstreze ca sirul este convergent.

¢) Sd se calculeze lim 7, .
n—>00

T
35.Fie I, = .[02 tg" xdx,ne N". Si se demonstreze ci:

1
a) In:E— w2, V=3 b) I, <

36. Fie I, =.[01 x"J1-xdx,neN.

a) Sa se calculeze /, pentru ne{0,1,2}.

,Yn=2; ¢ limI,=0.

n— n—»ow

2”
b) Sa se arate ca 1, " =313 I .
¢) Sa se determine lim 7/, .
" 1 dx 1x" dx
37. Fie sirul (1,,),5¢ definitprin /o= ——, I, =[ =——, neN".
" 0 '[Ox2+1 '|‘01+x2
Sa se demonstreze ca:a) [, ., +1, :n+1’ neN’; b) [,=1,,, neN’;
1 1 .
¢) 2/, e ,— |, n=2; d) lim 2n/, =1.
n+l n—1 n—»o
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I1.6. Schimbarea de variabila pentru integrale definite

Ca si in cazul determindrii primitivelor unei functii, schimbarea de variabila pentru
integrale definite se efectueaza pentru a reduce calculul integralelor definite complicate la
calculul unor integrale definite mai simple.

Teorema (prima metodd de schimbare de variabild)
Fie g : [a, b] > J, f: J — R, J interval din R astfel incat f este continud pe J, g este
derivabila cu derivata g’ continua pe [a, b]. Atunci avem

[2 £ (g’ dx =[5 f(o)dt.

g(a)

Demonstratie. Deoarece f este continua pe J rezulta ca fadmite primitive pe J.
Fie F: J— R o primitiva a lui f. Deoarece f'si g sunt functii continue si g’ este continua,

rezultd ca functia (f o g)- g’ este continua si deci este integrabild. Atunci functia F og: [ —R

este o primitivi a lui (f og)-g’ deoarece (Fog)=F'(g)-g'=(fg)g .
Aplicand formula lui Leibniz-Newton avem

=F()

b g(b)
% - .‘- 2(a) f(t)dt

Probleme rezolvate
Sa se determine urmatoarele integrale definite.

x %sin’ x eln®
1. I dx I6 cosxdX 3. L%dx
4. fogesmxcosxdx 5. I m 6. ff(tgx+tg3x)dx.

Solutii. 1. Fie functia g : [0, 1] — [1, 2], unde g(x) = x* + 1. Functia g este derivabild cu

derivata g'(x) = 4x°, care este functie continud. Luim f(x) = 1 siavem g(0) =1, g(1) = 2.
X

+1
Integrala devine % 0 44‘ 4I1(x ) 4I2dt 11m| B 11n2

Sé observam ca am notat ¢ = g(x) si atunci dt = 4x’dx.

Noile limite de integrare sunt £, =x'+1=1,¢,=x, +1=2.

+ .3 s 2 P 2
sinx(1—cos” x - _
2. Avem SILX _ ( ) _1=cos X (“cosx) = _l-cos’x
cos x cosXx coSXx oS X

(cosx) .

2
Ludm ¢ = g(x) = cosx, f(t)=—1_7t=t—%, A =g(g)=§ ) Zg(z)=§.Rezulté

ca avem: J“Sclélsxd —jf(t—%)dtz(j—lnt) =In

i
0| —

3
2
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2
3. Avem lnTx =(In’x)-(Inx) . Ludm ¢ = gx)=Inx, f()=£,¢t,=Inl1 =0,¢,=Ine= 1.

2 3
Rezulti cd avem: L 1nTxdx = joltzdt = %‘B =%.

4. Avem e*™cosx = e*™(sinx)'. Ludm ¢ = g(x) = sinx, t, = g(0) = 0, 7, = g(%) =1,f(@)=¢.

sinx

cos xdx =f;e’dt =é'lj=e—1.

s
Rezulta ca avem: f 02 e

2 '
5. Avem ( x2+2x+2)’= (x ;—2x+2) _ 2)H—l '
WP +2x+2 NP 42x+2

Luim 7=g(x)=vx*+2x+2,1() =1, t,=0,1,=1

. < 1 +1 1
Rezulticiavem [ —XT2  dx = dt=1.
IOx/x2 +2x+2 k
6. Avem tgx +tg’x = tgx(l+ tg’x) = tgx - 12 = tgx - (tgx)'.
cos“ x

Luam 1 = g0 = tgx, £, = 2(0) = 0, t,=g( %) =1, fO)=1.
v x 3 TR |

Rezultd ca avem L;‘ (tgx +tg'x) dx = J'Otdt = §|0 =5

Integrarea functiilor pare. Integrarea functiilor impare

Fie a > 0 si functia continua f: [-a, a] > R.

2j' ; f(x)dx, f functie para

Vom demonstra ca jfa f(x)dx =
0, f functie impara

Fie 1=[* f(odx, 1= [ f(0dx, I, = [ f(x)dx -

Avem =1 +1, inr , efectudm schimbarea de variabild x = — si deci dx = —dt. Obtinem:
I = LO f(=)(=dt) = —I: f(=t)dt = I; f(=t)dt. Daca f este functie pard avem f{—) = f(¢) si
deci [, = J';f(t)dt =1, siatunci /=21,

Daca feste functie impard avem f{—¢) = -f(¢) si rezultd ca I, = -/, si atunci [, + I, = 0.
Integrarea functiilor periodice

Fie T> 0 si fie D — R astfel incat pentru orice x € Dsaavemx + 7€ D,x—T€ D.
Fie o functie f: D — R continua si periodica de perioada 7. Atunci avem f'(x + T) = £ (x),
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b+nT

Vx € D. Atunci pentru orice [a, b] < D,Vn € Z, avem [ f(x)dx = J' f(x)dx .

intr-adevar, luand x = ¢+ nT, obtinem [ f(x)dx=[" f(t+nT)dt=]" f@)dt=[" f(x)dx.

EXEMPLY Sa se determine J: |sin 6x|dx.

{hj Solutie. Luam x:é si obtinem I:J'(;I|sin6x|dX:%J'§n|sint|dt. Functia

, g: R —> R, are perioada principala 7 = n. Atunci obtinem:

1=4(] Jsinddt+ | "[sinde+ [ "

o lsind|dt-+ ["fsing|dt ) =

lZI(k+l)n| in¢dt = lij- |Sint|dt—l'6jnsintdt——cost T=)
_6k:0 k _6 = 6 Jo = 0= <.
pRIBLEAE Sa se determine urmatoarele integrale definite:
z [l X —dx [l —dx Iy
@ 1. J, 4+1 2. N 3. [, xVx® +1dx
; 2 e
P ROV 4. [ 7 dX 5. f 2 6. [, xe " dx
.[4 s1nx dx jf cosxdx 9. f%sin3xcosxdx
cos’ x 3 sin’ x 0
z 3 5_Cosx 4 sinx__ 4
10. IO sin x cos” xdx 11. |, & sin’ X 12. IO 1+cos " X
elnx ’
. .|, —=d V| ——dx
b [ x is. [ xlnx
16. 02 sm2x dx 1. Ifr cos(In x) dx 18. Ifr sin(In x) dx
1+cos’ x 0 X 0 x
1e' +1 11 asin
19. [, 5 dx 2. [ = 21 [ dx
22 Iz L 23 J.S L dx 24 IaVaz—xzdx a>0
“U e 2x -1 U (x+DWx S s
2 NN 2
2. [ T dx 26. |3 =Lax 27. L3%dx
1 2 2 1 1 . .
28. VI-x°d 29. | —5——F——=d . | 2 |sin2x|dx
8 J.Ox X ax 9 I’1x2—2|x|+2 X 30 J-,§| |
x + X .3 B n
3 [’ el 32. [T sin’xInx’dx 33, [4In(l+ tgv)dx
34. If“ICOSXIdX 35. [T jsin2ddx 36, [ sinxcos’ xdx.
37. oo dx 38. [ X +1d 30. [
’ °x4+ IR X -,
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I1.7. Probleme de sinteza

1. Fi — .
ie g(m)= J'l = m|+1 me R
a) Sa se determine g(m).
b) Si se calculeze lim g(m).
Solutie. a) m < 1= g(m) = j'l - m+1dx=ln(x—m+1)|f zlngiz .Dacam € (1, 3]
31 3 _ B
avem g(m)=/"-—— x+1 Sl P [ = Inm(4—m)

Dacd m >3 avem jlsm_x+1dx:—ln(m—x+l)|f=lnm"_12,

. 1 m _
b) ng}og(m)—ilgclnm_z—o.

2. Si se determine I13|(x —1(x —2)(x—3)| dx.

Solutia 1. Avem f(x) =|(x -D(x-2)(x —3)| = |x — 1|-|x —2|-|x — 3| .

Pentrux € [1,3]avemx -1 = 0, x — 3 < 0 si deci
(x—-Dx—-2)(x-3), x€]l, 2]

S =(x-DB-x)|x-2|= {_(x—l)(x—2)(x—3), xe(2,3] B

X -6x’ +11x -6, x €1, 2]
—(x —6x* +11x=6), x (2, 3]

Deoarece f este functie continud (fiind modulul unei functii continue) rezulta ca feste

integrabild si avem J.IS f(x)dx = I 12 f(x)dx + I 23 f(x)dx =

1.4 11x°
(4 —ox 5 6xj

2 3
1 4 11x° _1
1 (4 —2x 5 6xj2—2,

Solutia 2. Efectudm schimbarea de variabild x — 2 = ¢. Deoarece x € [1, 3] rezulta ca
€ [-1, 1] si obtinem functia g(¥) = (¢ + 1)#(t — 1) = £ — ¢, care este o functie impara si deci

t— | g(t)| este functie pard. Valoarea integralei este data de

1

j Jg@®|dt = zj |g(z)|dt—2j (t-r)dt=2 (1 r %f4);‘z-

x—[x]

2x—[x]+1°

3.Fie functiaf: [0,2] > R, f(x)= unde [x] este partea intreaga a numarului

real x.
a) Sa se demonstreze cd f nu admite primitive pe [0, 2].
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b) Sa se demonstreze ca feste integrabila pe [0, 2] si s se determine j ; f(x)dx.

ﬁ,xe[oaﬂ
Solutie. a) Avem f(x)= xz—;l,xe[l,Z) .
0,x=2
Avem f X dx:lj(l— 1 )dx=l(x—lln(2x+1) +¢ pentru x € [0, 1) si
2x+1 2 2x+1 2 2 1 ’ g

sz—;ldx :%I(l—%)dx :%(x —Inx)+€ pentru x € [1, 2). Daca f'ar admite primitive pe

L Ihm@x++¢, xe[0,1)

27 4
[0, 2], atunci primitiva este de forma F(x)= %x —%lnx +¢,x€ll,2)
C,x=2

Punand conditiile ca F sa fie continuda in punctele 1 si 2 rezultd cid

Ly e+, xefo, 1

2 4
1 1 2 1 4 : 2
E—Zln3+7rl :§+C2 =G . Deci F are forma F(x) = %x—%lnx—%ln%r?f, xe[l, 2).
1_1 €. x=
3 4ln3+(,x 2
. e A 1} o . X 1 x_l l:
Deoarece F este derivabild in 1, avem Ii(l)—Fd(l)@El;I}—szrl—lxl{I} w3 0

(imposibil). Rezultd ca f'nu admite primitive pe [0, 2].

Altfel, x = 1 este punct de discontinuitate de prima speta pentru f'si deci f nu admite
primitive.

b) Deoarece feste integrabild pe [0, 1] si pe [1, 2] rezultd ca feste integrabila pe [0, 2]

si avem j'ozf(x)dx=J'01f(x)dx+‘|'12f(x)dx: j;ﬁdx+_[lzx2—;ldx =

_ (%x ~din@x+ 1))|é+(%x%lnx)|12 =1-1m12,
4. Fie functiaf: [a, b] — [c, d] bijectiva, crescatoare, derivabild si cu derivata continua.
Sa se demonstreze ca Lff(x)dx + fjf"l(x)dx =bd —ac .
Solutie. Fie x = f(f) < t = f'(x). Deoarece f este crescitoare si f derivabilda avem

a=["(c), d=f"(b). Obtinem [’ f(x)dx+[* /™ (x)dx=]"f(x)dx+ [ o "()dt=

b = bf(b)—af (a) = bd — ac.

=[" feodx+ [ "xdx =] (F() + () dx =] (1 () dx = (x)
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k n+l
5. Sa se demonstreze ca z kC;LI 2 +_1 1 .
n

Solutie. Consideram functia f: [0, 1] &> R, fix) = (1 + x)".

Avem (1+x)" = Zn: C*x* . Integrand in ambii membri pe [0, 1] obtinem | ;(l +x)'dx =

k=0
1

I I | kK k c
Tl |t ,respectlvf C dx = ZC k+1| P2

6. Fie functia /: [0, 1] - R, f(x)=2+ Fie sirul (1) _, definit astfel:

X +2x+2 e

L=, f)dx, I, = [ x" f(x)dx ,n > 1.

a) Sa se calculeze [ si /.

b) Si se demonstreze ci, pentru orice n € N, avem 1,, +21,,,+ 21, = % )

c) Sa se demonstreze ca sirul (/) este descrescator.

d) Sa se demonstreze ca, pentru orice n € N°, avem 5/,,, < ﬁ <5, .

4 I 1

e) Sa se demonstreze cd, pentruorice ne€ N, n = 2, avem ——— <[ < ———.
) P S0 S S30-0

f) Sa se demonstreze cd limnl, = 3
H—>00

Solutie. a) J' = J' ' 1 dx = arctg(x + 1)|:) = arctg?2 — arctgl = arctg% ;

0 2+2x+2 O(x+1)7* +
1 1(F+2x+2) 1 5 ‘1 1,..5 1
[ = ———— I, ==In(x"+2x+2)| -1, ==Ins—arctg=
=l +x+2 ZI X 4+2x+2 Pt )o 07272 £3-
2x +2) "”1 1
b _ x(x + nie .
) I, +21.,+2] = —dx oo jo x"dx = +1 =—
n+l n
)0<x<I=>0<x<x"<1=>0< % <X <1
X+2x+2 X +2x+2 X +2x+2
=0</1,<I <I.
d)Avem SI <1 _+2I +21 <5I = SI,.,<——<5I .
nt. nt. n+ n n n+1
1

e) De la punctul d) avem 57, , < nL

i [ <L v s ,
| si deci 7, 5(n—1)’vn 2. Din

| 1 1 1
B <I <
n1 S0 = 2 55,1y o deel 55,0, Sy V1 > 2
. < <nl <1 s =
f) Din punctul e) rezulta —S(n ) " S 3n=1)" Rezulta ca
: n _1
lin Sy < Mmal, < lim ey = limud, =
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pRIBLEAE

= 1. Sa se determine primitivele urmatoarelor functii:
2 f=5E gy =]
xt+1 xt+1
pPropiE
1 x°
X)= =
¢) S(x) a1 d) f(x) a1
x* -1 x =1
X)= X)=
e /() x4 3% + 507 +3x +1 n /() x4+’ +2x7 +2x +1
x> +1 X+ x+1
X)=———"  —————
g /() e+l h) /(%) xtrox’+1°

2. Fie f: R > R o functie continua.

a) Sa se demonstreze ca:

i) ["fodx=]"fla+b-x)x;
iy [ fdx=["f(b-x)dx ;

iii) [ f(dx = [ (f(x)+ f2a~x)dx .

b) Sa se determine urmatoarele integrale definite:

n_xsinx dx -

IlzfoﬂnthdX; 12=I01+coszx

2a =
I= IO (2ax _x2)arccos(l—§)dx ;o 1, = L;* In(1+ tgx)dx ;

b3 3 T .3
15 — J'Oz . 3COS X . dx : 16 — J'02 . 3)Sln X . dx )
SIn"xX +COoS™ X SIn"x + CoS™ X

1 xn
>
0x+3dx,n/1.

3. Fie sirul (/) _  definit prin /; = J.le—}_3dx, 1, :J'
a) Sa se calculeze [ si /,.

b) Sa se demonstreze ca pentru orice n € Navem /,,, + 3/, = ﬁ
¢) Sa se demonstreze ca sirul (/) este monoton si marginit.

d) Si se demonstreze cd pentru orice n € N avem 4] < 1 < 4] .

1l ;<1

e) Sa se demonstreze ci pentru orice n € N* avem ———— .
) P An+D) S

f) Sa se determine limn/, .

H—>00
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4. Se defineste sirul (/) _ astfel: [, = J'O

a) Sa se determine / si /.

b) Si se demonstreze ca 0 < 4x -<x",Vxe[0,1
—x

¢) Sé se studieze monotonia si marginirea sirului (/ ).
d) Sa se demonstreze c¢i I, < ﬁ ,Vne N*.

e) Sa se determine lim 7/, .

H—>0

’

. . 1
5. Se defineste sirul ( astfel: [, =| ————
stesirul ()., I O x? +6x+ 10

a) Sa se determine /i /.

b) Sa se demonstreze ca:
i)y 1,,,+6[,,+10] = _1'_ T Vne N* i)l

1
) 171, < g <171 Vne NS ) 5,

¢) Si se determine limn‘/ ,aeR.

n—>0

6. Se consideri functiile /, : R — R definite prin: f(x) = cosx, f,

a) Sa se determine f () si f,(7).
b) Sa se determine j 02 " Sfi(x)dx .

¢) Sa se determine f, (x).

d) Sa se demonstreze ci lim

n—»0

So) + /) +...+ £,(0)
n

7. Se considerd functiie / : R — R definite prin: / (x) =

a) Sa se determine functiile 7, si /..
b) Sa se determine / , n € N*.

¢) Sa se calculeze lim 7 (x),x € R.

d) Sa se determine lim LM+ LM+ + 1,0 .

n—»0 n

dx ,Vn =

e

1, Vne N*.

—J'O " dx,Vne N*.
+6x+10

L S<1,VneN;

1
< < —
I, 17(n_1),Vne N, n > 2.

LX) = fl(x), Vne N*.

n

=0,Vxe N.

L @) =] 1,0t
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8. Se considera functiile f, F : R —> R definite prin: fix) = 4x* + 3x*> + 2x + 1,
F(x)=1+[ f(x)dt.

a) Sa se demonstreze cd F este o primitiva a lui f.

b) Si se determine o expresie mai simpla pentru (x — 1)F(x), x € R.

¢) Si se demonstreze ci F(x) >0, Vx € R.

d) Sa se demonstreze ci F este convexa pe R.

SO+ @) +..+ f)

e) Sa se determine %im F(n)

9. Se considera functiile /, F': R — R definite prin f{x) =2 + arcsin(sinx), ' (x) = J' g f()dt .
a) Sa se determine perioada principala a functiei f.

b) Si se demonstreze cd 2—5 < f(x) <2 +%, Vx e R.

¢) Sa se demonstreze ca orice primitiva a functiei f'este strict monotona pe R.

2
d) Sa se demonstreze ca F(x)=2x+ 7, Vx e [—g, %} .

e) Sa se determine lim F'(x) .

X—>00
10. Se considera sirul (), _, definit prin 1, = [2dx, /, = [2sin" xdx , n € N*,

a) Sa se determine /, [, I, si I..

b) Sa se demonstreze cad [ = n-1y; »VneNn=2.
n

n—

¢) Sd se demonstreze ca [, < [, < n—“ln ,Vne N*.
n

d) Sa se determine lim

n—»0 n+l1
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PROBE DE EVALUARE

Pentru testele urmdtoare, timpul efectiv de lucru este de 50 minute.

TESTUL1

1. Sa se determine urmatoarele integrale definite:

3

a) J.(l)\/lx_—xg dx ; b) [, e cosxdx;

¢) [, x*cos’ xdx ; d) J.fln(xz +1dx ;

e) j'ogxtgzxdx; f) | 12 (x* + e 'dx . 6 p)
2. Fie f: [0, 2] = R, f{lx) = ¢* - min{l, x*}.

a) Sa se demonstreze ca feste integrabila. (1,5 p)
b) Sa se determine f f(x)dx . (1,5 p)

TESTUL?2

1. Sa se determine urmatoarele integrale definite:

V3 arct, T
a) [, arc gx X; b) [, €' cos’ xdx ;
) L?(cosx —sinx)e'dx ; d) J;%dx
11— \/_ 1 .
e) IOI \/— f) [, arcsinxdx . 6 p)
. 1
2.F -1, 1 R =—7.
ief:[-1,11 >R, f(x) 2+ 2
a) Sa se demonstreze ca feste integrabila. (1,5 p)
b) Si se determine fjl Sf(x)dx . (1,5 p)
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TESTUL 3

1. Sa se determine urmatoarele integrale definite:

a) J.:)(xz +De"dx ; b) flelenxdx;
sin x eln’ x
—2 _d m X g, .
)L l+cosx d) L X dx;
= A - .o e e X
2. Sa se demonstreze in doud moduri ca f o In(1+ x)dx > f Omdx ) 2 p)
3.Fie I, = IO SN dX n>1, unde [, = IO T+ dX Sa se arate ca
1
2,42, = 1 p
TESTUL 4

1. Sa se determine valoarea medie pentru functia £ : [0’ %} —R.,f(x)=tgx, precum si

punctul corespunzator. 2p)
1 < o
2.Fie I, =| ————dx, I,= dx.S t
L’ 2+2x+3 j" 2+2x+3 a seatate ca
I.,+2I,,+3I = _1” 2 p)

3. Sa se determine urmatoarele integrale definite:

. 4 B )
2 I°1+e ’ b) ;7 —4dx;
©) jlarccosxdx- d) J'z s1n2x
' ’ sin x+1 ’
e) | o% (tg’x+tg'x)dx; ) j'fnex2 sin xdx . 6
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TESTULS

1. Fie o functie f cu proprietatea f f(x)dx —% f:[0,1]—>R functie continui. Si se
demonstreze ca existd ¢ € (0, 1) astfel 1ncat 5 < flo)< (1,5 p)

2. Sa se determine urmatoarele integrale definite:

i L e®

2%+ 27%)tgxdx ; 3€ dx.

a) L@ +2exdx s b) [{—S5—dx;

I x 2
c) fomdx; d) [, xIn(l+x)dx ;

1 2
o [IMdx f) [+ ©p)
3. S se determine [, "[cosx|dx . (1,5 p)

TESTUL 6
1. Fie n € N*, n = 4. Sa se determine:
a) [ |sinxdx; b) [ |cos xjdx . 3 p)
2. Fie o functie continua f: [0, 1] > R cu proprietatea ca ZJ.OI S(x)dx =1,
Sa se demonstreze ca exista a € (0, 1) astfel incat fla) = a. 2p
3. Fie sirul (1) _, definit astfel: [, = ['——=dx, I, = [ _dx,Vn > 1
; n/nz0 C0  ox 2 ox 427

a) Sa se determine / si /. 1 p)
b) Sa se demonstreze ca 1, +21, —ﬁ sical  <I,VneN. (1,5 p)
¢) Si se demonstreze ca 3/,,; < ﬁ <I,,Vne N~ 15 p
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CAPITOLULIII
APLICATII ALE INTEGRALEI DEFINITE

III.1. Aria unei suprafete plane

Vom da o interpretare geometrica primitivelor, analoagé cu cea care a fost data functiei
logaritmice.
Fie planul # raportat la sistemul ortogonal xOy.

Definitie. Spunem ca o parte S a planului & este mdsurabild dacd i se poate asocia un
numar .«/(S) >0 (numit aria lui S), care are urmétoarele proprietati:

a) dacd §, S'c # sunt masurabile, atunci SUS"' si §—S' sunt masurabile;

b)daca §,S'c ¥ si SNS'=, atunci A (SUS")=.4(S)+.4(S");

¢) aria patratului cu lungimea laturii egald cu 1 este 1;

d) aria unui dreptunghi este egala cu produsul lungimilor laturilor sale;

e) un segment de dreapta are aria 0.

Observatii. m Daca S, S'c# sunt masurabile, atunci SNS' si & sunt masurabile.
Intr-adevar, avem SNS'=S—(S-S", @=5-5.

m A(SUS)=A(S)+.4(S)—A4(SNS") si S'cS=.4(S")<.4(S).

Fie functia continua f :[a,b] —[0,0) sifie G s reprezentarea grafica a lui /" in planul
& raportat la sistemul ortogonal xOy. Fie S partea din plan limitatd de G 7, 0x s paralelele
la Oy ce trec prin punctele A(a,f(a)), B(b,f(b)) .Avem S ={(x,y)| as<x<b0<y Sf(x)} .
Demonstram ca S este masurabila. Fie S partea din plan limitata de G, Ox si paralelele la

Oy ce trec prin punctele A(a, f (a)) si M(x, f (x)) . S, este reprezentata in figurile 1 si 2.

A A M
N\ B I\ B
A% : : A%////;
: ] /% N
ol a X ¢ c2l b a x+h ¢ C,X b
+
Fig.1 Fig. 2

Fie aplicatia .«/ :[a,b] >R, , x > .#(x), unde .«/(x) este aria lui S, .
Daca h>0si a<x+h<b,fie ¢, c, €[x,x+ h] astfelincat f(c,) si f(c,) reprezinta

cea mai mica, respectiv cea mai mare valoare a lui f pe [x,x + 4] . Atunci .7 (x + h) —./(x)
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este cuprinsa intre ariile a doud dreptunghiuri, f(c|)-h<.“(x+h)—.4(x)< f(cy)-h si
A (x+h)—A(x
D=0 < pen

deci f(¢)<

A (x)—d (x+h)

Dacd h<0 si a<x+h<b avem f(¢)< P

< f(c,) si obtinem din
nou inegalitatile (1).
Deoarece f* este continud, rezultd ca pentru orice € >0 existd o> 0 astfel Incét pentru
orice ¢ €[a,b],t € (x—o,x+a),avem f(t)e( f(x)—g, f(x)+¢). Alegem he(—o,0) siatunci:
f@)=e<flen< f()+e e
f@)—e<fle) < f(0)+e @ xa x ¢ & xth xta b

()= (x) Fig. 3
fx)-g< ;

<f(x)+e
A (x+h)—.4(x)

Rezultd cd lim
h—0 h

b
primitiva a lui f ce se anuleaza in a, adica -+#/(x) = j ) f(H)dt. Arialui S este .#(b) =I f(Hdt.
a a

= f(x), ceea ce revine la .«/'(x)= f(x). Deci ./ este o

b
Teorema. Dacd f :[a,b]—>[0,0) este o functie continud pe [a,b], atunci ja f(x)dx este

aria portiunii din plan (raportat la un sistem ortogonal xOy) definitd prin a<x<b, 0< y < f(x).

Observatii. Putem nota, In caz general, prin

[a,b] multimea numerelor reale cuprinse intre

v~

asib,unde a>b sau a<b.
Fie f:[a,b] >R continui pe [a,b].
a) f20,a<b=.7(5)=0 (figura 4);
b) f<0,a<b=.4(S)<0(figura 5);
¢) f=20,a>b=.4(S) <0 (figura 6);
d) f<0,a>b=.4(S)=0(figura 7).

v =

. ) _ b
In toate aceste cazuri se spune ca j f(x)dx
a

reprezintd ,,aria algebrica” a lui S.

Vom considera in continuare ca aria unei
porgllum S din plan e§te pozitiva. Dec;"1 1p cazurﬂg Fig. 6 Fig. 7
b) si ¢) vom considera ,,modulul” integralei

jb f(x)dx.
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Consecinta. Fie functiile f,g:[a,b)] >R
continue pe [a,b] astfel incat f(x)=g(x),
V x €[a,b] . Atunci multimea
S={(x.y)eRxR|a<x<b,g(x)<y<f(x)},

cuprinsd intre graficele G, si G, si paralelele

x=a,x=>b la Oy, are arie si

b Fig. 8 Fig. 9
A(S)=[(f(x)-g(x)dx .
F J"
Exercitiul rezolvat 1. S se determine aria discului de raza r. r
Solutie. Cercul are ecuatia x> + y2 — 2. Axele Ox si Oy impart f/ - \ x
discul 1n patru regiuni care au ariile egale (fig. 10). Atunci - :\_ '
r 2 N |
A = 4,[(: Pt —x? dx = 2(7‘2 arcsin ™+ xvr? — x° j = 2-% =’ L
r
0 Fig. 10
Exercitiul rezolvat 2. Sa se determine aria multimii S delimitata y
de curbele y=2—x2 si y3 =x°. r
Solutie. Solutiile iIn Rx R ale sistemului format din cele doua ecuatii = "'-\
sunt (—=1,1) si (1,1). Reprezentarea grafica este data in figura 11. __"T‘C::‘;; 7 d__ x
1 L
2 5 -1 | 1
A Z(S) 2}1 2-x% —x3 |dx =2/ 2x 3 3 32 Fig. 11
vem Z(5)= -x" - = -—— = =— i
0 305 15 &
0
Exercitiul rezolvat 3. Sd se determine aria “_f‘_‘ _________________
multimii marginitd de graficul functiei :=\_.g"2 |~ 2 [ It x
—4n 19m R8T I At
/ :{Tﬂ*“‘f @=sinxsiaaOx. T3 N7 2 N/ 2
Solutie. Functia f(x)=sinx este o functie Fig. 12

continua si impara cu perioada principala 27 . Conform unui rezultat obtinut in paragraful

a+2n 2n
V.5 avem I sinxdx = .[0 sinxdx .
a

191

T
J 6 sinxdx
3n

T .
=—4cosx|0 +J 3 sinxdx +

Deci ./(S) =4J-0nsinxdx+J‘:£ sinxdx + (;

3

T
6 :10_14-\/5‘
0 2

T

T
+j06 sinxdx =8 —cos x| >

0
88
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Exercitiul rezolvat 4. Sa se determine aria multimii din plan

delimitatd de curbele de ecuatii y* =4x si y* =16x. y :

o
Y=

Solutie. Solutiile reale ale sistemului sunt (0,0),(1,2), =
(1,-2), iar graficele sunt redate in figura 13. Avem \
-

1 :
1 4 é 2 é 4 i, J FEPE '.'“.-h.\hL;_._._
,,y/(S)=2J. (—\/§+<‘/§)dx=z{g-x4—§-x2J =5 -
0 :
0 Fig. 13
pRIBLEAE
— Sa se determine aria multimii din plan cuprinsa intre curbele avand ecuatiile:
pRoPSE 1. y=4x—x2 si Ox ; 2. y=4x(x—1)(x—2) si Ox;
3. y=2x—x2,y=—x; 4. y=2x+Ly=x-1;
3
5. y=x7,y=v/x; 6-y=x2,y=x?;
7. y=e",y=e ", x=1; 8. y* =16—8x, y* =24x +48;
1 x° x?
9. =T 5. V=" 10. =— §i 42 2: 5
y1+x2y2 y2§1x+y8
1. y=x*2y=x%y=2x; 12. y=2x%", y=—x’e";
|
13. yzﬂ,ylenx; 14. y=x3,y=8 si Oy;
4x
2 2z 2
15. x3+y3=a3,a>0; 16. y=x,y=2x,y=x;
17. y=x+e *, y=x,x€[0,1]; 18. y=x"y=x;
1
19. x> +y? =1, x=y2; 20.y=—,y=\/;,X=1,X=2;
X
21, y=2", y=2"", y=2; 22. y=2x-x2, y=mx, me(0,2);
2
-2 | 4
23. y=x2—x+1, x=1 x==2: 24 y=-—x+2-4—2 y= x12-2 x=1.
X" —6x+8 X X

25. Fie f:[0,2] >R, f(x)= 2x—x”. Si se determine meR astfel incat dreapta
y =mx sa Imparta subgraficul lui /' in doud multimi de arii egale.
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II1.2. Volumul unui corp de rotatie

Volumul unui corp (in spatiul tridimensional) este numarul care indica cate cuburi si
fractiuni de cub cu latura unitate ,,incap® (pot fi distribuite) in tot interiorul corpului.

Am invatat formule pentru calculul volumului anumitor corpuri - -
geometrice. Volumul unui corp mai complicat nu poate fi calculat ' U
cu ajutorul unei formule simple, dar putem sa-1 aflam daca reusim
sd-1 scufundam intr-un vas gradat; avem 1/ = ldm’ = 0,001m”’ . ‘

/\ . .
paralelipiped ‘s
y risma
cub dreptunghic P
1 / L
h
ol R
! Z > i
z V=A-h
v=r V=I-Lh ’
N
prisma dreapta piramidi trunchi de piramida
LEERE EE R, h '."é ",'
oS ‘/ Ay h Ag + Ay + A4y )-h
I v y_ Uy, 4[4 4))
3 3
cilindru con trunchi de con sterd

ANEA AR
M < H=]

V- i V:n;;h - (R +r3+Rr) h

y/

Un corp de rotatie este caracterizat de o axa de rotatie si de

o generatoare. Ne vom ocupa in continuare de volumele

corpurilor de rotatie care au ca axd de rotatie Ox si ca
generatoare graficul unei functii.

® Care dintre corpurile geometrice de mai sus se pot obtine
prin rotirea graficului unei functii in jurul axei Ox?
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Definitie. Fie /: [a, /] &> R o functie continud. Multimea punctelor din spatiu

= {(x, y,z)eR’ ‘ Jy+z <|f(x)|} se numeste corpul de rotatie (in jurul axei Ox)

determinat de functia /.

Urmatoarea teorema ne indica formula de calcul pentru volumul unui corp de rotatie:

Teorema. Fie f: [a, b] = R o functie continua. Corpul de rotatie determinat de /" are

b
volumul ¥ = nj- f 2 (x)dx.
a

VYolumul conului

Teorema.

2

Thr

Volumul conului de rotatie cu raza r si inaltimea / este

Fig. 14

Demonstratie.

Generatoarea conului este graficul functiei f: [0, /] > R, f(x)=xtgu= %x .

3.2 2
V= nj FA(x) dx = 7:.[ x_dx %Z_Z‘Z:ngh

Volumul sferei

9 . Amr? -r : r
Teorema. Volumul sferei cu raza r este 3 ; x
-~ Fig. 15

Demonstratie. Din ecuatia cercului €0, r): x* +1* = deducem y =+/r* —x° .

Sfera este corpul geometric de rotatie determinat de functia f:[0,7] >R, f(x)= N

‘V_4Tcr3
o 3

V:nj(:fz(x) dX=n.[0r(r2 —x%) dx=n(r2x—%3)

Volumul elipsoidului

Teorema. Volumul elipsoidului format prin rotirea elipsei de

2 2 X

ecuatie £ 2x—2 + % =1 in jurul axei Ox este
a

'V
AT

o
y = 4mab’ \\‘_/*
3 *

Fig. 16
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2
Demonstratie. Din ecuatia elipsei deducemca y =+b, [1— x_z . Elipsoidul este generat de
a

2
graficul functiei f : [-a, a] > R, f(x)=b /1—%. Volumul elipsoidului este

_ 4nab’

2 3 a
R ey
a

3a

—a

3
Observatie. Pentru a = b = R se obtine volumul sferei j :“TCTR.

Volumul trunchiului de con ) B
Teorema. Volumul trunchiului de con de raze R si r si de 2%
indltime 4 este V' = mh(R® +3Rr +r) . k 4 i
Fig. 17
Demonstratie. Ecuatia dreptei ce trece prin punctele 4(0, r), B(h, R) este y = R—r xX+r

h
(figura 17). Trunchiul de con poate fi obtinut prin rotatia graficului functiei f: [0, 4] > R,

f(X)=R}:rX+r,injurul axei Ox.

. rhom _ _(h(R—r : . _h (R—V )3 —
Obtinem V—njof(x)dX—njo( A x+r) dx—3 7 e 0_
_n_h 33 _Tth(R2+Rr+r3)'
-3 R—r(R r)= 3

Observatie. Luand » = 0 (in volumul trunchiului de con) se obtine volumul conului

wR*h
=5 -

circular drept de raza R si indltime A, anume V =

Volumul segmentului de sfera

=WV

Ny
Teorema. Volumul unui segment de sferd de indltime /4 din / D

0 !
3 _ (3R - ) \ P
sfera de raza R este J = —3 Fig. 18

Demonstratie. Segmentul de sfera se obtine prin rotatia graficului functieif: [R— 4, R] > R,

f(x)=~/R* —x* , in jurul axei Ox (figura 18). Obtinem ' = nj'lih (R —x")dx =

:n(sz—x;j“:h =n(R3 —RTS]—T{Rz(R_h)_ (R—3h)3} _ nh2(3§—h) |
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3
Observatie. Pentru /2 = R se obtine volumul emisferei p = ZNTR

Volumul astroidului Ay

a
Teorema. Volumul astroidului obtinut prin rotatia astroidei
2 2 2 -a N
de ecuatie x* + y* =a*, a> 0, in jurul uneia din axele sale este Y k¢
y = 36ma’ Kig. 19

105 -a

Demonstratie. Astroida este simetrica fatd de ambele axe de coordonate (figura 19).
Consideram V’, volumul obtinut prin rotatia graficului functiei f : [0, a] > R,

2
flx)= (a -X j in jurul lui Ox. Rezulta ca

2 2N} 42 24
V=20 :2nf;f2(x)dx = 2nj'g[a3 —x3j dx = 21rj';[a2 —3a3x3 +3a’x3 —xzjdx =

45 21 “ 3
—on| Px—2a5x° + 2403 — L || = 30ma
( 5 7 3 105 -
pROBLEAE 1. Calculati volumul unui tetraedru regulat si al unui cub, ambele de latura /.
—_— . .
= Comparati volumele obtinute.
2. Calculati volumul conului de rotatie cu raza r =4 cm si inaltimea 2 = 6 cm.
propnE 3. Calculati volumul unei sfere cu raza r =2 cm.

4. Calculati volumul corpului de rotatie determinat de functia /. Desenati corpul obtinut.
a) [:[-1,2] > R, f(x)=x; b) f:[-1,2] >R, f(x)=x"-x;

¢) f:[e, €] >R, f(x)=1n d) [ [-L2] >R, f(x)=¢}

\/} 2
e
e [:[L2] >R, f@)=x"-Inx; f) f:[0,2] >R, f(x)=1""~ xelo. 1
-x, xe(, 2]
5. Sa se determine volumul corpului de rotatie determinat de graficul functiei f in
urmatoarele cazuri:

a)f:[0,a] > R, f(x)=2px,a>0, p>0; b)f:[0,1] > R, f(x) = xe",

of:[1,e] >R, f(x)=+xInx; d)f:[0,1] >R, f(x)=xVI-x;
O/ [1L,21 >R, f(D)=1; 070011 >R, f(x)=x1-x
2) f:[0,2] » R, f(x) = e h)f:[1, e] > R, f(x) = xlnx.
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II1.3. Lungimea graficului unei functii derivabile cu
derivata continua

3x-2,x€e[0,1]

, , S x,xe(l,2)
Fie functia /: [0, 5] — R definitd prin f(x) =
2,x€[2,3]
-x+5,x€(3,5]
Graficul acestei functii este redat in figura 20 si este dat y

de reuniunea segmentelor [4B], [BC], [CD], [DE], unde
avem A(0,-2), B(1, 1), C(2, 2), D(3, 2), E(5, 0). Lungimea

acestui grafic este datd de I(G;)=AB+BC +CD+ DE =

=JA=07 +(f() = fO) +y2 =17 +(f2) - fFO) +

+B-2 + ()~ fQ) +5-37 +(f(5) - fB3) =
=10 ++/2+1+242 =110 +3v2 +1.

Fie o functie f: [a, b] & R derivabild si cu derivata /' functie continua. Pe graficul

functiei considerdm punctele 4 (x, f(x)), i =0, n,unde a = x, <x, <x,<..<x =b.

Observam ca Ay

A4 = —x )+ (f(x) - f(x)) =

fG) = £ )Y A S A S N N S

:(x,-_xm)\/lJ{ X —x_ = = ol x, x, x, x, X, , X, X, X
Fig. 21

= (x, —x,_)\J1+ f7(x,)* ;unde punctul ¢, € [x, ,x]rezultd din aplicarea teoremei lui Lagrange

functiei fpe intervalul [x,_, x].

A=(a=x,<x <x,<..<x =b)senumeste diviziune a intervalului [, b] (figura 21).

Consideram functia f, : [a, b] — R definitd prin f,(x)= f(x,_,) + %(x —X),
i~ il

1

xelx_,x

1

], i=1, n, care reprezinta ecuatia dreptei 4_ 4. pe fiecare interval [x_, x ].

-1 7V

Definitie. Lungimea graficului functiei f, este numarul

(1= éx/(x,» =)+ () = f ()

Vom considera norma diviziunii A numérul ||A|| =max(x; —x,_;),i =1, n.Daca ||A|| -0

putem considera ca /(f}) ,,aproximeaza” lungimea graficului functiei f.
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Teorema. Fie functia f: [a, b] & R derivabild cu derivata continud. Atunci graficul lui

fare lungime, care este data de I(f) = I: 1+ (f'(x))dx .

Probleme rezolvate
Sa se determine lungimile graficelor functiilor:

1./ [0, 2] > R, fix) = x~ AY
2.1+ [1, &] - RAx) = lnx. P S

3. f: [g g} —R, f(x) =In(sinx).

Solutii. 1. Graficul functiei f este arcul OA din figura 22.

0 2 X
Avem: [(f)= ‘[02\/1+ ((xD))dx = J'Olel +4x7dx :%J'Oz %4— Xdx =
Fig. 22
A3 T s a0 T E 7L
2[2 YR +8ln(x+ +x )}0 2\/7+ In T \/_+ 1nx/_
2. Graficul functiei este redat in figura 23. Func‘gla f este Ty

continua. Lungimea graficului este

derivabila si derivata /" : [1, ¢] > R, f(x) Z% , este o functie 2 /

=\

1 ¢x’ +1 1 e
D=l =l e Fig. 2

Efectudm schimbarea de variabild ¢ =~/x* +1.Notim a =+/e* + 1. Lungimea graficului

o el (a—D2+1)

| ahiniliby/
este /()= jfz dt = z| ln M Do)

3. Functia f": [ 1 2} — R, este derivabila si cu derivata f”: [ 1 2} - R, f'(x) = ctgx

functie continud. Lungimea graficului este [(f):J'n%‘/lJrctgzxdx:J'n%shll dx =
4 4

0 D O C X
4. Sa se determine lungimea cercului de raza R.
Solutie. Consideram cercul cu centrul in O si de raza R

(figura 24). Din ecuatia cercului x* + y* = R? obtinem Fig. 24

_J'Z—Sln x + cos’ Ldx=2 (smx+COS xjdx=—cosx En ry
sinx 1 smx i
B R A
N Lz
V22 2
t V2|2 t—l
4.2 l_tzdtZT_ 1 =In(1++2) R
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y=+JR>—x*. Cercul este reuniunea graficelor functiilor f, g : [-R, R] —» R,
f(x) =R —x*, g(x)=—JR*—x*, care au graficele simetrice fati de Ox. Lungimea

cercului este de 4 ori lungimea arcului 4B, unde u(x/O\A) =%, u(A/bE’) =%. Obtinem

C(R%,O),D(—RT\/E, 0). Fie azRT\/j. Lungimea graficului este datd de

2
—4[° / e _af__ R 4 x|
Z(f)—4j'7a lJ{x/Rz——xzj dx 4J"”x/1€27—x2dx 4Rarcs1nR

5. Sa se determine lungimea astroidei.

a

(35

—a

2 2 2

Solutie. Vom considera astroida de ecuatie x* + 3 =a*, a>0. Ay
Graficul astroidei fiind simetric fata de axele de coordonate si a
bisectoarelor lor, atunci lungimea graficului este de 8 ori lungimea / B
arcului 4B, unde avem A(a, 0), B(b, b), si b= 2_% este abscisa —% 5 : ;4 ;
punctului de intersectie a astroidei cu bisectoarea de ecuatie y = x. /
Fig. 25

3( 2 2 ) 7 1 a2 2y —a
Obtinem f'(x) =§(a3 —x3j -(—gx 3) =—x 3(a3 —x3j .
20 2 2 2 2
Atunci 1+ (f'(x))’ =1+x 3 (a3 —x3] =a’x 3, Vxe[b, a] . Lungimea graficului astroidei

1 2 1 2
L 12 12
este 8Jb a@*x 3dx =12a%x3

a_
»=06a.

’ ﬂ"ﬁ Sa se determine lungimile graficelor urmatoarelor functii:

: Lf:[0,4] > R fx) =2x+1; 2.7:[0,2] > R, f(x) = 2x — x2

propVSE 3./:[L2] > R ixy=x*+1; 4.f:[0,1] > R, f(x) = e

5./:[1,2] > R, f(x)=2x; 6. fr[O,ﬂ%R,f(xFﬂ;
7. f:[o,%}—ﬂR, f@x)=In1-x). 8. f:[o,g}—ﬂR, f(x)=In(1+cosx)
9. f:[O,ﬂ%R S(x)=1-Inx, 10. f:[0,4] >R, f(x)=xJx;

11. f:[o,1]->IR,f(x)=%; 12. f:[1,2] >R, f(x)="2x+x .
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II1.4. Aria unei suprafete de rotatie

Ca si In cazul volumelor corpurilor geometrice, se va folosi o formula cu integrala
definita pentru calculul ariei suprafetei obtinutd prin rotirea in jurul axei Ox a graficului
unei functii derivabile cu derivata continud. Reamintim formulele pentru ariile unor corpuri
de rotatie, precum si desfasurarea pland a lor.

Corpul si aria (laterald) Reprezent.arvea Desfasurarea plana
geometrica
Cilindrul G
A =2nRG
2nR
Conul ¢
A =7nRG
Trunghiul de con 2mr
A=nGR+7r) G
Stera .
S = anR’ S}lprafat,a uneil sfere nu are o
desfagurare plana.

Definitie. Fie /: [a, b] - R o functie continua.

Multimea S, ={(x, y, z) € R3‘w/y2 +2° = f3(x), x € [a, b]} se numeste suprafata de
rotatie determinata de functia f (obtinutd prin rotatia graficului functiei f'in jurul axei Ox).

Observatie. O ,,justificare” a teoremei care urmeazad o reprezintd aproximarea ariei
suprafetei S cu suprafetele laterale ale unor ,,trunchiuri de con” (figura 26).
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Fig. 26 a) Fig. 26 b)

Teorema. Fie o functie /: [a, b] > R, derivabila cu derivata continua. Atunci S are arie

si aria este datd de A(S,)=2n]" f()J1+(f'(x))dx .

Observatii.
m Dacd f: [a, b] > R, atunci avem A(S 1+ (f'(x)) dx .

m Dacd f: [a, b] - R, este o functie cu derlvata continud pe (a, b) astfel incat functia

f -1+ (f')* are limite finite in a si b, atunci suprafata de rotatie determinata de fare aria

A(S,) = 271'Lbh(x) dx , unde % : [a, b] > R este prelungirea prin continuitate a functiei
f -1+ (f")* laintervalul inchis [a, b].

Probleme rezolvate 14
1. Aria sferei de raza R este 4nR>.
Solutie. Suprafata sferei se obtine prin rotirea graficului functiei /{

S [-R, Rl > R, f(x)=+R>—x",1n jurul axei Ox (figura 27).

— O)|
Functia f"(x) :ﬁ este continud pe intervalul (R, R). Q

X

ig. 27

Prelungirea prin continuitate a functiei f -+/1+(f’)* pe intervalul [-R, R] este functia

=R —x*. =X | = 2_,2 X
Mx)=vR —x /lj{\/ﬂj \/(R x)(1+R2_

2
2) = R . Aria sferei este deci
X

A(S,) =2n[" Rdx = 2nRx|", = 4nR* .

Observatie. Putem calcula aria sferei si astfel:

A(S,) = 27t11mj' VR 1+(mj dx = 2nj Rdx = 4nR* .
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2 2
2. Aria obtinuta prin rotirea in jurul lui Ox a graficului elipsei de ecuatie L= 1,

a b
. [ 2
a>b>0, este 2nab(@ +1-¢ ) ,unde e = % = % se numeste excentricitatea elipsei.

Solutie. Din ecuatia elipsei se obtine Ty

y= +—\/ . Consideram functia f: [-a, a] > R, ﬂ%\
fx)= sx/az —x>  (figura 28). Functia auya x\

f'(x) —ﬁ este continud pe intervalul (—a, a) 2
a—x

Fig. 28

. b*x . . . o -
siavem Jf(x)f"(x)= 7 pentru orice x € (—a, a). Prelungirea prin continuitate a functiei

f-J1+(f")* la intervalul [-a, a] este functia datd de A(x)= )+ () f1(x)) =
2 4 2
\/ 2 Z X +%x2 =Q\/a2 a; : b\/ —(ex)’ . Aria va fi data de

a

A(S/,):2_7tbja 7 _(ex)zdx=2nab(m+ /_l_ez)'
A a ¢ Ny
3. Sa se determine ariile suprafetelor de rotatie determinate Ut
de urmatoarele functii: / |
Q

a) f:[O,%}—)IR,f(x)=cosx;

b) /110,11 > R, f(x)=&5¢. Fig. 29

Solutii. a) Graficul functiei f'este redat in figura 29.

Avem f '(x) = —sinx continua pe [0, %] si fOOW1+(f'(x))’ = cosxv/1+sin’ x .

A . . 1w . . . 1 2
Efectudand schimbarea de variabild ¢ = sinx rezulta ca A(S,-)=2nI0V1+Z dt=
:n[t 1+t2+1n(t+\/1+t2)]|},:rc(\/i+ln(1+\/§)). Ay

b) Graficul functiei f este redat in figura 30.

functie continua pe [0, 1] si

Avem f'(x)= e _ee_

Fig. 30

X —X 2 2
= %(ex +e W +e ) = (—e Ee ) = %(ex + ei) = %(eb‘ +2+e™) . Aria suprafetei
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4 2 _
de rotatie este A(S,):%J';(e“+2+e*2qu_ (@ +x— e—L\) e +e 1)‘

4. Sa se determine aria suprafetei de rotatie a unui parabo- | .
loid de indltime /.

Solutie. Consideram parabola de ecuatie y* = 2px, p > 0.
Paraboloidul se obtine prin rotatia graficului functiei 0 7

f:10,h] > R, f(x)=+/2px injurul axei Ox (fig. 31). Avem

fl(x)=, [2—11 continud pe (0, 4]. Prelungirea prin continuitate Fig. 31

a functiei / -1+ (f")’ la intervalul [0, 4] este functia g(x)=+/p -+/2p + X . Aria suprafetei de
303
= 2 ?:/;{(Zh—i-p)z —pz]

[SY[*S)

3
rotatie este A(S,) =2m/p j J2x + pdx = =2 *F SNE ox + )2

pRIBLEAE

e 1. Sa se determine ariile laterale ale urmatoarelor corpuri:
a) conul circular drept;

pROPVSE b) trunchiul de con circular drept;

¢) cilindrul circular drept.

2. Sa se determine ariile suprafetelor de rotatie (in jurul axei Ox) pentru urmatoarele
functii:

a)f:[0,2] >R, f(x)=1+v2x; b)f:[-2.2] >R, f(x)=%x/4—x2;
©) /1[0, 4] > R, f(x)=+2x; d)f:[1,4] > R, f(x)=2x;

e)f[ }%'R .f (x) = sinx; i)f[ }%'R f(x) = tex.
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IIL.5. Centrul de greutate al unei suprafete plane

in clasele anterioare s-a demonstrat ca, daca A(x,, y)s
B(x,, y,), C(x,, y,) sunt varfurile unui triunghi (figura 32), M

atunci avem G(xl+);2+x3,yl+y32+y3j si A<

Ol G X

GA+GB+GC =0,
Analog s-a demonstrat ca, daca M este mijlocul

X, +X + .
segmentului (4B) avem M (%, %] ) Fig. 32

Vom extinde aceste rezultate prin urmatoarea:

Teorema. Fiind date n puncte 4,, 4,, ..., A (in plan sau in spatiu), n > 2, atunci:

a) existd un punct unic G astfel Incat Zn: GAv =GA +GAr +...+GA, =0;
k=1

b) pentru orice punct M (din plan sau spatiu) avem Zn: MA, = nMG .

k=1

Demonstratie. Pentru n =2 ludm G mijlocul lui (4 4,). Cum A,
GA si GA, sunt vectori opusi rezulti ¢ GAi + GA2 = 0 . Pentru

orice punct M avem MA + MA>» = (MG + GA)) + (MG + GA,) =

= 2MG +(GAi + GAy) = 2MG . In plus G este unic. 4; c 4,

Pentru n = 3, fie G, mijlocul lui (4 A4,). Fig. 33
Fie G € (4,G)) astfel incat G4, = 2GG,. Acest punct G este

unic (figura 33). Rezultd cd GAi + GA, = 2GGs = AG; sideci GAi +GA> +GA; =0 . Pentru
orice punct M avem MAi + MA>» + MAs = (MG + GAi) + (MG + GA») + (MG + GAs) =
=3MG +(GA + GA, + GAs) = 3MG .

Pentru n = 4 consideram punctul G, pentru care ml + mz + mS =0 (punctul G,
exista si este unic din cazul n = 3).

Se fa punctul G € (4,G,) astfel incit GA, =3 AG, , adic 3GGi +Gds =0. Rezulta

imediat cd GAi + GA» + GAs + GAs =0 . Rezultd imediat ca GA +GA, + GAs +GAs =0 .
— - 4 4
Deoarece pentru j=14 avem MA; = MG+ GA; rezultd ca Y MA =3 (MG + GAi) =
i=1 i=1
- 4 .
= 4MG + G4; = 4MG .

i=1
Procedeul continua pentru n = 5.
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Definitie. Se numeste punct ponderat orice pereche (4, a) formata dintr-un punct 4 si un
numar real a (numit ponderea sau masa lui 4).

Teorema. Pentru orice sistem de doua puncte ponderate (4, a) si (B, b) cua+ b # 0,

exista si este unic un punct unic G cu proprietatea ca aGA+bGB=0.

Demonstratie. aGA+ bGB =0 < aGA+ WGA+ AB) =0 (a+ b)GA=—bAB =

=bBA < AG = aTbbE . Ultima relatie aratd ca G este un punct unic pe 4B.

Observatii.m Daca a + b =0si 4 # B, atunci G nu exista.
mDacd a + b =0si 4 =B, atunci G este nedeterminat.

Definitie. Pentru sistemul de puncte ponderate (4, @) si (B, b) cua + b # 0, punctul G

cu proprietatea aGA +bGB =0 se numeste baricentrul acestor puncte. Dacia=b # 0, G se
numeste izobaricentru (sau centru de greutate) al sistemului de puncte 4 si B.

Observatie. Daca a = b # 0, atunci G este mijlocul lui (4B).

Teorema. Fie G baricentrul sistemului de puncte ponderate (4, a), (B, b),cua + b # 0.
a) Pentru orice punct M (din plan sau spatiu) avem aMA + bMB = (a + b)MG .

b) Daca intr-un sistem de coordonate avem A(x , y ), B(x,, y,), atunci

_ax, +bxy _ay,+by,

~ a+b 7" a+b

X6

Demonstratie. a) aMA + bMB = a(MG + GA) + B(MG + GB) = (a+ b)MG + (aGA + bGB) =
=(a+b)MG .

b) Luam ca punct M, originea sistemului de coordonate. Atunci OG = —%— 04 + b 08

a+b a+b

axA+bx37+ayA+byB -

. . - -+ - -+ b - -+ - -+
si deci Xg +)5) =ﬁ(&l )+ Ol + ) S X+ Yo == oy

x _ax, +bx, :ayA+byB'
" a+b 7% a+b

Teorema. Fie sistemul de puncte ponderate (4, a,), i=1,_n, n = 2, astfel incat
a=Ya#0,
i=1

a) Existd si este unic un punct G astfel incat Zn:ai@,- =0.
i=1 n . .
b) Dacd M este un punct oarecare in plan sau spatiu avem " g MA; = aMG -
i=1
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Demonstratie. Fie functia f:% — ¥, f(M)=> aMA; , unde ¥ este spatiul, iar ¥
El > 1 p 3

i=1

multimea vectorilor din spatiu. Fie O un punct fixat in %, Atunci avem
f(M)=3 a,(0d;~OM) =3 4,04 -3 a,-OM =3 4,04 ~a-OM = f(0)~a-OM .
i=1 i=1 i=1 i=1
Cum 0, 4, a, sunt fixate, conditia ca sd existe un punct G cu f(G) =0, devine

oG = %Z a,04; . Deci punctul G existd.
i=1

Din OG = lZn: al_@,- rezulti cd f(O)=a- oG si deci G este unic.

i=1

Avem f(M)=a-OG —a-OM =aMG .

Observatii. m Dacd G este baricentrul sistemului de puncte ponderate (4, a),

n
i=ln,n=2,> a =a=0,atunciintr-un sistem de coordonate Oxyz baricentrul G are coor-

=n

1< < 1<
donatele x; ==3 ax,, y; == ay, z;=—-2.4z
aio a5 a';

5 ) X+ X, + X,
mDacdn=3,a,=a,=a,=1, coordonatele centrului de greutate sunt x; = —3
ATty

yG - 3 .

Probleme rezolvate
1. Punctele 4, B, C sunt coliniare daca si numai daci exista a, b, c € R nu toate nule

astfel iIncata + b+ c=0si aMA+bMB +cMC =0, unde M este un punct oarecare.
Solutie. Fie c # 0. Cuma + b =—c,avema + b # 0. Atunci existd un punct unic G € 4B

astfel incat aMA+bMB=(a+b)MG . Daci aMA+bMB+cMC =0, rezultd ci
(a+b)MG =—cMC = (a+b)MC si deci C= G € AB.

Reciproc, dacd A, B, C sunt coliniare, atunci existd oo € R asfel incat MB - MA =
=oMC —aMA, adicd (o—1)MA+MB—-oMC=0.Luima=o-1,b=1, ¢ = —a si
atuncia+ b+ c=0.

2. Fie 4, B, C trei puncte necoliniare fixate. Sd se determine multimea punctelor
M € (4BC) pentru care |m —2MB + 3M—C| =8.

Solutie. Fie G baricentrul sistemului de puncte ponderate (4, 1), (B,-2), (C, 3). Deoarece
1 +(-2) + 3 # 0, existd un punct unic G € (4BC) astfel incat MA—2MB +3MC =
=(1-2+3)MG =2MG . Obtinem |2M—G| =8, adicd |M—G| =4 . Locul geometric este cercul
de centru G si raza 4.
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Vom extinde aceste concepte de la sisteme discrete (sisteme
cu numar finit de puncte) la placi plane cu o infinitate de puncte
(adica placi a caror grosime este suficient de mica astfel incat
poate fi neglijabild). Vom identifica aceste placi cu multimi de
puncte din plan care au arie. Vom considera ca toate placile sunt
omogene, adicd masa fiecdrei parti din placa este direct
proportionald cu aria partii respective. Pentru inceput fie 0
dreptunghiul D, care poate fi identificat cu produsul cartezian
[a, b] X [c, d]. Centrul de greutate al dreptunghiului are
hzb’ yG =
Fie functiile £, g : [a, b] &> R cu /' < g. Vom calcula coordonatele baricentrul placii

S={(x,y)|a<x<b,f(x)<y<g(x)}.FieA=(a=x0<x1<x2<...<xn=b)0

coordonatele x; =

diviziune a intervalului [a, b]. Pentru orice i =0, n—1 vom considera dreptunghiul

_fe)+e)

D,=[x,x,,] X [f(x), /)] (fig. 35), care are baricentrul x, =% yo =152

Aproximam placa S cu reuniunea de dreptunghiuri D, D, D,, ..., D, ,care are baricentrul

Z(:)XG aria(D;,) ZxG [g(x) f(xz)] (X —x) YA
cu Xg = aria S ’
Z[g(x,-) - f(xz)] (le - xi)
i=0
n n—1
18T e )~ 200 (=) 3 ygaria(d)
y 2 i=0 i=0
GT T © ariaS
2805~ /()] (e =) g
) a x, % T
Din aceste consideratii rezultd urmatoarea: . *
’ Fig. 35

Teorema. Fie S o placé pland marginita de functiile continue f; g : [a, b] > Rcuf < g
si [ (g() = f(0)dx % 0.
Centrul de greutate al placii este punctul G de coordonate:
Jlxlg-r@ldx 1[0~ /1) ]dx
9 G =
[2TgG)— f(0)]dx [, [gG)—f(0]dx

X6 =

Observatie. Dacd f > 0, g=0, /: [a, b] > R, centrul de greutate G al placii omogene
S marginita de graficul lui f, axa Ox si dreptele de ecuatii x = a, x = b are coordonatele:

[ (x)dx % [7 f2(x)dx
b > Vo = b .
[7 f(x)dx [7 /()

X6 =
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Probleme rezolvate YA

1. Sa se determine coordonatele centrului de greutate al suprafetei

delimitate de graficul functiei f: [0, 1] > R, fix) = x*, axa Ox si ) GE
dreptele de ecuatii x = 0, x = 1 (fig. 36). T e
. - st 1 (0] 4 X
Solutie. Avem [ xf(x)dx = [ x*dx=7-| =; 5
1 b 3 Fig. 36
! _xf _L 1t 11
JoSGdx == T4 Flo S @dx =5 L 14
1 1
Coordonatele centrului de greutate sunt X, = % = %, Ve = % = % .
4 4
2. Si se determine coordonatele centrului de greutate al suprafetei
determinate de parabola y* = x si dreapta x = 4. ) P
Solutie. Suprafata este determinatd de graficele functiilor
2,/:[0,4] > R, g(x)=+/x, f(x)=—/x, care sunt simetrice fata 5 4 e
de Ox (figura 37). :
4 .
4 4 3 Fig. 37
Avem [ xfg) - f(]dx =2 xvxde = 5| <155,
4 4 3
Jo (@) - f)dx =2 Vxdx =3 22[1 =32, [ (@’()— £ (x)dx =0
Cdeci x. 21283 12
si deci x; = 5 37-5°% 0.
y N
3. Sa se determine coordonatele centrului de greutate al
unui semidisc cu centrul in originea sistemului de coordonate,
de raza R si aflat deasupra axei Ox. R
Solutie. Suprafata este determinati de axa Ox, dreptele & 0 R x

x = —-R, x = R si graficul functiei f : [-R, R] > R, .
Fig. 38

fx)= JR* = X% (figura 38).

Avem fR xf(x)dx = fR xVR® —x’dx =0 (deoarece functia este impari) si deci x =0.

Avem f_RR f)dx = 2I§VR2 —x'dx=nR’>, %j_l;fz(x)dx = IOR (R* —x*)dx = (sz -

_2R gy 2R
=3 si deci )26—37E

R

32l -

105



PRIBLEAF Sa se determine coordonatele centrelor de greutate ale placilor omogene
Z—=—=  determinate de:

1. ix) =1, g(x) =5, h(x) = 2x + 1;
pRopssE 2. flx) =x—1, g(x) = 2x + 3, h(x) = —x + 3;
3. flx) = x2, g(x) = x;
4. fix) = x, g(x) = x*;
5.(x)=9-x,x=0,y=0;
6.y=-2,y=2,y"=x-1;
7. fx)=-x*+3,gx)=x*-2x—1;

8. flx) = sinx, g(x) = cosx, x € [O, %} ;

9. f(x)zl_'_lxzvg(x):%’xe[l’5];

10. () =sinx, g(v)=tgx, xe[ 0, % .
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PROBE DE EVALUARE

Pentru testele urmdtoare, timpul efectiv de lucru este de 50 minute.

TESTUL1
1. Sa se determine aria suprafetei cuprinsa intre graficele curbelor de ecuatii x* = 4y, y* = 4x.
(1,5 p)
2. Sa se determine volumul corpului de rotatie determinat de graficul functiei /'
@) =Inkx+e),f:[-e+1,0] >R. (1,5 p)
3. Sé se determine lungimea graficului functiei /: [0, 4] > R, f(x)=+/4x - X2
2p
4. Sa se determine aria suprafetei de rotatie determinata de graficul functiei
B[R0 = ctex @p)
5. Sa se determine coordonatele centrului de greutate al placii omogene determinate de
graficele functiilor £, g : [0, 2] —> R, fix) = x%, g(—x) = 2x. 2p)
TESTUL2

1. Sa se determine aria multimii Intre curbele de ecuatii f{x) = xlnx, g(x) = x si dreptele
de ecuatiix=1,x =e. (1,5 p)

2. Sa se determine volumul corpului de rotatie determinat de graficul functiei

£i10,21 >R, f(x)=e>—e? . (15 p)

3. Si se determine lungimea graficului functiei /: [0, 2] > R, f(x)=v4—-x". (2 p)

4. Sa se determine aria suprafetei de rotatie determinata de graficul functieif": [0, 2] > R,
f(x)=v5-x" . 2p
5. Sa se determine coordonatele centrului de greutate al placii omogene determinate de
graficele functiilor f, g :[0, %} —>R, f(x)=cosx, g(x) =¥x si dreptele de ecuatii
x=0, x=%. @ p)
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TESTUL 3

1. Sa se determine aria suprafetei cuprinsd intre axa Ox, axa Oy si cercul de centru

A(2,2) sirazi 2. (1,5 p)
2. Sa se determine volumul corpului de rotatie determinat de graficul functiei

f:[1, ¢l > R, f(x)=+xInx. (1,5 p)
3. Sa se determine lungimea graficului functiei f: [1,4] > R, f(x)=+/x. 2 p)
4. Sa se determine aria suprafetei de rotatie determinata de graficul functiei

£, 115 R, (=45 @p)

5. Sa se determine coordonatele centrului de greutate determinat de graficele functiilor

f,g: [%, %} — R, f(x) =sinx, g(x) = ctgx si dreptele de ecuatii x =%, X =%. 2p

TESTUL 4

1. Sa se determine aria suprafetei cuprinsd intre axa Ox, axa Oy si cercul de centru
A(a, a) sirazi a, a > 0. (1,5 p)
2. Sa se determine volumul corpului de rotatie determinat de graficul functiei
f:[e; ¥ > R, fix) = xInx. (1,5 p)
3. Sa se determine lungimea graficului functiei f:[a;4a] —> R, f(x)=+ax. (2 Pp)

4. Sa se determine aria suprafetei de rotatie determinata de graficul functiei

FH0N >R, f()= 45—, @

5. Sa se determine coordonatele centrului de greutate determinat de graficele functiilor

f.g: [0; %} flx) = cosx, g(x) = tgx si dreptele de ecuatii x =0, x = % 2p
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PROBLEME DE SINTEZA

x2

1
1. Fie functia f:| —,0 |>R, f(x)= .
, f{z j =5~

a) Determinati m astfel incat f(x)=m, Vx=1;
b) Fie §irurile (an )nZO’ (bn )nZO’ (Cn )nZO

definite astfel: a, =2,q,,, = f(a,), Vn=0,

a

-1
—, ¢, =In(b,), Vn=0.
an

Determinati formula termenului general

b =

n
pentru fiecare sir si lim a,,.
n—>0

Inx
—. Fie
Jx

sirurile (/,),>g, (a,),>3. (b,),>g definite

astfel: In ZJZf()C)ng a, ZZf(k)a bn =a, _In :
k=8

2. Fie functia f:(0,0) >R, f(x)=

a) Trasati graficul functiei /.
b) Demonstrati: a,,, —f(8)</,<a,,Vn=8.

¢) Determinati lim /, si lim q,,.
Nn—>o0 n—»o0

d) Demonstrati cd (b,) este convergent.

3. Fie functiile f, g:(0,0) >R,

Inx

g(x)=1+x -2 Inx, f(x)=—7>.
1+ x

Fie F:(0,0) >R, F(x)= fo(t)dt ,

a) Demonstrati cd ecuatia g(x) =0 admite o
solutie unica a € (l,e).

b) Trasati graficul functiei /.

¢) Demonstrati cd F este derivabila pe (0,00).

In
d) Demonstrati: al

Inx
<f(x)s—-,Vx=l.
(1+x)* /&) X

e) Demonstrati ca pentru orice x >1:

n2+—— -0 ¢ py <X 1
x+1 x+1 X X

f) Stiind ca existd a = lim F(x), aratati ca
X—>00

ae[ln2;1].

4. Fie functiile f,g:R—>R ,

1 x—1

—, g(x)=x—e"". Fie

S(x)=
1—xe
1 s
1=j;f(x)dx, I, =jox"efnx dx,neN .

a) Studiati monotonia functiei g si demon-

. R _
straticd xe " <—si l-xe " >0,VxeR.
e

b) Trasati graficul functiei f si demonstrati
< e
cd I< f(x)s——,Vx=0.
e—1
¢) Calculati /; si I, .
d) Demonstrati ca pentru orice x € R avem:
P _ 1_(xe*X)}’l+l

l+xe ™ +x°¢ > +..+x"¢ —
1—xe

T
5. Fie functia /5 3[0’5} —->R,

sin(2n+1)x T
—  x€|0,—
sinx 2|, unde neN.

2n+1, x=0
a) Demonstratica f, este continud pe {O,g]

JuX)=

b) Este f, derivabild pe {O,g} ?

T

¢) Determinati /, = J.E f,(x)dx.
0
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6. Fie functia f:R—-{l1} >R,

f(x)=ax+b+ c
x+1

,a,b,ceR. Functia f

are urmatorul tabel de variatie:

X |- -2 -1 ] =
@ + 0 - - 0 +
fx)|== 7 -2 w0+ u 2 7

a) Determinati coeficientii a, b, c .

b) Trasati graficul functiei /.

¢) Determinati asimptotele graficului si
pozitia graficului fata de asimptota oblica.
d) Determinati aria domeniului limitat de
graficul functiei si dreptele de ecuatii

y=x+1,x=—n,x=—n—l,neN*—{1}.

7. Pentru orice x>0 definim functiile:
F(x)= Lxcos(ln fdt, G(x)= jlx sin(In)dt .

a) Determinati doua relatii intre F'si G.
b) Determinati F' si G.

8. Fie sirul x, = Z—, n=1.
oo 2k +1

a) Determinati o formuld mai simpla pentru

suma: 1-x? +x* —...+(-1)"x*", xeR neN.

1 x2n+2

dx .

b) Calculati x, + (—1)""! J'

0 1+x2

¢) Determinati lim x,, .
n—»0

1
9. Fie f:{o,%}—)IR,Iz.[Ozf(x)dx,

1
J= .[02 (1+x)e™" dx -

2 1
a) Demonstrati 1< f(x)<—, Vxe [0,—} .
Ve 2
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b) Demonstrati [ —J = .[02 X2 f(x)dx -
¢) Calculati J.

d) Determinati a si b astfel incat

1
a<j02 X2 f(x)dx<b.

10. Fie functia f":(0,0) >R, f(x)= lnTx
a) Studiati variatia functiei /.

b) Comparati numerele a® si b, 0<a<b.
¢) Comparati numerele e si n°.

d) Determinati m, n eN" distincte astfel

incat f(m)= f(n).

. * .
e) Pentru orice n€N comparati numerele

NP e
(1) si (V)"

11. Fie functia f:(0,0) >R,

2
f(x)= x;a—\]3ax2,a>0.Fie b,c>0.

a) Demonstrati cd f(x)=0,V x>0 si

rezolvati ecuatia f(x)=0.

2
. _a+b+c b+c
b) Demonstrati ca T>3 a- > .

+b+
¢) Demonstrati ca %2\3/ abc .
12. Fie functia f:(0,0) >R,

F)=In(1+nx)———Inx, neN*.
n+l1

Demonstrati ca:
a) f(x)>In(l+n), Vx>0, x=#1;



n 1+nx il
b) x" < 1 , Vx>0, x#1;
+n

1 n 1 n+l1
c) [1+—j <[1+—) , n=1;
n n+l1

1 n+l 1 n+2
d) [1+—j <[1+ ) , n=1,
n n+l1

13. Fie sirul (x,),»o definit prin

xy=a>0, x,,., =x,% +x,,Vn=0.
o1
Determinati y, =Z ,

=1 1+xk

n=1.

14. Studiati monotonia, marginirea si
convergenta sirurilor:

a) x,= 3+\/3+...+\/§ , nradicali, n=1;

1
b) X0 >0, xn+1=1+—,Vn>0_
n

15. Se considera functiile
f:(-,©)>R, f(x)=In(l +x)—xsi
g:(-,0) >R, gx)=In(1 +x)—x+ )62_2
a) Sa se verifice ca f’(x)z_—x si
5 I+x
g'(x)=11—x,Vx>—1.

b) Sa se calculeze f'(0) si g'(0).
¢) Sa se arate ca f(x) <0< g(x), Vx>0.
d)Sisecaratecal+3+5+ ... +Q2n-1)
=n*, ¥V n eN*
e) Utilizdnd metoda inductiei matematice,
sd se arate ca

2
124324 5% .+ (20— 1= —”(4”3 D,

VY ne N*

16. Se considera functiile f,:R—>R,
fo(x)=cosx si f,,(x)=f1(x), ¥ neN
si VxeR.

a) Sa se calculeze f ().

b) Sa se arate ca lim f;(x) nu exista.
X—>0

©) Sa se calculeze f,(m).

27
d) Sa se calculeze '[0 Si(x)dx.

e) Sa se determine f, (x), x € R.
f) Sa se arate ca

i Je At )

n—oo n

17. Fie functiile /,:R—>R, [,(x)=1 si

In+1(x)=joxln(t)dt, VxeR, YneN.
a) Sa se calculeze
I,()+1,(2)+...+1,(2003) .

b) Sa se determine /;(x), xeR.

¢) Sa se determine asimptota cétre +oo la
graficul functiei 7 (x).

d) Utilizand metoda inductiei matematice,
n

sd se arate cd In(x)z%, YV n € N¥*,
Vxe R '
e) Sa se calculeze lim/ (x).
n—»0
f) Sa se arate ca
lim I,()+1,(D)+...+1,(1) _

n—o0 n

0.

18. Se considera sirul (/,) . , definit prin

Cftodx X" %
IO_Iol+x’I”_Iol+xdx’vneN '

a) Sa se calculeze /.

b) St se verificecd 7, +1, =ﬁ,Vn€ N*.
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¢) Utilizand metoda integrarii prin parti,
1 n
sd se arate ca nl, 1 O(X—)z
I+x
Y ne N*
d)Sisearateca /], < I,V ne N*

e) Sa se calculeze lim/,.

n—»0

o

f) Sa se calculeze limn/,.

n—»0

19. Se considera sirul (/) _, definit prin

>0’

| . Loy
=| —dxsi I = dx.
Codoyrp T T '[0 x* +1
a) Sa se calculeze / si 1.
b) Sa se verifice relatia
[ +1 =1 YneN*.
n+l

¢)Sascaratecal >1 ,Vne N

d) Sa se deduca inegalitatile
1 1

<] <
2(n+1) " 2(n-1)’

e) Sa se calculeze limn/,.

n—>0

f) Sa se calculeze lim(nln —%)\/;

n—>»0

Ynz=2.

20. Se considera functia

fR—{-1} >R, f(x)=ﬁ.

a) Sa se determine asimptota verticala a
graficului functiei f.

b) S& se determine asimptota la +oo a
graficului functiei f.

¢) Si se arate cd f(x)—1+x—-x"<0,
YVx=0.

d) Sa se arate ca
f(xX)=1+x—x"+x’>0,V x> 0.

e) Sé se deduca inegalitatile

1
1—x+x2 —x3<r<l—x+x2,Vx> 0.
X
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f) Sa se arate cd aria cuprinsd intre graficul
1
I+x
Ox si dreptele x = 0 si x = 1, este un numar

real cuprins in intervalul (0,91; 0,96).

functiei g:[0,0) >R, g(x)= axa

9 o

21. Se considera functia f:R—>R,
f(x)=e"+e™.
a) Sa se calculeze f'(x),x € R.

fE)=fO)

b) Sa se calculeze lim
x—1

x—1
c) Sa se calculeze aria suprafetei plane
cuprinse intre graficul functiei f, axa Ox
si dreptele de ecuatii x =0 si x = 1.
X
[ raa

d) Si se calculeze lim =%———.

e f1(x)
e) Sa se arate ca functia f este strict
crescatoare pe intervalul [0, ©) si strict
descrescatoare pe pe intervalul (—oo, 0].
f) Sa se arate cd ecuatia f (x) + f(21x) =
= f(2x) + f (1986x) are numai solutia x = 0.

22. Se considera functia f:R—>R,
fx)=(x+1)>°-x°.

a) Sa se calculeze f'(x), x € R.

b) Sa se determine intervalele de mo-
notonie ale functiei f.

c) Sa se arate ca functia f este convexa
pe R.

d) Sa se determine valoarea minima a
functiei f pe R.

e) Sa se calculeze

lim LO+ S+t f0).

n—»0 n

f) Sa se calculeze lim S (x)

X—0 xf'(x) '



PROBLEME RECAPITULATIVE —- ALGEBRA
(pentru Bacalaureat)

1. Sd se demonstreze ca: 0,(xyz)+0,(yzx)+0,(zxy) = 0,x(yz) + 0,y(zx) + 0,z(xy).

< < . . m oA
2. Sa se demonstreze ca nu existd numere rationale W astfel incat:

2 2 3
a ﬂ) =3 b(ﬂ): ar prim; c(ﬂ) =5.
)(n ; b) p P, p numar prim; ) "
3. Sd se demonstreze ca: a) +—l eQ, VneN, n=2;
n-1 n
1 1 1 %
b) n+n+1+n+2gN’ Vn eN*,

4. Sa se determine A:{n eNvnk+2 eQ} ,unde n!=1-2-....n,VneN;0!=1.

5. Fie numerele x, yeR—-Q, m,neZ. Stiind ca x+ y € Q*, sd se decida care dintre

numerele x’ — ), mx+ny este rational sau irational.
6. Sa se demonstreze ca pentru orice x, y €R, x > 0, existi n € N astfel incat nx >y
(,,proprietatea lui Arhimede®).

r+2
+1

. * . . - - .
7. Fie r€Q, o aproximare a lui 2 . Si se demonstreze ci este o aproximare

Lz—ﬁ‘<|r—x/§|).
r+1

,,mai buna* pentru V2 (adicé

8. Fie a, b €Q astfel incat a2 +by/3 = 0. Si se demonstreze cia=b = 0.

9. Fie a, b, c cifre nenule distincte si x = 1/0,a(b)+0,b(c)+0,c(a). Si se determine x

stiind cd x Q.

10. Sa se demonstreze cd urmatoarele numere sunt irationale:

a) V7+5v2 +¥5v2-7; b) V5+2413 +2413 -5.

11. Fie x, y €N. Sa se demonstreze ca:

a) daci Jx eQ, atunci Jx eN;
b) daca «/;+\/; eqQ, atunci«/;elN, ﬁeN,
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12. Sa se determine numarul tripletelor (x, y, z) formate din cifre nenule distincte astfel

incat: a) \/x,y(z)+y,z(x)+z,x(y) €Q;

b) yx,(yz)+ y,(zx) +z,(xp) €Q.
13. Stiind ca numarul radicalilor din scrierea numerelor a si b este 2000, unde
2424442, b=46++/6+..++/6 , sdse determine partea intreaga a acestor numere.

14. S se efectueze:

a) \/2x+2+2\/2x+1+\/2x+2—2\/2x+1,x>—%;

b) V2r+ 2+ Va3 +2x+2-Ax 3, x>

15. Sa se determine f'(x ) in cazurile urmatoare:

VJa+x+a-—x 2ab
a x = ,a>0, b#0;
) )= YEEEANIEE o 2

b /0=l [\f w2} 2>

J(x +a )*‘+J(x )’ N
J&+a) = -a) 2mn

16. Sa se compare numerele:

a)a:V\/E—\/E §ib=\/@—x/ﬁ;
b)A=\Nx+a—\/;,B= \Ny+a-— \/_ dacax>y = 0,a> 0.

) f(x)=

,m-n>0, a>0.

17. Sa se demonstreze ca:

a) («/_ «/_) («/_ «/_-1-1 «/_+«/_) =4, neN*

b) V- +41-57 < 2‘/ “*b , Va,b e[-1,1].

18. Sa se rezolve ecuatiile:
a) 3):71[873{/@ = %2x; b) 2X+2’x3Vx_3 _ 2 x3; ) 2x4rx1/1174</(_2x)3r =3T7x+ 2.

19. a) Fie a, b, c e R* astfel incata + b + ¢ = 0.

Sa se demonstreze ca L+L2+L—l+l+l-
b a b c
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b) Sa se calculeze: \/1+L2+L2 +\/1+L2+L2+...+\/1+L2+%.
2° 3 3 4 99° 100

20. Sa se determine valoarea expresiei:

1 1
{(x2+a2) 2 +(x2—a2) 2 pentrux = e+
)

-2

,a>0, m>0, n>0;

e 2mn
-(x*-a’)

2

, 2 4V , 4 2)2 2 2\

X +ai3x? +la” +a 3x 3 pentrux=|b3—-a3|, a>0, b>0;

-2

pentmxz«/%, a>0, b>0.

1

(@+x)2-(b+x) 7 —(a-x)2-(xb)2
Q) (1+x) 4 (1-2")" pentrux =(1-a" 2 (1+a7) 2, a>1

N [(a X (b4x) 4+ (a—x) 2 (x—b)2

21. Cunoscand a si b, sa se determine ¢ in cazurile:

a) a=logg, 4, b=loge 6, c=log,,2;

b) a=log,,2, b=1log,5 c=logg40.

22. Sa se determine numarul functiilor inversabile /: 4 — A stiind ca :

a) 4= {1, 2}; b) A = {a, b, c}.

23. Sa se studieze injectivitatea, surjectivitatea, respectiv bijectivitatea functiilor
f:R—> R, unde:

1) 2x+3, xeQ b) /(x) x-2, xe@Q
x)= . = .
a) mx+3, xeR-Q’ A +1, xeR-Q

24.Fief:R> R, f(x)= 8 +27° . Sa se demonstreze ca f(x)?l,
ox <R 3.12° +8-18° +5-27" 9
x eR.

25. Fie a, b € (0, 0)\{1}. Si se studieze monotonia functieif: R - R, f(x)=d" +b".
26.Fie f:R—> R, f(x)=a"+a*,a€ (0,0)\{l}. Sa se demonstreze ca:

a) Im f = [2, o0);

b) feste strict descrescatoare pe (—oo, 0] si strict crescitoare pe [0, o).

27.Fief: [0, 1] > R, f(x)=a"+d"™, a>0, a=1l.

a) Sa se studieze monotonia lui f.

b) Si se demonstreze ca 2«/;<f(x)<a +1, Vx €[0,1].

28. Sa se determine semnul functiilor:

a) f(x)=logg , (x—1); b) f(x)=log, (x* —5x+4);
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¢) f(x)=1log, ,(~x*+3x+18).
29. Si se demonstreze cd urmatoarele numere sunt irationale:

a) log; 2 b) log,10; ¢) log, 6; d) logs15.
30.Fiea, b, ce (0, 1)sau a, b, c € (1, ). Sa se arate ca:
a) log, bc +log, ac +log, ab>6; b) (log, bc)-(log, ac)-(log, ab)=>38.
31. Fie a, b €(1, »). Sad se demonstreze ca:
a) log,(b+1)>log,b>log,.b; b) log,(b+1)>log,, (b+1)>log,,, b
32. Sa se demonstreze ca:

1 >
logy18 —log, 36

a) (log,7) " +(log,, 7) ' <2 b) 12;

1
log;, 9a —log, 3a

c) 6< <=2 pentru a €(3,9).

33.Fie a, b € (0, ) \ {1}. Si se studieze monotonia functiei /: (0, c0)—>R:

a) f(x)=log, x’ +a\/x7; b) f(x)=a’ +b"%",

¢) f(x)=log, x +log, x; d) f(x)=a"%" +p'%",

Sa se rezolve ecuatiile:

34, 3% —2x +15+V3x* —2x +8 =7;

35, \2x+ 22— 1 +2x— 22 -1 =2;

36. V3x+x+2 +43x—Jx 12 =2+ 242;

37. VX +x—2+4V2x7 —3x+1=3x" —4x+1;
38. \2x 120 —x— 1 +y2x -2 —x—1 =242
39. 2x—1+3x-1=1;

40. /x+16 -Yx+9=1;

a1, Yx +6=23x";

42, Yx+1+1-x=2;

43. Yx+45=1+3x-16;

44, Y8 —x +38+x =22 ;
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45, Yx +3x+2+3Yx+9=2;
46. J2x—1++/x+3=3;

47. 3/2x—1+3/x+7=3/3x+6.

48. Vx* +9 44y  —4y+2=4;
49. 2(Vx_1+2\ly—4+3\/ﬁ)=x+y+z.

Sa se rezolve ecuatiile:

50. a) 3" +3%1 =28 b) 2 +3.2771 —5.2" 4+ 6=0;
2x-1  qx-0,5 _ ox A2x-2. 2Y (9 xzﬂ
¢) 5-3271—9v 05 9% 4 4.3%2, d)(3) (8) E
51. a) 77 —6-7"+5=0; b) 2.9 —5.3* —1323=0;
c) 32x+5 :3x+2+2; d) 34«/;_"_3:49\/;
52. a) 6> =2""%.27", b) 3-16" +36* =2-81%;
4 * 27 - _ 2 x2=3x+2
c) (3) (?) =3 d) |2x+3| =1
53. a) 6" +8" =10"; b) 3' +4" +5" =6";
€) 9% =5 + 4% + 2420 ; d) 2% + 7% +2414% =9,

NS el 7
54. a) 453 2=3"2_2%1  pyor_2" 2= 3>

o) Sle+2 _|pxet _ 1‘ — 0% 4, d) x2.2%1 4 ol =32 _ 2 pl-dd | oael
55. a) (V2+43) +(V2-43) =14 b) (V8+3v7) +(¥8-3v7) =16
©) (7+ 4\/5)% +(7- 4@)% =194 d) (V3+1) +(¥3-1)" =4(2)".

56. a) 25" 1 _ 5.5V _ 500, b) 9Vx'*2 _3Vxte2el _ 5y,
c) 22)6*2 _5+6‘ 272x+2 — 0; d) 41+x2 _ 41*)62 — 15'
57.5%>125;

58, 2% 43 >g;
59.2°2 _2*<12;
60.7% — 2 2<5.77 —p* 71,

61. 2)(276)(72,5 <1 6'\/55
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1 1
P R

62.

63. a) log, (x> -7x+11)=1; b) log,. (2x* +x+6)=2;

2lgx

TG

d) log,[3—log;(x+1)]=0

64. a) log, x +log, x+loggx=11; b) log, 9+log .81=3;

¢) log, x +log 5 x+log, x=4; d) (log, 2)-(log,, 2) =log,, 2.
2
65. a) 1+log,x =log,(x+1); b) 2lg(x+1)- lg(x - —) lg2(x +3);

) Ig2+1g(4"" +9)=1+1g2*" +1);  d) log,(17-3")=5-x.

66.

67.

a) (log, 2)- [log)C ZJ +log , 2=0;
2 16

¢) log,(log; x)+log;(logy x)=2;

1 2
a) log, 2= —lzi“ >
2x

¢) log, [ﬁj =log, (10g4 %),
2

b) log . 9+log;, 81=3;
d) (logx 3)(10g3x 2) = 10g9x 3.

b) (log, 3)(logs, 3)(log; 9x) =

d) log,, (%) + 10g22 x=1

68. a) [2+log, x|+3= ‘1 ~log, x by [x— 1 < x—1;
3 3
¢) |x _ 2llogz(ﬁ—x) _ |x _ leogzx; d) log‘)ﬁz‘(xz _ 4) 1
69. a) x'®* =100x; b) 8 = 4;
lgx+7
C) Slgx _ 3lgx71 — 3lgx71 _Slgxfl, d) X 4 _ 101gx+1'
70. a) 5 =5-log, x; b) log,(2x+2)=9—x;

¢) log,(x +1)+1log;(2x +1)=2x; d) log,(x* +1)—log, x = 3x* — 2x°.

71. Sa se demonstreze ca:

N _ . 1.

a) ;k.k!—(n+l)!—l, b) Z(k+1)' “oi i
Ck-D!_ . (k-1)! 1.
Z:(2k P TR Z(k+l)' o+l

(k+1)!  n(n+1)(n+2)
Z - 3

pentru orice n €N*,
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72. Sa se demonstreze ca:

a) 2n+1)!>2" ()% n=1; b) n* > (2n)!, n=3; ¢) 2141...2n)!> (n+1))", n=>2.

73. Sa se rezolve ecuatiile:

a) nl+1=n+1)7; b) (n-3)+n=n".

74. Sa se rezolve sistemele:

Cogr-l
A A7 =10 4 =9 4 | |
a) 5; b ; ¢) CMl =Cr =2CY .
cr:.ci'== 2C) =3¢
75. Sa se calculeze sumele:
5 k+2
2) Z )'+k" b) Z;k!+(k+l)!+(k+2)!'

76. Sa se demonstreze ca:
a) Ck=cr, +2ck) +C 2, o<k<n-2;
b) C¥ =CF ,+3Ck ] +3Ck 7+l 3<k<n-3;.

n-3>

77. Sa se determine termenul care nu contine pe x din dezvoltarea:

o wg]

78. Sa se determine x stiind ca pentru dezvoltarea:

a) («/;er*l)é avem 5 =2

5 b) (x++5)" avem T, - T =300,

.. - o 100 P
79. Fiind datd urmatoarea dezvoltare (x - 2) =a,+a,x++a,,x"" determina:

a)a b)a,+a +..+a,

977

80. Sa se determine rangul celui mai mare termen din dezvoltarile:
i l 100 . (5 1 )100

a)(5+5) AV A

81. Sé se determine suma coeficientilor dezvoltarilor:
50 n
a) (3x° - 2x) b) (4x-50)"" o) (x*=3)°), neN*

82. Sa se determine numarul termenilor rationali din dezvoltarile:

2) (\/E+\/§)50 b) ({/E_F\/g)zoo 0 (%+«/Z)100

83. Sé se determine numarul natural » stiind ca in dezvoltarea:
a) (5+ n)" termenul al zecelea este cel mai mare;

b) (7+3n)" al saselea termen este cel mai mare.
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84. Fie vectorii #(2,3), ¥(4,a), a€R.Sa se determine o
a) stiind cd i si v sunt coliniari;

b) stiind cd # si v sunt ortogonali.

85. Fie punctele A(a, b), B(c, d) si ke R—{—1}. Sa se determine coordonatele unui punct
M astfel incat AM =kAB.

86. Fie punctele distincte 4, (xl, Y ), A, (x2 Vs ), A, (x3, y3) in plan. S& se demonstreze
ca 44, L 44, < (xz _xl)(x3 _x1)+(y2 _yl)(y3 _y1) =0.

87. Fie punctele distincte 4, (xl, » ), A, (xz, ¥, ), A, (x3, y3) in plan.

y y . . X, =X -

a) Sd se demonstreze ca 4, 4,, A, sunt coliniare daca si numai daca —=——= BTN
X, =X Yy, =¥

3 1 3 1

Observatie. Egalitatea de mai sus trebuie interpretatd in cazuri particulare astfel:

X=X X=X, M =V V=)

b) Sd@ se demonstreze ca 4, 4,, 4, sunt coliniare dacd si numai daca
X (yz _y3) +X, (y3 _y1)+x3 (yl _yz) =0.

88. Sa se determine coordonatele vectorilor i si v stiind ca:

2) 2ii +3v =3i +10] b) 32V =—i +8;
“3ii+47 =—137 +2 ii+3=4i -7

89. Sa se determine coordonatele vectorilor i si v stiind ca:

2 [l =S b {|ﬁ+ {|=3J§
li —il=25 v -7l =242

90. Fie 4 (1, 2), B (3,4). Sa se determine C (x, 6) si D (y, 0) astfel incat sa fie indeplinite
conditiile: a) A, B, C coliniare; b) AB 1 CD.

91. Fie punctele A(1, 3), B(5, 0), C(-1, —3). Sa se determine:
a) ecuatiile dreptelor 4B, BC, CA4;
b) ecuatiile medianelor triunghiului ABC;
¢) coordonatele centrului de greutate al triunghiului ABC.

92. Sa se determine tangentele unghiurilor dintre axele de coordonate si vectorii:
a) 21 —2j;  b) —4i +43-7; c¢) 4 +4].
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93. Laturile AB, BC, AC ale unui triunghi ABC au ecuatiile: 4x — 3y = 6; 2x + 3y = 5;
x = 3. Sa se determine coordonatele punctelor 4, B, C si ecuatiile medianelor triunghiului
ABC.

94. Laturile triunghiului ABC au ecuatiile: AB : x —2y -2 =0; BC : 2x +y — 2 = 0;
AC : x —y + 2 =0. Sa se determine coordonatele varfurilor triunghiului si ale centrului de
greutate, precum si ecuatiile medianelor triunghiului 4BC.

95. Sa se determine ecuatiile naltimilor triunghiului ABC si coordonatele ortocentrului
in cazurile:

a) A(-1, -1), B(3, -2), (1, 5); b) A(2, 6), B(5, -3), C(5, 1).

96. Sa se determine ecuatiile mediatoarelor triunghiului ABC si coordonatele centrului
cercului circumscris in cazurile:

a) A(-1, 3), B(3, 1), C(1, -3); b) A3, -2), B(1, 0), C(5, 2).

97. Sa se determine ecuatiile laturilor triunghiului ABC cand cunoastem B(-1, 1), C(3, 1)
si ortocentrul H(1, 2).

98. Un paralelogram are doua laturi de ecuatii 2x — y =0 si 3x —y — 1 =0, iar centrul este
E(2, 3). Sa se determine ecuatiile celorlalte doua laturi.

99. Un triunghi ABC are varful A(1, 1) si ecuatiile a doua naltimi x + y + 3 = 0,
respectiv 3x — 2y — 5 = 0. Sa se determine ecuatiile laturilor triunghiului si coordonatele
ortocentrului.

100. Fie dreapta d : 3x + 2y + 1 = 0 si punctul 4(2, 3). Sa se determine:

a) doua drepte d,, d, ce trec prin 4 si fac cu d un unghi de 45°;

b) douad drepte d, d, care impreuna cu d, d, determind un patrat.

101. Fiea, be Rsidrepteled: ax+y+a’=0, d':bx+y+b* =0.

a) In ce conditii d si d' sunt secante? Dar perpendiculare?

b) Sa se determine coordonatele punctelor de intersectie.

102. Fie dreptele d,, : 2m—1)x —2my—-m—-2=0,meR.

a) Sa se demonstreze ca dreptele d, trec printr-un punct fix.

b) in ce conditii avem d, ||Ox? Dar d, ||Oy?

¢) in ce conditii dreapta d  este paraleld (respectiv perpendiculard) cu (pe) dreapta
d:2x—-y+1=0?

d) Sa se determine m,, m, € R astfel incat d, |d,, .

e) Sa se determine m,, m, €R astfel incat d, L d;nz .

103. Fie dreptele d, :mx+ (m—1)y —m+2=0. Si se determine m € R stiind cd d_ taie

Ox si Oy in A, respectiv B si ca Lz +L2 =13.
04~ OB
104. Sa se determine coordonatele punctului C stiind ca triunghiul ABC este echilateral,
unde A(-1, 1), B(2, 5).
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105. Fie rombul ABCD cu diagonalele paralele cu axele de coordonate. Sa se determine

coordonatele varfurilor C si D stiind ca avem 4(-2, -3), B(1, 1).

106. Fie triunghiul ABC in care AB = ¢, AC = b, BC = a. Sa se demonstreze ca, daca AD

este mediand, atunci avem 44D’ = 2(b2 +c? ) —a’ (teorema medianei).

107. Fie A4, B, C trei puncte coliniare in planul ” cu B € (4C). Sa se demonstreze ca
pentru orice punct M al planului 9 avem:
AM?* -BC —BM?* - AC +CM? - AB = AB- AC - BC (relatia lui Stewart).

108. Sa se determine:
a) ecuatiile bisectoarelor interioare si exterioare ale triunghiului 4ABC;
b) simetricele varfurilor fatd de laturile opuse;
¢) aria triunghiului, coordonatele cercului Inscris si raza acestuia in cazurile:
i) 42, 1), B(-2, -1), C(0, 4);
ii) A2, 4), B(-2, 2), C(1, -1).
109. Fie punctele A(3, 1), B(1, 7) si dreapta d : x — 3y + 2 = 0. Sa se determine:
a) simetricele lui 4 si B 1n raport cu d,

b) ecuatia simetricei dreptei AB in raport cu d.
110. a) Fie dreapta d : ax + by + ¢ = 0 si punctul A(a, ). Fie B simetricul lui 4 fata de
d. Sa se determine coordonatele lui B.
b) Sa se trateze cazurile particulare: i) 4(0, 0), d : 4x + 3y — 12 = 0;
i) 412, 1),d : 2x -3y +4=0.

111. Fie punctele 4(4, 0), B(0, 3), C(0, -3). Fie M € BC astfel incaty, = asi N (0, o),
lof > 3.
a) Sa se calculeze distantele de la M la AB si AC si sd se demonstreze ca suma acestor

distante este constanta.

b) Sa se calculeze distantele de la N la AB si AC si sa se determine o relatie Intre aceste

distante.
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PROBLEME PENTRU PREGATIREA
EXAMENULUI DE BACALAUREAT

1. Fie n € Z astfel incat n nu este divizibil cu 3. Sa se determine restul impartirii lui n® la12.

2. Sa se rezolve ecuatia xX* —4x+1=2V4—4x+x*

3. Fie x, y,z€R astfel incat x+ y+z=0. Sa se demonstreze ca:

x2+yz+z2 x5+ys+zs_x7+y7+z7
2 5 7
4. Sa se demonstreze ca pentru orice n €N avem:

a) 11]3"3 442, b) 7|3+ 422 ) 24[13" +6-3" +5.
1 1 1
5. Sa se demonstreze ca: a) + wt— >§ Vne N
dn+1 4n+2 8n 8§’
b) 220|a. unde a=220""" + 692" 11997 ¢) 21)2*" W neN".

|x—a| |x—2a| |x+a| |x+2a|
= +

6. Sa se rezolve ecuatia ,unde a>0.

x—a x—-2a x+a x+2a

. . . .o X—m
7. Sa se rezolve si sd se discute inecuatia 1 =2, meR.
—mx

8. Sa se rezolve si sa se discute ecuatia |x — a| + |x - b| =x,unde a,beR.

9. Sa se rezolve sistemele de ecuatii:

{|x y|+2|y| ) b) {x+y+x2+y2=8_

mx+2y=2m, meR’ xy+x2+y? =7 ’

<)
l+l=a,aelR 3,3

2 242
x“+y =4a +4. N {(x+y)3+x2y2(x+y)=39
x oy

+xy(x+y) =26

10. Sa se demonstreze ca, daca ecuatiile W tax+b= 0, ¥ +ex+d= 0, a,b,c,del,

au o radacina irationald comuna, atunci a=c,b=d .

—(x—a)z,x<a

11. Fie functiile f, g:R — R ,unde g(x)=m(x—a), f(x) ={ ,a,meR.

(x—a)", x>a
a) Sa se determine m stiind ca cele doua grafice au trei puncte comune.

b) Sa se rezolve inecuatia f(x)=g(x).
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2000
12. Fie meR’, a; €R,Vi=12000, f(x)= > (mx—a;)*.
i=1
a) Sa se determine valoarea minima a lui f".
2000
b) Sa se demonstreze ca, daca Z ai2 =2000, atunci

i=1

2000

2a

i=1

<2000.

13. Fie numerele reale a, b, ¢ nenule si distincte. Fie multimile:

Az{xe IR‘ax2 +bx+c=0}, Bz{xe IR‘cx2 +bx+a=0} . Si se demonstreze ci:
a) 4 si B au acelasi numar de elemente;
b) daci AUB are trei elemente, atunci 4N B are un element.

3x% +ax+b

2

€[-3,5] pentru orice x€R.
x°+1

14. Sa se determine a, b € R astfel incat

15.Fie f:R—> R, f(x)=(m* =1)x* =2(m* +2)x+m*> -4, meR.
b) Sa se demonstreze cé parabolele y = f(x) trec printr-un singur punct fix.

16. Sa se demonstreze ca:

2 [
a) 0<bh<g<lm L atizvVIZa . b) 1<b<a<\/§:>3>u,
b+1-+1-b b 1-yJp? -1

17.Fie f:[a,b] > R, f(x)=~/x —a ++/b—x . Sa se studieze monotonia functiei si sa se
determine punctele de extrem.

18. Sa se determine imaginea functiei f/:R - R, f(x)= \/x2 +x+1-— \/x2 -x+1.

1
19. Fie f(x)= . Sa se determine f(x,) unde x, =a+—,a>0.
a

20. S3 se determine x € R stiind ca:

a) 26+ x3/3 +1/26 - x\/3 =346 ; b) Y26+ x3 +326—x\/3 =4.

21. Fie a, = (\E + l)n + (\/5 - l)n ,unde neN. Sa se arate ca:

a) a,,,=a,a,—a, ,, VmneN, m>n;
b) 2|a, =2|n;

¢) a,= k\/i, keN', pentru orice n impar.
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22. Fie progresia aritmetica (an )n>1 avand termenii strict pozitivi. Sa se calculeze suma:
1 1

1 1
S, = - + e () — .

23. Si se determine progresia geometrica cu 5 termeni stiind ca suma primilor trei termeni
este 30, iar suma ultimilor trei termeni este 120.

24.Fie f, g:R —N definite astfel f(0)=2, 2- f(n)=f(n—1)+5,Vn=1, g(n)=f(n)-5,
V¥ neN. Si se determine:

a)g(n);  b)f(n); ¢) lim f(n).
5a, +3 -3
25.Fie ¢y eR—{-3},a,,,= % ,b, = “n "  Sa se determine a,,b, si lima,.
a, + 3 a, + n—om

26. Fie £:[0,]] >R, f(x)=a"b"™  +a"*b", a,be(0,00)—{1}.

a) Sa se studieze monotonia functiei.

b) Sa se demonstreze ca 2\/£<f(x)<a +b, Vxe[0,1].

< . 1 1 24
27. Sa se rezolve ecuatia: e E=) + E=yTe=) = ) a>0,a=1.
1 1
< .. X =7 X+ 2%-1 3 2
28. Si se rezolve ecuatiile: a) 4* -3 2=3 2 _277; b)

532 + 5243 =1.
I

29. Sa se rezolve: a) log. ,(9 —x1)9¥ >0,

b) log,, x +log,,, x +log,, xlog, x=0,m>0,m#1;

X

1 1 5 . 3

logz X * 10g2 y - g 10g3 X+ 10g3 y= 1910g3 b%

©) 1 | 13 d) s s L
logyx log,y 13 log; x —log3 y ="7logy —
B y

log, y log,x 6

e) \/loga Jax + log, Uax + \/loga ai/g +log, ai/g =a,a> eN —{1};
a X

,a>0,a=1.

oL 1 V2
log. . a log._.a - log|. .a
e+l x| =]
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n 12 n
k2 +3k+1’ b, =Hak~
k:lk +3k+2 k=1

a) Sa se studieze monotonia, marginirea sirurilor date si s se determine numerele

30. Se dau sirurile a, =n—

a=lima,,b=1imb,
n—o0 n—>0 '

. oA 1 .
b) Si se determine k €N astfel incat |an —a|<m pentru orice n=k .
¢) Sa se determine vecindtatea lui b in care sunt cuprinsi toti termenii sirului (5,) cu

exceptia primilor 4 termeni.

31. Sa se determine limitele sirurilor:

k(+2)
a) a, =) log
o ; LT

k+n

N2
b) anzl-Z(a+ij JkeN" fixat;
n

i=1

9 anz{(n+k+1)(n+k+2)...(n+2k)} kel fixat, 65 0:
(n+D)(n+2)...(n+k)

d 4 =2, a,,=(V2)", ¥ n>1.

na, +1

. . . A . . - . . *
32. Sa se determine sirurile de numere Intregi care verifica conditia @, ., = ,VneN .

a,+n
33. Fie sirul (x,,),>; definit astfel: x, =1, x,,,; =+/l+nx,, V n=>1. Sa se demonstreze ca

.o . X
n—2<x,<n+2, Vn>1 sisasedetermine lim —*.
n—o n

34. Si se determine a, b, c € R astfel incat:

a) lim (%/n3 +an® —\/n2 —an)zl; b) lim (\}n4+2n3 —an® —bn—c)zO.

n—>o0 n—>0

35. Sa se determine urmatoarele limite: .
| 1

[, X n _1_ «
a) lim (2 —tgx)sinx—cosx ; b) lim e . ) limLm;Jrn nelN ;

N N0 tg x x—1 (n— ])

4
m n

d) Tim X =D i O =D neN -1y

x—1 (x — 1)

. 1—cosxcos2x...cosnx * . 1—cosxcos2x+/cos3x

e) lim 5 ,neN; f) lim 5 .

x—0 X x—0

X
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36. Sa se studieze continuitatea functiilor:

2) f(x) z}}glgo|sinx|:nx :lcosx| ; by f(x)= {smm;":_eg
¢) f(x)=[xT", x€[0,2]; d) f(x)=[Inx], xe[le’];

—nx

|x—1|e"x+a(x+1)ze sinx +|x —1]e™

e) f(x)=lim — ,aeR; ) f(x)=lim

n—>0 e™ +e” n— 1+e™

37. Fie functia £ :[0,00) =R continud pe [0,0), cu proprietatea f(x)= f(x>),V x=0.
Sa se demonstreze ca f* este constanta.
, 2:R>R,

=2, h:R—>R,

. k=2
h(x)=f(x)+g(x), a,a,,...,a, €R.In ce conditii / este derivabild pe R ?

39.Fie f,g:R—>R, f(x)=e", g(x)=e"sinx. Si se demonstreze ci graficele celor
doua functii au puncte comune si cd in punctele comune au tangenta comuna.

40. Fie F functie polinomiald asociatd unui polinom cu coeficientii reali astfel incat
F'(x)=(x+ 1)2 (x - 1)3 (x— 2)4 . S se determine numarul radacinilor reale multiple ale

ecuatiei F'(x)=0.
2-|x-2|
|x—2|+2

a) Sa se determine domeniile maxime de continuitate si derivabilitate.
2
I 2

41.Fie f:D >R, f(x)= , D cR fiind domeniul maxim de definitie.

b) Sa se calculeze lim f(x)‘xiz‘ ; ¢) Si se calculeze lim f(x)z )
x—2 x—2

42. Sa se studieze derivabilitatea urmatoarelor functii definite pe domeniul maxim:
2 +mx + n,x €[-1,0)

pﬁ+4x+LxemJ]wpﬂ%D=fﬂf

2
2) f(x)=2 il b) f(x) ={

x|

x2+‘x2+x—2‘

) f(x)=max(1,x2,x3); d f(x)=

x+‘x+1‘

43. Sa se traseze graficele urmatoarelor functii pe domeniul maxim de definitie:

x2 +1 +3x

b)f()— R 0 f(x)=(x-2)"(x+1);

f) f(x)=x+\jx2+4.

a) f(x )—

d f(x)=e*-2¢"; ¢ f(x)=
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\/5 1+21nx_

g) f(x)=+x? —2x; h)f(x)=%——; ) fx)=—T,
3 X X
B f=m0=D, K) f()=BX e —et| 2.
x—1 1+Inx

1 *
44. Fie sirul I, 2-[0 In(1+x")dx,neN".

a) Sd se calculeze [, [,.
b) Sa se demonstreze ca sirul este convergent.

45.Fie f:[-2,4]>R, f(x)= 2{%} —1, unde [a] inseamna partea intreagd a numarului a.

a) Sa se reprezinte grafic functia F :[-2,4] >R, F(x)= j; f()dt.
b) Sa se determine aria domeniului marginit de graficul lui 7, axa Ox si dreptele x =2, x =4.

. 2 |x—2|+a
46. Sa se determine /(a)=| +——— a<R.

-2 |x—a|+2’
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MODELE DE PROBLEME PENTRU EXAMENUL

DE BACALAUREAT

1. Se considerd functia f: R > R, f(x)=x* +x*+x-m,me R.
a) Sa se determine f'(x).

b) Sa se calculeze f ;xf '(x)dx .

¢) Sa se calculeze lim fx,,x), nefl, 2,3,4},

d) Sa se studieze monotonia functiei 1.
e) Sa se determine m € R astfel incat /' (x) = -2 pentru x > 0.

2. Se considera functia f: R > R, f(x) =" — e™.
a) Sa se determine f'(x).
b) Sa se studieze monotonia functiei f.

-1

¢) Sa se determine a € R astfel incat f(x) =

d) Sa se calculeze J'il f(x)dx .

e) Si se calculeze ILIEIO[«f(l) +fQ)+...+ f(n)].

3. Se considera functia f: R > R, f{ix) =x* + 9x* + 26x + 24.
a) Sa se calculeze flx) — (x + 2)(x + 3)(x + 4).

b) Sa se rezolve ecuatia f”'(x) = 0.

¢) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f.

d) S se determine [, f(x)dx .

e) Determinati doua functii g, # : R — R strict crescatoare pe R astfel incat

g(x) = fix) + h(x), Vx € R.

pentru orice x = a.
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1
9x?—1"

4. Se considera functia /: [1, o) — R, J(x) =

Fie sirul (x ) _ definit prin x, =3 £ (k).
k=1

a) Sa se demonstreze ca f(x) = %(3)61_1 - ﬁ)

b) Sa se determine f'(x), x = 1.
¢) Sa se calculeze I 35 f(x)dx .
d) Sa se determine formula termenului general al sirului (x) _,.

e) Sa se calculeze lim(4x,)" .

5. Se considera functia f: (0, ©) > R, fix) = x'Inx.
a) Sa se determine f'(x), x > 0.
b) Sa se studieze monotonia functiei f.

¢) Sa se determine maximul local al functiei f.

d) Sa se determine lim f(x).

e) Sa se determine li{ré f(x).

6. Se considera functia f: (0, ©) > R, f(x)= M
(x"+x)

Se considera sirul (a) _, a, =3 £ (k).
k=1

a) Sa se demonstreze ca existd a, b € R astfel incat f(x) = % + " Jl: e Vx>0,
X (x

b) Sa se determine formula termenului general al sirului (a ) _,..

c) Sa se studieze convergenta sirului (a,)

n>1"

d) Sa se determine lima, .

n—>0

e) Sa se determine Lz f(x)dx .
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7. Se considerd functia f: (2, ©) - R, f(x)=vx*—4 .

a) Sa se calculeze f'(x), x > 2.

f()

b) Sa se determine hm

¢) Sa se calculeze lim

() =5

x—3 x=3 ’

d) Sa se determine ecuatiile asimptotelor la graficul functiei f.
e) Sa se studieze monotonia functiei /.

f) Sa se determine aria suprafetei plane determinate de graficul Iui £, axa Ox si dreptele
de ecuatii x=+/5, x=2/2.

8. Se considera functia /: R > R, f'(x) = e + 1.

a) Sa se determine f'(x), x € R.

b) Si se determine a, b € R astfel incat f'(x) > a si f'(x) > b, Vx € R.
¢) Sa se determine ecuatiile asimptotelor la graficul functiei f.

d) Sa se determine lim——+— f (x) 1

x—0
e) Sa se demonstreze cd avem a*> + a+ 1 > 0 si @> — a + 1 > 0 pentru orice a € R.
f) Determinati doua functii g, # : R — R strict crescitoare pe R astfel incat

fx) + h(x) = g(x), Vx € R.

9. Se considera functiile /, g: R > R, f(x) =e*—x —a, g(x) =f"(x), a € R.

a) Sa se determine functia g.

b) Sa se studieze monotonia functiei f.

¢) Si se determine a stiind ca f{x) = 0, Vx € [0, ).

d) Pentru a = 1, sa se rezolve in numere reale ecuatia f'(x) + 3g(x) = 4e* —x — 3.

S _ S (x)j
f&®  fx))

e) Sa se determine lim(

X—>0
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10. Se considera functia /: [-3, 3] > R, f(x)=+v9—-x".
a) Sa se calculeze f(x) — f(-x), x € [-3, 3].

b) Sa se calculeze f'(x), x € (-3, 3).

¢) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f.

d) Sa se calculeze [, f(x)dx .

3
e) Sa se calculeze lim 7’ Ug f 2(t)dt) )

M b4 1 . = —5
11. Se considera functia /: R - R, f(x) A9

1

x> +9

a) Sa se calculeze f(x)+ ,xeR.

b) Sa se determine f'(x), x € R.

c¢) Sa se studieze monotonia functiei f pe intervalul [3, o).
d) Sa se determine asimptotele la graficul functiei f.

e) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f.

f) Sa se calculeze I ; f(x)dx .

g) Sa se calculeze lim Z": f(5k+1).
n—o

12. Se considera functia f: (0, ©) > R, f(x) =x + 1 — Inx.
a) Sa se calculeze f'(x), x > 0.
b) Sa se calculeze lim%.

n—1

¢) Sa se studieze monotonia functiei f.

d) Sa se calculeze Lz f(x)dx .

e) Sa se calculeze lim@.

132



13. Se consideri functia f: R > R, f(x)= ; X,
+ X

a) Sa se calculeze f'(x), x € R.
b) Sa se studieze monotonia functiei f.
¢) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f.

d) Sa se determine o primitiva a functiei 1.

e) Sa se calculeze J'il f(x)dx .

f) Sé se determine numarul solutiilor ecuatiei f{n) + —n) =0, n € Z, n| <100,

14. Fie functia f: R > R, f(x)=%-% a<cR.

x+1 2
e‘(

1 1
a) S se determine a € R stiind ca f(xX)+ o o vxeR,

b) Sa se determine asimptotele la graficul functiei 1.
c) Si se determine a € R stiind cd fix) + f'(x) = 0, Vx € R.
Fie a = 1 si fie sirul @, =2 f(k),n>1,

k=1
d) Sa se determine formula termenului general al sirului ().
e) Sa se calculeze lima, .

n—0

f) Sé se determine aria suprafetei plane delimitate de graficul functiei f, axa Ox si dreptele
de ecuatiix =0 six = 1.

2x+a ;R

15. Se consideri functia /: R » R, /(x) = 212

a) Sa se calculeze f'(x), x € R.
b) Sa se determine @ € R stiind ca f'este strict crescatoare pe [1, o).
¢) Sa se determine numarul de radicini reale ale ecuatiei f(x) = 1 pentru @ € R.

d) Si se demonstreze ca —% < f(x)<1,VxeR pentrua=1.

e) Sa se determine lirP xf (x).

f) Sa se calculeze j; f(x)dx pentrua=1.
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2-13-1 -1,

16. Fie functiaf/: R —> R, f(x) =x>+ x + 1 si fie sirul a, = R
taf /& o 241 341 T A+l

a) Sa se determine lim
x—>2

b) Sa se calculeze fix — 1) — fl—x), x € R.

c) Sa se determine formula termenului general al sirului (a ).

S =7
x=2

d) Sa se calculeze lima, .

n—»0

e) Sa se calculeze lim%j' : f(0)dt.
n—»0 }/l

n+l1
f) Sa se calculeze liin (% an) .
17. Se considera functia f: R > R, filx) =x*-x*+ 1.
Fie f: R > R o primitiva a functiei 1.
a) Sa se determine f(a) + f{—a) si fla) — (—a), a € R.

6
b) Si se demonstreze ci f(x) = iz Ii, vxeR .

¢) Si se determine f'(x), x € R.
d) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f.

e) Sd se demonstreze cd f(x) = %, VxeR.

f) Sa se calculeze }EEO )g((;)) .

g) Sa se calculeze I ; f(x)dx .

18. Se considera functia f: (0, ©) - R, f(x)= lnxTH.

a) Sa se calculeze fla) + fla + 1), a € (0, ).
b) Sa se determine f'(x), x € (0, ).

c) Si se calculeze j'IH xf'(x)dx .

d) Sa se studieze monotonia functiei f.

e) Sa se calculeze Le(f(%) - f(x)) dx |

f) Sé se calculeze lim Zn: f'k).

n—0 ;1
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2x+3

19. Se considera functia /: (0, ) > R, f(x) =m.

a) Sa se calculeze f(x) +m, x>

b) Sa se determine f'(x), x > 0.

¢) Sa se calculeze I ; f(x)dx .
d) Sa se determine termenul general al sirului (a ) _, definit prin g, = Zn: fk).
k=0

e) Sa se determine lima, .

n—>0

f) Sa se determine lim """ .

n
n—»o0

20. Se considera functia f: R > R, f(x) = x* —4x + 1.

a) Sa se determine f'(x), x € R.

b) Si se demonstreze ci f (x) = 2x(x —2), Vx € R.

¢) Sa se studieze monotonia functiei f.

d) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f.

e) Sa se calculeze J' 1ZL;C)dx .
x

f) Sa se demonstreze ca f:n X—2 4y < %

)

21. Se considera functia /: R > R, fix) =x* — x.

a) Sa se determine f'(x), x € R.

b) Sa se rezolve ecuatiile fix) =0 si f'(x) = 0.

¢) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f.

d) S se determine [, f(x)dx .

e) Sa se verifice daca este adeviarata egalitatea:

L@ =@ + £+ 02 = /) +1],Vre R,
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22. Se considera functia f: (0, ©) - R, f(x)= " si sirul (a,) _, definit prin

1
+3x+2

a =
k

M:

J).

1

a) Sa se calculeze f(x)+ xe€(0, ).

x+2’
b) Sa se determine f'(x), x > 0.
¢) Sa se studieze monotonia functiei f.

d) Sa se determine formula termenului general @ .

e) Sa se calculeze lim(2n+1) (% — an) .

f) Sa se calculeze liinf:+2 f(x)dx .

23. Se considera functia f: R > R, f(x)=x* + x> —x + 2.
a) Sa se calculeze f'(x), x € R.

b) Sa se calculeze J.f%dx .

¢) Sa se studieze monotonia functiei /-
d) Sa se determine punctele de extrem local.

J )

e) S se determine 113010 — ne N* n<4.
xoo x

f) Sa se determine

ﬁ‘w«ix,ae N*— {1}.

24. Fie multimea 4 = R — {1, 2, 3}. Se considera functiile
fig,h: 4> R, fix)y=x>—6x>+ 1lx — 6, g(x) =f"'(x), h(x) = g'(x).

Se considera functia k(x):x1_1+x12+x£3,h:A—>lR.

a) Sa se determine g(x), x € 4 si h(x), x € A.

b) Sa se rezolve ecuatia f{x) = 0.

c) S se demonstreze ca g(x) = fix)k(x), Vx € A.

d) Sa se studieze monotonia functiei .

e) S se demonstreze ca A'(x)(x) = fx)h(x) — g(x), Vx € A.

f) Si se determine J':zl h(x)dx
g) Sa se demonstreze cd gX(x) > h(x)f(x), Vx € A.
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SOLUTII

CAPITOLULI

6
1.2.1. a) %—x4 lnx—2: b) 2003 4335+ ¢) 2Wx—Px 4 € d) & 4262 4T
X

, : 1
e) —In(cos2x)—In(cos3x)+¢; ) 2tgdx+2ctg3x+¢; g) Eln(4—2x)—§1n(—3x—6)+(€;
h) Infx+Vx>—4
4 2
1) 2arctg§—2ln(x+\/x2 +4)+W; m) XT+ a;bx3 +%+W; n) tgx—ctgx—2x+¢;

2m m+n 2n
0) arcsini—ln(x+\/x2+2)+(ﬁ;p) 2x \/;— 4x \/; +2x \/;+W.

-2 ) I, x-2
—]nx—+W; i) x+cosx+%; j) —ctgx+cosx+%¢; k) arctgx+—In——+¢;
x+2 4 x+2

2 4m+1  2m+2n+1  4n+1
2
1
2ex+3i+a,x<0 In|x|-—+a,x<1
2.2) F(x)=1 | : b) F(x)= ) * ; :
x—+x2+x+a,x>0 x+§x x+a—§,x>1
2
7+2x+a,xe[—3,—2]
2arctgx+a,x <0 3 )
¢) F(x)= 2 cd) F(x)=12 —4x+a-7-,xe(=2,3).
2x ——xx+a, x>0 3 3
3 2
X 5
—+2x+a—-20—,x€e[3,4]
2 6

1.3.1.2)-1;b) a=b=0;¢) b=d’ —a,acR;d) a=b=2.2.2) a=1,b=1;b) a=1,b=—1,ccR;
¢)a=1,b=-1;d) a=1,b=-1,c=2.3.a) a=-2,b=0;b) a=b=+1.

14.1. F'=f,G'=g, G(x)=lF(ax+b). 2. G'=g,H'=f:>F(x)=2i(G(x)—H(x));
a a
K(0)=5-(G'(0)+ H(W). 3. f(x) =3 =302, x 20 f(0)=2~(1-20)= / admite

primitive < 1-20=0 & « =%.Analog o] =% pentrug. 4. F'=f= fg=(Fg)'-Fg'.

5. a) x =X admite primitive, x —[x] nu admite primitive rezultd x — {x} nu admite primi-

1
in—, x#0
tive; b) Imaginea intervalului (\/ 15,\/17) nu este interval; d) g(x)= s X * admite

0,x=0
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2 .1
- —+2
primitiva G, F(x)=1 s+ G(x), x;tO’

2G(0), x=0
F'(0)=2g(0)=0 eprimitivalui f < f(0)=0<a=0.¢) hrnf(x)-l:>V8€(0 1)
existd vecinatatea V' =V (g) a lui 0 astfel incat e < f(x) <1, V x e Vﬂ(O ) . Exista a>0
astfel incét (0,a) V' N(0,0)= f(0)=0<e< f(a), f(x)>¢, Vxe(0,0) =Imf ((O, a)) # interval.

f) analog cu e). 6. Functiile sunt continue, deci admit primitive. a) Avem f(x) =—x, x €[-10) ;
2 3

f()=x",x€ [0, 1] rezulta F(x) =~%-+a,x € [-1,0; F) =%+a,xe [0, 1]. 7. Se

aplica rezultatul problemei 4. 8. [x]=0, x€[0,]); [x]=1,x€ [1,2)= f(x) =0, Vx€[0,2)=>

= F(x)=c. 9. x<0:>f(x)=bx2+c,f(0)=§;f(a)=ax,x>0. Luim ¢=0 si
bx® ax?
F(X)=T+Ot,x<0, F(x)=7+a,x>0.

4
303
L5.A) 1. €' (x—1). 2. = “(x+1). 3. (% ~2x+2). 4. x(lnx—1). 5. %{hfx—lnzﬂglnx—g)

6. (In(sinx)—1)sinx. 7. xchx—shx. 8. xshx—chx. 9. x*chx—2xshx+2chx.

10. x%shx—2xshx+2shx. 11. xln(x+\/1+x2)—\/1+x2 1214042 1n(x+\/1+x2)—x.

1 1+
13. 5(xz_l)lnl 14 —xctgx +In(sinx). 15. —xctg Y | Insin E 16. xarcsinx-+y1-x> .
—X

1
17. xarctgx —Iny1+x* .18. Eex(cosx +sinx).19. Eex(sinx —cosx). 20. 1—3€2x (2cos3x+3sin3x).

1 X X

21. 1—3e3x(3sin2x—2cos2x) .22, T—0(5+0052x+2sin2x). 23. T—0(5—0052x—2sin2x).
X

24, xtgx—7+1n(cosx). 25. xIn(x? +1)—2x+2arctgx . 26. —x—In(l-x).

27. %[sin(ln x)+ cos(lnx)] . 28. %[sin(lnx) —cos(lnx)] 29. _Inx .30. —xctgx +In(sinx).
X

31. xtgx+In(cosx).32. xthx—Inchx.33. —xcthx+Inshx.34. x—v1—x> arcsinx .

35. l(2x3\/9c2+1+ X Hl- ).36 (12 537, x2+1{ (2 +1) ——(x +1)}.

38. —(2x +2xsin2x +c0s2x) . 39. 3(x> +1)In(x+1)—x° +T—3x 40. x(In®x—2Inx+2).

In x+v% +1
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3 1 2 1 2
B) 1. (%—x}arctgx+—l(arctgx)2 —%+§ln(x2+l). 2. E(x2—l)e . 3. —Ee" (x4+2x2+2),

2
4. In*(x+1)+ M ! . 5. —x—ctgxIn(sinx). 6. (In(tgx)—1)tgx; 7. m
x+1 x+1 2sm X
8.¢" (" —4x’ +120F —24x+24). 9. —(]11336—3]112 +£]nx_iJ 10, 22 sinx(’ & x+—cos x+8
5 5 25 125 5 3
6 4 2 2
11. g x_ I8 x+tg x+ln\cosx\.12. 1 —In(sinx). 13. — cos” ( )
6 4 2 2sin® x 3
.3 3 . 3 .
14, SinTxcosTx sin’xcosx sinxcosx x o tgx[ +8j‘
6 8 16 16 15 \cos* x sm X
1 X
16. —\/9— 2 \/9 X +iarcs1n§ 17. %(smx COsX)+ cosx'19.’ 20. [}+1, =

xe (oost+2s1n2x) e
5

1
1.7. 1. 1+9x2=t2:>I=2i7«/(1+9x2)3. 2. t:x3—27:>I=Z«3/(x3—27)4.

3. x“—4x+1=t:»1=%§/(x4—4x+1)4.4. t=e"=I=—cos(e")+€. 5. sinx=t=

sin” " x

=jxexdx=(x—1)ex, I~1, = xe" cos2xdx = 5 (4sin2r=3cs20 =1, I

1
T 6. t=¢"=1=sin(e"). 7. t=tgx=1=In(tgx). 8. t=tgx:>l=§tg3x.
n+

2
9. t=tgx=>I=e®" 10. t=ctgx =1 =—“¢*. 1. t=cosx = [ = —In(cosx) + ——

12. t=Inx=7=In(lnx). 13. t=\/_:>I=2e*/; 14. t=x3:>1=% * 15 t=Inx =

1
=/ =In(Inx). 16. r=x :>I—ie 7. 4P +1= t:>I—Z\/4x +1.18. t= x2:>I——arc‘rgx2
19. t=x2:>I=%arcsinx2. 20. —J/1+2cosx . 21. —5\3/coszx . 22, E\/sin3x.

1
23. t=ex:>I=arctgex+x—§1n(e2x+l). 24, e =t=I=arctge”. 25. 1+x’ =1=

2]26.t:lnx:>l=ln(ln(ln)c)) 27. [:% 28. 1=1+e> =

:>I=l{]n(1+x2)+
1+x

\/1+e -1

1 1 X by b X T
==1 .29, f(x)=—|ctg—+tg— |= [ =In|tg—|.30. In|tg] =+— |.
M, Y 2( ®2 ng gz‘ g(z 4)‘
31. t=Inx= =——ln‘1 In? x‘ 32. \lln x. 33 21442 - 34 —ln( +a2).
1+1¢
35. arctg(sinx). 36. —In(1+cos®x). 37. t=+1-x> :>I—t—51nl—
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X X 3x3x 3.3 332 1 sin* x
38. 2+6J}.39. TP 40, 4x\/)_c+2\/x_.41. a4

s n+l
in
43, X

nrl W oo 45. tgx — x. 46.

S p X
T (n—T)sin"x - 47+ 2¢7- 48. In(1 + ).

2
49. lnTx .50. —In(1 + cos®). 51. In</3x* —2x +3 . 52. arcsin(Inx). 53. sin(Inx). 54. arctge".

55. 2Jx —4In(2 +/x).

I.8.1. f(x)—% % o 2. f(x)=x—2+x’i1+xlj_l+x$2,

3. fx)=x +x+4+A+ B2 x+2 4. f()_x 2 xlj2+xc3+x€3

5. f(x):1+Wl(x2+1):1+%(ﬁ_ﬁ)=1+%(x1—1_x1+1)_2(x21+1)'
6. f(x)=m.7 —(2x2114;—1+1 8. f(x)— 2+x€1+(xfl)2+(xl—)l)3'
0. S0 =5 Gy 10 W= e SR

x+2 X -2x+4" X +x2+1 X -x2+1°
Ax+B Cx+D A, B Cx+D
X) = + X)=x-2+L+S5+ 12
17. /&) 342 i3 18 S x X X 42x+2
19 f(x)_1+Ax+B CX+D
+1  xX*+2
1 1 1 1 1 1
1.9. 1. 2) —§l+§L_l 1 : b) — —_ _|__6 ’c) x2+x+4+
2x 3 x-1 6 x+2 6 x—1 2 x+1 3 x+2
FOL DS EURS B DR SUORGS UON NS SO SR SO S OO0 O
x o x=2  x+2  x+l (x+2)* 8 x-1 4 (x=1 2 (x-1° 8 x+l
1 1 1 1 1 x+1 x+1 x+2 X 1
H > r 32 8 T Tt » T o
2 x-1 6 x+1 3 xt—x+1’ x“+1 x“+2 3x“+1 x“+3



1 —
2. a) 2In(2x—9); b) 3—x+3—1n(2x N+e; ) ———1 @) Larerg]

1 2 \/—2( xz—l 1 xz—X\/_2+1j
In(4 . N2l ot 4 :
e) —In(4x” +6x+5);¢g) x g | Ace 5 2ln )

11 1 ¥arx+l 243 -1

h) ——+—5———arctgx; i) —1 + arctg +;
50 3 «x £ 4 2 —x+1 3 3

1
-——|d
J— ( ) .x+i_t3IL_imgM;
1) ( ) (+1j+5’ x £ +3t+3 3 NE)
X

2_
k) x_lztjlz.[ 2dX =£arctgL+W:> :I:ﬁarctgx 1+((/.
x " +3 3 \B 3 x\/g
L10. 1. 2! [( 25 3. 0 Vot gy Y
1. ;2. =In| (x— 3. - :
V2l ) (x+3) 3 2 (x+2)
5. i1n(3x+1)+£1n(2x—3)—llnx; 6. lx+lnx—lln(2x—l)—iln(2x+1);
3 4 16 16
w 8. 1 x2—2 ]nx \/_ 1 m>= NE] 2+]n( 9
. 8. In 2 G —x);
2x-3° 2\/5 x+2 2\/5 x+\/_
. ’ ’ 9 2 2x-3
X 6 x 9 1 (x—1) I 2)
11 1 + 12 ln ’13 4o +1 —’14. n(x ) ’
nx+1 x+1’ (x=1° x-1 * ¥ n X 2x—2)

15. L [ 116 o 2 g 0 n(e-5): 18 x—nGer 1 -
X+

x x+2 x*+6x+8 2(x—2)

2 2
_8O°+12r45) Ly (4D Y e 20, LS,
3(x+1)° 2 4kx-17 4(x-D 8 x—1 x

1 -1 3 2+l
21. i—élnx+201n(x 3)——1n(x 2);22. In——:23. _1nx—+£arctg—;
2x \/x2+1 3 YP+x+l 3 V3
2 3 2
_2x - 1 -1 -
24 mu+larctgx 1; 25. (x+1) +In s —arctgx ; 26. l]nx—lelarctgx;
x—1 2 2 2 J2+1 4 x+1 2
4 2 2
2
27. 1111)‘— Larctgre; 28, 1 (x; Vb e X o 2o +2v42)-
4 e+ PP+ 2 4 41 2Axt) 2 X

—2arctg(x+1); 30. In X +4 ;(arctg——x/i X\/E]; 31

x 35 N2«
+Hlny ¥ +2—=
NP +2 2 ) ’ Sardg

E;
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- - 2x—1
32. ?Ci+§arctgx 3 ;33. 5 i +arctg(x +1); 34. > +1arctgx;
8(x“—6x+13) 16 2 2(x“ +2x+2) 2(x"+1) 2
35. ﬂ ! —4x+$+—arctg(x 2); 36. i +1n(x —2x+2)+15arctg(x—1)
2% —4x+5) " X =2+ '
1 1
I.11. 1. —ic058x+lcos2x; 2. ——sin25x+—sin5x; 3. Esin5—x+3>sin£;
50 10 5 6 6
in2x sin4 1 1 1 3 5
. 3x_sin2x  sin x;S. —cos3x(3cos2x—5);6. ———— 7. _dg'x clg x x;
8 4 32 15 3cos’ x COsx 3 5
X
3 tg——2
t 1
8. tgx+-2" _Dctg2x; 9. ltgzx+3>1n(tgx)—iz—LA‘; 10. —In|—2—|.
2 2tgx  4tg"x 4 tg%+2

; 15, In(1+ sin’ X);

X 1
11. x—tg—; 12, —x+tgx+——; 13. ;
2 oS X 2(1-cosx)’

2 +sin2 1. 5—sin 2
16. £1 m;ﬂ.—]n - x;18.§+ln\l\cosx+smx 9. —%sin(%—x}+

4 2 —sin2x 4 1-sin
i)
8 2
1 3x 1

+—1In
4
1.3, 7 e 1 e,
24. Jtgx tgx +x+¢ . 25. 2 4sm2x+32sm4x+ﬁ 26. tg(

e e

5 4)+€.

o5 +3)

34. In(1 + sinx) + €. 35. $—3— +7 . 36. 2\/cosx(°°§x )w&
\/_ x 3n ( )

Testul 1. 1. fcontinudin 0 <> b=2,a€ R. 2. Avem fix) =-1,x<0si flx)=1, x> 0.
Deoarece Imf= {-1, 1, 2} nu este interval, fnu admite primitive. 3. a) x(In’x — 2lnx + 2) + ¢,

1

3 + .

~tg’x+% . 32. In

27. 2tg§—x +@ . 28. In(2 + sin2x) + € 29.

+¢ .38

+€ . 40. arctg(tg2+1) +¢ .

b) %ex(sin2x—2cos2x)+7<’ ; €) —xctgx + In(sinx) + ¢ ; d) 2ln(x+\/x2+4)+§\/x2+4+7¢’.
Testul 2. 1.a) [(x* + x+ De'dx = €*(ax’ + bx +¢) = (x* + x + 1)e" = €"(ax” + bx + ¢ + 2ax + b)

—=a=1,b=-1,c=2; b) xtgx + In(cosx) + ¢, ¢) %(x2 +1)arctgx—%+7¢’;

[xvx™ —1—In(x+ N +€, x=>1
2. a) fcontinua pe R = fadmite primitive de forma F(x) = 2 e (x —DI+ 4, x
X -xX+%,x<1
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F continud in 1 = ¢ = ¢, b) f continud pe R = f admite primitive de forma
xlnx-x+¢,x>1
F(x)= .Fcontinuéinl:ﬂﬁ-l:?{;—%.

2
X _X @
) +€,x<1

Testul 3. 1. a) f continud pe R = fadmite primitive de forma

F(x)= xe'—2e +1, x<1 .Fcontinuiinl < ¢ -e=2+%¢,
x(In* x - 2Inx+2)+%, x>1

b) f'continua pe R = fadmite primitive de forma:

Fo) ex-D+4,x<0

X)= LI @ _1=¢

xln(x2 +1)—2x + 2arctgx+ ¢, x>0 F continud in 0 < pl ! @'

2. a) Imf'= Z nu este interval = f nu admite primitive. b) 2x—le@#,n+1)=>

_|n+l n+2 X"+ x" g X" 7.
=1, = [ ) }neZ 3.a) 21 +1 _ J'de_jx dx_n+p’

2x+1-1 1 ’
b h=3 B ax=d](1- L ax = fmex e n e

2 2 3 3 2
12:1(%—11]:%—§ Un@x+1+¢. 1, ;(%—Izjzx——u——ln(Zx+l)+((’

OOI

1.3 . 3x+5 (=4, 1 =
Testul 4. 1. a) 38 x+¢ ;D) J.(x—l)(x—2)(x—3)dx I(x 1 tx_2 %= 3)dX

(x=2)"(x=3)’
(x=1D°

x _ (x+1 _\2 x+1. o
s e e

=—4In(x-1)+11ln(x —2)+ 7In(x - 3) + ¢ = In + .

2. a) f(x)={x+%};f(x+1) {X+;+1}={ %}=f(x)3fareperioada 1. Atunci pe

13 x+%,xe|:—%,%)
[_7,5) avem f(x)= | |3\ Daca f admite primitiva F, atunci
x—i,xe[z,i)
2
X +X_ 11
Fx)= 2 +€,xe[—§,§) | 1 ng +c, xe[ ; é)
0= X —x @ [1 3) . F continua in §<:>7r§=§+?§’:>F(x): , | s
2, X €| 5575 X — 13
2 2°2 3 +2+c xe[2 2)

F derivabila in % & lin}( X+ %) = li{‘n( x— %) <> 1=0 (fals) . Deci f nu admite primitive pe
x5 x il
2
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[_l
2’

Testul 5. 1. a) [tg’(1+tg’x)dx = [tgx gk (tgx)(tgx)'dx = Lighy v @ ;
cos” x 3¢

[\S][o8)

} . b) Intervalele sunt de forma / = (n,n+ 1), n € Z. 3. fcontinud in %@ b=a+1

)dx 2arctgx + InX x-1,q.

b)j x+1 ’

1)(x T I(x 1 xz—

1
dx =— lnx——lnx +4)+€.
©) J.x(xz+4) 4J.(x x +4) ( )
2. f'continud in 0 < b = 2a. Fie F o primitiva a f. Atunci:

Foo) {2aln(x+\/x2+4)+%\/x2+4+(({,x<0
X)=

. F este continud in 0 < 2aln2 + Wl = %2—1
—cosx+6,x>0

hﬂmx+Vx-+)+——Vx-+4+W

Avem deci b =2a si F(x)=
—cosx+2a+1+c+2aln2, x>0

2
x,x<0

3.a) Avem f(x)=4{x’, x€(0,1); b) Deoarece feste continui pe R = f'admite primitive

x,x>0
3
%+7{,x<0
4
=>F(x)= xz*'(‘{)z,xe(();l).Fcontinuéin0§ilz>(€l=(€2, €+ 2 f(;+ S€=¢="¢,
2
%+W,x>l
”—C—l
¢, =¢ i
Testul 6. 1. a) J-sm de j'(l cos x)smxdx t=cosx = J'l tdt— ln|t|+ =
cosx
4+x2)—x
I=—_] +cos X, q. 1 dx —
=1 ncosx > ; b) I(4+ ) I (x2+4)2 4jx2+4 X

1 X 1 111 X 1 X 1
DYV RO 0 | 8 A S [ N S S NSNS S I S
A a4 4[2 ! 2(x2+4)] =l 82 +4) 16782

) x4+ x+l i 1 dx:x (X+1) \/— 02X =1 @
e e | o Y B 7! e xe1 3T R
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x"(x* +x+1) " X!
, P+ 1= [ ) gy [rdx =X
2.2) 1 . I X +x+1 J. n+1
Qe+l 1y o
b) , = A pxap-Lj—dx
) I +x+1 Ix+x+1 7R I( ) (J—)
X+ N2
2
l1n(x +x+1) - \/_arctgzxJrl ¢ .
NG
P +x+)-x-1 ( ¥ 1 )d
I, = = dx =|[1- - X =
Iz+x+1 J X +x+1 J XHx+1 xX*+x+1
2
:x—ll—Z\/—arctng/fl +¢€ = 13:%_12_11_
1+L
2
Testul 7. 1. a) J'de— —arctg(cosx) + ¢ ; b) jx +1dx j dx;
1+ cos” x 1
1 1 -2 1, x° xf+1
t=x——=>J= dt= ln +€ =1 = In
T J.tz 22 \/_ 22 x +x\/_+1

S PR BN YIS L | 31(

2+ ) +4) i) - Pl 2 +4) T

1
_1( 1 X\, o 1 arctg— arctgt
== arctgx——arctg—)+€ 201 1_q X —1; g _o;
3 > > lrlil’(l) xarctgx }Cliré T = f(0+0) }gg ; 0

X
£(0-0) = lim

arctgt . L . . . o .
Tg =0. Deci f'este continud pe R si atunci f admite primitive pe orice

interval /c R. 3. a) F'(x)=((x—2)e" +e) =(x—2)e" +e" =(x—1e" = f(x);

. 0 im F o ') (x—=De’ _e
b) Limita este de forma & 0" Avem 1)(1% (-1 Hl 2(x ) 1}{2 2x—1) 2>

F) g @ =De” =D

x>0 xe* X—m (x + 1)ex x> X+ 1

Testul 8. 1. a) F'(x)= 2[ a—2x— bln(x+1)]+ + ) =f(x)=>a=b=1

x(x+1

2. a) lnx:Z:>J=jlftZ2 =arctgt + ¢ = [ = arctg(lnx) + € ;

b) = COS 2x dx = J-(SIH2X+2)

1+ls1n2x sin 2x

2

dx =21In(2 +sin2x) + € ;
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3
¢) x=sint=J = fsintcosz tdt = —jcos2 t(cost)'dt = —%SZ+ C=1= —%\ll—xz +€ .

3. fcontinud in 1 < a + 2 = b. O primitiva a lui f este de forma
+2x+71, x<1
Fe= .Fcontinuiin 1 %+2+4=-2+b+¢,.
2(x1nx—x)+bx+%’2,x>l 2

4. F'(x)=2aln* x + 2a+b)xInx + (b+2c)x = f(x) & 2a=1,a+b=0,b+2c =0

1,1 .1
a= 2’b 27 4
CAPITOLULII
" = G(b) - G(a) = F(b) - F(a).
2x 2, el 22 o (Pl =3 28" _4d 2
2.a) 5 ) 3:b) (x +x)‘0—2,c) (x"+x +x)‘0—3,4. S:T_ :ngAABCD,
e+l 2 ¢ e —1
I1.2. 1. ;2. x(In x—2lnx+2)‘ = :
4 1 4
1 3
1 4. 4\ | _17e+4 N . z
4. §(X +9X 27)63 0—2—7. 5. (—xcosx+smx)|0=n. 6. (xsmx+cosx)|f%=n,
7. ex(sinxz—cosx)I :en2+1, 8. (—x2cosx+2xsinx+2005x)‘g=7t—2,
0
24 N n— 3
9. (x smx+2xcosx—2smx)‘0= T 10. 4 . (xarcsinx ++1- x)\l
2
_2m/3-1-6J3+6 e2 Pom V2 g TO- n9-43)
5 12, . 13. xtgx+In(cosx)[t = 4+1n 36 2 n2.

X X 12[
X o e _
5 (sinx—cosx)+ > cost

Ve 43
5 %xx/)_c(]nx—%)‘ =%. 16. (In(lnx)—
1

_ne§—2 _ T_T ; _M g: \/E_l tgzx% 1
_T.19. arctg(cosx)|0 4.20. (ln(smx) 3 jn In > 8.21. = =7
4 0
3 4 ¢ o
2. 1n(sin(x—ﬂ))2 CIn(WB+1).23. X _ L g s _ o 25, arctge’| = ;
4))|x 4 | 4 0 0
3
2 ¢
26. (eum(ex_l))\l:ez_e+m(e+1).27. —m 752 28. —ln(x 4x+$‘ In5.
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1

fln(s 232)+L: 30. 5

29. [\/_ In=——="= x —x2+1 \/_ (arctg(xx/_ +1) +arctg(xv2 — l)}
X +x32+1

6
7
31.8+102:32 S —e' -2 452:33.5:34. &1 +%—5;35. In———=:36. 2//3-In3;
6 e 6 e 4(4—\/7)
3 2-1
37. larcsiné—ilné;SS. 2\/§+2tg2—3ctgﬁ;39. 3+\/§;40.1 ( +\/_2)(\/_ )2’
PR ST e T (o1 (V2 )

1
44?4512462,47e Je :

41.

4€_n;42.§—ln(4+2\/§);4 (2( )

1. 4 1 4
48. —In—; 49, arctg—; 50. —.
5 3 7 3

I1.3.1. a)l;c—— b)a; ¢ { T —} —, {n 375} d = ce{arcsm\/: T— arcsm\/i}
3 22
6

g 20, 104419 02 |
9 3 e +1

1 1
j\/ 2 <x/4 x*-x <J4—2xz ) -2 <1 <LV xe[-L1], n>1=

2.€) 4—x?24—x* —x’24-2x* Vxe[0,]]=

3
=1.3. a) 1n(1+x2)<x; b) 1nx>2(x_l); ) tgx>x+%,x€(0,EJ;

1 1
:>\/1—x2 \ll—xzn x+1 2

d) smx>x—% pentru xe( ZJ, e) ln(x+l)>—2 Vx=0; g 1+xx/7<e ;
+

. s .. . ..
h) sinx+tgx>2x,x e [03} .4. Integralele sunt nule deoarece functiile sunt continue si impare.

[a,b] si se integreaza; b) Lb fx)dx=F(b)-F(a)=0=

= F'(x)=f(x)>0. Cum F este injectiva rezultd a =5 . 6.; 7.; 8. Cazul mai general este:

»Dacd f:R—>R este continud pe R, g este continud pe R cu primitiva G si dacd

of (x+b)+Bf(c—x)=g(x+b), vx eR , atuncil , =J-:f(x)dx=%g@, unde a, f€R*,

a+d=>b+c.Din ofix) + PAb + ¢ —x) = g(x) rezultd f(x) = g(x) gf(b +c¢—x),deci

za,dzéj g(x)dx ——j f(b+e- x)dx——(G(d) G(a))+Blad,etc 9. 3)x=a+1(b—a);

b)x=a—t. 10. a) Aplicam rezultatul precedent pentru a=p=1, b=2T, c¢=0,

S ’
1+fz(x).b)Pentruk= lavem [, =—I,=— Pentruk=2avem [ =1, = 0.

=2T
g(x) i
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1-(1-x)"

X

11. Se integreaza in doud moduri.

12. t=1-x. 13. t>1:>i> I dt 2‘.‘; dt 2:>lln£>x_y,etc.
2t (1+t) 72 L(+0)° 2y x+y
T

J-{:bf(x)dx =_|:bbf(a+t)dt :_Lf(a—t)dt . 15, a) x:E—th.Ef(sinx)dXZ

Z_J'zf(sinx)dX:_J‘O f(sm(—_t)jdt__’. f(cost)dt; b) Functiile date au
0 ) 2

proprietatea f{1 + x) = —f(1 — x) si deci integralele sunt nule.

1,8 3 1y xX+4.1 x
=InZ . 3. ln2,4, zln—x2+l+2arctg2,

1
11.4. 1. arctg = 2. ylng.

llnx —x+1+

xf T B P ,
4 2\/_arctg 7. 1. nm.& 4+lnx 6ln(2x '(2x+1) .

S.

9. 4tnfx|~3Inx—1| -2 10, ynfr+ - gIn0+x) 5L

2
11 2n[EE4 Sx#12 gy gy 41
lx+2] ¥ +6x+8 x +x+1

2 el P43 n(9-43) 1.3

LS. 1.1;2. 21,3, 1-2 5 4. 5. 6. +=In=;7. ©° —6m;
2 e 2 8 36 22

L) 2 —In4 _ )

8. 2——> 9. 1:10. &2 . 11. 6-2¢: 12. 9320 13, T4 4 T2 45 T2,
In16 5 9 4 2 4

5 1 1 n-2 2 " +1 1 NG In2e

16. 2—=:17. ——=;18. ——:19. =: 20. 21, =22, = (1+Inv2)-1; 23. —
e 2 e 8 9 2 3 2( ) 6
4 13¢ 18 1 2

24.In—; 2 ;30.2; 31.a) 4In2—-2;b) 1+2e;¢) m2——; d) 41n—e.

e 8 e e+1
32. I=2(a—-b-2)+2e(l1+b)e Q= b=-1,acR . 33. a) Sirurile sunt descrescitoare si

mdrginite inferior de 0; b) limitele sunt 0. 34. a) /; =2In2-1,/, =In2 +§ -2;b)0</,<In2;

2 4 6
¢)lim/ =0.36.a) [,=—,I,=—,[,=—;¢) lim/ =0.
) ) o=3h =15 275 )Ho
Lorctee =% 5 x PN N
IL.6. 1. Sarctgx |0—8. 2. arcsin ‘ (x +1)‘ 3 . 4. 2|
22 < 1 o~ I | i __1
=== 5, Earcsmx| —lz 6. = " 2e T Cosxy =J2-1.8. sin x|z
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:2\/53—3.9. sin4x|7:l' 1o, _cos'x

_1 nx) == —c0s0) =T
=7 1L arctg (sin x)|2 = 712 arctg(—cos 0) 3

o

1 s _L

13. 27 3 Py

1,2 J°_
—e). 14, 5’ =

_1 2 8f
5 16. —In(1+ cos x)|0 =In2.

17. sin(lnx)|z2 =sin2-sinl. 18. —cos(lnx)|z2 =cosl—cos2. 19. (arctge +x——1n(e2"+1))

2

:1

! 1 1
= arctoe — arcte — 1
B arctge —arc ge .21, cosx

_2-3
7

=1--+arctge + 1ln
4 e

BIENELS

1 20. arctge”

22, 2arctg~/2x — | . 23. 2arctgx/_| . 24, —arcs1nx+£\/a - =1

2 a 2 2
1
25 (Zarctg 1+x_\/1_xz):w
. . ‘
: T
Testul 1. 1. a) I\/— =(——arcsmx )Ozg;
T ox 1 X[t b 1 1'(
b) _‘-06 cos xdx :Ee (slnx+c()5x)|0:§(_e _1);
" 2 cos? 15,1 1 1o \_2n’ 43,
c) fox cos” xdx = (6 +4x sm2x+4xcos2x 851n2x)0_ I

A
d) [} I + Ddr = [rIn® + 1)~ 20+ 2arctgx] =v3In4-273 + %7‘

T 2
e) j'ogxtgzxdx [xtgx——+ ln(cosx)j 3 —%—ln2;
0
2

f) [[(+Dedr=(x* ~2x+3)e"| =3e-2.

3 . n 3(61I - l)
Testul 2. 1. a) J - (2arctg x) :E’ b) j' e* cos’ xdx = (5+2s1n2x+cos2x)|0 R

0

\-

c) Iog(cosx—sinx)exdx:—e"cosx|§:1; d) L:\/)—C‘/izdx (Zx/—+£ln\/_+\/_

:2+\/—1n(\/— ;e X S gy = (~x+4x = 4In(1+ )| =3-1n4;

1+x
1
f) I; arcsin xdx = (xarcsinx + /1 - x’ )L = % -1
ﬁ, xe[-1, 0]
2. a) fcontinud pe [-1, 1] = fintegrabild; b) f(x)= X +ox+ —
2+, xe(0,1]
x =2x+2
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arctg(x +1)+¢,x €[-1, 0]

arctg(x— )+ 4, x < (0, 1] j f(x)dx = arctg(x+1)| | +aretg(x — 1)|0

:>F(x)={

_3e'-1

N 6 x2 x2 &
Testul 3. 1. a) —(x’ +2x +3)e ,=3755b) (jlnx_fjl T4

T e 1
¢) —arctg(cosx)|? :arctgl—% d) In*x| _1 ;e) J'ﬂldx:2(\/§ —arctg\/;)| =
X ’ e X+ 0
1 platxfff _n3
f) (2alna—x)g_ a -

2.Fie/f: (0,e) >R, f(x)=In(x +1) = . Avem ['(x)= o fl)z

>0 = fstrict crescatoare

. X e e X A .
= f(0)>1lim f(x) = 0= In(x+1)> === [y In(x + Ddx > [ — 7% In al doilea mod,

avem f;ln(x+1)dx:[(x+l)ln(x+1)_x ezl+1’
¢ X e
fox+1dx=[x—ln(x+1)]|0 =e—In(e+1) etc.
3.3, +2I, —yudx [y = 11
3 __3 _3In2
Testul 4. 1. j tgxdx = ——lncos x|0 '
f_o TT
3 1
n+l n n+l
2 I 2+2ln+1+31 - lx +2x + 3x :x | = 1 .
x*+2x+3 n+ll, n+l
3 a)j = ﬁ—e"+ln(e"+l) 1__(6—1)2+1n(e+1)_
e +1 2 T2 ’

b) [)Vx7 —ddx = %(xm — 4In(x+/x* - 4))E =4/3+2In2-3) ;

¢) IO arccos xdx = (xarccos x —/1— x )‘ =1;d) IZ 1 Jsrnslnzlx dx =In(1+ sin 2x)E =In2;

3
T, 4 _tg'x
e) [2(tg’x +1g’ x)dx = 3

= %; f) Functia este impara si deci integrala este nula.

Testul 5. 1. Avem j dx = arctgx|0 . Rezult ca [ (f(x) T )dx =0,
Se aplicd formula de medle.

2.a) J: (2" +2)tgxdx =0, deoarece (2 +2")igx = f(x) este functie impari;
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%fl (x) 1

25

dx e

b) IS I—dt —arctg 2‘ = arctg>

cos’ x ©) IO X +4 2

1

d)jxln(x+1)dx_ 1n(x+1)|0 2j—d =In2 - —(;—x—kln(x-kl)j

1
2

0

¢In® Inx+2Inx+2" 2e-5
e) .[1 xzxdx:_ = ~ | ==¢ ;

X |1 e ’

f) J.x/x + 3dx = [x\/x +3+3In(x+Vx* + )] _1+%1H\/§,

3. J':n|cosx|dx = 4j(]2n|cosx|dx = 16I2cosxdx = 16sinx|0§ =16

Testul 6. 1. a) [

2. 2] f()dx =1 [ (f(x)-x) =0 exista a € (0, 1) astfel incat 0= (f(x)~x)dx = f(a)—a
si deci fla) = a.

3.a) [, =In(x+2)], =1 j( )dx x=2In(x +2); _1+21n§

1x™ 4 2x" _x"”| _ 1
b) L+ 2=} dx—n+1|0 n+l1’

n+l n
0<x<I=0<x'<x¥" <1=0< x+2< izzlnHSln;
X X

¢) Rezulta din relatiile de la b).

CAPITOLUL ITI
32 9 16 1 9 (e—1)° 3246
11, 22.2.2:3. =: 4. —:5. —: 6. —: 7. . 8. .9, :
3 b b 2 b 3 b 3’ 4’ e b 2 b 6 b
4 4 _ —21n2 2 3
10. 21+~ si 6m—— :11.4; 12, E—2 13, 324 -2I072 s 3T 6, 2
3 3’ & 16 8 2

17. 1-¢7': 18. 7.
15

6 6
II1.2 2.) 327 3 327t 4.2) 3271’ )n(129 65 33) L 3 . d) (e —1);e) (e —1)_

3 7 3 22 26 s
-1 3
ﬂ38n 5.2) mpa’; b) T[(e ) ( . q) 12’ )%;ﬂﬁ; n(ezz ), )7(269”)
L3 1. 45; 2. [X x2—2x+%+%1n( —I+Wﬂ =5+2 1n£+§
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o [Tt ] A 8 i

3
o oo i, 1:(1ln‘t—l_L_L)£
: x 2 e+l -1 t+1

s 2
6.

(1n5_2§ 2%—2@)

=l
—1)| 5

3413
—3+2ln2_

=2-2+In(9-6~2) .

T 1 _ _
67 n3-5.8. In(3+2v2). 9. X +1=7 :>l—(t+1n

8(10v10 - 1) -1
10. 57— - 1L S

2

1 X
12 (2’”2 x+2)

1

L4 2. 2) 62D by fr Ty =3a—r v o=

= A(f)= n( arcsm +ix\/4 )c)2

U5 200 73 f3) . q) AEOVS-3V3).
i =0 FOVT-3E) e TSR,

o n[em—x/—+lneq\/lj_e j;ﬂ n{ﬁ_ﬁﬂn(ﬁ—l)z(ﬁﬂ)]

IIL.5 1. Cele trei drepte se intersecteaza in punctele A(1, 5), B(1, 3), C(2, 5). Rezultd

G(;‘ 133) 2. A(-4, 5), B2, 1), C(O, 3):>G( . ,3).3.y=x2,y=x:>A(o, 0), B(1, 1);

S

L)I(X—xz)dXZ%; fx(x x%)dx = _ :%

N[ —
W
A\ |—=

Ve =

N[ —

2 vy 2. _ 1.1
12 o —X =15 % T 150G 15

2.

4 y=x,y=2'= A0,0), B, ): J&-¥)dr =5 [ x(e—x)dx = Z;

21_8 . _1.4.1_ _ |
B 2= 3= o= 5y =5 e =y A g T 5 A0 = 0 = x € g3l
[0 x)dx =2} 0~ x)dr = 36: [ Ox— e =0, [,O0=xdr =3 %, =0,y =58

6. Vezi figura 1. Avem f(x)=+x—1, f,(x)=—/x—1;

j'ls(\/x—1+x/x—1)dx=%; j'152x\/x dx—%,

LR~ £w]de=0= =3 5,0,

Ty=-—x2+3,y= x72x+13A(1 V5 3+45

2
jﬁ(x+3 24 20—y = 5f V6=%;

155 17f 17
J.#[(—x2+3)2—(x —2x—1)" |dx = 4j1f(x ~2x b D =TT S g =l v = 4
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T T
8. [*(cosx —sinx)dx =~/2 —1; [*x(cosx —sinx)dx = (xsin x + x cos x —sin x +
0 0

—n\/— 4. Io(cos x —sin® x)dx = I4cos2xdx—l:>xG oY= \/—+1

+cosx )|0 3

PROBLEME DE SINTEZA

Cam (a, —1)

La) f(=l+=— =

2}1
1 1
(Y] s
2 1
1

2—-Inx 5
2. X)= 0 Graficul est dat in fi lturats: = pe—-=s s
a) /'(x) edy , f'(€*)=0; Graficul este redat in igura alaturata; P B

=22l =2Inb, =2¢,; ¢, =—2"In2;

a,

m=1;b) ¢,, =

b) fk+1)<f()<f(k), Vielkk+]1], k>8>¢> =

N jk” Flk+1) dt<j"” fds]! B di= £k +1) [ i< [ o di< s [} it
n+l

= fk+D)<[ " fod< sy, [ o= Zj fOd= fO)+ ..+ fe <[ foydt<

<fO®)+ /) +..+ f()=a,,—f8)<I,<a, Vn=8;¢) I, —(2J_1nx)

2n+1(In(n+1)~2)-1242 102 +8v2 = lim 1, =o0; a,>1, = lim a, =}

n—»o0 n—>0

d) b,.,—-b,=f(n+1)>0,V n=8= (b,) strict crescator; a, ,— f(8)=a, - f(8) =

X

n+l J‘er 2\/;
| k=
8

n+l
=0<a, - .[8 ’ S(O)dt< f(8) = 0<b, < f(8).Deci (b,) econvergentsiare limita in (O,EJ.

J8
3.2) g'(x)=—4xInx=g'(x)>0,Vxe(0,1), g'1)=0,g'(x)<0,Vx>1.Avem g(1)=2,
g(e)=1 —et<0=>ae (1,e); Graficul este redat in figura alaturatd; ¥
.-'/-’. _I-H\\\ X
YN gx) . PN . 2 2 2  ——
b) f (¥)=—""—=: OF (0)=f(x); dx=l=x"<l+x"<(+x)"= o] 1T o ¢
xU+x !
1 1 1 In Inx _In x T 1 1
P e TN Rt x2 = zx; e)J. gd‘[:—llnt + %z——]nx——+l;
(+x)? 1+x* ¥ (1+x)? 1+ «x o t o hA x X
x x X
I lntzdtz— ! Int +I (E—Ljdtz—ln—x—l X {In2. Pentru x>1=
1 (1+7) I+ 1 Ji\z t+1 1+x x+1
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* Int x *Int . . < O
= dt<| f(r)dt<| ——dt= inegalitatea cerutd; f) Se trece la limitd in
1 (1+1)° 1 142

inegalitatea de la e) si rezultd In2<a<I.
4.a) g'(x)=1-¢" - Functia g este strict crescatoare pe (—o0,1] si strict descrescitoare pe
[1,00). Cum g(1)=0=g(x)<0,VxeR x—¢"'<0,VxeR=e *(x—¢"1)<0,VxeR=

| _ 1 _ 1
= xe "<—.Avem —xe '=——=1-xe *=21-—>0.
¢ ¢ € ey

e (1-x)
(1-xe ™)’

lim £(x) =12 1< ()< /() =——,Vx20; ¢) [, =—xe ™|y +
X—0 e—l

b) f'(x)= f'(x)>0,Vx<]; f'(x)<0,Vx>1;

1 1 1
+I eide=1—z; I, 2.[ x26—2de: —lxz—lx—— 672)‘
0 e 0 2 2

4
5 . 1_(w7x)n+l
™) 4 le™) =
l-xe ™
S5.a) E{%ﬁq(x)zzn+1=fn(()):>fn continud in 0; b)da;¢) [, =1, ,,Vn=1=1,=1, =g.
Y
6. 2) f(-2)=-2, '(-2)=0, £(0)=2, f'(0)=0=>—2a+b—c=-2, (1
b+c=2,a—c=0=a=b=c=1; b) x=—-1Ly=x+1 sunt H/
2
asimptote. ¢) x < —1= graficul se afla sub asimptota y=x+1; A o
2 -1 -
x > —1= graficul se afld deasupra asimptotei y=x+1. 0 -
-n 1 —n n+1
— el Ea— = — = . G —1
d) jnl(x+l x-1 x+1JdX ln‘x+1H7ni1 In o / \'-.I
|

7. a) F(x)=xcos(Inx) —1+G(x); G(x)=xsin(Inx)—F(x); b) F(x) =%[xcos(]nx) +xsin(lnx)—1],

1 ) x2n+2 1 dx T
G(x)=—|—xcos(Inx)+xsin(lnx)+1|. 8. a) (-1)" b ==
2[ ] ) ( ) 1+x2 ) 01+)C2 4
¢) |x ~I< =X —>E
Yol one3 T " T4
] xe_x - 1 1 x2
9.a) f'(x)= 5 - Avem tabelul alaturat; b) xe|0,—|=>—=1+x+—=
(l—x) 2 1-x 1—-x
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1
| = [ -+ x)e ™ =2 f(x)= [-J = [ f(x)dx;
ool $
f i 1,1
f{I] ' 7 e d) a 24 ’ b 12\/; .

10. a) Avem tabelul alaturat; b) A compara a® si b? revine la a compara f(a) cu f(b);

x e +o0 Daci 0O<a<b<e= f(a)<f(b)=a’ <b";
f’(x}. 0 — — Dacie<a<b=d">b";
£0 Vi 1., p ©Oe<n=fle)>f(m)=>e" >

n
d) Fie 1<n<m . Convine n=2 sirezultd 2" =m> = m=4; e) Fie az(\/n+1) ,
Jn+l
bz(\/;) " .Pentru n=1=a>b.Pentru n<7=b<a.Pentru n=28=>b>a.

2(3/x +3a)

s o e e MR SO=T
— 2
S(x) / = A b) f(x)ZO,Vx>0:>f[b;ch>0 a+§+c>3a-(b;cj
SOe a0 7 4o 2
) ¢ [Hj >bc:>a+b+c>\3/abc,
2 3
-1 i
12.0) f')=——"CTD hy raysem = a1/ I tw
1 f
— In(l4+ )~ In(n+1) >——Inx = (14 - > plnx =
n+l n+l f(x) | a In(l4+n) 7
1+nx )" 1 n
= >x"; ¢) Seia x=1+— in inegalitatea de la b); d) Se ia x=—— in inegalitatea
n+l n n+l
de la b).
1 x, x, x xg-x, 1 1 &1 21 1 ] 11

1+xn x;% +Xn Yol Xnpnl XXy Xp Xl k:11+xk =\ M M a Xpn

1+\/1_3x 1+\/1_3
2 " 2

;D) 1<x, <2,V =2 Xy <X, <..SXy,)5 Xy 22X 202X,

1 1 145

1
c) x2n—>a,x2n+l—>b:>a=1+g,b=1+—:>a=b;a=1+—:>a= .

14.2) 0<x, <x

a a 2
15. a) Se verifica prin calcul direct. x |1 0 ©
b) Avem f'(0)=g'(0)=0. f@) |0 0~
¢) Din tabela de semn rezultd f(x) <0 si
glx)>0, Vvx>0. f'(x)| o -
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d) Utilizdm formula primilor » termeni ai unei - 0 ®

progresii aritmetice: rezulta gx) |-~ 0 — ®©
143454 +2n-1=1420=1 2 gl + o0 +
2

e) Pentru n = 1 se verifica usor. Sd ardtdm acum P, = P . Avem

n(4n3 D\ ne 1y _(n+1)(4(z+l) -

Ultima egalitate se verifica prin calcul direct.

P+3+5+..+Q2n-1+Q2n+1) =

2
f) Din c) rezulta x—%<ln(1+x)<x,v x>0. Vom avea

2
i—L4<ln(l+ij<L-i—3’—<ln( i)<i-
2n n

2 2 2 2
n n’ ot 20t n

J— 2 J—
2n-1_ (2n 41) (1+2n lj 2n—1

2 2
n 2n n n

Adunand aceste inegalitati rezulta (din d) si e))

n(4n 41) (1+—j+ln(1+i)+...+ln(l+2n;l)<l.
2-3-n n n n

Trecand la limita, obtinem lim(ln(H ! j+ln(l+%)+.”+ln(l+ 2n_l))zl.

n—o n2 n nz

16. a) f,(n) = cosm = 1.

b) Dacd x, = 2nm, atunci f(x ) = 1si lim f;(x,)=1. Daca y =2nm + m, atunci
fy) =-1si lim f;(y,)=-1. Deci lim f;(x) nu exista.
¢) f,(n) = f(n) = —sinnt = 0.
2n 2n . 2n | o
d) jo fi(x)dx = jo (—sinx)dx = —jo sin xx = cos x| 2" =0.
e) f,(x) = cosx; f,(x) = —sinx; f,(x) = —cosx; f,(x) = sinx; f,(x) = cosx.

Deci valoarea functiei se repeta din 4 in 4, rezulta f (x) = f,(x) = —cosx.

) fim oA+ £, ()
n

n—»0

una din valorile 0, cosx, cosx — sinx, —sinx. Cum numitorul tinde la oo, rezulta fractia
tinde la 0.

=0 deoarece numaratorul este constant, putand lua

17. a) Suma cerutd este 2003. b) 1,(x) ='[;dt=x, VxeR.

¢) Cum lim(/;(x)—x)=0, rezultd cd y = x este asimptota oblica a functiei /,(x) cétre +oo.
X—>00

n
d) Aratam prin inductie matematicd egalitatea 7, (x) :x_" VxeR. Pentru n = 1 s-a
n!

verificat; sa aratam ca P = P . Avem
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n+1 X xn+1

, ceea ce trebuia aratat.
(n +1)!'lo (n +1)!

L ()= 1,0t = j—dz

n n
. X & " . X . a X
e) lim==0,VxeR. Intr-adevir, fie x > 0 si a, ==—. Atunci - =——<1
n—x 1! n! n+1

n

decia, <a,V n = n,. Rezultd ca sirul este descrescator si cum a > 0, sirul este

marginit. Deoarece a,,, = nL a, , trecand la limita obtinem L =0 - L sau L = 0. Céand

+1
. . . ooox" 2 (—=x)" -
x = 0 este evident, iar pentru x < 0 se observa ca e =D —,  careare limita 0.

1 ]
LW+ + 1,0 R TRESR

f) 0 <=, de unde
n n n
. 10(1)+11(131+...+1n(1):0'

1
18. a) 1, =jolf’r—xx=1n(1+x)\:) ~In2,

XD ., X1 .
b) In+1+ln—_[0 Ty dx—_[ox dx—n+10—n+1,‘v’neN .
- S L = g = e =
ol+x I+ x (1+x)2 ’ n
n 1 1 n
Avem [, = ‘ j X = 11 —X_dv, deci nl, _1 J‘ X —dx
n(x+1) ndo (14 x)>? 2n n (1+x) "2 Joty)

n+l

d) Cum x""! < x", ¥V x € [0, 1], rezultd ca X
I+x

<2, vxe [0, 1], deci I <1I.
1+ x " "

1
e) Avem O<I”<'[0x” dxzﬁ. Deci lim/,=0.
n

n—>0

n

1
f) Analog, se obtine ca lim dx =0 si din c) rezultd ca limnl, =

n—>o0 0(1+X) n—>o0 2
_ 1 2 '
19. a) I, —I 2 dx arctgx| , dar [, .[ —Eln(x +1) 0—Eln2.
1x (x +1) a1
b) I”+2+I”_.|‘Oﬁd .[Ox dx—m.
n n+l
¢) Cum x" = x"'!', V x € [0, 1], rezulta > >x—2, Vxe[0,1] si, integrand,
+x I+x

dx = dx adica I > 1

nt+l®

01+x

|
2+1)

d) Avem %z I, +1,,<2I,, deunde rezulta /, >
n
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ﬁ:ln +1,,>21[ , de unde rezultd /, < 2(nl— D Deci

1 1

1 2

2(n+1) 2(n-1)’
e) " <nl <" de unde rezultd limn/ =l.

2m+1) S 2(n-1) )

1 1 n 1 1 1 1

f n o <l —=< -=, ————<nl, ——<——, d d
) 2r) 25" TS 25 2 S o S T3S g0y de unde

—J/n n 1
2+ 1) \F( ) 20n=1) Obtinem ca lgn;f(nl —5)—0.

20. a) x = —1 este asimptota verticala.
b) Cum lim f(x)=0, rezulta cd y = 0 este asimptotd orizontald la +oo .
X—>00

I-(I+x)(1-x+x*) 1-1-x°
1+x 1+ x

¢) f(x)—l+x—x*= <0,Vx=0

I-(1+x)(1-x+x"—x") 1-1+x
1+ x I+x -

d) f(xX)-l+x—x>+x°=

1
e) Din ¢) si d) rezultd 1 — x + x* — x* <T <l-x+x4,Vx=0.
x

f) Din e) rezultd 1 — x” + x"¥ — x¥7 < Lo <1 -x°+x'%, ¥ x = 0, pe care integrand-
x

1
o obtinem 1—i+i—i < J. dx 5 S 1—i+i. De aici rezulta ca aria cautata,
10 19 28 0l+x 10 19
1
adica J. 5 este un numdr cuprins in intervalul (0,91; 0,96).
01+ x

21.a) f'(x)=e"—e".Db) 1112%:{(1):]”(1):@_@*1,

o
0

c) '[Olf(x)dx = '[01 (e"+e M )dx=¢"

;ze—l—(efl—l)ze—e*.

_t|x
0

i & lmet A

j fod e

d) lim=————=1i

) x—>0 f( ) B I A x—>0 e —e *
e) ['(x)>0< e" >e™; e este supraunitar, deci x > —x — x > 0 = x € (0, o). Deci
functia f este strict crescatoare pe [0, o) si strict descrescatoare pe (—o, 0].
f) f(x) +f(21x) = f(2x) + f (1986x).

Daca x>0, atunci x < 2x = f(x) < f(2x) si 21x <1986x = f(21x) < f(1986x) ;
rezultd f(x)+ f(21x) < f(2x)+ f(1986x) si deci x > 0 nu poate fi solutie.
Daca x <0, atunci x >2x = f(x)< f(2x) si 21x>1986x= f(21x)< f(1986x) ;
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rezulta f(x)+ f(2lx) < f(2x)+ f(1986x) si deci x < 0 nu poate fi solutie.
x = 0 se verifica usor ci e solutie.

22.a) f'(x)=6x+3.

b) f'(x) =0 xe {—%, oo), deci f este strict crescatoare pe intervalul {—%, oo) si

cum f'(x) < 0 pe (—oo,—%} , rezultd cad f este strict descrescatoare pe (—oo,—%} .

¢) f"(x)=6>0,VxeR, deci f este convexa pe R.

d) £ (x) = 3x% + 3x + 1, deci valoarea minima a functiei f este % =%.
3 3,93 13 33 3
o) limf(0)+f(1)3+”+f(n)=1im1 0°+2" -1 +3...+(n+1) n zlim(n+1) _1
n—>0 n n—>»0 n n—0 n
3 +3x+1 1
lim—————=—.
b lim = ex+3 2
23. a) Evident.
b) f'(x) = 2In2 — 2~In2.
x | —oo 0 00
©) f(x) ~ 0 + Din tabel rezultd cerinta.
ﬂx) T~ —

d) f"(x)=2"+27)(In2)* >0, VxR, deci functia f este convexa pe R.
. 27 2
e) lim '[0 S _fimIn2 2 _ 1
o f(x) x> DY 427 In2
f) Se observa ca x = 1 este solutie. Dacd x € (0, 1), atunci x > x? si ' (x) > £ (x?) iar x?!,
x!19%6, de unde f (x2!) > f (x19%).
Deci 1n acest caz avem f(x) + fx*!) > fix?) + f(x!%), adicd x € (0, 1) nu este solutie.
Daca x > 1, atunci x < x? si x?! < x!%8¢, care vor conduce la
F(x) + f(x2) < f(x?) + f(x!19%), deci nici x > 1 nu poate fi solutie. Rezultd ca x = 1 este
solutie unica.
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PROBLEME RECAPITULATIVE - ALGEBRA

— Xz 100x+10y+z 11l(x+y+z) x+y+z ———  x+10y+z
1. EO,xyZ=E—=E = = , EO,x(yz)—Ei_
(92) 999 999 999 9 900

_ 100(x+y +z2) _ _X+y+z

900 . 2. a), b). Presupunem ca existd m,neN’ prime intre ele

m

2
astfel incat ( j —pe o’ :nzp. Cum (mz,nz) =1, deoarece (m,n) = 1, rezulta ca

n
p|m* sidecip|m. Exista k eN" cum = kp. Rezulti ci k’p* =n’p < k’p=n”. Analog

gasim n=dp,d e N". Avem p | m, p | n, deci (m, n) # 1 (contradictie). c) Analog.

n? -1 n n? -1 n+1 20 n+2 n

3.0 —— teas—t Lea b)) Leogtcflol] Lclol|mazts
n n 4

1 1
+

n+l n+2

o nP+4n+2=0 (fals). 4.Fie f(n)=n!+2. Avem £(0)=3; f(1)=3;f(2)=4;f(3)=8;
f(4) =14. Pentru n=5 avem u (n! + 2) = 2, deoarece 1-2-3-4-5-...-n se termind in 0.

+

5
G(Oalg} . Dacd a € N atunci avem a=1<3n> +6n+2=n"+3n>+2n<

Cum u(x) (ultima cifrd a lui x) nu poate fi 2, 3, 7, 8 pentru ca pentru cd u(x)= k?, rezulta

cdA={2}.6.Pentru y<0 ludm n=1. Pentruy > 0 ludm n={£}+l.
y

r+2 JE <|r—r\/§| <:>|(l’—\/5)(1—\/5)|<|(r—\/§)(r+1)| <:>\/§—l<r+l <:>r>x/§—2.

7. —-
r+1

8. Dacd a=b =0 rezultd av2+5y3=0. Presupunem ci av2+5J3=0 sia # 0, b # 0. Atunci

Qe@,—éeQJ. Decia=b=0.
NE) a
J9a+b+9b+c+9c+a
9. xX= =
90
rezulta0+1+2<a+b+c <7+8+9.Decia+b+ce {9;16}. Luam cazul 0 <a<b< ¢ < 9. Pentru

b .
— =—— | contradictie cu
3 oa

a+b+c
\/ 5 €eQs g+b+c=k> Cum a, b, c sunt cifre nenule distincte

a+b+c=9,respectiva+ b+ c=16 obtinem 3, respectiv 8 solutii. Atunci avem (3 +8) - 6= 66 solutii.

10. a) Fie a=17+5J2,b=7-52. Atunciavem x = a+ b, ab = 1, x* =’ +b' +3aha+b) <

90 9
10(x+y+z) 2 ..
Te@@lO(x+y+z)=10k Sx+y+z=10=4-6=24 solutii. 13. V2 <a<2=
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=[a]=LV6 <b<3=[b]=2.14. a) \/(\/2x+1+l)2 +\/(\/2x+1—1)2 =Nox+1+1+N2x+1-1=

@,xe[j,_l}
_J2xe { } b) V2 4x+4+2x/4x+ Waxe31 fo)= 4 2]

22x+1,x>0 12 \/2(4x+3),x>—;
b2+1+|b2—1| la—b| lm — n|+|m+n| _ _
15.0) i b) s o) e ] 16.2) 1515; b) 0,642 ; ©) 8.
17. (B-V2) +(V3+42) +(V2-1) + (V2 +1)">
>2\/ [(V3-v2)(V3++2)] +2\/[ )(V2+1)] =2+42=4;

b) 1—a2+1—b2+2\/(1—a2)(1—b2)<4—a2—b2—2ab<:> (1-&)1-p)<l-ab<

ol-a b +a’b><1-2ab+a’b*> < (a—b)’ =0.

18.2) 3x—1=aeN,a>2= x =41 {i,i,i, }zA 8-3x=beN,b>2=
3 3 3°3
:>x—ﬂ)eééil }zB; 5x=ce|N,c>2:>x=£e{g,Ef } C. Deci xe ANBNC={1;2}.
3 333 5 1555

1 1
Se aratd ca x = 2 este solutia. 19. a) %+i+%:i+i+i+2[i+—+b—j<:>
a C a

b’ *p ab ac bc
+b+
@aabcc:0<:>a+b+c=0. b) Suma este (l—%+%)+(l ) (l_*"' } 1_99 1(1)0) %
m—nl+\m+n
20.a)$a b) Jab \/1’370)_ d) x :>f %)
_n —_—
2.2) 4=60°, 660" = ¢ —logg a+ b b = =2
. ’ g60 2(a+b)'
b) 2212%,5212", 6= =12, 40 =25 2127 5 0= T2
—a

x+2,xeQ

22.a) 2; b) 6. 23. a) feste bijectivi < meQ"; b) f7'(x)= {ﬁ R-Q
x—1,xeR-

3 X
24. a) f(x)% 93" +9.37 23.27. 3" +8.2° .37 +5.3*. Notand [Ej =1>0=>47 -8 -3+9>0 =

P (2t_3)2(t+1)>0 (adeviratd). 26. a) @' +a *=2Va" +a " =2=Im f c[2,0). Trebuie
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A A _ . . 1
demonstrat ci V y=2 existd x € R astfel incat a" +a " =y. Fie 4" =¢>0. Atunci t+; =y

2
&2~y +1=0. Luam (2= b) Fie 0<v< . Atunei f(91()=a (@~ )la™ -1,

Dacd a > 1 avem a* —a” <0, a™ -1>0 si deci f(x) < f(y). Dacd a € (0, 1) avem

a* —a’ >0,a"" —1<0 sidecif(x) <f(y). Deci feste strict crescatoare pe [0, ). Analog se

aratd ca feste strict descrescatoare (—oo, 0] sau folosim faptul ca feste functie para. 27. a) Avem f°
(1-x) = a'™ + a* = f'(x) pentru orice x € [0, 1]. Demonstram ca f este strict crescatoare pe

1 . . .« . g 1) .1 . s =
[5,1} si atunci rezulta ca f'este strict crescatoare pe [0,5} . Fie E<x < y. Atunci rezulta ca

x+ty-1>0.Avem f(x)-f(y)= a7V (@ - )@ ~1). Dacid a > 1 avem

a*—a’ <0,a " ~1>0 sidecif(x) <f(y). Dacia e (0, 1)avem a*—a’ >0, ¢ <0

N 1
si deci f(x) < f(y). In consecinta rezulta ca f este strict crescatoare pe {3’1}' b) Pentru
1 1 1
xe{O,E} avem f(0)>f(x)>f[zj = a+1>f(x)>2\/; . Pentru x e {5,1} avem

f(%j<f(x)<f(l) = 2\/;<f(x)<a+l. 28.a) D = (2, 3) U (3, 10). Avem f (x) < 0 pentru

x€ (2,3)U(9,10)sif(x) >0 pentrux e (3, 9); b) D= (4, »); f(x)> 0 pentru x e(%,wj.

29. a) Avem 0<log,2<1. Presupunem ca existd m,ne IN*, (m,n)=1, m<n astfel incat

log; 2= M Avemdeci 37 =2 3" = 2" (fals). ¢) log; 6 =1+1log; 2 € Q<= log, 2 € Q (fals).
n

d) logs15=1+logs3. 30. Daci a, b, c € (0,1) sau a, b, c € (1,:0) avem log b > 0, etc.. Atunci

1ogab+1ogba=1ogab+1 ! >2, etc. a) Y log, bc =(log, b+log, a)+(log, c+log, a)+

og, a

+(log, c+log, b)>2+2+2=6. b) Fie x =log, b, y =log, c, z =log, c. Atunci

(x +y)(%+ z)(in&}zﬁ-z\/% 2\/y—TZ -3

1 1 1 1 log, 9-log, 18
32. =log,48<2;b = = =
2) log, 7 " log,, 7 0g; 48 <2 b) log, 18 —log,, 36 1 1 log,18—1log, 9

log,9 log,18
= (10g2 9)(1 +log, 9) > 3(1+3) =12 c) Fiex=log,ac (1, 2). Avem logs, 9a=1+log;,3=1+

1+logz a

1 1 x+1 . 1 2
=1+——:; log,3a=1+log,3=1+ = .Deci E=——F——=-x"-x€(-6,-2
Itx ¢ s l+x  x x+2 x+1 ( )

x+1 X

162



pentru xe(l,2). 34. {—%;1}. 35. (Vo141 + V(V2x—1-1) =2 Wax—1+1]+

1
+2x-1-1 =2©xeb,l}- 36.2.37. C4x—242x" - 3x+1+ 202 1 x—2) (24 —3x+1) =

=3x% —4x+1 pentru x € (—o0,—-2]U[l,0) <:>\/(x—1)2(x+2)(2x—1) =l-x<ox=1 sau

-3-433
4

2% +3x-3=0=x { } 39.1.40. {-8}.41. {4}; 42. {~1;7}. 43.203= (x+45)(x16).

44.{0}.45.{-1}.46. {1}.47. 32x —D)(x +7)(3x+6) =0 = @xe{ -7 z}

48. \x? +9+2y -1y +1>\/§+\/I=4<:>x=0,y=%. 49. x—1=a>0,

Jy=4=b20,\[y=9 =c>0=2(a+2b+3c) =d* +b* +* +14 < (a—1)* +(b-2)* +(c-3)* =0
ea=1,b=2c=3x=2y=82=18. 50.2) 1;b) 2;¢) @: d) 3. 51. a) {0; log,7}; b) 3;
¢)-2; d) {0%} 52.2)4;b) 3502 d) {£1; £2} . 53.2)2:b) 3;0) 23 ) 2.

54.2) 3:b) 35 0)[1,o0)U{-3}. 55.) (+6:b) (3}:¢) (8} d) 2.

56.2) £/5; b) £4/2; ¢) %; 1+log,+/3; d) £1. 57.[1; o0); 58. (—o0; 0]U[4; 00). 59. (0, 2]. 60. 2.
61.[-1; 7). 62. [o, log, %)U(l,oo). 63.2) 6;b)D; c) 4; d) 8. 64. a) 64; b) 33 ; ) 4 d) 2.
65.2) 1;b) 1;¢) {2;3): d) 2. 66.a){ } b){ } )9 d) 3. 67.2) 22;b) 352;¢)4; d)
{%;l; 2}.6s.a)[9-oo)-b){L~ 2~1000}~ c){ } d)-3. 69. a){ 100} b) J; ¢) 100;

d) {10; 10#}.70.a) 1;b) 7; ¢) {0;1}; d) 1. 71.a) Zk k'—Z(kH Dk!=

k=1

n kel 1 n] 1
_,;((“D!_k' =L ) Z:(k+1)' z[(kﬂ)! (k+1)!]_Z[E_(kﬂ)!j_l_(nﬂ)!’

k=1 k=1

2k —-1)! 2. k-1 & B (k+D)! _
Z:(2k 2)! z(zk h=rmsd) z(k+l)' Zk(k+1) z(k k- 1) n+ Z:(k n!

k=1 k=1 k=1

- En:(kz +k)= ”(””)6(2””) + ”(”; D_ ”(””;("*2). 72. a) P(1) : 3! > 22 (adeviratd);

P+ 1): 2n+3)=Q2n+1)! Qn+2) Qn+3)> 22 (n!} 2n+2) 2n +3) = 222 [(n+ 1)1 P

< 2n+2)2n+3) = 4n+1)? < 4n* + 10n+ 6 = 4n> + 8n + 4 (adevaratd). b) P(3) este adevaratd. Avem
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2n+2
I’lz” ) (I’l+1) o

2n
n

2
2n 2n n
<:>(n+l)2"+1>2-n2"(2n+1)@(H—Hj -(n+1)=4n+2. Dar (”—”j ~(n+1):{(l+l)} (n+1)>
n n n

>2%(n+1)>4n+4 > 4n+2. c) P(2) este adevirata. P(n+ 1): 21-4!...-(2n)!(2n+2)! > ((n+l)!)” .

P(n+1): (n+1y""** =

n+1 2n+2
>(2n) !-( 2)n

>(2n+2)! <+ =n?" 2n+1)2n+2) <

2n+2)!>((n +2)!)n+l , ultima inegalitate fiind echivalentd cu (n+2)(n+3)..2n+2)> (n+2)""
(adevaratd). 73.a) n!= n’ +2n. Observam ci 0, 1, 2, 3 nu sunt solutie, iar n=4 este solutie. Pentru
nz5 avem (n—-D!=n+2< m-)-n-1)=3< (n—l)[(n—Z)!—l] =3. Cum n=5 avem
(n-D[(n-2)-1]>4-5=20>3. b) (n-3)[(n-4)—n*>-3n-8]=24. Se iau cazurile

1 1
~(k—1)\+k _k= k—D)I(1+k)

n-3ei4,6,8,12,24}. 74. a) (15; 6); b) (14; 6); ¢) (2; 1). 75. a)z

-k k+1-1 & 1 < k+2 z 1
1- . b = =
h 1(k+l)! o (k+1)! kz;[k' (k+l)'] (n+1)! ) ,Z;k!(k2+4k+4) Z;k!(k+2)

o k+1 4 1 1 1
= =—————.76.2) Ck =C\_ +C\|=C},+Ci +
§k+2), Z((kﬂ)' (k+2)!] 2 (n+2)! ) G =C+C =G+ G
+CAC 2 =, 120+ CF 2 b) CF =, 20t e R = CF i (R e R R )+

+C 3 +Chy =Ch 4 +3C1 5 +3CE3 +Ch . 77.2) C5; b) €y~ 78.2) 27; b) {152},
80.a) 21;b) 15.81.a) 1; b) (-1)>°=1;¢) (5 - 3)"=2". 82.a) 26; b) 66; c) 34. 83.a) 12; b) 6.
84. a) %zizaza b) 2~4+3a=0:a=—§. 85. Fie M(x, y). Avem

o

(x—a)i +(y=b)j =k[(c—a)i +(d—b)j | x=a+k(c—a); y=b+k(c—b).

86. E(xz—xl, y=n)s M(’%"ﬁa y3=w). Avem A4, L A4y < (x—x)(x—x)+
+(»2=»)(y3-3)=0. 87. a) A,, A, A, sunt coliniare @E(xz—xl,yz—yl),

A Ay (x3—x;, y3— ;) sunt coliniari < RTh _NTh

X3=X% V3= N

. b) Rezulta din relatia de la a).

o ) (2a+3x)i +(2b+3y)j =3i +10;
88. Notdm #(a, b), ¥(x, 7). 3) | (344 4x)7 +(-3b+4y)] = 137 +2

2a+3x=3 2b+3y=10 B
{ amer Y a=3 x=-1,b=2,y=2 <i(3,2),¥(-12);

—3a+4x=-13;-3b+4y=2
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__2—:_7 i . —:T 2—. —1’2 ~

b) 3u=2v l_+8]_| 3 oY l+_ / R %( ) . 89. a) Fie 1u(x,y).Avem
Qi+ =4 -7j|-2 " (3=6/-3] |¥(2,-1)

x? +y? =25, (x—1)* + y* =20. Prin scaderea ecuatiilor rezulta x = 3. Avem u(3,4) sau

ii(3,~4). b) Fie ¥(x, y). Avem x +(y+1)> =18, (x—1)* + y* =8. Prin sciderea ecuatiilor

se va obtine y = 5 — x. Inlocuind in a doua ecuatie rezulti (x — 3)2 = 0. Obtinem ¥(3,2).

90. a) 4, B, C coliniare < ;—_i = % < x=5.b) 4B(2,2),CD(y—5,-6) suntortogonali

<2(y-5-26=0<y=11.91.a) 4B :3x +4y—-15=0,BC:x-2y—-5=0,A4C: 3x —

-y=0;b) M[3,§j, MC:9x -8y —-15=0,N0,0), BN:x—-5y=0, P[Z,—%), PA:9x +

+ 2y~ 15=0. ¢) GG,O). 92. a) —1; b) —/3; ¢) 1. 93. A(3, 2), B(%%)

1 29 1 29 11
C(?’,——j,M(—g,—j,N(&zj,P(—g,—j; AM :2x -3y =0, BN : 42x — 126y + 159 =0,
3 12 18 6 129
6 2 34

CP : 168x + 63y — 483 = 0. 94. 4 (-6, —4), B(g,—gj,C(O,Z), M(E,EJ,N(—&—I),

12 11 8 4
A7575) Ol 55/ AM 12011y +6 =0, BN :x~ Ty -4 =0, CP: Tx~ 4y + § =0.
95.a)AA" : Tx +2y+9=0,BB":3x—-y—-11=0,CC":x+4y—-21=0, H(1, -8).
96.a)x—-3y =0,x+2y=0,2x-»=0,0(0,0).97.4B : 2x -y +1=0,4C: 2x + 3y -9 =
0,BC:x-2y-1=0.98.y=2x-2,y=3x-4.99.x=y,2x+3y =5,2x+ 13y -75=0.
3
m+= 1
2 =l:me{5,——}:dl:5x—y—7=0,d2:x+5y—17=0.
- >

b) d,Nd = B(1, -2),d, Nd = C(-3, 4). Dreapta ce trece prin B si este paraleld cu d, are ecuatia
x + 5y + 9= 0. Dreapta ce trece prin C si este paraleld cu d, are ecuatia 5x —y +19 = 0.
101.2) a#b; dLld <(-a)-(-b)=—l<ab=-1.b) a=b;(a—b)x+a* -b* =0=

100. a) y — 3 = m(x — 2);

=>x=—(a+b), y=ab. 102.2) x-2+m2x—-2y—-1)=0;~x-2=0; 2x—2y—1=0:>A(—2,§j.

1
b) dmll@c<:>2m—l=0<:>m=§; d, |0y < m=0.

2m—1 1 2m—1 1
) my=2dlldo " =2om=——d, ldo" " 2=—lcm==.
2m 2 2m 3
2m;—1 2m, -1 . o 2m; -1 2
d) T =m#,m1;tm2 este imposibil. e) ml—~£=—l:ml+m2=4mlm2.
2my 2m, 2my 2m, -1
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103. dmﬂCbc:A(m—_z,Oj;dmﬂQ’:B(oa :13<:>11m2—50m+51:0:me{3, %}
m

m—1

m—ZJ nt I(m—l)z
() (m-2)
104. Avem 4B = 5. Fie C(x, y). Se rezolvd sistemul (x+1)?+(y—1)*=25;
(x—2)* +(y—5)* =25. 105. Cazul 1. AC||Ox, BD||Oy (figura 6). Obtinem y,. =-3,x, = 1.

Fie E(1,-3) mijlocul diagonalelor. Obtinem C(4,-3), D(1,—-7). Cazul 2. AC||Oy, BD||Ox (figura
7). Obtinem C(-2, 5), D(-5, 1).

A A A y
" g/
5 4 X A
_______________ N
- o o) X
: c D B
71 D Z..|-3 ] o
Figura 6. Figura 7. Figura 8.

106. Alegem Ox = BC, D = O (figura 8). Fie B[—%,Oj, C[%,Oj, A(m, n). Din 4B = c,

2 2
AC=b avem (m+;j +1 =c2;(m—;lj +1? =F. Rezultd

2 2
20+ - =2(m2 —am+%+n2 +m’ +am+%+nz)—a2 =4(m? +1n*) = 440" = 44D".

108.a)i) AB:x-2y=0,4C:3x+2y—8=0,BC: 5x—2y+ 8=0. Bisectoarele unghiurilor

A, B, C au respectiv ecuatiile: x—2y:+3x+2y—8' x—2y_+5x—2y—8' 3x+2y—8_+5x—2y+8

N R N

109. b) Fie C(1, 1), D(-2, 1) € d. Fie C', D' simetricele Iui C'si D fata de 4. Avem C'(5, 1),
D'(8, 2). Simetrica lui AB in raport cu d este dreapta C'D’ : x -3y —2=0.

110. ) m ; = —%; AB:y-B= 2(x —a). Rezolvand sistemul format din ecuatiile dreptelor
a

2 J— —
AB si d obtinem coordonatele lui M (mijlocul lui (4B) ): x,, =baza—bltlac.
a +
2 2 2 2 52
—abo—b _ _ _ _ _ _
» _ap 2a 0L2 ° Rezulti B (o )(;L 2;119]3 2ac’(a b )E Zc;bcx 2bc '
a +b a +b a+b

96 72)
525

b)) a=P=0, a=4,b=3,c=—12 = B[z—,— - i) B[%,T—;j. 111. Caz general, Fie
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M punct interior triunghiului ABC si fie N, P proiectiile lui M pe laturile a7
AB si AC ale triunghiului isoscel ABC (figura 9). Luam A(0, b), B(a, 0),

C(=a, 0), M(a, 0) cu —a < a. < a. Dreptele AB si AC au ecuatiile bx + ay P N
—ab=0, bx —ay + ab= 0. Atunci i 0 B)é
MN + MP — |boL— ab| + |ba+ abl _ 2ab et Figura 9.
\/a2 +b? \/a2 +b?
b) Modulul diferentei distantelor este o constanta.
MODELE DE PROBLEME PENTRU
EXAMENUL DE BACALAUREAT
La)f'(x) =32+ 2x + 1;b) [ xf'(x)dx = [ 3x® +2x + x)dx _3' 20 N 23
’ 0 0 4 32112
w,nefl, 2}
c) lim f)g X _ ;1(1330 o l,n=3 .d) f'(x) > 0, Vx € R = f'strict crescitoare pe R.
0,n=4

e) fix) = -2, Vx = 0, f'strict crescdtoare pe R = f0) = 2 = -m > -2 => meE (-, 2].
2.a)f'(x)=e +e*, Vxe R;b) f'(x) > 0, Vx € R = f'strict crescitoare pe R;

c) f(x)=¢ _I:e—e’l, Vx 2 a, fstrict crescatoare pe R, (1) =e—e¢' > a < 1.
d) ix) = e* - &' = f{x), Vx € R = fimpari pe [-1,1]= Jlll f(x)dx=0.
n l_l
e)Fie g, =Y (e" —e ™)=Y -De" = =D _1._ e . Deoarece
k=1 k=1 k=1 e—1 e l—l
_1 e
lime(j__ll) =00, limé- el” =1 1,rezultaca lima, =0 .3. a) Avem x* + 9x* + 26x +24 =
=
=(x+2)(x +3)(x +4) si atunci f(x) - (x + 2)(x + 3)(x +4) =0, Vx € R.
b) £'(x) = 3% + 18x + 26. Din f'(x) = 0 rezulta x = ‘9%*5 _¢) Avem urmitorul tabel de
variatie:
¥ X — —9—\/§ _9+\/§ 400
3 3
fol 0 - 0o+
fx) |- A a N\ b /! +00
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—9+/3

=3 oste abscisa punctului de maxim local, iar x = 3 osteabscisa punctului

2

X =
de minim local. d) j;f(x)dx (—+3x +13x7 +24xj| 401 . e¢) Luim de exemplu

) =+ 9+ 2T 424, g1 = . 4. 8) [0 = 3P =3 (3(’3‘;_1)1)‘(3()3(1 ‘1)1) -

11 1 1 5 1s(Gx=1) G+
2(3x—1 3x+1) b) S = {(3 +17 (x _1)2}'0) Lf(x)dx:EL((;;—l) _(3))Cc+1)

3x —1||5

1,.35 _1”( 1 ) l(l_ 1 ):1_ 1
= DN =2 73 57) 722 1) T a2

:gn

3n+1 3

¢) (4xn)"={(l— 2 )2]”%63' 5.0) f(0) =102 = pi( =1=lnx lnx . b), ¢) Avem

3n+1
X 0 —0
L@ L+ + +

N AV

urmatorul tabel de variatie:

N

R~
[

Functia f'este strict crescatoare pe (0, e) si strict descrescatoare pe (e, ). Punctul de maxim

local este (e ) é) . d) Aplicand regula lui I'Hospital in cazul % avem lin% fx)= lim% =0.

G0 . P S W
(1P ¥ (xDfEmaT LomoL

e) lim f(x)=—0. 6. a) Jx)=

1 1 1 1 1
1- =1- —1+ = >0=
Z [k3 (k + 1)3] n+1)}" ©) G = (n+2y n+1y (n+1y
sirul este strict crescator. Avem 0 < a <1 si deci sirul este marginit. Sirul este deci conver-

. 2 A1 I 1 2 _11
gent. d) lggoa”zl'e) L f(x)dX_L[)f (x+1)3]dX ( 2xz+2(x+1)2]|1 36-

f0) Vo4 [x32

S = _ _
7. a) \/— b 1\2x 2 Ecl{l% =2  0Vx-2 =®. ) 132% x-3

SO =@ _
e R

=1lim
x—3

= % . d) Functia feste continua pe domeniul de definitie si graficul
nu are asimptote verticale. Avem lim f(x) =0, m = lim@ =1, n=lim(f(x)—x)=

. 4
= {T}Om =0 Graficul are asimptota oblica y =x spre +oo. €) f'(x) > 0, Vx> 2 =
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f strict crescitoare pe (2, ). f) I=[Vx’—4dx= J.\/ T 2 dX J. . dX 4!\/ gx 4
-

=1 =415 I = [x(Nx' = 4)dx = xJx* =4 =15 [, = 41n(x +x° —4):1:%[);\/)8 —4-
—41n(x ++/x* — 4] = aria este 4ln%+ V5-242 8. a) f'(x) = 2¢*. b) Deoarece

f'(x) >0, Vx € R rezultd ci f este strict crescitoare pe R. Avem f(x) > lim f(x)=1,

f'(x)> hm f (x)=0.Avemdecia < 1,6 <0.c) lim f(x)=1= y =1 asimptota orizontald

spre +oo. Deoarece feste continud pe R, graficul nu admite asimptote verticale. Deoarece

f()

lim f(x)=c0 si 11rn =0, graficul nu admite asimptote oblice sau orizontale spre +.

X—>0

@y tim /=2 Of(x) 1O 0)=2.¢) @+a+1=(az

x—0 x>

%)2+%>0,Vae R.
) g0 =3[R + /() +11, hx) =2/’ = £ +11. 9. a) g(x) = & 1; b) Avem
urmatorul tabel de variatie:

X —00 0 —00
f'x) - = - 0o+ + +
fx) | o N l-a /! +00

Functia f'este strict descrescatoare pe (—oo, 0) si strict crescatoare pe (0, ).
¢) fstrict crescdtoare pe [0, 0) = fix) = 0)=1-a, Vx> 0.Din1 -a < 0=a€ [I, ).
d) fix) + 3g(x) = 4e*— x — 3 & —4 = -3 (fals). Ecuatia nu are solutie.

1
f'(x) Sf(x)

o) imL Y —jim—€ =1 _jim— €y limLX —1=lim
) lim ey =i i = e T T

X X

e e

10.2) f(0)~ f(x)=\0—F O =0=> f(x) = f(~x), V¥ € [-3,3] € [-3,3] =

S

f functie pard. b) f"(x)=— 9)2 = ¢) Avem urmatorul tabel de variatie:
X -3 0 3 Punctele (-3, 0), (3, 0) sunt puncte
e [ | + 0 | m de minim local, iar punctul (0, 3)
3

S\ o0 N0\ este punct de maxim local.

d) Fie I =[Va’-x’dx,x € [-a, a],a>0. Avem | = J’

1
dX a dx —
Nd =X J.\/ X’

- = ,— :—arcsm——J s J=—[x(Na’ = x*)dx = —xa’ - + [ =1 =
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I [ 2, 2 X . < <
=5|Wa —x" +araresin® )+ @ . Deoarece f'este functie pari, aria ceruti este

2
A=x\2* —x* + 2% arcsin®

2l

. 3, 3 2 £
=4arcsinl=2n. e) Avem J'O"f (Hdt= j'o" (4-1)dt =(4t _3)

3
n
0

:12—%51 lim ’ (% ’19)—11m(12n ~9)=®_ 11.a) f(x)= 68 +9) O +4d)

n n—o

(> +4)(x* +9)
=1 _ 1Y Y
X +4 X +9:f( D +9 x +4’b) )= (x +4)_(x2+9):
1 1 —2x(10x* + 65
:2x[(x2+9)—(x2+4)2j=(x2 i(4)2)2x2+9;2 - ©) Deoarece f'(x) < 0, Vx > 3 = f strict

descresciatoare pe [3, ). d) Deoarece feste continud pe R, rezulta ca graficul lui fnu admite

asimptote verticale. Deoarece lim f(x) = lim f(x),rezultd cdy = 0 este asimptotd orizontald
X—>0 X—>—0

spre +oo si spre —o. e) Avem urmadtorul tabel de variatie:

X —00 0 —00
['(x) ++ 0 - - - Punctul (0, %) este punct de maxim local.
e 2~ 2N o

f) J';f'(x)dx (x)|2 =f3)-/(2) _—% g) Avem 4@, =éf(x/5k+1) =

IOV U U Y B 1 1 _x-1
‘kz:l(sms 5k+10) 10 Sp+10 Sideci 4 > 75 12.2) SO =1-1=""
b) hrrll S (x Z ] 2_ m f ()2 : { D _ f'(1M=0. c) Avem urmatorul tabel de variatie:
* - 0 1 oo Functia f'este strict descrescitoare pe
/') Y - - - 0 ot * (0, 1) si strict crescatoare pe (1, o).

Sx) o Ny 2/ +00

d) Avem [Inxdx = [x'Inxdx = xInx—[dx =xInx —x+%. Atunci | f(x)dx =

5 2
—| X _
—(2+2x xln)cj1

13.2) f'(x) =

:%—2ln2 )hmf(x) 11m(1+1 1n—x)zl—limln—le,
X X

X—0 X—>00 x—>wo X

. b), ¢) Avem urmatorul tabel de variatie:

(1+ 7y
X —o0 -1 1 +00
f'(x) - - 0+ + 0+ +
R A A
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Punctul (—1, - %) este punct de minim local, iar punctul (1, %) este punct de maxim local.

Functia f este strict descrescitoare pe intervalele (—oo, —1] si [1, o0) si strict crescatoare pe

a
2! +x)

x=1In(< +1). ¢) [ f(x)dx=0

deoarece f este functie impara pe [71, 1]. ) Deoarece fi=x) = f(x), Vx € R rezultd ca

Sn) + A=

< 100. Numarul solutiilor ecuatiei este 2 - 100 +1 =201.

14. 2) f(x) :lr— }“ Ml =a=1.b) Avem hmf(x) 0 si deci y = 0 este asimptota
e e e
+o0,a<e
orizontald spre +oo. Avem hm f(x)— hm( 1( fﬂ): 0, a=e.¢) f(x)+f'(x)=
e —0,a>e
_% e_ =0 ,Vxe R, Vae R.d) ¢ Zek_nl:Z(lk_ k1+1):l_ nl+l'
e e k=1 € k=1\€ € e

e
2
e) lima, =1 J&ed e=lyx j;(e*x—e*“)dx=(—e*f+e*"*l)|§,:lz_%ﬂz(e_—l),

15. a)f(x)_% D=0 a<l. Ofin=1oP - 2x+2=a=

ecuatia are radacma dubla 1. Daca a <1 ecuatia nu are radacini reale. d) Pentru a=1avem
2(x* +x-2)

f'(x)= —W si urmatorul tabel de variatie.
X —© -2 1 +oo Avem deci —% < f(x) <1 siatunci
O I A —
M foN -L 2N o ERTCRL
2

_ 2x + ax 12x+14 1 (x? +2) 1
e e e gy

2 J) =7 _ f(x) f2) _
5 - 16.) lim === =lim ==

3.2

ln +-arctg—=

_ 2 1
=In(x +2)|0+ 5

= f'(2). Deoarece f'(x) = 2x + 1 rezultd ca limita este 5. b) f(x — 1) - f—x) = (x — 1)* +

E=1_Gk=-DE+k+1) _k-1_[fk)
B+l (k+DE—k+1) k+1 flk=1)-

+(x-D+1-x*+x-1=0,Vxe R.c)Avem

. © fR) V.1 S _rnr+n+l
Atunci 4, = (Hk+1](,gf(k—1)j_n+1'f(l) _n3(nf—1) d) lima, =,

. 1 t R N 21
&) lgn( jf(t)dt)_hm( (3+2+t)|0j m;(?+7+n)_§
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f) (%“n)w (%%*%)H —0.17.a) f(@) +f(~a) =a* - @ + 1 + a* - @ + 1 = 2fla);
fla)—fi—a)=fa)—fla)=0.b) Deoarece (x* + 1)(x* —x>+ 1) =x°+ 1 rezulta ca f(x)—x ii

c)f'(x)=4x-2x.d),e)Avem f'(x)=0< xe {0, + %} . Avem urmatorul tabel de variatie:

* —00 —% 0 % ~+00
o —— 0+ 0 - 0+ ¥
M o 32 N B e

Punctele (_ga 0), (%’ 0) sunt puncte de minim local, iar punctul (0, 1) este punct de

X (x)

xs—x3+x_5_

maxim local. Avem f(x)?% Vx € R. f) 11 ooF( )_xlinloxi_xi+x_ ;
5 3
1 (X X a+1 a+2 _, a+2.
g)j-of(x)dX—(?—?+xj| .18.a) f(@)+ f(a+1)= +lna+1_ln ot
b) Pentru x > 0 avem f{x) = In(x + 1) — Inx si deci f'(x)=————— e +1) o [~ Ly (x)dx =

el ] el 2 , . <
= —L mdx =—In(x + 1)‘1 = lnz; d) f'(x)<0, Vx>0 = fstrict descrescatoare pe (0, ).

e) Avem f(%):ln)lc lzln(x—i-l) si deci f(%)—f(x):lnx' f) J‘l‘ff(%)_f(x))dx:

+

==

-1. g) hmzf(lo—hmZ( k(k“))‘“mi(ﬁ‘%):

Ph=1 N9 |

~ 1 B 243 _ (D (4D g 1

lim(—L- —1)=-1 =

nli?a(nu ) S G T GG ) G
. - 2 23X +9x+7)

=IO ey P O e T e e D

P R e
=3 4 ,;Lkﬂ)z (x+2)2}

=0.20.a) f'(x) = 4 —4 = 4(x* - 1) =

1 1 1 1 1 1
c) .‘.of(x)dx:J.o[(x_l_l)2 _(x+2)2]dxz(x+2_x+l)

_1 1 . 1 . (n+1)?

=% m; e) hman:Z; f) hman
=4x-DE*+x+1);b)flr) > 2xx-2)ox-2x2+1 20 (- 1) = 0.
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¢), d) Avem urmatorul tabel de variatie: X —o0 1 +o0
SO -0+
SO |40 Ny 2 +oo

Functia are un singur punct de extrem local: punctul (1, —2) este punct de minim local.

3 6

crescitoare pe [1, o), iar [e, €°] < [1, ©). Avem f{x) = fle) = ¢* — 4¢> + 1 > 0. Cum

3 2
€) Lz f;f) d)(zj'lz(x2 —%er—lz)dx :(x__4lnx—%)‘ 17 42, f) Functia f este strict
1

fix) = 2x(x - 2), Vx € R, rezultd ca j{(‘% < 2x pentru x € [e, €°] si atunci avem:
x

r)}T%d <j' —dx—llnx

2 21.a) f'(x)=3x>-1,Vxe R.

b) f(x)=0<=xe{-1;0;1}; f[(x) =0 xe {—ﬁ ﬁ} .¢) Avem urmatorul tabel de variatie:

373
g - ® =3 V3 +o0
3 3
f'(x) ++ 0 - - 0 + +

fx) —oo/l4—\/§\i\/§/l +00
9 9

V3 43 43

Punctul (_T’ T) este punct de maxim local, iar punctul (?, —T) este punct de

minim local. d) Functia feste functie impara si deci J'i f(x)dx =0 . e) Egalitatea este adevarata.

1 C((x+2)-(x+D) 1
(x+2)(x+1) (x+2)(x+1) Tx+1 x+2

22.0) ()= = )+ s =—.

f!(x) - _ 1 + 1 - _ 2x + 3 , .
b) G+17 (x+2) (x4 1D)P(x+2) - ¢) Deoarece f'(x) <0 pentru x > 0, rezultd

1
n+2-°

y . < vl 1 \_1_
ca feste strict descrescatoare pe (0, «0). d) 4, _Z‘l(k 1 % +2) 5

n+2 _
w =

. 1 2n+1 w2
€) 1,,121(2’“_1)(2 a)_}ggn+2 2. f)l L (m_x+2
(04D (1 4 5nt6
‘hm(ln(n+4><n+1> =l lim s

)dx—hm(lnx+1)
n—o x+2

j:1n1=0,23, a) f(x) = 32 — 2x — 1.

b) L2%=L2(3+2—%)dx=(3x+21nx+l)|12—5+1n4 ¢),d) Avem/"(x) = 0©xe{ ,l}.
X X x X 2 3
Rezulta urmatorul tabel de variatie: X

— 0 -1 +00

1
3
£'(x) ++ 0 - - 0 + +

Jx) 700/3\42‘—2/ +o0
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. . < . (1 S <
Functia este strict crescatoare pe intervalele (—oo, —1) si (3 ) 00) , respectiv strict descrescatoare

pe intervalul [—1, 3} Punctul (—1; 3) este punct de maxim local, iar punctul (3 ;2) este

o, nefl; 2}

punct de minim local. ¢) lim f(x)—hm =q1,n=3
X—0 x Vl*)OOx
0,n=4

) L0,

—sz — 2 4x 2j1(1——)dx 2(x+ )‘ =0.24.2) g(x)=3x"— 12x + 11; h(x) = 6x — 12.

b) Avem f(x) = (x — 1)(x — 2)(x — 3). Din fix) = 0 rezultd x € {1,2,3}. Cum 1, 2,3 ¢ 4,
ecuatia f{x) = 0 nu are solutii (in 4).

¢) Avem f(x)k(x)=(x—1)(x—2)(x— 3)( 1 x12+x13) x=2)x=-3)+x-Dx-3)+

“D(x=2)= oy — |1 1 1
Hx-D(x-2)=g(x),VxeA. d) Avem £k'(x) {(x—l)z+(x—2)2+(x—3)2}<0’

Vx e A . Rezulta ca functia & este strict descrescatoare pe intervalele (-, 1), (1, 2), (2, 3),
(3, ). e) Se verifica direct sau rezulta din relatia c) si din g(x) = f"'(x), A(x) = g'(x).

f) [, x)dx = [} (6x - 2)dx = (3x” = 12x)| }=21. g) Deoarece h'(x)f(x) = 6£(x) > 0, Vx € 4,
rezultd ca g%(x) = flx)h(x) — 6£(x) > fix)(x), Vx € A.
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