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Formule de calcul prescurtat. Inegalitati

Formule de calcul prescurtat

" n(n+1)
2 hk=1+243+ . +n=—
k=1
n

2 .2 2 2 5 n(n+1)(2n+l)
YkE=1"+2"+3"+...+n" = 6
k=1
n 2 2

313 .3, A3 3 ni(ntl)
Y =142 43+t =
k=1

ntl_

l+x+x2+x3+.. +x"= xx_ll L x# 1

a® —b* = (a—b)a+b) @ +b =(a+b)a*rab+b)

a"=b"=(@-b)a" ' +a" b +a" b + .+ D)
a"+b"'=(@+b)(a" ' —ad" b+ a"3h -+ b"_l)

(a+b) =a®+ab+b (a+b) =a+3a?b+3ab* + b’

(a+b+c)2=a2+b2+02+2ab+2ac+2bc

(a+b)' =Cla"+Cha b+ C2 a2+ ...+ C b"

\/ai\/g=\/a7+ci ¢, c=Na?>—b

Inegalitati
1. Inegalitatea mediilor:

a;  a T oap

a,ta,t..ta,

<Ka~a, .. a,< -

2.CBS:(a;x; T a,x, +...+ a,,xn)2 < (a% + ag +..+a2) (x% +x§ +..+x2)

1. Modul. Partea intreaga si fractionara

L odulul unui humar real: —x,x =<0
1.1. Proprietati
x| =2
e x>0 * 1y |
o =0ex=0 0 [x|<a,a>0®—a<x<a®x€(—a,aqa
o [xtyl<xl+l o [>a,a>0®x &€ (—0-a)U(a, ©)
o [x-yl="ll o l=a,a>0® x=xa

. 2. Partea intreaga si partea fractionara a unui numar real

M=x<b 1 ®x T<=x]|[o) —x [

2.1. Proprietati

® [a+D]=[a] +[b] e {a} €0,1)

o [a+n]=[a]l+n n€EL o f{atny={a}+n ® n€
o [a]=[b] = |a—b|<1 o f{a}=1{b} @a-bEL

Identitatea lui Hermite: [x] + [x + 1]+ [x + 2]+ ...+ [x + Z1] = [nx]

2. Progresii

e . . . . . _ 1
1. Progresii aritmetice: |(a,), - progresie aritmetica < a, = —=—— > 1

T 2a+ (-1
a,=a, tr=a,+(n—-1)r|S _rlata) _ nQat (mhn)

no 2 2

n—

ay tan = apta, g

2. Progresii geometrice: ((0),-, - progresie geometrica < b, =+b, - b,,,

— b @D

71 ,q7F1

by by =by b,y

i b=bn*1'q=bl'qn_l Sn




3. Functia de gradul I si Il

Functiade gradull: | /:R > R, f(x)=ax+b, a, b ER

1. Monotonia functiei de gradul |

a >0 = f strict crescatoare a <0 = f strict descrescatoare

2. Semnul functiei de gradul |

+ oo

QIS

X |- -

Semnul contrar lui a 0 Semnul lui a

J)

Functiade gradul ll: | /: R - R, f(x)=ax’+bx +¢, a, b, c € R

1. Monotonia functiei de gradul Il 2. Axa de simetrie

5. Semnul functiei de gradul II:

Semnul lui a

A >0 |Tabelul de jos

a>0 = f strict descrescatoare pe (-x,- % ] .

= f strict crescatoare pe (- 2% , 00)

a <0 = f strict descrescatoare pe (- 2% , )

= / strict crescatoare pe (-o,- 2 |

b A
3. Puncte de extrem. Imaginea functiei de gradul II: | (— a0 4—a)

—_b —_. A —_b —_A
a>0:xmin_ 2a’ymin 4q a<0:xmax 2a'ymax 4a
A A
:Imf_[_ﬁ’ oo] =>Imf—[—oo, —4—a]

4. Pozitia relativa a unei drepte fata de o parabola
a. A>0=pnd={A(x,,y)), B(x,,y,)}, d- secanta

b. A=0=pNd={T(x, y)}, d-tangenta la parabola
c. A<0=pNd= {2}, d-dreapta exterioara

X |'OO X, Xy + 0
v () | Semnul lui a 0 Semnul contrar lui a 0 Semnul lui a
o . . _ 12
6. Solutiile ecuatiei de gradul Il: |A = 5™ —4ac
A > 0| = ecuatia are 2 solutii reale:|x, , = _bz;a\jz
A = 0| = ecuatia are 1 solutie: X=X, = _2—b
a
A < 0| = ecuatia nu are solutii reale
b c
S =x tx,=-— P=xx==

7. Relatiile lui Viete: [, 27 2 g7 Hply 31y

=5 -35P

X=Sx+P =0

8. Descompunerea in factori:|ax® + bx +c¢ = a(x — x,)(x — x,)

faX. 2 _ b2 _ A
9. Forma canonica:|ax” +bx +c=a(x+3-) —

10.Semnul functiei de gradul II:

A0

2 4+ +>©{
o ax‘+bx +c¢>0 e

A=< 0
o al+bx +tc>0® {
a>=0
{ﬂm‘iﬂ

o axl+bx tec<0®

A<0

2
+ +c<() e
o ax‘+bx +¢c<0 el

11. Semnul solutiilor:

§>0=>x,>0,x,>0
S<0=x<0,x,<0

S>0=x,<0,x,>0, [x,|< |x,
S<0=x <0, x>0, x> |x
§=0=x="x,

F=0]= s -0




4. Vectori

1. Adunarea vectorilor

[Regula paralelogramului: 43 + 4C = 4D

|Regu|a triunghiului:

AB+BC = AC

2. Proprietati
e (atb)+é=d+(b+c)
e Gt+tb=b+a
e G+0=ad

3. Puncte coliniare

o [Hu = +[d

e |V+tiu|=|V|* U < auacelasisens

A-B-C © Tk eER:AB=kAC

A-B-C-D® TJkeR:AB=kCD

—

4. Versorul unui vector:

ABZE

L. 4B

5. Formula vectoriala a medianei

6. Conditia centrului de greutate:

7. Vectorul de pozitie al punctului

care imparte un segment:

8. Vectorul de pozitie al
mijlocului unui segment:

9. Vectorul de pozitie al centrului

de greutate unui triunghi:

10. Vectorul de pozitie al centrului| . 1

cercului inscris in triunghi:
11. Relatia dintre H, O, G:

12. Relatia lui Sylvester:

N adt = 1 (4B +4C) & AB+AC =2 40

GA+GB+GC =0

G L kg AM
OM = 04 + OB,k—MB

OM =1 (04 +OB)

PG= % (PA+PB+PCQC)

PI=

A (aPA+bPB+cPC)

OH =30G

OH = OA+ OB +0C

13.Vectorul de pozitie al lui A(x,y):

14. Modului unui vector:

15. Vectori egali:

16. Adunarea vectorilor de pozitie:

17. inmultirea vectorilor de pozitie:

18. inmultirea cu un scalar:

19. Conditia de paralelism:
20. Conditia de perpendicularitate:

21. Expresia analitica:

22. Cosinusul unghiului dintre 2
vectori:

N

a'v=axi+ay

. . |
i|ve 3k ER U=kve — = —
X2 b

AB = (xp —xy) i+ vz _J’A)f
R
|ud]|

<

cos(u, V) =

=







9. Trlgonomet"e '| cos(a+b)=cosa-cosb —sina-sinb | cosa+tcosb=2cos # " COS “Qb
sin: R —[—1, 1] arcsin : [—1, 1] — [~ %s%] | costa—b)=cosa:cosb+sina sinb | cosa=cosb=—2sin &2 - sin 438
cos :R—[—1, 1] arccos : [— 1, 1] — [0, =] | sin(a+b)=sina-cos b +cosa-sinb | sina+sinb = 2sin “TH’ * cos “2;[’
tg RN\ {£ 72£+2kn|kEZ}—>|R arctg:ﬁa(—%,%) sin(a—b)=sina-cosb—cos a-sinb Sina—sinb=2sina7_b'cos%
Clg : PN {kTC | k e Z} — R arcctg . R — (0, 7[) : cos 2x = cos*x — sin’x = 2cos’x — 1 = 1 = 2sin’*x| sin 2x = 25in X * cos X
A i X
‘ B(0, 1) : cosi =1 ’1+cosx Sin? :iVI—cosx
tg t = Lnt Ctg = (/LSt ~ :_;-_""-H Mcos b, sin | E 2 2 2
cos t sin t " A0 i cos 3x = cos x(4cos®x — 3) sin 3x = sin x(3 — 4sin*x)
¢ T # % !
. vy e . | ; x
sin’t + cos’*t =1 ACLO - AL ALY 5 1—tg27 o ZIg%
|- COS &) | cosx= ———— sinx = X
cos(—t) =cos t tg(—t)=1tgt N e ot 1 +1g°= 1+1g°5
. _ . N \\.\ /"'/ i . t 2x _ 1
sin(= 1) == sin t ctg(—1)=—cigt s | sintx = 22 Cos™x = T
' ; B0, 1) ; 1 +tg°x giX
arcsin(— x) =— arcsin x |arccos(—x) = m — arccos x : : =
arctg(—x) =—arctg x |arcctg(—x)=mn —arcctg x te x = L?{ g 2x = 2tg 3;
: 1-1g2> 1 —tg’x
x° 0° 30° 45° 60° 90° 180° | 270° | 360° y X _sinx ta(a—b) = tga—tgh
| 872 1 + cos x g l+tga-tgh
T T n T 3n 1 sin(a+b) + sin(a—b) , _ cos(a—b) + cos(ath)
X 0 — — — — == | sina-cosb= sina-sinb=
6 | 3 3 2 | T > | 2m | 2 2
\T \2 \3 : cosa-cosb= cos(ath) + cos(ab) arcsin x + arccos x = L
sinx | O 4 = 2 1 0 -1 0 5 2 2
) T[
i 3 T | arctg x+arcctg x = > sin(arccos x) =\ 1 —x?
cosx| 1 > > > 0 -1 0 1 5 -
| cos(arcsin x) = 1 —x? arctg (£0) = £ —-
tex | 0 | 2 1 3 | x 0 x 0 | _
3 ; _ dacd a £ [~ 1,1] = S =0
! Sinx =a
ctgx| x \3 1 3 0 x 0 x | dacd a € [~ 1,1]= S = {(- ' -arcsina +kn |k € T}
3 :
E dacda E[-1,1]=>S=0
cos(90° — 1) =sint cos(180° —t) =—cos t cos(t—180°) =—cost cos(360° —1) = cos t COSX = P ca g & [ 1L1]= S= (tarccosa + 2kn | k € 1
sin(90° —¢) = cos t sin(180° —¢)=sint  sin(t—180°) =—sint sin(360° —1)=—cost |:
tg(90° —f)=ctgt tg(180° —f)=—ctgt tg(t—180°)=1tgt tg(360° — 1) =—tgt tgx=a |S={arctga +kn|k € L}||cos f(x) =sin g(x) = cos f(x) = cos ( % — g(x))
ctg(90° =) =tgt ctg(180° —f)=—ctgt ctg(t—180°)=ctgt ctg(360° —1)=—ctgt
! ctgx=a |S={arcctga +kn|k €L 4




1. Teorema cosinusului:

2. Teorema sinusurilor;

3. Aria unui triunghi:

4. Raza cercului
circumscris:

5. Raza cercului inscris:

6. Formula medianei:

7. Coordonatele mijlocului
unui segment:

8. Coordonatele
centrului de greutate:

9. Coordonatele punctului
care imparte un segment:

10. Distanta dintre 2
puncte:

d(A, B) = AB = (x5 ~ x> + (s =,

L=+ —2bc-cos A| cos A = b+ 2 — P 11.Teorema lui Menelau:
> 2bzc > il A'—B'—C'coliniare e 48 . BC . LA
2o 24290 _ad+F-b o AC B4 CB
b =a“+c"—2ac-cos Bl cos B = Yac 27 N
> :
=a*+b*>—2ab-cos C|cos C = az%b—& 12.Teorema lui Ceva:
a I
-//:::Hl"'- ' ’ r— ﬁ E . ﬂ —
a — b _ _c _—,Hp e > AANBBNCC=4P} @ 56" g " cp = !
sin A sin B sin C Pl .
S:b-c-sinA:a-c-sinB:b-c-sinA !
2 2 2 x |-z ]-z -z ]l-z]oglz]z ]z ]z
g = c?-sind-sinB 2 3 4 6 \? \4/1- j 2
2sin C : \3 \2 \T 1 2 3
P < bl sinx | =1 \-=|-Z -2 10 5|5 |51
4R 2 5 3 :
T n L T T ST 2T
S=App-a)p-b)p—c),p=5=< r 0 j j j 2 3 4 6 T
| 3 2 1 BT IV (O
R=4b-c fcosx | 1 2 | 2 | 2 0 2 2 2 1
48
= A xl-z -z oz -z oz z]z ]tz
AABC _a+b+c 2 3 4 6 6 4 3 2
’/’: — T — —_ — —
p P 2 gx -0 |3 (-1 [-2 1 0|3 ] 1 |[V3|+w
2 2N 2 2 2N 12
m2=2(b+c) a m2=2(a+c) b T T T T on 3n 5t
4 4 B 4 X 0 6 4 3 2 3 4 c | T
2 2y 2 ! - _
m2. = w ilctgx |+ o0 \/§ | % 0 —% -1 |-V3 |-
_ Xatxp _ Yat Ve Ecuatii liniare in sin si cos:
‘v~ T Ym = 5
X, txp X0 v+t v tye acost+bsint=c|:Na®+b* &
Yo = 3 Ye = 3 . Y
S sino-costtcosa-sint= V_Z <
. _xyt kg ’ vty . a’+b
Mo 1+k M 1+k & sin(o+ 1) =
:Ja2+b2




6. Puteri, radicali si logaritmi. Ecuatii

Puteri
1. Proprietati
a_x — XY
e a*-a’=a"" * o o (a%)'=a"™
X X —-x 1
e a*-b =(a"by %:(%) o ax—;

2. Ecuatii exponentiale
a’™ =b|log, = log, f(x) = ZOga b = f(x) = log,b

1.1a/® =b, b>0

2.|0a?® +Ba/® +y =0 -notdm a’/¥ =t = o +Br+y=0

a aZf(x) + B(a . b) Jx) +,Yb 2f(x) _ 0 E b2f(x) o a(%)zf(x) + B(%)f(x) +y=0

3.
[notam ()W =t= at’ +Br+y=0

4. Ecuatii cu solutie unica (monotonie/injectivitate)
5. Alte tipuri (ecuatii cu cel mult 2 solutii / inegalitatea mediilor)

Radicali
1. Proprietati

. Ya=a . (@' =Va’
nk n
e ¥a-\B=Va b a? = a”

o @: ! C_Z
b b

(]

Il |
i 1

Ql

2. Ecuatii irationale

1. Domeniul de definitie: R

2keN k=1

2. Ridicdm la putere ambii membri ai ecuatiei
3. Verificam solutiile

Logaritmi
1. Proprietati

o log,x+log,y=log,(xv) e log ,x"=1%log,x
X
log,x —log,y = log, — log,b
* 108a%TI08aV 7108 Ty e log,b = loga’log“b_ log.a

o log,x"=nlog, x o % = o logsa
n _ 1
o log k= o log,x ) Zogl; X" =nt log];x

2. Ecuatii logaritmice (/og, x)

az>=0
1. Domeniul de definitie: | { a = 1
x>0

2. Eliminam logaritmul
o log,x=log,y ™ x=y

o log,x= yi’f,x—ay

e notatii

3. Verificam solutiile
Ecuatii trigonometrice

_ dacaa E[-1,1]= S5=0
1|sinx =a

daci a €[~ 1,1]1= S={(- 1) -arcsina +kn |k € 1}

dacda E [-1,1] = S =0

2)|cos x=a
dacid a € [-1,1]= S = {xarccosa +2kn |k € L}

3)| cos f(x) = sin g(x)|cos f(x) = cos (% —g(x))=>(2)
W tgx=a|S={arctga +kn|k € L}
5)ctg x =al|S = {arcctga +kn |k € L}




7. Numere complexe

1. Forma algebrica:|z = a

+ib

2. Egalitatea a 2 numere:

z, =a, tib,

Zy, =a, +ib,

[
J
0
—_——
N
I
%k

3. Modulul unui numar complex: | |z| = Va2 + b2

3.1. Proprietati
lz| >0

z|=0® z=0

2] = 2]

4. Conjugatul unui numar complex: |z =a —ib

4.1. Proprietati

lz1| = lzall S lzy + 25 S 2y |+ 2,

2
2|

z

o [Zf=z-z>

N |

e zER®zZ=2

s zERRO®z=1¢

2" = I]
2| = Al
Zy | 2|

7. Operatii cu numere in forma trigonometrica

Zy 2, =1 1[cos(t, T t,) +isin(t; +t,)]

z" = r*(cos nt + i sin nt)

Z

z r . .
2= r—;[cos(t1 —t,) +isin(t, —t,)]

1 _ %(cos(— ) +1isin(— 1))

z

5. Rezolvarea ecuatiei de gradul llinG: | A <0

_ bt iN-A

= X, = 2a

6. Forma trigonometrica:

r=\/a2+b2

z=r(cost+isint)

t=arctg % + kn

8. Formula lui Moivre:|(cos ¢t +isint)" = cos nt+isin t

9. Radacinile de ordin n:

z, = r (cos —”nzk“ + i sin —HnZk“)

10.Ecuatii binome: |z" —c=0 < z" =¢




8.
9.
10.Functia (im)para:

11.Axa de simetrie:

. Imaginea functiei:

. Functia surjectiva:

8. Functii

Imf={f)|[xE€A}={yEB|IxEA4:flx)=y}

Functia injectiva:

/ injectiva & f(x)) = f(x,) = x; =x,

e f strict monotona = f injectiva

e functia de gradul | este injectiva (strict monotona)
e functia de gradul Il nu este injectiva (strict monotona)
e f injectivd < orice paraleld la axa O, taie G, in cel mult 1 punct

e finjectiva® V y € B, ec f(x) =y are cel mult o solutie

f surjectiva® Vy €B, AxE€4:f(x)=y

functia de gradul | este surjectiva

functia de gradul Il nu este surjectiva

f surjectiva < orice paralela la axa O, taie G, in cel putin 1 punct
f surjectiva® V y € B, ec. f(x) =y are cel putin o solutie

Functia bijectiva:

/ bijectiva © f'injectiva si surjectiva

Functia inversabila:

f inversabila < Elf_1 :B— A < f bijectiva

5.1. Determinarea inversei:

9. Combinatorica. Matematici financiare

1
1. Permutari:|P,=n!, 0! =1 2. Aranjamente: Ai = —(nﬁ}{y
k !
3. Combinari:|Cy = A (Z—k)!
0 7 7 =T -
Ayt ycty s on—g|CnTC TGt =2"C,=C"
n n n e n 1 3 5 — A ok _ ok k=1
c,+C,+C, + 2" |c,=C O

Suma coeficientilor = £(1)

fA—B=f T B A ) =t|f() e
e ff @) =f) S fly=x>1=..

Intersectia cu axele:

GNO::y=0 f(x)=0

G,NO,:x=0® f(0)]!

Intersectia graficelor a 2 functii:

G, NGy : f(x) = g(x)

Compunerea a 2 functii:

g(f(x)) & (g°/)x)

Functia periodica:

f periodica © f(x+T)=f(x), VxER T>0

/ para e f(—x) = /(x)

f impara & f(-x) == f(x)

x = a axa de simetrie pentru G, < f(a +x) = f(a —x)

Fie A o multime cu » elemente si B o multme cu m elemente:

4. Numarul functiilor f: 4 — B:
5. Numarul functiilor bijective /: 4 — B
6. Numarul functiilor injective / : 4 — B

7. Numarul functiilor strict (des)crescatoare /: 4 — B :

i

9. Numarul submultimilor cu %« elemente:
10. Binomul lui Newton:

11. Termenul derang £:

Numarul submultimilor:

ml’l

Ay

27/1

Ck

(a+b)'=Cha"+Cpa" 'b+..+CL D

— kK nk k
T,,=Cya" " n

Matematici financiare

1. Dobanda simpla:

2. Dobanda compusa:

S -n-
Dy =81+ 155 )" =11 | Sy =8y +D,

3. Probabilitati:

p:

numarul cazurilor favorabile
numarul cazurilor posibile




10. Geometrie analitica , v 1
- - L X4 Va
a | 12.Conditia de coliniaritate ) .
_ d: ax+bv+c=0= R ! ) A=|xp vp 1 A, B, C coliniare @ A =10
1. Panta dreptei AB:|m = % > b | a3 puncte: ‘r ve 1
B 74 y=mx+n = | m — panta ¢ )¢
13.Conditia de concurenta a o
- - xoyl 3 drepte: = &la, b, ¢|=0
2. Ecuatia dreptei AB: - _xA = = _yA xaval |=0 . P - 4 Ndy(1dy = iP) % b, -
Xp Xy Y~ V4 xp vp 1 dk cap X + bky + Cr = 0 g 3 g
3. Ecuatia dreptei care trece prin A(x,,y,):|y =y, = m(x —x,) - . . e
, 11. Permutari. Transpozitii
4. Ecuatia tangentei intr-un punct a: |y — f(a) = f (a)(x — a) : » ( 1 2 .. )
' “=la) a@) .. am
5. Conditia de paralelism:|d,|| d, © m; = m, 1 9 i
1. Produsul a 2 permutari: aff = (n’[ﬁ(l}) a(B(2)) a[ﬁ(n}))
N E
6. Conditia de perpendicularitate:|d, L d, & my -m; =1 m, == Ty | 1.1. Proprietiti
o compunerea functiilor este asociativa
. - . _ Xyt xp — YatVs
7. Coordonatele mijlocului lui AB:| X, = |V = 5 o permutarea identics e G g ;11)
) Yo, = 1 x. 4 k ¥ o orice permutare din S, este inversabila (functii bijective)
8. Coordonatele punctului care M k+17"4  k+17B !
imparte AB intr-un raport & : Yy = 1 y,+ k Vs i 2. Ordinul grupului: numarul elementelor lui (ord S, = n!)
+1 k+1 l
€ Sy, orda=k ¢ {“k .
{a1x+b1y+cl={] o n, Ord o= g +aa Feopat ke
d,Nd, = a,x+b,y+c,=0 ,
. ) a b i 3. Inversiuni: (i,j) se numeste inversiune a permutarii < i <; si a(i) > a(y)
9. Intersectia a 2 drepte:| diNdy= {A(xg, yy) } & =L # 3 .
o b e 4. Semnul unei permutari: {pmmmm B, dacie(a) = +1
: : ] _ “1 1 . .
® d/Ndycoincid® = =77 = permutare impari, dacie(a) =—1
. § lax, + by, +c| &(a) = (— 1), m(a) - numarul de inversiuni
10.Distanta de la un punct la o dreapta: |d(4, d) = \/ e :
a + L) LX) 7 :
Transpozitii: orice permutare de forma (ij) = G ; " ; wg 2)
Xa yal : v =
11.Aria unui triunghi: [A= | x; v | Saupc = EL' ;  Proprietati: |(ij)” = e |(ij) * = (§))

Xc ve 9



12. Matrice . Inversa unei matrice: [ 4 inversabila & der 4+ 0

Qi1 Qg3 Qg3 - Qyp
g B G Tem o Bae) Gt e 1. Proprietati: | ¢ (A-A_I)Zdetln detA-detA ' =0 detA=0
il :
w1 Amz Am3 - A . i 2. Determinarea inversei:
1. Matriceegale:A=B®alj=bij, Vi=1lnj=1, i 1. detA+0= 3 4"
: 2. scriem matricea 4’ | |
PN T t i . . * oA =44 . —
2. Matricea transpusa:| 4’ = (a;,) (liniaidin4 — coloana, din4 ! 3. determindm matricea 4 sau| A-A A A
) 4. determindm | -1 - _1_ . =
4 det 4 4
3. Adunarea matricelor:|4 +B = C, c; = ay; +b,-j Vv i=7, j=1m
0 0 .. 0 . Ecuatii matriceale:
R O R ! - — —
e Elementul neutru: 0, = ! e AX=B=>4 1|AX=B =>X=4"'B
... D . | detA+#0 » .
- . | — 5  XA=B=AX=B|4 = X=BA
4. Inmultireacuunscalar:|gq-4=(a-a;) | Vi=1l,nj=1, ;
A ® det A= 0] seia X informa generala si se inlocuieste in ecuatie

n
5. inmultirea matricelor:|4 - B = C, c; = 2 ay by |4B + BA
=1

1 D = D
e Elementulneutru: 7, =% 1 = ©
D O . 1

6. Ridicarea la putere:| 47 = 4" . 4

[Formulele de calcul prescurtat sunt valabile © 4B = B4

Rangul unei matrice: .
e Se numeste minor de ordin i orice determinant format din elementele care !

se afla la intersectia a & linii si & coloane

e rang A =r < exista un minor de rang r diferit de 0 si toti minorii de
ordin> r, daca exista, sunt egali cu 0

e Rangul matricei 4 este r ¢ exista un minor de ordinul »# 0 sitoti
minorii de ordinul »+ 1 =0




1.

2. Determinantul de ordinul 3;

3.

4.

13. Determinanti

@y, @y Qg3 ... Oy

Gy @33 QAzz ... O3
detd = "

aml am? ama amn

Determinantul de ordinul 2: |: ‘;| = ad — bc

a b ¢
d a f

= aei + dhc + gbf — ceg — fha — ibd:
g h '

Dezvoltarea unui determinant dupa o linie sau coloana

g b

d e fl=a 0| fap- o)l Hic o)
. h i g i g h

g h i

Proprietati:

det A' = det A|det (AB) = det A - det B | det (4") = (det A)" |det (0. A) = o - det 4

1.
2.
3.

. Teorema Cayley-Hamilton: |4 — tr(4) - A + (det A) I, = O, |[tr(4) = a +d

daca o linie/coloana are elementele egale cu 0 = det A =0

daca un determinant are 2 linii/coloane identice = det A = 0

dacd inmultim elementele unei linii/coloane cu un numar diferit de 0,
se obtine un determinant egal cu produsul dintre acel numar si
determinantul initial.

putem scoate factor comun de pe o linie/coloana

daca elementele unei linii/coloane se inmultesc cu un numar si se
aduna la alta linie/coloana, determinantul ramane neschimbat

a b ¢
Determinantul circular: |A=|c a b|=a®+b*+c® —3ab
b ¢ a
D (|
Determinantul Vandermonde: |2=|a b c|=-allc—alic—b)
a B

(5)

7

. 14. Sisteme de ecuatii liniare. Sisteme simetrice
: @y1% + QypXp + o+ QypXy = Dy
(1211?1 + azsz + B + aznxn = bz

B X+ @ Xt g X =h

Ay ‘hi 299 i Q1n : ‘hi
Qan = Qa- ) i ba
e (b: A = 21 in : Z

sl bg wam wan wam ' wam
Bmn Oyt = B & D3

1. (S) incompatibil |+ nu are solutii < {dem =0

rang A # rang A

A min.car.= 0

2. (S) compatibil

< are cel putin o solutie

e determinat

e nedeterminat

rang A = rang A = nr nec

detA+0

< are solutie unica <

rang A = rang A < nr nec
< are cel putin 2 solutii < {detA =0
vV min.car.#* 0

3. (S) omogen

< B are toate elementele 0 (solutie banala, nula)

e compatibil

. . . rang 4 = nr nec
admit numai sol. banala (0, 0,...,0) & { g

determinat detd £ 0
e compatibil o . { rang A < nr nec
. admit si solutii nenule &
nedeterminat ' ’ detd =0

Sisteme simetrice:

1. Notam {

S=x+y
P =xy

si formam sistemul in S si P

2. Rezolvadm sistemul cu necunoscutele S si P
3. Pentru a obtine solutiile sistemelor in x si y calculam solutiile ecuatiei

£—=St+P =0

11



15. Metode de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare

1.

3.

4.

Regula lui Cramer: pentru sistemele compatibil determinate
e calculam det A
e dacd detA+0 secalculeazd d. unde d,, este

determinantul obtinut din det A inlocuind _ dy
coloana k cu coloana termenilor liberi Yk T det A

Metoda matriceala
e daca A € M, (R)se calculeaza det A
o dacd detA+0 secalculeazd A”'
e solutia sistemului este X=A4""-B

Teorema lui Kronecker-Capelli:| (S) compatibil & rang 4 = rang 4

Teorema lui Rouche:|(S) compatibil < V min car =0

Studiul compatibilitatii:

Daca A este patratica si det 4 #0 = Regula lui Cramer
Daca 4 nu este patratica sau det 4 =0

o determinam rang A si minorul principal

o determindm rang A si minorul caracteristic ()

minor caracteristic = minor care se obtine prin addugarea minorului principal cu
coloana termenilor liberi si o linie rdmasa liber

Rezolvarea sistemelor compatibile:

determindm rang A, rang A, min principal si min cararacteristic

stabilim ecuatiile principale (care corespund min. principal) si cele secundare
stabilim necunoscutele principale corespunzatoare ecuatiilor principale
eliminam ecuatiile secundare

atribuim necunoscutelor secundare valori arbitrare (a, b, ...) si le trecem in
dreapta semnului egal

calculam valorile necunoscutelor principale, obtindnd solutia sistemului
rezolvdm sistemul obtinut

. Monotonie:

16. Siruri. Asimptote

(an),>, monoton crescator< a,, | —a,>0 ©

a, - margine inferioara

an

Apiy

>1

(@n),>; monoton descrescétor < a,.; —a, <0 &

a, - margine superioara

n

Ay

<1

Sir marginit:| (a,),., marginit ©® I a, b ER:a<a,<b

Sir convergent:

(@y),>1 convergent < are limita un numar real

< (an),> monoton si marginit

$ir divergent: | (a,,),., divergent < nu are limité/are limita & 0

n—0o0

(a,,)nZl strict crescator si nemarginit = lim a, =«

Limita sirurilor

(@n),> strict descrescator si nemarginit = 351010 a, =— ©

monotone: (@n),, strict crescator si marginit = lim a, = sup a,

n—0o0

(an),> strict descrescator si marginit = 21_{130 a, = inf a,

Asimptote:

1.

w

Q

Asimptote orizontale:

y=1

= lim f(x)

X—300

daca [ € {+x} = nu exista asimptote orizontale

daca exista asimptote orizontale spre +< = nu exista asimptote oblice

Asimptote oblice:|y =

mx+n

_ o SO
m= lim

X—>*00 X

X—=£00

n= lim [f(x)—mx]

Asimptote verticale:
- punct de acumulare pentru D

y=a

dacy lim

x>Fasau x<a

f(x) € {£oo}

12



1. Limite remarcabile

17. Limite

3. Nedeterminari

oo | ® sedafactor comun puterea cea mai mare
o0,a > 1 . oo | ® sedafactor comun fortat
_ co,a = T
o La=1 . 0 I ) ko e se fac calculele de sub limita
lima” =14 0,ae(-1,1) limn“=41la=0 hmﬁ—O i _
n—00 et Tty n—00 0a<o0 |7 e se folosesc limitele remarcabile
nu exista lim a,,a <1 A 0 e s .
n—ven — | e seamplifica cu conjugata
lim (agn? +a;n? ' + ...+ ay) = lim ayn? = {wr“u >0 O 1o se simplifica fractia cu x —a dupa descompunerea in factori
no% nox b Tiedh a numitorului si numaratorului si se face substitutia x —a =1
_ Xy . . e .
i agn? +an?' + .. +a, ;n+ap T (75 am k e setransformain %Z sau % si se aplica limitele remarcabile
im T ps| =lim = = )% .
n—o bon*tbn T+ b nta 0 on 0,p <k 0 e S g ) 0
e seaplica /= ——= = = sisetransformdin = sau 7
A 1 TS o 0
— PIET) — w-o| e se fac calculele de sub limita si se amplifica cu conjugata
. a’ — o . n X . . X
lim =lna | lim ——= =1 lim =1 lim 2= =1 o L
X —
x—0 x>0 0 x—0 X e seaplicd lim (1 +x)¥ =e
' ) — 1 ] 1 . arcsinx arctg x i
hmo + =a |lim (1 +x)~¥ =e hn(l) — =1 hmo xg =
X—> x—>0 X— X! A g = glnf
. — T e seformeazd f° =e
Dacd x — =, limitele sunt egale cu 0 (=)

2. Operatii cu siruri convergente

lim (a,+b,)= lim a, + lim b, lim (a, - b,)=(lima,) - (lim b,)
n— n—x n—® n—0 n—oo n—o
a lim a, . ; . .
lim = = == lim 8@, = ¢[lima, |lim (c-a,)=clima,, c €R
n—owo Op lim bn n—0 n—0 n—0 N—>00
n—a0
. . im b, . — .
lim a,” = (lim a,)~ lim log,a, = log,(lim a,)
n—a0 n—ao n—a0 n—oo

Produsul (raportul) dintre un sir marginit si un sir cu limita 0 (+ « ) este 0

Aduniri & scaderi | Inmultiri & impartiri Puteri Alte operatii
04+oo=0n |® P=® 0® = 00 In0=—0o0, [noo=oc0
-00-00 =-00 (-OO).(-(D):(I) OOO;OO_:O - ew_:OO, e*=0
a-w=0w,a>0 [¢ 74 oo =0
a—|—w:w a°°:0,7]<a<1 2n+V___
a.w:—w'a<0 700:0 >1 o0 =-00
0+ aq = a » @ n
B a ~0 o4 =00, >0 arctg(ioo)z:l:T
-0 =-®© jioo | w0t =0,a<0 arcctg (0) =0
-0+ qg=-0 o = ®, g7 = 0° = arcctg (—o)=m

4. Alte metode pentru calculul limitelor

. an .
Iim 7— =1lim

n—o bn

1. Stolz-Cezaro

n—a0 bn+1 B bn

Ay — 4,y

2. Criteriul radical

lim &/@, = lim

n—0o0 n—oo a,

Ay

4. Criteriul clestelui

flx) £ g(x) < h(x),x#a
1_131 flx)= 1_131 h(x) =1

= limg(x) =1

3. Criteriul raportului

Apt1

=1

[<1=1lima,=0

n—0

[>1 = lima, =

n—a0
[ =1 = nu putem
calcula cu crt. rap.
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e o o =
.

18. Functii continue
f estecontinuain a « [, =1,=f(a)

a este punct de discontinuitate de speta | © f este discontinudin a

si limitele laterale exista si sunt finite

a este punct de discontinuitate de speta Il & f este discontinuain a !

si nu este de speta Il (nu exista o limita laterala sau limitele laterale
nu sunt finite)

Proprietati

Functiile elementare sunt continue pe domeniul de definitie

f continua pe [a,b] = f marginita pe [a,b], a,b € R

f continud = f are Proprietatea lui Darboux (f(interval)
fila,b] - R
f continua pe [a,b] = f(x) =0 are cel putin o solutie in[a, 5]
fla)-f(b)<o0

f strict monotona si continua pe D = f injectiva

f bijectiva & 1 strict monotona < / inversabila

daca f: I — Rare PD si este monotona=> f continua pe /

= interval )

19. Functii derivabile
[@-f@ 7

f arederivatain a < f'(a) =lim

X—a

f este derivabilain ¢« <& f'(a) = lim W € R

X—a

f derivabilaina = f continuaina

. Puncte: daca f nu este derivabild, dar este continua si are derivatele :

laterale in a, atunci:
a - punct unghiular < cel putin o derivata laterala e finita

a - punct de intoarcere < f'(a)Si /7, (a) suntinfinite si diferite
a - punct de inflexiune « f'(a) Si f;(a) sunt infinite si egale

2. Operatii cu functii derivabile. Reguli de derivare

(fxg)=/'£g" |(a

=a-f',a €R

(f-g)=s""g+tf/ g

(é),:f g/ g f

g2

og) =(f"ou)-u

Y0V = Ty S0 =y

C*Y =@y =/ g Inf+]%

1'g'f'

3. Derivatele functiilor uzuale

Functia Derivata Functia Derivata
c =0 \/x (Vx ) - \/x” ]
X x'=1 sinx |(sin x)' = cos x
x" x"=n cx cosx |(cosx) =—sinx
x|y =r-ox"1 gx  |(gx)= ar =1+ig
1 r— —
Inx (Inx) = p ctgx |(ctgx) = e 1 —ctg’x
. 1
"= i arcsin x)' =
log, (log, x) pry arcsinx |( ) ]l—xz
_ 1
a* (@ y)y=a"Ina arccos x |(arccos x)'= >
1—x
e* (e¥) =e* arctg x |(arctg x)' = |+
— \/_ r— L = — ]
Vx (Vx) N arcctg x |(arcctg x) .

4. Teorema lui Fermat:

a este punct critic < f '(a) =0

5. Teorema lui Darboux:

daca f este derivabila = f "are PD

f Rolle & continua pe [q, 4] si derivabila pe (a,b)

6. Teorema lui Rolle:

/ Rolle si fla)=/(b) = 3 ¢ € (a,0) : /() =0

7. Teorema lui Lagrange:

8. Coloralul lui Lagrange:

f Rolle = 3 ¢ € (a,b): f(b)— f(a) = f (c)(b—a)

1@ = limf (x)

9. Regula lui I'Hospital:|!1

T —

f(X) _
—>a g(x) ( )/( ) x—>a g(x)

x—a & (x)

[®
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Sirul lui Rolle
Stabilim intervalul de studiu (a, b) al ecuatiei f(x) =0
Rezolvdm ecuatia f(x) =0
Calculam lim f(x), f(x). f(xy) ... lim f(x)

e Alcatuim un tabel pentru x, 1 '(x), f(x)
X a X, X5 b
J ) 0 0
S | A S flg) fl) lim f{x)

e Daca pe linia lui f(x) apar doua semne alaturate identice, atunciin

O )

e Daca pe linia lui f(x) apar doua semne alaturate diferite, atunciin

interval exista o solutie reala a ecuatiei f(x) =0

5. Pantatangenteila G, in 7(a, f(a)):

6. Ecuatia tangenteiin 7'(a, f(a)):

7. Monotonie. Puncte de extrem:

f(a)=m

y—fla)=f'(a)x—a)

f crescatoare < f(x) >0
e [ descrescatoare < f'(x) <0
a punct de extrem < f(x) =0

X domeniul de definitie lui f si solutiile ecuatiei f (x) =0
f(x) semnele lui 1
f(x) cresterea (/) sau descresterea (V) lui 17

8. Convexitate. Concavitate.
Puncte de inflexiune:

f convexa < f cresc. < f"(x)>0
e /[ concava< f desc.f"(x)<0
a punct de inflexiune & /' "(x) =0

X domeniul de definitie lui /' si solutiile ecuatiei 1 "(x) =0
f(x) semnele lui /"
f(x) convexitatea (U) sau concavitatea (N) lui f

9.

10.Subgrup: |/ subgrup al lui (G,x) ©® Vx,y € H > xxy € H

11.Morfism. Endomorfism:

12.1zomorfism. Automorfism:

. Parte stabila:|H parte stabilaalui G Vx,y €EH =>x*xy €H

20. Monoid. Grup. Izomorfism

Asociativiate:|+ asociativa < (x * y)*z=x*(y *z),V x,y,z € G

Comutativitate:|« comutativa® x*y=y*z, Vx,y € G

Element neutru:|+are elementneutrus I e € G:x*xe=y*xe, VX E G

Element simetrizabil: |x simetrizabil ©® I x € G:x*xx=x*x,x € G

* bine definita / parte stabila
(G, *)monoid <  xasociativa

Monoid: * admite element neutru
comutativ & *comutativa
* bine definita / parte stabila
* asociativa
G, *)grup < .
Grup: ( )grup * admite element neutru

V x € G este simetrizabil
abelian & *comutativa

e,n=20

n—1

Ordinul unui grup:|ord(x) = n||x" = { .
X xxn=0

Teorema lui Lagrange: [x? 4 = ¢

J morfism & f(x * y) = f(x) » /()
f endomorfism & f(x * y) = f(x) * f(y)

f izomorfism < f(x *y) = f(x) o f(y)

< f bijectiva

f automorfism < f(x * y) = f(x) * f(y)
< £ bijectiva
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21. Inele si corpuri. Clase de resturi modulo

(4, *) grup abelian
1. Inel: |(4,+,0)inel & (4, o) monoid
xo(y#z)=(xoy)x(xoz), Vx,yz &

2. Inel fara divizori ai lui zero:|® x# e, y+#e. = xoyFe.

3. Inel cudivizori ailuizero: |® x+#e. yFe. = xoy=e,

. Primitive: |F primitiva a lui / <

. Proprietati:

(K ,*,0) inel

4. Corp:|(K,x,0)corp <&
p:|( Jcorp VxE€K\{e,} > AxEK:xox'=x'ox=e¢g,

f morfisme f(x*y)=f(x) L f(»)
S flxey) =) A f(v)

f endomorfism & f(x x y) = f(x) * f(y)
S flxeoy)=f(x) o f(¥)

fizomorfism f(x «y) =f(x) L f(»)
@ flxey)=fx) A f(¥)

< f bijectiva

5. Morfism. Endomorfism:

6. Morfism. Endomorfism:
f automorfism < f(x * y) = f(x) * f(y)

@ flxoy) =f(x) o f)

< f bijectiva

. 7N\
Clase de resturi modulo:\z _ 57 ,-11

R N
e opusul elementului ¢ € Z,=n—1

e a € I,inversabil & a esterelativprimcu n © (a, n)=1

o (Z,,+,")corp < n numar prim

22. Primitive. Integrale

f derivabila pe 7 (f continua pe 1)
Fix)=fx),Vx &I

Notatie: F(x) =/f(x) dx+ C

[f (o) de=f)+C |[f(x) dx

—[F(x)de=Fx)+C

/ continua = /' admite primitive

orice functie care admite primitive are P.D.

. Relatii intre clase de functii reale

PD(I)

P(l)

c() D(I)= {f:1— R|f derivabila pe I}

. Functii care nu admit primitive

C()={f:1— R|f continua pe [}
P()={f:1— R|f admite primitive pe /}
PD()={f:1—R|f are P.D. pe I}

e Daca f nuareP.D.pe /

Daca f(7) nu este interval

[ ]

e Daca 1 are discontinuitati de speta |

e Daca f este suma dintre o functie
care admite primitive si o functie
care nu admite primitive

= f nu admite primitive pe 7

b
. Integrala definita: ff(x) dx = F(x)

gzl s
. Functii discontinue care admit primitive: 7(x) = { ;”‘x’ : SO {

1
cos—,x# 0
=

,X = 0,x=0

b
a

=F(b)—F(a)
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Calculul integralelor

3. Integrarea functiilor rationale

[ A5 dx = Z{V? +C | sin x dx =— cos x+ C | D f) = ax"+a, x"" + ... +a, |seintegreazd x",x", ..
[x" dx = [ cos x dx=sinx+C 52)f() 4 ey =11 dx=Alnx—a+C
! X)= __ ~\n
! (x—a) = 4
[ L dx= = n+1)xn 1 +C [ tg x dx=1In|cos x|+ C : dt=dx In+1=]f(x)dx Gy C
[a* dx—lna fctgxdx=—ln|sinx|+C Tl)f(xszdxﬁtthrp, dt = 2x dx
[+ dx=Inx+C Jcosz dx=tgx+C
| = S dx = 1— +C ] sz dx =—ctg x+C , forma |72 === 2+ oy = prin parti (f(x) =x)
. i Ax+ B canonica
Ix2+a2 dx = —arctg +C I2—+adx:_l”(xszaz)JrC 53)f(x)zm t + 2 T3] ]
| =X+ 5
— 1 x—a _ 1 2 2a 3 2+ 2 2 2+ 2\
ln x+a+C '[x ) dx ln) +a‘+C dl‘=dx 2) )
Ny — m 1 X o
.[m ln(x+ x2+a?)+C .[ '_x2+a2 dx=V2+a2+C = 2 I_(x2+p2) 2 J. 2+ 2y
—_— x = —
jmdx—ln~x+\'x2—a2‘+C Imdx \x2 —a*+C =># nl—}% T,
g = i = X = _ 3232
I N dx = aresing +C J N dx = N2 =37+ C 4. Descompunerea functiilor rationale in functii rationale simple (%)
1. Sefaceimpartireaalui Pla Q: % =C(x)+ 28 , C(x) - cat, R(x) - rest
ff(x) - g'(x) dx = f(x) - g(x) —If(x) - g(x) dx 2. Descompunem in factori ireductibili Q(x)
1. Integrarea prin parti: 3. Despartim fractia in functie de Q(x): — + BxrC oy
) )
. _ b , 4. Aducem la acelasi numitor si egalam coef|C|ent|| [ui
£ g dx =10 50) | =] 700 500 g ol
a a g 5. Rezolvam sistemul, inlocuim in 3 si integram fiecare fractie

] f(u(x)) - w(x) dx = F (u(x)) + C

2. Schimbarea de variabila: |7 = u(x) = [ £(¢) dit = revenim a notatie ;
dt = u/(x) dx ol
u(b) t = u(x) x=a=t=u(a)

u(a)

I fw@) we)de= | f(o) de

dt = u'(x) dt

x=b=t=u(b)

5. Calculul unor primitive diverse

JR(e™)dx = t=e™ sau x=1Int

[R(tgx)dx = t=tgx = x=arctg t, dx = %

+1

| R(sin x, cos x) dx = formule sin x, cos x, sin

2x, cos*x

| sin"x cos**1

xdx = t=sinx]| fsin

2ty cos"x dx = t = cos

[ sin®*x cos®"x dx = formule sin =

2 1

t

coS )

| fx) dx = { [(x) +f(—x) ] dx

b b
[y ax =77 (1) - @) dt

x=f(1)
dx = [ (t) dt

R A2 e = o =

_ ax+b
cx+d

1 R
N s = x=a
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23. Proprietatile integralei definite 24. Polinoame

o 7 7 7 i f=a,X"+a, X"+, . +a,X+a X +a,
1. Liniaritate: [ o f(x) + B g(x)] dx = o] f(x) dx+ B [ g(x) dx =
= = = © 1. Suma coeficientilor polinomului: | /(1)

2. Aditivitate la un interval: f f(x) dx = j f(x) dx+ f f(x) dx

2. Suma coeficientilor de rang par: w
. b b b ‘
3. Monotonie: | /(x) < g(x) = [ f(x) dx < [ g(x) dx[m(b-a) < [/ dx<M(b-a) | i 3. Suma coeficientilor de rang impar: w
4 f integrabila pe[a, b] = f marginita pe [a, b] 4. Termenul liber: |a, =f(0), a;, =1'(0), a, =/"(0), ...
" & f nu este marginita pe [a, ] = f nu este integrabila :
5. f continua pe[a, b] = f integrabila pe [a, b] 5. imprtirea polinoamelor: DD=1-C+R A
6. / monotona pe[a, b] = f integrabili pe [a, b] i 2) grad R < grad 1
. _ = oint s
80 =f0), ¥ ¥ € [, 1N fxy, vy 00 N L0 A ntearablla) a. Schema lui Horner.
N L T wT T | b b, | b, | | b, |
8. T>Opericadd =| [ fwydr=[sydx || foyax=n]sax | i o Tabvby =Py [a Py tba=P, | o | a Py tby—f@ |

5 e linia a 2-a reprezinta coeficientii catului
9. £ continudpela, 5] = I ¢ € [a, b] : | f(x) dx = f(c)(b— a)

- . Determinarea restului folosind Teorema impartirii cu rest
10. /, g continue pe[a, b] = 3 ¢ € [q, b] : | f(x) dx = f(c)(b — a) 1. Scriem teorema impartiri cu rest pentru a determina forma polinomului
- 2. Aflam radacinile impartitorului (il egalam cu 0 si aflam solutiile)

3. Formam un sistem din care aflam coeficientii restului

X b(x) ‘
1. (I @) dt)’=f(x) (l)f(r) dr) = fla(@)) - @)~ f(b(x)) - bx) Fx1) = Rx)
f{x:] = R{_.T:}

b b
12. Aria suprafetei plane: |4 = f | fX)|dx |]4= J | f(x) — g(x)| dx

fig®R=0

- . 7. Divizibilitatea polinoamelor:| < f(a) = Odaca i=x-a
13. Volumul corpurilor de rotatie:|V == ffz(x) dx @ f(a)=0dacs I = (x—a)*

v g e v e

n 1
14. Suma Riemann: il_rg% k;f(%) = %(f(%) + o () = (J;f(x) dx
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