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IN LOC DE PREFATA.

Extras din Referatul comisiunii pentru cercetarea manualelor didactice,
asupra: I.. Algebrei pentru clasa Vl-a, 2. Trigonometriei
pentru clasa VI-a de d-nii Prof.

E. Abason, A. Andronic $i'Gh. Dumitrescu.

» M anualele prezentate spre aprobare, rezul?ate- din - colaborarea
dintre un profesor” universitar gi doi profesori secl)ndarz, prezintd
toate calitdgile bune pe care le poate avea un manual : expunere
clard, intuitivd ; -gradafie progresivi ; rigurozitate matematicd, care
gnsd nu e greoaie; insistiri cu reveniri asupra pdrgilor esenfiale;”
dozare justd §i pedagogici a cuno;tm;elor prezentate spre asimilare,
precum gi aprofundare prin numeroase éxercifii $au tratarea din -
nou gi din alt punct de vedere a aceloragi chestiuni.

D-nii autori s’au conformat din plin cerinjelor programei ana-
litice tn ceeace priveste umanizarea cursurilor.” Toate numele ma-
tematicienilor intdlnite in curs sunt insofite de scurte biografii gi
note istorice. Capitolul dela sférgitul trigonometriet ‘cu biografiile
celor mai ilugtri matematicieni ai {drii noastre, degi in afara pro-
gramet, il considerdm un adaus feracn pentru. care felicitim chiar
pe d-nii autori.

Ceeace constitue insi valoarea deosebili a manualelor prezentate,
sunt exercifiile §i aplicatiile luate din toate domeniile viefii practice.

In special Trigonometria este o trigonometrie vie, aplicatd la
rezolvarea variatelor §i multiplelor probleme ce se ivesc in viata de
loate zilele, tn mod natural.



"Aplicagiile la Agrimensurd gi Statici —numeroase, variate §i
de practicd curentd — nu au nimic din artificialitalea unor exercitii,
care 3d fie complicate numai din plicerea de a prezenta elevului
dificultifi de invins. -

Suntem de pdrere sé se aplice art. 11 al. 1 adicd si se dea
aprobarea de tipdrire firdé modificiri”, °©

(ss) E. Stoenescu (ss) Ion I. Balaniof
Prof. la liceul Matei Basarab Prof. 1a liceul Mihail Eminescu
Bucuregti Bucuresti



TRIGONOMETRIE

CAP. 1.
GENERALITATL
INTRODUCERE.

Triunghiul este o figurd geometricd pland, care are trei latwi:
BC=4a, CA=0b, AB=c '

si trei unghiuri: b
. A, B, C y
adicd in total gase elemente; laturile sunt 3
elementele liniare, iar unghiurile, elemen- Fig. 1 ¢
Fig.

tele unghiulare ale triunghiului- (fig. 1).
Vom insemna vérfurile unui triunghiu oarecare cu litere mari,
A, B, C, unghiurile cu aceleasi litere mari A, B, C, precedate de

- cuvantul unghiu sau de semnul <, sau vom scrie A; laturile le
vom {insemna cu literile mici corespunzitoare
c literilor mari ale unghiurilor opuse.

Dacd unul din unghiurile triunghiului este
drept, triunghiul se cheama dreptunghiu; varful
unghiului drept il vom nota cu litera A, iar

p Varfurile ascutite cu B, C (fig. 1 §i 2); rezultd dupd
conventiunea fdcutd cd a este lungimea ipote-
nuzei iar b gi ¢ lungimile catetelor.

: CONSTRUCTIA SAU REZOLVAREA UNUI TRI-

B ¢ A yneHIU.

Fig. 2 Pentru a construt un triunghiu dupi voie putem

- proceda astfel: ‘
1. Unim trei puncte oarecari A, B, C, dintr'un plan, doud cate
doud.. ‘ '




Sau:

2." Desendm trei drepte oarecam, cari si nu fle toate paralele
intre ele ). .

Astfel de triunghiuri, desenate dupd voie, putem construi oricat .
de multe voim. ,

Uneori insd, se cere ca tnunghlul desenat sd indeplineascd
anumite conditiuni, spre ex.: s& aibi ca laturi nigte lungimi date '
dinainte, sau: una din laturi si fié egald cu o lungime datd dinainte
iar doud din unghlumle lui s& fie deasemem egale cu doud unghlun
cunoscute, etc. '

Din’ Geometrie se stié cd putem construi, un tnunghlu cand se
dau o parte din elementelé lui. »

Odatd . construit triunghiul, putem prin mdsurare: pe desen, cu
ajutorul dubludecimetrului pentru lungimi, si cu ajutorul raporto-
rului pentru unghiuri, si aflim celelalte elemente care nu ni s’au
.dat (elemente necunoscute):

Astfel, .in cazul unui tnunghzu oarecare, se pot prezenta cu
deoseblre urmatoarele ‘cazuri 3)

8 se constrmasca un t.nunghm

Elemente date (cunoscute): . Elemente de aflat
' Coe ‘ (necunoscute) :
Cazul I. O latur# (spre exemplua) ° .
e (sp xemp ) Laturile b, ¢,
i doud unghlum alatu- n hi a A
rate (B, CG). - ung :
1y Este utll st ne oblsnulm a privi i figura ABC formatﬁ din doud drepte
: c paralele, intretiiate de o a treia, tot ca un triunghiu, -

“in care unul din unghiuri (C) este zero, iar suma ce-
. lorlalte doui, A, si B formeazi 180° (fig. 3).

?) Se recomandi ca in clas3, si se reaminteascd

. la tabld, cu elevii, cum se construegté un triunghiu

Al — /B in-fiecare din aceste cazuri, insistindu-se  asupra

Fig. 3 , faptului ci oricit de exact am desena, aflarea latu-

. rilor sau unghiurilor necunoscute este susceptibild

de erori, fxe datorite instrumentelor, ‘cu ajutorul cirora lucrdm, fie imper-

fectiunii cu care citim diviziunile dubludecimetrului sau raportorului, etc.
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Cazul IL: Doui laturi (spre exem-
~plubsic)si unghlul cu-
prins A.. - A

Cazul IIL. Trei laturi’ a;b,e. - - Unghiurile A; B, C.

~Cazul IV. Doud laturi a, b si :
unghiul opus uneia din
"aceste laturi, spre ex. A

In fiecare din cazurile de: mai sus, obt,mem un singur. trlunghm
(cazul I, II, III) sau cel mult doud triunghiuri (cazul IV) care 8a -.

Latura a,‘
. unghiurile B §i C.

Latilra c,
-un'ghiurile B si C.

.. aibd elementele ce.ni § au 1mpus mai dmalnte 1), adicd un numdr

hotdrit “de triunghiuri.
. Totdeodatd observim ci- in flecare d1n cazumle examinate, ni

s’au dat trei elemente (laturi si unghiuri, sau numai laturi), dar

niciodatd nu ni s'au dat numai unghiuri ®).
Tot astfel, pentru a construl un trlunghm dreptunghlu se pot'
prezenta cazurile ce urmeazi:

. Si se constraniased un trmnghm dreptunghm*

Elemente cunoscute: " Elemente necunoscute
. : . - (de aflat):
Cazul 1. O catetd (spreex. b) §1 un Ipotenuza a, cateta c, un-
: unghiu ascutit B. * ghiul C.
Cazul 1II. 2 catete: b si c. - , Unghiurile B i C; ipo-
; : - tenuza a. :

1) S& se observe cd: cu trei elemente date (nu toate unghiuri) se pot con- °
strui oricdte triunghiuri voim, dar toate egale intre ele. Triunghiurile egale nu
le socotim ca diferite, dup¥ cum si o fotografie, chiar daci o reproducem - (la
aceeagi mérime) ori de céte ori voim, copiile tot o singurd fotografie repre-
zinté.

- %) - Se reammteste cd daci se dau numai unghiurile A B, C. de fapt
nu ni se dau decit doui elemente, adici doud unghiuri, intrucit al treilea
unghiu este diferenta dintre 180°.5i suma celor doux unghiuri date. Cu doui -
unghiuri date, putem deci afla pe al trellea, iar triunghiurile ce putem construi
cu ele sunt fn numir oricit de mare voim,'toate aceste triunghiuri fiind ase-
menea.
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Cazul III. O catetd (spre ex. b) si un Ipotenuza a, cateta ¢,.un-
‘unghiu ascutit (spre ex. C). ~ ghiul ascutit B.

Cazul IV. Ipotenuza a i o catetd . Cateta ¢,
(spre ex. b) "~ unghiurile B i C.

In toate aceste cazuri, ni se da doua elemente (o laturd i un
unghlu, sau doud laturi, insé mclodata nu ni se di numai unghiu-
rile ascutite); cu aceste elemente putem construi un smgur tri-
unghlu '

Observare importanti. De fapt §i in cazul constructiei triun-
ghiului dreptunghiu, ni se dd tot trei elemente, deoarece pe
lang# cele doud elemente cunoscute, mai cunoagtem unghiul A
care este drept.

Rezultd de aci cd pentru a putea construi un tnunghl.u (un numdr
hotdrit de triunghiuri), trebue si cunoagtem (si ni se dea) trei din
elementele lui, care pot fi alese astfel:

a) dintre laturi gi unghiuri;

b) numai laturi.

Numai cu unghiurile unui triunghiu nu putem construi ur
singur triunghiu.

Definitie. Operatiunea, care constd in a construi un triunghiu
-cAnd se cunosc o parte din elementele Iui si a afla apoi ele-
mentele necunoscute, se cheamad gi rezolvarea triunghiului

Geometria ne invatd si rezolvim trlunghlurlle, cu aJutorul
desenulut, adicd in mod grafic.

Acest mod de rezolvare nu_este totdeauna exact, fie din cauza
instrumentelor de desen de care ne servim (hartie, dublu decimetru,
raportor), fie din cauza cetirii neexacte a diviziunilor dubludecl-
metrului §i raportorului, etc.

Cand nu.se cere o preciziune prea mare, rezolvarea graficd
a triunghiurilor reprezinti un mijloc destul de bun pentru a afla
elementele necunoscute ale unui triunghiu.
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" Adesea, in practlca chiar, este necesar ca aceastd operatiune s
se facd cit mai exact. c :

S& presupunem, de exemplu, 05. voim sd intocmlm planul unei
mogii (pe care si 0 presupunem, pentru mmphflcare, situatd pe un
teren perfect plan), fie pentru a servi la un act de vénzare-
cumpdrare, fie pentru a o impé#rti in mai multe pér{i (a o
parcela) si a o distribui tdranilor din partea locului.

Dacd aflarea diferitelor dimensiuni
ale mogiei si a parcelelor prin despérfirea
in triunghiuri (fig. 4) nu s’ar face cdt
mai exact, ar putea rezulta numeéroase
procese. Exemple ca acesta sunt foarte
numeroase. ‘

Este deci nevoie s}i cunuagtem o _
metodd de rezolvare a tr1ungh1ur1lor Fig. &
mai exacti decat aceia graficd. Partea din .
Matematici, care ne pune la indeméni. o astfel de metoda
mai exactd, este Trigonometria.

OBIECTUL TRIGONOMETRIEIL

Trigonometria are ca obiect rezolvarea triunghiurilor cu ajutorul
calculului; ea foloseste calculul aritmetic gi algebric pentru aflarea
elementelor necunoscute ale unui triunghiu, cdruia i se cunosc o parte
din elemente.

Cénd .calculdm, nu folosim instrumente de desen si prin urmare
ocolim cauzele de erori ale rezolvirii grafice.

Dupé cum vom vedea, i in Trigonometrie se pot face anumite
eroril) (aproximatii) ; exactitatea calculului trigonometric este insd
suficientd pentru necesitdtile practice, aproximatia putdnd fi f&-
cutd oricdt de micd voim. .

. Astfel pe desen nu -putem aprecia cu ochiul liber o lungime mai
micd de.o jumétate de milimetru, nici un unghiu mai mic de.30

1) Nu este vorba aci de erori de neatentie.
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-' minute, pe cénd prm caleul: putem -afla’ lunglmlle cu fract.lum de
,mlhmetm si unghiurile in minute §1 secunde 1) : .

Serierea §i citirea unghmnlor. :
In cele ce - urmeazi vom ' citi’ un unghiu, - format " din
/B- semldreptele OA, OB dupd’ 'imprejuran
' (flg 5):
1) unghlul AOB §1 vom scrie <):AOB :
sau AOB ‘ '

g — y) 2) unghml 0o §1 vom scrie: <):O sau O
' Fig. 5 3) unghiul ,senudreptelor OA, OB si

NS e~
vom scrie (OA, OB) sau (OA,OB) sau incd: (A, B) sau (A, B).
4) unghml a, §i vom scrie Ja sau a. ‘

RADIANUL. * o

'O unitate de mésurd pentru unghmm ?)
este radianul. Din vérful O al unui unghiu -
ca centru, descrim arcele AB,A’B",A"B""... S\ .
_cuprinse intre laturile unghiului (fig. 6). 0° 4 A &4

Din cauza aseminirii figurilor OAB, . Fig. 6 -
OA’'B/, OA”B”... rezulti c# rapoartele:

1} Se crede cd Tngonometna a fost cunoscutd de Eglptem, caré s’au
ocupat cu probleme practice, de agrimensur# gi astronomie.

Lui Hipareise datoreste strangerea la un loc a metodelor trigonometrice
intrebuintate de cei vechi; lucrarea sa ¢ Tratat asupra corzilor corespunzditoare
arcelor» i care cuprinde 12 cértl, este de fapt un tratat de Tngonomeme
" (vezi §i nota dela pag. 28).

* Hiparc a fost cel mai mare astronom al antichititii. S'a néscut la Nicea-
(Bmma) sia desfésurat 0 mare. actmtate de- cercetitor intre 160 si 125
‘nainte de Cristos. Este. cel dmtal astronom care a determinat cu oarecare
.precxzmne mige#rile soarelui.

Cel dintai tratat de Trigonometrie rectilinie se datoreste lui Ptolomeu

Prolomeu (Claudiu) s’a niiscut fn Egipt (125 a. Chr.); a fost un mare astro-
nom; dupj conceptia sa, piméantul era fix §i se_gisea in centrul universului.
- Aceastd conceptiune a fost comb#tuts si inliturata mai térzin de citre Copernic
(astronom polonez 1473—1543)

”) Vezi gi pag. 323.
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lung. arc. AB .. lung.arc.A’B’. : lung. gre. A”B"" : -

.....

e ‘raza OA raza OA" B ‘P&Z&OA"& : RRRRIRE

sunt -egale.

" Definitie. Ungkzul care se bucurd de proprzetatea cd- lungzmea. .

arcului AB este egald cu lungzmea razei care Z-a descns, se nume§'te
radian. : ‘

Pentru un unghiu de un radian,. rapoartele ‘
arc‘AB - ->. -arc A'B’ . are A"B" -
raza OA - raza OA’ raza OA”.....

sunt ega]e deci'cu unitatea. . R

Unghlurlle pentru cari lungimea aréului ABestede2,3,4.....

ori mai mare decit raza care l-a descns, vor avea 2, 3 bl

radiani. Astfel daci un unghiu are 3 radiani, aceasta inseamni ci
lungimea razei OA se cuprinde de trei ori in lungimea arcului AB;

dacd un ‘unghiu ‘are 0,5 radiani, aceasta inseamni c# raza se cu-

prmde in lungimea arcului de 0,5 ori, adic- raza este de doua ori -
“mai Tungd decat arcul pe care l-a descris, ete. '

Regulii practicd. Din cele de mai sus rezulta ci spre a afla
valoarea unui unghiu in radiani, trebue sd proceddm astfel:

Din vérful O al unghiului ca centru, descriem un arc AB;
misurim lungimea razei OA i lungimea arcului AB; catul (ra-
portul) dintre lungimea arcului §i lungimea razei (m&surate cu

aceeagi umtate de misuri) este valoarea if radiani a acestui unghiu.

Daci insemnim cu ! lungimea arcului AB; cu r lungimea
razei OA, iar cu a valoarea in radiani a unghiului AOB, vom avea:

Py

lungimea arcului

‘aradiani = | adica: : ‘aradiani =

"

lungimea razei

Observare. Numdrul de radiani al unui unghiu aratd .deci de
.cate ori raza se cuprinde in arcul pe care l-a descris; acest numir

este catul a doud lungimi, adicd a doud cantit#ti de acelag fel.
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Astfel de. numere, care nu expmma nici metri, nici kﬂograme,
nici rezultatul mésurdrii vreunei mdrimi, ci aratd de¢ cdte ori o
mirime se cuprinde intr’alta de acelag fel cu prima, se numesc
 numere abstracte, spre deosebire de celelalte numere, -care sunt
* numere concrete (spre exemplu 5 metri, 3 dms, 8 kg., etc.).

Radianii sunt dect numere abstracte.

Transformarea radianilor in grade sexagesimale si invers.

Aplicatie : Valoarea in grade sexagesimale a unui unghiu de un
radian.

Rdspuns: Si aflim mai intdiu valoarea in radlam a unui
unghiu de 90°. Lungimea arcului AB corespunzitor unghiului de
90° este a patra parte din lungimea cercului, adici:

2zR =R
T4 2
pentru a afla valoarea in radiani a unghiului de 90° impértpm

= R
lunglmea arcului

3 prin raza R:

deci unghiul de ‘900 are 7 radlam

Rezults de aci cd:
unghiul de 180° are = radiani
» » 2700 » 3n

» » 360° » 27 » ,ete.
Putem face acum urmitoarea reguld de trei simpli:

dacd la = radiani corespund 180°
» 1 » z°
=B o744

T
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Urn unghiv de un radian valoreazd deci in grade sexagesimale
670 17" 447 8. : : T
Dac¥ unghiul de un radian corespunde cu 180 grade séi:age-
7T

simale rezulti c& un unghiu de a radiani, va fi exprimat prin
a X 180 '

grade sexagesimale.
Invers: unghiul de un grad sexagesimal corespunde cu {8r_0 rad,

' . . . n .
un unghiu de n° sexagesimale corespunde deci cu — X =z radiani
, 180 ’

adica:

(1) | n grade = — X 180 §i %@ rad. = — X7T (2)

Q=

Observarea 1-a. Daca un-
ghiul (sau arcul) ¢ dat in
grade centesimale il tran-
sformadm mai intéiu in grade
sexagesimale gi apoi aplicim
formula (2).

Observarea 2-a. Pentru
ugurarea calculelor s’au in-
tocmit tabele care permit
aflarea ~ unui unghiu in
grade cind il cunoagtem
in radiani gi invers. In
fig. 7 se aratd unghiurile
mai importante (remarca-
bile) in grade si radiani.
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_ Tablou de unghiurile mai importante in grade si radiani.’

oo | ingeade |
1. 'oo
2 | 300
3':' s
4| e
_5‘ 900
"6 |. 1200
7 .1350“
8 150‘%
9 | 18(_)0

|5

U‘;ﬁ;‘:‘a};f“ ||| x- g“g}g&g, Unghiul in radiani
0=0, 0060‘00 10| 2100 | 7% =3,665192
2 - 0528509 11| 2250 5% — 3,926990"
x e
T —o7esa08| 12| 2ur | 47 = 4188701
_g‘= 1, 047198 13- 2700 3”% — 4712388 |
’%: 1,570796) 14 | . 300° 1 10% = 5,235997

2% = 2,094305 15| 3150 | 7 ’-4‘- = 5487786

3 7 = 2356194 16| 3300 | 1% = 5,750587
== 2617994 17 | 3600 | 2m = 6,283185 |
= = 3141592 *3, /45‘ o531 46 10 of

Unghzurz mai mari de 360°. S& presupunem cd OM este spn’ga'

Fig. 8

unei roti §i cd roata se migcd in sensul sdigetii
(s), pornind din pozitia: OA (fig. 8). .
" Unghiul a este: unghiul - dintre du'ec’;,la.
~dela inceput a spifei (dlrecna 1mt,1ala) §1:
directia OM (directia finald). - Do -
i Dupd o rotatie completd, splt,a Tevine' in:
- pozitia OA, adicd unghml a este de’360:grade;
dar spita se poate roti mai departe §1 unghml a

poate creste peste 360° oricét de mult. oo il
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Acorespunza,tor AB se exprimd prin acelay numdr -
- . de grade. Spre exemplu, dacd AOB = 16 grade

15

Astfe] dacd spita a facut trei invértituri complete si s’a. mai

-rotit spre exempli p&nd in OA’, devenind perpendlculara pe OA,

zicem cd ea a descris un unghiu:
. a=3 ><360° + 900" = 1170°

CERCUL LUNGIMEA CERCULUIY)..
Se stie din- Geometrie (§i s’a reamintit §i mai sus) ci dacd
ludm ca unitate de ungkzu, unghiul MON al cérui arc MN este
luat ca unitate de arc, avem relatiunea (fig. 9)
masura @ = masura AB
adici mésura unui unghiu AB, .31 maésura arcului

de unghiu, atunci arcul AB = 16 grade de arc;
sau dacd' arc.AB =27 grade de arc, atunci - Fig. 9 ..
AOB = 27 grade de unghiu. :

Din aceastd cauzi, in vorbirea oblgnmta se spune cnd unghiu,
¢énd arc, i se obignuiegte a se inlocui adeseori unghiul prin arcul
corespunzitor; in loc de a spune un unghiu de.n grade; sau «
radiani, se spune arc de n grade sau arc de a radiani.

‘S8 nu confundidm insi lungxmea unui arc, cu valoarea sa in

.grade, radlam etc. Astfel lungxmea arcului AB depinde  de raza -
‘cu’ care a fost descns, pe cénd valoarea in' .-

. grade, radiani, etc. este daceeasi pentru arcele
AB, A’B’, A”B”.... eari corespund
‘acela§ unghiu la centru (fig. 10). v

.. Observare. In cele ce urmeazd pentru a
inlatura confuzia ce s’ar putea nagte prin
‘inlocuirea unghiului prin arcul cuprms intre
laturile sale, vom intrebuinta mai mult no-
flunea de’ ungluu -

0. AR A
) Fig.v 10

1)} Inainte de tratarea chestmmlor ce urmeazé se: recomandi sd se rea-
minteasci ,,Umtd;zle de mdsurd” pentru lungxml, unghlun si suprafete

. (vez1 ,,Apendwe” pag. 322).-
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- Lmbgimea / a unui are, deseris eu raza R, unghiul la centru
fiind de n° grade sexagemmale sau de a radlam. Se stle dm
Geometrie ci:

) . nz R

1800
gi am stabilit mai sus relafia:
(2) l=aR (¢ este un numdr abstract l se expnma in
unitidti de lungime).
Observare. Dacd raza R a cercului este egald cu unitatea de
lungime:

{ s6 exprimi in unititi de lungime),

l=a umta‘pl de lungime

spre exemplu dac¥ R = 1 ¢m, iar unghiul a este spre exemplu de
T 3 T .
5 '3 '3 radiani,
_ avem respectiv: :
T T : T
=-—cm, l=-—ecem, l=-— cm
6 B 3 -2

w

adic# lungimile arcelor se expnma, cum era gi de a§teptat m unitdfi
de lungime.

Z rad, ete. se intelege

Céand se spune: arc <.ie 6 rad, ?rad, D)

. T
arcul care corespunde unui unghiu la centru de ?rad, 3 rad,

?rad, ete. S& nu uitdm cd radianul este o unitate de unghiu nu

de arc.

. Lungimea L a cercului are expresiunea:
' (1) = L=2=zR
~ Observare. Dac raza R a cerculm este egali cu umtatea de
lunglme
L=2=z unité’gi'de lungime

- Spre ex.: dacd R =1 dm. , L =2# decimetri
dacid R =1 m. ', L= 27 metri, etc.
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CONSTRUCTIA GRAFIGA A UNUI UNGHIU CAND SE
GUNOASTE RAPORTUL A DOUA DIN LATURILE UNUI
TRIUNGHIU DREPTUNGHIU, FORMAT CU ACEL UNGHIU.

 Fie unghiul « = AOB (fig. 11); dintr'un punct M al laturei
OB, ducem perpendiculara MN. Se for-

meazi astfel tmunghml dreptunghlu OM'\J m B
Exemple: 1. S se construiascd unghml,
cind se dd raportul
MN _ cateta opusd unghiulii- _ 1 & A
OM ipotenusi 3 Fig. 11

Rispuns: Pe o dreaptd nedefinitd ON
(fig. 12), luim MN 31 ON si anume MN=1 cm. (spre ex.); din M ca
centru cu o razi MO=3 cm tdiem dreapta ON in O; unghiul
NOM = « este unghiul
2 céutat. Acelas unghiu o
. il obtinem, daci lu¥m

M'N’ =2ecm
b §i MO’ =6cm,.
1 sau M'N"= i cm
N : 2 .

§i M”O”% —2—= 1,5 em.

etc.; deoarece toate triunghiurile OMN, O'N'M’, O”N”"M" sunt
asemenea fiind triunghiuri dreptunghlce (in N, N, N”) §i avand
doud perechi de laturi prOpor(,lonale

fem 2em 2 _
3 em 6 cm 3 Y
- om

C. 38.846. Trigonometrie. : i 2
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2. Sd se construiascd unglnul a ciind se dd mportul

ON " cateta adiac. ungh 2
a oM " ipotenus¥ - T3
Rispuns: Ludm ON = 2 cm (fig. 13); ridicim in N o perpendi-
culary MN pe ON iar, din O ca centru cu o
“AM*  razd de 3. cm, tdiem perpendlculara MN fin

M; NOM = a este unghiul céutat.

Daci luvam ON'=4 cm si raza OM’' = 6cm
sau ON"=1 si OM” =1 ,5, etc., géseam acelag
unghiu deoarece trmnghlumle OMN OM’N'

;- OM”N” sunt ‘asemenea.
4 * 3. Sd se construiased. unghiul a cand se cu-
Fig. 13- noagste raportul ‘ '

0&.—2—-N

3 NM _ cateta .opusd 'ungh. ok
Wil ON e catéta . adidcentd . i3

Rdspuns Luim ON 3 (fig. 14); pe
NM | ON ludm olunglme NM =4; gamm ‘
astfel unghiul NOM = a.

Acelag unghiu il gaseam, dac# hiam
ON'= 6, NM'=8cm; sau ON"=1 Scm ‘
N"M”— 2 cmy, eté. deoarece toate triun- o
ghlumle ONM, ON'M’, ON"M", etec. sunt’
asemenea. i ’

Aplicatie Sd se determme u,nghml dm fzg
12 13, 14 in cazurile: . 0

oM _3 ., oM_° .ON”'E

NM 2’ ON ’NM
Se va proceda ca mai sus. y
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R E Z U M A T.
CAP. L —GENERALITATI

* Triunghiul este o figurd pland cu trei laturia, b, ¢ §i trei un-
ghiuri A, B, C; a, b, ¢, sunt elementele liniare, 1ar A, B, G, ele-
mentele unghmlare ale triunghiului.,.

* Triunghiul dreptunghiu este untrmnghm cu unul din unghmm
drepte; latura opusi unghiului drept A, se cheamd ipotenusd, -
celelalte doui laturi se numesc catete.

* Un triunghiu este deferminaf, cAnd se d3 (se cunosc) trei
elemente (caré si nu fie insd toate unghiuri).

Cazurile mai oblsnulte sunt\ -cénd se dau

a) la un trlunghlu oarecare

(a, B, C); (A, b c); ‘(a b c) (a, b, A)
$) la un triunghiu dreptunghlu L
(b B) (b, c) (b CG); (a, b)

* Operatia. prm care aflam 0 parte din elementele triunghiului
(e%ementele necunoscute), cénd cunoa§tem pe celelalte (elemente
date), se nume§te rezolvare
" "% Rezolvarea unui triunghiu se poate face grafw sau prin calcul
cu rezolvarea graficid se ocupd Geometna rezolvarea prin calcuI
formeazd obiectul Tngonomemet

* Qrice cantitate ce se poate masura, se numegte mdrime?).

A misura o mirime, inseamni a o compara cu alti mirime de
acelag fel,,numit? unitate de mdsurd. =~

. . . | LT

DRI R . et

1) Vezi ,,Apendice” pag. 322.

2‘
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*) Radianul este o unitate pentru unghiuri; el este unghiul care

+are proprietatea ci descriind din varful lui ca centru un are,

lungimea arcului cuprins intre laturi este egal curaza care l-a descris.
Un unghiu de un radian are 57°17'44" .8 grade sexagesimale.

Fie a valoarea unui unghiu in radiani, / lungimea arcului

descris din varful lui ca centru si cuprins intre laturi ; r raza cercului;

avem relatia:

& rad = 7

~* Formule practice pentru transformarea unui unghm din grade
sexagesimale in radlam §1 invers:

-3
‘Il grade sexag, — T 180 ragiani

0
186°

* Lungimea ! a unui arc de n°sau a radiani descris curaza R are
expresiunea:

@ radiani = X T rqdiani

0
l—_——n—ﬂ—R sau| ! =uaR.

180°

Dacd R = unitatea de lungime, ! = a unitéti de lungime.

* Radianul este o unitate de unghiu, nu de arc. C4nd se spune
totugi: un arc de a radiani, se intelege mirimea in radlam aunghiului
la centru, corespunzitor.

Lungimea cercului de razi R este:

L= 2.nR

cidnd R = unitatea de lungimeé = 2 7 unititi de lungime.




e

EXERCITIL

1. Care este valoarea in grade sexagestmale a unui ungluu de 0,8 radzam
(n=3,14)? & : i : . S
R: 45°51 35” .

2. Céfise.. ini are unghiul de 15° sexageszmale’

R: 0,26 rad.

3. Cdyi radiani are unghiul de. 28°13’4” sexagesimale?
R: 0, 4922433 rad {Sé exprimi intélu unghlul dat sub formi zecimald).

4. Unare AB este descris cu.o rasd R = 6,28 m. si corespunde unui unghm
la centru de no = 48°39' sezageszmale sd se afle lunglmea la arculut

= 5,3295 m.

R:l=
s 22 |
5. Care este lungzmea 1 a unui are, care‘corespunde unui unghm la. centru a

de 1, 37 radiani, dacé razea R = 63,2 cm
R: 1= R.a = 86,584 cm.

6. S& se construiasci grafic unghiul NOM = a (fig. 15) in_fiecare din,

cazurile urmdtoare:

g, o MN _ 1. 0N 2
56 ot -OM -6’ oM 7’
MN 5. oM _
ON . oN
R: Se va proceda ca'la pag. 17. Fig.i‘isa N
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- GAP. II.

LINII TRIGONOMETRICE . . :
ALE UNGHIURILOR CUPRINSE INTRE 0° SI 900,

S’a aritat mai sus c# obiectul Trigonometriei este rezolvarea
prin calcul a triunghiurilor, adici aflarea elementelor lor necu-
noscute cu ajutorul elementelor date. :

. Este deci necesar si stablhm relat,lum care sﬁ inrudeascd
latunle cu unghinrile, astfel ca s putem afla elementele necunoscute
ale triunghiului, folosind elementele date.

Aceste relatiuni se pot stabili ugor dacd folosim pentru a
exprima valoarea unui unghiu, rapoartelé -dintre laturile unui
triunghiu dreptunghiu in care unul dintre unghmrlle ascutite este
unghiul considerat ; aceste rapoarte se chiam gi linii trzgonometrwe,
ele vor fi studiate in cele ce urmeazi. :

. SINUS COSINUS. TANGENTX.

* Fie un unghiu oarecare AOB cuprins intre: 0° gi - 90° (flg 16) ;
‘ B" dintr’un punct garecare M al uneia
din laturi, spre exemplu OB, co-
borim perpendiculara- MM’ pe cea-
laltd laturd OA a unghiului.
Se formeazi, un  friunghiu drep-
tunghiu OMM' cu laturile ciruia
putem forma -urmétoarele rapoarte:

0 N>NNiM P
Fig. 16
' A
cateta opusd lui O _ MM’
ipotenusd OM
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cateta adiacentd lui 0 oM’
ipotenusd T oM
3 Coe - cateta opusd hn 4 _ MM
@) cateta adlacenta.lul o ow
Sd observdm cd: S :
1) pentru un unghiu anumit AOB,oriunde am fi ales punctul M, ra-
poartelé de mai sus pstreazd aceleasgiivalori, deoarece triunghiurile:

ONN’, OMM’, OPP, etc.

sunt asemenea gi deci laturile- omoloage sunt proporfionale. Spre
exemplu in trmnghmrﬂe OMM/, ONN’, OPP’, avem:
MM NN PP
‘OM ON OP
2) dacd in loc de. unghiul AOB, am avea un unghlu mai mie,
AOB’, sau un unghiu mai mare, AOB" ‘rapoartele de mai sus nu
mai au aceleasi valori ca in cazul ung}uulul AOB.
Astfel, dacs din O ca centru deScrim un arc de cerc, care taie
latura OB’ in N, in triunghiul-dreptunghiu- ONIN 15 raporfsul

cateta opusi _ N,N’,
“jpotenusd ' ON, -
este mai mic d'ecﬁt rapontill" analog corespunzétor unghiului AOB:
NN

@

deoarece el are numxtorul ON1 = ON iar".nuﬁiérﬁli:orul

N1N1 este mal mic decét NN’ tot astt'el se poate arita cd pentru

unghlul mai mare AOB" raportul 1\:)1; ‘este ‘mai mare decat 16\131‘

In mod analog se poate dov‘ed;l cd rapoartele (2) s 3) au “alte

valorx, cénd unghml este mai mic.say mai mare decht AOB =

Rezultd de aci i pentru un- unghm hotdrit, rapoartele (1), (2)
(3) au valori bine hotdrite, §i reciproc: dacd cunoastem valoarea
unuia’ din’ aceste rapoarte, :;putem cunoagte unghiul ascu’;,m -AOB,
deoarece s'a aritat ci putem construi un unghiu al unui triunghiu
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dreptunghlu cand cunoag,tem raportul dintre catetele lui, sau rapor-
tul dintre o catetd si ipotenusa trlunghlulul (vez1 pag. 17)

Prin urmare, putem reprezenta valoarea unui unghiv ascufit prin
raportul a doud lungimi, care sunt doud din laturile unui triunghiu
dreptunghiu format cu acel unghiu. -

Definitie. Intr'un triunghiu dreptunghiu:

1) raportul dintre cateta opusi unui unghlu ascutnt §i 1potenusa
.se.chiami stnusul unghiului si se scrie sanus O sau prescurtat sin O

6 _ cateta opusd Iui 0 MM' L
. : ipotenusd .- OM" -

2) raportul dintre 'cateta adiacentd unui unghiu ascutat §i

ipotenusd, se chlamu cosznusul unghiului si se scrie cosinus O sau

prescurtat cos 0:

cos O — cateta adiacent¥ Tui _ oM
o ipotenusy oM
3) raportul dintre cateta opusi unui unghiu ascu’glt i cateta

adiacentd, se chlama tangenta unghiului '§i se scrie tang 0 sau
prescurtat ig O:

A
tg 5= _cateta opusd lui. O _MM

cateta adiacenti lui O oM’

Proprietdfi. 1. Sinusul unui unghiu fiind egal cu raportul dintre
cateta opusi unghiului §1 1potenusa este totdeauna mai mic decét
unitatea. :

Pentru un motiv analog cosmusul unui unghlu este $i el tot-
deauna mai mic decat unitatea. - °

2, Tangenta unui unghiu. ascut,lt poate insd avea orice valoare,
cat de mick sau ct de mare, deoarece ea fiind egalé cu raportul
dintre cateta opusi gi cateta ‘adiacentd, poate primi ‘valorii intre
0 §1 + oo ; intr’ adevar daca pastram lungunea catetel adxacente

1) Sau sin AOB sau Incd sin 'Y AOB. Dacé insemni{m unghml AO0B:cu
o: litersl @, se mai poate nota: sin a, . ; ‘
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constantd §i micgordm din-ce in cé mai mult lunglmea ‘catetei

opuse unghlulm, valoarea tangentei unghiului scade gi se apropie de
zero; iar daci proceddm invers, pistrind constantd lungimea
catetei opuse §i micsordm lungimea catetei adiacente péina aproape
de zero, valoarea tangentei creste §1 poate deveni oncat de mare.

Observare importanti. Sinusul, cosinusul §i tangenta unui
unghlu, fiind prin definifie rapoarte a doud lungimi, adicd a
doud mirimi de acelag fel, sunt numere. abstracte aceste numere
nu- reprezintd nici metri, nici altfel de mirimi concrete, ci ele
aratd de cate ori lungimea dela numitorul raportului se cuprinde in
lungimea dela numiritor. S

Spre exemplu:

e ae eal dge ale _cateta opusid
1) % o =3; prin definitie: tg a " cateta adiacenty =’

urmeazd cd a este un unghiu ascutit, intr’'un
triunghiu dreptunghiu OAB, in care cateta adia-
centd OA se cuprindede trei ori in cateta
opusd AB (fig. '17). L

B

,cateta .opusd 1

..fpotenusy = 2

" aceasta inseamni ci a este un. unghiu ascutit 0 A

Fig.17 fntr'un triunghiu dreptunghiu, in care cateta Fig. 18
.. opusd OA. este jumitate cat ipotenusa OB (sau

cit 1potenusa se cuprinde in cateta opusi de 0,5 ori). (flg 18).

3) cos a —% = 0,666 ; prin ‘deﬁ.mt.le:

1
2)sina =3 ;avemsma

cateta adiacenti 2
€08 @ = ==
1potenusa 3
aceasta inseamni cd a este un unghm ascutit
intr’un triunghiu dreptunghlu, in care.cateta adia-
centd OA are doud umta‘;.l iar: ipotenusa; OB, trei-

OA
itdtl, adi —=—'f.19.
unitdti, adicd OB 3 (fig )
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- Aplicatti: 1 Sci se. construwsca un unghm o carum n cwnoa,s'tem
sinusul. : ' A : : : 1
“ Fie: sin a = 5" —0 2 Chestlunea revine 'la a constrm un

tmunghlu dreptunghlu OAB in care raportul dmtre cateta
opusa ungh1u1u1 a,- AB,: §i ipotenusa OA, sa fie egal cu—;—

In acest scop (fig. 20) ducem o dreapts OA ;la

"o distantd de ea egald cu o unitate arbitrar

aleasd, ducem'o paralela MN la dreapta OA

. Tig. ‘90 ‘g apoi descriem un arc de cerc cu centrul in

O si cu o razi egal¥ cu cinci unitéti (dmtre '

acelea alese), care taie paralela MN in punctul B ; unghiul AOB este
unghiul cautat o deoarece in tmunghml dreptunghm OAB:

AB 1
sm a=——=-—
OB 5 -

. Sd se construzasca un unghzu a carum gt

cunoa,s‘tem cosinusul. Fie: cos a ——2— = 0 5. Pe. -

o dreaptd nedefinitd (fig."21), Tuim -OA egal
u trei unitdti de lungime (dlese dupd voie), -
r1dlcam inAo perpendieu]ara ‘pe OA, iar din O

ca centru cu o razi egald cu patru’ imitét,i de acelag fel; ‘descriem
un arc de cere, care taie pe AB in punctul B unghuﬂ AOB este

unghiul ‘ciutat, fiinded:

Fig. 21

.0A 3.,
€08 @ = —=-=—
OB- 4

. 3. Sd se construiascd un unghiu & carum i cunoagtem tangenta.

FlB tg a= -g— Este Suflcaent sa purtam pe 0 dreapta OA (fig. 22),

trel unit#ti, iar pe perpendlculara AB cinei’ umtata de acelag fel
unghiul AOB este’ imghiul ‘ciutat, deoarece '
AB \a A
tg a= S
P OA 3
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-'Observare. Dacd ni 8’ar ‘da tga =1, aceasta inseamn# cd
raportul dintre -catétele- triunghiului OAB este egal B
cu'.unitatea, adici cele doud catete.sunt egale intre
ele; in acest caz triunghiul dreptunghiu este. 1soscel si
decl a. =460

- "Concluzie.  Unei - tangente tngonometmce egala
cu- unitatea-ii corespunde un unghiu ascutit de 45°. [

Exercltlu. Sd se arate cd daci tga > 1, unghiul a este 0 A
cuprins intre 46° si 90°, iar dacd 1ga <. 1 unghzul a este mai Fig. 22
mic de 45°.

Reczproc Daci ni se dti un ung}uu, putem afla sz,nusul
cosinusul §i tangenta lui.

S& ‘distingem ‘doud cazuri:

a) Unghiul este dat grafic. In acest caz
i ludm un punct M (fig. 23) oarecare pe una
- din. latun si coborim perpendiculara MN pe

cealalta laturi. Masurénd lungimile catetelor
"ON, MN si a ipotenusei OM, vom putga
’calcula rapoartele

. Acest procedeu este insd aproxzmatw, deoarece la nidsurarea
lungxmllor se pot face erori; apoi se pot. face erori §i_ la impértirea
numerelor rezultate din aceste mésuratori.

Se poate obtine un rezultat mai exact, repetﬁnd operatia in
triunghiurile dreptunghlce oM’ N’ OM”N” si- luﬁnd ‘0 medie a
rezultatelor. ' .

b) Unghiul este dat in grade ( sau in radzam )

In acest caz am putea construi unghiul, si proceda ca mai sus,
dar metoda nu este exactd, deoarece nu putem desena exact un
unghiu dat in grade, minute si uneori si in seounde S’au calculat
insd prm alte mijloace de matematici mai inalte, valorile sinusului,
cosinusului ‘i tangentei pentru toaté unghiurile cuprmse intre
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0° si 90 din' minut in minut (si chiar din secundd in secunda) §i
B, g'au inscris in tabele, numite tabele de valor:
naturalel). Cind ne este dat un unghiu in grade,
“aflim in aceste ‘tabele de valori naturale, liniile
trlgonometnce ale lui. Tabelele de valori naturale
ne permit s¥ efectuiim totdeodatd §1 operatia in-
versi: si aflim unghiul cind avem smusul ‘con-:
sinusul §i tangenta ®). :

COTANGENTA.

_In afari. de rapoartele (1), (2), (3) ce se pot
forma cu laturile unui triunghiu dreatunghlu mai putem scrie §i

raportul (fig. 24): cateta adisc. lut 9 ?) numit cotangenta unghiu-

cateta’ opusa Iui O
lui O gi care este inversul raportului numit fg 0.

Se scrie: cotg o sau cot a. Ca si pnmele trei linii trigonometrice,
§i contangenta este un numar abstract ca si tangenta (si pentru

A

Flg 24

1) Vezi pag. 30. ‘ :

?) Prima tabeld trigonometricd pentru smusun, se atribuie lui Purbach
(n3scut in Bavaria in-1421). )

Cei vechi intrébuintau in loc de sinusuri, corzile arcelor. corespunzétoare
unghiurilor; Purback este acela cara a introdus sinusurile in locul corzilor
(vezi 51 pag. 10).

[Tabelele. lui Purbach au fost perfect,lonate de Regwmamanus (1533) In
secolul urmitor ‘Toachim Rhetius calculeazd liniile tngonomet.mce cu 11 zeci-
male, din minut in minut pentru primil cadran $1 din 10 secunde fn .10 se-
cunde pentru primul $i ultimul grad. - ‘

In 1616 Barthelemi Pitiscus a dat o noud edl’gle a tabelelor tmgonometrme
continand valorile liniilor din 10"’ in 10" cu 16 zecimale. .

3) Se mai pot scrie si rapoartele:

[(:) I ipotenusa = cosec G,L(Gites,te cosé,cantﬁ de 6, '
. cateta opusé lui 0 ‘ BN o
©. . - ipoterusa = sec 6'(ci1tg$té"s_ecént§i deia) )

. “cateta’ adléc lm 0
,,:Avem ,}:- L 1 , ] i‘. 11. o | o N -
- cose¢ O = .5l sec Q —= (Vezi ¢ Apendice », pag. 329). -
sin 0 c0s O » ! pag. 3

>
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un motiv analog), ea poate pmml once valoare cuprins intre 0 gi
si oo,
Din insasi defmlgna cotangentei rezulti relatia:

cotga =
8= tga
care ne di valoarea cotangentei cnd cunoastem valoarea tangentel.
Fiind datd cotangenta putem construi graflc
unghiul a; spre exemplu: : /

2
cot = —
ga 5

Ludnd pe o dreapti nedefiniti OA, doud uni-

tdfi de lungime, iar pe perpendiculara AB, cinci

unité’yi de acelag fel (fig. 25), obtinem unghiul
—AOB deoarece in triunghiul dreptunghlu OAB: o
2 0 A
Fig. 25

cateta adiac. 0
cotga = =—

cateta opusi O D ]
Avand datd cotangenta unui unghiu, acesta poate fi aflat
§i cu tabelele de valori naturale, aga cum se va arita la pag. 33.

Aplieatii. 1. Sé se ded_ucd din relajia:

colg @ = —
8e=ra

cd colg @ poate primi orice valoare intre 0 Si+ .
2. 84 se construiascd grafic unghiurile a, B, v, daci:

1 5 f
colg a=— , colgf= -5' , colg y=3.
.7

INTREBUINTAREA TABELELOR DE VALORI NATURALE.

Din cele spuse la pag. 28 rezultd ci : avdnd valoarea unei linii
trigonometrice putem. afla unghiul §i invers. :

Se d& pe pagina urmitoare o pagind din tabela de valori naturale
a unghiurilor - cuprmse intre 0° si 90"' valon .calculate cu trel'
zecimale exacte (din_Tabela Dgpuls) e
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151

‘XXIY. Lignes trigonométriques matureiles.

ol

° ' Sin. |p | Tang. |p Cotg. ‘|p ,Cos':é D]
80| 0| 0600 0,577 1,782 | - 0,86 0|60
s0| sesl ol 689 " 68| 51| 62 AN
81| o 56| + 601 12 664| 3 857| °| 0|59
s em| | 6130 632| 20| 83| |30
82| 0 s30| 5| e\ n 600t 84| ) 0|68
30 537 637 570 843 30
| —| 8 —l12 — 130 —| 4
8| 0 545 649 540 839 0|57
| el .| 66 o BT od I 2|80
84| 0 s69| 1| el iol 483 o 82| C| 0|86
30 aes| gl 687 o 456 | o sa4| o1 80|
8| 0 s74| | w0 4|l - 819) T 085
30| 81| ‘| .ms 402 814 30|
. —| 7]l . —|14 — | 26 —
86| 0| 58| 727| 376 809 0|54
30 596| 7 70| 18| 35120 gos| B30
g7]. ol 02| 7 754 | 14 327/ 24 799| 5| of 58
30| e09| 7 767| 13|~ "m0z 24 793| 6|30
88| 0 616| 7|  si|l4| . es0| 28] 78| 5| ofse
s0|  ees| 7| 7|14 esp| 28| 7e3| B0
o —| 6 — |15 —| 2 —| 6} '
8| 0 629 810 - 235 - 7| | ol sL
30 636| 7 g24 | 14 213 | 22 72| 9130
40| o0 643| 7 839 | 19 192| 2L 766| 6| 0|50
30 649| 6 84| 15 17| A 760| 1 30
41| o 656| 7 869 | 16 160 | 21 75| 9| of 49
0| 663| 7 gg5| 16|  13p| 20 749| 6] 30
v =t ¢ —|15 —|19 —-| s
s2| of 669 900 11|, 743 0|48
30 676| ! 916 | 16 og1 | 20 737 8| 80|
ag| o voesa| 6| . 9s3|i7| . or2| 19 7a1| 8| 0j4r
- |.30 o8| 8| o018  obs|18 725| 8| 30
4| 0 60| 7 966 | 17 os6| 18] 719] 6] 0|48
30 o1 8| 0983|1708 B  m3| €| 30|
: —| 8| —=j1|  —|18 —| s}
45| 0| ogo7| | 1000/ 1,000] |- 0707 0|45
0 ! Cos. Cotg. - Tang.. ). | Sin. e

W



3

- In tabela Dupuis (pag. 149, 150, 151) se dau valorile naturale
(numerice) ‘a sinusului, cosinusului, tangentei gi cotangentei, cu
_ trei zecimale exacte. Pentru calcule care nu cer prea mare exactitate,
precum i pentru: verificarea aproximativdl a unui rezultat intre-
buintarea lor este foarte utild. :

Valorile numerice ‘ale acestor linii tmgonometrlce sunt date dm
30" in 30"; pentru unghiuri mai mari de,45°, se va observa c& liniile
trigonometrice trebuesc citite pe : ultlma hme .dejos; pe aceleagi
coloane, corespund astfel smusul cu cosmusul si tangenta cu
cotangenta ). ‘

Exemple. . ‘ L
L. Se did un unghm ce se gdseste in tabele sz se cere valoarea
naturald a liniilor-trigonometrice. Spre‘exemplu: pentru unghm—

rils'a) 9030°; b) 27°5°¢) 48°30's d) 849, gisim: |
) sin 9m0’ = 0165 980" = 0,467

cotg  9%30" = 5,976 _ oos 9030" = 0986
b) sin 27° =0454- = tg 27° =0,510
cotg 27° =1,963:. eos 27° =0,891
¢)esin 48930' = 0,749 ' tg 4830’ = 0,130 |
cotg 48°30".=0,885 ;. ; .cos,48°30" = 0,663
d) sin  84° =.0,995 ' tg 840 = 9514
cotg 849 ' = 0,405 : " ‘cos-84% ' = 0,105 .

1I. Unghiul nu se gn‘iéé.ste tn tabeld. Daci privim tabelele de
valori naturale se observd c# atunci cénd, unghiul cregte din minut
in minut, sinusul nu cregte cu cantxta’g.l egale tot astfel i tangenta.
Deasemeni *cosinusul niu descregte cu cantititi egale; tot astfel gi
cotangenta. Rezulti de agz, cd qreﬂenle un,ghzuluz nu sunt propor-

1) Aceasti alcituire a tabelelor rezulta dln proprletatea ci sinusul si
tangenta unui unghiu sunt respectiv egale cu cosmusul si cotangenta un-
ghiului complimentar (vezi pag. 35). L
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tionale cu cregterile sau descrestérile respective ale liniilor trigono-

metrice. Totugi, pentruci dela un minut la altul cresterile sau - »

descregterile, -atdt ale unghiului c4t i -ale liniilor trigonometrice
sunt mici, vom admite cd ele sunt propor;wnale, eroarea ce se face
fund neglijabila.

. Spre exemplu se cere: sin 14°40'; procedam astfel:

v 14°30’ ‘< 14940’ <15° .
dar - sm 114930 = 0,250 sin 15° =0, 259

adnut,and cd cregterile sinusulut sunt propor;wnale cu ale unghiului
putem judeca astfel: dacd unghiul cregte dela 14°30° la 15° adicd cu
30, sinusul creste dela 0,250 la 0,259 adicd cu 0,009 (sau cu noud
unitdti de al treilea ordin. zemmal) dacd unghiul ar cregte dela
14°30" la 149%0" adicd cu 10, cu cét ar cregte sinusul? In. baza
aproximatiei de mai sus ¢ cregtenle mici ale unthullu sunt pro-
portionale cu cresterile (sau descregterile) liniilor trigonometrice,
obtinem regula de trei:

3. . ..o . ... 0009
0. ...mno.. =
_ 10 0,009 _ ) oo
30

deci addogénd la 0,250 pe 0,003, gamm
sin 14%0" = 0,253
2. Fie si calculdm cos 28°25"; observand ca:
28° < 28°25" < 2830’

| cos 280 = 0;883 " cos 2830’ = 0,879
si ci atunci c4nd unghiul cregte, cosinusul descreste, obtinem regula
de trei: c S

iar:

300 .. = . .0,004
2% ..M .. Z

_ 2% X 0004 _ 400
30

(0,883 — 0,879 = 0,004)
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Din. va]oarea 0,883 a cosmusulul de 280 trebue deci s@ scddem

0,003 §1 gésim:
" cos. 28025' = 0880

II1. Se dd valoarea naturalid.a unei linii tmgonometrwe care
se aflii in tabele si se cere si se aﬂe unghiul. .

1) sinz = 0,663; pe coloana sinusului giisim ci 0 663 cores- -
© punde la unghml de 41030' deci: z = 41930".

2).cos z = 0,566 aceasta valoare o gas1m pe coloana cosinu-
sului inseris in randul de jos al tabelei; aceasta inseamni. c# un-

ghiul este mai mare de 45° gi trebue decl citit pe coloana cea ma1
din_dreapta. Se gases,te z = 55930/,

3) tgx = 2,605, gaslm aceasté valoare cltmd tangenta re

randul cel. mai de jos; prm urmare z = 69°.

. 4) cotgw =1 327 gisim z = 370,
. IV Valoarea mturalﬁ ? hmm trzgonometmce nu se gasegte in
© tabeld. -
© ) sinz =0, 186 aceasty valoare este cuprinsi intre valoarea
- 0, 182 ce corespunde unghlulm de 10°30’ si valoarea 0,191 ce cores-

- punde unghiului de 11°; unghiul z se afl¥ deci intre 10930" si 1105

_deoarece am admis cd cre§terzle unghiului sunt proportionale cu ale
$inusului, judecim astfel: dacd' smusul creste dela’ 0, 182 la
0,191 adicé ‘cu 0,009, unghiul cregte dela 10030’ la 11° adicd cu

30"; dar dacd’ sinusul ar cregte dela 0 182 laO 186 adlca cu 0,006 - -

cu cﬁt ar ¢reste unghiul ? ‘
. ‘Obtinem regula de trei:

"z—_‘-4>;3°-13'3 13.

unghml T, va i decl 10030' 13" = 10043’ .
2) Fw cotgx = 1311 géum in tabela' B
‘ 1327 > 1,311 > 1, 303

C. 88.846. Trigonometrie ’ . T S : 38
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fapsc el e e o
37 < x < 37930/

Observand ci '

et 1327'-—-1303 = 0,024

1327—-1311 —-0016

§1 ¢4 atunci cand unghlul cre,ete cotangenta scade, ob'glnem regula
de trei:

pentru o scadere a logarltmuliu cu: 0,024 unghml creste cu: 30"

R SRR SUINE S S AT oy 0,006 - x w ». oz
. = 0016)(30 20
deci:: - 0,024

z = 37° +20" = 37020’

Observare. Din cele ce preced s'a vazut cd valorile sinusului
si cosinusului unui unghiu ascu@t sunt totdeauna mai mici decat
unitatea, iar valorile tangentei si cotangente1 pot fi oricit-de mici
sau oricdt de marl

. Din tal)ela valonlor naturale se: vede (%1 daca unghml a trece
treptat dela 0° spre 900:

a) sina creste treptat dela 0 (valoare pe care o ia. pentru
a = 0) spre valoarea 1 (pe care 0 ia cand o = 90%);

b) cos a_ scade treptat dela a (valoare pe. care o ia. pentru
@ = 0) phni la 0 (pentru a = 90"), :

¢) iga = cregte treptat dela valoarea zero (ce corespunde la
a = 0) spre 4 o (valoare pe care o ia cdnd a = 90°).

Reciproce, la orice. valoare daty, cuprinsd intre 0 §i 1 pentru
sina sau cosa, putem afla din tabele unghiul corespunzitor a;
tot astfel la orice valoare datd, cuprinsi intre 0 §i + «, pentru

"tga, putem afla unghiul e.

Aplicatie. Sd se demonstreze cd dacd a variazd intre 0° 5i 90° sina gi
cos a variazd respectiv intie 0 $i' 1, §i'I'si 0, iar tgd intre 0 §i + .

Se vor folasi constructiile.. grafme prin care putem afla.sina cosia,'tiga
cind se cunoagte a, si acelea prm care putem afla pe @ cand se di sina,
cosa sau tga. ,
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RELATIUNI INTRE .LINIILE TRIGONOMETRIGE A DOUA UN-
HIURI COMPLIMENTARE. Doud un-
ghiuri ¢ §i.p sunt complimentare
cﬁnd suma, lor este de 90%: ...

Lo ‘a+ﬂ—90°

Fle unghm] AOB =a (f1g 26), 58
form3m triunghiul dreptunghiu-in N:
ONM, in care, dupé definifie, avem:. .

on 0 W -
(1) sin a _MN , cos@ ON. - tg-a — MN , cotg _ON
. OM, . oM - ON. - N

1 ° L
N 1

i ‘Unghlulf OMN = ﬁ este comphmentar unghiului a; tot dupa
definitie avem: .

sin /’cateta opusd lu1 ,3 ON ‘ ﬂ/’ cateta adiac. lui g _MN
ipotenusi oMm! ipotenusi oM.

@
g f =

_cateta opusd lui ﬂ ON f= cateta adiac. lui §__ MN
cateta adlac Jui ﬂ MN 'g ’ cateta opusa lu1 ﬂ ON
Din compararea relai;ulor (1) gi (2) gasxm
sina = c08 f- - §i cos a = sin f
(3) o o ;
tg a“’=‘cotg g i cotga =tg B
adnci o b

5 Smusul unui unghm este egal cu cosmusul unghmlm comph—.
mentar si tangenta unui, ungkzu este egali cu colangenta unghmlul,
compltmentar

* Aceste proprietstise pot scrie gi‘astfel: ¢

%) sin a = cos (90°—a) | si | tg o= eotg (900 — a)

3‘
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Valorile liniilor trigonometrice pentru unghmrzle de’ 0°
30°, 45°, 60° si 90°. :
1)'a=0°. Daci in fig. 24 ne inchipuim ci unghiul & se micgo-
reaz&=§ cd in triunghiul “dreptunghiu "OMN péstrim lungimea
ipotenusei OM constantd, cateta MN se micgoreazd iar raportul:

N
sin @ =  MN scade treptat deoarece numaratorul scade treptat, iar

numltorul riméne constant; pentru a =00 gémm

(1)_ ‘ - . - sin0% =0 .

Céand unghiul a scade treptat cateta ON cregte frepiat si devine
egali. cu ipotenusa OM. cénd e = 0; in acest. tlmp raportul ,

cos a = %1\1% cregte §1 Jda pentru a = 0 valoarea 1

(2 ‘ cos 00=1

In acelag mod gémm cd raportul tg a = g_l\l\df scade " deoarece

numaratorul se mmgoreaza §1 numltorul cregte, pentru a=0°
’ gas1m

@3 - tg 00 =0

" 2) 0° $i a=60°. Fie un triunghiu

. MABC de laturd a (flg 27) si AA

_ o inalt,lmea trmnghlulul cobonta dm vﬁrful

Fig. 27 A pe latura- BC; ea este gi o blsectoare a

triunghiului. ‘

Din teorema lui Pitagora aplicatd ‘in trmngluul dreptunghlu
(AA'C) gaSIm :

3a"

COA’A?2 = ACE— A'C“— a____’—_-__.
'A.,.A' ST




prin: urmare: . .., o

Observare Valo‘mle lu1 sin . 60° GOS8 60° tg 600, cotg 60° le pu-
team afla si cu ajutorul relatiilor (4) (pag. 35):
" gin 600 = cos 300" " cos 600. = sin 300
tg 60° = cotg 30°. . cotg 60° = tg 30°

Deci:

COII

% sm30°=% ?‘.¢081609 G E ‘003300— V =gin60° | -

s

AT

' (/(5’): 'tg30°.‘— §=cotg60° A cotg30° V3 tg60° |

—y
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3) a >45°. Fie un pitrat ABCD de latura a (fig. 28); diagonala
AC 4fiparte pitratul in doud -triunghiuri egale si este in acelas
timp bisectoarea unghiurilor A §i C; avem:

0 s o ACt = AB® + BC? = a® + a® = 2a® .

45 AC = aV2
/45
al = Q‘(?' »' 5 - -In trlunghlul dreptunghlu ABC putem seri:
|42/ : BC ~ 2 .1 J%
> sin 45° = = = =17
7 | AC “ay2z JzT %
Fig. 28 oo 40— AB _ & _ 1 _2
| AC ~ayz 2 7%
deci :
(6) >¢\ sin 45° = cos 45° = Kzz—
apoi et IR
BC ‘ AB
t 4:5°= —_—==— =1 Got 45°= —_— == =1
g B »  cotlg BC .
deci o ’
- ‘ '»,,.?»‘-\j\ — —
@ . . /J tg 45° = cotg 45° =1

4) a= 90°. Referindu-ne la fig. 24, daci unghml a creste g§i
presdpunem ' ‘ipotenusa OM. ‘constantd ca m(frzme, ‘cateta MN..
creste, raportul sma—l(\){—]\l: cregte iar pentru a—,90° el devine egal

cu i: o T e

®) sin 900 — 1

tot astfel, cand a cregte, cateta ON scade, raportul scad?e gl

OM
se aprople de zero aga incat:

(9) l'd"'“ '- ER & cosgoo_.o Pt . ""(r

!
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Pentru a gisi valoarea tangentei de 90° si presupunem catéta
ON constanti; .atunei cénd, quhml a cregte, cateta NM creste

T, " AR

N‘\rI
spre oo, raportul tg a = ON cregte si el spre 0, aqa mcﬁt

(10) tg90°=““ “.‘w
Prmtr un rationament analog (sau observénd citga = —oth),
cotga
gisimz: - - v . S ‘
(11) cotg 90° =0 |

Observare. Valoarea cos. '90° =0 rezultd si din proprietatea :
cos 90° = tg 0° = 0 tot astfel a cotg 900 =tg 0° = 0. -

: RELATII INTRE ELEMENTELE LINIARE §I UNGH,"[ULARE
ALE UNUI TRIUNGHIU DREPTUNGHIU .

Fie un triunghiu dreptunghiu ABC cu unghmnle A B C :51
avand laturile g, b, ¢ (fig. 29) ; reamintim ci vérful ungh1ulu1 drept
se noteazd cu A, prin urmare a este lungimea ipotenusei;din de-
finitiile liniilor trigonometrice putem scri: c

(1) sin B= i; (2) cos B=—
: - a a

3) tg B= L; (4) cotgB= L

, . c b

Din relatia (1) rezulta:

n b =asin B

Fig. 29

adicd:
Regula I. O catetd este egala cu Lpotenusa tnmultité cu sinusul

unghiulut opus.
Din relatia (2) rezulta:

(IT) c=acosB
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, admé : : : D
Regula II. O cateti este egald cu zpotenusa mmul;tta cu cosmusul ‘

unghiului aldturat. ‘ 4

Din relai;,la (3) avem

ay b%'ctg“Bf’_

adied: : '

‘ Regula III. O - cateti este egald cu cealalta catetd mmul;mi cu
tangenta unghiului opus. - -

Dm rela'g.la (4) obtmem

awy., .. c;b cot'g',lB'. :
adicd: o ' :
Regula V. 0 catetd este egala cu cealalta cateli, inmul;zta cu

~ cotangenta unghiului alaturat

, Aceste patru reguh sunt foarte utlle in: aphcat,lum




RUCEETR : S iy
'REZUMAT
CAP II —LINII TRIGONOMETRICE :
* Intr’un tmunghlu dreptunghlu, @ fund unul dm“unghmi'llé
. ascutite: ‘ 4 BT

(1) .. sma—; — -
(.), SR v : ipotenusa P
@ e | cosaie cateta adiac. Tuie l ‘ N

: R ) ' 1potenusa. e
’ L teta opusd lui a

3) - | tga=&

(.) 8 _cateta adiac. lui e

oy o cotga cateta adiac. lui a

-cateta opusd lui a

- Aceste - rapoarte se numesc linii tngonometnce ale unghiului a.

* Unui unghiu « hot#rit, ii corespunde cate o singuri valoare
pentru sin a, cos e, tga, cotga si reciproc: dacd cunoagtem una din
aceste linii trigonometrice putem determina grafic sau prm tabele -
de valori naturale un singur unghiu ascufit a. :

* Liniile trigonometrice sunt numere abstracte -

* Intre liniile trigonometrice a doud . unghmn complimentare
(a + B =90 existd relatiile:

sin @ = cos f . tg a = cotg f
* Valorile liniilor tmgonometmce a citorva unghlum remarcabile:

8in 0° = 0 o c0s.00=1_ 1200 = 0. __cotg0° =

= : ] ; o
vs1n30°—? ~ cos8300 = @ tg30°=@ cotg 30° ——Vl
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f’ sin 45° = cos 450 122—1 tg 45° = cotg 45° = 1 :

- 3 V3!
};f sin 60° = V cos 60° = 17 tg 60° V3 cotg 60° = —lsé

sin 900 = 1 T s 900=0 g 90° = cotg 900 =0

* Intre elementele liniare si unghiulare ale unui triunghiu drept-

unghiu exista rela}mmle

Regula 1. O catetd este egald’ cu 1potenusa inmul’glta cu smusul
unghinlui,opus. - 0 . el o co

Regula 11. O catetd este egala cu 1potenusa inmul’glta ou cosi-
nusul unghiului aldturat. .

Regula 111. O catety este. egala cu cealalta catetd inmultita cu
tangenta unghiului opus.

Regula 1v. O catetd este egala cu cealalty cateti inmultita cu:
cotangenta unghlulm alaturat
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EXERGITIL

1. Intr'un triunghiu dreptunghiu A BC, laturile a =5 m., b =4 m. ¢ = 3 m.
sd se calculese liniile trigonometrice ale unghiulus C.

b A
“R: Sevemfmiimmintﬁmci? =434 8;sinC = ———j —;cpsC?;,%g;
c:.' 8 S LRI TP T SIS  A B IE T
t =—=— = — =, i .
g C b 4,cotg,C Y

)
2. Intr’un triunghiu dreptunghm, raportul dintre catete este Z’“ care' este

oaloarea tangemet unghmluz a, opus lamr‘u« mai man’ n RN

ey .
¥,

8 o =
Rtga—g—lﬁ -

C ol i . y 3
8. Se dd: 'sin'a'= 0,6 cosﬁ——-' tgr——; cotg 6 = vy si se cere sd se

construiased grafic unghiurile.
Indicatie: Se va proceda, cum s’ a ardtat la pag. 25

4. Se dd unghiurile: a = 17°, ﬂ 499, ¥ =680 i se cere:

@) & se construiasci grafic aceste unghiuri gi si se afle liniile lor lngono-
melrice prin mdsurarea elementelor liniare ale unui triunghiu dreptunghiu.

b) 8d se afle valorile. acelorag:, linii trigonometrice cu a]ulorul tabelelor de
valori naturale gi sd se compare cu' ‘resultatele déld'a).

5. S8d se calculeze cu ajutorul tabelelor de ualor; naturale:
a) sin19°34" :  b) cos:71°28'. .c) 1g 7°8' d) cotg 39°27'

R: a) 0,335 © b) 0318 ‘ c) 0,124 d) 1,215
6. Intr’un triunghiu dreptunghiv ABC, se cunoayte o
- 1) a—30927m, B‘—~15"39’,’se ‘éere' b S
2) ‘@ —'-4502”)}‘&’ .B—-:2,7°4 : se cere,rcmj' b S e o

3) ¢ =172 8417”,, ~B:‘=‘,-1\9','3'4.’;,‘fsescpre;b;;v_ v e U
4) b=29032m; B = 7320";se cere ¢c.
R: Se vor aplica relatiile dintre elementele liniare §i unghiulare ale unui
triunghiu dreptunghiu ; folosind tabelele de valori naturale, se giiseste:
1) B =§34101m, 2) c =4009,03.m; 3).b =25,8800 m, ¢) c =270,4180 ;.



“CAP. IIL

I{.EZOLVAB.EA 'I‘RIUNGHIURILOR -
DREPTUNGHIGE N :

S’a aratat la pag. 7 c&, pentru a putea rezolva un triunghiu
dreptunghiu, trebue s cunoagtem doud din elementele lul ge pot‘
- deei prezenta urmatoarele patru cazuri: ;

Cazal 1. i : :
Intrun tnungkm dreptunghm ABC se da ( fl,g 30) 0 cateta
(spre ex.: : b) st Lpotenu.s'a a; se cere: cateta c, unghiurile ascu;uc B st
¢ Cgi suprafa;a S. ‘

' Rdspuns Cateta ¢. 0 aflim dln rsla’pla
lui Pztagora
. =b? + c2
e dm care deducem L J
= - |/az
‘ an 30 - o N
Calculul lui ¢ se face, prm Logantml,]astfel e
¢ —I/(a 4+b)(a—Db) .

log(a + b)-+ log (a—b)
= 2.

 Pentru a afla unghiul B,.'judecﬁin éstfel:‘«cunbézitém'éététa
opusi unghiului si ipotenusa; linia trigonometnici in definitia
~ cireia. intrd aceste elemente, este smusul scmm decl

v

] \‘.‘ log o

: ‘ b
IR T FURT L I O B S E APy rsln B——""' LT
. [ .‘!H”an; : ,

[

» dm“cdre putem afla pe B cu a]utorul tabelelor de valo‘m naturale.‘
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“‘1“ ) H

C.—— 900—‘B
Putem insd afla pe ¢ chlar din’ datele problernéi, observénd (1
b este cateta adiacents lui & \

A RO RN S N
. ‘:,~\ Vo C = b v_\': T A (R
. a v
relatie care ne ‘di- unghlul C.' ey
Observare ‘Rezolvared ekite’ totdeauna posubﬂa deoarece cateta
b este mai mieX decat ipoteriaka‘a. - N N\

Suprafa;a trmnghzuluz ABC se expnmti, éu a]utg)rul elementelor
date b si a, astfel

Csobe
[EE R 2 E ! .
sau. - B vy i "'.,v.'_
- [S ! bl/ bz T [FRN »
2
_ Calculul lui S se face prin logaritmi,
astfel Pt v,‘u!p-,‘ ,Iy s i (K
avem: s i R

2 o
v R T T L PR A

deci: o
log S logb + ; [log (a + b) + log (a-—b)] + colng

. Aplicatie. Un'stdlp AB de' mdl;zme datd h; este ancorat’ cu o

sérmd BC de lungime cunoscutd 1 (fig. 31) sé cere sa se aﬂe ungkiul

a pe care-sérma BC il face cu-linia drizontals AC." " :

~ (Calcul numeric: & = 150 metri, BC = 225 metri). i
Rispuns: Cunoastem cateta opusa unghiului a pe care-l cautdm

$i ipotenusa; vom scrie deci sinusul acestui unghlu C:

1 cateta’ bpusy! i Bt e

sm C=
- » ipotenusd. T '*‘;
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sau: . e R T
sin C :150 metn - 0666
‘225 metri. ’
- In.tabelele :de..yalori -natugale,gamm.:: BTN
a=C= 41°45’~
Cazul IIL

Intr'un triunghiu dreptunghzu ABC (fig. 32) se dd catetele b
§i ¢; se cere ipotenusa a, unghiurile B, .C §i su-
. profata .S @ triunghiului. : .-

Rdspuns: Ipotenusa @88 poate afla dm
relai;la, T
a“‘ = b" + ¢t . _
= /bt ¢

Pentru a afla unghiul B, observim cd ni
s’a dat cateta opusd b gi cateta adiacentd ¢; este
deci cazul s# folosim angenta unghiului:

i Fig. 32
. §‘ ‘ RETT e ol
din .care deducem cu tabela de valori naturale, -unghiul B
Unghml C se poate deduce din relat.la

th—h .

C =900 — |
sau se poate calcula direct cu ajutorul coldngentei :
ol emgo=R
' c i

. «Obgervare. Rezolvarea este. \totdeauna posmlla,\catetele b- §1 ¢

puténgd. avea orice valori.
Suprafata triunghiului, expmmata cu elementele date are ex-

pl'eSlunea R o i, b B N
~2(‘ “‘S:__ :‘,“"wz;‘I. :
@ =

b i

Pentru calculul prin logamtm1 serim: _
log S = log'b+il.g ¢ + colog 2.
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. Aplicatie. Unr drum in linie’ dreapta BC {( fl,g 33 ), este mclznat

fa;a cu orizontala BA cu unghiul a; se 3 NN v

cere sd se calculeze lungimea L-a acestui . -

drum i inclinarea sa a deasupra onzon-

talei, cind se cunoagte indlgimed k= CA

st prozec;m l = B4, a drumuluz BC pe

onzontald o - p#
" (Caleul numeric:’ AB = 589 metn

h = 121,5 metri).

Avem:, L TP AR S KRt SO
tg g — cateta opusd _ h 1245 m .. .. .
g cateta adiac. :. -1 589 m
dem
K tga—-—0206 g a—11°39' ce
1a;;:v : P PRI T

LL l/h”= + B = l/(121 5)* T 580 — 6014 m o i
degi: - - ' .

i S| L R R PR SO m’

v o "L-—-6014m
Ca verificare se poate calcula L si astfel:

“h=TLsina"" A 'E“—““h”' w245
sin a 0,202
Cazul 111,

= 601,4in ‘4

Intrun munghzu dreptunghm ABC (fig. 34) se di un unghiu.

ascu;zt (spre ex. B), Lpotenusa afz. se cere: ‘ungkml C, catetele b $L
csi suprafa;a S.

Rdspuns: Ungluul C=90°— B , pentru a afla cateta b ob
servim cd ni s’a dat’ 1potenusa a §i ung]nul B ,opus catetei b’

. este cazul deci sa scnm sinusul ]m B:

. cateta opusi b
sin B = _*pv = —
o i ‘»':4P9.t'§rn.u.sa'. R R

din care deduceni: " RN RN
-C
relatie care.se'puteascri, de altfel, aplicand §i Regula I. pag. 39.
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“Este suflclent deci si aflim din tabelele de valon naturale pe
fsm B, il inmul{im cu a §i gisim cateta b.: e
“Pentru a aﬂa cateta c, care este adlacenté unghmlm B scnm

R cosB—-—— de unde.\ c—-acosB
a

o egahtate ce rezulta si din Regula 18 (pag 40), inmulgmd pe a

cu ‘valoarea lui cos B, scoasd din takela de valori naturale, obtinem
cateta e. .

Verszare Valomle b §1 ¢ astfel calculate trebue sd verlflce re-
latia lui Pztagora ,
. : i b2 +‘02 =‘a2, .

Ficand aceastd verlflcare, se va observa ci valoarea membrului -
Iva diferi de aceea a membrulul II din. cauza aproximatiei valo— :
rilor din tabele.
Observare, Rezolvarea este totdeauna pOSlblla, unghlul B fiind
mai mic de 90°. :

Suprafa;a trzungkzulul, se exprlma cu a]utorul elementelor date
a, B astfel: o S :

“b.c
§ =22
)" gL

trebue acum s exprlmam pe bsic cu ajutorul 1p0tenuse1 a §1‘
unghlulm B deci: .

R SR
h—asmB _cv=acos'Bv
: ob’;,mem formula, B IR : .
. U " a?sin B cos B : S

\ . ‘ 2. . ) _,,,‘ '
“care ne da pe S deoarece afléim pe sm B, cos B dm tabela de valon, "
naturale, iar @ este.dat. - - . . : a7 i

~ . - - o
N

~ Prin logantmx gésim: .
log§=2 loga—l—log sin B hl-log ¢os.B. +colog2
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" Aplicafie. O scard BC de lungime datd L (fig. 35 ) este rezimatd
de o podea orizontald AB §L de un perete 0erucal
AC.

Se cunoagte §i unghzul a, pe care scara BC il
face cu orizontala A B,

Se cere si se afle indljimea AC = h, pe care
o putem atmge cu aceastd scard, precum si dis-
tanfa BA =Xk, a extremitijei B a scdrii, de piciorul
A al zidului. (Calcul numeric: L = 5,20 m;

B= 68°30').
Rispuns: In triunghiul drept.unghlu ABC

cunoagtem ipotenusa BC = L i unghlul ascu-
tit B.

" Aplicand regulele (I) si (II), giisim:

h=AC =BCsin B=L sin B
k=AB =BC cos B=L cos B

deci:
h = 5,20 m. x sin 68°30’ = 5,20 m X 0,930 = 4836metr1
k = 5,20 m. X cos 68°30" = 520 m. X 0,367 = 1,908 metri

c Cazal IV,
Intr'un triunghiu dreptunghzu sedd (fig. 36):
0 cateta (spre ex.c) si un unghiu ascu;zt (spre

p €5 B) Se cere sd se afle unghzul C, Lpotenusa
a st cateta b.

S Rispuns: Avem:
' ) . l A ‘A
A__ — ~ C=90—B

Spre a afla cateta b, observim c# avem
datd cateta cealaltd ¢ si unghlul B opus catetei
b; e locul sd scrim expresm tangentel unghlu]m B (sau si apli-
cdm Regula III): : S

Fig. 36

b =cth

. C. 88.846. — Trigonometrie, 4
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adicd inmultind pe ¢ (dat) cu valoarea hn g B scoasd dm ta.bele,
aflam pe b.

Pentru ipotenusa a, serim cosinusul lui B:
cos B=— de unde: a=
LA _cos B

adlca impart,lm pec (dpt) prm cos B aflat din tabele

- Verificare. Valorile bsia calculate ca-mai sus, trebﬁe sd vemflce '
relat,la

. ,__b2 - 02
- Suprafata- triunghiului: . S
- be - c?
g—.be: tgB
2 2

Observare. Rezolvarea esté posnblla atéata tlmp o4t sé di unghml
B mai mic de 90°. - "
Aplwatze Umbra, pe planul orzzontal a unui pom A B de indlfime
. daté H (fig. 37), este - re-
5 . Dprezentatd prin segmentul de
N dreapta AC; cunoscand va-
N loarea unghmlm a pe care
- raza de lumind BC il face cu
umbra’ AC, se cere si ‘se
calculeze lungimea | a umbrei
- (se presupune ci atdt pomul .
st it siumbra sa sunt linii
“  drepte).
(Calculnumemc H 48 50m,
a = 34°15').. ;
Raspuns Cunoagtem un unghlu (C) 5i cateta opusa lu1 (AB H),
prm urmare: H =1/tga, deci;
H - 48,5 metri _ 48 5

l= =71, 24 m
tga  tg 34015 0,681

\
\
.\\
Y
L}
\
1
1
]
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e e REZUMAT D
CAP III. —REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR DREP’PUNGHICE

* Cazul..I. Se da: 1potenusa a §1 0. cateta b.. Formule de
rezolvare: = ca

c=}/a —b" i SlnB LA 408 G =»£' S=]O.—--———l/,“12 b .
S . a',fz'};? i

a Z»" P o 2
# Cazul 11.' Se’ da catetele by o Formule de rezolvare
th-—P— ; cot.gC=A£ JS—b
¢ N P 2

- * Cazul 1. . Se. da 1potenusa a s unghml ascutlt B. For-

mule d,e rezolvare L ‘

: (.I=_90°—B‘ 3 ,_b=asin_B' ;. c=acosB. ; S—Eilrf;m

* Cazul jv. Se da: cateta c¢ si unghlul ascutit B. Formule

.de rezolvare:- . , .

L Yy E . N "I, P N - B Y
"C=9°—B ; booctgB ; a=—0C ;‘%=i§§,

A R ! cos B 2
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EXERCITIL

1. Sd se rezolve un Qriunghiu dreptunghiu st s se afle si suprafaja in urmd-
toarele cazuri: A R .
1) Se di: a=305m, b=170m; 1) Se di: b= 153dm,c= 3,2dm
111) Se dd:-a = 101 em, B= 18°; jv) Se dé: ¢ = 37,6 m, B = 70°
R: 1. ¢=2532m B = 21926’ T 8 = 21522 m?
. a= 15,6 dm B = 78%10'51" S = 24,48 dm?
1. b= 81,209cm- ¢=96,001cm S = 1498,8278 cm? -
-1v. b=103,03m a=109,6425m S = 1931,8125 m*.

2. Intr'un triunghiu isoscel ABC (fig. 38), se
cunoagte latura : AB = AC= 5§20 m §i
B = C = 67°30';
sa se calculeze inaltimea AA' = h.

R: h=AB sin B = 5,20 m xsin 67°30' = 4,804 m.

. 3. In triunghiul isoscel ABC (fig. 39), se cu-
noagte: AB = AC = 9,10 m gi unghiul dela virf
A =17 se cere lungimea bazei BC.

[}

17 .
R: BC=2AB sinT =2x910m X sjn 8°30" = 2,6901 m.

4. Intr’un romb (fig. 40),
w latura a = 3,26 m si
ABC = 130° gi se cere lun-
gimile diagonalelor gi supra-

fata.
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. 130° .
R: AC= 2asin T= 2 X 3,25 m xsin 65° = 5,891 m.

BD = 2 x 3,25 mxcos 65° = 2,747; S = 8,0912 m?.
&. Unbasin in formd de trapez isoscel ABCD (fig. 41), areindlyimea h=1,80 m,

baza niicé BC = 4, 20 m, tar ABC = 120°; sd se calculeze suprafa}a sec:
tiunei ABCD.

BC + AD b b20+(4.20 +2x 1,80 tg 30
2 B 2
 =9,4302 m

“R: S= x1,80.
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. GAP. 1V.
—f—GERCUL TRIGONOMETRIC

In cele ce preced s’au deflmt linile trlgonometrlce ale unghlu-
rilor ascutite (cuprinse intre 0° si 90°); in aplicatii. intélnim insd
§i unghiuri obtuse (cuprinse intre 90° si 180°) precum si- unghlurl
mai mari ca 180° §1 chiar dec&t 360° (vezi pag. 14).

_Unghiuri §l arce. pozltlve si negatlve

Ewempzul 1. Spita OA a unei ro;z de bwwleta sé poate roti in
doua sensun (fig. 42): '

1) in sensul-contrar cu acela al migcdrii .

M
s acelor unut ceasormc, adicd in sensul ardtat
A “de sdgeata (s); - S
/™ A 2) .in sensul migedrii acelor unut ceasor-
nic (sdgeata s'). : :
,/(5') "~ Daci raza OA se rotegte-de acelag nu-
7 " mir de grade, intr'un sens pand in OM, sau-
Fig. 42 in sens contrar pani in OM’, pentru a putea:

, distinge intre ele unghiurile AOM si AOM'
*‘convenim si zicem c& primul unghlu AOM este pozitiv iar al doilea

. AOM/, este negatw

Se scrie: :
AOM =a AOM' =—a (a>0)

Tot astfel convemm 83 privim arcul ‘AM, descrls in. sensul
“s#getii (s) ca pozitiv, iar arcul AM’ ca negativ.
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'Ezemplul 2. Fie un unghiu oarecare’ AOB, pe care-l presupunem
rezultat din rotirea laturei OA ‘pdnd se agterne peste latura OB. Care
este valoarea acestui unghiu (fig. 43)? '
Rdspuns. Latura OA se poate roti '

in doud sensuri: cénd se rotegte in
sensul sdgetii (s), a% in sens pozitiv,
ea descrie unghiul AOB = g, care este,
dupd convenfiunea de mai sus, po-
zitiv; dacd latura OA se rotegte in
sensul ségetii (s), ea descrie unghiul Fig. 43
AOB =b, care este negativ.

- Unghiul negativ b, are ca valoare absoluta 360° — a.

Sensul de rotafie pozitiv in Trigonometrie. Se alege ca sens.

' poz1t1v pentru unghiuri §i arce, sensul de rotatie contrar cu acela

in care se invértesc acele unui. ceasornic; acest sens se cheami si

sens trigonometric. In cele ce urmeazi vom.lucra in general.cu

valorile'pozitive ale unghiurilor, adicX cu valorile lor ce rezults din

rotirea uneia din laturile unghiului in sensul trlgonometrlc, pﬁné
ce se agterne peste cealaltd laturd. » S

Ezxercitii. Se cere sd se spunci ce valori au unghiurile dm fzgunle

"B .
e . ‘//’60\
o a) Coodby o . (c)

‘ Fig. I

44 §i 45, care au rezultat dm rotired “latirei OA, in sensul mdwat
- de-sdgeti, pdnd s’a agternut peste latura OB.
- Rdspuns: Unghiul AOB este de: - -
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4+90° (fig. 5la); -+ 180°.(fig. 51b); — 270° (fig. 51 c).
—60° (fig. 52a); -+ 270° (fig. 52b); -+ 330° (fig. 52 c).

90°

. (a) , (b} ' ()
’ Fig. 45 :

Cercul trigonometric. Fie un unghiu ascutit KO\M1 =a, (fig. 46);

pentru a afla liniile lui trlgonometnce, trebue si calculdm, dupi

cum s’a ariitat (pag. 24), rapoartele dintre
laturile unui triunghiu dreptunghiu in
. care a, este unul din unghiurile sale
h ascufite; am vizut ¢d triunghiul drep-
tunghiu ‘a fost format luind dupd voie
A, x un punct M, pe o laturd a triunghiului si
coborind din el o perpendiculard MN, pe
cealaltd laturd (fig. 16). ’
Pentru a simplifica calculul liniilor tri-
gonometrice, luim punctul M, pe una din
laturile unghiului astfel ca distanta OM,
% sd fie .egald cu unitatea de lungtme, pe
 Fig. 46 care am ales-o, §i cu ajutorul cireia m-
surim loate lungimile din figura.
Coborénd din M, perpendiculara M,N, pe cealaltd laturd a

43

unghiului, avem in triunghiul dreptunghiu OM,N, :

cateta opusi _ M;N, = MN,
ipotenusi BR0) PR
cateta adiacenta ~ ON; _ -ON; .

(2) cos a, = - = .=
: ipotenusd oM, -t

(1) sin q; =
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Rezultd de aci, cd prin aceastd alegere a ipotenusei (OM, = 1)
nu mai este necesar. pentru calculul lui sirn a §1 cos a si facem o
Impértire, deoarece numitorii rapoartelor (1) si (2) sunt egali cu
unitatea.
' Exemple. S& presupunem cd pe flgura 46, am adoptat ca unitate
pentru lungimi dm., adici OM,; = 1 dm. si ¢4 misurand lungimile
catetelor M;N, si ON1 gésim :

M;N, =5 cm, ON = 8,65 cm.’

Spre a afla cosa §i sin a, exprlmam mal intéiu toate lungimile
in dm. (umtatea aleasd), §i scnem

sing — MN, _ O 5'dm —05
oM, 1dm-

cos q — ON, _ 0865dm _ 0,865.
oM, 1dm -

Pentru a putea afla nu numai sinusul gi cosinusul unghiurilor
ascutite ci si a unui unghiu oarecare, si
descrim din O ca centru cu OM; =1 ca
razi, un cerc numit cerc tngonometrw
sau cerc unitar. :

In acest cerc sd ducem doi diametri:
x'0x, confundat cu latura:OA a unghiului-
si y'Oy perpendicular pe acesta (fig. 47);
acesti diametri impart cercul in patru ca- - ly-
drane,care sé numeroteazi in sénsul pozitiv Fig. 47
(sau trigonometric), incepand din A. Raza '

OA se ia ca origind pentru unghiuri, adic orice unghiu cédruia voim
s#i-1 aflim liniile trigonometrice, il aducem spre usurinti astfel ca vér-
ful lui s& coincidi cu centrul cercului trigonometric, iar una din latu-
rile lui 83 coincida cu latura- originc‘i OA;ceade adoua latura va cidea

in OM, (primul cadran), dacd. AOM este ascutit; in OM, (cadra-
nul A1) dacd unghiul AOM2 este obtus in OM, (cadranul . III)
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dacd unghml AOM3 este cuprms intre 180° i 270° sau in OM4
(cadranul IV).dacd unghiul AOMG este" cuprins intre 270° §i. 360°,
Tot - astfel, extremitatea A a razei OA, se considerd ca origind
pentru arce; se vede -astfel cd arcele AM,, AM,, - AM;, AM, au
respectiv extremlta‘glle in cadranul I, II, III sau IV?),
Daci din M, ducem perpendxculara M,P; pe dlametrul Oy,
se formeazd un dreptunghlu ON,M,P,; si se vede cd sinusul i
cosinusul unghiului AOM;, -sunt de fapt ordonata si absczsa
punctului M, de pe cercul unitar (fig. 47). :
‘Sinusul se poate deci mésura in OP, pe axa Oy, care din aceasta_ :
~cauzd se cheami i aza smusunlor, iar cosmusul se misoard pe axa
Ox, care se numeste §i aza cosmusunlor
Tot astfel pentru unghml ay = AOI\/I2 dm cadranul I:
sin a; = M,N, (sau OP,) "~
oS’ a2 =0N,

pentru ung}uul ag= AOM3 din cadranul III
sin a3 = Mst (sau OP;)
€08 a3 = ON,

iar pentru unghiul a,= AOM4 din cadranul IV
. sin @, = M;N, (sau OP.,) _ X
cosa,‘—ON4 L S

Rezulta de aci ci 1nd1ferent de cadranul in care cade un unghiu
AOM:.

a). sinusul este numarul care expnma lungnmea perpendmularel. :
MN, coboritd din punctul M, unde cercul intdlneste -una din
laturile lui, pe cealaltd latura OA (pe latura orlgma) sau ‘pe
Ox; de remarcat ¢ MN = = 0P, OP fnnd proiectia razel OM pe
dlametrul OB.

b) cosinusul _este: numeru:e§te egal cu. lungxmea ON adici cu
pronectla razei OM pe dlametrul OA.

' 1) Se oblsnueste si se spuni cé unghml AOMl este cuprins (sau cade)
fn! cadranul I; unghxul AOM, este cuprms (sau cade) in cadrul 11, fetc
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Observare mportantﬁ S’a spus mai sus ci smusul si' cosinusul
sunt numai numericegte egali cu doud. lungimi, respectiv cu M;IN,
gi ONI, adicd nu sunt exprimati in unititi de lungime ceeace de

altfel stim deoarece: sinusul si cosmusul sunt ‘numere abstracte.
Astfel, in exemplul de mai ' sus (pag. 57) :

(1 M1N1—05dm :
iar: Cgine = 0,5 (numér abstract care arata ¢k lpotenusa
OMI— 1 dm se cuprmde de 0,5 ori in cateta opusd MIN1 0,5 dm.) -
(2) ON, = 0,865 dm ' :
iar: ~ cosa= 0,865 (numar abstract care aratd de céte

ori ipotenusa’ OM, =1 dm se cuprinde in cateta “adiacent’
ON, = 0,865 dm).

.Regula semnelor pentru smus si cosinus. Din cele ce preced se
vede ci:

1) sinusul unui unghlu se mésoara pe portlunea pozitivi Oy,
cénd unghiul ¢ este situat in cadranele I §i 11 si pe portiunea ne-
gativd a axei Oy, pentru unghiurile din cadranele III gi IV,

. 2) cosinusul unui- unghiu se mésoard pe poru}mnea pozitivi a axei
Ox_cand unghmla cade in cadranele I sau IV si-pe portiunea ne-
gatlvﬁ a axei Ox pentru unghiurile din cadranele II si II1:

" Din aceasti cauzi: I ) sinusul este pozitiv pentru unghlunle

dm cadranele I si Il $l negativ pentru cele din cadranele III gi IV,
2 cosmusul este pozmv in cadranele I §1 Iv §1 negatlv in
cadranele IT si IIL:

Emercitic 1. In ce cadrane tad unghmnle urmatoare ,s'z ce semne
‘au sinusul §i cosinusul? '

a) sin 15° b) cos 108° ). sin 308> d) cos 285°.

R: a) in cadranul I; semnul-l- ‘b) in cadranul II; semnul—;
c) in cadranul I'V; semnul— d) in cadranul IV; semnul +. °~

2. In ce cadrane cad unghmnle §i ce semne au smasul §i cosinusul :

" a) cos 27° b) sin 171° ¢) cos 213° d) sin 280°.

R:. a) cadranul I, semnul +; b) cadranul I1, semnul - +;

c). cadranul III, semnul —; d) cadranul IV, semnul —. : :
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-Tangenta gm’i unghiu oarecare. Fie cercul trigonometric §i
unighiul e, = Aoﬁ1 (fig. 48); si ducem In extremitatea A (care
o AT este origina arcelor); tangenta. AT
Ut Ul B’fg W-’LQ " la cerc; se formeazi triunghiul drep-
' ‘ %5 - tunghiu AOT, in care putein scrie:

s . cateta opusd _ ATy
. tgoy =—""—"= —°
VR cateta adiac. OA . -
' si deoarece OA =1:
. _ AT,
y T tga, = 1

adicd tangenta trigonometricd a un-
: ~ ghiului a, este nuniericeste egald cu
segmentul AT, din tangenta geometrici in A la cercul ‘trigono-
metric; acest segment este cuprins intre origina A §i punctul
T, in care cealaltd laturd OM, a unghiului intalneste aceastd tan-
gentd. _ .
Procedand astfel, se vede ci pentru a afla tangenta trigonorhe-
tricd a unui unghiu, in loc 84 calculdm raportul dintre doud catete,
este suficient s¥ aflim lungimea unei portiuni din tangenta geo-
metrics dusi la cercul unitar in punctul A. o

Exemplu. Fie raza cercului trigonometric egald cu 1 metru, iar
unghiul ¢, astfel ales, incat lungimea AT, = 8,5 dm.; exprimim
lungimile laturilor triunghiului OAT, in aceleasi unitéti, spre ex.
" in metri, cici metrul a fost ales ca unitate pentru raza cercului.

Avem: | AT 0,85 ' |

Lt S m —
tg o OA to - 0,85 | |

adicd ig a, este egald cu numdrul abstract 0,85; putem proceda si
astfel : : I ' .
Ctgey = 85dm. _ 8cem _ 085
. : > " 40dm. 100 cm- ‘
si rezultatul este acelas.
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In mod analog se defineste tangenta trigonometrici a unui
unghiu oarécare, indiferent de cadranul in care cade; astfel pentru
unghiul , = AOMa din cadranul II, prelung1m raza 01\/12 péna
intélne§te tangenta geometric AT in T,; vom avea:

tg aa = AT, _
tot astfel pentru unthurlle a3 §i ¢, din cadranele III i IV avem:
tgag =AT; s tga, =AT,

" Regula semnelor pentru tangenti.

Se convine si se ia ca pozitivd porfiunea AT din tangenta geos
metricd care are acelag sens ca. §1 axa pozltlva Oy a smusulm s
ca negativd portiunea AT'.

Tangenta trigonometrici a unui unghiu a, va fi deci pozitiva in
cadranele I gi III, deoarece segmentele AT, si AT, cad deasupra
punctului A (adic# pe tangenta pozitivé AT) sinegativd in cadranele
IT i I1I, deoarece segmentele AT, §i AT, cad dedesubtul punctului
A (pe tangenta negativi AT').

Exercifiu. Sd se arate m ce cadran cad ungkzurzle §i ce semn
au tangentele:

a) g 137°; b) 1g 48°; c) g 347°; d) 1g 129°.

R: a) in cadranul II, semnul —; ) in cadranul I, semnul +;
¢) in cadranul 1V, semnul —3 d) in cadranul II, semnul —.

Cotangenta unui unglua oarecare. Se duce tangenta la cerc in
punctul B, in care axa pozitivi Oy taie cercul, si se convine a se
lua ca pozitivé portiunea BU care are acelag sens cu axa pozitivi
Ox a cosinusului si ca negativd portiunea BU’ (fig. 48).

Dac# insemnim cu U, punctul in care raza OM, intalneste
tangenta U’ BU avem din trlunghm] dreptunghm OBU; in care
BUO = AOM1 =a:

_cateta adiacentd  BU,
- cateta opusa 'OB

‘BUI
4

. ) cotg a =
§l deoaxece OB =1:
b cotg a
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adicd cotangenta unui unghiu este numericegte .egald cu port,mnea
BU; din tangenta geometnca ‘dusi la cerc in -punctul B; -acest
segment este cuprins intre punctul Bsi punctul U, in care tangenta
U’BU este int4lnitd de latura OM; a unghiului. -

Pentru unghmnle cuprinse in cadranele III si IV, punctele
U, si Uy se obtin prelungmd razele OM3 i OM4 pana intalnesc '
tangenta U'BU.

Cotangenta unui unghlu va fi pozitiva pentru unghlurlle din
‘cadranele I si ITI, deoarece segmentele BUy 4i-BU, se-mésoard pe °
portiunea pozitivd a tangentel geometrice U'BU-si negativd pentru
unghiurilée din cadranele IT i IV, pentru care segmentele BU; si
BU, se giisesc pe porfiunea negativi a acelei tangente: -

' Ewercifiu. Care sunt semnele cotangentelor:

@) cotg'15°; * b) cotg 100°;  «¢) colg 330°; - d) colg 200°

Rispuns: a) +3 b) —;~ c) —id) e

Regu]a semnelor pentru smul, cosmus, tangeni;ﬁ si cotangenta
este rezumata in tabloul '

Cadranul e I A 'IVII{. v N
| sinus . .. SET R _
| Cosinus . ... . .f + —1 =1 +
Tangenta . . .| + | —| +| =}
| Cotangenta. . . .| "+ | —| +| =

“din care reiese ci in cadranul Iv aceste patru linii tfigonometrice
- sunt pozitive; sinusul mai:este pozitiv in:cadranul II; iar cosinusul

in cadranul IV; tangenta §1 cotangenta sunt negatwe in cadranele :
1I si Iv. : .

~7 0O aplicafiune a cercalul irzgonometrzc, in Fizicd (optzca)
Se stie din optlca urmatoarele dacd dound ‘medii’ (1) '5i-(2), spre
exemplu aerul si apa, ‘sunt. _despdrtite -de o suprafai;a AB, o
razd de lumma SI (razd mcldenta) venitd din medlul (1), in loc s&
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urmeze in mediul (2) drumul IS" e refractd (se frange) siia drumul
IR (care este. raza. refractatd) (fig. 49). . T

Prima lege a refractiei constid in faptul ci raza incidentd
SI, normala NIN’ la suprafata despiriitoare §i raza refractati
RI, sunt situate in_acelag plan. . ' '

A doua lege este urmitoarea : .

Dacd insemnim cu ¢ unghiul de meident#
SIN si cu r, unghiul de refractie RIN’, se do-
vedeste experimental c& oricare este unghiul 7,
unghiul r rezulti astfel incat raportul : :

sin 7
Lo == =:constant =n ..

sin r
e e ra -
pentru doud medit anwmite. . wieoo o CFigl 49 -

Numdrul n' se numegte indicele de re-

o Tracjiedl medinlui (1) in raport cu mediul (2).

‘ Legile 'refractiei se datoresc lui Des:

cartes ). : Lo

-Pentru a misura ezperimental indicele

de. refractie al. aerului in raport cu un.

. ..¢orp. (C) oarecare, se intrebuinteazi un

cerc gradat situat intr'un plan wvertical

* (fig. 50); corpul (C) se ageazi in cupa (ab);

0 razd incidentd SI pitrunde prin lu-

‘ neta ! §i trecand prin corpul (C) se re-

fractd ; raza refractatd  este vizuti prin mijlocirea unei a doua
lunete I’, pe care o rotim'in mod convenabil. - :

Fig. 50 .

') Descartes (René), niscut la Haye la 1596, mort la Stockholm in 1650.
A fost un mare matematician, fizician si filosof francez. In afari de impor-
tante descoperiri in matematici si fizicé,'_Descartes a fondat unnou sistem
filosofic, cunoscut sub numele de Cartesianism {(numele latin al lui Descartes
era Cartesius). Lucrarea sa fundamentald este ¢ Discours sur la méthode »
(1635). In MatematicX el a introdus axele de coordonate Ox, Oy. sau axele
. cartesiene. ) : o
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In ‘aceastd pozitie se fixeazd lunetele i se pot ‘citi unghiurile

- o s L sin ‘¢
de incidentd i i refractie r si calcula deci indicele n = —.

‘ _ sin 7

Cercul gradat poate servi insd chiar ca cerc trigonometric (cu
conditiunea ca raza sa R s fie luatd ca unitate de mdsurd). In
acest caz avem de pe figurd:

| - MQ
sini=M—Q-' . sin r»=M ©dar: n_—__E_:_M_g‘.
R R A M’Q' LIIQI
R

Practic, este deci suficient si misurdm lungimile MQsi M'Q’
R M
si si calculim raportul ——Q—
MIQI
Ficand aceastd operatie pentru doud sau trei unghiuri incidente
iy, is, i3, clivora le corespund unghiurile de refractie ry, ry, 15, vOm
giisi: : A
sin 7 sin 1,
n, = :

sin 1,
- Rg = Ng = —/—
sin sin ry sin rg
O valoare mai exactd a indicelui n se afld luand media :
_ M 4Ny AN
3

Aparatul de mai sus se cheamd aparatul lui Silbermann.

n
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CAP IV. ——CERCUL TRIGONOMETRIC

*Un unghiu ia nagtere din rotirea in jurul varfului lui, a unei
drepte, numitd laturd-origini pand se agterne peste o altd dreaptd
numitd laturd-extremitate.

*In Trigonometrie, sensul pozitiv de rotatie este sensul contrar
rotatiei acelor unui ceasornic.

*Un unghiu este pozitiv daci se obtine prin rotatia laturii
origind in sensul pozitiv; el este negativ in caz contrar.

*Un cerc cu raza egali cu unitatea de lungime, se numegte cerc
trigonomelric sau cerc unitar.

*Doi diametri perpendiculari, despart cercul unitar in patru
cadrane; unul din diametri, y'Oy, se cheami aza sznusunlor celilalt
diametru, x'Ox, se cheama §i azxa cosinusurilor.

*Axa Ox taié cercul trigonometric in punctul A. OA este latura
origini pentru unghiuri; in aceste condifiuni, cealaltd laturd a
unghiului taie cercul unitar in M.

a) Sinusul unghiului AOM este numericeste egal cu lunglmea
* perpendicularei MN coboritd din M pe OA.

b) Cosinusul este numericegte egal cu lungimea ON.

Sinusul este pozitiv in cadranele I gi IT; cosinusul este pozitiv
in cadranele I gi IV.

C. 88.846, — Trigonometrie. : ’ 5
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*Tangenta la cercul unitar in A, este intalnit¥ de latura OM
in T; tangenta trigonomeirici a unghiului AOM este numericeste
egald cu lungimea segmentului AT.

*Axa Oy taie cercul unitar in B, tangenta la cercul. umtar inB
este intélnits de latura OM in U.
Cotangenta unghiului AOM este numericeste egald cu lungimea
segmentului BU.

*Tangenta tngonometrwa ,s‘z cotangenta sunt pozmve in cadranul
1 $l IIL
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. 1. Ce unghiu descrie in 10 mmutarul unui ceas? $e va ea:pnma acest

unghiu in grade gi radiani.

’ Este ‘acest unghiw' Pozitiv -saw negativ? oot e s
nghiul .este dé 60°; 1,047 rad (negatxv).. B e .

...... Tt

v R, {ioaw unei maging, fa(:e 180, modrmun complete pe minuf, in fi"s con-
trar . Ol ro(zreq) acplar unui ceasqm;c. .
Ce unghiv (in grade §i radiani) descrw 0 spud a ro;u i{\ 14 s&cundg?
R: 15120°; 263 76 rad. '

IR PR Co g JeA o

3. Ce valort (in grade $i radmm ) gn ce semne au unghwnle dm figura 51,
resuligie dip- rptirea’ latirei OA,, in sensul mdwat de s&'gea{a pdnd.se agterne
. peste latura 0B? - , 4

.'l

61°

to

@ ' () )
Fig. 51

R: a) -—‘135°; b) — (x —0,8) rad; c) + 241°,

4. Dacd cercul trigonometric are raza egald cu 1 ecm, ce lungimi. au seg;-
" mentele, care reprezintd sinusul, cosinusul, langenta $i cotangenta unor unghiuri
a, b, ¢, d, dacd:
sina=0,450 , cosb=0,732 , 1gc=12 , cotgd=3,5.

R: 4,5mm; 7,32 mm; 1,2cm; 3,5 cm.
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5. Intrun cerc trigonometric, a cérui razd este 1 metru, lungimile seg-
mentelor care reprezinti sinusul, cosinusul, tangenta $i cotangenta, au réspectio
valorile:

) 63dm , 438 cm , 12 m , 1067 mm.

Sd se afle valorile acestor linii trigonometrice.

,6 KA
0.63m _ 063:  cosp=238 138
1m

R: sing =

im
12m S X [
tgec= 12 cotgd = 2206Tm _ 4 1067
. 1m . 1 m :
LU TP R TR AN | o S Ty ‘\ ! ,‘\“ 3wk b J‘n_ [ FS A
\n P WS B \1-
6. Sd se deducd regula semnelor,  peniru cotg a, dzn rela;w. colg| \g a

R: Se va observa cX #g'd s :%otg a, trobue s %iba acelas Semn. !

T Dack 'ss id ca cere .irzgononietrib un cérc & ragh R =8 dm, dure“sunt
luggimile, cﬂt rgprezmtd m acest cerc iuiule mgonofnétnce dle! ur)ghi"lcrllor

de 30° 45° \ "« ALY ;9, '“_ n\ ) g\ W ,\
B RS W '~n| Y
cateta opusd 1 by = e
R; sin 30°= ___p__ =— decl cateta opusi =—= ‘.l 5 dm
R VR TRl 2 Con e tead o mete wh L
win i e Gateta. a aw 3 o razax3
- S oos 30 ol 8 b d;l —de i ‘catota adiac.— -1 5x§3 drh etc.
razi 2 2 RN \
Py ’
[ :
i ~
1 .
" I T ' .."
By R - -
et N
1 Ky
I \
TZ’,. M
P2 {oah (S el R R
:‘\."'\".5'.'.! sy oat L uu T A v o
dneas vinsgnstes et nnet e et e ey e e el
PRIl ,h ROEN Y
.1‘.8 o hy %'301- ¢ f."‘x sl N py ..{(! ;- S N [ “-\J Toae s
(S IR ] I R SRR B



'CAP. V.:00

RELATIUNI INTRE LINIILE TR,IGONOMETRICE ALE AC}.LUIAS
" UNGHIU. ' -

Fie un unghlu ascu’glt al'= AOB (fig. 52); din'triunghiul drept-
unghiu AOB avem :

AB : AB
1 i = 3). tea=——>:
(1) sina OB’ ()-.. g4 =on
(2)insc cosa -‘="-"g-‘-%';"”¥”'(4) cotg a“ QA "i o i} lF:I!g‘ Z)EA} &

o
Daca unghiul e este dat, sla arétat mai sus (pag. 27), c4 liniile -
~ lui trigonometrice se pot calcula prm rela’gnle (1), (2), (3), (4)si
reciproc: dacd cunoagtem 'una oarecaré din aceste linii, putem afla
unghiul a. Ha

1. S4 ridicim ambii membri ai rela;ulor {1) %1-42) la patrat
§i sd le adundm, obt,mem

e e =

OAB AB2 + QA (i)
sin® @ -} cos? a = OB{-]: (_Q:B_ﬁ 55 !

?nsa potnv;t teoremel lu1 Pztagora,

vt Fhoan fomn eoailsir

ABz + OA2 = OB2 SOV OL LA
deci: L _
T ;z(.I),". (Vo siinlermih o) ('Sllllz‘a + 0082 a - 1 NG L g et

re]a’gmné \cﬁare ne (permlte sil. &ﬂam, €0s g;;1iend reungagtem sin a
i invers)
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Exemple. 1. Se di: sina-=—;— (a<90°); avem:

cos?a =1 —sin%a _.—.1__1_=£
3 .9
deci:
cos.@ = 21/5
3
R Se d& " cos a—'—(a<90), avem :
ST =sm2a1-— 1—cosﬂa = 1__._19. =.9_ N
deci -
. Do 3 .. RA
T sin @ = =/
N . 5
2. Dacyl impértim relatiile (1) §i'(2) membru ¢ membru, gisim ;
NN sin g _,0_]_3__121
Ch cosa OA OA
~ OB
§i tinnd séamaide relatia (3): - . #S o L
an bl igan¥l @
Loty 7.'.,:;10‘080'

relatiune care ne di tga cﬁnd ounoagtem ‘sin'd (§1 decl §1 ‘cos a)
sau invers, . e RSN

Exemplu. 1. Se dt‘ii: siii"ii::—;':i—.' (d & '95“}_; din relatia (I) &é'}sjim :
l- e e et e .
TR SO V4 O

v cos*a!=1—sm2a—-11 !
. 4 16 3




"

iar "din - relal;la (II)

[

el o gina e b ]/15\' L
. tga= — = = :
BT s a "1/153* ]/5 15

4
3. Comparﬁnd rela’gule (3) si (4) obt,mem

(III) T cotgaw
R N tga

Rela’gla (III), ne permlte sa aflém cotg a, cénd cunoa.stem ga.

Formulele (1), (I1), (III), Se. numesc i formulele fundamentale
ale Trigonometriei; ele sunt in numir de -trei. .

'Ele servesc, ca atunci cind cunoagtem una oarecare dln lmnle
trlgonometnce s le aflim pe toate célelalte.

- Observare: Formulele fundamentale sunt adeyérate nu numai
pentru unghiurile ascutite ci pentru orice unghm Intradevir
dacd considerdm cercul trigonometric (fig. 53), pentru unghiurile
din prlmul cadran, obtinem din triunghiul
dreptunghm OM N;: :

ON,? + N M1 OMl =
sau

. sin*a + cosaq; =1
din ac'ela:;: 'trmnghlu gémm ’
cateta opusé N1M1 sin @,
 ¢atetd.. adiac - ON, ' cos'aI. -
hp01 dm tmunghlul OAT1 Sl

Lea=

AT, tga ‘Fig.~58

Am gas1t. astfel cu amtorul cerculul trxgonometnc rela‘gnle
fundamentale, pentru. un unghiu; dm pnmul cadran. . ,
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Pentru unghiurile din cadranul II se obfin aceleagi- relatiuni
folosind triunghiurile dreptunghice OM,N, si OAT,, care sunt
asemenea; tot astfel pentru unghiurile din cadranele IIT gi IV
formulele fundamentale rezultd din asemé&narea triunghiurilor
OM;N; si OAT,, i triunghiurile asemenea OM,N, si OAT,?).

" Observare. Am vizut ci daci se di una’din liniilé trigono-
metrice ale unui unghiu; se poate afla unghiul i deci se pot calcula
§i celelalte linii trigonometrice; rezultd de aci ci se putea:pre-
vedea dela inceput ci intre liniile trigonometrice ale aceluias
unghiy, trebue s3 existe amimite relat,mm, care sd permltﬁ sd
aflﬁm trel dintre aceste Imn cénd cunoagtem pe a patra

Aplwa;ia 1. Se dd sinx = ; ; i afldm celelalte lmu tngo-‘ '

nometrice ale ungkmluz X.

Avem din (I): cosz= :}; l/ I—sin®z =+ 52 2[/6

. 1
din (II): tgz= smx 5 . ‘=:EV__—6;;

cos x + 1/ 2]/6,' 1

din (ID): cotg x_—i— —-—1_ = :;: 21/_
' . .: AN . ' gz i.’ ‘.

216

Observare. Se vede de aci, c& fiind dat sinusul unui unghiu =,
pentru celelalte trei linii trigonometrice (cos.z; tgz $i. cotg z)
corespund céte doud valori egale i de semn contrar.

i : fr .

%) Se recomanda elevilor sd facd calculele necesare, pentru flecar? din
aceste cazuri, §i s& deduc ol formu’felé fundamentale sunt generalé adwd
sunt adevdrate’ oricare arfi- unghtul.’ 0 . TR
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‘. -Explicatie: Fiind daty valoarea 'sin'w, si o purtim in OP pe
" axasinusului (fig: 54) (s’ presupus ‘sin 2 pozitiv, in caz contrar
P: ar fi venit ‘dedesubtul. diametrului A’A); prin P ducem o pa;
raleld la diametrul A’A, care taie cercul in punctele M, §i M,;
dreptele OM,, OMj;, intélnesc tangenta*dusii la. cercul trigonometric
in punctul A, in T, gi T,

... Se vede lesne cd trmnghmnle dreptunghlce ONM, i ONzMz
de o parte, s1 tmunghlumle OAT, si “OAT, de alty parte, sunt
egale, deci avem in :valoare . absolut : ON, = ON;, AT, = AT2
: .Unghiurile, care au smusul egal cu valoarea datd OP = sin z,
au una din laturi pe OA iar cealalta este sau OM1 sau OMz,
aceste unghmn sunt din cauza pemodlclté’gn
%, sau X +360° sau X +2 X 360°
sau in_general :

[

(X=x+ k.3§0°

(k ti.lifreg, pozitiv sau hega’éiv) gis
Z, sau X, +360° sau x, + 2 X '360°
sau in general '

X =x, + k. 360° B 0P+ sin x
iar o " Fig. 54 .

X, + X ——180° o
adlca la un sinus dat corespunde un numér oricdt de mare de
unghiuri; toate au fnsi o laturX OA, si cealalty OM, sau OM,;
putem grupa valonle de maj sus astfel:

o + x, = 180°
(% + 360°) + (x; + 360°) = 180" +2 x 360° =5 x 180°
Ry 2 x 360°) + (x2 + 2 X 360°) 180° + 4 X 360° = 9 ><180?
(%3 + k 360°) + (x2 + k';360°) =180° (k + k*)“ 360°
X o £12 (k+K) +1] 180°

;>,.
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adied unghiurile care rispund la un sinus dat,; ez doud céte doud
0 sumd egald cu-un unghiu de 180° inmulfit cu an numdr nepereche
. (sau mai scurt : au;o gqma egala cu: un" numér nepereche de seml-
cercuri),” . I T :
Acum reiese ]esne rezultatul cautat avem'

cos &z = ONl, o8 Ty = ON,,

_dar segmentele ON1 s,u ONa sunt egale §L de semne. contrare “tot
astfel .
tgx1 AT1 tg:t., : = AT,

dar segmentele AT1 si AT2 sunt egale §1, de semne contrare decl
la ‘un sin z dat’ corespund doua cosmusun §1 doua tangente,
egale si de semne’ contrare.

Explicatia pentru valorile i cot & rezultd din’ faptul ci ele
sunt, inversele lui 72 z, care am véizut ci are doua valori egale §i
de semn contrar.

. 2“.,","
: Aplicatia 2. Se da €os X = ? ; sd-afldm celelalte'lmu trigonome-

trice ale ungkzluluz x (2.<80°).

Avem’ .
sinz =]/T—cos?z = Vi_.——é-—l/—?
Y9 3.
( ga—mE 0 J?.«
.o copm 2 .2 ‘
: v / A — I i
a Do 3
cotgx:——¥ 2[/-
tg z ﬁ 5

Exerclﬁu. Urmdnd ra;rbnamenlul dela pag 78 se wa ardta inai " Sntdi
‘cu ajutorul: cercului trigonometric; ¢ la valoarga- datd 'a lui eo$x -rdspund 0
infinitate de unghiuri; dar toate sunt cuprinse in formulele:

P
1

EETEE O
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ia care k. esteyun numdr fntreg positiv saw . negativ; pentru-dceste -unghiuri
X gt X', sinusurile, tangentele 3i cotangentele sunt: egale si. de semne_contrare,
Aplicatia 3. Se dd tg x=4 (a < 90°) ; se “cere celelalte linii
Itrtgonometnce ‘ i . co
Pornim dela rela(na fundamentala (In) :

sin
tgr=—o
cos z
pe care o ridicim la pétrat si fi adundm in ambii membn cite
o unitate; gésim:

smzx coszx sin?z
o 1+tg2x—1+ + .
e e cosza: S costr ¢t

n

si {indnd seama de relatia. (I), obt,mem-.‘ :

PR D tal e 00523 .- oy
saw, o . - N R AR
cosx— t - 1 l/_7
Vit tgzz . 1/1 +16 ]/»1'7--

hvem apor' o S
‘ ' tgE & 4 41/1_7" 3
sm:c=-t T.C08 T= ——= oo
d V1ttets l/1+16 Vi

rezultﬁ imediat: . oo - N

R S 1 1 . L e

SR wcotg = =l oo

' tgx 4

Exercitln. Sd se . arate cd' fiind daté valoaréa t« X, ei 8 corespund o
infinitate de unghiuri X, dar toate sunt cuprinse in formulele

x—~k36'0°+x, g 2 —-k 360° + 180° — x; = (2k + 1) 180°-—:r,

care se pot stmnge intro smgura formuld ) :
TR R P R S T ot ESENE TR HE A IR SO T L) SRR 3

BT IR IR TR R AP L O A A

(cand n este par, se giisesc valorile z, iar cand n este impar, .vélo'rile‘fic’)'.
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‘Se-va explica apoi “geometric dece cdnd se dé tgx, x putdnd dvea'oricé
wvaloare, se objir - cdte doud wvalori egale si de semne - conirare pentru:sin x,
oS X gio- smgurii valoare pentru cotgx. .. .,

Aplicafia 4. Se dd cotg X —% (e < 90°), se cere celelal“te“hnu

e ;
' sl . Lot "4

trigonometrice.
Procedand in mod analog ca la III gamm'

., 1 _4)F

tg.?-—cotga; ) smx Y iy =75
cotgz © _2}/5°
V1 4ecotgrz . 5
Exercitiu. Se va dov¢dz ca la I, cila o cotg X daig, rdspund o infi-
nitate de unghiuri X, date de formula -

cosx = cotga: smx =

z =n. 180°+x1

in care Xy este cel mai mic unghiu care are cotangenra egalid cu valoarea datd;
se va deduce apoi cd la cotg x daid, rdspund cdte doud valori egale v de
. Semne contrare pentru Sin X, €0S X, $i una singurd pentru tgx.

Formule corelative. S’a aritat mai sus c formulele fundamen-
tale care leagid liniile tngonometnce ale unui unghiu ;z, supt in
numdr. de trei, gi am vézut ci ele gervesc la aflarea a ‘trei din
liniile- tmgonometmce cﬁnd se cunoagte a, patra linié: trlgo‘nome-
tricd.

Formulele care exprimd fiecare linie trlgonomet.nd & Vi ajdtomil
celorldlte, se numesc formule corelatwe' astfel relatiile:

- sma:—:]:|/ —c08T . ST =
;‘i oo 5, e .‘.
J R S CO8 Y = -,,etc‘ A S R O
‘ £/ T+t tg’ s
sunt formule corelative. In,ta.bloul de mai ]08, se arat.a in dreptul
fiecirei coloane verticale formulele prin care se pot afla aceste
linii, cind se d4 linia ft.mgonometmca jnscmsa pe fiecare din girurile

Omzon‘tale- SR . . . REEUEE I L3 RTINS i'ﬂl )
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Tabloul de formule corelative®):

sin z

cos

tg x

cotg z

sin z sin z

+ V1—sinz

sin =

' + [/ 1—sin%z

+ J/1—sin®z

sin z

cos T
il

l BT

AT IR

co8 x
RS P R B

. A

4+ T—cos’z

cos

' lecodm i

Y 1—cosz

tgz

| £V 1—cos’z
E R

ST

i1 .1."gﬂt i

YTt

YA

H N
. 8z .

ek
<

_WE

f KR DIF KRR SRR P

aEEsET )

Todg |

I: Eotg"m”\

IV Footg's

“cotgz

(AR B

L eotg &

RN EEI IR

T ———— 3
+}/1+cotg®z i
o - o -
X IR G SR B
il
. " .
T e . e
. W 4
! k , N
- i Lo}
T
o
- PR - Y M . .3 [ 1
PRTR o MR it Bl S futi s -
'
PR o AT AT

1) Acest tablou nu se va memora; prin exercifii, elevii pot ajunge s po-

sede aceste formule.



78

SRR R"EZUMAT S e

CAP'-V -—-RELA:TIUNI INTRE LINIILE TRIGONOMETRICE

1 ALE" ACEL'UH\$ UNGHIU. ’ ,

* Fund" dat¥ -o linie’ tmgonometmcﬁ a unm unghm a,. sé pot-afla

§i-celelalte-linii- trigononretrice, - ceeace - dovedegte cir intre liniile

{rigonometrice 'ale acelumg ungluu e:msta un numar de rela;zunv

}"”Dm relatule o S : :
ay o “¥inta F cost ¢ = -1

2) : tga= sin a
. : - cosa . :
@ . 1 . n&
: cotga=——---—-"_
: g p%tga' J‘VP/ T Qa -

se pot deduce trei din liniile trigonometrice : sin a, cos a, ig a,
cotg a, cdnd se cunoagte a patra. '
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{ i, Se.dé.sip a= 5 e sd; se, calculaze, celelalte lmiz. mgonome&rice ale
u[nghiullliaf "' . ", . " {l‘rwr'f" ‘ J .'.:." :

AR RS TR Y33 =,
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; :

i o ‘3"11’ sl .
N 2 Se dd tg a= 8 5, sd;se calculeza celelalle linii tngonometu@e. .

et i ;?R’,” , ’t T8 iy 280 .
:CO a = —" sina = Cos N rd
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3 Sé se afle iliniile . tngonomemce ‘ale unui unvhui a, a: cdrm cotangenld
c’ste egald. cu;35,,_‘;. . e

i .n‘,nl‘ AR
.

a=

3

_’:‘,-7:.1 5oL Ri‘tg a= 0,285 since, = 0,274 cos a"‘j"O..

toitd, Se cunoayte tosia =0,35; -sd se “djle. celelalie linii mgonometnce.
woulo  Rivsin'de 0937 18 a == 2i675; cotg a=0, 374

v o8, St se wertfice relafia . oy b e e
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R: Se va exprima sin a §i cos a in functxune de tg&
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CAP. VI.
«lLFUNC!].‘IUNI TRIGONOMETRICE

Fie cercul trigonometric 'O si unghiul AOM1 = Zy; n cadranul I
- (fig. 55), daci unghiul z, cregte, se vede pe figuri ci segmentele
N,M,, AT, cresc, decl sinusul §i tangenta lui z,, cresc; dim-
‘potrivi, ¢and a, creste segmentul ON,
‘ scade, adic cosinusul lui x, descreste.
'Rezultd ‘dé aci ci valoared sinu-
sului, cosmusulm tangentel unui un-
ghiui p, = AOMI, depind de mirimea
" unghiului - (sau’ .areului- \AMI), liniile
trigonometrice principale- ‘ale’ unui un-
. ghiu z, sunt deci funcfiuni de unghml
& (sau de-arcul z). Putem deci scrie:
. Yy =sin z, g=cos 3, V=1 =

Tot astfel cotangenta lui z, care -este: \mversa tangentel, este
'si ea o functiune de z.

Liniile trigonometrige. ale; 1 unui unghlu (sau arc) Z se numesc
gi func;zum tngonometrwe

VARIATIA LINIILOR TRIGONOMETRICE IN CELE PATRU
CADRANE.

Sinusul si cosinusul. 1, Dacd unghiul z, este egal cu zero raza
_ OM, este confundatd cu raza-origind OA iar punctele M, si N, cad
in A; in acest caz: N,M; =0, iar ON, =1 deci:
sin 0°=0 ; «cos00=1 "
(ceeace s’a stabilit direct §i pe altd cale; vezi pag. 36).
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‘Daci unghiul z, cregte treptat dar riméne in primul cadran,
" adicd raza OM se rotegte in sensul sigetii (s) in-spre pozitia OB,
in timp ce segmentul N;M, creste §i se apropie de lungimea razei
OB, adlca de unitate, segmentul ON, scade dela valoarea OA =1,
spre zero; in cazul cand unghlul x, este de 90°, N1M1 =0B =1,
iar ON1—0 deci ' R

-~ sin 90° = 1 ;. cos .9002 = 0’

Relese de dei: '

Regula L Cénd unghl,ul X. cre§te treptat dela 0° la 90° ( cadranul 1),
sinusul este pozitiv §i creste treptat dela zero cdtre unu, iar cosmusul :
‘este pozitiv §i scade treptat.dela unu spre zero.

Observare. Cand 2 = 45°, triunghiul dreptunghlu oM, N este
o 1soscel decl N M = ON1 §i aphcﬁnd teorema lui Pztagora gas1m

_V?_ T

: sin'45° = cos{ 4,50; = VT2

i

* deci s

- - -

Exereltiu, Sﬁ se, arate pe cale geometnca cé dmtre unghmrlle x cuprinse
’ mtre 0° si 90° numaa pentru unghml de 45°, 'smusul este ega] cu cosinusul.
2 Dack' unghml z cregte treptat dela’ 90° spre 180° se observil
ca smusu’l NzM2 este pozitiv §i scade’ dela unu spre zero, valoare :
pe care o. atinge la 180°; cosinusul ON ‘misurdndu-s¢ pe axa
negativi Ox’, este negativ; el creste in valoare absolutd dela zero

' spre unu, insd in valoare relativd, scade dela 0 la —1 valoare )

pe care 0 ia cind z = 1809, cici atunci ON2 = OA =-=1; putem
scrie . decl » :
' \ sm 1800 = O ;‘ cos 1800 # —1

De acl \ '

Regula. II In cadranul II cand unahbul X. cre,ste Ireptat dela
900.]a- 180o sinusul este pozitiv gt scade treptat dela unu la zero iar.
cosinusul este negatw st scade treptat ( in valoare relativd) dela zero

- "la—1

C. 38.848. — Trigonometrie s v . : 6
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Cand z = 90° + 45° = 135° sinusul si cosinusul sunt egali in
valoare absolutd, insi diferd ca semn:

. sin 135° = lzg— ; cos 135° =—'—§-
dect: sin 1350 = — cos 1359

Sd retinem cd sinusul de 135° este egal §i de acelag semn cu
sinusul de 459, iar cosinusul de 135° este egal si de semn contrar cu
cosirfusul de 45° §i cd unghiurile  135° i 45° fac impreund 180°
adicd sunt suplimentare: 135° 4 45° =180°.

Ezxercitiu. Sd se dovedeascd pe cale geomelricd :

a) sin 120° = sin 60° , b) cos 120° = — cos 60°
c) sin 150° =sin 30° , d) cos 150° = — cos 30°.

R: Se va observa in cazul a) si ¢) cd perpendicularele N;M, si
N;M, sunt egale §i au acelas semn fiind deasupra lui Ox; iar
in cazul b) si d) segmentele ON, §i ON, sunt egale gi de semn
contrar, primul fiind pe axa pozitivd Ox, celdlalt pe axa negativd Ox'.

Sd refineni ca suma unghlunlor 120° i 60° de o parte i 150° si
30° de alt¥ parte face 180°, adici unghiurile sunt suplimentare :

1200 4 60° = 180° si 1500 + 30°= 180°.

3. Cand -unghiul creste treptat dela 180° la 2709, sinusul
N;M; este negativ si scade (in valoare relativd) dela zero la — 1,
iar cosinusul ON; este tot negativ si creste (in valoare relativa)
dela — 1 la zero.

Avem: :
¢ sin 270° =—1, cos 270° =0
de aci: ‘

Regula II. In cadranul 111, cind unghiul x creste treptat dela
180° la 270°, sinusul este negativ §i scade treptat dela 0 la — 1, iar
costnusul este negativ st cregte treptat dela — 1 la 0.

Cand z = 1800 + 459 = 225° ge observi lesne ci:

sin 2259 = cos 225° =‘;l;2_
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Sd.re;inem cd sinusul de 225° este egal si de semn conirar cu
sinusul de 45°, iar cosinusul.de 225° este egal gi de semn contrar cu
cosinusul de 45° si cd unghiurile 2250 gi 45° diferd prin 180°:

, o 2250 —450 = 1800.

Exercifiu. Sd se doaedeascd pe cale geometrzca

a) sin 210° = — sin- 30°, b) cos 210° = — ¢os 300 ‘
© ©) sin 240° = — sin 60", d) cos 240° = — cos 60°.

| R: Se va observa cd in cazul a) gi ¢) N;M; = N;M, (in valoare

absoluté) dar difer ca semne, primul segment fiind negatio iar al
doilea pozitiv; concluzii analoage pentru segmentele ON3 §i ON1

Sd refinem, ci unghiurile 210° §i 30° de o parte si 2400 gi 60°
de altd parte, diferd cu 180°: ‘ L

, 2100 — 300 =180° , 2400 — 60° = 180°

‘4. Cand unghiul z cregte treptat dela 270° la 360° sinusul
N.M, este negativ §i cregte (in valoare relativi) dela — 1 la zero,
iar cosmusul ON, este pozitiv i cregte dela zero la 1; avem:

sin 360° = sin 0° =0, cos 360° = cos 0° = 1.

Regula IV. In cadranul 1V, cind unghiul x cregle-treptat dela
270° la 360°, sinusul este negativ. gi creste treptat dela — 1 la 0,
iar cosinusul este pozitiv §i creste treptat dela 0 la 1. ]

Pentru unghiul 270° + 45° = 3159, triunghiul ON M4 este
isoscel, deci N,M, = ON, (in valoare absoluta) ON, este pozmv_
iar N M negativ; avem:

| sin 315° = .—g cos 3159 = V2
deci: ‘ ‘ sin 3150 = ~cos 3150,

. Sd refinem, ca sinusul de 315° este egal si: de semn contraf cu
sinusul de 45°, iar cosinusul de 315° este egal si de acelag semn cu
cosinusul de 45° gi cd unghiurile 315% §i 45° fac impreund 360°:

3159 4 45° = 3600.

8*



84

' Ewerciﬁu Sa se dovedeasct‘i pe cale geometnca

a) sin’ 300° = —sin 60° b) cos 300° = cos 6'0°
¢) sin 3300 —'—-sm 300, . d) cos 330° = cos 30°.

“Se va observa cd in cazumle a) §i ¢) perpendicularele NlM1 s
N M, sunt egale’ §1 de semn contrar pe cénd in cazurile b) si d)
segmentele ON, 5i ON, comcld (sunt egale si de acelag semn).

Sd retinem ci 300° 4 60° = 360° si ¢cd 330° + 30° = 360°.

Periodicitatea sinusului i cosinusului. Daci unghml T ar cregte
treptat peste. 360° (fig. 55), . astfel ca unghiul AOM si pnmeasca
' vvalorlle 360°.+ z, se observd ¢d lucrurile se petrec ca la inceput :
ca gi cum ar f1 inceput si varieze ‘dela- 0° intr adevar, avem -
_ spre- ex.
sin (360" + 30°) = sin 30°; sin (360° + 45%) = sin 450

sin (360° 4 60°) = sin:60° - S

_ cos (3600 + 30°) = cos 30° ; cos (360° + 450) = ¢08 450
- cos (360° +60°) = cos 60° ‘
§i intr'un mod general (daca z este in prlmul cadran)
@y sin (360° + z) =M;M, =sin z,
¢ VAT vos (3600 +x) ON]l = c08 &; _
tot astfel dacé examinim- cazurlle cﬁnd o ar primi o va]oare ou- .
prinsi in unul oarecare, dm celelalte trel cadrane, ‘relatiile (1) sunt . -
" adevdrate. |
~ Rezult¥ de aci cod, dacis unghlul x cregte peste 3600, si pnmegte
valori intre 360° §i 2 x360° = 720°, sinusul §i cosinusul igi recapdta -
valorile pe care le-au avut cdnd unghiul x a variat intre.0 5t 3600,

La aceeasi concluzie se agunge daci =z ar varia intre 7200 §i

3 x360° =1080°, intre 1080° si 4 x360% = 1440° 5i in -general -
intre k x360° si (k +1)360° k fiind un numar intreg §1 pozitiv;
putem serie deci rela‘;,ule .

sin (2 »360° 4 z) = sin (3 x 3600 + x) — ... =sin xl

cos (2 x360° + x) = cos (3 ><360° 4 &) =... =cosz.
si intr'un mod general:- ‘
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@ - ~ sin (k 360° + :v) —-gm w
- 1 cos(k360°+x)—cosa:

in care numérul % este un numr mtreg s pozztw T
Aceste relatii sunt adevarate gl cand numarul k este intreg' .
si negatlv ‘
* 84 observim in acest: scop ci daca raza. OM ar. descne cercul
trxgonometnc de un numdr intreg de:ori-in' sens.negatiy ‘si ap01
s’ar intoarce in"sens pazuw ‘pénd in OMj, unghiul: descns ar fi:

E la o smgura rotatie completd, plus AOM »— 360° + z

la doud rotatii complete, plus AOMI. —2><360° +z -

la trei rotatii comﬁ)lete, plus AOM “-——4x360° +z

giin general la’ k. rotat.n complete, plus AOM1 — k 360° + a:

-In toate aceste cazuri sinusul .sz cosznusul acestor unghmn '
" sunt totdeauna egali cu sinusul gi cosinusul lui X, adicd:

~ 8in (—3600 + #) = sin z; sin (—2x360° + x) -sm x,
: '_ sm(—k360°+a;)—sm z

"‘- cos- (—- 360° + Z) = €08 &; CO8 (— 2. ><360° + z) = cos Z,..
- cos (— k. 360° + %) =cos z - :

S e

astfel cd relatiile (2) sunt adevirate pentru k intreg, pozuw sau

~.negativ. :
Propmetatea de mai sus, pe care. 0 ‘au smusul §1 cosmusul de

"a relua, cand unghiul « creste peste 3600, valorile pe care le-au avut

- cand z a variat intre 0° gi 360° se cheamd periodicitate. - -

" - Se zice c# sinusul §i cosinusul sunt funcfiuni periodice.
'Reprezentarea grafici a variafiei sinusulud. Am vﬁzut ca

sin x este o funct,lune de z, adlca ‘putem scrie:: :

y = sin 5

~pentru a-i studia vana;la, _/ fnnd o funcplune penodmé este
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suficient sé-i d&m lui z valori intre 0° 5i 360°; din studiul vama’glex
sinusului, rezulti tabloul de vanane

z]0° 300 450 gor 90° 120°135°150°180° 2100 225° 21.0° 270° 3000 315° 3390 360°

y[0 MATATAMA T R O R a1 A4 L4 0

Daca purtam pe axa Ox gradele, la o scard convenabll aleasd in
raport cu dimensiunile desemnului (spre exemplu 1 mm = 59) iar
pe axa Oy; valorile sinusului (reprezentidnd spre exemplu numérul
abstract1, prin‘4 em.), obtinem curba din fig. 56, numit §i sinusoidd.

Smus01da are intre 0°gi 360° forma a doud bucle :

1. O bucld OMO’ cu ordonate pozitive, care reprezinti valorile
sinusului cand unghml x variazd intre 0° i 180°; cea mai mare
ordonatd este MM’ = + 1si corespunde cu x=90° (se zice ci MM’
este maximul lui sin 2 sau maximul positiv a lui siz z).

2.0 bucld O'mO” cu ordonate negative care reprezintd va-
lorile sinusului cnd unghiul z variazi intre 180° gi 360Y; cea mai
micd ordonatd (in valoare relatwé) este mm’ .= — 1 gi corespunde
- la 2= 270° (se zice c& mm' este mlmmul lui sin m, sau maximul

negativ a lui sir z).’ - :

' Deoarece: 4 =8in 2 este o functiune periodicd, forma curbel
pentru z <<.0°sau pentru .z > 360°% se poate obfine dand curbei
OMO'mO” o translatie egald cu-360° in lungul lui Oz, spre sténga
sau spre dreapta.

Punctele O, O, O",... unde smusmda intélneg,te axa Oz se
numesc §i nodurile sinusoidei.’
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- Observiri. 1. Tot din forma sinusoidei s ret,mem cd:

a) deoarece:
sin 30° = sin 150°; sin 450 — sin 1350; sin 60° = sin 120°
* ordonatele (41)gi (1"1'), (22)si (2'2'), 33) i (3 3') sunt egale

. gi simetrice fati de ordonata maximad MM'; pentru un motiv analog -

.sunt egale gi simetrice: fatd de ordonata minimd mm', ordona-
tele (5 5) si (5' 5’ ), (66) si (6’ 6’), (7 7) $i (777 )

b) deoarece: - .
sin 210° = — sin 30° = —sin 150°
gin 2259 = — sin 45° = — gin 135°

- 8in 2409 == —sin 60° = — sin '120°

ordonatele (1’ 1') 5i (55), (2’ 2) si (66),(3"'3)5(77), etc. sunt
egale, de semne contrare §i simetrice in raport cu punctul O'.

2. Pentru reprezentarea sinusoidei, putem lua pe axa absciselor,
valorile unghiului z in radiani, sau ale aréelor corespunzitoare de pe
cercul trigonometric; ceeace este tot una din punct de vedere numeric,
deoarece : S

-arcul =raza x unghiul ragjani- . (raza =1)

Ob;mem in acest caz smusmda dm flgura 57 care nu- d1fera

\ .d' ‘ m O'r,lx

Fig. 57

de aceea din fig. 56 decat prin modul de alegere al scirilor; in fig.-
57 scérile alese pe .axele oz si oy sunt astfel cd numarul abstract.

1 este reprezentat 'pi'i'n 1 em., iar uhghiui % prin 6 mm.



Reprezmtarea graficd a va/najzez cosinusului Tabloul de va-

ma(,ne al funetiunii :
. Y =¢o8 T -

care este pemodlci (pemoada = 3600) este urmatorul

0° 500" 45° goo 900 igpe 185° 1500 180°, 2100 2259 9400 27003000 3150 3300 360°

y 1&1"&'—2&—&0&-—3«-'—%-—3&-14—'—31‘-31‘--4‘0f—f—%~1‘1

Curba reprezentatlvﬁ este aratata in flg 58 §i se cheama cosz-
nusozda Del e i

o
1o
I

Fig. 58 -

' Funct,lunea y = cos x- este max1ma pentru z = 0 siz= 360°.
(ON = O'N* = 1). si minimd pentru z = 1800 (nn! = — —1). -

Observiri. 1. Din forma sinusoidei si ret,mem cd: -

a) deoarece: . : '
cos 30° = — cos 150°; cos 459 = - cos 135;. cos 60° =—cos 120o ‘
ordonatele (1 1) si (11, (2 2) §i (2 2’), (3.3) si (3’ 3') sunt »
egale, .de semne . contrare §1 simetrice in raport cu punctul de pe
aza Oz, oare reprezinti 90° : :

b) deoarece:
cos 120° = —cos 60° =cos 240°, 08 135 = — cos 45° = cos 225°

cos 150° = — cos 30° = cos 2100,
ordonatele (3’ 3)si (T2 2)si (6 6), (1" 1°) si. (5 5) sunt
- egale, de acelas semn gi simetrice in raport cu dreapta nn'.

_ ¢) O concluzie analoagd cu aceea dela a) se poate trage pentru
ordonatele (5 5) §i. (5" 5), (6 6) i (6’ 6), (7 7) i (7' 7').
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2 Daca facem. 8% alunece cosmusmda, printr’o transla’gle, spre

dreapta, de 90° (sau D) ), ea comclde ou, smusmda, deoarece

sin' z = cos’ (90° —).
Rezulta de aci ci sinusoida §i cosmusonda sunt de fapt una gi

T

PR M v
™
! .
|- M T

1.0 g n’ x
.
4

n .
: " Fig. 59

aceeagl curba, mtuate insa in poz1§n diferite fa’ga de axele Ox Oy -
In fig. 59 s’au flgurat aceste doua o ~
curbe pe acelag desen. . '

"f’ Varta[za ‘tangentei si cotangentez._.

1. Daci unghiul 2, = AOM este :

ega.l «¢u zero, punctul Ty in care raza

- oM, intﬁlnegte ‘tangenta- T'AT la

cerc, ‘coincide cu A, deci AT, =0
“(fig. - 60), iar punctul U, - in care -

_ raza OM, intélneste tangenta U'BU
.86 afla la mfmlt spre dreapta lui B, =
adicd

BU, =+ w; .- . Tigso

. tg 0°=0; cotg 0° = 4 C :
: Daca unghiul z, creste treptat, dar rdmdne in cadranul I, raza
OM, se rote§te in sensul sigetii (s) pand. coincide cu B in acest timp

punctu] T, .se depirteazi de A pe tangenta AT in sus astfel cd
segmentul AT, creste treptat, iar cdnd raza. oM, yse agterne peste

decl T
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raza OB, ea devine ‘paraleld cu tangenta'in A la cerc, T, va.fi la
infinit (deci AT, = + o). In acelas timp punctul U, de pe tangenta
in B'la cerc se apropie de B, astfel ¢4 segmentul BU,, scade treptat
pénd la valoarea zero, pe.care o ia cdnd M, vine in B.

. Avem deci: tg 90° = 4+ o i cotg 90° = 0.

Din cele de mai sus, rezult :

Regula V. Cdnd unghiul x, cregte treptat dela zero la 90°, tangenta
sa trigonometricd cregle treptat, dela-zero la plus infinit; iar.cotangenta
sa descregte treptat dela + « la zero. -

Exereiffu; S4 se arate pe cale geometrici: ;

1) tg45° = cotg 45°=1 ‘ ;

1 3
2) tg 30° = cotg 60° = 35 .,1’_3’ si tg 60° = cotg 30° = V3!

2. Cand unghiul z, depéseste cu foarte pufin unghiul de 90°
adicd raza OM, se roteste din pozitia OB foarte pufin, spre
stdnga, prelungirea razei OM, intdlnegte tangenta .in punctul A la
cerc, foarte departe dedesubtul lui A, adicd. pe portiunea negativi
a acestei tangente; rezultd de aci cd atunci cind un unghiu obtus
este foarte pupm diferit de unghiul drept, tangenta sa trigonometricd
este negativi gi foarte mare in valoare absolutd ). ,

Dac# unghiul z creste, se vede pe figurd ¢ punctul T se apropie
- de A iar punctul U se depérteazd de B pe tangenta in acest’ p'unct'
la cere, astfel -cd- pentru un unghlu oarecare. X, = KOWI,, din ca-
dranul IT; avem:

. ‘ o tgmy = ATz"(segment negativ)

$: cotg z, = BU, (segment negativ) .
adici tangenta cregte in valoare relativd (dar scade in valoare
absolutd), iar cotangenta scade in valoare relativi (dar cregte
in valoare absolut#).

!). Deoarece cénd unghiul z este in cadranul I dar foarte aproape de 90°
tangenta sa trigonometricd e foarte mare si pozitiva, iar cand unghiul z este
fn cadranul 11 depdsind cu pufin acest unghiu, tangenta sa trigonometrici
é foarte mare dar negativi, se zice cil pentru z = 90°, tangenta este dlscon-
tinud: sare dela 4 oo la— oo
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Cand unghml z, devine egal cu 180°, punctul T, coincide cu A,
segmentul AT, = 0, iar punctul U, se afld la infinit pe tangenta
BU (spre stdnga), deci BU, = — o, astfel ci:

' tg 180° = 0° ) cotg 180"
De ‘aci:' * '

Regula VI. Cénd unghiul x, creste treptat dela .90“ la 180°, tg z,
cregte treptat in valoare relativi dela — oo la zero, iar cotg z, scade
treptat, in valoare relativd dela zero la — .

Exercifiu. 53 se arate pe cale geometricj :

1) tg-435° = cotg 135° =—1

1:2) tg 120° = —tg 60°; tg 150° = —tg 30°

3) cotg 120° = — cotg 60°; cotg 150° = — cotg 30°.

Sd refinem c& unghiurile 120° §i 60° de o parte si 150° i 30° de
altd parte sunt suplimentare.

- Periodicitatea Iui tg x si cotg x. Daci unghlul z creste peste
1800, dar rémane in, .cadranul III, atat tangenta cét si cotangenta
lui reiau valorile pe care | le -au avut pentru unghiurile din cadranul I;

astfel ‘pentru unghml AOM =180° + z, avem:
‘ “tg xs' = tg (180° + z,) = OT, tg z,
cotg z; = cotg (180° + z,) = OM, = cotg =z,

. Tot astfel, pentru unghiurile din cadranul IV, tangenta si
cotangenta reiau valorile  pe care le-au avut pentru unghlurlle din
cadranul II; fie unghml AOM4 = 180° 4 g, avem:

tg z, = tg (180° + z;) = OT, =tg =,
cotg x, = cotg (180° 4 z,) = OU, = cotg z,

Din catiza acestei .proprietifi de a-gi recapdta valorile, cdnd
unghiul x creste peste 180°, se zice c¢d g x §i cotg x sunt funcfiuni
periodice, iar perioada este egald cu 180°.

" Mai' general, dacd- unui unghiu oarecare z, i se adaogi un
multiplu nepereche de 180° (sau cum se mai zice: un numir ne-

pereche de semicercuri), tangenta §i cotangenta ‘unghiului astfel.
rezultat sunt egale respectiv cu tg x §i coig z, adicd :
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. tg :["(2k‘+ 1)180° + z) | = tg x-
3) *cotg [ (2k + 1)180° + a:) ]=cotg z

Reprezentarea graficd a funcfiei y = tg T giu= cotg x. Aceste
functiuni avand perioada 180°, este suficient’ ‘s dém lui z valori
intre 0° §i 180°; obg,mem tablourile de mai ]os gi reprezentarlle‘
graﬁce din flgunle 61 si 62.

, N ‘_ Tﬁ{zéénia ‘ _ L _
2]0° s &5 e 90° 4200 1350 . iper 180°
y 0;(.%5 ALAG A 4o |—0 A—np—14 —y—lgf 0

~ Curba  reprezen-
tativd - este - formatd,
" intre: 0° si 1809, din.
" dou# arce. Oa §i a'O’ .
- care ating dreapta aa’
.paraleld cu Oy la in-
finit 1). ‘

- 8d ie}mem ca de-z '
* oarece : ‘ ,
 tg 300 ‘=-—.tg.150°"_ '

g 450 = —tg 1350

tg 60° = — tg 1200
‘ ordonatele(l 1):;1(1'1’),, v

@2 si (22),.(33)

: o . . §i (3 3) sunt doud
Fig. 61. o _cate doud egale, de-

1) Dreapta aa’ se numeste din aceastd cauzi, asimj:tptd Ta -curbd,®
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semne contrare §i sunt szmetrwe in raport cu punctul de pe:axa

Ox de absclsa z =900 1)

x| 0 2 300 45° oo

90°

, Cbiangenta

1200, 1359

1500 180°

Y| Fo N NN AN —ly—p \ —

Concluzii analoage ca in
cazul tangentei ?) (fig. 62).

Perioadd. Functiuni

perzodzce. S’a ariitat mai
sus cd dacd unui unghiu
z'i se adaogd un unghiu

de 360° (sau un unghiu

k x 360°, k fiind un intreg
oarecare pozmv sau ne-
gativ), sinusul si cosinusul
unghiului astfel rezultat,

\
Ay

\ . .
‘~90°

d

- [ ———— ——— —— —

sunt' ‘egali cu sinusul §i
cosinusul Iui =z, adic
* valotile ‘dcestor linii tri-
gonometnce .se repetd.
‘Tot ‘astfel daci un-
ghiului @1 se adaogd
180°, "sau un unghiu

2k +4)180°, & fiind un

-intreg pozitiv sau negativ,

\\

valorile Tui' #g z si cotg w' B

se repeti.

e

T o e e -

- o e ———————

- o ————

s
o
—>
’,/ .
%
<

" Fig. 62

e ——

JRSSAN SR SN A
. '
L [P

1) Punctul z = 90° care are propnetatea c& lmedlat tnaintea sa, . tunc-
tiunea y= tg x are o valoare pozitivi foarte mare (+ o), iar imediat in urma
sa, are o valoare negativi foarte mare (—o) -se chiami punct de disconti-
. nuitate; despre y = tg = se spune ci.este o functiune dlscontmui pentru

© z = 900 (vezl i pag. 90).

gy Cotangenta este discontinud pentru T=10, 2=180°
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Din -aceasti cauzd, unghiul de 360° se' cheamd perioada. func-
;Lumlor sin x §i cos x; iar unghiul de 180°, perioada func;wnzlor tg x
st cotg x; func;mmle sin x, cos X, tg x, cotg x, se mai numesc §i
juncnum periodice.

" Observare. Intr'un mod general se numeste funct.mne perlodlcé
o functiune f(i) care are proprietatea ci :

f(z + k.T) = {(x)

in care T este o cantitate pozitivd numit perioads iar & un intreg
pozitiv sau negativ. '
In cazul lui sir z §i cos z avem:

sin (z + k.360% = sin 2
cos (z + k.360%) =cos

Exemple: 1) Orice functiuni de forma: y=A.sin z, u= B.cos z,
¢ = C.tg z, w = D.cotg z... sunt functiuni periodice. '

2) S& presupunem cd mtr o statiune, soseste la fiecare 3 minute
un vagon de tramvai ; perioada acestui fenomen este T = 3 minute.

3) Fazele lunii, care se repetd din lund in lund, constituesc
un fenomen periodic. : :

PROPRIETATI REZULTATE DIN VARIATIA SINUSULUI,
COSINUSULUI, TANGENTEI $I COTANGENTEI.

Unghiuri suplimentare. S’a vizut mai sus (pag.82) cd:.

sin 120° = sin 60°; sin 135° = sin 45°; sin 150° = sin 30°
lar: ‘ . o |
c0s 1200 = — cos 60°; cos 135° = — cos 45°; cos 150° = — cos 30°
iar in toate aceste cazuri, unghiurile din cei d01 membri ai egahta—
tilor, fac impreund 180°: :

1200 4 60° = 1800 _; 1350 4 45° = 180° ; 150” + 30° = 180°.
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Fie acum un unghiu oarecare in primul cadran (fig. 63):

z= AOM, si unghiul suplimentar: AOM,=180° — 2z, situat in
: ; . | 3 H /\ -

cadranul II; rezulti lesne din figuri ci 20N, =z, iar dreapta
M;M; este paraleli cu diametrul AA’. '

Din triunghiurile dreptunghice
ON,M,; si ONM, care sunt egale.
deoarece au: ipotenusele egale
(OM, =ON; = 1) si cate un unghiu
. T~ N
ascufit egal (N,OM, = N,OM,) re-
zultd : g
N,;M, = N, M, (in valoare absoluts ‘
si semn, deoarece amandoui segmen- Fig. 63
tele sunt pozitive).

- ON; = ON, (in valoare absolutd ; semnul lui ON, este pozitiv

iar semnul lui ON, negativ). : v
prin urmare:

sin & = sin (180° — z)
(D

€08 = — cos (180° — )

Tot astfel in studiul variatiei tangentei §i cotangentei (pag. 91)
s’au obtinut rezultatele : e ‘ .

- 1 120° = —1g 60°; tg 1350 = — tg 459; tg 1500=— tg 300
§i: :
cotg 1200=— ébtg 60°; cotg 1350=— cOtg 450, cotg 150°=— cotg 300;

unghiurile 120 si 609, 1350 gi 459, 120° §i 609 sunt suplimentare.

Din triunghiurile dreptunghice OAT,, OAT, care sunt egale
(deoarece OA este bisectoare §i indltime in triunghiul isoscel
T,0T,) rezultd ci AT, = AT, (numai in valoare absolut#) iar din
triunghiurile dreptunghice OBU, si OBU, care de asemeni sunt
egale, avem ci: BU, = BU, (numai in valoare absolutd); prin
urmare : ' I
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tg X = ——tg (180°—x)
cotg z=— cotg (180"—— x)

M

Dm (I) i (I) rezulta

Propnetatea 1. Dacd doud unghiuri sunt suplzmentare, smusunle
lor sant egale st de acelag semn, iar cosmusurzle, tangentele §i cotan+
gentele sunt egale si-de semne contrare ¥).

* Obseryare. 1) Relatiile (I) se mai pot scrie §i astfel
..daca T+ —-180° ‘ S
' ‘ iging =sing’ §i- cosx =—cos

2) Relatiile (I) ne permit.'sd aflim sinusul si cosmusul unui -

_unghiu din cadranul (II), cu a]utorul smusulul §1 cosmusulul unu1
unghiu din cadranul- 1.

Exemplu. S8 aflim : sin 1709, cos 1700 suphmentul lu1 170° -

este unghiul de 100, deci:
o sin 170° = sin 10° . cos 170° = — cos 10°
i cauténd in tabela de valori- naturale, gisim:
. . sm 100 = = 0,174 - _cos 10° = 0985
dem sin 170° = 0,174 - cos 170° =—0, 985° v
Ungluurl cari diferd cu 180° Cénd: ‘g'au’ studiat variatiile
sinusului si cosinusului in cadranul III, g’au gésit rezultatele :
sin 210° =—=sin 30%; sin 2250 = — sin 45°; sin 240 = — 5in 60° -
i
ios 210'J = — 08 30°; cos 225° = — cos 45°; cos 240° = — C08. 60° -
gl se vede cdl m toate aceste cazuri, dlferenta unghxumlor dm c
doi tnembrii ai- egahtal;ﬂor, este egald cu 1800 - e
12400 — 300 ="180°; 2250 — 450 = 180°; 2400 — 600 = 180"
Sa cercetam daca propmeti‘glle acestea sunt generale, adlca
adevérate pentru doud’ ungh:tum diferind ‘cu 180°; fie, in ‘acest

') Mai- general daci ¥’ :l-x ‘ (2 k-{:'l) 180°, ‘avem \
smx——smx cosx——cosx tgx=—tgx’; cotgx—--—cotgx
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scop un unghiu odrecare in:primul cadran : z = ml (fig. 64) ; sd
prelungim raza OM, pénd in M; unde intdlnegte a doua oar# cercul
trigonometric ; unghiul AOM; are valoarea 180° + z. Din triun-
ghiurile dreptunghice. ON;M, ‘§i ON,M,: $yooo
care sunt. egale, deoarece au ipotenusele 8__ . uy
egale (OM; = OM =1) $l cite un unghiu ,

ascutit egal (N 1OM1 §i N,OM OM ca opuse la
varf), obfinem: A

N,M; = N,M, (numal in valoare abso- Ny
luta), sio= y .

ON; =ONy (numa1 in valoare absoluta),‘
deoarece segmentele N;M,; si ONy sunt -
pozitive iar N;M; si ON, sunt negative; prin urmare :

sin 2 =" sin ~(1‘80o + )
cos z =—cos (1800 + z)

(‘11.)' |

S& observim ca atat unghiul 2z, = A/OI\VI1 cat 'si unghiul
Z, = ﬁ’[a care diferd de primul prin 180°, au aceeagi tangentd
AT, = AT, si aceeasi cotangentdi: BU; = BU,.
deci:

()

tg x =tg (180° + z) - -
cotg z = c'otg’ (1800 4- z)

de acl rezultd : .

_ Proprletaf;ea II. Dacd doud unghiuri au o diferentd egald cu 180°,
smusunle st cosmusurzle lor sunt egale i de semne contrare, iar tan-
gentele $i cotangentele sunt egale §L de acela; semn..

Observin 1) Rela@ule (II) se. mai’ pot scrie §1 astfel ; décé:

== 1800
avem : ,
sin, a:-——sma: ; €08 x—'—cosx tgx tgx cotg z=cotg =’ )
0 ol [ ' S
1): Mai. general dacii x—x = (2k + 1) 180°, avem:
smx——-smx . » Cosx=—cosx' T
‘ tgx=tgx cotgx, cotg x“.'i - ey

C. 88.848, — Trigonometrie.

-1
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:2) Relatiile: (IT) ne folosesc: s& aflim sinusul §i cosinusul unui
unghiu din cadranul III, cu a]utorul smusulm sit cosmusulul unui
‘unghiu din cadranul I. ‘

Exemplu: Sd aﬂdm sin’ 265030’ ,91, éos 265030' Unghml care
trebue scdzut din 265°30" pentru a. ob;me 180° este de 85°30’,
deci gi#isim cu ajutorul relatmlor (I1) si a'tabelelor de valori na-
turale :. : ‘

’ ‘sin 265930’ = — sin 85930" = ——0997 _ B
cos 265°30’ =—cos 85930’ =—0,078 -

Unghiuri a ciror sumd este de 360°. Din cercetarea vana@rel
sinusului gi cosinusului unui unghiu cuprins in cadranul IV, am gisit :

.sm 300° = — sin’ 60° sin 3150 = — sin 45°; sin 330° = — sm 30°
si

cos 300° = cos 60°; cos 315° = cos 45" cos 330° = cos 30°
si se vede ci in toate aceste: cazuri, suma unghiurilor din cel doi
membrii ai egalitdtilor este egala cu 360°: .

300° + 60° = 3600; 315° 4 450 = 360°; 330° + 30° = 360°

. S& cercetdm. dacd aceastd proprietate este generala, achca daca
ea este adevdrati pentru doud unghlum oarecari, dar care aw o
sumd egald cu 3600

Fie in acest scop unghiul AOM1 =z g AOM = 360° —
(tig. 65) ; rezultd c& unghiul ascutit AOM, este in valoare absoluta

: ++ . egal cu z iar in valoare relativd cu— z,
deoarece razaorigind OA trebue rotlta in
sens negativ de. unghml z pentru ca sd
coincidi cu raza OM,; mai rezultd lesne
cd: coarda M,M, este perpendlculara re
raza OA §i este impértitd de aceasta in
doud piri egale, deoarece triunghiul
OM,M, este isoscel iar OA este bisectoa-
. rea unghlulm M,O0M,. Existd deci relajia:
N,M, = NM, (numa1 in valoare absoluti)

N,M, fiind pozitiv iar N.,M,"_negativ; tot de.pe figurd reiese cd

= -a\.
R\_ Q
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segmentul: ON, = ON; {§i‘in’ valoare gi in'semn) “deoarece - proiec-
t,ule punctelor M, si M, - pe diametrul A’A comcld -
- De aci relat,ule, o

" sin # = — sin (360°— z)

'.(IH)' cbs z = cos (360°— z)

' " Din triunghiurile dreptunghice -egale OAT, si OAT, de [ parte
gi OBU1 si OBU, de alta, avem egahtéple de segmente

AT, = AT,
BUl1 = BU: (I{umal in valoare absolut§)
deci : .’ | o,
(I11y tgr=—tg (360 — 2
: cotg © =— cotg (360° — )

_ de aci rezultd:
Propnetatea. HI. Dacd doud unghzun au o sumd egalid cu 360°,
© sinusurile, tangentele si cotangentele lor sunt egale §i de semn con-
trar, tar cosinusurile sunt egale si de acelag semn.

Observiri. 1) Rela’gule (I11) se mai pot scrie §i astfel:
dacd: .. - -x 4z =360 .
avem : sin z - sin £ §i cos x =cos z’

tgz=—tga" §i -cotgz=—cotgz ).

'2) Cu djutorul relagiilor (1r1) putem afla’ sinusul §i cosinusul
unui unghiu din cadranul v, folosmd smusul §1 cosmusul unui
unghm din'  cadranul 1.

- Exemplu. 'S4 aflim " sin 320° gi cos 320° ‘Judecdm astfel :
unghml care trebue ad#iogat unghiului de 320° pentru a obtine
3600, .este 40°; deci cu a]utorul relatulor (III) gi a tabelelor de
,valon‘ naturale, aflim: .

TR sin’ 3200 ——-—-—Sm 400 ——-0 643
cos 320° = cos 40° = 0,766
1) Mai genera] dacdl x + x' = kx860° avem:

sinx=—sin X’ , €05 X=COSX . ,
tgx=— tgx’ ,cotgx —cotgx’. ...~ el e

7%
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-Liniile trigonometrice a doud unghwrz egale sz ‘de:semne

contrare. Fie un unghiu‘oarecare AOM x; §i unghlul AOM"=—x
egale gi de sens contrar (fig. 66); in triunghiurile isoscele MOM’,
TOT', raza OA este deci bisectoare si indltime; triunghiul UOU’
este de asemem igoscel si are raza OB ca bisectoare si inilfime.
B Avem deci:
-sinx = NM, tgz = AT, cotgz = BU
R sin: (— z) = NM", ‘
tg (— a:) = AT', cotg (~—2) = BU’
Din triunghiurile isoscele MOM’, TOT’,
UOU’ rezultd ci segmentele MN si NM’,
AT gi AT, BU si BU’ sunt doud cate
doud egale (dar au semne contrare). '
Pe de altd parte: '
‘ _ cos £ = ON §i ¢os (— x) ON
prin urmare:’ I

Fig. 66

vy sin # = — sin (—z);| |- tgez =—1g (—2);

08 £ = cos (— ) ccotg & =— cotg (— 2)

adicd :

Proprietatea. IV. Dacd doud unghiuri sunt egale §i de semne con-
trare, sinusurile, tangentele si cotangentele lor sunt egale si de semn
contrar, iar cosinusurile lor sunt egale si de acelag semn.

Observare. 1) Propnetatea (IV) rezultd de altfel din. propnetatea
ITI, dac’ observdm ci origina §i extremitatea .unghiului — 2 sunt
aceleagu cu origina §i extremitatea unghiului 360° — z. :

2) Cu ajutorul relatiilor (IV) aflarea sinusului,’ cosinusului, tan-.
gentei §i cotangentei unui unghiu negativ se reduce la.aflarea
aceloragi linii trigonometrice pentru un unghm egal cu unghiul
considerat, dar luat pozitiv. D

Aplicatie. In fig. 66 unghiul z, a fost figurat in primul cadran; s& se

arate pe cale geometricd cd rezultatele (IV) sunt adevdrate in orice cadran
gar afla unghiul z. : .
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. Eaemph. S4 aflim liniile’ tngonbmetmce ale unghm]ui b=— 35°
in baza proprietdtii IV avem: S
gin .: (—35%) =s<hin 3502 — 0,574 .
cos (—35% =, . cos 350= 0819 "\
tg (—35% ==<tg 35%=-—=0,700 . .
cotg (—35% ==—cotg 35° =-—0,428 .~ -

_ REDUCEREA UNGHIURILOR LA, PRIMUL CADRAN. .

Aplicatia 1 '). Sd aflim liniile trigonometrice dle ‘unghiului
a —14690 proceddm astfel : , .
. a = 14699 = 4 :x 3600 +,29°
orlgma acestui’ unghlu fiind: rdza OA extremltatea unghlulm a
cade deci in primul cadran.
In baza periodicitdfii putem scrie (vezx pag. 84 i pag. 91)
sin-'a = sin; (4 x 36004 29%) =sin 29° = 0,485
cos & = c08," (4’ x 360° 4 29°) = cos 29° = 0,875
tg: a=tg ' (8 x 180% 4 29% =+tg 290 = (554
cotg a = cotg (8 x 180° + 29°) = cotg 29° = 1,804
adicd am aflat liniile trigonometrice ale unghlulm 1469° cu a]utoru]
unui unghiu cuprm‘s intre 0° i 90°
Aplicatia II. Sd aﬂam lmule tngonometnce ale unghiului
a = 837% avem?y '
a=837=2 x 360° + 117o
unghiul .cade deci in cadranul II. .
-~ In baza periodicitdtii liniilor trigondmetrice avem :
sin 837° =sin (2 x 3600 4 117%) = gin - 117% '
. cos 837° =cos (2 x 360° + 117%) =cos 117°
T tg B37Y=tg (4 x 180° 4+117%) =tg " "
cotg 837° - cotg (4 x 180° 4 117%) = cotg 1170

1) Executarea acestor aplicatii va fi ‘tnsofiti i dé figirile respective: @
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- Unghiul 1179 are ca suphment unghlu] de' 63%; deci in baza
proprietdtilor (1) si (I') avem: Coe T e ‘

0,891

gin 147° =" :gin (180“—117”) = ‘sin’ 630’-—f
cos 1179 =—'cos (180°—117°) =-——cos ' 63° = — 0,454
tg 1170 =—tg (180°—117%) ==-tg ' 63° = — 1,963

cotg 117° = — cotg (180° —147%) = — cotg 63° = — 0,510

adicd am aflat liniile trigonometrice ale unghiului de 837° (care are’
extremitatea in cadranul II) tu aJutorul unui unghiu cuprins in
primul cadran. : :

Aplicatia III. S& aflam liniile tngonometrwe ale unui ungluu.
a = 5946°. Avem': 59460 = 16 x 360° + 186° care are ca orlgmav
raza- OA iar extremitatea lui cade in cadranu] IIL :
Avem in baza periodicitdii :

© 8in 5946° =sin (16 x 3600 4 1869) = sin 186°
" ‘eos 5946° = cos . (16:x 360° 4 186°) = cos 1869

| g 5946° =tg (32 x 180° + 186°) = tg 186°
cotg 59460 = cotg (32 x 180° + 186") = cotg 186°

. Unghiul 186° intrece ‘pe 180° cu 6° deci in baza proprletat,llor
(1) i (1) avem:

Sin 1869 = — i 69 — — 0,405
. €08 186° = — cos 6°.=—0,995.. .. - -
tg186% =  tg6 = 0405. . -

cotg 186° =  cotg 6°,= 9,514

-adicd am aflat liniile trigonometrice ale unghiillui a = 5946° (cu
extremitatea in cadranul III) cu ajutorul 'unul unghlu cuprins
intre 0° gi 90°. E - .

Aplica;ia w. Sd aﬂdm hnule tngonometrwe ale ungkmlul,
a=7100 "

Unghlul a="710°= 360" + 350° are extremltatga- in cadranul .
Qv ; avem in baza periodicitdtii : : o
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sin 710° =sin (360° 4 350°) == sin 350° H
U --g0s 7100 '="cos '(360° 4-'350°) =-cos '350°

tg 710° =tg (360° + 350° =tg 350°
i .cotg 7109 = cotg(360° -+ 350°) =: cotg 350°

Unghlulul de 350° trebue sd-i mai addugém 10° pentru a obtine
360°; t,mand deci seama de propr1eta1;11e (III) §1 (III ), sau de pro- -
‘ ;prlet.atea TV) observarea (1) gisim:. ' . Yoo
Gt e oosin 350° = —sin 10° ;—0,174
. . €08 350° = cos 1100 =, 0,985
tg 3500 = —tg. 100 =

o cotg350° ﬁ—cotg 100 ~'—=-“.—;’5,67'1'“"".
adlcﬁ am aflat lmule \tmgonometnce ale unghiului. 7100, (care are

extremitatea in cadranul - IV), cu ajutorul unui. unghm cupmns
intre 0° i 90° : - . «

Aplwa;m V Sa aﬂam lmule trtgonometnce ale u(zgkwnlar
a=—757% b=—471°% ¢ = —2360°, d = — 38780,
S# observim ci: '
- a=—757"=—2 x 360°—37°; b = —3600— 111°
‘ = —6.x 360° — 200° ' -d =—10 x 360 — 278 -
avem, in baza periodicitatii: '
gin (— 7579 =sin (— 2 x 360° — 37%) = sin (— 37°)
si in baza proprietatii IV:
sin (— 37°) = —sin 37° = — 0,602
Tot astfel folosind proprletatlle de perlodlcltate §i proprietatile
(I), (IT), (III), (IV), g&sim :
' sin (— 471° = sin (— 360° — 111°) = sin (— 1119)
"insd: . -
. sin (—111%) = —sin 111° = —sin 69° = — 0,934
* sin 2360° = sin (— 6 x 360° — 200°) = sin (— 200°)
dar: ° - '
sin (— 200% = — sin 200° = + sin 20° = 0,342



A
apoi: R R R
sin --—3878o = sin (— 10 X' 360° 2780) =' sin‘ (— 278%
dar: . o oo “1... oo , N
sin (—='2789) ‘=t' gin '2780:=+'sin 82" =0,139

In mod"analog gasunx-ln i i T

cos (— 471%)= —0 1358; tg (— 4710)_ 0605 cotg(— 4710)_ 0,384
cos (—23609)=—0.920; tg (—2360%)=—0,364; cotg(--2360°)=—2,747
cos (—3878)='0,990; tg (—3878)= 0,141; ; cotg(--3878%= 7,115

Observare. Dm cele ce prech rezulty ca -

Proprietijile stabilite mai sus, precum §i perwdwztatea liniilor
trigononeirice ne'daw dect 'posibilitatea s& kzﬂam liniile trzgonometrwe
ale unui unghiu oricdt de mare §i sitiat in orice cadran, cu a]utorul
liniilor trigonometrice ale unghiurilor din primul cadran:

" Aceastd opera;zune se ckeama reducerea unghzurzlor (sau arcelor)
la ‘primul cadran - '

Y
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aj' REZUMAT
CAP VI. — FUNCTIUNI TRIGONOMETRICE

ASintigal unu1 unghm este p0z1t1v in cadrane’le I§i1l, B négatw
in cadranele IIT §i IV; sinusul variazd ‘intre 1 §1 —1 ’

*Cosmuspl unui’ unghlu ‘este pozitiv in' cadranele I §i IV si
negativ in: cadranele IIT §i IFV copinusul variazi intre 1 si —1.

*Tangeni.a i ‘cotangenta- unul unghiu sunt-pozitive in cadra-
nele I si III .1 negative. in- cadranele II §1 1V; tangenta si co-
tangenta variazd intre- 4w §i 0. -

*Pentru unghiurile ‘de: 45° 5 225° sm‘usul §i cosinusul : sunt
egala'si dd acelag semn; tot astfel:tangenta si cotangenta.:
o *Pentru"fiih‘ghiurile“del 485°% gi' 315° sinusul, cosinusul, sunt
egale si de semn contrar; la fel, tangenta si cotangenta.

*Perioada sinusului §i cosinusului este 360° (sau 27) adici:

sin x = sin (k.360 4 x) , co8 X - cos (k.360°4-x)

in care k este un numaér intreg.
*Perioada tangentei si cotangentei este 180° (sau =), adici:

tgx =tg(k180°+x) | , | tgx =tz (k.180° + x)

*Pentru doud unghiuri x’, x”, astfel ci: x’ 4 x’ = 180°, existd
relatiile:

sin x’ = sin x”’ co8 X'== —cos x"’
9

NP
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tgx'=—tgx"’| , |ecotgx =— cotgx"”

*Pentru doudl unghiuri x’, x” astfel ci: x""— x’ = 180°, existd
relatiile: ’

sinx’ =—sinx" | , Jcosx’ =—cosx"

tgx’ = tgx”’ | , |eotgx’ = cotgx”

*Pentru - doud unghiuri x’, x” astfel ci: x’ +x" = 360> (sau
=—x") existd relatiile:, » ‘

’

X

|sinx’ = —sinx’’] , | cosx"= cosx"

PR L PN

ltgxt = —tgx” |, |cotgx'=—cotgx”

1. *A reduce un unghiu x’ la primul cadran inééamné; -a-1 ;pune
sub forma; x" = k.360+ x"' 'si apoi a-i calcula liniile lui trigono- -
metrice, servindu-ne de proprietitile rezamate in relatiile ce preced.



EXERCITII

v s
R N !

1. Care sunt semnele urmdtoarelor lmu mgonometrwe:
sin 1030° cos 737", tg 4989, cotg 2036°.

R:—;4;—;+. . I,
2. S& se dovedeascd pe cale geometnca (cu ajutorul cercului tngonometnc)
relajiunile : .
 a) sin 210° = — sin 30° . b) pos 285° = cos 75°
¢) sin 350° = —sin 100 . d) cos 345° = cos 15°
R: Se ya proceda ca la pag. 97 si 98 R,
3. Care este perwada lui: .. i : '

sin 2z, sin 3z, cos 2x, cos 3z?
"R: Se va observa ci sin 2z, cos 2z au pemoada
% = 180° iar cln 3.1:, cos 3x, pemoada .23."_= 1200,

) et . Wi S e 3

' '4.°84 se rep)‘ez‘inte grafic funcpiunile :
y—2sm 2x, o y—2cos2:c

R: Pemoada fiind = 180°, o buc]i complew. de sinusoidi sau cosi-
nusoidd va fi intre 0 §i- 180° {in loc de 0o $i 3600),

5. Care este perioada lui tg 2x gt colg 2x?

@
R: - | ‘

6. Sd _se dovedeasci pe cale geometrici, relafiunile :
a) tg 160 = —g 200 " b) cotg 160° = — cotg 20°
c) tg 265° =g 75° d) cotg 255° = cotg 75°

7. Sd se reduci la primul cadran, unghiurile :
17830, 247°, 351°
8. In ce relatii sunt liniile trigonometrice urmdtoare :
' sin 189 gi sin (720° + 189)?
cos 37° i cos (1080° + 37°)?
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9. Aceeagi chestiune pentru:

sin 130° ,ﬂ sin (5 x 180° 4 130°)
cos 130° gi cos (5 x 180° 4- 130°)

10. Ce relajii existd intre:

g 368° si tg 8°, cotg 368° si cotg 8°
11. Ce relatie existd intre:
tg 190° si tg 10°, ' cotg 190° si cotg 10°7

12. Aceeasi chesuune pentru linitle lngononwlrwe
ag 1o gi g (3% 180° +170)
" cotg 19 si cotg (7 x 180° + 19”)7
13. Sa se calculeze (cu tabela de valon naturale) :

SoRS sin (=739,  cos (—73)"
1g (— 4400), cotg (— 440°)
R: Se va 'observa ci sin (— z) ——smx, cos(—z) —cos x

tg(—a) = —tgxsi cotg (—a2) = — cotg .
4. Ce relatii existd intre liniile' trigonometrice ale unghiu'rilor a ‘;i'b, dacd
1) a+ b= 130° 2)a+b—360°? '
R: Se va observa ci sin # = sin (180° — z), étc.
15. Aceeagv, ckesuune pentru liniile trigonometrice ale’ unghturdor agib,
dacd : L .
1)a+b~9oo' 2)a+b—270°? |
R: Se va observa cd sin x = cos (90° —x), Ig x = cptg (90° — x), etc.
16. Sd se calculeze:
. sin 3270°, cos 4371°; g 1934°, coig 593°,
R: 05 0629 —0,966; 1,072.
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CAP. VIL | .

FUNGTIUNILE TRIGONOMETRICE ALE SUMEI §1
DIFERENTEI A DOUA ARCE; ALE IND 0ITULUI
\ ST JUMATAPIT UNUI ARC.

PROIECTIUNL N

- Fie o dreapta D'D pe care se fixeazd un sens pozitiv (spre exemplu
spre dreapta) indicat prin séigeata (s); sensul contrar este negativ.
Sé ludm aceastd dreaptd D'D ca axd de prozec;mne (flg 67)

Piciorul 'a: al - perpendi- '
cularei Ag, pe axa de proiec--:
{iune, se -cheamd = proiecfia
punctului A ; perpendiculara
Aa este:protectanta punctu— Lt A
lui A. : i

Daca : proiectim extre-‘ :
mitétile A, B ale unui seg- . -
ment, oarecare. AB inasibh,,
segmentul ab care uneste aceste prmect,lum se cheama prozec;m seg-
mentulut A.B §i. se scrie:

1) (pr. AB)pp: = ab
sau mai seurt: . e
(), - (AB)op —ab

Primul capit al unui segment (cﬁnd se citegte sau se scrle) este
origina segmentului, iar celalalt (;apat al segmentulul, extremitatea
segmentului. Astfel segmentul AB, are pe A ca origing, gipe B ca
extremitate; dimpotriva- segmentul BA are pe B ca origini si pe

A ca extremtate o i
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Segmentele, in care se deosebeste o origind si o extremilate, se
. numesc’ segmente orientale §i se scriu cu o bard deasupra..
Astfel prmect,la @b a segmentului AB, are pe a ca origini si pe

b ca extremitate gi se vede pe fig. 67, ci atunci cdnd un mobil ar -

merge pe segmentul AB dela origina A spre extremitatea B, un alt
mobil ar parcurge proiectiunea sa ab, dela origina a spre extremztatea
b in sensul siigetii (1); deoarece acest, al doilea mobil ar merge in
sens pozitiv pe axa D’D, convenim si spunem c#: proiectia lui AB
pe D'D este pozitivd ; se intelege atunci -ci proiectia segmentului
BA pe aceeasi axi este negativi, deoarece dela origina proiectiunii
b spre extremitatea sa a, trebue sd mergem in sensul sdgetii (2) adica
in sens negativ. :

Tot pe figura 67 se vede ci proiectia segmentului CE, este
negativd cici dela ¢ la e mergem in sens negatlv deci prmeotna
segmentului EC este pozitivi, ete.

Reiese de aci cd deosebirea ficutd intre capetele unui- segment
alegind pe unul ca origind i pe celdlalt ca extremitate, serveste
sd putem lucra cu pro1ect,1umle segmentelor ca $1 cu mgte cantitati
algebrice. ~

Unghiul unui segment orientat, cu o axd de prozectlune.
Unghiul segmentulul orientat AB cu axa de proiecfiune este
unghiul o = DMA cu care trebue si rotim axa MD in sensul
sigetii (o) ca si se agtearnd pe segmentul AB; tot aga unghw}’sg-

mentulul orwntat CE, cuaxa de prmectmne, esteunghml B DNC
ete. - Lot
’I‘eorema, 1. ‘Proiecjiunea unui segment ‘orientat pe ‘0 azd, este
egald cu lungimea ( valoarea absolutd) deelui segment, mmul;zta
cu cosinusul unghiului dintre segment st aza de proiectiune.
Fie mai intaiu, segmentul AB =1 (fig: 67) ducind AA’ pak-alel
'cu D D, obt,mem un tmunghlu dreptunghlu AA'B in’ care

AR = ‘ AB.eos a e

i

si cum AR =ab

(I) . L ab=l.008a jiv.l' IRRE
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Observare. Se constati ci aceastd relatie este adeviratd siin
valoare absolutj §i in semn, oricare ar fi.pozitia segmentului AB fati
de axa DD’, deoarece cind ab este o-proiectiune pozitivd, 1 este pozitiv
( fiind o valoare absoluid), iar a este ascutit, deci cos o > 0. Cand
ab este o proiectiune negativd, unghiil a este obtus, deci cos a < 0.

Linie poligonald. Fie linia franté deschisg ABCDE formaté

din segmentele :
' AB, BC, CD, DE
numite si. [aturile liniei, pohgonale (fig. 68)
Se vede de aci cil extremitatea -
B a primei laturi este origini la
latura a doua BC; extremitatea C
a acestei a doua laturi este origind . -
la latura a treia CD, §. a. m. d.

Linia frant& poate fi incd de- . d L ve
finit# deci ca o succestune de seg- @ b dc e
mente, in care origina fiecirui . Fig. 68

segment este extremitatea seg-
mentului care-1 precede ; segmentul AE, care unegte origina A a pri-
mului segment AB al liniei pohgonale (ABCDE), -cu extremitatea
E a celui din urmi segment (DE), se:cheam linia de inchidere a
liniei frante 'ABCDE sau rezultanta ei; se intelege ¢& dac# linia
frantd are o rezultantd egald cu zero (adicd in cazul cAnd A ar
coincide ‘¢ E), linia pohgonalé ar fi fnchisi; si reciproc: =
' Fie a, b, ¢, d, e, proiectiunile vérfurilor A, B, C, D, E ale acestei -
linii poligonale, pe axa M'M; dupa conventiunea facuta mai sus, se
vede ci proiecfiunile ab, bc si de sunt pozitive iar proiectia cd este
negatlva totdeodatd si ohservam cd origina fiecdrei proiectiuni (spre
ex. origina b a proiectiei be) este extremltatea proiecfiunii care o
precede (a proiectiunii ab) si cd prmectaunea ae formatd cu origina
@ a primei proiectiuni (a lui: ab) §l cu extremitatea e a celei din
urmi proiectiuni (a lui’ de) este. tocmm pronectlunea hmel de mchl-

‘dere AE”deoarece R L N A SEERT ST,
it pri (AE)M Nt = ae..
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.Din cele ce preced rezultd: T Dy

Teorema 1. Suma algebrici a protectiunilor laturzlor unez lmu
pohgonale pe o axd, este ega:lc‘i cu prozec;zunea lmwz el de mchzdere
pe -aceeagi axd. ' ' ‘ S

Intr'adevir avem relatia:

(pr AB)ais + (pr BC)int + (pr CD)ans + (pr DE)M’M = (Pl‘ AE)M'M
sau:

ab -l—bc +cd +de —ze .
deoarece de pe f1gura se vede cd segmentele ab si cd sunt pozitive
gi se adund deci. ca §i doué numere aritmetice si obt,mem

ab +bc-—ac

la aceastd sumd trebue s¥ adiugim pe cd; ins# cd este un segment
negatlv, astfel ¢d aceastd -adunare algebrlca, are ca rezultat:

S .. ab +b&+cd =ac +cd = ad
adlca dm segmentul ac am scizut de fapt valoarea absoluta a

segmentului cd; avem apoi: ,
" ab +bc +ed +de —-ad+de

se‘gmentele'&_& si de au acelag semn (plus) si deci suma totala este
segmentul ae, adlca prmect,lunea liniei de inchidere AE,

Observare Relese de aci c4t de util este s& deosebim capetele
unui segment prin origind §i ewtremitate §i si pr1v1m proiectiunea
- lui ca o mdrime algebricd (cu va- -

loare absolutd si semn). :
Intr’adevar, dacd o linie poli-
gonald ABCDE ar fi ca aceea din
fig. 69 toate proiectiunile latu-
. rilor : b, be, cd, de ar avea acelag
* semn (plus) iar suma lor ar fi o
T Y T SRR sumd - aritmetica. Convent.lunea
de mai sus ne-a permls decl sﬁ ob‘g.mem un rezultat mai  general
aplicabil i la linii poligonale ca aceléa din fig. 68.
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FORMULE PENTRU ADUNAREA\$I SCADEREA: UNGHIURILOR
+ (SAUI ARCELIOR): 3yt v v

Problema se: punie-astfel : algi b fiind- doud; nnghiuri oarecari,
se presupun cunoscute 8in %, ©08.4; tga, (sau .gotg q) | §i sin b cos b
tgb(sau cotg b). T ' » L
Se cere si se afle: a A
sin (¢ +b), cos (a + b), tg(a +b), cotg (@ + b)
sin (@ —b), cos (a — b), tg(a— b), cotg (e— b)
adici sinusul, cosmusul tangenta si cotangenta sumei sau diferentei

unghiurilor a si b. .
oy

I. Formula lui sin (a-l-b) .
Fle cercul trigonometric (fig., 70), 51, unghiurile., AOM = a,

MON &= b; pre deosebire de. cele depadnd
acum, unghm] a are ca.laturd-origind pe'
OA si extremitatea OM, iar unghiul b are ¢ca
laturd- ang}na ‘OM si ca extremztate ON -

astfel cd AON =a -+ b. Prin aceastd
agezare a unghlunl,qr;,ﬁp@perydmu}qrg_:,NP
pe OM, este sinusul lui.b,.iar segmentul
OP, cosinusul lui b, adicd:
sin b = NP, cos b = OP .
Conturul poligonal (OPN) are ca linie de inchidere raza ON =1.
S& proiectim acest contur pe axa Oy (axa sinusurilor) obtinem :
) pr (ON) = pr (OP) + pr (PN). |
insa prmectla unm segment pe o axa este egala cu lungzmea

1) Formulele relative la adunarea, inmultirea i impdrjirea unghiurilor se
datoresc lvi- Lambert (Jean Henn), savant francez, niscut la Mulhouse in
1728, mort la Berlin in 1777, care a lisat lucriri 1mportante de Matematici
si Filosofie. ‘

C. 38.846. — Trigonometrie. ) 8
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' segmentuluz. mﬁzdlmd el cosmuédl unghmluz ! formab de"dcél ‘segment‘

cu -azra. de prowc;w (Teoremaf 1} pag/. 110), avem:

pr(ON)»—~ ON“cos NOB =:1cos ﬂNOB '

: insa unghml NOB ehte’ comphmentul ungh1u1u1 AON = d + b asd

incat cos NOB = sin (a + b) sideci: S

. (a) - . pr(ON) = sm (a + b)
pe de alta parte .

‘ pr(OP) OP cos MOB OP sm AO\/I

ST TR S

. AT I

UM
sau:

(8) - pr(OP) = cos b sm a
iar: . S i

A (ERTIRIINSE
A A oA

. UpHPN)= PN cos(PN Oy)‘-—sm b. cos(PN’Oy) R
insi PN | OM si Oy L OA, ‘deci unghiul format de PN §1 Oy este
egal cu unghiul format de QA si OM, adicd cu aj; dem SEETIPRTRP

" " pr(PN)—slnbcosa‘ ‘ SR

Tmand seama de rezuItatele (a), (,8), (r), fox*mula (1) devine

T B

@ sin (a+'b)'=sin‘a"cosb'+'s‘inb‘cosa |

adicd am obtmut. formula care da sin (a + b) cﬁnd cunoagbemt
smusumle §1 cosmusunle unghlunlor a §1 b.: S '

.....

a+b st cada -pe: ténd . in fiecare. din. celelalte cadrane, si-sd se: dovedeaseé cld
jormula (2) este adevarata, or‘ware ar fi unghtunle a §r, b

II Formula luz sin (a—b)

S4 lasim unghlul a neschimbat, iar in loc de unghlul b s luaml ”
unghlul — b; formula (2) ia urmitoarea infat,lg,are

i

gin (a—b) ='§in a cos (— b) + sin (—— b) cos @
~ insd potrw1t propmeta’gu IV (pag. 100): o .
cos (—b) =cos b, sin(— b) =— sm b '
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deci : ' ) o) wes b T e T T

B R T T N N TP RO TR IR Ere
(2,) sifi(a — b) = sin @ 08 ‘I’lelsvu,l,q cos a |

AN

111 Formula lui cos (@ +5). "~
Sa prmectam acum conturul OPN pe axa Ox (axa cosinusu-
: mlor), gésim : :

@)

insa:

- pr(ON). —-«pn(OP»)wk»-N(«PN) .
; R N ‘ .
. .
pr(ON) ON cos AON =1. c08 (a + b)
pr(OP) OP cos AOM = cos b cos a
lpr(PN) = PN..cos. (PN Ox) =sin. b ‘€08 (PN Ox)
Fle Q punctul in caré PN intﬁ.lneste pe Oa: dm flgura reiese ci:

: (PN, Q Qx)—1&0° OQN
de_gi-: L SRS

ey
H

cos- (PN, Ox) = ¢08 (180° OQN =Ll Co8 OQN

dar i in triunghiul OPQ, unghml OQN. este complimentul unghiului
a; decl in baza proprietitii dela pag 35:

: - cos’ OQN —~81n a
gi deci: : , J

pr(PN) ==sin ¥ cos. OQN =-—sin b sin a
Formula (3). devme R T P A TSI :

| (4)‘ cos(a + b) = cos a cos b;éih Aa sin &

care ne di cos (a + b) cénd cunoa§tem smusumle §1 cosmusunle
unghmrxlor a §1 b

Aplwat:e S4 se ia unghlunle a $l b astfel ca extremntatea OM a un-
ghiului a+ b.s& cadd, pe rdnd in fiecare. din . celelalte trei cadrane §i si se
dovedeascd ci formula (4) este adevaratdl oricare’ ar fi unghiurile a $i b.

g
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IV. Formula lui cos (a —b). iy
S¥ 18sdm unghluI a neschimbat 1 in loc de unghlul b S& luam
unghiul (— &); formula (4) devine: '~ - _Qg
cos (@ — b) = cos a cos (—b)—sm @ sm(—b) K
insé : ‘ N
’ ‘cos (— b) = cos b, sin (— b) =" gin 'b o
deci : e

AR LR !

(41) cos(a%b) =08 @ cos b -i-‘sin‘a sin b HETONEE

! I

Observare. Formu]ele (2), (2)1, §1 (4), (4)1, care dau smusul §i
cosinusul sumei sau diferéntei a doud unghiuri @ §i b, nu trebuese
memorate;, este util ins¥: si observini cd in toate ‘aceste: formule
sin (@ 4+ b), cos:(a.+ b) sunt date de o sumi de doi termeni, legati
prm semnul + pentru sin(a+ b), prin semnul — pentru cos(a—+ b);
prin — pentru sin(a —b) i prin -+ pentru cos(a —b).

Din aceste formule se mai vede ci sin (a + b) nu este egal éu’
sin a + sin b; iar cos (@ - b) nu este egal cu cos @ +icos b.

[ ) /,_~--§.. ..‘w'fA
Aplwatmm. 1. Se cunoayte sm 30° 1‘ , cos 45% = l__f §i se cere
sd se afle: 2. B '
sin 75° eos 75° sin:15° gi cos 15°
R: Si observdm c&: .
759 =300 4-45°;- 15° = 459 — 300
este deci cazul si aplicim formulele stabilite mai sus. :
Trebue s& aflim mai intéiu cos 30° §1 sin 450 ori (pag 37 §1 38):
-~ cos 300 =—V§- gl - sin- 45°' V2

e

deci, in baza formulei (2): o
sin 75° = sin (30° + 45°) = sin30° cos 45“ + sin 450 cos 30° '

s1n75° 1 V— V— V3 (1 +V3)
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ap01 in baza formulel (4):
Cnis T 008759 = c0830° cos45% —— sin 30° sin 459

(¢ cos’75. /31201 12 V2(V3—d)

_—.,_—_a—-—-_—-_

Tot astfel aphcﬁnd formulg (42)1 §i (4), giisim:
sin 150 = gin (45°—30°) . ., _
= sin 45° cos 30° — sin'30° cos 459 = l/— '(V3'—— 1)
cos 15%'= cos (45°— 30“) : S ,
= €05 45° 08 30° + sin £5° sin 30° = [ (V3 + 1)
Este util sa: observam ci.am obtinut :
| | :‘sm 75° = cos 15%; cos 75° = sin 15°

: ‘ceeace era. de agteptat deoarece unghlunle 75° §1 15" sunt comph—
“mehtaré (vem pag. 35) o

Deasemem 54 observam ¢ valoarea lu1 cos 15°— V— ‘(V§ +1)

este mai mare decdt a lui cos 750 ="~ V (V3 — 1), .ceeace, este na-

tural deoarece un unghiu mai mic (dm primul cadran) are cosinusul
mai mare decét un unghiu mai mare (situat tot in cadranul I).

2. Sd se aﬂe sin 165°, cos 165° cu ajutorul smusunlor §i cosinu-
surilor unghmnlor de 120° g 45°.

R: Avem: 120°+45°—- 1659; e locul deci si aphcﬁm formula (2):
sin 165° = sin. (120° 4+ 45°) = gin 120° cos 45° + sin 45° cos 120°
insd: :

e 8ind 200 == §in 609 = V 5t c08 1200 = 008609 = —%

' _’}sin 450 = cos 45° = g

prin urmare:—

sm165° V3 V——B -i—vz(l/3—1)
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Apoi: ' ! ST S
cos 165° = cos (1200 + 45°) = cos 120° cos 450 —gin 120° sin 450
Ceomtero =3 L2 VB2 Py
Observare. Aceste rezultate se putea ohf;,ilie 5 ést‘fél :
1650 = 1800 — 150
deci in baza prOprietét;ii‘ I (pag. 96): ~ - .

sin 1650 = sin (180° — 15%) = sin 45° = VZ 25y -

§i‘-{'7‘~~',‘" S .

cos 165° = cos (180°-—~ 15°) = -"c08 15° = —E (V— = 1)

( i :,
o Din aphqa’;.mm)e cam preced reiese cd, formu]ele sin (a + b),
cos (a + b) ‘servesc  intre altele la aflarea valorn sqmsulm si

cosmusulm 91 a altor unghmn decﬁt ungh‘lunle remarcabﬂe (vez;‘ -

\pag 36) ‘.“»»\ ot r".:;“-n . ' sl [ lr —’w"!

Formuleperit’ru tg(a +b) 31tg(a—b) e ‘ :
Dm formulele (2) §1 (4) O TR

3 cés(a +b) ‘—.cos’ a cos b—-—sm a sm b:" L
_obt,mem pnn impirg.n'e me,mbru cu membru : ._;,-: ,‘ C i

< fine +b) gin a- cos b+ sin b CO8 @ il e
cos(a +b) cos a cos b—sin a sin b SEFRNE

i impar{,md ambii; termem ai fractiei dm membrul IT cu cos a:cosb

,.g sm a cos b sin b cosa

“ cosa cos b  cos a cos b
,pos acosb .sinasinbd
et BN ;c‘os.a cosyb ‘,cos aiéos:b -




a9

. saut:  WQ,fM,; - R o
A o vitg a4t ig b
! t b —_— 2
(5) : i i g( + ) 1—tg a.tgb

) formula caré dd' valoarea lai tg ( 4— by céhd cﬁ‘noaatem tga §1 tg b.
Y Formuldlé (2)'si'(4) fiind adévarate dncare este a §1 ‘b ’l‘ezulta
cd gi formula (5) este generala G
Prin urmare, daca in aceastd fprmuIX pastram pe a neschlmbat
§i inloculm b prm —b obtmem R R S

hy tg @ tg(—b) -
1—tga: tg (—b)
| insi (propmetatea IV pag. 100) R

g =t b

e tg(a

' deci:'
;‘;, S . e i tga—-tgb
o tgla—p L Ba—tghd
‘(5)1 , tgla ) 1_+1*tg a.tg b

. Aplxcatte Sﬁ se stablleascé aceastgl .l‘ormulﬁ fmpartind membru cu
e memfhru formu]ele (2)1 prm (4), 51 procadé’md ca mal sus. :

Formule pentru cotg(a +. )‘ §1 cotg (a— b)
In mod analqg, impartmd membru cu, membru formula (4)
. prm (2) géslm

,7e .
RN

‘cos(a+tb) _ cos a'cos b.—sin: a sin b
o osin{a+b) . siﬁ a cos b.-sin b !cos.a

- ;.§1 impamnd ambii termem ai fractllel din, membrul al doilea cu
sin a sin by

RETE ’ 'M‘ K R W o - )
cos‘ a cos b 'sin @ sin b
SR L. sincasin b sin a sin b
. eotg (a +'b) = —= e ————
P oy e sin a_qos-b‘t_*_ sin b 'cos’a

ey sin‘a sin b sin a sin b
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sau:

' o gy 00t @ cotg b—1
cot a+b 0%
() : g( + ), “cotg b + cotg a

care :di cotg (a + b) cﬁnd cunoagtem cotg a, §1 cotg b, ...
. Inlocuind, .in formqla (6), b prin — b, si, qbserv&nd cé avem
cotg(— )=—cotg b, obtinem: . . .

IR TS 3G R RTETIRD :

' ) +cotg a ‘cotg’ b o

GOt a""‘b VoLt

(6)1 g( )= cotg @ — cotg b

Aplicatie. Si se stabileascd formula (6)x impértmd membru cu membru
formula (4), prin (2), i proceddnd ca mai sus.

Observare. Formulele (6) gi (6)1 se pot ob’gme gi dm formulele
(5) si (5),, astfel :

. 1 1
cotg(a + b) = 1 - 1—tg a tgb cotga F(?tgb
: tg(a +b) tg at+tg b 1 1
) cotg @  cotgd
. cotg-a.cotg b—1 :
___cotgacotgb _ cotgacotgb—1
. .cotga+tcotgh. - ocotg a_—|—tco,tg. b
ot icotgaicotg b e o
Tot astfel se poate afla coig(a —Db) = ——L—, etc.
- L o tg (a—Db)

Aplicatiuni. 1. Seicunoagte : tg 30° = -VL tg 45% = 1; si se afle:

EETEE

DU g 169, eotg 750, tg 159, cotg 1507 1
R: Avem: 75° = 30° + 450 §1 15° = 450 — 300, deci:
tg 750 ——tg(30° +45°) 1830 +tg 450 .. V3

1“ tg 300 tg 45° 1_i 1
(S SR O “‘: [ V_3_.




v

gty e vio s B Trerad B e Do e o g

tg 750 = V%} +1 (V3+1) (V3£) " 5 V§ iy
V&—i‘wa—o(m+ﬂ
1 1. .
Apol avem: COtg 3= tg30° 3 cotg 450 =1, deci:
.cotg 30° cotg 450_11 V—
cotg 30°+cotg450 V3 1

;«;

cotg 75° —-cotg (3004450 = -—’2":"* J3

acest rezultat se poate oi)’;.me §i obsenvﬁnd cé cotg 75° oy
'g

Pentru unghiul de 15° gamm ey

(i .
Al

' 1 ——= i
tg450 —1g30° V3 _ J3=1
1%@%nﬁm~d+1 ﬁ+1
V3 P
ceeace era de agteptat deoarece tg 15° = cotg (90° — 15°)
Tot astfel gasxm . .

.mmunyw 30% =

NI

cotg 150 = Vgl +1

V§--1
9. Sd se afle g 210°, cota 210° obseroand cd: "‘j’ o ;
210 ='1800 +30° e e,
R: Avem: ' e

tg210°—tg(180°+30°)— tg180° +tg30° _ 13 1
, o 1——tg180°tg30°.,' 1 V3
rezultat ce se. putea obt,me 8i cu ajutoryl proprietaii I1 pag 97
deoarece: ‘ s

B P e 1

tg 210" = tg (1809»}4 30°) —,tg 30° =— gl

?ﬁ

cotg 2100 = —~V3 ‘dacd:am: vonsaaphcam fermula-:: |

tg 210 :
.cotgﬁa cotg bh— 1., REE
_cotg(a 4B ‘

gla+) = cotg a +cotg b .. o sy
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sé impdrtim mai intéiu ambii termem ai fracgnel dm membrul al .
. 2-lea prm cotg al); gaslm

. S T O R
Lie e ' 7‘1' hoT L,
¢ cotg. b—— . SR

' .cotg.a -

cotg (a +b)“ — _
o »,A,i\'-l—COtg b, ..

: ' cotg a .
§i aphcénd la cazul nostru (a = 1800 b =300 BRI

.’r; HYE N

I f— cotg 3Q°+—— | cotg. 30°+ LI
 cotg 210° = cotg 1805 ®© _ cotg 3oo
, ~ cotg 30°. 1_{_cotg3()°
Ti cotg 180° v
sau:r ., -
. . cotg 2100 = V 3

ceeace se putea ohtme 8i dlrect aphcand propmetatea II mai sus'-

'ammtlté :

FUNCTIUNI TRIGONOMETRICE ALE INDOITULUI UNUI
» ' UNGHIU (SAU .ARC).

Problema se pune, astfel se cunoagte sin. a, cos a, tg a, cotg a,
$i se cere sin 2a, €08 2a, tg 2a, cotg 2a; .
I. sin:2a. _ _ e
. In formula: - . ‘ﬁ ‘ T .
R sm(a +b) —sm '@’ 6os b sin- bcos.¢ .
‘Aunghmrlle asi b putﬁnd dvea orice valorl, 88 luim a = b obi;,mem

wret sm‘(a+a)--smaéosa+sma cos & it
S sau: , o ' oo |

b (I) . ‘ "‘{ _:‘ ' gin 2a'=2 Asih»‘d'icOsl 2 ol
. — ‘

formulé care .d& sin: 2a in functauneu de sm a §1 c([>s a

B g

1) Daci nu procedai’n abblely gés'aam cotg (a '\*',1?)1"' ® .care nu are o

valoare debermmatﬁ‘ WheL 2l



Observare. Aceastd formuld trebue cititd astfel :.sinusul unui
unghiu este egal cu de doud ori sinusul .ynghiului pe Jumdltate, in-
mulfit cu cosinusul .unghiulyt pe jumdtate.. .

~Asa fiind putem scrie : e Lo

.  a
- o8in @ —2sm—cos—,
: 2 2

ot 25 27605 %" "dte
: f "2' ek "'4"" o
"""" o x‘\ -; [PES3 Vé o -51 Lo
Aplzcatu 1) ‘Se di :sin 45 g} sd aﬂdm in 90°;
""".‘»\‘f.\\: :l'»hiq.: 1 [ERTN IH I O A TS B . __'%'L’::, Sl

: '~'~Avem‘\sm 1900 = 2sm 450 cos 450 2-]/2—2%;—‘ .o

o AT

2) Se da sin 15° V2 (V3—1), se cere sin 30°.

by . Yo

. Avem sin 300'-- 2. sm 150 cos 15“ 7

ins (pagll117) j P e

H‘ i

cos 159 -'V—2 (V3. + 1)
sin 30°=2'»‘—2(V§ : l42(|/3 +1) 2%

S IR LTRSS &

3) 'Se'dd: cos 75° V2 (V3==1){ se cere sin 150Q

- Avem: SR 5
Qm’isoo 2 sin 76° 008 75° RARD

ihs:‘i 8in 759«_»'cos 15‘? —ﬂv—(l/3'+11)‘, decivy b o i
M‘ o

sin 150<!=2—(“V§.=-.1-) V?,¢(V3+1) %

ceeace era de asteptgt deoarece o
1500 +'300 = 1800 ; gi‘ ¢ sin 1500 = sin 30°.
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‘meI"'cos'\Za.’~~-1~~ LE et Lt e G e e
Pofmm“dela formula"" R
cos (@ + b) = cosa cosb—sma ging

: b ] vl

in care facem a = b; giisim:
cos (@ + a) = cosa cosa —sina sina
sau : . ' -

(IT), | “cos2a = cos?; — sina’

formuld, care di pe cos 2a in functiune de sin a §i cos.a. -

Loy

- Observare. Aceastd formuls trebue cetitd astfel : cosinusul unui
unghiu este egal cu”pitratul cosinusului unghiulut pe jumdtate, mat
putin pdtratul sinusului unghinlui pe ]umatate.

Astfel (0 B R A CEL e
a ., a ‘a P 2 ‘
cos @ = cos? — — sin? — ;- co8 — = cos® ——sin® — , ete.
2 [ L2 vk 1

Pentru a obtine expresiunea lui cos 2a numai in, functiune de
cos ¢ sau numai de sin a, s observdm ci:
" sina +.costa =1
deci: . :
1 i sinfa=1-—costa- T
valoare, pe care ducind-o in (II), ob{inem:
cos 2a: = c0s? ¢ — (1 —cos® a) = cos®a—1 +costa i:.

sau:
MR E R

(1I), ] cos2a =2 ¢osa—1

formuld, care di pe cos 24 in funcfiune riumai-de cosa. 11+ ¢
Tot astfel putem scne :.

cos @ =2 cost X —1 e mr
2
Iy ab o sonans

al
) ”cos——20052-—1 o ete
RUBEINTRE ol e 9 - 4 CLEHRRRL SO
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Dacd in (II), inlocuim ins& pe cos®a prin 1 — sin® gy géisim :
cos 2a =11‘;-‘-‘§in2-’a’="—-5$ina\a IURTETITITEL NSVt |
sau: RO Y

- — ) |
(II), 608”24’ = f—2 sin?q

relatie care permite aflarea lii‘cos 2anumai in functiune de sin a.
Tot astfel putem'sciie? ~' =

MRS

. . R TSI, S
cos a=1—2 sm’ié— o (008:-2--1—2 sinz 2 , etc.
g il

ot

s en o n

i
g Lot

e ol
Amlortt. 1) Se df: sina =2, esg = TS
cos 2a. RO EY FRYRRORSTLY

R: Dm formula (II)1 avem:

i

3 sd se af[le
R ST R N A R AT

(3082cz—cosza—sm2 =E——-=_
i 16 16 16

2) Se di: cosa= 1—;f se cere""crv)sinusul,unghiului dublu 2a;
) i U i i ? |
R: Avem potrivit formulei (1), :
cos2a =2 cos?a -1 = 2"1—‘;?1 =l 7
‘ . 9 9

Observare. Faptul ci pentru cos 2a §'a ob{inut o valoare ne-
p

gativil. se axphca astfel : la. cos a = é—,rmrespunde un unghlu in.

l e n

pr;mui cadran dublul acestm quh , cade in, cadranul II, decx
cosinusul este negativ. (S& se verifice aceasta folosmd tabelele

naturale). .

: IR
3) Sedi: sina=0,2; si se afle cos 2a.
R: Cu ajutorul formulei (II); .gamm

008 20 =1 — 2 sinta = 1 — 2 (0,2)% = 0,92

; |
AR B H ST NITR Y
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. MIIL tg2a, by WA a Vi .u:m;m!w. JOHEY i
Daca facem a =b,in. formula (5): WU oz

tg a +~'gb ) T
tg-(a-t-by =L TR D
g!h.” i/'f:,~ i_tg\atgb -, 13{’
gisim: e o e e o i -

Y g |( v nmitg (a1+6a)\\ g ﬂl"l't‘gzg SR SENET ay e
1—tg a. tgﬂ vt v:‘iia_r o

sau : .
A,";l“? . N :(,;> ’,_ 5-1"2 tg a - ' '
. t t 2d = 2 T
R T
BERY ook : — ; :
féﬁfﬁula care d& tangenta unghxulul 2 cand cunoa§tem tangenta '

unghmlul a. A . R ol e

M ul f)l\' ”

Apliwtn. 1) Sq da: tga —’—I-,sa se aﬂe tg2a

2) Se da tg a=1;sd se aﬂe tg 2a,. R P

>

R: | 2a = % G e e o

N L AN H"' g :1_r_{1, R ":n““.'." .
ceeacei:era de agteptat deoarece latg =1y corespunde intre 0o
$i 360°, unghlul de 45° si unghlul 180° + 45“ = 225 pnn urmare
dublul Tui'va" fi ‘sau 900§ ‘sau 450“” ‘360" + 90o care au tangenta
egala ‘ol mfmlt“' s ' '

1V. cotg 2a.
Din formula (6):

B L RTINS - . 0 ’
g ‘., Ve . . (IR

o ! i
. cotg (a;;—i— ) = - cotg a‘cotg:b Y]
i , L B cotg. a\_}. COtg b o ’;’




Obﬁnehl,'fi(}ﬁnd"a'ﬁ b M ":;'H‘I :?'-;l : ""i_“" . ".év"z-"!l\'hvzy "'6?‘ ’ ' L R N K

<ount o pldel ol

' ‘," . . 001.3.‘ 20 5 —2——— o 5 .
-‘('I).n o5 o nrfiarns 1l ,?@'tz)?cétg’agi I)_,»;,p,.t, . ‘“'W -
' * : AN BN -
| A‘ il I 'l:i!'l’.l1e‘| {
Aplica;zi 1) Se da cotg a= 3 sa se afle cotg 2a -
wore: ¢ 1 Wl o
CFE—1 8 4

. z'ii‘l:l?,'n G ?H_'q-ii.g ’%q,—'{ 2 3z JRTIT IR 5!!‘-&:".1“};3‘ forverd ’;i'!t'."\’

La cotg a = 3, corespunde un unghiu & in primul cadran T mai.
mic de 459; unghlul 2a situat tot in; pmmul cadran, va avea.o
: 'cotangenta mai mic¥,, debérece cand ung}hhl cregte, cotangenta

scade (vezi pag. 90); 0r1§<3 S R
) ; , BT _ :
2) Sedd:coiga = — I si se afle botg 2.

. R: Avem:- ‘ »'""cot*g**za’*é‘i—"**’1'5"0_“*:',
Do e % x4 i ) . 5
rr ‘
ceeace era de as,tepﬂat deoarece la Rraloarea — 1 pentru cotangentd,
 corespunde intre 0° 57360 un Gnghiu ‘a’= 1359 5au 360 — 450 = 3150;
unghiul dublu va fi deci: 2700, 8any: 630° = 360° + 2700, -cedrora-

le corespunde 0 cotangenta egala cu zero
’ \Hwi,-w._-.: ,,.;:,-,.-,.:;’;.

FUNCTTUNI TRIGONOMETRICE ‘ALE- JUMATATII UNUIL
| ' UNGHIU (SAU ARC)

Se da sin a, cos a, tg a, cotg a i se cere :

‘smg cos t — cot e
Sty '2 32”‘4 %3

Pentru stabilirea formulelor lui sin \gf,?cos_‘g, tg g, cotg g , he
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vom servi de formulele, care dau linjﬂe‘trigoﬂometrice,alenum.
ghiului dublu in funcpmn&deuunghlul sxmplu. -

L 3‘"; cos 2" fg 2 ¥ §i- cotgg in functmne de cosa. '’
a) Pornind dela formula (), :- L .

cos 2a —1—2 sm2

care Yiind adevarata oricare este a, putem inlocui in ea pe a, prm

E’Obtmem : BT T N LR [P PN D AR
o { 'lga ! i . ',:d Geteriy Tt »itt
Polnveg toe e ety !,QOS.2—'=1—2(5in2”f.. :
i . v 2 \ 2 &

sau: . . R R £ 1 LAY SUVECN NS FYWETE
. :

sau:

(1)1

i R T

T - VLo 1

e e e B el e g
formuld, care da sm§ in funct.mne de cos a. '

b) Daci in formula (II)y:
7 N cos:2a——2fcos“’a—1 o

‘ a
facem : ‘ o =—
‘ : 2

afldm : a a '
cos 2— = 2.co8® — —1
sau: -
e 200s22' 1 4cosag 't e e
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sau:

| a 1 +cos-a|
M _cos§_=li t 2 ‘

< a R
care did pe cos—2- in functiune de cosa.

c) Imp/'pnd relatia (I), prm (Dg, géisim:

smg ¢ [/ 1T—cos
a -4+ cosa
c0s 5 3

2

sau:

= .

(I o L= & |/£:_°_°s_a
- o €9 1 J-cos a

d) Impértind relatia (I), prin (I),, ob{inem :

(1)4 , cofg—‘i = + 1 +4-cos a .~
"2 l 1—cos a
rezultat care poate reiesi §i din formula (I); observind ci:
) 1

a
te =
g3

Observare. Din formulele (I)y— (I); se vede cd la o valoare

~ cotg L=

datd a Iui cos a, corespund pentru sin %, cos -%, tg —;—- §i
cotg % ‘cate doud valori egale si de semne contrare.

Iatd explicatia pentru formula:
.a 1—cos a
T E V 2

C, 88846, Trigonometrie.
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Daca insemnéni cu a cel mai mic unghiu pozitiv, ce corespunde
la cos & (care este cunoscut), formula generald a unghlurllor care -
au acelag cosinus este (vezi pag. 74): 4

a=k360°+a ~  (k intreg, pozitiv sau negatlv)
Unghlumle pe ]umatate vor fi:

T k800 £ 2
cand. k este pereche, extremititile acestor
unghlum sunt OM, sau OM, (fig. 71) iar -

" cand k' este nepereche unghmrlle ?au

: - extremltaglle M, sau M,. Oricare ar fi deci
Fig. 1 -~ aceste unghiuri, fie cwextremitatea in OM,,

_ © - OMg OM, san OM 'sinusuml‘e lor au numai
doud valori deosebite: M;N; = M2N2 §1 M,N, = M;N;, care sunt,
egale gi de semne contrare. } '
Exercitlu. 1) Sd se explwe in mod analog, pentru ce la un-cosa dat co-

respund pentru cos =
contrare?

2 tg §i cotﬂE cdte doud valorz egale i de semne

- 1 La a
Aplicatie: Se di cos a,=3, sa,-se.aﬂ‘q sm.-j,‘cosé, tgé, cog—.

N i H 2
R: Avem: b A - - 1 _ ‘

mg_in:aE;w /1—s_£/g
- Tm_ ‘ 5 /§
0035— :': 1 '_—2_—:,: ’—2— —'j: —
o ) _ ,'1—'—1 o A

1—cosa -  {/7 5 " 12
,tg iVi + cos a =i / =i/§

a4 |T¥esa . 13
-M%—iVﬁzazfi 3
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2"

Sa folosim rela;mmle oL i
a_l L

11, smg,cosz, tg2§l cotgg i :funcfiuhé'de s}iﬁg‘; ,

a
sin?2 — + cos2
: 2
2 sin - cos - sin'a
. N 2 2 N .
pe care s& le adunam membru cu’ membru I
sin? 2 sinZ €08, — 4 cos? — = 1 sm a
~ : 2 + 2. 2 + 2 _+
. osau: e . : . .
f -~ a .,..a2
sin — +cos-| =1 +sina
| [0+ 2) | ,+_ |
sau : _ , .
(1) © 7 8in g + Q’osg =4 J1 +sina
Scdizand apoi, membru cu membru relatiile de mai sus; gisi :
sin?Z2 sin'% 605 & + oot & =1 -—sin a
2 2 2 - 2

. sau:

N O L (RN a?‘ | '\‘4 a 2 . S ¢ .'f o S oy
. 8in ——cos=| =1-—sin a -
. ‘ RPN & 2 2 e ek AR
deci: - - ' . ) o . o
a o Hn D JEE EREE _\...
(2) s1n§—cos§—-:h]/1—s1n a

Adunénd relatule (1) si (2) gasum . ' ‘
T2 sm?——— + Vi +sm a i Vi—sm a

. AX) 3
AR PR S

- deci’:

a, |sing

[:t V1 +sin ax V1 —sin a .

aJCs

IS . L
formuld care d& sin - in functiune de sin a.

['hd
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Scizénd relatiile (1) si (2) gisim :

(I1), cos—;— =%[;|:V1+ sin ¢ ¥ )1 —sin a]

. “ a . .
relatie care d& pe cos 3 in functiune de sin a.

Din (11), $i (II); obfinem prin impértire:

(I tg_a_.'= + 1 -I~S%n a‘;i:]“—s.in‘a
2 +J1+sinaF)l—sina

si:
(II), cotg — = + V1 ¥sinag F)T—sma

2 +)l+sina+)T—sma

formule care dau g g si cotg g, in functiune de sin a.:

Aplicatil. 1) S& se explice, dupd cum s’a ficut §i la observarea dela pag.
. a a
129 pentru ce, cdnd se dé sin a, corespund pentru sin 2 $i cos 2 patru valori,
dintre care doud edte doud egale 3i de semne contrare.

a a
Chestiune analoagd pentru 1g 2 $i cotg 2

2Ve

2) Se di: sina = T'; sé se afle Sing’ cos Z-, tg% §i cotg 2,

R: Se va aplica formulele (II); — (ID)g. -
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REZUMAT.
CAP. VII. —FUNCTIUNILE TRIGONOMETRICE ALE SUMEI A DOUA
ARCE; ALE INDOITULUI $I JUMATATII UNUI ARC.

*Segmentele de dreaptd pe care se deosebeste o origind i 0
Vexlremuate, se numesc Segmente orientate.

*Unghml unui segment orientat, cu o ax, este unghiul cu care
trebue s rotzm in sens trigonometric axa, pentru ca sd.se a§tearna
peste segmentul considerat.

*Proiectiunea unui segment orientat pe o axi, este €gald cu
lungimea (valoarea absolutd) acelui segment, inmultlta cu cosi-
nusul unghlulul dintre segment §i axa de proiecfiune.

*Suma - algebricd a prmeo’;numlor unei linii poligonalé pe o axi,
este_egald cu proiectiunea liniei ei de inchidere pe acea axd.

*Formule pentru adunarea arcelor :

1) _ Sih'(a + b) = sin arco;b‘:_t sin b cos al-
2) cos (a’i b) = cos a cos b'F éin a sin b
: tg _a:i:tgb
3 te (axbh) =22
) - g( ) 1F tga tgh

cotga cotgbF 1

8 | cotg (axd) =
) 8 ) cotg a x cotg b
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“*Formule pentru inmultirea arcelor:

.5) . | sin 2¢=2 sina cosa

6) -~ "|cos2a=cos*a—sin?a

T —

“B e feos2a = 2eota—a ] S PRI

.....

3 8)‘\ -0 jeos 2a=1—2 sin?a: ool e

TN Q et

_2tga | - 10): cotg2a c_______otg a1 T

.?':9) tg2a = N A
‘ » 1—tgta E 2cotg¢

. *Formule. pentru impirgirea. ‘arceloxi.":"' .

REVIRS | sm__ili—"““ 1) | ool =z [[LEcona
B D 2. , R S

13) "'Sln§=3[ £ /T+ sina + |/T—wsnu)-

14) : ‘00§§r=.:2‘:[~ il/i+ sina F _Vi_—,sina] '

15) Eg_‘i_.i Vitame Vi—sia
2. % l/1+sma F |/ 1-=sina v

'165 ' coﬂgﬂ :l: I/1+sma F 1/1—Nsma
‘ 2 :J:]/1+sma:|:l/'1—»sma : (i

B T OO
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Loonns s

E X E R G I T I I‘

Adunare si scﬁdere. ' .

1. S& se calculese sin 90° sU cos 90° folosmd obseraarea ca}

.. ae) 900 = 60°+30°  b) 90° = 45° + 45°. L

T 2, 84 se calculeze sin 135° §icos 135" folosmd obseraarea edr

a) 135° = =900 + 45% b) 135° = 120‘i +15%; ¢) 135° = 180° — 45“

3. Sd se calculeze §in 240°, cos 240" observdnd ed: '

@) 2405 & 2700 -2 300; b) 2405 = 180°4 60°; ¢) 2405 = 300° — 60°,

4. Si se calculeze sin 195°, “cos 195° jolosmd observarea :

a) 195° = 180°+ 16° b) 195% = 150° + 45°; ¢) 195° = 210"—15‘Il

5. Se dd: sin 18° = 0,309 ; sin 270 ='0,454,

Sd se calculeze sin . 46°, cos 45° sin ‘9%, cos 9° gi si se explwo pentru ce

1z,

J [l

nu ab;mem aalorlle sin 45“— cos 45°

Indicafie: Se va calcula mai intaxu cos 18" cos 27° cu ajutorul prxmel
formule fundamentale sau se vor lua aceste valori din tabeli; valorile
sm 18° = 0,309, cos 27° = 0,891 sunt valori aprox:matlve date de tabela valo-

rllor naturale, pe cdnd valoarea —— V2 este .0 valoare exactd, obtinuta prm-

“tr'un rationament geometric (vezx pag. 38)
" 6. Sé se caleuleze sin 30° cos 30°, sm 8°, cos 8° cdnd se cunoagle:
sin 119 = 0,191 © . cos 19° = 0,946 -

1 _
g1 sd se explice pentru ce nu ob;znem sin 30° = E cos 30°— V3 ?
“Indicatie: Se va afla mai intalu ) .
Ccos11° = Y1 —sin* 11° $l sin19° = 1 — cos?19°, .
sau 'se vor lua aceste valori din tabela valorilor naturale.

. 7. 8G se caleuleze-sin 303°, cos 303° cu ajutorul lui sin' 300°%;. sin 3° (luat
din tabeld) cos 300°, cos 3° (luat din tabeld). .

1 : 1
. 8 Se dd sin.a = 7 cos b = E, se icere sd- se icalculeze sm(a + b},

sin (a—D), cos (a + b), cos (a—b)
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Indicatie: Se va calcula intiiu:
cos a = + V1 —sin‘, sin b = 4 V1 —cos®
5i se va observa cdi pentru sin (z + ), sin (e — b) rezultd cate doudl valori,
deoarece unghiul a nefiind precizat, cos a si sin b au dou# valori egale si de
semne contrare: fiecare din valorile giisite pentru sin (a + ) sunt egale cu
cite una din valorile aflate pentru sin (a — b).
Rezultat analog pentru cos (a + b) si cos (a—b).
9. Sd se calculeze tg 135° gi cotg 135°, folosind observarea ci:
a) 135° = 120° + 15° b) 135° = 150°— 15°
© 10. Sd se afle 1g 300°, cotg 300°, observdnd cdi:
‘a) 300° = 240° + 60° b) 3000 = 330° — 30°
11. 8 se calculeze 1g 285° gi cotg 285, folosind observarea :
a) 285° = 256° + 30° b) 285° = 330° —45°
12. Sd se afle valoarea tg 90° = oo folosind una.din formulele :
a) tg 90° = 1g (45° 4 45°; b) tg 90° = 1g (60° + 30°)
¢c) tg 90° =g (75° 4 159)
18. 54 se afle valoarea cotg 180° = co, folosind una din formulele:
a) cotg 180° = cotg (135° + 459, cotg 180° = cotg (120° + 60°),
c) cotg 180° = cotg (210° — 30°) o
14. S& se afle valoarea tg 270° = oo gi cotg 270° = 0, folosind formulele :
a) g 270° = tg (180° +'90°) " b) cotg 270° = cotg (180° + 90°)

15 S_e di: tga= —51—, igb=2;secere: 1g (a+b).

1_
— 42
1—-? )

16. Se dd: cotg a = 4, cotg b = %; se cere cotg (a -+ b).

2
. 4?—1 5
R: cotg a4 b)?—Tnﬁ
i+ L

47. S& se arate ¢d dacd produsul tga.tgb diferd foarte puin de 1,
tg (a + b) are o valoare foarte.mare. .
tgat-tgd

i st caz numitorul
1— tga-tgh are in aces umi

R: Se va observa ci. fractia

foarte mic.
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2
18. Se dit tga =2, 1gb = e sd se.afle tg (a —Db).
92
3 4
R: —b) = —=—
tgla—b) =— =~
1+2°—
19. Se dé cotg a = 3,. cotg b = 2; se cere cotg (a—b)
3.2 -I- 1
: =—17
R: cotg (e—b) == ——=="
Inmulfire. |
1 . ‘ .
20. Se di sin a = o sd se afle sin 2a, cos 2a.
R: sin2a = 8V3 ; cos 24 = _ 47
49 49

1 - ’
21. Se di cosa = ?; sd se afle sin-2a, cos 2a.

4Ve6 - 23
R : sin = 2a=—
) 2a 25 »cos a 25

22, Se cunoagte 1g a = 3,5 ; si se afle tg2a
R: tg 2a = —0,62.

] 1
23. S¢ se afle cotg 2a, cdnd se dd colg a = e

. 15
R: cotg 2a =—%"

1
24. Se dd sina = 0 ; si se afle 1g 2a.

3yl
R: tg2a = w6
sin a
Indwatne Se va afla mai intalu tga= 1—8"12 , ete.
. —_— a

2
25. Se dicosa = —3—; si se calculeze tg2a, cotg 2a.

R: cotg2a=—1;—; ; tg2a=—4l5
" cost
Indicatie: Se va afla mai intdiu t{g a = Wgﬁs—g, etc
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26. Sd:se afle: .. . ) . e
.+ " 8tn 609, ¢0s>60°, 4g. 60°, cotg 60° - v
. : 1 o
stiind cd sin 30° = R g
27. 'S& se regiseascii rezultatele : LT e
18 270°= o0, ' colg 270° =
folosind formulele care dau tg 2a $i cotg 2a in functiune de unghiul a.
28. S se exprime-sin 2a-in funcfiune: de: sin a, ‘sau numai ide cos 4.
29. Sd se demonsireze formulele; _ ‘ e

2a =
s cotg® a — 1
1—1tg®a :
29 = ——— o
colg 2a Zwa o R

1 .
—,.iar in formula

Indicatie: Se va inlocui in formula (i11), tg a prin-
cotg a

4
IV inl t n—-- -
(1v) se va inlocui co gaprl ga.

30 Sé se stabileascd /ormula (1) ( pag. 126 ), folosmd rela;ule ( 1 ), ( II )1
sin 2a 2 sin @ cos.a.
~ cos 2a ~ costa—sinta
i numirdtorul si numitorul fract,'lel tu cos® @
31. Sd se afle sin 30°, folosind formula sin 2a = 2sin a cos .a. (Chestlune
“propusd de d-1 Prof. Ion Ionescu la -probele orale ale concursunlor ¢+ Gazetei

-Matematice »).
R: sin 60° = 2 sm 30° cos 30°; dar sin 60° = cos 30°

Indica'gie' se va scrie: 1g 2a = “5i s€ va impértl

'1 .
deci: sin 30° = ?

.

3 e - s
32. Se dd sin 135° = %_; sd se afle sin 270°, observdnd cd 270° = 2x 135°,

R: sin 270°= 2 sin 1359 cos 1850 = 2 (B)(_Vj) =—1
- 83. Se cupoagte cos 3000‘ se cere sd se balculeze valoarea numericé a lui
cos 600° .

R: cos 600° = cos 2 x300° =2 cost 300° —1y etc

34. Seddtga = 0,649, cotgb = 1,192, se cere si se calculeze tg 2a gi cotg 2b.

54 se afle unghmmle a 51 b cuprmse intre 0° 8i-180° care corespund valo-
rilor date.

R: Se vor aplicd formulele tg 2a $l cotg 2a in functlune de tg a, cotg a.
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35. Se considerd unghiul xo0y = 2a gi bwectoarea sa OB ; se coboard perpen-
diculara MN pe OB (fig. 72), iar dintr’un punct oarecare P al laturei Oy, se co-
board o perpendwulard PQ pe Ox. Se cunoagte'

NM
P
0Q-

1 i

M
Indlcatle.; OL; & tga‘"-;, arvem de cal- e e e
PQ

culat 5= tg 2a, étc.” NI L Tio

‘ON
raportul —— = § gi se-cere sd se calculeze ra-

portul

oy

'-86, Sa: salstabtleascd “formula: care-dd’ sih 22 gi “¢os 2a in funcnune de tv a.
2 tga 1—tg’a"' T
R sm2a-——- s2a—— L I
IR T SRR 1+'t8 R 1+t1g’a L Cel

B O N S T I U TP
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CAP. VIIL

’].‘ABELE TRIGONOMETRICE DE LOGARITMI
CU CINCI ZECIMALE.

. .S’a aritat inai sus (Cap. I) cd rezolvarea unui tnunghlu se poate
face grafic §i prm calcul. :

Rezolvarea prin calcul este mai exacta decat aceea graflca

Prin calcul, rezolvarea triunghiurilor se poate face servindu-ne:

1) de tabelele de valori naturale ale liniilor trigonometrice (vezi
Cap. I1, pag. 29si urm.), care sunt foarte utile cdnd nu urmirim o
exactitate prea mare, sau atunci cdnd voim si facem o verificare
aproximativd a unui rezultat.

2) detabele trigonometrice de logaritmi cu 5 sau 7 zecimale exacte,
care sunt intrebuintate pentru calcule cat mai precise.

Din cele aritate pand aci rezulti ci din punct de vedere al
exactititii, rezolvarea graficd este mai putin exactd decat rezol-
varea cu tabelele de valori naturale, iar cea mai precisd este re-
zolvarea cu tabelele trigonometrice de logaritmi.

Dupi gradul de aproximaiie ce se urméiregte, se aplicd unul
oarecare din aceste procedee; pentru verificarea rezultatelor este

_uneori util si aplicdm ultimele doud procedee.

TABELE TRIGONOMETRICE DE LOGARITMI ).

Dupé cum s’a aritat (pag. 25), liniile trigonometrice sunt
numere ; putem deci afla logaritmul unei linii trigonometrice. Spre’
exemplu :

1) Introducerea logaritmilor se datoregte lui Neper (Jean), matematlclan
scotian (1560—1617).
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1) log sin 10° inseamni logaritmul numé’u'ului : sin 100 = 0,174
adicd log 0,174.

" 2) log tg 45° inseamni logaritmul numirului tg 450 =1; decl
log tg 45% =0, ete.

Pentru a afla logaritmul liniei trlgonometmce a unui unghiu,
am putea deci calcula mai intdiu valoarea numerici a acelei linii
trigonometrice ou tabelele de valori naturale i apoi s& luim loga-
ritmul numd&rului astfel aflat cu Tabela numerelor (Dupuis pag
1—27).

Exemplu. 1) Sd aflidm log sin 30°; avem: sin 30° = -;— deci :

log sin 30° = log % = colog 2

= 1,60897
2) ;S'd-aﬂ&m log cotg 60°; avem cotg 60° = %; deci:

log cotg 60°= log V1_§ =colog }/ 3= —;— colog 3 = 1,76144

Reciproe, dacd se di logaritmul liniei trigonometrice a unui
unghiu necunoscut z, s’ar putea afla intdiu valoarea numerici a
acelei linii, cu ajutorul tabelei numerelor (Dupuis pag. 1—27) §1 apoi
unghiul, cu ajutorul tabelei de valori naturale.

Exemplu. Se di: log sin z= 1 70586 si se cere unghiul z; ciu-
tand valoarea lui sin z, la tabela numerelor gisim : sin z = 0,508,
cdruia ii corespunde (vezi tabela valorilor naturale) z = 30030'.

In multe aplicatiuni, cdnd se dd un unghiu, nu avem neapérat
nevoie si aflim gi valoarea numericd a uneia din liniile sale trigo-
- nometrice, ci numai logaritmul ei; tot astfel cind cunoagtem loga-
ritmul unei linii trigonometrice a unui unghiu necunoscut z, nu
avem totdeauna nevoie si de valoarea numerici a acelei linii tri-
gonometrice, ci numai de unghzul z.

Pe de alty parte a lucra cu doud tabele (aceea a numerelor si
aceea a valorilor naturale), inseamnd pierdere de timp, iar din
cauzd cid tabela valorilor naturale (Dupuis pag. 149—151) este
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intocmit# cu: 3.zecimale exacte; ‘intrebum‘gﬁnd 0, nu putem avea
0 precmune prea mare. '
- ' Penitru toate aceste motlve, #'a intocmit 0 tabeld trzgonometrwa
de logaritmi (Dupuis pag. 38—127) in care se dau direct, e cinct
zeclmale'exacte, logaritmii ‘sinusului, cosinusului, ‘tangentéi §i co-
tangentei unui unghiu cunoscut, din minut in minut §i réciproc:
cunoscand valoarea logaritmului uneia din acéeste patru linii- tngo—»
nometrice, se obtine direct unghiul, fara a mai afla valoarea nu-
mericd a acelei linii, - : RO
:  Din cauza relatinmilor (pag 35) o

sin z = cos (90° — x); tg z = cotg (90°— z)

" a fost suficient si se intocmeascd tabela dela 0% la 45°; pentru
- unghiuri cuprinse intre 45° 5i‘90°, se pot citi logaritmii pe aceeasi
tabeld .5i .aceleasi.-coloane, insd linia trigonometricd este inserisd
jos iar valoarea in grade a unghmlm se 01te§te in ]osul pagmn si-
minutele in dreapta. :

La pag. 143 se aratd. o pagma din tabela trlgonometnca de
logaritmi Dupuis.

- INTREBUINTAREA TABELELOR TRIGONOMETRICE.

~I. Se. cunoaste unghml §1 ‘se cere logantmul D1stmgem doua_ ,

'cazun
A Unghzul se gaseste in tabele. Ea:emple 1 log sin- 9044’
la pag 57. ga31m pe coloana sinusului: 3 :

', PRIV log Sln 9044' = 1 22805

2) log- cos 19“21’ la pag 76 pe coloana smusulm gasxm
- log cos 19“21’-— 1 97475

3) log tg 64“34’ unghml fiind- mai mare de 450 il gamm Ia pag
88, citind pe, coloana in. ]osul -ciireia este inscrisd tangenta' o
"~ log tg 64°3¢4' =0,32281" ‘ ;
4) log . cotg 41°50'; la pag.” 121 se: gase§te pe coloana cotan- '
gentel _ _ , : :
- .« log cotg 41°50’ = 0 04810 -



143

Qo R
9 57
’ Sin, Tang. |- Cotg. Cos. *} v~
D. . b.- . - AR
. w.
80 11,21761 | . 11,22361| .0 [0, 77639( 1,99400( 80| 14 128
81 | 1886 »a 2438 | v 7662|9398t 29 | 2[ 28
32 1912 o0 1 2616| oo 7484| 9396/ 28 3| 38~
831 1987 o2 2693 | oo 7407] 93941 27 | ‘5| Gl
34°[" 2062 2870 "t v 73300 . . 9392) 267 & [ - 70
el e KL NP I e et g [ 4
85| 2187l o, | 2747 o | 7263] T-9390|i2 | o | 1VEs
36 2210 2824) oo | 7176| - 9388 24 -
| 37 2286| oo |- 2001 oo I 7099( "93g5| 23
tpss | - 2ser| gt c2977 0 | 7023 . 9383 22 76
139 2435 T 8054 | .l 6946) . 9381| 21 |- 1y 100
|40 . 26097 o 8180 76| 6870 ‘o3vgl 20| § |- BE0
41 | . 2683) o 3206 | oo 6794 937719 5| @35,
421 26570, | . 32831 o0 | 67T17| - "9375| 18| 6’| e
43 2131 | o0 |°" 8359 go |- 6G641l]- - 9372| 17} 1| 8%
4. . 2805 o | 3435 s 6565 . 9370 16 | o | 1140
—_— — 3 Y LS S, —_—] —
45 28781 oy | 8510/ o | .7 6490 93681 15
46 2952 | 7o 3586 | o | 6414|---9366| 14 75

®

47 - 3025 oo 36611 oo | . 6339 0364 13
48 3098| 31 -+ 3787} 6263 9362 12
49 3171 . 3812 . 6188 9359 | 11

5O [ 3244 g 8887 o | 6113 9357 | 10

© 00 =10 QR 80 B e
-3
[~
&

b1 3317 3962 6038} . 9365| 9 oy
52| .33%0(43) 4037 78| . 5963| : 9353| 8 1
53 3462 | no 4112 | % 5888] - 9351| 7
54 3535 4186 6814 9348 6 '
— — 72 —| B —] @ —|—= 4
55 [ 3607 ng 4261 4. . B739) 99346 | 5| g y4s
J86| - -8679) og | . 4385f o) Bee5|- 93a4| 4] 2| 2w
57 3752 | o | 44101 o4 - 5590) - 9342) .3 3| 30
58 | 3823 5 4484| o1 5516] .9340(| .2} 5| g1z
59 3895. 4558 | _;9337 1] 6| 74
— | =72, ——| | — | 2| s
60 |1,23967| . |T,24632 0,75368|T, 99335 0] 5| 10
o v',Cos.' 1 ‘" Cotg'.‘ T :_ - Tahg. . AS'in.’ 1

| K
1

800 -

' DUPUIS. — Tab. log. 6 déo. . . . I N
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B. Unghiul nu se afli in tabele. Exemple: 1) Si se afle:
log sin 43°15'10". ' '
Observam cd : ‘ '
43015" < 43°15'10" < 43°16"
deci:
log sin 43°15' <log sin 43°15'10" <log sin 43016’
‘Din tabele citim: A .
- log sin 4315’ =1,83581 §i log sin 43°16" = 1,83594
Admitdnd cd cresterile unghiurilor sunt proporfionale cu cregterile
logaritmilor putem judeca astfel : dacd unghiul cregte dela 43°15°
la 43016 adicd cu 60", logaritmul sinusului cregte dela 1,83581 la
1,83594 adicd cu 0,00013 (sau cu 43 unititi de al 5-lea ordin ze-
cimal); dac# unghiul ar creste dela 43°15' la 43°1510", adicd cu
10", cu cat va cregte logaritmul ?
-Obtinem astfel urmitoarea reguld de trei:
60" . .. .or. .. .13
0" ....A4. ... &
13 x 10"
x T e———
60" :
adiugand deci la 1,83581 douX unititi de al 5-lea ordin zecimal,
géisim : :
log sin 43°15'10" =1,83581 + 0,00002
=1,83583
2) Si aflim log cos 35°40'18".
log cos 35°40' > log cos 35°40'18" > log cos 35°41’
‘Avem din tabele: '
log cos 35°40' =1,90978 ; log cos 35°41' = 1,90969
S% observim c# atunci cand unghiul cregte, logaritmul cosinu-
sului scade; dacd unghiul cregte dela : 35°%40’ la 35%1’ adicd cu 60",
logaritmul scade cu: 1,90978 —1,90969 = 0,00009 (adicd cu 9
unititi de al cincilea ordin zecimal); dacd unghiul ar creste dela
350%0’ la 35%0'18", cu cét ar scade logaritmul ?

=21 ~2
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Obtinem regula de trei:

deci:
log cos 35040'18" =1 90978 — O 00003
=1, 90975

1L Se cunoagte logaritmul si se cere ‘unghiul. Distingem si aci
- cazurile:

; A. Logarztmul se gaseste in tabela. Eacemple. 1) Se da:
log sin & = 1T, 87793 gi se cere x.

La pag. 82, pe coloana sinusului (citit sus) glisim cd 1 97793
corespunde la unghiul de, 22014,

2) Sedd:log cos x = 1, ,93420 st se cere x. La pag. 99 pe coloana
cosinusului (citit sus) gisim cd x = 30%5’.

3) Se dé: log tg x= 0,11110; la pag. 113 giisim ca 0,11110 este
pe coloana in josul céreia este inscris‘i tangenta ; aceasta inseamnd
ci unghiul este mai mare de 45° §i anume z = 52°15'.

4) Se dd: log cotg z = 0,57959; la pag. 67 gésim pe coloana.
cotangentel (cititd sus): z = 14%5'. '

B. Logaritmul nu se- gaseste in tabeld. Ea:emple 1) Se di:
log sin = = 1,76030 si se cere X,
. La pag. 108, giisim pe coloana smusulul (cltlt sus).

1 76021 < 1 76030 < 1 76039

Admt;dnd cd cre§terzle logantmzlor sunt propor;wnale cu cre,s'tenle
unghiului; putem judeca astfel : daci logaritmul cregte dela. 1,76021
- 1a'1,76039 adic¥ cu-0,00018: (cu 48 unitéti de al cinciléa ordin zeci-

mal), unghiul cregte dela 359 la 3520’ adici cu 60" ; dar dacd
logaritmul ar creste dela 1 ,76021 1d 1,76030- (adicd cu 9 umta’;,l de
al cincilea ordin zecimal) cu cét ar cregte unghiul? -

C. 38.846. — Trigonometrie. ) 10
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Avem deci regula de trei: - 7 ot ol sl i:z;‘.""j';’;".
18 L6
_9x ‘60. 30"
18 R

Rezultd ci = = 35°9'30". Y
2) Se di: log cotg x =0, 04551 ,sz se cere x.
La pag. 122 gisim: - B
0 04556 > 0,04551 > 0,04531
vgentel seade.
- Daci: logaritmul scade cu: 0,04556 — - 0,04531 = 000025
(25 de unltit,l dé"al cinciled' orditi’ zeclmal), unghml cres;té dela
420 la 42°1’ adicd cu 60" ; dar dacd logaritmul scade dela 0 04556
la 0,04551 adicd cu 5 unititi de al cmcllea ordm zeclmal cu cﬁt
va cregte unghlul? '

B a6
:5x60. 197
5 .

Rezulta oi z = 42003".

'Observare importanti. Calculul logaritmului liniei trlgonometnce
a unui unghiu, care nu se gase§te in tabele, precum si aflarea unui
unghiu, cénd logarltmul uhei linii trlgonometrlce a'lui nu este in
-tabeld, se bazeazi dupd cum s’a aritat, pe 1poteza cd: cre§terzle
sau descre;tertle logantmulut liniéi sunt propor;wnale cu cregterile
unghiului. v :

Pentru unghmn m1c1 cuprmse intre 0° §i 2012', nu se admite
;proportionalitatea intre unghiu §i cregterile logantmulm,smusulul
§i -tangentéi; ‘ci:iproporfionalitatea: intre valoarea sinusului (sau
tangentel) gi unghiu ; tot: astfel pentru- unghlun cupn’nse intre
87048’ b 90°% pentru- cosinus i cotangent®. .+ Tt

In:tabela:Dupuis se. aratd la pag 172 §1 173 cum trebue pro-
cedat in acesté cazuri. < , SFOTEE
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JREZUMAT.
CAP VIII — TABELE TRIGONOMETRICE DE LOGARITMI

-

fntrebuzn(area lor. .

*Rezolvarea tnunghlunlor este o -operatiune care se poate face:
1) grafic, 2) prin calcul (tmgonometrlc) ,
Prin calcul, rezultatele-sunt mai exacte decét graflc
*Rezolvarea prin-calcul trigonometric'se'poate face

a) folosind tabelele de valori naturale,

b) folosind tabelele trlgonometnce de . logantml ‘ou 5 si 7
zecimale, .-/} wooetuen

Mijlocul ‘cel nial exact de rezolvare este acesta din urmai.

"*Pentru unghiurile cyprinse intre 2012’ si 90° se admite pentru
calculul logamtmllor sinusulut §i tangentez, -unui - unghiu dat
(precum si pentru problema inversd), cd ‘existd proporjionalitate
intre cregterile logaritmilor i cre,stenle ungkmlm, o

Tot astfel pentru logaritmii cosmusulut §i cotangentez unghluﬂlor

“cuprinse intre 0° si 879%48"

Pentru unghiurile cuprinse intre 0° i 2012’ se admite ca existd
proportionalitate intre valoarea smusuluz (sau tangentel) 5i a
unghiului.

Tot astfel pentru valoarea cosinusului (sau a cotangentel) s
a unghmlul intre 87°%48’ gi 90°. "

10*
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EXERCGCGITII
1. 8i se afle logaritmii :
a) log sin 18°15'27" b) log cos 24°19'34"
c) log 1g 48°27'38" d) log cotg 39°4'8"
R: a) 1,49594; b) 1,95962; c) 0,05259; d) 0,09057.
2. Sd se calculeze logaritmit:
" a) log sin 73°29'3" b) log cos 77°4'35"
c) log tg 80°41'17" - d) log cotg 55°51'14"
R: a) 1,98170; b) 1,34957; ¢) 0,78523; d) 1,83138,
8. Sd se afle unghiul z, cdnd se dii :
a) log sin x = 1,82946 b) log cos = = I, 88282
c) log tg x = 1,86770 d) log cotg x = 0,20910
- R: a) 42°28'21"; b) 40°18'27"; c) 36°24'18%;,.d) 31%2'39".
k. Sa se afle unghiul z, cdnd se dd :
a) log sin z = 1,93112 b} log cos = = I,72210
c) log 1g z = 043140 d) log coig & = 1,83840
R: a) 58°34'34"; b) 58°10°24"; c) 69°40'42"'; d) 54010'46".

5. Sa se calculeze cu logaritmi expresiunile :
3
E, = 453,2 Vsin®* £10'20”

852 o rore
== 4 0
E, 2573 cos® 48°19'7

1g 19945'2"
cotg 23°4'17"
R: E, = 78,98; E, = 0,0547¢6; E, = 0,911

'
= V1259
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CAP. IX.

TRANSFORMAREA IN PRODUSE, A SUMEI §I
DIFERENTEI A DOUA FUNCTIUNI
TRIGONOMETRICE.

(Formule calculabile prin logaritmi).

Se gtie din Algebrd, cd prin logaritmi, putem calcula cu inlesnire
expresiuni formate din cantitdti legate intre ele prin semnele:
inmultirii, imp&rtirii, ridicdirii la putere si extragerii rddécinii de
un ordin oarecare; calculul cu logaritmi reduce operatiile de in-
multire gi impértire, respectiv la 'aduniri si scideri, iar operatiile
de ridicéri la putere §i extragere de rddicini, respectlv la inmulfiri
§i imp&rgiri.

Exemple: 1. Expresiunea:

o : ~ E=AxB

se calculeazd astfel:
‘ ' logE =log A +1log B

cunoscénd log E deducem pe E, adici aflim produsul A x B printr'o
adunare.

2. Fie:

E-2
B

Avem :
log E =logA—log B’

adicd in loc de o impdirtire facem o scddere.

3. Se di:
E=Am
log E =m log 4;

adicd o ridicare la putere s’a inlocuit cu o inmulfire.
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4. Fie:

_—

E=JA;

~ avem: .

log E = log 4

adlca ) ewtragere de radacma s’a redus la o mearpre i
Zicem ci toate expresmmle de mai sus; sunt calculabzl’ prin

logaritmi.
Observare Expresmm de forma

A+BAB

hu sunt caIculablle prin logamtml ‘deoarece une1 sume sau unel
dlferenige neefectuate nu i putem aplica logarltmu o

‘Asemenea expresmm se intdlnesc des in Tngonometme uneori
insd ele pot fi transformate in alte expresiuni cuprmzand cantlta’g,l
legate intre ele prin semnele inmultirii, impariirii etc., adzca pot fL ‘
fdcute calculabile prin logaritmi. .

In cele ce urmeazd vom examma citeva din cazunle mai ‘im- -
portante ce sunt utile in Tngonometne :

1. Expresiunea: E = sinp + sinq. - K

" -Aceastd expresiune, format din suma a doud’ sinusuri, se. poate

transforma in alta, calculabili prin logaritmi; astfel din formuilele
(pag. 114): : Cai o

(1) sin (a+b)—sin'a cos b +sin b cos a

sin (a—b) == sin ‘a cos b—sin b cos a

in care a si b sunt dous: uinghiuri. oarecan, obt,mem prm adunare
membru cu membruz.. .. . L a gT T _.;: Tt
2) sin (¢ + &) + sin (a—b) —2sinacosh’

S& notdm : i I
G hsp g Dol g Es g 0
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dcm -acestei-relatiuni: ob{inem, ddunéndu-le.. me‘mbru cu"!hembru
§i apoi scizandu-le membru cu membru :

§i _

ZJ) 2 —-p——q, g p o BT > q
astfel ca formula (2) 1a forma : T : i e
I j 11!1‘-"‘ VAT ki N & : t
(I E—smp+s1nq-—28mp-2|_qcosp;qw i
caré ‘este ‘acum calculabzlw prin logantml, deoarece in ultlmul
membruavemoinmuli;lre detrei factoriz: (1 sl g

2 p“ By =
2 RS LTI 2 co '

P Se v e meates e

De gor:’

Regula L Suma a*doud sinusurt este egald cu.de doua on produsul
sinusulyi semisumei unghiurilor prin cosinusul semzdz[eren;ez “lor.
Aplicagie. Sd-caleuldm-cu-logaritmi-expresia s

. _E‘—sm 15° +.sm o
Jn, bazg formule1 (I) putém scriei: -, .-

0 BRI ol‘,rv
E =sin 15° +.8in 70.=2. sm 15!:._*,-70 cos :450 7

Y 29 gin 110 cok" 40"
aphcﬁnd logantmn avem: .
qu E =1og 2 +log sin 11°“+ log co8 40
= 0,30103 + 1,28060 + 1,99894 = 1,58057
deci : N  : L e Lt

S ;‘E~=_~.0’-380»69_ s
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Dacd am fi calculat expres1a E cu a]utorul tabelei de +valori
naturale, géseam :
sin 150 = 0,259; sin 7° = 0,122
deci :
E = 0,259 + 0,122 = 0,381
Deosebirea intre acest rezultat §i cel de mai sus se datoreste

diferentei de aprommai;le cu care este calculatd tabela de loga-
ritmi (Cu cinci zecimale exacte) si tabela de valori naturale (cu

trei zecimale exacte).

I1. Expresiunea: E = sin p— sin q.
" Expresiunea se transformi intr’alta calculabild prin. logantml,

daci scidem relatiile (1) membru cu membru
sin(a +b) —sin(a—b) =2 sinb cos a

proceddnd ca mai sus, gisim:

1

P—4 .  PFa]
2 2

(n E =sin p—sin ¢ = 2sin:

De aci:
Regula II. Diferenta a doua sinusuri este egald cu de doud ori

produsul intre sinusul semtdzferen;ez unghiurilor, prin cosinusul

semisumet lor.
Aplicafie. 53 calculﬁm cu logamtml expresia:

E =sin 21°30' — sin 10°.
Avem: '

E — sin 21030 — sin 100 = 2sin 2100 —10° ;5 21%80° +10°

9

sau:
020 020
" E =2 sin 1130 cos 31230 = 2 sin -5%5' cos 15%5’
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si aplicdnd logaritmii :
log E =log 2 -+log sin 5%5" + log cos 15"45’
© - =0,30103 4+ 1,00082 -+ 1,98338
: = 1,28523
deci: .
~ E =0,19285.
. Dacé folosim tabela -valorilor naturale, obtinem :
. sin 21930’ = 0,367; sin 10° = 0,174
deci: B R
E = 0,367 — 0,174 = 0,193
Exercifiu. Sd se arate cd formula (11) se poate deduce din formula (1)

_schimbdnd ungluul q in — q, ceeace este posibil deoarece aceste formule sunt
adevdrate oricare ar fi valorile lui p si q.

I11. Expresiunea: cosp + cos q. -
Pornim dela formulele (pag. 115)..

@ cos (@ +b) =cos a cos b—sin a sin b
"c08. (¢ —b) =cos @ cos b + sin a sin b
pe care adunédndu-le membru cu membru gésim :
(4) cos (¢ + b) + cos (a — b) =2 cos a cos b
sau punind ca mai sus: : ‘
- at+b=p a—b=gq
din care se deduce:

s_Pte _p—g
2 2
gisim :
iIII) cos p +cos ¢ = 2 cos 2ty cos 2—1

2 -2

gi:- :
Regula IIl. Suma a doud cosinusuri este egald cu de doud ori
produsul cosinusului semisumei’ unghiurilor prin cosinusul semi-
diferentet lor. T
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Aplwaﬁe. Fie: E = cos 18° + cos 26 ;??,'»rzw.:; A e R TR

avem: RS A R vl me owgd
0 0 R 0 ___ 0
E = cos 18° -+ cos 25° =12 608 18 ;'25 cos 18_22“.”_

E =2 cos. 21°30’ cos (— 3130)
o8 (— 3030') = c08.3930"

dar:

deci: .
log E = log P + log cos 21"30’ + log cos 3030’
= 0,30103.+ 1,96868 + 1,99919 = 0,26890
E = 1,857375

Cu a]utorul tabelelor de valorl naturale gas1m L
cos 18° = 0951 - cos 250 = 0906

E = 0,951 +0906-—1857
IV. Expresiunea: cos p —cosq. R
Sciizand membru-cu- membru formulele (3), ob;mem
cos (a +b)A—cos (a—b) = sm a sif- b
si inlocuind @ + b pnn p, iara—b prm q

deci:

(v) €0S p — COS q——2 sin p +q p—:q BT
W e " — 2 PR 7\,'2
de aci: ' e e it

Regula IV. Diferenja cosinusurilor a doua unghzurl, este egala
cu produsul dintre de doud ori sinusul semisumei unghiurilor prin
sinusul semzdzferen;ez. lor, luat cu semn schimbat.

Observare: -Deeareee-: = - ~nw=io o oow

AN — AUPRSUNE] 4 Y
DR WY @D T

. .’H 2l

ot ogin L e gin AL il
formula (IV) se mai poate scrie: s
"'j st RV

e ‘,‘.‘W p)+q AT "__pﬂ . o :f:

sm el et

<IV)I, 008 P css;\q,
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care prezinty avantajil o8 nu- arensemnul*—— fnaintea produsulut

din membrul al 2-lea. RGNS PP
Aplicafie. £)-Sd aflim.: E =:dos-150 —cos 37°:

Avpm formula (VI)

foerat 11!{' Pyt

E = cos 15°—cos 37° = 2sm-

gso + 37 50—— 37
e B
= — 2 sin, 26% sm (-—— 110) = + 2 sin; 26" .sin 110
deci: L e
log E =log 2 + log sin 260 +log sm 110 P
=0,30103 + 1 64184 + 1,28060 = 1 22347
R E—oler2 = -
prin valori naturale gésim: ..
E = cos 15°—cos 37° = O 966 0 799 = 0 167
2) ng cqlculam E = cos 90— _ cos 8° R
Avem, aphcénd formula (IV)
E = cos 29°~cos 8= 5sin 29 ;PSO in 22 ;80
- =59 sin 189307 sin 10030’
Expresmnea aceasta este negativd, ceeace se putea constata
dela incéput; dedarece ¢os 29° <t‘cos-87; hepitandu-i-aplica loga-
ntmu, vom calcula expresiunea. (— E) -¢are este pozltlva :
""" ‘= cos 89— cos 29° = 2'sin 18930’ sin 10030’
gi.la rezultat i vom schlmba semnul: . . - .. - Ce
log (— E) = log 2 +log sin 18030' + log sin 10“30’
.. =10,30103 + 1,50148 + 1,26063 =.1,06314
nURROY LR Z0118851 deci B = —0,11565
i Da,ci intrebumyam Qabela valorllor naturale, obt,mem:
' E -—cos 29°—cos 801— 0 875—0990 =—0, 115 -
O)}geryarec Expresmmle de forma f,f;.‘_.h S -
-:1) sin p, +cos g 5 2) sin p—cog: _q it
fOrmate ﬂm d01 terment, dintre caresunul este ginus; celilaltie¢sinus .
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ge pot reduce la o sumi (sau diferen{d) de sinusuri sau cosinusuri,
astfel : ‘ 5

sin p 4+ cos ¢ =sin p 4 sin-(90°—¢) .
care se calculeazi cu logaritmi prin formula (I), daci ¢ < 90° 5i cu

formula (II) in cazul ¢ > 90°.
Mai putem proceda si astfel:

sin p + cos ¢ =cos (90°— p) +-cos ¢~

cireia i aplicdim formula (III).

In mod analog avem:

‘ sin p—cos ¢ = sin p —sin (90° — g)

sau: N )
sin p—cos ¢ = cos (90°— p) —cos ¢
pentru care s’au stabilit mai sus formule calculabile prin logaritmi.

Exemplu: E =sin 14° + cos 32° = sm 14° + sin (909 — 329)
140 4 580 cos 149 — 58°
_ , ©2
=2 sin 36° cos (— 22 =2 sin 36° cos 22°

= gin 14° - sin 58°= 2 sin

sau : , o
‘E = cos (90° — 14°) -+ cos 32° = cos 76° -+ cos32°
760 4 320 760 — 320
cos .
2
care este identicd cu pnma expresmne, dacd observim cd
A v sin 36° = cos DH4O.

= 2 cos

=2 cos 54° cos 22°

Aplicatie. Fiind date tret puncte
A, B, C, se cunoagte suma
AC + CB = L, precum §i un-

P N
ghiurile BAC=a, CBA = §; se
cere distanta h = CD, dela punctul

Fig. 73 C la dreapta AB (fig. 73).
( Aplicafie numerich: L= 5877.m, a=7103'28", B = 21°32'5").
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Rz Din triunghiurile dreptunghice ACD si CDB géisim:
h=1lsina h=10sinp

h 4 h

sii @  sin ﬂ

=1 + U = L (cunoscut)

sau :
3 (sm a + sin ﬂ) L
gin e sin- § -
sau: _ L
B Lsmasmﬂ L sin asin §
sin a+smﬂ 2sina+ﬂcOs a—pf
log /' . ‘ . : : . a+B
g h =log L +log sin a + log sin B + colog 2 + colog sin 5
+ colog cos a; g

In cazul numeric gisim :
’ ’ log h = 3,52768.
* h = 3370,3846

Observare. Acest caz se prezintd in practicd, daci voim s¥
cunoa§tem distanta & = CD dela punctul C la directia AB, punctele-
A 5i B fiind ins3 separate intre ele, precum si punctul C de punctul
D printr'un obstacol (spre.ex. un lac); se pot misura insj distan-
tele CA =1, CB =1’ 5i unghiurile a 5i g.

V. Expresiunea: E =itgp + igq.
Expresiunea . aceasta se poate. transforma intr'o formuld cal-

culabild prin logaritmi astfel : L e L
sin Py sin q __8in p cos g +sin ¢ cos p

t t =
Bptigy cos p  cos g cos p cos ¢
sau: T -
V) E=tgp+tgq=w
I ~cosp cosg
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. st g PN 8o+440)_-r1:_ q
seatis: “E =t 38° t 44«» s____m 0]
Aplicapis g g + g 1. G08.38° cos 44°

deci: o
log E =1log sin’82° + colog “cos '380,,+" 'cologAéos 440
= 1,99575 + 0,10347 4 0,14307 =0,24229
deci: S SR
' E =1,747...
Prin tabela de valorl naturale gas1m
_ —tg 380 +tg 44" —0781 +0966 _1747

VI Expresumea tg p— tg q.
* --In mod analog gisim :

(V) E=tgp'——~tgq—.«—(p:i)
. cos p cos q

)\L[_

: : s 50—240) 'sin (— 199)
Aplicafie. E=1g5°—t 24°=81n ( =
plicafie. go T 4% cos 5° cos 24°  cos 5% cos 24°

sau: °

J E= i sm 19° .
TS - cos' 5 cos 2 |
expresmne ‘negativi, cum era si de agteptat deoarece tg 5O < tg 249,
Vom calcula expresia (— E) ‘caié este poz1t1va §1 VOm deduce
ap01 pe E: b et T e a2
“log (— E) =1log sin 19°—log cos 5°——log cos 24°
=1 51264—1 99834—1 96073=1,51264 --0,00166 -0, 03927—1 55357

(~E)= 0 35774
deci: -
E=——035774
Altfel prm valorl naturale ITERR ol .

—‘tg 5°—tg2-4 : kQQS7—O445 =_—-0358.
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VII. Expresiunea: E = cotg P + colg q. 3
Se poate; scrie:. ... - . S R

qosp , .cosq cosp sm q + smp cosq
1

E = cotg ¢-+cotg g =:

sinp.- ,sin ¢ sin p sin q.
sau: ) ' RIS
vy [ E=otg pi cotgq—%—m I

' ' P A-sinpisineg T fee

 Aplicatie. :—-cotg 17°+cotg 440 P
C 0 _sin (1794449 | sin 61° o
sm 17° sin 440 = sin 179 sin 44" :
log E = log sin :64° —log -sin- -47%==log sin 44"
v'— 1 94182 — 1,46594 — 1 84177 =0,63411 '
© S ‘—43064 :

sau (prm valom natura]e) B ~
_ Ef—cotg 170 +cotg 440 _3271 + 1,036 _4307 ,

VIII Expreszunea E = cotg p—- cotg q.

In mod anal()g gaslm
i ‘ B

ey : o ’.":1' TILEI. Slll ._ '
‘ (VIII) E —cotg prr — ootg g = .J__!;)
~sinpsing

‘care se mai poate scrie §1 astfel

(VIII), E = cotg p N cotgq—-— . sin (p —q)
sin p sin q

oo or 2 gin (810 — 250)
ticafie. E = cotg 25° — cotg 819 =
Aplicafie '8 %E L sin 25° sin 81°

expresmne pozitivd, ceeace.se putea‘ observa dela inceput deoarece
cotg 25° > cotg 81°. . . T8 e
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Avem: -

log E = log sin 56°—log sin 25°—log sin 81°

. =1,91857 — 1,62595 — 1,99462 = 0,29800

: E =1,9861 '

Altfel: , :
E = cotg 25° — cotg 810 = 2,145 — 0,158 = 1,987

Observare. Expresiunile de forma: ~

1) tg p +cotg g 2) tg p—ocotg g , etc..
formate din doi termeni (o tangenta si 0 cotangent¥) se pot reduce
la una din formulele V, VI, VII sau VIII,

Spre exemplu=:

tg p +cotgq —tg p +tg (90°—¢q)
sau:

tg p + cotg g = cptgv (90°— p) + cotg q.
Aplicatie. Se cunoa,;te distan;a AB=I1
mtre doud puncte A §L B precum §L unghzu-

" rile CAB=a , CBA = B; se cere si se
calculeze distanta h = CD dela punctul C la
dreapta A B (aplicatie numericd : 1 =1 350 m,

g - a=05330'¢", B = 60°40'13") (fig. 74).

R: Din tmunghlunle dreptunghlce ACD

.5i CDB, obtinem:

‘h = AD.tg a, h= DB.tg [

deci: v

.k h

_ AD + DB =1
: tga tgp
sau : ‘

(tg a+tg B _
: tg @ tg B
prin urmare: :
‘ : h=‘~l:tg~a tg B

tga +tg g
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aceastd formuld poate fi ficutd calculabild prin logaritmi, deoarece :
sin (a +8) |

tgattgh=—mn—"0
_ cos" ¢ cos f3-

deci : SRR

-l sin a sin ,3

S Lisin (a4 B) - .
log & =1log ! +log sin a '+ log. sm 8. + colog sm (a —}— ﬂ)
In cazul numeric gisim:
log k. =3,01579 .

vl .. h=1037,002 m."

Observare Cazul de mai sus se poate prezenta in practica,
dacd nu putem ajunge la punctul C (se znce in acest caz cd punctu]
'C este inaccesibil). o

Se mésoard in acest caz distanta AB =1 (de pe o sosea spre
ex.) si unghlumle a si B, 1ar b este departarea dela punctul
inaccesibil G, la. acedstd josea. - v o

IX. Expreszumle E=1+cosa §l. E;l 71— cos a.
Aceste expresiuni sunt .calculablle prm log&ﬁtmx intr’adevar
s’a stablht (pag 124): '

1)

cos 2a =2 cos’a—1

sau: a
cosa=2cos2———1

prin urmare : -

(IX) E=1i+4cosa =2fdos2—;

este 0 expresiuhércaléu—lafilé{ 'pri;lbgaritmi.- N
Tot astfel (vezi pag. 125):, ‘
- cosa—-i—-2 sin? <

(1X), t‘_ ' E “1-"cos a =2-‘sin2"_‘2‘_

C. 88846, Trigonometrie. 1n
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459

| vAplica}ie. 1) E i—cos 15° ) sm2’ 5 = _ 9 sin? 730"

log E log 2 + 2 log sin 730’
= 0 30103 + 2,23140 = '9,53243 .
= 0,03407
Dzrect E = 1 — cos 15° = 1+ 0,966 ——0034

; 0
9) B, =1 +¢os 73 = 2 cost % =2 cost 36%30,

log E, = log 2 + 2 log ‘eos 36930’
= 030103 +2 % 1,90518 = 0 11139
e R =1,20288 b

o

Prm tabela de valorl naturale ga81m o
N D —1+cos73°—1+0292—1292 e

Exerciﬁu. Sa se stabzleascd formulele (IX) gr, (IX); : obsercdnd cd
1 + cosa = cos0® L cosa, cdreza il. putem aplwa formulele (III) ;n (IV)

X Expresqumle E 17 + sm a sz E1 = 7 — sm a.
Se pot reduce la precedentele, ‘seriind : ey : ey e
90°—a

E = 1 +sin a =1 +‘cos (90°—a)‘j—{ 2. cos?

sau:

(X)’ E =1 +sin.a =2 cos? (450—e:’2‘-) -

§l . S Ly RTINS e o
E, =1—sin a =1 —cos (90°—a) =2 sin? (1;56'—%)

sau: -

S PO

(X), E=1—sina=2 ‘s'me;«;’so‘*__,;_%g)
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Aplica;u. 1) E =1 4 sin 24° = 1:4-cos 66% = 2 c::os2 33%
R ' ‘log E-=1log 2 + 2'log cos 33°

= 0,30103 +2 x 1,92359" = 0,14821
E ='1,406733
Altfel:

T E = s 2o —1 +04o7 = 1,407
.‘.v2) E1 =1—sin. 81° = 1-—cos 9° —2 sm2 4930’
log E; = - log 2 + 2 log sin 4°30"

‘ ) = 030103 +2x 289464 =2, 09031
e e "E =0;,012311 "~ ‘
sau prin tabela de valori naturale:

E =1 —sin 81° —1—0988 = 0,012

Exeroitiu. Sd se stabileascd formulelo (X) §l- (Xh
obserednd ci 1 + .sin a==sin 90° L sin a gi aplicind for-
maulele (I) gi (IT). L .

Aplicatie. Se unegte un punct A cu centrul unui
cerc O, de razi necunoscutd. x i se duc tangentele
AT i AT’ (fig. 75). Tangenta AT face cu dreapta
kAR perpendiculard pe AO, unghiul a. Se Se cere s se
afle z, cind se cunoagte AA'= H §i h'AT---—T a.
(Sd se aplice cdnd H = 610 m, a = 72°15’).

R: Din triunghiul dreptunghiu OAT avem:
OT = OA sin (90°— a) = OA cos a

i
[ '

Fig. @

sau: .
z = (x 4+ H) cos a
deci: ' :
z(1—oc08 a) =H cos a
_ Hcosa . Hecosa
LTSt 2y

log 2 =log H +log cos a + colog 2 + 2 colog sin —;
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In cazul numeric avem: RRTEN
log z =log 510 m 4 log cos 72°15" + colog 2 +2 colog sin 36°7'30”
' log z = 2,34961
z=2367 m

Observare. Aceastd aplicatie este utili in Astronomie pentru
calcularea razei z a piméntului, c¢ind cunoagtem indl{imea H a
unui observator deasupra unui loc B de pe pimant si depresiunea
orizontului a.

Intrebuintarea logarit'milorv la ecalculul expresiunilor neealeu-
labile prin logaritmi.
Exemple : 1) Expresiunea:

E =} 285,3% + 1/5867 ,

nu este calculabild prin logaritmi, deoarece ea nu- poate fi pusé sub
una din formele cérora li se pot aplica logaritmii.

Totusi, putem calcula fiecare termen in parte cu.ajutorul loga-
ritmilor gi aduna apoi rezultatele; se giseste astfel :-

log 285,34 — 1,22768  |/285,3% —16,892
3 3 :
log J/5867 = 1,25614 V5867 = 18,036

deci :

E =) 285,34 + 13/5867 = 34,928
2) Expresiunea :
E =2 sin® 48— ?/W
nu este calculabili prin logaritmi ; gisim insd :
log (2 sin? 48°) = 0,04317 2 sin® 48° = 1,1045

3 oo 3
log Vtg 64° = 0,10394 Vtg 64° = 14,2704
deci: ‘

E =2 sin® 48°— J/tg 64° = — 0,1659
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Din aceste exemple reiese cd putem intrebuinta logaritmii
§i pentru calcularea expresiunilor, care nu se pot transforma in
altele calculabile prin logaritmi; in acest scop se calculeazd prin
logaritmi diferitii termeni ai expresiunii §i apoi se efectueazd
calculele indicate de semnele ce figureazi in expresiunile consi-
derate. '
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REZUMAT. ‘
CAP. I1X. — FORMULE CALCULABILE PRIN LOGARITMI.

* Prin logaritmi se pot calcula expresiuni formate din monoame
legate prin semnele inmultirii, impértirii, ridicdrii la putere si
extragerii riddcinii de un ordin oarecare. :

Astfel de expresiuni se numesc calculabile prin logaritmi.

. * Unele expresiuni formate din monoame, care se aduni sau se
scad, pot fi transformate in altele calculabile prin logaritmi.

* Exemple de expresiuni trigonometrice, transformabile in altele,
calculabile prin logaritmi:

(1) sinp +sin ¢ = 2 sin 279 cos p;—q '
(IT) sin p—sin ¢ = 2 sinp;q cos 2 -2*-9

(I11) OOSAP+6OS q =2 cosp _2|_q cos P—2'9 o

(IV) cOS p — COS ¢ 2sin? T4 gin 21

2 2
=2sin 279 gy 1P
o 2 2
) tgp +tg g="n(Pta
CoS p €O8 ¢
(V1) ‘ tgp—tgq=w

€o8 p cos q



(VII)

(VIII)

- (IX)y

Iy -

(X)

(X)1

1—=sin ¢ =2 sind (450_ ‘_‘J.»

67

cotg p + cotg ¢ =37w_.+_9)
sin (p —¢q)
sin p sin ¢

_sin (g—p)
» 17t “sin p sin ¢

cotg p —eotgqg=—
"1 +'cosa =2 cos? %
1 —cos a =2 sin? 2.

1 fsin @ =2 cos? (450_; g)

2
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EXERCITIL

1. 8¢ se transforme e:cpresmmle ce urmeasd in altele calculabzle prm loga-
ritmi st sd se afle valorile lor numerice :

a) sin 11°37' + sin 34°43’ - b) sin 84°37' — sin 2332’
c) cos 18°14" + cos:i63°17' .. . d) cos 4°62' — cos 17°4' .
e) sin 164" <+ cos 3°8 f) cos 34°2' — sin 6°39’

R: a) 0,7709; b) 0,5963; c) 1,3993; d) 0,040432; e) 1,2753; f) 0,7129.

2. La fel pentru expresiunile :

a) 1g 17012" -+ 1g 14°39" . b) 1g 35°17" —1g 498
c) cotg 23°18' + cotg 3°17 d} cotg 332" — cotg 18°1'
e) cotg 14°1' — g 3°43' f) 1g 55° + cotg 80°42'

R: a) 0,57095; b) 0,6368; c) 19,754; d) — 1,53675; e) 3,9408; f) 1,5919.

3. 8d se transforme expresiunile ce urmeazd in altele, caleulabile prin lo-
garitmi §i sd se afle valorile lor numerice.

a) I+ cos 16°30°  b) 1— sin 27934’ c) 1+ g 41032 -
d) I — cos 83°4' e) 1+ sin 837 f). 1— g 3801
R: a) 1,96345; b) 0,5372; c) 1,8857; d) 0,8792; e) 1,1498; ) 0,218245.
.1

4. S8d se calculeze prin logaritmi, expresiunile : L

» i o ) S

a) V??_*_ é b) V3 + 1g 18° c) V—g——lg 730 d) V2 + 2 cos 5000
V 1 i {

Indicatie: Se va observa cd : a) LY = sin 609, 2= sin 30%; b) V3 = tg 60°;

2

1
c) V—§= tg 30°; d) 2 4+ 2 cos 500° = 2 (]./2_ + cos 500")_.

R: a) 1,366; b) 2,05095; ¢) — 2,6934; d) — 0,117857, etc.
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5. Intr'un triunghiu oarecare ABC, se cunosc unghiurile B = 64°13'12" i
C = 14°28'34" (fig. 76); se cere sd se
calculeze raportul ;l intre tndljimea h=AD

coboritd din A pe latura BC si lungimea a,

7

a acestet laturi. B8~ 3 C
Indicajie: Avem: h = BD.tg B, Fig. 76
k = DC.tg C ' o . '
deci:
e s h B
AT -'—-é—-l—-i——-— h.’(tg +tgc)—a,etc
tg tg tg Btg C
“R: 0,229552. ’ o
e ! g
e ' * 1y \
' [ o BE |
” . v A'\ \ I vy ELRN
'-: . v 2 " ' . \
i ;7); RS FE o e angeedaae o 4 \‘.
' P 1 .-f;,‘ 1 4 .
M (R \
A o o
[N [} _"i :‘-,”,, ! 7‘
e, SRR | S
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CAPITOLUL X.

REZOLVAREA TRIUN GH'IUL‘UI OARECARE.

RELATIUNI TRIGONOMETRICE INTRE ELEMENTELE UNUI
TRIUNGHIU OARECARE. -

La rezolvarea triunghiurilor dreptunghice s’a aritat c# aceastd
operatie se face cu ajutorul unor relafiuni, care existd intre laturile
si unghiurile triunghiului; aceste relatiuni permit aflarea ‘unora
din elementele triunghiului, cdnd se cunosec celelalte.

‘Tot astfel pentru rezolvarea diferitelor cazuri de triunghiuri
oarecari este necesar, mai intdiu, si se stabileascd anumite relajiuni,
care si lege laturile de unghiurile triunghiului oarecare.

CAZUL I.

Se di: o laturd a §i unghiurile _aldturate B gi C §i se cere si

se calculeze laturile b, ¢, unghiul A §i suprafata S (fig. 77).

A Si observim mai intdiu cid datele
problemei fiind in numér de trei (si ne-
fiind toate unghiuri) rezolvarea este po-
sibil& (vezi §i pag. 7).

B - c In acest scop este necesar si stabilim:

Fig. 77 , Relatiunile sinasului. Fie CC' indl-
timea dusd din varful unghiului C (fig. 78) ;
din triunghiurile dreptunghice ACC’ §i BCC’ obf{inem :.

CC'=bsinA . si C'C'=.asinB
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pi‘in'furmarev ety Y ST I P AT
. ‘b sinA==aginB"
sau impirtind ambii' membri cu ‘produsul sin 4 sin B
a b’ i
1)

smA=smB S RN R
Daca am fi folosit. inal;;lmea BB’ §i
triunghiurile dreptunghgce ABPB’, CBB"
giseam in acelas mod 8

R

PSRN IR ~l o

@

[ I A

sm A smC

iar daca folosmm inalt.lmea AA’ ‘§l tmunghmnle dreptunglnoe
BAA’ :;1 CAA/, obtineam : o ,

b e

3 [ o . R
) S sin B. sin.C’ ‘
Rela&ul& (1) (2), (3): se:pat:seri, mai. #tr&ns, astf;el

P — ™ ‘_\A‘..(!’. "\]():“-'.<
I a b c ¢
@ ‘éin‘JK’ sin B sin C-

care ‘exprimy *.cﬁ‘-Zlu'ri‘giihilb"‘iatur‘iléﬁ iinii tFiunghin odrecare sunt
proportionale cu sinq?u“ﬁlé’ 'iingh“iu“r“ilﬁf ’“o"ﬁ’ué'é.

‘Relatiile (I) se numesc §i:relagiile smusulur, Cu- aJutorul lor
putem acum rezolva, triunghiul . ABG, cénd se dau elementele

a’ B C ’ Loty d ‘u»";:r’j‘w ' o ‘.HT‘I. na)
| Iqﬁr’adevér,: ETTRE ERTEP R SO B IR IR
(4) A =180°—(B +C)

§1 deoarece unghmnle A §l (B + C).:sunt. suphmentare i
.gin A =i [180?--‘(B =+ €)]=sin (B €+
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In primele doud rapoarte din (I), cunoastem pe .a;sin:B,
gin A = sin (B + C), deci putem afla ‘@ patra proportionald, b:

asinB »asmB ST

® b=
sinA  sin (B,—i—C)

iar din pmmuj 51 ultimul raport (I) gasxm in acelas fel:

(6)“'/ ‘c\= asinC’ - “aginC v Lo b
//’ ,‘ SlnA Sln (B+C) ‘.‘_ TR

Formulele (4), (5), (6) sunt formulele de rezolvare ale trmnghlulm
in cazul considerat.

Ele ne dau laturile necunoscute & §l c in funcl;mne numal de
elefentéle’ date: @, B, C.

Din (5) §i (6) aflim pe b §i ¢ cu ajutorul logaritmilor. -

log b =log a + log sin B T colog sin (B + C)
log ¢ =log a + log sin C + colog sin (B + C)

Calciilul suprdfetei S a trzuhghzulm, cu ajutorul elemen-
telor date a, B, C. Avem .

BC x AA’ a.c.sinB_
L2 2

in care, dacd inlocmm pe.¢ prin valoarea: sa, din (6) gisim :

S =

| - 'a®sin B.sin C Y
ol (‘?A)Z('T:‘{_i‘ TURTEREEATN BEa ' 2 sm(B+C) ; . R P R T

[FRTRE

Cu ajutorul logaritmilor avem:
log S = 2 log a + log sin B + log sin C 4 colog 2 + colog sin '(B’ o+ Q).
] I /I y

(v

S .. b2sinCsinA. - . c¢2sin Asin B
1 PRIV , ':'S-—-— s, iU EPRRASE YRR A\ S :
) In mod analog putem gasi ——-——2 sin (C + A) sgu’ S 2—————-sin (A+ B)

care se intreBuinteazs cand se di respectiv -(b, C, A)'sau (¢, A, B).
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Observare.: -Rezolvarea : egte . totdeauna . posibild, deoarece
B+C<80°%- ¢ ., T

Aplicatie. Intrun iriunghiu se da a'=d57 m, B = 62°1¢,
C = 2329 (fig. 79). Sd se ¥ezolve triunghiul.

"Réspuns:

A —180°— (B + C)
R 180—-—(62°14' + 23°29)
A= 94°17' LT

Vol e deibinn Gepig o pp b valg 79 ol
ap01 . ‘-

__4a sinB 457 sin 62°14’
sin (B + C) sin 85°43"
log b = log 457 +- log 'sin 62°14" 4 colog sin 85°43"
=2 65992 +1 94687 —}- 0,00121 = 2 60800
. b =405, 509 m.
" Tot astfel dm relat,la waie ol
asinC 457 sin 23“’29'
sm (B + C) sin 85°43'

i.ts

afldm :
log ¢ = log 457 + log  sin 23°29' e colog sin 85°43'.

Observiim ‘¢i mai avem de aflat 'Humai log sin 23°29’ deoafece
log 457 si colog sin 85°43" sunt gasu;l rdal sus, decl

log ¢ = 2,66992 + 160041 +000121 = 226154 o
: ' ¢ =.182,62 m. :

Pentru aflarea suprafet,el scrlm |

' a2 smB sin C 4572 sin 62°14’ Sm 23“’29’

2 8in. (B + C) | 2 sin 85°43’

deci : } ‘
log S—2 log 457+log sin 62°14'+log sin 23°29’+colog 2+colog sin 85°43'
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toti - logaritmii “necesari, sunt aflati mai: sus; géasim:. ;-
 -log §+=5,31984+ 1, 94687 + T, 60041 + 1, 69897+ 0,00121

\‘la'g,,‘s = 4;56730» R LR T 'I’! o
deci N . C
S =36923,33me

Obs/ware Cazul I de rezolvare, se poate: enun’ga mai general
astfel 1“8¢ dd o latura d $i doqa unghiuri oarecare (nu neaparat ala-
turate laturii a).” oy

Intr’adevédr avind doud unghiuri putem avea imediat §1 unghlul
al treilea. o

CAZUL 1I.

Se di: doud laturi b, c, st unghiul cuprins A; se cere latura a,
unghzunle B ,91, C ,s'z suprafa;a S (fig.
80).

S3 observam mai infcﬁm cd rela-
tnle sinusului : S :
a b ¢
sinA ' sinB sinC_

Fig. 80

nu ne pot ajuta la .rezolvarea triunghiului, deoarece oricum am
alege doud cate doud rapoartele de mai sus, proportiile astfel
formate cupnnd doua ‘necunoscute; spre -exemplu:

1) luénd raport.ul I-u si al II—Iea cunoagtem sin A §i b ne-
cunoscute sunt'a si sin B X .

2) luénd rapoartele I si III: cunoagtem smAs;lc necunoscute
sunt @ si sin C; 4

3) luénd rapoartele II §1 III cunoa§tem b s1 ¢; necunoscute
sunt sin B i sin C.’ :

Din aceastd cauzd este necesar si- stablhm ‘alte relatlum care
sd ne permitd aflarea unei laturi (a) si a unghiurilor aliturate
(B 5i.C) in: functlune de celelalte’ latum (&, ¢) giunghiul cuprins (A)-
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i Relatiunea lui Pitagora) generalizatd. Fie un triunghiu
oarecare ABC; sid ducem inéilt;imea AA' In,briunghiurile dreptun-
ghice AA'B si AA'C putem seri re-.. . g
lat.lumle (flg 81) vl ! S By
BA’ =¢ cos B, "A’C =D cos G
pe care adunindu-le membru cu mem- AR

]
]
1
[N
'
’
3

y & ~
bru, gésim: , . - AL'_ N
o o ‘ Flg 81
A BA’ +AC = ccosB+b cosC
ins¥ ‘ Lo o
ilil:!lf}. AR o (RN BA' ‘+1A'G = T S Lot
deci: N
1 18 = bcosC-l—ccosB . ‘ Y

S& observam ci ducﬁnd indlpimea AA’,ram putut. afla o expre-
siune a laturii opuse-a; dacé am fi- dus in¥l{imea BB’ si am fi
repetat calculele de mai sus, gamam, urmatoarea expresiune.
pentru latura opusd b e

P

(2) | ’b'&‘c-}_cos A +4acos C |

[ -

idr dacé ' foloseam in"acel‘a$ indd in‘éiltinte"a cc, '_‘géseam:‘

i - s ' RS

(3)' SR c—*—a o8 B+b cos A.

"t

N Am ob’;,mut relatnle. RIS .1,‘,;,;.,:.‘ c
_4‘;‘.:",1‘ o .

; "a—bcosC-l—ccosB
| (II) ' b=c¢ cos'A+a cos C
R T '{\ S g = a' 008 B +b 'CO8 A.‘

1) Pitagora, filosof si matemat.lclan grec din secolul VI inamte de Hnstos ;
s’ar fi ndscut la Samos. )

A fondat o scoald a pitagoricienilor,: ai icirei-elevi erau supusi unei viei
austere. I se atribue tabla tnmulgirii 5i teorema relativi la relatia dintre pétratul
ipotenusei §i suma patratelor catetelor, intr'un triunghiu dreptunghiu.
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S# inmultim: ambii termeni ai-primei nela.gxi] (I1) cu. a;- pe ‘a doua
cu-b; pe atreia cu ¢; gdsim: . - TR R
. a® =ab cos C + ac'cos B’ ‘
(4) e b’ be cos A 4 ba-tos C
c?— ca_ o5 B. +cb-cos; A
S8 ‘adunim ultlmele doua egalititi membru cu ‘membra:
b? 42 =2 bc cos A + ac cos B +31’I),cos’C
$i s scidem aceastd relafie din prima; obtinem:
a>—b2—c?=ab cps’'C +ac cos B'— 2 be cos A—ac cos B—ab cos
reducdnd termenii asemenea gi opmnd in primul membru numal
pe @2 avem:

(5) ' a?=Db? 4402;2 be éos A

" In mod analog, gisim relatiile:

‘f'(G)V’ o |b*=c®+a*—2ac cos B| -
si el

) ‘ct=a2+b?—2ab cos C

Dacd unghiul A= 90°, ‘triunghiul ABC este dreptunghiu in A,
lar relatiunea (5) ia forma: a® =52 + ¢?, care este relatia lui
Pitagora; aceastd relafie d& lungimea unei laturi (ipotenusei a)
cdnd se cunosc celelalte doud laturi (catetele b gi c) si unghiul
cuprins A = 90°; relatiunile (5), (6), (7), permit acelag lucru
pentru cazul unui triunghiu oarecare. De aci numele dat relatiilor
(5), sau (6), sau (7) de relatia lui Pitagora generahzata ‘

Observare. Formula (2) se poate obtine’ din (1), inlocuind
literele din sirul '
(@ 8 b, e A B C
respectiv- prin literile din- girul -

(ﬂ) :;‘,‘l‘ 'hi ¢ 4, “ B7 C’ A
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iar formula (3) se poate obtine inlocuind literele din girul () prm
literele din sirul (y):
(») ¢, a, b, C, A, B.

Tot astfel se poate oht,me formula (6) din (5) si formula (7)
din (6). ‘

Aceast¥ operaie s’a putut face, deoarece am notat elementele
triunghiului in mod simetric: la unghiul A
se opune latura @, la unghiul B latura b,
etc. Dacd am fingirui pe un cerc oarecare
(fig. 82) intr'o ordine de parcurs, (spre ex.
in sensul sage’gn) literele in ordine alfabeticd,
operatia de mai sus revine la a inlocmo litera Fig. 82
cu litera urmitoare pe care o intalnim pe cerc; ’
din aceast# cauzi, aceastd operatie se chiami si permutare circulard.

Permutirile circulare, sunt foarte folositoare in calcule: ele
ne dau pos1b1]1tatea ca in flgurl, in care am avut grija sd notdm
elementele in mod simetric, si in care existi mai multe relatiuni
aseminitoare, s stabilim numai una din ele, iar pe celelalte sd
le. deducem prin permutdri circulare.

Putem acum rezolva triunghiul ABC, in cazul cand cunoagtem
dou# laturi si unghiul cuprins. ‘

Astfel, daci se cunosc laturile b, ¢, si unghiul A, formula (5)
ne di pe a; atunci formulele (6) si (7), in care se cunosc toatela-
tunle, ne dau unghiurile B gi C; din (6) avem:

R 03 + aﬁ_bZ
) I cos B= ——F—

L 2 ac

iar din (7) ' b :
] - a2+ 2_c2 1)
C=—— "

(9) cos 5 ab

Formulele: (5) care di latura a, (85 'r;:i‘ (9) care dau unghiui'ﬂe‘
B si C nu sunt calculabile prin logaritmi!

1) In mod analog procedim dac se di e]errier;tele: (c, a, B) sau (a; b,VC).

C. 38.846.—Trigonomotrie. 12
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(fig. 84).
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Ele sunt totusi intrebuintate uneori in calcule, servindu-ne in

~aplicarea lor, de tabelele de valori naturale. -

Exemple. 1. Inir'un triunghiv ABC se di: b= 300 m, ¢= 250 m,
- A =60°; se cere a, B, C (fig. 83).
Rispuns: Aplicand formula (5) avem:

a2 = 3002 + 250% — 2 x 300 x 250 cos 60°
‘ sau

- a% = 90000 -+ 62500 — 75000 =V77500.
a =1/77500 = 278,874 m.

Fig. 83

Din formula (8) gdsim : .
62500 + 77500 — 90000
21/77500 x 250

lar din tabela de valori nat;zrale aflim: B = 68°54'4"
Dm formula (9) avem :

77500 + 90000— 62500

) 2177500 x 300

i{ar din tabela de valori naturale géxsim:‘C- = 51°

suma A-{—B +C=60°+68°54'4""+51° =179°54'4" in loc de 180°.
2. Intr'un paralelogram se cunosc lungimile laturilor AB —460 m.

= 0,359

cos B=

os C =

= 0,629

- AC =180 m. §i unghiul cuprins BAC = 30°; se cere sd se aﬂe :

lungimea diagonalei: d = AD i .
unghiurile ei cu laturile AB si

AC: a=BAD si f=CAD -

Fig. 84 oo

Réspuns: Si considerdm  tri-
unghlul ABD in care cunoas;tem laturile :

AB =460 m, ‘BD=AC=180'm

$l unghlul cuprms ABD = 180° — A = 180°— 30° = 1:)0°
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 Avem: BAD =a 'si ADB = §; ne gisim deci in''baziil II
~de rezolvare a unui tmunghm :
Prin aplicarea formulelor stabilite mal sus, obtmem

AD” AB* +BD2—2 AB.BD.cos ABD
= 4602 + 1802 —2 x 460 x 180 cos0° ; (cos 150°—‘ ~ ﬂ) :
= 211600 + 32400 +360 x 460 x 0,866 ‘

= 387409,60 -

Deci : AD — |/387409,60 = 622,4
Din relatia BD2 = AB? 4 AD?2—2 AB.AD cos a, " s¢oatem:

- ABt 4 AD?<—BD? 4603-!- 622,4% — 1802

‘cos'a E
. '2 AB.AD -2 x 460 x 6224 -
cos a = 0,989 o
a = 830"

iar din relatia : :
AB? = AD? + BD?—2 AD.BD cos §

' obi;.inem: o '
Acois B= AD? 4+ BD? — AB? = 622,42 4 1802 — 4602
© :2ADDD 2 x 6224180 .
cos f = 0,929 o
B = 21°40'

Avem cd suma: 150° + 8°30' + 21°40’ 180°10" in loc de 180°.
Observare. In cazul cénd inty’un trlunghiﬁ,ABC sedi: b, ¢, A
$i se cere a, B, C, putem proceda si astfel ; aflim pe a, cu formula (5);
a? =b? +¢2-—2 be cos A o
iar pentru aflarea unghlunlor Bsi C folosim rela;ule sinusului :.
a . b e . v '
snA - sinB _ ginC

12* -
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Din primele doud rapoarte scoatem sin B:

bsin A
a

sin B=

in care b si A sunt date, iar g, calculat mai sus; ap01 din prima
gi ultima relatie avem:

csin A

sr‘l—-

in care ¢ ¢i A sunt date, iar a este calculat.
In modul acesta putem calcula unghiurile B gi C, fie prin tabela

Qa4Im:

Fig. 85

Réspuns:

de valori naturale, fie prin tabela de lo-
- garitmi.
' Prin aplicarea formulelor (8) si (9),
calculul cu logaritmi nu era posibil.
- Aplicagie. Inir'un triunghiu ABC, se
cunoagte: a=40m, b =70m, C= 30°. Se
cere: ¢, A, B (fig. 85).

¢ =a? 4+b2—2 abecosC
=40% 4 702 —2 x 40 x 70 cos 30°

= 16004 \51900 — 2800 [/3 = 1656
¢ = 40,69

Pentru a afla unghiurile A si B, scrim relagiile sinusului:

sau

a b e
sin A sin B sinGC : .
40 70 40,69

simn A sin B sin 30°

Din primul si ultimul raport avem:

sin A — 30 sin 30° 0,491
‘ 40,69 .

in tabela de valori naturale aflim:

A = 29°25'43"
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Din rapoartele 2 §i 3 gésim: gy e

sin B — 1080 30°_ 4660
- 40,69
iar cu tabélh de valori naturale, avem
B = 12042

avem astfel
A+ B +C= 180°7'43" in loc de 180°.

Dac# folosim logaritmii obt,mem

log sin A = log 20 + colog 40,69 = 1,69154
A = 29°26'26"

logsin B = log 35 + colog 40,69 = 1,93458
' = 120°39'53""

Observare. Inconvenientul pro.cedeelor» aritate mai sus, este
ci aflarea unghiurilor necunoscute B gi C-se face folosind valoarea
laturii calculate (¢); prin urmare, dacd aceasta este gresit aflatd,
gresite vor fi §i valorile lui B si C.

Pentru a se remedia acest inconvenient vom stabili o alté serie
de relatiuni, care au si avantajul de a fi calculabile prin logaritmi,

Formula lui Neper?). Se stie ci dacd avem o proportie:

A C
D
putem deduce din ea o altd proportie, scriind:
‘ A—B C—D
A+B C+D

care are ca termeni dlferent,a §1 suma termenllor rapoartelor dela
inceput. ‘

Din relatiile sinusului:
. ¢

sinB sinC

1) Vezi pag. 140.
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~ obtinem: o o ' SRINLE
: ' sinB. b '
c

| sinC.
si aplicind proprietatea amintiti mai sus:
sinB—sinC _b—e.
_ sinB +sinC b +¢ ‘ -
"Inlocuind in primul membru, - diferenta §i suma sinusurilor
prin formulele calculabile prin logaritmi avem:
2sinB_CchB+C' _
-2 2 b—c
-2 sin'B + Ccos B—C b + ¢

@

sau .

o o _ 2 ; ,A 2 =‘b +c._
. ‘Suma unghiurilor:A, B, C, fiind 180°, .avem:

B+C_gp_A |
2 2

deci: .
A
2 .

cotg B+C = éotg (90° — %) = tg

deci:

B—C., A b—
tg 5

t
2 g 'b—l-c.

sau impartind ambii termeni cu tg'% §i observind ca

A = cbtg—‘; , gasim forriu;la' Tui .Ne[')e}:
tg—
8

o |wgB=C_b—ec . A
10 B b o
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" Prin permutdri circulare, obi;inem si formulele analoage:

11 o :tgg—:éic—aéot B
an o T TR
- A1‘2 | gA=B_azb g, C
(_) o g: 2 atb g5

‘Formulele (10), (11) si (12) sunt calculabile prin logaritmi.
Avem : log tg E’—;—C= log (b+c) +wlég (b 4-c) +log cotg —‘%—, ete.

- Revenind la rezolvarea triunghiului ABC, cénd se. dd doud
laturl (b, c) si unghiul cuprins (A), sd observim cd formula (10)
cuprinde in membrul al 2-lea numai cantitdti cunoscute vom

'putea afla astfel seml-dlferen'ga B—C. a unghlumlor B i Csi deci

pe B—C; avem pe de altd parte, cunoscuta suma B +4+C = 180°—A.
Va rezulta de aci B i C..
Pentru aflarea laturii @ putem, sau sd - aplicim rela‘;,nle 8i-

nusulm
a b

sm A sm B

"in care sin A, b sunt date iar unghlul B calculat aflarea lul ase
poate face astfel tot prm logantmz sau putem aplica formula

= b? —|—cz——2bccos A

care ne di pe a, in functlune numai de valorile date (b, ¢, A),
insé nu printr'un caleul ‘cu logantml '

Aplicatie. Pe o gosea irec doué vehicule, B si C. La un moment
anumit ele se ,gasesc fatd de un punct A din plan, -la distanjele
" BA = 1700 m si CA = 3970 m, iar unghiul BAC mdsurat in. acel
moment de un obseraator a,s'ezat in A este de 39°48'.
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Se cere si se calculeze distanta BC = a dintre vehicule §i unghiu-
rile B st C (fig. 86)

—_ Réspuns: Avem de rezolvat
":"c > 4R % un triunghiu' ABC In care cu-
[N 2 Na noastem doud laturi AB §i AC

2, k3 . . . R
S~ :p;b;\’.‘ §i unghiul cuprins A ; si aplicim

~{%  formula lui Neper:

' gB=C_b—e A
2 bre 2

avem: b —¢ = 3970 — 1700 = 2270 A 39°48

Fig. 86

b 4¢=3970 41700 =5670 2 32 0o
Lo ~B—C 2270 ‘
 deci: tg ——— == cotg 19°54
et ®72 Taenn €
log th = log 2270 + colog 5670 -+ log cotg 19°54'

B—C
3 = 47°52'53"
B —C=95°%5"46"" } ,
B + G=180°— A = 180° — 39'48' = 140°12’
relag,iuhi care ne dau:
B = 117°58'53" C = 22°13'7"
. Pentru aflarea lui BC = a, scrim:

a b

sinA sinB
b smA 3970 sin 39°48’
sin B sin 117°58'53"

Calculénd prin logaritmi gﬁsxm : : :
log a = log 3970 + log sm 39°48’ + colog sin 117°58’ 3"
o 2 = 28776

deci :
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Altfel: Din formula lui Pitagora generalizatd, avem :’
a?=Dh24¢2—2bc cos A= 39702 4+1700%—2 x 3970 x 1700 cos 39°48’
" Calculand cu tabela de valori naturale gésim :
, a? = 8.284.436 a = 2878
care diferd de valoarea aflatd mai sus, cum era si de agteptat.
Observare. In formula: :
1) tg B—C=b—ccotgﬁ
2 b+ec 2
dacd b < ¢, inmultim ambii. membri cu —1 §i observdm ci:
B—C C—B

B TR
gisim: , : .
' '1" : FY'” -t C_B-b—c‘—_bcot -‘é—
( ) SRR 2 e¢+b g 2

In aphcatu, se da b, ¢ §1 A deci se poate sti dela inceput daca
b>c sau b <c. In primul caz formula lui Neper se scrie sub
forma (1). .

Calculul suprafefei S a triunghiului cu ajutoral elemen-
telor b, ¢, A. N

Avem (vezi fig. 78): AR

AB x CC’
S=——"-—
: 2
. dar in triunghiul dreptunghiu ACC':

. CC'= AC sin A=bsin A

deci: ~_besin A
S = v ‘
2 A

CAZUL I : | ,

Se dd laturile a, b, ¢, §i se cere sd G b
se afle unghiurile A; B, C, §i supra-
fata S (fig. 87). . 3

Pentru ca problema si fie ‘posibilé tre- _ }i;. &7
bue ca oricare dintre laturile date si fie mai - .
mici decAt suma celorlalte doud §i mai mare decét diferenta lor.

(3}
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Probiema se poate rezolva cu ajutorul. relat.ulor RREEN SR
=b? 4 ¢ —2 be-cosA
b“‘ =% 4+ a?—2 cacosB
c2=a%+ b —2 ah cosC

. dm care scoatem

hz +02—.52

cos A =- —
‘ 2be
) R 02+a2 b2
. cosB=—">"T"""
JORS \ o
:COSC=W
2 ab

aceste formule nu pot fi ficute calculabile prin logaritmi; aflﬁm'
" numeric valorile lui cos A, cos B, cos C si apoi, fie cu tabela de
logaritmi, fie cu tabela de valori naturale, gisim pe A, B, C.

Odatd cunoscute laturile §i unghiurile putem afla i suprafata.
-0 venhcare este-ca suma unghlunlor aflate (A + B + (‘) 8.
fie egald cu 180°.

- Aplicagie. Se.dd: a =7 m, b‘=9,_5»~ m., ¢ =-6~m ,s'z se cere
unghiurile: A, B, C. ' L

Réspuns: Avem din formulele (1) ‘de mai sus:

952 46272

cos A = =0,677
2 x95x6 -
cu tabela de valori naturale gésim: A = 47°25'
cos B _ 62+ 72950 — 0,062
2x6x7
cu tabela de valori naturale giisim: B —-93°33 20"
égsc _M_. 0,776
2 x7 %95 .

cu tah_;al‘é‘w dé valori naturale aflim: C = 39°6". :
- Suma unghiurilor .aflate cu-tabela de valori naturale:
i . A+B+C =,180°4"20"
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Rezolvarea triunghiului prin formule calculabile prin
logaritmi cdnd se dd cele trei laturi. Formulele de mai sus, -
pot fi ficute calculabile prin logaritmi, astfel : :

a2 =b2 +~c¢2—2 bec cos A
- ' 2 L o2 .
cos A = M
si adundm la ambii membri unitatea:
2- - 2 _ : 2 . 2 2. .. _ 2
b2+ c2—a +1_=b +c2 4 2bc—a

1 4 cosA =
‘+ ' 2be - 2be
. A-- N . . 2_ 2
1 4 cosA = 2costt — 0+ )P —al
-2 2be
~ sau . ‘ P |
ot A _ (bteta)bte—a)
} . ' . : 4be
" S& notdm pentru prescurtare perimetrul cu 2p:
| a+b+e=2p '
deci :

b+c—a=a+b+c—2a=2p—2a=2(p—a)

deci : L ‘
c.os2£ = P9 (.P._'a) '
. 2 . - be :
sau " .
cos X =Vp (p—a) -
2 " be-

Obseryare. . S”a luat semnul plué in fa‘ga: radicalului deoarece:

A < 180° deci % < 90°. |

. e e T A B
Prin permutéri circulare gisim expresii al}aloage pentru cos 3’

' C
cos —.
2
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Obt.mem astfel formulele:

cos—é_—:- E——_&) p ; g_-l_:wv;-;.y
2 be 9y Do
| p— bic—a
- - 2
(1) cos B — p(p_b)_ in care
2 ac c+a—b>b
: p—b=: :
. _ | o
1 (o — @) .
.cos%; /_P__(_E___Q p—c=3_,'_"_§._°

care sunt calculabile prin logaritmi si care ne dau unghiurile >

B % in functie de laturile a, b, c.

2’
4Putem afla §1 sm;}- , sm;—3 , sm%; am gésit mai sus:
cos A ;W
2be
sau:
2 2 __ o2 2 — )2
1—cosA=1—b +c a® _a (b—c¢)
: 2be 2be
o g2 A _ (a+b—c)@—b+e) _ 4 (p—b) (p—0)
2 2be : 2 be
sau
st _ (=D —0

de unde formulele:

in 2 _ @—M@—@
Sl e

(1) sin% ~ }/(p_—_np_—a)

sin

C_1lp—a)(p—Db)
ab
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‘care sunt calculabile prin logaritmi $i ne dau si ele, unghiurile
A B C

272" 2
- Din formulele (I) si (IT) putem g3si expresiile lui tg %, tg %— si

in functiune de laturile a, b, c.

tg —g— ; intr'adevir:

COSA' V P (P - a)
2 be

de unde, formulele calculabile prin logaritmi:
1/ —D) (p—c)
P(p—a)

1/(p—¢)(p—a)
p(p—Db)

1/(p—a)(p—D)
p(p—c)

A
to 2
€3

(

-+
o]

mn

&
w|0‘“w|w | b

o+
o

logtg -121 = % [log (p—b) + log (p——c) +colog p +colog _(p—a)] , ete.

Observare. Care din formulele (I), (II), (III), le aplicim in
calcule?
Am putea s& ne servim de oricare din ele, deoarece fiecare

" din aceste formule ne dau unghiurile %, %, <

2
Formulele (III) sunt insi mai practice i iati pentru ce:
Aplicind formulele (I) trebue sd ciutdim in logaritmi: log p,
log (p — a), log.(p — D), log (p —ec), log a, log b, log c, adlca §apte
logaritmi. ,
*Aplicand: . formulele (II) trebue s cdutdm in logarlt.ml :
log (p — a), log (p—D), log (p —c¢), log a, log b, log ¢, adici sase
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logaritmi, pe cand dacd aplicim formula (III) nu vom, ciuta decat
patru logaritmi §i anume: ‘
~ log p, log (p—a), log (p—D), log (p—c)
Un al doilea ‘motiv pentru care sunt mai practice formulele
(II) s’a ardtat la explicarea tabelelor trigonometrice

Expresiunea suprafetei trzungluuluz in functlune de laturi.
S’a stabilit la pag. 186 formula: ;
‘ be sin A
2

g

insa _ : :
sin A =2 sin‘—;}i cosA

oA AL o

i inlocuind sin —- gi cos 5 prin formulele stabilite mai sus,

gisim :

‘S=bcv(p—b) (p~c>_Vp<p—a)

sau

S=1/pp—ap— b)(p—c)
Daca aplicim logaritmii, obtinem :

g S —%[zogp +log (p — a)+ log (p — D) + log (p—c)]

""" Aplicatie. Sd se rezolve un triunghiu cind se di laturile:’
a=3027m, b=5379m c=420,8 m.
R: Calculul se ageazd astfel : A
e 2p——a+b+c—12614 } o
p=6307 - log p=279982, - colog p=3,20018
p—a =328 log (p — a)= 2,51587 ) colog (p —a)= =3,48413
p—b=-928 log (p —--b) = 1,96755, colog (p --b) =2,03245
p—c =209,9: log (p— ¢)=12,32201, colog (p — 6) =3, 67799'
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o og tgg 1,96755+2, 32201 -2I-3 ?0018+3 48-’%13 2 9Z3S7='—1 48693

% =17°3'32", A =3¢re’

log tgg _ 2,515874 2,32.201; 3,20018+3,05245 0,0';051 —0,03526

B _ 47°19'24", B =94°3.48"

log tg= =1,68079

G 2 51587-}—1 ,96755-4-3,20018+3, 67799 1,36159
2 ‘ 2

] % — 25°37'4" , € = 51°14'8"
" Ca verificare, facem suina:
A + B 4 C =34°T'4" + 94°38'48" 4 51°14'8" = 180°

Pentru suprafat,a S a triung'hiulili avem :

1 T 9, 60525
log 5= —[logp+log(p—a)+l0g(p—b)+log (p— c)] 3
' ~ = 4,80262
S = 63477 m2.
" CAZUL TV.

Se di doud laturi: a, c, st unghiul A
opus uneia din ele (fig. 88).

S& reamintim - mai. intdiu rezolvarea A&
graficd a acestui caz. ‘ Fig. 88

- Dedsebim -trei cazuri :

‘1. unghiul A <90°, se construegte unghlu] dat A gi se ia pe -
una din laturi: AB = ¢ (lungime datd) apoi din B ca centru

>
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cu o razi egald cu latura dati q, descmm un arc de cerc

(tig. 89).
Se pot intémp]a urmitoarele cazuri :

a) arcul de cerc (a) si nu taie
latura AC a unghiului : nici o solufie.

b) arcul de cerc-(f) s fie tangent
laturii AC ; avem ca solutie triunghiul
dreptunghiu ABB’.

¢) arcul de cerc (y) taie latura
AC in punctele G, §i C,, ambele si-
tuate la dreapta lui A; acest caz se intdmpld dacd:

BB ' <a<AB =¢
avem doud solutii: triunghiurile ABC, si ABC,.

d) arcul de cerc (&) taie latura AC in Cg si prelungirea ei in G,,

ceeace se petrece daci ’
BB'<a>AB =¢c

In acest caz obtinem o singur solutie, triunghiul ABC,, deoarece

triunghiul ABC, nu are unghiul A dat, c¢i suplimentul lui:
C,AB = 180° —A.

Se vede de aci cd dela inceput trebue si cercetim care sunt
valorile relative ale lungimilor a, ¢ si a perpendicularei BB’ = csin 4,
ca s# gtim in ce caz ne aflim.

Exemple: 1. Se di: A = 30°, a=35 m, ¢ =58 m. (f1g 90).

B .
\\41’,/ %\Cf/ r
o A F G °
\\\ ’’’’’’’ ‘///
Fig. 90 .~ Fig. A1

Avem: a = 35 m, ¢ =58 m, BB'=¢sin A-—58 sin 30° =29 m.

deci a > BB’ si a <e¢.
Vom avea doud solutii, un tnunghlu ABQ, gi un altul ABC2

(cazul y) '
2. A =60°, a =230 m, ¢ =116 m (fig. 91).
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Avem:
BB’ =c¢sin A =116 %3—— = 100,34

deci BB’ < a > ¢

Ne gisim in cazul (d) cu o sin-
gurd solutie: triunghiul ABCs.

3. Se di: A =30, a=291I14 m,
c =1828 m (fig. 92).

Avem : . ‘
BB’ = ¢ sin A = 18,28 5in 30° = 9,14 m Fig. 92
deci

a = BB’
singura solufie este un triunghiu dreptunghiu AB’B (cazul ).

4. Sd rezolvim efectiv urmdtorul
triunghin : se dié A = 63°14 ;
"¢ a=3047 m, c =180,7 m (fig. 93).

Proceddnd ca mai sus gésim:

BB’ =c¢ sin A

~ Fig. 93

log BB'=log 180,7 + log sin 63°14’ = 2,25696 + 1,95078 = 2,20774 .
deci:
BB’ =161,34 m
se vede cd:
BB <a>e¢

ne gisim deci in cazul (); vom avea o singurd solutiune.
Pentru rezolvare, folosim relatiile sinusului: '

a b ¢
sin A sin B sin C

C. 88.846.—Trigonomotrie. : 13
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din care scoatem:

“esinA
©. -sin C—,
oo a

deci

log sm C= lag ¢ +log sin A + colog a
= log 180,7 + log sin 63°14’ + colog 304, 7
= 2,25696 + 1,95078 -+ 3, 51613 =1,72387.

Unghlul ‘AC;B fiind ascutit avem:

G = 31°58’18”
Bezulta - . oo L
- B =180°— A — C = 180°—63°14' 31°58'18" o
o B = 84°47'42" S
" lar '
b — asinB -
© sinA

log b =log a + log sin B + colog sin A
log b = log 304,7 + log sin’ 84°47'42" + colog sin 63°14’
' — 2,48387 +1,99821 + 0,04922 = 2,53130
| b=233986 U
Pentlu a afla suprafata Sa tnunghm]ul avem : (vez1 §i pag 185)

ac sin B
2
log S =1log a + log ¢ + log sin B + colog 2
= log 304,7 + log 180,7 4 log sin 84°47'42" + colog 2
- = 2,48387 4 2,25696 4 1,99821 + 1 69897
- =4,43801

S =

-8 =27416,25 m?
5. 8Se di: A =6315, a =109 m, ¢ = 118,4 m.
Se cere ﬁ,' C, bgis.
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' Calculul’ se ageazd astfel (¢azul 7):- .

Datele problemei.

- Rezultatele calcululut

A= 6315 € = 7555207
a =109 |-+ €y = 108°6°40"
¢ =1184 AC, =79,805 m

AC, = 26,778 m
B, = 40°49'40"
B, = 75°55'20".— 63°15'
S, =4218,80 m?

S, = 1415,60. m?

= 1204020

. Calculul
a ¢

sinA  sinC
 log sm C= log 118 4+ log sin 63°15’+ colog 109
- =2,07335 + 1,95084 + 3,96257 = 1,98676"
b, =158520" ; Cy= 108440
. AG 109 .
* sin40°49'40" . sin63°15" '
log AC, = log 109 + log sin 40°49'40” + colog sin 63°15’
=2 03743 + 1,81544 + 0,04916

2. 7

—1,90203
AC, = 79,805 m
. AC, 109
A sin12°40'207  sin 63°15
log AC, = 2,03743 +T,34119 + 0,04916
— 1,42778

AC, = 26,778 m.

13*
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_ 1184 x 26,778 x sin 63°15’
2

log s, = 2,07335 + 1,42778 +1,05084 + 1,69897 — 3,15094
S, = 1415,60 m?.

__118,4 x 79,805 x sin 63°15’
2

log s, = 2,07335 + 1,90202 + 1,95084 + 1,69897 = 3,62519
. S, = 4218,80 m?
2. unghiul A > 90° (fig. 94).

4.

5. Sy

Se pot intdmpla urmitoarele:

a) arcul a descris din punctul B
ca centru cu raza g, nu taie latura
AC; nu avem in acest caz nici o
solutie.

b) arcul B descris atinge latura
Fig. 9¢ AC in B’; nici o solutie, deoarece
triunghiul dreptunghiu ABB’ nu con-

tine unghiul dat BAC > 90°, ci suplimentul lui: B'AB = 180°— A ;
acest caz se petrece cind a = BB’.

¢) arcul y taie latura AC in.doud puncte C, §i C,, amandoud
situate la stdnga lui C; nicio solutie, deoarece triunghiurile BAG,,

BAC, nu contin unghiul A > 90°. In acest caz:
BB ' <a<ce

d) arcul & taie latura AC in punctele Cg §i C,; avem o singurd
solutie deoarece numai iriunghiul AC3B conjine elementele date
a, ¢, A.

Acest caz se intdmpld cénd:

- BB'<a>c¢
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Exemple. 1) Se di: A =120°, a =13 m, ¢ =28 m.
avem:
A 0 l/3 a
BB’ =c sin A =28 sin120° =28 “— =14]/3
deci
a < BB’
nu avem nici o solutie (cazul a).
9) Se di: A =135° a=210|/% m, ¢ = 420 m.
Avem: BB’ =c¢ sin A =420 sin135°=210]/2

deeci: .
a = BB’

Nu existd nici o solutie (cazul g).

3) Sedi: A =150°, a =23 m, ¢ =392 m.

Avem: BB’ =¢ sin A =39,2 sin 150° = 19,6 m.
deci BB <a<e¢.

Nici o solutie: ne giisim in cazul ».

&) Sedd: A =150°; a =130 m, ¢ =80 m.

Avem: BB’ =¢ sin A =80 sin 150° = 40.
deci ' BB ' <a>c
avem o singurd solujie (cazul §).

Aplicatie. Si se rezolve triunghiul ABC, cind se dd:
A =120°28', a=1288m, ¢ =90,72 m.
R: Avem: o ’

BB’ =c¢ sinA
log BB’ = log 90,72 + log sin 120°28’
= 1,95770 + 1,93547 =1,89317
BB’ = 78,19 m. '
Se vede deci ca:
BB’ <a>c.
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~ Ne gasxm prin ‘urmare in cazul 9, adlca vom avea o smgura ‘
solutie.
Aphcam rela;nmzle sinusului: -
a. b ¢
sin A sinB sin C

C.  esinA .
.sinC =
g

~ log sin G = log ¢ ;l_;lbg sin A + colog a
— log 90,72 m + log sin 120°28' + colog 1288 m
=1,95770 + 1,93547 + 3—_,89008 ,
= 1,78325 .
. c = 37°22'45" o
. Apoi: B-—180°—A C = 180° — 120°28' — 37°02'45"
| B =ozg15 :

_ Observare. Proceddnd .astfel gisim unghiul ABC, = B din
" " triunghiul care rdspunde chestiunii, deoarece in triunghiul ABC4 '
avem: B = 180° — (180° —120°28") — 37°22’45” o : '
Aflim apoi pe b: o _
| , _asinB

. sin A ‘ _

- log b = log 128 8+log sin 22091 5” + colog sin 120°28’
= 2,10992 + 1,57646 + 0,06453 = 1,75091
b —563525 56,35 m

o .ae sin B
Suprafata: S ="
log S = log 128,8 + log 90, 72 + log sin 22°9’15” + colog 2

= 2,10992 + 1,95770 + T,57646 +T,69897 = 3,34305
S.=2203,20° m. ‘
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3 unghlul A = 90° (fig. .95). In acest.caz avem de rezolvat _
un trmnghm dreptunghiu ABC in care se cunoas;te cateta AB =¢
si ipotenusa BC = a.

‘Dacd_a <-¢, nu avem nici o solutle, '
deoarece arcul de cere (a) cu centrul in .
‘B §i razd’ d, nu taie latura AC.

_Daci a = ¢, triunghiul dreptunghlu '
_8e "reduce la dreapta ABA, deoarece

arcul (B) este tangent la AC in A.
: Daci a > ¢, arcul (y) taie dreapta
AC in doudi puncte C, §i C,; ob}inem .
- “doud triunghiuri- egale, a céror rezolvare g'a aritat la pag 44
" (cap. III) :

APLICATIIB

Sa rezolvam un trlunghlu ABC in cazumle ce urmeaza:

B Cazul. I. -

Datele ﬁrob,lemei.‘ o Rezultatele calculului.
A =2372m | A=9¥43"
B = 37°49’ b =14565 m

C=49517" | =17952m ..
R s =130542% me

Formule de rezolvare

asinB - asmC
smA 7 sinA’

A — 180° — (B +' C) =03°5'43"

Ab

1) In aphcatn, elevii vor da ‘o deosebitd atentlune redactdrii rezolvarii
triunghiurilor; intr’o astfel de redactare trebue si se vada clar care’ sunt

A - datele probleme1 $l care sunt lezultatele



Calculul lui b.
log a = 2,37511
log sin B = 1,78756
colog sin A = 0,00064

log b = 2,16331
b = 145,65 m.
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Calcule,

Calculul lui c.
log a =2,37511
log sin C = 1,87836
colog sin A = 0,00064
log ¢ =2,25411

¢ = 179,52 m.
Calculul suprafefei S. _
__a%sinBsin G
2sin (B +C)
log S=4,75022 + 1,78756 + 1,87836 + 1,69897 + 0,00064
logS= 411575 ; S= 1305424 m®.
4 Cazul II.

Datele problemei.

Rezultatele calculului.
b =3387 m B

B = 109°46'55""
c = 139,2 m ' 6 = 99°45'5""
A = 47728 a = 265156 m

s =17374,20 m2.

Formule de rezolvare.

B—C b—o A . a b
tg—— = - cotg— . sl — =— .
2 b+ec 2 sin A sin B
Calcule.

1

Calculul unghiurilor B si C.
B—C b—c . A 1995
tg cotg — =

2  b+c 2 4779
B—C

cotg 23°44'

log tg = 2,20094 + 3,32066 + 0,35688 = 1,97748
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B—C_ 433055"
2
B—C=87°1'50" B %&3'59— — 109°46' 55"
B4C=132°32 C= f?ﬁ — 990455

Calculul lut a.
a b

.——__._.__

; loga=2, 52982 +1 86740 +0,02628 =2,42350
sinA  sin B’ 7

a=265,156 m.

| Prm formulele dela pag. 176
az = 114.717,69 + 19376,64 — 63742,798 = 70351,532

"a = |/70351,532 = 265,238 m.

Calculul suprafejéi S.

be sin A
log S = 2,52982 + 2,14364 + 1,86740 + 1,69897 = 4,23983

S = 17371,20 m?
Cazul@

s

‘Rezultatul - calculului.

Datele
problemei prin logaritmi cu valori naturale
a =40,73m A=26°40'10" | cos A=0,893 A =265
b =8541m | B=70°15" 8" cos B=0,338 B=70°15
¢ =90,08m. | C=83°4'9" cos C=0,121  C=83°3"20"
C A+B4C=" ’ A +B+4C=180°3"20"
179°59'47T’

S =1726,68 m®
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Formule de rezoloare

A_)eHGE— t B_aew

tg —= . )
-2 . p(p——a) 2k P(p—h)
V(p-—a) (p—b)
1= T
. .Calculul. ‘ , A
p=10811 | log'p - =2,03387 | colog p  =3.96613

p—a=6738 | log (p—a)=1,82853 | .o 0 o 57447
p—b= 22,70 - | ‘log (p—=b)=1,35603 | log (p—b) =3, 64307
p—c= 18,03 log (p—c)=1,25’600,.‘) 00’08 \p—D)= v

, ' 1 colog (p—c)= 274400 :

_ A 1 35603+1 25600 +3 96613+2 17147 2,74963 A
log th T %

— 137481 ; i;*-= 105

log tg

B _1,82853 s 25600 +3,96613 42, 64397 1,69463
2 . 2 . 2
. . ) i ﬁ :
=1, 8473'1° L '-5=35°7'44"
' C _1,82853 +1 35603 +3 96613 +z 74400 _ 1 89469
logtg = RO 3
B - ) . . e : ) ' - h' .
_194734 ,_3}= 1°32’4’8 '.

' logs=2 03387 + 1,82853 + 1 35603 +1,25600 _ 6 47443
8= 17_26,68 ma,

= 3 23721
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CATEVA RELATIUNI REMARCABILE INTRE ELE‘V[ENTELE
UNUI TRIUNGHIU OARECARE :

RAZA CERCULUI CIRCUM SCRIS

, . Fie trlunghm] ABC (fig. 96) cercul care trece prin Varfurlle
A, B, C, se numeste cercul circumseris al 4
trlunghlulm centrul lui, O, se giseste la in- '
tersectia mediatoarelor (perpendwularelor ridi-
- cate pe mijloacele laturilor: OA,, 0B,, 0G)).
Ne. propunem si calculim raza'R a cer- B
A cului” circumscris ; ducem diametrul AOA’; "
. triunghiul ABA’ este dreptunghlu, deoarece un-
" ghiul ABA’ este inscrls intr un sem.lcerc

Avem
: o AB AA’ sin AA'B
" insd , , :
' AB —c; AA’ =2,-R;; AAB —ACB =0
deci ; o I ‘ .
' :'c ;=‘.2R sin G
sau P
S R— c'
R ' -2°8inG . ,
" Daci duceam diaﬂieti'ul,BOB' 'sau 'COC’ ‘am -fi géisit:
CRER L s R=
: . 2sinA. ... . 2snB
rezultd de aci: S T
: a _ - b . e

.
S 28111A 2nnB . 2smG

Avem deci:

sinA sinB - sinC :

@,
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adicd am regiisit relatia sinusurilor §i c¢&: valoarea comund a ra-
poartelor dintre lungimea unet laturi §i sinusul unghiului opus este
egald cu diametrul cercului circumscris triunghiului.

Altd expresiune pentru R; ¢'a stabilit (pag. 185) formula :

S — ab sin C
2
(S = suprafata triunghiului ABC), insi;
S __9R
sin G
deci ‘
sin G = —
2R
valoare, pe care inlocuind-o in expresiunea lui S, aflam
3) L
4R
sau
0 R =2
48

Formula (3) ne di suprafata triunghiului in functiune de latu-
rile a, b, ¢, si raza R a cercului circumscris, iar formula (4) ne
dd raza cercului circumseris R in functiune de laturile triunghiului
gi suprafata S.

Observare. S nu uitdm cd un triunghiu este determinat cind
se dau trei elemente (nu toate unghiuri).

Rezultd ci in membrul al 2-lea din formulele (3) si (4), numai
trei elemente se pot da dupd voie (arbitrar), al patrulea rezultd.

Astfel, in formula (3), daci ne dim laturile a, b, ¢, raza R a
cercului circumscris rezultd deoarece aflim cu ajutorul lui a, b, ¢,
unghiurile (vezi cazul III de rezolvare a trmnghmlul oarecare) gi
odatd determinate unghmnle avem si pe R, prin formulele (1).

Tot asa in formula (4), dack avem date a, b, ¢, S rezulti (vezi
pag. 190):
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S=1p(p—a)(p—b)(p—c)
Re © abe
4)/p(p—a)(p—b)(p—c)

Pentru a caleula prin logaritmi, fie pe S fie pe R, avem
din formula (3): :

log S =log a + log b + log ¢ + colog & + colog R
iar din formulele (4) si (4),:
log R =1log a +log b + log ¢ + colog & + colog S

iar A
(4)

log R=log a+l;)g b +log c+ colog 4+ %[colog p + colog (p — a)
+ colog (p —b) + colog (p — c)]

Aplicatii. 1. S se calculeze raza R a cercului circumseris unui
triunghiu ABC, in care se cunoagte:

a=3978m B =4839 C =662
R: Aplicand formulele (1), trebue si gisim intdiu pe A:
A = 180° — 48°39" — 66°2" = 65°19’
_a__ 3918
2 sinA 2 sin 65°19’
log R =log 397,8 + colog 2 + colog sin 65°19’
= 2,59966 + 1,69897 + 0,04161 = 2,34024
R = 218,89 m.
2. Intr'un triunghiu ABC, se di laturile:
e =3240m, b=1975m, c=3904m,
si se cere sd se calculeze raza R a cercului circumscris.
R: Am putea afla mai intaiu unghiurile A, B, C, prin formu-
lele (III), pag. 189, dar este mai bine sd aplicim direct formula
(4), in care figureazi numai laturile :
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Avem :- o abe
. R=
4W@®@M@®
logR loga+logb+logc+colog4+ [cologp'

+ colog (p — -a) + colog (p b) + colog (p——c)]
Agezam -calculul -astfel :. :

a = 3240 -
b =1975
o = 3004 | S
2p—a+b+c—9119 - p—a=13195
‘  p—Db — 25845
9#_45595 . p—o= 5
loga = 3,51055; log p —365801; cologp  —%34109
logb = 3,29557; log (p — &)= 3,12040; colog (p — a) = li 87960
loge = 3,59151; log (p —b)= 3,41237; colog (p —b)= 4,58763» .
Suma log. . log (p — ¢)=2,81657; colog (p — c)=3,18343
N 10,39763; - ' ;—Suma colog. = 7 49587

~deci: log R =10 39763 +1 ,39794 + 7,49587 =3 29144 :
' R = 1956 ,31 m. :

RAZA CERCULUI INSCRIS,
Cercul tangent la cele trei laturi ale unui triunghiu ABC si situat
in interiorul lui, se cheami cerc inscris
“(fig. 97); centrul I al acestui cere,
‘se glisegte la intersectia celor trei
bisectoare AA’, BB’, CC'. Fie A, B,, C;,
punctele de contact ale cercului inscris
cu laturile triunghiului.
Fig. 97 'Ne propunem si aflim raza r a cer-
" cului inseris; unind centrul I cu vérfurile A, B, C, trxunghlul se
descompune in trei triunghiuri §i avem:
aria ABC = aria IBC +- aria ICA + aria IAB
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" dar aria - ABC =S (suprafaya tmunghmlul)
aria ”IBC — BC.1A, =%
aria 1CA = CA.TB, = 3"
aria. IBC = AB.IC, = 2"'
. : (a +b + c) r
- deci: s=2L 42 —_—
deci ,‘ | 5 +, 2 .+ 2 7 .
‘insg: " ad+4+b+e=2p
deci: | a . ST
G S=pr.
sl - 1 s
SRCIE =2
’ o p

'Formula (5) d& suprafata triunghiului ABC in functiune de
semi-perimetrul p si raza r, iar formula (6) di raza cercului tns-
cris, cdnd cunoagtem suprafa;a S si seml-penmetru] D-

Inlocuind in (6) pe S prin expresmnea sa in functiune de la-

turi: p(p—a) (p—B) (p—¢) ghsim:

P
Calculul lui r se face cu Iogaljltm_l' astfel':v.

 logr = %[log (p—a) +log (p—Db) +log (p—"c) + colog P]

. Aplicatii. 1. Un triunghiu aie suprafata S= 4002 m? gi perime-
trul 2p = 310 m; sd se afle raza v a cercului inscris.
R: Aphcénd formu]a (6) gésim =

_ S _ 4002

P 155

log r o= log 4002 + colog 155 .
= 3,60228 + 3,80967 = 1 41195
r= 25,819 m. '
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2. Intr'un triunghiu se di: a=29,5m, b=37,6 m, c=42,07m
st se cere raza cercului inscris r. .
R: Deoarece cunoastem laturile vom aplica formula (6),:

= V(p——a) (p—b) (p—c) |

P
1
logr = 0 [log (p—a) + log (p —b) + log (p —¢) + colog p]
asezdm calculele astfel: a= 295
: b= 376
c = 4207

"~ 2p=a +Db +c =10917
p= 54,585, p—a=25,085, p—b=16,985 p—c=12515

log (p—a) =1,39941  log p =1,73707
log (p —b) = 1,23006 colog p = 2,26293
log (p — ¢) = 1,09734

Suma logaritm. = 3,72690

log r-= % 1,08083 = 099491 ; r —9,8835 m.

RAZELE CERCURILOR EXINSCRISE.

Se numeste cerc exinscris unui triunghiu ABC, un cerc tangent
la una din laturi §i la prelungirile celorlalte
doud; spre exemplu cercul O (fig. 98) care
are centrul la intersectia bisectoarei inte-
rioare AO cu bisectoarele exterioare BO,
CO.

Fiecare triunghiu are deci trei cercuri
exinserise; fie O,, O,, O, centrele lor, ry, r,,
r; razele lor.

S& insemnim cu T, punctul de tangenta
al cercului O cu latura BC, T, si T, punc-
tele de tangentd ale laturilor AB §i AC cu acelag cerc; se stie
_din geometrie ¢i: :

' ATy = AT,, BT, =BT;, CT, =CT,

Fig. 98
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deci : AT, =AC+T,C s§i AT, =AB +BT,

sau AT, + AT, = AB '+ AC + BC =2p
deci AT, =AT,=p
Din triunghiul dx"eptunghiu OT,A avem:
deci: P p
b |[EE=DI—0) VP p—2) =) (p—0)

p—a . p—a

sau r= S

p—a

In mod analog gisim:

r =_S_ e = S
2 —b| 3 p—e
Din relatiile: o ‘
S S S
Pr=—, I = y Tg=—7, I3 =
P p—a p—b p—e¢
obtinem : C

rpb r, Iy S. ‘ s
deci: )

: 1. 1 o q
_1_=‘__+_N+i

r I Ta T3

adicd : inversa razei cerculuz inscris este egald cu suma - inverselor
razelor cercurilor exinscrise. :

C. 38.848. —Trigonometrie. 14
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CREZUMAT. 00 oei o
CAP. X.— REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR OARECARI
RELATIUNI INTRE ELEMENTELE UNUI 'TRIUNGHIU OARECARE

* Relatiile sinusului:
a b ¢

sinA sinB  sinC
* Relatiile : i _ )
~ a=becds C+oocosB
b=ccos A 4acos C
;6-=2a cos B,+Db cos A
* Relatia lui Pitagora generahzata :
.a2 ='b? +02——2 bc cos' A
b2 = ¢ 4-a%—2 ca cos B
c? —.sl2 +b2—2 ab cos C.
Rela’gla lui Neper

A—B a—b C ’
2 a+b 2
" . A o A A
* Relatiile lui sin-—, -, tg=—:
' tule lui sin 2' cosA 2 ’. 74 2

—_—

=2R . (R =raza cercului circumscris).

| . r

A (p—b)(p——c) etc.
g = p(p—a) > o0

Y
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* Formule pentru suprafata triunghiului:

M) S= a%sin B sin C (2) S— _bc sm A
2 sin (B + C) .
(3) S=)plp—alp ”f"b)':(I’- —o

Cazuri de rezolvare ale triunghiurilor darecari :
L. Se di: a, B, C. Necunoscute: A, b, c, S.

~ Formule de rezolvare:
a sin B a sin C

A=180°—(B+C b = - . C =
(B+C) 'sinA ' ' sin A

_a? smB smC ‘:‘
2s1n(B +C); ‘

II. Se da b, ¢, A Necunoscute B C a, S.

Formule de rezoloare

th C_b—cc'otgﬁ' B+.Cj=l$0°—.A R
T2 b+e 2 B—C=x .

_bsinA ' S_bc‘sinA'

",.8inB ' )

111 Se di: a, b, ¢. Necunoscute: A, B, C.
Formule dé rezol?a‘re:
V E—DC—0 .
p(p—a) .
S= l/p(p—a)(p—b)(p—c)

IV. Se di: a, c, A. Necunoscute B, C b, S.
Se calculeazd intdiu:'h =c sin A i se compard a cu h si ¢

14
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Se deosebesc cazurile :
1°. A < 90%
- a < h: nici o solutie -
a =h: o solutie
h < a<c: 2 solutii
h < a>c: 1 solutie
2°. A =90°. :
a <h': nici o solut,le
a =h : o solutie redusé la o dreaptd
a <h> c: o solutie
3°. A > 90° '
a < h: nici o solutie
a =h: nici o solutie
h < a < ¢: nici o solutie
h < a> c: o solutie
Formule de rezolvare:
a- b ¢ S_bcsinA'
sinA sinB sinC ’ 2
Noténdu-se cu a, b, ¢ laturile, S = suprafata tnunghmlul p
semi-perimetrul lui:

*

Raza cercului circumscris (R):
abc abe
TiS L/ h a0k =Dk —0
Raza cercului inscms (r):
(p—-a) (p—b) (p—C)
p
Razele cercunlor exinserise (rl, Py, Tg):
S . S S
Iy = , ry = .
p—a. p—b , p—¢
Intre razele T, Ty, Iy Tg existd relatiunea :
1.1 1 1

Tr »‘r]_ ) I'a

r=

*

rn=

»



213

EXERCITIL

" 1. Sd-se cerceteze, ce devin relat.nle smusulul tn- cazul triunghivlui- drept-
unghiu?
R: Aceste relatii se reduc la b =a sin B, c— a sin C.
2. S& se rezolve un triunghiu oarecare cdnd se di:
a) a=348m; B=14917"; C= 81°20
B) a=4002m,5; B = 102° A =34°34’
R: a) A=49°23'; b= 347,48 m; ¢ = 453,21 m; S = 59771,25 m®.
f) C=48°26"; b = 5694,4m; ¢ = 3303m; S = 30561,33 m2.

3. Ce devine relajia: tg -%C— :%c cotg éz in cazul triunghiului drept-
unghic?
R: B—C_b—e
' 2 b+c
4. Sd se stabileascd formula:
th—C= b—c cotg—é-
2. b+c 2’

folosind proprietatea: unghiul format de o indlfime a unui triunghiu si de o
bisectoare ce pornesc din acelas vdrf, este egal cu semidiferenja unghiurilor
din celelalte doud vdrfuri.

5. Sd se calculeze latura ¢ a unui triunghiv carecare ABC, cu ajutorul
relajiei lui Pitagora generalizatd, cdnd se cunoagte: a = 50m, b = 31m, C=41°.

R: ¢c=33,4 m.

6. S se rezolve un triunghiu oarecare, cind se cunoaste:

B =51°30°, a=32m45, ¢ = 81mp7,
R: b= 66,4157m, A = 22028'50"", C= 106°1/40"’, 8 =1085,74 m*.
7. Sa se stabileascd formula: ‘
Y V(p—b) (p—c)
p(p—a)

folosind expresiunea unei btsectoat'e in funcjiune de laturile triunghiului.
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8. Sd se rezolve un triunghiu cdnd se cunoagte:

a=453m2 |, b=63/m1 , c¢=390m9
R: A = 44°4850" , B=9746'4¢ , C=37°25'2"
S = 87720 m?

9. 4ceta§t chestiune cdnd se da: )
b=d40m2r , C=1830 ., c=60m1I7
R: B =11°59'22" a= 96,2]m A = 149°30'38""
- 8 =.614,70m¢ - '
10. In. -cazul triunghiului definit la exercifiul 8, si se calculeae a) raza
cercului circumscris ; b) raza cercului inscris. :

R: : R=321,5m ; = 118,44m,
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‘CAP. XL ' .
IDEN’I‘I’I‘ATI SI EGUATIUNI TRIGONOMETRICE
Generahtﬁtx Egahtéi,lle sunt de dous feluri :

@) Unele sunt adevdrate oricare ar fi valorile ce dam literilor .
ce flgureaza in ele, spre exemplu

a+b——b+a ; (a+b)2—(a—b)R
L +y° ——(X+y)(x=—xy+y*) '

Astfel de egalildfi, care sunt verificate oricare ar fz valorzle ce
dam literilor ce figureazd in ele, se numesc identitdfi.

Identit#tile in care figureazi gi linii trigonometrice, se numesc
identitdi trigonometrice; spre exemplu :

sin @

sin’e +cos?e =1 , tga.=
- cosa

sunt 1dent1tat1 trigonometrice, deoarece aceste egahtat,l sunt ade-

virate, oricare ar fi valoarea unghiului a. :

b) Alte egalitiiti sunt adevirate numai daci dém literii sau hte-

rilor care figureazi in ele, anumite valori; spre exemplu, egahtatea
‘ 2x =1

este’ adevarata numaj daci mloculm pe z prin % 5 egahtatea

—'3X -——2

este adevarata numai in cazul cand inloculm pe x prin 1 sau prin 2.
Egahtatea o .
x + y = 1
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este adeviratd daci z =0,y =1sauz =1,y =0sauz =% )

1
=—, etc.
¥=

Definitie. Astfel de egalitdji, care sunt verificate numai pentru
anumite valori date literilor (sau necunoscutelor) ce figureazd in
ele, se numesc ecuaiuni.

Valorile, pe care trebue si le punem in ‘locul literilor pentru
ca ecuatiunea si fie verificatd, se cheamd rdddcinile sau solufiu-
nile ecuatiei. o : ' -

Operatia prin care aflim rddicinile unei ecuatii se nuineste
rezolvarea ecuafiei; odatd ridicinile aflate, facem proba sau verifi-
carea, care :constd in a inlocui literile (sau necunoscutele) prin rida-
cinile gésite §i a vedea dacd ecuatiunea se reduce la o identitate.

Exemple. 1. Ecuajia: 3xr—2 = 0, are radicina = _2 ;

verificarea : 9 ' : 3
3—2=2—2=0
3 _

2. Ecuajia: z*— 5z + 6 = 0, are ca riadédcini pe 2 §i 3; ve-

rificarea : _
22—5.2+4+6=0 i 3*—53+46=0
3. Ecuatia: z + 2y = 1, admite ca rddicini, intre altele, si nu-

merele z =% , Y= % ; intP’adevir:

1 1
—4+2x—=1
2 4 '
Definitie. Ecuatiunile in care necunoscuta (sau necunoscutele)
este.un unghiu intovdrdgit de una sau mai multe linii trigono-

metrice, se numesc ecuafiuni irigonometrice; spre exemplu:
1 . ' a4 1
cos x——_—? , 8in z 4+cos x =1, sin (x+y)=—2-, ete.

sunt ecuatiuni trigonometrice cu o necunoscutd, doud necunos-
cute, ete.
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IDENTITATI TRIGON OMETRICE.

Identitatile trigonometrice sunt, ca i 1dent1tat1]e a]gebnce, de
doud feluri:

a) Unele sunt evidente, adicd reiese imediat ci pnmul membru
este egal cu membrul al 2-lea, orzcare ar fi valorile literilor ce flgu-
reazd in ele; spre exemplu:

sin (z.+ y) = 8in (y + x)
sm a cos b = cos b sin a, ete.

sunt 1dent1ta§.1 ev1dente :
b) Altele, §i acestea sunt cele mai numeroase, necesitd oarecari
operatiuni, in urma cdrora. primul membru apare ca evident egal
cu membrul al doilea; spre exemplu, pentru a verifica identitatea

g .
————=rcos%a
1 +tgla
este necesar si transformim membrul intiiu astfel:
1 1 » 1. ... cos?a .
= = - = - = cos?a.
1+ tgka 14 sin2a cos’a ---sin?a cos?a + sin%a
cosa cos?a '

Alteort este mai ugor sd transform&m membrul al doilea pana
ce devine evident egal cu membrul intdiu.: Spre’ exemplu, inlden-
titatea: :

(2) . cotga = V@M
» : {1 —cos2a .

| l/'l-f-covs;za
1+cos2a [~ 9

1—cos2a _ V T—cos 2a
2

Vom scrie”
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insd dela formulele pentru impérfirea; unghiurilor: (arcelor) : - -

' |/1 +cos2a b 'l T—cosda . -
—  — =cosa §1 - —sina
déci: C |/1'+cos2a cosa—cotga
1—cos2a sing

In alte cazuri este necesar 83, transformam si membrul
intdiu §i membrul al doilea pani cand fiecare din ei devine
egal cu o aceeasi ea:preszune. Spre exemplu, pentru a verifica
identitatea: o - :

) 2'V§ sin @ cos a= Y1T—"%cos 4a.

Vom imp#rti intdiu, ambii membri cu )/2:

L Vi—cos4a o
.2 sina cosa = —

P

Insa :
2 sin @ cos a= sin 2a

Vi — cos 4a -
—2— = sin 2a

Ambii membri ai 1dent1tat.u (3) fiind egali ou sin 2a, vor fi
egali si intre ei, iar identitatea este verificatd (sau demonstratﬁ)

dar

Rezultd de aci:

A ven/wa (sau demonstra) o identitate, inseamni a transforma
unul sau ambii membri in alte expresiuni echivalente, pdnd ce
el depin evident egalz. :

t

Observare. Nu se pot da reguli generale pentru verificarea
(sau demonstrarea) identitétilor trigonometrice; aceasti opera-
tiune este uguratd atunci cénd stipanim bine formulele trigono-
metrice stabilite p&nd aci.
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Uneori, pentru a se atrage mai bine atentiunea ci egalitatea
este o identitate, se scrie intre membrul I si membrul II, in
loc -de semnul =, ‘semnul = si se citeste ,,identic egal”. Spre
exemplu ¢ :
1—cos?a

cosa

sinag tga =

Aplwa;zi 1 Sa se venfwe Ldentztatea

2 tg —
g 2
sin a— —Y
1 + tg? —
TS
R: Membrul intiu fiind mai mmplu, se 1mpune sd transfor-
mim membrul al 2-lea pana devine egal cu sin a:

@ .a
sm; 2 snnE
g 2—0 ~
2 tg— " cos— " cos—
T2 2 2
1+tg2> sin? 2 st L 4 sint
1+ 2
‘cos® — . - cojs‘2£
2 2

. a - a
2 sm‘—z—‘cos—

=————=s3ina.
1 1
9. Si se demonstreze identitatea :

; a
1 —tg2—
g oY

cos @ =
g a

1 + tg? —
+ g?rz
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- Vom-porni tot dela membrul al 2-lea:

o osin2 L cosz—g—‘sinz—a—
1— 2 : 2 2.
a a a
1—tg? — cos®— cos? —
£3 2
1 4 tg? 2 sin? — o cos? = + sin?-2.
1+
a a
cos®— cos? —
2 . 2
cos2-2 — gin2 &
2 2
= — = C0S8 a.
. 1 _
3. Si se verifice identitatea : Ce
tgla—1tg?b
tg(a +b)tgla—b) =—=2——2_
g(a+b)tg(a—>) - —tgia igh
Aci este cazul sd transform3m membrul intdiu; avem relatiile :
tga +tgb . tga—tgh
tg (¢ +b) = —=——2— i tg(a—b)=—2L—-_ "7
g ( ) 1—tgatgd §‘ 8 ) 1 +tgatgd

pe care inmultindu-le membru cu membru, aflim :

(tg a4 tg b) (tg a—tg b) _ tgfa—1tg®dh
(1—tgatgb)(1+tgatgh) 1—tglatg?d-
4. Sd se verifice cd daci a §i b au »exﬁresiile :

A - Am
=V1+m"’ a b=V1+m

putem scri:

tg (a+b)tg(a—b)=

a iar m = tga

»

a=Acosa i b =Asina.

R: Putem scri: o

a— A — — A .
JT+m®* Ji+tgia’
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insi din formulele corelative avem:
1

—_—_— =08 a
V1 +tg?a
deci
a=Acosa

Tot astfel :
b= AT _ 4 82 _Asina
/14 m® V1 + tg2a
| b. Sa sé arate, ci dacd:
. A Am
“Virm 0 m
atunci agvem identitatea: '
asinz + bcos z —Asm(x + a)
R: Intr’adevir, {indnd seama de aphcat,la (4) avem :
a=Acosa, b =A5ma

(m = tga)

deci:-
a sin x+b cos z —Acos a sin £ + Asin a cos
= A (sin z cos a 4 sina cos )
= Asin (2 + a) '

6. Sd se.demonstreze identitatea :
asinz + bcos z = | +5* sin (v + a)
tga= -{)——
a

in care:

R: Primul membru se poate scrie:

casinz +boosx —a(sma: +—b-cosx)—a(smx+tgacos:c)

a
. o .o sin{x + a
=q|s8lin & + cos x __(___‘t_)
i I cosa ~ cos a
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insd : BV |
COSg=re———= =
JT+tgta 'V1+ SRR
. a2
deci :
= 2 2
- cosa Va +b

- i

asin z +b cos a =]'/a2 —f—b2 sin (z+ a).
Observare. Din cele ce preced se vede ci existd: ¢) identititi
evidente: &) 1dpnt1ta’px ce trebuesc verificate (sau demonstrate).
Din acestea din urm4, unele sunt ‘adevidrate, numai dacg lite-

rile ce figureazi in ele indeplinesc anumite condmum, spre exemplu
indentitétile din aphcai;nle (4), (5), (6)

ECUA’.[‘IUNI TRIGONOME’J.‘RICE

- In algebri se aratd-cd pentru rezolvarea ecuat,ulor de forma
ax+b=0; az*+bx+c=0; az*+bat+c=0, etc..
existd. anumite reguli de urmat, care ne conduc la gas1rea unei
formule de rezolvare aphcabllé in' toate cazurile aseméndtoare ;
astfel pentru ecuatia de gradul II: az® 4 bx + ¢ =0, ridi-

—b 4 Vb2—4ac
2a

Nu tot astfel se pefrec lucrunle cu ecuatiile tmgonometnce,
-pentru acestea nu existd reguli generale de rezolvare. - ’

Vom examina in cele ce urmeazi cdteva tipuri de ecuat,n tri-
gonometrice care se intalnesc ma1 des in aphcatmm, cu deoseblre
in Mecanicd. -

cinile sunt date de formula: x =

I. ‘Ecuatiuni care exprimd ci linia mgonomet'nca & unui
unghm necunoscut are o valoare dati.

Ezmple. 1. sin z = 0,5. Pentru a rezolva. aceastd ecuatie,
cercet¥m in tabele, care este unghiul z, care are sinusul egal cu



0, 5 gas1m in tahele :1:1 = 30° (sau?rad ), z = 30° este deci o

radacma dar §1 unghml xz = '180° — 30° = 150° 'are acelag sinus.

Am vizut insi (pag. 84) cd la; un, sinus, _dat, corespund 0
infinitate de unghiuri; in cazul. de mai sus ele sunt date de for-
mulele :

= ke X360° 4 30° A(sauxl --—2k.n +%)
(11) f,- { . e R
= @K+ 1)1_80°——30?" (sau K= (2 K+ 1)7;—16)

in care k.este un intreg pozltlv sau negatlv oarecare.
Reézultd de aci cd ecuatia sin x = 0,6 are o mflmtate de solu-

tiuni, date de-formulele (1).

Dac# voim si retinem insd ‘numai- solut,ule ecuatlel (1) cu-
prinse intre 0° gi 360°, gisim: z = 30° §i z= 150°, care se obtin
din formulele (1), ficand k =0. :

oo R PO

2. cos r=— —;— Ivn‘t!abele gisim cd la. cosx = +% cores-
punde r= 60°, pentru cos x 4-—'%coféspundé.’ . intre 0° si 3606

unghiul z, = 120° §i. unghiul z, = 240° si in general o 1nf1mtate
de unghl};r}' date de formulele , e
ceb 0 axl e e xe360% 4420 (sau 2 Xyt =12 kg 2;)

(2) A A PRI
%y = kx360° & 240° (sau: X, = 2kn_¢?), |

-care pot fi scrise §i sub forma méi‘;strﬁnss‘i :
@) x=k.360° £120° seu x=2kn i_232
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Ecuatia are deci o infinitate de solutiuni.
3. g x= —; . Cu ajutorul tabelelor de logaritmi gisim :

#, = 26°33'58"; dar si unghiul z,= 180° + 26°33'58"" = 206°33'58"’
corespunde aceleiagi tangente; ecuatia are deci o infinitate de so-
lutiuni date de formula:

(3) : x =k.180° + 26°33'58"

Solutia z; = 26°33'58" se obtine ficand in (3): k =0 si solutia
x, = 206°33'58" ficand k =1. . ‘

- Observare. Dacd am fi intrebuintat tabela de valori naturale
nu am fi gésit réddcinile x cu o aproximatie atit de buni.
- 4 coig x=3. Din tabele gisim: z, =18°26'6""; dar si

zy, =180° + 18°26'6"” = 198°26'6" este o solufiune.
In general, avem o infinitate de solutiuni:

x = k.180° 4 18°26'6"'
Observare. In general ecua’giﬂe:
sin z=a , cos z=Db

au o infinitate de solutii reale, cu conditia ca a i b si fie in va-
loare absolutd mai mici decit unitatea.
Ecuatiile : _ ‘
tgx=c¢c , cotgz=4d
au, oaricare ar fi valorile lui ¢ si d, o infinitate de solutiuni reale.

II. Ecuatiuni trigonometrice reductibile la ecuafiuni algebnce
de gradul II.

a) Fie ecuajia:
(1) 2 si.n?’x‘—S‘sinx +2=0
sd insemndm : ’

2) L sinz =y
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ecuatla (1) devine:
. - 2y —Db5y. + 2=0

adlca 0 ecuai;le de gradul II.

Avem :
55 16 V=2
=5:L-V2$ 1'67‘——’5:*:,3. sau 1
4 . .. 4 y2=7

Din (2) avem deci:
sin z =2 §i.sinz=—
, . 2.
Prima ecuatie nu are ridécini reale, deoarece sinusul nu poate

fi mai mare decit unitatea..
Din ecuatia (2) care este de forma I, obtinem:

%= k. 360°+30°, ;(sau %, = %W +_6_)
§i : ‘- v o "I .’ .‘ . - . . i N
- k+1) 180°— 307, (sau. % = @k+1) 7 — %)

. Venfzcare Introducand in (1) soluia:

S R SR ) o -_é.
glisim : y .
Zsln2(2l(gz+ )-—5_sin (2kn+—g—)+2=0
Insi:
. : 1
2ka +-Z | = sin Toe =
sm( 7T+ 6) 1mn 5 5
deci: . . ' 1"
2 ‘. 5
2 =] == +2="—="4+2=0
(2) 2 + 2 +

In mod analog se poate verifica solutia: .

CooL T

x,,;'(zk{i)a—%. |

- C. 88846, Trigonometrie. . o 15
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b) Fie ecuafia 1g x + 8 cotg x =8
Necunoscuta z figurdnd sub doud linii trigonometrice, inlocuim
una din ele in functiune de cealaltd;

tga:+81— =8
tgx

tgz—8tg r+8=0.
Insemnam ‘
@) tgr=y
ecuatia precedenta devine :
—8y+8=0
Y =4 + V8__4i2V2

h =4 +2)2=6,82 "
Yo =4 —2)2=1,18
Din ecuatia (3) care este de forma III gisim:
tgz =6,82  deci z = k.180°+ 81°39'29""
tgz = 1,18 deci z, = k.180° 4 49°43'12" ‘
Daci am introduce in ecuatia: tg z+ 8cotg x=8, valorile
Z,, Z,, nu vom obtine o identitate, deoarece valorile z;, z, sunt

aflate cu aproximatie.
¢) Fie ecuafia tg x = cos x.

deci

sin 2
Putem seri: = cos z sau sin z = cos2zx i
cos X . .

sau
smzx +smx—-1 —0

si ludnd ca necunoscutd - pe sinx:

. '_—1iV1+4;_;—1 +J5 -
sSin T = 9 = p) — .

e /E ,
Din ecuatia: sin z = -—1%—'—5 , gésini:

5 = 2ka 4+ 38910'15" §i 2, = (2k + 1)7 + 141%9'45”
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iar din ecuatia

sin x= ——1—2:V—§ nu gisim nicio valoare reald, deoarece
—1—J5

5——. este mai mic decat —1.

- IIL. Ecuafiuni de forma: asin x+ beos x=0.
Fie ecuatia: 5 sm x—4 cos x = 0 (adici a =5, b =—4).
Proceddm astfel :
5 sin x=4cos z
sau:

‘tga:=—

adica am fnlocuit sin x incos x cu o singurd linie trigonometrici :
g X; ecuayla tg X = s este de tlpul I,. Gasim o infinitate de

solu;mm
z =k.180° + 38°39'34"

Deoarece valoarea lui. x este. aflata cu aproximatie, ea nu va
venflca exact ecuat,la 5 sin z— 4 cos z =0.

IV Ecuagmm de forma a sin x+ b cos X= c
Fie ecuafia: 2sinx +3cosx=1 (a—2 b__3 ¢= 1) im—
partind ‘céu’ 2 gisim : , ,
3 1, - Ve
2 . - x =‘,_ ‘ . . i
(2) sin z + 5 cos . 5

.La valoarea % corespunde un unghiq a < 90° a cirui tanéénu‘i
. 8 g
sd fie egald cu Y adicd: g a = -—2<; intr’adevar din tabele gésim :

@ 0 a=561835"

16*
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Ecuatia (2) devine succesiv

sinx + n a Ccos T
cos a
.8in £ cos a + sin a cosw'=cQ;a
. sau. .
y_cosa 4 1 EEE
sm(a:-i—a) ' =—
2 9YT+teta 1/, 0 13
V gt ]/-1+Z V
. 1
sin (:v+a)=—_—

w

| /1
ecuatie care este de forma I. '
Giisim’ decl rﬁdaclmle

7 +a= = k.-360° + 16°6’8"
si
Ty, =a+ (2k + 1) 180° — 16°6'8"
sau o . ‘
‘ x1 = k. 360° + 40°12'27"
xp = (2k + 1) 180° 40°12'27" e

Observare. Ecuat,la de tlpul III este un caz partmu]ar al ecua-
t,lel v cénd c —0 i

V. Ecnatlum, in care flgureazii linii tngonometnce de ‘unghiuri
diferite ( x, 5’ s 2%, etc ).

a) Fie ecuafia: sin 2x = cos X
“Vom inloc¢ui sin 2z prin 2 sin’ X o8 X, ca 84 nii mai - figureze
decét linii trigonometrice ale unghiului z; obtinem :

2 sinmcosz=cosz . o+
sau » o
2 sin x ‘cos x—cosx =0 :
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: cosz (2 sin x—1)=0.

Pentru ca produsul factorilor: cos x gi 2 sin x — I si fie egal
cu zero, trebue ca unul din acesti factori si fie zero, adici:

, cos z =0
sau - . o
. 2sinzx—1=0 ,
Din prima ecuatiune giisim ca solutiuni cuprinse intre 0° si 360°

= 90, (ss{uiz‘-) s 2= 270°, '('sau%“)’ o

in general
(1) 7 =k.360° +-90° sau  x =2k +12‘-.
Din ecuatia- II-a obtinem: -
A T sin'w ;i '
deci intre  0° gi 360° - aflim:
z = 30°, (sau.i)- i = 150°,-’ (sau —5—71)
6 " .6
gi in general : T
(2) @ =k.360°+30° sau @ =2km + FGL :

(3) 2= (2k+1)180°—30° - sau = (2k+ 1)3—%.
Solutiile ecuatiei : - |
sin 2z = cos x

sunt deci date, de formulele (1), (2), (3).
Observare. Reiese de aci, cd in unele cazuri-este necesar s trans-

~ form#m ecuatia dati intr’alta care si cuprindi un numir de

linii trigonometrice ale aceluiag unghiu sau are (z sau 3 sau

22, -ete.).
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b) Sd rezolvim ecuafia: sin z + sin 3z =0.
Vom aplica formula de transformare a unei sume de sinusuri
intr'un produs (pag. 6 VII): i
gin £ 4+ 8in 3z =2 sin 2z cos x
deci:
sau: a) sin 2z =0, de unde: 2z =k x 180° (sau 2x = k=)
adica:
1) - x =£.180° , (sau:x:k—)
2 ) ‘ 2
sau: b) cos £ =0 de unde:

(2) x=kx 180° + 90, , (sau x=k7z+—7;-)

Solutiile ecuatiei sin x+ s:n 3x sunt (1) si (2).

Observgge. Din acest exemplu, rezultd cd atunci cind membrul
al 2-lea al ecuatiei este zero este bine sd cdutdm sd transformim
primul membru al ecuatiei, intr'un produs de mai multi factori
pe care ii egalim, pe radnd cu zero.

Verificarea. a) Inlocuim in ecuatia:

sin £ 4+sin 3z =0

. kxn .
pe = prm? ; gasim

sin 2+ sin 3]2‘—" —0
sau
. kxn . 3kn
sin— = — sin ——
2 2
relatie adevdratd oricare este k& deoarece
kn Bk _ Ak _ g o
2 2 2 :

si gtim cd in acest caz sinusurile sunt egale gi de semn contrar.
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b)  Hilocuind’ pe = prin kx + % , obinem

- Vsin(kn +l) + sin 3(](.7: +i) 0
2 2
relatie adevédratd oricare ar fi k£, cum ne putem convinge pro-
ceddnd ca mai sus.
¢) Sd rezolvim ecuafia
- tg x +tg 3z2=0
- Vom scrie:

sin z " sin 3z _ sin z cos 3z + sin 3z cos x ;O'

cos z  cos 3z cos z cos 3z
sau:
sin 4z

cos z cos 3z
N

Ecuatia: tg = + tg 3z =0 se poate inlocui deci ‘¢u urmai-
toarea ecuatie cu care este echivalentd

sin 4z
- =0
cos = cos 3z
Judecdm astfel :
Aceastd fractiune este egald cu zero daci numdritorul ei este

zero fdrd ca si numitorul ei si fie in acelag timp zero (deoarece
0 ‘ . .
am avea o care este o nedeterminare), deci trebue ca:

sin 4z =0
din care obtinem:

4x =k.180° (sau: 4x = kn)
k.180 ( ks )

X =—"— sau X = —-
4 ‘ 4

E necesar s observdm cd aceste solufiuni nu sunt rdddcini ale
numitorului ecuafiei, adicd cos x §i cos 3x nu sunt egali cu zero
pentru aceste valori.
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Intr’adevdr, ecuatia: cos z = 0 este satisficutd pentru

x3=2kn ;};g iar ecuatia cos 3z =0, pentru:

3x2=21mi,12‘
sau

< = 2kn :i~£

T3 T e

Valorile 2, §i 2, sunt diferite de x = k—Z deci x = —kZ— sunt
solutiile ecuatiei .propuse.

Verificare. Trebue si avem:

k= 3kn
tg —+tg——— =
. g n + tg n
sau
’ k= 3kn
tg —— = —tg ——
g 4 g 4
ceeace este adevidrat deoarece
kn 3k
i T T

 Observare. Sa considerdm ecuatia algebrica :
' (x—1)Px —2x* (x—1) =0
Pentru a o rezolva; ddm ‘pe z(x — I) factor comun :
x(x—1)(x—1—2x)=0

-§i obfinem solutiile z; =0, z, =1, 2, =—1.
Dacd am fi imp#rtit prin 2(x — 1), giseam
x—1—2x=0 sau x=—1

adicd pierdeam riddicinile z =0, z = 1.
Aceastd operat,le nu este insd permisd, deoarece nu putem zmpar;z.
ambit membri ai unei ecua;u decdt cu un factor care sit nu con-

jiné necunoscuta.
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Fie acum ecuatia trigonometricd: -
, 2 cos z = cotg 2
avem '
. co8'x
2co8 g+~ —— =0
sin 2

- Nu putem impc‘ir;i cu fdctorul' co8 z ci-trebue si seriem :
1
cos (2— - =0
. sm %/ -

cos x =0, deci: x =2kn+t

de unde

- wola

si o
sin z =% ,  deci: . x, = 2kn +Z
| %#&k+hn—%
Solutiile ‘ecuat,iei' cos x = cotg x sunt date de z,, Z,, %s.

Dacé,‘imp‘ﬁrﬂea‘m cu cos Si,. am fi pierdut solut,iilé X = 2kt 2

APLICATIL

1. Dintr'un punct S se duce tangenta SA la cercul de centrul T
s§i razd TA. Care este valoarea 4
N
unghiului x = AST (sub care
se vede din S raza cercului) daci
distanga ST este de 6 ori mai
mare decit raza cercului O?
(fig. 99). ‘ \ , .
R.: Din triunghiul dreptunghiu ATS obtinem:

TA 1

S"

Fig. 99
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care este o ecuafie trigonometricd de forma I, Avem :
log.sin z = colog 6 =1,22185
z = 9°35'39"”

Formulele generale ale unghiurilor, care satisfac ecuatia

deci

. 1
stn X =~— sunt:
6

ay x, = k.360° + 9°35'39"
2) X, = (2k + 1) 180° — 9°35'39"

din acestea nu refinem insi decat valoarea x=9°35'39", care fiind

mai micd de 90°, singurd convine problemei; ea se poate obtine

din formula (1) ficdnd k = 0. '

E 2. In triunghiul dreptunghiu A BC (fig.

IS 100) se duce perpendiculara AD pe ipote-
x nusd, iar din piciorul D al acestei perpen-

djculare, perpendiculara DE pe cateta AB.

¢ — A Se cere sd se determine unghiul z= A/IE
Fig. 100 " astfel ca AC si fie de 4 ori mai mare
ca DE. N
R.: Din triunghiul dreptunghiu ADC, avem:

AD = AC cos DAC -

— T
ins& DAC= z deoarece aceste doud unghiuri au laturile perpen-
diculare, doud cate doud; deci:

(1) AD = AC cos x .
Din triunghiul dreptunghiu ADE,. avem:
DE = AD cos ADE = AD cos z
tindnd seama de relatia (1) gisim:.

DE = AC cos®z .
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: DE - 1
deci: costr = ——=—
e . AC 4

am dat deci peste o ecuatie trigonometricd, care se rezolvi astfel :

cos:z:--ii
2

' Unghiurile , care corespund la cos z = +%, sunt :

A(2) x, = k 360° + 60°, (sau =2 ka + -g—)

iar acelea care.satisfac relatia cos z == :

|2

@) x, = (2k + 1)180° & 60°, (sau X =@x+1) 7+

)

?

Sl W

Din aceastid dubld infinitaie de solutiuni ale ecuatiei cos?r=
vom refine numai pe acelea care convin problemei.

Unghiul x = ABC este prin ipotezd po-
zitiy §i ascufit; prin urmare solutia cdutatd
este: x, = 60°, care se obtine din (2) fa-
cand k =0. '

3. Un tablou ABCD in formd de drept-
unghiu (fig. 101) era prins pe un perete ver- &
tical in doud puncte A §i Bj; desprinzindu-se Iy
din B, tabloul a oscilat citva timp §i Sa Fig. 101
oprit in pozifiunea, in care diagonala AOC
este verticald.

- /\ .
Se cere si se calculeze unghiul x = W AB pe care latura AB

a tabloului o face cu orizontala AR, stiind cd A—g=£

3
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R: In pozitiunea din figurs, se vede ci @: h’AB, deoa-
rece aceste unghiuri au laturile respectiv perpendiculare; din
triunghiul ACD gisim : .

te 7 — CD_AB_2
E = AD _AD 3

deci
‘ ) x =33°41' 24"
- Ecuatia tgz = ~§— este satisficuti de o infinitate de valori,
date de formula: :
' 7, = k.180°+ 33° 41’ 24"
dar dintre acestea numai x = 33°41’24” convine problemei,
~ valoare ce rezultd §i din formula generald, in care facem
' k=0. - ‘
4. Intr'un semicerc AB de centru O se

cf. duce coarda AC (fig. 102), si se cere sd se
A -0- ...... B determine unghiul 5?0: z, astfel ca
Fig. 102 aceastd coardd si fie o optime din dia- -
metru. ‘
R: Triunghiul ACB fiind dreptunghiu in C, avem:
' ' _AC 1 '
CO8 T =-"— = =
AB 8

Avem deci de rezolvat o ecuafie trigonometrici de forma I,;
gésim : : R
' log cos z = colog 8
’ x ‘= “82049[9'!

« . . o . 1
- Formula general a unghiurilor, care satisfac ecuatia cos x='—8~

deci

“este: ‘ '
%, = k 360° + 82°49'9"
- . y .
Deoarece BAC este ascutit, dintre aceste unghiuri, numai
solufia x = 82°49'9" convine problemei si corespunde valorii
k =0. '
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5. Spifa OM a unei rofi porneste din pozitia OA (fig. 103) gi
face o rotajie complectd (de 360°) in sen-
sul sdgefii; se cere si se determine care
este pozifia -spifei OM, pentru care dis-
tanta AN, dela punctul A la direcfia spifei
sd fie o cincime din lungimea razet.

R: Pozitia spitei este bine' hotdratd

daca cunoagtem unghiul AON=2z; sd
" determinim .deci acest unghiu ' tindnd’

seamd de condifiunea din enunt. = . Fig. 103
Din triunghiul dreptunghiu OAN ga51m
- X AN. 1
sin 2= — = —
- OA 5

avem dec1 de rezolvat 0 ecuat,le trlgonometrlca luand Iogarlf,mn
gamm ‘
log sin x = colog 5 = T ,30103
© iy =11°3213"

Unghiurile, care satisfac ecuatia.sin x= %, sunt date de for-

)

mulele : oo B S
% =k.360° + 11°32'13" I
i = (2k 4 1) 180° —11°32'13”

Nu toate aceste unghmm convin insi problemei. Intr’ adevir
prm 1 otezﬁ spita OM face 0 smguri invﬁrtltura, deci z nu poate
fi, mm mare decat 360° facﬁnd k = 0 in formulele de mai sus
gasun, vaforlle ‘
z = :11°32'13" ‘ ¥ = 168°27’47"
care corespund pozitiilor OM, §i. OM,, ale spitei.

. Observare. Dacd am consndera si cazurile cand punctul N g ar
ga31 pe prelunglrea spifei OM .atunci am mai avea §i radaclmle :

@’ =180° 4 11°32' 137, 8t . xVI = 360°— 11°32'13"
care corespund pomtnlor OM,, i OM, ale spitei.
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REZUMAT.

CAP. XI.— IDENTITATI §1 ECUATIUNI TRIGONOMETRICE.

*Egalititile, care sunt verificate oricare ar fi valorile ce dim
literelor ce figureazi in ele, se numesc identitdfi.

*Egalititile, care sunt verificate numai pentru anumite valori
date literelor (sau necunoscutelor) ce flgureaza in ele, se numesc
ecuagiuni. :

*Valorile, care puse in locul literelor aenfwa ecuat,la, se numesc
rdddcinile sau solugiunile ei.

*Operatia prin care aflim. rédicinile se cheamd rezolvarea
ecuagiet. .

‘Proba sau ‘verificarea unei ecuatii se face inlocuind -literele
prin riddécinile aflate; dacd obtinem o identitate, rezolvarea este
bine ficuta. ‘ : ‘

*Identitétile, in care figureazé si linii trigonometrice, sunt iden-
tzta;L trigonometrice.

Verificarea unei 1dent1tat,1 se face a) sau transformﬁnd membrul
I pana ce devine evident egal cu membrul al II-lea; b) sau trans-
forménd membrul II pani ce devine evident egal cu membrul I;
¢) sau transforménd ambii membri pénd ce flecare din ei devme
egale cu o aceeagi expresiune. .

*Q ecuatiune este trigonometricd cind necunoscuta  (sau ne-
cunoscutele) este unghiul (sau unghlurlle) ‘uneia sau ma1 multor
linii trlgonometrlce ce figureazd in acea ecuat,lune ‘ ‘

*Nu existi’ reguli generale pentru rezolvarea ecua’;.ulor trlgo-
nometrice. S e
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Tatd cateva criterii generale de rezolvare:

a) Cand intr'o ecuatie trigonometrici figureazi mai multe
linii trigonometrice, cdutdm sa le inlocuim cu o singurd linie tri-
gonometrici.

b) Cand aceeasi linie trigonometricd a unghiului z se afli la
puterea 2-a si 1-a, rezolvim ecuatia, inlocuind-o cu o alti ne-
cunoscutd ajutditoare y gi rezolvim -ecuatia de forma:

- ay? +hy,--.l_-c=0
cu ajutorul formulei :

—b;i;Vbz—4ac
Y =""2a -
c) Cénd ecuatia este de forma:
- asinz+bcos z=0

b
ea se reduce la forma: tg z = ——
- : a

d) Ecuatia de forma:
asinz+bcosz=c
se rezolvd impdrtind ambii ei membri cu a:

) b c
sin £ + — €08 T = —
a a

si inlocuind %'= tg @, a fiind un unghiu ajutdtor, se giseste
. c e
sin (z +a) = — €08 @& = —————
,( ) a - J a® + b2
din care aflim pe z + o §i deci §i pe-a.
e) Daca intr’o ecuatie figureaza linii trigonometrice de unghiul

necunoscut z, 2 Zm, etc., ciutim sd o transformidm intr'o altd

ecuatie in care sd nu fie decét linii trigonometrice ale unui singur
. z

unghiu: z, sau L sau 2z, ete.

Alteori, trecem toti termenii in membrul I; transformim ex-.
presiunea intr'un produs de factori, pe care egaldndu-i pe rénd
cu zero, gisim in general ecuatii trigonometrice mai simple.
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- EXERCITII -
1. Sd se rezolve ecuapiile'ce urmeazd: s se scrie formulele generale ale un-
ghiurilor care le satisfac §i sd se aleagd: solugiunile cuprinse ‘intre 0° i 1809,
a) 6 sinx=2; b) cos x—-7= O0;¢c)digx=9=0; d) dcotgx = 1.
R:a) x, = 23%34'41" b) x, = 81%7'12" ¢) x; = 6692'14"
X = 156°25'19"" - -x, = 278012/48" Xy = 24692'14""

d) x, = 15%57'50"
Xy =.255957'50"

2. Sa se rezolve ecuapiile: ;_‘ I
a) Geos!x—5 cos x+1=0. o
1 : N 1 N i HI .

R: cos z = —2-., cos x=;", ete., X = 70°31'43".

b 10sin*x — 7 sin x + 1= 0. C
. 1 -, 1

R: sin x = E' sin. gi= ?; Xy = 309 x, = 11932'13".

c) 8 sintx —17 sin x+ 2 = 0. ‘
1 o . . .

‘R: sin & =3 sin. z = 2; (x imaginar), x = 7°10’50".

_. 8+VT e
d)cos’x+2.l/~2:=~;%—~cosx; S ELE TR AU

"R:cos'z = V2. si‘cos © = & (x e’r'imaigix“ia\r). i
" e) sin x+ 2 sintx = 0. o o

R:sin 2= 0, sin 2 = —

'fwl»-a

") 4 costx —1=10.
N .

,R:Mcos‘,x=+'3- e L o



241
g) 3 cos x = cotg X
1
R:cos 2= 0, sin z = ?, ete; x, = 909, x, = 13928'17".
h) tg x = 2 sin x.
‘ 1
R:sin 2 = 0, cos =z = -2—, ete.

3. Sa se rezolve ecuajiile ce urmeazd gi sd se determine valorile luix cu-
prinse intre 0° gi 90° care le satisfac:

a) 2 sint x—3 sintx+1=20;

b) cos* x + 2 = 3 cos* x;

c) 4 sin® x—3 cos*x = — 3.

R: a) sin’x=-2— , sinz = -12-' ) xl=%
sin’ac:l , sing=— , :z:,,=1
2 __2_ ' 4
b) costz=1 , éosx:'r. Xx=0
cosz =2 ' (z imaginar)
¢) sinz =0 T, X, =0

4sm‘~‘:c+3—0 , Xy = 60°

4. Sa se aﬂe cel mai mic unghiu care satisface ecuapiile:

a) sinx —2cosx =10, b) 2cosx—4 sinx = 0;
c) cos%-—-sm‘? 0 d)sin8x—7cos3x =0

R:  a)x = 63926'6"; b) x = 26°38'54""; ¢) x? = 45°; x = 90°;

d) 8x = 81°952'12", x = 27°17'24"

5. Sa se afle unghiurile cuprinse intre 0 §i m, care satisface ecuafiile:

a) sinx—cosXx =1; . b)sinx+b6cosx=2;
¢) cosx—3sinx =—I1; d) cos 2x —3 sin 2x =1
6. Sd se rezolve ecuapiile: .
' K a) cos 2X =cos x — I
b) sin 4x = cos2x;
¢) g x =1g 2x;

. 1—cos X . X
! 1 + cos x=sm 2

C. 88846, — Trigonometrie. ' 16
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R. a) Se reduce la: cos z (2 cos £ —1) = 0, etc., x = 90%, x = 60°;
. 1 -

b) cos 2z = 0, sin 2z =? etc.,, x = 180, x = 15°;

c) tg?zxz =—1 (rid&cini imaginare); '

d) se réduce la tg? Z =-§in z si cos*-:i = sin i, ete.,

. . 2 2 2 - 2

X =0, x =0, sau 90°,

. 7. In semicercul de centru O §i razd R = 3,78 m. (fig 104 ), se duce coarda
: AM care face unghiul x cu diametrul AB al se-

micercului; se cere s¢ se -afle X; astfel ca aria

triunghiului AM B sd fie egald cu 10 m? ?

- AB®* [ . .
R. 20 = AB sin z AB cos z =—2-— sin 2z,

’

- 40
Fig. 104 deci sin 2z = 7562 si observind cd x < 90°,

x = 22°12'30"".
8. In trmnghzul dreptunvhw ABC (fig. 105) se da: AB = 527 m. §i
= 19°28'15" ; se ia pe ipotenusd lungimea B :

1 - - .
CD:Z BC si se cere sid se afle lungimea -

AD =z sl CAD—y
Indicatie: Se duce perpendiculara DD' si

vFig. 106

se va observa ci DD’ = —AB ‘D'C=— AC

prin urmare fin trmnghml ADD’ se cunosc elementele necesare pentru a
afla z si y. :
" Se géseste ecuatia:

, AB
tg bD" A = L 11,256
Mg y=—0"= = Ly = 3 X =11,256 m.
AD' " 3 : 3 : - x = 11,200,
e AB cotg C . cotg G,

9. Se considerd unghiul AOB = 2x si bisectria sa OC (fig. 106) ; dintr'un
punct M al laturei OB se coboard perpendiculara MN pe OA iar din N, per-
pendiculara .P pe bisectrita OC; se: cere sd se determine unghml X astfel ca sd
avem : . '

’:MN‘ " oP

OM ~ 20N
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indicatie: Se va observa cidl din triunghiurile dreptunghice OMN, ONP,
avem: ‘

’

MN _ sin 2 Q—cosa:
oM """ TON

avem deci de rezolvat ecuatiunea:

cos x
2 - : . Fig. 106

sin 2z =

. . . 1 .
care ne di: cos # =0 §i sin & = - deci x = 90° si x = 23734’ 41",
. . ' k-

: Se va veri.fica cii ambele solutii satisfac prohlema.

i

10. O placd dreptunghtulara OAB(' in care OA = OTC este suspendatd
‘ tntr'un plan aerlwal in pozifia din figura 107 ; §tund
cd in aceasitd positie existd relafia :

204! = 30¢
se cere sd se determiyw unghiul x.

R: aveni:— OA’' =0A-cos z ;
. OC' = OC cos (90° — z)

- .. - OA' OA csa 3 -
: Deeci: m=————— o —
B\ ; ~0C’” OC cos (90°—=x) 2
. Do : OA 1
Fig. 107 . ~ 2a_ 1
‘ o sau cu oC= 4

"cos x =6 cos[90°—x).% 6 sin =

— 1
. log tg » =1,22185; tg = =—(;; COX = 9927'45",

16*
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CAP. XIIL

APLICGATIUNI ALE TRIGONOMETRIEI
LA AGRIMENSURA.

Una din aplicafiunile cele mai interesante ale Trigonometriei

este masurarea dimensiunilor §i ariei unei pirti din suprafaa
paméntului.
, Daci suprafata care ne intereseazi este
! mare, trebue si tinem seama de sfericitatea
: (de curbura) globului pimantesc. Stiinta care
/ ‘\ H/ studiazd acest fel de probleme se numeste
GEODEZIEY). ;

Dacd insd suprafata pe care voim s’0
mésurdm este relativ micd, ea poate fi con-
sideratd, fdrd a face o eroare mare, ca fiind

Fig. 108 o suprafatd pland, situatd intr'un plan H
tangent la globul paméntesc (fig. 108).

Studiul masurdrii suprafetelor relativ mici de pe p#mant,
fdri a tine seama de sfericitatea globului pdmdntesc, il face TO-
POGRAFIA. ~

Ui

S

1) Agrimensura (sau Arpentajul) erau cunoscute din antichitate, de Chal-
deeni si Egipteni.

Topografia moderndi s’a desvoltat insi odatd cu cercetiirile intreprinse
de geometrie i astronomie pentru mdsurarea unui arc de meridian pimdntesc.

Geometrul Srellius Willebrned din Leida (1591—1626), astronomii Riccioli
(1598—1671, niscut la Ferrare) si Picard (1620—1682, niscut la La Fléche
in Franta) au fdcut primele mdsurdtori moderne ale arcului de meridian
pimintesc, misurdtori care au fost continuu perfectionate pani in zilele
noastre.
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Partea din Topografie care se ocupd in special cu mésurarea
terenurilor productive: cdmpuri semdnate, vii, livezi, etc., se
numeste AGRIMENSURA 1) sau. ARPENTAJ 2).

PLANIMETRIE 'SI ALTIMETRIE.

Un teren este in general o suprafatd curba ABCDEF. .. (on-
dulat¥, accidentatd) (flg 109). ' -

La m3surarea unui teren intervin
cu deosebire doud categorii de pro-
bleme. .

I. Exemple: 1. Sa considerim o
suprafatd de teren inclinati AB
(fig. 110 a) care este semdnatd sau
pe care se gisesc plantati pomi;
s& observim ci deoarece semini-
turile, pomii,. .. cresc vertical, can-
titatea de vegetatie nu depinde de
ondulatiile terenului AB ci de miri-
mea proiectiunii b a lui, pe un plan
orizontal. o

In fig. 110 a si b se aratd doud .
terenuri de forme diferite cu. pomi,
insd avénd aceiasi proiecjiune ori-

zontald ab = o'b’; pe améndoud
aceste suprafete de teren, numa-
rul pomilor ce se pop sidi este
ace]agl.
2. Daci pe un teren inclinat,
voim 83 clidim o casd (ﬁg 111), su-
' prafetele -podelelor si a tavanelor,
nu depz.nd de mclmarea terenulm 1 numai de prmecpunea lui, ab,

Fig. 109

1) Agrimensuri inseamné masurarea campurilor. *
t) Arpentajul este numirea ‘ce se di obignuit operatiilor de’ masurare a
unui teren de intindere mici: o curte, o livadi, etc. .
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pe un plan orizontal; aceasta deoarece podelele si- tavanele se
fac orizontale si avem: AC = ED =ab iar costul unei clidiri
. se socoteste {inadnd seama de pretul unui
m? de constructie, in proiectie orizontali.
Din aceste exemple rezultdi ¢i in
unele chestiuni intereseazd numai proiec-
fiunea unui :teren pe un plan orizontal.

-Definitie. Partea din Topografie care

. se ocupd numai de reproducerea pe desen
~ a proiectiunii pe un plan- orizontal al unui-
teren, se chlama Plammetrze desenul astfel obtinut este planul
terenulul,. :

" IL In alte chestiuni intereseazi insd §i forma Ondulaté pé care "
o are terenul gi anume diferentele dintre cotele diferitélor- puncte,
spre ex.: BB’ = Bb— Aa; CC’ —Cc—Bl) etc (hg 112).

Exemple: 1. Cand voim si facem :

" 0 gosea sau sd ‘construim o cale
feratd, intro regiune - cu teren ac-
cidentat (in relief) este adeseori -
necesar si tiiem piméntul in unele
“locuri si si implinim (si umplem) :
in alte locuri; pentru acest cop .trebue si putem evalua canti-
tatile de pimant ce vor trebui siipate sau cu ajutorul céirora va
trebui sd ump]em anume regiuni; aceste volume de pémant
depind prin urmare -de forma reliefului §i este necesar deci sé

cunoagtem cotele punctelor lui (vezi i pag. -265). :

2. Dacé voim si facem o hartd pe care si se arate si indltimile
diferitelor locuri de pe p&mant; trebue de asemeni sd afliim -cotele
diferitelor puncte de pe teren.

Definitie. Partea din Topografie care se ocupd cu relieful te-
renului gi stabilegte cotelé ptmctelor lui in raport cu un’ plan ori-
zontal de comparat,le, se numeste Altimetrie sau Nivelment. '

Desenul obtinut prin aceste operafiuni se numeste profilul
terenului.

B

Fig. 112
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Instrumente intrebuintate in arglmensura

Pentru insemnarea diferitelor puncte, care delimiteazi terenul
al cérui plan voim sa-1 ridicim, se- mtrebum@eazé ’garusx fige

gi' jaloane.

a) Tdrusul éste o bucatd de lemn de 40——60 cm, ascul,;lta

- la unul din capete; inflgerea lui in pémént se
... face lovindu-l cu un ciocan sau cu un alt corp
| tare (fig. 113). ‘

- -b) Fisa este o vergea de fier de aprox1-

mativ 50 ¢m lungime, terminatd la un capét

cu un varf ascutit, iar la capétul celalalt cu

un inel. Fisa se intrebuinteazi cu deosebire

pentru | insemnarea provizorie a punctelor pe
- ‘teren (fig. 114).

‘ Fig. 113

Tig.

1
)

= 40-60cm,

114

c) Jalonul Dacd este necesar insd ca -punctele insemnate pe
teren si fie viizute din depédrtare se intrebuinteazd ]alonul care
~ este o tiji (prdjind) tn mod obignuit de 1,50—2,50 m

* " g vopseste in mod alternativ cu rogu si alb,
iar tabla de fier deasemeni este vopsma in
“alb si rogu.

Jaloanele trebuesc infipte in pém@mt in
_pozifie verticald, ceeace se verificd cu aju-
torul firului -cu plumb (fig. 116). '

Aplicafii. 1. Stabilirea unei linii drepte pe

Fig. 116. teren. O dreaptd fiind determinatd prin doud . Fig. 16"

v puncte A, B, este suficient.sd infigem in .
teren, in aceste puncte, doi tirusi sau-doud jaloane.

inéil{ime §i cu o grosime de 3—4 cm;la capatul care
se infige in pimant, jalonul are o imbracammte de fier,
terminatd cu un varf ascutit, spre a putea pétrunde
©cu uguringd in_teren (fig. 115). La capdtul superior,
* jalonul prezintd o t¥ieturd verticald, in care se poate’ -
fixa o tabla de fier (mird). Pentru ca jalonul (care
serveste-si ca semnal), sa poatd fi vizut din departare
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Dacd punctele A §i B sunt prea depirtate, seé poate intinde
o sfoard, care legatd de .cele dou# Jaloane, hotaragte pozitia pe
teren,. a dreptei AB.

Asa se procedeazi cind se con-
struesc gardurile, ce separd doud pro-
prietdti; jaloanele sunt inlocuite in
acest caz cu stilpii de lemn (b) (sau
bulamacii) ce formeazd impreuni cu
scandurile (s) gardul (fig. 117).

Se spune in vorbirea obignuitd ci s’au agezat bulamacii la’

sfoard.
« Dacdl punctele A si B sunt relativ depirtate (distanta intre
ele fiind mai mare de 15—20 metn) se obignueste sd se fixeze,.
intre A §i B si alte puncte C, D,. . pentru ca dreapta AB s3 fie
cit mai bine hotéritd. In acest scop se procedeazi astfel: un obser-
vator (de obiceiu conducétorul operatiei) se ageazi de o parte a
jaloanelor A, B la oarecare distant¥ si astfel incat privind jalonul
A, acesta sd acopere complet jalonul B (fig. 118) aceasta inseamna
cd raza sa vizuald coincide cu directia AB.

Fig. 117

Fig. 118

In:aceastd s1tuat1e, el face semn unui ajutor care poartd cu el
Jalomﬂ C spre ex., sd-l tind mai spre dreapta sau mai spre
stdnga, pand ce jalonul A acoperd jalonul C. In aceastd pozitie,
la un semn al s#u, ajutorul infige jalonul C in pémént,

Acest procedeu este intrebuintat si la prelungirea dreptei AB,
dincolo de B, sau dincoace de A. "
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Punctele A, C, B, D... astfel fixate se zice ci sunt in alinia-
ment, iar operatia de mai sus se chiami-§i trasarea aliniamentului
(sau alinierea jaloanelor, sau jalonarea dreptei AB, sau trasarea
pe teren a dreptei AB). ’

2. Determinarea punctului de intersecfie a doud drepte de pe ieren.
Fie, doud aliniamentele AB si CD, jalonate cum s’a ardtat mai
sus (fig. 119); pentru a fixa - : ' I
pe teren punctul lor O de
intersectie, operatorul pri-
veste necontenit in directia -
AB, iar ajutorul siu tine
cu ména intinsd, in fata sa, :
un al 2-lea jalon §i se miged
astfel ca jalonul siu si aco-
pere complet jaloanele D i
si E. In modul acesta el °
se miscd in directia CDE; :
cdnd operatorul face semn ajutorului, sd infigd jalonul in padmant,
acest jalon se va giisi §i pe aliniamentul AB, adicd la intersectia
aliniamentelor.

Fig. 120

Pentru misurarea unei lungimi pe teren, se mtrehum‘geaza cu
deosebire: lantul, ruleta §i panglica.

a) Lanjul are de obiceiu o lungime de 10 metri si este format
din 50 vergele de sirm# groasa (fig. 120), terminate la capete cu
céte un inel; doud vergele consecutive sunt legate prin inele de
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legdturd de fler vergelele sunt astfel construite, incat distanta
dintre centrele a doua inele de Iegatura este 20 cm, astfel ca:

50 vergele x 20 em = 10 metri

" Dupd fiecare cinci vergele consecutive, inelul de legdturd in
loc sd fie de fier, este de alamd, spre a se deosebi cu ugurin{d
metrii; inelul dela mljlocul lantului, are un mic apendice §i mar-
cheazd 5 metri; la capete, lantul se termini prm cite un méner,’
de care {ine cite un operator.

b) Ruleta (sau lantul de buzuriar) (fig. 121) est,e ) panza ingustd
de 1 ,9—2 cm litime §i avand o lungime de 10- m. sau 20 m. .care
se poate infigura pe un ax O, situat
intr’o cutie rotundd. Ruleta este un’
instrument foarte practic pentru
misurdri de micd importanti, spre
. exemplu pentru dimensiunile unui

- Fig. 121 " teren de casd, litimii unei strizi, etc.

‘Din cauza umldltatu si a intinderii pénzéi, ruleta nu este un
instrument de- precizie.. _

¢) Panglica. Lantul are o lungnme v : .
relativ micii (10 m) §i m¥surarea unei '
lungimi mai mari, cere timp, iar pe -
de altd parte, lantul se sugrumai lesne,
adicd face noduri ceeace poate da &
nastere-la erori; din aceastd cauzi se ”
intrebuinteazi o panglici de metal, de-
50 m lungime, infiguratd intr'o cruce °
de lemn (fig. 122).  Panglica este un
" instrument mai precis decdt lantul. .

Aplicatie: ‘Mdsurarea unei drepte . Fig. 122
situatd pe un teren orizontal.

Pentru a maisura cu lanful distanta dintre ‘doud puncte A
§i- B un operator tine de un capét al lantului in A, iar al doilea
operator pleacd inainte si are grija ca lantul si nu- faci noduri;
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-cand lantul e complet intins, al doilea operator a parcurs
zece metri. In aceastd situatie, operatorii dupd ce s’au convins
ci lantul este intins in directia liniei AB, infig in teren céte un
jalon la capetele lantului; apoi al doilea operator scoate jalonul
gi infige in p&mént o figd din cele 10 pe care le are cu el si pleac
inainte fiind urmat de primul operator. C4nd acesta din urmi a
ajuns in dreptul figei, al doilea operator a mai parcurs zece metri
si infige in pdméant o a doua fig3, raménand (in mand) numai cu
8 fige, ete. »

‘Dupd 100 metri, dela locul de plecare primul operator care a
strans cele 10 fige infipte in pdmént de al doilea operator, i le
restitue acestuia gi opera’gla incepe din nou. Astfel, daci in urma

" ajungerii in punctul B, s’a ficut de 5 ori schlmbarea figelor gi al

doilea operator mai are trei fige in mand, jar intre punctul B si

locul ultimei fige este o distantd de 3,20 m, distanta AB va fi:

"AB =5 x 100 +7 x 10 + 3,20 m = 573,20 m.

Pentru miisurarea (sau ridicarea) unghiurilor a doui directiuni
de pe teren se intrebumi;eaza 1) grafometrul, 2) tachimetrul,
3) plangeta. :

1. Gmfometrul este “compus
dintr’un .limb semicircular gradat
(fig. 123); 1a extremititile. diame-
trului AB se giisesc fixate doud
pinule (p, p’) care determini un
plan de vizare fiz; aceasta este
alidada fizd.

In jurul centrului se m1§ca oali-
- dadd mobild, previzutd si-ea cu
pinule (p;, p.), care determini .
un al doilea plan de vizare mobil.

Grafometrul se ageazi- pe un trxpled 5i este prevazut cu un
dispozitiv pentru: verificarea orlzontahtat,u grafometrulul (nivelul
“cu buli dé aer)-§i un fir cu plumb pentru ca centrul 0

Fig. 123



252

al instrumentului sd se proiecteze exact in varful o al unghiului

zoy de mdsurat (fig. 124).

Fig. 124

Se procedeazi astfel: se pune aparatul in stajie, adicd se aran-
jeazd ca p]anul grafometrulul si fie orizontal, iar centrul lui O

Flg 126

sd fie pe verticala vérfului o al
unghiului zoy, ale cérui directii
sunt - fixate prin jaloanele din z
si y.

Alidada fixa se a§eaza in di-
rectia laturii Ox, spre ex. si se
rote§te alidada mobild, pand ce
vizdm jalonul din punctul y; in
aceastd pozme, citim pe grafo-

metru xoy

2. Tachimetrul este un instru-
ment mai perfectionat (fig. 125),
de care se servesc inginerii atét
pentru operatiuni de planimetrie
cat gi de altimetrie. El permite:

1. Méasurarea unghiurilor si-
tuate in plane orizontale (sau

prmect,la unghlumlor pe plane orizontale).
"o+ 2. Mésurarea unghiurilor situate in plane verticale.
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3. Misurarea distantelor dela diferite puncte de pe teren la
statia in care ne aflam. ' :

In fig. 125 se aratd un tachimetru, instrument delicat gi.scump
§i care presupune la operator nu numai cunoagterea functiondrii
lui dar si o deosebitd grija in manipulare.

3. Plangeta se compune dintr'o planseta de desen, agezatd pe
un tripied (fig. 126).

Pe hértia de desen, intinsi pe plansetd se giiseste o rigld de
metal divizatd in cm, care servegte atat la trasarea liniilor drepte
‘¢4t §i pentru mdsurarea diferitelor lungimi.

La capetele riglei si perpendi-
cular pe ea, sunt doud pléci drept-
unghiulare de metal (p, p’) numite
pinule previzute fiecare cu céte
o fereastri, ca si la -echerul
(fig. 127) care serveste la trasarea -
perpendlcularelor y

Rigla gi cu pinulele ei constl-
tue o alidadd.

Cu plangeta putem trasa direct
pe hértia de desen, unghiuri ega]e

cu acelea de pe teren, spre ex. BAC (fig. 126).

In acest scop, dupd ce agezim plangeta in statie (vezi mai sus:
grafometrul), viz&m cu ochiul directia laturii AB spre ex. si trasim
pe marginea riglei o dreaptd; intoarcem alidada, pan3 ce vizim
dlrect,la AC a celeilalte laturi §i repetdm operatiunea.

In modul acesta avem pe desen trasat un unghiu bac egal

cu BAC de pe teren.
Pentru trasarea pe teren a doud drepte perpendiculare, se fo-
loseste echerul.
* Echerul (sau pantometrul) este compus dintr'o prismé octogo-
nali regulatd; pe fetele A, B, C, D (fig. 127 i 128) se giseste cate
o fereastrd numitd pinuld, formatd dintr'o -parte ab mai largd
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§i alta cd mai ingustd; pe partea ab §i in prelunglrea deschiderii
cd se giseste un fir subtire. Pe fata opusi B a echerului fereastra
are partea mai largd sus si partea mai

lﬂ' | ingustd jos.
l" Observatorul poate viza prin fere-

strele a doud fefe opuse; intreg apa-
ratul se poate ageza pe un tripied.

Pentru a ridica o perpendiculari-CD
pe dreapta AB, agezim aparatul astfel

Fig. 127 ca centrul lui O s fie pe verticala pune-.
tului O de pe teren, iar unul din planele de vizare (de pe fetele 1 §i 2)
sil fie in directia AB; un ajutor.este trimis cu un jalon in dxrect,la
0D, si este mdreptat mai la'stdnga sau mai
la dreapta, pand ce este viazut in- d1rect,1a
de vizare (3, 4) care este perpendlculara
pe prima.

-Echerul mai-poate servi i pentru trasa-
rea a doud directii care si faci intre ele un
- unghiu de 45°, sau pentru trasarea unui ali- o
niament. Fig. 128

‘APLICATIL

Aflarea distantei dintre doul punecte accegibile, despirpte prin-
tr'un obstacol. Fie punctele accesibile A, B (fig. 129), care sunt

cauzd nu putem misura cu instrumen-
tele dlstanga x = AB, ci trebue si o
afldm prin calcule. In acest scop alegem
pe teren un punct C din care s# se
vadd ambele puncte A si B, iar di-
Fig. 129 - °  stanjele CA,.CB, sa se poati misura.
Mésurdm deci, lunglmlle AC =b, BC =a si ACB in tri-
‘unghiul ACB se cunose astfel doua laturi si -unghiul. -cuprins,

_despdrtite prin obstacolul O ; din aceastd
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decl se poate afla prin calcul gi latura a- trela AB (vezi cazul II
pag. 174). 7

4 Aplicajie numerici: 'a=437m, b =592 m., C.= 30°34’. Se

giseste prin formula: . R

1

cotg —; B— A= 45°26'44" ; A +B=140°26'
a ) . < .

2 b+ : . .
B =92°56"22"", A = 47°29'38", iar prin relat,i’aA sinusului:
'y == asin G , ¢ =2377,58 m.
sin A

Aflarea distantei dintre un punet accesibil §1 altul macces1b1l
Fie A un' punct accesibil, B un punct inaccesibil (flg 130); pentru

" a misura dlstanta AB=x, alegem pe teren un

al doilea punct accesibil C din care sid se vadd

§i punctul B.

Mésurém cu instrumentele ce au fost descrlse \H/

lungimea AC = Db, BCA s CAB S=F
In triunghiul ABC cunoastem‘:acuni o laturd ,S' C\‘
si unghiurile adiacente. ¢ A

Aplicand cele stablhte la cazul I (pag 170),

Fig. 130
gisim: , -
X a. _a
sinC. sin (180°—A—C) sin B
deci - ' ‘
__asinG
" sin B

Aplicagie numerici: AC= 879 m, A 75°20 B 48°36'.

Se giseste x = 794,717 m.

Prelungirea unei drepte pe teren dincolo de un obstacol. Se
cunoagte distanta AB =1 si se pune chestiunea si prelunglm
dreapta AB dincolo de obstacolul O (f1g 131)
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In acest scop alegem pe teren un punct -C, din care un obser-
vator sd poatd vedea atat punctele A si B cat si locul in care
: trebue prelungiti dreapta AB.
Chestiunea va fi rezolvati, dacd
vom putea determina pozitia unui
punct D al directiei AB (spre
exemplu lungimea CD) situat din-
- colo de obstacol precum §i unghiul
x =CDE format de prelungirea
cdutatdi DE i de dlrectla CD aleasi de noi in mod arbitrar.
1. Pe teren mésurim: distanta AB =1, unghiul CAB, unghiul
ABC si' unghiul BCD = a.
2. Prin calcul rezolvim ‘triunghiul ABC astfel:

BC _ AB . - !
sin A [sin 180°— (A + B)] sin (A+B)

deci aflim lungimea

) ‘ BC= .lsmA
] ‘sin (A + B)
unghiul x = ﬁ)E fiind exterior triunghiului BCD, avem:
(2) x = (180° — B) + a = 180° — (B — q)

care este cunoscut, deoarece unghiurile B si a au fost mdsurate.
‘Din triunghiul CBD gisim:
CD _ _BC
sin (180°—B) sinx

sau
CD . BC

sin B sin (B — a)

sau L
CD = - FC sin B
o sin (B — a)
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inlocuind pe BG cu valoarea sa din (1) obtinem:
3) - lsin A 'sin' B
sin (A + B) sin (B — a)
Aplicatie numericd. | = 1.020 m, B = 117°20’36" ; =29°38";
@ = 62°18'; ' '
Se ‘gasegte: x = B — a = 156°56
_ 1020 sin 29°38" sin 117°20'36"
sin (117°20'36" 4+29°38') sin (117°20'36""—62°18')
‘ log CD = 3,95353
CD = 8985,4m
Aflarea distantei intre doud punecte inaccesibile. Fie A si B
doui puncte inaccesibile, a céror distantd voim s’o
aflaim (x = AB) (fig. 132); in acest scop, alegem - H
doud puncte C si D in regiunea ce ne este acce- | N

A
sibils si din care putem viza punctele A §i B. =g
Se misoard: lungimea CD (cireiaise zice si Zoo7 ot

AA A E /I N4l
baza masuratoru) precum i unghiurile 1, 2, 3 ;-L, : X
’ . . 1/ - -C
si & ' S g/Jb
Din trlunghlul BCD, gésim: o . Fig. 182
A . I
. - GD sin 2
BC=s ——F——=
sin (24 3+ 4)
Dm t.rlunghlul ACD aflam
‘ A CD sm, (:l + 2) ,
‘ _ .8in (1+2+3)

Observam acum cd in trlunghml ABC cunoagtem laturlle AC

§1 BC (calculate) §1 unghml cupring ACB = 4 (mdsurat).

C. 38.846. — Trigonometrie. 17

P



958

Putem deci rezolva acest triunghiu (vezi cazul II, pag. 174)
gi afla lungimea x = AB.
) A A
Aplicagie numericd. DC =485 m, 1 = 39°48, 2 =27°34,
3 = 64°8, 4 = 40°28'.
Misurarea indl{imilor dela distanti. Pentru a masura indl{imea
B EB=1I a turnului cladit pe un
teren orizontal asezim tachimetrul

AN in punctul C §i mésurém'ﬁCf\&V: a,
. iar cu lantul sau panglica masurim
. distanta CA =11?) (fig. 133).

Din triunghiul dreptunghiu CBA,
avem: AB =1 tga; dacid & este

c(.“‘:o'zo'Z\

HZ e "' indltimea punctului C deasupra
*‘D"‘W'“— de3som.—s’ orizontalei:
Fig. 133 I=BE =BA +h=ltga +h

Aplicafie numericd h =1,10m, a = 49°30'20”, D=10,20m
d =350 m. :

PLANIMETRIE.

S'a aritat mai sus (pag. 246) cd planimetria are de obiect
reprezentarea pe un plan orizontal, a proiectiunii unui teren, a
unei clidiri, ete. .

A ridica planul unui teren, inseamnid a efectua pe teren, masu-
ratorile de unghiuri si distante, care determma forma si mérimea
terenului.

1) In practici misurim distanta C'E = CA. Dacd turnul are o bazd
circulari spre ex. si hu putem intra fnduntru sau nu avem posibilitatea si-i
misurim diametrul, atunci masurim lungimea cercului pe dinafard si de-
ducem dxametru] decl si dlstanta AF care adiugaté laC’ D ne di lungimea CD.

Agezarea pe 0 hartle de desen, a mérimilor ridicate pe teren
se chiamd raportarea planului.” b e
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. Deoarece, pe desen, nu putem raporta un. plan in adevdratd
médrime, se deseneazd o figurd asemenea cu figura reala.
Scara de reducere este raportul dintre lungimile desenate pe
plan si lungimile reale de pe teren. '
‘Seara unui desen, se poate reprezenta:

4. Printr'o frac;mne al cdrei numdrdtor este unztatea spre ex.

scara , inseamnd cd 1 metru de pe plan, reprezintd 1000

1000

metri de pe teren; aceasta inseamnd cd 4,3 dm, de pe desen, re-
prezintd 430m din paturd, 12,3cm de pe desen vor reprezenta
123 metri  din naturd, ebe.

Pentru planuri de clidiri, se obignueste si se scrie, in josul
planului: spre ex. scara: 2 cm = I m;, adicd 2 cm de pe plan re-
prezintd 1 metru de pe teren; aceasta searit este echivalentd cu

A 1 .
scara— .
‘ 50

. : 1 . .
9. Grafic. Fie spre exemplu scara —————; aceasta inseamnd
- Graf P d 50.000 ' o

ci 1 metru de pe desen reprezintd 50.000 metri de pe teren, sau

500 [} s00 . 1000 1500 2000 2500 3000 3300 4000 4300 5000m.
I AN M R A AN N N S M N

Fig. 134

1 cm de pe desen va reprezenta 500 metri de pe teren. Pentru a
faée o scard grafici pentru acest caz, desendim doud linii paralele
foarte apropiate (la 1—2 mm distant¥) si inseraném pe ea in dreptul
diviziunilor 1 em, 2 ¢m, 3 ¢cm. ., 500 m, 1000 m, 1500 m. . . (fig. 134).

Pentru.a aprecia frac’g.lum de cm de pe 'desexi, se prelungegte
scara spre stinga punctului 0 cu un'em gi se imparte acest cm
in 10 mm. Aceastd prelungire se chiami talonul scérii. Astfel dac
avem de misurat pe desen o lungime de pe teren de 1750 metri,

17¢
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punem piciorul compasului in dreptul diviziunii 1500 §1 celdlalt
capdt in dreptul diviziunii 250 de pe talon.

. Metode de ridicare a planului unui teren.

I. Metoda perpendicularelor. Fie de ridicat terenul in forma
unui pentagon ABCDE (fig. 135). Se alege diagonala cea mai lungi
AD si se coboard cu ajutoril echerului
perpendicularele Bb, Ce, Ee (aga precum
s’a aritat la pag. 254). Se misoara apoi
cu lanjul distantele Ab, be, ec, ¢cD, precum
si lungimile perpendicularelor Bb, eE, ¢C.

Cu aceste elemente putem desena apoi
planul, la o scard oarecare si calcula aria
terenului, ca fiind suma unor triunghiuri si trapeze.

Observare. In metoda perpendicularelor, instrumentele necesare

sunt deci lanful si echerul.
11. Metoda prin radiere (sau prin raze concurente) consti in

a alege un punct interior O, din care ducem razele OA, OB, ...OE
(fig. 136) ; poligonul se descompune astfel intr’o sumi de trlunghlum
In aplicarea- acestei metode putem pro- ;
ceda in mai multe chipuri:

1. Ridicarea numat cu lanful. Se mi-
soard cu lantul, laturile tuturor triun-
ghiurilor si apoi se -construeste la scari.
planul poligonului. : -

Ca verificare, trebue ca atunci cind Fiz. 136
desendm triunghiurile OAB, OBC, OCD,

ODE, OEA, primul si ultimul triunghiu (OAB si OEA), s# .aibd
o laturd comund: OA, adicd suma unghmrxlor din ]urul punc-
tului. O 'sd fie de 360°." ;

2, Ridicarea cu lan;ul st grafometrul consti in a masura cu
lantul lungimile razelor OA, OB OE iar cu grafometrul, fun-
ghlurlle AOB, BOC... EOA. .

*8. "Ridicarea cu lan;ul si plangeta.” S’a descns la pag. 253
plangeta .si modul -de--operatiune cu ea, pentru-ridicarea unui

Fig. 186




261

unghiu de pe teren si desenarea lui pe plansetid. Ridicarea cu
plangeta constd (in cazul metodei prin radiere) in a ageza plangeta
in punctul O, a viza pe rand varfurile A,
B,...E i a desena pe plangetd unghiurile
AOB, BOC, ...DOE (fig. 137).

Cu ajutorul lantului, mdsurdm pe teren,
lungimile razelor OA, OB ... OE gi le
raportdm - la scard, pe desenul ‘de pe
plangetd.

Observare. Se vede de aci cd. plangeta
cu alidada ei serveste la ridicarea unui unghiu, care este raportat
direct, in mod grafic, pe desén.

Operat,iunea'cu planseta, este precedat#
de punerea in stafie, adicd aranjarea (cu
'aJutorul firului cu plumb sau al unei cumpdne
de metal sau de ]emn (flg 138) ca punctul
O de pe plangeta s se’ gaseasca exact pe

Fig. 138 verticala punctulm 0O de pe teren; la randul

ei planqeta ‘trebue si fie onzontala, ceeace se vemﬁca cu o niveld
cu buld de aer. :

Cénd dimensiunile terenului nu sunt prea mari (fig. 139) punctul
O se alege chiar intr'unul din vﬁrfurlle pohgonulun spre exemplu
in A de unde se duc diagonalele AD, AC'si
se descompune astfel poligonul in trlunghlum

III. Metoda de ridicare prin intersectii
const# in alegerea unei baze MN in'interiorul - - -
terenului care se misoard cat mai exact..
Din extrémitatea-M a acestei baze ducem — :
razele MA, MB. .. ME si m#surdm nnghiurile Fig. 139
AMB, BMC, etc.; repetam operatia, in
cealalti extemitate N, masurdnd unglnumle ANB BNC
(fig. 139).

Desenand pe plan, la scard, baza MN in mn §1 unglnum]e de
mai sus, intersectiile dreptelor MA si NA, MB si NG ... etc. care

Fig. 137
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formeaza unghiurile de mai sus, ne dau varfurile A, B, C, ...E
ale poligonului.

Metoda prin intersectii, ne scutegte deci si mai mésurim lun-
gimile razelor MA, MB ..., este suficient si misurim exact
baza MN. ' '

Practic, aceastd metodd se aplicd:

1. Intrebuingind plangeta. In care
scop se traseazd pe ea in mn, la scara
aleasd, lungimea bazei MN si agezind-o
~in statie in punctul M, facem ca directia
mn de pe plangetd si fie paraleld cu
- . directia MN de pe teren. In aceastd
A N pozitiune, trasdm pe plangetd unghiu-

L rile AMB, BMC... (fig. 140).

. Fig. 140 - Mutéim plangeta in N gi aranjim
intaiu ca directia nm si fie paraleli cu directia NM si trasim
pe plansetd unghiurile ANB, BNC.. :

Din mtersectarea dreptelor AM §1
AN, BM si BN, .. etc. rezulti pe
desen varfurile A, B ...E ale poli-
- gonului.

1. Intrebum;dnd grafometrul. Pnn
acest procedeu in loc de a trasa direct
pe desen unghiurile ca in cazul fo-
losirii plangetei, se mdsoardé unghiu-
rile 'AMB, ANB, ...si se raporteazd aceste unghiuri pe desen.

IV. Metoda prin indrumuire, se aplici cu deosebire atunci
cind nu putem face misurdtori in interiorul terenului de ridicat,
spre exemplu cind ridicim o p#dure, un oras mdirginit de go-
sele, ete.

. Metoda constd in a misura laturile AB, BC... EA si unghiurile
A, B,...E (fig. 141).

' Ca 1nstrumente putem intrebmn’ga 1) lan;ul st planseta sau
2) lantul §i grafometrul.

C,

-
o=

=

Fig. 141
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Comparatie intre metodele .de ridicare a planelor. Fiecare din
metodéle de mai sus se intrebuinteazi cu deosebire in anumite
cazuri- care convin. procedeului- respectiv.

Céand voim si ridicim un teren, i proceddmla o triangulatie,
punctele mai importante — cum ar fi intr'un orag, o piatd, o
clidire -importantd, etc. — se- numesc puncle principale; punctele
de mai micd importan{d sunt puncie secundare. R

Astfel, metoda perpendicularelor se aplici in cazul unui teren
de intindere mai micd; metoda interseciilor pentru terenuri mari;
iar metoda radierii pentru detalii.

Metoda indrumauirii se intrebuin{eaza cum
s'a aritat mai sus, cAnd nu putem pitrunde
in interiorul terenului.

Ridicarea cu plangeta se intrebuinteazd
cand terenul este deschis si putem viza
punctele. '

Astfel pentru ridicarea unui orag, se face
0 indrumuire ABCD pe arterele mai impor-
tante; ABCD sunt puncte principale; din
aceastd indrumuire, prin metoda perpendicu- Fig. 142
larilor (1, 1), (2, 2)... sau a radierii (Da,

Db...) se ridici si punctele vecine secundare (fig. 142).

Calculul suprafetei terenului ridicat.

Se face prin. calcularea ariilor figu-
rilor (triunghiuri, trapeze) in care se
descompune terenul ridicat.

Pentru calcularea ariei unei paduri
~ (fig. 143) (sau al unui teren in care nu

Fig. 143 putem pitrunde) se face o indrumuire

ABCD... pe marginea padurii gi se

circumscrie un dreptunghiu MNPQ, ridicdndu-se partea exterioara

a pidurii prin metoda perpendicularelor; aria terenului ABCD se

afli scizand din aria dreptunghiului circumseris ariile trapezelor
formate pe margine. '

A
A4

~

P

M
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Calculul unei arii limitatié de o curbd.

- Dacéjun teren este limitat §i de o'curbi precum BCD (ﬁg 144),

" se incearca sd se ducdl o dreaptd MN astfel ca aria (1) + (2) s&
: fie egald cu aria (3).

In modul acesta, aria terenului
dat, se poate inlocui cu a terenului
poligonal ABMNDEF. :

Trasarea liniei MN nu .este insd
lesnicioasd ; ea presupune o deosebiti
experientd din partea operatorului.

Un procedeu mai exact este urmi-
torul: pe curba BCD se iau punctele a, b, c... (fig. 145) si se
prioecteazd in a’, b, ¢’ pe diagonala BE; aria BCDB se descom-
pune intr'o sumi de trapeze (si. doud tmunghmm la capete). Cu
cdt punctele a, b, ¢... sunt mai -

numeroase §i mai dese, cu atat
rezultatul calculului este mai exact,

intru cé&t portiunile lisate de o parte
(neglijate) sunt mai mici.

Unegri, pentru o -prim# aproxi-
matie, alteori numai pentru- verifi-
carea calculelor, se intrebuinteazi un
instrument de aflare al ariilor numit
.planimetru. :

Flg 144

. Flg. 145

L\LTIMETRIE (NIVELMENT)

S’a aritat mai sus (pag. 245) cd Altimetria sau Nwelmentul
are ca scop determinarea distantelor pe verticali a punctelor unui
teren in relief, in raport cu un plan de comparatic.

' _Pentru_reprezentarea hartllor se obignueste s& se ia ca plan
de’ comparat,le, suprafata ‘mérii.

Pentru nivelmentul unui teren oarecare, ficut in scopul con-
struirii unui drum, a unei c#i ferate,a unei constructn se ia ca
'plan de comparatie un plan orizontal nu prea departat de punctele
ce voim si reprezentim. -
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E_meh'zple. 1. Dacd voim sd niveldm un teren, situat ‘in- orag
(fig. 146) pentru a construi o clidire putem lua ca plan orizontal

T T ..+ " Fig. 146

de comparatie, planul HH' care este suprafata superioard a tro-
tuarului. Punctele A, B, C,... au fai de acest plan respectiv
cotele pozitive Aa, Bb, Cc, adicd sunt mai 'sus decdt trotuarul;
punctele D si E corespunzitoare unei gropi, au respectiv cotele
negative Dd, Ee... o S
s\In urma operafiei de nivelare se poate afla prin calcul, canti-
tatea de pamant ce trebue sdpatd si aceea ce trebue adiogati (co-
respunzitoare gropii). ‘ .
2. Pentru a construi o cale feratd, intr’un teren de forma
ABCD din fig. 147 se_cunoaste de obiceiu cota k a planului ori-
zontal al ginii (s) in raport cu un plan de comparatie H'H (a cirui
cotd in raport cu nivelul ‘ o R
mérii este inscris pe o placd A gy
in girile mai importante).
Prin operatia de nivelment,
se pot afla cotele Aa, Mm, .
Nn, Pp, etc. §i deci cal- H——
cula cantitatea de paméant
(PCRQ) ce trebue -sdpati .
si cantitatea de pdmant /. ;
MNPB ce trebue adiogatd H——i—
pentru a putea construi o Fig. 147 -
platforma ciii: MNQR. = S R
* Instrumentele necesare nivelmentului sunt: nivelele, tachime-
trele §i mirele. = -~ ’ o

S T
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1.. Nivela cu bula de aer este compusi dintr’un tub de sticld

AB, putin curbat pe porfiunea din mijloc i plin cu apd sau alcool,

afard de un mic spatiu cu aer (bula de

-aer b) (fig. 148).

: Tubul de sticld este inchis intr’'un
. Fig 148 cilindru metalic (M) fixat pe un cadru

de lemn (CC’). Bula de aer serveste la verificarea orizontalitigii

unei directii ‘sau unui plan.

Cénd voim sé verificim c# o directie AB este orizontald, agezim
pe ea nivela cu bula de aer; daci bula de aer se opreste la mijlocul
tubului de sticld, iar extremititile ei ating dous liniute gravate.
pe sticld, directia AB este orizontaly. - '

Pentru a verifica ci o suprafati 57
pland P (fig. 149) este orizontald, veri- /
ficdm ca doud directii AB si CD (de /A /
preferin{é perpendiculare una pe alta) /P -
si fie orizontale. ' . Fig. 149

2. Nivela cu apd serveste la determinarea unei directii orizon-
tale. Constructia ei se bazeazi pe proprietatea vaselor comuni-
cante; ea se compune dintr’un tub metalic (AB) lung de 1—1,20 m
si curbat la capete in unghiu drept; la capetele tubului metalic
sunt prevdizute doud tuburi de sticli (t) firy fund, de acelasg
diametru (fig. 150).

4 : Y
o : — —+
A .

Fig. 150 Fig. 151

)

In aceste tuburi (sau fiole) se toarni apd ; suprafaa superioari
a apei, H'H, determini un plan orizontal. ‘

Operatorul se ageazii' cam la 80 em de una din fiole gi astfel
ca raza sa vizuald si fie tangentd la suprafetele superioare ale
apei (de-a-lungul lui ab sau ed) (fig. 151). Co
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3. Nivela cu lunetd (fig. 152) este un instrument care contine
la un loc si nivela cu buld de aer (z) si o lunetd (L) al cdrui ax
optic serveste pentru vizarea punc- o )
telor A'si B de pe aceeagi orizontald. - rew it L s

4. Tachimetril (aparat care per- Wit
mite misurdri repezi; metron =
misurd, tahus = repede) si-a cirui
descriere a fost ficutd la pag. 252
este previizut cu o niveld cu buld e
de aer §i o lunetd, astfel cd poate Fig. 152
servi gi la determinarea orizontalelor.

5. Nivela de panti (sau eclimetrul) este o niveld care serveste
la masurarea inclinirii unui teren plan pe planul orizontal. Re-

A amintim c3 unghiul ¢ al unui plan P pe planul
orizontal H (fig. 153) este unghiul plan aBA
obtinut prin intersectarea planelor P i H
cu un plan perpendicular pe intersectia lor,
(AB se numeste linie de cea mai. mare
pantd a planului P in raport cu planul H,
jar aB este proiectia liniei AB pe planul H).
. Nivela de panti este formatd dintr'un cadran in formd de
patrat ABCD (fig. 154), previzut cu un are
“de cerc gradat mn §i un fir cu plumb OP.
Cadrul se ageazi pe o rigli EF, in directia
unei linii de cea mai mare pant# a planului
P in raport cuplanul H..

Unghiul a=mOP citit pe niveld, avénd -
laturile Om L A’B’ si OP L aB’, este egal
cu unghiul p = aB’A’, al planelor P gi H.

F.g. 153

Fig. 154

Operatii de nivelare (nivelment).

Se poate face prin dou# procedee: nivelare directd (sau geome-
tricd), in care folosim nivelul cu apd si nivelare indirectd (sau
trigonometricd) in care folosim nivela de pantd §i tachimetrul iar
pentru altitudini mari, barometrul. : s
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- A) Nivelarea directi (sau geometrici) este de doui feluri:

1. Nivelare simpld, care.se face folosind o singur# pozitiune
(statiune) a nivelului. ,

In fig. 155 se aratd cum se face nivelarea intre doud puncte
A si B (adici stabilirea diferentei cotelor acestor puncte, in raport
cu un plan oarecare de comparatie). Nivelul N se ageazi intre
punctele A si B, si se citeste pe mird cotele acestor puncte.

Astfel daci: Aa =4,20 m si
Bb = 2,00 m, diferenta de cote
este: 4,20 m— 2,00 =2,20 m,
“adic punctul B este deasupra Tui

A cu 220 m,

Dacd cota punctului A dea-
supra unui plan orizontal de com-
: paratie este AA’ = 1,25 m, atunci
COta punctulul B deasupra aceluiag plan va fi: .

: - BB'=220m+1,25 = 3,45 m.

In flgura 156, se aratd cum se face din aceasi stajiune, nivelarea
punctelor A, B, C, D, care se giisesc in linie dreaptd (aliniament).
Acest procedeu se poate aplica daci terenul este putin accidentat,
asa fel ca din statia N si putem viza toate punctele §1 daci _po-
seddm o mird mai lungi. :

Fig. 156

Fie AA’ =1,10 m, cota punctulm A deasupra planulul orizontal
de comparatie H’H avem ! A’a=280m +1,10 m= 3,90 m. S3
presupunem ci cotele citite pe mird sunt: Aa = 2 80 m, Bb 2 45 m,
Cec =1,94m, Dd = 2,60 m. :
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 Pentru a afla cotele punctelor A, B, G, D"...de pe teren, in
raport cu planul H'H scdem din cota Aa = 2 80 m, cotele cmte
pe mird gésim: S

AA’=390m—280m=1,10m; BB" =3,90 m — 2,45 m = 1,45 m
(6604 —390m—194m—1 96m ; DD’ ——390m—260m =1,30m

Aceste rezultate se ageazd de obiceiu intr’un tablou:

i Diferente de coty | Cota punc-
Punctele illl)tl:;%?xtxﬂie Cotele citite i teli);;‘sllltadge
pe orizont Utcand- | Coborind | comparatie

A 0 2,80 — — 1,10

B 16,50m | 2,45 0,35 — | 1

C 30,40 m 1,94 0,51 — 1 1,96

D 20,40 m 2,60 — 0,76 1,30

i apoi se desemneazi profilul in lung al terenului (fig. 157).:

tets, SO m: 30,00 2040m—>" .

2. Nivelarea compusd este o nivelare simpld repetaid, cu age-
zarea nivelului in diferite statiuni (fig. 158).

' Fig. 168 T

Ea se aplici cand distanta pe care voim s’0 nivelim este mare
(depégegte 100 m). Do
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Ca si la o nivelare sinipld; se poate alciitui un tablou pentru
insemnarea datelor mdsurate .§i a rezultatelor calculate.

B) Nivelare indirectd (sau trigonometrici) constd in a ridica cu
echerul de pantd sau tachimetrul, anume elemente geometrice
(pante, distante, etc.) de pe teren si a calcula apoi pe celelalte.

' . Ezemplu. Fie punctele M si N de
pe teren a cdror diferent¥ de nivel s’o
theemndm cu k (fig. 159); fie d pro-
iectia orizontald a distantei oblice MN,
j 18 p =tga, panta terenului. Din
R 1 triunghiul dreptunghiu MNP, avem:

‘h=d tg a=d.p. Daci d este cunoscut
(de pe hartdl, sau prin alt mijloc) iar p
Fig. 169 mdsurat cu echerul de panti, relatia

. precedentd ne di pe k.

- Invers: daci avem pe % gi p; putem afla pe d.

Dacé din O’ vizim pe rand doud puncte A si B de.pe mira
agezatd in N, si notim aA = h,; 20A = a,; aB = hy; ;L;B\=a2
putem scrie:

- hy=pd g hy = pud
din care deducem: : -
d =ﬁ‘:_lll.
Ps—p
PoouL vzs:é : OUNARE LA CERIAVODA

o o A0 e
Ut

vaI51 Qunangr
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relatie care ne di pe d in functie de pantele p,, p, i citirile pe
mird: hy, k.

Cu tachimetrul se afli, direct prin citire, sau prin calcul simplu,
distanta d, proiectia orizontald a unei linii oblice MN.

In fig. 160 se arati proflul in lung al celui mai important pod
de metal din Roménia: podul Regele Carol I, construit de inginerul
romén Anghel Saligny?). - , C

1) Anghel Saligny (nﬁsclit la Serbéinesti jud. Tecuci in anul 1854, mort
la Bucuresti in’ anul '1925). Inginer diplomat al $coalei din Charlottenburg
(Germania). : ‘ :

Lucrarea sa de cipetenie este constructia podului Regele Carol I-peste
Dundre, la Cernavoda (1889—1895); la data construirii lui, acest pod era
cel mai lung din Europa.

A construit docurile si silozurile din Constanta. ‘

'A fost membru i presedinte al Academiei Romdéne si Ministru al Lucra-
rilor Publice. = : : " ’
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REZUMAT.

CAP. XII. — APLICATIUNI ALE TRIGONOMETRIEI LA
AGRIMENSURA.

*Geodezia se ocupd cu studiul mésurdrii suprafetelor de pe pi-
mant, tindnd seama de sfericitatea globului pidméntesc.

*Topografia are ca obiect studiul misuririi suprafetelor de pe
padmant, relativ mici (fard a tine seama ci pdmantul este rotund,
ci presupunindu-l plan). -

*Planimetria este acea parte a Topografiei care se ocupi cu
ridicarea de pe teren §i raportarea pe desen, a proiectiunii orizon-
tale a unui teren, clidire, ete.

*Altimetria (sau Nivelmentul) este partea din Topografie care
are ca obiect studiul reliefului unui teren.

*Instrumentele necesare pentru fixarea punctelor pe teren, tra-
sarea unei linii drepte, etc. sunt:

a) tarugul, &) figa, c) jalonul, d) mira, e) firul cu plumb.

*Instrumentele necesare pentru méisurarea lungimilor de pe
teren sunt:

a) lantul, b) ruleta, c¢) panglica, d) tachimetrul.

*Instrumentele pentru mésurarea gi pentru trasarea dlrecta pe
desen .a unghiurilor sunt: .

. a) grafometrul, b) tachlmetrul c) plangeta

*Echerul (sau pantometrul) este un instrument care servegte la
ridicarea perpendicularelor pe teren, la trasarea de aliniamente, etc.

* Planul este reprezentarea prin desen, a unei. figuri din natura,
printr’o figurd asemenea cu ea.

- Seara unui plan este raportul dintre lunglmlle de pe desen
§1 lungimile respective din natur# ; scirile pot fi numerice si grafice.



273

*Metodele mai importante pentru ridicarea planelor sunt:

1. Metoda perpendicularelor.

2. Metoda prin radiere: a) numai cu lantul, 5) cu lantul si
grafometrul, ¢) cu plangeta.

3. Metoda prin intersectii: @) cu planseta, b) cu grafometrul.

4. Metoda prin indrumuire: @) cu lantul si plangeta, b) cu
lantul si grafometrul.

*Calculul suprafetei unui teren se face:

" A) daci este limitat numai din linii drepte: 1mparl;1ndu—l in
triunghiuri i trapeze;

B) daci este mirginit §i de o linie curbd: a) prin compensare,
.inlocumd hma curbd printr'o dreapta, b) prin inlocuirea liniei
curbe printr’o linie pohgonala s;l descompunerea ariei in tra-
peze, etc.. :

*In Altlmetne (sau Nivelment) se ia ca plan orizontal de com-
paratie, suprafata mdrii, sau un plan paralel cu acesta; spre ex.
planul orizontal al unui trotuar, planul suprafet;el supemoare a
sinelor de cale feratd, etc.

*[nstrumentele necesare pentru nivelment sunt: a) nivela cu
bula de aer, b) nivela cu ap4, c) nivela cu lunetd, d) nivela de panta.

*Nivelmentul se poate face prin mai multe metode:

A) Nivelare directd (sau geométricé) si anume:

a) nivelare simpld in care mvelul cu apa ocupa o singurd po-
zitiune (stafiune);

b) nivelare compusd (in care nivelul cu apd ocupd diferite
pozitiuni.

‘B) Nivelare tachimetricd, in care se foloseste tachimetrul, cu
care putem masura toate elementele geometrice necesare nivelarii.

*Desenul obtinut in urma unui nivelment se chiamd profilul
in lung al terenului, cladirii, etc.

C. 38846. — Trigonometrie. 18
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CAP XIII..

APLIGATIUNI ALE TRIGONOMETRIEI LA
" STATICA

" 'Notiuni prehmmare Mecamca este stnnta, care’ se ocupa cu
studlul migedrii corpurilor §i a cauzelor, care produc aceste migcdri.
- Intr'o problemi de Mecamca putem mt,élm urmatoarele no- -
§1um : :

1) traectona corpulm, adlca drumul descms de acel corp in
spatiu.. Spre ex.: drumul efectuat de o piatrd cénd cade, -curba
descrisi de o pasare in shor, etc .

2) timpul in care se efectueazi mlgcarea, S

© " . . 3) forfele sau cauzele, care produc :
- sau’ impiedicd o migcare. '
Exemple. 1. Un corp (C) este tras
A pe un plan (P); cauza care produce
aceastd migcare este o fortd F (fig. - 161). ' :
: 2. Migcarea .pe care o are _pistonul unei- magini, este datorlté
tot unei for;e (forta ahurulm) (fig.- 162) ‘

N =~

Fig. 162 : I‘lg 163 -

. Fig.. 161

3. Un vhgonet se miscé. in-sensul sdgetii (s), cauza care pro-
duce oprirea vagonetului (care xmpledlca deci migcarea sa), poate
fi o .forta F (fig. 163)
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Clasificarea Mecanicei. L. Partea ‘din Mecanicd, in care se {ine
seama de toate elementele ce: intervin in Mecanicd : traectorie;
v tlmp, forte... se .chiamd " Dinamica. -

. Exemplu. Cﬁnd se. studlaza mersul. unui t.ren, trebue si se
' ’g,ma seama de traectoria pe care o descrie, de timpul in care o va
parcurge si de forta necesard spre a trage. trenul adic# de’ loco-
. motiva ce-va trebui sd fie aleasa.

IL Partea din "Mecanici, in care se fine seama numai de traec-
torii si de timp, fard a se lua in considerare cauzele, care produc
migcarea, ; (adlca fortele), se chlama Cinematica.

Exemplu: .¢4nd se intocmeste ‘mersul trenurilor- (graficul tre-
numlor) se tine seama _numai. de - drumurﬂe descnse de.. trenun
si de timpul pus spre. a le parcurge; nu se conadera §i )‘or;a abu-
rului “datoritd cdreia se migcd trenurlle

IIL. Partea din Mecamca, care studlaza condz;mmle, pe care
trebue sé le indeplmeasca fortele Ty, F,, F,, Fy... ce act,loneaza.
un corp- (C) (fig.. 164), pentru ca acest corp sd ramana in repaos
‘ (echlhbru) se numeﬁte Statwa

Flg 164 o Fig. 165

" Mzempiu. Cénd se studiazd condltule, in care o construc(ae
éste in- ec}nhbru, .86 t,me seama. numat de forte: de greutat,lle
-G,.G'... de fora zdpezii Z, de forta vantului V, V' ". de rezis-
tenta R . a terenului, etc.. (fig. 165). ST

. ‘Toate:aceste. forte trebue sd-gi facd -echilibru. . - . .
Statica este deci gtiinfa .echilibrulut corpurilor. .

18¢
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‘Reprezentarea fortelor. In figurile.ce preced s’au desenat for-
tele prin segmente cu o sageata la un capit; iatd expli-
cat.la

1 Orice forta act,loneazé intr’o anumitd directie DD', .care se
chiami si linia de ac;zune a fortei
(fig. 166).

2. Fortele se pot compara intre
~ele, dupd efectele pe care le produc

 Fig. 166 asupra unui acelag corp, prin - api-
-sare, intindere, etc. Ele sunt deci
nigte mdnmz, se cunoaste din Fizicd, cum se misoard mdrimea

- sau intensitatea fortelor cu dinamometrul (fig. 167).

Unitatea de mdsurd pentru forte este kilogra-
mul-forfd, adicd forta cu care piméantul atrage 1
dm?® de api distilaty, la + 4° Celsius; multiplii si
submultiplii mai intrebuintati ai kllogramulm -forta
sunt: tona-fortd, gramul-fortd, etc. Pentru pres-
curtare se obignueste si se pund numai: gram,
kilogram,” toni. ..

Pe desen, mirimea sau intensitatea unei forte
F, este aritatd la scard, prin lungimea segmentului
AF (fig. 166): spre ex. 1 kg se reprezinti prin- {
tr’'un centimetru, sau 10 tone prin 3 cm, ete. A
dupd cum.sunt fortele care intervin in problemi Fig. 167
gl dupd mérimea hértiei pe care desenim.

3. Pe aceeasi directie DD’ o fortd poate: act,lona dela stﬁnga
spre dreapta (sau invers); forta are deci si un sens, care arati cum
lucreazé pe linia de actiune; sensul este aritat pe desen prin
sdgeata dela unul din capete: astfel in f1g 166 forta AF are linia
de actiune DD’ si sensul dela A spre F.

4. Punct de aplicatie al unei forte este punctul de care fort.a
apucd corpul pe care-l actioneazi; in reprezentarea din flg 166
A este punctul de aplicatie al fortei AF. . :
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Fort,a se poate citi prin doud litere cu o bara deasupra AF

sau numai prm litera dela capatul ei
(fard bard): “in primul caz prima

litera aratd- punctul de aplicatie (saw

origina) forfei, iar cel de al.doilea ex-
tremitatea ei.

Ewemple. 1. Punctul de care apucam 7

cu degetul manerul unui sertar, este punc-

tul de aplicatie al fortei mugchiulare ce =

intrebuintim spre a deschide sertarul.
2. Punctul, de care carligul unei ma-
carale prinde greutatea G,-este punctul

de - aplicatie al for{ei, care produce ridicarea macarale1 (fig.

168). o

Punct materlal Pentru inlesnirea ra’gmnamentulul precum §i

. Fig. 169

2. Fle un corp (C), de care tra- - .

pentru ugurarea reprezentdrii prin de-
sen, se presupune uneori despre corpu-
rile de dimensiuni relativ miei, ci se reduc
la cate un punct, in care ar fi strinsd (con-
centrat¥) toati materia ce compune acele
corpuri; astfel de puncte se numesc
puncte materiale.

Exemple. 1. Nodul unei franghii (fig:
169), desi are dimensiuni, se considerd in
mod obignuit ca un punct material.

gem cu fortele OF, OF’' care au- >

punctul de aplicatie in carligul. O
(fig. 170); desi carligul O nu este,
din punct.de vedere geometric, un

punct, obisnuim s#-l1 copsiderdm ca = - s
un punct material, iar fortele F i F' concurente in O.
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.~ Observare. . Din ‘cele de mai sus reiese ci spre. deosebir_e de
punctele geometrice, punctele materiale diferd unele de altele
nu numaz, prin pozitia lor in spa;zu dar gi prin-materia, pe care

‘ presupumem cd o contin si care provine dln concentrarea corpulul

ce s'a redus la un punct

‘COMPUNEREASI DESCOMPUNEREA FORTELOR ( CONCURENTE .

-REGULA PARALELOGRAMULUI

COMPUNEREA A DOUX FORTE
Expenen;a arati ci efectul produs de doui forte MP gi MQ, )

cconcurente in M, este acelag ca al unei singure forte MR, repre-

zentatd in. mdrime, direcfie si sens prm dia-
" gonala paralelogramului 'construit pe for- '
~ tele considerate (fig. 171). . - '
Acest rezuliat al experientet, care se poate
.- verifica, dar nu 'se poate demonstra, se
chia;hé, regula paralelogramului; ea permite
sd inlocuim doud forte concurente P gi Q
. Fig. 17 - printr'o singurd fortd R, .diagonala parale-
.logramului construit pe fortele P si Q;
aceastd operawa se chiamd compunerea (sau reducerea) for;elor
Psi Q. :
Reciproc, regula paralelogramulul ne dd posxbllltatea sﬁ. in-
locuim o fortd datd MR, prin doui forte - '
MP si MQ, care s8d aibé directiile date Mx
gi My-ce se intretae pe directia forfei R;
operatia aceasta, inversd compunerii, se e
numeste Hescompunerea unei forte R dupid Pl oy
doud directiuni Mx: i My concurente pe M ) P
directia fortei (fig: 172). - Fig. 172
Forta MR, care poate. inlocui . for‘gele concurente MP si MQ
se chiami rezaltanta lor; for;ele MP si MQ se numesc componentele
fortei MR. :




. eu. dlrec'gule fortelor MP si MQ- (flg
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- Valoarea rezultantei R a doud forfe concurente date P si Q.
Se dau doud forte de intensitati P gi Q si unghlul a, al direc-
. tiilor lor; se cere: a) intensitatea rezultantei R si b) unghiurile
pe care le face directia rezultantei MR

- 173).
; - Chestiunea se poate rezolva :
, a) grafic: desendnd la o scard conve-
‘nabild fortele MP si. MQ, construind pa-
ralelogramul (MPRQ) gi cetind la scard
intensitatea rezultantei R, iar cu raportorul unghlurlle g siy.
".. b) prin trigonometrie: paralelogramul (MPRQ) (fig. 178) este
despartit de diagonala MR in doud triunghiuri egale; in triunghiul
(\'IPR) cunoagtem : laturile MP gi PR =MQ si unghiul cuprins :
. MPR =n-—a; "latura a treia, MR este datd de formula (pag....)
' ' MR? = MP? + PR*—2MP.PRcos (z —a) =
- sau, insemnénd laturile cu céate o singurd literd, care aratd intensi- -
tagile fortelor, si observind ci:
. cos (m— a) =—C08 a, obt,mem

Fig. 173

1 | BR=P+Q +2P.Q.cosa

relat,le care di intensitatea R a rezultantei cénd cunoagtem in-
tensititile. P §i Q ale componentelor gi unghiul lor a.

. Pentru a afla unghiul g-al rezultantei MR cu forta MP si
proiectim linia poligonald (MPR), a cérei linie de inchidere este
MR, pe- du'ecyla MP; aplicand teorema II (pag. 112) obtmem
o (pl' MR)yp = (pr-MP)x + (pr. PR)MP

§1 in baza teoremel I (pag. 110).

‘ R.cosf =P+ Qcosa
inlocumd pe R prin valoarea sa dm (1) gémm

- P+ Qcosa
VP2+Q3+2 PQcosa

.b'(2)- E cosﬂ—-
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in mod analog, proiectand acelag contur (MPR) pe directia MQ,
gésim :

(pl‘ MR)MQ = (pl‘ MP)MQ 4 (pP PB)MQ
si observénd ci PR fiind paraleld cu MQ, se proiecteazi pe aceasta
din urma in adeviratd mdrime, obtinem : ‘

Rcos y =Pcos a + Q
sau

Pcos a + Q
JP*+ Q*+2PQcos a
Formulele (2) si (3) ne dau deci ung]nurlle céutate /3 sl y, in
functiune de P, Q.
" Aplicafie: TFie: P =5kg, Q = 7 kg', a = 60°. Si se -afle
R, B g y (fig. 178). : L o
“Avem:

R2—52+72+2x5><7xcos60°—25+49+70 %;109
R = /109 = 104 ke.

din (2) si (3) gdsim:
5+ 7c0860° 8,5

3) cosy =

B =35°11"

cos f = =
10,4 10,4
5 cos 60° -+ 7 95
= 2404 n
VT T4 104 Y 0

Cazuri partlculare ale reguln paralelovramulm 1. Fortele P
$iQ au intensitifi egale (P= Q ), insd dzrec;u
diferite (fig. 174).

Paralelogramul (MPR Q) este in acest
.caz un romb; rezultanta MR are ca di-
rectie bisectoarea unghiului PMQ, ceeace

Fig. 174 §i din punct de vedere fizic era de asteptat :-

daca spre exemplu tragem de punctul

material M, cu doud forte egale P= Q in directii diferite, dlrect,la

rezultantei R, va fi egal inclinati pe fort,ele date, adici va fi pe
bisectoarea unghiului: format de-ele. -;- - -,
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Formula (1) devine:
R2 = P2 4 P2 +2 x P x Pcosa
sau : R2 =2P2 (1 + cos a)

insd (pag. 124). 1+ 008 ¢ = 2 cos? =

deci : «
R2 = 4. P2, cos? —

sau

(1), - | R=2Pcos %

formuld utild in aplicatiuni.
Exercifiu. 83 se arate ci daci in formulele (2) si (3) facem P=Q, gasnm

(2h - B=— si (3)1 = i

Aplicatie. Pe o apa hm§t1ta, o barcy este trasi cu a]utorul a
doud franghii, cu fortele egale P = 58 kg, in doud directii ce fac
intre ele unghml a =-34°30" (fig.
175); se cere si se gdseascd
forta rezultantd R, care le. poate
inlocui (in ‘mirime, directie §i
sens). ‘

Rdspuns. Cele dous forte pot
fi inlocuite cu o singurid fortd R,
indreptatd dupd bisectoarea unghiului «; intensitatea ei este
egald cu dlagonala rombului : :

-] rr

R =2P cos —2- =2 x 58 kg ><‘cos-3430
sau R = 110,780 kg.

Exercitiu. Fiind date doud forte constante egale cu P, gi de directii diferite,
care fac intre ele un unghiu z, se cere si se studieze variafia intensitéfii rezul-
tantei R. Sd se faci reprezentarea grafwd in ecazul P'= 5. tone.

=2 x 58 x 0,955

x
Indicatie: Avem: R = 2P cos -2— R varlazﬁ decl ca si cos —; R este

maxim cind x = 0, si minim cénd x = 180°.
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-2 For;ele P si Q au dtrec;ule perpendwulare (a = 90°);
avem in acest caz: R2 =P2 Q2 - ' .
sau ‘ _

(1), T R= VPrQ N

" rezultat ce se- poate obtine si din formula (1), facénd a = 90°;
din triunghiul MPQ obtinem : :

| _— Q - . p
(4 R == 1 tgy = —
(1)s . g B P ( )a g Q
care ne dau unghmrlle rezultante1 R cu dlrect;ule componentelor
P si Q; mai putem scrie §i. relatiile :
' P =R cos 8, Q= Rcosy—Rsmﬂ
care dau valorile componentelor cdnd avem pe R §1 pe .

Exercitm. S se stabileascd rezultatele (1)g st (1), pornmd dela formulele
(1) si (3) in care se va face a = 90°.

p o .
Indlcape Se va giisn cos f = ; Cos 2 si se va ex-
e T ey @

prima apoi tg B 5i-tgy in functlune de cos f si cosr (vezn formulele core-
- lative, pag. 77).

Aplicahe O mingie M este atdrnati fatr'un plan vertlca] de.
punctul O, printr’un fir ce face cu vertlcala Ox

R/ W = un unghiu @ = 17° (fig. 176); mingea este ac-

tionatd de doud forte: o fortd verticald G = 20
grame gi o fortd orizontaly Q, de intensitate ne-

cunoscutd. Se cere: a) si se afle intensitatea -

fortei Q, astfel ca directia rezultantei R a- for-

- telor G si Q, s fie in prelungirea firului OM; &)

sd se afle intensitatea rezultantei R. ,
Rdspuns. 1. Pentru ca rezultanta R sa f1e

~R . In prelunglrea firului OM, trebue ca GMR =aq,
Fig. 176 deci: : .

oYy

Q
tg o = %
gi G



sau - ‘
Q=G.tga —20gr x tg17° —-20gr X 0306 —612gr
‘2. Din tmunghml dreptunghlu MGR avem
G _ 20 gr .. 20
cos a  CO8 '_47° 0,956
_ Putem face 0 verlﬁcare
R= VG2+ Q2 = | 202 +(612)= = 2091 kg.

For;ele GsiQ puténd fi- inlocuite  6u rezultanta lor R, flrul

: G=R.cosa, R = -f2092kg

- OM va fi intins cu o fortd de 20,91 -grame.

3. Fortele P $:. Q au aceeasi dLrec;mne st acela§ sens. (flg 177) '
Formula (1) ne d& (cos a= 1): - o

RSPt Q+2PQoma =(P 4 QO > .
" deci: ' . . M ‘ ':0

(4) R_—_p-.-;;)Q‘ o - Fig. 177

‘adicd intensitatea rezultantei R .este egald cu suma aritmeticé a

intensititilor fortelor P §i Q; din relatiile (2) si (3) se giiseste

B =y =0, deci- dlrectla §1 sensul rezultantel ‘sunt aceleas;l cu ale
fortelor P gi Q.

4. Foitele P gi Q au aceeagi dzrec;ze, dar sensun contrare
(a.=180°).
_ Presupunem P >'Q (fig. 178;)
‘ Ny » din (1) g&sim ca mai sus:.
= @\~ p dn () e :

Gy . R=P—Q-

Flg 178

intensitatea rezultantel R, este deci’ egald cu- diferenta’ dlntre
_mtentlta‘plle fortelor P si Q; din (2) si (3) ob‘g,lnem B=0, y=180°;
R are deci du-ect(la comuni a fortelor Psi Q, iar sensul este acela
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al fortei P (a ciirei intensitate este mai mare decat a for-
tei Q). :

In cazul fortelor P §i Q care au aceeagi dlrect,le (cazul 3si 4), se
mai poate spune ci intensitatea rezultantei este egald cu suma
algebrici a intensititilor fortelor ‘componente. . _

Exereitin. Forfele P 5i Q fund comstante in inlensitate, iar ungluul lor x va-
riabil, se cere si se studleze variatia rezultantei R, cu ‘ajutorul formulei

P’+Q”+2PQcosx
Se va face i o reprezentare graficd a variajiei’ lui R.

Observare Se poate intdmpla ca fortele P si Q sd nu aibd dela

inceput acelas punct de aplicatie, dar di-
rectiile lor si fie situate in acelas plan;
“astfel forta- P are punctul de aplicatie
in A, iar Q in B (fig. 179); daci aceste
forte sunt aplicate aceluiag corp (C), putem
prelungi directiile AP si BQ pan se intal-
nesc in M si muta forta AP pe directia ei
in MP, §1 ‘forta BQ pe directia ei in MQ ?); rezultanta fortelor
AP si BQ este MR.

Fig. 179

C'ompunerea mai multor forte dintr'un plan, ale cdiror
directiuni se intdlnesc in acelas punct.

Fie mai multe forte OF,, OF,, OF,, OF‘1 - care actioneazi
un corp §i au toate acelag punct de -
aplicatie O {fig. 180)."

A compune aceste forte inseamna
a le inlocui cu o singurd forti R,
numit rezultanta lor; acest lucru este
posibil, deoarece potmwt regulii pa-
ralelogramului, putem inlocui fortele
OF, si OF, prin rezultanta OF',, care
este. diagonala paralelogramului con-

' 1}-Dacé (C) este un corp rigid (nedeformabil)i’
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struit pe OF;° §i OF La randul lor," forgele OF’2 sl 0F3, se pot
inlocui cu dlagonala OF’; a paralelogranulul (OF 25 _I‘ sFsg); - for-

tele OF ' si OF, se pot inlocui cu fort,a OF, =R, care este re-
zu]tanta fortelor date Fy, F,, Fs, Fg -

Aplicaie grafwa Se va repeta operatia de compunere de mai
sus, schimbénd ordinea in care inlocuim doud din fortele date
prin rezultanta lor gi se va verlflca cd se obt,lne aceeasi rezultantd

OF’, =R.

Observare. Din aceastd aplicafie se deduce ci rezultanta mai
multor forte concurente este mdependenia de ordinea in care com-
punem succesiv forfele, dupd cum si in Antmetlca si Algebra,
suma mai multor numere nu depinde de ordinea in care insumam
termenii.

Poligonul forgelor. Si observim cd pentru a obtine rezultanta
R, nu este nevoie si construim rezultantele partiale OF,, OF',
ci putem proceda astfel : prin extremitatea fortei OF,, ducem seg-
mentul I F 2 egal, paralel gi de acelag sens cu forta OFz, prin
extremltatea F',  ducem F',F, egal, paralel si de acelay sens
cu forta, OFs, jar prin F’; ducem F',F’, egal, paralel si de acelas
sens cu OF4, gisim astfel pe OF, =R.

Poligonul (OF,F';F';F’,) se numeste §i poligonul fortelor, iar
linia de inchidere OF', este rezultanta fortelor date.

Consecinti. Din cele de mai sus rezultd ci fortele OF,, OF,
OF,, OF,... se pot inlocui cu o singurd fortd OF’, = R. Pentru
ca aceste for'ge s fie in echilibru trebue ca forpa R si fie egald
cu zero deci punct,ul F'y i coincidd cu O si reciproc. Aga dar:
mai multe forte, ale cdror directii trec prin acelas punct, ist fac echi-
libru, dacd pohgonul fortelor este inchis (linia de inchldere este egald
cu zero).
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Aplicatiune asupra . teoremelor proiectiunilor: dflavea prin
calcul, a rezultantei R a mai mullor forfe concurente F,,F,,F, F,,
(vezi §i pag. 109 si urm.). [

‘Se dd intensitétile F,, F,, F,, F, si unghiurile directiilor lor }
Oy = (F/I,E), g = (ﬁs),- etc.; sd. aflim intensitatea rezul’ -
~_ tantei R 5i unghiul 8, spre exemplu pe care directia ei o face cu

directia forfei F,, ~ .~ . . e

S& proiectim linia poligonals formatd din  laturile OF;, FyF7y,
FFs, FoFs po OF, pe rind pe dirccfiile OF,, OF,, OF, OF
gisim: - o -

(OF,): R cos (R,F,) =F, +Fy008(FF,) +Fycos(Fy Fy) + Fooos(F iy Fy)
(OF,): Rcos(R,F,) —%Flcos (F1F3) +F,4-F, cos (FgF3) +F ycos( Fd‘Fg);

(OFy): R cos (R,Fy) =F, 008 (FyFy) +Fy008 (FyFy) +Fy F-Fycos(F,Fy)
" (OFy):- RCOS(R‘IFQ)~=FiC(?S(F1F4) +F,cos(F,F,) +F3008(F3F4)’¥FF;', :

~ Sd inmulfim ambii mémbri ai acestor relatiuni respectiv cu
Fy, Fy, Fy, F, §i sd-1 adundm; in. primul membru gisim:

R [Fic08 (R,Fy) + F, 008 (R,Fy)+ F cos(R,Fy) + F, cos(R )] = Ri

~'deoarece expresiunea din crogete reprezintd suma, proiectiilor . po-
' ligonului fortelor pe directia lui R, sumd, care in baza teoremei II,
(pag. 112) este egald cu proiectia rezultantei R, pe. directia lui R, .
In membrul IT se obtine termeni formati din pitratele: F,2,
Fo?, Fy* F,? si termeni de forma 2°F,F, cos (F,F,) luati in todte
modurile posibile; deci L I

o aa :
9 . R?= Z Fe2 42, ZF; Frcos (Fi, Fr) -] -
o T 1 . IETY . R ’ e
' T POT s SRR AR
care cuprinde forﬁliiia_,.(. .. ..)"pa'g', ...) ¢a un caz pal_;'tiicu]ér.f’

., Pentru a_ obtine ‘unghiul B, al rezultantei R spre ex. 'c{!l‘;;f()lr‘:gg

F,, proiectiini poligonul ‘fortelor pe directia fortei Fy, gasim:
‘Reos By = F1+F, cos (F;F;) + Fcos (Fs, F1)+F, cos (EoFy)

——
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dm care- scoatem
o8 = F1 —I—F2 cos (FoFy) +F8 cos (Fa, Fl) +F4 cos (F' Fl)
. R

in membrul II toate cantxta;.ﬂe dela numiritorul fract,lel sunt
date, iar numltorul R se afli din rela'gla 9). ;
. st .

' [éa eolg?

135.' ) \907‘ : . }‘;r ]_),(qua

L.

F§= 25Has -

Fxg 181

Exetcitii. 1. Sd se afle intensitatea rezultantez Ra ior[elor dm fagunle 181
i unghmnle ei cu fzecare din foriele- componem:e :

T ‘ ".Fig. 182
Rispuns: a) R‘— 0 .
2. Care este for;a ‘R, in mdrime, dzrec;w 8t sens care trebue mtrodusd in 0,

' ,pentm ca forjele din figurd sé fie in echzhbru (fig. 182)? -

Compunerea fortelor concurente, ale cdror dzrectuzm nu -
sunt situate in ‘acelas plan (forté in spafiu).
Fle trei forte concurente OF,, OF,, OF, ale céror directiuni

nu sunt- situate -in acelag plan. Pentru a le compune, putem
prpceda astfel : .compunem -potrivit . regulii paralelogramului -
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fortele OF,, OF, i obtinem forfa OR,; compuném apoi forfa
OR1 cu ‘OF; 5i gésim forta OR care poate inlocui fort,ele date
(fig. 183).

. Forta OR este rezultanta fortelor
OF,, OF,, OF,, iar acestea se numesg
componentele for;ez, OR.

Se observd ci rezultanta OR, este

diagonala paralelipipedului construit
pe cele trei forte date.

Aplicatie. S& se arate ci, dacd am
compune forta OF, cu OF,; iar rezul-
tanta lor cu OFl, gdsim tot rezultanta OR; la fel, daci am com-
pune pe OF; cu OF, si rezultanta lor cu OF,.

Rezultd de aci, cd rezultanta a trei forte este aceeasi, oricare
este ordinea in care le compunem.

Acest rezultat este adevirat oricare ar fi numirul fortelor
concurente, ce voim si compunem.

Aplicatie. S& compunem trei
forte OF,, OF,, OF,, ale ciror
directiuni sunt perpendiculare
doud cdte doud (fig. 184). .-

Proceddnd ca mai sus, putem
“inlocui fortele OF,, OF, prin
forta OR, (diagonala dreptun-
~ghiului construit pe OF, si OF,).

Fortele OR §i OF; se pot inlocui cu forl;a OR, care este rezul-
tanta fortelor date; ea este:egald cu diagonala para]ehplpedulul
dreptunghic, care are ca laturi pe OF,, QI‘z, OF,.

- In acest caz putem calcula Gii inlesnire §i-valoarea rezultantei
st unghiurile ei cu forgele componente

Fig. 184

Avem din tmunghlul dreptunghlu OF,R,:

‘(1)‘ ~ OR: = OF;® 4 F;R;2 = OF + OF,
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jar din triunghiul dreptunghiu OR,R:

OR:? = OR? + R,R? = OF; + OF} + OF}

deci

OR?=OF; + OF2+ OF -

adic# : pdtratul rezultantei a trei forfe -concurente, ale cdror direc-
tiuni sunt perpendiculare doud cdte doud, este egal cu suma pitra-
telor forjelor componente. '

~ Insemn#im cu a, f, y unghiurile rezultantei OR respectiv cu
fortele OF,, OF,;, OF;, avem, din triunghiul dreptunghiu OF,R
(OF,R = 90%):

OF,

cosa = —Fi = -
OR | OF; + OFg® + OF

In mod analog aflam:

OF,
cos f = : ,

JOF: + OFg + OFg
cos y = OF,

VOF:® + OF;® + OF4¢
Aplicatie numerici: OF, =5,2 kg; OF; =103 kg; OF; = 9 kg.

R =152 +10,3® +9* =146 kg

. CcOos a _i2_ 69°8'7”
146 =
' 10,3 :
it = 45°7'51"
cos ﬂ‘ 146 B
9

y = 51°56'37"

< .
C. 38846, — Trigonometrie. 19
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DESCOMPUNEREA UNEI FORTE (R) DUPA DOUA DIRECTIUNI

- CONCURENTE.
Operatiunea descompuneru unei fort,e dupd doud directiuni,
~Ay - este, dupd cum s a mai | spus, operati'a in-

directiuni Mx, My concurente i m M cu di-
rectiunea fortei R; se dd deci unghiul a
,, dintre directiile Mx, My si unghiul 8 pe
* care-l face R cu Mx; se cere si se afle
componentele fortelor P si Q ale lu1 R

dupd directiile date.
Chestiunea se poate rezolva ca si in cazul compuneru, graflc

§i numeric.

a) Grafic: se reprezintd la o scard convenabil aleasd, dlrect,nle
Mx, My si forfa MR; se duce prin extremitatea fortei R paralele
la directiile Mx, My; se ob{in componentele P si Q, care se ma-
soard la scara aleasd pentru forte.

b) Prin calcul trigonometric: si ob- :
servim cid triunghiul (MPR) (fig. 186)
are ca laturi intensitdtile fortei R si-
ale componentelor ei P §i Q (vezi i
fig. ?..); triunghiul astfel format se
chiami si triunghiul forfelor; este util i

Fig. 186

sd observim cd cele doudi compo-

nente P gi Q formeazy impreund o linie polzgonald care are ca
linie de inchidere rezultanta R; reciproca este si ea adevirata:
ori de cate ori doud laturi MP si MQ ale unui triunghiu, parcurse
in acelag sens, reprezinti intensititile a doud forte, a treia
- latura MR (adic# linia -de inchidere), reprezintd intensitatea re-
zultantei fortelor concurente MP si MQ; justificarea este imediatd
dacd folosim regula paralelogramului.

Sd observim cd unghiurile triunghiului forelor sunt:

PMR =8 ; MPR=180°—a ; MRP=a—§

=
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aphcénd rela;zunea sinusului *(pag. 171) si observind " ci
sin (180° — a) =sin @, gisim: ‘ :

(5) p _Q R
sin (a—ﬂ) sinf sina
dacd insemnim pentru prescurtare unghiul directiilor fortelor P
si Q prin (P, Q), al fortelor Q si R prin (Q, R) si al forfelor R
si P prin (R, P) si observind cd sinusurile unghmnlor suplimen-
tare sunt egale, relatiile de mai sus devin:

- (6) P . AQ o R

sin (Q,R) sin (R,P)  sin (P,Q)
numite §i relatiile sunt Stevin. Aceste relatiuni sunt foarte utile
in aplicatiuni; ele dau valorile componentelor P gi Q cénd cu-
noastem intensitatea rezultantei R, directiile componentelor (adici
unghiul @) §i pozitia rezultantei (adicd unghiul g); avem:.

(7) S P = R Si'l'l (Q’R) , Q =R Si.n (R’Q) R
sin (P,Q) . sin (P,Q)

Aplicaie. R =10,2 kg; a =27°14"; g = 8°30'
avem: ‘

(P, Q) =27°14 , (Q, R) =27°14" — 8°3(’ = 18°%4"
- Rispuns. Aplicind formulele (7), gisim: ’
sin 18°44’ = 0,321

P—102kg" = 102232 _ 745 1g
sin 27914 0,458
" sin 8°30' - 0,148 .
—102 kg SR 830 4590148 _ 409 kg
Q=102 kg el ~ 0,458 &

. Caz particular. Daci § - —5 fort,a R are directia bisectoarei .

unghiului xMy ; componentele P gi Q au mtensxta‘glle egale (P=0Q).

Exercitiu, Sd.se gdseascd acest rezultat cu ajutorul formulelor (7) si sd se
arate cd:

P=Q= 2 R P
08 —
v , o Fees
rezultal foarte util in aplicajiuni. (Vezi si. pag. 281). C e

19*
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Aplicatie. Se daw doud forte P gi Q, ale ciror directii fac intre ele unghiul
»c (P,Q)= a (fig. 187); sd se arate cd intensitatea
forfet R' care impreund cu forfele P §iQ se echi-
libreazi este datd de formula: '
R =VP*4+Q*+ 2PQ cosa
Indicatie: Se va admite mai intai ca un re-
zultat al experientei ¢ doud forte de aceeasgi
Fig. 187 directie si intensitate, insi de sensuri contrare,
se echilibreazd; in acest caz forfa R' este
egalé i direct opusid cu rezultanta R a forfelor P si Q, etc.
2. Sd se demonstreze ci dacit trei forje concurente P, Q, R isi fac echilibru,
intensitdgile gi unghiurile direcjiilor sunt legate prin relatiile lui Stevin.
P . Q _ R
sin (Q,R)  sin(R,P)  sin(P,Q)
Indicatie: Se va observa ci dupd conditiile din enunt, fortele P, Q, R sunt
laturile unui triunghiu, parcurs in intregime in acelag sens si ale cérui un-
ghiuri sunt respectiv suplimentele unghiurilor (P, Q), (Q, R), (R, P} (fig. 187).

Componentele unei forte dupi douil direetii perpendmulare.

Fie directiile perpendiculare Mx,
My si forta MR (fig. 188); in acest
caz a =90°; fie § unghiul directiei
lui R cu directia Mx.

Avem din triunghiul (MPR) .
MP =MRcos§ s5i PR =MR sin § M
sau

=

Fig. 188

(8) P=Rcosp si Q=Rsinf
care ne dau intensitétile componentelor P si Q.

/y
20°30°
M —3F 8¢ 656
\%
) X,

T

Fig. 189

) Exercitii. 1. Sd se afle grafic si cu ajutorul Trigonometriei, componentele
forfei R in cazurile din figura 189, v :
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2. 8i se descompund for;d R = 5,275 tone dupd direcgiilc; perpendiculare
Mz, My, in cazurile din figura 190.

4 : 4 4 stars
steos .
. : s5tans ' ’
45° 20°15"
— > X x
i e M
ta) (cy

th)
Fig. 190

R: () PMx= Quy =3729 t. (b) Pux= 4,953 t. (c) Pmx = 0,733 t.
. Qny. = 1,825 . Qmy = 5,222 t.

3. In cazul fig. 188 se presupune cd forja R (variabilé ca intensitate $i
direcjie) rdmdne necontenit in unghiul My §i are componenta P constantd §i
egald cu 1 tond; se cere sd se studieze variajia componentei Q.

Sd se facd $i reprezentared. graficd a funcpiunii Q in raport cu doud aze OP,
0Q, alegind scirile respective.

Indicatie: Avem: Q= P tga= 1tond x tga; Q variazd deci ca. §i
tangenta unghiului a. : . :

4. S¢ se demonstreze ci trei forje cunoscute P, Q, R, ale cdror intensitdfi
formeazi un triunghiu iar sensurile fortelor sunt astfel cd laturile triunghiului
este parcurs in acelag sens, sunt in echilibru. ‘

5. Se dii un unghiv zMy=a si o forté MR indreptatd dupd bisectoarea acestut
unghiu, avdnd intensitatea -R = 15 kg, se cere si se studieze variajia compo-
nentelor P = Q ale foriei R dupd direcjiile Mz, My, cind a variazd; si se
facd gi reprezentarea graficd a i P=20Q.

. R a .
Indicatie: P = Q= 3 cos 53 se va considera in special cazurile a = 0,

a = 45°, a = 90°, a= 135° §i a = 180°; se va deduce c¥, cu cat unghiul a
este mai obtus componentele P §i Q au intensitd{i mai mari si ci mirind
pe a foarte mult, P si Q pot creste peste orice limita.

Observare. Descompunerea unei forfe R dupd trei directiuni
nesituate in acelas plan gi concurente cu R, este operatia inversd
a compunerii. ‘
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REZUMAT.
CAP. XIII. —- A_PLICATIUNI ALE TRIGONOMETRIEI LA STATICX.

*Mecanica este stiinta care se ocupd cu studiul miscirii corpu-
rilor gi-a cauzelor, care produc aceste miscyri.

*Traectoria unui corp este drumul descris de acel.corp in spatiu.
- *Forfa este cauza care produce sau impiedicd o mi§cafe. '

*Mecanica se imparte obignuit in:

a) Cinematicd, care studiazi acele probleme de Mecanics, in
care se fine seama numai de fraectoriile corpurilor si de timpul in-
trebuintat pentru parcurgerea lor, fird a considera si fortele, care
dau nastere migedrii. ‘

b) Statica, al c#rei obiect este studiul conditiunilor pe care
trebue 4 le indeplineascy fortele ce actioneazd un corp, pentru ca
acel corp si rimand in repaos (echilibru).

¢) Dinamica sau Mecanica propriu zisd, in care se {ine seam#
§i de forte §i de traectorii §i de timp. A : ‘
< *La o fortd deosebim: a) o direc{iune sau o linie de acfiune,
b) o mirime sau intensitate, ¢) un sens, ‘@) un punct de aplicatie.
" *Unitatea de misurd pentru fore este kilogramul-fortd (este
forta cu care pimantul atrage un dm® de api distilaty, la-t- 4°
- Celsius).. - . . . : B SR
i.:*Punctul, in careo forti actioneazj un corp, se chiamd si:punct
de aplicaie .al forfei. ‘ R

*Pentru usurarea rationamentului se presupune cd corpurile de
dimensiuni foarte mici se reduc la puncte, numite puncte materiale.
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‘ *Operai;la de inlocuire a doud sau mai multe forte concurente,
printr’o singurd fortd, -care sd produca acelag efect se chiami
compunerea forelor.

Forta, care poate - inlocul mai multe forte date, se numegte
rezultanta lor; fortele date surt componentele rezultantei.

. *Experienta a dovedit cd doud” forte se pot inlocui printr'una
. 'singuri, care este reprezentatd, in mdrime, direcfie §i sens, prin
-diagonala paralelogramulm construit' pe acele forte (Regula para-
-lelogramuluz) ,
" *Intensitatea rezultantei R a doud fort,e Psi Q, ale ciiror du'ect,u
fac intre ele unghml a, are expresnunea’

R = VP2+Q2+2PQcOSa.

*Dacd fori;a R are, dupi doud directii ce fac unghiul «, com-
ponentele P si Q, iar B este unghiul directiei lui R cu directia P,
avem relafiile lui Stevin:

P _Q 'R

sin (a—f) 'sgnﬁ-f sina

care servesc la aflarea componentelor P Q cand se di R a, B
si in general la aflarea a doud din cant,lta’g,lle P, Q,R, o, f cand .
cunoastem pe celelalte trei. .

*Compunerea mai multor forte concurente se face, aplicand
regula paralelogramulul la doud oarecare din aceste forte, apoi
rezultantei lor gi unei a treia din forfele date, efc.

*Rezultanta mai multor forte concurente este reprezentata in
mirime, directie §i sens prin linia de inchidere a unui poligon,
ale cirui laturi sunt paralele, egale §i de acelag sens cu fortele’
date; acest poligon se chiamd §i poligonul forfelor.

*Dacd poligonul mai multor forte concurente este inchis (rezul-
_ tanta egald cu zero), fortele i5i fac echilibru.
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*Se di fortele concurente: Fy, F,...F, si insemnim cu (F,, F,) .
unghiul directiilor fortelor F; gi F,, ete.; intensitatea rezultantei
R a acestor forte are expresiunea: =~

R =]/ S Fé +2 3 FiFycos (FiFy) -
: i iFk

*Compunerea a doud sau mai multor forte, ale ciror directiuni
nu sunt toate situate in acelas plan, se face aplicind regula pa-
ralelogramului la doud din ele, apoi rezultantei astfel obtinute
gi la o a treia fortd, etc. S

*In cazul a trei forte concurente OF,, OF,, OF, nesituate in
acelag plan; rezultanta este reprezentati in mirime, directie i
sens, prin diagonala paralelipipedului construit pe fortele date,
‘ca laturi. V '

Dacd fortele sunt doudi cite doudi perpendiculare avem:

B. == V-OFIB + Ong + ()]:?32
*Operatia aflirii componentelor OF,, OF,, OF; c4nd se cunoagte
R si pozifia ei fatd de directiile componentelor, se chiam# descom-
punerea unei forte. '

*Descompunerea unei forte R dupd doud directii concurente cu
directia lui R, este operatia inversi compunerii.
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EXERCITIL

1. Si se afle resultanta R a forjelor din figurd, grafic gi prin calcul; sd se
afle unghiul y al resultantei cu forta Fy (fig. 171).

0,
) 5 50019
L2
o ' X 130°
ﬁé___ﬁ" l;::,af Fut,2® S 730’
@ & o (]

Fig. 191

R: Se va reprezenta forfele la o scard convenabild si se va misura lun-

gimea diagonalei paralelogramului construit pe fortele date.
Prin calcul: se va aplica formulele R?=F2 4 F2+ 2F,F.cosa si

cosy = —‘ﬁ;—t—’; se gdseste:
a) R = 61,7kg b) R = 2276 tone  ¢) R = 559 kg
7 = 44°30' r =18°30" 7 = 86°53'18".

2. Sa se afle componentele P si Q ale forfei R,» dupa directiile OA, OB, in

cazurile de mai jos (fig. 1£2):

Fig. 192

'R: Se vor aplica relatiile lui Stevin :
Q R

sin (a —f3) - sin' 8 . -sin ¢
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Se gisegte:
a) P = 2654 kg, Q = 1321 kg; b)P = 437,07kg, Q = 262,65 kg:
¢) P = 2,865 tone, Q = 3,310 tone.

@

8. Sd se afle componeniele fortei R dupa dlrec;ule perpendiculare Oz, Oy,
in cazunle din figurd (fig. 193):
c (@ P=2121t Q= 2,121t
,(b) P=14914kg Q= 3444kg
{c) P=2,6421 Q=9,853t.
4. Se considerd triunghiul oarecare ABC (fig. '194) $i punctul de intdlnire G
al medianelor lui; s se arate cé forfele leprezentale prin GA, GB, GC £§1. fac
ecluhbru . A ,

~A’ C
- .. Fig. 194

Indicatie: Se va observa ci rezultanta fortelor GB si GC trece prin A’

si este egali cu 2.GA.
5. Sa se aﬂe, grafic si prm calcul intensitatea rezultantei forgelor ( fig. 195) :

f?go’if

@ Flg 19% . (b)' -

R: Grafic, se va construl pohgonul fortelor prm calcul se va aplwa formula
R’ = 3 TFF +23 F,F3 cos (FyF,)
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Se giseste: (a) R = 75,6 kg, b) R = 32,010 tone.

6. Patru jorfe concurenle au punctui de aplicajie in
0, iar extremutdpile in vdrfurile- unui dreptunghiv ABCD,
situat intr'o posilie oarecare, in acelag plan cu 0.

Sd se arate cd resullanta R a’acestor forte trece prin

centrul O' al dreptunghiului si este reprezentatd printr’un

segment egal cu 4.00° (fig. 196). ' :
Indicatie: Se va compune-deoparte for{ele 0A-5i OD,

a ciror rezultantd trece prin mijlocul M al laturii AD si

este egali cu 20M; tot astfel rezultanta fortelor OB,
OC trece prin mijlocul N al laturii BC si este egald cu
de 20N.- Se yor compune apoi -aceste doud rezultante.
7. Si se afle componentele grewtdjiv G = 730 kg dupd
direcfiile barelor AB si AC (grafic si prin caleul) (fig.

197). (Este cazul unei ldmpi suspinute de. doud bare

de fier).

R: Componenta dupd AB: P = 1082,5 kg
v v AG: Q=T0kg

Fig. 197

8. Si se afle componentele forfei R = 3 tone dupd direcitle stdlpului AB

si a sdrmei AC (grafic gi prin calcul) (fig. 198). (Este cazul unui stdlp de

telegraf si a sdrmei, care il susgine).
R: Componenta dupi AB:P = 6 tone.
» » AC: Q= 5,196 tone

9. S& se afle componentele forjei G = 10 ione dupd directiile barelor AB

si AC, grafic gi prin caleul. (Este cazul unei macarale) (fig. 199).
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R: Componenta dupdi CB: P = 10 tone
» » AC: Q= 17,320 tone.

Fig. 200

10. 8¢ se afle componentele fortei R = 4.200 kg dupa directiile AB i AC,
grafic g prin calcul. (Este cazul unei constructii, care sustine un acoperig de
casi) (fig. 200). o

R: Componenta dupi AB: P = 3139 kg

) » AG: Q=3139kg
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EXERCITII RECAPITULATIVE. .

1. Raza OM = 0,72 m. a unui cerc, face cu diametrul Oz
unghiul de 20° (fig. 201); se cere sd se afle distantele MN si MP
ale punctului M la diametrul Oz si la diametrul .
Oy perpendicular pe primul. - L

R: MN = r.sin 20°
MN = 0,24625 m. ~ 0,25 m.
MP =r.cos 20°
MP = 0,7866 m. ~ 0,78 m.

Fig. 201

. 2. Se impart laturile BC—= CD = a ale unui
patrat ABCD in trei pirti egale i se unesc punctele M §i N

B__M . c (fig. 2221 S4 se afle unghiul \l4 0
\ z = NMC. %
_ v .
Q ’ 1
y -—a
CN 3 1
Ritg o= — = =—
ET=tM ~ 2 2
—a
A 3 ), ,
Fig. 202 .z =26°33'54" Fig. 203"

3. O lamp# L este sustinutd prin doud bare de fier 0A, OB
prinse in zidul Z (fig. 203); stiind cd OA =(,54m., iar ABO=34°
se cere si se afle lungimea barei OB.

— log AB = 1,98483

. 0A
R: OB =G s

OB = 0,9657 m. ~ 0,966 m.
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4. Cat de lungd trebue si fie o scard AB, care reazimd pe un
zid vertical OA si pe o podea Oz, daci inclinarea ei fatd de verti-
. cald este de 20° iar indltimea pe care trebue

sd o atingem cu scara, este: OA =457 m.
(fig. 204).

A
R: OA = AB.cos 20°; AB—GO—- log AB= 0,68693

0s 20°

AB = 4,863 m.
v 5. O sferd C de diametru D = 15,2 cm,. este
Fig. 204 prinsd cu un fir OA = 0,64 ‘m. intr'un’ “plan

vertical (flg 205); §tnnd cd firul OA facé cu
orxzontala OF un unghiu de 62°15', se cere s§ se calculeze dlstanta
CC’ ‘dela centrul sferei la vertlcala Ag.

R: CC' = CO.cos 62°15' — (64 + —) cos 62°15'

log CC' =1 52294
CCG’ = 383,337 m. ~ 33,3 m.

6. Dintr'un punct Ose duc [%
tangentele OT, OT’ la cercul
dat C, de razi CT = CT" =
4,54 m. (fig. 206); stiind ci
unghiul T'OT == 42° se cere
sa se afle distanta dela punctul
O la centrul C al cercului. Fig. 206

o

R TC = oC sin. !‘22

 45%m T
C = —12669m~1267m
sin 21°

7. Cét de lungi trebue s¥ fie bara AB (f1g 207) gtund cd ea
trebue si faci cu dreapta OV unghlul a = 18°30" iar distanta
OB = 20,3 dm. :
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R: Avem relatia: o
- | 00518°30~%-m—d—m:‘ :
AB AB
20,3 dm
- cos 18°30°
log AB = 1,33054
AB =21,406 dm.

8. Turnul care poarti antena unui post
de radio are o indl{ime AB =85 m. (fig.
208), si este sustinut cu o sérmd groasi BC,
C fiind la distanta ¢ = CA = 255 m. de
punctul A. Presupunﬁnd ci sarma BC ar fi
in linie dreapti se cere sd. se afle: 1) lun-

‘gimea [ a cablului AC; 2) unghiul a.= ACB
pe care-l face cablul cu orizontala.

R: = AC ],/AB3+AC3 /857 25,5 = 1/ 7875,25 = 88.742 m. ~ 88,74 m.
tg a»=—————-'— ;. log.tg @ = 0,52288; a = 73°18'3".

9. O bard AB de lungime ! = 3,20 m. reazimi pe doud drepte

perpendlculare OH, OV (fig. 209).
Stiind ‘ci OA = 7,2 dm.), 83 se
afle unghiul a cu care bara este
inclinatd pe dreapta OH. ‘
OA 0,72m

R.:cos a="—= .
0% ¢ A B T 590m

log cos a = 1,35218

a = 76°59'50""

10.- Un balon sferic O, -de
razi R = 2,75 m. este ancorat
de punctul -A; “cu’ ajutorul fran-

ghiel (cablulul) L= = 120 m. (fig. 210); stiind ¥ din_cauza
vantului balonul a fost migcat din pozitia verticald AV astfel cd
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0’AO =5°30" se cere si se afle indl{imea centrului O al balo-
nului (masuratd pe verticald).

R: AO’ = AO cos 5°30’ = (120 + 2,75) cos 5°30° —= 122,186 m.

11. 54 se rezolve un triunghiu dreptunghiu cand se cunoagte

: b
ipotenusa a §i raportul = k al catetelor.
4
i

, " (Aplicatie numericd: a = 104,17 m., k = 2,3).

B
Indicatie : k = 2 = 258

e.

= {g B; se gdseste
asin C S
12. S& se rezolve un triunghiu dreptunghiu

cdnd se cunoaste ipotenusa a si produsul be=
k2 al catetelor.

Fiz. 210 N (Aplicatie numericd: ¢ = 304,7 m., k? = 58 m2.).
g " G =23°29'55" b = 95,53 m. ¢ = 41,53 m. S= 1983,92 mp.
Indicagie. k? =b.c = a? sin B sin C

aa
=3 sin 2 B; se gliseste:-

B = 2°1743" C = 87°42'17"' b =12203 m. ¢ = 304,45 m
S =~

13. Un cerc are raza TA = 5,27 m. iar unghiul tangentei AS

cu dreapta TS este: a = 3°%0". Se cere si se afle distanta TS
(fig. 211).

R: Avem:
AT = TS sin 3°40';
TS = .5,27 m,
sin 3°40'
TS = 82,406 m.

5,27 m. = TS sin 3°40’

Observare. In astronomie, daci cercul T reprezintd pamantul, iar S un

_astru oarecare, unghiul a se chiami paralaxa astrului 8 iar calculul de mai
sus serveste la aflarea distantei dintre p&mant gi astrul S.

O — » v S

Fig. 211
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14. Un aeroplan A situat la 1250 m. deasupra orizontului
Oh, este viizut din punctul O sub unghiul 2OA = 65°30"; aero-
planul executd apoi un viraj in ‘planul AZOA
gi coboard pe un drum in arc de cerc cu cen-
trul in ‘O, pand in B, in care pozifie este
. vizut din O sub -unghiul OB = 28°18
(fig. 212). . | h

Se cere inal‘glmea aeroplanulul deasupra
orizontului in pozitia B.

. R: Fie A’ si B’ proiectiile lui A §i B pe ori-
zontala Oh dm tmunghlul OAA’ avem: .
: 1250 m
~ sin 65°30"°
din tnunghml OBB’ avem: .

x = BB’ = OB sin 28°18" = 1373, 7 sin 28°18'”‘

log x = 2,81375; x = 651,26 m.

W Ly 15. Bara OA —-353 cum face axa c.
. | IR R B Oy unghiul AOy = 63°, iar' baza AB =

. 21,7 em. face cu aceeasi ‘axd unghiul
BAy' =31°. Se cere distantele BB"' si
BB’ ale extremititii B la axa Oy si la
o +Z% ——* axa Oz perpendiculari pe aceasta (fig.
‘ "213).

: R: Se giseste: N
BB' =35,3 sin 27°4-21,7 sin 59°=16,026+18,601 =34,627
BB =21,7 sin 31°+435,3 sin 63°—-_11 176+481,452=11,176-}-31,452 =42,628

16. Se imparte ipotenuza BC =1,70 m. a unui triunghiu
dreptunghlu, in care G = 30 °, in trei pérti egale prin punctele
LN

M gi N. Se cere si se calculezé unghiurile: z = CAN si y = CAM
(fig. 214).

Al2som)

log OA = 3,13789; OA = 1313

2 1
R.: Qbservim: ci: MM’ = EAB’ ian:NN’_—m? AB ;.
: . R
AB =BG sin,39° = 1,70:3—2-. é-0,85: m.

C. 88346. — Trigonometrie, . 20
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\ 2 2 : § Vs
AN’ = = AC= = BC cos 30° = - Bc Y3 — 17013 .
3 3 3 2 3

Se giiseste: tg £ =10,2883 - 2 =16°5'4" -
tg y = 1,153 y = 49°4'24"

17. O sosea in linie dreaptd OA este inclinati pe orizontala
OH, cu unghiul HOA = 7°30’; stiind -
cd un vehicul a parcurs pe gosea dis-
tanta OM = 1500 m., si se afle inil-

Fig. 215

"*-j; timea punctului M deasupra orizontalei OH (fig. 215).
R.: MN = OM sin.7°30’
log MN = 2,29179
MN = 195,79 m.

~18. Un zid care margmegte un bazin are in sectiune, forma
unui trapez dreptunghm A'BCD (fig. 216):

AB =214 m.  BC =70 cm.
. AD =1,22 m.

Se cere si se afle inclinarea a a laturei
CD cu verticala (aceastd inelinare se chia-
mé ,,fructul” zidului).

élbm —

o AD—BC 122—70 52 om
LR g e e &

o

- & “A'B | 184 7184 cm.
A EREYT log tg'a = 1,45118 :
Fig. 216 = 15°46'50"

19. Un plan inclinat OP, face cu planul: orizontal OH, un
unghiu de 32°15". O bild A, se giiseste la o distantd d = 1,20 m.
de planul orizontal (fig. 217); dacd bila se deplaseazi pe planul
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inclinat (pe o linie de cea mai mare pantd a planului) pand in
A’ (AA’' = 0,80 m.) se cere si se afle la ce distantd = se va gisi
ea de planul OH cind va veni in pozitia A'? ‘

Fig. 218

R: Avem AB = AA’ sin 32°15' = 0,80 X sin 32°15' = 0,42689, deci:
x—120 m.— AB = 0,77311 m.

20. O fantani are forma din figura 218, in care: OA = 1,25 m.,
AB =22 c¢m., BC =2,10 m.,CD =295 m. Se cere s se afle
inclinarea a pe care o face raza vizuald '
oD cu omzontala OA.

R In trlunghml ODD’ se poate scrie:

DD’ 2,95 m. + 0,22 m. EXVE
oD’ 1,25 m.+ 210 m. 3,35

tga=

log tg a = 1,97602
a =43°25'9",

" 21. O sondd -are forma din figura 219 ;

sé- cerei:sdi se :afle inclinarea a a mu-- - ST
chiilor -AC, BD;iale sondei. peéteren,: .. Fig. 219
stund ci: AB.=7,00 m.,CD =350 m.;, H = 20 m.

208
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* R: Din ‘triunghiul dreptunghiu AA'C, avem:

H’ 20 _2) '
tga= - =

1 1
> (AB — CD) 3 (7 . 3,50)

a = 84°59'57""

22. Se dau doud axe rectangulare Oz, Oy §i o semidreaptd
OD, care face cu axa pozitivd Oz, unghiul «; prin doud puncte

y A si B luate oricum pe aceastd

C 84 semidreaptd, se duc paralele cu
axele Oz si Oy. Se obtine astfel -

/ A : 0 -un dreptunghiu ACBD ; fie # unghiul

: ' semidreptei OD cu axa Oz §i y
0 A - F unghiul semidreptei. OC cu aceeasi
Fig. 220 4 axd (fig. 220)."

Se cere sii se demonstreze relatiunea:

x

tg’a =tg B.tg y

(Chestiune propusi de d-1 Prof. univ. D. Pompeiu la examenul
de capacitate pentru clasa VIII, la Liceul Mateiu- Basarab din
Bucuregti in Iunie 1915). :

R: Fie A’ si B’ intersectiile dreptelor AC si BD cu axa Ox; avem:
AA' BB DB’ CA"

e=Gr “on 8P =0 %7 on

deci

DB' .CA’ _AA’ BB
=, =T —_——= . g = 2
tgﬁ tgy = OA.0B — oA’ X OB tg a.tg f=1g% a

23. In timpul unei zile, intr’o localitate de pe ecuator, soarele
S descrie pe bolta cereascd un semicerc (dela risiritul H la
apusul H') astfel c& in timpuri egale, arcele descrise sunt egale;
se cere si.se afle ¢at timp a trecut dela r#sdritul -soarelui
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daci umbra AA’ aruncatd de un turn AB=40,3 m. pe ori-
zontala HH', este egald cu 102 m. (fig. 221).

Flg 221

" R.: Din fig.u_re'r reese cd:
‘ N AB 40,3 m.
a =
5 AA' 102 m.

Pe de alti parte, soarele descrie in 12 ore un arc de 180° deci intro
180 )
ord un unghiu de E = 15°

~ Soarele fiind foarte depirtat de pimant putem presupune ci A’ este
centrul semicercului HSH', deci: arcul HS are 75°%47'49"" si prin urmare
dela r.’isérltul soarelui a trecut ' :

75°47'49""

150 o= 5 ore 3 mirute 11 sec.

24. Fie dreapta AB si perpendiculara (normala) pe ea N'IN.
~ Din punctul I pornesc doud drepte: IS care :
face cu IN unghiul i = 35°30" si IR care face
cu IN’ unghiul r necunoscut (fig. 222).
Se cere si se determine r gtiind cé:

sin 1

01,21
. . s r
R. Se gﬁse$te r = 28%40'47" '
Observare. Asemenea chestiuni se intilnesc in optncﬁ R N
" la refractia atmosfericd (legile lui Descartes); SI este Fig. 222 -

raza ‘incidentd IR raza refractatd; i unghmlde incidentd, r unghlul de
" refractie. . ,



310

sin 1 4. . . . .
Numirul n = Gn T este indicele de refracjie al celor dous medii: mediul

(1) dm care vine raza SI si mediul (2) in care se produce raza refrac-
tatd IR.

- 25. SI fiind o razi incidentd, IR raza refractatd, iar i si r
unghiurile de incidentd gi de refractie (fig. 222), se cere:
a) Care este valoarea indicelui de refractie
_sini
. sin r
a mediului (1) fatd de mediul (2), dacd i = 64°38’ §i r = 19°29'?
b) Daci indicele de refractie n are valoarea 0,412, cat trebue

. 84 fie unghiul de incidentd i, pentru ca si avem refractie totald
(raza IR sd ia directia IA).

R. a) n = 2,709125 b) i = 24°18'45"

26. Se di distanta 00’ =-1,45 m. dintre centrele 0,0’ a doud
roti, de raze R =30 cm., R" =12 cm., care sunt angrenate cu
0 curea perfect intinsd (fig. 223).
Se cere sd se calculeze lungimea
L a curelei.

dreptunghiu OAC’, avem:

cos x = BB _ 30—12
T 00 145

x = 82°52'9"

Fig. 223

OA =TT = 00"—(R—R)® = | 71457 — (30 — 12)°* = 143,9
deci L = 2 TT' + arc TMT1 + arc T'M'T,’ = 287,8 + 101,64 34,6 =424,09.
217. Se ia ca cerc trigonometric, un cerc cu raza R = 2 m;

ce lungimi au, In acest cerc, segmentele care reprezinté: sin 135°
cos 210° tg 300°, cotg 330°.

R: Fie O'A L OT; dm tnunghlul



N _osg

311
2 . 3
R. Sin 135° = sin 45° = V—2: » ¢os 210° = —cos 30° = —[2
_B
T sin 800° — sin 60° 2 : —
t 00° = = —_— = = — ,3
g 3~ cos 300° cos 60° 1 !
. ’ 2
o’
os 330° cos 30°
cotg 330° = — - = - _ 73

2
sin 830° —sin 30° 1
2

sin  135° = 1,41 m.
4. COS 210° = 1,73 m.
t 300° = 3,46 m.
cotg 330° = 3,46 m.

Deci lungimile sun

28. Ce unghiu (in grade i radiani), descrie secundarul unui
. ceasornic in timp de o jum. ord? Ce semn are acest unghiu?
29. Care este valoarea (in grade si radiani) §i semnul unghiului

descris de OA, in sensul sdgetii 1 p -~

(sau 2) pani se asterne peste OB (fig.-

224). . IR & > A
28) — 180°; = rad. : C o

R. 99)4153°; 2,66 rad ; — 207°; 3,61 rad. - Fig. 224

30. Se da: sin a =—§, cos b = %’ a si b fiind unghiuri mai
mici de 90°; se cere sd se calculeze:
sin (a +b); sin (a—b); cos (a +Db); cos (a—D).

0,9642; 0,4615; 0,2650 ;‘ 0,8871
*sin (a4 b) sin (a—Db) cos (a+b) cos (a—Db)

31. Se di: tg 786° =1,246; cotg 433° = 0,306 si se cere:
tg 17°, cotg 17°; tg 114°, cotg 114°. : o
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S& se compare valorile aflate cu cele date de tabelele naturale.

R. Se va observa ci: )

1. 786° =2 x 360° + 66° iar 114° + 66° = 180°

2. 433° =360°+ 78° iar 73° 417 = 90° etc.
32. S& se afle liniile trigonometrice ale unghiului de 195°,

e ?
cunoscand sin 120° =§, cos 75° = L,f— ( V3 — 1)

R sin 195° = V6 (V8 —1) + 4 VI + V3

: 8
] cos 195° = M:i)—_m tg 195° = Ve(3—1) + V2+V3
8 Va(ys—1)—12
V2 (3—1)—12

e Y Wi—0+ Vex Vs

33. Se d& sin a =[1£, cos b =-§ ; se cere si se calculeze

sin (a +b); sin (a—Db); cos (a +b), cos (a—D).
R. sin (a+b)=sin 62°43'10" =0,8887; sin(a—b) = sin — 33°%5'50"
=0, 5556' cos (a+b)=0,4583; cos (a—b)=0,8313.

34. Se di sin 15° = 12 (V3 - 1) cos 210° -—-—V2§; sd se

afle sin 225° cos 225°, sin 195° cos 195°, Indwa;ze Formulele.
adunarea arcelor.

R. sin 225° = VG (V3—1)—4 V2 + V3—;
’ ‘ : ' 8. :

cos 2257 <VEU=VD) =12 0 pocs VE(WT—1) 44 V2473,
8 . ‘ "8
V2 (¥3—1) — 12
8

‘ cos 195° =
35. Se di tg 1098° = 0,325, cotg 784° = 0,488 si se cere:

tg 72°, cotg 72°; tg 16°, cotg 16° §1 sd se eompare cu valorile aflate
din tabele
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Indicatie : Formulele inmultirea si diviziunea arcelor.
tg. 1098° =tg 18°; tg 72° =tg 2 (248°); tg 784° =tg 64°;
1 (64°
tg. 16°=tg. 5 (%2 )
- e lr=%a g
R. = tg 72° =3,078; cotg 72° = 0,325; tg 16° = 0,287; cotg-16 = 3,487
36. Sd se verifice cd relatiile
sin (a —b) sin (a +b) =sin® a—sin® b
cos (a —Db) cos (a +Db) =cos? a— cos® b
sunt adevdrate. (C.d.P.). Indicatie: Se inlocuesc primii membrii
prin formulele adundrii arcelor.

37. Si se explice pentru ce cind ni se di valoarea lui cosa
se obfine o singurd valoare pentru cos 2a si doud valori egale si
de semne contrare pentru sin2a.

‘R. Se -va scrie formula generald a unghiurilor a, care au un cosinus dat

gi se va inmulfi cu 2; arcele 2a astfel obtinute au un singur cosinus; iar si-
nusurile sunt egale si de semne contrare. ..

38. Si se stabileascd formulele:

sin 3a =3 sina—4 sin®a; tg 3a _ tga—tga

| 1 —3tga
cos 3a = 4 cos®a — 3 cos a; | cotg 3a _ cotgla—3etga

3etg?a —

R.- Se va porni dela relatiile sin 3a=sin (2a--a), cos Sa=cos (2a+a) etc.
39. Si se stabileaged formula care dé sin 2a gi cos 2a in func-
iune de cotg 2a. o ‘
- ) 2 cotg a cotgza—1
. sin %28 = ———3 2q = ———

R. sin 2a 14-cotg®a 2 cotg?a 41

~ 40. Si se transforme intr'o expresiune calculabild cu logaritmi
expresiunile, si si se afle valorile lor numerice: '

a) sin 138°4'30" + cos 37°28'6"
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b) 1 + sin 1002°
¢) tg 304°38'2" — cotg 403°27'8"
R. a) 1,4618; - b) 1.9781; c) 0,345775.

41. S¥ se calculeze cu logaritmi expresiunile:

a) VTi (/3—1)—cos 67 -b) 1 —tg 372°

¢) /3 — cotg 77° d) 1 +2 sin 17°13'
Indicagie. Se va observa ci: o
a) sin 15° = e V3—1); b} 1 = tg 45°; ¢) /3 = cotg 30°;

o 1
d) 142 sin 17713’ =2 (— 4+ sin 17°215’) ete.

42. Intr'un triunghiu oarecare ABC, se curiosc unghiurile
B = 49°54'6", C = 18°32'4""; fie AD indltimea coboritd din véarful
- A pe latura BC (fig. 225); se cere si se

calculeze expresiunea:

DC BD
. b c
_ Indicatie. Putem scrie:

¢ DC BD .
 —— .= B .
Fig. 22 b ¢ _cos C = cos C—. cos B etc

si se face aceasta din urmi ca}culabila prin log. R = 0,304708.
43. Se di perimetrul 2 p =854 m i unghiurile A = 64°,
B =39°, C = 77°; se cere si se afle laturile a, b, ¢ si suprafata.
Indicajie. 2p =854=a+ b+ ¢=2R (sin A+ sin B+ sin C).

B 854 : B 427
" 2 (sin A +sin B+sin C)

x)

C A B CO
0S — CO0S — S —
572 2 2

" prin logaritmi gisim: R = 170,616 m.



315

apoia=2RsinA , b=2RsinB , c=2RsinC
deci . ab sin C abe ' ‘
et S=—%—=1—;=2 R sin A sin B sin C
cu logaritmi aflim: $ = 32092,14 m?

44, Ce devine formula

Re a.b.c
o , ' 48
daci triunghiul ABC este dreptunghiu in A.
R. S = b2 deci R ———, ceea ce este evident.
45. Ce devine formula: o

abe

S = _
4R

dacd triunghiul ABC este echilateral.
R.a=b=c¢, iarR=—a=, deci
‘ . - V3

YE)
T s
46. Se con31dera un trlunghm oarecare ABC ale cérui elemente .
sunt cunoscute; si se expmme in functiune de acestea, laturile
B'C’ =a’, (A’ =b’, A’'B’ = ¢’ §i unghiurile A’, B’, ¢/ ale triun-
~ghiului ortic (triunghiul care are ca varfuri picioarele indltimilor
triunghiului ABC) (fig. 226).
Indicatie. Se vor gidsi geometric:
A’=180°= 2 A, B'= 180°— 2B, C'=180°—2C
avem apoi: C'A =Db cos A, AB' =c cos A
C'B't = AC'® 4+ AB'®—2 AC'.AD' cos A .
= cost A (b*4c2—2bc cos A = a? cos®A
deci 4 .
OB =a =a cos A,b' =bcos B,c’=ccosCB A “.
Alifel. Se va observa ci cercul A'B'C’ este Fig. 226
cercul lui Euler al triunghiului o

R
ABC, iar raza sa este Y ; deci

’

& R sau 2’ = a A
sin (180° —2A) 2 =acos
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47. S& se calculeze raza r' a unui cerc O’ tangent la laturile
AC si BC ale triunghiului §i la cercul
Inscris (fig. 227) cunoscandu-se laturile
2a, 3a, 4a ale triunghiului.

Indicatie. Se va considera triunghiurile
asemenea ICB’ si O'CO".

. 48. Se dd un trapez ABCD in care
Fig. 227 . se cunoagte: :

AD =1350 m., BC =425m., A =64°52 si AB =701 m.
Se cere si se ducd o paraleld MN la baze, astfel ca suprafata

(AMND) = 430.000 m? (fig. 228). By C.
(Aceastd problemd se intdlneste des _ p/

la parceliri). M A
49. Se cere s se rezolve graflc triun- /. . | 5

"ghiul ABC in care se dd 2 p si unghlurlle B [
A, B, C. Fig. 228

Indicajie. Se va construi un triunghiu avand o laturd egald cu 2 p si un-

- B C
ghiurile adiacente ega]e cu —2- si ? etc

50. In exercitiul -precedent s’au dat patru elemente: 2 P,
A, B, C; nu sunt prea multe pentru determinarea triunghiului
ABC?

R. Se ya observa céi de fapt sunt numai trei elemente date 2p, A, B,
deoarece C = 180°—A B

51. S& se rezolve ecuat,ule

a) sin 3 Xx =co08 4 x
- b)2tg2x=31tg3=x

52. Sd se rezolve ecuatia:
(sin x 4+ cos x)2—8 sin? x cos? x =0
(G. M. Vol. XVIII p. 396)

Indicatie. Se va descompune intr'o sumi, inmulfiti prm dnferentii ete.
R: n =45° n, =210°; 330°
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53. S& se calculeze valoarea expresiunii:

5712
cos¥ + cos®
8 8
17 . ' )
R ‘ (G. M. Vol, XVIII p. 396).

54. Fiind date lungimea coardei §1 sage’gu -unui arc de cerc,
s& se calculeze raza cercului.

Indwa;w Insemnénd coarda cu a si séigeata cu b avem:
R _ b! + a%
t Y= 78

55. Si se rezolve ecuatia:
cos? x = cos2 3X.

R.cos x= +1, cos x = i,l/—::l/3
56. Din relé 1a | ,
€08 X -
=a
‘ 1 +4sin2x
sa se deduca:
{—a
tg x =
8 1 +4+a

(G. M. Vol. XVIIL p. 397).

57. Si se demonstreze 1dent1tatea A
ali RE—at+ b Vi R’—b2 + CVa R2—C2 =4S
(G. M. Vol. XVIII p. 237).

Indicatie. Se va. scrie :

V’a Rz—a’—av—-—-i |fsm,A—1—acotgA

- identitatea se reduce la :
a? cotg A+b’ cotg B +cs cotg? C=4 S
(Vezi C. d. P. XVIII p. 28)
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58. Intf’un triunghiu oarecare ABC, existd relatiunile:

(b T, b—op (e +a)r, (c—a)

cos? = sin? — = cos?— sin?

2 2 2 p)
=(a+b)2+(a—'b)2=1632
cosﬁ-g sinE
2 2

(G. M. Vol. XVIII, p. 37).

R. Efectudnd calculele, se giseste ci primul membru are expresia:

a? .
~a A = 4 a® -
cos® ;— sin® by " sint A

= 16 R? etc.

59. S& se arate cd dacd inlocuim in expresiunea:
E = x2 + y2

x prin Xcos a —Ysin a §i y prin’ Xsm a +Ycos a gas1m
identitatea:

x? 4-y? = X? 4+ Y2
R x4 y? = (X‘ cos q;Y sin a)? + (X sin a4 Y cos a)? etc.
60. Si se arate ce.i d.adé inlocuim in expresiunea:
E =x% + 7y,
Pe Xy, X5, Vi, Vo, prin valorile: -

X, =X1 cos a—7Y; sin a, X, =7Y, cos a —Y, sin «
- X1 sm a +Y1 cos a, V2 =X, sin a +Y.,cos a

(1)

- - B

ob;mem 1dentxtatea : o
. E =xx, + N1¥e = Xng +Y,Y, .

R..Se va Inlocui X;, X, ¥, Yo prin valorile (1) etc.
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61. Ce relatie existd intre x, y si r daci:
X =T ¢0se, Yy =r sina?
n. Avem: x? =r? cos’a, - y*=r?sin’a
. sau, x*+y?= r? (cos®a + sin®a) = r?
62. Ce rela’g,le existd intre X, ¥, p, daca
_P sin? a 'p cos? a
2 cos a T 2 sin «

.

R. Eliminand unghiul e, gisim:
i
. (Vezi Geometrie analitick de N. Abramescu, 1927).
63. Ce relatie existd intre x, Yy, cb§i d dacd:

x =acosa §iy= b sina -

- xz y2

R, v ;_-I— F; = 1.

64. Ce relatie existd intre x, y, p daca:
__p - __ P

2 cosa . . - 2 sina
R. 4x®y® — p¥(x* + y°) =. , '
65. Se stie ca valorlle tg al, tg ay sunt radaclmle ecua’91e1 date
Cx*+2Bx+ A = 0
gi se cere si se exprime tg (o + a;) cu ajutorul coeficientilor
cunoscuti A, B, C. ’

; :2_3

_ tga + g a, '__' cC. 2B

R et e tga A A—C
Tl AT —'CT . .

66. Si se discute natura-radécinilor ecuatiei

(m2 + 1) sin’x +2 m cos x:+"m2—1 =0

(
o
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67. Se di:

tg a =tthgb-
. 1 4 tgatgb
§i se cere si se afle relatiile dintre tg a i tg b astfel ca:
a)e=0° ' b)a=90°

R. a) Se va scrie ¢ tg @ = O, se aflx tga=tgb, a=b
b) tga=c,14tgatgb=0sautgatgh=—1.

68. Si se arate ¢ A, B, fiind doux cantitdti reale oarecari,

se poate afla un unghiu «, astfel ca si avem identitatea:
A

W—-l-*B’ +WB+—B—2; y—vavxcosaTI-ysma'—p.
R. Daci luim tg a = i, gisim:

y __ 1 A
V1ftg*é- VH_%:"VAwBe

Cosa =

sina‘— ig a. = .__B te
._I/1+tg”—_l/A’+B“e

69. Ce relatie existd intre x, y, a si b daci

X =acos® o , y =bsind a

13 1/3
R. Avem: (—3):—- £os a, (%)= sin a

<F 3
Y 1.
aT _b” .

70. Ce relat,ie"existé intre x, y, a, b, daci:

X = y Y=btga

. cosa ‘ v

X8 ye Atol ' 1 —sin?
R.Avem::—s - f_tg’a=<&=1

b2.<. cos"tz‘vE < " cos 2-a
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71. Si se afle iniltimea 2 a unui trapez ABCD, cénd se cu-
noaste baza micd b= BC, unghiu-

. B ¢
rile B, C si suprafata S. :h
~ Aplicatie numerici: b=18,7m; — ——>p
B=137°, C=159°, S=194 m%. Fig. 229

72. Pe un drum intdlnim un deal; cum putem misura indl-.
timea dealului fiiri. a ne abate din drum?

C. 88.848.—Trigonometrie, s . 21



APENDICE

UNITATI DE MASURA.

Orice cantitate, ce se poate misura, se cheamad mdrime.

A misura o méirime inseamnd a o compara cu altd mirime de
acelag fel, numitd unitate de mdsurg.

O bund unitate de mésurd trebue sé indeplineascd calitateade a
fi invariabild in timp si spatiu, adicd sd nu se modifice cu trecerea
timpului, nici sd nu se schimbe cdnd ne mutim dintr’un loc intr’altul.

In Trigonometrie intervin mai ales urmitoarele mirimi: lun-
gimi, suprafete, unghiuri. ‘

S& reamintim unitétile de masura respective.

Unitdtile de mdsurd pentru lungimi.

Unitatea de misurd pentru lungimi este meirul!); decimetrul,
centimetrul, milimetrul sunt unitd{i submultiple. Ele se scriu
prescurtat: m., dm., ¢cm., mm.

Cand lungimea de mésurat este mai mare, se intreébuinteaza
decametrul (egal cu 10 metri), hectometrul (egal cu 100 metri)
si kilometrul (egal cu 1000 metri).

Decametrul, hectometrul i kilometrul sunt multiplii -metrului;
se scrie prescurtat: dam., hm., km.

Unitifi de mdsurd pentru suprafefe.
Pentru masurarea suprafetelor se intrebuinteazd metrul pdtrat;
se scrie m2.

1) Metrul este prin definitie exact a patruzecea milioana parte din lungimea
meridianului pimantesc. (M&sur#tori ulterioare au dovedit o micid eroare de
ordinul zecimei de milimetru).
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Submultiplii- metrului pdtrat sunt:

decimet l dtrat’ (dm?) = — 2
imetrul patrat” ( ) 100 ™
‘ 1 .
centimet l atrat ( cm?) = 2
mmetrul pitrat (om) = 5000 ™ \
. 1 ' '
limetrul patrat N = —
milimetrul patrat (mm?) 1:000.000. ™

Pentru suprafefe mart se tnirebuinfeazi:
decametrul pitrat (dam“) =100 m?"
rhectometrul pitrat (hm2) = 10.000 m?
kilometrul patrat (km?) = 1.000.000 m?

Unitdfi practice sunt: o
hectarul = 10.000 ‘m?
pogonul = 1% hectar = 5000 m?

Observaré importanti. Exprimarea suprafetelor in numere
zecimale se va face cu doud, patru sau gase zecimale, deoarece
submultiplii unititii de suprafatd sunt a suta parte din’ unltatea
imediat superioara.

Nu vom seri la rezultate: -

4,573 m? ci 4,5730 m?, care se mtegte 4 metm patratl 57 deci-
metri patrati §1 30 centimetri pitratl .

Nu vom seri:

180,45937 km? ci 180,459370 km? care se citegte: 180 kilometri
patrati, 45 hectometri patratl, 93 decametri pétrati, 70 m?.

Unitditi de mdsurd pentru ungluurl 1)

Pentru mésurarea unui unghiu, adici a deschiderii
dintre doud drepte OA, OB (fig. 230) se
intrebumteaza urmatoarele umtatl dé K
masurd:

1) gradul sexageszmal 2) gradul cen-
tesimal, 3) unghiul drept 4) cercul,.5) ra- -
dianul. o ‘ . Fig.230. "

[

) Vezi 51 pogs 10: Ridianul. EER

21*
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1. Gradul sexagesimal. Unitatea de misurs, numlta grad sexa-

gesimal, se obtine impar;md lungimea unui cerc in 360 de parti egale -

‘ (fig. 231); a trei sute gasezecea parte din circonfe-

N - rintd spreexemplu: arcul MN, secheama grad de are,
. iar unghiul la centru MON se cheamd grad de

A unghin., : -

Se intelege de aci ¢} cu'conferm[:a are 360

- grade de arc; un semicerc are 180 grade de arc,

Fig. 23'1 "~ un sfert de. cerc 90 grade de arc, etc.; tot de

aci reiese cd unghlul la centru, care corespunde

la un arc de un sfert de cerc, are 90 grade de unghzu, acela ce

corespunde. unui semicerc, 180 grade de unghiu etc.
Cand un unghiu are spre exemplu 15 grade, se scrie astfel: 15°,

_ Observare importanti. Proprietatea unghiului AOB, cu varful

in centrul cercului, de a avea'acelay numir de grade de unghiu
ca §i numdrul de grade de arc al arcului corespunzitor AB, se
©datoreste faptului ed am ales ca grad de unghiu, unghiul ciruia i
'éorespunde pe cerc gradul de arc.

Submultlplu gradulul sexagesimal sunt:

un grad sexagemma]
60 .
adicd minutul. sexagesimal este a 60-a parte dintr'un grad.
Spre exemplu 18 minute se noteazj 18'.
, .. un minut _ un grad sexagesimal
b) secunda sexagesimald = - 50 = 3600

adlca secunda sexagesimald este a 60-a parte dmtr 0 mmuta sexa~
gesimald sau a 3600-a parte dintr’un grad sexagesimal.

Spre exemplu 21 de secunde se noteazi 21",

a) minutul sexagesimal =

- Ezemplu. Un unghiu de 15013183 sexagesimale, ‘'se citegte
astfel: 15 grade sexagesimale, 13 minute sexagesimale, 18 secunde
sexagesimale gi 3 zecimi dintr'o secundd sexagesimala.
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2. Gradul centesimal, Dacd am‘im'péi't,i cercul mtrégf in 400
. piirti egale, am obtine un grad de are gi un grad de ungh:m, mai
mici .decat gradul sexagesxmal -deoarece acelas oerc se impérte :
de astddatd intr'un numir mai mare de par{i. -

, Gradul de ar¢ gi gradul de unghiu obfinute prin impart,lrea

cercului in 400 pirti egale, se numesc grade centesimale.
. Submultiplii gradulul centesimal -sunt::
un grad centesunal

-a). mmutul centeszmal =

- 100- - .
" 1) se can‘ dzt cent esimali— un .minutA_Qentes. __un grad centesimal
i 100 7 -10.000: ¢

. Exemplu. Un unghlu de. 1593"2" - centemmale se citegte afstfel
‘cmclsprezece grade centesimale, 3 minute ¢entesimale §i 2 seeunde
centesimale; acest unghiu se poate scri 15° ,0302, adica in mstemul
centesimal, sutlmlle de. grad sunt m1nute iap zecxmlle de m'nml,
secunde. . S o

Tmns)’ormarea gradelor se:cagesrmale in grade centesimale
¢t invers.

In (fig. 232), MN reprezintd un grad sexagesimal, iar M'N’ un

grad centesimal  (marite). | ;
360 grade sexagesimale corespund cu 400 grade centemmale
400"

L Adgrad., oo ‘_,,,.){) ,)5&)—3 grade centesnmale,

dec1 n grade centemmale se expmma prm m n

T
grade centesrmale..
Inyers:

Lo 9
n® grade centesimale se exprimd prin En

grade sexagesimale.

o oo
De aci rezult3: Lo . Flg 232
‘Regula L' Pentru a afla in grade centesi= RERERR
male un unghiu (sau un arc) dat in grade. sexageszmale, inmultim
gradele sexagesimale cu 10 -§i rezultatul il impdrgim cu 9. -
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‘Regula IL. Pentru a afla in grade sexagesimale un unghiu (sau
un arc) dat in grade centesimale, inmultim gradele centesimale cu
9 si rezultatul il impdrgim cu 10.

Formulele de transformare, sunt:

n° sexag. = % .n grade centesimale

»

0 centes. = 796—.n grade sexagesimale

Observare. In cele ce urmeazd vom folosi numai gradele se-
xagesimale (sistemul sexage simal); gradele centesimale (sistemul
centesimal) sunt intre buintate in Topometrie i Cadastru (stiinta
masurdtorii terenurilor).

. 3. Unghiul drept, Poate fi ales ca unitate de misurd pentru
unghlun (fig. 233); astfel unghiurile:

1) 20° sexagesimale este egal cu i ungh}t;g drep te g
18 unghiuri drepte.

m 2) 45°sexag. corespunde oul unghiuri

w0 \ . : c 2
c 4 drepte

Q' J 3) 270° sexag. corespunde cu 3 unghiuri
u drepte '
D 1

Fig. 233 4) 300° sexag. corespunde cu (3+ 3)

unghiuri drepte 1—; unghiuri drepte.

In general: un unghiu de n grade sexagesimale corespunde cu
no :
— unghiuri drepte.

90 g/ P
4. Cercul. Uneori unghiurile se exprimi in frac'{,lum de cerc astfel:

) unghiul -de 90° conespunde cu % din cerc.
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2) unghiul de 30° corespunde cu. %2_ din cerc ete.

In general: un unghiu de n® grade sexagesimale corespunde cu
Lo diz cere. ‘
360 ;
" Aplicatie. Sd se exprime unghiurile:
15 grade sewag., 110 grade sexzag., 1170 grade sexag. in toate
felurile de unitdji enumerate mai sus.

1) 15 grade sexagesimale corespund cu:

a) 15,%,= 5—??- = 16,66 grade centesimale ,

b) —19% =% unghiuri drepte; adici unghiul de 15° sexag.
este a gasea parte din unghiul drept. '
c) %} = -212 cerc., adicd unghiul de 15 grqde sexag. cores-

punde, pe cercul descris din varful lui ca centru, cu a 24-a parte
din lungimea cercului.

i) 155 =2 =314 _ 961,799 radiani.
180 12 12 j
2) 110° sexagesimale corespund cu:
2) 110.% - 113_0 — 122,22 grade centesimale
b) -1%) = “_ 1,233 unghiuri drepte
c) % = 0,408 cercuri
d) 110. -2 =1,919 radiani.
180

3) 11700 = 3 x 360° + 90° sexagesimale, corespunde cu:
a) 3 x 400° + 1000 = 1300 grade centesimale
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5) 1170..'4_. 13 urighiuri drepte
1170 =3 4+ 1 = 1—3 c'eréuri.
360 4 4

d) 1170 — =3 X 2= radiani + = radiani = ~—~ radiani.
180 , | 2 T g T
Exereitii.
1. Sé se exprime in grade, minute i Secunde sezageszmale, ungkzul de 15, 8
grade sexagesimale. . -
R: 15%8'.

2. 8d se exprime in frac;w secimali de grade se:cageszmale, arcul de 48°18’,
R: 48,3 grade sexagesnmale de arc.

3. Sdse afle expresiunea unghiului de 18"14'48" grade se:rageszmale prm
tr’un numdr zécimal.

- R: 18,24666..... grade sexagesimale. :

" 4. Sase exprime in grade mmute st secunde sexageszmale, unghzul de 15, 338
grade: sexdgesimale. . SR

R: 15920168, :

: 8.. 8d.se exprime in grade, minute gi secunde centesimale, unghw.l de 38, 153
ﬂrade centestimale.

R: 38°15'30".

' 6. Cite grade sexagesimale $i. centestmale are un arc a cdruz, lungmw este
a 12-a parte dintr'un cere?

. R: 30 grade sexages1male 3303333 grade centesxmale. .

7. Sd se transjorme in grade, minute §l secunde . cen(eszmale, unghzunle
urmdtoare, din sistemul-sexagesimal:: '
a) 29038 b) 79°40' c) 134“2’34" _ o
R: a) 32°32'59" ) 88052’ 25" -¢) 383’ 68" v
8. Se dau in grade, minute st secunde centemmale unghiurile: 1. '
a) 49°30 b) 170°¢' c) 200°¢4'10"
st se cere si se transforme in sistemul sexagesimal. -
R: a) 44°22'12" b) 158%2'10"° ) 180°2'13"

9. §d se exprime in unghmn drepte §iin cercun, unghzunle urmdltoare din
sistemul sexagesimal:

a) 340 - b) 29°30’ ¢) 142028’ A
Ria) 0378 dr = 5) 0328 dr" “¢)1585dr
0,094 cerc. . 0,082 cerc. " 0,396 cerc. )



"SECANTA. COSECANTA.

In afard de liniile trigonometrice, sin'a, cos ¢, Ig a, coga,
studiate mai sus, mai existd doud linii trigonometrice §i anume:
1. Secanta unui unghiu, care prin- definitie este inversa co-
sinusului acelui unghiu; se scrie: : ' '

1
cos a

(1) | seca=

Din "inségi aceastd definitie rezultd ci secanta este totdeauna
un numir supra unitar, deoarece provine din impértirea unitatii
cu un numir subunitar: cos a. : , ST e

Cosinusul variind intre (—1 §10) si (O§i 4+ Lsisecantava varia
intre (—1 §i —o0) §i.(+ cosi +1), adicd ea poate lua orice valoare
intre —o0 §i 400, cu excepfiunea valorilor cuprinse intre —1
oAl - | e : ; -

2. Cosecanta unui unghiu, este. prin definitie:
_inversa sinusului, se scrie: '

- sina
2y - . | cosec a =——1—;

T—— ST N

Ca si secanta, cosecanta este un numir supraunitar, care va- .
riazi intre (—1 §i —0) §i'(+oo:§‘f"+.1). S

Perioada secantei si cosecantei este 360° (sau 27); ageasta
reiese tot din definitia acestor linii trigonometrice.

in cele patru cadrane sunt:

Semnele acestor linii trigonometrice

Cadr. I. Cadr 11_| Cadr., III | Cadr. 1V

Seca | +— doe — o+

PO RPN e

cosec a + o+ e _
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adici secanta are aceleasi semne ca si cosinusul iar cosecanta
aceleagi semne ca si sinusul..

Acest rezultat. reiese lesne dih relatiile (1) si (2).

Tabloul de variatie al secantei §t cosecantci.

Cu ajutorul relatiilor (1) si (2) se poate intosmi urmitorul
tablou de variatie pentru sec a si cosec a

a 0° - 90° 180° 270° 360°
sec a 1..... + 00.. —1.... +foo.... 1
cosec a | - o0, 1. £ .. —1. — 0

Aplicafil. Sd se calculeze secanta §L cosecanta ungluur:lor de 30°, 45°, 60°.
Avem: - Coe ‘
sec30°-——1—-—£:—2L3' 3 cosec 30° = 1 =2
cos30° V3. 3 sin 30°
1 2 -
sec 45° = —— = — =22 , cosec 45° = =V2
cos45° V2 v : sin 45°
sec 60° = 1 = i =2 , cosec 45° = 1 = 2—V3
cos 60° 1 sin 60° 3
2

Proprietiiti. Din relatiile: (4) pag.

35.

sin a =cos (90° —a)

obtinem prin inversare

sin a =' 1
1 cos (80°—aq)
sau S ‘
cosec ¢ = sec (90° —- a)
si (3) |

sec @ = cosec (90° — a)
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adicd:
Secanta unui unghiu esie egald cu cosecanta unghiului compli-
mentar. _ . .
In mod analog se pot obfine proprietéti relative la relatiile
intre secantele i cosecantele a doud unghiuri suplimentare, a doud
unghiuri egale i de semne contrare, etc.

Aplicatii. Sd se arate cd:

sec a = sec {(—a), cosec a = — cosec (— a)
sec a = — sec (180° — a), . cosec a =  COSEC (180° — a)
sec a = — sec (180° — a), cosec a = — cosec (180° — a)

Reprezentarea geometricd a secantei
gi cosecantei. Fie cercul trigonometric O
(fig. 234) si unghiul AOM =a; fie T
punctul in care raza OM intélneste tan- .,
genta la cerc in punctul A si U, punctul A
in care aceeasi razd taie tangenta la cercin
punctul B. ' :

Din triunghiul dreptunghiu OAT, avem: - Fig. 234
OA = OT.cosa

si cum OA = 1, rezultdi:

(4) OT = LS. seca
S cos a

adici: secanta unuiarc poate fi reprezentatd geomelricegte, prin por-

tiunea din raza ce trece prin extremitatea arcului, cuprinsd intre centrul

cercului trigonometric §i tangenta la acest cerc, insd in origina arcelor.
Din triunghiul dreptunghiu OBU obtinem:

OB = OU. sina
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§i cum OB =1,

' ®) . - |0U = = cosec a

1

adlca cosecanta unui arc poate fi reprezentata geometrzce§'te, prin
porfiunea ‘din raza ce trece prm extremitatea sa, cuprinsd intre
‘centrul «,erculm tngonometnc st tangenta la acest cerc, dusd in punctul

B (AOM = 90°) :
Altd reprezentare geometnea Fie Nsi P, punctele in care tangenta .
geometricd la cercul unitar, dusi in extremitatea M a arcului,
 intAlneste respectiv axa Ox (a cosmusulul) i axa Oy (a smusulux) ‘

Avem dln flgura (.::) ¢ conod

OM ON cos a 0 (O_M = 1)7 e

deci’ : : "

ey | on =L =sec a

(&) . - cos a
s '7-:-.’(Wsin"a '
deci R -

5 o=l _ cosec’ @ :

' ( 1) ) . Sin'. a - Rl

Secanta este decl reprezentata prm segmentul ON 1ar cosecanta
prin segmentul OP. ' :
. Se vede de aci lesne ca atét secanta cit §i cosecanta sunt

totdeauna mai mari in valoare absolutd decdt unitatea. . -

Aplicatie. Sd se studwze varaa}za sec a'si cosec acu a]ulorul celor doua. re-
prezentiri geomeirice de mat. sus. N

Formule fundamentale. Refermdu -ne la rezultatele stablhte la
cap. Vpag 69, §1 tinand seama z;u ‘de rela;nle (1) §i (2) pag. 69
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se pot serie urmitoarele cinci relatii intre liniile trigonometrice
ale aceluiagi unghiu a gi anume: ° . ,

(1) - sina+cosPa=1 .
@) tga= sina.
‘ ' cos @,
(3) . cotga -1
tga

(4) sec a == !

' cos a
(5) cosec 4 = — !

Lo : sin a

Aceste cinci relatiuni permit s¥ aflim patru din liniile trigono-
metrice ale unui unghiu, cdnd cunoagtem pe a ‘cincea ; ele se nu-
mesc §i formule fundamentale. ' ‘

* Aplientii. 1. Se dd: sec a = 4; se qeré celelalte linit trigonomelrice.
2. Se da: cosec a=—3; se cer celelalte linii trigonomelrice.

Logaritmul secantei gi cosecantei unui unghiu. .

s Avem: o '

""logseqa_=log 1 = colog a
T cosa

si

' i '1 . .
log coseca =log—— = ¢olog sin a
.. . .sina .

Prin urmare tabelele trigonometrice de- logaritmi, in care se
gasesc logaritmii liniilor sina, cosa, pot servi si la aflarea loga-
ritmilor lui seca §i coseca. = - : -

Exereitii. Sd se calculeze:

1. log sec 15°28'

3, log-sec 84°2'

5. log sec 229°15'8"
9. log cosec 111°27

4

. log sec 139°49’

k. log cosec 192°17'

. log sez 350°20°

. log ‘coséc 299°1'48"

- -]
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- NOTIUNI DESPRE OMOGENITATEA
FORMULELOR IN TRIGONOMETRIE.

Din operatiile elementare se stie cd nu putem aduna sau sci-
dea decét cantititile de acelas fel; spre exemplu:

Sm+7m=12m, 13 m?2—5 m? =8 m? ete.

iar rezultatul este o cantitate de acelag fel (omogend) cu cantititile
care au fost adunate sau scizute.
Exemple: 1. In suma:

7 metri + 2

lermenul 2 ce fel de cantitate r%rezintd?

R: Deoarece primul termeneste o lungime, numirul 2 trebue
neapédrat sd reprezinte o lungime, exprimati printr'o unitate
oarecare: cm, dm, metru, etc.

2. In diferenta :

I0m®—2 m x 3

ce fel de mdrime reprezintd factorul 3 dela scizdtor?
R: Desciizutul fiind 10 m?, el reprezints o suprafatd (o arie).
Rezultd ci scdzdtorul 2 m x3 trebue si reprezinte tot o arie
gi cum primul factor este o lungime, al doilea factor va fi tot o
lungime, pentru ca inmultit cu primul si dea o arie.
3. In expresiunea :
15 m3 -3 mx4

ce fel de mdrime reprezintd factorul 4 din termenul al doilea?

R: Judecénd ca mai sus, gésim ci 4 trebue si reprezinte o
arie, deoarece. inmultit cu lungimea 3 m_trebue si dea un volum,
aga cum este si primul termen: 15 ms3.

4. In expresiunea:

dx42—3

numdrul 5 reprezintd un unghiv in radiani iar numdrul 4 o lungime;
ce fel de mérime reprezintd numdrul 3? o '

\
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R: Radianul este un numir . abstract (vezi cap. I, pag. 9),
42 este o arie (§i anume: aria patratului cu latura 4), iar de 5 ori
o arie este tot o arie; rezultd cd termenul 3 trebue sd reprezinte
o arie (adici un numir de m?, dm? cm? etc.). )
. B.. In expresiunea.: ; :

ab + 3R?
literile a, b §i R reprezinid lungimi; ce reprezinté numdrul 3?
R: a si b fiind lungimi, produsul ab reprezintd o arie; R fiind
o lungime, R? va reprezenta o arie, prin urmare 3R? trebue s&
fie tot o arie, adicd numirul 3 aratd cd aria R? a fost repetatd
de 3 ori. ‘ ‘ v : :
Rezultd ci numirul 3 este in acest caz un numir abstract.
6. In expresiunea:

x4 px =q

sd presupunem cd X reprezintd o lungime; ce reprezintd liter. le p st q?

R: Judecand ca mai sus, gisim: z* este o arie; pz trebue
s4 fie tot o arie, cdci altfel nu s’ar putea aduna cu 2?; cum x este
o lungime, p trebue si fie deasemeni o lungime; apoi x? + px
fiind o arie, g care este egal cu aceastd arie trebue sd fie tot o
arie (m?, dm?, etc.).

7. Relatia lut Pitagora:

T

(2 =02 4t

dintre ipotenusa a §i catetele b §i ¢ cuprinde termeili_' de acelag
fel : a? este aria pitratului de laturd a, b® §i c? deasemeni repre-
zintd céte o arie, a pitratelor de laturi b-si c. '
8. In expresiunea: }
a*sin @ =bc +d

a st b sunt lungimi; ce feﬁrezintd literile ¢ gt d?

~R: sin a este un numdr abstract; a® sin a este deci o arie;
b, ¢ trebue si fie o arie §i cum b este o lungime, ¢ va fi o lungime;
d trebue s reprezinte o arie. o S
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9. Formula stabilité la cap. X, pag: 204. -

abe
iR

in care S este suprafata unui triunghiu ABC, «q, b, ¢, laturile si
R raza cercului circumscris, este omogend. Intr’adevir putem
scri: . . . '
: abe = 4RS

S =

abe fiind un produs de trei lungimi a, b, c, reprezinti un volum
(spre ex. volumul unui paralelipiped) iar 4 R. S este de asemeni
un volum, deoarece R este o lungime, S o arie iar 4 un numir
abstract. IR
Chservare. Din exemplele de mai sus rezulti ¢i in orice expre-
siune sau formuli in care existi termeni care se adund sau se
scad accglia’ trebue si reprezinte mérimi de. acelagt fel.
Aceastdi proprietate generali a expresiunilor i formulelor se
numeste - principiul sau regula omogeneitdii. :
‘Expresiunile, relatiunile sau formulele de Geometrie ale Trigo-
nometriei, etc., trebue s fie omogene, iar operatia de a recunoagte
aceastd proprietate generald se cheami verificarea omogeneitdji.
Cateva exemple, ne vor ardita foloasele cunoagterii. si aplicirii
acestei reguli. - L :
Exemple: 1. S presupunem ci , b, ¢, fiind cele trei laturi
ale unui triunghiu, am gisi pentru suprafata lui, in urma unui
calcul, formula: _ . o
: .__asinBsinG
2 sin(B +C)

Aplicand regula ombgeneitétii, putem fdrd sdé mai refacem cal-
culele s spunem ci-formula éste gregits, S

Intr’adevir S reprezintd o arie, deci si M trebue -
SO A 2sin (B + C)-i ,
sd reprezinte o arie. Dar sin B, sin C, sin(B + C) sunt numere
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abstracte, iar-a o lunglme, adlca membx'ul al 2-lea reprezmta o
lungiime: Lo o :
O arie nu poate f1 egali cu o lunglme
. In- urma acestei constatarl, dacd refacem calculele ob’;,mem
formula : C e s : o
AR - atsinBsinG
o 2 sm ( B + C )
: i et i .
care de data aceasta satlsface regula omogenezta;u deoarece a2 este'
o arie..
2. Fie r raza cercului inscris intr’ un trmnghlu, S suprafai;a si p
semiperimetrul lui. S
Poate fi exactd formula?

o P=L
. -8

. R: Nu. Intr’adevir verificind -dacd formula este omogend,
gisim: p = Sr; adicd primul membru reprezinti o lungime pe
cand al doilea o arie inmul{iti cu o lungime adici un volum;
o lungime nu poate fi egald cu un volum.

S - :
Formula exactd este: r = — ; aceasta este omogend deoarece

se mai poate scrie: S =p.r §i o arie poate provem din- produsul
a doud lungimi: p si r.
Rezultd de aci cd dacid aveam 0 mdmala, care din formulele

i S

este adevarata, regula omogeneuci;u ne arata fara a mai face calcule :
ci .prima, formuldé nu este exactd. :

Observare importanti. S’a ariitat mai sus cd regula omoge-
neititii permite cu inlesnire, fird a face calcule, ¢i numai pe cale
de ragionament, s& spunem daci o formul este gregitd..

C. 38846. Trigonometrie. 22
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Despre o formuli, care nu este omogend, putem spune ‘cu- si-
guranid ci nu este exactd, deoarece potrivit regulei omogeneitafii,’
toate formulele (sau expresiunile) trebue 3¢ .fie omogene.

‘Reciproca nu este adeviiratd: adica, se poate ca o formuld si
fie omogeni si totugi sd nu fie ezactd din cauza unui coéficient
numeric (unui numér abstract) care a fost scris sau obtinut prin-
-tr'un calcul gresit.

Ewemple. 1 Formula suprafe’gel unui. trlunghlu

_a? émB smC : L
‘4 SLn(B-f-C) i

degi este omogena, nu este exactd, deoarece dm calculul ea:act-
rezulta formula :

_a?ginB sinC

2 sin(B+0Q)

adici prima_formuld continea la numltorul fract,lel un factor nu-
meric 4'in loc de2. = ’
2. Formula :

dest este. omogena, nu este exactd; formula exactd: pe care .o ob’gl--v
nem din calcule este: R ‘

r=—
p .
Concluzie. Din cele ce preced rezulti ci regula omogeneildfii
este foarte utild in aphcal;lum cu deosebu-e in calculele numemce,
deoarece ne permite:-
1. S3 inldturdm formulele sau expresxumle neexacte, deoarece
sunt neomogene.
2. S& verificim la flecare Ppas, calculele ce facem observénd'
ca toate expresiunile sau formulele ce serim s fie omogene.
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Observare. Si retinem insi ci nu putem conchide ¢& o for-
muly: este éxactd, numai' din constatarea ci ea este omogend.

Ezactitatea unei formule reiese din verificarea cal'culelor care au
condus la ea. Cte ;

Regtila omogeneztdtu ‘aplicatit tn’ T'ngtmometme. Sé trecem
in revistd cateva' din formulele stablhte pana aci spre ‘a con-
stata dacd sunt omegene..

1. Relai;mmle dintr’'un tnunghlu dreptunghlu b =a-sin B,
¢ =a cos B, b=ccotg C, etc. sunt .omogene, deoarece sin B,
cos B tg C sunt numere abstracté, deci a sin B este o lungime
ca §1 b a cos B este o lunglme ca’ si’ c' cclog C este 0 lunglme
ca §i'b. ‘

2. Relatlumle smusulm (cap.. X, pag.. 171)

a - b e

sin A sin B s‘ml C

PECER

sunt omogene, cici fiecare raport rezulténd dmtr o lungime a, b, c, _
impartitd cu un numir “abstract (sin A, sin B, sin C) este tot o -
lungime. Se putea deci prevede cd: valoarea. comund -a acesior
rapoarte, va fi o lungime (cum g'a gi giisit: Cap. X ‘pag. 204

3R = diametrul cercului clrcumscrls)

3. Relatiunea: B T,
2o ~a——hcosC+c‘c‘osB*‘ » s
: ST
ca gi analoagele (cap. X, pag.-175), este Oniogena deoarece a,bcosC,
¢ cos' B sunt fiecare lungimi,. . :

4. Relatia lui Puagora generahzata (cap X pag. 176)

a? =bh% +¢2—2 be cos A

[T

este omogend, deoarece:
a?, b2, c?, 2 bc cos A
reprezintd fiecare o arie.

22%
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Exereitil. ‘ .
1. Ce jel de mdrime reprezinti luera b st coefwwnlul 2, in relafiunea:
] a=0bcos C+2 cos B
dacd a este o lungime. o
-~ R: bcosC si 2cos B trebue si fie lungimi, deci & i 2 sunt lungimi,
. 2. 8a se verifice cd formulele: (cap. X, pag. 189) sunt omogene
(p—b)(p—c)
42'.~pwew '

SV ir=a

N A T L T R
R: tg— este un numir abstract' (p—b) (p—c) sip(p—a) reprezinti

cAte o arie, deci catul lor este’.un numdr. abstract; produsul pip —a).

(p —D)(p —c) reprezintd dou# suprafete inmultxte, deci radicina patratd
a produsului este.o suprafatd. .
3. 8a se verifice omogeneuatea formulez

1 1 1, 1

r - )‘1' . l'g '.' rs

E A ‘
I B .

T, fiind raza cercului inseris gz Ty, Tsy Py razele cercurzlor exinscrise unut triun-
ghiu, o

" gene?
a) atcos A = b s;n B (a $i h sunt lung;mz)

: R
b) S = a_ (S este 0 suprafa}a, a un unghm ea:pnmat n radwm, R 0

lungime) ;
c) S=ea®sin A+ b cos A.
R: Relatiile precedente nefiind omogene, nu pot fi exacte.

5 In rela;m
- ‘ o Sa=4P bR T

§ este o arie, a §i R lungimi; ce mdrime reprezmtd litera b?
R: b trebue s& reprezinte o’lungime. - - = S I P

4. Care din rela;ule de mai los nu sunt ea:acte dm cauzd ¢d nu sunl omo-
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CATEVA DIN FIGURILE CARI AU CONTRIBUIT LA PROGRESUL
smm‘m ST INVM.‘AMANTULUI MATEMATIC 1IN BOMANIA

SPIRU HARET. (nascut la Ia§1 la 15. Februane 1851 mort
la Bucuregtila 17. Decembrie 1912) este primul romén care a ob’;,mut
doctoratul 1n Matematlm la Sorbona.(Paris) cu o tezd-de Me-
canicd cereascd, care.a.adus rezultate importante si neagteptate.

A fost profesor de Mecanicd la Facultatea de Stiinte si profesor
de Geometrie. analitici la ‘Scoala Nationaly . de Podun gi Sosele
dm Bucure§t1
" Fost Ministru al Instrucmunu Pubhce, szru Haret a_fost si
un mare, refqrmator lui i se datoreste, intre altele, introducerea
sect,lel reale in ‘liceu, reformd care . a dat rezultate straluclte
_pentru progresul gtiinfei matematme pure s;n aphcate '

. DAVID. EMMANUEL (néscut la 1854 la Bucuresti) este al
do1lea romén care a obt,mut doctoratul in Matematlm la- Sorbona
.cu:o tezd .de Teoria funct,lumlor NETT

Reintors-in tard, a ocupat catedra de. Teorm junc;zunzlor dela
Facultatea de Stiinte din Bucureg.tl, pe oare "a ilustrat-o timp.de
45 ani; a fost in. acelag timp §i profesor.de Analizé matematici
la Scoala Nationald de Poduri si $osele (transformata in 1924 in
Scoald .Politechnicd). Sy N

Marea majoritate -a profesomlor de- matematlcl de. hceu sl de'

universitate, precum §i un. numdr foarte mare de ingineri §i ofiteri
de-arme speciale, au fost elevii profesorului Dayid Emmanuel, caxe a
.contribuit: intr’o. largs . m¥sur¥ la. progresul matematicilor roméne.

DIMITRIE ‘POMPEIU" (nscut .la ‘4 Octombrie -1873 la Do-
rohoi) a urmat $coala normald la lasi si a fost catva timp insti-
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tutor. Plecat la Paris, s’a simtit atras spre studiul matematicilor.
i dupd ce a dat diferenta de liceu, s’a inscris la Sorbona unde
a fost remarcat de marele savant Henry Poincaré.

Teza sa de doctorat, cu subiect de Teoria functiunilor, este o
lucrare fundamentald care a ficut epocd §i care impreuni cu
luerdrile ce i-au urmat, sunt cunoscute gi apreciate de intreaga lume
gtiintifics, situdnd pe autorul lor printre marii savanti de astizi.

D. Pompeiu a fost mai-intaiu profesor de Mecanicd ragionalé
la Facultatea de Stiinte din Iasi si a succedat apoi la aceeasi ca-
tedrd lui Spiru Haret la Facultatea de Stiinte din Bucuregti.

Dupé retragerea lui David Emmanuel (1929), trece dela ca-
tedra de Mecanicd la aceea de Teoria funcfiunilor; la Scoala
Politechnici din Bucuresti, ocupd dela 1929, (dupd incetarea din
viatd a lui Traian Lalescu) catedra de Geometne analiticd. ,

" Este membru al Academiei Romane §i profesor agreat la Sorbona.

GH. TITEICA (n&scut.la 17 Octomvrie 1873 la Turnu-Severin).
Dupé absolvirea liceului Carol I din Craiova si a obtinerei licentei
in Matematici la Universitatea din Bucuresti, este trimis ca
bursier la Paris ca elev al Scoalei Normale Superioare. =

Dupd obtinerea doctoratului in specialitatea Geometriei su-

. perioare, se reintoarce in fard si este numit profesor de Geometrie
analitici la Facultatea de Stiinfe din- Bucuresti; in 1911 succede
lui Spiru Haret 1a Academia Roman4, iar in 1928 este numit la
catedra de Anralizd dela Scoala Politechnici din Bucure§t1 dupa
retragerea lui David Emmanuel. : '

Impreund cu inginerii Jon Ionescu, A. G. Ioachzmescu st Vasile
Cristescu, — ,,stélpi ai Societdtii Gazetei .Matematice” — publici
vestita ,,Culegere de Probleme” care a avut o atit de buni in-
T4urire ‘asupra pregitirii matematice a elevilor de liceu.

Ca om de stiint¥, G. Tifeica este unul din cei mai fecunzi ma-
tematicieni; lucririle sale, cu deosebire in' domeniul Geometriei,
-i-au creat o faimé universald, fiind socotit,— ca’ §i D. Pompeiu in
domeniul Teoriei Functfiunilor, — ca unul din; marii- matematlclem :
de astdzi. . i :
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In afard de activitatea sa de om de stiintd si de profesor, G.
Tifeica a desfigurat, cu deosebire in anii de dupd rézboiul 1916—
1918, o intensd si rodnicd activitate culturald, prin scrieri gi- con-
ferinte. Este profesor agreat la Sorbona.

ION IONESCU (n#iscut la 22 Noembrie 1870 in comuna Creata-
Legile (Ilfov). A urmat $coala Comerciald, iar la 1888 se inscrie
la Scoala Nationald de Poduri si $osele, fiind in toti anii gef de
promotie §i o absolvd in 1893. Ia parte la lucririle podului Regele
Carol 1 peste Dunire la Cernavoda sub conducerea lui’ Anghel
Saligny, al cirui colaborator a fost.

Profesor de Lucrdri grafice la $coala Nationald de Poduri si

Sosele, a succedat apoi lui Anghel Saligny la catedra de Podurt,
" pe care o define §i astdzi cu o-deosebitd autoritate.

Este unul din fondatorii Gazetei Matematice, cireia i-a inchinat
o buni parte din marea sa putere de munc si din dragostea pentru
gtiint¥, contribuind’ intr’o largd mésurd la formarea curentului
pentru studiul Matematicei. o

Pasionat pentru cercetérile in domeniul istoric al Matematicilor
roméne, a fost ales membru corespondent al Academiei Roméne.

Ion Ionescu este una din figurile reprezentative ale $coalei
romanesti. "

. TRAIAN LALESCU (niscut la Bucuresti la 18 Iulie 1882, mort
la.Bucuresti la 16. Iunie 1929). ] ‘
'A. urmat Liceul Internat din Iagi, iar in 1902 intrd clasificat
int4iul in Scoala Nationald de Poduri si Sosele; dupd ce urmeazd
doi ani, se retrage pentru a se dedica in mod.exclusiv studiului
tiingelor matematice, in care se relevd dela inceput ca un gpirit
ptrunziitor §i original. Licentiat in Matematici al Universitatii
din Bucuresti, Lalescu pleaci la Paris unde trece in mod strilucit
.doctoratul, cu o tezd asupra ecuatiunilor integrale, care l-a si
consacrat ca mare matematician.- - : o
Isi continud studiile la; Universitatea din Gottingen gi reintors
in tard ocupd mai int4i postul de profesor la gimnaziul din
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‘Giurgiu, de asistent de Geomeirie descriptiod al profesorului Pan-
gratti la Facultatea de Stiinte i asistent de Staticd Graficd al pro-
fesorului Ion Ionescu la Scoala Nationali de Poduri: $i Sosele.

Conferentiar §i apoi profesor la: ‘Universitatea' din Bucuregti
de Algebrd superioard si inalta teorie a numerelor, Lalescu succede
lui Spiru Haret la catedra de Geometne analmca dela $coala Na-
tionald de Poduri si Sosele S

Lalescu 8’a relevat nu numai ca om de §tnnta, —-ale cdrui
luerdiri,. cu deosebire. acelea - din teoria ecuatiilor integrale — au
devenit clasice si sunt cltate m toate tratatele de specialitate,
dar §i ca profesor.

Luii se datoregte infiintarea $coale1 Pohtechmce dln T1m1§oara,
al cdrui pmm rector a fost si a Rewstel Matematlce dm Timigoara.

Lalescu moare in 1929, in varst3 numa1 de 47 -ani.

RDVISTE ROMANE$TI DE MAT‘EMATICI PEI\'TRU
ELEVII DE LIGEU ‘

Gazeta Matema ticd. este una dm cele mai. vech1 pubhcatmm

de _gtiintd roméneascd si cea maz .veche revistd de Matematxcl ’

din Roménia.

Primul numir a apirut la 15 Septembrie 1895 si de atunm,
timp de 40 de ani, apare fdrd zntrerupere 1a 15 ale fiecdrei’ luni, cu
0 exactitate adevirat matematici; ea contine ‘cu ‘deosebire’ pro-
bleme si exercitii, note $l artlcole m legatura cu matena de ma-
tematici de’ liceu. : AR

“Patruzeci de genera@u, astdizi in‘'marea lor’ majorltate, pro-
fesori secundari si umvers1tan, ingineri si ‘ofiteri’ de arme' speciale,
gi-au’ ficut prima pregitire matematics, ca elevi de liceu;" cores-
pondénd la Gazeta Matematicd, cu rezolviri de probleme riote
§i articole §i in a cirei atmosfers de ‘idealism gi-au desvoltat nu
numai gustul pentru stiintele exacte dar si acele’ calitati de munca
<continud .gi discipling, ¢are le-au folosnt mél térzxu in carlera pe
care ‘au urmat-g. - : : : !
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Cu incepere din toamna anului 1934, pe léngd Gazeta Male-
_ maticd mai apare §i un Supliment, cu exercitii propuse si rezol-
vate, mai elementare, care are de scop sd intereseze un numdr
cat mai mare din elevii liceelor.

Initiatorii Gazetet Matematice (transformatd dela 1909 in Soc.
Gazeta Matematici) au fost inginerii 1) Ion Ionescu, Victor Ba-
laban, Vasile Cristescu, Mihail Rocco, Ion Zottu, Emanoil Davi-
descu) Tancred Constantinescu,®) Andrei Ioachimescu, 1) Mauriciu
Kinbaum, Nicolae Nicolescu, cirora li s’a adiugat putin mai tarziu
" Gheorghe Tifeical) si care au sustinut personal si cheltuielile de
aparitiune in primii ani ai revistei. -

Dintre fondatori, Inginerului inspector general Ion Ionescu,
profesor la Scoala Politechnici Regele Carol I1 din Bucuresti —
i se datoreste in mare parte spiritul de munci, disciplind §i
exactitate, care caracterizeazi aceastdi publicatiune.

Revista Matematicé din Timigoara. a fost fondatd de re-
~ gretatul profesor universitar Traian Lalescu, care in “timpul
liceului fusese unul din stralucitii corespondenti ai Gazete: Ma-
tematice, iar mai tarziu, unul din membrii ei cei mai de seama.
In 1920 Lalescu infiinteazi Scoala Politechnicd din Timigoara,
- fiind §i primul ei rector; observind slaba pregitire la matematici
a elevilor de liceu, dupd rizboiul 1916—1918 si in special a elevilor
din teritoriile alipite, a creat in 1920 Revista Af alematicd din-
Timigoara care are un caracter mai elementar decat acela al Ga-
zetei Matematice si este in genul Suplimentului ei de astdzi.

Y In viata.
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