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| =Lectia | 10
INELE DE POLINOAME

partea a II—

Exemple — continuare. 22°. Utlhzmd schema lyi Horner, si se dezvolte
polinomul f dupa puterile lui x — xo, unde:

) f= X4+2X3—3X"—'—4X+1 Xo ==

i) f=X5 Xo=1;

iii) f= X4—8X3+24X2—50X+90 Xo=2: :

iv) f= X4+(3—31)X3 (21 + 18i) X2 — (33 — 20i) X + 7 + 18i,
. B ‘ Xo=—14+2i

Rezolvare. Apllcam schema lui Horner. Alegem ultimele resturi 7y, 7y, ...,
-, 7 §i apoi formam polinomul f = 7,(X — x)® + 753 (X — 20)* + ... + 1,.

i)

x| x| x| x| x
1 2 | =3 | 4| 1
—1 1 1 —4 0 =1
—1 1 0 —4 |rn=4
—1 1 —1 (re= -3
—1 1 r3=—2
qu-j_-l |

deci f=(X4+ 1) —2(X+1)°—=3(X+1)24+4X+1) 413
i) f=(X—1)"+5X —1)4+10(X — 1)*+ 10(X — 1)2+ 5(X — 1) + 13
ifi) f= (X —2)% — 18(X — 2) + 38;
iv) f=(X — 2)® — (X — x0)% + 2(X — x0) + 1.
*23° Si se determine c.m.m.d.c. §i c.m.m.m.c., ridicinile comune.si des-
compunerea in factori ireductibili pentru urmitoarele polinoame:
) f=X"+X-X?—3X*—3X —1
=X —3X' 4 X°— X2 4+ 3X — 1;



i) f=X®—2X° 4 3X*— 6X3 —5X*+X — 6,
g=X'42X 4 3X2—6X—8;

jif) f=3X%—{ X5 —9X*— 14X3 — 11X%.23X = 1, .
g = 3X° + 8X* 4 OX® 4 15X% 4 10X + 9;

iv) f= X%+ 7X% 4 19X + 23X + 10,
g= X4 7X% 4+ 18X*% + 22X + 12;

v) f=Xt 4 Xt— X3—3X2—3X—1 g=X'—2X¥_X?-2X 4 1.

Rezolvare. Pentru a determina c.m.m.d.c. (f, g) aphcim algontmul lui

Euclid. Daci c.m.m.d.c. este o constant, atunci polinoamele fsi g sint prime
intre ele; daci c.m.m.d.c. este un polinom, atunci ridicinile lui'sint radici-
nile comune polinoamelor f si g. Celelalte radicini se determlna impértind

pe rind polinoamele f si g la c.mm.d.

C.

) XS4 XX _3X*—3X—1 X5_3'X4+X=‘-;X2'+3X_1
4X% —2X% — 2X® — 6X 1
' - - "
: ey :
X0 —3X4 4 XP— X* 43X —1 |4X* —2X° —2X® — 6X

sau pentru a simplifica calculele putem amphflca delmpértxtul cu 2 §i simpli-

fica impdrtitorul prin 2:

2X5 — 6X4 4+ 2X7 — 2X° 4 6X — 2 Xi— X5 — X' 3X
Ixs_3x_ 3 x_ o x 3
2 2 2 2
$
wxi_xt—xr_3x |lxs_2x_3x »
‘ , 2 2 2

sau pentru a simplifica calculele putem amplifica impirtitorul cu 4:

2X4 X - X*—3X

2X3 — 6X2 — 6X — 8

20X2 + 20X + 20

1

—

—
X =
+2

R

2X3 — 6X2— 6X — 8

¢

20X2 + 20X + 20

sau pentru a simplifica calculele putem 1mpar';1 delmpartltul prin 2. §1 lmpar-

fitorul prin 20:

X3 —3Xx? —3X—-

4

X4 X 41

S oSS S

X —4.



- Cum ultimul rest. este zero, atunci algoritmul s-a oprit §i vom analiza
penultimul rest §i-anume .X? 4 X 4 1, care reprezinti cm.m.d.c. (f, g).
Ridicinile . polinomului, X2+ X + 1- sint -ridicinile comune ale polinoa-
melor f §i g.:Celelalte ridicini le determinim prin imp#rtirea- polinoamelor
[ §i respectiv. g prin, X* + X +1. ( :
L XXX —3X2 3K 1 | X2 X 41

e S Ay =t
X5 —3X* 4 X°— X2 43X — 1 X2+ X 41
S oSS S S S XXX

f=XE+X+1)(XP—2X 1) .
g=(X?+ X4+ 1) (X2 —4X? 44X — 1)

- - {f=(X2'+"X"+ DX+ 1)(X2—X+1)
g=(X+ X +1) (X — 1) (X*— 3X 4 1).

Peci {

_fe . _
‘ f cmm.d.c. (f; g)
=X*+X+1)(X—- )X+ 1) (X2— X — 1) (X* — 38X +1).
ii) cmm.d.c. (f, g) = 1, adici polinoamele sint prime intre ele.
iii) cmm.dec. (f, &) = (X*+ X + 1)
o fe=(X2 X 1) (3K — 4X3 —8X2 —2X — 1)
{ g=(X*+ X+ 1) 3X° + 5X* + X +9).

© cm.m.m.c. [f, g]=

iv) cnm.d.c. (f. &)= X4-2.
{ f=(X+2)(X?+5X2+4+9X + 5) -=>{ f=(X+4+2)(X+1)(X*+4X + 5)
g= (X +2) (X°+ 5X*+ 8X +6) g=(X+2) (X +3) (X*+2X+0).
v) cmmde. (f, g =X+ X +1 ‘ :
[=X+ X4+ 1)(XF—2X+ 1) =(X2+ X+ 1)(X—1)(X2+X—1).
= {g=(X2+X+ 1) (X2 —3X +1). | :
24°, Utilizind algoritmul lui Euclid, si se determine polinoamele g;, g; &

€ 'R[X]) astfel incit f; - g1 4 fo ' g2 =4 unde f;, foeR[X] si d = cm.m.d.c.
(f. f2). | ,

) =X 13X+ X34 X2+ 3X +1,
fi=X' 42X + X +2;

i) f, = 3X7 4 6X® — 3X5 4 4X4 4 14X® — 6X* — 4X + 4,
fo= 3X® — 3X* 4+ 7X° — 6X + 2

i) f; = 3X° 4 5X% — 16X® — 6X2 — 5X — 6,
fo=3Xt —4X3_X2_ X — 2.



< Rezolvare: 1) d=X*4+ 1 §i" gy=~*k, g = aX +b. Aplicind metoda
coeficientilor nedeterminati, obtinem k ='—1, @ = 1, b:=1, deci —fi(x) 4
4 (% 4 1) fo(x) = X*+ 1. Putem determina si'alte polinoame: g, =2X +8
§i gg=—2X*—5X —1; gy=—X—3s§i go="2>+ 4X 4 2. In general
s-ar putea scrie: g = (1 —R)X + 1—2k §i gg=(k — DX+ (36 —=2)X + A
sau gi=(1—A)X2+(3—2k—DX+1—2l §i go=(k—1)X°+ (3% +
$I—X +(F+31—3)X+1; !, keZ. Pentru gradg, = n §i grad &=
= # + 1 se obtin expresii folosind # parametri %, ks, ..., ks, # € N¥.

i) (1= XYk (X 2K — X — 1) =X +2}
i) (—X2 4 X + 1) fy + (X° + 2X* — 5X — 4) fy = 3X +2.
25° Si se determine coeficientii 4; b€ R; stiind c3 polinomul-f = p

—5X® 4 8X* + aX + b admite pe %=1 ca ridicind dubli.

SRR

i A
Rezolvare. Metoda '1 — se aplicd schema Iui Horner: -

x| x|l x| x| x

1| =5 | -8 e | b
1 1 —4 4 |4%a | 44atd
1 R 1 5+a

(4t bm0  [G= =5 .+ ws  cvs e L

= ¢ = Do f=Xt— 5X3 4 8X2—5X 4 1.

: -{5+a:=:o {b=1 eI
Metoda 2 — metoda identificirii polinoamelor:

f=X— X mX fm) ==X (=) X+ (h—2m+ 1) X+
+ (m — 2n) X + n. Aplicind metoda coeficieritilor hedeterminati, obtinend:

m—2=—5  (m=—=3 . 5 . . i
n—2m+1=8 = =1 =f=(X—l)2(X2—3X+I).
m—2n=a a= —35 - C
n==> b=1 '

Metoda 3 — aplicim teorema impdr{irii cu rest, ‘apdi' identificim restul
cu zero: ‘ » o e 7 U T v

X' —5X°48X*+aX+b [X*=2X41 -
r=(a+5X+b—1 |X2-3X41.;

Decir=0ea=—-5sib=1 =~ -~ ¢ ol ¢

é

f‘\,‘



Metoda 4 — aplicim metoda, deriva,telor- ) o
Wi MR SN XS S U '”1». T VOGS
[f.(l)l=0 . [ 1= 5+ 8+a+b__

Ty=0 = T Fefato s T
f'(1)y #£0 12 =80 fA6£0 .0 . ;1oL ov)
")
e fetb=d {a=~d fxwpﬁﬁﬁg
L a+5~o_m b=1 N
26°. Aphcmd teorema Jui Bézout, si se . arate <4 e : .
) X2t X 41| f= (X+1)1=-°1+Xs-+2,neN ‘
ine aalis T RPN
i) X2 43X 48| f= (X+1)"“”+X+2
) X2 — X 41| f= (X—1)-*2\ X Lotk
Rezolvare: i) x? +x+1-—0=>el———1_h/_ ;—‘_l+1r.tmd¢

2~“_ 2; -

{1, &1, &5} sint rdddcindle cubdce ale unlta;il

Reamintesc citeva pr0prlet5ﬁ;r ale*ridicinilor ‘cubice: ale ‘unititii, ridi-
cinii care provm din ecuatla X2 —1=0:

(e

. e i gluling TR SR TR B
31=52' vsg_.el, el=s2! 33—51, el 88?1' i1 .‘: s ()
< - E [ B R
=1, sl+eg=—1w “,T"f‘ -!-“1 —o, es-l-ez-l"- 10l = \-*,\
3T Lo Ly

Caleulim f(e) = (&3 + o oL, (et otoed (e ¢ g
+(E D rd=categ=—a -F eg = 0. Analog, se a.rata Ci fles) = 0.

i—— ot

Cum f(g;) = 0 si f(ez) =0, atunc1 (X” + X + 1) | f

— \ —_
H) #2354 3= 0 = A= —Q-:—';—‘@ = 1 - 1*““::. £y ==

= —1 48, %= —1-4c¢a. (:5"}"31115131f("‘l)-—(’514"1)3”1'24"751"|'2'=“5""’s
—1—|—sl+2—(sl)2e,+sl+1=eﬂ—|> e +1=0. Analog se arati ol

flm) = 0. e e me e (e
Cum f(x) = 0 si f(x2) = 0, atunci (,X2+3X+3) | I
ifi) 2% — x + 1= 0 =S xy;g'==" :':1473*-1+-'—_—1—i1—‘/——— =Vdpi=l B 8,

%=1+ e Caleulim f(z) = (%, — )7~ " = 8'1“ (1 4 g7 om

: 1'\ bl x,"
=) el — (—ep)? =gy - ] — b - 582=52’El () 1=s,~\-‘é;-r-_
Rt

«i,v

—ef - 311—31(82 —_ -—l-) = 3'1' (ea — ea) = 0 Analog se arati ci f(xg) == 0,
&1 R \( o tuitan; : IR IR "

Cumf(xl) =0 $1 f(xz) =0 a.tuncl (ng—-‘Xl+ 1) lf o=

( zmrocy i diger v [ (3)“. Y I \

27° Sa se demonstreze ci pentru orice numere g, b ¢, @ naturale avems

(X3+ Xz+ X+ 1) | f=' Xab\_l_ de{ _)_\Xawz‘_‘_ X'a-rs‘ R \»»‘

ATIAS s &

%



Rezolvare. Aplicim teorema g Bézout

x +x2+:g+l—0=>x1—_—1 xz—l xa._—1 Cum
f(=)=1—14+1—v=0s = . . '

f@) = (i + -1 + (14)e 1’ + () P=14i424i%=0si
f(—=1) = (=) + (( i)Y . (—1) + ((—-1)‘)" (—1)2 + ((— 1)‘)”!(—-1)3

=1—itit—-8= 0 atuncl s’ realizeazy - dxvmbxhtatea.;

[ [ ENE SR

28° Si se determine neN* astfel mcitv ‘
) (X+X+1) |f= (X+1)'—X"—l
i) (XC+X+1) [ f=E+ ) +X+ 1
i) (X2 X412 | f= (X+1)' X»—-1
“iv) (X2 X g )Pic| f= (X+l)"+XP+1;

RIALE

Rezolvare: i) Fie e o ridicind a. ecuatlel x? + x + 1 = 0 atunci f(s) ==
= (1+4¢)* —e"— 1—(—a)"—e"—1 Fie e¥'= — 4, "atunci ¢ =a® §i
fle) = a» —a¥® = 1 = — (¢*.—a"%+ 1), unde a se observi ci este o ridi-
cini de ordinul 6 a unititii: (provemnd din ecuatla x° - 1 = (x— 1) (x + 1)
é*(xz-—k—{-l)(x +x+1)-—0) -Decit: R ‘

w6k "=> f(e)—-‘-ueo T ez
='[6k'+1 S f(e)—a—a 120

- f - n-~6k+2 =>f(§)—a’+a—l—0
R S =f(e)=;_—3¢0 o
n;6k+4 =>f(s)=—a+a — 140
-—{6k+5 =>j(t~:)———a +a—-1—0
In concluz1e daca n—6k+ 1 saun—6k+5 atunc1X2+X+l|f

+ i If |
| m) Calculém denva.ta functlel si obtmem = n(X + 1)*! — nX"-1 i
L) = n(1 + &)t — et = a1t ge-), la{ -f'(e) = 0 dacd n.= 6k + ?
Decl cumf(s) —0 §1f(e)—0 pentru # = 6k + 1, atunci (X2+X+ 1)2|f
et s TSI B : B ORI 3!70 Loadt T
iv Cal Cum =0 —0 tru # = 6k + 4,
ke Z) atunci (X’f-(lig)Xsl‘ f (t);; VA S =08 f (e) Pen e

']



II. Relatii intre rddicini si coeficienti — formulele lui F. Viéte

1°. Definirea relatiilor pentru 'ccua’;iﬂe de gradul 4 si 5

» b
(x1+xz+xs~—— - —
a
. . ¢
i) ax® 4 ba* + cx +d = 0{ 2% + 2375 + K015 = —
a
X1 XgNg=— — = .
\ a

i) axt 4 b2 - cx? - dx 4+ e=0

{x1+x2+x3‘—{}- Xy = —-z—

¢
X1xz + X1¥3 + X31%g + Xe¥3 + Xoxy + Apay = —
a

. d
X1XeX3 + X1XeXg + X1XaXg 4 XpNzxy = — —
. a

e
X1X2X3xy = —
a

Pentru simplificarea calculelor vom folosi notatiile x; + xp = S, 2, = P,
X3 + x4 =1, xyxg = P, astfel ci formulele vor deveni: '

(548 =2
a
P 485, 4+P ="
a
SP+5,p=—%
. (lv
Ppl':——f—
\ @

Observatie. Pentru rezolvarea unei ecuatii, in afari de formu-
lele lui F. Viete, mai este necesari inci o reclatic suplimentari,
in caz contrar vom obtine ecuatia initiali verificati de una dintre
ridicinile x,.

2°. Citeva cazuri particulare ale relatiilor suplimentare
i) Se=a3 4+ 23+ 2F= (% + % + x3)% — 2(x1% + %1% + %oxg) =

( 6)2 ¢ b — 2ac
= ——) — 2 — = —— 3
a a a” .




i) Se= At + A+ B4 A=+ st w1

b\? bt — 2

a a ' a
iii) Sy = 28 + 25+ %, keNsi k>3,
Cum x;, %3, %s sint ridicini ale ecuatiei de gradul trei, ele vor verifica
ecuatia, deci:
axd 4+ ba} 4+ cx+d=0
axd + baZ + cxo+d=0
axy + bai + cxa+d=0

bS5 + ¢S1 + dSo,
a

A. +

=aa.53+b Sa+0 Sl+dSo=0 =>33=——

Amplificind in A. prima relatie cu #;, pe 2 doua cu xz §i pe a treia cu xj,
obtinem:

axt + b0t 4 cat 4+ duy =0
axh + bad 4+ cai +dxy =0
axt + bxd + cxy + dxz3 =0

B. +

bs:; + CSz + dSl.
a

'=> a0s‘+b-53+0-52 +d-Sl=0 = 54= -_

Amplificind in B. prima relatie cu x;, pe a doua cu % $i pe a treia cu xs,
obtinem: * : ‘ :

axy + bat 4 cxf +daf =0
axl 4 bt +ca} +dai =0
axl + bah + caf + daf =0

C. +

b54 —|— CSa -+ d52.

a

= 2.Sg+ beSeFc-Sz+d.S2=0 = S5 = —

Continuind rationamentul obfinem formulele lui Newton:

b.Spg+ ¢ Sps+4-Sps

_ a
functie de toate sumele precedente.

» vom determina astfel orice sumi in

Sp == —

Obsersatés. Pentru calculul sumei S;, mai putem proceda §i astfel:

' (% 4 %3 P %)% = (%1 + %2)° + 3(x1 + %2)% %3 + 3(%1 + x2) 23+
4 3 = a8 + 2§ + Badxs + Bx143 + 3xiws + Bafxs + 6x1x9%s +
| @ Bxyad b Bxond + o8 = 23 + 23 + 2§ + Bwave(m + %2+ ) +
4 Bxyxs(% + %3 + xs) + Bxexs(® + %2 + xa) — IMxexs +
& 6xygns = Sz = a3 + 23 + a3 = (%1 + %2 + %3)’ — 8(x b
\ P %y & %) * (%123 4 x1%5 - xa%5) -+ BX1%axs;




W) Sp=A+ A+ b+ af keNsikzs,
Se va efectua un calcul analog celui de la punctul iii)
v) Conditia ca ridicinile x;, %2, %s, %, si fie proportionali cu numerele

X1 _ Xz X3 x4zx1+xa+xs+x¢__

o, 5, p, e R\ {0} este ca =L ="2 =73 5
N\ m n. P q m+n+ptq
_ 1 b m
BN e —— =x1=__. ’ xa= ——
a mi+nt+p4g ca mA4n+Hp4gq a
" b P b q

. . —— '] —_— e P ———————

m4+n+t+p4q a mait-n4p+q . a md-nd-p+gq

vi) Conditia ca radicinile x;, %, %3, %4 si fie invers proportionale cu nu-
X1 __ X _ %3 %3 X Xa+ X4 x4

merele m, %, p, geR\ {0} esteca—* == en M
-1 1 1 1 1 1 1 1
-_ = = = —4—edt——
) mom p g m o m p g
W — mnpg » de unde determinim ridicinile x,.

a mnp + mpq + mng 4 npq
vii) Conditia ca ridicinile %;, x5, %3 s fie in progresie aritmetici este ca:
X X . .
xo= 15 Gu mai putem scrie,
X1 = Xo — 7
—b

b
Xa =X+ xtx=3=—— = 53=—0:
a Ba

X3 = X+ 7
iar e R\ {0} este ratia progresiei.

viii) Conditiile ca ridicinile x;, x5, %3, ¥4 si fie in progresie aritmeticd

. X+ x3 . %o X
sint: 2'2-"-:1—2—3- St x3=—+—4- sau a; = « — 37, Xg =@ —7¥, X3g=
d
=at7r, xyg=0a-+8r = x1+x2+x3+x4=4oc=——=a~—~——4—s
a a

iar 2r e R\ {0}, este ratia progresiei.

ix) Conditia ca riddicinile x;, xs, x5 si fie in progresie geometrici este
ca 1} = x;x3 sau

1

X = a0 —
r
. . d fa
Xg = & = 1XgXg = Q" == = —— =D Q) = —— -
a ! a
X3 = .7

3,3 — complexe conjugate, iar € R\ {—1, 0, 1} este ratia progresiei.

iR



x) Cenditiile ca ridicinile *1; Xg, X3, %4 54 fie in 'progresie"gebmetricii sint

X3 = X1x3, N3 = XXy SAU X =& —y Kp = A Xg=a"7, Xy = or® =
: . o e . . 4 Z )

= X XgXghg=0 == —— = gy 9= =+ 7 %4 complexe conjugate, iar rte

eR\ {—1, 0, 1} este ratia progresici. ,
xi) I'negalitatea mediilor. Fie %1, Xo, ..., Xa ‘numere reale pozitive, atunci
definim:

. i o g -n
media armonici: M, = ] l l
—+—+.+—
X1 X2 Xn
media geometriqﬁ: nIcﬁom. = ”‘/ X1%X2 ... Xp m

X1 -+ Xs + ... + Xn

media aritmetici: M p: = ”

Intre aceste medii existd incgalitatea: Mo S M oo < Myriime

III, Formarea unor ecuafii de gradul III sau IV in y ale
ciror radicini y, verificd relatii date cu ridicinile x, ale unor
ecuatii de gradul III sau IV in x, date

Fiind date: ecuatia ax® 4 ba* + cv 4+ d =0 cu ridicinile xy, ¥s, ¥3 Si
relatiile vy = Ri(xy, x2, ¥3), RE {1, 2, 3} sc cere si se formeze ccuatia de
gradul trei in y, v* — Ay*+ By — C=0. :

Modul de lucru. Se aplici formulele lui F. Viéte
(A=y1+yz+ys=R1+R2+Ra=R4(—'—Z~’ %’ ——‘—)

- b : dy
,B=}'1y2+}’1y3+)’2j"3=Rs(—-—’ <, —-—.)

a a a

' b d
C=y1y2y3=Rs(-——v 'i’ ""‘—)
\ : a a a

apoi scriem ecuatia de gradul treiin y. Analog sc procedeazd §i pentru ccua-
tiile de gradul IV. ‘

Exemple. 1°. Si sc rezolve ecuatiile algebrice:
i) 2t — 48 4 52— 28 — 6 =0,
i) a4+ 247+ 3+ 2x—3=0,

stiind c4 suma a doud ridicini este cgald cu suma cclorlalte doud ridicini.

12



Rezolvare. 1) -Aplicind formulele Jui F: Viéte, cit si substltutule Al +
-+ x5 = S A3+ %y = Sl: X1Xa == P X3Xyq = Pl: obtlnem

S+Sl_4 o v B
P+551+Pl L S Sl_z ‘S_:__Sl:i B}
{ PS; +‘PIS=2. =SP4 Py = ={P=13 sau
PP, = —6 PPl —6 P1=—'2
S$=35 .
S 51—2 I)=3 P‘:——Z
= —2 = 1. sau 2.
})17= Syp=2 . S1=2
P1=—2 : P1=3-

Rezolvind fiecaresistem in. parte §i apoi permutind solutiile, objinem:

LL fx=141iV2 12, f vy =1—iv2
‘1'3;1—i\/i : ‘ Xa = 1+iv2
xg= 14+ 43 ' ) xy= 14 V3
xg=1— V3 = 1—43

13, (x=141iv2 L4 fx =1—iv2
‘ M= 1—ivZ . xg= 1 =iy2
1.«-3—_—1—-'\/3 ty=1— 3
xp= 14+ V3 | va= 14 V3.

Pentru sistemul 2. vom obtine tot patru sisteme de solutii, carc in acest
caz, coincid cu prxmcle patru sisteme de solutii. Reunind smtemclc de solutit
putem spune cit mulfimea solutiilor sistemului cste (xl, Xa, X3, ¥g) € {(1 +

+iVZ, 1—V2, 1+43, 1=43), ..}

2°. Si se rezolve urmitoarele ecuatn‘ si si se Hetermiﬁé parametrul
a, stiind ci intre radicinile lor existd relatia: x; 4 xp = a3 + a4

) '+ ax® -8y 4+ 3=

) ' — 2(3 4 1) A% 4 ax? — 201 + Ti) ¥ — 3(1 — 2i) = 0.

Rezolvare. Aplicind formulele lui F. Viéte, obtinem: .

i) @ = —4 s radicinile 1 + V2, 3,

i) a == 10( - 1) si ridicinile 1 2 i] 3, 1

Observajie: Pentru pohnomul de la i) sc putea Lfcctua identi-
ficarea cu (*( + px + q) (2% + px + m) obtinind p* + ¢ 4 m = 0,
plg+m)=8=p=—2, g+m= —4, q=—l m= — 3.
Pentru p=—4, ¢ + m = —2 iar ccuatia p* g+ m =0 nu
este verificatd.
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3°. Fie fe([X], f= X"+ 6X° + 8X2 4 aX 4+ b. Si. se determine a si
b stiind ci x;, %, %3 sint in progresie aritmetici §i cd x4 = %; 4 %2 + %3.

Rezolvare. Aplicim formulele lui F. Vitte la care adiugdm relatiile x, =
@ g — 7, Xp= 0, xs-—oc—l-f reR\{O} cum x; + %+ 23+ %= —6=

= 2%, = —6=>x4=—3 si cum x3=30 = a=2x= —1. Deci 2z +
4 x3 = —.2 i din a doua relatxe a lui Viéte obtmem %1x3 = — 3, adicd
ridicinile — 3, 1. Substituind in relatiile a treia §i a patra determmam a=
= — 6 $i b= — 9. Deci putem scrie:

%= —3, x3= -3, xy =1 X3 = —3,

Xp= —+1, a= —6," %= —1, a= —6,

x3=1 b= —9; %g= —3, b= —9.

4°, Sa se rezolve: ecuatia 2® + 32° — 12x* — 30x® + 212% 4 3x — 2=0,
stiind cd admite ca ridicind pe x; = V2 + 43

Rezolvare. Cum ecuatia are coeficienti intregi, ea va admite ca rdddicini
si-conjugatele rddicinii %, adicd pe: x; = N2 =3, a5=— V2 + V3, z =
= — V2 — 3.

Fie g = (X — %) (X — %) (X — x3) (X — xg) = X* — 10X* 4+ 1.

Efectuind impirtirea polinomului initial prin polinomul g, obtincm citul
—3 4+ 417

X? 4 3X — 2 si evident restul zero. Deci ridicinile x;.4 = 5

5°. Si se determine coeficientii intregi m, n, astfel incit ecuatia x® — 245 —
— 528 4 42% + ma® — 18x + n = 0 si admitd ca ridicini pe x; = J2 +i
si apoi si se rezolve ecuatia.

Rezolvare. Cum ecuatia are coeficienti intregi, atunci va admite ca rida-
cm1 si conjugatele ridicinii %;: 2, = «/‘—— i, x3=— V2 41, x5=— J2 —i.

Pentru a determina coef1c1entn m §1 n vom verifica ridicina v2 + i,
§i vom obtine m =15 §i #n = —27.

Fie g= (X — ) (X — %) (X — wg) (X — ) = X* —2X2 + 9. Elec-
tuind impirtirea polinomului inifial prin g, obfinem #*+ 2x —3 =0 =
= X5 = —1, Xg = 3.

Se consideri f, geR[X], f=X*+4+aX?+b0X 4+ ¢ si g_Ad-i-
F b et axSatt

i) Si se determine coeficientii a, b, ¢, astfel incit ridicinile x, ale ecuatie:
fk(x) {— 0 $x riidicinile y, ale ecuatiei g( y) = 0, si verifice relatiile y, = x5 + 1
e 1l

ii) Pentru b =3 5i c= — 1, sd se afle a §i s4 se rezolve ecuatia f(x)=0,
stiind ci admite o rddicind tripla.

" Rezolvare i) Aplicim formulele lui F. Viéte:
y1+yz+ys——(b+6)=>x1+x=+xa+3-—(b+0)
=>—a+3=—(btc)=>a—b—c=8 (1);
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Yyt st yys=cta=(l+xn)(l+ )+ =cta=
=ox1x2+x1+xz+1+x1'x3—|-x1+x3+1+x2x3+ Kot Azt 1=
=ct+a=2(—a)+b+B8=cta=3a—b+c=3 (2);
yyeys=—(a+b =@+ 1)(%+1)(x+1) = X1%e%3
d XXt XXy XX+ 1+ o+ g+ 1l=—(a+ b)) =
> —ct+b—at+l=—a—b=22b—c=—1 (8).

Deci am obtinut sistemul:

a—b—c=3  47—= 1
{Ba—b‘+c=3=>{b=—l

2b—c=—1 c=—1. .
‘\m . 3 2 . " > M M. 3
i) f=X*4 aX? 48X — 1. Pentru ca f(x) =0 si admitd ridicind
tripld pe xy, trebuie ca: A
WMt ad 3 —1=0
fl) =0 |34 2am+3=0 = a= —B8
f'<x0) =0 = 1 . '
_f”(xo) =0 6x0+261—-"=0=> Yo= ——a
S () # 0 3
6 #0
Mai putem scrie f= (X — %)% Din dezvoltarea sinomului $i identificarea
polinoamelor obfinem ¢ = —3 §i x = 1. :
Yttt 3= —a .
. T . - X1%3 -+ X1%3 + XXz = 3 = —B
Mai putem aplica formulele lui F. Viéte: = a= —b.
. X1%2x3 =1
X = Xa = X3 '
7°. Se consideri polinoamele f, g€ R[X], f = X® — 7X* 4 36, g = X*® —
Nl — 82X?% — 19X +4- 42. Si se determine ridicinile acestor polinoame, stiind ca:

i) o ridicini a primului este opusul unci ridicini a celui de al doileaj
ii) o ridicini a primului este triplul unei ridicini a cclui de al doilez.

Rezolvare. i) Fie kb = (—X)® — 32(—X)% — 19(—X) + 42, iar polinoa-
mele f si g au cel putin o ridicind comuni. Aplicind algoritmul lui Euclid
determinim c.m.m.d.c. (f, #) = x + 2, deci f are ridicina —2 si g are ri-
dicina 2.

ii) Fie b = f(3x) = (3%)® — 7(3%)% + 36 = 272 — 63x* + 36, iar polinoa-
mele g si b au cel putin o ridicind comund, deci cmm.d.c. (h, g) = x — 2,
deci g are ridicina 2, jar f are ridicina 6. '
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8°. Si se, determine ecuapa de gradul trei in y, care are riddcinile 3y, -
Y2, ys In relatia:

i) 1= 3% 4+ 22+ %3, y2 = %1 + 322 + 23, y3= &1 + X2 + 3xy;
i) o =2} vo=13 y3= a%;
iii) y1= 21 + x2x3, Yy = ¥z + M1¥3, Y3 = 3+ X1¥s;

XaXg XgXy

+ 1, 3= 1, yy= 1

X1 X2 X3

iv) 9, =
unde xq, %, %3 sint ridicinile ecuatiei x® 4 aa® 4 bx + ¢ = 0, ecuatic datd.

Rezolvare. Aplicim formulele lui F. Viéte.

Vet a
2
ke {1, 2, 3}. Deci, in ecuatia initiald putem efectua schimbarca de variabild .

Y  \3 ’ 6 v_4_
A=y—;—a’ apoi se obfine (2-_;—1) +a(}_:a) + 52 5 ¢ fe=a.

i) Metoda' 1. Cum: yi = %1 + %9 4 X3 + 205 = 28 — @ = & =

Metoda 2. Aplicim formulele lui F. Viéte:

A =31+ v+ y3=5(x1 + %2 + a3) =-—3a
B = y1y2 + 31¥s + Yoys = Ty + %z + x3)* + 4(¥1%2 + N1y 4+ wexy) =
= Ta> + 4b .
C= MV2Y3 = ...
apoi form3m ecuatia de gradul trei in y §i anume »* — Ay* + By — C=0.
i) A =94 yo 4 ys =22 + 23 + & = (%1 + %2 + 23)% — 2(wy55 4
+ %185 + xex3) = a* — 2b; B = yiye + y1ys + yoys = (01%e)* + (%1%5)° +
+ (x223)% = (%182 + X1x5 + X2%3)* — 2x180%3(%; + %2 - x5) = 0% — 2ac; C =
= Y1Y2ys = (%1%2%3)% = %
Ecuatia in y este: — Ay* + By — C = 0, adici y°® — (a® — 2b)y* +
(b‘ — 2ac)3 — = 0

9°..S4 sc determine ordinul de multiplicitate al ridicinii xy pentru po-
linomul:

) f=X+ X' 2X° - 2XP 4+ X 4 1, mo=1, qg=—1;
) £ = X°— 6X° 4 12X% — 9X° 4 6X* — 12X 4 8, 7= 2.
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Rezolvare. i) Metoda 1 — apﬁc"im schiema lui Horner.:

., | X | x| x| x| x| Xo

AR S B B N B R

—1{ 1|0

S SO

. Deci % = 1 este ridicin¥ dubll, jar 2’ = —1 este ridicind tripla.
Metoda 2 — aplicim metoda- derivatelor:

f(l) =0,f (1 =0,f"(1) = 16 # 0, deci xo = 1 este radaclna dubly; f(—1) =
0, f(=1) =0, f'(=1) =0, f'” —1)'= 72 % 0; ‘deci xf = —1 este radi—
cini tripla. In concluzie, putem scrie f = (X — 1)? (X + 1)%. :

11) %o = 2 este radicmé tripld, iar f (X’ - 2)3 (X4 —1).

e, <

n7+n2-|-1

10°. S3 se arate ci pentru orice » €N fracfia
e w4 n+1

tibild. = L v ;
Rezolvare. Se aphca algontmul lui Euclid:
R e o o U e ot o IR
~w+1 | a7
sau amplificind impértitornl cu —1 mai putém scrie:
S B R T K U n—-1 |+t
P e T =L I

Deci #2 + # + 1 este c.m.m.d.c. al numaritorului §i numitorului, iar fractia
se poate scrie: ‘

R e o (uz-l—n+1)(n5—n‘+n2—n+l) )

w4+nt1 Tt )@t — w5 —n? 1) B

o St =+ 1 &
7S — nb =3|_-‘”3;~,‘,;2 +’l""

este reduc-

[

0w 4+ ni1 —v+1
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) -1Tema«10» -

1°, Si se determine coef1c1en’;u m $1 " reah astfel ca ecuafia f = X4 —
— 11X+ 92X% 4+ mX —|- n=20si adm1t5. 0 radacma trlplé si apoi si se
rezolve ecuatia. ;

2°, Si se determine conditia necesari si suficienti pentru ca ecuatia f =
=X+ pX+qg=0, feC[X] si admiti o ra,dacma dubli.

3°. Fie ecuatia #® 4 ax® + bx + c=0, avmd ridiclmle tga, tg B, tgy.
S¥ se calculeze tg(« 4 P + Y)

4°. Si se rezolve ecuatiile de mai jos; $t1md ci au doud radicini duble §i
apoi si se determine parametrii m §i #:

i) 48 -8+ m? +424+n=0
ii) z4—2(1+i)23+4izz+mz+n;0;

5° Si se rezolve ecuatia 2 — 78 + mz® 4 72 + n=0si sise determme
parametru m §i m, stiind cd 2, =2 §i 234 23 = 0..

| 6° S se verifice dacd urmitoarele ecuatu au o radicma tripl%, apoi
si se rezolve: ) .
i) A —2i2—2iz—1=0; .
n) A —(1+ 3J5)23+3(11+545)z2—(65+29«/5)z+38+ 17Js=o

7° Fie ecuatla 2 4 m + nz + p =9.

Si se determine conditia necesari si suficientd pe care trebuie si o -inde-
plineasci coeficientii m, », p €C pentru ca mtre ridacxmle ei si existe una
dintre relatiile de mai jos.

In fiecare caz se va da un exemplw numeric, iar ecuatia. astfel scrisi se
va rezolva si apoi se vor verifica conditiile cerute intre ridicini:

i) 54+ 2=0;ii) zize=1; 111) zl-—zz-l-zs, 1v) z,_-l-zs_Zzz, v) z2=
= 22, 73 = 32;. e S

8°. Si se determine coeficientii reali; m, n, astfel mclt urmitoarele poli-
noame si admiti o ridicini tripld, apoi si sé‘rezolve-ecuatia f(x) = 0.

i) f=X%— 6X°+ 12X* +mX 4+ n;
il f=X'"+ X*+mX +n;
iif) f= X — 6X% +-mX 4 n.

9°, S3 se determine coeficientii reali m, » ,astfel incit polinomul f ==
= X*+4+ mX + n si admitd riddcina dubli % =m



10°. i) Si se determine numirul rational m astfel mc1t ecuatxa Zc —
— 224+ mx + 1 =0 si aibi o ridicin¥ fractionary.

ii) Aceeasi problemi, pentru meR ‘
(e

11°. S¥ se simplifice urmitoarele fractu ce

l - X
i) Fifx) = % il) Fof) = —%j:li

12°, Sé. se determme polmomul fe R[X] de gradul 3, stiind X f(a)
71O =10 =2a; fla) + /) — ) =2, —fla) — S fle) = 26, fnr

4+ c=0. Generahzare

13°. S3 se determme parametru reah asi b astfel mclt (X% 4+1)| f, unde
f=(X ¥ +aX+b

14°. Fie polmomul feR[X] fz,.+1 (X+ a+t b)m1 ‘(inﬂ A+ a4
+ b2a+1) : S .

; -x) Sa, se ara.te ci fs | fs i sd se determme citul lmpirtlrn
il) Sd se arate ca fa | fzm

u1) Sa se rezolve ecuatla fs‘—- 0

" 15% F1efeC[X]f = 2X° — (5+61)X2+91X-[—1—31

S se descompuni polmomul [ in factori stiind ci ecuatia f(x) =0 adrmte
o ridicini reali.

16°. Fie ecua’pa x* 4+ ax® 4+ bx + ¢ =0, avind COefICIéntl‘ reali. S3 se
demonstreze ci daci. Ja=m + #i si |%| =1, atunci x = 2(m + 1) este
oridacmiaecuatlel x84 (a — 5)952 + (b — 3a + 6)x +a—05 + ¢~=1=0.

17° Se con51dera ecua’;la x° + mx>. —I— nx + =0 ale care1 radac1m smt
razele cercunlor exinscrise unui tnunth ABC Si se formeze ecuatia de
gradul trei in y ale cirei ridicini sint indl{imile aceluiasi triunghi 4BC.

Rezolviri. 1°. Fie x, rddicina tnpla, atunci f( xo),-— 0, f (x0) = 423 —
— 3342 - 84xp + m =0, f'"(%) = 124§ — 66x9 + 8 (xo = 24x9 —
— 66 # 0.

Din f''(x) = 0 obtinem: x} -_.42 $i %' ‘=%.' ‘valori' pentni care f'''(%) #
95 0. Cum ecuatia este de gradul patru, atunci numai una dintre valorlle
%g. % poate fi ridicind tripld. Aplicind schema lul Horner pentru Xp = 2
obfinem f'= (X — 2)*(X — 5), iar cum :
e {f(Z) =0 _ {96+2m+n—_“(‘5"_l ___> {m=7—-68 ST

A ' ‘L‘?“"z
f(2)=0 68 +m =0 n=40... i
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Daci x"=%este ridicind ‘t;'ipii{,a;tuﬁd, ~

: 4
7\ 343
"—]=0 =
rE)=e | 2=
A . . 7\8 1
. Aplicind schema lui Horner, ‘obt_me‘mi f ‘=A( — .._) ( __2_)

2°, Fie z, ridiciﬁa dﬁbli atunci L
f(z'o)-"O . Zo+1"zo+q 0.
f(zo)-—o = 3zo+p-0 o
f"(z) #0 62,#0

a) Daci $'# 0, atunci din f (%) = 0.deducem:ci z, # 0, ceea ce confn'mi

si f'"(z) = 0. Dec1, trebuie si determinim conditia ca relatiile f(z) = 0 §i
f’(zo) = 0 (1) si fie simultan verificate. Formim polinomul g(z) = 3f(z) —

— 2f'(2) = 2Pz 4 3¢ = 0’ (2), iar‘conditia (1) revme la’a determina o ri-
dicind comuni intre f'(z) =0 $i 2Pz + 3¢ =

Fie « o ridicind comund a ecuatiilor f(z) = 0 si f'(2) = 0. Substituind
in (2) pe 2 cu « obtinem g(a) = 3f(«) — af'(«). Cum ambii termeni 3f(a) = 0
si af'(2) =0, atunci si g(e) = 0, adicd « verifici si relatia (2). Rec1proc pre-
supunem ci o este 0 ridicind comuni a ecuatiilor f'(z) = 0 si g(z) =0,
adici si f(z) = 0. Conditia ca ecuatiile f'(z) = 0 si g(z) = 0 si admiti o
solutie comuni este: gl2) = 0 =2y = —-%?, P #0si f(z) =f’(-'-—;-f

-%)= 0 = 4p° + 27¢% = 0.

b)fDa(ca)j: _t:'» 0, atunci f(z) = 2§ + =0, f'(%) = 3 =0, f"(zo) = 62=
=0 tee 20) =

Ecuai;nge f (zo) =0 si () = 0 au ridicina 7z, =0 §i f(0) = ¢q. Daci

g = 0, 'atunci ecuatxa admite ridicina Zy = 0 tripla, iar dacd q;eo atunci
ecuafia are numai ridaclm sxmple si nu duble.

_tgle+B)+tgy _

1 —tg(a+p)-tgy

. tga+tgBt+tgy—tgatgftgy —a-+c,
o, 1—(tgatgp +tgatgy+tgPtgy) 1—0

°, 1) Metoda 1. Fle 23 = 23 §i 23 = 24, atunci-din relatiile lui F. Viéte
1 i V3 v

» jar din ‘a doua

3°. Dezvoltim tg(a + 8 + v) =

avem: din pnma §i a treia determmam 2y, Z3=

si a patra relatie ob{inem m. =0 §i n = 1.
Metoda 2. Identificim- polmom cu (2:2 + pr + q)2 si ap01 aplicim me-
toda coeficientilor nedeterminati. *
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- ii) iln mod analog, determinim z = 2z= 1, z3 = z, = i, m = 2(1 — i),
” = —1. Yo

5°.‘ Din z; 423+ 23+ 24 =7 = z, = 5. Din relatia a treia determinim

%3 = —1 gicum 23 4 73 = 0, obfinem-zy = 1,23 = —lsauz, = —1, z3="1,
deci (z), 22, 73, z¢) € {(2, —1, 1, 5), (2, 1, —1, 5)}. Substituind aceste radicini
in relafiile a doua §i a patra determinim m =19 si » = —10..

6°. Aplicim metoda derivatelor:
i) Daci z este ridicini tripli, atunci

28—:2i38_—_2izo—1=0

fz) =0 43— 6izf—2i—0

Si(7)- =0 b2 12izy=0 = ne {0, i}

f"(zo) =0 o : . .

fru(zo)?é 0 242'0 —121£ 0 = 295 —2—1.
iar20=21=22=23=i,24=fi; |

ii) H=zn=2=21r5n= 2445, z3=1.

7°. Metoda 1. Aplicim relatiile lui F. Viéte.

) Cumzy+ 2zt 23=—msizng+ 22=0= 23 = —m; 22, = 0, 2,252 =

Ridicinile sint + V—#, —m. Pentru exémplul numeric, se pot da para-
metrilor m, #,  orice valori reale, dar cu conditia p = mn, ca de éxemplu
m=35#=—9=>p=—45 sau m=1, # =4 = p = 4, iar ridicinile in
dcest caz sint complexe conjugate. c R ‘

Metoda 2. Cum suma a doui ridicini este zero, polinomul initial il putem
identifica cu (P +«)(z+B) =2+ P2+ az+ap, deci P=m §i x =n,
iar aff = mn = p. : T o

ii) Metoda 1. 2z, + 2o + 23 = m, zs(z.l + )+ 1l=mn 1 23= —p -2 +
ta=-—m+p s —p(—m+p)+1 =n—=p—mp+n—1=0.

Ridicinile z; si 2, sint date de ecuatia 22— (p _ m)z + 1 =0 Pentru
exemplul numeric m, p sint alesi arbitrar, iar % = 1 + mp — p2.

Metoda 2. Cum produsul a doui i'idi(r:i_nil este 1, atunci pélinomﬁl initial
se identifici cu (224 az 1) (z4p). ~ ° ; _ .

' iii) Din primele dous relafii ale lui F. Vite'si relatia z, — 2, + 2, obiinem
- oom L] w—m: . ., o
H=— 7 S$1 2523 = » care substituite in 22,23 = —p ne dau con-
difia necesarid §i suficientd: m® — 4mn + 8p = 0. Ridicinile 2z, Si zg se
‘ o

determini cunoscind s@ma lor _,% S1 Zp%g = n —+ Pentru exemplul nu-

. A C e . 4mn — m?
meric, m i n sint alesi arbitrari, iar p = T—

P
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iv) Din primele doui relatii ale lui F. Viéte si relatia 22, = 2, + 25, obfinem

£ = — %t- si 273 + 2ze(zy + 23) = 0= 2Z3=n — " . Substituind in re-
latia a treia, obfinem — %i(n — E’g-z—) = —p = m(2m* — In)=—27p. Pentru
exemplul numeric, m §i 7 sint alesi arbitrar, iar p = — m(Zm;—— 2) .

v) Din 2z + 25 + 23 = —m, obtinem z = —%. 2o = — %. 23 = —

__%z’ valori care substituite in celelalte doui relatii ale lui F. Viéte vor da

{1m® = 36m, m® = 36p. Pentru exemplul numeric se alege m arbitrar ob-
tinind astfel pe # si p. Se preferd ca m si fie multiplu de 6.

8°. i) Fie x, ridicina tripla, atunci

flx) =0 x& — 68 + 122% 4+ mxo +n=20
fl(w) =0 _ ) 4x§ — 1855 + 24+ m =0 5=
f”(xg) =0 12.76% — 36%0 + 24=0
(%)% 0 24x, — 36 % 0.
= %o = 1 sau xp = 2. Pentru xp = 1 obtinem m = —10, # = 3 81 x4 = 6,
iar polinomul se descompune in f = (X — 1)* (X — 3). Pentru xo = 2 obtinem
m = —8, n =20 si x4 = 0, iar polinomul se descompune in [ = X(X — 2)%
ii) Procedind analog ca la i), obtinem % =10, xg= —1, m=n= 0 si
1 1 1 1
f—-—‘XSX—I—l sau xXp— — — Xg=—y M= —— = —— Si =
' ( ) y e i T

o)

fii) p=1, xa=—3, m=8, n=—3 si f=(X—1)*(X+3) sau
fg=—1, xq=23, m=—8, n=—3si f=(X+ 1) (X —3).

9°, Cum x, este ridicind dubli, atunci:

2 3 B
f{xo) 0 xg—l—mxg—i—n 0 L At I
f(xﬁ)zo = Bx0+m=0 = 31?._]_,’” 0
" oM = U.
f"(%)# 0 6x9 # 0.
Pentru m — 0 obtinem # = 0, iar polinomul devine f= X® Pentru
2 . s o
"= — 1, = —_2, iar raddcinile sint x = 2= -——1-, X3 = o
27 3 3
10°. i) Cum divizorii termenuluiE"”—:i sint :lst ridicina fractionard
dn
este sau x1=-% si m = —2, sau x1=——;« sim=1.
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11°. Se stie cd o fractie devine ireductibili daci este simplificati prin
cm.m.d.c. al numdritorului $i numitorului. Vom determina cu ajutorul
algoritmului lui Euclid c.m.m.d.c. dintre numiritorul si numitorul fractiei:
i ) (24 x4+ 1)(2° — 28+ 2° — 28 4+ 2® — 24+ 1) :
f (W21 (22— 2 a1

ii) c.m.m.d.c, este x* + x 4 1.

12°. Rezolvind sistemul dat in ipotezd, obtinem f(a) = a, f(b) = b, f(c) =
= ¢, adicd a, b, ¢ sint ridicini ale ecuatiei f(x) — x = 0, iar
f(x) =k(x —a)(x —b)(x—c), ReR.

‘Generalizare. Daci grad f=n, atunci f=Fk ﬁ (X —a,)+ X.

$=1
13°. Aplicam teorema lui Bézout: x* +1=0=x= 4 i si calculim

f(4i). Deci f(i) = (1 + i)+ iz + b= b+ z‘z'cos%’?_x i i(a—i— Z%Sini%-z)=

z bk Z nm : 3 >
=0 = a= —22 sin 5 7 b= —22 cos e Aceleasi valori le obtinem

si pentru f(—i) = 0. Pentru calcularea expresiei (1 -+ i)® am aplicat trans-
formarea in numdr trigonometric complex si apoi am aplicat formula lui

Moivre: (1 4 1)* = [JE(COS%—{— 1 sin %)] == Zghcos %E—l—i Z%Sinf;.
14°. fa=(X4+a+ b0’ —(X*+a+ ) =3X+a) (X+0b)(a+td)
fo=(X +& 4 b)F = (X° + & +B).

Ambele polinoame se anuleazi pentru a = —b, b = —x, x = —a, deci
se divid cu (¢4 b) (b+ X) (X + a) si atunci f; = [a(a® + 0* + X?) +
~+ B(ab + bX + aX)] f;. Efectuind calculul algebric si aplicind metoda coefi-

cientilor nedeterminati, obtinem o = B=?- Citul impiartirii este C(a, b,

X) =%(a2+bﬂ+X3+ab—i—bX+aX)=—65—[(a—|- B)? 4 (b4 X)E+ (a4
& X)%.

ii) Polinomul f,,,; se anuleazi pentru a= —b, b= —x §i xr= —a,
deci se divide prin (a + b) (b + X) (@ $ X).

iii) fs=0=fs=05i C(a, b, x) =0, deci x; = —a, 2= —b si x>+
4 (a + b)x + a* + b® + ab = 0, ecuatie care va da ridicinile x3 si x4.
15° Fie x = a ridicina ecuatiei f(x) = 0, deci f(a) = 0 = 24® — 5a°® +
4 14 i(—6a®+9a — 3) =0«
2a® — 522 +1=0 - (2a — 1) (a®>—2a—1)=0
—6a*+ 92 —8=10 (2a — 1) (e 4+ 1) = 0.
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ATty - - . 1 :
Ridicina comund celor doud ecuatii este a =7-Polmomul f se des-

compune in f= (2X — 1) (X — 1 —i) (X — 1 — 2i).

16°. Cum ecuatia are coeficienti reali, atunci va admite ridicinile z;
si z,. Aplicind relatiile lui F. Viéte §i tinind seama ci | %1 | = [¥%|=1=
= m? -+ %=1, obtinem: x; + %2+ %3 = —a = 2m -+ K3 = —a = X3 =
— —2m—a, Si tixexs= (m*+ ¥ x3=—c = (m® + n®) - (—2m — a) =

—c=>2m-ta=c=2m=c— a.

Cum %;%3 + x1%3 4 %e¥s = %1% + (%1 + xz)x3=m2+n2+2mx3=b=~
=>1-;—2m(_2m—a)=b=>2m(2m+a)=1-—b==-(c—a)-c=1—b.

Expresia xp=2(m+1)=2m+2=c¢c—a + 2, substituitd in ecuafia
a dioua, o va verifica, deci este o ridicini a el.

17°. Reamintesc formulele razelor cercurilor exinscrise unui triunghi:

S &y Db %
Yo = y ’:-_——-S iy =— . DElI‘ -1—-'&"‘——'$———-————-——-I5 (b+0) =—a"=
p—a p—0 p—c %54 S S

?b ]

2 : : i SR : J i
=~ , unde a, b, ¢ sint laturile triunghiului, § aria sa §i I, indltimea
{3
corespunzitoare laturii a. Deci ridicinile ecuatiei a doua sint y; = hg =
29,57 2%5X3 2 %1 %3 2% %9
m_.i—c—; :\.lﬂzhb; :\fl:}:h‘@yl= = ) yZ 143 s P B L TRy |
Yo 4 7o Xo+ X3 %1+ X3 %1+ X2

Ecuatia in y este (g — mn) y* — 2(n* + mq) y* — 8ngy — 8¢2 = 0.

Tiparul executat la I. P. ,13 Decembrie 1918% c.—2/63



Scopul prezentului ciclu aleatuit din 100 lectii de matematica, (80 de lectii aferente capitolelor
materiei claselor IX—XII din care 16 lectii contin in partea finald si un test recapitulativ, inserat
in scopul de a verifica aprofundarea materiei studiate pina in acel moment, iar ultimele 20 de lecii
continind cite un test final) este de a ajuta elevul claselor liceale sa inteleaga cit mai bine fenomenele
matematice prezentate in manualele scolare, astfel incit, dupd parcurgerea acestui ciclu de lec-
tii, viitorul candidat la examenele de admitere in invd{dmintul superior sd aibi dezvoltati atit gindirea
abstracti cit si perspicacitatea, putind face fa{d in conditii optime, exigentelor tot mai mari,pro-
portionale cu nivelele de dezvoltare a societatii.

Prin marea varietate de tipuri de probleme, prin numirul lor (aproximativ 5 000), cit si prin
rezolvarea lor completd, elevul studios i disciplinat matematic va putea acoperi intreaga materie
necesara examenelor, eliminind astfel eventualele lacune acumulate in anii anteriori scolari.

Este de remarcat ca cele 20 de teste finale, considerate in parte ca un pseudoexamen, vor
putea fi lucrate, fiecare, in aproximativ 3 ore (astiel ca elevul isi va jputea verifica resursele interne
ale cunoasterii matematice), adica timpul afectat candidatilor la concursurile de admitere.

Ca un model de studiu, recomand viitorului candidat, s lucreze saptaminal cite doud lectii
in perioada cuprinsid intre 15.1X §i15.Vl a anului urmatbr, iar in ultima luna cite un test fi-
nal, zilnic.

Succesul la examene poate fi garantat numai printr-o munca susfinutd de cel putin 3 ore
zilnic, timp de 10 luni.

Comparat cu marea satisfactie a reusitei, sacrificiul nu mi.se pare prea mare.

Nu uitali cd o gindire matematica inseamna dezvoltarea inteligen tei, a perspicacitatii, a per-
ceperii abstracte, a atentiei distributive. BN ol

Nu tofi elevii claselor liceale pot beneficia de ajutor suplimentar din partea parintilor sau
a meditatorilor, de aceea, lucrarea de fatd isi propune si inlocuiascd aceastd lipsid de ajutor %i
si contribuie la autopregitirea elevului ce parcurge sistematic §i cu rabdare cele 100 de lectii care
vor deschide ,apetitul matematic*, determinind pe rezolvitor sa gindeascé cit mai profund si poate,
de ce nu, sa creeze si el noi probleme de matematica.

De retinut ca cele ,100 DE LECTII DE MATEMATICA® urmaresc un singur lucru: s asigure
succesul candidatilor la sustinerea examenelor de admitere intr-un institut de invifdmint
superior.

Academician
tonstantin Dramba
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