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]. FUNCTI

1. Recapitulare §i completiri

1.1. in clasa a IX-a s-a definit ﬁb]:iunea de functie si s-au evidentiat cateva
aspecte teoretice legate de acest concept. Vom reaminti unele dintre cunostintele
invatate si apoi vom da o serie de notiuni §i rezultate noi.

Definitia functiei

Fie 4 i B doud mulfimi. Prin funciie definitd pe mulfimea 4, cu valori 1n
mulfimea B se inelege orice lege (procedeu sau conventie etc.) £, prin care oricarui
element ae A i se asociazi un unic element, notat fa), din B.

Definitia functiei presupune de fapt existenta a trei elemente:

— o mulfime 4, pe care este definita functia §i care se numeste domeniul de
definitie al functiei;

_ o mulfime B, in care ia valori functia §i care se numeste domeniul
valorilor functiei sau codomeniul funciiei,

_ o lege (procedeu, conventie efc.) i

Functia f definitd pe multimea 4 cu valori in mulfimea B se noteaza prin:

f:4 — Bsaud L B.
Uneori cuvéntul ,,functie® se inlocuieste prin aplicatie®.
O functie f: A — B pentru carc atat domeniul de definitei 4 cat si domeniul
valorilor B sunt submul{imi ale multimii R a numerelor reale se numeste funcfie
numericd.

Graficul unei functii

Fie f: A — B o functie. Prin graficul acestei functii intelegem submuljimea
G a produsului cartezian 4 x B formati din toate perechile (a,f(a)),cuacd.

Deci: Gy={(a, fla)) | a eA}.

Fie f: A — B o functie numerica si G graficul sau. Fie xOy un sistem de
axe perpendiculare din plan. Multimea punctelor din planul de coordonate x siy
unde (x, y) este un element oarecare al multimii G, se numeste reprezentarea
geometricd a graficului functiel e -

Pentru, simplificarea limbajului, aceastd reprezentare geometrica se numeste,
simplu, graficul funcfiei f.

Imaginea unei functii
Daca [ A — B este o functie oarecare se numeste imaginea funcfiei [ §i s
noteaza prin f{4) sau Im/f submulfimea lui B definita astfel:

Imf= {fx) | x € 4} = {y € B|I x € 4 astfel incity =flx)}
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Functii pare, functii impare
O mullime 4 C R se numeste simetricd fajd de origine daca oricare ar fi
x€ A,atuncisi—-x € 4.

Fie A € IR o mulfime simetricé fata de origine si o functie f: 4 = R.

Functia / se numeste para daci f{—x) = f{x) oricare ar fi x € A.

Functia f'se numegte impara daca f{—x) = —f(x) oricare ar fi x € 4.

Dupi cum stim din clasa a IX-a, graficul unei functii pare este simetric fata
de axa Oy. Daci feste o functie impard si 0 € 4, atunci f{0) = 0, iar graficul sdu este
simetric fata de origine.

Functii numerice monotone

Fie f: A — B o functie numerica §i / C 4 o submulfime nevidi a lui 4.
Spunem ci [ este crescdtoare pe mulfimea I daci oricare ar fi x;, x, € I, astfel incét
Xy <X, avem f{x;) < flxy).

Functia /' se numeste descrescdtoare pe mulfimea I daca oricare ar fix,, x, € J
astfel incét x; < x,, avem f{x;) = f{x,). .

Spunem ci f este strict crescdtoare (respectiv strict descrescatoare) pe mul-
timea I daca oricare ar fi x;, x, € I, astfel incit x; < x;, sa rezulte f{x,) < flxy)
(respectiv f{x)) > fx2)).

O functie numerica /: 4 — B crescitoare sau descrescétoare (respectiv strict
crescatoare sau strict descrescatoare) pe mulfimea I se numeste monotond
(respectiv strict montond) pe multimea .

Daca / = A vom spune simplu cd functia f: 4 — B este monotona (respectiv
strict montona).

Notiunile amintite mai inainte sunt utile in studiul claselor de functii pre-
zentate in acest manual.

1.2. Compunerea functiilor

Fie functiile f: A — B §i g : B — C. Observam céd domeniul de definifie al
functiei g coincide cu codomeniul functiei f. Aceastd situafie particulard ne
permite sd facem urmatoarele consideratii. Fie x € A4; atunci elementul f(a),
gdsindu-se in B, putem vorbi de imaginea sa prin g, adica elementul g(f{@)) din C.
Observam ca astfel putem asocia oricarui
element @ € 4 un element unic din multimea
C, anume elementul g(f{a)). In felul acesta am
definit o functie A al cdrei domeniu de definifie
este cel al functiei f; iar codomeniul este cel al
functiei g. Deci h : 4 — C unde A(a) = g(f(a))
pentru orice a € A. De obicei functia h astfel
definitai se noteazdi g o f si se numeste
compunerea functiei g cu functia f (in figura 1
este reprezentat modul de definire al functiei
o _ Fig. 1

4

1. Consideram functiile f: A — B §i g : B — C definite respectiv prin dia-
gramele din figura 2.

in acest caz avem (go /)(1) = g(f(1)) = g(3) =1, (gof) (2) = g(f(2)) = g(6) = &;
(2o)(3) = g(f3)) = g(1) = ¢; (g )(4) = g(f(D) = g(4) =m.

Functia go f: A — C poate fi reprezentatd prin diagrama din figura 3.

A C
gof
b“
\‘

Fig. 2 Fig. 3

2) Fie f: R — Rsi g : R — IR functiile definite respectiv prin formulele:
f(x)=x2—— 1; gix)=1 +x°.
Functia g o f : R — R are sens. Pentru orice x € R avem:
(2o)(x) = g0 =g - =1+ -1 =x" - 24" +2.

Deci functia compusa gof este data de formula:
(go)(x) =x* - 24" + 2.

Se observa ci are sens sd vorbim si de compunerea lui f'si g. Pentru orice

xeRavem
(fog)(x) = g =ML + )= (1 + ) — 1= x*+2x"
Deci functia fo g: IR — R este datd de formula:

(feg)(x) = x* + 24",

- 1. Dacif: A — Bsig: C— D sunt doud functii, are sens s vorbim de
compunerea functiei g cu funcia fnumai atunci cind B =C.
2. Dacif: 4 — Bgsig:B — A sunt doud functii, are sens gof: 4 — 4 §i
fog : B — B. Asa cum rezultd si din exemplul 2), in general gof * fog
(compunerea functiilor nu este comutativa).

Teorema 1.Fief:4A—B,g:B—Csih: C — D trei functii. Atunci fiecare
din functiile ho(gof ), (hog)of are sens si existd egalitatea: ho(gof) = (hog)of.

Demonstratie. Codomeniul functiei gof este mulfimea C. Cum domeniul de
definitie al lui 4 este tot C, atunci are sens compunerca h o (g o f). Analog,
domeniul de definitie al functiei / o g este B, iar codomeniul lui f fiind tot B are
sens compunerea (h o g) o f. Functiile h o (g o f) s (hog)of au acelasi domeniu
de definitie (multimea A) si acelasi codomeniu (mul{imea D).

Pentru a arata egalitatea A o (g o f) = (h © g) o framéne sa dovedim cé pentru
orice xe Aavem (ho(gof)) X)=((hog)eof) ).




Intr-adevar (4 o (g o)) (¥) = h((g iz i "
= (h o g)(x)) = h(g(x))). J) () = h(g(fx))), iar ((h o g) o f) (x)

Comparand, obtinem egalitatea ceruta,

- Proprietatea demonstrati in teorema de mai sus se numeste asociativitatea
compunerii functiilor.

Aceasta proprietate ne permite si folosim scrierea

ho(gof)=(hog)of=hogof.

2. Functii injective, surjective, bijective

2.1. Acum vom da noi concepte §i rezultate privind functiile. Acestea vor fi
folos;te in studiul functiilor numerice care vor fi definite in continuare.

. Definitie. Fie /: 4 — B o functie. Vom spune ca f este o functie injectivii
sau ca este o injecfie, daca pentru oricare doud elemente x si y ale lui 4,

x #y, avem f(x) # ().

Faptul cé funcfia f* este injectivd se mai exprima si astfel: daci x §i y sunt
clemente oarecare din A cu proprietatea f'(x) = £ (), atunci rezulti ca x = V.

Din definitie rezulta ca o functie /: 4 — B nu este injectiva daca exista cel
putin doua elemente x si y din 4, x # y, astfel incit f (x) = f o).

I Functi'a S+ 4 — B, asociata diagramei din figura 4 este o functie injectiva,
2. Functia g : IN — IN, definita prin formula g(x) = x?, este injectiva.

Intr-adevar, sa presupunem cd g(x) = g(y) unde x, y € IN. Atunci x* =7, de
unde (x — y)(x + y) = 0. ,

Din aceasta egalitate rezultd ca x —y = 0 sau x + y = 0, Din prima egalitate
avem ca x = y. Daca are loc egalitatea x + y = 0, cum x si y sunt numere naturale
obfinem cd x = y = 0. Oricum, din egalitatea g(x) = g(y) rezultd ca x = y si deci g,
este o functie injectiva.

Fig. 4 Fig. 5

3. Functia h: Z — IN, h(x) = % nu este o functie injectiva deoarece h(-2) =
=h(2)=4.

4. Functia k : 4 — B asociatd diagramei din figura 5 nu este injectivi,
deoarece k(1) = k(4) = c. G

Definitie. O functie f: 4 — B este o functie surjectiva sau, simplu, este o
surjectie dacd pentru orice element b € B existé cel putin un element a € 4,
astfel incat f (a) = b.

Rezultd ca o functie f:4 — B nu este surjectiva daca existd cel putin un
clement b € B, astfel incit pentru orice element x € 4, avem f(x) # b.

Data fiind functia f: 4 = B, am notat cu f (4) sau Imf submultimea lui B
definita astfel: f(4) = {f (x) | x € A} ={y € B| 3 x € 4 astfel incat y =@}
£ (4) se numeste imaginea functiei f. Din definifia lui f(A) rezultd ca:

f este surjectiva daca si numai daci f(4) = B.

Eompld

1. Functia f: R — IR, definita prin relatia

f(®) = ax (a # 0) este surjectiva. Intr-adevar, g
fie y € R Atunci x = £ € R si avem ‘
1€ y nci x A $ z il

A2)-ste

2. Functia g : A — B, asociatd dia-
gramei din figura 6 este, de asemenea,
surjectiva.

g(l)=a,g(2)=gB)=b,gB=c,85)=a.

3. Functia # : R — IR, definitd prin formula A(x) = x° nu este surjectiva.
Intr-adevar, pentru orice x € R avem A(x) = x* # —1. Deci -1 nu este imaginea
nici unui element, prin #, din domeniul de definifie.

4. Functia k : A — B asociatd diagramei din figura 7 nu este surjectiva.
Intr-adevar, se vede ca ¢lementul 2 € B nu este imaginea prin k£ a nici unui
element din A.

-
A= =B A= "4 =5
e

Fig. 7 Fig. 8

- Definitie. O functie f: 4 — B care este simultan injectiva §i surjectiva se
numeste functie bijectiva sau, simplu, bijecfie.

Fig. 6



I. Functia f: A — B, asociata diagramei din figura 8, este bijectiva:
J)=b,/2)=c,f(3)=a,f(4)=d.

2. Fie 4 = {x € R | x > 0}. Definim funcfia g : 4 — 4 prin formula g(x) = ¥’.
Functia g egte bijectiva. Intr-adevar, trebuie sa aratam ca g este injectiva si surjectiva.

Functia g este injectiva. Fie x, y € A astfel inct g(x) = g(»). Atunci x* = )7,
de unde (Jf—y)(x+y)=O$i deci x —y =0saux +y=0. Daci x — y =0, avem
x=y; dacax+ = 0, avem x = -y §i cum x, y sunt numere reale pozitive, trebuie
cax=y=0. Oricum, din egalitatea g(x) = g(y) rezultd x = y.

Functia g este surjectiva. Fie y € A. Cum y = 0, atunci are sens J; . Cum
Jy 20, atunci Ay € 4. Se vede ca g(y) =y ) =ysi deci g este surjectiva.

. Flfnctiaf: R— R, f(x)=ax+b,unde a, b € Rsi a # 0 este bijectiva.
Intr-adevar, daca f (x;) = f (x), atunci ax; + b = ax, + b, de unde obtinem
ax, = ax;. Cum a # 0, atunci x; = x; §i deci feste injectiva.

Sa aratam ca feste si surjectivd. Fie y € IR. Are sens numarul real x = y.b
a a
: B ® o ; Sirai
Atunci f'(x) a(; EJ +b=y, ceea ce aratd ci f este §i surjectiva.

2.2, Interpretarea geometrica a injectivitatii i surjectivitatii

unei functii numerice

Fie multimile nevide 4, B c R i functiaf: 4 — B.

Izaca S este injectiva rezulta, conform definiiei, ca pentru orice x;, x, € 4
agtffal incét x| # x, are loc relatia f(x,) # f (x,), adicd orice doua puncte de abscise
distincte de pe graficul functiei au ordonate distincte. Aceasta Inseamna ca daca
o paraleld la axa Ox intersecteaza graficul functiei, atunci il intersecteazi intr-un
singur punct; cu alte cuvinte, dacd f este injectiva, orice paraleld la axa Ox
Intersecteaza graficul functiei / in cel mult un punct (fig. 9).

_Daca e}_{istﬁ 0 paralela la axa Ox care intersecteazi graficul functiei f in
doua sau mai multe puncte, functia / nu este injectiva (fig. 10).

yA 4
Sfxz) f0x) =f(xj
2] / i) \ / i
0 x x ‘ 7, O T
2
Fig. 9 Fig. 10

in concluzie, functia f este injectiva daca i numai daca orice paraleld la
axa Ox intersecteazd graficul functiei in cel mult un punct.

Daci [ este surjectivd rezulta, conform definitiei, ca pentru orice b € B
existd (cel putin un) a € A astfel incét f (a) = b, adica orice paralela la axa Ox
dusa prin punctul de coordonate (0, b), b € B, intersecteaza graficul functiei in
cel putin un punct (fig. 11). Daca exista b € B astfel incét paralela la axa Ox,
dusa prin punctul de coordonate (0, b) nu intersecteaza graficul functiei £, functia
nu este surjectiva (fig. 12).

A A

¥ ¥y

ffR—>R fR—=R

O
o/

Fig. 11 Fig. 12

in concluzie, functia f: A — B este surjectiva dacd §i numai daca orice
paraleld la axa Ox, dusa prin punctul de coordonate (0, b), b € B, intersecteazd
graficul functiei in cel pufin un punct. :

Tinand seama de interpretarea geometrica a injectivitatii si surjectivitafii
unei functii, pentru o functie bijectiva avem urmatorul rezultat: funcfia 14— B
este bijectiva daca gi numai dacd oricare ar fi b € B paralela la Ox, dusa prin
punctul de coordonate (0, b), intersecteaza graficul functiei intr-un singur punct.

Avem urmadtorul rezultat:

Teorema 2. Dacaf: A— B este functie numerica (adica 4 si B sunt
submulfimi ale lui IR) strict monotona, atunci f este funcfie inj ectiva. .

Demonstratie. Intr-adevar, si presupunem cé f este strict crescatoare gi fie
X1, X2 € A astfel incat x; # x,. Atunci avem x; < x; sau x; > Xa. Daca presupunem
¢d x; < xp, rezultd f{x;) < flxz) si deci flx,) # flx;). Analog, dacd x| > x,, rezulta
fix)) > fixy) si deci flx)) # fixz) si deci f este injectiva. Daca f este strict
descrescitoare, se procedeaza analog.

In finalul paragrafului, vom defini urmatoarea nofiune:

Mulfime finita
Fie A o multime nevida. Se spune cd 4 este o multime finita daca existd un
numar natural # > 1 si o functie bijectiva de la 4 la multimea {1, 2, ..., n}. Se

observi ca numarul » este unic determinat de A si se spune cd mulfimea 4 are n
elemente. Vom nota prin 4| numarul elementelor multimii 4 §i-1 vom mai numi
cardinalul mulimii A. Convenim sa consideram ca mulfimea vida este finita si are
0 (zero) elemente, adicd |J] = 0.
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3. Functii inversabile. Inversa unei functii

Fie 4 o multime oarecare. Vom nota cu 1, : A4 — A functia definita astfel:
14(a@) = a pentru orice a € A. 1, se numeste funcfia identicd a mulfimii A.

Teorema 3. Fie A omulfime si 1, functia sa identica. Atunci:
1? Pentru orice mulfime B si pentru orice functie f: 4 — B, avem fol =1
2° Pentru orice mulfime C si pentru orice functie g: C — 4, avem 1,0g=g.

Demonstratie. Demonstram afirmatia 1°. Functiile /'si fo1, au acelasi dome-
niu si codomeniu aga ca pentru a arata egalitatea fol, = f raméane s3 dovedim ci
pentru orice a€ A, (f°1,) (a) = fla).

Intr-adevar (fo1,) (a) = f (14a)) = fla).

Demonstram afirmatia 2°. Functiile 1,8 si g au acelasi domeniu si
codomeniu, adica multimile C respectiv 4.

Pentru a arita egalitatea 1, o g = g raméne sd dovedim ca pentru orice ¢ € C
avem (1 02)(c) = g(c).

Intr-adevir (1,02)(c) = 1(g(c)) = g(c).

- Definitie. O functie /: 4 — B se numeste inversabila daca existd o functie
g: B — A astfel incat
gof=1,5ifog=1s 0]

Observam ci functia g definita de relatiile (1) este unica. Intr-adevar, daca

g': B — A este o alta functie astfel incat

Eof~ Lggifes —1a. )

g=1l408=(gf)eg=go(fg)=g-ls=¢,
unde s-au utilizat relafiile (1) si (2) precum si asociativitatea compunerii functiilor.
Daca f este o funcfie inversabila, atunci functia g definita de relatiile (1),
care este unica, se numeste inversa funcfiei f'si se noteaza f . '
Se pune intrebarea, cand este o functie inversabila? Raspunsul este dat de
urmadtoarea teorema.

Teorema 4. O functie f: 4 — B este inversabila daca si numai daca
este bijectiva.

atunci obtinem:

Demonstratie. Sa presupunem mai intdi ci f este inversabila i sa aratam ca
S este injectiva si surjectivd. Din faptul ca f este inversabild, rezultd ci existi

f': B— A astfel incat
Slof=lysifof =1y (3)

Fie xy, x; din 4 si sa presupunem ci f{x;) = f{x,). Din prima dintre relatiile (3)
obfinem ca x; = L(u) = (/"o /)x) =/ (fx)) =/ ' (x2)) = (f "o /)52 = Ls(x2) = x,.
Deci feste injectiva. Fie y € B. Din a doua dintre relatiile (3) se obtine: y = 15(y) =
=(fo fY9)=A"'()). Daca se noteazi x = f7'(»), atunci y = f{x), ceea ce arata ca
Jfeste si surjectiva.

Reciproc, presupunem ca feste bijectiva. Definim functia g : B— A4 in modul
urmator. Fie y € B. Deoarece f este surjectiva existd x € A astfel incat f{x) = y.
Elementul x este unic determinat cu aceasta proprietate, intrucat f este injectiva si
definim g(y) = x.

10

.

* simetrice fata de prima bisectoare aga cum se

Sa dovedim ci g o f= 14 5i fo g = 15 Fie x € 4. Atunci, notdnd y = fx),
rezulta din definitia lui g ca g(y) = x si deci g(f{x)) = x sau (g ° f)(;\.f). =1 ,_,(x). Rezulta
atunci g o f=1,. Sa aratam acum c fo g = 15. Fie y € B. Din definitia lui g, (/) = x,
unde x este elementul din A pentru care f{x) = y. Atunci (f o g)(v) = fig(y)) = fx) =
=y = 15(y), de unde obtinem cafo g= 1.

- Din demonstratia teoremei precedente rezult ca daci f: 4 — Beste o functie

bijectiva, atunci funcfia sa inversa f -1 . B — A se defineste dupa urmﬁ}on:ll_
procedeu: daci b € B, atunci f “1(b) este unicul element a € A astfel incét

fla)=b.

-xem le)
%funcﬁa f: A — B asociatd diagramei din figura 10.
f) =, f2)=a, f3) = e, f(4) = d, f(5) =b. l
Se vede ci feste o functie bijectiva. Atunci exi?té functia jlxzversﬁ S B> 4.|
Vom avea: f '(a)=2;f '(6)=5/"()=1;f () =4S (¢) = 3. Functia f
are urmitoarea diagrama (figura 11). : ‘el !
Se observa ca diagrama funciei /' se obfine din aceea a lui £ inversénd sen-

sul sdgetilor.

;
<]
L

s

Fig. 13 Fig. 14

2. Fie funcfiaf: R— R, fix)=ax+bundea, be Rgia+0. :
Aceasta functie este bijectiva, deci putem vorbi de inversa sa. _Fle y€ R
Atunci /() = x unde f{x) = y. Deci pentru y € R trebuie sa determinam x € R
a : =0 ] b
astfel incat fix) = y sau ax + b =y. Dinax + b=y obtinem pe x = la—— Fhitez
si deci £ 7'(») =1 y - % . Folosind notatia cu x, functia inversd a lui f este
a

-1, -1 =_1. o 2
SRR, () Al
Presupunem ca b # 0.

Consideram punctele din planul xOy.

P, b); P{-%, 0) respectiv 0, (b, 0)

Q.| %~ e . Se observaca P, §i O (respectiv
a

P, si ) sunt simetrice fafa de prima
bisectoare. Cum graficul functiei f este dreapta
ce trece prin punctele P, §i P, iar graficul
functiei " este dreapta ce trece prin punctele
O, si O, rezulta ca aceste doud drepte sunt

vede din figura 15.
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x—2,dacd x<3,
2x—5,daci x>3
este bijectiva si sa se calculeze inversa sa.

3. Fie funcfia /= R = IR, f{x) = { Sa se arate ca functia f

R: Sa aratam, mai Intdi, ca f este injectivd. Pentru aceasta, fie x|, x, € R,
Distingem cazurile:

1° x1, x5 £ 3. Daca f{x)) = f{x,), atunci x; — 3 = x; — 3, de unde x; = x».

2° x1, x, > 3. Daca f{x,) = fix,), atunci 2x; — 5 = 2x, — 5, de unde x; = x;

3°x 23, x,>3 Avemxy #xp, dar flx) =x-2<15ifley)=2x, - 5> 1, de
undej(x]) #ﬂXQ).

Deci f este functie injectiva.

Sa aratam acum ca f este surjectiva. Pentru aceasta, fie y € IR. Distingem cazurile:

1°y<1.Dacafix)=y,atuncix—2=y,deundex=y+2<3.

2°y>1.Daca fix)=y,2x—-5=y,deunde x = —)%-5- >3.

Deci oricare ar fi y € IR existd x € IR astfel incat y = f{x): dacd y < 1, atunci

x=y+2 iardacay> 1, atunci x = yT-I-S
y+2,dacid y<lI,
Atunci inversa functiei feste f ' :Ro R, f'() = y+5
G daca y>1.

Interpretarea geometricd a inversei unei functii numerice

Am vizut ca pentru functia f: R — IR, filx) =ax+bunde a+0sib+0,
graficele functiilor f'si f ' sunt doua drepte simetrice in raport cu prima bisectoare.

Vom arata cd acest lucru raméine valabil pentru orice functie numerica.

Fie f: A — B o functie numerica in-
versabila §i f ' : B — A functia inversa a lui f; :
Fie M(xo, o) un punct al graficului func-
fiei £ Atunci yy = flxg) si deci xy =
= f "'(n). Rezultd ca punctul M' (v, Xo)
apartine graficului functiei f ' (reprezentat
punctat in figura 16). Dar M si M’ sunt
simetrice fajd de bisectoarea unghiului xOy
(numiti prima bisectoare)’. Rezultdi ci
graficele functiilor f'si /' sunt simetrice faa
de prima bisectoare. Fig. 16

Mix,yo!

I
|
1
|
|
P x

* Intr-adevir, cum OP = 0Q si MP = M'Q, rezulti ci triunghiurile OPM si
: : ; si OOM sunt congruente.
Deci, OM = OM', Pe de alta parte POM = QOM ' si deci MOR = M'OR. In triunghiul MOM’ care

este isoscel, OR este bisectoare, deci §i mediana. Rezulta cda MR = MR, adica M si
simetrice fata de dreapata OR. % si M’ sunt
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Monotonia functiei numerice inversabile
Fie f: A — B o functie numeric care este inversabila. In acest caz putem

vorbi de inversa sa f ' : B — 4. Urmatorul rezultat caracterizeaza monotonia
unei functii inversabile. :

Teorema 5.Presupunem ca funciia numerica f: 4 — B este inversabila
avand inversa f ' : B — 4. Atunci f este strict monotona dacé si numai dacd
/! este strict monotona.

Demonstratie. Reamintim ca fatd de compunerea functiilor avem egalitatile:
flof=1ysifo ™ =15 unde 1, (respectiv 15) este functia identica a mulfimii 4
(respectiv a mulfimii B).

Presupunem ca f este strict crescatoare si fie by, b, € B cu by < b,. Punem
gzt (bt = f(b,). Avem a, # a, deoarece in caz cd avem a; = a; ar
rezulta fla) = fF (B)) = (Bf)b) = 1p(b)) si analog fla;) = by, Cum
fla\) = flay) rezulti ca by = by, contradictie. :

Cum a, # a, $i sunt numere reale avem a; < a; sau a; > az. Dacid a; < ay,
atunci din b, < b, rezultd £ (b)) <f ' (b2).

Dacd a; > a, atunci, cum functia f este strict crescétoare, avem ca
fla)) > flay). Dar cum b, = flay) §i b, = flay) obtinem cd b, > b, contradictie.
in concluzie avem f£~'(b) <f'(b,) oricare ar fi b, b, € B cu by < by si deci
" este strict crescitoare. Analog, daca f este strict descrescitoare se aratd ca
/! este strict descrescatoare.

Cum feste inversa functiei f ! rezulta i reciproca propozitici date.

4. Operatii cu functii

Am vazut in paragraful 1 al acestui capitol ci date doua functii f: 4 — B si
g : B — C obtinem o noua functie gof : 4 — C, numitd compunerca functiilor f'si
g. Compunerea functiilor este o operatie fundamentald in matematicé, deoarece
se aplica oricarui tip de functii (sa observam totusi cd operatia de compunere a
functiilor este o ,;operatie partiala”, deoarece ca sa obtinem functia gof trebuie ca
domeniul valorilor lui f'sd coincida cu domeniul de definiie al functiei g).

Totusi in anumite situafii particulare se pot face §i alte operatii cu functii,
operafii ce extind, in general, operatiile de pe multimea numerelor reale, §i
anume adunarea si Inmultirea.

in acest caz considerim A4 o mul{ime nevida oarecare §i vom nota cu .#(4, IR)
mulimea tuturor functiilor definite pe A cu valori in IR, adica {f: 4 — R}.

Dacaf,ge .7 (A, R) putem defini functiile f+ g sif* g in felul urmator:

(f+ 2)(x) = fix) + g(x), oricare ar fi xe R
(f 2)(x) = flx) - g(x) , oricare ar fi xe IR

Este clar ca f+ g i f* g sunt elemente din 7 (4, R) care se numesc suma
(respectiv produsul) functiilor fsi g.

in continuare, o sa dim unele proprietéti pe care le lasam ca exercifil.

13



1. Cu notatiile de mai sus sa se arate ca au loc urmatoarele proprietati:
1)f+g=g+f oricarearfif, g .F (4, R).
2)f-g=g- foricarearfif, g e .7 (4, R).
3)(f+tg)+h=f+(g+h),oricarear fi f, g he.F (4, R).
4)(f-g) h=flg h),oricarcar fi £ g he F (4, R).
S)f(gth)=fg+f horicarearfi f g he F (4 R).
Vomnotacu®: 4 — Rsi 1: 4 — R urmatoarele functii constante definite
in felul urmator:
O(x)=0oricarearfi xR §i LA(x)=1,oricarearfi x € IR
Funcfia @ (respectiv 1) se numeste funcfia nula sau functia zero pe multimea
A (respectiv functia unitate).
— Functia unitate 1 este diferitd de functia identica 1,4 :4 — 4 a mulfimii 4.
6)f+0=fsif - 1=f oricare ar fi fe .#(4, R).
Data o functie f: 4 — IR, notdim cu —f : 4 — IR functia definita astfel:
(-)(x) = Ax) oricare ar fi x € IR. Func{ia —f se numeste opusa functiei f.
7).f+ (-f) = O (functia nula)
8) Daca f: A — IR este o functie astfel incat f{x) + 0 oricare ar fi x € 4 atunci

1 1 1
putem defini functia —: 4 - IR, punind -(x)=~n— ,oricare ar fi x € 4.
f fov i)

9)Sdsearateca f - i=11.
S
Date doud functii £ g € .#(4, R) pentru care exista functia —}- (adicd fix) = 0
oricare ar fi x € A) putem considera functia ‘—;’i— care este prin definifie g-L.

Deci [_8_'_ x)= g(x) oricare ar fi x € 4.
foos i) -

10) Presupunem acum ca 4 este o submultime nevida a mulfimii numerelor
reale IR.

: Fie f: 4 — IR o functie (numericé). Sa se arate ci feste crescatoare (respectiv
strict crescatoare) pe mulfimea A4 daca §i numai dacd funcfia (—f) este
descrescatoare (respectiv strict descrescitoare).

11) Functia f: 4 — R este pozitiva (respectiv strict pozitivd) pe mulfimea 4
daca §i numai daca functia —f: 4 — IR este negativa (respectiv strict negativa) pe
multimea 4.

In continuare sa dam céteva exemple de calcul al sumei si produsului a doua
functii.

Exempld>

. Fie funcfiile f; g ' IR > R, fix)=2x+ 1 si g(x) =3x - L.

14
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R: Cum f{x) + g(x) = (2x + 1) + (3x — 1) = 5x rezultd ca functia suma
[+ g: R — IR este definita prin egalitatea: (f+ g)(x) S5xoricarearfi x€R.

Cum fix) - g(¥) = (2x + 1) - (3x — 1) = 6x” + x — 1 obtinem ca functia produs
f'g: R — IR este definita prin egalitatea: (f* g)(x) 6x*+x—1oricarear fixeR.

2. Fie functiaf: Z — IR, flx) = 2x + 1.

R: Se vede ci oricare ar fi x € Z, 2x + 1 + 0 si deci putem vorbi de functia

1

7 :Z — R care este definita prin egalitatea (%J(x) = oricare ar fi x € Z

2x+1

Exercitii
. S notdm cu 4 mulfimea oamenilor de pe glob. Definim funcfia f: 4 — IR dupa
legea ,f(x) inaltimea lui x*“. Este " injectiva? Dar surjectiva?

2. Notim cu A multimea oragelor {arii noastre, iar cu B mulfimea judetelor ;aru
noastre. Definim functia /: 4 — B dupa legea ,,f(a) = judetul pe teritoriul caruia se afld a*
si functia g : B — A dupi legea ,,;g(b) = orasul care este resedinfa judefului 5“.

i) Cine este f(Galafi) si f/ (Fagaras)? Cine este g(Teleorman) si g(Mehedinti)?
ii) Sa se arite cii f'este surjectivi i g este injectiva.
iii) Saise arate cii fog=lgsigef # 14

3. Fie mulfimea 4 = {0, 1}. Sa se construiasca toate functiile de la 4 la 4 i sd se
precizeze care sunt injective, surjective sau bl_]ectlve

4. Folosindu-se diagrama asociata unei functii, sa se determine numarul functiilor
injective de la mulfimea 4 = {1, 2} in mulfimea B = {3, 5, 7}. Existd functii surjective de
laAlaB?

5, Fie A= {0, 1} si B= {2, 3, 4, 5}. Si se scrie toate functiile injective de la mulfimea 4 la
mulpmea B si toate functiile surjective de la multimea B in mulfimea 4.

Se considerd func;ule f:R— R, g: R — R definite respectiv pnn formulele
fx)= t+x-1,gx)= x* —x+ 1. Sa se determine g o f5if g.
7. Se considera functiile

FRSR A —x+3, dacd x <], { 200) —x+3, daci x<2,
i = 1 2(X)=

o x+1, daci x=>1 : x—1, daca x=2
Si se determine go f §if - 8.

8. Consideram functiile definite respectiv prin formulele urmatoare:
a)f:N—>N,f(n)=n+5 bg:N-Ngn=n+1; ¢) E-Lhx)=3x+1;

x* dacad x<0

—x daci x>0

Sa se arate cii: /; g, h sunt injective si nu sunt surjective; &, / sunt functii bijective.

Dk RoORIX)=x-2; €) l:m—>11u(x)={

9, Fie functia f : R — [0, +e0), f(x) = x°. Si se arate cd [ este surjectivd dar nu este
injectiva.
10. Considerim functiile A i> Bi)C . Sa se arate cé:
i) daca f'si g sunt injective, atunci g o f'este injectiva.
ii) daca f'si g sunt surjective, atunci g o feste surjectiva.
11. Sa se arate cd functia de gradul al doilea nu este nici injectiva, nici surjectiva.
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(_iﬂ. Consideram functiile definite respectiv prin formulele:
i) f: Zl—»ZZ;f(x)=—x+4; i) g: E-»ZZ;g(x)=x+ I
iii) i Z — Z; h(x) = x% iv) k: Z — IN; k(x) = x°.
Sa se arate ¢d f, g sunt bljectlve Cum sunt 4 si k? Sa se determine functiile inverse

pentru fsi g.
13. Fie mulfimile 4 = {0, 1, 2} si B = {a, b, c}. S4 se determine toate functiile

bijective de la 4 In B §i apoi s se scrie pentru fiecare inversa sa.

14. Consideram functia f: IN — IN, definita astfel:
: 5
f(n)= {n L daca.~ n este numdr par.
n—1, dacan este numir impar.

Aritafi cé feste functie bijectivi gi construifi inversa sa.
15. Fie funcfiaf: R — R, f(x)= §aliR 5z
3x,dacix <0,

Si se arate ca feste bijectiva i si se determine inversa sa,
2x+1, daca x =1,

16. Fie funcfiaf: R— R, f(x) =
f() X #0210 'dacit. szl
Sa se arate cdl feste bijectiva si sd se determine inversa sa.

17. Fie funcfiaf: R —» R, f(x) = {—x+3, daci x < 2,

2x+m; "dacd x > 2.

Sé se determine parametrul real m astfel incit funcpa si fie bijectiva si apoi sa

se gdseascd inversa sa.
18. Fie functiile /; g : R — R f{x) = |x| i g(x) = 2x. Sa se calculeze: f+ g, fg

LR L P =

PUTERI SI RADICALI.
FUNCTIA PUTERE $I FUNCTIA RADICAL

1. Puteri. Functia putere

1.1. Puteri cu exponent natural nenul
Fie ¢ un numir real si #» un numar natural mai mare sau egal cu 2. Se

numeste puterea n a numdrului a produsul a n numere, fiecare numar fiind egal
cu a. Acest numar se noteaza cu a'. Deci:

n

a =a:a..a
N
n ori1

in reprezentarea 4", a se numeste baza puterii, iar n ex onentul puterii.
p 3 s P

Convenim si punem a' = a.

L(-2=(2) (2 2)=-8

1. Semnul puterii cu exponentul natural
Puterea unui numdr real pozitiv cu exponent natural nenul este pozitiva.

Puterea unui numdr real negativ cu exponent natural par este pozitiva, iar cu

exponent natural impar este negativa.
intr-adevar daca a > 0, atunci @ fiind produsul a n numere pozitive este

pozmv Daca a < 0, atunci din regula semnelor rezulta ca a”", care este produsul
unui numar par de numere negative, este pozitiv, iar o l, care este produsul

unui numar impar de numere negative, este negatw
De exemplu (-2)° are semnul (-) iar (-2)" are semnul (+).

2. Puterea produsului si a catului a doud numere reale
Fie a, b doud numere reale §i » numar natural nenul. Atunci:

(ab)"=d'b"
ay n fi
(3] R (b #0)
intr-adevar: (ab)’ =\(ab)-(ab)-...-(ab):L(a-a-‘..-a)-(b‘-b-....-b):a"b”

n orl n ori n ori

(am folosit asociativitatea si comutativitatea inmulfirii a doua numere reale).

a n
Deasemenea: | — | =—'—"... ]
(b} b b b =h-p L ab B
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- In calcule, deseori, folosim egalitatile de mai sus sub forma:

nbn: b”'a_”:_q.n.
A e [bj

5 5 5
De exemplu: 6° [J»J Aot b LE =3_5=&.
4 4 2 22 32

3. Inmultirea puterilor care au aceeasi bazi
Daca a este un numar real §i m, n numere naturale nenule, atunci:

a’” W
Intr-adevara” - a"=(a-a..-a) - (a-a-.-a)=a-a-.. -a=a""
m ori n ori m=n ori

De exemplu: g DAl 128; (-2)- (_2)4 - (‘2)5 =532

4. Ridicarea unei puteri la alti putere
Daca a este un numar real §i i, n numere naturale nenule, atunci:
(@) =da™.
mt+m+..+m
w i dicn
Intr-adevar ( )ﬂ =q" a = WL IR ) Ll

n 01’1

(Am folosit proprietatea 3.)

472 8
2764 L o fe o =—1—.
2 ¥ 256

5. Impartirea a doud puteri cu aceeasi baza

Daca a este un numar real nenul si m, n numere naturale nenule, astfel incat
m > n, atunci:

De exemplu: (23)2 =932 _

Intr-adevar, folosind proprietatea 3, avem: @™ + a" = o™ = 4" de unde

e s a
rezultica @™ " =

De exemplu: ——= =38 =32 =9 = =453 =42 = 16,
6. Compararea puterilor

4] = . e A ~ .
1" dacd a i b sunt numere reale pozitive astfel incit @ < b §i # numir
natural nenul, atunci

al'=<b".
Aceastd proprietate este o consecinta imediata a unei proprietatii a inega-
litatilor intre numere reale, cunoscuti din clasa a IX-a.

Care dintre numerele 2*° sau 3*” este mai mare?

AVCm 230 = 23']0 =, (23)]0 = 810; 32() = 32'10 sy (32)10 = 910.

Deoarece 8 < 9, atunci 8'° < 9", adica 2*° < 3%.
2° Fie a un numdr real pozitiv §i m, n numere naturale nenule, astfel incat m > n.
i) Daca 0 <a <1, atunci a" <a";
ii) Dacia > 1, atunci a” > d".

intr-adevir, avem m = n + k, cu k numar natural nenul. Deci a” = Fik=gta
Daca 0 <a < 1, atunci 0 < @* < 1. Prin urmare, a" = a"- d* < d".
Dacd a > 1, atunci ¢ > 1, Prin urmare, a" =a" - a*>d’.

1 60 1 30
De exemplu, [;) < (;] BihO%rS BP0,

1.2, Functia putere
Fie n un numdr natural nenul. Definim functia
FoR =R, flx) ="
Aceasta functie se numeste functia putere de gradul n.
_1 Functia putere este o functie numerica.

2. Pentru n = 1 se obfine funcfia de graduputal Jx) = X, iar pentru n = 2 se .
obtine functia de gradul al doilea f{x)

Teorema 1.
1° Daca n este un numér par nenul, atunci functia f{x) = x" este strict
descrescitoare pe intervalul (—oe, 0] §i strict crescatoare pe intervalul [0, o).
2° Daca n este un numér impar atunci funcfia f{x) = x" este strict
crescatoare pe IR.

Demonstratie. 1° Presupunem ca » este par, adica n = 2m si fie x;, x; € [0, +oo)
astfel incat x; < x,. Folosind proprietatea 6 privind compararea puterilor,
avem cd x <x, unde n este numar natural nenul oarecare. in particular,

™ < x2"  adicd flx)) < flxy).

Rezulta cd functia f{x) = x°" este strict crescatoare pe intervalul [0 o3).
Fie acum x,, x, € (-0, 0] astfel incat x; < x,. Cum x; < x; < 0, atunci

(=x) > (=x) = 0 §i deci (—x)*" > (=x)*" , adica x2” >x3". Prin urmare

flx1) > flx,), ceea ce ne arata ca f este strict descrescétoare pe intervalul (—ee, 0].
2° Presupunem acum ca n este impar, adicd n = 2m + 1 si fie x; < x,. Daca

0 < x, < x, la fel ca mai sus avem xz"'+| cmtl “Dyara = % s 0, -atnel

=%
) () a0 s deey, Gax )2 o L adich = x5 xz"’” Prin
§ . 1 :

urmare; x"* < x®H 5
Daca x; <0 si x, > 0, atunci xz’"*' este un numar negatiy, iar x%"’” 0 si deci
2m+] 2m+l 2m+] 2m+]

in acest caz avem x’™"' < x2™*!. In concluzie, din x, <x; se obtme b R
adica f{x;) <f(x,), adica functia f{x) = x*""' este strict crescitoare pe IR,
Te o rem a 2. Daca n este un numar par, functia putere f{x) = x" este o
functie para. Dacad n este un numdr impar, funcfia putere fix) = x" este
impara. : o
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Demonstraie. Daca n = 2m, atunci fl- x) = (= x)*" = ¥*" = f{x) si deci
functia f{x) = x*" este pard. Dacii n = 2m + 1, atunci f{ —x) = (= x)™""' ="' =
= —f(x) si deci functia f{x) = x*""" este impara.

Interpretare geometricd. Fie f: A — B o functie numericd unde mulfimea A
este simetricd. Am amintit in primul capitol ¢4 in clasa a IX-a s-a aratat: dacd f
este o functie pard, atunci )y este axa de simetrie pentru graficul functiei f, iar
daca f este o funcfie impara, atunci originea axelor O este centru de simetrie al
graficului functiei f.

Graficul functiei putere f(x) = x" pentru n =13, 4
1. Functia fix) = x’. Trasarea graficului functie fix) = x° se face prin
,puncte”. Mai exact, functiei f{x) = x’ i se asociaza urmatorul tabel de valori:

x - 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 oo

ooy = ek

Reprezentam intr-un sistem de axe xOy, punctele ale cidror coordonate sunt
valorile din tabel. Punctele obtinute le unim printr-o linie continua. In figura 1
este schifat graficul functiei flx) = )

Graficul acestei functii se numeste
parabola cubica.

Parabola cubicd are urmatoarele propri-
etati:

1) Trece prin originea axelor, care este
un centru de simetrie (deoarece f{x) = x° este
functie impara);

2) Ramura din dreapta a graficului se
giseste deasupra axei x’x, iar ramura din Fig. 1

—64 =27 8. -=1. 0 laz | 8u 12089 .64

NY

=\

stinga se gaseste sub axa x'x.

_ Graficul functiei f{x) = x*™" (m > 1) are o comportare aseminitoare cu
graficul functiei f{x) = x°.

2. Functia f{x) = x*. Graficul acestei funciii se traseaza tot prin ,,puncte”.
Pentru aceastd functie se ascociazd urmatorul tabel de valori:

s s e e e T s o R N

Sy =x" | 956 8] . . 16 it Gy Sgeltis) 1556

Punctele ale cdror coordonate sunt valorile din tabel le reprezentam intr-un
sistem rectangular de axe xOy. Punctele obtinute le unim printr-o linie continua.
In figura 2 este schitat graficul funciei f{x) = x”.
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Graficul acestei functii are urmétoarele
proprietati:
1° Se gaseste deasupra axei xx §i trece
prin originea axelor.
2° Axa y'y este axd de simetrie pentru
graficul functiei fix) = x* (deoarece f{x) = x’ x 0]
este o functie pard). !
B G:raficul funciei fix)= " (m > 1)
are o comportare aseminatoare cu Fig. 2
graficul functiei f{x) = X1,

=N

1.3. Puteri cu exponent intreg
Am demonstrat ca pentrum > n
a":a"=d"" (a+0).

Vom cauta si largim nofiunca de putere astfel incat a” : a" = a" " (a+0)sd
aiba loc si pentru cazul cand m < n.

1) Exponentul 0. Dacé a # 0, prin definifie vom pune azl _

Daci m = n, atunci " : "= 1 i @™ = a’ = 1. Rezultd ca formula a” : a" =
=a"" are loc si pentru cazul m = n.

_ Expresia 0° nu are nici un sens.

2) Exponentul negativ. Daca n este numdar natural nenul si @ un numar real
1

T

nenul, prin definifie vom pune a™" =

-
e
Daci m, n sunt numere naturale astfel incét m < n, atunci

2 1
De exemplu, 27° = =0,125; 37! = i 0,(3)

m m m
a a a 1 il »
- e = — a (n m) — am n‘

an am+(n*m) am ! an~m an—m

Rezulta ca formula a™ : @" = a” " are loc §i pentru cazul m < n.

3) Exponent intreg. In urma definirii puterilor cu exponent 0 §i negativ
puterea a” cu @ numdr real §i » numar intreg este bine precizata exceptind cazul
a = 0. Vom arita ci proprietatile puterilor cu exponent natural se pastreaza si
pentru exponent intreg:

1°(@-b)'=a"b"

3)5
b b?

Sa verificam 1°. Pentru exponent 7 > 0 am demonstrat egalitatea 1°. Dacd
n=0,atunci (@ b)’=1sia’ - b’'=1-1=1. Deci:
(@' b)'=d"-d", areloc §i pentru n= 0.

: 1
Presupunem 7 < 0. Atunci (ab)" = (

ab)"

- =
3oam_an=am n; Soam:an:amn;

40 (a??l)?l = amn'
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1 slow 1 ot sl
(ab)—n a—n’ ! b"n a-‘ﬂ b*n
egalitatea (ab)" = a"b" are loc si pentrun < 0.

In acelasi fel se verificd egalitatea 2°,
Sa verificam egalitatea

=g":b". Deci

Cum -n > 0, atunci

A a" d'=a"" (a+0). (€8]
Deoarece pentru m > 0 si n > 0 egalitatea (1) este adevarata, raméane de

ardtat pentru urmatoarele trei cazuri:

: ; 1 2 i

Cozulm>0g§in<0. Atunci a" -a" = 2"+ — = —.
a a
m
Dar cum —n > 0, am vazut cd — = a" ") = ™" i deci a” - a" = a"*"
a

! g K 1

kit R TR s v R R ol ol e
: a a a™ a

Cum-m>0 si—n>0,atuncia™ - a™”=a ™",

: 1
Deci arcd = W = a'”*"
a

Cazul cand unul dintre m sau n este zero. Presupunem ca n = 0.
WEcio -2 =g g =g =g g =g =g,
Deci si in acest caz avem @™ @ = a™"
Din egalitatea 3° rezulta si egalitatea a™ : a" = " " (@ = 0).
Sa verificam egalitatea
@' =a"(a+0) )
Deoarece pentru m > 0 si n > 0 egalitatea (2) este adevarata, ramane de

aratat in urmatoarele cazuri:

; |
Cazulm<0sin>0. Avem (a”)" = = :

Cum —m > 0, atunci (@ ™)" = a™, Deoarece — mn < 0 atunci @™ = - =51
; a

deci (a™)" = a™.

Cazulm>0sin<0. Avem (a")" = ! 1

K =——=g"". Deci(@").r a™.
d a ;

Cazul m <0 5i n < 0. Avem (a")" = Din primul caz obfinem ca

1
(am)—n :

=g iDeciy(a’) = a™.

,_..‘,,_.

(@™ "=a™ ¢i cum mn > (), atunci =

a

mn

a
Cazul cand unul dintre m sau n este zero. Daca m = 0, atunci ¢” = 1 si deci

(@)= 1"=1. Dar cum " = ¢° = 1, rezultd (a™)" = a™.
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Daci n = 0, atunci (a”)" = (@™)" = 1 si @™ = @ = 1. Deci si in acest caz

avem (a™)" = a™.

|

1 3—6 .38 =3-6+3 =32 =9.
1 1
2.4 =4"= —=—;
( ) 4% 256
T
3. [(EJ ] KED“PERY =3 g

1.4. Functia putere de exponent negativ
Vom studia functia: f: R~ {0} — R, ix)=x", n € IN*,
Vom distinge doua cazuri: 1) n=2m; 2) n=2m + 1.

1
Df:R-{0} =R, fix)= et
La punctul 1.2. s-a ardtat ca daca 0 < x; < x,, atunci x;™ <x;", de unde

1 IR T : P 2
—— >—— si deci feste strict descrescatoare pe intervalul (0, +oo).
X X2

1 1

Daci x, <x, <0, atunci x7" > x;™ si deci —~<—5»¢eea ce ne aratd ca f
X

X1 2

este strict crescatoare pe intervalul (—=, 0).
Cum x*" = (- x)*", atunci f{x) = f{— x) §i deci JSeste o functie para.

2)f: R~ {0} >R, fix)= xz—ll

Daca 0 <x, <x,,atunci 0 <x”™ <x?™" de unde —— e gl g1
Lo lalts
este strict descrescatoare pe intervalul (0, +0).
X ; p—
Daca x; < x; < 0, atunci x{™"' <x}™'< 0 si deci ——>——, ceeaice
: : 3 x
I 2

ne aratd ca f este strict descrescatoare §i pe intervalul (—s, 0).
Cum x*™*! = — (= x)>™"!, atunci f{x) = — f{—x) si deci feste o funcfie impara.

I Desi functia feste strict descrescitoare pe intervalele (oo, 0) si (0, +o0) ea
nu este strict descrescatoare pe multimea R — {0}. Intr-adevar, daci x, = -1,

x;=1 atunci x, < x,. Dar, f(x,)=f(-1)= L sif)= f(‘xj‘= 1si

o

deci flx;) < fixa).
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Graficul functiei putere f(x) = X", pentrun=-1 gin==-2,
Functia f: R— {0} — R, flx) =x"".
Trasarea graficului se face prin ,,puncte”. Pentru aceasta asociem urmétorul

tabel de valor:

Bot 0 gt A Lo as10G+od

X 1
Els 0 o (il ere i
> "10 100 100 10 2
o 3 ?
For e N W T N Ly AR R
2 10 100

100 10 2

in acest tabel se vede ci pentru valori din ce in ce mai mari ale lui x|, f{x) se
,apropie* de zero, iar pentru valori din ce in ce mai ‘mici ale lui x|, f{x) ia valori din ce
in ce mai mari (in valoarea absolutd). Graficul functiei fix) = x' este schitat in figura 3.
Acest grafic se numeste Aiperbold. El este constiuit din doud ramuri simetrice faa de

originea axelor (deoarece functia f{x) = x ' este o functie imparé).

YA 1\ +
x’
e
O X x: 0 x
y y'
Fig, 3 Fig. 4

Functia f: R— {0} — R, flx) =x.
Pentru trasarea graficului, acestei functii i asociem urmdtorul tabel de

valori:
X 1 1 1 1 1 1
N e T NI P S I T
2 10 100 100 10 2
%) = x> Jr41 1%.'53]
— — 1 4 100 1000010000 100 4 1 - —
: 100 4 4 100

Din acest tabel se vede ca pentru valori ale lui x din ce in ce mai apropiate
de 0 (pozitive sau negative) functia / ia valori din ce in ce mai mari. Pentru
valori ale lui [x| din ce in ce mai mari, functia fia valori din ce in ce mai mici.

Graficul functiei f{x) = x~ este schitat in figura 4.
Acest grafic este constituit din doud ramuri simetrice fatd de axa yYy

(deoarece functia f{x) = x * este para) situate deasupra axei x'x.
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Exercigii
1. 84 se calculeze:

2
a)2%-4%-8%- —l—zlb)53-152-253- LY, c) EL¥ |
16 )’ 123)° 2

o] (4] (o]

2. 54 se efectueze: .
8) (-2x)° - (8¢ — [T - 2 (=)'T’;
(20" - (138 - [0 - 2 ()
3, In raport cu valorile lui m sa se determine semnul expresiilor:
“a) (1-m) 1 (2 3m)'Z; ) (4 - 2m)' ™.
4.84 se calculeze:
) V) (), G, y £ 0); b) [@ + B° + 3ab (a+ )1 : (@ + b2+ 2ab)’, (a+ b +0);

C) (10" _4?1) : (5?! £ 2)1)‘
5S4 se arate ca: (a + b)a® + b Xa4 +b Xag +b* Xam +‘b16) =
6. 5S4 se descompuna In produs de doi factori:

a) x 2" Ex ™ x4 (m>n);b)x ™ (x" -1 )-x" (x"’ —1).

T Carezdintre urmitoarele numere este mai mare:
<a¥4? sau 2% b) 27° sau 96; ¢) 1252 sau 25 d) 4°”° sau 3*%,

ei id sau wod 3‘ ) 25 i 1 500‘ 5% 6% 1) 59
3 5 1 i sau S 2) sau ! h)(;] saus5™" 7
8. Sa se reprezinte grafic functiile:
)i 1 R— R fi(x)=2x"; b)f2: R=R,Am)=x" =1
0fs i R—R,fx)=(x~1)} d)fs R=R, 0= (x+2)%
e fi :R—R £(0) =, 0f R—R,fix)=Ix- 1)’
i, o Si se arate ci functia putere /: R — R, flx) = x*”
nici surjectiva, :
10. Sé se scrie, folosind exponentul negativ:
1 1 3

& p vl )
@l b (a = b).
a—»b

;(a,b,c#O;Ial#l b| );

" T A S
__ii) 0, 0002; iii) 0,000003; 0,00015.
11.54 se efectueze:
al+1) (@ -a’+1);(a+0)
b) (a2 + 1Y~ (a?- 1), (a+0);
Sa(a+by +ba+b)", (@a+b=0).
12. Sa se calculeze: ;

3L 1Y A 1
+ ]. | ——J—
a) {x {+(x+l] :] } , pentru x 3

-H-xq
b 2 : L —2x7 =1 tru =—l.
)4‘[1J-2 [2’2(2”) g R
X

, m € IN, nu este nici injectiva,
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f3: 84 se simplifice expresiile:

-1
waet @2 2) | 2yz .
e = e TR Wz Ry )
x =(y+2) Vet 7=
S g
b) _x_...}i.__x—zl——+x3(x2_2xy+y2) 2_

xP—y”
14l. Si se reprezinte grafic functiile: 1
Caa)fi (R-{0~RA®=x"+1 bf:R-{0}>RAX)=x"- I

1 1
“R-{1}— m’ = —
B d)j:i { } ﬂ(x) (x 1)2

o) fsi :R-{-1}—R,fi(x)=

2. Radicali. Functia radical

Fie 7 > 2 un numdr natural, iar ¢ un numar real. Sa consideram ecuatia

; : x'—a=0. 1)

fn continuare ne punem problema existenfei §i a numirului radacinilor
(solutiilor) reale ale acestei ecuatii. O radacind reald a ecuatiei (1) este un

numar real o, astfel incat o' —a = 0.

2.1. Radicalul unui numér pozitiv !
Fie ca mai sus » > 2 un numdr natural, a > 0 un numar real pozitiv §1

ecuatia x" —a = 0. Atunci avem

Teorema 3.Dacdn>2 este un numar natural si @ > 0 un numar real

pozitiv atunci ecuafia
xX'—a=0. (2)

are o radicind reald pozitiva §i numai una.

Demonstraia riguroasa a faptului ca exista o radacina pozitiva a ecuatiei (2)
depaseste programa clasei a X-a. Ea necesita notiunea de continuitate §i se va
face la Analizi matematicd in clasa a XI-a. Vom indica totusi mai jos pe un
exemplu cum poate fi gasita o valoare aproximativd a radécinii pozitive a unei

astfel de ecuatii. ; ]
Si demonstrim acum unicitatea. intr-adevar, si presupunem prin absurd, ca

ecuatia (2) ar avea mai multe radacini pozitive diferite. Fie atunci x; §i X, x| # X2
doua astfel de radacini, adicd
x =x; =a 3)

Cum x; # X, atunci unul dintre aceste numere este mai mic decat celdlalt.
Fie, de exemplu, x, < x,. Atunci din proprietafile puterilor rezulta x| < xj, ceea
ce contrazice relatia (3). Aceasta contradictie arata ca existd o singura radédcina
pozitiva a ecuafiei (2).

Cu alte cuvinte, teorema precedentd ‘spune ca penfru orice numar real
pozitiv a > 0 §i orice numdr natural n > 2, existd un unic numar real pozitiv cu
proprietatea ca puterea a n-a a sa sa fiea.
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Atunci putem da urmatoarea definifie:

Definitie. Dacd a > 0 este un numar real pozitiv §i # > 2 un numar natural,
se numeste radical de ordin # din @, numarul pozitiv a carui putere a n-a este a.

Conform teoremei precedente exista un astfel de numar si este unic.
Notatie. Vom nota radicalul de ordin n din a prin %a . Pentru ¥a , de

obicel, se omite 2 si se scrie, simplu, va .
Asadar, ¥a este un numar care verifica relatiile:

3fa>0,&a) =a (a>0).

139 =3 3125 =5, 416 =2, 432 =2, {81 = 3.

2. Sa aratam, acum, cum poate fi gésita o valoare aproximativa a numarului 3\/-2_ :
Deoarece 1 =1° <2 <2’ =8, rezultaca 1 < 3\/5 < 2 si deci 1, respectiv 2

sunt valorile aproximative prin lipsa, respectiv prin adaos, ale lui 3z ,cuo

eroare mai mica decét 1. Ca sd gasim valorile aproximative cu o eroare mai mica

decat 0,1 ale lui > , procedam Tn modul urmator. Scriem sirul de numere
BOilsilnl 20 13340 6,50 1.6t 0 5 Tele 10900 (s

Cautim in acest sir doud numere consecutive, astfel incét cubul primului dintre
ele sa fie mai mic decét 2, iar cubul celui de-al doilea sa fie mai mare decét 2.

Pentru aceasta si radicam la cub numarul din mijloc.

Obtinem 1,5° = 3,375, care este mai mare decat 2. Deoarece toate numerele
de la dreapta lui 1,5 prin ridicare la cub dau numere mai mari decit 2, perechea
de numere cautatd va fi printre numerele

1,16 1,2:'1.3; 1.4.

Ridicim la cub 1,2 si obtinem 1,728 care este mai mic decit 2, gi deci cubul
lui 1,1 va fi §i mai mic. Calculdm atunci cubul lui 1,3 si obtinem (1,3)’ = 2,197
care este mai mare decat 2. Deci 1,2 < 2 < 1,3. Asadar 1,2 respectiv 1,3 vor fi

valorile aproximative prin lipsa, respectiv prin adaos ale lui /2 , cu o eroare mai
mica decét 0,1. -
Daca vrem sa gasim valorile aproximative cu o eroare mai micd decat 0,01

ale lui %/5_, proceddm ca mai Tnainte pentru sirul de numere urmdtor:
B2 Erl2os e 3 9 2 190,

Deoarece (1,25)° = 1,953125 este mai mic decit 2, o sa'luam in considerare

numai numerele:
1,26; 1,27; 1,28; 1,29.

Cum (1,26)3 = 2,00376 este mai mare decéat 2, avem 1,25 < 3\[5 < 1,26.
Asadar 1,25 respectiv 1,26 vor fi valorile aproximative prin lipsa, respectiv prin

adaos, ale lui {E , cu 0 eroare mai mica decét 0,01.
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Continudnd procedeul putem gasi valori aproximative ale lui 3{5, cu o

eroare oricat de micd dorim.

In general, ecuatia x" — @ = 0 (a > 0) poate sa aiba si alte radacini (care
evident trebuie si fie negative). De exemplu, ecuatia x* — 4 = 0 are radacinile
x;=-2 <0 ¢ix=2>0. In acest sens avem in general: '

1° Dacd n = 2k + 1, atunci ecuatia x**"'~ @ = 0 (a > 0) nu are radacini

negative,
Aceasti afirmatie rezulta usor observand ca oricare ar fi o < 0 avem o<

si deci o *" £ g (a>0).
2° Dacd n = 2k atunci ecuatia x* — a = 0 (@ > 0) are o singuri radicina

negativa si anume — 24‘/.&— :

intr-adevar, avem (- %/a }* = (2(‘/5 )2k =a si deci — #/a este o radicini
a ecuatiei x** — @ = 0. Un rafionament analog celui folosit la demonstrarea
unicitatii in teorema precedenta, ne arata ca — ¥/a este unica radacina negativa.

Prin definitie, avem 1o =0 (n = 2, numdar natural).

Evident, W = () este unica riddcind a ecuatiei x" = 0.

_1. In clasele anterioare s-a definit radicalul de ordin doi (ridicina patratd)
dintr-un numir pozitiv. De asemenea, s-a studiat proprietatile acestuia gi
operatiile cu radicali de ordinul doi.

2. Avénd In vedere definifia radicalului, mai precis ca radicalul unui numar
pozitiv (sau nul) este pozitiv (sau nul) este folositor de remarcat urma-
toarea formulad importanta:

x, dacd x> 0,

vx? ={ 0, daca x =0,

—x, dacda x <0.

Cu alte cuvinte, \/x_z = le :

2=a,.ddcd, a <2,

L {2 -af =|2-—a]= 0, daca a =2,
a—2, daca a> Z

2. \/(xz + 1)2 — |x2 + 1‘ = x” +1, deoarece pentru orice x, avem x* + 1> 0.

2.2. Functia radical
Fie n > 2 un numar natural. Definind notiunea de radical de ordin », fiecirui nu-

mar pozitiv (sau nul) a i s-a asociat un numar bine determinat, pozitiv (sau nul) % .
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Astfel am obginut o functie £ [0, +o0) — [0, +o9), flx) = ¥x .

Aceasta functie se numeste funcfie radical. lata céteva proprietafi ale
functiei radical;

1° Functia radical este strict crescatoare.

Intr-adevar fie x;, x, € [0, +99), astfel incét x; < x,. Deoarece x, = ("Jxl y si

Xy = (@ )', avem (g/;; T < (4/5 y Dar functia putere fiind strict crescatoare
pe [0, +o0) rezultd cd (Z(/—x_,_ )’ < (@ T adica f{x)) < flxy).

2° Functia radical este bijectiva.
Deoarece functia radical este strict crescatoare (proprietatea 1°) rezultd ca
ea este injectiva (vezi teorema 2 din cap. 1). Fie acum y € [0, +e0).Deoarece f{y")

= §/y" =y, rezulta ci feste surjectiva.

— 1. Deoarece functia radical
2 £: 10, +o0) = [0, +09), flx) = vy,
este bijectiva, rezultd (vezi teorema 4 din cap. 1) cé ea este inversabild.

Din relagiile (V;)” =x si W =y, (x 2 0, y > 0) rezultd cd inversa sa
nu este alta decét functia:

. g [0, +90) = [0, +20); g(x) = x".
(a nu se confunda functia g cu functia putere, ele neavénd acelasi
domeniu de definitie.)

intr-adevar, (gof)(x) = g(flx)) = g(”s/; ) = W =x, x € [0, +e0).
#)0) =8N =) = A" =3, Y€ [0, +0).

2. Din punctul 1. rezultd ci g este inversabild si, conform teoremei 4 din
capitolul 1, este deci bijectiva.

Graficul functiei radical f(x) = V; pentrun=23,

1) Functia f'; [0, +s0) — [0, +09), fix) = v/x . Din proprietatile 1° si 2° de
mai sus rezultd, in particular, ca functia f este strict crescatoare §i bijectiva.
Graficul acestei functii (construit prin ,,puncte®) este reprezentat in figura 5.

2) Functia f': [0, +eo) — [0, +o0), fix) = {x . De asemenea, aceastd functie
este strict crescatoare si inversabild. Graficul sau (construit prin ,,puncte”) este

reprezentat In figura 6.
Se observid din aceste figuri cd graficele celor doua functii radical

considerate sunt aseméanatoare.
In cele doua figuri am reprezentat prin linie intrerupts graficul functiei

inverse. Cele doua grafice (al functiei f §i al inversei sale g) sunt simetrice fata
de prima bisectoare (vezi teorema 5, cap. 1),
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Fig. 5 Ve Fig. 6

2.3. Radicalul (de ordin impar) al unui numér negativ
Fie n > 2 un numdr natural, a <0 un numar real negativ §i ecuatia x" —a = 0.
Atunci avem:
Teorema 4. Fien > 2 un numir natural, @ <0 un numdr real negativ si
ecuatiax”—a=0 (1)
Atunci:
- 1° Daci n = 2k (k > 1), ecuatia (1) nu are radécini reale.

2°Daca n=2k+ 1 (k> 1), ecuatia (1) are o radicina reald negativa si

numai una.

Demonstratie. Afirmatia 1° rezultd usor observand ca oricare ar fi & € R
avem 02 = (02)" > 0 si deci o # a (a < 0), adica a®* —a #0.

Sa demonstram acum 2°. Fie pentru aceasta y = —x. Cum y**' = (=)' =
= _x*"! ecuatia devine — y*"! — a = 0 sau inca y**' — (—a) = 0.

Cum a < 0 rezultd —a > 0 si dupa teorema din paragraful 2, rezulti ca ecu-
afia in y are o riddicina reala pozitiva unica. Aceasta este tocmai Y-a (-a>0).
Dar, atunci este clar cd ecuatia In x are o radacina negativd unicd §i anume

=_4/-a (-a>0).

Avind in vedere afirmatia 2° a teoremei precedente putem da urmétoarea
definitie: .

Definitie. Dacd @ < 0 este un numar real negativ i # > 3 un numar natural

impar, se numeste radical de ordin » din a, numarul negativ a carui putere a n-a

es_te.a. s G
Un astfel de numar exista si este unic. fl notam prin Ya . Agsadar fa (a<0,

n > 3, impar) este un numar care verifica relatiile: tfa < 0, (’f{/; Y =a.
Din consideratiile anterioare rezulta:
Dacaa <0, n=2k+ 1, atunci V_ =—8-a.

1. Ecuatiile x* + 81 = 0 5i x'® + 125 = 0 nu au radacini reale.

2. Ecuatiile x* + 32 =0 5i %’ + 125 = 0 au céte o radacina reala negativa si anume:
}/-32 = -2, respectiv ¥-125 = -5,
—Pentru un numdar natural impar, # = 2k + 1, am definit radicalul de ordin # din
. orice numir real (pozitiv, negativ sau zero). Astfel se obtine o functie
RSB A= V; -
Aceastd functie este inversabil, inversa sa fiind funcia putere g: R — IR, g(x) = x".
Din cele precedente rezultd, in particular, ca putem defini radicalul de ordin trei
(ordin impar) dintr-un numar real oarecare (pozitiv, negativ sau zero). De asemenea,
proprietafile acestuia si operatiile cu radicali de ordin trei se obfin prin particularizare
(n=3) din cele ale radicalilor de ordin » studiate in continuare.

- 2.4. Proprietifile radicalilor
in cele ce urmeaza vom vedea ca radicalii au o serie de proprietiti

asemandtoare puterilor.
Amintim, la inceput, ca dacd x §i y sunt numere reale, iar » un numar

natural nenul, atunci xy" = (x)".
De asemenea, dacd x, y > 0 sunt numere reale, iar n este un numar natural

nenul, atunci din x” = rezultd x = y.
In cele ce urmeaza m, n, k vor fi numere naturale nenule, iar atunci cand ele

indicd ordinul unui radical, vor fi mai mari sau egale decit 2.
1. Oricare ar fi numerele reale a, b = 0, atunci:

tfab =4a - 4/b. ey
intr-adevar, fie x = tab siy =da_%.Atuncix20,y>0$ix,": (@T =ab,

y' = ('{/;%)ﬂ = (%T(%T =gb. Decix" = y",de unde x = y, ceea ce
trebuia demonstrat.

Cerinta a > 0 si b > 0 este esentiala numai pentru n par.
Daca n este impar, formula (1) este valabila pentru orice numere reale a §i b

(inclusiv negative).
V2549 =4/25v49 =57 =35
)
Y-125-8 =¥-12538 =-5.2 = -10.
Remarcim ca formula (1) ramane adevarata pentru orice numdr finit de
numere ap, a, ..., a; =0 (k= 2), adica !
QG = M@...’{/ak o (2)
2. Oricare ar fi numerele reale @ > 0, b > 0, atunci
s 3)
b b
8a

a a ; -
Intr-adevédr, fie x=12/—, y = TATIHCT 2% “oW2 g1 A T2k
b 2/b

i an_a 2 L K/Zn_
(-2 (8]

o
ceea ce trebuia demonstrat. '
Cerinta a > 0 si b > 0 este esentiala numai pentru » numar par.

H

&l

=3

:-g-, Deci x" =), de unde x = y

=
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Uneori numérul de sub semnul radical se descompune in factori, caz in care
radicalul este usor de calculat. In aceste cazuri, expresia radicalului devine mai
simpla (se simplificd), daci scoatem acesti factori de sub semnul radical. In

FECTI O T T (I
491979 7'\ (27 27 27 3 efectuarea unei astfel de operatii, ne bazdm pe proprietatile 1 si 3 ale radicalilor.

3. Oricare ar fi numarul real a > 0, atunci De exemplu: V12 = 4 -3 =443 = 24/3;

T ; | Y oital 5 © 41250 = 46252 = {5* -2 =45 42 = 542,
[ | ntr-adevir,
424" =|a* 142.

Daca n este impar formula (3) este valabila pentru orice numar real a §i
orice numadr real b 0.

Ya™ =4/(@")" =¥a" Na" .. Na" =g-a-....a=a". ) _ / 3 :
m ori m ori Uneori este folositor sa introducem factori sub semnul radical. Pentru efec-
tuarea unui astfel de operatii ne bazam pe aceleasi proprietati mentionate mai sus.

, Vot =8t =42 =16, 427 =427 =22 =8,
: : De exemplu: %[16\/5 ='%FEGZ-Z =%N28 .2 =:{/\/2_9_ =$l% i3t 2.

, Oricare ar fi numaérul real a > 0, atunci:
(*{/Z )" = 1gm (5) 2. Inmultirea radicalilor. Proprietatea 1 a radicalilor ne da legea de inmul-

tire a radicalilor de acelasi ordin:

Intr-adevar,
' ﬂ‘@'---'ﬁzﬂal'az'---'“k~ ' QY]

‘; :
| (Va—)w=4/;-%-...-{/;=ﬂa-a-...-a=Wa',". o : i s oL Y -

i ——*’—“‘—m ot ‘—m" Ca si inmulfim radicali de ordine diferite, este necesar sa-i aducem la
\ _ acelasi ordin si, apoi, sa-i inmultim dupa formula (1). Fie, de exemplu, ’{/E si

Daci n este impar, formula (5) este valabila si pentru a <0,
ﬁ@_ . Folosind proprietatea 5 a radicalilor avem:

|
| b3} =43 =427, [ =427 =22 =4,
| =2y =y =32 a = e b ="'
i 5. Oricare ar fi numarul a > 0, atunci: ; ! Atunci ¥a &b = "%a™ - ”’%’/b_" ="Rq™ . b".
[ Ya"i=Ha™ ) (6) De exemplu: +339 = 637802 =43 .92 =§3° .3 =%3" =340,
i Intr-adevar, fie x = %a™ iy = ¥a™ . Atunci x 20,y 205 ¥ = Observam ca se poate lua ca ordin comun al radicalilor ta s b , tocmai
& i) e ks Ui Gyt < i Jos B e Dt § cel mai mic multiplu comun al numerelor n i m.
’ ( {a J Nismagg “(da_] o VUSSR R = De exemplu, putem lua ca ordin comun pentru radicalii 42 i 432 pe 12,
! care este cel mai mic multiplu comun al numerelor 4 si 6. Atunci avein:
! 4\/§:153;zsla10=§/;—2—_ ‘{/5-%/?:'23-12"’:‘2”:21\2/5,
3. Impartirea radicalilor. Proprietatea 2 a radicalilor ne da legea de

6. Oricare ar fi numarul real a > 0, atunci:
impartire a radicalilor de acelasi ordin.

Yfa ="a . o
Na a
Intr-adevar, fie x = 4%asi y ="a. Atunci x > 0 si y > 0. Dupa = @

proprietatile 4 si 5 avem )" = (%a)" ="%a" =%a. Cum x" = ’C/;, dupa Ca sd imparfim radicali de ordine diferite, ii aducem mai intai la acelasi

" . ] : ' ordin si apoi ii impartim dupa formula (2).

N definitia radicalului de ordin 7 rezulta ca y = %z . L pi/r‘tl? ;4_2 24( ;
Deci y = x, ceea ce trebuia demonstrat. ' De exemplu: T = 6\/_3 ~§f="7 82

: - 2 2
3 _ 2337 15 ;
V2 %E’ V1 =41, 4. Rationalizarea numitorilor. iIntelegem prin rafionalizarea numitorilor,
operatia de eliminare (prin transformari) a radicalilor de la numitorul unei fractii.
Vom clarifica aceasta prin cateva cazuri speciale, pe care le vom prezenta mai jos.

Sa precizim mai inti nofiunea de expresie conjugatd. Astfel, o expresie,
care confine radicali se numeste comjugata unei alte expresii care conjine

ceea ce trebuia demonstrat.

2.5. Operatii cu radicali
1. Scoaterea unui factor de sub semnul radical si introducerea unui factor

sub semnul radical.
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radicali, daca produsul acestor expresii se poate scrie fara radicali. Atunci cele

doua expresii se numesc conjugate.
‘in cazurile urmitoare, rafionalizarea numitorului se realizeaza prin

amplificarea fractiei cu conjugata numitorului. De aceea vom pune in evidenfa

pentru fiecare caz in parte, conjugatele numitorului.
1° Numitorul este un radical. In acest caz radicalul de la numitor se elimina

Wb 2 o 28 5 2.3 _ sfis
: e T e (0 S O

2° Numitorul este de forma; Ja tb (a, b>0).

Observam cé (\/Z +b X\/; e Jb_ )= a — b. Expresiile \/E i \/3 si

\/; - JE sunt conjugate. Pentru a rationaliza numitorul amplificim fractia cu
conjugata numitorului.

B P ) i 2 [ N
De exemplu: ———Mu TR ReTD oy =5-246.

3° Numitorul este de forma: JE +b Vo (@, b, ¢ > 0). In acest caz,
radicalii de la numitor se elimina succesiv, reducénd problema la cazul precedent.

De exemplu:
._;_K_%l@w‘-jf%(aﬂl)_] 4B evE) _
1+3-42  [1+3)-2][i+43)+42 (+v3) - (2P .
___4,(1+‘J3_t\/2_)=4(l+\/§+@=2(1+«f3—+«/2_)_
T 4+243)-2 2 b3, T Conam

2+ 5B )i-a5)_ 20-F+F-3442 - V6)_
s (i3 Rt 39 foms 118 =

B 0y e )

'4°Numitorulestedeforma i/;i%fl; sau {/a_z-iifg+3b2.Avem:
(%+%)(3\/a2 ~Yab +¥b? J=a+b$i
(v—_ﬁ)[a/_az +¥ab +¥b? )b

acestea fiind perechi de expresii conjugate.

= | V3 %/?(3\/52 +¥5.3+¥3? ]

-

| s -3 (%/?—%/?)(3\/5—2+%/5_3_+%T)

352 437 5430 345 VTS

printr-o amplificare.

D 2

a+b+e
ST > 3/abc , unde a, b, ¢ sunt

numere reale pozitive oarecare (media aritmeticd a trei numere pozitive este mai
mare sau egala cu media geometricd a lor). -

Demonstratie. Se verificd usor ca are loc identitatea:
x¥+yP+ 2’ —E';xyz=(x+y+sz2 +y 4zt —xy-yz-xz

Aplicatie. Sa se demonstreze ca:

) unde

x, ¥, Z sunt numere reale oarecare.
Deoarece X° +)° +28 —xy—yz—xz= %[(x —-y)2'+ (y - z)?’ +(z —x)21 rezultd

identitatea x° +° +2° —3xyz= —;(x + vk z)[(x P y)2 + (y Y 2)2 + (z s x)z]
In aceasta ultima identitate punem:x = "’\/; o 3\/3, z= 3\/; gi obtinem:
a+b+e~Nabe =+ {a +15 +c {a - Vo + {5 V2] +Re -af |
Deoarece a, b, ¢ sunt numere pozitive, iar patratul oricarui numar real este
nenegativ, rezulticd a + b+ ¢ — 3% 2 (), adica

+b+
%—c > 3abc .
Inegalitatea dati devine egalitatea daca i numai daci a=b=c.

- Daci a, b, ¢ sunt numere reale pozitive oarecare, atunci:

3

3

abc 2 ——

ol %

a — bh—¢
(media geometrica a trei numere reale pozitive este mai mare sau egald cu media
armonici a lor). Folosind faptul ¢ media aritmeticd a numerelor l,%si 1 este

a @

mai mare sau egala cu media lor geometricé, rezultd inegalitatea ceruta.

2.6. Ecuatii irationale
1. Se numesc ecuatii irationale, ecuatiile care contin necunoscuta sub sem-

nul radical. Asa, de exemplu, ecuatiile

1/Jc—2 =5+J;;s/;=1-2x;
Y4 -x=x+10 +5x
sunt ecuatii irajionale.

Amintim ca radicalii de ordin par sunt defini{i numai pentru numere
nenegative, acestia fiind de asemenea numere nenegative. Sa consideram, de

exemplu, ecuatiile irationale:

1° yx—3+y2-x=3 Cum radicalii de ordinul doi sunt definifi numai pentru nu-

mere nenegative, rezulta ci solutiile ecuatiei trebuie sa verifice sistemul de inecuatii:

a3 l] D oo (1)
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De aici rezultd: x > 3 si x < 2 si deci sistemul (1) evident nu are solutii.
Agadar ecuatia data nu are solutii reale. g

22 dufipity J3-x=-5. Cum Jx §i4/3—x sunt nenegative, avem
\/; o+ ,/3 — x 20 pentru x real. insd -5 < 0 si deci ecuatia nu are solim'i reale.

B Cele doua exemple precedente ne arata ca este necesar ca inainte de a trece
la gasirea, prin diferite metode, a solugiilor unei ecuatii irafionale, sa ne
asiguram daca astfel de solutii pot s existe,

2. Metode de rezolvare a ecuatiilor irationale. Calea obisnuitd de rezolvare
a ecuatiilor irationale constd in eliminarea radicalilor, prin diferite transformari,
reducandu-le astfel la ecuatii deja studiate (de exemplu, de gradul intéi sau al
doilea). Mai jos prezentdm céteva exemple de ecuatii irationale a caror rezolvare
se poate efectua prin ridicarea la putere sau inmultire cu expresii conjugate.

1. Si se rezolve ecuatia:
x=42-x, (2)

Pentru ca radicalul s existe trebuie ca 2 — x > 0, de unde x < 2. Deci solutiile
ecuafiei trebuie sa verifice aceasta inegalitate. Ridicim ambii membri ai ecuatiei la
pétrat si obfinem: x* =2 —x,saux’+x—2=0.deunde x;=-2six=1.

Cu toate cd x; < 2 §i x; €2, nu putem inca trage concluzia ca acestea sunt
radacini ale ecuatiei (2). :

Aceasta pentru ci la acelagi rezultat am fi ajuns (prin ridicare la patrat, membru
cu membru) chiar daci am fi considerat ecuafia irationald x = —\/2 - x, care
evident este diferitd de ecuatia data (2). Deci printre radacinile ecuatiei obtinute
prin ridicare la patrat (membru cu membru) a ecuatiei (2) se gasesc §i rddécinile
ecuatiei x =—/2 —x, care pot sd nu fie radacini ale ecuafiei (2). De aceea,
trebuie sa verificam daca, intr-adevar, x, = -2 i x, = 1 sunt radicini ale ecuatiei
irafionale date. Pentru x = -2, membrul stdng al ecuatiei (2) are valoarea -2, iar
cel drept Ja=2. Cum -2+ 2, rezultd ca -2 nu este radacina a ecuatiei (2).
Pentru x = 1, ambii membrii ai ecuatiei (2) iau valoarea 1. Deci | este radicind a
ecuatiei irationale date.

2. Sa se rezolve ecuatia:

Jx=5+10-x =3, (3)
Din conditiile de existen{d a radicalilor rezulta ca solutiile ecuatiei trebuie
sd verifice inegalitatea: 5 <x < 10. Prin ridicare la pétrat se obtine:

x=54+2Jlx=510-x)+10 - x =9, sau
24x =510 -x)=4,sau 4/{x =510 - x) =2.

Printr-o nouad ridicare la patrat se obtine:
(x - 5)(10 = x) = 4, sau —x* + 15x — 50 = 4, sau Incd x* — 15x + 54 = 0.

Aceastd ecuafie are radacinile: x; = 6, x; = 9, deci cuprinse intre 5 gi 10.
Verificarea arata ci atit 6 cat §i 9 sunt radécini ale ecuatiei date.

3. Sa se rezolve ecuatia:

Jr+T+fx-1=4 @)

Din conditiile de existentd a radicalilor rezulta x > 1.
Si rezolvam aceastd ecuatie prin inmulfirea ambilor membri cu expresia

conjugatd a membrului stdng, adicd cu N BT = \x — 1. Astfel obtinem:
(fx+7 +Jx—_1XJx+7 _r-1)=alfx+7 — Jx=1)de unde
(x 3 7)— (x— 1)= 4(\fx +7 = x - 1).

De aici, avem
A%k Tl %= L =2, (%)

Adunind membru cu membru ecuatiile (4) si (5) se obtine 24/x +7 =6, de
unde x + 7= 9, adicd x = 2. Prin verificare, se obfine ca 2 este o radacina a
ecuatiei date.

4. S4 se rezolve ecuatia:

fox -1+ Yx—-1=1 (6)

Fiind de ordin 3, radicalii existd pentru orice x real.

Pentru rezolvarea ecuatiei folosim identitatea

(a+bY =a®+ b +3abla + b).

Ridicand la puterea a treia ambii membri ai ecuatiei (6), obtinem:

2xw1+x—1+3%/2x~1{/x—1(3J2x—1+%/x—-1 =1, sau

3x—2+33(2x-1)x—1)-1=1 sauincd 33/(2x —1hx — 1 =3(1—x)

Atunci %‘}ZZx & lix = 15 =1-x si printr-o noud ridicare la puterca treia,
obinem (2x —1)(x —1)=(1 - x}’, sau (x-1)fx-1)-(-x) =0, adica
(2x - 1)x - 1) + (x -1 =0. Scotand factor comun pe x-1, rezulta

(x u 1)[(2x-1)+ (x— I)ZJ=0, sau (x T 1)x2 =0, de unde x, =1si x, =0.
Verificarea aratd ca x; = 1 este radicini a ecuatiei (6) (pentru x = 1 ambii
membri ai ecuatiei sunt egali cu 1), iar x, = 0 nu este radacina (pentru x = 0,
membrul sting al ecuatiei (6) ia valoarca -2, iar membrul drept este 1 i avem
-2 + 1). Deci 1 este singura radacind a ecuatiei date.

_ Prin metodele de rezolvare a ecuatiilor irationale, indicate in exemplele de mgi
sus, nu se pot pierde radacini ale ecualici irafionale date. Dimpotrivi, ecuafia
(fara radicali), la care se ajunge prin transformdri ale ecuatiei ira;ionaleﬁ date,
poate avea radicini in plus fafd de ecuafia initiala. De aceea remarcim inca o
dati necesitatea de a verifica daca radicinile ecuaiei obfinute (prin
transformari) sunt radacini ale ecuafiei irationale date (in forma inifiala),
aceastd etapa facand parte din Insasi rezolvarea ecuafiilor irationale.
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3. Puteri cu exponent rational

In acest paragraf vom prezenta o extindere a notiunii de putere, care cuprinde in
particular, atit notiunea de putere cu exponent intreg, cit §i cea de radical.

3.1. Puteri cu exponent rational pozitiv
e ; ch 20UniZm 5 ;
-_Qgﬁmu& Fie a 2 0 un numar real nenegativ §i — un numdr rafional
n
pozitiv, atunci definim
. m
a" =¥Ya" (1)
i m
(citim a la puterea —).
n

Observam ca in aceastd definitie intervin numerele naturale m §i n care
definesc numarul rational dat.

Cum numarul rational 2 5 0este egal, de exemplu, cu numadrul rafional
n

km " gt L
mk;— , pentru k£ numar natural nenul, se pune in mod firesc problema de a arata cd

aceasta definitie este corects, adica nu depinde de alegerea reprezentantilor.
' e m

s S oL 4 . m m ol
Cu alte cuvinte, trebuie ardtat ca daca — = —,atuncia” =a”" ..
n n
1

: m _m 2 "

Intr-adevar, avem — = — daca si numai daca mn’=m'n.
) n n

Atunci folosind proprietatea 5 a radicalilor, avem:

WL m
a,,- =q'fam' =n'%1/am'm =m'nfam'm =n}am =q" .

Obtinem astfel notiunea de putere cu exponent rational pozitiv.
5 2
De exemplu: 94 = %/;; =49*.9 =949 =9.3; 83 = :{[8—2— =32° =4
Din notiunea de putere cu exponent rafional pozitiv particularizata la numerele
naturale », respectiv la numerele rationale pozitive —1—, se obtine notiunea de putere
n

cu exponent natural, respectiv notiunea de radical pentru numerele pozitive.

— Cerinta a > 0, din definitie, este esenfiala deoarece In caz contrar, formula ‘

1

(1) ar putea si nu aiba sens. De exemplu, (— 2)? dupa formula (1) ar trebui

sd fie radical de ordinul 4 din -2, care nu are sens.

Proprietafi ale puterilor cu exponent rational pozitiv

% - el A : 3
In cele ce urmeaza presupunem ci — si 2 sunt numere rationale pozi-
. .

i q
tive. Atunci;
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5"Dacé-nl>£-,atunci£p—=a" g {h =)
K L a’ j

Aceste proprietafi se demonstreazi usor folosind proprietafile radicalilor. Sa

demonstram prima proprietate. Avem:
m P my+np m_ p
n

H iy
4q

a’ 'aq =nfam f{,ap ="€famqu’anp =’{§f/amq+np =a nyq =a

Lasam ca exercitiu, verificarea celorlalte proprictéti.

— Proprietatea 1° este adevarata si pentru un numdr finit de factori, adica:
e i3 M

d

Lini & derd : £ 8 85 by
xempld 55 -5° =55 5 =5'=5 a7 -a°=a’ 6 =a®(a20)
! P 0_ Sy o S mhs
Pentru a # 0, am convenit s punem a = 1. Expresiei 0" nu i se da nici un sens.

3.2. Puteri cu exponent rational negativ
Asa cum am definit puterea cu exponent intreg negativ (vezi pct. 1.3),
definim si puterea cu exponent rational negativ.

" ey’ I - L : | ;
Fie @ > 0, un numar real pozitiv $i — un numdr rafional pozitiv. Atunci
n

m

| prin definitie, an = ——lm—
an
De exemplu:
8'%=L= 1 =l.27‘%:1= fage teling sl
Lok 4’ e 277 5 P M3

Acum stim ce inseamna puterea cu exponent rafional oarecare a oricarui
numir real pozitiv. Puterile cu exponent rafional oarecare au urmatoarele

proprietati de baza:



avem:

/. s oz m N
1°a" -a? =a" ‘(a>0) 34 ;J = m(a,b>0)
prn
m LI ( gf‘ L.
2°(ab)n =a b (a,b>0) 4°lan | =a" i(a>0)

Bk m_p

aa" =a71— -q_'(a>0)

; 5 J
£ i
N 4 )

Am demonstrat in paragraful precedent aceste proprietdfi pentru cazul |
exponentilor rationali pozitivi. Ele se pot demonstra si pentru exponenti rafio-
nali oarecare. '

Sa demonstram, de exemplu, proprietatea 1). Fie pentru aceasta Esi-ll
n

[
q 4
numere rafionale. Cazul in care ambele numere sunt pozitive a fost dat la punctul
precedent. Raman atunci de considerat urmatoarele cazuri: |
1° ambii exponenti sunt negativi; |

2° unul dintre exponenti este negativ, iar celalalt pozitiv; |

3° cel putin unul dintre exponenti este zero. ‘

Si le analizdm pe rand: .|

' |

1° Daca i ! L < 0, atunci — o , = i > 0. Dupéd definitie si aplicand

n oq n q
proprietatea analoaga a puterilor cu exponent rafional pozitiv, avem: ;
m m,p
a? - a 9 = 1 . 1 = 1 = 1 =da i ' 7 .

AR m(» (m,»
o G don Bodnivicg Hgked as Sy f,
2% In cazul al doilea fie, de exemplu,

50s5i 2<0; deci -2 >0.
n q q

F ks T
S& prespunem mai intdi ca — > wl

n q
Atunci, dupa definitie §i proprietatea 5° a puterilor cu exponent pozitiv,

m
By B vy e s T i”.{l) mp
n
n.g9 =an,_p= =a i) =q" 9.

a? gt
m P m

a

g M HmOar us
Daca—<—£,atun01a"'a"=a”- . :
n q 8 llem YA l

m 5 = . ...
Dar ol il o] i si dupd situatia precedentd, avem:
g -yl n
isare i)
1 _ 1 _ 1 gk &
m Lk L r 14.3]
a™-a q a n 4 a n¥)q
In sfarsit, daca:
m A a% LU A
P 0
n _ 2 adica ﬂ+£=0,«'s\tunc1a"-a“’= p =15ag, =a” *
n q n q e
a

3° Daca unul sau ambii exponenti sunt zero proprietatea este evidentd
(avem in vedere ca a° = 1). _
Lasam ca exercitiu demonstrarea celorlalte proprietafi.

— Daca in cazul puterilor cu exponent rafional pozitiv am putut vorbi despre
proprietatea 5, doar pentru- 7 o P inacest paragraf (dupa ce am definit puterile

n q
cu exponent rafional negativ) ea se poate demonstra §i pentru % < _g. (cand
2 3 4 1 1 1
L s e o i U TN
a > 0), de exemplu: ._1-2154 5 =16 20 =(2 ) 20 =275 S = iE
167 25
Exercitii

1. S4 se gaseasca radicalii:

a) \/(x-—l)z;b) \/(x+5)2; c) \Rle —'_’ﬂc-l'-l)2 ;d) \/(--~3Jc2 +x-17%.

2. Si se gaseasca valorile lui x, pentru care sunt definite expresiile:
a) Jx-2;b) Yx-2:0) ¥3-x +45x-5;d) 9\/372-!-1. €) %[xz -x+1.

3. Sa se calculeze:

2) V1732 —522; b) Y3737 — 2527 ;) Y (242,5 - (46,5

2,
4, Si se simplifice expresiile: lﬁ : ‘3(-—5)‘1 ; W; J—g—s%; 6\} (ﬁ -2).
5. Sa se simplifice expresiile: a) V(x —2)4 ;b) V[(x = IXx + 1)]4 ;C) 8\/ [(x -1)x? -kl)]‘1 ’

6. Fara a calcula radicalii, si se gaseasca care dintre numerele urmétoare este mai mare:
a) 24/3 sau 3J2; b) 547 sau 843; ¢) 334 sau 42,




7. Sa se calculeze:

a) V50 - 548 ++/2 + 4128 b) ¥2 + 3250 - Y686 - ¥16;
A bV3 -z + V6 ) W& -2 -243)

@) (V8 - 332 + 10 ) (V2 + 16 + 304

8. 84 se rafionalizeze numitorii fractiilor:

1 J_ 1 12 15 %/_+J_

IWT AR BT T

9. Sa se simplifice expresiile:

1 Z ' £ |
= 7 0 % ay?
i)NE+a63a alc3a x y(
a

._q_a_ J_(a>0) 11)J_ J_ g x>0, y>0,x#y)
10. 84 se ageze in ordine crescatoare radicalii: '

2) ¥2, 13, ¥4 v)¥3,¥6,4/30; 0) V6,412,472
11. Sa se rezolve ecuatiile:

8) Yx+1=2 b) yx—3=x-3; ©) yx -1 +1=y/x+x+8; d) y7-yx=3 =2,

A e 5 0 e = B B oy - 55

B) Y1+ xyfx? +24 =241 0) x + 6 + Y= = 0.

12. Sa se rezolve ecuatiile:
) YV +3+ Y13 -Vx =4 b)Y +45 - Yr—16 = 1.

13. Sa se arate ca ¥20 + 14\6 + {/20 ~1442 =4.
14. Sa se rezolve sistemul de ecuatii:

1’Jc+y-i-3 =6, o {%/;.p.v;:/;,
1ﬂx+yi1/x y)2 -8 x+y=28.

15. Sa se construiasca graficele functiilor:-
fi 1[4 > RA@= Vx—1;b) /2 R R f0)= ¥x-2;
Of R-R,fx)=Yx -2.

@ Sé se ageze In ordine crescitoare numerele:

2

2 4 1
4Y 5 (49 (16Y 7 (9Y* (9Y? (36
N el M (o e AL o e rell B el 8
7 16 49 4 4 2
unde g, b §i a* — b sunt numere reale nenegative.

17. S se demonstreze cd, pentru 1 <x <2, Jx+2\/x—1 +\/x—21/x-—1 =2,
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~ 18. Sd se calculeze: | x2 + y? (x1+y l)+..___. x 2+y 2| dacise

daon: 2= (i] y- [ ﬁ]

1 1 3

RBunNa M2 02 i _2Y 2

19. Sd se calculeze: | x 2 +a 3x 3 | +a2+a 3x 3| pentrux=|l-a 3| .
20. S4 se arate cd, pentru oricea > 0,b5>0,¢> 0si v abe > 2, are loc identitatea

Jabc+4 4.15¢ be
a ars My

Jabe -2 Ja '

21. Sa se arate ca functia putere f: IR — R, flx) = it

este bijectiva.
22. Sa se arate ca funclia f: R — R, fix) = ax® + bx + ¢, @ # 0 nu este injectiva.

23.Fie functia f: R— R, f(x) = %2 %f; 84 se arate cd [ este bijecﬁvﬁ §i sd se

determine inversa sa /.
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FUNCTIA EXPONENTIALA
S| FUNCTIA LOGARITMICA

1. Functia exponentiala

L.1. Puteri cu exponent real

In capitolul precedent s-a definit puterea cu exponent rational si s-au studiat
o serie de proprietati ale puterilor cu exponent rational oarecare. In cele ce
urmeaza, vom folosi in special proprietatile date de urmatoarea teorema.

Teorema 1. /° Dacda> 1 este un numar real, atunci dintre doud puteri
cu exponent rational pozitiv ale acestui numdr, este mai mare aceea al carei
exponent este mai mare.

2° Dacd 0 < a < 1 este un numdr real, atunci dintre doud
puteri cu exponent rafional pozitiv ale acestui numar, este mai mare aceea al
cérei exponent este mai mic.

Demonstratie. 1° Intr-adevir, fie —E’— > g > 0 doud numere rationale

m 2
pozitive. Avem a” =¥a" si a? =Va” . Aducem acesti radicali la radicali de
acelagi ordin: 1

Cum % o g , rezultd ca mq > np. Dar cum a > 1, rezultd a™ > a'*, de unde

m il i
ng n o
Va™ >"Va™ sau a” >a?. ;

2° Demonstratia este analoaga cu cea de la punctul / °si, de aceea, 0 omitem.

1,21 1,22
1. Avem 1,21 < 1,22. De aceea 2"*' < 212, [l) >[l) y

2. Avem 0,3 < 0,4. De aceea (\/5 )0’3 7 (\/’3T )0’4; (L)m > (—I—JM ;

V3

in continuare vom defini puterea cu exponent real oarecare de baza pozitiva,
astfel incét aceasta s coincida pentru exponent rational cu cea introdusa mai Tnainte.

Mai precis, dacd a > 0 este un numar real pozitiv, iar x un numar real W
oarecare, ne propunem sa dam sens expresiei a*.

Amintim, mai intdi, citeva cunostinte privind aproximadrile zecimale ale
numerelor reale.
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Fie x un numar real oarecare reprezentat sub forma de fractie zecimald
infinita, adica x = xo, X1%3%3 ... Xy ... . Pentru numarul x, aproximarile zecimale
cu 0 eroare mai micd decét 107" sunt:

i) prin lipsd: X, = Xo, X1X2%3 ... Xn}

ii) prin adaos: x, =xo, X1X2X3 ... X, + 107",

Asadar, numdrului x i-am asociat aproximdrile sale zecimale:

prin lipsg: X, X, X5, %y
prin adaos: Xy, X, X5, X3, -

astfel incat
Xy B X2 X
XS X <
X5 5N %,

Observam ca aproximarile zecimale prin lipsa si prin adaos ale unui numar
real x sunt intotdeauna numere rationale.

1. Puteri cu exponent real pozitiv ot
Pentru definirea puterii de bazd a > 0, cu exponent real, distingem doua

cazuri, dupa cum baza este supraunitara sau subunitara:
1° a > 1. Fie x > 0 un numar real si si considerdm aproximdrile zecimale
prin lipsa §i prin adaos cu o eroare mai mica decét 107, Atunci, pentru orice n, avem

Xy S < X
Dupi cum am observat, numerele x,, x, sunt rafionale pozitive §i deci

conform definifiei puterilor cu exponent rational, au sens puterile e Bha™,
pentru orice 7. " p
Mai mult, dupa punctul 7 °al teoremei 1, rezulta ca a™ < a™.

. Definitie. Fie a > 1 §i x un numir real pozitiv. Se numeste puferea x a lui a
un numar real y care, pentru orice numdr natural #, satisface inegalitaile:

a" < pca™,
Se poate demonstra ci un astfel de numir real y exista gi, mai_ mult, este
unic. Demonstratia riguroasa a acestui fapt depageste programa clasei a X-a. Ea

necesita notiunea de limita si se va studia la Analizi matematica In clasa a XI-a.
Numarul y dat de definifia precedenta se noteaza a si seciteste a la puterea x.

Sa explicam ce trebuie infeles prin 3‘5. Aproximarile zecimale ale lui V2
sunt urmétoarele:

prin lipsa: 1; 1,4; 1,41; 1,414, ...,

prin adaos: 2; 1,5; 1,42; 1,415; ...;
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astfel Incat

1, £+2 <2,
14 <+2<15 '
141 <2<142, |
1414 < V2 <1415,

..............................

Numarul care ne intereseazad y = 3 indeplineste inegalitatile:
8 |
3 £ <3l
3!,41 S y<31,42
3!,4]4 < y<3l,4ls

2° 0< a<1.Dacd x>0 este un numar real, avem: x, < x < x,,.

Dupi punctul 2°al teoremei 1, rezulta ca @ < @™,
!Deﬁnitie. Fie 0 < a < 1 si x un numdr real pozitiv. Se numeste puterea x

a lui @ un numdr real y care, pentru orice numar natural n, satisface inegalitatile:
a <y<a*,

Se poate demonstra ca un astfel de numar real y existd §i, mai mult, este unic.

|

V2
Sa explicam ce trebuic infeles prin (-1-) . Avand in vedere cele de mai

3
inainte, precum gi tabelul aproximarilor zecimale ale lui V2 din exemplul

V2
precedent, numdrul care ne intereseazi y = [lJ indeplineste inegalitatile:

3

0 4 ‘
E%) <»e(3) |

ST
) |
N
B
s

A

S

IA
N
(U
Ne—’
=
. &

................................

Vom adauga ci, pentru orice numdr real x, 1" = 1.

in final, trebuie mentionata o proprietate importanta a puterilor cu exponent
pozitiv, §i anume: '

Oricarearfia> 0gix> 0, avem a*> 0.
intr-adevar, fie x,, x, aproximdrile zecimale ale lui x prin lipsa, respectiv
prin adaos. Atunci, pentru orice n, avem: : My
1° Daca a > 1, atunci
ar*<a*<a™.
2° Daca 0 <a <1, atunci

a" <a* <a”,

Numerele x,, x, sunt rationale si pozitive. De aceea a™ >0 si a*r =0,
pentru orice a > 0. Atunci, evident a* > 0, deoarece este cuprins intre doud
numere pozitive. ]

2. Puteri cu exponent real negativ
Daci a > 0 i x este un numar real negativ, atunci prin definitie

av=- )

a—x
Deoarece numiarul —x este pozitiv, a* a fost definit la punctul 1. Mai mult,

am demonstrat ca @™ # 0, pentru —x > 0.
o ) > R ygeg Wiy - ;
9 =—=3|3| =-—gz- Am demonstrat ca dacd x > 0, atunci a™* > 0.
PN (1)"5 .
3

Cuma™= —1;- , rezultd c3 si pentruic <0,avem a” > 0.
a

Amintim ¢ pentru @ # 0, am convenit sa punem @’ = 1.
Astfel am definit puterea unui numar pozitiv cu orice exponent real. Puterea
unui numar negativ cu exponent real, in general, nu este definita.

3. Proprietdti ale puterilor cu exponent real

Fie a > 0 si b > 0 (numere reale pozitive). Atunci , pentru x $i y numere reale,
avem: '

L, @ =gtr L 3. (ab)y* =a'b*; 5. (@)Y =a".
...qj_= *=Y., _Q 3 :g-x—'
2. o ar - 4. (b) b

Pe baza definitiei puterii cu exponent real dati mai inainte si folosind
proprietatile corespunzitoare ale puterii cu exponent rafional, verificarea aces-
tora s¢ face fara dificultate. Lasam ca exercitiu demonstrarea lor.
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1.2. Functia exponentiala

Fie a > 0 un numir real pozitiv. Am vazut in paragraful 1.1. ca oricare ar fi
numarul real x, avem a* > 0.

Asadar, putem defini functfia urmatoare:

SiR—(0,),f(x)=d".

Pentru a = | se obtine functia constantd f: R — (0, =), f(x ) = 1 si de aceea

acest caz nu prezintd un interes special.

O functie f: IR — (0, ), f(x) =a’,undea>0sia #1, se numegte funcﬂe
exponentiald (de bazd a).

Enuntam in continuare o serie de proprietati importante ale functiei expo-
nentiale.

1. Daca a > 1, atunci pentru x> 0 avem a* > 1, iar pentru x <0 avem d" < 1.
Daca a < 1, atunci pentru x> 0 avem a* < 1, iar pentrux <0 avem @ > 1.

Demonstrafie. Fie a > 1 si x> 0. Daci x este rational, adicd x = % , atunci

m |
a =a" =¥a" . Cum a > 1, rezultd ci si @™ > 1, dar atunci si Ya” > 1. Dacix |

este un numar real pozitiv oarecare, fie x, §i x,, pentru orice n, aproximdrile
zecimale prin lipsd si prin adaos ale lui x. Atunci

X S XK
Cum a > 1, rezulta ca pentru orice n avem
@ <a* < a.
Dar x;, este rational pozitiv si, dupd cum am observat mai inainte, a™ > 1,
deundea* > 1.
1

Daci x < 0, atunci avem a* =——. Dar—x> 0 i deci @™ > 1. Prin urmare,
a
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Cazul in care 0 <a < 1 se trateaza analog; il lasam ca exercitiu.

2. Daca x = 0, atunci independent de a > 0 avem a" = 1. Aceasta rezulta din
defintia puterii nule,

3. Pentru a > 1, functia exponentiald f (x) = o este strict crescdtoare, iar
pentru 0 <a <1 este strict descrescatoare.

Demonstratie. Fie a > 1 si x| <x,. Sa aratam ca

@<l
Intr-adevir, din x, < x; rezulta ca exista u > 0 astfel incit x, = x; + u. Atunci
axt _axz =axl __axl-HJ =ax|(l_au) .

Deoarece u > 0, dupa proprietatea 1 a functiei exponentiale rezulta a“ > 1.
Asadar, @ >05i 1-a“ <0, de unde a"(1-4"*)<0. Inseamnia ci a* —a* <0
sau a" <a'. Deci din x; < x, rezulta a™ <a™, adicd functia f (x) = & este
strict crescétoare.

Analog se demonstreaza cd pentru 0 < g < 1 functia f (x) = " este strict
descrescétoare.

4. Functia exponentiald [+ R — (0, =), f(x)=da" (a> 0, a # 1) este bijectivi.

Demonstrafie. Sa aratam mai intdi ci / este injectiva. Fie, pentru aceasta, x;, x; €
IR astfel incét x; # x,. Atunci avem x; < x;, sau x; > x,. Sa presupunem, de exemplu, ci
x; <x,. Atunci, dupa monotonia funcfiei exponentiale (proprietatea 3) rezulta:

1. dacda> 1, atunci f(x;) <f(x;) 5i deci f(x)) =/ (x2);
2. daca 0 <a <1, atunci f(x;) > f(xz) i deci f(x)) #f (x3).

Analog, rezultd pentru x; > x,. Deci f este injectivd. Demonstratia faptului ca
functia exponentiala f° este surjectivd depaseste programa clasei a X-a. Ea necesitd
nofiunea de continuitate si se va face la Analizi matematica in clasa a XI-a. Cu alte
cuvinte, se poate demonstra ci oricare ar fi y; > 0 un numar real pozitiv, existd un
numar real x, astfel incit a™ = y;, (conform injectivitatii functiei £, rezultd ca x, este
unic).

5. Funcfia exponentiald f(x) = a* este inversabild. Aceasta proprietate este
evidenta, deoarece orice functie bijectiva este inversabila.

in §2 ne vom ocupa de studiul inversei functiei exponentiale.

1.3. Graficul functiei exponentiale
Pe aceeasi figurd vom reprezenta graficul functiilor £ (x) = 2" si g(x) = 5%, ia

pe alta al functiilor A(x) = (—J §i k(x) = ( ] Trasarea fiecarui grafic se face

»Prin puncte”. Asociem tabelele de valori urmatoare:
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x —o0 =3 -2 -1 0 1 2 3 Foo
f®=2 e Lol
3 ;: > 1 2 4 3
_ (LY 1 1 1
= (3] § B-E. I.p T E

Observam ci pentru x = 32, 33 gi, in general, pentru x intreg diferit de %1,

valorile functiilor g'(J.c) = 5% sl k(x) = [%) sunt ori foarte mari, ori foarte mici,

deci punctele corespunzatoare sunt greu de figurat pe grafic. De aceea, in acest |
caz, vom lua pentru x valori fractionare cuprinse intre —1 si 1, ca de exemplu:

E_M'b’__il AR L ]
x=-l-2. Syl

Valorile functnlor vor fi calculate aproximativ. Astfel

5°=1- 54—J_ N5 = 22360 =15; SZ—J_ 2,24;

- 1 1
5" = 53 (\/_)3 =334; 5'=5; 5 “ =-i-=—5~0,66 s.am.d.
54
YT DURRDUINE IO S W AL N W O
| be a7 5 Cputoenty < B gl g gomdd
o) =5 00 03045 0,661 1,5 12204 38405
#or)'= (%J 5 334 224 15 1 066 045 03 02

/
Prezentam intr-un sistem de axe xOy puncteleale cdror coordonate sunt

valorile din tabelele de mai sus. Punctele obtinute le unim printr-o linie continua.

in figura 1 sunt reprezentate graficele functiilor f(x) = 2 si g(x) = 57, iar in

figura 2 sunt reprezentate graficele functiilor A(x) = [%] §i k(x) = [?1)-] .

y v
4| = : &)
=2
o
13
\1&
> —t i
. ESJR ] T 2

i

! Analizand graficul functiei exponentiale pentru dlverse baze, constatam ca
¢l are urmétoarele proprietafi:

] 1) Trece prin punctul de coordonate (0, 1) de pe axa Oy.

1 2) Graficul functiei exponen;xale este constituit dintr-o singurd ramura care

urci” pentru baza a > 1 si »coboard” pentrubaza 0 <a < 1.

| 3) Graficul functiei exponentiale este din ce in ce mai ,,apropiat” de axele Ox
: si Oy cu cét a este mai mare, dacd a > 1, sau cu ct a este mai mic, dacd 0 <a< 1.
1

Exercitii

1.54 se afle care numdr din perechile de numere urmatoare este mai mare:
5

4 3
) 35 5 36 ~d)(0,5) % 5i 2",

(b),l‘lfﬁ-:;.sil‘s/g[; e)(ﬁ)'ﬁsi(l); h)ﬁ, 38315 7
AR (@) At

2.54 se aduci la forma cea mai simpld expresiile:

oW AGTe oW

a8 2743 L BRI
12 2 . el e
b) 47l08 6327 g d) I:(Jg)_ 3:| e .

3. 54 se afle multimea valorilor lui x pentru care este adeviratd inegalitatea:

a) 3* > 729; d)3*<3; g) [ﬁ]x\@ >1;
b) 2 <0,25; o W2 2>1, h){_-l_-)x<l-
8 30,5 4’
X 1 X = X
B> o ) (0,01)% («/1_0) <l; i) 32(115) >0,25.

4.Sd se compare m $i n daci este adevirati inegalitatea:

2) B3n)" > (3n)’; o (BB (BB,
b) (‘15—2)'" <[%)" 1y e )

4 5.Deduceti care din numerele urmaitoare este mai mare decét.l si care este mai mic
ecat 1:
' V5 ' V3 3
LY. 117, 2
a) (gJ 3 c) (E] ; e) (J_—JEIZ;
1 % —2
b) (\/5)2; d) (JE—ITZ; f)[%l—] !




6.5 se afle care numir din perechile de numere urmatoare este mai mare:
-2 146 J2+45
) i (lJ ! c) (—g—] si [-g—] ;

(5B ()

1443 2
i ALY,
2(8) #(8):
X
7.8S4 se afle x astfel incit a* > [é] , unde a > 0 este un numar real pozitiv,

8. 54 se spund daca sunt echivalente inegalitafile urmatoare:

1 X 1 i -
c) [5] >[§] si2x<x=1;

b) 6 <6" six®<n d) 8 <4 si3x*22.
9, Si se traseze graficul functiilor /: IR — IR, unde: ‘
a)f()=2"7; 0)f(x)=2%; e)f(x)=2"-2; 1

b)f(®) =27 dfw=2"; Df()=2"+2.
10. S4 se traseze graficul functiilor /: R — IR, unde:

1 %=1 1 x|
ww=(3) 5 ore=(3]

1 x+1 1 —lxl
wro=(3] ere=(3]

a)ad'>atsix>4;

&) /()= [%] sy

0/ = (%] +1.

2. Logaritmi

2.1. Definitia logaritmului unui numir pozitiv
Fie a > 0 un numir real pozitiv, a # 1. Consideram ecuafia exponenfiala

a=N, N>0. (1)

Din proprietatea 4 (punctul 1.2.) rezulta ca ecuatia (1) are o solutie care est¢
unic determinatd. Aceasta solufie se noteazi ‘

x = log,N )

si se numeste Jogaritmul numarului pozitiv N in baza a.
Din (1) si (2) obtinem egalitatea

a]ognN =N (3

care ne aratd ca logaritmul unui numdr real pozitiv este exponentul la caré
trebuie ridicatd baza a (a > 0, a # 1) pentru a obtine numdarul dat.
Dacid in (1) facem x = 1, obfinem a' = asi deci

log.a=1. (

32

1. Si calculam log;32. Cum 2° = 32, atunci din definitia logaritmului avem
log;32=5.

2. Sa determinam log, !

e 2
16°

. i,
6 obtinem log, -4,

Di li i
in egalitatea 2 16

3. Sa determindm log, 27. Sa consideram ccuafia exponentiala (%J =27.
3

#3 :
Cum (l] = 3—13 =27, obfinem x = -3 si deci log, 27 =-3.
3
4. Sa determinim log,256. Cum 4* = 256, atunci din definitia logaritmului
obfinem log,256 = 4.

-1. In practica se folosesc logaritmii in baza zece care se mai numesc si
logaritmi zecimali. Acestia se noteaza lg in loc de logy,; de aceea nu mai
este nevoie sa se specifice baza. Astfel, vom scrie 1gl06 in loc de
logy0106 si 1g5 in loc de log;p5 etc.

2. In matematica superioard apar foarte des logaritmi care au ca baza numirul
irational, notat cu e, e = 2,718281828... . Folosirea acestor logaritmi permite
simplificarea multor formule matematice. Logaritmii in baza e apar in
rezolvarea unor probleme fizice gi intrd in mod natural in descrierea
matematica a unor procese chimice, biologice s.a. De aceea acesti logaritmi
se numesc naturali. Logaritmul natural al numarului @ se noteaza Ina.

2.2, Functia logaritmica
Fie a > 0, a # 1 un numar real. La punctul 2.1 am definit notiunea de
logaritm in baza a; fiecarui numar pozitiv N i s-a asociat un numdr real bine
determinat. Acest lucru ne permite si definim o functie
f:(0,+0) 5> R, f (%) = log,x
numita functie logaritmica.
Iata céteva proprietdti ale functiei logaritmice:
1° f(1)=0.
Intr-adevar, cum a° = 1, rezulta ca log,1 = 0 si deci /(1) = 0.
2° Functia logaritmica este monotond. Mai exact, dacd a > 1, atunci funcfia
logaritmica este strict crescdtoare, iar dacd 0 < a < 1, functia logaritmica este
Strict descrescatoare.
fntr-adevar, sa consideram cazul a > 1 si fie x;, x, € (0, +eo) astfel incat
X <xp. Cum x; = a"8* gix,= a5 rezultd ca ¢ < 8«2
Dar functia exponentiala fiind crescitoare (a se vedea §1) objinem ci
log.x; < log.x,, adica f (x;) <f(x2).
~ Incazul 0 < a < 1, din inegalitatea @"®* < ¢"°%* g din faptul ca functia
€xponentiala cu baza un numdr real 0 < a < 1 este strict descrescitoare, rezulti
¢d log.x, > log.x,, adica /(x,) > f(x2).

QY
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3° Functia logaritmica este bijectivd. i y A ;
Intr-adevar, dacd x;, x, € (0, +oo) astfel Incdt f (x1) = f (x2), atunci =5 4
din log.x, = log.x,. Dar din egalitatea (3) din §2 obfinem x, = a®" i ,{ , - gx)= (lJ
x; = a8 adica x; = x,. Deci f este o functie injectiva. | 2 \
Fie y € IR un numdr real oarecare. Notam x = a”. Se vede ca x € (0, +o°) i I \
log.x = log, @ = y. Deci f(x) =y, ceea ce ne aratd ca f este si surjectiva. Asadar, /
S este bijectiva. } S %) = logsx . 1\
4° Inversa functiei logaritmice este functia exponentiald. | = : ~at b .
Functia logaritmici £ : (0, +o0) — R, f (x) = log.x, fiind bijectiva, este | of 1 “x 0 >
inversabila. Inversa ei este funcfia exponentiald g : R — (0, +o0), g(x) = a". | _ \
Tntr-adevar, daca x € (0, +e=) avem (29 )(x) = 80/ () = &llogsx) =a"*** = x_ F6)= log, x
si dacd y € IR, atunci (fog)() =1 (g(»)) = f (a") = log.@” = y. | 3
Graficul functiei logaritmice f (x) = logx pentrua = 2,5, %, % g ; Fig. 5 Fig. 6
- o Deoafece ﬁn.l.ctia IOga}ritmicﬁ este inversa functiei exponentiale, graficele
% B R I A T — 4 8 16 | celor doua funcfii sunt simetrice fatd de prima bisectoare. in figura 5 am
16 8 4 7 reprezentat grafic functiile f{x) = logsx si g(x) = 5*, iar in figura 6 am reprezentat
logzx : 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 afic functiile = s £ o | ¥
log, x e GNP S QA I A e 7 el IR (‘5] :
2 Graficul fung}‘iei logaritmice are urmatoarele proprietai:
3 i i ) : 1) Trece prin punctul de coordonate (1, 0) de pe axa Ox.
| o5 5 25 3 1 5 25 125! 625 2) Graficul functiei logaritmice este constituit dintr-o singuri ramurd care
f I A 8 G - (_‘Spmeuguaigiiisy ,urca“ daci baza a> 1 si ,,coboara* daca 0 <a < 1.
! I lsggiﬁ; 7 —3 URE] T o 3) %ﬁcul func;iei logau:itmice este din ce in ce mai ,,apropiat‘ de axele Ox i
p:‘. i L : - ) i) e Mo i.‘ e Z“:I"‘.t a este mai mare, daf:a a > 1, sau cu cat a este mai mic, daca
il eprezentdm intr-un sistem de axe xOy punctele ale caror coordenate sunt ) Graficul functiei S, . Y ; # .
f | valorjlg din tabelele de mai sus. Punctele obtinute le unim printr-o linie continua, ) nenfiale fafa figetl,i ;:(:gtzz;::r:ce e}?'tel s.1metncu1 graficului ﬁ.mc_pel o
! l‘ ! . In figura 3 sunt reprezentate graficele .t‘"unqiilor flx) = 10g2x si g(x) = logs %, unghiului xOy.
| | “ iar in figura 4 sunt reprezentate graficele functiilor 4(x) = log L x §ik{x)= log ! X . ; fl‘ozr‘:ipﬁetﬁme _lc.ilgaritmil.or ‘
i 4 y ‘olosind proprietafile puterilor cu exponenti reali obfinem urmat
H proprietati pentru logaritmi: : PHEACIE
i : fx) = logyx ‘ 1°Daca A i B sunt doud numere pozitive, atunci
' | } & 7 (%) = logsx i 08 g ’ log.(4B) = log.4 + log,B
: ik > : ogaritmul i 1 Lo
';} _ 1 e , R produsului a doud numere este ggal cu suma 1ogiu-1tm110r celor doui
1| k@ =log B _ in'ﬁf“ade_Vﬁr, daca log,4 = x 5i log,B = , atunci @* = 4 si @’ = B. Cum & =
i { o AEYS. j ‘ 7 @', obtinem =4 - B si deci log(4B) =x +y = log,4 + log,B.
X) = X A
2 _ Proprietatea se poate da pentru » numere pozitive 4y, 4, ..., A,, adica

Fig. 3 Fig. 4 - S log,(4, 45 ... A,)=log,A,+ log, >+ ... + log.A,.




2° Daca A §i B sunt doua numere pozitive, atunci '

log,, = log,.4-log,B

(logaritmul cétului a doud numere este egal cu diferenfa dintre logarltmul
numdratorului si cel al numitorului).

2.4. Schimbarea bazei logaritmului aceluiasi numir

Daci a §i b sunt doua numere pozitive diferite de 1, iar 4 un numar pozitiv
oarecare, are loc egalitatea:

\l log, 4 = log,4 - log,b

Intr-adevar, {indnd cont de proprietatea 1°, avem log,d = logg(%-BJ-_—-

- log“% + log.B, de unde rezulti ca loga% = log,4—log,B.

_Dacé‘punem A =1sifinem cont ci log,1 = 0, obtinem egalitatea:
1
,—= —log,B
log og

3°Daca A este un numar pozitiv §i m un numar real arbitrar, atunci
log,A™ = m log,4

(logaritmul puterii unui numdr este egal cu produsul dintre exponentul puterii g

logaritmul numarului).

fntr-adevar, dac log,4 = x, atunci @* = 4. Dar atunci 4™ = (@)" = a™ si deci

log,A™ = mx = m log,A.

4° Dacd A este un numdar pozitiv gi n un numar natural (n 2 2), atunci
log, A
log, ﬂ = —-‘—‘—i

ef

(logaritmul unui radical dintr-un numar este egal cu cétul dintre logaritmul

numarului si ordinul radicalului).

Intr-adevar, proprictatea 4° este un caz particular al proprietatii 3°, punand m = i3

n
: 1. Sa calculam logy75. Cum log;75 = logs(3 * 25) = logs3 + 10g325

=1+ logs5* = 1 + 2logs5.

2. Sa determinam log,1000 — log,125.

Avem log, 1000 — log,125 = log, 1102050 = log,8 = log;2* = 3.
3. Sa calculam 1g0,18 — 1g180.
018 5
Avem1g0,18 —1g180 =1g—=— 180 =g 1000 =1gl0~ =-3.
4 : 1 1
4. Sa calculam logs—= s +logs—= 7
Avem logs 113 + logs 112 _logs18 — logsl2 = —( logsl8 + log(,lZ)

=—loge(18 - 12) = —logs6’ =-3.
5., Sa calculim log, 48 . Avem log, ¥/8 = %mgz § = %logz 2 = %logz 2=3,
6. Sa calculim log, ¥81. Avem log,¥/81 = %mg2 81= -;—Iogz 3= ﬁs‘-log2 33
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Intr-adevar, daca log, 4 = x si log,d = y, atunci avem a* = 4 §i ¥ = 4, de
unde obfinem " = #”. Dar atunci log,a” = log b’ sau x log,a = y log,b.
Cum log,a = 1, avem x = y log,b, adici log, 4 = logyA - log,b.
Daca in egalitatea de mai sus 4 = g, obfinem log,a = logsa - log,b. Cum
log,a = 1, rezulti ci:

1

1 b= —m—
obn log, a

1. 54 se scrie logyx in functie de logex. Avem logyx = logex - loga4 = 2logyx.

2. Si se arate ca expresia £ = 1o % nu depinde de x.

log, x
B agovan g~ 95T 1.
pcvanE log, x-logs2 logs2 B
3. Sa se arate ci logy6 + logs2 > 2. Avem log,6 + logs2 = log,6 + T 1 g
; 02,0

Deci trebuie si aratam ca log;6 + 1
log, 6

1)* > 0, inegalitate evidents deoarece log,6 #1.

> 2 sau (log,6)° — 2 log,6 + 1 > 0,

sau inca (log,6 —

2.5. Operatia de logaritmare a unei expresii
Si consideram expresia:

_17°4131 Y92

5;237 ‘9823

Vom logaritma expresia intr-o anumita bazi convenabild a. Folosind

proprietatile logaritmilor, obfinem:

log, E = log, (17° 4131 ¥92)- log, /37-98-23 = log, 17 + log, 131 +

log, (3798
HOga@_ﬁ%g_(T%}?'_):yogan+%loga131+%loga92-

=1 2ol vy
5 log, 37 5 log, 98 5 <log 73
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Deci am obtinut egalitatea:

log, E=3log, 17+ log, l31+%loga92~ %loga 37—%10& 98—%—10& a3,

In general, daci E este o expresie algebrica in care apar produse de puteri §
radicali, putem sa-i asociem, exact ca in exemplul de mai sus, o expresie, nota ‘
log E, in care apar sume (diferente) de logaritmi inmulfite eventual cu anumite
numere rationale. Operatia prin care expresiei E i se asociazi expresia log £ s¢

numeste ,,operatie de logaritmare®.

|

1. Fie E=a® Yab® . Prin operaia de logaritmare, obtinem:

log, E = log,(a* Vab® ) = log.a® + log. Vab® = 2log.a + llogc a+%log, b,
7 7479

’ 3
2.FieE= % . Prin operatia de logaritmare, obtinem:

3 3
log. E logch-5 ) log, g (log a” —log, b’) 3 log, a 1 log, b.
Adesea in calcule este nevoie si se facd si operafia inversd, adicd unei
expresii in care intervin logaritmi sa-i asociem o expresie fara logaritmi. '
De exemplu, sd consideram expresia log, E = 2log a - %logc b-3log. 3
“Folosind proprietatile logaritmilor, avem:

2
0. 5= lon, 2 ~lop B-Tog, 3 =12 = log, 4=,
2 g g 8e o o gl v

2
de unde obtinem ca E = E_;—’Jz- .

. Exercitii

1.83 se determine valorile Iui x pentru ca urmétorii logaritmi si aiba sens:
a) loga(1 - x); d) logs(* +x - 2); 2) loga(log,x);
b) loga(1 - x%); ¢) logs(-x"+5x~6);  h)logl (logsx);
c)log! (1+ *); f) logs(x* = x + 1); i) log! (log1x).

2.Care dintre urmitoarele numere este mai mare?

a) log,4 sau log,5; ¢) logs % sau logs :1]~;
b) 2 sau log;10; d) 3 sau log,7.
3.Determinati valorile lui x pentru care au loc inegalitaile:
a) logsx > logs4; ) lc»gg.vc2 2 log, 8;
b) log1(2x) 2 log15; d) loge(x® — 1) < loge(4x + 4).
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4. Pornind de la graficul funcfiei logaritmice sd se construiasci graficele urma-
toarelor functii:

)1 (-1, +2) 5 R, f(x) = logy(1 + x);

b)f: (0, +9) = R, f(x) = logy’;

) S (1, +o) 5 R, f(x) = logs(x - 1);

A R\{0} - R,f(x)=logx’

©)/: (2, +9) > R, f(x) =log] (x~2);

DR\ {3} >R, (x)=Ilogx - 3|.
5. Si se calculeze:

2) logy5 + log; %; b) log1,2 + log;,72;

7
d) logs7 — logg=—;
) logg 26 36°
1) logs6 + log,8 — log,3;
h) logy ;5 + logo 14 — logy 2.

c) logs1000 — logs40;

€) logo150 —logy,;0,5;
£) log%?’ - log_é 12+ !og%Z;

6. Stiind ca g 7= p 5i lg 5 = g, sd se exprime in funciie de p si ¢:

@lg07  B1g¥T;  olg3s,  dlgl?s; e)lgTV5.
7. Si se arate cd expresiile urmatoare nu depind de x:
1 2
by 0g7x2; _b)E=log2x+log2\/;; C)Ezlogﬁxﬁ.
logy x log, x +log, Jx log, 7

8. Sa se logaritmeze expresiile:

112 %/41 -33¢ ey
a) E=417341-37°; b)Ezm; o) E=a*Vab’c.

P 3
d) E=232Vb2a’ ; ) E= 1/(-595] s DE= [\/%J; g) E= %lsxlai/c?.

9. Si se determine expresia lui x astfel incat sa avem:
a) log,x = log,3 + log,4 —log,5;  b) log.x = 2log,7 + 3log,6 — 4log,5;
¢) logyx = 2log,a + 3loga(a + b) — 4logy(a — b).

3. Ecuatii si inecuatii exponentiale si logaritmice

3.1. Ecuatii exponentiale
_Ecr:ta[za exponentiald este o ecuatie in care necunoscuta este exponent sau o
€cuafie in care este exponent o expresie care confine necunoscuta,

Astfel, ecuatiile: 3* = 2°; 55 —1=03i 2" + 4"™= 320 sunt ecuatii

exponentiale.

I practicd, atunci cand avem de rezolvat o ecualie exponentiala, vom pro-
Qﬂda. astfel: folosind diverse substituii precum si proprietatile functiei exponen-
F!'élc, vom cauta s-o reducem la rezolvarea unor ecuatii simple, de regula de
gradul intdi sau gradul al doilea. ;48

Cele mai multe ecuatii exponentiale sunt reductibile la forma @™ = b, cu
a>0,b>0,a%1. ,
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Datorita injectivitatii functiei logaritmice, aceasta ecuatie este echivalenta cu:
lgb
=log.bh= -2~
In aplicatiile practice, in aceste ecuafii b se poate exprima, de obicei, ca

putere a lui a, b = a%, de unde rezulta ecuatia

fix)y=0o.

1
Sa se rezolve ecuatiile 22 = 64; 3% =81, 5° 2 =625. ‘L
Vom avea 2% =2°%, de unde rezulti 2x = 6, adica x = 3. : |
Din ecuatia 3% =81, 3% =3*, deducem 2" = 4, 2* = 2% 5i deci x = 2. l
Pentru ultima ecuatie, obtinem 5% 2 =5%, deci x* — x — 2 = 4, de unde

rezultd x* — x — 6 = 0. Avem, in final, x; = 3 §i x, = 2.

Unele ecuatii exponentiale se aduc la forma mai generald d® = a*™. Din
aceastd ecuafie {inind cont de injectivitatea functiei exponentiale, deducem ca
f(x) = g(x), care apoi se rezolva.

1. Sa se rezolve ecuatia 3% °= 3%,
Objinem x — 6 =15—2x, deci 3x=21,x=17.

2. Si se rezolve ecuatia 49" = [%] :

Obtinem 7= 7 ,deci 2x = —x?, de unde deducem x; = 0, x, = -2.

Exista ecuaii exponentiale care nu se pot reduce la nici una dintre formele discutate.

1. 2° = 3" Tinind cont de injectivitatea functiei logaritmice, obfine
prin logaritmare ecuatia echivalentd x 1g 2 = (2x + 1) lg 3 si deci x(2 I1g 3
-1g3 ‘
21g3-1g2 "’

2. 5 =7% . Logaritmind, deducem 7" 1g 5 = 5% Ig 7; logaritménd din noy

. T lglg7-1glg5
1S 3 e i AL
obtinemx 1g7 +1glg5=x1g5+1glg 7 si deglx lg7-1g5 E

-1g2)=-1g3, x=

3 32x _52x—3 =7x—1 .4x+3-
Deducem ca 2x1g 3+ (2x-3) lg5=(x-1Ig 7+ (x + 3) lg 4, prin urmare
x(21g3+21g5-1g7-1g4)=31g5-1g7+31g4. In final, avem: ;

o 12564
4= 3lg5-1g7+3lg4 ki
21g3+21g5-1g7-lg4 15225
28
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4. Sé consideram iIn cele ce urmeaza ecuatia 4* + 2* =272,
Pentru a rezolva ecuatii de acest tip vom observa mai intéi ca putem scrie
2% + 2" =272 = 0 si deci facand substitutia 2* = y, obtinem: y* + y — 272 = 0, deci

} =169, =-17.

Deoarece 2* > 0, rezulta ca —17 nu poate fi egal cu 2 5i deci singura solugie
se obtine din 2* = 16, 2 = 2%, deci x = 4.

in unele situatii, substitutia efectuata la exercitiul precedent nu se poate face
imediat in forma initiald a exercifiului. Sa luim, de exemplu, ecuatia 6 +4* = 9*,

ST iy p : Ml 6Y ,(4Y P sl
Vom impérti ambii termeni cu 9" §i obfinem 9 + 9 =], 3 +[§—) =1,

Facand substitutia [%J =y, obtinem y* + y -1 = 0 si deci e A 1 g 5 .
=1-A5 - : A
Deoarece 7 0, rezulta ca singura solutie a ecuatiei o obtinem din

. Ig_\/_i;l_
27 o zltys $i deci x= ——2—,
3 2 1o 2
83

3.2. Ecuatii logaritmice

Ecuatiile logaritmice sunt ecuafii in care expresiile ce contin necunoscute
apar ca bazi sau ca argument al unor logaritmi.

De exemplu: log,.; (x +2) = 1; lg(x*+x-2) = 3; log (5x*+ 3) = Ig(2x+3) —1.

Folosind injectivitatea functiei exponentiale, avem ca rezolvarea unei
‘cc_:ua_;ii de tipul loggg f (x)= b este echivalenta cu rezolvarea ecuatiei f(x) = g(x)".
Vom avea insa grija ca solutiile obfinute sa satisfacd S(x)>0,g0x)>0,g(x)#1,
pentru care expresia logg f(x) are sens.

La fel ca la ecuatiile exponentiale, in practica atunci cand avem de rezolvat
0 ecuafie logaritmica, vom proceda astfel: folosind diverse substitutii precum si
p.roprietaﬁle logaritmilor, vom cauta s-o reducem la rezolvarea unor ecuafii
simple, de regula de gradul inti sau de gradul al doilea.

8é se rezolve ecuatia: log,(x” — 3x + 9) = 2. Obtinem x* = 3x + 9 = ¥* §i deci
3x =9, x = 3. Deoarece pentru x = 3 > 0, expresia x* — 3x + 9 este pozitivi,
rez{ultﬁ ¢a x = 3 este solutie a ecuatiei.

Rezolvarea altor ecuatii se bazeaza pe injectivitatea functiei logaritmice, §i
an:um‘e din log,f (x) = log.g(x), deducem f (x) = g(x), impunand conditiile:
f()>0, g(x) > 0.
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1. Si se rezolve ecuatia: 1g(x* — 15) = lg (x — 3). Deducem ca ¥ =15=x 3
deci x* — x — 12 = 0, adicd x, = 4, x, = -3. Deoarece pentru x, = -3 obfinem x —3
-3 -3=_6<0, rezulta ci x, =3 nu este solutie a ecuatiei. Deci numai 4 este solutie,

2. Sa se rezolve ecuatia: 2lg(x — 1) = Ji-lg % —lg«/; . In aceastd ecuatie

- punem de la inceput conditiile x — 1 > 0, x > 0, pentru a avea sens expresiile

lg(e— 1), 1g 2, Vx , lgx .
Ecuatia se mai scrie 2 Ig(x— 1) = %lg X— w%—lg xgideci2lg(x-1)=21gxn

Prin urmare, lg(x — 1) = lg x, de unde obtinem x — 1 =x, -1 = 0, contradictie;
rezulta deci ca ecuatia data nu are solutii. _ -3
3. Sa se rezolve ecuatia: lg(x + 7) + lg(3x + 1) = 2. Punem conditiile d

existentd a logaritmilor: x + 7 > 0 i 3x + 1 > 0, deci x > —%. Obtinem

lg(x + 7)(3x + 1) = 2 5i deci (x + 7)(3x + 1) = 10° = 100. Rezulta ecuatia dg

gradul al doilea 3% +22x - 93 =0, de unde rezultd x; =3 §i x, = —%l . Deoarecg

_g,3_1 < —% , obtinem ci 3 este singura solutie a ecuafiei date.

_ Ecuatia precedentd nu este echivalenta cu ecuatia lg(x + 7)(3x + 1) = 2, car¢

are doud solutii x; = 3, x;, = —% , deoarece pentru améndoud aceste val'
ale lui x, 1g(x + 7)(3x + 1) are sens.

4. Sa se rezolve ecuatia: log? x — 3logsx — 4 = 0. Avem conditia x > 0 si

substitutia logsx = y, obtinem )* — 3y — 4 = 0. Deci y1 = 4, y» = 1. Din logsx =
obtinem x = 3%, x = 81, iar din log;x =—1, obtinem x = 3= % ; '

in continuare vom rezolva citeva ecuatii care nu se pot incadra intr-us
anumit tip. Astfel, pot aparea ecuafii cu logaritmi scrisi in diferite bazt
ecuatii in care apar expresii confindnd necunoscute si la exponenti §i |

logaritmi etc.

5. Sa se rezolve ecuatia: logyx + logax = 1. Deducem, aplicind form v
; Lz Tlges? Mgy | _1g21g3 _1g21g3 8
de schimbare a bazei, g2 + 123 1 sau lgx g2 +1g3 B6 De

lg2lg3
x=10 '8
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6. Sa se rezolve ecuatia: logsx + log,3= 2. Deoarece log,3 = —Kg) rezulta
logy x’
La 2 « ;
Jogsx + oz, % = 2. Notand logsx = y, ob;lnem y+ 31)— =2, adica y2 —2p+1=0; deci

y =1, adicd logyx = 1. Prin urmare, x = 3,

lgx+2

7. 5S4 se rezolve ecuatia: x =1000. Punem conditia de existenta a expre-

siilor: x > 0. Logaritménd, obfinem o ecuatie echivalenta Ig (x‘g“"’ )= 1g1000 care

devine (Ig x + 2)lg x = 3. Noténd 1g x = y, avem y* + 2y — 3 = 0 gi deci y, = -3
y,= 1. Din 1g x = -3, obtinem x = 107, x = 0,001, iar din lg x = 1, obtinem x = 10,

9.3. Sisteme de ecuatii exponentiale si logaritmice
In astfel de sisteme se aplica metodele aratate anterior la ecuatiile de tipul
respectiv.

271 2 943.3442

1. Sa se rezol i ! =
ve sistemul: {3 s \/EF . Deoarece 27 = 3% 81 = : o

Ddz = 3" obtinem i . Rezulta sistemul echivalent A deci
FHE = A x+y=4x-3° s
x= 2, y=3 si solutia sistemului este perechea (2, 3).
2 2 i
5 ; x4+ y =425 ; < .
2. Sa se rezolve sistemul {lgx _;V lgy=2" Obtinem, pe rind sistemele
X' +)? =425 x* + y? =425
lgxy=2 & {xy=100 . Acest sistem simetric il putem rezolva pe
x,y>0 x,y>0
caile cunoscute din clasa a IX-a: punem s = x + y, p = xy si vom avea
e
S=0p =425, [s?=625  [s=125 s =125
& = i i il
{p.=100 {p =100 »=100" Sistemul {p = 106 da solutiile
(5, 20) si (20, 5) care satisfac si condifiile de existenta ale sistemului initial,

: . §=-25 3
x>0, y> 0. Sistemul {v—-lO 0 da solutiile (<20, -5), (-5, —20), care nu convin.

3.4. Inecuatii exponentiale si logaritmice
' Rezolvarea inecuatiilor exponentiale si logaritmice se bazeaza pe proprieta-
tile d_ﬁ monotonie ale functiilor exponentiale si logaritmice. Am vazut ca atat
functia faxponen;ialé cat i functia logaritmicd sunt crescitoare daca baza este
SUpraunitara si descrescatoare daca baza este subunitara.
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Gxempled

1. Si se rezolve inecuatia: 3* > 9. Inecuatia se scrie 3 > 3% si deoarecs

functia f: R = IR, f(x) = 3" este crescitoare, rezulta ca x > 2.

. . 2 - . . .
2. Si se rezolve inecuatia: 2 % >§1—, Deoarece %=2 3, inecuatia se scrie

27527 care este echivalenta cu ¥* — 4x > -3. Rezolvarea inecuatig]
x* —4x + 3 > 0 da pentru x valorile posibile x € (o, 1) U (2, +20). E

3. Sa se rezolve inecuafia: log,(2x—1)>-3. Avem cd -3 = log, 27 §
i 5 : 5 E ]

ine::uatia devine log,(2x—1)>log, 27. Deoarece baza -;— a logaritmului estg
3 3]

subunitara (functia g : (0, =) — IR, g(x) = log, x este descrescatoare), inecuatia
1 ]
devine 2x — 1 < 27, adica x < 14. In acelasi timp, din conditia de existentd g

logaritmului inifial, avem 2x — 1 > 0, adicd x > %— Deci obfinem pentru x

valorile posibile x € (% 14].
Exercitii
Sa se rezolve ecuatiile (exercitiile 1-10):

1. 2)5'=125;b)4"=1024;¢c) 9" = d) 25°=0,2;¢) 277 =32; ) 8= 16.

" AR
729 °

X -5 X X y
2. a) (g—) =[%j ;b) [%J (%] =—§-41;c)32""=81;d) 24725 = 16428

3.8 5+ 51 =3750;, b) T - 7 = 6 ¢) 3 + 32+ 33 = §
d) 7x+2 +4_7x—l =347; e) 3.t+|+5, 3X—1_7 .3x +21 =0.

4o 4 o642,y B VT o 16Y(029) ¢ =25,

1 x+1 i l—x_' )
e)(s) +(5 =12
p 32 —4.3% 4 3=0;
2)2:25 =10°+4%
h)3-4"+2-9°=5.6"
b)7:2°=5:3%

d) 62x+4 - 28+I 4 331.

5. 2) 5% — 5"~ 600=0;

b) ¥ -3*-6=0;

c) 4* + 25" = 80,

d)3*+9'-810=0;
6...2) 3.2 =2.3%

¢) 11" =174
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7. a)lgx=1g2; b) lgx=-lg 2; c) loga(x - 1)=log(¥ —x - léﬁ{x—@ =l

8. ) log. (2 = 5x + 7) =1; b) log.2 - log,3 = 2; ¢) log,(x + 3) = log, (+* +1).

9.3) Tlilgzx =% —%ng; b) 3% lg x -1 = 0; ) 212 () — 3 lg x — 1 =0,

10 Slgx - 31gx—'| 2 3lgx+i A Slgx—l ;
11. S se rezolve sistemele de ecuafii:

x4+y4=641, b 9x+y=729,c {x—y=90‘ ¢ xy—y‘= :
2lgx+21gy=2; = 3777 =1, lgx+lgy=3; " |2r_4» =0,

12. S4 se rezolve inecuatiile:

a)lg(*-3)>1g(x +3); b)lg’x-21gx-8<0; ¢)(0,25)*< ['11?] .

‘, 13. Rezolvati inecuatiile:
a) logy(9 -2 >3-x; b)lg2+ 1g(4"“2+ 9 <1+ Ig(zx—z i
14. Sa se rezolve i sd se discute dupa valorile parametrului , inecuatiile:

a) log, x —log . x +log 4 x2 %; b) log, x +log,(x +5) +1og, 002 <0.
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! Observam cé orice multime finitd poate deveni o multime ordonati, adica
! e poate ordona. Aceastd ordine se poate da, pur si simplu, numerotind

ELEMENTE DE COMBINATORICA | St e i i o 76, 275

| O multime ordonatd este caracterizatd prin elementele din care este
A iy - . . . A .
in practics, adesea, se ajunge la problema de a alege dintr-o mulfime| formatd siprin ordinea in care sunt considerate acestea.
In consecintd, doua multimi ordonate sunt diferite daci ele se deosebesc fie

oarecare submulfimi de elemente care poseda anumite proprietati, de a dis ; h g
i P prop ! purs rin elementele din care sunt formate, fie prin ordinea lor.
fn exemplul de mai sus am considerat, agadar, doui multimi ordonate diferite.

elementele uneia sau ale mai multor mulfimi intr-o anumiti ordine g.a.m.d. Dg

asemenea, ppate aparea problema d}aterrrﬂné}rii numarului tuturor submui;imilo Un alt exemplu de mulfimi ordonate diferite este wrmatorul: (1, 2, 3) si

unei ;,nultlml,_cgnstlttlt}t;: élupa alr;]umlte reguli. hoa _ PR 2Rl 3). Multimile au aceleasi elemente, dar ordinea in care acestea sunt dispuse
Qo B e astics, £ PIONENE ‘?Ste YO[pp Oe ar.lumlte com.n}azu €% “1 este diferita in cele doua mulfimi. Astfel, in prima mulfime 1 este pe primul loc,

men.te, ele se numesc probleme combinatorii. .Domgmul mater_natlcx} in care sef pe locul al doilea, iar 3 pe locul al treilea, in timp ce, in a doua multime 2 este

studiaza astfel de probleme se numeste combinatorica. Combinatorica poate fi e primul loc, 1 pe al doilea, iar 3 pe al treilea,

consideratd ca o parte a teoriei mulfimilor, orice problema de combinatorici g

puténd fi redusé la o problema despre mulfimi finite si aplicatii. |

Aceastd ramurd a matematicii are mare importanta pentru teoria probabil' 2. Permutiri
tafilor, ciberneticd, logica matematica, teoria numerelor, precum si pentru altg
ramuri a%e stiil?tei si tehnicii. In continuare, vom prezenta unele probleme simplg| Fie A o multime (finitd) cu »# elemente. Aceastd mulfime se poate ordona in
de combinatorica. mai multe moduri. Se obtin, astfel, mulfimi ordonate diferite, care se deosebesc

In cuprinsul acestui capitol avem de-a face numai cu mulfimi finite. intre ele numai prin ordinea elementelor.

Daca A este o mulfime cu n elemente, fiecare din mulfimile ordonate care
se formeaza cu cele n elemente ale mulfimii A se numegste permutare a

1. Multimi finite ordonate 3 = =
acestei multimi.

Se mai spune ca este o permutare a elementelor sale sau, inca, o permutare
de n elemente.
Numarul permutirilor de » elemente se¢ noteazd cu P, si se citeste
spermutari de n”. Avem:
1. O multime cu un singur element poate fi ordonata intr-un singur mod,
deci Py = 1.
- 2. O multime cu doui elemente 4 = {a, b} poate fi ordonatd in doua
moduri. Se obtin doud permutari:

(a, b)si (b, a).

Se considera adesea multimi ale cidror elemente sunt aranjate intr-o ording
determinatd. De exemplu, alfabetul este o multime ale carei elemente (litere)
sunt date intr-o anumiti ordine. Astfel, cele 31 litere ale alfabetului roménese
sunt aranjate, de obicei, In urmatoarea ordine: @ este prima (nu urmeazi dupi
altd literd), @ este a doua (urmeaza dupa prima), d este a treia (urmeaza dupa
doua) s.a.m.d. pina la z care este ultima (dupi care nu mai urmeazi nici o litera)
Elementele aceleiasi multmi se pot da si intr-o altd ordine. De exemplu, este
posibil ca literele alfabetului si fie aranjate intr-o ordine inversa celei dintéi
astfel: prima litera sa fie socotitd z, a doua si fie y s.a.m.d. pani la ultima, a 31-8
litera, a. Sunt, evident, si alte moduri de aranjare a literelor alfabetului.

Spunem céd o mulfime impreund cu o ordine bine determinata de dispuneré
a elementelor sale este o mulfime ordonata. Mai precis:

Fie A o multime (finitd) care are n clemente. Multimea A se numeste
ordo_naté daca fiechrui ele.ment al shn i se asogiaza un gnumit mumar de la 1 {8 date, adica numarul modurilor in care poate sa fie ordonata ¢ multime data.
numit rangul elementului, astfel incét la elemente diferite ale lui 4 corespund Pentru produsul primelor n numere naturale nenule se foloseste, de obicei,

numere dlfevnte. ' s i . 10 . o Dotafia n! care se citeste ,,n factorial”:
Aceasta asociere exprima, mai exact, tocmai ordinea elementelor multimil y 23 Bl

A. Astfel, ordinea este urmitoarea: elementul céruia i se asociaza numarul Lf % ; g "
elementul cdruia i se asociazd numirul 2, ..., elementul ciruia i se asociaZil ——amiCOCa C€ priveste numarul permutrilor, avem:
numdrul #.

Deci P,=2=1"2.

3. Fie o mulfime cu trei elemente 4 = {a, b, c}. Permutirile acestei
mulfimi sunt: (a, b, ¢), (@, ¢, b), (b, a, ¢), (b, ¢, a), (c, a, b), (¢, b, a).
Rezulta Py=6=1-2:3.

Ne propunem, in continuare, sa gdsim numarul permutarilor unei multimi

Teorema 1. Dacan> 1 este numar natural, atunci P, = n! (D)
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Demonstrafie. Sa ordonadm in toate modurile posibile o multime cu »n elek‘
mente. Oricare dintre cele n elemente ale mulfimii poate fi pus pe primul log;
prin urmare, ,.,ocupantul® primului loc poate fi ales in » moduri. Daci pe primu‘
loc este pus elementul a, pe locul al doilea putem pune oricare dintre elementelg
multimii, diferite de a. Prin urmare, ,,ocupantele” locului al doilea pot fi alese in
n — 1 moduri. Rezultd ¢4 ,,ocupantele* primelor dous locuri pot fi alese in n(n -1
moduri. Rafionénd analog, rezulta ca ,,ocupantele* primelor trei locuri pot fi alese i
n(n — 1)(n — 2) moduri §i, in general, ,,ocupantele” primelor & locuri pot fi alese i
n(n—1)n—-2) ... (n—k+ 1) moduri. Pentru k£ = », numérul de moduri de ocupa
pentru toate cele # locuri. In final, deducem ca pentru k = n, numérul de moduri de
ocupare pentru toate cele n locuri este n(n— 1)(n—2) ... (n—k+ 1)=n!. 4

Convenim sé consideram ca multimea vida poate fi ordonati intr-un singur
mod, adicid Py = 1. Deci definim 0! = 1. !

1. Sa dam 1n tabelul urmator valorile lui n!, pentru 1 <n < 10.

n n! n n!

1 1 6 720

2 2 7 5040

3 6 8 40 320
4 24 9 362 880
5 120 10 3 628 800

2. Cate numere diferite se pot forma din cifrele:
0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9
astfel incat orice numar sa conin toate cifrele si doar o singuré dat fiecare cifra?
R: Din numirul mulfimilor ordonate care au ca elemente cele 10 cifre,

K

trebuie si scidem pe cele care au pe primul loc cifra 0. Deci obtinem:
10! -9!=9-91=1-2-3:4-5-6-7-8-9°=3265920

numere.

3. In cate moduri poate fi ordonata mulfimea {1, 2, 3, ..., 2n} astfel incif
fiecare numar par s aiba rang par? '

R: Fiind n locuri de rang par, rezultd ci numerele pare de la 1 la 2n, ca e
sunt tot in numdr de #, se pot ageza pe locuri de rang par in n! moduri. Fiecarui
astfel de mod de aranjare a numerelor pare ii corespund n! moduri de aranjare ¢
numerelor impare pe locuri de rang impar. De aceea numarul total 4
permutarilor de tipul cerut este egal cu n! - n! = (n!)% '

3. Aranjamente

3.1. Fie datd o mulfime 4 cu » elemente. Dacd m < n, atunci se pot fo it

diferite multimi ordonate cu cite m elemente fiecare, in care intri numai

elemente ale multimii 4. De exemplu, din elementele mulfimii {a, b, ¢, d} se pot
constitui 12 multimi ordonate, avind cate doui elemente fiecare:
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(a, b), (a, ¢), (a, d),
(b, a), (b, c), (b, d),
(c. a), (¢, b), (¢, d),
(d, a), (d, b), (4, ¢).

Multimile ordonate care se formeazd cu elementele unei sub_multimi
oarecare a unei multimi finite 4 se numesc submulfimi ordonate ale lui 4 sau
aranjamente. Mai precis:

Dacd A este o multime cu n elemente, atunci fiecare submultime ordonata

a lui A, avind k elemente, unde 0 < k < n, se numegste aranjament de n
elemente luate cdte k.

Observam ci doua aranjamente de n elemente luate cite k se deosebesc prin
natura elementelor ori prin ordinea lor. Numarul aranjamentelor de n elemente

luate cite k se noteaza A,’f si se citeste ,,aranjamente de n luate céte k.
Din exemplul de mai inainte rezulta:
A =12,
- oy
Ne propunem, in continuare, s gasim o formula pentru calculul numarului 4, .

Observim ca 4, = n.

Intr-adevar, un element din cele n elemente poate fi ales in #n moduri, iar cu
acest element ales se formeazi o singurd mulfime ordonata.

Formula care exprima A,’,‘ in functie de n si £, este datd de urmétoarea teorema:

Teorema 2.Dacinsik sunt numere naturale astfel incat 0 < k£ < n, atunci:

A =nn-1(n-2)...(n—k+1). (1)

Demonstratie. S aratim mai intdi ca 4*"'= (n — k) 4* . Intr-adevar, ca s
repartizim oricare k + 1 elemente, luate din n elemeqte date, pe k + 1 locuri, se
pot lua mai intdi oricare k elemente §i aranja pe primele & locuri. Aceasta se

poate face in 4° moduri. In fiecare din aceste cazuri ramén (n — k) elemente.
Oricare din aceste elemente se poate pune pe al (k + 1)-lea loc. Astfel, in fiecare
din cele 4 moduri de aranjare a elementelor pe primele & locuri, obtinem (n — k)
posibilitati prin care al (k + 1)-lea loc este ocupat de unul din cele (n — k)
elemente rimase. Prin urmare, avem 4= (n—k) 4*.

Avand n vedere ci A4, = n, deducem succesiv:
A =n(n-1), £ =n(n-1) (n-2),
A =nn-Dn-2)...(n-k+1)

S& dam o alta forma formulei (1). Produsul n(n — 1) ... (n — k + 1) se poate
scrie sub forma:
t An=1) .. (n—k+)n=k) .. 21
(n-k)..21 2
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adibﬁ sub forma (?{ﬂﬁ Deci

Pentru k£ = 0, formula (2) da

e
4,=1. D |
Acest lucru este adevarat deoarece orice multime confine mulfimea vida, !

despre care am convenit s-o consideram ordonata intr-un singur mod. #

Pentru k= n, formula (2) da i

A" =nl=P

n'

Agadar, formulele (1) si (2) sunt adevarate pentru orice £, astfel incit 0 <k <n,

Exemplp
?ncéte moduri pot fi agezati 4 elevi pe 25 de locuri?
R: Numarul cautat este egal cu:
Ajs =25-24-23 22 =303 600. ,
2, Cate numere naturale diferite se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3, 4, daci in
fiecare astfel de numar orice cifra intrd cel mult o data.
R: Cu 5 cifre se pot forma A55 = 5! aranjamente diferite. Dar aranjq
mentele care incep cu 0, in numar de 4 4+, dau numere de 4 cifre. Asadar sunt
A-4=54-3-2-1-4-3-2-1=96
numere cu 5 cifre. Numirul numerelor cu 4 cifre care se pot forma cu cifrele
0, 1, 2, 3, 4, este egal cu A;‘ , din care scidem numarul aranjamentelor ca .
incep cu 0, care este egal cu 4;. Deci numere cu 4 cifre sunt in numar de
A} -4]=5-4-3-2-4-3-2=96
in mod analog, numérul numerelor diferite de 3 cifte, 2 cifre i o cifrd va .‘
respectiv: A — A7 = 48, A} - A} = 16si 4;=4. J
Deci se pot forma 260 numere.

4. Combiniri

4.1. Fie multimea 4 = {a, b, ¢} si sa considerdm toare submultimile sale.
Acestea sunt:

1) mulfimea vida: &,

2) submultimi avand fiecare cite un element: {a}, {b}, {c}; ]
3) submulfimi avind fiecare cite doud elemente: {a, b}, {a, c}, {b, ¢}
4) multimea totala: {a, b, c}. ‘
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f

4= f!k)!‘ 5

Asadar, multimea 4 = {@, b, c} are opt submulfimi, dintre care: trei
submultimi cu cate un element, trei submulfimi cu céte doud elemente, o
submultime cu trei elemente si multimea vida. '

in continuare vom rezolva urmatoarea problema:

Fiind datd o mulfime finitdi cu »n elemente, si se calculeze numérul
submultimilor sale avind fiecare céte k elemente.

Dacii A este o mulfime cu n elemente, atunci fiecare submulfime a lui A

avind k elemente, unde 0 < k < n, se numeste combinare de n elemente luate
cdte k.

" Numarul combindrilor de n elemente luate cate k se noteaza C; si se citeste
,combinari de n luate céte K.
Din exemplul de mai inainte, rezulti: Cf=1 C;=3,C;=3,C; =1, iar

C)+C} +C; +C3 =8=2’ (acesta este numarul tuturor submulfimilor mulfimii

{a b c})

Ne propunem in continuare s gésim o formuld pentru calculul numaralui C¥ .

Observam ci C,? = 1, deoarece fiecare multime 4 are numai o submulfime
fira nici un element, si anume multimea vida. Apoi, C,l, = n deoarece o mulfime
cun elemente 4 = {a,, ay ..., a,} are exact n submulfimi cu un singur element,

adica submulfimile de forma {a,}, {a2}, ..., {a,}. Formula care exprimi C‘,’f in
functie de n §i k este datd de urmatoarea teorema:

~ Teorema 3. Dacd nsi k sunt numere naturale astfel incét 0 <k < n, atunci:

¢ __n _nm=-D.. (n-k+)) ) :
G kl(n—k)! k! ; @
Demonstrafie. Fie A o multime de n elemente. S consideram toate
submultimile multimii 4 care au & elemente. Ordondm fiecare dintre aceste
submultimi n toate modurile posibile. Obtinem astfel toate submultimile ordo-
nate ale lui A care au céte k elemente. Numdrul lor, dupa cum stim, este 4; .

Dar cum numarul tuturor submulfimilor lui 4 avand k elemente este egal cu C,’f ;

jar fiecare din acestea se pot ordona in P, moduri, rezultd cad 4 = C‘,’,‘ + P;. Din

k
aceasta egalitate rezulta ci: Cf = %—”—-
k
A . ! ;
fnlocuind in aceasti formula expresiile 4f = Ei—f'kT’ P, =k!, obfinem:
% _ nl
Cn kli{(n=k)!’
ceea ce se mai poate scrie CX = s Dovis(mr b

k!

2
~Numérul ¢ se mai noteaz (':J :
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De exemplu, Cj; = %%%

1. In céte moduri se poate alcatui o comisie formata din 5 membri alesi din
9 persoane?

=25-23:22 =12650.

R: Pentru a avea toate cazurile posibile, trebuie si consideram toate
submulfimile, formate din 5 elemente, ale unei multimi formate din 9 elemente,
0:8:7:6:5
B TV 77 P Tt
2. La un turneu de sah au participat n sahisti si fiecare 2 sahisti s-au intalnit
o datd. Céte partide s-au jucat in turneu?

Numarul cautat este C;

R: Numarul partidelor este egal cu numarul submultimilor formate din cate
n(n—1)

2
3. Sa se gseasca numarul diagonalelor unui poligon convex cu # laturi.

doua elemente ale unei mulfimi cu » elemente, adica C,f =

R: Varfurile poligonului formeaza o mulfime de n puncte in plan, neco-
liniare cite 3. Numarul diagonalelor §i al laturilor poligonului este egal cu
numarul submulfimilor formate din cite doua elemente ale unei mulfimi cu n

elemente, adica C? =£%l

, care reprezintd numdérul diagonalelor unui poligon

. Scazand cele n laturi din acest numar, obtinem:

nn—-1) n _n(n-3)
2 vy
convex cu n laturi.
4. In cate puncte se intersecteazi diagonalele unui poligon convex cu n
laturi, daca oricare trei dintre ele nu sunt concurente?

R: Fiecarui punct de intersectie a doua diagonale i corespund 4 varfuri ale
poligonului, iar la oricare 4 varfuri ale poligonului le corespunde un punct de
intersectie (punctul de intersectie a diagonalelor patrulaterului cu varfurile in |
cele 4 puncte). De aceea, numarul tuturor punctelor de intersectie este egal cu ‘

numarul posibilitagilor de a alege 4 varfuri din cele » varfuri, adica:

= nn—1Dn-2)n-3) _nn-Dn-2)(n-3) |
"= 11234 - 24 ' |

4.2. Citeva proprietiti ale numerelor C,',‘

Numerele C au o serie de proprietiti importante. Ele exprima diferite relafii
intre submulfimile unei mulfimi. Aceste proprietati se pot demonstra direct din
formula pentru C}. Mai instructive sunt, insa, demonstratiile bazate pe rafiona-

mente cu multimi.

1° Formula combindrilor complementare. Daca 0 < k < n, atunci este adeviratd
egalitatea:

o=, (1)
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Demonstratie. Cu ajutorul formulei pentru C¥ , avem:

ct = n! s n!
n o kKlm=k) (m=-k)h-m-k)]
Sensul acestei afirmatii este urmétorul: fie 4 o mulfime cu n elemente.
Fiecarei submulfimi X cu k& elemente a lui 4 1i asociem o submulfime bineT
determinata, cu (n — k) elemente, a mulfimii 4, si anume CX (complementara lui
X). Prin aceasta asociere, unei submultimi cu (n — k) elemepte' ii corespunde o
singurd submulfime cu & elemente. Asadar, numarul submulfimilor cu & elemen:
te ale lui A4 este egal cu numarul submulfimilor sale cu (n — k) elemente. Aceasta
afirmatie se exprima, de altfel, prin egalitatea (1).
2° Formula de recurentd pentru calculul numarului de combinari.
Pentru orice 7 i & astfel incét 0 < k < n, este adevirata egalitatea:

¢t =Ct 4G @

n

_ n—k
= Cn i

Demonstratie. Cu ajutorul formulei pentru Cf,‘ ,avem:
si7ae s =) Bifrb=B(nmik)
T K=k -1)! K(n=k) ~°
= (n-=1! _ (n=Dlk :
=k -D(n=k)  kl(n-k)!
fnlocuind aceste valori in partea din dreapta a formulei (3), obtinem:
g =B =K} ST c{n SIBI= k) g gk
Gt G = kl(n—k)! k'(n—k)! kl(n—k)! ki(n—-k) "
Egalitatea (3) este demonstrata.

Sa dam o altda demonstratie formulei (3) facind un rationament cu multimi.
Si consideram un element oarecare a al unei multimi 4 formata din n elemente
si toate submultimile mulfimii 4, formate din céte k elemente. Numarul acestor
submulfimi este egal cu C'. Submulfimile cu k elemente ale lui 4 le impar{im in

doua clase (disjuncte): submultimi care confin pe a si submultimi care nu contin pe
a, Numdrul submultimilor din prima clasi este egal cu C-, deoarece fiecare astfel

de submulfime se obtine prin adiugarea elementului @ la o submulfime oarecare cu
(k1) elemente, a multimii 4 — {a}. Numarul submultimilor din a doua clasi este

egal cu C',, deoarece fiecare astfel de submulfime este o submulfime cu k elemen-

te, a multimii 4 — {a}. Deci: C* =C*, +C5.

3° Triunghiul lui Pascal . 1
Formula (3) a punctului precedent permite sa calculam Cf, stiind C;, si Ct.

Cu ajutorul ei se pot calcula succesiv numerele C, mai intai pentru n = 0, apoi

* Blaise Pascal (1623-1662), matematician francez.
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pentru n = 1, pentru n = 2 g.a.m.d. Valorile numerelor Cf,‘ le scriem sub forma unui
tabel triunghiular care se numeste triunghiul lui Pascal.

1 n=0

1 1 n=1

1 2 1 n=2

1 3 3 1 n=3

1 4 6 4 1 n=4

1 5 10 10 5 1 n=S5

In linia a (n + 1)-a a tabelului sunt agezate in ordine numerele C,, C,,

C%, ..,C". Avem C’=(C'=1, iar numerele rimase se calculeazi cu ajutorul

formulei de recurenia.
Intrucat numerele C*, si C*] sunt dispuse in acest tabel in linia precedenta
celei In care se gaseste Cﬁ , la stAnga si la dreapta acestuia, atunci pentru a obfine Cf,‘

adunim numerele din linia precedenta care se gasesc la stinga si la dreapta sa. De
exemplu, numarul 10 din linia a sasea se obfine adunind numerele 4 si 6 din linia
precedents,

4.3. O interpretare geometrici pentru numerele C"
Fie numerele naturale » §i k astfel incit 0 < £ < n. In continuare se va da 0
interpretare geometrica a numarului C,f

Fie planul xOy si punctul Mk, n — k). ¥y,
Notam cu M’ gi M" punctele de coordonate
(k, 0), respectiv (0, n — k). Realizam reteaua a0, n—k (k, n—k)

din fig. 1, cu patrate de laturd 1 (adicd un
caroiaj al dreptunghiului OM'MM" cu patrate
de laturd 1). Acestea sunt in numar de
k- (n— k). Varfurile celor & - (n— k) patrate se
numesc nodurile retelei. Numim drum pe
retea o linie frinta care uneste doua noduri
oarecare ale refelei si este formatd din laturi
succesive ale patratelor refelei.

Fig. 1

Se pune problema determindrii numarului drumurilor pe refea minimale (cele

mai scurte) care unesc punctul O(0, 0) cu punctul M(k, n — k).

Se observa c¢a un drum pe refea minimal care uneste O cu M este format din

k+ (n - k) = n segmente (de lungime 1), dintre care k segmente orizontale si (n — k)

segmente verticale. Drumurile difera intre ele doar prin ordinea de succesiune a
segmentelor orizontale si Vetticale De aceea, numa’u'ul futuror acestor drumuri este

mente orizontale, adicd C; .
Remarcdm ca n este suma coordonatelor punctului M.
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o M'(k,0) "x

vemcaie din cele » segmente §i atunci obfinem numarul C,',"f". Astfel, am stabilit

geometric formula combinirilor complementare: Cf = C;*. Si demonstram in
acelasi fel formula de recurentd pentru calculul numéarului de combiniri.

Sa considerdm refeaua din figura 2, pe y AL
care figurdm punctele Mk, n—k — 1) si L M(k, n-k)
My(k — 1, n — k). Rezultd cd numirul M,

tuturor drumurilor minimale care unesc
00, 0) cu M(k n — k) este C:. Toate

aceste drumuri le impartim Tn doud clase %
(disjuncte): drumuri care trec prin punctul @ x
M, si drumuri care trec prin punctul M. Fig.2

Cum suma coordonatelor fiecaruia dintre punctele M, si M, este n — 1, rezulta
¢a numarul drumurilor care trec prin M, este C¥_, , iar numarul drumurilor care trec

prin M, este C,’f_';l , de unde rezulta: C,’,‘ = C,’f_, + @55

Exercitii
Permutari
1.Din elementele multimii 4 sd se formeze toate permutarile posibile, daca:
a)A={2}; b)4={4,5} c)4={o, B,y}; d) 4= {a, b, ¢, d}.
2.54 se simplifice expresiile:
213! n! -3
©) 210! >4 (n—-2)! > ©) En 5;' :

f)_ 1

a)6! +7!;b) 9! - oy m

3,54 se rezolve ecuatiile:

NN a1 11 g
o TE D e T ol VTG G

4,54 se rezolve inecuatiile:

(n—-1! : (n+2)!
=2 5. aliasd)

5.In cite moduri se pot ageza pe un raft patru cérti?

6.Un tren de persoane are zece vagoane. in cite moduri pot ﬁ agezate vagoanele
pentru formarea trenului?

7.Cite elemente trebuie si contind o mulfime, astfel incit numirul permutirilor
acestei multimi sa fie cuprins intre 500 si 1 000?

8.Din cifrele 0, 1, 2, 3, 4, 5 se formeazi toate numerele cu sase cifre astfel incét in
fiecare numar s4 nu fie cifre identice. Cte numere se pot obtine?

9.In cate moduri pot fi agezate n persoane la o masi circulari?

<1000.
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Aranjamente

10.54 se scrie toate aranjamentele de céte 4 elemente ale multimii {a, b, ¢, d, e}.

11. Céte numere naturale nenule diferite se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3, daci in
fiecare astfel de numar orice cifra intrd cel mult o data?

12. O grupa de studenti trebuie si programeze patru examene in timp de 8 zile. In céte
moduri se poate face aceasta? Dar daci ultimul examen se va da in mod obligatoriu in ziua a opta?

13. Cei treizeci de elevi ai unei clase au schimbat fotografii intre ei. Cite fotografii
au fost necesare?

14.54 se calculeze:

o At AL ) A+ A} ) _(@nriial,
o Apey = Bgyy AL @n=-k)
15.854 se afle n, daci:
A]ﬂ i AS
a) A} =184, ,; b) ———ree il 00 ) ,‘("”) =132.
A, Ag nzk!

Combinari

16.54 se scrie toate submulfimile mulfimii 4 si s3 se gaseasca numdrul lor, daca:
symded3 dl i =B, 8

17.In cate moduri, din 30 elevi, poate fi ales un comitet format din 3 elevi?

18.Céte numere de céte patru cifre se pot forma astfel incét in fiecare numar o cifra
sd fie mai mare decat precedenta? Dar daca fiecare cifra este mai micé decit precedenta?
19.In céte moduri se pot forma echipe de cite 4 elevi gi un profesor, daci sunt 20
elevi i 3 profesori? ‘
20.La 9 clase trebuie repartizati 3 profesori de matematica, fiecaruia repar-tizindu-
i-se céte 3 clase. In cite moduri se poate face repartizarea? '
21.54 se calculeze:
8. 13, 0 99 , 9
a) Cy; b) Cig; ©) Cigo+Crpp; d) Cpp + 180- ;
22.54 se afle n, daca: i
Sn(n—13
) ¢ =T 3 2t G+ G =nn=25 ©) CLY =54%,5 &) C32 =5A2

n+6*
23.54 se rezolve inecuatiile: '
Af e O By S g Tl el d)iC R Ch
24,83 se rezolve sistemele de inecuatii:
= -1 - ¥
G RTAD oy [An Heary
6C; =5C;" 3¢y =ecy?
25.54 se deduci egalititile:
it ik k-1 k-2,
a) €=, RAORq @
b) Ck =Cr , +3CI3 +3Ct2 +C43
) Co +Ci+Cy + ... +Cop =C,
26.Din 11 persoane, dintre care 7 birbati §i 4 femeli, se formeazi o delegatie alci-

tuitd din 5 persoane, dintre care cel putin doud femei. in cate moduri se poate forma
aceasta delegatie?
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METODA COORDONATELOR CARTEZIENE
(GEOMETRIE ANALITICA)

Ideea care std la baza geometriei analitice plane este urmaétoarea: un punct
din plan este identificat cu o pereche de numere reale, numite coordonatele
punctului, In acest fel, proprietitile geometrice ale multimilor de puncte devin
proprietati calculatorii, adica relatii intre numere reale.

De exemplu, faptul cd punctele din plan M; (de coordonate (x, y1)) §i M>
(de coordonate (x,, y7)) se afla la distanfa d > 0 se exprima astfel:

‘J(xl _xz)z = )’2)2 =,
De asemenea, anumite figuri geometrice (adicd multimi de puncte din plan)
au anumite ecuatii.
De exemplu, faptul ca punctele M (de coordonate (x, »)) se afla pe o dreapta
d se exprima prin aceea ci existd trei numere reale a, b, ¢ (dintre care a # 0 sau
b # 0) astfel incat coordonatele x, y satisfac ecuafia dreptei d.

ax+by+c=0.

Putem face geometrie analitica §i pe o dreapta (identificAnd punctele cu numere,
dupa cum vom vedea) sau In spatiu (identificind punctele cu triplete de numere).

*

Istoria matematicii il recunoaste ca fondator al geometriei analitice, bazata pe meto-
da coordonatelor, pe matematicianul i filosoful francez René Descartes (1596 -1650).

Coordonatele punctelor se mai numesc i coordonate carteziene in onoarea
lui Descartes, care scria in limba latind (asa cum era obiceiul timpului) i semna
Renatus Cartesius. Acelagi comentariu se poate face referitor la denumirea de
produs cartezian a doud mulfimi.

1. Coordonate carteziene pe dreapta

1.1. Notiuni fundamentale

Fic d o dreapta fixatd (acesta este spafiul in care vom lucra). Consideram
doua puncte distincte A4 §i B pe d. Presupunem ca stim (in mod intuitiv) ce
inseamni ci un punct M € d se afla intre 4 §i B.

Notim (4B)={M € d | Meste intre A §i B, M # A, M.# B} si numim (4B)
segmentul deschis de extremitafi A 5i B.

Mai notim

[4B] = (4B) u {4, B} = segmentul inchis de extremitdfi A si B.

[4B) = (4B) U {4}, (4B] = (4B) U (B).

Daci 4 = B, extindem definitiile de mai sus astfel:

[44] = {4}, (44) =[A4)=(44]=2.
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Pentru a putea face geometrie analitici pe dreapta d, trebuie si definim un
sens §i 0 unitate de masura.
Definirea sensului. Vom considera un punct fixat O pe d, numit origine (fig. 1).
El imparte dreapta d in doua semidrepte, anume [Ox (notatd pentru comoditate
cu Ox) si [Ox” (notatd pentru comoditate Ox”).

o o A x
Fig. 1

v

Facem o alegere intre cele doua semidrepte §i numim pe Ox semidreapta pozitiva
(de obicei se alege ca semidreapta pozitiva pe cea care este ,,la dreapta® pe desen).

Spunem ca am ales un sens pe dreapta d in momentul cind am ales
semidreapta pozitiva Ox.

Definirea unitafii de masura. Pe semidreapta pozitivi Ox consideram un
punct fixat 4 # O. Unitatea de masura pe d este lungimea segmentului [OA4] (si
aceasta definifie este intuitiva, pentru ca ea presupune ca stim ce inseamni si
masurdm lungimea unui segment).

-Deﬁnitie. O dreapta d, pe care s-a ales un sens si o unitate de misura se
numeste axa de coordonate sau dreapta carteziana.

O dreapta carteziana se poate pune in corespondenta bijectiva cu mulfimea
numerelor reale R. Vom arata cum oricdrui punct M al dreptei d 1i corespunde un
singur numar real x,,, adica vom defini o Junctie bijectiva

h:d—>R M)y=x,VMEd.
fn primul rind, £(0) = 0 (adica x, = 0).
Apoi, dacd M # O, vom avea xy, > 0 daci M € Ox sau x,; < 0 daca M € Ox'.

e s A M P g
Fig. 2

Dacd M € Ox, vom defini x) = lungimea segmentului [OM], iar daci
N € Ox’ vom defini xy = — lungimea segmentului [NO].

In mod intuitiv, lungimea lui [OM] inseamnd ,de cite ori se cuprinde
unitatea de masura [OA4] in [OM]*.

in figura 2, avem x3, =2, xy=—1 §i xp = % ;

Acest mod de definire poate fi extins si la
cazul lungimilor irationale. In figura 3 segmentele
OA §i AB au lungimea 1 §i sunt perpendiculare.

Rezultd ci ipotenuza OB are lungimea V2.
Purténd pe Ox un segment OU de lungim? egala cu

OB, vom avea xy = A Fig. 3
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Definitie. Daca punctului M € d i corespunde numérul real A(M) = Xy VO
spune ca xy este coordonata carteziand a lui M pe dreapta carteziand d $i vom
nota M(xy).

Folosind bijectia A, vom identifica un punct M € d cu coordonata sa,
numarul real x,. In acest fel, practic, identificim o dreaptd carteziana cu
multimea numerelor reale IR.

De asemenea, observim cd M se afla intre A §i B dacd si numai daqé
numirul x, este cuprins intre numerele x4 §i xp (de exemplu, daca x, < xz trebuie

saavemxy Sxy < Xp).
Distanta dintre doud puncte

Definitie. Fie A si B doui puncte pe dreapta d. Se numeste distanfa dintre
punctele A §i B lungimea segmentului [4B].
Vom nota distanta dintre 4 §i B prin |4B| sau, simplu, AB. Avem, in mod
evident |AB|=0 ¢ A= B.
‘Teoremd. Daci A si B sunt pe d, distanta dintre 4 si B este

|AB| = | x5 —x4]|
In particular, distanta dintre 4 si O este 40| = xl.

Ne vom referi la punctele din figura 4.

v

S PR Do G Tl iostiisr N
Fig. 4
IMN| = xy—xp = | x5 — Xul,
IRQ| = |RO| + |0Q| = | x| + | xg| = —xx + xp =X — X = | xg — Xz |,
ISP| = |08] — |OP| = | x| — | xp| = = X5 — (=xp) = xp — x5 = | xp — X5].
Mijlocul unui segment
Fie punctele 4 # B pe dreapta d. Presupunem xz > x4 (cazul xp < x4 se

trateaza analog). Se stie ca mijlocul segmentului [4B] este unicul punct M € d
pentru care |MA| = |MB|. Se arati ca:

: . 1 '
* daca M este mijlocul lui [4B] atunci xy = r (xwbixn);
1 y
* reciproc, daca M € d are coordonata xy = E(xA + xp) atunci M este

1
mijlocul lui [4B] (se arata ca [MA| = |MB| = > (xz — x4)).
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1. Fie punctele 4(2) si B(6). Mijlocul segmentului [4B] este punctul M de

coordonati x, = 2 ; 6 = 4, deci M(4).

2. Fie punctele A(-3) §i E(5) §i B simetricul lui 4 in raport cu E. Care este
coordonata punctului B?
Avem 2xp=x,+ xz, deunde xp=2x;—x,= 10+ 3 = 13.

Raportul a doud segmente
- Definitie. Fie punctele 4 # B pe dreapta dsi M e d, M+ B. Se numegste

MA

raportul segmentelor MA si MB numarul MB ,MBI
MA
Daca 4 si B sunt fixate, iar M parcuge mulfimea d — {B}, raportul s

poate lua orice valoare din multimea [0, +c0), fiind egal cu 0 daca §i numai daca
M = 4. Mai precis, avem urmatoarea:

Propozitie. Fie doué puncte 4 # B pe d §i ¢ un numar strict pozitiv.
Se considera egalltatea =t(*).

1) Daca ¢t = 1, exlsta un punct M unic (anume, M este_mijlocul
segmentului AB) pentru care avem (*) .
2) Daci r # 1, existd exact doud puncte M pentru care avem (*).

Rezultatul din propozitia anterioara ne spune ca exista doua puncte, M, intre 4 si
B, M, in afara segmentului [4B], care impart segmentul [4B] in acelasi raport:
MA _ MA
M B M,B
Se spune cé punctele M, si M, sunt conjugate armonic fai de punctele 4 §i B
(vezi ex. 8).

Fie A(0), B(3) si t = 2. Exista punctele M;(2) si M(6) astfel incat —'—="2= =2,

Exercitii
1. Desenati pe axi punctele 4, B si calculafi |4B]| daca:
aA)x;=2,x3=4, b)x,=2,x3=2; c)xy = 1,x3=—~/§.
2. Calculati mijlocul segmentului [4B] in fiecare dintre cazurile de la exercitiul

anterior,
3. Fie A(3) 5i M(-3). Determinali simetricul lui 4 fafa de M.
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4. Dacid A, B si C sunt puncte pe d, aritai ca:
a)|dB|=0& 4=5;
b) |4B| = |BAl;
¢) |AC| £ |4B| + |BC]. In ce caz avem egalitate?
5. a) Dacd 4 si B sunt puncte distincte pe o dreapti 4, aritafi cd existd un unic punct

MA _ AB

VB~ MA (spunem cd M imparte pe AB In medie §i

M intre 4 si B cu proprietatea

extrema ratie).

1+\G

(numarul p = =) se

b) In conditiile de mai sus, aratati ca % = %

numeste numdrul de aur §i nu depinde de 4, B).

2. Coordonate carteziene in plan

Consideram un plan fixat % (acesta este spafiul in care vom lucra). Folosind
notiunea de dreapta carteziand, prezentatd in paragraful anterior, vom introduce
conceptul fundamental al geometriei analitice Tn plan — reperul cartezian in plan.

- Definitie. Se numeste reper cartezian (sau sistem de axe de coordonate) in
& o pereche de drepte carteziene perpendiculare din % care au originea comund
situatd in punctul lor de intersectie O si au unitatea de masurd comund (adica
unitatea de masura este aceeagi pe ambele axe).

Prin urmare, pe prima dreapta avem punctul O si semidreapta pozitiva Ox,
iar pe a doua dreapta avem punctul O si semidreapta pozitiva Oy.

Vom numi prima dreaptd axa absciselor (sau axa Ox, sau axa xx’), iar a
doua dreapta axa ordonatelor (sau axa Oy sau axa yy’ ).

!Deﬁnitie. Vom numi plan cartezian un plan £ Impreund cu un reper
cartezian.

In figura 5 avem un reper cartezian, unde O/ = OJ = 1.

in continuare vom ardta cum se stabileste o corespondenta intre punctele
planului cartezian si perechile ordonate de numere reale.

1) Consideram un punct oarecare M in planul % Vom asocia lui M o
pereche de numere (xy;, yy) € R x R = R* dupa cum urmeaza. Ducem prin M
douad drepte perpendiculare (fig. 6).

yl\ yll
By M
i O A o By ;
x' o A (xp) X
4 '
Fig. 5 Fig. 6
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- ptima dreapta este paralela cu Oy §i intersecteazda Ox In A(xy), unde
Xy este coordonata lui 4 pe dreapta carteziani Ox;

- a doua dreaptd este paraleld cu Ox si intersecteaza Oy in B(yy), unde
Vi este coordonata lui B pe dreapta carteziana Oy, '

In acest fel, am asociat punctului M perechea (X, Yar) € R%

2) Invers, vom ardta cum oricarei perechi de numere reale (x, y) € IR’ i
corespunde un punct M din planul .2

Sa consideram deci o pereche (x, y) € R%. Atunci:

- numarului real x 1i corespunde pe dreapta carteziand Ox punctul de coor-

donata x, pe care il notam A;
- numarului real y 1i corespunde pe dreapta carteziand Oy punctul de coor-

donata y, pe care il notam B.

yl\
B ey M5 )
xl 9] 1.4 (x) x)‘
yr

Fig. 7

Prin A ducem o paraleld la Oy, iar prin B ducem o paraleld la Ox.Aceste
doua drepte se intilnesc intr-un punct M € % Dacia x = 0 punctul M este pe Oy,
dacd y = 0 punctul M este pe Ox, iar daca x =y = 0 obtinem M = O.

Daca M este legat de x i y in modul descris mai sus, vom scrie M(x, y) si
vom spune ca x §i y sunt coordonatele carteziene ale punctului M, anume x este
abscisa lui M, y este ordonata Iui M.

Observatii cu privire la semnul coordonatelor
Vom discuta pozifia unui punct M(x, y) din planul cartezian, in functie de

semnele coordonatelor sale x si y.
* Situatiile posibile in cazul x = 0 sau y = 0 se afla in figura 8.

ylk yﬂ y.lk
M(0,5),y>0
M(x,0),x<0 .
0 =M (0,0) x o x OM(x,0,x>0 x
M@©,),y<0
Fig. 8
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* Situatiile posibile in cazul x # 0 §i y # 0 se afld in figura 9.

—————————————— M(x, y) M(x, p) r--mmmememeeo]

J

o X o X

Dacd x>0, y > 0, spunem ca M Dacax <0, y> 0, spunem ca M
se afla in cadranul I (dreapta, sus)  se afld in cadranul IT (stdnga, sus)

ya ¥y F 3

v
v

Dacia x <0, y <0, spunem ca M Daca x>0, y <0, spunem ca M
se afld in cadranul III (stinga, jos) se afld in cadranul IV (dreapta, jos)

Fig. 9

3. Vectori si coordonate in planul cartezian

3.1. Coordonatele unui vector din planul cartezian
Fie un plan cartezian .2 cu reperul cartezian Ox,

Oy si punctele (1, 0) si J(0, 1). Considerdm vectorii
i =0l si j=0J.Vectorul i este un versor al axei

Ox, iar j este un versor al axei Oy (se numeste versor

al dreptei d un vector de lungime 1 care are aceeasi
directie cu dreapta d).
Consideram un vector # din plan.

Fig. 10

Cum i si j sunt necoliniari (nu au aceeasi directie), conform teoremei de
descompunere a unui vector dupa doi vectori necoliniari (vezi manualul de clasa
a IX-a) exista o unicd pereche de numere reale (x, y) astfel incat & =xi +y;.

Bl Definitie. Fie Ox, Oy un reper cartezian in plan. Daca

B =xi +yf,x,ye R,
spunem ca (x, y) este perechea de coordonate a vectorului i in reperul dat si
notim u (x, y).
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Retinefil Fie M un punct in planul cartezian. Urmatoarele afirmatii

\ |
3l | ! __Nf\ sunt echivalente:

*Daci ¥ =4i —7j, atunci vectorul | | | o R iy -3.?3- a) punctul M are cooilgnatelf (x, Ji);
¥ are coordonatele (4, —7) in reperul dat i ! b) are loc egalitatea OM =xi +yj
notdm v (4, 7). e o il ek ] | e ¢) vectorul OM are coordonatele (x, ).
* Scrierea u (-3, 2) are semnificafia: - Jy_._: \\ 1 g Pe scurt, aceste echivalente se scriu
vectorul i are coordonatele (-3, 2) in s ?\\!““"':” M) oni =T ¥y O—M-(x, )

reperul dat, adicd # =-3i +2J. \ ;
A 1L

1. Considerdm in plan punctele 4, B, C si D (fig. 13). S scriem coordona-

Fie un punct oarecare M(x, y) in

plan. . Fig. 11 tele i vectorul de pozitie al fiecaruia dintre aceste puncte:
| Definitie. In reperul cartezian Ox, Oy vectorul OM se numeste vectorul de AB,4H) & OA =3i +4j; B(-2,3)« OB =-2i +3;;
. pozitie al punctului M. C3,-5) & 0C =3i -57; D) OD= <4~ 35 .
Propozitia 1. Fie planul cartezian cu reperul Ox, Oy. I =
a) Vectorul de pozitie al punctului M(x, y) este OM =xi +y;. 5 T ;
b) Daca M are vectorul de pozifie OM = xi + y}, atunci M are coordo- ] #
natele (x, y). N\ | )4
Demonstratie: a) Perpendiculara din M pe Ox intersecteazd Ox in punctul > .
U(x, 0), iar perpendiculara din M pe Oy intersecteaza Oy in punctul V{0, y). r v = e
=5 - e L A
Avem OU =xi si OV =yj. Conform regulii paralelogramului, i L \
) kgt e, D|(-4-3 b ¥
OM = OU + OV =xi + yj. N
Ca4-9
5 Fig. 13

2. Fiind dat vectorul de pozitie pentru fiecare dintre punctele E, F si G, sa
aflam coordonatele punctului respectiv:

OE =37 -2] & E(3,-2); OF =4i +2] & F(4,2);
X 0G =271 471162, -4).

3.2. Operatii cu vectori dati prin coordonate
Fie. 12 Consideram in planul cartezian cu reperul Ox, Oy, doi vectori i (x, ¥) si
& Vv (x, ), deci
b) Fie M astfel incat OM =xi + yj. Notim cu (x, ) coordonatele lui M. i =xi +yj, v=x1+y].
S T St N - Cum 7, J sunt vectori necoliniari, avem:
Conform cu punctul a) avem OM =x"i +)'j. Prinurmarexi +yj =x'i +)'j, de . { ., s o PP ;
SEvexttyj=xityjex-x)i+t@y H)j=0sx=x"siy=y

=4

unde x =x’, y =)/, deoarece vectorii i, j sunt necoliniari.
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Sa calculam coordonatele sumei si diferentei vectorilor #, v, precum si ale
vectorului o, unde oo € IR. Avem:

+Hi=i vy N+ ET+Y D=+ + @ )

= V=@l +y - @I+ =-2) + . =))]

s

=)

ou =0xi +yj)=oxi +oy;j

Propozitia 2. Fie vectorii 4 (x,y)si v (x,)"). Atunci:
* u =V daca si numai dacax=x"siy=y"
* vectorul i + ¥ are coordonatele G+ 2"
* vectorul u — ¥ are coordonatele (x — x’, y — ")
* vectorul i are coordonatele (oux, o)

in conditiile propozitiei 2, vectorul aii + B¥, unde o, B € R are coor-
donatele (o + Bx’, oy + By”).

Fie vectorii # (-1, 3), v(2, -5). Coordonatele vectorului # + Vv sunt
(-1+2,3-5)=(1,-2), ale lui u — ¥ sunt (-1 -2, 3 ((-5)) = (-3, 8), iar ale lui
2u +4v sunt (2(-1)+4-2,2 -3+ 4(-5)) = (6, -14).

Identificarea unui vector de pozitie cu perechea formati de coordonatele sale

Echivalenta M(x, y) & OM = xi + yj ne arati ca putem stabili o cores-
pondenta bijectiva intre vectorii de pozifie ai punctelor din P si elementele lui R

Notam 7" = { oM | M e 9}, Aplicatia
H: 7 >R, H(OM )=(x,y),daci OM =xi +yj

este bijectiva. Prin intermediul aplicatiei H identificdim vectorul OM € 7 cu

perechea (x, y) a coordonatelor sale. \ ‘
Cele doud operatii pe 77, adunarea vectorilor §i inmulfirea cu scalari a

vectorilor, ne conduc, prin intermediul lui H, la definirea a doua operaii in R”.
1) Fie perechile ordonate (g, b), (¢’, ) € R®. Consideram punctele M(a, b),
N(a’, b’) care au vectorii de pozitie

OM =ai +bj, ON =d'i +b'j,
Fie punctul P astfel incat OM +ON = OP (fig. 14) , deci

OP =(a+ a)i +(b+b)].
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A P (a+d', b+b")
% O (Aa, Ab)
M (a, b)
o > x>
Flg 15

Adunarea Vectonlor ne permite si asociem vectorilor OM (a, b) si
ON (¢, b’) vectorul OP (@a+a’, b+ b'). In felul acesta asociem perechilor (a, b)
$i (a’, b") perechea (a + a/, b+b)

Vom spune ca perechea (@ + o/, b + b’) este suma perechilor (a, b) si
(@', b") i vom nota:
(@,b)+ (@, b)=(a+a,b+b)
(se face suma ,,pe componente“)
Operatia care asociaza oriciror doua elemente din R? suma lor se numeste
adunarea in R,

2) Fie perechea ordonat (@, ) € R* §i numirul real A € R (A se numeste
»Scalar spre deosebire de (a, b) care este ,,vector“) Consideram punctul M(a, b)

care are vectorul de pozitie OM = ai +bj.

Fie punctul Q astfel incat OQ AOM (fig. 15), deci OQ Aai +Abj.
Inmultlrea vectorilor cu numere reale ne permite si asociem vectorului
oM (@, b) si numarului real A vectorul OQ (Aa, Ab). In felul acesta asociem

perechii (a, b) i numérului A perechea (Aa, Ab).
Spunem ca perechea (Aa, Ab) este produsul dintre perechea (a, b) si
numarul A §i notdm
AMa, b) = (Aa, Ab)
(se face produsul ,,pe componente®). _
Operatia care asociaza oricirui numir A € R si oricdrui element din R
produsul lor se numeste inmulfirea perechilor cu numere reale.

*

Propozitia 3. Fie in plan punctele M(xp, yar) §1 A(x4, ¥4), B(xz, yp).
Urmatoarele aﬁrmatn sunt echivalente: %

a) OM =0.0A + BOB, unde o, B € IR;
b) Xy = Ox,y + BXB §l Yu=0oy,+ ﬁyg
Demonstratie. Propozitia este o consecinta directd a identificarii dintre un

vector de pozitie si perechea sa de coordonate precum si a operatiilor cu perechi
ordonate, definite mai sus.
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Astfel, relatia vectoriald OM = 0.OA + B OB este echivalenti cu relatia
intre perechi ordonate:
(Xa5> Yar) = Qx4 Y4) + B(xp, V).
Suma din membrul drept se scrie:
(00, 04) + (Bxs, Bys) =
(oo + Brg, oy + By ) =
= (o4 + PBxs, oy, + Byg).
Prin urmare, avem:
Ceas yaa) = (0xg + g, oy + Byg)
ceea ce este echivalent cu
Xy = 0x4s+ Pxg §iyy= 0y, + Bys.

Coordonatele punctului care imparte un segment intr-un raport dat

(" Pro pozitia 4. Fie A(xy, y4) §i B(xp, yz) doua puncte distincte in )

planul cartezian i numarul € R, ¢ # 1.
Coordonatele carteziene ale unicului punct M de pe dreapta 4B pentru

0rg x,.l: ttxg e lei_:?’_ﬂ (M este punctul care

anarte segmentul orientat AB in raportul #). - J

care g_é- =t sunt x, =
MB

Demonstratie. Prin definitie, avem MA = tMB, de unde, conform unei

teoreme din clasa a IX-a, rezulta oM = l_it (OA —tOB).

Aplicind propozitia 3 pentru a, = ﬁ, B= 1—Ttr si ¥ = 0 obtinem ceea ce

trebuia demonstrat. f

_ Daca M este mijlocul segmentu-

lui 4B, atunci ¢ = -1 gi obfinem

Xt Lo ARy
XM= 9 s M 2 .
Invers, dacd punctele 4, B, M
sunt coliniare si M # B, atunci
raportul in care M imparte
segmentul AB poate fi exprimat
dupa cum urmeazi:

Fig. 16

P . ot MA ., X Xy, s VdimaYitm
* daca x X e—— = A
AFXg, Va4 #Y VB

Xp — Xy Yg~m
WA x,-n,
* daca i e —— 3
Vi =L TR
MA _ y,—Y
'dacﬁx,{:x‘g,‘::"u
MB Yz~ ¥um
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1. Fie punctele 4(-3, 5) si B(2, 1). Coordonatele punctului M, care imparte
segmentul 4B in raportul —% , sunt:

1 2 3 2 3 5
= =1 iy = = (=34 _ . = el Y=
Xm 1+_2-(xA (3)x3) 5(3 3 2) 5 (3) 1
3
1 2 3 2 3 17 17
= s il = = + = . = e Sl == 20
B e =565 Dag =
3

2. Fie punctele A(4, -3) si B(2, =5). Mijlocul M al segmentului AB are
coordonatele
= FatXs _ 443 -

Xy = l Y=
2 2 A 2 2

deci M(—;—, —4),

O conditie de coliniaritate a doi vectori
Fie vectorii #(x, y) si ¥(x’, ¥). Se stie ci avem echivalenta: #, v sunt
coliniari < existd ¢ € IR astfel incit ¥ = ti. Cum 75 are coordonatele (x, #y),
aplicand propozitia 1, rezulti
V=ti @x'=nsiy =
Vom demonstra:

Propozitia 5. Fieq, bsia’, b’ numere reale cu proprietatea: (a # 0 sau
b #0)si (a’ # 0 sau »” # 0). Sunt echivalente afirmatiile;,

(1) existd un numar real ¢ # 0, astfel incit @’ = ta, b’ =ltb;

(i) avem egalitatea ab’ — a’b = 0.

Demonstratie. Implicatia (i) = (ii) este evidenta.

4

Vom demonstra implicatia (ii) = (9). Fie, de exemplu a # 0. Notam £ =4,
a

deci @’ = ta. Atunci: ab’ —a’b=0= b’ - %-b=0=>b'=tb. : | . }

Propozitia 6. Fie vectorii i (x, ») $i ¥(x', ¥). Urmatoarele afirmatii l
sunt echivalente: :
a) vectorii & gi ¥ sunt coliniari;
b) are loc egalitatea xy’ — xy = 0. : i

Demonstratie. a) = b) Cazul i = 0 sau ¥ = 0 (cdnd % si V sunt automat
coliniari, deoarece vectorul nul este coliniar cu orice vector) este banal: avem
x=y=0 (daci ﬁ=6)saux’=y’=0(dacﬁ ¥ =0). i
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Daci # # 0 si v # 0, rezulta existenfa unui numdr real ¢ # 0 astfel Incat
v =tu,decix’ =tx,) =ty si am ajuns la implicatia (i) = (ii) din propozitia anterioara.

b) = a) Dacd unul dintre vectori este nul, rezultd cd ei sunt automat
coliniari. Dacd ambii sunt nenuli, avem: (x # 0 sau y # 0) si (x" # 0 sau y’ # 0);
aplicdnd implicatia (ii) = (i) din propozitia 5 rezultad ca exista ¢ # 0 astfel incat
x’=tx,y" = tydeci V=1tiu,adicd i si ¥ sunt coliniari.

1) Vectorii u (4, -3) si 17(V12, ~9) sunt coliniari, deoarece coordonatele lor
indeplinesc condifia xy’ — x’y = 4(-9) — 12(-3) = 0. De altfel, & = 4i — 3] si
V=120 =9/, deci ¥ =3(4i —3/)adica v=34.

2) Se arata imediat ca « (5, 0) si ¥(3, 0) sunt coliniari (fiecare este coliniar
cu vectorul i (1, 0). (De asemenea, i (0, —6) si ¥(0, 4) sunt coliniari (fiecare este
coliniar cu j(0, 1)) .

3) Fie & (5, 1) si v(—4, 3). Deoarece xy’ — x’y = 15 — 4 = 11 # 0, vectorii

u §i V nu sunt coliniari.

Coordonatele vectorului AB in Jfunctie de coordonatele punctelor A 5i B
Fie punctele A(x,, y4) si B(xz, yp) (fig. 27). Si determindm coordonatele
vectorului AB.

Avem AB = OB — OA §i cum OA =fo+yAf, OB =Xxpi +yyJ, rezultd

AB =(xg —x)i + Vs—yD ]

[P ropozitia 7. Vectorul ZE;, unde A(x4, v4) §i B(xs, ¥s), are coordona-]

tele (xg — X435 Ve —Va).

———

Se constata ca AB este vectorul de pozitie al punctului M(xg —x.4; y5— 1)
In adevar, se arata imediat ca OM = AB. Prin identificarea unui vector de
pozifie cu coordonatele sale, rezulta:
* vectorul AB se identifica cu perechea
(xp —x4; VB — ¥i)
* vectorul AB + CD se identifica cu perechea
(xp +xp—X4~Xc; Y8 +Yp—Ya—Yc)
* vectorul 1 AB se identifica cu perechea
Hxp —Xq;Yp—Ya) = (p — 1x4; Vp— 1V4)
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.

Fie punctele A(1, 4) si B(5, 7), repre- i 3
zentate in figura 17. Vectorul AB are ] i
coordonatele (5 — 1, 7 — 4) = (4, 3), deci ard
AB (4,3). 3 /‘?M

AB este vectorul de pozitie al L %
punctului M(4, 3), deci OM = AB. 9] 4.9 |'x

Fig. 17 i

Exercitii rezolvate

El. Sa se arate ci:

a) punctele A(-2,3), B(-8,12) si C(2, -3) sunt coliniare;

b) punctele 4(0, —6), B(7, -1) $i C(~10, —13) nu sunt coliniare.
R: Reamintim: punctele 4, B, C coliniare <> vectorii AB . BC sunt coliniari.
a) Avem AB(-6,9)si BC (10, -15), iar x’ - X'y =(=6) - (=15)—-9-10 =0,

Prin urmare AB si BC sunt coliniari, deci punctele 4, B si C sunt coliniare.
Raportul in care punctul C imparte segmentul 4B este —C_ﬁ =faode 4 .
CB X% -x. 5

b) Avem Ié& 5), BC (-17,-12), iar 5/ — ¥y =— 84+ 85 = 1= 0, Rezuits

cd vectorii AB §i BC nu sunt coliniari, deci punctele 4, B si C' nu sunt coliniare.
E2. Fiind date punctele 4(2, -3), B(5, 4), C(0, -1) si D( % : % ), sa se arate ca
dreptele 4B §i CD sunt paralele. '

R: Reamintim: 4B || CD <> vectorii ZE, CD sunt coliniari i AB # CD.
Deoarece punctul C nu aparfine dreptei AB (echivalent, punctele 4, B si C nu
sunt coliniare), rezulta AB # CD.

S et : ) ’
Avem AB (3,7) si CD(E’%)’ ar xy' —x'y = L g’ | g 0, deci cei doi [

vectori sunt coliniari. Coliniaritatea vectorilor A_é, CD impiicé AB || CD sau I
AB = CD. Cum avem AB # CD, rezulta AB || CD. “

E3. Fie punctele A(3, 7), B(-5, 2) si C(8, -4). Sa se afle coordonatele . il
punctului D astfel incat patrulaterul ABCD si fie paralelogram. ?rf‘

R: Fie E, F mijloacele diagonalelor AC, BD. Patrulaterul ABCD este
paralelogram > punctele E, F coincid. Fie D(a, b),a,be R
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‘Punctul E are coordonatele xg = %(3 +8)= % , VE= %(7 —4)= %’ deci
—5+a,gi£)

2 2 _
Cum E = F, obtinem —_% = 1—21-si 2;b= %, deundea=16,b=1.
Altfel. Patrulaterul ABCD este paralelogram < AB = DC.Avem AB (-8, -5),

DC (8-a,-4-b).Rezulta-8=8-asi-5=—4-b,decia=16,b=1.

B, %),iarF(

Exercitii
Consideram planul cartezian cu un reper Ox, Oy. " .
1. Scrieti sub forma ai + bj, unde a, b € R, fiecare dintre urmdtorii vectori:
u (-4, 0), u0,3), 135 -2), u-3,6). s
2. Care sunt coordonatele vectorului u , daci avem: 7 B : <
a) B =20 —(i +j)+4i +5]; by i =-3i +4(-i +3/)+7i -6J;
C) i =5i —Tj+2(=31 +27)+3].
3. Determinati a, b € R astfel incdt & = V, unde:
a) u(3,-4), v (a, 2b); b) u(2,-3), v 3a—2b, a + 2b);

o Sy S B TR et 1 B2 ) sbir 4 8
4. Fiind dafi vectorii # (3, 2) si V (-4, 1), calculafi coordonatele vectorilor @ = u + v,
b=ii -V, i=-30 +47,
5. Fiind dati vectorii u (-3, 2), v (6, 5) si w(4, 0) determinafi coordonatele
vectorilor @ = & + V — W si b=5i-2V+3w.
6. Aritai cd vectorii & $i V sunt coliniari si gasiti » astfel incdt v = ru , unde:
; 22 3.5 ks gy 5l 80
a) ﬁ(zs _1): v (4: _2)’ b) u (§=_3)s v (25 _9): C) u(_ia 1): ¥ ( 4 3 2 )
7. Determinati € IR astfel incit vectorii u si V sa fie coliniari, unde:
a’) u (33 _4)5 i; (a» 8): b) ﬁ (ﬂ, Al)’ i}' (4: CI); C) ,L_i (_13 2): ; (a - 13 3a)'
8. Fie punctele A(0, 3), B(1, -3) si C(2, 4). Calculati coordonatele vectorilor AB,
BC, CA. Verificali relafia AB + BC + CA=0.
9. Fie punctele A(4, 1), B(0, 1) si C(7, 5). Aflati coordonatele vectorilor:
a)2BC;b)3AC —2AB.
10. Fie punctele A(-3, 4), B(1, -2) si C(0, —4). Care sunt coordonatele punctelor M, N
si P, definite prin relatiile:
a) BM = AC; b) AN = AC —~3BC; a) PC =2AC -3 AB .
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6 REPREZENTAREA ANALITICA A DREPTEI IN PLAN

fn acest capitol vom considera un plan cartezian 2 cu reperul cartezian
Ox, Oy.

A face geometrie analiticd in % inseamni a folosi regula de identificare

intre punctele planului si perechile ordonate de numere reale, descrisé in capitolul -

precedent: punctul P(x, y) € 2 este identic cu perechea ordonati (x, y) € R?.
Mai precis, inseamna ¢ o figura geometrica din planul 2 (adica o multime

de puncte din %) se identificad cu o mulfime de perechi ordonate din R®

De asemenea, proprietatile geometrice (paralelism, coliniaritate, concurenta
etc.) se traduc in relafii algebrice, De exemplu, pentru a demonstra ci doua

drepte sunt paralele, vom arata ci anumite numere reale verificd o relatie
algebrica.

Vom aplica acest punct de vedere pentru cele mai simple figuri geometrice
ale planului % anume dreptele.

*

Dupa pozitia fatd de axele Ox si Oy, vom Imparti dreptele planului % in
clase distincte: drepte verticale, drepte orizontale si drepte oblice,

yJL d yir i d yll yar

— v b I il >
(0] X / 0 x 0 \ 2 0 X
dreapta verticala dreapta oblici dreapta oblica dreapta orizontala
d|| Oy saud= 0Oy d||Oxsaud=0x

Fig. 1

Vom spune ca doud drepte date d si & au aceeayi directie (sau sunt paralele
in sens generalizat) daci ele coincid sau sunt paralele.

. Defintie. Fie o dreapta d in planul 2 Spunem ca:
* d este verticala, daca d are aceeasi directie cu axa Oy
* d este orizontald daca d are aceeasi directie cu axa Ox
* d este oblicd dacd d nu are aceeasi directie nici cu Ox, nici cu Oy.

93




1. Ecuatia carteziani generala a dreptei

Scopul principal al acestui paragraf este de a demonstra urmatoarea:

eorema (ccuafia carteziana generald a dreptei). Fie d € .%° o mulfime
nevida. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) Multimea d este o dreapta. :
b) Exista numerele reale a, b, ¢, cu a # 0 sau b # 0, astfel incét

d={(x,y) € B*| ax+ by+c=0}

Completiri si denumiri _

In conditiile teoremei, egalitatea ax + by + ¢ = 0 se numeste ecuatia
carteziana generald a dreptei d §i se noteaza d : ax+ by + ¢ = 0.

Daca d are ecuatia ax + by + ¢ = 0, avem echivalenta

M(xys, yar) € d & axy + byy+¢c=0.
Cu alte cuvinte, punctul (x, ys) apargine dreptei d dacd §i numai daca
(xa, yag) Verificd ecuatiaax + by +¢=0. o N i
fn cazul unei drepte oblice, conditia ,.a # 0 sau b # 0 trebuie 11110(?1.11ta~ cu conditia
,a#0si b= 0" Urmatoarea proprietate este ,.inclusd in teorema anterioara.

Propozitie (ccuatia carteziana generald a dreptei oblice) :
Fie d € 2 o mulfime nevidd. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) Multimea d este o dreapta oblici. e
b) Exista trei numere reale a, b, ¢, cu a # 0 §i b # 0, astfel Incéat
d={(x,y) € R*|ax+by+c= 0}

Exercitii rezolvate

El. Fie dreaptad : 7x —y+4=0. 6, XN
a) Aratafi ca punctul A(-1, —3)apartine dreptei d, iar punctul B(2, -5) nu
aparfine dreptei d. : .
i I’;b) Determinati punctul de pe dreapta d care are abscisa 2 precum §i punctul
de pe dreapta d care are ordonata —10. :
: ¢) Determinati punctele de intersectie ale dreptei d cu axele de coordonate.

R: Fie un punct A(x,, y,) si dreapta d : ax + by + ¢ = 0. Stim gé p}mctul A
apartine dreptei d dacd i numai daca perechea sa de coordonate Verxfi.caﬂecuapavn
dreptei, adicd A(xy, y4) € d & axy + by, + ¢ = 0. in consecinti, da(_:a
ax, + by, + ¢ # 0, atunci 4 nu apartine dreptei d (sau dreapta d nu trece prin
punctul 4). .

Daca A(x,, y4) € d $ix, = o, putem calcula y,, daca b # 0:

—c—ao

x=0=a0+by+c=0=y,= 5

Analog, daca A(x,, y4) € d siy,= B, atunci x, =

< B,dacéar#O.

a) Inlocuind x = —1, ¥ =-3 in ecualia lui d, obfinem —7 — (-3) +4 =0, deci
A-1,-3)e d.

Inlocuind x = 2, y = -5 in ecuatia lui d obtinem 14 — (-5)+4=23#0, deci
B2,-5ed

b) Inlocuind x = 2 in ccuafia lui d avem 14 —y + 4= 0 & y = 18, deci
punctul de abscisa 2 este C(2, 18).

Inlocuind » =-10 in ecuafia lui d avem 7x + 10 + 4 & x = -2, deci punctul
de ordonata —10 este D(-2, —10).

¢) Dreapta d este oblica, deci intersecteaza fiecare axa in céte un punct.
Pentru a aflad N Ox rezolvam sistemul:

y=0$i7x—y+4=0®y=0$i7x‘+4=0<:)x=—~$,y=0. '

Pentru a afla d N Oy rezolvam sistemul:
x=05i7x—y+4=0x=05iy+4=0x=0,y=4.

Prin urmare d M Ox = {A(——j]“w, 0)}, A Oy = {B(0, 4)}.
Calculele pot fi aranjate in urmatoarea schemi:

R R -g
i

E2. Reprezentati grafic dreapta d, unde d are ecuatia:
a)x—2y=0; b)x-2y-4=0; c)x+ 3y-6=0.
R: Pentru a reprezenta grafic, dreapta d : ax + bytc=0,cua#0sib#0,
este suficient si determindm dous puncte ale dreptei d.
* Daci ¢ = 0, atunci originea O(0, 0) apartine dreptei d. Al doilea punct se
obtine astfel: inlocuim x = o in ecuatia dreptei §i gasim ac + by = 0, de unde

=_8 - _a
b% b o, deci A(a, b a)E d.
-Schema de calcul este:
X | 0 o
a
y 0 B

* Daci c # 0, se determin punctele de intersectie ale dreptei d cu axele de
coordonate, anume A(——f; , 0) 51 B(0, "'% ¥

Schema de calcul este:




Daca punctele 4, B sunt prea apropiate putem alege orice altd pereche de
puncte distincte ale dreptei d. i

a) ik llod 1 Bylo yifsprg ot x40 6
o | o0 y | D) ool w2 0
ITE TN N TRHIN, SRV (O SO . |
_ - |
e Qo 1, () |
- 0 " ST LA Bl W e SRt 1l ) -
T o i 0,12) I~ 6‘°j5 5
1 " e g FOI0 [sel i Bl
|
Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

Conditia ca doud drepte sd coincida

ﬁe orema. Fie numerele reale a, b, ¢ (unde a # 0 sau b # 0) si &, &/, e\
(unde @’ # 0 sau b" # 0). Consideram dreptele
diax+by+c=0, d:ax+by+c’=0.
Urmitoarele afirmatii sunt echivalente:
a) Avem egalitatea d =d’;

b) Numerele a, b, ¢ si @', &', ¢’ sunt proportionale, adica existd un numar
\_  real A #0 astfel incit a’ = Aa, b’ = Ab, ¢ =Ae. -/

SINTEZA (rezumatul paragrafului 1)

1. O multime d C 2 este o dreapta daca si numai daca existé trei numere
reale @, b si ¢, cu a # 0 sau b # 0, astfel Incat
d={(x,y) € R*|ax+by+c=0} (1)
Daca are loc (1) spunem ci d este dreapta de ecuatie ax + by + ¢ =0
siscriemd:ax+ by+ c= 0.
2. Despre dreapta d : ax + by + ¢ = 0 afirmim.
* d are aceeasi directie cu Ox (este orizontald) < a = 0;
* d are aceeagi directie cu Oy (este verticala) <> b =0,
* deste oblici< a#0s5ib#0.
3. Dreptele d : ax + by +c=0si d : a’x + b’y + ¢’ = 0 coincid daca si
numai daca existd un numdr real A # 0 astfel incat
a' =Ma, b’ =Ab, ¢ = Ac.
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Exercitii

1. Reprezentafi grafic dreapta d, unde d are ecuatia:
a)x=3;b)2x=3;c)4y~2=0;d)3y=—4.
2. Determinati urmatoarele figuri geometrice:
A ={x, )€ B |xp+x=0}, N ={(x,3)€ R |xp—bx—ay+ab=0},
unde g, b sunt numere reale date.
3. Fie multimile de puncte din plan 4 = {(x, y) € R |xp —x — y + 1 = 0},
B={(x,y) € R’ | xy — 2x - 2y + 4 =0}, C=1[l1, 2] x[1, 2]. Determinafi figura

" geometrica ¥ =(4 UB)NC.

4. Fie dreapta d : 2x — y — 7 = 0. Dintre punctele A(l, -6), B(2, -3), C(-1, -9),
D(2,1), E(0, -7), F(5, 3) 5i G(3, 4), aflati pe cele care apartin dreptei d.
5-Fie dreaptad : x + 2y —4 = 0. Gasifi punctul de pe dreapta d care are abscisa: 1,3,-2,0.
6. Fie dreaptad : 7x + 2y — 5 = 0. Gasifi punctul de pe dreapta d care are ordonata:
2,1,0,-3,4.
7. Aflati valoarea parametrului ¢ € IR pentru care dreapta de ecuatie 2x -3y +c=0
trece prin punctul A(6, 3).
8. Determinafi m, n € R astfel Incat dreapta mx — 3y + n = 0 s treacd prin punctele
A(-3, 5)s5i B(4, -2).
9. Aratafi ci relatia (m + 2)x + (m* =)y + 3m*> —8m + 5 = 0, m € IR, este ecuafia
unei drepte d,, , pentru orice m € IR. Determinai valorile lui m pentru care:
a)dy || Ox; b)d,||Oy; c)d, trece prin origine,
10. Fie o dreapti d si doua puncte 4, B € d. Caleulati coordonatele indicate si apoi
reprezentati grafic dreapta , unde:
a)d:Tx—y+4=0,4Q2,y,), B(xz, —4);

b)d:3x+5y —10= 0,4(0,,), B(xs, —%y

11. Aratati ca dreptele d si d coincid, unde:
a)d:3x+5y -4=0,d: 6x+10y-8=0;
b)d:x—yﬁ =0, d': xV2 -2y=0.

12.Determinafi p si ¢ astfel inct ecuatiile

@Btpx-5y+4=0, 5x-(4-qy-5=0
sd reprezinte aceeagi dreapta.

13.Fie m € R. Pot coincide dreptele d si &’ avand ecuatiile:
a)d:2x-3y+1=0,d:-4x+ S5y+m=0;
b)d:mx+y+m=0,d :x-my +1=0;
c)d:2x-3y=0,d :x+ my=0.

2. Ecuatii carteziene particulare ale dreptei
2.1. Ecuatia carteziana explicita a dreptei

1. Fie dreapta d : Ax+ By+ C=0,unde 4 # 0 sau B # 0. Daca B #0, adica
A C

d nu are aceeasi directie cu Oy, avem dx + By + C =0 & y= —g* ~5 de
unde, daca notdm —% =m, “% = n, obfinem ecuatia y = mx + n.
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2. Reciproc, m si n fiind numere reale date, ecuatia y = mx + n este ecuatia
unei drepte care nu are aceeasi directie cu Oy,

intr-adevar,avemy=mx+nc>mx—y+n=0@ax+ by+c¢ =0, cu
a=m,b=~lgic=n.

Conform teoremei ecuatiei generale a dreptei (§1), rezulta ca exista o dreapta care
are ecuatia y = mx + n. Cum b # 0, aceasti dreapts nu are aceeasi directie cu Oy.

-LqﬂujLig_Vom spune ca y = mx + n, unde m, n € R, este ecuafia carteziana
explicita a dreptei in plan.
Dacai dreapta d are ecuatia y = mx + n, atunci:
* numarul m se numeste panta dreptei d sau coeficientul unghiular al dreptei d,
* numérul n se numeste ordonata la origine a dreptei d.

- Numai dreptele care nu sunt verticale pot fi reprezentate printr-o ecuatie explicita.

* dreapta d : 2x + 3y — 5 = 0 are ecuatia explicita y = —w%x oy i

3
* dreapta d : 2y + 10 = 0 are ecuatia explicita y = —5; ;
* dreapta d : 2x — 7 = 0 este verticald (este paralela cu Oy), deci nu are
ecuatie explicita;
* dreapta d : y = —4x + 7 are ecuatia generala 4x + y— 7 =0,

Urmatoarea propoziie ne arata ca panta unei drepte care nu este verticala se
poate calcula cunoscand doua puncte ale dreptei.

Propozitia 1. Daca m este panta unei drepte care nu este verticala si
care trece prin punctele A(x4, 14), B(x, ), atunci

o ya_ys.
Xy —Xp

Demonstratie. Deoarece nu este verticald, dreapta d = AB poate fi reprezen-
tatd de ecuafia explicita y = mx + n. De asemenea, avem x, # Xj.
Cum 4, B € d, avem y, = mx,+ n, y = mxg + n, deci
Ya~Yp _ Mx,tn-—mx; —n _ m(x, =X;) 9 5
X, =% X X=X

B
_Pa.nta dreptei d se noteaza m, .

Ne referim la punctele din fig. 5. Avem:

s Yu — Yy = 2-4 =2
har = ey § DGl
- Ye=Yp _4-2 =_£
PO T E)

# K=yt & DD 3
=.._...._.__y'R_ys -.-:_.O__:O
e Xp Ty N w2
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Fig. 5

Masura unghiului dintre o dreapti si axa Ox
Fie d o dreapta oarecare din plan.

y‘} yA

\

vl

v

R A

£
0

Fig. 6

Se numeste masura unghiului dintre dreapta d §i axa Ox si se noteazi cu 0
un numar real definit dupa cum urmeaza:

1. Daci d este verticala, atunci 0 = g

2. Daci d este orizontald, atunci 0 = 0.
3.Daca d : y = mx + n este o dreapta oblica (deci m # 0) consideram unghiul

=PRQ, unde: R este punctul d N Ox, deci xz = —7%, P este un punct pe Ox cu

Xp > Xg, iar Q € d astfel incat QP 1 Ox, deci Xg = Xp §i yo= mxp+ n. Punctul Q se
afld ,,deasupra Iui Ox* daci m > 0 sau »Sub axa Ox“ dacd m < 0 (daca m > 0,

Yo=mxp+n=mxp+ n>0deoarece xp> xp = —-:—1).
In acest caz, 0 se defineste astfel:
* daci m > 0, 0= m(<PRQ) 5i 0 € (0, 12“-);

* daci m <0, 0 = —m(=PRQ) 5i 0 € (ug, 0).

Uneori vom spune ca 6 este unghiul dintre d si Ox.

[ Propozitia 2. Dacim este panta unei drepte d care nu este verticala sq
6 este masura unghiului dintre d §i axa Ox, atunci m = tg 0.
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Demonstratie. Fie y = mx + n ecuafia explicita a dreptei d.

Cazul m = 0. Dreapta d : y = n este paraleld sau confundata cu Ox deci 6 =0 si
tgd = 0, prin urmare m = 0=tg 0.

Cazul m # 0. Considerdm triunghiul dreptunghic PRQ (fig.10).

g b mx, +n
fn cazul m > 0, avem tg8 = tg(<PRQ) = O e £ =m.
RE S "X = X4 0 stally
P
m
o= or Y

In cazul m < 0, avem tgﬁ=—tg(‘PRQ) T T T o =m.
Semnificatia geometricd a coeficientilor ecuatiei explicite a dreptei
Fie d o dreapta care nu este verticala i d : y = mx + n (fig. 7).

yAL y“ y“

o —pea . Neos
0 - .
e A/g X 0 x (9] A\Q X

6 e (0, -’25)$im=tge>0 0=05im=tgd=0 Ge(—-%,O)sim=tg9<0'
' Fig. 7

v
v

Dreapta d intersecteazd axa Oy in punctul B(0, n), iar m = tgB unde 0 este
masura unghiului dintre d gi axa Ox, deci:

* panta sau coeficientul unghiular m este tangenta trigonometricd a lui 9,
unde 0 este miasura unghiului dintre d §i Ox.

* ordonata la origine n este ordonata punctului in care d intersecteaza axa Oy.

Exercitii rezolvate

E1. Fie punctul A(xo, 1) 51 0 € (—g, —g-). Scrieti ecuatia dreptei d care face
cu axa Ox un unghi de masura 0 si trece prin punctul 4.

R: Deoarece 0 # 1;—, rezulta ca d nu este verticald. Prin urmare, d are o

ecuafie de forma y = mx + n, unde m = tgb, iar »n se afla din conditia 4 € d, adica
Yo= Xotg0 + n, deci !
d:y=xtgd+y—xotgd sau d:y-y,=1tgb(x —xp).

: ! n
De exemplu, ecuatia dreptei care trece prin A(l, 1) si face unghiul == cu

axaOxestey =—-x+2.
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E2. Aflati masura unghiului dintre dreapta d : ax + by + ¢ = 0 si axa Ox.
R: Fie 6 masura unghiului dintre d si Ox. Dacd b = 0 (d este verticald) avem

0= ; Daca b # 0, atunci d este oblica sau orizontald §id: y = —%x “ﬁ , deci
are panta my = —% . Prin urmare, tg0 = —% de unde obtinem 0 = arctg(—% ).

- Fie d 5i d’ doui drepte care nu sunt verticale d : y = mx +n, d’ : y = m'x + ',

. Folosind semnificatia geometrici a pantei, rezulta:
* d si d’ au aceeasi direcfie @ m=m’
*dsid sunt paralele s m=m’sid#d’
Conditia de paralelism a doua drepte va fi reluatd in ultimul paragraf al
acestui capitol,

Exercitii

1. Calculati panta dreptei 4B, unde:
2) 4(0, 3), B(-2, 3); b) A(-2, 0), B(0, 6);
¢) 4(0, 0), B(8, 4); d) A2, -2), B4, 2).
2. Fie punctele A(3, 5), B(5, 7) si C(-1, 2). Aflai panta pentru fiecare dintre
dreptele AB, BC si AC. ‘
3. Aflafi, daca existd, panta dreptei d, unde d are ecuafia;

a)9x +3y-1=0; b) x 2y + 5=0; c)2x—-3y=0;
d)x+9=0; e)3y-11=0.
4. Scriefi ecuafia dreptei care face unghiul o cu axa Ox §i trece prin origine, daci:
_E. =_11- =£' =——1-§-
a) o i b) a 3 c)a 1 d)a e

5. Fie dreapta d : 5x — 3y + 10 = 0 si punctele A(1, 3) si M(a, a — 1), unde
a € R. Determinafi valoarea lui a astfel incét dreapta AM si fie paraleld cu dreapta d.
6.Fie dreapta d : y = mx + n, unde m, n € R. Care este pozitia dreptei d in fiecare
dintre urmatoarele cazuri:
aym=1gine (2,3), bym=2sine I,

cyme (0,1) sin=2; dme @, V3)sin=2.
7.Fie punctele M(-4, 6), N(1, 1) si P(4, -2).
_a) Calculati pantele dreptelor MN si NP.
b) Aritafi ca punctele M, N si P sunt coliniare.

2.2. Ecuatia unei drepte care trece printr-un punct dat

Fie in plan un punct A4(x,, y,) si o dreapti d care trece prin A. Daca d este
verticala, atunci are ecuatia d : x = x,. Daca d nu este verticala, atunci scriem
ecuatia lui d sub forma explicitd, anume y = mx + n, unde m, n € R. Cum 4 € 4,
avem y, = mx, + n, deci n = y, — mx,. Astfel obtinem y = mx + y, — mx, sau
Y =Ya=m(x —x,).

101

e —



