Radicali. Puteri. Logaritmi
b _
Wi | a’=c, unde a,b,ceR | Detepy;
inared . . < . Marey |, -
Deter™ Determinarea lui a,‘ (daca b=neN',b>2 ur p
Puteri Radicali Logaritmi
Definitii Definitii Definitii
b=nneN: a’=1(az0), a"=a-...-a ) Yc=aea"=c, n=2k+1L keN": log,c=boa"=c, c,aeR},a#1,beR
. n i n factori — _1 t . . 1
b=-n: a :aij:“ (a#0); 2 e . . lgc =log,,c ogar.l m.l zec1rna. i;
S ) A PR n=2k keN. Inc=log.c —logaritmi naturali,
b:?: ak =4a", mezZ, ke N \{}, a>0; unde e~271...
Proprietati
b=aeR\Q: a>1 a* <a” <a’; — Proprietati
Pentru a, be R, (proprietdtile 1°—5°), - —
O<a<l a* <a”<a*, unde x,, Y, sint avem: Pentru a, ce R, \{L}, X, ye R’ (proprietitile
aproximirile zecimale ale numarului c; 1° Yab=%Ya-vb; 1°-9°), avem:
o« _ . 1° log,a=1 2°log,1=0; 3° a**°=c;
0 —0,0CEIR+. 20 (n\/g)k=@1 R
4° log,(xy) =log, x+log, y;
Proprietati 3 Ya="a; 50 (x] | |
Oga v Ogax_ Oga \Z
Pentru x, ye R; a, be R’, avem: 4 a* =a; . 3/ i
1° a%.a’ =" 50 \/a72:|a|; 6 |09aX :k:)L-|Oga X; ;).)_
’ n 7° log , x=—log, X, o #0; »
20 (aX)y:aX)’; 60 né:\/a, aGIR+,bEIR+; ga o ga =
30 ab)(_ X bX. b % 80 |O X_logcx. 90 Iog C= 1 . -CU
(ab)* =a"-b%; 7 %ab=y|alyb], ab>0; 9% Tog.a’ *““log.a’ 2
¥ (S) =%:; g o2 _% El ab>0. b O 10° log, x** =2klog, | x|, ke Z', x#0; 5
= ’ =Y, ] «Q
© ar-ateaty, b bl 11° log, () =log, x| +log, |yl y>0; 2
9 "a* =ulal, k par 3

12° loga(§)=loga|x|—loga|y|, xy>0.
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Elemente de combinatorica. Binomul lui Newton
nN=12-3-...-n n=(n-1Y'n 0=1
| |
Multimi finite Probleme de combinatorici Bi:lomul lui Newton
{ay, &, ..., &} simple (a+b)"=Y Cra""", meN, ne N’
] m=0
Multimi ordonate Aranjamente Combinari Proprietati
(a, 3, ... &) nl nl ale coeficientilor binomiali
1y A2y =eny m - m_ "
A -mr © = (o -my ol =Cr =1
0<m<n, meN, neN" | [0<m<n, meN, neN’ 2 C'+Cl+C2+..4CM=2";
3 Ci+C+Cl+..=2"Y
Proprietati ale numerelor Termenul general al o Am_ nem.
n o £ Ccr=Ccrm
C), 0sm<n dezvoltarii n n ) ) .
Permutiri 5° a) coeficientul binomial C este cel
.. °Ccr=Ccrm T,.,=Cra"*b", mai mare pentru n=2K, ke N;
P.=nl, neN 2 C™=C"+C™,; ke{0,12,..,n} 0 b) coeficientii binomiali C* = C*** sint
3 CO4Cl+. . +C =2" c’ ct cei mai mari pentru N=2K+1, ke N".
¢ ¢ C

e

Regulile fundamentale ale combinatoricii Cs Cs G G
1. Regula multiplicitatii (inmultirii): card(Ax B) = card A- cardB. c°, ct, mcn“:f cr!
2. Regula adunirii: card(AU B) = card A+cardB, ANB={. ce ¢ cr..crr ctocr
Triunghiul lui Pascal

Aplicatii: rezolvarea ecuatiilor, inecuatiilor,
totalitatilor, sistemelor de ecuatii combinatorii.
Aplicatii in diverse domenii (fizica, chimie,
teoria probabilitatilor, in viata cotidiana etc.).

I

Aplicatii: rezolvarea ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor, totalitatilor de
ecuatii combinatorii; dezvoltari ale binomului la putere.
Aplicatii in diverse domenii ale stiintei si tehnicii.

UOIM3N IN| [NWIoUIg "BO110JRUIQWOD 3P SludWa(3
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Atribute
ale functiei

Functii reale

Operatii

Domeniul de
definitie

Proprietati

Functii egale

Codomeniul
(multimea
valorilor)

Paritatea

Suma
Produsul
Citul

Zerourile

Monotonia

Restictia

Semnele

Periodicitatea

Prelungirea
(extinderea)

Extremele

Injectivitatea
Surjectivitatea

Compunerea
functiilor

Graficul functiei

Bijectivitatea

A

Functia inversa

Inversabilitatea

MODULUL ‘ ’
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[ Solutii |

| Ecuatii (inecuatii) cu parametru |

[ Solutii |
Reuniunea Int i Metode de rezolvare Intersectia Reuniunca
multimilor ISR T 1. Apli § multimilor
P - multimilor solutiilor| | 1+ AAplicarea formulelor 1. Metoda intervalelor e - multimilor solutiilor
solu'gl}lor ecuatiilor " ecuatiilor 2. Metoda grafici 9. Reducerea laine- solugn!or inecuatiilor “inecuatiilor
(sistemelor) ’ 3. Utilizarea necunoscutelor | cuatia (sistemul, to- (sistemelor) ’
I auxiliare talitatea) echivalenti I I
— - 4. Metoda reducerii 3. Utilizarea necu- - —— —~
Totalitati de ecuatii Sisteme de ecuatii | | 5. Metoda substitutiei noscutelor auxiliare Sisteme Totalitati de inecuatii
(sisteme) 6. Descompunerea in factori | 4. Alte de inecuatii (sisteme)
11 LAk I —
. Ecuatii | { Inecuatii |
algebrice rationale de gradul I rationale
1. Ecuatii: I. Ecuatii I. Inecuatii I. Inecuatii
ax+b=0, az0 A(x) ax+b>0, a0 A(x) A(x)
s AX) o und ) >0, <0 sa.,
ax’ +bx+c¢=0, a#0 B(x) » unde ax+b>0, a#0 B(x) B(x) ~
ax’ +bx’ +cex+d =0, a#0 A(X), B(X) - polinoame. ax+bh<0, a#0 unde A(X), B(X) -
s.a. Exemple: ax+b<0, a#0 polinoame.
Exemple: . 1 1 _ 0 x— 2_3 Exemplu: Exemplu:
3)2c—12=0; 4x" —6x=0; x 2x+1 X 1-3x<-2& l>1
X +x +x+1=0. I1. Sisteme, totalititi ©3x>3e x m
3| | 11 Sisteme, totalitati 1 1 S x>l II. Sisteme, totalitati =3 e
= ’ x——=5, —+x=5 . L E . =g
2 | Jax+by=c, [ar+b=0, y | II. Sisteme, totalitati J;emp e s =
g ax+by=c,; |ax’ +bx+c=0 3x+——0 2—-——=3. Exemple: =50 8 s
= §.a. Y x+1 6x—4>0 b 5 1
- 3 2-7x<0 1 1 0 c
simetrice omogene x x+1 2
L Eouatii L Ecuatii [x—0,3<0 A =
. Ecuatii . Ecuatii
H b — > —< (._/)
Exemple: Exemple: 24520 x—-1" 0 23
x+y+xy=0; x*+y>=1. 2x+3y=0; X —xy+y’=2. x_L>0 g
II. Sisteme simetrice de ecuatii| | II. Sisteme omogene de ecuatii Alte ecuaii, inecuatii, - 2
: sisteme, totalitati o
Exemple ) 5 X +2xy+y2 =2, X —y3 =0, z =
2x+2y-xy=0, Jx +y =1, Pt =1 v+ =1 =
x+y:5; x+y=—2. x xy y =5 yrxy =L _'Q_).f
| Ecuatii (inecuatii) cumodul | [
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Functia de gradul I
Functia de gradul II

I
f:R—>R, f(X)=ax+b,
a#0,a beR

g:R—>R, g(x)=ax’ +bx+c,

az0, a,b,ceR
|

Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii

Functia radical
Functia putere

I
f:R>R, f(x)=29x
g:R, - R,, g(x)=¥x
h:IR1—>IR:, h(x) = x*,
oe R\{L

I

Functia
exponentiala

I
f:R->R;, f(x)=a*,
aeR;, a1

Functia
logaritmica
I
f:R >R, f(x)=log, X,
acR’, a1

MODULUL Q \

Alte (de ex., functii
trigonometrice)

Alte ecuatii, inecuatii

si sisteme, totalitati

Ecuatii

ax+b=0
ax’ +bx+c=0, az0
AX) _ B
B 0, A(x), B(x)
polinoame

Inecuatii
ax+b>0 (sau<, <, >)
ax> +bx+¢>0, a#0

(sau<, <, 2)

Ax)
>0 (sau<, <, >
B(r) ( )
Sisteme, totalititi
ax+by=c
ax’+bxy+cy’ =0
ax+b>c
ax +bx+c <0
{x(x 1)<0

Ecuatii irationale
V(@) =g(x)
f(x)%/g(x) =0, ke N’
21 () = g(x), ke N

V() ++/g(x) =4/h(x) s.a.

Inecuatii irationale
JFO) <a(x)
NACREIEY
V) +g(x) 2 h(x) s.a.

Sisteme, totalitifi

Jx—1-yx =5
3—\E=x

Vx—1<x .
x> +2 §a

Ecuatii exponentiale
a'™=b, a>0, azl a beR
a'=a" a>0, a2l aeR
f(@)=0
h(x) = h(x)*© s.a

Inecuatii exponentiale
a'<a’™ a>0, az#l aeR
h(X)f(X) < h(X)g(x)
f(a)>0 s.a.

Sisteme, totalititi
{4x 2=y
8" +2y=0
[3 9" +3"=0
57 -57"=1

{64*+3~8*—4<0

1-5%<25 $-a.

Ecuatii logaritmice
log, f(x)=b, a>0,

a#l, a,beR
log, f(x)=log, g(x)
f(log,x)=0

log, ., f(x)=log, g(x) s.a.

Inecuatii logaritmice
log, /(x)>log, g(x)

logh(x) f(x)= IOgh(x) g(x) s.a.

Sisteme, totalitdti
lgx+1gy=0
2lgx-3lgy=1
Inx—Inx=0
lg(x+1)=1g(x* —4)

{log3 (x=1)>log, x

In—2-<0
x—1

s.a.

Mixte
V2r -4 =0
log, vx—1>log, x

x+y=2
lgx+1gy=—

Simetrice

11yenodau| "113end3 ‘slejuswsala 113o2uUnH

| $a

x+y+xy=0
X +yr=1

{2x+2y xy=0 sa.

x+y=5
Omogene

2x+3y=0

X —xy+y’ =0

{x2+2xy+y2=2

X +yi=1 e

I

I

I

Ecuatii (inecuatii, sisteme, totalitati) cu necunoscuta in modul si/sau cu parametru
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Arborele trigonometric
Identitatile trigonometrice fundamentale ( Formule de reducere \

m
(¢)
3
S N : sin[Z —o |=cose; sin| £+ |=cosa =
sin’c +cos’a =1 tgo = 3N -1 2 2 ®
coso coso. o ) o . &
tgo-ctgor =1 cos(i—a)=sma; cos(EHxJ:—sma -
2y 1= 21 _ cosa secor =L )
LChs e 7l (R 9% = Sho o sna tg(%ﬂx):—ctga; cos(r +or)=—coso 3
3
co{%—a):—sina; sin(r —a)=sino 2
q 3 D
sinasing = O cos(o — B) =cosacosfB +sinasin § \ i J
q i
=§[COS(¢X—I3)—COS(0¢+I3)]
: T
23| cosier+ ) =cosla— (=B)] = | sin(ee — ) = co: 5—(05—[3)]: :
CosoCosf3 = =cosacosf3 —sinasinB — sino.cosB —sin B cosar @ sinoccos 8 =E[sin(a+ﬁ)+sin((x—ﬁ)]
1 x - _
= Z[cos(or + B) + cos(ax — a=8 | ) :
Z[OS( Drreste D) 0820 = cos e —sin e l
I _ =sina.cospf +cosocsin B ) inp =25 a+B _a-B
_ I - sing +sin B = 2sin—"cos
cosoc+cos[3=2coswcosu - a=p | 2 2
2 2 — cos2a=1-2sin"o in2a = 25
NIV sin 20, = 2sino coso ' e oatB g a=p
cosoc—cosﬁ:—ZsstmT 2tg% sina—sin 8 =2cos 5 Sn—
sinazl 22a sin3¢ = 3sino —4sin’o
=2cos’o— +1g% %
cos 20 IZCOSO‘ 1 i cos3o =4cos’a—3cosa tg(a—B) =tglo + (= B)]
[ 27
cosza=% COSa=1 ‘9 é l
1+tg2 % 1020 = 219 _ tga+tgp
sin’g = 17605200 — T | a-p 9@ P)=1"gatgp
: o _, [1-cosa ctg?a -1 tgo-ctg -1
95 =+ -fgc-C _cgo-ctgf-1
cos%:i /1+czosa 92 %1+ cosar 920 == 5 ctg(a+pB) ctga+ctgB
[
(24 1-cosa o _ sina o _1-coso
SnE=H"3 9% " Trcosar || 927 sna ctg (e - B) = ctglo + (-B)]




’,

M(x. y)

D,
g

f (X)=sinx
1°sinx=0=
= X=71K, ke Z,
2° impara;
3° perioada: 27;
4° crescatoare pe
[—E +2r, % +2ﬂk:|, keZ,
2 2
descrescatoare pe
b3 3
[5 +27t%, 5 +271k:|, ke,
5% %, .= % +271k, ke Z;
ymax =L
X m=—%+2n’k, ke,

mi

Ymin = -1

7 P~
-T2 : >
\/IIOE T X
- 2

Functii trigonometrice si proprietatile lor

Functii trigonometrice
sin, cos: R > R;

tg:lR\{%+7tk|keZ}—>lR;
ctg: R\{rk |ke Z} - R;

Functii trigonometrice inverse
arcsin: [-1, 1] — ~5 5| arcsina =t < sint =a;

arccos [-1,1] — [0, ], arccosa=t < cost = &;

R

coso=X; sSina=Y;
=Y. - %
tga—x, ctga y'
seca=l; cosecoz=l.
X y
Proprietati
f (X) =cosx f(x)=tgx
1° cosx=0= I°tgx=0=
:X:%Hrk,kez; = x=7K, ke Z,
20 paré; 20 lmparﬁ,

3° perioada: 2; 3° perioada: ;
4° crescatoare pe
[z + 27k, 2], ke Z,
descrescdtoare pe
[27k, T+ 27k, ke Z,

5° x, =27k, ke Z;

4° crescatoare pe
Vi3 T .
(—2 +ﬂk, z +ﬂk) kEZ,

5° nu are extreme.

Yo =1 "
Xy =T+ 27k, ke Z; .
Ymin =-1 0 ~
y T T X
1 2 2

_72% _110 %\n’ X

. X
arctg: R — )
arcctg: R — (0, 7), arcctga =t < ctgt = a.

z ,arctga =t © tgt =a;

f (x)=ctgx -
1° ctgx=0=

_T .
:>x_2+7rk,

2° impara;

M ‘)‘;
(Y

Y

Y

N« N

3° perioada: 7;

4° descrescatoare pe
(nk, T +7K), ke Z; T

5° nu are extreme.

(@]
N

arctga+ arcctga=%, aeR.

YA arcsin(—a) =—arcsing;
arccos(—a) = r —arccosa;
arctg(—a) = —arctga;
arcctg(—a) = & —arcctga;

. T
arcsina+arccosa=-, ae -1 1;

alnawouobli) ap ajuswa(g
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Ecuatii, inecuatii trigonometrice

Ecuatii trigonometrice

MODULUL ( )

]

Inecuatii trigonometrice

o~

o = o v |mo

“ T 3 Ak

= 9
o | PSR B =i~ -3 I I T £ =
= @ s g e K S N =S
3 Q 2 g T 552 PR M )
2| F & = S 518l A 55 |@
S o oo R L= — A8
= aQ o 123 = | = 5 IN N B
= = S 5 3 ele MR o
o g v = 2 g o= | B
g 0 Se y: R I =
Q R R II — Il > > g 2 8 H+ 7 |e
c =<' 2 o I == g 0 2 o~ o
B # 1 RK 2d g ofa @ 8 & =
2ol o & © = &7 R
2 & L™ il B T - + 32 3|&
o &) S { 4 |
El23ssay S ° 2w+ EIB
5 Toes + S )
o = 5 §.§ [ n=1 § il =t
B LS BN A §‘: N S &
o [ N=p oM N s 8| &
gl + noN=N L=
(<) ﬁ. N m N m
¢ N N
asinx+bcosx=c omogene

1) metoda unghiului auxiliar:

. c _
sn(x+a)=m, tg(x=5,

2) metoda omogenizarii;

3") metoda aplicarii formulelor
substitutiei universale;

4) metoda reducerii la sistemul

u? 42 =1, unde

{au+bv= c

{

b

u=sinx,
V= COSX.

a,cos" x+a,  cos" xsinx+

+...+a cosxsin"”" x+

+a,sin”" x=0]:cos"x#0

Inecuatii trigonometrice fundamentale

sinx >a
sinx<a
cosx>a

cosx<a
tgx>a

tgx<a

ctgx>a
ctgx<a
sinx > a
sinx<a
cosx=a

cosx<a
tgx=a

tgx<a

ctgx=a

ctgx<a

Solutii:
U (arcsina + 27n, w —arcsina + 27mn)

neZ

U (—m —arcsina + 27n, arcsina + 27mn)

neZ

U (—arccosa + 27m, arccosa + 27n)

neZ

U (arccosa + 27m, 21 —arccosa + 27n)

neZ

U(arctga+7m,%+7m)

U —%Hm, arctga+n:n)
nel

U (7n, arcctga + 7mn)

nel

U (arcctga + 7n,  + 7mn)

nel

Ularcsina + 27m, 7w — arcsina + 27n]

nel
U[-m —arcsina + 27mn, arcsina + 27

neZ

U[—arccosa + 27mn, arccosa + 27mn]

ne

U[arccosa + 27m, 2 —arccosa + 27n]

neZ

U[arctga+7rn, £+7m)
nel| 2

ez 2

U (7mn, arcctga + mn]
neZ

U(—Eﬂm, arctga+7rn]

Ularcctga + mmn, 7w + 7n)

neZ

*Reductibile

la inecuatii
algebrice:
f(sinx) 20,
f(cosx)<O0,
f(tgx)20,
f(ctgx)<0 etc.

Metoda
substitutiei:
t=sinx
(t=cosx s.a.)

doLowouoS L 1jenoaut ap Lndn 9y
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Figuri plane
Triunghiuri | Patrulatere |
| |
B Paralelogramul
c a B C
hb a dl
A < C o 7] d,
b A
1 1, . b D
4 =5bh, =Zbcsina =/p(p—a)(p-b)(p-0), 1
.« =bh=absina==d,d,sing
2p=a+b+c 2
df+d?=2(@°+b’
Triunghiul dreptunghic i+ d =2 )
a2 +b? = c? Trapezul Trapezul isoscel
a’=ca __a B.b c
b?=ch h \ é E h 2
K =ab £ |
b A a E D
a+b a+b a-b
AA, BB,, CC, — A=532h AE=2%D gp-2°0
mediane B
1
AG=3m,
a d;
2 A C
GA=3M V 1, .
C 4rn§:2(b2+C2)_a2 D oz/=§d1d25|na
Patrulatere inscrise Patrulatere circumscrise
B M(ZABC) + m(~CDA) =180° = B c
c g =M(£BAD)+m(£BCD) BC + AD =CD + AB
ZABD = ZACD D
A /DCE = /DAB A

M RV —ﬂRz
1 @
AN 2
A il = 2Ra ol g, =TR 360°
W o —masura in radiani
¢ —masura in grade
C W B
" AM -MB =CM -MD =
i ST
I -
T W
AM -MB = CM MD = c’=ab
2 MTZ
m(AABC) == m(v AC)
B, M
i C
D
m(£AMD) =
m(VAD) m(_BC)
m(£AMD) = >
_ m(_ AD)+m(_CB)

2
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Siruri de numere reale

Moduri de definire a sirului

1) analitic;

2) prin descrierea termenilor
sirului;

3) printr-o relatie de recurenta.

—

Sir marginit

superior:

IMeR: x, <M, VneN
inferior:

ImeR: x, 2m, Vne N

Siruri egale

(x,),51> (1), sint egale
o x,=y,, VneN

Sir numeric Sir monoton
/N >R crescitor: x, <x,.,, Vne N’
Notam: (x,), ., descrescitor: x, >x,,,, Vne N’
Sir-suma Sir-produs Sir-cit Sirul puterilor
(xn +, )nZl (xn "V )nZl Xu ((xn)y" )nZl
yn n>1

Teorema de caracterizare a marginii superioare
a unei multimi

Progresie aritmetica

Fie X cR o multime nevidd marginita superior. Numa-
rul M" este marginea superioard a multimii X daca si numai
daca:

1) x<M", pentruorice xe X;

2) pentru orice £ >0 existd x, € X, astfelincit x, > M —e.

a,=a +r(n-1), neN’

a +a
S =——=".n, neN
a +a
ak — k=l k+1 , kE N*
2

Progresie geometrica

Proprietati
ale sirurilor convergente

Teorema de caracterizare a marginii inferioare
a unei multimi

1. lim(A-x,)=A-limx,, A — const.

2. lim(x,xy,)=limx, £limy,

3. lim(x,-y,)=limx, -limy,

. . lim y,
5. lim(x,)” =[limx, ]
n—yoo n—yoco

Fie X €R o multime nevidd marginitd inferior. Numa-
rul m* este marginea inferioara a multimii X daca si numai
daca:

1) x>m*, pentru orice x€ X;

2) pentru orice € >0 existd x, € X, astfel incit x, <m" +¢.

b,=bq"", neN

Inegalitatea mediilor

Teorema lui Weierstrass

a,ta,+..+a *
2" >daa,.a, neN,

n

a,, dyy .y a, €R,

Orice sir numeric monoton si marginit este convergent.

Numairul e

lim(l + l) =e
n—eo n

3

1
H
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Limite de functii

Multime Punct de acumulare > Criteriu de existenta a punctului de acumulare pentru o multime
EcR V¥ (x,) are locrelatia V(x,) N(E\{x,}) =D, x, este punct de acumulare pentru £ < E D (x,),.,, X, = X,» X, #X,, Vne N’
unde V'(x,) este vecindtate a punctului x,
I
Functie Limita de functie 1 Limite laterale Criteriu de existenta a limitei unei functii intr-un punct
fEo I=lim /) L) = Hm 100 1, () = lim /09 Stim /() =1 & 3,0) =1, (5,) =
x<Xx( x>xq X=x0
v Y ¥
Operatii cu limite de functii Proprietiti ale functiilor ce au limita in punct Limite remarcabile
1. lim[¢f(x)] = c- lim f(x), ¢ — const 1° Daca exista limita unei functii intr-un punct, atunci ea este unica. O lim sinx -1
T o ] 2° Daca limita unei functii intr-un punct este mai mica (mai mare) =% X
2. lim[ /() £ g(x)] = lim f(x) % lim g(x) decit limita altei functii in acest punct, atunci pe o vecinatate | | o 1. (1 1 ' _ lim(1+ 1)’ =e
3. lim[ 7(x)- 2(x)] = lim £(x)- lim o(x a punptulul si prima functie este mai mica (mai mare) decit e X 50
Lim{f(x)- g(x)]= lim f(x)- lim g(x) functia a dova.
4 f(x) }E{; I () 0 3° Daca limita unei functii In punct este pozitiva (negativd), atunci pe o vecinatate a acestui
: on g(x) hm g(x)” = m g # punct functia 1si pastreaza semnul, adica este pozitiva (negativa).
. X'gf; g 4° Daca o functie are limita finit Intr-un punct, atunci pe o vecinatate a acestui punct ea este marginita.
5. hm[f(x)]g —[hmf(x)] ° - . . . o . e
5° Intr-o inegalitate de functii se poate trece la limita, pastrind semnul inegalitatii.
Forme exceptate la operatiicu |« | | 6° Compozitia de functii ce au limita intr-un punct este o functie ce are limita in acest punct.

limite de functii 7° Daca f este o functie elementara, atunci 11m S (x)= f(x,), unde x, este orice punct din

oo “. M0, 0 domeniul de deﬁmtle al acestei functii.
3 —3 e0—o0) 0h00p 175 075 o0
(e o]

olo

Ordinea in care functiile cresc la infinit

Calcularea formelor exceptate

1. Cea mai lentd este functia logaritmica:

% — prin metoda dezvoltarii in factori, prin amplificari cu expresii conjugate sau prin iR, >R, f(x)=log,x, aecR, a=1.
utilizarea unor limite cunoscute. 2. Mai rapida este functia putere:

iR, >R, f(x)=x", aeR".
3. Simairapida este functia exponentiala:
fiR—>R,, f(x)=a", acR}, a=l.
4. Cea mai rapida este functia factorial:
i N->N, f(n)=n

= prin extragerea ca factor a functiilor ce cresc cel mai rapid la infinit.

o — oo — prin aducerea la numitor comun sau prin amplificari cu expresii conjugate.
0-oo — prin transformarea echivalentd a produsului intr-un cit de doud functii.

17, 0°, «" — prin utilizarea limitelor remarcabile pentru numirul e sau a identititii
logaritmice fundamentale.
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Functii continue

Criterii de continuitate

Definitia continuitatii

Continuitatea la stinga (dreapta)

Functia f: E—>R (EcR) este con-
tinua in punctul x,€ £ daca este ade-
viratd una din propozitiile:

L f(x, +0)= f(x, ~0) = f(x,).

2. Pentru orice € >0 exista § >0 astfel
incit pentru orice x€ E din |x—x, [<
rezultd ca | f(x)— f(x,)| <€ (Cauchy).
3. Pentru orice sir (x,),.,, x, € E, din
x, = x, rezultdca f(x,)— f(x,) cind
n— oo,

4. Fie functia f monotona pe un inter-
val I. Functia f este continud pe / daca
si numai daca multimea valorilor ei,
{f(x)}, este un interval.

Functia f: E—>R (E cR) se numeste conti-
nui in punctul x, € E daca lim f(x) = f(x,).
X=X

Functia f: E — R se numeste continui pe E
daca ea este continud in orice punct xe E.

Functia f* E >R (£ cR) se numeste con-
tinui la stinga (dreapta) in punctul x, € E
daca exista limita ei la stinga (dreapta) in x,

si f(x, = 0)=f(x)) (f (xy +0) = f(x,)).

X, O| X

Proprietiti ale functiilor continue

Clasificarea punctelor de discontinuitate

Clase de functii continue

1. Fie f si g functii continue. Atunci

of @=R). [+g. /8L (g(1%0)
sint functii continue.

2. Compunerea a doua functii continue
este o functie continua.

3. Orice functie elementara este continua
pe tot domeniul ei de definitie.

1. Teorema (Weierstrass de mdarginire). Orice
functie continua pe un interval inchis este margi-
nita si isi atinge marginile pe acest interval.

2. Teorema Bolzano—Cauchy despre anularea
Sfunctiei. Fie functia f: [a, b)] > R continud pe
[a,b] si f(a)- f(b)<0.Atunci exista cel putin
un punct ce€ (a, b), astfel incit f(c)=0.

3. Corolar al teoremei Bolzano—Cauchy despre
valorile intermediare. Multimea valorilor unei
functii continue pe un interval reprezinta un
interval.

Daca functia f nu este continud in punctul
x, € E, atunci x, se numeste punct de dis-
continuitate al acestei functii.

Punctul de discontinuitate x, se numeste
punct de discontinuitate de speta intii pentru
functia f daca limitele laterale ale functiei f 1n
punctul x, existd si sint finite, Insa

f(x,=0)# f(x,+0) sau
S(xg=0)=7(x,+0)# f(x)).

Diferenta f(x,+0)— f(x, —0) se numeste
saltul functiei in punctul x,.

Punctul de discontinuitate x, se numeste
punct de discontinuitate de speta a doua daca
cel putin una dintre limitele laterale f'(x, +0),
f(x,—0) este infinita sau nu exista.
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Derivata si diferentiala functiei

Y

Derivate laterale < Derivata functiei >{ Diferentiala functiei
7 _1: f(x)_f(xo) ’ 1 f(xo+Ax)_f(xo) ’ 1 f(x)_f(xo) _
ﬂ(xo)—ilggx_—% J ()= lim =——=—r——== Sauf(xo)_gn%x_ixu df (x) = f"(x)dx
fl(x)= limw Tabelul derivatelor si diferentialelor functiilor elementare
ey — ,
el f D, f D, df
Regulile de calcul 1. ¢ (constanta) R 0 R 0
al derivatelor 2. x", neN R nex"t R n-x"dx
1.(f+g)=f+g 3. x% oeR (0, +o0) o-x"! (0, +o0) o-x“dx
2. fY=c-f’ 4l R -L R ~Lar
3.(f-gV=f"-¢ : 1 |
4. (f-;,j)'=f’-g+f-g’ 5. Xx,neN [0, +e0) PET = (0, +20) P e dx
fY\_feg-f¢g gy . 1 » 1
5.4 | === 6. *Yx, neN R R S BN
(g g Q@n+1)-yx @n+1)-74x
6. Derivata functiei compuse: 7. Jx [0, +o0) ! (0, +2°) a
(g /Y =(@(f () = 2 2
, s 8. a",a>0,a#1 R a*-lna R a’lnadx
=8 (f(x)-f(x) . . *
. . 9. e R e R e'dx
7. Derivata functiei inverse: 1 1
e 1 10. Inx (0, +o0) — (0, +o0) —dx
Y= 7o ’1‘ ’1‘
8. Derivate de ordin superior: 11 log,x, a>0, az1 (0, +eo) xlna (0, +) xlna
=00 =y 12. sinx R cosx R cos x dx
Unele aplicatii ale derivatelor 13. cosx 'Rﬂ 7sinx [Rﬂ 751111 x dx
| Eouatia tangentei Ia grafical] | 14 €7 R\2k+DT[keZ)  —o— R\Rk+DT ke 2} ——dr
functiei in punctul de abscisa x,: 1 1
; 15. ct R\{kr ke Z - R\{kr ke Z - dx
y=1(x)+f(x)(x=x,) cex tkm|ke 2} sin® x thm ke Z; sin® x
2. Aplicatii la calculele | 16. arcsinx [-1,1] ! - -1, 1) ! - dx
aproximative 1 BN 1 BN
3. Determinarea coeficientilor 17. arccosx [-L1] - > -1, 1) - = dx
binomiali e Lo
4. Calculul unor limite (regulile 18. arctgx R 3 R 3
s . x +1 x~+1
lui I’Hospital) 1 1
5. Studiul functiilor 19. arcctgx R Tl R A

Interpretarea geometrica
a derivatei si diferentialei-

functiei
y
S tA)
Af (%)
gol
T
0] / Xo X, + Ax x

Regulile de calcul al -
diferentialelor -

A

Cd(f+g)=df +dg
Cd(c- f)=c-df
Sd(f-g)=df —dg
Ld(frg)=g-df +f-dg
. d(i)_g-df—f-dg

AW N~

W

g g

6. df (g)=f"(g)dg

Proprietati generale ale
functiilor derivabile |

1° Teorema lui Fermat
2° Teorema lui Rolle

3° Teorema lui Lagrange
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Aplicatii ale derivatelor

Rolul derivatei intii in studiul functiilor

Rolul derivatei a doua in studiul functiilor

Asimptote

Fie functia /> I > R, I R, derivabila pe L.

1.

2.

Daca f'(x)=0, Vxe I, atunci f(x) este
constantd pe /.

Functia f este crescitoare (descresca-
toare) pe / daca si numai dacd f'(x)>0
(f'(x)<0), Vxe I.

. Dacd f'(x)>0, Vxe I, x<x,,s1 f'(x)<0,

Vxel, x>x,, atunci x, este punct de
maxim local al functiei f.
Senoteazd: / f(x,) \.

. Daca f'(x)<0, Vxe I, x<x,,si /' (x)>0,

Vxe I, x>x,, atunci x, este punct de
minim local al functiei f.
Se noteazad: \ f(x,) /.

. Punctele de maxim local si de minim local

ale unei functii se numesc puncte de extrem
local ale acestei functii.

. Solutiile ecuatiei f’(x)=0 sint eventua-

lele puncte de extrem local ale functiei f-

Fie functia f: I >R, I <R, de douai ori
derivabila pe /.
1. Dacd f”(x)20, Vxe I, atunci functia
[ este convexa pe /.
y
_/
—t

0 X

2. Daca f”(x)<0, Vxe I, atunci functia
[ este concava pe /.
y

3. Fie f”(x,)=0 si V(x,) o vecinatate a
punctului x, e /.
Dacd [”(x)<0, Vxe V(x,), x<x,, $i
f7(x)>0,Vxe V(x,), x> x,, sau
invers ( f7(x)>0, Vxe V(x,), x<x,, si
S7(x)<0, Vxe V(x,), x>x,), atunci x,
este punct de inflexiune al functiei f.
Y

4. Solutiile ecuatiei f”(x)=0 sint eventu-
alele puncte de inflexiune ale functiei f.

[

[

| Probleme de maxim si minim |

L. Daca lim f'(x) =1/ (lim f(x)=1), atunci dreap-
ta de ecuatie y =/ este asimptota orizontala
la +oo (la —oo) a graficului functiei f.

y y
_¥ ij_
O X O X

2. Daca exista si sint finite limitele

m= lim@ (m#0) si n=1lim(f(x)—mx),
atunci dreapta de ecuatie y =mx+n, m#0,
este asimptoti oblica la +oo a graficului func-
tiei f. (Similar pentru —oo.)

Ny

.__/

~—10 X

3. Daca lin}0 f(x)( lim0 f(x)) este +o sau —oo,

atunci dreapta de ecuatie x = a este asimptota
verticala la stinga (dreapta) a graficului func-

tiei f.
y y
0] X
0 X

JO|9JDALIBP 3D Iipdijdy



NcZcQcRcC Numere complexe C
Forma algebrica Modulul Reprezentarea geometrica Forma trigonometrica
z=a+bi, a,beR |Z|:m y z=a+bi z=r(cosQ+isin@),
iP=-1 S B A M(a, b) reR, peR, p=argz.
Proprietati
10 =|z|=|-
|z1=12] =]z 5 -
Operatii 2%z, 4z, | <z |+ ]z, ] Operatii
pers® R L <1 ’ r=lz|= \/m P
a+bi+(c+di)=(a+c)+(b+d)i S AR EA NEREN ; z, =r;(cos @, +ising,)
(a+bi)(c+di)=(ac—bd)+(ad +be)i | | ¥ 122 1=12]"12,] °°S""Z z, =1, (cosg, +ising,)
(a+bi)a—bi)=a’+b"=|z[ 50 z|_1z 2, #0 sin(p=7 2,2, =15 [cos(@, + @,) +isin(, +¢,)]
. . . z,| |z,|’ C
a+b¥ ) (a+bi)(c—di) ] 2 2 ) ¢ —argument al numarului z, izi[cos((pl — ) +isin(g, —9,)]
c+di A +d? 6 |Zl|_|22||—|zl_22| argze (-7, ] Z, n
| z" =r"(cosn@ +isinng), ne Z
Proprietati Ridicinile de ordinul 7, ne N"\ {1}, ale numéiruluiz
z=a-bi

Pentru orice z, z,, z,€ C:

oL IXro _ = —
1°z, %z, =22,

a, € {"x/;(cos(p+’zzkn +isin(p+nz,{7r } k=0, n—l}

Radacinile de ordinul 2 ale numérului z = a + bi

o - .5
2°z-2,=2,-2, |

Aplicatii |

Ecuatii binome

Ecuatii trinome

(decisi z, #0)
4°z-zeR
5°z+zeR

mz"*+p=0& z — radi-

cind de ordinul ka lui — ”

p

mz** + pz* +¢=0, me C’,

2 -
D, q€ C@{mu + pu+g=0

k
Z =U

6°z=z<zeR

7°z=z

—| in geometrie |

| Ecuatii reciproce |—

2) pentru b=0, o, ={

1) Pentru b #0,

2 2 2 2
o, =t /—Va+2b+a+isgnb /—«/a+2b—a

i\/;, daca a >0
tiy/|a|, daca a <0,
1, daca b>0

unde sgnb =10, daca =0

-1, daca b<0.
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Matrice Determinanti Sisteme de ecuatii liniare
a, 4y a,, a4y | _ Al = apx, +..+a,x, =b
L _‘ ‘ =4, Ay —dpdy,
A = aZI azz . azn = (a‘j )’ i= 1, m; J = 1, n aZl 022 ................................
T . am1x1+'..+amn_xn:bm
aml amZ amn all a12 alS —
| Ay Uy Ay|= a),0,05 +a,0,a0,, + A — matrice a sistemului, 4 — matrice extinsa
: S— Matrice unitate a, a, ay 3 b,
Matrice patratice 1 0 = |y A=(A4|B), B=
J = ) Q130503 — Q30505 = ) Ay03 — Ay Ay A5
m=n "o 1 z b
[} m
& g, o a| < e _ "
n +j i i+ i —
= — |18 || = “DYa M = -D%a M! =B
Matrice-linie §< a, .. a, ,Z::’( )M, g‘( )yraM;,
T L{ Matrice-coloana ||5 | _
ranspusa Matrice diagonali g M J‘ — determinant al matricei obtinute din 4 prin Sist T 3
icei . = . . istem compatibi istem
Lo Matrice nula & |suprimarea liniei i §i a coloanei j P . bl
A Matrice inferior | |5 ] Numiarul liniilor nenule ale matri- 'ncompatibl
0 [¢) - .
(superior) 5 celor esalon 4,, 4, este acelai.
triunghiulara o
=
=
Operatii g Sistem compatibil Sistem compatibil
nedeterminat determinat
(a,)+(,)=(a,+b,) . S— . =
. Matricea esalon 4, are mai | | Matricea esalon 4
ofa;) = (oa,) sl

(aij)(bjk) =(dy), i=1,m,
j =l,_n, k =1,_P9 d,= zai/'bik

“a)=(a,), i=Lm, j=Ln

|_

| Matrice esalon

putin de 7 linii nenule.

are n linii nenule.

Regula triunghiurilor
Regula lui Sarrus

Dezvoltarea determinantului
dupa linie (coloani)

Matrice inversabila

AA" =A"4=1,, A" —inversamatricei 4

1 All Anl
AT =] A A 14120
Aln Ann
A, = (=1 M

Metoda lui Gauss

Solutia particulara Regula lui Cramer

Solutia generala Pentru m=n si

xk_f;((avﬂa ) A=‘A|¢0,
.......................... LA A,
x, = fi(a, B,..) AT A
X, =0

x,=p

qobjp ap ajuswa|z
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