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CUVINT INAINTE A

oA

Profesorul Catalin-Petru Nicolescu publicd volumul ,, Teste
de geometrie’ conjinind 552 probleme din domeniul geomém'e@
stntetice §i analitice, reprezentind partea a I11-a a unes lucrdri
mai cu;brm::‘a'toure, o Probleme de matematicd in licew", din
care culegerea precedentd, , Teste. de analizd matematicd”,
apirutd in Editura Albatros, tn anul 1984, confine aproxi-
mativ 700 probleme si se bucurd de o frumoasd apreciere -din
partea profesorilor si elevilor.

Scopul lucrdrii actuale este de a usura elcvilor infelegerca
§i rezolvarea problemclor din wrmdtoarele categoriz: locurs
geometrice, puncle coliniare, puncte fixe, concurenfe de drepte
§1 cercuri, toate acestea pe baza wnei scheme unilare.

Aceastd metodd propusd de autor constd in alcdtuirea wnud
tabel (o schemd) care confine trei categorii de elemente: fixe,
mobile, constante si s¢ face analiza ficcirei probleme asa cum

s¢ arald in partea tcorcticd a Culegerii.

Tabla de materii cuprinde un bogat material de geometrie
stitebicd §i analiticd, aledtuit conform programei in vigoare
§i redactal pentru sprijinivea elevilor care doresc sd-st completeze
pregitirea tn domeniul geometyied.

Mentionez ci o parte din probleme au fost rezolvate prin
ambele metode, sindeticd si analiticd, fapt care aratd specificul
st utilitatea fiecdrui procedew in parte.



In accastd Culegere aqupornl .a; sytrodus i numar mare de
probleme originale, care vor ajuta pe elevi sd aprofundcze cunog-
tinfcle de geomelrie sintelicd, respectiv analiticd. De asemenea,
se gdsesc probleme care au fost date la examenele de admitere in
invdtdmintul superior.

Autorul, Catdlin-Pciry Nicolescu, a intocnit aceastd lucrare
pentru elevii care se prezintd la examenul pentru treapia a doua,
pentru participantii la olimpiadele de matematicd, precum si
pentr concursurile de admitere in universitdfi si institule
tchnice.

Prof. dr. doe. CONSTANTIN DRAMBA
membru  corvespondent al Academiei -
R.S. Romdnia

Bucuresti 18 aprilie 1985



'GEOMETRIE SINTETICA
" IN PLAN §I IN SPATIU

CAPITOLUL 1

PUNCT FIX. PUNCTE COLINIARE.
DREPTE CONCURENTE.
DIRECTIE FIXA. PUNCTE CONCICLICE

EXERCITII PROPUSE

1. Se di un unghi drept ¥Oy i un triunghi isoscel variabil
MON (MO = MN) situat in acest unghi, cu virful O fix
si baza ON situatd pe Oy, iar raza cercului inscris in triunghi
are o valoare constantd ». Si se demonstreze ci bisectoarea
unghiului OMN trece printr-un punct fix situat pe Oy '§i ci
dreapta (MN) este-tangentd unui cerc fix.

2. Sa se arate cd daci laturile 4B si AD ale unui parale-
logram invariabil trec prin doud puncte fixe P, (), atunci
diagonala AC trece si ca printr-un punct fix.

3. Fie 4 un punct fix apartinird laturii Ox a unghiului
x0y. Se duce un cerc oarccare (C) tangent la Ox si Oy. Fie D
punctul de contact cu Oy. Din punciul 4 se duce la acest
cerc a doua tangentd carc il intersecteazd in E. Si se arate
cf:a oricare ar fi cercul (C) dreapta (DE) trece printr-un punct
ix.

4. Se di unghiul drept 40y. Pe lotura Oy se iau punctcle
fixe 4, B, iar pc Ox se ia un punct M variabil. Tie P, Q
proiectiile virfului O pe dreptele (MA4) si (MB). Si sc arate
¢d dreapta (PQ) trece printr-un punct fix.

5. Fiind dat un triunghi 4 BC, s¢ consideri in planul siu
un punct mobil P, astfel incit perpendicularele in punctele
A, B, C la dreptele (4P), (BP) si (CP) si fie concurente in
punctul M, Si sc demonstreze ca drcapta (PM) trece printr-un
punct fix.

6. Fiind dat un triunghi ABC, cu B’ si C’' mijloacele
laturilor AC i AB. Se construicste dcla B’ spre C, B'D=AC".
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St se ‘arate ¢t perpendiculara’ cobont'l din punctul 2 pe bi-
settoarca interidard unghiului A7 trecd printr-un punct: fix.

7. Se di un triunghi ABC. Pc latura BC se ia punctul D

a<tfcl incit CD = %- BC. Si sc arate c¢i dreapta (AD)

trece puntr-un punct fix.

8. Tiind dat un triunghi ABM se iau de la M sprc 4 si B
masurile MC = p - MA, MD = ¢~ MB, unde p, ¢ sint doud
numere reale datc. Si se arate ci dreapta care uneste punctul
M cu mijlocul segmentului CD intersecteazi dreapta (AB)
intr-un punct fix, oricare ar fi pozitia punctului M in raport
ca punctele 4 si B.

9, Sc di unghiul XOY pe ale carui laturi s¢ iau lungimile

()A si OB astfel incit —5% - L = i Si se arate cit

0B K
dreapta (4D ) trece printr-un punct fix.

10. Se dau trei puncte 4, B, C coliniare si. un cerc de
centru O sitazi R. Notind cu p,, ¢ & p, putenle punctelor
4, B, C fatd de cerc si presupunind cd punctul B este 1ntre
A si C, si se demonstreze relatia:

BC — ¢, AC + ¢, AB = AB - BC- AC
relatie care cxprimd o generalizare a teorcmei lui Stewart.

11, In doui cercuri de centre 0, 0/, raze R, R’ si tangente

in punctul 4 se duc doud coarde pcrpendiculare AB si
AC (B € @0, R), C € @(0",R")). Sa sc aratc ci dreapta
(BC) trece printr-un punct fix.

12. Se di triunghiul 4 BC. Fie B’, B proiectiile virfului B
pe Dbisectoarea intcrioard §i pe hisectoarca exterioari a
unghiului A, iar C* 5i C” proicctiile virfului C pe aceleasi
bisectoare. Si sc dLmonstrf*ze cit dertcle (BC') si (CB') se
intersccteazi pe biscctoarea extericari a unghiului 4, iar
dreptele (BC"), (CB") se intersecteazi pe blSCCtO'u'e'l inte-
rioari a aceluiasi unghi.

13. Se di triunghiul ABC cu m(ﬁ) =2 m(1§), in care se
duce mediana A3 §i indl{imea CC’. Dreapta (MC’) inter--
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seetcazd alura- AC I punctud N, S84 se arate ¢l cercul .cir-
cum=cris trivnghinluiA LD trece - printr-un punet fix cind
virful 4 se deplascazd, unghiul A rimicind constanl iar
cereul considerat este ortogonal nnui cerc fix.

14, Sc di un segiment AB si un punct fix C situat pe cl,
Sc construicste un cerc de centru O $i razi R, ce trece prin
punctele 4, B si un cerc concentric cu acesta, ce trece prin C. .
Fic MN o coardi carecare in ccrcul de centru O tangenta
cercului concentric. Si se demonstreze ¢it atunci ¢ind centrul
0, comun celor douil cercuri este variabil, atunci coarda MN
are o mirime constanti.

Keciproc: prin punctele fixe 4, B se duce un cere de cen-
tru O Vau.ﬂnl pe carc s¢'ia o coardi MN de lungime con-
stantd. Si se. demonstreze ¢i cercul concentric cercului initial,
tangent coardei MN, intersecteazi sepmentul AB in dous
puncte fixe.

15. Sc.da trapczul ARBCD inscris Intr-un cere al cirai
centru este {ix,avind insd raza variabili, Dacil M cste inter-
sectia diagonalelor AC <1 RD), si sc arate ci axa radicald a
cercurilor circumserise t riunghivrilor MAD i MBC trece
printr-un punct {ix.

16. O dreapti (4) intersccteazi laturile 4B, JAC ale unui
triunghi A BC in punctele ¢’, B'. Fic D proicctia punctulm 4
pe (A) st E interscetia dreptelor (BI) si (CC'). Si se demon-
streze oit dacl (A), B,C rimin fixe, atunci dreaph (DL) trece
printr-un punct fix, oricare ar fi punctul . in plan.

17. Printr-un punct fix M se duc sccantcle (MdAB) si
(NCD) 1a un cere dat (0). Sa se aratc cd dreapta carc uneste
centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor MAD si MCB
trece printr-un punct fix, cind secantele duse din M sint
variahile.

18. Tn trmn ghiul 4 BC.sc duic perpendicularele AD si AE,
pe bisectoarele unghmlm B si AF si AG pe bisectoarele un-
ghiului C. S3 se arate cd pun‘ctele D, E, F, G sint coliniare,

19. Fic un triunghi oarecare ABC, B’, (” douii puncte
arbitrare considerate .pe laturile C4, AB iar A, mijlocul
segmentulni BC.

Paralela dusi prin 4 la BC intersecteazi dreapta (B’ C)
fn M; dreptcle (4,C"), (4,B’) intersectcaza pe CA4, 4B
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fn-punctle .V, P.S3 se demonstreze ¢ punctele 34, N, P;
sint coliniare. P .

20. Trci antiparalele comgrucnte finscrise in unghiurile
unui triunghi, intersecteazd laturile opuse in trei puncte
coliniare.

21, Tic ABC un triunghi oarccare §i (AE), (4F) doui
drepte izogonale. Sc proiccteaza virful 4 al triunghiului pe
una din izogonale, de cxemplu pe (4E), in By; fic apoi D,,
proicctia piciorului I al celeilalte izogonale pe AC, iar 4,
proiectia lui 4 pc BC. Si sc aratc ci punctele 4,, B,, D,
sint coliniare.

Reamintesc: - s¢ numesc drepte izogonale, douid drepte
carc trec prin virful unui unghi i formeazi unghiuri con-
gruente cu laturile unghiului, fiind simetrice fati de bisec-
-toarca unghiului. Jzogonala medianei unui triunghi se numegte
simediand si cele trei simediane ale .unui triunghi sint con-
curcntc intr-un punct numit punctul izogonal ccntrului de
greutatce al triunghiului sau punctul lui Lemoine.

22, Si se dcmonstrc_zc'ci diametrele AOC si AO'D a doui
cercuri (0), (0') care sc intersecteazd in 4 si B intilnesc aceste
cercuri in C si D, care sint puncte coliniare cu B.

23. Si sc demonstreze ca paralelele duse din centrul I al
cercului Inscris unui triunghi 4 BC la dreptele (M4,), (M B,),
(MC,) carc unesc un punct M al cercului circumscris cu
punctele 4;, B, C; unde biscctoarcle interioare sau exte-
rioare intersccteuzi cercul circuinscris, intilnesc laturile
triunghiului fn trei puncte coliniare.

24, Sia se demonstreze ci daci se prelungesc laturile
opuse ale unui patrulater inscriptibil 4 BCD i se duc bisec-
toarcle cclor doud unghiuri astfel formate, punctul de inter-
sectie al acestor doud drepte §i mijloacele diagonalelor patru-
laterului dat sint coliniare. .

25. Fic Q, P, S puncte arbitrare, respectiv pe laturile
BC, AC, AB in triunghiul oarecare A BC. Paralelele la direcfia
{A) duse prin virfurile 4, B, C intersecteazi respectiv cercu-
dle (APS), (BSQ), {(CQP) in puncte situate pe o dreaptd ce
trece prin punctul I de intersectie al celor trei cercuri.

26. Fie D si E proiectiile ortocentrului H al triunghiului
oarecarc .4 BC respectiv pe biscctoarca interioard si exterioara
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a unghiutui A, iar™3 mijlocul laturii BC. S sc arate.cd-puncs
tele D, E, M sint coliniare.

27. Pe latura BC a triunghivlai 4 BC Iuim doui puncte D
§i E, simetrice in raport cu mijlocul latarii. Dreptcle (4D),
(4E) retaic cercul circumscris triunghiului in D’ §i E'. S3 se -
arate ca: '

i) paralelogramele cu doui laturi AB, 4C respectiv AD
au un al patrulea virf comun.

ii) avem relatiile:

2 BC2
AB? + AC? + D—ZE = AD* + AE® + =

ii) AD - DD' = AE - AE’

iv) AD+ AD’ + AE - AE' = AB® + AC?.

v) D'B E'B _ AC?
D'C E'C AB? _

vi) si se arate ca perechile de drepte (BC, D'E’), (4B, CD')
(AE, tangenta in C) se intersecteazi in puncte coliniare.

(Fac. de matematicd)

28. Se di un triunghi ABC oarecare. Prin C se duce o
paraleld la AB si prin B o paraleld la 4C. Mediana dusa din
virful C intersecteazi paralela din B la AC in (', iar mediana

dusi din virful B intersecteazi paralela din C la 4B in B’
Si se demonstreze ca punctele C’, 4, B’ sint coliniare.

29. Se di un trtunghi ABC oarecare si 44’ inillimea
coboriti din A pe BC. Fie B’ si C' mijloacele laturilor AC s
AB, iar A, si A, simetricele punctelor 4’ in raport eu ¢’
si A" in raport cu B’

Si se demonstreze cd punctele 4,, 4, 4, sint coliniare.

30. Se di triunghiul dreptunghic in 4, 4BC si iniltimea

+AM. Daci N si P sint simetricele punctului M in raport cu

catetele BA st AC si se arate cd punctele N, 4, P sint coli-
niare.

31. Se di triunghiul ABC si un punct D exterior din care
se duc paralele la laturile triunghiului dat. Paralela din D la
AB intersecteazi BC in M si CA in M’, paralela la AC inter-
secfcazid BC in N’ si ABin N, iar paralela la BC intersec-
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teazit AC in P si AB in P’. Sa sc arate ci daci punctele M, N,
" P-sint coliniare, atinei si punctele M5-N', P! sint coliniare.

32. Se da triunghiul ABC in care se duc iniliimile A4,
BB,, CC, i mediancle 44°, BB', CC'. Fie {M} = (BC)N
N(B\LT), IN} = (C4) N (Ci4"), {P} = (4B) N (4,B’). Si
sc demonstreze cd punctele M, N, P sint coliniare,

33. Pqdiagonala AC a unui pitrat ABCD sc jau punctele
.E si F, astfel ca AE = CF = AB. (E interior segmentulyi
AC si F ales pe prelungirca segmentului AC).

Dreapta (BL) intersecteazi laturile patratului CD si AD
in punctcle M §i N, iar segmentele CN si DF se intersectcazi,
in P. Si se arate cd punctele M, 4, P sint coliniare.

34. Sc da triunghiul 4 BC inscris intr-un cerc. Prin vir-
furile triunghiului se duc tangente la cercul circumscris.
Tangenta in 4 intersectcaza latura opusi BC in M si analog
tangentele in B si C intersecteazd laturile AC, respectiv AB
in punctele N si P, iar intersectia dintre AC cu paralela din B
la AM sc noteazi cu D. Si se arate cii punctele M, N, P sint
coliniare. :

35. Si se arate cd dacd dintr-un punct M situat pe cercul
circumscris triunghiului ABC sc coboara perpendiculare pe
cele trei laturi, picioarele perpendicularelor sint coliniare,
- iar dreapta ce contine cele trei puncte se numeste dreapta lui

Simson.

36. Sc dau doud cercuri €(0, R) si €(0', r) secante in
punctele 4 si B. Se duce diametrul MON paralel cu 0’4
si diametrul M'0’N’ paralel cu 04, punctele M, M',4 fiind
de acecasi parte a dreptei (00’). Si se demonstreze ca punc-
tele A, M, M’ sint coliniare si cd dreptele (AN) si (4AN') sint
confundate. '

37. Sc considerd triunghiyl ABC, dreptunghic in A4 si
avind AC = b, AB = c. Se ducc iniltimea AA’ apoi se
proiectcazd punctul 4’ in F si E respectiv pe AB si AC. -
Perpendicularele in B si C, pe ipotenuzd, intersccteazi pe
A'F si A’E respectiv in P §i Q. S3 se arate cii punctele P,
A, Q sint coliniare.

38. Sc considerd triunghiul ABC. Se construiesc trei
cercuri de raze congrucnte avind ca centru virfurile triunghiu-
lui, Cercul cu centrul in 4 intersecteazd laturile AB, AC
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respectiv m M, si N,. Notim cu Mg J\B, M 2. Ng. pum:tele
analoage pentru cercurile cu ‘centrul in B respectiv in C. Si
se demonstreze cd intersectiile dreptelor (M N,), (M.Ng),
(M3N,) sint trei puncte coliniare.

39.” Si se demonstreze ci bisectoarcle extcrioare ale unui
triunghi intersccteazd laturile.opuse in trei puncte coliniare.

40. Pe laturile AB, AC ale triunghiului ABC sc jau res-

. AD AE
ctiv punctele D si E astfel incit — = == == K (K
pe P S ¢l inci E = e (K &
€ R).

Se prelungesc scgmentele BE gi CD rc<p(,ct1v cu EE' =~
== K. BE §i DD’ = K- CD. Si se demonstreze cii punctele
D' A, E’ sint coliniare.

41. Se dau semidreptcle A% §i Ay §i un punct 0. Un cerc
ce trece prin A §i O intersecteazi semldreptcle in C € (4%)
si D.€ (Ay). Prin O se duc doui cercuri, unul tangent in €
a (Ax), altul tangent in D la (4y), care se intersectcazi a
doua oara in E. Sa sc arate ci punctcle C, E, D sint coliniare.

42. Se da triunghiul ABC §i punctele K, L situate res-

pectiv pe laturile 4B, AC astfel ca fﬁ -+ e . Si se

- 4L
arate ci segmentul KL trcce prin centrul de greutate al
triunghiului.

. 43. Fie ABCD un patrulater carecarc §i £ un punct pe
latura CD. Prin E se duc doud drepte oarecare: pnma dreaptd
intersecteazd pe BD in G si pe BC in M, jar a doua drcaptd
intersecteazd pe AC in H si pe 4D ip N. Si se demonstreze
e} dreptele (MH) si (NG) sint concurente pc latura AB.

44. Se dau cercurile (0,), (0;) secante in punctele 4 §i B.
O dreaptd (A) oarecare intersccteazd ccrcul (0y) in punctele
M si N, iar pe (O,) in punctele P gi Q(NV si- P sint situate
in interiorul segmentului MQ). Din B ducem perpendicula-
rele: BC pe AM, BD pe AQ, BE pe AP si BF pe AN.

i) Si se arate cd punctcle A, B, C, D, E, F, sint con-
ciclice.

ii) Si se arate ci dreptele (CF), (DE) si (A) sint concu-
rente. '
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~.45. Fiind dat un patrulater 4 BED,. o paraldi la -diago-
nala BD interscctcaza latura 4B In E si latwa -AD: in F.
O a doua paraleld la BD interscctcazi pe BC in G si CD
in H. Si sc aratc ¢d dreptele (EG) si (FH) sint concurenie
cu dreapta (AC).

46. Fic O un punct in planul unui triunghi ABC. Notim
cu A% B', C’ simetricele Iui O fati dec mijloacele laturilor
triunghiului. Sa se demonstrcze ci dreptele (4.4°), (BB')
(CC’) sint concurente.

47. Pc virful 4 al unui triunghi oarccarc ABC se duc
doua izogonale AY, AZ, prin B izogonalele BZ, BX si prin C
-izogonalele CX, CY. Fie X', Y’, Z’ proicctiile punctelor X,
Y, Z respectiv pe BC, CA, AB. Si se demonstreze ca drep-
tele (4X’), (BY’), (CZ’) sint concurente,

48, Fie AC diagonala mare a rombului ABCD si 4,
4,, C,, C, proiectiile punctelor A4 si C pe laturile opuse.

i) Sa se demonstreze cd dreptele (4,C,), (4,%3), (4AC)
si (BD) sint concurente.

ii) Si se detcrmine mirimea unghiului 4 al rombylui
astfel ca dreptele (4,C,) si (A,C,) si fie perpendiculare pe
segmentcle AD si AB.

49. Pcrpendicularele duse pe bisectoarele interioare A7,
BI, CI ale unui triunghi 4BC, in punctul lor comun I,
intersectecazd laturile triunghiului: perpendiculara A7 fn
punctele B, C,, perpendiculara pe BI in punctele C,, A,,
perpendiculara CI in punctele 4y, By. Daci Iy, P,, I’ sint
punctele comune dreptelor (BBs), (CC,); (CCy), (A443); (Ady),
{BB,) atunci dreptcle (4AP,), (BP;), (CP;) sint concurente,

50. Fie ABCD un paralclogram si 4’ un punct in planul
sau. Paralelcle prin A’ lalaturile paralclogramului intersec-
teazi pe BC si AD in D' si P, jar pe AB §i CD in Q si B'.

i) S3 se arate ci dreptele (4A4'), (BB'), (DD’) sint con-
curente.

il) S3 se arate ¢l dreptele (PQ), (BD), (B'D’) sint con-
curente,

N\

51. Fie M un punct interior triunghiului ABC si P, Q, R
simetricele lui fatd de mijloacele laturilor triunghiului dat.
Si se arate ci dreptele (4P), (BQ), (CR) sint concurente.
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. 52. Fie A', B’, C' picioarele inil{imilor triunghiului ABC
si H,, H, Hy ortacentrele triunghiurilor ‘AB'C’; "BC’4’,
CA'B’. Si se arate ci: : '

1) dreptele (4'H,), (B'H,), (C'H4) sint concurente.
ii) dreptele (A H,), (BH,), (CH,) sint concurente.

53. Fie A’, B, C’ simetricele punctelor 4, B, C fata de o
dreapta (A). Si se demonstreze ca perpendicularele duse din
A', B, C' respectiv pe BC, C4, AB sint concurente.

54. In virfurile triunghivlui ABC se duc tangentele la
cercul circumscris care formeazi triunghiul A’B’C’. Se no-
teaza prin 4,, B,, C, centrele cercurilor inscrise in triunghiu-
rile A’BC, B'C4, C'AB.

i) Si sc demonstreze ci dreptele (44,), (BB,)). (CC))
sint concurente.

ii) Si se demonstreze ci dreptele (A44"), (BB’), (CC")
sint concurente.

55. Fie punctele M, N, P pe laturile BC, CA, AB alc
triunghiului ABC.

'i) Sa se arate ci perpendicularele pe laturile BC, C4, AB
in punctele M, N, P sint concurente daci si numai daci
BM?* — CM? 4 CN? — AN® 4+ AP*— BP*=0.

ii) Fie ABC si A'B'C’ doud triunghiuri. Si se arate ci
perpendicularele din 4, B, C pe (B'C"), (C'A"), (A'B’) sint
concurente dacd §i numai daci perpendicularele din 4°, B’, C*
pe (BC), (CA), (AB) sint concurente.

iii}y Si se deducd cd perpendicularele din virfurile unui
triunghi pe laturile triunghiului ortic corespunzitor . sint
concurente. ¥

iv) In triunghiul ABC fie A’, B', C' picioarele bisectoa-
relor interioare. Si se arate ci perpendicularele in 4’ pe BC,
in B’ pe CA, in C’ pe AB sint concurente dacd si numai daci
triunghiul este isoscel.

56. Un dreptunghi se numeste circumscris unui triunghi
daci una din laturile dreptunghiului coincide eu o latura a
triunghiului si latura opusa trece prin al treilea virf al tri-
unghivlui. Fie 4,, B,, C, centrele dreptunghiurilor circum-
scrise triunghiului ABC care au pe BC, CA, AB ca latura.
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‘Dreptele: (44,); (BB,), (CC,) intersectcazi-laturile opuse ale
triunghiului 4ABC in 4,4, B,, C,. 54 se demonstreze cad ‘perpen-
dicularele in punctele 4, B, C, pc laturile triunghiului
sint concurcnte. ' )

57. Si sc demonstreze ci dacid A,, By, C, sint intersectiile
biscctoarelor triunghidlui ABC cu cercul siu circumscris $i
A,, B,, C, punctele de contact ale laturilor cu cercul inscris,
atunci dreptele (4,4,), (B,B,), (C,C,) sint concurente.

58. Sec considerd doua triunghiuri ABC, 4'B'C’ simetrice
in raport cu o dreapti. Sa se demonstreze cd perpendicularele
coborite din A’, B’, C’ respectiv pe laturile BC, CA, AB sint
concurente, ' '

59. Si sc demonstreze cii daci perpendicularele coborite
din virfurile triunghiului A BC pe laturile triunghiului 4'B’C’
sint concurente, atunci si perpendicularele coborite din vir-
furile triunghiului A’B’C’ pe laturile triunghiului ABC sint
concurente (triunghiurile ABC si A'B’C’' se numesc orto-
logice).

~ 60. Pe laturile uflui triunghi ABC, ca baze, se construiesc,
in afari, triunghiurile isoscele BCA’, CAB’, ABC’' asemenca.
Sa se arate ca dreptele (44'), (BB’), (CC’) sint concurente,

61. Printr-un punct O sc duce o secantd arbitrard care
intersecteazi laturile unui triunghi ABC in 4’, B’, C’. Se iau.
‘simetricele 4,, B,, C, ale punctelor A’, B, C' in raport cu

unctul dat 0. Si sc demonstreze ci dreptele (44,), (BB,),
CC)) sint concurente.

62. Fie A,, B,, C, trei puncte pe cercul circumscris tri-
unghiului oarecare ABC, iar A,B,C, triunghiul format de
dreptele (44,), (BB,), (CC,). Daci notim {M} = (4,4,) N
N(BC), {N} = (BB n(CA), {P}= (C,C) 1 (4B), s se
arate cd dreptele (AM), (BN), (CP) sint concurente.

63. Fic 4,, B,, C, picioarele a trei ceviene intr-un triunghi
oarecare ABC, iar 4,, B,, C, punctele unde o transversald
oarecare intersccteazi laturile BC, CA, AB. Se consideri
punctele {4,} = (B,C,) N (BC), {By} = (C4d,) N (CA),
{Cs} = (4,B;) N (AB). Si se arate ca dreptele (44,), (BB,),
CC,) sint concurente,

Reaminlesc: se numeste ceviand, o dreaptd care -unegte
un virf al unui triunghi cu un punct al laturii opuse, in parti-
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.cular. u,vxcm intr- un trlungln pot f‘l modmnc bl@(ctomr-
r_ina]lum, e R S TR

. 64, Tie . 4,, By, (_‘,_ trel punctc pe cercul circumscris
triunghiului ABC, iar 4,B,C, triunghiul format dc drep-
tele (A4 ) (BB]) (((?1). Daci notim {M} = (4,4,)N

N(BC), {N}= (BB)N(CA), {P} = (C,Cy) N (AB) si se
arate ci dreptele (4M), (BN), (CP) sint concurente,

5. i) In tetracdrul 4ABCD muchiile AB si CD sint
perpendiculare. Si se arate ¢d dduid din indl{imile tctra-
edului sint concurcnte.

ii) Daci doud perechi de muchii opuse sint formate din
perpendiculare atunci §i a treia pereche estc formati din
perpendiculare. Tn acest caz toate maltlmjle #etraedulni -
sint concurente.

66. Fic G centrul de "routate al tetra¢drului oarecare
4,4,4,4,. Se noteazd cu Gl, G, Gy, G4 centrele de greutate
'llL, fetelor opuse respectiv virfurilor Ay, Ag, Ay, 44, Stiind
¢i M estc un punct in interiorul tetraedrului, iar M v Mo,
Mgy, M,y sint respectiv simetricele lui M fatd de Gy, G,, Gy,
(4, se cerc:

i) sd se demonstreze ci drcptele (A M), (A,My), (AzMy),
(A4Ms) sint concurente intr-un punct P;

ii) si se arate ci punctele M,G, P sint coliniare §i ci existi
relatia: 3GM = 5GP.

67. Pc latura BC, a unui triunghi ABC, ca diametru
sc_construieste un cerc carc intersecteazd laturile AB si
BC in D si L. Perpendicularele din D i E pe BC inter-
secteazd cercul in M si N. Si se demonstreze cd (BN), (CM )
i Indltimea A4’ sint drepte concurcnte.

68. Si sc arate ci dreptele care unesc virfurile unui
triunghi 4 BC cu punctele M,N,P de intersectic ale laturilor

triunghiului cu cercul inscris sint trei drepte concurente. - -

69. Sc consideri triunghiul ABC si indl{imea A4A’ iar
din A’ sc duc doud dreptc care fac unghiuri congruentc
cu AA’'. Aceste drepte intersecteazi latura AC in B’ si
latura AB in C’. Sa ee arate cd indltimea AA’, dreptele
(BB’) si (CC’) sint concurente.
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. 70. Se consideri triunghiul ABC: pe ale- eirui laturi
se- construiesc triunghiuri isoscele in exteriorul triunghinlui
ABC. Daci ABPA, NANC si ABCM astfel construite
sint asemenea, si se araté ci dreptele (4M), (BN) si (CP)
sint concurente.

71. Si se demonstreze ci in orice triunghi doui bisec-
toare cxterioare §i bisectodrea interioard a celui de-al treilea
unghi sint concurente (punctul numindu-se centrulcercului
exinscris triunghiului).

72. Se considerd trapezul ABCD si cercul tangent latu-
rilor AB, AD, BC in punctele H,F,E. Daca {I} = 4D N BC,
sa sc arate cd dreptele (AE), (FB) si (IH) sint concurente.

73. Se considerd triunghiul dreptunghic ABC, pe cateta
AC se ridicd in C perpendiculara CC’ cu CC’' = AC iar pe
cateta AB se ridici perpendiculara BB’ cu BB’ = AB.
Si sc arate cd dreptele (BC'), (CB’) si indlfimea A4’ sint
concurente,

74. Si sc determine conditia ca intr-un triunghi ABC,,
iniltimea AA4’, mediana BB’ §i biscctoarea CC’ sa fie con-
curente.

“75. Sc da triunghiul 4BC si punctul P in interiorul
triunghiutui. Virfurile triunghiului unite cu P, intersecteazi
laturile opuse in punctele L, 3£, N. Cercul @(0 R) circum-
scris triunghiului LMN, intersecteazi laturile BC, CA si
AB in punctele 4’, B, C'. Si se arate ci dreptele (44’),
(BB'), (CC") sint concurente.

76. Pec ficcare laturd a unui triunghi oarecare se constru-
ieste in exterior cite un triunghi echllateral si Se uneste
virful cxterior al triunghiului echilateral cu virful opus al
triunghiului dat. Si se arate ci cele trei drepte sint con-
curente.

77. Intr-un cerc de razi R se inscrie dreptunghiul A BCD
avind latura AB congruentd cu latura triunghiului echi-
lateral inscris in cerc.

i) Sa se calculeze latura AD a dreptunghiului.

ii) Se duc perpendjcularele AA’ si BB' pe diagonalele
BD si AC; si sc arate cd aceste perpendiculare se intersec-

teazi pe cerc si ¢i 4'B' = —AB
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78. Pe laturik A B, BC, CD, DA ale pitratului ABCD
setian.in acdasi sens segméntele congriente 44, BB, CC’
si DD, Si se arate cii cercurile circumscrise triunghiurilor
D'44’, A’BB’, BPCC’, C'DD’ sint concurente.

79. Sc considerd cercul cu centrul in O de diamctru 4 B.
Pe prelungirca diametrului 4 B de partea lui B sc ia punctul C
prin carc s¢ duce ¢ sccantd mobild: care intersectcazd cercul
in M si M’. Dreptele (AM) si (AM’) intersecteazd perpen-
diculara in C pe AB in punctele P si P’

Se cere:

i) si sc arate ci triunghiurile CMP si CM'P’ sint ase-
menca si punctele M, P, M’, P’ sint conciclice.

ii) CP-CP’ = const. si si sc calculeze lungimile scg-
_mentelor CP si CP’ in {unctic de 04 =7,0C = a §i o ==

TN
=m (BAP).

iii) si sc calculeze aria totald §i velumul obtinut prin
rotirea triunghiului 4 MC in jurul laturii AC in fumm de
r, a sia.

80. Fic ABCD un trapez inscris intr-un cere §i A un
punct oarecare pc ccre. Si se demonstreze si p1oxcctuk
A, B, C, Dy ale pungtu.lm M pe laturile neparalele i pe
diagonalele trapezului sint patru puncte conciclice.

81. Unui patrulater ABCD i se exinscriu patru cercuri
de centru 0,, 0,, 04, 04. Si se arate cd punctele Oy, 0,, 05, 04
sint patru puncte conciclice.

82. Sc di triunghiul 4BC cchilateral, al cirui centru
cste 0. Segmentele 04, OB si OC sc prelungese cu 44" =
= BB’'= CC’, iar punctele A4’, B’,C’ sc proiccteazii in
A,, As. By, By, €y, Co pe prelungirile laturilor triunghiulu.
Si se arate cia punctele A4,, 45, B,, B, Cy, C, sint conciclice.

83. Sc di triunghiul ABC inscris in cercul 0. Se duce inil-
timea AD si diametrul cercului prin 4. Sc proiccteazi virfu-
rile B si C pe acest diametru In E si I' si sc prelungeste DE
si DI° pind intilnesc laturile AC si 4B respectiv in & si H.
Si sc demonstreze cd punctele 4, H, D, G sint - conciclice.

84. O drcaptd (AB) intersecteazii cercurile (0y) si (0y)
in punctele Ay, By si Ao, By O altd dreaptd (CD) inter-
secteazid aceleasi cercuri in punctclc C, Dy si Oy, Dy Si se
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aratc ci sécantele (4,D,) si (B Cy). ale cercuilui (0y) intersec:
teazi sccantele (4,D,) 51 (B,C,) ale cercului (Op) in patru
puncte M, N, P, Q conciclice. ‘

85. Doui corzi MA si MB ale unui cerc € (0, R) fac
unghiuri congruente cu o coardd fixd MC. Si se arate ci
coarda 4B ramine paraleld cu o directie fixd cind cele doui
corzi sint variabile,

86. Virfurile B, C ale triunghiului 4BC se proiccteaza in
E, F pe diametrul AA4’; fie D piciorul iniltimii din 4 ; dreptele
(DE), (DF) intersectcazi laturile AC, AB in G si H. 54 se
demonstreze ¢i punctele 4, G, D, H sint conciclice.

87. Si se demonstreze ci proicctiile pe laturi ale punctu-
lui de intersectiec al diagonalelor unui patrulater ortodia-
gonal sint patru puncte conciclice.

88. Pe laturile Ox, Oy ale unui unghi se iau punctele
A,B& 0%, C,D & 0Oy astfel incit 04 -OB=0D -0C.
Si se demonstreze ci punctele 4, B, C, D sint conciclice.

89. Pe ficcare laturi™= unui patrulater inscriptibil luat
drept coardi se descrie un cerc; cele patru cercuri se inter-
secteazii doud cite doud in alte patru puncte. Si se arate
ci aceste patru puncte sint conciclise.

90. Si se demonstreze ci Dbiseectoarele intericare ale
unghiurilor unui patrulater convex se intersecteazi in patru
puncte conciclice.

REZOLVARI §1 RASPUNSURI

1. Biscctoarea virfului N interscteazi axa Oy in L, iar
aceea a virfului M trece prin punctul P mijlocul bazei si
este perpendiculard pe baza. De aici rezulti cid OL = 2PJ =
= 27, deci I este un punct fix pe Oy. .

Punctul L fiind situat pe bisectoarea unghiului N, este
egal depdrtat de laturile unghiului. Rezulti deci ci dreapta
(MN) ramine la distan{a 27 de punctul fix L. Dreapta (MN)
cste deci tangenti la cercul cu centrul in L §i cu raza egali
cu 27, '
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.2, Unghiul A fiind constant, punctul 4 descric un arc
de .cerc, care_frece prin' P si-Q. Dreapta (AC) intersectcazi
acest cerc intr-un punct fix R.

3. Fic I punctul unde DE intersecteaza pe OC, G unde
AE intersecteazi pe Oy, F este proiectia punctului 4 pe

: 2N SN
0C, deci punct fix deoarece, m(GARX) = m(COX) + m(0GA) -
2N TN N . 2N
= 2/m DOC) + m(ODF)] = 2m (DFC), deci m(EAC) ==
P

" = m(EFC) si prin urmare patrulaterul ACE F cste inscrip-
tibil.

4, In triunghjul AMB intersectat de transversala )
carc intersecteazd pc AB in R, aplicim tcorema lui Mene-

laus: R4 QB PM =1, dar din triunghiurile dreptunghice

- RB QM P4 \ ] \ '

OMB, OMA avem B9 _ OB si PM_ OMO . Inlocu-
- QM oM? P4y 04*

RA - 0A4*

~ = const., deci R
OB*

ind aceste rapoarte obfinem

este punct fix.

5. (Fig. 1.5) Din ipotezi (PAM) m (PCM)

P
= m(PMB) = 90° = PM diametru. Deci PM trece prin
punctul fix O (centrul cercului circumscris triunghiului 4 BC).

6. (Fig. 1.6) Construim BE 1 AT (bisectoarea unghiului
A). Dar D cste mijlocul segmentului }/C deoarece triunghiul
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ABl este isoscel (bisectoarca. este si indlfime) => AB =

=AM, DC= AC — AB'—B'D = AC _AC _A4B

2 2
—AC—4B P — 4C —DC— AM = AC—DC. AB =
= ___AC—z—__AB , deci DF || BM si DF este linie mijlocie in

triunghiul‘BMC, deci DF trece pﬁntr—un punct fix .:;‘.i
anume punctul ' mijlocul segmentului BC.

7. (Fig. 17) Fie BF=FD=DC si AE=EB. In
triunghiul BAD, EF || AD ca linie mijlocie. In triunghiul
FEC, AD | EF si GD linie mijlocie, GE' =@&C, deci punctul
fix este G, mijlocul medianei EC. '

8. (Fig. 1.8) Fie C intre 4 si M, D intre B si M. Se duce
AS |[CD, (MN) 0 (4B) = {P}, CN= ND, AR = RS.

AMCD ~ AMAS=£—=£I£=—-- In AASB in-

tersectat de transversala MRP, se poate aplica T_eorema

lui Menelaus: b4 MB RS _ 1, si com AR= RS =

PB MS RA
= i = MS = MS .MD —9 _ const. deci P este
PB MB MD MB 3 '
un punct fix, deoarece imparte segmentul 4B fn raportul

constant 1 .
A
E
8 = 5 c
Tig. 1.7
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9.:(Fig.  1.9) Fic 4’ € OY
astfcl incit 04 =04', B'
€ 0Y astfel incitOB=0B'=>
=ANO0AB=A0A'B’(L.U.L)=
= NAPB'=APA'B= PA=
= PA’ si PB= PB =

~AOB'R= AOPB=m(0))=

A

= m(0,), deci punctul fix
este P, situat pe bisectoarca
unghiului O. .

- 10, Conform relatiei puterii Fig. 19
punctului fatd de un cerc:
oo =04*— R?, o, =0B®— R?, o = OC* — R® si in-
locuind fin relatia din enunj, vom obtine relatia lui Stewart
fatd de punctul O.

Reamintesc teovema lui Stewart: fie A, B, C trei puncte
coliniare, cu B situat intre 4 si C, si O un punct cxterior
dreptei AC, atunci are loc relatia lui Stewart: 04% - BC —
—OB? -AC 4+ 0C?* +AB= AB :+ BC - AC. Estc valabili
si reciproca teoremei, adici daci existd relatia lui Stewart,
atunci punctele 4, B, C sint coliniare,

Demonstrajia teorcmei se face aplicind tcorema lw
Pitagora generalizati in, triunghiurile 04B si OBC (fic H
proicctia punctului O pe dreapta AC): '

04*= AB*{ OB*—2-AB-HB | : BC
0C*=0B*+ BC*+2-BC:-HB |: AB
si Insumind obtinem:
0A4* - BC -+ 0C*- AB = AB%- BC + BC*- 4B + 0B*
+BC + OB*- AB= AB - BC ' AC -+ OB*: AC.

11. (Fig. I.11) Vom analiza cazul in care cercurile sint
tangente exterioare, iar cazul in care cercurile sint tangente
interioare s¢ va analiza analog.

B=. _¢ .
R
0 A 0

Fig. 1.11
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" Cum AOAB si- A0'AC sint:isosecle stcum. wnghiurile
04B, 0'4C sint complementare = OB [|0°C,. A MOC ~
. CRANY R(R + R') H 4 . :
~ A MBO = )0 = —R—R— deci M este un punct
fix, dcoarcce depinde numai de razcle cercurilor, deci
dredpta (BC) trece prin punctul fix M.

12. Fic F si G intersectiile dreptclor (BB'). (CC’) respee-
tiv cu AC si AB. Avem:

BB'= B'F,(CC' = C'G, LG =TIC.

Tic T si J interscctiile dreptelor (CB’) si (BC') respectiv
cu AB, AC. Aplicind tcorema lui Menelaus triunghiului
ABF intersectat de transversala (CB’) avem:

CF 14 BB _ l‘
cd 1B BT

In triunghiul ACG interscctat de transversala (EC'J)
olbtinem

JC B4 G

. JA  BG ¢'C

Inmuttind cele doudt siruri de rapoarte gi finind seama
de congruenie obtinem:

1A JC BA
1B Jd ¢4

Dar
BA EB
¢4 EC

E fiind piciorul biscctoarei exterioarc a unghiului A.-Inlo-
cuind in relatia precedenti obtinem:
IA JC EB

1B JA EC
deci d.reptelc (CB"), (BC') si (AE) sint concurente.
Fie K’si L intcrsectiile dreptelor (BC") si (CB”) respe ctiv
cu AC, AB, far M st N intersectiile dreptelor (BB"), ((,C ")

respectiv cu AC, AB. Avem: B"M == B"B, C'N = C"C sl
CM=CA + AM = CA {- AB= NA + AB = BN.
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Dln tuunglnul ABM inferscctat de’ transversala (;'-B')
avem’ ‘donform ‘teoreriei “hui- Menelaus: '

L4 B'B -CM

LB B'M CA

iar din triunghiul ACN intcrscctat de transversala (BC?)
avem
. KC B4 ON

i Ly

KA BN C'C

Insumind cele dou# yiruri de rapoartc i tinind scama de
congruente -obtincm:

L4 KC B4
LB K4 4

Dar

_ B4 DB

ca  DpC’

D find piciorul bisectoarei interioare unghiului 4. Tnlo-
cuind in relafia precedentd obtinem:

L4 B¢ DB

IB K4 DC

deci dréptele (CB"), (BC") si (AD) sint concurente.

Reamintese tecrema i MENELAUS: Dacii o transver--
sald intersecteazi cele trei laturi ale unui triuvnghi ABC
in punctele M, N, P, atunci existd relatia:

_PA MB NC

ro 'MC, NA

Demonstratia accstei tcoreme se poate face in multe
feluri; fie o dqnonet:atxe simpld, Lazati poe ascmiinarca
tnungluunlor dreptunghice,

Si consideram distantele 4A4°, BB’, C C’ ale virfurilor
triunghiului la sccanta datil. Trmnghluulc drcptunghice
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i

for‘ghatc‘ sint ‘asemenea (aﬁ‘n‘d_ cite o unghi ascitit ca epus
la virf sau comun) si deci Jaturile lor sint propor{ionale:

AAA'P ~. ABB’'P - -»PA = AA-
PB _ BB

ABB'M ~ ACC'M :MB _ BB’
AMC - cC

ACC'N ~ Ada'n - N _ cC
s 4 A AA'

fnmultind aceste relatii membru cu membru §i efec-
tuind simplificdrile din membrul al doilca, se obtine relatia
cerutd: :
P4 MB NC 1
PB  MC N4

Accastd teoremi admite si o reciprocd adevirata, ce se
poate demonstra prin reducere la absurd, utili pentru a
demonstra coliniaritatea a trei puncte: _

Daci pe doua laturi ale unui triunghi 4BC si pe prelun-
girea cclei de-a treia se iau trei puncte M, N, P astfel incit
si fie Satisficutd relatia:

P4 MB NC i
PB. MC NA
atunci cele trei puncte sint coliniare. .

Teorema lui CEVA: Trei drepte cunoscute intr-un tri-
unghi, AQ, BQ, CQ intersccteazd laturile triunghiului jn
punctele M, N, P astfel incit este satisficuti rclatia:

MB NC PA

S s = — ] (1)
N MC NA PB , .
s reciproc: dacd punctele 3, N, P asczate pe laturile unui
" triunghi satisfac relatia (1) atunci dreptele (4M), (BN) si
(CP) sint concurente. . ~
. Demonstratia se poate face folosind teorema lui Menelaus
pentru triunghiurile ABM si 4MC intersectate de trans- -
versalele (CPQ) si (BQN): -
P4 CB QM _
PB CM Q4
\ 04 BM  NC
QM BC NA

1
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Tinind .scama ci. BC ==.— CB. si inmuliind. ccle: doud
tela’gn mermbru . cu membru (ficind :amphfxcanle posibile),
se obtine relatia de demonstrat,

Pentru a demonstra reciproca, presupunem ca dreptele
(4M) si (BN) se intersecteaza in @ si fie P’ punctul in care
(CO) intersecteazi latura AB. Conform- teoremei directe,
P4 MB NC

PB MC NA

cea dati, urmeazi ca

== — 1. Comparind aceastd relatie cu

P4 PA
P'B PB
coincid: rczultd cd dreapta (CP) trece prin @ adicd cele trei

drepte sinf concurente. Reciproca. teoremei lui Ceva folo-
seste pentru a demonstra concurenta a trei drepte. -

13. Triunghiul BC'C este dreptunghic, iar C'M este

mediani, deci m(MBC) = m(MC’'B). Din triunghiul BMC
se deduce:

, adicd punctele P si P’

N Patin. S i
m(#7BC") + m(BC’M) + m(C"MN) = 180° sau

TN pas
2m(MBC’) + m{C'M B) = 180°
care se mai poate scne

m(BAD) + m(€MB) — 180°,

o~ N
deoarece prin constructie 2MBC’ = BAD. Deci, patrula-
terul BADM este inscriptibil, iar cercul siu circumscris
trece prin M care este punctul fix.

“« M
. Observazw Cum m(4) = const., urmeazi ci unghiurile
B si C sint de asemenea constante. Triunghiul ABC _boate
lua’ oriee pozifie tn plan riminind asemcnea cu el § Insusi,
Considerim ca € este fix, iar triunghiul A BC variabil, insi
asemenea cu un triunghi dat, puterea punctului C fata de

cercul (ABD) esteCM -CB = — CB2 Deci puterca punctu-

lui C fatd de toate cercurile (ABD) este constantd, iar cercul-

cu centrul in C si cu raza izz— BC intersecteazd ortogonal

aceste cercuri,



N

14, Tangenta in punctul.C .Ja. cercul. interior, mtcxscc—
ua,zd. cereyl . de: centrul Q- i, punctd(, E E. Cum CE®=
== CA - CB = constant, atunci EF = MN = constant.

Reciproc: Fie C unul din punctcle unde cercul cencentric
intersecteazd segmentul AB, atunci C4A -CB = CE®. No—
tind 4B = 2, AC = x si MN = 2q, avem (2l — x) = a2,
de unde tezulti doui puncte simetrice fati de ml]locul
seginentului AB. Conditia de posibilitate fiind MN < 4B.

15, Cum {rapezul fnscris in cerc cste isoscel, alunci
perpendiculara dusd din M pe laturile paralele AB si CD
ale trapezului este axa de simetrie a figurii si trece prin
centrul cercului care este fix, jar axa radicald va avea si o
dirccfie fixi daca laturile paralcle ale trapezului rimin
paralele cu o directic fixa.

16. I'ic A, intersecfia dreptelor (A), (BC) si punctele
B,, €, interscctiile dreptei (A) cu paralele duse din B si C
la AD. Notam cu A’ intersectia dreptei (4E) cu [ BC). Punc-
tul .1’ fiind conjugatul armonic al punctului 4, 1ati de BC
este un puncl fix. Tinind seama dec relatia lui Van Aubel:

AE  AC'  AB

- — - . 1
EA C'B " B'C M
si de relatiile: | .
AC AD . AB" _ AD

S — sl =
¢'B° BB, ' BC (G
deduse  din:  AADC' ~ ABBC' i A4ADB' ~ ACC,B’
relatia (1) devine:
- AL l 1 1

pUAD T BB, (G,
Fic P intersectia lui DE cu paralela dusi din-4’ la AD.
Din triunghiurile asemenea 4'PE, EDA, deducem

1 .
= - = const,. (2)

A'P AP_
A'E AE
de unde
A'E

' 11P:‘:’—'4D
AE

si comparind cu relatia (2) obfinem 4'P = K ccea ce aratd
¢ P cste un punct fix.
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Obscrz'afzc “Din dcmonqtlatn pmce dénti ve vede €1 na
s-a ficut uz de ipoteza‘ci (AD) L (A). Propiic tatca cste
deci adevidrata oricare ar fi unghiul dreptelor (A), (AD).
Este suficient ca dreapta (4D) si aiba o directic fixii.

Reamintesc teorema lui Van Aunbel: in triunghiul ABC,-
intre segmentele determinate de trei ceviene, AA,, BB,
CC, concurente in O, cxistd rclatia:

40 _ AC, | B,
04, C,B ' BC

Demonstrafie: Sc aplicd teorema lui Menelaus in triun-
ghiurile ABA, §i A4,C pentru secantele (COC,) rcspectw
(BOB,):

4¢, CB _AIQ_ o AC; _ €4, ] 04
C,B CA1 04 - GB  CB 04,
respcctw '
AO_.BAI.-CBI 1w ABI__ 40 'BAI.
0A, BC AB; B,C ~ 04, BC

Insumind ultimele doud egalitati obtinem:
AC,  AB, _ C4; 04 , BA, A0 _
CB ' BC CB 04,  BC 04,
=(CA1 +A1B) 40 _ 40
] BC ' BC ) 04, 04,

17. Centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor MAD
si MCB sint punctcle O §i 0" care se obtin ca interscctii cintie
perpendlcularele in punctele P i N,- m.\]loacele laturilor AD
si MD, iar 0" cste intersectia dintre perpendicularele duse in
punctele P’ si N’ mijloacele laturilor BC respectiv BM. Se-
noteazd cu {E} = (BC) N(0'M). Patrulaterul PI\/DO’ este

P
mscnptlbxl dé unde rezulti m(CME) = m(NDO\ deoarece
triunghiul DO ‘M cste 1sosce1 (DO" = 0'M raze in ccrecul

(0" si m(NDO) = m(NPO’) avind in’ patrulaterul PNDO’
2N N :
acecagi misurd. Deci m(CME) = m(0’PN), Dec ascmenca
S N SN
m(MCE) = m(BCD) = m(B4AD) = m(APN), de unde
rezulti ci m(MCE) = m(A4PN) si tinind scama ci m(CME)=
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e it X 1?(\')’) ‘se poate” deduce m( ME) + ﬁ)
N TN
- (N PO) + m(APN) = 90° n:.am(CJvIE) + m.(HCE) =

N
== m(CEQ") ==\90° deci MO’ [|00* ca perpendiculare pe
dreapta BCE. Analog se aratd ci MO" {| 00" §i patrulaterul
AM0"00’ cste paralclogram, iar diagonalele 0’0" si MO se.
intersecteazd in mijlocul lor I, Cum MO este un segment fix
rezulti ¢d 0’0" trece prin punctul fix 7. .

18. (Fig. 1.18) Tinind cont de proprietatca ci bisectoa-
rele unui unghi sint perpendiculare, atunci patrulaterele

A
m
v F E

B c
Fig._ 1.18

ADBE si AFCG sint dreptunghiuri, deci diagonalele lor se
Injumitdfesc in punctul M, respectiv punctul N. Deci punc-
tele D, M, N, si F, N, G sint coliniare si cum MN cste linie
mijlocic in triunghiul 4 BC, atunci punctele D, F, E, G sint
coliniare.

19. Paralela dusi prin 4 la BC intersecteazi dreptele
(4,8),(4,C’) in punctele D, E. Triunghiul A,DE este inter-
scctat de transversalele (M B'C’), (NAB’), (PAC’) Aplicind
de trei ori teorema lui Menelaus avem:

MD CE B4, , NE B4, 4D

ME ¢'4, BD ' NA, BD AE '
P4, 4D CE _
PD AE C'4,

gi inmultind acestc relatii avem
MD NE P4, CE* B'di AD®

—— . ——— . == l

ME N4, PD ('4® B'D* AE?
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Din -trinnghiutile: asemenea . AC'L, C'B. 'x AE'D,
A, B’ _deducem relatiile - -

CE _ AE Bd, _ AC

-C'A, Ay g’ Bp  ap’
care ridicate la patrat si inmultite ne dan rclatia:
C'E®- B'A} - AD2

) C'A - B'D*- AE*
st inlocuind in primul §ir de rapoartc obtinem:
MD NE P4,

ME N4, PD

deci punctcle 3, N, P sint coliniare conform reciprocei
teoremei lui Menelaus.

20. (Iig. 1.20) Fie B,, C, punctcle unde antlparalela
inscrisd in unghiul 4 intersecteaza 4C, AB, iar Gy, 4,; A, B,
puncte analoage

Fie 4’ punctul unde dreapta (B,C,) intersecteazi pe BC,
- dar B’, C' puncte analoage. Aplicind “teorema lui Mcnelaus,
triunghiului ABC interscctat de transversala (4'B,C,) avem:

A'B B,C C,A _
) ac’ B, A C B
Triunghiurile A BC

§i 4B,C, tiind aseme-
nea obfinem

B,A _ BA L ) ~
Ccd C4 Fig. 1.20

= |

I3

care inlocuitd in rclatia precedentd obtinem:
A'B _ BA C,B
A'C €4 BC
Scriing si celelalte doud relatii analoage si inmultindu-le
membru cu membru obfinem:
AB BC C4 _C,B 4,C BA
AC BA CB B CA AB

(R)
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Dar dicapta (C,4,) este paraleld cu dreapta (4C), doci:
CB  AB )
A,B  CB
analog
4, _ BC ' B 3.4 _ CA
B,C AC Cyd B4

Tinind seama dc aceste relalii, sirurile de rapoartc (R)
devin;

A'B BC Cd.
A'C 1’4 CB

deci punctele A’, B', C’ sint “coliniare,

Obscrvatie: Trei antiparalele inscrise in unghiurile unui
triunghi determind pe laturile triunghivlui sase puncte con-
ciclice (cercul lui Tuck: r). Aplicind teorema lui Pascal bhexa-
gonul 4,4.B,B.C,C, cLiinem proprietatea enuntati.

21. (Fig. 1.21) I"Ltrulaterek ABB A, si AA H), sint
P
inscriptibile, deci m(BAlB) = m(B/l]),) si m(F4 D) =
s

= m(FAD,}; unghiurile opuse la virf in 4, sint egale si
drupt(l (4 bl) (4.0,) in prelungire, deci punctele A,
B, D, sint colmmrc.

22, m(4BC) = m(4BD) =90° fiind Iinscrise intr-un
. . TN N -
semicere, deci: m( 4BC) - m(4ABD) = 180°.
23. (Fig. 1.23) Fi¢ D, E, F punctele in care paralelele din
I la dreptele (MA)), (MB) (MC,) intersecteaza respectiv

laturile BC, C4, AB si P punctul unde bisectoarea A/ inter-
secteazi cercul (ABF) Punctul P se afli pc mediatoarea seg=

N N
mentului EF §i m(EIF) = m(E;MC,) = 90°-—% m(4),

N
iar m(EPF) = 180°—m(A) Deci P cste centrul cercului
circumscris  triunghiului EIF. In cercul (4EF) avem

N AN N
m(AFE) = m(4PE), iar in cercul (IEF) avem m(4PE) =
N <N

N
== 2m(A4IE), Deci m(4 FE) = 2m(AIE) si analog avem
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A

Al F

Fig. 1.21

N N N\ 1 a "
n(BFD) = 2m(BID). Dar m(DJE) = 90° 4 5 m(C) =

= m(A41B). Rezultd ci m(AIE) = m(BID) si decim(AFE) =

Pl
= m(BID). Fie 4,, B,, C, punctele in care bisectoarele exte-
rioare triunghiului 4 BC intersecteaza cercul circumscris, iar
D,, E,, F, punctele in care paralelele duse prin I la MA,,
MB,, MC, intersecteazi respectiv laturile BC, C4, AB.
Analog sc arata cd punctele Dy, E,, F, sint coliniare, iar centrul
cercului circumscris triunghiului IE,F, este punctul P, unde
bisectoarea A1l intersecteazd cercul (4E,F,).

24. Fie E intersectia laturilor AB, CD; F intersectia
laturilor BC, AD; M, N mijloacele diagonalelor AC, BD.
Bisectoarca unghiului E intersecteaza laturile BC, 4D in
G, H, iar bisectoarea unghiului F intersecteazi laturile CD,
AB in Isi J. Patrulaterul CHIJ este un romb. Bisectoarea

FJ, conform teoremei bisectoarei: A7 = ﬂ far din

7 B BF*
triunghiurile asemenea 4FC, BFD avem -‘ilz .—_--Aﬁ-, deci
‘ . BF BD

% = éi—c Analog bisectoarea EH si triunghiurile aseme-
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nea AEC, DEB dau 22 _ AE _AC poo ] =
DH DE BD ‘BJ

= A5 G deci HJ | BD.
DH

Analog HI || AC. Dreapta (BM) intersecteazd segmentul
G/ in mijlocul sau I, iar (DM) intersecteazd segmentul IH
in mijlocul siu L. Dreapta (LK) trece deci prin punctul O,
centrul rombului in care se intersectcazi cele doui Dbisec-
toare. Cum LK || BD, punctul O apartine medianei MN a
triunghiului BMD.

. . 2N
25. Deoarece AD si CL sint paralele m(CAD) =
= m(ACE), iar din patrulaterul CIE P rezulti ci m(ACE) =

= m(PIE) adicdi m(PIE) = m(CAD) = m(PID), deci punc-
tele I, E, D sint coliniare. -

. /\ N
Din patrulaterul £CIQ avem m(ECQ) + m(EIQ) = 180°.
N N . Pa N N
Cum m(ECB) =m(FBC), iar m(FBC) =m(FIQ); m(FIQ)=
N N <N

= m(ECQ) si deci rn(FIQ) 4+ m(E£IQ) = 180°. Ceea ¢e arati
ci si punctele IV, I, E sint coliniare, adicd punctele D, E,
IF sint” coliniarc.

26. Tie BB’ si CC’ indl{imi ale triunghiului. Patrulaterul
ADHE este un dreptunghi. Cercul circumscris acestui drept-
unghi are diagonalele AH si DE ca diametre si mai trece prin

N

punctele B’ si C'; m(B'HD) = m(DC) dcoarece AD este
bisectoarea interioara. Rezulti DE | B’C’ si diametrul DE
‘trece prin punctul F mijlocul coardei B’C’. Patrulaterul
BCB'C’ este inscripti-
bil in cercul de diame-
tru BC si centrul M.
Rezulta ca (MF) este
perpendiculard in F
pe B’C’; iar pe aceeasi
dreaptd (MF) se afla
si punctele D si E,
deci punctele D, E, M
sint coliniare.

27. (Fig. 1.27) i)
Fig. 1.27 Al patrulea virf comun




al paralclogramului cste simetricul virfului 4 fati de mijlo-
cul M, comun al segmentelor BC, DE.
ii) Aplicim tcorema medianei in triunghiurile 4BC,
2 2 2 2 2 2.
ADE: AM?® _Ag_»;_‘ig_ _ BC* _ AD{-AL* DE® .
) 4 2 4

i) Scriem puterea punctelor D, E fati de cerc st C'um,
BD =CE, BE=CD, avem D4 -DD' = DB- ne
=IkC-EB=FE4-LE'.

iv) Avem DD’ = DB-DC ;4D = AD + DB - DF
DA DA
_ 4D 4 DB-DC
14-

Din rclatia lui Stewart:
AB-DC 4 AC®- BD = (AD* 4 DB - DC) - BC avem
4B DC 4 AC® -
"~ DA-BC
BC(AD - 4D’ + AE - AE’') = AB?-DC + AC*- BD +
+ AB*-EC  AC*- BE, ABYDC + EC) + ACBD 4
+ BE) = BC(4AB* + AC?), deoarcce BD = EC, Bl = DC.

v) Din aseminarea triunghiurilor BD’D si ADC avem
AC-DD" . AB-DD’ AC-EE’

AD = 2L d

D'B=>"-""-: analog D'C = -~"——=". E'B = = -3
ch ! BD CE

e — AB-EE"
BE

vi} Aplicim tecorema lui Paseal hcxa(rouulul degenerat,
format din dreptele (4B), (BC); (tangenta in C), (CD');
(D'E"), (E'A). Interscct;ule laturilor opuse AB cu CD’, BC
cu D'E’, tangenta in C cu 4E’ sint puncte coliniare.

Reamwteu teorema lui Blaise Pascal: laturile opuse unui
]u\agon inscris intr-un cerc sint concurente in puncte coli-
niare.

28, (I'ig. 1.28) Paralelogramele ACBC’ si ABCB' sint
cchivalente, deoarcce AB || CB’ si AC {| BC’, iar diagonalele
CC’ si BB’ intersccteazd laturile in mijloacele lor. Deci

A A A A
m(.1,) = m(,), m(4,;) = m(C,) ca unghiuri alterne interne,
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N A A A A
deci m(C'AB’) = m(4,) -} m(A4y) + m(dg) = m(B;) +

+ m(4,) +4- m(C,) 180°, deci punctele C’, 4, B' sint
coliniare. .

29, (L'ig. 1.29) Patiulaterele 4,44'B si AA,CA’ stut
paralelograme (dcoarcce diagonalele sc injumitdtesc) deci
A4 || BA' si AA, || A'C, deci prin panctul 4 se duc doui
paralele la segmentul BC, deciparalelele se confundi = pune-
tele A4,. 4, A, sint coliniare.

B A A Az

AI (®
Fig. 1.29

30. (FFig.” 1.30) Triunghiurile AMN i AM I * sint isoscele
dcoarece 1nal;1m<a este si mediand, deci m( ) o= m( 42)

. N
si m(A8 == 111(.*14) = m(NAP) = Zm(Az) - Zm(A =
= 2-90" = 180° deci punctcle N, A, P sint coliniare.

31. (Fig. 1.31). Cum punctelc M’ N', P’ sint coliniare, din
ipotezi, atunci va fi verificati teorema lui Menelaus, dcci

e LS LD ABC ~ AANP' ~ 7
MC N P ar AN ANAI ACMN ~
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P h LY !/' A )/ ) A !
~ ABM'P =B _ N4 NC DB PA MC
MC N'C N4 P4 PR MB

"MB NC P4 MC N'A P'B .

= s = T LSl 2 | s conform
MC NA PB  MB NC P4 ’

_reciprocei teorcmei lui Menelaus punctele A7, N’, P’ sint

coliniare.

32. (Fig. 1.32) Vom considera mediancle si iniltimile ca
doud triplete de ceviene, deci aplicind teorema lui Menelaus
oblinem: . )

MC OB B _

MB C'4 BC

N4 A4'C C,B

NC A4'B C4

PB EA 4L

P4 BC A4A,B
¢ inmulind ccle trei siruri de rapoarte objinem:

MC N4 P4

MB NC PC

deci conform reciprocei teoremei lui Menelaus, cele trei
puncte, N, M, P, sint coliniare.

’
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" 83. (Fig. 1.33). In triun-
ghiul ACN, pentru care
(FPD) este transversald se
aplici teorema lui Mene-
laus:

F4 PC DN _,
FC PN DA
N
Cum m(EBC)=
N °
= m(CBF) = = BC

este bisectoarea interioard,
iar A B este bisectoarea exte-
ricari unghiului EBF, deci

Fig. 1.33 punctele A si C sint conju-
gate armonic fatd de punc-
. ... ¥4 EA . .
tele £ si F adica: FC = Fo relatie care inlocuitd in
EA PC DN

rimul sir de rapoarte v: : . .
primul § P a genera 7c PN DA
conform reciprocei teoremei lui Ceva, aplicati in AACN,
punctele 4, M, P sint coliniare, deoarece punctul M este
punctul comun celor trei ceviene,

. MB AD
34. (Fig. 1.34) ABCD~AMAC = — =—"—-AABD~
(Fie A)A = “C T ac A
B AD AB* . .
~NANABC » — ="—= 4D = inlocuind pe 4D
AABC = e =B~ ac 7 P
fn prima relatie obtinem:
MB AB)2_
we ~(ac
Repetind rationamentul obfinem:
MB NC P4 _ q e
MC N4 PB -

deci punctele M, N, P sint coliniare.

35. (Fig. 1.35) Cum 4’, B’, C' sint proiectiile punctului M
pe laturile triunghiului atunci patrulaterele MB'AC’ si
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A
A 2
0
B Ub
Fig. 1.34 Fig. 1.35

’ A A . A'
MB'A’C sint inscriptibile = m(B)) = m(M;) §i m(By) =

= m(ILAfz). Dar m(lﬁl) = m(ﬁz) deoarece au complemente
unghiurile egale C’AM si MCA’ (patrulaterul AMCB fiind

inscriptibil) = m(B/i\) = m(B';), deci punctele C’, B', A’ sint
coliniare.
N PN TN
36. (Fig. 1. 86) m(0'40) 4 m(AON) = 180°, m(AON)=
TN N
= m(04M) + m(OMA),

S DS
m(0MA4) = m(0'AM') =
N AN
= m(MA0) 4 m(040) 4

N

+ m(0°AM’) = 180° = punc-
tele M, A, M’ sint coliniare.
~ Din asecminarea triunghiu-
rilor AON si AO'N’ deducem
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Pig. 1.87

A4E b
e - e Care siths
AC b ®
nem: -£Q =
AE ¢

Pr_ (e )f‘_ AEEQ
AI"_(b T PF AR

FA N
w(QAN) = m{AN'()

(AN) si (AN") <int con-
fundate.

37. (I'ig. L 37) Cum
triunghiarile  dreptunghice
ECQ. ICA, AA'E, ABC

stut asemenea, vezulti ca

%) AC b
R et IRt 11 V|
”, '—:1.{" /’ I)’ c
10 19
LEC_ By
Al Ak

~ Aplicind teorema catetei
in trionghiul AAC = AL =

tituith in prima relatie obti-

b\3 . .
= -—) - Printr-un raticnament analeg  dacem

NALQ ~ APFA = wm(LAF) = m(AQL) si deci pune-

tele P, 4, Q sint coliniarc.

38. (Fig. 1. 38) Fie (P!
= (M,N,) 1) (AC), {R} - (M,N

(M) N (BC), {0t ==

a) N (4B). Aplicind teorema

lui Menelaus in triunghiul ABC pentru punctele coliniare

0\
7~ NA
A‘a“
\2 /M
Fig. 1.38

40

q ”
\»4
%L

M, N, P
AM, BPCN,

BM, P N,

obtinem:

sinotind AH-zc, BC=q,
CA = b ¢ cu v raza
cercurilor, din relatia pre-
cedentii avemn:

BP ¢--r
cP b —r




Analeg pentru secan-
telc QN M, 51 RM N5
()C a-—v R

Q1 ¢ —r 'RB
b= BP .oc

Ta—r CP 04

RS == 1 deci punc-

RI
tele P, (). R <int colini-
are conform rcciprocei
teoremei lui Meneleus.

39. (Fig. L. 39). Se Pig. 1.9
aplici teorema bisec-
AB MB C4 P4 BC NC

toarei: -—- = , -
AC  MC CB PB B4 N 1

C o . . MB P4 NC
cele trei girari de rapoarte obtinem: . P —— -
- MC PB NA
4 B F[f BC !

= 1, deci conform reciprocei teoremed luwi
AC CB BA

Menclaus, punclele M, N, I’ sint coliniarc.

Inmultind

40, Conform teoremei lui Tales, AADE ~ AABC §
conform reciprocei tcorcmei fundamentale a  ascmindrii
DE | BC.

Dar — L] == ﬂ = K si —liD— = —fg'— —: K, deci conform

EL DB " CD EC
celor doudl teoreme amintite rezulti ci AE" | DE i AD'||DE,
deci cam printr-un punct exterior unci drcptc se duce o
singurd paralclii la dreapta consideratd, rezultd i punctele
I)’, 4, I¢" sint coliniare.

41. (Fig. 1. 41) m(ACE) = m(COL) si m(ADE) =
N

== m(DOL) ca unghiuri fiscrise, iar patrulaterul ACOD este

inscriptibil, deci m(COL) == 180° — m(A4). Dar m(ACE) ¢

+ m(ADE) + m(CAD) = m(COE) + m(DOLE) + m(CAD) =
= 180° deci punctele C, If, D sint coliniare, °
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Fig. 141

42. Notim AC == b, AB =¢, AN == x, AL =y si
relatia din cnunt se scrie:
TP 2T 1 osan & + 5 = 3.
x ¥ Xy

TFic G intersectia segmentului KL cu mediana 3.4’ dusi
din A. Paralela dusi prin G la AC intersecteazi pe 4B in M

si pc BC in N. Din AKMS ~ AKAL avem%?— = ]%{
Daci G ar fi centrul de greutate al triunghiului-A BC atonci
AM = % MG =L _c6N N = Z

st astfel relatia precedentd devine:

b S
8 - —3-’-., sau - b -1 :-—2 L=, L + f=s,
y x 3y 3y 3y 3x y x

adici relatia initiald si deci dreapta (KL) trece prin centrul
de greutate G. '

43. Fie P, interscctia lni MN cu 4B, iar P, interscctia
lui NG cu AB. Teorema lui Menelaus aplicatd triunghiurijor
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ABC si ABD intersectate respectiv de secantcle (MH) si
(NG) ne da: ' :
MC BP, AH

=1 1
MB P4 HC @)
ND 4P, BG _ @)
NA P,B GD

Aplicind tcorema lui Menelaus triunghiurilor BCD si
ACD intersectate respectiv de secantele (MG) si (VH) obtinem

MC BG DE _ (3

MB GD EC )
AD.AII:EC=1 )

NA HC ED

Egalim relatiile (1) cu (3) si (2) cu (4) si avem:
BP, _BG DE HC
PiA GD EC AH |

BP, BP,
=>— = —=

AP, AP,
dreptele (MH), (NG) sint concurente pe latura 4B.

44, i) Urmitoarele patrulatere sint inscriptibile: AEBF

AN N

deoarece m(AEB) = m(AFB) = 90°; ADBE deoarece

P N TN
m(ADB) = m(AEB) = 90°, ACBF deoarece m(ACB) =

PN )

= m(AFB) = 90°. Rezulti deci ca punctele 4, B, C, D, E, F,
sint conciclice.

ii) Fie {R} = (A) N(CF). Din m(BMR) = m(BAN) =

TN N
=L‘L§”ﬂ si m(BCR) = m(BAN) (din patrulaterul ins-

, deci punctele P; si P, se confundi §i'

. N Pt
criptibil CBAF) rezulti: m(BMR) = m(BCR).
- TN
Deci patrulaterul BMCR este inscriptibil = m(BRM) =
TN .
= m(BCM) = 90°. Aceasta arati ci dreapta (CF) intersec-
teazd pe (A) in piciorul perpendicularei duse din B pe (4)
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D Analog se demonstrea.-

<E H z3 ci drcapta (DE)

M intersecteaza pe (A)

] in acclasi punct.

_J 45. (Fig. 'I. 45)

5 D1cptcle concurente

) (4B), (4]), (AD) de-

termina pe paraldele

Q EF si BD segmente

' proportionale: -
B -

Fig. 145 B _ D
1r  JB

..‘\.n:i_i(‘)g considerind dreptele concurente (€CB), ((C]), (CD),
avem: -

KH _ JD
KG JB
deci
IF _ KH
IE  KG'

adica dreptele (FH), (1K), (EG) sint concurente,

Altd soluie: fie M,, M, punctele unde dreptele (FH),
(EG) intersecteazi pe AC si aplicind teorema lui Menelaus
triunghiurilor DAC, BAC intersectate de transversalele
(FHA ), (EGM,) obtincm:

M FA HD _  MC E4 GB

3

M,A FD HC “M,4 EB GC
dar cum
FA _ EA . HD _GB
FD EB '’ HC GC
rezultd ci:
JI C JI C

adicd punctele M, M, sint confundate.

Observatie: Triunghiurile AEF §i CHG au proprietatea ci
punctele de intersectie ale percchilor de laturi (AF, CH),
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(4E, CG) si (EF, GH) sint coliniare, unul din puncte fiind
punctul de la infinit al dreptei (BD). Conform reciprocei tec-
remei lui Desargucs dreptele care uncsc virfurile cores-
punzitoare sint drepte concurente. :

Reamintesc teorema lui Desargucs:
din punctul V pornesc trei semidrepte @, !, ¢, nccoplanare:
toate trei. Pe semidreapta a luim punctele 4, 4’, pe semi-
dreapta 6 luam. punctele !B, B’, pe semidreapta ¢ luim
punctele C, C', astfel incit laturile triunghiurilor 4BC si
A’'B’C’ si nu fie respectiv paralele. Atunci dreptele (4AB) i
(4'B"), (BC) si (B'C’), (CA) si (C'4") sint concurente in trei
puncte celiniare. :

Demonstrafie: punctele 4, A’ ¢i C, C’ sint coplanare, dcoa-

. tece apartin dreptelor (a) si (¢) care sint concurente. Din
ipotezd dreptele (AC) si (4'C’) nu sint paralele, deci fiind
coplanare sint concurente in punctul. V.

Analog, demonstrim ci (AB) N (4'P") = {P} si(BC)N
N(B’C’) = {M}. Dar punctele M, N, P situate pe dreptele.
(BC), (CA4). (AB) apartin planului triunghiului 4 BC; aceleasi
puncte M, N, P fiind situate si pe dreptele (B'C’), (C'4"),
(A'B’), apartin si planului triunghiului 4’B’C’, deci sint.
sitnate pe dreapta de intersectie a planclor, deci punctele
M, N, D sint coliniare.

-Observafii: 1) dacd doud laturi ale triunghiului sint para-
.lele, de exemplu AC || 4°C’ si restul enuntului rimine acelasi,
atunci MP || 4°C’' || AC.

i) daca AC || A’C’, BC || B’C’ atunci si 4B || 4'B’ s
planul triunghiului ABC csie -paralel cu cel al triunghinlui
A'B'C.

iii) dacd vom conveni si spuncm ci doudl drepte paralele
au un punct comun la infinit §i cd doud plane paralele au o
drcapti comuni la infinit, in enuritul tcoremei nu mai este
nevoie si specificim ci laturile triunghiurilor ABC si A'B'C’
nu sint respectiv paralele.

46. (Fig. 1. 46) Scgmentele 04’ si BC injumitafindu-se,
figura BOC A’ este un paralelogram; analog COAB' si
AOBC' sint paralelograme. Rezulti OB || A'C, OB = A'C,.
OB || AC', OB =2 AC’ deci patrulaterul ACA’C’ este un
Pall'aleggcg‘ram si diagonala 44’ trece prin mijlocul segmen-
tului CC”. '
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Analog, patrulaterul BCB'€’
este un paralelogram si diagonala
BB’ trcce prin ‘mijlocul segmen-
tului CC’. Dreptele (4.1°), (BB’),
(CC’y sint deci concurente.

Altd solupic: fic 4, By, C
mijloaccle laturilor BC, CA, AB
ale triunghiului ABC. In triun-
ghiurile ABC si O0A'B’, A,B,
unind mijloacele a douit laturi

Fig. 146 rezulti: \
ABILAB S B =
' L4 “ IBI.
AB| A’B" si 4,B, = —42— ,

deci patrulaterul 4BA’B’ estc un paralelogram si diago-
nala 4A’ trece prin mijlocul segmentului BB’

Analog patrulaterul BCB'C este un paralcogr: am si. CC’
trece prin mijlocul scgmcntulul BE’.

47. Deoa.recc AY si AZ sint izogonalc fatd de lB si AC
TN
rezulti ci m(YAC) = m(ZAB) = «. Inmod analog m(Z BA)
N

AN P
= m(XBC) =B si m(XCB) = m(YCA) =v. Din triun-
ghiurile dreptunghlcc BXX', CXX' deducem BX' == XX’ -

“ ctgp; CX' = XX - ctg v $l deci rezultd Ii’:{C e Lttu B.
' e o {
In mod analog obtinem relatiile:
Y _dgy AL _cga p . BX' OV s
Y’A . Ctg -4 Z B Ctg Y ) XIC Y"‘_ / B

_ctgP ctgy ctga
ctg y ctg « ctg B

ceea ce conform reciprocei teoremei lui Ceva rezulld cd
(4X’), (BY’), (CZ'¥ <int drente concurente.
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48. (Fig, 1. 48) i) A4,CC,, AC,CA, sint dreptunghiuri
si’ cum diagonalele se injumititesc, 4,C, §i 4,C, trec prin
mijlocul segmentului A4C.

i) m(A) = 60°.

49. (Fig. 1.49) Cum IB, = IC,, IC, = I4,, [A;= IB,,
atunci ByC;| BC. Punctul P; este situat pe mediana din 4.
Dreptele (AP,), (BP,), (CP,) se intersecteaza in centrul de
greutate G al triunghiului ABC.

50. Aplicind teorema lui Menelaus triunghiului BC'B’
DB’ CD' BM
DC D'B MB'"
unde M este intersectia dreptelor (BB') si (DD’). Aplicind
aceeasi teoremi triunghiului BQB’ intersectat de dreapta

(AA’) obtinem: 40 BN A'B_ 1, N fiind intersectia
AB NB' A'Q

dreptelor (AA4’) si (BB’). Din cele doud relatii se obtine
M _ BN i deci punctele M si N coincid
M Np TP ' '

ii)y Fie R punctul de intersectie a dreptelor (B'D’) si
(BD), iar S punctul de intersectie a dreptelor (PQ) si (BD).

"Cu ajutorul teoremei lui Menelaus obtinem relatiile
RB BD’ CD"_1 . SB DP AQ

intersectat de dreapta (DD’) obtinem

=1 de unde

. . =1 si

RD BC DB ' SD P4 0B
RB _SB ., . . .
—— = —— si deci punctele R si S coincid.
RD SD ;

A
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51. (fig. 1.51). Pa-
trulaterele  BPCM,
CMAQ, AMBR sint
paralclograme  dcoa-
rece diagonalele se
Injumitiresc, dect
rc L By L 4g,
BP L MC £ A9.
oC L 4M L RB=

Fig. 1.52. i
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patrulaterele PCAR
si BPQA sint paralelo-
grame dcoarece au la-
turile opuse paralele
si congruente, deci
diagonalele AP si R C res-
pectiv AP si BQ se ifju-
matitesc Intr-un acelasi
punct I, deci dreptele (4 P),
(BQ), (CR) sint concurente
in punctul 1.

52. (Fig. 1.52) i) Pun-
ctele H,, H,, 1l; sint si-

‘metricele ortocentrului H

al triupghiului 4BC, fatd
de mijloacele segmentelor
B'C',C'A’, A'B’, deoarece
patrulatercle 1B H,(7,
HC'"H,A’, H.l'" HyB’ sint
paralelograme ca avind la-
turile opuse paralele. Se
aplici rezolvarca problemei
precedente - pentru  triun-
ghiul ortic A’B'C’, punctul
A in interiorul triunghiului.
ortic si H,, H,, H, simetri-
cele punctului H fatd de
mijloacele laturilor triun-
ghiului ortic, deci dreptele
(A'H,), (B'H,), (C'H,) sint
concurente,



ii) Dreptele (dH)), (BH,), (CH,) sint inaltimi in triun-
ghiurile 4 B'C’, BA'C’, CB’4’, deci perpendiculare pe latu-
rile triunghiului- ortic §i paralele cu indltimile triunghiutui
ortic.

53. Notam cu M, N, P proiectiile virfurilor 4°, B’, C’
respectiv pe laturile BC, AC, BA. Din triunghiul 4’'BC
se obtine A'M*= A'B*— BM?= A4'C*— M(® de unde
BM? — MC? = A'B> — A’C®; analog din triunghiurile
B'AC si C'AB rezultai CN?— AN?*= B'C*. - AB? si
respectiv. AP? — BP? = (C’'42 — C'B

Adunind cele trei relatii si tinind seama ci 4'B = A B,
A'C = AC', BC' = B’C ca diagonale in trapeze isoscele, se
obtine relatia din problema precedenta.

54. i) Centrul cercului inscris in triunghiul A'BC cste
mijlocul arcului BC. Prin urmare A4, este hiscctoarea inte-
rioard a unghiului BAC al triunghivlui. Rezulta c¢d (14)),
(BB,), (CC,) sint drepte concurente.

ii) Deoarece AC' = BC’, B4' = CA’, CB' = 4B’ rezulta
. AB'" BC' CA’ . . : L o
4 -—— . -~ . -2~ =1 si conform reciprocei tcoremei lui

AC' BA' CB
Ceva dreptele (A4A4'), (BB'), (CC’) sint concurente.

55. i) Dacd perpendicularele sint concurente in punctul O
atunci BM?— CM? = B0®> — C0? CN?— AN?>= (C0? —
— A0%, AP* — BP?= AD*— BO? si prin urmare BM?-—
— CM? 4+ CN2— AN?® + AP? — BI?* = 0. Reciproc: s pre-
supunem egalitatea din enunt adevarati; fie punctul O
intersectia perpendicularelor din M si N, iar punctul @
proiectia punctului O pe AB. Atunci BM? — CM? 4- CN* —
AN? + AQ?>— BQ® =0, care impreuni cu relatia datd-
implica relatia AP?— BP? = AQ®— B(Q? dc unde AP —
— BP = AQ — BQ si deci punctul @ coincide cu punctul P.

ii) Fie M, N, P proiectiile punctelor 4°, B’, C’ pe BC,
CA, AB. Conditia BM?* — CM? + CN2— AN? 4+ BP? =0,
se transcrie in A’B2 — A'C? 4+ B'C> — B'4® + C'4? —
— C'B? = 0, care exprimi o conditie necesari si suficientd
ca perpendicularele din 4’, B’, C’, pe BC, CA, AB si fie
concurente. Aceastd ultimad relatie fiind simetricd in tripletele
(4, B, C), (4, B, C') este, atunci, echivalenti cu afirmatia:
perpendicularele duse din A, B, C pe dreptele (B’ C'),
(C’'A’), (A,B’) sint concurente, :
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iii) Triunghiul ortic este format de picioarele fnalfimilor.
unui triunghi; cum, evident perpendicularele din virfurile
trinnghiului ortic pe laturile triunghiului sint concurente,
dupd punctul ii) rezultd ci perpendicularele din virfurile
triunghiului pe laturile triunghiului ortic corespunzitor sint
concurente.

iv) Tinind seama cd A'B =3 T a, etc. conditia de
¢
la ii) se scrie: k(b—c)(c—a)(a—0b) =0, unde % este

un factor nenul, de unde rezulti afirmatia.

56. Se aplici problema precedenti observind ci A, este
simetricul piciorului indl{imii din 4 fatd de mijlocul laturii BC.

Se poate aplica si urmitoarea problema (propusi spre
rezolvare): Intr-un triunghi oarecare 4BC, notim cu 4,,
B,, C, simetricele picioarelor inil{imilor fati de mijloacele
faturilor respective. Si se demonstreze ca perpendicularele
duse in 4,, By, C, pe laturile BC, CA4, AB sint concurente,

57. CA,=CB;, deci 4,B, 1 CC,. Unghiul ficut de
AB; cu CC; are ca misurd %[m(@l)—}-m(flﬁ)—[—

= . 180°

+ m(BCy)] =

ghiurile 4,B,C; si 4,B,C, sint omotetice §i deci dreptele

(4,By), (B1B,), (C,C,) sint concurente in centrul de omo-

tetie. Cercurile (4,B;C;) 5i (4,B,C,) au acelasi centru de
omotetie CO; acesta se afli deci

== 900. Rezulti A 1B1 " A 2B2. Tl‘iun-

I

pe dreapta OI astfel ca ol
(O]

—_— r .

R

58, (Fig. 1.58). Fie «, B, v
proiectiile punctelor 4°, B’, (’,
pe laturile BC, C4A, AB. Avem
Ba? — Ca? = BA'® — C4™ i
inci doud relatii analoage care
se aduni. Proprietatea rezultid
din faptul ca inalfimile sint con-
curente §i observind ci AB' =
== BA’, BC'=CB', CA' = AC'.
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59. Tlic o, B, v, 2", B, ¥ p]oiutiilc ])nmt( lor A4, B,C,
AL B, 1(51)0(.th pe dreptele (B'CH, (C'47), (A'B'), (B(,'),
(C.A), (A B). Trebuic demonstrat ca daca avem relatia B'o® —
— O+ CRE— AP+ A2 — B'y? == 0 avem yi Ba'?

- Co'? - CB'* 24 Ay — By?=0. Sc va demon-
stra c¢i primele piarti ale celor doui c‘f'tlitﬁti sint cgale cu
B4R —CA* - C'B2— A'B* 4 1'C*— B'C*.

60. Sc ohscrva cd ol ABB )6 [ACC') == (AB - Byj1C -
- AC") ="L. Dreptele (4.4, (BB’'), (CC’) intersecteazd latu-
rile BC,CA, AB, In A, B, C,. sB4A4’][siCA4")

— BA/CA4,, se va dcduce BA, -CB, - AC, = --—( l
< BC, - AB,, deci conform teoremuei lui Ceva dreptele smt
concurcente.

61. (I'ig. L6l). Dreptele (44,) si (BB,) sc intersecteazi
in punctul 0. Va trebui sd se arate ci 0,, €y, C sint puncte

coliniarc. Se aplicd teorcma lui Menelaus tuunghlu]m ABC
intersectat de transversala (BC.4') si triunghinlui .1.4,C°

Pig. L6l

intersectat de transversala (B,B0,). Se va deduce prin
01‘4

vy

inmultiri si inlocuiri de segmente congruente ci

C,_A L C B’

Cy 4’ CA .
Mcnelaus punctele 0y, C;, C sint coliniare.

62. Daci notim {A3} = (AA,)N(BC), atunci teorcma

" lui Menelaus aplicatd tnunghlunlor AaBC, 51 A,B,C inter-
scctate de transversala (4;MA,) ne di:
MB  Ad, A0, T
4“’.[14. 2 14 1C2 44 2B
Mdy AL B, =
MC A,B, 4,4,

=1, dcci conform reciprocei tcoremcei lui
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de unde:
MEB~  AC,

MC ~ AB, AL

In mod analog obtinem:

; NC B4,
NA B,
P4 CB,
PR Cd,

A5 4,8,

AL,
BZC . BzCz .
"ByA  Byd,!
Cod  Cady
C.B C,B,

Inmulfind aceste trei relatii, obtinem:

MB NC P4

ACy diB Bidy B C,B,

MC NA PB

AB, A4,C BC, By C,A,

C2[1 . A162 N CZA . B]Az . Az.B- Cle * BzC

"C,B  ByCy-CyB CiAg+ A,C A.B,- B,A

Cum finsi
Ay Cod = BiCy+ CyB;

B]_AZ:AE-I} = leif: . .’12CJ

CiBy+ B,C = A,B, - B4,

rezulta ca

MB NC P4
MC NA PB

Conform reciprocei tcoremei lui Ceva, rezulti c¢i dreptele
(AM), (BN), (CP) sint concurente.

63. (Fig. 1.63). Con-
form, teoremei lui Ceva

avem;
4B B,C . C,A N
4, B,A C,B

iar teorema lui Mene-
+. laus ne di:
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=\ 4,B BC G4

A,C BA CB
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Aplicind teorema lui Menelaus in triunghiul .1 B¢ cu trans-
versalele (4,B,), (B1Cy), (CyA,) obtmcm

BC (34 A,B 1. CoB Bid 4,0 |
B A C,B A,C " C4 BC AR
4,B B,C C.d
A4,C “B,A C,B
Din aceste ultime trci relatii deducem:
AsB BC Cad A,B B,C Cid d,B Bl
A,C Byd CyB AL ByA C,B A,C Byd C,B
Tinind scama de primele doud relatii, rezulta:
A3B BC Cyd
1, ByA C,B
adica conform reciprocei teoremei lui Ceva, dreptele (4A4,),
(BB,), (CCy) sint concurente.

64. (Fig. 1.64) Notam {d,) = (AA4,)N (BC) - Aplicim
teorema lui Menelaus in triunghiurile BC,A,, (B,.4, inter-
scctate de transversala {(4,M4,)
avem

MB Ay A6, MA, ABy A€
MA4, AC, A,B T MC A4, A,B,

Prin inmultire avem

MB  AC, 4,B, A,B

MC  AB, A, AC
fn mod analog avem rﬁpoarte
obtinute prin permutari circu-
lare; deci

nMB n4lB ”AC -

“Cod -
(‘23, LGB

:_:[

»

Pentru punctele A4,, B, €, si
tuate pe arcele BC, CA, AB
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punctele M, N, P sint interioare laturilor.” Conform reci-
procei teoremei lui Ceva, dreptele (4M), (BN), {(CP) sint
concurente. Aceeasi situatie are deci loc, oricare ar fi pozitia
punctelor 4,, B,, C; pe cerc.

65. i) Fie BM iniltimea din B in triunghiul DBC. Dreap-
ta (CD) fiind perpendiculard pe dreptele (AB)si (BM) este
perpendiculard pe planul (4 BM). '

Fic AH, BH, inil{imile din 4 si B ale triunghiului
ABM: AH, \ BM, BH, 1. AM. Aceste drepte sint finil-
timi ale piramidei. In adevir, 4H, este perpendiculari pe
planul (BCD) fiind perpendiculard pe CD si pe BM. Evident
ele sint concurente, dar si inaltimile din C si D sint concu-
rente, '

ii) Si admitem ci si perechea (BC, AD) este format din
drepte perpendiculare. Atunci BC este perpendiculard pe
planul (4 H,D) si prin urmare H, este ortocentrul triunghiului
BCD; analog Hj este ortocentrul triunghiului ACD. Atunci
BD este perpendiculard pe CH, si cum este perpendiculard
pe AH, rezulti ca este perpendiculard pe AC. Ultima afir-
. mafie rezulti astfel: planul (BH,C) este perpendicular pe -
planul (4BD), deoarece AD este perpendiculard pe BC
si pe BH,. La fel planul (ABH,) este perpendicular pe
planul (4BD). Muchia acestor plane este indl{imea din C i
este concurentid cu indltimile AH, BH,.

66. (Fig. 1.66) i) Fie B si c mijloacele muchiilor 4,B,4
si A3A4. Deoarece MM, || GoG, || BC si BC || A,44 rezulta
ca 1‘.{2]‘14 ” AzAd-

Al

G4

Fig. 1.6¢
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Tinind seama ci:

Bo=Asds oo MMy GGy AG _ 2
2 2 BC  AC 8
se ohtine
MMy _ 2 si deci PMy _ 2
4,4, 3 P4, 8

(unde P este intersectia dreptelor (A,M,), (44¥,).
Analog se demonstreazi ci gi dreptele (4,1/,) si (A;Mg).
intersecteaza dreapta (A4M,4) in acelasi punct P.
ii) Tinind scama ca:
PM, 2 GA4_3 GM 1

P4, 3 GG, MM 2
relatia lui Menclaus
PM, G4y MG,
P4, GG., M M4
este verificati in triunghiul 4,G,M, si deci punctele M, G:P
sint coliniare.

Aplicind relatia lui Menelaus in triunghiul AfPM, inter-
sectat de transversala (G444) sc obtine:

GiMy GM AP
GM GP AN,

si cum
G_“‘.]i = 1 4.2 — i
GiM T AM; B
rezulla: 3GM = 5GP.

Observafie: Se poate da si o generalizarc problemci consi-
derind punctele M,, M, M,, ]\]4 situate pe dreptele (MG,),
(MG,), (MG,), (MG,) astfel incit;

MG, MG, MG, MG,
MM, MM, MM, MM,
si printr-o demonstratie analoagi, se poate arita ca:

— dreptele (4,M, ) (A0, ) (A;M3), (A4My) sint concu-
rente intr-un punct P;

»
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— punctele A, G, P sint coliniare §i existii rclatia:
(L — R GM = (1 4--38)-GP.

67. A.4’, BE, CD fiind iniliimile triunghivlui ALC sint
concurente intr-un punct-H - ABCD = AABC i simetrice,
deci I este ortocentrul triunghiului BCD.

68. Cum AP = AN, BP = B\, CM = CN (deoarcce
dintr-un punct cxterior unui cerc se duc segmente de tan-
gentd egaley, Aplici‘nd relatia lui Ceva obtinem:

4P BM CN
AN BP CM

deci conform reciprocei teoremci lui Ceva, dreptele &t
concurente, . :
69. (Fig. 1.69). Vom construi simetricele laturii AC fatd
de AA4’, AM, care este intersectati de A4’C" in punctul F.
Aplicind teorema lui Menelaus in AAM I}, pentru trans-

versala- (FC'4"), obginem: 224 . L4 AB " o

FA CB A'M
ANAA'F == NAB'A" = NA'TM = /A'BC = FA = AB’
M P( )

FA

fi FM = B'C sau Dar AAMA = A44°C =

= AN = A'C =
A B 4’B

G .
A'M /1] A'C
tui-d inlocuirile in
prima relatie obtinem:
4’B B'C ) C'd
A'C B'A C'B
deci conform rccxjpro-
cel teoremei lni Ceva,
Fig. 1.69 dreptele. sint  cencu-

rcente.

70. (Iig. 1.70) Cumm AABP ~ ANA (N = AB - 4N =
= AC + AP. ‘ ]
ANABN si AACP sint congruente dcoarcce au un unghi

si efec-

P .
congruent (PAC = BAN) cuprins fatre laturi cengru-
ente deci 6{CAP] = o[ABC]. Analog se poate arita ca
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at 3¢ i B AMI s
oiCAMY = i BCN]. Triun-
ghinrile BAA si CAM au
ca laturd comund scgmen-
“tal AM, decd  vaportul
artiler este egul cu QB/OC ¢
cum puncinl O este cupring
intre B < C rezulli i
r4j}) ; ’)
sl ABM; OB Analeg se
slACM: QC
ciCEN RC .
i ABNT RA
e ACTS S .
B S B (¢
GlC B Sk
tufnd  predusul celor tred cgalitati obtlinem:
slA By o BCNY o 00 QL RC NS4

SACM! STABNT &BCE  (0C R4 SB

arati &

deci conform reciprocei teorcmed Ini Cova ecle tred dr'épfc
sfut coneirente.

71. Aplicind  teorewsa HsectGar .  intericare (':l)T_‘iI’l(_:]n;
ne T
MU ¢

NB o« . P ¢ MC NE P4

~

L ] ety = :
N b PC u ME NA  PC

» sl aplicied teerema biscetearei exterioare obiinem:

si conform reciproced Leore-
mei hui Ceva, cele trei drepte
sint concurente, unde {N b=
=(ALyN(C), {PE—=(A8N
0 (B, {ALL<(BC) N(AT.

72. (Fig. L1.72) Cum
dintr-nun punct exterior unwi
cerc se duc segmoente de
tangenta cangruente, atunci

All = AI°, Dl = bFE i
IE'= "= HA -I'B - I'] =
=LA -HB-FE[




gi efectuind impirfirca obtinem:
HA EB FI _ |

HB FEI 1A

., Conform reciprocei
teoremei lui Ceva, cele
trei drepte sint con-
curente.

73. (Fig. 1.73) A-
plicind teorema ca-
Fie. 1.73 tetei in  triunghiul
8 ABC obtinem:

o A’B ABY?
2_— BA': BC si AC*= CA’': BC — .
AB ¥ 7 = A'C (AC)

C CC' 4
' AE ~ AECC L
Din AB JAN = 7 T 1B
DA AC DC
!~ ADC 55 —
ABDB ~ AADC = mp =0 =30D

, lar din

si Inmultind re-

latiile obtinem:

A'B EC DA 1
‘A'C EA DB
obtinind relatia lui Ceva. Deci cele trei drepte sint concurente.

- 74, Conditia este ca teorema lui Ceva si fic verificata,
deci:

A'B B'C C'A _
A'C B'A CB
adici -
a® -+ ¢ — b?
ege—b b _ _ 2@ f_y
L b—c% a a4+ b —¢* a
2ab
cos 3. sin C — 1
¢0sC sinA
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Reamintesc modul de calcul al segmentului determi-
nate de: _

i) piciorul 1 al inaltimii coborite pe latura unui triunghi;
fie BH=m, HC=n, AB=¢, AC=10%, BC = a =

m4n=a mt+n=a
[ + ={ +

h =>
AH? = —m? =82 — 0’ (m+ n)(m—mn) =c"—8"

2 2 2

] a ct—1b

m4n=a m = +2a —
—b= e

m —4 = ——~— az _l_ bz_cz
i O 7

1i) piciorul D -al bisectoarei interioare coborite pe latura
unui triunghi: fie BD =m, DC =n, AB=¢, AC =,
BC=a, - '

{ mIn=c

ma = nb — conform teorcmei biscctoarei interioare,
deci !

ac
m+n=c 9 =
a-+t+b
b - = +
m= —n be
a | m =
a+t+b

75. (Fig.'1.75) Cum dreptele (AL), {BM), (CN) sint
concurente; atunci aplicind teorema lui Ceva obtinem:

LB MC N4 _
IC MA NB

“Folosind puterea punctului |
exterior unui cerc, pentru
virfurile A4, B, C ob-
tinem:

AM - AB"= AC'+ AN

N.BC' = BL-BA' B

CL-CA’"=CM-CB'. Fig. 1.75
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fnmuliind  cele  trei relatii si tinind cont de prima relatie
ohtinem: ' '
A'B BC C'A
4'C B'A C'B

deci conform reciprocei teore-
mei lw Ceva, dreptele (447,
(BB'), (CC’) sint coneurcnte.

76. (Fig. 1.76) Cercurile cir-
cumscrise triunghiurilor echi-

laterale ABF si ACE sc in-
tersecteazi in punctele 4 si 0,

- N N\
m(A40B) = m(400) = 120" =

TN - R
= m(BOC) = 120°. Cercul cir-
cumscris  triunghivlii  BDC
trece de asemenea prin punc-

—_—~

7N (A F)

tul 0. Cum m(AOl?)=m\7

TN TN\
= 120° = m(AO0F) - m(A40C) =

AEC
= 60° si m(40C) =m

00) - nf

= 180° = punctele F, 0, C sint coliniare, deci segmentcle
. FO si OC sint in prelungire. Analog se demonstreazi ci
punctele B, O, E si respectiv 4, 0, D sint coliniare. Deci
cum- O cste un punct comun dreptelor (CF), (BE), (AD)
fnscamnd ci aceste drepte sint concurente in punctul O.

77. 1) Cum AB cste latura triunghiului cchilateral,

m(A/E) = 120° = m(A/l\)) == 60° = 4D este latura hexago-
nului §i deci egald cu R, .
ii) unghiul dreptelor (44’), (BB’) este 180° —

— 2m(4A’'AB) = 2m(4ABD) = 60° si deci intersectia lor L
se afla pe cerc, deoarece masura unghiului A4LB este

—%nl(.ﬁ)‘. Drepfelc (BD) si (4C) fiind diametru in cere

si A4’, BB’ respectiv perpendiculare pe aceste diametre,
rezultd ca A’, B’ sint mijloacgle segmentelor AL, BL si deci

A'B = LB
2
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78. (Iig. 1.78) Patrula-
terul A’B’C'D)’ este un pa-
trat, iar punctul I de
intersectic al diagonalelor
A’C B’D’ apartine cercurilor
circumscrise triunghiurilor
D'A4A’,  A'BB', B'CC’
si C'DD’

N - ,
= [n(_n/llj).' [)) . m{ Ajd’_) ,
' L2
N

unghiul MC/P fiind comun.

m(AMN) - m(CMP) == m(AMN) 4- a(M'P'P’) = 180°.
ii) Din ascradnarca triunghiurilor CA P si CM'P’ objinem-
C—M =G sau CP-CP = CM -CM = (CB-CA ==
Cr CcM
= (a 4- r)(a@ - ¥) = const., CP = (a 4 ) tg «,
C'P' = (a —r)yctga.
iii) AM = 2rcosa, MN == AM sin o = 7 sin.2a.

IN2 ) . 2 o
I = —Mi (AN + NC) == —-T:;~ (e + ) sin® 2a.

A = 2zr sin 20( 27 cos « - [.//(ig—;_-5"3 —2ar 5657&).

80. tie A,, B, E, F, C,, D, proiectiile punctului M pe
“laturile AD, BC, CD, AB si diagonalele AC, BD. Punctele
Ay, C, E sc afld pe dreapta lui Simson a punctului M in
raport cu triunghiul ACD, iar punctele C,, D,, E sc afli pe
dreapta lui Simson a lui M in raport cu triunghiul BCD.
Punctele M, I, F sint coliniare. Cercul de diametru AM
trece prin punctele 4,, F, C,, iar cercul de diametru BM
trece prin punciele By, F, D,. In aceste doudi ceicuri avem
£C,-EAy=EF -EM i ED,-EB,=EF-EM. Deci
FEC,-EA, = FD{-IIB; §i punctele A4,, B, C,, D, sint
conciclice. '
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Reaminbesc dreapta lui Simson: proiectiile unui punet M
apartmmd cercului circumscris triunghiului 4 BC, pe latu-
ri'e triunghiului, sint trei puncte coliniare. Daci A’ este
1ntersectla proiectiei punctului M peBCcu cercul circumseris,
dreapta lui Simson cste paraleld cu AA4".

8t. (Fig. 1.81) Daci notim cu a, b, ¢, d, jumatatile
masurilor unghiurilor exterioare ale patmlaterulm ABECD
s¢ ohservi cii:

Iig. 1.81

A

m(0,) + m(éa) = 360°— (a4 b + ¢ -} d) =

= 360° — [1800 - m(d) 4 180" —m(B) , 180°~-m(C)
2 2 2
N _1300_2111 D)] _ m(4 )+ ‘m(B) ___g m(C) +mD) _ e

deci patrulaterul 0,0,040, cste inscriptibil.

82, (Fig. 1.82) Segmentele 0.4, = 04, = 0C, = 0C,
e= OB, =0B,, ca apartmmd trluuﬂluunlor congrucnte si
opun la unghiuri egale. Cum O este un punct fix, inseamna ca
punctele 4,, 44, B;, By, C,, €,apartin unui cerc concentric .
cu cercul circumscris AA4ABC.

g m,
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83. (Fig. 1.83) Cum patrulaterele BADE si BACA’

- P
sirt inscriptibile, m(@) = m(DHA) = 90° (se tine cont ca
doui antiparalele duse 1a o dreaptd sint paralele intre €le)
atunci patrulaterul AGDH este inscriptibil, deci punctele A,
D, G, H sint conciclice. ’

84, (Fig. 1.84) Pentru a demonstra ci punctele sint

conciclice este suficient si aritim c¢i MNP = NQP. Dar
N 2N TN N
m(NMP) = 180° — m(ND,D;) — m(D,D,}) si m(NQP) =

TN TN
= 180° — m(B,B,P) — m(¢B;B,;). Dar ND,D, = B,B,P
decarece patrulaterul
A.BsD,C, este in-
scriptibil. Dar si pa-
trulaterul A4,B,D,C,
este inscriptibil, deci

P N .
A,B,C,=A4,D,C,, deci
sint congruente si su-

N
plementele lor 0B,B,

N
si DDy M, asa ca pro-
prietatea cste -demon-
stratd. In cazul in care
A,Dy || A.D,, atunciq
B,Cs [| BiCy.
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"85. (Fig. 1.85) Se constru-
icste MD L MC unde MC este
bisectoarca unghiului AMB.
Deci cum m(M,) = m(M,) =
= m(BC) = m(C4) si deci
coarda AB este perpendicu-
lard pe diametrul CD.

86. Intr-un patrulater in-
5 scriptibil un- unghi este con-
Fig. 1.8 gruent cu suplementul unghiu-

lui opus si reciproc. Patrula-
terul ABED este inscriptibil, avind unghiurile ADB si
AEB drepte. Deci m(BAC) = m(EDC). De asemenca

A A . . . . .
m(0AC) = m(CDF) din patrulaterul inscriptibil ADFC,
cu m(ADC) = m(AFC) = 90.° Deci m(BAC) == m(GDI) =

TN
= suplementul ADG; rezultd cd patrulaterul AHDG este
Inscriptibil.

87. (Fig. 1.87) Patrulaterele AMIQ, BNIM, CPIN,
QIPD sint inscriptibile, deci m’(él) = m(fi\l), ni(ﬁ’,l: m(él),

m(f\\lz) = m(él\, m(ég) = m(ﬁl). Tnsumind cele patru cgali-
tdti obtinem: m((i) !

+ m(@s) + m@V) +
+ m(N,) = m(4,) +
+ m(ﬁl) + m(él) 4

+ m(D,) = 90°+90°=
=180°, dect cum un-
ghiurile formate de
doud virfuri opuse ale
patrulaterului MN PQ
sint suplementare, in-
seamna ca patrulate-
Tig. 1.87 rul este inscriptibil,
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88. (Fig. 1.88) Cum %
01-0B=0D-0C =

o] ocC .
= — = —— deci

oD OB
conform cazului II de
aseminare AOCA .~

~ AOBD s cum

P P
m(04AC) = m(0ODB)
atunci  patrulaterul

ABDC cste inscrip- e
tibil. . Yig, 1.88

89. (Fig. 1.89) Patrulaterele ABCD, DQMA, AMNB,
BNPC, CPQD sint inscriptibile. m(3l) + m(P) = m(i,) +

+ m(dLy) + m(By) + m(Py) = m(Dy + m(By + m(Dy) +
+ m(B,) = m(ABC) + m(4DC) = 180°,

— Teste de geomcirie 9
° 65



90. (Fig. 1.90)
In tnunghlul AND

m(N)=180"—m(4,)—
L — m(Dy) = 180° —
— > m(d) + m(By,

iar in triunghiul BQG
A A

3 - m(()=180°—m(By—
¥ig. 1.90 . m(ﬁl) — 180° —

'———[m(B) +m(C)] deci m(N)—|—m(Q) 360°———-[mA)-9

4 m(B) + m(C) + m(D)] = 180° ceea ce arati ci patru-
laterul MNPQ este mSCHptlbIl deci punctele M, N, P, @
. sint conciclice. )



CAPITOLUL I

LOCURI GEOMETRICE
IN PLAN §I IN SPATIU

CITEVA CATEGORII DE LOCURI GEOMETRICE

"_)‘mz;'ze se numeste loc geometric. multlmea punctelor :
din plan sau din spatiu care au o aceeasi proprietate,

Citeva catcgorii de locurl geometrice elementare: ..
+ I — In geometrla plani
1°. Un pwstct fix 0 — un punct mobil M:-

Daci segmentul OM = constant atunci locul geometnc;
al punctului M este un cerc de razi OM (de fapt este tocmai -
interpretarea definitiei cercului ca loc geometnc)

2°, Doud puncie fixe A, B, un punct mobil M:

i) Locul geometric al punctelor situate de aceeasi parte
a unei drepte si din care un s gment dat, situat pe aceasti
dreaptd se vede sub un unghi dat (constant) este un arc de
cerc, avind aceleagi extremxtap ca si segmentul dat, iar arcul
de cerc astfel trasat se numeste. arc capabil de unghml dat.

Daci facem abstractie de condifia impusd locului geome- | -

tric de a se afla de o anumitd parte 4 segmentului, aturci
locul geometric se va compune din reuniifnea a doud arce de
cere, situate de o parte si dealta a coardei date, Caz parii-
cular: locul geometric al punctelor din’ care uin segment - de
dreapti dat se vede sub un unghi drept, este:un cerc care are
diametrul egal cu masura acestui segment.

ii) Locul geometric al punctelor M, ale ciror distante
la doud puncte fixe A, B sint intr-un rapért dat, diferit de

unn, adici % = K # 1, este un cerc (dacd K = 1,’]locul

geometric este mediatoarea segmentului AB).
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. "Demonstratie: Dreapta (MC) care impartc segmentul 4B
tn segmentele AC, BC proportionale cu MA, MB este bisec-
toarea interioard unghiului AM B. Dreapta (M D), care impar-
te segmentul exterior laturii 4B in parti proportionale cu
celelalte doud laturi-este bisectoarca exterioarda unghiului
.MA CA DA '
AMB deci = =

MB CB DB
mesc conjugate armonic fati de 4 §i B. Cum cele doud - bi-

, iar punctele C si D se nu-

N
sectoare sint perpendiculare, adici m(CMD) = 90° si punctele
C si D sint fixe, atunci locul geometric ciutat este un cerc
de diametru CD. Cercurile ce apar ca loc gcometric al punc-

tclor M pentru care ;‘;[—g = K # 1 si pentru diferite valori

ale lui K sc numesc cercutile lui Apollonius.

iit) Locul geometric al punctelor M pentru care diferenta
pitratelor distantelor la doui puncte fixe A, B date este
constantd, adici MB® — MB? = K (constanti rcald), este
o dreaptd perpendiculari pe 4B. Daca K = 0, atunci locul
geometric estc mediatoarea segmentului 4 B care eSte tocmai
mterpretarea definitici mediatoarei ca loc geometric).

Demonstrafie: Aplicim' teorema lui Pitagora generalizata:
MB® = MD* 4 DB? —2DB- DH
MA? = MD* + AD? 4- 2AD - DH; scizind rclafiile si
]

tinind cont cd AD = DB = % atunci rezultd:

MA? — MB? = 22 -DH = coustant = DH = constant.
Deci proiectia H a punctului M pe AB este fixd oricare ar fi
punctul M = M apartine perpendicularci in H pe -AB.

iv) Locul geometric al punctelor péntru care suma pitra-
telor distantelor la doua puncte fixe este constanti, este un
cerc cu centrul in mijlocul O al segmentului determinat
dec-cele doud puncte, sau mulf{imeca formatd numai din O.

Demonstrajiet

Scriem relatia lungimii medianek

. 3 2 2
mor = MATHMBL ABE 1. 1
2 4 2

tant = MO = li]/ 2K? —4? == constant =>locul geometric

a® == cons-
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este cercul cu centrul in O si de razi OM. Conditia de exis~

2
tentd a locului geometric este ca 2K? —a?> 0 =K > 5 &

v) (Fig. II. T2° v)) Locul rrcometnc al punctelor caré
au suma distantelor la- doud punctc fixe constantd (numite
focare) este o clipsa. Fie punctele!

A

;zq
A

Fig. II.T.2°v)

F(c, 0) si F'(c, 0) numite focare,

A(a, 0} st A’(—a, 0) numite virfurile axei mari,

B(0, b) si B'(0, —b) numite virfurile axei mici §i ¢® =
== a* — b*. Atunci conform definitici avem:

2
MEF + MF' =2a = — + “ — | == 0 (ecuatia clipsei).

vi) (Fig. ILI 2°vi)) Locul geometric al punctelor care au
diferenta distantelor la doud puncte fixe (numite focare)
constanti ecste o hiperbold. Fie punctele:

(e, 0) si F'(— ¢, 0) numite focare, A(a, 0) si 4’(— a, 0) .

- numite virfurile hiperbolei. Atuncx conform definifiei avem:

2 2 )
MF —MF' = + 2a = ;2—%2 - 1 = 0 (ecuatia hiper-
bolei). .

vii) Locul geometric al virfului 4 al unui triunghi ABC,
care are virfurile B si C fixe, iar aria constanti este formata

din doui paralele echidistante fa}a de segmentul BC, deoarece
inilfimea triunghiului are misura constanti.
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Fig. 11.T.2°vi)

$. O dreaptd fixi (A), un punct mobil M;

Daca distanta intre punctul M si dreapta (A) este con-
stanti (pentru orice pozifie a punctului mobil), atunci locul
geometric este format din doud drepte paralele si echidistante
cu (A) (situate la o distantd 4 fatd de (A), de o parte §i de”
alta a dreptei date (A)). :

4°, O dreapti fixi (A), un 15m-zct fix O & (A), un punct
mobil M: ~
i) Daca M & (A), atunci locul geometric al punctelor

L, care impart segmentul OM intr-un raport censtant g—;} =

= K, este o dreapti paralela cu (A).

_ Demonstrajic: Fie B piciorul perpendicularei  coborite
din punctul O.pe dreapta si punctul 4 intersectia dintre
dreapta (OB) cu paralela dusa prin L la dreapta (BM).
Folosim teorema lui Tales:

~OL 04

2z _Y2 Kk

oM O

v

.Daca K = 0 atunci locul geometric este punctul Op:

Daci K = 1 atunci locul geometric este dreapta (A).

ii) Fie O un punct dat, (D) o dreapti dati si M & (D)
un punct variabil. Locul geometric al punctului M’ simetricul
punctului M fati,de O este o dreapta ce trece prin punctele
B’,C’ simetricele punctelor B si C fixe pe (D) fati de panctul 0.

iii) (Fig. IL.T.4° iii)) Locul geometric al punctelor egal
depirtate de un punct fix (numit focar) si de o dreapti fixd
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(numits ~directoare) se numeste paraboli..Fie punctele:
F(le ,0), P'( _% 0) |- atunci coﬁform. definitiei avem:

MP = MF =.y* = 2py (ecuatia parabolex)

.iv) Locul geometric al -
punctclor din plan pentru Y M
care raportul distantelor lor R
la-un punct fix F -(fumit - P '
focar) si la o dreapta fixa :
* (D) (numiti directoare) este _ 3
egal cu numirul constant' O £/ g 0) X

=X <1 (numitexri‘entﬁ-
a
citate) este o ehpsa <Ecua Fig. ILT.4%ii
“fia dreptei (D) este. x = a. '8 )
v) Locul geometric al punctelor.din plan pentru care

- raportul distantelor la un punct fix F (numit focar) si o
dreaptd fixd. (D) (numiti directoare) este egal cu numarul

constant ¢ = —f- > -1 (numit excentncltate) este - o hiper--
boli. Ecuatia dICpt(.I. (D) este x = a. ‘

- 8% Un cerc fix (C) (de cesitru 0 st raza R) un punct fix
P @& (C), un punct mobil M & €(0, R):

i) (Vezi figurile nr. I1.T5%)) Locul geometric al punctelor
L care apartin- segmentulm PM cu PegCsi MeCgicare

Fig. IL.T.5%)
. 1 p " PL_ PO’
art ntul PM intr-un raport tant ——= — =
fmpart segme intr-un raport constan Pa~ PO

2
=%— K este 'un cerc cu centrul 0’-5i de razi R’ (evi-
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dent cd 0’ este un punct fix -deoarece P, O sint puncte fixe

!

si faportul --— estc constant).
PO

ii) Locul geometric al centrelor cercurilor tangenté la
un cerc dat si care trec printr-un punct dat, situat in inte-
- riorul acestui cerc, este o elipsa.

Reciproc: orice elipsa poate fi considerati ca locul geo-
metric al centrului unui cerc tangent la un cerc fix si trecind -
printr-un punct fix, interior cercului fix. Un astfel de cerc
se numeste cerc director, si cum existd doud focare ale elipsei,
atunci in mod evident, exista doud cercuri directoare.

Demonstratic: fie F — punctul dat, F'-— centrul cer-*
cului fix, R — raza sa, MF — raza cercului tangent interior;
atunci R — MF = MF’ = MF + MF’' = R = constant.

iii) Locul geometric al centrelor cercurilor tangente la un
cerc dat si care trec printr-un punct dat (fix), exterior acestui
cerc este o hiperbold, iar cercul cste numit cerc director al -
hiperbolei, si cum hiperbola are doud focare, atunci in mod
evident, existi douid cercuri directoare. Punctul fix va fi-
- unul dintre focare, iar cercul fix va avea centrul in celilalt
focar.

iv) Locul geometric al centrelor cercurilor care trec
printr-un punct fix numit focar si sint tangente la o dreapta
fixd (numita directoarc) estc o paraboli.

6°. Doud drepte fixc (D), (D,) si un punct mobil M:

i) Dacd (D) || (D,), atunci locul geometric al punctelor M
cgal depidrtate de cele doui drepte fixe este o paraleli ecl:u-
distanta.

ii) daci (D) si-(Dyy smt douii drepte concurente, atunci
locul geometric al punctelor M egal depirtate de cele doud
dreptc—fnce este format din doud drepte perpendlculare mai
precis, din cele doud bisectoare ale unghiurilor celor doui
drepte (de fapt este tocmai interpretarea definitiei bisectoarei
ca loc geometric).

iii) (Fig. II.T6°iii))) Locul geometric al punctelor din
interiorul unui unghi nealungit, pentru care raportul distan-
telor la laturile ‘unghiului este egal cu un numir dat, este o
semidreaptd cu originea in virful unghiului.
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Demonstratie: Fie punctcle L si L' care indeplinesc condi-
: tulc din enunt, si fie:
L'M || LM si L'N’ | LN; atunci, aplicind teorema funda-

ML LN OL
mentald a aseminirii, obfincm = T =

M'L' L'N’ oL’
= K = 0L = K-0OL' = L aparfine unei semldlepte cu
ongmca in virful unghiului.

Vig .6 0

7. Un cere fix, o dreaptd variabild (A), un punct mobil M
(cxterior cercitlui ) : .

i) Locul gecometric al punctelor 3, care au aceeagi putere
fati' de un cerc dat este un ccrc concentric cu cel dat.

Demonstratic: Fic p puterca punctului M fafi de cerc.
OM? = d* = p 4+ R? = constant = locul geometric al punc-
tului M cste un cerc de razi OM, concentric cu cel dat.

ii) Locul gecometric al punctelor M, din care se duc seg-
mente de tangenti de lungime constantd la un cerc dat, este
un cerc concentric cu cel dat,

Demonstrafie: OM = |/ MT? ¥ R® = constant.

- 8% Doud cercuri fixe, doud secante. mobile (D), (D)’
un punct mobil M:

i) (Fig. 11.T8%)) Locul geometric al punctelor carc au
acecasi putere fatd de doud cercuri date, este o dreapti per-
pendiculard pe linia centrelor — numiti axa radicala a cclor
doui cercuri (dreaptd care imparte tangenta comuni in doua
-pirti congruente).

* Demonstrajie: Cum punctele au aceeasi putere: p = p, =
= OM? — R?* = 0,M*® — #? = OM? —O0,M? = R®*— % ==
= constant.

Deci locul geometric al punctulm M este o perpendiculard
.pe 00, (conform 2°). Daci cercurile sint:

‘a) secante, atunci axa radicali este coarda comuni,
decarece punctele de . intersectie ale cercurilor sint puncte
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Fig. 1LT &%)

care du acecagt putere zero fata de fiecare din cele doua cer«.un
secante.

b} tangente atunﬂ axa radicald este ta.ngenta Lomuna
'dusd prin punctul de tangenti.. -

¢} concentrice, atunci axa radicald nu existi —ea fiind
aruncatd la infinit.

ii) (Fig. I1.T8%i) Locul geemetnc al centrului unui cerc
variabil care intersecteazi dewd eercuri date (C7), (C 2) sub
~ *.un unghi drept (raza unui cere .

fiind tangenta celuilalt — se
mal numesc §i cercuri eorto-
gonale) este o dreaptid numita
axa radicald a cercurilor ¢€7),
(C2).
© iii) Locul geometric al punc-
telor M, care au diferenfa
puterilor fatd de doud ecercuri
‘date constanti, este 0 perpen- -
diculari pe linia centrelor; da-
cd constanta- este zero, atunci
locul geometric este axa radi-
, : cald a celor doud cercuri.
Tig. II.P.8%i) Demonstrafie: Cum p —
' — py-= constant = MO* —
— O0,M? = R? — r* + K = constant = locul geometric al
p;;::;:;ulm M este o drecapti perpenicula.ra. pe 90, (conform
3 :




ir) -Locul geometric al punctelor din plan de unde se due.
tangente de aceeasi lungune la cele doud cercuri este axa
radicali a celor doud cercuri — ‘deoarece Iungimea unei tan-
gente duse dintr-un punct la un cerc este radicina patrata
din puterea acelui punct fata de cerc si ci un punct de pe axa
radicala are aceeasi putere fatd de cele douad cercuri,

I1. In geometria in spatiu

1°. Un punct fix O, un punct mobil M

i) Daci OM = constarit = locul geometric al punctului
M este o sferd de centru O si razd OM (de -fa-pt este tocmai
definitia sferei ca loc geometnc)

ii) Locul geometnc al punctelor din plan situate 1a o "
distantd constantd de un punct fix O din spatiu este un cere,
avind ca centru piciorul H al perpendicularei coborite din
O pe -plan. )

2% Doud puncte fixe A, B, un punct mobil M

i) Locul geometric al punctelor-M din spatiu, egal depir-
tate, de doud puncte fixe 4, B este un plan perpendicular
pe ml;iocul segmentului 4B, numit plan mediator,

ii) Locul geometric al punctelor M din spatiu, din care

un segment dat AB se vede sub un unghi drept dat, este o
sferd de diametru 4B, iar locul geometric al punctelor din
~ spatiu din care un segment dat 4 B se vede sub un unghi care _
" nu este drept, dar dat, nu este o sferi, ci o suprafald gene-
rati prin rotirea unui arc de cerc in jurul unei coarde care
nu este diametru.

ili) Locul geometric al punctelor din spatiu astfel ca
raportul distantelor lor la doud puncte fixe 4, B este egal
cu un numir dat K, este o sferd (daci K = - 1, atunci sfera
degenereazi fintr-un plan).

8% O dreaptd fixd (D), A un punct fix aparpinind drcﬁez’
(D), o divestie datd, un punct wobil M:

i) Locul geometric al punctelor situate pe dreptele care -
trec printr-un punct fix 4 al unei drepte (D) si sint perpen-
- diculare pe aceastd dreapti, este un plan perpendicular pe

aceastd dreaptd §i care trece prin acel punct.

ii) Locul geometric al punctelor situate pe dreptele care
trec printr-un punct fix A si un punct mobil M, ce apartine
‘unei drepte fixe {D) este un plan determinat de A si (D), ,
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mai putin semidreptele ce trec prin 4 si sint paralele cu (D)
(evident punctul 4 apartine locului geometric).

iii) Locul geometric al punctelor din spatiu care sc proiec-
teazi intr-un punct fix 4 al unei drepte (D) fixe este un plan
perpendicular pe (D) in 4.

iv) Locul geometric al punctelor situate pe dreptele para--
lele cu o dreapti fixd (D) si care au un punct comun cu un
poligon director ((D) nu este paraleli cu planul poligonului)
este o suprafatd prismatica. :

4°, O dreapti fixd (D), o divectic datd, un punct mobil M

i) Locul geometric al umei dreptc care se deplaseazi
raminind paraleli cu pozitia ei ini{iald si sprijinindu-se
mereu pe o dreapti fixad este un plan, sau mai general, locul
-geometric al unei drepte care se deplascaza sprijinindu-se pe o
dreapti fixd (D) si raminind paraleld cu o dreapta fixi (D’),
neparaleld cu prima, este un plan.

ii) Locul geometric al punctelor din spatiu situate la o
Jistanta datd d, fatd de o dreaptd data (D) este o suprafati
cilindricid (de raza d). -

5° Doud drepte fixe, un punct fix A, un punct mobil M

i) Locul geometric al dreptelor duse dintr-un punct dat si
care formeaza unghiuri egale cu doud drepte date, duse din
acelasi punct, este planul care trece prin bisectvarea unghiului
format ‘de semidreptele date si prih perpendiculara pe planul
Jor, dusi prin punctul lor comun.

ii) Locul geometric’al punctelor M situate pe dreptele
variabile care se sprijini (au un punct comun) pe o dreaptd
(D,) §i sint paralele cu (D,) ((D,) n(D;) = @) este planul
format din dreptele (D,) si (D,). .

6°. Un plan fix, un punct mobil (care nu aparfine planulut)

_ 1) (Fig. ILT.6°1)) Locul geometric al punctclor din spatiu

cgal departate de punctele unui cerc (frontiera cercului) este

o dreaptd perpendiculard pe ‘planul cercului in centrul cer-
cului,

ii) (Fig. IL.T.6%i)) Locul geometric al punctelor din
spatiu egal depirtate de virfurile unui pitrat este o dreapti
perpendiculard pe planul pitratului, in punctul de inter-
sectie al diagonalelor.

" iii) Locul geometric al punctelor din spatiu egal depir-
tate de virfurile unui triunghi este o dreaptd perpendiculara,
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Iig. (LT.6%) Fig. 11.1.6%i)

pe planul acestuia, dusi in centrul cerculm circumscris
triunghiului, pe planul acestuia.

iv) Locul geometric al punctelor din spatiu egal depir-
tate de laturile unui triunghi este o dreapti perpendiculata
pe planul accstuia dusd in centrul cercului inscris triunghiu-
Iui, pe planul siu. -

v) Locul geometric al centrelor sferelor care trec printr-un
cerc dat (continut intr-un plan dat) este o dreapti perpen-
diculard pe planul cercului in centrul siu; dreapta se numeste
axa cercului.

7°. Doud drepte fixe, un plan mobil, un punct mobil M
. i) Locul geometric al punctelor M, carc impart un scgment
AB fintr-un raport K, A si B fiind punctele de intcrsectie
ale doud drepte paralele (D,). (D,) intersectate de un plan
variabil este o dreapti para]cla coplanard cu (D,) si (D).
Daci K = 1, atunci locul geometric este o dreapta echidis-
tantd cu (D, ) si (D,).

ii) Daca doust dreptc paralele (D,) si (D,) sint interscctate
de un-plan variabil, in punctele 4 si h a-tun(n locul geometric
al mijlocului segmentului AB este planul determinat de cele
doud drepte (evident sc poate reduce la o problemi de geome-
tric pland §i anume locul geometric-al mijlocului unui segment

care se sprijin pe doud drepte paralele).

8°. Un plan fix, un punct fix exterior, un punct mobil M

i) Fie o curba (C) inchisd, continuti in plan si 4 un punct
exterior planului. Locul geometric al punctelor situate pe
dreptele cu originea in A si care intilnesc curba (C) cste o
pinza conicd cu virful in 4 i baza ((‘ ).
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ii) Locul geometric al punctului L, care imparte un seg-
ment AM intr-un raport K, unde M parcurge un plan fnc,
idr 4 este fix §i exterior planului, este un plan paralel cu cel
dat §i care trece prin L.

9°, Un plcm fix, o dreaptd fixd (neconfinuld in plan)

i) Fie planul (P) §i o dreaptd (D) | (P). Daci A parcurge
dreapta si B este un punct curent in plan, atunci locul geo-
metric al mijlocului M al segmentului AB este un plan care
contine punctul M si este paralel cu (P).

i) O dreapti (D) intilneste un plan (P) in ‘punctul 4.
Pe (D) se ia un punct fix B si fie o dreapta vanabild (D,),
care trece prin A si este confinuti in planul (P). Locul geo-
metric al picioarelor pcrpcndlcularelor din B pe dreapta (D )
este un cerc continut in planul (P) si cu diametrul AM, M

- fiind piciorul perpendicularei din B pe (P).

ii) Fie-o curbi (C) continuti in plan si (D) o dreapti -
datd neparaleli cu planul curbei (C). Locul geometric al
punctelor situate pe dreptele (D) care trec prin punctele
curbei (C) si sint paralele cu (D) este o suprafatd cilindrici
de baza (C) si directie (D). Dreptele (D) se numesc genera-
toarele suprafetei cilindrice, iar (C) se numeste curba direc-
toare a suprafetei cilindrice.

-10°. Doud plane fzxe un punct mobil M:

i) Locul geometric al punctelor egal depirtate de doua
plane paralele este un plan echidistant planelor date.

ii) Locul geometric al punctelor egal depirtate de doua
plane concurente este format de planele bisectoare ale unghiu-
rilor diedrelor formate de aceste doud plane

11°. Doud drepte fixe, un puncé mobil M.

i) Locul geometric al punctelor din spatiu egal dep.lrtate
de doua drepte paralele este un plan paralel cu cele doud
drepte, situat la egald depirtare de acestea si- perpendicular
pe planul format de acestea.

ii) Locul geometric al punctelor din spatiu egal departate
de doud drepte concurente este format din doud plane perpen-
diculare pe planul celor doud drepte si care contin bisectoas
rele unghiului formate de aceste drepte. )

iif) Locul geometric al punctelor ce aparfin dreptei
care se sprijind pe o dreapti (d) si paralel cu o dreaptd (Az -
((d), (A) doud drepte concurente date) este planul determma
de dreptele {d) st (A). .
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~12% O sferd fixd (S), an panct fix A, an panct mobil)
i) Locul geometric al tangentelor care se pot duce la o
sfera, dintr-un punct fix exterior sferei, este un con de rotatie.
Aceste tangente sint toate congruente intre ele. Locul geo-
metric al punctelor lor de contact cu sfera este un cerc mic
al sferei.

Planele tangente la ‘conul care este locul geometnc al
tangentelor duse dintr-un punct fix sint tangente la sfera
acestea sint singurele plane. care se bucuri de aceastd
proprietate si care pot fi duse prin punctul considerat.

ii) Locul geometric al tangentelor care pot fi duse dintr-un
punct dat A, al suprafefei, la diversele curbe care se pot
‘trasa pe aceasti suprafata gi care trec prin acest punct, este -
un plan. Caz particular: locul geometric al tangentelor care

" pot fi duse la o sferd, intr-un punct al sferei, este un plan
perpendicular pe raza dusi in acel punct si se numeste plan
tangent dus la sfera.

13° O sferd fixd (S), o dreaptd fixd, o dreaptd mobild;

Locul geometric al tangentelor duse la 0 sferd, paralele
cu o dreaptd dati, este un cilindru de rotatie. Planele tangente
la cilindru sint tangente la sferi. Acestea sint singurele plane
care se bucurd de aceastd proprietate i care sint paralele cu
dreapta datd. Locul geometnc al punctelor de contact este -
cercul mare (ecuatonal) al cdrui plan este perpendicular pe
dreapta data.

14°, Dowud sfere Sixe, doua dreple variabile st un_ punct
mobil M:

Locul geometric al puncfelor care au aceeasi putere in
raport cu doud sfete date este un plan perpendicular pe linia
centrelor sferelor numit planul radical al celor doui sfere.

Dach sferele sint concentrice, planul radical este aruncat
la infinit,

Modul de abordare a unel probleme de loc geometric

Nu existi metode generale de lucru, .problema trebuie
si fie studiatd cu atentie, alcituind tabele de forma:

Elemente Elemente Elemente
fixe mobile constante
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unde: — elementele fixe sint ca: pozitie, lungime, mirime,
volum ; /

— elementele mobile ca: pozitie, lungime, mirime, volum,
adici elemente ce se modifici necontenit; cum ar fi de exem-
plu: un punct variabil isi modifica pozxtla un unghi cu latu-
rile variabile fsi modifici marimea ctc.

— elemente constante ca: lungime, mirime, volum, adica
clemente ce isi modificd pozitia, de exemplu translatie, rota-
tie etc., dar caracteristicile lor rimin constante.

Evident ci toate aceste elemente vor fi scrise in mod
sistematizat intr-un tablou ca acela mai sus mentionat.

Concluzia finala, care va implica tipul locului geometric,
va fi cititd (obtinuti) din coloana ,Elemente constante”,
care, evident, va fi incadrati in una dintre categoriile amin-
tite mai sus.

Locul geometric al punctelor ciutate va fi:

— pentru geometria pland

i) o dreaptd (sau un segment de dreapta);

ii) o curbd, de exemplu, un cerc, un arc de cerc, doui
arce de cerc, o elipsi, o hiperbold, o parabold sau, mai ge-
neral, portiuni limitate din plan. '
T — pentru geometria in spatiu ‘

i) un plan;

ii) o suprafatd, de exemplu, o sferd, o calotd sferici,
doud calote sferice, un cilindru, un con sau mai general,
portiuni limitate din spatiu.

OBSERVATIE: in cadrul problemelor cu loc geometric
este indicat ca desenul si fie cit mai clar, iar pentru pozitia
elementelor mobile se va face numai un desen, evitind even-
tualele pozitii particulare (adicd desenul va confine numai
o pozme a elementelor mobile, fiind contraindicat ca pec
desen si“se figureze mai multe pozitii ale elementelor mo-
bile), care pot “duce uneori la idei eronate, de determinare a
locului geometric. -

“ Exemple: E1. 53 se determine locul geometric al centrului
cercului fnscris intr-un triunghi, stiind ca virfurile B,C
sint fixe, iar virful 4 este mobil si se deplaseaza pe cercul
circumscris triunghinlui A4 BC,

Modul de abordarc al problemei:
Fie L centrul cercului inscris (punctul de intersectie al

bisectoarelor interioare). Posibilitatile de alegere a locului
"geometyic vor fi:
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- i) se calculeazi distantele de la un punct fix cum ar
fi B,0,C,... la punctul mobil L. Daci una din ele at fi
constantd, atunci locul geometric este un cerc cu centrul
in acel punct fix (conform 1°)

ii) Suma sau diferenta pitratelor distantelor de la punctul -
mobil la doud puncte fixe, cum ar fi de exemplu:

LC? 4 LB? LC? - LO? LB? & LO? etc.

Daci una dintre aceste relatii ar fi constantid, atunci
locul geometric ar fi o dreaptd sau un cerc (conform, 2°ii)
sau 2°iv).

iii) Suma sau diferenta distantelor la doud puncte fixe —
conform 2°v) sau 2°vi).

iv) Se vor analiza cu ribdare §i cu atentie toate cele-
lalte cazuri prezentate in partea teoretici.

De fapt, dupi un anumit numir de probleme de locuri
geometrice lucrate, se va putea intui tipul locului geometric,
ciutindu-se direct cazul in care va putea fi incadrati pro-
blema. '

‘Problema propusa, se incadreazd in tipul 2°%, iar tabelul
va fi:

Elemente fixe

Elemente mobile

Elemente constante

10 — centrul cer-
cului.

Punctele B si C
Segmentul BC,
Arcul BC,

4,L

m(,:l\)z m (BC)

N 2 0

(L) = 180° —m(B;) —

—m(C,) = 180° —

_m(f) + m) _
2

180°—m(d) _

— 180°—
| A
— 900 . 2A) _

" == constant,

81



Deci lpéul geometric al punctului L este format din doui
arce de cerc, avind extremititile in punctele B, C numite

m(4)
2

arce capabile de unghiul 90° 4-
A

(Fig. TLEI).

" Doui puncte fixe, un punct mobil

E2.. Fie M un punct mobil pe
baza BC a triunghiului isoscel 4 BC,
paralelele 1a laturile egale AB si AC
duse prin M intersecteazd laturile
AC si AB respectiv in P i N. Si
se determine locul geometric al-

Fig. ILE.1 mijlocului L al segmentului NP,
R.

‘Elemente fixe | Elemente mobile Elemente tonstante

4, B, C — virfu- M G BC APMN — paralelogram

rile triunghiului|P, N PL = LN si

AH inil{fimea |PM || 4B, AL=1LM

triunghiului.  |MN || AC LQ || AH si
Q — proiectial . -~ 1 .. )
punctului I pe L= o AH = constant
BC - '

Deci locul geometric al punc-
tului L este linia mijlocie a
triunghiului A BC (deci o para-
leld la BC) (fig. I11.E2). )

E 3. Prin virfurile fixe B,
C ale unui triunghi ABC se
duce un cerc care intersec-
teazi laturile AB, AC inDsi
E, astfel ca cercul ce trece prin
A4, D, E si fie egal cu cercul
ce trece prin' B, C, D, E. Si
- se determine:

Fig. ILE.2
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1) locul geometric al punctelor D si E.
ii) locul geometric al centrului cercului ce ‘trece prm
A,D E, stiind ci A parcurge cercul fix cdre trece prin

B i C.
R.

_ Elemente fixe

| Elemente mobile

Ele ménte ‘constante

B, ¢, BC

BC.

Q — centrul cer-
culud c1rcumscns

AABC.

0, — centrul
cercului ce trece
prin B, C, D, E.
0, — centrul cer-
cu1u1 ce trece
prin 4, D, E.
M — mijlocul
segmentulul va-
r1ab11 DE

Cercurile (BCED) si
(ADE) fiind egale =
= arcele DE sint con- |

gruente deoarece sub-
mtmd coarda DE deci |

m(DBE) = m(DCE)
= m(BDC) =
m(4) = D,E
aparfin unui_cerc
fix ce trece prin O.

DM = ME =
0,M = Mo,

Deci locul geometric al punctelor D, E .
este un cerc care trece prin punctele
B, C, 0, iar locul geometric al punc-
tului - O, ‘cste un cerc concentric (fig.

ILE3).

E4. Un tuunghl ABC are punc-
tele fixe By, C;— (pzcmarele in3ltimi-
Jor care pleaci din B §i C), iar segmen-
tul BC este de lungime constanti. Si
. se determine locul geometrie al virfu-

rilor triunghiului 4 BC.




R.

i

Elemente fixe

Ele me nie mobile

Elemente constante -

Bl' Cl’
r—
BICI

segmentul BC

A, B,C
H — ortocentrul | _ m(BB,C) = 90° =

BC, m(BC,C) =

= BCB,C; cste un|
patrulater inscriptibil
Analog, patrulaterul
ACHB,. Deci,

N .
m(B,HC,) = 180° —

— A = constant

Tig. I1.F.4

R.

Deci locul geometric al - punctelor
B, C estc cercul de diametru BC,
iar locul geometric al punctului A
este un arc de cerc care trece prin
punctele By si C, (fig. 11.E4).

O dreapti fixd, un punct fix, un

punct mobil

* B4, Doui cercuri variabile, tan-
gente intre cle si tangente fiecare
la o dreapti fixd intr-un punct fix,
&4 se determine locul geometric al
punctului lor A de contact.

Elemente fixe

Elemente constante

Elemente mobile

Dreapta (A)

4, B &(4).
AN=NM=NB
deoarece dintr-
un, puhct exte-
.| rior unui cerc se
duc tangenteega-
le, deci N—fix

M —- punctul de |

tangenfa
MN — tangenta
comuni.,

NM :~A—B=
-2

— constant cu N
punct fix.
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Deci locul geometric al punc+
tului M este .cercul de dia-
metru 4B si centru punc-
tul N (fig. ILES5).

E 6. Pe o dreapti (A) se

considerd un punct fix A4
si un punct mobil M. Fie

(A}

B.un punct exterior dreptei
(A). Se considerd simetrica
dreptei (MB) fati de (A)
si simetrica dreptei (M B) fati de (4B). Sa se dctermine Jo-
cul geometric al punctului comun acestor doud simetrice.

R.

Tig. ILE.5

Elemente fixe

Elemente mobile

"Elemente constante

(4), 4 € (4)
B g (A)

4, € (4)
segmentul BA,

M € (4)

P,

BP

P — punctul co-
mun celor doud
drepte simetrice

‘ Fa Fa

m(M,) = m(M,)
A A

NAPMB — AB, AM
sint. bisectoare exte-
rioare => PA bisec-

toare interioard =
A A
= m(Py) = m(P,).
Fie A.B bisectoarea

N

unghiului- MBP =
= PA, este bisectoa-
rea exterioard in P =

TN
= m(4dPd}) = 90°

Deci locul geometric al- punctului P cste un cerc de dia-
metru 44, (fig. I1.E6).

Tig, ILE.6
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E 7. Pe doud segmente consecutive 4B, BC de lungime
fixi, situate pe o dreapti fix3 se-descriu doud cercuri varia-
JDile, dar egale intre ele. Accste cercuri se intersecteaza in B
si L. Sa se determiine locul geometric al punctului L.

R.

Elemente fixe | Elemente mobile Elemente constante
A, B, C 10, 0, — centrele| 0,M = MO, BM = |
AE =EB -| cercurilor. = ML si in trapezul
BF = FC 1 {M} ={00,) | EF0,0, MN este linie

|OFE 1_AB N (BL) mijlocie = EN=NF="
O,F 1 BC 1€ (0,7) = MN este constanti
MN 1 AC ~ |e (0, 7). ca pozifie, dar in -
LP L AC L — al doilea ALBP, MN este li-
punct de inter- | nie mijlocie = PL este
sectie al. cercu- | constanti ca pozitie
rilor variabile si trece printr-un’
punct fix P,

Deci locul geometric al punctului I este dreapta (PL) care
este perpendicularda pe dreapta (AC) (fig. ILE7).

z

s

A [de
Fig. ILE7 -

EB. Se¢ consideri doud cercuri variabile, tangente la
acceasi dreaptd fixd in doud puncte fixe 4, B ale acestei
drepte si in plus tangente intre ele Aceste doud cercuri
au-inci o tangenti comund A!B’. Si se determine locul

~geometric al. ml]loculm segmentulul A'B’,
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- R,

~

Elemente fixe

Elemente mobile

Elemente constante

dreapta {A)
4,B e (4)
I € (4)

tersecti€ ale tan-

T — punctul de
contact al cércu-
rlor. I, K - —
punctele - de in-

gentei comune in
punctul T cu fin
gentele AB si
A'B'.

14 = |
‘KA’ = KT = KB’ |
IT = KT=1K=|"

- Deci IK =

IT = IB

constant '
coust. cu
punctul I fix,

AB

I si dc razi AB (fig. 11.E8).

J
2 X

Deci locul geometric al punctului K este cercul de centru

8

(4) .

A 1
Tig. ILES

5

Un cerc fix, un punct fix, un punct mebil. Un cerc fix,
o dreaptd variabild, un punct mobil
E 9. Si se determine locul geometric al centnlox cereu-

rilor tangente la doud drepte. -
R: Se vor analiza cazurile:
i) drepte concurente:

-

~

Ele mente iixe

Eleménte mobile

Ele menfe constante

| intersectie
' dreptelor

O —punctul de

M — centrul
cercului

|'AM = MB
"tAM 1 0A

' MB 1 OB
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Deci locul geometric al punctului M este bisectoarca unghio-
lui format de ccle doud drepte.

i) drepte paralele:
Locul geometric al punctulm M este o paraleld Cchldlst'mta.
dreptclor paralele.

E 10. Si se determine locul gcometric al extremititii

unci tangemte de lungime constantid, daci punctul de tan-
gentd descrie cercul. .

~N

RC -
Elemente fixe Elemente mobile . Elemente constante
. N
O — centrul cer-| 3 — punctul | m(OML) = 90°
cului curcnt. MFE = constant
M & @ (0, R)| R — raza cercului =
L - punctuldin | 0L = |/ ML 5'_'[_7{- o=
care seduce tan-| __ .,notant.
genta

Deci locul geometric al punctului L este un cerc concentric
cu cercul dat si de razd OL.

E 11, Si sc determine locul- geometric al mijlodcelor
segmentelor care uncsc un punct fix P, cu un punct mobil A/
situat pe un cerc.

R.

Ele mente fixe

Elemente mobile

Elemente constante

1_)

0 — centrul cer-
cului

0; — mijlocul
segmentului PO.

M e e (0,R)
Leé@ (0 R)

R = MO —razi

LO, linie mijlocie in

APOBM, deci LOy, =
R

,=--— = const. cu

punctul 0, fix.

Deci locul geometric al punctului L este un cerc de rtazd

_ 1.0, §i centru 0,.

"E12, Si se determine locul geometric al mijloacelor

coardelor dusc intr-un cerc printr-un punct fix M (se vor
analiza cazurile: A interior, exterior, pe cerc).
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R.

»

Elemente fixe

Elemente mobile

Elemente constante

0 — centrul cer-
cului.
M — punct in-
terior.

i
LA B

i
1
|
|

AB —- coardi! _>m(MIU) = 90° cu

L=LE, OL | AB=

punctul M, O fixe, .

Deci locul gcometric al punctulm L este un cerc de diametru

- OM.

E13. Si se determine locul geometric al mijloacelor
coardelor unui cerc, care au o lungime constanti.

R.

Elemente fixe

Elemente mobile

Elemente constante

0 — centrul cer-
cu_lu i
€10, k)

M,
M, € €0, R
L — mijlocul

unei coarde,

o =Ye—(3)

MM, — 1
ML= LM, — 2’

const, cu punctul
0 fix.

Deci locul geometric al punctului L este un cerc eoncentric
cu cel initial, de razi OL si centru O.

E 14, Si sc determine locul geometric al centrelor cdr(‘u—
rilor de razd data, tangente la un ccrc le

~

R.

Ele peﬂte fixe

i-:lemente mobile

Ele mente constante .

0 — centfﬁl cer-
cului
€ (0, R)

0, — centrul cer-
cului @, (0y; 7)-

R, 7
00, = R + ¢ sau
001=|R'—'1'I =

| O fix.

= const, cu punctul
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Deci locul geometric al punctului O, este format. din
doud cercuri congentrice, cu cel dat si de razi R+ r i
IR—r . |

E 15. Printr-un punct mobil M situat pe un cerc fix,
ducem segmente paralele cu o dreapti data §i congruente
Aintre ele. Si se determine locul geometric al extremita-
tilor M, ale acestor segmente. '

. R:— Se aplici o teoremi referitoare la translatie si
anume, daci prin toate punctele unei figuri, ducem Seg-
mente congruente, paralele si de acelagi sens, extremitatile
acestora formeazi o figurd congruenta.cu cea inifjala. :

- Elemente fixe | Elemente mobile ) Elemente constante.

dreapta (A) M, M, MM, =1

0,0, segmentul MM, | MM, 1L 00,, - deci |
00, =1, patrulaterul M3,00, |
00, || (4) . este un paralelogram. |

Deci locul geometric al punciutui M, este un cerc cu centrul
in 0, si egal cu cel dat (fig. IL.E.15).

r4)

Fig. ILE.15

E 16. Pc 0 razi moebild a unui cerc, lyim plecind de Ia
‘centrul cercului, o lungime egali cu distanta extremitiitii
acesteiraze la un diametru fix. Si se determine locul geo-.
metric al extremititilor segmentelor astfel obfinute.

-
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R:

Elemente fixe

Elemente mobile

Elemente consiante

O — centrul cer-
cului

AA’, BB’
diametre.

M — punct pe
Taza
P — proiectia

punctului C pe|
|44

OC %, 0M = OP

m(BMO) = 90°. din
NOCP = ANOBM cu|.
punctele B, 0, B’ fixe.

Deci locul geometric al punétulul
M este format din doua cercuri,
avind ca diametru pe OB -respectiv

OB’ (fig. I1.LE16).

" E17. Fie 04 si OB doui raze A

perpendlcularc mobile ale unui cerc

€ (0, r). Prin punctele 4,,B ducem
respectiv ‘ paralele la douz - directii
fixe si perpendiculare. Si se deter-

mine locul geometric al punctului de -
intersectie .ale accstor doud drepte.

R.

- B

Elemente. fixe

Elemente m‘obile i

Eleménte constante

| XX", YY’ doud
1 drepte -perpendi-
culare date.

|0 — centrul cer-
| cului.

| paralelor.

| segmentului AB.

| M — intersectia

C — mijlocul |

0A,0B

-

TN
m(0A4B) = 90°

| AM | XX

BM || YY'
AC=CB
Pl N

m(4AMO)=m(4BO)=
- 45°, Patrulaterul
DABM este inscripti-
bil in cercul de centru
C, iar OM < AB de-

‘oarece OM este coar-

di, iar AB este dia-
metru.

91




Dici locul geemetric al punctului M éste un scgment de
masurd 2 4B si mijloc 0, scgment apartinind dreptei care
este paraleld cu biscctoarea unghiului format de X.X' si Y'Y’
si care trece prin centrul cercului O (fig. 11.E17).

A

Xl Y‘ .x__’
Fig. ILE.17

E 18. Se considerd un punct fix .1 si un punct mobil B
situat pe cercul fix €@ (O, R). Si sc determine lecul geo-
metric al intersectiei dreptei (4B) cu bisectoarca unghiu-

hui 40B.

R. - .

Elemente fixe Elemente mobile Elemente constante
4,0 , B, m(AOB) OB = R. In AAOB
segmentul .40={ M — piciorul aplicam  teorema bi-
' : hisectoarci scctoarei interioare i

’ ' vom. obtine:

AM 04 AM

= 20 L
MB OB AB -

I+ R

N
= constant, | ~

Deci locul geometric al punc-
tului A/ este un cerc omo-
A teticcu cel dat. (fig. 11.E18),

. Fig. JLE.I8



E19. Se considerf un. cerc si o coardi fixd 4B a acestui
cerc. Fie' CD o-coardi mobild, dar de lungime constanti.
/S se determine:
i) locul geometric al punctului de intersectie I al drep-
telor (AC), (BD).
ii) locul geometric al punctului K dc intersectie al drep-
telor (AD) si (BC).

R.
Ele mente "fixe Elemente mobile 'Elemente constante
O — centrul cer-{ C, D, I, K CD =1
cului . : N
4, B, 4B, m(CoD) = B
—_ P AIB) =
B, m(40B) — mdlB) =
—a ' _m(49B)—m(CD) _
2
N _ _§60°—aj B
= 5 =
P = constant cu punc-
B tele 4 si B fixe.

Deci locul geometric al punctului 7 este un arc de cerc are trece

prin puhctele 4 st B cu m(m) = 96-0——2«———(—3 daca 1

este deasupra segmentului AB §i m(\B) 2 —I—B daca 1

este sub AB.
ii) analog cazului i),

m(ARB) = m(40B) + m(CD) _ 860° — a 4 B .
2 2

deci locul geometric al pimctului K este un arc de cerc, deoarece
m(m) 860°—a+p daci K este deasupra segmentu-




N a—B
lui 4B 5i m(4KB) = = daci K
este sub segmentul 4 B (fig. IL.E19).
5. E20. Fie 4, B doui puncte fixe,-

M punct mobil, situate pe un acelasi -
cerc fix. Prelungim dreapta (MA)

cu lungimea MN = A B. 53 se deter- -
mine locul geometric al punctului N

Fig. ILE19

R.

Elemente fixe. | Elemente niobile Elemente eon‘sim\t_gk i
4, B, |M,N  |MN.=MB .
—~~ . N —-
AB . AJ{. B{?TI m(ANB) =
segmentul 4B | 4N, B =m(M/RV) -

' ~ 1N
— == m(AMB) =
: 1 -~
‘ : = — m(A4B).
, T im(dB)

Punctul. N se afli ca §i punctul B, de aceeasi parte-a .
tangentei 4Ny, deci locul geometric al punctului N este
format din doud arce ) :
de cerc:’ BNN, y

——

u BN’V (fig. I1.LE20)

E21. Fie cercul
€ (0, r) fix, in care
s¢ inscrie triunghiul.
ABC, cu latura BC
fixd, iar A este mobil.

i) Si se determine
locul geometric al
punctelor descrise de

Fig. TLE.20
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punctele de intersectie ale bisectoarelor exterioare, luate
doud cite doud.

ii) Bisectoarele un;rhmlus A mtersecteaza cercul in D
si E, iar latura BC in G si F. Sa se determine locul geometric
al intersectiei dreptelor (DF) si (EG). ¢

. iii) Sa se determine locul geometric al centrului cerculm
inscris in triunghiul ABC.

iv) 5 se determine locul geometnc al p1c10'1relor indl-
timilor duse- din B si C. ~ -

v) Sa se dctermlne locul geometric al ortccentrulm
: trmnghlulul

R. i) | )
ElEmente fixe Elémente mobile _‘ Elemente constante
B, C, BC BC|L, L, L, ~  m(BC)
punctele de in 2
tersectie ale bi-| » - R A
sectoarelor  ex- Lo = lfo —m(B;) —
térioare. — m(Cy) = 180° —
' 180°—m(B,)-
2
180°—m(C))
2
- A Fa
_ m(B,) + m(C,)- _
2 i
A
180° — m(4)-
’ ‘——‘_—2 =
A
=-900 _— m———( ) =
= constant i
m(CL,B) constant
. (BLbC) constant
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Deci locul geometric al punctelor Ly, Ly, I, sint perechi
de arce de cere ce subintind coarda fixi BC (fig. 1L.E21i).

- —_ -

- ~

.- ~.

s
e, S .

/’ Ay \\
’ \ N
p ., A . \Z
r

Fig. ILE.21 i)

R: ii)

ys

Elemente fixe Elemente mobile Elemente constante

B,C,BC,BC, |4,G, D, EF, L|md) = m(d,)

0 ——.centrul cor- .m(r"l‘f,) — 111(?‘14) =
cului TN :

= m{DAE) =90° =
= DE diametru =
‘= DE |_ BC.

In ADEF, DG si FG
sint iniltimi = EG

N
iniltime = m(DLE)=
= 90°

Deci locul geometric al punctuwlui L va fi chiar cercul dat
(fig. IL.E2L,ii), ) )

Fig. ILE.21 ii)
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R. iii)

-

Elemente fixe Elemente ,mobile" Elemente constante.
' s
B, C,BC,BC |4 € @0, » | m(d) =™BY
' L — punctul de| 2 .
intersectie al bi-| m(L)=180--m(B;) —
sectoarelor. __m(az) — 180° —
_ B +m(C)
5 =
{ == 180° —
_ 180° —m(4 ) _
== =
o my( A)
= 90 o
+ 2
- = constant.
Deci locul geomgtric al punctului L -

este format din doud arce capabile de

unghiurile 90° +

care coarda BC - este comund  (fig.

I1.E21 iii).

R: iv)

Fig. ILE.21. iii)

A A
m__(A) 1800 A 5,
2

c

N

Elemente fixe

‘| Elemente _ mobile

Elemente constante

7

B, C, BC, BC

14 e e (0 7

M, N — picioa-
rele inal{imilor

m(i) = 90¢

A
m(N) =90°

% — Teste de geometrie
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Deci locul geometric al punctului M (respectiv N) este -
cercul de diametruyy BC (fig. I1.E21,iv). '

Fig. ILE 21iv)

Elemente fixe | Elemente -mobile | .Ele;m_ente constante

.' B, C, BC, |M, N — picioa- in p:a..trulaterul ins-
BC ) rele inilfimilor | criptibil LMAN
I — ortocentrul n}(f) = B860° —

P — A A
m{My—m(N)-m(4) =
=’ 56QL90°—900 -

_ m(BC) _-_ 180° —-
2
__n_1_(B_C)_ = cofisgant

Deci locul geometric al punctului L esfe un cerc (simetric
cercului circumseris A4 BC, fata de coarda BC) (fig. I1.E21,iv)

E 22." Si se determine locul geometric al punctelor care.
an tangentele duse la un cer¢ dat, egale cu distanta pini la
un punct fix 4. o

-

R:
B Elemente fixe Elemente mobile Elementé constante
0, A,'OA_,, r, M MT = MA4 : 1
’ . - AM?2 —OM?* = R? =
= constant, '




Deci locul geometnc al punctului M cste o perpendmulala
pe segmentul 04 (fig. IL ]:22) i

© leulul

FigILE22

T

L A .
E23. Si se determine locul gcomutnc al mijloacelor

coardelor dintr-un cerc dat:
" i) egale cu o coardd dati, 11) paralele cu o coardi data

[N

R: i) _

Elemente fixe Elemente mobile Elemente constaﬁte |
" 7 M, N,ce(0, R)| MN = AB |
4, B, 4B, AB o =

0 — centrul cer-
cului

mijlocul segmen-

q tului MN

oL ﬁVRz—(@T=
2

constant cu punc-
tul O fix.

| Dem locul geometric al punctu'lm L este un arc con-

centric cu cercul dat gi"de razi OL. . -

R: i)~

Elemente fixe

Elemente mobile-

Elemente consfante

A, B,-AB, AB

0 — centrul cer-|

M. N L

‘| MN 'u AB

OM = ON =

Dec1 locul geometric al punctulm L é¢ste dxametrul perpen-

dicular pe AB

N

N

99



E 24. Pc un cere € (0;7) sc jau un punct fix 4 .§i un

punct mobil M. Bisectoarca unghiului AOM intersectcazi
cercul variabil care trece prin punctele M, 4,0 in L. Si se
determine locul geometric al punctului L.

R:
|
Elemente fixe : Elemente mobile Elemente constante
. i N P
0, A, | 3, 01 — bisect.| m(A0L) = m({0M)

L

Segmentul OA .I ( 40[‘1)

OL 1 AM ca media-
toare = LA | A0

"‘Deci locul geometric al punctului L aste o dreaptd perpen-
diculari-in A pe 04 (fig. I1.E24)..

Yig. ILE 24

E 25. Pe un cerc @ (0, 7)
se iau.un punct fix 4 si un
punct mobil M. Prin A se
duce o dreapti variabila
care face cu dreapta (4M)
un unghi « — constant. Per-
pendiculara dusd in M pe
AM, intersectcazi cealalti
laturd a unghiului constant
in L. Sa se determine locul
geometric al punctului L.

R:
Eleménte fixe Elemente mobile ,Eleine-nte constante
! N
0, A4, B AM, AL m(LAM) = o

' AB — diametru

LM 1 AM.
N
m(ALB) = .9%0° +
J 4+ « = constant

Deci locul geometric al punctului L este format din doud
arce capabile de unghiul 90° 4 &, care trec prin extremiti-

tile coardei AB (fig. I1.E25).
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E26. Se da cecrcul @ (O, r), un

AN
punct fix A pe cerc si unghiul MAN-
inscris, dc miirime constanti si cu
laturile variable. Si se determine
locul - geometric al intersectiei dreptei
(AN} cu perpendiculara ridicatd in M
pe AM.

Fig. 11.525

R: i}
Elemente fixe l Elemente mobile Elemente constante
0 — centrul cer-| M, N, I “Im ) =«
cului {Lh= (AN) D f3TL) = 90° =
A, B diametral n (MBy ° AN Y
optise % = m(ALM) = 90° —
l — g5 = constant

Deci locul geometric al punctului L este format din doud
arce de cerc care au diametrul 4B drept coardd comund
(fig. 11.E26). ) ‘

Fig. I1.E.26

s

E 27. Si se .determine locul geometric al -simetricului
unui punct fix de pe un cere, faid de un punct M mobil
pe cerc.
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R.

Elemente fixe

Ele mente 'f-mo;iile

Elemente constante

cului.
14, B ~d1amctr.1.1
opuse.

0' ~—centrul cer-

M.

punctului 4 fata

-{ m{AMB) =
| L °— simetricul

90°, Cum

AB_AM 1
AC AL 2

= NABM ~NACL=

C — simetricul
punctului 4 fata
de B.

de M.

AN
= m{ALC) =_90°
Punctele A_ 51 C fme

Fig. 1L.E.27

R:

" Deci locul geomettic al punctu-

lui .L este cercul de dnmctru
AC (fig. 11, E27)

E 28. Pe latura ACa triun-

 ghiului fix 4 BC se ia un punct

fix 0. O sccantd mobild ce tre-
ceprin O, intersecteazi laturile
AB si BC in D si D’. Si-se
determine locul geomr‘tﬂc al
celui de al doilea punct comun
L al cercurilor circumserise
AAOD si ACOLY. '

Elemente fixe

‘Ele mexte . mobile

Elemente constante

O c AC

ABC DD L

TN .
m(AL0) = 180° —
— m(dy) —m(Cy) —
— m(CA‘z) = 180° —
— (180° — m(dy) — |
— m(d;) — m(B) —
1= ( ) m( 2) =

{ = m( B) = constant=
= ABLC patrulater]
| inscriptibil.
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Deci locul ged‘fnetric al punctului
L este un cerc (cercul circumseris
AABUY (fig. ILEZ8).

E 29. Fie AB o coardi fixi a
unui cerc. Prin A ducem o coardi’
~AC siluim pe aceastd coardd de o

parte §i de alta a pusetului C,

CM = CM'= CB. S sc deter-

mine locul geometric al punctelor M si M’ cind C descrie
) 4 ~ : . B

arcul ACB, .

. R: : ) - , T._ - -

D~
Fig. 11.E.28

’ -
Elemente fixe | Elemente mobile. Elemente constante

AB @ C, M, M'" , ,gﬂ:’['-,E &-ﬂf E:i:'C.B'
m(é;)' m(.:;li)

“ABCAM cste isoscel =
A AN
"= m(C,) = m(M) +
A Pal
1 4 m(By) = 2m{31) =

_. =>m_(/.'1\/1) _—_nl(g—‘—) =

a / .. = m(AB) == copstant, x

AM’CB_ este isoscel =
CPomCy = 180° — |
b A A

— m{M’) —m(B,) = |
. P

, » = 180° — m(M') — |

i i A .

{ — m(B,) = 180° — |

“ m{l;g), - 189 ‘

‘ -—-~2n1(i1\’)=>m(M =¥
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(continuare)

Elemente fixe

-

Elemente mobile | Elemente constante

= constant,

Deci locul geometric al punctului
M este un arc capabil de unghiul
. . -

A
)

—g-,'iar locul geometric al punctu-

lui M’ cste un arc capabil de un-

ghiul 90° —’9-(5—) (fig. 1LE29).

E 30. Si se determine locul geo-
metric al centrelor cercurilor varia-
bile ce trec prin doud puncte date,

Tig. 129

Elemente fixe

Elemente mobile

i
l

Elemente constante

A B AB

L — centrul |LA = LB cu punc-
cercului tele A si B fixe.

Deci locul geometric al punctului . este mediatoarea seg-

mentului AB.

~ E31. Fiind ddti o dreapti (A) si se determine. locul
geometric al centrelor cercurilor de razi R care determini
pe (A) un segment de lungime constantd /. Iste posibila

intotdeauna problema?
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R:

Elemente fixe

Efemente mobile

Ele menf_é _tonstante

AB === /

~

L — centrul cer-
cului.

M — proiectia
punctului L pe
(A).

k4

=l(m=3)(m+ 3

constant,

Dcci locul geometrictal punctului
drepte paralele cu dreapta (A). Problema arc solutie numai

daca R—wlf— >0=> R > .l“,
2 2

-

1. cste format din doua

E 32. Si se determine locul geometric al centrelor cercu-
rilor tangente la un cerc dat, intr-un punct dat al aceluiasi -

Cerc.

R:

-«

Ele mente fixe

Elemente mobile

Ele mente constante

» 00— cont_ru] cer-
‘cului

L — centrul cer-

cului variabil,

0, A, L — coliniare

Deci locul geometric al punctului L este dreapta care trcce
prin punctele fixe 4 si O (indiferent de pozitiile cercurilor
tangente interior sau exterior).

E 33. Un unghi de mirime constanti cu virful pe un
cerc are laturile variabile §i intersecteazi cercul in B si C.
Sa se determine locul geometric al mijlocului coardei BC.
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R:

Elemente fixe | Elemente mobile | Elemente constante
= centrul cer-| B,C, 4B, AC. | BL = IC i
calui - L — mijlocul B/?C _ 4

coardei BG | SO TR

BC, m(BC) :

e
0L ;VR"!—-(_B—C) =
= comstant. 5

'Fig. ILE.33

R:

v Deci locul geometric al punctului Z
* este un cerc concentric cu cel dat ¢
_de razd OL (fig. ILE33).

E 34, Din punctul M se duc tan-
gentele PM -si RM la cercul @(0,7).
S4 se determine locul geometric al punc-
tului M cind unghiul format de cele

doud’ tangente este constant.

Elermente fine

Eletiefite mobile

Elethente constante

O — centrul cer-
Jicului

PRM
{§} = (OM) -n

N (PR)

.._OS = Vopz—_'(gg)z ""f: .

OM =08 + SM = |

m(PMR) = 20 |
m(POR) = 180° — 24
= PR, PR constant |

2
MS = PS ictg o

constant. _
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Deci locul geometric al punctuolui M este un cerc de razi
oM (fig. 11.E34). : ' ‘

R
~ Fig. ILE34
E 35. Intr-un cérc € (0, 7) se duc doui diametre perpendi-
culare ABsi CD. O dreapta variabili care tréce prin punctul C -
intersecteazi . diametrul 4B (sau prelungirea lui) in M si
cercul in N. Si se determine locul geometric al intersectiei
-paralelei la CD dusd prin M, cu tangenta la cerc dusi in N,

-Re

Elemente fixe | Elemente mobile | Elemente constante
14,B,CD ' |MNL | pOMN=ALMN -
‘0 — centrul cer-] - = ML=0N=R.
‘cului : .

Deci locul geometric al punctul'u’i—-t este tangenta in D la-
cercul dat {fig. ILE35). : ' P
- C -
Ao\ s
B Bt ] 4 N
N s R
o Fig. IL.E35
Doui drepte fixze, un punct mobil o
E 36. Si se determine locul geometric descris de virful

unghiulai drept al unui triunghi dreptunghic invariabil,
-dack virfurife ascufite aluneci pe- 'do'lfi “drepte -fixe per:

o e

pendiculare,

- '
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E[einent‘e I'I.xe - Elemente mobile Elemente constante
0.0, 0 4B, GM |4y — uB
ox rov |

m(e) = const. si

~ A

m(0) + m({) = 180°,
« {deci patrulaterul
OBCA este inscripti- |
bil in cercul

€ (M , i42) = A
2
= m(C0B) =m(E4B)
N
dar m(CAB) = con-

. N
stant i m(CBA)
= constant =

= m@}) = constant

'Deci locul geometno al punctului C este un segment de
dreapta, care formea.za. cu OX un unghi de mirime constanti,

Yy (4

Fig. ILE.3d

jar acest segment este de
lungime 2 4B al cirui mij-
loc este punctul - 0 (fig.
I1.E36).

E 37. Pe doud drepte
fixe, luim pornind din doui
puncte fixe, 4, B, situate
respectiv pe cele doud drep-

" te, doud segmente AM, BN,

care variazi proportional
intre ele, iar prin punctele .
M,N se dus paralele la

doud directii date. Si se determine locul geometric al inters
sectiei acestor doud drepte paralele,
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R:

Ele m_ente fixe

Elemente mobile

Elemente constante

A, B, X'X",

rdlele cu doud

N0y

Patrulaterele .

M, N, AM,. -
Y'Y BN AOPM, AOP,M,,
40, B'0 — pa-| {C;} = (M,P,)n| BOQN, BOQ,N,

sint paralelograme =

directii  date. {C} = (MP)n oC 0P

Coustruim n (ON ) ~oc. _op.

OX | X'X”, 00 !

oY (YY" = 50‘— = QC [|0:Cy
1

i OB

Deci locul geometric al punctului € este” dreapta care trece

prin OC,

(fig. 1LE37).

Tig. 1L.E37

E 38. Si se determine locul geometric al punctelor care
fimpart intr-un raport dat m(m € R) segmentele formate de
laturile unui unghi dat pe paralelcle la o directie dati.
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R:

" Elemente fixe

1 Elemente mobile |

Elemente constante

Tig. IL.E.38

AB, AC M} = (4Mp| BC: | BClcu o di-
m('B/zR’) in(BC) rectie datd '
. BC, B,Cj MBy _

M,B,, M,C, M,C,, ,
{MB, MC B,M, Pﬂ ,'m
| C,M, CM ., |
Deci locul geometnc al :

punctelorr M este o
dreapti care trece prin- -
punctul -4 astfel incft

BM . m (fig. TLE38).

cM

E 39. Pe latura Ox-
.a unui unghi dat 20y,
luim un punct mobil
M si pe OM .ca diame-

tru se descrie un cerc. Construim apoi un cerc tangent la
~primul si la laturile unghiului,-Si se. determine locul geo-
metric al punctului de - contact al celor doud cercuri,

R:

- Eleriente fixe

Elemente thobile’

. Elemente constante

0x,0y.

P
m(+03)
0z — bisectoa-
rea unghiului
X0y

CUAN
m(zox)

= m(703
A, B, L)'

M. O 0%’»’1
@ 011 T

e (02. R,), iar 0,
apartine bisec-

N
|toarei xoy.
L — punctul de|
tangentd al ce-

lor doui ¢ercuri.

[ 0,0, are directie con-

stanta
0,L R‘ = constant
Loz _ Rz‘
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Peci 1ocu1"ge61-netric al punctului L este o dreaptd ce trece

prin punctul O astfel incit %—OLz = constant. (fig. ILE39).

Fig. ILE29.

E 40, Se dau doud drepte paralele si un punct O in pla-
nul lor. Din acest punct ducem o sécantd mobila care inter-
secteazii dreptele in 4 si 4’. Si se determine locul geometrie
al extremitifii A", al unei perpendiculare ridicate pe se-
canti din punctul 4’ si‘'avind lungimea egald cu AO:

R:

Elemente fixe . [Elemente mobile Elemente constante

P, P’ — picioa-|centrece prin 4,| 04 = _ OP
rele perpendicu-|A4’; 47, P’ 04’
Jlarelor duse din =A4'A" U
0pe (D) §i (D) - op
- = ——= AOA'A"
opP

dreptunghic fn 4’, are
raportul catetelor con-
stant, ~decl " rimfne |
asemenea cu el tnsugl,

11T



Deci locul geometric al punctului A” este format din doud
drepte (depinzind de scnsul segmentului 4'4”"). (fig. I1.E40).

(01) A P
(02) / P /
A ) P’
N
_Fig. ILE.40

E 41. Fie doud drepte paralele (A) si (A") si 4 un punct
fix pe (A). Prin 4 se duce o dreaptd variabild ce intersec-
teazd dreapta (A’) in A’. Din A’ se ridici perpendiculara
A’B pe A4’ (B € (4)). Se uneste B cu simetricul punc-
tului 4 fati de A’ notat cu C. S& se determine locul geo-
metric al punctului L, de proiectie a punctului 4 pe BC,

R:

Elemente fixe

Elemente mobile

:Elemente constante

(4) (A%

4 € (8

AH =1 — dis-
tanta intre para-
lele, '

4,C, B, L

"I = constant.

AABC este isoscel de-
oarece BA' 1 AC si
AA’ = A'C, AL
CM ca inal{imi, |
iar CM =24H =2l=
= AL 2l

=




/

Deci locul geometric al punctului L este un cerc cu centrul
in A si de raza AL (fig. IL.E41).

. Tig: ILE41

E 42, Un segment MN de lungime constantd se depla-
seazi rezemindu-§i extremititile pe doud drepte perpendi-
culare Ox si Oy.” Si se determine locul geometric al mijlo-
cului L al segmentului MN, - .

R:
Elemente fixe ~Elemenie mobile Elemente constante
Ox, Oy |M, L N _ ML=LN, MN,OL=
OM, ON MN
= —2— = constant

cu punctul O fix.

Deci locul geometric al punctului L este un cerc de centru O
si de razd —-
2
Dot cercuri fixe, an punct mobil

E 43. Printr-un punct A, comun la doud cercuri fixe,
ducem o secanti mobild, care intersecteazd cercurile in M
si M,. Si se determine locul geometric al punctului P, care
fmparte segmentul A/M, intr-un raport £ dat. -
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R:

Elemente tixe

Elemente mobile ‘

Elemente constante

4, B, AB.

M, My N, N,
0, P. -

| = MN | MN; | PQ
| rece” unghiurile

| scriptibil ABNM.

ONj

Patrulaterul ABQP

este:inscriptibil, deoa-
sale
sint congruente cu cele |
ale patrulaterului in-

Fig. T1.E43

R-

lui

cercuri -

- Deci locut geometric al punc-
tului P este cercul ¢ircum-
scris patrulaterului ABPQ
(1‘1cr I1.E43).

E44. Si se deten:mne
locul geometric al punctu-

M din care vedem deui »
date. sub acelas:

unghi. (Unghiul sub care'se -
vede o curbi dintr-un punct, este unghiul format de tan-
gemele duse la curbd din acel punct).

b

Elemente fixe

Elemente tﬁobile’ '

Elemente constante

0, 0, — centrele
‘) cercurilor '

e(0; 7), €(0;, 7).

M tangentele
duse la cerc¢ prin
M: AM, AM,,
BM, B\M.

(A B)- (m )
m =m(4 :
C 1/\ 1

P
m(AMO) =m(4,M0,)
NAMO ~AA MO, =
: MO _ A0
MO1 A O1
= — = constant
7y :
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. Deci locul geometric al punctului M este un cerc, cate are
ca diametru segmentul mirginit de picioarele bisectoarelor
“interioare si exterioare duse in M pentru AMOO;, inter-
sectate cu linia centrelor 00, (fig. 11.E44).

Fig. 1L.E44

E 45. Se dau-doud -cercuri fixe @ (Qy,7;) §i €50, 7y)
i un cerc @; mobil, care intersecteazi cercyrile date. Seg-
. mentele ‘comitne intre (@;) §i fiecare din cercurile (6,), (€,) 5.
intersecteazi fn M. Si se detergnine locul geomgtric al punctus
luj M cind geretl (@) este variabil si ca pozitie 5l ca mirime. .

{Exemptu de éxistentd a uni loc geomiétric, desi problema
are doi parametri variabili). ' o

R:

‘ -;Ele;meﬁ!e';ﬂ xe

{ Elemente moblle

e

"El_eménte_ édi;;iﬁnfe

105 € €4

1 Ql, 02, oiOZ FA]_BVI __L 0103 =
| 0,0;,-0,0, ‘= MB,; —axa radica- {
Ay B, € | 1a-a cercurilor @, si-€,
| € (€1)N(€y) 438y L 0,05, MB,—

|4 By €(€)N

N{e)

H{M] = (4,B)n

01(4,B,)

-axa, radicald a cerci--

's¢ afld §i pe axa radi-
all 3 cerenrlo, €,

rilor @, §i @, > M —
= centrul radical a] ce-
lor trei cercuri, deci M
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Deci locul geometric al punctului A7 este o dreaptil si anume
axa radicald a cercurilor @4(0;, 7,) si @5(0,, 7.) (fig. T1.E4S).

‘Tig. IL.E45

E 46. Si s¢ determine locul geometric al punctelor care
au diferenta puterilor fati de douid cercuri date, constanti.
Caz particular: constanta este egald cu zero.

R: .

Elemente fixe | Elemente mobile | Elemente constante
01, 0, ', MO, JWOZI p1— pz =K =
| cercurilor ‘ I = MO} —»3 —MO3 +

| '+ 13 =K =1WO~
. l i—MOz_rz~—r~ +
l oo P+ K= conbtant

Deci locul geometric al
punctului M estc o
dreaptd perpendicula-
Al rd pe linia centrelor.
NA2 0 Daci K == 0 atunci lo-
cul geometric este axa
radicali a celor doui
cercuri “ (fig. II1.E46).

01 ' . 02

5 < An E 47. Se dau doui

et

Fig. 11.EE46 cercuri tangente extes
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rioare. Prin punctul de tangenti se duc doud secante va-
riabile care se intcrsecteazi sub un unghi constant . Si se
determine locul geometric al mijloacelor bazelor trapezelor
in care secantele sint diagonale, cind ele se rotesc in jurul
punctului de tangenti. ‘

R:

Elemente fixe -| Elemente mobile Elemente constante

0,0, — centrele M, L, AB,DC|DO=0A=0T=R

*| cercurilor i BOy = 0,C = 0,T =
T — punctul de A
tangenta. = R,, m(BTC) ==

TN
= m(DTA) = e
ADOT este isoscel, cu
N N
m(0DT) =m(DT0)=

« -2
= — =

2

= DT = 2R cos ;‘ .

MT =
'—= 2R cossin ¥ = |.
2 -2 '
= Rsin a.
OM =0T — MT =

- |= Rl — sin ) =
' constant. Analog, se |

caleuleazis
, O3 == R; {§ ~-sin o= £
= Gofistant, T
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Deci locul geometric al punctnlm M este un cerc concentric
“cu cercul @ (0, OT) si de razd OM, iar locul geometric at
punctului . este un cerc concentric cu cercul

-R:

@,(0,, 0,T) si-de razi
0,L (tig. 11.E47).

E 48. Doui cercuri
tangente fiecare la e
dreaptd fix3, in cite
un punct fix, sint va-
riabile riminind mereu
tangente intre ele. 5a
se determine locul geo-
metric al punctului
lor de_contact.

Elemente fixe

Elemente mobile

Elemente constante

‘A, B punctele
"} de tangenti
ale cercurilor
cu dreapta
fixd.

0, 0, centrele }

cercurilor.
C — punctul de
tangenta,

| M — proiectia

punctului C pe
AB.

N
| m(0AC) =
N
= m(ACH).

m(3,BC) =

N
= m{BCM) ca

| unghiuri alterne
Tinterne

" m(04C) = 90° —

m(4CB) = m(0AC) +

AN Pt
_ m(AOC)+m(COIB) _

NAOC isoscel

N
__m(40C)
2 .

NO,BC isoscel =

TN
= m(CB0,) = 90° —
N
- m(CO,B)
2

+ m(CBO,) = 180° —

2
= 90° = constant cu
punctele~4 si B fixe |
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Beci locul geometric al punctultu C ‘este un eerc de diamctra
AB (fig. H. E48)

Fig. ILE48

E 49. Doud cercuri egale se intersecteazi in punctcle
A si B. O secinti variabild dusi prin 4, intersecteazi cele
doud cercuri in punctele M si N. Si se determme locul geo-
metric al 1n1]10culu1 L al segmentulul MN.

R:

;Elémente fixe| Elemrente mobile , Ele mente constarnte

A4,B, AB | M, N, MN, L | ML =IN

BL, LA R >
m(f)=m() = m(AB)

| = ABMN 1sosccl
BL 1 MN deci

N
m{ALB) = 90°

Deci locul geometric al
punctului L este cer-
cul de diametru 4B
{tig. 11.E49).

E §0. Se dau doui .
cercuri secante @ (O, 7)
§i @ (0, 7). Fie §°
unul dintre punctele
lor comune. Se duc F.g. 11.E49
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priﬁ S .doud secante perpendicularc, mobile .(A4S54") si

(BSB).

~dreptelor (AB) si' (A'B’).

R:

Si sc determing locul geometric al intersectiei

Elemente fixe

Ele mente mobile

Elemente constante

0, 0’ centrele
cercurilor.

de intersectie.

S, P punctele lor |

| (asay 1 (BSBY)

0S =0B,0'S=0'B’
AN
m(dSB) = 90° =

= AB — diametru.
Pt
m(A’SB’) = 90° =
= A’'B’ — diametry,
m(ALB') = 180°—
N
—m(ABS) —
s
—n_l(A’B’S) = 180°—

SN
= 90° = m(0LO") =
= 90°
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" Deci locul g_éometﬁc al punctului”L este arcul capabil de

unghiul dat o + &, 'dar cum m(QLO’) =: 90° fnseamni

ci locul geometric cste
“un cerc de diametru ‘00’
(fig. 11.E50).

E51. Doui cercuri €, (0,
), @5 (0, 75) se intersec-
teazi in 4 §i A'. Pe primul

or’ lui 1 B, pe al
cerc’ luam punctul B, pe a
doilea punctul C, astfel incit

N :
m(BAC)=90°. Si se deter-

mine locul geometric al mij-

locului I al ipotenuzel BC. 11;, 1L.E50
R: _
Elemente fixe } Elemente mobile | Elemente constante

4, 0,0, 00, |'BCL

;TN

. m(BAC) = 90°

OL 1 AB,O0,L 1 AC,
BlL. = JLC = AMNL
este un dreptunghi =

P
= m(0L0,) = 90°

Deci locul géorgetric al
punctului L este cercul de
diametru 00, (fig. ILESI).

E 52, Se dau doui cer-
curi @,(0, 7)., €,(C, ry), al
doilea trecind prin O; M
este un-punct mobil pe @,
iar A, B punctele comune
cercurilor. Dreptele (MA),
(MB) intersecteazd cercul
@,(0, 7) in A" si B’. 54 'se

aratc ¢ 44’ = BB’ si si sc determine locul geometric al
punctului I, de intersectic al dreptelor (A4'B’) si (MO), cind

M descrie cercul @, (C, 7,).
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R:

Elemente fixe | Elemente mobile Elemente constante’

0,4, B, AB, | M, I, "\B' | m(AM0) = m(OMBY |

AB- FEE | 44’ = BB,
'  AB’BA  este trapez |
isoscel,

¥ig.-1L.E52 5

Deci locul gcometnc al punctulm L este dreapta care trece

prin ‘A, B, mai precis, daci M apartme arcului AB exterior
cercuiﬁl €. (0, I’l) locul geometric-este segmentul AB, iar

daci M s¢ afls pe arcul AB interjor cercalul €,(0, ) locul
geometric este restul dreptei (4B) (fig. II. E523
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EXERCITIT PROPUSE

\

1. Se dau tre1 puncte fixe A, B, C si un punct mobil

in planul deteriminat de punctele date. Si se determine locul

geometric al punctului M astfel ca raportul dintre ariile
triunghiurilor M B¢ §i° ABC sa fxc egal cu’o constanti reald
data K.

" 2, Se di un unghl AOB S4 se determme locul geometric
al punctului M astfel ca penmetrul paralelogramulul AOBM : .
si fie constant.

3. Tie tnunghlul ABC cu latura AB fixa gn a cirei me- -
- diani dusi prin 4 face cu AB un unghi « constant. Sa sé -
determirie locul geometric al virfului C al triunghiului cind AC--
se rotegte.in jurul virfului B, mediana A4’ riminind fixi.

4, Se di un triunghi ABC. Daci DE| AB, si se deter-
..mine locul geometric al punctului de intersectie I al drép-
telor (DB) si (AE) cind dreapta (DE) se deplaseazd paralel
cu ea insdsi.

5.'Se di triunghiul ABC a cirui bazi BC este fix,
Si se determine locul geometric descris.de virful A .astfel
incit diferenfa patratelor ‘medianelor CC’ §i BB’ duse din-
“virfurile- C 5i B si fie egald cu o constantd K. . -

6. Intr-un triunghi A BC sé duce linia mijlocie MN| AB.
si fie P mijlocul segmentului MN. Si se determine.locul
.geometric al punctului P cind 4B estelaturd fixi §i unghiul-C
de masurd constanta.

7. Pe latura”BC a unui trzunghl ‘oarecare ABC se con-
sidera un punct M astfel ca triunghiul AMB si fie ase-
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menca cu triunghiul A BC. S3 se determine locul geometric:
" al punctului M cind dreapta (4B) este fixd, iar virful C
descric un cerc care.trece prin punctele 4 si B.

8. In triunghiul 4 BC latura BC cst(, fixd, iar unghiul 4
este constant.
- Bisectoarele unghiului 4 mtusocteala cercul circumscris
" triunghiului in D st I, iar latura BC respectlv in G si F.
Si se determine Tocul geometric al interseciei dreptelor
(DF) si (EG).

A
9. ]‘lL A BC\trmn"hlul drcptunghlc in.care m(4) = 90°.
AC si AB ca laturi s¢ construiesc respectiv pitratele
11,1)( $i AGFB, in cxteriorul triunghiului A BC.
Stund cd punctele B, C sint fixe, iar A este mobil, si se
determine locul geometric al punctului de intersectie al
dreptelor (D) si (IG).

10. Un triunghi .1 BC are fixe punctele B, si C; picioarele
Iniltimilor duse din B si C, iar dreapta (BC) este de lung'me
constanti. Sa sc¢ determine locul geometric al virfurilor
A, BsiCl

11. Intr-un cerc dé centru O se considerdi un diame-
trn AB pe care se aleg punctele C si D astfel incit OC =0D.

i) Si se arate cd oricare doud coarde paralele duse rrin
punctele € si D au aceeasi lungime. _
" ii) Dacd ccle doud coarde duse prin punctele C si D
intersecteazi unul din semicercurile determinate de dia-
metrul AB respectiv in punctele E si I, sa se arate ci
CE - DF = constant.

1i1) DaC‘l pozitia coardelor paralele este variabild
atunci s se determine locul geometric al mijloacelor lor.

12, Sa sc determine locul geometric al centrului de greu-
tate G al triunghiului' MBC, M fiind un punct fix, iar B
si C pr01ect111e acestuia pe laturile unui unghi de 60°, care
se roteste in jurul virfului siu fix 4.

" 13. Fie 44, si AA’ mediana §i bisectoarca unui triunghi
coborite din virful - 4. Pe latura BC Iuim A,4'= 4,4,
prin A" ducem o paraleli-la latura AC care intersecteazi
mediana 44, in D. In ipoteza BC constanti si {ixi si unghiul
A constant, si se determine locul gcomctnc al mtcucctw
dreptelor (A4’) si' (BD).
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14. Si se determine locul geometric al centrelor drept-
unghiurilor inscrise intr-un triunghi dat.

15. Se dau punctele O, A si B coliniare. Prin 4 §i
se duc doud drepte paralele cu o dircctie dati. O dreapti
mobili in jurul punctului O intersecteazi dreptele duse prin A
si B in punctele P si Q. Fic P’ si-Q’ simetricele punctelor P
si Q in raport cu punctele 4 si B. Si sc determine locul
geomctric al proiectiei punctului O pe dreptele (PQ’) si (QP’).

"16. Se di un punct fix P apartinind bisectoarei unui
unghi fix X0Y. O dreapti mobild (A) intersecteazi dreptcle
(0X) si (0Y) in doud puncte. '

Si se determine locul geometric al punctului de inter-
sectie dintre perpendiculara dusa din P pe (A) cu o dreapta
care uneste virful O al unghiului XOY cu mijlocul segmentu-
lui dreptei (A) cuprins intre laturile unghiului X0Y.

17. Sc dau douid drepte paralele (D), (D’) si un punct fix
A pe (D). Prin A se duce o dreaptd variabild care inter-
secteazi pe (D') in A’. In acest punct se ridici perpendiculara
pe AA" care intersecteazi dreapta (D) in B. Se uneste B
cu simetricul 4, al punctului 4 fata de: A’. S& se determine
locul geometric al proiectiei M a punctului A ‘pe dreapta
(BA,) cind dreapta (AA4’') se roteste in jurul punctului 4.

. 18. Sc¢ di un unghi de masurid 60° care se rotcste in planul
determinat de laturile sale in jurul virfului siu fix 4. Din
punctul fix B situat la distanta 2/ de punctul A se coboard
perpendicularele BC si BD pe laturile acestui unghi. Se
uneste mijlocul O al segmentului 4B cu punctele C si D.
Se cere:

i) Sase arate ¢d unghiurile OCD siODC sint de masuria 30°.

ii) Si se determine locul geometric al punctului de con-
curenti al medianelor triunghiului OCD.

19. Pe laturile AB si AD ale unui dreptunghi dat A BCD
se construiesc spre exterior pitratele ABGH si ADEF.

i) Si se arate cii punctele E, 4 si G sint coliniare.-

ii) Notind cu M mijlocul segmentului EG, si se arate
ci acest punct se afld pe cercul de diametrul BD.

iii) .In constructia precedenta, presupunind virfurile D
si B ale dreptunghiului 4 BCD fixe, iar Virfurile 4 si C va-
riabile, si s¢ determine locul gedmetric al punctuldi M.
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A4
- 20. Se considerd triunghiul dreptunghic 4 BC. Pe cateta.
AB sc ia un punct M astfel ca AC?2 =AM . AB si se no--
teazd cu P proiectia punctuldi M pe ipotenuza BC. Se cere:
i) S se determine locul geometric al punctului P, cind
virful B al triunghiului se deplascazi pe dreapta (4B)!
~ ii) Sa se arate ca dreapta (M P) trece printr-un punct fix.

21, Se considerd un trapez isoscel ABCD, in care vir-
furile 4 §i B ale bazei AB sint fixe, iar C si-D se depla-
‘seazé intr-un plan care trece prin A B astfel incit CD = BC 4
+ AD. ' -
i) Sa se determine locul geometric al- punctelor C si D. .
ii) Bisectoarea unghiului BCD intersecteazi intr-un
punct ‘M, perpendiculara in B la BC. Si se determine locul
geometric al punctului M.

22, Se comsiderd toate paralelogramele ABCD, de peri-
metru constant, care au virful A fix §i laturile AB, AD
de-a lungul dreptelor fixe Ax, Ay. Si se.determine locul
geometric - al virfului C. Discupie, :

_ 23, Se considerd trapezul ABCD (AD| BC). Luim ‘pe.
CD un punct variabil M si construim prin € si D paralele
respectiv la (MA) si (MB). Si se determine locul geometric
al intersectiei acestor drepte. -

24, La capetele unui segment AB se duc, de aceeasi
parte a segmentului, doud paralele pe care se jau punctele G
_ si D. Din mijlocul E al segmentului AB se duce perpendicu-
lara EM pe CD. Si se determine locul geometric al punctu-
lui M cind lungimile segmentelor AC si BD sint variabile
astfel incit aria trapezului 4CDB si fie constanta.

25. Pe un cerc de centru O se considerd punctul fix 4 §i-
punctul variabil M. Daci B este simetricul punctului O
fati de A si C este simetricul punctului 4 fati de M, sa se.-
- determine locul geometric al intersectiei dreptelor (BM)
si (0C). - ~ .

26. Fie ABC un triunghi oarecare, Prin virfurile B si O
se duc doud drepte paralele (D,) si (D,). Fie M intersectia
bjsectoarelor ymghiurilor formate de (D,) cu AB si respectiv
(i)z) cu AC. Si se determine locul geometric al punctului M
cind dréptele (D,) si (D,) se rotesc in jurul -punctelor B, res-
pectiv C, iar A descrie cercul circumseris triunghiului ABC, -
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2%, Fie ABCD un paralelogram si E un punct variabil
pe latura AB. .

i) Si se demonstreze cd cercurile circumscrise triun-
ghiurilor DAE si ECB se‘intersecteaza a doua oard intr-un
punct F situat pe latura CD a paralelogramului.

ii) Fie I intersectia dreptei (EC) cu cercul circumscris
triunghiului DAE, iar J intersectia dreptei (FA) cu cercul
circumscris triunghiului ECB. Sa se arate cd triunghiurile
AID si BJC sint asemenea §i si se demonstreze relafia:

EF? = Al .-CJ = constant. .

iii) S se determine locurile geometrice descrise de punc-
tele I si J.

'28. Fie ABC un triunghi fix §i M un punct variabil pe
dreapta (4B). Cercul care trece prin punctele 4 si M si
este tangent in A dreptei (AC) intersecteazi cercul care
trece prin B §i M si este tangent in B dreptei (BC) in punc-
tul N, - ’ '

i) Sd se determine locul geometric al punctului N. |

i1) S3 se arate cd dreapta (MN) trece printr-un punct fix.

-29.. Se .di un triunghi oarecare ABC, avind BC = g,
CA=0b AB=c¢ si P un punct pe dreapta (BC). Para-
lela dusid din P la AB intersecteazi dredpta (AC) in C*
si paralela dusd din P la (A4C) intersecteazi dreapta (A B)
fn’B’. Notim cu M mijlocul segmentului B’C'. ~

Se cere: - e _ .

i) si se determine locul geometric al punctului M cind
punctul P descrie dreapta (BC);- - .

ii) si se calculeze perimetrul §i aria paralelogramului

AB'PC’ in functie de , b, ¢ 5i de raportul —:% = 7]

ili) s& se arate ci raportul dintre aria paralelogramului
AB'PC’ sijaria triunghiului 4 BC depinde numai de 7.~

‘30, Fie triunghiul isoscel ABC(4B = AC), M un\punct
mobil pe BCy B’, C’ proiectiile ortogonale ale lui M pe AC;
respectiv. AB $i O mijlocul segmentului AM. -

1) Si se arate ci OB’ = OC’ = OH, unde H cste mijlocul
laturii BC. ' )

ii) Sa se arate ci punctele 4,C’, M, H, B’ sint con-
ciclice.- ’ Co '

_iii) SZ se determine locul geometric al centrului cercu-
lui de la punctul ii} cind M se deplaseazi pe BC.
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iv) Si se arate ci suma MB’ 4 MC’ este egali cu una
din fndltimile egale ale triunghiului 4BC.

31. Tie datc dreptele (A,) si (A,) concurente in O si
punctele 4 pe (A,) si B pe ( A,). Perpendiculara in A4 pe
(4,), intersccteazii pe (A,) in A’, -iar perpendiculara in B
pe {4,) intersecteaza (A;) in B' Se cere sa se arate ci:
~ i) patrulaterul AA’BB’ este.inscriptibil;.

i) 04 - OB’ =0B . 04’;

iii) segmentul A’B’ este constant atunci cind 4 si B
sc deplaseazd astfel incit 4B = K = constant;

iy) sd sc determine locul geometric al punctului-]bl -de
intersectie a dreptelor (A4’), (BB’) in conditiile de la punc-
tul iii).

32, Se considerd trlunghlul dreptunghxc ABC lIlSCl'lS
intr-un cerc dat.

Ipotenuza BC rimine fixi, iar virful 4 este mobil pe
Cere,

Fic B’ si C' punctele unde biscctoarele unghiurilor B
si € intersccteazd cercul,

Se cere:

i) locul geometric al mijlocului segmentului B'C’;

i) sd sc arate cd perpendiculara dusd din punctul A4
pe¢ B’C’ trece printr-un punct fix,

33. Si se determine locul geometric al punctelor astfel -
ca suma distantclor la doud drepte concurente si fie con-
stanta.

34. Si se determine locul geometric al mijlocului segmen-

tului 034, cind O este fix, iar punctul M descrie o dreapta
datd (xy).

35. In patrulaterul 4BCD virfurile 4, B, C sint flxe
iar virful D descrie o dreapti. Si .se determine locul geo-
metric al mijlocului segmentului MN care uneste mijlocul
segmentulul AB cu mijlocul segmentului CD.

36. Fie ABCD un patrulater oarecare. Notim cu M
si N picioarele perpendicularelor coborite din D si C pe drep-
tele paralele (A;) si (A;) se trec respectiv prm punctele 4
si B.

Si se determine locul geometric al ml]locu1u1 P al seg-
mentului MN, cind dreptele (A;) si (A;) se rotesc in jurul
punctelor 4 si B. :
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37. Si se determine locul geometric al punctelor de inter-
sectie ale laturiler neparalele ale trapezelor isosccle inscrise
fntr-un cerc dat, care au ca diagonale o coardi datd a cer-
cului.

38. Ox si Oy fiind doud drepte perpendiculare se consi-
derd toate dreptunghiurile ABCD care au virful 4 pe Ox,

virful C pe Oy si raportul laturilor —2—?: k. Si sc deter-

mine:
i) locul geometric al virfurilor B si D;
“i1) locul geometric al centrelor dl(ptunghlur_ilor.

39. In trapezul ABCD (BC|| AD), fie AD =a, BC = b
si # punctul dc intersectic al diagonalelor AC si BD.
Sa se determine locul gcometrlc al punctulm H atunci cind
trapezul s¢ deformeazd una din laturile paralele raminind
fixa, '

40. Sc roteste un pitrat ABCD in jurul punctului A
i fie AB'C'D’ noua pozitie, iar « unghiul de rotatic. Se cere:

i) locul geometric al intersectici dreptelor ( BB'), ( DD )
cind « este variabil;

ii) si se arate ci dreptele (BB’), (CC') si (DD’) sint
concurcnte, )

41, Se di un triunghi echilateral ABC. Si se¢ determine
tocul geometric al punctelor A/ pentru care M4 == MB |
4 AC.

42, Sc uneste un punct variabil M al unei drepte (D)
cu un punct fix O si se ia pc OM un punct N astfel incit ON:
:NM =k. S se determine locul geometric descris -de pun-
ctul N,

43. Sc impart laturile CA, AB ale unui triunghi 4BC,
fn acelasi sens, in acelasi raport %, prin punctele M, N.
Daca P este un punct fix al planului, si se determine locul
geometric al centrului de- greutate al triunghiului MNP,
cind k& este variabil, K

44. Si se determine locul geometric- al punctelor M din
planul triunghiului 4BC, astfel ca si avem:

« MA® + B MB® + y MC* = 12,

«, 8, v, &, fiind constante reale.
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45. Se considerd un triunghi isoscel 0OAB (04 = OB)
in care latura 04 riamine fixd. S3 se determine locurile geo-
metrice ale centrelor cercurilor exinscrise in unghiurile 4 si
B i care sint tangente segmentelor OB respectiv 0A.

46. Pe un segment fix 4B se ia un punct variabil C (cu-
prins intre punctele 4 si B). Prin acest punct Se duce o~
dreaptd variabild (A) pe care se iau in acclagi sens segmentele
CD = AC s5i CE = BC. Si se detcrmine locul gocmetric al
punctului M de intersectie a dreptelor (4D) si- (BE).

~ 47. Si se determine locul geometric al mijlocelor coar- -
delor paralele cu o directie data, intr-un cerc dat.

48. Si se determine locul geometric al mijleacclor coar-
delor congruente cu o coardd dati, intr-un ccre dat.

49. Si se determine locul gcdrﬁetric al centrelor cercuri-
lor care trec prin doud puncte date. ’

50. Si se determine locul geometric al centrelor cercurilor
tangente la un cerc dat, intr-un punct dat al acestui cerc.

51. Fie 4 un punct fix, P un punct mobil pe cercul (0).
Si se determine locul geometric al mijlocului M al segmen-
tului 4P.

52. Intr-un cerc se duc doua diametre perpendiculare AB
§i CD. O dreapta variabild care trece prin punctul C intcrsce-
teazi diametrul AB (sau prelungirea lui) in punctul M si
cercul in N. Si se determine locul geometric al intcrsectiei
paralelei la CD, duséd prin M, cu tangenta la cerc in V.

53. Se dau doui cercuri secante. Prin punctele lor de in-
tersectie se duc doud secante paralele, care formeazi un
paralelogram cu virfurile pe cele doua cercuri. S se detcrmine
locul geometric al mijloacelor laturilor acestui paralelogram si
al punctului de intersectie al diagonalelor lui, cind secantele,
raminind paralele, trec prin punctele de intersectie a cercu-
rilor date.

54. Si se determine locul geometric al virfurilor unghiu-
rilor drepte ale cdror laturi sint tangente la un cerc.

55. Si se determine locul geometric al virfurilor unghiu-
rilor 'de mirime constanti ale ciror. laturi sint tangente la
un cerc,
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56. Un segment de lungime constanti se deplaseazi re-
zemindu—§1 extremititile pe doud dreptc perpendiculare Ox
gl Oy. Si se determine locul geometric al mijlocului M al
Segmentului.

57. P¢ o dreaptd (D) se di un. punct fix 4 si altul mobil
M. Fie B un alt punct fix, exterier dreptei (D). Se ia sime-
trica dreptei (MB) fatd de (D) si simetrica aceleasi drepte
(MB) fata de (AB). Si se determine locul geometric al
punctului P comun acestor doud drepte simetrice.

58. Se dau doud cercuri (@) si (C), al doilea trecind prin
0O; M este un punct mobil pe (C ), iar 4, B punctele comune
cercurilor. Dreptele (MA), (MB) intersecteazi cercul (0)
in A’ i B'. Sd se arate ci A4’ = BB’ i si se determine locul
geometric al punctului P comun dJeptelor (A'B’) si (MO),
cind M descrie cercul (C).

59. Se di un cerc (0}, o dreaptd (A) si un punct D in
interiorul cercului. Si se determine locul geometric al orto-
centrului H al triunghiului 4 BC, care are virfurile B si C pe
. cercul (0), virful 4 pe dreapta (A)si in care D este piciorul
inaltimii coborite din A pe BC.

60, Perpendiculara dusi din virful B pe diametrul CC’
al cercului circumsecris triunghiului ABC intersecteazi la-
tura AC in D, iar perpendiculara in D pe AC intersecteazi
cercul descris pe -AC ca diametru in punctele P si Q.

Si se determine locul geometric al punctelor P si Q cind
virfurile B gi C ramin fixe, iar 4 se deplaseazi pe cercul
-circumseris triunghiului ABC. Discufie.

61. Se ¢3¢ un triunghi dreptunghic 4BC inscris intr-ua
cerc dat. Ipotenuza BC rimine fixd, iar virful 4 se deplaseazi
pe cerc. Fie B’ si C’ punctele unde bisectoarele unghiurilor
B si C intersecteaza cercul. Se cere:

1) Iocul’ geometric al mijlocului segmentului B’ c’

i) si se arate ca perpendiculara dusa din 4 pe B'C’ trece
printr-un punct fix.

62. Fi¢ un cere de centru O si de diametru 4B. Intr-un
punct € fix al acestui diametru ducem o perpendiculari. ©
secanti variabild ce trece prin 4 intersecteazd perpendmulara
in IV si cercul in. M. Se cere:

i} locul geometric al eercului circumscris patrulateru-
lui CNMB;
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ii) locul geometric al punctelor de contact ale tangente-
lor duse din A la aceste cercuri:

iii) locurile geometrice i) si ii) intersecteazd diametrul
AB respectiv in R §i P. S3 se arate ci segmentul PR este
congruent cu diferenta dintre media aritmetici §i cea geome-
trica a segmentelor AB si AC.

63. Sec di un cerc §i un punct fix 4. Dreapta mobild dusd
prin A intersecteazi cercul in punctele B si C. Pe mijlocul M
al coardei BC se duce perpendiculara M P congruenti cu
M. S se determine locul geometric al punctului P,

64. Se da cercul @(O,R), punctul 4 pe cerc, diametrul
NM si dreapta (D) perpendiculardi pe MN in punctul B.
.Dreapta (AN ) intersecteazi dreapta (D) in C. Si se deter-
mine locul geometric al centrului cercului circumscris triun-
ghiului 4ABC: ,

i) cind punctul 4 este mobil pe cerc, iar dreapta (D)
este fixd; _

 ii) cind punctul A4 cste fix, iar (D) se dcplascazi para-
lel cu ea insdsi.

65. Se did un cerc @(O,R), un punct fix 4 si un unghi

constant MAN finscris. Si se determine locul gcometric al
intersectiei dreptei (AN ) cu perpendiculara ridicatd in punc-
tul M pe dreapta (4AM).

66. In triunghiul 4 BC latura BC este fix3, iar virful A4
este mobil pe cercul @(O,R) circumscris triunghiului 4 BC.
Bicectoarele unghiului A intersecteazi cercul in punctele
D si E, iar latura BC respectiv in punctele G si FF. Sa se deter-
mine locul geometric al intersectiei dreptelor (DF} si (EG).

67. Se di un cerc €(0,R), pe el un punct fix 4 si un alt
punct fix P in planul cercului. Fie (D) o dreaptd variabila
ce trece prin P. Perpendiculara dusi din punctul 4 pe (D)
intersecteazi cercul @(0,R) a doua oard in M. Si se deter-
mine locul geometric al simetricului punctului 3 fata de
dreapta (D). '

68. Si sc determine locul geometric al punctelor de con-
tact al tangentelor paralele la o directie fixd, duse la cercu-
rile tangente la doud drepte date (Ox), (Oy).

69. Intr-un triunghi 4 BC latura BC este fix3, iar unghiul
A constant. A’B’C’ fiind triunghiul ortic, si se determine
locul geometric al ortocentrului triunghiului ortic.
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70. Se di cercul €(O,R) si punctul exterior P. Fie 4
up punct mobil pe cercul dat @(O,R). Cercul @(K,R,) ce
trece prin P si 4 intersectcaza a doua oari cercul (0) in B.

Dreapta (AB) intersecteaza tangenta in P la cercul (K )
fn punctul M. S&'se determine locul geometric al punctului M.

71. Si se determine locul geometric al proiectiei ortocen-
trului unui triunghi 4BC pe mediana corespunzitoare vir-
fului 4, stiind cd punctele B si C sint fixe si ci suma pitra-
telor fnedianelor triunghiului este constanti. .

72, Si se determine locul geometric al punctului M ast-
fel incit puterea lui in raport cu un cerc @(O,R) si fic egala
cu patratul distanfei sale la un punct dat 4.

73. Si se determine locul geometric al centrelor cercurilor

care trec printr-un punct fix 4 si sint ortogonale unui cerc
dat.
Reamintesc: doud cercuri de raze R si 7 §i distanfa centrelor
d, care se intersectecaza sub un unghi drept (adici raza unuia
este tangenta celuilalt in punctul de contact) se numesc orto-
‘gonale si satisfac relafia: ‘

d*= R + r%

Puterca centrului cercului de razid R, la cercul ortogonal
lui este R? §i reciproc.

74. Fie cercul €(0,R), coarda BC fixa si punctul 4 mobil
pe cerc. Bisectoarele unghiurilor B si C ale triunghiului 4 BC
intersecteazd cercul in B’ §i C’. Si se determine locul geo-
metric al mijlocului coardei B’C’ si sa se arate ci perpendicu-
lara dusd din 4 pe B'C’ trece printr-un punct fix.

75. Se di un cerc cu centrul in O si doud diametre perpen-
diculare A4’ si BB’. Din punctul 4 ducem o secanta varia-
bili care intersecteazd cercul in C, iar diametrul BB’ in I.
Tangenta in C la cerc §i perpendiculara in I pe diametrul
BB’ se intersecteazad in M. Si se determine locul geometric
al punctului M cind secanta dusd prin A este variabild.

76. In paralclogramul ABCD, fie M un punct variabil pe
Intura 4D, punctele B',C’ simetricele punctului M fatd de
B si respectiv C. Dreptele, (B'D) si (C’'4) se intersecteazd
in P.

i) S4 se determine locul geometric al punctului P.

ii) S4 se arate cii dreapta (M P) trece printr-un punct fix.”
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77. In triunghiul ABC; fie D un punct situat pe latura.
BC, P un punct situat pe AD si M mijlocul segmentului
BC. Paralela pe P la’ BC intersecteazi laturile AB §i AC

“in punctele E si F. Notim {Q} = (BF) N (CE), {R}=
= (DQ) N (PM).

1) Sa se determine locul geometric al punctului @ cind
punctul P este mobil pe 4D.

" 1i) Si se arate cd dreapta (PQ) trece printr-un punct
ix.

iii) Si se determine locul geometric al punctului R.

78. Fie ABCD si AB'C'D’ doud pitrate egale. Dreptele
(BB’) si (DD’) se intersecteazi in punctul M. -

i) Sa se arate ci dreptele (BB’), (CC’') §i (DD') sint
concurente. ’

ii) Si se determine locul geometric al punctului M cind
pitratul 4B'C’'D’ este variabil, iar A BCD riamine fix.

79, Fie A un punct fix pe un cerc @€(O,R), BC o coards
variabili astfel incit A B? 4- AC? = constant. $i se determine
locul geometric al mijlocului M al coardei 4B.

" 80, Si se determine locul geometric al punctului M
astfel incit intre distantele M4, MB la doud puncte fixe
A, B si avem relafia: ‘

a MA® 4+ BMB*=K?; «,B & [0, 00), K €R.

81. Si se determine locul geometric al punctului M, asa
ca si avem intre distantele la doul puncte fixe 4, B relafia:

aMA® —BMB*=K? « B, KER.

82. Si se arate ci douid tangente la un cerc §i coarda
de contact impart in doud pirii congruente perpendiculara
dusi dintr-un punct oarecare  al coardei de contact pe dia-
metrul care trece prin acel punct.

83. In triunghiul ABC, B’ si C’ sint mijloacele laturilor
AC si AB. Fie M un punct pe latura BC; paralelele prin M
la AB si AC intersecteaza pe AC, respectiv AB, in P si N,

i) Sa se determine locul geometric al punctului de inter-
sectie a dreptelor (NB’), (PC’).

ii) Si se demonstreze ci dreptele (NP), (AM), (B'C’)
sint concurente.

84, In triunghiul ABC (AB = AC) perpendiculara in
A pe AB intersecteazi pe BC in B’, iar [ cste piciorul per-
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pendicularei B’ pe AC. Fie M un punct pe segmentul BB’
si fie P, Q, R picioarele perpendicularelor din M pe 4B,

<4C, AB'.

i) Sa se arate ci BB’ este bisectoarea unghiului 4B’I,

il) S& se arate cd AP + AQ = Al '

ii1) Fie E, F, G simetricele punctului. M fati de P, Q, R.

Si se arate cd punctele 4, I, G sint coliniare §i cd dreptele
{EF) si (GF) sint perpendiculare.

iv) Dacd inidltimea 4D a triunghiului ABC este fixa,
si se determine locul geometric al punctului I.

.85. Pe laturile egale 4B, AC ale triunghiului isoscel
ABC se considera punctele variabile P, Q, astfel ca BP= AQ.

i) Sa se arate cd distanta de la mijlocul O al segmen-
tulu PQ la latura BC este constanta.

ii) ‘Sa se detcrmine locul geometric al punctului O.

iif) Si se arate ca aria trapezumlui format de punctele
P, Q si de proiectiile acestora pe BC este constanti.

iv) Sa se calculeze aria triunghiului 4PQ in functie de
AB = a §i AQ = =.

v) Sa se determine pozitia segmentului PQ pentru care
aria triunghiului 4PQ este maxima.

86. Se di un cerc @{0, R) si un punct P exterior cercu-
lui. Din punctul P se duc tangentele la cerc. Fie 4 si B
punctele de contact.

i) Si se arate ca ortocentrul triunghiului P4 B este sime-
trc cu centrul cercului, fati de dreapta (AB).

if) Sa se afle lungimea tangentei din P cind ortocentrul
se afld pe cerc.

- iif) Sa se determine locul geometric al purictului P astfel
ca tangenta si fie congruenti cu raza.

87. Se dd un cerc, cu 4B un-diametru al siu, C un punct
variabil pe cerc §i D punctul unde dreapta AC intersecteaza
tangenta in B la cerc. Pe BC in sensul de la B la C luim
un punct E astfel ca BE = BD §i prin. E ducem paralela
la AB care intersecteazd pe AC in F. Si se determine locul
geometric al punctului F cind C descrie cercul dat.

88. Doua cercuri €(0, R) 5i @(0’, R’) sint tangente cxte-

rioare in M. Un unghi drept BMA se roteste in jurul

unctului M, laturile sale intersectind respectiv cercurile
ilx)m punctele B si 4.
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i) S4 sc demonstreze ci dreapta (BA) trcce printr-un
punct fix.

ii) Sa se determine locul geometric al mijlocului scgmen-
tului BA.

89. Se dau doud cercuri inegale de centre O §i O’ tangente
exterioare in A (04 > 0’4). De aceeasi parte a liniei cen-
trelor construim din A4 la cele doud cercuri doui coarde varia-

bile AB, AB’ astfel ca ﬂ =£.

AB' A0
i) Sa se dc.termme locul geometric al punctului de inter-
sectie al razelor OB, O'B'.
li) Sa se determine locul geometric al centrului cercului
circumscris triunghiului A BB'.

90. Se considerd un cerc fix €(0, R) un punct fix 4 in
planul sdu si un diametru variabil MM’ al cercului. Dreapta
(M’ A) intersecteazd cercul in Q' si in P’ paralela la 04 dusi
- prin QM.

i) 54 se arate ci segmentul PP’ are mijlocul siu [ fix.
Sa se determine locul geometric al punctelor P si P

i) Sa sc arate ci suma MP? -4 M'P’* este constanti,

91. Pe un cerc dat @(0, R) se considerdi doud puncte
fixe 4 si B si un punct variabil M. Si se determine locul
geome tric descris de centrul cercului care trece prin 4 si
este tangent in M la dreapta (BM).

92, Se da un cerc €(0, R) si un cerc @(0’, R’) interior
primului cerc. O tangenti variabild la cercul (0, R) inter-
secteaza cercul @(0’, R’) in M si N. Sd se determine locul
geometric al centrului cercului circumscris triunghiului
MO'N.

93. Se considerd cercul (0, R).
i) Sa sc determine locul geometric al mijloacelor coardelor
cercului care trec printr-un punct dat P.
ii)'Sa se determine locul geometric al punctelor din
plan de unde cercul se vede sub un unghi drept.

94. Se considerd cercul cu centrul in O §i de razi R si
doud drepte, din planul siu. Se cere:

i) locul geometric al punctelor din plan egal depdrtate
de cercul dat cu distanta d. Disculie.

ii) Sa se determine punctele din plan aflate la distanta
d de cerc si egal depirtate de cele doud drepte. Discufie.
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95. Considerdm dreptunghiul 4BCD cu DC < AD s
notim cu I punctul de intersectie al diagonalelor lui, AC
si BD. Cercul @, circumscris triunghiului -IDC se inter-
secteazd cu laturile AD si BC respectiv in E si F, iar cercul
@, circumscris triunghiului AJID intersecteazd prelungirile
laturilor 4B §i CD respectiv in G si H.

i) Sa se arate cd BD este bisectoarea unghiului (,/li si
ci punctele G, I si F sint coliniare. .

i) Si se arate cd GD si FD sint respectiv tangente cercu--
rilor @, §i @, 5i cd L fiind intersectia dreptei (GF) cu (4D)
BL este perpendiculari pe GD. _

iii) M fiind un punct mobil pe cercul @,, dreapta (}/I)
intersecteazi cercul @€, in N. Si se determine locul geometric
al punctului in care sc intersecteazd (MG) si (CN).

iv) Notim cu O, si O, centrele cercurilor @, si €,; sa se
arate ci patrulaterele GBFD si 0,10,D sint inscriptibile,
iar centrele cercurilor circumscrise lor sint coliniare cu D.

»

96. Se considerd segmentul AB. Prin 4 si B ducem per-
pendicularele Ax si By pe AB. O dreapta care trece prin
punctul I, mijlocul segmentului 4B, intersecteazi dreapta
(Ax) in P si dreapta (By) in N. Perpendiculara prin I pe .
dreapta (PN) intersecteaza dreptele (Ax), (By) in M si .

i) Sa se arate ¢ci MN = MA + NB.

i) Daca L este punctul pe MN asa incit LM = MA,
si se arate ca triunghiul ALB este dreptunghic in L.

ili) Sa se arate ca dreapta (3 N) este tangenti la un cerc
fix, cind dreapta (PN) se roteste in jurul punctului I.

iv) Sa se determine locul geometric al punctului J, sime-
tricul punctului I, in raport cu dreapta (M/N).

97. Se considera un cerc de centru O, de razi R si un
diametru fix Ox al acestuia. Un scgment 4B, de lungime
egali cu raza R, se deplaseazi in asa fel, ca 4 si descrie
axa Ox, iar B cercul 0. In punctul A se duce perpendicu-
lara pe Ox, care intersecteazi pe OB in M. Se cere:.

i) sd se calculeze AM in functie de 04 = 2u;

i1) fie N punctul de pe 4B, situat intre 4 5i B la dis-
tanta b de A, iar P si Q punctele unde perpendiculara din
N pe Ox intersecteazd pe Ox si OB. Sa se calculeze raportul

_II;%' ariatind ci este constant cind AB este variabil ca

pozitie, pdstrind \insz'l lungimea constanti R;
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ili) s se determine lgcul geometric al punctului Q si al
punctului M; _

iv) se poate deduce locul geometric al punctului. N din
cunoasterea locului geometric al punctului Q?

98. Se finscrie intr-un cerc @(0, R) un triunghi ABC.

i) Si se determine pe arcul BC, care nu contine punctul
A, un punct-4’, astfel incit, luind intersectiile 4, A, ale
tangeéntei in 4’ 1a cercul (0) cu laturile 4B si respectiv AC,

. triunghiul 44,4, s fie isoscel cu virful in 4.

ii) Se considerd analog punctele B’ 5i C’ si triunghiurile
isoscele BB, B, CC,C, obtinute prin permutarea circulard
a literelor 4, B, C. Si se calculeze unghiurile -triunghiului

A A A
A'B’C’ in functie de unghiurile 4, B, C ale triunghiului 4 BC.
. iii) S& se calculeze de asemenea unghiurile triunghiului
A"B"C", format din intersectiile dreptelor (4,4,), (B,B,),
C.Cp)- : :
( ai\?g'Punctele B si C fiind fixe si A mobil pe cercul fix
€(0, R), s se determine locul geometric al punctului 4”.

- A

99. Triunghiul ABC are unghiul A de misuri 60°,
Iniltimile BD, CE formeazi cu bisectoarea AI tritnghiul
4,B,C,, unde {4} = (BD) O (CE),. {B;} ={4l) N (CE),
. {C.} = (BD) N (41I). Fie S un punct pe latura 4,C,, intre
A, si Cp. Din S ducem perpendiculara SQ pe . A4,B, ‘care se
intersecteaza cu prelungirea segmentului B,Cy in T.

i) Sa se arate €d triunghiul SC,T este isoscel.

i) Fie M mijlocul segmentului $7. Si se arate ci:

2(4,Q + MCy) = A4,B,.

Jiii) Sa se determine locul geometric al punctului M cind
punctul S descrie interiorul segmentului 4,C,. '

100. Fie A si B doui puncte fixe ale unui cerc de razi R,
pentru care AB = 2d < 2R $i M un punct mebil pe acelasi
cerc. Pe prelungirca segmentului AM, in sensul de'la 4 la
M, in afara cercului, luim MN = MB. Din M se .duce :per-
pendiculara M(Q pe BN. Similer pe M4, de la M spre 4,
Jutm segmtentul M P = M B, jar din M ducem perpendiculara
MS pe BP. Si se arate ci:

i) locul geometric al punctului N este format din doufi
arcc de cerc, @; §i @, ortogonale in B, dupa cum M descrie
o portiune a cercului dat sau alta;

P4
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i) locut gecometric al punctului Q este format din doui
arce de cerc @4 §i- @, ortogonale in B, dupa cum M descrie
o portiune sau alta din cercul dat;

iii) arcele @, §i @, respectiv @, 5i @, sint tangente in B}

iv) locul geometric al punctului P este porfiunea de
cerc €, care complcteaza pe @, respectlv Q, care comple-
teazd pe @y

v) locul geometric al punctulm S este o portiune de cerc
@, care completeazd pe @,, respectiv @, care completeazi
e @
P v1§ Si se calculeze razele cercurilor ca locuri geometrice
in functic de R si 4.

1101. Fie cercul fix (0) si punctul fix C exterior lui. Ducem
secanta (CB4) si o tangenta CD la cercul (0). Cercul (CBD)
intersecteazi pe AD in E. Si se arate ca:

i) dreapta (CE) este tangenta cercului (4 BE);

i) c.egmcntele CD si CE sint cengruente;

iii) s3 se dctermine locul geometric al punctului Ep

iv) si se dctermine locul geometric al punctului M de
intersectie al dreptelor (40) si (CE).

102. Se di paralelogramul 4 BCD, in care AB = DC = a,
AD = BC = b; se duc bisectoarele interioare AEG, BFG,
CFH, DEH. ale unghmnlor 4, B, C, D. Se cere:

i) si se demonstreze ca patrulaterul EHFG, format din
cele patru bisectoare, este un dreptunghi;

ii) daci virfurile C § i"D smt fixe, lungimile a4 si & con-

stante, iar unghiurile A, B, C, D variabile in propriul lor
plan, si se determine locurile geometrice descrise de punctele
E, F, G, H, I, J, unde I s5i J sint punctele de intersectie
ale laturii 4B respectiv cu bisectoarele DEH si CFH;

iii) daci ABCD este un dreptunghi, EHFG este un pi-
trat; In acest caz, si se calculeze aria-sa.

103.. Pe diagonala BD a patratului 4 BCD considerim -
punctul M mobil. Perpendiculara in M pe AM intersecteaza
latura CD in punctul E. Si se arate ci: -

i) AM = ME;

ii) cercurile care trec prin D, 4, M respectiv B, 4, M
sint egale;

iii) cercurile de la punctul precedent sint ortogonalej
1vg perpendiculara din B pe tangenta in 4 la cercul
care trece prin 4, M, E intersecteaza dreapta (4M) in N.
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Si se determine locul geometric al punctuiui N, cind M este
variabil.
(Fac. de Malematicd)

104. Fie cercul de centru 0, coarda BC fixd si punctul A

‘mobil pe cerc. Bisectoarcle uno}nuulor B sl C ale triunghiu- -
lui ABC intersecteaza cercul in B, -

i) Sa se determine locul frgomctn(, al mijlocului coardei i
B'C'.

ii) Sa se arate cii perpendiculara din virful 4 pe coarda
B'C’" trece printr-un punct fix. .

105. Sc da un tmpvz isoscel ortediagonal ABCD cu bazele
AB = 2a 51 CD = 2b. S¢ cere: )

i) si se aratc cum se poatc construi un astfel de trapez
cind se cunosc masurile a si 0;

ii) sa se demonstreze ca suma ariilor patratelor, construite
pe cele doud baze, este cgala cu suma arillor pitratelor
construite pe laturile oblice ale trapezului;

iii) fie ADD’A’ pitratul construit pe latura AD in cxterio-
rul trapezului. 53 se defermine locul geometric al virfului D’
a] patratulul cind baza CD a trapezului se dcplaseaza paralel

AB, care ramine fixa.

106. Se dau doud cercuri de centre O i O’ secante in
punctele 4 i B. Se duce prin 4 o secanti arbitrard care
intersccteazi cercul (0) In P si cercul (0') in P’. Pe mijlocul
scgmentului de dreapta (PP’) se ridica o perpendiculara care
intersectcazi coarda comund 4B in I. Dreptele (I1P) si (IP’)
mai intersecteazi cercurile date (0) si (O') in punctele @
5 Q. _

i) Si se demonstreze ca [Q = IQ".

ii) Si se deducid de aici ci dreapta (QQ’) este paralel cu
(PP’).

iii) Dreapta (QQ’) mai intersectcazi cercul (O) in R si
cercul (0’) in R’. Si se demonstreze relatiille: ~—

PO =AR = P'(,_)' = AR’}
O'R=AP’; QR = AP.

iv) Si se determine locul geomectric al ¢entrului cercului
circumscris triunghiului BPP’, cind secanta (PP’) se roteste
fn jurul punctului A4.
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v) S se determine locul geometric al punctului comun
bisectoarelor interioare ale aceluiasi «triunghi.

(Fac. de matematicd)

107. Se consideri punctele fixe si distincte 4 si B si
dreapta fixd (D) perpendiculari pe AB.

Fie M € (D) un punct variabil. Si se dctermine locul
geometric al punctului L, diametral opus punctului 3 in
cercul circumscris triunghiului A BAi.

108. Doud cercuri se interscctcazi in punctele 4 si B.
O secanta variabila trecind p1 in A4 intersecteazi cercurile a
doua oard in punctele M si N

Sd se detcrmine locul geomctx ic al mijlocului Pal segmen-
tului MN.

109. Fie AB un diametru fix al unui cerc cu centrul in 0
si de razd R, iar punctul M variabil pe cerc. Se ia pe raza OM
un punct P astfel ca segmentul OP si fie congruent cu dis-
tanta de la punctul M la dreapta (AB). Si se dctermine
locul geometric al punctului P.

110. Fie AB o coarda fixd a unui ccre, iar PQ o coardi
variabild ca pozitie, dar de lungime fixd. Si se determine
locurile geometrice ale punctelor {N} = (4P) N (BQ) si
M} = (4Q) 0 (BD).

111. Fie ABC un trionghi ascutitunghic si D € (BC)
un punct fix. Paralela prin D la AB intersecteazi pe AC
in E. Fie punctul variabil M pe segmentul AE si {N} =
= (4AB) 0 (DM). Cercurile circumscrise triunghiurtlor CDM
si AMN sc intersecteazd a doua oarad in P. Si se determine
locul geometric al punctului P,

112, Fie 4 un punct fix si P un punct variabil al unuoi
cerc. Sd se determine locul geometric al punctului M de inter-

N
sectie a bisectoarei unghiului POA4 cu cercul circumscris
trlunghluhu POA.

113. Virfurile B si C ale triunghiului ABC sint fixe §i

P
m(BAC) este constantd. Sa se determine locul geometric al
proiectiei 3/ a ortocentrului triunghiului 4 BC pe mediana AD.

114, Fie triunghiul A BC, inscris intr-un cerc cu virfurile B
si C fixe, iar virful 4 mobil pe cerc. Si se determine locul
geomctrlc descris de: i) ortocenti, ii) centrul cercului inscris,
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iii} centrul .de greutate, iv) centrul cercului exinscris triun-
ghiului 4BC. v) Daci punetul A4 este in pozitie particulari
astfel incit triunghiul 4 BC este isoscel, cu AB = AC > BC,
se construieste indltimea AD, D € (BC) si bisectoarea BE,

H

E € (AC), {F} = (AB) n (DE). Si se arate ci:
DE AB—BC
DF  AB + BC'

115. Se da un segment de dreaptd 4 B si pe acest segment
un punct P oarecare. De aceeasi parte a segmentului 4B
construim semicercurile. de diametru AP si PB. €onstruim
tangenta lor comunid MN, M aparfinind semicercului de
diametru 4 P. '

i) Sa se demonstreze ci tangenta in punctul P la cele doud
cercuri se intersecteazi cu segmentul MN intr-um punct O
la mijlocul acestuia. ,

ii) Dreptele (AM) si (BN) se intersecteazi in. punctul I.
Sa se determine locul geometric al punctului Z, cind punctul P
se deplaseazi pe AB. -

iii) Segmentul AB fiind dat si egal cu 4, si se determine
printr-o constructie grafici punetul P, astfel ca tangenta
comund MN si aibi o lungime datd /. Care este valoarea
maximi pe care o poate avea I?

(Fac. de Matematici)

116. Considerim punctele fixe 4, B si doud puncte mobile
P, Q situate pe o paraleli la dreapta (A B). Notim cu M §i N
intersectiile dreptelor (4P), (BQ) respectiv a dreptelor
(4Q), (BP). |

" i) S& se arate cd dreapta (MN) trece printr-un punct fix,

H) Si se determine locul geometric al punctelor M §i N,
daci segmentul PQ are o lungime constantd: 2],

iii) Presupunind MN 1 AB si se determine 1 in. funcfie
de AB = 2a si distanta 4 dintre paralele, cind N este eentrul
cercului inscris triunghiului MAB.

117. Fie 4, B puncte fixe distincte si L variabil, puncte
apar{inind cercului de centru. Q si razi R. Notim cu M
mijlocul liniei poligonale ALB. Daci AL > LB afunci
punctul } apastine segmentului AL astfel ineft AM =
= ME + LB. Sa se determine locul geometric al pume-
tului M. :
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118. In cercul @(0, R) se consideri inscris patrulateru}
ABCD, care are latura AB fixa, iar latura CD de lungime
constanti. Se cere:

i) locul geometric al intersecfiei diagomalelor.

il) locul geometric descris de punctul de intersectie al
dreptelor ce unesc mijloacele laturilor opuse. '

119, Si se determine locul geometric al centrelor cercuri-
lor vizute din doud puncte date 4 si B sub unghiurile date
20 5 2.

120. Si se determine locul geometric al centrelor cercurilor
care trec printr-un punct dat 4 i sint vizute dintr-un punct
fix P sub un unghi dat 2.

121. Si se determine locul geometric al centrelor cercurilor.
care se vid dintr-un punct fix 4 sub un unghi 2« §i care
intersecteazi o dreaptid fixi sub un unghi 8.

122, Pe o dreapti se consideri punctele consecutive
4, B, C, D, astfel ca AB = BC = CD. Fie M un punct
mobil pe cercul de diametru AD.

S4 se determine locul geometric al eelui de-al deilea punct
N comun cercurilor circumscrise triunghiurilor MAC si
MBD.

123. Se dau punctele coliniare 4, B, C. Si se determine
locul geometric al punctelor de contact al tangentelor duse
din A la cercurile ce trec prin punctele B si C. /

124. Se da cercul de centru O si tangenta 4 B din punctul 4
exterior la cerc. Sa se determine locul geometric al proiectiei
centrului O, pe bisectoarea unghiului OAB cind punctul 4
se deplaseaza pe un diametru.

125. Se da triunghiul ABC i cercul de centru O circum-
scris triunghiului. Din virful 4 se duce coarda variabild AD.
53 se determine locul geometric al centrului de greutate G
al trinnghiului BCD cind coarda AD este variabila.

126. Se da un punct fix A4 pe un cerc de centru 0. Din
A se duce o secanti variabila care intersecteazi a doua
oard cercul in M. Tangenta in M la cerc intersecteazi para-
lela la AM dusi prin O Intr-un punct P. Si se determine
locul gecometric al punctului P.
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127. Prin doud puncte fixe 4 si B se duc cercurile varia-
bile de centre O, si Oy Sa se determine locul gecometric al
punctelor 4,, 4, si Bl, B, diamctral opusc punctelor 4 si B
in cercurile de centre O, si O,.

128. Fiind date doud cercuri de centre O, O s5i de raze
r, ¥’ sc considera doud raze 04, 0’4’ paralele si de acelasi
sens. Sa se determine locul geometric al mijlocului M al
scgmentului 44°, cmd directia comuni a razclor este vari-
abila.

. 129, Si se determine locul geometric al punctului de
pe linia centrelor 00’ care are aceeasi putere in raport cu
un cerc fix O §i cu un cerc variabil O’ care trece prin doud
puncte fixe.

130. Punctele 4, B si C nefiind coliniare, prin 4 si B
respectiv 4 si C se duc doua cercuri ortogonale care se inter-
secteazd in P. Si se determine locul geometric al punctu-
lui P,

131. Fie (0) si (O') doud cercuri egale in asa fcl ca fie-
care din ele si treaca prin centrul celuilalt. Dacid centrul
O este fix, iar O’ se deplaseazi pe o dreaptd ce trece prin O,
s se determine locul geometric al punctclor de interscctie
ale celor doud cercuri.

132, Se di cercul de centru O §i doua puncte 4 si B.
Prin 4 se duce o secanti care intersecteaza cercul in C si
D. Se uneste B cu mijlocul E al corzii CD. Sa se determine
locul gcomotnc al mijlocului F al segmentului BE cind se-
canta (ACD) este variabila.

133. In trapczul isoscel ABCD, m(A) ) = 45°,
fie E mijlocul diagonalei AC si EM perpendlculara dusa
din punctul E, pe dlagonala BD. Sa se determine locul geo-
metric al punctului M cind CD se deplascazi paralel cu 4B.

134. Sa se determine locul geometric al virfului C al unui
triunghi isoscel ABC (4B = AC), cind virful 4 este fix,
jar B descrie un cerc.

135. Doui cercuri de centru O si 0, se intersecteazi in
Asi B. O secantd dusa-prin A intersectcaza cercurile in
punctele C si C’. Sa se determine locul geometric al mijlo-
cului segmentului CC’ cind secanta este variabild.
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136.'i) Fie 0, si 0, centrele a doud cercuri tangente, T
punctul de tangenti si o secantd variabili care trece prin 7T,
intersectind cercurile (0y) §i (0,) respectiv in punctele M
si N. Si se determine locul- gu)m( tric al punctului P, mij-
lt)cu] segmentului MN.

i) Daci considerim cercurile exterioare si o secant3
variabila care intersecteazi celé: doud cercuri in punctele
4, B,C, D si axa lor radicala in E, si sc demonstreze ¢a:

E4 (A DA
EB CB DB

“137. Fic 4,. B,,C; met c¢ele unui punct P din planul
unui triunghi ABC in 1.po.t cu mijloaccle laturilor BC, -
CA, AB. i

i) Sa se arate cii dreptele (44,), (BB,), (CC,) sint concu-
rente intr-un punct I.

if) Sa se determine locul geometric dL‘SCI‘lS de punctal 1
cind P descrie cercul circumscris triunghiului 4 BC.

iii) Cum trchuie si varieze punctul P pentru ca 7 s3
descrie cercul inscris triunghiului ABC?

138. Pe cercul circumscris triunghiului 4 BC se considera

un punct variabil P. Daca H', H", H” sint ortocentrele tri-

unghiurilor PAB, PBC, PAC, si se determine locul geo-
metric. al ortocentrului triunghiului H' H” H™.

139. Se considerd in scmicercul descris pe 4B ca dia-
metru o coardi MN de pozitie variabili, congruenti cu
latura patratului inscris in cercul corespunzator.

i) Sa se calculeze ung]uunlo- formate de dreptcle: (4M)
cu (NB) si de (4AN) cu (BM).

i) Sa se determine locurile geometrice ale punctelor
de intersectie ale acestor perechi de drepte. Aceste locuri
geometrice sint portiuni de cercuri trecind prin 4 si B.
Sz’t se determine unghiul sub care se intersecteazd aceste
doud ccrcuri,

ili) Se considerd coarda MN in pozitia particulard para-
lela cu AB. Sa se calculeze in functic de 4B lungimile 4N,
AM, BM si BN.

iv) Si se dctermine pozitia coardei MN, astfel ca ra-
portul laturilor opuse ale patrulaterului AM.NB sa fie ace-
lagi.

(Institutul Politehnic)
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140. Se considerd un triunghi dreptunghic ABC cu ipo-

N

tenuza BC =a §i m(4BC) = x, unde- x <45°. Pe cateta
AB si pe prelungirea ei se consideri respectiv segmentcle 4D
si AE congruene cu AC, Fie P simetricul punctului C in raport
cu A. Dreptele (PD) si (PE) intersecteaza ipotenuza BC -
si prelungirea ei, respectiv-in punctele M si N. Se cere:

1) sd se calculeze in functie de & §i x lungimile segmente-
lor BM si BN;

ii) si se arate geometric cd produsul BM . BN nu de-
pinde de x; '

iii) si se determine locul geometric al punctului P, cind

= ’(0, %) si punctele B si C ramin fixe.

iv) pentru ce valori‘ale parametruluim (m & R), raportul
dintre aria laterald a corpului obtinut prin rotirea segmentului
DE in jurul dreptei (BC) §i aria triunghiului AMN este
egal cu =nm. '

(Academia militard)

141, Se da triunghiul inscris in cercul de centru 0. Pe
tangenta in C la cerc se considera un punct oarecare P ale
carui proiectii pe AC si BC sint M respectiv N. Se cere:

i) si se arate ci MN 4 AB)

ii) considerind punctele ‘B, C 5i P fixe, iar 4 meobil pe
cercul dat, si se determine locul geometric al punctului de
intersectie I dintre dreptele (4B) §i (MN) cind A descrie
cercul dat.

iii) si se arate cd existd relatia

NB? . PC*= PM? - NB? 4 IB? : PC?,
(Institutul Politehnic)

142. Se di paralelogramul ABCD si un punct E pe la-
tura AB. Trei drepte paralele duse prin 4, B i C inter-
secteazd dreapta (DE) in M, N si P.

i) S3 se demonstreze ci MN = DP.

ii) Fie Q intersectia paralelei duse din N la AD cu dreapta
(CP); si se arate ca PQ = AM.

ili) Sa se determine locul geometric descris pe punctul Q,
cind dreptele (4M), (BN), (CP) se rotesc in jurul punctelor
-4, B, C riminind paralele intre ele.

(Institutul Politehnic)
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143, Se di un pitrat ABCD si un punct mobil M pe
diagonala BD. Proiectiile lui M pe AD se noteazd cu E,
respectiv F.

Si se arate ca:

i) MF + ME = constant;

ii) Segmentele CF si DE sint congruente §i perpendicu-
lare intre ele; .

iiiy Si se determine locul geometric al punctului {N} =
= (CF) N (DE); , '

iv) Segmentele CM si EF sint congruente §i perpendicu-
lare intre ele;

v) Dreptele (CM), (BF) si (DE) sint concurente.

144. Se considerd. un plan (P) si punctele M si N care
nu apartin planului. Si se determine locul geometric al
punctelor din planul (P) egal depirtate de punctele M si N,

145. Si se determine locul geometrie al punctelor egal
depirtate de trei plane care se intersecteazi dupa trei drepte
paralele, ‘

146. Si se determine locul geometrie al punctelor egal
depirtate de doud plane secante.

. 147. Se consideri doui plane perpendiculare, S3 se
determine locul geometric al punctelor P din spafiu pentru
care suma distantelor la cele doud plane si fie constanti.

148. Se consideri in spatiu doud drepte (D,) si (D)
eu dreapta. (D,): fixd, ianp dreapta (D,) mobili in. jurul unui
punct 4 al siu. Si se determine locul geometric al picioru-
lui perpendicularei comune intre cele doua drepte, pe dreapta
mobila.

149. Se dau doud drepte perpendiculare nesitvate in
acelasi plan. Si se determine locul geometric al mijlocului
unui segment de dreaptd de lungime constanti, ale cirui
extremititi se sprijini pe dreptele date,

150. Si se determine locul geometric al punctelor egal
depirtate de trei plane care se intersecteazi dupa trei drepte
. paralele; '

151, Si. se determine loeul geometric al puncteler egale
depirtate de fetele unui triedru. '
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152, Si se determine locul geometric al punctelor egal
depirtate de trei drepte paralele necoplanare.

153, Sa se dctermine locul geometric al punctelor egal
departate de muchiile unui triedru,

154. Sc¢ dau doud drepte (D), (D,) nesituate in acelasi
plcm S se determine locul geometric al punctelor care
fmpart intr-un raport dat segmentul de dreaptd, care uneste
un punct oarccare M apartinind dreptei (D) cu un punct
oarccarc M, apartinind dreptei (D,).

1585. Sc da dreptunghiul ABCD cu AB=4m si BC =
= 2m. Pe planul (hoptunghiului se ridicd perpendicularele:
A4, =3m, BB, =8m, CC;=1m si DD; = 2m. Notim
ca M si N mijloacele chmentclor 4 Cl si respectiv B,D,.

i) S& se calculeze lungimea scgmentului MN..

il) 52 se determine locul gecmetric al mijloacelor seg-
mentelor EF formate, unind orice punct E de pe segmentul
Ad,. cu orice punct F de pe segmentul BC,

156. Se considera dreptcle (D,) si (Dy) in spatiu si o dreapti
(d) mobila care se rcazema pe (D,) si (D,) in punctele 4, B.
Sa se determine locul geometric al mijlocului segmentului 4 B.

157. Si se determine locul geometric al punctelor M din .
spatiu avind proprictatea ci proicctiile lor pe laturile unui
triunghi dat A BC sint coliniare.

158. Si se determine locul geometric al punctelor cu
proprietatea cd raportul distantelor la un punct dat si la
un plan care trece prin acest punct este constant.

159, Se dau sase puncte in spatiu A4y, 4,, 44, A4, A5, A
Si se determine Jocul geometric al punctclor M care sat1<fac
relatiile:

MAT + MAZ = MA2 4 MAZ = MAE + MAZ
Caz particular: A;A, = A4, = A4,

160. Daca dreptele care unesc virfurile 4 cu A, B cu B’
C cu C’ a doud triunghiuri ABC, A'B'C’ sint
atunci laturile (BC, B'C’), (CA,C'4’); (AB, A’B’) se inter.
secteazd in trei puncte coliniare. (Triunghiurile ABC si
A'8'C’ se numcesc omologice. )

tancvr-
R
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161. Un unghi triedru este intersectat de un plan vana—
bil (P) in pumtth. 4,B,C. -

i) Sa se determine locul geometric al centrului de greu-
tate G al triunghiului ABC, cind punctul 4 rimine fix.

ii) Si-se determine locul geometric al punctului G cind
latura BC ramine fixa.

162. Se considera doud drepte .oarecare (D)) si (Dy)
in spatiu. 53 se determine locul geometric al punctelor care
se proiecteazd intr-un punct dat O; pe (D,) si in alt punct
dat O, pe (D).

163. Se consideri perpendiculara in 4" pe planul rombu-
Jui ABCD 31 M un punct oarecare pe aceasta perpendiculara.
Fie E, F,G, H wmijloacele segmentelor M B, BC-CD, MD.
1) s3 se arate ca perpendiculara in M pe planul (M BD)
este concurentd cu. perpendiculara in ¢ dusa pe planul rom-
bului.
' i) Si se determine locu} geometric al punctului de inter-
sectie a diagonalclor patrulaterului LI-GH cind M este
mobil.

164. Se dan dreptele paralele (D)) si (D,) §i punctele
exterioare lor 4 si B. Planele variabile (P,) 1 (P,) sint
paralele si contin rcsapectiv dreptele (D,) 51 (Dy). Fie AN peT-
pe.ndicn,llari pe planul (P)), unde N & (P,) i BM perpendi-
culari pe (P,) unde M € (P,). Sa se dt.t(.l‘lll.]](. locul geo-
metric al mijlocului segmentului M N.

165. F1e 4, B,C, D patru puncte fixe in spatiu, iar
(Py) 5t (P2) doud plane paralele ce trec respectiv prin 4 si
B. Se noioaza cu M si N proiectiile punctelor C s1 D res-
Pectiv pe (P) si (P,). Si se determine locul gcometrlc al
mijlocului P al segmentului MN.

166. Se considera tetraedrul 4;4,4,4, Virfurile 4, si-
4, sint fixe, punctele 45 §i A4 se misca in spatiu astfel incit
raportul ariilor 4,4,4,4 si 4,434, este constant, iar unghiul
dreptelor (4,4,) si (4344 rimine constant si egal cu 5.

i) Si se dunonatrcze cd dreapta (444,) ramine tangenta
unei sfere fixe.

i) Si se determme locul geometric al centrului de greu-
tate G al tetraedrului considerat, cind in plus dreapta (4~1,)
rimine paraleld cu ea fnsisi.
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167. Si se determine locul geometric al punctelor M
din spatiu astfel incit suma pitratelor distantelor la doui
puncte fixe 4, B si fie tonstanti.

168. Si se determine locul geometric al punctcior din
spatiu astfel incit diferenta pitratelor distaniclor la doua
puncte fixe 4, B si fie constanti.

169. Fie VABCDEF o piramidi hexagonald regulati cu
. muchia bazei de lungime a si Indlfimea piramidei VO = a.
. Pe muchia V'C se considerd un punct oarecare M. Planul
(ABM) intersecteazi muchiile VD, VE, VF respectiv
fn punctele N, P si Q. Si se arate ca: ’

i) Dreptele (AN), (BP), (MQ) si (VO) sint concurente.

~ii) Patrulaterele ABMQ si MNPQ sint trapeze isoscele.

iiij Si se determine locul gcometric al punctului L de
intersectie al dreptelor (4 M) si (BP) cind punctul M descrie
muchia VC.

iv) In cazul cind punctul M este mijlocul segmentului VC,
si se determine raportul ariilor suprafefelor MNPQ si
ABMQ. '

170, Sa se demonstreze ci suma pétratelor distantelor ori-
carui punct din spatiu la doud virfuri opuse ale unui para-
lelipiped dreptunghic este egald cu suma pitratelor distan-
telor aceluiasi punct fatd de oricare alte doud virfuri opuse
ale aceluiagi paralelipiped. Si se determine locul geometric
al punctelor pentru care suma de mai sus este egald cu suma
pitratelor dimensiunilor paralelipipedului.

171. Se consideri piramida triunghiulard T4 BC i sfera
variabild care contine punctele 4, B si C.
Sfera intersecteazi a doua oari muchiile I4,IB, IC
respectiv in punctele M, N si P.
Si"se determine locurile geometrice ale punctelor L,, Lg
§i L, care satisfac relatiile:
LM IB LN IC ; L,p IA

IN 14! Lp IB LM IC

172, Fie cercul (C) si A un punct apartinind acestui cere.

- Din 4 ducem perpendiculara’ 4B 'pe planul cercului.
Sa se determine locul geometric al proiectiei N a punctului A
pe dreapta (BM) unde M este un punct mobil pe cercul dat.
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173. Considerim un triedru tridreptunghic §i o dreapti
fixa (D). Un plan (P) care trcce prin (D), se intersecteazd
cu muchiile triedrului in 4, B, C. Si se determine locul
geometric al ortocentrului triunghiului 4BC cind planul (P)
se roteste in jurul dreptei (D).

. Aceeasi problemd cind planul (P) trece printr-un punct
ix.

174, Si se determine locul geometric al punctelor din
spatiu avind proprietatea ci proiectiile lor pe laturile unui
triunghi sint coliniare,

175. Intr-o sferi se inscrie un tetraedru oarecare A BCD.
Si se arate ci tangentele duse in punctul D la cercurile
circumscrise triunghiurilor DAB, DBC, DCA intersecteazi
muchiile AB, BC, CA in trei puncte coliniare.

176. Dintr-un punct M exterior la doud sfere se duc
conurile circumscrise sferclor; fie (P) §i (P’) planele cercu-
rilor de contact ale conurilor cu sferele. Si se determine
locul geometric al punctului M, astfel ca:

i) planele (P) si (P') si fie paralele
ii) planele (P) si (P’) si fie perpemdiculare. Discufie.

177. Fie un tetraedru ABCD avind fetele ABC si ABD
triunghiuri echilaterale. Fie M un punct pe muchia BC si
N un punct pe muchia 4D astfel ca AN = BM. Sa se deter-
mine locul geometric al mijlocului segmentului MN cind
unghiul diedru corespunzitor muchiei AB se deplaseazi
intre 0° §i 180°, iar punctul M se deplaseazi pe segmentul
BC, fata ABC riminind fixd si fata ABL fiind mobili.

178. Se considerd o sferd (S) de centru O si de razd R
si un segment fix de lungime AB. Din punctul M mobil
pe (S) se duce dreapta (d) paraleld cu AB pe care se considerd
punctul N, astfel incit MN = 4AB. Si se determine locul
geometric al punctului N.

179. Fie cercul (C) si A un punct apartinind acestui
cerc. ' '

Din 4 ducem perpendiculara 4B pe planul cercului.
Sa se determine locul geometric al proiectiei N a punctului
A pe dreapta (BM), unde M este un punct mobil pe cercul
dat, )
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180. Si sc determine locul geometric al punctelor care
au puteri egale in raport cu trei sfere date.

181, Sa se demonstreze ci existd un singur punct care
sa aiba puteri egale in raport cu patru sfere date.

182. Si se determine locul geometric al centrelor cercu-
rilor determinate pe o sferd (O) de planele care trec printr-o
dreaptid data (D).

183. Si se determine locul geometric al centrelor cerca-
rilor determinate pe o sferd (0) de planele care trec printr-un
punct fix 4.

184, Sa se determine locul geometric al centrelor sfere-
lor care intersecteazi doui sfere date, de centru (0) si (0)
de razi R, R’, dupa cercuri mari.

185. Se dau trei sfere. Si se determine locul geometric
al virfului comun a trei conuri circumscrise sferelor, avind
acelasi unghi la virf.

186, Fie AA’ perpendiculara comund a dreptelor ne-
coplanare (D), (D') si M € (D), M' € (D') astfel ca AM =
= A'M’. Si se determine locul geometric al mijlocului
segmentului 37D1°.

187. Sa se determine locul geometric al centrelor sfere-
lor care trec prin: i) douda puncte date; ii) trei puncte date,

188. [ie o piramida cu baza un poligon regulat cu 2n
laturi, iar suma pitratelor muchiilor laterale este constanta.
Sa se determine locul geometric al virfului ¥ al piramidei.

189. C0n51deram globul pamintesc ca o sferd. S&i se
determine:

i) locul geometric - al. proiectiei pe planul Ecuatorului
al punctelor M de.pe Pimint care au latitudinea egala cu
longitudinea.

i) locul geometric generat de dreapta (4.1f), unde punc-
tul 4 este punctul de longitudine nula.

190. intr-un plan se dau doui puncte 4, B s doui
drepte oarecare (D) si (A). Se cere:

i) Sa se determine in acest plan un-punct M, care si
fie echidistant fata de punctele A, B si de dreptele (D) si

(4);
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ii) Fie AB = 2l; MdA = a, se cere si se calculeze aria
si volumul ndscut de triunghiul AALB, prin rotirea acestuia
fn jurul segmentului 4B;

iii) Si se determine locul geometric al punctelor din
spatiu echidistante de punctele 4, B si dreptele (D) si (A).

191, Intr-un plan se dau doud puncte 4, B si doui
drepte oarecare (D) si (D). Se cere: '

i) si se determine in acest plan un punct M care si fie
echidistant de punctele 4, B si de dreptele (D), (D).

ii) notind AB = 2a, M4 = b, se ceré si se calculeze
aria si volumul niscut de triunghiul AM B, prin rotirea aces-
tuia in jurul dreptei (AM);

iii) si. se determine locul ~geometric al punctelor din
spatiu echidistante de punctele 4, B si M.

192. Intr-un plan (=) se dau doui puncte fixe A, B si
un punct variabil M. Fie un punct P din spatiu astfel incit
. din 4 si B segmentul MP este vizut sub un unghi de 90°.
Si se determine locul geometric al punctului P dacia:

i) M este fix;

il) M descrie un cerc care trece prin punctele 4 si B;

. iii) A descrie o dreaptd perpendiculard pe dreapta (4 B).

193. Sc considerd fntr-un plan (=) dreptele (d,) si (d,)
paralele si punctele A4, & (x) §i 4, & (=) astfel incit
d(dy, As) N (n) = {4o}. .

i) Sa sc arate cd daca () este un plan mobil care contine
dreptele (4, A,) si daca {B,) = () N (a) §i {Be} = (d) N.
N («), atunci dreapta (B, B,) frece printr-un punct fix.

ii) Multimea punctelor {P} = (4,B;) N (4;B,) estc o
dreapta paraleld cu planul (=),

ili) Si se rezolve problema daci (d;) N (d,) = {B,} si
sa se arate cd mijloaccle segmentelor Bgd,, Bed, B;Aj
si B4, sint coplanare §i' formeazi un paralelogram.

194. Se considerda un paralelipiped dreptunghic
ABCDA'B'C'D’; ABCD si A’B'C’'D’ fiind doud fete opuse.
Se cunosc lungimile muchiilor acestui paralelipiped: AB ==
=a, BC = b, BB’ = ¢, M fiind mijlocul muchici 4’5",
Se cere:

i) distanta de la virful C’ la dreapta (BM);

ii) distanta de la virful B’ la planul (BMC');

ii1} locul geometric al proiectiei punctului C’ pe dreapta
(BM) cind punctul M descrie muchia A’'B’.
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195, Se consideri un triunghi ABC cu mfd) = 90°.
Pe laturile 4B, AC sc construiesc in exterior triunghiurile
dreptunghice isoscele ABD si ACE, avind aceste laturi ca
ipotenuze. Si se demonstreze ci:

i) punctele D, A4, E sint coliniare;

ii) dreptele (BD) si (EC) sint paralele;

ii1) bisectoarele unghiurilor D §i E si dreapta (BC)
sint trei drepte concurente,

196. Se comsiderd trunghijul dreptunghic ABC. Pe
cateta AB seia un punct M astfel incit AC*= AM - 4B
si se noteazd cu P proiectia punctului M pe ipotenuza
BC. Se cere: ,

" i) sd se determine locul geometric al punctului P, cind
virful B al unghiuluni se deplaseazi pe dreapta (AB).

ii) si se arate cd dreapta (MP) trece printr-un punct
fix. :

197. Fiind dat un trapez ABCD de baze AB si CD,
fie E si F mijloacele laturilor BC §i DA ; H intersectia bisec-
toarelor unghiurilor 4 §i D; K intersectia bisectoarelor
unghiurilor B si C.

S4 se demonstreze ci:

i) HK este paralela cu bazele;

iy FH=42, g BC,
2 2!
iii) s& se giscasci condifia ca cele patru bisectoare si
fie concurente.

198. Se considerd cercul cu centrul in O §i de diametru
AB = 2R. Dintr-un punct 3/, de pe cerc se coboari perpent
diculara MH pe AB i se ia pe ea un punct P astfel inci-

2P = K < 1. Pe diametrul AB se ia punctul 0, la dis-

tanta 00, = R}/1—K? si se noteazi cu O, comjugatul
siu armonic in raport cu 4 si B.

i) Si se demonstreze ci oricare ar fi pozifia punctului
M pe cercul €(0, R) avem 231 =)1—FK%

i) Dacid Op este simetricul ,imnctului' 0; i raport cu
0, si se demonstreze: PO, 4 PO; =2R.

ifi) si se¢ determine locul geometric al punctudui P.
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Reamdntesc: doud punmcte M si N care impart segmentul
AB in acelasi raport se numesc puncte conjugatc armonic
fata de extremititile segmentului §i spunem ci punctele
A, B, M, N formeaza pe dreapti o diviziune armonica.

Schimbind sensul segmentelor putem spune ci si punctele
A si B sint conjugate armonic fati de M st N si putem scrie:

M4  NA AM  BM . .
—~—~—+4—=0 sau —— 4+ — =0, relatii care se mai
MB ' NB AN BN
pot scrie:

M4 NA o, AMBM

MB' NB AN’ BN

199. Fie multimea de puncte 4, B, C, D, iar M, N, P,
Q. R, S mijloacele segmentelor AB, BC, CD, D4, AC si
BD.

i) Si se studieze patrulaterul MNPQ si si se deducd
de aici ci segmentele MP, NQ, RS au acelagi mijloc I.
- ii) Considerind cd IF este ortocentrul triunghiului 4 BC,
ce devine patrulaterul MNPQ? Ce rezultd despre segmentele
MP, NQ, RS si care este locul geometric al punctelor M, N,
P, Q, Rsi S?

200. Intr-un plamn se considera triunghiul oarecare 4BC
si un punct P, tot carecare. Se noteazd cu 4’, B’, C’, sime-
tricele punctului P fh- raport cu mijloacele laturilor BC,
Cd, si AB pe care le notam cu X, ¥, Z.

i) Si se demonstreze ci dreptele (44’), (BB’), (CC'}
sint concurente intr-un punct M.

ii) Si se arate ci dreapta (PM) trece printr-un punct
fix, cind P este variabil. - -

iii) S& se determine locul geometric descris de punctul M
cind P descrie o dreaptd fixa.

201. Se di un cerc €(0, R) si in interiorul lui punctul I.
Se considerd toate triunghiurile 4 BC inscrise fn cerc pentru
care I este intersectia bisectoarelor intericare. Se cere:

i) locul geometric descris de centrele celor trei cercuri
care trec prin doud din virfurile triunghiului 4BC i prin
punctul I; : ’

ii) locul geometric descris de virfurile triunghiului for-
mat de centrele cercurilor exinscrise triunghiului 4BC.
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202. i) Un unghi drept al cirui virf 4 este fix, se roteste
in jurul acestui virf intr-un plan in care sint duse doui axe
rectangulare fixe, Ox si Oy. Laturile mobile ale unghiului
intersecteazd axa Ox si axa Oy in punctele B si C.

Sé se determine locul geometric al mijlocului I, al seg-
mentului BC si locul geometric descris de proiectia ortogo-
nala H a punctului 4 pe BC.

ii) Un unghi drept cu virful 4, fix, se roteste in jurul
accstui virf intr-un plan in care este trasat un cerc fix de
centrul 0,. Cercul (0,) este intersectat de laturile mobile
ale unghiului drept in punctele B; si C,. Si se determine
locul geometric al punctului 7,, mijlocul segmentului B,C,
si cel al proicectiei ortogonale H, a punctului 4, pe B,C;.

203. Pe un cerc cu diametrul AB, razi R si centrul O,
se considerd-un punct variabil C. Notind cu D si E centrele
cercurilor (A0C) si (OBC) se duc dreptele (AD) si (BE) care
se intersecteazd in M. '

i) S se determine locul geometric al punctului M, cind
punctul C parcurge cercul cu centrul in O.

ii) Sa se arate cd punctele 0, C, D, E, M, sint conciclice.

204. Intr-un cerc cu centrul O §i razd R se duce un dia-
metru 4B si o coardd CD perpendiculara pe acest diametru
in punctul E. Se deserie cercul avind pe CD ca diametru
si din punctul 4 se duc tangentele AT si AT’ la acest cerc.
Fie I punctul de intersectie al segmentelor AB si T1".

i) S3 se arate ci punctul E este mijlocul segmentului
IB.

ii) Scriind ¢i BE = ¥, si se exprime aria triunghiului
ATT’ in functie de R §i x.

ili) Si se studieze variatia acestor arii cind punctul E
se deplaseazid pe AB. Si se traseze curba corespunzitoare,
luind raza de masura unu.

iv) Sa se determine locul geometric al centrului de greu-
tate al triunghiului BIC,

205. Fie BC diametrul unui cerc dat si 4 un punct fix
pe acesta, exterior cercului, astfel fncit 4 si B sa fie de
aceeasi parte a centrului O, al cercului. Fie M un punct
variabil al cercului.

i) Si se determine locul geometric al punctulii P de
intersectie a dreptei (AM) cu perpendiculara in B la BM,
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SETe e

»'precum si al celul de-a.l patrulea virf Q al dreptunghmlm

construit- pe BM in BP (se va arata ca dreapta (QP) intcr-
secteaza ‘dreapta (ABC) intr-un punct fix 1 )

©ii). Alegind pe cerc punctul M astfel ca si avem AB? ="
='AP+AM, si se determine misura unghiului OMA.

- ii) Pe BM ca laturi, sé.construieste pitratul MBP'Q". -
Sa se determine locul geometri¢ al Vir'funlor P'§i Q' cind. .

- M parcurge cercul dat.

206, Se di un cerc de razi R Se con51dera un triunghi

- ABC inscris in acest cerc, virfal 4 fiind fix pe cerc si unghiul

A- de misurd constanti. Se noteazi cu x unghiul varabil. -

‘ficut' de_diametrul 44’ cu bisectoarea AF a unghiului 4.

-i) Sa se calculeze in functxe R, unghinrile 4 §i x, ]aturlle
~tmmgh1u1u1 ABC, aria S §i raza 7 a cercului inscris.

) n) Si se calculeze maximul Sl al ariei S, cind % este

_-variabil, apoi maximul S, al ariei S cind. A4 este variabil.

5

. -iii) Sa sé& arate ci inalpmlle triunghiului ABC, coborite
‘din virfurile B 5i C, trec fiecare printr-un punct fix situat
pe cerc, cind « este variabil. S se determine locul geometnc
al: *plcxoarelor acestor inalfimi.

"iv) Fie I centrul cercului- fnscris tnunglnulm ABC st
F'punctul de-intersectie al dreptei (AI) cu cercul. Si se arate
ci FI=FB = FC .§i ci perpendiculara la 4I, dusi prin
I rimine -tangenti la un' cerc. fm de centru 4!, cind x este
variabil.

207. Prin v1rfunle 4, B C ale unuj, triunghi echilateral

se duc dreptele (B’C’), (C’A ), (A'B') care fac. unghinl & \

respectiv cu Jaturile 4B, - BC i CA (unghiul « fiind masurat

' in sens ' trigonometric).

“i) 'S4 se arate ci triunghiul.4’B'C’ cste echllatcral sila
fel orientat ‘ca §i triunghiul 4BC.

ii) Sa se determine locul geometnc al virfurilor A' B,

. C' cind « este variabil.

: tnunghlulm A’B'C’ cind a este variabil, trec printr-un . ‘

-

iii) . S4 se arate ci dreptéle care unesc mx;loacele latunlor

punct fix.

v) Si se calculeze raportul de aseménare al celor doud

‘ timnghmn ABC'si A’B'C’ si si se studieze variatia lui pen-

N
tm —Z; Il
S
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208. Se considerd un semicerc de d1amefru¥ AP = 2R,

Pe semicerc se con31dera o coarda variabili GD de lun= -

gime R.

i) Sa.se afle unghlunle §1 laturile pa.tmlaterulm ABCD

7\
fh: funci;le de. unghiul & = m(BAC)
_ii) Notind cu F punetul de- intersectie: al' dreptelor (AC)

si (BD) si sc afle: unghiurile, laturile si-raza-cercului’ circum-

scris triunghiului. CDF,

- iii) S& se determine §i sd se constnnasca locul geometnc
al punctului F.

iv). Sd ‘se. exammeze §1 sd. se construxasca ﬁgura in cazul
cind AC = 3CF. - . -

' 209. Se considers dreptunghiul OABC avind laturile

04 si OC pe doui axe fixe Ox, Oy si diagonala OB constanta.

Prin B'ducem o perpendiculari pe dlagonala AC'si pe aceastd .

perpendiculard purtim spre- exterior segmentul B¥ =AC,
€oborlim: din 34, MP 1 Ox. —

i) Sa se calculeze in functie de unglnul @ de misu-
13- o volumul V. generat. de trapezul 4 BPM precum: si. volu-
mul. V; generat. de triunghiul. 4BC, cind fignra.face o. rota-
tie in jurul axei Ow.

ii) Notind: tgm— %, si se exprime in funetie-de £ raportul ~

1

de: cere DE. :
iii) S& se determine-locul' geometric. al punctului- M.

210.: Se: considerd intr-un. plan, un: tnunghl ABC ale
cirui virfuri B i C sint fixe (BC = a), ian virfal: 4 este
variabil dar. de misuri.constanti, Notim cw & sl 5. centrele
cercurilor exinscrise triunghiului, in. unghiurile B i €. .

i) Sd. se. calculeze: in funefie de misurg unghiului A
" imdsurile wighiurile BI,C si- BILG.

il) Si se determine locul geometric- al punothler I, §i-

Ly cind virful 4 se deplaseazi.
ili)* S& se calculeze iy functie-de a'si deunghmrﬂé A B €

laturile si diagonalele patrulaterului.BCI,I,; si‘ si. se:'verifice "

relatla BI1 CIz -= BC - III2+CF “BI,.

1538

f? si sd se studxeze vanatla sa cmd virful B pa.rcurge sfertul - /-
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T 211, in :planul (P) se dau_doud .cercuri concentrice de
N raze r §i R. Se cere:

-1) #in planul (P) si se detéermine locul geametmc dl punc-
telor egal departate de cele doud cercuri §i de.doud drepte -
din acest plan. Discufie.

i) sd se determine locul geometric al punctelar «din spa-
tiu egal depértate de cele doud eercuri-gi de céle douidizdrepte.
Discutie. 7

iii) daca A4 estewo extremitatea unui .diametru dl cerculdi
de razi R 5i B este-una dintre intersectiile’ acestuia‘cu cercul
de razi 7, :53:se determine locul ;geometric al -punctelor din

- spatiu al ciror raport al dlstantelor este % =K € (0, ‘o).

- iv) in cazul particuler R.=.27, e devm Jocunle -geome-
trice .ciutate?

' 212. Fie triunghiul ABC Sa se determine: ’

1) Jocul .geometric al punctelor din plan de unde cercul'
fnscris in .triunghi.se vede sub.un unghi.de 60°; -

ii) locul.gcometric -al puncteélor din spagm egal depa.rtate'
de virfurile ‘triunghiului; :

iii) raza -sferci .care trece prin vn'funle triunghiului §1
printr-un punct P situat pe yen_pendlculara pe planul tri-
unghiului dusé in centrul O al cercului circumsecris tnunghm—

- lui,

' 213, 1) Fiind data sfera de-centru-0, de razi R si Man
punct fix, :si se determine locul geometric -al mt;loacelor '
coardelor .sferei :care ‘trec prin .M. Discufie.
. ii) Si se determine locul geometric a.l.nu}loacelor ‘coar-
dclor sferei _care sint paralele cu dreapta care ‘trece pnn' ’
centrul sferei §i prin .M.
- iii) Sa' se dctermine locul geometric &l -punctclor din
spatiu egal dcpirtate de'sfera (0) cu distanta d. Discufie.
iv) 'Se’ ¢4 determine “locil .geometric Al punctelor din
spatiu, de unde o sferd (0), poahe f1 ‘Vazutd stib un ;unghi
“dat, de -midsurd 2.

214, In pIanul *(P) :se -dau «doud -cercuri de centre 0, si
@2 sicde raze R, §i ‘R,, iardistanta -centrelor lor . Se cerc:
. 1) sd se’determine locul geometric al punctelor din planul

(P) :care :au :puteri-egale fatd de:cele doud cercuri. Discufie.

ii) .cind cele ;doxa reercuri sexdtesciin-juril liniei centrelor

lor, -se .objin «doud’ sfere Sé e deétermine Jocul 'geometric .

~
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al punctelor din spafin care.au puteri egale fa{i de cele .
~doud sfere. o . - )
iit) dacd punctele 4 si B sint exterioare planului (P
sd se.determine locul geometric al punctelor din spatiu care
" au puteri egale fati de cele doui sfere §i sint egal depirtate
de punctele 4 si B. . - : o
1v) §i se determine , locul ‘geometric al punctclor - din
spatiu care au puteri egale fa{i de ccle doud sfere §i de unde .
scgmentul 4B se vede sub un unghi drept. . - -
. v)'sd se dctermine locul geemctric.al punctelor dia. - *
spatiu de’unde- distanta centrelor se vede sub un unghi « .

§i sint egal depértate de punctele 4 i B.

215. Un triunghi variabil ABC inscris intr-un cerc dat _
(cu centrul O si raza R) are ca ortocentru punctul fix H, -
S3 se determine locul geometric descris de mijloacele latu- -
rilor -acestui triunghi. ' S o

- 216. Se intersecteazd laturile 4B, AC ale unui triunghi =~}
- ABC, printr-o paraleld’ DE la latura BC-(D si E fiind respec- . &
-tiv pe- AB si AC). Din punctele D si E construim tangentele -
DT si ES la cercul circumscris triunghiului 4BC: Si se :
demonstreze cii dreptele (BS) si (CT) se intersecteazi intr-un”™
punct aflat pe bisectoarea unghiului 4. : '

N

217. In planul (P) se dau doud cercuri oarecare (C;)

- : ?1 (Cy) care sint bazele a-doud conuri-drepte, de “aceeasi
.. Jniltime .k §i virfurile. §;, S, , '
- . Se intersecteazi cele doud conuri tu un plan variabil
(Q) care este paralel cu planul (P), generihdu-se astfel doud

cercuri (1) §i (1a). S O

~ 1) Sd-se determine locul geometric al centrelor de omote- = §
: (]t)ie a celor doud, cercuri (y;) §i (y2), cind planul (Q) este varia- .

il. ' R R

£

e gt

-ii) Presupunind ci cercurile (C,) st (C,) se intérsecteazi
- si se dctermine regiunea spatiuluj fn care se poate deplasa
planul (Q) pentru ca cercurile (v,) si (y;) si aibi.puncte
* .- comune, Se noteazi cu M unul dintre aceste puncte.
Si se determine locul geometric descris' de 'proiectia
punctului M (hotatd cu W) pe planul {P) cind planul (Q) este
‘variabil, o ' e o
i) In planul (P) se duce dreapta (A) paraleli cu linia
: centrelor cercurilor (C,) si (Cy) si care intersecteazi in punctul
"~ . E, arcul de pe cercul (C;) cuprins in cercul (C,) §i in E, arcul

R A A

e rem e

e Y T

AUy

Lwr
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" _4BC

de pe cercul (C,) cuprins in cercul (C;). Generatoarele S,E;
si SyE, sé intersecteazd in N. Si se determine locul geometric
~ descris de proiectia ¥, a punctului. N pc planul (P), cind
dreapta (A) cste variabila, .= =~

- 218..Se dau doud puncte 4, B i un plan (P) si se consi-
derd dreapta mobild (A) dusid prin B paraleld cu planul P,
Si Se determine: , : -

i) locul geometric al proiectici-C a punctului 4 pe (A);
iti) Jocul geometric descris de centrul cercului circumscris
triunghiului” ABC; : :

- iii) locul gecometric al mijlocului M al segmentului BC|
iv)-locul geometric al centrului dejgreutate al triunghiului -

, v) locul geometric -al centrului G al distanielor. propor-
tionale al punctelor 4, B, C, multiplicate de coeficientii «,
B,y € Raciror sumi yu = o -} B 4+ v # 0. Caz particular:
a=p=v, T .
- vi) intzrsectia conului generat de 4C si a conului descris
de mediana dusi din punctul B al triunghiului 4 BC.
- -Care sint proiectiile acestei intersectii pe planul (P) si-
pe planul dus prin 4B perpendicular pe planul (P)? 5

- 219. In planul (P) se considerd doud cercuri concentrice, °
~de raze R si 7, cu centrul 0. Si se determine:
- i) locul geometric al punctelor din spatiu egal depirtate
de cele doui cercuri §i de doud plane date. Discufic.
i) locul geometric al punctelor din spatiu egal depirtate
~de cele doud: cercuri §i la distanta 4, de o dreaptd (A). -
iii) locul geometric al punctelor din spatiu egal departate
de cele doud cercuri i la distanta d, de o sferd (S). Discufie,

-+ 220, Se dau sferele de centre O, si 0, 5i de raze R; si R,, -
iar distanta centrelor d. Si se determine: ,
i) locul geometric al punctelor din spatiu de unde’ sfera
de centru O, se vede sub un unghi drept §i care mai au pro-
. prietatea - ci suma distantelor ‘la centrele celor doui sfere

este.constanta si egald cu 4. - '
i) locul geometric al punctelor din spafiu de unde sfera
de centru 0, se vede sub un unghi drept §i care 'mai au pro- .
_ prietatea cid diferenta distantelor la centrele celor doui sfere

si fie constantd si egald cu d,. -
~iii) Jocul geometric al punctelor din spatiu care au pro-
prietatea cd raportul distantelor lor la centrele celor doud
11 — Teste de geometrie’ -
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sfere este o constanti & i se afli egal depirtate de doud plane
date. Discufie. :

221, Se di un plan fix (P) 5i doud puncte fixe 4 si B,
asezate de aceeasi parte a planului (P) si se presupune dreapta
(AB) neparaleld cu planul. Se considera mul{imea sferelor (S)
care trec prin A §i B §i care sint tangente planului (2).
Se cere: . : :

i) si se determine locul geometric descris de punctul de
contact dintre sfera (S) si planul (P); : :
i) s se determine locul gcometric descris de centrul sferei
S); ~ o
( ).iii) si se determine multimea sferelor care au raza de
misurd externi (maximi sau minimd).

222, Doui sfere concentrice au (_:entru.l in O si razcle
R1 < Rz. . !

i) Sa se determine locul geometric al punctelor din spatiu
egal depirtate de ccle doud sfere.

ii) Daca 4, B sint doui p_uncte oarecare sa se determine
locul geometric al punctelor din spatiu egal depirtate de ccle .
_dou# sfere si de cele doud puncte. Discufie. - -
~ iii) Daci 4, B, C sint trei punctc necoliniare, sd se deter-
mine locul geometric al punctelor din spafiu egal departate
~de cele doud sfere §i de cele trei puncte necoliniare. h

iv) Care este conditia ca in sfera cu raza R, sa se inscrie
un con circular drept, in care sfera de razi R, si fie inscrisa.
S3i se determine aria si volumul conului, in functie de R,
si R, ' _

REZOLVARI SI RASPUNSURI . .

1. Cele doui triunghiuri au latura BC comuni. Daci se

ia AB ca bazi si se noteazd cu h si J tniltimile celor doud

aria AMBC by g, py = K=
aria AABC h -

" — const. Deci M. este la o distantd constantd faa de BC
si locul geometric al punctului M este o dreaptd paraleld
cu BC. !

triunghiuri, se obtine
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2. Din M se duce perpendiculara pe bisectoarea unghiului
AOB si sc formeazi triunghiul isoscel OCD in care AM ==
= 0B si BM = BD si C € (04), D € (0B). Deci suma
04 + AM 4+ MB + BD = 2 - OD care cste constanti. Deci
locul geometric al punctului M este o perpendiculard pe
bisectoarea unghiului AOB.

3. (Fig.' Ii.S) Fie C, o pozitie a virfului mobil intersec-
tati de mediawa 44’ in A;. In triunghiul €BC, mediana
A'A; fiind linie mijlocie trebuie ca CC, || 44’. Deci locul
geometric al punctului C este o dreaptd care trece prin C §i
este paraleli cu mediana 44" :

4. (Fig. 1L.4) Prin punctul I se construieste MN || AB.
Conform teoremei lui Tales se peate scrie:

' DM _ EN
, DA EB

Considerind trianghiurile BAE asemenea cu EIN si BAD
~ asemenea cu DM rezultd :

IN EN o IM DM

AB EB ' AB DA ,
. Avind in vedere relaiile precedente rezultd ci IN = IM
si prin urmage locul geometric al punctului I este mediana
corespunzitoare laturii AB. e




5. Daca sc noteazi cu B’ si C'_mijloaccle laturilor AC
si BC se pot scrie rclatiile (aplicind lungimea medianci): -

BC® + AB* =2BB" + %AC% BC4-AC?=2CC" %AB?

pe care scizindu-le intre cle obfinem: , ’
AB® — AC? = AB'B* — C'C? + .;_ (ACt — ABY) =

2 (B — 40 = 2B'B—C'CY) =K =

=

= AB*— AC? = % K == const.

Deci locul geometric al punctului A indeplinind conditia
ca diferenta patratelor distanfclor sale la doud puncte fixe
i fie constanti este o perpendiculara pe BC in punctul D
astfel cd (gacz“n\A' este mijlocul segmentului BC, avem 4'D" =

4 K : '

e o ———

~ A - .
6.- (Fig. 11.6) Deoarece m(C) = const., virful C descric
_un arc de cerc. Se noteazi cu O centrul acestui arc de cerc,
ce apartine cercului circumscris triunghiului 4ABC. Se consi-.
‘dera triunghiul COCy unde {C;} = (CP)N (4B). Din acest

triunghi rezaltd O;P = ) OC = const, Deci locul geometric

este un'arc de cerc cu centrul
in O, si raza O, P. Deoarece raza
OB a cercului circumscris tri-
unghiului 4BC este mai mare
ca 0OC,, locul geometric este
numai un arc din cercul O,.

7. Din aseminarea celor
doud triunghiuri AMB si ABC
cu unghiul B comun; rezultd
ci unghiurile MA B §i ACB sint
congruente. Locul geometric al
punctului M este o dreapta
care trece prin 4 §i face cu AB
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un unghi congruent cu
unghiul sub care se vede
segmentul AB din punc-
‘tul C.

8. (Fig. II.8) -Biscc-
toarele (interioard si'ex-
terioard) wunghiului A4
fiind perpendiculare, iar
D mijlocul arcului BC, -

~ dreapta (DE) este un dia-
metru al cercului perpen-
dicular pe latura BC.
) in triunghiul DEF,
DA si FG sint indltimi, G
ortocentru, deci EG este
indltime,

Dreptele (EG) si
(DF) fiind perpendiculare
punctul lor de intersectie
M descrie cercul dat.

- 9, (Fig. IL.9) Perpen-
. v dicularele ridicate in B, ,
B "~ C pe BC intersecteazd
Fig. 1I1.9 : dreptele (FG),. (EG) in
N ' punctele P, Q; patrula- ..
~terul BCPQ este un patrat deci P, Q sint fixe i triunghiurile
MPQ, ABC sint congruente. . :
Locul geometric al punctului M, comun dreptelor (ED) si
(FG) este semicercul de diametru PQ, avind aceeasi concavitate
cu semicercul BAC, si simetricul acestui semicerc fata de BC.
- Cum triunghiul MGA este congruent cu triunghiul 4 BC
rezultd ci dreapta (M A) este perpendiculard pe BC si MA =
= BC. Locul geometric al punctului M se obtine din locul
geometric al punctului A printr-o translatie de vector de
mirime BC, dupi directia perpendiculard pe BC si in sensul
convexititii arcului BAC.

~ 10; Patrulaterul ACBIC‘1 este fnscris fn cercul de dia-
metru BC. Mijlocul O al laturii BC este fix, fiind intersectia

cercurilor de raza —1-322 ¢ centre B, Cj.

et
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"Locul geometric al punctelor B i C este cercul de centru 0

§i razi —1— BC.

Deoarece’ m(A) = — [1: — m(ClBl)] a = const., vir- -

ful A descrie arcul unm cerc care trece prin punctele
- fixe By, C,, capabil de unghiul «.
Simetricele cercului de centru O si al arcului BIA C, fata
de dreapta (C,B) apartm locurilor geometrice ale punctelor
B, Csi A.

11. i) Fie MsiN proxectule punctului O pe cele dous
coarde EE’ si FF', atunci AOMC = AOND, deci M0 =0ON.
Cum coardele sint situate la aceeasi dlstan';é‘. fatd de centrul
- cercului, sint congruente.

ii) Cum AACE ~ AE'CB si ABDF' ~ AFDA rezulta:
AE _ AC CE ; BD _DF" - BF’

— —_— ot ——

EB EC .BC " FD 4D _ 4F

Cum AC = BD, BC = AD, E'C = DF, F'D = CE si inlos
cuind in cele dou# siruri de rapoarte, obtinem

CE-DF = AB-CB-= constant,
iii) Locurile geometrice sint doud cercuri.

. " 12. Punctele B si C sint situate pe cercul fix de
diametru AM. Coarda BC este latura’ triunghiului echis
lateral inscris in cerc. Mijlocul ei N descrie un cerc cons
centric cercului de diametru AM §1 cu raza jumaitate din
raza acestui cerc,

Centrul de greutate G este situat pe MN astfel ca g—cﬁ =

= % Locul geometric al punctului G este omoteticul cer-

cului descris de punctul N, in omotetia de centru M si

raport 2
P 3
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18, (Fig. I1.13) Fie F punctul de intersectic al dre
telor (44°), (BD). Dreapta.;&'A’) trece printr-un punct fix P,
‘mijlocul arcului inferior B al-cercului circumscris triunghiu-
ui A BC. Dreapta (4"D) este paralela cu AC, deci’
- A4,4" _AD _ 4,4

4,C 4,4 A,B

si triunghiul 4A’DA" este asemenea cu triunghiul A BC, iar DE
paraleli cu bisectoarea 44’, (E situat pe BC) este si ea
‘bisectoarea unghiului 4'DA4”. ’ :
Avem rapoartele: '
EA DA - AB _A'B_A'B -
EA® DA" AC A'C A'B
.- Din egalitatea celui de al doilea raport si al ultimului raport,
reziiltd ci dreapta (BD) este bisectoarea exterioard a unghiu-
lui A’DA”; BD este perpendiculard- pe bisectoarea interioard
* si deci i pe paralela cu ea, 44",
Tocul geometric al punctului F este deci cercul cu
-diametrul BP. ‘
. 14, (Fig. IIL.14) Fie ABC triunghiul dat §i dreptunghiul
DEFG inscris in triunghi, ale cirui diagonale se intersecteazi
in L. Trebuie si determinim locul geometric descris de

punctul L cind dreptele (DE) sau (EF) se deplaseazd paralel
cu ele insele. Pentru aceasta se vor considera, solutiile sins

Fig. 11.13
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" gulare (cazurile limitd) cind DE se deplaseazd astfel incit
tinde citre AB; in acest caz centrul L al dreptunghiului
“tinde citre C’ care este mijlocul laturii AB. Dacd se pre-
supune ci EF se deplaseazi astfel incit si tindd citre i.nz“q-
timea CC,, atunci L tinde citre M, mijlocul acestei indl{imi.

Cum variatia uneia
dintre cele doui laturi
ale dreptunghiului

lalte, locul geometric
_ oste dreapta (MC’).

15. (Fig. I1.15) Dia-
gonalcle PQ’ si QP’
ale trapezului PP'Q'Q
se intersecteazi in
punctul C pe mediana
OAB a trapezului. Din
aseminarea triunghiu-

“rilor AP'C si BQC

rezultd »AI(; _A¢ dar prin consfruc(ie AP’ = AP i rc-

CB
. . AP AC o ’

Iatia d sus devine — =—=. AP si BQ fiind pa-

tia de mai BQ  CB’ 5t 30 fi p
ralele din aseminarca triunghiurilor POA si QOB = %1-: =
= 49 = const, sau €4 = 40 = const, Deci P cste puncé

- BO CB . BO S
fix si local geometric al proiectiilor M si N ale punctului
O .pe QC si PC este cercul cu diametru OC."

16. (Fig. 11.16) Prin P s¢ duc dreptele (PP") L (0F)

si (PP") L (OX). Considerdm ci dreapta (A) trece prin I,
deoarece oricare ar fi pozitia ei se poate duce prin P’ o para-
leld l1a (A), iar perpendiculara pe aceasta dreapta, ca si dreapta
care uneste O cu mijlocul segmentului cuprins intre laturile
unghiului sint aceleasi. , s

Fie (P’'A) o dreapti paraleld cu (A) care trece prin punctul
P’, M mijlocul segmentului P'4 §i {C} = (4P') N (OP).
Dreapta (PP’) intersecteazi dreapta (OP) in punctul D,
mijlocul segmentnlui P’P”, In triunghiul CP'P, P'D este
> indltime si dacd E este intersectia dintre’ P'P” si‘ iniljiimea
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-dusd prin P pe CP’, OM va trece prin punctul £, Intr-adevir,
DM || OX pentru cd uneste mijloacele laturilor P'P” si AP';
de asemenea, CE || OP’ deoarece CE- | PP’, Deci.in triun-
‘ghiul DOP’, CE ||OP’, iar dreapta (DM) trece prin mijloa-
cele paralelelor CE si OP’, De aici rezultii ci OF si CP’ inter-

Fig. 1116

~ secteazi pe DM in punctul M. Deci E estc un punci al Tocului
geometric §i pentru cd E apartine. dreptei (P'P”) locul geo-
metric ciutat este dreapta (P'P"). : '

. 17, (Fig. I1.17) Simetricele punctului 4 fatd de punctul -

““mobil A’ de pe dreapta (D’) sint situate pe simetrica (D”)

a dreptei (D) fati de dreapta (D). Iniltimea AM a triunghiu-

lui isoscel ABA, este congruenta cu inil{imea din 4,, care
are ca marime distan{a dintre dreptele (D) si (D").

. Locul geometric al punctului A este cercul de centru 4

si raza 2a, a fiind distanfa dintre dreptele date (D) si (D).

- 18. (Fig. 1L.18) i) Triunghiul COD. este isoscel, pentru .
" ¢4 triunghiurile dreptunghice ACB si ADB sint finscrise in
acelasi semicerc cu centrul O si de diametru AB; de unde

" deducem ¢i: OC =04 = 0B =0D = 1. : -

Daci notim m(0C4) = m(0AC) = « si cum fin patrula-
“terul inscriptibil ABCD avem ACD = ABD, rezulti
.- m(0CD) = m(ACD) + m(OCA) = m(4BD) + o = 90° —
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AN N X ‘
~— m(BAD) + o sau m(OCD) = 90° —)(‘2(3° + ) ;g;:;zao",
Triunghiul COD fiind isoscel, avem: nOCD) = m{ODCy=2b".

ii) ‘Centrul .de greutate G al trunghivlui OCD se affi pe
-perpendiculara QI dusi pe latura CD la 2f3 din aceastd

‘Fig. TL.17 : ' Fig. IL.18

distan{d de punctul 0. Conform punctului i) triunghiul DOC
fsi pastreazd laturile OC si OD ‘cu lungimea constanti I si-
“unghiurile O0CD, ODC de cite 30°; deci i OI rimine de lungime
constantd, Rezultd ci phinctul G descrie un cerc ca centrul

t-jxi O si curaza —2—01 .
3 . :
19. (Fig. IL.19) i) Suma unghiurilor de aceeasi parte
s a dreptelor »(GANEA)
d : fiind caalé cu m(GAB) +
2N
+ m(BAD) + m(DAE) =
: | =454 90° + 45° = 180°
M |p demonstreazi afirmatia.
1) Aplicind teorema me-
dianei in trionghiurile GDE

#_ A " b lp s GBE rezults 2MD —
- _,v’ ) o3
A L
"— ‘-s\\ - ‘ i 2
ST ¢ 2M32=B£8+BG‘3—.G_§_°

170



Tinind scama c¢a GD? = (g 4 b)? + a®, BE?= (a 4
+ 9)% -+ 0%, DE® = b%, BG* = 4, GE* = 2(a + 5)® deducem
MB? 4~ MD? = a2 4- §? = BD? ceea ce arati ci M se afli
pe cercul de diametru BD. - ‘

Deoarece m(m) = 90° cu punctele B si D fixe, loeul
geometric al punctului M este cercul de diametru BD, .
20. (Fig. I1.20) i) Relatia dati se mai poate scrie sub
forma ac % ceca ce demonstreazi ci triunth.Iurile
drepbm;glhice CAM i BAC sint asemenea. Rezulti ci
rile AMC si ACB sint congruente. In patrulaterul

unghiu cong
N .
inscriptibil A4MPC avem m(AMC) = m(4PC) de unde

NN
deducem APC = ACB. Triunghiul P.C, avind doui
unghiuri congrucnte, este isoscel, deci P4 = CA = const,
- deci locul geometric al punctului P este un cerc cu centrul
in 4 si.raza P4 egala cu lungimea catetei 4C.
' i} Prelungim MP pini la intersectia ei cu AC in punctul
- C'. Unghiurile 4BC si PC’'C sint congrucnte ca avind laturi

, N N

perpendiculare, iar ABC = MCA, triunghiurile 4BC si.
ACM fiind asemenea. Rezulti ci triunghiul C'MC este
isoscel §i prin urmare AC’ = AC. Dreapta variabili (3P)
trece prin punctul fix C’ simetricul punctului C fati de 4.

21. (Fig. I1.21) i) Fie O si E mijloacele -celor doui baze
AB si DC. Cum EC = CB, rezulti ci locul geometric al
punctului C este parabola cu focarul in B, dircctoarea EM

B
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si axa OB. Locul geométric al punctului D este’ parabola .

simetrica fatd de EM. : , ,
_ii)'Fie M’ punctul in care CM intersccteazi pe OE.
Vrem s3 ardtim ci M si M’ coincid, ceea ce rezulta din faptul
cd AECM = NACMB, deoarece sint dreptunghice, au o
catetd si un unghi ascuiit respectiv congruent. .

22, Pozitiile extreme ale virfului sint in punctele M si N -

de pe dreptele (Ox) si (Oy) situate la o distant3 de 4 egali cu
semiperimetrul’ paralelogramului. Locul gecmetric = ciutat
este segmentul MN, cici daci punctul C apar{ine acestui
segment, -perimetrul paralelogramului este egal cu 24M si
diferit de acesta daci M este in afara segmentului.

C’ punctul in care
paralela la M B inter-
secteazd pe BC si D’

la M 4 intersecteazi pe

- ' __ N(CD"). Aplicind teo-
rema lui Tales paralelelor AM si CD’ intersectate de
~ secantele DA, DC ' si paralelele DC’, MB intersectate de

secantele CD, CB avem:
4D MD  BC
- " AD' MC  BC |
si_deci_dreptele (DC’) si (D'C) se intersecteazi pe dreapta
(4B). Deci locul geometric este dreapta (4B)

24, Cum distanta dintre paralele este' constanti, din

faptul ci aria trapezului este constanti rezulti ci AC + |

~+ BD = const. Daci D coincide cu B, punctul C se depla-
seazd in Cy, asa ci AC; = AC + DB. Notind cu {F} =

= (CD)N(C;B), acesta este la mijlocul segmentului fix C,B.

Locul geometric al punctului M este cercul cu diametrul £F.

25. Deoarece AC = 24M, C descric un cerc cu centrul A’
§i razi AA4'. A’ fiind diametral opus lui 4 fin cercul dat
Teorema lui Meneclaus aplicatd triunghiului 4CO interscctat
de transversala (BMP), P fiind intersectia drepteler (BM)

si (OC), ne di OP ==2/3-0C si prin urmare punctul P~ -

- descrie un cerc, omoteticul celui descris de punctul Cin
omotetia de centru O si raport 2J3. : '
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26. Se constata ci m(BMC) = —l-m(BAC) Rezulti ci

: punctul M descrie doud arce. de cerc care trec prm punctclc ‘
B si prin C: -

27. 1) FieF punctul in care cercul circumscris tnunghlu]m

DAE reintersecteazi dreapta (DC) A arata ca cercul circum-
* scris” triunghiului ECB- trece prin F revine la a arita ci
patrulaterul BCEF este mscnpt1b11 Aceasta rezulta din cga-

»rhtame m(EAD) == m(I:FC) si m(EAD) + m(EBC) 180°.

ii) Cum- m(AOI) = m(AEI) m(BF(,) m(B]C) si
N P Py

: m(A]D) = m(CFJ) = m(fBC) si prin urmare triunghiurile

. ADI i CJB sint asemenca. Din aceasti asemithare rezulti:

-% = —2%— Deoarece un’ trapez inscriptibil este trapez
. Vlsoscel rezulti AD = EF = BC si relatia anterioari devine-
EF?= AI - C] = AD?* = constant -

~iii) Din- patrulatcrul 1nscnpt1b11 IDEF dcducem ci
2N 2N
m(DIE) = m(DFE) = m(DAB) constant. Analog
m(BJF) = m(BCD) = constant. :

‘Rezultd cd punctul I descrie un cerc care trece prin punc-
tele C si D si este capabil de unghiul de mésura egala cu

mdsura unghiului D4 B, far punctul J descrie un arc de-
eerc care trece prm plmct(le 4 si B si capabil de un unghl
de aceeasx mdsurd. .

- 28. i) Si considerim ci punctul M se afli intre punc—
: 2N
tele 4 5i B. m(CAB) = m(Az\*M) = ——m(AM) m(CBA)—-

- ...,m(BM}\) = —\n(l:hll) Rezultd ci suma unghiurilor ACB

si. ANB este 180° si patrulaterul ACNB-este inscriptibil.
Aceastd afirmatie se mentine §i daci, punctul M nu se afls
intre 4 si B. Prin urmare locul geometric al punctulul N
este cercul circomscris triunghiului ABC.

ii) Fie D punctul in care drecapta (MN) remtersecteaza.
27N
cercul circumscris triunghiului 4BC. Deoarece m(BDN) =
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— m(CBA) rezulth ¢4 arcele A€ §i BD sint congruente.
‘Cum D este simetricu! punctului C faii de mediatoarea
segmentului 4B este deci un punet fix,

29, i) Se construieste PB' | AC §i PC’ |AB §i din
paralelogramul format, rezultd ¢ locui geometric este linia
mijlocie paralelid cu‘-BC 1 '

ii) Perimetrul = —:—:——1 (67 + c); aria paralelogramului este
: 7 ‘
25 unde S este aria triunghiului 4BC; ii) Raportul
(r+1) | =
este ——b
+ 1

30. i) Segmentele OB’ = 0C’ = OH = —AZ;M i) eele
patru puncte se afli pe cercul cu diametrul AM (concluzia
punctului i)3 iii) linia mijlocie paraleli cu BC; iv) construind
MM' || AC se formeazi triunghiul isoscel BM'M in care
%%lﬁm%ecMC' = BN’ i deci MC’ 4 MB'= BP unde

_!_ C. - .

81, i) Patrulaterul A4'B'B are m(d4'B) — m(BB);
ii) Puterea punctului O fajd de cercul care circumscrie
patrulaterul AA'B'By i) misura unghiul fix AOB' =
_ m(4B) + m(4'B’)

2 ,

4B i deci co’a};da A'B’' = constant] iv) m(4’MB’) =

YOl i

=m(A B )2+ (4B) = constant, de unde rezulti ci locul

geometric al punctului M este arcul capabil al unghiului

A’MB', suplementul unghiului constant format de dreptele -
(D1) st (D). ‘ -

32. (Fig. 11.82) i) m(BAC") = 2““;23 - "820 — 9°,
Rezultd ci B'C’ este latura pitratului fnscris in cerc, iarlocul
geomgtric al mijlocului segmentului B'C’ este cercul concen-

} A'B' rimine constant odati cu
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~ latura trece prin punctul C, a

tnc cu cel dat, avind ca razi
tema patratulul inscris.
* i) triunghtul DAE este 1sosce1': ‘

pentru ca m(D), (E)

I ol 8 +ﬂ . Asadar, maltlmea

 ui este i biscctoarea unghiu-
" lui 4. Cum m(A) =90°.5i o

doua trebmc si treacd prm '
E, m(CF ) = 90°. -

33. Se foloseste propricta-
tea sumei distantelor de la un,
punct variabil de pe baza triunghiului-isoscel la laturile
egale si anume: fie triunghiul isoscel A BC (cu AB=AC =),
: punctul ‘M variabil apartinind laturii BC si punctele D
si E proiectiile punctului M pe laturile 4B respectlv AC.

o{ABC) = ofA BM] + o[AMC] = o{ABC] =

=Dﬂ/21 Y T IZA; -1 = MD + ME = %_ - 6[A BC] = constant.

Locul geometric estc un dreptunghi.

34. Daci punctul O este situat pe xy, locul geometric
este dreapta xy. Dacd O nu este pe xy, locul geometric este
"o dreaptd paraleld cu xy, dusi
- prin mijlocul distantei ~ dintre
punctul O ¢i dreapta xy.

35. Locul geometric al
punctului N este o dreaptd pa-
raleli cu cea datd. A fiind fix,
mijlocul segmentului MN de-
scrie si el o paralela la drea.pta.
dati,

36. (Iig. I1.36) Daci notim
cu £ si I' mijloacele laturi-




lor ‘4B si CD atunci paralela prin E la (4,)), (4,) si perpen-

: Py
diculara prin F pe (A,), (A,) trec prin P, iar m(EPF) = 90°.
Locul geometric este cercul de dlamctru EF,

37. AD, BC sint bazele, I punctul de intersectie al latu- 7
ilor nop;ualelc 4B, DC. Avem m(AID)_180°—2m(ADC) =

180°—m(A0(,) O fiind centrul cercului. Patrulaterul
140C este inscriptibil. Locul geometnc este arcul AIC din
cercul (40C).-
CD

38. i) Avém m(CDA) = 90°, iar A
ghiurile ACD rimin asemenca fntre cle.
Patrulaterele 04DC §i OACB sint inscriptibile.
N P I N
m(BOC) = m(BAC); m(A0D) = m(ACD) = constant.

Rezultd ci locul geometric al v1rfur1]or B si D sint res-
pectiv- dreptele (OB) si (OD).

ii) Ipotenuza AC este constanti daci misurile segmen-

= g, deci triun-

tclor OA si OB sint date. OM = _{12£ = constant, deci locul - .

geometric al punctului M este cercul de centru O si de

razi —1- AC.

’

395€F1g. I1.39) Notim cu P punctul de mtersecpe al 7

laturilor neparalele 4B si CD. Avem:

P AP 4P AP —4B _
WA BP° BC AP

v

= g din care rezulta. ca

4P =

ac = constant,
a—>b

Considerim cazul cind (4D) este
o dreapti fixi.

T . Segmentul PH intersecteazi
Fig. I1.39 (prin prelungire) latura fixi
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B

- Jui H este un cerc de centru N si razi NH =

CD BP

'AD in punctul M. Tinind seama cd . =1,

, CP BA
rela;ia. lui Ceva MA CD BP _ —1 devine = —1
MD CP BA MD

si astfel M este un punct fix, mijlocul laturii fixe 4D.

- Prin H ducem paralela HN la 4 P. Din relatia:

; HP_,BP_}_CP__Z_,-BP;

, - HM BA ' CD = BA

' obfincni: , - . .
o - NA _ 2BP
NM = B4

Vrc.la’ge care aratd ca punctul N este fix.
Cum tnunghml PAM si-triunghiul HNM sint asemenea,

avem NH = = const. §i locul geometric al punctu- -

ﬂ+
ac

_ a-tb )
Observaie: In cazul cind latura BC este fixa obtinem anas
log un cerc de centru N’ si razi N'H. Cercurile (N) s5i (N')

-sint tangente in H. ({N'} = (HN) n (BC)).-

40, i) Tnunghmnle congruente ABB’, ADD’, pot fi
pnwte ca rezultind unul din celdlalt printi-o rotatie de 90°,
de unde rezulti ca BB’ | DD’. Deoarece B, D sint flxe
locul ‘geometric ‘este cercul circumscris patrulaterului 4 BCD.

i) Fie {M} = (BB)
P :
N (CC’), m(MC4) —m(MDi) .
iar din triunghiurile isoscele -

ACC’ si ADD' avind unghiu-
nle din 4 congruente rezultd

C'C4) = m(D’DA) deci
- punctul M apartme segmen-
. tului CC".

- 41. Fie D un punct in inte-
Fig. 11.40 ' riorul triunghiului, astfel Incit -
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N .
AD = CM si ci m(BAD) = m(BCM). Se deduce ci tri-
unghiul BDM este echilateral, §i pentru ci AM = 4D +
+ DM punctul D apartine segmentului 4AM. Locul geome-
tric al punctului M este arcul BC. '

- 42, O dreapta paraleld cu (D).

43. Paralela prin N la AC intersecteazi pe BC in D.
DM || AB (teorema lui Tales). Fie E intersectia diagonalelor
paralelogramului ANDM. Locul geometric al punctului E
este o paralela (D) la BC. Centrul de greutate G al triunghiu-

lui PNM apartine segmentului PE astfel ca -g—g— =2,

Locul geometric al punctului G este o paralela (D’) la (D),
deci la BC. ,

44, Pe BC se ia punctul N astfel ci %g=% si pe
AN se ia punctul O astfel ca % _Btr Aplicind re-
: "

latia lui Stewart triunghiului MBC si punctului N si apoi
triunghiului MAN si-punctului 0, avem egalitatile:

BMB® + yMC® = (B + v) MN® + ByBC® : (B + v);
aMA (@ + y) MN? = (o + B + y) Mo? 2B+ Y ANE
' o «t+ Bty

Adunind si tinind seama de enunt, se determin3 locul geome-
tric al punctului M care este un cer¢ cu centrul in O,

45. Fie M si N centrele acestor cercuri. Se observi ci
OM || 4B si ON||AB. Cum AN, BM “sint bisectoarele exte-
roare ale unghiurilor 4 §i B avem:

‘ N
m(0AN) = m(ONA) §i m(0BM) = m(OMB).

Deci, triunghiurile O4AN, 04M sint isoscele, iar M si .
N descriu acelasi cerc cu centrul O si raza 0A4.

46. Deoarece AC = DC §i BC = CE, triunghiurile ACD
si BEC sint isoscele. Deci avem: ;

m(D/A?).=m(A/)>C) si m(fB\C)%m(C/E}B). i
Dar~m('D/C>) + m(B(C\B) = 180°,
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2N :

Deci  2m(DAC) + 2m(EBC) = 180° san m(BAC) +
- m(fB\C) =90°, de unde rezulti ci m(4MB) = 90°,
adicd Jocul geometric al punctului M’ este cercul descris
pe 4B ca diametru, ) ,
47, Diametrul perpendicular pe acea directie (diametrul
fiind perpendicular pe mijlocul coardei variabile).

48. Un cerc concentric cu cel dat si de razi »°> = Rf— .

.2 :
—.€%;J unde R este raza cercului dat §i ! este masura
"coaxdei. '
~ 49. Mediatoarea segmentului determinat de acele puncte.

50. Dreapta care trece prin punctul dat §i prin centrul
-cercului. Se va separa pe aceastd dreaptd, portiunea care
corespunde cercurilor tangente exterior, de aceea care co-
respunde cercurilor {angente interior sau cuprind fn interior
cercul dat. Centrul cercului-dat nu face parte din locul geo-
metric. . _ : '

51. Un cerc cu centrul in mijlocul segmentului 40 i
cu raza .jumidtate din raza cercului dat. '

52. Fie P un punct al cirui loc geometric se cautd? Tri-
unghiurile OMN si PMN sint congruente, deci MP = ON =
= constant. Locul geometric este tangenta iIn D la cerc.

53. (Fig. II. 53) Fie MN si PQ cele doud secante, Punc-
tele M, P apari{in cercului (0,), iar N, Q cercului (0,). Mij-
loacele coardelor MP si NQ descriu cercuri concentrice cu

.cercurile (0;) §i (0;). MP = NQ == AB coarda comund
cercurilor (0,) 51 (0,). E, F fiind mijloacele segmentelor MN
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8t PQ, avem EF || MP, deci ABFE este trapez isoscel; mijlo-
cul Iui BF este si proiectia mijlocului lui 0,0,, deci centrul
cercului circumscris trapezului ABFE este mijlocul « al
- segmentului 0,0,. E §i F se deplascazi pe cercul (o). Inter-
sectia diagonalelor se afld la mijlocul segmentului EF; locul
geometric este un cerc concentric cu' cercul (ew). :

54. Un cerc concentric cu cel dat si de razi R/2, R
fiind raza cercului dat. ' )

55. Un cerc concentric cu cel dat §i de razi ——;
sine -
E fiind raza cercului dat §i 2« misura unghiului constant.
56. OM este jumitate din AB, deci constant. Locul geo-
metric este un cerc. . ’ .
57. (Pig. I1. 57) In triunghiul BMP dreptcle (MA) si
(4B) sint bisectoarele exterioare ale unghiurilor din M si
B, deci P4 este biscctoarca interioar® dusi din P. Ducem-
bisectoarea unghiului MBP pind intersectcazi pe M4, in
Ay PA, este bisectoarea extcrioard in P. Locul geometric -
‘al panctului P este cercul descris pe- 44, ca diametru,

88. MO este bisectoarca unghiului- AMB, deci A4’ =
= BB’ fiind coarde egal depirtate pe centru. Figura AB’'BA’ "
- este un trapez isoscel, deci locul geometric al punctului P
este dreapta (A4B). Daca M apartine arcului 4B exterior
cercului (0), loctil geometric este segmentul 4 B. Daci punctul
M apartine arcului 4B interior cercului (0), locul geometric
este restul dreptei (AB). - ' A -

- 59, (Fig..1I. 59) Vom aplica o tcoremi: ortocentrul unui
triunghi §i punctul in care o inil{ime intersccteazi cercul
circamscris sint simetrice in raport cu piciorul fudlfimii..




Deci, dacd H' este punctul in.care 4D intersecteazd
cercul circumscris triunghiului 4BC, atunci DH’ = DH.
" Scriind puterea punctului D fatd de cercul (4 BC) obtinem:
DH' - DA =—DH - D4 = DB + DC = constant = puterca
punctului D fatd de cercul (0). :

Relatia DH - DA = constant, demonstreazi ci punctul
H descrie figura inversd dreptei (A), deci un cerc care trece
prin punctul D si al cirui diametru dus prin acest punct
" estc perpendicular pe (A). ‘

Reamintesc: se numegte polard, o dreapti, loc geometric
al punctului conjugat armonic cu un punct dat, numit polul
dreptei, in raport cu cele doud puncte in care o secantd
mobili, -ce trece prin punctul dat, intersectcazi o conici.
. Polara unui punct exterior fati de conicd trece prin punctcle
de contact ale tangentelor duse din punct la conica. Polara
_ unui punct interior conicei este a treia diagonald, exterioara,

a patrulaterului complet, format cu prelungirile, pini la
intersectie, ale laturilor opuse ale patrulaterului ce are -
virfurile in éxtremiti{ile a doud coarde duse prin punctul
dat. Caz particular: locul geometric al conjugatelor unui
punct M, pe o secanti mobili ce trece prin M, in raport cu
" capetele unei coarde determinate intr-un cerc, cste o dreapta
numiti polara punctului M si este perpendiculard pe diame-
trul punctului M. Punctul M este numit polul dreptei.
Polul unei tangente este punctul de contact. Polul unei
secante -este intersectia tangentelor in punctele de inter-
sectie cu cercul. Polarele a trei puncte coliniarc sint trei -
.. drepte concurente, Daci o dreapti (D,) trece prin polul unei
drepte (D,) si reciproc, dreptele (D,) si (D,) se numesc drepte
conjugate,

Observagie: -oricirei figuri formate din puncte §i drepte
fi corespunde o figuri numiti duvald, formati din drepte
(polarele punctelor) si din puncte (polii dreptelor).

" Fie in planul (P) un punct O si K € R\{O}. Se
numeste inversiune de pol O si putere K, o transiormare
I :(P)'\{V}—> (P)\ {O} care asociazi fiecarui punct M 0.
punctul N € (OM) astfel cd OM :ON = K. Pentru K <0
avem punctul O interior segmentului MN. Pentru K >0
avem punctul M este interior segmentului ON sau N interior
segmentului O}, dupi cum patratul distanfei de la O
la M este mai mic decit K sau mai mare decit K. Dacd
pitratul distantei de la O la M este egal cu K atunci M se
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confundd cu. V. Daci M descrie o dreapti, atunci N descrie
inversa acestei drepte. Inversa unui cerc este un cerc, linia
centrelor trecind prin pol. Daci cercul trece prin pol, inversa
este o dreapti perpendiculard pe diametrul polului. Inversa
unei drepte este un cerc, care trece prin. pol cu diametrul
corespunzator perpendicular pe dreapti.- Unghiul a doui
directii se pistreazi prin inversiune. )

Daci punctele M*'5i N* sint inversele punctelor M si
N, atunci intre segmentele MN si M’N’ existi relatia:

M'N'=K: _il_]y_ .
' OM :ON

Deci ca proprietiti avem: fie I o inversiune de pol 0,
(D) o dreaptd, (C) un cerc atunci:

i} I(D) este o dreapti sau un cerc dupi cum O € (D)
sau O & (D).

ii) I(CS este o dreapti sau un cerc dupi cum O & (C)
sau O g (C).

60. Notind cu E piciorul perpendicularei din B pe dia-
metrul CC’, din triunghiul dreptunghic CRC’ avem
< CB*=CE:(CC'.
-Din triunghiurile dreptunghicé CPA si CQA deducem
‘  CP*=CQ*=CD:CA. |
Dar, cum patrulaterul ADEC’ este inscriptibil, rezulti
CD:CA=CE:CC
si deci din relatiile de mai sus avem ,
CP?=C(CQ*=CB?= CP = (CQ = CB, dcci
punctele P si @ apartin cercului de centru C si razi CB!

Discupie, Punctele P si Q sint reale, cind cercurile C si
cercul de diametru AC se intersecteazi, adici atunci cind
CA > CB, sau cu alte cuvinte cind 4 se deplaseazi pe arcul
BC'B’ exterior cercului C,

Pentru precizarea locului geometric, notim cu 4; si
Q11 4, s1 P, punctele de contact ale tangentelor comune
* cercurilor de centre O si C.

: Cind A descrie arcul BA,C’'4,B’ punctul P descrie arcul
BB'g,, apoi arcul P,B’, jar Q descrie arcul BQ, apoi arcul
OBB'. .
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_Rezultd ci locul geometric al pum:tuiui P este arcul
BB'P, si al punctului @ este arcul (,B8’, avind arcul BB’
comun, locul geometric ciutat este arcul Q,BB’'P,.

61. (Fig. IL6Y). §) Avemn m(5'C) = AQ) | m(dB) _

2 -2
= 90° = B'C' = al‘-‘*E_ = 'Rlz/ 2 ,-deci locul geometric al

"punctului E este un cerc concentric cu- cercul dat, de
R}/ 2 ] :
2

ii) Fie AS_1 B'C’, iar M intersectia dreptei (AS) cu
cercul, '

Tazi

(59 = o = PO D) i)
_ mC) + m(4B) 4 m(CH) = m(BM) = (JIC) = 90°.
2. :

Deci punctul M este intersectia diametrului perpendicular
.pe BC cu cercul dat.

62, (Fig. II. 62) i) Patrulaterul CNMB estc inscriptibil
i centrul siu O’ este mijlocul ipotenuzei comune NB. Din
* coborim, perpendiculara O'R pe AC. Triunghiurile 00'R
§i ACN sint asemenea §i deci ' ‘
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Dar AN = 2-00’; 00’ fiind linie mijlocie in triunghiul
ABN. Asa ci relatia precedenti devine:
AC 200" 2 2

Cum OR este fix, atunci locul geometric al centrelor
este perpendiculara din O’ pe 4B. _ -

ii) Fie I si F respectiv punctele unde perpendiculara in
C intersecteazi cercul (0). Daci notim cu T punctul de
contact al tangentei, avem: '

AT® = AB - AC; dar 5i AE®= AC:AB,

si deci AT = AE = constant. Cum punctul 4 este fix, re-
zultd ci locul geometric este cercul cu centrul in 4 §i raza

AE = |/AB-AC." : :

iii) Deci AP =|/4AB - AC, iar AR= A0 + OR = AC
4 AC _ AB+ AC .
2 T 2

Avem evident AP < AR, si prin urmare:

PR = #R— 4p =48 ;' AC _yaBAC.

63. (Fig. I1.63) Triunghiul dreptunghic AMP fiind isos-
N
cel, m(APM) = 45° si cam MP trece prin punctul O, centrul

" ‘cercului dat, rezultd cd locul geometric al punctului P este

format din 'doud arce de ceic descrise pe AO drept coardi,
capabile ‘de unghiul AP0 = 45° si simetrice Tati de A40.-

64. (Fig. 11.64) i) Cum patrulaterul 4 BCM este inscrip-
tibil §i deci cum A este variabil, M B coardi in cercul (4 BC)
ramine fixd. Prin urmare centrul cercului 14 BC) este mobil
pe mediatoarea segmentului MB. :

ii) Tn cazul cind punctul 4 este fix, coarda AM din cer-
cul (4BC) rimine fixd §i locul geometric al centrului este
mediatoarea segmentului AM. -

65. (Fig. I1.65) Fie punctul 4’ diametral opus punctului
A pe cercul (0) si P punctul al cirui loc geometric se cere,

e e :
MP trece prin 4’, iar m(MPA) = 90° — m(MAN) = const.
Segmentul: 44’ se vede din punctul .P: fie -sub unghiul
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Fig. 1L.63 " TFig. 11.64

g90°———m(MAN) fic sub unﬂhxul suplementar Locul geo-
Ame’mc este_un cerc:

© 66. DE este diametrul cerculm (0) perpendicular pe BC,
DG si FG sint indltimi in triunghiul DEF, iar EG va fi a
treia inalfime. Dacd L este piciorul ei, unghml DLE este
drept si locul geometric este chiar cercul (0). :

- 67. (Fig. 11.67) Notim cu N simetricul punctului M
fatd ~de dreapta (A); luim B diametral opus punctului 4
pe cercul dat 5i C simetricul punctului B fati de P. Avem

N
m(BMA4) = 90°, deci BM [[(A); rezulti CN|(A). Locul
geometric cerut este cercul cu diametrul AC. El trece prin
punctul de intersectie al cercului (0) cu dreapta (BPC).




-~

68. Locul geometric se compune din reuniunea a patru -
drepte concurente in O

69. Fie H’ ortocentrul triunghiului ABC’, O centrul -
cercului circumscris triunghiului 4BC, M mijlocul laturij

AH' AB
BC. A : : = constant, Dar AH=2-
vem 40 B an ar =2-0M =

= AH = constant §i AH' =04 — AH = const. Deci locul
geometric cste un cerc concentric cu cercul circumseris,

70. Puterea fati de cele
doud cercuri este egald, deci
MP?= MO?*—7? sau MO? —
— MP?= 7® = const. Locul
geometric este o perpendicu-
lard pe OP, ‘

1. (Fig. 11.71) Rezulti c3
AB? 4+ BC? + CA®=constant,
dar cum BC este constant =
= AB®* 4 CA? = constant. B’
filnd piciorul perpendicularei

- Fig. IL.71 din B pe AC si M proiec-
tia ortocentrului H pe’ mediana 44; avem éﬂ{ AB ;
. AC 44,
a

AM - Ad, = AC - AB' = AA3 —
R 1T 144

9

444

al puncltului M este un cerc cu centrul in 4.

72, Din MO? — R® = MA?, rezulti OM? — MA%= R?;
locul geometric este o dreaptd perpendiculard pe 04.-

73. 0, {fiind centrul unui cerc ce trece prin 4 si intersec-
_ teazi ortogonal cercul @(0, R) rezulti 002 —0,4%= R2,
Locul geometric este o drcapta perpendiculari pe OA.

74.'Notim cu D si E mijloacele celor doud arce BC,
{M} = (4B) N (B'C’), {N}=(4AC) n (B'C'), m(BEC) =
= a, m{BDC) = 2x — a. Deoarcce perechile de arce BC’,
C’'4 §i AB’, B'C sint congruente, putem scrie:

: m(é‘_’E) + m(A'-l;’) =5 — % = constant,

) :
= const., deci AM este constant. Lecul geometric
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- Atunci §i coarda B'C’ este constanti ca mirime §i mij-
- locul ei P descrie o parte din cercul concentric cu cel dat si
raza -OP. S

Triunghiul AMN este isoscel deoarece m(AFN) =
— m(4NI) .—_% =—2). Perpendiculara din 4 pe BC

este ‘bisectoarea unghiului BAC i trece prin E care este
punct ' fix. _ o '

" Delinijtarea locului geometric. fescris de P. Cind 4 se
apropie de B pe arcul BDC, C’ se gpropie de B, B* de D,
iar cind 4 coincide eu B, coarda C’'B’ ia pozitia limita BD.
Cind 4 coincide cu €, coarda. C'B*ia. pozitia limitda BD,
Cind 4 se deplaseazi pe arcul BDC, P descrie arcul de cerc
KPL unde K si L sint mijloacele coardelor BD si CD, cen-
trul acestui arc de cerc fiind 0. Cum OK si OL impart arcele

BD si DC in pirti congruente avem m(KPL) =7n— 32‘_.

Analog se aratd ci, atunci cind punctul 4 se deplaseazi
pe arcul de cerc BEC, mijlocul coardei B'C’ descrie arcul

) e : s PR DIy 1 o -
de cerc K'P'L’ de centru O §i raza OL’, iar m(K'P'L’) = 5

In acest caz, perpendiculara dmA pe-B’C’ trece prin punctul
fix D. ' . ' '

- Deci locul geometric ciutat se compune din doui .arce
de cerc, KPL‘V si K'P'L’, concentrice cu cercul dat, de raze
diferite si in general astfel incit m(KPL) + m(K'P'L’) = =,

Daci BC = I, atunci arcele de cerc KPL §i K'P'L’ au
razele OL' = ag OL = a3 §i mirimile in radiani —7;— si 5—;-'.

‘Daci BC este diametrul cercului atunci avem altd pro-
blemi. C :

In acest caz, locul geometric este format din arcele KPL
si K'P'L’ care fac. parte din acelasi cerc concentric cu cel

) " o . T . . .
dat, cu razi egald cu a, g.vi‘nd fiecare > radiani, unde a;

este apotema hexagonului regulat; a4, este apotema. triun-
ghiului echilateral si @, este apotema patratului. ’

75. Deoarece IM | BB’ deci IM|[AA’ avem m(ﬁﬂ\l) =
N . ot PP
- =m(CA44’); inci 04 = CO deci m{CAA’) = m(4ACO).
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Rezulta ca m(ACO) m(CIM) Deoarece m(CIO) = 90° =
+ m(CI) si m(TCA) = 90° + m(ACO) avem i m(C70) =
N

=m(ICM).

Tinind seama de egahtatlle precedente si de faptul ci
in triunghiurile ICM si ICO latura IC éste comuni, deducem
cd triunghiurile ICM' si ICO sint congruente. Deci IM =
= (C0 =04'.

. Rezultd ci locul geometric al punctulul M este tangenta.
‘in punctul A’ la cercul dat.

76. i) Dreapta (B’C’) este fixa si 294D = B'C’; rezulta'
cd dnstantcle punctului P la dreptele (AD) si (B‘C ) se afli

in raportul— si prin urmare P descrie o dreapta. paralels

u (4D).

ii) Fie R punctul in care MP intersccteazd latura BC.
Cum CR=AM atunci MP trece prin centrul paralelo-
gramului ABCD.

77. i) Deoarece —]-Ié- f—qg—‘/{_ 1, rezulti cia pﬁnctul

MC FA EB
Q apartine medianei AM; cind . P descrie dreapta. (AD)
punctul Q descrie mediana AM. .
ii) Fie E punctul de intersectie al- dreptelor (BC) g
(PQ). Teorcma lui Meneclaus aplicati triunghiului AMC _
intersectat de transversala (BQF) ne di:

B4 _11'9 _Qi_. 1, adici -l——F—C —in—l Acceasi teorem3

BC FA QM 2 F4A QM
aphcata triunghiului ADM intersectat de transversala (GQP)

ne di M PD o4 1 si deoarece - = ~— din ccle

GD P4 QM P4 FA

doud relatii obtinem % = —;-adjca G este simetricul punc-

tului D fata de M.
iii) Fie H intersectia dreptelor (AR) si (BC). Atunci

" HM.—P—I-)-.Z'?Q_. 1 si deci —=— In consecinti H
HD 2

HD P4 QM

este un punct fix, conjugatul armonic al punctului G fn
raport cu punctele M si D. Deci locul geometnc al punc-
tului R este dreapta (AH) ‘
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78. i) Cum unghiul D'M B este drept, rezultd ci patrula-
terele ABDM si AB'MD’ sint inscriptibile, deci unghiurile
BMC si C'MD’ sint egale fiecare cu 45° si dcci dreapta
(CC') trece prin punctul M. =~ : ’

- ii) Din cele demonstrate la. punctul precedent rezultd
cd atunci cind pitratul 4 B’'C’D’ este variabil in plan, punctul
M descrie cercul circumscris patratul ABCD.

.79, Se aplicid teorema medianei si se deduce ca MA®—
— MO* = constant. ‘Deci locul geometric al punctului M
este o dreaptd perpendiculari pe 0A4. _

80. Fic O un punct intre 4 §i B astfel incit 04 .0B =
_B , se aplici relatia lui Stewart: MA?- OB + MB2-

e ‘ |
+A0—MO0?*- AB=0A -0B - AB, darOA = AB-p:(a+B).
OB = AB-a:(a+ B); inlocuind, obfinem: a-MA*4 B-
sMB? = K‘~’2= (a2+ B) - MO* + AB - op?: (a + B) = OM* =
Gl 0L —:B 48 _ constant. Deci locul geometric al
(4 B) :

punctului 3 cste un cerc cu centrul in O §i de razi OM..

_81. Solufia este analoagi cu cea precedenta, punctul O
insa va fi situat pe prelungirea segmentului 4B §i relatia
lui Stewart va fi modificatd in consccinti. Locul geometric
este un cerc. i -

.82. Fie T punctul exterior, 4 si B punctele de tangenii,.
O centrul cercului, {N} =(BT) N (40),C € (4B), {M} =
- = (Ncg N (4T), OC 1. MN, dreapta (MN) intersecteaza
cercul In punctele R si Q. Patrulaterul OAMC este inscrip-

tibil deoarece m(m ) = m(()@)’:: 80°. In consccinjd
2 N o
. m(0AC) = m(OMC).
. - 2NN
Patrulaterul OCBN este inscriptibil deoarece m(OCN) =
B /\ . - . -
= m(OBN) = 90° (avind ON diametrul cercului circumscris).
Deci m(ONC) = m(0BC). Dar in triunghiul 04 B, m(04B) =

= m(@). Rezulti ci triunghiul OMN este isoscel, iar
fniltimea OC este mediana laturei MN, Deci CM = CN.

Observaic. Deoarece CM = CN rezulti ci MQ = NR,
fiindci CQ = CR ca jumititi ale coardei QR. Se mai ob-
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servi. ci punctul C este centrul cetcului circumscris triun-
ghivlui AMN. -, -
CP AN _. . .
83. i) Se ob: dcl-—="01, Fie unctul in care
i) Se observi PI-NB .QP
~ B'N intersecteazii dreapta (BC).
Conform teoremei lui Menelaus rezulti:

N

Q—i ¢B AN _ 1, adied —Q-B-ﬂ=1 care se poate
QC B'A NB C NB

scrie, conform egalitafii de mai sus,

@B CP AC

=~ ——.=—=1, de unde, conform reciprocei teoremei
QC P4 C'B- - .
lui Menelaus, rezulti ci dreapta (PC’) trece prin Q.
Astlel dreptele (NB’) si (PC’) se intersecteazi pe dreapta
(BC); cind M descrie dreapta (BC), punctul @ descrie
acccagi dreapta. :

ii) Dreptele (NP) ca si (B’C’) trec prin mijlocul scg-:
mentului AM.

84. i) In triunghiul ABB’, unghiul AB'B este comple-
mentul unghiului ABB’, iar in triunghiul IB’C unghiul

PN
IB’C cste complementul unghiului JCB'. Deoarece m(4 BB")
N, . :
= m(/CB’), fezultd ci BB’ este bisectoarca unghiului 4B'I,
ii) AP = MR. Fie N proiectia punctului M pe dreapta
(B’I). Atunci MN = QI; dar MN = MR conform punctului
i). Prin urmave AP + AQ = AQ + QI = AI.

iii) Intrucit m(EAP) = m(TAP) = m(CAR) = m(}AR),
rezulti ¢ m(EAG) = 180° deci punctele E,4,G sint colini-
are. Din constructic AE = AM = AF = AG si deci punc-
tele E, M, F, G aparfin cercului de diametru EG; rezulti
in particular cd EF §i-GF sint perpendiculare,

iv) Fie 4’ punctul in carc drcapta (B’I) intcrsccteazi
indltimea AD; deoarece BB’ este bisectoarea unghiului
AB'Irezultda AD = A’D, deci 4’ este simetricul punctului 4
fati de D. In ipoteza dati punctele 4, A’ sint fixe si cum

N : .
m(A474") = 90° rezulti cid locul geometric al punetului I
este cercul de diametru: 44’.
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85. i), ii) Notind cn 44’ indliimea dusd din 4 §i cu L
proiectia lui Q pe aceasti indl{ime se formeazi triunghiul®
~ ALQ congruent cu BPP' (P’, Q' proiectiile punctelor P, Q
" pe baza BC) pentru ci triunghiul ABC este isoscel i BP
congrucnt cu AQ.

Dm trapezul PP'Q'Q rezultd OM = M(M pro-

“jectia lui O pe BC) si prin urmare OM=,£{’__*2-—QQ-=
_AL+ LA _ A4

2 .
metric este segmentu} de pe ‘linia mijlocie paraleldi cu BC
si cuprins intre laturile 4B, AC atunci cind punctele P, @
parcurg laturile 4B, AC. -

= constant. Rezulti ci locul geo-

iti) Aria trapezului PP'Q'Q este ega]i cu w.

- P'Q=03M- PQ’. Tinind seama ca. BP' =LQ=AQ,
_ rezulti P'Q'= BC — (BF' + 0 C) (A 0"+ Q'C) =

= BC—A'C= EZE astfel cd aria trapezulux devine <

_ 2aria AABC _ aria AABC
—_— 4 T — 2 L J

iv) Din relatia cunoscutd

aria A4P) AP- AQ. (}z;-x)x _ x(d— x)
arii AABC . AB:4C a-a a?

aria AABC
2

rezultd cd aria AAPQ = x(a — x).

v) Aria tr_iungliiului APQ este maximi atunci cind

, a PSVR '
A=0—5=x= adicd in cazul in care PQ este
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‘agjezat pe dreapta care unecste mijloacele laturilor 4B si-
+ 4C, de fapt se poate- considera functia de gradul doi:

. e
aria AAPQ:G[x]:.x(_a._z‘.xl = — i.axa.*____x’ cu
Wy = 51 Oy = —
max = 2§ max"4'

'86. i) Notim cu O centrul cerculuj, cu {I} = (AB) N
N (OP) si cu H intersecfia perpendicularei din 4 pe BP cu

OP. Deoarece OB si AH sint perpendiculare. pe BP rezulti

AH paraleli cu OB, la fel BH || 04 si cum avem 04 = OB,

rezultd ci OAHB este un romb si prin urmare H este sime-

tricul centrului O fati de AB.

(i) Cind ‘H aparfine cercului avem OH = R si deci
‘R i : ,

0.I= — .
2 o
042

Din relafia 0A?= OI . OP deducem OP — =r =R

si apoi AP =R /3.
iii) Locul geometric este un cerc concentric cu €(0, R)
avind raza 7 = R /2.

87. (Fig. I1.87) In triunghiul BDE, F este ortocentru,

AEBD ~. A\FAB deoarece au laturile respectiv perpendi-

culare, deci cum AEBD este isoscel rezults ci si ATAB
este isoscel, deci 4F = AB. Cum 4 este punct fix i misura

segmentului AB este constanti in-
seamna ci punctul F descrie un cerc

C descrie cercul, dreapta (AC) se
roteste cu 180° fn jurul punctului
A, iar punctul F descrie semicercul
de centru 4 si razi AB limitat de

tul 4B, ,
88. (Fig. I1.88)i) Cum p(5MA) =
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cu centrul in 4 i de razi 4B. Cind -

perpendiculara in 4 pe segmen- -

= _;c_ rezults ci J10B si m snt

R e



. este” mediatoarea segmen.

 suplementare, deci OB[|0'A = AOBP ~ NO'AP = %'_If -

R  OP . R __R+R -
[ e = : 'P_-—_:’_‘-——-———-. =
"R :OP——O’P R_R,:O R R _mmtgt
§i cum 0" este un punct fix = P este un punct fix.

S Fig. LS8 |
i) Fie N si M’ mijloacele segmentelor AB i 00"; M'N
este linie mijlocie fn trapezul ABO0" = M'N R+ X

- Cum 3{'N este segment constant, rezults ci N se depliseéz‘é-

pe un cerc cu centrul in M" si cu raza B+ R

.

8. (Fig. 11.89) i) AOB ~ AO'B' dsoarece an laturile
proportionale = m(40B) = m(FOX"). Fie {M} = (0B)n

"0 ©B), w0A)=m@d0d) > AMOO' isoscel, ‘deci

conform definifiei media-
 toarei-ca loc geometric, locul N
.geometric al punctului M '

tulai GO'.
ii) Fie P centrul cercu-
lui circumscris triunghiului
- ABB’, deci OP §i O'P sint
- mediatoarele segmentelor
4B §iAB’§\ig:umxp{§A,\O)='v :
=m(P0'A) = APOO’ isos-

- . cel, Cum O si O' sint puncte . :
fixe, atunci conform deig'ni—
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tiei mediatoarei ca loc geometnc locul geometnc al pﬁnc-
tului P este mediatoarea segmentului 00’

90. (Fig. 11.90) i) Fie 4 apartmind exteriorului cerculm
€(0, R). Patrulaterul MPP’'M’ este un _paralelogram, AT
mijlocul I se afld pe dreapta care trece prin punctele fixe O .
§i 4. Dar cum 04 = AI, rezultd ci I este punct fix.

Cum I este punct fix §i IP’ = IP = R = const., atunci
conform definitiei cercului ca loc geometric, locul geomefnc
al punctului P, respectiv P’, este cercul cu centrul in I qi
de razi R.

i) Aplicind teorema medianei in triunghiul MM'P res-~
pectiv in triunghiul M'MP" avem:

apae _ MR MMR PR
- : o
2 2 T pre ’
Cymar= M2 ﬂ;MM —Mf , dar MP=23MA g

M'P'=2-MA4d, MP'= M'P = 2-04. Efectuind inlocu-
irile si insumind obtinem MP? 4 M'P’? = 8(0A2 + OM?) =
= constant.

91. (Fig. II. 91) Fie O, centrul cercului al cirui loc geome-
tric urmeaza si-l determinim.
Trmnghml COA este isoscel deoarece 04=0C =R,

deci m(ACO) m(C40) si cum m(4CB) = m(AMB) =
=..m_(g__)_ = constant = m(AOC) = 180° — 2m(A/Cb) =

= constant, deci punctul C este fix. m(MOlI) m(/@)_
= constant avind laturile perpendlculare Deci patrulaterul ,
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A00,C este inscriptibil §i punc-
tele 4,0,C sint fixe, deci locul
geometric al punctului O, este
cercul care trece prin punctele
fixe 4,0,C.

92, (Fig. II. 92) Fie L cen-
trul cercului circumscris triun-
ghiului MO'N, P proiectia lui
0’ pe OL si_Q mijlocul segmen-
tului MN.- In ALMO si ALOO’
* aplicind teorema lui Pitagora ge-
neralizati obfinem: Fig. 11.92

LM? = LO*+ OM®—2-20 - 0Q
7 10" = L0*+ 00 —2- L0 -OP.

Cum LM = LO’ notind cu R raza OM §i cu d scgmen-
tul 00’ avem: R*—2:-0OL-0Q =d®*—2-0L-OP >
- R2—d>=2-0L-(0Q —OP) =2-0L - PQ.

Fie S punctul de tangenti la cercul de céntru O', PQ =
=0'S, iar relatia precedenti va fi: ; .

2 __J° 2__ g2 :
OL = RZO'Sd = RZR"d , relatic independcnt?i de pozitia
cercului @(0’, R’') in raport cu €(0, R), deci punctul L se -

_Rz_ de

deplaseazi pe un cerc care are centrul in O i de razi

03, i) Se vor analiza cazurile P punct interior, punct ex-
terior si punct apartinind circumferintei cercului dat. Cum
AOLP este dreptunghic in L, iar punctele O si P sint fixe,
foseamni ci locul geometric al mijloacelor coardelor este
portiunea interioard cercului de centru O, portiune ce apar-
tine cercului de diametru OP. .

ii) Patrulaterul OALB este un pitrat de diagonald

OL = R/.2, deci locul geometric al punctului L este un
cerc cu centrul in O si de razid OL.

94, Daci d>R locul geometric este un cerc concentric .
cu cel dat si cu raza R + d, dacid d = R locul geometric este
un cerc concentric cu cel dat §i curaza R - d si centrul cer-
cului, daci d <R, locul geometric este format din doud
cercuri concentrice cu cel dat §i de raze R+ d §i R—d.

-
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1) Punctele se afli la intersectia locului gemetric deter

minat mai sus, en bisectoarele unghiurilor formate cu dreap-

ta paraleld cu cele doud drepte date si situati la mijlocul
. distantei dintre- ele, daci sint- paralele. :

95. i) Patrulatersl AIDG fiind fuscris m(@CDY) =
TS - f\ 4 e . c 1 e
= m(/4B)=m(IDC), deci DB este biscctoarea unghiului

CDG. Din ccle doud eercuri 6 si @, DIF suplementar = |

cu DCF este drept, iar m(ﬁi&) = m(D/AE) ="90°, Deci ,
dreptcle (7F) si (IG) sint perpendiculare pe drcapta (BD).

ii) Cele doud cercuri sint ortogonale in punctul I, deci
§i in punctul D. Dar centrele cercurilor, 0, §i O, sint si cen-
trele dreptunghiurilor CDEF, ADHG deci situate pe diago-
nalele DF si DG. Rezultd ci DF este perpendiculari pe dia-
metrul cercului @, in D §i analog pentru DG.
~ In triunghiul BDG, DA | BG, GI 1_BD si deoarece inil-
timile unui triunghi -sint concurente, atunci si BL t DG.
. i) Fie P intersectia dreptelor (GM) si (CN). Cum

© AN AN .
m(IM P)=m(GDI)=constant, m(IN. P);m(@) = constant,

deci 5i m(3M PNy este constant. Rezulti ci P descrie un cere
- care trece prin punctele C si G. ' - -

~iv) @02 este drept. Deci patrulaterul GBFD este inscrip-
tibil, cercul avind centrul in mijlocul segmentului GF, De
asemenea (,10; este drept, deci i patrulaterul 10,00, este
inseriptibil cu centrul fn mijlocul segmentului 0,0,. Dar
GF 1 DI, 0,0, | DI (coarda -comuni cercurilor, @,, @,)
deci 0,0,||GF. Deci mijloacele segmentelor 0,0,, FG sint
situate pe mediana virfulni D, , "
: 96. i) Cum AM = BQ, AP = NB atunci MNPQ este

un paralelogram; deoarece are diagonalele perpendiculare,
 acest paralelogram este un romb; atunci MN == MP =

= MA + NB. , : o

if) Diagonalele rombului sint §i bisectoarele unghiurilor}
am lnat ML == AM, deci triunghiul AML este isoscel, adica
. AL } MLI. Deoarece MN = AM + NB avem si NL = NB,

deci si BL 1 IN. Cum HIN este drept, rezults ci g
- unghiul ALB este drept. S
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. iii) Triunghiul ALB fiind dreptunghic, mijlocul I al
ipoteauzel este centrul cercului circumscris triunghiglui
ALB), iar unghiul MLJ, simetric cu unghiul MAJ este
rept, Deci dreapta (M), perpendiculard pe raza IL,
este tangentd cercului de ' C
diametru A4B. N
iv) ‘Deoarece punctul L -~

descrie cercul de diametru
AB, puncted: J descrie un

cerc concentric, de razi 9
dubla. » ——F A %
L) AM =2 R .
PQ 2R—b_ ‘
. B)PN— P Fig. 1L9

iii) (Fig. 11.97) Avind 4B = BO = R, triunghiul 480
este isoscel §i deci @ = @ Complementele acester

unghiuri @, respectiv HAM sint de asemenea congru-
ente, deci triunghiul AB3] este isoscel. Cum M B= B4 §i
310 — 4B 4 BO = 2R, atunci locnl geometric al punc-
tului M este cercul cu centrul in O §i raza 2R.
Triunghiul QBN este isoscel, fiind asemenea cu triunghiul
BMA; deci QB == BN = R—b §i prin utmare Q0= 9B +
+ B0 =R—b+4+ R=2R—0b.
-~ Deci locul geometric al punctului Q este cercul cu central
0 ¢ razi 2R — b, g -
PQ _2R—b _ constant, iar Q
PN b :
descrie cercul cu centrul O, atunci N descrie o elipsd cu
centrul O, axa mare egali cu diametrul cercului O descris
de { §i axa mici 25. Aceasta este consecin}a a teoremei cer-
cului principal, teoremi care se enun{i: elipsa este proiectia
cerculut siu principal, cerc de diametru congruent cu axa
mare a elipsei, agezat intr-us plan care face cu planul elipsei

unghise o, dat de relafia: cos @ = -Z-(u fiind misura semi-

axei mad, far § misura semiaxei mici).

iv) Deoarece avem
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98. (Fig. I1.98) i) Punctul 4°
se afld la intersectia dreptei duse
prin O paraleld cu bisectoarea
unghiului 4, cu arcul BC.

i) m(d) = 45° + —m—iil)—z

m(B') = 45° + mf) ; m(C’) =

1=450+E_(:16l.

i) md) = 900 — By = 900 — 1B

m(C") = 90° — _I‘i(zﬂ_

iv) Locul geometric al punctului A” este un arc de cerc si-
tuat pe un cerc concentric cu cercul (0). - _
TN TN

99. i) m(CIBlA 1) =90°—'m(m1) = 600, m(B]AICI) =

= m(BAC).= 60° (cu laturi perpendiculare) deci triunghiul
. Y g N
A,B,C, este echilateral. Atunci m(C;TS) = 90° —m(TB,Q) =
. RS

= 30°, m((ls\T) = m(@) = 90° — m(C,4,B,) = 30°. Deci
triunghiul SC,T este isoscel. = -

ii) Dreapta (C;M) este perpendiculari pe (ST), triun-

ghiul TC,S fiind isoscel, deci paraleli cu ‘4,B;. Paralela
din C, la dreapta (ST) trece prin mijlocul D, al segmentu-

 lui 4,B,. Atunci 4,0 + C,;M = 4,D, = % A,B,.

N
ili) Deoarece m(C,7S) = 30°, dreapta (TS) este para-
leld cu ea insdsi, deci mediana C,M are o directie fixi, per-
pendiculard pe AB. ‘

AN
100. (Fig. II. 100) i) Fie m(AMB) = 2a; din triunghiul
TN ’

isoscel NMB avem m(ANB) = a, deci descrie un arc de
cerc @;, corespunzitor coardei 4B, capabil de unghiul «.
Cind M descrie arcul suplementar al cercului dat, « se inlo-
cuieste cu 90°—«; obtinem un arc @, din care aceeasi coardd
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este vizuti sub unghiul 90° — «. Centrele cercurilor @;, €,
sint mijloacele I.si J ale arcului AB; atunci unghiul JAJ
este drept. Cele doud arce de cerc @,, @, sint deci ortogonale
in punctele 4 §i B. :

A

Fig. 11.100

ii) Drcapta (MQ) este bisectoarea exterioard a unghiu-
lui AMB deci trece prin mijlocul I al arcului 4 B. Deoarece
unghiul IQB este drept, Q descrie un arc @; descris pe 1B
ca diametru exterior cercului dat. Cind punctul M descrie.
arcul suplementar, dreapta (AQ) trece prin punctul [,
diametral opus punctului I, deci punctul @ descrie un arc
_@,, descrie pe B ] ca diametru exterior cercului. Diametrele
BI, BJ fiind perpendiculare atunci arcele @;, @, sint ortogo-
.nale in B. : '

iii) Arcele @,,@, au centrele pe coarda BI, deci sint tan-
gente in B; analog, arcele @,,@4, au centrele pe BJ.

iv) Din triunghiul isoscel MPB, m(APB)=90°+ g,
deci P descric un arc de cerc @; de coarda AB, capabil de
unghiul 90° 4 «, suplementar unghiului sub care aceeasi
coardi este vazuti din punctul cercului @,. Arcele @, §i @;
se completeazi astfel. Cind M descrie arcul suplementar, in-

LN
locuind « cu 90°—ea, m(APB) = 180° — «, suplementar

N

cu m(ANB) = a; punctele P §i N descriu deci arce com-
plementare ‘ale aceluiasi cerc, care trece prin punctele 4 i B.

v) Dreapta (MS), .perpendiculard pe dreapta (MI),
trece prin punctul J, deci S descrie un semicerc de diametru
BJ care completeazi pe @4. Analog pentru punctul M si-
tuat pe arcul suplementar. :

vi) Daci punctul C este mijlocul coardei 4B avem

AI*=2R -IC, AJ*=2R - JC

deci cercurile @,, @, au razele ‘

R}=2R(R— |/ RE—@&), Ri=2R(R + /R — &),

_iar cercurile @;, @, au ca raze, jumdtate din razele. Ry, R,.
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Observafie: Notind sin2e = % avem R, = _%_,
R . sin %
Rz = -——-d .
0S o

101. (Fig. IL 101) i) Din congruenta unghiurilor CED =
=CDB= BAD rezults €& €E este tangenti la cercul (4 BE)
in punctul E. - )

ii) Avem in cercul (0) relatia CD? = CB -CA, iar in -
cercul (ABE) relatia CE2= CB -CA, deci CE = CD.

iii} Din relatia EC = DC rezulti ci locul geometric al
punctului E este un cerc eu centrul in C si raza DC.

iv) Patrulaterul CEBD fiind inscriptibil, avem m(ACE) =
N : -

: Pl »

= m{BD4)y = m(ilé'ﬁ) Dar cum g m(@) =
= 180 “‘;”(AI" ) rezults m(ACE) + m(ITAT) = 90° deci -
AM J_EC. Deducem c¢i locul géometric al punctului M
-este cercul de diametru OC, pentru ci din punctul M, seg-
mentului fix OC se vede sub un unghi drept.

102, (Fig. II. 102) i) Se calculeazi misurile unghiurilor
E,F,G,E{ in functie de unghiurile paralelogramului 4 BCD,

A A A A
§i se giseste EEE;GEH:%"Q

Fig. H.101.°
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. ii) Notim cu M si N punctele de intersectie ale bisectoa-
relor AEG si BFG cu latura DC. Accste puncte sint fixe
deoarece DM = DA = b =constant 5i CN=CB=1b=
= constant. Unghiurile DEM, NFC, NGM, DHC fiind
drepte, rezulti ca locurile geometrice ale punctelor E,F.G.U
sint cercuri de diametru DM ,NC, NI, DC. Din congruen-

" tele MI=DA =105 $i NJ=CB =) rezulti ¢i punctele

"I si J descriu cercuri de razd b §i cu centrele respectiv in:
punctele A i N.

a—b

iii) Se calculeazi EG=GF =

Y
este deci (_az_b)_.

/2. Aria pétrafului

103, i) Patrulaterul ADEM cu doui unghiuri drepte
in D si M cste inscriptibil, deci m(m) = m(LDM) =
: AN PN .
= m(MDA).= m(AEM) adici triunghiul 4ME este isoscel

cu virful in M. '

) n? Coarda AM subinﬁnde unghiuri congruente de misur3
45° fn ambele cercuri, deci cercurile sint egale.

. iii) Fie I, J centrele cercurilor (DAM), (BAM). Avem
A — 90° — L m(ATh = 90° PN o
m(MAT) = 90° — — m(AIM) = 90° — m(ADM) = 45°.

Analog m(@) = 45°, ' ,

iv) Dreapta (BN) este paraleld cu dreapta (4I), deci
m(ANB) = 45°; punctul N descrie arcul de cerc din care . ‘
coarda 4B este vizutd sub unghiul de 45° ,

104, i) Punctele B si C' sint mijloacele arcelor AC i
AB deci m(fS_’—fTC’) = —;— m(@) = constant; coarda B'C’

are o mirime constanti, perpendiculara OP pe ea este con-
stantd, deci punctul P descrie un arc de cerc concentric,
. Fie punctul D mijlocul arcului BAC. Cind A4 tinde citre
B, B'C’ tinde citre BD si'cind A4 tinde citre C, B'C’ tinde
citre DC. Deci arcul de cerc loc gcometric este cuprins intre

ijloacele coardelor BD, CD. Analog cind punctul 4 descrie
‘arcul suplementar al cercului, o
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ii) Dreapta (B’C’) intersecteazi laturile 4B, AC in
punctele M si N. Unghiul AMN este congruent “‘cu ANM
avind misuri egale, deci triunghiul 4AMN este isoscel si
perpendiculara pe B'C’ este ' biscctoarea unghiului BAC. .

, . Ea trece deci prin mijlocul
arcului suplementar. Analog,
cind punctul 4 descrie arcul
suplementar, perpendiculara
trece prin D.

105. (Fig. II. 105) i) Pe
o drcaptd se iau punctele
M ,N,P asticl ca MN = a;
NP = b. Sc construiesc cer-
curile cu centrele in punctele
M si P si de raze a i b. Se
: ' duce diametrul AMB per-
pendicular pe A/P. Dreptele (AN) si (BN) intersecteazi
cercul cu centrul P in punctele C 51 D. Trapezul ABCD
este cel cautat. -

if) Se aplici teorema Iui Pitagora in triunghiurile drept-
unghice DNC; ANB; INA si CNB. Obtinem:
AB® + DC* = AD® 4 CB.

iii) Fie I si L proiectiile punctului D’ respectiv pe prelun-
girile bazei mici §i a bazei mari, iar E proicctia punctului
D pe baza mare. Triunghiurile dreptunghice D'ID si DAE
sint congruente avind ipotenuzele congruente (D'D = DA)

P s ~ —
si D'DI = ADE. Rezulta D' = AE — 2% . 2
Triunghiurile dreptunghice DFC si AFB fiind isoscele,

Jdistantele FG si FH ale punctului F la baze sint congruente
cu jumatitile ipotenuzclor corespunzitoare, astfel ca avem

ILE\GHEGF+FH=%+%=a+b.

=a—>b.

Rezult:‘iD’L:D'I+IL =a—b4a+4b=2a=.
= const., ceea ce demonstreazi ci D’ descrie o paraleli la
* baza mare, dusi la o distan{i egali cu lungimea bazei mari.

106. i) Notdm cu K mijlocul segmentului de dreapti
(PP’), cu L centrul cercului circumscris triunghiului BPP’,
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cu L’ centrul cercului inscris in
acelagi triunghi, cu M, M’ mij-
loacele arcelor AB din cercurile
0 si 0. :
, Punctul I avind aceeasi pu-
tere fatd de’ cercurile 0 si 0,
rezultd:
IP < 1Q = 1P’ - IQ".
’ Tnunghml IPP’ este isoscel,
" pentru .ci dreapta - (IK) este
mediani si iniltime, deci JP =
= IP’. Relatia precedenta se re-
duce la IQ = I()'.
i) Relatiile IP = IP’, IQ =

.EIQ’ ?Q) IE dec1 dreapta.
(QQ') este pa.ra.lela cu dreapta. Fig. I1.106
(PP).

iii) Triunghiul JPP’ fiind isoscel si (QQ") paraleli cu (PP),
. urmeaza cd patrulatery] PP'Q’Q este un trapez isoscel, deci
PQ = P'Q". :

Din patrulaterele inscriptibile APQR, "AQ'R'P’, ‘care
sint trapeze isoscele rezulta ci ;
PQ= AR = P'Q'= AR'.

Din faptul ca patrulaterele APQR', AP'Q'R sint parale-

lograme avem

~ AP’ =OR', Q'R = AP,

. —
iv) Notam m(AMB) = a, m(4M'B) = a’. Centrul L al
cercului circumscris tnunghmlm BPP’ se afli la inter-
sectia perpendicularelor duse din 0 si O' pe BP si BP/,

N
. deci @ = PBP’. Rezultd m(OLO) - —};a = constant.

Locul geometric al punctulu1 L este arcul de cerc trecind
a-+a

prin O si 0’, capabil de ‘unghiul -

v) Punctcle M si- M’ riminind fixe, avem

N N . ’
m(ML3r) = (PL'P) = 180° — 2 \*; * — const.
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Ded, locul geometric al' punctului L" este arcul de cerc -
care trece prin punctele M §i M* i este capabil de unghiul

1g00— 2+,
4

107, (Fig. 11.107) Fie punctul {C}=(D)(4B) si C’
' intersectxgal.: dreptei cu cercul, {F} = (MO) n (4D), D punctul
de intersectie dintre AB si perpenpdiculara coboriti din L
. pe coarda AB, E mijlocul segmentului 4B si punctul E"
mijlocul segmentului C'L. Cum patrulaterul CDLC’ este
un dreptunghi atunci cum C'E’==-E’L.= CE = ED, deci
AMCE s=2 AEDM'’ = ME = EM’',~ deci punctul M’ este
simetricul punctului M fatd de punctul fix E, mijlocul seg-
mentului fix 4B si cum M descrie o dreapti, atunci §i M’
- descrie o dreapta (D’) perpendiculard pe coarda 4B si sime-~
trici dreptei (D) fatd de mijlocul E al segmentului 4B. Dar
cum punctul L aparfine dreptei (D’), locul geometric al
punctului L este dreapta (D) mai pufin punctul E.

108, (Fig. I1.108) Fie O si O, centrele celor doui cercuri,
punctele Q si @, proiectiile centrelor. pe dreapta (MN), M .

fiind situat pe cercul de centru O §i N pe cercul de centrw

" 0,. Dar 00, = é-MN == PM, deci Q4 = P, 5i segmentele

"~ QQ'.si AP au acelasi mijloc R (deoarece daci considerim

trei puncte coliniare 4, B, C si mijloacele D, E, F ale seg=
mentelor 4B, BC, AC, atunci segmentele DE si BF au ace«
lasi ‘mijloc). -

Fig, 11.108



Fie C mljlocul segmentului 00,,
atunci segmentul CR este linia:
- mijlocie in trapezul. OQQXOI, deci -
CR 1 AP si CP=CA4

Cum C4 este un scgmcnt con-
stant ca misurd §i C este un punct
fix, atunci locul geometrlc al punc-
tului P este cercul cu centrul in
C si de razi AC.

109. (Fig. 11.109) Fie CD diame-
trul perpendicular pe 4B, M’ pro- Fig. 11109
. iectia punctului M pe 4B. Daci M
apartine arcului ACB mai putin punctul C, AOMM'= ACOP

_ (conform cazului L.UL.) = m(@) = 90°, deci _punctul P
descrie un cerc de diametru OC. Analog, daci M apartine
arcului 4DB mai putin punctul D, P descrie un cerc de
diametru OD. Deci locul geometric al punctului P este for-
-mat din reuniunca cclor doud cercuri.

110. Vom considera cazurile:

i) P, Q apartin arcului mare 4B, -
ii) punctele P, Q apartin arcului mic 4B, dacid PQ <AB.
iif) punctul P apartine arcului mare 4B §i @ arcului
“‘mic 4B. Fie a = m (4B) s B= m(PQ).

Pentru i) my( Q’) = BWZT.- = constant §i cum unghiul N

-~

. se sprijind pe doud puncte fixe 4, B, locul geometric este

un arc de cerc.
m(M) =-J*;§ = constant §i cum unghiul M se spri-

jind pe doua punctc fixe A4, B, locul geometric este un arc
de cerc. Analog pentru ii) si iii).

 In concluzie se obtin arce capabile de «° 4 B°, }a°—B° |,
L80°-—(a + B°), 180°—ta®—f°|, care arce reunite for-
-meazi doud cercuri care trec prin 4 §i B.

111, (Fxg I1. lll) Patrulaterul AMPN este inscriptibil
deci m(AN M) = m(4PM) Patrulaterul MPCD este in-
" scriptibil, deci m(r;/? — m(f7D3B). '
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Cum ni(flk) + m(A/I;??) = m(ﬁ??) + m(A/ﬁf) +

. N P
4 (FPC) = m(ABC) + m(AND) + m(¥DB) — 180° (suma
- unghiurilor iIn ABDN), aturci patrulate: ABCP este

. . . 3 3 A -
inscriptibil, deci m(@) = 180° — m(B) = constant §i cum

Bl—= > — p
Tig. IL111

punctele 4 5i C sint fixe, locul geometric al punctului P este

un arc de cerc §i anume arcul mic descris de AC al cercu-
lui circumscris triunghiului 4 BC. :
Reciproc: pentru a arata ci orice punct P al acestui arc
apartine locului geometric se va demonstra ci existi un
punct M € AE astfel ca patrulaterul DCPM si fie inscrip-
-tibil. '
Fie jN } = (DM) n (AB) si se demonstreazi ci patru-
laterul AMPXN este inscriptibil.

112, (Fig. 1I.112) i) Fie punctul A exterior cercului.
Triunghiul OPN este isoscel (OQ este bisectoare deci este si
inaltime) = triunghiul PMN isoscel, deci MN = x, AM =
= x implica ANMA isoscel §i cum MN = MA = x atunci
conform definifiei mediatoarei ca loc geometric, M apartine
mediatoarei segmentului NA. ' :

ii) Fie .punctul 4 apartinind circumferintei. Triunghiul
OPA este isoscel si triunghiul APN este isoscel,  deci
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- m(@A) + m(ll@)/i m{BMO) + m(POM) = 04N =

. GPH = OAM = 0PI = 90° = triunghiul OAM drept-
unghic in 4 §i cum punctele 0, 4 sint fixe atunci lotul geo-
metric ‘al punctului M este tangenta in 4 la cercul dat.

Fig. IL112 i Fig. 11112 ii

_iii) Fie punctul 4 situat in interiorul cercului. Triun-
ghiul' OPN este isoscel = OT este si mediand si inalfime
deci triunghiul PMN este isoscel = PM = M4 = MN = x.
Cum AM = MN = x conform
definitiei mediatoarei ca loc
geometric, M apartine media-
toarei segmentului AN. .

113. (Fig. II.113). Se constru-
* jeste punctul 4’ simetricul punc-
tului A fatd de punctul D (mij-
locul laturii BC) obtinind para-

" Fig. IL112 iif Fig. 11.112
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llcgramul ABA'C, deci AABC = AA'BC i punctul 4’
va descrie un ‘cerc congruent eu cel dat.

fn triunghiul AHA’: m(CHA) + m(@A°C) + m{HAd)=
= m(ATH) 4 m({a70) = HELERED. + md) —

_ mdCy + m(m) + nlf) | wldCY m(BL) _

| __m(’§) +m(A) m(ACT) = 90° @ Aacc') deci

' m(@ )=90° §i cum m(HfI})_ 90°, atunci M apar~
fine cercului ce trece prin punctele H, B, 4, C, cerc de
diametru H4'. (unde {I'} = (AD) n (CC )- .

Analog: m(ﬂ )= m_(ACB) + m(HB(,) = m(B@) =
= 90° (in triunghiul BB’C), deci §i punctul B. aparfine
cercului de diametru HA'. Locul geometric al punctului M
este cercul de diametru A’f cerc care trece §i prm punc--

tele 4%, C, H, B.
114. 1) Cerc simetric cu cercul dat, din care lipsesc pun’cte!é
B si C. i .

) u) Fie I centrul cercului Inscris, atund m(BIC)

= — m(ﬁ + 90°, deci locul geometric al punctului I se

compune din doui arce de cerc deschise, cu capetele B siC..
iii) Fie B mijlocul scgmentului BC §i D & (OM),0D =

=2+-DM. Atunci DG =-;— 04, deci locul geometric al

punctului G este un cerc cu centrul in D si de razi —;- din

raza cercului dat.
iv) Fie I, centrul cercului exinscris tnunghmlul ABC i

tangentlatum BC,atunci in trxunghxul BI, C avem m(BI L)=

= 180° —m(BLY) —-m(BCIa) =180°— 180 ;"(@7
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180° — m(ACB) _ m(4BO) +m(ACB) _ 180°—m(d) _

2 B 2 2

m(4)
2

= 90° — = constant. Locul geometric al punctului I,
este format din reuniunca a doud arce de-cerc ce subintind
coarda BC. :

) Construim MN || BC, paraleld dusi prin D.

Fie AE = %, EC =y, AB=AC=a, BM = BD =DC =
=m - BE bisectoare in ABAC = 4E _a . &

v EC 2m at+im .

(conform teoremei biscctcare), :

- BI este bisectoare in ABAD = ?1; =

este bxsectoare in NABE = % = f— Din ésenﬁnatea tri-
x

Al IE Al IE
AD DN ID DN—IE

2. Cum AI
m o

unghxunlor AIE si ADN =

-

__TE __ 1 (deoarece DN este linie mijlocie
BE 1 BE ~
——JE —¢«——1
2 IE : .
BE atm ‘
—_— =2 . :
) in ABCE) ~TE | - , (1)
. P : BI
Dm aseminarea triunghiurilor AIB 5i AMD = uD =
a .oy BI = BE
= 2). Inmulfind (1) cu (2} => — + —= =2 =
() tumultind (1) w @)= 72+ 3
=‘MD 1 BI_1, _a_._a+2m
Dm asemanarea tnunghmnlor FMD si FBE avem
FM MD - | R m(a + 2m)
' = FM = —————
MB~ BE — MD E{Y__l = a—2m
4D
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Cum 4D este bisectoare in AAFE, conform teoremei
bisectoarei avem

DE _AE _ %
D7=Zf_a+m+FM= _
a? _a—2m _ AB— BC
=(a+2m)(a+m+’”(“ +22m))__a+2m_AB+Bc'.
a— cmn

115. i} Tangentele dintr-un punct exterior la acelasi cerc
fiind egale, avem QM = QP = (QN. Rezulti c¢i M, P, N
sint pé un cerc de centru @, deci unghiul M PN este drept.

N N
ii) Cum JTAP = JIPY, NBD = NPQ, atunci m(3AD) +

- & m(]\ﬁi}?) = 90° sau m(@) = 90°. Deci punctul I descrie
cercul de diametru AB.

iii) Figura IMPN fiind dreptunghi, IP = MN =1,
Problema revine la a determina pe arcul de cerc de diametru
AB, punctul I, Purtim pe perpendiculara in 4 pe AB un
segment AC = /. Paralela prin C la 4B intersecteazi semi-
cercul in I §i I'. Fiind cunoscut I este determinat P, deci
toatd figura. Cele doud solutii sint evident, simetrice fatd

de mediatoarea lui 4 B. Ma:_{imul lui 2 esfe-%.

116. i) Dreapta (MN) unind intersectiile laturilor nepa-
ralele si ale diagonalelor trapezului ABQP trece” prin mij-
loacele laturilor. Deci (MN) trece prin mijlocul O al seg-

mentului 4B. }
‘ ii) Fie k i % distan{ele punctelor M si N la AB. Avem
h—d 1 d—h 1 ad ad

2= anj = — decif = i k=

h a L a a—1l a1l

rezulti ci punctele M, N descriu drepte paralele cu (4B).
iii) Cind N este centrul cercului inscris triunghiului
AMB avem

PA_AB d . . 2a
PM MB h—d V@&t
Inlocuind pe % si % rezultd ci I este o ridicind a ecuafiei:
824 2al—a?—d?=0.
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117, Fie AL > LB si punctul C apartinind segxﬁentului
AL, L fiind intre punctele 4 §i C astfel incit LC = LB.

: AN
Atunci m(fBC) = m(ICB) si m(ALB) = m({CB) +
TN '
+ m(LBC) deoarece unghiul ALB este unghi exterior tri-
unghiului LBC, deci m(LCB) = —%m(ALB)._

Fie D mijlocul segmentului AB. Atunci m(Z3D) =
= m(ACB), deoarcce punctul M este mijlocul seg-
. o - 1{\ . l N

mentului AC. Rezultd cd m(4MD) = m(ALB).
Deci pentru punctil K situat de acceasi partea segmen-
tului AB avem m(ALB)= E—m(AEB) = m(AMD) = const.

ceea ce inseamni ci punctul M apartine arcului de cerc
in care segmentul AD subintinde un arc a cdrui misurd

' 1 75 . . .
este > (AEB). Reciproc: orice punct M situat pe arcul

cercului mentionat, arc avind cxtremitdfile in punctele P
" si D, unde punctul P cste mijlocul arcului ALB, determind
un punct L aparfinind cercului astfel incit punctul M este
mijlocul liniei poligonale ALB. Daci AL < LB, K € APB
_atunci locul geometric este arcul simetric celui obfinut fati
de segmentul PD. Analog se va analiza cazul in care punctul L
apartine semiplanului opus, determinat de 4B. -

. N
118. (Fig. I1.118) i) Fie {M} = (4C)N(BD), m(AMB) =
" m(AB). m(DC)
=2 T2 :
arc de cerc de unde segmentul 4B D

se vede sub un acclagi unghi, con-
stant.

ii) Daci E, F, G, H sint mijloa-
cele segmentelor 4B, BC, CD si DA
ale patrulaterului si {N} = (EG)N
N(FH), patrulaterul EFGH este un A

paralclogram (EF WHG 1 % AC).

=const,, dgci locul geometric este un
w ¥ :

Fig. 11118



Dreptele (EG) si (FH) sint diagonalele paralelogramului
care se injumititesc in punctul N. Punctul & descrie un cerc
" cu centrul in punctul O (centrul cercului dat) §i cu raza con-
stanti si egald cu distanfa de la O la una din coardele CD.
Punctul NV este omoteticul lui G in raport cu centrul de omo-

tetie E i raportul-;—-
‘Deci N descrie cercul care are ca centru mijlocul segmen-
tului EO, notat cu P, deci PN' = -;—EO. Daci C coincide

cu B, punctul D ocupi pozitia D' i G, cste mijlocul lui BD',
daci D coincide cu A4, punctul C ocupd pozitia C’ 5i G, este

mijlocul arcului C’4, Cind G descrie arcul G,GG,; punctul N
mijlocul lui EG descrie cercul omotetic in raport-cu E.

119. (Fig. I1.119). Fie cercul cu centrul in C si razi R
care se vede din punctcle 4 §i B sub unghiurile 2« §i' 28.

Atunci AC =——, BC=— i ¢4 = ST—nE= con-
T sin & sin CB sina L
.stant. Daci D si D’ sint punctele de pe dteapta (4B) care

fmpart segmentul AB in raportulﬂ = constant, atunci

sin a

locul geometric al punctelor ale caror distan{e la doud
puncte fixe sint intr-un raport dat # 1, este un cerc. cu
centrul pe dreapta (4B) si de diametru DD’,

: '120. (Fig. 11.120). Fie punctul C centrul cercului-care
. trece prin punctul 4 si se vede din P sub un unghi 2 a.
»5 Avem CA = CT = CP -sina, deci C apartine locului geo-

Fig. IL119 Fig. T.120
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metric al punctelor al c@ror raport al distantelor la doua
puncte fixe este constant. Dar acesta este un cerc cu centrul
in O situat pe OP §i care o intersecteazi in douid puncte
K, L conjugate armonic cu O si P in raportul sin «. Se con-
struiesc atunci a}a'uuctele K si L. Mijlocul segmentului KL
este centrul O al cercului cautat, R '

- 121. (Fig. 11.121) Fie cercul cu centrul in Q §i care este .
vizut din punctul A4 sub unghiul 2 « §i care intersecteazi
dreapta, sub unghiul B. Notam cu I proiectia punctului O
- pe (D), iar din triunghiurile OAT i OIM dreptunghice ob-

. . .04 . L
t-_memrelatla: —— == - . = - -
: : 0I sina Rcosf sina -sinf ‘

. Deci locul geometric al punctului O este o conici avind
directoarea (D), focarul A4 §i excentricitatea ¢ ='%1% ¢ Daci

= const.

a=2 5i p =0, locul geometric este o parabols, dar cum

in rest raportul este supraunitar, locul geometric este o
. hiperboli. '

Reamintesc definifia unitard a condcelor: locul geometric
al punctelor din plan- astfel ca raportul distanfelor la un
punct fix, numit focar §ila o dreapt? fixi numiti directoare
si fie o constanti e, numiti excentricitate, este: elipsi
penttiu e <'{, parabold pentru ¢=1, hiperboldi pentru
6'> . ’

122, (Fig, TL.122). Notim cu N cel de al doilea punct de
intersectie al celor doni cercuri. Coarda comuni MN inter-
. secteazi dreapta dati in P.

M

Fig. IL122



* Punctul P are puteri egale fati dé cercurile circumscrise
triunghiurilor MAC si MBD. Din relatiile
P4 - PC = PB--PD = PM - PN,

§i tinindu-se seamd de congruenta segmentclor din enunt
se obtine ci P este mijlocului segmentului BC. Cum PM =
= P4 = PD rezulti ci PN = PB = PC. Deci locul geo-
- metric al punctului N este cercul de diametru BC.

123. Puterea punctului 4 fati de toate cercurile care trec
prin B si C fiind AB - AC = const, rezulti ci locul geo- -
metric ciutat este un cerc cu centrul in 4 si cu raza egald
cu tangenta AM dusi din 4.

124, (Fig. I1.124). Se duce perpendiculara in O pe dia-
metrul care intersecteaza cercul in D si fie M proiectia -

centrului O pe bisectoare. Se observi ci: m(M/Bh\ =
' F A 1 AN )

= m({{0B) = m(DOM) = — m(04B), deci ABOM = -
= ADOM ca avind un unghi congruent ciprins intre doui

laturi congruente, de unde rezulti m(@) = m(O@).
- Deci punctul M se giseste la egali distant’ de punctele O
si D; deci locul geometric al punctului M este .o dreapti
perpendiculari (A) pe mijlocul razei OD.

125. (Fig. I1.125). Fie F mijlocul laturii BC i D punctul.
variabil. Centrul de greutate G al triunghiului CDB este
la intersectia medianelor, deci este situat pe mediana DF

la —:- de virful D. Paralela la OD dusd prin punctul G inter-

A

S Np -
. Fig. 11125 . Fig. 11124
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secteazd OF in O,, astfel ca QOLF(‘) = -;- Rezulti ci 0, este

- un punct fix. Deoarece 0,G'= %D_, OD raza cercului (0) =

=> 0,G = const. Deci locul geometric ciutat este un cerc

| B .
cu centrul in 0, cu raza 0,G care este 3 din raza cercului
circumscris triunghiului ABC. o

126. (Fig. 11.126). Din P se duce a doua tangenti PN
la cerc. Deoarece triunghiul 4OM este isoscel, iar OP || AM,

PSS P AN\
rezulti m(MOA) = m(OMA) = m(MOP) = «. Unind O cu N
<N
se obtine ci si m(PON) = «, deci m(ﬂfO\N) = 2. Cum tri-
unghiul AOM este isoscel atunci m(fﬁ]l\{ ) + 2a = 180° sau

m(A/OFI) + m(ﬁ()\N) = 180°, adici ON este prelungirea lui
40 si prin urmare N este diametral opus punctului 4. Deci
oricare ar fi secanta variabild (4M), a doua tangenti dnsi
_ prin punctul P, trece prin punctul fix N, diametral opus
punctului 4 si locul geometric al punctului P, este tangenta
la cerc in N punctul diametral opus punctului fix A.

. 127, (Fig. I1.127) Cum triunghiurile 4,B4 si A,BA
sint dreptunghice in B si prin urmare 4,B cu 4,B sint in
prelungire, iar punctele 4, B; 4, sint coliniare. Deci locul
geometric ciutat este o dreaptd perpendiculari in B pe AB.
Analog si pentru punctele By, 4, B,.

R

Fig. 11,126 - Fig. 1127
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128. Notim cu I mijlocul segmentului 00’; din trapezul

0AA'0, IM = ’+'. = const. Locul geometric. al punctu-

2
lui M este cercul de centru I §i razi ri-r

- Daci razele

0A,0'A’ sint paralele si de sensuri contrare Jocul gecmetric
o r—r"

al.punctului M este un cerc concentric ‘de razi

presupunind r > #’; pentru 7 = r’ locul geometric sc reduce
la un cerc de razi nuli, adicd mijlocul segmentului 00’

129, Prin punctele fixe 4 si B ducem un cerc oarecare
care intersecteazd cercul fix in punctele C si D. -

Dreptele (AB) si (CD) se intcrsecteazi in punctul E,
situat pe axa radicald a cercului fix si a oriciruia din cer-
curile O’, deci este punct fix. o

Linia .centrelor a doud cercuri fiind perpendiculari pe
axa lor radicali, 'din punctele locului geometric segmentul
OF este vizut sub un unghi drept, deci locul geometric este
cercul de diametru OE.

130. (Fig. 11.130) Unghiurile formate de tangentcle in P
la cele doud cercuri ortogonale, cu dreptele (PB) si (PC)
sint respectiv congruente cu unghiurile PAB si PAC. $tiind
ci suma unghiurilor formate in jurul punctului P este de
860° se obtine: ’

m(m) = :1;3 - m(ﬁ\(}) — « = const.

Locul geometric al punc-
tului P este arcul din care
segmentul BC se vede sub
unghiul -«, situat. de partea.
laturii BC, opusi virfului 4.

Daci’ O -este centrul
cercului circumscris triun-
ghiului-ABC, atunci

20 =" i809 + m(ﬁ).

Punctul O fiind situat pe’
mediatoarea  segmentului
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BC, fn baza relafici dintre umghiuri, rezulti ¢i BO s BC
~sint tangente- la cercul ciruia aparfine arcul Joc geometric
al punctului P. :

131, (Fig. 11.131). Fie (d} dreapta pe care se de
centrul 0, iar M si N punctele de intersectie ale celar doud
cercuri. Triunghiurile OM(’ si ON¢' sint echilaterale, avind
. toate laturile cengruente cu raza cercurilor.

Locul geometric este format din doua drepte care tréc
prin O §i formeazi unghiul de 60° cu dreapta (D).

132, (Fig. I1.132). Se duce‘s,cczrmta (ACD) si fie E mjj-
Yocul cerzii CD. Se cauti intfi locul geometric al punctului B

-

Fg. 11131

cind secanta este variabild, trecind prin 4. Unind O eu E,
triunghiul OED este dreptunghic si cum O4 este fixi, locul
geometric al punctului £ este arcul MON al cercului de centru
0, cu diametrul 04. Locul geometric al mijlocului F al seg-
mentului BE se determind observind ci B fiind fix, iar E des-
criind arcul de cerc MON al cercului 0,, rezulti ci mijlocul F
al arcului BE descrie arcul omotetic corespunzitor cercului
de centru G; cercurile (6} s110,} au centrul de omotetie in
B,” iar raportul de ommote- -
tie 1/2. Centrul G este mij- ~ ’i
- locul segmentului 4B. - PN

b D2 “C

-

133. (Fig. I1.133). Latu-
rile neparalele AD §i BC se
intersecteazi prin prelungire
in punctul H ce ramine fix, A
in timp ce baza mici CD Fig. 11133
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se deplaseazi. Unind fijlocul E cu punctul H obtinemt

, 0N

m(FAR) = m(EHD) = m(DBR). .
" Rezultd ca EH este perpendiculard pe diagonala BD, in
punctul M. Cum punctele B si H sint fixe, locul géometric
al punctului M este cercul de diametru BH.

" ‘Observatte: In cazul cind CD se deplaseazi dincolo de
piiictul H segmentele AH §i BH devin diagonale in tra-
pézul ABCD. '
" Cind CD se deplaseazi dincolo de baza AB, atunci

m{4) = m(B) = 135°.
134. Fie O centrul cercului descris de B. Construim un
. N\ P
punct O, astfel ca 04 =04 si m(CAB) = m(0A40,).

. . N

Deoarece 0.4 = 0,4, AB = AC §i m(OAB) = m(Og?C),
rezulti ci AOAB = N0,AC, deci OB = 0,C, OB este raza
cercului descris de B. Cum O ‘este punct fix rezultd ci Oy
este punct fix si cum O0,C = const., inseamnd c& punctul
descrie un cerc de razi congruentd cu raza cercului descris
dé B. Daci punctul C se afla in partea cealaltd a laturii 4B,
prin construirea unghiului 0A40,, la fel ca mai sus, obtinem
un al doilea cerc descris de C. Locul geometric al punctului C
este format din douid cercuri obtinute din cercul descris de
punctul B printr-o rotatie de unghi CA B in jurul punctului
fix 4, in ambele sensuri. ’

135. (Fig. I1.135). Fie C,C; o alti pozifie a coardei si
punctele M si M, mijloacele coardelor CC’, respectiv C,C,.
Triunghiurile BCC’ 'si BC,C; sint asemenea, deoarece

Fig, 11135
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TN A A . . o
m(€) =m(C,) si m(C")=m(C;). Deducém ci si triunghiusile
BMC' i BM,C] sint asemenea s§i deci avem: m(B/ﬁb )=

= m(BM,C;) sau m(BMA) = m(BM;A). Locul geome-
“tric al punctului M este um cerc care trcce prin A si- B.

136. i) Se considerd intii
cazul cercurilor tangente exte- -
rioare (de raze diferite) de-
oarece altfel locul geometric
al punctului P se reduce la .
punctul T (fig. 11.136).

Notam cu 4 §i B punc-
tele de intersectie dintre cele
doud cercuri cu dreapta cen- _ Fig. 11.136
trelor (0,0,) si cu C mij- : :
locul segmentului AB, care este un punct al locului,
/- Unghiurile AMT si BNT fiind drepte, inseamni ci
dreptele (AM) si (BN) sint paralele, ca perpendiculare pe
- aceeasi dreaptd (MN). . .

Punctele P i C impértind segmentele MN si AB in ra-

poarte egal ﬁl_P.=f£'=‘1’ iar dreptele (43M) si- (BN)

PN CB
fiind paralele, inseamnd cd §i dreapta (CP)-este paraleld
cu ele, adici este perpendiculard pe MN. Triunghiul
TPC este astfel dreptunghic si deci punctul P apartine
cercului de diametru T'C. .

Orice punct al acestui cerc apartine locului geometric,
deoarece este mijlocul unui segment M TN, acela dus prin
punctul luat pe cerc. - .

Analog se demonstreazi pentru cazul cercurilor tangente
interioare, -cu aceeasi concluzie. De ,remarcat ci in primul
caz locul geometric ciutat este un cerc tangent exterior
cercului cel mic si tangent interior pentru cercul cel mare,

* jar in cazul al doilea locul geomietric este un cerc tangent
interior ambelor -cercuri date.

_ ii) Scriind puterea punctului E fati de cele doud cercuri
si aplicind o proprietate a proportiilor derivate obtinem:
EA -EB — EC -ED = 4E _ED _AE+ED _AD,

- + - ' E6 EB- EC+EB BC’
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E;VB_‘ED_;EB-Q--EQ_;IEQ Smosictind cele doui N
B TEA T ECLPA ac pernd .e oud gt

ruri de rapoarte ob T
4A4E _AD BD _CA DA
EB BC' AC CB DB

137, (Fig. 11.137) i) Punctul P descriind cercul circoms
scris trinnghiului ABC, de centru O, punctul A, simetricul
sau fali de A va descrie cercnl {4,8C) de centrul 0, sime.
tricul ni O fagi de BC, cercurile (D) si {0,) fiind congruente;
Rezulti ci punctul I mijlocul segr ini A4y va descrie

cercul cu centrul in mijlocul lui 40, ;ule raziégalim%ﬁd = .

= -;-R, R fiind raza cercului {ABC). Acest cerc este cercul
lui Euler §i » este mijlocul segmentului OH, H fiind orto=
m’mﬁ triunghinlui ABC.. . . ,

ii) Locul geometric al punctului § fiind cercul Inscris
triunghiului 4BC, locul geometric al punctulni 4, esta
cercul (0,) de raza 0,4, = 2 01, unde A0 == 0D,, iar locul
geoxtetric al punctului P este cercul cu centrul fn simetricud
D al 1ui 0, fati de mijlocal 3 al segmentului BC si de razi
ospoldl =2 ‘OI= 2’.

Fig. ©.137



138. (Fig. 11.138) Fie G',G" centrele de greutate ale
- triunghiurilor PAB, PBC. Este cunoscut faptulci 0, G', H’

i0,G", H" sint coliniare (Dreptele lui Euler in triunghiurile
AB si PBC). | -

Drea;btd lui Euler este dreapta care trece prin ortocentrul,
centrul de greutate si centrul cercului circumscris unui tri-
unghi dat.)si ci gc; _ 9" _ 1 gedi, G'G"| H'H". Fie

punctele 4,, C; mijloacele laturilor BC, 4B. Cum P4, _

pPG*
= ;_gf =—% atunci G'G" || 4,C; §si cum A4,C, || AC, rezultd
ci H'H”| AC. ,

Analog se arati ¢ H’H” || AB, H'H" || BC. Rezulti ci
PH' 3 H"H”; PH~ { H'H", PH” } H'H”", deci P este
ortocentrul triunghiului H’'H"H"”. '

Deci locul geometric gl ortocentrului triunghiului H'H H”
este chiar cercul circumscris triunghiului 4 BC.

189, (Fig. I1.139) i) Fie {0} = (AM)N(BN) si {P}=
= (AN)N(BM)- Unghiul Q fiind in afara cercului, are ca
misurd diferen{a semiarcelor cuprinse intre laturi, deci

m(Q) = 90° — 45° = 45° =»> m(B) = @_;*'_90_ = 135°,

ii) Deoarece unghiurile P si @ sint constante, locurile
geometrice descrise de punctele Q §i P vor fi arcele capabile
de unghiurile de 45° §i 135° iar cele doud cercuri se inter-
secteazd sub un unghi de 135°—45° = 90°, deci sint cercuri-
ortogonale. :

Fiz. 11.138
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A

: m) Fie coarda MN || AB, iar C §i D picioarele perpend1~
cula.relor duse din M si N pe diametrul 4B. Rezulti relatiile:

(c) CD = MN = 4B Zzi
Introducingd relafia (c) in (b) se obfine: - .
(d) AC = -;_(AB—AB V2 )‘:2_1/ 2 s 4By

0 mc="¥ VZ 4B.
Introducind (d) si (¢) in relai;xa. (a) rezulta:
AM® = (ifi)“ 2— 2+ (1/ 3= 2=V 2 4B son
V= |

AM = BN = 4B ==Y~ ,

Pentru obtincrea ]un«lmllor AN si BN care sint con-

gruente se foloseste unul dintre triunghiurile dreptunghice
ANB sau AMB:

AN? — BM? — AB® — AM® 2= AB® — AB?- (V- VZ)

-

‘sau

AN = BN = VZ_zﬂ . AM.

iv) Daci presupunem problema rezolvati, din enunf
trebuie ca

AB AM
22 3
MN ]/

-

iar AACM ~ ABPN, cu raportul de ascminare %%e V2,
acelasi rapbrt este si pentru laturile AP si PB. Fie E
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un punct pe AB care imparte acest segment astfel ca
AE AP . . . ‘o1
—— = ——. Punctul P apartine biscctoarei- unghiului P.
EB- PB . , o :

Se prelungeste aceastd bisectoare, iar intersectia ei cu cercul
se. noteazi cu F, care divide in pirti congruente arcul
AFB. De aici rezultd urmitoarea constructie: se uneste E cu
F, obtinindu-se g—ﬁ = ]/2. Se uneste E cu F, iar inter-
sectia cu cercul AFB este punctul P, Se uneste P cu 4 i
B si pe prelungirile acestor drepte, se gisesc punctele M si N
la intersectia cu semicercul descris pe 4B ca diametru. Pro-
. blema admite doui solutii, dupa cum luim pe E in apropierca
punctului 4 sau a punctului B. :

cos .2x asi BN = 1 + sin Zxa.
1 4 sin 2% - : cos 2x

* ii) Daci se circumscrie triunghiul MPN cercul respectiv,
atunci (BMN) este o secanta a acestui cerc, iar produsul BM.
BN este independent de unghiul x si este egal cu puterea
punctului B in raport cu cercul circumscris triunghiului
MPN care este patratul tangentei din B la acest cerc, adicd a*,

- iii) Locul geometric descris de punctul P este arcul de
cerc cu centrul B si raza a. ‘

iv) m € (0, 2).

140, i) BM =

2N 2N
141. i) Prin constructia m(PNC) = m(PM€) = 90°
rezultd ci patrulaterul PMCN este inscriptibil. Deci

T TN N N,
m(CN) = m(CPM) si m(CP) + m(PHULT) = 90°, insa
P S —_
m(MCP) = m(4ABC) = -;— m(AC) astfel ci egalitatea pre-

cedentd se poate scrie: m(mfl ) + m(zi/I;\C) = 90°, adicd
triunghiul BIN este dreptunghic §i IN | AB (IN = MN)
.sau MN | AB. :

ii) Punctele B, C, P, N sint fixe, iar 4 este variabil, pe
cercul de centru 0. Triunghiul BIN fiind dreptunghic in
si ipotenuza BN fixi, rezultd cd locul geometric descris de
punctul I este cercul cu diametrul BN,

iii) Din triunghiul MPC, dreptunghic in M rezultij
‘ PC%* = MP? 4 MC?
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lar din aseminarea tnunghmnlor MPC s BIN multa
PC MP MC

— T cm—— T ——— O

Din rm a tgona obtmlem PC"B%’ = BN%: MC;
Daci se l{esle prima re atie cu § se inlocme§
~ BN®: MC? prin egalul siu se obfine relatia cerutd.

142, i) Triunghiurile CPD, AME si EBN sint asemenea’
deoarece au cite doud unghiuri congruente:

m(lZA%) = m(¥BY) = m(PCD) 5i m(FER) = m(@n

. m(BNE) = m(CPD),
de unde rezulti:
ME_EN _ME+EN_MN . ME

AE EB AE + EB 4B’ " 4B

; =—l-)-l-)-§l AB = CD,

_painurmhre:
MY _DP can MN = DP.

‘ - AB CD
ii) Analog
ME_EN. _MN__ ME_DP_

AM BN AM+ BNV 4M CP

_MN__DP

TAM+ BN CP =
Cum MN = DP se deduce ¢ci AM + BN = CP = CQ +
& QP = BN + QP deci AM =QP. T
iii) Patrulaterul CBNQ fiind pa.raleIogram, NQBC§
NB = QC. Cind dreptele (BN) (CP) se rotesc,

stunci NQ are o migcare de ttansla{zei eci Jocul geometric
MCnsdepuncleesteopa:alelé dreapta fixd (DE).

| 148, § Deoascce ABCD este pitrat, avem m(ABD) =
e m(ADB) = 45°, Dar dm ipotezi, ME L AB MF 3 AD.
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" Rezults ca patrulaterul AEMF este dreptunghi, iar tringhin-

rile DFM, MEB sint. dreptunghice si isoscele. Prin urmare
AF = ME = EB §i  AE == FM = FD. Adunind aceste
congruente  avem: . MF 4+ ME = FD 4 AF = AD =
= constant. T o o

"ii) Triunghiurile DAE, DCF sint dreptunghice si an

7-catetele congruente: AD = DC, AE = DF, prin urmare sint

congruente. Rezultd ci ipotenuzele sint congruente CF e~

‘= DE 5i c&m(5CF) = m(DE). Deci m(BD) + m(BCR)=
=m(ED) + ~;m(®) = .m(m) = 90°. In triunghiul

" DNC, m(BNC) = 90° pentru c& m(EDC) 4+ m(DCE) = 90°
si-astfel CF | DE.° = - B

. iii) Deoarece m(DfVB = 90° -rezulti ci punctul N

- pitrat si ci. M € BD,

“diculore, FB | CE.

 aparfine cercului de diametru CD si anume pe arcul cuprins
-intre D si punctul de intersectie al diagonalelor pitratului -

deoarece pozitiile extreme aleTui N sint N= D, ¢cind M =

=D s§iN=DB_ AC cind M = B. Reciproc, unind un

punct N situat pe acest arc de cerc cu punctele D, C obtinem
drepte perpendiculare care intersecteazi pe 4B in E, iar pe

* D4 tn F. Perpendicularele punctelor E si F pe 4B respectiv

ge ~DA - intersecteazi diagomala DB Intr-un punct M.
‘Pentiu a justifica ggeastd afirmatie vom ariita ci patrulaterul

'FME’D este un pafrat. Pentru aceasta observim ci ADCF =

== ADAE deoaréce m{DCF) = m(ADE). Deci DF = AE =

- ==s FM = DE'. De aicl rezultd ci patrulaterul FME'D este

"Locul geometric este sfertul de cerc de mai sus.
Observaffe. Daci punctul M ar parcurge dreapta (DB),

~atunci locul geometric ar fi intreg cercul de diametru DC.

iv) Fie M’ proiectia punctului M pe BC. Triunghiurile -
FME, MM'C sint-dreptunghice:§i au catetele congruente si
perpendiculare devarece FM-= FD = M'C si ME =
= MM'(M. & BD). Reézulti ci sint congruente si_perpendi-

- culare giipotentzele. CM = EF, CM 1_EF.

' “y) Vo arita'ca dreptele (BF), (CM), (DE) sint in3ltimile
triunghiului CEF. Conform rezultatelor punctelor ii) si iv)
avem DE | CF §i CM 1 EF. Trunghiutjle AFB, CBE
sint -congruente §i au catetele . perpendiculare pentru ci
AF = kB, AB = CB. Rezulti ci i ipotenuzelc sint perpens.
225
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144, Se construieste planul (Q) mediator segmentului MN.
Toate punctéle situate in acest plan sint egal depértate de M
si N. Planul (Q) intersectat cu planul (P) va genera o dreapts,
care este locul geometnc cerut. :

145, Se exclud diedrele exterioare, atunci locul geométric
este o dreaptd obfinutd prin xntersectla planelor blsectoare
ale celor trei unghiuri diedre. .

146 Locul geometric este format din reuniunea planelor
bisectoare (plane pcrpend.tculare) a celor doud unghiuri
diedre suplementare,

147. Cum suma distantelor este ‘constanti si cum cele
doud distante determini un plan (R) perpendicular pe planele
+ initiale, atunci locul geometric ciutat este format—didtro—
dreapta. perpendiculara in P pe planul (R).

148. Fie MN perpendmu]ara comuni celor doua directii.
Prin 4 se duce planul (X0Y) perpendxcular pe (A,) si se
* proiecteazd punctul NV pe acest plan in V", Triunghiul MN4
‘este dreptunghic in N si- are latura MN paralela cu planul
(X0Y), deci proiectia pe (XO0Y) a unghiului MNA este
-unghiul AN’A, care este drept deoarece este proiectia unu¥
unghi drept care are latura MN paralcla tu planul (XOY)

Cum punctele O si A sint fixe si_ m(N') 2 900 atunci’ punc-
tul NV’ descrie cercul cu diametrul 04. Cum NN'| (Ay),
atunci locul geometric- este cilindrul' de generatdare . NN’ si
sectxunea dreaptd cercul ‘cu diametrul OA. :

149, (Fig. I1.149) Fie (4) si (dy)
cele doud’ drepte, MN perpen-
diculara comuni, 44, segmen-
tul de Jungime constanti care se
sprijind pe. cele doud- drepte, iar
unctul B ml]locul sin. C
d) 1 (d,) i prin  constructie
(@) L MN, rezultd ¢i (d) este

perpendiculard pe planul acestor

' N doua drepte, decx 3: pe (N4 =
o ' o = AAMA, este dreptunghic in
/N - M, iar MB este mediand i con-

P1 tam~la? A4,

gruenta cu — . Cum punctnl B :

-



este situat in planul (R), echidistant de cele doud plane, si
M B este constant, aturici locul geometric al punctului B este-
" un cerc in planul (R). ‘ :
150. Fie (P) un plan perpendicular pe intersectiile pla<
. nelor date, care le intersecteazi dupd un triunghi ABC.
Locul geometric cerut se compune din perpendicularele pe
planul (P), duse in centrul cercului inscris §i in centrele
cercurilor exinscrise. ' ’ :

~ 151. Se va ariita ca cele trei plane bisectoare ale diedrelor
interioate se intersecteazd dupi o dreapti care este o parte a
locului geometgic, apoi ci planele bisectoare a doud diedre
exterioare si planul bisector al diedrului al treilea trec iarasi
printr-o dreapti a locului. Locul geometric sc compune din
reuniunea a patru drepte. ' e ,

152, Se duce un plan. perpendicular pe cele trei drépte

" care le intersecteazi in punctele 4, B, C. Perpendiculara

- dusi pe planul (4BC) in centrul cercului circumscris triun-
ghiului ABC este locul geometric cerut.’

" -153. Locul geometric se compune  din patru drepte,
intersectii ale planelor duse prin bisectoarele fiecarei fete a
triedrului §i perpendiculare pe accle fefe.

154. Fie segmentul 4.4, unde 4 € D §i 4, € D, iar
M, si A, punctele care impart segmentele AM, §i respectiv -
AA, fintr-un raport dat. Punctele 4, si M, se afli intr-un
plan (P) paralel cu cele doud drepte (D) si (D,). Reciproc,
prin orice punct M, al planului (P) putem duce o dreaptd
-care si intersecteze atit dreapta (D) cit §i dreapta (D,). -
155, (Fig. 11.155) i) MN=IN — 1 = 2P+ BB,
A, + CC, 248 B4
: 2 2 2 _ .
- - ii) Avem AA'| BC; BB’|| 44,; plaoul (44'4,) || pla-
nul (BB'C), iar (AB) 1 panul (BB’F). Deoarece EP = PF,
punctul P se afld in planul mediator al segmentului 4B,
‘Delimitarca locului geometric. Daca F = B, jar E € A44;,
atunci P descrie segmentul S B
i A2A3=—A;-24'i'= 1,5 m,

=5—2%3m
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7 F:g I.155
Daci F-—- C si.E (AAI) = P descne segmentul '
A4A5 = ,. 5 m.

Daci E= A§i F € (BC) = P dest rie segmentul 434, =
= 1 m
~ Reciproc.. Once punct P din interiorul dreptunglnulm -
AxA34445 unit cu un punct E € AA, intcrsecteazd pe BF
- §i invers. .
Dreptunghml A;4;4 As ‘are - dimensiunile . A A; =

'=lm

- 156, Perpendicylara comuni dreptelor (D,) (Dg) inter-
~ secteazi_dreptele in Oy g} 0,. Fie O mijlocul” segmentului
- 0,0, si- P mijlocul lui 4 Nota.m cu C §i D mijloacele seg-
mentelor 04, si OB,. Figura OCPD este un paralelogram
aflat in planul mediator al segmentului 0,0,.
-Daci 4 este fix §i B mobil pe (D,), punctul P descne o
.dreapti paraleld cu (D,) aflatd in “planul mediator al segmen-
tului ‘0,0,. Analog daci B este punct fix. -
Reciproc: Fie P un pungt din planul mediator segmentulul
0,0,. Prin P se pot duce drepte care si se rezeme _pe (Dy)
'(Dz) (daci PA= PB locul,geometnc este o singura dreaptaj

157, Fie M, ‘proiectia lui M pe planul (4BC)." Prefectia

-lui M, pe BC coincide cu proiectia lui M pe aceea$x drea.pta‘ .

conform teeremei celor 3 perpendiculare.

'La fel dacd proiectim pe laturile 4B si AC. :
: _ Proiectiile punctului M pe laturile 4B, BC, C4 fnnd ,
* coliniare si pro:.ectnle lui M, siat cohmare si reciproc. Tinind _ -
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seama de teorema. Iui S1mson (Fie M un punct pe cercul
- circumscris triunghiului ABC atunci proiectiile punctului M.
pe laturile triunghiului sint trei puncte coliniare), rezulti ci
- punctul M, se afld pe cercul circumscris triung julai ABC,

- - dar locul geometric al punctului M este cilindrul circular

drept care are ca bazi cercul circumscris trmnghmlm ABC.

158. Fie un plan (P) si un punct 4 din plan, M un punct
al.locului geometric cerut §i M,; un alt punct arbitrar al
acelula§1 loc geometric. Notam -cu 40 sperpendiculara in 4 -

lan, far cu NV §i Ny proiectiile punctelor M si M, pe plan:. .
nunghxunle MAN si M;AN; sint asemenea

s 'm(zif\zv) (TN, > m(iTAD) = m(f.A0). s
g m(@) = 180° —m(M/144\d) si reciproc. Rezulti ci locul - - -

geometric cerut este un con de rotafie cu virful in 4 avind
gca axa dreapta (40) si trecind prin unul din punctele M.

" 159, Fie M » My, M, mijloacele segmentelor 4,4,, A 3A4,
;A,;As Aphcmd lungxmea med1anex avem:

MA”

" Din enunt rezultd:

— 2 ' o
MM2 — MM} = ‘isiq_*—iﬂ- = const. (1)

Locul geometric este un plan perpendicular pe M 1Mz o

: pentru punctele’ care satisfac relatia. 1Insi avem:
MME MM = 43’11__';:_@_@

dec1 alt plan perpendicular pe M,M,, ,
- 27'Cele doui plane-se intersecteazs dupi o dreaptd (A)
- 'perpendlcu.lara planului- (M 1M3Mj). Ultima relatie

e A-A2
MMy — MM = éﬁaTAi Y
 aratd ci punctul "M se afld intr-un plan perpendicular pe

- M3M,. Acest plan insi trece prin (A) deoarece (3) este veri-
“ficata de f)unctele de pe (A), ea deducmdu-se prin adunarea .

-~ elaiter () 51 ) ‘
-

= const, (2 A.
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- In cazul particular, cind 4,4, = Agd; = 454, cele-trei
plane sint planele mediatoare ale laturilor triunghiului
M,M,M, si locul geometric este perpendiculara pe planul
(M,M,M,) dusi prin centrul cercului circumscris.

. 7 160. -Fie ABC, A,B,C, doui triunghiuri intr-un plan; ..

dreptele (44,), (BB,), (CC,) se intersecteaza in.O’. Se unegte
un punct T din spatiu cu 4,, B}, C, si 0'. Fie O un punct
arbitrar pe T0'. 04 intersecteaza pe (T4,) in a, OB intersec-
teaza pe (TB,).in b, OC intersccteaza pe (TC,) in ¢c. Dreptele
(BC), (ByC,), (bc) se intersecteaza in punctul de intersectie
A’ al planelor (OBC), (T B,(,) §i (4BC), deoarece sint drep-
tele de intersectie ale acestor plane, doud cite doud. In acelagi
mod obtiném B’ si C'.

Aplicind observatia cii daci se uneste un punct O din spa-

" tiu cu virfurile 4, B, C ale unui triunghi situat in planul (P),

un plan (Q) intersecteazi muchiile 04, 0B, OC in punctele

U, V, W atunci punctele A, B;, C} sint coliniare: unde

{41} = (BC) n (VW), {Bj} = (CA) n (UW), {C} = (4B) N
N - N(UV), deoarece dreapta ce
' -trece prin punctcle 43, By, Ci
este intersectia planelor (P) si
(0). Deci punctele 4’, B',” C’.
sint- coliniare. '

161. (Fig. II.161) Punctul:
M este fix, punctul 4 se depla-
seazi pe muchia 04, MG =

= 3 MA. Locul geometric

Fig. IL.16l

co T . este o dreaptd paraleld cu 04,
trecind printr-un punct T situat pe MO, deci MT = % Mo.
~ 162. Locul geb;netric este o dreapti: intersectia planelor
perpendiculare pe (D,) si (D) respectiv in O, si 0,. Aceasti
dreaptd este perpendiculara si pe (D,) si pe (D,), deci paraleld
cu perpendiculara lor comuna. '

163, i)' Fie K un punct pe. dreapta perpendiculard in M
-pe. planiul (M BD), iar P un punct pe dreapta perpendiculari
in C pe planul (A BCD). Avem KM | planul (M BD), MO_{ BD
si conform ‘teoremei celor trei perpendiculare avem KO 1 BD

"'deci KB= KD i totodati’ MB e MD si deci MK se



afld in planul mediator (M AC) é.l~segmentului BD. APCBE

- &='APCD = PB= PD, deci CP se afli in planul me-

diator (MAC) - al segmentului BD. Aflindu-se in acelasi
plan (M AC) si nefiind-paralele, dreptele (3K) si (CP) au un
punct comun. ‘ D

- ii) Patrulaterul "EFGH este paralelogram, deoarece

EH || BD ||GF §i EH =GF = %2 Fie T intc‘rsecﬁa dia-

 gonalelor si fie NE | AB. Evident, AN = NB deoarcce .
ME = EB. Deocarece AN = NB §i DG = GC rezulti ci
NG [ BC || AD-si deci NG trece prin centrul 0. in AGEN
- avem GT = TE si GO = ON, deci TO este linie mijlocie
TN || EN darEN _|_ planul (ABCD) deci si TO | planul
* (ABCD), deci locul geomietric al punctului T este dreapta
. perpendiculard in punctul O pe plarul (4BCD).-

. 164, Dreptele (4,) si (dy) fiind paralele determinim un

lan (&) Fie (Q) planul paralel §i echidistant cu planele
FP,) i (Py). . Planul (Q) intersecteazi planul (x) dupi o
dreaptd (d). Rezultd ca dreptele (d), (4,) si (d;) sint paralele -
eChi&stante si deci dreapta () este fixa. Punctul L, mijlocul
- segmentului MN, se afld in planul (Q). Fie E mijlocul seg-
mentului 4B. Trapezul ANMB are segmentul EL ca linie

.~ mijlocie, deci dreapta (EL) este perpendiculari pe - planele

(By),’ (Py) 5i (Q). Punctul E fiind fix, rezulti ci dreapta (EL)

genereaza planul (B), deoarece trece S

prin E §i rimine perpendiculard pe

dreapta fixi (d). - :

(d)”'-flag‘ul (B) intersecteazi dreapta
n F,

Deoarece EL | LF, segmentyl
fix EF se vede din punctul L sub
un unghi de 90°. Locul geometric al
punctului L este.deci cercul de dia-

" metru EF situat in planul (). )
165. (Fig. 11.165) Se noteazi cu D
E si F mijloacele segmentelor AB
si CD. Se observd ci segmentul PF Fig. 11,165

este perpendicular, jar segmentul PE . . .

este paralel cu planele (P,) §i (P,). De aici se deduce ci seg-
~ mentul EF se vede din punctul P sub un unghi drept, deci
locul geometric al punctului P este sfera de diametru EF.
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Observaﬂi a) Centml O al sferel loc geometnc coincide cu
centrul de greutate G al tetraedrului 4BCD.

b) In cazul mai general, cind P. apartine segmentului MN
astfel incit -ﬂ% = F, locul geomefric al punctulm p estp ‘

sfera. de diametru E'F’, E’' i F’ fiind doui puncte 51tuate
respcctw pe AB si- CD, astfel incxt

N — ===k

166. (Fxg II. 166) 1) Se’ face notatxa. y

O'[A AaAd

. =k
T o[da4344]

si se consxdera. planele bisectoare (Py) §i (P ale u hlunlor;
- diedre formate de fefele Aidod; si ]LEAiAi) ung

Al

‘Fie B, si B, punctele in care
muchia 4,4, in';eapi acesté plane.

Planele (P P,) sint- per-
pendiculare, 1) §1 (Py) pe
BlAl B4,

. ... Bidy B4, ‘
zultd c punctele B; §i B,y Sintf
fixe. Fie O mijlocul segmentulyi
BBy (A) f (A) doua dreple
paralele cu dreapta (434,), tre-

. cind respectiv prin punetele Bl g

' , ; gz, 1art(P) un pdihéx ui:e trecgrgrm ,

: st este ndicular a
B2 q@ - - ta (AaAg)perl.Je ibih
~ _Fig. IL166 - Senoteaza.cuM N, Q. uncé
~ tele in care dreptele (A3A4) (Aﬂ%

Cum 21

(Az) inteapa. planul (P) Se observi ci triunghiul
este dreptunghic . (ON = 0Q = OM) si ci dreapta (OM)

. este perpendiculard pe dreapta.(4,4,).

Din triunghiul dreptunghic OB,N. rezulti:
ON = 0B, 'sing — ﬁ’%ﬁﬂ = const.

e
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B | T de?i §i A ) ) . V
o \ OM = —Biq"’—-ﬂ= censt,

" Se stabileste afirmatia euuh;zldai: dreapta (AsAq); rimine
R r,/ta.ngenti sferei fixe de centru O si de raza

.= ii) FieIsi J mijloacele segmentelor 434, si A34,4. Centrul
- de greutate G al tetraedrului 4,4,4,4, se giseste in mijlocul
 segmentului I]. In conditiile punctului ii)dreapta (434, -
_ - - ~genereazd o suprafata cilindricd circulari (C), a carei axa de

Eh simetrie (D) trece prin punctul O. Aceea§i suprafata o generea~ ..
zi'si punctul J. Rezulti ca punctul G.va descrie o suprafafd

cilindrici (C’) omotetici cu (C), avind ca centru de omotetie
© _ punctul 7, iar raportul de omotetie egal cu 1/2. ’Axa de sime-
- trie (D) a suprafetei (C') -

- trece prin mijlocul seg-~

~ mentului OI. :

" . Observajie. (Vezi figu-

- gile IL1661), ii), iii), iv))
. Dreptele (D) §i (D) sint -
~ " paralele cu directia fixd

- pecare o pastreaza dreap-

Q (AaAq . ’

s Reamintesc doua pro-

. prietati -ale centrului de-
greutate al unui tetra- =
edru: fie’ ABCD un te- .
traedru $i AI' BI' CI’ D
centrele de greutate ale

- fetelor BCD, CDA, DAB,

~_ABC, ' o
J i) Dr%ptele (44",
(BB, Z(Ci_u’l), (DD’) trec
-~ .. prin centrul de greutate
- G al tetraedrului, care le
" fmparte in raportul de

| .Z:fafa de bazi si % 7 —F
fafi de virf. | -Fig. Wie6 &)
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ii) Centrul de greutate G este la mijlocul segmentelor
care unesc mijloacele muchiilor opuse. -

'Demonstrafie: i) Fie' planul de sectxune (ABM,) unde
. M, este mijlocul segmentului CD. Cumh 4’ si B’ sint centre de
A'My ~1__ B'M1

BM, 3 ' AM,
_ 1. AM_BM, 1 145
3 BM, AM, 3

si AGA’B’ AGAB si au raportul de o

greutate atunci:

| Fig W66 ) © TFig. 1L166 iv)
t _GB' 1.G4" 1 o
asemanare— =—$i—=—, deci t
ssominare -~ 05 = S H G = 5 de punchl G 0

-

afld la —-de baza sxla-——devirf

ii) Fle BE = ED AF = IC i construim L‘,C ] EF ,
E, € (4E), atunci EF este linie mijlocie in A4E,C, dar in
acelasi triunghi, 4’ este centrul de greutate, deci AN este -
“median3 in AAEC si in AAEF, deci AG este mediand
in AAEF si EG = GF.

167. Aplicind tcorema medianei in AMAB obtmem

e MA*+ MB®  AB?
MO? = T

este o sferd-cu centrul in mijlocul O al segmentului 4B.

= const., deci locul geometric
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- . dreapta 4B. Acest plan se numeste planul radical al sferelor -

i

168. Locul geometric este un plan perpendicular pe

‘de centru 4, respectiv B, . -

169.4) Fie {d,}'= (F0)h (BP), {Bg} = (¥0) 1 (4 N,

{C} = (BP) n"(AN% si dreptele neceplanare, ,
~ Daci 4, €'(4AN) = {4,} = (VO)n (BP) n (AN) -
Dacs 4, & (AN) = By # A, sau C; # A, = punctele

< 4,, By, C, necoliniare = (V0), (BP), (ANC) c (ABC), fals,

Fie {4,} = (VO)n (QM), {Bs} = (VO) n (4N), {C;} =
———le(z}N)}n (OM)-)'Daci ')Az{e }(AN)( _=>) {Az(} l=) (%70)} n

N(@M) n (AN) = punctele 4, §i 4, coincid. Punctul de
" concurenti al celor patru drepte il notim cu S.

ii) AB|| MQ|| FC, MC =QF s5i ABMC = NAQF = BM=
VM = VQ (ca diferen{d de segmente congruente), VN=V P

i AVMN = AVPQ = MN = PQ deci PNM(Q este un

trapez isoscel.. -

iii) Fie U mijlocuI‘segmentuiui» AC, punctul L apartine

dreptei de intersectie a planeloll} (VBE) si (VAC), dreapti ce

_ trece prin punctele fixe V si

‘iv) Cum QM este linie mijlocie - in" triunghiul VCF.

- atunci QM = a si patrulaterul’ ABM(Q este un dreptunghi

- (conform "teoremei celor trei perpendiculare). - o

- Fie by
trapezului isoscel QMNP, atunci _
K- ofQMNP] -l—h(l +_131l7)

: a -
Dreapta (V0). este bisectoare in triunghiul dreptunghic
BV P si aplicind teorema bisectoarei interioare obfinem.

_SP .KPd .k SP VP PN

=VD§ VP VN X2 _ V2 VN
SR CYETYET YD

De fapt patrulaterul ABMQ- este un patrat cu latura a, .
dcoarece latura BM este mediand in AVBC §i aplicind

tcorema, mediarici, vom obtine: -

_ =3, g :
- : BM? ;_gaV2)22+ a2_'(¢bz]4/2)b_,__ it BM —a.

= N
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‘= AQ.deci ABMQ este un trapez isoscel. PN|| QM| AB, .~

iniltimea dreptunghiului 4BMQ si h, hjélfimcé |
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Cum dreptcle (VO) si (AN) smt concurente in punctul S,
atunci unind’ punctul H, mijlocul segmentului AB cu .S‘

vom obtine triunghiul dreptunghic in 0, SOH cu m(OHS)

= 30°, deci planul de sectiune este inclinat fa{d de planul
‘bazei cu 30°. Prelungind dreapta (SH), pini inteapd planul. -
(VED) vom obfine punctul {W} = (NP) n (SH), punct care -
* . se proiecteazd pe’ dreapta (DE) in punctul H', obtinind:

tnunghml WH'H cu HH " = a]/3 m(H) = 30° m(VfH\’H) =

= arctg l/ (care este ‘de fapt chiar misura unghxulux o

diedru dmtre planul bazei si planul fetei latera.le) -
- Aplicind teorema sinusului in trmnghxuf WH'H si tmind -

,C(_mt 'ca. sin (arctg x) = ]/rl _’_‘:’___;gq cos’ (ar?tg x) = ]/11_;. xz .
_vom obfine: o
WH — : a/]/\Si _— Tsin 30° = ]/7
sin(180°——30°'—— arcfgzlés) :
Dar AVWN ~ AVH'D J LS. B 4, A

vE T VD T VD

1/7 Ly,

-

" atunci- raportul cerut este:

’

<
~li
o | =

11 7, 1y 2™
K=—~.—.1 —_—f =
- 28 ( +‘s_) 9

170 Fie AC', BD', CA' §i DB’ diagonalele paralehplpe-
- dului care sint congruente i concurente in punctul O, Fie P
" un punct oarecare din spatiu. In triunghiul PAC’, PO_ este

~

- ~. mediand i aplicind lungunea. medxanei obtmem

12 i .
AP 1 c'Pz zpo2 +ic._. o
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7 ‘=DP‘2+.B'P2‘= vee

in trinnghiul PDB', avem analog: -
B - 2
” DP* 4 B'Pr = 2P0 + 227
La. fel si in celelalte doni triunghiuri- PCA; .$i. PD’B. .
Par cum AC’ == DB’ = BD' = A'C, rezulti AP? } C'P2= -
o L AEE oo
- Cum 2P0* + —= =L*+ I+ B unde L, ! §i & sint
: d_vimveyn.éfii’xpilé‘ paralclipipedului i cum. SRS
: AC? Py payn

, rezultd’
-2 ) 2 - ‘ . -
. I24+ PR AC?  (AC'\ o

Deci locul geometric este sfera bircumsdﬁgé paraleﬁpipédulﬁi.

171, Planul determinat de punctele I, 4 §i B intersec- -
teazi sfera dupd un cerc. : T

. Patrulaterul ABNM ‘este inscris in acest cerc si atunci -

(MN) este antiparaleld cu (4 B) fati de unghiul 41B. Atunci
(MN) §5i pistreazi directia §i avem AJAB ~ AIMN.

Rezulti ci —— = --— ; sau. finind ‘'seama de ipoteza avem
.14 IN , oL
' Q{ = L,lM . Punctul L, este situat pe bisectoarea unghiu-
lui 47B. "

" " Aseminitor demonstrim c& punctul ‘L, respectiv punc-
tul L; descriu bisectoarele unghiurilor BIC §i-4IC.
Deci locurile geometrice sint-bisectoarele fefelor laterale
" care trec prin virful I. ’ , :
- Reciproc: constatam ci din locul .geometric determinat
" . trebuie ‘exclus punctul I pentru care L,M, L;N, L,N, L,P
§i LyP, LM se anuleazd. . - o .

" 172, Triunghiurile 4 BM, AMN si AN B sint dreptunghice,
Punctul N este pe sfera de diametru AB dar §i pe suprafaja
conici generati de dreapta (BM). Planul (AMN) este per-
pendicular pe planul cercului (C). Cercul cu diametrul AM
. este continut in sfera care are ca cerc mare cercul (C) §i con-
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tine punctul N, de unde rezulti ci lecul gecmetric al punc-
_ tului N este intersectia celor doud sfere. Recifroc: orice punct -

al intersectiei celor- doud sfere aparfine locului gecmetric

. cédutat. . .

" 173. Eie V virful triedrului si H proiectia Iui pe.planu
(ABC). Avem BV 1. SC, BV 1S4 de unde BV L AC.
Din AC 1 BV, AC 1 VH rézulta AC 4 BH, deci BH
este iniltime, ‘Analog CH 1| AB, AH | BC, deci H_este

' ortocentrtl triunghiuiui 4BC. Fie (R) planul dus prin V,
‘perpendicular pe (D). Cum VH | (D), VH c (R) §i notam -

{L} = (R)n (D). Avem H ¢ (R), LH | HV, deci H
descrie in plapul (R) cercul de diametru LV. IS
fn cazul al doilea locul geometric este sfera de’ diametru
LY. _ ‘ s ' ‘ '
' 174. Fie triunghiul 4BC, M un punct din spatiu, M’
proiectia punctului-} pe planul (4 BC). Proiectia punctului
M pe o laturd a triunghiului coincide cu proiectia pe aceastd
laturi a punctului M’ (conform teoremei celor trei perpcn-

diculare). Inseamnd ci dacd proiectiile punctului M pe latu- - B
- rile triunghiului sint’ coliniare si- proiectiile punctului 3’
sint coliniare. Dar locul gecmetric al punctelor din planul

triunghiului 4BC, ale ciror proiectii pe cele trei laturi ale
triunghiului sint coliniare este cercul circumscris triunghiului.
" Rezulti ci locul geometric al punctelor M din spatiu este
cilindrul de rotatie avind ca bazd cercul circumscris triun-
ghiului 4BC. ' B o

175. Notim cu 4°, B', C’ centrele cercurilor (DCB), (DAC),

(DAB),.cu (t), ('), (") tangentele in D la aceste’ cercuri,

cu O centrul sferei circumscrise tetraedrului. Atunci dreapta
- (OB') este perpendiculard pe planul (ACD), (#') éste perpen-

diculard pe B’'D si apartine planului (4CD). Aplicind-teo- -
rema celor trei perpendiculare rezulti ca (#') este perpendi-

culari pe OD. Analcg se demonstreazd cd tangentele (¢) si
(¢") sint perpendiculare pe OD. Inseamni ci cele trei tangente

apartin aceluiasi plan perpendicular pe OD, plan tangent in -

punctul D la sferd. Dreptele (4B), (AC), (BC), apartinind
planiului (4 BC), intersectiile lor cu cite una din tangente vor
1i trei puncte situate atit in planul (4BC) cit si in planul
‘tangent determinat mai fnainte. Prin urmare aceste puncte
- sint coliniare. Daci avem una din congruentele DA = DB

sau DA = DC sau DB = DC una din cele trei tangente -
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. ~devine ’pa.ralelé cu Iétura considerati. Daci tetraedrul este

regulat toate tangentele sint respectiv paraléle cu laturile
cerute. L . T )

176. (Fig. I1.176) Conufilé circumscrise fiind conuri de '

. rotatie, dreptele care unesc virful cu centrul cercului de -

. ‘contact (MA) respectiv (MA’) sint perpendiculare pe planele
(P);(P’). Deci aceste drepte trec si prin centrele celor doui
“sfere. - _ .

Mo
 Fig. 11.176

i), Daci plancle (P) $i (P’) sint paralele atunci si dreptele

(MO) si (M0') trebuie si fie paralele. Acest lucru se poate
Antimpla numai dacid punctul M este coliniar cu punctcle O

si 0. Déci locnl geometric ciutat este linia centrelor.
i) Daci planele (P) si (P’) sinf perpendiculare atunci si
dreptele (MO) si (MO') sint perpendiculare. Inseamni ci.

- segmentul fix 00’ este vizut din punctul M sub un unghi
~drept. Locul geometric ciutat este sfera cu diametrul 00",

Discutie. Ca problema si aibi sens (conurile si fic reale),
punctul. M trebuie sa fie exterior ambelor sfere, deci in cazul
i) locul geometric este linia centrelor firi segmentele din

~ interiorul sferelor, in cazul ii) locul geomctric este suprafata
" sfericid ‘exterioari sferelor date. - ‘

- 177. (Fig. I1.177) - Avem AB = AD = BD = BC =

e='AC==a, NP||AB cu P € BD, MR||AB cu R < AC.

 Fie AN = MB ="AR = BP = x de unde MR . PN deci

PMRN este un paralelogram. Deoarece (MR), (PN), (4B)
sint drepte paralele si (RN), (M P), (CD) drcpte paralele intre

" ele, rezults ¢a PMRN este:intrzun plan paralel cu AB si CD.

Fie acum B, si C; respectiv mijloacele muchiilor CD $i 4B,

“atunci DC, 1 4B, CC; 1 AB deci m(BC,0) = « misura
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unghiului diedru corespﬁhz‘itor'm'uchiei AB. Notim cu_ B,

- si C, mijloaccle scgmentelor M P si MR. Din motive de sime-

trie diagonalele MN si PR sint congruente, deci figura M PNR
este un dreptunghi §i fic § .intersectia’ diagonalelor ’lui.. '

a) 4 S
.. Fig. IL177. ‘ -

“Considerind diedrul ‘o fix,-iar punctul M mobil, avem:
a) B,S 1 PM-dar BB, | PM, dcci planul ((BB,), (B;S)) -L
L planul (BCD) si deci S € planului (4B,B). ' -

b)"C,S | MR dar si CC; 1. MR, deci planul ((C.S),

(CC,)) 1 planul (4BC) si deci S € planului (CC,D), deci

+ S € planul (4BB;) n planul (CC,D) = dreapta (C1B,). -

~/\ E
deCi <m(CBIC1) = 900. ) : o ‘. B
Daci « este variabil, B, apartine semicercului de diametru

Deoarece CC, = DC, §i CB; = DB,, rezultd ca C,B, 1 CD,

- CC, din planul fix (CC,D), S € C;B,. Cum B,C, acopeza

semicercul, locul geometric al punctului-$§ este muliimea

- punctelor din planul (CC,D) perpendicular pe 4B in mijlocul

siu C, situate in interiorul semicercului de diametru:CCj,

din planul (4BD). Daci M = C, S = B, atunci § apartine

semicercului considerat. R
Observajie; Se poate-considera mai intfi punctul M fix

si « variabil obfinind acelasi rezultat.

178. Ducem prin centrul sferei un segment OC = AB si

~ paralel. Fie M. € (S) si MN = OC si paralel. Figura OMNC

este paralelogram, deoarece MN = OC si paralel. Astfel
cum CN = OM = R, C fiing fix, rezulti ci locul geometric

_al-punctului N este o sferd egald cu (S), de centru C. Daci MN

este de sens opus segmentului 4 B, locul geometric este sfera
egali cu (S) de centrul C’, simetricul punctului C fafa de 0.
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1. Triunghiurile ABM, AMN si ANB sint dreptunghice, -

. . Punctul N este pe sfera de diametru 4B, dar si pe suprafata.

"conici generati de dreapta (BAf). Planul (4AMN) este per-.
pendicular pe planul cercului (C). Cercul cu diametrul AM
este -confinut pe sfera care are ca cerc mare cercul (€) si
contine punctul N, de unde rezulti ca locul geometric al
punctului' NV este intersectia celor doud sfere. - ,
~ Reciproc: orice punct.al intersectiei celor doud sfere .
apartine locului geometric ciutat. ' )

" 180, Locul geometric este o.dreapti perpendiculari pe

plafiul’ centrelor care se .numegte axa radicald a celor trei -

./

. sfere date.

. 181. Este intersectia plénélor'radica'_le ale sferelor luate
doud cite doudi, saut a axelor'radicale-ale sferelor luate cite.
trei. Punctul acesta.se numeste centrul radical al sfcrelor. . -

© 182. Fie A proiectia lui O pe dreapta (D). Locul geometric -
este o parte din cercul descris pe 04 .ca diametru in.planul

" dus prin punctul O perpendicular pe (D), partea din acest
cerc interioard sferei date. - - : S
+183. Portiunea interioari- sferei (0) din sfera descrisi

. pe OA- ca diametru, deoarece m(O/IE) = 90° cu punctele 0
si 4 fixe, . R i ;o

184. Fic 0; centrul uneia dintre sferele mobile. Pitra-

tul razei acestei sfere este 0,0% + R? sau 0,0 4 R%, deci .-

- 0,02 — 0,0 = R"*— R% Locul geometric este-un plan
(problL 168). ~ -~ - , B *

- 185. In cazul a doud sfere locul geometric al virfurilor
conurilor din enunt este sfera,.care are ca diametru segmentul
de dreapti cuprins intre centrele de aseminare a celor doud

. sfere. Locul geometric ccrut este un cerc. : ‘

.. 186, Vomnota cuO, P, N si Q mijloacele segmentelor 44",

" MM', AM’ 5i A’N. Patrulaterul ON PQ cste romb, iar planul
‘este planul mediator segmentului AA*, deoarece 0Q | (D), |
ON [[(D') si A4’ 1 (D), A4’ 1 (D) (unde planul mediator
al unui segment AB este locul geometric al punctelor din
spatiu egal departate de punctele distincte 4 §i B, este un.
plan perpendicular pe 4B si-care trece prin mijlocul segmen--
tului 4 B). Decilocul geometric al punctului P este pe bisec- .
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-/ -
. toarea unghiului NOQ, unde (0Q) este proiectia dreptei (D)
pe planul mediator §i (ON) proiectia dreptei (D’) pe planul :
mediator. . ' : ' A
- Reciproc: Si ardtim ci orice punct de pe bisectoarea (B,)

sau (B,) a unghiului NOQ are proprietatea ci. este mijlocul
unui segment MM’, cu extremititile pe dreptele (D) si
(D')siAM = A'M’. S ‘ s :

. Fie P € (B;). Dutem prin punctul P, la planul mediator
al segmentului A4’ paralele 1a 0Q si ON. Atunci patrulaterul
ON P() este romb si dacd {M}=(4'Q)N (D), {M'}=(4AN)n(D’)
atunci AM-== A’M’. Deci locul geometric este format din
reuniunea dreptelor (B;) si (B,).

.187. i) Cum centrul fiecirei sfere care trece prin punctele
fixe 4, B este egal depirtat de extremitifile segmentuliii 4B,
atunci locul geometric al centrului este planul mediator al -
segmentului AB. . S : .

ii) Cum centrul fiecérei sfere care trece prin punctele fixe
4, B, C este egal depirtat de cele trei puncte, atunci locul
geometric al centrului este o dreapts perpendiculari dusd prin
centrul cercului circumscris triunghiului ABC pe planul ce
include triunghiul 4BC. . -

188. Fie O centril poligonului A,4,...-d,, de baz.
Dar aplicind teorema medianei. in AVAAy,; obtinem
" . f - R - .

D VAL+ VAL) = 3 (VO* + 04 + VOt + 043,) =
=1 - - : ’ : '

1=l

= 233(V0? + 043) = 23N(VO* 4+ RY) = 24(VO® + RY) =

B =1 =1 - _ . S

= K = constant = V0 = VZE— R2. Deci locul geometric -
s K : " ‘ .o -

al virfului este o sferd cu centrul in ‘punctul 0.

_189. i) Fie B intersectia dintre planul meridian si ecuator,
Din punctele 4 §i M coborim perpendicularéle in' M” si M’
pc dreapta OB. _ : . C

Din: triunghiurile dreptunghice OMM’ si AOM". rezulti
- OM’ = OM", deci punctele M’ §i M” coincid. Cum punctele
"4 5i 0 sint fixe §i m{AM’'0) = 90°, atunci locul geometxic al
punctului M’.este format din reuniunea a doudi cercuri de

" diametru egal cu raza Pimintului, cel de al doilea cerc trecind
prin punctele 0 si 4’ (4’ este simetricul punctulni 4 fat3 de 0).
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4i) m(#0N) — 45°, deci fiind dati drcapta (D) perpen-
diculari pe ecuator in 4, dreapta (D) rimine fixa, iar dreapta

- {AM) ramine inclinati fafd de (D) cu 45° ’

190, (Fig: 11.190) i) Se intersecteazi mediatoarea seg-
mentului AB cu cele doud bi- I o,

" sectoare ale unghiului format de
dreptele (D) si (A). '

-

i) § = 2maf@d—I,

.2
V= Zw(@®—DP).
= Sa(@—1)
iii) Locul geometric al punc-
telor este format din dreptele de
- intersectie dintre planul mediator
- al segmentului 4B si planele per-
pendiculare pe planul” (D, A)

. trecind prin bisectoarcle unghiului ~
- format “de dreptele (D) si (4).. . Fig. 1190

T 191, i) Punctul $e afli la  interscctia mediatoarei seg-
mentului 4B cu una dintre biséctoarele dreptelor (D), (D’).

i) 4= ___2’;“ (a+ YVF—@, ¥ =T (2 —a)

m) Locul geometric este format de intersectia planului
mediator al® segmentului 4B cu planul perpendicular pe
- planul mediator al segmentului 4M. -

. 192. i) Toate dreptele perpendiculare in 4 pe 42 apar-
“fin unui plan (rx;) perpendicular pe AM deci intr-un- plan
perpendicular pe (w), iar dreptele perpendiculare in B pe BM

. sint situate intr-un plan (;) perpendicular pe planul (11:1.
Planele (m,) §i (w;) se intersccteazii cu (w) dupd dreptele

. (AM), (BM) care se intersecteazi intr-un punct N. Dreapta
d) de intersectie a planelor (wy) si (m,) trece prin punctul N

§i este perpendiculard pe planul (x). Punctul P aparfine *

~ planului (r,) si planului (r,) decise afld pe dreapta de inter-
sectie a acestor plane. o
_ Daca M este punct fix atunci N este punct fix, deci locul.
geometric al punctului P este dreapta (d). = ‘
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ii) Daci M descrie 1un cerc ce trece prin punctele 4 si B
< : o P
- atanci N descrie acelasi cerc (0); m’(@\f)- = m(MBN) =
== 90°, iar locul geometric al punctului P este cilindrul cir-
cular drept care are ca bazi cercul (0) 5i generatoarele perpen~

diculare pe planul (z), . . T
~iji') Dacd M descrie o dreapti (4) perpendiculari pe AB,
fie M intersectia lui (d) cu 4B, jar N proiectia lui N pe 4B,
MM'NN’ este un trapez, idar dreapta (OR) care uneste mij.
loacele diagonalélor MN $i M'N' este paraleli cu My si
- NN’"deci OR 1 AB. Q este centrul cercului circumscris
* patrulaterului MANB deci. R este proiectia sa pe 4B (mij-
locul lui 4B). Deci N’ este simetricul punctului M’ fati de -
punctul fix Q deci este punct fix. Locul geomietric al punc--
tului-V va fi o dreapts (d’) simetrica dreptei (d) fats de Q.
Cind' N = descrie (d’), (d) genereazi un plan pe () si care
. intersecteazi planul (%) dupi dreapta (@), plan care va fi -
locul geometric al punctului P, . o '
193. i) Rezulti ¢i dgc n o = d(By, B,).
ii) Punctul P apartine planelor determinate de (4, 4)) si
(d5, A4;) adici pe dreapta lor de intersectie. “Aceste. plane
trecind .prin dreptele paralele (d,) si (d,), dreapta lor de in.
tersectie este: paraleli cu (d,) si cu (d,) si deci si cu planul (x), -
. iii) In cazul general (d;) N (45) = {Bo} multimea punctelor -
P este o dreaptd care contine punctul B,. Punctele By, B,;’
S . 4y, 4, formeazd un patrulater
: "-strimb. Demonstratia rezuliz
, * folosind proprietitile linieimij. -~
oo locii fntr-un triunghi, o

194, (Fig. I1.194) i) Drea-

. ~ pta (C'B’) este perpendiculari -

R -z ‘pe planul (MB’B). Ducem -
- Fig. T1sd BT 1 BM; conforn teoremef

celor trei pe‘rpendiqulare rezulti 'c5.> c'I 1 MB.
Avem . : ' .
o ) : . . 23
L CP=CBypP_p 8T
AR t . ',’f'a=+4jc2
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U et |
N o = 'Va2b2 + 4p2:2 + a2b2

. s ﬂ2 + 4_08 o

n) Fie & dxstanta de la virful B’ la planul (BMC') atunci:
11 1 1
BB BCi T BB
san ’ , - ,
IS SR I SR

e e tEtE

“de ,unde

- ' - abe

1/ % | 40 T @ik

S m) Din punctul I segmentul BB' se vede sub un unglu
 drept.
Locul geometnc al punctulm I este arcul din ‘semicercul
" 46 diametru BB" dehmtat de B’ ;x de mtersecpa. semicercului
cu diametiul 4°B..

195 (Fig T0199) §) m(DAB) +m(/?) +m(CAE) =
= 180
i) BD ﬂCE ambele drepte fund perpendxculare pe DAE
iii) Cam AADB i AAEC
stat. dteptunghxce isoscele p,
DPsi EQ sint mediatoarele
Iatunlor AB §i AC. : t
-~ Dar cum ~ ACQM ~ !

ACAB ~_'=_-_' =

oy e A M cibacrsait S g

-

=> CM = BC dec1 cum

, M este mleocul segmentulul BC atuncx concuren;a este
demonstrata :

S 196, i) Relatla dati este echxvalenta cur
Aﬂ_ic— ACAM ~ ' ABAC = m(AMC) = m(ACB)
AC -AB -
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In patruldtcrul mscrxptlbll AJMPC avem m(M 1) = m(P )

= m(Pz) (ACB) Cum APAC are doui unghiun
congruente este isoscel, de¢i. PA-= CA4 — constant, deci
locul geometric al punctulm P estc un cerc cu :centrul- fn
A siraza PA de acccagu misura ca 51 a catetei 4C.

. ii) (Fig. II. 196 ii) - (MP) n (4C) {C}. mABC)
N\
= m(PC C) dcoarece au latunle perpendiculare, iar ABC =

1@=AABC~AACM .
deci ANC'MC este isoscel si
deci AC' = AC. Dreapta
(MP) este variabild; trece
prin punctul fix C’ sime-

. tricul punctului C fata de 4.

197, (Fig. 11.197) i) Cum
H este punctul de inter-
sectie al bisectoarelor, atunci
conform definitiei bisectoa-
rei ca loc geometric este egal
depirtat de latunle ungh:u- .
lui deci: :

HM=HNs§i HM=HL, -
deci H este situat la egali
depértare de baze; analog
. “pentru K, deci dreapta ce

Fig, 11.197 "' trece prin Hsi K este para-

lela cu bazele. '
u) Tnunghlunle AHD i BKC fiind dreptunghice, media-
nele lor FH §i KE sint respectxv congruente- cu ]umata;lle

: ipotenuzelor deci FH = ATD si KE = T-

1ii) Calculim misura segmentulul HK:
‘ HK-=FE—(FH+KE) AB+DC _4D ;}-BC

far pentru ca cele patru bxsectoare sé fie ‘concurente’ trebuie -
si avem HK = 0, deci conditia ceruti este: '

- AB+DC AD+BC P
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198 (Fig. IL198). PO}= PH*4 HO} =K -HM* 4
4 (00, — OH)® = K% « (R — OH)?.+ 00} + OH* —
- 22 .00, -OH = K*(R—OH)!+ (1 — K?) + OH*—

AN

- Fig IL19§

— 200, OH = R? 4 OH*1—K?)—2 - OH - 00,, iar 00, =

_ R R, Hot— (00,—OH) =003+ OH:E—
00,  Vi—ke (00, — OH)* = 005+ OH" —.

200, -OH = X 4 CH!—2.- OH - 00;. Cum

- punctele 0, si0, sint conjugate armenic cu punctele 4 si B’

tnseamnd ¢4 00, « 00, — R*= LO1 . { — K,
2 HO: .

ii) Fie Op simetricul. punctului 0, fati de O, atunci

- %=1/1'_1{2,’ PO, = HO, Y T—K%,
L /g : .

PO, = HOy/T— K* = PO, + PO; = (HO, +
1 HOp1 — K2 =2-00, {1 — K*=2R:
_ iii) Cum punctele Oy §i ‘0, sint fixe, si din punctul if)
PO, + PO}, = 2R = constant, atunci conform definitiei elip-
sei ca loc geometric, punctul P va descrie o elipsd cu axa
mare 2R §i cufocarele Oy si O;. Y ' ‘

. “Reaminlesc: se numeste elipsi locul geometric al punctelor
din plan pentru care suma distantelor la doud puncte fixe
numite focare este constantd. : o

199. (Fig. 11.199). Patrulaterele MNPQ si RNSQ sint

doui paralelograme care au diagonala NQ comuni. Prin
- mijlocul I-al ei trec_si-celelalte doud diagonale RS si'MP,
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. ii) Considerind D ortocentrul triunghiului'A BC, NP{|BD
deci NP | AC-si cum PQ || AC rezulti ci patrulaterul -
MNPQ este un dreptunghi. Deci segmentele MP, NQ, RS
sint congruente si au mijloacele in punctul 7, deci punctele
M,N,P,Q,R,S se afla pe un acelasi cerc cu centrul I,
care este cercul lui Euler (sau.cercul celor 9 puncte), - '

200. (Fig. I1.200) i) Segmentele BA’' si A'B’ sint para--

lele si- congruente cu PC, deci sint paralele si congruente
: - intre ele, deci BB’ si AA’ se
intersecteazd in punctul M, care
“ este mijlocul lor. Analog se arati
cd CC' si AA’ se intersecteazi in
mijlocul lor, §i cum mijlocul unui’
segment este unic, interscctia se
realizeazi tot in-punctul M, deci

.cele trei segmente trec prin punc- -

tul M. S - o : N

© i) Segmentele AX si PM sint
- : " mediane in triunghiul APA’,
x\ dreapta (PM) intersecteazi me-

o N diana 4X a triunghiului ABC fa

- punctul G, centrul de’greutate al-

triunghiului, care este un punct
fix cind P este. variabil,

i) Relatiag—% = —% aratd ci atunci cind punctul ‘P
descrie o curbi oarecare, punctul M descrie curba omo-
teticé cu prima, fati de centrul jG si in raportul ——;—- .

+ Cind P descrie o dreapti fixa (4), punctul M descrie dreapta. )
(A’fpmbtetica lm (A) fatd de centrul G si in rap.ortulr — é—. o

201. (Fig. I1.201) i) Dac3 se considera triunghiul 4, B, C;
format de bisectoarele exterioare ale triunghiului ABC,.
acesta are ca ortocentru punctul I si ca cerc cercul lui Euler,
cercul O fn care este inscris triunghiul 4BC. Se deduce ci

. punctele 4’, B’, C*, mijloacele ipotenuzelor 14, (in AIBA )
IB, (in AICB,), IC, (in AIAC,) sint pe cercul circumseris .
triunghiului 4BC, cu centrul in 0. Punctele A’, B’, C’ sint )

* centrele. cercurilor (IBA,C), (ICB,4), (IAC,B), adici cerca~ "

rile cerute in enunt, deci atunci cind triunghiul 4BC este

us



- inscriptibil in cercul.cu. diame-

<

 ‘variabil, dar rimine inscris.in cercul O, centrele cerute descriu -
in frtregime. cercul de centru 0. P

- - ii) Pentru ci punctul O-este centrul cercului lui- Euler
pentru triunghiul 4,B,C, §i I este ortocentrul acestui tri-

- unghi, rezultd ci O, simetricul ‘ , :
lui I $n raport cuO, este centrul - -
cercului - circymscris triunghiunlui
A,B,C; §i acest cerc are raza de “
doud ori mai mare decit raza -
cercului eu centrul In punctul 0.

- '202, (Fig. 11.202). i). Pentru .
~ locul geomtric descris de punc--.
- tul- I, patrulaterul -OBAC este " .

trul BC si are centrulin I. Acest - : Al
cerc trece prin doud puncte fixe . Fig. 11.201

O si A, asa ci centrul cercului -~

se deplaseazi pe mediatoarea segmentului 04.

- Pentru locul geometric: descris de punctul H: Cum pro-

* iectiile unui punct 4, de pe cercul circumscris triunghiului

OBC pe cele trei laturi ale triunghiului sint coliniare (dreapta
- lui Simson), atunci punctul H descrie dreapta care uneste

. proiectiile. punctulni A pe Ox §i Oy, notate cu « i B adicid

- dreapta (af). @ i - '

© ii) Pentru locul geometric descris de punctul I,: pentru ci

‘in AA]_B}C] dmptunghjc, avem 11A 1= IIB:IVE IICI, iar da,cfi

R este raza cercului (0,), putenr scrie R®==0,B}= 0,1} 4

- B,I3 = 1,03 + 1,43, deci punctul I, are proprietatea cisuma

pitratelor distantelor la doui puncte fixe 0, si 4, este cons-

" tant#, locul geometric este deci un cerc cu centrul in mijlocul P

A B




al segmentului- 0,4,, raza lui fiind ¢ =,% |/ 2R — g2,

unde @ este distanta dintre.O; si 4,. Pentru ca problema
sa fie posibild trebuie cad < R}/ 2. Cind d = R, punctul 21
este pe cercul dat, deci cercul se reduce la un punct, punctul 0,."
Cind 4, este pe cercul Oy, locul geometric al punctelor de
unde se' pot duce tangente perpendiculare la cercul: (0y),
deci este de razi R}/ 2, locul geometric al punctului 7, se
reduce la un punct, mijlocul segmentului 0,4,. Pentru locul
geometric al punctului H,: pentru ci  dreptele (AIHII si
(04 1)) sint perpendiculare pe B,C,, punctul P, mijlocul lui
- 0,4, este egal depirtat de H, si de I, deci H; descrie
- . cercul de la punctul precedent. =~ . - .

203. (Fig. 11.203) i). Fie {F} = (BC)n (4D), m(4CFy = -
= m(ACB) = 90°, deci F aparfine cercului care trece prin

4,0,C si are centrul in D. Cum m(@ = 90° si O este
- mijlocul segmentului 4B, rezults, ci in triunghiul F4AB, FO
: : este fniltime si median%; deci
) - este triunghi isoscel. Acelasi tri-
- unghi mai are iniltimea AC si ele
se interseécteazi in ortocentrul H.
Punctul H apartine cercului cir-
cumscris triunghiului OBC deoa-
rece patrulaterul OBCH este in-
' scriptibil (Unghiurile din 0 i C
sint drepte), diametrul sin Z'ind
BH, deci cercul ce trece prin OBC
trece si prin punctul H, Deci
. dreapta (BE) trece prin H, ceea
ce inseamni ci este a treia inil-
time a triunghiului FAB. Cum

. . m(A/M\B) = 90°, atunci locul geo-
- metric al punctului M este cercul cu diametrul 4B. :
Mai observam ci triunghiul FA B fiind isoscel = AA4BC
= AABM deci MC |AB. . R
- ii) In triunghiul BHA, dreapta (OE) uneste mijloacele -
- a doud laturi deci este paraleli cu AHC, analog in AABF

dreapta (OD) este paraleli cu BF=0F | OD.Cum m(m) =
= 90° = punctele M §i O aparifin cercului de diametru DB

Fig. I1.203
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Punctele 0 §1 C, de intersectie a cercurilor cu cultrele in E
si D, sint simetrice fati de linia: centrelor, de.cx punctul c
apartine cercului (OEDM).

- 204, (Fig. 11.204) i)~ In triunghiul ABC avem CE? =
= AE -EB = (2R — x)x unde EB = x. Dm AA[E drept- -
.unghic avem TE?2=El -EA =
= EI +(2R—x). Cum TE =
= CE ca f{iind raze in aceleag,l
cerc, rezultd ‘c¢i EIl = x, deci
’EI,f—EB

© .ii) Din AATE, avem TP =
= A] - IE=2x(R —<), dcci aria
NATT este f(x) =o[ATT'}="
=2R — x) V24(R—%). . ,
o i) e [0, R]si f(0) == - Fig. 11204
=R =0 s cum F() = |

_ 2(R—x) (R_4x) avem un maxim pentru X —_I.E.g'

V2R —x
avind valoarea de -VﬁR" '
~iy) Centrul de greutatc F al” triunghiului CIB apartmg

”'inali,:lmu CE, deci GE = — CF Cum punctul C descne. -

4

cercul cu centrul O sirazd R, notind COS o = ’%- avem GE =

= CE . cos a, deci punctul G descrie o elipsd (conform proprie-
tatii ci proiectia unui cerc de razi a pe un plan .ce face cu
planul cercului un ungh1 ‘ascufit .o, astfel incit b = a cos &
“esteo ehpsa de semiaxe a §i b, iar cercul de razi a sc ‘numegte

cerc prmcxpal al ehpsel) cu scmlaxelc in raportul %— si anume

R §1 — R
205 (Flg 11 205) i) AABP ~ AACM,

“AB AP AP Al
- AAIP ~ AABM
2 A =’Ac ar S A 4B
AB Al

deox :‘1—6 _jB—Ba§a cd AC AI - AB? $1 cum segmentele
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AC si AB sint fixe rezults ci punctul I este fix. Din
AIBP.si AIQC dreptunghice, rezulty ci P si Q descriu
. doud cercuri cu diametrele IB, respectiv IC. :

Fig. 11.205

i) Cun m(BBM) = 90°, din relafia AB?— AP AM,
rezultd c3 dreapta (4B) este tangenta dusi din 4 la cercul -
care trece prin punctele P, B, M siare ca diametru segmentul
PM. Cum %B §i OM sint raze ale cercului initial, rezulti ci
OM si OB sint tangent¢ la cercul (PMB), deci OM este per-
pendiculars pe diametral PM, deci m(03d) = 90°. - -
iif) Pe BM ca latura putem construi dous pitrate MBP'Q’
~ dn care virfurile se sucted in sens invers trigonometric si_
~un altul simetric fa{i de BM. Este suficient si studiem, £
exemplu, numai primpl caz. - : o
- Cum BP'= BM, punctul P’ se deduce din punctul M
_ printr-o rbtatie in jurcl lui B de unghi drept in sens direct
- cu 90°. Locul geometrit al punctulni’ P’ se deduce din locul .
_ geoinetric al punctului M, prin rotatie fn jurul lui B de
unghi- drept, deci este format de -cercurile cu centrele 0;-
. §i Oy 5i de diametre congruente cu BC. Locul geometric al
-punctului @', cind punctul M descrie semicercal BMC s

‘ch'm 'm(m) = m@ = %,; Q' este pe arcul de ceri‘:"f
- capabil de unghiul -g«é descris pe BC ca bazi. Analog se’
‘obtine in cazul cind punctul M descrie cealalti .jumifate a

- cercului dat. In cazul cindse: considerd al doilea pitraf -
locul geometric este simetricul celui precedent fata de BM. -
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206 (Fxg IL 206) 1) Din AAA’B i AAA'C dteptung}nce a
avem AB = 2R cos: (x--‘;;)s AQ—ZRcos( + )

. §i dn ‘teorema sinusalti  BC = R
 =2Rsin 4. Aria AABCeste S =
. é—B;A—(z:fEﬁ—stmA (cos2x+
+ cosA) Cum 2p-= AB +AC + Al
+ BC = 4R cos —g(sm é.{_

+<_:osx) ’ avem y = -"-9- =

Fig. 206 i)

Rsin fi(coé 24 + cos A) ~ ‘
S 2 . . A A '
= - —— = 2R sin — [cos x —sin —
o A - - 2 v 2
- sin > -}— COS X

i) Cum —1 < cosx < 1, pcntru % = 0 se roalizcazd’
valoarea maxima a ariei S care este S;= R%sin'4 - (I +
- cos A) Cum A este va.nabxl Valoarea §, este maximi.dacid

[ ']I

y.(A) — _g_ 5 lar va.loa.rea anel “este —lﬁ

‘ i), Construim inaltxmlle CDE $ BGH, unde D si H apar-
- ;m la,tunlor AB, respectlv AC jar punctele E si G apartm

cerculul dat. Din triunghiul dreptung,hxc ACD avem p.(ACD)—

= .;__y.(A) = constant, deci si arcul ‘subintins AE estevi
eonstant. Cum A este punct hx atunci §i & este punct fix,
deci’indl{imea din C a triunghiului 4 BC, trece prin punctul

fix E. Analog, -din trmnghxul dreptunghlc ABH rezulta
¢ p.(ﬁ) —————;:.(A) si ca punctul G de pe indl{imea

- S

BGH este fix. Cim ACD m rezultd ci arcele AE si
ACG sint congruente deci E i G sint puncte s1metnce fata
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 respectiv ——

~

<

de. diametrul 44", Locul geometric al picioarelor D-si H ale

- celor doud iniiltimi sint cercurile cu diametrele 'AE, res-
_pectiv AG. - ‘ o

~~ iv) Centrul I al cercului inscris triunghiului 4BC este

la intersectia bisectoarelor AF si CJ (J fiind pe cercul dat),

- Cum AF este biscctoarea unghiului 4, arcele CF si BF- sint |

HO’

Fig: 11.206
congruente, .Mésﬁrile unghiurilor JCF i CIF sint @—%@
¢r -;_ 2? Cum A’fsﬁ?,' ‘deoarece misoars,
unghiurile congruente ACI §i ICF (CJ esté. bisectoarea -

unghiului C), rezulti.ci JCF E‘.—.@‘ sl ACFj este isoscel,
deci IF = CF = FB. ' : : .o
“Perpendiculara in T pe 47 este paraleld cu F4’, deoarece

.m(@') =90°. Cum A =-constant, rezulti ci é? = con-

stant §i CF = JF = constant, deci distanta punctului 4’
la dreapta IK este constanti si egali cu IF, ‘prin urmare
dreapta (IK) rimine tangenti la cercul cu centrul tn 4’ - °

§i raza CF = 2R sin i:;. - » "
207. (Fig. 11.207) i) Triunghiurile ABC', BCA’ 5i CAB"

sint congruente,- ca avind latura si unghiurile aliturate
respectiv  congruente. Rezulty atunci ci B'C’ — B'Ar;b .

.4 AC =C'B + BA' = C'4’, analog A’B’ = B'C".
s |
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- ii) Cum unghiurile triunghiului 4’B’C’ sint de -60°, cele
trei_virfuri descriu trei cercuri simetrice fatd de laturile
AABC ale cercului circumscris acestui triunghi.

o iify Daci punctele. D, E sint mijloacele laturilor 4'5’,.
" A'C', dreapta (DE) este paralela cu (B’C’). Prin B construim
‘o paraleld (BK) la-(DE) (K € 4'B’). Avem KB'= BC'. .

Cum AABC' = AACB’, avem KB’ = B(’ = CA’. Punc-

' tul D, mijlocul segmentului 4'B’ este i mijlocul segmentu-
*lui CK. Deci in AKCB dreapta (DE) dusi prin mijlocul D -
al segmentului KC si paraleld cu BK, intersecteaza latura BC

_in mijlocul M al ei. Deci (DE) trece prin punctul fix M.

~ iv) Cum B'C’ =_Q’A + C’'B, din triunghiul AC’'B avem:

AB _ BC'  AC A'B’
sml;_ Sh_'la §in(a+ _’3‘_) ‘sinoc+<sin(oc+%)b

iii) -

C fv)
Fig. 11.207 ,

A~,B' .=

-deoarece sin (g-g-— oc) =sin (9;“-}- _8"_), deci avem 4B

2 sin-"cos &~ . '
%6 1

2 sin [ T ocos T 25m A
(“+6" g) 2 v(“+6)

-y T
.Cind o= —5

'Rt -

' Arapor:ful% =0, déci AA'B'C’ degenereaza intr-un punct,
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- este 2 si este a_tiﬁs penti'u,d_‘= —-g— -

Cind « creste pin lé —7;- ) {éportl'ﬂ creste dela 0'1a 2 §i aqu =

descreste de 1a-2 120 cind a creste -pfni Ia %’f ¢ Deci maxiir_nil

. 208, i) Cam triunghiul OCD este echilateral si cum suma

N misurilor unghiurilor- patrulaterului 4BCD este 360°, avem
m(C) = 60° + e, mi(D) = 180 — &, m(B) = 120°— o, AC =

=2Rcosa, BD = R(—cosa+ ]/ 3sima).~ -~ -

'ii) Unghiurile din C §i D ale triunghiuluj GDF sint res-
pectiv congruente cu unghiurile patrulaterului din' B si 4,
iar unghiul dm F este 60°. Din teox;ema. sinusului, - avem
CF = _2£ sin «, FD.% R -(cbs o E’ sin a) ;- iar taza cer-

. V3 8 -
; .

- . . 3
cului circumseris este egali cu —1-/3— R

i) Cum m(F) = 60° i cum laturile lui trec prin punctele
fixe 4 si B, locul geometric al punctului F -este un cerc

' de pe care segmentul 4 B'se vede sub unghiul constant de 60°,
" “iv) Din AC.= 3CF rezulti c4 m(x)= 80°. Unghiul B

este-atunci drept, deci OD coincide cu OB.

209, Notim OB-= R, 4B = Rsin « = BF = AP, Cum
: L : : N\ LN T >
BM = AC=0B =R 5 m(EMT) = n(0AL) = m(B0d) = «

si

atunci ABOA = AOAC = ABMF. Deci 04 = MF =
. T : zAP A ' :
-=Rcosa. V= 3

(4B®+ MP* + AB s MP)=

=4,ﬁR ;m ? + R? [sin? o+ (sin « + cos d)z + sin ;(siri o .—{-)‘.'
- : 3 ' T
.+ cosar)]= EIEE—-sin (3 sin® @ + cos? « 4 3 sin @ cos «).
. o : 2 . : -
" Vy=mn:4Bt 04 -0 P4 _ 2% . ypa 04,
T 8 3T e
"—_.—_;R"‘sin?q::c_osa., ;
256 .
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i) V  3sinfa+ cos®zx+ 3sinacosa

T L 2 sin 2.cos o
3tg?a4-3tgat|

e , adici pentru tg z = ¢ vem
2tga o ‘ -
38 ! . = .
oy I_/ (t) = }l,_'*‘_}_{'l: . Cum a0, 7] atunci-
v, Y, . 2
, v .1 3#—1 |4 R E
t 0'7 co); (S B t ITZ e ) L A — ——
e O 0] Tty o] =

: 3 7 b A
Punctele- 4 = 4- k 3" sint puncte de extrem, graficul nu
-admite puncte de inflexiume si arce asimptotele

t= 0 verticald ¢y - é..(t -+ 1) oblici.

- Tabloul de variatie oste:

a 0 = z
, 6 2
— - - = T - o 3
' co . 0 -+ -
Y ‘ 2
) 3 ,
y oo “ 2t V3 322 7 oo
"J',w'. ‘”*'”";‘,_’"""" T T + T

Graficul functici este prezentat in figura 11,209 ii.

o R AR mbad sty a4 s

:
[}
?
H R
Y >
5 )

Fig. 11.209 i

;
i
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1ii) Coordonatele punctului A/ sint vy = OP = R (cos a+ .
+ sina) si yy= MP = R (cos a + sin z), deci locul geo-
metric al punctulyi’ M1 este bisectoarca unghiului xOy si

daci « creste de la 0 la % sau descreste de la ; la _} dis-

tanta OM creste de la R /2 1a 2R. -

210. (Fig. 11.210). i) Centrul ccrcului 7, este la intersectia’
bisectoarelor BI, si CI, ale unghiurilor B si ACB’. Decci
. A

~ P
m(CBI,) = Egﬂ,. m(CEBI) —
= 7 - m(l?/’C\T,) = z_};;l——)
Din ABCI, deducem m(B/’I,\C):

N :
= =— m(CBl), — m(BCY,) ==
= ™ si de asemenca din tri-

Fig. 11.210

unghiul BCT, deducem m( ﬁz )=
P P 0
= n—m(BCl,) — m(CBI,) = ’1(2-‘_’1_,

if) Locul geometric al punctului I, (ca si al punctului

I, pentru un rationament analog) este arcul, capabil de un-
A

ghiul -‘g— » care trece prin punctele B si C si a1 ciirui centru O

este la intersectia arcului capabil de unghiul 4 care trece
prin B si C si mediatoarea segmentului BC. Cind 4 se depla-
seazd din C in B, I, se deplascazi pe locul siu geometric
- din C in K,, la intersecfia acestuia cu bisectoarea BOK,,
a unghiului CBT a laturii BC cu tangenta BT in B. Locul
geometric al punctului I, cste simetric cu cel precedent.

A .
AN
iii) m(CBI)) = m(B) inscris in cercul . circumscris tri-
unghiului ABC, estc jumitatea unghiului la centru @
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LN
si cum m(@) = m(‘-,1\ )= m(COH) =
e ¢ i '(;mde 17 cste

e U
sin (COH) 2 sin 5

mijlocul segmentuluj BC). Din triunghiul 7,0C deducem

deci m{@) N n}(l;)i
o222

A
== — m(.1) si OC =
=3 (1) s

P a sin 3

Cl—2.00-sn 0C _ 2
. oA
) sin -
a sin >
- : A~ -
" Analog obtinem BJ; = ﬁ,,_-.T. si m(/j01;) = 2n —!
' sin - '
2

N A A
- m(@)—— m(/,0C) — m(@) =2—A—B—( = T,
deci I, 0, I, sint puncte coliniare si LT, =2:0I, =
. ‘ . ;

=z 2 . O(y = —-"—v-—:;l- .
sin —
2 ,
In triunghiul BCI; avem — BL __ - BC =
sin(BCI,)  sin (BI,C)
» cos 5 cos B
= Bl,=a--. 5 si analog CI,=a - .
sin —- _ sin —-
2 2
2 : i
Cum. Bf, - Bl, = i : ~cos§. . cosg- si BC-II,$ -
' sin? 4 2 2 ,
- d
4+ CI,-BI, = Y lcos B - cos < rezultd  relatia
sin? ::2— 2 2

~ cerutd care este cea datd de- tcorema lui Ptolemeu penira
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patrulatere inscriptibile (si anume: in orice patrulater inscrip-
tibil, produsul diagonalelor este -egal cu suma produselor
laturilor opuse). - - - ' Y

211. i) Locul gcometric al punctelor egal depirtate de
ccle doud cercuri este un cerc C concentric cu cercurile date

R4r

-+ Locul geometric al punctelor cgal de-

$i cu raza

partate de doud drepte paralele este o paraleli (D) cu cle
dusd la mijlocul distantei dintre cle. Daci eercul C si dreapta
(D) sint secante, avem doud puncte carc au-aceeasi propric-
tate, dacd cercul este tangent la dreapti avem un singur
punct, cind dreapta cste exterioari cercului nu avem nici
un punct comun care sd aibd accastd proprietate. Cind cele
doud drepte sint concurente, locul geomectric al punctelor,
cgal departate de ele sint ccle doud bisectoare ale lor. Daci
cercul C este secant la ccle doui bisectoare avem patru puncte
~carc au proprietatca cerutd, deci putem avea trei, doud,
unul sau nici un punct. )
if) Punctele egal depdrtate de cele doud cercuri aparfin
cilindrului cu generatoarcle perpendiculare pe planul cercu-

. .- " 7 . <
rilor si care are cercul cu raza __;f__~'ca si curbd direc-

toare. Punctele egal depirtate de doud drepte paralele sint

agezate pe planul pcrpendicular pe planul celor doudl drepte

si care trece prin dreapta echidistanti de ele; Punctele ciu-
~ tate sint Ia intersectia cilindrului cu planul.

Cind dreptele sint concurente, punctele egal depirtate
de ele sint agezate pc planele perpendiculare pe planul drep-
telor ?i carc trec prin bisectoarcle dreptelor. Punctele citu-
.tate sint la intersectia cilindrului cu-cele dound plane. Acest
loc geometric poate {i o elipsi, doud drepte paralele.sau o
dreapti. ' : - .

iii) Locul geometric al punctelor al ciirer raport al dis-
tantelor la doud puncte fixe este constant, este o sferd cu
diametrul egal cu segmentul determinat de punctele conju-
gate armonic cu punctele 4 si B. '

212, i) Locul geometric ciutat cste un cerc concentric
cu cel dat §i cu raza dubli cu a acestuia. ‘ ,
ii) Locul ‘gecometric este dreapta perpendiculard pe - pla-
nul triunghiului §i care trece prin centrul cercului circum- -
scris triunghiului, ' '
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i) Se calculcazi cu -ajutorul teoremei lui Pitagora dis--
tanta dela un virf al triunghiului pind la punctul P si aceasta
fiind o coardi a sferei este medie proportionali intre diame-'
trul sferei si .proicctia ei pe diametrul ce trcce prin P si O,
Daci R este raza - sferei avem

e AP 407 +0P2
20P 2.0p0

213. i) Pentru cd pcrpcndxculaxa pe coardi, dusi din
centrul sferei, imparte coarda si arcul subintins de ea fin
doud pirti congruente, scgmentul care uneste centrul sferei
cn punctul prin care trec coardele, se vede sub un unglu
drept. o
lI).oc:ul geometric ciutat este sfera de diametru con-
gruent cu sogmentul care uncste centrul sferei cu punctul
- fix, daci acesta este In interiorul ei sau pe sferd; daci punctul

este exterior sferci, locul geometric este format de calota
sferei cuprinsi in interiorul sferei date.

ii) Locul geometric este cercul mare al sferei al ciruf
plan este perpendicular pe directia dreptei cu care sint para-
lele coardele:

iii) Locul gcom-‘tnc ciutat este o sferi concentrici cu-
cea dati §i cu raza R 4 d, daci d > R; daci 4 < R avem
(doud sfere concentrice cu cea dati, una cu raza R -+ d r
alta cu.raza R—d; daci d = R, locul geometric este for-
‘mat din sfera cu.raza R + d §i centrul sferei date.

iv) Locul geometric este o sferi, concentrici.cu sfera

’

dati, cn raza p = ———.
- Sin « ' - .

214, i) Axa radicala. ii) Planul . radical. iii) Punctele
ciutate sint la intersectia planului radical cu planul me-
diator al segmentului determinat de cele doui-puncte; in
general locul geometric ciutat este o dreapti; poate fi un
plan daci planul mediator coincide cu planul radical §i
~nici un punct dacd aceste plane sint paralele.

" iv) Locul geometric al punctelor de unde segmentul se:
‘vede sub un unghi drept este sfera care are acest segment ca
diametru. Locul geometric ciutat este intersectia pla.nulm
radical cu sfera, deci este un cerc, un punct sau nu existi
puncte care si aibi proprietatea cerutd, conform pozitiei
plzmulm radical fa{i de sferi.
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v) Locul geometric este la intersectia planului mediator
al segmentului 4B cu calota sfericd ce reprezintd locul geo-
metric al punctelor de unde segmentul format de centrele
sferelor se vede sub unghiul «; in general este un arc de cerc,
" un punct sau nu existd puncte care au aceastd proprietate.

215. Decarece triunghiul este inscris in cercul dat de
-centru punctul fix O §i are ortocentrul fix in H, rezultd ci
centrul cercului lui Euler, aflat la mijlocul segmentului OH,
este un punct fix (cercul lui Euler sau cercul celor 9 puncte
este un cerc ce contine mijloacele laturilor, picioarele inalti-
milor si mijloacele segmentelor care unesc ortocentrul cu
virfurile triunghiunlui). T .

Raza cercului lui Euler cste jumitate din raza cercului
circumscris. Locul geometric al mijloacelor laturilor tri-

* . unghiului este deci cercul lui Euler.

‘Discufie. i) dacd ortocentrul H este in afara cercului
- circumscris §i daca cercul lui Euler nu intersecteaza cercul
circumscrs nu exista nici un triunghi ABC care s fie inscris
in cerc §i avind ortocentrul H. :

ii) daca cercul lui Euler intersecteazia cercul circum-
scris triunghiului, locul geometric este format numai din
cele 9 puncte ale cercului lui Euler, intericare cercului cir-
cumscris. ' :

. , TA DA
216. (Fig. 11.216) Cum ADTA ~ ABDT = -—= =
(Fig ) JaN AN > SR DT—
Al b y 2 ! co
_ DT _ TA* DA Esa~ aESC = 34 _ EA]
DB TB* DB SC*  EC
Cum DFE este paralela cu BC atunci 21 =£f1- si deci
: DB EC

T4- S4 TA TB
sau ;

TB~ SC S4 " sc’
Fie {K}= (BS) n (CT),

» TB
KBT ~ AKCS = 2 —
o ARES = 5e

= {{_l_;_ = zz?. sau KB SA =
KC $§4 :
Fig. 11.216 ~ = KC - TA. Proiectind orto-
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.gonal pc K in punctele M si N (Mg 4B, N g 4AC)

. P .
avem MK — KB - sin (1BK) = {(_’52_[{.1.3_ NK = KC.
-sin (A/C}{) ZIL—CZ_RE' R fiind raza cercului circumseris

‘triunghiului ABC. Rezultd ci MK = NK, deci K apartine
biscctoarei unghiului 4 (conform definitiei bisectoarei ca loc
geometric). Dacd unghiurile ADT, ADS sint de sens contrar,
punctele S si T apartin arcului de cerc cu coarda BC si K
aparfine bisectoarei intcrioare a unghiului BAC. Dacd un-
ghiurile ADT si AES sint de acelasi sens, unul din punctele T
si S este pe arcul BAC, iar celdlalt pe restul cercului §i punctul
K apartine bisectoarei exterioarid a unghiului BAC.

217. (Fig. 11.217) i) Fie (y1), (y2) cercurile de sectiune
. ale conurilor cu planul (@), deci centrele lor sint v, si ys, iar
"A’ si B’ sint centrele lor de omotetic directi respectiv in-

(P)

Fig. 1L217 ij

versd (Reamintesc omotetia: fatd de un punct fix O numit
centrul de omotetie §i un numir K ¢ R, numit raport de
omotctie, doud puncte M si M’ de pe acceasi dreaptd ce.
trece prin O, sint transformate prin omotetie, daci avem
oM '

oM’

iar punctele omoloage M sigdl’ sint de o parte si de alta a
centrului. Daci K =1, orice punct cste propriul lui omolog
prin omotetie. Daci K > 0 se numeste omotetie directa,
iar puntcle omoloage M si M’ sint de aceeasi partc a centru-
lni de omotetie Deci, printr-o omotetie lungimile segmente-
lor se inmultesc cu K, iar unghiurilec se pastrcazi in cazul
omotetiei direct¢ §i §§i schimbd sensul fn cazul ‘omotetiei

= K. Daci K <0 se numcste omotetie inversi,

263



;
Y

.inverse. Doul figuri se humesc-omotetice, daci existi o -

omotetie carc transformid punctele unei figuri in punctele
celeilalte). Punctele 4’ si B’ impart segmentul v,y, in rapor-
tul razelor cercurilor (y,) si (y2). Razele cercurilor (vy;) §i
(yg) se obtin tinind seama ci, dacd R, si R, sint razcle cercu-
rilor (C,) si (Cy) atunci ' ' '

S~ So . y Ek
.21 ‘R, 7 . Ne2Ye .RQ:__.I_-_-_—_....’.;:'
% Vg 73 Ry

- 4"y B R, A0, BO,

T ee———— e —ln mm ———— 2

AJYzﬂ Y=B’ —-R2~A02.— Boz'

unde prin 4 si B am notat. centrele de omotetie ale cercu- |

tdlor (C)) si (Cp). Cum vy, == 0,0, rezulti ca Ay, = 40,,

yB’ == 0,B, iar punctele A’ si B’ descriu perpendicularele .

- ridicate in punctele 4 i B pe planul (P). Cind planul (Q)

se deplaseaza numai intre planul (P) si planul paralel cu el, -

- dus prin virfurile conurilor S, si S,, A’ 5i B’ descriu segmen-
tele A4” si BB”. '

: ii) Daca cercurile (C,) si (C;) le presupunem sccante,
atunci planul (S;S5;0,0,), perpendicular pe planul (P)
intersecteazi conurile dupa generatoarele Sy%;; S1¥:, Sy,

- 8g¥,. Cind conul cu virful in S, are unghiul generatoarelor

Fig. 11217 ii)

cel mai mare, generatoarea S,x; intersectcazi generatoarea
Spy, in K i generatoarca Syx, In K, Cercurile (1) §i (vs) vor

- avea puncte comune, dacd urma planului (Q) pe planul =

{S:1540:0,) pe care 0 notdm cu (L) este cuprinsi intre para-
lele la S;S.Ky si K'y’. Cind (L) este cuprinsi intre S,S, si
KY, cercurile (y;) i (v,) sint exterioare. Cind (L) este sub
K’'J’ fatd de S8, cercul (y;) este interior cercului (y,). Cind
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«cele doud conuri s mérginese la bazele lor (C)) si (C‘z),‘ atunci
cercurile (y,) $i. (v,) vor fi secante daci (1) este intre KJ si
040,, dacd M estc un punct comun cercurilor (v1) §t (ve)
My, R, N ‘ .
avem: SSVU 2oy proiectiile punctelor vy, vy, si M

My, B R,
pe planul (#) vor fi in 0, 02 si W, deci 1}195—_: —Iil-; deci
punctul W descric cercul care este loc gcometric al punc-
telor al ciror raport al distantelor la- punctele O, §i O, este

_ constant si egal cu 7@3 care este tocmai cercul de diame-

tru AB, carc trece prin intersectiile cercurilor _(Cl) si (Cy)
presupuse secante, o .

iii) Punctul N de intersectie al generatoarclor S,E; si
'52752 este o pozitic particulard a punctului M, deci locul

Fig. 11.217 jii)

- geometric descris de proiec&i,a. V a punctului N cste tocmai
cercul descris de punctul W, Se observd ci punctul ¥ nu
descrie decit arcul de pe (C,) interior cercului (C,). i

218. (Fig. I1.218) i) Dreapta (A) descric un plan (Q),
paralel cu planul (P). Fie 4, proiectia punctului 4 pe
planul (Q). Punctele 4,, 4, B sint fixe. Cum 44, 1 (Q) si
‘AC L BC (din planul @), pe baza unei reciproce a teoremei
cclor trei perpendiculare 4,C este perpendiculari pe BC.
Cum dreapta (D) este variabili, punctul C doscric cercul
(T') din planul (@), cu diametrul B4,. '

ii) Triunghiul ABC este dreptunghic in C, deci cercul
siu circumscris are diametrul AB. Cind dreapta (D) este .
‘variabila acest cerc descric sfera de diametru 4B, -
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iti) Mijlocul M alscg-
mentului BC este omoteticul
punctului C fatd de centrul
d: omotatic B, in raportul -

I . .
5 deci el descrie cercul

(T";), omotetic in raportul

;_ fata de B, al cercului (f‘).

iv) Centrul de greutate

tP)
© M al triunghiului ABC se

b a

- l . .

afla la - de £ din lungimea

Fig. IL 218 3 )
medianei EC, deci ) este

. s : e e s ]

omoteticul punctului C fatd de punctul fix £, in raportul 3
Prin uwrmare, punctul 3/ descric un cere intr-un plan

: .
paralel cu Q gi care intersectcazd latura B la 3 din ca,

calculind din 4 citre B.

v) Si presupunem ca F este punctul de pe A B astfel incit
alFB 4 BFA =0, «,8 € R constante date. Punctul F este
fix si este centrul distantelor proportionale la punctele A
si B multiplicate de coeficicntii « si 8. Centrul G al dis-
tantelor proportionale la 4, B, C, multiplicate de coeficientii
., B, v, cste centrul distantelor proportionale al punctelor I7
si C, multiplicate dv coeficien{ii « - 8 i v, deci centrul G
este asa ca (x 4 B) *GLF + v -GC = 0, care se poate scrie:
FG =T sau IZ(J = - {o . Daci z + B4+ v+#0,
GC e+ B FC x4+ 8+ v
punctul G descric cercul omotetic al cereului (T) in raportul
-
e+ B+ v
al AABC (punctul iv). ‘

vi) Fie BD mediana dusi din virful B in triunghiul 4 BC.
Muchiile AC si BD ale celor doui cofiuri se intersecteazd in D.
Locul geometric descris de acest punct va fi curba de intersec-
fie a cclor douid conuri. Dar D este omoteticul punctulni € fatd

. Dacid « == 8 ==+ sc obtine centrul de greutate

-
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de A, in’ raportui—; , deci el descrie cercul (T',) cu diametral

ED,. In plus cele doud conuri au in comun drcapta (4B).
Proiectia cercului(T';) pe planul (P) cste un cerc ‘cu acclasi
diametru, deoarece (T') este intr-un plan parale] cu (P),
trebuie reunitid dreapta (ab), proiectia dreptei (AB). Planul
care trece prin (4B) 5i_este perpendicular pe planul P),
este planul (4A4,B). Proiectia ciutati se compune din

diametrul ED; s§i dreapta (AB). :

219. i) Locul geometric al punctelor din spatiu ega
departate de cele doud cercuri este format din suprafata
laterali a unui cilindru de rotatie, cu generatoarcte perpen-
diculare pe planul (P) si avind ca cerc director cercul con-
centric cu cele date §i cu raza egali cu semisuma razelor.
Locul geometric al punctelor din spatiu, egal depirtate de
doud plane, presupuse paralele, este un plan paralel cu pla-
nele date si dus la mijlocul distantei dintre ele. Deci, locul
geometric ciutat este intersectia cilindrului de rotatie cu
planul, In general este o elipsi; cind planul este perpendicu-
lar pe generatoarele cilindrului, este un cerc: cind planul
este paralel cu o generatoare a cilindrului poate si nu inter-
secteze cilindrul, si fie tangent dupa o dreapti sau si inter-
secteze cilindrul dupd doua generatoare paralele.

Daci plancle sint_presupuse concurente, locul geometric
. al punctelor egal depirtate de ele este format din plancle
bisectoare ale diedrelor formate la intersectia lor. Locul
geometric ciutat este format de intersectia cilindrului cu
planele bisectoare. Cind ambele plane bisectoare intersec-
teazi cilindrul avem, in general, doui elipse sau o elipsi si un
- cerc; o elipsi si doud drepte paralele, o elipsa si o genera-
toare a cilindralui sau numai o elipsi, drepte paralcle pot fi

in numir de 4, 3,2, 1,0,
ii) Locul geometric al punctelor egal depirtate cu dis--
tanfa d; de (A) este un cilindru de rotatie in jurul dreptei
. (A), cu raza d,; punctele ciutate sint pe curba de intersectie
- dintre cei doi cilindri; cind cei doi cilindri sint tangenti avem
un singur punct; cind cei doi cilindri nu se intersecteazi,
nu1 avem puncte care si satisfacd conditiile impuse.

ki) Locul geometric al punctelor egal depirtate de sfera
(Z) cu distanfa (d;) este format din una sau doua sfcre
- concentrice, cu (Z) §i avind razele R + d, sau R —dg;
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punctele ciutate . sint la: tersectia cilindrului cu sferele
concentrice cu. (X). Daci sferele sint exterioare cilindrului,
nu avem puncte care satisfac couditiile impuse. Lo

220. i) Locul geometric ciutat este la intersectia sferci
concentrice cu cea datd §i cu razi Ry 1/ 2, cu clipsoidul de
rotatic in jurul liniei centrelor, cu. focarele in O, si O, (elip-
soidul fiind locul geometric al punctelor din spatiu pentru
care suma distantelor lor la doud puncte fixe numitc focare,
este constanti §i sc objine din rotaiia unci clipse in jurul
axci mari). -

i) Locul geometric cdutat este la intersectia sferei con-
centrice cu sfera dati §i cu raza R, )/ 2, cu hiperboloidul
de rotafie, in jurul lintei centrclor sferelor, cu focarcle in
O 1 i02. 7 ’ .

is}ii)‘ Locul geometric ciutat este la interseciia sferci cu
diametrul egal cu segmentul carc uneste punctele de pe linia
centrelor ce imparte segmentul 0,0, in raportul K, cu pla-.
nul paralel cu planele date i echidistant de ele, cind planele,
sint” paralcle; cind planele sint concurente sfera trebuic
intersectats dc planele bisectoare ale diedrelor formate.
in primul caz avem un cerc, un punct sau nu avem nici un
punct, in al doilea caz putem avea doud cercuri, un cerc
si un punct, un cerc, doud puncte, un punct sau nici un punct,
dupi pozitia planclor bisectoare ale dicdrelor, fatd de sferd.

221. i) Dreapta (A B) inteapa planul (P) in punctul fix C.
Putcrca punctului C fatd de sferd este C1°= C4 -CB =
= constant. Daci punctul de contact dintre sferd si planul
(P), descrie un cerc (Cy) cu centrul in punctul fix C si de
razi CT.

i) Centrul sferei aparfine planului mediator al segmen-
tului 4B si de asemenea apar{ine normalei in T la planul (P),
deci centrul sferei se gaseste la intersectia cilindrului cu ge-
neratoarele perpendiculare pe planul (P) si directoarea n),
cu planul mediator al segmentului 4 B. Deci locul geometric
estc o elipsi. (Reamsntesc: sc numeste suprafa{d cilindricd,
suprafata descrisi de o dreaptd, numitd gencratfoare, care in
deplasarca sa rimine paraleld cu o directie fixi §i care inter-
secteazi o curbd fixd numitd directoare; directoarca poate fi
‘o curba inchisd, iar suprafata cilindrici se numcste tubulard
indefiniti in ambele sensuri sau poate fi o curhi deschisd).
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iii) Planul mediator al scgmentului AB sc. intersecteari
cu planul (P) dupi o dleaptd (A). Paralela dusa din C la'(A)-
~ contine proiectia pe planul (P) a axei mici a elipsci. Perpen-
diculara dusd din - C la (A) itersecteazit  cercul  desceris de
punctul T in doud puncte 7, si T,. Segmentul 7,7, este
proicctia axei mari a elipsei. Inplannl (ACT,), daciin punctul
--T, ridicim o perpendiculari pe planul (P) aceastd perpen-
dlculam intersecteazii mediatoarea segmentului 4B in cen-
trul sferei care are raza minimd; perpendiculara ridicata -
fn punctul 7, intersecteazi medntoarw 'segmentului AB

_ in centrul sferei dc Tazi maximi.

. 222, Locul gcometric al punctelor egal depirtate de cele
- doud sfere este o sferd (5), concentricd cu ele §i de razi. R =
— Rt Ry :
2 -

ii) Locul geometric este intersectia sferci (S) cu planul

mediator al segmentului dat (cerc, elipsi, punct dublu)
C i) “Locul geometric este intersectia dreptei care trece prin
. centrul cerculuicircumscris tnunghmlul ABC, perpendicu-
- lara pe planul triunghiului, cu <fcra (S) care poate fi format
“din 2, 1, 0 puncte,

iv) Inaltlmea conului cste P1 + R,, condijia ceruti estc
2R} = R} — R,R,, diametrul bazei conului cste2}/ K — 2R}
si conul este echilater (generatoarea fiind congruenh cu
diametrul bazei).



. GEOMETRIE ANALITICA IN PLAN

CAPITOLUL IH

" PUNCT FIX. PUNCTE COLINIARE.
DREPTE CONCURENTE. DIRECTIE FIXA.
PUNCTE CONCICLICE. LOCURI GEOMETRICE

EXERCITII PROPUSE

1. i) Sase determine punctul fix al fasciculului de drepte:
(@—Nx+(a@a—2)y—a+3=0

i) S se detcrmine dreapta din fascicul care intersecteaza

..E

axele Ox, Oy, respectiv in punctele 4 §i B astfel ca 0;2

1
0oB?

=1

+

2, Se dau punctele: 4(acos®{, acostsin f); B(—b sin®2, )
bcos¢sint), ¢ fiind parametru real variabil. Si se arate ci
‘dreapta (4B) trece printr-un punct fix.

3. Se dau doui drepte x = 1, ¥ = 3 si un punct 4(0, 4).
Ducem prin punctul 4 o dreapta variabila care intersecteaza
dreptele date in.B si C; prin B se duce altd dreapti variabild
paraleli cu 'OC, carc intersecteazi dreapta x =3 in N.

i) Si se arate ci dreapta (BN) trece printr-un punct
fix F (si se determine coordonatele punctului).

~ ii) Si se arate ci aria tiunghiului OBC nu depinde de
pozitia secantei (4 BC).

4. O dreaptd variabild care trece printr-un punct fix 4
intersecteazi axele de coordonate Ox, Oy, respectiv in pun-
tele M si N. Paralela dusd prin M la prima bisectoare inter-
secteazi axa Oy in M’, iar paralela dusi prin N la a doua
bisectoare intersecteaza axa Ox in N’. Si se arate ca dreapta
(M'N’") trece printr-un” punct fix:
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5. Peaxele de eoordonate Ox, Oy se ian respectiv punctcle
variabile 4 si B, astfel ca 04 4 OB = & = constant. Fic C
-al patrulea virf al dreptunghiutui construit pe 04 si 0B.
S4 se arate ci perpendiculara din C pe AB trece printr-un
punct fix. '

6. Pe axcle Ox §i Oy sc iau punctele fixc A-si B si segmen-
tele variabile A4’ = BB’. Si se arate i mediatoarea scg-
mentualui A’B’ trece printr-un punct fix.

7. Se dau punctele A(a, 0), B(0, b), C(3a, 3b), D(4a, 2b).

' BM '

‘Se ia pe-segmentul BC punctul M astfel ca e = k, iar
pe segmentul DA punctul N, astfel ca 113": = k———{—l Si se

demonstreze ci dreapta (M) trece printr-un punct fix.

_ 8. Se considera un punct M mobil pe latura Ox a unghiu-
lui fix %0z i un alt punct fix N in acelagi plan. Fie P proiec-
tia punctului M pe Oz §i-Q proiectia punctului O pe drecapta
(MN). Sa se arate ci dreapta {P@) trece printr-un punct fix.

9. Fata de un sistem de coordonate carteziene ortogonale
se consideri triunghiul AOB si un punct fix C. Prin C se duce
0 dreaptd variabild pe care se iau punctele M si N, In M i
N se duc perpendiculare pe 04 respectiv OB; care intersec-
teazi laturile opuse in M’ si N'. Sa se arate ci dreapta
(M’N’) trece printr-un punct fix C’ cind dreapta (MN) se
rotegte in jurul punctului C.

- 10, Si se arate cii daci intre coeficientii din ecuatia unei
drepte variabile Ax + By 4+ C =0 existi relatia Al +
+ Bm 4 Cn = 0, unde [, m, n sint numere reale date, atunci
dreapta sau trece printr-un punct fix sau este paraleli cu o
directie fixa.

11. Se dau # puncte fixe My, M,, ...,3, si o dreapti mobi-
Ii (B). Se presupune ci intre distantde 4,, ds, ..., d,, ale
acestor puncte la dreapta (A) existi o relatie de forma:

kldl + kzde +o+ kndn =0,

ande %, %y ... k, sint numerc reale date. Si se arate ci-
dreapta (A) sau trece printr-un punct fix sau este paraleld
cu o dreapta fixi.
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12. Se di sistemul de axe ortogona’ld 20y, drecapta (D)
~de ccuatie x =2, dreapta (D') de ecuatie x = —4, punctele
A(8, 0), A'(—S8, 0) si puncful P variabil pe axa Oy. Se. cere:

i) si se’ scric ecuafia cercului circumscris triunghinlui
- P44, .

i) fie M intersectia dreptei (A P) cu dreapta (D) si M’
intersecfia dreptei (P4’) cu dreapta (D). Si se arate cd
drcapta (M A1’) trece printr-un punct fix §i si se detcrmine

- coordonatele acestui punct. '

13. Punctul variabil M este situat pe cercul (0). Tan-
genta in M intersecteazi o razii prelungiti in punctul B.
Daci in B se duce (in partea tangentei) BC_1 OB i BC = BM,
s se arate ci dreapta (CM) trece printr-un punct fix.

_ 14, Prin extremitatea A a axei mari a unei elipse se duc
coardele perpendiculare variabile AM, AN. S se arate ci
dreapta (MN) trece printr-un punct fix.

15. In raport cu un sistem de coordonate cartezicne,
" in plan, se considerd dreapta (D) definiti de ccuatia:

(D 2xsin® % 4 2y cost & 1 cosa—1=0
2 TS

unde a4 este un parametru. real variabil,

i) Si se arate cd oricare ar fi valoarca parametrului a
dreapta (D) trece printr-un punct fix 4 ale carui coordonate
se cer. - _ , '

ii) Si se scrie ecuatia parabolei care are focarul in punctul
A si directoarea reprezentati de ccuafia y + 2 = 0 §i si se
traseze graficul acestei parabole. ,

: (Facultatea de Matematicd)

16. Se consideri o dreapti fixi si trei puncte fixe 4, B, C,
ultimul apar{inind dreptei. Fie M, M’ douid puncte mobile
pe dreapti, simetrice in raport cu C. Se duc din B tangente
la cereul circumscris triunghiului AMM’. Si se arate ci
dreapta care uneste punctcle dec contact: trece printr-un
punct fix. .

‘17. Se di paralelogramul A BCD. O paralela oarecare la -
latura A B intersecteaza laturile AD si BC, respectiv in M si
N, iax o paraleli la AD intersecteazi laturile 4B §i CD,
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© . respectiv in P §i:Q.-Fie {E}= (3P) N (VQ). S se arate ci

punctele B, B, E sint coliniare.
18. S¢ dau punctele 4(6, 0), B(0, 4), C(I, 5).
i)_ S se arate cii triunghiul 4BC estc dreptunghié,
. -1i) Dreapta (4C) intersecteazi axa Oy in E, iar. (BC)
-intersecteazi axa Ox in F. . o
: Si se arate ci mijloaccle scgmentelor OC, B4, EF sint
coliniare i si sc determine ccuatia dreptei lor (D).
-~ .iii) S& se arate ci bisectoarcle intcrioare ale unghiurilor
- AEO, BFO sint perpendiculare 'si se intersecteazi pe
dreapta (D). A

19. Fie triunghiul 4 BC oarecare in plan. Dintr-un punct

0 se duc perpendiculare pe dreptele (04), (0B) si (OC) care

- intersecteazd laturile BC, C4 si 4B in punctele A/, N, P
S se demonstreze ci aceste puncte sinf coliniare. -

20. Si se scrie ecuafia cercului care trece prin origine
si prin punctele 4(1, 0), B(0, 2). Si se scrie apoi ccuatiile
tangentelor in punctele 0, 4; B si si sc verifice ci aceste
tangente intersecteazi laturile opuse ale triunghiului 0AB
in trei puncte coliniare,

21, Si se demonstreze ci intr-un triunghi oarccare, orto-
centrul H, centrul de greutate G si centrul O al cercului cir-
“cumscris sint coliniare §i ci punctul G imparte scgmentul OH

in raportul — «%.(dreapta se numeste dreapta lui Fuler.)

- 22. Fati de un sistem de coordonate carteziene se con-
- -siderd cercul de ecuatie 2% 4+ y? 4 4x = 0.
Dacd 4 si B sint punctele de intersectic ale cercului cu Ox,
- ~o dreapti (d) perpendiculari pe (4B) intersccteazi pe (4B)
- in C, simetricul lui B in raport cu 4. Prin punctul 4 sc duce
o secantd variabild care intersecteazii dreapta (d) in P, iar
cercul in Q. Dreapta (BQ) intersecteazi drcapta (d) in R,
- dar dreapta (4R) intersecteazi cercul in L. Prin punctele P
§i R-se duc paralele la (4B) care intersecteazi pe (AR) in
M si pe (AP) in N. Si se demonstreze ci: -
i) CP - CR = constant.
ii) punctele P, L, B si M, P, N sint coliniare.
' -iii) dreapta (NL) trece printr-un punct fix,
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23, Se considerd un triunghi 4 BC dreptunghic in 4.

Printr-un punct P situat pe ipotenuzi se duc paralele cu 4B, -

AC care intersecteazi pe AC, 4B in punctul N, respectiv M.
Perpendiculara in P pe BC intersecteazi pe AB. AC in D,
respectiv E. Dreptele (BE), (CD) se intersccteaza in F;
paralelcle din B, C la AC, AB intersccteaza dreptele (CA),
(BN) in G, respectiv H. Sa sc arate ci punctele G, H, 4, F
sint coliniare. ' '

24, Sa sc arate ci tangentele la cercul circumscris unui
triunghi in virfurile triunghiului intersccteazd laturile
epuse in trei puncte coliniare. :

25. Pc o clipsi se considerd punctele A si N; paralela
prin M la axa mici BB’ intersecteazi paralela din N la axa
mare AA’ in punctul /. Fie punctul P intersectia normalei

“in M cu AA’ si Q intersectia normalei in N cu BB’. Si se
arate ci punctele P, Q, I sint coliniarc. \
(Facultatea de Malematicd)

26. Se da un punct M pe axa mare A4’ a unei elipse $i un
punct N conjugat armonic cu M fa{d de 4 i A’. O dreapta
oarecare dusd prin M intersecteazi elipsa data in punctele P
si Q si perpendiculara din N pe 44’ in R. Si se arate ci punc-
tele M si R sint conjugate armonic fata de punctele P i Q.

(Facultatea de Matematicd)

27. Si se determine parametrul real A astfel ca dreapta
dx + 3y + A= 0 si treaci prin intersectia dreptelor
Bx+y=0;,9x+2y+6=0. _

28. Pentru ce valoare a parametrului real a dreptele
x4+ y—3=0! 2x+y—4=0;ax+4 3y —7=0sint
~ concurente?

Inlocuind pe a cu valoarea aflati, pentru ce valoare a lui A
dreapta rezultatd apartine fasciculului

2x+y—4+ Mx+y—3)=0?
29. Fie A’B'C’ simetrical triunghiului 4BC fati de. o
dreapti (A). Si se demonstreze ci perpendicularele duse din
4’, B', C’, respectiv pe BC, CA, AB sint concurente,
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30. Pe catetele A Bsi AC ale unui triunghi dreptunghic se
construiesc, in afard, pitrate in carc virfurile opuse Iui 4
- sint respectiv D si E. Si se demonstreze ci dreptele (CD),
(BE) si indltimea AH a triunghiului sint concurente.

31. Se da unghiul drept xOy, o dreapti (D)-care trece
prin O si un punct 4 care se proicctcazi in B §i C pe Ox si
Oy. Paralela dusi prin A la (D) intersectcazi axa Ox in punc-
tul D. Fie D, si 0, proiectiile punctelor D si O, respectiv pe
(D) 51 AD. Sa sc arate ca (D0,), paralela dusa prin C la (D)

‘i perpendiculara dasa din B pe (D) sint trci drepte concu-
rente.

32. Sc dau punctele A(1, 0), B(4, 3), C(0, 5).
_i) Si se determine coordonatele punctelor D, E, F, stiind

ci D imparte latura BC in raportul — ;, E imparte latura

CAin ra‘portul — ; 51 I' imparte latura .4 B in raportul ——% .

, i) Si se arate cid dreptele (AD), (BE), (CF) sint concu-

rente. .

iii) Sd se arate ci punctele E, F si D', conjugatul lui D
fata de B si C, sint coliniarc.

33. Se proiecteaza virfurile 4, B, C ale triunghiului ABC
pe o dreaptd (A) in A’, B’, C': Si se demonstreze ci perpen-
dicularcle duse din punctele 4, B’, C’ respectiv pe BC,
CA, AB sint concurente intr-un punct M (teorema ortopo-
lului). ' ‘

34. Se dau triunghiurile 4BC si A’B’C’. Sa se demons-
treze cd daca perpendicularele duse din virfurile 4, B, C pe
laturile B'C’, C'A’, A'B’ sint concurente, atunci si perpen-
dicularele duse din virfurile 4’, B’, C" pe laturile BC, C4, AB
sint concurente. (Teorema triunghiurilor ortologice.)

35.- S se arate cii dreptele care unesc mijloacele laturilor
unui triunghi cu mijloacele indltimilor corespunzitoare sint
-concurente. :

36. Sc dau douid axe ortogonale Ox, Oy si un punct 4
aparfinind primei bisectoare a unghiului axelor. Fie 4, si
A, proiectiile punctului 4 respectiv pe Ox §i Oy, iar M i N
punctele in care o dreapta variabild ce trece prin .4 intilneste
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accleasi axe. Si se arate ¢ dreptele (M 1), (VA s .pcrp(;n- :
djcnhm (l.m 0 pe dreapta (M N) sint concurente., - -

“(Facultatea de nmlcm(m @y

© 37. S¢ dit un triunghi echilatvra.l ABC. Pe laturile BC,
CA, AB sc iau punctele A’, B’, C’ astfel ca:

A'B B'C S c4 1 '

s ke = R, — ke R {0, 1

ac " B4 CB ® N

i) Sa sc demonstreze ci dreptcle (A4°), (BB'), (CC') sintf
concurente intr-un punct .

ii) Sd sc de tormmc locul ge ometric al punctului M cind k
este variabil.

iii) Sd sc determine & astfel ca pun('tul M si apar tind
cercului circumscris triunghiului 4BC.

38. Si se determine conditia ca normalele fu trei puncte :
ale umei clipse si fie concurentc.

39. futr-o hiperboli  echilateri se inscriec un tnundn
oarccarc, Si se demonstreze ci perpendicularele ridicate pe -
laturi, in punctele lor de mtcrscc(;nc cu una din asimptote,
sint concurente,

40. Se di un punct fix A pe axa Ox si o dreaptd (D).
Prin punctul A se duce o dreapti variabild (A) si fie {M} =

= (A)N(D), {N}=(A) N(0y). Si se determine locul .

geometric al intersectiel perpendlcularel pe Oy in N cu drcdp—
ta (0M). ’

41. Se di dreapta (D) 2% + 3y ~ 12 =0. Un punct M
mobil apartinind dreptei (D) se proiecteaz in P pe 0% si in

Q pedreapta x — ¥ -+ 2 = 0. Si se determine locul goometnc
al mijlocului segmentului PQ ,

42, Se dau punctele 4(0, 1), B(4, 2), C(2, 3).5i se cere:
i) locul geometric al punctelor M care satisfac relafia:
- MA* 4 MB*— MC* = 20;
ii) locul geometric al punctelor M care satisfac, rdatm
MA®* + MB* — 2A109 =17;
iii) si sc cerceteze dack existd puncte in plan care si
satisfaci simultan 'tmbele relafii.
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43, Se da triunghiul 4 BC si fie a, 8, vy trei numere varia-
bile a ciiror suma ‘estc nuld, Si s¢ arate cd locul geometric al

 punctului M, astfel ca aMA® +4 BMB? + vMC* = 0 cste o

- dreaptd care trece printr-un punct fix.

44, Se dau doud drepte (A), (A’) si un punct fix 4, O
dreaptd variabild care trece prin A4 intersccteazii pe (A) si -
(A’), respectiv in M si N. Si se determine locul geometric al

- punctului P-€ (MAN), care satisface relafia: -
a b ¢

| CAM tIN T ap ‘

a, b, ¢ fiind constante. Caz particular ¢ = a 4 b. Se va cer-
ceta cazul cind P este conjugatul punctului 4 fati-de M i N.

45, Fie P si Q punctele dc intersectie ale unci drepte
variabile cu laturile 04 si OB ale unui unghi dat 40B. In
punctele P si Q se ridici perpendiculare pe 04 §i OB care se
intersecteaza in M. : S

Si se determine locul geometric al punctului M, cind
secanta fiind variabild, avem OP 4 0Q = K (K fiind o
constantd rcald). ‘ '

- 46, Dintr-un ﬁimct P se coboari perpendicularcle PM,
PN pe laturile 034, ON ale unui unghi. Si se determine locul
geometric al punctului P stiind ¢ OM + ON == const.

47. Si sc arate cd locul geometric al punctelor pentru
care raportul distantelor la doud drepte fixe concurente este
constant, se compune din doud drepte care formeaza un
fascicul armonic impreund cu dreptele date. S sc cerceteze
si cazul particular cind dreptcle date sint paralele.

48. Si se arate ci locul geometric al punctelor pentru
carc suma distanfelor la doua drepte fixe concurcnte este
- constanti, sc compune din patru drepte care formeazd un
dreptunghi. Caz particular cind dreptcle date sint paralele.

49, Un punct M descrie latura BC a triunghiului fix

-~ ABC; fie N, P proiectiile punctulni M pe laturile 4B, AC.

Si sc arate ci locul geometric al mijlocului segmentului NP
cste o dreapta. '

50. Se consideri un punct fix.Mo‘ si doud drepte fixe
(D), (D). O dreaptd mobild dusi prin 1/, intersccteazd
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cele doud drepte respectiv in M,;, M,. Si se arate ci locul
geometric al purictului M, conjugatul armonic al punctului
Mo in raport cu A\, M,, este o dreaptd care trece prin punc-
tul de concurentd al dreptelor (D,), (D,), numiti polara
punctului M, fafi de unghiul format din cele dous drepte.
Daca cele doud drepte sint paralele, locul geometric este o
dreaptd paraleli cu ele. ‘

51. Se considerd un punct fix My si # drepte fixe (D,),
(Dy), ..., (Dn). O dreapta mobild dusi prin M, intersecteazi
ccle # drepte in punctele M;, M,, ..., M,. Se ia pe aceasta
dreaptd mobild punctul M, astfel ca:

n 1 1

1
MM MM, o T YA T

Si se arate ci locul geometric al punctului M este o
dreaptd numiti polara punctului M, fata de dreptele date.

52. Fic 0ABC un dreptunghi si (d) o dreapts variabila

. care trece prin O; dreapta (d) intersecteazi pe AB in N si

pe BC in M. Simetrica dreptei (d) fati de 04 intersecteazi .
pe AB in @ si pe BC in P. Si se determine locul geometric al

intersectiei dreptelor (PN) si (QM).

93. Se dau doud axe ortogonale Ox si Oy si un punct
P(a, b). Prin acest punct se duc doui drepte perpendiculare
variabile; una intilneste pe Ox in punctul 4 si cealaltd intil-
neste pe Oy in punctul B. Si se arate ci locul geometric al
proiectiei punctului P pe AB este o dreapti.

(Facultalea de Matematicd)

54, Sc dau doud axe rectangulare X0V si un punct 4
apartinind primei bisectoarc a unghiului axelor. Fie A;sidg
proiectiile lui 4 respectiv pe Ox si Oy, iar M si N puncte in
care o dreapti variabili care trece prin 4 intersccteazi axele
carteziene. : '

i) Sa se arate ci dreptele (MA,), (NA 1) §i perpendiculara
din O pe dreapta (MN) sint concurente.

if) Perpendicularele duse in M si N pe dreapta (J4N)
intersecteazi respectiv axele Oy si Ox in punctele N’ si A’,
Si se determine locul geometric al intersectiei dreptei (M'N’)
cu perpendiculara dusi din O pe (MN). Si se studieze si
cazul cind punctul 4 este asezat oriunde in plan si si se explice
geometric rezultatul.

278



~

55, Se dau punctele A(———a 0) st B(a, 0). Prin A se duce

o dreapti de coeficient unghiular m variabil, iar din B se
duce perpendiculara pe dreapta dusi din 4.

1) Si se determine locul geometric al punctului M in care
se intersecteazi dreptele de mai sus.

ii) Dreapta (4M) intersecteazi pe Oy in punctul C. Si se

- scrie ecuatia locului geometric al punctului P in care paralela

dusd din C la Ox imtersecteazi pe (BM).

_iii) Fie T proiectia  punctului P pe Ox. Si sc deducd
geometric (folosind asemianafea triunghiurilor AOC si BTP),
relatia dintre coordonatele x si y ale punctului P,

56. Se di o dreapti (D) si un punct fix A pe accastd
drcaptd. Fie B un punct variabil pe o dreapta (D,) fixi,
perpendiculard pe (D). .

i) Sa sc d»termine locul gcometric al intersectici perpen-
Qicularei pe mijlocul segmentului A4 B cu paralela dusi prin B
la dreapta (D).

if) Sd sc arate ci locul geometric este o paraboli tangentd

Ia mediatoarca scgmentului 4 B.

57. Se di un triunghi isosce) §iosi se determine locul
geometric al punctelor care au produsul distan{clor la laturile
egale, egal cu pitratul distantei pind la bazi.

58. In triunghiul isosccl ABC (4B = AC), fie D piciorul
fnil{imii din 4 pe BC. -

1) Si sc arate ci perpendiculara din D pe AC cste tan-
gentd in D la cercul (4 BD). '

ii) Dacii A este un punct variabil pe cercul (4 BD), si se
d:termne locul geometric al centrului G de greutate al tri-
unghiului 4 BM. -

iii) Si sc explice geometric aceste rezultate.

59. Intr-un triunghi isoscel ABC (BC = AC) sc duce o
paraleli (variabili) la baza AB, care intersectcazi laturile
A€ ¢i. BC in P si Q, iar injiltimea CO in H. Si se determine
locul geometric al intersectiei dreptei (OP) cu (4H), al drep-
telor (OP) si (AQ), al dreptelor (0Q) si (AH).

60. Si sc determine locul geometric al punctelor din care
se pot duce tangente cu lungimea de 6 unititfi la cercul de
ecuatic x® 4 y* —8x 4- 6 =0.
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61. Si se determine locul geometric al punctului M care
satisface relatia - . D

ad\'l./l",—{-'pMB" = I?

A, B fiind doud puncte fixe, iar a, B, £ cocficicnti reali con-
stanti. -

62. Si se determine locul 'geometricA al punctelor care
satisfac relatia  MA® 4 MB® 4+ MC¥'= 1, k€ R, -si
A,B,C fiind trei puncte fixe. Generalizare in cazul a # puncte
fixe. ' S

63. Si se determine locul geometric al punctelor care aun
raportul distantelor la doud puncte fixe constant.

64. Si sc determine locul geometric al centrelor cercurilor
care trec printr-un punct fix A §i sint ortogonale unui cerc
dat (C). -

65. Si se determine locul geometric al punctului 3 care
are puterile fa{d dc doud cercuri date intr-un raport constant.

66. Si se determine locul geometric al punctelor care au
suma puterilor fati de douit cercuri egali cu suma puterilor
fati de alte doud cercud. Generalizare.

67. Sc dau punctele P, @ si un cerc fix ca centrul pe
dreapta (PQ). Fic M, N capetele unui diametru variabil al
cercului. S sc determine locul geometric al intersectiei drep-
telor (MP) si (NQ). o

68. Se da un cerc (0) si un punct fix 4 in planul cercului.
Fie MN un diametru al cercului. ‘ '

i) S& se scrie ecuafia cercului determinat de punctele
M, N, A. . - : R '
: ii) S& se determine locul geometric al intersectici dreptei

(MN) cu tangenta in 4 la cercul (M NA4), cind diametrul MN
se rotegte in jurul centrului. ’

69. Se di un cerc §i un diamctru fix al siu. Si sc deter-

_ mine locul geometric al punctului M care are suma dintre

pitratul distantei la diametrul fix §i puterea punctului fafi
de cerc, constanti. .

70. Se di un ccrc cu raza ¢ §i un diametru (D) al siu,
fix. Si se determine locul geometric al punctului M care are
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raportul dintre puterca sa fafd de cerc i patratul distantei
pind la diametrul (D) constant si cgal cu . o

Se vor examina cazurile k. < 1;% = 1;% > 1 reprezentind
grafic locurile geometrice si interpretind rezultatele.®

71. Se da un cerc §i o dreaptd (D). Si se determine locul
geometric al punctului M astfel ca tangentele duse din punc-

tul M la cercul dat si fie cgal cu distanfa de la M la dreapta -

(D). Particularizéri.

72. Se dau doud axe perpendiculare Ox, Oy §i punctele
4, B pe axa Ox. Se duce cercul fix (C) descris pe 04 ca
diametru, iar prin punctele date 4, B un cerc varabil (C,).
care intersecteazi cercul (C) in punctul fix 4 i in punctul
mobil P. ' ’

Si se determine locul geometric al punctului al doilea
de intersecfie M, al dreptei (OP) cu cercul (C,), cind acest
cerc este variabil,

. 73. i) Si se scrie ecuafia familiei de cercuri tangente la
axele de coordonate, cuprinse in cadranele I sau ITI.

ii) Dintre aceste cercuri si se determine acelea care trec
printr-un punct dat A(a, b). Caz particular A(2, 9).

iif) Fie M punctul de contact al unuia din cercuri cu

axa Ox. O dreaptd care trece prin M si are o directie fixi -
intersecteazi din nou cercul in M’. Si sc determine locul”

geometric al punctului M’,- : .

- iv) Dintre cercurile familici. de mai sus si se determine
acelea .care trec prin punctul (A — 2, 22— 2), A fiind raza
. cercului. : o :

74. Si se demonstreze ci locul geometric al centrelor
dreptunghiurilor circumscrise unui patrulater dat este un
cerc,

75. Pe latura BC a triunghiului ABC se ia un punct
mobil M, Si se arate ci raportul razelor cercurilor circum-
scrise triunghiurilor AMB si AMC este constant §i si se
- determine locul geometric al intersectiei tangentelor in B, C
- 1a cele doud cercuri. '

76, Un triunghi ABC are latura BC fixi, iar virful 4
mobil pe o perpendiculard la’ BC. Se ia punctul 4’ diametral
opus lui 4 in cercul circumscris triunghiului ABC. S3 ss
- determine locul geometric al punctului A4’. :
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77, Pe axa Ox se ia punctul fix 4 si punctul mobil M,
iar pe axa Oy sc ia punctul fix B. Cercul de diametru’ OM
intersecteazi cercul care trece prin M si este tangent dreptei
(AB) in 4, intr-un al doilea punct, N. Si se determme locul
geometric al punctului N,

78. Pe latura BC a triunghiului ABC sc ja un punct
mabil M i se considerd cercurile care trec prin M si sint
tangente laturilor 4B, AC respectiv in B, C. Sa se determine
Jocul geometric al celui de-al doilea punct de intersecie al
acestor cercuri.

79. Intr-un cerc O se iau razele perpendiculare O4, OB
fixe si fie M un punct mobil pe cerc. Dreapta (M4) inter-
sccteazd pe OB in K, iar perpendiculara in K pe OB inter-
secteazi pe MB in 1. Si se detcrmine locul geometric al
punctului 1.

80. Pe o dreapta fixd se iau doua puncte fixe 4 §i B,
apoi se considera doud cercuri mobile tangente dreptei, res-
pectiv in 4 si B si tangente intre ele, Si se detcrmine locul
~geometric al punctului lor de contact.

-81. Fatd dec un sistem de coordonate cartcziene orto-
- gonale se considera punctele 4(3, 0), B(0, A), A fiind un
parametru real. Perpendiculara pe dreapta (A B) in mijlocul-
C al segmentului AB, intersectcaza axa in punctul D Sa
s¢ determine:

i} ecuatia cercului care trece prin puncto}e B, € si D.

ii) locul geometric al centrului cind B sc deplaseaza
pe Oy.

iy . - 3V -
iii) si se arate ca directoarca parabolei y* =f—| —8x
este tangentd cercurilor determinate la punctul i).

82. Se da un cerc (C,) cu centrul in origine si de raza R st
R

un cerc (C,) cu centrul pe dreapla y== lzi siderazi=

Fie M punctul de interscctic al coardei comune al celor
dous cercuri cu perpendiculara dusi din centrul cercului
(C.} pe diametrul cercului (Cl) Se cere:

i) sd se scrie ecuatia axei radicale a cercurilor (C,) §i (Cy).
ii) locul geometric al punctului M.
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- 83, Se dau doud cercuri tangente in O. Prin O se duce
coarda OM in primul cerc §i coarda ON perpendiculara .pe
prima, in al doilea cerc. Presupunind ci acéste coarde se ro-
tesc in jurul punctului O, raminind perpendiculare, si se
“ determine: - ' '

i) locul geometric al proiectiei punctului O pe MNj-
ii) locul geometric al punctului Z, mijlocul segmentului

iii) locul geometric al centrului de greutate al triun-.
ghiului OMN. A -

- 84, Considerim doud cercuri (cy) si (c,) tangente in ori-
ginea axei Oy, asezate la dreapta axei Oy, avind razele 7, si
5. Se cere: . .

i) coordonatele punctelor M si N unde o dreapti mobili
care trece prin origine intersecteazi respectiv cercurile (c;)
si (co). :

- ii) sd se arate ci tangentele in M §i NV la cercurile respec-
tive sint paralele. | ‘

‘iii) locul geometric al mijlocului segmentului MN.

(Facultatea de Matematich)

85. In planul a doud axe rectangulare x0y se dau drep-
tele ¥ = a §i ¥ = —a care intersecteazi axa Ox respectiv in
- A si B; pe aceste drepte se migci doud puncte A’ §i B’ asa

fel ca produsul A4’ BB’ = AB2

i) Sd se determine locul geometric al punctului A de
intersectie al dreptelor (AB’), (BA’).

. 1i) Si se arate ca tangenta dusi in punctul M la locul
geometric trece prin punctul P, intersectia dreptei (4'B’)
cu axa Ox. ~ ‘

86. Se consideri un cerc cu centrul in origine; o tangenta
mobila la cerc intersecteazi pe Ox, Oy in M, N. Axa radicala
a cercului dat si a cercului de diametru MN interscctcazi
pe Ox, respectiv Oy in M/, N’ )

Si se determine locul geometric al mijlocului segmentului
MINI‘

87. Si se determine locul geometric al punctelor pentru

care suma pitratelor distantelor la laturile unui triunghi
echilateral este constanti,
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~ 88, Din virfurile unui triunghi luate drept centre se
descriu cercuri de raze variabile proportionale cu trei Jungimi
date. Si s¢ determine locul geometric al centrulai radical al
celor trei cercuri. S :

-89, Sc considerd un cerc cu centrul in origine; o tangentd.
mobili la cerc intersecteazii pe Ox, respectiv Oy, in M, N.
Axa radicali a cercului dat si a cercului de diametru MN
intersecteazi pe Ox, respectiv Oy, tn A7, N'. Si se determine
locul geometric al mijlocului segmentului M’N'.

90. Sc dau cercurile 2% 4 ¥y —dx = 0si A% 4 y*+2v=0
cu centrele C, si C,. O sccantd dusii prin origine inter-
sectcazi curbele respectiv in M, si My; s se scrie ecuatiile
dreptelor (3,C;) §i (MC,). Si se determine locul geometric
al interscetici acestor drepte cind secanta se roteste fn jurul
originii. : '

91. Se considerii un sistem de coordonate in plan §i un
paralelogram variabi], ale cirui laturi trec respectiv prin
cite un punct fix; una, prin punctul 4(—2, 0); a doua prin
punctul B(0, 0); a treia prin C(1, 0), jar a patra prin D(4, 0),
astfel incit punctele 4, C si fie sitvate pe laturi opuse ale
paralclogramului. : =

i) Si se arate ci fiecare diagonald a acestui paralclogram
trece printr-un punct fix: una printr-un punct fix M, iar
cealalti printr-un punct fix N.- : —_

ii) Si se arate ci punctele M si N sint situate pe dreapta
(A BCD). (adici axa Ox). :

iii) Sc consideri cercurile care trec prin punctele fixe -
B, C si tangentcle din M si N la aceste cercuri, Si se
determine locul geometric al punctclor de  contact “al
acestor cercuri cu tangentele. T ' o

92. Consid=rim punctul A(2a, 0) §i cercul de diametru
04. O secantid mobild, dusd prin origine intersccteaza cercul
fn punctul M ; tangentcle duse in O §i M se intersecteazd
in punctul 7.

i) Si se arate cd:

4 1

oM:  OI* &
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ii) Perpendiculara din. A/ pe 04 intersccteazi, din-non
cercul in N. Sa se dctermine locul geometric al intersectici
dreptelor (O}), (ON). : '

(Facultatea ds Matenaticd)

- 93, Considerim un punct M, mobil pe scgmentul AB. si
cercurile de diametru AM si MB. :
, i) Sa se determine locul geometric al punctelor L si L’
de intersectie ale tangentelor comune exterioare cu tangenta
comuni interioard a celor doud cercuri, '
i) S se arate cd locul geometric inchide o arie egald
cu minimul sumei ariilor cercurilor mobile, 5

" 94, Sc comsiderd cercul: #*+ y*— R*= 0" si punctul
M(R cos a, R sin «) situat pe acest cerc. Fie 44’ si BB’
diametrele situate pe axele Ox §i Oy. Dreptele (M A4) si (MA'
intersccteazi axa Oy in punctele C §i D, iar dreptele (MB;
'si (MB') intersecteazi axa Ox in.punctele E si F,

1) S& se demonstreze ci punctele C, D, E, F sint con-
ciclice, adici sint agezate pe acelasi cerc §i si se scrie ecuatia
acestui cerc.

“1i) 83 se determine locul geometric al centrului dcestui-
cerc, presupunind cd punctul M se deplascazii pe cercul dat.
Sa sc reprezinte grafic ecuatia locului geometric.

95. Se da un cerc de raza R cu centrul in origine si care
intersccteaza directia pozitivi a axei absciselor in punctul 4.
Cu virful in acest punct, se fnscrie in cerc un triunghi echi-
lateral 4BC. o . .

i) Si se determine coordonatele virfurilor acestui triunghi.

_ii) Fie M intersectia laturii 4B cu axa ordonatelor; in
M se duce o perpendiculard pe AB. R fiind razi variabiliy;
si se determine locurile geometrice ale intersectiilor acestei
perpendiculare cu celelalte doud laturi ale triunghiului.

iii) In ipoteza R = {, punctele 4, B, C fiind considerate
afixele numerelor complexe z, z,, 2, si se formeze ecuatia
ale cirei radicini sint 7, z,, 24 §i s se arate ci 2z, = 23 si
2, = 23. o : . '

96. Si se determine locul gecometric al punctelor pentru
care puterile lor in raport cu # cercuri date sint legate printr-o

relatie liniara.
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97. Se ciau cereurile: _
Ay —2kx 42y 4+ 3=0, *4 ¥+ kvt y+1=0,
TP 2x—yo 1 =0.

~
i) Sa se arate cid linia centrelor primelor doud cercuri
trece printr-un punct fix atunci cind % este variabil.
ii) Si se determine locul geometric al centrului radical al
celor trei cercurl,

98. Si s determine locul geometric al mijloacclor coar-
delor unui cerc, carc se vid dintr-un punct dat suly un unghi
drept.

99, Si se determine locul geometric al centrelor cercu-
rilor ortogonale unui cerc fix §i tangente unci drepte fixe.

100. Fie xOy un sistem de axe rectangulare. Pe axa Ox
se considerd punctul fix A, iar pe axa Oy punctul mobil M.

i) Si se determine locurile gcometrice ale virfurilor N si P
ale patratului AMNP sial centrului acestui patrat. ii) Si
se arate ci cercurile circumscrise pitratelor AMNP, ¢ind
M este variabil, formeazi un fascicul de cercuri. Sa se deter-
mine cercul de razi minimi al fasciculului. iii) Cercul
(AMNP) intersecteazd axa Ox in punctul M’, difcrit de 4,
si axa Oy in punctul A’ difcrit de M. Sd se determine locul
geometric al punctului {Q} = (AM) N (4'M’). iv) Dreapta
(0Q) intersecteazi cercul (AMN P) in punctele U 5i V. Sa se¢
arate ca punctele O, U, @, . V formeazi o diviziune armo--
nica. v) Tangentcle in punctele 4 si M la cercul (4AMNP)
s¢ intersecteazd in 7. Si se determine locul geometric al
punctului 7. "

101. Pc o dreapti (d) se iau punctele A si B fixe. De
acceasi parte a dreptei (d) se considerd cercuri tangente in 4
" si B dreptei (d) si tangente intre ele, avind centrele in O,
§i Oy .
" i) Si sc arate cd dreapta (0,0,) rimine tangentd unui
cere fix. .

ii) Sa se determine locul geometric al punctului de inter-
sectie a dreptelor (AP;) si (BOa): C

iii) Sa se determine locul geometric al punctului de tan-
gentd al celor doud cercuri.
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~ 102, Se da cercul x® + y* —x— 3 4 2 =0 si dreapta
22+ y—1=0 :
" i) Sa se scrie ecuatia familiei de cercuri care, impreuni
cu cercul dat, au ca’axd radcald dreapta data.
ii) Sa se determine locul geometric al centrclor cercurilor -
de la panctul i). . : '
i) Locul grometric va fi o dreapti. Accasti dreapti

. este tangentd la un c—erc‘ in punctul 4 (—; l) , Cere care mai
trece si prin punctul B (1, 2). S sc scri¢ ccuatia acestui cerc.
“103. i) Si se- construiasci curbele: |
€y a4 2 —2ax =0 (a >0)
) K4 324 2%x =0 (6 > 0).

ii) O dreaptd dusia prin origine, d. coeficient unghiular
m, mai intersccteazi curba (C) in punctul A1, Perpendiculara
pe aceasti dreaptd, dnsi prin origine, mai intersecteazi
" curba (C’) in punctul N. Si se arate c¢i tangenta la curba
(C) in punctul M este paraleld cu tangenta la curba (C')
fn punctul N. :

iii) S& se détermine locul geometric al centrului cercului
circumscsis triunghiului OMN cind m cste variabil si sd se
construiascd curba aflata.

104. Considerim un cerc de centru O si doud diametre
perpendiculare Ox, Oy. Fie M un punct mobil pe cerc. Tan-
genta in M intersecteazi axa Oy in Y. Construim pe axa
Ox intr-un sens determinat, segmentul ON = 0Y si proicc-
tim punctul N in P pe tangenti. ) '

i) Si se arate ci dreapta (NP) este tangenti cercului
(0) si ci aria triunghiului OMN este constanti.

ii) Si se determine locul geometric al punctului P.

: iii) Si se determine locul geometric al proiectiei punc-
tului N pe raza OM.

105; In planal raportat la axele perpendiculare Oz, Ov
considerim punctele fixe A(a, 0), -B(0, ) si punctul mobil -
P(0, p). Fie M mijlocul segmentului AP si N punctul de
intersectie al axei Ox cu dreapta (BM). Si_se determine:

1i) locul geometric al punctului @ de intersectie a dreptei
(OM) cu paralela dusi prin N la axa Oy;

s )
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ii) locul geometric' al punctului & de interseciie a-dieptei
{(NP) cu dreapta (OM); o o

iii) ecuatia cercului care trece primorigine si'este tangent .

in punctul A dreptei (4P); - ‘ -

_iv) fic E al doilea punct unde acest cerc intersecteaza
axa Oy. Si sc determine locul geometric al punctului de
intersectie al tangentei in origine la cerc cu paralela dusi
prin I la axa Ox. - ' -

(Facultatea de Matematici)

106. Se consideri un sistem de axe x0y in plan si doud
cercuri (C,), (C,) cu centrele in originea axclor de coordonate,
de raze Ry =2 §i Ry=3.

0 scmidreapti cn originea O intersecteazi cercul (C,) in
punctul P si cercul (C,) in punctul P,. Se consideri perpen-
diculara din Py pe Ox §i simetricul M al punctului P, fati
de aceasti perpendiculard. ' :

. i) Si se scrie ecuatia locului geometric (L), descris de
punctul 3/ c¢ind semidreapta s¢ roteste in jurul punctului 0.

ii) Fic S un punct al locului geometric éL) si T un punct

care imparte scgmentul OS intr-un raport dat k. Si se deter-
-mine locul geometric al punctului 7' cind- punctul S descrie
locul geometric (L). . '

iii) Sd se scrie ecuatiile tangentelor la curba (L) in punc-
tele sale de interseciie cu cercurile (C,) si (C,).

iv) Fic A §i B doud puncte de pe curba (L), astfel incit
04 si OB si fic perpendiculare; fie # unghiul pe care-l face
0A cu axa Ox. Si se calculeze valoarca expresiei -

1
oa T o

(s¢ va vedea ci este independenti de u)

107. Considerdm un cerc mobil (@), tangent axei Oy d
avind centrul C pe parabola y? = 2px, de focar F. Fie P
unul dintre punctele de contact ale tangentei duse din Fla
cercul (€) si (f) cercul cu centrul in F si cu raza FT.,

i) Si sc determine raza cercului (€) care este vizut din
focarul F sub.un unghi drept.
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ii) Sa se determine locul geometric,al intersectiei tangen-
tei in punctul C la parabold cu axa’radicali a cercurilor
- (@) 5i ().
iii) S& se arate ci toate cercurile (@) sint tangente unut
cere. o -

108. Capetele 4 si B ale unui segment de lungime con-
stantd aluneci pe doud drepte perpendiculare. Fie A un
punct fix al acestui segment. Si se determine locul geometric
- al punctului M: '

- 109. Fie MN ordonata unui punct variabil pe un cerc
cu centrul in origine si Q punctul care imparte accastd ordo-
natd intr-un raport constant —= = k. Si se determine
B 4 .

locul geometric al punctului Q.

110. O tangenti variabili intcrsecteazi in punctele M

si A’ tangentele duse la cxtremitdfile axci mari ale unci

_elipse. Si se determine locul geometric L al intersectici
~ dreptelor (MA") si (M'4). S

- 111, O clipsd arc axa mare A‘A’:= 2BB’. O tangentd
variabild iitersecteazi tangenta din B in punctul N si tan-
genta din B’ in punctul N’. Sii se determine locul geometric
al intersectiei perpendicularclor duse din N si N, respectiv
pc BN’ si B'N.

112. Sa se d:termine locul geometric al punctclor L
_care impart ordonatele punctelor unei elipse intr-un raport
dat. Acecasi problemd pentru abscise.

‘113, Un punct M descrie o clipsd; fie N proiectia lui M
pe una din directoarele clipsei. Si se determine locul geome-
tric al mijlocidui segmentului MN:

114, Si se determine locul geometric al intersectiel

- perpendicularci dusi din focarul unei elipse pe o tangentd
- mohil3, cu dreapta carc uneste centrul clipsei cu punctul
de contact. al tangentei. -

115. Si se determine locul geometric al proiceciei cen-
trului unei elipse pe o tangentd variabila. '

116. O tangenti variabili a uneci elipse intersecteaza
axcle clipsei respectiv in punctele M, N. Paralelele duse
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prin A, N la axe se intersecteazi in punctul P. Si se deter-
mine locul geometric al punctului P. : -

117. Intr-o clipsi se duce o coardi BC paraleli cu axa
mare A4’ si fie T proiecfia virfului 4 pe dreapta (BC).

i) Si se arate ca: :
b2-TB-TC =a® - TA%
unde a, b sint semiaxele elipsei.

ii) Sa se determine locul geometric al intersectiei drep-
telor (A’B), (AM) unde M este mijlocul coardei BC.

v (Facultatea de Matematic)

118. Se consideri o elipsd si cercul principal al ei (descris
pe axa mare ca diametru). Fie M un punct variabil pe curba;
perpendiculara din M pe axa mare intersecteazi cercul
principal in punctele P si Q.

. i) Normala in punctul M la elipsi intersecteazi dreptele
(OP) si (0Q) respectiv in punctele P’ si Q’. Si se arate ci
. punctul M este mijlocul segmentului P'Q’. .

ii) Si se determine locurile geometrice ale punctelor P’
siQ'.

iii) Tangenta in M la elipsa intersecteazi axa mare in T,
Sa se arate ca patrulaterul OQ'TP’ este inscriptibil,

ider eli 22 9? . :
119.. Se considerd elipsa = + 3—2-—1 =0 si punctul

P(2a, 0). . A
i) Sa se scrie ecuafiile tangentelor duse din punctul P
la elipsd §i si se determine punctele de tangenta T si T7.
ii) O dreaptd variabild care trece prin punctul P inter-
secteazd elipsa in punctele R si Q.- 3
Si se determine locul geometric al intersectiei tangen-
telor duse in R si Q la elipsa. .
iii) Sa se verifice dacd locul geometric obtinut contine
si punctele T si T".

120. Consideram elipsa de centru O si axa A4’. Fie M
un punct mobil pe elipsi. Dreapta (4M) intersecteazi in N
tangenta elipsei in virful 4. Si se determine locul geometric
al intersectiei paralelei din N la axa 44’ cu dreapta (4'M).

(Facultatea de Matematicd)

200 .



" 121 Fie cercul cu centrul C(0, b) cu b > 0, care intcr»
secteazd axa absciselor in punctul A(a, 0). Se considerd
familia de elipse raportate la axele de simetrie, care au ca

. semiaxd segmentul O4.

i) 'Si se determine clipsa din familie pentru care tangenta
dusi in punctul din cadranul I unde prima biscctoare a
axelor intersecteazd clipsa, este perpendiculari pe tangenta
Ja cere in punctul 4.

i) 53 se determinc locul geometric al mijloacelor coas-
delor determinate prin intersecfia elipsei de la punctul i)
cu o dreaptd mobild care trece prin centrul cercului. ,
~iil) S& sc demonstreze ci locul geometric aflat la punctul
ii) este o parte dintr-o elipsi. :

-2

2
122, Sc considerd elipsa -12— + “—;; — 1 =0 si hiperbola
R 2
x? N . . ‘
=5 —--z;——l:O. Prin virful comun 4 al celor dopi
@ 2 _

conice se. duce o secanti variabili care le intersecteazi a
doua oard, respectiv in M si N. Si sc determine locul
geometric al intersectici tangentclor: in M la elipsi si n N
la hiperboli.

123. Se dau punctele fixc A, B si fie Q mijlocul segmen-
tului 4B. Si se determine locul geometric al punctului 3,
astfel ca: " :

OM?* = MA - MB.

124, Se consideri un fascicul de cercuri; si se determine
locul geometric al punctelor de contact ale acestor cercuri
cu tangentele paralele cu linia centrelor lor.

125. Si se determine locul geometric al centrelor cercu-
rilor care determind pc axele de coordonate coarde de lungimi
constante.

_ 126, Se da hiperbola echilaterd #%2— > —d4 =0 si o
dreapti variabild paraleld cu Ox fn plan, care intersecteazi
hiperbola in punctele 4 §i B,

Fie M punctul de intersectie 3l dxggtg%gg (40) si (BD) -

unde C §i D sint virfurile hiperbolei

i) locul geometric al punctului Y

_ii) fie N punctul de intersectie @l dreptelor (50) gt {4C). "
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~ Si se determine locul geometric al punctului N;

iii) sd se precizeze poz1t1a celor doni locuri geometrice
determinate fatd de cercul %* 4- 32 —4 = 0. :

127. S4 sc determine locul geometric al punctclor de
unde sc pot duce tangente perpendiculare la o hiperbold.

128. Se dain doud axe rectangularc Ox, Oy si punctclc-
- fixe A(a, 0), B(b, 0). Doud drepte variabile trec respectiv
prin 4 §i B §i intersecteazd axa Oy in punctele C §i D, astfel
ca valoarea algebrici. a segmcntulm CD sa fie egah cu o
constanti %. Se cere:

i} locul geometric al punctului de mtercecpc al celor
doud drepte;

_ ii) acest loc fiind o hlperbola (H) carc trece prin punc-

tele 4 5i B, sd se determine locul geometric al punctului de
intersectie al tangentelor in 4 §i B la hiperbela (H) cind h
este variabil;

iit) con&denﬁd B fix, h constant si 4 variabil pe Ox, si
se determine locul geometric al punctelor de pe (H) unde
tangenta este paraleld cu Ox. -

129, Triunghiul 4BC arc latura BC fixa, iar suma sau
diferen{a celorlalte doud laturi este constantd. Si se deter-
mine locul geometric al centrului de greutate al trmnghmlm

130. Si se determine locul gcometnc al proxcctulor'
centrului unei hiperbole pe tangentele sale. Caz particular:

- hiperbola este echilaterd.

131. Printr-un punct P sc dm paualdc la asimptotcle

‘unei hiperbole date, care intersecteazii curba in M ¢ N,
i) Gaésiti ecuatia dreptei (MN) cit sl panta ci. :

Si se determine va.loarea. raportului djstantelor de la punctul
" P la dreapta (MN) si la polara punctului P:

i) -Si sc determine locul geometric al punctului P, astfcl.
ca dreapta (MN) si treacd prin centrul hiperbolei.

iiiy Se coboard din centrul O perpendiculara OH pe MN.
Si se determine locul geometric al punctului H cind virfu-
rile 4 si A’ ramin fixe, iar unghiul asimptotelor este variabil. -

iv) Si sc determine locul geometric al punctulm P astfcl
ca dreapta (MN) si. ramin3 tangenti elipsei care are aceleasi
axe ca §i hiperbola datd, aceasta fiind mvanablla :
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132. Considerim o hiperbold de semiaxe a, b; o secantd
paraleld cu axa AA4’, intersecteazi curba in punctele M s

N, M fiind pe acecagi ramurd a curbei, ca §i virful 4. Fie

P mijlocul segmentului MN si T intersectia dreptei (MN)
cu tangenta in- 4. : : .

i) Si se arate ci avem relatia :
B2-TM TN 4 a?- 4712 = 0.

" ii) Si se determine locul geometric al interscctiei drep-
telor (AP), (4'T), cind secanta este mobili.

~ +iii) Si se determine Jocul geometric al intersectiei drep-

telor (AM), (4'T). ,

( Facultalea de Matematicd)

~ 133. Intr-o hiperbold de semiaxe @, b, centrul O si focare
T, F’, dircctoarca ‘d corespunzitoare focarului I intersee-
teazd axa in D. '
i) 83 se arate cd

[

0D _ 4
DF b

ii) Fie M un-punct mobil pe hiperbold si P proiectia

32

~lui'pe axa Oy. Si se determine locul geometric al mijlocului

segmentului MP.
iif) Sa se detcrmine locul geometric al intersectici drep-
~ tei (0M) cu polara punctului P. :

134. Se da hiperbola —2——_}-2»- 1=0 sgi--un punct
M (ac {3)’ apartinirid" hiperbolei. ) e

Se¢ cere: B
i) ecuatia tangentei la hiperbola in punctul M, ecuatia
_ perpendicularei pe Ox: dusd prin' punctul unde tangenta
intersecteazi axa Ox §i ecuafia dreptei (OM). '
‘i) Tocul geometric al punctului de intersecfie al perpen-.
dicularei cu (OM) cind punctul M se deplaseazi pe hiperboli.
iii) rezolvind ecuatia. locului geometric in raport cu gy
. i luind rezultatul cu semnul plus, si se studieze variajia
~ functiei obtinute §i si se reprezinte grafic. Prin.simetrie s8
va completa reprczentarea grafici a locului geometric de la -
punctul ii), - - o -
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135. Pc o parabold sc considerd un punct M variabil si
simetricul siu M’ fata de axa de simetrie. 4 fiind un punct
fix pe axa parabolei, si se determine locul geometric al inter-
sectici dreptei (MA) cu paralela dusi prin M’ la axa. -

136. Se di  parabola j‘é—sz =0, Si se determine
locul geometric al punctului 3, astfel ca tangentele dusc din
M la_parabold si determine pe tangenta la virf un segment
de lungime data a.

137. Si sc determine parabola y% — 2px = 0, ortogonali
cercului cu centrul in 4(—2, 0) si cu raza 5. ,

Aceeasi problemd pentru un cerc cu acelasi centru, dar
cu raza r.

54 se determine lccul geometric al punctelor comune
celor doud curbe, cind raza cercului este variabila.

138. Fie M un punct pe o parabola si M’ simetricpl siu
fatd de axa de simetrie. Sa se determine locul geometric al
intersectiei perpendicularei in punctul 3 pe tangenti (numiti
normald), cu paralela dusd prin punctul M’ la axi.

139. Fie A punctul unde directoarca unei parabole date
intersecteazi axa ei de simetrie. Se duce cercul cu centrul
in A, tangent exterior parabolei. O secanti variabili care
trece prin virful parabolei intersecteazi cercul in punctul N
§i parabola in M. Si se determine locul geometric al inter-
sectiei tangentelor in punctele M si N la paraboli si la cerc.

140, i) Sa sc arate ci pentru ca patru puncte, asezate
"pe parabola y*—2px = 0 si fie conciclice, ordonatele lor
trebuie sa verifice relatia

Y1+ Yot s+ ya=0.

ii) Fie A i B doud puncte fixe pe o paraboli. Un cerc
variabil care trece prin 4 §i B mai intersecteazi parabola
in punctele M si N.

Tinind seama de relatia de la i) si se determine locul
geometric al intersectiei tangentelor duse In M §i N Ia
parabold,

141. Si se determine locul geometric al proiectiilor virfu-
lui unei parabole pe tangentele sale. :
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142, Si se determine locul geometric al proicctiilor picio-
rului dircctoarei unei parabole raportate la axa Ox pe tangen-
tele sale duse intr-un punct-mobil apar{inind parabolei.

143. Se dau parabolele y? = 2px, y* = 2gx; o dreaptd
mobili dusi prin O intersecteazi cele douid parabele
punctele M si N. Si se arate ci tangentele duse in M, ¥
la cele doud parabole sint paralele si si se determine locul
geometric al mijlocului segmentului AN,

144, Si se determine locul geometric al centrelor cercu-
rilor care trec printr-un punct fix §i sint tangente unct
drepte fixe. :

145. Si sc determine locul geometric al-centrelor cereu-
rilor care trec printr-un punct fix si determinii pe o dreapta
fixi o coardi de mirime constanti.

. 146. Triunghiul ABC are virfurile B, C fixe, iar virful
A este mobil pe o dreaptit paraleli cu BC. Si se determine
lecul geometric al ortocentrului triunghiului.

- 147. Printr-un punct fix 4 din planul unei parabale se
duce o secanti mobili care intersecteaz parabola in punctele
M si N. Si se detérmine locul geometric al mijlocului seg-
mentului MN.

148. Si sc determine locul geomcetric al punctelor de
unde se pot duce la o paraboli doui tangentc carc fac un
unghi de mdrime constantd. : '

149. Doud drepte perpendiculare variabile duse prin
virful O al unei parabole intersecteazi curba in punctele M
si N. Si se determine locul geometric al mijloculut scgmentu-
Jui MN. ' ) '

150. Tangenta intr-un punct A al unei parabele inter-

.secteazi, directoarea in punctul F. Si sé determine- locul
geometric al simetriculyl punctulut 3 in raport cu T.

“151. Se consideri triunghiurile inscrise intr-o parabold
si avind acelasi centru de greutate. Si se determine locul
geometric al mijloacelor laturilor acestor triunghiuri.

152, Prin focarul parabolei y?—2px =0 sc ducc o
- coardi 4 B care face unghiul « cu axa Ox. i) Si sc demonstreze
relatia A B 'sin? o = 2p. if} Dacd prin foear se mai duce gi



- coarda CD perpendiculard pe AB si se arate cii -;1!1—;--}—
4 F‘D_:é‘;. iii) Daci (CD) si (4B) sint doud drepte vaci-
abile care trec prin focar, si se determj-ne locul geometric al
intersectiei dreptelor (4D) si (BC).

- 153, In sistemul rectangular 20y se dau punctele fixe
A(a, 0), B(b, 0). Pe axa Oy se considerd punctul variabil M.
i{ Prin 4 se duce paralela la (BM), iar prin B paralela la

AM), carc se intersecteazi in- N. Si se arate cii dreapta
MN) trece printr-un punct fix. ii) Perpendiculara in.4 pe
(AM) si perpendiculara in B pe (BM) se intersecteazi in L.
S4 se determine locul geometric al punctului L.

154, Sc considerd punctul M variabil pe parabola 32 =
= 2px. Tangenta si normala in M la parabola intersecteazi
axa Ox, respectiv in/7" 5i N. Se cere:

i) sd se arate ci punctele T §i N sint simetrice fafd dc
focarul F al parabolei.

ii) dreapta (MF), paralela prin N la (MT) si paralela
prin T la (MN) sint drepte concurente. -

" iii) sd se determine locul geometric al punctului de inter-
sectie a perpendicularei din F pe (MT) cu dreapta carce
wneste virful O al parabolei cu punctul M. .

155. Sc di dreapta 4x -~y -—4 =0 si o curbd
y=(a+5)x+a-—-3 a&R

i) Si se determine @ astfel incit dreapta si intersecteze
curba ‘n punctul de abscisi 2. ’

ii) Fie D punctul unde directoarca curbei intersecteazi
axa Ox. Si se arate ci tangenta la curbd in punctul de abscisi
2 trece prin punctul D, pentru ¢ =3. .

iii) Fie P punctul unde tangenta intr-un punct M,
variabil la paraboli, intersecteazi axa Oy. Din P ducem o
paraleld la Ox, care intersecteazi dreapta (OM) in N. Sa
se determine locul geometric al punctului N, cind punctul -
M descrle patabold. o .

156. '§" %% gleﬁgrj:ﬁne jocul geometric al punctelor care
_au propriétatéd ca Wéﬂgég use din cle la o paraboli,
- ) PRI ¥ . ‘
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determini pe taﬁgenta. dusa in virful parabolei un scgment
de lungime data. - : :

157. Considerfin parabola de -ecuafic 3 = 2px si fie
M(a, B) un punct oarecare pe aceastdi paraboli. Fie P pro-
“iectia ortogonald a lui M pe axa Oy, @ proiecfia ortogonali
a lui P pe dreapta (OM)'si R simetricul punctului P fafd

de (OM). Sa sc d:termine: :
- i) coordenatele punctului R in funciie de parametrii
o si B : ,

if) ccuatia dréptei care uncste punctdl M cu punctul de
intersectie al-dircctoarei parabolei cu axa Ox. h

iii) locul  geometric al punctului @, cind” M descrie
parabola. ' o '

(Facultatea de Matemalticd)

158. Tangenta intr-un punct M al unei parabole inter-
_ secteazi axa curbei in N. Si se determine locul geometric
al centrului cercului circumscris triunghiului OMN; si se
construiasci locul geometric.

159. O secanti variabili dusd prin focarul I al unei
parabole intersecteazii directoarea in punctul M. Si se
determine locul geometric al intersectici acestei secante cu
perpendiculara in O pe (OM). -

160. O secanti variabili care trece printr-un punct fix

A, intersecteazi un cerc in punctele M si N. Si se determine

locul geometric al punctului L, conjugatul armonic al punc-

“tului 4 fati de M si N (acest loc geometric cste o dreaptd
care se numestc polara’ punctului 4 fati dc cerc).

161. Se da un triunghi dreptunghic ABC. Si sc deter-
inine locul geometric al punctului M, astfel ca perpendicula-
_rele ridicate in 4, B, C, respectiv pe MA, MB, MC si fie
concurente, ' ' S

162, Si se¢ determine locul geometric al punctelor Af
care au polarele fa{d de douidt cercuri date perpendiculare,

163. intr-un cerc se duc douit diametre perpendiculare
ABsi CD. O dreaptii variabili eare trece prin C intersecteazd
- diametrul AB fu M si cercul in N. Si s¢ determine locul
geometric 1. al intersec%iei paralelei la CD, dusd prin M, cu
tangenta la cere dusid In punctul N,
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164. Normala intr-un punct M al clipsei interscetcaza
axcle Ox si Oy respectiv in. punetele P si Q. Si se determine
locul geometric al punctului de intersectie al paralelelor
duse la axe prin punctele P si Q cind M descric clipsa.

. 165, Normala intr-un ‘punct M al hiperbolei intersec-
teazi axele Ox §i Oy respectiv in punctele Psi Q. Si se deter-
min> locul geometric al punctului comun paralclclor la axe -
dusc prin punctele P si Q, cind M descrie hiperbola.

166. Fie F focarul unei parabole, M un punct mobil pe
ca st 4 un punct fix apartinind axci de simetrie.
S se determine locul geometric al intersectici dreptei
(3F) cu paralcla dnsi prin- 4 Ia tangenta in M.
S se determine §i o solutic geometrici.

167. i) Si sc d'termine hiperbola a2 — 2 — 42 — q,
ortogonald cercului cu centrul in punctul 040, 0) si cu raza 3.
Acceagi problemi pentru un cere cu acelasi centru, dar
cu raza r.- g , ‘
il) Si se determine locul geometric al intersectiilor cclor
doud curbe, cind raza cercului cste variabili. :

168. Notim cu M, N punctele de intersectie ale polarei’
unui punct § in raport cu o paraboli dati. :
-~ Si sc d:termine locul geometric al punctului .S astfcl ca’
aria triunghiului SMN si fic constants.

169. S¢ dau patru puncte 4, B, C,.D intr-un - plan
orientat si si determine locul geometric al punctului M
astfel ca si avem relatia intre arii: o[MAB] + o[MCD] =
= o[M BC] + 6[MDA).

170. Se dau axcle carteziene Ox, Oy. Un triunghi drep-
tunghic isosccl, variabil, arc virful 4 fix pe axa Ox §i virful
B al triunghiului drept mobil pe Oy. Si se determine locul
geometric al virfului C. S

171. Oddreapti sc deplascazi in plan pistrindu-si aceeasi -
directie. Ea intersccteazi axele perpendiculare Ox si Oy
respectiv fn P si Q. Fie R punctul pe axa Ox astfcl ca PR —
= d = constant. Si s¢ determine locul geometric al inter-

veccti;:ei perpendicularelor ridicate in P si R respectiv pe OP
$i OR. T,
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172, Sz di unghiul drept 20y, o dreapti oarecare (1)
si un punct mobil M pe aceastd dreapti. Fie P si Q proicc--
tiile punctului M, respectiv pe Ox si Oy. Si se determine:

i) locul geometric al intersecfiei paralelei dusa prin punc-
tul P la (D) cu.perpendiculara dusi din punctul Q pe (D);

i) locul geometric al intersectiei paralelei dusid prin Q
la {D) cu perpendiculara dusi din P pe (D); -

ili) unghiul celor douii locuri geometrice.

-(Faculiatea de Matematicd)

173. Punctul C(a, b) este un punct fix din planul axelor
ortogonale Ox si Oy, iar 4 si B proiectiile acestui punct pe
axe. Prin C trece o dreapti mobild, pe care se proiecteazi
punctele 4 si B in C’' si C”, ale céror proiectii pe AC sint
respectiv 4’ si A”. Tot punctele C’ si C” se proiecteazi pe
BC in B’ si B". Toate proiectiile fiind ortogonale se cere:

i) s se arate_c#, oricum s-ar roti dreapta mobild in jyrul
punctului C, dreapta (4"B’) are o directie fixi;

ii) si se d:=termine locul geometric descris de mijlocul
segmentului A’'B”; ,
© " iii) s& se determine locul geometric al mijlocului segmen-

tului A"B’. ' _

174. Se dau doui axe perpendiculare Ox, Oy si punctele
A, B pe axa Ox. Se duce cercul fix {C) descris pe 04 ca dia-
metru, iar prin punctele date 4 si B 'se duce un cerc variabil
(C") care intersecteazd cercul (C) in punctul fix 4 i in punc-
tul mobil P, - . :

Si se determine locul geometric al punctului de intersectie
P, al cercului (C) cu cercul (C’), cind acest cerc este variabil.

. 175. Se dau doud cercuri (C,) si (C,) tangente in origine
axei Oy, avind razele 7, §i 7,. Se cere: '

i) coordonatele punctelor M si N unde o dreaptd variabild
. care trece prin origine intersecteazd respectiv cercurile (C,)
si (Ca); .

ii) si se arate cd tangentele in M si N la cercurile respec-,
tive sint paralele; ' '

iii) locul geometric al mijlocului segmentului MN;

iv) si se cerceteze daci existi pe axa Oy un punct P,
astfel ca tangentele duse prin P la cercurile (C;) si (Cy)
(afard de axa Oy) si faci un unghi de 45°.

-
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*176. Fie datd ccuafia  x*- 4x%— 42 1 192 -} A= 0,
A=R. ’

i) S se determine A i sd s rezolve ccuatia, stiind ¢ are
doud ridicini egale §i de semn contrar;

ii) Cele doud ridicini cgale si de semn contrar, sint
ordonatcle a doud puncte B si C de pe axa Ov, iar ridacina
mai micit din celelalte doud cste abscisa unui punct 4 de pe
axa Ox. O dreaptd variabili cc trece prin O intersceteazi pe
AB in P sipe AC in R. Si se calculeze coordonatele mijlo-
cului M al scgmentului RP;

iii) Si se determine locul geometric al punctului M cind
dreapta (OP) se roteste in jurul punctului O si si se con-
struiasci graficul lecului guemetric, ‘

177. Si se determine locul geometric al centrului cercului
tangent la cercul de ccuafic 2% 3 —1 =0 si la axa Ox.

178. Pc o dreaptd (D) sc di segmentul AB =a si un
punct variabil M. Pe perpendiculara in M pe (D) se iau seg-
mentele constante MP = p si MQ =2 q. ' :

i) Sa se determine locul geometric al intersectici dreptclor
(4P) si (BQ), apoi sa se reprezinte grafic.

i) Si se determine locul geometric (I') al intersectiei
tangentelor duse in 4 §i B respectiv la cercurile (4MP) si
(BMP). '

Sc va reprezenta- grafic locul geometric  determinat

: _ a
pentru cazul p = —.
‘iif) Si'sé studieze cu ajutorul teorcmei Ini Relle in cite
" puncte este interscetati curba lec geemctric () de catre
un cerc oarccarc (A4MP). Sc-va face tabloul de discutie -

(se poate face discutia si in cazul particular p == -:—).

179. Si se determine locul geometric al punctelor de
- unde se pot duce la o parabold trei normale, din care doua sa
fie perpendiculare. ’ - )

180. Si se determine locul geometric al punctelor A7,
astfel ca, ducind din cl tangente la o paraboli, produsul
sinusurilor sau produsul tangentclor unghiurilor formate de
cele doud tangente cu axa parabolei si fie constant, '
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181. Acecasi problemid, presupunind ci suma sau dife-
renta cotangentelor accloragi unghiuri este constanti.
_ 182..S4 considerim o dreapti-fixi (D) si un punct fix
0; un unghi de méirime constantd insi cu laturile mobile arc
virful 0. IFie M, N interscctiile laturilor unghiului cu.dreapta -
(D). Sa sc determine locul geometric al centrului cercului
circumscris triunghiului OMN.
183. Se da ccuatia?
R I
at+m b m
tn care m este un parametru real variabil. Si sc arate ci:
i) accastd ecuatfie reprezintd elipse sau hiperbole; si sc:

— 1 =0,

precizeze fiecare din acestc cazuri; :

i) prin fiecare punct al planului trec doud curbe din
familie, una este elipsd si alta hiperbold. Cele doud curbe
se intersecteazd sub un unghi drept. (Aceste curbe se numesc
curbe omofocale, deoarcce au accleagt focare):

iii) sa se d>tcrmine locul geometric al punctelor de
contact ale tangentelor duse la curbele precedente, printr-un
punct fix dc pe axa Ox. o :

184. Prin originea 0 a axelor de coordonate, se duce o
dreapti variabili (D). Din 4(a, 0) sc.coboari o perpendiculard
pe (D), care intersccteazi axa Oy in B. Prin B sc duce o para- -
~ lelit la. Ov, carc intersectcazii dreapta (D) in M. Si se deter-

mine: - o ,
i) locul geometric al punctului 3, cind dreapta (D) se
rotegte in jurul originii; o

it) locul geometric ciutat fiind o conicii §i M un punct
pe ea, se cere si se arate ¢ii distanfa de la focarul £ al curbei
la tangenta in M este |/OF - MD, D fiind piciorul per-
pendicularei dusi din M- pe directoarc; '

iii) locul geometric al punctului de intersectie a normalei
in M cu perpendiculara dusi din focar pe coarda OM.

185. Considerim axele ortogonale Ox, Oy. Prin punctul
P(x, B) ducem o secanti mobild care intcrsecteazd axa 0%
in M si axa Oy in N. Se unegte M cu punctul B(0; 1), jar NV
cu punctul A(1, 0): ) ) o
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i) Si se arate cid locul geometric al intersectiei dreptelor .

{NA) si (MB) este o conici (T). : .
ii) S& se discutc natura si genul conicclor (I).

il1) Sa se arate ci oricare ar fi punctul P, conicele (I).

trec prin trei puncte fixe. Fie (k) acea conici (T') care mai
trece prin K(2, 2). Si se afle ‘genul acestor couice si locul
geometric al centrelor lor. - '

186. Se dau parabolele (P)) si (P,) de ccuafii: y? = a5

si y* = 12x. Prin originea O a axelor de coordonate se duce o
. dreapti (d) care intcrsecteazi cele doud parabole in doud
puncte M si' N diferite de origine. Se cere:

1) si se arate cii mijlocul segmentului MN sc deplaseazi
pe parabola (P) de ccuatie y* = 8x, cind drcapta (d) se
roteste in jurul punctului @; »

i1) ce unghi face drcapta (d) cu semiaxa Ox daci aria
portiunii de plan delimitati de conturul format din arccle
de paraboli ON, OM si segmentul MN estc egali cu. 9;—
vnititi de arie? ,

iii) si se determine functia y si si se construiasci gra-
ficul ei, stiind ci verilici ecuatia diferentials y” = 12x — 38,
lar graficul ‘ci intersectcaza axa x'Ox in punctele 4 si B
de abscisc x = 3 siox=4. -

2 ( Bacalaureat)

187. Se considerd cercul (C) cu centrul pe semiaxa Ox,
tangent axei y'Oy §i avind diametrul egal cu 4. Pe arcul (C,)
al cercului (C), situat in cadranul intfi al axelor, se ia un punct
mobil M si fie N proiectia lui M pe axa x'Ox. Se cere:

i) sd se scrie ecuatia cercului (C) si si sc determine pozitia
punctului M, astfel incit aria triunghiului OMN si fie
maximi; si se calculeze maximul acestei arii §i unghiurile
triunghiului OMN; i . _

ii).sd sc determine pozifia punctului M astfel incit volumul
corpului gencrat de suprafata mirginiti de arcul de cerc (C)

~§i coarda OM, prin rotatia ei in jurul lui Oy, si fic cgal cu
6w unititi de volum; :

iii) Se considerd sistemul format din ccuatia cercului (C) = -

§i ecuatia x® + y*—5x + m = 0. Si se elimine y intre
aceste doud ecuatii i si se determine m astfel incit ecuatia
obfinutd prin eliminare si admiti o ridicini dubli intreag.
Si se calculeze fn. acest caz solutiile sistemului.

' . . : (Bacalaureat)
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188. Fie (Pp) familia de parabole
y= x‘z———;-»mx +m4m mecR

si fiecarei valori 7 i corespunde o paraboli din familie. -

i) Sa se arate ci doud parabole (Pp,) si (Pp,) corespun-
zind lui m = m; §i m = m,, au un punct comun §i numai
unul. Si se arate ci prin O trec doui parabole: P si P’. Sa se
traseze graficele parabolelor (P) si (P’). ’

Fie (D) o dreapti care trece prin 0. Ea intersecteaza para-
bolele (P) si (P’) in punctele O, 4 si B. ‘

Si se afle panta dreptei (D) din condifia ca originea O
si fie mijlocul segmentului 4B.

i) Sa se determine locul geometric al punctului de inter-
sectie al parabolelor (Pp) §i (Pm,), cind: - : :

1) m, + m, = a, a — numir real dat; si se construiasca
acest loc geometric L. '

2) mim, = b, b — numir real dat. Si se construiascd
locul geometric L’ corespunzitor.

3) 1—+—~1—+ L =—1—-; ¢ — numiir real datj sa se.
my My Mg C

construiasci locul geometric L”, respectiv.

Ce relatie trebuie si existe intre «, b, ¢ pentru ca L, L*

si L” si aibd un punct comun? '

©iii) Fie M(X, Y) un punct din plan. Ce inegalitate veris
fici X si Y, dacd prin M trec doud parabole (Pp)?
" Si se determine locul geometric al punctelor M din plan
prin care trece o singurd parabold (Pp,).

’

REZOLVARI SI RASPUNSURI

1. i) Scriind ecuatia fasciculului obt.inem.:
(s y—1a+(—r—2y+8) =0,
egalitatea este verificati’ pentru Va € R, dacid
—x—2y+8=0 |y= &
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ii) Intersectind ccuatia fasciculului cu axele- cartéziene

) ~ obtinem:

X === Oa y = -‘.1“::—_%.;' y o O - % == i’ 3 .

’ ) a—2 i ) d—l . .
Deci ,
. ) - |
4¢3 O) B(o,a 3):014:;_“___0;,__:

- a-— la —1 _ !

a3 ! —_— D

$ “_ZI ;a——Z

Y :
Tnlocuind in relatia din ipotezi, obtinem:

R ‘_’;‘)2 4 ( ‘L::.Z_)2 _2—6at5_
- 04* OB a-—3 a2—~6a+9
=10= 82 ~540 485 =0 a="2 si a=-—1
2 4
deci cxisti doud drepte de ccuatii: S
7 33:+.y—}~!=;~0§i I5% + 9y —5=0.
2. Ecuatia dreptei (AB):
' X Ly
a-cos*t acost-sintg 1|=0
—b-sin*t bcost-sing 1 -
= (@—b) sin /- cos - x—(acos? £+ bsin? )yt ab - sint3
1Cost= 0= “:;:i csin2f-x — (acos®*t + bsin?l)y QV

¢ f-zé * sin 2¢ == 0, jar ccuatia fasciculului cste:

(a -2_ b x4+ az_b) sin 2¢ — (a cos?¢ 4 b sin? ¢y = 0.
Coordonatele puncfului fix se afld rezolvind sistemul format
din dreptele reprezentative: ‘

a—b ab ’
ay=o a—>as
by== y=

304



3.10) (AC) 1y —4 = hr} se determind B(I, 4 + A),

CC(3, 4+ 3)\)‘, Mge = ”.‘lé_i}_

(BN) 3x7\ —|— (‘m— 3y + 8) =0; punctul fix F(O 2 «23»)

1 o 0 1 }
ll) Sope = - i- 4 7\7 = 4,
3 44-3n

4. (Fig. 1IL 4) Fie- A(a,
by R cuatia dreptei varia-
‘bile (D) este y —b=
=My —a) (unde panta
"A&€ R), care intersectatd
cu axele de coordonate va.
da: x =0= y =5h— ha;

y=0=$x=a~—-~£b=>
) ) A

s A/[(a~»-f’-, o) s N,

Ay

- b—2a). (D7) fiind paraleld ca
prima bisectoare = mp=1

'Fig. 114

deci are ccuagia: y = 1 (x—d/—}- -g)—_» X—y—a-+ »b~ =0,

iar comdonatele punctulul M’ sint: x =0, y =—a + —.
(D2) fiind paraleld cu a doua bisectoare = #mp, = — 1, dec1
areecuatlay—(b——m):——l za=>x—[-y——b+7\a-—

jar coordonatele punctului N’ sint: y =0, x =b— A,
Ecuatia drepte1 (M'N") este o

£ Yy 1 , ' '
N ?i+a+.§?\. 1 '=o.=>(<-a+—;-)x+‘(b——iw)y%

Al

b—a 0 1 o _

e}—(n—-——)(bwma)-Oa(wm-%b)xa‘-(bk—asa)y-l-
d—xab-xzazwb”% Mb-——O o
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iar ecuafia fasciculului este: :
(—ay — a)® + (—ax 4 by + 2ab)\ + (bx — %) = 0. -

,Coord:)natele punctului fix, le determinim rezolvind sistemul
format din dreptele reprezentative: ,

. . —ay—a® =0
—ax 4+ by + 2ab=0 =
- bx —b® =0
= { i = punctul fix este A'(b, — a).
Yy=—a

5. Ecuatia perpendicularei este: y—b = _Z_ (x%a),

a, b fiind abscisa si ordonata punctelor 4 si B. Aceasti ecuatie .
se mai scrie ax —by 4 k(b —a) =0 (decarece a + b = k) -

sau impirtind cu 2 si notind — = A, obtinem ¥ — Ay +
S a
& k(»—1) = 0. Dreapta trece prin pynctul fix x =&,
y==r 7 ) .
6. Fie A(a, 0) 5i B(0, b). Cum A4’ 4 BB’ = LA = A'(a +
4 A, 0) si B'(0; b + 1). Coordonatele mijlocului segmentului

A'B’ sint: xy =‘”2~‘ gy =2TF

(A'B’) este m =8 ::: :: . Ecuatia  mediatoarei este: y—
~ a

A ; dar pa.nta: dreptei

— Yy =— —l-r(x — %y) (unde dreptele fiind perpendiculare,
m : <
produsul pantelor lor este egal cu —1). =

:y;b+;‘=—a+7‘(x—a+;")-
2 . b4 2

' Scriind ecuatia fasciculului §i rezolvind sistemul format
din dreptele reprezentative, vom obf{ine coordomatele punc--

tului fix (“ '2"” , b= “_). |

2
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MC
_—_;i‘.’____.:_(l.=k$1_;)_)“.1___:_b_.=k=xM= 3ak ]
3a — % 80 — yyu 14k
' ‘ b 4 3k
M I 1%

E—1
4 L -
4+ = 2 Ta + ka . 2b '
== E—1 T+ h TNT TR T
| A | R A
+ 2 3
=% Ecuatia dreptei (MN) este:
A4k TP '
x y 1
3ak b 4 3bk .
. 1 —
T+ % 14k —0 B0k —=30
14k
7a + ka 4h }
14k L4k _ ‘
_2ak-——7ay — 8abk — Tab — 3abk® 0
1+ k : A+ R ’

_ Ecuatia fasciculului este: (3bx — 2ay — 8ab)&* - (Say —
— 10ab)k + (—3bx -+ Tay — Tab) = 0. Punctul fix F al
fasciculului se afli rezolvind -sistemul format din ecuatiile
- dreptelor reprezentative;

 8bx— 2ay—3ab=0  [,_T7
- {"— 7%= F(_;.a, Zb)-

5ay —10ab = 0
—3bx 4+ Tay—Tab=0

8. (Fig. 111.8) Dreapta (0Z) are ecua.ﬁa y = M. Lie
N(a, b) si M(a, 0). ‘ s
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Ecuatia d.r‘crptci”(M N) este:

[ % 3y 1 . . v
a 0 1j=0=—brx—(a—a)ytob=0=
a b 1 - :
?g - i b LY + ob :

o«—a o —a

Coordonatele punctului Q-

. le determinim rezolvind si-
stcmul format din: Condi-

- fia de perpendicularitate;.
gg c My = — 1. si -din

» condifia ca punctul ¢
€ (MN), adics 29,
- ) xQ a —Aa':

Fig. L8 el § ypm e g
| 7 B 'ri Q= a—a ".‘Q
+ __%{1_,,_ Coordonatele punctului P le determinim rezol-
a—a : :
vind sistemul format din conditia de perpendicularitate:
moy *Mpy = — 1 ¢l din condifia ca P € (0Z), adicd
AP o si yp = Mvp. Scriind ecuatia dreptei (I'Q)
si rezolvind ecunatfia fasciculului de dreptec pentru Ya € R,
- prin formarea sistemului de drepte reprezentative, vom

~obtine coordonatele punctului f{ix:

a— a4 b
1422 1 +‘>F')' \
9. F ie punctele_A4(a, 0), B(b,, kb), C(cl; cg), dreapta va-
riabild ce trece prin C de ccuatic ¥ = Mx — ¢;) + ¢, §i pe
~ ea punctele M(m, Mm.— a) + ¢;), si N(n, Mn — ¢;) + c5).
Perpendiculara In M pe 04, dreapta (NM’) are ecuatia y = 0

* sl intersecteazd dreapta (OB) de ecuatic y = kxin M'(m, km). -

‘Perpendiculara in N pe (OB), drcapta (NVN') are ecuatia
y=— % (x —n) + M —¢;) Feg intqrécctcﬁzé pe 04
o punctul N'(n 4 kA — a) + b, 0). Dreapta (M'N") arc
ccuatia: (v — mkm = (km — 3) [n + kh(n — a) + kb - m]
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sau (x — m) kin-— (ki — V) (1t - kb—m) + re(a—n) (kin—
— y) = 0 = punctul fix ¢’ va avea coordonatele x == m,
.y = km. > i '

-

10. Relatia se scrie A (1) + B(ﬂ’i) 4+ C =0, dec
. N 1) :
dreapta trece prin punctul fix x o= 1 Doy = ™ Daca

: 1z n
# = 0, avem relatia 41 + Bm == 0, care exprimi ci dreapta
este paraleli cu o directic. fixi. -
11. Daci ¥ cosx -+ ysinz —p = 0 estec ecuatia drep-
tei (A), avem ky(x,cos o + yp sinx —p) 4 ... + ky(x,cos a4
.+ ynsina— p) = 0 unde (¥, y1), ..., (¥, 3n) sint coordona-
tele “punctelor date. Daca suma k= k -} by -+ ... + Ry
este diferitd d- zero, conditia precedentd scrisi sub forma
Iy Ak e ooy R e Ry
Ry - ky + oo A= Ry :
arati ci dreapta (A) trece prin punctul fix ale cirui coor-
donate sint ccle doud fractii. Dacd k= k, + ... -+ kp =0,

n n B
avem rclatia fo;x; §cos o - Ryyilsina = 0 ccea ce
(244 ] l.)
= i=

aratd cii dreapta este paralcli cu o d'rectie fixa.

sina—-p=0

12. (Fig. 1IL. 12) i) Dacd notim P(0, «) atunci ecuatia .
cercului (PA4.4") este a(x? + y°) — (o — 64)y — 640 = 0.
ii) Coordonatele punctelor M, M’ sint:

M(Z, 3-??) s M [—1, 2).

Rezulti ccuafia dreptei (3 AM'):
cax—24y + 162==0=
= a(x¥4-16)—24y=0.
“Aceastd ultimi for- M
mi a ecuatiei dreptei
“(MM') demonstreaza
‘ci ea aparfine unui 4180/ rlo.O) 0 [IZOI N~ X
fascicul care trece prin o
punctul fix /(—16,0). Fig. .12

-
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13. (Fig. I11.13) Vom
considera -cercul cu cen-
trul in originea axelor si
fie dreapta (OM) y=mx,
Atunci

7
M e
\ (V4+W’
my ) -
Vignt )
. apoi tangenta in pun-
Fig. 1.13 ctul M este:
s4my—rl/ T4+ m=0si Blr|/1+ m?0), MB=1mr,
C(r V14 m2; m).

Ecuafia dreptei (CM): (#* -+ 27% 4 72 — y%m2 — (2zy
& 2ry)m = 0 duce la punctul fix: F(—, 0). (» = raza cer-
‘sului, m = panta razei OM).
14, (Fig. II1.14) Ecuatiile dreptelor sint:
(AM) : y = Mz —a)

(AN) :y = —%(x-—‘a), A € R\ {0,

Coordonatele punctelor M si N se determini intersectind
elipsa cu cele doud drepte, deci '

‘ x2 2
. Yy
Y : Y .Y _1—0
M M: ] a2 +'62 ! =
al o ly=we—a
e - ' _
AN O _alol x> g @A =52
~ _/ - — a2)2 + b2 -
. A = _ 2ab®x
Fig. IM14 |V= x5
P _ — a(a — 522
. _a-2+'_b’é._l_o=>! x—"_a'2+ 25e

1 2
Ly=_'§(x—a) o= a2+ 22p2

~
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Ecuatia dreptei (MN) cste:

% y 1
a@®*—b%)  2ab ,
a®)® + 1? PR =0
ala® — 232?%)  2ab®h
a2 + b27\2 02 + 6212

Ordonind dupd puterile descrescitoare ale parametrului
A, obtinem ccuatia fasciculului. Coordonatecle punctului fix
al fasciculului,- punct situat pec axa 44’, se afli' rezolvind
* sistemnul format din ccuatiile dreptelor reprezentative.

15. (Fig. II1.15) i) Substituind cosz—;i' =1 ~sin2-g~ si

cosa — 1 = — 2 sin? -g- , ccuatia dreptei (D) devine:

.o A . I L. a
2x sin® — 4 2y|1 —sin® — | —2 sin® - =
5+ o ) :
sau : ‘
(D) 2y + 2(x — y — 1) sin® ,;- =0,
Se constatit astfel ci (D) formeazd un fascicul de drepte
care trece prin intersectia dreptelor
y=0six—y—1=0 A

- ; rf.
adicd prin punctul fix ‘

A(1L, 0). ii) Scriind ci
distanta de la un punct

oarecare M(x, y)de pe . 1

paraboli pini la foca- -z‘\a i x
rul A(1, 0) este egalda , : : .

cu distanta accluiasi TV -1
punct pini la dircc- ‘J -
toarea y -4 2=0; ob- Y .

finem ecuatia Fig, IIL15

y= %(x" —2x— &)\a'. cirei grafic este o parabald,
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- 16, (Ifig. 111.16) Sc va

lua dreapta daté ca axa Ox,
iar originea axelor in C,
' Fie A(ay, a5), B(b,, b,),
M, 0) s M’(—ih, 2;,
A & R, Ecuatia cercului
circumscris ~ triunghiului
AMM’ se determini tinind
cont ci- punctele’ aparjin
cercului de ecuatie:

B - mx - ny fop=0=> . Fig. UL16

a% + af - mey + na, - p =0
= 24 mlp=0
12—k - p =0

- - ‘ . 1 . . © .
unde centrul cercului este de coordonate (—-— ’—; P _21_) iar raza

gt —p=p= (a; — @))% — (af + ad)r
- 4 : A+t a,—a
" = —ki-__..(ﬁi_@:.). , o= 2‘_2_-— ((I‘f -4~ dﬁ) ;

At ay—ay At ay—a
iar ecuatia cercului este:

N—(dad) | R (@)

24yt — X — St M X
) L4 a,—ay NS ag—a;
N Al e .
' - h+a,—a

Punctele de tangentd 7" si 77 se vor determina intersec-
tind cercul cu dreapta variabild ce trece prin B : y — b, =
= «fx —b,;) si impunind conditia de tangenti, adici discri-
minantul ecuatiei de gradul doi in « sii fie zcro, O datit deter-
minate, vom scrie ccuatia dreptei care trece prin punctele 7°
¢ T', apoi o vom ordona dupii puterile descresciitoare ale
parametrului real A, obtinind ccuatia fasciculului de- drepte.
Punctul fix, il vom determina, rezolvind sistemul format din

~ ecuafiile dreptelor reprezentative ale fasciculului.
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17, (Fig. 11L17)
Fic 4(0, 0), B(b, 0),
Cle, o), ‘D, )
P(«, 0), R(0, B). Cum
(4D} || (PQ), atunci
ecuatia drcptei (PQ)

este Y= —(¥ — «
d( ).

- - - .
. B ey ol ¢
w foy = o AL F L Fes
N (CD) = *\:Q =a+ . Fig. 117
+d. yq =

Cum MZ\/ ) 1 (4B), atunci ccuatia dreptel (MN) ests
y =B, dec1 M are coordonatele:

gy = Bd , ¥ = P, iar N are coordonatele:
C] .
\ 1\ = b o (id_ yn = B. Ecuatia dreptei (NQ) estes

x v 1

b

Bey =
b+= g 1) =0

at+d ¢ 1
iar ccuatia dreptei (MP) este:
x vy 1
B g 11=0
G
e« 0 1

Coordonatele punctului E, le determindm rezolvind sis-
teraul format din ecuafiile dreptelor (MP) si. (NQ). Pentru
ca punctele E,D,B si fle cohmare trebuie ca:

R A i
Xp i 4)) r ] == 0
x_p yB 1 x

18. (D): x 4 5y — 18 = 0; bisectoarcle au ccualiiles
(1+VDrbg—6=0 5 x—(1+ 2y s 4=0
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19. (Fig. 11L.19).
Fie A(ay, a3), B(by, b),
Clcy, ¢). Ecuatia drep-
tei (0A) este:

a,
y=—x;
a,
> by
X (0B): y = <= %
1
. 0C):y= 2x
Fig. 11119 (©0) Y. c

Dreapta (BC) are ccuatia:

Intt.rsectmd drcptdc (BC) si perpendiculara n 0 re
dreapta (0A) obtinem coordonatele punctului M:
dg(byce — ¢,05) —
al(b - (‘l) + ao(bz -_ Cz) ¥
a (bl(‘o —_ lzbl)

. y ——
T “1(1’1_ ¢,) + ag(b, — "z)

X} = —

Analog, prin permutiri circulare determinidm:
pentru :
by(cyas — aycy)

N :x, =

("1 —a) + bf’("z— as)
Vs - ' bl(cla"_ “1‘2) —
‘ ‘ by(c, —‘ax)+bzfz—az)
pentru )
Pixg= - Ca(d10; — byay) )
cy(ay— by) + colas —by)
cy(ab5 — byay)

y == .
? _alay—Dby) + calag — ) - -
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Calculind determinantul

% X 1
' D = 5\’2 }'2 1 )
xg ¥y 1

obtinem D = 0 ceea. ce aratd cd punctele sint coliniare.

20. Ecuatia "generala a cercului este x% 4 y% 4+ mx b
+ ny 4+ p =0 unde .céntrul C(— %’ , —-’zi) iar raza

i 2 52
i :‘ " — p. Impunind condifia ca cele trei puncte
sa aparfind cercului, vom obfine sistemul: ‘

R® =

p=0" m=—1 ,
14m +p=0= In=—2=5"41*—x—2y=0.
44+ 20+ p=0 =0

~ Ecuatiile tangentelor vor fi scrise prin dédublarea ecua-
tiei cercului, deoarece punctele apartin cercului, deci: tan-
genta in O : x + 2y =0, tangentain 4 :x—2y —1=0,
tangenta in B:x—2y 4+ 4=0.

Ecuatia dreptei (A B):

x y 1 :
{1 0 1|=0=(4B):2x+y—2=0,
0 2 1

jar punctele de intersectie de pe laturi sint:

| M(%. —-g-)s N(O,—%). P(—14, 0).

4_2
) 8 .
- Cum O 1 1-,=0
-2
—4 0 1

rezulti ci punctele M, N, P sint coliniare.
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" 21, Pentru usurarea calculului vom considera virful A
tn centrul axelor de coordonate si punctul B situat pe abscisi.
Coordonatcle centrului de greutate sint:

Yat¥p k¥  Yat st oyo

xc o R T ] .

3T 3

Fie ortocentrul H(x', y') si centrul cercului circumscris
O (x”, ¥"). Coordonatele ortocentrului I sint:

:{ -
Z x,y,(\,“ i+2) + 2 YH¥isr = Yiga)

x' = LS N
S sl
N ls.]
. B ’ 3 N
le’ H&iaa — *t u) + Z: i Yiwa — Yira) -
r P |
Y = :

3
2 r(.)ril y1+2)

l..

far coordonatele ccntrului cercului circumscris sint:
Eyz(“:-x-l — afya) 4 EJ’i(JxH i)
3
Z: Y X — Xiyg)

xi(*“?ﬂ'—“ +2)+E 1(.)'i+l \irl)

W

3
Z'E‘ 2 Vi — Yisa)

unde x;, y; obtinindu-se prin permutiri circulare, avem:
KA X = Xy, KB = K= Xp, Yo=Y = Y4 B = Y2 = Vs
Tinind cont de formula care di coordonatele unui punct
ce imparte un segment intr-un raport dat, problema se reduce
la verificarea 1dcnt1tatllor a4 2x" = x4 4+ x5+ \( =z

=38%. ¥ +2y" =y, + 8 + ye = 3vg.
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- Y

- 22.i) (Fig.111.22) Dreap- ' A
ta (&) are ecuatia ¥ = 2. Fic &
y = mx secanta variabild_
(AP), deci P(4, 4m). Inter- ,
sectind dreapta (4 P) cu cer- y
cul, deci rezolvind sistemul:

{~x2'+ A%+ 4g:'; 0

v=mx - EOT B\ ANG0) (Cle0) X

obtinem , . Tt .
’ R —A4m - 4 . L
O( g’ 2 ) L
AL 4m I+ m ' - M P
- Dreapta (BQ) are ccuatia: Fig, 11122 '
, - ‘ ,
Yo — akd de unde rezulti R, 4, — —§~)
m Nt m

Avem VCP -CR = 32.

ii) Dreapta (4 R) are ccuajia == 2 %, dreaptd care
S - m
intersectata cu cercul dat va da punctul I,( Am” , i ).
, . 4 4+m® 44-m?
Determinantul format din coordonatele punctelor P, L, Bestet
’ 4 4m, 1
: ) — 4m* 8m il'—o. )
4+ m: 44 m?
| —4 0 1
Avem (RN): y == — s ‘si (PM):y == 4m.
: ( m o
o (—8 —8Y . . ,
Desi N ( 5| § M(—2m? 4m) dc unde
Am "
i —2m®  Am 1
| 4 Am B — 0.
1 8 .__§ 1 '
m: . om
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iii) Dreapta (NL) arc ccuafia: .
(4 + 8m)x + (m* — 2m® — 8)y + S(m® + 2m) = 0 =
= ym + 4x + 2)m® — 2mPy 4 8(x ++ 2 — 8y = 0 _
care este verificati de pun(;tul fix (— 2, 0) oricarc ar fi m<R.

23, Pentru simplificarea calculului vom considera ca
axe pe AB §i mediatoarca. : '

24. Fie triunghiul 4BC cu virfurile A(x,, y)), B(xy, v,
Clxg, yy) §i cercul circumscris triunghiului de” ecuatic 24
'+ y* — 2ax — 2by 4 p = 0. Tangentcle duse la cerc in
punctcle 4, B, C sc_obfin prin dedublarca ccuatici cercului:

(Ty) : (5, —a)x + =8 y—ax;—by +p=0

(Tp) : (xg—a)x + (yp—b) y— axe—by,+p=10 A

" (7o) t(Hs—a) X+ (yy—b) y—axy— by, +p=0. .

"Ecuatiile - dreptelor sint:

-

: x ; 1].
(4B): X M 1/=0=
RE T ! -

= M —ye)x — (51— %)y + % 3, — 1y, = 0,

(BC) : (yo—39) % — (¥ — %3 y + Hayg — 239, = 0

(CA) Hys— ) 2 — (-".7_‘ %)) ¥+ %gn — %1y =0

Fie {M} = (T,) N (BC) si rezolvind sistcmul format din.
cele doud ecuafii, vom determina coordonatcle punctului
M: xp, 3. In ‘mod analog vom determina punctul {N} —
= (T5)N(AC) avind coordonatele xy, yy §i punctul {P} =
= (T;) N (4B) avind coordonatele x,, y,. Condifia de coli-
niaritate fiind _
Ty Yy 1
w9y !
xp  yp 1 _
25. Considerdm elipsa raportati la axele ci, avind ecuatias

=0,

r

[

ye

-2
i +-2}—2—l:0.

e
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Normala' in punctul M(xy, 3,). intersecteazi axa (44°) in
punctul P( N

: 0], iar normala in N(xp, y,) intersec-

2, .
teazi axa BB’ in punctul Q(O, — f—b———zyz) . Ecuatia dreaptei

(PQ) este deci:
(o EE_YY e (o my
X3 e
. care este verificata de coordonatcle punctulul I(x,, y,) ceca
ce démonstreazi ci punctele P, Q, I sint coliniare.

26.- Iz’resupunem elipsa raportati la axe; avind ecuatia:
=42~ —1=0. Daci M & (4'4) are .coordonatele

(%0, 0) atunci N, con]ugatul armonic al’ 1u1 M are coordonatcle
2 2
(i- , ) Punctul R are coordonatelc ( i
-\ %o X0
este un numir oarecare, Pentru determlnarca coordonatelor
punctelor P, Q notim distanta de la un punct oarecare L
de pe dreapta MR pind la M, cu p. Coordonatele punctului L -
sint (xp+ pcosa, psina), unde « este unghiul dreptei
(Mo R) cu axa Ox, dat de tga= __23@'_;. Scriind ca pun-
- at— xj
ctul L aparfine elipsei determinim valorile ¢, = M,P,
pa = MQ corespunzitoare punctelor P, Q de pc elipsi.
 Ecuatia care da aceste valori este:

30) » unde 3,

—1 =0 sau

(x0 + p cos a)® i o?sin%a

a2 %
cos? «.. - sin? « 2% COS & 12 —at
5 T + 2 p+2—=0
a b? a®

Pentru a demonstra ci punctele M,, R sint conjugate
_armonic” fatd de punctele P si Q trebuie si avem relatia:
1 -1 2 N | 1 2

+ = sau — - — = .
AIQP Mo(_) . M()R 1 P2 MoR
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Din ecuatia care di dlstant & avem:
Lyl mte 2ocsa
P P PP 4F—x
=2 COS & - g > ::‘,__;2.. 2

Yo yosina MR
27. Coordonatcle punctulul de intersectie al celor doua
~ drepte se determind rezolvind sistemul:
x+y=0 X=—2
{9x+2y+6=_:0 “ly=6
Acest puhct apartine si celei de a trcia drepte, deci:

4—2) +3- 64 A=0=re=—10.
28, Dieptele sint concurente daci: i
] 1 1 =3
' _4§=()=>a::l.
’ﬂ 3 — 71 |

Drcapta, are ccuatla X - Sy—— 7 = 0, iar ccuatla faxu-
- culului o putem scrie:

. (2+;)x'r "{" 7.))’*-4——-37,:;0
si prin identificare obfinem: ‘ , .
2HA_ LA i3

= = e e 7\ = — i--
- 1 3 -7 2 .
29, Dreptele date prin ccuatiile:
Ax 4+ By 4+ C=0 ABC |
A'x+By+C =0 sint Loncurcntc daca A'B'C’ { =0,
A"% 4+ B"y 4 C"=0 - !.41"-B"C”E

_ Deci vom considera dreapta (A) ca axi Ox si o perpendi-
cularioarccare pe Oy. Perpendicularadin A’are ecuatia:
(%2 — %3)% + (¥ — Ya)y — ¥ (Y2 — %) 4 y1 (yo — Ja) = 0.

Analog, prin permutari cm.nlaro vom obtxne ecuatiile per-
pendicularelor din B’ si C'. ‘\p()l vom verifica conditia -
concurentd cu a.]utorul d-terminantului.
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30. (Fig. IIL30) Fic A(xy, 3,), B(%, 32), C(%s, 3), D(dy, do),
E (¢, ¢) unde AC=CE, AB=BD, AC L CE§i 4B BD=

SV (s —y) = V(% — a) + (3 — €)%
V(xz — %)+ (32 — y)® = V (xa—dy)* + (.}’z_dz)z.

. Tl e W Bt = —1si i Sttt ya’f‘iz ——1 (R).

Ng— %y X3 & Xg— %y Xg—dy -

Ecuatia dreptei (CD):

£y 1] 4.
Xy ¥y 1|=0=
a4 1
=(ys —dg)x—(%3—d1)y +
, + Xgdy — Yody = 0. v
Ecuatia dreptei (BE): . Fig. TIL30
x oy 1 - :
x, y, 1[=0= (yl — eg) X —(Xg—¢1)y + %2 —162=0.
€ €y 1 . )
Ecuatia dreptei (4H):
y—yi=——— (5 — %) > (K — %) ¥ — (35—
' Ys—D2 » R

= Y)Yy — (35— 31) + %a(x3— %) = 0.
"Conditia de concurentd a celor trei drepte este
y3—dy — X3+ dy gy — Y3dy
Yi—e€ —xp+ e Xgla— iy
Ky — %y — Y3+ 31 —Yi(¥a— 1) + Ba%g— %)

" iar in calcule se va tine cont de cele patru relatii (R).

31. (Fig. II1.31) Fic dreapta (D) de ecuatie y = mx
si punctele A(a, b), B(a, 0), C(0, b).
Cum (D)) || (D) si 4 € (Dy), atunci (p,) are ecuafia y — -

—b=m(x—a) 5i punétul{D}’= {Dy)N(0x)=D (a — ;.b.., o).
: _ C ‘ "

I
L
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Vom determina coordo-
- natele punetului D’: fie « .
si . Cum D’ & (D)=coor- " -

" donatele punctului verifici
ecuatia dreptei, deci B =ma,
to1)- ° cum (DD')1 (D)= prcdusul

/ . pantelor este cgal cu —1 =
A =S —— 1.
. : . b
a—a+ — ’
> m :
g X . . .
A 0 B0l ‘Deci rezolvind sistemul
03 B = ma
Afx. 11131 :
Fiz. TIL3 mp=_a+a___b_=

m

Coordonatele’ punctului D’ sint:

 am—b ma-—b
O == —m———— .?l = ce— -
m(m® 4 1) mr4- 1

Vom determina coordonatele punctului 0,: fie f’ sig.
0, € (D,) = q—b =m(p—a) i dreptcle (D) si (00,) sint

; perpendiculare, deci 9= —1.

Deci rezolvind sistemul {

*goordonatele punctului O, sint:

gm=—p -
qg—b=m(p—a)

m(am — D) . b—.am
; p= D= T
LS m* + 1 m* 41
‘Ecuatia dreptei (0,D’) este’ '
' % ¥ 1
am—b' ma—>b
m(m® 4 1) m* 4+ 1 =0 =
.m(am —b b—am '
, m*41  mP41 A N
A — ' — P e
- 2(am I?) . (am—0b) (1 —m®) = (am—0b)® 0
w241
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Ecuatia dreptei care ,treée prin punctul C si este paraleld
cu dreapta (D) este: y—b=m:% : .

Ecuatia dreptei BT,estey:;——l—ﬂx—a.
- Ecuat P " ,

- Conditia de boncurent:‘i ‘a celor trei drepte este:

am—1b) (am—0b)(L—m?) _ (am—¥*
m? 41 m(m® + 1) m{m®+ 1)}
m -1 b =
1. 1 -
o om " .
v . 2 P— m? o am —b ; :
, m m
== am—b K 7 —1 " b = ,O.
m? 1 :
- 1 1 4
. m L H
-~ 32, i) Coordonat le punctului M care imfarte segmer.ttu!,S K
MM, fn raportul ¢at K, sint: '
7 _ ‘ % —Kw, - — yl—Kkz
=TT O MT TR

- K> 0 daca punctul este exterior segmentultii M,M,iar K < 8’!
daci punctul este interior segmentului M,;M,. Aplieind B

acest rationament obfinem D( -g-:,

(149
7 (3 3)

ii) Ecuaﬁé dreptei (4D): ‘

x Y

1 0
i.8 it
]

1
1

1

11
R £
6)

il

4718
7'f 7)’

o

=0 tlx—5y—11=0
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Ecuafia dreptei (BE):

% y 1
4 8 . =Q=x~4y+8_—.0.-
1085 |
. 7 7.
Ecuatia dreptei (CF):
x y 1 ‘
0 5 1|_ogsi16x—145+70=0,
14 9
- = 1
5 5
_iar dreptele sint concurente deoarece:
11 —3 —11
1_ — 4 8= 0. ’ J
16 —14 70

iii) Punctul D’ este conjugatul punctului D fata de
punctele B si C daci . ’

DB _D'B = Xg— xD‘__x'B--xD'
DC D'C 'xg — Xp xp' — Xg

o, o
¥B—JYp =5’B' Yo =yp =1
¥Ye—Yp Yp — Yo

Punctele E, F, D' sint coliniare deoarece:

) 4

15

T o7 !

u 9 |=0
5 5 |

8 11

33. Se va lua dreapta (A) ca una din axele de coordo-
nate, : ' ‘ B

84, Pentru simetrie se vor lua axele agezate oricum,. se -
vor scrie condifiile de concuren{i pentru-fiecare ‘grup. de
perpendiculare §i se va constata ¢i sint echivalente.
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35. Se vor lua ca axe de coordonate o latura a triunghiu-
Iui si inilfimea corespunzitoare.

36. A(a, a); atunci o dreapti variabili care trece pnn A
are ecuafia

y—a=MNx—a)
(A estc un parametru real). Accasti dreapti intersecteazi
axcle Ox, Oy in punctele M (a[l — L) 0) si N(0, a(1—2)).

, Tinind seama ci 4,(a, 0) si Az(O a), ecuatule dreptelor
(MA4,), (NA,) sint:

-

| S A |
(MAy): (}\——-1)+ =0, (NAI). (1-1) 1=0.

Perpendiculara din 0 pe (MN),- care are ecuatla ¥
+ 2y =0, mtersecteqza -dreapta (NVA4,) in punctul

= ,@:Q:" 1) , Y= —-ﬂ:l-)—— ale cirui coordonate
MA+ 1T O N—A+1

verificd ecuafia dreptei (MA,), deci cele trei drepte sint
concurente.

37. i) Considerdm A(0, 0), B(a, 0) dgci‘:C'(?i' alé?&]'_
a fiind latura triunghiului echilateral, Notind 4°(x, y) avem:

B 1 4
2 _a@—k "2 akl/3
1 —k .‘_'2(1.-—]6)"“), . l—k Lo 2(]3_-1)

a(k—2) akl/i) ’ o
25 —1)" HhE—1j): Hnalog.sc obfine

a al/ 3
Jons R’ 2(1]-{ 5
Dreptele (44’), (BB’) 5i (CC’) au ecuatiile:
(A4): V3 ks 4+ 2—Ey=0
(BB'):al/3x+ (a—2k)y—a}/I=0 .
CC) 2V 31 =Bz 421 + B)y—2 )/ Ba=0.
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Cum ' :

R/8 2—%k 0

al/8 a—28 —a)/3|=0
2B —F) 2148 —2)/3

cele trei drepte sint concurente, Intersectind dou3 dintre
ele obtinem coordonatele punctului .

a(k—2) ak /B |
M(Z(k" Fr—1) 2@+ k——'l))‘—

e afp—2) . akVB
ii) I\Otam-x—Z(k3+’k—1)’ y“z(k2+k-—l)

' k—2. . . 2y
de unde‘-f-=-——-—= ar b= —,
y EVB y—VBa

cuiti fn x sau y ne di ecuafia locului geometrici

5y% — 842 = a }/ Bly — 1/ Bx).
iii) Ecuafia unui cerc care trece prin origine este
& +'y? + mx 4 ny = 0. Punind conditia ca punctele B §i

. - s e al/ B8
C si apartind cercului gisim m = —4, # = — 4

expresie care inlo-

, deci

cercul circumscris- triunghiului ABC are ecuatia
5 a]{ﬁ y= 0.

Punind conditia ca punctul M si ,apar;ix'lé cercului gisim
ecuatia in k: D

B2 —F—1) =0, E#0
1+1/5 ’
2 ] [ ]

cu solutiile % =

38. Normala este dreapta perpendiculard be tangentd la

curbi, in. punctul de contact.

(x—%)? | (¥ —20)°
a? + b2

punctul (%, yo) §i fie M(xa, ) un punct aparfinind

Fic elipsa —1 =20 cu originea in
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rehpsex Ecuatia tangentel in M se determind prin dedublarea.
ecaatiei curbei, deci:

(31 — %o) (% — x0) (.VM -—ye) (v — ¥o) C1—0=
a? B2 A :
2 — ’ 22 o . _
e —*.b—zuvx_,_ b A[(XM 2"0)5‘0 +
: @ Yyu—Jo Yu—YoL - a
q;..M‘b_zQ'_")!l_. 1}, far ecuatia normalei in punctul M
" este: _ |
. 2 P 2 .
y — _a'_q M yo . x + b [ (xM 21’0).5{() +
b xy—no Yir— Yo a
+. (_‘)'Mj_; Yo)Yo . 1].

Scriind ecuatfiile celor trei normale in punctele
A(xy, 31), B(%, ¥) C(xs, ¥s) §i conditia de concuren{d a

* celor trei drepte, ajungem la concluzia ci centrul elipsei este

chiar centrul de greutate al triunghiului 4BC, adica

X1 4 %3 -+ %3 Nt ety
» yo R
3 3
Problema se mai poate rezolva folosind coordonatele
parametrice ale elipsei:

x=acosg, y=>bcosg 9 & (O 27:) sau finind cont de
relatiile trigonometrice:.

Xo =

——2

+ &

atunci obfinem o noud reprezentare parametrici a elipsei,
iar ccle doud functii de ¢ fnnd rationale, obtinem:

2
ne=- 2 - unde ¢ = tgg'
14 2

cos ¢ =1

—2 2
T=a- y=20b-
: 1 + 27 1 + 2
39. Ecuapa. hiperbolei. echilatere este x2— y*—a?=0

(unde in ecuafia redusi a hiperbolei :—:—%—— = 0 pre-
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supunem @ = b), iar asimptotele sint dreptele y = + %,
adici tocmai biscctoarele axelor de coordonate. fn calcule

" » ge poate folosi §i ecuatia hiperbolei echilatere cu cenfrul in

punctul de coordonate (%, Yo): .

(% — %g)® — (y — y0)® — a® = 0. In demonstratia acestei
probleme, vom putea folosi ecuatia hiperbolei echilatere
%y = K. Triunghiul M, M, M, este tnscris in hiperboli,
atunci coordonatele celor trei virfuri ale triunghiului sint:

e 5) e ) )

x oy 1
o ‘ K
Ecuatia dreptei (M Mp): % = 0.
~ K
B = 1
B
x oy 1
Ecuafia™dreptei (MyMsg): B B. | =0 N
v X1
u .
E 1]
o ‘ « X
Ecuatia dreptei (3,M;): o =0,
v B o
Y :

jar in cazul hiperbolei xy = K, asimptotele sint tocmai ©

axcle carteziene., Punctele de intersecfie cu abscisa sint:
(A} = QLMY N (3 =0 = Ale+ B O,
By = (M) N (=0 =BB+7. O
{C} = (MzMg) N (y=0)= Clz+p 0).
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Ecuatiile perpendicularelor sint:
ndiy=x—a—g mB:iy=Plx—p_o,
y=2—e—p mBiy=Ex—p—y
inC:y= %{ (¥ — & — y). Conditia de concurenti estes

o —K —(x+ B)ep
By —K —(B+ 7By
ay —K — (¢4 y)ay
op K (o+ B)ap
Bla—y) 0 (x4 B)ef— (B + v)By
“B—7v) 0 (x+ B)of—(x+ )y
= —K Bla—7) (x4 B)eB— (B + v)By

‘ «B—7v) (¢4 B)ef—(a+ y)ay
40. Fie A(a,0) §i y=mx'4+ »n ecuafia drcptei (D).

Locul geometric cerut este (am -+ #)x — ay 4 ai = 0, adica
o dreapti. '

41. Cum M («, B) € (D) = Coordonatele sale verifici ecu-~
afia dreptei, deci 2a 4 38 — 12 = 0. Se cdlculeazi coordo-
natele punctelor P si @, apoi ale lui N, mijlocul segmentului

: 1 1
PQ: x=z-(3a+ B—2), y= 71-(“_*- B+ 2).
~ Se climini « si B intre cele trei ecuatii. Locul gcometric
este dreapta de ecuatie x — 7y + 10 = 0. .
42, 1) Fie M (x,y), MA® + MB®*— MC® = (x — 0)® +

+ =1 (A=A + (y—2)° — (s —2)° — (y —3)° =
= 20 => locul geometric cautat este cercul de ccuatie: -

_ A% g% 4x—12=0.
ii) MA® 4 MB® — 2+ MC? = (x — 0)  (y — 1) -

(= (=2 —2(x—2)—2(y — 32 =T =
= locul geometric ciutat este dreapta de ecuatie y = 2.

2 2 ___ —_ — 2 —8 =

| i) x° 4 y* —4x ;2 0':{:& 4x— 8 0.
y=2 y=2

Punctele care satisfac simultan ambele relatii au coordonatcle

@RV, 0 — 1))

=0,
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43, Tie M(x, %), A(ay a;), B(by, &), Cley, ¢2).

Relatia din cnuni se poate scrie: : i

eMA? + BMB? + vMC? = a[(x—a)® + {(y— )] P
HB[(x— b1)% + (¥ — b)) + l(x — ) + (¥ —a)] = (o
+ B+ 1) (8 + ) — 2 + 5,8 + cry)r — B(asn + O
+ cyy)y -+ efai - a3) + B} + 3) + (i + ¢3) =0, 51 cum
din ipotezi « + B -4--y = 0 atunci ecuajia locului geometrio
este o dreapta. -

Coordonatele punctului fix vor fi- determinate rezolvind
sistemul: ' ’

f—2a,x— 23,y + e} +a3=0

by + BB =0 =

— 2820y + 3+ c3=0
_ — @B} + 83) + befa] + a3)

2ahy —byay)

a,(BF + 03 — by (af + a8)
, 2(asb; — b,a,)
solutii care-in mod evident vor verifica si a treia ecuajie,
obtinind astfel si o relatie intre coordonatele celor trei vir-
furi ale triunghiului. : h

44, Relatia se scrie: a—"iﬂ + b il—-— = ¢. Se observi ci
AM - AN T
MP _MAL AP, AP NP _NALAP_
MA MA 4AM° N4 - N4
+ Al? si relatia devine a e L blhi) =a+b—c. Se
AN , MA. NA - _

ia una din dreptele date ca Ox, cealalti fiind y = mx. Se . .

noteazit A(xo, Yo) i P(%; y) §i se fine seama cd rapoartele
tn carc dreptcle date impart segmentul AP sint tocmai
cele de mai sus. Locul geometric este dreapta a 2 4
MX— Y
_mXo— Yo o
. Pentru punctul P conjugat cu 4 avem a="b=1, ¢=2,
- Se va scrie ecuatia locului geometric si in cazul general cind
ecuatiile dreptelor date sint oarecare. »

45 =a+b—ec.
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‘45, (Fig. 111:45). No-

: P
tam P(«, 0), m(40B) =
=0,00=p.Cum {M}=
= (MP) n (MQ) condu-
celaoa=x,p=xc0s0+
-+ ysin @ care introduse
in: o 4 p = K dau locul
geometric (1 + cos 0)x -+
4+ ysinf—K=0. -

46, Tie P(«, B), (ON):
ty—mx=0; din (P& " |
€ (NP) 1 (ON) rezulta ' o
y[etBm, ma A fml Fig. 11145

14+ m2? 14 m? -
Exprimarca analitich OM 4 ON = K conduce la eccuatia
Jocului {1 4+ #»® + Vl F+m)x+ my /1 + m:—K(1 4
-+ m?) = 0, dreaptd perpendiculari pe bisectoarea unghiu-
- lui dat, care simplificata devine: \

(V1 +m+ 1)x—|—my-—=K]/l+ni2=0,

- 47, Doui puncte M i M’ care impart unul interior si
altul exterior, un segment A B in acelasi raport aritmetic se
numesc conjugate armonic fati de 4 si B, daci: :

MA M4 AM BM . s
= — < = ———; deci si
MB B aw . ¢ ¥ pucte 4,5
sint conjugate armonic fa{i de punctele M si M’. Cele
" patru puncte 4, B, M, M' formeazi o diviziune armonici
si se mai noteazs cu (ABMMY) = A M4 L it raport
) " MB M'B
anarmonic, Cind acest raport este egal cu —1, el se numeste
raport armonic. Dacad considerim un fascicul de patru drepte
(D), (D,), (Ds), (Dy) si o drecapta (D) arbitrard, care inter-
secteazi cele patru drepte in punctele M,, M, M, M,,
raportul anarmonic K = (M,M,M3M,) nu depinde de pozi-
tia dreptei (D), valoarea lui fiind egald cu raportul anarmo-
nic al pantelor dreptelor numit raportul anarmonic al
fasciculului de patru drepte, cind K = —1 fasciculul se
numeste armonic, : ,
Fie (D)) : % + b1y + ¢3 = 0 §i (Dy) : ap% + by + co =
= 0 atunci locul geometric este format din dreptele D, 4
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+ KD, = 0 deoarece dreptele D, 4 KD, = 05i Dy — KD; =
= 0(K € R parametru .variabil) formeazi un fascicul ar-
monic fmpreuni cu dreptele date, adicd se verificd relafia:

(_a_1+ _@)(a, + Ka, + a,-—-Kas) _
b, b, J\by+ Kb, by —Kb,) .
_ 2(a1a2 " a3 —K* ag).
b, B —K? B3
48, Ecuatia nermald a-dreptei sub forma lui Hesse este
% oS & + sin @ — p = 0, unde p este pozitiv fiind o distanid,

& € (0,2 =), iar ecuatia dreptei prin tiieturi este Z 4 -Zi —
: a

— 1 =0. Prin identificare obfinem: :

p §i b = = .‘ﬁ

cos a sin «

Luind ecuatiile normale’ ale dreptéi date, locul geometric
este 4 (¥ cosa+ ysina—p;) + (¥ cosB + ysinf — p,) =
= K. Se observa ci semnele se pot asocia in 4 moduri §i-ci
dreptele obtinute sint doud cite doui paralele, respectiv
perpendiculare, S ' '

4 o 49. (Fig. 111.49). Fie

vl : . punctele 4(0, @), B(b, 0),
: A ' Clc, 0), M(x, 0) si fie

dreptele de ecuafii: -

40 : 242 —1-0
e a

X Bt L =0,
- _ b a ,

Vom determina coordo-
natele punctelor P§i N,

Fig. TIT.49

adica:
o ZrL 1=
{P} = (AC) N (PM) =} ¢ ¢ >
- . c
| y=—(x—"
{. _ ¢a®+cn) _acle—1)
Pl = Ga w3
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Analog se vor determina co'qrdonatele punctului N :

' Ba® b)) ab(b — 1)
N« = —_——
_ ( N a?4- b? I = a® 4 b2 .)"
jar' coordonatele punctului L sint: -
. %p + ay Yo+
x R ———— » e e
L 2 YL =. 2

si eliminind parametrul A intre cele dousi coordonate vom
obfine ecuatia locului. geometric, care este dreapta: ‘ax +

4+ 8y 4+ vy =0, unde «,B, y sint constante reale ce depind
de a,b s c.

50. (Fig. I11.50). Intre coordonatele carteziene ale punctu-
lui M (x, ) i coordonatele polare (p, 6) ale aceluiagi punct,
exista relatiile care se deduc , '
din triunghiul dreptunghic * \

Y

OMA: x= pcosO §i y=

= p sin § sau invers: putem | . .

. determina coordonatele po- e - M

lare ¢ind avem coordonatcle '

carteziene: deci o ‘

D '

o=V Fs tgo=2 46 L .

| A X

s s 0 = s Fig. IS0

. y .. N .y .
sin @ = ——=——relatii carc determini in mod unie
S VaErar S _ /
unghiul 6. )

Se considerd mai intfi originea fn Mg; fic A,% + Byy 4
4 Cy =0, A3x 4 Byy + Cy = 0 ccuatiile celor doui.-drepte.
Se_foloseste relatia: :
2 1 . 4!
MM MM, MM, V

Trecind la coordonatele polare, ecuatiile celor doud
_ drepte se scriu: e
0 - Agcos® 4 B,sin®

= T 4, cos0 + B, sin
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Aici p inseamnd MM, respectiv MoM,, «deci 4nlocvind in
relatia precedentd, se obtine: -
2 Aycosb+ B,sind A,cosb + B, sin § .

e Cl C, ‘

fnmultind prin p si revenind la coordonate carteziene, se
determind ugor ecuatia ‘
A+ By+Ci, A+ By +G_ g
v Ci C,

Daci My(%, ¥) nu este in origine, se mutd prin translatie
originea in My §i se aplici rezultatul precedent, apei se
revine la vechiul sistem de ase. Se giseste ecuatia polared

sub forma: . :

A%+ By +Ci Agx + Byy + G =.0.
Ayxo+ Biyo+ Cr Ap%o + Boyo + €3
Mai simplu se poate observa ci locul geemetric (polara)

este dreapta conjugati armonic dreptei (Mo F)(I punctul
de intersectie al dreptelor date) in raport cu .dreptele date.

(Se foloseste problema 47).

51. Se procedeazi ca i in exercitiul precedent, ntilizind
coordonatele polare. Ecuatia locului .geomsetric are aceeasi
formd ca si in acest caz. :

52, Fie A(a,0), B(a,b) §i y = mx ecuagia dreptei (d).
Atunci N{a, ma), M (—’% , b);. Simetrica dreptei {d) in raport

cu 04 este de ecualie y =—mx. Se 'Q.bxix).e Xa, —ma),
P(———é-, b). Ecuatia dreptei (NP) se scrie sub forma
. 1” _ .

p(ma + b) — (mPa — mb) x —2mab = 0-(1), iar ecuaia drep-
tei (MQ) este pma— b) & (1% + mb) & — 2mab = 0 42).
Eliminim parametrul = intre (1) si (Z) adunind cele doud
egalititi; obtinem dupid simplificare, bx + ey — 24b =0;
ccuatie care reprezintd o dreapti paraleld cu diagonala 40
dusi prin -punctul B. .
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583. Fie A(w, 0). si B(0,.). Tinind seama de faptul ci
(APy L (BP), trebuic si avem: P
LI el SR aa & B=a 48 (1)
a—o @ ,
Locul geometric al proiectiei- 7 a ‘p.unctului P pe dreapta
(4B) se obtine eliminind parametrii «, B din relatia (1)si
ecuatiile dreptelor: » - ,

UB: %+ 2 _1-0 ©
, o B
(PI): y—b— Tl NG|
Din relatiile (2) si (3) determinim vparvametrii' reali roc, g:
ez +‘y(y—_-b) g e gy HE—2)
x—a y—>b

ale ciror expresii le introducem in (1), ob}inind o ecuatie scrisi:
sub forma: ' :

a(e—a) + b(@ —8) = 0.
Efectuind calculele obfinem: -

DI I AR I

ry—a y—b
ecuatie care se scrie sub forma:

e a).«@ai-p

- saw

bt o —afo+ 2o
) 3 .

Yy T—a
’ . ‘ . . V2 L . v B\2
, (*—a)(y—0) _
~ Aceasta: demonstreazi ci locul geometric ciutat este
dreapta de ecuafie: bx + ay—-ab= 0= -;i + .%'__;_1 =0,

dréapté care trece prin proiectiile:punctului P pe-axele Ox,. Oy,
54, i) Fie punctele A(e, a), Ay(a,0), Ay(0, a) §i dreapta
variabila (D) dé ecuafie' y — a = (2 — a) care intersectati

=
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cu axele de coordonate va. genera punetele M (xM =q—

’
m

— o) si N(0, yy = (1 —m) @). Ecuafia perpendicularei

‘dusi din origine pe (D) este' y = — 1.
: : : .
Ecuatia dreptei- (M4,):
x Yy 1 :
m=1l, o tl=0= gpt=1,_m=1,
m m . m
oo e 1 :
Ecuatia dreptei (N4,):
% y | \
0 (t—ma 1|=0=(1—mx+y—(1—m)a=0.
a 0 1 =
Conditia de concurenfi este asigurati.daci:
1L B T N
m ’
m—1 m—1 |=0,
1 : - a.
m m
1—m 1 —(1 —m)a

il) Locul geometric este un cerc. :
: Explicarca ' rezultatului prin geometrie sintetici: fie
punctele P si Q intersectiile cu dreptele (MN) si (M'M’) ale
perpendicularei duse din origine pe dreapta (MN).
Tinfnd cont de proprietatile trapezului MNM'N’ rezulti
€3 punctele P si Q sint simetrice fatd de origine si deci punc-
tul Q descrie simetricul cercului, descris de punctul P,

5§5. i) Locul geometric al punctului M este cercul x® 4
+ y*—a® = 0, care are centrul in origine si raza a;

ii) Daci (AM) are ecuatia y = A (¥ 4 a), atunci punctul
C are coordonatele (0, @ A). Locul geometric al punctului P
se obfine climinind parametrul A intre ecuatiile:

y=ak §i ' =—»—:\-(x;-a).
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Ecuatia locului geometric al punctului P este deci para-
- bola y*=—a(x—a) cu parametrul —-—-:- si virful in

i)unctul B(a, 0). '
iif) Dacd notdim P(x, y) i scriem ci triunghiurile BPF
§i AOC sint asemenea, avem

IB_TP = a—x

a
oc 40 y
adici y® = a(a — x) care este ecuafia stabiliti la punctul ii).

56. i) Luind (D) ca axi Ox §i (D,) ca axi Oy, avem
Afa,0) si B(0,B) a fiind o constanti si- B un parametru.
- Ecuafia dreptei paralcle duse prin B la (D) este y ='B,
iar ecuatia mediatoarei scgmentului AB este: "

(A) : y——%:—g—(x-'—%).

Locul geometric al intersectiei- dreptelor (D) si (A) se
determind eliminind parametrul g intre -ecuatiile celor doui
drepte. Se determind ecuatia locului geometric care este para-

bola de ecuatie:
¥ =2a[x—2).
7= ufs—3)

ii) Daci notim cu M intersectia mediatoarei segmentului
AB cu paralela dusi prin B la dreapta (D) si tinind seama ci
triunghtul MAB este isoscel, avem MA = MB, ceca. ce
‘demonstreazi ci locul geometric. determinat este o para-
bold cu focarul in 4 si directoare dreapta (D,). . . :

_Intersectind dreapta (A) cu parabola, obfinem ecuatia
ordonatelor punctelor de intersectie: : .

. Y=+ 8 =0 :
care are o ridicini dubli, (adici este indepliniti conditia
de tangenti). ' :

5?. Consideré.m: baza triunghiului isoscel ca axi O, iar
indl{imea perpendiculari pe aceasti bazi cu axy 0y. Ecua-~
tiile. scrise sub formi normali, ale laturilor congruente, sint:

xcosa+ ysina—p =0, —%¥C0sa -+ ysina—p =0, .
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Daci M (xy, yo) este un punct al locului geometric, trebuie
sd avem conform enuntului:
(%o cos & + o sin & — p) (—x, cos & + Yosina—2) =3¢ =
2psina 2
= of 4 220,
cosa - cos®a

de unde se constati ci locul geometric eerut este cercul
cu centrul : :

C(O, - PS]?“)si rama R=—2__.

=0,

cos? o cos® o’

98. i) Luind D (0, 0), B(— a, 0), C(a, 0) si A(o, p), ecua-
fia cercului (ABD) este 2 4 ¥® - ax — py = 0, jar ecuatia
tangentei in D este ax — py = 0. Scriind ecuafia perpendi-
cularei (DE) din D pe (AC), gisim tot ax —py =0.

ii) Locul geometric ciutat este cercul de ecuafie:

9(x* +9® + ax — py) + 2(a® + 3% = 0.

iii) Se arati ci dreapta (DE) este perpendiculari pe
dreapta care uncste mijlocul segmentului AB cu D.

Pentru determinarea locului geometric se observi ¢ una

din pozitiile centrului G de greutate se afli la distanta 3&
pe mediana virfului D, de mijlocul segmentului AB.

59. Luim AB ca axi Ox, inilfimea triunghiului ca 0y,
A(a, 0), B(—a, 0), C(0, &), H(0, 2). Lecurile geometrice sint:
" 2ix+-ay —al =0, 3hx + ay — ah = 0, y—=—h=40

60. (Fig. 111.60) Fie L (xo, %) un punct in exteriorul
cercului si ecuatia cercului (C): (¥ — a)? 4 (y — b)2 — 42 —
= 0. Expresia puterii punctului L fata de cercul ()C) si cen-
trul O (inlocuind coordonatele punctului in ecuafia cercului)-
este: ‘

p=LT°=L0*—1* = (xo—a)* + (yo — )% — 1? si

¢ > 0 dacd punctul esté exterior cercului,

p.== 0 dacd punctul este pe cerc,

p < 0 dacd punctul este interior cercului, T fiind punctul
de tangenti. - _

Deci, in cazul problemei de fafa 04, 0) i » — |/ 70 =
= g = 36 =36 = (xo— 4)* + (yo — 0)* — 10 = 23 + 52—
— 8%p — 30 = 0 care reprezintd ecuatia loeului geometric
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al punctului L, »a_djcé' cercul de ccuafie 2% + 3% — 85 —
—30=20. : . )

61. Fie M(xq, o), A(ay, dy), B(by, by) = af(xg— ay)* +
(o — @) + B30 — b)? + (o 7] = K* = (a +
+ B)ag + (¢ + B)yg — 2ayx + b\8) & — 2ax + bB) y +
+ a(af + af) + BB} + b5) — K* = 0, ccuafie care repre-
zinta ecuatia unui cerc,

62. i) Fic punctele M(xo, o), A(ay, as), B(d,, b,), C(cy,
¢;) necoliniare. Atunci relafia din enuntul problemei se poate
sarie: (40— &) 4 (¥o.— 39)* + (%0 — by)* + (yo— by)* +
+ (%0 — ) + (%0 —ca)® = K* = 3(s7 + yo) — 2(a, +
+ by + o)x — 2ay + b3 + o)y + aj a3+ b7+ b5+ i+
~+ c%----bff2 = 0. Cum punctul este ales arbitrar, atunci
ecuatia Jocului geemetric o putem scrie:
Ltbhto, , &tbt
‘ 3 ‘ 3
care reprezinti ecuafia unui cerc cu centrul in centrul de’
greutate al triunghiului 4BC.

_ii) Dacd punctele sint coliniare, atunci locul geometric
ste un cerc dacd :

x2+y3___2. 2)’—*—?:0

a b 1
ag . bz l = O'
ag b3 1

" 63. Fie A(ay, a5), B(by, b,) doua puncte fixe §i M(xo, ¥o)
un punct mobil, Cum o
. MA =Ko (%o— “1)i + (yo— “2_)f = K2
‘MB (ve — B1)* + (30— by)*
= (K? — 1)a] + (K* — 1)35 — 2(0,K* + )50 — 2(0:K* +
+ )y + (3 + WK* + af + af= 0.

Locul geometric este deci un cerc daci K2 — 1 # 0. Daci
K = 41, cercul degenereazd intr-o dreapti si anume in
mediatoarca segmentului 4B,

64. Ceréurile se numesc ortogonale, daci ele se intersec-
teazi sub un unghi drept: (adica in punctul comun tangen-
tele lor sint perpendiculare) sau altfel spus, puterea centrului

- 339



- [ —— e -
e .

unui cerc fati de al doilea, trebuie si fie dati de patratul
razei lui, relatie care analitic sé poate scrie: =~ -
C) 24y 2mx+ 20y +p=0

C,) x4+ 92 4 2myx + 2my + =0

si primul cerc are centrul (—m, —n) si raza v* = m® + n®—p
si deci scriind ¢ patratul razei cste egal cu puterea centrului,
obfinem: -
2mmy + 211y = p .+ Py

ccea ce reprezintid condifia ca cele doud cercuri si fie

ortogonale.

"Fie M(%o. yo) centrul cercului variabil, 4(a;, ap) in cercul
dit (C) 2% + ¥* + 2mx + 2ny 4 p = 0. Relatia geometrica
este- MA% = p. Locul geometric ‘cstec o perpendiculard pc
diametrul care trece prin 4. Problema o mai putem rezolva si
astfel: locul geometric este axa radicald a cercului (C) si
cercul cu centrul in 4 si raza zcro, deci este o perpendiculard
pe linia centrelor:: ' .

65. Relatia geometrici este ﬁ' = ksau p= kp'.- Alegem

ca axe de coordonate linia centrelor cercurilor date (O%) si
axa lor radicali (0y). In acest caz avem n=n"=0
si p = p’ deoarcce originca are puteri cgale fatd de cele doui
cercuri. Cercurile au deci ccuatiile:

22y 2max-p=0 §i a4 124 2m'x +;‘>u= 0 (1)

 Daci - M(xo, ¥o) cste punctul al cirui loc geometric se cere,

relatiagecometricia se transformi astfel in rclatia analitica:

a2+ 32 + 2mxg 4 P = k(a3 + 33 +2m"%0 + ). - (2)

. Trecind total intr=un membru, impértind cul=—F%+#0

(pentru % = | se.obtine axa radicald) §i stergind indicii, se
obtine: ccuatia locului geometric:

x2+y?*+22’—%::-l-;—n¥x+p=0 3)

care este un cerc apartinind fasciculului determinat de cercu-

rile date (sc vede din (2)). Dacd C si C’ sint centrele cercurilor

date, ecuatia (3) arati ca centrul locului geometric este punc-

v A

tul care imparté segmentul CC’ in raportul k.’
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- Observatie. Daca se modifici enuntul $i sc cere ca tangen-
tele din M la cele doud cercuri si aibi raportul constant,
atunci in cazul cercurilor secante in 4 si B trebuic scos din,
locul geometric arcul de cerc cuprins intre punctele 4 si B,
deoarece din punctele acestui arc, interioare cercurilor date,
nu se pot duce tangente.

66, Fic (Cy) %+ 92 + 2myx 4 209y + py =0

(C2) #* + 9% + 2myx + 2ngy + py = 0

(Ca) 2%+ ¥% + 2mgx + 25y + py =

(Ca) % 4 5% + 2myx + 214y + pg =0
$i M(xo, yo). Cum p; + p, = ps -+ pa (vezi problema 60),
atunci termenii 23, 33 se.reduc, obtinind ecuatia locului
geometric care este dreapta 2(m; -+ my — my — Ma)% -+

2+ Hy— ng—ng)y -+ Py + py— py— pa = 0.

67. Vom considera oﬁginea in centrul (;ercului,- Poa, 0),
Q(b, 0), M(r cos «, 7sin a).

N(—rcosa, —7sina).. Locul geometric este cercul: '_
: 2 g — B2
(x-—— 2ab ) F gty (a —b)

a+d) (@+ 02
. 65. Reamintesc: fiind date douii cercuri:
(Cy) ‘ s ¥+ o +2ny 4+ p=0
(C) 2+ 5+ 2w+ 2my + =0,

ecuatia (€;) + MCy) =0 cu AER\ {—1} reprezinti un cere -
variabil din cauza parametrului A, si aceasti ccuatie se nu-
meste ecuatia fasciculului de cercuri determinat de cercurile
de bazi (C,) si (C,), iar cercurile unui fascicul au aceeasi axd
radicali. Determinarea unui cerc al fasciculului se obtine
impunind conditia ca fasciculul (C,) + A (C;) = 0 si treaci
printr-un punct M(xo, yo); iar ecuatia cercului este perfect
determinatd daci punctul M nu apartine nici unuia din
cércurile de baza.

Toate cercurile fasciculului trec prin punctele de inter-
sectie ale cercurilor (C,) si cu (C,), puncte care pot fi reale
sau nu, jar printr-un punct al planului trece un singur cerc al
fasciculului, ,



Evident, un fasc1cul de cercuri poate avea ca elemente
de bazi un cerc si o dreaptda proprietdtile rimind aceleagi
ca la fasciculele dc cercuri, -

Considerim dreapta (0A) ca axi Ox. i) Se scrie fas-
ciculul determinant de cercul dat §i diametrul y = mx,

- apoi se impune condifia si
trecd prin A(a, 0). ii) Locul
_geometric este o perpendi-
culard pe OA4.

69. (Fig. II1.69) Fie -
cercul (C) #* + 3® 4 2mx+
+ 2ny + p = 0 si punctul
A M(%o, vo) exterior cercului.

Fig. 1169 Fie conform enun';ului
' problemei: MP2? 4 p=

si folosind exprimarea anahtxca a putem p objinem cd locul
geomctnc este o elipsd,

x
v

70. Din enuntul problemei Mppa =k si se foloseste

exprimarea analiticd a puterii punctului (conf. problemei 60)
obtinind: Pentru % <1, -elipsd] asezati intre dreptele
%= 47, pentru k=1, dreptele x = 47; pentru k > 1,
hiperbold. Pentru E<0 elipsa este interioara cerculul dat.

71, Fie M(xy, yo) un punct exterior cercului. Ecuatiile :
tangentelor la un cerc, duse din punctul exterior M sint:

Y — Vo= 7”1(“' — Xo), ¥ — Yo = my(% — %)
unde pantele ml. 7112 le determinim din ecuatia cercului
intersectatd cu ecuatia dreptei ce trece prin punctul M $1
are panta variabili  §i impunind condifia ca dreapta si

fie tangenti cercului, adica discriminantul ecuafiei de gradul
dm in x si fie nul. Objinem:

— (%0 — @)%Jm® + 2(x0 — a)(yo — b) = m —(}o—— b =10
undc 7 este raza cercului, iar punctul de coordonate (a, b)
reprezmta centrul cercului.

Se ia (D) cu axa Oy si perpendlculara din centrul o al
cercului ca Ox. Locul geometric este parabola 3?2 = 2ax —
— (a® — 7%). Cazuri particulare: 1) @ = 7; 2) —a = r; 3) r =0
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72, Fie A(a, 0), B(b, 0). Ecuatia cercului cu diametrul
MM, unde M(xy, 51), My(xy, 3,) este: (x — x;) (x — %) +
4 {y — J1) * (¥ — ¥») = 0. Aceasti ecuatie se obtine obser-

d cd cercul cu diametrul M, M, este locul geometric al
punctelor M(x, y) astfel ca unghiul M,MM, s fie drept, dedi
ecuatia lui se scrie exprimind cd pantele dreptelor (MA,) i
(MM,;) verifici conditia de ortogonalitate: "
- 17"‘3’1..-3""".‘}'2____.___1
X=Xy % %, ’

_ Ecuatia cercului care trece prin trei puncte M,(x;, ¥)
My% 32), Ma(%; ys) se determind rezolvind determinantul:
2+ 52 £y
A+ 4 o
) B+ % %3 he
| B+i3 % 9
- Deci ecnatia cereului (C) este
(x—0)(x—a) + (y—0){y —0) =0 = 4" + y*— ax = 0.
Fie P & (C), deci P are coordonatcle
Xp = ?\,.yp = V’a)\ -— AZ,

Ecuatia cercului variabil (C;) este:

= 0.

P N N Y

¥4yt y ]

a® a0 1

b2 b 0 1=
a0 x Va1

care intersectati cu dreapta (OP) de ecuatie
A — A2 . ) .
y= _l{_ﬂ_x___l_ : %, obfinem coordonatele punctului mo-
bil M, adicd '

-%- 2 oz :_______wl/ak)\-—— a x 1
a” . Q 1]=0
b? b 0 1
a A Van — a2- 1
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_ Eliminind parametrul A intre coordonatele ‘punctului M
obtinem: (»*+ y®—ax) (y —b) = 0. ' : ’
Ecuatia- locului geometric s¢ va. desface in »° + ¥ —
—ax=0 §i y—b=0, deci locul geometric cerut este
dreapta de ccuatie y = b.

73. i) Fic cercul x?+4 P22z —22y 4N =0, cu
punctul de coordonate (A, A) centrul §i A raza. ii)A=a+4-b+
4 V/2ab; iii) 2m?x — (m + 1)%y = 0. iv) Ecuatia care di pe

A este A — 2\ — 422 4 4\ 8 =0, cu ridicina intreagd

-t s e e

A, =2 si o ridicind irationali A, = 2,38.

74. In patrulaterul ABCD se noteazi cu M,, M, mij-
loacele diagonalelor BD, AC. Sc iau drept axe de coordonate
drcapta (M M,) §i mediatoarea segmentului M,M,.

75. Sc iau ca axe iniltimea din 4 si latura BC; raportul
razelor este egal cu raportul laturilor 4B, AC, iar locul
geometric este .cercul circumscris triunghiului 4 BC.

76. (Fig. 111. 76). Fie punctele 4(0, &), B(—, 0), C(c, 0)

si cercul (C) de ecuatie: 2%+ 3*— (b4 ¢)x + bc=0.
Punctul A’ fiind diametral opus punctului 4 va avea coor-

i b C(c.0) X >
Fig. 1IL76
donatele: b-:(::__(_)__-zhg §i 0=liz'—@ adici a=0b-4c §

= —A Impuniﬁd conditia ca punctul si aparfini cercului
obtinem: A% 4 bc = 0.(undc- b <0 §i ¢ >0). Pentru a
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) (—I! 4 —Z—)x +—-y—

_ ————b-{-;b-—O ecua-

-~ {e care ) 1dent1flcam
“cu ecuatla dreptcr

determma coordonatele punctulm A’ vom intersecta ecuatia
cerculul cu ecuatla dreptcl (44 : ,

4y —(b-{—c)x—i-bc_o
b+c b-]—ck_0

Ax

: Rezolvind 51stemu1 si ehmmind parametrul A intre coordo-

natele punctului 4’, vom determina ecuatia locului gcometnc o
care este o dreapta perpendlculara pe BC. ' :

71. Fie a, M abscisele punctelor 4 si M, iar b ordonata

' lul B. Cercunle din enunt au ecuatule ¥4 5 — M= 0,

y--(a+l)1¢+ y+ar=0.

Eliminind parametrul l se determma ecuatla cercului -

circumscris triunghiului O4B.

78. (I‘w 111.78) Fie punctele A(O a), B(——b 0), C(c, 0), -
M@, 0). Ecuatia cercului (C,) tangent dreptei (4B) in
punctul B o vom determina astfel: fie cercul de ecuatie:

e mx + ny -+ ,AA
+p= 0 tangenta in
punctul B o determi-
nam prin’ dedublare:

m

"

(4B)," ecuatie - deter-
minatd prin taieturi:

-—-+m-—1‘=o

- Fig. TI1.78

si ob‘;inem:

b —2pb = —u?
MiLmi4p=0,

5+ 2 2 By {an,-{~11;l7--—-'2.b3
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unde a treia ecuaﬁe a fost determinati tinind cont &

punctul 37 € (C), ‘adicd coordonatele punctului M wverified
ecuatia cercului. Rezolvind sistemul, vom, determina valorile
m, », p in-functie de b §i A, astfel obiinem ecualia cer-
cului (C)). :

Analog, prin inlocuirea abscisei b cu abscisa ¢, vom obtine

ecuatia (C,p) ‘a cercului tangent dreptei (4C) in punctul €.

" Din intersecfia ecuatiilor celor doud cercuri vom deter-
mina §i coordonatele punctului L in funelie: de parametrul
A, parametru care eliminat intre coordonatele x; si y; va
genera ecuaffa locului geometric, care este cercul circumscris
triunghiului 4 BC, '

~79. Se iau 04, OB pe -axele carteziene O, Oy; fie R raza
cercului, iar y = m(x — R) ecuatfia dreptei (4M). Rezultd -

coordonatele punctului M:

Am’—-ll - 2mR

x=R > y-—--— .
O m? 41

Ecuatia dreptei este (m+4 1)x 4+ (m— 1)y — R(m — 1) =
= 0, 1ar ordonata lui KX este —mR. Se elimini. s intre ecuatia
precedentd si y = —mR. Locul geometric este dreapta de
ecuatie x + y 4 R =0, adici simetrica dreptei (4B) in
raport cu originea axelor. ~ -

80. Sc ia AB ca axd Ox, originea in mijlocul segmentului
 AB=2a; fie (x—a)’+ (y—af = (v + a4 (y—
— B)? = B2 ecuatiile celor doud cercuri. Conditia de tangenti
este de

9

off = a®.

Se elimini apoi parametrii , B intre aceasti relatie si

ecuatiile cercurilor. Se giseste % 4 3> — 4% =0, adica
cercul de diametru 4B. . '

81. i) Avem C(%; %—) si ecuatia dreptei (4B) :.ﬂ-;;.;p
+ :;\'——— I = 0-deci ecué.;ia. dreptei (CD) va it y— % =
, ' (3 —A . -

= }-(x—-——"’-) s far punctul D i;——}‘-); deci cercul care
A 2} ' : 2 6
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- trece prin cele trei puncte va ' avea ecuatia x® 4 3% —
| (2 —xj -
—[£—==) x—ry =0

3 6 o
ii) Ce;xtrul cercului determinat are coordonatele
Q.(g =, %) Eliminind parametrul 2 intre coordoaatele

21\2 .
sale gasim »* = (%) — 3%, Deci lecul geometric estc o
-~ parabold cu virful in punctul V(%- 3 0) si care are directoarea
de ecuatie ¥ = L
v ) 2 ’
* i) Directoarea parabolei este dreapta & = —2— Inlocuind
: ) T e .
fn ecuatia cercurilor obtinem (y— %) = 0 adicll 3, =y, =
= —3—: deci dreapta este tangentd acestor cercuri,

- 82, i)‘ Ecuatiile celor doud cercuri se scriu (Cy) :%° P
&y —R=0;(Cy) : 42+ y*—2x—Ry + 232=0, unds

coordonatele centrului cercului (C,) sint (2, % . Axa radi-

cali a celor doud cercuri are ecuatia 25+ Ry+A*—R?=0,
ii) Locul geometric al punctului M st obtine eliminind
parametrul A intre '
ecuatiile: -~
221+ Ry+A3*—R*=0
X =M
si este arcul din_para-
bola Ry=—= RE— #?
situat deasupra dia-
metrului considerat. -

83, (Fig. IIL83),
~ Fieecnatiile cercurilm2 :
- {0y) : 24 y*—2ax=0, ,'
(0,) : %+y*—2bx=0. _ Fig. 11183
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Ecuatxa dreptei (OM) este: S
y =Mz, iar ecuatxa dreptc1 (ON) este: y= -—--:: x.

Coordonatele punctelor MsiNle detemunam intersectind ‘
cercurile cu dreptele vanablle, deci:

(M)= (OM)n(0)=>{" +y'—2b5=0

o

=Ax =
. 2 25\
Xag = H
M( = e T 1+>\2)

: A+ —2ax =0
(N} = (03) N (ON) =

1 = -
. =T
2a0* —2a\\ .
N(N"f1+x2' = 1+7\2)

i) Coordonatde punctulux P de promctle se d(,tenmna
impunind: ca punctul P si apartina dreptei (MN) $1 conditia
de perpendicularitate a dreptelor (MN) si (OP)

Xp ¥p 1 ,

AN YN =0§imMN-mop==-—1=> '

Ny Y Tl . . o ‘ .
(@ + d)x - xp-%-(a?\z—b) yp—-abl._ P

=1 (a4 M. ' - et
S SR |
(@ d)abd® - ab\ar—b).
p ==

Ern@ g TR n@ +y

si- eliminind parametrul A se obtine ecuatia. locului geome.
tric car¢ cste ecuatia unui cerc.

¢ ji)y Coordonatele -punctului L sint: . .
g, o uckEy _a4b gyt gy (o—ap C
L 2 1+ LT 1422

si climinind para.metrul A se obtine ecua.txa locului ‘geome-
tric carc este’ ecuafia unui cerc.
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iii) Coordonatele centrului de greutate sint

K = xm+§N+xo ; 3,G=5’M 'i-grsr"f‘.’)'o=
, 2 aN4b 2 (b—apn
Xg = —- = — e/

3 1+n T e
§i eliminind parametrul A se obiine ecuafia locului geome-
tric care este un cerc.
84. i) Cercurile au ecuatiile #* 4 3 — 27,2 = 0 si 2%+
4+ y*—2r,% = 0. Ducem dreapta y = mux, obtinind inter-
27 27,
sectiile M |x, = ., mx), N(x = 3 ,mx)-
tl_d 1Ty + m? ! 2 1 4 m? 2
ii) Tangenta in M la primul cerc are ccuatia, prin dedu-
blare: xx, 4+ yy, --21'(x + %) =0 §i coeficientul unghiular

=t 1—m deci acelasi i pentru punctul N,

M m(1 4 m?) '
iiiy Pentru mijlocul segmentului MN, P(x = ——————:’: TZ— d
ey , . m

5,'__.; mx| i eliminind parametrul real m, obfinem ccua-

- fia cercului. x? + 32— (r, +
85. i) Notim A(z, 0), "N

B(—a,.0), A'(a, @), B'(—a, B);
(fig. IIL.85). Punctul M re-.
zultd din intersec{ia dreptelor:
—2ay = B(x — a); 2ay =
= a(% 4 a)- care- inmulfite ]
‘dau —4a®y = of(s® — a%)" 5"
fezultd (finind seama.de rela-
tia de condigje) ecuatia. cer- :
cului 4?4 y* —a?= 0, Fig. 1185

) B0} = (5) 0 (43) s e 2 0= 8, 281,

tangenta in M (ﬂ—g)x + 4ay = a(x + p)zp[(zéa-{‘ ﬁ)g 0],:4
, ! .

'Pr a(ﬂ‘i’“)x

B—a’

0] -coordonatele identice care arati ci P e P’
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86. (Fig. IIL86) () : a4
+ ¥ —R*=0; T(R cos a,
R sin «); ecuafia tangentei:
¥ cos a-ysin a—R =0

M( R ,o);, N(O, R )
' COS & 4 s o

Cercul (C):x? 4 y2 ——22 _
cos «
Fig. 1I1.8G ) — :Z‘?y = 0; 111'(1? CoSs aa:vo)'l
sm o

N'(0, R sin «). Locul geometric cerut este cercul de ecuatie:

2 a R -
X= At B = 0.
+r=(3)
87. Sc jau ca axe una din laturile triunghiului §i indl{i-
mea corespunzitoare. Locul geometric este un cerc cu centrul’
in centrul triunghiului. 1

88. Fie trei cercuri, de. ecuatii:
A W=+ +mx+mx+p=0
2 y) =2+ L fayy - pp=0.
Jo% 3) ="+ 2 by gy Fpy=0
Cclor trei cercuri li se-pot asecia cite doui. ecualii fi; trei -
feluri, obtinind astfel ecuatiile axelor lor radicale: 7
Dy = f5(%, 3) — fob, y)=(mg—mg) Nt (itg—itg)y + pa—p3 =0
D/, )—h(, 2= (o )6+ (= 1y)y + Py Py =0
Dy= /o, ¥ Jak 3) = (g — M) ¥+ (i) -+ pr—y=0
. Se ‘observd ci avem identitatea D; -+ Dy Dy=0, -
deci axele radicale ale celer trei cercuri, luate doud cite dou#,
sint concurente intr-un punct Rumit centrul radical al celor
trei cercuri §i este un punct care are puteri egale fatd de cele
trei cercuri. Dack centrele celor trei cercuri sint coliniare,

atunci axele radicale sint paralele sau mai putem spune ca
sint concurente intr-un punct aruncat la infinit.

Se pot lua axele oricum; se scriu ecuafiile cercurilor,
“apoi a doui din cele trei axe radicale si eliminind coeficientul
de proportionalitate se obtine ccuatic locului geometsie
care ‘este o dreaptd, o .
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$9. Fie R raza cercului: ecuatia tangentei este urmi-
toarea: ¥ cos @ 4 y sin « — R = 0. Coordonatele mijlocului

segmentului M’N’ sint:. x = —;- Rcosa; 3= %R sin «,
Locul geometric este cercul cu centrul §n O §i razi -;— R,
-deoarcce eliminind parametrul « fintre cele “doud relatii
obfinem x2+yf——(—;— R) =0,

| 90. Ecuatia secantei, dusi din origine, este 3 = mx,

unde s este un parametru real variabil. Secanta intersec-
teazd cercurile in afard de O(0, 0) 5iin punctele de coordonate:

M, 4 : 4m )_‘. : M, —2 5 —2m .
L4+ m® 1 4m?) T4m? 14m?
Ecuatiile dreptelor (MC,). (M,C,) sint respectiv:

, 4 R -
(M,Co)1y= ——(x + 1); (MoCp)ry =
me 4 5 .

m
m 4 2

Eliminind parametrul 7, obtinem ecuatia locului geome-
tric, care este cercul 2%+ 3*4- 8x4-12=0 cu centrul
C(—4, 0) si raza 2. '

in cazul cind (M,M,) este chiar linia centrelor, orice
punct de pe dreapta y = 0 poate fi punct comun al drep-
tC'IOI' (1‘4102), (Alzcl). :

91. i) Daci notim virfurile paralelogramului cu P, Q. RS,
ale ciruilaturi PS, PQ, QR, RS trec respectiv prin 4, B, C, D,
atunci ecuatiile acestor laturi sint: ~ .
(4PS)  y=a(x+2), (PBQ) y=px
©CR) " y=ofx—1), (DRS) y—px—4),
unde «, B sint parametrii variabili reprezentind’ pantele
laturilor paralelogramului PQRS. .
Diagonala PR are ecuatia (48 — 3a)y = ofi(x -- 8), ceea
ce demonstreazi ci aceasti dreapti trece prin punctul fix
. M(—8, 0), iar diagonala QS are ecuatia {3x -4 P)y =
= of(7x —4), de unde rezulti ci QS trece prin punctul
- {4 ' ’
~le N (7 ’ 0)0

(¥ —2).
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ii) Deoarcce punctele M, N au ordonata 0, rezultid
ci aceste puncte sint situate pe dreapta (4BCD).

iii) Cercurile care trec prin punctele B, C au-ecuafia
(C): 2+ y>*—=x+Ay=0. ‘

Aflim, in general, locul geometric al punctelor de contact
~ al tangentelor duse din I{a, 0) la cercul (C,), fiind locul
geometric al intersectiei dintre (C,) si polara (A) a punctului
L, polari care are ecuafia:

(A: Ay +(2a—1)x—a=0.
Eliminind pe A intre ecuatiile (C,) si (A) obtinem locul
geometric cdutat, cercul: 2® 4 3% 4 165 —8=0.

fn cazul L = M, locul geometric este cercul a? + 3* +
+ 165 —8 =0; daci L=N, nu existd locul geometric

cerut, pentru ci _0"<%~ <L

_ "92, Fie y = Ax ecuatia secantei; intersectia cu cercul
" considerat 4% + y%—2dx = 0 determind punctul -

M - 2a , 2aA )' -
1 4 A% 1422

<

i) Obfinem: OT = —;— , OM?= N 4u)\2 astfel ca relatia
va fi verificatd. _ : ‘
ii) Avem ecuatiile dreptelor (OM), (AN) :y = Ax, Ay =
— x—2a, de unde locul geometric al lui N :a*—y®—
—2ax = 0, adici o hiperbold echilaterd de centru (a,.0) si
semiaxi a. ’
: Observajic: Fic N proiectia lui T pe OM. Din triunghiul
~ dreptunghic ONT si ‘triunghiurile asemenea OMA, NTO
avem: ' :

' oT’0M?
0T* —ON? = NT? ==
_ ’ , 042 ’
care. este relatia ceruti. | '

- 93..i) Fic AB = 2a, AM = 2x— segment variabil. Lun-
gimea tangentei comune a cercurilor de raze 7, 7’ este datd
de : TT'* = (r + 7')*— (r —7')* = 4rr’. In cazul problemei
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=07 = a—a Deci TT"? = 4a(a— a) §i LM = % TT".

In raport cu axa 4B si originea A, coordonatcle punctulﬁi
L sint v =2¢, y =|/a(c—a). Eliminind pe « obtinem
x? 4 4y* —2ax = 0, adici ecuatia unei elipse de centru

(a, 0) si semiaxe a, —-2‘-1-._ '

ii) Aria elipsei de semiaxe @, b este mab, deci in cazul
2

na : . e .
nostru > Pe dc altd parte, suma ariilor cercurilor este

S=rna?+ (@ — )7 = 7:[%—2-}- z(a—-—:—ﬂ.

 Minimul este realizat pentru « = % cind aria devine
egali cu aria precedentd. _

94, (Fig. IIL94 i) i) Ecuatiile dreptelor (MA), (MA’),
(MB), (MB’) sint respectiv: ’

(MA): y(1 — cos ) = —(x — R) sin «,

(MA"): (1 + cos «) = (x + R) sin a,

(MBY: (y — R)cos a = —x(] — sin %)

(MB'): (y + R) cos &« = x(1 - sin w).

Fig. 11194 i

23 — Teste de geometrie
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De aici deducem coordonatele punctelor C, D, E, F:
5'(0, _Rena ) D(o, —Rin—"‘—)a

1 —cos a) 1 4 cos
E RCOSOC'O) s F R cos o 0)
1 —sin « l+smoev
Pentru a arita ¢i C,. D, E, F sint concxchce este suﬁcxent

si demonstrim ci intersecfia I a mediatoarelor segmentelo:r
CD si EF se bucurd de proprictatea: ‘

IC = 1IE.

In acest sCop, determmam coordonatele punctulm I,
care sint:

x——l R cos « Rcosa) R
2 1 —sin a 1+sina_

COS o

A,

L

___(Rsinoc Rsinoc)_‘R
Y 1—cosa 14 cosa sin o

Din calculul normei guclidicne a unui scgment rezulta:

IC=RY—2- 42— —1
sin?ea = €os% a

IE = RV L, 1
sin® ¢ cos®a
ceea ce demo_nstreaza afirmatia (_Iin enunt.
"Ecuatia cerculuiv(CDEF) dupé ce cunoagtem coordona-

si raza R-IC—~IE

tele centrului I( _
. CoS & Sln 3
este:

2* 4y — 2R 2R iRm0
COS « SID o
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i) Locul geometric al centrului ccrcului (CDEF)
ohtine eliminind parametrul « intre ecuatiile ¥ cos ¢ = R
Y sin «= R, obtinind .

1,1 1 !
p + ;2 =% (1)
care este o curbd de ‘ A
gradul al patrulea, - | R |
Pentru reprezen- J
tare, determinim — ar). N\,
b= WTR_i tRal 5 R0J <>
Tinind seama ci

ecuatia (1) este veri- = T Tor)
ficata de punctele L b '(
(#—2) (=23, (— |

~—¥) o dati cu (x, y) ’

rezultd c3 graficul este ‘ Fig. IIL.94 ii

o curbd care are pe : ’

Oz, Oy ca axe de simetrie, iar pe O ca centru de simetrie, De
aceea estc suficient si reprezentim porfiunea de curb3
corespunzitoare valoriler lui x luate in intervalul

e (R, +oo)‘,
apoi prin simetrie fa{d de Ox, Oy si obfinem curba in intres
gime. : ' '
Cu ajutorul derivatei functiei -

Rx , R3

Y= V'k’z._—. Raj ¥y = —.(xz__Rz)alz

aléituim tabloul variaiei functiei pentru x € (R, 4-oo)s
x| R 400

e |

-
-

co \n.R;

S Y]

Curba iespectivi a locului geometric determinat este pre-
zentatd in fig. III. 94 ii.
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. o 4l . R RV3- R . R}[ﬂ
95. 1) A(R, 0), B(—_i-’ "‘T—). C(—-—i, -——-2-*—
ii) Locurile geometrice sint dreptele: x—yl/3=0"
si 25—y }/B8=0 S e
iii) (z—1)(* 424+ 1)=0. .
Presupunind 2, 7z, ccle doud radicini diferite de 1, se
calculeazi 22, 23 de unde se constati =2z §i 25 =7

-

Radicinile z;, z,, 73 se numesc ridicinile ¢ubice ale unitdfii.
96, Tie 224 2+ A;x + By + C; =0 G el 2, ..n})
n
cele # cercuri date. Locul geometric este (x° + 7) 2 mi+
N - 1=
n n n
4 x2m,-A,~ + y> mB; + [2 miC, + k)= 0; deci este
= = =
un cerc sau o dreapti, dupia cum 2111? este diferiti de 0
. . . ) . =
sau egali cu 0.

97. i) Cele trei cercuri, au centrele:

-k 1 : 1}
Ol(k, '—1), 02(‘—'-Ei '—"—2-:) 03(——1, '-E')e

‘Dreapta care trece prin punctele 0,, O, are ecuatia:

x y 1

BREE
—_—— —— 1

22

x 1 8ky 42k =0=x+k(3y +2) =0, iar coordonatele
punctului fix sint {0, — —i;) ' '

ii)y Fie M(x, yo) centrul radical al celor trei cercuri,
adica punctul care are aceeasi putere faia de ccle trei cercuri, ’
deci p, = pg = p3 = 4 + ¥ — 2k%o + 250 + 3 =5+ 35 +
4 hxot Yo+ l=2+y+2%—yo—1=

='> Bhxo—Yo—2 =0
(k—2)%0+ 296 —2=0
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si eliminind parametrul % intre cele dous ecuatii obtinem
ecuatia locului geometric: x(6x— 7y + 4) = 0 = 65— Ty 4
+4=0 care reprezinti ccuatia uneci drepte.

98. Fiind dat un cerc de ecuafie 4% y*— R*=10 si
dreapta dati, sub forma lui Hesse: % cos a + y sin .« — p —
= 0, conditia ca segmentnl MN determinat de cerc pe dreap-
td si fie vazut din punctul (xo,. y) sub un unghi drept este
%3 + 43 —2pxg cos a—2py sin o - 2)p* — R* = 0. Locul
geometric cautat este cercul de. ecuatie 4

(x— %0)® + (¥ — yo)®> + 2% 4 y* — R* = 0.
99. Fiind date doui cercuri de centru

01 —B}-}: ""‘ﬂ N 02 ___71'2'. '——-’fgi
: 2 2 : 2 2

, hix y) =2+ ¥+ myx + gy + P1=0

Jo(%, y) = 2% 4 y® + my% ++ 1,y 4 py = 0. Pentru a expri-
ma cii ele sint ortogonale, presupunem ci se intersecteazi in
M si N si scriind teorema lui Pitagora in triunghiul dreptun-

* ghic 0,MO, obtinem conditia de “ortogonalitatec:

My + Ry = 2(p + ).

Fie cercul fix (C) de ecuatie x2 4 Y2+ 2mx 4 2uy 4
A+ p=0 si cercul mobil (x— x)2 + (y — y5)2— 72 =0
unde raza 7 are o misuri constanta deoarece cercul mobil
este tangent unei drepte fixe.

-Pentru simplificarea calculelor se va considera dreapta
ca filnd axa Ox. Locul geometric ciutat este o paraboli.

100. i) Fie A(a, 0) si M(0, m) cu m parametru real
variabil. Atunci se giiseste ci N are coordonatele ¥ — @ + n,
far P are coordonatele £ = @ + m, y = a. Rezulti ci punctul
N descrie dreapta y = x 4 «, iar P descrie dreapta y = a.
m- a

-2

si prin urmare C descrie dreapta y = x (pr-

Centrul C al pitratului are coordonatele Xy = 1

m-+a
Ve = :-
ma bisectoare).

ii) Ecuatia cercului circumscris pﬁtré.tului AMNP se
scrie sub forma #% 4 % — a% — ay o m(x + y—a)=0.
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De aici rezulti ci cercurile (AMNP), cind m este. variabil,
formeazi un fascicul de cercuri, fasciculul generat de cercul:
22 ¢ y2—ax —ay =0 i de axa radicald de ecuatie x -

eh-y—a:b. Raza. cercului este r=—1V=2-'l/¢_i"-:§;m.2“de

unde se vede ci raza minimd este Pmin =—];_——£c
Cercul are ecuatia %%+ y*—ax —ay =0.

iii) Se obtine A4“(0, a), M’(m, 0). Ecuatiile dreptelor
“(AM) §i (A'M') sint mx + ay—am = 0, respectiv ax

+ my —am = 0.

Eliminind parametrul # se obtine y = x, deci ¢ descrie
~prima bisectoare. : :

iv) Conditia ca patru puncte coliniare P;, Py, P, P4
’ . x Pl PyPy

= — (segmen-

, ‘ PPy P,P,
tele se considerd orientate) este echivalenti cu:
2%, X, + Xg¥s) == (% + %a)(%g+ %), x; fiind abscisa punc-
tului P(i = 1, 2, 8, 4). Abscisele punctelor U si V' se obiin
din ecuatia 2% —2ax — (2% — a) = 0 = 25* —2x(a 4
+ m) 4 am = 0 §i notindu-le prin x; §i x5, avem ¥ + &g =

am . . .
= am, XgX4 == Abscisele punctelor O §i Q sint ;=10

si formeze o diviziune armonica

§l Xy = 20 si cu aceasta se verificd imediat relafia de"
a-+m i
mai sus.

v) Ecuatiile tangentelor in punctele 4 i M se obtin
prin dedublarea ecuatiei cercului. Ele sint x(a — m) — y(a
+ m) — a® + am = 0 §i respectiv x(a +m) — Wm —a) —
—mP—am=0. - o :

~ Eliminind pe m_ intre aceste ecuatii se obtine ecuafia
locului gcometric ciutat: ¥ + y = 0. :

101, i) Si alegem sistemul de axe rectangulare 20y, O
 fiind mijlocul segmentului 4B, 4 si B si fie situate pe 0x,
A(—a, 0y, B(a, 0). Daci 7, §i 7, sint razele celor doud
cercuri din cnunf,” atunci 7.7, = 4% Punctele Og §i @ au.
coordonatele % =—a, J=*7q, respectiv x=4a, §="1p."
Ecuatia dreptei (0,0 este xfm, —1n;) —2ay - a(rg

358



4}-1,,) = 0 de unde rezulti ci dlstarxta dela0la dreapta
. (0 Ob) CS'LC d — a‘("a + 70) —_ d(i’a + ’b) —

. (ry—75)% + 40® (1, —70)* + 412,

Prin urmare dreapta (0400) ramxne tangenti cercului de
diametru A4B.

n) Ecuatnle dreptelor (AO,,) si*(BO,) sint y == (c + a),

respectiv y='—é—— (x—a). F.hm.uuud P 7, 1, intre
: a . ' '

-aceste relafii §i 7.9, = a® se obtine - —‘]»—%—5-91 =0.
o
2

Intersectia dreptelor (40;), (BO,) descrie semielipsa

+

eél 3-3

g

¢k p s —1=0, pentru y > 0.
(3 |
~ iii) Coordonatele punctului de tangentd al celor doui
cercuri sint :
M, y =—£3ﬁ'—. Eliminind pe. 7,7, int-re

re + 7 7'a -+ 7

aceste relatn §i 7,7, = a® se obfine %% 4 3 — a2 = 0, deci
'ptmctul de tangentd al cercurilor este semicercul

** 4 3% = a? pentru y >

X =

102. 1) Fie M(xo, 50) un punct arbitrar, apartmlnd axei
radicale; atunci coordonatele sale verifici -ecuatia dreptei'§i -
inlocuite in ecuatia cercului vor da puterea punctului’ M
fafd de cerc.

2xo+yo—1=0_§i p=4a+33—%—y+2=
=2+ —x—y 424+ M2+ y—1)=0
=224+ P+ R—DYr+ A —Dy—r4+2=0.
ii) Centrul cercului este de coordonate:
A—1 A—1

5l Y= —"m

2 2

o= —
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Eliminind - parametrul A, vom obiine ecuajia locului geo-
metric care este -0 dreapti de ecuafie S

- 2x—4y+1=0,
~ iii) Fie cercul (C) de ecuatie: 2* 4 y* + mx - ny 4-p =
= 0. Ecuatiile necesare determinirii ecuatiei cercului sint:
Be(C)=>m+2n+p+5=28
A (C)=>6bm+4n+4p+ 13=0 si '
identificarea dreptei loc geometrié cu tangenta dusii la
cerc prin dedublare, adici 2 —4y + 1 =0 cu 2(3 + m)x +
+224- )y +3m+42n4+4p=0= 3+m=__?-i;ﬁ=
= 3m + 2n + 4p = |
2m4+n=—2=8
2m 4 20 - 4p=3.
Rezolvind sistemul format din 4 ecuatii cu 3 necunoscute,
vom obtihc: m = —-—-Z—,‘ n=—3 p= ~72—, deci -ccuatia -
cercului este: 2x.2,—|- 232 — 5% — 6y + 7= 0.

103, i) Primul cerc are centrul C(a, 0) si raza a, iar
al doilea centrul C’'(—b, 0) si-raza b.

ii) Se arati ca cele douid tangentc in M, respectiv NV
s 4
me—1 : :

au aceeasi pantd
- 2m -~ .

iii) Locul geometric cerut este cercul de ecuatfie:
B2y +0—a)x—ab=0,

cerc care are centrul in-J (%_é ) 0) siraza R = ath,

2
104. i) Fie #2+y2—12 = 0 ecuatia cercului §i M(x, B) deci:
Ll PE—rt=0 g (1)

Tangenta in M sc determind prin dcdublare:

av + By —1*=0
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. . 2y 2
si intersecteazd axa Oy in Y (O, %) deci N (ZE , o); Ecuatia
dreptei (NP) este —Bx + ay +72=0, '
Distanta de la centrul cercului la dreapta (NP), tinind
seama de (1) este 7, deci (NP) este tangentd cercului. Deter-
minim arta triunghiului . o
‘ 0 o0 1 ' ,

‘ « B ,
] | IO LA
' . r 0 1 *B'“ 0[ 2
B

ii) ‘Din ccuatiile tangentei in M si a dreptei (MN) obti-
ncem: .
A% ¥ A% 4y

ixﬂocuin’d in (i) obtinem ecuatia cercului: x% 4~ 3* — 272 = 0,
deci un cerc concentric dc razi » /2. :
iii) Din ecnatiile \dyeptelor (0A1), (NQ) L (OM):

y=ber-—g(-=5)

obtinem:
rix® 6— rix
y(x* 4+ ) -2 yR

. tnlocuind in (1) obtinem curba de ecuatic:

2o(5® 4 5) = 12 ()

.Ca si reprezentam grafic curba, schimbim rolul variabi-
lelor x, y §i avem pentru o ramura
9
22

===
domeniul de definitie al functiei fiind — < x <». Avem

292 — 42
Y =T
-; (7.2 —_— 1.2)3/2
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A , deci nu existi extreme, Graﬁculv
Y " ~ este curba din fig. II1.104, iar gra-
ficul functiei (I') este simetricul
graficului precedent fin raport cu
bisectoarea, completat prin ramura
simetrici in raport cu axa Ox.°
Curba se numegte curba kappa.

Observafii: a) Intr-o rotatie in
jurul centrului, de un unghi drept,
Y ajunge in ', iar M in M’ pe cerc.
Tangenta in M’ trece prin N, omo-
logul Iui Y §i este perpendiculara pe
- . tangenta omoloagi, din AL, Deci
Fig. 111.104 ~ dreapta (N P) este tangentd la cerc.
Atunci distanta NQ de la N la raza
OM este egala cu OM'=raza 7. Deci aria AOM N =

———OJI N ——-—;- == comnst.

b) Unghiul M PM’' fiind drept, locul geometnc al punc-
tului P este cercul lui Monge, de ccntru O si raza » /2.
Reamintesc: Cercnl lui Monge sau cercul ortoptic este

ccrcul loc geometric al punctelor din care se pot duce tan- -
gente perpendiculare la o elipsi sau la o hiperboli. Este

concentric cu aceste conice i are raza egala cuce=]/a*— b?
respectiv ¢ =1/a® + %

105. i) Avem M (—-7 ?—). N( ab , O)- Dreptele

2) \2o—»p |
(OM) si paralela (NQ) Ia Oy au ecuatule y= ? X, %=
a =

Cab
2b — p.

care reprczmts. (s dreapta. care trece prin mijlocul segmentu-
ui 04 si prin simetricul punctului B in rapert cu. 0

ii) Dreptele (OM) (NP) au ecuatiile:

N
_p, HMB=p) ¥ _
y=— 2 pre +P 1=0

: eliminind parametrul 2, ob;mem 2bx —ay = ab,

-
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-4l eliminind parametrul p, obfinem 3bx — ay = ab, adici
o dreaptd care trece prin simetricul punctului B fati de O.
; i) Cercul trecind prin origine, ecuatia lui nu contine
.~ termen liber; intersectind cu axa Oy obtinem x = 4. Deci
%*+ y*—ax + Ay = 0. Tangenta dusi in A4 : ax + Ay —

—a® = 0, intersecteazii axa Oy in P, deci A= % Avem

deci ecuatia:

S a
24y —ax +';3f=0’

. .
- iv) Rezultid E (0, —-%) Dreptele considerate au ecua<

o

‘;iilg px = ay, - _a; si, eliminind pe p, obfinem 3° =
= —ax, deci o paraboli de virf 0, axi Ox, focar(—-—% , O)-

Observagii: a) Fie I mijlocul segmentului 04 si J inter-

sectia (OM), (BI). In trapezul OIM B diagonala OM intersec-

~teazi armonic celelalte diagonale BI si NQ, deci-Q este

conjugatul punctului J fata de punctele O si M. Raza 1Q

este conjugata razei fixe I'B fata de razele fixe IO si IM

deci este fixd. Intersectind cu axa OB, paraleli cu o razi

a fasciculului, (QI) intersecteazi pe (0B) in B’, astfel ci

OB=0B'. ] .

b) Fie K intersectia dreptelor (4B), (OM) si C mijlocul

segmentului AB. In patrulaterul OAMB, diagonala OM le

:  intersecteazd armonic pe celelalte doud, AB si PN, deci R

" _este conjugatul lui K fati de OM. Raza CR cste conjugata

razei fixe CK = AB, fa{i de razele fixe CO si CI si CR este

o dreaptd fixa. Intersectind cu secanta Oy paraleli cu CI;

. - intersectia B’ cu raza CM este simetricul punctului B fata
de 0. - ’ ' ,

A r

106. i) Dacd notim cu 6 unghiul format de OP,P, cu
axa Oz, atunci coordonatele punctelor P,, P, sint:

Py(%;= Ry c0sB, y; = R, sin0),
Py(x = Ry cos 6, 3, = R, sin ).
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Punctul M, simetricul punctului Py in raport -cu. perpen- ‘
- diculara. dusi din P, pe Ox, are coordonatele

x= sz—— %= (ZRz— R;)cos 6, Y=y = R1 sin 0.

Eliminind pe 0 intre cele douid relatii precedente, obfi-
nem ecuatia Jocului geometric cerut

2®
)i 4 1=0
B e —ry T F
sau, in cazul numeric dat,
’ x2 2
2l =
16 + 4

care cste ecuatia unei elipse. .

ii) Daci presupunem S(x, ¥) si T(X, Y), atunci avmd
in vedere ci OT|TS = k, rezulti:

: kx y ky.

| TR T T
Scriind ci S(x, y) verifici ecuafia (L), obtinem ecuatia
pe care o verifici coordonatele (X, Y) ale punctului T':

H X2 ‘ . Y2 N
1+ & 1 +k]

de unde rezultd ci locul geometric al puncttilui T este, de ‘

asemenea, o elipsd.
l1'11) In cazul numeric dat, cercurile §i elipsa avind ecua-
tiile: :
(C1):a? + 3?2 ——4-—0 (Co):ix® 4+ »*—9 =0 si
(L) : 2?2 + 492 ——16-—0
sé intersecteazi astfel:
(Cy) cu (L) in punctele T4(0, 2), Tz(o —-—2)
ar (C,) cu (L) in punctele

Ta(l/cio 1/_) ( 1/60 [/21)
Ts (VB()O o ;,/21)3 T“(:_.ls{_ﬁ.o_s :_15/3..'.)

364



' Apl.ici‘nd‘fbrmula ecuatiei tangentei in punctui (%o, o)
(prin dedublare), punct apartinind elipsei (L), ob{inem:

xx9 + 4vye — 16 = 0,
obtinem "ecuai;iilie tangentelor in punctele de intersectie
indicate. -
. 2 2 .
iv) Un punct 4 de pe elipsa —2’+ %3 —1=0, astfel
. a

incit (0A4) si facd cu axa Ox un unghi #, are coordonatclet

al..=* ab cos u . v absinu

1/ a®sin® 4w+ 8% cos®u |/ a? sin® u + b2 cos?u

Punctul B, astfel incit dreapta (OB) si fie perpendiculari

pe dreapta (0A), are coordonate care se obtin din cele pre-

cedente scriind in loc de # valoarea 90° 4 u. Se gisests
astfel: ' B

B Fabsinu - . + ab cos u
V/ a% cos®u + B2sin®u |/ a® cos? w + b2 sinde
§i prin urmare ’ '

1 n 1 a® sin® 4 b% cos® u
04®* ' 0B® - a?h?

a?cos®u 4 b?sin?u 1 1
. + a2h? = a_z + —b—z' ,
107, i) Fie C(a, ) deci % = 2pa. Cercul (€) are raza a.
S _ 2 :
Daci m(CFT) = 45° avem CF = CT : |/ 2 adica (a—‘—%) +

+

B it pz=2ﬁ9£, deciA o —pa— -;- =0, a= % (1+12)

ceea ce determind pozitia punctului C.

: ii) FT? este puterea focarul F fai de cercul (@), cercutile
(@) si (f) au-ecuatiile:

(€):%* +.y* — 2ax — 28y + p* = 0,
()P —prx—ap=0
deci axa lor radicali este :

(a) (p — 20)% — 28y 4 Bpa =0,
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iar tangenta. inCla para.hela, prin- dedubla.re %
Obtinem dm (a) si din ecuatia -tangentei in C By ﬂ &

_PE_ g 2Mr—1)
p—2x ¥(p — 24)

21 inlocuind in relatia B2 = 2, pa avem ecuatxa locului geome-
Eric

o =

~2x(,p’ ~— x)?

2=
4 p—2x-

care reprezintd o curbi de gradul al treilea, anume o stro-
foida, care trece prin origine, cu o asimptota verticali ce trece
prin focar, cu punct dublu (p, 0).

4ii) Pentru ca cercurile (€) si fie tangente unui cerc fxx
acest cerc ar trebui, din cauza simetrici, sa aibd centrul pe
axa Ox. Fie I(, 0) centrul si v raza lui. A.tuncx Cl =71+ aj
deci: :

(0 —i)2 L 2po = (r + @) = 2u{p— i —7) = 12— &2,
. Accastd rclatlc va fi mdependenta de 2, ¢cind i =7 = -125'-« '
Cercul are deci centrul in focar si trece prin origine.

Observajie: Distanta de la C la directoare este o + %o
ceea ce explici rezultatul iii). '

108. Se considerd 04 ca axi Ox si se notcaza AM = - b,
MB = a. Locul gcomctr'c este ehpsa = + —- —1=0.

(Proprictatea se foloseste la constructla ehpsografulul)

Reamintesc: Elipsograful este un instrument care serveste
la desenarea elipselor, format dintr-o bari rigidi 4B, arti- -
cuhta la extremititile sale cu doui cursoare, care aluneca
in doud glisiere rectangulare Ox i Oy i pe care se fixcazd
intr-un punct M un virf care lasi urma

© 109. Ecuatia cercului -este  ? + y:— r* = 0. Fie

L [/7P—) deci MN = |/ —ng MQ_ MV _

ON . QN
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; =&-+Iaxg— N+kxM_ Yo _J’N+ Va1 si MN? =

1+ % 14k
=(xM-xN) +(yM—yN) =7 — )% §i ON? = (xy —

0.£

\

— %9)* + (yv — 30)% Locul _geometric al punctulm Q cste .
ipsi.

110, (Fig. IIL.110) Fie elipsa ——-—[———l ==,O i

' T(A, —[/ag-—)?). ‘Ecuafia tangentei se determini prin
a’ TR

Fig. L110
dedublarea ecuapex elipsei, deoarece punctul apartine elipseix
a2 e sz'_ » L9y —1=0 Coordonatele punctelor M si

M se detenmna intersectind ecua{m tangentei ‘cu tan-
gentele duse in 4 si 4’ deci '

M(a ba — >)§1 M( b(a+x>)

Vaz I/az___;\z
x Y 1]
. - S | B(a — X '
- Ecuafia dreptei (MA4’): ak ]/(az——— ))\2 l = 0.
R —a 0 1]
% 1]
' . . , b(a + bla+ ) 1
Ecuatia dreptei (AM'):| —a 1] =0.
t p ) ( ) Vaa_)\g -
1 a 0 1
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Intersectind cele doud drepte obtinem coordonatele punc-
tului mobil L; eliminind parametrul A intre cele doud
coordonate obt;mem ecuatia locul’ geometric ca fiind elipsa
cu axa mici jumitate decit a' elipsei 1m';1a1e

_ 111, (Fig. IIL 111) Cum A4 =2BB'si ecuapa ehpse1 este

+-——-——l—0==>a—26

. Fig. IL111

Tangenta in punctul T (7\ — l/a2 }\2) are ecuapa-—x— x P
a?
[/a2 — 2 4

B si B' au ecuatule y=0b4¢§ y= —b deci” coordonatele
punctelor N si N’ sint:

(e ) )

Y= % y—1=0: Tangentele la élipsi in puhctele'

o 25A
Panta dreptei (BN') este m; = a( s l/az__)\z)
anta dreptei B’N este m.
iar panta dreptei (B'N) 2 = a(a——l/ 2 —22)

Tinind cont de conditiile de perpendxcularltate ecuatia drep-
tei (PN) este:

‘y_;b=_m1( a(a_l/az__)\z))
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si ecuatia dreptei (N'Q) -este
PRY S (e
y-}-b;—- ,mzlx T A
Intersectind ecuatiile celor doud drepte, eliminind para-
metrul A intre coordonatele punctului L si {inind cont ci
@ = 2b obtinem locul geometric care este cercul de ecuatie
#* 4 92 —0%=0. Altd demonstratie poate mai simpli,
este de a scrie coordonatele punctului variabil 7', {inind cont
de ecuatiile parametrice ale elipsei: ¥ = a cos ¢, y = b sin g,
¢ € (0,2w) si astfel obtinem T'(xg = acos g, Yo = b sing),
coordonate care fnlocuite in ecuafia tangentei dusd in 7,
prin dedublare, obtinem:

cosQ -
? .,
a o
apoi rationamentul continud analog primei metode de lucru.

“_}'—l=,

112, Fie punctul M (xo, —é— Var— ,\'3) apartinind eclipsei

T I ’ . . .
de ecuatie — + o 1 = 0si A(A, 0) proiect{ia punctului .

a . .
"M pe abscisi. Conform enuntului: ‘
[

- —_— dz _ 5\72 — A

M£_=k=2’_51:_.2’£=k-:>“l/ ° —

LA YL—Ya N
b V/FE—@E 2 ,
A By S R G
: (1'+~k_)
deci punctul L(xp, A) descrie o familie de elipse, de semiaxe
asi . '
¥ 1+ 4% ,
Analog se demonstreazi ci punctul L’ (A, y,) descrie o

familie de elipse de semiaxe si b.
113, Coor%onatele celor dous puncte sint M (a cos a,
bsina); N (i , bsin a) . Va trebui eliminat parametrul real
¢ , .
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~
L3
4

«. intre ecuatiile 2x = 2 facosa; y=hbsina Locul
: (4 : .

-
(2x~-— f—) ) .
S . S ] 4 ¥ : ,
geometric este elipsa de ecuafie: B + -'b?-—l unde

A ' ‘ 2
directoarele sint dreptele de ecuafii ¥ = £ £,
, - ‘ c -

- ‘ ‘ : R
114, (Fig. TIL114) Fie elipsa de ecuatia — 4- %’;_,;___9

A si T(x, 3 /@& = )ﬁ),
.a N :
Moy atunci ecuatia tangentei
/‘ L : in T o vom determina
A A ~. X, prin dedublare: . :
\?A =~ . s
P A Vet —2
A
_Fig. TIL114 —1=0,
N 1 o
-dreapti ce are panta m = — ———=——-. Ecuatia dreptei
p A . p a V‘az — )\2 " . ] p
_ 1, al/at—2 :
(FM) este y= —f%(x—fc) =y =y (x —c).

Ecuatia dreptei (OT) este y = Llf_‘;__l*_ %. Din coordo-

natele punctului L, obfinut din intersectia dreptelor (FM)
cu (OT), eliminind parametrul % obtinem locul geometric
care este directoarea corespunzitoare acelui focar, adicd

; : ¢ e

: 2 : . .
dreapta de ecuafie x = 2. Analog se obtine: x = £
c ,

.
(unde ¢® = a® —8?, iar F(c, 0) §i F'(—c, 0) fiind focarele
elipsei). : : A

) .2
115. Folosind ecuatia tangentei dusi la elipsa — 4
_ I | .

2 , . . ,
+%—2— —1 =20 in punctul T(xo, yo), prin dedublare,
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obtinem: i:- £+ %’;‘,’- 3 —1 = 0. Folosind ecuatiile parame-
a 2

trice ale elipsei ¥ = a cos @, y =15 sin « W « € (0, 2m)
'si cum T apartme.ehpsei, ob{inem: % = @ cos &, Yo = bsin«,
relatii care inlocuite in ccuatia tangentei, obtinem:

cos a sin &

%+
a

y-—l=0.

Ecuatia dreptei care trece prin origine si este perpendiculard

- asin «
pe tangentd este: y = —— . X,
’ b cos « :
'Se climini unghiul « intre ecuatiile celor doud drepte
X COS & ' sin « a sin « .
— 2 — — 1 = 0] y=— x. Se vor determina
a b b cos a

cos a, sina, din aceste ccuafii gi se vor inlocui in relatia
cos® « + sin? @ = 1. Locul geometric are ecuatia (22 + y*)?=
= a2x® - b2y~ Constructia acestei curbe se poate face obser-
vind preprietitile ei de simetrie fata de axe, origine gl
bisectoare; trecind la coordonate polare calculul este mai
simplu, unde #=pcos0, ¥y = psind cu 8&[0,27), p&[0, oo).
Curba are forma unui oval, tangent elipsei in extremitifile
" axelor. Originea este un punct izolat, adica desi coordonatele
ei verifici ecuatia curbei, totusi ea nu trece prin acest punct.
Propun trasarca curbei folosind metoda de trasare a unei
curbe, invitatd la analizi matematicd, )

" 116. Ecuatia tangen{ei fiind xCosa + J sxbn x —1=0,
a .
@ b .
y Y= §t
cOS & sin &

coordonatele puhctului P sint x=

* . - 2 9
. . a b* : .
locul geometric esté — 4 — —1=0. Curba se construieste
x® K

bx
SRV

117, 1) Considerini clipsa raportati la axele ei:

ugor, tezolvind ccuatia in raport cu yr Y=

A AP ‘
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S criind B («, B), rezulti C(—a, B), §i T(a, B), iar intre «
§i B avem relatia ' o : :

2

2
i‘-+~--1'=0.

© Pe ntru a demonstra rcla’pa obscrviim ,
02 TB-TC = b*: BT -CT = b”(a—a)(a+a)

=b2(a — ) =b2‘._@_2_§_2_=a2[52’

sau b2+ TB« TC = a*- AT®,
n) Avem M(0, (3) si ecuatule dreptelor:

(A’ B).y-——:“ a(x-{-a) (AM): y..——-.(;\,—a)

" « 2ax .
Din- aceste ecuatii deducem ca o = ad sip= 2Y  care,
a—x% a—x
substituite in % + a°8® — a%?® = 0, dau ecuafia locului

geometric:

8h2x2 — 2ab?x + aly? — a%® = 0.

Aceastd ecuatie se mai scrie:

(x+)%)2+ | .ly/z_ 1=y,
,(%42 (Zb 3)2 ‘

~ de unde se vede ci locul geometnc este o elipsd cu centrul in

punctul 1 (—- 3 0) si cu misura semiaxelor 2.; si 2b VS

118, i) Daci M (xo, o), atunci’

Sl Sl e (S Sl

ceea ce demonstreazd aﬁrmatxa

u) Locul geometric al punctului P’ este un cerc cu_centrul
Qsirazaa + b, iar al punctulul Q" un cerc cu acelasi centru si
raza @ — b,
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A 25
iii) Se giseste T (—-’— , 0) si se arati ci m(0Q'P’) =
4 . X
A 0 , :
= m(0TP’).
119. i) Ecuatia tangentei paraleli cu directia m este
y = mx + |/a®m® £ 2. Punind conditia ca drcapta s

treaci prin P(2a, 0) se db;ine m == - V& s ecuatiilé
4] .

tangentelor duse din P sint:.

_...__b__q;_._..z?_'qi 1;—__;.6.__'-"..1___?(4)“
YA Ty /3 TV
Punctele de tangenti se obtin rezolvind sistemele:
A%y ' b 20 .
— 4= 1=0, y=——x— s
2T rEa T
LS 2h
— Lo 1 =0: — — X — s
a? + B2 - g l/ /3¢

deci T %, -—3”_), (&, --—~3l’~)-
2 2)/3 2’ 23
ii) O dreaptda variabild care trece prin P arc ecuatia
y = m(x — 2a). Aceastd dreaptd intersecteazi elipsa in R
si Q; fie R(x;, 1), Q(%2, ¥2). Ecuatiile tangentelor in R si Q
X%, YV1__ 1 —_o X2 V2. , _
sint S 2gt—1=0 242210,
.. A dctermina locul geometric al intersectiei acestor drepte
revine la a elimina pe x5, ¥y, %, y, intre acestre relatii cu
~ condifia ci punctele de coordonate(x;, ¥,), (¥;, ¥,) sint inter-
sectiile dreptei ¥ = m(x — 2a) cu elipsa. Din cele doui relatii
avem

_ b%aP— xx)) _ bHaP — xxy)
@’y a’yy
de unde - , .
X = a*(ys — 1) — __@®mx, — xy) 2.
X Yo XYy M (Xy — 2a) — mxy(x; — 2a) 2
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in consecingi locul geometric este format din seniidreptele .
situate pe dreptele de ecuatii x = -;7 , in afara elipsei.

iii) Evident ci punctele T si 7" fac parte din locul
geometric, ‘ : R

120. Tie M(«x, (3');4 obtinem

. 2a 2a . .
V(e ) (B y = 2B (M) 5= 2 (et
a—ao - a—o ata

B o2 p?
— =1,
a2 + b2
Eliminind parametrii «, § obfinem:
e . ‘ 2
=M. =__.2_a.3__ deciy2=2L(x+a)'
x+32 = x4 3a a
o parabold de virf A’, dc parametru egal cu parametrul -

elipsci. :
pObserz'aﬁc: Intre secantele-(4’M) si (NP) ale fasciculelor
de virfuri 4’ si punctul co de pe 44’ existi o corespondentd
omografici, deci intersectia lor descrie o conicd ce trece prin .
A’ si punctul de la infinit al axei, deci este o parabold de
virf A’ si axd 44" :
Reamintesc: se numestc omografie o funclie f:R—
-{—i} — R definitd prin f(x) = ax + b a b
¢ . . - cx +d c d
= ad — bc # 0.
‘Multimea omografiilor formeazi un grup fatd de operatia
de compuncre a functiilor. ,
Transformarca omografici pistreazi coliniaritatea punc-
telor si gradul curbelor §i al suprafetelor. in geometrie, omo-
grafia pune in corespondenti doui elemente geometrice din
doui multimi, unde pozitia ficcirui- element depinde de un
. singur parametru. De exemplu, omografie intre punctele a
doud drepte, este o omografic care realizeazi o corespon-
denti intre un punct M de abscisi #, de pe o dreaptd (D) si
punctul M’ de abscisa x’, de pe o dreapta (D').
~ Reciproc: daci intre punctele a doud drepte exista o cores-
pondent bijectivd realizati prin constructii cu righ si
compasul, aceastd corespondentd cste o omografie.

cu
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W2 2 , '
121. i) Fie —jf';—{-lx;——‘»l =0 o clipsi din familie. In- .

a? 2 : )
tersectia I cu prima bisectoare are coordonatele cgale si

coeficientul unghiular al tangentei in punctul I este ——’; ;
‘ : S 2

care trebuie si fie egal cu coeficientul — < al dreptci (4C).
R ‘ ' a
Déci 22 = ac.
2 2 .
i) Avem elipsa —x—z- +X 1= 0. O dreaptd dusi prin
@ ac ‘

punctul C, y = ¢ - fx, intersccteazi elipsa in douii puncte
M, M ale ciror abscise %, x, sint ridicinile ccuatici: .

(c + at?)x® + 2acty + ac(c — a).= 0.

. - X+ x, act
Pentru mijlocul coardei avem x ==1-2.. "~ ;
: : 2 ¢ + at*

Yy = ¢ + i ¢ eliminind parametrul real 7, obtinem
ecuafia cx® 4 ay® —acy = 0. :
iii) Scriem ecuafia precedenti sub forma:

. c \2
) ———
L (j' 2)

—1=0

s . € & comiaxe V @C
care reprezintd o elipsi de centru (O, 7) §1 semuaxe ]{f— .

' —;— Elipsa trece prin punctele O.si C. Avem o ramuri a

curbei- cuprinsd intre punctele de contact ale tangentelor
duse din punctul C la elipsa initiali. Daci ducem prin C o
secanti cxtcrioard, punctele de intersectic M,, M, sint
imaginare, dar mijlocul lor este real, deci putem si considerim
elipsa-in intrcgime. -

122, (Fig. 1IL122) Fie Fy(e, 0), Fi(—c, 0) focarcle
clipsei cu ¢; == + |/a* — {® 5i Fy(c,, 0), Fa(—c,, 0) focarele

hiperbelei cu ¢, = 4+ |/ a* - % Secanta variabili are ecua-
tia y = M2 —a), A € R. Ceordonatele punctelor M §i N
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se determini intersectind ecuatia secantci cu ccuatia clipsei,

respectiv cu ecuafia hiperbolei:

M

Fig. 111122

Scriind ccuatiile tangentelor la curbe in punctele M si N,

folosind metoda dedublarii, ob{inem: :

(a3 — b%)x — 2a%hy — a(a®\* + b°) =0

(a2 + bY)x — 2a%Ay —a(a®)*—0%) = 0.
Scizind cele doui ecuatii se elimini parametrul 3, obtinind
ecuatia locului geometric carc cste tangenta in A’, adicd
dreapta de ccuatie x = — 4.

123. Fic punctele_4(—a, 0) si B(a, 0) si M(x, y). Cum
OM? = MA - MB = 2* + 3 = V¥ a4+
V{x—aP+ 1 = — 20 x?— y— % = 0. Deci ecua-
' tia locului geometric este hiperbola echilaterd de ecuatic:
2 . . :

A2 — gy = 0.
y 5 | . |

124. Se ia linia centrclor ca Oy si axa radicald ca Ox;
ecuatia fasciculului- estc »® 4 ¥*—2ax 4 k =0, unde a.
este variabil si k& o constantd; se intersecteazi cercurile cu
-dreapta y = «. Locul geometric este o hiperboli echilateri.

125. ‘Sc scrie ecuatia cercului sub forma: x* + 3 — 2xpx—

—2y0y + C =0, sc intersecteazi cu x=0, y=10 s se
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scrie pentru. fiecare din ecuatiile obtmutc ci diferenta rada- -
cinilor este constanti. Se elimind apoi C; locil geometric este
o hiperbold echilaterd.
. A , '
126. i Avem A0): == e x,CZ,O,D —2,0
) Avem (40); 5 = g, C(2,0), D( —2,0)
. ‘ 2—x
si (BD): - = - o,
sBD): 5= +VNF1
Locul geometric al punctului M se determind eliminind
paramctrul A intre ecuatiile dreptelor (40) $1 (BD). Se ob-

x_.._._
2

tine elipsa de ecuatie: '2 . + ';) ; — 1=0 si
| (T) : (I/T)
Centl‘u{~§- , 0). )
J
. . )\ . ¥ ¥ + 2
i) (BO): y = —r—== %, (AC) 1 = —
! VA V4 e

iar locul geometric este ehpsa de ecuatie:

. 4 \2 :
X - —
(5] s
22 + 2 P 1=0
1 )
/ . iii) Cele doui elipse sint 51m(,trlce fati de Oy si sint. tan- :

gente interioare cercului 2® 4 y*—4 = 0.

127. Locul geometric este x® + y —([/a2 B =0,
conditia de realitate fiind a > b. -

C128. ) (H): hat i (a— b)xy — h(a + b)x + hab = 0 cu
~ asimptotele Ox si hx + (@ —b)y — Ifa + b) = 0.
ii) Locul gcometric al punctului de intersectie al tangen-
telor in 4 si B estc paralela la ordonati:
2ab s
. a+b
m) Hiperbola echilatera  xy + by—¥ hix 4 hb == 0 - cu
asimptotele v + b =0, y —h=0.
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129. Se vor lua ca axe BC §1 mediatoarea; locul geome-
tm: este o ehpsa.- sau o hiperboli.:

0 2

130. Fie ,hiperbola —;'—-F— 1 = 0, atunci Vecuatiile
a”

paré.xlletrice ale hiperbolei sint ¥ = o siy=btg « Fie
- S ¢

T(xo, yo) un punct apartinind hiperbolei, deci putem conf

* sidera xo = ———, yo = b. tg @ Ecuafia tangentei prin de-
€0s « :

. dublare este: 28 1 x — 20, y—-l._():,_._l_ P g —
a? b* a cos «

ing y—1=0. Ecua‘;ia dreptei- care trece prin origine §i

D asin e

este perpendiculard pe tangenta Y= — +x. Din cele

doui ecuatii determindm pe sin « §1 ‘cos & care substituite in
ccuatia sin®« +4 cos® a = 1, obfinem locul geometric care.
este (x% 4 y9)%j= a®x® — B*y% Aceasti curbi are acele
pr opuctatl de simetrie ca si cea de la exercitiul 115, in plus
ea trece prm orxgme si are ca tangente in aceste puncte
dreptele a2x2—b%y? = 0. Daci a = b, curba devine (42

A =a (xz-—— yz) si se numeste lemniscata lui Bernoull
(are forma unui-8 culcat). Propun trasarea. grafici a lemnis-
catei, A

2
" 131. i) Fie - ——-;;2— — 1 = 0 ecuatia hxperbolel si M(oc,
a

; X , :
B); (MN) : 2(";2 Eb%) _‘;'z' +-§-2- —1 =0, dregpta este-

pdraleli cu poIara. punctului P si raportul cerut este _?1:! 45’(
: o .
i) "E"'"" 4 1 == 0;iii) m'-"+ yr——
: a

L a2 2y 2
™ a® bz:!: yl/ —1=0.
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. Ay =L .
.- 132. Fie F—-b—gv—l = 0 ecuatia hiperbolei, y = 2
ecuatia secantei. \

i) Avem T(a, »), M(-Z— BT 0 deci TM iTN =

ﬁ(;l-% VREF bZ)(a+—;'—I/i2 ¥ b2)= _EX s

b2

fel relafia este verificati prin inlocuire.

ii) Avem “ecuatiile dreptelor (4P), (A'T): £ + ¥
—1=0, y= -zi(x  a) §i eliminind parametrul %, obfi-

. . 2a A
nem x = -Z— adicd o paraleld la Oy.

iii) Dreptcle (AM) si (A'T)--au ccuatiile:

y(-‘f—l/)f" + b* -—.a) =A(x—a), y= 2 (x+ a)
b : 2a

de unde 2b*x(x — a) = 4%® sau altfel scrisi accastii ccuatie

obfinem :
a \2
(=3)
4
A =
@ TETIT
C 4 2
care reprezintd ecuatia unei hiperbole de centru (—;L , 0)
. .4 b2
si semxaxe—{'-,—lz/—-'.

Observafie: ii) Intre razele AP, A'T existi o corespondenti
omograficd in care 44’ este omoloagi ei insisi, deci locul
geometric al intersectiei razelor este o dreapti. Cind secanta
PT devine dreapta de la infinit, razele AP, A'T devin
paralele deci dreapta’ loc - geometric este perpendiculari

e A4’, ,
P iii) Intre razele AM, A'T existi o corespondenti omo-
graficd, deci locul geometric al intersectiei lor este o conici
ce trece prin 4 §i A’, cu axele paralele, din cauza simetriei
‘figurii {vezi problema 120).
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2

2. . i o o
133. i) Fie-%z—-.-f%;—' I = 0 ecuaia hiperbolei. Polara

. . . 2y
focarului F(c, 0) anum _c_:_:_ = 1 determini punctul D (‘—;-, O)-‘

c
. . 4
Avem 22 _ .a_,(c_, “_) = a?: B2
DF c ¢
2 2 -

ii) Fie M(x, 8) deci %—%-—1 = 0... Pentra mijlocul

N, avem % =~§- ,y = B deci locul geométfic al punctu-

lui N este o hiperbold concentrici, cu axele, paralele, de m3-

suri -~ , b.

2 } .
~ iii) Dreapta (OM) si polara punctului P au ecuatiile
2B -ﬁ— ; eliminind parametrii « $1 B obtinem:

¥ o

a’_y = b”(bzax:2 a y-\

- care rcprumta o cuartici cu punct dublu in orlgxne tangen-

tele in origine fiind asimptotele hiperbolei.

134. i) Ecuatia tangentei: ax —4By —4 = 0; ecuatia

perpendicularei: ax =4 si a dreptei (OM); Bx-—ay =0,
i) Curba de gradul al patrulea: 4x%2— 16y — x% =0,
m) Graﬁcul vanatlel functiei este o lemniscat3.

A o 135 (Fig. TIL 135)"

Y ’ _ o Ecuatia parabolei-este
TN\Me 3= 2p%, -avind fo-

dreapta directoare de

p:

ecuatie x = —-%.’
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¢ Ecuatiile parametrice.
Fig. L1835 ale parabolei sint x="



2

2p .

Xg = — 1

N T = : 2
= — §t y = ¢, { € R. Fie punctele variabile M/ ( ‘

Yo = t) ; M’(i— = t)' si punctul fix A(a, 0). Ecuatfia drep-
tei (MA) este.

- ;1 ,
— ¢t 1 |=

2
i ecuatia dreptei (M’ L) este y == — ¢: Coordonatele punctu-
ui mobil L se afld rezolvind sistemul format din eccuatiile
celor doud drepte, deci y, = —¢ si . .

i ¢ 1 |=o

2%

‘a 0 1

Eliminind parametrul ¢ intre coordonatele punctului L,
obtinem : 8 '

XL 1

ﬁ —JL 1 :“0:
2p

a 0 1

si rezolvind aceasti écuatie obtinem ecuétia’. locului geomes
tric, care este parabola: y® + 2p(x — 2a) = 0.

- 136. (Fig. 1I1.136).
Fie M(xo, yo). Expri-
mam cd o tangenti
oarecare care are ecua-

d

(unde meste o direc- -
tie de pantd) trece
prin punctul M, obti-
nind ecuatia 2xgm?— 1
— 2ygm + p =0, iar ~ TFig. 111136




ridicinile m,, m, ale acestei ccuatii sint pantele celor
doui tangente care se pot duce din punctul M la parabolg,

cadicd  y = mgx EI—J—— , Y = mgX v . Cele doud pante
Hy co g
pot fi rcale distincte,reale confundate ‘sau imaginare dupd
cum- expresia 3 — 2pxo este pozitivi, nuld sau negativd,
jar accasta rcvine la a spune ci punctul M se afld in
* regiunea pozitivi a parabolei (cea -exterioard), pe parabold
sau in regiunea negativi a parabelei (cea interioard .
parabolei). Coordonatcle punctelor 4 §i B se afla inter- -

sectind ccuatiilc‘ tangentelor cu x = 0 = 4{ 0, -ﬁ—), B( 0,

2) | bt LRI 7
2m,) - | 2my 2y My My
parametrul m intre coordonatele punctului M, obtinem
ccuatia locului geometric care este parabola y* = 2px + a?
adici parabola initiald, dar translatatd pentru =0 cu
y=ia | .
137. Ecuatia cercului este (x4 2)24 32—5 =0=
= x%+ 3* 4 4v —21 = 0. Cum cele doud. curbe sint orto-
gonale, inscamnd ci in punctul M(x,, yo) de intersectie, tan-
gentele la curbe sint perpendiculare, adici produsul pantelor
lor este egal cu — 1. Fie Al apartinind cercului, deci: .~

M(xg = m, yo=1/21 —m*—4m). Fie M apartinind para-
bolei, deci M(xo=1, yo= |/ 2pm). '

Scriind ecuatiile tangentelor prin dedublare obfinem:
mx + V2L —mwP—dm sy 2(x +m)—21=0=>
(m+ 2)x 4+ /2 — m* — 4m-y 4 2m—21 =0 si res.

pectiv |/ 2pm + y — p(x -+ m) = 0= px — |/ 2pmy + pm=
= 0. Conditia de ortogonalitate este: 7 '
. m2 b _
V2l —w2—am |/ 2pm
in baza conditiilor initiale se determind %o = 2 §i g5 = &
. & /7*—=16. Ecuatia locului geometric este dreapta x = 2.

=aq =

138. Fie M(x4, yo) un punct aparfinind parabolei p%—
—2px = 0. Ecuatfia tangentei prin dedublare, este -

Doy — p(%— %o) = 0 => px — Yoy — pxg = 0.
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Cum normala este dreapta perpendiculari pc tangent%i in
puncml de contact, are ecuatia 3 — yp = — 20 % (x— o) sau

B 2 b
j’ox+P)'—P}'o—xo}'o = 0. Fie ﬂfl( Xo = 21;—)- y Yo = t) ¥
o (ﬁ —z).

2p
‘Coordonatele punctului L, punct de intersectic fintre
‘norma.la si paraleld se dctermma dm

: { ity Lot

y=—1t

si -eliminind parametrul £, obtinem ecuatia locului geometric
care -este parabola: y% = 2px — 42, .

- 139. (Fig. IIL.t39). Ecuatia parabolei este 3? = 2px,
ecuatia directoarei x = —-izb- » ccuaiia cercului (’\ + 725 ) b

A

2

‘ + '.'}'2—%- =0=> 224 92+ px =0, ecuatia dreptei varia-
bile y = mx. Coordonatele punctelor M si N se determ.ma.
rezolvind sistemele:
‘.N'{ By =0 M: x2=2ﬁx=>
1 y=mx : . ’ y=mx

| gN'( b mp ) M(gg; z_g)
: ,1n2+1 m? 4 1 :

Tig. 111.139
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Ecuatiile tangentelor in N §i M le determinim prin dedu-
blare: , : :

.p mp P ? ) -
—_——— X A ==+ x| =04t
m: 41 “mt1 + 2 ,m2+l+ ¥
2 y=2p (;v + 2%) Eliminind parametrul m intre cele
" m ‘
douii ccuatii, obfinem ccuatia locului geometric care  este
o paralcld la Oy, de ccuatic ¥ = — 3p.
. :
140. i) Fic punctele M (xi - Et" yi=ti), cnie{l1,2,3,4}.

Punctele sint conciclice, dacd M apartine cercului x* +
4 y2 + mx + ny + p=0. Eliminind pe x intre ecuatia
parabolei si ecuatia cercului, obinem o ecuafie incompletd
in y, de gradul IV, fari termenul de gradul I1I, si deci con-
form relatiilor lui F. Viéte avem:

. Nt Y2+ ys+ya=0 : '
3 2 2 2
ity Fie 4 [, o), B[, b}, (X, ), N[£, p) Avem
2p

2p 25’ 2p .
a4 B+ a+ b=0. Se giseste ecuatia locului geometric.
y="2 '2" B._.¢ '2!' b, care este o paraleld cu Ox. ‘

141. Fie M(xo = it%' yo=t) un punct aparfinind para-

’ 2
bolei 3% = 2px. Tangenta in M este: fy = p(x + Et;) =

2
px—1ty +—§- = 0. Ecuatia dreptei care trece prin origine

si este perpendiculari pe tangenti este: y= LA

Coordonatele punctului L, de intersectie al celor doui drepte, -
care de altfel este si punctul de proiectie al originii pe tan-
genti, se determina rezolvind sistemul:

——t, P .
? 2+
= 3
pr—tyd5=0 |y="pra
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'\

Ecuatxa locultu geometnc se afli eliminind parametrul :
. intre cele doud coordonate, obtinind curba de gr. ITI, numiti -
- cisoida lui Diocles. Pmpun spre rezolvare, reprezentarea
. graficd a cisoidei, conform regulxlor studJate la anahza mate-
matxca

[ _142. (Fig. III 142) er paraboTa de ecua.tle ¥ —pr&
e dxrectoarea fiind dreapta de ecuatie £ = —£ i un punct

,'j M (7\ Vzpa) mobil pe parabola Coordonatele punctulul L,

"ID)'Y#‘ )
»
..r - ) L/ )
TR ET T
Fxg Iz

oxectxa, pmorulm dxrectoa.rex pe tangenta dusi dm M se .
gltermmi rezolvind sistemul format din: condlpa. ca punctul - .
.. L sa apartini tangentei si conditia de perpendlculantate dm—
tre dreptele (OL) si (LM), deci: s

pr—VZpn- yL+1>xo—o

yL . L .
— + %,. Vzph
oo 4p —2
Deci A= ‘ 2)\_}_}):}1 yL=— ]/ j)k —2—1—~+1>. .

Ehmmind parametrul A tntre coordonatele purictului L
obg:mem ecuatia locului geometnc, care este o curbi de

- dul III; numiti strojozda dreaj)ta sx anume: V= ?ﬁ%"—;;?@ .
x

,,'P;opu;l trasarea ggafxcplux funcgcl.

o : - oo - 385
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X

13, i) (Bigs TIL.143). -Fie dreapta mobils de ecuatie:
= X%, stuuck punctele de: intersectie ale dreptei cu para-
_bolele. aw coordenaiele: : '

M(%’ Z%’) N(g%

- Ecuatiile. tangentelor se. determini prin dedublare:
et ' 4 ‘
\ b ] . . . [ . . 2 !

. : , Y .

~ deci tangentele fau :

. Fig. 111143 ) . acceasi panti’ % . -

-ii) Coordonatele punctului L, mijlocul segmentului MN
sint: S .
| e G, _2EE

ComsREdasR
'~ Eliminind parametrul X intre cele dous coordonate, obtinem
ecuatia locului geometric, care este o paraboeld de.ccuatie -

P=+aor

. 144. Fie cercul (C) de centru.variabil («, p) §i razd varia- .
bila R, punctul fix A(xo, o) §i dreapta fixa de ecuatie ax +
+-by +¢c=0. T - N
_ Pentru a determina locul geometric al centrului cércului-
" va trebui si eliminim parametrii variabili «, # din. ecuatiile:
i) (so—)* (yo— B)* — R*= 0 (conditia ca punctul 4 -
‘si aparfind cercului). . -
i) conditia de tangent, abtinuth din intersectiz cercului
variabil cu dreapta fixi si impunind conditia ca discrimi-.
nantul ecuatiei de gradul doi obfinute s fie nul. Locul geo-

386



metric ‘al centrului este © paraboli avind ca focar "punctul
dat §i ca dreapti directoarea, dreapta dati. :

145. Sé ia ca axi Ox dreapta fixi si ca Oy perpendiculara
4din punctul fix pe ea. Looul geometsic este © paraboli.

446, O paraboli,

147. Fie parabola de -ecuafie . ¥ =12px s5i punctal fix
A(%o, ¥o). Evuatia dreptei variabile este y'— yo = A(x — %Xo)-
Coordonatele punctelor M -§i N se determini rezolvind
-Sistemul format din -ecuafin ‘parabolei si echatin dreptei
variabile: ., o N

) (=2

IR e e |

= N4? 4 2[ M50 — M) — P+ (yo—M)* =0 §i
. M —28y +2p(yo—Kxg) =0 .
ecuatii ale ciror ridicini sint %y, xv respectiv vy, yy.

' ‘Coordonatele mijlocului s¢gmentului sint:

XL =

Yty MYo—Aw) —p

2 o
y _yutow _?,
t 2 a

Eliminind parametrul Mintre cele dous coordonate, obfinem
wpouafia loculsi geometric, ctare este o paraboly de ecuatie:

. E AN };2-—— yerry ‘—-_—?(x —’x-o).
148, O hiperboli. ; -

' " 149, Fie parabola de %qué.p’e ¥ =2px 5i dreptele de
- ecuafie: : SR oo .

B - 1
S 4 fy = N

s

' ~®ordomtde puixctelnr M §1 N 'sint:/ - -

’ o " M{%’r %—93 '.M%m@{ — 2p%).

)



Coordonatele mqloculul L al segmentulm sint:

14 1— e
A g g

A¢ : A : CoL
* - Eliminind parametrul A intre cele doui coordonate vom ..
obfine ecuafia locului geometric, care este o _parabold de-
ecuatle : .

:b“(l LM )=~1»‘(;’“——‘2) =-y“’*= ﬁx-%zp*.‘

150. Fie parabola y" = 2px, punctal - M( A VZ?A), -
tangenta in M are ecuatia:- '

,_ px —V2pr-y + A= 0. Coordona‘tele punctulul T sint.'»‘

, pr—p - ;
% .=—--——, 't = ———=—=—,  iar ~coordonatel ctului
T ¥t 2|/2 " coorconatele pug u
SImetnc L sint: , L : !
oy = __1__'1_;__1 s,uy __JL+J’M Qwa*?
yL Vzpl N o , ) v‘ :

: L‘hmmind parametrul A intre cele doui coordonate, determi-
~ nam ecuatia locului geometnc care este curba de ecuafied
. . ) | 5,2 __ P pa -

S o As+p) g
151. Fie pambola de. ecuatle ¥ = 2px i punctele_

pree Vzp x,) i €{1,2,3} cu g ____________? fhtd _,o
constant §i 5¢ Kz (V"1+V7‘2+V7*3) b cons

. -tant (G fund ccntrul de greutate) Céordonatele mleoculm |
unui segmcnt sint:"

ot g L VIR V)
L X = y - > <2,
- | | ’  Vﬁ(i- l_,\::l N

e ——
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S
- 7 Y
B

» Ehmmmd parametrul Ag intre coordonatele X Siyp ‘vom
- determina ecuatia loculux gcomctnc care este o paraboli

. de ecuatie: i .
Lo 2y 8 _Vm=% ’
- 3a——2x=4y2——126y=
L Vzp |/2p e :

—-—‘1j>x+6ap-—-9(,2=,x‘ ——4y +12b;:;-64;1, . gbz

152, i) Fie y=m x—-% ecuatla coardei dusi pnn. -

focar, unde # =tg a. Aceasti dreapta mtersecteaza para- -
bola y* —2px = 01in punctele A(xy, 34), B(xz, ) unde X X3 -
se obfin din ecuatia 4 nz2x2—4px(m +2) F mPpt=0; .

© Deoarece AB =1/ (%, — %) F (72— y1) =

= VTEH—ar ) = T B — 5] (1F ),

finfnd seama de formulele- lui Viéte:
’ 2 . 2
A + %y Pl + 2) , 'clx 2 rezults |
m¥ 4 ) .
2 2
A —-——-—-—!-—zp (1 + mv) dar sm2 ———-—-—m
: et RN
§1 dec1 AB smzas_ Zp o T 7

ii) _l__iu_f_.‘l‘ »_1.;'_.c°52 si 3 .__+____‘1."1'
. 4B 2p i CD 2p 7 - 4B CD" 2p -
iu) Locul geometric este dircctoarea parabolcn i

. 153, i) Punctul " fix este mijlocul segmentulul AB.
Cil) Locul geometric este o _dreapti paraleld cu axa Ox

« 154, i) Daci M (%, ¥o) atunc1 T (—- %o, 0) 51 N(xo+ p, 0)
ceea ce justifici afirmatia.
ii) (MF) arc ecuatia y¢(2x — j)) = y(2xo——-p)
" (NP) i yyo = p(x—1x0—p) st
(TP):py + 95 (x + xo) =0, care formeaza un sxstem
-rcompatxbll cu,

. 2_)/0 —Zxo 1 [ .
P —y 1 |=0
Y o 1 '

i) Locui geometnc cste chpsa 242 —}- V—prx =0,

/389
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P fy=">4x—94 A
55.4) § ¥ s _ :

1 : ) { y=(a+35)x+u-—3 -=>'16x2—(37+a)x+19;7fa=50;7
jar conditia ca dreapta si intersecteze curba este ca. A >0,
adicd a? + 291a 4 153 >0. inlocuind pe x =2 inecuatia -
de gradul doi in x; obtinem 9 — 3a = 0-adici a=3.

) Ecuagia parabolei este y* = 8x, iar punctul D(-—2,0)
va verifica .ecuatia tangentelor y = 3= {# 4 2) in punctele
de abscisi 2, M{2, 4) si M’ (2, —4), unde ecuatia tangentelor
s-d determinat prin dedublare. ' A .

iif) Fie M(\|/{@+ 9)A¥ a—3), lar tangenta fin.

- punctul' M ‘o determinim prin dedublare; -

R~ PV e e P

a+-5'9\=.9.
2

- Dreapta (OM) are ecuatia: p == 4 :‘@ x ‘5):’:}. a—-g :

st paraleia dusi la Ox prin punétul P ave ecuatia:
) o a5 S
2)/{a+ A +a—B

Prin intersectia celor doui drepte (OM) si (ON), vom deter-
mina coordonatele punctului N: e

2

4

e = a+t3d a2
M e ropte—3 ¢
: S
. YN at

= ” ' 'X'
- 2@+ SHr+a—3
Eliminind parametrul A" intre cele doud coordonate wvom
obfine ecwatia locului -geométric, care este pardbola de - .
a+35 T g
. ~ o : . _
.. Pentru’ valoarea particulard 2z = 3, locul geometric este
- parabola y? = 4x. o '
156. Fie parabola y® = 2px. Tangenta in virf este‘dreapta
x = 0. Fie punctul P(a, B). Ecvatia unei tangente din P
e p

la paraboli esté "y =mx + - ‘unde B = a4 s
. par € Ea +-2m {3 ?”“_.FZ‘M ;

ecuatiey y? = . X
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.. . 'l,, .o N . . »‘-
Segmentu}: determinat pe axa Oy de: csle doul tangente.
1 :

duse din. P are lungimea /= % --'-—--—1— unde my §
my
mz “sint. rédicxmle ecuatiei. 2m®x — Zmﬁ + p=0. Cum
&_2pah . -
|1y —my = I/ (my mz)z_-—‘imlmz %[E_‘uTg‘ ]l 3

oty = lj) 'l,ieéulga,‘,z*=l[@%v;— 2479 adics p?—2pa =12,
Locul geometric. al punctulm O este-o parahold dé ecuafie
y=2pz+ B o
2af? .-Bz — ocz)
tﬁ?. R .
i) (m*-!fﬁ“ B T
H)Zpr— 32t B+ Bp =0
i) 2>+ P#—2 px =0 deci un, cerc de: oentéru ($,0),
razi. . De altfel, dreapta. (P(Q). trece: pnnﬁt-un, punct fix
AZ5.0). § ungfnur OQA este drepi;

158, (Fig LIS, A
~I:‘ie parabola deecia- . . TE -
fie: y* =24, punctul '

e =

tapgenta. tn. M -avind: /“"‘\ ¥

ecuatlapnmd:edubla:e. o N

2 . N . .
' : - - Fig IIL158
ty p(x + 3 ?) o ig; .

:ﬁx—ty-{-f—o coerdonatele gu.nctulmN ——-i- o], -

‘Centrul cenculm circumscris unui triunghi’ se afld la mter-
secfia mediatoarglor laturilor, fie 4. mijlocul” segmentuluj

- OM, dec1 e cmozdbnate(—-. —-}g B mijlocul segmentulm
Q¥ deci: de: cuoxdmna‘be{l—-g , 0 ) 'ﬁ“xnind‘seama de-proprie-

m



P

tatea de perpendlculantate a doua drepte ob;mem ecuatule.

Tl 2.
_ medmtoarea segmentulm OM: y —l,-t- = _-.-.-t- (x _—.f-)

. : . : . .2 .
- §i- mediatoarca segmentului ON: x= ——-:i—-. Ehmmmd: -

“parametrul ¢ intre cele dous -eCuiatii; obfinem ecuafia locu-.
Mui geometﬁé care este qurba.y” = Ay 4px2—-jJ2x.'

a carei reprczentare grafici o propun spre rezolvare con-

2 " 4p

~

iorm metodex invifate la analizi matematlca

M
N

-

“ta vanablla

FE0

oy

Elumnind parametrul 3 intre coordonatele punctulm L

Fig LIS

Xy =

B \ 4* coordonatele punctu.

* nim - din intersectia -
.-dlrectoarex cu secan: -

T oy= X x——f%— i jar

~

R4 4 o 4 Fle parabola. de eci-
- " -atie y® = 2px, secan; .

lui- M le determi-

- fa, deci xM_—__—- _-.g. s

ya = — pA. Dreapta -
(OM) are ecua’pa y =221, Coordonatele punctului L le
~ determinim rezolvind_sistemul format din’ condxtxa de per-"
pendlculantate a dreptelor (MF) si- (OL) si din condltxa
“ca punctul L si verifice ecuafia dreptei (MF) S

- . R

)\..y_lf='_.;1

s

- o ;\ .
l‘xL“J'L—%"?O

N  § 5 . S
2(1+7F} TR TR

vori dctermma ecuatla locultu geometric, care este un cerc '

392
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A

) 3 Do n—a
o= mt) et g) +2ag=0.

A)

-~ de ecuaie 424 57— -:i £ =0, avind centrul c(.ii o) R

-

fji raza 1%:-—,,%-\“ o - =

L~

o 160, Phnctélg 4 s bcare impart segmentul MN inras

- poarte egale 5i de semn contrar se numesc conjugate armonic

AM

Y

fafide 4 5i B deci: om0 o i tntre ahscts

AN oN B \
- " “sele celor patru puncte este: Boe_ . m ‘_,qe.-z ma -o

- m—yg

- Fie cercul cu centrul in’ originea axelor, iar axa Ox dias

.metrul ce trece prin punctul 4. Fie punctele A(a, 0), M(m, Y1
"N(%,735), (g, $). Abscisele m si n sint date'de sistemul fors -
-mat din ecuafia cercului si ecuiafia dreptei variabile: '
B AR =0 y= A (x— Q)=
L UH MR 2% L R0
. - 12 B \" . )\?ﬂz—;Rg .
142

wrt #y=2a

- ) AééSte valori ‘subs,tituie' in relaji& dati de abscisele punctes - -

O ARRRY 20 (et

-lor conjugate armonic, ne di:~ -
) ' » ‘ 2; .
+2g=0=g=5

N a

CUER T T 1y

' V,déci cum abscisa ‘p’ﬁnc'tului..Q este constanti, locul geometrig.
al- punctului @ este o dreapti perpendiculard- pe 04, Dacj

" @ >R punctul 4 este ‘exterior -cercului, iar ¢ <R deci

. ale tangentelor"duse din‘ 4 Ia cerc,

polara intersecteazi cercul i trece prin punctele de contact

Dacd ¢ = R, punctul 4  este pe cerc iar g=R, deci

polara se confundi cu tangenta. :

Daci @ < R, punctul 4 este interior cercului, iar ¢ > R

- deci polara este exterioari cercului,

" 161. Cercul c.iir'cﬁmscris;tr'ihnghiului{ ‘

393
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. 162. Fie M(xo, yo) §i secantele variabile {(S;): ¥y — %= _" "
= \(x —%0) § (Sa) y-—yo="w(x — %p). Ecuatiile -gercu-
ilor date sint: (C;) #*+ ¥ +mx+ny+p=0 si (Cg)

a4y tai+by+c=0. Intersectind cercul {Gy) cu
secanta (S,) -vom obtine punctele M, si M,; iar intersecfia
cercului (C;) cu secanta (Sg) vom obtine punctele M, si M, -

“Wom determina ‘coordonatele punctnlui P(%p, yy) “conjugatul
sarmonic -l ‘punctului 3 ‘n raport cu -punctele N, §i B,

i prin :eliminarea parametrului 1, vom abtine £cuatia umei
drepte, cate este polara:punctului M in raport cu cercul (Cy). -
Analog, wom determina -ecuatia” polarei punctului M-in .-
raport ccu tercud {Cg). ‘ IR :

Impunind conditia de getpendigularitate a :celor doud

'

polare, vom obfine ecuatia locului geometsic a punctului 7 - |
: ~ i mY . m A
scare.este cercul‘deecuape(x +%}\(x - ,.;_ Hy +%)1(y S

SR %)-—f?o, cerc cu fdiariaetrul' mggrﬁént -eu -tliét&n;a een-

trelor cercurilor. | “
163. (Fig, IEL163). Fie cesoul de wecuafie 2? + 3% —

— R?= 0. Ecuafia dreptei varidbile: y = A (¥ 4+ R). Coor-~

donatele punctelor M si N sint: A .

E.: : a2, :'.,2, O 7T s
" M(0,XR),N|xy = A H[I(Ii ;-21); ==,
R4 R(R—1) + VET I ).
yN=: 1+)‘2 - ) =
. Ecuatia «dreptei para- '
lele este y<= AR, .jar
-ecuatia dangenteisdater-

H{deoarece gpunctul apar-
_ jine curbe}): ‘
3ty 00 Py YR =D,

Deci -caordonatsle punc-
tuilui L Shut: :
Tig. 111163 o sigp=A-R. :
g



’ -‘*Ehmm?nd gamnet‘mh )»},mtre x §i° yL, vom determma. eguas
tla locului ggometnc care este:

Vs R(;R?‘-{'f}‘?)‘—-—«b'?ﬁ,ﬂz—-}z_{_ RY/ (R DR—5]

X = — - —R+[/(R2‘+1‘)R?—~y ; ..
: 164. (Fig. I1L. 164.)
" Fie. elipsd de ecuatie

,xz. 2"
T - —»—-l:ﬂ‘
ZT 5

s
. M(x,i' L/a?——AZ)* B

. Cumrnormalxeste: per-

- pendiculari pe tan:
gentd in punctul de ; b
contact atunci va - - . Fig. 111.164
avea ecuafia: : :

N ’ ‘az \ :
Y—m= N i:: (7‘—%14)L

Coordonatele punctt-lor de 1ntersectxe ale- norma1e1 cu axele
carteziene sint:

) P( — L 0) £ 0[0, yu— L), -
- x" = T) ('yx "R m) |

- deci, punctul L va: avea: ccordbﬂutele:

[

K . : ax 2'.

R ‘
o=l
Ehmmi‘nd parametrul’ X mt‘re coordonatele. puncturul L
vom obfine ecunatia locului geometric, care este elipsa de,
ecuaties afa? 4 Byt —c%= 0, und& e g 3 berepre‘
Zint& abscxsele focamlar o s . }

S . ; .
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4 L 165. prerbola
— , a’x? — b’y —c—Ounde ©
SR o c=4 ]/a2 T 0 reprezintd
' - N abscisele focarelor. o
TN [ AR 166. (Fg. 1IL166). Fie
. , 3 : parabola
- ' Fig. IIL166 ~ = y _2;,,,5, M(;\ ]/_2p;\)
Ecuatla tangentel dusa, fn punctul’ M 0 determmam
prin dedublare: .

~

X l
[/215)\ (e + 2, R
iar ccua.pa drcptex paralele care trece prm punotulA este"-
{x—a . N
VT -
]:cuat,la drcpte1 (MF) este IR
,_\~ . " . . X A _y 7
T : o ‘).‘ 21’7‘ =0,
2 o 1]
2 - N -

) adiéi' Mi_ﬁ\x——(h — ‘i)y-——- _121 [/Zj'ﬂ =0

- Coordonatele punctului L le’ determinim rezolvind sis="
temul forma.t din ecuatiile dreptelor (MF ) §1 (AL)

. o V22BN, 1/21>>~-—2ax+a1>) -
LT Vzpz
Eliminind ‘parametrul A intre coordonatele punctului L,

vom determina ecuatia locului geometnc, care este un'cerc
~cu centrulinF§1 cu raza FA." S >

.© 7.167. i) Se considerad punctul M(xor yo) sxtuat pe- cerc §x L
' e hlperbola §1 se scrie ci tangentele la cele doua curbe sint-.- i

(xL + 7‘)

i ,’}39‘67



p‘erpéxidirctﬂarg.: unde 7, = —;'-'[,/r? F a, 3, =—;— VA
ii) Eliminind parametrul 7 intre %, si ¥, determinim locul -
g , a .

- geometric care este’ hiperbola. de_ecuatie’ 22 —_ 3?2 .;.,2_. =0,

T

 *- 168 (Fig. 111.168). Fie pa- 4 e s

- .1abola de ecuafie y* =2px si -

- monic al punctului M fafi de -

- pardmetrul A intfe %, si 7,

. ecuatia y—yo= Mz —1x0) §i .
- intersecteazi parabola in punc- AN .
tele 4,B. . - N AN X

S(%"'.Yo)'- 'Dreapta - variabili - A Y.
care trece prin. punctul § are /

~Determinim  coordonatele - N/
punctului P, -conjugatul ar- - B

punctcle A si B 'si eliminind . Fig. 111.168 V_ :

- yom ‘determina ecuatia_unei drepte §i anume polara punc-

_ tului M. Intersectind polara cu parabola, .vom determina

- coordonatele punctelor M si N, iar aria triunghiului SMN
- va fii . G- U ‘ B :

R gl K me 1-'I o -
. SoTeT ﬂ: __2_ Xy yﬂ. | 17 — I{. |
' o v 1

V‘Ecua'tia_ locului - geometric este parabola:’ 8 —2px,="2K,

" jar cum punctul § este variabil, vom renunta la indice 0,
- obfinind -écuatia: 3% = 2px -} 2K. -

. 1695 Fic punctele M{x,, 3;0),'A(d1, a,), B(bl.bg), C(ci. )
D(d,, dy). Aria unui triunghi se calculeaza: o

. oMABl=—| 46 a 1|=1 = [(ay—bro—{ay— ..
T -2 . 2 L
‘;, - e o L bl b2 . 1 Lo .

R

-—; b;):yo“*‘ a]:bz"—azbd. »

_ -~ Analog determinim celelalte trei arii si tnlocuind in égali-'

- tatea din enun{, obtineln ecuatia locului geometric care cste -

© dreapti,
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. - N
170. ‘A(a, 0). Locul geometnc este x—y+a=0.

~ 171, Fie m. coeficientul unghmlar al dreptei (PQ) Locul
geometric este dreapta’ de ecua‘pe.

my +d =0,

172, (Fig. I111.172). Fie
dreapta {D) de ecnafie y =
=mx + n 5i M(A, mh 4 n)
deci  proiectiile  punctylui

P(, 0), si (0, mh + ).
Paralela dusi prin punctul
Q la dreapta (D) are: ecua‘pa g
(329 1Y ==k — 2 = Mm%, iar -
B o ~ paralela dusi. prin punctal .
Fig. mL172 P 1a dreapta (D) are ecui-
: ‘ tia (P,): 1y = m{xz —X). Fie
A B plcxoarele perpendmu]a.relor duse din dpum:ifele P g -

@ pe dreapta (D), puncte ce VOr ayea coor
. solutu ale sistemelor:

YA L, [ yo—m- 7&—.12 ; o  ,.
"= 1$B{ - m=—1
A""'mxA’}‘”-, ys—mxn’i-”"

.‘__'.A(A h—ﬂm A=m7s+7z)_$i>

_ I 14 md
. ' X\ mI - mPn. - ﬁ‘g
B L i Yp==
(’f” t+m 2T axm )
Fie {E}=(P) N (B) si {L.}=(P) N (P4)=
: y=mx—2n) : y——';nk;-fz = mx ‘
x Yy 1 3 |l ¥ 3
”L‘Lw e 1|T0F Rl 5 7%&
0. mh+n If x .0 1

Eliminind parametrul X intre coordonateIe plmctulm L,
_rtespectiv ale punctulm Ly, determinimi ecuatiile locuziler

268

pe axele de coordonate sint -

onatele drept



ecuafii:
A) (1 —m)x + 2my — mn = 0.
ity 2mx + (m®— i)y;.i;ﬂ =0

_Ob&ervaﬁe. FieR, S Rﬁnctele de iﬁtersectie considerate §

I proiectia punctului O pe dreapta (A). Punctele 0, M, P, 0,
R, S, I sint situatepe un cerc de diametru GM = PQ == RS.

. Atunci (RI) formeazi cn dreapta (A) un unghiegal cu cel
ficut ‘de (A) cu Oz, deci (RI) este-o dreapti fixa. Analog

k $S_I.) este o dreaptda .
ixa. Locurile geome- ' B
trice  sint™ dreptele - /Y
(IR),, (IS) care sint
endiculare, punc- /
- metrale,

g Lone
173, (Fig. 1IL173). ©
Ecuaﬁa.die

ptei mo-. = 3 : A
bile, care trece prin ° ; Wlao) N\
punctul C;-are ecva- . ' @ig TIL173 )
fia y—b=Nzg—a). . . b

Coordonatele punctelor C’(xy, y,)'-gi C"(%5 y,) sint solu-
tiile sistemelor: , . -

=

si

]2 =1

_2._‘"__"6..;‘=._'1

X3

Sl +Na—d b ) -
:’C(x."" PEETS U Chak gt )
of. A% . B—ah4b)
- C~,(x2_s+x2~’ BT T e )

b Y ol BE—ah 4 B
Dect 4 (a' =1 +12)" 4 (a"y”.:'—lfﬁr")z

B ta. ) @A)
' %y = ———o———"5 b}, BY = i O
B(x’ BETTOR ) (x"r T » )

‘geometrice, ' care >sint. doud -drepte ,perpendic.ulare, da .

. ‘{yl_bil(xl-fa)'--{ y2—6=?\(’€z—“) . s

- 309
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~

e

-y

~ oLy

- . ’ . -

i) 'Ecuatia' dreptei (A"B’) -pstg o

PRI 1+12y+

= 0= al 4 22)x + b(1 +%2

(1+7\2 R
w+wu+W+
. +abm3+ 2abx=o

-

-

N I N
e 32 H=0=(y,—b)x— (“ — %)y + ab— ?1}'2 =0, -
) adici . V - S 7 S ) S '7‘ . '1;/,.—; A'

B A(az + bz) (1 4 xz) abxz(az + 2)

T a ‘
iar directia dreptCLcste m=— o care este flxa, cleoarece

nu depinde de parametrul AL

AY

i) Coordonatele tm]loculul M al sementulm A 'B" smt

L4 b 24N
2§1}J‘I——'— 2' -
T 2 TR

: . a
v Ky = e

. Eliminind parametrul A, fntre cele doui coordonate, vom

determma ecuatia locului geomctrlc, care este drcapta de '

36~

ecuatlc -2—1 +—2—y— I=0.
; 3a. .
i m) Coordonatele rm]loculul N al scgmentulux A"B’ smt

4

v u—ty2a

2502 — aX + 2y -
*N .

21+ 23

YN =

- geémetric, care este dreapta ax —by'= a®—25°% iar cele

300

174. Fle punctcle A(a, O) si B(b 0), a>bsi ccuat;ule j

‘cercunlor (C) si (C') : (x-——O)(x-—-a) + (y-—O)(y——O) =0
=%y ax-0§Lx +y-—(a'+b)x+)\y+ab- '

 Eliminind parametrul A, vom dectermina ecuatia locului

doud drepte loc geometrlc sint. drepte perpendlculare .



T BEE)=W+butp=0

rr.;fu‘niife‘ ecuatia /ceréului . (C').s-a de fermipat astfel:

;N

e (C) 1 43 mx by o+ p= 0 ._
Ae(C)=>att+am+p=0"- m=—(a +b)
p=ab
{n ...—..l.»

Rezolvind sistemul format din ecuatifle celor dous cercuri

- vom defermina: coordonatele punctului P:

o 0 o abA
TRy T

Az T

E!muni‘nd pa.fametrul A, fintre Vt.:bbr‘dénatele puhctului' P,
;-.vom determina ecuatia locului geometric, care este ecua-

-7 iii) Cercul 2% 4 y% — (7, +7'r2)x = 0. iv) Tangentele la

- fia cercului: 4% 4 32— qx =10,

C 175 D) M, ;.z_fl;-,,_zﬁ‘_’_l_), N[ 22 _2mr, CoL
P 1 +,;'_n2‘

:; 1 -}—,m‘t"l + m?

AL+ m?
L me—1

T - u) Aﬁfécrelaﬁfébqficient’ unghiular: ———.

2

~cele doud” cercuri sint (A2— rd)x A (y —2) = 0 &
.~ -Intre coeficientii unghiulari my §i m, trebui: si avem

rehgia 1M _ gy

My ~—

-

- L mymmy,

“Notind: 7y—r,=a si 7, =b se obtin ecuatiile A%
200 (0 - 2622 o 2ab) + b2 = 0. care se rezolvi pu-
- nindu-le sub forma (A% 4 ah 4 b)% = 24%2,

. 7, se Inlocuieste cu —v,.

— T6) A=—12; i) B, 2), CO, — 2), A(L, 0),
M ( 4 -—-L) iif) y =3x fiind ccuatia dreptei care

’ fecuatia'_ x2 -+ y2 -—20x — ZB)’ + Bz =0,

Daci cercurile sint de o parte si de alta a axei Oy, atunéi

-

14—z 4 —a2)

. trece prin origine, ¢cuatia locului geometric al punctului M A
- ooester 4a%=— ) — 4y =00 - :

- 177.Fie centrul cercului “variabil 1‘(«,‘. B),'Icerc kare' are

s
S §



\\

Intersectind cele doud cercuri §i* impunind Cq;uiitia-' de

tangenta _ob»;inem: v o
#+y—1=0 R

.
.

> 4o £ B2 — ol + Y% (1 4 B — 4g2 = 0 50/

A = —168%p% + 20 — 1}(f*— 20 — 1). Cum A = 0 atunci

? = 4 2a 4 1. Deci ecuatia locului geometric este formatd -

din reuniunea a douid parabole: y® = 4 2x 4 1.

-y

"178. Fie dreapta (D): y = mx + n si punctele A(x,, mx, b

-
i

4 ) Blm, gk 1) M0 b 4 1) Flon 30 Gse 39 |

unde AB =-

Xy B M Hy— R mma=e ] Byt J=

 MQ = V(N + (mA + 7 :'".y_qz) = ¢, iar coordonatele
punctelor P i (), verifici ecnafia dreptei perpendiculare -

in M pe (D), dreapts de’ecuatie: y— (mh- n) = -

(n—2). Scriind ecuatiile dreptelor‘w? s (BQ) § rezok -

vind sistemul format, determindm. coor

R +a;y —ag=90, -~ ’ .

ii) Locul geometric este parabola de ecuaﬁ‘a‘ y= -1— 22—

—_—— X,
ij) Inliturind solufia # = 0, obfincm ecuafia:

2 —2ax2 4 % o (a—Np2 =0, )
Formim sirul hui Rolle:

fie f{x) = 2®— 2a2® + a2« + {a—Ngp®

JB =3 —dax + @, f(x) =0=

m=asin=to f=@0 5 /(5] =1+
: : 3 T8 T

+ (e NP2 = '

402

enatele punctului -
‘de intersectie i eliminind parametrul A, vom obtine ecuatia .-
locului geometric, care este dreapta.de ecuatie (p — qlx + =

L

~



,Sirui lui” Rolle e's.te;

x PP : -
- 3 + o] »
) 4a Numdarul -
+ ,jmmtelor de
wnlrsecfie -
iE (a-*'}‘)jb@ (a—X)p? Lexceptind -
' - punctul x =0,
A€ {—oo, a) f—n_,'lf +; + x;E,(_——,oo,-g-)
~ 4 - - . & . .
h=e e e ape(ed)
T x-ﬁ =X =a
me= f 4 F2Tag%) - | \ L Y :
. %‘e{“@ ; 274 ) e H"'?’ . s—afwze(%;a)

3"’36 ((l, °°)

. 4a34-27, !a' N ’

27[73

uEMWoo) -

g

" - . ‘
- ——f— , ‘
'.RE(M,OO)‘:-— — =+ e (@ o)
- L 27t ~. . :
© 129, Fie trei puncte aparfinind pafabolei
;M,(x;, ”; = 1) re 1 2 8l -
Feuatin normalei tn puncul M;‘ esfe- , ~
_5?—'ii =— : (x-a-— } Fie pnnctul L(xo, ¥o) de unde
se duc cele. tref normale, deci el apartine ﬁecam drepte in
408 .



_—

parte, deci yo— ¢ = —f—t-’- xo—-z—i‘b-) cit 5i faptul ci -doud.-
normale sint perpendiculare, adica- .- e T
S - tg’ 7 ’ ’
— —— == —-1

PP
(Se cunoaste faptul, sau se poatc demonstra ci multd usu-
rinfi, ci daci #t,, m, my sint pantele acelor normale si- -
impunind conditia ca dreapta y — 3o = m(x——xp) si fie -
normald parabolei se obtine ecuatia de gradul III-in m cu-

sdicinile #,, m,, mg, iar locul geometric al punctului- L

l - ; - ge . s

pentru. -care — + — + — = constant, adicii conform rela- =

T~ R "y my mg - R T ) -
- tiilor lui Viéte: -

C g + mymg - mgmy

constant, este o dreapti.)

- = ml”lzms o . ’ ) e _,7‘. ,
- Eliminind parametrii 1,, %, #;, obfinem ecuafia locului-
~ geometric care este o parabola. - i =

180. (Fig. I11.180)."

Fie M(xo, yo) §i para- -~ -
.. bola de ecuatie Y=
- ="2px. Scriind ecua-
tia unei tangente pa-.
¥> ralela cu o directie-
. datd, de pantim, y =-

4 -~

, - mx + <~ siimpunind
Fig. 111.180 : .~ condifia ca punctul

- - M(xo; yo) sa aparfind
-acestei tangente, obtinem o ectiatic de gradul doi: 2xgm® —
—2ygm + p'=0 ale carei radacini ~m,, m, sint pantele .
celor doui tangente care se pot duce .din M la paraboli,
jar ecuatiile tangentelor le putem scfie y— yo= (¥ —%o) .
cu ¢ €{1, 2}. Tangentele la parabold au pantele m; = tg ¢;.

e s . tg o Ctgo s

- Fie sin ¢ sin @ =" =t it P =

: L L VT+tgte £V T+t
T e "y - - Mg = E -

S E VT m £V T+m .

) - Mty h -

= TV Tl — 2mpmy £ (g £ L

T 404



-29 S | - | :77.,

S mmy=— o
~Cum{ ~ % isubstituind in ecuafia precedenti
R i 240
~ obfinem: -

P g o

L Vi — i + B R
Decizecugﬁaz locului geometric este_curba y® = —2* + px P -

e ﬂ%@l care este ecuatia inei- conice care admite
axa O, cd axi de simetrie,

. Fie tg ¢, +tg @ = mym, =E£-‘, deci ecuafia locului
" . R o - xo’ - oo -
geometric este o dreapti. ’ _
> :']81,_0 dr,eapfii,.’o paraboli. o L L
182; Ecuatia generali a conicelor este 44?4 Bxy
4+.Cy® +Dx+ Ey+ F =0 in care coeficientii sint cunos-
cufigi AEpBELCE£O. o
.. i) Dacd 4 = C, B =0, ecuafia reprezintd un cerc, - .
-z i) Daci AC >0, B =0, elipsi cu axele paralele cu’
axele de coordonate, in particular dacd D = E = 0'se obtine

. ecuatia redusi a elipsel. -

i) Dacd AC <0, B =0, hiperboli cu axele paralcle ca
‘axele de coordonate, in particular daci D = E = 0 se obtine
‘ecuatia-redusi a hiperbolei, -~ - - = . , .

* iv) Daci B = 0 si unul dintre coeficien{ii 4, C este nul

" se obtfine o parabola cu.axa paraleld-cw una din axele de

- coordonate, I o BT

~.7v) Daci ecuafia initiali este produsul a doui polinoame

~-de gradul I: (ax + by + c)(a% + b,y + ¢;) ecuatia reprezin- .

- iad doud drepte. -~ - . - : o
... De- altfel, se poate stabili o noui apropiere fntre aceste
curbe, conform teoremei lui Dandelin: sectiunea plani intr-o

. suprafa{i conici de rotatie este un cerc; a elipsi, o hiperbols,
o parabold sau este formati din doud drepte reale, imaginare
sau confundate., De asemenea-o conici poate fi- definiti ca
Jocul geometric al -punctelor din plan pentru care raportul
_distantelor la un punct fix numit focar si-la o dreapta fixa

- numita directoare este o -constanti ¢ numiti excentricitate

405 .



. (pentru e < 1 conica este o ehpsa, pemt'x:u e =L conica este ‘
o-paraboli, pentru ¢ > L. conica ‘este o hiperbolti). Ciad se
eunose Ix o conicd cuwr centrir, umul dintre focare (xg yo)*

- dlrectoarea corespunzatoarc ax + by + =0 gii excentmcx-

" tatea .¢ a conicei, €cuafia conicei se- scrier

P NERY o — g(“x+by+¢)2 B
(}\ x4y — o)’ = ¢ propay=
care se numeste ecuatia focald a conicei. " Pentru fiecare for

car avem cite o ecuafie foeald, iar fn cazul. paraholei awem -
o smgura ecnatxe focald; iar daeasefactnam caloulble obfinem:

Ax? + Bxy + Cy? +Dm+E3+I’-—O

. Ecuatia leeului geometric éste 0- comici. amnd; fmarul
O si directoarea (D). A '

"~ 183. i) Avem elipsi dack (a® + m)(b* + m) >0;. adzca
7 se afld in afara intervaluluf (—a% —6%; avem Kiperboli
in caz tontrar.. Exgnmmd ca. trece: prin. pnnctul (%os. y0),avem . -
. "ﬂd L, . ﬁ, L @ Q
_ at+m B4 m . '
'Avem o ecuaie & gradul IT fn; a1, deci- doui. curbe.. Se-araty ~
c& -0 ridicind este fn intervalul (a%, —8? si. cealalts in afari.

ii) Se va chserva c& oztogonahd:a.tea; se traduce pnn R

'relatla: , 4
(@ A m)(@F A )~ (BF A ma(B® A ). ,

"y, m, fiind radicinile ecuatiei in m. Aceasti- relafxe S8
démon%t‘reaza 1med1at‘ scazf'nd' rel‘atni'e : B

ﬁ+%'$$m
a£+m&+6a+ma‘ B

- i) Se-elimini. pmmeﬂmll m aire ecuntie dhﬁ st ecmafm
polaz:eli punctului fisc i rapestt cu -acele curbe, obt,;mf
ecuziia loculud geomnmc care este” um cerc,

= U,

r
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N Rmmmtescdeﬁm.tmpalanexmnmpunctinmport cuo
 conica: Fie M, un punct fix in pplanul unei conice, o secanti

- mmobild dusa pnn Mo, nrntersecteaza comca. in punctele M,

§i M,
~ Locul geometnc al )pmctulm P, non]ugatul -armonic al
- ‘punctului M, in raport cu punctele M,.5i M,.este o dreapti
i mm1ta polaza punctutui M, n sapert rcu -conica.
- Ecuafia polarei este analoagd ecuatiei ‘tangentei dusi
,‘\dmfn'ﬂnn pumot al comicei .§i deci se ‘objine prin dedublare.
.- Reciproc: dacd se i dreapta s+ by 4 ¢ = 0, punctul
Mo(xg, %), a cdrui polara fafi cu o conici -este dreapta
. precedents, se numeste -polul dreptei faf3 e gonici.
. Coordonatele polului :se «determini scriind cd ‘polara
- punctului M, coincide cu dreapta dati (prin §1ru1 de rapoarte .’
egale, generate de coef1c1entu1 1u1 &, dl fui 3 5 de itfermenul
Allber) .
ERelat.ule care exxsta intre abscxsele i ordonatele punctelor
M, si P, con]ugate armonic . fatd de punctele M, §1 M, se
_-obfin din:

."MoMnl LM, :sxx ""xn _ Xy—%p

i 'MoMa‘ APMBV B Tt I Xg—%p
§i respectiv . | ‘ :
N 45’;—3’0 N Sl s I

L BT %
184, 1) Pardbola = ax cu fovaral Fi— n)

ii) Notind ordonata punctului M ca, atunci distanta FI |
, p‘ina la tangenta este ggali 'cu-}l’- a”-;}-'ﬁ)s i OF._-d—, si
a? + AH?
4a
iii) Lopml gnam!:mc 'axte amiba, de ecustie, _
o des-ﬂﬁaxz ﬁ-z&ﬁx —Ba%=128a%

.-MD - + deci FI? =OF - MD, "

— N



)

185 1) ‘Fic punctele M(p., 0) N(O v) cu condl’;la

P-

B-l..o

Dreptele (M B) si (NA) au ecuai,'nle

,_+y-1_o x+-—l-_0
B

-—

@j

o

Trebuxe s elnmnam paraméfm i, v din ecuatnle precedente

Avem din, (2) —_—=
obtmem ecuatia

B 2y o+ eyt —px —y = 0

l—y -
X

care reprezmta o comca.

* deci conica este- degenerati cind o — 0“

ii) Avem
8
A=) L
: 2
1
7v.—_6

'Nl'-;b

:’Q "

-

1

..._._“

2

l

1

—

v

NIESSIE

=—l—-——- si inlocuind in (1) ;-

0

y

AR
LR

-}pu—aém/

B'--(') a-l-‘-.l:

adicd, atunci cind punctul P este situat pe axele Oz, Oy sau -

pe dreapta (4B). In caz contrar, conica (I’) este ‘oaréeare, -

De asemcnea

* Daci punctul P este situat pe hiperbola (H), gy — -

408

17— 7\-
4‘:,

* avem & = Osi conica (T) este o paraboli. Cigd P este in



-

domemul hmltat -de lnperbola (H) care contme s ongmea,
- rdec1 xy = — % <0, avem 3 < 0 si conica este o lupcrbola

,Dacé P este situat in domemul complementar, conica. (I‘)
"~ este o ehpsa (fig. 1IL185)..

L) ‘Conicele (I) trec prin punctele comune curbelor

‘iob;mute, anulmd coeﬁcrentn lui a, B si tcrmenul liber:

Lo {x“—x—'—o :

e ng mss
Rezulta cele trel puncte fixe’ 0(0 0) A(i 0). B(O 1),, .
Cind conica (T) trece prin K(2, 2).avem relafia-intre « §i §: .
V' SRTRRE ' ¢+ﬁ+2*0
. Ehmmind pe B awcm N - : L
. —(a + Z)x2 + xjy + ay + (a + 2)1:—-— ay =. 3y .
L Obtmem AP .
. _.( cirerd )=.3. -

Y

R
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sl conicele sint xeh'psé( _pentru o

2

-

parabold pentru o v
_ hiperbold in afara intervaiuihi. A o
" Pentru determinarea.centrului, anulém derivatele parfiale -

ale ecuatiei (3) in raport cu # §i y: L
fi==2a4+ 24+ +a+2=0 fy=2+2ay—a=0, "

o

‘Eliminind parametrul « obtinein ecuatia: .
' 2% —8xy 4+ 202 + 3 HIy—2=0 -,

care reprezintd o hiperbold cu centrul in_(% 3 -g—) cu axele .

pe bisectoarele unghiului _a:xequ de :mbor'donate. '

" Observatii; a) Razéle 4N §i BM corespund omografic.
Deci locul geometric al inkersectiei lor este o conicd ce trece
_prin-4, B si-evident, originea, pentru secanta ‘AN = A40.
b) Genul conicei depinde de matura razelor paralele
AN, BM. Renuntam provizoriu laconditia ci dreapta (MN)
si treacd prin P. Atundi punctele M, N de pe- axele 0%, Oy
. pentru-care 4N || BM corespund omografic. Deci dreapta.
«MAN) -infisoari o conick (H), tangentd axelor Qx, Oy in
.emoloagele ‘punctului 0. Par «ind M =0 avpm N 00 §i
‘reciproc. Deci conica (H) admite axele 0%, Oy-¢a asimptote]
avind asimptotele perpendiculare, (H) este o hiperbola.
echilaterd. ' s e
_ Cind punctul P este situat pe conica (H), existd o secantd
@MN) ce trece prin P, anume:tangenta iin P la{H) st conica .
(T), ‘este o paraboli. Cind P apariine' domeniului «wars
contine ariginea putem si ducem doud tangente prin P ¢
exista doud ;pozitii ale -sacantelor paraléle ~vcarespunz‘étoar;e’&
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. _Gonicareste 0 lnperbola. Cind: P este in domeniul complemen-
~ tar, nz-avem: pozidii d¢ raze astfel ca dreapta (MN ) sa treacd
prin P si conica (I') este o elipsd.
o c) Conicele care. trec prin punctele fixe O 4, B, K for-
meaz3 un-fascicul; locul geometric al centrelor lor este conica
_¢e trece prin rru)loacele laturilor i diagonalelor patrulateru—
: lu1 si intersectia diagonalelor. . ,

'186. (Fig. IIL 186). m) Integram succesiv de doua ori
- $1 gasim. . )
. ‘Y= sz— 1922 + C,"x + Ge. SRR

Din, cendxgﬂey{ T’=° $ 99 =0 Cy= 56, Cy= —18
Déca y.are ecua.;fa y sz—- 194% + 561 —48.. '

Y

Fig nrse | Flg. IL187

187. i) Ecua.tia. cerculux (C) este (x—-2)2-+ ¥ —4=0
Fie M & (Cy). om,luaxu_z-i— 2 cos B, yy-=2sinb;
eve[o. A Aria SOMN = ; ON. NM = 2sinb+ .

+-sin @ - cos 0] Pentru. a.calcula aria maximi, calculim
derivata ‘ariei si gasnn a[OMN} =-2[cos O + 2 cos? 6 — 1]
Dedi pen(:m m(ﬂ) =60°- adxca pentmn xy = 3 i yM =
= |/3, triunghiul OMN are aria maximi 3 I[—/Z ‘

) ¥ = uz st pez&pa. punctului M comcxde cu pozitia - -
punctulux M in care aria AOMN era maximd.-

iiij Prin adunare -deducem. J:cuaua P(x) = x“* xz—
»'.-— xtm=0 . :
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I Condma necesara §1 sufxcu;n’ca cax =a si fie radacma
dubla a hu P(x) este- P(a) = 0, P'(a) = 0, P"(a) a& 0

- 188. 1) Fie (Pm) y = x;z — —;-m,x 4 mi + m,

A . : 3 .

(Pm,) y = x* —-—2—m2x + mz + "y

parabole ce coresPund lui m = m1 §1 "= mz 3
Intersectind (Pp) cu (P,,.,) gisun coordonatele punctulm

~° unic N(xy, yn)-

Scriind ¢d (Pys) trece~pr1n punctul O dcducem m=0s .
== -—1 valori cirora: le corespund parabolele (P) s (P’)f

' 2. 8,
(P) y—a“ (P) y-w2+ 7%
' Fxc dreapta (D) de ccuafie y = mx, care mtersecteaza para- -
bola (P) in punctul A(m, mz) §i parabola (P) in punctul

B (m———s—,- m— —m
2 2
- Daci O este mx]locul scgmentului AB Avém"m =% s

: ; i) l° Daci m1 oy = a, atunm punctul N are abscxsa.
~ .constanti §i locul geometric este o pﬁralela la Oy: (sau o.
: parte din ea) de ecuatie: (L;): x = ——(a + 1) i

Venfxcam dacii orice. punct de pe dreapta (Ll) este un -
) punct al locului geometric, numai accle puncte ale dreptex ,
(I), prin care trec parabolele (Pm)

)'- '.~ Ca

- Fie M[= (a + 1), Iz) & (Ll) Valonle 1u1 m, coresPun- |

, k=(§(a+ l))z‘—%’-‘-'— (a+ n +m +m ,‘ 0
san dn?~—am-+—9—(a +=})"'——h= |

a2



Ecuatza are rada»clm reale <. A 0‘ :
' e+ 12— o
) ( +1) T =

: De01 prm punctul M trec parabolele (Py) daca ko> .
_Deci: L este locul geometric al punctelor aparfinind _drepte-
lor,(L,) care au ordonata superioard lui J.
"=~ 2% Locul gedmetri¢ al punctului N in acest caz se deter-
f_ mma elnmnind pe m1 si. o intre cele 3 relatu o

oy my =, x-xN, _y._y

; Determmam para'bola (Ly):y = %% -b. -

< Verificim daci orice punct al parabolei (L) este un- unct;‘
- allocului geometric: Da, dacih <0, deoarece la orice a smsa

k= k exxsté "y, astfel incit si avem: ‘

- 2 m,—[—m,-i-b K, - (1)_4
o s L T o
dat fiind fgi‘ecuatia,{;pre,cedenté,"ih my, are discriminantul -
) f . a e o
-‘A'=(.,1«—'-% k) — 430, Vi€ R.

Dec1 in ‘acest caz locul geome.tnc al punctulux L este (Lg)
in mtteglme. Nu, daca b>0.

A'<0=a]ee( (1—21/b) 2(14-21/'))

sx ecuatna (1) nu are ridicini reale. Aceste valori ale lui %

* reprezinti -abscisele acelor puncte de pe (L,) care nu aparfin

loculm géometric (L'). -
Locul ‘geometric (L) este format din punctele parabole1
,y— x —-b care nu aparfin benzii margiite de dreptcle:

x——-(t-—W‘) 5 v—-—(1+zl/b)

B° Eliminind pe ml, 9y intre ce]e 3 rclatu obtmem;
parabola (Lg): y——xz—--i—cx o '

‘Deci N (Lg). -Verificim daci orice punct al parabolex
. (Ls) este un' punct al loculm geometnc Observim ci v
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. poate lua o valoare % dati «dac exists my astel ca wcuatia
. fn m,y: xy = k si aibd radicini reale, ecuatie care se scrie

astfel:
2m3 — (3k — 2)my + 3ck = 0.

' Ea ae discriminantal: A" = 0% —12(2c + Nk + 1.
. Acest trinom are discriminantul A= 144¢(c 3-1).

Daci —1 < ¢ <°0,-atunci A, < 051 A” >0, iar ecudtia de'.
gradul doi in m “are 1adicini reale, oricare ar i BER. .
Locul geometric descris-de punctul N este parabdla (Lg) in -,
intregime. o : " L
Daci ¢ < — 1 sau ¢ >0, atunci A” are doud radicini &5
?:lkz si intre ele A” <0, iar in afari A” >, Aéﬁél%cua%i:. ‘
n m are radicini Teale daci mumirul % <%, sau %> %
fn acest -caz locul geomretric al puncivlui IV, (L) este-o |
parte a parabolei (L), ‘eea exterioard benzii determinate de

dreptele x = %, §i ¥ = &y

Verificim. daca existi um punct eomun celor 8 locuri
geomgtrice. Fie dreapta (L,) §i paraboléle (L;) si (Ls):

x-—-f%—(a +1), ¥ =22—b, y= aéz—f%—.'cx, :
< B . L ‘!;\ . - . ; .
cirora apartin locurile (L), (L') si-(L").

. Eliminind pe-# §i y intre relatiile de mai sus, determi-
mim, “o_condific necesard i suficientd, -ca ALy); {L2), (L) S8
aiba un punct comun; anume: b=%a - e 40) ‘
Der locurile (L), (L"), (L) pot fidoar -parti ale lui (L,),
(Lg) 5i{(L3j). De uceea (C) reprezinti numai o vondifie nece-
sari ca (L), (L), (L") sa aibd un punct comun. ,
Conditiei (C), ‘trebuie :s3-i adingam .conditiile restrictive
.determinate .mai :sus. R ST
" jii) Fie M{X,Y) mm punct din plan. Seritnd A M € (P,
deducem .0 .ecuatic -de gradul al doilea in Jn, care ‘are «doud
radicini reale gi- grm ;puinctdl M ‘trec -doul yarabdle =»
~ N . ’2' . N - T
‘e A =(.§- X .;'1) —4X? 4 47 >0,
b :

Astfel sc pune In evidentd Pa.:abola:'

7 424 3 1

P): Y = __X2 ——-.X— —p
B A T S
Dacii M & {(P), -atunci prin punctul A7 trece -0 Hingurd
parabeli §i mumai :una. Pecl i(P) este Toved geametric contt,
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