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Introducere

Toate domeniile culturii se dezvolta in stransa interdependenta cu matematica.
Matematica bine facuta ofera tehnici de gandire care permit optimizarea deciziilor
in situatii variate, precum si instrumente de prelucrare a informatiei astfel incat
ceea ce este esential sa poata fi valorificat cu maximum de eficienta.

Manualul de fata se adreseaza elevelor si elevilor din filiera vocationala,
profilul pedagogic si profilul sportiv, care au alocata, prin planul de invatamant, o
ora de matematica pe saptamana.

Manualul este organizat in unitéti de invatare. In cadrul fiecarei unitati de
invatare sunt derulate: secventa de familiarizare, evidentiata prin titlurile ,,Ne
amintim si exploram” sau ,,Observam si exploram”, secventa de structurare,
evidentiata prin titlul ,,Analizam si generalizam” si secventa de aplicare si
transfer, evidentiata prin titlul ,,Aplicam si dezvoltam”.

Fiecare unitate de invatare incepe cu un test preliminar de autoevaluare, ce
sintetizeaza cunostintele de baza necesare pentru parcurgerea capitolului
respectiv.

in corpul fiecarei unititi am evidentiat etapele demersului didactic prin
expresiile: Sa observam!, Sa comparam!, Sa analizam!, Sa aplicam!, Sa
demonstram!.

Concluziile unei etape de rationament sau de observare, finalizate printr-o
propozitie generala, de tipul unei teoreme sau al unei definitii, sunt evidentiate cu
ajutorul expresiei ,In general!”.

Pentru a facilita conexiunile intre continuturile cu caracter strict matematic
din lectie si aplicatiile acestora, am grupat in benzile laterale ale paginilor manualului
atentionari, exemplificari si exercitii necesare in fixarea notiunilor prezentate.

Fiecare unitate de invatare se incheie cu o scurta lectura, care raporteaza
tematica acesteia la evolutia istorica a conceptelor sau la conexiuni semnificative
cu diferite domenii.

Testele de evaluare de la sfarsitul fiecarei unitati ofera modalitati de verificare
a nivelului de achizitii in domeniul matematicii si al aplicatiilor acesteia si sunt
astfel formulate incét tintesc fiecare dintre competentele avute in vedere de
programa scolara.

Demersul de constructie si dezvoltare a manualului a urmarit formarea unor
competente care sa permita identificarea relatiilor intre notiunile matematice
studiate, interpretarea datelor de diverse tipuri, utilizarea unor algoritmi si concepte
matematice in situatii diverse, exprimarea caracteristicilor matematice ale unei
situatii concrete si analiza de situatii-problema in scopul optimizarii solutiilor
practice. Informatia continuta in programa scolara a fost structurata si detaliata
astfel incat aceste deziderate sa fie realizate cu succes.

Ne exprimam speranta ca manualul va oferi un instrument practic de invatare
tuturor acelora care sunt dornici sa inteleaga, sa explice si sa actioneze eficient
in lumea in care traim.
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Simbolul | atentioneaza asupra faptului

ca anumite justificari au fost omise in
cadrul demonstratiei. Ele trebuie
formulate de catre cititor, pentru a
participa activ la intelegerea textului.




Unitatea de invatare 1

) Test initial de autoevaluare

Interpretarea
datelor

Impartirea
cu rest

Divizibilitate

Calcul
numeric

Procente

Calcul
geometric

Rezolvand exercitile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei

unitati de invatare.

1.

Studiaza tabelul de mai jos, care prezinta cateva echipe de fotbal din divizia C si afla
care echipa are cele mai multe goluri marcate si care echipa are cea mai slaba aparare.
Gaseste echipa cu cele mai multe meciuri egale.

Loc |Echipa Meciuri | Victorii | Egaluri |Infréangeri| Goluri | Goluri |Puncte
marcate | primite
[11. |CSMENAFagaras| 26 | 10 | 5 | 11 | 29 | 31 | 35p
[12. [cS Predeal | 26 | 7 | 7 | 12 | 23 | 26 | 28p
|13. |Mantrax Bod | 26 | 5 | 4 | 17 | 21 | 45 | 19p
14. |CS Targu 26 2 2 22 11 56 8p
Secuiesc
2. Gaseste catul si restul in cazul in care deimpartitul d si impartitorul i sunt egale cu:

a)d=37;i=5 b)d=236;i=12 c)d=43;i=8
dd=124;i=14 e)d=121;i=12 f) d =2424; i = 101.

. Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor:

a) 24 este divizibil prin 6 b) 24 1l divide pe 6
c) 249 este divizibil prin 9 d) -5 este un divizor al lui 5.

. Scrie divizorii intregi pentru fiecare dintre numerele: 12, 16, 30 si 100.

. Efectueaza:
a) -24 + 22 b)(-4+3)-(-2) ¢)(-1+1)-@3-1) d)-1+1-3-1
1 4 1(2 3),4 1
e)(-1)-(-2)-(-3) f) E—%+§ g)2,7-381+443 h) 5'(§—§)+§ (1—5)
Calculeaza:

a) cat reprezinta 30% din 120.

b) cat la suta din 640 reprezinta 160.

c) cat va costa un bilet de autobuz de 1,10 lei dupa o scumpire de 10%.

d) care este procentul de ieftinire al unei carti care inainte costa 24 lei, iar dupa ieftinire
are pretul de 21 de lei.

. Determina lungimile segmentelor marcate cu x n figurile de mai jos.

b) c)
8 X 3| 4
® N /\ x




Numere. Operatii cu numere. Proprietati

Operatii cu numere in cotidian

CACILTET

in diferite situatii din viata de zi cu zi folosim, uneori fara sa ne ddm seama de
aceasta, proprietati ale operatiilor cu numere.

Exemplul 1: Asociativitatea adunarii

Andrei, lonut si Mihai vor sa cumpere un cadou mamei. Andrei a economisit 6 lei,
lonut 8 lei, iar Mihai are pusi deoparte 7 lei.

Andrei a facut urmatorul calcul: ,Eu si lonut avem impreuna 14 lei, daca adaugam
cei 7 lei de la Mihai obtinem 21 de lei.” Calculul facut de Andrei a fost: (6 + 8) + 7 = 21.
lonut in schimb a rationat astfel: ,Andrei are 6 lei. Eu si Mihai avem impreuna 15 lei,
deci in total avem 21 de lei.” Calculul a fost: 6 + (8 + 7) = 21.

Faptul ca cei doi frati au obtinut aceeasi suma se datoreaza asociativitatii adunarii:

Oricare ar fi numerele a, b, ¢, avem: (a+ b)+c=a+ (b +¢).

Exemplul 2: Comutativitatea adunarii
Doamna Vasiliu cumpara in fiecare dimineata o paine si un litru de lapte. Comparand
bonurile de casa din doua zile diferite a observat ca intr-una din zile fusese inregistrata

mai intai painea, apoi laptele, iar in cealalta zi produsele fusesera inregistrate in
ordineainversa.

1000 x 05 15000 x Jrkh
FRARTELR PRIRENRA &5 A | &FTF 14 DO [T LE T
1a0000 % Jutks 1,000 % 5
LAPTE Ly DRSS LHT Sk FRARTELA PRINALRRA ]
FURTITAL Ll ELRTOTAL 4sl
1AL Ga2l TOTAL Ga2l
T & 19,00 .47 e & 19,000 0,67
TETRL LER WECHE 2160 TOAL LET VETHI 43100
FCHITAT Sl ACHITRT 5,00
VERT 0,7 FEET 0w
1ET VETHI 50,000 LET WTHI 2000
e84 OP=9 TR:451 PO8:4 OP:9 TR=E0

st HLLTURDH BT Ve il AETEFTEM W8 HALTIRTA 31 U5 ML AOTERTEN

Faptul ca suma obtinuta este aceeasi se datoreaza comutativitatii adunarii:
Pentru orice doua numere a si b,avem: a+b=b+a.

Exemplul 3: Asociativitatea inmultirii

Intr-un depozit sunt asezate mingi de baschet pe 5 rafturi suprapuse. Pe fiecare
raft sunt 4 randuri si pe fiecare rand sunt cate 6 mingi. Dorel a calculat numarul total
de mingi astfel: pe un raft sunt de 4 ori cate 6 mingi, deci 4 - 6 = 24 de mingi. Cumin
depozit sunt 5 rafturi, rezulta un total de 5- (4 - 6) =5 - 24 = 120 de mingi. Mircea a
rationat in alt mod: pe 5 rafturi avem 4 randuri, deci in total sunt 5 - 4 = 20 de randuri.
Cum fiecare rand are cate 6 mingi, in total sunt (5-4) -6 =20 - 6 = 120 de mingi.

Cei doi baieti au obtinut acelasi numar datorita asociativitatii inmultirii:

Oricare ar fi numerele a, b, ¢, avem: (a-b)-c=a-(b- ¢).

@ De ce crezi ca este utilizata
denumirea de ,asociativitate”
pentru aceasta proprietate a
adunarii?

A llustreaza printr-un exem-
plu din cotidian comutativi-
tatea inmuilfirii.

OV
SRR

=
“ )
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Exemplul 4: Distributivitatea inmultirii fata de adunare

Holul din apartamentul familiei Popescu are o lungime de 6 m si o latime de 2,5 m.
Familia Popescu doreste sa mocheteze holul. Deoarece nu au gasit in magazin o
mocheta lunga de 6 m, ei s-au multumit sa cumpere doua bucati cu latimea de 2,5 si
cu lungimile de 2 m, respectiv 4 m. Pentru a se stabili pretul, a trebuit calculata

® Cum ar fi putut proceda
cei doi soti daca ar fi gasit in
magazin mocheta cu latimea
de 5 m? Realizeaza o schita!

A citits de Ia dreapta spre
stanga, proprietatea de dis-
tributivitate evidentiaza scoa-
terea factorului comun.

Exerciti

suprafata totala a mochetei cumparate.
Domnul Popescu a calculat suprafata fiecarei bucati si a adunat rezultatele:
25-4+25-2=10+5=15(m?

Doamna Popescu a tinut cont, in calculul facut, ca mochetele puse cap la cap
vor acoperi intregul hol si a calculat in acest mod suprafata totala:

adunare:

Sa comparam!

25-(4+2)=25-6=15(m?).

Pentru orice numere a, b, c, avem: a-(b+c)=a-b+a-c.

Proprietatile de asociativitate si comutativitate fac referire la o singura operatie
algebrica (adunare sau inmultire).
Proprietatea de distributivitate ,leaga” cele doua operatii cunoscute.

-

si probleme

. Stabileste paritatea rezultatului unui exercitiu in care

se fac numai adunari si scaderi, daca numarul
termenilor impari este:
a) 7; b) 20; c) 159; d) 264; e) 775; f) 1088.

. In exercitiul 305 - 30:10 + 5, adauga paranteze

pentru a obtine rezultatele: a) 17; b) 142; c) 8; d) 210.

. Inlocuieste literele cu cifre astfel incat calculul s&

1.

Folosind metoda factorului comun, calculeaza:
a)2- 149+ 2 - 351; b) 3-213 + 3 - 287;
c)7-985+7-15; d)5-472-5-72;
e)13-133 - 13- 33; f) 16 - 379 - 16 - 279;
g)2-498+2-373-2-371;
h)6-412 -6 -327 + 6 - 315;
i)9-1029-9-638 -9 391.

. 12. Calculeaza folosind metoda factorului comun:
fie corect:
a) ab x b) abc8 x 15-27+15-23 + 15 - 50.
ch 4 13. Calculeaza in doua moduri:
acc Scha a) 28-506 + 72:506;  b) 21:7 + 56:7 + 63:7.
1‘5’31 14. Folosind metoda factorului comun, calculeaza:

4. Adauga paranteze astfelincat1+2:3+4:5+6:7=1.
5. Efectueaza: a) (11 +22 + 33 + ... + 121):121;

b)1-2+3-4+5-6+...+49-50+51.

15.

a) 107316 + 107684 - 107 - 990;
b) (8 + 16 + 24 + 32 + 40):15.

Calculeaza in doua moduri:
a)(2+4+6+8):(1+2+3+4);
b) 376-(673-111 - 673-11):673.

6. Calculeaza in doua moduri: 16. Se considera numerele: a=1+2+ 3+ ... + 40 si
(2+4+6+8+10)-(1+2+3+4+5). b=2+4+6+..+80. Aratdcd2:a-b=0.
7. Afla numerele naturale mai mici decat 20 care  17. Stindca a +2:b +3-c=41 si 5a+4b+3-c =55,

10.

impartite la un numar de o cifra, dau restul 6.

. Un numér este cu 84 mai mare decat altul. Impartind

suma celor doua numere la diferenta lor, se obtine
catul 15 si restul 14. Afla cele doua numere.

. Cétulimpartirii a doua numere naturale este 3, iar restul

10. Adunand deimpartitul, impartitorul, catul si restul,
obtinem 143. Care sunt cele doua numere?

Efectueaza:
a)(369:9+18-3-456:6)-0;

b) (9+ 11-11: 11+ 220) - 10;
c)25-(160-30-5-8) - (24 + 321 : 321).

18.

19.

determinda + b + c.

Calculeaza si justifica rezultatul:

a) 2007-2008-2009-2010 - 2010-2009-2008-2007;
b) 2007-2000-1999-1995 - 2000-1995-1999-2007;

C) 74-46-49-36-42-56 — 37-46-21-72-98-56.
Calculeaza 12 345679 - 9. Folosind rezultatul, deter-
mina numarul natural x astfel incat:

a) 12345 679-x = 333333 333;

b) 12 345 679-x =444 444 444;

c) 12345 679-x =222 222 222;

d) 12 345 679-x =555 555 555.



Multimi de numere si operatii cu numere

) Analizam si intelegem!

Sa ne amintim!

Multimile de numere intalnite in clasele anterioare sunt: multimea numerelor natu-
rale (notata cu N), multimea numerelor intregi (Z), multimea numerelor rationale (Q) si

multimea numerelor reale (R).

4 Multimea numerelor naturale

Numerele naturale 0, 1, 2, 3, ... sunt folosite in mod curent pentru a exprima de
cate ori se repeta o anumita cantitate, cate obiecte avem s.a.m.d.
Numerele naturale se reprezinta pe axa numerelor. Aceasta este o dreapta pe
care am fixat o origine, un sens si o unitate de masura. Pe aceasta axa, numerele
naturale sunt asezate in ordine crescatoare in sensul pe care I-am ales, astfel incat

0 sa corespunda originii. Pentru n > 1, numarul n este asezat fata de (n - 1) la

distanta data de unitatea de masura fixata.

Putem reprezenta un numar natural pe axa fie cu
ajutorul uneirigle gradate, fie cu o rigla negradata si cuun
compas. In acest din urma caz procedam astfel:

* Potrivim compasul astfel incat deschiderea sa sa
coincida cu unitatea de masura.

* Asezam compasul cu varful in origine si, in sensul pe
care l-am ales, construim numarul 1.

* Potrivind acum varful compasului in punctul cores-
punzator lui 1, obtinem numarul 2, intr-un mod analog.

* Pas cu pas, construim numerele naturale la rand, pana
cand ajungem la numarul dorit.

¢ Multimea numerelor intregi

Uneori, numerele naturale nu sunt suficiente pentru a descrie o anumita situatie.

Sa analizam!
in campionatul de fotbal al

A Numerele naturale se
reprezinta, de fapt, pe o
semidreapta.

O Reprezinta pe axa numa-
rul 6. Pofiface aceasta repre-
zentare utilizand compasul
numai de 3 ori? (Fara a folosi
rigla gradatal)

@ Explicd semnificatia nu-
merelor negative din tabelul
de mai jos.

Divizia C. Clasamentul final al seriei C8

Diviziei C, echipa ”ASA Tg Mure$” a Loc Echipa Meciuri | Victorii | Egaluri |infrangeri nic;g;r{e ,:;rf#:tr‘; Puncte |Adevar
i e ot N R R T RN
goluri si a primit 26. Pentru a diferentia [2 ] ashtomuwes | 26 | 15 | 5 | | 42 | 26 [ s0p [ 411
intre cele dous cazuri, spunem ca [ 3 | Mosutuaus | 26 | 12 [ 6 | 8 [ 51 |26 [420 ] s
prima echipa are golaveraj pozitiv, + N Tr,aclmmlﬂB"fw_ |20 [ 12 [ 4 | 10 | s [ a1 [40p | 1
16, iar cea de-a doua are golaveraj [ Chm:'caTamav,em 26 | 1o | 7 | & [ 34 |2 |aop] i
negativ, -3. Am folosit, pe langa L& | Ava?ml Reghin | 26 | 12 | 3 | 11 | 27 | 24 [sop | 0
numerele naturale 42, 26, 23 si | 7. |Transkurier Sf.Gheorghe | 26 | 10 | 8 | 8 [ 25 | 20 |38 |
numarul negativ -3. " [8 [  movhsoata [ 26 [ 10 [ 7 | 9 [ 3 [37 [37p |2
Numerele negative pot fi si ele | 9 | GazMetanTgMures | 26 | 10 | 7 | 9 [ 20 [ 28 [37p [ -2
reprezentate pe axa. Mai precis, ele [10.| unireaungheni | 26 | 11 | 4 | 11 | 34 | 3 [37p | -2
sunt asezate astfel incat —n si n sa |7 | CSMENAFagaras | 26 | 10 | 5 | 11 [ 20 | 31 |3ep [ 4
fie simetrice fata de origine, pentru [12 ] CS Predeal |26 | 7 [ 7 | 12 | 23 |2 |28 |-

orice numar natural n.

© Marcheaza pe axa numa-

: : : : : : : : : rul -4, folosind o rigléd
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 negradata si un compas.



O Gaseste numerele ratio-

nale egale cu 3 din sirul:

5
6 12 9 2
4 8 4 3

© Amplifica fractia % cu 2,
cu-1sicu4.

a-m
® De ce sunt fractile .,

. m .
s echivalente?

@ Simplifica fractia 12 prin
18
2, 3si-6!

® Poti simplifica fractia % ?

De ce?

A o fractie care nu mai
poate fi simplificata (decat
prin +1) se numeste
ireductibila.
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4 Multimea numerelor rationale
Atunci cand trebuie sa lucram cu parti ale unui intreg, folosim numerele rationale.
Acestea pot fi reprezentate in doua moduri, pe care le descriem in continuare.
< Reprezentarea numerelor rationale ca fractii
. . y ) oom
Putem scrie numerele rationale sub forma de fractie de tipul —,unde m,ne Z, n # 0.
n

Sa analizam!
Un stadion are 25 000 de locuri, din care 5 000 la tribuna 1, 10 000 la tribuna a 11-a si

1
10 000 la peluza. Aceasta inseamna ca 5 din locurile stadionului sunt cele de la

tribuna I, % sunt cele de la tribuna a ll-a si tot % din capacitatea stadionului este
reprezentata de locurile de la peluza.
Administratorul stadionului a comunicat aceasta informatie, spunand ca 40% din
locuri sunt la tribuna a ll-a: 40% = 402 .
100 5
Sa retinem!

Doua fractii % si § (cum, n, p, g€ Z, n+# 0, g # 0) sunt echivalente daca

m - g = n - p. Fractiile echivalente reprezinta acelasi numar rational. Douad numere
rationale sunt egale daca sunt reprezentate prin fractii echivalente.

Exemplu
Fractiile % Si % sunt echivalente, asa cum
se observa si pe desen.
Numerele _72 Si %0 sunt egale, in timp ce numerele :—; Si _?1 nu sunt egale.

< Cum obtinem fractii echivalente?

N . A o Ap s . ..m < N
Daca inmultim atat numaratorul, cat si numitorul fractiei P numarul intreg a # 0,

. .oam . o m o i .
obtinem fractia 4 v care este echivalenta cu P Spunem ca am amplificat fractia
™ cu a. Scriem aceasta m_am
n a. n an’

< . m N A I Ay s .
Invers, sa presupunem ca n este o fractie in care atat numaratorul, cat si numitorul

sunt divizibile prin numarul intreg d, adicé existam’' sin'€ Z, cum=d-m'sin=d-n'.
m . m' m
Fractiile n Si " sunt echivalente. In acest caz, am simplificat fractia n prin d si

. (d '
scriem 7t =1

n n
Exemplu
S consideram fractia = . 30 si 348 sunt divizibile prin 2, deci 30 =15
lia 34g- 305 90 34 ~174°
15¢ 5

Mai departe, 15, si 174 sunt divizibile prin 3. Putem simplifica si avem 174 " 58’
30 _ 5

deci 348 58" Aceasta ultima fractie nu mai poate fi simplificata (decéat prin 1 sau -1),

deoarece 5 nu este divizor al lui 58.




in general

!

. ..om .. o . e s . ..o m
Pentru orice fractie , gasim, dupa simplificari succesive, o fractie '

echivalenta cu % si care nu mai poate fi simplificata (decat prin 1 sau -1).

Uneori, este utila scoaterea intregilor din fractie. Aplicand teorema Tmpartirii cu
rest, putem scrie numaratorul m sub forma m =n-q + r, unde g € N este catul, iar

re {0, 1, ..., n - 1} este restul impartirii lui 7 la n. Obtinem % = 6]%.

40 _419. -557'_55_o4. —40_ _ .@__( E)__B
Exemplu 51="21 17 =17~ %% 21 Vo= a1)= oy
De asemenea, poate fi utila introducerea intregilor in fractie.
4 4 "2 4 26

Exemplu 2ﬂ=2+ﬂ_ $H=91

< Reprezentarea numerelor rationale sub forma zecimala

Putem scrie numerele rationale sub forma zecimala (cu virguld). Intalnim trei
tipuri de astfel de scrieri:

a) finite:  0,25; -1,752; 3,443;
b) periodice simple:  1,(3); 2,(24); -6,(5);
c) periodice mixte:  2,41(2); -3,12(3); 5,223(2).

Numerele zecimale sunt utile atunci cand lucram cu unitati de masura si cu multipli
si submultipli ai acestora.

Exemple
1m=0,1dam = 0,01 hm = 0,001 km
1 ban = 0,01 lei.

< Cum trecem de la o forma de reprezentare la alta?

Intrucét folosind inmultirea cu -1 putem schimba semnul unei fractii, in exemplele
de transformari lucram cu fractii in care atat numaratorul cat si numitorul sunt pozitive.

Trecerea din forma fractionara in forma zecimala se face impartind numaratorul
fractiei la numitorul acesteia.

© Gaseste fractii egale cu

20 s'ﬁ care nu mai pot fi
36 ¥ 90 u marpotii

simplificate.

@ Explica deosebirile dintre
diferitele tipuri de numere
zecimale.

A orice numar intreg se
poate scrie in forma zecimala
daca adaugam dupa virgula
numai cifre de 0. De exem-
plu, 29 = 29,0 = 29,00.

A Dacslao fractie zecimala
finita adaugam zerouri dupa
cifrele semnificative de dupa
virguld, atunci valoarea
acesteia nu se schimba. De
exemplu: 3,413 = 3,41300.

Exemple
2 _ 2 |25 2 _ 23 31_ 31 [12
25~ 0 0 [0,08 3-00) 0 [0,66... 13 = 2583) 24 [2,5833...
20 20 =70
0 18 60
200 =20 100
200 18 96
=== = ==40
36_
==40
36
=4
Observam ca deimpartitul 20, Observam ca deimpartitul 40, catul 3
catul 6 sirestul 2 se repeta. Aceasta si restul 4 se repeta, ceea ce inseamna ca
inseamna ca obtinem perioada 6. am obtinut o fractie mixta cu perioada 3.

Orice numar zecimal poate fi scris sub forma fractionara. Pentru cele trei tipuri de
numere zecimale exista trei algoritmi diferiti de transformare.

Exemplul 1: Numere zecimale cu scriere finita
254 12547 627

1,254 =12 = =22
1000 1000 500

@ Scrie sub forma zecimala
fractiile:
27 9 43 -17 8 -1

20°13'15° 40 ' -7 ¥ 1a-
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627
@ Verifica faptul ca 500

forma zecimala 1,254.

are

® Observa exemplele si
formuleaza reguli de transfor-
mare.

@ Efectueaza transforma-
rile inverse!

® In figura de mai jos,
dreptele orizontale sunt para-
lele. Compara rapoartele
segmentelor determinate de
aceste drepte pe cele trei
secante, apoi calculeaza x.

/

3/&3 4

T

@ Reprezinta pe axa nume-
2 3 14 8

rele 15 5

12

Exemplul 2: Numere periodice simple numarul format cu cifrele din

o 4~ perioada
12 210" 70 4 _ 31
1 2(12)=2= = 2) 3,(4) =
99 99 33 9 9’

o cifra in perioada
Exemplul 3: Numere periodice mixte
numarul format cu cifrele din afara perioadei

~

012(3)_123—@_ 111¢ 37

’ 900 900 300
AN

o cifra in perioada 2 cifre in afara perioadei

< Cum reprezentam numerele rationale pe axa numerelor?

Am vazut ca numerele intregi pot fi reprezentate pe axa numerelor. Cum putem
include si multimea numerelor rationale pe aceeasi axa?
Sa analizam!

Vrem sa reprezentam pe axa numarul 5 As

0 B

Pentru aceasta, ducem prin O o semidreapta distinctd de axa numerelor. Pe
aceasta semidreapta, construim segmente de lungimi egale, pornind din O:

OA =AA, =AA =AA =AA,.

Unim A, cu punctul B, corespunzator lui 1. Ducem prin A,, A,, A, si A, paralele la
dreapta AB. in acest fel, am impartit segmentul OB, de lungime 1, in 5 segmente
egale, de lungime %
4 Multimea numerelor reale

Anumite probleme concrete au condus la utilizarea unor numere care nu sunt
rationale. A aparut in acest fel necesitatea introducerii unei multimi mai largi de numere,
aceea a numerelor reale, notata cu R.

Exemplul 1

Domnul Popescu vrea sa isi construiasca in gradind o mica sera. Pentru
constructia ei, va realiza intai o structura metalica. in centru va aseza tarusi verticali
de 2 m, la margini tarusi cu indltimea de 1 m, iar latimea serei va 0
fi de 2 m. Domnul Popescu a realizat o schita cu profilul serei
pentru a calcula dimensiunea barelor oblice care urmeaza sa sprijine
acoperisul. A determinat mai intai lungimea segmentului OB, care A
este 2 -1 =1 (m) si pe cea a segmentului AB, egal cu jumatate 1[ }1
din latimea serei, de 1 m.

Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul OAB, a obtinut: T
OA?2 = 0B? + AB? deci OA2=2

Domnul Popescu si-a dat seama ca, pentru a realiza traversa oblica are nevoie
de o bara cu lungimea de J2 m. Utilizand calculatorul, a aflat ca V2~ 14142 ;
domnul Popescu a decis sa utilizeze o bara de 1,42 m pentru realizarea acoperisului
serei.



Sa demonstram!

V2 nu este numar rational.

Daca, prin absurd, +/2 ar fi numar rational, el ar putea fi scris sub formé de fractie

ireductibila, adica 2 = " (m,ne Z n+#0,msinprimeintre ele).

2
Prin ridicare la patrat am obtine 2 = "L~ | deci m? = 2n2. Aceasta ar insemna ca m
n

este numar par, deci m = 2/, cu [ € Z. inlocuim m in egalitatea m? = 252 si deducem
4/2 = 2n?, asadar n? = 2/2. Acesta relatie ne conduce la concluzia ca si n este numar

. .. m . . . . o o
par. Dar atunci fractia S8 poate simplifica cu 2, ceea ce contrazice ipoteza facuta.

Numarul ~/2 este un numar irational. El poate fi reprezentat pe axa numerelor cu
rigla si compasul astfel: X

- construim un triunghi dreptunghic isoscel ABC (m(A) =90°) avand catetele
egale cu unitatea de masura;

- pe axa numerelor masuram, cu ajutorul compasului, un segment cu unul din
capete in origine si cu celdlalt pe semidreapta pe care sunt situate numerele pozitive,
astfel incat lungimea sa sa fie egala cu lungimea ipotenuzei BC a triunghiului construit
anterior.

Exemplul 2

inca din Antichitate s-a observat ca raportul dintre lungimea unui cerc si diametrul
acestuia nu depinde de cercul ales (fiind asadar acelasi pentru toate cercurile consi-
derate). Valoarea acestui raport a fost notata cu n. in calcule, folosim pentru = di-
verse aproximari. De obicei, aproximam r cu 3,14.

Se stie ca numarul & nu poate fi construit cu rigla si compasul pe axa numerelor.
Singurul mod in care putem ,vizualiza” numarul = pe axa este sa ,rostogolim” (fara

< 1
frecare) un cerc deraza 5.

DNGIC

Asezand cercul in origine si apoi rostogolindu-l in sensul ales pe axa, punctul care
initial se afla in origine, la incheierea unei rotatii complete se va gasi in dreptul numarului .

in general

Nu orice numar real poate fi reprezentat pe axa cu rigla si compasul. Totusi,
fiecarui numar real ii corespunde un punct de pe axa numerelor si reciproc. Am
,completat” in acest fel axa numerelor, obtinand o corespondenta intre multimea R si
punctele unei drepte.

® Demonstreazad ca /5
este numadr irational. Stabi-
leste daca J5 poate firepre-
zentat pe axa numerelor cu
rigla si compasul si, in caz
afirmativ, explica modul de
reprezentare!

A Pe site-ul
http://iwww.zenwerx.com/pi.php
pot fi vizualizate primele 4
milioane de cifre de dupa
virgula ale lui .

@ De ce acest cerc trebuie

s 1
sa aiba raza 5 ?

13



@® Observd modul in care
se succed zecimalele numa-
rului 0,123456789101112....

Este rational acest numar?

) Ce se poate spune des-
pre segmentul OA cand a = 0?

A Modulul oricarui numar
real este un numar pozitiv
sau 0.

A Vectorul AA se numeste
vector nul si este notatcu 0 .

) Ce legatura exista intre
modulul unui numar real a si
lungimea vectorului OA aso-
ciat pe axa?

@ Cum sunt sensurile vec-
torilor OA si OB dacd A i
corespunde unui numar pozi-
tiv, iar B unui numar negativ?

B Gaseste in figurile alatu-
rate si alte perechi de vectori
egali!

¢ Construieste punctul Q
in cazul in care N = P.

@ Completeaza demon-
stratia alaturata.

Reprezinta situatia in care
punctele M, N si P sunt coli-
niare. Se pastreaza enuntul?

14

Sa retinem!

in continuare, facem cateva precizari privind reprezentarea numerelor reale. Am
vazut ca pentru numerele rationale avem trei modalitati de scriere in forma zecimala
(finita, periodica simpla, periodica mixta). Ceea ce caracterizeaza numerele irationale
este faptul ca zecimalele de dupa virgula nu se repeta periodic.

Spre exemplu, in cazul numarului 1,23(456), a treia, a sasea, a noua, ... cifra de
dupa virgula este 4; a patra, a saptea, ... cifra este 5 s.a.m.d. Datorita periodicitatii,
stim exact ce cifra urmeaza in scrierea numarului rational considerat.

in cazul unui numar irational, chiar daca stim regula de succesiune a cifrelor de
dupa virgula, numarul nu este periodic. Putem insa lucra cu aproximari zecimale ale
unui astfel de numar. De asemenea, exista diferite formule prin care se exprima cu
precizie numere reale. Cateva exemple de acest fel apar in lectura de la pagina 21.

¢ Interpretarea operatiilor cu numere folosind operatiile cu vectori

Fiecarui numar real a i corespunde un punct A de pe axa si reciproc.

0 A
Prin definitie, modulul numarului a este egal cu lungimea segmentului [OA] si

este notat cu |a| . Caracterizam numarul a prin vectorul OA .
Vom arata in continuare ce legatura exista intre operatiile cu numere reale si
operatiile cu vectori.

Sa ne amintim!

< Vectori

Orice doua puncte A, B (nu neaparat distincte) determina un
vector, notat AB . Punctul A se numeste originea vectorului AB,
iar punctul B se numeste varful lui AB.

/B
A
Fiecarui vector nenul ii asociem directia, sensul si lungimea sa.

Doi vectori AB Si CD sunt egali dacd mijlocul segmentului [AD] coincide cu
mijlocul segmentului [BC].

Exe[nple
In fiecare dintre desenele de mai jos sunt reprezentate puncte A, B, C, D pentru

care avem A_B. = C_D. .
B
A
(1 D A B M C D

C

Sa demonstram!

Pentru orice vector MN si pentru orice punct P, exista un unic punct Q astfel
incat MN = PQ.

M N
Punctul Q se obtine astfel: se construieste
mai intai mijlocul N' al segmentului NP, iar punctul
Q cautat este simetricul lui M fata de N’ =




< Suma vectorilor

Sa ne amintim!
Suma a doi vectori se calculeaza cu regula paralelogramului sau cu regula

triunghiului.

/B ﬁ :
A
C D

Regula paralelogramului: Regula triunghiului:

Fiind dati vectorii Transportam unul din vectori Transportam unul din vectori
AB si CD cu originea in originea celui- | cu originea in varful celuilalt.

I ‘I“ ’ lalt. Suma vectorilor (§) | Suma vectorilor (s ) este cea
ca lem - este diagonala (orientats) de-a treia latura (orientata) a
§=AB+CD. paralelogramului format. triunghiului.

A B C D
s

Aplicam regula triunghiului (se va
obtine un triunghi alungit!).

Fiind dati vectorii coliniari AB Si
CD, calculam § = AB+CD.
Sa observam!

Consideram pe axa numerelor punctele A si B corespunzatoare numerelor 2 si -3,
precum si vectorii OA si OB.

B 0} A
_M T H
-3 0 2

Suma 2 + (-3) este egala cu -1, iar suma vectorilor OA si OB este egala cu
vectorul OC , unde C este punctul asociat numarului -1.

C 0]

—|:.,. (.) —

_3 Z

in general

Daca a si b sunt numere reale, iar A si B sunt punctele corespunzatoare de pe
axa, atunci numarului a + b 1i corespunde pe axa punctul C pentru care:

OA+0B=0C

Sa analizam!

1) Daca numerele a si b au acelasi semn, punctele A si B sunt de aceeasi parte
alui O. Numarul a + b are acelasi semn cu a si cu b, iar modulul lui a + b este egal
cu suma modulelor lui a si b.

la+b|=|a|+b| .

(:) 7 7 7 ?A T ;Bi T T T »C::
0 a b a+b

OA+0OB=0A+AC=0C-

M Se poate aplica regula
paralelogramului pentru
suma a doi vectori coliniari?

) Reprezintd suma vec-
torilor din desen. (Cele doua
segmente orientate au
aceeasi lungime.)

T T f

D llustreaza printr-un desen
adunarea a doud numere
negative alese de tine.

D Explica ce se intampla in
cazul in care b = -a.

15



€ Foloseste operatiile cu
vectoripentru a explica semnul
sumei.

2) Daca numerele a si b au semne contrare, punctele A si B sunt de o parte side
alta a lui O pe axa numerelor. S& presupunem ca b # -a, adica A si B nu sunt
simetrice fatd de O. In acest caz, semnul lui a + b este egal cu semnul aceluia dintre
numerele a si b, care are modulul mai mare. Aceasta regula poate fi explicata cu
usurinta cu ajutorul adunarii vectorilor:

B 0} A B C 0} A
b 0 at+b a b atb 0 a

&P Explica ce se intampl4 in
cazul in care scalarul A este
egal cu zero.

€ Fiind dat vectorul v, de
mai jos, deseneaza vectorii
2:vsi-3-v.

g

A Acelasi rezultat se obtine
inmultind scalarul 2 cu

vectorul de pozitie al
numarului -3. Realizeaza un
desen care sa ilustreze
aceasta afirmatie.

€® Interpreteaza cu ajutorul
inmuiltirii cu scalari regulile
S(*) (=)= (-)"si

A=) ()= ()"

16

<& Inmultirea vectorilor cu scalari

Sa ne amintim!
Produsul dintre un scalar A si un vector AB este egal cu vectorul AC , obtinut astfel:
1) Daca AB=0, atunci AC=0.
2)Daca AB # 0, folosim urmatoarea regul:

| >= i I | H_

A B C C A B

in cazul in care scalarul A este poxzitiv,
punctul C se afla pe dreapta AB, de aceeasi
partealuiAcasiBsi AC=L-AB.

in cazul in care scalarul . este negativ,
punctul C se afla pe dreapta AB, astfel
incat B si C safie de o parte si de alta

aluiAsi AC=|\|-AB=-L-AB.

Sa observam!

Consideram pe axa numerelor punctul A corespunzator numarului 2 si vectorul
asociat OA . Produsul (-3) - 2 este egal cu -6. Pe de alt& parte, inmultind scalarul (-3)
cu vectorul OA se obtine vectorul OB , unde B este punctul asociat numarului -6.

B A

= : : — -

I o T 2
6 2

in general

Daca A si a sunt numere reale, iar A este punctul de pe axa corespunzator lui a,
atunci numarului A - a 1i corespunde pe axa punctul B pentru care \-OA = OB.

Sa analizam!

Interpretam regula semnelor pe care o folosim la inmultirea numerelor cu ajutorul
inmultirii vectorilor cu scalari.

1) Produsul dintre doua numere pozitive este un numar pozitiv: ,,(+) - (+) = (+)
Altfel spus, inmultind cu un scalar pozitiv un vector al carui sens coincide cu cel al
axei numerelor, se obtine un vector cu acelasi sens, deci corespunzator unui numar
pozitiv.

?I

0 A B

2) Produsul dintre un numar negativ si un numar pozitiv este un numar negativ:

»(—) * (+) = (-)". Altfel spus, inmultind cu un scalar negativ un vector al carui sens

coincide cu cel al axei numerelor, se obtine un vector avand sens opus, deci
corespunzator unui numar negativ.

—= | |

B

A



¢ Proprietatile operatiilor cu numere reale
Urmatoarele proprietati caracterizeaza operatiile cu numerele reale:

Adunarea Inmultirea
atb=b+a Comutativitate a-b=b-a & Explica schemele
(a+b) +c=a+ (b+c) Asociativitate (ab)y-c=a- (b0 aléturate.
a+0=a Oesteelementneutru. 1 este element neutru. a-1=a
|
a+(—a) = Fiecare numarare  Fiecarenumarnenul ,.1_1 , .0
un opus. are un invers. a
Distributivitatea inmultirii fata de adunare
a-(b+c)=a-b+a-c
Exercitii si probleme

1. Putem interpreta asociativitatea adunarii cu ajutorul 7. Interpreteaza urmatoarele calcule, folosind repre-

@/’

unor diagrame de tipul celor de mai jos:

O@p @\\\\‘
@/
(a+b)+c=a+(b+c)

a) Reprezinta in acelasi mod, distributivitatea inmul-
tirii fata de adunare.
b) Analizeaza diagrama si stabileste cate operatii
se efectueaza pentru a calcula a - (b + ¢), respectiv
a-b+a-c

. Reprezinta pe axa numerele:

3 1
3; -2 1 T3 J3; /5.

. Scrie in forma zecimala numerele rationale:

3 41
a)g: b)g: ©71g:

4. Scrie in forma fractionara numerele zecimale:
a) 1,(27); b)0,3(6); c)0,42; d)2,1(3).

5. Arata ca numarul /3 nu este rational.

6. Reprezinta vectorii u + v si u - v, folosind desenul
alaturat. Reprezinta apoi vectorii
2-u,2-vsi2-u+2-v.

777
/]
J /7

\’/-

8. Exprima vectorii a,

zentarea pe axa si vectori.
a) (-2) +(-3) = -5;
b) (-4) +1=-3;

c)2-(-3) = -6;
d)(-5)(-2)=
b si ¢ din desenul alaturat
sub forma x- ﬁ+y V (cux,ye R).

10.

1.

\\\\Ty\\¥*§\
N SEEEEY SR
. MY/ AN

\\\\\\V\\\\\\
L N N S R O W W W

. Calculeaza in doua moduri:

a)(-2)+(-1)+0+1+2

a) Adrian i-a explicat Corinei regula semnelor astfel:
Semnul ,+” inseamna ,prieten”, iar semnul - inseam-
na ,dusman”. De aceea, regula ,+ - + = +" se traduce
prin ,prietenul prietenului meu este prietenul meu’”.
Verifica aceasta modalitate mnemotehnica pentru
inca un caz.

b) La adunare, semnul este dat de termenul ,cel mai
tare”. Inventeaza o poveste despre aceasta regula!

Foloseste asociativitatea adunarii si explicd modul
de calcul al unei sume in care apar atat termeni
pozitivi, cat si termeni negativi. Construieste un
exemplu.

. Calculeaza, utilizand eventual un minicalculator:

0,243 - (-2,37); -5,1234 +2,81.

17



Aplicatii ale proprictatilor operatiilor

A In contabilitate, semnele
matematice ,-" si ,+” sunt

inlocuite de cuvintele credlit,
respectiv debit.

O Care este bilantul familiei
Popescu dupa primul trimes-
tru? Completeaza tabelul cu
urmatoarele rezultate: totalul
veniturilor; totalul cheltuielilor;
bilantul la finalul trimestrului.

Ce proprietati ale aduna-
rii numerelor reale folosesti
pentru a verifica rezultatele?

@ Observa desenele siinter-
preteaza cu ajutorul lor for-
mulele de calcul rapid.

® Demonstreaza algebric
formulele de calcul rapid si
stabileste ce proprietéti ale
operatiilor cu numere se
folosesc.

18

) Aplicam si dezvoltam!

4 Calculul bugetului personal

Cand calculam bilantul bugetului personal, asociem de obicei numere pozitive
pentru venituri si numere negative pentru cheltuieli. in consecint, la calculul bilantului
trebuie sa tinem cont de regula semnelor de la adunarea numerelor.

Exemplu

Familia Popescu a alcatuit un tabel cu veniturile si cheltuielile realizate n primele

trei luni ale anului:

Luna Venituri Cheltuieli Bilant
ianuarie 2000 2100 -100
februarie 2150 2200 =50

martie 2150 2000 150

Astfel, in primele doua luni cheltuielile au fost mai mari decat veniturile, Tnregis-
trandu-se un bilant negativ: membrii familiei au beneficiat de posibilitatile de creditare
date de cardul de salarii. in cea de-a treia lun4, situatia s-a inversat, obtinandu-se un
bilant pozitiv.

4 Formule de calcul prescurtat. Calcul rapid

Sa ne amintim!
Pentru orice trei numere a, b, ¢, au loc egalitatile:

a b ;
(a+ b)2=a?+2ab + b? a d b
= +| El+
. b
a+tb
a-b
(a-b2=a?-2ab+ b? b4 =

a?-b*=(a+ b)a-b)

a-b

Aceste formule pot fi utile in efectuarea mai rapida a unor calcule. Spre exemplu,
pentru a calcula patratul unui numar, poate fi mai convenabil ca in locul calculului
direct sa scriem numarul dat ca suma a doua numere si apoi sa folosim formula de
dezvoltare de mai sus.

Exemple

1) (1001)2= (1000 + 1)2=1000?+ 2 - 1000 + 1 = 1000000 + 2000 + 1 = 1002001

2)992= (100 - 1)?= 10000 - 200 + 1 = 9801

3) 20062 - 20052 = (2006 + 2005)(2006 - 2005) = 4011.



¢ Rezolvaéri de inecuatii

Regula semnelor folosita la inmultire este utila si in rezolvarea unor inecuatii.
Exemplu

Sa gasim multimea numerelor x care verifica inecuatia (x - 1)(x + 2) > 0.

Pentru aceasta, realizam un tabel in care scriem semnele celor doi factori, x - 1
si x + 2 si apoi stabilim semnul produsului:

X —o0 -2 1 +0
x-1 - - 1 -0 o+ 4+ 4
x+2 - - -0 + + + +
(x-1)(x+2) + + 0 - -0 + + +

Din tabel, observam ca pentru x € (-, -2) U (1, +o0) expresia (x - 1)(x + 2) este
pozitiva, asadar multimea cautata este (-o0, -2) U (1, +o0).

¢ Operatii efectuate folosind calculatorul de buzunar

Proprietatile operatiilor cu numere sunt utile, de exemplu, cand vrem sa efectuam
calcule folosind calculatorul de buzunar.
Exemplul 1

Efectuam 3+3-5+3-7.

Varianta 1. incepem prin a tasta primul termen, 3, pe care il introducem in me-
moria calculatorului. Dupa aceea calculam 3 - 5, iar rezultatul 15 il introducem in
memoria calculatorului, el fiind adaugat la numarul deja existent in memorie, deci
calculatorul ,tine minte” numarul 18.

Procedam analog si cu produsul 3 - 7, astfel ca, in final, in memoria calculatorului
se afla suma dorita.

Succesiunea in care apasam tastele este urmatoarea:

Varianta 2. Observam ca in suma pe care vrem sa o calculam putem da numarul
3 factor comun, deciavem 3+3:-5+3-7=3(1+5+7).

Efectuam maiintai suma 1+ 5 + 7, iar apoi inmultim cu 3; rezultatul este acelasi,
deoarece inmultirea este comutativa.

A= ]3]
Exemplul 2

Determinam 3'° cu ajutorul unui calculator care nu are functia de ridicare la putere.

Varianta 1. inmultim pe 3 succesiv de 10 ori: 3'° =3.3....-3.
10 ori

Succesiunea in care apasam tastele este urmatoarea:

1 D3 JET IS N3 T S B LT NS
Varianta 2. Folosim urmatoarea relatie:

310 — 38+2 — ((32)2)2 . 32 .
Putem apasa tastele in succesiunea urmatoarea:

S = ) = A =

O Aminteste-ti si explica
semnificatia fiecarui element
din tabel.

© Rezolva inecuatiile:
(c+1)(x-2)<0;
(1-x)(3+x)<0.

A in efectuarea calculelor
am utilizat un calculator
Casio FX-82SX.

Calculatoarele de buzunar
de alt tip pot utiliza alte mo-
dalitati de a aplica proprieta-
tile operatiilor.

Intotdeauna cand se folo-
seste un astfel de calculator,
trebuie cunoscut modul in
care opereaza, pentru a evita
rezultatele gresite. Este de
asemenea important sa
estimezi ordinul de marime al
rezultatului, pentru a nu avea
surprize atunci cand algorit-
mul de programare al calcu-
latorului este altul decéat cel
scontat.

® Efectueaza ridicarea la
puterea a 10-a a lui 3
apasand cat mai putine dintre
tastele calculatorului.

A Pentru a calcula numarul
52 se apasd tastele in ordinea

HISIO)
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Exerci

1.

20

tii si probleme
lleana si Sorin au cal- —
culat suma numerelor 13(-2/ 04 |1 lb
din t:abelul a_Iat_ura_t in 11312 |-10] 3
doua moduri diferite.
lleana a calculat mai 4 |5(-8]-15 1
intai sumele pe linii, 0l-3|4]|7]|-8
pe care le-a inscris in Cl
casutele libere din .

dreapta, apoi a adunat d
rezultatele sia completat cu suma gasita casuta cu
simblul . Sorin a procedat astfel: a calculat
sumele pe coloane, apoi a adunat rezultatele inscrise
pe ultima linie. Explica de ce lleana si Sorin au obti-
nut aceleasi rezultate finale. Efectueaza calculele.

. Arata ca, daca fractiile % Si % sunt echivalente (a, b,

¢, d € Z*), atunci si urmatoarele fractii sunt echiva-
lente:

Sic+a’
b ¥ d -

) Lsi i)

. Inlocuieste fractiile urméatoare cu fractii echivalente,

care nu se mai pot simplifica:

32 30 570
) 245 P 3a3: © g

. Delia si Mihai joaca urmatorul joc:

Peotabla 2 x 2, ei completeaza
pe rand patratelele cu numere
reale si la sfarsitaduna numerele
de pe linii, respectiv de pe coloane.
Delia castiga cate 1 punct daca
suma pe prima linie (respectiv pe
a doua linie) este mai mare decat suma pe prima
coloana (respectiv pe a doua coloana); in caz contrar,
punctele se acorda lui Mihai. In caz de egalitate a
sumelor, nici un jucator nu primeste puncte.

a) Demonstreaza ca jocul se termina totdeauna la
egalitate.

b) Analizeaza jocul pentru o tabla 4 x 4. in acest
caz, este posibil ca Mihai sa castige jocul cu scorul
de4 -07?

Delia

Mihai

. Demonstreaza in doua moduri egalitatile:

a)4-12 b) 0,(6) = 0,6(6)
c)0,5(25)=0,(52) d) 5i = %
. Calculeaza:
a) (V2 +1y
b) (v3-1)?

¢) (V5+v2)(v5-+2).

10.

1.

12.

13.

14.

. Rezolva inecuatiile:

a)(x-1Nx-2)(x-3)<0,xe N.
b) x2 < 2x, x € R.
c)3x-x2<x,xe R

. Calculeaza cat mai simplu:

a) 101 - 99;

c)52-62+7?-8%

d)2172-101-2170- 101+ 3 - 101.
)

b) 1012

e

1 n 1 n 1
V2+1 V342 JA+J3C

. Verifica egalitatea:

(a+b+c)=a?+ b>+ c+ 2(ab + ac + be).
Reprezinta apoi printr-un desen formula anterioara.

Foloseste calculatorul de buzunar pentru a efectua
urmatoarele calcule:

a)5+5-8+5-13

b) 23+ 5° + 93

c)7+104 - (42 + 51)

Descrie succesiunea de apasare a tastelor pentru a
calcula cat mai simplu (adica apasand tastele de
cat mai putine ori):
a)5’; b) 29; c) 17°.

Anticipeaza rezultatul urmatoarei succesiuni de
operatii:

Foloseste apoi un calculator de buzunar si verifica
rezultatul propus.

Calculatoarele de buzunar afiseaza aproximari ale
unor numere reale. De exemplu, ca rezultat al
calculului 1: 3, pe display-ul calculatorului apare
0,333333 (eventual, si alte cateva zecimale).
Verifica acuratetea calculatorului tau de buzunar,
efectuand urmatoarele calcule:

a) =8 =) 3] =

o ==

Ce rezultate ar trebui sa obtii? De ce?

Calculeaz in dou moduri (v7 +~/3)(7 =/3):
a) folosind un calculator de buzunar;

b) folosind formule de calcul rapid.

Compara rezultatele.



Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
@ sa recunosc si sa diferentiez multimi de numere
@ sa identific proprietati ale operatiilor algebrice
& sa compar proprietati ale adunarii si inmultirii, in scopul identificarii unor algoritmi
@ sa exprim proprietati ale multimilor de numere
@ sa utilizez similaritati Tntre operatii in deducerea de proprietati?

) Test de verificare

1. a) Propune trei exemple de numere rationale si doua exemple de numere intregi.
b) Precizeaza dacd numérul ¥/8 este numar irational.

2. Stim ca inmultirea numerelor naturale este distributiva fata de adunare. Operatia de ridicare la putere, adica
operatia descrisa prin a = b = a*, se defineste cu ajutorul inmultirii. Este oare adevarat ca si aceasta operatie
este distributiva fata de adunare?

3. Atunci cand inmultim un numar zecimal cu 10", n € N, mutam virgula spre dreapta, cu 7 cifre. Foloseste aceasta
proprietate pentru a justifica algoritmul de transformare a numarului zecimal 0,(12) in fractie.

4. Calculeaza suma: ((...(((-1) + 1) = 1)...) = 1), in care sunt 2007 paranteze deschise ,(” si 2007 paranteze inchise,,)".

5. La adunarea fractiilor este nevoie sa aducem termenii la acelasi numitor. Explica de ce nu este necesar sa
facem acest lucru si cand inmultim fractii.

Lectura

De-a lungul timpului, matematicienii au fost interesati sd gdseascd o valoare cdt mai exactd pentru rsi sd decidd dacd
acesta este un numdr rational sau nu.

Arhimede (sec. Il i.H.) a determinat = cu trei zecimale exacte, stabilind cd 3,141 < =< 3,142. El a folosit metoda
poligoanelor regulate inscrise si circumscrise unui cerc.

Aceeasi metodd a fost utilizatd si de Ptolemeu (sec. Il d.H.) si de al Kasi (sec. XIV-XV), acesta din urmd determindnd
primele 17 zecimale ale lui r.

Perioada secolelor XVI-XVII a fost bogatd in rezultate referitoare la .

In 1593 Viéte a dat pentru r formula de calcul ca produs infinit:

%=\/;-\/a+ax/a~\/a+a\/a+ax/5-...(unde a=%).

2 1
John Wallis (1655) a exprimat msub forma de produs infinit: =554 4 6" 6 8 g " fiind prima datd cand reste

reprezentat cu ajutorul unui sir de numere rationale.

Alte formule care permit aproximarea lui = au fost date de Newton (1676): % =1+ 231. 3 + 273. 5 + 2105 7 +
o Lm_q 1,11
sau de Leibniz (1682): 5 =1 3t 7t

- . o . . . a
In 1768 Lambert a demonstrat faptul cd r este un numdr irational, deci nu poate fi reprezentat sub formd de fractie b

cua,bez b #0.
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Unitatea de invatare 2

) Test initial de autoevaluare

Calcul numeric

Exponentiale
si logaritmi

Calcul
procentual

Coordonate
in plan

Calcul algebric

Functii

22

Rezolvand exercitile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitati de invatare.

1. Calculeaza:

a)3+4-(-5) b) 3+6+8)-4 c) 4,85 + 2,59

d) 5,73 - 2,99 e) (4,69 +5,03):3 f)6,12-0,3-4,8

g) 25,2:0,25 h) 12,4 + 12,4 -9 i)3,7-314
2. Determina:

a) (-3)3 b) 62 c) log,27 d) log,0,25 e) log,Y/6

f) 191000 g) 10 h) 1g(0,1) i) 1094 j) log 25
3. Calculeaza:

a) 30% din 90 m b) 15% din 60 kg

c) 5% din 10% din 100 km d) 75% din 25% dintr-un litru.

4. Precizeaza:
a) Care este diferenta de pret la o scumpire cu 15% a unui produs care costa 54 lei?
b) Cat la suta reprezinta 70 m din 350 m?
c) Cu ce procent s-a marit costul unui obiect al carui pret s-a dublat?
d) Ce pret actual are o pereche de manusi care costa 25 lei si a fost scumpita cu 10%,
apoi ieftinitd cu acelasi procent?

Alege raspunsul corect!

5. In desenul urmator sunt reprezentate 6. Punctul A(2; -1) are reprezentarea
punctele de coordonate: grafica:
a) (2; 0) si (0; 4) y

b) (2; 2) si (4; 4)
c) (0; 2) si (4; 0)

7. (3x - 2)% este egal cu: 8. (x + 3y)(x% - 3xy + 9)?) este egal cu:
a) 27x% - 54x? + 36x - 8 a) x® + 27)° b) x% - 27y3
b) 27x® - 54x + 36x - 8. c) x3 - 27x2y + 9xy? - 27)°.

9. Fiecare desen este reprezentarea geometrica a graficului uneia dintre functiile de mai
jos. Asociaza graficul cu functia corespunzatoare.

a)f:{—1;0;%}—>lR,f(x)=1-2x b)g:R— R, g(x)=1-1x

4
) h:(-0;2] > R, h(x)=§+3 d) 7:[0; +0) > R, f(x) = x2 + 1.
@ ® 34y @ ,y
5-
4.
34 *-13
21 12
1 3 ¥ A
: A S
% 3 X Ol 123 4 -10 ;_1 x




Functie si masura - recapitulare

Masurare, reprezentare, analiza de date
) Ne amintim si exploram!

4 Cum caracterizdm numeric obiectele?

Numarul natural a aparut in mod firesc, pentru a caracteriza multimi finite de
obiecte. Pentru a face reprezentari insa, lucram cu multimi continue si infinite (in
sensul ca sunt alcatuite dintr-o infinitate de puncte): segmente, curbe, suprafete,
corpuri. Caracterizarea numerica a acestora a condus, de-a lungul timpului, la aparitia
a diferite tipuri de numere, prin intermediul operatiei de masurare. Cand masuram o
marime oarecare, este nevoie de o unitate de masura. Pentru masurarea lungimii,
oamenii au ales de-a lungul timpului diferite unitati de masura. Unele dintre acestea -
pasul, cotul, nodul din navigatie - se regasesc, din motive practice, in diverse etape
istorice. De exemplu, cotul este si astazi, la unele populatii, unitatea de masura cea
maila indemana in masurarea tesaturilor.

Odata convenita o unitate de masura, a masura o marime oarecare revine la a
determina un raport: cand spunem ca o sala de clasa are lungimea de 5 metri,
determinam raportul intre lungimea salii si unitatea de masura aleasa (in acest caz,
metrul). Spunem ca masurarea se face prin cuprindere.

Masurarea presupune deci doua operatii distincte: alegerea unei unitéti de masuréa
adecvate si compararea a ceea ce se doreste masurat cu unitatea aleasa. In acest
fel, asociem un numar marimii date initial.

Matematicienii antici au crezut multda vreme ca orice doua segmente sunt
comensurabile, adica exista o unitate de masura bine aleasa care se cuprinde de un
numar intreg de ori in ambele segmente. Teoria lor este de natura atomista: ei credeau
cé orice obiect fizic se poate diviza doar pana la ,,caramizile” componente ale materiei,
pe care le-au numit atomi.

in scoala lui Pitagora, s-a descoperit cu uimire ca exista si marimi incomensurabile.
De exemplu, diagonala si latura unui patrat nu pot avea o unitate de masura comuna.
Acest fapt, care contrazicea intregul sistem filosofic de pana atunci, a fost atat de
surprinzator, incat pitagoricienii I-au ascuns vreme de cateva sute de ani! Ulterior,
reconsiderarea acestui fapt a condus la formarea constiintei ca exista si altfel de
numere, in afara celor rationale, numere pe care anticii le-au denumit irationale.

4 Masurarea

Masurarea suprafetelor se aseamana unui joc de puzzle:
amasura o suprafata presupune a afla de céate piese identice
(unitati de masura) este nevoie pentru a acoperi suprafata
respectiva. Fiecare poligon are o arie bine determinata. De
exemplu, figura alaturata are aria de 40 de unitati de masura.

La fel, pentru a determina volumul unui corp, trebuie sa vedem de céate ori se
cuprinde unitatea de masura in acel corp. Fiecare poliedru are un volum bine determinat.

Spre deosebire de geometrie, masuratorile statistice sunt doar estimative; pe de
o parte, ele depind de perceptia respondentilor fata de subiectul analizat, iar pe de
alta parte sunt obtinute prin extrapolare. Aceasta presupune intelegerea tendintei de
variatie a unor functii pentru care cunoastem doar cateva date numerice.

A Numarul rational a apérut
ca raport al masurilor a doua

marimi de acelasi fel.

Pitagora

O Ce arie are
figura colorata
din desen?

@ Ce volum are corpul de

mai jos?

23



© Identifica perechi de
segmente congruente pe
reteaua de mai jos.

B / M
p D
pd K\
AS \
J \
~ N\ N
N
F L
H

@ Fira a face masuratori,
marcheaza mijlocul seg-
mentului AB din figura. Ex-
plicd modul de constructie.

B

v
4

\

© Propune exercitii de repre-
zentare a unui desen la
scara 2:1, folosind retele de
patrate pentru ghidare.

® Dupi ce se asambleaza,
cubul din figura se vopseste
in rosu. Cate cubulete vor
avea 3, 2, 1 sau 0 fete
colorate in rosu?

A
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4 Configuratii geometrice utile in reprezentarea datelor

in Geometrie, reprezentarea datelor se face, de regula, cu ajutorul unei figuri
geometrice: pe o astfel de figura, marcam segmente sau unghiuri congruente, precum
si lungimi sau masuri de unghiuri, pentru a transmite informatia.

Exista insa si situatii in care o configuratie geometrica ,de fundal” contine in ea
suficienta informatie pentru ca reprezentarea prin desen sa fie relevanta in rezolvarea
problemelor.

< Retelele de patrate

Foile din caietul de matematica ofera o configuratie utila pentru probleme diverse
de matematica. Prezentam cateva sugestii de utilizare a acestei configuratii.

Exemplul 1: Congruenta unor segmente

Folosind reteaua de patrate a caietului de matematica,
putem desena usor segmente congruente. Congruenta poate B C
fi validata prin masurare si poate fi argumentata folosind
cazurile de congruenta a triunghiurilor.

Pe de alta parte, reteaua de patrate ofera o modalitate
de ,orientare” de tip vectorial: putem argumenta congruenta
unor segmente prin modul analog de constructie a acestora
(,mergem 6 patratele orizontal si 3 patratele vertical”).

Exemplul 2: Paralelismul dreptelor / /

Putem intelege mai bine relatia de paralelism daca
dreptele sunt trasate pe aceasta configuratie, deoarece avem
deja evidentiate doua familii de drepte secante (si anume
dreptele orizontale, respectiv verticale, ale retelei). / /

Exemplul 3: Calculul lungimilor si ariilor \ |

Folosind reteaua de patrate, putem determina usor ariile
unor figuri geometrice, deoarece patratul retelei este chiar
unitate de masura.

Exemplul 4: Intelegerea relatiei de aseménare | L
Asemanarea figurilor geometrice poate fi gandita ca o copiere ,la scara”.

<& Caietul ,,dictando”

Liniatura din caietele ,dictando” constituie o configuratie /|
geometrica utila pentru problemele de paralelism: liniile / |
caietului constituie o retea de paralele echidistante. Folosind / |
aceasta configuratie, putem justifica teorema paralelelor // \\
echidistante si proprietati legate de unghiuri formate de 7 i
drepte paralele cu o secanta.

< Cubul

Pe un cub se pot exemplifica teoremele de paralelism si de perpendicularitate, se
pot evidentia teoremele de determinare a planului. Cubul ofera o configuratie familiara
si datorita faptului ca putem ,umple” spatiul folosind cuburi identice.




4 Configuratii utile in reprezentarea datelor statistice

Viata cotidiana ne pune deseori in situatia de a utiliza date diverse. Fie ca este
vorba despre preturi, ore de transmitere a unor emisiuni TV, dobanzi bancare, informatii
privind numarul de persoane care au o anumita optiune, suntem zilnic asaltati de
informatii continand date numerice.

Tn cele mai multe cazuri, pentru a ne forma o parere realista, trebuie s& compardm
datele sau sa intelegem evolutia lor in timp. Astfel, informatia: ,Costa Rica are 4
milioane de locuitori” nu transmite nimic in sine; daca stim insa ca Bulgaria are 10
milioane de locuitori, putem compara Costa Rica (o tara indepartata, fata de Romania)
cu unii dintre vecinii nostri.

Putem compara mai usor variatia unor date daca le reprezentam astfel incat sa
evidentiem un anumit criteriu.

Exemplul 1: Accesul la internet
O revista de specialitate a publicat graficul cu bare din imagine, privind accesul la
internet.

TR0 e — E— "
140000000 1 |
120000000 4 l
BOODO000 4
Erininiil
40000000
20000000

B martie 1999
w martie 2000

Numéar de persoane

Ametica Adrica
Canada de Sud
Continente / Tari

CLIA =i Euraps Agia

Reprezentarea de mai sus ne permite sa identificam rapid care continente au cea
mai mare capacitate de acces la internet si in ce perioada. in acest caz, pentru a
compara efectivele de persoane care au acces la internet, comparam de fapt inaltimile
unor bare: aceste inaltimi exprima modul cum variaza pe Glob accesul la internet.

%
115
Exemplul 2: Variatia volumului constructiilor 110

Graficul alaturat reda variatia volumului lucrarilor 105

1090
102.8 110,0

de constructii in anii 1999, 2000, 2001, 2002, in raport 100—e °
cu anul 1998, in Romania. 951998 , , ,
Observam ca, daca unim punctele marcate, 1999 2000 2001 2002
variatia este mai evidenta. Se vede clar ca pe %
perioada mentionata este o crestere. Aceasta 15
crestere este mai accentuata in perioada 2000-2001 110 -ﬁmgoﬁaj
si mai lenta in perioada 2001-2002. 1051—102.8 :
100 /
“|99,8
¢ Analogia 71999 2000 2001 2002

in vorbirea curents, expresia.,... este la fel cu...” are o semnificatie bine determinat.
Spre deosebire de aceasta, in matematica, ,la fel” poate insemna mult mai muilt.
Doua triunghiuri ,la fel” sunt asemenea. Dar faptul ca
doua poligoane sunt ,la fel” ar putea insemna ca acestea au
acelasi numar de laturi, sau ca au unele proprietati comune.
De exemplu, putem spune ca patrulaterele din figura sunt ,la
fel”, deoarece ele au diagonalele perpendiculare.
Aceeasi caracterizare este valabila pentru configuratii din
contexte diferite. De exemplu, triunghiul (din geometria plana) este ,la fel” cu tetraedrul
(din geometria in spatiu), din perspectiva minimalitatii. ambele au numarul minim posibil
de varfuri si laturi.

@ Cum a variat accesul la
internet in perioada mentio-
nata, pentru fiecare grup de
tari in parte?

® Aproximeaza diferentele
privind accesul la internet in
1999 si 2000 pentru fiecare
doua grupuri de tari. Cate
comparatii trebuie facute?

© Graficele alaturate redau
variatia volumului construc-
tiilor in raport cu anul 1998,
luat ca an de referinta.

a) Cum este volumul con-
structiilor in 1999 fata de
19987

b) Cu cét a crescut volumul
constructiilor in 2001 fata de
2000? Dar in 2002?

© Gaseste diferite analogii
intre triunghi si tetraedru.
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® cCare poate fi analogul in
spatiu pentru linia mijlocie a
unui trapez?

@ Compara prin analogie
formulele privitoare la aria
trapezului, respectiv aria
laterala a trunchiului de
piramida.

Exercitii si probleme

Pentru a nu folosi exprimarea prea vaga ,,...este la fel cu...”, vom spune ca doua
configuratii sunt analoage daca proprietati ale uneia dintre ele se regasesc in cealalta
configuratie.

Exemplu. Sa analizam, de exemplu, analogia trapez isoscel - trunchi de piramida
regulata, evidentiata de tabelul comparativ de mai jos.

In plan In spatiu
Prin sectionarea unui triunghi isoscel Prin sectionarea unei piramide regulate
cu o dreapta paralela cu baza cu un plan paralel cu baza acesteia, se
acestuia, se obtine un trapez isoscel. | obtine un trunchi de piramida regulata.
Laturile neparalele ale unui trapez Muchiile laterale ale unui trunchi de
isoscel sunt congruente. piramida regulatd sunt congruente.

Fetele laterale ale unui trunchi de pira-
mida regulata sunt trapeze congruente.

Analogia este utila in interpretarea proprietatilor unor reprezentari schematice.
De exemplu, desenele alaturate reprezinta amandoua schema strazilor unui acelasi
cartier desi, din punct de vedere metric, ele nu pastreaza aceleasi dimensiuni.

O analiza a reprezentarilor grafice privind variatia unor date presupune de
asemenea realizarea de analogii si formularea unor generalizari. De aceea, intelegerea
unor fapte geometrice ne poate ajuta in analiza proprietatilor unor functii.

1. Diagrama de mai jos indica variatia cursului euro si 2. Observa tabelul si completeaza ce lipseste:

al dolarului in raport cu leul in 2004.

Piramida Conul

R AL
L

|
30000 :}t' !
. Baza piramidei este Baza conului este un cerc.
25000 (R R fin P e un poligon
jan. febr. martie apr. mai iunie iulie aug. sept oct.  now. Perimetrul bazei ... cercului
a) In ce luna diferenta intre cele doua cursuri este ﬁpotema b?ze',d : Raza TS
cea mai mare? pote_ma_plra_ml lei ... conului
A " - . . Muchia piramidei ... conului
b) In ce luna diferenta intre cele doua cursuri este - ” - = .
U ’ Aria laterala a Aria laterald a conului
Cea mal mica: piramidei regulate: circular drept:

c) In ce luna euro a avut cel mai mare curs? A=T7] L-G
d) In ce luna dolarul a avut cel mai mic curs? ! A= 5 =
e) Formuleaza si rezolva alte probleme pe baza

graficului dat.

s | O |4 C

3. Evidentiaza analogii intre elementele trunchiului de piramida si elementele trunchiului de con. Scrie astfel formulele
de arie si volum ale trunchiului de con circular drept.
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Functii. Transformari geometrice
) Analizam si exploram!

4 Ce este o functie?
Sa observam!

Resortul din imagine se alungeste cu atat mai mult cu cat masa obiectului suspendat
este mai mare. Fizicienii au constatat ca, in conditii ideale, alungirea resortului este
direct proportionalad cu masa obiectului suspendat. © Determina alungirea, apoi
intinderea totala a resortului
in fiecare caz.

Exemplifica o posibila
utilizare practica a unui astfel
de resort.

@ Realizeaza un desen in
care de resort este suspendat
un obiect cu masa de 75 g.
Pastreaza propottiile din ima-
ginea alaturata.

509

100 g A Desi in teorie, alungirea
150 g resortului este proportionala
200g cu masa obiectelor sus-

Pentru resortul din figura coeficientul de alungire este 0,032. pendate la capatul lui, peste
anumite limite deformarea

Notam cu M multimea maselor obiectelor considerate si cu L multimea alungirilor are o abatere de |a aceast

posibile ale resortului. _ _ . o _ regula. Explica limitele unui
Putem exprima dependenta dintre alungirea resortului si masa printr-o functie: cantar care se bazeazd pe
fiM——L principiul resortului.

[=f(m)=0,032 - m

Sa ne amintim!

Se numeste functie un triplet (f; A, B), unde A este o multime ,de plecare”, numita
domeniu, B este o multime ,de sosire”, numita multimea de valori a functiei si f este
o lege de corespondenta care face ca fiecarui element din A sa-i corespunda un unic
element din B.

Notam f/: A — B, unde, pentru orice x € A, exista un unic element y € B astfel
incat f(x) = y. O alta notatie folosita este x — f(x) = y.

Exemple

O) @) ® ®
© Explicd de ce corespon-
denta ® nu reprezintd o
functie.

Corespondentele 1, 2 si 4 sunt functii, dar corespondenta 3 nu reprezinta o functie.

¢ Functia de forma x+» ax + b © Cum s-au obtinut datele
’ din tabelul care exprima va-

Sa notam intr-un tabel dependenta lungimii resortului de masa obiectelor din riatia lungimii in functie de
exemplul anterior. maséa?

masa (in g) 50 100 150 200
lungimea (incm) | 13,6 | 152 | 16,8 | 184
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Graficul alaturat corespunde tabelului de date an- Y
terior. Pe baza acestuia, putem descoperi lungimea 18,4+-----------------—
resortului Tn cazul unei mase mai mari de 200 g. 16,81 -----------——

Functia reprezentata alaturat poate fi descrisa prin =~ 19.27--"-—>>
legea de corespondenta #(x) = 0,032x + 12. Aceasta
este o functie ,de gradul intai”, iar graficul sau este o
dreapta.

© Foloseste graficul pentru
a determina lungimea resor-
tului pentru o masa de 250 g.

O] 50 100 150 200 x

¢ Functia patratica si functia radical
Functia care asociaza fiecarui numar real patratul sau se numeste functie patratica.

Exemplu
Functia x — x? este definita pe R si ia valori in R*=[0; +c0).

X x?
-2 4 Tabelul din stanga conduce 7
-1,5 | 225 la reprezentarea ilustrata in
-1 1 dreapta. \ A
-05 | 0,25 | :

® Completeaza tabelul: 0 0 i z“ :

08| -1,6 0,5 0,25 i ."““"“. i

2 6,25 | 1,69 1 1 PN
15 | 2,25 HEERE IR RN P IR A SRR
2 4 3249 1 2 3x

O functie poate fi gandita ca o masina de calcul care proceseaza numere.

Sa comparam!

Functia patratica Functia radical
x— x5, xeR x—=>+x,xe€ R
Intrare lesire Intrare lesire
Domeniu Multime Domeniu Multime
de x5 PUter®a =Ty2 e valori de x> J SJx devalori

definiie R/ 222 TN R* definitie R* R*

x [t ; x|V y
0 0 0 0
0,5 025 N ¢ A 0,25]| 0,5
1 1 N 1 1
1,414...| 2 i 5 | 2 1,414...
2 4 T 4 2 e |
05 | 025 1INt AT
-1 1 N o]
1414.] 2 3-2-19 1 2 3x O 1 2 3 4 x
-2 4
@ Completeaza tabelul: Sa observam!
X 9 1,44 Consideram functia patraticd f: R*—> R* si functia radical g : R"—— R*.
Jx 16 19 | Schema de maijos exprima faptul ca aceste doua functii sunt inverse una alteia.
N

© Explica schema alaturata. _/_|—|_\
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¢ Functia exponentiala si functia logaritmica

O bacterie se inmulteste prin diviziune celulara.
Schema de mai jos sugereaza derularea acestui proces.

2 22

4 4
Dupa prima || Dupa a ll-a
diviziune diviziune

<5

Dupa a n-a
diviziune

Aceasta variatie corespunde functiei g : N — R, definita prin g(n) = 2".

Extindem functia g cu aceeasi lege de corespondenta considerand ca domeniu de
definitie multimea numerelor intregi. Obtinem astfel functia /: Z — R, f(x) = 2.

y Putem deduce si alte proprietati observand tabelul

8 de valori si reprezentarea grafica ale functiei 1.

x| 2] 1] o0 1 2

L flx) 1025 | 0,5 1 2 4
4

T » f'este o functie crescatoare

*Pentru x<0, f(x)<1
11 * Pentru x>0, f(x) > 1.
Y S X
2100123

Putem trasa graficul unei functii exponentiale definite pe R folosind un tabel de
valori si proprietatea de monotonie a acestei functii.

Exemple
Fie f: R — R functia exponentiala de
baza 2, descrisa prin f{x) = 2.

Fie g : R — R functia exponentiala
de baza 0,5, descrisa prin g(x) = 0,5".

X -0 -2 1 0 1 2 4w X -0 -2 -1 0 1 2 4w

f(x) 0,25705.7 172 74" 1x) N4 N 2 10,5™40,25™
y Y
4 . -4
2i , -2
21112 21’12 *

Observam ca:
« oricare ar fix, g(x) >0
« g este functie descrescatoare

Observam ca:
* oricare ar fix, flx) > 0
» f'este functie crescatoare

in general

Fieae (0; 1) U (1; +) sif: R > R, f{x) = a*, functia exponentiala de baza a.
Atunci:

* fix) > 0 pentru orice x € R;

» f'este crescatoare daca a € (1; +w) si descrescatoare daca a € (0; 1).

© Identificd diverse situatii
din fizica, chimie sau
biologie exprimabile prin
functii exponentiale.

© Alcéatuieste un tabel de
valori si precizeaza céateva
proprietati ale functiei
fZ>R f(n)=05".

® Reprezinta grafic func-
tiile:

fTR>R f(x)=3"si
g:R>R gkx)=04"
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Sa comparam!

Functia exponentiala, Functia logaritmica,
(de baza 2) (de baza 2)
x> 2, xe R x> logx, x € (0; +o)
Intrare lesire Intrare lesire
Domeniu . Multime Domeniu Multime
de X—> exp —2° devalori de_ . — log —log x de valori
definitie R R* {0} definitie ? R
R*- {0}
X 2 Y x | logyx Y
-2 | 0,25 025| -2
1] 05 b EER , 05| -1
0 1 7 ! 1 0
1 2 - '
@ Exprima cu ajutorul unei 2 4 2 ! | i ;
scheme faptul cu functiile : :
X > 2°six — log,x —5 i .
sunt inverse una alteia. T Hig ¥

Functia exponentiala si functia logaritmica de aceeasi baza sunt inverse una
alteia.

4 Ce legaturi exista intre transformari geometrice si functii?

Sa observam!

O sanie alunecand pe zapada se
deplaseaza din pozitia S in pozitia S'.

in limbaj matematic, spunem ca ea a
facut o miscare de translatie de vector SS' .
Prin aceasta translatie, pozitiei initiale S i
corespunde noua pozitie S'.

S/

Sa ne amintim!

O translatie de vector a asociaza unei figuri geometrice .7 o figura geometrica 7,
congruenta cu #. Translatia este o functie care asociaza fiecarui punct P al figurii 7

un punct P’ ¢ 7' astfel incat PP = .

Putem folosi translatia pentru a trasa graficul unor functii. De exemplu, stiind ca
functia f:R— R, f(x) = x2 are graficul de mai jos, putem reprezenta cu usurint, prin
translatie, functii precum g, 1 : R - R, g(x) = x2 + 3; h(x) = x2 - 2.

y y
@® Explica modulin care au
fost obtinute graficele ala- 3
turate. ol
1 4
(0] b (0] X
X x? X x>+ 3
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Pentru a putea functiona, o morisca, elicea unui avion, paletele
morilor de vant au o proprietate comuna: ele sunt echilibrat distribuite
fata de axul de prindere.

Sa ne amintim!

* Doua puncte se numesc simetrice fata de un punct numit centru daca sunt
coliniare cu centrul si egal departate de acesta.

« O figura (sau un corp geometric) admite centru de simetrie daca simetricul
oricarui punct al sau fata de centru apartine figurii (sau corpului).

* Doua figuri 7 si ' sunt simetrice fata de un punct C daca pentru orice punct
Pe 7 exista P' € 7' astfel incat CP = CP’, iar P, C si P’ sunt coliniare. In acest
caz, figura 7' este asociata figurii .7 printr-o simetrie de centru C.

Sa observam!
Ca si simetria centrald, simetria axiala este frecvent intalnita in natura.

VY,
SAA
PTPTTTrt

Sa ne amintim!

» Doua puncte se numesc simetrice fata de o dreapta daca sunt situate pe o
perpendiculara pe acea dreapta si sunt egal departate de ea.

+ O figura (sau un corp geometric) admite axa de simetrie daca simetricul oricarui
punct al sau fata de axa apartine figurii (corpului).

* Doua figuri 7 si 4 ' sunt simetrice fata de o dreapta d daca distanta de la un
punct oarecare al figurii 7 la dreapta d este egala cu distanta de la d la punctul
corespunzator al figurii 7.

Proprietatea de simetrie ne ajuta sa trasam rapid grafice de functii sau sa verificam
corectitudinea unora deja trasate.

Exemple Ay
1) Functile f, 2 : R > R, f(x) = x> - 3si g(x) = 3 - x2 ,’/ L \\ Gr
au graficele simetrice fata de axa Ox. /I 1 \\ -
2) Functia f: R -> R, f(x)=|x-1 are graficul 3} ot \./— —
simetric fata de o dreapta perpendiculara pe Ox, care trece ,’I T \\
prin punctul de abscisa 1. l,’ T ‘\‘ G,

Sa observam!

Cand merge cu bicicleta, ,ochiul de pisica” pus de Maria pe
roata se deplaseaza, de exemplu, din pozitia P in pozitia P'.

in limbaj matematic, spunem ca ,ochiul de pisic&” a executat
o miscare de rotatie de centru O si unghi a. Prin aceasta miscare,

pozitiei initiale P i corespunde noua pozitie P’.

A Simetria centralz (simetria
fata de un punct) este o functie
care transforma o figura geo-
metrica intr-o figurd congru-
enta cu ea insasi.

A simetria axials (simetria
fatd de o dreapta) este o
functie care transforma o
figura geometrica intr-o figura
congruenta cu ea insasi.

@ Traseaza graficul functiei
X > |x - 1| siidentificd axa
de simetrie a acestuia.
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Sa ne amintim!

O rotatie de centru O si unghi o in plan asociaza unei figuri geometrice .7 o figura
geometrica ', congruenta cu #. Rotatia este o functie care asociaza unui punct

‘ P € 7 punctul P' € 7 'situat pe cercul de centru O si raza OP, astfel incat
‘ m(POP") = a.

Daca rotim in spatiu cu 180° graficul functiei f': R — R*, £ (x) = 2, in jurul

\& bisectoarei primului cadran, obtinem graficul functiei g : R* — R, f'(x) = log,x. Cele
. doua grafice sunt simetrice fata de bisectoarea primului cadran al sistemului de
referinta.

Exercitii si probleme

1. Pacala foloseste pe 20 kg 1dm 4. a) Ce valori poate avea x? N
post de C%nt?r un re- - b) Exprima perimetrul P(x) x
sort ale carui alungiri si aria A(x) a triunghiului
sunt reprezentate in  15kg 9dm ABC in functie de x. A B

figura alaturata. Poate 10
fi aceasta cantarire
modelata printr-o 10 kg

functie?

8 dm
5. Care dintre graficele de mai jos reprezinta o functie:

a) exponentiald; b) logaritmica; c) crescatoare;
6 dm d) patratica; e) de forma x > ax + b?

5dm 2 } b) y/ c) \ y
gam 1/ X _/1 X ! .\__

3dm /_'1 [@) [@) [@) X

2. Care dintre tabelele de mai jos corespunde unei
aplicatii de forma x — ax + b, a, b € R?

7 dm

5 kg

0 kg

@ X 1 0 1 3 d) y e) y f) y
y | 5|3 1 3 \ /
X X
@ [ x]|]-6]0 3 9 O O\x 0
y | =71 5 11 17
® X 10 | 6 2 0 . . )
y > 0 5 3 6. Se decupeaza un patrat cu latura de 8 dm. La fiecare
colt al acestuia se taie un patrat de latura x dm.
3. Identifica dreapta corespunzatoare fiecarei ecuatii. Lipind colturile ramase, se obtine o cutie deschisa.
a) y=25x—1 ¥y a) Exprima in functie de x masura muchiei bazei
\ L cutiei, apoi volumul acesteia, V(x).
by y= %x 2 < b) Pentru ce valoare alui x, cutia are forma cubica?
g4 8 [N/ >
=X - — INNNEEEEN SNNEL SH7.8N SN NEE A X
0) y=5%-7 | . I L]

=

Il

ol

=

+

N

%
ALT
i

32



Rezolvareca problemelor: conexiuniintre algebra si geometrie
) Aplicam si dezvoltam!

intre algebra si geometrie nu exista delimitari stricte: din contra, sunt multiple
legaturi care isi dovedesc importanta mai ales in rezolvarea problemelor. Astfel,
reprezentarile geometrice pot explica rezultate algebrice dificile, iar calculul algebric
poate simplifica determinarea unor relatii care implica lungimi, arii, volume.

Exemplul 1: Numerele irationale
Numerele rationale au aparut din geometrie, ca rapoarte A B
ale unor marimi de acelasi fel. Matematicienii antici gandeau,

de exemplu, numarul % ca raportul segmentelor AB si CD IC i f EI)
din desenul alaturat. Pentru aceste segmente exista o unitate

de masura care se cuprinde de un numar intreg de ori in amandoua, adica segmentele
AB si CD sunt comensurabile.

Sa demonstram!

Latura si diagonala unui patrat nu sunt comensurabile.
Altfel spus: ~2 nu este numar rational.

Sa presupunem prin absurd ca exista un segment s care A } B

se cuprinde in [AB] si in [AC] de un numar intreg de ori.
Fie E€ AC, Fe BC astfel incat [AE] = [AB] si EF L AC. F O Completeaza demonstra-
Atunci EF = EC= AC - ABI. tia cu justificarile necesare.
Segmentul s se cuprinde de un numar intreg de ori in E S )G

[EC] siin [CF] |... Repetam constructia cu patratul EFGC; 5 o

obtinem patrate din ce in ce mai mici, avand proprietatea ca
segmentul s se cuprinde de un numar intreg de ori in laturile
si diagonalele lor |.... Obtinem o contradictie | ...

Exemplul 2: Justificarea geometrica a unor formule de calcul
* Vrem sa demonstram egalitatea:
1.1 1 1
§+?+...+F:1—F .
Folosind o reprezentare geometrica, putem proceda astfel:

@ Exprimé si justificd ana-
log suma
1,1 1 1 1 1

T = = == PP PP Y

TS O
y |

Taiem o foaie de  Injumatatim una din  T&iem din nou Continuam la
hartie in doua parti cele doua parti si  bucata ramasa in fel de 10 ori.
egale si oprim una oprim una din doua parti egale.
din aceste bucati. bucatile ramase.

Egalitatea de mai sus exprima faptul ca suma ariilor bucatilor de hartie oprite este
aria foii initiale, din care scadem aria ,piesei” lipsa.
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© Ce dimensiuni are drept-
unghiul obtinut pentru primii
10 termeni ai sumei?

O Finalizeaza calculele si
afla aria triunghiului ABC.

© Calculeazé aria poligonu-
lui desenat in figura, folosind
descompuneri in triunghiuri
si patrate.

® Deseneazé pe o refea de
patrate si alte poligoane, de
tipul celui din figura, si veri-
fica formula de arie:

Aria=g+m71,

A Poliedrul este un corp
geometric care are toate
fetele poligoane.

@ Verifica, pentru fiecare
poliedru regulat, relatia lui
Euler M=V + F - 2, unde M
este numarul muchiilor, V
este numarul varturilor si F
numarul de fete.
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n(n+1)
2
Folosind o reprezentare geometrica, putem demonstra aceasta egalitate astfel:

* Vrem sa demonstram egalitatea: 1+2+3+...+n=

Din doua figuri identice formam
un dreptunghi 5 x 6.

Numarul de patratele din
figura (egal cu aria figurii)
este1+2+3+4+5.
Prin analogie, procedam la fel in cazul general.
Exemplul 3: Solutii algebrice ale unor probleme de geometrie A
A Vrem sa calculam aria unui triunghi cu laturile 6, 7, 8.
In lipsa unei formule de calcul, putem proceda astfel:
Construim AD 1 BC, De BC. 6 7
Fie BD = x, DC = 8 - x. Aplicam teorema lui Pitagora
in triunghiul ADB si in triunghiul ADC si obtinem: B—
AD?=36-x> T g
AD? =49 - (8 - x)?
Deci36-x2=49-(8-x)?=36-x>=49-64+16x-x*=16x=51= x=_%.
Putem acum sa calculam inaltimea AD, apoi aria triunghiului.

Exemplul 4: Calculul ariilor

Sa consideram poligonul din figura care are varfurile
in nodurile unei retele de patrate, de latura 1. Ne
intereseaza aria acestui poligon. Desigur, putem
descompune poligonul in figuri mai simple si putem
aduna ariile acestora.

Existd insa si o metoda ,algebrica” de calcul: \

n
2
laturile poligonului, iar m = numarul de noduri din interiorul
poligonului.

Aria=Z+m—1, unde n = numarul de noduri de pe

Astfel, aria poligonului din figura este egala cu %+ 6-1=95.

Exemplul 5: Poliedrele regulate
Un poliedru regulat are toate fetele poligoane regulate identice. Exista numai 5

poliedre regulate. 4,&
LA
N

Poliedrele regulate satisfac relatiile numerice mentionate in tabelul de mai jos:

Nume Nr. de" Nf- del Nr. de N(. de o Nf- de Nr. de
muchii varfuri | fete triunghiuri | patrate | pentagoane

tetraedru 6 4 4 4

cub 12 8 6 6

octaedru 12 6 8 8

dodecaedru 30 20 12 12

icosaedru 30 12 20 20




Exercitii si probleme

1. Demonstreaza geometric = c 3. Foloseste reprezentarile geometrice de mai jos pentru
formulele de calcul prescur- a exprima suma primelor n numere naturale impare,
tat: a respectiv suma primelor n numere naturale pare.
(a + b)?> = a*+ 2ab + b? a+h
(a—b)2=a2—2ab+b2 oo o0 o0 o0 o0
(a+b)a-b)=a -1 p e o0 ee0 . | ee eeo seeo.
Foloseste desenul alaturat. B 1 4 9 2 6 12

2. Afla aria dreptunghiului cunoscand datele din figura,

in care lungimile sunt date in centimetri. 4. Calculeaza aria poligonului
x+3 alaturat, in functie de latura de

a)[ x+2 lungime [ a retelei de patrate.
x -2 b) 12 x-3 Verifica rezultatul printr-o alta

30° metoda de calcul.

Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit...
@ sa identific metode care conduc cat mai rapid la obtinerea rezultatului
@ satranspun probleme in reprezentari adecvate
@ sa utilizez algoritmi specifici pentru a rezolva probleme
@ sa utilizez analogii pentru a optimiza rezolvarea problemelor
@ sa extrag din diferite reprezentari informatii semnificative pentru rezolvarea de probleme?

) Test de verificare

1. Foloseste proprietati ale operatiilor cu numere reale 3. Rezolva ecuatia in R: x® - 4x? + x = 0.

pentru a efectua cat mai simplu (V5+2"°-(V5-2' 4. Reprezints grafic functia /: R — R*, £ (x) = 2 + 3,

2. Tabelul urmétor reds dobanzile la cateva bancila 2P0l functia g : (0; +0) > R, g{x) = log,x - 3.

data de 10.01.2006. Care banca este cea mai avan- 5. Consideram functiile /: (0; +o) — R, f'(x) = log,x si
tajoasa pentru depozit? Rezolva problema apeland g:R > R, g(x) = x2 - 3 ale caror reprezentari grafice
la o reprezentare potrivita. sunt date de mai jos.
Banca 11una | 3tuni | 61uni | 91uni | 12 luni a) Dete_rminévcoordvonatele pun_gtelorA, BsiC. N
b) Precizeaza numarul de solutii reale ale ecuatiei
BCR 5 525 |575 |625 |7 |ngx =y2-3
BRD 4 41 1415 1415 1425 c) incadreaza solutiile ecuatiei de la b) intre doi intregi
Bancpost 4,5 475 |5 525 |55 consecutivi.
Raiffeisen Bank 4.5 475 |5 525 |5,25 Y
Banca biriac 3,5 5 55 6 6 \ %
Banca Transilvania | 5 55 55 6 6,5 ;
C 1 /2 x

Sursa: www.Baniinostri.ro
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Unitatea de invatare 3

) Test initial de autoevaluare

Rezolvand exercitiile urmatoare iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea
acestei unitati de invatare.

a)2+3.5-7.2 plis
b) 19+ 28+ 3 36
c) 0,27 + 1,38 9) %5:%
d) 2\/3-43+5V3 h) 2,7 + 3,(6)
e) 255:15

Ordinea efectuarii 2. Efectueaza:

operatiilor a)(0,2+1,3.5).4 e) 3v2-342.5
b) (4 - 6)° nl13.3.8
)3 - (4-6) )2'475'5
d)24:8-3

Rezolvari de ecuatii .

’ 3. Rezolva:

a)x+04=32 e)(x-1)2=4
b) 3x = -12 f) 1+[x| =3
c)bx=2 g) (x+1)2=(x-1)2+2(x+3)
d2x-1=5x+2 h)x2-5x+6=0.

4. Transpune in limbaj matematic, apoi rezolva problemele:
a) Suma a doua numere este 36. Afla numerele, daca primul este cu 10 mai mare
decat al doilea.
b) Diferenta a doua numere este 45. Afla numerele, daca primul este de 10 ori mai
mare decat al doilea.
c) in doua depozite sunt 480 t de cartofi. Daca s-ar muta 40 t din primul depozit in
cel de-al doilea, cantitatile aflate In cele doua depozite ar fi egale. Ce cantitate de
cartofi este in fiecare depozit?
d) Cat este latura unui patrat daca, marind aceasta latura cu 2 m, aria se mareste
cu 20 m??

Rezolvarea
problemelor cu
ajutorul ecuatiilor

Elemente de logica 5. Transpune in limbajul logicii matematice, apoi identifica propozitille adevarate.
a) Nu este adevarat ca Liviu Rebreanu nu este autorul romanului /on.

b) Daca fiecare elev de liceu a fost declarat admis la examenul de capacitate,
atunci Sorin, care nu a fost declarat admis la acest examen, nu poate fi elev la
liceu.

c) Daca orice om care se scoala dimineata devreme este grabit, atunci domnul
Popescu, care nu se scoala dimineata devreme, nu este grabit.
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Grafuri - notiuni de baza

Reprezentari schematice ale unor retele

Reprezentarile schematice apar frecvent in viata cotidiana.

Exemplul 1: Harta metroului

inimaginea de mai jos este reprezentaté harta retelei de metrou din Bucuresti (in
exploatare sau doar in constructie). Aceasta este numai o reprezentare schematica,
ce nu prezinta la scara distantele dintre statii. Totusi, harta este suficienta pentru a

ne orienta n calatoria cu metroul.

=

APARATORII
PATRIEI .

() C. GEORGIAN
REPUBLICA

De exemplu, daca un calator aflat in Gara de Nord vrea sa ajunga in Piata Sudului,
el poate lua metroul o statie pana la Piata Victoriei, unde schimba magistrala, apoi

coboara la a saptea statie.

Putem reprezenta sugestiv schema
retelei de metrou din Bucuresti ca in figura
alaturata. Aceasta reprezentare poate fi
utila in analiza gradului de dezvoltare a
transportului subteran.

@ Observa harta metroului.
Cate stafii sunt intre Piafa
Victoriei si Pantelimon, pe
drumul cel mai scurt? Dar pe
o ruta ocolitoare?

@ Determina doué trasee pe
care se poate ajunge cu
metroul din Gara de Nord
pénd la Piata Sudului. In care
dintre cele doua variante
calatorul trece prin mai multe
statii? Pe care traseu crezi
cd se ajunge mai repede?

® Foloseste harta refelei de
metrou pentru a identifica sta-
tile marcate pe schema ala-
turata. Transpune desenul pe
caiet si scrie numele statiilor.

© Deseneazi si alte sche-
me ale retelei de metrou din
Bucuresti. Cum ai putea de-
cide dacd o schema este
intocmité corect?
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© Realizeazad o schemé cu
principalele strazi ale ora-
sului tdu. Compara schema
proprie cu cele realizate de
colegi. Ce criterii ai avut in
vedere pentru a evalua
corectitudinea unei scheme?

® Compars schema reali-
zatéa de catre automobilist cu
harta detaliatéd a orasului,
apoi precizeaza:

* Unde se afla Piata Pacii?

» Care este bulevardul
Eroilor?

» Cum se numeste strada
marcata cu linie ingrosata?

@ |Identificd orasele in care
se ramifica drumurile euro-
pene de pe teritoriul
Romaniei.
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Exemplul 2: Harta unui oras
In imaginea de mai jos este prezentata o parte a hartii municipiului Cluj-Napoca.

Str. Avram lancu

Pentru a putea utiliza mai eficient
harta, un automobilist a renuntat la indica-
tile inutile si a reprezentat principalele
artere ca in schema alaturata. El considera
ca aceasta schema 1i este suficienta
pentru a se putea orienta in oras.

Exemplul 3: Reteaua de drumuri europene

In figura de mai jos este reprezentat o parte a retelei de drumuri europene de pe
teritoriul Romaniei.



Pentru a fi utilizata la promovarea in strainatate a turismului in Roméania si pentru A in fiecare dintre exemplele
a fi mai usor de utilizat de catre turistii straini, harta a fost schematizata astfel: anterioare sunt importante
punctele in care traseele se

ramifica.

Aceste puncte se pot numi
statii de corespondenta (la
metrou) sau intersectii (pe
harta orasului). In cazul rete-
lei de cale ferata, localitatile
in care traseele se ramifica
se mai numesc si noduri de
cale ferata.

@ Este orasul tau un nod de
cale ferata? Ce condlifie crezi
ca trebuie sa indeplineasca o
statie de tren pentru a fi con-
siderata nod de cale ferata?

Exercitii si probleme

1. Realizeaza o schema cu principalele artere ale ora- 3. Alexandru si Tudor au reprezentat schematic strazile
sului lasi, utilizand pentru aceasta harta de mai jos. din cartierul lor. Ei si-au imaginat in mod diferit
‘ 7 = e cartierul in care locuiesc, realizand desenele:

"

Pot reprezenta aceste scheme acelasi cartier?

4. Reprezinta printr-o schema activitatile din programul
de dimineata al lui Matei: ,Ma scol, apoi ma spal.
Uneori fac gimnastica, alteori iau direct micul dejun
pregatit de mama. (Uneori, imi pregatesc eu singur
micul dejun.) Apoi imi verific ghiozdanul si plec la

scoald.”
2. Gaseste cat mai multe denumiri sugestive pentru 5. Realizeaza o schema a traseului tdu de acasa la
punctele in care traseele unei retele de transport se scoala. Marcheaza principalele 4 strazi pe acest
ramifica. Utilizeaza eventual un dictionar in acest traseu.

scop.
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Elemente de teoria grafurilor

@ Realizeazd schematic
planul propriei locuinte. Fo-
loseste doua tipuri de repre-
zentari, sugerate de dese-
nele din dreapta.

A in practica, s-au dovedit
utile si grafurile cu muchii mul-
tiple (multigrafuri), in care pot
exista mai multe muchii care
unesc doua noduri. De exem-
plu, printr-un astfel de multigraf
se reprezintd molecula de
benzen; in fiecare nod se
gaseste gruparea CH, a carei
valenta, 3, este egald cu
numarul de muchii ce pleaca
din acest nod.

CGHG

(Benzen)

@ Deseneaza un graf care
are 6 noduri si 8 muchii. Cate
noduri si cate muchii are
graful locuintei tale? Ce repre-
zinta in acest caz nodurile?
Dar muchiile? Ce reprezinta
ordinul unui nod?
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) Analizam si generalizam!

4 Ce este un graf?

in multe situatii cotidiene, o reprezentare schematica este preferabila unei
reprezentari detaliate. In acest fel, ne putem concentra atentia asupra esentialului.

De exemplu, in proiectarea rationala a unei locuinte, arhitectii pot folosi planul
acesteia (desenat in stanga), dar si reprezentarea schematica de mai jos (desenata
in dreapta, in care incaperile au fost inlocuite cu puncte, iar accesul dintr-o incapere
in alta este sugerat prin unirea punctelor corespunzatoare).

S

AN VAIIVA

9o P

Reprezentarea schematica a locuintei ne poate da o idee despre functionalitatea
acesteia.

Sa retinem!

O reprezentare geometrica in care apar noduri unite prin muchii se numeste graf.
Un graf este determinat de multimea nodurilor si a muchiilor sale. Nodurile sunt
extremitati de muchii.

 Punctul care nu este legat de nici un alt punct
se numeste nod izolat. °
Nodurile corespunzatoare unor muchii nu trebuie
neaparat sa fie distincte. Daca doua noduri coincid,
avem o bucla.

Doua muchii pot avea numai un nod ca punct comun. Doua noduri pot fi unite
prin cel mult o muchie. Numarul de muchii care pleaca dintr-un nod se numeste
ordinul nodului.

Exemplu

Reprezentarea schematica alaturata este un graf.
Acest graf are 6 noduri si 7 muchii. Ordinul nodului A
este 4.

in reprezentarea prin desen, dou muchii ale unui
graf se pot intersecta intr-un punct care nu este un
nod. De exemplu, in acest mod se reprezinta pe harta
unui oras doua sosele suprapuse.




Graful din dreapta are 4 noduri si 3 muchii.
Punctul de intersectie al muchiilor AC si BD, nefiind un
capat al unei muchii, nu este nod.

Sa observam!

Cele doua grafuri de mai jos pot reprezenta planul aceluiasi cartier; chiar daca
,strézile” nu au aceeasi forma in cele doua desene, ele unesc aceleasi ,intersectii”.
Pentru orientarea in teren, oricare dintre aceste reprezentari este suficienta.

' N

Sa retinem!

Doua grafuri sunt izomorfe daca au acelasi numar de noduri si de muchii si daca
exista o numerotare a nodurilor din cele doua grafuri astfel incat doua noduri sunt unite
(printr-o muchie) pe primul graf daca si numai daca nodurile corespunzatoare sunt unite
si pe al doilea graf. In grafuri izomorfe, nodurile corespunzatoare au ordine egale.

Exemple
1) Grafurile urmatoare sunt izomorfe.

2) Grafurile urmatoare nu sunt izomorfe.

2
3 4 5
3

4 Ce este un graf orientat?

Sa analizam!

Strazile unui oras pot fi parcurse de vehicule in ambele sensuri, sau pot avea
sens unic. O astfel de situatie poate fi marcata pe schema orasului, adaugand strazilor
0 sageata care indica sensul de parcurs.

De exemplu, sa consideram principalele artere din zona Piata Victoriei din
Bucuresti si reprezentarea printr-un graf a acestora.

© Care este numéarul maxim
de muchii ale unui graf cu 6
noduri? Dar cel minim?

A Spunem pe scurt céa
grafurile izomorfe codeaza
aceeasi informatie.

La grafurile izomorfe po-
zitionarea varfurilor nu con-
teaza, important este modul
de conectare a acestora.

A Este foarte important sa
putem determina daca doua
grafuri sunt izomorfe sau nu.
De exemplu, acest lucru este
esential in realizarea unui
montaj electronic pornind de
la schema acestuia: montajul
trebuie sa respecte indicatiile
schemei, dar poate fi pozi-
tionat altfel in spatiu.

@ Decide care dintre grafu-
rile urmatoare sunt izomorfe.




Arcul de
Triumf

Piata
Romana

© Deseneazé un graf orien-
tat care are 4 noduri si 7 arce.

® Care este numarul maxim

de arce ale unui graf orientat
cu 4 noduri? Dar cel minim?

@ Identifica diferite situatii ce
se pot reprezenta prin grafuri
orientate.

® Numeste alte perechi de
muchii (arce), respectiv noduri
adiacente in cele doua
grafuri.

© Traseaza un graf care sé
descrie drumul pe care-l
parcurgi de acasa pana la
scoala. Varfurile sau nodurile
vor desemna intersectia
dintre doud sau mai multe
strazi; segmentele de dreapta
vor corespunde strazilor par-
curse, pe care trebuie sa
indici denumirile acestora.
Marcheaza pe un sub-
graf drumul cel mai scurt.
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Arcul de
Triumf Piata
de Gaulle

ng

elgrad
hington P| ata
Dorobanti

Piata
Victoriei

Piata
Romana

Sagetile de pe graf corespund arterelor rutiere cu sens unic. Pentru a marca
existenta dublului sens pe celelalte bulevarde, putem completa graful de mai sus,
adaugand muchii pentru fiecare sens de parcurgere. Obtinem astfel figura reprezentata
in stanga.

in general

O reprezentare geometrica in care apar noduri unite prin muchii orientate (muchii
pe care a fost precizat un sens de parcurgere) se numeste graf orientat. Intr-un graf
orientat, doua noduri pot fi unite prin cel mult o muchie de un sens dat. Muchiile unui
graf orientat se mai numesc si arce.

Exemple

* Reprezentarea schematica alaturata este un graf orientat.
Acest graf are 4 noduri si 5 arce.

Doua noduri distincte unite printr-o muchie (arc) se numesc adiacente.
Doua muchii (arce) distincte cu o extremitate comuna se numesc adiacente.

* Graful alaturat este neorientat. Muchiile AB si .
AD sunt adiacente. Nodurile B si D sunt adiacente. /\
 J
A 5 c
 Graful din dreapta este un graf orientat. H
Arcele HE si EF sunt adiacente. Nodurile H si E
sunt adiacente, iar H si G sunt neadiacente. E > °G
Arcul de
Sa observam! Triumf
Daca din graful reprezentand circulatia pe strazile adiacente
cu Piata Victoriei din Bucuresti (reprezentat mai sus), ne
intereseaza numai modul cum se poate circula intre Arcul de Piata
Triumf si Piata Romana, putem elimina celelalte arce. Obtinem Victoriei
in acest caz graful alaturat.
Acesta este un subgraf. Un subgraf se obtine dintr-un graf
suprimand unul sau mai multe noduri, precum si muchiile
adiacente. Piata
Romané




¢ Ce legatura este intre graf si functie?
Alex a facut urmatoarele desene:

o« ° 1
1
— > o 27 2
3
[ J
4
Apoi, i-a explicat Mariei: ,Am desenat trei grafuri. Dar, privindu-le din nou, pot sa
le consider ca fiind trei functii. Deci, graful este o functie”.
Maria i-a raspuns:

»a consideram grafurile reprezentate in figurile de mai jos. Primul este neorientat,
iar cel de-al doilea este orientat.

< =

La o privire superficiala, am fi tentati sa spunem ca avem de-a face cu o functie
definita pe multimea nodurilor cu valori tot in multimea nodurilor. Aceasta afirmatie
nu este insa adevarata.”

>0

Sa comparam!

Sa ne amintim definitia functiei: Fie A si B doua multimi nevide. Orice lege fprin
care fiecarui element x e Afli corespunde un element y = f(x) € B unic si bine definit
se numeste functie definitd pe A cu valori in B si este notata /: A — B.

Deoarece prin legea f oricarui x € A ii corespunde un element y € B si numai
unul, atunci functia se mai numeste aplicatie univoca de la A la B.

Pentru a clarifica diferenta dintre cele doua notiuni (adica functie, respectiv graf),
putem vorbi despre aplicatia multivoca.

* O aplicatie multivoca a multimii A in multimea B este o lege prin care fiecarui
element x € A i corespunde o submultime bine definita a lui B (eventual submultimea
vida).

Exemplu

Numai in situatiile @) si @ sunt reprezentate functii. in situatia (6) avem o aplicatie
multivoca deoarece, de exemplu, lui 3 ii corespunde multimea {1; 2}.

® ® O~ ~ @

1 1

7 \—/ \__F
4 gt—|\ [ [\

Asadar, s-au conturat urmatoarele doua moduri de descriere (definire), ale unui
graf, sianume:

* Prin cunoasterea multimii nodurilor si a multimii muchiilor (arcelor).

* Prin cunoasterea multimii nodurilor si a aplicatiei multimii nodurilor in ea insasi.

Aceste doua moduri de definire sunt legate intrinsec intre ele, in sensul ca, daca
avem data multimea tuturor muchiilor (arcelor), ea determina aplicatia, si reciproc,
daca este cunoscuta aplicatia multivoca, ea defineste multimea muchiilor (arcelor)
grafului.

© Explica rationamentul
Mariei folosind un alt exemplu.

A Eroarea este cauzats de
intelegerea vaga a definitiei
unei functii.

Ao functie este un triplet.
Functia f : A — B este bine
definita atunci cand se cunosc
cele trei elemente A, B, f.

@ Ce fel de aplicatie este
reprezentatd la () ?

@ Explica diferenta intre o
aplicatie univoca si o apli-
catie multivoca in cazul dese-
nelor alaturate.

® FieA={1,2 3}si
B={a, b, c}.

Construieste o functie defi-
nita pe A cu valori in B si o
aplicatie multivoca a multimii
A in multimea B. Reprezinta
aceste aplicatii cu ajutorul
unor grafuri.
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@ Ordinul unui graf este dat
de numarul nodurilor acestuia.
Construieste grafurile complete
deordin1, 2,3, 4sib5.

@& Traseaza doud grafuricu
cate 4, respectiv 5 noduri,
care nu sunt complete.

@ Raspunde prin ,Da” sau
SNu’:

Grafurile alaturate sunt:

a) complete;

b) orientate;

¢) izomorfe?
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4 Tipuri de grafuri neorientate

in aplicatii, grafurile cu proprietati speciale se dovedesc foarte utile. Cateva
dintre aceste proprietati sunt descrise in continuare.

Sa analizam!

La o receptie, se intalnesc 5 prieteni. In mod firesc,
fiecare dintre ei da mana cu ceilalti. Situatia tuturor acestor
interactiuni se poate descrie printr-un graf complet, de ordin
5, adica prin graful din figura alaturata.

O situatie complet diferita este cea in care 5 persoane

. . . 1e ®5

invitate la o receptie nu se cunosc si, ca atare, nu dau o4
mana. Situatia este reprezentata prin graful din figura ° .
alaturata. 2 3

in general

Graful neorientat in care oricare doua noduri sunt legate printr-o muchie se numeste
graf complet. Graful pentru care multimea muchiilor este nula se numeste graf nul.
Altfel spus, graful nul are numai noduri izolate.

Exemple

» Grafurile descrise prin poligoane convexe in care au
fost duse toate diagonalele sunt grafuri complete.

» Graful din figura alaturata nu este complet, deoarece
nodurile A si D nu sunt legate prin muchii.

Sa analizam!

Atunci cand realizeaza reteaua de electricitate a unei locuinte, electricienii au
grija ca doua conductoare diferite sa nu se atinga de-a lungul lor, deoarece ar fi pericol
de scurtcircuitare. De aceea, ei evita sa faca legaturi de tipul celor din graful din
stanga si inlocuiesc aceasta schema cu un graf echivalent, cum este cel reprezentat
indreapta.

oC e

Aceleasi probleme tehnice le ridica si constructia de autostrazi: daca nu se pot
construi portiuni suspendate, atunci doua autostrazi pot avea doar orasele terminale
ca puncte comune.

Sa retinem!

Graful izomorf cu un graf reprezentat in plan, in care orice doua muchii nu au
decat noduri ca puncte comune, se numeste graf planar.

Un graf planar poate fi desenat in plan, fara a

G1 G2
avea muchii care se intersecteaza.
Exemplu
Graful G1 alaturat este planar, deoarece este % @
izomorf cu G2, iar G2 este un graf plan, in care orice

doua muchii nu au decat noduri ca puncte comune.

Sa analizam!

Consideram cinci orase legate intre ele prin autostrazi, fiecare oras fiind conectat
cu celelalte patru. Proiectantii ar fi dorit s& micsoreze costurile si sa nu foloseasca
portiuni suspendate de autostrada. Totusi, oricat au incercat, ei nu au reusit sa
construiasca un graf complet si planar cu 5 noduri, reprezentand schema dorita.




Céateva dintre incercarile lor sunt desenate mai jos.

2! 4\ 2!

Ca urmare, ei au ajuns la concluzia ca un astfel de graf nu exista.

in general

Pentru n > 5, un graf complet cu » noduri nu este graf planar.

4 Ce drumuri speciale pot fi descrise prin grafuri?

Sa analizam!

Schema de mai jos reprezinta reteaua de cai ferate din Romania. Pentru a ajunge
din Timisoara la lasi, un célator are mai multe posibilitdti de alegere a traseului. De
exemplu, el poate merge pe ruta Timisoara-Craiova-Bucuresti-Ploiesti-Bacau-Pascani-
lasi sau pe ruta Timisoara-Alba lulia-Targu Mures-Ciceu-Adjud-Bacau-Pascani-lasi.

4 i LI -

Saretinem

Un traseu ce uneste doua noduri ale unui graf printr-o succesiune de muchii
adiacente ale grafului se numeste drum. Un graf se numeste graf conex daca orice
doua noduri sunt legate printr-un drum.

Exemplu

Traseul marcat pe graful alaturat este
un drum. El uneste nodurile 1 si 2; acestea
sunt extremitatile drumului. Acest graf este
conex deoarece intre orice doua noduri
exista un drum.

Sa observam!

Drumul (sau lantul) este o succesiune de muchii consecu-
tive care permit trecerea de la un nod la altul. Daca in
succesiune fiecare muchie apare exact o data sau toate
nodurile sunt distincte, atunci drumul se numeste drum
elementar.

Linia ondulata este un drum elementar.

@ Deseneaza in diverse
moduri un graf complet cu 5
noduri. Verificd daca un
astfel de graf poate fi planar.
Este graful complet cu 4
noduri un graf planar?

A Ppentru afi functionala, o
retea de transport trebuie sa
prevada existenta unui drum
intre oricare doua localitati.

@ Folosind harta retelei de
metrou din Bucuresti (repro-
dusa la pagina 37), identifica
toate drumurile posibile
dintre Gara de Nord si Piata
Sudului. Care dintre aceste
drumuri este optim?

® Cum crezi ci ar putea fi
definit un drum pe un graf
orientat? Carei situafii prac-
tice ii corespunde aceasta
notiune?
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A Regulamentul CFR
permite realizarea la pret
redus a unor circuite turistice.
Singura conditie impusa
este ca nici o portiune de
drum sa nu fie parcursa de
mai multe ori (intr-un sens
sau altul).

D Proiecteaza un circuit
turistic CFR care sa treaca
prin cat mai multe dintre
orasele Romaniei. Intere-
seaza-te la agentiile de voiaj
CFR cat va costa un bilet pe
acest circuit. Poti face astfel
importante economii pentru
petrecerea vacantelor intr-un
mod placut.

@ Informeazé-te si raspun-
de! Care este preful biletelor
pentru tren personal, pe fie-
care muchie a grafului magis-
tralei Bucuresti-Constanfa?

Exemplu
Reteaua CFR din Roméania este un graf conex, deoarece intre oricare doua gari
se poate ajunge calatorind doar cu trenul.

< - ¥ b - .

Bdriad,

Moo,

shororturin 8

Drumul marcat pe graful retelei cailor ferate este un circuit. Extremitatile unui
circuit coincid.

Saretinem!

Circuitul sau drumul inchis sau ciclul este un drum care
incepe si se termina in acelasi nod. In aceste conditii, la
un circuit, nodul initial coincide cu nodul final.

Exemplu
Linia ondulatd marcata in dreapta este un circuit.

Sa particularizam!
Diverse situatii se pot reprezenta prin grafuri de o forma particulara.

Exemplul 1: Reteaua CFR
Subgraful retelei CFR corespunzator magistralei Bucuresti-Constanta este:

Faurei ¢ Tulcea
Tandarei 0 Babadag Navodari
o Lehliu )\ Medgidia Constanta
Bucuresti Fetesti
o " i
Calarasi Negru Voda angalia

Acestui graf ii putem asocia, de exemplu, costul unui bilet pe fiecare tronson.
Obtinem in acest mod un graf ponderat.

in general

Se numeste graf ponderat (sau graf valuat) un graf in cadrul caruia fiecarui arc
(muchie) 1i este asociata o valoare. Valoarea asociata arcului poate avea semnificatia

= A

de ,cost” a legaturii intre cele doua noduri sau de ,distanta” intre noduri.

Exemplul 2: Organizarea fisierelor in computer
Computerele inmagazineaza date in directoare sau fisiere consecutive. Aceste
inregistrari pot sa apara pe monitor ca in imaginea alaturata.

Putem reprezenta schematic fisierele ca in graful urmator:
Titlu 1| Catalog 1

| Desktop |—»{My Computer|—+|win 98-1(C:)

Orice fisier poate fi apelat urméand un traseu unic.




Exemplul 3: Structuri decizionale
Ziarele prezinta deseori structura de conducere a unor ministere sub forma unor
arbori. Astfel, in anii 1996 si 1997, Ministerul de Interne a avut urmatoarea conducere:

1996

Ministru interne
Doru loan Taracila

Secretar de stat amiral
Emil (Cico) Dumitrescu

N4

N

IGP
gen. Costica Voicu

UM 0215
gen. Dan Gheorghe

VAN

Crima Organizata
col. Calin Mateescu

Interpol
col. lon Hurdubaie

1997

Ministru interne
Gavril Dejeu

’

Secretar stat
gen. Teodor Zaharia

e I

T~

IGP

gen. Pavel Abraham

UM 0215
col. C-tin Dirna

Crima Organizata
col. Calin Mateescu

|

Interpol
col. lon Hurdubaie

Grafurile prezentate in exemplele 1, 2 si 3 sunt conexe, dar nu au circuite.

Sa retinem!

A Traseul turistic al multor
muzee este organizat sub
forma unui arbore.

Un graf conex, fara circuite, se numeste arbore.
Intr-un arbore, orice doua noduri se pot uni printr-un traseu unic.

D Reteaua electrica a unei
locuinte, alcatuitd cu con-

Sa demonstram!

ductori bifiliari, este organi-
zata sub forma unui arbore.
Poti explica de ce aceasta

Fie G un graf arbore cu n noduri si m muchii. Atunci n=m + 1.

refea nu poate avea circuite?

Demonstram proprietatea prin inductie dupa ».

Daca n = 1, atunci graful G are un singur nod si deci m = 0. In acest caz, relatia

n =m + 1 este verificata.

Deseneaza graful retelei
electrice din locuinta ta.

@ Care sunt pasii unui
rationament prin inductie?

Sa presupunem ca egalitatea este adevarata pentru grafuri cu n noduri si sa o

demonstram pentru grafuri cu n + 1 noduri. Daca P este un nod terminal al grafului
(adica un nod de ordinul 1), atunci el este unit cu un singur alt nod, notat Q. Fie G; in
graful obtinut din G prin eliminarea nodului P si a muchiei PQ. G, este tot un arbore, cu
n' =n -1 noduri sim’'=m -1 muchii. Deoarece n’ =m’' + 11...,, deducemcan=m + 1.

Demonstratia este incheiata.

Sa aplicam!

Turneele de tenis se desfasoara conform unui tablou al jocurilor ce reprezinta un

A orice competitie sportiva
care jocurile sunt
eliminatorii poate fi descrisa
printr-un arbore.

arbore. Astfel, la turneul Australian Open, tabloul principal a fost urmatorul:

Optimi

Semifinale

Finala

@ Intocmeste arborele cores-
punzator Campionatului
Mondial de Fotbal 2006,
dupa etapa grupelor.

Ce semnificatie poate
avea afirmatia ,Brazilia si
Germania au fost in zone
diferite ale tabloului”?

Conform regulamentului, unii jucatori nu disputa partide in primele tururi. Cate jocuri
se disputa, daca la start s-au prezentat 105 sportivi? (Aplica in calcule teorema anterioara.)
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Exerciti

-

si probleme

1. Infigura de mai jos este prezentat planul etajului
1 al unui hotel. Reprezinta acest plan sub forma
unui graf.

AN AN AN N
(N B 7 I e B g
A

2. Caétiva prieteni au vorbit intre ei la telefon, pentru
a detalia planul unei excursii. Cand s-au intalnit,
ei au reconstituit convorbirile avute, reprezen-
tandu-le sub forma urmatorului graf:

Anca

Catalin

Irina
Cate convorbiri au fost efectuate? Cine a vorbit de
cele mai multe orila telefon? Dar de cele mai putine
ori? Reprezinta graful convorbirilor intr-o alta forma.

3. Verifica daca urmatoarele doua grafuri sunt
izomorfe:

A

4. Asociaza fiecare notiune cu definitia care o

caracterizeaza.

A. Punct izolat 1. este cel in care se poate
ajunge din orice nod in oricare
nod de-a lungul muchiilor.

B. Graf conex 2. este cel in care orice doua
noduri sunt legate exact printr-o
muchie.

C. Grafurile izomorfe 3. este cel in care muchiile
nu au puncte de intersectie.

D. Graf complet 4. nu este legat prin muchii de
nici un alt nod.
E. Graf planar 5. codeaza aceeasi informatie.

5. Deseneaza un graf cu 5 noduri si 4 muchii.

6. Construieste un graf neorientat si un graf orientat,
ambele determinate de 6 puncte.
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7.

8.

9.

10.

Stabileste tipul fiecarui graf:
®

Ai invatat la fizica, in clasa a X-a, legile lui Kirchoff care
sunt aplicabile, de exemplu, la calculul retelelor elec-
trice in curent continuu. Aceste legi se refera la intensi-
tatile curentilor dintr-un nod al retelei si la tensiunile
electromotoare ale generatoarelor dintr-un circuit al retelei.
De exemplu, pentru reteaua de mai jos, legile lui Kirchoff

se exprima prin:
I,-1,+1,=0(in nodul 1)

LR, -LR+I,R,+,R,=E,-E,
(in circuitul 1-2-3-4)

Scrie relatiile deduse din
legile lui Kirchoff pentru
toate nodurile si circuitele
retelei reprezentata prin
graful alaturat.

Un graf se numeste graf regulat de ordinul r daca orice
nod are ordinul 7.

a) Deseneaza un graf regulat de ordinul 3, care are 6
noduri.

b) Demonstreaza ca intr-un graf regulat de ordinul 3,
numarul de noduri este par.

Pentru un graf planar, sa numim ,circuit elementar” un
circuit care nu inchide Tn interiorul sau nici un nod si nici
0 muchie.
a) 3 Pe graful alaturat, 1341 este
1 5 un circuit elementar, dar 13421
nu este circuit elementar.
Determina toate circuitele
4 6 elementare ale grafului.

b) Demonstreaza ca intr-un graf planar si conex are loc
relatia: N- M+ C =1, unde N = numarul de noduri, M=
numarul de muchii, C = numarul de circuite elementare.
c) Demonstreaza ca graful complet cu 5 noduri nu este
graf planar.



Situatii practice de utilizare a teoriei grafurilor

) Aplicam si dezvoltam!

Teoria grafurilor are numeroase aplicatii practice.

Exemplul 1: Organizarea datelor

Pentru a ghici un numar natural cuprins intre 1 si 16 din cel mult 4 intrebari la
care se raspunde cu da sau nu, putem organiza incercarile ca in graful de mai jos.

Intrebam succesiv daca numarul ales este...

DA{16]

... mai mare
decat 15?
DA ,\ﬁ
... mai mare
decat 14?
DA {14
DA NU ... mai mare }
decat 13? }\
N
... mai mare
decat 12?
DA 112
... mai mare -
decat 11?
NU DA ,\k
... mai mare
decat 10?
DA 10
DA NU ... mai mare -

decat 9?
NU

... mai mare
o DA -n
decat 87 ... mai mare /
decat 7?
DA NU
... mai mare
NU decat 67
D
DA NU ... mai mare }/@
decat 5?
N
... mai mare
decat 4?
) DA
... mai mare
at 37
NU b decat 37

... mai mare
decat 2?

NU

ST
o z
> c
N [

... mai mare
decat 1?

A Succesiunea intrebarilor
are legdatura cu scrierea
numerelor in baza 2.

@ cate intrebari vor fi
necesare pentru a afla un
numar natural cuprins intre
1 si 32? Dar un numar natu-
ral cuprins intre 1 si 1 000?

A Un arbore de acelasi tip
se obtine, spre exemplu, in
cazul diviziunii celulare.

O
O<O<o

< 0<§
O O
O<O<o

o<8
20 2t 22 23

@ Ce tip de functie mode-

leaza procesul diviziunii
celulare?
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Exemplul 2: Rezolvarea ecuatiilor
Stim c& pentru a > 0, avem |y | = a daca si numai dacd y = a sauy = -a.
Pentru a rezolva ecuatia ||x + 1|- 3| = 2 putem aranja calculele sub forma unui

arbore, astfel: x+1=5=x=4
x+1-3 =2 <

© Rezolva ecuatiile urma- =5 X+1=-5=x=-6

toare, aranjand calculele sub
forma unui arbore.

||x+1|—3|=2 x+1=1=x=0
la-3+]2-xl=1; 1 -3 :_2<
X+1=-1=>x=-2

|2-12-]2-x]]|=1. |x+1 =1

Obtinem multimea de solutii S = {4; -6; 0; -2}.
Exemplul 3: Graful asociat unui poliedru

Anumite proprietati ale poliedrelor pot fi mai bine evidentiate daca acestea sunt
reprezentate cu ajutorul unor grafuri.

A cele dous grafuri din
dreapta sunt izomorfe.

©® Imagineaza-ti cum apla-
tizdm o prisma triunghiulara
si deseneaza graful asociat
acesteia.

© Folosind graful de mai jos
(in care T, L, C, V semnifica
taranul, lupul, capra, respec-
tiv varza) explica solutia
problemei propuse de Anton
Pann.

Ce legatura este intre
poveste si drumuri in graf?

TCLV TLCV
TCV/L V/TLC
TLV/C (210%
TLCV L/rcv
TLCV LV/TC
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Corina a construit un cub cu o fata transparenta.
Ea a privit in interiorul cubului ca printr-o fereastra si
a desenat imaginea observata. Vazand desenul
Corinei, Vlad a constatat: ,Ai reprezentat cubul sub ‘

forma unui graf planar.”

in general

Orice poliedru convex se poate reprezenta sub forma unui graf. Acesta este graful
asociat poliedrului. Graful asociat unui poliedru se obtine prin aplatizarea poliedrului:
deformam unele dintre fete (si muchii) pana cand toate varfurile ajung in acelasi plan.

Exemplul 4: Logica si grafuri

Analiza logica facuta de Anton Pann in versurile urmatoare poate fi inlocuita cu o

solutie rapida pe baza de graf.

Lupul, tapul si varza

Un taran la targ plecase.
Si de vanzare luase

Un lup, un ied si o varza.
Nevrand nici una sa piarza
Si nefiind nici calare,

Vrea sa treaca un rau mare,
Care era sa-l inoate

Si sa le treaca pe toate.
Stand in loc, se socoteste
Si intru sine sopteste,

Cum si in ce chip sa faca
Cate una sa le treaca,

Ca fiind apa prea lata,

Nu putea doua deodata.
»9a trec intai lupul, zice,
Capra varza o sa-mi strice,
Sa trec varza, s-asa inca,
Lupul capra imi mananca.”
Deci daca-i veni in minte
Si trecu capra-nainte,
Statu iar sa se gandeasca
Ca cum sa o nemereasca.
Gandind, zicea intru sine:
"Trecui una, merse bine,

de Anton Pann

Pan-aci toate scapara.
Acum care sa trec dara?
Trecand varza si lasand-o,
O strica iedul rozand-o,
Precum lupul si el iara
imi face iedul papara.

O, ce vita neunita

Si marfa nepotrivita!”

Dar mai gandind: ,Ha! el zise,
Nevoia minte-mi trimise”.
Trecu lupul, clatind capul,
Si-ntoarse inapoi tapul.
Trecu si varza indata,
Mereu facand judecata,
Si mergand a doua oara,
Trecu tapul supsioara.
Omul daca si gandeste,
Orice i se inlesneste,
Prejudecénd cele grele,
Le gaseste usurele,

Ca pe cat el sa gandeste,
P-atat mintea-i se toceste.
Si orice, cu judecata,

Nu-l greseste niciodata.




Exerci

-

*
1

-

si probleme

\\

. Afluentii unui rau pot fi reprezentati sub forma unui

graf arbore. Deseneaza graful ce reprezinta raul Olt
si afluentii lui.

. Trei prieteni, notati A, B, C, joaca tenis de camp

dupa sistemul ,invingatorul ramane“. Reprezinta
printr-un graf situatiile ce pot sa apara dupa 5 jocuri,
daca prima data joaca A cu B.

. Deseneaza un graf complet care are 7 noduri.

Marcheaza un circuit pe acest graf.

. In care dintre urmétoarele situatii putem reprezenta

datele printr-un arbore?

a) Reteaua de strazi dintr-un cartier.

b) Reteaua de distributie a apei potabile a unui oras.
c¢) Reteaua de distributie a gazului metan intr-un oras.

. Deseneaza figurile, fara aridica creionul de pe hartie.

NA

. Transpune intr-o problema despre grafuri intrebarea

urmatoare.

Exista un traseu pe care il parcurge calul pe o tabla
de sah cu dimensiunile 4 x 4 astfel incat acesta sa
treaca prin fiecare camp al tablei o singura data?
(Va reamintim ca, la sah, calul se muta in forma de
L, cainfigura alaturata).

\/j

Este util ca in graful cerut sa
unesti printr-o muchie oricare
doua campuri intre care

|

) poate fi mutat calul.

\

B

D

7. Determina ordinul fiecarui nod al grafului de mai jos.

Daca acest graf este

reprezentarea schematica a

retelei de troleibuze a unui

g oras, ar putea fi parcursa

reteaua de un troleibuz, care

D trece pe fiecare strada o
singura data?

8.

10.

1.

12.

13.

Deseneaza:
a) un graf conex complet;
b) un graf conex care nu este complet.

. Cate configuratii diferite pot forma 3 pioni albi si 4

negri asezati pe o tabla de sah 3 x 3? Foloseste
grafuri pentru a numara aceste configuratii.

Arborele de mai jos reda meciurile de cupa a 8
finalisti. In aceasta competitie, nu toti jucatorii se
confrunta intre ei. Care sunt acei jucatori care nu se
confrunta direct?

A
A
B
A
Co
C
Do —o A
Eo
E
Fo
E
G
G
H

Imagineaza-ti metode prin care acest tip de
organizare a finalelor unor concursuri poate fi
imbunatatit.

intr-o competitie de 8 jucatori, detipul B
celei de mai sus, numarul celor in-
vinsi de campion este 3. Cate meciuri
ar mai fi necesare pentru a afla care
este cel mai bun dintre cei 3? E
Foloseste graful alaturat.

Reprezinta printr-un graf cazurile ce pot sa aparain
rezolvarea urmatoarelor probleme.

a) Dintre 5 monede identice ca marime si aspect,
una este mai usoara. Folosind o balanta, determina
prin cel mult doua cantariri moneda mai usoara.

b) Dintre 5 monede identice ca marime si aspect,
una este de masa diferita fata de celelalte (fiind mai
usoara sau maigrea!). Folosind o balanta, determina
prin cel mult trei cantariri moneda diferita.

Reprezinta cu ajutorul unui graf orientat functia:
S0 12 > {1234}, f(x)=x+1.
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14. In graful urmator precizeaza nodurile si muchiile

acestuia. Da exemplu de noduri adiacente si de
muchii adiacente.

1
10
9
7
6
8

3
5
4

15. Identifica perechi de grafuri izomorfe printre grafurile

a8t s
KX &

16. Fie multimile A = {x | x oras in Europa},

17.

B = {y | y tara in Europa} si aplicatiile:

floras x) =taray pe teritoriul careia se gaseste orasul x.
g(tara y) = orasul x de pe teritoriul tarii y.

Stabileste natura acestor aplicatii.

a) Demonstreaza ca, in orice graf, suma ordinelor
tuturor nodurilor este egala cu dublul numarului de
muchii.

b) Reprezinta printr-un graf arborele genealogic al
familiei voastre.

18. Caracterizeaza cu ajutorul ordinului unui nod:

a) functiile injective; b) functiile surjective.

19. Deseneaza un graf de ordin 5 in care toate nodurile

sa fie impare. Este posibila problema? Justifica.

20. Traseaza un graf de ordin 6 in care toate nodurile

sa fie pare.

21. Cinci depozite fac schimb de marfuri (distribuie

produse si se aprovizioneaza) astfel:

- depozitul A face schimb de marfuri cu depozitele D, F;
- depozitul B face schimb de marfuri cu depozitele A, C;
- depozitul C face schimb de marfuri cu depozitele D, E;
- depozitul D face schimb de marfuri cu depozitul F.
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a) Traseaza graful care descrie relatiile dintre cele
5 depozite.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

b) Se stabileste un tip nou de regula si anume: fiecare
depozit este intr-una dintre urmatoarele doua situatii:
sau se aprovizioneaza (primeste produse) sau
distribuie produse. In rest, raman aceleasi relatii intre
depozite. Traseaza graful care descrie noua situatie.

Se considera urmatorul graf:

a) Stabileste gradul fiecarui nod.

b) Calculeaza suma tuturor gradelor si compara
aceasta suma cu numarul muchiilor.

c¢) Determina numarul de noduri impare.

d) Indica un drum determinat de 4 noduri si un circuit
cu 3 noduri.

e) Exista un drum care sa treaca o singura data prin
toate nodurile? Dar un circuit cu aceeasi proprietate?

in graful urmétor, elimind numarul minim de muchii
astfel incat graful obtinut sa nu mai contina circuite.

Fie graful de mai jos:

a) Determina multimea nodurilor si multimea arcelor.
b) Numeroteaza nodurile si reprezinta printr-o
diagrama cu sageti aplicatia multivoca a multimii
nodurilor in ea insasi, care defineste acest graf.

Rezolva cu ajutorul unui graf arbore ecuatia:
|x+|2x-1]|=7.

Determina toate tipurile de grafuri arbore care au sase
noduri. Deci trebuie sa desenezi cateva grafuri cu
proprietatile: oricare doua nu sunt izomorfe si oricare
alt graf arbore cu sase noduri este izomorf cu unul
dintre cele desenate.

Deseneaza graful corespunzator urmatoarei aplicatii
multivoce. Multimea nodurilor este {A, B, C, D, E},
iar aplicatia realizeaza asocierile:

A {B;C}; B~ {A;E};C+ {A}; D J; E {B}.



Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
@ sa identific tipul unui graf si elementele sale
@ sa transpun in reprezentare pe graf o problema data
@ sa utilizez grafuri pentru a determina solutii ale unor probleme
@ sa descriu toate variantele unei probleme cu ajutorul grafurilor?

) Test de verificare

1. Pentru graful alaturat:
a) precizeaza numarul de noduri si numarul de muchii; /
Al

b) determina ordinul fiecarui nod;

c) identifica doua trasee care unesc A cu E; )
d) precizeaza un circuit al grafului;

e) elimina cat mai putine muchii pentru ca graful ramas sa fie un arbore. 4

2. Reprezinta printr-un graf relatia de divizibilitate intre numerele naturale de la 1 la 10, unind printr-o muchie acele
numere diferite care au proprietatea ca unul dintre ele il divide pe celalalt. Exista pe acest graf drumuri de
lungime 57

3. Foloseste graful situatiilor posibile pentru a calcula numarul variantelor de raspuns la un test-grila format din
5intrebari la care se raspunde DA sau NU.

4. Doi prietenijoaca tenis de camp dupa sistemul ,,cel mai bun din 5 seturi”. Reprezinta printr-un graf toate situatiile
ce pot sa apara.

Lectura

Studiul unor structuri de tip graf a fost lansat pentru prima datd de Leonhard Euler in 1736. El a pornit de la problema
celor sapte poduri din Konigsberg. Enuntul acestei probleme este urmdtorul: existd un traseu astfel incdt fiecare dintre cele
sapte poduri sd fie traversat o singurd datd?

Se poate observa imediat cd itinerariul nu poate sd inceapd si nici sd se termine . I
in cel putin doud dintre cele patru regiuni I pand la IV. In aceste regiuni se intrd si se Q@
iese. Totusi, deoarece in fiecare regiune se poate ajunge printr-un numdr impar de v
poduri, un astfel de itinerar nu este posibil. Euler si-a pus o problemd mai generald: o
in ce conditii un graf conex dat poate fi parcurs pe un drum inchis astfel incdt fiecare f_-g C
muchie sd se acopere exact o datd? Un drum de acest tip existd dacd si numai dacd in 1l
fiecare nod se intdlnesc un numdr par de muchii.

O altd problemd celebrd care a dus la dezvoltarea teoriei grafurilor este cea a trasdrii unei hdrti folosind numai patru
culori. Se demonstreazd relativ usor cd sunt suficiente cinci culori pentru a colora orice hartd. Cartografii stiu din experientd
cd o hartd politicd poate fi desenatd cu patru culori astfel incdt doud tdari cu frontiera comund sd fie colorate diferit.
Problema dacd aceste patru culori sunt suficiente intotdeauna nu a putut fi demonstratd, insd ea a condus la dezvoltdri
matematice extrem de interesante si utile.
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Unitatea de invatare 4

) Test initial de autoevaluare

Rezolvand exercitiile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitati de Tnvatare.

Indicé propozitiile adevarate.

Operatii cu 1.a)23+18=31 b)1,3+47=6 c)14-06=2 d)43-17=27
numere reale 2.2a) 2,13 > 3,1 b) 0,472<051 ¢)13+0,7>13+0,2 d)35+0,2>12+25.
Elemente de Alege raspunsurile corecte!
geometrie 3. Numarul de muchii ale unui cub este:
a)3 b) 4 c)8 d) 12.
4. Numarul de varfuri ale unei prisme triunghiulare este:
a) 3 b) 4 c)8 d) 12.
5. Daca o piramida are 10 fete, atunci numarul de muchii ale sale este:
a)5 b) 6 c)8 d) 10.
Rezolvarea Rezolva ecuatiile!
ecuatiilor 6.2)2x+3=16 b)x2-2x-4=0 <¢)2°+1=9 d)logx=5 e€)Jx-2=3.

Réaspunde la intrebari!
Vectori

7. Deseneaza vectorul CD , egal cu 8. Pe hexa@ulﬁgulat de mai jos, repre-
vectorul AB . zintda suma AB+ FE , apoi vectorul —DE .
/ B F E
A D
A
C
B C
Logica 9. Precizeaza dacéa rationamentul urmator este corect.
Astazi nu este ziua in care se joaca meciul. Daca meciul s-ar juca astazi, stadionul ar
fi plin de oameni, dar eu vad ca nu este nimeni aici.
10. Scrie enuntul obtinut prin negarea urmatoarei propozitii:
Daca o piramida are ca baza un hexagon, atunci numarul sau de muchii este 12.
Numarare 11. Calculeaza cate numere naturale sunt intre 102 si 347, inclusiv.
12. |dentifica numarul patratelor din figura. 13. Afla cate drumuri exista pe graful urmator
intre A si B.
A B
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Drumuri in grafuri - optimizare

Problema optimizarii
) Observam si exploram!

O gama variatd de probleme cotidiene poate fi abordat& cu ajutorul grafurilor. In
aceste cazuri, folosind metode specifice de analiza, se pot lua decizii eficiente.

Exemplul 1: Liderul de grup

Diriginta clasei a Xl-a C vrea sa analizeze relatiile de simpatie si de antipatie ale
membrilor unui grup de lucru.

Pentru aceasta, ea a aplicat un test sociologic si a reprezentat informatiile obtinute
sub forma unor grafuri orientate. in desenul de mai jos, apare graful obtinut din
raspunsurile la intrebarea: ,Atunci cand primesti o problema de rezolvat, cu care
dintre membrii grupului ai vrea sa discuti mai intai?”

@
CSorin dy——=>(luia)

Din aceasta reprezentare, diriginta a concluzionat ca Elena are probleme de
acceptare in grup, precum si ca lulia este liderul echipei.

Exemplul 2: Strategia de joc

Pentru a analiza relatiile de joc, antrenorul echipei de fotbal F.C. Valencia, Sanchez
Flores, a reprezentat modul in care sunt date de obicei pasele intre jucatori. El a
obtinut graful orientat de mai jos:

W Angulo]

Caﬁizares| | Ayala |—>| Baraja

Prin aceasta schema, el a vazut ca flancul drept al echipei are nevoie de
antrenamente speciale, deoarece contraatacurile desfasurate pe aceasta parte
necesita prea multe pase pentru a duce mingea in fata portii adverse.

Exemplul 3: Hartile conceptuale

Veronica vrea sa isi recapituleze materia din clasa a X-a. Ca sa inteleaga mai
bine legaturile intre diferite notiuni, ea a intocmit o harta a conceptelor, adica un graf
orientat, in care nodurile sunt conceptele invatate, iar doua concepte sunt unite printr-un
arc daca exista un rezultat care le leaga. De exemplu, reprezentarea schematica:

ecuatie de
gradul 2

poate sa insemne: ,rezolvarea ecuatiei de gradul 2 se face cu o formula care contine
radicali”.

O Esti de aceeasi parere cu
diriginta clasei? Pe ce crezi
cd s-a bazat ea cand a formu-
lat aceste concluzii?

@ Analizeaza graful relatiilor
de joc siraspunde! Care crezi
ca este cel mai important
jucdtor din aceasta echipa?
De ce?
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in acest fel, pentru o parte din materia clasei a X-a, Veronica a obtinut urmatoarea
harta a conceptelor:

(adunare}—{coordonate} » ecuatii
© Enunts trei dintre rezulta-
tele care au condus-o pe
Veronica la trasarea arcelor vectori proportionali ———{ drepte paralele

din harta.

inmultire

vectori perpendicularﬂ—{drepte perpendiculare]

Iunéime arie

Harta realizata a ajutat-o pe Veronica sa inteleaga mai bine notiunile de geometrie
invatate.

in general

Reprezentarile cu grafuri pot conduce la o intelegere rapida a situatiei analizate.
Ele pot fi folosite in situatii foarte diverse.

Exercitii si probleme

1. Putem transforma o harta, cu ajutorul unui graf, b) Tn ce caz graful asociat unei harti este conex?
prezentand schematic tarile simodul in care ele se c¢) Imagineaza harta unei regiuni al carei graf asociat
invecineaza. este urmatorul.

B >—®
B®
A
A®
2. Fiecarui poliedru i se asociaza graful varfurilor si
@ muchiilor sale, printr-un procedeu de aplatizare.
De exemplu, piramidei VABCD de mai jos, i se poate
®P D asocia oricare dintre grafurile alaturate.
74 D
Astfel, pentru harta de mai sus am inlocuit fiecare A A B
tara cu un nod al grafului, simbolizand capitala si = v
am trasat o muchie pentru fiecare portiune de granita c
comuna. A D c
B
B C

O

a) Transforma intr-un graf portiunea din harta Europei
reprezentata mai jos.

o '”';:)g;g__ﬂ” a) Asociaza aceleiasi piramide alte doua grafuri
¢ (izomorfe cu cele de mai sus).
b) Reprezinta in doua moduri graful asociat prismei
O ceruaNA POLONIA ABCDEF din desen.
o c¢) Deseneaza un poliedru corespunzator grafului de
CEHIA mai jos.

SLOVACI

AUSTRIA
FRANTA ELVETIA UNGARIA D F
crase
P
sssss
POR GALL ANDORRAT ITALIA MONTERBGRO
SPANIA ceo A C
S s
a <§ N B
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Drumuri optime in grafuri

) Analizam si generalizam!

Multe dintre problemele practice reprezentate prin grafuri necesita determinarea
unor drumuri care verifica anumite proprietati.

Pentru grafurile in care numarul varfurilor este mic, putem raspunde la o astfel de
intrebare descriind toate drumurile posibile. Daca numarul varfurilor este insa mare,
acest procedeu poate sa ia mult prea mult timp. De aceea, suntem interesati sa
gasim un algoritm, adica o succesiune de reguli prin aplicarea carora determinam
solutia optima pentru problema data.

4 Ce este un circuit eulerian?

Sa analizam!

Cartierul in care locuieste Mircea are forma
din imaginea alaturata.

in fiecare seara, atunci cand se plimba cu
bicicleta, Mircea pleaca de la locuinta sa
(marcata printr-un punct pe harta) si incearca
sa treaca pe toate strazile cartierului o singura
data. Pentru a gasi un astfel de circuit, el a
reprezentat schematic cartierul sub forma
grafului de mai jos, in care nodurile sunt
intersectiile, iar muchiile sunt strazile cartierului.

D

Mircea are trei posibilitati de pornire de acasa: pe strada Gurghiului, pe Retezat
spre Piatra Craiului sau pe Retezat spre Nucsoara (acestea sunt marcate pe graf prin
muchiile AB, AC, respectiv AD). El trebuie sa revina (cel putin la sfarsit!) in punctul
A, pe o alta strada (muchie) decat cea pe care a plecat. De aceea, una dintre aceste
muchii ale grafului nu poate fi inchisa intr-un astfel de circuit.

in general

Un circuit al unui graf se numeste circuit eulerian, daca poate fi parcurs in intregime
trecand o singura data prin fiecare muchie a grafului dat. Un graf este eulerian daca
are cel putin un circuit eulerian.

Exemple
Urmatoarele grafuri contin circuite euleriene.

O Identificd pe harta ala-
turata doua circuite distincte,
pornind din punctul marcat.

@ Pe schita sub forma de
graf a cartierului lui Mircea,
identifica strada Indepen-
dentei si locul din care
pleaca Mircea la plimbare.

Leonard Euler
(1707 - 1783)
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©® In enuntul alaturat, apare
exprimarea ,daca si numai
dacd”. Cum se reflectd
aceasta formulare in demon-
stratie?

® Urmaéreste demonstratia
si raspunde. Unde folosim
ipoteza ca fiecare nod are
ordin par?

© Demonstreazé c& un graf
are un drum eulerian daca si
numai dacd numarul nodu-
rilor de ordin impar este 2.

Pentru demonstratie, adau-
ga o muchie la acest graf si
aplica teorema anterioara!

® Traseazéa un graf care are
toate nodurile de ordin par.
Propune unui coleg sa reali-
zeze un circuit eulerian in
acest graf.

@ Analizeazd schema
cartierului Laviniei si gaseste
un alt circuit care trece prin
toate nodurile.
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Sa demonstram!

Un graf conex este eulerian daca si numai daca fiecare nod are ordin par.

Sa presupunem ca graful are un circuit eulerian. Marcam pe
acest circuit directia de parcurgere; atunci numarul arcelor care
intra intr-un nod este egal cu numarul arcelor care ies din acesta.
Decifiecare nod are ordin par.

Fie acum un graf conex, in care fiecare nod are ordin par si
fie D=AAA, ... A A undrum de lungime maxima in graful dat, care nu trece de
doua ori prin aceeasi muchie (dar care poate trece de mai multe ori prin acelasi nod).
Deoarece D este de lungime maxima, toate muchiile care pleaca din A sunt deja
continute in D

Deoarece numarul acestor muchii este par, deducem ca A, si A  coincid 1., deci
D este un circuit. Sa presupunem prin absurd ca D nu este circuit eulerian; exista
atunci o muchie BC neparcursa de D, care are un capat (sau amandoua) printre
punctele A, A,, ..., A,

Pentru a putea urmari rationamentul, analizam graful de mai jos si presupunem C=A..

Consideram drumul BCA/A, ... A A A,, care are lungime cu 1 mai mare decét D,
ceea ce contrazice alegerea acestuia .

Contradictia obtinuta arata ca circuitul D parcurge toate muchiile grafului o singura
datd, deci D este circuit eulerian.

Sa aplicam!

Graful din imaginea alaturata are toate nodurile de ordin par,
deci este un graf eulerian. Practic, asta inseamna ca putem
reproduce desenul fara sa ridicam creionul de pe coala de hartie.

4 Ce este un circuit hamiltonian?

Sa presupunem ca, in loc de un circuit care trece prin fiecare muchie a unui graf
o singura data, cautam un circuit care trece prin fiecare nod al grafului o singura data.
Astfel de probleme apar in practica, de exemplu, in legatura cu aprovizionarea unor
magazine printr-un acelasi transport de marfa.

Sa analizam!

in cartierul Laviniei, la fiecare colt de strad& este un chiosc al
firmei ,Util". in fiecare dimineata, un microbuz al firmei pleacade 5,
la depozitul D si aprovizioneaza toate chioscurile.

Pentru a scurta drumul, soferul microbuzului a identificat
circuitul marcat pe desen, care trece o singura data prin fiecare
nod al grafului.



in general

Un circuit al unui graf se numeste circuit hamiltonian, daca poate fi parcurs trecand
prin fiecare nod o singura data. Un graf este hamiltonian daca are cel putin un circuit
hamiltonian.

Denumirea de graf hamiltonian provine de la jocul lansat in 1859 de catre
matematicianul William Hamilton (1805-1865). ,Campul de joc” este un dodecaedru
regulat, adica un corp geometric cu toate fetele pentagoane regulate. Jocul are un
singur jucator si presupune gasirea unui circuit pe muchiile dodecaedrului, care sa
treaca prin fiecare varf o singura data.

Pentru ca jucatorul sa poata face incercari, Hamilton a realizat dodecaedrul din
lemn si a montat in fiecare varf cate un cui; prin intinderea unui fir de ata intre aceste
cuie, se putea vizualiza traseul parcurs.

Pentru a putea analiza si noi aceasta problema, desenam graful planar asociat
dodecaedrului. (E ca si cum am ,intinde” fetele pana cand dodecaedrul se aplati-
zeaza!). Un circuit hamiltonian este marcat pe figura 2.

-

Fig. 1
Nu se cunosc conditii necesare si suficiente pentru a decide daca un graf dat
este sau nu hamiltonian. Cateva rezultate partiale sunt enuntate in continuare.

Sa verificam!

1) Orice graf complet (in care fiecare doua noduri sunt unite
printr-o muchie) este hamiltonian.

Verifica aceasta teorema pentru graful complet cu 5 noduri din
figura alaturata.

2) Grafurile asociate poliedrelor regulate sunt hamiltoniene.
Verifica aceasta teorema pentru graful asociat unui octaedru regulat, desenat in
figura de mai jos.

3) Daca G este un graf cu n = 3 noduri, astfel incat ordinul
fiecarui nod este cel putin 2 atunci G este hamiltonian.

Verifica aceasta teorema pentru graful din figura alaturata.

A Dodecaedrul regulat este
un poliedru cu 12 fete, 20 de
varfuri si 30 de muchii.

® Decupeaza din carton
doua figuri de forma celei de
mai jos si construieste un
dodecaedru.

A Exists cinci poliedre regu-
late: tetraedrul regulat, cubul,
octaedrul regulat, dodecaedrul
regulat si icosaedrul regulat.

© Pe graful asociat octaedru-
lui regulat, denumeste toate
nodurile, prin corespondenta
cu vartfurile octaedrului.

A Rezultatul enuntat a fost
demonstrat de Dirac, in 1952.
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©® cate semafoare sunt in
cartierul domnului Popescu?

@ Identificd un alt drum de
la locuinta péna la biroul
domnului Popescu.

@ Deseneazd un drum
oarecare de la L la B si afla
lungimea acestuia.

® Continua algoritmul si
asociaza fiecarui nod al gra-
fului un numar natural.

@ Marcheazs pe schita car-
tierului facutad de domnul
Popescu un drum de lungime
4 intre locuinta si birou.

60

4 Cum determinam drumuri de lungime minima?
Sa analizam!

in fiecare dimineats, domnul Popescu pleaca de acasé la serviciu cu masina
personald. Pentru a scurta timpul de deplasare, el a cautat un traseu care sa contina
cat mai putine intersectii, din cauza perioadei de asteptare la semafor. Harta zonei in
care locuieste domnul Popescu este reprezentata schematic in imaginea de maijos,
in care L si B reprezinta locuinta, respectiv biroul sau.

Pentru fiecare drum intre L si B, domnul Popescu a definit ,lJungimea drumului” ca
fiind numarul de semafoare intalnite in cale. De exemplu, drumul marcat pe figura are
lungimea 6.

Deoarece este dificil sa identifice toate drumurile posibile intre L si B, domnul
Popescu a adoptat o alta strategie: a alocat fiecarui semafor un numar natural, egal
cu lungimea minima a unui drum de acasa pana la semaforul respectiv.

El a procedat astfel:

« a atasat nodului L numarul O, iar nodurilor legate
prin muchii de L - numarul 1;

* pentru fiecare nod care nu a fost inca marcat,
legat prin muchii de nodurile marcate cu 1, a atasat
numarul 2;

* a continuat la fel, atasand nodurilor numere
consecutive, pana cand a marcat toate nodurile.

in acest fel, domnul Popescu a demonstrat ca drumul minim de acasa pani la
serviciu are lungimea 4.

in general

Lungimea minima a unui drum intre doua noduri ale unui graf conex se poate
determina prin algoritmul de etichetare succesiva a nodurilor, descris anterior. Drumul
minim este format din muchii care unesc noduri marcate cu numere consecutive.

Sa aplicam!

Pentru graful asociat unui dodecaedru regulat, din
figura alaturata, determinam drumul de lungime minima
dintre nodurile A si B. Pentru aceasta, am etichetat
unele dintre nodurile grafului conform algoritmului de
mai sus. Continua etichetarea, pana ajungila B.

Demonstreaza apoi ca intre oricare doua noduri ale
acestui graf, existd un drum de lungime mai mica sau
egala cu 5.

Prin algoritmul de etichetare a nodurilor, determinam
lungimea drumului minim intre doua noduri ale unui graf. Pentru a obtine insa efectiv
un astfel de drum minim, este nevoie sa organizam datele, astfel incat succesiunea
pasilor facuti sa poata fi reconstituita.




Exemplu B
Sa consideram graful din imaginea H
alaturata, in care am notat nodurile cu litere de
la A la J. Vrem s& determindm drumurile de A
lungime minima care unesc nodul A cu celelalte "
noduri ale grafului. Pentru aceasta, atasam
nodului A numarul 0, nodurilor B, C si D numarul
1 si asa mai departe, ca in algoritmul folosit D |
de domnul Popescu.
Retinem ordinea si motivul pentru care marcam un nod, in graful-arbore de mai jos.

0 1 2 3
o *J
?(/ @
/
c| —T°*E
A—
<\—o<\~. F
D Y
\.<_/ G
\ . _ J
/

Observand acest mod de organizare a datelor, putem afirma ca:

* exista doua drumuri minime, de lungime 2, intre A si G; acestea sunt ABG si
ADG;

« exista un singur drum de lungime minima dela A la E.

Sa aplicam!
Pentru graful din exemplul anterior, alcatuieste graful-arbore al drumurilor minime
cu un capat in E. Demonstreaza ca exista un unic drum minim de la E la J.

4 Cum determinam drumuri minime in grafuri orientate?

Metodele prezentate mai sus pot fi aplicate analog si pentru grafuri orientate.
Singura deosebire, Tn acest caz, este aceea ca orientarea arcelor corespunde ordinii
crescatoare a numerelor atasate nodurilor.

Exemplu

Pentru graful din figura a) de mai jos, vrem sa determinam lungimile minime ale
unor drumuri ce pleaca din A spre celelalte noduri. Prin atasarea de numere consecu-
tive, obtinem figura b).

B B ®

A E A

Fig. a Fig. b

D

Deducem ca drumul minim de la A la D are lungimea 4, iar de la A la F nu exista
un drum n graful dat.

A in graful-arbore al dru-
murilor minime, fiecare nod
apare pe un singur nivel.

@ Explicd modul in care a
fost alcatuit graful-arbore
alaturat. Procedeaza la fel
pentru graful cartierului
domnului Popescu.

@ Deseneaza un graf orien-
tat in care drumul minim intre
doua noduri sa aiba lun-
gimea 5.
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4 Cum determindam drumuri minime in grafuri ponderate?
Sa analizam!

in vacanta de vara, lulia si colegii ei vor sa organizeze o excursie in
muntii Ciucas. lulia a procurat o hartd a masivului si a identificat trasee
turistice pe care le-ar putea parcurge.

Ca sa determine traseul optim intre Cheia si Cabana Chirusca, lulia
a simplificat harta, reprezentand totul sub forma grafului ponderat de

mai jos. Cabana Chirusca

2 km

La rascruce
Cabana

Muntele Rosu Casa

Vanatorului

3 km

Stana din Zaganu

Cheia

Desigur, graful precizeaza doar lungimea unui traseu, nu si dificultatea acestuia,
dar, pentru un prim plan de calatorie, este suficient si atat.

lulia ar vrea sa determine algoritmic drumul minim, si nu prin incercari. Ea si-a
imaginat ca, de-a lungul fiecarui drum, sunt postate indicatoare la distanta de 1 km
intre ele. Prin reprezentarea acestor indicatoare pe graful traseelor, lulia a obtinut un
graf mai detaliat in care toate muchiile au lungimea de 1 km.

C.C.

@ Eticheteaza nodurile gra-
fului si verifica afirmatia luliei.
Identifica drumul minim de la
Cheia la Chirusca.

C.

lulia a aplicat, pentru acest gAraf, metoda de determinare a drumului minim prin
etichetarea succesiva a nodurilor. In acest mod, ea a demonstrat ca lungimea drumului
minim intre Cheia (C) si Cabana Chirusca (C.C.) este de 7 km.

in general

Drumurile minime dintr-un graf ponderat, in care muchiile au ca ponderi numere
naturale, se pot determina prin algoritmul de etichetare a nodurilor.

Pentru aceasta, adaugam pe muchiile grafului dat noi noduri, astfel incat fiecare
muchie a grafului obtinut sa aiba ponderea 1.

Sa aplicam!

Cautand informatii mai amanuntite, lulia a gasit un ghid turistic despre muntii
Ciucas, in care traseele turistice sunt prezentate mai detaliat. Din aceasta carte, ea
a inteles ca importanta este nu doar lungimea unui traseu, ci, mai ales, timpul estimativ
in care acesta ar putea fi parcurs. De aceea, lulia a refacut graful de mai sus, precizand,
de data aceasta, timpul de parcurs. Ea si-a imaginat ca, de-a lungul unui traseu,
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trebuie sa se odihneasca dupa fiecare ora de mers si a marcat pe graf locurile de
popas. Marcheaza si tu aceste noduri ale grafului, apoi determina traseul ce poate fi
parcurs in timpul minim.

Cabana Chirusca

Cabana

Muntele Rosu Casa

Vanatorului

4h

Stana din Zaganu

Cheia

4 Cum putem afla drumul minim in cazul unor grafuri cu ponderi arbitrare?

Algoritmul prezentat anterior nu poate fi aplicat decat in cazul in care ponderile
sunt numere naturale. In continuare analizam un algoritm care se poate aplica in
cazul unor grafuri cu ponderi numere reale.

Sa analizam!

Pentru graful ponderat din figura de maijos, vrem sa determinam lungimile drumurilor
minime de la A la toate celelalte noduri. Vom folosi un algoritm de etichetare succesiva
a nodurilor, asemanator cu cel prezentat in paragraful anterior.

B

D

Initial, nodul A primeste eticheta 0. La fiecare pas, determinam toate muchiile
grafului, ce unesc noduri etichetate deja, cu noduri neetichetate inca. Dintre aceste
muchii, alegem acea muchie care are proprietatea ca suma e + p este minim posibila,
unde e este eticheta nodului din capat, iar p este ponderea muchiei.

é/ - e P e+tp

Dupa ce am identificat aceasta muchie, etichetdam nodul ,liber” cu e + p si
continuam analog, pana cand toate nodurile devin etichetate.

Etichetele obtinute sunt lungimile drumurilor minime de la A la nodurile grafului.

Organizam datele intr-un tabel, in care pe prima linie apare eticheta nodului, iar in
a doua linie apare nodul anterior:

A B C D E F

A Acest algoritm a fost gasit
de catre Dijkstra, in 1959.

® Pentru fiecare nod al
grafului alaturat, determina
muchia de pondere minima
care pleaca din acel nod.
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A Pornim din A. Marcam
acest lucru in tabel astfel:

- A primeste eticheta 0.
- Nu exista un nod anterior
lui A (marcam -).

A Marcam in tabel:
- D primeste eticheta 0,4.

- Nodul anterior lui D este A.

A Marcam in tabel:
- E primeste eticheta ,suma”

1,1.
- Nodul anterior lui E este D.

® Continua algoritmul si
eticheteaza toate nodurile
grafului.

D) Ce semnificatie are punc-
tul Q care apare in tabel?

@) Verifica lungimea unui
drum minim de la A la F
folosind algoritmul Dijkstra.
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Pentru graful de la care am pornit in exemplu, primii trei pasi ai algoritmului sunt
descrisi in continuare.
Pasul 1.

A B C D E F
0

Pasul 2. Printre muchiile care pleaca din A, o identificam pe cea de lungime
minima; aceasta este AD. Atribuim punctului D eticheta 0,4 si inregistram faptul cain
D am ajuns venind din A (adica predecesorul lui D este A). Obtinem tabelul:

A B C D E F
0 0,4
- A

B

Pasul 3. Consideram muchiile care pleaca
din A sau D si ajung intr-un nod fara eticheta.
Acestea sunt cele ingrosate pe figura.

Suma e + p (eticheta + pondere) este minima pentru muchia DE; atribuim lui E
eticheta ,suma” 1,1 (adica 0,4 + 0,7) si tinem minte ca predecesorul lui E este D.
Obtinem tabelul de mai jos:

A B C D E F
0 04 |11
- A D

Observam ca, daca la un pas alegem o muchie oarecare MN, unde M are eticheta
e, iar MN are ponderea p, tabelul se modifica asa cum se arata in continuare:

N N
Aé/ M e
¢ Tabel initial ®  Tabelfinal
M N M N
e e etp
Q Q M

in general

Lungimea unui drum minim este eticheta atribuita nodului tinta, iar un astfel de
drum se afla scriind succesiv predecesorii nodului tinta.

Acest algoritm, numit algoritmul Dijkstra, determina drumul minim de la un nod al
unui graf ponderat la orice alt nod al grafului.

Sa aplicam!

Din calculele facute mai sus, am obtinut ca:

» drumul minim de la A la E are lungimea 1,1;

+ un astfel de drum este E < D « A.

Analog, deducem ca, spre exemplu, drumul minim dintre A si F este ADEF si are
lungimea 1,6.




Exerci

4. In desenul alaturat

-

*
1

-

si probleme

1. Raluca a desenat pe o foaie de hartie figura de mai

jos, din care se obtin cele 7 piese ale jocului numit
Tangram. Ea ar vrea sa decupeze toate piesele
jocului, printr-o miscare continua a foarfecii. Ce crezi,
vareusi? ———

e

. Realizeaza desenele urmatoare printr-o singura
trasatura de creion. Formuleaza problema in termeni
de grafuri.

(0000 (AR

. Un grup de excursionisti trebuie sa ajunga de la ca-
bana A la cabana B. Ei se pot deplasa pe traseele
turistice reprezentate pe harta, unde numerele de
pe acestea reprezinta timpul de mers (in min.)

Care este drumul ce poate fi parcurs cel mairepede?

este reprezentata
reteaua de sosele
ale unuijudet si dis-
tantele intre prin-
cipalele localitati. O
firma de transport
vrea sa determine
drumuri intre A si B, ce nu contin circuite si au lungime
minima (pentru calatori grabiti), respectiv lungime
maxima (pentru turistii ce vor sa viziteze cat mai
multe obiective). Foloseste un graf arbore (in care
treci, pentru fiecare localitate, continuarile posibile
ale unui drum fara circuite) pentru a determina
variantele necesare firmei.

5. a) Pe tabla de sah, calul se poate muta in forma de

L, asa cum se arata in desen.

Asociaza unei table 3 x 3 graful
mutarilor calului.

Formuleaza in termenii teoriei
grafurilor problema urmatoare:

Pe o tabla de sah n x n, poate calul
sa treaca o data prin fiecare patratel
al tablei?

b) Pe tabla de sah, turnul se poate muta doar pe
orizontala sau verticala.

Asociaza unei table 4 x 4 graful
mutarilor turnului.

Formuleaza in termenii teoriei
grafurilor problema:

Pe tabla 4 x 4 din figura, vrem sa
determinam modul in care mutam
turnul, pentru a ajunge din A'in B trecand prin toate
casutele cate o data.

. a) Pentru a determina drumul minim dintre nodurile

A si B din graful de mai jos, Marian a inceput sa
completeze tabelul etichetelor si predecesorilor, asa
cum a invatat la scoala.

A B Cc D[ E|F
0

- A

Continua algoritmul si determina drumul minim de la
AlaB.

b) Tn rezolvarea unei probleme asemé&natoare, Sorin a
completat tabelul, dar nu mai stie care este graful de la
care a pornit. Ajuta-l pe Sorin si deseneaza un graf
corespunzator tabelului de mai jos. Este solutia unica?

A B C D E
0 1]02]09|12]07
- A E B B

. Reprezinta cu ajutorul unui graf orientat functia

descrisa prin urmatorul tabel de valori:

X 1 2 3 4
fx) | 2 4 5 3

. Pentru multimea {1, 2, 3, 4}, reprezinta printr-un graf

orientat relatia ,mai mic decat”. Cate drumuri are acest
graf?
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Optimizarea circuitelor

) Aplicam si dezvoltam!

O Determina si alte trasee
care acopera fiecare refea
desenata.

A Astfel de situatii sunt des
intalnite in organizarea mer-
sului trenurilor, in care cursele
pe distante lungi sunt pre-
ferate unora locale.
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Determinarea unor drumuri optime in grafuri apare ca o necesitate in multe situatii
din viata cotidiana. Cunoasterea unor algoritmi specifici de rezolvare a acestor
probleme poate sa ne ajute in alegerea variantei optime in situatii in care necesita
analiza multor cazuri greu de inventariat.

Exemplul 1: Optimizarea retelelor de transport

Societatea de transport , Troleibuzul” hotaraste sa-si reorganizeze cursele, fara
sa-si schimbe reteaua de cabluri existenta. Societatea doreste sa faca acest lucru
astfel ca fiecare portiune de drum sa fie parcursa de un singur troleibuz; pasagerii
urmeaza sa se transfere de la o cursa la alta, pana cand ajung la destinatie. Oricat de
complicata ar fi refeaua, este intotdeauna posibil sa gasim un astfel de sistem de
curse. Pentru aceasta, e suficient sa stabilim pe fiecare portiune de retea, intre doua
intersectii consecutive, cate o cursa care sa faca naveta. Aceasta ar necesita insa
un numar mare de curse, care ar face calatoria dificila si ar mari costurile de exploatare.
Trebuie deci determinat numarul minim de trasee necesare, pentru ca transportul sa
se optimizeze.

Intr-un oras mic, cu putine drumuri de transport, solutia se g&seste usor.

A De exemplu, pentru o retea ca in

b figura alaturata, sunt suficiente doua

curse. Capetele acestor curse vor fi in
nodurile de ordinul 1 ale grafului, care sunt
C A, B, CsiD.

B in reteaua alaturaté (care include si o

A E linie de genturé), toate nodurile au ordine

impare. In acest caz, orice nod trebuie sa

fie capatul unei curse deoarece, in caz

contrar, doua curse diferite vor avea o

B portiune comuna de drum. Deducem ca

numarul minim de curse ar putea sa fie 4.

O posibila solutie este considerarea
traseelor:

C A-F-G-H-D-C; H-C-B-G; B-A-E-F; E-D.

in general, este dificil de determAinat sistemul optim de transport, adica sistemul
cu numar minim posibil de curse. In mod sigur insa, un astfel de sistem exista.
Putem face céateva precizari despre situatia optima.

1) Doua curse diferite nu pot avea acelasi capat.

A Daca exista o cursa intre Asi B si

o alta intre A si C, le putem inlocui cu
0 ,cursa directa” B-A-C. Astfel, numarul
de curse scade cu 1 si gasim o
repartizare mai buna a curselor.

2) Daca fiecare nod al retelei este de ordin par, atunci este suficienta o singura
cursa. In acest caz, cursa parcurge intr-un circuit intreaga retea.



intr-adevar, la orice trecere printr-un nod, exista
un drum pe care cursa vine si un drum pe care
A B pleaca. Cum numarul de muchii cu capatul in nod
este par, cursa isi poate continua de fiecare data
drumul pe o alta portiune de traseu.

De exemplu, pentru reteaua de transport
D C alaturata, un posibil circuit este

A-B-C-G-D-C-E-B-F-A-E-D-A

G

Tot o singura cursa este suficienta si daca reteaua are exact doua noduri de
ordin impar. In acest caz, cursa are capetele in nodurile impare ale grafului.

3) Numarul minim de curse necesar parcurgerii retelei este cel putin egal cu
jumatate din numarul de noduri de ordin impar.

Aceasta deoarece in orice nod de ordin impar trebuie sa se afle capatul unei
curse si orice cursa, care nu e un circuit are doua capete.

Exemplul 2: Jocul de tenis

Andrei, Bogdan, Claudia, Dan, Elena si Florin
au jucat tenis de masa dupa sistemul ,invingatorul
continuad”. Jocul a fost pasionant pentru ca nimeni
nu a reusit sa invinga in doua partide consecutive.
Se stie ca Dan a jucat cu toti prietenii, in afara de
Florin, iar Florin a jucat de cate doua ori cu fiecare
dintre ceilalti (desigur, fara Dan!). S-au mai jucat
partidele Andrei-Bogdan, Bogdan-Elena si Claudia-
Andrei. Stiind ca la primul joc a participat Claudia,
vrem sa aflam cine a castigat in ultimul joc.

Pentru aceasta, reprezentam situatia jocurilor printr-un multigraf in care nodurile
simbolizeaza jucatorii, iar muchiile sunt jocurile disputate.

Succesiunea de partide, in care castigatorul ramane sa joace si partida urmatoare
(dar pe care o pierde — conform precizarii din enunt!) se transpune intr-un drum eulerian
pe graful reprezentat.

Acest graf are doua noduri impare - si anume, A si B; deci Andrei si Bogdan sunt
printre jucatorii din prima si din ultima partida. Deoarece Claudia a jucat in prima
partida, iar Claudia si Bogdan nu au disputat nici un joc, inseamna ca prima confruntare
a fost intre Andrei si Claudia. De aceea, in ultimul joc a castigat Bogdan.

Exercitii si probleme

@ Identificd si alte circuite
pentru refeaua desenata.

© Precizeazé un traseu prin
care poate fi parcursa
refeaua de mai jos. Este util
sa identifici mai intai capetele
traseului.

D

@ Propune o posibila succe-
siune a partidelor disputate,
respectand toate indicatiile
din enunt.

1. Grafurile intalnite in practica au adesea o structura foarte generala si problema principala . .

este aceea a gasirii unui algoritm pentru solutia efectiva a unei probleme de optimizare .
legata de graf. Un exemplu de astfel de problema este problema celei mai ieftine retele

telefonice. distributia nodurilor
Trebuie legate n posturi printr-o retea telefonicd cu costuri minime, astfel incat punctele de (graf nul)
racord sa fie chiar posturile. ~ 1 e
Primul pas: se uneste fiecare nod cu nodul pentru care costul legaturii este minim. Se obtin  * / ) _,-'Z_ﬁ_
astfel mai multi arbori. L

’ primul pas

Al doilea pas: se asimileaza fiecare arbore cu un punct si se repeta procedeul. Daca se
continua in acest mod, se intrerupe procedeul atunci cand ramane un singur arbore.

Acesta este arborele minimal cautat.
Cate posibilitati sunt, daca se incearca toate variantele in cazul a 10 posturi?

A o
‘ 4
- L]

al doilea pas
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2. Cartierul lui Marius are forma de mai jos: in mijlocul
cartierului este un parc, iar dreptele trasate sunt

strazile din cartier.
L

A

in fiecare seara, cand pleaca de la liceu (L), Marius
vrea sa se relaxeze putin si trece pe o latura a
parcului. Bunica lui (care se sperie usor) l-a rugat
insa sa nu intarzie prea mult si sa vina acasa (A) pe
drumul cel mai scurt.
a) Reprezinta unul dintre drumurile pe care le poate
alege Marius, tinand cont si de rugamintea bunicii.
b) in drumul de la liceu acasé, poate Marius trece pe
orice strada din cartier respectand toate conditiile din
enunt? Daca nu, identifica o astfel de situatie.

¢) Formuleaza enuntul sub forma unei probleme de

grafuri orientate.

d) Calculeaza pe cate drumuri diferite se poate

intoarce Marius acasa.

e) Propune si tu o problema asemanatoare. Indica o

demonstratie.

3. Laun concurs cu premii, s-a cerut participantilor sa
gaseasca numarul de drumuri din tabelul de mai jos,
astfel incat pe fiecare drum sa apara doar litere
alaturate, ce formeaza impreuna cuvantul DRUM.
(Un drum posibil este marcat prin culoare pe figura.)
a) Reformuleaza problema, folosind grafuri.

b) Demonstreaza ca raspunsul la aceasta problema

este 15.

D

D

Py
O

DR

C

R

D

ID|R|U

M

U

R

D]

4. Consideram un caroiaj n x n, care are ,strazi’ de
lungime 1 si ,intersectii’. Pe acest ,teren” vrem sa
identificam circuite auto care trec o singura data prin

fiecare intersectie.

s
Vs

P =

a) Formuleaza problema, folosind termenii din

aceasta Unitate de invatare.

b) Studiaza existenta unui astfel de circuit, pentru

n = 2, 3 si respectiv 4.

c) Deseneaza un circuit pe ,terenul” 9 x 9.
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5. Gaseste iesirea din labirint!
Cum formulezi problema cu ajutorul grafurilor?

J r

_»
J '

oI
[] {15

6. Unui cub i se asociaza, prin apla-
tizare, graful din figura alaturata.
Demonstreaza ca acest graf este
un graf hamiltonian, dar nu este un
graf eulerian.

mR

7. Consideram graful G, obtinut in felul urmator: nodurile
sale sunt varfurile unui poligon cu # laturi, iar muchiile
sunt laturile poligonului si toate
diagonalele construite din unul
dintre varfurile poligonului. (In
imagine este reprezentat
graful G,).

Demonstreaza ca G, are un
unic circuit hamiltonian.

8. a) Fie G un graf ponderat, in care muchia ce uneste
nodul 7 cu nodul j are ponderea p, . Sa notam cu G*
acelasi graf, dar in care ponderile devin g, = 3p,.
Demonstreaza ca drumurile minime dintre doua
noduri date sunt aceleasi, atat in G, céat siin G°.
b) Ramane proprietatea de la a) adevarata pentru
graful G*, obtinut din G prin inlocuirea ponderilorpl.j
cu ponderilepl.j + 3? Propune cateva exemple.

9. Dat un graf G, construim un nou graf G? in felul
urmator: nodurile lui G2 sunt aceleasi cu nodurile lui
G, iar muchia MN apare in G? daca si numai daca
nodurile M si N pot fi unite in G printr-un drum de
lungime 2.
a) Construieste graful G2 asociat grafului G din
desen.

G

b) Analizeaza definitia grafului G? si propune o defi-
nitie pentru graful G°.



Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit...
@ sa identific probleme care pot fi abordate folosind grafuri
@ sa transpun in reprezentari pe graf probleme date
@ sa utilizez tehnici de lucru in grafuri pentru a determina solutii
@ sa descriu variantele unei probleme cu ajutorul grafurilor
@ sa aplic metode de optimizare in rezolvarea problemelor?

) Test de verificare

1. Propune doua exemple de situatii care pot fi reprezentate cu ajutorul unor grafuri.

2. Realizeaza o harta a conceptelor despre grafuri, pe care le-ai intalnit in acest manual.

3. Reteaua de strazi a unui oras are o forma asemanatoare cu jocul de tintar, asa cum
se arata in figura. Primaria orasului vrea sa proiecteze trasee de troleibuz, astfel
incat pe fiecare strada sa treaca exact un traseu. Demonstreaza ca numarul minim
de trasee care respecta cerintele este 4. Gaseste un exemplu. (Este util sa consideri
mai intai harti formate din mai putine dreptunghiuri concentrice.)

1

4. Aflanumerelex, y,ze N’ care indeplinesc relatia: %+ % + 2= 1. Reprezinta problema printr-un graf al situatiilor

posibile, observand mai intai ca unul dintre numere este 2 sau 3. Foloseste un rationament prin reducere la
absurd.

5. Un producator trebuie sa transporte marfa din Bucuresti la Tulcea. El are mai multe variante de transport, asa
cum se arata pe harta. Producatorul a schitat traseele sub forma grafului de mai jos.
o R Focani
T GALATI
[ R S .,
: BYZAG 7 b P L T i
_'?‘]'E?.E" Faall ™ BRAILA 5-— e i Tulcea
s 4 st BUZAL Lt Gt Mica & [T v 5
i B e B It » [ ¥ !
™ papen P . BRAILA ., TULCEA s
B ey Stk Wb e | Mt
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Ploiesti 125
A A “IALOMITA pees 1 p e re N 64 Slobozia 48
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RE -“ oy 13-1-01- L B
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o  COMSTANT Aneiel * CONSTANTA &

URGIU vl PN, SRS L. o e p
1GIU .
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od [ 57 b = ‘gm

Din motive economice, traseul urmat trebuie sa fie de lungime minima. Care este acesta?
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Unitatea de invatare 5

) Test initial de autoevaluare

Rezolvand exercitiile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitati de Tnvatare.

Operatii 1. Calculeaza:
olementare )2 3-(5+4);0)[(-2) = (-3)] - (-2);0) 4 + 1+ [2+ 3 - (-4)]; d) ~(-4) + 0 - (234 - 432);
1 50) 5 7.4 1,11
L2 (5:2)(2-3 ) (3+5-Z)1 1 333
Exponentiale 2. Determina: ]
si logaritmi a) (-2)° b) (-3)? c) log,4 d) log, (5) e) 10197
f) log,¥4  g) 3?32 h) (5'y i) log,27 j) 10g,6 - log,2.
3. Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor:
Elemente v ' s
de loaic a)(2+1)+3=2+(1+3) ¢)(2-1)-3=2-(1-3) e) (2 =2
9 b)(2-1)-3=2-(1-3) d)@2:1):3=2:(1:3) f) (42)° = (4%).
4. Exprima altfel urmatoarele enunturi, folosind principiile logice de transformare a propo-
zitiilor echivalente.
a) Daca nu ma grabesc, atunci pierd trenul.
b) Daca toti sportivii sunt prezenti, atunci concursul poate incepe.
c) Daca echipa aplica indicatiile antrenorului, atunci ea castiga meciul.
Rezolvarea 5. Rezolva ecuatiile de mai jos Tn multimea numerelor reale. Stabileste in fiecare caz daca
ecuatiilor solutiile gasite apartin si multimii numerelor naturale.
’ a)x+3=-5 b) (-4)x = -8 c)-3x-6=-12
d4x+1=0 e)x*-x-2=0 flx*+4x+4=0.
6. Rezolva In R ecuatiile:
a)2°=8 b) log,x = 2 c)2"+2*1 =6 d) logx + log,(x - 2) = 1.
Operatii 7. Fie E o multime. Demonstreaza folosind diagrame Venn-Euler ca oricare ar fi submultimile
. A, B si C ale lui E, au loc egalitatile:
cu multimi a)(AUB)UC=AU(BUC) b)(ANB)NC=AN (BN C)
c)ANBUC)=(ANB)UANCQC) dAUBNC)=(AUB)N(AUC)
e) AU =0 UA=A ) ANE=ENA=A.
8. Exprima altfel urmatoarele multimi:
a) A este multimea numerelor naturale, care sunt multipli si de 2, si de 3.
b) B este multimea numerelor naturale care dau restul 1 la Tmpartirea cu 2 si restul 2 la
impartirea cu 3.
Functii 9. Stabileste care dintre diagramele de mai jos corespunde unei functii.

a) b) c)
- " \
= Bt A

Ny
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Structuri algebrice

Multimile de numere si rezolvarea ecuatiilor

) Nec amintim si exploram!

4 Rezolvari de ecuatii in N
Sa analizam!

in solutionarea unor probleme din cotidian suntem condusi la rezolvarea unor
ecuatii si uneori suntem interesati sa decidem daca aceste ecuatii au solutii in multimea
numerelor naturale N.
Exemple

1) Ecuatia 2 + x = 6 are in multimea numerelor naturale solutia 4.

2) Ecuatia 2x =6 are in multimea numerelor naturale solutia 3.

3) Ecuatia 3 + x = 2 nu are solutii In multimea numerelor naturale, deoarece
avem 3 + x = 3 pentru orice numar natural x.

4) Ecuatia 3 - x =2 nuare solutii in multimea numerelor naturale, deoarece 2 nu
este divizibil prin 3.

in general

Ecuatia x + a = b (a, b € N) admite o solutie In multimea numerelor naturale daca
si numai daca b > a. In acest caz solutia ecuatiei este numarul natural b - a.

Ecuatia a-x=b (a, b€ N, a # 0) admite o solutie in multimea numerelor naturale

daca si numai daca a este un divizor al lui b. In acest caz, solutia ecuatiei este b
a

4 Rezolviéri de ecuatii in Z

Multimea numerelor naturale nu este suficient de ,bogata” pentru a rezolvain ea
orice ecuatie de forma a + x = b sau a - x = b. Este nevoie sa considerdam multimi
de numere mai cuprinzatoare pentru a putea rezolva aceste ecuatii.

Ecuatia x + a = b poate fi rezolvatd in N in cazul in care b = a si are solutia
b - a, deoarece in acest caz b — a este un numar natural. Daca b < a, diferenta
b = a nu mai apartine Iui N, ci este un numar intreg negativ.

Este natural sa incercam s rezolvdm o ecuatie de forma x + a@ = b in multimea
Z a numerelor intregi.

Sa demonstram!

Ecuatia x + a = b are solutie in Z oricare ar fi a, b € Z; solutia acestei ecuatii
este b - a.

Ecuatia x + a = b este echivalenta cu ecuatia (x + a) + (-a) = b + (-a), unde
(-a) este opusul lui a.

Folosind asociativitatea adunarii din Z, faptul cd a + (-a) = 0, precum si relatia
b - a= b+ (-a), deducem ca solutia ecuatiei x +a =b este b - a.

@ Enunts probleme pentru
a caror rezolvare suntem
condusi la ecuatiile alaturate.

A Ecuatiile
x+a=b si x=b-a
sunt echivalente.

Ecuatiile
a-x=b si x:é,a:to,
sunt echivalente.

@ Rezolva in Z ecuatiile
X+12=22 x+(-1)=-7.

© Explica de ce ecuatia
x +a=b nupoate firezolvata
in N, pentru unele numere
a,beN.
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O Stabileste ce proprietéti
ale operatiilor cu numere
rationale sunt folosite pentru
a obtine solutia ecuatiei

a-x=b,undea,be Q a #0.

® Demonstreazé ci Y2 este
numar irational. Foloseste
acelasi argument ca si in
demonstrarea faptului ca

J2 2 @

A Exista ecuatii, cum ar fi
x?2+ 1 =0, care nu admit
solutii in multimea numerelor
reale.
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4 Rezolvari de ecuatii in Q
Sa comparam!

Pentru rezolvarea in Z a ecuatiei x + a = b (a, b € Z) am folosit existentain Z a
opusului (-a) al lui a, precum si faptul cd b + (-a) este, la randul sdu, un numar
intreg.

in schimb, nici in Z nu putem gasi o solutie a ecuatiei 3x = 2. Este nevoie de o
noua extindere a multimii de numere in care lucram pentru a putea rezolva aceasta
ecuatie si anume este nevoie de multimea Q a numerelor rationale.

Sa demonstram!
Ecuatia a-x=b are solutie in Q, oricare arfia, be Q, a # 0.
Solutia acestei ecuatii este %-b :

Ecuatia a-x = b este echivalenta cu ecuatia %~(a~x) =%~b, unde % este
inversul lui a.

Folosind asociativitatea inmultirii din Q si egalitatea 1 a=1 , obtinem a-x = b,
a

deci x=1.b.
a

Sa analizam!

Pentru a rezolva in Q ecuatia a - x=b (a, b € Q, a # 0) am folosit existenta in

: o1 . . o R o
Q a inversului p al numarului nenul a, precum si faptul ca %'b este, larandul sau,

un numar rational.

in @, orice numér are un opus si orice numar nenul are un invers. De aceea, in Q
putem rezolva atat ecuatii de forma x + a = b (a, b € Q), cat si ecuatii de tipul a -x=5b
(a, be @, a # 0). In concluzie, putem rezolva in Q orice ecuatie de forma a - x + b =0

cu coeficienti a, b, c€ Q, a # 0.
obtinem x=1.(c—p)=1.c-1.p.
a a a

4 Rezolvari de ecuatii in R

Unele probleme conduc la ecuatii care nu sunt de tipul celor de mai sus, de
exemplu, ecuatiile x® = 2; 3= 2. Aceste ecuatii nu admit solutii in multimea Q, a
numerelor rationale. Ele pot fi, insa, rezolvate in multimea R, a numerelor reale.

Astfel, numarul real (irational) 32 este solutie a ecuatiei x* = 2, iar numarul real
(irational) log,2 este solutie a ecuatiei 3" = 2.

Am vazut, asadar, cum necesitatea rezolvarii unor ecuatii simple in care apar
numai numere naturale, ne conduce la considerarea unor multimi, mai bogate, in care
aceste ecuatii admit solutii. Astfel, pentru a putea rezolva toate ecuatiile de forma x+ a
= b, a fost nevoie sa lucram in multimea Z a numerelor intregi. Toate ecuatiile de tipul
ax=b,unde a, be Z, a # 0, pot fi rezolvate in multimea Q a numerelor rationale.
Toate ecuatiile de forma x" = a, unde n, a € N, au o solutie In multimea numerelor
reale. Observam ca multimile de numere au aparut si s-au dezvoltat din necesitatea
rezolvarii unor ecuatii.




Exerciti

-

si probleme

10.

1.

. Rezolva in Z ecuatiile:
a)x-6=0; 3x+9=0; -x+6=0;
b) 4x - 8 = 0; 6x +24 =0; -9x +81=0;
c) 6x - 2 =10; 13x+5=18; 4(x+4)=12.
. Rezolva in multimea numerelor intregi inecuatiile:
a)x-3>0; x+3<0; 2x <18
b) -8x > 16; 2x+3<T7, 5x+1>-14
c)x+4<-1, 3(x+2)>-9; 7(2-x)=>-36.
. Rezolva ecuatiile in Q,:
1_2 1_1
a) x+q5=15; b)x-07=18 c) 2x+§=z;
1 1_7
d) (x+0,8)~§=1,5; e) (4—x)1z=§
. Rezolva ecuatiile in Q:
a)(3,7+0,3)-x=04
b) (31,56-1,5)-x=1,2
€)6,75-x+0,50 - x=6,25x
d) x:0,6°=10,5
e) (6,32 +x) - 10°=7916,9.
. Rezolva in Q:
a)5,2-x=11,96 b) 4,59:x=4,5

c)x:4,73=0,215
e)25-x+45-x=14,7
)9,3-x+6,2-x-7,8-x=30,8.

d)64-x-39-x=5

. Suma a douad numere zecimale este 324,21, iar unul

dintre ele este de 100 ori mai mare decéat celalalt.
Afla numerele.

. Diferenta a doua numere zecimale este 3, iar unul

dintre ele este de 301 ori mai mic decat celalalt. Afla
numerele.

. Suma a doua numere este 60,66. Unul dintre ele

este de 5 ori mai mic decéat celalalt. Afla numerele.

. O gradina in forma de patrat are perimetrul de

170,60 m. Afla aria sa.

Rezolva in Z inecuatiile:
a) [3x+2/<5;b) [x+7|<0;c) 4(x-|x))+4>0.

Rezolva in Q in ecuatiile:

1 b) x-0,2=

a) x+53=9 1

11 4
2_10 4_7
) *5=73 dx:7=7

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Afla numerele intregi n pentru care:

a)|n| <2 b) [n - 3| <0
c) |2(n-3)| <4 d)|2n-8|-3<1.
Determina numerele intregi a si b, stiind ca multimile

A ={-3; 11; |al; -5} si B = {b; -|3]; 11; ~(-5)} sunt
egale.

Afla x € Z astfel incat numerele intregi impare:
a) -5, -3, x, 5, 7 sa fie ordonate crescator;
b) 5, 3, x, -5, -7, -9 sa fie ordonate descrescator.

Reprezinta pe axa numerelor, in fiecare caz,
elementele multimii, apoi scrie-le in ordine
crescatoare, folosind semnul ,<“.

a)A={x|xe Z |x| <3}

byB={x|xe Z 2 <|x <5}

Decide, fara sa rezolvi, daca exista numere naturale
care verifica ecuatia:

a) 2x +1=20038

b) 3x + 7 = 127843

c) 4x +18 = 156787.

a) Avem o balanta si trei corpuri geometrice: un cub,
o piramida si un cilindru. Cum putem aranja cele trei
obiecte 1n ordinea crescatoare a maselor lor, exe-
cutand cantariri cu balanta, fara sa folosim greutati
marcate?

b) Avem o balanta si patru corpuri geometrice: un
cub, un paralelipiped dreptunghic, o piramida si un
cilindru. Cum putem aranja obiectele n ordinea cres-
catoare a maselor lor, executand cantariri cu balanta?
Alcatuieste si rezolva o problema asemanatoare.

Rezolva in R:

a) |x| = -x

b) [2(x - 3)| = 8
c)|x-1]-2=1
d)|-3(2x +4)| <0
e)|5(2 - x)| <5.

Justifica daca:

a) 64 cz
b) log,2eQ

)
c) log;2eQ
)

d) V28 +10J/3 eN.
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Monoizi, grupuri, inele, corpuri

A A xBeste produsul carte-
zian al multimilor A si B. Ele-
mentele sale sunt perechi
(a;b), unde a € A sib € B.

O Este adunarea lege de
compozitie pe multimea
numerelor impare?

@ Gaseste o multime de
numere pe care impartirea
este lege de compozitie.

© Stavbileste daca scaderea
este lege de compozitie pe
Z.

® Explica de ce in unele
casute ale tabelului alaturat
nu apare semnul /.

A Tocmai inexistenta opu-
sului sau a inversului in una

dintre mulfimile de numere a
generat aparitia unor mulfimi
mai cuprinzatoare.
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) Analizam si generalizam!

4 Legi de compozitie
Sa analizam!

Pe multimile de numere N, Z, Q si R avem doua operatii elementare: adunarea si
inmultirea. Spre exemplu, adunarea numerelor naturale asociaza unei perechi de
numere naturale (m, n) € N x N suma lor, m + n € N. Cu alte cuvinte, adunarea
numerelor naturale este o functie +: N x N — N, (m; n) > m + n.

in general

O lege de compozitie pe o multime nevida M este o functie © : M x M — M.

O lege de compozitie asociaza, asadar, unei perechi (a;b) € M x M, elementul
notat 4o b , care se numeste rezultat. De aceea, de obicei spunem ,operatie” in loc
de ,lege de compozitie”.

Exemple si contraexemple

1) Adunarea, respectiv inmultirea, sunt legi de compozitie (operatii) pe multimile
N, Z, Q si R.

2) Adunarea este lege de compozitie pe multimea numerelor naturale pare.

3) Pentru o multime E notam cu .7 (E) multimea partilor sale. Altfel spus, elementele
lui # (E) sunt submultimile lui E.

Reuniunea si intersectia sunt legi de compozitie pe # (E).

4) Scaderea nu este o lege de compozitie pe multimea numerelor naturale. Spre
exemplu, desi 2 si 3 sunt elemente ale lui N, diferenta lor 2 - 3 ¢ N, deci nu putem
defini, cu ajutorul scaderii, o functie de la N x N cu valori in N.

¢ Proprietati ale adunarii si inmultirii
Sa analizam!

Legile de compozitie pot avea diferite proprietati. Spre exemplu, operatiile de
adunare si inmultire verifica pe multimile N, Q, Z, R proprietatile prezentate in tabelul
de mai jos.

Operatie Multime N Z Q R
Asociativitate v 4 v v

Adunarea Element neutru (0) v v v v
Existenta opusului (—a) v v v
Comutativitate v v v v

Asociativitate v 4 v v

Element neutru (1) 4 v v v

Inmultirea Existenta inversului % (a+0) v/ v/
Comutativitate v v v v
Distributivitatea inmultirii fatd de adunare v v v v

Analizand tabelul, observam ca pe cele patru multimi de numere, adunarea si
inmultirea au unele proprietati comune. Diferente apar in ceea ce priveste existenta
opusului si a inversului. Pentru a pune in evidenta faptul ca o multime este inzestrata
cu una sau cu doua legi de compozitie si ca aceste legi verifica anumite proprietati,
este utila introducerea structurilor algebrice; noi vom studia structurile de monoid,
grup, inel, corp.




4 Monoizi

Din tabelul cu proprietatile adunarii si inmultirii pe N, Z, Q si R, observam ca pe
toate multimile considerate aceste operatii verifica proprietatea de asociativitate si
existenta elementului neutru.

Sa retinem!

O lege de compozitie ,0” pe o multime M se numeste asociativa daca
(@aeb)oc=aco(boc),oricarearfi a, b, ce M.
Un element e al lui M se numeste element neutru pentru 0" daca
ace=eoa=a,oricarearfiae M.

Exemple si contraexemple

1) Adunarea si inmultirea pe N, Z, Q, respectiv R, sunt operatii asociative.

2) Fie E o multime. Reuniunea si intersectia sunt legi de compozitie asociative pe
2 (E).

3) Pe Z, operatia de scadere nu este asociativa; de exemplu:
4-2)-5#4-(2-5).

4) 0 este element neutru pentru adunare pe N, Z, Q si R.

5) 1 este element neutru pentru inmultire pe N, Z, Q si R.

6) Fie E o multime. Multimea vida & € .#(E) este element neutru pentru reuniune,
deoarece AUZ = UA=A, pentru orice Ac #(E), iar E € #(E) este element neutru
pentru intersectie.

Sa analizam!

Pe multimea numerelor intregi, operatiile de adunare si inmultire sunt comutative.
Spre deosebire de acestea, operatia de scadere pe Z nu este comutativa; de exemplu:
3-5#5-3.

in general

O lege de compozitie pe o multime M este comutativa daca
aob=boa, oricare arfia, be M.

Exemple si contraexemple

1) Adunarea si inmultirea sunt comutative.

2) Reuniunea si intersectia sunt comutative.

3) Compunerea functiilor nu este, in general, comutativa.

Spre exemplu, sa consideram functiile f'si g, descrise de ,masinile de calculat”
din imagine:

------ A

fix)=x+2

Compunerea functiilor f'si g are ca efect trecerea succesiva a unui numar prin
cele douad masini:

E R

A Dacs o lege de com-

pozitie admite element
neutru, acesta este unic.

A Dacs legea de compozitie
este notata cu ,+”, pentru
elementul neutru se folo-
seste notatia 0, iar pentru o
lege de compozitie notata cu

.- elementul neutru se
noteaza cu 1.

© Gaseste un alt exemplu
pentru a ardta ca scaderea
nu este operatie asociativa.

® Explica, folosind diagrame,
dece fog#gof.

@ Exprimé prin formule le-
gile de asociere descrise de

functiile fog si gof .
/@
2] -

~
~
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© Verifica toate proprietétile
monoizilor din exemplul 4.

A Notatia 7* indica multi-
mea numerelor intregi
nenule.

A Pentru un monoid M, +)
cu element neutru 0, inversul
unui element x € M este notat
cu (-x) si se numeste opusul
lui x.

A Daca un element are

invers, atunci acesta este
unic.

© Descrie elementele inver-
sabile ale monoizilor

(Z%,);(@Q% ), (R*, ).

© Arats c3 E este unicul ele-
ment inversabil in monoidul
(P(E), 1).

76

Observam ca datele de intrare in ,masinile” fog si go f sunt aceleasi, dar
datele de iesire difera.

inconcluzie fog=#gof .

Din exemplele anterioare, vedem ca operatiile algebrice pot avea unele proprietati
care le aseamana, dar pot avea si proprietati care le deosebesc.

in general

Fie M o multime nevida si 0" o lege de compozitie pe M. Perechea (M, o) este
un monoid daca legea de compozitie ,o” este asociativa si admite element neutru.
Un monoid (M, o) este comutativ daca legea de compozitie " este comutativa.

Exemple
1) (N, +); (Z, +); (Q, +); (R, +) sunt monoizi comutativi, avand ca element neutru pe 0.
2) (N, *); (Z, -); (Q, *); (R, -) sunt monoizi comutativi avand elementul neutru 1.
3) (N, *); (Z', -); (Q', *); (R, -) sunt monoizi comutativi, avand elementul neutru 1.
4) Fie E o multime. Atunci (#(E), V) si (#(E), N) sunt monoizi comutativi, avand
elementele neutre J, respectiv E.
5) Fie 7= {f| /: R— R}; atunci (.4, o ) este un monoid necomutativ, avand ca element
neutru functia identica a lui R (adica functia descrisa de corespondenta x — Xx).

¢ Grupuri
Sa analizam!

Studiind tabelul care prezinta proprietatile adunarii si inmultirii pe multimile de
numere, observam ca ceea ce distinge adunarea pe Z de adunarea pe N este existenta
opusului, iar ceea ce distinge inmultirea pe Q de inmultirea pe Z este existenta
elementului invers fata de inmultire, pentru numerele nenule. Aceasta arata ca exista
o diferenta fundamentala intre monoizii (N, +) si (Z, +). Proprietatea anterioara,
diferentiaza si monoizii (Z*, -) si (Q*, -).

in general

Fie (M, o) un monoid cu element neutru e.

Un element x € M se numeste inversabil daca exista un element ye M
astfel incat xoy=yox=e.

Elementul y se numeste inversul lui x si este notat cu x".

Exemple si contraexemple

1) In monoidul (N, +) singurul element inversabil este 0, iar opusul s&u este tot 0.
Nici un element xe N\ {0} nu este inversabil, deoarece pentru x # 0 nu putem gasi
ye Nastfelincat x+y=y+x=0.

2) In monoidul (Z, +) toate elementele sunt inversabile; aceeasi proprietate este
valabila Tn monoizii (Q, +) si (R, +).

3) Tn monoidul (Z, -) singurele elemente inversabile sunt 1 si -1.

4) In monoizii (Q*, ); (R*, -) toate elementele sunt inversabile.

5) Fie E o multime. in monoidul (#*(E), U) singurul element inversabil este &. Aceasta
se intdmpla deoarece ¥ U = si pentru o multime A c E, nevida, nu putem gasi
B c E astfelincat AUB = .

Analog, Tn monoidul (#(E), N) singurul element inversabil este E.

Sa analizam!

in exemplele de mai sus, unii monoizi au proprietatea c4 toate elementele lor sunt
inversabile Tn raport cu legea de compozitie data, in timp ce in restul monoizilor doar
unele elemente verifica aceasta proprietate.




in general

Un monoid (G, ¢) in care toate elementele sunt inversabile se numeste grup. Un

grup (G, o) se numeste comutativ (sau abelian) daca legea de compozitie ,o” este
comutativa.

Exemple si contraexemple

1) (Z, +); (Q, +); (R, +) sunt grupuri, in timp ce (N, +) nu este un grup.

2) (@*, *), (R*, -) sunt grupuri. In schimb, (@, -) si (R, ) nu sunt grupuri. De
asemenea, (Z*, ) nu este un grup.

3) Daca E este o multime nevida, monoizii (#(E), U) si (#(E), N) nu sunt grupuri.

¢ Distributivitate
Sa analizam!

Pe multimile de numere avem definite doua operatii: adunarea si inmultirea. De
asemenea, daca E este o multime, pe AE) avem doua legi de compozitie: reuniunea
si intersectia. Atunci cand pe o multime avem doua legi de compozitie, este impor-
tant sa stim ce legatura exista intre ele.

in general

Fie 0" si %’ legi de compozitie pe multimea A. Spunem ca operatia o
distributiva fata de operatia " daca pentru orice a, b, c € A:

ao(bxc)=(aob)*(a-c)

(a*b)oc=(aoc)*(boc)

este

Exemple
1) Inmultirea numerelor este distributiva fata de adunare.

2) Reuniunea este distributiva fata de intersectie si intersectia este distributiva
fata de reuniune. Altfel spus, oricare ar fi A, B, C c E, avem

AUBNC)=(AUB)N(AUC)
ANBUC)=(ANB)U(ANC).
Justificam prima egalitate folosind diagrame Venn-Euler.

A B A B A B

A Denumirea de grup abe-
lian provine de la numele
matematicianului danez
Niels Abel.

@ Justifica toate afirmatiile
din exemplele alaturate.

® Aratd cd adunarea nu-
merelor nu este distributiva
fata de inmultire.

® Explica etapele demon-
stratiei facute cu diagrame.
Procedeaza la fel pentru a
justifica cea de-a doua
egalitate.
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@ Verifica faptul ca (Z, +, -);
(@ +, ) si (R, +, -) sunt inele.

@ Un inel este, in primul
rand, grup fata de prima ope-
ratie. Detaliaza toate pro-
prietatile ce trebuie sa fie
indeplinite pentru ca (A, +, -)
sa fie inel.

@ Verifica daca multimea
numerelor impare formeaza
un inel cu adunarea si
inmultirea.

@ Arata ca (R, +,
structura de corp.

-) are

@ Justifica fiecare dintre afir-
matiile alaturate.
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4 Inele
Sa analizam!

Sa privim din nou tabelul cu proprietatile operatiilor cu numere. Observam ca pe
fiecare dintre multimile N, Z, Q, R sunt definite doua operatii (adunarea si inmultirea).
Comparand intre ele proprietatile acestor operatii, intre N, pe de o parte si Z, (sau Q,
sau R) pe de alta parte, apare o prima diferenta, si anume unele dintre elementele lui N
nu au opus.

Proprietatile operatiilor algebrice pe Z, Q si R au condus la definirea unei noi
structuri algebrice.

in general

Spunem ca un triplet (A, +, ) este un inel daca:

(i) (A, +) este grup comutativ

(i) (A, -) este monoid

(iii) legea de compozitie " este distributiva fata de ,+".

Uninel (A, +, ) se numeste comutativ daca legea de compozitie ,-” este comutativa.

Exemple si contraexemple
1) (Z, +, -) este inel. Pentru a ne convinge de acest lucru, verificam proprietatile

care definesc structura de inel:

(i) Adunarea in Z este asociativa, comutativa, admite element neutru si orice

numar intreg are un opus in Z. Deci (Z, +) este grup comutativ.

(i) Inmultirea in Z este asociativa si admite elementul neutru 1. Ca urmare,

(Z, -) este monoid.

(iii) Inmultirea este distributiva fati de adunare in Z:

a-(b+c)=a-b+a - c oricarearfia, b,ce Z.

in concluzie, (Z, +, -) este inel.

2) Pe multimea numerelor intregi pare, notate cu P, operatiile de adunare si inmultire
sunt legi de compozitie. Ne punem problema sa verificam daca aceasta multime este
un inel. Pentru aceasta, trebuie sa facem mai multe verificari. De exemplu, verificam
daca fiecare element al acestei multimi are un opus. Pentru numarul par 2n, opusul sau
este (-2n), care este, la randul sau, un numar par. Obtinem usor ca (P, +) este grup
comutativ. Dar P nu are element neutru fata de inmultire, deoarece 1¢ P. Ca urmare,
(P, +, ) nu este inel.

¢ Corpuri

Sa analizam!

Comparand intre ele inelele (Z, +, -); (Q, +, *) si (R, +, -) constatam ca ele se
deosebesc din punctul de vedere al inversabilitatii elementelor: in timp ce in Z singurele
elemente inversabile sunt 1 si -1, In Q si R orice element nenul este inversabil.
Aceasta proprietate suplimentara a inelelor Q si R a condus la definirea unei noi

in general

Uninel (K, +, -) se numeste corp daca orice element nenul este inversabil fata
de inmultire, cu alte cuvinte daca (K*, -) este grup, unde K* = K\ {0} .

Exemple si contraexemple

1) (Q, +, -) este corp.

2) (Z, +, ) este un inel care nu este corp.

3) Multimea numerelor pare, inzestrata cu operatiile de adunare si inmultire nu
este un corp.

4) (N, +, -) nu este corp, deoarece (N, +) nu este grup.




Exercitii si probleme

1. Paul ainventat o noua operatie algebrica, notata ,,o” 8. a) Observa figura alatu- A ;
si definitd prin: ¢ 0 b este media aritmetica a ratd si deseneaza sime- 9
numerelor reale a si b. tricul triunghiului ABC fata / c
a) Calculeaza 20 4 si (-1) 0 5. de O, apoi simetricul = o
b) Rezolva in R ecuatia xo 3 = 1,5. aceluiasi triunghi fata de B
c) Verifica daca noua operatie algebrica, inventata dreapta d.
de Paul, este asociativa. b) Deseneaza figura obti-

d) Inventeaza si tu o operatie algebricd pe R si nuta prin rotatia in jurul lui

propune colegilor o problema.

. Exprima printr-o formula operatia algebrica notata
»* , care este descrisa prin desenul alaturat.

@
OO e

. Arata ca impartirea este operatie algebrica pe
multimea numerelor rationale nenule. Justifica daca
impartirea este asociativa sau comutativa pe Q*.

. Fie M multimea numerelor naturale care dau restul 1
la impartirea cu 5, adica M = {1; 6; 11; ...}.
Demonstreaza ca inmultirea este lege de compozitie
pe M si ca (M, -) este un monoid.

. a) Fie Vmultimea vectorilor din plan. Demonstreaza
ca operatia de adunare a vectorilor determina pe V
o structura de grup comutativ.

b)
NANAVANRN
NAVANRNEA
NAVANAYAN
NAVAVAVAN

Pentru vectorii u si v din desen, reprezinta u + v
si —u. Cum putem calcula u - v?

. Alexandra a incercat sa defineasca o noua operatie
algebrica pe Q (notata de ea prin ") astfel:

a  c_atrc

b°d b+d-

Ce crezi, este definitia corecta? Daca nu, comple-
teaza definitia Alexandrei, ca aceasta sa devina

corecta.

. Pe multimea numerelor intregi, definim o noua
operatie algebrica, descrisa prin: acb=ab-a—-b-2.
a) Arata ca operatia ,, o este asociativa.

b) Verifica daca numarul 2 este element neutru pentru 0.
c) Determina toate elementele inversabile din (Z, -).
)

d) Este (Z, ©) un grup?

P a triunghiului DEF, cu
un unghi de 90°.

D

m
Ay,

c) Consideram toate transformarile planului care
invariaza punctul O si care pastreaza distantele dintre
puncte: o astfel de transformare se numeste
izometrie. Simetriile fata de punctul O sau fata de
dreapta d, ca si rotatia in jurul lui P, cu care ai lucrat
la punctele a) si b) ale problemei, sunt izometrii.

Demonstreaza ca o succesiune de doua izometrii
(adica o compunere de izometrii) este tot o izometrie.
d) Arata ca izometriile formeaza un grup necomutativ,
in raport cu operatia de compunere aizometriilor. Care
este inversa simetriei fata de dreapta d, in acest grup?

. Fie A multimea numerelor rationale care pot fi

reprezentate prin fractii cu numitorul impar. Astfel,

% € A deoarece % este o alta scriere a numarului

% , Si aceasta fractie are numitorul impar.

a) Demonstreaza ca adunarea si inmultirea sunt legi
de compozitie pe A.
b) Arata ca (A, +, -) este inel comutativ.

. =10 : .
c) Demonstreaza ca B este element inversabil in

A, iar % nu este inversabil. Este (A, +, -) un corp?

d) Caracterizeaza toate elementele inversabile din
inelul A.

e) Arata ca suma a doua elemente neinversabile din
A ramane element neinversabil in A. Are inelul Z o
proprietate analoga?
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Structuri algebrice: aplicatii in geometrie
) Aplicam si dezvoltam!

Structurile algebrice pot fi utilizate pentru a modela diferite contexte. Putem analiza
proprietatile unor multimiin raport cu anumite operatii care structureaza acea multime.
Cele doua exemple care urmeaza te ajuta sa intelegi mai bine cum functioneaza
structura de grup si cum descrie ea comportarea unor ,,obiecte” de natura geometrica.

4 Grupul ,cositelor”

Modelele artistice realizate prin impletire par
sa nu aiba nici o legatura cu matematica. Vom
arata totusi ca o categorie anume de astfel de
impletituri formeaza in mod natural un grup. Sa
numim ,cositd” modele de forma celor alaturate,
realizate prin impletirea catorva fire ce unesc doua
laturi ale unui gherghef (in desene, apar trei,

respectiv patru fire in impletitura).

in continuare, lucram doar cu cosite avand acelasi numar de fire: acestea vor fi
elementele grupului nostru.

Definim operatia de ,lipire” (concatenare, punere in contact) a cositelor: date doua
cosite, ele determina o noua cosita prin concatenarea laturilor celor doua gherghefuri.

Exemplu:

A

O Ce legatura este intre de-
senul C si desenul AoB?

@ Verifica pe un caz particu-
lar ca operatia de lipire a
cositelor este asociativa.

© ,Cosita despletitd” este
element neutru, deoarece
EoX=XoE =X, pentru orice
cosita X. Verifica afirmatia pe
un caz particular, folosind un
desen.

O Pentru cosita A din desen,
verifica egalitatea
A'oA=E.

© Demonstreaza ca grupul

cositelor cu n fire este neco-
mutativ, pentrun > 3.
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B AoB C
Este usor de vazut ca operatia de lipire a cositelor are ca element neutru ,cosita

despletita” E:

[ [

1 O == y FI

9 ——

<
A E AcE=A
Pe de alta parte, orice cosita poate fi ,despletita”, prin concatenare cu imaginea
ein oglinda: l\
= ok
¢ <
A \\NI A ) A_1 E

Toate verificarile anterioare sugereaza faptul ca multimea cositelor cu un numar
fixat de fire formeaza un grup fata de operatia de concatenare a cositelor.



4 Grupul ciclilor unui graf
Fie G un graf conex si A un nod fixat al grafului.

Consideram multimea tuturor drumurilor in graf care B E
pornesc si se termina in punctul A; un astfel de drum
este, evident, un circuit al grafului G, dar noiavemnevoie  p =
de evidentierea originii si a extremitatii acestor drumuri
inchise.
D G

De exemplu, pentru graful din figura alaturata, un
drum care porneste si se termina in A este descris de
succesiunea de noduri: ADCFGDCFGDCBA.

Desigur, un circuit este si ABCDGDA. Deoarece
muchia DG este parcursa succesiv, in cele doua sensuri
C ale sale (ca si cum ne-am fi ratacit in drumul pe graf!),

Ae F simplificam circuitul anterior si spunem ca el este
N\ / echivalent cu circuitul ABCDA.
b G Asadar, intr-un circuit, stergem o muchie atunci cand

este parcursa succesiv, in sensuri diferite, pentru a obtine
un circuit echivalent cu cel initial.

Definim operatia de ,lipire” (concatenare, continuare) a circuitelor cu originea si
extremitatea in A, astfel: circuitul ¢, concatenat cu circuitul ¢, inseamna circuitul
¢, ¢, , obtinut prin parcurgerea lui ¢,, urmata de parcurgerea lui ,.

De exemplu, daca

B E ¢,= ADGFCBA, iar
«,= ABEFCDA, atunci
A F
WZ
D G €% = (ADGFCB (A )BEFCDA )=

(4

1

= ADGFCBEFCDA

Este usor de verificat ca operatia de lipire a circuitelor este asociativa.

Observam in plus ca ,circuitul” nul .4 (adica circuitul de lungime 0, in care, de
fapt, nu plecam din nodul A) este element neutru pentru operatia de lipire a circuitelor.

Orice circuit are un invers fata de operatia de lipire. De exemplu, inversul circuitului
¢ = ABEFCBA este circuitul ¢' = ABCFEBA:

B E

D G

¢ o' = (ABEFCB (A) BCFEBA)= ABEFCBCFEBA =...= ABA = ./ .

Toate afirmatiile si verificarile anterioare ne aratd ca multimea circuitelor unui
graf G avand originea si extremitatea in nodul A formeaza un grup fata de
operatia de concatenare a circuitelor. Prin traditie, acest grup este notat n(G; A).

® Simplifica circuitul

ABCFGFEBCBA, stergand o
muchie atunci cand este par-
cursa succesiv in cele doua
sensuri. Putem oare sterge
muchia BC din acest circuit?

@ Pentru circuitele din exem-
plul alaturat, calculeaza

4, apoi 0.

© Verifica egalitatea

©'o€¢ =1, Cumcrezicda
fost obtinut circuitul ‘¢, por-
nind de la €?

© Fie G un graf care nu este
graf arbore. Demonstreaza
ca grupul circuitelor cu
originea intr-un nod fixat al
grafului G este grup neco-
mutativ.
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Sa analizam!

Fie M si N doua noduri ale grafului conex G.
Daca fixam drumul %, cu originea in M si extremitatea in N, avem o modalitate
naturala sa transformam circuite cu originea si extremitatea in M, in circuite cu originea

si extremitatea in N.

M g N
P
Q
M
Ve
pel 1
© Alege un alt drum ¢ intre Q
M si N si explicd modul in = MPQM

care circuitul C se transforma

intr-un circuit din ©(G; N).

Exerciti

De exemplu, pentru graful G din figura si
S drumul ¥ marcat pe desen, transformam
circuitele astfel:

M N
S = P S
Q R
g"' € 9

in acest mod, grupul n(G; M) se identificad cu grupul n(G; N). Deci grupul © nu
depinde de nodul fixat; spunem ca acest grup este un invariant al grafului.

-

si probleme
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. Arata ca multimea A, ={

. Fiene Z un numérintreg si.# ={k-n | ke zy =

={..., -3n, -2n, -n, 0, n, 2n, ...} multimea multiplilor
intregi ai lui n. Arata ca ./ este grup in raport cu
adunarea.

m
107
inel in raport cu adunarea si inmultirea.

meZ,peN} este

. Explica de ce adunarea numerelor pozitive nu admite

element neutru.

. Studiaza proprietatile adunarii pe multimea [0, ).

. Stabileste daca ridicarea la putere admite element

neutru in multimea N*.

. Pentrux, ye Z definim xoy = x+ y—xy . Studiaza

proprietatile acestei operatii.

. Da exemple de numere x, y, z€ Q pentru care

x%y 2z # x?%y?z.

. Deseneaza o cosita cu 4 fire si determina inversa

acesteia, in grupul cositelor.

9.

10.

1.

12.

Pentru graful G din figura de mai jos, arata ca
elementele din 7(G; A) sunt perfect caracterizate de
numere intregi, adica oricarui element din n(G; A) i
se asociaza in mod unic un element din Z si reciproc.

A

Descrie grupul n(G; A) pentru graful din imagine.

A

a) Fie R, multimea rotatiilor in jurul punctului O in
sensul in care se misca acele ceasului. Demon-
streazéa ca R, este un grup fatd de compunerea
rotatiilor.

b) Demonstreaza inversa rotatiei cu 60°, in grupul
(Rys o)-

Fie (G, *) un grup in care are loc proprietatea: x2 = e,

pentru orice x € G. Demonstreaza ca (G, *) este un
grup comutativ.



Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit...
@ sarecunosc structuri algebrice
@ sa identific structuri algebrice prin verificarea de proprietati
& sa compar proprietati algebrice ale unor operatii, in scopul identificarii de algoritmi
@ sa exprim proprietati ale operatiilor algebrice
@ sa utilizez similaritati ale unor operatii in deducerea unor proprietati algebrice?

) Test de verificare

1. Din lista urmatoare de multimi inzestrate cu operatii algebrice, incercuieste-le pe cele care determina un grup.
(N, +); (N, *); (Z, +);(Z, *); (Z,°); (Z7, °); (R, +); (R, -); (R, *); (N, +, ).

2. Fie T multimea numerelor rationale care se pot reprezenta ca fractii cu numitorul putere a lui 2:

T= zﬂn|m e Z, n eN; . Identifica ce structura algebrica definesc pe T operatiile uzuale de adunare si de inmultire.

3. Compara modul de rezolvare a ecuatiilor x + a = bin Z, respectiv x - a = b in Q*, apoi precizeaza cum se
rezolva ecuatia X oA =B in grupul cositelor cu trei fire. Verifica pe un exemplu algoritmul gasit.

4. Pe multimea N a numerelor naturale definim operatia x 0 y = cel mai mare divizor comun al numerelor x si y.
a) Calculeaza 608 si 1000.
b) Exprima, folosind operatia data, urmatoarea proprietate: cel mai mare divizor comun al numerelor naturale a,
b, ¢, d se poate calcula ,din aproape in aproape”, adica se inlocuiesc primele doua numere cu cel mai mare
divizor comun al lor si se continua in acelasi mod.

5. Fie E o multime nevid&. in monoidul (#(E), N), considerdm ecuatia XN A = B. Deoarece ANA = A, deducem

ca ecuatia are solutie daca si numai daca B c A.
Foloseste acelasi rationament pentru a studia ecuatia YU A = B in monoidul (:#(E), V).

Lectura

Structurile algebrice au apdrut si s-au dezvoltat pornind de la concepte geometrice. La baza notiunii de grup au stat
transformdrile geometrice, vectorii si permutdrile. Ulterior, prin analogie si generalizare, proprietdtile acestor multimi au
cdpdtat un caracter abstract, pur algebric.

Procesul de degajare a notiunilor fundamentale ale algebrei, in spiritul prezentdrii axiomatice, a durat mai bine de un
secol. Totusi, aceste notiuni nu au apdrut din neant: evolutia s-a datorat, in mare mdsurd, nevoilor practice sau celorlalte
ramuri ale matematicii. Babilonienii si, mai tdrziu, grecii au studiat probleme de algebrd, in particular metodele de rezolvare
a unor ecuatii simple. O contributie majord la dezvoltarea algebrei au avut-o, in Evul Mediu, arabii. Ulterior, in perioada
Renasterii, matematicienii italieni Leonardo din Pisa (sec. XII) si Francois Viéete (1540-1603) au impus simbolismul actual
din algebrd. In secolul al XIX-lea, operatiile algebrice si proprietdtile lor au inceput sd fie studiate din ce in ce mai mult,
conducdnd la degajarea notiunilor de grup, inel si corp.
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Unitatea de invatare 6

) Test initial de autoevaluare

Rezolvand exercitile urmatoare, iti vei aminti notiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitati de invatare.

Operatii cu
numere intregi

Relatii

Reprezentari

Lecturi grafice

Transformari
geometrice

Operatii
algebrice
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1.

5. Reprezinta pe axa numerele:

Alege propozitiile adevarate:

a)(-3)+5=8 b)-(-2+7)=2-7
d)(-3)2=9 e)(-1)-(-2)-(-3)=6
. Calculeaza:

a) 2172 - 3291 b) 2172 x 3291
d)1-2+3-4+5-6+..+99-100.

. Alege propozitiile adevarate:

a) 2134 > 2129 b) -3142 > -3154
e) 2147 + 35> 3024 + 35; )21+ 22 +

. Justifica daca:

a) 342 este divizibil cu 3
c) 4 este divizor comun pentru 486 si 124;

..+100>19 + 20 + ...

0) (-4) - (-2) = -8
f) 1036 + 2172 = 3108.

C)(31'32'33'34):35

1 1

c) 59 <28 d) 0,475 > 0,1234

+ 08..

b) 15 este divizor al lui 985
d) 2'° este divizibil cu 27.

3;-2; -1,5; 4; 0,3.

6. Scriem a — b daca a - b = 2. Reprezinta printr-un graf relatia astfel definita, pentru

10.

12

elementele din multimea {-3; 0; 4; 2; -1; 1;

. Calculeaza numarul de cuburi din

constructia alaturata.
YA A A A

Deseneaza simetrica figurii colorate,
fata de diagonala.

5.

. Descrie cu ajutorul unui desen egalitatea: 3-(4+2)=3-4 +3-2.

9. Foloseste un desen de tipul celui alaturat
pentru a calcula suma 1 + 3 + ... + 99.

5

2

11. Printr-o translatie, punctul A a fost

deplasat in B. Deseneaza figura obtinuta
prin deplasarea figurii colorate, prin
aceeasi translatie.

NN,

[/ [/ ][] [B
[ TN ][]

[ [ ] ]]

[ ][] ]/
777777777

Pe multimea {1, 2, 3, 4, 5} definim operatia algebrica: x = y = max {x; y}.

a) Calculeaza 1 « 3 si 2 « 5.

b) Demonstreaza ca 1 este element neutru pentru ,+".

c) Studiaza asociativitatea operatiei ,*”.



Clase de resturi

Teorema |mpa‘i irii curestinZ

i exploram!

Pe multimile de numere sunt definite doua operatii principale: adunarea si
inmultirea. Cu ajutorul acestora, putem defini cateva relatii, care se dovedesc
importante in intelegerea proprietatilor acestor multimi.

¢ Ce relatii importante sunt definite pe N sau Z?
Exemplul 1: Relatia de ordine pe N

Fie a, b € N; spunem ca a este mai mare sau egal cu b (a >
numarul natural ¢ astfel incat a =5 + c.

Pentru a compara doua numere naturale, determinam mai intai ordinele lor de
marime si, daca acestea sunt egale, comparam cifrele celor doua numere, de la
stanga la dreapta.

Relatia de ordine in N poate fi interpretata geometric prin pozitionare pe axa
numerelor: numarul natural mai mic este situat, pe axa, mai aproape de 0.

0 1 2.. b .. a..

b) daca exista

Pe N, relatia de ordine este compatibila cu adunarea si cu inmultirea, adica:
dacda=>bsice N,atunci a+c=2b+c siac=b-c.

s &l

a+c=b+c

Exemplul 2: Relatia de divizibilitate pe N
Fie a, b € N; spunem ca a este divizibil cu b si scriem «: b daca exista

numarul natural ¢ astfel incat a =b-c.
Relatia de divizibilitate poate fi interpretata geometric prin masurare pe axa

numerelor: a: b daca segmentul de lungime b se cuprinde de un numar intreg de ori
in segmentul de lungime a.
01 b

INY

) (2) =72=2-2-2-3-3=2-3

@ Descrie sintetic modul in
care comparam numere
intregi, respectiv numere
rationale.

A Numérul 12345 este de
ordinul zecilor de mii. El este

mai mare decéat orice numar
de ordinul miilor.

@ Defineste relatia de
ordine pe Z Interpreteaza
geometric aceasta relatie si
descrie compatibilitatea ei cu
operatiile algebrice.

® Foloseste un graf arbore
pentru a descompune in
factori primi numerele 75 si
3150. Decide apoi daca

3150 : 75.
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@ Relatia de divizibilitate
este definitd analog pe Z.
Aratd ca (-24): 6 si

32: (-2).

Este interesanta relatia de
divizibilitate pe Q? De ce?

© Transpune imaginile ala-
turate folosind operatiile de
adunare si inmultire. Ce lega-
tura exista intre gruparile din
imagini si impartirea cu rest?
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Divizibilitatea are legatura cu relatia de ordine. De exemplu, sa consideram
descompunerile: 72=23%-32
3882 =24-3°
Deducem ca 3882 : 72, deoarece intre exponentii numerelor prime din cele doua
descompuneri exista relatiile: 4 > 3si5 > 2.

4 Ce legaturi exista intre operatiile si relatiile din Z?

Exemplul 1: Relatia de ordine si scaderea in N

Relatia de ordine pe N inseamna:
a > b daca existd ce€ N cu proprietateacaa=b + c.

Pe multimea numerelor naturale, putem efectua scaderea doar daca descazutul
este mai mare decat scazatorul; cu notatiile anterioare, avem: a - b = c.

Spre deosebire de N, pe multimea numerelor intregi Z se poate defini scaderea
intre orice doua numere, adunand primul numar cu opusul celui de-al doilea numar.

Scaderea este o lege de compozitie pe Z, deoarece Z este grup in raport cu
operatia de adunare.

Exemplul 2: Relatia de divizibilitate si impartirea in N

Divizibilitatea pe N inseamna:
a‘: b daca exista c € N cu proprietateaca a=5 - c.

Pe multimea numerelor naturale, putem efectua impartirea doar daca deimpartitul
este un multiplu al impartitorului. Cu notatiile anterioare, avem a : b = ¢ (pentru b # 0).

Spre deosebire de N, pe multimea numerelor rationale Q se poate defini impartirea
intre orice doua numere nenule, inmultind primul numar cu inversul celui de-al doilea
numéar. impartirea numerelor nenule este o lege de compozitie pe Q*, deoarece Q
este corp in raport cu operatiile de adunare si de inmultire.

Pe N, putem privi relatia de divizibilitate si dintr-o alta perspectiva: numarul natu-
ral a este divizibil cu numarul natural nenul b daca obiectele unei multimi cu a elemente
pot fi impachetate in grupe de b obiecte.

Jmpachetarea” obiectelor unei multimi se poate face si atunci cand nu sunt
suficiente obiecte pentru a forma numai grupe complete.

In acest caz, numarul ,pachetelor” este catul impartirii, iar obiectele ramase
neimpachetate reprezinta restul impartirii.



in general

Pe multimea numerelor naturale are loc teorema Tmpartirii cu rest:
Date numerele naturale a si b, cu b # 0, exista si sunt unice numerele naturale
csir,unde 0 < r< b, astfel incat a=b-c +r.

Exemplu
Restul impartirii lui 233 la 7 este 2, deoarece 233=7-33+2 si 0<2<7.
Sa analizam!

in teorema impartirii cu rest, folosim operatiile de adunare si de inmultire si relatia
de ordine. Pe de alta parte, teorema are legatura cu relatia de divizibilitate. Toate
aceste operatii si relatii sunt insa definite si pe multimea numerelor intregi; de aceea,
teorema Tmpartirii cu rest se poate aplica si pentru multimea Z.

in general

Pe multimea numerelor intregi are loc teorema impartirii cu rest:
Date numerele intregi a si b, cu b # 0, existd numerele intregi ¢ si r, unde
0<|r|<|b|, astfel incat a=b-c+r.

Acest enunt are nevoie de o discutie suplimentara.
Exemplul 1

Sa consideram numerele a =-28 si b = 5. Egalitatile:

-28=5-(-5)+(-3)

-28=5-(-6) + 2 , exprima impartirea cu rest a lui -28 la 5. Pentru a verifica
corectitudinea, comparam modulul catului cu modulul impartitorului.
Exemplul 2

Fie a = 11 si b = -4. Pentru a obtine catul si restul impartirii lui a la b, putem
proceda astfel:

* reprezentam pe axa numerelor multiplii impartitorului, adica numerele de forma
-4n,n e Z,

* pozitionam deimpartitul intre doi multipli consecutivi: -4 - (-2) < 11 < -4 - (-3).
« folosim acesti multipli pentru a scrie teorema impatrtirii cu rest:
M=-4-(-2)+3
1M1=-4-(-3)+(-1)
Am obtinut doua caturi si doua resturi ale impartirii lui 11 la -4.
Exemplul 3
Pentru a obtine catul impartirii lui -37 la 8, putem proceda astfel:
* incadram raportul dintre defmpartit si impartitor intre doi intregi consecutivi:

=37 -4,625, deci -5 < 3 <-4
8 8
* catul impartirii poate fi -5 sau -4.
Observam ca in exemplele anterioare, catul si restul impartirii nu mai sunt unice,
asa cum se intampla in N. Pentru a pastra totusi proprietatea de unicitate, alegem,
dintre resturile posibile, un rest pozitiv.

A Poti organiza calculele

astfel: 2337
21 |33

® Observa reprezentarea pe
axda. Cum obtinem resturile 3,
respectiv (-1), din aceasta
reprezentare?

@ Continua exemplul 3 si
scrie formula impartirii cu rest
alui-37 la 8.

87



Sa demonstram!

Fie a si b (b # 0) numere intregi date. Numerele ¢, € Z,cu 0<r<| b| si
a = b-c+r suntunic determinate.

Presupunem, prin absurd, ca exista c,, r, si c,, r,, cu r, # r,, care indeplinesc
conditiile din enunt. Fie r, > r, > 0.
Din egalitétile a=b-c,+r, si a=b-c,+r, obtinem r -r,=b(c,-c,), deci

(r,-r):ib ..

Dar 0 <r,—r, <| b |, ceea ce contrazice divizibilitatea de mai sus ...

In concluzie, r, = r, si ¢,=¢, ...

Exercitii si probleme

1. Reprezinta pe axa, apoi compara numerele:
a) -2si-4 b) -3 si 1.

2. Descompune ca produs de numere prime, folosind
un graf arbore:
a) 325 b) 414 c) 1050 d) 84.

3. Foloseste descompuneri in factori primi pentru a de-
cide daca:

a)550: 22; b)4125: 75; ¢)3450: 140.

. Fie a, b, ¢c numere naturale nenule. Arata ca:

a)dacaa: b,atunci(a-c): (b-c)
b)ydacda: bsib: c,atuncia: ¢
c)dacda: csib: c,atuncia+ b’ c.

. Afla divizorii intregi ai numerelor: -7; +5; -15; 21.
. Scrie: a)D ..,D.,, D

D . b)M, M, M,

-18’ 718 T27

7. Afla c.m.m.d.c. sic.m.m.m.c. al numerelor:

10.

1.
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a)-4si6 b) 5si-15

c) -12si 14 d) 18 si —24.
. Imparte cu rest:

a)3171a12 b) 215 1a 34

c) 811a149 d)421la421.

. Afla catul si restul impartirii lui x la y, folosind

reprezentarea pe axa, daca:

a)x=31si y=-7

b)x=-25si y=-9

c)x=-41 si y=13.

Verifica:

a)daca 8| -16 si 8|40, atunci 8| (-16 + 40)

b) daca 13|26 si 13| -39, atunci 13| [26 - (-39)]

c)daca 11| -55 si 11|121, atunci 11 [[2-(-55)—4 - 121].

a) Verifica egalitatea: 37 = (-5) - (-6) + 7.
b) Este -6 catul impartirii lui 37 la =57 Justifica.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

. Reconstituie impartirea cu rest:

*kkhkkhkk kk*k| k%

* % * * % 8%*%

* *
* *

* % %
* % %
1
Fie multimile: A ={x|xZ, x|(-15)} si
B={x|xeZ |x| <20, x=5k, keZ}.
Afla: AUB,ANB,A\B.

Afla c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. ai urmatoarelor
numere intregi:
a) 27 si -27

c) 120, -36 si 54

b) -35 si -28
d) 810 si -315.

Determind multimile: A={x|xeZsix|(-16)} si
B={x|xeZsix|27}.

—7

x—ZEZ'

Afla x € Z, stiind ca: a) %e Z; b)

Fie M:{x|x eZ,|x| <8},

N ={x|x e M, x divide pe14} Si

P ={x|x e M, x este multiplu de 4} .
Determina elementele multimilor M, N si P.

Determina x € Z, astfel incat:
a)x(x+2)=35; b)(x-1)-(x+3)=-3;
c) x? - 5x = -6.

Determina multimile:

a) A:{x|er, 28
X+

b) B:{x|er,
X

c) C:{x|xeN,




Inclul claselor de resturi

) Analizam si intelegem!

¢ Ce sunt clasele de resturi?

Sa observam!

Desenele urmatoare reprezinta schematic impartiri cu rest ale unor numere natu-
rale la 4.

13=4-3+1

31=4-7+3 20=4-5+0 6=4-1+2

Cu ajutorul unor desene de acest fel, putem gasi imediat numere diferite care dau
restul 3 prin impartire la 4, addugand sau inlaturand ,coloane de 4™

o

31=4-7+3 39=4-9+3 19=4-4+3

Numerele care dau acelasi rest la impartirea cu 4 difera printr-un multiplu de 4.

in general

Numerele x si y dau resturi egale la impartirea cu n daca sinumaidaca x-y: n.

Notam x = y (mod n) daca x si y dau acelasi rest la impartirea cu n.
(Citim: x congruent cu y modulo n).
Pentru a verifica daca x = y (mod n), putem sa procedam in doua moduri:
« efectuam impartirile lui x si y la n si comparam resturile, sau
« verificdam daca x - y este divizibil cu n.
Exemplu
27 =7 (mod 4), deoarece 27 : 7 da restul 3; mai precis, avem 27 =46+ 3. Pe
de alta parte, 7 : 4 datot restul 3, pentruca 7=4-1+ 3.
Altfel: 27 -7 =4 - 5, adica (27 - 7) : 4. Analog, se verifica relatiile:
-17 = 8 (mod 5)
-41 = -29 (mod 6)

Atunci cand numarul n este precizat si nu este pericol de confuzie, vom scrie
x=y inlocde x =y (mod n).

Exemplu
Pentru n =8, avem 13 =29 = 35, deoarece 13 =29 = -35 (mod 8).

O Identificd pe desenele
date catul si restul impartirii.

@ Descrie printr-o formulé
numerele reprezentate in
desenul de mai jos.

© Expriméa fiecare dintre
congruentele din exemplu in
forme echivalente, ca in
modelul dat.

@ Ce resturi dau numerele
13, 29, -35 la impartirea cu
8?
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® Completeaza fiecare
clasa din exemplu cu céate
doua elemente. Realizeaza
0 schema asemanatoare
pentru congruenta modulo 4.

® Observd repartitia in
clase, reprezentata alaturat.

Mai exista oare si o a
patra clasa? De ce?

@ Ce reprezentanti standard
se aleg pentru clasele de
resturi modulo 67

® Explica cele doud des-
crieri ale lui Z,, din exemplul
alaturat.

© Inventeaza o problema in
care afirmatia 1 = 3 + 2 este
adevarata.

Propune o altd ,egalitate” de
acelasi fel si inventeaza o
probleméa pornind de la
aceasta.
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Sa analizam!
Congruenta modulo 3 distribuie numerele intregi in clase disjuncte, caracterizate
prin resturile impartirii la 3.

clasa numerelor care dau
restul 2 la impartirea cu 3

clasa numerelor care dau
restul 1 la impartirea cu 3

clasa numerelor care dau
restul 0 la impartirea cu 3

Pentru a identifica o clasa de resturi modulo 3, este suficient sa precizam un
numar din acea clasa.

De exemplu, 415 determina clasa numerelor care dau restul 1 la impartirea cu 3.

Pe scurt, vom nota clasa numerelor care dau restul 1 la Tmpartirea cu 3, prin
415 . Aceast clasa este ins determinata si de numarul 172; ar fi normal, deci, sa o
notam de asemenea, cu 172. Notatia propusa nu conduce la confuzii, pentru ca am
convenit mai inainte ca scriem 172 = 415, altfel spus, 172 si 415 se afla in aceeasi
clasa modulo 3.

Desi putem nota o clasa de resturi in mai multe moduri, este indicat, totusi, sa
alegem o notatie standard. De aceea, alegem un anumit numar din fiecare clasa sil
folosim pe acesta in notatia prescurtata a clasei respective. Prin conventie, acesta
este cel mai mic numar natural care are proprietatea respectiva.

Exemplu

in cazul congruentei modulo 3, clasele de resturi se noteaza standard 0,1 Si 2.

Aceste trei multimi formeaza multimea claselor de resturi modulo 3, notata Z..

in general

Prin conventie, pentru a nota clasele de resturi modulo #, se aleg numerele natu-
rale cele mai mici, care sunt chiar resturile posibile ale impartirii unui numar la ».

Multimea claselor de resturi modulo n se noteaza Z . Elementele lui Z sunt
multimi de numere.

Prin conventie, aceste elemente se noteaza 0,1,2,...,n-2,n-1.

Exemplu
Z, = {ﬁ; 1 2; é}.
3 este o notatie prescurtata pentru clasa numerelor intregi care dau restul 3 la
impartirea cu 4, adica:
3= {7;15; -9; 3; - 25; ...} = multimea tuturor numerelor intregi de forma 4k + 3.
O alta descriere a lui Z,, echivalenta cu cea de mai sus, este: Z, = {2A0, é, Q, - 1A3} .

4 Cum definim adunarea modulo n?

Date numerele naturale A si B, putem identifica restul impartirii lui A+ B la 4
folosind reprezentari schematice.

31=4-7+3 6=4-1+2

13 + 6 da restul 3 la impartirea cu 4 31 + 6 da restul 1 la impartirea cu 4
3=1+2(mod4) 1=3+2 (mod4)




Sa analizam!

in desenele urmétoare sunt reprezentate schematic mai multe numere care dau
restul 1 la impartirea cu 4.

| | |
5=4-1+1 9=4-2+1 17=4-4+1

Atunci cand adunam aceste numere, de exemplu, cu 6, obtinem de fiecare data
restul 3 prin impartirea cu 4:

Restul obtinut este acelasi, deoarece, in aceste calcule, adaugarea sau stergerea
unei ,coloane de 4” nu modifica rezultatul.

in general

Daca x=y (mod n), atunC| X+ +z=y+z(mod n).
Altfel spus: x = y Sx+z= y+Z oricare arfiz e Z.

Egalitatea de mai sus ne permite sa definim urmatoarea operatie algebrica intre
elementele multimii Z :

a®b=a+b.
De exemplu, in Z,, avem:
3@4=1,
504=3.

4 Ce aplicatii are adunarea modulo n?

Ce semnificatie ar putea avea operatia de ,adunare modulo n"? Este ea utila siin
afara orelor de matematica?

Pentru a raspunde, analizam cateva exemple.
Exemplul 1: Inregistrarea timpului

Sa presupunem ca in acest moment, este ora 21. Peste 9 ore va fi ora 6.

Acesta este un exemplu de adunare modulo 24:

21+ 9 =6 (mod 24)

21©9=6.

Exemplul 2: Contoare

Kilometrajul oricarei masini indica numere cu cel mult 5 cifre. Astfel, daca masina
a parcurs 123412 km, pe kilometrajul ei va aparea inscris doar 23412.

Masina domnului Popescu a parcurs 61842 km. Dupa ce se vor mai parcurge
inca 50000 km, pe kilometraj va fi inscris numarul 11842. Acesta este un exemplu de
adunare modulo 100000:

61842 + 50000 = 11842 (mod 100000)

61842®50000 = 11842,

A pentru adunarea modulo
6, egalitatea 3@4 7 nu
este gresita insa, de regula,
folosim notatia standard. De
aceea, inloc de % scriem 1.

@ Scrie in alt mod 5@4 in
z

6"

@ Propune un exemplu in
care folosesti adunarea
modulo 12.

® In agentiile CFR sau in
supermarketuri sunt aparate
ce elibereaza bonuri de ordi-
ne. Pe fiecare bon apare un
numar de doua cifre.
Doamna lonescu a primit
bonul cu numarul 87, iar
domnul Georgescu, care a
venit putin mai tarziu, a primit
bonul cu numarul 05. Cate
persoane au facut cumpa-
raturi intre timp?
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® Calculeazé in Z,,:
70920510014,

@ Explica semnificatia de-
senelor din figura alaturata.

@ Cu ce cifra se termina
produsul 843 x 16?

@ Cum se justifica egalita-
tea: (10n + 4)(10m + 7) =

= 10p + 8, unde n, m, p sunt
numere intregi?
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Sa aplicam!
Atunci cand lucram cu resturile Tmpartirii la 12, putem scrie:
34 =58 (mod 12), deoarece 34 si 58 dau resturi egale la impartirea cu 12;
34 =10, deoarece 34 da restul 10 la impértirea cu 12;
10 ® 8 = 6, deoarece restul impartirii lui 18 la 12 este 6.

in general

Pentru operatia de adunare modulo n, egalitatea X @)A/ = x/+\y esteo
modalitate de scriere prescurtatd a urmatoarei proprietati aritmetice:

Daca x si y dau resturile a, respectiv b la impartirea cu n, atunci x+y si a+b
dau acelasi rest la impartirea cu n.

. - | -

"

4 Cum definim inmultirea modulo n?

Sa analizam!

Stefan a scris pe caiet urmatorul calcul:

784 x 237 = 185807.

Camelia a citit rezolvarea lui Stefan si i-a spus imediat: ,Ai gresit!”.

Ea s-a uitat doar la ultimele cifre ale celor doi factori si a aplicat regula: ultima
cifra a produsului se obtine din produsul ultimelor cifre ale factorilor.

Calculul facut de Camelia este un exemplu de calcul modulo 10, deoarece orice
numar natural este congruent cu ultima sa cifra modulo zece.

Stefan a reluat calculul, efectuand din nou Tnmultirea:

784 x * x4 %

237 * x 7
5488 * *x * 8
2352 * % % %
1568 * k * *
185808 * % % % % 8

El a observat ca, daca ne intereseaza doar ultima cifra a produsului, unele dintre
cifrele celor doi factori (pe care le-a inlocuit cu * ) nici nu conteaza in calcule: putem

inlocui * cu orice alte cifre — ultima cifra a produsului ramane aceeasi!

Atunci cand evidentiem ultima cifra, este eficient sa scriem factorii sub forma
10n + 4, respectiv 10m + 7; produsul lor este (10n + 4)(10m + 7) = 10p + 8.

Calculul facut ne arata ca, daca A = 4 (mod 10) si B=7 (mod 10), atunci
A - B =8 (mod 10). Altfel scris: A=4 si B=7= AB =8 in Z,.

Observam ca restul impartirii la 10 al unui produs nu depinde decat de resturile
impartirii la 10 al fiecarui factor, adica de clasele modulo 10 ale factorilor.

Ce legatura este intre clasele factorilor si clasa produsului?




Sa observam!
Pe multimea numerelor naturale, inmultirea este definita ca adunare repetata.
Putem oare folosi adunari repetate pentru a defini o operatie de inmultire in Z ?
Sa consideram cateva exemple.
Fie 3si 5 € Z,
5.3=3+3+3+3+3=15=5.3
5 termeni

3.5=5+5+5=15=3.5

3 termeni

in general

Folosind notatia pentru clasele modulo », enuntul anterior se scrie:
AGB=A-B,unde © indica o inmultire in care factorii sunt clase de resturi.
Spunem ca am definit astfel inmultirea modulo #.

Exemplu

in Z,, avem egalitatile:

508 = 4, deoarece restul impartirii lui 40 la 12 este 4;

608 =0, deoarece restul impartirii lui 48 la 12 este 0.
Sa analizam!

Ana a efectuat urmatorul calcul in Z_ ;.

3.10=30=6.

Matei nu a inteles cum se face ca 30 = 6, dar Ana i-a explicat ca un acelasi
elementdinZ_, se poa/tgreprezenta inmai [nulti moduAri. Mi’fi mai are o nelamurire:
daca 3=15si 10=-14,nu artrebuica 3©10 si 150 -14 sa fie egale?

in general

Daca numerele A si B dau resturile a, respectiv b, la impartirea cu n, atunci
numerele A- B si a-b dau acelasi rest la impartirea cu n.

Sa demonstram!

in multimea de resturi modulo 7, dacd x =a Si )Az = b, atunci ;\y —=a-b.
Altfel spus: Inmultirea modulo # nu depinde de reprezentantii alesi pentru factori.

X=a=x=a(modn),deci x—a'n . Deducem ci exista p € Z astfel incat
xX=a+p-ni.. Analog, existage Zastfelcay=b+q - ni..

Deci xy — ab = n - (aq + bp + ngp), adica xy = ab (mod n)/...

De aceea, )/c}=cﬁ3

¢ Ce legatura este intre operatiile definite pe Z?

Adunarea si inmultirea modulo n au fost definite prin analogie cu adunarea si
inmultirea numerelor intregi. Pe Z, aceste doua operatii au proprietatea de
distributivitate, adica:

x-(y+z)=x-y+x-zpentruoricex, y, z € Z.

Se pastreaza oare aceasta proprietate pentru operatiile din Zn?

@ Propune si alte exemple
prin care verifici daca inmul-
tirea modulo n poate fi gan-
dita ca o adunare repetata!l

A Pentru inmultirea modulo
12, egalitatea 5 © 8 =40 nu
este gresita, insa, de regula,
folosim notatia standard. De
aceea, inloc de 40 scriem 4 .

@ Scrie in alt mod 608 in
z

12"

® Efectueaza calculul
propus de Matei si raspunde
la intrebare!

) Urmareste argumentele
din demonstratia alaturata si
completeaza justificarile care
lipsesc si au fost inlocuite cu

”
» 28

@ Depinde adunarea mo-
dulo n de reprezentantii alesi
pentru termeni? Justifica
raspunsul dat.
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M Verifica egalitatea pen-
tru clase alese de tine din Z,
Z;siZ,

Incearca sa demonstrezi pro-
prietatea de distributivitate a
inmultirii fata de adunare din
Z.

n

@ Completeaza spatiile
lasate libere in tabla adunarii
si in tabla inmultirii pe Z,.
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Sa verificam!
in Zm, efectuam calculele:
3@(5@9) 3014=30

3050309=15027=

U'|> -I>>
\l> RN

in general

InZ are loc egalitatea:
X0 (y®2)

=x0Oy+x0Oz,pentruorice x, y,ze€ Z .

¢ Ce structuréd are Z ?

Sa verificam!

Pe multimea Z, am definit operatiile de adunare si de inmultire modulo 6. Deoarece
aceste operatii sunt ,altfel” decat cele efectuate cu numere intregi, este util sa alcatuim
tabla adunarii si tabla inmultirii pentru Z : acestea sunt doua tabele in care, la mtersectla
liniei # cu coloana »y apare rezultatul sumei, respectiv produsului dintre X si 7,

modulo 6.
®|0 12 3 45
00 123 45
1117 20 42 5 0
212 3 4 501
3|10 4 501 2
4145002 3
51501 2 3]

Pe aceste table de operatii, putem verifica proprietatile:
1) Adunarea si inmultirea modulo 6 sunt comutative, deoarece tablele acestor

operatii sunt simetrice fata de diagonala:

® £ P © 09
2 3y X (309
o5 N y—pox N

X®y=y®x

X0y=yox.

©l0 12345
0/0 060000
110 103 45
210 2 4004
3|10 3 000 3
410 4 20 40
5004 3 2 1

2) 0 este element neutru pentru adunarea modulo 6, deoarece linia si coloana lui

0 repeta identic elementele de pe margine.

1 este element neutru pentru inmultirea modulo 6, deoarece linia si coloana lui 1

repeta identic elementele de pe margine.

® 0

£
0 X

O] 10X
1 (103
RO




3) Orice element din Z, admite un opus fata de adunare, @ -X
deoarece pe fiecare linie si pe fiecare coloana din tabla adunarii
apare elementrul neutru 0.

Exemplu A A s
Opusul lui 2 este 4, deoarece 2+4=0. )?4’
Scriem —(2)=4.

4) 1 si 5 sunt inversabile fati de inmultire, deoarece pe liniile si coloanele lor
apare elementul neutru 1.

505=1,deci (5" =5.

2 nu este inversabil fata de inmultire, deoarece pe linia lui nu apare elementul
neutru 1.

in general

Operatiile de adunare si inmultire modulo » definesc pe multimea Z o structura
de inel comutativ. Acest inel este numit inelul claselor de resturi modulo n.

¢ Cand este inelul (Z,, ®, ©)un corp?
Sa analizam!

ininelul (Z,, ®, ©), elementele 2,3 Si 4 nu sunt inversabile; acest inel nu este
deci un corp.
Sa alcatuim tablele inmultirii pentru alte cateva dintre inelele Z :

z, z, z, z,
012 ©l0 12 3 ©|0 123 4
000 010 0 00 010 0 0 00
012 110 12 3 il0 123 4
0 2 1 20 20 2 200 2 4 1 3
310 3 2 1 3103142
410 4 3 21

Observam ca:

-inz,,1 este inversabill (Z,,®, ©) este un corp.

- in Z, toate elementele nenule sunt inversabile (ﬁ’1 =1,2"= Q) ; (Z,, @, 0)
este un corp;

-inz, 2 este element nenul si nu este inversabil (pe linia si pe coloana lui 2 nu
apare elementul neutru 1); (z,,®, ©) nueste un corp;

- inZ,, toate elementele nenule sunt inversabile (11 =1,2"=3,3"=2, 4" = 4);

(Zs, ®, ©) este un corp.

Numerele 2, 3 si 5 (pentru care inelele claselor de resturi sunt corpuri) sunt numere
prime.
In schimb, numerele 4 si 6 nu sunt prime, iar Z, si Z, nu sunt corpuri.

in general

Inelul (Z,, ®, ©) este un corp daca si numai daca n este numar prim.

@ Determina opusul lui 1 si
opusul lui 3 in Z,.

A Din definitia adunérii si
inmuiltirii modulo n, se deduce
usor ca aceste operatii sunt
asociative.

Distributivitatea inmultirii
fatad de adunare a fost argu-
mentatd mai sus.

¢ Explicd modul in care au
fost gasite inversele elemen-
telor din Z,.
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Exercitii si probleme

1.
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Reprezinta printr-un desen sugestiv numerele natu-
rale care dau restul 2 la impartirea cu 5. Justifica
apoi, cu ajutorul desenelor, proprietatea: suma dintre
un numar care da restul 2 la Tmpartirea cu 5, si un
numar care da restul 3 la impartirea cu 5, este un
numar divizibil cu 5.

. Numarul natural A da restul 7 prin impartirea la 12.

Ce rest poate da A prin impartirea la 4? Dar prin
impartirea la 24?7 Realizeaza un desen pentru a
raspunde!

. Calculul produsului 5243 - 3172 se 5243 x
organizeaza asa cum apare alaturat: 15’1;5
Daca ne intereseaza insa doar ulti- 36701
mele doua cifre ale produsului, unele 5243
dintre cifrele celor doi factori (pe care 15729
le-am inlocuit cu *) nu intervin 16630796
in calcule. Putem sa inlocuim X % 43 x
stelutele cu orice alte cifre - . % 72
ultimele doua cifre ale produ- * * % * 86
sului vor fi aceleasi! * Kk Kk kA
Acesta este un exemplu de * ok ok ok
calculmodulo 100. Daunexem- * * * * *

* % % % * % 0f

plu de calcul modulo 1000.

. Emil sustine ca z, = {20, 36, 15, - 11, 35, 4} .

Ce crezi, are dreptate?

. In tema ei de acas3, Mihaela a scris:

z,-{0,1,2}, 2,=10,1,2,3},deciz,c Z,
Sorin sustine insa c& 0 din Z,si 0 din Z, nu
reprezinta acelasi lucru, desi se noteaza la fel. Ce
crezi, cine are dreptate?

. Pentru ce valori ale numarului n, are loc in Zn

egalitatea: 4+ 6 =27

. Pentru inmultirea modulo 10, este gresita egalitatea

6.7=427

. a) Verifica identitatea:

(12x+ 7)(12y + 3) = 12(12xy + 3x + 7y + 1) + 9.
b) Exprima identitatea de la a) ca o egalitate in Z, .

. Completeaza tabla adunarii si tabla Tnmuiltirii modulo

8. Foloseste aceste table si determina:

a) opusul lui 3;

b) inversul lui 5;

) solutiile ecuatiei 20 x=0;

) elementele inversabile fata de inmultire;
) solutile ecuatiei %2 =1.

c
d
e

10.

1.

12.

13.

14.

a) Completeaza cu raspunsul corect!

Egalitatea 6-8 = 0 in Z,, este echivalenta cu relatia
de divizibilitate: ............ccccccece. .

b) Justificd daci 8 este element inversabil in inelul
Z,

a) Calculeaza produsul tuturor elementelor nenule
din:2,2,7,Z s Z,.

b) Formuleaza un rezultat general.

Scrie altfel:

a)215: 5

b) 47 da restul 5 prin impartire la 7
c) restul impartirii lui 62 la 5 este 2
d) 103 nu este divizibil cu 3.

Demonstreaza ca patratul oricarui numar impar este
de forma 8m +1, me Z.

Demonstreaza ca numerele de forma 7m + 3 nu sunt
suma de doua cuburi perfecte. Pentru demonstratie,
foloseste inelul Z,.

15. Arata ca restul impartirii prin 16 al unui patrat perfect

16.

17.

18.

19.

este tot un patrat perfect. Calculele pot fi facute
modulo 16.

Distribuie numerele intregi in clase de resturi modulo
4. Pentru fiecare clasa, scrie cate 5 elemente.

Fie a si b numere intregi impare.

a) Rezolva in R ecuatia ax? + 3x + b = 0.

b) Foloseste calcule in Z, pentru a demonstra ca
discriminantul ecuatiei de la a) nu este patrat per-
fect.

a) Completeaza tabla adunarii si tabla Tnmultirii
modulo 7.

b) Folose®te tablele °i aratéd ca (zZ, , ®, ©) este un
corp.

c) Rezolva in Z, ecuatia: 30x®5=0.

a) Verifica pe cateva exemple afirmatia: suma a trei
numere consecutive este divizibila cu 3.

b) Formuleaza rezultatul de la a) folosind operatiile
dinz,.

c) Demonstreaza ca, pentru orice numar natural 7,
avem n’ —n:3.

d) Foloseste calculele in Z, pentru a arata ca:
a+b*+c*:3<=a+b+ci3.

e) Demonstreaza d), folosind identitatea:
(a+b+c)=a®>+b>+c®+3(a+b)a+c)b+c).



Rezolvarea de probleme cu ajutorul claselor de resturi

) Aplicam si exersam!

Calculele din inelele Z, exprima sintetic relatii de divizibilitate intre numere intregi.
De aceea, putem folosi clasele de resturi in rezolvarea unor probleme de aritmetica
sau de teoria numerelor.

4 Cum folosim clasele de resturi in rezolvarea problemelor?

Exemplul 1: Divizibilitate
Vrem sa demonstram ca numarul 22% + 552 se divide cu 7. Pentru aceasta,
aratam ca, in Z,, are loc egalitatea:

20% 552 _ ().

Deoarece 22 =1 si 55=6 =1, avem:

22%-220220..022=1010...01=1 si

55 de factori 55 de factori

O Arats ca
44" + 11# se divide cu 5.

552 =550550...055= (-1 0 (-1 0..0(-1)=-1.

55 de factori

Deci 22% 1 552 = 205 © 552 — @ (-1) = 0.

Exemplul 2: Ecuatii @ Observé tabla inmultirii

= = = . , Z7 modulo 7. Explica de ce a
Vrem sa demonstram ca ecuatia: x>+ 2=7" nu - < .
re solutii In numere naturale 0|0 123456 fost suficient sa completdm
a : Civ o o . . — doar o parte a acesteia.
Pentru aceasta, aratam ca ecuatianuaresoluti - 0|0 0 0 0 0 0 O
inzZ,. N o i 1523145 6 © Arats ca ecuatia
X +2=7"=x"+2=7"nZ, =30X=5nZ. ; 46 1 3 5 Sx*+4=T arecelputino
Din tabla inmultirii modulo 7, obtinem ca aceasta 3 5 5 3 4  Solufie numar natural
ultima ecuatie nu are solutii deoarece pe diagonala i 5 6 3
acestei table nu apare elementul 5. 5 i s
De aceea, nici ecuatia initialé nu are solutii in N. > = O Care este ultima cifra a
6 1 numaérului 7%'8?

Exemplul 3: Ultima cifra

Vrem sa determinam ultima cifra a numarului 32"7. Pentru aceasta efectuam
calcule ininelul Z, .

Deoarece 3* = 81, obtinem egalitatea:

3 =1, adicé\(@)4 =1.

De aceea: 32" =(3)*" = (8)*** .3 =3, adica ultima cifra a lui 32" este 3.

Exemplul 4: Ultimele doua cifre

Vrem sa determinam ultimele doua cifre ale numarului 84012"7. Pentru aceasta,
efectudm calcule ininelul Z, . Deoarece 8401=11n Z.,,obtinem 8401*"" = Ry

De aceea, ultimele doua cifre ale numarului dat sunt 01.
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Am reusit... ?1?

Parcurgand aceasta unitate de invatare am reusit....
@ sarecunosc structuri algebrice
@ sa verific proprietati ale structurilor algebrice
& sa compar proprietati algebrice, pentru a identifica algoritmi
@ sa exprim proprietati ale unor multimi inzestrate cu operatii algebrice
@ sa utilizez analogii pentru deducerea unor proprietati?

) Test de verificare

1. Alege propozitiile adevarate!
a) (Z,,, ®) este grup comutativ.

b) (Z,, ©) este grup
) (Z,5, ®, ©) este corp.

2. Notam U(Z,) multimea elementelor inversabile (fata de operatia © ) din Z,. Verifica proprietatile operatiei de
inmultire pe U(Z,), apoi spune ce structura algebrica este (U(Z;), ©).

3. Pentru numerele rationale nenule, impartirea este definita cu ajutorul inmultirii: se inmulteste primul numar cu
inversul celui de-al doilea numar.
Cum crezi ca s-ar putea defini o operatie de impartire intre elemente nenule din Z,? Cum s-ar putea verifica daca
o impartire este corecta?

4. Pe multimea {1, 2, 4, 6} definim operatia algebrica: a- b = ultima cifra a numarului a’.
Alcatuieste tabla operatiei o, apoi decide (utilizand tabla) daca operatia este comutativa si daca are element
neutru.

5. In R, ecuatia x2 - 3x + 2 = 0 se rezolvé astfel:
X -3x+2=0x-1)x-2)=0<=x-1=0saux-2=0<x=1saux=2.
Studiaza daca aceastd metoda se poate aplica pentru rezolvarea ecuatiei £* —~3x+2 =0 in Z,.

Lectura

Spre deosebire de matematica Greciei antice, ce avea un pronuntat caracter filozofic, matematica chinezd a apdrut si
s-a dezvoltat ca urmare a unor necesitdti de ordin practic.

Unul dintre cele mai surprinzdtoare rezultate ce provine de la matematicienii chinezi
este Teorema chinezd a resturilor, care permite determinarea unui numdr natural cunoscdnd
doar ordinul sdu de mdrime si resturile impdrtirii acestuia la cdteva numere naturale. In
China anticd, Teorema chinezd a resturilor era folositd pentru numdrarea rapidd a ostilor:
comandantul le cerea soldatilor sd se aseze in rdnduri de cdte 2, cdte 3, cdte 5, ... si
determina numdrul lor observdnd cdti soldati au rdmas pe randurile incomplete.

In limbaj modern, Teorema se poate enunta astfel: Dacd m si n sunt numere naturale prime
intre ele, atunci pentru orice doud numere naturale a sib, 0 <a < m $i 0 < b < n, existd un unic
numdr natural x, 0 <x < m - n astfel incat resturile impdrtirilor lui x la m si n sd fie a, respectiv b.
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Probleme recapitulative

1. Tnaintea inceperii Campionatului Mondial de Fotbal din 2008, ziarele au prezentat pronosticurile unor personalitati

despre castigatoarea campionatului. Un astfel de pronostic este cel din imaginea urmatoare.

P optimi de finali Sferturl de finals semifinale Finale
9 - 23 iunie) (24 - 27 iunie) (30 iunie - 1 iulie) (4 - 5 iulig) (8 = 9 iulig)
Polonia M cermania —
- Germania
Costa Rica H:IM — IR
e \Germania |
= P Olanda ]
= i —
rmmagu £ mexic - I:|
—{Germanla |
ol ER— '
= | ] i
coaadeFides] [EdJpona | , = wry
—— — |
s | D= () ‘-
Iran — _ i
o | e
pla= 3| il | Bradiia
| BT — Locul 3 i i
SLA [~ Anglia iy (- ——
s 1 | Dlcnama  — . i 2 mondiali
S - l: Eu
i e ]|
Australia Argentina
- T Brazilia |
s [T erazilia I
Coreea de Sud —{braaifla |
Togo T EHiwa 00} ‘-I |
R e o
ﬁ'::mm sadits| [AdCoreeadeSud |

a) Caracterizeaza schema de desfasurare a jocurilor in grupe, respectiv incepand cu optimile de finala, folosind

denumiri specifice grafurilor.

b) informeaza-te asupra rezultatelor meciurilor din Campionatul Mondial si alcatuieste o schema de tipul celei de

mai sus, in care castigatoarele sunt cele reale.
c) Calculeaza cate jocuri s-au disputat la acest Campionat Mondial.

2. Modeleaza cu ajutorul grafurilor urmatoarele tipuri de intreceri sportive:
) Campionatul national de Sah (la care participa 10 sportivi).

) Turneul de tenis de la Roland Garros (32 de participanti).

) Campionatul National, divizia A (cu 16 echipe participante).

) Cupa Romaniei la handbal.

e) Liga Campionilor la fotbal.

Compara tipurile de grafuri ale acestor competitii.

a
b
c
d

3. Reprezinta pe axa numerele: +2, /3,2 ++/3, V2 -+/3.
Verifica printr-o constructie geometrica egalitatea: (v/2 ++/3)(+/2 —/3) = —1.

4. Foloseste constructii geometrice si verifica inegalitatea: VBT > 243

5. Descrie geometric suma a trei vectori in spatiu. In ce caz suma a trei vectori de lungime 1 este vectorul nul?
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6. Consideram multimea nodurilor care se pot face cu o sfoara. (inimagine apare un element al acestei multimi.)

Pe multimea nodurilor consideram operatia de ,continuare”: date
nodurile N si M, consideram nodul NM obtinut prin ,lipirea” extremitatii
lui N cu originea lui M. Studiaza proprietatile acestei operatii.

: - age 2 3
7. Pe multimea R a a numerelor reale definim legea de compozitie: x*y = x" + y~.
Stabileste daca aceasta lege este asociativa sau comutativa. Admite legea ,, » “ element neutru?

8. Fie A multimea numerelor rationale care pot fi reprezentate sub forma de fractie ireductibila cu numaratorul

divizibil prin 3.

a) Arata ca adunarea si inmultirea sunt legi de compozitie pe A.
b) Studiaza proprietatile celor doua operatii pe A si identifica structurile algebrice care apar.

9. Fie T multimea numerelor rationale care au o prezentare cu cel mult trei zecimale semnificative. Justifica

daca (T, +, -) este uninel.

10. Notam cu D multimea numerelor intregi care au cel putin o cifra egala cu 2. Justifica daca (D, +) este un

monoid.

11. Un lift pleaca de la parter, coboara la al doilea subsol, apoi urca la etajul 6, coboara doua nivele, urca 3,

coboara 8 si urca 4. La ce etaj este acum?

100

12. Dovedeste ca x = -2 este solutie comuna a ecuatiei [2x - 3| =7 si a inecuatiei |-5(x + 4)| <10 .

eZsi

. 17
13. Afla x € Z astfel incat 3x 12

14. Afla perechile (a, b) de numere intregi a caror diferenta este -6 si unul este de 4 ori celalalt.

15. Reprezinta intr-un sistem de axe ortogonale perechile (x, ) de numere intregi, care sunt solutii ale ecuatiei
(x+2)-(y-3)=3.

16. Compara numerele: a=|5% —125"| - [5% —5%| si b= 27+ 27 + 273 + 272,
17. Afla suma a 100 numere intregi consecutive, stiind ca 30 dintre ele sunt negative.

18. Calculeazad suma: S=1-(-1)+3 - (-1)*+ 5 (-1)°+ .. + 2001 - (-1)2".

19. Gaseste trei numere intregi consecutive a caror suma sa fie 0.

3

20. Afls x € N, astfel incat 5> <2

21. Arata ca numarul intreg m de forma: m = a(a + 1)(a + 2) - 12 se divide cu 3, oricare ar fi numarul intreg a.
22. Calculeaza produsul: p = (2002 - 1) - (2001 - 2) - ... - (1 - 2002).
23.Dacaa+2b+3c=5sib+2c=10,afldaa+ b + c.

24. Afla numerele intregi a astfel incat: (2a + 11) | (6a + 22).



25. In figura de mai jos avem: [OA] = [OB] si [OC] = [OD]. Afla numerele intregi a si b.

D(-9)  B(-3a) 0 A®)  C(18b)
_ |9 T T 6| T L

26. Asaza paranteze rotunde in urmatoarele exercitii astfel incat rezultatul operatiilor sa fie 0.
a)-15+15-25+72:4; b)-4-8+64:2:5-09.

27. Un numar intreg se inmulteste cu -8, apoi rezultatul se aduna cu 50, numarul obtinut se imparte la -6, din
catul impartirii se scade de 3 ori numarul initial si se obtine -25. Afla numarul.

28. Dintre cinci numere intregi consecutive, cel din mijloc este 1. Care sunt celelalte?

29. Examineaza figura alaturata. *————F—+—+—*—>
a) Care sunt abscisele punctelor P si Q? Q u.m. P
b) Care dintre punctele P si Q este mai departat de punctul O? De ce?

30. Bogdan s-a decis sa puna toate numerele intregi dintre 0 si 109 intr-un tabel. lata o 1T30507 19
parte din tabelul completat. Care dintre urmatoarele parti nu pot face parte din tabel?
- 10({12(14|16|18

a) 68 b)| |68 | |45 1113[15[17 |19
[65] 78 20[22[24]26]28
| 59 ~
d) 59| ) [43]
[56]
[63 |

31. Perechii (4, 7) fi asociem numarul -3, perechii (7, 4) ii asociem numéarul 3. in acest fel, perechile de numere
naturale pot fi ordonate. Ordoneaza crescator perechile:

(17, 25); (39, 20); (48, 20); (101, 119); (1231, 1021).

3 33 333 3333
YRR VYRV este natural.

1.1 .1 1
33. Dovedeste ca >t 2 8" 1024

32. Arata ca numarul

<1,

34. Determina cifrele a, b, ¢, a < b < ¢, astfel incat numarul A =0,ab(c) +0,bc(a) + 0,ca(b) sa fie natural.

35. Partea zecimala a numarului a se obtine din scrierea in continuare a termenilor sirului: 5, 15, 1115, 3115,
132115, ... Cum este numarul a: periodic simplu, periodic mixt, neperiodic? Justifica.

36. Precizeaza care dintre urmatoarele propozitii sunt adevarate. Motiveaza.
a) 13+13+...+13 > 725+ 725+...+725; b) 3x3x3x3=3+3+...+3.
N

de725deori de13deori de 27 deori

Modifica propozitiile date astfel incat cea adevarata sa devina falsa si cea falsa sa devina adevarata. Alcatuieste
exercitii asemanatoare.

37. (Numere patratice.) Compara:

a)1+3cud; b)1+3+5cu9; c)1+3+5+7cu16; d)1+3+5+7+9cu25
e)1+3+5+7+9+ 11 cu 36; f)1+3+ ...+ 13 cu 49.

Formuleaza si rezolva un exercitiu asemanator celor anterioare. Exista vreo legatura intre suma

1+3+5+ ...+ (2'n-1) sinumarul termenilor ei? Daca raspunsul este ,da“, precizeaza care este legatura.
Completeaza propozitia: 1+3+5+...+2n-1)+2n+1)=...
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Raspunsuri

Pag. 6. Test initial de autoevaluare. 1. CSM ENA Fagaras; C.S. Targu Secuiesc; C.S. Predeal. 2. Catul, respectiv
restul sunt egale cu: a) 7; 2; b) 3; 0; ¢) 5; 3; d) 8; 12; e) 100; 11; ) 24; 0. 3. A, F, F,A. 5. a) -2; b) 2; c) 0; d) 1; e) -6;

f)1;g) 3,32; h) % . 6. a) 36; b) 25%; c) 1,21 lei; d) 12,5%. 7. 10; 12; 10. Pag. 8. 1. a) impar; b) par. 2. a) 17 = (30 - 5 -
-30):10+5.5.a)6;b) 26.7.6;13; 14; 15; 19. 8. 679; 595. 9. 100; 30. 10. a) 0; b) 2400; c) 25. 11. a) 1000; b) 1500;
c) 7000; d) 2000; e) 1300. 12. 1500. 13. a) 50600; b) 20. 14. a) 1070; b) 8. 17. 16. 18. a) 0; b) 0; c) 0.19.a)3;b) 4

c) 2;d) 5. Pag. 17. 1. b) 2, respectiv 3 operatii. 3. a) 0,375; b) 4,(5); c) 1,9(4). 4. a) % b) % c) 50 ,d) 32 a) 0;
95

4
3:b) 57, c) 17-6.2) 3+2&;b)4—2J§;c)3.7.a)xe{0,1,2,3};

b) x € [0, 2]; c) x € (-, O] U [2, +0). 8. a) 9999; b) 10201; c) -26; d) 505; e) 1. 10. a) 110; b) 862.

Pag. 21. Test de verificare. 1. b) Nu. 2. Nu. 4. -1.

Pag. 22. Test initial de autoevaluare. 1. a) -17; b) 68; c) 7,44; d) 2,74; e) 3,24, f) 4,68; g) 100,8; h) 124, i) 11,618.
2.a)-27;b) 36;c) 3;d) -2; e) %; f) 3; g) 0,0001; h) -1; 1) 4;j) 2. 3.a) 30 m; b) 9; c) 500 m; d) 185,5 ml. 4. a) 8,5;
b) 20%; c) 100%; d) 24,75.5.c. 6.b.7.b.8.a. 9. a)4; b) 3; c) 2; d) 1. Pag. 26. 1. c) octombrie; d) noiembrie. 3. De
exemplu: muchia piramidei se corespunde cu generatoarea conului. Pag. 32.1. Da. 2. 3.3.a)d,; b)d,; c)d,; d) d;

e)d,. 4.a)0<x<10;b) A(x) = X\/']OO x*.5.a b,c;e)f;d)d;e)a.6.a)8—2x;V(x)=(8—2x)2-x;b)x=§.
3

Pag. 35. 2. a) 12+83; b) 54. 3)1+3+ ...+ (2n-1)=mn24.95 [2 Pag. 35. Test de verificare. 1. 1.
3. S={0;2++/3;2-+/3}.5.a) A(0; -3), B(2; 1), C(—/3; 0) ; b) doua; c) x, € (0; 1), x, = 2.

b) 1.12. -0,57591; -2,3134. Pag. 20. 3. a)

Pag. 36. Test initial de autoevaluare. 1. a) 3; b) 36; c) 1,65; d) 3v3; e) 17; ) %; Q) % 2. a) 26,8; b) -8; c) 5;

d)0;e) —7v2;1) 0.3.a) 2,8, b) -4; c) 3;d) -1; e) 3; -1; f) 2; -2; g) 3; h) 2; 3. 4. a) 13; 23; b) 5; 50; c) 200; 280;
d)4.5.a)A;b)A; c)F. Pag. 39. 2. Da. Pag. 48. 2. 8. 3. Nu. 4. A4; B1; C5; D2; E3. Pag. 51. 4. b, c. 7. De exemplu:
A are ordinul 3. 9. 180. 10. De exemplu: A si D. 17. Numaram muchiile care pleaca din fiecare varf: in acest mod,
toate muchiile sunt numarate de cate doua ori. 22. b) 16; c) 4; 23. 3. Pag. 53. Test de verificare. 1. a) 6 noduri;
8 muchii; b) ord(A) = 2; c) ACDE; ABDE; d) ACDBA; €) 3 muchii. 2. Nu. 3. 32.

Pag. 54. Test initial de autoevaluare. 1. a) F; b) A; c) F; d) F. 2. a) F; b) A; c) A; d) F. 3. d. 4. b. 5. C. 6. a) -0,7;

b) 1+5;1-+5 ; c) 3; d) 32; €) 11. 8. AC; ED . 9. Da. 10. Daca o piramida nu are 12 muchii, atunci ea nu are ca

baza un hexagon. 11. 246. 12. 30. 13. 6. Pag. 56. 1. Daca nu are insule. Pag. 65. 1. Nu. 6. a) ACB; 8. 11.

Pag. 67. 2. d) 42. Pag. 69. Test de verificare. 1. Strazile unui cartier; reteaua de cai ferate. 3. Porneste cu o retea

ce are doua dreptunghiuri. 4. (2, 3, 6); (2, 4, 4), (3, 3, 3).

e

12
e)7;f) 3 ; 9) 3, h) 25;i) 3;j)1.3.A/F, A F,F.5.a) x=-8; b) x=2; ¢c) x = 2; d) x——%, e)xe {-1,2}f)x=-2

6.a)x=3;b)x=9;¢c)x=1;d)x=3.9)b). Pag. 73.1.a) x=6; x=-3;x=6;b) x=2; x=-4;,x=9;¢c) x = 2;

x=T1;x=-1.2.a)xe{4,5,6,..};xe{..,-6,-5 -4;x{..,7,8,9;b)xe {.., -5 -4, -3;xe{.,-2 -1,0, 1}'

Pag. 70. Test initial de autoevaluare. 1. a) -25; b) -2; ¢) 13; d) 4; e) -1;f) ; 9) —%; h) 2.a)-8;b)9;c) 2;d) -2;

xe{.,1,2,35c)xe{.., -7,-6, -5} xe {-4,-3,-2, ..};xe{.,5 6,7} 3. a) x=%; b) x = 2,5; c) x—16

1 378 51

d)x=22;e)x=33.4.a)x=0,1; b) R TE c) x =0; d) *=300" e) x = 1,5969. 5. a) x = 2,3; b) X=%0"
1 .. 301 1 301

c)x=1,01695;d) x=2;e)x=2,1; f)x =4. 6. 321 si 3,21. 7. ~T00 § —m,respectw 100 si 100 - 8.10,11 si
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54 _25,

50,55.9.1819,0225 m% 10. a) xe {-2; -1;0; 1};b) x=-7;c)xe N.11.a) x =11 b) x =2—% ;C) X =3 dx=1.
12.a)ne{-2,-1,0,1,25byn=3;c)ne {2;3;4}; d)ne {3, 4, 5}. 13. (a, b) = (5, -5) sau (a, b) = (-5, -5).
14.a)xe {-1;1;3};b)xe {1; -1; -3}.15.a) A={-3,-2,-1,0,1, 2, 3}; b) B={-4, -3, -2, 2, 3, 4}. 16. a) nu; b) da;
c)nu.18.a)xe {-=o,0];b)xe {-1;7};c)xe€ {-2,0, 2,4}; d) x=-2; e) x € (1, 3). 19. a) da; b) da; c) nu; d) nu.
Pag.79.1.a)3si2;b)x=0;c)nu. 2. a*b=2a+b.Pag. 82. 4. Asociativa; 0 este element neutru; singurul element
inversabil este 0; comutativa. 5. Nu. 6. Asociativa; 0 este element neutru; elementele simetrizabile sunt 0 si 2;
comutativa. 7. De exemplu, x =3, y =2, z=1. 9. Ada un circuit in graful G cu originea si extremitatea in A inseamna
a ,parcurge” graful de un numar de ori, plecand din A si ajungand tot in A. Alegem un sens de parcurgere ca fiind
sensul pozitiv (spre exemplu sensul acelor ceasului). In acest fel, fiecarui circuit in G ii va corespunde un numar
intreg, care indica de cate ori a fost parcurs graful. 11. Compunerea rotatiei de unghi o cu rotatia de unghi B este
rotatia de unghi o + . Rotatia de unghi nul este element neutru al grupului. Fixand o rotatie de unghi o si alegand o’
astfel incat o+ o' : 360°, rezulta ca rotatia de unghi o’ este inversa rotatiei de unghia in R,. 12. Pentrux,ye€ G
avem (xy)? = e, deci x* y*x * y =e. Inmultind cu x si tinand cont de ipoteza x? = ¢, deducem ca y * x * y = x.
Inmultind la stanga cu y si folosind relatia y? = e rezulta x * y = y *x, deci (G, *) este comutativ, deoarece x si y
au fost alese arbitrare. Pag. 83. Test de verificare. 1. (Z, +); (R, +); (R, ). 2. Inel.

Pag. 84. Test initial de autoevaluare. 1. b); d). 2. a) -1119; b) 7148052; c) 243; d) -50. 3. a); b); c) d); ). 4. a); d).
8.24.12. a) 3 si 5; c) este asociativa®.

Pag. 88.3.a)da; b)da;c)nu. 6.D,, =D , ={£1,£2, 3, +6, 9, +18}; D, = {£1, £3, £9, £27}; D , = {1, £5, +7, 35},
M, ={2k| ke Zy;M, = {4k | ke Z}; M, = {5k | ke Z}. 7. a) 2'5i 12; b) 5 i 15; c) 2 5i 84; d) 6 5i 72. 8. @) cat 26, rest 7;
b) cat 6, rest 11; c) cat 0, rest 81; d) cat 1, rest 0. 13. AU B ={0, 1, £3, £5, +10, £15}; AN B ={-5, 5, -15, 15};
A\B={-3,3, -1,1}.14. a) 1si 27; b) 7 si 140; c) 6 si 1080; d) 45 si 5670. 15. A = {+1, £2, +4, +8, +16}; B= {1, +3,
19, +27}. 16. a) x € {-7, -4, -3, -2,0,1,2,5}. b)xe {-5; 1; 3; 9}. 17. M = {0, £1, £2, ..., £8}; N = {#1, £2, £7};
P={0,+4,18}.18.a) x€ {-7;5}; b) x € {-2; 0}; c) x € {2;3}. 19. a) A ={-33; -19; -12; -9; -7; -6; -4; -3; -1;2; 9; 3};
b) B={-6, -4,0, 14}; c) C={1;2; 4; 5; 10; 17}. Pag. 96. 4. Da, deoarece in Z, au loc egalitatile 20 = 2; 36 = 0; 15 = 3;
~11=1,35=5.6.n€ {2,4, 8. 8.b) 7.3=91nZ,.9.a) 3=5;b) 5'=5;c) xe{0,4};d) {1,3,5,7);
e) xe{1,3,5,7}.10.2)48: 12;b)nu. 12.2) 215=0 inZ;b) 47=51nZ;c) 62=2nZ;d) 10320 in Z,
13.Dacan=2k+1cuke Z, atuncin?=4k*+ 4k +1=1=4k(k + 1) + 1. Cum unul dintre numerele k si k + 1 este
par, rezulta c& 4k(k+ 1) : 8.14.Daca £ € Z,, atunci £° € {0, 1, 6}. Se deduce cain Z, 3 nu poate fi scris ca suma
de doua cuburi, deci un numar de forma 7m + 3 nu este suma de doua cuburi perfecte. 15. Se observa mai intai ca
patratele elementelor din inelul Z, sunt 0, 1, 4, 9. Fie x? un patrat perfect si  restul impartirii lui x? la 16, asadar
X =r (mod 16) sire {0, 1, 2, ..., 15}. Dar 0 < r< 15, deci r € {0, 1, 4, 9}, adica r este un patrat perfect.

16. Sunt 4 astfel de clase de resturi: 0,1, 2, 3. Spre exemplu, in clasa 1 se afld numerele 1, 5, 9, -3, -7.

17.) x,, = -3++9-4ab. b

==, ) Discriminantul A al ecuatiei este egal cu 9 - 4ab. Scriema=2m+1,b=2n+1si
rezultd cd A =5 - 16mn - 8m - 8n. Trecand la clase de resturi modulo 8 avem A = 5. Cum pétratele elementelor din
Z,sunt 0,1, 4, se deduce ca A nu este patrat perfect. 18. ¢) Din 30 @5 = 0 rezulta, adunand la amandoi membrii

egalitatii 2 (care este opusul lui 5 in Z), 30 % = 2. Inmultind aceast& egalitate cu 5, care este inversul lui 3 in Z,
se deduce £ =10 = 3, deci solutia este X = 3. 19. cyn®-n=nmn?-1)=(m-1)-n-(n+1)este produsul a trei numere
consecutive si unul dintre ele este divizorul prin 3. d) InZ, avem (a+b+c)’ = (a® b @) =a° ®H° @& = &b,

deci a+b+c=0 dacé sinumaidaca a’ +b>+c*=0.e)Dacda + b+ c: 3, rezulta din identitatea indicata c& si
a® + b® + ¢ e divizibil prin 3. Reciproc, daca a® + b° + ¢*: 3, se deduce mai intdi ca (a + b + ¢)*: 3. Folosind apoi
descompunerea in factori primi a lui a + b + ¢, rezulta ca 3 este un divizor al sau.

Pag. 98. Test de verificare. 1. a); c). 2. (U(Z;), ©) este grup.
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Patrate si radicali

n’ vn n| n vn n Jn n | n Jn

1 |1,0000 26 676 15,0990 51| 2601 |7,1414 76 | 5776 | 8,7178
4 114142 27 729 15,1961 52| 2704 | 72111 77 | 5929 |8.,7749
9 [1,7320 28 784 15,2915 53 | 2809 | 7,2801 78 | 6084 | 8,8317
16 12,0000 29 841 |5,3851 54 | 2916 | 7,3484 79 | 6241 | 8,888l
2,2360 30 900 |5,4772 55| 3025 | 7,4162 80 | 6400 | 8,9442
36 12,4494 31 961 |5,5677 56 | 3136 | 7,4833 81 | 6561 | 9,0000
49 12,6457 32 | 1024 |5,6568 57| 3249 | 17,5498 82 | 6724 |9,0553
64 12,8284 | |33 | 1089 |5,7445 58 | 3364 | 7,6157 | | 83| 6889 |9,1104
81 13,0000 34 | 1156 |5,8309 59 | 3481 | 7,6811 84 | 7056 |9,1651
10 100 |3,1622 35 | 1225 59160 60 = 3600 | 7,7459 85 | 7225 19,2195
11 121 13,3166 36 | 1296 |6,0000 61 | 3721 | 7,8102 86 | 7396 |9,2736
12 144 |3,4641 37 | 1369 |6,0827 62 3844 | 7,8740 87 | 7569 |9,3274
13 169 |3,6055 38 | 1444 16,1644 63 | 3969 | 7,9372 88 | 7744 |9,3808
14 196 |3,7416 39 | 1521 |6,2450 64 | 4096 | 8,0000 89 | 7921 |9,4339
15 225 13,8729 40 | 1600 16,3245 65| 4225 | 8,0622 90 | 8100 |9,4868
16 256 | 4,0000 41 | 1681 16,4031 66 | 4356 | 8,1240 91 | 8281 |9,5393
17 289 14,1231 42 | 1764 |6,4807 67 | 4489 | 38,1853 92 | 8464 |9,5916
18 324 |4,2426 43 | 1849 |6,5574 68 | 4624 | 82462 93 | 8649 |9,6436
19 361 14,3589 44 | 1936 |6,6332 69 | 4761 | 8,3066 94 | 8836 | 9,6953
20 400 |4,4721 45 | 2025 |6,7082 70 | 4900 | 8,3666 95 | 9025 |9,7467
21 441 14,5825 46 | 2116 |6,7823 71 | 5041 | 8.4261 96 | 9216 |9,7979
22 | 484 14,6904 | |47 | 2209 |6,8556 72 | 5184 | 84852 | | 97 | 9409 | 9,8488
23 529 14,7958 48 | 2304 16,9282 73 | 5329 |8,5440 98 | 9604 |9,8994
24 576 14,8989 49 | 2401 |7,0000 74 | 5476 | 8,6023 99 | 9801 |9,9486
25 625 15,0000 50 | 2500 |[7,0710 75| 5625 | 8,6602 | (100 | 10000 10,0000

Ol e [ 1o =[S
)
W

Bibliografic

. Bell, E. T., Men of Mathematics, Penguin Books, 1953

. Campan, F., Probleme celebre, Ed. Albatros, 1972

. Gardner, M., Amuzamente matematice, Ed. Stiintifica, 1968

. Gardner, M., Alte amuzamente matematice, Ed. Stiintifica, 1970

. Popescu, T., Retrospectiva matematica - repere evolutive, Ed. Litera, 1980

. Rusu, E., De la Thales la Einstein, Ed. Albatros, 1971

. Singer, M., Voica, C., Neagu M., Statistica si probabilitati. Curs introductiv pentru elevi, studenti si
profesori, Ed. Sigma, Bucuresti, 2003

8. Tangram, Carte - joc de decupat si asamblat. Ed. JECO, 1986

9. Tarasov, L., This amazingly symmetrical world, Mir Publishers, 1986

10. Tomescu, |., Probleme de combinatoricé si teoria grafurilor, EDP 1981, Bucuresti

11. Tomescu, |., Introducere in Combinatorica, Ed. Tehnica, Bucuresti, 1972

12. Tomescu, ., Ce este teoria grafurilor?, Ed. Stiintifica Enciclopedica, 1982

13.lon, I. D. Radu, N., Algebréa, EDP, Bucuresti, 1981

14. Minguin-Debray, M., L’atelier des polyédres, ACL - Les Editions du Kangourou, Paris

N O o WN -

104



ISBN 973-649-260-5

ISBN 978-973-649-260-0




	p 001-002
	p 003-021
	p 022-035
	p 036-053
	p 054-069
	p 070-083
	p 084-104



