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Introducere

Toate domeniile culturii se dezvoltã în strânsã interdependenþã cu matematica.
Matematica bine fãcutã oferã tehnici de gândire care permit optimizarea deciziilor
în situaþii variate, precum ºi instrumente de prelucrare a informaþiei astfel încât
ceea ce este esenþial sã poatã fi valorificat cu maximum de eficienþã.

Manualul de faþã se adreseazã elevelor ºi elevilor din filiera vocaþionalã,
profilul pedagogic ºi profilul sportiv, care au alocatã, prin planul de învãþãmânt, o
orã de matematicã pe sãptãmânã.

Manualul este organizat în unitãþi de învãþare. În cadrul fiecãrei unitãþi de
învãþare sunt derulate: secvenþa de familiarizare, evidenþiatã prin titlurile „Ne
amintim ºi explorãm” sau „Observãm ºi explorãm”,  secvenþa de structurare,
evidenþiatã prin titlul „Analizãm ºi generalizãm” ºi secvenþa de aplicare ºi
transfer, evidenþiatã prin titlul „Aplicãm ºi dezvoltãm”.

Fiecare unitate de învãþare începe cu un test preliminar de autoevaluare, ce
sintetizeazã cunoºtinþele de bazã necesare pentru parcurgerea capitolului
respectiv.

În corpul fiecãrei unitãþi am evidenþiat etapele demersului didactic prin
expresiile: Sã observãm!, Sã comparãm!, Sã analizãm!, Sã aplicãm!, Sã
demonstrãm!.

Concluziile unei etape de raþionament sau de observare, finalizate printr-o
propoziþie generalã, de tipul unei teoreme sau al unei definiþii, sunt evidenþiate cu
ajutorul expresiei „În general!”.

Pentru a facilita conexiunile între conþinuturile cu caracter strict matematic
din lecþie ºi aplicaþiile acestora, am grupat în benzile laterale ale paginilor manualului
atenþionãri, exemplificãri ºi exerciþii necesare în fixarea noþiunilor prezentate.

Fiecare unitate de învãþare se încheie cu o scurtã lecturã, care raporteazã
tematica acesteia la evoluþia istoricã a conceptelor sau la conexiuni semnificative
cu diferite domenii.

Testele de evaluare de la sfârºitul fiecãrei unitãþi oferã modalitãþi de verificare
a nivelului de achiziþii în domeniul matematicii ºi al aplicaþiilor acesteia ºi sunt
astfel formulate încât þintesc fiecare dintre competenþele avute în vedere de
programa ºcolarã.

Demersul de construcþie ºi dezvoltare a manualului a urmãrit formarea unor
competenþe care sã permitã identificarea relaþiilor între noþiunile matematice
studiate, interpretarea datelor de diverse tipuri, utilizarea unor algoritmi ºi concepte
matematice în situaþii diverse, exprimarea caracteristicilor matematice ale unei
situaþii concrete ºi analiza de situaþii-problemã în scopul optimizãrii soluþiilor
practice. Informaþia conþinutã în programa ºcolarã a fost structuratã ºi detaliatã
astfel încât aceste deziderate sã fie realizate cu succes.

Ne exprimãm speranþa cã manualul va oferi un instrument practic de învãþare
tuturor acelora care sunt dornici sã înþeleagã, sã explice ºi sã acþioneze eficient
în lumea în care trãim.
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Acest simbol marcheazã
secvenþa avutã în vedere
în cadrul unitãþii de
învãþare.

Indicã un enunþ obþinut prin extrapolarea unor
exemple sau proprietãþi particulare. Acest
enunþ poate fi o definiþie sau o teoremã.

Simbolul  ...  atenþioneazã asupra faptului
cã anumite justificãri au fost omise în
cadrul demonstraþiei. Ele trebuie
formulate de cãtre cititor, pentru a
participa activ la înþelegerea textului.

Observãm ºi explorãm!

Comentariile ºi atenþio-
nãrile sunt marcate prin
acest semn.

Aplicaþiile imediate
sunt corelate cu
explicaþiile sau
exemplele din corpul
lecþiei, în dreptul
cãrora sunt situate.

Subtitlurile evidenþiazã
etape ale demersului
didactic.

Aceastã expresie
evidenþiazã tipul de
activitate care urmeazã.

Exemplele au legãturã cu
noþiunile definite anterior.

...
...

...
...

...
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Interpretarea
datelor

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. Studiazã tabelul de mai jos, care prezintã câteva echipe de fotbal din divizia C ºi aflã
care echipã are cele mai multe goluri marcate ºi care echipã are cea mai slabã apãrare.
Gãseºte echipa cu cele mai multe meciuri egale.

Împãrþirea
cu rest

Unitatea de învãþare 1

Test iniþial de autoevaluare

Loc Echipa Meciuri Victorii Egaluri Înfrângeri Goluri 
marcate 

Goluri 
primite 

Puncte 

11. CSM ENA Făgăraş 26 10 5 11 29 31 35p 
12. CS Predeal 26 7 7 12 23 26 28p 
13. Mantrax Bod 26 5 4 17 21 45 19p 
14. CS Târgu 

Secuiesc 
26 2 2 22 11 56 8p 

2. Gãseºte câtul ºi restul în cazul în care deîmpãrþitul d ºi împãrþitorul i sunt egale cu:
a) d = 37; i = 5 b) d = 36; i = 12 c) d = 43; i = 8
d) d = 124; i = 14 e) d = 1211; i = 12 f) d = 2424; i = 101.

Divizibilitate 3. Stabileºte valoarea de adevãr a propoziþiilor:
a) 24 este divizibil prin 6 b) 24 îl divide pe 6
c) 249 este divizibil prin 9 d) –5 este un divizor al lui 5.

4. Scrie divizorii întregi pentru fiecare dintre numerele: 12, 16, 30 ºi 100.

Calcul
numeric

5. Efectueazã:
a) –24 + 22 b) (–4 + 3) · (–2) c) (–1 + 1) · (3 – 1) d) –1 + 1 · 3 – 1

e) (–1) · (–2) · (–3) f)
1 5 4
2 6 3
  g) 2,7 – 3,81 + 4,43 h)     1 2 3 4 1: 1

5 3 2 5 3
    .

Procente 6. Calculeazã:
a) cât reprezintã 30% din 120.
b) cât la sutã din 640 reprezintã 160.
c) cât va costa un bilet de autobuz de 1,10 lei dupã o scumpire de 10%.
d) care este procentul de ieftinire al unei cãrþi care înainte costa 24 lei, iar dupã ieftinire
are preþul de 21 de lei.

Calcul
geometric

7. Determinã lungimile segmentelor marcate cu x în figurile de mai jos.

6

8

x 8

6

x

4

3

8

x
4

a) b) c)
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 De ce crezi cã este utilizatã
denumirea de „asociativitate”
pentru aceastã proprietate a
adunãrii?

Ilustreazã printr-un exem-
plu din cotidian comutativi-
tatea înmulþirii.

În diferite situaþii din viaþa de zi cu zi folosim, uneori fãrã sã ne dãm seama de
aceasta, proprietãþi ale operaþiilor cu numere.

Exemplul 1: Asociativitatea adunãrii
Andrei, Ionuþ ºi Mihai vor sã cumpere un cadou mamei. Andrei a economisit 6 lei,

Ionuþ 8 lei, iar Mihai are puºi deoparte 7 lei.
Andrei a fãcut urmãtorul calcul: „Eu ºi Ionuþ avem împreunã 14 lei, dacã adãugãm

cei 7 lei de la Mihai obþinem 21 de lei.” Calculul fãcut de Andrei a fost: (6 + 8) + 7 = 21.
Ionuþ în schimb a raþionat astfel: „Andrei are 6 lei. Eu ºi Mihai avem împreunã 15 lei,
deci în total avem 21 de lei.” Calculul a fost: 6 + (8 + 7) = 21.

Faptul cã cei doi fraþi au obþinut aceeaºi sumã se datoreazã asociativitãþii adunãrii:
Oricare ar fi numerele a, b, c, avem:  (a + b) + c = a + (b + c).

Exemplul 2: Comutativitatea adunãrii
Doamna Vasiliu cumpãrã în fiecare dimineaþã o pâine ºi un litru de lapte. Comparând

bonurile de casã din douã zile diferite a observat cã într-una din zile fusese înregistratã
mai întâi pâinea, apoi laptele, iar în cealaltã zi produsele fuseserã înregistrate în
ordinea inversã.

Exemplul 3: Asociativitatea înmulþirii
Într-un depozit sunt aºezate mingi de baschet pe 5 rafturi suprapuse. Pe fiecare

raft sunt 4 rânduri ºi pe fiecare rând sunt câte 6 mingi. Dorel a calculat numãrul total
de mingi astfel: pe un raft sunt de 4 ori câte 6 mingi, deci  4 · 6 = 24 de mingi. Cum în
depozit sunt 5 rafturi, rezultã un total de  5 · (4 · 6) = 5 · 24 = 120 de mingi. Mircea a
raþionat în alt mod: pe 5 rafturi avem 4 rânduri, deci în total sunt 5 · 4 = 20 de rânduri.
Cum fiecare rând are câte 6 mingi, în total sunt  (5 · 4) · 6 = 20 · 6 = 120 de mingi.

Cei doi bãieþi au obþinut acelaºi numãr datoritã asociativitãþii înmulþirii:
Oricare ar fi numerele a, b, c, avem:  (a · b) · c = a · (b · c).

Observãm ºi explorãm!

Numere. Operaþii cu numere. Proprietãþi

Operaþii cu numere în cotidian

Faptul cã suma obþinutã este aceeaºi se datoreazã comutativitãþii adunãrii:
Pentru orice douã numere a ºi b, avem:   a + b = b + a.
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Cum ar fi putut proceda
cei doi soþi dacã ar fi gãsit în
magazin mochetã cu lãþimea
de 5 m? Realizeazã o schiþã!

Sã comparãm!
Proprietãþile de asociativitate ºi comutativitate fac referire la o singurã operaþie

algebricã (adunare sau înmulþire).
Proprietatea de distributivitate „leagã” cele douã operaþii cunoscute.

1. Stabileºte paritatea rezultatului unui exerciþiu în care
se fac numai adunãri ºi scãderi, dacã numãrul
termenilor impari este:
a) 7;  b) 20;  c) 159;  d) 264;  e) 775;  f) 1088.

2. În exerciþiul  30·5 – 30:10 + 5, adaugã paranteze
pentru a obþine rezultatele: a) 17; b) 142; c) 8; d) 210.

3. Înlocuieºte literele cu cifre astfel încât calculul sã
fie corect:

11. Folosind metoda factorului comun, calculeazã:
a) 2 · 149 + 2 · 351; b) 3 · 213 + 3 · 287;
c) 7 · 985 + 7 · 15; d) 5 · 472 – 5 · 72;
e) 13 · 133 – 13 · 33; f) 16 · 379 – 16 · 279;
g) 2 · 498 + 2 · 373 – 2 · 371;
h) 6 · 412 – 6 · 327 + 6 · 315;
i) 9 · 1 029 – 9 · 638 – 9 · 391.

12. Calculeazã folosind metoda factorului comun:
15 · 27 + 15 · 23 + 15 · 50.

13. Calculeazã în douã moduri:
a) 28·506 + 72·506;      b) 21:7 + 56:7 + 63:7.

14. Folosind metoda factorului comun, calculeazã:
a) 107

 
·
 
316 + 107

 
·
 
684 – 107

 
·
 
990;

b) (8 + 16 + 24 + 32 + 40):15.

15. Calculeazã în douã moduri:
a) (2 + 4 + 6 + 8):(1 + 2 + 3 + 4);
b) 376·(673·111 – 673·11):673.

16. Se considerã numerele: a = 1 + 2 + 3 + … + 40 ºi
b = 2 + 4 + 6 + … + 80. Aratã cã 2·a – b = 0.

17. ªtiind cã  a + 2·b + 3·c = 41  ºi  5·a + 4·b + 3·c = 55,
determinã a + b + c.

18. Calculeazã ºi justificã rezultatul:
a) 2007·2008·2009·2010 – 2010·2009·2008·2007;
b) 2007·2000·1999·1995 – 2000·1995·1999·2007;
c) 74·46·49·36·42·56 – 37·46·21·72·98·56.

19. Calculeazã 12 345 679 · 9.  Folosind rezultatul, deter-
minã numãrul natural x  astfel încât:
a) 12 345 679·x  = 333 333 333;
b) 12 345 679·x  = 444 444 444;
c) 12 345 679·x  = 222 222 222;
d) 12 345 679·x  = 555 555 555.

b) abc

cba

8
4

8

a) b)

4. Adaugã paranteze astfel încât 1 + 2:3 + 4:5 + 6:7 = 1.

5. Efectueazã: a) (11 + 22 + 33 + … + 121):121;
b) 1 – 2 + 3 – 4 + 5 – 6 + … + 49 – 50 + 51.

6. Calculeazã în douã moduri:
(2 + 4 + 6 + 8 + 10) – (1 + 2 + 3 + 4 + 5).

7. Aflã numerele naturale mai mici decât 20 care
împãrþite la un numãr de o cifrã, dau restul 6.

8. Un numãr este cu 84 mai mare decât altul. Împãrþind
suma celor douã numere la diferenþa lor, se obþine
câtul 15 ºi restul 14. Aflã cele douã numere.

9. Câtul împãrþirii a douã numere naturale este 3, iar restul
10. Adunând deîmpãrþitul, împãrþitorul, câtul ºi restul,
obþinem 143. Care sunt cele douã numere?

10. Efectueazã:
a) (369 : 9 + 18 · 3 – 456 : 6) · 0;
b) (9 + 11 · 11 : 11 + 220) · 10;
c) 25 · (160 – 30 · 5 – 8) – (24 + 321 : 321).

Exemplul 4: Distributivitatea înmulþirii faþã de adunare

Holul din apartamentul familiei Popescu are o lungime de 6 m ºi o lãþime de 2,5 m.
Familia Popescu doreºte sã mocheteze holul. Deoarece nu au gãsit în magazin o
mochetã lungã de 6 m, ei s-au mulþumit sã cumpere douã bucãþi cu lãþimea de 2,5 ºi
cu lungimile de 2 m, respectiv 4 m. Pentru a se stabili preþul, a trebuit calculatã
suprafaþa totalã a mochetei cumpãrate.

Domnul Popescu a calculat suprafaþa fiecãrei bucãþi ºi a adunat rezultatele:
2,5 · 4 + 2,5 · 2 = 10 + 5 = 15 (m2)
Doamna Popescu a þinut cont, în calculul fãcut, cã mochetele puse cap la cap

vor acoperi întregul hol ºi a calculat în acest mod suprafaþa totalã:
2,5 · (4 + 2) = 2,5 · 6 = 15 (m2).
Egalitatea rezultatelor obþinute se datoreazã distributivitãþii înmulþirii faþã de

adunare:
Pentru orice numere a, b, c,  avem:   a · (b + c) = a · b + a · c.

Exerciþii ºi probleme

Cititã de la dreapta spre
stânga, proprietatea de dis-
tributivitate evidenþiazã scoa-
terea factorului comun.
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Divizia C. Clasamentul final al seriei C8 
Loc Echipa Meciuri Victorii Egaluri Înfrângeri Goluri 

marcate 
Goluri 
primite 

Puncte Adevăr 

1. Forex Braşov 26 19 3 4 51 13 60p +21 
2. ASA Tg. Mureş 26 15 5 6 42 26 50p +11 
3. Mureşul Luduş 26 12 6 8 31 26 42p +3 
4. Tractorul Braşov 26 12 4 10 39 31 40p +1 
5. Chimica Târnăveni 26 11 7 8 34 26 40p +1 
6. Avântul Reghin 26 12 3 11 27 24 39p 0 
7. Transkurier Sf. Gheorghe 26 10 8 8 25 20 38p –1 
8. Mobila Sovata 26 10 7 9 31 37 37p –2 
9. Gaz Metan Tg. Mureş 26 10 7 9 29 28 37p –2 

10. Unirea Ungheni 26 11 4 11 34 38 37p –2 
11. CSM ENA Făgăraş 26 10 5 11 29 31 35p –4 
12. CS Predeal 26 7 7 12 23 26 28p –11  

Sã ne amintim!
Mulþimile de numere întâlnite în clasele anterioare sunt: mulþimea numerelor natu-

rale (notatã cu q), mulþimea numerelor întregi (m), mulþimea numerelor raþionale ({) ºi
mulþimea numerelor reale (Z).

 Mulþimea numerelor naturale

Numerele naturale 0, 1, 2, 3, ... sunt folosite în mod curent pentru a exprima de
câte ori se repetã o anumitã cantitate, câte obiecte avem º.a.m.d.

Numerele naturale se reprezintã pe axa numerelor. Aceasta este o dreaptã pe
care am fixat o origine, un sens ºi o unitate de mãsurã. Pe aceastã axã, numerele
naturale sunt aºezate în ordine crescãtoare în sensul pe care l-am ales, astfel încât
0 sã corespundã originii. Pentru n U 1, numãrul n este aºezat faþã de (n – 1) la
distanþa datã de unitatea de mãsurã fixatã.

Putem reprezenta un numãr natural pe axã fie cu
ajutorul unei rigle gradate, fie cu o riglã negradatã ºi cu un
compas. În acest din urmã caz procedãm astfel:
• Potrivim compasul astfel încât deschiderea sa sã
coincidã cu unitatea de mãsurã.
• Aºezãm compasul cu vârful în origine ºi, în sensul pe
care l-am ales, construim numãrul 1.
• Potrivind acum vârful compasului în punctul cores-
punzãtor lui 1, obþinem numãrul 2, într-un mod analog.
• Pas cu pas, construim numerele naturale la rând, pânã
când ajungem la numãrul dorit.

1

2

0 Reprezintã pe axã numã-
rul 6. Poþi face aceastã repre-
zentare utilizând compasul
numai de 3 ori? (Fãrã a folosi
rigla gradatã!)

Analizãm ºi înþelegem!

Mulþimi de numere ºi operaþii cu numere

 Mulþimea numerelor întregi

Uneori, numerele naturale nu sunt suficiente pentru a descrie o anumitã situaþie.

–4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4

 Explicã semnificaþia nu-
merelor negative din tabelul
de mai jos.

Sã analizãm!
În campionatul de fotbal al

Diviziei C, echipa „ASA Tg. Mureº” a
marcat 42 de goluri ºi a primit 26, iar
echipa „CS Predeal” a marcat 23 de
goluri ºi a primit 26. Pentru a diferenþia
între cele douã cazuri, spunem cã
prima echipã are golaveraj pozitiv, +
16, iar cea de-a doua are golaveraj
negativ, –3. Am folosit, pe lângã
numerele naturale 42, 26, 23 ºi
numãrul negativ –3.

Numerele negative pot fi ºi ele
reprezentate pe axã. Mai precis, ele
sunt aºezate astfel încât –n ºi n sã
fie simetrice faþã de origine, pentru
orice numãr natural n.

 Marcheazã pe axã numã-
rul –4, folosind o riglã
negradatã ºi un compas.

Numerele naturale se
reprezintã, de fapt, pe o
semidreaptã.
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 Cum obþinem fracþii echivalente?

Dacã înmulþim atât numãrãtorul, cât ºi numitorul fracþiei 
m
n  cu numãrul întreg  a @ 0,

obþinem fracþia 
a m
a n

 , care este echivalentã cu 

m
n . Spunem cã am amplificat fracþia

m
n  cu a. Scriem aceasta 

a) m am=
n an .

 Amplificã fracþia 2
3  cu 2,

cu –1 ºi cu 4.

 De ce sunt fracþiile 
a · m
a · n

ºi 
m
n  echivalente?

 Simplificã fracþia 12
18  prin

2, 3 ºi –6!

 Poþi simplifica fracþia 4
5 ?

De ce?

Sã analizãm!
Un stadion are 25 000 de locuri, din care 5 000 la tribuna I, 10 000 la tribuna a II-a ºi

10 000 la peluzã. Aceasta înseamnã cã 
1
5

 din locurile stadionului sunt cele de la

tribuna I, 
2
5

 sunt cele de la tribuna a II-a ºi tot 
2
5

 din capacitatea stadionului este

reprezentatã de locurile de la peluzã.

Administratorul stadionului a comunicat aceastã informaþie, spunând cã 40% din

locuri sunt la tribuna a II-a: 
40 2

40% =
100 5

.

Sã reþinem!

 Gãseºte numerele raþio-

nale egale cu 
3
2

, din ºirul:

6 12 9 2, , ,
4 8 4 3




.

Exemplu

Fracþiile 2
6

 ºi 1
3

 sunt echivalente, aºa cum

se observã ºi pe desen.

Douã fracþii 
m
n  ºi 

p
q  (cu m, n, p, q i m, n  0, q  0) sunt echivalente dacã

m · q = n · p. Fracþiile echivalente reprezintã acelaºi numãr raþional. Douã numere
raþionale sunt egale dacã sunt reprezentate prin fracþii echivalente.

Invers, sã presupunem cã 
m
n  este o fracþie în care atât numãrãtorul, cât ºi numitorul

sunt divizibile prin numãrul întreg d, adicã existã m ºi n i m, cu m = d · m ºi n = d · n.

Fracþiile 
m
n  ºi 

m
n

  sunt echivalente. În acest caz, am simplificat fracþia 

m
n  prin d ºi

scriem 


(dm m=
n n

.

 Reprezentarea numerelor raþionale ca fracþii

Putem scrie numerele raþionale sub formã de fracþie de tipul 
m
n , unde m, n i m, n @ 0.

Numerele 2
4

 ºi

5
10

 sunt egale, în timp ce numerele 
1
2  ºi 1

2
 nu sunt egale.

 Mulþimea numerelor raþionale

Atunci când trebuie sã lucrãm cu pãrþi ale unui întreg, folosim numerele raþionale.
Acestea pot fi reprezentate în douã moduri, pe care le descriem în continuare.

O fracþie care nu mai
poate fi simplificatã (decât
prin ±1) se numeºte
ireductibilã.

Exemplu

Sã considerãm fracþia 30
348 . 30 ºi 348 sunt divizibile prin 2, deci

(230 15
348 174

 .

Mai departe, 15, ºi 174 sunt divizibile prin 3. Putem simplifica ºi avem 
(315 5

174 58
 ,

deci 30 5
348 58 . Aceastã ultimã fracþie nu mai poate fi simplificatã (decât prin 1 sau –1),

deoarece 5 nu este divizor al lui 58.
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Uneori, este utilã scoaterea întregilor din fracþie. Aplicând teorema împãrþirii cu
rest, putem scrie numãrãtorul  m  sub forma  m = n · q + r, unde q i q este câtul, iar

r i {0, 1, ..., n – 1} este restul împãrþirii lui m la n. Obþinem 
m rqn n .

Exemplu              


( 140 19 55 55 4 40 40 19 191 ; 3 ; ( 1) 1 1
21 21 17 17 17 21 21 21 21

.

De asemenea, poate fi utilã introducerea întregilor în fracþie.

Exemplu      
11)4 4 2 4 262 2

11 11 1 11 11 .
Explicã deosebirile dintre

diferitele tipuri de numere
zecimale.

10

 Reprezentarea numerelor raþionale sub formã zecimalã

Putem scrie numerele raþionale sub formã zecimalã (cu virgulã). Întâlnim trei
tipuri de astfel de scrieri:

a) finite:   0,25; –1,752; 3,443;
b) periodice simple: 1,(3); 2,(24); –6,(5);
c) periodice mixte: 2,41(2); –3,12(3); 5,223(2).

Numerele zecimale sunt utile atunci când lucrãm cu unitãþi de mãsurã ºi cu multipli
ºi submultipli ai acestora.

Exemple
1 m = 0,1 dam = 0,01 hm = 0,001 km
1 ban = 0,01 lei.

Orice numãr întreg se
poate scrie în formã zecimalã
dacã adãugãm dupã virgulã
numai cifre de 0. De exem-
plu, 29 = 29,0 = 29,00.

Dacã la o fracþie zecimalã
finitã adãugãm zerouri dupã
cifrele semnificative de dupã
virgulã, atunci valoarea
acesteia nu se schimbã. De
exemplu: 3,413 = 3,41300. Cum trecem de la o formã de reprezentare la alta?

Întrucât folosind înmulþirea cu –1 putem schimba semnul unei fracþii, în exemplele
de transformãri lucrãm cu fracþii în care atât numãrãtorul cât ºi numitorul sunt pozitive.

Trecerea din formã fracþionarã în formã zecimalã se face împãrþind numãrãtorul
fracþiei la numitorul acesteia.
Exemple

2 0,08
25

Scrie sub formã zecimalã
fracþiile:




27 9 43 17 8, , , ,
20 13 15 40 7  ºi 1

14 .

11

2  25
0  0,08
20 
 0
200
200
===

2 0,(6)
3
 31 2,58(3)

12

Observãm cã deîmpãrþitul 20,
câtul 6 ºi restul 2 se repetã. Aceasta
înseamnã cã obþinem perioada 6.

Observãm cã deîmpãrþitul 40, câtul 3
ºi restul 4 se repetã, ceea ce înseamnã cã
am obþinut o fracþie mixtã cu perioada 3.

2  3
0  0,66...
20 
18
=20
 18
 =2

31  12
24  2,5833...
=70 
 60
 100

 96
 ==40

 36
 ==40

 36
 =4

Orice numãr zecimal poate fi scris sub formã fracþionarã. Pentru cele trei tipuri de
numere zecimale existã trei algoritmi diferiþi de transformare.

Exemplul 1: Numere zecimale cu scriere finitã

  
(2254 1254 627

1,254 1
1000 1000 500

.

În general

Pentru orice fracþie 
m
n gãsim, dupã simplificãri succesive, o fracþie 

m
n



echivalentã  cu 
m
n  ºi care nu mai poate fi simplificatã (decât prin 1 sau –1).

  Gãseºte fracþii egale cu
20
36  ºi 48

90  care nu mai pot fi

simplificate.
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Observã exemplele ºi
formuleazã reguli de transfor-
mare.

13

Efectueazã transformã-
rile inverse!
14

În figura de mai jos,
dreptele orizontale sunt para-
lele. Comparã rapoartele
segmentelor determinate de
aceste drepte pe cele trei
secante, apoi calculeazã x.

15

Exemplul 2: Numere periodice simple

1) 
(312 210 70

2,(12) 2
99 99 33

   ; 2)  
4 31

3,(4) 3
9 9

.

Sã analizãm!

Vrem sã reprezentãm pe axã numãrul 
1
5

.

x5

63

10

4

A1

A2

A3

A

A

4

5

O

21

B

Pentru aceasta, ducem prin O o semidreaptã distinctã de axa numerelor. Pe
aceastã semidreaptã, construim segmente de lungimi egale, pornind din O:

1 1 2 2 3 3 4 4 5OA A A A A A A A A    .
Unim A

5
 cu punctul B, corespunzãtor lui 1. Ducem prin A

1
, A

2
, A

3
 ºi A

4
 paralele la

dreapta A
5
B. În acest fel, am împãrþit segmentul OB, de lungime 1, în 5 segmente

egale, de lungime 1
5 .

 Mulþimea numerelor reale

Anumite probleme concrete au condus la utilizarea unor numere care nu sunt
raþionale. A apãrut în acest fel necesitatea introducerii unei mulþimi mai largi de numere,
aceea a numerelor reale, notatã cu Z.

 Cum reprezentãm numerele raþionale pe axa numerelor?

Am vãzut cã numerele întregi pot fi reprezentate pe axa numerelor. Cum  putem
include ºi mulþimea numerelor raþionale pe aceeaºi axã?

Reprezintã pe axã nume-

rele 3 14 82 , , .
4 5 5



16

Verificã faptul cã 627
500  are

forma zecimalã 1,254.

12

A

O

B
1

1 1

1
2

Exemplul 1
Domnul Popescu vrea sã îºi construiascã în grãdinã o micã serã. Pentru

construcþia ei, va realiza întâi o structurã metalicã. În centru va aºeza þãruºi verticali
de 2 m, la margini þãruºi cu înãlþimea de 1 m, iar lãþimea serei va
fi de 2 m. Domnul Popescu a realizat o schiþã cu profilul serei
pentru a calcula dimensiunea barelor oblice care urmeazã sã sprijine
acoperiºul. A determinat mai întâi lungimea segmentului OB, care
este 2 – 1 = 1 (m) ºi pe cea a segmentului AB, egal cu jumãtate
din lãþimea serei, de 1 m.

Aplicând teorema lui Pitagora în triunghiul OAB, a obþinut:
OA2 = OB2 + AB2, deci OA2 = 2.

Domnul Popescu ºi-a dat seama cã, pentru a realiza traversa oblicã are nevoie
de o barã cu lungimea de 2 m. Utilizând calculatorul, a aflat cã 2 1,4142 ;
domnul Popescu a decis sã utilizeze o barã de 1,42 m pentru realizarea acoperiºului
serei.

numãrul format cu cifrele din
perioadã

o cifrã în perioadã

numãrul format cu cifrele din afara perioadei


  

(3123 12 111 37
0,12(3)

900 900 300

o cifrã în perioadã  2 cifre în afara perioadei

Exemplul 3: Numere periodice mixte
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Exemplul 2
Încã din Antichitate s-a observat cã raportul dintre lungimea unui cerc ºi diametrul

acestuia nu depinde de cercul ales (fiind aºadar acelaºi pentru toate cercurile consi-
derate). Valoarea acestui raport a fost notatã cu . În calcule, folosim pentru  di-
verse aproximãri. De obicei, aproximãm  cu 3,14.

Se ºtie cã numãrul  nu poate fi construit cu rigla ºi compasul pe axa numerelor.
Singurul mod în care putem „vizualiza” numãrul  pe axã este sã „rostogolim” (fãrã

frecare) un cerc de razã 1
2 .

Pe site-ul
http://www.zenwerx.com/pi.php
pot fi vizualizate primele 4
milioane de cifre de dupã
virgulã ale lui .

Numãrul 2  este un numãr iraþional. El poate fi reprezentat pe axa numerelor cu
rigla ºi compasul astfel:

– construim un triunghi dreptunghic isoscel ABC ˆ(m( ) 90 )A    având catetele
egale cu unitatea de mãsurã;

– pe axa numerelor mãsurãm, cu ajutorul compasului, un segment cu unul din
capete în origine ºi cu celãlalt pe semidreapta pe care sunt situate numerele pozitive,
astfel încât lungimea sa sã fie egalã cu lungimea ipotenuzei BC a triunghiului construit
anterior.

Dacã, prin absurd, 2  ar fi numãr raþional, el ar putea fi scris sub formã de fracþie

ireductibilã, adicã m
n2  (m, n i m, n @ 0, m ºi n prime între ele).

1

1
2

A B

C

1 220

 Demonstreazã cã 5
este numãr iraþional. Stabi-
leºte dacã 5  poate fi repre-
zentat pe axa numerelor cu
rigla ºi compasul ºi, în caz
afirmativ, explicã modul de
reprezentare!

17

Sã demonstrãm!

2  nu este numãr raþional.

Aºezând cercul în origine ºi apoi rostogolindu-l în sensul ales pe axã, punctul care
iniþial se afla în origine, la încheierea unei rotaþii complete se va gãsi în dreptul numãrului .

În general

Nu orice numãr real poate fi reprezentat pe axã cu rigla ºi compasul. Totuºi,
fiecãrui numãr real îi corespunde un punct de pe axa numerelor ºi reciproc. Am
„completat” în acest fel axa numerelor, obþinând o corespondenþã între mulþimea Z ºi
punctele unei drepte.

 De ce acest cerc trebuie

sã aibã raza 1
2 ?

18

0

1
2

1 2 3

Prin ridicare la pãtrat am obþine 
2

2
2  m

n
, deci m2 = 2n2. Aceasta ar însemna cã m

este numãr par, deci m = 2l, cu l i m. Înlocuim m în egalitatea m2 = 2n2 ºi deducem
4l2 = 2n2, aºadar n2 = 2l 2. Acestã relaþie ne conduce la concluzia cã ºi n este numãr

par. Dar atunci fracþia 
m
n  se poate simplifica cu 2, ceea ce contrazice ipoteza fãcutã.
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 Interpretarea operaþiilor cu numere folosind operaþiile cu vectori

Fiecãrui numãr real a îi corespunde un punct A de pe axã ºi reciproc.

Sã ne amintim!

 Vectori

Orice douã puncte A, B (nu neapãrat distincte) determinã un
vector, notat AB


. Punctul A se numeºte originea vectorului AB


,

iar punctul B se numeºte vârful lui AB


.
Fiecãrui vector nenul îi asociem direcþia, sensul ºi lungimea sa.
Doi vectori AB


 ºi CD


 sunt egali dacã mijlocul segmentului [AD] coincide cu

mijlocul segmentului [BC].

Exemple
În fiecare dintre desenele de mai jos sunt reprezentate puncte A, B, C, D pentru

care avem AB CD
 

.

O A

A

B

A

B

D

C

A B M C D

(2)

(1)

 Ce se poate spune des-
pre segmentul OA când a = 0?

20

Modulul oricãrui numãr
real este un numãr pozitiv
sau 0.

Vectorul AA


 se numeºte
vector nul ºi este notat cu 


0 .

 Ce legãturã existã între
modulul unui numãr real a ºi
lungimea vectorului OA


 aso-

ciat pe axã?

21

 Cum sunt sensurile vec-
torilor OA


 ºi OB


 dacã A îi

corespunde unui numãr pozi-
tiv, iar B unui numãr negativ?

22

 Gãseºte în figurile alãtu-
rate ºi alte perechi de vectori
egali!

23

 Construieºte punctul Q
în cazul în care N = P.
24

Sã demonstrãm!

Pentru orice vector 

MN  ºi pentru orice punct P, existã un unic punct Q astfel

încât 
 
MN PQ .

Prin definiþie, modulul numãrului a este egal cu lungimea segmentului [OA] ºi

este notat cu a . Caracterizãm numãrul a prin vectorul OA


.
Vom arãta în continuare ce legãturã existã între operaþiile cu numere reale ºi

operaþiile cu vectori.

N

M N

P Q

Punctul Q se obþine astfel: se construieºte
mai întâi mijlocul N al segmentului NP, iar punctul
Q cãutat este simetricul lui M faþã de N...

Sã reþinem!

În continuare, facem câteva precizãri privind reprezentarea numerelor reale. Am
vãzut cã pentru numerele raþionale avem trei modalitãþi de scriere în formã zecimalã
(finitã, periodicã simplã, periodicã mixtã). Ceea ce caracterizeazã numerele iraþionale
este faptul cã zecimalele de dupã virgulã nu se repetã periodic.

Spre exemplu, în cazul numãrului 1,23(456), a treia, a ºasea, a noua, ... cifrã de
dupã virgulã este 4; a patra, a ºaptea, ... cifrã este 5 º.a.m.d. Datoritã periodicitãþii,
ºtim exact ce cifrã urmeazã în scrierea numãrului raþional considerat.

În cazul unui numãr iraþional, chiar dacã ºtim regula de succesiune a cifrelor de
dupã virgulã, numãrul nu este periodic. Putem însã lucra cu aproximãri zecimale ale
unui astfel de numãr. De asemenea, existã diferite formule prin care se exprimã cu
precizie numere reale. Câteva exemple de acest fel apar în lectura de la pagina 21.

 Completeazã demon-
straþia alãturatã.

Reprezintã situaþia în care
punctele M, N ºi P sunt coli-
niare. Se pãstreazã enunþul?

25

 Observã modul în care
se succed zecimalele numã-
rului 0,123456789101112....

Este raþional acest numãr?

19
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 Suma vectorilor

Sã ne amintim!
Suma a doi vectori se calculeazã cu regula paralelogramului sau cu regula

triunghiului.

 Se poate aplica regula
paralelogramului pentru
suma a doi vectori coliniari?

26

 Reprezintã suma vec-
torilor din desen. (Cele douã
segmente orientate au
aceeaºi lungime.)

27

A

B

C D

s s

Fiind daþi vectorii
AB  ºi 


CD ,

calculãm

s AB CD 
 

.

Regula triunghiului:
Transportãm unul din vectori
cu originea în vârful celuilalt.
Suma vectorilor ( s


) este cea

de-a treia laturã (orientatã) a

triunghiului.

Regula paralelogramului:
Transportãm unul din vectori
cu originea în originea celui-

lalt. Suma vectorilor ( s


)
este diagonala (orientatã)
paralelogramului format.

Fiind daþi vectorii coliniari 

AB  ºi


CD , calculãm  

 
s AB CD .

Aplicãm regula triunghiului (se va
obþine un triunghi alungit!).

Ilustreazã printr-un desen
adunarea a douã numere
negative alese de tine.

Sã observãm!
Considerãm pe axa numerelor punctele A ºi B corespunzãtoare numerelor 2 ºi –3,

precum ºi vectorii 

OA  ºi 


OB .

AB

–3 20

O

–3 0

O

2

C

–1

În general

Dacã a ºi b sunt numere reale, iar A ºi B sunt punctele corespunzãtoare de pe
axã, atunci numãrului  a + b  îi corespunde pe axã punctul C pentru care:

 
  
OA OB OC

28

  a b a b .

0

O

a b

A B C

a + b

Explicã ce se întâmplã în
cazul în care b = –a.

Sã analizãm!

1) Dacã numerele a ºi b au acelaºi semn, punctele A ºi B sunt de aceeaºi parte
a lui O. Numãrul  a + b  are acelaºi semn cu a ºi cu b, iar modulul lui  a + b  este egal
cu suma modulelor lui a ºi b.

29

   
    
OA OB OA AC OC .

Suma 2 + (–3) este egalã cu –1, iar suma vectorilor 

OA  ºi  


OB  este egalã cu

vectorul 

OC , unde C este punctul asociat numãrului –1.
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 Înmulþirea vectorilor cu scalari

Sã ne amintim!

Produsul dintre un scalar  ºi un vector 

AB  este egal cu vectorul 


AC , obþinut astfel:

1) Dacã  


0AB , atunci 


0AC .
2) Dacã 


0AB , folosim urmãtoarea regulã:

CA B BC A
În cazul în care scalarul  este pozitiv,
punctul C se aflã pe dreapta AB, de aceeaºi
parte a lui A ca ºi B ºi  AC =  · AB.

În cazul în care scalarul  este negativ,
punctul C se aflã pe dreapta AB, astfel
încât B ºi C sã fie de o parte ºi de alta
a lui A ºi      AC AB AB .

Acelaºi rezultat se obþine
înmulþind scalarul 2 cu
vectorul de poziþie al
numãrului –3. Realizeazã un
desen care sã ilustreze
aceastã afirmaþie.

Explicã ce se întâmplã în
cazul în care scalarul  este
egal cu zero.

31

Fiind dat vectorul v, de
mai jos, deseneazã vectorii
2 · v ºi –3 · v.

32

v
Sã observãm!

Considerãm pe axa numerelor punctul A corespunzãtor numãrului 2 ºi vectorul
asociat 


OA . Produsul (–3) · 2 este egal cu –6. Pe de altã parte, înmulþind scalarul (–3)

cu vectorul 

OA  se obþine vectorul 


OB , unde B este punctul asociat numãrului –6.

AB O

–6 0 2
26

În general

Dacã  ºi a sunt numere reale, iar A este punctul de pe axã corespunzãtor lui a,
atunci numãrului  · a  îi corespunde pe axã punctul B pentru care   

 
OA OB .

Sã analizãm!

BO A
2) Produsul dintre un numãr negativ ºi un numãr pozitiv este un numãr negativ:

„(–) · (+) = (–)”. Altfel spus, înmulþind cu un scalar negativ un vector al cãrui sens
coincide cu cel al axei numerelor, se obþine un vector având sens opus, deci
corespunzãtor unui numãr negativ.

Interpreteazã cu ajutorul
înmulþirii cu scalari regulile
„(+) · (–) = (–)” ºi
„(–) · (–) = (+)”.

33

AB O

Interpretãm regula semnelor pe care o folosim la înmulþirea numerelor cu ajutorul
înmulþirii vectorilor cu scalari.

1) Produsul dintre douã numere pozitive este un numãr pozitiv: „(+) · (+) = (+)”.
Altfel spus, înmulþind cu un scalar pozitiv un vector al cãrui sens coincide cu cel al
axei numerelor, se obþine un vector cu acelaºi sens, deci corespunzãtor unui numãr
pozitiv.

2) Dacã numerele a ºi b au semne contrare, punctele A ºi B sunt de o parte ºi de
alta a lui O pe axa numerelor. Sã presupunem cã b @ –a, adicã A ºi B nu sunt
simetrice faþã de O. În acest caz, semnul lui a + b este egal cu semnul aceluia dintre
numerele a ºi b, care are modulul mai mare. Aceastã regulã poate fi explicatã cu
uºurinþã cu ajutorul adunãrii vectorilor:

B C A

0

O

b aa+b

B C A

0

O

b aa+b

Foloseºte operaþiile cu
vectori pentru a explica semnul
sumei.

30
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a) Reprezintã în acelaºi mod, distributivitatea înmul-
þirii faþã de adunare.
b) Analizeazã diagrama ºi stabileºte câte operaþii
se efectueazã pentru a calcula  a · (b + c), respectiv
a · b + a · c.

a

b

c

a b+

( )+ca b+

a

b

c
b c+

a b+( + )c

(a + b) + c = a + (b + c)

1. Putem interpreta asociativitatea adunãrii cu ajutorul
unor diagrame de tipul celor de mai jos:

Exerciþii ºi probleme

2. Reprezintã pe axã numerele:

3;   –2;   3
4 ; 1

3
 ;   3 ;   5 .

3. Scrie în formã zecimalã numerele raþionale:

a) 3
8 ;    b) 41

9 ;    c) 35
18 .

4. Scrie în formã fracþionarã numerele zecimale:
a) 1,(27);    b) 0,3(6);    c) 0,42;     d) 2,1(3).

5. Aratã cã numãrul  3  nu este raþional.

6. Reprezintã vectorii u + v ºi u – v, folosind desenul
alãturat. Reprezintã apoi vectorii
2 · u, 2 · v ºi 2 · u + 2 · v.

u

v

8. Exprimã vectorii a


, b


 ºi c


 din desenul alãturat
sub forma   x u y v

 
 (cu x, y i Z).

v
u

c

ba

9. Calculeazã în douã moduri:
a) (–2) + (–1) + 0 + 1 + 2;

b) 1 1 1 1 2 3 4
4 3 2
      .

10. a) Adrian i-a explicat Corinei regula semnelor astfel:
Semnul „+” înseamnã „prieten”, iar semnul „–” înseam-
nã „duºman”. De aceea, regula „+ · + = +” se traduce
prin „prietenul prietenului meu este prietenul meu”.
Verificã aceastã modalitate mnemotehnicã pentru
încã un caz.
b) La adunare, semnul este dat de termenul „cel mai
tare”. Inventeazã o poveste despre aceastã regulã!

11. Foloseºte asociativitatea adunãrii ºi explicã modul
de calcul al unei sume în care apar atât termeni
pozitivi, cât ºi termeni negativi. Construieºte un
exemplu.

12. Calculeazã, utilizând eventual un minicalculator:
0,243 · (–2,37);     –5,1234 + 2,81.

Explicã schemele
alãturate.

34

 Proprietãþile operaþiilor cu numere reale

Urmãtoarele proprietãþi caracterizeazã operaþiile cu numerele reale:

a b c a b a c     ( )

Adunarea Înmulþirea

a + b = b + a
(a+b) + c = a + (b+c)

a + 0 = a

a + (–a) = 0 a
a

a  1 1, 0

a · b = b · a
(a·b) · c = a · (b·c)

a · 1 = a

Comutativitate

Asociativitate

0 este element neutru. 1 este element neutru.

Fiecare numãr are
un opus.

Fiecare numãr nenul
are un invers.

Distributivitatea înmulþirii faþã de adunare

7. Interpreteazã urmãtoarele calcule, folosind repre-
zentarea pe axã ºi vectori.
a) (–2) + (–3) = –5; c) 2 · (–3) = –6;
b) (–4) + 1 = –3; d) (–5) · (–2) =10.
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Aceste formule pot fi utile în efectuarea mai rapidã a unor calcule. Spre exemplu,
pentru a calcula pãtratul unui numãr, poate fi mai convenabil ca în locul calculului
direct sã scriem numãrul dat ca sumã a douã numere ºi apoi sã folosim formula de
dezvoltare de mai sus.

Exemple
1) (1001)2 = (1000 + 1)2 = 10002 + 2 · 1000 + 1 = 1000000 + 2000 + 1 = 1002001

2) 992 = (100 – 1)2 = 10000 – 200 + 1 = 9801

3) 20062 – 20052 = (2006 + 2005)(2006 – 2005) = 4011.

 Formule de calcul prescurtat. Calcul rapid

Sã ne amintim!

Pentru orice trei numere a, b, c, au loc egalitãþile:

 Demonstreazã algebric
formulele  de calcul rapid ºi
stabileºte ce proprietãþi ale
operaþiilor cu numere se
folosesc.

 Calculul bugetului personal

Când calculãm bilanþul bugetului personal, asociem de obicei numere pozitive
pentru venituri ºi numere negative pentru cheltuieli. În consecinþã, la calculul bilanþului
trebuie sã þinem cont de regula semnelor de la adunarea numerelor.

Exemplu
Familia Popescu a alcãtuit un tabel cu veniturile ºi cheltuielile realizate în primele

trei luni ale anului:

Aplicãm ºi dezvoltãm!

Luna Venituri Cheltuieli Bilanţ 
ianuarie 2000 2100 –100
februarie 2150 2200 –50

martie 2150 2000 150 

Astfel, în primele douã luni cheltuielile au fost mai mari decât veniturile, înregis-
trându-se un bilanþ negativ: membrii familiei au beneficiat de posibilitãþile de creditare
date de cardul de salarii. În cea de-a treia lunã, situaþia s-a inversat, obþinându-se un
bilanþ pozitiv.

 Care este bilanþul familiei
Popescu dupã primul trimes-
tru? Completeazã tabelul cu
urmãtoarele rezultate: totalul
veniturilor; totalul cheltuielilor;
bilanþul la finalul trimestrului.

Ce proprietãþi ale adunã-
rii numerelor reale foloseºti
pentru a verifica rezultatele?

 În contabilitate, semnele
matematice „–” ºi „+” sunt
înlocuite de cuvintele credit,
respectiv debit.

Aplicaþii ale proprietãþilor operaþiilor

 Observã desenele ºi inter-
preteazã cu ajutorul lor for-
mulele de calcul rapid.

a

a b

b

a b + 

= +

a

b
+

b
a

(a – b)2 = a2 – 2ab + b2

a b  –

b
b

a =

aa

– +a

b b

a b  –
b

a

=

a b + 

a b  –a2 – b2 = (a + b)(a – b)

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2
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 Operaþii efectuate folosind calculatorul de buzunar

Proprietãþile operaþiilor cu numere sunt utile, de exemplu, când vrem sã efectuãm
calcule folosind calculatorul de buzunar.

Exemplul 1
Efectuãm  3 + 3 · 5 + 3 · 7.
Varianta 1. Începem prin a tasta primul termen, 3, pe care îl introducem în me-

moria calculatorului. Dupã aceea calculãm 3 · 5, iar rezultatul 15 îl introducem în
memoria calculatorului, el fiind adãugat la numãrul deja existent în memorie, deci
calculatorul „þine minte” numãrul 18.

Procedãm analog ºi cu produsul 3 · 7, astfel cã, în final, în memoria calculatorului
se aflã suma doritã.

Succesiunea în care apãsãm tastele este urmãtoarea:

 În efectuarea calculelor
am utilizat un calculator
Casio FX-82SX.

Calculatoarele de buzunar
de alt tip pot utiliza alte mo-
dalitãþi de a aplica proprietã-
þile operaþiilor.

Întotdeauna când se folo-
seºte un astfel de calculator,
trebuie cunoscut modul în
care opereazã, pentru a evita
rezultatele greºite. Este de
asemenea important sã
estimezi ordinul de mãrime al
rezultatului, pentru a nu avea
surprize atunci când algorit-
mul de programare al calcu-
latorului este altul decât cel
scontat.

Varianta 2. Observãm cã în suma pe care vrem sã o calculãm putem da numãrul
3 factor comun, deci avem  3 + 3 · 5 + 3 · 7 = 3(1 + 5 + 7).

Efectuãm mai întâi suma 1 + 5 + 7, iar apoi înmulþim cu 3; rezultatul este acelaºi,
deoarece înmulþirea este comutativã.

Exemplul 2
Determinãm 310 cu ajutorul unui calculator care nu are funcþia de ridicare la putere.

Varianta 1. Înmulþim pe 3 succesiv de 10 ori: 10

10 ori

3 3 3 ... 3    .  Efectueazã ridicarea la
puterea a 10-a a lui 3
apãsând cât mai puþine dintre
tastele calculatorului.

3 ¡3*5¡3*7¡¡         

+= += +=

1+5+7=*3        =

Pentru a calcula numãrul
52 se apasã tastele în ordinea

5*=    

Varianta 2. Folosim urmãtoarea relaþie:
10 8 2 2 2 2 23 3 ((3 ) ) 3   .

Putem apãsa tastele în succesiunea urmãtoarea:

Succesiunea în care apãsãm tastele este urmãtoarea:

3*3=*3= *3=          ...

3*= *=*=* =          ¡ ¡+
=

 Rezolvãri de inecuaþii

Regula semnelor folositã la înmulþire este utilã ºi în rezolvarea unor inecuaþii.

Exemplu
Sã gãsim mulþimea numerelor x care verificã inecuaþia (x – 1)(x + 2) > 0.
Pentru aceasta, realizãm un tabel în care scriem semnele celor doi factori, x – 1

ºi  x + 2 ºi apoi stabilim semnul produsului:

 Rezolvã inecuaþiile:
(x + 1)(x – 2) < 0;
(1 – x)(3 + x) < 0.

Din tabel, observãm cã pentru x i (–, –2) N (1, +) expresia (x – 1)(x + 2) este
pozitivã, aºadar mulþimea cãutatã este (–, –2) N (1, +).

x – –2 1 +

x – 1  –  –  –  – 0     +    +    +

x + 2  –     – – 0  +     +  +  +

(x – 1)(x + 2)  +  +  0   – – 0      +     +   +

 Aminteºte-þi ºi explicã
semnificaþia fiecãrui element
din tabel.

.
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Exerciþii ºi probleme

1. Ileana ºi Sorin au cal-
culat suma numerelor
din tabelul alãturat în
douã moduri diferite.
Ileana a calculat mai
întâi sumele pe linii,
pe care le-a înscris în
cãsuþele libere din
dreapta, apoi a adunat
rezultatele ºi a completat cu suma gãsitã cãsuþa cu
simblul       . Sorin a procedat astfel: a calculat
sumele pe coloane, apoi a adunat rezultatele înscrise
pe ultima linie. Explicã de ce Ileana ºi Sorin au obþi-
nut aceleaºi rezultate finale. Efectueazã calculele.

13

a

b

c

d

–2 0 4 1

–1 3 2 –10 3

4 5 –8 –15 1

0 –3 4 7 –8

4. Delia ºi Mihai joacã urmãtorul joc:
Pe o tablã 2 D 2, ei completeazã
pe rând pãtrãþelele cu numere
reale ºi la sfârºit adunã numerele
de pe linii, respectiv de pe coloane.
Delia câºtigã câte 1 punct dacã
suma pe prima linie (respectiv pe
a doua linie) este mai mare decât suma pe prima
coloanã (respectiv pe a doua coloanã); în caz contrar,
punctele se acordã lui Mihai. În caz de egalitate a
sumelor, nici un jucãtor nu primeºte puncte.
a) Demonstreazã cã jocul se terminã totdeauna la
egalitate.
b) Analizeazã jocul pentru o tablã 4 D 4. În acest
caz, este posibil ca Mihai sã câºtige jocul cu scorul
de 4 – 0?

Mihai

Delia

7. Rezolvã inecuaþiile:
a) (x – 1)(x – 2)(x – 3) T 0, x i q.
b) x2 T 2x, x i Z.
c) 3x – x2 T x, x i Z.

8. Calculeazã cât mai simplu:
a) 101 · 99; b) 1012

c) 52 – 62 + 72 – 82;
d) 2172 · 101 – 2170 · 101 + 3 · 101.

e) 
1 1 1

2 1 3 2 4 3
 

   .

9. Verificã egalitatea:
(a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2(ab + ac + bc).
Reprezintã apoi printr-un desen formula anterioarã.

10. Foloseºte calculatorul de buzunar pentru a efectua
urmãtoarele calcule:
a) 5 + 5 · 8 + 5 · 13
b) 23 + 53 + 93

c) 7 + 104 · (42 + 51)

11. Descrie succesiunea de apãsare a tastelor pentru a
calcula cât mai simplu (adicã apãsând tastele de
cât mai puþine ori):
a) 57; b) 29; c) 175.

12. Anticipeazã rezultatul urmãtoarei succesiuni de
operaþii:

          5*=¡7+ =*¡=2+= +=

Foloseºte apoi un calculator de buzunar ºi verificã
rezultatul propus.

13. Calculatoarele de buzunar afiºeazã aproximãri ale
unor numere reale. De exemplu, ca rezultat al
calculului 1 : 3, pe display-ul calculatorului apare
0,333333 (eventual, ºi alte câteva zecimale).
Verificã acurateþea calculatorului tãu de buzunar,
efectuând urmãtoarele calcule:

1¡3=*3=      

•
•a)

2    ¡=*=b)

4      ¡7=*7=c) •
•

Ce rezultate ar trebui sã obþii? De ce?

5. Demonstreazã în douã moduri egalitãþile:

a) 4 12
7 21
 b) 0,(6) = 0,6(6)

c) 0,5(25) = 0,(52) d) 6 2
57 19

 .

2. Aratã cã, dacã fracþiile 
a
b  ºi 

c
d  sunt echivalente (a, b,

c, d i m*), atunci ºi urmãtoarele fracþii sunt echiva-
lente:

i)
a
c ºi

b
d ;    ii)

a b
b  ºi

c d
d .

3. Înlocuieºte fracþiile urmãtoare cu fracþii echivalente,
care nu se mai pot simplifica:

a) 32
24 ;    b) 30

342 ;    c) 570
84 .

6. Calculeazã:

a) 2( 2 1)

b) 2( 3 1)

c) ( 5 2)( 5 2)  .

14. Calculeazã în douã moduri ( 7 3)( 7 3)  :
a) folosind un calculator de buzunar;
b) folosind formule de calcul rapid.
Comparã rezultatele.
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1. a) Propune trei exemple de numere raþionale ºi douã exemple de numere întregi.
b) Precizeazã dacã numãrul 3 8  este numãr iraþional.

2. ªtim cã înmulþirea numerelor naturale este distributivã faþã de adunare. Operaþia de ridicare la putere, adicã
operaþia descrisã prin  a * b = ab, se defineºte cu ajutorul înmulþirii. Este oare adevãrat cã ºi aceastã operaþie
este distributivã faþã de adunare?

3. Atunci când înmulþim un numãr zecimal cu 10n, n i q, mutãm virgula spre dreapta, cu n cifre. Foloseºte aceastã
proprietate pentru a justifica algoritmul de transformare a numãrului zecimal 0,(12) în fracþie.

4. Calculeazã suma: ((...(((–1) + 1) – 1)...) – 1), în care sunt  2007 paranteze deschise „(” ºi 2007 paranteze închise „)”.

5. La adunarea fracþiilor este nevoie sã aducem termenii la acelaºi numitor. Explicã de ce nu este necesar sã
facem acest lucru ºi când înmulþim fracþii.

Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã recunosc ºi sã diferenþiez mulþimi de numere
 sã identific proprietãþi ale operaþiilor algebrice
 sã compar proprietãþi ale adunãrii ºi înmulþirii, în scopul identificãrii unor algoritmi
 sã exprim proprietãþi ale mulþimilor de numere
 sã utilizez similaritãþi între operaþii în deducerea de proprietãþi?

De-a lungul timpului, matematicienii au fost interesaþi sã gãseascã o valoare cât mai exactã pentru  ºi sã decidã dacã
acesta este un numãr raþional sau nu.

Arhimede (sec. III î.H.) a determinat  cu trei zecimale exacte, stabilind cã 3,141 <  < 3,142. El a folosit metoda
poligoanelor regulate înscrise ºi circumscrise unui cerc.

Aceeaºi metodã a fost utilizatã ºi de Ptolemeu (sec. II d.H.) ºi de al Kaºi (sec. XIV-XV), acesta din urmã determinând
primele 17 zecimale ale lui .

Perioada secolelor XVI-XVII a fost bogatã în rezultate referitoare la .
În 1593 Viète a dat pentru  formula de calcul ca produs infinit:
2 ...       


a a a a a a a a a  (unde 1
2

a ).

John Wallis (1655) a exprimat  sub forma de produs infinit: 
2 1 3 3 5 5 7 7 9 ...

2 2 4 4 6 6 8 8
        

 , fiind prima datã când  este

reprezentat cu ajutorul unui ºir de numere raþionale.

Alte formule care permit aproximarea lui  au fost date de Newton (1676): 3 7 10
1 3 51 ...

3 2 3 2 5 2 7
     

  
sau de Leibniz (1682): 1 1 11 ...

4 3 5 7
     

În 1768 Lambert a demonstrat faptul cã  este un numãr iraþional, deci nu poate fi reprezentat sub formã de fracþie 
a
b ,

cu a, b i m, b @ 0.

Lecturã
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Calcul numeric

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. Calculeazã:
a) 3 + 4 · (–5) b) (3 + 6 + 8) · 4 c) 4,85 + 2,59
d) 5,73 – 2,99 e) (4,69 + 5,03) : 3 f ) 6,12 – 0,3 · 4,8
g) 25,2 : 0,25 h) 12,4 + 12,4 · 9 i ) 3,7 · 3,14

Exponenþiale
ºi logaritmi

Unitatea de învãþare 2

Test iniþial de autoevaluare

2. Determinã:
a) (–3)3 b) 62 c) log327 d) log20,25 e) 3

6log 6

f) lg1000 g) 10–4 h) lg(0,1) i ) 10lg4 j ) log525

Calcul
procentual

3. Calculeazã:
a) 30% din 90 m b) 15% din 60 kg
c) 5% din 10% din 100 km d) 75% din 25% dintr-un litru.

4. Precizeazã:
a) Care este diferenþa de preþ la o scumpire cu 15% a unui produs care costã 54 lei?
b) Cât la sutã reprezintã 70 m din 350 m?
c) Cu ce procent s-a mãrit costul unui obiect al cãrui preþ s-a dublat?
d) Ce preþ actual are o pereche de mãnuºi care costa 25 lei ºi a fost scumpitã cu 10%,
apoi ieftinitã cu acelaºi procent?

5. În desenul urmãtor sunt reprezentate
punctele de coordonate:
a) (2; 0) ºi (0; 4)
b) (2; 2) ºi (4; 4)
c) (0; 2) ºi (4; 0)

Coordonate
în plan

6. Punctul A(2; –1) are reprezentarea
graficã:

Calcul algebric 7. (3x – 2)3 este egal cu:
a) 27x3 – 54x2 + 36x – 8
b) 27x3 – 54x2 + 36x – 8.

Funcþii

Alege rãspunsul corect!

1

2

x

y

–1

A
1 2

x

y

–1 A

a) b)

8. (x + 3y)(x2 – 3xy + 9y2) este egal cu:
a) x3 + 27y3 b) x3 – 27y3

c) x3 – 27x2y + 9xy2 – 27y3.

9. Fiecare desen este reprezentarea geometricã a graficului uneia dintre funcþiile de mai
jos. Asociazã graficul cu funcþia corespunzãtoare.

1
2

1 2 3 4

y

xO

x

y

O 1 2 3

1
2

3
4
5

x
x

x

y y y

O O O1 1 12 2
2

3 3

1 1 1
2 2

3 3
4

4 –1 1

   

a)  f  1: 1; 0;
2

Z , f(x) = 1 – 2x     b) g : Z  Z, g x x  1( ) 1
4

c) h : (–; 2]  Z, xh x  ( ) 3
2 d) t : [0; +)  Z, t(x) = x2 + 1.

a) b)
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Ne amintim ºi explorãm!

Funcþie ºi mãsurã – recapitulare

Mãsurare, reprezentare, analizã de date

Numãrul raþional a apãrut
ca raport al mãsurilor a douã
mãrimi de acelaºi fel.

 Mãsurarea
Mãsurarea suprafeþelor se aseamãnã unui joc de puzzle:

a mãsura o suprafaþã presupune a afla de câte piese identice
(unitãþi de mãsurã) este nevoie pentru a acoperi suprafaþa
respectivã. Fiecare poligon are o arie bine determinatã. De
exemplu, figura alãturatã are aria de 40 de unitãþi de mãsurã.

 Ce arie are
figura coloratã
din desen?

 Ce volum are corpul de
mai jos?

La fel, pentru a determina volumul unui corp, trebuie sã vedem de câte ori se
cuprinde unitatea de mãsurã în acel corp. Fiecare poliedru are un volum bine determinat.

Spre deosebire de geometrie, mãsurãtorile statistice sunt doar estimative; pe de
o parte, ele depind de percepþia respondenþilor faþã de subiectul analizat, iar pe de
altã parte sunt obþinute prin extrapolare. Aceasta presupune înþelegerea tendinþei de
variaþie a unor funcþii pentru care cunoaºtem doar câteva date numerice.

 Cum caracterizãm numeric obiectele?
Numãrul natural a apãrut în mod firesc, pentru a caracteriza mulþimi finite de

obiecte. Pentru a face reprezentãri însã, lucrãm cu mulþimi continue ºi infinite (în
sensul cã sunt alcãtuite dintr-o infinitate de puncte): segmente, curbe, suprafeþe,
corpuri. Caracterizarea numericã a acestora a condus, de-a lungul timpului, la apariþia
a diferite tipuri de numere, prin intermediul operaþiei de mãsurare. Când mãsurãm o
mãrime oarecare, este nevoie de o unitate de mãsurã. Pentru mãsurarea lungimii,
oamenii au ales de-a lungul timpului diferite unitãþi de mãsurã. Unele dintre acestea –
pasul, cotul, nodul din navigaþie – se regãsesc, din motive practice, în diverse etape
istorice. De exemplu, cotul este ºi astãzi, la unele populaþii, unitatea de mãsurã cea
mai la îndemânã în mãsurarea þesãturilor.

Odatã convenitã o unitate de mãsurã, a mãsura o mãrime oarecare revine la a
determina un raport: când spunem cã o salã de clasã are lungimea de 5 metri,
determinãm raportul între lungimea sãlii ºi unitatea de mãsurã aleasã (în acest caz,
metrul). Spunem cã mãsurarea se face prin cuprindere.

Mãsurarea presupune deci douã operaþii distincte: alegerea unei unitãþi de mãsurã
adecvate ºi compararea a ceea ce se doreºte mãsurat cu unitatea aleasã. În acest
fel, asociem un numãr mãrimii date iniþial.

Matematicienii antici au crezut multã vreme cã orice douã segmente sunt
comensurabile, adicã existã o unitate de mãsurã bine aleasã care se cuprinde de un
numãr întreg de ori în ambele segmente. Teoria lor este de naturã atomistã: ei credeau
cã orice obiect fizic se poate diviza doar pânã la „cãrãmizile” componente ale materiei,
pe care le-au numit atomi.

În ºcoala lui Pitagora, s-a descoperit cu uimire cã existã ºi mãrimi incomensurabile.
De exemplu, diagonala ºi latura unui pãtrat nu pot avea o unitate de mãsurã comunã.
Acest fapt, care contrazicea întregul sistem filosofic de pânã atunci, a fost atât de
surprinzãtor, încât pitagoricienii l-au ascuns vreme de câteva sute de ani! Ulterior,
reconsiderarea acestui fapt a condus la formarea conºtiinþei cã existã ºi altfel de
numere, în afara celor raþionale, numere pe care anticii le-au denumit iraþionale.

Pitagora
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 Fãrã a face mãsurãtori,
marcheazã mijlocul seg-
mentului AB din figurã. Ex-
plicã modul de construcþie.

A

B

Exemplul 3: Calculul lungimilor ºi ariilor
Folosind reþeaua de pãtrate, putem determina uºor ariile

unor figuri geometrice, deoarece pãtratul reþelei este chiar
unitate de mãsurã.

 Caietul „dictando”

Liniatura din caietele „dictando” constituie o configuraþie
geometricã utilã pentru problemele de paralelism: liniile
caietului constituie o reþea de paralele echidistante. Folosind
aceastã configuraþie, putem justifica teorema paralelelor
echidistante ºi proprietãþi legate de unghiuri formate de
drepte paralele cu o secantã.

 Cubul

Pe un cub se pot exemplifica teoremele de paralelism ºi de perpendicularitate, se
pot evidenþia teoremele de determinare a planului. Cubul oferã o configuraþie familiarã
ºi datoritã faptului cã putem „umple” spaþiul folosind cuburi identice.

 Dupã ce se asambleazã,
cubul din figurã se vopseºte
în roºu. Câte cubuleþe vor
avea 3, 2, 1 sau 0 feþe
colorate în roºu?

Exemplul 2: Paralelismul dreptelor
Putem înþelege mai bine relaþia de paralelism dacã

dreptele sunt trasate pe aceastã configuraþie, deoarece avem
deja evidenþiate douã familii de drepte secante (ºi anume
dreptele orizontale, respectiv verticale, ale reþelei).

  Identificã perechi de
segmente congruente pe
reþeaua de mai jos.

A

B

C

D
I

J

K

L

N

M

H

G

F

E

 Propune exerciþii de repre-
zentare a unui desen la
scara 2:1, folosind reþele de
pãtrate pentru ghidare.

 Configuraþii geometrice utile în reprezentarea datelor

În Geometrie, reprezentarea datelor se face, de regulã, cu ajutorul unei figuri
geometrice: pe o astfel de figurã, marcãm segmente sau unghiuri congruente, precum
ºi lungimi sau mãsuri de unghiuri, pentru a transmite informaþia.

Existã însã ºi situaþii în care o configuraþie geometricã „de fundal” conþine în ea
suficientã informaþie pentru ca reprezentarea prin desen sã fie relevantã în rezolvarea
problemelor.

 Reþelele de pãtrate

Foile din caietul de matematicã oferã o configuraþie utilã pentru probleme diverse
de matematicã. Prezentãm câteva sugestii de utilizare a acestei configuraþii.

Exemplul 1: Congruenþa unor segmente
Folosind reþeaua de pãtrate a caietului de matematicã,

putem desena uºor segmente congruente. Congruenþa poate
fi validatã prin mãsurare ºi poate fi argumentatã folosind
cazurile de congruenþã a triunghiurilor.

Pe de altã parte, reþeaua de pãtrate oferã o modalitate
de „orientare” de tip vectorial: putem argumenta congruenþa
unor segmente prin modul analog de construcþie a acestora
(„mergem 6 pãtrãþele orizontal ºi 3 pãtrãþele vertical”).

C

D

A

B

Exemplul 4: Înþelegerea relaþiei de asemãnare
Asemãnarea figurilor geometrice poate fi gânditã ca o copiere „la scarã”.

X
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 Cum a variat accesul la
internet în perioada menþio-
natã, pentru fiecare grup de
þãri în parte?

Putem compara mai uºor variaþia unor date dacã le reprezentãm astfel încât sã
evidenþiem un anumit criteriu.

Exemplul 1: Accesul la internet
O revistã de specialitate a publicat graficul cu bare din imagine, privind accesul la

internet.

Reprezentarea de mai sus ne permite sã identificãm rapid care continente au cea
mai mare capacitate de acces la internet ºi în ce perioadã. În acest caz, pentru a
compara efectivele de persoane care au acces la internet, comparãm de fapt înãlþimile
unor bare: aceste înãlþimi exprimã modul cum variazã pe Glob accesul la internet.

Exemplul 2: Variaþia volumului construcþiilor
Graficul alãturat redã variaþia volumului lucrãrilor

de construcþii în anii 1999, 2000, 2001, 2002, în raport
cu anul 1998, în România.

Observãm cã, dacã unim punctele marcate,
variaþia este mai evidentã. Se vede clar cã pe
perioada menþionatã este o creºtere. Aceastã
creºtere este mai accentuatã în perioada 2000-2001
ºi mai lentã în perioada 2001-2002.

 Aproximeazã diferenþele
privind accesul la internet în
1999 ºi 2000 pentru fiecare
douã grupuri de þãri. Câte
comparaþii trebuie fãcute?

 Graficele alãturate redau
variaþia volumului construc-
þiilor în raport cu anul 1998,
luat ca an de referinþã.
a) Cum este volumul con-
strucþiilor în 1999 faþã de
1998?
b) Cu cât a crescut volumul
construcþiilor în 2001 faþã de
2000? Dar în 2002?

 Configuraþii utile în reprezentarea datelor statistice

Viaþa cotidianã ne pune deseori în situaþia de a utiliza date diverse. Fie cã este
vorba despre preþuri, ore de transmitere a unor emisiuni TV, dobânzi bancare, informaþii
privind numãrul de persoane care au o anumitã opþiune, suntem zilnic asaltaþi de
informaþii conþinând date numerice.

În cele mai multe cazuri, pentru a ne forma o pãrere realistã, trebuie sã comparãm
datele sau sã înþelegem evoluþia lor în timp. Astfel, informaþia: „Costa Rica are 4
milioane de locuitori” nu transmite nimic în sine; dacã ºtim însã cã Bulgaria are 10
milioane de locuitori, putem compara Costa Rica (o þarã îndepãrtatã, faþã de România)
cu unii dintre vecinii noºtri.

95

100

105

110

115

1999 2000 2001 2002

%

102,8

109,0
110,0

99,8

 Analogia

În vorbirea curentã, expresia „... este la fel cu...” are o semnificaþie bine determinatã.
Spre deosebire de aceasta, în matematicã, „la fel” poate însemna mult mai mult.

Douã triunghiuri „la fel” sunt asemenea. Dar faptul cã
douã poligoane sunt „la fel” ar putea însemna cã acestea au
acelaºi numãr de laturi, sau cã au unele proprietãþi comune.
De exemplu, putem spune cã patrulaterele din figurã sunt „la
fel”, deoarece ele au diagonalele perpendiculare.

Aceeaºi caracterizare este valabilã pentru configuraþii din
contexte diferite. De exemplu, triunghiul (din geometria planã) este „la fel” cu tetraedrul
(din geometria în spaþiu), din perspectiva minimalitãþii: ambele au numãrul minim posibil
de vârfuri ºi laturi.

 Gãseºte diferite analogii
între triunghi ºi tetraedru.
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În plan În spaţiu 
Prin secţionarea unui triunghi isoscel 
cu o dreaptă paralelă cu baza 
acestuia, se obţine un trapez isoscel. 

Prin secţionarea unei piramide regulate 
cu un plan paralel cu baza acesteia, se 
obţine un trunchi de piramidă regulată. 

Laturile neparalele ale unui trapez 
isoscel sunt congruente. 

Muchiile laterale ale unui trunchi de 
piramidă regulată sunt congruente. 
Feţele laterale ale unui trunchi de pira-
midă regulată sunt trapeze congruente. 

Exerciþii ºi probleme

1. Diagrama de mai jos indicã variaþia cursului euro ºi
al dolarului în raport cu leul în 2004.

a) În ce lunã diferenþa între cele douã cursuri este
cea mai mare?
b) În ce lunã diferenþa între cele douã cursuri este
cea mai micã?
c) În ce lunã euro a avut cel mai mare curs?
d) În ce lunã dolarul a avut cel mai mic curs?
e) Formuleazã ºi rezolvã alte probleme pe baza
graficului dat.

2. Observã tabelul ºi completeazã ce lipseºte:

3. Evidenþiazã analogii între elementele trunchiului de piramidã ºi elementele trunchiului de con. Scrie astfel formulele
de arie ºi volum ale trunchiului de con circular drept.

Care poate fi analogul în
spaþiu pentru linia mijlocie a
unui trapez?

Pentru a nu folosi exprimarea prea vagã  „...este la fel cu...”, vom spune cã douã
configuraþii sunt analoage dacã proprietãþi ale uneia dintre ele se regãsesc în cealaltã
configuraþie.

Exemplu. Sã analizãm, de exemplu, analogia trapez isoscel – trunchi de piramidã
regulatã, evidenþiatã de tabelul comparativ de mai jos.

11

Comparã prin analogie
formulele privitoare la aria
trapezului, respectiv aria
lateralã a trunchiului de
piramidã.

12

Analogia este utilã în interpretarea proprietãþilor unor reprezentãri schematice.
De exemplu, desenele alãturate reprezintã amândouã schema strãzilor unui acelaºi

cartier deºi, din punct de vedere metric, ele nu pãstreazã aceleaºi dimensiuni.

O analizã a reprezentãrilor grafice privind variaþia unor date presupune de
asemenea realizarea de analogii ºi formularea unor generalizãri. De aceea, înþelegerea
unor fapte geometrice ne poate ajuta în analiza proprietãþilor unor funcþii.

40 000

35 000

30 000

25 000
ian. febr. martie apr. mai iunie iulie aug. sept. oct. nov.

Piramida Conul 

Baza piramidei este 
un poligon 

Baza conului este un cerc. 

Perimetrul bazei ... cercului 
Apotema bazei Raza ... 
Apotema piramidei ... conului 
Muchia piramidei ... conului 
Aria laterală a 
piramidei regulate: 

 ?lA

Aria laterală a conului 
circular drept: 

  ?
2

c
l
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12 cm

1,6 cm l

0 g

50 g

100 g
150 g

200 g

Analizãm ºi explorãm!

Funcþii. Transformãri geometrice

Sã observãm!
Resortul din imagine se alungeºte cu atât mai mult cu cât masa obiectului suspendat

este mai mare. Fizicienii au constatat cã, în condiþii ideale, alungirea resortului este
direct proporþionalã cu masa obiectului suspendat.  Determinã alungirea, apoi

întinderea totalã a resortului
în fiecare caz.

Exemplificã o posibilã
utilizare practicã a unui astfel
de resort.

Pentru resortul din figurã coeficientul de alungire este 0,032.
Notãm cu M mulþimea maselor obiectelor considerate ºi cu L mulþimea alungirilor

posibile ale resortului.
Putem exprima dependenþa dintre alungirea resortului ºi masã printr-o funcþie:

f : M  L
 l = f (m) = 0,032 · m

Sã ne amintim!
Se numeºte funcþie un triplet (f, A, B), unde A este o mulþime „de plecare”, numitã

domeniu, B este o mulþime „de sosire”, numitã mulþimea de valori a funcþiei ºi f este
o lege de corespondenþã care face ca fiecãrui element din A sã-i corespundã un unic
element din B.

Notãm f : A  B, unde, pentru orice x i A, existã un unic element y i B astfel
încât f (x) = y. O altã notaþie folositã este x  f (x) = y.

   

Corespondenþele 1, 2 ºi 4 sunt funcþii, dar corespondenþa 3 nu reprezintã o funcþie.

 Funcþia de forma x  ax + b
Sã notãm într-un tabel dependenþa lungimii resortului de masa obiectelor din

exemplul anterior.

 Cum s-au obþinut datele
din tabelul care exprimã va-
riaþia lungimii în funcþie de
masã?

 Deºi în teorie, alungirea
resortului este proporþionalã
cu masa obiectelor sus-
pendate la capãtul lui, peste
anumite limite deformarea
are o abatere de la aceastã
regulã. Explicã limitele unui
cântar care se bazeazã pe
principiul resortului.

masa (în g) 50 100 150 200 
lungimea (în cm) 13,6 15,2 16,8 18,4 

 Realizeazã un desen în
care de resort este suspendat
un obiect cu masa de 75 g.
Pãstreazã proporþiile din ima-
ginea alãturatã.

 Ce este o funcþie?

 Explicã de ce corespon-
denþa  nu reprezintã o
funcþie.

Exemple



28

Tabelul din stânga conduce
la reprezentarea ilustratã în
dreapta.

O funcþie poate fi gânditã ca o maºinã de calcul care proceseazã numere.

Funcþia pãtraticã
x  x2, x i Z

Funcþia radical
x  x , x i Z+.

x puterea
a 2-a

 x 2

Intrare Ieºire
Domeniu

de 
definiþie Z

Mulþime 
de valori

 Z+
x   x 

Intrare Ieºire
Domeniu

de 
definiþie Z

Mulþime 
de valori

 Z++

Sã comparãm!

Graficul alãturat corespunde tabelului de date an-
terior. Pe baza acestuia, putem descoperi lungimea
resortului în cazul unei mase mai mari de 200 g.

Funcþia reprezentatã alãturat poate fi descrisã prin
legea de corespondenþã  h(x) = 0,032x + 12. Aceasta
este o funcþie „de gradul întâi”, iar graficul sãu este o
dreaptã.

Funcþia care asociazã fiecãrui numãr real pãtratul sãu se numeºte funcþie pãtraticã.

Exemplu
Funcþia x  x2 este definitã pe Z ºi ia valori în Z+ = [0; +).

 Funcþia pãtraticã ºi funcþia radical

 x x2

–2 4
–1,5 2,25
–1 1
–0,5 0,25
 0 0
 0,5 0,25
 1 1
 1,5 2,25
 2 4

Sã observãm!

Considerãm funcþia pãtraticã  f : Z+    Z+ ºi funcþia radical  g : Z+    Z+.
Schema de mai jos exprimã faptul cã aceste douã funcþii sunt inverse una alteia.

 Explicã schema alãturatã.
Z + x  2  x 2  x  Z +

 x x2

 0 0
 0,5 0,25
 1 1
 1,414... 2
 2 4

–0,5 0,25
–1 1
–1,414... 2
–2 4

puterea
a 2-a

 x x
 0 0
 0,25 0,5
 1 1
 2 1,414...
 4 2

 Foloseºte graficul pentru
a determina lungimea resor-
tului pentru o masã de 250 g.

O x

y

12
13,6
15,2
16,8
18,4

50 100 150 200

 Completeazã tabelul:

x 0,8 –1,6
x2 6,25 1,69 

 Completeazã tabelul:

x 9 1,44 

x 1,6 1,9 

O x

y

1 2 3–1–2–3

1

2
3

4

O x

y

1 2 3–1–2–3

1

2
3

4

O x

y

1 2 3

1

2

4
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 Alcãtuieºte un tabel de
valori ºi precizeazã câteva
proprietãþi ale funcþiei

f : m  Z, f (n) = 0,5 n.

x –2 –1 0 1 2 3 

f(x) 0,25 0,5 1 2 4 8 

 
• f este o funcþie crescãtoare
• Pentru  x < 0, f (x) < 1
• Pentru  x > 0, f (x) > 1.

Putem deduce ºi alte proprietãþi observând tabelul
de valori ºi reprezentarea graficã ale funcþiei f.

Putem trasa graficul unei funcþii exponenþiale definite pe Z folosind un tabel de
valori ºi proprietatea de monotonie a acestei funcþii.

Exemple
Fie f : Z  Z funcþia exponenþialã de

bazã 2, descrisã prin f(x) = 2x.
Fie g : Z  Z funcþia exponenþialã

de bazã 0,5, descrisã prin g(x) = 0,5x.

0 0

Observãm cã:
• oricare ar fi x, f(x) > 0
• f este funcþie crescãtoare

Observãm cã:
• oricare ar fi x, g(x) > 0
• g este funcþie descrescãtoare

În general

Fie a i (0; 1) N (1; +) ºi f : Z  Z, f(x) = ax, funcþia exponenþialã de bazã a.
Atunci:

• f(x) > 0 pentru orice x i Z;
• f este crescãtoare dacã a i (1; +) ºi descrescãtoare dacã a i (0; 1).

 Funcþia exponenþialã ºi funcþia logaritmicã

O bacterie se înmulþeºte prin diviziune celularã.
Schema de mai jos sugereazã derularea acestui proces.

 Identificã diverse situaþii
din fiz icã, chimie sau
biologie exprimabile prin
funcþii exponenþiale.2

Dupã prima
diviziune

2 2 2

Dupã a II-a
diviziune

Dupã a -a
diviziune

n

2 3 24
.........

n

Aceastã variaþie corespunde funcþiei  g : q  Z, definitã prin g(n) = 2n.
Extindem funcþia g cu aceeaºi lege de corespondenþã considerând ca domeniu de

definiþie mulþimea numerelor întregi. Obþinem astfel funcþia f : m  Z, f (x) = 2x.

Reprezintã grafic func-
þiile:

f : Z  Z, f (x) = 3x ºi

g : Z  Z, g(x) = 0,4x.

x –     –2      –1      0     1      2   + 
f(x)         0,25    0,5      1     2     4          

 

x –     –2      –1     0      1       2     + 
f(x)            4         2     1    0,5    0,25          

 11
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x 2x 
–2 0,25
–1 0,5
0 1 
1 2 
2 4 

x log2 x 
0,25 –2 
0,5 –1
1 0 
2 1 
4 2 

 Ce legãturi existã între transformãri geometrice ºi funcþii?

Sã observãm!
O sanie alunecând pe zãpadã se

deplaseazã din poziþia S în poziþia S.
În limbaj matematic, spunem cã ea a

fãcut o miºcare de translaþie de vector SS


.
Prin aceastã translaþie, poziþiei iniþiale S îi
corespunde noua poziþie S.

Sã ne amintim!
O translaþie de vector a


 asociazã unei figuri geometrice F o figurã geometricã F 

congruentã cu F. Translaþia este o funcþie care asociazã fiecãrui punct P al figurii F
un punct P  F  astfel încât PP  a

 
.

Putem folosi translaþia pentru a trasa graficul unor funcþii. De exemplu, ºtiind cã
funcþia  f : Z  Z,  f (x) = x2 are graficul de mai jos, putem reprezenta cu uºurinþã, prin
translaþie, funcþii precum g, h : Z  Z, g(x) = x 2 + 3; h(x) = x 2 – 2.

S

S

O x

y

O
O

x
x

y y

– 2
1
2
3

–2

 2

Sã comparãm!

Funcþia exponenþialã,
(de bazã 2)

x  2x, x i Z

Funcþia logaritmicã,
(de bazã 2)

x  log
2
x, x i (0; +)

x exp 2 

Intrare Ieºire

Domeniu
de 

definiþie Z

Mulþime 
de valori
 Z+

x

– {0}
x   log   x

Intrare Ieºire

Domeniu
 de 

definiþie 
Z

Mulþime 
de valori

 Z+

log
2

– {0}

x  x2 x  x2 + 3  x  x2 – 2

O x

y

1 2–1–2

2

4

O x

y

1 2 3

1

2

4
–1

Exprimã cu ajutorul unei
scheme faptul cu funcþiile
x  2x ºi x  log2x
sunt inverse una alteia.

Funcþia exponenþialã ºi funcþia logaritmicã de aceeaºi bazã sunt inverse una
alteia.

Explicã modul în care au
fost obþinute graficele alã-
turate.

13

12
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• Douã puncte se numesc simetrice faþã de un punct numit centru dacã sunt
coliniare cu centrul ºi egal depãrtate de acesta.

• O figurã (sau un corp geometric) admite centru de simetrie dacã simetricul
oricãrui punct al sãu faþã de centru aparþine figurii (sau corpului).

Sã ne amintim!

• Douã puncte se numesc simetrice faþã de o dreaptã dacã sunt situate pe o
perpendicularã pe acea dreaptã ºi sunt egal depãrtate de ea.

• O figurã (sau un corp geometric) admite axã de simetrie dacã simetricul oricãrui
punct al sãu faþã de axã aparþine figurii (corpului).

Sã ne amintim!

• Douã figuri F  ºi F   sunt simetrice faþã de un punct C dacã pentru orice punct
P i F   existã P i F   astfel încât CP = CP , iar P, C ºi P  sunt coliniare. În acest
caz, figura F   este asociatã figurii F  printr-o simetrie de centru C.

F

F 

C

Sã observãm!
Ca ºi simetria centralã, simetria axialã este frecvent întâlnitã în naturã.

• Douã figuri F  ºi F   sunt simetrice faþã de o dreaptã d dacã distanþa de la un
punct oarecare al figurii F  la dreapta d este egalã cu distanþa de la d la punctul
corespunzãtor al figurii F  .

F F

Proprietatea de simetrie ne ajutã sã trasãm rapid grafice de funcþii sau sã verificãm
corectitudinea unora deja trasate.

Exemple
1) Funcþiile f, g : Z  Z, f (x) = x2 – 3 ºi g(x) = 3 – x2

au graficele simetrice faþã de axa Ox.

2) Funcþia f : Z  Z, f x x ( ) 1  are graficul
simetric faþã de o dreaptã perpendicularã pe Ox, care trece
prin punctul de abscisã 1.

33–

Gf

Gg

O x

y

Pentru a putea funcþiona, o moriºcã, elicea unui avion, paletele
morilor de vânt au o proprietate comunã: ele sunt echilibrat distribuite
faþã de axul de prindere.

Simetria centralã (simetria
faþã de un punct) este o funcþie
care transformã o figurã geo-
metricã într-o figurã congru-
entã cu ea însãºi.

Simetria axialã (simetria
faþã de o dreaptã) este o
funcþie care transformã o
figurã geometricã într-o figurã
congruentã cu ea însãºi.

Traseazã graficul funcþiei
x  _x – 1_   ºi identificã axa
de simetrie a acestuia.

14

Sã observãm!
Când merge cu bicicleta, „ochiul de pisicã” pus de Maria pe

roatã se deplaseazã, de exemplu, din poziþia P în poziþia P .
În limbaj matematic, spunem cã „ochiul de pisicã” a executat

o miºcare de rotaþie de centru O ºi unghi D. Prin aceastã miºcare,
poziþiei iniþiale P îi corespunde noua poziþie P .

O

P

P

D
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Exerciþii ºi probleme

1. Pãcalã foloseºte pe
post de cântar un re-
sort ale cãrui alungiri
sunt reprezentate în
figura alãturatã. Poate
fi aceastã cântãrire
modelatã printr-o
funcþie?

3 dm

4 dm

5 dm

6 dm

7 dm

8 dm

9

10 dm

11 dm

 dm

20 kg

15 kg

10 kg

5 kg

0 kg

3. Identificã dreapta corespunzãtoare fiecãrei ecuaþii.

a) y x 2,5 1

b) 
1
2

y x

c) 1 1–
2 2

y x

d) y x  1 1
2 2

e) –2 2 y x .

2. Care dintre tabelele de mai jos corespunde unei
aplicaþii de forma x  ax + b, a, b i Z?

x –1 0 1 3 
y –5 –3 1 3 

x –6 0 3 9 
y –7 5 11 17 

x 10 6 2 0 
y 2 0 –2 –3

O x

y

1 2–1

1

2

–1
d2

d1

d5

d4

d3

4. a) Ce valori poate avea x?
b) Exprimã perimetrul P(x)
ºi aria A(x) a triunghiului
ABC în funcþie de x.

5. Care dintre graficele de mai jos reprezintã o funcþie:
a) exponenþialã; b) logaritmicã; c) crescãtoare;
d) pãtraticã; e) de forma x  ax + b?

6. Se decupeazã un pãtrat cu latura de 8 dm. La fiecare
colþ al acestuia se taie un pãtrat de laturã x dm.
Lipind colþurile rãmase, se obþine o cutie deschisã.
a) Exprimã în funcþie de x mãsura muchiei bazei
cutiei, apoi volumul acesteia, V(x).
b) Pentru ce valoare a lui x, cutia are formã cubicã?

8

x







Sã ne amintim!

O rotaþie de centru O ºi unghi  în plan asociazã unei figuri geometrice F  o figurã
geometricã F , congruentã cu F . Rotaþia este o funcþie care asociazã unui punct
P i F  punctul P i F   situat pe cercul de centru O ºi razã OP, astfel încât
m( )POP    .

Dacã rotim în spaþiu cu 180° graficul funcþiei f : Z  Z+, f (x) = 2x, în jurul
bisectoarei primului cadran, obþinem graficul funcþiei g : Z+  Z, f (x) = log

2
x. Cele

douã grafice sunt simetrice faþã de bisectoarea primului cadran al sistemului de
referinþã.
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Aplicãm ºi dezvoltãm!

Rezolvarea problemelor: conexiuni între algebrã ºi geometrie

Între algebrã ºi geometrie nu existã delimitãri stricte: din contrã, sunt multiple
legãturi care îºi dovedesc importanþa mai ales în rezolvarea problemelor. Astfel,
reprezentãrile geometrice pot explica rezultate algebrice dificile, iar calculul algebric
poate simplifica determinarea unor relaþii care implicã lungimi, arii, volume.

Sã demonstrãm!
Latura ºi diagonala unui pãtrat nu sunt comensurabile.
Altfel spus: 2  nu este numãr raþional.

Sã presupunem prin absurd cã existã un segment s care
se cuprinde în [AB] ºi în [AC] de un numãr întreg de ori.

Fie E i AC, F i BC astfel încât [AE] = [AB] ºi EF u AC.
Atunci EF = EC = AC – AB  ...
Segmentul s se cuprinde de un numãr întreg de ori în

[EC] ºi în [CF]  ...  Repetãm construcþia cu pãtratul EFGC;
obþinem pãtrate din ce în ce mai mici, având proprietatea cã
segmentul s se cuprinde de un numãr întreg de ori în laturile
ºi diagonalele lor  ...  Obþinem o contradicþie  ...

Exemplul 2: Justificarea geometricã a unor formule de calcul
• Vrem sã demonstrãm egalitatea:

    2 10 10
1 1 1 1... 1
2 2 2 2 .

Folosind o reprezentare geometricã, putem proceda astfel:

...

Tãiem o foaie de
hârtie în douã pãrþi
egale ºi oprim una
din aceste bucãþi.

Înjumãtãþim una din
cele douã pãrþi ºi

oprim una din
bucãþile rãmase.

Tãiem din nou
bucata rãmasã în
douã pãrþi egale.

Continuãm la
fel de 10 ori.

Egalitatea de mai sus exprimã faptul cã suma ariilor bucãþilor de hârtie oprite este
aria foii iniþiale, din care scãdem aria „piesei” lipsã.

 Completeazã demonstra-
þia cu justificãrile necesare.

 Exprimã ºi justificã ana-
log suma

2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2
     .

A B

D C

E

F

Gs

Exemplul 1: Numerele iraþionale
Numerele raþionale au apãrut din geometrie, ca rapoarte

ale unor mãrimi de acelaºi fel. Matematicienii antici gândeau,

de exemplu, numãrul 2
3  ca raportul segmentelor AB ºi CD

din desenul alãturat. Pentru aceste segmente existã o unitate
de mãsurã care se cuprinde de un numãr întreg de ori în amândouã, adicã segmentele
AB ºi CD sunt comensurabile.
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Numãrul de pãtrãþele din
figurã (egal cu aria figurii)
este 1 + 2 + 3 + 4 + 5.

Din douã figuri identice formãm
un dreptunghi  5 D 6.

Prin analogie, procedãm la fel în cazul general.

Exemplul 3: Soluþii algebrice ale unor probleme de geometrie

Vrem sã calculãm aria unui triunghi cu laturile 6, 7, 8.
În lipsa unei formule de calcul, putem proceda astfel:

Construim AD X BC, D i BC.
Fie BD = x, DC = 8 – x. Aplicãm teorema lui Pitagora

în triunghiul ADB ºi în triunghiul ADC ºi obþinem:
AD2 = 36 – x2

AD2 = 49 – (8 – x)2

Deci 36 – x2 = 49 – (8 – x)2 � 36 – x2 = 49 – 64 + 16x – x2 � 16x = 51 � 51
16

x .
Putem acum sã calculãm înãlþimea AD, apoi aria triunghiului.

 Finalizeazã calculele ºi
aflã aria triunghiului ABC.

Exemplul 4: Calculul ariilor
Sã considerãm poligonul din figurã care are vârfurile

în nodurile unei reþele de pãtrate, de laturã 1. Ne
intereseazã aria acestui poligon. Desigur, putem
descompune poligonul în figuri mai simple ºi putem
aduna ariile acestora.

Existã însã ºi o metodã „algebricã” de calcul:

Aria 1
2

  n m , unde n = numãrul de noduri de pe

laturile poligonului, iar m = numãrul de noduri din interiorul
poligonului.

Astfel, aria poligonului din figurã este egalã cu   9 6 1 9,5
2 .

 Calculeazã aria poligonu-
lui desenat în figurã, folosind
descompuneri în triunghiuri
ºi pãtrate.

 Deseneazã pe o reþea de
pãtrate ºi alte poligoane, de
tipul celui din figurã, ºi veri-
ficã formula de arie:

Aria 1
2

  n m .

• Vrem sã demonstrãm egalitatea: 
( 1)

1 2 3 ...
2
     n nn .

Folosind o reprezentare geometricã, putem demonstra aceastã egalitate astfel:

 Ce dimensiuni are drept-
unghiul obþinut pentru primii
10 termeni ai sumei?

Poliedrul este un corp
geometric care are toate
feþele poligoane.

Exemplul 5: Poliedrele regulate
Un poliedru regulat are toate feþele poligoane regulate identice. Existã numai 5

poliedre regulate.

Poliedrele regulate satisfac relaþiile numerice menþionate în tabelul de mai jos:

Nume Nr. de 
muchii 

Nr. de 
vârfuri 

Nr. de 
feţe 

Nr. de 
triunghiuri 

Nr. de 
pătrate 

Nr. de 
pentagoane 

tetraedru 6 4 4 4 
cub 12 8 6 6 
octaedru 12 6 8 8 
dodecaedru 30 20 12 12 
icosaedru 30 12 20 20 

 Verificã, pentru fiecare
poliedru regulat, relaþia lui
Euler: M = V + F – 2, unde M
este numãrul muchiilor, V
este numãrul vârfurilor ºi F
numãrul de feþe.
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Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã identific metode care conduc cât mai rapid la obþinerea rezultatului
 sã transpun probleme în reprezentãri adecvate
 sã utilizez algoritmi specifici pentru a rezolva probleme
 sã utilizez analogii pentru a optimiza rezolvarea problemelor
 sã extrag din diferite reprezentãri informaþii semnificative pentru rezolvarea de probleme?

Exerciþii ºi probleme

1. Demonstreazã geometric
formulele de calcul prescur-
tat:
(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

(a – b)2 = a2 – 2ab + b2

(a + b)(a – b) = a2 – b2.

Foloseºte desenul alãturat.

a b+

a

ab

ab2

b2

A B

CD

b

a

2. Aflã aria dreptunghiului cunoscând datele din figurã,
în care lungimile sunt date în centimetri.

30�

x +  2
x –  2

a)
b) 12

x + 3

x – 3

3. Foloseºte reprezentãrile geometrice de mai jos pentru
a exprima suma primelor n numere naturale impare,
respectiv suma primelor n numere naturale pare.

...
1 4 9

...
2 6 12

4. Calculeazã aria poligonului
alãturat, în funcþie de latura de
lungime l a reþelei de pãtrate.
Verificã rezultatul printr-o altã
metodã de calcul.

1. Foloseºte proprietãþi ale operaþiilor cu numere reale

pentru a efectua cât mai simplu 100 100( 5 2) ( 5 2)  
.

2. Tabelul urmãtor redã dobânzile la câteva bãnci la
data de 10.01.2006. Care bancã este cea mai avan-
tajoasã pentru depozit? Rezolvã problema apelând
la o reprezentare potrivitã.

Sursa: ZZZ.%aniinostri.ro

3. Rezolvã ecuaþia în Z: x3 – 4x2 + x = 0.

4. Reprezintã grafic funcþia f : Z  Z�, f (x) = 2x + 3,
apoi funcþia g : (0; +)  Z, g(x) = log

2
x – 3.

5. Considerãm funcþiile f : (0; +)  Z, f (x) = log
2
x ºi

g : Z  Z, g(x) = x2 – 3 ale cãror reprezentãri grafice
sunt date de mai jos.
a) Determinã coordonatele punctelor A, B ºi C.
b) Precizeazã numãrul de soluþii reale ale ecuaþiei
log

2
x = x2 – 3.

c) Încadreazã soluþiile ecuaþiei de la b) între doi întregi
consecutivi.

C

A

B

21 x

y

Banca 1 lunã 3 luni 6 luni 9 luni 12 luni

BCR 5 5,25 5,75 6,25 7 
BRD 4 4,1 4,15 4,15 4,25 
Bancpost 4,5 4,75 5 5,25 5,5 
Raiffeisen Bank 4,5 4,75 5 5,25 5,25 
Banca Þiriac 3,5 5 5,5 6 6 
Banca Transilvania 5 5,5 5,5 6 6,5 
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Rezolvând exerciþiile urmãtoare îþi  vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea
acestei unitãþi de învãþare.

Calcul numeric

Ordinea efectuãrii
operaþiilor

Rezolvãri de ecuaþii

Unitatea de învãþare 3

a) 2 + 3  5 – 7 2
b) 13 + 23 + 33

c) 0,27 + 1,38

d) 2 3 4 3 5 3  
e) 255 : 15

f) 1 5
3 6
 

g) 15 10:
8 9

h) 2,7 + 3,(6)

2. Efectueazã:

a) (0,2 + 1,3 5) 4
b) (4 – 6)3

c) 3 – (4 – 6)
d) 24 : 8 – 3

e) 3 2 3 2 5 

f) 1 3 3 8:
2 4 5 5
 

3. Rezolvã:
a) x + 0,4 = 3,2
b) 3x = –12
c) 6x = 2
d) 2x – 1 = 5x + 2

e) (x – 1)2 = 4
f) 1 3 x
g) (x + 1)2 = (x – 1)2 + 2(x + 3)
h) x2 – 5x + 6 = 0.

4. Transpune în limbaj matematic, apoi rezolvã problemele:

a) Suma a douã numere este 36. Aflã numerele, dacã primul este cu 10 mai mare
decât al doilea.

b) Diferenþa a douã numere este 45. Aflã numerele, dacã primul este de 10 ori mai
mare decât al doilea.

c) În douã depozite sunt 480 t de cartofi. Dacã s-ar muta 40 t din primul depozit în
cel de-al doilea, cantitãþile aflate în cele douã depozite ar fi egale. Ce cantitate de
cartofi este în fiecare depozit?

d) Cât este latura unui pãtrat dacã, mãrind aceastã laturã cu 2 m, aria se mãreºte
cu 20 m2?

1. Calculeazã:

Test iniþial de autoevaluare

5. Transpune în limbajul logicii matematice, apoi identificã propoziþiile adevãrate.

a) Nu este adevãrat cã Liviu Rebreanu nu este autorul romanului Ion.

b) Dacã fiecare elev de liceu a fost declarat admis la examenul de capacitate,
atunci Sorin, care nu a fost declarat admis la acest examen, nu poate fi elev la
liceu.

c) Dacã orice om care se scoalã dimineaþa devreme este grãbit, atunci domnul
Popescu, care nu se scoalã dimineaþa devreme, nu este grãbit.

Rezolvarea
problemelor cu
ajutorul ecuaþiilor

Elemente de logicã
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Ne amintim ºi explorãm!

De exemplu, dacã un cãlãtor aflat în Gara de Nord vrea sã ajungã în Piaþa Sudului,
el poate lua metroul o staþie pânã la Piaþa Victoriei, unde schimbã magistrala, apoi
coboarã la a ºaptea staþie.

Exemplul 1: Harta metroului
În imaginea de mai jos este reprezentatã harta reþelei de metrou din Bucureºti (în

exploatare sau doar în construcþie). Aceasta este numai o reprezentare schematicã,
ce nu prezintã la scarã distanþele dintre staþii. Totuºi, harta este suficientã pentru a
ne orienta în cãlãtoria cu metroul.

Putem reprezenta sugestiv schema
reþelei de metrou din Bucureºti ca în figura
alãturatã. Aceastã reprezentare poate fi
utilã în analiza gradului de dezvoltare a
transportului subteran.

 Foloseºte harta reþelei de
metrou pentru a identifica sta-
þiile marcate pe schema alã-
turatã. Transpune desenul pe
caiet ºi scrie numele staþiilor.

 Deseneazã ºi alte sche-
me ale reþelei de metrou din
Bucureºti. Cum ai putea de-
cide dacã o schemã este
întocmitã corect?

Reprezentãri schematice ale unor reþele

Grafuri – noþiuni de bazã

Reprezentãrile schematice apar frecvent în viaþa cotidianã.

 Determinã douã trasee pe
care se poate ajunge cu
metroul din Gara de Nord
pânã la Piaþa Sudului. În care
dintre cele douã variante
cãlãtorul trece prin mai multe
staþii? Pe care traseu crezi
cã se ajunge mai repede?

 Observã harta metroului.
Câte staþii sunt între Piaþa
Victoriei ºi Pantelimon, pe
drumul cel mai scurt? Dar pe
o rutã ocolitoare?
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E 60

E 85

E 70

E 85

Pentru a putea utiliza mai eficient
harta, un automobilist a renunþat la indica-
þiile inutile ºi a reprezentat principalele
artere ca în schema alãturatã. El considerã
cã aceastã schemã îi este suficientã
pentru a se putea orienta în oraº.

 Comparã schema reali-
zatã de cãtre automobilist cu
harta detaliatã a oraºului,
apoi precizeazã:

• Unde se aflã Piaþa Pãcii?
• Care este bulevardul

Eroilor?
• Cum se numeºte strada

marcatã cu linie îngroºatã?
Exemplul 3: Reþeaua de drumuri europene

În figura de mai jos este reprezentatã o parte a reþelei de drumuri europene de pe
teritoriul României.

În imaginea de mai jos este prezentatã o parte a hãrþii municipiului Cluj-Napoca.

Exemplul 2: Harta unui oraº

 Realizeazã o schemã cu
principalele strãzi ale ora-
ºului tãu. Comparã schema
proprie cu cele realizate de
colegi. Ce criterii ai avut în
vedere pentru a evalua
corectitudinea unei scheme?
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 Identificã oraºele în care
se ramificã drumurile euro-
pene de pe teritoriul
României.
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Pentru a fi utilizatã la promovarea în strãinãtate a turismului în România ºi pentru
a fi mai uºor de utilizat de cãtre turiºtii strãini, harta a fost schematizatã astfel:

În fiecare dintre exemplele
anterioare sunt importante
punctele în care traseele se
ramificã.

Aceste puncte se pot numi
staþii de corespondenþã (la
metrou) sau intersecþii (pe
harta oraºului). În cazul reþe-
lei de cale feratã, localitãþile
în care traseele se ramificã
se mai numesc ºi noduri de
cale feratã.

 Este oraºul tãu un nod de
cale feratã? Ce condiþie crezi
cã trebuie sã îndeplineascã o
staþie de tren pentru a fi con-
sideratã nod de cale feratã?

1. Realizeazã o schemã cu principalele artere ale ora-
ºului Iaºi, utilizând pentru aceasta harta de mai jos.

Exerciþii ºi probleme

3. Alexandru ºi Tudor au reprezentat schematic strãzile
din cartierul lor. Ei ºi-au imaginat în mod diferit
cartierul în care locuiesc, realizând desenele:

Pot reprezenta aceste scheme acelaºi cartier?

2. Gãseºte cât mai multe denumiri sugestive pentru
punctele în care traseele unei reþele de transport se
ramificã. Utilizeazã eventual un dicþionar în acest
scop.

4. Reprezintã printr-o schemã activitãþile din programul
de dimineaþã al lui Matei: „Mã scol, apoi mã spãl.
Uneori fac gimnasticã, alteori iau direct micul dejun
pregãtit de mama. (Uneori, îmi pregãtesc eu singur
micul dejun.) Apoi îmi verific ghiozdanul ºi plec la
ºcoalã.”

5. Realizeazã o schemã a traseului tãu de acasã la
ºcoalã. Marcheazã principalele 4 strãzi pe acest
traseu.
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Exemplu

Reprezentarea schematicã alãturatã este un graf.
Acest graf are 6 noduri ºi 7 muchii. Ordinul nodului A
este 4.

În multe situaþii cotidiene, o reprezentare schematicã este preferabilã unei
reprezentãri detaliate. În acest fel, ne putem concentra atenþia asupra esenþialului.

De exemplu, în proiectarea raþionalã a unei locuinþe, arhitecþii pot folosi planul
acesteia (desenat în stânga), dar ºi reprezentarea schematicã de mai jos (desenatã
în dreapta, în care încãperile au fost înlocuite cu puncte, iar accesul dintr-o încãpere
în alta este sugerat prin unirea punctelor corespunzãtoare).

Reprezentarea schematicã a locuinþei ne poate da o idee despre funcþionalitatea
acesteia.

Sã reþinem!

O reprezentare geometricã în care apar noduri unite prin muchii se numeºte graf.
Un graf este determinat de mulþimea nodurilor ºi a muchiilor sale. Nodurile sunt

extremitãþi de muchii.

 Realizeazã schematic
planul propriei locuinþe. Fo-
loseºte douã tipuri de repre-
zentãri, sugerate de dese-
nele din dreapta.

Analizãm ºi generalizãm!

A

Elemente de teoria grafurilor

• Punctul care nu este legat de nici un alt punct
se numeºte nod izolat.

Nodurile corespunzãtoare unor muchii nu trebuie
neapãrat sã fie distincte. Dacã douã noduri coincid,
avem o buclã.

Douã muchii pot avea numai un nod ca punct comun. Douã noduri pot fi unite
prin cel mult o muchie.  Numãrul de muchii care pleacã dintr-un nod se numeºte
ordinul nodului.

În practicã, s-au dovedit
utile ºi grafurile cu muchii mul-
tiple (multigrafuri), în care pot
exista mai multe muchii care
unesc douã noduri. De exem-
plu, printr-un astfel de multigraf
se reprezintã molecula de
benzen; în fiecare nod se
gãseºte gruparea CH, a cãrei
valenþã, 3, este egalã cu
numãrul de muchii ce pleacã
din acest nod.

 Deseneazã un graf care
are 6 noduri ºi 8 muchii. Câte
noduri ºi câte muchii are
graful locuinþei tale? Ce repre-
zintã în acest caz nodurile?
Dar muchiile?  Ce reprezintã
ordinul unui nod?

În reprezentarea prin desen, douã muchii ale unui
graf se pot intersecta într-un punct care nu este un
nod. De exemplu, în acest mod se reprezintã pe harta
unui oraº douã ºosele suprapuse.

C
6
H

6

(Benzen)

 Ce este un graf?



41

Este foarte important sã
putem determina dacã douã
grafuri sunt izomorfe sau nu.
De exemplu, acest lucru este
esenþial în realizarea unui
montaj electronic pornind de
la schema acestuia: montajul
trebuie sã respecte indicaþiile
schemei, dar poate fi pozi-
þionat altfel în spaþiu.

Exemple
1) Grafurile urmãtoare sunt izomorfe.

Sã observãm!
Cele douã grafuri de mai jos pot reprezenta planul aceluiaºi cartier; chiar dacã

„strãzile” nu au aceeaºi formã în cele douã desene, ele unesc aceleaºi „intersecþii”.
Pentru orientarea în teren, oricare dintre aceste reprezentãri este suficientã.

Sã reþinem!
Douã grafuri sunt izomorfe dacã au acelaºi numãr de noduri ºi de muchii ºi dacã

existã o numerotare a nodurilor din cele douã grafuri astfel încât douã noduri sunt unite
(printr-o muchie) pe primul graf dacã ºi numai dacã nodurile corespunzãtoare sunt unite
ºi pe al doilea graf. În grafuri izomorfe, nodurile corespunzãtoare au ordine egale.

1

2

3 4

5

3

2

5
41

 Decide care dintre grafu-
rile urmãtoare sunt izomorfe.

a)  b)

Spunem pe scurt cã
grafurile izomorfe codeazã
aceeaºi informaþie.

La grafurile izomorfe po-
ziþionarea vârfurilor nu con-
teazã, important este modul
de conectare a acestora.

2) Grafurile urmãtoare nu sunt izomorfe.

Sã analizãm!
Strãzile unui oraº pot fi parcurse de vehicule în ambele sensuri, sau pot avea

sens unic. O astfel de situaþie poate fi marcatã pe schema oraºului, adãugând strãzilor
o sãgeatã care indicã sensul de parcurs.

De exemplu, sã considerãm principalele artere din zona Piaþa Victoriei din
Bucureºti ºi reprezentarea printr-un graf a acestora.

Graful din dreapta are 4 noduri ºi 3 muchii.
Punctul de intersecþie al muchiilor AC ºi BD, nefiind un

capãt al unei muchii, nu este nod.

B

A D

C

 Care este numãrul maxim
de muchii ale unui graf cu 6
noduri? Dar cel minim?

 c)  d)

 Ce este un graf orientat?
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În general
O reprezentare geometricã în care apar noduri unite prin muchii orientate (muchii

pe care a fost precizat un sens de parcurgere) se numeºte graf orientat. Într-un graf
orientat, douã noduri pot fi unite prin cel mult o muchie de un sens dat. Muchiile unui
graf orientat se mai numesc ºi arce.

 Deseneazã un graf orien-

tat care are 4 noduri ºi 7 arce.

 Care este numãrul maxim
de arce ale unui graf orientat
cu 4 noduri? Dar cel minim?

 Identificã diferite situaþii ce
se pot reprezenta prin grafuri
orientate.

Exemple

• Reprezentarea schematicã alãturatã este un graf orientat.
Acest graf are 4 noduri ºi 5 arce.

Douã noduri distincte unite printr-o muchie (arc) se numesc adiacente.
Douã muchii (arce) distincte cu o extremitate comunã se numesc adiacente.

A

D

B
C

• Graful alãturat este neorientat. Muchiile AB ºi
AD sunt adiacente. Nodurile B ºi D sunt adiacente.

E

H

F
G

• Graful din dreapta este un graf orientat.
Arcele HE ºi EF sunt adiacente. Nodurile H ºi E
sunt adiacente, iar H ºi G sunt neadiacente.

Sã observãm!
Dacã din graful reprezentând circulaþia pe strãzile adiacente

cu Piaþa Victoriei din Bucureºti (reprezentat mai sus), ne
intereseazã numai modul cum se poate circula între Arcul de
Triumf ºi Piaþa Romanã, putem elimina celelalte arce. Obþinem
în acest caz graful alãturat.

Acesta este un subgraf. Un subgraf se obþine dintr-un graf
suprimând unul sau mai multe noduri, precum ºi muchiile
adiacente.

Piaþa 
Victoriei

Arcul de
Triumf

Piaþa
Romanã

 Numeºte alte perechi de
muchii (arce), respectiv noduri
adiacente în cele douã
grafuri.

 Traseazã un graf care sã
descrie drumul pe care-l
parcurgi de acasã pânã la
ºcoalã. Vârfurile sau nodurile
vor desemna intersecþia
dintre douã sau mai multe
strãzi; segmentele de dreaptã
vor corespunde strãzilor par-
curse, pe care trebuie sã
indici denumirile acestora.

Marcheazã pe un sub-
graf drumul cel mai scurt.

Sãgeþile de pe graf corespund arterelor rutiere cu sens unic. Pentru a marca
existenþa dublului sens pe celelalte bulevarde, putem completa graful de mai sus,
adãugând muchii pentru fiecare sens de parcurgere. Obþinem astfel figura reprezentatã
în stânga.

Piaþa Victoriei

Arcul de
Triumf

Piaþa
Romanã

Piaþa
Victoriei

Piaþa
Dorobanþi

Piaþa
de Gaulle

Arcul de
Triumf

Piaþa
Romanã
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Sã comparãm!

Sã ne amintim definiþia funcþiei: Fie A ºi B douã mulþimi nevide. Orice lege f prin
care fiecãrui element x i A îi corespunde un element y = f (x) i B unic ºi bine definit
se numeºte funcþie definitã pe A cu valori în B ºi este notatã f : A  B.

Deoarece prin legea f oricãrui x i A îi corespunde un element  y i B ºi numai
unul, atunci funcþia se mai numeºte aplicaþie univocã de la A la B.

Pentru a clarifica diferenþa dintre cele douã noþiuni (adicã funcþie, respectiv graf),
putem vorbi despre aplicaþia multivocã.

• O aplicaþie multivocã a mulþimii A în mulþimea B este o lege prin care fiecãrui
element x i A îi corespunde o submulþime bine definitã a lui B (eventual submulþimea
vidã).

Exemplu

Numai în situaþiile  a  ºi  d  sunt reprezentate funcþii. În situaþia  b  avem o aplicaþie
multivocã deoarece, de exemplu, lui 3 îi corespunde mulþimea {1; 2}.

Aºadar, s-au conturat urmãtoarele douã moduri de descriere (definire), ale unui
graf, ºi anume:

• Prin cunoaºterea mulþimii nodurilor ºi a mulþimii muchiilor (arcelor).
• Prin cunoaºterea mulþimii nodurilor ºi a aplicaþiei mulþimii nodurilor în ea însãºi.
Aceste douã moduri de definire sunt legate intrinsec între ele, în sensul cã, dacã

avem datã mulþimea tuturor muchiilor (arcelor), ea determinã aplicaþia, ºi reciproc,
dacã este cunoscutã aplicaþia multivocã, ea defineºte mulþimea muchiilor (arcelor)
grafului.

Explicã diferenþa între o
aplicaþie univocã ºi o apli-
caþie multivocã în cazul dese-
nelor alãturate.

12

Fie A = {1, 2, 3} ºi
B = {a, b, c}.

Construieºte o funcþie defi-
nitã pe A cu valori în B ºi o
aplicaþie multivocã a mulþimii
A în mulþimea B. Reprezintã
aceste aplicaþii cu ajutorul
unor grafuri.

13

1
2
3
4

1
2
3
4

a

1
2
3
4

1
2
3
4

1
2
3
4

1
2
3
4

1
2
3
4

1
2
3
4

b c d

 Explicã raþionamentul
Mariei folosind un alt exemplu.

Apoi, i-a explicat Mariei: „Am desenat trei grafuri. Dar, privindu-le din nou, pot sã
le consider ca fiind trei funcþii. Deci, graful este o funcþie”.

Maria i-a rãspuns:
„Sã considerãm grafurile reprezentate în figurile de mai jos. Primul este neorientat,

iar cel de-al doilea este orientat.

La o privire superficialã, am fi tentaþi sã spunem cã avem de-a face cu o funcþie
definitã pe mulþimea nodurilor cu valori tot în mulþimea nodurilor. Aceastã afirmaþie
nu este însã adevãratã.”

Eroarea este cauzatã de
înþelegerea vagã a definiþiei
unei funcþii.

O funcþie este un triplet.
Funcþia f : A  B este bine
definitã atunci când se cunosc
cele trei elemente A, B, f.

 Ce legãturã este între graf ºi funcþie?

Alex a fãcut urmãtoarele desene:

1

3

4

2

1

2

Ce fel de aplicaþie este
reprezentatã la  c  ?
11
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Sã reþinem!

Graful izomorf cu un graf reprezentat în plan, în care orice douã muchii nu au
decât noduri ca puncte comune, se numeºte graf planar.

Traseazã douã grafuri cu
câte 4, respectiv 5 noduri,
care nu sunt complete.

15
Sã analizãm!

Atunci când realizeazã reþeaua de electricitate a unei locuinþe, electricienii au
grijã ca douã conductoare diferite sã nu se atingã de-a lungul lor, deoarece ar fi pericol
de scurtcircuitare. De aceea, ei evitã sã facã legãturi de tipul celor din graful din
stânga ºi înlocuiesc aceastã schemã cu un graf echivalent, cum este cel reprezentat
în dreapta.

Aceleaºi probleme tehnice le ridicã ºi construcþia de autostrãzi: dacã nu se pot
construi porþiuni suspendate, atunci douã autostrãzi pot avea doar oraºele terminale
ca puncte comune.

Un graf planar poate fi desenat în plan, fãrã a
avea muchii care se intersecteazã.

Exemplu
Graful G1 alãturat este planar, deoarece este

izomorf cu G2, iar G2 este un graf plan, în care orice
douã muchii nu au decât noduri ca puncte comune.

G1 G2

Exemple
• Grafurile descrise prin poligoane convexe în care au

fost duse toate diagonalele sunt grafuri complete.
• Graful din figura alãturatã nu este complet, deoarece

nodurile A ºi D nu sunt legate prin muchii.
A

B

C

DEOrdinul unui graf este dat
de numãrul nodurilor acestuia.
Construieºte grafurile complete
de ordin 1, 2, 3, 4 ºi 5.

14

1

2 3

4
5

 Tipuri de grafuri neorientate

În aplicaþii, grafurile cu proprietãþi speciale se dovedesc foarte utile. Câteva
dintre aceste proprietãþi sunt descrise în continuare.

Sã analizãm!
La o recepþie, se întâlnesc 5 prieteni. În mod firesc,

fiecare dintre ei dã mâna cu ceilalþi. Situaþia tuturor acestor
interacþiuni se poate descrie printr-un graf complet, de ordin
5, adicã prin graful din figura alãturatã.

O situaþie complet diferitã este cea în care 5 persoane
invitate la o recepþie nu se cunosc ºi, ca atare, nu dau
mâna. Situaþia este reprezentatã prin graful din figura
alãturatã.

În general
Graful neorientat în care oricare douã noduri sunt legate printr-o muchie se numeºte

graf complet. Graful pentru care mulþimea muchiilor este nulã se numeºte graf nul.
Altfel spus, graful nul are numai noduri izolate.

Rãspunde prin „Da” sau
„Nu”:
Grafurile alãturate sunt:
a) complete;
b) orientate;
c) izomorfe?

16

Sã analizãm!
Considerãm cinci oraºe legate între ele prin autostrãzi, fiecare oraº fiind conectat

cu celelalte patru. Proiectanþii ar fi dorit sã micºoreze costurile ºi sã nu foloseascã
porþiuni suspendate de autostradã. Totuºi, oricât au încercat, ei nu au reuºit sã
construiascã un graf complet ºi planar cu 5 noduri, reprezentând schema doritã.
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Pentru a fi funcþionalã, o
reþea de transport trebuie sã
prevadã existenþa unui drum
între oricare douã localitãþi.

Sã analizãm!
Schema de mai jos reprezintã reþeaua de cãi ferate din România. Pentru a ajunge

din Timiºoara la Iaºi, un cãlãtor are mai multe posibilitãþi de alegere a traseului. De
exemplu, el poate merge pe ruta Timiºoara-Craiova-Bucureºti-Ploieºti-Bacãu-Paºcani-
Iaºi sau pe ruta Timiºoara-Alba Iulia-Târgu Mureº-Ciceu-Adjud-Bacãu-Paºcani-Iaºi.

 Ce drumuri speciale pot fi descrise prin grafuri?

În general

Pentru n U 5, un graf complet cu n noduri nu este graf planar.

Deseneazã în diverse
moduri un  graf complet cu 5
noduri. Verificã dacã un
astfel de graf poate fi planar.

Este graful complet cu 4
noduri un graf planar?

17

 Câteva dintre încercãrile lor sunt desenate mai jos.

Ca urmare, ei au ajuns la concluzia cã un astfel de graf nu existã.

?!
?!

?!

Sã reþinem
Un traseu ce uneºte douã noduri ale unui graf printr-o succesiune de muchii

adiacente ale grafului se numeºte drum. Un graf se numeºte graf conex dacã orice
douã noduri sunt legate printr-un drum.

1
2

Exemplu
Traseul marcat pe graful alãturat este

un drum. El uneºte nodurile 1 ºi 2; acestea
sunt extremitãþile drumului. Acest graf este
conex deoarece între orice douã noduri
existã un drum.

Folosind harta reþelei de
metrou din Bucureºti (repro-
dusã la pagina 37), identificã
toate drumurile posibile
dintre Gara de Nord ºi Piaþa
Sudului. Care dintre aceste
drumuri este optim?

18

Cum crezi cã ar putea fi
definit un drum pe un graf
orientat? Cãrei situaþii prac-
tice îi corespunde aceastã
noþiune?

19Drumul (sau lanþul) este o succesiune de muchii consecu-
tive care permit trecerea de la un nod la altul. Dacã în
succesiune fiecare muchie apare exact o datã sau toate
nodurile sunt distincte, atunci drumul se numeºte drum
elementar.

Linia ondulatã este un drum elementar.

Sã observãm!
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Bucureºti

Cãlãraºi

Lehliu

Fãurei

Þãndãrei

Feteºti

Tulcea

Babadag

Medgidia

Negru Vodã

Nãvodari

Constanþa

Mangalia

Acestui graf îi putem asocia, de exemplu, costul unui bilet pe fiecare tronson.
Obþinem în acest mod un graf ponderat.

Sã particularizãm!
Diverse situaþii se pot reprezenta prin grafuri de o formã particularã.Informeazã-te ºi rãspun-

de! Care este preþul biletelor
pentru tren personal, pe fie-
care muchie a grafului magis-
tralei Bucureºti-Constanþa?

 21

Exemplul 1: Reþeaua CFR
Subgraful reþelei CFR corespunzãtor magistralei Bucureºti-Constanþa este:

Regulamentul CFR
permite realizarea la preþ
redus a unor circuite turistice.
Singura condiþie impusã
este ca nici o porþiune de
drum sã nu fie parcursã de
mai multe ori (într-un sens
sau altul).

Proiecteazã un circuit
turistic CFR care sã treacã
prin cât mai multe dintre
oraºele României. Intere-
seazã-te la agenþiile de voiaj
CFR cât va costa un bilet pe
acest circuit. Poþi face astfel
importante economii pentru
petrecerea vacanþelor într-un
mod plãcut.

20

Exemplu
Linia ondulatã marcatã în dreapta este un circuit.

Exemplu
Reþeaua CFR din România este un graf conex, deoarece între oricare douã gãri

se poate ajunge cãlãtorind doar cu trenul.

Drumul marcat  pe graful reþelei cãilor ferate este un circuit. Extremitãþile unui
circuit coincid.

În general
Se numeºte graf ponderat (sau graf valuat) un graf în cadrul cãruia fiecãrui arc

(muchie) îi este asociatã o valoare. Valoarea asociatã arcului poate avea semnificaþia
de „cost” a legãturii între cele douã noduri sau de „distanþã” între noduri.

Sã reþinem!
Circuitul sau drumul închis sau ciclul este un drum care

începe ºi se terminã în acelaºi nod. În aceste condiþii, la
un circuit, nodul iniþial coincide cu nodul final.

Putem reprezenta schematic fiºierele ca în graful urmãtor:

Exemplul 2: Organizarea fiºierelor în computer
Computerele înmagazineazã date în directoare sau fiºiere consecutive. Aceste

înregistrãri pot sã aparã pe monitor ca în imaginea alãturatã.

Desktop My Computer Win 98-1(C:)

Titlu 1

Titlu 2

Catalog 1

Fiºier 1

Fiºier 2

Orice fiºier poate fi apelat urmând un traseu unic.
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Exemplul 3: Structuri decizionale
Ziarele prezintã deseori structura de conducere a unor ministere sub forma unor

arbori. Astfel, în anii 1996 ºi 1997, Ministerul de Interne a avut urmãtoarea conducere:

1996

Traseul turistic al multor
muzee este organizat sub
forma unui arbore.

Demonstrãm proprietatea prin inducþie dupã n.
Dacã n = 1, atunci graful G are un singur nod ºi deci m = 0. În acest caz, relaþia

n = m + 1 este verificatã.
Sã presupunem cã egalitatea este adevãratã pentru grafuri cu n noduri ºi sã o

demonstrãm pentru grafuri cu n + 1 noduri. Dacã P este un nod terminal al grafului
(adicã un nod de ordinul 1), atunci el este unit cu un singur alt nod, notat Q. Fie G1

graful obþinut din G prin eliminarea nodului P ºi a muchiei PQ. G1 este tot un arbore, cu
n = n –1 noduri ºi m= m –1 muchii. Deoarece n = m + 1 ... , deducem cã n = m + 1.
Demonstraþia este încheiatã.

Reþeaua electricã a unei
locuinþe, alcãtuitã cu con-
ductori bifiliari, este organi-
zatã sub forma unui arbore.
Poþi explica de ce aceastã
reþea nu poate avea circuite?

Deseneazã graful reþelei
electrice din locuinþa ta.

22

Sã reþinem!
Un graf conex, fãrã circuite, se numeºte arbore.
Într-un arbore, orice douã noduri se pot uni printr-un traseu unic.

Sã demonstrãm!

Fie G un graf arbore cu n noduri ºi m muchii. Atunci  n = m + 1.

Ministru interne
Gavril Dejeu

Secretar stat
gen. Teodor Zaharia

IGP
gen. Pavel Abraham

UM 0215
col. C-tin Dîrnã

Crimã Organizatã
col. Cãlin Mateescu

Interpol
col. Ion Hurdubaie

1997Ministru interne

Doru Ioan Tãrãcilã

Secretar de stat amiral

Emil (Cico) Dumitrescu

IGP
gen. Costicã Voicu

UM 0215
gen. Dan Gheorghe

Crimã Organizatã
col. Cãlin Mateescu

Interpol
col. Ion Hurdubaie

Orice competiþie sportivã
în care jocurile sunt
eliminatorii poate fi descrisã
printr-un arbore.

Întocmeºte arborele cores-
punzãtor Campionatului
Mondial de Fotbal 2006,
dupã etapa grupelor.

Ce semnificaþie poate
avea afirmaþia „Brazilia ºi
Germania au fost în zone
diferite ale tabloului”?

Care sunt paºii unui
raþionament prin inducþie?

23

24

Sã aplicãm!
Turneele de tenis se desfãºoarã conform unui tablou al jocurilor ce reprezintã un

arbore. Astfel, la turneul Australian Open, tabloul principal a fost urmãtorul:

Optimi  Semifinale  Finala
Roddick

Nalbandian

Rios

Federer

Pioline

Nadal

Pavel

Gaudio

Conform regulamentului, unii jucãtori nu disputã partide în primele tururi. Câte jocuri
se disputã, dacã la start s-au prezentat 105 sportivi? (Aplicã în calcule teorema anterioarã.)

Grafurile prezentate în exemplele 1, 2 ºi 3 sunt conexe, dar nu au circuite.



48

1. În figura de mai jos este prezentat planul etajului
1 al unui hotel. Reprezintã acest plan sub forma
unui graf.

Exerciþii ºi probleme

2. Câþiva prieteni au vorbit între ei la telefon, pentru
a detalia planul unei excursii. Când s-au întâlnit,
ei au reconstituit convorbirile avute, reprezen-
tându-le sub forma urmãtorului graf:

5

1
4

2

3

R5 R6

R1
R3

R4

R2

I6I5

I1

I2

I3

I4

E2

E1

I3

I2

I1

I4

I5

R1

R4

R3

R5

1

2 3

E1
E2

I6

R6

R2

Câte convorbiri au fost efectuate? Cine a vorbit de
cele mai multe ori la telefon? Dar de cele mai puþine
ori? Reprezintã graful convorbirilor într-o altã formã.

9. Un graf se numeºte graf regulat de ordinul r  dacã orice
nod are ordinul r.
a) Deseneazã un graf regulat de ordinul 3, care are 6
noduri.
b) Demonstreazã cã într-un graf regulat de ordinul 3,
numãrul de noduri este par.

8. Ai învãþat la fizicã, în clasa a X-a, legile lui Kirchoff care
sunt aplicabile, de exemplu, la calculul reþelelor elec-
trice în curent continuu. Aceste legi se referã la intensi-
tãþile curenþilor dintr-un nod al reþelei ºi la tensiunile
electromotoare ale generatoarelor dintr-un circuit al reþelei.
De exemplu, pentru reþeaua de mai jos, legile lui Kirchoff
se exprimã prin:
I

1 
– I

4 
+ I

5 
= 0 (în nodul 1)

I1R1 
– I2R2 

+ I3R3 
+ I4R4 

= E1 
– E2

(în circuitul 1-2-3-4)

Scrie relaþiile deduse din
legile lui Kirchoff pentru
toate nodurile ºi circuitele
reþelei reprezentatã prin
graful alãturat.

5. Deseneazã un graf cu 5 noduri ºi 4 muchii.

6. Construieºte un graf neorientat ºi un graf orientat,
ambele determinate de 6 puncte.

7. Stabileºte tipul fiecãrui graf:

3. Verificã dacã urmãtoarele douã grafuri sunt
izomorfe:

4. Asociazã fiecare noþiune cu definiþia care o
caracterizeazã.

A. Punct izolat 1. este cel în care se poate
ajunge din orice nod în oricare
nod de-a lungul muchiilor.

B. Graf conex 2. este cel în care orice douã
noduri sunt legate exact printr-o
muchie.

C. Grafurile izomorfe 3. este cel în care muchiile
nu au puncte de intersecþie.

D. Graf complet 4. nu este legat prin muchii de
nici un alt nod.

E. Graf planar 5. codeazã aceeaºi informaþie.

Cãtãlin

Irina

Iulia

Sorin

Anca

Mihai

10. Pentru un graf planar, sã numim „circuit elementar” un
circuit care nu închide în interiorul sãu nici un nod ºi nici
o muchie.
a) Pe graful alãturat, 1341 este

un circuit elementar, dar 13421
nu  este circuit elementar.
Determinã toate circuitele
elementare ale grafului.

b) Demonstreazã cã într-un graf planar ºi conex are loc
relaþia: N – M + C = 1, unde N = numãrul de noduri, M =
numãrul de muchii, C = numãrul de circuite elementare.
c) Demonstreazã cã graful complet cu 5 noduri nu este
graf planar.

1

2
4 6

5
7

3
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Aplicãm ºi dezvoltãm!

Exemplul 1: Organizarea datelor

Pentru a ghici un numãr natural cuprins între 1 ºi 16 din cel mult 4 întrebãri la
care se rãspunde cu da sau nu, putem organiza încercãrile ca în graful de mai jos.

Întrebãm succesiv dacã numãrul ales este...
Succesiunea întrebãrilor

are legãturã cu scrierea
numerelor în baza 2.

 Câte întrebãri vor fi
necesare pentru a afla un
numãr natural cuprins între
1 ºi 32? Dar un numãr natu-
ral cuprins între 1 ºi 1 000?

... mai mare
decât 8?

... mai mare
decât 12?

... mai mare
decât 4?

DA

... mai mare
decât 14?

... mai mare
decât 10?

... mai mare
decât 15?

... mai mare
decât 13?

16

15

14

13

DA

NU

DA

NU

... mai mare
decât 11?

... mai mare
decât 9?

12

11

10

 9

DA

NU

DA

NU

DA

NU

DA

NU

DA

NU

NU
... mai mare
decât 6?

... mai mare
decât 2?

... mai mare
decât 7?

... mai mare
decât 5?

 8

 7

 6

 5

DA

NU

DA

NU

... mai mare
decât 3?

... mai mare
decât 1?

 4

3

 2

 1

DA

NU

DA

NU

DA

NU

DA

NU

DA

NU

Situaþii practice de utilizare a teoriei grafurilor

 Un arbore de acelaºi tip
se obþine, spre exemplu, în
cazul diviziunii celulare.

20  21  22  23

 Ce tip de funcþie mode-
leazã procesul diviziunii
celulare?

Teoria grafurilor are numeroase aplicaþii practice.
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Exemplul 2: Rezolvarea ecuaþiilor

ªtim cã pentru a > 0, avem |y | = a dacã ºi numai dacã y = a  sau y = –a.
Pentru a rezolva ecuaþia ||x + 1|– 3| = 2 putem aranja calculele sub forma unui

arbore, astfel:

 Rezolvã ecuaþiile urmã-
toare, aranjând calculele sub
forma unui arbore.
 4 –   3 +   2 – x     = 1;

 2 –   2 –   2 – x     = 1.

Obþinem mulþimea de soluþii S = {4; –6; 0; –2}.

Exemplul 4: Logicã ºi grafuri

Analiza logicã fãcutã de Anton Pann în versurile urmãtoare poate fi înlocuitã cu o
soluþie rapidã pe bazã de graf.

TC/LV

TCV/L

TLV/C

TLC/V

TLCV

TLCV

V/TLC

C/TLV

L/TCV

LV/TC

 Folosind graful de mai jos
(în care T, L, C, V semnificã
þãranul, lupul, capra, respec-
tiv varza) explicã soluþia
problemei propuse de Anton
Pann.

Ce legãturã este între
poveste ºi drumuri în graf?

Lupul, þapul ºi varza
 de Anton Pann

Un þãran la târg plecase.
ªi de vânzare luase
Un lup, un ied ºi o varzã.
Nevrând nici una sã piarzã
ªi nefiind nici cãlare,
Vrea sã treacã un râu mare,
Care era sã-l înoate
ªi sã le treacã pe toate.
Stând în loc, se socoteºte
ªi întru sine ºopteºte,
Cum ºi în ce chip sã facã
Câte una sã le treacã,
Cã fiind apa prea latã,
Nu putea douã deodatã.
„Sã trec întâi lupul, zice,
Capra varza o sã-mi strice,
Sã trec varza, º-aºa încã,
Lupul capra îmi mãnâncã.”
Deci dacã-i veni în minte
ªi trecu capra-nainte,
Stãtu iar sã se gândeascã
Cã cum sã o nemereascã.
Gândind, zicea întru sine:
”Trecui una, merse bine,

Pân-aci toate scãparã.
Acum care sã trec darã?
Trecând varza ºi lãsând-o,
O stricã iedul rozând-o,
Precum lupul ºi el iarã
Îmi face iedul paparã.
O, ce vitã neunitã
ªi marfã nepotrivitã!”
Dar mai gândind: „Ha! el zise,
Nevoia minte-mi trimise”.
Trecu lupul, clãtind capul,
ªi-ntoarse înapoi þapul.
Trecu ºi varza îndatã,
Mereu fãcând judecatã,
ªi mergând a doua oarã,
Trecu þapul supsioarã.

Omul dacã ºi gândeºte,
Orice i se înlesneºte,
Prejudecând cele grele,
Le gãseºte uºurele,
Cã pe cât el sã gândeºte,
P-atât mintea-i se toceºte.
ªi orice, cu judecatã,
Nu-l greºeºte niciodatã.

Exemplul 3: Graful asociat unui poliedru

Anumite proprietãþi ale poliedrelor pot fi mai bine evidenþiate dacã acestea sunt
reprezentate cu ajutorul unor grafuri.

Corina a construit un cub cu o faþã transparentã.
Ea a privit în interiorul cubului ca printr-o fereastrã ºi
a desenat imaginea observatã. Vãzând desenul
Corinei, Vlad a constatat: „Ai reprezentat cubul sub
forma unui graf planar.”

În general
Orice poliedru convex se poate reprezenta sub forma unui graf. Acesta este graful

asociat poliedrului. Graful asociat unui poliedru se obþine prin aplatizarea poliedrului:
deformãm unele dintre feþe (ºi muchii) pânã când toate vârfurile ajung în acelaºi plan.

 Imagineazã-þi cum apla-
tizãm o prismã triunghiularã
ºi deseneazã graful asociat
acesteia.

Cele douã grafuri din
dreapta sunt izomorfe.

1 3 2
1 5

  
 

x
x

1 3 2
1 1

   
 

x
x

1 5 4   x x

1 5 6     x x

1 1 0   x x

1 1 2     x x

1 3 2  x
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Exerciþii ºi probleme

12. Reprezintã printr-un graf cazurile ce pot sã aparã în
rezolvarea urmãtoarelor probleme.
a) Dintre 5 monede identice ca mãrime ºi aspect,
una este mai uºoarã. Folosind o balanþã, determinã
prin cel mult douã cântãriri moneda mai uºoarã.
b) Dintre 5 monede identice ca mãrime ºi aspect,
una este de masã diferitã faþã de celelalte (fiind mai
uºoarã sau mai grea!). Folosind o balanþã, determinã
prin cel mult trei cântãriri moneda diferitã.

A
B

E

D

C

10. Arborele de mai jos redã meciurile de cupã a 8
finaliºti. În aceastã competiþie, nu toþi jucãtorii se
confruntã între ei. Care sunt acei jucãtori care nu se
confruntã direct?

A

A

A

C

G

E

E

C

G

E
D

H

F

A

B

Imagineazã-þi metode prin care acest tip de
organizare a finalelor unor concursuri poate fi
îmbunãtãþit.

11. Într-o competiþie de 8 jucãtori, de tipul
celei de mai sus, numãrul celor în-
vinºi de campion este 3. Câte meciuri
ar mai fi necesare pentru a afla care
este cel mai bun dintre cei 3?
Foloseºte graful alãturat.

B

B

B

C

E

7. Determinã ordinul fiecãrui nod al grafului de mai jos.

Dacã acest graf este
reprezentarea schematicã a
reþelei de troleibuze a unui
oraº, ar putea fi parcursã
reþeaua de un troleibuz, care
trece pe fiecare stradã o
singurã datã?

1. Afluenþii unui râu pot fi reprezentaþi sub forma unui
graf arbore. Deseneazã graful ce reprezintã râul Olt
ºi afluenþii lui.

2. Trei prieteni, notaþi A, B, C, joacã tenis de câmp
dupã sistemul „învingãtorul rãmâne“. Reprezintã
printr-un graf situaþiile ce pot sã aparã dupã 5 jocuri,
dacã prima datã joacã A cu B.

3. Deseneazã un graf complet care are 7 noduri.
Marcheazã un circuit pe acest graf.

4. În care dintre urmãtoarele situaþii putem reprezenta
datele printr-un arbore?
a) Reþeaua de strãzi dintr-un cartier.
b) Reþeaua de distribuþie a apei potabile a unui oraº.
c) Reþeaua de distribuþie a gazului metan într-un oraº.

5. Deseneazã figurile, fãrã a ridica creionul de pe hârtie.

6. Transpune într-o problemã despre grafuri întrebarea
urmãtoare.
Existã un traseu pe care îl parcurge calul pe o tablã
de ºah cu dimensiunile 4 D 4 astfel încât acesta sã
treacã prin fiecare câmp al tablei o singurã datã?
(Vã reamintim cã, la ºah, calul se mutã în formã de
L, ca în figura alãturatã).

Este util ca în graful cerut sã
uneºti printr-o muchie oricare
douã câmpuri între care
poate fi mutat calul.

8. Deseneazã:
a) un graf conex complet;
b) un graf conex care nu este complet.

9. Câte configuraþii diferite pot forma 3 pioni albi ºi 4 
negri aºezaþi pe o tablã de ºah 3 × 3? Foloseºte 
grafuri pentru a numãra aceste configuraþii.

13. Reprezintã cu ajutorul unui graf orientat funcþia:

: {0;1; 2} {1; 2; 3; 4}, ( ) 1  f f x x .
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14. În graful urmãtor precizeazã nodurile ºi muchiile
acestuia. Dã exemplu de noduri adiacente ºi de
muchii adiacente. 1

2

3

4

5
6

7

8

9

10

11

15. Identificã perechi de grafuri izomorfe printre grafurile
reprezentate mai jos.

16. Fie mulþimile A = {x | x oraº în Europa},
B = {y | y þarã în Europa} ºi aplicaþiile:
f (oraº x) = þara y pe teritoriul cãreia se gãseºte oraºul x.
g(þarã y) = oraºul x de pe teritoriul þãrii y.
Stabileºte natura acestor aplicaþii.

24. Fie graful de mai jos:

a) Determinã mulþimea nodurilor ºi mulþimea arcelor.
b) Numeroteazã nodurile ºi reprezintã printr-o
diagramã cu sãgeþi aplicaþia multivocã a mulþimii
nodurilor în ea însãºi, care defineºte acest graf.

21. Cinci depozite fac schimb de mãrfuri (distribuie
produse ºi se aprovizioneazã) astfel:

– depozitul A face schimb de mãrfuri cu depozitele D, F;
– depozitul B face schimb de mãrfuri cu depozitele A, C;
– depozitul C face schimb de mãrfuri cu depozitele D, E;
– depozitul D face schimb de mãrfuri cu depozitul F.

a) Traseazã graful care descrie relaþiile dintre cele
5 depozite.

22. Se considerã urmãtorul graf:

23. În graful urmãtor, eliminã numãrul minim de muchii
astfel încât graful obþinut sã nu mai conþinã circuite.

a) Stabileºte gradul fiecãrui nod.
b) Calculeazã suma tuturor gradelor ºi comparã
aceastã sumã cu numãrul muchiilor.
c) Determinã numãrul de noduri impare.
d) Indicã un drum determinat de 4 noduri ºi un circuit
cu 3 noduri.
e) Existã un drum care sã treacã o singurã datã prin
toate nodurile? Dar un circuit cu aceeaºi proprietate?

18. Caracterizeazã cu ajutorul ordinului unui nod:
a) funcþiile injective;  b) funcþiile surjective.

19. Deseneazã un graf de ordin 5 în care toate nodurile
sã fie impare. Este posibilã problema? Justificã.

20. Traseazã un graf de ordin 6 în care toate nodurile
sã fie pare.

25. Rezolvã cu ajutorul unui graf arbore ecuaþia:
| | 2 1|| 7  x x .

26. Determinã toate tipurile de grafuri arbore care au ºase
noduri. Deci trebuie sã desenezi câteva grafuri cu
proprietãþile: oricare douã nu sunt izomorfe ºi oricare
alt graf arbore cu ºase noduri este izomorf cu unul
dintre cele desenate.

17. a) Demonstreazã cã, în orice graf, suma ordinelor
tuturor nodurilor este egalã cu dublul numãrului de
muchii.
b) Reprezintã printr-un graf arborele genealogic al
familiei voastre.

b) Se stabileºte un tip nou de regulã ºi anume:  fiecare
depozit este într-una dintre urmãtoarele douã situaþii:
sau se aprovizioneazã (primeºte produse) sau
distribuie produse. În rest, rãmân aceleaºi relaþii între
depozite. Traseazã graful care descrie noua situaþie.

27. Deseneazã graful corespunzãtor urmãtoarei aplicaþii
multivoce. Mulþimea nodurilor este {A, B, C, D, E},
iar aplicaþia realizeazã asocierile:
A  {B; C};  B  {A; E}; C  {A}; D  ; E  {B}.
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1. Pentru graful alãturat:
a) precizeazã numãrul de noduri ºi numãrul de muchii;
b) determinã ordinul fiecãrui nod;
c) identificã douã trasee care unesc A cu E;
d) precizeazã un circuit al grafului;
e) eliminã cât mai puþine muchii pentru ca graful rãmas sã fie un arbore.

2. Reprezintã printr-un graf relaþia de divizibilitate între numerele naturale de la 1 la 10, unind printr-o muchie acele
numere diferite care au proprietatea cã unul dintre ele îl divide pe celãlalt. Existã pe acest graf drumuri de
lungime 5?

3. Foloseºte graful situaþiilor posibile pentru a calcula numãrul variantelor de rãspuns la un test-grilã format din
5 întrebãri la care se rãspunde DA sau NU.

4. Doi prieteni joacã tenis de câmp dupã sistemul „cel mai bun din 5 seturio. Reprezintã printr-un graf toate situaþiile
ce pot sã aparã.

Test de verificare

Lecturã

6tudiul unor structuri de tip graf a fost lansat pentru prima datã de Leonhard Euler în 1736. El a pornit de la problema
celor ºapte poduri din Konigsberg. Enunþul acestei probleme este urmãtorul: existã un traseu astfel încât fiecare dintre cele
ºapte poduri sã fie traversat o singurã datã"

6e poate observa imediat cã itinerariul nu poate sã înceapã ºi nici sã se termine
în cel puþin douã dintre cele patru regiuni I pânã la IV. In aceste regiuni se intrã ºi se
iese. 7otuºi, deoarece în fiecare regiune se poate ajunge printr-un numãr impar de
poduri, un astfel de itinerar nu este posibil. Euler ºi-a pus o problemã mai generalã:
în ce condiþii un graf conex dat poate fi parcurs pe un drum închis astfel încât fiecare
muchie sã se acopere exact o datã" 8n drum de acest tip existã dacã ºi numai dacã în
fiecare nod se întâlnesc un numãr par de muchii.

2 altã problemã celebrã care a dus la dezvoltarea teoriei grafurilor este cea a trasãrii unei hãrþi folosind numai patru
culori. 6e demonstreazã relativ uºor cã sunt suficiente cinci culori pentru a colora orice hartã. &artografii ºtiu din experienþã
cã o hartã politicã poate fi desenatã cu patru culori astfel încât douã þãri cu frontiera comunã sã fie colorate diferit.
Problema dacã aceste patru culori sunt suficiente întotdeauna nu a putut fi demonstratã, însã ea a condus la dezvoltãri
matematice extrem de interesante ºi utile.

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã identific tipul unui graf ºi elementele sale
 sã transpun în reprezentare pe graf o problemã datã
 sã utilizez grafuri pentru a determina soluþii ale unor probleme
 sã descriu toate variantele unei probleme cu ajutorul grafurilor?

A

C

ED

B

F
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Operaþii cu
numere reale

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. a) 2,3 + 1,8 = 3,1 b) 1,3 + 4,7 = 6 c) 1,4 – 0,6 = 2 d) 4,3 – 1,7 = 2,7

2. a) 2,13 > 3,1 b) 0,472 < 0,51 c) 1,3 + 0,7 U 1,3 + 0,2 d) 3,5 + 0,2 > 1,2 + 2,5.

3. Numãrul de muchii ale unui cub este:
a) 3 b) 4 c) 8 d) 12.

4. Numãrul de vârfuri ale unei prisme triunghiulare este:
a) 3 b) 4 c) 8 d) 12.

5. Dacã o piramidã are 10 feþe, atunci numãrul de muchii ale sale este:
a) 5 b) 6 c) 8 d) 10.

Elemente de
geometrie

Rezolvarea
ecuaþiilor

Vectori

Logicã

Alege rãspunsurile corecte!

Numãrare

Unitatea de învãþare 4

Test iniþial de autoevaluare

Indicã propoziþiile adevãrate.

6. a) 2x + 3 = 1,6     b) x2 – 2x – 4 = 0 c) 2x + 1 = 9 d) log2x = 5     e) 2 3x – .

Rezolvã ecuaþiile!

7. Deseneazã vectorul CD


, egal cu
vectorul AB


.

A

B

C

8. Pe hexagonul regulat de mai jos, repre-
zintã suma AB FE

 
, apoi vectorul DE


.

A

B C

D

F E

9. Precizeazã dacã raþionamentul urmãtor este corect.
Astãzi nu este ziua în care se joacã meciul. Dacã meciul s-ar juca astãzi, stadionul ar
fi plin de oameni, dar eu vãd cã nu este nimeni aici.

10. Scrie enunþul obþinut prin negarea urmãtoarei propoziþii:
Dacã o piramidã are ca bazã un hexagon, atunci numãrul sãu de muchii este 12.

11. Calculeazã câte numere naturale sunt între 102 ºi 347, inclusiv.

13. Aflã câte drumuri existã pe graful urmãtor
între A ºi B.

12. Identificã numãrul pãtratelor din figurã.

Rãspunde la întrebãri!
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O gamã variatã de probleme cotidiene poate fi abordatã cu ajutorul grafurilor. În
aceste cazuri, folosind metode specifice de analizã, se pot lua decizii eficiente.

Exemplul 1: Liderul de grup
Diriginta clasei a XI-a C vrea sã analizeze relaþiile de simpatie ºi de antipatie ale

membrilor unui grup de lucru.
Pentru aceasta, ea a aplicat un test sociologic ºi a reprezentat informaþiile obþinute

sub forma unor grafuri orientate. În desenul de mai jos, apare graful obþinut din
rãspunsurile la întrebarea: „Atunci când primeºti o problemã de rezolvat, cu care
dintre membrii grupului ai vrea sã discuþi mai întâi?”

Gabriel

Elena Rodica

Sorin Iulia
 Eºti de aceeaºi pãrere cu
diriginta clasei? Pe ce crezi
cã s-a bazat ea când a formu-
lat aceste concluzii?

Din aceastã reprezentare, diriginta a concluzionat cã Elena are probleme de
acceptare în grup, precum ºi cã Iulia este liderul echipei.

Exemplul 2: Strategia de joc
Pentru a analiza relaþiile de joc, antrenorul echipei de fotbal F.C. Valencia, Sánchez

Flores, a reprezentat modul în care sunt date de obicei pasele între jucãtori. El a
obþinut graful orientat de mai jos:

Cañizares

Miguel

Ayala

Carboni

Baraja

Albelda Angulo

Kluivert

Aimar
Rufete

Edu

Prin aceastã schemã, el a vãzut cã flancul drept al echipei are nevoie de
antrenamente speciale, deoarece contraatacurile desfãºurate pe aceastã parte
necesitã prea multe pase pentru a duce mingea în faþa porþii adverse.

Exemplul 3: Hãrþile conceptuale
Veronica vrea sã îºi recapituleze materia din clasa a X-a. Ca sã înþeleagã mai

bine legãturile între diferite noþiuni, ea a întocmit o hartã a conceptelor, adicã un graf
orientat, în care nodurile sunt conceptele învãþate, iar douã concepte sunt unite printr-un
arc dacã existã un rezultat care le leagã. De exemplu, reprezentarea schematicã:

radicalecuaþie de
gradul 2

Analizeazã graful relaþiilor
de joc ºi rãspunde! Care crezi
cã este cel mai important
jucãtor din aceastã echipã?
De ce?

poate sã însemne: „rezolvarea ecuaþiei de gradul 2 se face cu o formulã care conþine
radicali”.

Observãm ºi explorãm!

Drumuri în grafuri – optimizare

Problema optimizãrii
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În acest fel, pentru o parte din materia clasei a X-a, Veronica a obþinut urmãtoarea
hartã a conceptelor:

Enunþã trei dintre rezulta-
tele care au condus-o pe
Veronica la trasarea arcelor
din hartã.

vector

adunare

înmulþire

coordonate ecuaþii

vectori proporþionali

vectori perpendiculari

lungime

drepte paralele

drepte perpendiculare

arie

Harta realizatã a ajutat-o pe Veronica sã înþeleagã mai bine noþiunile de geometrie
învãþate.

În general
Reprezentãrile cu grafuri pot conduce la o înþelegere rapidã a situaþiei analizate.
Ele pot fi folosite în situaþii foarte diverse.

Exerciþii ºi probleme

1. Putem transforma o hartã, cu ajutorul unui graf,
prezentând schematic þãrile ºi modul în care ele se
învecineazã.

A

B

C

D

A

B

D

C

a) Transformã într-un graf porþiunea din harta Europei
reprezentatã mai jos.

AUSTRIA

ANDORRA

SERBIA

ALBANIA

LITHUANIA

MONTENEGRO

BOSNIA

CROATIA
SLOVENIA

MACEDONIASPANIA

PORTUGALIA

FRANÞA

ITALIA

GERMANIA

UNGARIA

MAREA
BRITANIE

BELGIA

ELVEÞIA

IRLANDA

POLONIA

CEHIA
SLOVACIA

O
LA

N
D

A

DANEMARCA

LUX.

2. Fiecãrui poliedru i se asociazã graful vârfurilor ºi
muchiilor sale, printr-un procedeu de aplatizare.
De exemplu, piramidei VABCD de mai jos, i se poate
asocia oricare dintre grafurile alãturate.

a) Asociazã aceleiaºi piramide alte douã grafuri
(izomorfe cu cele de mai sus).
b) Reprezintã în douã moduri graful asociat prismei
ABCDEF din desen.
c) Deseneazã un poliedru corespunzãtor grafului de
mai jos.

V

A

B C

D

B

A C

D F

E

b) În ce caz graful asociat unei hãrþi este conex?
c) Imagineazã harta unei regiuni al cãrei graf asociat
este urmãtorul.

A

B

C

D

V
V

A B

C
D


Astfel, pentru harta de mai sus am înlocuit fiecare
þarã cu un nod al grafului, simbolizând capitala ºi
am trasat o muchie pentru fiecare porþiune de graniþã
comunã.
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Multe dintre problemele practice reprezentate prin grafuri necesitã determinarea
unor drumuri care verificã anumite proprietãþi.

Pentru grafurile în care numãrul vârfurilor este mic, putem rãspunde la o astfel de
întrebare descriind toate drumurile posibile. Dacã numãrul vârfurilor este însã mare,
acest procedeu poate sã ia mult prea mult timp. De aceea, suntem interesaþi sã
gãsim un algoritm, adicã o succesiune de reguli prin aplicarea cãrora determinãm
soluþia optimã pentru problema datã.

 Ce este un circuit eulerian?

Sã analizãm!
Cartierul în care locuieºte Mircea are forma

din imaginea alãturatã.
În fiecare searã, atunci când se plimbã cu

bicicleta, Mircea pleacã de la locuinþa sa
(marcatã printr-un punct pe hartã) ºi încearcã
sã treacã pe toate strãzile cartierului o singurã
datã. Pentru a gãsi un astfel de circuit, el a
reprezentat schematic cartierul sub forma
grafului de mai jos, în care nodurile sunt
intersecþiile, iar muchiile sunt strãzile cartierului.

Piatra
 C

raiului

Virtuþii

R
etezat

Pietre
le D

oamne
i

Gurghiului
Independenþei Nucº

oara

N

E

S

V

C

A

D

B
 Pe schiþa sub formã de
graf a cartierului lui Mircea,
identificã strada Indepen-
denþei ºi locul din care
pleacã Mircea la plimbare.

Analizãm ºi generalizãm!

Drumuri optime în grafuri

Mircea are trei posibilitãþi de pornire de acasã: pe strada Gurghiului, pe Retezat
spre Piatra Craiului sau pe Retezat spre Nucºoara (acestea sunt marcate pe graf prin
muchiile AB, AC, respectiv AD). El trebuie sã revinã (cel puþin la sfârºit!) în punctul
A, pe o altã stradã (muchie) decât cea pe care a plecat. De aceea, una dintre aceste
muchii ale grafului nu poate fi închisã într-un astfel de circuit.

În general

Un circuit al unui graf se numeºte circuit eulerian, dacã poate fi parcurs în întregime
trecând o singurã datã prin fiecare muchie a grafului dat. Un graf este eulerian dacã
are cel puþin un circuit eulerian.

Leonard Euler
(1707 - 1783)

 Identificã pe harta alã-
turatã douã circuite distincte,
pornind din punctul marcat.

Exemple
Urmãtoarele grafuri conþin circuite euleriene.
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Sã presupunem cã graful are un circuit eulerian. Marcãm pe
acest circuit direcþia de parcurgere; atunci numãrul arcelor care
intrã într-un nod este egal cu numãrul arcelor care ies din acesta.
Deci fiecare nod are ordin par.

Fie acum un graf conex, în care fiecare nod are ordin par ºi
fie D = A

0
A

1
A

2
 ... A

r –1
A

r
 un drum de lungime maximã în graful dat, care nu trece de

douã ori prin aceeaºi muchie (dar care poate trece de mai multe ori prin acelaºi nod).
Deoarece D este de lungime maximã, toate muchiile care pleacã din A

r
 sunt deja

conþinute în D  ...  .
Deoarece numãrul acestor muchii este par, deducem cã Ar ºi A

0
 coincid  ... , deci

D este un circuit. Sã presupunem prin absurd cã D nu este circuit eulerian; existã
atunci o muchie BC neparcursã de D, care are un capãt (sau amândouã) printre
punctele A

0
, A

1
, ..., Ar  ...  .

Pentru a putea urmãri raþionamentul, analizãm graful de mai jos ºi presupunem C = A
2
.

Considerãm drumul BCA
3
A

4
 ... ArA1

A
2
, care are lungime cu 1 mai mare decât D,

ceea ce contrazice alegerea acestuia  ... .
Contradicþia obþinutã aratã cã circuitul D parcurge toate muchiile grafului o singurã

datã, deci D este circuit eulerian.

A C  = 2

A5

A4

A3
A1

A0

B

D

A C  = 2

A5

A4

A3
A1

A0

B

D

Sã aplicãm!
Graful din imaginea alãturatã are toate nodurile de ordin par,

deci este un graf eulerian. Practic, asta înseamnã cã putem
reproduce desenul fãrã sã ridicãm creionul de pe coala de hârtie.

Demonstreazã cã un graf
are un drum eulerian dacã ºi
numai dacã numãrul nodu-
rilor de ordin impar este 2.
Pentru demonstraþie, adau-
gã o muchie la acest graf ºi
aplicã teorema anterioarã!

 Ce este un circuit hamiltonian?

Sã presupunem cã, în loc de un circuit care trece prin fiecare muchie a unui graf
o singurã datã, cãutãm un circuit care trece prin fiecare nod al grafului o singurã datã.
Astfel de probleme apar în practicã, de exemplu, în legãturã cu aprovizionarea unor
magazine printr-un acelaºi transport de marfã.

Sã analizãm!
În cartierul Laviniei, la fiecare colþ de stradã este un chioºc al

firmei „Util”. În fiecare dimineaþã, un microbuz al firmei pleacã de
la depozitul D ºi aprovizioneazã toate chioºcurile.

Pentru a scurta drumul, ºoferul microbuzului a identificat
circuitul marcat pe desen, care trece o singurã datã prin fiecare
nod al grafului.

 Analizeazã schema
cartierului Laviniei ºi gãseºte
un alt circuit care trece prin
toate nodurile.

D

În enunþul alãturat, apare
exprimarea „dacã ºi numai
dacã”. Cum se reflectã
aceastã formulare în demon-
straþie?

Urmãreºte demonstraþia
ºi rãspunde. Unde folosim
ipoteza cã fiecare nod are
ordin par?

Sã demonstrãm!
Un graf conex este eulerian dacã ºi numai dacã fiecare nod are ordin par.

Traseazã un graf care are
toate nodurile de ordin par.
Propune unui coleg sã reali-
zeze un circuit eulerian în
acest graf.
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Denumirea de graf hamiltonian provine de la jocul lansat în 1859 de cãtre
matematicianul William Hamilton (1805-1865). „Câmpul de joc” este un dodecaedru
regulat, adicã un corp geometric cu toate feþele pentagoane regulate. Jocul are un
singur jucãtor ºi presupune gãsirea unui circuit pe muchiile dodecaedrului, care sã
treacã prin fiecare vârf o singurã datã.

Pentru ca jucãtorul sã poatã face încercãri, Hamilton a realizat dodecaedrul din
lemn ºi a montat în fiecare vârf câte un cui; prin întinderea unui fir de aþã între aceste
cuie, se putea vizualiza traseul parcurs.

Pentru a putea analiza ºi noi aceastã problemã, desenãm graful planar asociat
dodecaedrului. (E ca ºi cum am „întinde” feþele pânã când dodecaedrul se aplati-
zeazã!). Un circuit hamiltonian este marcat pe figura 2.

Dodecaedrul regulat este
un poliedru cu 12 feþe, 20 de
vârfuri ºi 30 de muchii.

Fig. 1 Fig. 2

Nu se cunosc condiþii necesare ºi suficiente pentru a decide dacã un graf dat
este sau nu hamiltonian. Câteva rezultate parþiale sunt enunþate în continuare.

Sã verificãm!
1) Orice graf complet (în care fiecare douã noduri sunt unite

printr-o muchie) este hamiltonian.
Verificã aceastã teoremã pentru graful complet cu 5 noduri din

figura alãturatã.

Pe graful asociat octaedru-
lui regulat, denumeºte toate
nodurile, prin corespondenþã
cu vârfurile octaedrului.

Existã cinci poliedre regu-
late: tetraedrul regulat, cubul,
octaedrul regulat, dodecaedrul
regulat ºi icosaedrul regulat.

A B

CD

E

F

A E

B

3) Dacã G este un graf cu n U 3 noduri, astfel încât ordinul
fiecãrui nod este cel puþin 2

n , atunci G este hamiltonian.

Verificã aceastã teoremã pentru graful din figura alãturatã.
Rezultatul enunþat a fost

demonstrat de Dirac, în 1952.

În general

Un circuit al unui graf se numeºte circuit hamiltonian, dacã poate fi parcurs trecând
prin fiecare nod o singurã datã. Un graf este hamiltonian dacã are cel puþin un circuit
hamiltonian.

 Decupeazã din carton
douã figuri de forma celei de
mai jos ºi construieºte un
dodecaedru.

2) Grafurile asociate poliedrelor regulate sunt hamiltoniene.
Verificã aceastã teoremã pentru graful asociat unui octaedru regulat, desenat în

figura de mai jos.
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L

B

Pentru fiecare drum între L ºi B, domnul Popescu a definit „lungimea drumului” ca
fiind numãrul de semafoare întâlnite în cale. De exemplu, drumul marcat pe figurã are
lungimea 6.

Deoarece este dificil sã identifice toate drumurile posibile între L ºi B, domnul
Popescu a adoptat o altã strategie: a alocat fiecãrui semafor un numãr natural, egal
cu lungimea minimã a unui drum de acasã pânã la semaforul respectiv.

El a procedat astfel:
• a ataºat nodului L numãrul 0, iar nodurilor legate

prin muchii de L – numãrul 1;
• pentru fiecare nod care nu a fost încã marcat,

legat prin muchii de nodurile marcate cu 1, a ataºat
numãrul 2;

• a continuat la fel, ataºând nodurilor numere
consecutive, pânã când a marcat toate nodurile.

În acest fel, domnul Popescu a demonstrat cã drumul minim de acasã pânã la
serviciu are lungimea 4.

L

B

0

1

2

2

2

1

2
Continuã algoritmul ºi

asociazã fiecãrui nod al gra-
fului un numãr natural.

Sã aplicãm!
Pentru graful asociat unui dodecaedru regulat, din

figura alãturatã, determinãm drumul de lungime minimã
dintre nodurile A ºi B. Pentru aceasta, am etichetat
unele dintre nodurile grafului conform algoritmului de
mai sus. Continuã etichetarea, pânã ajungi la B.

Demonstreazã apoi cã între oricare douã noduri ale
acestui graf, existã un drum de lungime mai micã sau
egalã cu 5.

Prin algoritmul de etichetare a nodurilor, determinãm
lungimea drumului minim între douã noduri ale unui graf. Pentru a obþine însã efectiv
un astfel de drum minim, este nevoie sã organizãm datele, astfel încât succesiunea
paºilor fãcuþi sã poatã fi reconstituitã.

În general
Lungimea minimã a unui drum între douã noduri ale unui graf conex se poate

determina prin algoritmul de etichetare succesivã a nodurilor, descris anterior. Drumul
minim este format din muchii care unesc noduri marcate cu numere consecutive.

A

B




Identificã un alt drum de
la locuinþã pânã la biroul
domnului Popescu.

 Cum determinãm drumuri de lungime minimã?
Sã analizãm!

În fiecare dimineaþã, domnul Popescu pleacã de acasã la serviciu cu maºina
personalã. Pentru a scurta timpul de deplasare, el a cãutat un traseu care sã conþinã
cât mai puþine intersecþii, din cauza perioadei de aºteptare la semafor. Harta zonei în
care locuieºte domnul Popescu este reprezentatã schematic în imaginea de mai jos,
în care L ºi B reprezintã locuinþa, respectiv biroul sãu.

Câte semafoare sunt în
cartierul domnului Popescu?

11

13

Deseneazã un drum
oarecare de la L la B ºi aflã
lungimea acestuia.

12

Marcheazã pe schiþa car-
tierului fãcutã de domnul
Popescu un drum de lungime
4 între locuinþã ºi birou.

14
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Exemplu
Sã considerãm graful din imaginea

alãturatã, în care am notat nodurile cu litere de
la A la J. Vrem sã determinãm drumurile de
lungime minimã care unesc nodul A cu celelalte
noduri ale grafului. Pentru aceasta, ataºãm
nodului A numãrul 0, nodurilor B, C ºi D numãrul
1 ºi aºa mai departe, ca în algoritmul folosit
de domnul Popescu.

Reþinem ordinea ºi motivul pentru care marcãm un nod, în graful-arbore de mai jos.

A

B

C

D

F

G

H

E

I

J

 În graful-arbore al dru-
murilor minime, fiecare nod
apare pe un singur nivel.

Explicã modul în care a
fost alcãtuit graful-arbore
alãturat. Procedeazã la fel
pentru graful cartierului
domnului Popescu.

A

B

C

D

E

F

G

H

I
J

J

G

0 1 2 3

Observând acest mod de organizare a datelor, putem afirma cã:
• existã douã drumuri minime, de lungime 2, între A ºi G; acestea sunt ABG ºi

ADG;
• existã un singur drum de lungime minimã de la A la E.

A

B

C

D

E

F

A

B

C

D

E

F

Fig. a Fig. b









0

Deducem cã drumul minim de la A la D are lungimea 4, iar de la A la F nu existã
un drum în graful dat.

Sã aplicãm!
Pentru graful din exemplul anterior, alcãtuieºte graful-arbore al drumurilor minime

cu un capãt în E. Demonstreazã cã existã un unic drum minim de la E la J.

15

Metodele prezentate mai sus pot fi aplicate analog ºi pentru grafuri orientate.
Singura deosebire, în acest caz, este aceea cã orientarea arcelor corespunde ordinii
crescãtoare a numerelor ataºate nodurilor.

Exemplu
Pentru graful din figura a) de mai jos, vrem sã determinãm lungimile minime ale

unor drumuri ce pleacã din A spre celelalte noduri. Prin ataºarea de numere consecu-
tive, obþinem figura b).

 Cum determinãm drumuri minime în grafuri orientate?

Deseneazã un graf orien-
tat în care drumul minim între
douã noduri sã aibã lun-
gimea 5.

16
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 Cum determinãm drumuri minime în grafuri ponderate?

Sã analizãm!
În vacanþa de varã, Iulia ºi colegii ei vor sã organizeze o excursie în

munþii Ciucaº. Iulia a procurat o hartã a masivului ºi a identificat trasee
turistice pe care le-ar putea parcurge.

Ca sã determine traseul optim între Cheia ºi Cabana Chiruºca, Iulia
a simplificat harta, reprezentând totul sub forma grafului ponderat de
mai jos.

Cabana 
Muntele Roºu

Cabana Chiruºca

La rãscruce

Casa 
Vânãtorului

Stâna din Zãganu

Cheia

2 km

3 km

2 km

2 km

3 km

2 km

4 km

Desigur, graful precizeazã doar lungimea unui traseu, nu ºi dificultatea acestuia,
dar, pentru un prim plan de cãlãtorie, este suficient ºi atât.

Iulia ar vrea sã determine algoritmic drumul minim, ºi nu prin încercãri. Ea ºi-a
imaginat cã, de-a lungul fiecãrui drum, sunt postate indicatoare la distanþa de 1 km
între ele. Prin reprezentarea acestor indicatoare pe graful traseelor, Iulia a obþinut un
graf mai detaliat în care toate muchiile au lungimea de 1 km.

M.R.

C. C.

R.

C. V.

S. Z.

C.

Eticheteazã nodurile gra-
fului ºi verificã afirmaþia Iuliei.
Identificã drumul minim de la
Cheia la Chiruºca.

În general

Drumurile minime dintr-un graf ponderat, în care muchiile au ca ponderi numere
naturale, se pot determina prin algoritmul de etichetare a nodurilor.

Pentru aceasta, adãugãm pe muchiile grafului dat noi noduri, astfel încât fiecare
muchie a grafului obþinut sã aibã ponderea 1.

Sã aplicãm!
Cãutând informaþii mai amãnunþite, Iulia a gãsit un ghid turistic despre munþii

Ciucaº, în care traseele turistice sunt prezentate mai detaliat. Din aceastã carte, ea
a înþeles cã importantã este nu doar lungimea unui traseu, ci, mai ales, timpul estimativ
în care acesta ar putea fi parcurs. De aceea, Iulia a refãcut graful de mai sus, precizând,
de data aceasta, timpul de parcurs. Ea ºi-a imaginat cã, de-a lungul unui traseu,

17

Iulia a aplicat, pentru acest graf, metoda de determinare a drumului minim prin
etichetarea succesivã a nodurilor. În acest mod, ea a demonstrat cã lungimea drumului
minim între Cheia (C) ºi Cabana Chiruºca (C.C.) este de 7 km.



63

trebuie sã se odihneascã dupã fiecare orã de mers ºi a marcat pe graf locurile de
popas. Marcheazã ºi tu aceste noduri ale grafului, apoi determinã traseul ce poate fi
parcurs în timpul minim.

Cabana 
Muntele Roºu

Cabana Chiruºca

La rãscruce

Casa 
Vânãtorului

Stâna din Zãganu

Cheia

1 h

1 h

1 h

4 h

2 h

3 h

 Cum putem afla drumul minim în cazul unor grafuri cu ponderi arbitrare?

Algoritmul prezentat anterior nu poate fi aplicat decât în cazul în care ponderile
sunt numere naturale. În continuare analizãm un algoritm care se poate aplica în
cazul unor grafuri cu ponderi numere reale.

Sã analizãm!
Pentru graful ponderat din figura de mai jos, vrem sã determinãm lungimile drumurilor

minime de la A la toate celelalte noduri. Vom folosi un algoritm de etichetare succesivã
a nodurilor, asemãnãtor cu cel prezentat în paragraful anterior.

Acest algoritm a fost gãsit
de cãtre Dijkstra, în 1959.

B

A C

D

F
E

2,3 4,2
1,2

0,5

0,7
1

1,5

0,4
3,7

Iniþial, nodul A primeºte eticheta 0. La fiecare pas, determinãm toate muchiile
grafului, ce unesc noduri etichetate deja, cu noduri neetichetate încã. Dintre aceste
muchii, alegem acea muchie care are proprietatea cã suma e + p este minim posibilã,
unde e este eticheta nodului din capãt, iar p este ponderea muchiei.

e p e p
e  p+

Dupã ce am identificat aceastã muchie, etichetãm nodul „liber” cu  e + p ºi
continuãm analog, pânã când toate nodurile devin etichetate.

Etichetele obþinute sunt lungimile drumurilor minime de la A la nodurile grafului.
Organizãm datele într-un tabel, în care pe prima linie apare eticheta nodului, iar în

a doua linie apare nodul anterior:

A B C D E F 

Pentru fiecare nod al
grafului alãturat, determinã
muchia de pondere minimã
care pleacã din acel nod.

18
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Observãm cã, dacã la un pas alegem o muchie oarecare MN, unde M are eticheta
e, iar MN are ponderea p, tabelul se modificã aºa cum se aratã în continuare:

M

N
p

e

M

N

p

e

e  p+

Tabel iniþial  Tabel final

M N 

e 
Q 

M N 

e e + p
Q M 

Pentru graful de la care am pornit în exemplu, primii trei paºi ai algoritmului sunt
descriºi în continuare.

Pasul 1.

A B C D E F 

0 

– 

Pasul 2. Printre muchiile care pleacã din A, o identificãm pe cea de lungime
minimã; aceasta este AD. Atribuim punctului D eticheta 0,4 ºi înregistrãm faptul cã în
D am ajuns venind din A (adicã predecesorul lui D este A). Obþinem tabelul:

A B C D E F 

0 0,4 

– A 

Pasul 3. Considerãm muchiile care pleacã
din A sau D ºi ajung într-un nod fãrã etichetã.
Acestea sunt cele îngroºate pe figurã.

A C

D

F
E

2,3 4,2

0,71

0,4

3,7

0

B

Suma e + p (etichetã + pondere) este minimã pentru muchia DE; atribuim lui E
eticheta „sumã” 1,1 (adicã 0,4 + 0,7) ºi þinem minte cã predecesorul lui E este D.
Obþinem tabelul de mai jos:

Ce semnificaþie are punc-
tul Q care apare în tabel?
20

A B C D E F 

0 0,4 1,1 

– A D 

În general

Lungimea unui drum minim este eticheta atribuitã nodului þintã, iar un astfel de
drum se aflã scriind succesiv predecesorii nodului þintã.

Acest algoritm, numit algoritmul Dijkstra, determinã drumul minim de la un nod al
unui graf ponderat la orice alt nod al grafului.

Verificã lungimea unui
drum minim de la A la F
folosind algoritmul Dijkstra.

Sã aplicãm!
Din calculele fãcute mai sus, am obþinut cã:
• drumul minim de la A la E are lungimea 1,1;
• un astfel de drum este  E © D © A.
Analog, deducem cã, spre exemplu, drumul minim dintre A ºi F este ADEF ºi are

lungimea 1,6.

 21

Pornim din A. Marcãm
acest lucru în tabel astfel:
– A primeºte eticheta 0.
– Nu existã un nod anterior
lui A (marcãm –).

Marcãm în tabel:
– D primeºte eticheta 0,4.
– Nodul anterior lui D este A.

Marcãm în tabel:
– E primeºte eticheta „sumã”
1,1.
– Nodul anterior lui E este D.

Continuã algoritmul ºi
eticheteazã toate nodurile
grafului.

19



65

A

B

35

40

25
25

25

3530

10

10

1020

40
5

Exerciþii ºi probleme

1. Raluca a desenat pe o foaie de hârtie figura de mai
jos, din care se obþin cele 7 piese ale jocului numit
Tangram. Ea ar vrea sã decupeze toate piesele
jocului, printr-o miºcare continuã a foarfecii. Ce crezi,
va reuºi?

2. Realizeazã desenele urmãtoare printr-o singurã
trãsãturã de creion. Formuleazã problema în termeni
de grafuri.

3. Un grup de excursioniºti trebuie sã ajungã de la ca-
bana A la cabana B. Ei se pot deplasa pe traseele
turistice reprezentate pe hartã, unde numerele de
pe acestea reprezintã timpul de mers (în min.)
Care este drumul ce poate fi parcurs cel mai repede?

7. Reprezintã cu ajutorul unui graf orientat funcþia
descrisã prin urmãtorul tabel de valori:

x 1 2 3 4 
f(x) 2 4 5 3 

8. Pentru mulþimea {1, 2, 3, 4}, reprezintã printr-un graf
orientat relaþia „mai mic decât”. Câte drumuri are acest
graf?

b) Pe tabla de ºah, turnul se poate muta doar pe
orizontalã sau verticalã.

B

A Asociazã unei table 4 D 4 graful
mutãrilor turnului.
Formuleazã în termenii teoriei
grafurilor problema:
Pe tabla 4 D 4 din figurã, vrem sã
determinãm modul în care mutãm

turnul, pentru a ajunge din A în B trecând prin toate
cãsuþele câte o datã.

6. a) Pentru a determina drumul minim dintre nodurile
A ºi B din graful de mai jos, Marian a început sã
completeze tabelul etichetelor ºi predecesorilor, aºa
cum a învãþat la ºcoalã.

Continuã algoritmul ºi determinã drumul minim de la
A la B.
b) În rezolvarea unei probleme asemãnãtoare, Sorin a
completat tabelul, dar nu mai ºtie care este graful de la
care a pornit. Ajutã-l pe Sorin ºi deseneazã un graf
corespunzãtor tabelului de mai jos. Este soluþia unicã?

5. a) Pe tabla de ºah, calul se poate muta în formã de
L, aºa cum se aratã în desen.

Asociazã unei table 3 D 3 graful
mutãrilor calului.
Formuleazã în termenii teoriei
grafurilor problema urmãtoare:
Pe o tablã de ºah n D n, poate calul
sã treacã o datã prin fiecare pãtrãþel
al tablei?

4. În desenul alãturat
este reprezentatã
reþeaua de ºosele
ale unui judeþ ºi dis-
tanþele între prin-
cipalele localitãþi. O
firmã de transport
vrea sã determine
drumuri între A ºi B, ce nu conþin circuite ºi au lungime
minimã (pentru cãlãtori grãbiþi), respectiv lungime
maximã (pentru turiºtii ce vor sã viziteze cât mai
multe obiective). Foloseºte un graf arbore (în care
treci, pentru fiecare localitate, continuãrile posibile
ale unui drum fãrã circuite) pentru a determina
variantele necesare firmei.

A

D F

E
H

G

B

C

60

50

45
40

25 30

20

15 20

2220
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A B C D E F 
0 2,4 
– A 

A B C D E 
0 0,2 0,9 1,2 0,7 
– A E B B 
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În reþeaua alãturatã (care include ºi o
linie de centurã), toate nodurile au ordine
impare. În acest caz, orice nod trebuie sã
fie capãtul unei curse deoarece, în caz
contrar, douã curse diferite vor avea o
porþiune comunã de drum. Deducem cã
numãrul minim de curse ar putea sã fie 4.
O posibilã soluþie este considerarea
traseelor:
A-F-G-H-D-C;   H-C-B-G;   B-A-E-F;  E-D.

În general, este dificil de determinat sistemul optim de transport, adicã sistemul
cu numãr minim posibil de curse. În mod sigur însã, un astfel de sistem existã.
Putem face câteva precizãri despre situaþia optimã.

A E

F

G

H
D

C

B

1) Douã curse diferite nu pot avea acelaºi capãt.

Dacã existã o cursã între A ºi B ºi
o alta între A ºi C, le putem înlocui cu
o „cursã directã” B-A-C. Astfel, numãrul
de curse scade cu 1 ºi gãsim o
repartizare mai bunã a curselor.

Astfel de situaþii sunt des
întâlnite în organizarea mer-
sului trenurilor, în care cursele
pe distanþe lungi sunt pre-
ferate unora locale.

A

B C

Determinarea unor drumuri optime în grafuri apare ca o necesitate în multe situaþii
din viaþa cotidianã. Cunoaºterea unor algoritmi specifici de rezolvare a acestor
probleme poate sã ne ajute în alegerea variantei optime în situaþii în care necesitã
analiza multor cazuri greu de inventariat.

Exemplul 1: Optimizarea reþelelor de transport

Societatea de transport „Troleibuzul” hotãrãºte sã-ºi reorganizeze cursele, fãrã
sã-ºi schimbe reþeaua de cabluri existentã. Societatea doreºte sã facã acest lucru
astfel ca fiecare porþiune de drum sã fie parcursã de un singur troleibuz; pasagerii
urmeazã sã se transfere de la o cursã la alta, pânã când ajung la destinaþie. Oricât de
complicatã ar fi reþeaua, este întotdeauna posibil sã gãsim un astfel de sistem de
curse. Pentru aceasta, e suficient sã stabilim pe fiecare porþiune de reþea, între douã
intersecþii consecutive, câte o cursã care sã facã naveta. Aceasta ar necesita însã
un numãr mare de curse, care ar face cãlãtoria dificilã ºi ar mãri costurile de exploatare.
Trebuie deci determinat numãrul minim de trasee necesare, pentru ca transportul sã
se optimizeze.

Într-un oraº mic, cu puþine drumuri de transport, soluþia se gãseºte uºor.

De exemplu, pentru o reþea ca în
figura alãturatã, sunt suficiente douã
curse. Capetele acestor curse vor fi în
nodurile de ordinul 1 ale grafului, care sunt
A, B, C ºi D.

Determinã ºi alte trasee
care acoperã fiecare reþea
desenatã.

A

B

C

D

Aplicãm ºi dezvoltãm!

Optimizarea circuitelor

2) Dacã fiecare nod al reþelei este de ordin par, atunci este suficientã o singurã
cursã. În acest caz, cursa parcurge într-un circuit întreaga reþea.



67

distribuþia nodurilor
(graf nul)

primul pas

al doilea pas

Exemplul 2: Jocul de tenis

Andrei, Bogdan, Claudia, Dan, Elena ºi Florin
au jucat tenis de masã dupã sistemul „învingãtorul
continuã”. Jocul a fost pasionant pentru cã nimeni
nu a reuºit sã învingã în douã partide consecutive.
Se ºtie cã Dan a jucat cu toþi prietenii, în afarã de
Florin, iar Florin a jucat de câte douã ori cu fiecare
dintre ceilalþi (desigur, fãrã Dan!). S-au mai jucat
partidele Andrei-Bogdan, Bogdan-Elena ºi Claudia-
Andrei. ªtiind cã la primul joc a participat Claudia,
vrem sã aflãm cine a câºtigat în ultimul joc.

Pentru aceasta, reprezentãm situaþia jocurilor printr-un multigraf în care nodurile
simbolizeazã jucãtorii, iar muchiile sunt jocurile disputate.

Într-adevãr, la orice trecere printr-un nod, existã
un drum pe care cursa vine ºi un drum pe care
pleacã. Cum numãrul de muchii cu capãtul în nod
este par, cursa îºi poate continua de fiecare datã
drumul pe o altã porþiune de traseu.

De exemplu, pentru reþeaua de transport
alãturatã, un posibil circuit este

A-B-C-G-D-C-E-B-F-A-E-D-A  Identificã ºi alte circuite
pentru reþeaua desenatã.

Precizeazã un traseu prin
care poate fi parcursã
reþeaua de mai jos. Este util
sã identifici mai întâi capetele
traseului.

Tot o singurã cursã este suficientã ºi dacã reþeaua are exact douã noduri de
ordin impar. În acest caz, cursa are capetele în nodurile impare ale grafului.

3) Numãrul minim de curse necesar parcurgerii reþelei este cel puþin egal cu
jumãtate din numãrul de noduri de ordin impar.

Aceasta deoarece în orice nod de ordin impar trebuie sã se afle capãtul unei
curse ºi orice cursã, care nu e un circuit are douã capete.

A

D

C

G

B

E

F

A

F

E

DC

B

Succesiunea de partide, în care câºtigãtorul rãmâne sã joace ºi partida urmãtoare
(dar pe care o pierde – conform precizãrii din enunþ!) se transpune într-un drum eulerian
pe graful reprezentat.

Acest graf are douã noduri impare – ºi anume, A ºi B; deci Andrei ºi Bogdan sunt
printre jucãtorii din prima ºi din ultima partidã. Deoarece Claudia a jucat în prima
partidã, iar Claudia ºi Bogdan nu au disputat nici un joc, înseamnã cã prima confruntare
a fost între Andrei ºi Claudia. De aceea, în ultimul joc a câºtigat Bogdan.

Propune o posibilã succe-
siune a partidelor disputate,
respectând toate indicaþiile
din enunþ.

1. Grafurile întâlnite în practicã au adesea o structurã foarte generalã ºi problema principalã
este aceea a gãsirii unui algoritm pentru soluþia efectivã a unei probleme de optimizare
legatã de graf. Un exemplu de astfel de problemã este problema celei mai ieftine reþele
telefonice.
Trebuie legate n posturi printr-o reþea telefonicã cu costuri minime, astfel încât punctele de
racord sã fie chiar posturile.
Primul pas: se uneºte fiecare nod cu nodul pentru care costul legãturii este minim. Se obþin
astfel mai mulþi arbori.
Al doilea pas: se asimileazã fiecare arbore cu un punct ºi se repetã procedeul. Dacã se
continuã în acest mod, se întrerupe procedeul atunci când rãmâne un singur arbore.
Acesta este arborele minimal cãutat.
Câte posibilitãþi sunt, dacã se încearcã toate variantele în cazul a 10 posturi?

Exerciþii ºi probleme
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2. Cartierul lui Marius are forma de mai jos: în mijlocul
cartierului este un parc, iar dreptele trasate sunt
strãzile din cartier.

L

A
În fiecare searã, când pleacã de la liceu (L), Marius
vrea sã se relaxeze puþin ºi trece pe o laturã a
parcului. Bunica lui (care se sperie uºor) l-a rugat
însã sã nu întârzie prea mult ºi sã vinã acasã (A) pe
drumul cel mai scurt.
a) Reprezintã unul dintre drumurile pe care le poate
alege Marius, þinând cont ºi de rugãmintea bunicii.
b) În drumul de la liceu acasã, poate Marius trece pe
orice stradã din cartier respectând toate condiþiile din
enunþ? Dacã nu, identificã o astfel de situaþie.
c) Formuleazã enunþul sub forma unei probleme de
grafuri orientate.
d) Calculeazã pe câte drumuri diferite se poate
întoarce Marius acasã.
e) Propune ºi tu o problemã asemãnãtoare. Indicã o
demonstraþie.

3. La un concurs cu premii, s-a cerut participanþilor sã
gãseascã numãrul de drumuri din tabelul de mai jos,
astfel încât pe fiecare drum sã aparã doar litere
alãturate, ce formeazã împreunã cuvântul DRUM.
(Un drum posibil este marcat prin culoare pe figurã.)
a) Reformuleazã problema, folosind grafuri.
b) Demonstreazã cã rãspunsul la aceastã problemã
este 15.

4. Considerãm un caroiaj n D n, care are „strãzi” de
lungime 1 ºi „intersecþii”. Pe acest „teren” vrem sã
identificãm circuite auto care trec o singurã datã prin
fiecare intersecþie.

a) Formuleazã problema, folosind termenii din
aceastã Unitate de învãþare.
b) Studiazã existenþa unui astfel de circuit, pentru
n = 2, 3 ºi respectiv 4.
c) Deseneazã un circuit pe „terenul” 9 D 9.

5. Gãseºte ieºirea din labirint!
Cum formulezi problema cu ajutorul grafurilor?

6. Unui cub i se asociazã, prin apla-
tizare, graful din figura alãturatã.
Demonstreazã cã acest graf este
un graf hamiltonian, dar nu este un
graf eulerian.

7. Considerãm graful Gn obþinut în felul urmãtor: nodurile
sale sunt vârfurile unui poligon cu n laturi, iar muchiile
sunt laturile poligonului ºi toate
diagonalele construite din unul
dintre vârfurile poligonului. (În
imagine este reprezentat
graful G

6
).

Demonstreazã cã Gn are un
unic circuit hamiltonian.

8. a) Fie G un graf ponderat, în care muchia ce uneºte
nodul i cu nodul j are ponderea pij. Sã notãm cu G3

acelaºi graf, dar în care ponderile devin qij = 3pij.
Demonstreazã cã drumurile minime dintre douã
noduri date sunt aceleaºi, atât în G, cât ºi în G3.
b) Rãmâne proprietatea de la a) adevãratã pentru
graful G+, obþinut din G prin înlocuirea ponderilor pij

cu ponderile pij + 3? Propune câteva exemple.

9. Dat un graf G, construim un nou graf G2 în felul
urmãtor: nodurile lui G2 sunt aceleaºi cu nodurile lui
G, iar muchia MN apare în G2 dacã ºi numai dacã
nodurile M ºi N pot fi unite în G printr-un drum de
lungime 2.
a) Construieºte graful G2, asociat grafului G din
desen.

b) Analizeazã definiþia grafului G2 ºi propune o defi-
niþie pentru graful G3.

G
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1. Propune douã exemple de situaþii care pot fi reprezentate cu ajutorul unor grafuri.

2. Realizeazã o hartã a conceptelor despre grafuri, pe care le-ai întâlnit în acest manual.

Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã identific probleme care pot fi abordate folosind grafuri
 sã transpun în reprezentãri pe graf probleme date
 sã utilizez tehnici de lucru în grafuri pentru a determina soluþii
 sã descriu variantele unei probleme cu ajutorul grafurilor
 sã aplic metode de optimizare în rezolvarea problemelor?

3. Reþeaua de strãzi a unui oraº are o formã asemãnãtoare cu jocul de þintar, aºa cum
se aratã în figurã. Primãria oraºului vrea sã proiecteze trasee de troleibuz, astfel
încât pe fiecare stradã sã treacã exact un traseu. Demonstreazã cã numãrul minim
de trasee care respectã cerinþele este 4. Gãseºte un exemplu. (Este util sã consideri
mai întâi hãrþi formate din mai puþine dreptunghiuri concentrice.)

4. Aflã numerele x, y, z i q* care îndeplinesc relaþia: 1 1 1 1  
x y z

. Reprezintã problema printr-un graf al situaþiilor

posibile, observând mai întâi cã unul dintre numere este  2  sau  3. Foloseºte un raþionament prin reducere la
absurd.

5. Un producãtor trebuie sã transporte marfa din %ucureºti la Tulcea. El are mai multe variante de transport, aºa
cum se aratã pe hartã. Producãtorul a schiþat traseele sub forma grafului de mai jos.

Din motive economice, traseul urmat trebuie sã fie de lungime minimã. Care este acesta?

%uzãu

%rãila Tulcea

Constanþa
FeteºtiDragalina

HârºovaSlobozia

Urziceni

%ucureºti

Ploieºti
69

109

91

125

111

96

53
42

20

108

56

54

64
48

60
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Operaþii
elementare

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

1. Calculeazã:
a) 2 – 3 · (5 + 4); b) [(–2) – (–3)] · (–2); c) 4 + 1 · [2 + 3 – (–4)]; d) –(–4) + 0 · (234 – 432);

e) 
1 [( 3) ( 2)]
5
    ; f)    1 2 1 50:

2 4 5 10
  ; g)  1 5 7 · 1

3 3 3
  ;  h) 

1 1 1
2 3 4
  .

Exponenþiale
ºi logaritmi

Unitatea de învãþare 5

Test iniþial de autoevaluare

Elemente
de logicã

Rezolvarea
ecuaþiilor

Operaþii
cu mulþimi

Funcþii

2. Determinã:
a) (–2)3 b) (–3)2 c) log24 d)  3

1log
9

e) 10lg7

f) 3
4log 4 g) 32 · 3–3 h) 1 2(5 ) i) log327 j) log36 – log32.

3. Stabileºte valoarea de adevãr a propoziþiilor:
a) (2 + 1) + 3 = 2 + (1 + 3) c) (2 – 1) – 3 = 2 – (1 – 3) e)

31 3 1(2 ) 2
b) (2 · 1) · 3 = 2 · (1 · 3) d) (2 : 1) : 3 = 2 : (1 : 3) f) 2 3 3 2(4 ) (4 ) .

5. Rezolvã ecuaþiile de mai jos în mulþimea numerelor reale. Stabileºte în fiecare caz dacã
soluþiile gãsite aparþin ºi mulþimii numerelor naturale.
a) x + 3 = –5 b) (–4)x = –8 c) –3x – 6 = –12
d) 4x + 1 = 0 e) x2 – x – 2 = 0 f) x2 + 4x + 4 = 0.

7. Fie E o mulþime. Demonstreazã folosind diagrame Venn-Euler cã oricare ar fi submulþimile
A, B ºi C ale lui E, au loc egalitãþile:
a) (A N B) N C = A N (B N C) b) (A O B) O C = A O (B O C)
c) A O (B N C) = (A O B) N (A O C) d) A N (B O C) = (A N B) O (A N C)
e) A N l = l N A = A f) A O E = E O A = A.

9. Stabileºte care dintre diagramele de mai jos corespunde unei funcþii.

1
2

3

4

a
b
c

a)
1 1
2 2

3 3

4 4

a
a

b
b

c
c

b) c)

4. Exprimã altfel urmãtoarele enunþuri, folosind principiile logice de transformare a propo-
ziþiilor echivalente.
a) Dacã nu mã grãbesc, atunci pierd trenul.
b) Dacã toþi sportivii sunt prezenþi, atunci concursul poate începe.
c) Dacã echipa aplicã indicaþiile antrenorului, atunci ea câºtigã meciul.

6. Rezolvã în Z ecuaþiile:
a) 2x = 8 b) log3x = 2 c) 2x + 2x+1 = 6 d) log3x + log3(x – 2) = 1.

8. Exprimã altfel urmãtoarele mulþimi:
a) A este mulþimea numerelor naturale, care sunt multipli ºi de 2, ºi de 3.
b) B este mulþimea numerelor naturale care dau restul 1 la împãrþirea cu 2 ºi restul 2 la
împãrþirea cu 3.

a) b) c)
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 Enunþã probleme pentru
a cãror rezolvare suntem
conduºi la ecuaþiile alãturate.

Ne amintim ºi explorãm!

Structuri algebrice

Mulþimile de numere ºi rezolvarea ecuaþiilor

Sã analizãm!
În soluþionarea unor probleme din cotidian suntem conduºi la rezolvarea unor

ecuaþii ºi uneori suntem interesaþi sã decidem dacã aceste ecuaþii au soluþii în mulþimea
numerelor naturale q.

Exemple
1) Ecuaþia  2 + x = 6  are în mulþimea numerelor naturale soluþia 4.
2) Ecuaþia  2x = 6  are în mulþimea numerelor naturale soluþia 3.
3) Ecuaþia  3 + x = 2  nu are soluþii în mulþimea numerelor naturale, deoarece

avem  3 + x U 3 pentru orice numãr natural x.
4) Ecuaþia  3 · x = 2  nu are soluþii în mulþimea numerelor naturale, deoarece 2 nu

este divizibil prin 3.

În general

Ecuaþia  x + a = b  (a, b i q) admite o soluþie în mulþimea numerelor naturale dacã
ºi numai dacã  b U a. În acest caz soluþia ecuaþiei este numãrul natural  b – a.

 Rezolvã în m ecuaþiile

x + 12 = 2,   x + (–1) = –7.

Ecuaþia  a · x = b (a, b i q, a @ 0) admite o soluþie în mulþimea numerelor naturale

dacã ºi numai dacã a este un divizor al lui b. În acest caz, soluþia ecuaþiei este b
a

.

Sã demonstrãm!

Ecuaþia  x + a = b  are soluþie în m oricare ar fi a, b i m; soluþia acestei ecuaþii
este  b – a.

Ecuaþia  x + a = b  este echivalentã cu ecuaþia  (x + a) + (–a) = b + (–a), unde
(–a) este opusul lui a.

Folosind asociativitatea adunãrii din m, faptul cã  a + (–a) = 0, precum ºi relaþia
b – a = b + (–a), deducem cã soluþia ecuaþiei  x + a = b  este  b – a.

Mulþimea numerelor naturale nu este suficient de „bogatã” pentru a rezolva în ea
orice ecuaþie de forma  a + x = b  sau  a · x = b. Este nevoie sã considerãm mulþimi
de numere mai cuprinzãtoare pentru a putea rezolva aceste ecuaþii.

Ecuaþia x + a = b poate fi rezolvatã în q în cazul în care b U a ºi are soluþia
b – a, deoarece în acest caz  b – a  este un numãr natural. Dacã  b < a, diferenþa
b – a nu mai aparþine lui q, ci este un numãr întreg negativ.

Este natural sã încercãm sã rezolvãm o ecuaþie de forma  x + a = b în mulþimea
m a numerelor întregi.

Ecuaþiile
x + a = b     ºi      x = b – a
sunt echivalente.

Ecuaþiile

a · x = b     ºi  , 0 bx a
a ,

sunt echivalente.

 Rezolvãri de ecuaþii în q

 Rezolvãri de ecuaþii în m

 Explicã de ce ecuaþia
x + a = b  nu poate fi rezolvatã
în q, pentru unele numere
a, b i q.
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În schimb, nici în m nu putem gãsi o soluþie a ecuaþiei 3x = 2. Este nevoie de o
nouã extindere a mulþimii de numere în care lucrãm pentru a putea rezolva aceastã
ecuaþie ºi anume este nevoie de mulþimea { a numerelor raþionale.

Sã demonstrãm!

Ecuaþia   a · x = b   are soluþie în {, oricare ar fi a, b i {, a @ 0.

Soluþia acestei ecuaþii este 1 b
a

.

Ecuaþia  a · x = b  este echivalentã cu ecuaþia 1 1( )   a x b
aa

, unde 
1
a  este

inversul lui  a.

Folosind asociativitatea înmulþirii din { ºi egalitatea  1 1 a
a

, obþinem a · x = b,

deci 1 x b
a

.

Sã analizãm!

Pentru a rezolva în { ecuaþia  a · x = b (a, b i {, a @ 0) am folosit existenþa în

{ a  inversului  
1
a   al numãrului nenul a, precum ºi faptul cã  1 b

a
  este, la rândul sãu,

un numãr raþional.

În {, orice numãr are un opus ºi orice numãr nenul are un invers. De aceea, în {
putem rezolva atât ecuaþii de forma  x + a = b (a, b i {), cât ºi ecuaþii de tipul  a · x = b
(a, b i {, a @ 0). În concluzie, putem rezolva în { orice ecuaþie de forma  a · x + b = 0

cu coeficienþi  a, b, c i {, a @ 0.

Obþinem 1 1 1( )      
a a

x c b c b
a

.

 Stabileºte ce proprietãþi
ale operaþiilor cu numere
raþionale sunt folosite pentru
a obþine soluþia ecuaþiei
a · x = b, unde a, b i {, a @ 0.

 Demonstreazã cã 3 2  este
numãr iraþional. Foloseºte
acelaºi argument ca ºi în
demonstrarea faptului cã

2  h {.

Existã ecuaþii, cum ar fi
x2 + 1 = 0, care nu admit
soluþii în mulþimea numerelor
reale.

Unele probleme conduc la ecuaþii care nu sunt de tipul celor de mai sus, de
exemplu, ecuaþiile  x3 = 2; 3x = 2. Aceste ecuaþii nu admit soluþii în mulþimea {, a
numerelor raþionale. Ele pot fi, însã, rezolvate în mulþimea Z, a numerelor reale.

Astfel, numãrul real (iraþional) 3 2  este soluþie a ecuaþiei  x3 = 2, iar numãrul real
(iraþional) log

3
2 este soluþie a ecuaþiei  3x = 2.

Am vãzut, aºadar, cum necesitatea rezolvãrii unor ecuaþii simple în care apar
numai numere naturale, ne conduce la considerarea unor mulþimi, mai bogate, în care
aceste ecuaþii admit soluþii. Astfel, pentru a putea rezolva toate ecuaþiile de forma  x + a
= b, a fost nevoie sã lucrãm în mulþimea m a numerelor întregi. Toate ecuaþiile de tipul
ax = b, unde a, b i m, a @ 0, pot fi rezolvate în mulþimea { a numerelor raþionale.
Toate ecuaþiile de forma  x n = a, unde n, a i q, au o soluþie în mulþimea numerelor
reale. Observãm cã mulþimile de numere au apãrut ºi s-au dezvoltat din necesitatea
rezolvãrii unor ecuaþii.

Sã comparãm!

Pentru rezolvarea în m a ecuaþiei  x + a = b (a, b i m) am folosit existenþa în m a
opusului (–a) al lui a, precum ºi faptul cã  b + (–a)  este, la rândul sãu, un numãr
întreg.

 Rezolvãri de ecuaþii în {

 Rezolvãri de ecuaþii în Z
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Exerciþii ºi probleme

1. Rezolvã în m ecuaþiile:
a) x – 6 = 0; 3x + 9 = 0; –x + 6 = 0;
b) 4x – 8 = 0; 6x + 24 = 0; –9x + 81 = 0;
c) 6x – 2 = 10; 13x + 5 = 18; 4(x + 4) = 12.

2. Rezolvã în mulþimea numerelor întregi inecuaþiile:
a) x – 3 > 0; x + 3 < 0; 2x T 18
b) –8x > 16; 2x + 3 < 7; –5x + 1 U –14
c) x + 4 T –1; 3(x + 2) > –9; 7(2 – x) U –36.

3. Rezolvã ecuaþiile în {
+
:

a)  1 2
15 15

x ;    b) x – 0,7 = 1,8;   c)  1 12
8 4

x ;

d)   1( 0,8) 1,5
2

x ;    e)   1 7(4 ) 1
4 8

x .

4. Rezolvã ecuaþiile în {:
a) (3,7 + 0,3) · x = 0,4
b) (31,5 – 1,5) · x = 1,2
c) 6,75 · x + 0,50 · x = 6,25 x
d) x : 0,62 = 10,5
e) (6,32 + x) · 103 = 7916,9.

5. Rezolvã în {:
a) 5,2 · x = 11,96 b) 4,59 : x = 4,5
c) x : 4,73 = 0,215 d) 6,4 · x – 3,9 · x = 5
e) 2,5 · x + 4,5 · x = 14,7
f) 9,3 · x + 6,2 · x – 7,8 · x = 30,8.

6. Suma a douã numere zecimale este 324,21, iar unul
dintre ele este de 100 ori mai mare decât celãlalt.
Aflã numerele.

7. Diferenþa a douã numere zecimale este 3, iar unul
dintre ele este de 301 ori mai mic decât celãlalt. Aflã
numerele.

8. Suma a douã numere este 60,66. Unul dintre ele
este de 5 ori mai mic decât celãlalt. Aflã numerele.

9. O grãdinã în formã de pãtrat are perimetrul de
170,60 m. Aflã aria sa.

10. Rezolvã în m inecuaþiile:

a) 3 + 2 5x T ; b) +7 0x T ; c) 4( – ) 4 0x x U .

11. Rezolvã în Q în ecuaþiile:

a)  1 5
11

x b)   10,2
4

x

c)  2 10
5 3

x d) 4 7:
7 4

x

12. Aflã numerele întregi n pentru care:
a) |n| T 2 b) |n – 3| T 0
c) |2(n – 3)| < 4 d) |2n – 8| – 3 < 1.

13. Determinã numerele întregi a ºi b, ºtiind cã mulþimile
A = {–3; 11; |a|; –5} ºi B = {b; –|3|; 11; –(–5)} sunt
egale.

14. Aflã x i Z astfel încât numerele întregi impare:
a) –5, –3, x, 5, 7 sã fie ordonate crescãtor;
b) 5, 3, x, –5, –7, –9 sã fie ordonate descrescãtor.

15. Reprezintã pe axa numerelor, în fiecare caz,
elementele mulþimii, apoi scrie-le în ordine
crescãtoare, folosind semnul „T“.
a) A = {x | x i Z, |x| T 3};
b) B = {x | x i Z, 2 T |x| < 5}.

16. Decide, fãrã sã rezolvi, dacã existã numere naturale
care verificã ecuaþia:
a) 2x + 1 = 20038
b) 3x + 7 = 127843
c) 4x + 18 = 156787.

17. a) Avem o balanþã ºi trei corpuri geometrice: un cub,
o piramidã ºi un cilindru. Cum putem aranja cele trei
obiecte în ordinea crescãtoare a maselor lor, exe-
cutând cântãriri cu balanþa, fãrã sã folosim greutãþi
marcate?
b) Avem o balanþã ºi patru corpuri geometrice: un
cub, un paralelipiped dreptunghic, o piramidã ºi un
cilindru. Cum putem aranja obiectele în ordinea cres-
cãtoare a maselor lor, executând cântãriri cu balanþa?
Alcãtuieºte ºi rezolvã o problemã asemãnãtoare.

18. Rezolvã în Z:
a) |x| = –x
b) |2(x – 3)| = 8
c) ||x – 1| – 2| = 1
d) |–3(2x + 4)| T 0
e) |5(2 – x)| < 5.

19. Justificã dacã:

a) 3 64 m
b) 4log 2{

c) 5log 2{

d) 28 10 3 q .
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 Legi de compoziþie

Sã analizãm!
Pe mulþimile de numere q, m, { ºi Z avem douã operaþii elementare: adunarea ºi

înmulþirea. Spre exemplu, adunarea numerelor naturale asociazã unei perechi de
numere naturale  (m; n) i q D q suma lor,  m + n i q. Cu alte cuvinte, adunarea
numerelor naturale este o funcþie  + : q D  q  q, (m; n)  m + n.

Analizãm ºi generalizãm!

Monoizi, grupuri, inele, corpuri

A D B este produsul carte-
zian al mulþimilor A ºi B. Ele-
mentele sale sunt perechi
(a;b), unde a i A ºi b i B.

 Este adunarea lege de
compoziþie pe mulþimea
numerelor impare?

 Gãseºte o mulþime de
numere pe care împãrþirea
este lege de compoziþie.

 Stabileºte dacã scãderea
este lege de compoziþie pe
m.

În general

O lege de compoziþie pe o mulþime nevidã M este o funcþie   : M D M  M.
O lege de compoziþie asociazã, aºadar, unei perechi (a;b) i M D M, elementul

notat a b , care se numeºte rezultat. De aceea, de obicei spunem „operaþie” în loc
de „lege de compoziþie”.

Exemple ºi contraexemple
1) Adunarea, respectiv înmulþirea, sunt legi de compoziþie (operaþii) pe mulþimile

q, m, { ºi Z.

2) Adunarea este lege de compoziþie pe mulþimea numerelor naturale pare.

3) Pentru o mulþime E notãm cu P (E) mulþimea pãrþilor sale. Altfel spus, elementele
lui P (E) sunt submulþimile lui E.

Reuniunea ºi intersecþia sunt legi de compoziþie pe P (E).

4) Scãderea nu este o lege de compoziþie pe mulþimea numerelor naturale. Spre
exemplu, deºi 2 ºi 3 sunt elemente ale lui q, diferenþa lor  2 – 3  q, deci nu putem
defini, cu ajutorul scãderii, o funcþie de la  q D q cu valori în q.

 Proprietãþi ale adunãrii ºi înmulþirii

 Explicã de ce în unele
cãsuþe ale tabelului alãturat
nu apare semnul „”.

Sã analizãm!
Legile de compoziþie pot avea diferite proprietãþi. Spre exemplu, operaþiile de

adunare ºi înmulþire verificã pe mulþimile q, {, m, Z proprietãþile prezentate în tabelul
de mai jos.

 Tocmai inexistenþa opu-
sului sau a inversului în una
dintre mulþimile de numere a
generat apariþia unor mulþimi
mai cuprinzãtoare.

Analizând tabelul, observãm cã pe cele patru mulþimi de numere, adunarea ºi
înmulþirea au unele proprietãþi comune. Diferenþe apar în ceea ce priveºte existenþa
opusului ºi a inversului. Pentru a pune în evidenþã faptul cã o mulþime este înzestratã
cu una sau cu douã legi de compoziþie ºi cã aceste legi verificã anumite proprietãþi,
este utilã introducerea structurilor algebrice; noi vom studia structurile de monoid,
grup, inel, corp.

 q m { Z 
Asociativitate    

Element neutru (0)    

Existenţa opusului (–a)   
Adunarea 

Comutativitate    

Asociativitate    

Element neutru (1)    

Existenţa inversului 1 ( 0)a
a

 
Înmulţirea 

Comutativitate    

Distributivitatea înmulţirii faţă de adunare    

Operaþie Mulþime
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 Monoizi

Din tabelul cu proprietãþile adunãrii ºi înmulþirii pe q, m, { ºi Z, observãm cã pe
toate mulþimile considerate aceste operaþii verificã proprietatea de asociativitate ºi
existenþa elementului neutru.  Dacã o lege de com-

poziþie admite element
neutru, acesta este unic.

 Dacã legea de compoziþie
este notatã cu „+”, pentru
elementul neutru se folo-
seºte notaþia 0, iar pentru o
lege de compoziþie notatã cu
„·”, elementul neutru se
noteazã cu 1.

Sã reþinem!

O lege de compoziþie „ ”  pe o mulþime M se numeºte asociativã dacã
(a   b)   c = a   (b   c), oricare ar fi  a, b, c i M.

Exemple ºi contraexemple

1) Adunarea ºi înmulþirea pe q, m, {, respectiv Z, sunt operaþii asociative.

2) Fie E o mulþime. Reuniunea ºi intersecþia sunt legi de compoziþie asociative pe
P (E).

3) Pe m, operaþia de scãdere nu este asociativã; de exemplu:
(4 – 2) – 5 @ 4 – (2 – 5).

4) 0 este element neutru pentru adunare pe q, m, { ºi Z.

5) 1 este element neutru pentru înmulþire pe q, m, { ºi Z.

6) Fie E o mulþime. Mulþimea vidã  l i P (E) este element neutru pentru reuniune,
deoarece A N l = l N A = A, pentru orice A i P (E), iar  E i P (E) este element neutru
pentru intersecþie.

Sã analizãm!
Pe mulþimea numerelor întregi, operaþiile de adunare ºi înmulþire sunt comutative.

Spre deosebire de acestea, operaþia de scãdere pe m nu este comutativã; de exemplu:
3 – 5 @ 5 – 3.

Gãseºte un alt exemplu
pentru a arãta cã scãderea
nu este operaþie asociativã.

Explicã, folosind diagrame,
de ce  f g g f .

În general

O lege de compoziþie pe o mulþime M este comutativã dacã
=a b b a  , oricare ar fi a, b i M.

Exemple ºi contraexemple
1) Adunarea ºi înmulþirea sunt comutative.
2) Reuniunea ºi intersecþia sunt comutative.
3) Compunerea funcþiilor nu este, în general, comutativã.
Spre exemplu, sã considerãm funcþiile f ºi g, descrise de „maºinile de calculat”

din imagine:

f(x) = x + 2

+2–3

1

7

–1

3

9

· 25

–2

0

10

–4

0

g(y) = y · 2

Compunerea funcþiilor f ºi g are ca efect trecerea succesivã a unui numãr prin
cele douã maºini:

+2 6

1

8

· 2 12

2

16

4

–1

6

8

–2

12

· 2 10

0

14

4

–1

6

+2

Exprimã prin formule le-
gile de asociere descrise de
funcþiile f g  ºi g f .

Un element e al lui M se numeºte element neutru pentru „ ” dacã
a   e = e   a = a, oricare ar fi a i M.

g f f g
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Observãm cã datele de intrare în „maºinile” f g  ºi g f  sunt aceleaºi, dar
datele de ieºire diferã.

În concluzie  f g g f  .
Din exemplele anterioare, vedem cã operaþiile algebrice pot avea unele proprietãþi

care le aseamãnã, dar pot avea ºi proprietãþi care le deosebesc.

 Verificã toate proprietãþile
monoizilor din exemplul 4.

În general

Fie M o mulþime nevidã ºi „ ”  o lege de compoziþie pe M. Perechea ( , )M   este
un monoid dacã legea de compoziþie „ ”  este asociativã ºi admite element neutru.
Un monoid ( , )M   este comutativ dacã legea de compoziþie „ ”  este comutativã.

Exemple
1) (q, +); (m, +); ({, +); (Z, +) sunt monoizi comutativi, având ca element neutru pe 0.
2) (q, ·); (m, ·); ({, ·); (Z, ·) sunt monoizi comutativi având elementul neutru 1.
3) (q*, ·); (m*, ·); ({*, ·); (Z*, ·) sunt monoizi comutativi, având elementul neutru 1.
4) Fie E o mulþime. Atunci (P (E), N) ºi (P (E), O) sunt monoizi comutativi, având

elementele neutre l, respectiv E.
5) Fie F = {f | f : Z   Z}; atunci (F,  ) este un monoid necomutativ, având ca element

neutru funcþia identicã a lui Z (adicã funcþia descrisã de corespondenþa x  x).

 Grupuri

Sã analizãm!
Studiind tabelul care prezintã proprietãþile adunãrii ºi înmulþirii pe mulþimile de

numere, observãm cã ceea ce distinge adunarea pe m de adunarea pe q este existenþa
opusului, iar ceea ce distinge înmulþirea pe { de înmulþirea pe m este existenþa
elementului invers faþã de înmulþire, pentru numerele nenule. Aceasta aratã cã existã
o diferenþã fundamentalã între monoizii (q, +) ºi (m, +). Proprietatea anterioarã,
diferenþiazã ºi monoizii  (m*, ·) ºi ({*, ·).Pentru un monoid (M, +)

cu element neutru 0, inversul
unui element x i M este notat
cu (–x) ºi se numeºte opusul
lui x.

Descrie elementele inver-
sabile ale monoizilor
(m *, ·); ({*, ·); (Z *, ·).

 Dacã un element are
invers, atunci acesta este
unic.

În general

Fie ( , )M   un monoid cu element neutru e.
Un element  x i M  se numeºte inversabil dacã existã un element  y i M

astfel încât   x y y x e  .
Elementul y se numeºte inversul lui x ºi este notat cu x–1.

Exemple ºi contraexemple
1) În monoidul (q, +) singurul element inversabil este 0, iar opusul sãu este tot 0.

Nici un element  x i q \ {0}  nu este inversabil, deoarece pentru  x @ 0  nu putem gãsi
y i q astfel încât  x + y = y + x = 0.

2) În monoidul (m, +) toate elementele sunt inversabile; aceeaºi proprietate este
valabilã în monoizii ({, +) ºi (Z, +).

3) În monoidul (m, ·) singurele elemente inversabile sunt 1 ºi –1.
4) În monoizii ({*, ·); (Z*, ·) toate elementele sunt inversabile.
5) Fie E o mulþime. În monoidul (P (E), N) singurul element inversabil este l.  Aceasta

se întâmplã deoarece  l N l = l  ºi pentru o mulþime A _ E, nevidã, nu putem gãsi
B _ E astfel încât A N B = l.

Analog, în monoidul (P (E), O) singurul element inversabil este E.

Aratã cã E este unicul ele-
ment inversabil în monoidul
(P(E), O).

Sã analizãm!
În exemplele de mai sus, unii monoizi au proprietatea cã toate elementele lor sunt

inversabile în raport cu legea de compoziþie datã, în timp ce în restul monoizilor doar
unele elemente verificã aceastã proprietate.

Notaþia m * indicã mulþi-
mea numerelor întregi
nenule.
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Exemple ºi contraexemple
1) (m, +); ({, +); (Z, +) sunt grupuri, în timp ce (q, +) nu este un grup.
2) ({*, ·), (Z*, ·) sunt grupuri. În schimb, ({, ·) ºi (Z, ·) nu sunt grupuri. De

asemenea, (m*, ·) nu este un grup.
3) Dacã E este o mulþime nevidã, monoizii (P (E), N) ºi (P (E), O) nu sunt grupuri.

Justificã toate afirmaþiile
din exemplele alãturate.
11

 Distributivitate

Sã analizãm!
Pe mulþimile de numere avem definite douã operaþii: adunarea ºi înmulþirea. De

asemenea, dacã  E este o mulþime, pe P(E) avem douã legi de compoziþie: reuniunea
ºi intersecþia. Atunci când pe o mulþime avem douã legi de compoziþie, este impor-
tant sã ºtim ce legãturã existã între ele.

În general
Fie „ ”  ºi „ ”  legi de compoziþie pe mulþimea A. Spunem cã operaþia „ ”  este

distributivã faþã de operaþia „ ”  dacã  pentru orice a, b, c i A:
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
  

  
a b c a b a c
a b c a c b c
  

  

Exemple
1) Înmulþirea numerelor este distributivã faþã de adunare.
2) Reuniunea este distributivã faþã de intersecþie ºi intersecþia este distributivã

faþã de reuniune. Altfel spus, oricare ar fi A, B, C _ E, avem

A N (B O C) = (A N B) O (A N C)

A O (B N C) = (A O B) N (A O C).

Justificãm prima egalitate folosind diagrame Venn-Euler.

Aratã cã adunarea nu-12

A B

C



A B

C



A B

C

B CO A B CN O( )

Explicã etapele demon-
straþiei fãcute cu diagrame.
Procedeazã la fel pentru a
justifica cea de-a doua
egalitate.

13

A BN
A B

C



A B

C


A B

C

( )A BN O( )A CN

A B

C



A CN

Denumirea de grup abe-
lian provine de la numele
matematicianului danez
Niels Abel.

În general

Un monoid ( , )G   în care toate elementele sunt inversabile se numeºte grup. Un

grup ( , )G   se numeºte comutativ (sau abelian) dacã legea de compoziþie „ ”  este
comutativã.

merelor nu este distributivã
faþã de înmulþire.
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 Inele

Sã analizãm!
Sã privim din nou tabelul cu proprietãþile operaþiilor cu numere. Observãm cã pe

fiecare dintre mulþimile q, m, {, Z  sunt definite douã operaþii (adunarea ºi înmulþirea).
Comparând între ele proprietãþile acestor operaþii, între q, pe de o parte ºi m, (sau {,
sau Z) pe de altã parte, apare o primã diferenþã, ºi anume unele dintre elementele lui q
nu au opus.

Proprietãþile operaþiilor algebrice pe m, { ºi Z au condus la definirea unei noi
structuri algebrice.

În general
Spunem cã un triplet (A, +, ·) este un inel dacã:
(i) (A, +) este grup comutativ
(ii) (A, ·) este monoid
(iii) legea de compoziþie „·” este distributivã faþã de „+”.
Un inel (A, +, ·) se numeºte comutativ dacã legea de compoziþie „·” este comutativã.

Verificã faptul cã (m, +, ·);
({, +, ·) ºi (Z, +, ·) sunt inele.

Verificã dacã mulþimea
numerelor impare formeazã
un inel cu adunarea ºi
înmulþirea.

Un inel este, în primul
rând, grup faþã de prima ope-
raþie. Detaliazã toate pro-
prietãþile ce trebuie sã fie
îndeplinite pentru ca (A, +, ·)
sã fie inel.

Exemple ºi contraexemple
1) (Z, +, E) este inel. Pentru a ne convinge de acest lucru, verificãm proprietãþile

care definesc structura de inel:
(i) Adunarea în Z este asociativã, comutativã, admite element neutru ºi orice
numãr întreg are un opus în Z. Deci (Z, +) este grup comutativ.
(ii) Înmulþirea în Z este asociativã ºi admite elementul neutru 1. Ca urmare,
(Z, E) este monoid.
(iii) Înmulþirea este distributivã faþã de adunare în Z:
a E (b + c) = a E b + a E c, oricare ar fi a, b, c i Z.
În concluzie, (Z, +, E) este inel.

2) Pe mulþimea numerelor întregi pare, notate cu P, operaþiile de adunare ºi înmulþire
sunt legi de compoziþie. Ne punem problema sã verificãm dacã aceastã mulþime este
un inel. Pentru aceasta, trebuie sã facem mai multe verificãri. De exemplu, verificãm
dacã fiecare element al acestei mulþimi are un opus. Pentru numãrul par 2n, opusul sãu
este (–2n), care este, la rândul sãu, un numãr par. Obþinem uºor cã (P, +) este grup
comutativ. Dar P nu are element neutru faþã de înmulþire, deoarece 1 P . Ca urmare,
(P, +, ·) nu este inel.

14

15

16

În general

Un inel  (K, +, ·)  se numeºte corp dacã orice element nenul este inversabil faþã
de înmulþire, cu alte cuvinte dacã (K*, ·) este grup, unde K* = K \ {0} .

Exemple ºi contraexemple
1) ({, +, ·) este corp.
2) (m, +, ·) este un inel care nu este corp.
3) Mulþimea numerelor pare, înzestratã cu operaþiile de adunare ºi înmulþire nu

este un corp.
4) (q, +, ·) nu este corp, deoarece (q, +) nu este grup.

Aratã cã (R, +, E) are
structurã de corp.
17

Justificã fiecare dintre afir-
maþiile alãturate.
18

Sã analizãm!
Comparând între ele inelele (m, +, ·); ({, +, ·) ºi (Z, +, ·) constatãm cã ele se

deosebesc din punctul de vedere al inversabilitãþii elementelor: în timp ce în m singurele
elemente inversabile sunt 1 ºi –1, în { ºi Z orice element nenul este inversabil.
Aceastã proprietate suplimentarã a inelelor { ºi Z a condus la definirea unei noi

 Corpuri
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Exerciþii ºi probleme

1. Paul a inventat o nouã operaþie algebricã, notatã „ ”
ºi definitã prin: a  b este media aritmeticã a
numerelor reale a ºi b.
a) Calculeazã 2  4 ºi (–1)  5.
b) Rezolvã în Z ecuaþia x  3 = 1,5.
c) Verificã dacã noua operaþie algebricã, inventatã
de Paul, este asociativã.
d) Inventeazã ºi tu o operaþie algebricã pe Z ºi
propune colegilor o problemã.

2. Exprimã printr-o formulã operaþia algebricã notatã
„*”, care este descrisã prin desenul alãturat.

3. Aratã cã împãrþirea este operaþie algebricã pe
mulþimea numerelor raþionale nenule. Justificã dacã
împãrþirea este asociativã sau comutativã pe {*.

4. Fie M mulþimea numerelor naturale care dau restul 1
la împãrþirea cu 5, adicã M = {1; 6; 11; ...}.
Demonstreazã cã înmulþirea este lege de compoziþie
pe M ºi cã (M, ·) este un monoid.

5. a) Fie V mulþimea vectorilor din plan. Demonstreazã
cã operaþia de adunare a vectorilor determinã pe V
o structurã de grup comutativ.
b)

Pentru vectorii u ºi v din desen, reprezintã  u + v
ºi –u. Cum putem calcula u – v?

u v

6. Alexandra a încercat sã defineascã o nouã operaþie
algebricã pe { (notatã de ea prin „ ”) astfel:

+=
+

a c a c
b db d .

Ce crezi, este definiþia corectã? Dacã nu, comple-
teazã definiþia Alexandrei, ca aceasta sã devinã
corectã.

8. a) Observã figura alãtu-
ratã ºi deseneazã sime-
tricul triunghiului ABC faþã
de O, apoi simetricul
aceluiaºi triunghi faþã de
dreapta d.
b) Deseneazã figura obþi-
nutã prin rotaþia în jurul lui
P a triunghiului DEF, cu
un unghi de 90°.

9. Fie A mulþimea numerelor raþionale care pot fi
reprezentate prin fracþii cu numitorul impar. Astfel,

16 A
12 , deoarece 4

3  este o altã scriere a numãrului

16
12 , ºi aceastã fracþie are numitorul impar..

a) Demonstreazã cã adunarea ºi înmulþirea sunt legi
de compoziþie pe A.
b) Aratã cã (A, +, ·) este inel comutativ.

c) Demonstreazã cã 10
6  este element inversabil în

A, iar 10
3  nu este inversabil. Este (A, +, ·) un corp?

d) Caracterizeazã toate elementele inversabile din
inelul A.
e) Aratã cã suma a douã elemente neinversabile din
A rãmâne element neinversabil în A. Are inelul m o
proprietate analogã?

c) Considerãm toate transformãrile planului care
invariazã punctul O ºi care pãstreazã distanþele dintre
puncte: o astfel de transformare se numeºte
izometrie. Simetriile faþã de punctul O sau faþã de
dreapta d, ca ºi rotaþia în jurul lui P, cu care ai lucrat
la punctele a) ºi b) ale problemei, sunt izometrii.
Demonstreazã cã o succesiune de douã izometrii
(adicã o compunere de izometrii) este tot o izometrie.
d) Aratã cã izometriile formeazã un grup necomutativ,
în raport cu operaþia de compunere a izometriilor. Care
este inversa simetriei faþã de dreapta d, în acest grup?

a · 2

b
+ a    b*

7. Pe mulþimea numerelor întregi, definim o nouã
operaþie algebricã, descrisã prin: 2   a b ab a b .
a) Aratã cã operaþia „  ” este asociativã.
b) Verificã dacã numãrul 2 este element neutru pentru 0.
c) Determinã toate elementele inversabile din ( , )m .
d) Este ( , )m  un grup?
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Structurile algebrice pot fi utilizate pentru a modela diferite contexte. Putem analiza
proprietãþile unor mulþimi în raport cu anumite operaþii care structureazã acea mulþime.
Cele douã exemple care urmeazã te ajutã sã înþelegi mai bine cum funcþioneazã
structura de grup ºi cum descrie ea comportarea unor „obiecte” de naturã geometricã.

 Grupul „cosiþelor”

Modelele artistice realizate prin împletire par
sã nu aibã nici o legãturã cu matematica. Vom
arãta totuºi cã o categorie anume de astfel de
împletituri formeazã în mod natural un grup. Sã
numim „cosiþã” modele de forma celor alãturate,
realizate prin împletirea câtorva fire ce unesc douã
laturi ale unui gherghef (în desene, apar trei,
respectiv patru fire în împletiturã).

În continuare, lucrãm doar cu cosiþe având acelaºi numãr de fire: acestea vor fi
elementele grupului nostru.

Definim operaþia de „lipire” (concatenare, punere în contact) a cosiþelor: date douã
cosiþe, ele determinã o nouã cosiþã prin concatenarea laturilor celor douã gherghefuri.

Exemplu:

Ce legãturã este între de-

senul C ºi desenul A B ?

Verificã pe un caz particu-
lar cã operaþia de lipire a
cosiþelor este asociativã.

 „Cosiþa despletitã” este
element neutru, deoarece

E X X E X   , pentru orice
cosiþã X. Verificã afirmaþia pe
un caz particular, folosind un
desen.

Este uºor de vãzut cã operaþia de lipire a cosiþelor are ca element neutru „cosiþa
despletitã” E:

Pe de altã parte, orice cosiþã poate fi „despletitã”, prin concatenare cu imaginea
ei în oglindã:

A E A E A

A A–1 1A A E

Toate verificãrile anterioare sugereazã faptul cã mulþimea cosiþelor cu un numãr
fixat de fire formeazã un grup faþã de operaþia de concatenare a cosiþelor.

Pentru cosiþa A din desen,
verificã egalitatea

1A A E  .

Demonstreazã cã grupul
cosiþelor cu n fire este neco-
mutativ, pentru n U 3.

Aplicãm ºi dezvoltãm!

Structuri algebrice: aplicaþii în geometrie

A B A B C
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A

B E

F

GD

C

B E

F
C

GD

A

Simplificã circuitul
ABCFGFEBCBA, ºtergând o
muchie atunci când este par-
cursã succesiv în cele douã
sensuri. Putem oare ºterge
muchia BC din acest circuit?

Este uºor de verificat cã operaþia de lipire a circuitelor este asociativã.
Observãm în plus cã „circuitul” nul N (adicã circuitul de lungime 0, în care, de

fapt, nu plecăm din nodul A) este element neutru pentru operaþia de lipire a circuitelor.
Orice circuit are un invers faþã de operaþia de lipire. De exemplu, inversul circuitului

C = ABEFCBA este circuitul C–1 = ABCFEBA:

C
2

C
1

1 2 ADGFCB A BEFCDA C C

ADGFCBEFCDA

Pentru circuitele din exem-
plul alãturat, calculeazã

2 1C C , apoi 1 1C C .

A

B E

F

GD

C

De exemplu, dacã
C

1
 = ADGFCBA, iar

C
2
 = ABEFCDA, atunci

A

B E

F

GD

C

1 ...ABEFCB A BCFEBA ABEFCBCFEBA ABA     C C N .

Toate afirmaþiile ºi verificãrile anterioare ne aratã cã mulþimea circuitelor unui 
graf G având originea ºi extremitatea în nodul A formeazã un grup faþã de 
operaþia de concatenare a circuitelor. Prin tradiþie, acest grup este notat π(G; A).

Verificã egalitatea
 -1 C C N . Cum crezi cã a
fost obþinut circuitul C–1, por-
nind de la C?

Fie G un graf care nu este
graf arbore. Demonstreazã
cã grupul circuitelor cu
originea într-un nod fixat al
grafului G este grup neco-
mutativ.

 Grupul ciclilor unui graf

Fie G un graf conex ºi A un nod fixat al grafului.
Considerãm mulþimea tuturor drumurilor în graf care

pornesc ºi se terminã în punctul A; un astfel de drum
este, evident, un circuit al grafului G, dar noi avem nevoie
de evidenþierea originii ºi a extremitãþii acestor drumuri
închise.

De exemplu, pentru graful din figura alãturatã, un
drum care porneºte ºi se terminã în A este descris de
succesiunea de noduri: ADCFGDCFGDCBA.

Desigur, un circuit este ºi ABCDGDA. Deoarece
muchia DG este parcursã succesiv, în cele douã sensuri
ale sale (ca ºi cum ne-am fi rãtãcit în drumul pe graf!),
simplificãm circuitul anterior ºi spunem cã el este
echivalent cu circuitul ABCDA.

Aºadar, într-un circuit, ºtergem o muchie atunci când
este parcursã succesiv, în sensuri diferite, pentru a obþine
un circuit echivalent cu cel iniþial.

Definim operaþia de „lipire” (concatenare, continuare) a circuitelor cu originea ºi
extremitatea în A, astfel: circuitul C

1
 concatenat cu circuitul C

2
 înseamnã circuitul

1 2C C , obþinut prin parcurgerea lui C
1
, urmatã de parcurgerea lui C

2
.
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Sã analizãm!
Fie M ºi N douã noduri ale grafului conex G.
Dacã fixãm drumul D, cu originea în M ºi extremitatea în N, avem o modalitate

naturalã sã transformãm circuite cu originea ºi extremitatea în M, în circuite cu originea
ºi extremitatea în N.

S

RQ

P

M ND
De exemplu, pentru graful G din figurã ºi
drumul D marcat pe desen, transformãm
circuitele astfel:

S

RQ

P

M N

S

RQ

P

M N

 C = MPQM    1 N M PQ M NC D C D

D

În acest mod, grupul (G; M) se identificã cu grupul (G; N). Deci grupul  nu
depinde de nodul fixat; spunem cã acest grup este un invariant al grafului.

Alege un alt drum D între
M ºi N ºi explicã modul în
care circuitul C se transformã
într-un circuit din (G; N).

Exerciþii ºi probleme

1. Fie n i m un numãr întreg ºi Mn = {k · n | k i m} =
= {..., –3n, –2n, –n, 0, n, 2n, ...} mulþimea multiplilor
întregi ai lui n. Aratã cã Mn este grup în raport cu
adunarea.

2. Aratã cã mulþimea  10 ,
10

A   
p

m m pm q  este

inel în raport cu adunarea ºi înmulþirea.

3. Explicã de ce adunarea numerelor pozitive nu admite
element neutru.

4. Studiazã proprietãþile adunãrii pe mulþimea [0, ).

5. Stabileºte dacã ridicarea la putere admite element
neutru în mulþimea q*.

6. Pentru x, y i m definim   x y x y xy . Studiazã
proprietãþile acestei operaþii.

7. Dã exemple de numere x, y, z i { pentru care
x 4y 2 z @ x 2 y 2z.

8. Deseneazã o cosiþã cu 4 fire ºi determinã inversa
acesteia, în grupul cosiþelor.

9. Pentru graful G din figura de mai jos, aratã cã
elementele din (G; A) sunt perfect caracterizate de
numere întregi, adicã oricãrui element din (G; A) i
se asociazã în mod unic un element din m ºi reciproc.

A

10. Descrie grupul (G; A) pentru graful din imagine.

A

C

11. a) Fie R
O
 mulþimea rotaþiilor în jurul punctului O în

sensul în care se miºcã acele ceasului. Demon-
streazã cã R

O
 este un grup faþã de compunerea

rotaþiilor.
b) Demonstreazã inversa rotaþiei cu 60°, în grupul
(R

O
,  ).

12. Fie (G, *) un grup în care are loc proprietatea: x 2 = e,
pentru orice x i  G. Demonstreazã cã (G, *) este un
grup comutativ.

–1D
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Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã recunosc structuri algebrice
 sã identific structuri algebrice prin verificarea de proprietãþi
 sã compar proprietãþi algebrice ale unor operaþii, în scopul identificãrii de algoritmi
 sã exprim proprietãþi ale operaþiilor algebrice
 sã utilizez similaritãþi ale unor operaþii în deducerea unor proprietãþi algebrice?

1. Din lista urmãtoare de mulþimi înzestrate cu operaþii algebrice, încercuieºte-le pe cele care determinã un grup.
(q, +); (q, ·); (m, +); (m, ·); (m, ·); (m*, ·); (Z, +); (Z, ·); (Z*, ·); (q, +, ·).

2. Fie T mulþimea numerelor raþionale care se pot reprezenta ca fracþii cu numitorul putere a lui 2:

^ `,
2n

T  � �m m nm q . Identificã ce structurã algebricã definesc pe T operaþiile uzuale de adunare ºi de înmulþire.

3. Comparã modul de rezolvare a ecuaþiilor  x + a = b în m,  respectiv  x · a = b în {*,  apoi precizeazã cum se
rezolvã ecuaþia DX A B  în grupul cosiþelor cu trei fire. Verificã pe un exemplu algoritmul gãsit.

4. Pe mulþimea q a numerelor naturale definim operaþia x  y = cel mai mare divizor comun al numerelor x ºi y.
a) Calculeazã 6  8 ºi 10  0.
b) Exprimã, folosind operaþia datã, urmãtoarea proprietate: cel mai mare divizor comun al numerelor naturale a,
b, c, d se poate calcula „din aproape în aproape”, adicã se înlocuiesc primele douã numere cu cel mai mare
divizor comun al lor ºi se continuã în acelaºi mod.

5. Fie E o mulþime nevidã. În monoidul  (3 (E), 2),  considerãm ecuaþia  X 2 A = B.  Deoarece  A 2 A = A,  deducem
cã ecuaþia are soluþie dacã ºi numai dacã  B B A.
Foloseºte acelaºi raþionament pentru a studia ecuaþia  < N A = B  în monoidul  (3 (E), N).

Lecturã

6tructurile algebrice au apãrut ºi s-au dezvoltat pornind de la concepte geometrice. La baza noþiunii de grup au stat
transformãrile geometrice, vectorii ºi permutãrile. 8lterior, prin analogie ºi generalizare, proprietãþile acestor mulþimi au
cãpãtat un caracter abstract, pur algebric.

Procesul de degajare a noþiunilor fundamentale ale algebrei, în spiritul prezentãrii axiomatice, a durat mai bine de un
secol. 7otuºi, aceste noþiuni nu au apãrut din neant: evoluþia s-a datorat, în mare mãsurã, nevoilor practice sau celorlalte
ramuri ale matematicii. %abilonienii ºi, mai târziu, grecii au studiat probleme de algebrã, în particular metodele de rezolvare
a unor ecuaþii simple. 2 contribuþie majorã la dezvoltarea algebrei au avut-o, în Evul 0ediu, arabii. 8lterior, în perioada
5enaºterii, matematicienii italieni Leonardo din Pisa (sec. XII) ºi )ranÁois Viète (154�-16�3) au impus simbolismul actual
din algebrã. În secolul al XIX-lea, operaþiile algebrice ºi proprietãþile lor au început sã fie studiate din ce în ce mai mult,
conducând la degajarea noþiunilor de grup, inel ºi corp.



84

A
B

Operaþii cu
numere întregi

Rezolvând exerciþiile urmãtoare, îþi vei aminti noþiuni necesare pentru parcurgerea acestei
unitãþi de învãþare.

a) (–3) + 5 = 8 b) –(–2 + 7) = 2 – 7 c) (–4) · (–2) = –8
d) (–3)2 = 9 e) (–1) · (–2) · (–3) = 6 f) 1036 + 2172 = 3108.

2. Calculeazã:
a) 2172 – 3291 b) 2172 D 3291 c) (31 · 32 · 33 · 34) : 35

d) 1 – 2 + 3 – 4 + 5 – 6 + ... + 99 – 100.

3. Alege propoziþiile adevãrate:

a) 2134 > 2129 b) –3142 > –3154 c) 1 1
29 28 d) 0,475 > 0,1234

e) 2147 + 35 > 3024 + 35; f) 21 + 22 + ... + 100 > 19 + 20 + ... + 98..

4. Justificã dacã:
a) 342 este divizibil cu 3 b) 15 este divizor al lui 985
c) 4 este divizor comun pentru 486 ºi 124; d) 210 este divizibil cu 27.

5. Reprezintã pe axã numerele:   3; –2; –1,5; 4; 0,3.

6. Scriem a  b dacã a – b = 2. Reprezintã printr-un graf relaþia astfel definitã, pentru
elementele din mulþimea {–3; 0; 4; 2; –1; 1; 5}.

7. Descrie cu ajutorul unui desen egalitatea:  3 · (4 + 2) = 3 · 4 + 3 · 2.

Relaþii

Reprezentãri

Lecturi grafice

Transformãri
geometrice

Unitatea de învãþare 6

Test iniþial de autoevaluare

1. Alege propoziþiile adevãrate:

9. Foloseºte un desen de tipul celui alãturat
pentru a calcula suma 1 + 3 + ... + 99.

10. Deseneazã simetrica figurii colorate,
faþã de diagonalã.

8. Calculeazã numãrul de cuburi din
construcþia alãturatã.

11. Printr-o translaþie, punctul A a fost
deplasat în B. Deseneazã figura obþinutã
prin deplasarea figurii colorate, prin
aceeaºi translaþie.

12. Pe mulþimea {1, 2, 3, 4, 5} definim operaþia algebricã: x * y = max {x; y}.
a) Calculeazã 1 * 3 ºi 2 * 5.
b) Demonstreazã cã 1 este element neutru pentru „*”.
c) Studiazã asociativitatea operaþiei „*”.

Operaþii
algebrice
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 Descrie sintetic modul în
care comparãm numere
întregi, respectiv numere
raþionale.

 Defineºte relaþia de
ordine pe m. Interpreteazã
geometric aceastã relaþie ºi
descrie compatibilitatea ei cu
operaþiile algebrice.

Pe mulþimile de numere sunt definite douã operaþii principale: adunarea ºi
înmulþirea. Cu ajutorul acestora, putem defini câteva relaþii, care se dovedesc
importante în înþelegerea proprietãþilor acestor mulþimi.

 Ce relaþii importante sunt definite pe q sau m?
Exemplul 1: Relaþia de ordine pe q

Fie a, b i q; spunem cã a este mai mare sau egal cu b (a U b) dacã existã
numãrul natural c astfel încât  a = b + c.

Pentru a compara douã numere naturale, determinãm mai întâi ordinele lor de
mãrime ºi, dacã acestea sunt egale, comparãm cifrele celor douã numere, de la
stânga la dreapta.

Relaþia de ordine în q  poate fi interpretatã geometric prin poziþionare pe axa
numerelor: numãrul natural mai mic este situat, pe axã, mai aproape de 0.

0 1 2 b a... ... ...

Pe q, relaþia de ordine este compatibilã cu adunarea ºi cu înmulþirea, adicã:
dacã a U b ºi c i q, atunci  a + c U b + c  ºi  a · c U b · c.

a

b

a c+

b c+

a a+ +a

b b+ +b

a U b a + c U b + c 3 · a U 3 · b

Exemplul 2: Relaþia de divizibilitate pe q
Fie a, b i q; spunem cã a este divizibil cu b ºi scriem  axb  dacã existã

numãrul natural c astfel încât  a = b · c.
Relaþia de divizibilitate poate fi interpretatã geometric prin mãsurare pe axa

numerelor: a b  dacã segmentul de lungime b se cuprinde de un numãr întreg de ori

în segmentul de lungime a.

0 1 a...

b b b

b
...

Orice numãr natural mai mare decât 1 se scrie ca un produs de numere prime:

 72 = 2 · 2 · 2 · 3 · 3 = 23 · 32

Foloseºte un graf arbore
pentru a descompune în
factori primi numerele 75 ºi
3150. Decide apoi dacã

3150  75.

Ne amintim ºi explorãm!

Clase de resturi

Teorema împãrþirii cu rest în m

Numãrul 12345 este de
ordinul zecilor de mii. El este
mai mare decât orice numãr
de ordinul miilor.
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 Ce legãturi existã între operaþiile ºi relaþiile din m?

Exemplul 1: Relaþia de ordine ºi scãderea în q
Relaþia de ordine pe q înseamnã:

a U b dacã existã  c i q cu proprietatea cã a = b + c.
Pe mulþimea numerelor naturale, putem efectua scãderea doar dacã descãzutul

este mai mare decât scãzãtorul; cu notaþiile anterioare, avem: a – b = c.
Spre deosebire de q, pe mulþimea numerelor întregi m se poate defini scãderea

între orice douã numere, adunând primul numãr cu opusul celui de-al doilea numãr.
Scãderea este o lege de compoziþie pe m, deoarece m este grup în raport cu

operaþia de adunare.

Exemplul 2: Relaþia de divizibilitate ºi împãrþirea în q
Divizibilitatea pe q înseamnã:

axb dacã existã c i q cu proprietatea cã  a = b · c.
Pe mulþimea numerelor naturale, putem efectua împãrþirea doar dacã deîmpãrþitul

este un multiplu al împãrþitorului. Cu notaþiile anterioare, avem  a : b = c (pentru b @ 0).
Spre deosebire de q, pe mulþimea numerelor raþionale { se poate defini împãrþirea

între orice douã numere nenule, înmulþind primul numãr cu inversul celui de-al doilea
numãr. Împãrþirea numerelor nenule este o lege de compoziþie pe {*, deoarece {
este corp în raport cu operaþiile de adunare ºi de înmulþire.

Pe q, putem privi relaþia de divizibilitate ºi dintr-o altã perspectivã: numãrul natu-
ral a este divizibil cu numãrul natural nenul b dacã obiectele unei mulþimi cu a elemente
pot fi împachetate în grupe de b obiecte.

 Relaþia de divizibilitate
este definitã analog pe m.
Aratã cã (–24)x6 ºi
32x(–2).
Este interesantã relaþia de
divizibilitate pe {? De ce?

„Împachetarea” obiectelor unei mulþimi se poate face ºi atunci când nu sunt
suficiente obiecte pentru a forma numai grupe complete.

În acest caz, numãrul „pachetelor” este câtul împãrþirii, iar obiectele rãmase
neîmpachetate reprezintã restul împãrþirii.

Divizibilitatea are legãturã cu relaþia de ordine. De exemplu, sã considerãm
descompunerile:  72 = 23 · 32

3882 = 24 · 35

Deducem cã 3882x72, deoarece între exponenþii numerelor prime din cele douã
descompuneri existã relaþiile: 4 U 3 ºi 5 U 2.

Transpune imaginile alã-
turate folosind operaþiile de
adunare ºi înmulþire. Ce legã-
turã existã între grupãrile din
imagini ºi împãrþirea cu rest?
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• poziþionãm deîmpãrþitul între doi multipli consecutivi: –4 · (–2) T 11 T –4 · (–3).
• folosim aceºti multipli pentru a scrie teorema împãrþirii cu rest:
11 = –4 · (–2) + 3
11 = –4 · (–3) + (–1)
Am obþinut douã câturi ºi douã resturi ale împãrþirii lui 11 la –4.

Exemplul 3
Pentru a obþine câtul împãrþirii lui –37 la 8, putem proceda astfel:
• încadrãm raportul dintre deîmpãrþit ºi împãrþitor între doi întregi consecutivi:

37
4,625

8


  , deci 
37

5 4
8

    

• câtul împãrþirii poate fi –5 sau –4.

Observã reprezentarea pe
axã. Cum obþinem resturile 3,
respectiv (–1), din aceastã
reprezentare?

În general
Pe mulþimea numerelor întregi are loc teorema împãrþirii cu rest:
Date numerele întregi a ºi b, cu  b @ 0,  existã numerele întregi c ºi r, unde
r b0T , astfel încât  a = b · c + r.

Acest enunþ are nevoie de o discuþie suplimentarã.

Exemplul 1

Sã considerãm numerele  a = –28  ºi  b = 5. Egalitãþile:
–28 = 5 · (–5) + (–3)
–28 = 5 · (–6) + 2  , exprimã împãrþirea cu rest a lui –28 la 5. Pentru a verifica

corectitudinea, comparãm modulul câtului cu modulul împãrþitorului.

Exemplul 2
Fie a = 11 ºi b = –4. Pentru a obþine câtul ºi restul împãrþirii lui a la b, putem

proceda astfel:
• reprezentãm pe axa numerelor multiplii împãrþitorului, adicã numerele de forma

–4n, n i m;

Continuã exemplul 3 ºi
scrie formula împãrþirii cu rest
a lui –37 la 8.

Observãm cã în exemplele anterioare, câtul ºi restul împãrþirii nu mai sunt unice,
aºa cum se întâmplã în q. Pentru a pãstra totuºi proprietatea de unicitate, alegem,
dintre resturile posibile, un rest pozitiv.

În general

Pe mulþimea numerelor naturale are loc teorema împãrþirii cu rest:
Date numerele naturale a ºi b, cu b @ 0, existã ºi sunt unice numerele naturale

c ºi r, unde 0 T r < b, astfel încât  a = b · c + r.

Poþi organiza calculele
astfel:

Exemplu
Restul împãrþirii lui 233 la 7 este 2, deoarece  233 = 7 · 33 + 2  ºi  0 T 2 < 7.

Sã analizãm!
În teorema împãrþirii cu rest, folosim operaþiile de adunare ºi de înmulþire ºi relaþia

de ordine. Pe de altã parte, teorema are legãturã cu relaþia de divizibilitate. Toate
aceste operaþii ºi relaþii sunt însã definite ºi pe mulþimea numerelor întregi; de aceea,
teorema împãrþirii cu rest se poate aplica ºi pentru mulþimea m.

233  7
21 

23=
33

21
=2
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1. Reprezintã pe axã, apoi comparã numerele:
a) –2 ºi –4      b) –3 ºi 1.

Exerciþii ºi probleme

2. Descompune ca produs de numere prime, folosind
un graf arbore:
a) 325 b) 414 c) 1050  d) 84.

3. Foloseºte descompuneri în factori primi pentru a de-
cide dacã:
a) 550x22;   b) 4125x75;   c) 3450x140.

4. Fie a, b, c numere naturale nenule. Aratã cã:
a) dacã axb, atunci (a · c)x(b · c)
b) dacã axb ºi bxc, atunci axc
c) dacã axc ºi bxc, atunci a + bxc.

* * * * * * *
* * *

**
8** **

* *
* *

* * ** * *
1

Sã demonstrãm!

Fie a ºi b (b @ 0) numere întregi date. Numerele c, r i m, cu 0 r bT  ºi
a = b · c + r  sunt unic determinate.

Presupunem, prin absurd, cã existã c
1
, r

1
 ºi c

2
, r

2
, cu r

1
 @ r

2
, care îndeplinesc

condiþiile din enunþ. Fie r
1
 > r

2
 U 0.

Din egalitãþile  a = b · c
1
 + r

1
  ºi  a = b · c

2
 + r

2
, obþinem  r

1
 – r

2
 = b(c

2
 – c

1
),  deci

(r
1
 – r

2
)xb  ...

Dar 1 20   r r b , ceea ce contrazice divizibilitatea de mai sus  ...
În concluzie, r

1
 = r

2
  ºi  c

1
 = c

2
  ...

5. Aflã divizorii întregi ai numerelor: –7;  +5;  –15;  21.

6. Scrie:  a) D–18, D18, D27, D–35;   b) M–2, M4, M–5.

7. Aflã c.m.m.d.c. ºi c.m.m.m.c. al numerelor:
a) –4 ºi 6 b) 5 ºi –15
c) –12 ºi –14 d) 18 ºi –24.

15. Determinã mulþimile: { | ºi (–16)}A  x x x |m  ºi

{ | ºi | 27}B  x x xm .

16. Aflã x i m, ºtiind cã:  a)
6

1


x m ;   b)
7
2

 
x m .8. Împarte cu rest:

a) 317 la 12 b) 215 la 34
c) 81 la 149 d) 421 la 421.

9. Aflã câtul ºi restul împãrþirii lui x la y, folosind
reprezentarea pe axã, dacã:
a) x = 31  ºi  y = –7
b) x = –25  ºi  y = –9
c) x = –41  ºi  y = 13.

10. Verificã:
a) dacã 8 16 ºi 8 40 , atunci 8 ( 16 40) 

b) dacã 13 26  ºi 13 39 , atunci 13 [26 ( 39)] 

c) dacã 11 55  ºi 11 121, atunci 11 [2 ( 55) 4 121]    .

17. Fie { , 8}M  x x xm T ,

{ , divide pe14}N M x x x  ºi
{ , este multiplu de 4}P M x x x .

Determinã elementele mulþimilor M, N ºi P.

18. Determinã x i m, astfel încât:
a) x(x + 2) = 35;   b) (x – 1) · (x + 3) = –3;
c) x2 – 5x = –6.

19. Determinã mulþimile:

a)  28| ,
5

A   


x x xm m

b)  21| ,
7

B   


x x xm q

c)  14| ,
3

C   


x x xq m .

13. Fie mulþimile: { , ( 15)}A   x x xm  ºi

{ , 20, 5 , }B     x x x x k km m .
Aflã: A N B, A O B, A \ B.

14. Aflã c.m.m.d.c. ºi c.m.m.m.c. ai urmãtoarelor
numere întregi:
a) 27 ºi –27 b) –35 ºi –28
c) 120, –36 ºi 54 d) 810 ºi –315.

11. a) Verificã egalitatea:  37 = (–5) · (–6) + 7.
b) Este –6 câtul împãrþirii lui 37 la –5? Justificã.

12. Reconstituie împãrþirea cu rest:
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Cu ajutorul unor desene de acest fel, putem gãsi imediat numere diferite care dau
restul 3 prin împãrþire la 4, adãugând sau înlãturând „coloane de 4”:

Descrie printr-o formulã
numerele reprezentate în
desenul de mai jos.

 Ce sunt clasele de resturi?

Sã observãm!
Desenele urmãtoare reprezintã schematic împãrþiri cu rest ale unor numere natu-

rale la 4.

 Identificã pe desenele
date câtul ºi restul împãrþirii.

Analizãm ºi înþelegem!

 31 = 4 · 7 + 3         13 = 4 · 3 + 1     20 = 4 · 5 + 0        6 = 4 · 1 + 2

31 = 4 · 7 + 3 39 = 4 · 9 + 3        19 = 4 · 4 + 3

Numerele care dau acelaºi rest la împãrþirea cu 4 diferã printr-un multiplu de 4.

În general

Numerele x ºi y dau resturi egale la împãrþirea cu n dacã ºi numai dacã   x – yxn.

Notãm x \ y (mod n) dacã x ºi y dau acelaºi rest la împãrþirea cu n.
(Citim: x congruent cu y modulo n).
Pentru a verifica dacã  x \ y (mod n), putem sã procedãm în douã moduri:
• efectuãm împãrþirile lui x ºi y la n ºi comparãm resturile, sau
• verificãm dacã  x – y  este divizibil cu n.

Exemplu
27 \ 7 (mod 4), deoarece 27 : 7 dã restul 3; mai precis, avem  27 = 4 · 6 + 3. Pe

de altã parte, 7 : 4 dã tot restul 3, pentru cã  7 = 4 · 1 + 3.
Altfel: 27 – 7 = 4 · 5, adicã  (27 – 7)x4. Analog, se verificã relaþiile:

–17 \ 8 (mod 5)
–41 \ –29 (mod 6)

Atunci când numãrul n este precizat ºi nu este pericol de confuzie, vom scrie
 x y=  în loc de  x \ y (mod n).

Exemplu

Pentru  n = 8, avem   13 = 29 = –35 , deoarece  13 \ 29 \ –35 (mod 8).

 Exprimã fiecare dintre
congruenþele din exemplu în
forme echivalente, ca în
modelul dat.

Inelul claselor de resturi

 Ce resturi dau numerele
13, 29, –35 la împãrþirea cu
8?
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 Cum definim adunarea modulo n?
Date numerele naturale A ºi B, putem identifica restul împãrþirii lui  A + B  la 4

folosind reprezentãri schematice.

13 = 4 · 3 + 1 6 = 4 · 1 + 2 31 = 4 · 7 + 3 6 = 4 · 1 + 2

13 + 6 dã restul 3 la împãrþirea cu 4
3  1 + 2 (mod 4)

31 + 6 dã restul 1 la împãrþirea cu 4
1  3 + 2  (mod 4)

 Inventeazã o problemã în
care afirmaþia 1 = 3 + 2 este
adevãratã.
Propune o altã „egalitate” de
acelaºi fel ºi inventeazã o
problemã pornind de la
aceasta.

Pentru a identifica o clasã de resturi modulo 3, este suficient sã precizãm un
numãr din acea clasã.

De exemplu, 415 determinã clasa numerelor care dau restul 1 la împãrþirea cu 3.
Pe scurt, vom nota clasa numerelor care dau restul 1 la împãrþirea cu 3, prin

415 . Aceastã clasã este însã determinatã ºi de numãrul 172; ar fi normal, deci, sã o
notãm de asemenea, cu 172 . Notaþia propusã nu conduce la confuzii, pentru cã am
convenit mai înainte cã scriem  172 415 , altfel spus, 172 ºi 415 se afla în aceeaºi
clasã modulo 3.

Deºi putem nota o clasã de resturi în mai multe moduri, este indicat, totuºi, sã
alegem o notaþie standard. De aceea, alegem un anumit numãr din fiecare clasã ºi îl
folosim pe acesta în notaþia prescurtatã a clasei respective. Prin convenþie, acesta
este cel mai mic numãr natural care are proprietatea respectivã.

Exemplu

În cazul congruenþei modulo 3, clasele de resturi se noteazã standard ˆ ˆ ˆ0, 1 ºi 2 .
Aceste trei mulþimi formeazã mulþimea claselor de resturi modulo 3, notatã m

3
.

  Observã repartiþia în
clase, reprezentatã alãturat.

Mai existã oare ºi o a
patra clasã? De ce?

În general

Prin convenþie, pentru a nota clasele de resturi modulo n, se aleg numerele natu-
rale cele mai mici, care sunt chiar resturile posibile ale împãrþirii unui numãr la n.

Mulþimea claselor de resturi modulo n se noteazã m
n
. Elementele lui m

n
 sunt

mulþimi de numere.
Prin convenþie, aceste elemente se noteazã   n n ˆ ˆ ˆ0, 1, 2, ..., 2, 1 .

 Ce reprezentanþi standard
se aleg pentru clasele de
resturi modulo 6?

Exemplu
   m4 {0;1; 2; 3} .

3̂  este o notaþie prescurtatã pentru clasa numerelor întregi care dau restul 3 la
împãrþirea cu 4, adicã:
3̂ {7; 15; 9; 3; 25; ...}    = mulþimea tuturor numerelor întregi de forma  4k + 3.

O altã descriere a lui m
4
, echivalentã cu cea de mai sus, este:     4 {20, 5, 2, 13}m .

 Explicã cele douã des-
crieri ale lui m

4
, din exemplul

alãturat.

6
24

3
–12

0
–39

...

4 7

253
–2

–122
1

...

17
–4

188

2–16

...

clasa numerelor care dau
restul 0 la împãrþirea cu 3

clasa numerelor care dau
restul 1 la împãrþirea cu 3

clasa numerelor care dau
restul 2 la împãrþirea cu 3

m

Sã analizãm!
Congruenþa modulo 3 distribuie numerele întregi în clase disjuncte, caracterizate

prin resturile împãrþirii la 3.
  Completeazã fiecare
clasã din exemplu cu câte
douã elemente. Realizeazã
o schemã asemãnãtoare
pentru congruenþa modulo 4.
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În general

Dacã  x \ y (mod n), atunci  x + z \ y + z (mod n).

Altfel spus:    x y x z y z     , oricare ar fi z i m.

Egalitatea de mai sus ne permite sã definim urmãtoarea operaþie algebricã între
elementele mulþimii mn:   a b a b   .

De exemplu, în m
6
,  avem:

   ˆ3 4 1,
   5 4 3 .

 Ce aplicaþii are adunarea modulo n?

Ce semnificaþie ar putea avea operaþia de „adunare modulo n”? Este ea utilã ºi în
afara orelor de matematicã?

Pentru a rãspunde, analizãm câteva exemple.

Exemplul 1: Înregistrarea timpului
Sã presupunem cã în acest moment, este ora 21. Peste 9 ore va fi ora 6.
Acesta este un exemplu de adunare modulo 24:
21 + 9 \ 6 (mod 24)
   21 9 6 .

Pentru adunarea modulo
6, egalitatea   3 4 7  nu
este greºitã însã, de regulã,
folosim notaþia standard. De
aceea, în loc de 7, scriem  1 .

Propune un exemplu în
care foloseºti adunarea
modulo 12.

11

Scrie în alt mod 5 4  în
m

6
.

10

Sã analizãm!
În desenele urmãtoare sunt reprezentate schematic mai multe numere care dau

restul 1 la împãrþirea cu 4.

Atunci când adunãm aceste numere, de exemplu, cu 6, obþinem de fiecare datã
restul 3 prin împãrþirea cu 4:

6 = 4 · 1 + 2

Restul obþinut este acelaºi, deoarece, în aceste calcule, adãugarea sau ºtergerea
unei „coloane de 4” nu modificã rezultatul.

5 = 4 · 1 + 1 9 = 4 · 2 + 1 17 = 4 · 4 + 1

Exemplul 2: Contoare
Kilometrajul oricãrei maºini indicã numere cu cel mult 5 cifre. Astfel, dacã maºina

a parcurs 123 412 km, pe kilometrajul ei va apãrea înscris doar 23 412.
Maºina domnului Popescu a parcurs 61 842 km. Dupã ce se vor mai parcurge

încã 50 000 km, pe kilometraj va fi înscris numãrul 11 842. Acesta este un exemplu de
adunare modulo 100 000:

61 842 + 50 000 \ 11842 (mod 100 000)
  61 842 50000 11 842  .

În agenþiile CFR sau în
supermarketuri sunt aparate
ce elibereazã bonuri de ordi-
ne. Pe fiecare bon apare un
numãr de douã cifre.
Doamna Ionescu a primit
bonul cu numãrul 87, iar
domnul Georgescu, care a
venit puþin mai târziu, a primit
bonul cu numãrul 05. Câte
persoane au fãcut cumpã-
rãturi între timp?

12
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Calculeazã în m
15

:

 7 9 ;  2 5 ;  10 14 .

13

Sã aplicãm!
Atunci când lucrãm cu resturile împãrþirii la 12, putem scrie:
34 \ 58 (mod 12), deoarece 34 ºi 58 dau resturi egale la împãrþirea cu 12;
 34 10 , deoarece 34 dã restul 10 la împãrþirea cu 12;
   10 8 6 , deoarece restul împãrþirii lui 18 la 12 este 6.

În general

Pentru operaþia de adunare modulo n, egalitatea   x y x y    este o
modalitate de scriere prescurtatã a urmãtoarei proprietãþi aritmetice:

Dacã x ºi y dau resturile a, respectiv b la împãrþirea cu n, atunci  x + y  ºi  a + b
dau acelaºi rest la împãrþirea cu n.

 Cum definim înmulþirea modulo n?

Sã analizãm!
ªtefan a scris pe caiet urmãtorul calcul:
784 D 237 = 185807.
Camelia a citit rezolvarea lui ªtefan ºi i-a spus imediat: „Ai greºit!”.
Ea s-a uitat doar la ultimele cifre ale celor doi factori ºi a aplicat regula: ultima

cifrã a produsului se obþine din produsul ultimelor cifre ale factorilor.
Calculul fãcut de Camelia este un exemplu de calcul modulo 10, deoarece orice

numãr natural este congruent cu ultima sa cifrã modulo zece.
ªtefan a reluat calculul, efectuând din nou înmulþirea:

Explicã semnificaþia de-
senelor din figura alãturatã.
14

+ = +

784 
237

D

5488
2352

1568
185808

* *
* *

4 
7
8

D

* **
* ***

* ***
* *** * 8

Cu ce cifrã se terminã
produsul 843 D 16?
15

El a observat cã, dacã ne intereseazã doar ultima cifrã a produsului, unele dintre
cifrele celor doi factori (pe care le-a înlocuit cu * ) nici nu conteazã în calcule: putem

înlocui * cu orice alte cifre – ultima cifrã a produsului rãmâne aceeaºi!
Atunci când evidenþiem ultima cifrã, este eficient sã scriem factorii sub forma

10n + 4, respectiv 10m + 7; produsul lor este (10n + 4)(10m + 7) = 10p + 8.
Calculul fãcut ne aratã cã, dacã A \ 4 (mod 10)  ºi  B \ 7 (mod 10),  atunci

A · B \ 8 (mod 10).  Altfel scris: ˆ 4̂A   ºi  ˆ ˆ7̂ 8B AB    în    m
10

.
Observãm cã restul împãrþirii la 10 al unui produs nu depinde decât de resturile

împãrþirii la 10 al fiecãrui factor, adicã de clasele modulo 10 ale factorilor.
Ce legãturã este între clasele factorilor ºi clasa produsului?

Cum se justificã egalita-
tea: (10n + 4)(10m + 7) =
 = 10p + 8, unde n, m, p sunt
numere întregi?

16
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Scrie în alt mod  6 8  în
m

12
.

18

Exemplu
În m

12
 avem egalitãþile:

ˆ ˆ5̂ 8 4 , deoarece restul împãrþirii lui 40 la 12 este 4;
ˆ ˆ ˆ6 8 0 , deoarece restul împãrþirii lui 48 la 12 este 0.

Sã analizãm!
Ana a efectuat urmãtorul calcul în m

12
:

     3 10 30 6 .

Matei nu a înþeles cum se face cã  ˆ30 6 , dar Ana i-a explicat cã un acelaºi
element din m

12
 se poate reprezenta în mai multe moduri. Matei mai are o nelãmurire:

dacã 3̂ 15  ºi  10 14  , nu ar trebui ca 3̂ 10  ºi   15 14  sã fie egale?

În general

Dacã numerele A ºi B dau resturile a, respectiv b, la împãrþirea cu n, atunci
numerele  A · B  ºi  a · b  dau acelaºi rest la împãrþirea cu n.

Sã demonstrãm!

În mulþimea de resturi modulo n, dacã   x a   ºi   y b ,  atunci   x y a b   .
Altfel spus: Înmulþirea modulo n nu depinde de reprezentanþii aleºi pentru factori.

 x a x a n   (mod ) , deci x a n  . ...    Deducem cã existã p i m astfel încât

x = a + p · n  ...  Analog, existã q i m astfel cã y = b + q · n  ...
Deci xy – ab = n · (aq + bp + nqp), adicã xy \ ab (mod n) ...

De aceea,  xy ab  ...

 Ce legãturã este între operaþiile definite pe mn?

Adunarea ºi înmulþirea modulo n au fost definite prin analogie cu adunarea ºi
înmulþirea numerelor întregi. Pe m, aceste douã operaþii au proprietatea de
distributivitate, adicã:

x · (y + z) = x · y + x · z pentru orice x, y, z i m.
Se pãstreazã oare aceastã proprietate pentru operaþiile din m

n
?

Efectueazã calculul
propus de Matei ºi rãspunde
la întrebare!

19

Urmãreºte argumentele
din demonstraþia alãturatã ºi
completeazã justificãrile care
lipsesc ºi au fost înlocuite cu
„ ... ”

20

Depinde adunarea mo-
dulo n de reprezentanþii aleºi
pentru termeni? Justificã
rãspunsul dat.

21

Sã observãm!
Pe mulþimea numerelor naturale, înmulþirea este definitã ca adunare repetatã.

Putem oare folosi adunãri repetate pentru a defini o operaþie de înmulþire în m
n
?

Sã considerãm câteva exemple.
Fie 3̂  ºi 5̂  i m

8
.

 
5 termeni

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ5 3 3 3 3 3 3 15 5 3        

 
3 termeni

ˆ ˆ ˆ ˆ3 5 5 5 5 15 3 5      

Propune ºi alte exemple
prin care verifici dacã înmul-
þirea modulo n poate fi gân-
ditã ca o adunare repetatã!

17

În general

Folosind notaþia pentru clasele modulo n, enunþul anterior se scrie:
ˆ ˆA B A B  , unde   indicã o înmulþire în care factorii sunt clase de resturi.

Spunem cã am definit astfel înmulþirea modulo n.

Pentru înmulþirea modulo
12, egalitatea  5 8 40  nu
este greºitã, însã, de regulã,
folosim notaþia standard. De
aceea, în loc de 40  scriem 4 .
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Pe aceste table de operaþii, putem verifica proprietãþile:
1) Adunarea ºi înmulþirea modulo 6 sunt comutative, deoarece tablele acestor

operaþii sunt simetrice faþã de diagonalã:

Completeazã spaþiile
lãsate libere în tabla adunãrii
ºi în tabla înmulþirii pe m

6
.

23

   x y y x      x y y x  .

+ x y

x

y y x+

yx +

· x y

x

y y x

yx ·

·

2) 0̂  este element neutru pentru adunarea modulo 6, deoarece linia ºi coloana lui
0̂  repetã identic elementele de pe margine.

1̂  este element neutru pentru înmulþirea modulo 6, deoarece linia ºi coloana lui 1̂
repetã identic elementele de pe margine.

   x x x x   ˆ ˆ0 ; 0    x x x x  ˆ ˆ1 ; 1

+ x

x x

x+

0

0 0

0+

· 1 x

x x

x·

·

1 1

1

Sã verificãm!
În m

10
, efectuãm calculele:

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ3 (5 9) 3 14 3 4 12 2      
  ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ3 5 3 9 15 27 5 7 12 2        .

În general

În mn are loc egalitatea:
      ( )  x y z x y x z   , pentru orice   x y z, ,   i  m

n
.

 Ce structurã are mn?

Sã verificãm!
Pe mulþimea m

6
 am definit operaþiile de adunare ºi de înmulþire modulo 6. Deoarece

aceste operaþii sunt „altfel” decât cele efectuate cu numere întregi, este util sã alcãtuim
tabla adunãrii ºi tabla înmulþirii pentru m

6
: acestea sunt douã tabele în care, la intersecþia

liniei x̂  cu coloana ŷ  apare rezultatul sumei, respectiv produsului dintre x̂  ºi ŷ ,
modulo 6.

Verificã egalitatea pen-
tru clase alese de tine din m

7
,

m
8
 ºi m

12
.

Încearcã sã demonstrezi pro-
prietatea de distributivitate a
înmulþirii faþã de adunare din
mn.

22

    
     

   
    
    
     
    

0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5

1 1 2 4 5 0

2 2 3 4 5 1

3 4 5 0 1 2

4 4 5 0 2 3

5 5 0 1 2 3

 


 





 

    
      
   

     
     
     
    

0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 3 4 5

2 0 2 4 0 4

3 0 3 0 0 3

4 0 4 2 0 4

5 0 4 3 2 1



 


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 Când este inelul ( , , )n m un corp?

Sã analizãm!

În inelul 6( , , ) m , elementele ˆ ˆ ˆ2, 3 ºi 4  nu sunt inversabile; acest inel nu este
deci un corp.

Sã alcãtuim tablele înmulþirii pentru alte câteva dintre inelele mn:

3) Orice element din m
6
 admite un opus faþã de adunare,

deoarece pe fiecare linie ºi pe fiecare coloanã din tabla adunãrii
apare elementrul neutru 0̂ .

Exemplu
Opusul lui 2̂  este 4̂ , deoarece ˆ ˆ ˆ2 4 0  .
Scriem ˆ ˆ(2) 4  .

+ x

x 0

–

4) 1̂ ºi 5̂  sunt inversabile faþã de înmulþire, deoarece pe liniile ºi coloanele lor
apare elementul neutru 1̂ .

ˆˆ ˆ5 5 1 , deci 1ˆ ˆ(5) 5  .
2̂  nu este inversabil faþã de înmulþire, deoarece pe linia lui nu apare elementul

neutru 1̂ .

Determinã opusul lui 1̂ ºi24

Din definiþia adunãrii ºi
înmulþirii modulo n, se deduce
uºor cã aceste operaþii sunt
asociative.

Distributivitatea înmulþirii
faþã de adunare a fost argu-
mentatã mai sus.

În general

Operaþiile de adunare ºi înmulþire modulo n definesc pe mulþimea m
n
 o structurã

de inel comutativ. Acest inel este numit inelul claselor de resturi modulo n.

Observãm cã:

– în m
2
 , 1̂  este inversabill 2( , , ) m  este un corp.

– în m
3
  toate elementele nenule sunt inversabile 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ(1 1, 2 2)   ; 3( , , ) m

este un corp;

– în m
4
, 2̂  este element nenul ºi nu este inversabil (pe linia ºi pe coloana lui 2̂  nu

apare elementul neutru 1̂ ); 4( , , ) m  nu este un corp;

– în m
5
, toate elementele nenule sunt inversabile 1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(1 1, 2 3, 3 2, 4 4)       ;

5( , , ) m  este un corp.
Numerele 2, 3 ºi 5 (pentru care inelele claselor de resturi sunt corpuri) sunt numere

prime.
În schimb, numerele 4 ºi 6 nu sunt prime, iar m

4
 ºi m

6
 nu sunt corpuri.

Explicã modul în care au
fost gãsite inversele elemen-
telor din m

5
.

25

În general

Inelul ( , , )n m este un corp dacã ºi numai dacã n este numãr prim.

  
    
  

    
   

0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1



 



   
     
   

    
    
    

0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1



 






  


0 1

0 0 0

1 0 1



 

 
   
 

  

0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1



 


m
2

m
3

m
4

m
5

opusul lui 3̂ în m
6
.
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1. Reprezintã printr-un desen sugestiv numerele natu-
rale care dau restul 2 la împãrþirea cu 5. Justificã
apoi, cu ajutorul desenelor, proprietatea: suma dintre
un numãr care dã restul 2 la împãrþirea cu 5, ºi un
numãr care dã restul 3 la împãrþirea cu 5, este un
numãr divizibil cu 5.

2. Numãrul natural A dã restul 7 prin împãrþirea la 12.
Ce rest poate da A prin împãrþirea la 4? Dar prin
împãrþirea la 24? Realizeazã un desen pentru a
rãspunde!

3. Calculul produsului  5243 · 3172 se
organizeazã aºa cum apare alãturat:
Dacã ne intereseazã însã doar ulti-
mele douã cifre ale produsului, unele
dintre cifrele celor doi factori (pe care
le-am înlocuit cu *) nu intervin
în calcule. Putem sã înlocuim
steluþele cu orice alte cifre –
ultimele douã cifre ale produ-
sului vor fi aceleaºi!
Acesta este un exemplu de
calcul modulo 100. Dã un exem-
plu de calcul modulo 1000.

Exerciþii ºi probleme

5243 
3172

D

10486
36701

15729
5243

16630796

* *
* *

43 
72
86
1

D

* **
* ***

* ***
* *** * 96

*

* ***
*
*

4. Emil susþine cã      6
ˆ{20, 36, 15, 11, 35, 4}m .

Ce crezi, are dreptate?

5. În tema ei de acasã, Mihaela a scris:
3

ˆ ˆ{0, 1, 2}m , 4
ˆ ˆ ˆ{0, 1, 2, 3}m , deci m

3
 _ m

4
.

Sorin susþine însã cã 0  din m
3 

ºi 0  din m
4
 nu

reprezintã acelaºi lucru, deºi se noteazã la fel. Ce
crezi, cine are dreptate?

6. Pentru ce valori ale numãrului n, are loc în m
n

egalitatea:  ˆ ˆ ˆ4 6 2 ?

7. Pentru înmulþirea modulo 10, este greºitã egalitatea
 ˆ ˆ6 7 42?

8. a) Verificã identitatea:
(12x + 7)(12y + 3) = 12(12xy + 3x + 7y + 1) + 9.
b) Exprimã identitatea de la a) ca o egalitate în m

12
.

9. Completeazã tabla adunãrii ºi tabla înmulþirii modulo
8. Foloseºte aceste table ºi determinã:
a) opusul lui 3̂ ;
b) inversul lui 5̂ ;
c) soluþiile ecuaþiei ˆ ˆ2 0x ;
d) elementele inversabile faþã de înmulþire;
e) soluþiile ecuaþiei 2 1̂ˆ x .

10. a) Completeazã cu rãspunsul corect!
Egalitatea  ˆ ˆ ˆ6 8 0  în m

12
 este echivalentã cu relaþia

de divizibilitate: ......................... .
b) Justificã dacã 8̂  este element inversabil în inelul
m

12
.

11. a) Calculeazã produsul tuturor elementelor nenule
din: m

2
, m

3
, m

5
, m

7
 ºi m

11
.

b) Formuleazã un rezultat general.

12. Scrie altfel:
a) 215x5
b) 47 dã restul 5 prin împãrþire la 7
c) restul împãrþirii lui 62 la 5 este 2
d) 103 nu este divizibil cu 3.

13. Demonstreazã cã pãtratul oricãrui numãr impar este
de forma  8m + 1, m i m.

14. Demonstreazã cã numerele de forma 7m + 3 nu sunt
sumã de douã cuburi perfecte. Pentru demonstraþie,
foloseºte inelul m

7
.

15. Aratã cã restul împãrþirii prin 16 al unui pãtrat perfect
este tot un pãtrat perfect. Calculele pot fi fãcute
modulo 16.

16. Distribuie numerele întregi în clase de resturi modulo
4. Pentru fiecare clasã, scrie câte 5 elemente.

17. Fie a ºi b numere întregi impare.
a) Rezolvã în Z ecuaþia ax2 + 3x + b = 0.
b) Foloseºte calcule în m

8
 pentru a demonstra cã

discriminantul ecuaþiei de la a) nu este pãtrat per-
fect.

18. a) Completeazã tabla adunãrii ºi tabla înmulþirii
modulo 7.
b) Foloseºte tablele º i aratã cã 7( , , ) m  este un
corp.
c) Rezolvã în m

7
 ecuaþia:    3 5 0 x .

19. a) Verificã pe câteva exemple afirmaþia: suma a trei
numere consecutive este divizibilã cu 3.
b) Formuleazã rezultatul de la a) folosind operaþiile
din m

3
.

c) Demonstreazã cã, pentru orice numãr natural n,
avem 3 3n n .
d) Foloseºte calculele în m

3
 pentru a arãta cã:

3 3 3 3 3    a b c a b c  .

e) Demonstreazã d), folosind identitatea:
3 3 3 3( ) 3( )( )( )        a b c a b c a b a c b c .
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Calculele din inelele mn exprimã sintetic relaþii de divizibilitate între numere întregi.
De aceea, putem folosi clasele de resturi în rezolvarea unor probleme de aritmeticã
sau de teoria numerelor.

 Cum folosim clasele de resturi în rezolvarea problemelor?

Exemplul 1: Divizibilitate
Vrem sã demonstrãm cã numãrul 2255 + 5522 se divide cu 7. Pentru aceasta,

arãtãm cã, în m
7
, are loc egalitatea:

 55 22 ˆ22 55 0 .

Deoarece   ˆ22 1  ºi    ˆ ˆ55 6 1 , avem:

55

55 de factori 55 de factori

ˆ ˆ ˆ ˆ22 22 22 ... 22 1 1 ... 1 1          ºi

              
22

55 de factori

ˆ ˆ ˆ ˆ55 55 55 ... 55 ( 1) ( 1) ... ( 1) 1 .

Deci   55 22 55 22 ˆ ˆ ˆ22 55 22 55 1 ( 1) 0       .

Exemplul 2: Ecuaþii
Vrem sã demonstrãm cã ecuaþia:  x2 + 2 = 7y  nu

are soluþii în numere naturale.
Pentru aceasta, arãtãm cã ecuaþia nu are soluþii

în m
7
.

 2 22 7 2 7     yyx x  în 7 5̂ˆ ˆ x xm  în m
7
.

Din tabla înmulþirii modulo 7, obþinem cã aceastã
ultimã ecuaþie nu are soluþii deoarece pe diagonala
acestei table nu apare elementul 5 .

De aceea, nici ecuaþia iniþialã nu are soluþii în q.

Aplicãm ºi exersãm!

Rezolvarea de probleme cu ajutorul claselor de resturi

Aratã cã
4411 + 1144 se divide cu 5.

Observã tabla înmulþirii
modulo 7. Explicã de ce a
fost suficient sã completãm
doar o parte a acesteia.

Aratã cã ecuaþia
5x2 + 4 = 7y are cel puþin o
soluþie numãr natural.

 Care este ultima cifrã a
numãrului 7218?

     
       

    
    
   
   
  


0 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 2 3 4 5 6

2 4 6 1 3 5
3 2 5 1 4

4 2 6 3
5 4 2

6 1



 





m
7

Exemplul 3: Ultima cifrã
Vrem sã determinãm ultima cifrã a numãrului 3217. Pentru aceasta efectuãm

calcule în inelul m
10

.
Deoarece 34 = 81, obþinem egalitatea:
 4 ˆ3 1, adicã 4ˆ ˆ(3) 1.

De aceea:     217 217 4 54ˆ ˆ ˆ ˆ3 (3) (3) 3 3 , adicã ultima cifrã a lui 3217 este 3.

Exemplul 4: Ultimele douã cifre

Vrem sã determinãm ultimele douã cifre ale numãrului 8401217. Pentru aceasta,

efectuãm calcule în inelul m
100

. Deoarece 8401 1   în m
100

, obþinem 
217

2178401 1 1   .
De aceea, ultimele douã cifre ale numãrului dat sunt 01.
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1. Alege propoziþiile adevãrate!

a) �10( , )m  este grup comutativ..

b) :6( , )m  este grup

c) � :13( , , )m  este corp.

2. Notãm 8(m
5
) mulþimea elementelor inversabile (faþã de operaþia : ) din m

5
. Verificã proprietãþile operaþiei de

înmulþire pe 8(m
5
), apoi spune ce structurã algebricã este 5( ( ), )8 :m .

3. Pentru numerele raþionale nenule, împãrþirea este definitã cu ajutorul înmulþirii: se înmulþeºte primul numãr cu
inversul celui de-al doilea numãr.
Cum crezi cã s-ar putea defini o operaþie de împãrþire între elemente nenule din m

7
? Cum s-ar putea verifica dacã

o împãrþire este corectã?

4. Pe mulþimea {1, 2, 4, 6} definim operaþia algebricã: a bD  ultima cifrã a numãrului ab.
Alcãtuieºte tabla operaþiei D , apoi decide (utilizând tabla) dacã operaþia este comutativã ºi dacã are element
neutru.

5. În Z, ecuaþia x2 – 3x + 2 = 0 se rezolvã astfel:
x2 – 3x + 2 = 0 m (x – 1)(x – 2) = 0 m x – 1 = 0 sau x – 2 = 0 m x = 1 sau x = 2.
Studiazã dacã aceastã metodã se poate aplica pentru rezolvarea ecuaþiei 2 ˆ ˆ ˆ3 2 0ˆ   x x  în m

5
.

Test de verificare

  Am reuºit... ?!?
Parcurgând aceastã unitate de învãþare am reuºit...

 sã recunosc structuri algebrice
 sã verific proprietãþi ale structurilor algebrice
 sã compar proprietãþi algebrice, pentru a identifica algoritmi
 sã exprim proprietãþi ale unor mulþimi înzestrate cu operaþii algebrice
 sã utilizez analogii pentru deducerea unor proprietãþi?

6pre deosebire de matematica *reciei antice, ce avea un pronunþat caracter filozofic, matematica chinezã a apãrut ºi
s-a dezvoltat ca urmare a unor necesitãþi de ordin practic.

8nul dintre cele mai surprinzãtoare rezultate ce provine de la matematicienii chinezi
este 7HRUHPa�cKLQH]½�a�UHVWXULORU, care permite determinarea unui numãr natural cunoscând
doar ordinul sãu de mãrime ºi resturile împãrþirii acestuia la câteva numere naturale. În
&hina anticã, 7eorema chinezã a resturilor era folositã pentru numãrarea rapidã a oºtilor:
comandantul le cerea soldaþilor sã se aºeze în rânduri de câte 2, câte 3, câte 5, ... ºi
determina numãrul lor observând câþi soldaþi au rãmas pe rândurile incomplete.

În limbaj modern, 7eorema se poate enunþa astfel: Dacã m ºi n sunt numere naturale prime
între ele, atunci pentru orice douã numere naturale a ºi b, � 7 a < m ºi � 7 b < n, existã un unic
numãr natural x, � 7 x < m · n astfel încât resturile împãrþirilor lui x la m ºi n sã fie a, respectiv b.

Lecturã
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Probleme recapitulative

1. Înaintea începerii Campionatului Mondial de Fotbal din 2006, ziarele au prezentat pronosticurile unor personalitãþi
despre câºtigãtoarea campionatului. Un astfel de pronostic este cel din imaginea urmãtoare.

a) Caracterizeazã schema de desfãºurare a jocurilor în grupe, respectiv începând cu optimile de finalã, folosind
denumiri specifice grafurilor.

b) Înformeazã-te asupra rezultatelor meciurilor din Campionatul Mondial ºi alcãtuieºte o schemã de tipul celei de
mai sus, în care câºtigãtoarele sunt cele reale.

c) Calculeazã câte jocuri s-au disputat la acest Campionat Mondial.

2. Modeleazã cu ajutorul grafurilor urmãtoarele tipuri de întreceri sportive:
a) Campionatul naþional de ªah (la care participã 10 sportivi).
b) Turneul de tenis de la Roland Garros (32 de participanþi).
c) Campionatul Naþional, divizia A (cu 16 echipe participante).
d) Cupa României la handbal.
e) Liga Campionilor la fotbal.
Comparã tipurile de grafuri ale acestor competiþii.

3. Reprezintã pe axã numerele:  2, 3, 2 3, 2 3 .

Verificã printr-o construcþie geometricã egalitatea:    ( 2 3)( 2 3) 1.

4. Foloseºte construcþii geometrice ºi verificã inegalitatea:   5 7 2 3 .

5. Descrie geometric suma a trei vectori în spaþiu. În ce caz suma a trei vectori de lungime 1 este vectorul nul?
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6. Considerãm mulþimea nodurilor care se pot face cu o sfoarã. (În imagine apare un element al acestei mulþimi.)

7. Pe mulþimea Z a a numerelor reale definim legea de compoziþie: 2 3  x y x y .
Stabileºte dacã aceastã lege este asociativã sau comutativã. Admite legea „ “ element neutru?

8. Fie A mulþimea numerelor raþionale care pot fi reprezentate sub formã de fracþie ireductibilã cu numãrãtorul
divizibil prin 3.

a) Aratã cã adunarea ºi înmulþirea sunt legi de compoziþie pe A.
b) Studiazã proprietãþile celor douã operaþii pe A ºi identificã structurile algebrice care apar.

9. Fie T  mulþimea numerelor raþionale care au o prezentare cu cel mult trei zecimale semnificative. Justificã
dacã (T, +, ·) este un inel.

10. Notãm cu D mulþimea numerelor întregi care au cel puþin o cifrã egalã cu 2. Justificã dacã (D, +) este un
monoid.

11. Un lift pleacã de la parter, coboarã la al doilea subsol, apoi urcã la etajul 6, coboarã douã nivele, urcã 3,
coboarã 8 ºi urcã 4. La ce etaj este acum?

12. Dovedeºte cã x = –2 este soluþie comunã a ecuaþiei 2 3 7 x  ºi a inecuaþiei 5( 4) 10 x T .

13. Aflã x i m astfel încât
17

3 2


x m  ºi 7
2


x m .

14. Aflã perechile (a, b) de numere întregi a cãror diferenþã este –6 ºi unul este de 4 ori celãlalt.

15. Reprezintã într-un sistem de axe ortogonale perechile (x, y) de numere întregi, care sunt soluþii ale ecuaþiei
(x + 2) · (y – 3) = 3.

16. Comparã numerele: 30 11 33 305 125 5 5   a  ºi  b = –275 + 274 + 273 + 272.

17. Aflã suma a 100 numere întregi consecutive, ºtiind cã 30 dintre ele sunt negative.

18. Calculeazã suma: S = 1 · (–1) + 3 · (–1)3 + 5 · (–1)5 + .. + 2001 · (–1)2001.

19. Gãseºte trei numere întregi consecutive a cãror sumã sã fie 0.

20. Aflã x i q, astfel încât
15

3
 
 x m .

21. Aratã cã numãrul întreg m de forma: m = a(a + 1)(a + 2) – 12 se divide cu 3, oricare ar fi numãrul întreg a.

22. Calculeazã produsul: p = (2002 – 1) · (2001 – 2) · ... · (1 – 2002).

23. Dacã a + 2b + 3c = 5 ºi b + 2c = 10, aflã a + b + c.

24. Aflã numerele întregi a astfel încât: (2a + 11) | (6a + 22).

Pe mulþimea nodurilor considerãm operaþia de „continuare”: date
nodurile N ºi M, considerãm nodul NM obþinut prin „lipirea” extremitãþii
lui N cu originea lui M. Studiazã proprietãþile acestei operaþii.
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25. În figura de mai jos avem: [OA] \ [OB] ºi [OC] \ [OD]. Aflã numerele întregi a ºi b.

26. Aºazã paranteze rotunde în urmãtoarele exerciþii astfel încât rezultatul operaþiilor sã fie 0.
a) –15 + 15 · 25 + 72 : 4;   b) –4 · 8 + 64 : 2 : 5 – 9.

27. Un numãr întreg se înmulþeºte cu –8, apoi rezultatul se adunã cu 50, numãrul obþinut se împarte la –6, din
câtul împãrþirii se scade de 3 ori numãrul iniþial ºi se obþine –25. Aflã numãrul.

28. Dintre cinci numere întregi consecutive, cel din mijloc este 1. Care sunt celelalte?

29. Examineazã figura alãturatã.
a) Care sunt abscisele punctelor P ºi Q?
b) Care dintre punctele P ºi Q este mai depãrtat de punctul O? De ce?

30. Bogdan s-a decis sã punã toate numerele întregi dintre 0 ºi 109 într-un tabel. Iatã o
parte din tabelul completat. Care dintre urmãtoarele pãrþi nu pot face parte din tabel?

68

65

a) b)

e)d)

68

78

c) 45

59

59

63

43

56

31. Perechii (4, 7) îi asociem numãrul –3, perechii (7, 4) îi asociem numãrul 3. În acest fel, perechile de numere
naturale pot fi ordonate. Ordoneazã crescãtor perechile:

(17, 25);  (39, 20);  (48, 20);  (101, 119);  (1231, 1021).

32. Aratã cã numãrul   3 33 333 3333
4 44 444 4444

 este natural.

33. Dovedeºte cã 
1 1 1 1... 1
2 4 8 1024
     .

34. Determinã cifrele a, b, c, a < b < c, astfel încât numãrul   0, ( ) 0, ( ) 0, ( )A ab c bc a ca b  sã fie natural.

35. Partea zecimalã a numãrului a se obþine din scrierea în continuare a termenilor ºirului: 5, 15, 1115, 3115,
132115, ... Cum este numãrul a: periodic simplu, periodic mixt, neperiodic? Justificã.

36. Precizeazã care dintre urmãtoarele propoziþii sunt adevãrate.  Motiveazã.

a)   
ori de 725 de

13...1313   >   
ori de 13 de

725...725725  ;  b) 3×3×3×3 = 
ori de 27 de

3...33  .

Modificã propoziþiile date astfel încât cea adevãratã sã devinã falsã ºi  cea falsã sã devinã adevãratã.  Alcãtuieºte
exerciþii asemãnãtoare.

37. (Numere pãtratice.) Comparã:
a) 1 + 3 cu 4; b) 1 + 3 + 5 cu 9; c) 1 + 3 + 5 + 7 cu 16; d) 1 + 3 + 5 + 7 + 9 cu 25;
e) 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 cu 36; f) 1 + 3 + … + 13 cu 49.
Formuleazã ºi rezolvã un exerciþiu  asemãnãtor celor anterioare. Existã vreo legãturã între suma
1 + 3 + 5 + … + (2·n – 1)  ºi numãrul termenilor ei? Dacã rãspunsul este „da“, precizeazã care este legãtura.
Completeazã propoziþia:   1 + 3 + 5 + … + (2·n – 1) + (2·n + 1) = …
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Rãspunsuri

Pag. 6. Test iniþial de autoevaluare. 1. CSM ENA Fãgãraº; C.S. Târgu Secuiesc; C.S. Predeal. 2. Câtul, respectiv
restul sunt egale cu: a) 7; 2; b) 3; 0; c) 5; 3; d) 8; 12; e) 100; 11; f) 24; 0. 3. A, F, F, A. 5. a) –2; b) 2; c) 0; d) 1; e) –6;

f) 1; g) 3,32; h) 31
30 . 6. a) 36; b) 25%; c) 1,21 lei; d) 12,5%. 7. 10; 12; 10. Pag. 8. 1. a) impar; b) par. 2. a) 17 = (30 · 5 –

– 30) : 10 + 5. 5. a) 6; b) 26. 7. 6; 13; 14; 15; 19. 8. 679; 595. 9. 100; 30. 10. a) 0; b) 2400; c) 25. 11. a) 1000; b) 1500;
c) 7000; d) 2000; e) 1300. 12. 1500. 13. a) 50600; b) 20. 14. a) 1070; b) 8. 17. 16. 18. a) 0; b) 0; c) 0. 19. a) 3; b) 4;

c) 2; d) 5. Pag. 17. 1. b) 2, respectiv 3 operaþii. 3. a) 0,375; b) 4,(5); c) 1,9(4). 4. a) 14
11 ; b) 11

30 ; c) 21
50 ; d) 32

15 . 9.  a) 0;

b) 1. 12. –0,57591; –2,3134. Pag. 20. 3. a) 4
3 ; b) 5

57 ; c) 95
14 . 6. a) 3 2 2 ; b) 4 2 3 ; c) 3. 7. a) x i {0, 1, 2, 3};

b) x i [0, 2]; c) x i (–, 0] N [2, +). 8. a) 9999; b) 10201; c) –26; d) 505; e) 1. 10. a) 110; b) 862.

Pag. 21. Test de verificare. 1. b) Nu. 2. Nu. 4. –1.
Pag. 22. Test iniþial de autoevaluare. 1. a) –17; b) 68; c) 7,44; d) 2,74; e) 3,24; f) 4,68; g) 100,8; h) 124; i) 11,618.

2. a) –27; b) 36; c) 3; d) –2; e) 1
3 ; f) 3; g) 0,0001; h) –1; i) 4; j) 2. 3. a) 30 m; b) 9; c) 500 m; d) 185,5 ml. 4. a) 8,5;

b) 20%; c) 100%; d) 24,75. 5. c.  6. b. 7. b. 8. a. 9. a) 4; b) 3; c) 2; d) 1. Pag. 26. 1. c) octombrie; d) noiembrie. 3. De
exemplu: muchia piramidei se corespunde cu generatoarea conului. Pag. 32. 1. Da. 2. 3. 3. a) d

4
; b) d

5
; c) d

1
; d) d

3
;

e) d
2
. 4. a) 0 < x < 10; b) 21A( ) = 100

2
x x x . 5. a) b, c; e) f; d) d; e) a. 6. a) 8 – 2x; V(x) = (8 – 2x)2 · x; b) 8

3
x .

Pag. 35. 2. a) 12 8 3 ; b) 54. 3) 1 + 3 + ... + (2n – 1) = n2. 4. 9,5 l 2. Pag. 35. Test de verificare. 1. 1.

3. {0; 2 3; 2 3}S    . 5. a) A(0; –3), B(2; 1), ( 3 ; 0)C  ; b) douã; c) x
1
 i (0; 1), x

2
 = 2.

Pag. 36. Test iniþial de autoevaluare. 1. a) 3; b) 36; c) 1,65; d) 3 3 ; e) 17; f) 7
6 ; g) 27

16 . 2. a) 26,8; b) –8; c) 5;

d) 0; e) 7 2 ; f) 0. 3. a) 2,8; b) –4; c) 3; d) –1; e) 3; –1; f) 2; –2; g) 3; h) 2; 3. 4. a) 13; 23; b) 5; 50; c) 200; 280;
d) 4. 5. a) A; b) A; c) F. Pag. 39. 2. Da. Pag. 48. 2. 8. 3. Nu. 4. A4; B1; C5; D2; E3. Pag. 51. 4. b, c. 7.  De exemplu:
A are ordinul 3. 9. 180. 10. De exemplu: A ºi D. 17. Numãrãm muchiile care pleacã din fiecare vârf: în acest mod,
toate muchiile sunt numãrate de câte douã ori. 22. b) 16; c) 4; 23. 3. Pag. 53. Test de verificare. 1. a) 6 noduri;
8 muchii; b) ord(A) = 2; c) ACDE; ABDE; d) ACDBA; e) 3 muchii. 2. Nu. 3. 32.
Pag. 54. Test iniþial de autoevaluare. 1. a) F; b) A; c) F; d) F. 2. a) F; b) A; c) A; d) F. 3. d. 4. b. 5. C. 6. a) –0,7;

b) 1 5; 1 5  ; c) 3; d) 32; e) 11. 8. ;AC ED
 

. 9. Da. 10. Dacã o piramidã nu are 12 muchii, atunci ea nu are ca
bazã un hexagon. 11. 246. 12. 30. 13. 6. Pag. 56. 1. Dacã nu are insule. Pag. 65. 1. Nu. 6. a) ACB; 8. 11.
Pag. 67. 2. d) 42. Pag. 69. Test de verificare. 1. Strãzile unui cartier; reþeaua de cãi ferate. 3. Porneºte cu o reþea
ce are douã dreptunghiuri. 4. (2, 3, 6); (2, 4, 4), (3, 3, 3).

Pag. 70. Test iniþial de autoevaluare. 1. a) –25; b) –2; c) 13; d) 4; e) –1; f) ; g)  1
3 ; h) 7

12 . 2. a) –8; b) 9; c) 2; d) –2;

e) 7; f) 1
3 ; g) 1

3 ; h) 25; i) 3; j) 1. 3. A, F, A, F, F. . 5. a) x = –8; b) x = 2; c) x = 2; d) 1
4

 x ; e) x i {–1, 2}; f) x = –2.

6. a) x = 3; b) x = 9; c) x = 1; d) x = 3. 9) b). Pag. 73. 1. a) x = 6; x = –3; x = 6; b) x = 2; x = –4; x = 9; c) x = 2;
x = 1; x = –1. 2. a) x i {4, 5, 6, ...}; x i {..., –6, –5, –4}; x i {..., 7, 8, 9}; b) x i  {..., –5; –4; –3}; x i {..., –2, –1, 0, 1};

x i {..., 1, 2, 3}; c) x i {..., –7, –6, –5}; x i {–4, –3, –2, ...}; x i {..., 5, 6, 7}. 3.  a) 1
15

x ; b) x = 2,5; c) 1
16

x ;

d) x = 2,2; e) x = 3,3. 4. a) x = 0,1; b) 1
25

x ; c) x = 0; d) 378
100

x ; e) x = 1,5969. 5. a) x = 2,3; b) 51
50

x ;

c) x = 1,01695; d) x = 2; e) x = 2,1; f) x = 4. 6. 321 ºi 3,21. 7.  1
100  ºi  301

100 , respectiv 1
100  ºi 301

100 . 8. 10,11 ºi1 ºi
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50,55. 9. 1819,0225 m2. 10. a) x i {–2; –1; 0; 1}; b) x = –7; c) x i q. 11. a) 54
11

x ; b) 9
20

x ; c) 25
3

x ; d) x = 1.

12. a) n i {–2, –1, 0, 1, 2}; b) n = 3; c) n i {2; 3; 4}; d) n i {3, 4, 5}. 13. (a, b) = (5, –5) sau (a, b) = (–5, –5).
14. a) x i {–1; 1; 3}; b) x i {1; –1; –3}. 15. a) A = {–3, –2, –1, 0, 1, 2, 3}; b) B = {–4, –3, –2, 2, 3, 4}. 16. a) nu; b) da;
c) nu. 18. a) x i {–, 0]; b) x i {–1; 7}; c) x i {–2, 0, 2, 4}; d) x = –2; e) x i (1, 3). 19. a) da; b) da; c) nu; d) nu.

Pag. 79. 1. a) 3 ºi 2; b) x = 0; c) nu. 2. 2  a b a b .Pag. 82. 4. Asociativã; 0 este element neutru; singurul element
inversabil este 0; comutativã. 5. Nu. 6. Asociativã; 0 este element neutru; elementele simetrizabile sunt 0 ºi 2;
comutativã. 7. De exemplu, x = 3, y = 2, z = 1. 9. A da un circuit în graful G cu originea ºi extremitatea în A înseamnã
a „parcurge” graful de un numãr de ori, plecând din A ºi ajungând tot în A. Alegem un sens de parcurgere ca fiind
sensul pozitiv (spre exemplu sensul acelor ceasului). În acest fel, fiecãrui circuit în G îi va corespunde un numãr
întreg, care indicã de câte ori a fost parcurs graful. 11. Compunerea rotaþiei de unghi  cu rotaþia de unghi  este
rotaþia de unghi  + . Rotaþia de unghi nul este element neutru al grupului. Fixând o rotaþie de unghi  ºi alegând 
astfel încât  +  x 360°, rezultã cã rotaþia de unghi  este inversa rotaþiei de unghi  în R

O
.  12. Pentru x, y i G

avem (xy)2 = e, deci x y x y e    .  Înmulþind cu x ºi þinând cont de ipoteza x2 = e, deducem cã y x y x   .
Înmulþind la stânga cu y ºi folosind relaþia y2 = e rezultã x y y x   ,  deci ( , )G  este comutativ, deoarece x ºi y
au fost alese arbitrare. Pag. 83. Test de verificare. 1. (m, +); (Z, +); (Z*, ·). 2. Inel.
Pag. 84. Test iniþial de autoevaluare. 1. b); d). 2. a) –1119; b) 7148052; c) 243; d) –50. 3. a); b); c) d); f). 4. a); d).
8. 24. 12. a) 3 ºi 5; c) este asociativã*.
Pag. 88. 3. a) da; b) da; c) nu. 6. D

18
 = D

–18
 = {±1, ±2, ±3, ±6, ±9, ±18}; D

27
 = {±1, ±3, ±9, ±27}; D

–35
 = {±1, ±5, ±7, ±35};

M
–2

 = {2k | k i m}; M
4
 = {4k | k i m}; M

–5
 = {5k | k i m}. 7. a) 2 ºi 12; b) 5 ºi 15; c) 2 ºi 84; d) 6 ºi 72. 8. a) cât 26, rest 7;

b) cât 6, rest 11; c) cât 0, rest 81; d) cât 1, rest 0. 13. A N B = {0, ±1, ±3, ±5, ±10, ±15}; A O B = {–5, 5, –15, 15};
A \ B = {–3, 3, –1, 1}. 14. a) 1 ºi 27; b) 7 ºi 140; c) 6 ºi 1080; d) 45 ºi 5670. 15. A = {±1, ±2, ±4, ±8, ±16}; B = {±1, ±3,
±9, ±27}. 16. a) x i {–7, –4, –3, –2, 0, 1, 2, 5}. b) x i {–5; 1; 3; 9}. 17. M = {0, ±1, ±2, ..., ±8}; N = {±1, ±2, ±7};
P = {0, ±4, ±8}. 18. a) x i {–7; 5}; b) x i {–2; 0}; c) x i {2; 3}. 19. a) A = {–33; –19; –12; –9; –7; –6; –4; –3; –1; 2; 9; 3};
b) B = {–6, –4, 0, 14}; c) C = {1; 2; 4; 5; 10; 17}. Pag. 96. 4. Da, deoarece în m

6
 au loc egalitãþile   ˆ ˆ ˆ20 2; 36 0; 15 3;  

 ˆ ˆ11 1; 35 5   . 6. n i {2, 4, 8}. 8. b) ˆ ˆ7̂ 3 9   în m
12

. 9. a) ˆ ˆ3 5  ; b) 1ˆ ˆ5 5  ; c) ˆ ˆ{0, 4}x ; d) ˆ ˆ ˆ ˆ{1, 3, 5, 7} ;

e) ˆ ˆ ˆ ˆ{1, 3, 5, 7}x . 10. a) 48x12; b) nu. 12. a)  ˆ215 0  în m
5
; b)  ˆ47 5  în m

7
; c)  ˆ62 2  în m

5
; d)  ˆ103 0  în m

3
.

13. Dacã n = 2k + 1 cu k i m, atunci n2 = 4k2 + 4k + 1 = 1 = 4k(k + 1) + 1. Cum unul dintre numerele k ºi k + 1 este

par, rezultã cã 4k(k + 1)x8. 14. Dacã x 7 ,ˆ m  atunci 3 ˆ ˆ ˆ{0, 1, 6}.ˆ x  Se deduce cã în m
7
 3̂  nu poate fi scris ca sumã

de douã cuburi, deci un numãr de forma 7m + 3 nu este sumã de douã cuburi perfecte. 15. Se observã mai întâi cã

pãtratele elementelor din inelul m
16

 sunt ˆ ˆ ˆ ˆ0, 1, 4, 9.  Fie x2 un pãtrat perfect ºi r restul împãrþirii lui x2 la 16, aºadar
2 x r (mod 16) ºi r i {0, 1, 2, ..., 15}. Dar 0 T rT 15, deci r i {0, 1, 4, 9}, adicã r este un pãtrat perfect.

16. Sunt 4 astfel de clase de resturi:  ˆ ˆ ˆ ˆ0, 1, 2, 3.  Spre exemplu, în clasa 1̂  se aflã numerele 1, 5, 9, –3, –7.

17. a) 1, 2
3 9 4 ;

2
   abx

a
 b) Discriminantul  al ecuaþiei este egal cu 9 – 4ab. Scriem a = 2m + 1, b = 2n + 1 ºi

rezultã cã  = 5 – 16mn – 8m – 8n. Trecând la clase de resturi modulo 8 avem   ˆˆ 5. Cum pãtratele elementelor din

m
8
sunt ˆ ˆ ˆ0, 1, 4,  se deduce cã  nu este pãtrat perfect. 18. c) Din ˆ ˆˆ3 5 0ˆ  x  rezultã, adunând la amândoi membrii

egalitãþii 2̂  (care este opusul lui 5̂  în m
7
), ˆ ˆˆ3 2.x  Înmulþind aceastã egalitate cu 5̂,  care este inversul lui 3̂  în m

7
,

se deduce  ˆ10 3,ˆ  x  deci soluþia este 3̂.ˆ x  19. c) n3 – n = n(n2 – 1) = (n – 1) · n · (n + 1) este produsul a trei numere

consecutive ºi unul dintre ele este divizorul prin 3. d) În m
3
 avem  3 3 3 3 3 3 3 3ˆ( ) ( ) ,ˆˆ ˆ ˆ ˆb          a b c a b c a c a b c

deci  0̂  a b c dacã ºi numai dacã 3 3 3 0̂  a b c . e) Dacã a + b + cx3, rezultã din identitatea indicatã cã ºi
a3 + b3 + c3 e divizibil prin 3. Reciproc, dacã a3 + b3 + c3x3, se deduce mai întâi cã (a + b + c)3x3. Folosind apoi
descompunerea în factori primi a lui a + b + c, rezultã cã 3 este un divizor al sãu.

Pag. 98. Test de verificare. 1. a); c). 2. 5( ( ), )U m  este grup.
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