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CUVINT INAINTE

Carlea aceasia a fost scrisd in primul rind pentru
profesorii care predau leoria probabilitdfilor si statistica
~malemalicd in ullima clasd de liceu. Se stie ¢d ei au la

dispozilie un manual care conline numai ¢tleva elemente-

de leoria probabilitdfilor (evenimente, probabilildfi, variabile
alealoare discrele) si cileva elemente de statislicdi malema-
licd (serii stalistice, reprezenlarea lor graficd, sondaje). Se
explicd aceasld restringere la minim a cunoglinfelor de
leoria probabilildlilor prin faptul cd programul de mate-
malicd pentru liceu esle destul de incdrcal §i in nici un
caz nu mai poale fi amplifical. Pentru profesor tnsd un
comentariu al maleriei -predate, esle nu numai ufil, dar
si necesar. El gdseste An’ cartea de fald exemple care pot
imbogdfi cursul sdu si unele informafii, care fi ldrgesc
- cercul sdu de cunogtinfe In acesle domeniu si. ii dau mai
mulld siguranid in predare.
Este firesc ca unii profesori, care ca studenfi n-au
urmat un curs de feoria probabilitifilor si se inirebe ce
“devin foale nofiunile din manual cind numdrul eveni-

menlelor nu mai esle finit. Pentru acestia a fost seris un -

capilol special, tn care sint ardlale corespondenfele nofi-
unilor din cimpual finil peniru un cimp gereral de pro-
badilitate. -
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e d”in domeniile de baz§ ale matematicii au apirut din activitéti sf+ necesitiu pra’ctlce"
' ale oamenilor sau din observam directq asupra naturii Nic! teoria probabilibﬁ‘fﬂor nh Fiee

m‘ﬁi‘u‘i memlmlin\ trlbului. niirul’ de‘c:ipete "dintr¥<o- tiiriniZete.), dar mai tirziw geomc’m&,
dip# i "o “arats- clﬁar numéle 's{u, din neccsntatéa de ¥ m‘ﬁsura pﬁm!ntul. calculul proba-'
'bﬂ fﬁtﬁor a'apirut din’® jrdcticzi joci¥iior de norog. = < BERE P
I At punct de Vedere* cronologlc ‘teorda’ probnhﬂztﬁtilor nu ‘se gﬁsestc nic1 rinntre -ccle
mai Vechi domenii ‘alé “matematicii, ‘nici printre cel€ ‘riiai ‘noi. :Desigur, jocurile:de neroc’se
Prictiex de’niii de ani. Dar evaluarea sanselor-de cistig ale unui jucitor, intr-un anumit mo-
© ~ “imelit-al joeului s-u ficut multi vreme intuitiv sau‘pe baza experientei acumulate.}a :mesele
de joe.
‘.. 0 -datdi-eu aparii,ia Jocurilor.- de noroc din.ce.in ce mai complicate si cu réspindirea
Atohﬁeeiului de-a juca, au apiirut probleme de cvaluare a _sanselor tot .mai mu]te si mai dim:.ﬂe.
pxobleme a. ciror rezolvare depiisea capacitatea .de a rationa a_ Jucatorilor de r!nd sl care au
atxra&s asupm lor. atentia unor oameni care posedau din plin aceasti capacltate
fhpnnem aceasta ne gindim Jla Pascal. Fermat, Huygens. Bernoulli sioalti namcni e,

tiinja

o $i nstlel,“probleme care s-au, nﬁscut Ja_masa de joc au Iost transferate pe xf:ilsa de
v hmru a unor sayanti. Primele discutu mm serloase de c,alculul probabintitxlor* dateazé de
- igeva: mal, bine dg 00 de ani. e
* "Odatd acest pas ficut, ca!culul probabilit&tllor s-a dezvoltat vertigm()s, atlt pc plah
e VY, etlc, cft si din punctul de vedere al aplicatillor si in’ ciuda’ oblrsxci sale’ a pﬁtruns rapxd
' ple mal variate domenii ale activitﬁtii si’ cunoasterix umane R

S eEt aritietica sau geometria. éa 8-a dezvoltat ‘destiil de’miilt “fnca - inainté dé aceaswre:(-
iimre._Calculul probabﬂ!tétilor s-a dezvoltat paralel cu controversele privind naturs, fundd-
) e avi eontradictiile‘ tortei:” $l~a paréirs drumui®firesc ! plecind de:la un tfip-de acti-
“yiate umflﬂi. a’ dev"enit ¢ teorie ‘matematics; <5+a" dezvoltat’ éxtraordinar,: beneficiind - de un

ot o -
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i _ % Deoarece in prlmele sale apllcatli, teoria prohabllitﬁtilor se reduce la calcn]area unes
“PRobabilitdfi, aceastd disciplini se mai numeste §i calculul probabilitatilor.”* * ik 1-¥g




) formidabil aparat matematic, dupé care a révenit ca instrument ajntitor fu cele mal va’riata‘ .
"<domenii de activitate practicii. Intr-adevir, dup3d cum spune W. Weaver: .,Prcscdintll. ge-

“~aeralli si politicienii au nevoic de teoria probabilitd{ilor. Oamenit de afaceri, medicit, jude—
<ciitorli, inginerii si gospodinele au nevoie de teoria probabilitifilor. Elevii gl elevele au,
probabil, cel mai mult nevole de teoria probabilitatilor, pentru ¢t el vor deveni, peste citiva
api, ingineri, medici, judecitori etc.. (Doamna Sansd, Editura stiiniifici, Bucuresti, 1069).

In ce priveste natura teoriei probabilitililor pirerile sint impariite. ,Unli autori o
considerd drept o teorie pur matematicd, alili ca o formid san o ramurd a logicli, lar nlm
ca pe o parte a studiului naturii®. (G. Polya: Matematica gi rafionamentele plauzibile, vol I
Editura stiintificd, Bucuresti, 1962.)

Ea poate fi abordatd din oricare din aceste puncte de vederc. Intr-adéviir la fel ca alte
disclpllnésmé.tematice de bazli, riguros constituite, teoria modernd a probabilititilor se ba-
zeazd pe un sistem de axiome si poate fi dezvoltatdi ca o teorie pur matematicd,. ficindu-se
abstractic d2 originile sale. Dar obiectele unor teorii matematice sint idealizdri ale unor
oblecte ale lumii reale (este suficient si amintim in acest sens dc ebicctele geometrice cum
ar fi punctul, dreapta, planul), iar relatiile dintre ele (axjomele) nu sint -alese. in mod arti-
{icial, ci s impun pe baza intuitiel, 2 experien{ei umane milenare. Acestu este i cazul tco_}'ic_i
probabilititilor..

Pe de altid parte logica clasici opercazi — dupi eum se.stic — doar ¢u deud valork
de adeviir: fals si adevdr, simbolizate respectiv prin 0 si 1. Aceasta corespunde faptului
¢ rispunsul la orice intrebare care are sems in cadrul legicii clasice poate fi redus la da
sau nu sau cd orice afirmatie din cadrul acestui sistem logic este fie falsd, fie adevidratd. D¢
exemplu o afirmatie de genul: ,evenimentul A sc realizeazd, (s-a realizat, se va realiza) dack
este indeplinit: sistemul de condim B" dacd este accesibild logicii clasice este fic falsd, fie

adeviratd.. Cu alte cuvinte acestei afirmatit it va corespunde fic valoarea 0, fie valoarea..1.. .

Dupi cum se stic si dupd cum se va vedea mai departe teoria probabilitiitilor accepts- .
“o clasd mai largd de afirmatii de acest tip, céirora le ataseazi orice vnlonre cuprinsi iatre 0.
si 1 inclusiv.: :

Dacd ‘vom pune intrebarea’ ;.a plouat feri la Succnvn'?“ am* putea destul de lesme st
prunim un rispuns monosilabic < respectiv da san nu - carc s ne satisfacii. Daci 'ins&
vom intreba ,,va plou'x mline la Suceava 9 nu vom maj primi un astfel de rispuns sf chiar
dacii l-am primi nu ne-ar satisface pentru ci ar fi neargumentat. Daci vom consulta: Insti<
tutul meteorologic vom primi ca raspuns »timpul probabil* pmtru zfua urmitoare §i pentru
zona réspectivi.

‘Mai bine zis r.’lspumul ne-ar dn ,,timpul mai probabil* pentru’ i acestn ar indica — pe '’
baza Informatiilor si datclor statistice definute de rcspcctlvul fnstitut — care din varlantele
2¥R p!oua si ,nu va ploua" are mai mult de 50 de s'msc dln 100 in ravoarea sa. Azl cnm
oricine stle ce se In;elege prin asta

. Credem cit instxtutele meteorologlce se gisese in oarecare dmcultate cind datele arnti

<3 sansele sint la paritate si nu li se accepti rispunsuri de genul este la fel probabil s&
" ploud sau si nu ploud miine*. Dar nu numai in cazul afirmatiflor care au caracter da prog-
Rnozd, fiind legate de evenimentele viitoare, se face apel la rajionamente de tip probabilist,

muel dacii ne interescazit daci a plouat. la Suceava intre 21 mai si 24 mai 1612, vom_

Pputea obtine, in.functie de informatiile existente, tot un rispuns .,probabil“ Atunci §i numai.
‘-atunei- cind definem loafe. informatiile referitoare la un anumit eveniment putem fi slguﬂ
‘de realizarea. sau neredlizarea acestuia. Acesta este cazul e'(trem. cel mai nelnteresant iu
{coria probabilitatilor.

‘Pesigur rationamentul probabilist nu se subst(tnie rntionamentului din logica elasicﬁ

Teoria matematici a probabilititilor cste elaboratd ca oricare altid teorie matematicd. O pro=<. -

poime 'din” cadrul teoriei matcm’tficc 2 probabﬂitiitilor nu -poate fi, bincintcl(.s..,, fie:
adeviiratd, fie falsi. Lo




- $i acum o, scurtii privire istorxcii -asupra inceputurilor teorfei probabmt&tﬂor. Primele
eocupiirl ‘maj serioase in aceastii direc;le au fost declansate de problemele pe care cavaleral
Méré — ‘om de spirit §i amator de jocuri de noroc — i le-a prezentat luf’ Pascal in 1654.
In acea pericadii se pra(.txca un joc. cu mult majl’ vechl in care ,,banca“ parin 1a’ mize
) ega“lé. cu orice jucitor cii dcesta va ohtine cel putin o datid fata cu- sase puncte in patru arun-
.g : cﬁri ale unui zar. Se stia din expcnentﬁ cd acest joc cste defavorabil’ pentru. jucﬁtor. dnr :
T nu din cale afarid. Se poate arita prfntr-un calcul destul de sxmplu ci ln cazul unul zar

,,corect banca cistiga in medie de 671 de. ori din 1206 de pariuri.,
- Se pﬁrea cif sanselc de a obtine cel putin o dubli de sase in 24 de arunciri ale unei
"'perechi de zaruri sint egale cn acelen de a obtine un sase in patru arunciiri ale umli zar.
: ’deoarece la aruncarea a doud zaruri sfnt de sase orf mai multe cazuri posibile, iar Jucﬁtorulul
"d'se oferi de sase ori mai multe aruncirl. Cavalerul de Méré a prezentat aceastd problemii
‘i Pascal (1632— —1662) care a aritat cd lucrurile nu stau asa (vom vedea cum) 5i ci Jocul
este ugor favorabil jucitorului daci banca mizeazi pe 24 de aruncdri, dar c¢i este ugor

i favorabil biincii dacil se joac pe 25 de arunciri.

: -0 altd problemi pe care cavalerul de Méré a pus-o lui Pascal cra o problemi cunoscuti
" 'mai demult si care stirnise multe controverse.

. Este vorba de problema ,impartirif mizei" sau ,problema punctelor. Mai precis, dacii

" wun’joc se Intrerupe din motive obiective inainte de sfirsitul sdu, cum trebuie Impdrtitd miza

‘pusi fn joec in ium:;iel de situatia existenti in momentul intreruperfi ? Pascal a precizat ci

pentru ca impiirfirea si fie echitabili, partea care revine ficcirui juciitor trcbuic séi- fie pro-

_ por;mnaléi cu probabilitatea ca el sd fi cigtigat jocul dacii acesta ar fi fost dus pind la capat.
Apox pe citeva exemple particulare el a aritat cum trebuie ficuti aceastd impidrtire.

. - Corfnd- dupdl aceasta Pascal a tnceput s# corespondeze in legiturd cu aceste probleme
eu Fermat (1601 —1665). Nu dupi mult timp se aratd interesat in aceste chestiuni. si: Chris- -
‘tian Huygens’ (1629 — —1695) care se deplaseazii la Paris special pentru avdiséuta aceste pro-

" bleme. Marele pas fusese ficut. oo

e Preacupiiri pe linia evaludrii unor probabi'itiiu au existat si inainte de nnul 1654. Asu‘e}
pe Ia mijlocul secolului al XVI:lea Cardano a scris wLiber de Ludo Alea (Cartca despre
.3ocul cu zaruri) care insd a tost publicati abia in 1663, -

L De ascmenea, la inceputul secolului al XVII-lea, Galilei se aratii interesat In studiul
“erorilor de misurare. Tot in acea perioaddl apar si primele preocupiiri ‘de tooria asigurérilor.
. Dir-teate acestea.nu au condus la un studiu sistematic al probabilitifilor. Intr-un fel, era
- “flrese ea ncest studiu s porneascit de la analizarea jocurilor de noroé¢, fntrucit acestea oférd
“modele din- cele mai simple’ §i posibilititi nelimitate de repetare a experienielor.
¢ data stirnit interesul de lucririle lui Pascal, Fermat i Huygens, teoria probabﬂitimor
cnnoaste o dezvoltare vertiginoasi.
. Au urmat apoi lucriirile lui J. Bernoulli (1654— —1705) care da prlma formii a legli-
mmiarelor m{m, generalimta mai tirziu de Polsson, Borel, Cantelli, Kolmogorov
Moiwe (1667 1754) face primcle obscrvntli asupra legii normale, care va i studiata‘i
o ’nlterior temeinic de Gauss (1777 —1855). Prin lucririle lui Laplace (1749—1827) ‘teoria pro—
'babihtétilor ia o mare riispindire. In afari de lucrdri cu caracter teoretic, acesta a fost
S j)reocupat gi de aplicatiile calculului probabilitifilor, limitate in acel timp la demografie, asi-
guriri gt teoria erorilor de observatie. anlacc. intrevedea insﬁ aplicntiile teoriei probabm-
mﬂﬁr ln domenh mult mai vaste.
’ Urméitoarea periondi de dezvoltare este dominaty de lucrérilc lui Cebisev’ (1821 1894).
mpnnov (1857— —1918), Markov (1856—1922), carc au adus ‘contributii imporlante in asa-
tnita teorema centmli a teoriei probabi!ltﬁtilor siau inaugurat smdiul vnriabilclor aleatoare
epcﬁdente. :
In aceastii perioadii, ‘stera npllcatillor teorici probnbllititilor s-a mﬁrit cuprlnzind s)-
smn;ele naturii. In special ﬁzlca.




Perhnda modern# 1ncepe cu axlomatlwea acestel discipline, in deceniul al trdlea a8
swo!ulul nostruy, de cit.m.»A N. Kolmogorov. Contribulii in acest domeniu au imal adus, tw
nrdlne cronologieﬁ. S. Bemestein. Mises, Borel, Cantelli, Glivenko, Onicescu, de Finettd sl -nl{ll., ’

. X\ecesltntea axiomat:zﬁrli a nplirut si din conslderatli de ordin practic, deoarcce aplicatllle.“
din ce in ce mai lmportante alé teorlef probabilititilor .in fizic#, biologie si celelalte ramurf
ale’ qmntel tn inginerie si in problemele militare, economie si ﬂlozoﬂe. aveau nevole de un
lnstument ‘matematic abstract, general, cu notiuni de bazii bine preclzate

' In afarii de puternica dezvoltare teorcticii a tcorlef probabﬂltiitilor si statisticit mnte-
mauce, s-au, extins contlnuu sl continua 53 se extinddi domeniile de apllcabllltate alé acestora.
in': zl!ele noastre unele dln aceste domenii ‘de aplicare au inceput si se contureze ca teoril de-
slnz-stm.étoare Ar fi suficlent sd amintim in acest sens: teoria lntormauei, teorla flabﬂll-’af,ﬁ."
teoria asteptérh. controlul statistic al calitiim SEL

‘
L

O introducere in teoria probabilititilor se poate face in ‘diverse moduri §i e’ diferite”
grade de dificultate. Pentru realizarea unel introducer! cit mal intuitivé este bin¢ s 'acceptam
punctul de vedcre conform cirula teoria probabilititilor este o parte a studiului ‘naturii.-
Tearia’ probabilititilor ‘este — din acest punct de vedere — teoria- renomenclorralcatoare

" (idtimplifoare) de miasd, sau mai precls, leoria fenomenelor dleatoare de masd: cdrora le esfe-
catdcterislicd -proprictatea de stabilitate a frecoenfelor.

Noi né vom mirgini si precizim' aceste notiunl prin. citeva exemple.: R

Mal intii' Insd’vom mentiona ci un eveniment legat de o anumiti ‘experientd.psate fi..
sigur, fmposibil: sau aleator in‘raport cu aceastd cxperients: Aicl prin experientd Intelegem, -
realizarea. unui complex de .conditit S. . '

~ Evenimenful sigur cste acel eveniment -care sc produce de, fiecare datl cind smt rea!i-
zate: condltlllc S. Astfel, la presiunea de. 1 atm sl temperatura.de 20°C, apa . este ln starg
lichid&. iy

- -Epeniment:2! Imposzbtl este acel eveniment care.nu se poate pmduce nlclodnt,é cind con—
. dxl,ix}e S sint realizate. De exemplu. in comi‘!;we de. mal sus apa s{a fie =lu stare solldﬁ
Evenimentul alealor este accla care in Prezenta. conlelor S se poate prod'u'cé saq n‘ut;
. §1 acum excmplele pe care le anticlpascm v

_';*1 In -cazui unen Jasteri np, putem Eprevwea sexul noulni nﬁscnt. Deci. stxnl noulnf .
niscnt: este un, evemment aleator. . -, 5 e - ‘f

-+ Dar:desi nu putem face:nici o. prevlz.iuncwe;;;ﬁ in cazul ;led:e! nnsterl ;n pa;te. voq; .
observa cii daed .facem :un. numir .mare de. fnregistriri, raportul, dinLre nymérul, letelor g
nigeute.s pumirul total. de nou.niscuti. tmde sé se stabneasci fn jurul unei anumlte valorl.

valeare care depinde de zona §i perioada de tir?xp in care tacem ob,serva;nl,e. e

--Cy cit numirul observatiilor este maj | mare, cu attt aceasté tendinui este ma! evldentﬁ- s
Numim raportul de. mai sus frecnengd Prin stahllltatea lrecventei J_te'legem proprietatm evi-
denﬁsti mai sus de a sc apropia de o anumité valoare” cind numiirul experlexﬁelor c:éréfé'”
vom consldera. aceasti valoare ea’ probabtlilalca eunimenluln? it

ne 2 Sg Spune. uneori . despre 0 maglné care produce un amxmlt tIp de plese ci Jx. {c}“
cumir .de procente — s - .zicem 11 —‘rebut. Ce se mtelege prln asta? Cﬁ d re nic
piesd fn. pgrte nu putem §Pune cu certi;udine et est.e ‘buni san delectﬁ dnr oﬁ o oo
c& dacd controldm un.rtmir mare de piese produse de masipa mpeeﬁvi fn mé‘dl 11 dl
1 onp vor fi defecte. Decl, frecvenja relatind a aparltlel rebutnrllor este de aproxlmativ 0.'011
oy mir' de Fpiese controlate gste mare o . ;
- 3. Qe 90 sppraxa;é plg,nﬁ se, nruncﬁ nn corp. Jn tormﬁ de paralellplped dreptunghliw%t';
fetele numerotate de Ja 1 la 6. Daci ne interweazi ot de frecnenl acest obiéct g sp f - Y
pe fata 1, ,u avem altd poslbllltage decit si-l aruncim de Joulte ori gi sd calculilm fr ‘fa
rolativii ‘a sparitiel fetel 1, far4 a ne opri pin& ¢ind nu he-am convms ‘ci a inccputzs& e

v




stabﬂitatea frecventelor. Vom obtine astiél o vnloare aproxlmatlvi a probabll,[tdﬂt‘
orp s4 se’ “opreascd De fata 1,. probabilitatea tiind pentru nol ° mﬁsurﬁ a sanselur

6e rea!izate al acestui evemment

Este la ‘indemina oricui s gdseascd numeroase alte exemple de acest fe] o =
S refinem deci cd leorla matematicd a probabllztd[ii este modelul malemalic alfenomcnalor -

P alealoarc de masd. Probabilitatea corespunde tn niod intuitio constantel ln. Jnrul edrela oselleaz

fncm:ntelc gi calre care sirul acestor frecvenfe tinde ctnd numdrul probelor cregte nelimilal, fara

,aﬂ Imadr&m, acest proces de limiti tntr-o teorle malematicd.

3

.. Un caz particular interesant este acela al experientelor caré-au un numﬁr ﬁnit dc re-
zultate posibile, fiecare dintre acestea fiind la fel de.posibile. Pe scurt, este vorba_..,d‘o expe-
rfentele cu un numir finit de cazuri cgal posibile.. Intuitiv, este destul de clar despre ce fel
- .@e experiente este vorba. Si revenim la exemplul 3° de mai sus. In cazul general, hu putem
face nici o precizare asupra probabilitiitilor ca cqrpul considerat sii se ageze pe o anumiti
-fatd, fird a efectua experien{a de un numﬁr suficient de mare de orl.

Daed nu -este .indeplinitd conditia de omogenitate a materialulul din care este confec-

i ﬂoirat paralelipipedul, oricit de corect ar fi acesta din punct de vedere geometric, nu putem

spune aprlori ‘nicl miear cd frecvcnta asezﬁrll pe o anumitd fatd este aproximativ.egalad cu
frﬁcventn -ageziril pe fata opusd. Indati: insii ce aceastd conditie este indeplinjté,. dacii a
~ gi b sint. doud fete opuse ale paralelipipeduiui, atunci oricine va accepta din motive de
‘simetrie ¢ evenimentele aparitia fetel .a* si ,aparitia fetei 0" au aceea§i sansﬁ de a se
- preduce, cu alte. cuvinte.cd sint evenimente egal posibile.

-Dac#, in plus, muchiile paralelipipedului sint egale, deci acesta se réduce Ja un tub,
nu avem nici un’ motiv si credem ci — ficind un numir mare de arunciri — o fat#-oa-
yeeare va apare sistematic mai frecvent decit o alti fati. Cu alte cuvinte, in accst caz, toate
cele gase cazuri posibile ale experientei sint egal posibile.

.Dacé ne fixdm atentia asupra unei tete oarecare din cele sase, vom putei pronestica
& frecventa relativd a . acesteia va oscila in imediata aproplere a valorii 1/6, daci numirul
probelor este destul de mare.

La fel, dacd se aruncé o moned# ,corecta" oricine va spune cd probabllltatea aparltle:

© stemei” este 1/2, intelegind prin aceasta ci ,,sl.ema sl ,banul* au sanse egale de aparijie

la fiecare aruncare, sau ci la un numir mare de arunciri fiecare din cele doui fete apare

.¢am la acelasl numir de ori (diferenfcle sint nesemnificative fatd de numiirul probelor).

Recurgind efectiv la experientd se obtin in general frecvenicle previzute. " Aceasta nu_ in-

“seamnd cdl rezultatul repetirii experientei nu este obiectiv, ci el se realizcazi pentru ci not

' am 1i uimm in caz contmr Nu avem motive s# credem cd stabiiitatea frecventelor ar lnceta

Ve oo

~sa se }nanueste, sau ci acestea ar oscila fn jurul altor valori dac# arunciirlle ar fi efcctuate
'de o maimuii caré nu ar urmiri prin’ aceasta 11 obtim‘i confirmarea sau infirmarca vreunei
ipoteze

De fapt, fn unclé cazuri concrete, repetarea unei experien{e poate duce la infirmarea
" rezultatulul asteptat. De exemplu, la aruncarea unui zar se presupune ci se arunc& un zar
ideal, absolut ncorect® - :

I:.gte posibil ins# ca zarul si fie suficient de ,incorect® pentru a duce la unele abateri
“Sensibile si sistematice ale frecventelor de la valorile asteptate. valori care la rindul lor.sint

: dgteptate deoarece zarul este aparent suficient de ,corect pentru a nu ne da seama de

éfectele sale.

; Un model de experienti cu un numdr finit de cazuri egal posibile il ofera extragerile
din'urne cont{inind bile. Daci o urni contine n biie de acceasi formd, dimensiune §i greutate,
;numerotate cu 1, 2,..., n si dacdi din aceastd urnd se extrage o bili, atunci aceasti expe-
tientd are n cazuri posibile. Nu avem motive si credem cii daci facem un nimir mare de
exiiageri (punind dupd fiecare extragere:bila inapoi tn urn#) una din bile va apare cu o
'ét_'.v'éhti sensibil diferiti de frecventa aparitiei- altei bile. Deci se poate prevedea ¢i'frec-
\(v . - . . .




venta relativil a aparitiel unei anumite bile, oricare ar fi aceasta, oscileazdi in jur’n"l' valorit 1
¢ind bumirul probelor creste si ne asteptim ca aproplerea si fie eu atit mal mare cu cit
numirul probelor este mai mare. 1/n este limita citre care ar tinde in general sirul frecven-
felor evenimentului ,aparitia bile 1% -~ deexemplu — dac3 numirul probelor ar putea creste
indefinit. Cu alte cuvinte vom spune ci probabilitatea si apari bila 1 la o extragere este 1/n;
‘la fel, probabilitatea aparitiei bilei 2 este 1/n etc. o .

Urna cu bile oferd un model simplu pentru orice experien{d cu un numir finit de-
cazurl egal posibile. Astfel, aruncarea unui zar qcorect poate fi inlocuitid cu o extragere -
dintr-o urni cu sase ‘bile, iar aruncarea a doui zaruri cu extragerea a doud bile dintr-o
urni cu. sase bile (cu introducerea bilei extrase) sau cu o extragere dintr-o urni cu 36 ‘bile.
(stabilindu-se o corespondenti fntre muljimea celor 36 de cazuri ‘posibile de la aruncarca
a dou# zaruri si muljimea cazurilor posibile de la extragerea din urni). ‘ ‘

’ Si revenim la urna care contine n bile numerotate 1, 2,..., n din care se extrage-
o bild si se considerd evenimentul : ,aparitia unui numir < m* (m'< n).

Dacit repetim experienta de un numir r de ori foarte mare si dacd bila k a apiirut
dercori(k=1,2,..,n;n+n+...+nH= r) rezultii cd evenimentul considerat s-a produs
de r +7: +...4 r, ori si deci frecventa sa relativd este suma frecvenielor relative ale )
evenimentelor elementare: aparitia' fetei ¥ (k =1, 2,..., m). $i dac# ficcare din aceste-
frecvente oscileazdi in apropierea lui 1/n atunci frecventa relativi a evenimentulul nostru

oscileazi in jurul Tui = si tinde ciitre aceastd valoare cind r_creste.
n ‘

Aceste consideratii ne duc la urmitoarea definifie: probabililatea unui eveniment legat
de o experienfd cu un numdr finit de cazurt egal posibile esle raportul dintre numdrul cazurilor
favorabile evenimentului §i numdrul total al cazurilor posibile ale experienfel.

Aceastii definitie este aplicabili numai la ° categorie restrinsi dz experiente §i anume
la cele care au numir finit de cazuri posibile si acestea sint toate egal posibile. Gele mai
simple probleme de calculul probabilitifilor cer probabfiitatea unui eveniment legat de o astfel
de cxperientd si se reduc la calcularea a doud numerc: — numirul n al cazurilor (egal).
posibile ale experientei care este caracterizat numai de experientd, fird a fl numit vreun
eveniment si — numirul m al cazurilor favorabile producerii evenimentului considerat. in

acest caz spunem ci probabilitatea acestui eveniment este L ; sau intr-un limbaj mai intuitiv
: n .

ci producerii evenimentului respectiv ii sint favorabile ,m sanse din n*. )

_In general, avem destul de ‘multd incredere in considerentele de mai sus. Asa de multd
incit daci — de exemplu — dupi un numir mare de arunciri ale unui zar observim: cd
frecventa relativd unei fefe se abate sistematic de la 1/6 (valoarea teorctici a probabilitafil
aparitiel acelei fete) si pe miisurd ce numirul de arunciiri creste aceastd frecventd' tinde si
se stabilizeze in apropierea unei alte valori, preferim si ne indoim de scorectitudinea® zarului
decit sd credem ci modelul matematic propus nu concordd cu acel aspect al lumil reale-
pentru care a fost creat. . o

Aceastii incredere se bazeazid pe fapt{xl ci ne satisface intuifia care este o manifestare
“a_ experientei acumulate de om pe parcursul evolutief sale. : ‘

De indatd fnsi ce nu ne mai muliumim cu atit si dorim si gisim fundamentele logice-
ale legiturii dintre teoria pur matematici a probabilititilor si aplicatiile sale 1a fenomene ale~
atoarc ale lunii reale, vom intimpina dificultiji. De, fapt, pitrunzind nifel mai adioc in
aceastit problem# ajungem destul de repede la constatarea ci nu este posibild stabilirea unei
punii de legiturd intre teorie si aplicarea el la fenomene ale lumii reale, care si nu prezinte:
nici o lacun# din punct de vedere logic. Nu vom intra in amiinuntele acestei ndileme a teorlei
probabilitﬁtilor“' pentru ci acesta nu este unul din scopurile ciriii noastre. S# aruncdm.
totusi o scur!é privire asupra problemei. tn primul rind si observim ci atunci ctnd vrem

- * _Dilema teoriei probabilititilor® este titlul unei note din cartea ,, Varletii{i matema-.
tice* de J. E. Littlewood (Ed. Enciclopedici, Bucuresti, 1969).
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.'exprimﬁm tendinta de aprop!ere a frecventei unuf evenlment de o comtantﬁ, folosim —
“dga eum - am’si ficut-o in scurta noastri expunere — eéxpresii ca ,dacit Incem de un numﬁr
'mare de ori experienia sau »dac# numirul probelor este suficient de mare®,

: ~ Dar nu precizﬁm pentru nici o experientd cit de mare trebuie si fie acel numir pentrn
T a fi - suficient de mare®. Cu alte cuvinte, pentru un eveniment legat de o anumltii expe-

_stabilitatea frecventei s# se manifeste in mod necesar ? $t mai precis, dacdi f, este frecvenja
- relativid dupﬁ n probe a unui eveniment A si p este probubilltatea acestuia vom putca de-

* ‘termina un N(c) astfel ca |fo—pl<cecu certitudine dacd n > Nz)?
Piitrunzind mai adinc in problem& vom constatn cit tendinta de apropierc a lui f,, de y
. odatd cu cresterea lui n, nu poate fi exprimati decit tot in termeni probahilisticl ceca ce
_-creeazd un cerc vicios. De exemplu, daci nu putem face ca inegahtatea lf,, - pl < esl aihﬁ
lec cu certitudine, putem considera un ‘tip de convergentii legat de probabilitatea P cu care
. -aceastd inegalitate are loc si putem fnlitura o parte din nedeterminarea existent# rationind
" pe seril de serli de frecvente. SI acest proces poate continua. Dar este evident cd ... noputem
elimina in intregime o oarecare nedeterminare in aceastd problemi“.* In mod ohisnult se
recomandi 53 ne oprim dupi cel de al doilea pas. ,,Nu este cazul si credem ci dificultdjile
< . .deacest fel ar fi o particularitate a teoriei probabilitétilor. Cind studiem matematic fenomene
i reale, 6 anumitd schematizare este inevitabili. Abaterile desfasuririf fenomenelor reale de la.
.schema teorctici pot fi supuse la rindul lor, unui studiu matematic. Pentru aceasta ipsd,
irebuie s34 le fncadrim intr-o nou#i schems,. fird a mai supune abaterile de la aceasta din:

- urmi la o analizi matematici formals®,»

IRV Be poate face de asemenea observafia ci insisi e).primnrea prmcipiului stabilitdtil free-

© 7 venpelor printr-o trecere la limitd presupune posibilitatea repetirii de un numir nelimitat

o de orl a unela §i aceleiasi experiente, adica presupune conservarea strictd a unor conditii pe

ST 7 timp selimitat. Desigur, insdsi formarea seriilor infinite de frecvente nu poate avea o semni~
S . - Hoafie reald. )

' ’ In sfirsit si mai observim ci atunci cind am dat ,definitia clasici a probabilitafii'®

nc-am  bazat pe egal — posibilitatea, sau, cum se maf spune echiprobabilitatea evenimen-

Jor. "Dar echiprobabilitatea a doud sau mai multe evenimente este- acceptatd intuitiv pe:

 comsiderente de simetrie.

Astfel, dacii de exemplu, intr-o urni se glisesc doud bile: una albi §i una neagrd si

s . pe care nu le putem deosebi decit dupd culoare sl dacdi din aceastd urnd se extrage o bild

T spunem ci evenimentele »aparitia bilei albe* si ,.aparitia bilei negre* sint cchiprobabile. Prin

" aeeasta’ tatelegem nu cil ar fi nelogic ca in mal multe ‘serii lungi de frecvente unul din aceste

= - evenimente si se produci sistematic mali des decit celdlalt, ci ci ar fi nefiresc. Cu alte cuvinte,
o R astfel de situafic nu_ar intra in conflict cu principil ale logicli ¢i cu bunul simt.

: Cele spuse mal sus nu trebuic si nc sldbeascd Increderea in teoria probabilitdtiler ca

- mede! matematic al fenomenclor aleatoare de masd sl mal ales in posibilitatea aplicir{i rezul~

tatelor teoriei matematice ale probabilititilor la fenomene ale lumii reale. In zilele noastre,.

yezultatele obtinutc prin aplicarea teorlei probabilitatilor si statisticii matematice fn cele mai

variate demenii cum ar fi: fizicd, biologie, medicind, comunicatii, demografie, in tehnici, in.

_domenful militar etc., ca st concordanta sistematici dintre previziunile teoretice §f datele

' .zxpeﬂme:tale sint mdrturii incontestabile ale utilitatii practice.a-teorief. ,,Este mal mult ca.

'slgun c& nu pute{i da o descriere satisfiicitoare din punct de vedere logic a faptulni cf am~
" blafi, dsr aceasta nu vil face sd statl imobil.“ (W. Weaver: Doamna $ansd.)

. '~ Dupd cum am mai spus, calculul probabilitdtilor s-a dezvoltat st a fost apllcat cu bime-
. tezmtate fn practici inainte de axiomatizarea sa.

o -melodele st importanta ei*, vol. II, p. 324, 325, 334).
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¢ A N Kolmogorov Teoria probabilitifilor (eap. XI din ,,Matematica, continutul,.




trcrederea fn posibilitifile de aplieare §i in semnificajia. practied 2 unora din ré
gatele calealului probabilitatilor si statisticli matematice 'a-‘crescut eontinu. ‘Be ‘exempiun, -
nimenl nu se mai indofeste de effiva ant incoace de existenta unel leghturi tntre obicéiuk
_de a fuma si incidenta cancerului pulmonar, desi nic pind azi nu s-a gisit meecanismul prin
“eare fumul de tutun sau compusi ai acestuia pot provoca acest cancer. Cut alte cuvinte,
_nu s-au adus probe medicale fn sprijinul existentei acestei legiturl. Singurele arguinente $int
‘de ordin statistic. o g

. Inginerif, medicli, biologii ete. pot apela la rezultatele teoriel probabilititilor si statisticil
matematice, dispensindu-se de subtilitiifile tedretice ale acestora. De asemenea ,,esté‘reco-
mandabil ca incepiitorul s& se mulfumeascd cu accepjia intuitivd a termenilor de eperiiment
§ probabilitate, insd este util de stiui ci semnificatia reali ‘a acestor nofiuni, care nu admite

* o formalizare mpletd, nu influenteazi claritatea formal¥ completd a expunerii -pur--miitema-
tice, axjomatice, a teoriei probabilitafilore.* LN ’ ’ C :

Calculul’ probabilitétilor gi statistica matematici oferd posibilitatea studierii uner as-
pecte ale lumii reale si rezolvi;'li unor probleme practice inabordabile din alte puncte de
‘vedere. In ultimi instantd ele constituie un nou mod de a gindi. : -

in ce priveste teoria abstracts, axiomatici a teoriei probabilititilor, ‘aceasta ar putea
pirea la prima vedere un capitol al teoref misurii. Dar ea se detageazi net prin natura
problemelor pe care si le pune. De exemplu, propozitii din teoria probabilitiiilor In care in-
tervin notiuni ca dependentd,’ independents, conditionare etc. ar fi cu totul artificiale-in
‘cadrul teoriei masurii si dealtfel nici nu s-ar fi putut naste in cadrul acesteia dacd nu ar
fi existat teoria probabilitatilor. ' S T

.Existenta unei teorii axiomatizate a probabilitstilor ne elibereazi -de tentatia de ,,a
defini“ probabilitatea cu ajutorul unor procedee -de la care s-ar pretinde sd fie, in acelagi
timp, direct convingitoare din punct de veflere al stiintelor naturii §i potrivite ca fundament
pentru censtruirea unei teoril matematice formal riguroase. : . Co

Astfel de definitii ar corespunde, in geometrie, aproximativ ,,definitiei* punctului ca ceva
ce se obtine daci tiiem de nenumirate ori din toate partile un corp fizic, micgorind de-

* ficcare dati diametrul siu, si zicem la jumétate. ) ]

-Din aceastd categorie de definifii face parte definitia probabilititii ca limitd a freo-

ventelor, cind numirnl de experiente creste indefinit. (A. N. Kolmogorov op. cit.) o

St
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SRR mmonucsns ELEMENTARA iN TEORlA PROBABILITA'[II.OR

11 EVENIMENTE,“Pk'OB‘AE;ILITATE o

o

Se pot da extrem de multe exemple (practic din orice domenm) de ex-
periente aleatoare si in cadrul fiecdreia din aceste experiente se pot da exemple
de evenimente pentru care se poate pune problema evaluirii sanselor de a se
o produce. Intrucit gisirea unor astfel de exemple este la mdemina orlcul, ‘au
. vom mai proceda la- enumerarea unora dintre ele. : .
~.In pnmele aphcat,'u sl exemphflcarx se apeleaza in mod curent la modelul
urnelor cu_ bile, ¢are oferi,o modalitate comodi de expnmare Dar nu tre-
buie si se cread ¢4 in aceste cazuri urnele: $l ‘bilele nu_pot fi luate decit”ca
“atare. De e*{emplu, in cazul unor probleme in care este vorba de o urni cu
blle albe si negre, bila albid (respectiv neagrd) ar putea reprezenta o piesi
‘buni (respectiv defecta) sau un nou nascut de sex masculm (respectw femi-
mn) ete. - i i
Reamintim c& printre evemmentele legate de o expenenga consxderam
totdeauna si- evenimentul sigur si evenimentul impobibil.-. :
:Evenimentul sigur este acela care sé produce ¢u certitudine la orice efec-
~ tuare a experientei. Astfel, Ia aruncarea unui zar pe o suprafata plana »apa-
ntla uneia din cele sase fei; este evenimentul sigur. -~ - RIS
Evemmenlul zmposlbzl nu se produce’la nici 0 efectuare a experxentef Doui
:sau mai multe evenimente sint incompalibile daca nu se pot reahza impreﬁna.
.In caz contrar ele sint compatibile.’ B '
. De exemplu, daca expenenta comstd in arunéarea unui zar §i consxderam
-évenimentele . L an e oA e e L
A: apanf;la unui numir par de puncte ' . .k
-, . B* apantia Lgnui- -pundEp 1mpar e s ‘ :
C apani;' a"umui humir <37
"D: apantla uheia ‘din fetele 2’ sait 3"
.;E : aparitia unela din, fefele 1 sau 3
P aparitia unui numar > 4;
G apant;a anuj;numir, < 4‘, A 3 e iy

P

e
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ot 'H::A:ipéiritia' fe‘féi 4;:-': -
I :aparitia fetei 5; ) . :
J : aparitia fetei 6, - ' . N

- atunci evenmimentele A si B sint incompatibile. Evenimentele C si D’ sint-

_compatibile, deoarece ele se realizeazii simultan, daci drept rezultat al-arun-

carii zarului apare fata 2 (cu doud puncte). Evenimentele C, D, E sint:
incompatibile (in totalitatea lor) deoarece nu se pot realiza simultan toate .

trei, dar ele sint compatibile doud cite doui. Evenimentele C, F, H sint
incompatibile doud cite doud. Co _ ‘

Spunem ci A, implicd alt eveniment 4, (A, — A,) daci realizarea lui 4,
atrage dupi sine realizarea lui A,, cu alte cuvinte dacd de fiecare dati cind 4,

s-a’ realizat, s-a realizat cu certitudine i A,. Dacd revenim la exemplul

anterior, vom observac¢ci C—>G;D—->G; E—G; E— B;H—+>A;H—>G;

C— D etc. Daci A4,, A, sint doud evenimente legate de o experien{d

«A, sau A,» este evenimentul a cirui realizare inseamni realizarea a cel putin
unuia din cele doud evenimente. In exemplul de mai sus'se vede cd «E sau I»

— A. In mod analog, se pot lega prin ,sau‘ mai mult de doud evenimente. -

Astfel, in exemplul citat «C sau D sau H» = G precum si «D sau E sau I'» =
= Q, unde prin Q am notat evenimentul sigur al experientei.
«A, si Ap» este evenimentul care se reafizeazi dacd si numai dacdl

s-au realizat ambele evenimente A,, A,. In exemplul de maisus«A siF» )
=J;«C si Fy=0; «C si D si Ex=0 unde prin ¢ am. notat

evenimentil imposibil. Cu aceste notatii incompatibilitatea (respectiv colnpa- -
tibilitatea) a doui evenimente A,;, A, se poate scrie «A, si_ A,» = 0 (ves- -

pectiv «A, si A # 9). : , , B
Spunem ci A, este evenimentul contrar al evenimentului A, (4, = A))
dacd realizarea lui A, este echivalenti cu nerealizarca lui A,. Evident ci

dacid A, este evenimentul contrar al lui 4,, atunci A, este evenimentul con- ~

trar al lui A4,, adicd relatiile 4, = 4, si A, = A, sint echivalente. De aici

reiese si A, = A,. Datoritd simetriei putem spune ci A, si 4, sint eveni- -~

mente contrare (sau complementare).

Apelind din nou la exemplul folosit, pind in prezent, vom observa ci

A=B; F=G; «C sau D» = «F sau H» = «F si H».

. Evenimentul sigur si evenimentul imposibil sint evenimente contrare.-

‘Daci A, si A, sint evenimente contrare, atunci la orice efectuare a experi-
entei se realizeazi cu certitudine unul §i numai unul din ele. :

Mai general, spunem ci evenimentele A, 4,,..., 4, formeazid un sis-

tem complet de evenimente daci se realizeazi cu certitudine unul si numai unul
din aceste evenimente. Se observi ci cele n evenimente formeazi un sistem
complet dacd si numai daca - - , ; ' _ .

‘ «A, sau A,’sau... sau A,» = & (se realizeazi cel pufin unul din eveni-
mente) :

Ay, As,..., A, sint iqcompatibﬂc'doué cite doud (se realizeazi cel mult’

unul din evenimente). . ,
Uneori, in loc de sistem complet de evenimente se mai spune partifie

a evenimentului sigur Q. Se poate vorbi si de o partifie a unui eveniment A; o N
dacé in prima din conditiile de mai sus’se inlocuieste Q prin A4 pistrindwsq [

cea de a doua conditie. .

fn exemplul nostru, evenimentele G, I, J formeazi un sistem complet -

de evenimente.
este necesari pentra exprimarea primelor proprietiti ale probabilitatii, cele

u

Considerarea operatiilor cu evenimente si a relaliilor dintre evenimente - e




¢ ,'fsxmple, dar si cele mai 1mportante. Proprxetitxle pe care urmeazé s le
- enumerdm pentru. probabilitate, sint — dupd cum se poate observa de la
-prima vedere — proprietiti evidente ale frecventei evenimentelor, propri-
- etdfi care s-ar pistra printr-o trecere la limiti obisnuit. Astfel, dacd doud
" evenimente A, B legate de aceeasi expeérientd sint incompatibile si daci efec-
tuind de n ori experienta évenimentul A s-a realizat de n, ori, iar ‘eveni-
- mentul B de njp ori, atunci, evident evenimentul ¢4 sau B» s-a reali-
zat de n, -+ np ori (deoarece A si B nu s-au realizat niciodatd simultan).
Rezulti ca intre frecventele celor 3 evenimente existi relatia

fa(¢A sau B») = fo(A) + fu(B). B
: Este natural si transformam aceastd proprietate a frecventelor fintr-o
_ proprietate a probabilititii. Oricare dintre. proprietatile a)—f) poate fi veri-
ficatd cu usurint{d pentru frecvente. Probabilitatea unui eveniment A o vom
nota cu P(A). ‘ ,
a) 0 < P(4) < 1 pentru orice eveniment A; P(0) =0, P =(Q)=1
b)P (¢A sau B») = P(A) + P(B) daci A, B sint evenimente incom-
atibile. '
c) P(«A sau B») + P(¢A si B») = P(A) 4 P(B). B
‘ d) P(4A) = 1— P(A).
e) P(cA si B») = P(A)——P(B) daci B— A.
f) P(¢A si B») = P(A)— P(cA si B»).
Cunoasterea acestor proprietifi-este necesarid pentru obtinerea pnntr-un
- calcul direct a prohablhtatu unor evenimente cunoscind probabilitatea altor
- evenimente, cit si pentru stabilirea proprietdtilor de bazi ale unor notiuni
MR foarte importante din ‘teoria probabllxtatllor.

Observafii. 1°. Proprietitile de mai sus nu sint independente. Astfel, este evident cit b,
este o consecintd directd a lui a) 51 ¢). Dealtfel, vom vedea mai departe
c#l este suficient s3 cunoagtem numai o micd parte din aceste propneta;n
toate celelalte fiind consccinfe ale acelei pérti.
2°. Proprictatea b) se generalizeazi cu usurinti :
) S P(aA; sau A, sau... stuid,») = P(4,) + P(A,)+ +P(A,,)‘
T - dacd evenimentele A,, A,,..., 4, sint incompatibile doud cite douﬁ
C in particular, daci 4,, Apeoos Ay tormeazi un sistem complet de evéni-
mente, atunci :
P(A) + P(4)+.. +P(An> =1, : -
De asemcnca, daci avem un sir infmil: de evenimentc incompatibue douﬁ
cite doud: A;.4, A,..., se acceptd cid .
P(eA, sau A, sau A,...»n) = P(A;) 4 P(A,) + P(A,)+

Este natural ca primele probleme aplicative si fie legate de experiente

care au un numir finit de cazuri egil posibile. In multe cazuri vom sub-

S mtelege egal—posxbxhtatea experienfei, chiar daci ea’ nu este exprimati
-+ .explicit."Cu .alte cuvinte, vom admite tacit ci complexul de conditii S care
== . 'determini expeérienta include-si acele conditii care aSIgura echlprobabxh-
... tatea tuturor cazurilcr posibile. Astfel, cind spunem ci la aruncarea unui
zar aparitia fetei 1 are probabilitatea 1/6, intelegem ci' acest’ évemment
" are probabilitatea 1/6 fn ipofeza cd zarul este ,corect”. (De multe ori, in pro-
- ’?bleme cu caracter practic, probabilitatea unui eveniment A se noteaza P(A/ S)

* Uneori evenimentul ¢4, sau A, sau... sau A, este numit suma cvenimentelor
A,, A,.. .., A, dacd aceslca stnl lnrampalioile si chlar se foloseste notatia A, + A; +...4+ A,.
~ Decl propnc’atea exprimil c¢di probabilitatea sumei este egali cu suma probahﬂntétﬂor
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) ,riﬁtelegind 'prixif aceasta ﬁroba-bili,tp.teaflui A in ipotéza ci este realizat com
_plexul "dé conditii’ S)." ‘ w e S

n . - K oy

3 . -

Reamintim c& probabiiilgilé'a unui evenimen! al unei experienfe -care are .

" un numdr finit de cazuri egal-posibile este ‘raporlul dintre numdrul cazurilor

favorabile realizdrii evenimentului si numdrul cazurilor egal posibile ale expe- .
rienfei. ) o ' o : ' : -
* 'Daci ne-am restringe numai la cazu) experientelor cu un numir finit .

de cazuri egal-posibile si am lua propozitia de mai sus ca definifie a proba-
bilitatii, s-ar verifica’ cu usurin{d toate proprietitile a)—f). Rationamentu}l

“este intru totul acelasicu cel din cazul frecventelor. Cu titlu de exemplu

si demonstrim proprietatea c). TR S . .
Daci# experienta are n gazuri egal posibile dintre care n(A) sint favora-

bile evenimentului A, n(B) favorabile evenimentului B, atunci. in suma

n(A) + n(B) cazurile favorabile atit lui A cit si lui B (deci cazurile favo-

“rabile lui «A §i B») au fost numirate de doud .ori: o datd printre cazurile
favorabile lui A si o datd printre cele favorabile lui B. Deci n(A sau B) =

= n(A) + n(B) — n(A 'si B).si proprietatea c¢) rezultd prin inmultire cu
1 in ambii membri. R
n . . . \
Se poate pune §i problema inversd: dacd .considerim probabilitatea
ca o functie -de eveniment satisficind proprietitile a)—f), atunci in cazul’
experientelor cu un numir finit de.cazuri egal-posibile, probabilitatea unui
eveniment este raportul.dintrs numirul- cazurilor favorabile evenimentulut
si numirul cazurilor posibile ale experienfei:. L
Intr-adevir, daci experienta are un numir finit de cazuri posibile atunci

_suma probabilitatilor evenimentelor ‘elementare® ‘este 1, deoarece acestea

.. formeazi un sistem complet de evenimente. Daci numirul acestor eveni-

mente este n' §i toaté au aceeasi probabilitate, atunci fiecare eveniment ele-

. mentar are probabilitatea 1/n. Daci un eveniment A are p cazuri favorabile,

atunci el se scrie cu suma celor p evenimente elementare corespunzitoare
sideci P(A) = ~+L 4 ... +-=2. - ,,
. n n n n :
"Consideratii oarecum aseminitoare se pot face si pentru asa-numitele
probabilitdfi geometrice. . '
'S# presupunem ci am dispune de un procedeu prin care putem alege

1a intimplare un punct din intervalul [a, 5]. In plus, vom presupune ci adest

procedeu ne asigurd ¢ nu existi portiuni ¢privilegiate» ale intervalului [a, bl-
Precis, prin aceasta intelegem cé oricare ar fi doud subintervale de aceeasi

_ lungime este la fel de probabil ca punctul si cadad intr-unul din intervale

‘ca si in celilalt. Deci, daci am folosi de mai multe ori procedeul pentru.a
alege un numir mare de puncte, acestea vor fi repartizate aproximativ uni-
form in interyalul {a, b], adici ny vor exista puncte in vecinitatea cirora
punctul ales sé cadi sistematic maj des decit in veciniitatea altora. Din cele
spuse, reiese ci probabilitatea ca punctul ales si cadd intr-un subinterval-

al lui [a, b] dinainte ales, depinde de lungimea acelui subinterval nu i de
pozitia sa in interiorul intervalului [a, b].'Aceastd afirmatie ne conduce destul

" de repede, pe baza proprietiitilor probabilitatii enuntate mai inainte — la -
concluzia ci probabilitatea ca punctul ales si cadd intr-un anumit subinterval . °

este proportionali cu lungimea intervalului. (Lisdm demonstrarea acestei
propozitii simple dar instructive in seama cjtitorului). '

* Aict prin eveniment clementar intelegemn un evenimenl care are un éi;igur caz favo~
" rabil. : )
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31:& ‘observa analogla dintre expérier valegem unux punct prist
est procedeu si experientele cu un numér finit de cazun egal posibile. Astfel,
ci considerim evenimentul A : punctul. ales cade in intervalul [c, d]* unde
- [é, d} <[a, b], muljimea punctelor intervalului [a, b] reprezinti mulfimea

cazunlor posibile'(si avem motive s& le numim egal posibile) ale experientei,
iar “mulfimea punctelor. intervalului [c¢, d] mulfimea cazurilor favorabile
evénimentului. ‘Este destul de natural sd luiim probabilitatea acestui eve-

- ‘niment. egala cu raportul dintre hmgimile celor doud intervale : -

b—a
.. in partlcular, prohablhtatea ca punctul ales si coincidd cu un anumit
punct dinainte stabilit este zero. Acest lucru este de asemenea foarte naturak
cici in acest caz avem un eveniment cu un caz favorabil dintr-o infinitate -
. posibile. Aceasti observatie ne permite sid nu tinem seama — cind lucram
- cu probabilititi geometrice — dac# intervalele sau subintervalele care intervin
sint inchise sau deschise.

In plus, intrezirim posibilitatea teoreticd ca un eveniment si aibd pro-
babilitatea nuld firi si poatd f1 consxderat imposibil.

De- fapt, afxrmatla P(4) =

° rezulti ‘imediat din proporlionalitatea
—a’

- probabilit#tii evenimentului A cu Iunglmea intervalului [¢, d], dac& {inem
cont de proprxetatlle probabilitatii. Mai departe, tot- din aceste proprietafi
" rezult® ci dacid M este un interval sau o reuniune finitd de subintervale
.disjuncte ale lui [a, b] si m(M) este suma lungimilor acestor intervale, atunci
mM)

ot d

- S& poate pune prob!ema inversd : daci ne restringem numai la eve-
" nimente de- tipul : ixunctul apartine lui M* unde M este de forma de mai
‘tnainte §i dacé luim — prin defini{ie — probabilitatea unui astfel de eve-

(M)

_ probabilitatea ca punctul ales si cadd fn;M este ——-

mment numirul atunci se verifici foarte usor proprietitile a)—-f)

pentm aceast& probabxlxtate.
-In-mod- analog, daci se ia-la intimplare un punct dintr-un . domemu
plan D. astfel ca si nu existe puncte sau portiuni ,,pnvxlegxate atuncz pro-

babihtatea ca punctul s4 cadd intr-un ['subdomeniu D’ este ":“1))

Fig. 1.1

- La fel in spatml cu. trei dlmensmm probahlhtatea geometricd se exprlma
- ‘ca’ raportul a dou# volume. :

_ Incheiem acest paragraf cu citeva probleme cu caracter ilustrativ.
1°. S-a amestecat un pachet de 10 cdrfi de joc numerotate 1,'2, ...,10. Care
. este probabilitatea ca deasupra sd fie cartea 1? '
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Rezolvare. Cele 10 cirti pot fi aranjate in 10! moduri posibile (avem 101 cazuri egal posibile), -

Caz favorabil esteorice aranjare in care pe primul loc se afli numéral 1 sk in

continnare celelalte 9 numere intr-o erdine oarecare. Reiese ci numiirul cazurilo'r‘

; favorabile este 9! si probabilitatea ciutatd este 9!/10! = 1/10. o

Obscroafie. Putem numira cazurile poslbﬂe' si favorabile din punctul de vedere al primmnlui ‘loé..

Astfel, pe primul loc poate.fi oricare din cele 10 cirfi, deci din acest punct ‘de
vedere experienta are 10 cazuri posibile. ‘Dintre acestea unul este favorabil..
La fel, daci ne intereseazd probabilitatea ca pe primele doud locuri si fie efirtile
1 si 2 in aceasti ordine putem rationa astfel: Pe primele doul locuri poate fi
in egali misurd orice pereche (ordonati) de numere si deci numirul cazurilor
posibile este A%, = 10-9 = 80. Dintre acestea unul este favorabil. Probabilitatea
ciiutaty este 1/90.

2. Intr-un lot de 100 de piese 5 sint defecte. Se aleg la initmplare 5 piese din
lot. Care este probabililatea ca prinire piesele alese cel pufin una sd fie defectd ?

Rezolvare. Se observi ci evenimentele :
A,: toate piesele (alese) sint bune;
‘A;: 1 piesi defects, 4 piese bune; -
A,: 2 piese defecte, 3 piese bune;
A;: 3 piesc defecte, 2 piese bune;
A,: 4 piese defecte, 1 buni;
Ay : toate piesele sint defecte o o .
formeazi un sistem complet de evenimente. Pentru a rezolva problema putem si i
calculim probabilititile ultimelor cinci evenimente si apoi si le tnsumiim. Dar
intrucit suma probabilitdfilor tuturor celor sase cvenimente este 1, este mai comod
si calculim probabilitatea lui 4, si apei s-o scidem din 1.
Numirul de moduri in care putem lua 5 piese din totdlul de 100 este Cﬁw Nu-

mirul de moduri in care putem lua 5 piese bune din totalul de 95 este.Cs‘r, si
3

5
deci P(A,) = Lo , far probabilitatea cerutd este 1 ——-(l’ .
Cloo In

Urmitoarele trei probleme sint probleme devenite de mult celebre.
Primele doui dintre acestea pot parea-foarte simple astizi, dar ele prezintd
un fapt deosebit din punct de vedere istoric. Este vorba de problemele de )
care s-a ocupat Pascal la sugestia Cavalerului de Méré. Nu mai repetam
aici istoricul acestor probleme (am ficut-o pe scurt in introducerea ce pre-

- cedd acest paragraf si dim un enun} lapidar si simplificat al acestora.

3°. Dacd se aruncd de patru ori un zar, care este probabilitaiea sd apard cel

putin o datd fafa sase ? Dacd se aruncd doud zaruri de 24 ori, care esle

probabilitatea sd obfinem cel pufin la o aruncare fafa sase pe ambele zaruri
~ (dubld de sase) ? Dar dacd cele doud zaruri se aruncd de 25 de ori?

Rezolpare. Daci se aruncd un zar de 4 ori numirul rezultatelor posibile este 6¢. Intr-o serie
de patru arunciri nu apare niciodatii fata sase dac#i de ficcare datd se obfine
un numir din mul{imea {2, 3, 4, 5, 6}. Numiirul acestor rezultate este 54, Rezultd .

* Dacii, A;, A; sint multimi finite se poate ariia usor ci numdirul elementelor pro-
dusului cartezian A, X A, este egal cu produsul dintre numirul elementelor lui A, si numé-
rul elementelor lui A, (se aratd direct prin enumerarea elementelor). Se scrie card (4,X 4,) =
= card (A4,)-card (4,). Apoi prin inductic: card(4,; X A, X...X A,) = card A, -card A,...
...card A,. In cazul nostru, daci Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6)}, ed rezultat a 4 arunciri obtinem
un sistem ordonat ds 4 numeres din Q, adici un eclement din Q x Q x Q x Q. Numirut
clementelor acestei ultime mul{imi este 6-6-6-6 = 6%
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- . o R
ci probabilitatea ca in cele patru aruncéri si pu aparii niciodat# fata sase esté%
.. 4
' 50 671 '
sl deci probabihtatea si apardi cel puiin o datii sase este 1 — — = _g— .
64 1296

.Daci se aruncd o dati doud zaruri, numérul rezultatelor posibile este 36, iar dacd
se aruncd de 24 de ori -cele doud zaruri numirul rezultatelor posibile cste 36
La o aruncare a‘ perechii de zaruri existd 35 de rezultate posibile diferite de
7 dubla de gase. si deci in 24 de aruncﬁ?rl existd 3524 cazuri in care nu apare ni-
ciodatd dubla de sase. Probabilitatea de a nu apare niciodatd dubla de sase -

(35 e
este [-g)“. iar probabilitatea de a apare cel putin o dati dubla de sase in 24 de

arunciiri cste p,, =1 — (3—9)".

36 \
R A La fel, probabilitatea de a apare cel putin o dati dubla de sase in 25 dc arunciivi
ale unei perechi de zaruri este py; =1 — (2_")“ .
6

Cu trei zccimale exacte p,, = 0,491; p;; = 0,505.

4° ‘Partida (5i miza pusd in JOC) esle cigligatd de jucdtorul (la joc parlzczpas
doi jucdlori) care cistigd lrei jocuri. Dacd din molive de forld majora Jocul se -
intrerupe la scorul 2—1 cum trebuze tmpdrfitd miza ? (Se admile cd in fiecare

_ joc sansele sint egale)

Rezolvaie. La prima vedere s-ar piirea cii miza trebuie fmpéirtita in trei péril egale si ju-
ciitorul care conduce sii ia doudl pir{i. Dar nu aceasta este impartirea echitabila.
Mai intii trebuie stabilit criteriul de !mpiirfire a mizei. Rezonabil este ca fiecare
juciitor s& ia o parte proporfionald cu probabilitatea pe care o are de a cistiga
jocul dacd acesta ar continua, Rimine deci si# calculiim aceastd probabilitate
pentru flecare juciitor, Se observa cid daci pnrtlda ar continua invingitorul ar fi \
decis in eel mult doud jocuri. .
e Si presupunem cé se mai joacd doud jocuri (indiferent de rezultatul primului joc).
o , S& numim X juci#torul care conduce i Y pe celdlalt. In cele dous jocuri ipo-
o tetice sint patru rezultate (egal) posibile: (X, X); (X, Y); (Y, X); (Y, Y) (prin
L perechea (X, Y) de exemplu, in{elegem X cistigi primul joc g¢i Y pe al doilea).
- Se observi ci din cele patru cazuri posibile tref sint favorabile lui X si unul lui Y.
: Deci sansele de clstig ale lui X (51 in consecintd partea de mizii ce-i revine) sint
de trel ori mai mari ca ale lui Y,
Ultimele doud probleme pot fi tratate mal ugor dupid ce ne familiarizim cu moti-
unea de independen{d a evenimentelor (1.2).

5°. Problema acului sau problema lui Buffon. [G. Buffqn' (1707—1783)}.
‘Pe un plan sint trasate dreple paralele, asifel ca distan{a intre oricare doud
drepte consecutive sd fie 2a. Pe acest plan se aruncd la inttmplare un ac de lun-
gime 2l < 2a. Care este probabilitatea ca acul sd intrelaie una din dreple ?

Rezoloare. Pozifla acului faid de dreptele retelei este determinati de distania d a mijlocutui
« ' su M la cea mai apropiatd din drepte si prin unghiul « pe care-l face direciia
acului cu direcfia dreptejor.
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Fig. 1.2

Se observd ci d ia o valoare in intervalul [0, a] iar « in [0, =]. Pozitia acului

fiind determinat de doui numere, poate fi reprezentati ptihtr-un‘ punct din plan.

Mulfimea pozitiilor posibile ale acului este reprezentati de multimea punetelor do-
. meniului D" (f:g 1.3).

bda

(ma) Qe — (7 a)

0’

L W ™
Fig. 13 . S an vy

Din figura 1.2 reiese ¢i acul intersecteazﬁ una dm dreptele retelel dacd MP<MQ
adicd 0< d < Isinca. In.figura 1.4.este trasat graficul funciiel d = Isin e 5i este

_ hasurat ; domeniul. D’ in care este verificati inegalitatea d <.Isine. Mul{imea

Obseruafie.

ciutatd este . - - |

. m i .
de mare’ vom a'vea p=— adlcﬁ— ~—$l deci ,;~L) et ewd

’de 2532 ori. De aici, a scos' 1 = 3,159, L

punctelor domeniului D’ reprezlnti multimea- cazurilor. favorabile. Probabilitatea

. HE ‘. . C

arla D =‘-1—-Slsinada:=-'.£-

aria D an PRI ]
0

p=

Tinind cont de rezultétul ob;iriut se poaie inéema olittnefea pe éalé experln;enté]a

a valorii aproxxmatxve a lui 7. Astfel daci luém l= ; Inseamnd ci p= 1. Dac#’
T AT

arunqind .de -n ori acul si Interscctla are loc de m ori, atuncl pentra n suficient
S I n ...n RN .m

S-au facut asemenea experiente Asttel. tn secolul trecut, protesorul german R. Wolf

aruncind de 5000 de ori un ac. de 36 mm pe o suprafaté hasurati cu. drepte

paralele cn dxstanta de 45 mm “fntre dreplele consecutwe a reanzat intersectla.




te de asteptat cﬁ fic
matie mai bunﬁ Este i

ept au fost” kleclarate obtinerl ﬂe rezultate mai apro-
piate de valoarea exact%i decit cea 'a ‘lul Wolf. Unelé rezultate] par chiar cam’

,prea.bune« fati .de ‘numiral :aruncdrilor. Astfel, S. Lazzarini obtine \(aloarea\‘

Iui = cu sase zecimale exacte, ficind 3408 arunciri.
fn orice caz se poate constata o concordanti satisficdtoare intre rezultatul teoretic
M .

51 gel expenmenta]

T SR

Préblema care urmeazi, cunoscuti sub numele de parado:cul lui Bertrand,
este elocventi asupra grijii cu care trehule ‘folosite unele ratmnamente cu
caracter _probabilist.

. Care esle probabilitatea ca o coardd a unui cerc aleasc‘i la intimplare sd
Ile mai mare ca latura tnunghlulul echilateral inscris in cerc? /

- Rezolvare. Dupi cum vom’ vedea imediat - rezolvare mu’ este prea bine
spns pentru ci nu avem o problema bine pusi pe care si o rezolvim. Daci
in problema precedentd ni s-a descris o experien{d concretd care a si fost
-efectuatd, in aceastd problema ni se spune doar si alegem o coardd ,la
- intimplare® fird a preciza sensil ‘acestei ‘expresii. Folosirea ei presupune
“descrierea unui’ procedeu dé alegere sau cel putin a proprietifilor unui
astfel de procedeu, care fac ca problema in care intervine si fie determinati.
“Astfel, cind am inceput discutarea probabilitiatilor geometrice in cazul uni-

dimensional am presupus ci dispunem de un procedeu de alegere a unui -

-punct din intervalul [a, b] astfel ca probabilitatea evenimentului ,punctul
cade in I“ unde I este un subinterval al lui [a, b] si fie-invarianti la trans-
" Yatii ale lui I in interiorul lui [a, b]. Este bine si stlm ci un astfel de
~procedeun existd, dar descrierea lui in Fiecare problema in parte in care ar
_interveni ar fi stinjenitoare.

Ne putem imagina un procedeu de alegere a unui punct ‘din intervalul
{a, b] care si aibd proprietatea de uniformifate mentionati mai sus. Astfel,
" dacd pe o suprafatd pland a fost trasatd o retea de drepte paralele — dis-
‘tanta intre doud drepte consecutive fiind 2(b— a) —si daci pe aceastd
.“suprafati se arunca un ac foarte bine -ascutit la-unul din capete.si-d este

~. . De fapt, aici pe noi nu ne 1ntereseaza aruncarea unui ac pe plan, ci
'.aruncarea unui punct’ ‘(virful aculul) "dar’ folosirea acului face posﬂ)lla efec-
. tuarea sau’ ‘imaginarea experlentel. Desxgur toate cele 'spuse “aici sint apro-
- ximative, deoarece oricit de aScufit ar'fi un ‘creion, dreptele ‘trasaté ‘nu
- sfnt drépte in adeviratul inteles al cuvintului, -planul nu este plan, iar
punctul nu este punct.

Dar nici nu avem pretentla (absurdi) s& obtinem o concordan{a perfecta
~intre experientd si model, ci una satisficitoare.

In cazul procedeului descris m i;.sus, nu avem motive rezonabile si cre-
“dem ci pentru distana d existd -vilori sau intervale de valori preferate
_in intervalul [0, b— a] $l desxgur, acelasi lucru-este valabil si pentru z
‘m intervalul [a, b].
;. In continuare un astfel de procedeu il vom numi convent;xonal ,sprocedeu
de ‘alegere uniformi“.
: Sé vedem in continuare cum s-ar rezolva problema noastri pentru dife-
'vr e, mterpretan ale’ expreswl -Ja* intimplare”. In' toate ~cazuril "*onsxderam

.

£ ¥4 cerculul egala cu umtatea, acest lucru ‘fnnd nEesenﬁal A At e e

b
"

dtd un niimér mai mare de aruncirl sk obfinem o aproxi=’

-+ .distantadela acest virf la cea mai apropiati dm drepte, atunci o <d < b— a.
_sldacax—a-!—d atunci a <z <bor - N




a) Lungimea unel coarde a cercului este perfeet determinati de distan{a da 'centx;ul'u‘ihb
cercului la coardd. Muljimea valorilor posibile ale luf d este intervalul [0, 1]. Pentru latura

Pk

triunghiului echilateral inseris d =-— - O coardd este mal mare ca latura triunghiului echi-

| V]

lateral dacd d < -:1; .

Deci, daci presupunem cii ceea ce sc ia la fnlimplare (printr-un procedeu oarccare cu
proprietatea descrisi mai fnainte), este d, atunci problema este echivalentdi cu urmitoarea :
dacdi se alege la intimplare un punct din intervalul [0, 1] care este probabilitatea ca ¢l si
cadid In intervalul [0, !/.] ? Si rdspunsul este !/,

Un procedeu destul de natural de obtinere a coardel §i care si corespundd interpretirii
datd alci expresiei ,,Ja Intimplare®* est¢ urmitorul :

Se aruncil un cerc pe o suprafafd pland brizdatd de o rejea de drepte paralele cu dis-
tan{a intre ele egald cu diamatrul cercului. Cu exceptia cazului limiti (si de probabilitate
nuld) cind cercul este tangent la douii drepte ale retelei, o singurd dreapti va tiiia cercul
in doudi puncte si va determina coarda.

b) Lungimea unei coarde AB este determinatd de unghiul AOB (O = centrul cercuiui).
Dacd ludm la tnlimplare (uniform) acest unghi atunci problema noastrii se reduce la urmi-

A

Fig. 1.5

toarea : daci se fa la intimplare un punct din intervalul [0, =] (mul{imea valorilor posibile

ale unghiului) care este probabjlitatea ca aceasta ¢ii caddi in intervalul lz;—“ , n-]? $i rispunsul

este l (raportul lungimilor celor doui intervale).
P !

¢) O coardd a unui cerc este determinati daci se cunoaste pozitia mijlocului siu. O
coarddi este mai mare decit latura triunghiuluf echilateral inseris dacid mijlocul siu se gi-
seste 1a mai pufin de jumitate de razii distan}d de centru, adicii daci se giseste in inte-
riorol cercului concentric cu raza de doudl ori mai micd decit a cercului initial.

Fig. 1.6

Problema noastrd poate fi redusd la urmétoarea: Dacd se ia la intimplare un punct
din interforul unuf cerc de razd 1, care este probabilitatea ca aceasta sd apar{ini cerculul
concentric de razi 3/, ? Raspunsul este ’/, (raportul aritlor celor doui cercuri).
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Aicl da mllmplarc a Iost ales miJlocuI coardei.

d) Daci unitatea este raza cereului, lungimea unef coarde este dati de un numﬁr dm
“ntervalul [0, 2. O coarddi este mai micd decit latura triunghiului echilateral inscris daci

: Aungimea sa cste dati de un numir din intervalul [{/3, 2). Dacéi se alege la intimplare lun-
- ghnea coardei, atunci probabilitatea ca accastd coardd si fie mai mare deeit latura trjun-

Vs

;ghiului echilateral inscris este 2"2 (raportul lungimilor celor doui intervale).

,
Putem si dim §i alte interpretiiri (cam artificiale) expresief ,.la Intimplare® din aceastd
_jproblemi ‘si pentru fiecare din acestea si obfinem drept riispuns un alt numiir din inter-
valul {0, 1].
Concluzia de retinut este cd in problemele in care planeazd vreo incertitudine asupra
_“rsensului expresiei ,la intimplare® este bine sii preciziim interpretarea acesteia, altminteri’

zisedm si nu putem giisi o solutic unicd a problemel. Problema 6° este un exemplu griitor
‘in aeest sens.

~ Cititorul interesat poate reveni asppra acestei probleme si asupra notiunii de probabi-
fitate geometricdi (cazul unidimensional) dup# ce vom vorbi despre distribujia uniformi (1.7).

1.2. PROBABILITATEA CONDITIONATA. DEPENDENTA
S INDEPENDENTA' EVENIMENTELOR

Sa presupunem ci ne mtereseam probabxhtatea ca un nou nascut-si
aibd mai putin de 3 kg. Vom face un numir suficient de mare de obser-
vatii i vom calcula frecventa evenimentului. S presupunem ci apoi ne va
interesa daci sexul noului niscut are vreun efect asupra acestei proba-

- bilitati. Cu alte cuvinte ne va interesa.si probabilitatea ca un nou niscut
«de sex masculin si cintireasci mai pufin de 3 kg. Din punctul de vedere
«care ne intereseazi un nou niscut poate fi:
' — biiat (A),

— fatd (4), ‘

— sub 3 kg (B), '

— de cel putin 3 kg (B).

: Si zicem cid am luat sub observatie un numir mare n. de nou nascutl
" 'si am constatat ci dintre acestia :

m sint biieti (si restul de n—m fete),

p au sub 3. kg (restul de n—p au cel putin 3 kg),

q baieti au sub 3 kg (restul de m—q baieti au cel putin 3 kg).
Rezulta cil frecventa apantlex printre cei n nou niscuti a unui balat

- este f(A) =2, a unm nou niscut cintidrind sub 3 kg este f(B) = —, a
n

- unui biiat cintirind sub 3 kg f(A si By=-L, etc. _ 7
~ Se observi de asemenea ci frecvent;a aparntlex unui nou niascut sub 3 kg
printre biietii nou niscuti este-L .- Vom nota aceastd frecventi cu f(B/A)

m ¢

si vom spune cd este ,recventa aparitiei unui nou niscut sub 3 kg, stiind
" ¢a acest mou niiscut este biiat* sau cu notatiile noastre ,frecventa lui A

. conditionati de B“. Dacd nu .ne-ar interesa deecit aceasta freeventi am

putea renunta la inregistrarea .a n—m rezultate sau le-am ignora. Dacd
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: insﬁ vrem s-0 fncadrim printre- rezultatele celor n observatn 51,«5-0 scnem o

. ajutoml frecventelor obfinute din acestea, vom observa ca

L _g_ -
B/A) =L =1 M
[(B/A) = ﬂ )
.
_ La fel: f(A/B) = frecventa  biietilor prmtre nou nascutn cmtérmd'
sub3kg =L =42 _fAoD .
p pln : f(B)

In general, dacii efectuind de n .ori o expenenta un evenxment A se
produce de m ori dintre care de p ori impreuni cu un eveniment B:(carc
eventual se mai produce si fara A) atuncl frecventa producem lui B prmtre

" cazurile clnd s-a produs A este —— adxca . .

el

f(BI4) = RaD. o

fed)
. Aceasta ne sugereazi si scriem sx pentru prohabxhtatx
P(B/A) =249 D) payx0 : 1.2.1
(Bl4) = Z2E2, PA) £ 0 (1.2.1)

unde prin P(B/A) infelegem probablluatea ca evemmentul B sii se realizeze in
ipoteza cd evenimentul A s-a realizat (P(A) # 0) sau probabzlztalea lui B condz- :
fionatd de (realizarea lui) A.

In cazul experientei cu un numir finit de cazuri egal-posxblle egahtatea
de mai sus se demonstreazii cu usurinti (exact la fel ca pentru frecvente).
Intr-adevir, daci experienta are n cazuri (egal) posxblle dintre care m
favorabile unui eveniment A, p unui eveniment B si ¢ favorabile lui ¢A
si B» (printre cele m cazuri favorabile lui A q sint favorabile si lui B),

atunc1 P(4) =2, pB)==~; Pa sl By =21. Daci primim informatia |
n

¢i A s-a realizat, atunm stim cii a apidrut unul din’ cele m cazuri favorabzle
lui A, dar nu stim care si deci mai putem’ intreba care este probabilitatea
lui B. Cele m.cazuri devin acum cazuri (egal)-posibile. Dintre acestea q
sint favorabile .lui B si deci probabxhtatea Iui B dacdi A s-a realizat este

P(B/A) = ——adxcé
P(B/4) = _ P(A sl B,
A |
fn cazul in care,probablhtatea este definité ca. o functie de eveniment

satisficind anumite conditii (de exemplu a)— f) din 1.1) aceasti egalitat‘e o

"se ia ca definitie a probabilititii lui B conditionati de A. Se arati usor ci
daci fix¥m pe B(P(B) # 0) functia de eveniment P(-/A) satxsface aceleasx
conditii (1.3). co

Si refacem rationamentul de mai sus pe un exemplu. A
f{ O urnd can{me patru bile albe dintre care doud numerotate cu 1 si doud
numerofate cu 2 si cinci bile negre dintre care trei numerolale cu 1 si doud cu 2.
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th aceastd urnd se eo:trage o bild. Sd conszderdm evemmeniele
A : bila extrasd este albd.
B : bila -extrasd poartd numdrul 1.

Avem patru bile albe din noui si cinel bile cu numirul 1 din nouﬁ, dect P(A) = % . .P(B)=

-

= %: De asemenea, avem doui b,ilc albe sl cu numirul 1 din noui st decx P(A gi B) = % .

~ S& presupunem acum cd sintem suficlent de aproape de cel ce extrage pent.ru a vedea

<3 bila iesitd este albk sl suficient de departe pentru a nu putea vedea numirul inscris

peea In acest moment pcntru noi nu: mai ‘existd noud cazuri (egal) posibile ci patru: bila

1m A ag devenit dupit lm'eglstrarea reallzﬁrh acestuia cazuri posibile.. Fatﬁ de sxfﬁat;a fnitfala

. {inainte de extragere) in situatia actualié avem o informatie in plus (ci A s-a realizat). $i

in primul caz si-in cel de-al, dojlca ne poate interesa »probabilitatea Iui B‘ si dacd. vrem sd

‘mne. raportdm mereu }a situatia initlalﬁ in cel de-al dojlea ¢az vom .numi aceastd probablmate
s probabititatea lui B condltionatii de A“ scotind in cvidenti informatla suplimentar& ce s-a

adingat conditiilor initiale. :
‘ Dm celc patru camrl poslbﬁe dupli rcalizarea lu.i A doui sint favorabile lui B sl decl

{ -
”“"A)—i- PAWB

‘

In aphcam putem fi. pusx in sxtuatla de a calcula o probabxhtate cond:—,
{ionati in functie de ,probabilitaiile initiale” folosind direct formula (1.2.1).

- .. Dar-.mai des.vom - putea, .calcula direct, probabilitatea conditionatd tinind

cont de semmf)catxa ei concreti, ceea-ce va inlesni calcularea probahxhtitn
imitiale“ a altor evefiimente. Pé’ exemp]e se va‘intelege mai bme acest -
R ‘iucru

- ¥ O urnd conline lrei bile albe 5i pairu bile negre. Din aceastd urnd se c:ctrag

succesiv doud bile (fard intoarcerea bilei extrase). Considerdm evenimentele :
A : prima bild exirasd este albd,

. B:a doua bzla extrasd esle albd.

Ne intrebim ‘care ‘ésle probabllziatea ca a doua bt[a sa f' ie albd dacd prima
esle alba (P(B/A)) ? o :

!

:”Pentm a uphcn formula (1.2 1) trebuie sa cunoa.stem P(A si B) si P(A) Evident ,
Py =2
- 7

A si- B cste evenimentul ..ambele bxle extrase “sint albe*. Dacd extragem douﬁ dile
sueeesiv din totalul de .qapu), numaml cazurilor pos;bi]e este AS = 42 dintre care. !avornblle

" dul «A g Boal= 6 dect - R R N A PO A TR
SR s . i" B S S N
Pé{A { Bp) = — ==‘—im: ,conform 1.2.1):
,( st By) = B (1.2.1)
A
o P(BJA) = M ___..__~.1_ .
o A AN n'}'.P(AE)-‘ -3 ",' LRV e

e L t‘ R L. ,}4 A : .

an este rezonabil si procedim astfel cind putem ratxona altfe] : dacé prima bilii ex—

frasii este“albi; atuncn in ‘urni¢ ridiin  dond: ‘bﬂe albe si patru bile negre i dect probabili-:
1-

¥

- tntea ca a doult bili si fie albd, smnd cd prlma a fost albﬁ este P(B/A) = -2—;:

Eh




De aicl rezulta 'imcdmt P(A sl B) :

101 .
P(A sl B) = P(A)-P(BjA) = > . L_ 1.
(A si B) (A)-P(B|A) : 2 3=

Sd ludm an alt exemplu :

A Urna U, contzne trei bile albe si patru bile negre, iar urna U, conline
palru bile albe si cinci bile negre Din una din aceste urne (aleasi la mtxmplare)»
se exlrage o bild.

Considerim evemmentele :

_ Ay :urna aleasd (pentru efectuarea extragerii) esle U,, .
A, :urna aleasd este U, (a se observa ci Ay, = A),"
A :ldila extrasd este albﬁ

Nu putem spune dintr-o dat care este P(A). In schimb putem spune imediat cit este
P(A[A)) nu folosind (1.2.1) ci tinind cont ci aceasta este probabxlitatca ca bila si fie albd stiind -

cd extragerea sc face din urna U,: P(AJA)) = -g- La fel P(A/A,) = -:— . Ctmoscind aceste

probabilitiiu condijionate s¢ poate caleula imediat P(A) folosind o formuli pc ‘care o
vom da in 1.4. (Formula probabilltﬁtli totale.)

X O urnd con{ine 16 bile numerotate cu 1, 2, 3, ... , 16. Primele irei bile
sint albe, urmdtoarele 10 sint negre si ultzmele trei rosu. Din aceastd urndi se
cxirage o bild.

Sd re{znem cd avem 1, 2, 3, 4 5, 6, el 13 14, 15, 16.5i sd considerdne
e —
3 bile albe 10 bile 1 negre - © 3 bile rosi

cvemmeti'lele :
A : bila extrasd este neagn’
B : numdrul extras este < 9. _ . . -

Cu aceste notajii avem : . . .

\ Lo .
10 5 9 e 3 —_ .7
PA) = — = 3 PB)—-——' P(A) = —; P(B) ='— -
( O ( m i P(4) g (B) 0
Dacd stlm cii bila extrasii este neagré dar nn gztim ce numiir este inscns pe ea, atunc
avem 10 cazuri posibile (4, 5, 6,..., 13) dintre carc sase favorabile lui B (4, 5, 6,.7, 8, 9
Rezultd cid - ) . ) co T B

P(BJA) = T‘:)_=.§..

)

) Dacﬁ se realizeazﬁ A (bila wtrnsﬁ nu [ neagtﬁ)' avem sase cazu:i posnbile (1 2, 3
14, 15, 16) dintre care trei favorabile Tui B (1, 2, 3). Putem scrie .

, .
Probabilitatea,lui B cind nu ni sc d4 nici o infdiinajie asupra Jui A este 9/16; daci
stim ¢l A s-a re'\lizat probabilitatea Jui B devine 3/5; ‘daci stim ¢i A pu s-a realizat pro-

babilitatea lui B devine 1/2. De asemenea, putem obsérva ci P(A) = ;- I’(A/B)— —Z— =

N

@ e

4
H PAB-—-
(A [B) o




_ Vedem cii fiecare din evenimentele A, B- isi schimba probabilltate&' in funetie de rea-
lizarca sau nercalizarea celuilalt. Este natural s3 numim aceste doud evenimente dependente
, unul de celilalt din punct de vedere probabilistic. Noi vom spune pe scurt e# even!men-
tele A. B sint dependente.

S4 .eliminim acum . din' aceasti urnid o bili rogie — sii zicem cea ci numirul 16.
Acum avem .
: -.1,.2,°3,- 4,5, 6,..., 13, 14, 15
Ao et ot g et
'bile'albe 10 bile negre 2 bile rosil

Din aceastd urnit se e\ctmge o bili si consnderém evcnimentcle
A : bila cxtrasil, csthnej\gri
_ B numih'ul-obtinht este < 9.
In acest caz avem:

10 2 3 1
I’A)"'—::—; P(B) =— = —; PA)=-—;PB
( 15 3 ( 15 5'( 3 (B) =

:.nlw

Calculind diferite pxobab:litati condltlonatc ce se¢ pot scric cu cvenimentele A, B
A B. obtinem :

6 _ 2 = 4 2
PA[B)=—==; PA[B)=—==
( 9 ‘ 6 3

’

3 2 1
PAB=—==; PAB===—-

0 3 6 3

6 3 3 '

BiA) = — = ; P(BIA) = —
MBI =1r =50 X 5 \
- I - )
P(BA)=— =2; P(BA) ==
(BfA) el (Bf4) P

Ce se observii-? .Gi. probabxhtatea realiziirii (sau nerealiziirii) oriciruia
. din cele douid evenimente nu se modificd in functxe de realizarea, nereali-
zarea sau ‘ignorarea Aceluxlalt Este potrivit si numim doud astfel de evem-
mente mdependenie.

"Deti, in general, spunem ci evemmentele A, B sint mdependenle daci
‘sint mdephmte condxtule : -
' P(A) — P(A/B) = P(A/B); P(A) = P(A/B) = P(A/B).

P(B) = P(B/A) = P(B/A) P(B) = P(B/A) = P(BM)"' )
Ewdent cii au sens toate aceste egalititi daci P(A4)-P(4)-P(B)-P(B) # 0.

Cu aceasta restrnctxe sezpoate arita usor cil toate egalititile scrise sint echi-
valente intre ele si echivalente cu P(A si B) = P(A) P(B).

De exemplu
‘P(A§LB)

P(4) = P(4]B) % P(4) = Z0L

= P(A5i B) = P(4)-P(B).

Celelalte cazuri le lisim aici in seama cititorului (a se vedea si exem-
Vplnl din 1.3). Sintem condusi spre urmitoarea

Def itie. ‘Evenimentele A, B sint independénie daca _ o
" P(A si B) = P(A)-P(B). (1.2.2)
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,,,,, "'m fn doui sen=
. sun. In_primul,. rind putem avea de a, f,ace cp evpmmente a ¢dror dependenta_ ,
sau independenti nu este cunoscutd a priori ci trebule stabi’hta. Astfel ‘daci
vrem si stim dacd existd sau nu o dependenta intre obiceiul de a fuma’ 51
incidenta cancerului pulmonar vom' face in mumir mare de’ observatii, orga-
nizind cu grija experienta si vom compara frecventa imbolnévirilor de ¢ancer
pulmonar printre fumitori, cu frecventa fmbolnivirilor .de cancer pulmonar
printre nefumitori (sau cu frecven{a .acestor imbolniviri pe totalul populatiei
studiate). Daci aceste frecvente ar coincide (ceea ce*nu este. cazul) .am trage
concluzia ci evenimentele ,fumitor” si- ,bolnav. .de..cancer pulmonar®,_ sint.
independente. Acest caz se Teduce in ultimi instantd — dupd cum am ari-
tat — la stabilirea unei relatii de tipul (1.2.2) intre frecvenfe. Daci insid
vom constata ci existd o diferenti sensibild intre frecventele imbolnavirilor
de cancer pulmonar printre fumitori si: printre nefumitori vom trage con-
cluzia ci cele doui evenimente sint dependente..

. Celdlalt sens in care _putem intilni .notiunea de independen{i apare
mult mai frecvent si anume in cazul'in care avein de @ face cu eveninente
a cédror mdependenta este cunoscuta, reiese din context gi nu avém nici' un
dubiu asupra ei.

Sd presupunem cd se arunci doud zaruri. unul m§u st celdlalt ald (pentru
a le putea distinge) si sd considerdm evenimeniele

A: apare faja 1 -pe zarul -rogu, R ;-

B :apare fata 3 pe zarul alb.

Nu avem nici un motiv sé credem ci aparifia (sau neaparitia) fefei 1
"pe primul zar ar putea spori sau micsora sansele de aparifie a fetei cu trer
puncte la cel de-al doilea zar. De asemenea, reahzarea sau nerealizarea lui B
nu schimbi probabilitatea lui A, Charter

Urnele U, $1 U, confin bile albe si negre. Dzn fiecare din acesle urne se
extrage o bild. . ,

A : bila. extras& dm apnma uma’ esle alb& P

- B: bila extrasd din a doua urnd..este. alb& . N

“ Din nou observim cé evenimentele A, B sint mdependente in sensu!
cdi ‘realizarea sau nerealizarea unuia din ele nu modifici in nici un fel proba-
bilitatea de realizare sau nerealizare a celuilalt. Nu .avenr nici un motiv rezo-
nabil si ne indoim cd lucrurile ar sta asa.

Fiecare 'din cele doui expemente mentlonate aici constd in efectuarea
a cite dou# experxente independente. Astfel, »0 aruncare a unei perechi de -
zarurx constd in ,aruncarea primului zar“ si ,aruncarea celui de:al doﬂea
zar®. Ultimele doui experienfe sint mdependehte in sensul eid cunoasterea
rezultatului uneia ‘din experiente nu-. modx ica: probahxhtatea mclunux eve-
niment legat de cealalta experientd. ' v S RS

Extragerea a doud bile, cfte una din fiecare din urnele Uj si- Uz consta'
in efectuarea experientelor indep endente extragerea unei bile din U,“

extragerea bilei din U“. i :

-S& presupunem cii -0 experienfi & consti m efectuarea experientelor .
mdependente &, care are n, cazuri. cgal posxbxle §l &~ care are n, cazuri
egal posibile. : : .

-A este eveniment legat de pnma expenentﬁ avmd in cadrul acestem

m, cazuri favorabile, jar B este un eveniment legat de &2 §i are m, cazura

In aplxcatu pract.lce notmnea (Ie mdependenta, o mtf

A

P .
LR AN
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,r.

fas .oi'abxle dmtre ceib n8 cazu:n-posszle ale <1uh &54 Daci efectuim ambele
experiente (efectuiim &) se pot realiza ambele evemmente'A BE e

Experienta & are n, n, ¢azuri posibile. Un. rezultat al experlentel é
“este dat de un rezultat din multlmea Q, a rezultatelor posibile ale experien-
tel 61 si unul:din mul{imea £, a rezultatelor: posibile ale -experientei. &,.

Multlmea' rezultatélor' posibile’ale” experientei i& ‘poate fi reprezentata
prm multlmea {21 x* Q, (proddsul carl;ezxan) care: aré nln2 elemente.

htne s& ‘apara‘ un’ caz: dm ‘celé my faVOrabIIe Jui-A- in cadrul expem‘entex cﬁ;
impreuha cu in*caz -din cele al, favorabile: lui B -t cadrul - experlen!;el &

agee

Bezulta ca evemmentul «A 51 B» ”are mlmo cazun favorablle §1 JREE

.‘:.

Y L lse

P(A si B)

Daca expenentele 61 51 &z nu au amlndoui un numér fmlt de cazx;n
egal posibile recurgem la_frecvente si la tendm;a de stabilitate a acestora.
Nu putem spune ci. daci am . facut ‘de_n"ori experxenta & .avem egahtatea
exactd f(A.si B) = f(A) f(B) ci numaj-ci aceasta s¢ manifesti ca tendinti
cind n creste indefinit, ci experienta ne sugereaza ci egahtatea éxistd intre
constantele citre care ,tind“ frecventelé’ celor trei evenimente scrise, in
ultima mstanta, intre probabilititile lor. Pe un exemplu se va lamuri mai
bine .ce vrem. si.spunem cu.aceasta. .

l ;‘)é Sevaruncd- doua zaruri (nu neapirat ,,corecte,‘ ) §z conszderam evenimen-
ele s o ey - s e

A : aparifia /’e{ez 1 pe przmul zar, I SER

B : aparifia -unui numdr par pe al doilea zar.

Primul eveniment este legat de experienta aruncirii primului zar (&),
al doilea de experienfa aruncérii celullalt zar (&) 51 ammdoué de experienfa
8 a aruncirii celor doud zaruri. : :

S4 admitem cid aruncind de un numir mare de ori numai pnmnl zar
frecventa evenimentului A a manifestat tendmta de stabilizare in apropierea
‘unei valori p. Si presupunem apoi cii aruncim ‘ambele zaruri astfel incit B
s se.realizeze de un numir mare de ori. Nu este rezonabil si presupunem
cii frécventa realizirilor-lui A printre realizirile lui B (f(A/B)) . nu manifesti
aceéasx tendln;a ca frécventa lui A pe: tdtalul probelor‘ Mai precls, dacé
s-ar face de un nu}nér foarte mare de. on expenenta si: -

a) mregxstram toate prohele si calculiim frecventa lux A f(A) sau

b) ignorim probele in care pe al doilea zar apare un numir impar’ 'si
inregistrim numai probele in care s-a realizat B si cu a_]utorul datelor obti-
nute calculim frecventa Im A f(A/B) - .

&

C Al am comlderat eveﬁ!mentul A lcgnt de experienta €,*§i* ca eveniment legat

v _ de” experienta €. I -genéral’ nu vom face o- dlstinctle intre aceste.cazuri- Ca eveniment -

al-experientei. €,- (adici dacd s-ar efectua numai acesta) A are m, cazuri favorabile din n,
poslbile. Ca eveniment al experienfei €, acest eveniment are m,n, cazyri favorabﬂe din n,n,
posibile. De exemplu la aruncarea a dou# zaruri (ce se pot distinge intr-un fel astfel incit sa
_ pntem vorbi de primul zar si de al doilea zar) evenimentul ,,aparitiei fetei 1“ cind sc arunci
‘numail primul zar (sau“se ignord cel de-al doilea) are un, caz favorabil din sase,.jar eveni-
mentul ,.apariflel fetei 1 pe primul-zar®-cind-se arunch-doud-zarnri are.sase cazuri- fave-
:abﬂe din 36. Nu vom distinge intre aceste doud evcnlmente

R
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- Datoriti 1poteze1 de stablhtate a frecventelor si a faptului ci s-an luat
un numir suficient de probe este rezonabil si ne asteptam ca f(A/B) ~ f(A),

(f(A si B)/f(B) f(4)) adicd

f(A si B) = f(A)-f(B)

si ca precizia acestei aproximiri si creasci cu numirul probelor.

Concluzia care se desprinde din cele spuse aici este ci in aplicatii trebuie
sd tinem cont de semnificatia reald a notiunii de independenta.

Egalitatea P(4 si B) = P(A)-P(B) este echivalenti cu independenta"
(probabilistici) a evenimentelor A, B in sensul ci daci ea are loc, atunci
sintem siguri ci realizarea sau nerealizarea unuia din aceste evcnimente nu
influenteazii probabilitatea de realizare a celuilalt si reciproc dacid eveni-
mentele sint independente intelegind prin asta ci realizarea unuia nu poate
modifica probabilitatea celuilalt, atunci egalitatea are loc. In teoria mate-
maticii a probabilititilor unde nu dispunem de o semnificatie neformala
a independentei, egalitatea (1.2.2) se ia ca defmme a mdependentex eveni-
mentelor A, B. .

Sa jlustrim cele spuse pe doud e\cmple din cele mai simple.

K 1) Se aruncd un zar o singurd dald si se considerd evenimentele

A :aparifia uneia din fefele 1, 2, 3;

B : aparifia uneia din fefele 2, 3, 4, 5.

Sint aceste evenimente independente ?

Rezolnare. 1ntr-nd¢vér, nu putem rdspunde dinir-o dati la aceastd intrebare. Experienta
constdi dintr-o singurd aruncare a unui singur zar si nu avem la indemin& o
descompunere evidentd a acesteia in doud c*cpcncnte independente de care si legdm
cele doud cvmlmcntc Avem

1 l 2
P(A) = —; I’B) —=—=; DI(A s§i B)=
() 2 ( s 3 ( ,

o |

_ 1
3

si deci evenimentcle A, I verificd relajia (1.2.2) =

- . PMasn=o =2 2opaam

~
-~ LYl

. ceea ce asigurd indepéndenta lor. -
-e( " 2) Doud masini produc fiecare acelusi lip de piese. Se slie cd probabili-
talea ca o piesd produsd de prima masind sd fie defecld este 0,03, iar o piesd
produsd de cea .de-a doua esle.defectd cu probabilitatea 0,04, Se ia cile o piesd
de la fiecare masind. Care este probabilitalca ca amindoud piesele sd fie defecte ?
Dar -probabilitatea ca amindoud sd fie corecle ? .

Lezolvare. S notiam
A : piesa lnati de la prima masinﬁ este defecta (P(A) = 0,03) ;
" B: piesa luatu de la a doua masini .este clefectﬁ (P(B) = 0,04).

~Se ‘observd ci A si_D sint evenimente indcpendente, ci fac parte din e*(pericnte o

. diferite : ,.alegerea unel-piese de la prima masini* si ;,alegerea picsci de la a doua
* masindi‘“*, care sint indcpcndente deoarece orlcum am alege. una dm pxese nu pntem £
" influenta calitatea celeilalte. - ‘ Lo K

* In mod curent, in aplicat,ii nu. se mai scot in cviden{i experientele si nici noi nu.
o vom face decit atunci cind acest lucru se va impune.
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Ni se cere P(A si ‘B). Apcliim la (1 2.2)

_P(A sl B) = P(A)+P(B) = 0,03:0,04 = 0.0012.
’ [
Evenimentul ,,ambele piese sint corecte® se serie «A si B si

P st B) _P(4)-P(B) = (1 — 0,031 — 0 61) = 0,07-0,96 = 0,0312,

in aplicatia 4 din 1.1 s-a afirmat cd dacﬁ doi jucitori joacd doud jocun si in
- flecare din €le sansele sint egale, ntunci in cele doud jocuri sint posibile patru
rezultate echiprobabile. Desi acest lucru este destul de evident, sii vedem cum putem
aborda acum . aceasti problemé C - .
- Numim cei doi jucitori ,,primul* si ,.al doilea** si considerim evenimentele
A : primul juci#tor cistigd primul joc, !
B: primul juciitor cigligd al doilea joc.

- Evident, cunoasterca rezultatului unuia din jecuri nu modifici probabilitatea vre-

: : ) . 1
unui eveniment legat de celilalt joe. Intrucit jocul este echitabil P(4) =—0-;

| ’P(B)'~=—;-§i : - |
P(A i B) = PUA) (D) = % -§=-:-;
P(A si T) = P(4)-(D) = —;—[ —% - %
P(X si B)=P(4)-P(B) = ( . %) % - _11_
| P(A si B) = P(A)-P(B) = ( - %](1 - %) - li :

~In sfirsit si vedem cum se pune problema independentei unui humir
mai mare de doud evenimente. Acum trebuie sii gisim o definitie care si
ne asigure nu numai ci realizarea unui eveniment oarecare nu modificd pro-
babilitatea fieciirnia din celelalte .evénimente considerate (acestea ar fi inde-
pendenta doud clle doud) ci si cé realizarea unui grup oafecare din eveni-
mentele considerate nu modifici probabilitatea de realizare .l oriciruia (sau
a orxcﬁrora) dintre celelalte evenimente. 2
M0 urnd confine patru bile numerotate, 1 2, 3, 4 si Iudm
A : aparifia uneia_din bilele 1, 2;
B: aparilia uneia din bilele 2, 3 ;
C aparma uneia din bilele 1, 3.

Avem P(A)=%=—;-,. P(é)=%;‘P(C)=_%. N
PUAsiB=1= PU)-PB)
P(BsiC)=—= P(B)-P(C); "
P(Csi4)=21= PO)-P(A).

Ty . N
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“Rezultd ¢& evenimentele 4, B, C sint independente doud cite doui. Dacﬁ s¢ realizeazs ‘
evenimentul «A si By (apare bila 2) probabﬂitatea lui C dévine

* P(CeA §i By) =0,

Daci nu se realizeazii «A si B», atunci P(ClsA si Bov) = -g- .

Deci, dacd se realizeazi unul din cele trei evenimente nu se modifica
probabilitatea niciunuia din celelalte dou3, dar dacd se realizeazi' doud pro-
babilitatea celui de al treilea se modifici.. Putem spune cd aceste evenimente
sint independente doud cite doud, dar nu ci- smt mdependente in totali-
tatea lor. - : B

Dati trel evemmente sint mdependente doua clte doua v
P(A si B) = P(A)- P(B); P(B si C)y= P(B) P(C) P(A 51 C) ==
o . =P@-PO, |

' pentru a Aputea spuhe ci sint’ independente‘ar trebui si avem si alte conditii

care si ne asigure cd, de exemplu _ v .
P(C/<A si B») = P(C). o (1.23)

_Dar aceastd relatie se mai scrie succesiv |
P(Asi Bl O

PAw D) P(C);
P(A st B si C) .
. P(A)-P(B) ~P(C)" . oy
P(A si B si C) = P(A) P(B)-P(C). (1.24) .

‘Daci P(A) -P(B)-P(C) # 0 relatule (1 24) si (1.2.3) sint echivalente.
Deoarece relatia (1 24) este snmemci ln A, B C ea va fl echlvalenté
si° cu frecare dm relatnle Bt

(A/B si. C) P(A) P(B/A si C) P(B) R

Dccl mdependent;a a trei evemmenteA B C este amguraté de 'patrli ¢
relatn Ca . ST ST .
P(A si B) P(A) P(B) P(B sl’ C) P(B) P(C) : ‘(1 2.5).

P(A si C) = P(4)-P(C); P(A" si B i C) P(A) -P(B)-P(€):-

1n cazul a pafru evenimente mdependenta se exprxma scrunﬁ relahxle
de tipul (1 25) pentru cite doui, cite tréi si. Pentru toate patru Trecerea ‘

" la un numir oarecare de evenimente este ‘évidenta. @

Consideratiile ficute referitor la. utilizarea. notiunii de lndependenté :
a doui evenimente se pot face in cazul general.

Pentru completéri a se \'edea refermle la notmnea de mdependenta
din 1.3.

)74 Trei rdgdtori trag asupra unez 1mtc anul mmercﬂe -aceastd {inld cu

2 3 4
probabdilitatea 3 al doilea cu proba bililatea "k zar ‘o treilea cu proba bilitalea 5"

a) Care esle probabililatea ca finta sd fie A"atmsd:_d,e_trez ori ? b) Dar probabzlt-'
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taiea ‘ca finla-sd fte alinsd exdct de dauii ori ? Dar probabzhtalea ca lmia s& fze
alinsd cel pufin o daia 2 -

Rezolvarc‘ Luiim evenimentele ' :
A: primul trigitor nimereste {inta, '
B: al doilea triigitor nimereste {inta,
C: al treilea trigiitor nimereste tinta,
' Prin ipoteiﬁ P(A) = -z—; P(B) = —2—; P(C) = 4 - a) Evenimentul ,.tinta este
b} N .

atinsdi de trei ori“ se ponte scrie uA si B si C». Evenimentele A, B, C fiind
“independente

P(A sl Bsi C)= P(A)-P(B)-F(C) == .2 . 2L _2.
? 3 4 5 5

. .b) Evenimentul D ,tinta este atinsii de douii ori“ se poate scric
=(A sl B'sl C)sau (A st B si C) sau (4 si B si C).

Parantezele reprezinti evident evenimente incompatibile, iar evenimentele din
acecagi parantezd sint independente. Rezultd

P(D) = P(A si BsiC) + P(A si B si o+ P(Asl B si €)= P(4)-P(B)-P(C) +

+ P(4)-P(B) PO + P(A)P(B)}PO) =~ — =+ =2 +

c) Este mai usor de calculat probftbilitatea evenimentului contrar. Evenimentul
»tinta nu este atinsi® poale i seris «A si B si C» iar

1 1 1 .

P(4 51 B si C) = P(4)-P(B)- P(C) ~1.r 1t
3 4 5 60
o 1 59
Rezultd cj - probabilitatea evemmcntulul »iinta este atinsd” este 1 — — = —

60 60

Dupi ce vom avea la indemini notatii mai comode si mai familiare
precum si un nimir mai mare de formule, in 1.4 vom face mai multe apli-
catii dintre care unele se vor referi sau vor utiliza probabilitati condll;lonate
sau notiunea de independentd. ' :

1.3. UTILIZAREA TERMINOLOGIEI SI NOTA'[HLOR TEORIEI
MUL'[IMILOR AXIOMELE PROBABILITATIL.

~ De mai multi vreme, in mai toate cirtile de calculul probabxhtatllor
sint folosite notatiile si limbajul teoriei mul{imilor. Aceasta pentru ci
modelul matematic al teoriei probabxhtatllor este ansamblist.

Modelul matematic al unui aspect al lumii reale (sau cel putin o prima
formi a sa) este sugerat de multe ori de situatii sau observatii dintre cele
mai s:mple. Comentariile si imbunititirile ulterioare ale modelului pot avea
un tot mai pronuntat caracter speculativ.

-
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-+ Cind Euclid a inceput incercarea sa de a axiomatiza geometria (in
ultimi instan{i de a.creea un model matematic) nu a ficut-o pentru a deli-
mita geometria care azi ii poarti numele, ‘de alte geometrii (neeuclidiene)
pe care, desigur nici nu le-a bianuit.

Si scoatem acum in evidenti: unelg considerafii simple care ar putea
sugera modelul matematic ansamblist al calculului probabilititilor.

Pentru usurarea expunerii si considerim o experientd aleatoare simpli;
de exemplu, exiragerea unei bile dinir-o urnd ce conline 10 bile numerotale
1,2,3, ..., 10. Sd alegem nigte evenimente legale de aceastd experien|d :

A : numirul extras cste < 6; -
B: numiirul extras este = 3; . .
' C: numirul extras este par.
Experienta are o mulfime Q’-de rezultate posibile pe care o putem scrie

@={1,23 4586717389 10}

Se observii cii atunci cind ne gindim la evenimentul A ne gindim la o submul{ime
a lui Q’ si anume A’ = {1. 2,3, 4,5, 6}. Aceasta este mul{imea cazurilor favorabile lui A.
Se observii ci evenimentul A si muljimea A’ se determind reciproc. La fel, evenimentului B
fi corespunde mulfimea B’ = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} iar evenimentului C mulfimea C" =
¢ ={2 4, 6, 8 10}. )

Si trecem la o experientd care are o mulfime Q' (nu neapirat finitd)
de rezultate posibile. Fiecirui eveniment A ii atasim mulfimea A’ C Q'
a rezultatelor experientei favorabile realizérii lui A.

Se observi de la inceput ci evenimentului sigur Q ii corespunde mul-
limea totald Q’, iar evenimentului imposibil ii corespunde mul{imea vida:

Daci evenimentul A are mulfimea A’ de cazuri favorabile 5i evenimentul
B are multimea B’ de cazuri favorabile, atunci evenimentul ,A sau B“ se
realizeazi dacid'si numai daci apare un caz care realizeazii pe A sau® reali-
zeazi pe.B. Acest caz trebuie sd apar{ina uneia (cel putin) din cele doud mul-
timi ‘A’, B’. Rezulti ci muliimea cazurilor favorabile lui ,4 sau B, este
AU PB.

-La fel rezulti ci in cadrul acestei corespondente dipitre evenimente si
submultimi ale lui Q’ evenimentului ,A si B“ ii corespunde A" (" B’.

Evenimentului »non A« = A — care prin definitie se realizeazi daci
si numai daci A nu se realizeazi — 1ii corespunde multimea CA (comple-
mentara multimii A4’). i : '

Prin definitie ,,evenimentul A implici evenimentul B* dacd si numai
daci realizarea lui face certi realizarea Iui B. Deci orice caz favorabil lni A
se giseste printre cazurile favorabile lui B. Rezulti ci relafia ,,A implicd B*
este echivalenti cu A’ C B’.

Evenimentele A, B sint incompatibile, adici nu se pot realiza impreund
daci si numai dacii nu existd nici un caz favorabil atit Iui A cit si lui B, cu
alte cuvinte multimile A’ si B’ sint disjunctive. - e

Se vede ci oricare din submultimile lui Q' ce se alaseazi unui eveni-
ment il determind pe acesta si reciproc oricdrui evemiment {i corespunde
o singurid submultime a lui Q’. Pe scurt, putem spune ci fiecare eveniment'
se identifici cu o submultime a lui Q’. Daci vom nota cu A, B, ... eveni-

*  sau“ este luat in aceastii carte totdeauna in sens nedisjunctiv dacd nu se specificd
in mod expres contrariul.
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mentele si tot cu A4, B, ... submultimile corespunzitoare ale lui Q’ (care
la rindul lui il vom nota cu Q) obfinem urmitoarea dualitate de limbaj si

de .interpretare

Limbajul evenimentelor ~ Limbajul mulfimilor

Evenimentul sigur. Mulfimea totald Q.
. Eveniment. Submultime a Jui Q. .
‘Eveniment imposibil. Mullimea vida ¢F.
«A sau B». A’ reunit cu B, A'|J B.
¢A si B». _ : A intersectat cu B, A N B._
qnon A», A. Complementara lui 4, €4, 4, A°
A implicd B. A inclus in B, A C B. .
A, B incompatibile. A, B disjunctive, A N B = .

Uzul a introdus o anumitd suprapunere a limbajului ansamblist peste
cel al evenimentelor astfel incit uneori vom vorbi de ,reuniunea evenimen-
telor™ intersectia evenimentelor* sau de ,evenimentul complementar®
‘unui eveniment dat. Noi vom continua si utilizim si notatia peatru a
desemna evenimentul contrar lui A, deoarece aceasti notatie este destul

de comoda.

Retfinem cid evenimentele pot fi interpretate ca submultimi ale unei
anumite mul{imi Q — care la rindul ei reprezinti evenimentul sigur — iar
operatiile cu evenimente ,sau®, ,si“, «mon» devin acest caz respectiv ope-
ratiile cu multimi (Y, O, C. . . .

Modelul ne-a fost sugerat de cazul — care poate pirea particular — al
unei experienfe circia ii putem discerne toate cazurile posibile.

-Dar noi n-am urmirit si justificim modelul ¢i numai si-1 sugerim.
S-ar mai putea da probabil o interpretare a multimii Q care si ne sugereze
modelul. :

Poate cd e recomandabil ca in prima instan{i si ne mul{umim cu obser-

- varea perfectei analogii dintre proprietitile operatiilor cu evenimente ',,sau®,

»§1%, ,,non“ si operatiile cu multimi (), |J, .C in sensul ci orice proprietate
din teoria multimilor care se poate exprima numai cu aceste operatii se trans-
formd intr-o proprietate a evenimentelor prin trecerea la limbajul dual.
(Existd in matematicii teoreme care justifici destil de bine, interpretarea
evenimentelor ca mulfimi: teorema de reprezentare a lui Stone, teorema
Loomis-Sikorski). - ‘

Dar pentru ca o teorie si fie cu.adevirat o teorie matematici, pentru

a putea beneficia de intregul aparat matematic existent, ea trebuie si se
detaseze de acel aspect al lumii reale care l-a generat, si se poatd dezvolta”

independent de acesta. De aceea in teoria -matematici a probabilititilor
se lucreazd cu multimi foarte generale, cirora nu trebuie si li se mai atribuie
o semnificatie reali. _ .
Dupi punerea pe baze riguroase, axiomatice a teoriei probabilitatilor,
au fost gisite in interiorul modelului rezultate deja existente, ceea ce a dat
acestuia dreptul la viati. Apoi teoria matematici a probabilitatilor a cipatat
o puternici dezvoltare, in numeroase cazuri primind confirmarea practici
a rezultatelor sale, sau chiar devansind cerintele, astfel ca la aparifia unor

* Uneori de A (M B se mai scric AB si chiar se vorbeste despre »produsul; evenimentelor.
Dacd A, B sint incompatibile in loc de A{J B se mai scrie A4 + B.

.
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" probleme concrete acestea si-au gisit rezolvarea sau poSibilitatea rezolvirii
. in rezultatele teoriei pure. °

Dar si continuim cu descrierea modelului nostru. Deci Q este o mul-
time (numitd uneori si multimea evenimentelor elementare) iar un eveniment
este 0 submultime a lui Q. Din motive asupra ciirora nu vom insista aici
nu luim ca multime a evenimentelor, familia fufuror submultlmﬂor lui Q,
ci numai o anumiti familie Z de submul{imi ale lui Q. Acum, fiecirui eve- -~

' niment din X ii corespunde o probabilitate care este un numir real. Deci ’

probabilitatea face ca fiecirui eveniment din X si-i corespunda un numar
real (5i numai unul). Este deci natural ca in model s considerim prohabx-
litatea ca o functie P definitd pe X si cu valori reale :

PZ—>R' o

Dar aceasta nu ar ajuta la nimic daca P ar fi o aplicatie oarecare X — R.
Orice-astfel de aplicatie care se vrea model matematic al notiunii empmce (ce-i
drept, cam nebuloasd) de ,,valoare limitd“ (sau terminald—dupa unii autorl) a
frecvenlei trebuie si satisfacd proprietitile a)—f) din 1.1.

Dar odaté spus acest lucru apare deja o problemid. Printre aceste pro-
prietdti vedem

=

P(A U B) + P(A N B) = P(4) + P(B);
P(Q) = 1; P(A) = 1— P(4).

Dar domeniul ?3 definifie al lui P este familia X de parli ale lui Q si
cind scriem P(4), (B) P(A U B) P(A N B), P(Q), P (A% trebuie si ne
asiguram ca A, B, ANB, A% Q apartm Tui X.

Dacd vrem ca prlma dxn relai;ule scrise mai sus si fie valabild pentru
orice A, B « %, trebuic si impunem lui X conditii care si ne asigure ci
daci A € X si Be X atunci AU B e X siiA (B e X. De asemenea,
pentru a avea cea de a treia relatie de mai sus pentru orice A € X trebuie
sd cerem ca pentru orice A € X si avem A® € X. Trebuie desigur si ne

asigurim_si cid Q € X.
[Deﬁmp?. Fie Q o mullime nevidd. Familia nevidd X de parfi ale lui &

se numegle corp (de parti ale lui Q) dacd

1) pentru ,orice A € X avem A® € X, '

2) pentru orice’ A, B« X avem A|J B € X.

Proprietdfi. Orice corp X de parli ale lun Q satisface conditiile

Qe geX

4) dacd A = X, BEZatunaAUBEZ -
‘ Intr-adevir, daci A € X (X este nev:da) atunci A e X (conform 1y
si deci Q = A |J A° € X (conform 2). De aici & =Q° X,

Daci A € X, B e X atunci 4° € X, B®* € X (conform 1) si de aici
'A°|J B® € X (conform 2). In sfirsit, {inind din nou cont de 1 rezultd

ANB=(4UBYy e X
Datoritd asociativ ltal,n operatiilor M si U proprxetatlle 1 si 4 pot fi

scrise pentru orice familie finitd de par{i ale lui Q din X.

Putem spung ci un corp de parti ale lui Q este o familie nevidd de sub-
multimi ale lui Q inchisid la reuniune, finita, intersectie ﬁmta si trecerea. .
la complementari.

Desigur, daci A, B € X maj avem A—B=A N B* e X, AAB—_—-
—(A—BUB—4) =X -
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Acum are sens si definim o aphcatxe P alui Z'in R care si satisfaci

' conditiile a—f. Dar daci ne-am opri aici cu definirea prohabxhtatu, am limita

~extrem de mult posibilititile de dezvoltare a teoriei precum si aplicabili-
tatea sa din cauza constringerii de a nu lucra in acelasi timp decit cu un
numir finit de evenimente. Astfel, putem scrie P(A1 U4 U ...U4dy =
= P(4,) + P(A,;) + ...+ P(A,;) daci Ay, Ap ..., A, din X sint dis-
juncte doui cite doua, dar nu putem serie P(A; J 4, U L) = P(A1) +
+ P(A,;) + ... pentru un sir infinit A;, A,, ... de evemmente incompa-
tibile doui clte doui. Or, la tot pasul sintem pu$1 in sntuatxa de a lucra cu
siruri infinite de evenimente (vom vedea acest lueru si in paragrafele urmé-
toare).

Dé aceea este bme s# impunem lui X o conditie care si ne asigure inchi-
- derea sa fatd de reuniune numirabild si intersecfie numirabild. :

Definitie. 0 famzlle nevidd X C P(Q) se numesle ¢ — corp sau corp
‘borelian dacd

. - (o)A eZ%A"e-j{

f

(cz)A,.EZ,n>1=>16A,;ex

(aici §i peste tot in contmuare n este un numar intreg si pozitiv).
~ Evident ca orice ¢ — corp este si un' corp, deoarece

A.ejZ[BeZ:AUB-——AUBUBUB e X

Deci proprietitile 3 si 4 ale corpulm sint valabile si pentru ¢ —corpuri,
ultima dintre ele fiind valabili in acest caz si pentru familii numirabile de
parti ale lui Q din X (demonstratia este aceeasi).

"Acum putem defini probabilitatea P pe X impunindu-i si satisfacid

~ conditiile a—f din 1.1 dintre care b) generahzata la familii numérabile de
evenimente. Dar se arati usor ci putem sd impunem lui P numai o parte
din aceste condltn, celelalte fiind consecinte ale acelei pirti.

- Definitie. X fiind un o — corp de pdr{i ale lui Q se numesle probabilitate
(pe X) aplicalia
P:XZ—-R

. satlsfacind axiomele

- (P,) peniru orice A € X : P(A) o

(P;) dacd (A,), n > 1 este o /‘amzhe numdrabild de mulfimi disjuncte
doud cite dou& din X atunci

P(U A,,> = Z P(A,.)

n=1

(Ps) P(Q) =

Cu titlu de exercxtlu si aratim proprietalile enuntate in 1.1 si inca

vreo citeva.

"(Py) Dacd Ay, A,, ..., A,. din X sint disjuncle doud cile doud,

atunci

; P(4,).
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Demonstrafie. 4, U A;U ...Ude=4,U4,U...U4AUBU
@ U ... sise aplici (Py). ;
(Ps) A, Be X, BC A = P(A — B) = P(A) — P(B) unde A— B = A ( B".
Demonstralie. Evident A— B e X si A= B|J(A— B) iar B si
A — B sint disjuncte. Conform (?,) : P(4) = P(B) + P(A — B).
(P) A, Be X, BC A= P(B) < P(4) (preprietatea de monotonie a pro-
babilitatii).
Demonstrafie. BC A = P(A) —P(B) = P(4—B) >0 ((Ps) si (P)
(P;) Pentru oricce A = X, P(A°) = 1—P(4); P(@)=0.
Demonsiratie. A |J A° = Q, A () A= @& si P(A) + P(4%)=P(Q)=1
(s-a tinut cont de (P,) si (Py)); P(J) = P(Q°) = 1— P(Q) = 0.
(Pg) Pentru orice A € X, 0 < P(4) < 1.
Demonstrafie. @ C A C Q = P(F) < P(A) < P(Q) (coniorm (Py))

0 < P(d) <1 () si (P)).

(Py) A, Be X = PA— B)=PA)—PAN m. . ,
Demonstrajie. A—B=A—ANB) si ANBCA. Deci (P5) :

P(A— B) = P(A—(A N B)) = P())—PANB)

(Py) A, B X P(AU B) = P(A) + P(B)— P(A (O B).
. Demonslrafic. A\J B = B\J (4 — B)iar Bsi A— B sint disjuncte.
Deci conform (P,) .

~ PAUB) = P(B U(4 — B)) = P(B) + P(A — B)
si tinind cont de (Py) : ’
P(A U B) = P(B) + P(4) — P(4 N B).

Observafie. Proprictatea (Py,) se poafo generaiiza ;

(®10) P(UA) = P(4) = X -P(ANL) + T PANY, NAY— ... + (—1)"P(4,N
i=1 i<j. i<j<k :

AN .NAD.

Demonstratia acestei proprietiti se face drstul de usor prin inductie ti-
nind cont de distributivitatea intersectiei faa de reaniune $i o lisim in
seama cititorului.

Si mai observim ca proprietatea () riminz adeviirati dacd schimbam
intre cle operatiile |J si (0. $i pentru ci si reuniunea este distributivi fata -
. de intersectie se demonstreazi la fel ca (Py) si proprietatea'

(Po) P(f(:\1 Ay = EP(A)—ZIP(AUA4) + ZPA, U A, U 4. ..
+(=DPA U 4 U U Aa)

fn continuare dim citeva proprietiiti in carc intervin siruri infinite de
evenimente si probabilitatile acestora. Pentru usurarea scrierii vom introduce '
niste notatii. Dacii (A,), >. este un sir descrescitor (respectiv crescitor)
de multimi, adici pentrurorice n > 1, A, C A, (vespectivd,,, DA si
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ﬂ A, = A (respectlv, U A, = A) vom scrie A aJA (respectlv A ‘]‘A) La fel,

pentru §xrur1 de numere reale daci (%,)n>1 este un sir descrescitor (respectw
- cresedtor) si lim 2, = x (2 finit sau nu) vom scrie x,|x (respectiv a:,,‘f:r)

n—-oo

(Py,) AseX nz21, Al g = P(A,.)lO

Demonstrajie. Pentru orice n, A se scrie ca o reuniune numarablla de

parti ale“lui Q din X:
An= U (Ar— Ayp)
k=n )

si conform (P,)
©o N .
P(4,) =k§; P(A,— Ary).
. . =n
Pentru n = 1:

P(4;) = I;P(Ak — Apyy).

Din aceste relatii rezultd cii restul R, al seriei convergente ZP(A,—-—

— Apy) este P(A,,) si deci
lim P(4,) = 0.

n-»c0

Sirul de numere P(4,) este descrescitor conform (Pe)
O consecinti imediati este:
(Py). Daci A, = X, n > 1, atunci

" A,14 = P(4,)|P(A).

A, 1A = P(A,)1P(A).

bcmonslra{ie. A A =>4, —AlPP(A, — A)]0;

| P(4, — 4) — P(4,) — P(4)

A4 = A — 4,10 = PA— AN @5 P — A) = PA)— P(4,)

®Py2) Daca A;e X, i eI unde I este o familie finitd sau numdrabild de in-
dici afunci (proprietatea de subaditivitate a probabilititii) :

P(IUA,-) < ;P(A,).

Demonstrafie. Pentru I finit se arati prin inductie. Fie I = {1,2,.

..,n}. Pentrun = 2:

P(A1 U 4y) = P(4)) -+ P(4,) — P(A4; N 4,) < P(4,) + P(4,).

Daca

P(U 4) < Y P(4)
i=1 i=1
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atunci -

~

n+i n ' . n, ‘
PG 40 = POA) + Pltae — P 40 1 40 <

n41
ZPmaTPmMo—ZPmo

Daca familia de indici I este numdrabila, atunci luim I = N si\observém ;
' on - L3 '

U Ag 1‘ U Ai

i=1 i=1
si {inind cont de (Py)

P An) 1t P(U A9

i<n

si daci facem n — oo in (1.3.1.) rezulti : .

HGA0<ZHm)

Sd transcriem cu notatiile si limbajul de care dlspunem acum no(mmle
introduse in 1.2
¥ Definitie. Fi und datit probabilitatea P pe ¢ — corpul X de pdarli ale lui Q*
si B € X, P(B) # 0, se numesle probabilitatea lui A condifionald de B :

P(4/B) = 2408
P(B)
Aceasta se mai noteazi in mod curent cu Pg(A). Aplicatia P, : X— R (B fi-
xat) definitd cu ajutorul uneci probabilititi P pe ({, X) este de asemenza o0
probabilitate pe (Q, Z). Pentru a vedea acest lucru trebuie si aritim ci
verifici axiomele probabilititii. Acest lucru se face destul de usor si-1 l3sdm
cititorului ca exercitiu.
Sid trecem la notiunea de independenti a evemmentelor.

4 Definitie. Evenimentele A,,. As, ..., A, sialinlependenle dacd penlru orice
1<i,<i, <... <i, €n arem

- P(Ail n 14,2 n e m Ai")' == P(i’l,‘l)‘I)(Aiz} [P 'P(“l ,'r) (1.3.2.)

Dacé evenimentele 4,, A,,..., A, sint independente, atunci sint inde-
pendente si evenimentele B, B,,..., B, unde pentra orice i =1, 2,...,n
avem I3, = A,; sau B; = A,. Pentru a arita acest lucru trebuie si ariitim
ci daca toate relatiile de tipul (1.3.2) sint adevirate, orice relatie de acest tip
rimine adevﬁl‘ati daci inlocuim unul sau mai multe din evenimentele 4,
Ayy,..., A, prin complementarele respective. Este suficient s dovedim acest
lucru pentru cazul unei singure inlocuiri. Dupi accea se poate trece la cazul
mai multor inlocuiri, ficindu-le pe acestea una cite una. Si aritim cd (1.3.2)

* Cuplul (Q, X) sc numeste cimp borelian de ¢venimente sau spatiu probabilizabil,
iar tripletul (Q, X, P) cimp borclian de probabilitate sau spatiu probabilizat.
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“rémine valabili dach tnlocuim A, prin 4,. Notam B — AyN.. N4,
Putem scrie - , . :
- P(A$, N B) = P(B— A.) = P(B) — P(A4, N B) (conform (Ps))
Revenind la vechile notatii C .
PALNA,N...N A )=PA,N.. -NA,)— P4, N AcN...N A=
= P(At,)'P(At,)' ce ‘p(Ai,) - P(A‘,)’P(Ag’)‘ v 'P(At,) =
= (1— B(4,)))-P(d,)- .- +P(Ay) = P(A$)-P(4,)-. ... P(A,).}

Si trecem acum la independenta familiilor arbitrare de evenimente.

Definitie. Evenimentele familiei (A,),e, sint independente dacd peniru
- orice J finitd, J C I evenimentele familiei (A,); <; sint independente.

 Propozitie. Dacid evenimentele Aoy, 0 > 1 sint independente, atunci
‘ P(nAn)=HP(An)-
. nzi nz1

-

. ‘ n
Demonsirafie. Daci B, = M A,, atunci
' _ i=1

n ‘oo . N
P(B,) = 11 P(4)); B, 1N A S

Daci tinem cont si de (Py) vom obtine
\ " oo ) oo
Il P(4)) = lim P(B,) = P(N A).
A i=1 n-00 7 i=1
Incheiem acest paragraf cu citeva aplicatii,
I°. 8¢ se arale cd dacd A, Be %, 0 < P(4), P(B) < 1
‘ P(A/B) = P(A/Be)
atunci evenimenlele A si B sint independenle.; ,

Rezolvare. Egalitatea dati se scrie

P(AN B)_ PANE)
PB) Py

Tinind cont de (Py) sl (P,) obtinem

P(ANB) __P(4) — P(AN B)
. P(B) 1— P(B)

care scrisii sub forma cea maj shhpla‘i este

P(A N B) = P(4)-P(B).

Dacé 0 < P(4), P(B) < 1 este adevirats si reciproca,

22, Dac&' evenimentele A, B sint independenle si probabilitatea de a se

 realiza unul singur din ele este ! 2» atunci cel pufin unul din aceste evenimente
are probabilitalea /,. v -
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Rezolvare. Prin ipotezi P(A — B) + P(B — A) =-—;— + Aceasta se mai poate scric datorita

proprietitii (Py) 3 ~

P(A) + P(B) — 2P(AN B) =

|-

si deoarece A §i B sint independente
2P(A) + 2P(B) — 4P(A)-P(B) —1 =0
sau sub o formil convenabild
@ P(4) — 1)(1 — 2 P(B)) = 0.

3°. Fie (Q, Z. P) un spafiu probabilizal. Penitru orice A, B € Z notdm
-d(A, B) = P(A— B) + P(B— A). Si se arate cd peniru orice A, B, C =
e X .

d(A, C) < d(A, B)+ d(B, O). _

Rezolvare. A A B = (A — B) U (B — A) este diferenfa simetrici a multimilor A, B. Se
verifici ugsor relatia

AACCAABU(BAOQC.
Aplicind P acestei relafil st tinind cont de (Pg) si:(Plz) obtinem §ucceslv
a4, O =PUAACS PFAAB)UBAC)S PAAB) +H(B AQ) =
_=d(4, B)+ d(B, C).
4°, Evenimentele A,, As,. .. A,, salisfac. condiliile
Va‘) A, CUA4;
i#t :

) AANA;NA=E pentru orice 1 < i <j <k €n.

Se . cere :

n .
o n _ 1
¢) sd se arale cd P(iL=J1A,) = ; P(A)),

d) si se deducd cd in limbajﬁl evenimentelor grupul de condifii a), b)
este echivalent cu afirmafia : - :

dacd se realizeazd unul din acesle evenimente, atunci se mai realizeazd
unul si numai unul din celelalte.
Rezolvare. c) Scrise desfisurat relatiile a) sint
A C 4, U AU U 4
A, C A U AU...U A4,

.................................

A, C AU AU U 4




Dar evident relatia M C N éste echivalentd cu M NN=M
Folosind aceast# observatie, putem scrie conditiile a) sub forma

A= (4, ﬂ A?) U 4, N Aa) U . U (Al ﬂ Au)'
A=A NAAUMA:NA)U...UMA.N4) o (33)

In fiecare din aceste relatii parantezele din membrul drept sint disjuncte doua
cite dousi, deoarecc intersec{ia a doudi astfel de paranteze este intersecfia a trei
multimi diferite din ccle n si conform conditiei b) aceasta este vidi.

Trecind cu P peste ficcare din relatiile (1.3.3) obtinem

P(Ay) = P(A; N A} + P(AL N Ay +...+ P(A: N A,),

P(A)) = P(A: M A) + P(A; N A)+...+ P(4.MN 4,)

....................................................

Insumind aceste egalitidti rezults

ZPA)=23% P(A; N Ap
i<\j
, .

sau altfel scris:
. . . .
ZPAUJA)=— E ' P(A)). (1.3.4)
i<j 2 '
\ - Dar conform proprietitii (Pyo) si conditici b) :

P(U 4) = EP(A) — T P(4,N 4)).
i<y .

De aici si din (1.3.4) reiese

P(U 4) = -;- > P

~d) Tinind cont de dualitatea de limbaj prima relalic (1.3.3) de exemplu,
se citeste : realizarea lui 4, implici realizared a cel pulin ununia din eveni-
mentele A4,, A;,..., A,. Totalitatea relatiilor (1.3.3) ne asigurd ci dacd se
- realizeazdi unul din cele n evenimente, atunci se rcalizeazi cel pulin doua.
Dar ‘conditia b) spune ci cele n evenimente sint incompatibile trei cite trei,
adicd nu este posibild realizarea a mai mult de doui evenimente.

Observajie. Concluzia ¢) se pisireazi, evident, daci in loc de ipoteza b) luim ipoteza

1) P(A;N A, N A) =0 pentru orice 1< i< j< k< n.

A

5°. Folosind rezultatele problemei precedente si al problemei 5 din 1.1 sd
se arale cd dacd se aruncd un poligon convex rigid de diamelru mai mic decit
2a pe un plan pe care sinl trasale drepie paralele cu distanfa 2a Inire cele con-
. secutive, alunci ptjobabilila/tea ca acest poligon sd fie tdiat de o dreapld a relelei

este 2‘%, unde prin L am nolaf perimeirul poligonului.
. T .
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Rezoloare. Fie ay, d,..., a, laturile poligonului si"At evenimentul : latura a; este intersec-
tati, { =1, 2,..., n. Se observd ci evenimentele Ay, An..., A, verificd condi-
tiile a) §i b") deei verlficdt §i c): '

|\

Fig. 1.7

n .
P(U 49 f% S peao. (13.5)

i=1

n .
Sii observim ci B =.U A, ecste evenimentul ,,cel putin o laturd este interscctatd
!=

sau echivalent ,,poligonul este intersectat®,

Acestui eveniment i citutim probabilitatea.

Dac# ne intereseazd numal P(A,) (! fixat) putem face abstractie de existenta ce-
lorlalte laturl st presupunem cd se aruncd un ac de lungime a; §i probabilitatea
intersectiiril acestuia va fi conform problemei 5° din 1.1, ‘ 4

a.
P(A) = ;—;—

Revenind 1a (1.3.5) putem scrie

P(B) = Za L |
Coo2am 2aw .
Observafie. Rezultatul se piistreazit dacii in loc de un poligon se aruncd o curbil fnchisd’
convexi rigidi cu diametrul mai mic decit distanta Intre paralelele consecutive.

1.4, FORMULE $I SCHEME PROBABILISTE - |

tn acest paragraf, asa cum reiese §i din titlul siu — vom da citeva for-
mule uzuale al calculului probabilitatilor si vom prezenta unele scheme pro-
babiliste. Desigur ci ne vom mirgini doar la acele formule ce pot fi expuse
pe baza materialului de care dispunem in prezent. :

_ Rolul schemelor este de a da o rezolvare unor probleme de un anumit
tip, pentru a nu fi nevoiti si apelam de fiecare datd la un rationament sau
la un calcul complicat cind intilnim o problema de tipul respectiv. De exem-
plu, una din scheme di probabilitatea ca un eveniment de probabilitate cu-_
poscutd si se realizeze de un numdir de ori, cind repetim experienta de care
e legat de un numir dat de ori. Odata cunoscuti aceastd schemd, dacd vom
intilni o problemd in care este datd o anumitd experientd care se repetd in
conditii identice, putem apela la rezultatul cunoscut. '

’
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: 1.4.a.‘Be§uia‘ de inmul;iie a i)r[qbabilitﬁ;il(;r. .
PN A3 N, N A2) = P(A,)-PAJA)P(AS/A, ( 4.
< | L PAJATN AN N Ay,
.Demonstrafie. Folosind direct definitia probabilititii conditionate
| - P(4) =Py,

Pa‘ll 2 ° o ’
e P(A,/A,) = ‘—I(Q)—“

P(AJA{ N Ay) = W,

.

? A”/ ’ ) V e - — P(Aan:n---nAn—lmAn)
Pl A, M 4, ﬂ NA4,-) P N4 Any

i egalitatea eiutati rezulti din inmulfirea membru cu membru a acestor
velatii, L

Observafie. Aceasta este o generalizare a cazului evenlmenteloi' indepcndente. Daci A,
Agpenes 4, sint evenimente independente, atunci

P(A,N A N.. N Ap) = P(4,) -P(A,)...P(A,,).

RWV. .

¥ Aplicafii. a,) Intr-o urnd sint 5 bile albe si 3 bile negre. Se scot trei bile
ana clle una fdrd tnloarcerea 'bilei extrase in urng. Care este probabilitatea ob-
dinerii a trei bile albe ? Dar probabilitatea de a avea doud bile albe si una

nneagri ?

ARezwlvare. Introducem notatiile ;

Ay: prima bil§ extrasi este albd,

A,: a doua bili extrasid este albd, : : .
A,g: a treia bild extras# este alba., -

Cu aceste notatii: )

‘ N .
P(d) =2 = —; P(4,/d) = =3 P4 N 4) = 2.

De exemplu P(A,]Al‘ﬂ 4A,) este probabilitatea ca a treja bily s fie albi stiind
cd in primele doudi extrageri au iesit bile albe (stim deci cii in urni sint trei
hile albe i cinci negre).

‘Aplicind regula de Inmultire a probabilité{ilor probabilitatea evenimentului ,,cele
trel bile sint albe* (4, A, N 4;) este :

P(Ar N A1 4,) = P(A)P(4,/A,) P(4, /A, N4y = L. 4.3 _ 1 -
2 9 8 12

Pentru a riispunde Ia. cea de a doua fintrebare si observiim ;:i . evenimenful B
»doudt albe una neagri®* se seric o

B=(AxnA:nX:)U(Axnzani)U(anAanAa)
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adicd este rcuniune de ti'ci evenimente incompatibile. Vom nplbica deci mai !ﬁt’ﬂ
regula de adunare a probabilitatilor :,

P(B)=P(A;ﬂAzOEa)+P(AxﬂA—zﬂA;)+P(X,nAaﬂA=).' s~

Apoi aplicim regulil de inmultire a probabilitililor :

- - 1 4 5
P(A N AN ED) = PADPAA) PESA A A) =— + === %
A ;- — — 1 5 1 _ 5*
P(Ax ﬂ Az ﬂ As) = P(AJP(A;/A;)P(A;[A; ﬂ A:) = ‘;’ "3 d ; = ‘_6"
— . 1 5 1 _5
PA N A NA)=— o= o —=—.
2 9 2 36
In sfirsit
< <
I)(B)»=£.+.'.)_+.f’_=._a_,

36 36 36 12

Observafic. Recomandim si se compare aceastd rezolvare cu cea care se poate da cu ajus
torul schemei bilel ‘heintoarse, care se giiseste expusd in acest paragraf.

ﬁ?’ a,) Intr-un lol de 48 de piese 3 sint defecte, iar tn alt lof de 50 de piese
3 sint defecie. Din fiecare lot se iau cile frei piese. Care este probabilitalea sd
avem primele doud piese bune si a treia defecld din primul lot si trei piese bune

din cel de al doilea lot ?

Re-olvare. A : din primul lot se iau dou# piese bune si apoi una defectd,
' \‘B: din al doilea lot se iau trei piese bune,
A, : prima piesd din primul lot este buni,
A,: a doua piesi din primul lot este buni,
A,: a trela piesi din primul lot este defectd,
B, : prima piesi din al doilea lot este bund,
B.: a doua piesi din al doilea lot este bund,
B, : a treia piesi din al doilea lot este bund.
A, B sint eveni_mente independente :

P(A N B) = P(A)-P(B).
Pe de alti parte ‘ ,
A=A N4ANA;; B=B,N BN By

de unde rezultd

45 44 3

P(A) = P(A)P(A:JA)P(AJA N A)=—+—+—,
(4) (A1) P(A:]A)P(As]A, )4847,4
o 47 46 45
P(B) = P(B)P(Bs/B)P(By/By(\ B)=— « — + —
(B) (x)(l.)(l;ﬁ)so4948

si in- sfirgit
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14D Formula probabilititii totale

" Dacd Ay, A,,..., A, formeazd. un sistem complet de evenimenle, atunci

peniru orice evenimw avem._ .. e ——
(o) ZH(a)piala, + P(4;) P(A/Ay) + ...+ P(A,)P(A/A,).
Demonstrafie. Reamintini ca o mulfime de evemimente formeazi un
sistem complet de evenimente, daci acestea sint incompatibile doui cite
doui si reuniunea lor este evenimentul sigur. Altfel spus, din acele evenimente
se realizeazi cu certitudine unul si numai unul. :
Un eveniment A nu se poate realiza decit impreuns cu unul si numai
unul din evenimentele A,, A,..., A,.

A=ANAYUM@NA)U... UM 4.

(Aceasti relatie rezulti imediat si dac# intersectim cu A in ambii membrii
ai relatiei Q = A, U4, UJ.. . U 4, si tinem cont de distributivitatea’ in-
tersectiei fatd de reuniune). Daci trecem cu P peste aceasti relalie, ob{inem

P(4) = P(A N A) + P(A N A) +... + P(4 N 4,)

si conform regulii de inmultire a'probabilititilor

| P44y = Pa)-pasa, |
si formula este demonstratd. '
< by) Se dan doud urne identice in exlerior. Una confine trei bile albe si
patru bile negre, iar cealaltd patru bile albe si cinci bile negre. Din una din aceste-

urne aleasd la inlimplare se extrage o bild. Care este probabilitatea ca bila ex-
lrasd sd fie albd ? :

Rezoloare. Considerim cvenimentele ;
A, : extragerea se face din prima urni,
A,: extragerea se face din a douna urni,
A : bila extrasi este albi.
Se observéd imediat ci A;, A, formeazi un sistem complet de evenimente si

‘ 1 1. 3 _ 4
P(4) =—-; P(4y) =5 P4/A) = i P(4/4) =3

Aplicind formula probabilititii totale puten‘i scrie
3

i 1 1 4
P(A) = P(A)P(AJA PAJPA[A) = — . 2 4. 2 . 5 _ 990,
' (4) (A)P(A/A) + P(4,)P(A/A,) 2,{+29

<& b,) Intr-un depozit se aduc piese de un anumit tip de la trei ateliere. Pri-
mul atelier are doud magini care fabricd aceste piese si dd3% rebut; al doilea
atelier are doud magini si did 2% rebut, iar al treilea atelier are trei magini gi
- dd3% rebut. Care este probabililatea ca o piesd luatd la inttmplare din depo-
zit sd fie defectd, stiind cd fiecare magsind produce acelasi numdr de piese in uni-
tatea de timp ? '

Rezolvare. Introducem notatiile :
A, : piesa provine de la primul ateller,
A, : piesa provine de la al doilea atelier,
A,;: plesa provine de la al treilea’atelier,
A : piesa este defecti.
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Este evident ci A,, A; A, formeazd un sistem complet de evenimente. S& miai
p . observim ci in depozit sint aduse piese de la sapte masini dintre care dou# gint -
. ’ fn primul atelier, dou# in al doflea, trei fn al treilea atelier. Rezults :

P(A;) = —3—; P(AQ:%; P(A:) == %.

“In datele problemei se mai spune
v Pl = 5 PAIAY = 2 P(AAY = -
_ Y 1007 100 ¥ 100

In aceste condi;ii

i’(A) = P(A)P(A|A,) + P(A)P(A]A)) + P(A)P(A[As) =
s 3 2 2 3 3 19

—_—— — — O m— =

.7 100 7 100 7 100 700

Zl.& cz‘h Formula lui Bayes

Dacd Ay, Ag,..., Ay formeazd un sistem complel de evenimenle, atunci
pentru orice eveniment A - .

‘ P(A;)-P(A]A)) + P(A2)-P(A|As) +... + P(A.)"P(A]A;)

(i=1,2,...,n)

Demonstrafie. Conform regulii de iﬁmultire z-a probabilitatilor
P4 N 4) = P(A)-P(4/4),
/ | P(A; N A) = P(4,)-P(A/A).
Din aceste egalitati rezultd |

P(AJA) = P(_fyl)%;t_/zi_o ]

Sau dacd scriem P(A‘) conform formulei probabilitatii totale

P(Ag/A) — P(A)P(AAY)
P(A)P(AJA) ...+ P(A)P(A[A,)

Obscrvafie. Se observd cil daci A;, Aa..., 4, sint echiprobabile :

P(A)) = P(Ay) =...= P(4,) = -1—, formula lui Bayes devine
T rL ‘ '
P(AJA
PlAA) = — (AIA)

: ; . (1.41)
P(AJA) ...+ P(A[AL) A

, + -¢,) Se dau doud urne identice in exterior. Una confine lrei bile albe si pa-
tru bile negre, iar cealalld patru bile albe i cinci bile negre. Din una din aceste
urne aleaséd la inttmplare se ia o bild de asemenea la intimplare. Dacd bila ex-
trasd este albd, care esle probabilitatea ca ea sd provind din prima urnd ?
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Rezolvare. Se observd ci datele acestel probleme sint’ cele ale problemei b;). Vom folost si
notatiile intreduse la rezolvarea problemei b,). Cu acele notatii probabilitatea care
ni se cere se scrie P(4,/A). Se observd de ascmenea, ci evenimentele A, A, sint
echiprobabile : -

P(A)) = P(A,) = -;— + Vom folosi forma (1.4.1) a formulei lui Bayes:
!
N Ty g T RS 4]

e P(AJA) + P(AJA) 8 4
' 79

Y ¢,) Inir-un depozil se aduc piese de la trei aleliere. Primul alelier are doud

masini care [abricd aceste piese si dd 3% rebut; al doilea alelier are doud masini -

si dd 2% rebut, iar al treilea alelier are {rei magini si dd 3% rebul. Dindepozit

a fost luald o piesd care s-a dovedit a fi defectd. Care este probabililalea ca piesa

sé provind de la al doilea alelier ? Dar probabilitatea ca ca sd provind de la al

treilea ulelier ? ‘

i

213

(41}

Rezolvare. Datele problemei sint cele de la b;). Cu notatiile de la rezolvarea problemei ~b,)
si pe baza formulei lui Bayes putemr serie: .

. 2 2
PCALA) = © PAYP(AJAS) _7100 _ 4
P(A)P(AJA)) + P(A)P(A]A,) + P(A;)P(A]AY) 19 19
700 - .
| 2.3
P(Ay1A) = - PAJP(AJA) - 7w _ 9,
P(ADP(AIA) + P(ADP(A[A)+P(A)P(A/A) 19 19
: - 700

1.4. d.} Schema hilei neintoarse o

-Intr-o urnd sint a_bile albe si b bile negre. Din aceastd urnd se exirag n
bile una cile una fdrd fnloarcerea bilei extrase in urnd (sau se scof n bile deo-
daid). Probabililaiea ca dintre cele n_bile & sd fie albe 5i = n—a sd fie negre
estc : . _— > . .o \ -

. C:~CE
Cop : : . \

Dacé in urnd sinl bile de m culori : a, de culoarea c;, a, de culoarea
Cay. .., Ay de culoarea c,, si dacd se extrag n bile deodatd (sau una ciie una \
fard tntoarcerea bilei extrasd in urnd), atunci probabilitatea. de a obfine «, bile
de culoarea ¢,, ; bile de culoarea cs,. . ., ay bile de culoarea ¢, (2y + @3 +. ..
+ ap =n) este : .. o N
' CaiCar-Com .
Cartart ¥an

, Demonstrafie. Pentru usurarea expunerii considerdm cazul a doud culori.
- S& presupunem ci se iau n bile deodatid. Numirul cazurilor posibile este
C24y. Un grup o« de bile albe dintr-un total de a poate fi luat in C7 mo-
duri. Un grup de P bile negre din totalul de b poate fi luat fn C§ mdduri.
Un grup deabile albe si un grup dep bile negre pot fi luate in C3-C§ moduri.
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Probabilitatea ciutati este
: cach

Catp

Dacé bilele ar fi fost luate una cite una, numirul cazurilor posibile ar fi
fost Az,= n! Chy. : 7

Un grup dinainte stabilit de « bile albe si 8 bile negre poate fi luat in-
tr-un singur mod dac# bilele se iau toate odatd si in n ! moduri (n = « +
=+ B) daca bilele se iau una cite una. Drept urmare in a doua varianti nu-
miérul cazurilor favorabile este de n! ori mai mare decit in prima variant.

Intrucit in a doua varianti atit numirul cazurilor ‘posibile cit i numi-
rul cazurilor favorabile creste de acelasi numir de ori probabilitatea va fi
aceeasi in ambele cazuri. ‘

In situatia cind in urni sint mai mult de doui culori, rationamentul este
absolut acelasi. :

— d,) Sd se demonsireze relafia

(G + (CH* + ...+ (CD* = g,
folosind rezullatul de la schema bilei neintoarse.
Rezolvere. Intr-o urnd sint 2n bile: n albe §i n negre. Din aceastd urnd sc iau n bile de-

odati. Probabilitatea aparitici a & bile albe 5i n — & bile negre este conform schemei
bilei neintoarse ’

.
n

]
Dacd A, este evenimentul ,,apar k bile albe si n — k bile negre* atunci p; = P(A,)

§i cvident A, A,,..., A, formeazd un sistem complet de evenimente. In conse- -
n’ .
cinta Zp, = 1, adicd
k:o
- n n
1 .
et E (car=1; E (CR)® = By
in
k=0 k=

4' d,) Intr-o urnd sint cinci bile albe si cinci bile negre. Se scol irei bile suc-
«cesiv fdrd infoarcerea bilei. -Care este probabilitatea obfinerii a trei bile albe ?
Dar probabilitatea de a avea doud bile albe si una neagrd ?

Rezolvare. Accasta este problema a;) din acest paragraf. Acﬁm. cunoscind schema bilei ne-
’ intoarse putem da rﬁspunsql direct la fiecare din cele doud intrebiri:
3 2, !..
S -Ll'espectiv Gl _ 5
¢, 12 (& 12
K dy) Inir-un lot de 100 de piese, sase piese au defecte remediabile, pairu
piese sint rebuturi, iar restul sint piese bune. Din acest lot au fost luale la in-
timplare 10 piese. Care este probabilitatea ca din acestea sapte sd fie bune, doud
§d aibd defecte remediabile si una sd fie rebut ?

Rezolvare. Se observd cid problema se incadreazi in schema bilei nefntoarse. Putem inter-

preta piesele de cele trei categorii ca bile de trei culori diferite. Asa fncit putem -

scrie” direct rezultatul
Cl-C:-Cl

cit
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{T.4%. e.} Schema Iui Poisson

Dacdi evenimentele independente A,, A.,..., A, au probabilildli cu-
noscute : : :

P(A;) = p1; P(A) = pai...; P(4,) = pa

atunci probabililatea ca din cele n evemmente sd se realizeze k (sz sa nu se
realizeze n— k)este coeficientul lui z* din polinomul : :

1 0 = (o + 1) + 09 (Pt + 1) W

unde ¢, = 1—p;;i=1,2,...n.

Demonstrafie. Pentru comoditatea expunem si luim pentru inceput
n=4, k = 2. Evenimentul a ciirui realizare inseamnii realizarea a doui
evenimente si nerealizarea celorlalte doué se scrie

4:N4.N J‘Is N fial) U@ N4sN fiz N fi-x) U N A;ﬂ fie N -‘ia) U
(4, ﬂAaﬂfilﬂfL)U(A ﬂfhﬂfixﬂfis)U(AaﬂA(;ﬂ filn fiz)
El este reuniuncza a sase evenimente incompatibile, fiecare dintre aces-
tea fiind intersectia a patru evenimente independente. )
Probabilitatea acestui eveniment este ‘ .
PsP:Gss + PiPs92qs + PiBadeds + PoPasads + P2PaGifs = PaPafife-
Este evident ci tot atit este si coeficientul Iui x* din polinomul

Qi) = (P& + q)(PsT + )(Psz -+ g)(Pat ~+ ga)-

Acum este destul de clar ci in cazul general, evenimentul a cirei realizare
inseamni realizarea a k din cele n este reunmiunea « CE evenimente, fie-
care dintre acestea fiind intersectia a n evenimente independente

U@N Ay NN Ay N, N oo N4y
Probabilitatea acestui eveniment este
ZPiyPiyt o Pyt - -y
Acesta este si coeficientul lui 2* din polinomul

Q) = (P + )22 + q2) - . . (Pu® + ¢)-

Obscrva}ii. 1) Dup# cum rejese din demonstratic se vede ci aceastd reguld nu simplifici foarte
mult calculul probabilitatii respective. Ea ne scuteste numai de scrierea eve-
! nimentulul. Dar insisi existenta unel reguli este destul de utild. In plus, aceasts
reguld este de asemeneca utild la deducerea altor rezullate. Vom avea prilejul
s-0 mai intilnim in acest capitol. N -
2) Uneori se vorbeste de probabilitatea ca un eveniment ‘A legat de fiecare din
experienfele independente I,, E,..., E,ssid se realizeze de k ori cind se fac
toatc cele n experiente, cunoscind probabilitatea evenimentului A in cadrul
fieciirei experiente. \
Desigur aceast® exprimare confine un abuz de lmbaj. Aici nu este
vorba de un acelas eveniment ci de n evenimente independente care pot avea
chiar probabilititi diferite. Consideraren unul singur eveniment se bazeazd pe
o suprapunere a exprimiril verbale a celor n evenimente. Conventioual se
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acceptdi acest abuz de limbaj atit timp cit nu ‘conduce la confuzie; neacceptares’
sa ar face destul de greoaie unele exprimiirl.’ Intr-un fel, ne-am folosit §i mof
de-el pind acum §i ne vom folesi in continuare la nevoie,

Sa presupuncm cii avem n urne care coniin bile albe §i megre in proportii
cunoscute §i cit in fiecare urnd se extrage o bili. Care este probabilitatea sii
apari k bile albe §i n — k bile negre?

Aici este vorba de n experienfe independente : ,,extragerea unei bile din prima
urnd* ,extragerea unei bile din a doua urni®, etc. Daci s-a precizot experi-
enfa, se poate vorbi de evenimentul ,,aparitia unei bife albe. Dar cum nu
putem considera in acelasi timp decit evenimente legate de o aceeasi’ exper-
jentd, in cadrul experientel globale care constd In extragerea celor n bile vom
vorbi de evenimentele independente ,.aparifia unet bile albe din prima urni,
aparitia unei bile albe din' a doua urni®, etc. i vom spune cit se cere pro-
babilitatea realiziirii a exact k din aceste n evenimente. Dar este destul de
" clar §i cind spunem cdi se cere probabilitatea ca evenimentul : ,aparitia unei
bile albe*¢ sd se realizeze de A ori cind facem cele n experiente

#— e,) Avem frei loturi de cite 100 de- piese. In primul lot {rei piese sint
defecte, in al doilea lot patru pzesc sint defecte, iar in al treilea lot cinci piese
sint defecte. Din fzecare lot se ia cile o piesd. Care este probabzhtatea obfinerii
a doud piese bune si a uneza defecte ?

Rezolvare. Evenimentele :

A, : piesa lnatd din primul lot este buni.

A, piesa luatd din al doilea lot este buni,

A,: piesa luatd din al treilea lot este buni

sint independente §i

- 97 96 - 95
=PA = — =PA)=—' =P_4 B et

; P (A, 100 )28 (A, 100, Ps (4, 100

100

Probabilitatea ca din cele trei évenimente si se realizeze exact doud este coefl-
cientul Iui x* din polinomul -
(0,97 = + 0,03)(0,96 * +0,04)(0,95 = + 0,05).

3 4 5
_--1_p_——-;q_—-1_.p_—- ; =1— —=—
o ! 100 ! : 100 o bs

J(V e,) Palru trdgdlori trag asupra unei linfe. Prirﬁul alinge finta cu proba-

bllllaleag , al doilea cu probabzlztatca—;, al treilea cu probabilitatea —5-, iar al

patrulea cu probabilitalea-:—. Care este probabilitatea ca finta sd fie atinsd exact

de trei ori ?
Rezolvare. Evenimentele

A, : primul tragitor atinge {inta,
A,: al doilea trigiitor atinge {inta,
4,7 al treflea trigitor atinge tinta,
A,: al patrulea trigiitor atinge {inta,
sln{ independente gi

2 3 4 5
P1=P(A!)=-3'7PI=P(A=)_=‘Z';P:=P(Ax)=‘g‘;Pc=P(Ac)’"—"’g'

1 1 1 ~ 1
‘41=1-Px=’§‘; Q:=1—P3=?; q==1-p,=;: q.=1—p,=E'
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;3 . ! N : f ) " : L .
Ay A% 245 0 |
Pro%bllitat?lz&cmin acé}ﬂ«ipatru evenimente si se realizeze trei si unul nu, este
coeficientul Tui z¥3in polit'quul ‘ : '

N NS .
3 3J 4 4 5 5J16 6

1.4.5.1Schema binomiali{ sau schema lui Bernoulli

Se considerd o experien{d si un eveniment legat de aceastd experienid, de
probabilitate cunoscutd p. In acest caz probabilitatea ca acest eveniment sd se

realizeze de k ori cind se efec!,uza.zd_da_n_ox:a-e:np@irnla este
Po. = Cop***

unde ¢ = 1—p. 7 ,
Demonsirafie. In general, fiind date n evenimente independente avind
aceeasi probabilitate p, probabilitatea ca dintre acestea sd se realizeze exact

. k este — conform schemei Iui Poisson — coeficientul lui 2* din polinomul

-~

Sz QT+ .zt ) = Gz + 9 (g=1—p)

Acest coeficient este (binomul lui Newton) Cip¥q"-¥. Un mod de a ob-
Aine un numir oarecare de evenimente independente avind aceeasi proba-
bilitate p este considerarea unei experiente de care este legat un eveniment
de probabilitate p, repetarea experientei de numirul dorit’ de ori si conside-
rarea in fiecare probi a evenimentului respectiv. Pe un exemplu se inte-
lege mai bine ce vrem si spunem.Si luim experienta aruncirii unui zar si
legat de ea, evenimentul ,aparifia fetei 1“ de probabilitatea /4. Daci facem
de n ori experienta, atunci evenimentele ,aparitia fetei 1 la prima aruncare”,
»aparitia fetei 1 la a doua aruncare®, etc. sint independente si au aceeasi

- probabilitate.’

~# f.) Se aruncd o pereche de zaruri de sase ori. Care este probabilitatea ca .
(exact) de trei ori sd obfinem un lotal de saple puncle ? ‘

Rezolvare. Intr-o singuri prob# evenimentul ,,un total de sapte puncte* are sase ‘cazuri favo- -
rabile din 36 (egal) posibile si deci probabilitatea sa este p = -3—1— = %- - Probabi-
litétea ca in gase probe acest eveniment si se producii de exact trei ori este —
conform schemei binomiale | - :

1\ (5 s

g{—| =]

)
~# f2) Un trdgdtor atinge o fintd dinir-un foc cu probabilitatea 0,8. Dacd
trage 10 focuri asupra fintei, care este probabilitatea s-o afingd exact de 8 ori?

Rezolvare. Este evident c3 ne incadrim tn schema lui Bernoulli cu n =10, p = 0,8, ¢ = 0,2
k = 8. Rezultatul este ’

“C0.8° (0.2

Cu schema binomiali fincheiem expunerea unor aspecte ale acelei mici
pérti a teoriei probabilititilor in care nu intervine notiunea de variabila ale-
atoare. De aceea problemele care urmeazi au un caracter recapitulativ si nu
sint tfoa{:e legate de formulele si schemele care au facut obiectul acestui pa-
ragraf.




“k 1°. O urnd confine n bile numerolate 1, 2,. . ., n. Se'extrag la inlimplare
una ctle una, {oale aceste bile. Spunem ci la extragerea k s-a produs o concor-
dan{d dacd in urma acestei extrageri se obfine bila cu numdrul k. Care este pro-
babilitatea obfinerii a cel pufin unei concordanfe ?

Rezolvare. Notdm A, evenimentul obiincrii unei concordante la’ extragerea i(i = 1, 2,..., n).
Din cele nl moduri in care ar putea iesi cele 'n bile (n — 1)! sint favorabile eve-
nimentului A,. (Intr-adeviir, celelalte n —1 bile: 1, 2,..., i—1, i +1,..., n
pot iesi intr-o ordine arbitrari.) Deci

Tpag ==V 1 g n)
nl n .

(Sau alt mod dc a rationa: la extragerea { poate apare in egald misurd oricare
din cele n bile 1, 2,..., n; dintre aceste n cazuri pesibile unul singur este favo-
rabil Iui 4,.) )
Dacé fixdm doi indici oarecare i, j; 1 < i< j < n atunci din cele n! cazuri po-
sibile (n — 2)! cazuri sint favorabile cvenimentului 4, M A, (deoarece intr-un caz
_ favorabil (n-— 2) bile pot iesi intr-o ordine oarecare)
2)! 1

Pa, N Ay == _
nl nn—1)

Sau: la extragerile i §i j se poate obiine orice pereche ordonati de numere;

8 $ " (
numirul acestor perechi este 47 = n(n — 1) si dintre acestea una singurd reprezinté
un caz favorabil pentru A, (M 4,.)
In general, daci 1 < i, <i.<...<i < n:

n — i}

P4, N AL N...N 4 = {n— R
n!
Evenimentul A ,,aparitia unei concordantc® se poate serie

A=4,UAU...UA,. ° '
Reamintim formula (Pj,) :
P(U 4) = SP(A) — SPA N AY + ZP(A N A N A —. .. + (— 1)*PAN

NA4:N...N A,).

: . A n — 1)1
in cazul nostru prima sumd are n termeni fiecare egal cu-—(——)—-

ny .
(n — 2)!

nl

a doua sumy

" are C?, termeni fiecare egal cu , a treia sumdi are Cf, termeni ficcare egal
’

-9
cu -(-n—"—)! , ete. Rezulti

nl .
_ oy — 3 .
P(A) = C}u'l‘— c2. o2 +C3. “—”+...+ (— 1)n+xc:.l.
n n! n! n!
“Dar:
ck (n— ! _ n! .(n—k)!=l
"o (n—Il nt X
si In sfirsit.
1 1 1
PA)=1— — 4 = —. . (=11 _ .
) 2! 3! ( ) n}




‘Probabilitatea de a nu avéa nici o concordantd este

) 111 1
PA)=1—PA)=— —— +— +...+(— D" —.
(4) “ 21 3t 41 ( nl
Observafie. Se stié ci pentru orice x € R,
43
. ez=1+i+£.+x_+”_
IR § | 2! 3!

Pentru x = — 1

(-]
}
e_1=l'_1____1_+_1__.” —_ E :(_])kq-l 1
21 3! 41 ‘ Y

. vt

Seria de mai sus converge foarte rapid. Probabilitatile calculate in pro-
blemi sint foarte apropiate pentru diferite valori ale lui n > 4. Astfglf dacd
numairul bilelor este mai mare ca 8 atunci primele sase zecimale ale proba-
bilitatii ramin neschimbate oricare ar fi acest numaér.

Enuntul problemei poate fi gisit in multe variante. Forma inifiala a fost
dati de Montfort intr-un tratat asupra analizei jocurilor de noroc publicat
in 1708.
¥ 2°. Doui persoane aruncd succesiv o ‘monedd ale cdrei fefe le numim a si b:
Jocul este cistigal de acela care objine primul, la aruncarea lui fala a. Sd se
calculeze probabilitatea de cislig pentru fiecare din cei doi jucdtori, stiind cd pen-
tru fiecare jucdtor probabilitatea ‘de a obline fafa a dinir-o aruncare este Y,

Rezolvare. Prima melodd. Notim cu p probabilitatea de cistig a celui care arunci primul
si cu ¢ probabilitatea de cistig a celuilalt. Intrucit evenimentele ,,primul jucitor
cistigd“, ,,al doilea jucdtor cistigd* sint evenimente contrare

p+g=1
Considerim evenimentele :
A : primul jucditor cistigd jocul, )
A, : primul juciitor obtine faja a la primna aruncare.
Evenimentele A, A, formeazi un sistem complet de evenimente si P(A) = P(A,) =

1
= — + De asemenca .
2 \

P(AIA) =1 P(AIL) = a.

Justificiirile acestor -doudl egalitifi sint imediate: daci la prima aruncare aphre

faia a jocul se incheie cu victoria primului juciitor ; daci la prima aruncare a sa

primul jucitor obtine fata b, el trece in situatia celui care arunci al doilea.
Aplicind formula probabiflit#tii totale rezulti

P = P(4) = PAIPIAIAY) + PGAP(A/A) = -;- + —;-q.

Din ecuatiile

w

: 1,1
t+g=1;p=—+—
2 2!

y 4=

rezulti p =

|
w|m




. . 1

Meloda @ doua. Pe ansamblul aruncirilor celor doi juciitor, primului jucitor i
revin aruncirile de ordin impar. Deci problema se poate pune si altfel. Se arunci
moneda pindi la aparitia fefei a. Care este probabilitatea ca numirul arunciirilor
sd fie impar ? ' \

Pentru a se realiza evenimentul ,,numirul aruncirilor cste impar" trebuie si avem
una din succesiunile .care mai jos sint notate A, Apee.

a; bba; bbbba;... *
Ay A, A,

(Tatd un exemplu de situatie in care sintem nevoiti si lucrdim cu o infinitate de
evenimente). Evenimentele A,, A, A,... sint la rindul interseciiei de trei, cinci,

1
sapte,... evenimente independente si de probabilitate — fiecare.
: 2

Deci :

1 1 1
P(A,) = -;-; P(A,) = ; ;s P(A,y) = —;;

. .
Probabilitatea ceruti (probabilitatea de cistig a primului Juciitor) este

1 1 1 2
—t ===
2 23, 28 3

X 3. Trei jucdlori A, B, C joacd un joc in urmdtoarele condifii. Mai inlii
Joacd A cu B si C std; apoi joacd C cu invingdtorul si tnvinsul std, s.a.m.d.
dupd fiecare parfidd invinsul este inlocuit. Este declaral invingdtor acel ju-
cdior care cistigd doud partide consecutiv. S se calculeze probabilitatea de cis-
lig peniru fiecare jucdtor.

Rezolvare. Mai intii mentionim cii acest sistem de joc este destul de
des intilnit (mai ales printre sahisti). Daca sint trei amatori si participe la
un joc de doui persoane se procedeazi ca mai sus, pentru ca nimeni si nu fie
exclus. In problema noastri nu se specifici natura jocului. Daci ar fi vorba
de sah lucrurile s-ar complica prin introducerea posibilititii de remizi si-
prin usorul avantaj pe care l-ar avea c:1 care muti primul. In problema
noastrd vom subinfelege ca fiecare partidi di un fnvingdtor si cii sansele
sint egale in fiecare partida. Pentru ci natura jocului nu intereseazi putem
presupune ca fiecare partidd constid in aruncarea unei monede, stabilindu-se
in prealabil fata cistigitoare pentru fiecare din cei doi jucitori care-si disputi
punctul in acea aruncare. ’

Vom nota rezultatul fiecfirei partide cu notatii de genul A(B), B(C), B(A) etc. prima
din acestea de exemplu insemnind A cistigi la B. Daca scriem A(B) C(A) B(C) vom in{elege
cd in primele trei partide A cistigi la B, apoi C cistigd la A, apoi B cistigi la C. In fie-
care parantezd este trecut fnvinsul, iar in fata parantezei invingitorul. Oricare din eveni-
mentele A(B), B(A), A(C), C(A), B(C), C(B) are probabilitatea 1/2. Un eveniment de .forma
A(B) C(A) B(C)... este intersectic de evenimente independente de probabilitate 1/2.

Sé introducem evenimentele :

D : jucditorul A cistigd jocul,
E: jucitorul A cistigh prima partids.  P(E) =% . ‘ ;
Conform formulei probabilititii totale ; '

PD) = P(E) PDIE) + P(E) P(DIE) = <. [P(DIE) + PDIE].
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"\ ' Probabilitatea ca jucitorul A si eijtige jocul .dupi ce a eistigat prirul punct (P(D|E)
este probabilitatea reuniunii succesiunilor urmitoare (incepind cu a doua partidi).

A(C). C(4) B(C) A(B) A(C) C(A) B(C) A(B) 'C(A) B(C) A(B) AC).. ..

Aceastif probabilitate este

Probabilitatea ca A sii cistige jocul dupd ce a pierdut primul punct \(P_(D/E)') este
probabilitatea reuniunii succesiunilor incompatibile (ifcepind cu a doua partidd) :

C(B) A(C) A(B), C(B) A(C) B(A) C(B)A(C)A(B),C(B)A(C) B(A)C(B)A(C) B(AYS(B)A(C)A(B)syne | .

RuMﬁ‘
— 1 1 1 1
PDIE)y=—4+ —4+—=— 4...=—
28 28 28 7

“In sfirgit :

fP(D):%.(%‘.;..;_):%.

Deoarece A si B care incep jocul au sanse egale probabilitatea de ci#lig pentru B este
<4 - . 4 .
1ot1i4.si deci probabilitatea ca jocul si fie cistigat de C estc—-‘—.
' _ 17

Observafie. Dacit se trage la sorti perechea care incepe jocul si sansele de a incepe sint cgale
pentru toli, atunci datoritd simetrici probabilitatea de cistig ar fi 1/3 pentru fie-
care jucilor. ' .

~ 4°. Trei Irdgdlori trag cile un foc asupra unei finfe. Probabililatea de succes
pentru fiecare din cei Irei (ragélori este respecliv p,, P2s Pa. Dupd trageri s-a
constalat cd linla-a fost atinsd o singurd dald. Care esle probabilitatea ca ea s

[t fost alinsd de primul irdgdtor ?
\

Rezolvare. Introducem notatiile :
Ay : trigitorul { nimereste finta; i =1, 2, 3
" B: un singur trigitor nimereste tinta.
In primul rind si observim ci

AANB=4N4A.NA,
st deoarcce A,;, A, A; sint evenimente independente
P(AN B) = P4, N AN D) = P(A) P(I) PA) = pd — p)(1 — py);

Pe de alté parte (v. schema lui Poisson) P(B) este cgal cu coeficientul lui x din
polinomul ; ’ '

P+ )P+ )P + @) i=1—p; i=1,2 3 ) ,
P(B) = pi1.q; + f’:q:fla T+ Paf1qa
in problemd ni se cere P(A,/B). Avem:

P(A,NB) — Pt EYPY
P(B) MG + P:ils + Psigs

.

P(A, D) =
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Probabilitatea ca’ succesul si fi fost realizat de al doilea si respectiv al trejlea

este
" P(A4]B) = P(A, (N B) - . P2G1G5 ;
P(B) pgets + Puiifs + Pstads
) P(ASIB) —_ P(AS nB) _ Paqn‘h .
) P(B) P10:0s + P20aGa+ Psdad:

- & 5. Sd se arale cd dacd evenimenlele A, B, C, D sinl independente, atunci -
y si evenimentele A \J B, C U D; sint independente.. De asemenea A, B, C{J D
' sint independente.

Rezolvare. Folosind distributivitatea intersectici fati de reuniune obtinem.
(AUBNCUD =ANCOUEBNGOUMNDU (BN D)
Din formula (Pjg) din 1.3 deducem acum -
P(AUBNECUD]=PANC)+ PBNC)+ P(AﬂD) + P(Bﬂﬁ) -
—~PANBNC —-PANCND)+PANCNBND)~PBNCND) -
;o - P(A N BN D) = P(4) P(C) + P(B) P(C) + P(4) P(D) + P(B) P(D) —
| — P(4) P(B) P(C) — P(A) P(C) P(D) — P(B) P(C) P(D) — P(A) P(B) P(D) +
+ P(A) P(B) P(C) P(D) = [P(A) + P(B) — P(A) P(B)][P(C)+ P(D) —
N ' — P(C) P(D)] = P(A U B)-P(CU D).

Alld cale. (A BYN(CU D) = @NBHUEND ,
P(AUBNECUD)=PANB +PCND) - PANENCND) =
= PAN B) + PEN D) — P@A) P(B) PC) PD) =PANB) + P(€ N D) -

— PANBPCND)=1-(1 - PANB (1 —-PCND)=1-PAUDB)
o P(CU D)
‘ P[(AU B)N(CU D)] = (AU B)P(CU D).

fn mod aseminitor se demonstreazii partea a doua a propozifiei.

Observafie. Se pot face numeroase alte afirmatii. De exemplu, daci A, B, C, D, Esint inde-
pendente, atunci A {J B, C D sint independente sau A — B, C, D sint inde-
pendente, sau (A N C) U B, D E sint indzpendente. Trecerea la un numir oa-
recare de evenimente este imediatd. Coneluzia care se desprinde este urmitoarea :

- dac avem o familic de evenimente independente si dacd imparfim aceastd familie
fn subfamilii disjuncte, atunci orice afirmatic am face asupra evenimentelor unei
subfamilii, aceasta nu modifici probabilitatea de verificare a oricdror afirmatii
ficute asupra evenimentclor celorlalte subfamilii. '

~6°. Evenimenlele A,, As,.. ., A, sint independente si au probabllztajt cu-
noscuteP(A)) = p;; i=1, 2,...,n. Si se calculeze probablluatea ca din cele
n evenimenie sd se realizeze un numar impar. , .

Rezolvare. Prima mefodd. Fie B; evenimentul a cifrui realizare inscamni realizarea a exact k
din cele n cvenimente. Evident, B,, B....., B, sint evenimente incompatibile




doud cite doudt si reirenimentul A a cirui réalizare fnseamnd realizarea unui numir
impar din evenimentele A,, A...., 4, s¢ scrie

/ A= Bl U Bu U ese
unde reuniunca se face dupd to{i indicii impari mai mici ca n.
P(A) = P(B)) + P(B;) +...

Dar P(B,) estc — conform schemei lui Polsson — coeficientul lui = din polinomul
Q@) = (Pt + 1 — p)(px + 1 — po)...(pyx +1 — p,).
Din cele spuse rezultii cii P(A) este suma cocficien{ilor puterilor impare din poli-
nomul Q(z). P '
- Dacd T(x) esle un polinom cu coeficienti numerici
T(x) = ey + a1 + a;2* 4+ ax* 4. .. + a,x*
atunci

T(l)=ao+a,+a2+a,+...+ a,
N~ =a —a + a —a;+...+ (— 1)a,

1 o, Lo

_,"[T(l) - (- 1)] =a,+ a, + a; +..
fn cazul nostru

1 1
P(4) = ;[Q(l) - Q- = ;[1 = —=2p)(1 - 2p,)...(1 - 2p,)].
Mc!édd a doua. Fie B, evenimentul a clirei realizare inseamnd realizarea unuf
numiir impar din primele k evenimente date si -
P, = P(B,)

S3 mai observiim ci

By=A1; k> 128 = (Beea N A U B N AD)
: ! (verificati )
B;_. se referd la primele & — 1 evenimente* deci este independent de Ay

P(By) = P(4,) = p, '
P(By) = P(Bi—y N Ax) + P(Bia N Ap) = P(Bm)P(A) + P(B_)P(Ar).  (k>2)
S refinem regula de recurenti . ,‘ '
. Py=p,
Pi=Pi,(l — p) + (1 = Po_)pe. 2<k<n

A doua relatic se mai poate serie
' ' 2P, —1=(1 — 2p)2P,_, — 1), k = 2. 1.4.1)

s

1 1
Se vede cit dacd p, = l , atunci Py = -;—si dacd n>k Py =—=> P ,=

2 2 2 2

adici Py = pt. j = k. Aceasta inseamni ci daca printre evenimentele A,,

0=

* Dacd luim AAD = (4 — B)UJ (B — A) atunci operalia A este asociativi (exer-
cijiul) ceea cec ne permile si vorbim despre A,AA,A...AA, pentru orice n >2. Si se
arate cii pentru orice evenimente C,, Cy..., C, evenimentul C,AC,A...AC, se realizeazi
dacd sl numai dacd se realizcazd un nwmir impar din cele m evenimente date.
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Ayl .., A, existi unul de: prohhbilitate 1/2, atunci_P, =-—;— » Reciproc,.- dac#

existd indici j pentru care P; = -; ,» atunci fie k primul indice cu aceastd proprie-

| =

tate. Dacd & = 1 atunci p, = P; = —, jardaca k > 1, atunci P,_;# —;—. P, =

=~% si tinind cont -de asta in (1.4.1) rezultd p, = 1
‘ 2

1 .
Daci p. # ;I: =1, 2,..., natunci dind Ilui kvalorile 2, 3,..., n in(1.4.1) si

fnmultind relatiile obinute rezulti

2P, — 1= — (1 — 2p)(1 — 2py)...(1 — 2p,) b

P, =

0 | =

[1—@—2p)1 —2ps)...(1— 2p)-

-’

Se observd apoi.ci formula rimine adeviirati si dacd existd b, 1 < k<n astfel

cap—l- )
e= .

¥ 7 (Ruina jucdtorului) Jucdlorul A dispune de a lei, iar jucdlorul B
de suma de b lei. Jocul constd inir-un sir de parlide. Cel care cistigd o parlidd
dd un leu partenerului. Jocul confinud pind cind unul din jucdlori pierde lofi
banii (se ruineazd). Daci in fiecare perlidd sansele sint egale care esle proba-
bilitatea ca A sd ruineze pe B?

N

Rezolvérc. fn orice moment al jocului suma totald de care dispun cei dof juciitori este a + b-
Fie P, probabilitatea ca un jucdtor care dispune de ‘n lei din cei @ + b sd-si ru-
ineze adversarul. Observim cil

Py=0, Po,=1.
Putem scrie pentru orice n =1, 2,..., a +b—1
1 1 -
P,=—P,,+—P, . (1.4.2)
2 2

Intr-adevidr, daci ne fixdm atenfia asupra unui singur jucdtor si acesta dispune
de n lei si C este evenimentul ca el si-si ruincze adversarul, jar C, este eveni-
mentul ca in primul joc ce se va disputa si cistige un leu, atunci

P(C) = P(C)P(CICy) + P(CHP(CIC). (1.4.3)
Dar .

I [y

P(C) = PG =

™~

¢

far pe de altd parte, daci juciitorul nostru avind n lei cisligi jocul ce urmeazi,
el trece in situatia unui-juciitor ce are n 4 1 lei din cei a - b si probabilitatea
de a-si ruina adversarul devine:

P(C/CI) = Pu+x-
La fel B
" P(CJC)) = Pyore
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- Tnlocind i (1.4.3) obfinem (1.4.2) care exprimil ci numercle Py, Py, Py...Posy
formeazii o progresie aritmetici. Tinind cont e¢d P, = 0, P,,, = 1 rezult} ¢ ratia

acestel progresil este + De alci rezultd c#i probabilitatea succesului final este

a+b

.
P, = a -
. a+b
pentru jucdtorul A si
Pb = b
a—+b

pentru jucitorul B.

. ~ . f )
Observafie. Dacii jocul nu este cchitabil, adici sansele nu sint egale in fiecare partidi, re-
zultatul are o formii mai complicati. Dacdi cu notatlile introduse in rezolvarea

problemei

P(C)=p; PC)=1—p=gq

atunci (1.4.3) devine
P, = pPy, + ¢Pus. (1.4.4)
Accasta este o ecuafie cu diferenfe finite de ordinul doi. = .

Ne vom mirgini alei strict la cazul care ne intereseazi. Vrem si gisim toate sirurile
" de numere reale (x,) care salisfac conditia:

) e + B F YT =05 ¥n>1; (6 Py R— {o}) B* > day. )
Mai intii vom ébserva cia dacid -(:c,,) si (:r,',) sint doud siruri indeplinind conditia de '

mai sus, atunci §i (A%, + 2,252 A2 € R) este un astfel de sir.
S4 considerim acum ecuatia de gradul doi

wxt B +y =0

cu ridicinile (reale si diferite — prin ipotezdl) z,, x,.
Deoarece x, este o riadicinid putem scrie

aa? - Bz, +y = 0.
fnmulfind aceastii egalitate cu x’l"l (n>1)
a4 Baf + vaf ™l =0

gl deci daci =z, = 2f, alumci (z,) este unul din sirurile cdutate. La fel, o altd solutie este

B

- sirul (13),,;.. Deci 91 sirul (x,) dat de egalitalca ‘

Gy = 2T F A (1.4.5)

/
unde A;, A, € ! sint arbitrari — constituie o solutie. Dar (1.4.3) constituie forma generald
a éolutiei. ‘Inlr-adevar, se vede cit dacd un sir satisface conditia (*) atunci el este deter-
minat de primil doi {ermeni ai sidi. Daci (a,) cste o solutié si giisim un sir (x,) de forma
(1.4.5) unde ' ' '

Xy =Qq;; X = A,
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atunei- cele doud siruri coincid; adica (a,) este de forma (1.4.5). Dar sistemul '(in-care ne- -
cunoscutele sint 2,, %,)
7.=.'c,'+ 20T, =@y (% = @)

7-:1‘?, + 1:13 =da, (z,=a) !

este totdeauna compatibil.
Revenind la problema noastrd din (1.4.4) vom deduce
LY

Pa=h + Az(i)"
2]

(Ecuatia pr* —x + ¢ =0 are riddicinile ;, =1 §i 2, = l) « Tinind cont de- ,,conditiile

inljiale® Py =0, P,., = 1 rezultd

1 . ) _ —1
at+b T a+b
(7] ~(3)
) p p

si deci probabilitalea de succes final peniru jucitorul A este

M=

8. Un fir rigid (un seqmenl! dat) esle frinl in doud puncle alese la intim-
plare. Care este probabilitatea ca, cu cele rei segmente obfinute sd se poald forma
un friunghi ? ‘

Rezolvare. 8°a. Si presupunem ci segmentul dat este de lungimea 1 (sau mai bine zis ne
luim unitatea de misurii egald cu lungimea segmentului dat). Alegerca celor doud
puncte la intimplare va fi deei echivalentd cu alegerea, pe rind, a doud puncte
din intervalul (0, 1) printr-un procedeu de alegere ,,uniformi“ si independent
unul de celilait. Si presupunem ci firul nostru este AB, iar M si N sint cele
dond puncle. Penlru a sc putea distinge intre ele sd presupuncem ci ele se aleg
pe rind : alegem mal intii un punct pe care il notim cu M si apoi, indepcndent

*de rezultatul obtin{xt, pe al doilea pe care il notim cu N. Dupid alegerea celor

™ t

), 5 4 W p Vi

At
X

Fig. 1.8

doudi puncte ne aflim intr-una din situafiilc descrise in figurile 1.8, a si 1.8, b,
Notim distaniele

AM =2; AN =y.
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Alegerea celor douit numere x siy 71mlformv si independent unul de a}tui in in-
tervalul (0, 1) este echivalentd cu alegerea »uniformd® a unui punct (z, y) din
pitratut (0, 1) x (0, 1) (fig. 1.8, c).

Y

Efgy) ' Drr1)

J Cri0) o

Fig. 1.8 ¢

Cu alte cuvinte multimes cazurilor favorabile este reprezentatd de mul{imea pune-
telor interioare pitratului OCDE. S# vedem care este muljimea de puncte cores-
punzitoare cazurilor favorabile.

Este evident ci pentru a putea construi un triunghi cu cele trei segmente, ficcare
dintre ele trebuie si [ie mai mic decit 12 5

1 1 1
min (2, y)< ;; Jx — v| <Tz—; 1—max (z, y) < e (1.4.6)

Si vedem care este muljimea pun'ctclor (x, y) din pitratul GCDE care satisfac
aceste condifii. Sit ciutim maj intii printre punctele pentru care y = x (fig. 1.8, d)

\
y s
3
F 0
yam
{ Y
%) A
\ ) /%:’0/ [‘ . ¥
Fig. 1.8 d !

adicii printre punctele situate deasupra primei bisectoare a axelor. In acest caz
inegalijtitile (1.4.6) devin
: s ‘

1 : 1
oy <= >

T —
2 . 2 : 2
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Se giseste imediat portiunea lmgufatﬁ vertieal in figura 1.4, d. Daci z > y, atuncl
relatiile (1.4.6) devin .

1 ! 1
y<-——; x_y<__; T> -
9 2 2

1 -

Probabilitatea ciutati este egald cu raportul dintre aria portlunii hasurate (ori-
zontal sau vertical) si aria intregului pitrat, adici 1/4.

8°b. Lungimile cclor trei segmente sint trei numere pozitive a ciiror sumid este 1.
Cunoagterea a trei astfel de numere este echivalentdi cu cunoasterca a doud din
ele. S3 presupunem cit alegem ,,uniform* perechea de numere (z, y) reprezentind
lungimile a douii segmente — sii zicem cel mai din stinga si respectiv cel mai
din dreapta. Mai precis, alegem o pereche de numere la intimplare din mulfimea
perechilor de numere reale, pozitive si de sumid <1. Multimea cazurilor posibile
este reprezentatd de mulfimea punctelor din interiorul triunghiului OCD (fig. 1.8, e).

J
g,
10,1
. /
x
\\ +
g / 3_\\
Y25 e
ey
:
9 | /A
g Fig. 18 ¢

Pentru ca un punct (%, y) sii fic caz favorabil trebuic si avem
R 1 1
T —; P<—;TF+Yy>—
2 2 2
conditii care exprimi ci toate cele trei ségmentc sint mai mici ca 1/2,

Multimea cazurilor favorabile este reprezentati de mult,xmea punctelor interioare
triunghiulii median (hasurat in fig. 1.8, e) al trlunghmlui OCD

Raportul ariilor cclor doud triunghiuri este /,.

Observalie.

/8°b reprezinti de fapt- o metodd de rezolvare a problemei 8°, In care — asa
cum am ariitat in 8°a — se aleg la intimplare punctele de fringere i nu lungi-
mile segmentelor. Daci fringerea se face prin procedeul de la 8%, -adicdi alegind
la intimplare (uniform) punctele u si » din intervalul (0, 1) respectiv, alegind
la intimplare punctul (u, v) din pitratul OCDE din (flg 1.8, ¢) si dact = siy
au semnificalia de la 8°h atunci

x='min (4, v); y =1 — max (u, v).

$i poate cit nu este prea evident ci alegerea uniformi s\i independentd a punctelor
u si v in intervalul (0, 1) este cchivalentd cu alegerea uniformit a punctului (z, y)
in intreiorul triunghiului OCD din figura 1.8, ¢

Cititorul poate incerca sii verifice singur aceastdt echivalentd (cventual, dupd ce
va Ii parcurs intregul capitol 1).
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. 8%. S& prmupunem -din nou cl alegem la lntlmplurel unglmile celor trof segmente
luate intr-o anumiti ordine. Fie z, g, z aceste lungimi.

Multimea cazurilor posibile este multimea tripletelor ordonate de numere reale
pozitive (z, y, z) pentru care £ 4y +z.=1. Accasta este reprezentati de mul-
{imea punctelor interioare triunghiului CDE din figura 1.8, f. Pentru ca un punct
(%, §. z) sk reprezinte un caz favorabll, coordonatele sale trebule s& verifice re-
laﬂile :

z+y>2
y+z>uz (1.4.7)
242>y

(1.6 %)
Cto g, %R |

£, 12.0)
Dig,1,9)

Fig- 18 f

Planul = 4 y = z trece prin punctele O, C’, D’, iar coordonatele punctului E’
(de exemplu) verific .prima relatie (1.4.7). Rezulti cii aceast? inegalitate este
verificati ~de toate punctele interioare trapezului C’D’CD. La fel rezulti c¢i a
doua inegalitate (1.4.7) este verificatd de toate punctele interioare trapezului

D’E’DE, iar ultima din aceste inegalitafi este fndeplinitd in interiorul trapezului
CfE’CE. Intersectia acestor tx;ei\trap'eze este triunghiul C’D’E’. Mul{imea cazurilor
favorabile este reprezentatd de mulfimea punctelor din interiorul acestui triunghi.
Raportul ariilor triun};hlurilor C’'D’E’ si CDE .— si decl probabilitatea noastri —
este 1/4. o

8°d. Problema poate fi tratati in plan daci ne folosim de o proprietate geo-
metrici simpld a triunghiulul echilateral : )

Suma distanfelor de la un punct variabil in interioru'! unui triunghl'echﬂateral
dat la laturile acestui triunghi este constanti si anume este egali cu indl{imea '
triunghiulul. ~
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A

Intr-adevir, daci AB=BC=CA =a, lar h= aV— —— este Inilfimea triunghiu-
lul ABC rezulti — scriind aria acestui triunghi ca suma ariilor

Fig. 1.8 ¢

triunghiurilor AMB,, BMC, CMA :

-l—ah = 1 aMM, + laMM, + -l-aMM,
2 2 2 2

MM, + MM, + MM, = h.
!

In particular, daci M, se afli pe o laturd oarecare a triunﬁhlului suma distantelor
de la el la celelalte dous laturi este de asemenea h, '

Revenind la problema noastrd, vom lua un triunghi echilateral CDE de inil{ime
egald cu unitatea. Fic z, y, z, distanfele unui punct M interior

Fig. 1.8 h

triunghiului respectiv la laturile DE, EC, CD. Este evident ci punctul M si
~ tripletul (%, ¥, 2) (% B 2> 0, 2 + y + z=1) se determin# reciproc.

Putem ale ge la intlmplare un astfel de triplet, alegind la intimplare un punct
din triunghiul echilateral CDE. Mulfimea acestor puncte va reprezenia mullimea
cazurilor posibile.

Pentru ca cu z, y,;’{z s pixtem forma un triunghi trebuie si fie verificate inegali-
tatile (1.4.7) echivalente cu ’

~

1 1 1
rxL—, V<—, < =,
2 2 2
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'Se observ cf z < 1-dacii M este interior trapezului C’D’CD. Ficind observafil
2 ¢

analoage pentru celelalte doud inegalitdfi va rezulta ci mulfimea cazurilor favo-
rabile este reprezentatd de mul{imea’ punctelor din interforul tiiunghiului C’D’E"

9. (Problema lui Banach). Un fumdtor cumpdrd doud cutii de chibrituri,
fiecare confinind n befe. Apoi, de fiecare dald cind are nevoie de chibrit scoale
la initmplare o cutie din care consumd un bdf. Care este probabililatea ca in mo-
mentul in care constald cd o cutie esle goald cealaltd si mai confind k befe ?

Pe baza rezultatului obtinut sa se arate ci

ChA2Cy + 2pt ... + 2707 = 2%,

Rezolvare. Constatarea cii o cutie este goald se face atunci cind ea este scoasi din buzunar
a(n + 1) — a cari. Dacii in acest moment cea de a doua cutie mai are k befe.
fnseamni cd ea a fost scoasdt ‘'de n — k ori. .
fn total, cutiile au fost scoase din buzunar de (2n — k 4 1) ori. Se vede ci pro-_
blema poate fi enuntati in felul urmitor:

O urnd contine o bila albi sl una neagrdi. Se extrage din urnd o bili punindu-se
bila tnapoi in urnd si se repetd experienta pind cind una din bile (oarecare)
apare a (n + 1) — a oar#i. Care este probabilitatea ca la sfirsit cealaltd si fl fesit
de (n — k) ori?

S4 introducem eyenimentele:

A: in (2n — k) trageri bila alb3 apare de n ori iar bila neagrd de (n—k) ori;
B: in (2n — k) extrageri bila neagri aparc de n ori iar bila albi de (n—k) ori;
C: in a (2n — k + 1) — a extragere apare bila albd. - :
Din motive de simetrie este cvident ci P(4) = P(B).

Evenimentul ,,in momentul ¢ind una din bile a iesit a (n 4 1) — @ oard cealaltd
a iesit de (n — k) ori® se scrie

‘ ANOUEBND)
din care cauzi probabilitatea ciutatdl este
P(A r] C) + P(BNT) = P{A)-P(C) + P(B)P‘(CT = % P(A) + -3— P(B) = P(A).

Se vede ci pentru calcularea lui P(A) putem aplica schema lui Bernoulli deoarece
avem o experientd (extragerca unei bile din urni) care se efectueazd de (2n—k) ori
si se cere ca probabilitatea unui eveniment legat de aceastd experientd (aparifia
bilei albe) si se¢ producd exact de n .ori; probabilitatea acestui eveniment este

p=-§$i decig=1 —p=—;—- Rezultd

\

i 5 1
P(A) = Cfy_yp"" ™" = C3us 2”; :

Daci notim -

Ag: ,.cind se constatsl ci una din cutii este goald cealaltd cutie mal contine k bete
atuncl putem spune ci evenimentele 4,, 4;, 4,,"..., A, formeazi un sistem complet
de cvenimente gi deci suma probabilitdtilor lor este egald cu unitatea:

; 1. 1 % - 1
Cﬁ? —+:an—1_+cgn-z'

® 9 Q-1 otn—g

’ 1
+..-+C:'E“—=1




adied

Con+ 251 +2°CE, o+ oo o +2%Ch =280

10°. Se aruncd o monedd de n ori. Sd se arafe cd probabdilitatea ca numd-

rul de aparifii ale ,stemei* sd fie multiplu de trei cste—::-(l-i—z,@'i_l -cosn—:—).

Rezolvare. S& notim cu A; evenimentul ;,slelna apare de k ori* legat de experienta care

constd in n aruncdri ale banului, Evident, evenimnentele A, A,, A,,..., A, for-
meazd un sistem complet de evenimente. :

Probabililatea evenimentului A, se calculeazd 'pe baza schemei binomiale (p =

= l) §i este
2

ok 11’,1\1;—]5_1 v ,‘—" R
P(Ax)—C,.(-E —2—) _—E;c,, “_07 1, 2,..., n)

Evenimentul ,,numirul de aparitii ale stemei este divizibil cu trei* se scrie

A.UA‘,UAaU...

reuniunea ficindu-se dupi toti indicii- multipli de 3.  Probabilitatea acestui eve-
niment este < 4

1 : '
P(A;) + P(A5) + P(4g) +... =2-;<C§’. + C3+ C8+...) =2l,, -%(2"+2cos%) =

1’ nw

m-! 14 ——cos—
3 20 3
Am folosit alcl egalitatea . )
CO+C3+C8 +... =~§-(’2" + 2cos-"3£J .
Pentru a o demonstra notim o = — % + ig §i observim cid
o = —%—ig; o= 1. Avem:

Co+Ch+CE+C34...+CB=27;
€+ Cla+ Coo* + C3+...= (1 + &)*;
€O + Clo? + Cla + C3+...= (1 + )",

:Adunind aceste trei egalitdti obtinem

3CI+CI+CE+..)=2+ A+ )" + (1 + )" (1.4.8)
Pe de alt¥ parte
.1 Vs kd I | V3 _ T k
l+a=3 +ig =cos7g +isin—; 1+ a*= 5 — 15 =coso —isinT
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‘i deci -

1+ )= cos = + isin ﬁ"'4; 1+ )" = cos2E —isin &
: 3 3 . 3 .38
Revenind acum la’(1.4.8) rezultd

cg+c,3,+c2, ...=-§(2“'+2cos-"-3’i)-

11°, Inlr-o urnd-se gdsesc lrei cartonage idenlice ca formd, dimensiuni si
greulale. Unul dini ele are ambele fefe rosii, al doilea are o fafd rosie si una
albd, iar al treilea are ambele fefe albe. Se extrage la inlimplare un carlonas
din aceastd urnd gi se aseazd pe masd. Dacd faja de deasupra esle rosie care esle
prababzlztalea ca fala pe care este agezat carlonasul sd fie albd ?

Rezolvare. Este posibil ca uncle persoane si fie induse fn eroare de simetria existeni in
urnii si sii rispundi instantaneu cé probabilitatea ceruti este 1/2.
Pentru rezelvarea problemei si presupunem cii cele sase fefe ale cartonagelor sint
numerotate astfel:
primul cartonas are fefele 1 §i 2 (ambele rosii).
al doilea cartonas arc fetele, 3 (rogie) si 4 (albd),
"al treilea cartonas are fefele 5 si 6 (ambele albe).
Daci fata superioarid a cartonasului extras este roste atunci avem trei cazurl (egal)
. posibile : ‘accastii faid poate fi in egali misurd oricare din fefele 1, 2, 3.
Dintre aceste trei cazuri unul singur este favorabil (adicd face ca fata pe care este
asezat eartonasul sii fie albli) si  anume cazul cind deasupra este fata 3. Deccl
prebabilitatea cerutii este 1/3. .
Se observ cd acest rezultat a fost obtinut firi a se face vreo legituri cu slmetria
- dinfré rosu si alb din urnd. Rajionamentul si rezultatul ar fi rimas neschimbate
daci al treilea cartonas ar fi lipsit sau — dimpotrivi — dacé s-ar mai fi introdus
-~ un numiii oarccare de cartonage fird nici o fatd rosie.
In sfirgit, mai mentiondim ci putem rezolva problema observind cﬁ ni se cere o
probabilitate cendijionati. Fie
A : cartonasul extras este agezat pe o fatdi albg,
B fata de deasupra -a cartonasului extras este rosie. -
Experierifa-are ase cazuri egal posibile: cartonagul poate fi asezat pe oricare din
cele sase fefe. Evenimentul B are trei cazuri favorabile (cazuri in care cartonagul .
extras este asezat pc fata 1 sau pe fata 2 sau pe fata 4):

.Si mai observim ed evenimentul A (M) B este evenimentul ,,cartonasul extras este
agezat pe fala 4“:

.P(AF]B):%-V- ' o

Nouii ne este cerutd probabilitatea ca acest cartonas si fie asczat pe o faldalbd
stiind ci fat'n de deasupra este rosie (P(A {B)).

: 'P(A/B)_M)_L_—_’-}_.




12° Intr-o urnd sint bile de k culori : a, bile de culoarea c¢,, a; bile de.
culoarea co, . . ., ax bile de culoarea c;. Se extrag bilele una cife una pind la go-
lirea urnei. Care este probabilitalea ca sd dispard culorile complet din urnd in
ordinea ¢y, Cp—y,..., Cay €y ?

Folosind rezultatul obfinut si se arate cd

,.»k

ana,...a,
= E ag (14.9)
(ah-l,-.a,, +...+ au)(a,,—i-a‘a Feobag) s (a +oag) )

(Faigsensis) i=1
unde suma din membrul sting se face dupd toate permutdrile indicilor 1, 2,.. ., k.

Folosind rezultatul obfinut in cazul parficular cind in urnd sint trei culori sd se
arale cd : :

{4 a@=1 | efa—1e=3 , ‘ Ge — D — 2)...21 _
m m(m — 1) m(m— 1)(m — 2) m(im — 1)(m — 2)...(m —e + 1)
_ m+1 '
- m—a+ 1'
penifru «, m numere nalurale « < m.

Rezolvare, Remarcim mai intii cd problema noastri este echivalentd:cu -o altd problemi.
Sit considerdm aceeasi urnd si aceeasi expericn{i. Probabilitatea ca si fle cpuizate
culorile In ordinea ¢; €p1...., € ¢, este cgali cu probabilitatea ca si apard
culorile din urnd in ordinea ¢, ¢5..., €y, s -

Este usor de vizut ci cele doudl evenimente au acelasi numilr de cazuri favorabile
din cele nl egal posibile (n = a, 4 a, +...+ a;). Pentru aceasta cste suficient
s observim cfi dacd extragerea bilelor intr-o anumiti.ordine constituie un caz
favorabil pentru unul din cele doud evenimente, atuxiciﬂextragcrea bilelor fn or-
dine invers#d constituie un caz favorabil pentru cclilalt eveniment.

S& rezolvim problema sub cea de a doua formi, adici vom calcula probabilitatea
ca prima bild extrasd si fie de culoarea ¢;, apoi prima bili de culoare diferitdl
de ¢, s fie de culoare ¢, g.a.m.d. Pe scurt, se cere probab'ilitatéa ca pentru orice
i <j prima bild de culoare ¢; si apard fnaintea primei bile- de culoare c,
Probabilitatea dcestui eveniment este acecasi In cazul cind in urni sint numai
cele n bile de * culori si fn cazul cind in afara acestora mai sint alte bile de
culori diferite de ¢,, ¢,..., ¢ Aceastdi afirmatic este- destul de intuitivi, cici
ne dim seama ci. dacit ne intereseazi numai succesiunea cualérilor ¢, ¢;..., €
putem ignora extragerile in care apar bile de alte culori. SA ne convingem totusi
printr-un rajionament de valabilitatea afirmatiei (in carc eventual ne putem ima-
gina cii toate bilele care intervin sint numerotate diferit pentru a putea distinge
intre bilele de aceeasi culoare). ) : - :
S4 considerim o urni care confine cele n = a, + @, +...+ a; bile si o alti urni
care coniine n 4 q, bile dintre care a, de culoarea ¢, diferitd de ¢;, ¢,,..., ¢ iar
in rest are aceeasi compozitie cu prima urni. Dacii scoatem bilele una cite una
din prima urni. si le agezim in linie dreaptd in ordinea extragerii

" 0 /Y /A
\/a\/\/ \ \/\/

si dacd in cele (n + 1) spatii dintre ele introducem fatr-un mod oarecare a, bile
de culoarea ¢, obtinem un caz posibil al experientei constind in extragerea suc-
cesivdt a bilelor din a doua urni. Dacii cele a, bile pot fi repartizate in m moduri
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diferite* in cele (n + 1) spaii inseamnd ¢ putem asocia fiecrui caz posibil al
primei experienje m cazuri posibile - diferite ale celel de a doua (epuizindu-le si
pe acestea din urmi). Deci numirul cazurilor posnbﬂc este de m ori mai mare
la a doua experientd. h
Dacii o succesiune de bile reprezintit un caz favorabil evenimentului legat de prima
experientd ,,cnlorile apar in ordinea ¢, €a..., ¢;*, atunci introducind in oricare
. mod ce]e ao bile printre cele n vom obtine un caz faverabil evenimentului ,,culo-
rile ¢;, €x..., €; apar in aceastd ordine‘* legat de cea de a doua experfentd. Decl
tn a doua situajie cevenimentul considerat are de asemenea de m ori mai multe
cazuri favorabile ca evenimentul considerat legat de prima experientd.
tntrueit atit numirul cazurilor posibile cit si numdrul cazurilor favorabile creste
de m ori prin introducerea celor a, bile, probabilitatea evenimentului nu se schimbi.
Pentru k = 2, adicii dacii in urn# sint bile numai de douii culori: a, bile de cu-
loarea ¢, si 4, bile de culoarea ¢, atunci evenimentul ,,culoarea ¢; apare inaintea

culorii ¢, se exprimi simplu ,,prima bild extrasi este de culoarea ¢, sl probabill-
tatea noastrd este '
ay

a; + a,

poan a5) =

Pentru k = 3, considerim evenimentele
A, : prima bili cxtrasi este de culoare ¢,
! A : culoarea ¢, apare fnaintea culorii ¢,
Cu aceste notatli Aputcm- scrie
) a, (]

P;(ﬂn Ay a:)) = 1)(-'11 n A) = P(Al) 'P(A!A!) = ° =
: a+a,+a; azta,

a,qy

B (a; + ay + as)(a: + a;)

(De fapt, din cele spuse mai sus este clar ¢ evenimentele A,, A sint independente,

- respectiv P(A[A;) = P(4). I‘ntr-adevir, dacii prima bili este de culoare ¢,, atunci
singura modificare in urnd va fi ci vom avea (a; — 1) bile de culoare ¢,, dar
numirul bilelor de accasti culoare nu influenteazi probabilitatea lui A).
Rationind Ja fel, pentru k = 4 rezulti

a,a.a, )
(ay + a: + a5 + a)(a; + a3 + a)(a;s + a,)

Pty @y @y @) =

- Astfel, ne este sugerat rezultatul general :

Py Q... @) = Dl Qe . (1.4.10)
o(ta ... +“§)(“z+ ay +...Fa)(ag.+ ay)

S# demonstrim aceastd afirmatie prin inductic. Dac& ea este adeviratdi fn cazul
a k culori, atunci rimine adeviirati in cazul a (k + 1) culori. Intr-adevir, dac#
fn urni sint a, bile de culoarea ¢, i =0, 1, 2,..., k si
A,: prima bili extrasi cste de culoare c, '

* In rationamentul nestru nu are importantd cunoasterea valerii lui m, care dealtfel
este aproape evident egal cu (n 4+ 1)(n + 2)...(n + a). '
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A : culorile ¢,, ¢,,..., ¢, apar fn aceasti ordine
atunci : C

Pess(@u @ Gueees @) = P(Ag () A) = P(A0)-P(A) =

Ay Ay, . Ay

pa— o —

v—09+a;+a:+...+ag (a',+a3 +... 4 a)(a. +...é{-¢i,;.)...(u‘._’l + a)

ceea ce incheie demonstrarea variabilititii relaliei (1.4. 10) pentru orice k.

Relatia (1.4.9) rezultd seriind c3 suma probnbilitiihlor corcspunziitoarc celor K
moduri de ordonare a culorilor este 1, .

Sd demonstrim ultima egalitate din cnunful problemcx Pentru aceasta s pre-
supunem cd in umﬁ sint a bile albe, b bile negre si ¢ bile rosii. Se scot toate bilele una
cite una. Probabilitatea ca si apari culorile din urni in ordinea alb, négru, rogu este

. ab .
(@4 b+ c)b+c)

pa b, ¢) =

S# caleulim probabilitatea aceluiagi eveniment (pe care-l notim cu A) pe altd
cale. Pentru aceasta considerim. evenimentele .
Ay : primele k bile extrase sfut albe iar a'(k + 1) — a cste neagri. (k =1, 2,..., a).
Evident aceste a evenimente sint incompatibile doui clte dond si

A = GA}';P(AL')= a—1...(a=k+1 .
k=1 @+d+e)at+bte—1)...(a+b+6—F)

Rezulta

a

ala — 1)...(a—Fk 4+ )b

«a, b, ¢)= P(A) = '
p(a, b, c)= P(A) /@b taEtbte=D. (atbte—k

=

- ab (1 a-—-1 (a — 1)(a — 2) +
(a+b+c)at b+ ¢~ 1) ad+b4c—2 @+d+c=20d+b+c—3)
\ (@a—1)...1 ' o

(@+b+c—2)...0b -{-c))

. Lgalind cele doud expresii ob{inute pentru pya, b, c)--rezultzi

14+ a—1 (a — 1)a — 2) +
a+b+c—2 @+dbt+ec=2a+b+c—13 '
(a—1)...1 _a+bte—1-
‘@t bt+e2)...(b+c) b+c
Daci luim

a—1l=a;a4+bdb+c—2=m (Db+c=m—a+1)
rezulti ecgalitatea din enunf. i
13°. Carc esle probabilitalea ca inir-un grup de n persoane sd crisle cel
pu{zn doud care-gi aniverseazd ziua de naslere in aceeasi zi' a anului ? (Se admile

cdt anul are 365 de zile si cd pentru orice persoand ziua naglerii poate fi in egald
" mdsurd orice zi a anului).
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levare. Dacii n > 365 .atunci, evident, probahmtatea coinc!den;ei a cel putin -doud anl-

Observafie.

14°,

versiri este 1. Dac# T < 365 wom calcula probabilitatea evenimentului  contrar
»fieecare din ccle n persoanc Igi aniverseazii nasterea intr-o zi diferitd de a celor-
lalte n — 1. : -

Vom considera cele n persoanc intr-o anumiti ordine. Dacdi numierotim zilele
anului 1, 2, 3,..., 365 si notam M = {1. 2, 3,..., 365} atunci zilele de nastere
ale celor n persoane sint date de un sistem ordonat de n clemente (nu neapdrat
dnstmcte) ale lui M sau mal precis de un element al produsului cartezian
M x M x...x M = A1". Numirul cazurilor posibile este deci 365". Un-caz [averabil
este dat de un sistcm ordonat de n elemente distincte ale lui AL, Deci, .numirul
cazurilor- favorabile este Afg; = 365:364-... (365 — n + 1). Probabjlitatea  eveni-

mentuliii’,,nici ‘o aniversare comuni** este

365-364. ..(365 ~n+1)
365

far probabilitatea evenimentului din enunt

365 364. ..(365 — n -+ 1)
365"

Daci numirul. persoanclor este n = 23 atunci probabilitatea ca cel pulin doui
sii fie nidscute in aceeasi lund §i in aceeasi zi a lunii este putin mai mare dectt 1/2 ;!
(0,507). Dacd n = oO aceastdd probabilitate este de 0,97.

Doud semnale pot ajunge la recepior la inlimplarc si independént unul

de celdlall ‘in intervalul (0, t). Receplorul este ,inecai dacd ‘inire momenlele
sesirilor celor doud semnale trece un timp mai scurt de to. Care esle probabililatea
ca receplorul sd fie inecat”?

Rezolvare.

Fie x si y momentele sosirilor la receptor a celor douil semnale. Multimea cazurllor
posibile estc reprezentatli de mul{imea punctelor din pitratul 0ABC (rig. 1.8, 1)

i) <~ ?

FEN /0,:‘_0/

) /{010/ "4/[,0/

. Fig. 1.8 ¢

’

P;ntm ca un punct (x, y) din acest pétrat sfi reprezinte un caz favorabil trcbuie
ca

| — b < te




Aceast4 inegalitate este satisficutd de punctele din porfiunea hasuratd fm figura 1.8, i~
Aria acestei portiuni este aria pitratulul micsoratd cu suma ariilor celor ‘douit

{— L)

triunghiuri separhte de regiunea hasurati: (# — 2 ( = 2, - lg. Probabili-

tatea ,,tnecérii* reccptoruﬁﬁ este:
) A, —12
===
150, Inir-un lot de 100 de piese 8 sint defecte, iar in all lot de 120 de picse
9 stnt defecte. Din unul din aceste loturi luat la intimplare se iau 10 piese. Care
esle probabilitalea ca fintre piescle- alese sd fie 8 piese bune si 2 defecte ?

Rezolpare. Notim
A : piesele sint luate din primul lot,
B> din cele 10 piese luate 8 sint corecte §i 2 defecte.
Conform formulei probabilitilii totale

P(B) = P(A) P(B|A) + P(@) P(B[A)

P(B/A) cste probabilitatea ca luind 10 piese din primul lot si avem 8 piese bune .
si 2 piese defecte. Conform schemei bilei neintoarse

N ’ 8 .2
© P(BJA) = GG |
. Ci%
th mod aseminitor rezultd
' 8 .2
P(B[A) = GG |
Ci%
fn sfirsit
P(B) = ~ ChCs 1, GuG
2 c8 2 Ch

1.5. VARIABILE ALEATOARE. FUNCTII DE REPARTITIE. -
DENSITATE DE REPARTITIE '

Cu exceptia scurtei prezentiri a notiunii de probabilitate sub forma ei
abstractd (ca functie de mul{ime) in toate formuléle si aplicatiile intilnite in
paragrafele precedente era vorba de probabilitatea de realizare a unuia
sau mai muite evenimente legate de o experientd aleatoare. Daci revenim
asupra lor, vom observa ca cele mai multe din evenimentele considerate se
referd la anumite marimi legate de experientele respective, mirimi care iau
valori in functie de rezultatul experientei. Realizarea unui astfel de eveniment
inseamni luarea de citre miarimea corespunzatoare a unei valori date sau a
unei valori dintr-o multime datd. Pe un exemplu se vor observa usor cele
spuse. Sd ludm cazul simplu al experientei constind dintr-o aruncare a unui zar
si urmdtoarele evenimente legate de aceastd experien{d : )

A : aparitia fetei cu trei puncte,
B : aparifia unei fefe cu un numir < 3 de puncte,
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C :aparifia uneia din fetele 2, 3,4, = SR
D : aparitia unui’ numdf par; - = ot
E : aparitia uneia“din fetele 1, 2, 5. o '

Se observi ca fiecare din aceste evenimente se referi la numdrul de puncte
care apare la o aruncare a zarului. S& notim cu X acest numir. Cu aceastd
‘notatie evenimentul A se poate scrie {X =3}. Lafel: B={X <3}, C=
={2<X<4,D={X<{24,6}},E={Xe={1, 2, 5}} :
De asecmenea mai putem scrie : :

A°={X #£3}, B°={X>3}, BUC={X <4}, BOD=

= {X = 2} etc. . : : :
In general, pot fi scoase in evidentdi mai multe mirimi legate de o aceeasi
experienti. In exemplul nostru, putem considera urmitorul joec: cel care
arunci zarul prime$te un punct daci obtine o fatii cu un numir par si pierde
un punct in caz ¢ontrar. S notim cu Y numirul de puncte pe care il reali-
zeazd un juciitor la o aruncare a zarului. Variabila Y ia una din valorile 1
sau —1 dupd cum jucitorul obtine o fatd parid sau o fatid impari. Deci, ca
si in cazul mirimii X, marimea Y ia valori la intimplare in functie de rezul-
tatul experienfei. Evenimentul {Y = 1} este evenimentul D de mai sus,
jar {Y = —1}=D. ‘

Legat de aceeasi aruncare a zarului putem si ne imaginim alt joc:
0 persoani primeste un punct daci apare fata 3 sau 4; doud puncte dacd
apare fata 5, trei puncte dacé apare fata 6 si nici un punct in celelalte cazuri.
Dacd notim cu Z numirul de puncte realizate de persoana respectivd in
acea aruncare a zarunlui, vedem c¢i £ ia la intimplare, in functie de rezul-
tatul experientei, una din valorile 0, 1, 2, 3.

X, Y, Z sint mirimi legate de experien{a arunciirii unui zar si iau valori
la intimplare in functic de rezultatul experientei.

Vom numi astfel dé mirimi variabilé aleatoare.

* Fiecare din variabilele aleatoare X, Y, Z are o mul{ime finitd de valori
posibile. Variabilele aleatoare cu aceasti proprietdle Te Véin numi variabilé
aleatoare simple sau elajate.

N | . . . . .
In afari de acestea, printre variabilele aleatoare care iau valori reale
trebuie studiate si cele care au o multime numérabild de valori posibile ca
si acelea care au o-mul{ime nenumérabild de valori posibile.*

Sa presupunem ci se aruncii o monedi pind la prima aparitie a ,,stemei”
si s notam cu U numirul de arunciri efectuate. Teorétic, sintem nevoiti
sd acceptim ci U poate lua orice valoare intreagi si pozitivii, intrucit nu
putem preciza un numir de arunciri in cadrul cirora si apard cu cerliludine
si ,stema“. In acest exemplu, experienta trchuie considerati ca constind
dintr-un sir infinit de aruncari ale monedei, iar U este numirul de ordine

w_se A

al arunciéirii in care apare pentru prima oari ,,stema‘.

Variabilele aleatoare carc au o multime finitd san numirabili de valori
se numesc variabile alealoare discrele.

Variabila aleatoare a cirei multime de valori posibile este un interval
al ‘dreptei reale (nu ncapiirat mérginit) se numeste variabild alcatoare de

tip continuu. o !
N i~
* In ultima situatie ne intereseazd in special cazul in care variabilele alcatoare pentrn
care multimea valorflor posibile este un interval (a, b) (unde eventual .a = — oo -sau/st
b= + o).
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_S3 presupunem ci alegem la intimplare printr-un ,,procedeu de.alegere
uniforma® (a se vedea 1.2 — probabilitati geometrice) un punct din inter-
valul [a, b] si fie V numirul obtmut in acest caz, experlenta constd in uti-
lizarea procedeului mentmnat iar V este o mirime care ia valori la intim-
plare in intervalul [a, ] in functie de rezultatul expenentel In plus, se vede
ci V poate lna orice valoare din acest interval si cit in afara intervalului nu
poate lua valori. V este o variabila aleatoare de tip continuu.

Toate exemplele prezentate ne conduc la observatia ci daci Q este
multimea rezultatelor posibile ale unei experiente, iar X este o variabild
aleatoare legaté de aceastd experientdi, atunci X este o aplicatie Q — R.

Desigur cii cunoasterea valorilor posibile ale unei variabile aleatoare
nu este suficientd pentru studierea acesteia.

Si presupunem ci se aruncd un zar o singurad dati si cd un jucidtor pn—
meste un punct daci apare fata 1 si pierde un punct in -celelalte cazuri.
Daca Y’ este numirul de puncte realizate de acest Jucator, atunci Y’ este
_o variabili aleatoare care poate lua valorile 1 si —1 ca si variabila Y de mai
sus. Dar, in timp ce in cazul variabilei Y cele doud valori sint la fel de pro-
babile, in cazul variabilei Y’ valoarea —1 este de cinci ori mai probabila
decit valoarea 1. ,

in cele ce urmeazd vom nota schematic o variabild aleatoare discretd
printr-un tablou cu doud linii: in prima linie vom trece valorile posibile
variabilei, iar in linia a doua probabilititile corespunzitoare [iecdrei valori.
Revenind la exemplele de la inceputul acestui paragraf vom putea scrie

(1 2 3 4 5 6 .Y(1—1 .Z.(o 12 3)
‘(1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6)’ \1/2 1/2)-’ \vs 13} 16 1/6

vt 2.3 - K )auU K Ve, 2, ...
/2 1/28 U2 L 2%, . 1/2¢)"

Vom numi legc de_probabililale aceasid coresponden{d inlre valorite poszbzle
ale i variabilei dalealoare si_probabilitdfile corelé})'unzatoare o -

— " iste evident ca elementele din linia @ doua a unui tabel care di legea
de probabilitate a unei variabile aleatoare discrete trebuie si fie nenegatxve
1ar suma lor este eggl:i cu unitatea. . e

“In"cazul vanahxlelor aleatoare de tip continuu legea de probabilitate
este corespondenta dintre intervalele dreptei reale si probabilititile cores-
punzitoare aceastor intervale: I-—> P(X « I) (X = variabili aleatoare,
I C R interval). Aceasta deoarece valorile posxbxle ale unei astfel de varia-
bile aleatoare nu mai pot fi serise intr-un sir si in plus, dupd cum vom vedea
vom avea adesea P(X =) =0 (v € R) dacd X este variabili aleatoare
de tip continuu.

In aplicatiile practice ale teoriei probabilitifilor, cind vorbim de variabile
aleatoare nu se precizeazi aminunfit pentru fiecare dintre acestea in ce
constau experientele de care sint legate, sau daci aceste experlent;e reies din .
context, care este mullimea rezultatelor posxblle in raport cu care variabilele
respectwe jau valori. In aceste aplicatii prin variabili aleatoare vom intelege
o mirime care ia valori sub influenta unor factorx aleatori. Iatd citeva exem-
ple de variabile aleatoare : :

— numdrul de zile ploioase inir-un an finir-o regiune datd,

.- —.numdrul de buze[t la suta de nou-ndscufi,
— numdrul de- piese rebufate produse de o aniumild magsind inir-o perioadd

de timp datd,
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- — numdrul de apeluri telefomce lao central’zf in unifatea de timp,

" — timpul de funcfionare fdrd avarii'a unui ulilaj (in ore de ex.), ‘

— timpul ce se scurge tntre doud apeluri. consecutive la o centrald lele-
fonicd.

Se poate observa imediat ci unele din aceste variabile aleatoare sint
discrete, iar altele sint de tip continuu.

‘Daci vrem si definim notlunea matematici de variabili aleatoare reald,
atunci definitia aleasi trebuie si ne permitd si luerdm “cu probablhtatl de
forma: P(X =12), P(X <x), Pla< X <b), P(X > z) etc.

Ficind legitura cu cele spuse in paragraful 1.3 5i in prezentul paragraf
sintem condusi spre urmétoarea :

Definiti Be nume§te variabild aleatoare reald pe cimpul de evemmcntc
(Q, X) orice aplicatie X : Q — R pentru care

forX(@ el
oricare ar fi infervalul I al dreplei reale.

Intr-adevir,” pentru a putea vorbi de P(a < X < D), de exemplu,
trebuie ca {a < X < b} = {0 :X(w) € (a, b)} si apartini domeniului de
definitie al lui P, adied lui X.

Se poate arita ci daéi X Y sint variabile aleatoare in sensul acestei _
definitii atunei X + ¥, X-¥,— (Y(o.\)aéO) etc. sint de asemenea variabile N

aleatoare.

- Este usor de aratat ci pentru a cunoaste probabilititile tuturor eve-
nimentelor de forma {X = I} unde I este un interval al dreptei reale, este
suficient si cunoastem probabilitifile evenimentelor de forma {X < x}
pentru orice x € R (sau pentru orice D unde D este o parte peste
tot densi a lui R).

!:Deflmile.lSe numesie funcfia_de repartitie (sau de dtslnbutle) a vandbzlcz .

aledfoare X aplicafia F _Fx R—> ['0 1] dald (lq
| F(z) = P(X < z).
_ Orice functie de repartitie F are proprietitile : ,
(R, Este nedescrescifoare pe R:zy, , € R, 2; <2, = F(5) < Fg,).
R;) F(—0) = lim F(z) = 0 ; F(+ ) = lim F(z) = ’
L ~=00 . T=>-}00
(Ry) Este confinud la slinga:  F(ze— 0) = hm F(x) I"(xo) ;
Vi, € R.

Ca exercltlu sa demonstram aceste proprietiti cu ajutorul proprxetatllor
demonstrate 1.3.

®B) 2, <z = {X < 2} C{X < 2,} = (conform (Pg) din 1.3)
P(X <) < P(X < &) = F(z,)*< F(z,).
- (Ry) z, R, (n > 1)z,.l—oo=>{X<x,.}lQ=>P(X<x,)10 '
' ((Pu) din 1.3) L
T+ o= {X <z}t Q=F@)t1 (@) din 1.3) 2
R) z, 1z = {X, <z} 1 {X <z} = F(z,) { F@).
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’ ~~ Se poate_arita cd orice aplicatie F : R=> [0; 1] .care satisface conditiile
'Ry, (By), (R;) este functia de repartifie a unei variabile aleatoare, adici
pentru orice astfel de functie F se pot construi un cimp de probabilitate
si o variabili aleatoare X pe acest cimp astfel ca F si fie funcfia de repar-
titie a variabilei aleatoare X.

Functiile de repartitie pot fi studiate §i independent de notiunile de
variabila aleatoare si probabilitate ; pentru aceasta este suficient si numim
functie de repartitie orice aplicaiie F : R — [0, 1] satisficind (R,), (Ry), (Rq).

Si enun{im acum citeva proprietiti simple in care intervin atit varia-
bila aleatoare cit si funcfia sa de repartitie :

Pla £ X < b) = F(b) — F(a), a, beR, a<b;
P(X = z) = F(x 4 0) — F(z), reR;
. P(X > 7) = 1—F(), ’ -z e R;

P(a < X < b) = F(b+ 0)— F(a), a, beR, a<b
Prima din aceste proprietiti rezulti imediat din ®;) (1.3):
fa< X<b={X<b—{X<a}j=>Pa<X<b=
’ =PX<b—PX<a
" deoarece a < b= {X <a} C{X < b} ‘k
Cea de a doua egalifate rezulti din (P;;) (1.3):

= = 4 —1-
{X =z} n{;‘{x < X<z+ n}
sau altfel scris
{1_:<X<3:+—’1T}T{X=x} (nf «)

si deci _
P(X = x) = lim P(x <X <z+ l) = lim [F(x;-l-;‘-}—z«“(x) ]=
n-»wo n n-»co nj

= Fz+0)—F(@)..

~

A treia egalitate rezulti imediat din observatia
» {X >z} = {X < z}° etc.

Revenind la cea de a doua egalitate vom observa ci.dacdi functia de
repartitie a variabilei aleatoare X este continui in punctul z = R, -atunci
P(X = z) = 0 si reciproc. Intrucit functia de repartitie este nedescresci-
toare pe R, rezulti ci ea are o muliime finitd sau numirabild de puncte de
discontinuitate. In consecinti, pentru orice variabili aleatoare X existd o

 mul{ime cel mult num#rabild de puncte x € R pentru care P(X = z) # 0.

Functiile de repartifie ale variabilelor aleatoare de tip continuu intil-
nite in prezent in aplicafii practice sint cel mai adesea continue pe R
(ba chiar derivabile). '
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‘Daci. funciia de repartxtxe F: a varlahilex aleatoare X este contumﬁ tn
punctele a, b din R, atunci . . : T e

Pa<X<b)=Pa<X<b=Pa<X<b /P(a.<X<b)——-
— F()) —F(@). |

Chiar daci variabila aleatoare X ia valori numai intr-un interval [a, b],
functia sa de reparti{ie F este definiti — dupd cum reiese din definifie —
pe R. In acest caz avem ~ ,

F(z) = 0 pentru z < a; F(x) = 1 pentru z > b

Si mai observim cd functia de repartifie este definitd pentru orice
variabili aleatoare X, indiferent dacid aceasta este discretﬁ sau de tip
continuu.
. Graficul unei functn de repartitie continue este de forma aritati de oL
figura 1.9. o

Il

(a1

- Fig. 1.9

. Daci functia de repartifie are un punct -de discontinuitate z,, atunci e
graficul sdu este ca in ilgura 1.10 : : .

by

e

/]

Fig. 1.10 N

Daci variabila, aleatoare X are functia de repartitie repreientaté in
figura 1.10, atunci

P(X = z) = F(zo + 0) — F(z,). v
‘ Este usor de imaginat graficul unei functii de repartifie cu mai. multe :
puncte de discontinuitate.
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. l In cazul unei vanablle aleatoare discrete functia de repartxtle este 0.
vvvvv functie ,in scari. Ca exemplu, si luim o variabili aleatoare X care ia
valorile 1; 2; 3 respectiv cu probabilititile 0,2; 0,3; 0,5. Tab!oul distri-
butiei acestel vanabxle aleatoare este

X1253
‘102 03 o05]

Se observi ci daca F este functia de repartitie a lui X, atunci pentru
orice £ < 1 avem
;o F(z) = P(X <x) = P(J) = 0.
La fel '
1<z <2=F@)=PX<z2)=PX=1)=0,2
2<z2<3=>F@)=PX <2)=P(X=1}U{X=2)=
=PX=1) +PX)=2=02-+03-405
z2>3=F@)=PX <z)=PQ)=1.

Graficul func{iei ' este in figura 1.11.

Yy
— (41
i :
0 o)f-—m—m = . |
O |
0 7 2 3 g
Fig. 1.11

Mentiondm cd pot exista variabile aleatoare care nu sint nici discrete
nici de tip continuu; adicid multimea valorilor posibile nu este nici finiti,
nici numirabild, nici interval. Functia de repartitie este definitd si pentru
aceste variabile aleatoare. Ca exemplu, si considerdm o variabili aleatoare X
pentru care multimea valorilor posibile este formata dintr-un punct §i un
interval : {1} U [2; 3].f

i presupunem ci P(X =1)= %si ci functia sa de repartitie F pe

~ intervalul [2 ;\ 3] este o functie de gradul I. In acest caz avem :
: [0 pentru z < 1,

-if pentru 1 <z < 2,

F@) =1 , . ,

-;-(x—l) pentru 2 <z < 3,

L 1 pentru z > 3.

Graficul acestei_functii de reparti{ii este dat in figura 1.12,




" ‘ (9,1)

(a4

k

N T,

<
\\:u.l___

- -
N

Fig. 1.12

Dupd cum s-a viizut, daci cunoastem functia de repartitie a unet
variabile aleatoare X, atunci cunoastem probabilititile tuturor evenimentelor
de forma {X « I} unde I este un interval al dreptei reale.

Cu alte cuvinte, legea de probabilitate a oricirei variabile aleatoare
reale* este determinati de func{ia sa de repartitie. Legea de probabilitate a
unei variabile aleatoare poate fi exprimatd prin orice alti functie care
determind in mod unic functia de repartitie a variabilei aleatoare.

Pentru multe variabile aleatoare de tip continuu ce apar in practici,
legea de probabilitate este exprimatid prin densilalea de reparlifie sauden-

silatea de probabililate. »
Definiiie! Spunem cd variabila- alealoare X are o densilale de repartifie

(sau"de probabililate) dacd existd o aplicafie f= fx: R 5[0, + o) astfel ca:

F(z) = { foat

unde F este functia de repartifie a variabilei aleatoare X. In acest caz f se numegte
densitatea de reparlifie sau densilalea de probabilitate a variabilei. X. e

Se observa, ficind x4 oo in relatia din definitia densitiii de reparti-
tie, ci : : ' ,

0
_ff(x)dx = 1',

O aplicatie f: R — R este densitatea de repartitie a_unei variabile alea-
toare X, daci : : .

(D,) : f(x) > O oricare ar fi z = R,

N . Foo
(D,) : f este integrabili pe R si | f(z)dz = 1.
. —x

ok De cite ori vom vorbi despre variabile aleatoare fiirdi alte specificéiri vom intelege
cii este vorba de variabile aleatoare reale. : :
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Cu alte cuvinfe, pentru orice aplicatie f: R = R satisticind (D) si (D)
. se poate construi o variabild aleatoare care are densitatea de repartifie f.
Aplicalie. Sd se delermine constanta c, astfel ca funclia ‘

¢

flx) = ; z<=R
oo 1 4
sit fie o densitate de repariifie. -
Aplicatia [ trebuie sd satisfacid ®m,) = ®
: +oo |
c S dz_ —1
‘1 + 22
de unde rezultd ca c ='—1-, adicd -
k13
1
z) = —— xr e R).
=y @=®

Si intrucit f(z) > O pentru orice z € R, feste o densitate de repartitie.
Daci variabila aleatoare X are o densitate de repartitie f, atunci

a

a
Pa<X<b)=[[x}dr a,bsR a<bh
b

Intr-adevir, dacd F este funciia de repartitie corespunzitoare (F este
continud) : . ’ :

: . b a b
Pla <X <b)y=F(h)—F(a) = | fx)dz —§ f(x)dx = | f(z)dz.
—00 —00 : a
‘Aceastd relatie rimine adeviratd si daci a = — o sau si b=+ oo

Daci variabila ‘aleatoare X ia valori numai in intervalul (a, b), atunci f
se anuleazi in afara acestui interval. fotr-adevir, in acest caz:

b
Pa<X<b=1= [ [(lz)dz=1.

. a

Pe de altd parte

40 a b 4o
1= _j;f(x)dx =_£° f(x)dz + £ f(x)dzx + { [(@)dx

jar de aici se deduce imediat concluzia doriti.* A

fn continuare vom presupune ci F este o funcfie derivabild pe R.
In acest caz f= F’ sau altfel spus F este o primitivd a lui f. in aceastd
situatie putem lucra cu integrale Riemann si se deduc imediat proprie-
titile enuntate anterior. Astfel, de exemplu, F fiind o primitivd a lui f,
avem :

b i
| f(x)dz = F(b) — F(a) = P(a < X < b).

* De fapt concluzia este cit f se anuleazi aproape peste tot In afara intervalului (a, b).
Dar in acest capitol vom lua ,peste tot“ in loc de ,,aproape peste tot®. Dac#t F este deri~
vabili, cum se considerd in continuare, atuncl alirmatiile devin exacte. :




Sau, 'dacii- X isi ia toate valorile in in'i:ervalul (a, b), atunci

F(z) =0, daci z < a, F (x) = 1 daca x> bsi deci
f(x) = F’'(x) = 0 daca = ¢ (a, b).

De asemenea, proprictatile (D,) si (D,) sint imediate. Astfel, (D,)
exprimd ci I’(z) > 0, (z = R) si stim cid F' este nedescrescitoare. ,
Dacd variabila aleatoare X are densitatea de repartific reprezentats : -
in figura 1.13, atunci P(a < X < b) este aria portiunii hagurate.

g @ 6 r
Fig. 1.13
in partlcu]ar, daci ¢ = — o, b = =, atunci F(z) =fP(X < z) este aria

portiunii hasurate in figura 6.

y

/

Fig. 1.14

Daci Az este foarte mic atuncl
Pr<X<z+ Ax) F(z + Az) — F(z) ~ f(z)Az
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O,

Vi 2 rrdy

( Fig. 1.15

Aplicafie. Variabila alealoare X are densitatea de reparlijie
. 1

2) = ————

f( ) (1 + %)

a) Sd se scrie functid de repartifie corespunzdioare.
b) Sd se calculeze probabilitatea ca variabila X sd ia o valoare cuprinsd
intre —1 si 1. '

(=R

Rezolvare, a) Funciia de repartifie corespunzitoare este

x

x
F(z)= S e _ 1 (arc tgm
1+u) =

—00 -—Q0

1
}:—(arctgx+_§)—_~larctgx+-i—. (x = R)

k) ™ &

b) P(—1<X<1)=FQ1)—F(- 1)=l(—’3-+-"5)=i-
- wm \4 4 2

Din cele spuse pind in prezent in acest paragraf reiese ci legea de
probabilitate a' oricirei variabile aleatoare poate fi .exprimatd prin functia
sa de repartific. Pentru unele _variabile™aleatoare legea de probabilitate
poate fi exprimati prin densitatea de repartitie. Existd si alte moduri de a
exprima legea de probabilitate a unei variabile aleatoare (de exemplu,
functia caracteristici). ; o

Individual, fiecare variabili aleatoare este determinati complet din
punct de vedere probabilistic de legea sa de probabilitate.

Dar cind lucrim cu familii de variabile aleatoare cunoasterea legii de
probabilitate a fiecdrei variabile in parte nu mai este suficients, intrucit
din acestea nu rezultd interdependenta variabilelor considerate.

in practici sintem adesea pusi in situatia de a lua in considerare simul-.
tan doui sau mai multe variabile aleatoare. Dacid X, Y sint doud variabile
aleatoare reale, atunci cuplul Z = (X, Y) este un vector aleator bidimensional.
‘Se observi ci valorile lui X si valorile lui Y sint numere reale, iar valorile
dui Z sint perechi de numere, reale. o

In general, daci X,;, X,,..., Xn sint variabile aleatoare reale, atunci
X = (X;, X;..., Xn) se numeste vector alealor m — dimensional.
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Exemple : — 0 masinid produce un"anumil lip de piese la care se mdsoard
doud dimensiuni. (considerate intr-o anumiti ordme) pentru a vedea dacd piesa
corespunde standardului. Rezullatul controldrii fiecdrei piese este aleator §i nu se
exprzmﬁ printr-un numdr, ci prinir-o pereche de numere. Dacd X este valoarea
primei dimensiuni, iar Y valoarea celei de ‘a doua, atunci avem de conszderat
vectorul glealor bidimensional (X, Y). ‘

— La centrele militare, recrufilor li se mdsoard fndl{imea, greutalea si

perimelrul foracic (in unitdti de misuri . Pprestabilite). Rezultatul variazd de
la un recrul la allul. Rezultatul examindrii fiecdrui recrut se exprimd prin {trei
numnere. Avem deci de a face cu un veclor aleator tridimensional.

— Se aruncd -cinci zaruri (distincte). Rezultatul aruncdrii se exprimd
pnntr—un sistem ordonat de cinci numere. Daci notam cu X acest rezullal atunci
(Xl, X,y X3, X4, X;) unde X, este numdrul de puncle ce apar la zarul i

(1 1, 2, 3, 4, 5). X este un vecior alealor 5 — dimensional.

In continuare vom face citeva consideratii asupra legii de probabilitate
a vectorilor aleatori bidimensionali.

Definigie, Se numesle funcfia de repartilie a vectorului bidimensional (X Y)

Slhprrpea—————
aplicafia F : R?* - [O 1] :

- , Fi,p))=PX <=z, Y <ypy)*

Vom -enunta in continuare unele proprietiti ale functiei de repartitie
bidimensionale definitd aici. Demonstratiile, care sint simple, le ldsim in
seama cititorului '

Z, <y = F(xy,y) < F(x,, y); oricare ar fi y = R;

h <y.=>F(z,y) < F(x, y;); oricare ar fi x = R;

lim F(z, y) = lim F(z, y) = 0;

y~—c0 -

Xx->—00
lim F(z, y) = ,
=00
A . )
Fx(r) = lim F(z, y); - rxeR;

Yoo :
Fy(y) = lim F(z, y); y=R;

=00

Pla € X<b, Y <¢=F(b,c)—F(a, c); a, b ceR;

PX<a bsY<c)=F(a c)—F(b,c); a, b, c = R;

P(a SX<bcegY< d) = F(b, d)— F(a, d)— F(b, ¢) + F(a, ¢);
a, b, c,d &R,

Definitie. Se numeste densitalea de repartifie a vectorului aleator (X, Y)
derivala @ doua parfiald mixtd (dacd existd) a funcliei sale de repariifie.
Deci, dacid F este functia de repartxtle, densitatea de repartﬂ;xe cores-

punzatoare este

O 1) _ o
fe. v) = 25 20 = Fo @ y).

*{X<uz, Y<é}={x<x}n{ Y <y}
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Orice densitate de-repartifie -bidimensionali f(x, y) are proprietatile :

40 4o

f@y >0 =z y<R; | T fw, yydedy = 1.

Dacii Az si Ay sint mici, atunci
ca punctul aleator (X, Y) sicadiin
dublul hasurat in figura 1.16.

y.

—o00 —oo

f(x, y)AzAy aproximeazi prebabilitatea
dreptunghiul (z, © + Ax) X (y, y + Ap)

2758

2

r rede

Fig. 1.16

Aceastd observafic ne sugereaza formula

P((Y,X) D)= SD J f(z, y)dzdy

unde D este un domeniu plan.

In sfirsit mai mentionim cd dacd f(z, y) este densﬂ:atea de repartitie

a vectorului aleator (X, Y), atunci

fx(z) =

; f¥(y)

+-00
_L f(z, y)dy,

+o
= { fe, nd=

unde fy si fy sint densititile de repartitie ale variabilelor aleatoare unidi-

mensionale X si respectiv Y.

Trecerea la cazul m — dimensional se face in mod natural. -
Functia de repartitie a vectorului aleator (X;, X,,..., X.,) este

F(xy, x5..., xm) = P(Xl

Tyy Toyeo

<z X, <Zoooos Xip < Tip)

T, € R,




Functia de repartitie a variabilei X, este
i(x) = lim F(xy, Tzs...s Tmn)s Ty = .
Zl' -0

}.;ﬂ-l

Densitatea de repartitie corespunzitoare functxel de repartifie m-— di-
mensionale I’ este (daci exlsta) '

anF(xh xp-,--) xm) .
0%y, 0%y.0., 0Ly

f(xl’ Taye v oy xm) =

Densitatea de repartitie a vectorului k — dimensional (k < m)
(thy Xsas- v Xiy) ({iv ia... i} Z {1, 2,...,m})

este :

-~ 400 +4co
f(lgz...gk(xgl, xfz 3o ey xfk) == j P j f(.’l:l, Toyu ey :c,,,)dx_,l...dx,m_k,
—00

| —00
{jl: Jas- - -sjm-k} = {1: 2.0 m}—' {ih is.. ;,l';,-}.

Cazul cel mai simplu intilnit in studiul interdependeniei dintre varia-
bilele aleatoare ale unei anumite familii este cazul independentei.

Si considerim mai intii familiile formate din doud variabile aleatoare.

Sd presupunem cd se- aruncd doud zaruri si sd noldm cu X numdrul de
puncle care apar la pnmul zar §i cu Y numdrul de puncle care apar la al
doilea zar. Este clar cd cunoagterea valorii luate de una din cele doud variabile nu
modificd probabilitaiea ca cealalld si ia o valoare oarecare. Cu alte cuvinte,
evenimentele {X = k},{Y = l} sint independente oricare ar fi k; I =1, 2,
3,4,5,6: -

PX=k Y=D)=PX=K-PY=1I.

Este natmal sd spunem cii variabilele aleatoare X si Y sint indepen-
dente.

Si Iuim un alt exemplu. O urnd confine 5 bile : doud numerotale cu 1,
doud numerolafe ci 2 si una numerolald 3 ; o altd urnd-confine 8 bile : una
numerotati cu 1, doud numerotate cu 2, trei numerotate cu 3 si doud numero-
tate cu 4. Din fzecare urnd se extrage cite o bilid. Dacd X este numdrul ob;‘inut
din prima urnd i Y numdrul oblinut din cea de a doua urnd, se observd cd dacd,

de exemplu, X = 1, atunci P(Y=1UX=1)=P(Y=1)=— P(Y =1/X=
= 2) =l-;—- In general, cvenimentele {X = k}, {Y = 1} sint mdependenie pentru

oricc k=1,2,3;1=1, 2,3, 4.

Si considerim aceleasi douii urne. Din prima urnd se extrage o bild
care se introduce in cea de a doua urnd, dupd care se extrage o bild si
din aceasta. Daci X este numirul ob{inut din prima urni iar Y numdirul
obtinut in a doua extragere, atunci

P(Y=1X=1)=

© |

deoarece daci numirul obtinut in prima extragere este 1, atunci a doua
extragere se face dintr-o urni cu 9 bile dintre care douid numerotate cu 1.
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De asemenea -

SP(Y=1X#£1) =%.

Se mai observi cia’

Px=1=2; PX=-UY=1=2

9
(recomandim cititorului si deducd ultima egalitate). . ,
Rezulti ci nu putem afirma cé perechile de evenimente {X = k}, {Y = {}
sint independente pentra orice k=1, 2, 3;1=1, 2, 3, 4. _
in general, vom spune ci variabilele aleatoare discrete X, si X, sint
tndependente dacid '

P(X, =z, Xy =23) = P(X, = 2))-P(X; = ) My,
LEste usor de ariitat cd aceastd conditie este echivalentid cu:
PX, € I, X, € L) = P(X, = I,)P(X, = I)

oricare ar fi intervalele I,, I, ale dreptei reale.

‘Echivalenta mentionati este valabild numai daci variabilele aleatoare X,
si X, sint discrete. In cazul variabilelor aleatoare de tip continuu se folo-
seste a doua formi. : \ )

Trecerea la cazul unui numir Tinit oarecare de variabile aleatoare este
imediati. '

efinitie) Variabilele alealoare X,, X,,..., X, sinl independenle dacd
pentru orice 1 < ky <ky...<k, <n gi orice intervale I, I,..., I, ale .
dreplei reale :

P(Xi, € Iy Xiy & Iy Xa, € L) = P(Xi € I)-P(Xy, €. ).
‘ o P(Xi, € L).

Se poate arita cii pentru ca aceastd relatie s fie verificatd pentru
intervale de orice tip, este suficient si fie verificatd pentru intervale de

forma (— o, ). ‘

Cll%;_i_e. Variabilele aleatoare Xy, i = I sint independente (I fiind o familie
arbitrard de ihdici) dacd pentru orice I’ C I, I’ finit variabilele aleatoare X,
i € I’ sint independente. :

Teoremi. Variabilele aleatoare X, X,,..., X, sint independente dacd §i
numai dacd oricare ar fi fniregii 1 <k <k, <...<k, <n si numerele
reale x;, x,,..., %, :

P(Xi, < 1 Xy < Ty Xp, < @) = P(Xy <20) P(Xiy < 2)
L P(X, < ) ' ‘
sau altfel spus: )
Frprgeeeos 5,1 Tase v Ta) = Fi () Fry(25) . . Ty (Ts)
unde Fy, yy. 0 o, 5, €508 functia de reparlifie a vectorului aleator (Xi, Xz,, . . - X))

iar F, este funclia de reparlifie a variabilei alealoare X;.




Daci variabilele aleatoare independente X, au densititi de repartitie,
atunci se pot scris relatiile analoage pentru acestea. - g

Teoremil. Dacd variabilele independente X;, X,,...,'X, au densitdfile de
reparlifie fi, [o..., [, atunci veclorul aleator (X;, X,,..., X,) are o densitale
de repartifie f si ‘ ' \ :

[@1 Xy ooy ) = fi(@) fola)s oo fuldn); 21, 2a...,7, = R.

Mai mentionim urmitoarea proprietate importants :

Dacii variabilele aleatoare independente X, Y au densititile de repar-
titie f, si respectiv f, atunci variabila aleatoare X + Y are densitatea de
repartifie data de :

+00 +c0
@) = | [z — y)dy = _.L h(x—y)-fo(y)dy

-—00

Incheiem acest paragraf cu citeva probleme aplicative.

- 1°. Variabilele aleafoare discrele X si Y au distribufiile dale de urmdtoarele
tablouri :

, ' X: ( l)‘v; Y: (y;)
Y 2 Ul

Sd se arale cd dacd S . ' o
P(X = I‘, Y = yj) = pi}
afunci - .
ZPU =q;; - NPiy=pi; Ypy=1
I j i)j
Rezolvare. Variabila aleatoare X ia una si numai una din valorile &y, adicdi evenimentele

{X = :t,} formeazd un sistem complet de evenimente. Acelasi lucru se poate spune
despre evenimentele { ¥ = y,}. In particular, din aceste observatii rezluti Spi=1;

1
zlh =1
i
Putem decij scrie:

‘ng, = ;p(x =z, Y=y)= P(%J{X =z, Y=y} =
= PAY = y}NU{X = 2} = P{Y = p}ND) = ¢,
?,u =.§.p(x ==z, ¥ _ y) = p(g){x =z, Y=yp))=
= P{{X =x;} ny {r= y,}) = 'p({x =z }NQ) = p

Observafle. Proprictifile demonstrate reprezinti analoagele unor proprietiiti mentionate in S
‘ cazul variabilclor aleatoare de tip continuu X, ¥ pentru care vectorul aleator
(X, Y) are o densitate de repartitie f(x, y). Daci notim cu f, densitatea de
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) repartifie a variabilei aleatoare X, iar cu [, densitatea de repartitie a variabl!ei
aleatoare Y, atunci ' '
,

+00 + 00 » 400 400
[ few myde =L@ M@ ndy=1f@; § { fx, pdedy = 1.

20, Dacd variabilele aleatoare X si Y sint independente, iar f si g sinl doud
aplicafii R — R sfrict cresctoare sau strict descresciloare pe R, afunci varia-
bilele aleatoare f(X) si g(Y) sint independente. ‘

Rezolvare. Vom presupune cii ambele funclii [ si g sint strict cresciitoare, cazurile cind acestea
sint amindoui descreseiitoare sau una crescitoare si cealaltii descresciitoare tratindu-se
fn mod analog. Fie x, y € R,

P((X) <=z g(¥) <p)=PX <[7(). Y < g7 =
= P(X < [~(@)-P(Y < g7'(y)) = P({(X) < 2)-P(e(Y) < ¥)-

Observajii. a) Proprietatea este variabild §i in cazul unor functii f, g care nu sint monotone.
TEste ‘destul de intuitiv ci daci X si Y iau valori independent una de cealaltd,
acelasi Iucru il putem spune despre f(X) si g(¥) oricare ar fi f si g. Din punct
de vedere matematic trebuie si ne luim misura ca aplicatiile f, g aplicate unor
variabile aleateare si conducii tot la variabile alealoare fn sensul definitiei mate-
matice ale acestora. Aplicafiile monotone pe R si aplicatiiie continue pe R inde-
plinesc aceastii conditie.

b) Proprietatca mentionati st observatia a) rimin valabile in cazul unor familit
arbitrare de variabile aleatoare indcpendente.

. 3°. Variabilele aleatoare independenie X, X... X, au respecliv funcliile
de repartifie Fy, F,,. . ., F,. Si se gdseasci funcliile de reparlifie ale variabilelor
aleatoare Y = max (X, Xo,.-., Xa) si Z = min (X;, Xos.. s Xa). Co

Rezolvare. Fic F si G funciiile de repartilie -ale variabilelor aleatoare Y si Z. Avem pentru
orice x € Rt
F(x) = P(Y < z) = P(X, < Xy < rney Xy <) =P(X,<2).
P(X;3 < %)...P(X, < %) = Fy(x) -Fyx). .. Fu(%)
Gr)=PZ<2)=1— PZz2)=1—-PX, 2% X2 %... X, = %)
=1—P(X, = 2)PX, = 2)...PX, =2 2)=
=1—-[1 - PX, <]t - P(X.< 3]...[1 - (X, <)) =
o =1—(1 = Fy@)(t = F@)...( = F ().
4°, Se dd funclia
: ¢

flz) = ,  @<=R)

e 4 e *

a) Sd se defermine constania c asifel ca [ sd fie 0 densitale de reparlifie.
b) Daci X si Y sint variabile aleatoure independente avind densilatea de
repartifie f, sd se calculeze P(X <1, Y > 1). '

Rezolvare. a) Pentru ca f sit fie o densitate de repartilie trebuie si avem




relatie care implici ¢ > 0 adici > 0. Rezulta

+o +o
x, <o
1==cS dz =cS el =c arctge“+),
(S R er® 41 —o0
—00 —C0.
C = 1; f(x = 2 .
T n(e* + e~%) ,
b) PX <1, Y>1)=PX <1)-P(Y>1), ‘
! 1 1 K
PX<1)= S f(x)dx == 2 S v __2 (arctg e? ),
T e* 4 e~ T —

—00 —oo
P(X < 1) =2 aretg e
- aret
l’)
PY>1)=1-DP¥Y<1)=1—PY<1) =1~ = arctg e,
- T

P(X <1, ¥>1)= > aretg e(l— 2 aretg c).
. ™ k3

5°. Vari'labila alealoare X are densitatea ‘de repartilie

N

0 dacia<—1,z2>1
fx) = -1)— daci —1 <z <1
a) Sd se afle funclia de reparlifie corespunzditoare.

b) Sd se defermine densitdfile de repartifie ale variabilelor aleatoare ¥ = X -
Z = 2X%4 1, ’

Rezolvare. a) Se observd imediat cii f este intr-adeviir o densitate de repartijie. Funcfia de
reparti{ie corcspunzitoare este

\ N

] 0 dacizs< —1,

. X x4+ 1 .
F@) = | fydt = 5 daci ~1gz< 1.
~—00 '
l 1 daci = = 1.

b) Sa dcfermin.’tm- mai intfi functia de reparti{ie G a variabilei aleatoare Y. In-
trucit ¥ > 0, pentru orice x < 0 avem
G(x) = P(Y < ) = 0. Dacd = > 0 atuncl

G(z) = P(Y < 2) = P(e* < ) = P(X < In2) = F(ln x)
0 dacd z E(— oo,. i],
e

G(SC)= wdacﬁxe l.e ,
2 e
1 ( dacd z < [e, + o0).

,Densitaten de repartifie corespunziitoare este

' l 0 dacﬁx&?(-l—,e].

9(zx) =

, -Ldacixe l,e-
- : ' 2x 1le

N




= 2X1? 41 ja valori numa¥

fntrucit X ia valori numai -in intervalul (— 1, 1), Z
in intervalul (1, 3). Si& determiniim funciia de repartitie Ii(x) a variabilei alca-

toare Z pentru x € (1, 3):

e S R ==k

~ -

: [ .
5V
2 2 2 2 2

-~

Densitatea de repartifie corespunziitoare este

0 daci xe(1; 3)
- , h(:l:) = -——_1—__.— daci x€(1; 3)
_ ) 2V2(x = 1) .

6°. Pe axa Oy se ia punctul A (0; 1) si prin acest punc! se duce o dreapldi
(A) care face cu Oy unghiul o si intersecleazd Ox In punctul P(X, 0). Sd se

delermine funcfia de reparlifie i densitalea de repariifie a variabilei alealoare A
sliind c¢d « ia valori la lnlimplare dupa legea de probabilitale datd de func[za

de repartifie :
[ 0 daci x < —

N E]

T -+~ —daci i{:—<x,<‘—:,'

=

F(z) =1

ERIN

1 dacd z >

s

!

Rezolvare. S% observim mai intii ¢ F este intr-adevdr o functie de reparu;xc Pe figurd
se vede ¢ A =tga

g Pla,0)

Fig, 1.17
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“Daci G este functia de repartitie a vai-iabﬂei aleatoare A, atunci pentru z & (-1, 1)
G(x) = P(A < 2) = P(tg o < &) = P(x < arctg x) = F(arctg x) = 2 arclgx + T:‘-
- 03
0 dact x < — 1,
. 2 1
Gy =3 —arctg T+ —daclhi —1<z<1,
l | 2

1 dacd T > 1.

Densitatea de repartijie corespunziitoarc este- ) : _ AN
0 daci x ¢ (- 1. 1),

9(x) = 2

———— daci z € (-1, 1),
Tl 4 ar) )

7°. Variabila aleatoare X are funcfia de repartifie F. S se delermine funcﬁé .
de repartifie a variabilei aleatoare —X. Dacéd F este derivabild, sd se gdseasci
densitatea de reparlifie a lui —X in funcfie de f = F’.

Rezolvare. Fie G‘Afunc;ia de repartitie a variabilei — X si x € R. Avem:
@) =P—X<x)=PX>—-2)=1-PX< —2)=1—F(—z +0).

Daci F este derivabili pe R (deci si conlinui pe R) atunci densitatea de repar-
titie g corespunzitoare func;_iei’ de repartitie G este dati de:

WD) =G@) =f(-2), (ze& R). ‘

8. Variabilele aleatoare independenic X si Y au o densitale de reparlifie
comund. Sd se arate cd P(X < Y) = P(Y < X). '

Rezolvare. Fie [ densitalea de reparlijie comuni. Intructt varfabila aleatoare X are densitatea
de repariifie f(x) iar variabila aleatoare —Y are densitatea de repartitie f(—x) si in
rlus cele doudi variabile aleatoare (X si —Y) sint independente (problema 2°.) atunci
densitatea de repartifie a vaiiabilei aleatoare X — Y este

+ 4o 400 - ’
g(z) = j ff(—=z+y)dy = I f(@ = p)of(—p)dy= | f(x + p)-f(y) dy

Ficind un rationament aseminitor deducem ef-variabila aleatoare
Y — X are de asemenea densitatea de repartifie g. In consccinti ¢
’ . ) .0 :
PX<Y)=PX— Y<0)= | g@@dr=P(Y — X < 0) = P(Y < X).

—00

1.6. VALORI MEDII. DISPERSIE. INEGALITATEA LUl CEBISEV. -
. - MOMENTE S

S& considerdim urmitorul joc : se aruncd un zar si un jucdlor primegle
2 puncle dacd apare fafa 1; primeste 4 puncte dacd apare fafa 2 sau .
fala 3 primeste 5 puncte dacd apare faja 4 ; pierde 6 puncle dacd apare una
din fefele 5 sau 6. Vom considera cd zarul esle corect. :
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Notim cu X numirul de puncte obtinute de jucitorul 'xr'espectiv. Tabloul
distribuliei acestei variabile aleatoare este

2 4 5 —6
X:11 1 1 1] ’

6 3 6 3 -

Si presupunem acum ci acest joc se repetd de n ori. Dacii in cele n
arunciri ale zarului :

— de n, ori a aparut fafa.l,

— de n, ori a apirut una din fete 2 sau 3,

— de n, ori a apirut fata 4,

— de n, ori a apirut una din fete 5 sau 6,
atunci jucitorul considerat a primit de n, ori 2 puncte, de n, ori 4 puncte,
de ny ori 5 puncte si de ny ori— 6 puncte si deci a totalizat :

2n, + 4n, + 5ng— 6n, puncte (n, + n, 4+ ng + ng = n).

Acesta fiind numirul de puncte realizate in n jocuri, atunci intr-un
joc a obtinut in medie

2n, 4 4n, + 5n, — 6n,
n

puncte.
Daci n este suficient de mare, atﬁnci frecventa aparitiei fefei 1 a

zarului —* este aproximativ egali cu ; la fel
. n

n,

m_ 1, om 1, on 1
3 n " e’ 3

n

Rezultd cd valoarea medie a numirului de puncte obtinute la o arun-
care a zarului este aproximativ :

1 1 1 1
2. 4. 5. .l
c+ 3+° 6 6 3

rofm
.

Daci privim tabloul distributiei variabilei aleatoare X, observam cé acest
numir. s-a obtinut inmultind fiecare valoare posibild a variabilei cu pro-
babilitatea corespunzitoare si adunind rezultatele obtinute.

In general, daci X este o variabils aleatoare simpli legatd de o anu-
mitd experienti si poate lua valorile x,, Tgseoes T respectiv cu probabilitdtile
P1> Pas-.+» Pm, atunci efectuind de n ori experienta notim cu n; numirul
de aparitii ale valorii 2, (k= 1, 2,...,m; Zn, = n). In cele n probe s-au
ob{inut n numere a ciror sumi este mz; + n,x, + ...+ nux, si media
aritmetici a acestor numere este ‘

'%(nlxl + n,%, + L + nmxm)v= flxl + faxz + . + fmxm

n egs o . o~
unde fp =—=(k=1, 2,...,m) este frecventa aparitiei valorii z;. Daci n
n

este suficient de mare, atunci f, ~p, (k= 1, 2,..., m) si aceste apromman
tind si devind egalitdli cind n creste mdefmxt (n—-> w).
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Aceste consideratii ne conduc spre urmitoarea :
Definitie. Dacd variabila aleafoare simpli X ia valorile x,, Zgye..yTn
respecliv cu probabilitdfile py, p,. .., Pn (Ep¢ = 1) alunci numdrul

M((X) = pyxy + pots + ...+ putn

se numegle valoarea medie sau speranta matematici a variabilei aleatoare X.

S& ardtam citeva din proprietitile mai importante ale valorii medii in
cazul variabilelor aleatoare simple. In cele ce urmeazi variabilele X §i Y
au legi de probabilitate date de tablourile :

X:(xl mz.--xm); Y:(yl yz.-.yn)
Pr  .P2---Pm, BT Q2. . -

. dar ‘ . py=PX==x, Y=uy)

(M) : M(X + Y) = M(X) + M(Y). :

Demonstratie. Variabila aleatoare X + Y ia valoarea z; 4 y; cu proba-
bilitatea pg; (i= 1, 2,...,m; j=1, 2,..., n) si deci

MX+Y)= 12; (@ + ydpy = Y pusti + Y, Py =
; : ii j

) i,j .
=YY Py + L 0¥ Py = N wp: + N 9,0 =
Y T i 7 .
= M(X) + M(Y).
(Am folosit rezultate ale problemei 1° de la sfirgitul' paragrafului 1.5)

Observafie. IZroprletatea se extinde la un numdir finit oarecare de variabile alcatoare simy. -

M(Xy 4 Xs +...+ X)) = M(X,) + M(X,) 4. 4 M(X,)
OL) : M(cX) —cM(X) c<=R ’
(My): X < Y= M(X) < M(Y).

Demonstfa!ie. ‘Este evident cd dacd Z > 0 atunci M(Z) = 0.

Daci X < Y, atunci

Y—X2>20, M(Y—X)>0, M(Y)—MX) >0
(M,) : Dacd X §i Y sint variabile aleatoare independente, atunci :
M(X-Y) = M(X)-M(Y).

‘ Demonstrafie. Din definifia independentei variabilelor aleatoare rezulta
Pes = Piqy. Deci: :

M(XY) = Y poxd; = Y, Ptz = Y, pite}, 59y =
- i i 7

= M(X)-M(Y)
Observafie. Proprietatea se extinde la un numdr finit oarecare de variabile aleatoare simple:
M(X,X,. .. X)) = M(X,) -M(X,)-... - M(X;)
daci X, Xj..., X, sint independente.
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Defini;ie. Dacd variabila aleatoare X are o m’ﬁlﬁrhe numdrabdild de. valori’
&y, T, Ts,..., Cdrorale coreqund, probabilitd;ile P1> P2 Pss. .. atunci numdrul

M(X) = E P

Se numeslc valoarea medie a vanabzlez aleatoare X dacd seria Xpg; este
absolut con»ergenid Dacd Z pi| x|l = 4 o spunem cd X nu are o valoare
7

medie. )
Conditia ca seria Zp‘x‘ si fie absolut convergenti, este necesard pentru

ca existenta sau valoarea sperantel matematice si nu depindi de ordinea -
in care inregistrim valorile variabilei aleatoare X.

Proprietitile (M,), (M), (BL;) si observatiile care le succed rimin
adevirate in cazul variabilelor aleatoare discrete (simple sau nu) dacd in
cnuntul fiecireia adiugim ,daca valorile din membrul drept existd”.

Defmme. Dacd X este o variabild alealoare de lip confinuu avind densitatea
de repar!t{ze [, alunci numdrul

+0o
M(X) = j zf(z)dx

se numegste valoarea medie a variabilei aleatoare X daci mlegrala din membrul
drepl este convergenltd.

Daci variabila aleatoare X ia valori numai in intervalul (a, b), (—oo <
<a<b <+ o) atunci f(z) = 0 pentru x ¢ (a, b) si deci

MX) = jli zf(x)dz.

1

Luarea acestei egalitati ca definitie a Valoru medii poate fi su"erata de
urmitoarele considerente.

Imparfim intervalul (a, b) in subintervale disjuncte din ce in ce mai
mici. La etapa n si presupunem ci avem m, subintervale A{", A{,..., A()

cel mai mare dintre acestea avind lungimea v,, In fiecare submterval As”)

alegem un punct (™ si construim o variabili aleatoare simpld X, dindu-i

acesteia valoarea E{® daci X ia o valoare in A{"’ (i=1, 2,...,m,). Rezulti,
_ presupunind v, suficient de mic :

P(X,) =t = P(X e A‘"’) ~ [EEAM

si deci

my

. ’ b
M(X,) = HEPP(X, = &) = REPIEMAR = [zf@)de.

Pe de altd parte X, poate fi ales oricit ,de apropiat* de X. Intr-adevir:
IX— X, < v .

si v,. poate fi ficut oricit de mic.

Proprietitile (M,), (3,), (M;) ramin valabile in ‘cazul variabilelor alea-
toare de tip continuu care au densiti{i de repartitie cu conditia ca valorile
medii din membrul drept _al egalitatilor si existe. Ele sint valabile — cu
aceastd restricfie — si dacii unele varmblle aleatoare sint dlscrete iar altele
de tip continuu.
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Sa aratim pe un exemplu simplu utilitatea cunoasterii proprietatilor
valorii inedii.

Se aruncd doud .zaruri. Sd se calculeze valoarea medie a numdrului {olal
de puncle.

Rezolpare. Daci' X este numirul total de pu}icte. si vedem care este legea de probabilitate
" a acestel variabile aleatoarg. Se observd oA X ia valorile 2, 3, 4..., 12 §i

PX=2=-L; Px=3=-2;et.
36 36

Se obtine tabloul
‘ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X:11 11 1 5 1 5 1 1 1 1

36 18 12 9 36 36 36 9 12 18 36
Cenform definitiei valorli medii

EA M(X)—2—+3 —+4—+...=7.
. 18 12

Problemé se putea rezolva mai comod astfel : daca X, este numirul de
puncte de la primul zar si X, numérul de puncte de la cel de al doilea zar,
atunci X = X, + X, si deci S

? M(X) = M(X,) + M(Xy).
Dar Xl si )\2 au aceeasi lege de probabilitate data de tabloul

123456

de unde reiese

M(X) = M(X)!= — (1+2+ 3+ 4+546) =

'IOI\I

M(X);'l+l=7.

La fel, daci se cere valoarea medie a produsului numerelor de puncte
de la cele doud zaruri, vom observa ci variabilele aleatoare X, sl X, sint
lndependente ceea ce ne va da dreptul sa scriem

M(X,Xo) = M(X)-M(X) =2+ -

. Refinem deci ci pentru a aplica regula ,,val(;ai'ea medie a prodqsului
este produsul valorilor medii“ trebuie si avem asigurati in. prealabil inde-
pendenta variabilelor aleatoare care-intervin. O astfel de precautie nu este
necesari cind aplicim regula ,valoarea medie a sumei este egali cu suma
valorilor medii®. ' '
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S5 mai dim o formul foarte utild in aplicatii: -
M(Q(X)) fg(:c) flx)ydz .

daci integrala din membrul drept este convergenti si unde .g.este o functie
continuid R — R, iar [ este densitatea de repartitie a variabilei aleatoare X.

Si vedem in ce constd utilitatea acestei formule. Daci se cinoaste
densitatea de repartitie a variabilei aleatoare X si ni se cere valoarea medie
a variabilei aleatoare Y = q(X) pentru a apela la definitia pe care noi
am dat-o valorii medii ar trebui mai intfi si gisim densitatea de repartitie
a lui Y.

Formula prezentati -me scuteste de acest lucru.
Aplicafie. Variabila aleafoare X are densilatea de repartilie

" 2.
fz) = { = + =) |
) -0 daci = & (—1, 1).

dacd x = (—1, 1),

Sé se calculeze valoarea medie a variabilei aleatoare X2.

Rezolvare. Aplicim formul:i méntionatii pentru g(r) = x*(x € R) si obtinem :

Yl G 2. 4
2) — 2 = .._.—. dz = — _— N=— -1,
M(X?) S x f(:x,.')dq: S 1:(1 T z ﬂ:v[(:y: arctg “)!—1] = 1

Valoarea nedie este una dintre cele mai importante caracteristici nume-.
. rice atasate variabilei aleatoare. Rolul acestor.caracteristici numerice este
de a ne permite, in anumite situatii, si tragem unele concluzii asupra varia-
bilelor aleatoare studiate, fird a apela la legile lor de probabilitate — de
cele mai multe ori foarte dificil sau imposibil de obtinut. De multe ori,
cunoasterea tipului de interdependentid dintre variabilele unui sir si a unora
din caracteristicile lor numerice ne permit si tragem concluzii importante
din punct de vedere practic sau teoretic. Amintim in acest sens unele
teoreme cunoscute sub numele de legi ale numerelor mari sau cele cunoscute
sub numele de teoreme — limitd centrale.

Valoarea medie face parte dintr-o anumitd categorie de caracteristici
numerice si anume caracteristicile’ de pozitie. Cu ajutorul acestora incercim
sd tragem concluzii asupra pozitiei valorilor variabilei pe dreapta reala.
Valoarea medie este un fel de wvaloare cenirald a-variabilei aleatoare ; o
valoare in jurul cireia cad celelalte valori posibile, astfel ca media abaternlor
de la aceastd valoare si fie nuld (abaterile se consideri cu semnul 4 sau —
- dupé cum- valoarea consideratd cade la dreapta sau la stinga valorii medii).

Alte caracteristici de pozitie mai frecvent mtxlmte (in special in sta-
tistica matematici) sint .modul si mediana.

Modul este valoarea cea maj probabild in cazul unei variabile aleatoare
discrete’sau punctul de maxim al functiei f in cazul vanabllelor aleatoare de
tip continuu care au densitatea de repartitie f. :

Distributiile sint unimodale sau plurimodale dupid cum modulul este
unic sau nu. .




Medxana variabilei aleatoare X este- valoarea Me pentru care
 P(X < Me) = PX > Me) .

Dacd X are o densitate de repartitie f; atunci Me este valoarea pentru
care
Me

Sf(x)dx——- i
2
. —00
 Geometric, Me este acel numir cu proprletatea cd dreapta x = Me .

-imparte aria. cuprinsd intre graficul functiei f(z) si axa Oz in_doua pérti
‘egale.

|y

Fig. 1.18

Uneori se mai folosesc cuarlilele si decilele care reprezmta punctele de
_pe axa Oz cu ajutorul cirora se imparte aria de mai sus in patru, respectw
zece, pir(i egale. Se observa ci Me este 0 cuartild si o decili.

Desigur ci in multe situatii cunoasterea valorii medii a variabilei (sau
variabilelor) aleatoare care né€ intereseazi nu este suficienta. -

De altfel din.doui variabile aleatoare (care au valori medii) cu legi de
probabilitate foarte diferite putem obtine totdeauna douid variabile aleatoare
cu aceeasi valoare medie, printr-o simplad translatie a uneia din ele.

O. variabild aleatoare este mult mai bine caracterizati dacd pe lingi
valoarea medie m cunoastem si gradul de impristiere a valorilor variabilei.
in jurul lui m. Pentru aceasta trebuie definitd o noud" caracteristicé numerica
~ cu care si misurim acest grad de impristiere.

S-a mentionat faptul evident ci valorile unei variabile aleatoare cad de
o parte sau alta a valorii medii astfel ca media. acestor. abateri. este .nuld,_
Deci indicatorul.de dispersie pe care-l vom utiliza trebuie si faci pozjtive . :
toate aceste abateri individuale. De exemplu, daci variabila aleatoare simpld X
ia valorile x,, ,,..., T, respectiv cu probabilititile p,, p,,. .., ps atunci aba-

terea varlabllex X de la media m —Zp,x‘ este xy— m cu probahnhtatea p‘

.

(<i<g n) si media acestor abateri este M(X — m) = 0.
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In schimb M(|X —m |)\ Ep, Iz,— mf >U Valoarea ‘medie a modululul
abaterii : |X— m | poate fi lirata' ca indicator al dispersiei dar se dovedeste
incomod in calcule. De aceea maod-turent se foloseste un alt indicator.

Definitie. Se numegste -dispersia sau varianta variabilei alealoare X care
are valoarea medie m numdrul D¥(X) = M(X —m)z* (dacd variabila alea-
toare (X — m?) are o valoare medie).

Se observi ca definitia are sens atit pentru variabilele aleatoare discrete
cit si pentru variabilele aleatoare de tip continuu. Daci X este variabila
aleatoare discreta care ia valorile z,, z,, x3,. .., respectiv cu probabilitatile
Pv P2 Ps; . (Bp, = 1) atunci :

D¥(X) = Spy(xi — m)®

iar dacid X este variabila aleatoare de tip continuu cu densitatea de repar-
titie f atunci

4o

DZ(X) f (z — m)?f(z)dz.

‘Proprietitile generale ale dispersiei pe care le vom prezenta acum sint .
valabile pentru orice tip de variabile aleatoare (cu singura conditie ca disper-
siile din membrul drept al egalitatilor sa exxste) Demonstratiile se bazeaza
pe proprletatlle valoru medii.

D,) D¥X) > oricare ar fi variabila aleatoare X.
0= D“(X) daci i numai dacd X = m (sau mai exact daci
P(X =m)=.1).

D):  DXX) = M(X) — [MIX).
Demonstrafie. D*(X) = M(X — m)? = M(X?— 2mX + m? =
= M(X?) — 2mM(X) + m?* = M(X?) — 2m* + m® =
: = M(X®) — m? = M(X?) — [M(X))*.
Corolar : M(X? > [M(X)]? ‘ '
D) :  D*cX) = c*D¥(X), c<R.

(D,) : Dacd variabilele alealoare Xl, X, .. X ‘sinl independenle. doud cite
doud, atunci \

DXy 4 Xot .. + X,.) = D¥(X)) + Dz(Xo)+ -+ Dz(Xn)
Demonslra!le Fie m; = M(X), i=1, 2,...,n. Avem
MX 4+ X+ ...+ X)=m +my+...4+ my,
DX X+ Xo+ ...+ X,) = MEX,— Zm,)* = M(Z
(Xe—m)* = M{N(X; — m)* + 25(X,— m,) (X, —

1<J
— my)] = YM(X,— m,)? + 2YM(X; — mg) M(X;—m;)=
i 1<J :
= Y, D¥X,)
deoarece . '
T MX,—m) =0,i=1,2,...,n

% Vom scrie M(X — m*) in loc de M[(X — m¥) ]
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. De regula gradul de 1m‘pra§t1erc a valorilor variabilei aleatoare X in

N Jurul valerii sale medii se misoari nu prin varianta sa D* (X) ci prin aba-

ferea medie pétratici D(X) = \/ D*(X) care este exprimati m aceleasi -uni-
titi de misurd ca si variabila aleatoare X.

Cunoasterea valorii medii §i a dispersiei unei variabile aleatoare ne
permite sa tragem unele concluzii asupra acesteia. Unul din rezultatele cele
mai cunoscute’si mai importante in acest sens este

lnegahtatea Ini Cebisev. Dacd variabila alealoare X are valoarea medie m

si dispersia o* alunci

- © P(X—=m|> ka)sé,‘ks R, k> 0.

Demonstrafie. Vom presupune mai intii ci X este o variabili aleatoare
discretd. Dacéd X ia valorile x;, 7, ... respectiv cu probabilititile p,, P2+ -
vom - presupune, firi a restringe generalitatea-

.
-

|z, —m| < Ixz_ml
Fie s cel mai mic dintre indicii i pentru care |xy— m | > ko*:
|[Zi—m| < |z,—m| < ... < |x3-1‘—m|<kc <|lz,—m| <
< |zspu—m| <

Rezultd ci | X — m| > ko dacd si numai dacd X ia una din valorile z,,
Tepys - .. adica s

§X—m|>ke} = (X= 2} U{X =2} U ...

si .in consecinté

P(X—m]| > P(X_:c,)+P(X—x,+1)+ So=PsF Doyt ...
Pe de alta parte |
o® = D¥(X) = p,l:icl—hv|’+p2.|x2—m|“+ +p,_1|:q,_1—m|2+
\ h +p,|:t,‘—t7nA|z+..., _ -
> p.lz,—m|+ p.nlxgu—inl?—li ceo 2 Pek’® + ppukiet + ...,

o> KBa'(p, + praa F .. ) o
L pet Pusat e = ~1:"(I X—m| > ko).

. Daca nu existsd astfel de indici, Incgalita'tea este bahald intrueit B(| X - m|> ko) =0




Dacd X este o variabila aleatoare de tlp continuu avind densitatea de
repartitie f, atunci

m—ko . +00

= _L<’= — myf()dz > I (@— m)’f(x)dx + +IL (z— mpf(x)dz >

m—ka +o0

> f k%”f(x)dx-i— ) k"’o-’f(x)dx'=
mike

= KoTP(X < m—ko) + P(X > m + ko)] =
= Ke*P{X—m < —ke} U {X —m > ke}) = K*a*P(| X —=m | > ko).

Inegalitatea lui Cebisev poate fi scrisda si sub alte. forme :

P(X—m|30)<Z, acR a>0
S : a

P(X—m|<a) 1—2,
v L al

Dupi cum se vede inegalitatea lui Cebisev ne di o margine inferioari
pentru probabilitatea ca o variabila aleatoare X care are valoarea medie m
si abaterea medie patraticid ¢ s ia valori in intervalul (m — a, m + a). Eva-
luarea data de inegalitatea lui Cebisev se poate dovedi in unele situatii nesa-
tisficitoare. De exemplu, conform acestei inegalititi '

P(X—m| < 20) 1—1 075

Dacid X are distributie normala (1 .7 atunci
P(lX——m| < 20) = 093

Dar importanta 1nega11tatu lui Ceblsev constid in generalitatea sa, ea
este valabild pentru orice variabild aleatoare (care posedd o varianti).

Bineinteles ca cunoasterea legii de probabilitate a variabilei aleatoare,
adica detlnerea informatiei complete asupra variabilei, conduce la rezultate
mult mai bune. Inegalitatea lui Cebisev reprezintd un e\emplu de concluzie
trasi pe baza unor informatii partiale.

Desxgur ¢d cu cit numarul 1ntormatulor este mai mare cu atit rezultatele
sint mai ‘precise.

Definitie. Se numesle. moment d ¢ ordinul p al variabilei alea-
toare X numdrul: ; A

m, = My(X) =i§ pexf

dacd X esle variabild alealoare discrelé care ia-valorile x, respecfw cu probabi-
litdfile p, (i< I) (si suma din membrul drepl esle absolut convergenid dacda I
esle numdrabild) sau 4

+8
M (X) = I 2*f(z)dz
dacd X este o variabild alealoare cu denszlatea de reparltlte [ (dacd integrala
scrisd esle convergentd). .

\
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Se numesle momen¥-concentrat d e ordinul p al variabilei
wleatoare X numdrul

= MAX — m)

unde m esle valoarea medie a Im X

Se numeste momen! absolutl de ordinul p al variabilei alea-’
foare X numdrul '

= M,(| X))

- Momenlulconcenlral absolul de ordinulp al aceslei varia-
. bile este numdrul My(| X — m|). '

Din cele spuse rezulté.cd speranta matematica a unei variabile aleatoare
este momentul de ordinul intii al variabilei, iar dlspersm — momentul cen-
trat de ordinul doi. :

Incheiem .5i acest paragraf cu citeva prohleme :

Probleme

1° Se dau trei urne : pnma con;me o-bild albd si o. bild neagrd a doua :
doud bile albe si saple negre ; iar a treia o bild albd si frei negre. Din prima
urnd se exlrage o bild care se introduce in cea de a doua urnd, dupd care se exlrage
o bili'din urna a doua si se introduce in cea de a lreia si in sfirsit se extrage o bild
‘din cea de a (reia urid. Se.-cere valoarea medie si dispersia numdrului de bile
albe apdrute in cele trei extrageri.
Rezoloare. Evident : cit numarul .de bile albe ce apar din 'prlma urnd nu poate fi egal decit
cu zero sau cu unu. Acelasi lucru este valabil pentru numdrul de bile albe- ce apar
- din a doua urni ca si pentru cel al :bilelor albe ce apar din a treia urnd. Fie X,
X2 X, numirul de bile albe ‘ce apar din prima si respectiv din a doua si a treia
urnd. : -
Avem:
1
;7 PX,=0)=—-

P(X, =1)= 5

o=

Din formula probabilitlii totale (1.4) rezulta:
P(X:=1)=P(X,=DP(X,=1|X;=1) + P(X; = OP(X,=1| X, = 0) =

I
|-

3 1 1
._+..e_...'=_.
_ 10 )
- Inseamni ci : -

03
PX,=0)==-
A z. 2

"La fels

Ié(x. =1)= P(X; = 1,)p(x,‘=.1 |X:=1) + P(X,=1|X, = 0) =




Distributiile celor trei variabile aleatoare sint

10 1 0 1 0
>4 ETEEE - 'H Y FIP. #5] IR
2 2 4 4 4 4
Si deci :
M(xl)____l._l-.!.o.l.:_l.'
2 2 2
_M(x,).—_l-_l_.,.o._s_:i,
4 44
M(x,)_1-l+ol=_1_.
1 4

Dacii X este numiirul total de bile albc ce apar in ccle trei extrageri atunci

X=_X,+X=+x.

de unde rezulti

) |
; 1
Mm=MmH4m»+mm=;+%+l=L
4

)

2, Se considerd cele lrei urne din problema precedenta. Din fiecare din
acesle urne se extrage cite o bild. Se cer valoarea medie i abaterea medie pdtra-
tzca a numarulul de bile albe oblznute tn cele trei exlrageri.

Rezolvare. Fie Y,, Y, Y, n}lmﬁrul de bile albe respecliv din prima, a doua si a treia urni,
jar Y numirul total de bile albe obtinute in' ccle trei extrageri. Legile de pro-

babilltate ale acestor variabile aleatoare sint:

1 0 {1 0 1 0
Yirl1 4|5 Yerla 70 Yar|ly 3
2 2 9 9 \4 4 )

Putem deci scrie

MYy == MY)=2; My)=21
: 2 9’ 4
' 1 2 1 35
M(Y) = M(Y, + Vs + Y9) = M(Yy) + M(Y) + M(Y) = — + > + — = o2
L 29 4 36
Pe de alti parte observind eid Y:= Y, (i =1, 2, 3) vom scrie
1 2 1 '
MY2=—; MYH==; MY}=— .
(YD > (Yz P (_a. 5 .
2 .1 1
DY(Y,) = M(Y} _[M(Y,)]= =L _1_1.
2 4 4
9
DX(Ys) = M(Y3) — MY)p=2_4 _ 14,
9 81 81
DY(Yy = M(YH — Myp=1_1 _3 .
4 16 16
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fatrucit variabilele aleatoare~¥; Yi Y, sint independente, putem scrie:
\ R
DY(Y) = DY, + Y + Ys)= D¥(Y,) + DY) + DX(Y,) =
1 14 3 471

—_— =

2 81 18 1206
V-m

D(Y) =

Observajie. In problema 1° nu putem aplica variabilelor aleatoare X, X, X, proprietatea
’ »dispersia sumel este egald cu.suma dispersiilor* deoarcce nu este indeplinitd con-
difia de independenfd necesard. :

‘ 3. Je fac trageri asupra unui obiect pina cind acesla este doboril. Peniru
doborirea lui este suficientd o tragere reugsitd. La fiecare tragere in parte proba-
bilitatea de succes este 1/3. Se cer valoarea medie si dispersia numaruluz de
trageri. - v

Rezolvare. Fie X numirul de trageri necesare. Aceasta fnscamnd cid primele X — 1 trageri
sint ratate. jar tragerea X este reuslta : :

Se observi ci P(X =1)= ? Evenimentul {x=2}se poate scrie ca intersectia

. a doud evenimente independente : ,,prima tragere este ratatd‘‘ i ,,a doua tragere
1

' este reusita”. Rezults P(X = 2) = % ; In general, evenlmgn,lul {X = k} (k=3)

este: ,,prima ‘tragere este ratati” si »a doua tragere este ratatﬁ". sl.... si ,a
(k—1) tragere este ratati“ si ,,a k tragere este reusiti“.
2 2 2 1 281 . :
Rezults P X=k=— = ... — — = = Tabloul distributiel variabilei
3 3‘ 3 3 3¢ 5

X este: : ‘ ) "L ..

1 2 3 k...
‘ 1/3 23 23, 2kmipk
In consecinti
) yoos

_ M(X)=1.1,3+2'-..3+...+7.-- = }

S e i)

Pentru a obtine suma seriei din parantezé, vom calcula mai intfi suma ‘serief ma,‘
gencrale: 1 4 2z + 3z +...+ kxk-1 4, . (0<z < 1) care este derivata functiei H

I

=z+x*+x’+...+z’f+...
1—-2

Vom obtine

1

‘1~+2m+3x“+...+kx"“ = —
(1 — x)2

()

105




Luind aict x =-E rezulti -
3

. 2 9 \b-1
1+2--§—+3[—§-) +...+k(—§—) +..=9

§i deci
M(X) = 3.
Péntru a calcula dispersia lui X vomn folosi formula
DY(X) = M(X?) — (M(X))®
S& observdm ci distributia variabilei X* ¢ste
© : 1 26 3 ..
5 5 X! H
U \1/3 232 2y32...
Va rczulta -
1 2 (2)
M(X')=—(1'+2=--—+ 3z- ~——) +...]
3 : 3 3 )

Pentru a calcula M(X?) vom scrie egaliﬁtea (%) sub forma

. x+2x'+31:’+.u.+kzk+...=' z

— . o<z<1
(t —ay : »
%, si prin derivare vom obtine .
12 4 2.z 4 322 +...'+ krxk-t 4 = 1+

T U=z

Aceastii egalitate scrisd pentru x =-§ conduce la

M(X) = 15
s In definitiv
DY(X)=15—9=6.

&°. Variabila aleatoare X are densitatea de reparlifie

[0, daciz & (—1, 1),
z) = , :
flz) , %, dacd x € (—1, 1)...
. i \
Sd se calculeze valoarea medie si dispersia variabilei alealoare Z = 2X* + 1.

Rezoloare. Pentru calcularea valoril medii aplicim formula A e
T - R
 Mgx) = [ s@f(z)dz ,
=00

cu g(x) = 2z* + 1, = € R. Obfinem
4 1 5

M(Z) = 21t + 1)e —dz =—-
M) SI< )yl ==
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In mod asemiinitor, abservim ek -

v 2]l -3 e 2]

pentru calculul dispersiei . vom folosi aceeasi formuld, cu . g(z) = (2::‘ — %),

Vom avea

=18,

45

Observalie. Dx;cé nu am {i folosit 'for.mula'men;ionnté in rezolvare, ar {i trebuit si determinim

mai Intii densitatea de reparajje a variabilei aleatoare Z asa cum am fécut in
problema 5° din 1.5- ceea“ce ar fi dus la lungirea calculelor.

DYZ) = '(2x= - 3]’- R
, 3] 2

. 5°. Pe aza Oy a unui sistem de axe xOy se ia punciul A (0; 1). O dreaptd
care trece prin A face cu Oy unghiul o si taie Ox in punctul P(A; 0). Se cere
-valoarea” medie a lui A sliind cd « are densitalea de reparlifie

’ 0. dack z & (o, —-),

fx) = '

l =

2 dacd x E{O, —-).
T ‘ 4

Rezoloare. Deoarece A = tg «, putem scric

) D

Fig. 1.19

1 _2m2

M) = %tgxdx:iln —_——=

PR

™ cosx - T

. €. Dacd o variabili aleafoare are densitate de reparlifie si uafoaré medie,
_alunci S . . . N . )
lim z(1 — F(zx)) = 0,

. . T00 o

) o “lim x F(x)=0,.°

Z-s—00

unde F este funcfia de repartifie corespunzdtoare. - .
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e

Rezolvare. Fie f densitatea de repari:itle a variabilef almtoa;g Prin ipoiezii integrala

4+
f uf(u)du
—00
este convergentd §i deci C .
+0 o= .
lim f uf(u)du = 0. lim f uf(uydu = 0.
-0 T . Tv—=00 —00
| Pentru-x > 0, avem: .
+o ¢ +
O<a(l —F) ==z fadu < [ ufuydu
x

x
si prima parte a problemeci este rezolvatd. La fel, daci £ < O
x T . . '
0>zF@ ==z [ fwydu > [ uf(uyda
—0 —00

si problema este complet rezolvati, °

7°. Dacd o variabild aleafoare are o densilafe de reparlifie f si o valoare
medie m, atunci

, 400 (1]
m = of (1 —F()dt— [ F(pdt

unde F este funciia de repartifie corespunzdloare.

Rexolvare. Este suficient si demonstrim egalititile

-] ) -]

J = bf (1 — FQydt, , ®

H - _

o 0 . ’ .
ff(tydt == | F(f)dt. (i)

J J

0 -0 .

Pentru accasta vom integra prin parfi

' -

x /

[ ryat
¢]

luind ¢ = u; f(f)df{ = do §i vom obtine:

=z £ :
ftrost = aF@ - [ Fou. 4 )

+ - Dac#i facem x— — o0 In acehsti egunta-te, rezultdi {inind cont de cele demonstrate
fn problema 5° ) o -

—00 —00 :
§ iryat = — § Feya
/] L]

care este echivalentdi cu (ii).
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S4 mai observim cf (i) sc.mai poate scrie

£ N x .
6'. tf(tydt = — (1 = F(z)) — 6" (1 — F(t))dt
tn care dacii facem xr— oo tinind cont de problema 5° rezuiti (i).

8°. Variabila alealoare- X are valoare medie m = 36 si abalerea mediepd-
lralzca ¢ =4. Sd se arale cd - .

P(16 <X <44y > 3,

Rezolvare. Adunind —30 in cef trei membri ai dublei fnegalititi 16 < X < 44 rezulti ci
acesta se mai poatc scrie |X - 30] < 14, Conform Inegalititii lui Cebisev:

P([X—30]<‘14) s A 45,

9. Sd se arale cd dacd variabila alealoare poz:lwa X are valoarea medie

mgi A= ZnP(n < X<n-‘-l) alunci

n=1 .

A< l+)\

\.,- LR
>

Demonstratte Intrucit valoarea Iui X se gaseste cu certltudme mtr—unul
din intervalele [n, z + 1), (n.=0, 1, 2,...) putem scrie o

Y

%, P(n <X<n+1=1

Sa construim acum variabilele aleatoare discrete Y si Z astfel :

Y=n C dacin<X<n+41, n=801,2,...
- Z=n+1 dacin<X<n+l, - n=0,1,2,..,
Se observi cid E _ 7 T BT
Y<X<2Z
de unde obtinem ) o ' 7
' M(Y) < M(X) < M(Z) . . (@)

Valorile mediiAale variabilelor aleatoare,discrete"_Y §i‘_'Z sint

1

M(Y); )E_'jonp(ir; n) = f}oﬁp(n <X<n + i) —
M(Z)= n\i',:o(n +DP@Z=n+1)= go(n L HP( < X <n+ i)f:

) | ’ 00 . . .
=2‘,np(n<x<n+1)+ ZOP(n<X<n+l)=A+i;

n=0
Revenind la relatxa (a) rezulta

A< A-{-l

+
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Observajie. De fapt am 'demonstrat cii: X are o valoare medie m (m < oo) dacd i numal
daci A<oosiA<m<A+1

10°. Variabilele aleatoarc pozitive X4, n > 1 au aceeasi valoare medie m.
. Fie S, = X, + Xz-{— .+ X, iar X o variabild alealoare care ia valori
inlregl si pozzlwc asl['el c& ddcé
. [1 dacd X =k
Y=
0 dacd Xk
atunci variabilele aleatoare X, siZ, =Y, + ...+ Y, k=2, 3,...)sint
independente. Sd se arale cd :
o  M(Sx) = mM(X). |
 _In particular, dacd variabilele aleatoare X,, n >'1 sint pozitive, indepen-
denle si au aceeasi lege de probabilitate, iar » :
| ' N = N() =-sup {n: S,. < t}

_ atunci variabila aleatoare X = N + 1 verificd lpotezelc fdcute mai sus asupra
variabilei X ‘si deci verificd concluzia problemei (Ecuafia lui Wald). - |

Rezolvare. Direct din definitia valorii medii a variabilelor aleatoare dis-
crete rezulta

Y

k=1, 2,3,...

M(X)= 2 kP(X = k); M(Y,) = lP(X = k) + 0-P(Y = k) = p(x = k).

In consecm;a , | o | | - | .
M(X)ﬂg"‘M(,Y”‘ X
S& mai observim ci

}'_‘,Y._l

k=1

deoarece, in funcfie de valoarea pe care o ia X, una din variabilele Y, (k=
=1, 2,3...) este egald cu 1 toate celelalte luind valoarea zero. De aici re:
jese.cd variabilele -aleatoare X; si Yy+ Y., + ... = 1—2Z, sint inde-
pendente oricare ar f1 k=2, 3, 4,....

Pe de altd parte, mtruclt egalltatlle {X =1k} si{Y=1} (k =12...) -
sint echivalente :

Sx=SY,+ S, ¥, + SeVat ..
si putem, deci, écfie: I ‘ : .,
M(Sz) = M(S:Y2) + M(S,Yo) + M(SyYo) + ... = M(X,Y)) +

+ M(X, + XD Yol + M[(X, + X, + XQ Vsl + ... =
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= M[X)(Y,+ Yo+ Yo+ .. )]+ M[Xz(yz + Yo+ .01+
+M[X3(Ya+ )] ---_—m M(Y1+Ya+ Ys+ )+
+ mM(Y,+ Ys+ ...) + m(Ys + ..;)A+.... = m(M(Y,) +
2 M(Y) + 3 MY+ ..)= mM(X).

In cazul particular considerat este clar ci variabilele aleatoare X,(n > 1)
avind aceeasi lege de probabllltate au si aceeasi valoare medie. Pe de alti
parte variabilele aleatoare X si Z; (k =2, 3,...) sint independente deoarece
dceasta din urma se exprimid numai cu a]utorul variabilelor aleatoare X,
CXareor Xyt A
' . 1 daci Sk—l > t,
Z, = C k=2, 3,...

{0 daca S;-;, <t ; :
Observafie. Pe parcursul demonstratiei am folosit urmitoarea proprietate : M(X; + X; +...)=
= M(X,) + M(X.,.) +... unde apare o mul{imme numirabili de variabile aleatoare
Aceastd proprletate este valabild in condltil destul de generale. Daci de exempu
. variablilele aleatoare considerate sint pozltive. proprietatea este valabili. De multe
—~  orl se acceptil ca variabilele aleatoare si aibd valoare medie infiniti. Cele mai
multe din proprietitile tatilnite rimin valabile 5l in acest caz. Singura misur}
de prevedere in acest caz este evitarea expresiflor de forma 0o —e0, 0:00 cte.
O variabili aleatoare X cu densitatea de repartitie f se numestecvasilntegrabllii
dacd = : ’ ’ .

0 : o
I zf(x)dx > — o0 sau I :f(zjd:: <+ o00.:
0-

—3

| ‘Dacéi este satisficutdi numal prima din aceste relatii se ja M(X) = + oo, far
- dac# este satisficuti numai a douna M(X) — 0. Daéﬁ sint satisfiicute amin-
dou4, atuncl M(X) € R.
Sd mai consemnim ci dacd variabilele aleatoaxe Xpotel stnt lndependente sl
LC1I 1,C1I ,NI,= (@, I, I, finite, atunci variabilele aleatoare Y = f(X;
1€ 1), Z=g(X; j € I,) sint independente f sl g flind aphcatii R?® R sau
.R*— R astfel ca Y 51 Z si fie variabile aleatoare.
Conditiile Iy, I, finite nu sint necesare. In general. orice eveniment constind
" intr-o aﬂrmatle referitoare la variabilele aleatoare X, le I, este independent
de orice eveniment constind intr-o afirmatie referitoare 1a varlabi]ele aleatoare Xy
jel,.
Proprietatea rdmine- valablli daca se considerd mal maulte submul;lm( disjuncte
doui cite dou# ale lui I.

11°, Se aruncd un ac de lungime I < 2a pe un plan hasurat de o i'etea de

drepte paralele cu distanja 2a fntre-dreptele consecutive. Se cere probabilitatea
ca acul sd taie una din dreptele refelei. Pe acelagi plan se aruncd un poligon
convez cu diametrul mai mic deci 2a. Se cere probabilitatea ca poligonul sd fie
traversat de o dreaptd a retelez.

Rezoluare. Cele doud rezultate cerute au fost obtinute anterior. Este vorba de problema 5°.

din 1.1 gi respectiv de problema 5° din 1.3. Acum vom da o rezolvare bazati’

pe proprietitile valorii medii.
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Fig. 1.20

N

Vom presdpune pentru inceput cd sc arunci un ac de lungime arbitrard. Daci a
este fixat, alunci valoarea medie a numirului de dreptc ale refelef intersectate de
ac nu depindc decit de lungimea l a aculul. Fie m(l) aceastd valoare medie.

S3 observdm ci

Ix < 11 =m(l,) < m(lz)

Intr—adevér, daci AB = l,, AC = [, ca in ngura 1.20 far X, X. si X2 reprezinta,
numiirul de drepte intersectate respectiv dc BC, AC, AB, atunci

Xy = X1+ X; M(X3) = M(Xy) + M(X)
" i {inind cont c& M(X,) = m(ly); M(X,;) =m(l,); M(X) = m(ly — 1,) rezulti
< m(ly):— m(L) = m(l; — 1;) = 0.
SA aritim acum ci m(l) este proportional cu I ‘Dac# I, = ki, unde k este un
' fntreg pozitiv st X, este numirul dreptelor intersectate de segmentul (acul) A, ,4;
(t=1,2,..., k) iar X este numirul dreptelor intersectate de acul” A,,A, (figura 1. 20)
atunci in ipoteza
AA, = A A, =... = A Ay =1
vom avea 4 A ‘
X = Xx + X e Xr = M(X) = M(X,) + M(X,) +...+ M(X,).

Tintnd cont ci cu notatiile noastre

M(X)=m(l); M(X)=m(l), i =1, 2,..., n

" reézultd
’ m(l;) = km(l,).

S ) k
Dacd I, = rl, unde r = — (k, n intreg! pozitivi) atunci fie
n

u'=-li;l—'. ly=1Fkn; I, = nu.
‘ k n
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Conform celor spuse mai malnte

_m(I,) = km(u) m(l,) = nm(u)
adlcd
m(l,) = rm(ly).

Dacii l, =zl unde z € R. z > 0, atunci fie (r;) si (r,,) dou’i siruri de numere
rationale astfel ca Io tx; r, | . Intructt

_r,,ll <L < r,,l,
putém scrie, unfud ;:ont de cele nréta(e énterior:
ram(l) < m(ly) < ryml). CL
Ficind In gccste inegalitdt{i n— oo rezulﬁ '
O mEw = am)
§i cu aceasta s-a demonstrat proportionalitatea dintre m(l). si (.

Fie '

4

my=clceR:c>0 N C))

Daci pe planul considerat se arunci o linie pollgonalé rigidd B,B,.. B,, (tigura 1.20)
§i Iy = B,_,B,, X, este numirul de drepte intersectate de B,_B;, (i =1, 2...., k)
far X este numidrul punctelor de intcrsectle dintre linia poli{,onala si rc[caua de
drepte paralele, atunci :

o x= zix. = M(x) = EM(xi>fzc & :

Rezultd ci valoarea medie.a lui X este proportionald cu lungimea I, a liniel
poligonale : ) )
M(X) =c-L. . s o (% %)

. o \
In particular, daci se arunci pe plan un poligon convex rigid, atunci
valoarea medie a numérului de puncte in care poligonul este tdiat de drep-
tele retelei este cL, unde L este perimetrul poligonului.

. Si presupunem ‘acum ci pe plan se aruncd un cerc rigid de razd R. Fie
L, §i L, perimetrul poligonului regulat cu n laturi inscris in cerc gi respectiv
perlmetrul poligonului regulat cu n laturi circumscris cercului. Dacd X,
X Xg reprezintid numdirul punctelor de mtersectle ale retelei respectiv cu:

cercul, poligonul inscris, poligonul circumscris, atunci:

Xe <X < Xs

deorece orice, dreaptd care taie poligonul inscris taie si cercul, iar orice
dreaptd care taie cercul taie si poligonul circumscris. Rezultid

M(X,) < M(X) M(X,)
sau, pe baza celor anterioare
| _ < M(X) < L
Si facem aici n — o tinind cont cd L, — 2R, L, — 2rR. Vom obtine
M(X) = 2¢xR. | L (ee)

13
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(Conditia ca curba care se aruncd este un cerc, nu este esen(.iala Se pot-
considera si alte curbe convexe de lungime arbitrard L si se deduce ci- valoa-
rea medie a numirului punctelor de intersectie cu-reteaua este c-L):

Dar daci se aruncid un cerc de razi R =, ¢, atunci X = 2, adici in orice
pozitie ar cidea cercul, numarul punctelor de intersectie cu reteaua este egal
cu 2, In consecin{i M(X) = 2 si inlocuind in (s+%) re7ulta

1

2=2ma; ¢c=—-
‘ ) ‘ . arw
Revenind la relatia (+) vom scrie N
ml) = —
' arwc

Dacid (< 2a, atunci numirul punctelor de intersectie cu refeaua poate
fi numai O sau 1. Daci p este probabilitatea ca acul sa intilneascd o dreapta
a retelei, atunci acest’ numir are dlstrxbutla

S

p=m)=- —.

si deci:

Daca se arunci un pohgon convex de dlametru mai mic decxt 24, atunci
numarul punctelor de intersectie cu reteaua poate fi 0 sau 2 (cu exceptn de
probabilitate nuld), distributia acestui numir X este

X:(O 2
1—P P

unde P este probabilitatea ca poligonul si fie tdiat de o0 dreaptd a retelel.
Rezulti tinind cont de (#*) ,

P =MX)=cL=L;, p= L
' ar .

2an

unde L este perimétrul poligonului. » . .

12°. Evenimentele independente A,, A,,..., A, sint independente si au
probabilitifi de realizare cunoscute P(4,) = p,(i=1, 2, ..., n). Se cer valoa-
rea medie si dispersia numdrului de evenimente care se realizeazd.

Rezolvare. Prima metodd. Fie X numirul evenimentelor care se realizeazd. P(X = k) (k = 0,
1, 2,..., n) este coeficlentul lui z¥ din polinomul

Q@) = (P& + 4)(PT + 42)- - -(PaT + ) @
unde q, = 1 — D¢ (Schema lui Poisson — 1.4). Dacéd

Q(x) = Py + Pyx + P,z' +...F Pux® ®

- atunci distributia Tui X este )
0 1 2...n
‘\-Py P, P,..P,
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+ gi valoarea ‘sa medie este

N o
M(X) = X kPy.
: k=1
Derivtnd in (B) rezului :

Q(x)._P, +2xP,+;..+nz’"P,,. o .
‘ ow = Zip, = M(X) ‘

Derivind In (z) obtinem
Q@) =m I (p= +"h) +pdppa+9)+...+ p. I (px + 9 : (y)
i#1 i#2 i#n
Q) =p1+ ps+...+ pa
In concluzie ‘ ‘
MX)=pi+pr+eeetpe . L "
_Pentru a calcula dispersla D*(X) folosim formula :
D¥(X) = M(X’) (M(x)*
Vil deci trebule s3 determinﬁm M(X’)

M(X’) = 2 k=p‘

_ Din derivarea egalitatii

. xQ'(i) = P;:c + 2P2* +... + nPa®

rezulté - :
' Q'@ + -'CQ”(x) + 22Pyx ... + WP,

‘ Q (1) + Q"(l) = 2 k'P. M(X’)

Derivind in (y) reiese
QM =pZp+pZpt...+ PuZ pir
i®l i#2 i#n .

Q) = puM(X) — ) + p.tMub — ) oo+ PU(M(R) = PO
9"(1) = MO+ Pt )~ B Bt p?.) M) —
, —(p} + pa +o.ot Pa)- '
Tn sftrsit i ‘
DYX) = M(X?) = M(X)?* = Py + s +vet Pa— Fo— PR —iom PR =

= P11 + Pat2 +“,._+ ).
'Mdodn a doua. Introducem varihhiiele aieatonrg Xeo k=1,2...,n
' = {1 dnck 4, se reslizears, | o - i
0 dacdi A, nu se realizeazi. . -
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Numiiul evenimcpteior care se realizeaz} este 1n acest ¢az.
- X=X +X:+...+X,

si deci . :
M(X) = M(X)) + M(X3) +...+ M(X,).

Distributia variabilei aleatoare X, (k =1, 2,..., n) fiind

1 0 )
Xt . i
(P(A;:) 1-PAY) -

M(X) = P(Ay) = p;

avem:

st deci
. MX)=pi+ps+...4 P

(Din aceasti rezolvare reicse cil rezultatul acesta este valabil chiar dac# evenimentele
Awn k=1, 2,,.., n nu sint independente.) '

Variabilele aleatoarc X, sint independente deoarece evenimentele A, (k = 1, 2,..., n)
sint independente. Aceastd obsérvaiie ne permite si scriem ’

D¥(X) = D¥(X,) + DYX.) +...+ DYX,).
$i‘éu;n pentru orice k=1, 2,..., n - l

DYXy) = M(XD) — [MX)]* = pr — p} = put.
va rezulta

D¥(X) = puly + PuGs ++. .+ Dol

1.7. CITEVA LEGI DE PROBABILITATE UZUALE

0

Pentru inceput vom prezenta citeva distributii discrete unidimensionale.

Distribugia binomiald. Spunem cd variabila aleatoare X are distribufie
binomiald cu parametrii n si p (n intreg pozitiv, 0 < p < 1) dacd peniru orice
k=20,1,2,...,n i : :

P(X = k) = CEptg>-t

unde g =1—p. . ' ) -

Dacd 4,, A,,...,A, sint evenimente independente si P(A)) = p, i =
=1, 2,...,n iar X numirul evenimentelor care se realizeazi atunci X are
distributie binomiald cu parametrii n §i p. (Schema lui Bernoulli — 1.4)

In particular, daci A este un eveniment legat de o arumita experien{d
aleatoare si probabilitatea ca A si se produci cind efectuiim o singurd dati
experienfa este P(A) = p, atunci numirul X al realizirilor lui A cind efec-
tudm de n ori experienta are distributie -binomiald cu parametrii n si p.

Dacd o variabild aleatoare X are distributie binomiali cu parametrii
n si p atunci valoarea medie §i dispersia lui X 'sint: .

M(X) = np; DXX) = npg, (g =1— p).

. Aceste egalititi reprezintd cazuri particulare ale problemei 12° din 1.6.
Cititorul poate gisi cu usurinti momentele sau momentele centrate de or-
dinul doi, trei, patru care au expresii ceva mai complicate.
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'Distributia binomiald eu exponent- negativ. -Spunem cd variabila alea-
toare X are distribufie binomiald cu exponent negativ cu parametrii m si p.
(m fntreg poziliv, 0 < p < 1) dacd poate lua valorile m, m +1, m+ 2,...si |-
. P(X =1k = Ci'p™*™; k>m

undeq=1—p. .
O experienti se efectueazd pini la cea de a m-a realizare a unui eveni-
“ment A legat de ea. Daci probabilitatea acestui eveniment cind se face :
o singur#-dati experienta este p, atunei numérul X de efectudri ale experien-
tei este variabili aleatoare care are distribufie binomiald. cu exponent ne-
gativ cu parametrii m si p. , . .
~ Intr-adevar, evenimentul {X = k} se ‘scrie ca intersectia a doud eve-
nimente : in primele k-1 efectuiri ale experiéntei evenimentul A se produce
de m-1 ori“ si ,in a k-a efectuare a experientei se produce A“. Probabilitatea
primului din aceste doud evenimente este - Cp5'p™'¢*~™ (schema lui Ber-
noulli — 1.4) iar probabilitatea celui de al doilea este p. Deci : -

P(X = k) = pCESlp™ 1™ = CE5lp"g* ™
" Daci o variabili aleatoare X are distributie binomiald cu exponent ne-

gativ cu parametrii m si p atunci valoarea medie si dispersia lui X sint -
, . A

M(X)="2; DAX)=2L; (g=1—p).
- p p*
S& aritim prima din aceste dolii;egalititi,, cea de-a doua tratindu-se ‘ -
in mod analog. Pentru aceasta vom observa ci pentru x €(—1, 1): .

(1—1)-f"=1+-1’51-m+i;:-m(m+1)+ ...=;cg:gx-"

(Numele distribufiei provine din observatia ci CP3! p™q —™ este termenul

_general al dezvoltirii (l-— -‘L)—fn dupid cum reiese din’ egalitatile :
’ St p P ' ¥
Cﬁ‘p"‘q""‘ =pm(1 . g™ = (l_l]—m)
. ' p p
Mai ‘departe putem scrie , . ' L
xm B
L e— Cm"'l;'ck
A —o™ 2 k-1
. kzm
si prin derivaté: .

: x" . m—1 k—i . _ mz"t ‘
: ((1 - x)m) k; CELe™ = e
. ~

" Si trecem acum la calculul valorii medii a 'va_riabilei aleatoare X :

M(X) = S k-CRipgt-" = p"-q-" ¥ kCE* =
k>m . k>m

— prgmn DT
, P,  p -
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- Distributia. hlpergeomemcii. Varzabzla aleafoare X are " dwmbﬂtxe hiper-
geomemca cu paramelrii a, b, n (a, b, n intregi pOlelI)l n<a-+ b) dac& poate -
{ua orice.valoare intreagd inlre max (0, n— b) si min (n, a) si -

/
7

cE-cp-®

P(X = k)=

'n-i-b

penlru orice k intreg max (0, n— b) < k < min (n, a).
Este usor de aritat ci este mdephmta conditia ZP(X =k=1

'Daci dintr-o urni care contine a bxle albe §i' b hzle negre se extrag n bile
una cite una, firi 'intoarcerea bilei extrase in urni (sau toate n simultan)
iar X este numirul de bile albe extrase, atunci X are distributie hipergeo-
metricd cu parametm a, b, n (schema bilei- neintoarse — 1.4).

Valoarea medie si dxspersxa unei. astfel de variabile aleatoare sint :

M(X) = np; D¥X);=n _“_‘*"’_—L

\ ) +b_1)
. q
Y undep—— 2 ; q= L
a+b a+b,j

Demonstrarea ‘acestor egalititi se face cu a]utoru] xdentltatu

2c~ Cy*=Cpy,
k=0

(adncaZP(X = k) = 1) care se mai poate deduce calculind coehcxentul

lui " m fiecare membru al relatiei (1 + x)°- (1 -+ :c)” = (1 + ) atd,

_ a x-1,Cn-k — O = AT
MO0 = 3Dk = G O = g = o

Pentru calculul dxspersxel vom scrie mai intii:

M) =Y e L -Ek(k—l) Ca 8 +2k C"C'[”

_ aa—-1) Eck_z C”"—I—M(X) ‘_a_(“c;'_l)..cm_z-]-np.

C:-w a4+
Efectumd calculele se obtine

DX(X) = M(X)— [M(X)]* = npg 22222

Valoarea medie. se poate calcula usor si altfel. Pentiu aceasta consi-
deram o urni cu « bile albe si b bile negre din care se extrag una cite una n
bile (fird intoarcere) si ludm variabilele aleatoare X, :

[ 1 dacd la extragerea k se obfine o bila alba,
: 0 daci la extragerea™k sc obtine o bild neagri..

Fiecare din aceste variabile aleatoare are distributia -

: 10
. a b
— - , a+b a+b

1
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AT

iar numirul total de bile albe -obfinut-este X = ¥, X, si deci
. . . : . o ; k:l N :

M(X) .;'Z-M(X,,) =

s .

" Nu putem afxrma cd D"‘(X) este ZD¥(X,) deoarece varlabllele aleatoare
X; nu sint mdependente doud cite doui.

Distributia . Poisson. Spunem cd variabila aleatoare X are distribufie
Pozsson cu parameirul A (A\>0) daca poate lua orice valoare intreagd negativd si

o PX =0 =Xer k=012 ... . v
kt . Cd '

' Se observa lmedlat ca .

zp(x = k) = e”‘z— =eheh= 1.

k=0

4 Valoarea medle si dlspersxa unei variabile aleatoare X cu distributie
‘Poisson de parametru A sint: o

M(X) = A D*(X) =1

Intr-adev:“n‘, v

= LA —l—)\—l Ml sereh —
M(X) Ek " e e Z(k_m AeReer = A,

S# calculim acum M(Xz) Pentru aceasta observim::

A . . o
7@‘:_ AZe-A > (k T e Ek(k_ 1) » e-x; kz%% e-xgk %‘, = N
= ME)—ME) = MX)—A >
MXY) =N+ A |
in consecihté‘ S o s

D¥X) ='-M(X2)‘—'[M(X)]2 =N 4+ rA—22 - A

ifn mod aseminiitor se pot calcula momentele si momentele centrate
de ‘ordin mai mare, Fropunem cititorului si calculeze momentele centrate
de ordinul 3 si de ordinul 4 corespunzitoare unei distributii Poisson cu para-
metrul A ; valorile acestor momente sint, respectiv A si 3% 4 A '

Si aritim acum legiatura dintre distributia binomiald si distribufia
Poisson. Pentru aceasta vom fixa un intreg pozitiv: k-si pentru n > k vom
considera variabilele X, avind distributie bmomlala cu parametrii n §i p,
astfel ca toate si aibd aceeasi valoare medie A:

B - - . 2
M(X,) = n-p, =X Pa= o
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Cu aceste notatii putem scrie - _
lim P(X, = k) = lim Ckptgat =

n-sco
. on — k k —k
— lim nn—-1....«—=k<+1) (l} (1_—1)“ k_
n-co : Kt n n
k —_ 1), o — —k 3
_.;_2\__] nn—1-...r—k41) lim (l_l]n — Z_e_,%.
K noc ©nf -0 k1

Aceasta ne aratii ci dacd p, este suficient de mic si n suficient de mare,
atunci putem aproxima distributia binomiald cu parametrii n si p, prin
dlstrlbuha Poisson de parametru A = np,. Din acest motiv distributia
Poisson se mai numeste legea evenimenlelor rare.

Daci n > 30 si np < 5 atunci distributia Poisson cu parametrul A=np
este o buni aproximare a distributiei binomidle cu parametrii n si p.

In continuare vom expune citeva distributii contmue si vom incepe
cu cea mai frecvent intilnita.

Distributia nermali sau legea normali. Spunem cd o variabilid alealoare
are distribujie normald sau ¢d urmeazd Iegea normald cu parametrii m si ¢ dacd
_densilatea- sa de repartilie esle

(x—m)*

2" (=R, 0> 0).'

2n

S& aritim ci functla f de mai sus este intr-adevir o densitate de repar-
titie. Luind -

x—m
—5 =¥ de_andy ;
rezulta : -
.o 1 -i-co ‘ ©
. 2 2 -
S f(x)da: = -]/—f S,e' y dy = -VT § ;.’, y,dy' \

—00 § -—00

Ne-a ridmas de aritat

Pentru aceasta introducem functia de doud variabile
h(-"'» y) = er (@Y = o-2'.e-U'

si considerim domeniile :
D, : domemul margxmt de semlaxele pozitive 51 cercu]

4y =1
D, : domeniul mérginft de semiaxele pozitive si cercul
' 22 + y2="2r° .

D : donicniul marglmt de semiaxele pozitive si dreptele

x—r,y=r,r>9.
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Se observi (figura 1) ci o
v D, C D C D,.

Fig- 1.21
Putem deci scrie :
i I @, pdedy < §] WG g)dzay < [, J e, y)dsdy.,

Pentru calculul prlmel $i ultimei mtegrale trecem la coordonatc polare :
T=opcosa; Jy=psina

si obfinem :

wl:t‘

La fel:

SS k(x, y)drdy = % (1 — e-2%).
D, : A o ‘ . :

Pe de alta parte

' rr ‘ .r : .
[§ Mz, y)dzdy = [ fe*-eVdady = ([ e-v"dy)*, :
D 0o [4] )

Revenind la -inegalitiitile de mai sus vom scrie

o r - .
Z(1—e") <{S e-”‘dy)' <T(—e

0
Facind r— o rezultd L
‘ . :
Ay V=
Yevay=Tp.
0
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Graficul functiei f are forma de clopot. Dreapta z’= m este o axi de A
simetrie a acestui grafic. Pentru £ = m se obtine valoarea maximi care
1 . . : . . .
este i Punctele * = m— o si x = m 4+ ¢ sint puncte de inflexiune.
ol 2% . . i

\

y -~

Fig. 1,22

In cele ce urmeazia vom nota cu f(x; m; o) densitatea de rép_artil,'ie
normald cu -parametrii m si o. Functia dé repartitie coréspunzitoare densi-
tatii de repartitie f(x; 0, 1) este

) . x 0 x o,

- Fr; 0, )= [f(; 0, Ddt= [fu; 0, D!+ [ f(; 0, Ddt =

—00 ! —0o 0 - '

to |~

+ ®(z)

unde T ’ N

2

x
1. -
O(r) = —= Se 7 4.
N V""

(1]

Pentru funclia inlegrald a lui Laplace ® sint intocmite tabele. ‘
Aceastd finclie este folositd nu numai pentru cazul legii normale cu
parametrii O si 1 ci si peniru orice pereche de valori ale parametrilor m si o
(o > 0). Acecasta deoarece dacii variabila aleatoare X urmeazi legea normali

cu parametrii m‘ si o atunci variabila aleatoare ¥ — - (X — m) urmeazi
legea normali cii parametrii O si 1. Intr-adevir, daci f gste functia de repar-
titie a Iui Y: o
' F(x) = P(Y <) = P(X <m + ox) = F(m + ox; m, o).
Densitatea de repartitie a variqbile} Y este '

X2

e 2L f@&; 0 1)

[(x) = F'(x) = of(m + ox; m, o) = v%:

Dacid X urmeazd legea normald cu parametrii msi o si a, b R,
atunci .

p‘(a'<x < by = é("“"’)_ m("‘”’}.

c o
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Intr-adevir,

P(a <X<b);P(““m<X‘m <bom
R . ) s \ c

'=;F("“"’; 0, 1)-—1?("*‘"’; 0, 1)=

[+ g '
~[+ o523 o] - o5 - o (57)
In particular - Tk k

P(X—m|<ks)=20kK). (171

Aceasta deoarece ‘
P X —m] < ko) = P(m—ko- <X <m+ ko).= O() — ®(— k),

iar functia @ este evident impara : (D(—k) = —®(k). |

Ultima relatie demonstratd devine $l mai’ semnificativi cind constatam
ci m si' ¢ reprezinti valoarea medie si respectiv abaterea medie patratma
corespunzatqare distributiei normdle cu parametrii m si o. Intr-ade\ ar,
daci X urmeazi o astfel de lege normali

‘ S | e
RJGX)==SlxR2;In,<ﬂdx:= — Sxe, 2 (g
oy2n ] o
- e » e
si luind . ‘
T—m =y; dx = O'dy
G - : . / . -
rezulta .
, . +00 Cte
M) =m iy 0, 1)dy+7—gye 2 dy = m.

-—00 ~—Qo.

De asemenea

o B . 4o
, DYX) = M[(X — m)?]~=’_j (x— m)¥f(x; m, o)dr =

+00 : _{x—m)t
- S G- 2 gy
cl2r . .
—Q0

Daci facem din nou schimbarea de variabild

x—m N -

=y ; dx ="ody
U -
obtinem ‘
+m PR ‘”t
§X 2 dy.
DHX) = V2 Sqe y
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Integram prin parti luind

u=y; do=ye 2dy

si obtinem
. teo - . o
Dz(X)=°QSf(y; =1y % |=¢
2%
- . - V_ —o
- D(X).= .

Luind k = 3 in (1.7.1) rezultd
P(| X— m| < 30) = 20(3) = 0,9974.

Aceasti egalitate exprimi ci practic aproape toate valorile variabilei X
cad in mtervalu’l (m — 3a, m + 3c). Aceasta este asa-numita ,,reguld a celor
sase sigma“.

Sa gasrm acum si celelalte momente centrate ale legu normale cu para-
metrii m si o. Fie k> 2 si

. 7 oo fmemp
e —_— k 202 :
B s S(:c rm) e ot da.
Daca hiam
r—m =1
¥z U
rezultda :
Vl\-
—®
" Integrind prin pirti cu
ul

u=ykl; do=yge 2 dy
se obtine imediat formula de recurenté
' = (k— 1)o%ue .
- Stiind cd p, =0, .u.; = ¢ rezulti
' Yom-1 =0,
= 1.3:5...(2m — Da*".

.

>

0] proprnetate importantd a legn normale este urmitoarea : dacd
st Y urmeazd legea normald si sint zndependenic, atunci X X+ Y urmeazd de
asemenea legea normald.

Legea normald reprezinti. ,,cazul limiti“ al multor alte legi de proba-
bilitate. Astfel, men{ionim urmitoarea - -




.

Teorém‘ii.f Daca variabila 'alca't('r\t'l"r‘é X, A>0) are distribufie : Poisson

cu parame{rul A, alunci functta de repartifie a variabilei aleatoare 2=

cdlre funclia de reparlifie normal« cu paramelru 0si1cind A= . ( Se mai
spune cd variabila alealoare X =2 oste asrmptotlc normald).

- Si vedem acum care esté legitura dintre dlstnbutla binomiald si legea"
normali. '
Teorema Mowre—Laplnce. Dacd variabila alealoare X, are dlslnbu{ze
binomiald cu paramelru ngsip (pnu depmde de n)iar X are distribufie normali

cu paramelrii 0 §i 1, atunci : , . .
) b x
llmP(a<-—-:ﬁ ) P(a<X<b) Se 2 g
n-soo Vapg , V2- !

Cu. alte’ cuvxnte, pentru ‘valori mai mari ale lui n putem folosi. tabelele
legii normale -pentru studiul variabilelor aleatoare distribuite binomial.
Acest lucru trebuie ficut cu oarecare gn]a, adica trebuie sa stim cind n este
suficient de mare pentru a putea aproxima distribu{ia binomiald prin cea
normald. Existd o teoremd (teorema lui Bernstein) pe care noi nu o vom
expune (v. de ex. M. Iosifescu, Gh. Mihoc, R. Theodorescu : Teoria proba-
bilitatilor si statistici matematici, Ed. tehnici — Bucuresti, 1966 pag. 300)
la care se poate apela pentru a face preclzan in acest sens. Noi vom prezenta’
numai urmétoarea reguld practici in care presupunem n > 30:

— Dacéd np > 10, nqg > 10 aproximarea este foarte buni.

— Daci cel mai mic dintre numerele np si nq este cuprins intre 5 51 10
aproximarea. este acceptabild dacd pu este nevoie de mare precizie.

— Daci cel mai mic dintre numerele np si nq este inferior lui 5 nu se
foloseste aproximarea (Dupa cuni s-a aritat mai inainte in acest caz se -
poate folosi aproximarea prin distributia Poisson).

Teorema Moivre-Laplace este un caz particular al - asa-numitei feoreme
limitd centrale care spune cd func{la de repartifie a unei sume de variabile alea-’
loare independenle linde — in condz{u destul de generale — cdlre funclia de
reparlilie . normald.

De fapt, prin teorema limitd centrald se inielege un grup de teoreme
care trateaza problema repartitiei limitd a sumelor de variabile aleatoare
(nu totdeauna presupuse independente). Rezultatul cel mai ‘general in cazul
variabilelor independente este teorema andeberg-Feller Foarte util in apli-
catii este un caz partlcular al acestei teoreme si anume

Teorema lni’ Leapunov. Dacd variabilele aleafoare independenle X,,
> 1 au momente de ordinul 3 si '

[y

mk“‘ﬂl(‘xk): of = D¥X,); Pk—ﬂ’l(l )&L—ml.l) (k > Z 1)
=<+ ad+ . +a pm=Velt e+ ]

st dacd -
lim 27— ¢
n-oo a(n)
alunci o :
lim Fp(x) = F(z; 0, 1)
n—-o




.

. unde F, esle func!za de reparlltle i variabilei aleatoare - . .- T

ey E (Xk — mk)

Distributia Gama. O vanabzla aleatoare are dzstrzbutte Gama (sau dislri-
bufie T') cu parametrul p ( p> 0) dacd are densilatea de repartifie .

0 penlru z <0,

o - fl@) =1 -zxr:—‘ penlru T > 0
o« - T'(p)

unde '

-]

T'(p) = j aP-le-*dz.

Este evident cid functia f defmlta alCl este intr- adevar o densxtate de.
repartitie. :
Printr-o simpla mtegrare prin péarli se aratd ca

T(p.+ 1) = pI'(p).

Dm aceasti observatle se deduc  imediat momentele dlstnbut;lex I‘
- Momentul de ordinul k este . ,

4+ o0 ‘ ' -
S x flx)dz = —m S e-TaPtk-1dy = —13‘;(;)"’ = p(p+ 1. p +E=1).

 Momentele centrate de ordinul 2, 3, 4 se calculeaza de asemenea usor
si sint respectiv m; 2m; 3m?® - 6m.
: Distributia Beta. 'Spunem cd o variabild alealoare are dlSlI‘lblllle bela
cu paramelrii p si q (p > 0, g > 0) dacd densitalea sa de reparlzlze esle

! a?~!(1 —2)*' pentru x = (0, 1)
f(xy = BP9
0  peniru x & (0, 1)

tnde
1
B(p, q) = [ 2?1 —a)?-'dx.
0 - .

‘Este evident ca [ este intr-adevir o densitate de repartitie.
Momentul de ordinul k corespunzitor acestei distributii este

. 4o . 1 ’ .
! - - Bk +7p, q)
xk x)d.t::—-—s P (] — )1 = —— = =
S f B(p ( ) B(p. ¢) .
—00 ]
Pp+1)...(p+k—1) .

_ P+ap+a+D.(p+a+p—1
Rezultd cd valoarea medie si dispersia variabilei aleatoare X cu distri-
butie beta de parametrii p, ¢ sint

M(X)=

2( )__ P&
®+p+k+ 1’
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sttnbupa ¥% O vanabzla alealoare are dlstnbuim y cu n
libertate dacd densilatea sa de repartifie este

"0 T pentru z < 0, )
: 1 n_ 4 =
f@)=y_X __ .2 ¢ 2 penlru z> 0.
2u]sr'(._r_'_ ‘ .
2
Uneori’se ia mai general . . : ) Lo
» ) ‘ n_, .=
1 v Miad-vre
@) =—F—F 22 e 2, (2> 0). 4 * -
27 g T (-?—) A : ' .
2 . ) ’

In acest caz distribufia are doi parametri n si ¢ (c > 0). Pentru o = 1
. se obtine definitia noastra. Daci o variabili aleatoare X are distributia din
definitie, atunci variabila aleatoare ¢*X are distributia (+) si reciproc, daca

o variabild Y are distributia. (+) atuncx—l- Y are distribufia din definifie.
Se ‘verifici usor ci aceasta functie este intr-adevir o densitate de Tepar-
- titie adica .

fiz) > 0; If(x)dz =1

Momentul de ordlnul k este

oo (-]
i’l i—1 -Z '
my \ 2hfa)de = ——\ z 2" dz.

g'z' F(f_) I
2
0 -
Daca facem schimbarea de variabild % =y obt{inem
. r ( -+ A-)
n

me=—2 g2 ey —oe. 12 )

-, e
—ok. i(—"-"' 1), (_"_-;..7\-_-'— 1) - n'(n}—i.— 2.t 2% — 2).

Valoarea medie si dispersia corespunzatoare dxstrlbutlex %2 cu n grade
de libertate sint respectw n si 2n.

Sé vedem acum care este legitura intre. distributia x? si dxstnbutu
normala Enunfim in. acest sens urmitoarele doui teoreme :

'l’corema 1. Dacd variabila "X, are distribulie %* cu n grade de libertate
‘(n>1) atunci densualea de reparlifie a variabilei

Xt
Van ’ . ’

linde cdire densitaleé de reparlifie normald cu para}xielrii 0sil.
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Teorema 2. Daca fzecare din vanabdele aleatoare mdcpendenle Xl, Xg .
}s are distributie normald cu parametm 0 si 1, atunci variabila alcatoare
X2+ X24 ...+ X2 are distribufie ¥* cu n grade de libertale..
- I)istribn;ia Student. O variabild aleatoare are distribufie Student cu n
grade de liberlate dacd densilalea sa de reparlifie este

, I,n+1 _n-'l’-l
2 a2 =

@ = 2 (142) (v = R).

n 13

Momentele de ordin impar corespunzitoare acestei legi de probabili-
tate sint nule: :

n.;|-1 ¥ _mil .
. r( :2. ) zt 2
My e k 1(1+ ) dr=0
—00

deoarece functia de integrat este imparia. Pe de alta parte, dacia 2k <n,
avem :

4o “

n+41 — il
. I‘( 2 ] ) x?
my, = ————— :c”"(l + —}
Y3=T (%) "

00 .
< . .ot : . »
Daca facem substitutia — = y si vom tine cont ci

-]

) — P(P)’P(q)
»-1(1 U’*"’d = B(p, LA\
IJ ( Ty) y (P 9) = Yot a0

va re7ulta in final

n*e1-3... 2k — 1)
(n —2)(n — 4) Lon— 21.)

My =

Din cele spuse rezulti ca valoarea medie si dispersia unei Vanablle alea- -
toare X cu distributia -Student cu n grade de libertate sint:

M(X) = 0; D¥X) =n" , (n > 2).

A\

in continuare vom enunta -citeva proprietiti mai importante care fac
legdtura intre distributia Student si distributia- normali.

(Sy) : Dacd f,(x) este densziatea de reparlifie Sludent cu n grade de I(ber-
late, alunci .

lim fo(z) = f(z; 0, 1)

n-%

unde f(x; 0, 1) este densilatea de repariifie normald cu paramelrii 0 si 1.
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. (8, : Dacdl variabilele aleatoare. indepéndente Xy, Xo, ..: ,Xny1 aufies
-eare densitate de repartifie normalé cu parametri 0 si o atunci variabila
i Xan
AL s
.are distribufie Student cu n grade de libertate. .

(Ss) : Dacd variabilele aleatoare independente X;, X, ... , X, au fiecare
distribufie normald cu parametri 0 i c iar

X=—; X+ ... +X,,) ,
i
afunci variabila

A= D=

VX=X 4.+ (X — X)?

urmeazd legea Student cu n— 1 grade de liberlale. ) :
Distributia Snedecor. Distributia Fisher. O variabild aleatoare are dis=

tribufie Snedecor cu paramelrii n, §i n, (ny, np iniregi pozilivi numifi grade de

libertale) dacd densitatea sa de repartifie esle ‘ )

0 pentru z < 0

" ~ ticy .;__"-- 1 ".Tx ]
SEECEC R

Momentele de ordin k corespunzitoare sint finite, daca k <-’;—’ si se

calculeazi cu usurin{d

nyny + 2)-...(n, + 2k — 2)
(ny — 2)(ng — 4)-. (ny — 2k)

.ny
m'=;’-o
1

In particular, rezulti ci valoarea medie (momentul de 6i'dinul' 1) nu

depinde de n, fiind egali cu 5
ng —

Legitura cu legea nmormald este urmitoarea : S

Daci variabilele aleatoare independente X,, X,,..., X, Xa#1r oo

X, +a, urmeazd legea normald cu paramelrii 0 si o alunci variabila -alealoare
ny X5 +... + Xa,

M Xia1 4.+ Xon,

urmeazd legea Snedecor cu paramefrii ny si n,.

Dacid variabila aleatoare X urmeazi legea Snedecor cu parametrii ny
.§i n, atunci variabila , . .

1

=1lmx
.9 .
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are o disiribufie Fisher cu parametri n, si n, adici densitatea sa de repar-
“titie este . ' ‘

RS r(ﬂ:+n=) : _mdn
n, 2 ' n, o ' 2
g(x) = 2 (—) — -e""‘(l + = ez‘) ,
EORE M
2 2
(z € R).

. Dis?ribnlin Weibull. Diétribu}ia exponentialii. O variabild aleatoare are
distribufie Weibull cu paramelri )\ i o dacd densilalea sa de repartifie este

m={

0 pentru z < 0,
, A a>0
Aozt e~ pentruz > 0. -
Valoarea medie si dispersia corespunzitoare acestei distributii sint res-
pectiv : : '
. 4 . ,
m=2x °T (—1-—}— 1) ,
. &
2‘

. =')\‘_:[P(_§_+ 1)_1,2 (%_!_ l)l

Un caz particular important se obtine l_uixid a=1: - =
O variabild "aleatoare are distribufie exponenfiald cu paramelrul A dacd
densitatea sa de reparlifie este

M={

0 pentru = <. 0,
Ae™? pentru z > 0.

i Dacé o variabila aleatoare X are distributie exponentiald cu parame-
trul A, atunci valoarea medie si dispersia sa sint respectiv

o

M(X)==; D(X) =L
. s

Incheiem aceastd enumerare cu doud distributii multidimensionale : una
discretd si una continui. :

~ Distribugia multinemiald. Veclorul aleator m dimensional X, X,
««+» Xy) are distribufie multinomiald cu parametri n si py, pa,..., P (pe >
B> 0, Zp; = 1, n inireg pozitiv) dacd . '

P(Xy=ky Xo=Koporvp Xpp=kp) = —"  phiph . pha (x

( 1 1 2 2 m m) kgl - . okt Pr**ps Pm ( )
unde ky (i =1, 2,...,m) sint inffegi negativi si Sk, = n.
Expresia din membrul drept’ al egalititii (*) reprezinta termenul general
. al dezvoltarii polinomului (p, + ...+ p,)*. Se observd ci pentru n = 2 se
obtine distributia binomiali. ' ' -
Dacad evenimentele A;, A,,..., A, legate de o experienti E formeazi
un sistem complet si au probabilitati cunoscute: P(4,) = py, iar X, repre-
gintd numérul de realiziri ale evenimentului 4, (i =1,...,m) cind facem
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- de n ori experienta, atunci vectorul aleator (X,,..., X,) are distributie
multinomiala cu parametru n si py,..., pm. Verificarea acestei afirmatii -
se face cu usurintd si o propunem cititorului ca exercitiu. ‘

Teoremid. Dacd vectorul aleator (X,,..., X,) are distribufie mullinomi- -
ald cu parametri n $i p1,..., pm alunci funcfia de repartifie a variabilei ale- .

aloare
Ym=2n_(XJ—npi)2 —_—
tinde cdtre functza de reparlz{ze y%.cu.m—1 grade de liberlale.

Distribugia normald multidimensionali. Vectorul aleator (Xy,. .., X,) are
distribufie normald n — dimensionald daca densilatea sa de . reparlifie este :

. Vd—ct 3 - 2—-(:c —m’) A (x—m)
f@r..,2) =——-¢
(2m°
unde ‘
Ty, m,
: V my
r = y, M= . )
Ty ) my

x’ = (xi, x‘Z’--.y xﬂ) ’mi = (mly mg,. .oy m,,)

iar A este o malrice n X n pozitiv definiid.

Se poate arita.ci m; = M(X,), =1, 2,..., n) si cd dacd At = (by)
atunci by = M(X;—m)(X;—my), (i, j=1,.2,.

Teoremi. Dacd vectorul aleator (X,,. . ., Xn) are dlstrzbulle mullinomiald.
cu paramelrii n §i-py,..., pn_atunci funcfia de reparlifie a vectoruluz alea-
for Y, = (—X#ﬂ seens -}—(’"———'-'-’-'3) tinde cdtre o funclie de reparlifie normald

: Vrpay + Vnputn .

(m — 1) — dimensionald cu m" = (0,...,0)." :
Densitatea de repartifie bidimensionald se ob{ine luind n = 2 in defini-

-4

tie: v
= 1 (zl — Inl)2
) f(xls z,) e VI o eXP{ o - p’)[ o +
. i (z, —’m,)’_ 2p(xy — my) (T3 — my) ]}

. o2 G102 .

unde ' ' ‘
= D¥X,); o= D¥X,);
. ‘p‘ . MIK, —m)(X, —m)]
610'5
Probleme.

) 1°. Dacd A este modul unei variabile aleatoare ‘cu reparlifia bmomznald
de paramelri n §i p atunci

np—g<A<np+p. (g=1-p).
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i

- Rezolvare. Dacﬁ X este variabila aleatoare respectivd gl A este valoarea cea mal probablli
atunci

. /
PX=A—1)< P(X=2),
PX=2+1) < PX =M.
Aceste tnegalitén se seriu
CAtp1gn-d < AR,
C’7;+;p7k+an—a—; < Cgpzqu-z
care dupi simplificiri se reduc respectiv la
<np+p,
A=np—gq.

2°. Dacd variabilele alealoare independente X si Y au distribufii bmomtale
cu parametrii n si p respecliv m st p, atunci varzablla X+ Y are- distribu-
fie binomiald cu parametn m-+n si p.

Rezolvare. Avem

PX + Y.=k= ZP(X =) Y=k=j)=

i=,
. k
= 'y"oc’ g3 ck x--aqm_m_ p qm+n-tiz ch-chrt = CB gt
. ,
Egalitatea E ClCkI=Ck ., rezulti egalind coeficlentul Iui 2® din dezvoltarile
=0 mn

1+ x)» (1 + )™ 5i'(1 4 a)"tm,
Problema se poate rezolva observind.c# dacd Xi, ..:» Xy Xpgaeeror Xppm sint
variabile aleatoare independente avind distributia comuni

L X (1 0),j.=1. 2., n+m
P4 :

atunci variabilele aleatoare
X=X +...+ Xy}
Y= Xn+l Feoood Xopw

sint independente si au diétributie binomiald cu parametrif n si p si respectiv m
si p iar variabila aleatoare

X+ Y=X 4+t Xopm

are distrihutie binomiald cu parametrii m 4 n i p.

3% Un eveniment are probabzlzlalea de realzzare cind facem o smgurl‘i
dald experienia de care este legat. Dacd o, este numdrul de realizdri ale evenimen-
tului cind facem de n ori experienta sd se arate ¢d.

)=0

lim P(

n-co

oricare_ar_fiZe,> 0. (Teorema lui Bernoulli).
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Demonstraiie. Vom ‘apli(;a inegalitatea lui Cebisev variabilei aleatoare

Pentru aceasta vom observa mai intii ci mtruclt o, are dlstnbutle bl-
n \

nomiald cu parametri nsip:

m=M (“—)= L M(es) = —+np = p,
n n n

@ = D*(Z) = L DMe) = 2 onpg = 2o = |21
o n) nt nt n n
Fie ¢ B> 0 5i k = —. Rezultd
. . () .
: “ 1 pg '
P( -——p|> s) (l———p >kc)<—~=—-—>0(n—>oo).
. 'kl n;a !

6baervaﬂe. O tmbuniitiétire a acestei proprietifi este datd de teorema lui Borel: in condi-
{iile problemei 3° avem -

G

- &° Sd se calculeze valoarea medie a distribufiei binomiale cu exponent
negativ cu ajutorul ecuafiei lui Wald (problema 10° din 1.7).

Raalvare. Fie A un eveniment de probabilitate p $1 X numdrul de probe pini la cea de a
n-a producere a lui A. X are distributie binomiald cu exponent negativ de para-
metril n §i p. Considerim variabilele aleatoare independente X; (k = 1) definite
astfel A

X, = 1 daci in proba k A s-a produs,
x 0_dacd in preba k A nu s-a produs,

Evident, toate' variabilele . X, au aceeasi disfribu;ie
C . B - . X-,:(i‘é),q:i—p.

Notdm Sy =X, +...+ X; 5l
. N.= sup {kn>S,<n}." ‘ .

Din felul in care au fost definite variabilele aleatoare X, E(,, (k = 1), iy rezultd

| X =N+1; S =n (=M(S) = n). -
Folosind ecuatia luf Wald =~ - -~ . -
M(S,) = M)-MX) '

vom obtine

n= MX)p; MX) =2,
i P

°. Variabilele aleatoare ‘independente X1 si X, au distribufii Poisson de
parametru A; si respectiv A,. Sd se -arale ca X, + X, au dzslnbu{ze Poisson
de parameiru A, + A -

L '




, Rezolvare. Fie k = 0 un intreg. Ave'm,l -

PX,+ X, =hk= ZP(Xl—J.X,—k—j)__
l_
x k
H 129 .
=3 PX,=j) P(Xs=k—j)=)  2ben. e W
j=0 N =t it k=

«

E C’ 7\5 )k—] (7\1 + 7\:) e—(Atd,), s
k! ’

(Rx'l'lx)
6° -Variabilele aleatoare X si Y sint independente; X are dzstrlbutze uni-

formd pe intervalul (0, 1) iar Y are distribufie uniformd pe intervalul (0, 2).
Se cere densitatea de repartifie a- variabilei X - Y.

Rezolvare. Prima melodd. Notim cu f; si f. densitétile de fepartitie ale variabilelor aleatoare X -
§i respectiv Y

f(x) :pentr'u re (0, 1);
! 0 pentru = ¢ (0, 1);

— pentru ze (0, 2);
f(x)=4¢ 2 :
0 pentru x ¢ (0, 2).

Daci f este densitatea de repartifie a variabilei f, atunci
+00 : :
f@ = § fuz — p)fy)dy.
-—00

Se'observi ci f(x) = 0 pentru z ¢ (0, 3).
Dacit x € (0, 1) atunci

x . 4 1 -
= 1 - d = — =—m",v
1) §r'(x DA § ay=2

Daci « < [1, 2] atugel fy(z ~ y) = O daciz —y > 1sau z — y < 0 §i $infad cont
i l<z—y<lez—1<y<az vom scrie , .

x x
f(z) = S‘n(x — 1) dy ‘=’S —;— ay ’7%-

x—1 ~x—1

In sfirsit daci = = [2, 3) atunci produsul fn(a: -1 f,(y) este nenul dacé kL numal
dacé 0<x—y<1 0 <y <2, adicit

ysE—-1L,29N0 2)=(x—1, 2)
gl deci in acest caz

2 .
o= (rc-orow=1Te-a

z—1
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Din cele épuse ’piuﬁ acum a rezultat -

¢

- . %:c pentru ze ©, 1)3 )
N 1:
— pentru z € [1, 2);
f@=4 2 .
%(3 — 2) pentru xe |2, 3);
N 0 ) pentru z & (0, 3).
L ) C

" ‘Metoda a doua. Vectorul aleator (X, Y) este distribuit uniform fn dreptunghiul
(©, 1) x (0, 2). . , L

7 .V . 1
¢ \-'Y? LB112)
AN " ANZ ‘ / i
”’G N \\\ ~
_D\EI. NEM) .
S \\ to _ :
’;\\ \\\f/’ ) .
< " .
: N R
0 M\\,A//,o/ v
L .  Fig. 1.23

{

Fie F funciia de‘ repartifie a variabilei aleatoare X + Y
' F(x):P(jc-;i Y<a), z<R

fn figura 1.23 s-au trasat punctat dreptele X 4+ ¥ — =0 pentru z € (0, 1) . ‘
ze(l, 2, z< (2 3) (respectiv dreptele MN, M;N,, M;N,).

Daci = < (0, 1] inegalitatea X 4+ Y —x <0 este satisficutd de multlmea punc-

telor din interiorul trlunghiului OMN sl decl .

aria OMN. _ «*

F(a) = P(X+Y—a:< 0) = =
aria OABC 4

La fel, daci z = [1, 2] atunci

F@) =P(X + Y —z<0) =22 0AMN, 201 .

aria OABG 4

Daci z [2, 3)

‘ari 2 ——?
F@) = aria OAM,N,C - 6x :cv 5 .
aria OABC 4 -
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" Din toate acestea rezultd in definitiv

x?
v pentru, x = (0, 1];
26— 1. '
pentru x = [1, 2]
F(x) = { 14 )
N 6r — 2t —5
p pentru x € [2, 3)
0 pentru z ¢ (0, 3).
\ - '

Acestei functii de repartifie if corespunde densitatea de repartifie gisitd prin prima
metodi. ’

7° Dacd variabila aleatoare X are distribufie e:cponeﬁliald sd se arate cd
PX<t4+h|X>1), t>0,h>0 -
nu depinde de 1. ‘ ‘ ‘ '

Rezoluare. S& presupunem ci X urmeazd legea exponcngiali cu parametrul A, adicd funcia -

sa de repartitic cste
. . \

-

0 ‘ pentru z < 0,
F(x) = 5T Y
@ { 1 — ¢ pentru 2.> 0.

Direct din definiiile probabiliti{ii conditionate si a functiel de repartitie rezulti

Pl<X<tdl) Fl+h)-FO) _ eM—eMth) 4y
P(X > 1—F({) - eM

PX<t+h|X>)=
8. Sd se demonstreze reciproca afirmatiei din problema precedentd : dacd
variabila aleafoare pozilivd X are funcfie de repartifie continud i
PX>t+h|X>10), t>0,h>0"
nu depinde de t, atunci X are distribufie exponenfiald.

Rezolvare. Fie F functia de repartifie a variabilei X si G=1 — F.

PX>t4+h]|X>H=2X>t+0 _Ge+h -

PX>1 :G(t)
Deci, prin ipotezit raportul % (t =0, h > 0) nu depinde de f. Fie -
iU ) = H(h).
Gy

Pentru ¢ = 0 obfinem — ({inind cont ci G(0) =1 — F(0) = 1)
G(h)y = H(h), h = 0.
Se ajunge astfel la ecuatia funci{ionald

S G(t + h) = G(1)-G(l), t = 0, h = 0,
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De aici rezultd imediat prin inductie

Gl +...+ 1) = G(ty)...G(t,)
51 o particular (4, =t =...=1{,=1) :

G(nt) = [GWO]* t > 0.

»

Dacé particulariziim acum pe ¢ dindu-l pe rind valorile t=—1-, i=i se
n m
obtine 1 .
1
¢ (=)= e

‘' n
1. n
n ~ n
’ ¢ (i) - [G (i]] = {l¢ ] "}=lcay™
m m .
pentru orice intregi pozitivi n si m. Cu alte éuvinte
. . ’ »'
G(r) = [G))"

pentru orice r rational pozitiv. Dacil x este un numir real poiitlv arbitrar sl' (Ta)»
(ry) doud siruri de numere rafionale '

ntzx; r,; !z
atunci tinind cont ci G este neerescitoare (1'7 este nedescrescitoare) 3
, | ‘ G(ry) < 6) < G
sau sub formi echivalentd

O [6)">< 62) < [G(]".
Dacii facem aici n— oo obtinem
G(z) = [G(1))° = > 0.
S4 notim G(1) = e 2>0 In acest caz
5(;:) =¢h 2> 0
si deci '

fo pentru = < 0,
F(x) = .
@ = { 1~ e"™ pentru z > 0.

. 9% Fiecare din variabilele aleatoare ihdependente Xy Xoy. ..y X, are dis-
“tribufie exponenfiald cu parameirul . S& se defermine densilatea de repartifie
"a variabilei X, + X, + ...+ X :

Rezolvare. Fie [ densitatea de repartitie comuni a variabilelor X,. (.k =1, 2,..., n):

f(x) = 0 pentru z <0,
AeM pentru.z >0

§l f, densitatea de repartitie a variabilel S, = X, +...+ X,.
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Pentru z > 0 avem

+0 z . .o
f@ = | fz = nf@)dy = | AeMz—0) .« pe M dy = Arze,
. —00 0

Daci x < 0, atinci fy(z) = 0. Mai departe, observim ci f; este densitatea de re-
partitie a variabilei S, + X;(Sy X, independente). Deci pentru x> 0 putem
_scrie ) .

+o z - "
@) = § f@— mf)dy = [ 2 M= ayge W dy = »- -’;_ o
Daci vom continua, vom observa ci ;densltatea de repartitie a varlabilei S, =
= S, + X, este C o
x '
ffx) ="M pry -\t pentru z > 0,

N

[.(x) = 0 pentru = < 0.
Prin inductie se deduce

0 pentru < 0,
f@ =3¢ 3n

( o z"1 ¢-A% pentru,z >0
n — L

(adic# S, are o distribufie Gamma).

" 10°. Fiecare din variabilele aleatoare X, (n > 1) are distribufie exponenfi-
ald cu parametrul A si S, = X;+...+ X,, iar ‘

N=sup {n:S,<t}, t>0.
N=0 dac&sl=xl?t.

Sd se arafe cd

P(N =k = %l_): e,

Rezolvare. Fie .F, funi:tia' de reﬁartitie a variabilei S, si f, densitatea sa de repartifie. Se

observi cd i
P(N=0)=p(x,>t)=1 —F{)=1—(1—=eM=eM
Daci k=1 ‘atunci '
P(N = k) = P(Sp <t < Spea) = P(Ss < ) — P(Sges < 1) = F() — Fapi)-
Pe de alti parte, tgn'lnd cont de rczultatul problemei precedente, putem scrie
pentrn £> 0

VFH-l(l) = I fk-u (x) dz = I ?f_tl.. xt e"‘-‘”d:c. .
- R .
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- Integrﬁm prin pirtz (x =u, e’h dr = db) sl obtineml

ot
K+
——(— -"1 it femomal

¥t eAx dx,

’ o ]
Fyna(t) = —
§(It - 1)!

Feuiy = — %’-)— M L F ).

. In sfirsits

PN = §) = Fyt) — Fapell) = k’ M,

11° ‘Daci variabila aleatoare X urmeaziz' legea normald cu paramein m
si o, atunci variabila aleatoare

= — (X m)?

202 7

urmeazd legea I' cu parametrul —;-

Hezgolvare. Fie F functia de repartitle alu Ysizx > 0. Avem

-
F(z) = P(Y<ac) ( \/2:¢:<X ’"'<f) _1_8
vz

. Y= _r
2

2z
dt=—_2_-S e 2at
V21:
0

2%
' -_—

' 2
Dacii-facem substitufia y = 12— rezultd

I

x
F(z) = i-S v 2 ev.ap

V=
0

Derivind in raport cu x (xz > 0) se obtine densitatea de repartitie corespunzitoare |

‘4
f(z) = L x 2 e,‘".

V=

‘ St cu aceasta problema este rezolvaté daci observam ci J r=T (—;—).

- 12°, Dacd variabilele aleatoare independente X si Y au distribufie Gainma
cu parametrul p si respectiv q, sd se arate ¢d X + Y are distribufie Gamma cu
parametrul p + q.
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Rezolvare. Fie f, A hrekpectlv densitﬁtﬂe de repartitie ale varlabllelor aleatoare X, Y. X P Y.
. Avem pentru x> 01

+00 o
hx) = | f(z - y)ow)dy =

. 1
! o =\—(z— y)"l e"(-"f'-ll) ——yt1 gV dy =
' S T'(p) r (‘1) .

1 9
R P z — p)Py?1 dy.
T'(p)- T(a) g( -

Daci facem substitutia y =tz se obtines

x

h(.‘l.‘) = ___1__ e~% gppte—1 \I (1 _‘.t)?"'l {1 dt =
' T(p) T(9) 10 -
’ -~ = —B(p' 7 e—z‘zﬂ+€—l -
T(p)-T) ~—
s problema este reznlvati gtiut fund cd

(p)T :

: B(p q) = _(pl(;!). .

- _ v Te+9

13°. Dacd variabilele aleatoare independente X, Y au dtstnbutu ¢ cum
si respectin.n grade de libertate, alun¢i X + Y are dzstrzbutze ¥ cum + n grade
de libertale. :

Rezolvare. Daci f, g, h sint densitdtile de repartitie ale variabilelor aleatoare X, Y sl res~
’ pectiv X + Y, atunci pentru x>0 .

+oo x : .
C g m_y D R_4 5
: 1 2 1 > :
hx) = \ f@ — o)y = \ —— =—u? e s —7 edy =
: n [T e2ml)
. o 2 I‘(2 _ 2?13
' ‘x
1 ~3 ! T2
= e e -1 e dy
2

Y m\ _(n
22l s
2 2
si problema se incheie la fel ca precedenta.
Proprietatea enuntati rezulti gi din observatia ci daci X enes Xmes sint va-

riabile aleatoare independente si fiecare urmeazdi legea normald cu parametrii 0
sil atunqx variabilele

X=Xx+...+X%

Y=Xou+ ... +Xnia '

sint independente §i urmeazi legea\ »* cu m si respectiv n grade de lipertatc, ijar
| X+ Y=X4 ...+ X, !

urmeazi legea. %! cu m + n grade de libertate.
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) 1%, Se &runcd o riion;edd"de 400 de ori. Care “esle pro'babilftaléd ca nius
mdrul de aparifii ale ,,stemei* sd fie cuprins intre 180 si 220 ?

Rezolvare. Numérul X de aparitit ale ,stemei* au distributie 'binonﬁali cu paramefrl n =

= 400 s p = 0,5. S& observéim ¢ M(X) = 400-0,5 = 200 ; D¥(X) = 400- % .

2
= 100. Inegalitatea )
' 180 < X < 220
se mai poate scrie
a X200 ,
. 10

si conform teoremei Mblvre-Laplacé

X — 200

.p(—2< <2): OE) — B(—2) = 0,95,

15°. 'De cile ori trebuie sd& aruncdm un zar corect peniru ca cu probabilita-
tea 0,95 abalerea frecvenfei relative a fefei 1de la numirul p = —2—3& fie cu-

prinsd tntre —0,03 si 0,08 ?

Rezolvare. Intrucit dorim o abatere destul de micii‘vne asleptdm ca numdirul aruncirilor si -
fie mare. Dacé tn n arunciirl faja 1 apare de «, ori ejutdm n pentru care

p(_o;os <X _p< 0,03) =0,05.
. n :

Aceasty Inegalitate se mai poate scrie - ~ ’ ’

' | o .P( @ —np| _ o,os_ﬁ) —095 )
: ’ Vnpg Ve ‘

unde g=1—p = % Vom avea decl egalitatea aproximativé

S N 20 (M)-_—o,ss.
Vea - ) -

Céutim in tabe) A pentru care - : -

;  am= ‘%. = 0,475

sl gisim A = 1,86. Numirul n rezulti din egalitatea

106 = 203 Yn} - e'o,'osﬁ .
Voe V5
‘Se oiitinel
N ’ : n = 593.
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- 16° O masind produce o plesa cu'cular& Piesa este bund dac& d’tametrul
séu d esle cuprins intre 4,99 cm' §i 5,01 em. Care este probabilitatea producerii
unui rebut de citre magina respectivd stiind cd d are’ distribufie normald cu me-
dia 5,002 cm i abaterea medie pdiraticd 0,005 cm ?

Rezolvare. Probabilitatca ca o piesd si fie-buni este - K . \

5,01 — 5, .99 — 5,
P(4.99<d<5.o1)=<1>( 5002)-.@(4_99 5002):

0,005 0,005
= @(1,6) — (D(;-2.4) = @(1,6) + 6(2,4) = 0,4452 +.0,4918'= 0,937;
| ‘Proﬁabilitatea ca o piesﬁ sdi fle nccorespunzitoare este
. 1 — 0,937 = 0,063.
Cu alte cuvinte masina produce 6,3% rebutuxl

. 0 magind produce 0 plesii circulard. Cind masina este - bme reglald
dzametrul d al pzeselor are dzslrzbutze normald cu media 10 cm si abalerea me-
die pdlraitca 0,08 cm. Se iau la intimiplare 4 piese fabricale de masind si se
conslatd cd media aritmeticd a diametrelor acestor piese este 10,14 cm._Se poale
afirma cd masina s-a. dereglat?

Rezaluare Fie d,, d,, d,, d, diametrele a 4 plese alese la intimplare. Acestea sint patru va- '
riabile aleatoare xndependente distribuite normal cu media 10 cm si abaterea
medie pﬁtratlcﬁ 0,08. Variabila

_ditd+dy+d,
4 T

are de asemenea distributie ‘normald cu media 10 cm dar cu abaterea medie pi-
traticd 0,04 cm. Avem

P(9,38 < p < 10,12) = 20(3) = 0,997,

Deci p 1a valori in afara intervalului (9,88 ; 10,12) cu o probabﬂitate mai mic#l

de 0,003 si deci este aproape sigur ci masina s-a defectat.
. 1

1.8. APLICA'!'II ALE TEORIEI PROBABILITATILOR
(TN TEORIA ASTEPTARII '§I TEORIA FIABILITATIH)

)

Teoria agteptiirii. Teoria asteptirii (teoria firelor de asteptare — teoria
cozilor) este o ramurd importanta a cercetarii operationale. Un sistem in
cadrul ciiruia se executd un anumit serviciu se numeste sistem de servire. Obiec~

tele asupra. cirora se executi serviciul respectiv se numesc clienfi sau unitdfi.

Stafie de servire este o instalatie (intr-un sens foarte larg) care poate
servi un singur client in acelasi timp. '

Daci serviciul se executi in etape de citre mai multe statii, atunci suc-
cesiunea acestor statii formeaza o linie de servire. Mai multe statii sau linii
de servire care pot servi mai multe ‘unitdfi simultan formeazi un canal de
servire, : ‘ :

-
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~Avem' un proces de asteplare atunci cind fie unititile, fie statiile de ser-
vire pot fi puse fn situatia si agtepte. Unititile care asteapti si fie servite
formeazi un fir de asteptare (coads). : '

Criteriul prin care este stabiliti ordinea servirii unititilor aflate in sis-
tem se numeste disciplina firului de asteptare. De cele mai multe ori estestu-
diata regula,,primul venit — primul servit®, dar exista si numeroase situafii
in care unele unititi se bucurid de un regim preferential.

- Exemple de stafii de servire : :
—"statiile-de benzini, . ‘
. — centralele telefonice,

— cabinete -medicale,

— birouri postale,

— case de bilete etc.
in care caz unitdfile sint respectiv : _ .

— maginile care se alimenteazi (sau asteaptd si se alimenteze),

— persoanele care doresc sid obtind o legaturi telefonici,

— persoanele care vin la consultatie,

— scrisori care -trebuie stampilate,.

— persoane care doresc sid cumpere bilete etc.
. De asemenea, unititi pot fi considerate utilajele care asteapti si fie re-
- parate, situatie in care mecanicii de, intretin?re constituie statiile de servire.

O ‘problemi de teoria asteptirii apare de cele mai multe. ori in cadrul
mai general al unei probleme cu caracter economic.

_ Astfel, pentru intreprinderea de care {in mecanicii de intretinere de mai
inainte se pune problema alegerii judicioase a numérului acestora avindu-se
in vedere pierderile provocate de neutilizarea utila jelor ce asteapti prea mulb
sd fie reparate; daci numirul mecanicilor este prea mic si pierderile provocate
de faptul ci-un timp prea indelungat o parte din ei stau neocupati, daci nu~
marul lor este prea mare. ' :

In general, se urmireste si se. planifice sosirile unititilor (daci este po-
sibil) sau s& se stabileascid numirul statiilor de servire astfel ca suma costu-
rilor generate de asteptare si fie minim3. T R

Prima problem# de teoria agteptirii a fost formulati in 1905 intr-o lu-
crare a inginerului danez K. A. Erlang — specializat in telefonie — care

. a observat ci numirul ‘apelurilor n unitatea de timp la o centrali telefonicy
urmeazi o lege Poisson. Aceastd observatie a: fost esentiald la determinarea
- capacitilii optime a centralelor telefonice. o

Starea sistemului este o descriere a situatiei actuale care permite si se
tragid concluzii (cu caracter probabilist) asupra comportirii viitoare a siste-
mului. T ‘ o '

Elementele de bazi alé unui proces de asteptare sint :

‘— intrarea unitd{ilor in sistem (Sosirile), aceasta este dati de legea so-
sirilor; © - . . - ' '

— serviciile — determinate prin legea serviciului.

Sosirile genereazi doui mirimi aleatoare* : )

— numirul de uniti{i care intra in sistem fntr-o perioadi de timp dati

— intervalul de timp dintre dou# serviri consecutive. '

N

* Aceste mirimi sint in general aleatoare. Exceptle fac cazurile cind sosirlle sint progra-
mate si programul este respectat riguros. S-a constata de exemplu, ci desi sosirile avioanelor
la aeroporturi sint programate, se produc anumite abateri de la program daterate unor factori
ntimplitori care fac ca aceste sosirf si fie considerate aleatoare, .
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Cunoasterea legii de probabilitate a uneia din cele doud mirimi determind
legea de probabilitate a celeilalte. , -
Serviciul determind o variabild aleatoare : '
— timpul de servire al unei unitati. . ‘
In practicy, legile de probabilitate ale acestor variabile aleatoare se de-
termind prin prelucrarea datelor statistice disponibile..
' Vom utiliza urmitoarele notatii: . -
in — numirul elementelor populatiei (colectivititii) din care pot proveni
unititile in sistemul de agteptare. Cind acest numir este mare, calculele se
simplifici adesea luind m = oo fird ca precizia si fie afectata semnificativ.
n — numirul de uniti{i existente in sistem (in asteptare sau in curs de
servire). , - _— Co ‘
v — numirul unititilor din firul de asteptare (nu sint in curs de ser-
vire). :
n si v pot depinde de timp, n = n(l), v= v(f) fiind numérul de unitai
existente in sistem, respectiv in firul de agteptare la momentul f.
S — numirul statiilor de servire. . h ' :
"¢ — numirul statiilor neocupate la momentul f(c = o(f)).
Fie p, = pu(f) probabilitatea si existe k unitdti in sistem la momen-
tul £. Distributia variabilei aleatoare n este:

0.1 2...m ) '

n: - ;s Lpe =1
: (Po Py P2---Pm P '

Valoarea medie a numirulii de unititi din sistem este

m

Distributia variabilei aleatoare v este
1 2...m—S 0O

N S ) .
Pss1 Psiz---Pm 2 Pr
‘ k=0

.

Valoarea medie a numirului de unitﬁti din firul de astepf:are este:

_ m—S . m .
V=Y kpsu= Y (k— Sps.
k—1 k=S+1 ) >

in mod analog:
§ s§—1...10 s
o: ’ : s ; 0= S—k
(Po PL..- Ps-1 Z Pr . ¢ z Pi( )
intre n, v, ‘E;A S avem relatia
A=v—a—S. N
. Intr-adevir : '
v—5= Y putk— S)— P(S — k) = k— ) =
v—o »ZSPL( ‘) os:‘:sspk( ) = .kgopk( | S)

k=0 k;o

/
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. “Sosirile sint caracterizate cel mai adesea de o lege Poisson. Mai precis,
“numirul sosirilor inregistrate intr-un interval de timp de lungime f este o
~variabila aleatoare cu distributie Poisson. Si vedem in ce conditii apare aceasti

situatie. Pentru aceasta fie p,(fy, t) probabilitatea si inregistrim k intriri-
fn sistem in intervalul de timp (fo, 10 + 1), (t, = 0). Vom presupune cd
Pi(ts, 1), satisface conditiile :

a) pi(fy, ) nu depmde de {, (ci numai de k si de lunglmea t a interva-
lului de timp) si nici de numirul intririlor inregistrate in intervale anterioare -
momentului {,. In acest caz vom pune pi(fy, ) = px(0). . ‘

b) Probabilitatea inregistririi a doui sau mai multe sosiri intr-un mter-
val .de tlmp de lungime h este un infinit mic de ordin superior fa{d de h.
-Mai pre(ns dacidl pny (h) este probabilitatea si fie inregistrate mai mult de o
sosire in mtervalul (t, t + h) (p>1 nu depmde de t — propnetatea a)) si

po1 () = O(h)
unde prin O(h) am notat o functie de i(h > 0) cu proprietatea ci

lim ——= olh)
h0 h

= 0.

Daci pe parcurs vom intilni mai multe functii cu aceastd proprietate .
atunci le vom nota uneori o, o,, 0,,.. pentru a nu produce confuzii.

c) Proprietatea finregistririi unei singure sosiri in intervalul de timp
(t, t + h) este

I , P() =2+ o'(R).

Aceste conditii ne asiguri cé/practic unititile sosese individual (nu in
grupuri)' independent unele de altele si ci pentru intervalele de timp foarte
mici probabilitatea sosirii unei unitéifi este -practic proportlonala cu lungimea
intervalului. Intr-adevir, proprietatea b) spune ci probabilitatea ca si so-
seascd dou#d sau mai multe unitdfi intr-un interval de timp foarte mic este
neglijabili fati de lungimea intervalului, sau altfel spus, este practic impo-
sibil s Inregistram douii sau mai multe sosiri simultane. Independenta so-
sirilor este asiguratd de prima proprietate, in timp ce propnetatea c) ne asi-
gura ci diferenta dintre adevirata valpare a probablhtatu unei sosiri intr-un
interval de timp foarte scurt h si Ah este neglijabild in raport cu h, adici
practic, pentrv_intervale foarte mici aceasti probabilitate este proportio-
nali cu lungimea intervalului. . -

“Se observi cd probabilitatea de a avea cel puiin o sosxre intr-un interval
de lungime I este

, Pz (B) = pa(h) + p>1 (k) = Mt + o,(h)
iar probabilitatea de a nu avea nici o sosire intr-un interval de lungime

datd h este
po(h) = 1— p>, (h)“‘ — A — oy(h).

Teoremii. fn condifiile a), b), c) peniru orice § >.0:

pk(l)——okl) e k=0, 1, 2,... ,x>o (01_1)

Demonstrafie. Si demonstrdim mai intii teorema pentru k =0. Pentru
. aceasta vom observa ca pentru’ orice h > 0

—_—

.

S REER=ROR®
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-deoarece eve’nlmentele ,IU avem sosiri pina la momentul t“ i, nu avem‘ sosiri
in intervalul de timp [¢, ¢ —I— h)“ sint independente si intersectia lor este eve-
_nimentul ,nu avem sosiri pina la momentul ¢ + h“.
Scriind egahtatea de mai sus sub forma

po(t + h) = po(f) (1 — Ah— o,(h)).
Se deduce imediat ’ :

. po(t) = —Apo()
.de unde, tinind cont ci py(0) = ’

polf) = e

Pentru k > 1 evenimentul ,avem k sosiri in intervalul (0 t+ h)“ este
reuniunea dupa JdelaOlaka evenimentelor ,avem k—;j sosiri in in-
tervalul (0, ) i ,,j sosiri in intervalul [t, t 4 h)“ de unde se deduce imediat

) = Jgjpk-,(t)-p,(h).

~Dacd k > 2, atunci

k
0< X pesop)< Z Pi(h) < 2‘. PAR) = p>1 (B) = o(h).

Rezulti ci pentru orice k

pelt+ B) = pupo(h) + prs() pl(h) + 0y(k) = pe(t)(1 — A — o(h)) +
+ Pk-l(t)(nl + 0'(h)) =+ o0,(h). -

Aceastd relatie se aduce imediat la forma

hy —
ILH_;__MQ = )\pg(l) + Api- 1(1) +—

de unde se obtlne ficind h—> 0
p,,(l) = —Ap(f) + 7\Pk-1(t)

Daci tinem cont de condn;nle initiale : p,(0) = 0 pentru orice k > 1 se
.aratd usor prin inductie c#

___7\_‘)_—u —
pi() = £  k 1,2,

o’ (h)

reprezintd solufia acestui sistem de ecuatii dlferent;lale
Noi vom prezenta totusi doud metode de rezolvare a sistemului de ecu-
-atii dlferentlale .

pé(t) = —Apo(t), .
pi(l) = —Apu(t) + Ape—i(D), (k > 7).

Przma metodd. Notim q>,¢(t) = eMp,(f) sau pu(f) = e'”q)k(t) Facxnd in-
ilocuirile in ecuatiile diferentiale unde k > 1 se obtine

P1(t) = Ape-y (D).
Si mtrucit

Po(l) =€ ka(O) =0, (k>1) (=q=1, ?»(0) =0, k>1)
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e obiine imediat ~ |
e1(f) =X = i) =N, ' ,
. N )\2!3 - -
Pa(f) = Nt = ou(f) = T
A3

q’s(i) = N = gy(l) = YL

‘Prin recurenti se -ajunge la .

w® =25 pyp = LL em

A doua metodd. Pentru { > 0 '$i |z] < 1 notim

G %) = X pall)a®

si vom tine cont ci

T

= > pila*.
k=0

Inmultim cu z* ecuatia-diferentiali cu membrul sting pi() si insumim dupi k=
C oo ' : 0 . co
-3 pi)ek = — A Y, pi()zk + Az Y, pa(f)ak
k=0 k=0 - k=0

sau altfel seris

: fa-‘li=—xa+me_7\(x—-1)a :

‘De aici se obtine imediat, tinind cont ¢i G(0, z) = 1.
LG = eMEY),
Daci scriem aceastd egalitate sub forma

G(t, z) = e-M oMz — e.;.;E (u)t [(u) _M] k '
' si ne reamintim cum a fost &efimt G(t ) reiese ca
Al
Pl =22

k!

Dlstrlbutxa Poisson obtxnuta nu apare numai in cazul sosirilor in anumite
sisteme de asteptare. in general, se poate vorbi despre un flux de evenimente
,care se realizeazi in timp si care verificd conditiile a), b), ¢).

In acest caz avem de a face cu un flux simplu sau cu un proces: -
Poisson stationar. In cazul nostru evenimentele considerate sint’ intri-
rile in sistem. Se poate ariita ci : dacd sosirile constituie un proces Poissor
stafienar cu parametrul A\, atunci intervalele de timp dintre doud intrdri conse-
c,utive stnl variabile aleatoare independente eare urmeazd legea exponenfiald;cu




parameétiul \ si féciierc; dacd infervalele de {imp dintre inirdrile cénsecutive
sint independente si urmeazd fiecare lege exponenfiald cu - parametrul A, atunci
fluzul sosirilor este un flux simplu de parameiru A.

Pind acum am vorbit numai de sosiri, fird a tine cont si de serku (sau
de iesiri din sistem). Iesirile din sistem nu pot fi studiate independent de so-
siri ; astfel, nici nu putem astepta iesiri atit timp cit in sistem nu existd uni-
tafi (dar putem agstepta sosiri indiferent dacé in sistem existd sau nu unitéti).

‘Model de asteptare eu o stagie de servire, en sosiri Poisson §i timp de
servire exponential. Asa cum reiese din acest subtitlu, vom studia, un proces
de asteptare in care avem o singuré statie de servire, fluxul sosirilor este
flux simplu cu parametrul A, iar timpul de servire a unei unititi este o va-.
riabild aleatoare cu distribufie exponentiald de parametru p. In plus, vom
presupune ci lungimea firului de asteptare (numirul umtatxlor care-l compun)
ni este limitatid de vreun numir, ci o unitate intrati in sxstem nu-1 mai pa-
riseste decit dupi ce a fost servitd, Ordinea servirii este ordinea intririi in
sistem. In momentul in care o unitate a fost servitii aceasta paraseste sis-
temul, jar urmitoarea unitate din sistem (daci existi)- ocupi instantaneu
statia. Timpul de servire al unei unititi este independent de momentul in-
trarii in serviciu §i- de timpii de servire sau de momentele intririi in sistem
a altor uniti{i. Atunci cind avem fir de asteptare fluxul iesirilor se comporta
ca un flux simplu de parametru p, deoarece intervalele de timp dintre doui
iesiri consecutive sint independente si au distributie exponentiald de acelasi
parametru p. Refinem deci, ¢ in totalitatea lui fluxul iesirilor nu este un flux
Poisson cu parametrul p deoaréce intervalul: de timp dintre cea de a k
iesire 5i de a (k + 1) — a iesire nu este totdeauna timpul de servire al celei
dea(k+1)—a unititi Aceasta se intimpld -cind dupi servirea celei de
a k unitdti stajia rimine neocupatid un timp. Dar atunci cind in sistem
exista umtatx la momentul { putem spune de exemplu ci probabilitatea de
a avea o iesire in intervalul (f, { + h) nu depinde de {, de numirul k >
=1 de umtat;x existente in sistem sau de numarul de unititi servite pini in
momentul { §i aceastd probabilitate este de forma ph 4+ o(h). De asemenea,
dacid numdrul unititfilor din sistem este > 2, atunci probabilitatea s avem
doud sau mai multe iesiri in intervalul (¢, t 4+ h).este de forma o(h). Se ob-
servd cd probabilititile de care vorbim sint probabilitifi conditionate de
existenfa unitatilor- in sistem (nu de valoarea exacti a numéarului acestor
unitati).

In cele ce urmeazi vom presupune ci intemsitatea sosmlor (valoarea
medie a numairuluf de intriri in sistem in unitatea de timp) A nu"depiseste
intensitatea serviciilor (valoarea medie a numirului de unititi care ar putea
fi servite in unitatea de timp dacd statia ar fi ocupatd un timp indelungat fara -
mtrerupere) p. Cu alte cuvinte in‘ensitalea traficului (sau factorul de utzlzzare)

4p=—<1.
\ B

Sd determinim ecuatiile diferenfiale ale stirii sistemului in ipotezele
ficute. Pentru aceasta fie k > 1, h > 0. Evenimentul ci in sistem existi k
uniti{i la momentul ¢ 4 h se scrie ca o reuniune de evenimente incompati-
blle fnecare dintre acestea fiind o intersectie de trei evemmente :

(I) — existd k unitéti in sistem la momentul ¢
si  — nu are loc¢ nici o sosire in intervalul (¢, ¢ 4 h)
si — nu are loc nici .o iesire in intervalul (¢, ¢ + h)




v sau (II) . existd k +1fn unititi ia sistem la momentul 1

si, -— are loc o iesire in intervalul (f, { 4 h)
si — nu are loc nici o sosire in intervalul (¢, { 4 h)
sau (III) — existd k — 1 unitédti in sistem la momentul ¢
si — nu are loc nici o iesire in intervalul (f, t 4+ h) -
i —2 are loc o sosire in intervalul (i, {4 h)
sau (IV) — existd k unititi in sistem la momentul ¢
si = are loc o iesire in intervalul (, t +h)
si ~ — areloc o intrare in intervalul ({, { + h). v
Reunlunea celorlalte evenimente de forma
— existd k 4+ s unititi la momentul ¢ (s = 2)
- si  +— au loc r iesiri intre ¢ si -+ h
si ~— au loc ¢ intréri intrefsit+ h.' ‘(r=s+419q)

are evident o probabilitate. de forma o(h).'De altfel este usor de observat

cii si probabilitatea evenimentului (IV) de mai sus este de aceeasi formi.
Sa-notdm cu p.({) probabilitatea ca in sistem si exxste k umtatl la

momentul {. Conform celor spuse, mai fnainte - '

Pu(t +'h) = pe()(1 — M — 0(B)(1 — ph— o(h)) +
+ pea(®(l — A — Oi(h))(uh + 0y(h)) +
+ pe-1 ()M 4 0y ())(1 — ph — o5()) +
+ paO)(h A oy ())(pk -+ oq(R)) 4 0'(R)

Ficind calculele, egalitatea de mai sus poate fi adusz‘i la forma

\

{+ B — put K
M—t-;_w ()‘ + P’)Pk(t) + pPe(l) + )‘pb—l(t) + —— o( A
si de aici rezultd
' pr) = -(7~ + wpet) + upm(l) + lpk—x(t)
Cazul k = 0, duce la considerarea evenimentelor.
' (') — nu’existd unitdti in sistem la momentul ¢
si  — nu are loc nici o sosire in intervalul (i, { + h)
sau (II') — existdi o unitate la momentul ¢
si ~— are loc o iesire intre f §i t 4+ h
si ~— nu are loc mcl o mtrare intre f si t+ h

"de unde se obi;me
Polt + B) = po()(1 — Nt — 0f(R) + py(D(uh + Os(h))(l — A —
- — o0y(h)) + os(h)
De aici rezultd imediat
Pat) = —Apolt) + ps(0- S
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‘Recapitulind reiese ci avem de rezolvat sistemul cu o infinitatevi,dxé ecu-
atii diferentiale : - ’ : o o ' ’
po(l) = —Apo(l) + ppu(t), ‘ |

PO = —( + Wpe(®) + M) + ppra(®, R Z 1.

Obtinerea solutiilor generale ale acestui sistem este greoaie si cunoasterea
lor nu se dovedeste prea utili in aplicatii. In cazul altor modele de asteptare:
“lucrurile stau si mai rdu. O. prima regula de lucru in aplicatiile teoriei astep-
tarii este aceea ci solutiile dependente de timp sint practic imposibil de ob-
{inut sau de manipulat. Din fericire, pentru cvasi-totalitatea situatiilor con-
crete este suficientd cunoasterea solutiilor independente de timp. Un proces
de asteptare este in regim stafionar sau permanent daci probabilititile
p:(t) nu depind de f. In caz contrar, procesul este in regim tranziforiu. Se
poate arita cd daci p,(f) sint solutiile sistemului nostru de ecuatii diferentiale
(cu conditiile initiale py(0) = 1, px (0) = 0, k > 1) atunci -

“lim p(t) = pi, (k > 0)
fo

’

unde pi sint solutiile independente de .

In practici, de reguld, fenomenele de asteptare se stabilizeazéi 1a regim per-
manent dupd un interval de timp destul de scurt de la deschiderea ‘sistemului.
Astfel, s-a constatat ci in cazul unor magazine, a unor depozite de materiale,
cantine, centrale telefonice procesul se stabilizeazi la regim permanent daci
elimindm 15—30 de minute de la inceputul si sfirsitul programului. De aceea .
inregistrarea datelor statistice ce urmeazi a fi prelucrate pentru stabili-
rea caracteristicilor sistemului de- asteptare trebuie ficutid in perioada de
- stabilizare a acestuia. ) '

S& obfinem acum solutiile independente de timp ale sistemului nostru.
Pentru aceasta vom observa ci dacd pi(t) = p;, (k > 0) nu depinde de ¢
atunci py(f) = 0 (k > 0) si sistemul -devine : :

, . Apo = upys
” . D
, N+ wpe = Xpr—1 + wpesr, (k> 1).
* Din prima ecuatie ~rezul'c;?l

2 e
Py = — Po = pPo. ,
[ L

Luind k=1 in a doua ecuatie rezulti

- P2 = ¢°po
si din aproape in aproape .
pe=ptpo (k> 1)
Pentru a determina p, vom tine cont ci

) E pr=1 .
) . k=0 ) .
relatie care se mai poate scrie
PoXpt=1; pp=1—p.
k=0 .
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_ “In sfirsit, , rézultii
L - pz=(l—9)p" (k )

Pe baza rezultatului obtinut, si determinim citeva caractenstlcl ale mo-
delului studiat in cazul regimului stationar. -
Valoarea medle a numirului de unititi aflate in sistem este ‘ ~

.ﬁ=2 kpy = 9(1—9)2@"'1 =

Valoarea medie a numarulux de unitifi aflate in firul de asteptare este :

| ‘;=E(k—1)Pk=2kPk Epk— —_‘;’ ‘
N k=1 .

k=0 k=1

1

» deoarece distributia variabilei este

: ;'.( 0 1 2 )
- A\ptp P2 Ps--..

S& determinim acum legea de prohahilitate a tinipului total de asteptare -
al unei unititi (din momentul intrérii in sistem pini in momentul iesirii din
sistem).. Fie + acest timp si F funcfia de repartltle a llll <. Considerim
evenimentele :

A :'unitatea-reper giseste k unitidti in sistem la sosirea sa

B :k unititi sint servite intr-un interval de timp de lungime { dupi
- intrarea unit&tii reper

C: umtatea-reper pariseste sistemul 1ntre momentele ¢ si t+ h

1

Avenm : ‘ : '
Pit, ) = PANBNC) = P(4)-P(B| A)~P(C |AN B)=
o = pp L et (uh - o) = (1 — )+ L e + o®).

Acum putem scrie

Fit+h—F() =Pt <<t +h) =§0Pk(t, hy =

= (1 — p)e(uh + o) E O _ (1 — p)e P (uh + ofk).
k=0
Daci_scriem egalitatea obtinutd sub forma

Fl+h—Ft) _ p—2 -(,H).{ ' O(h))

. si facem & — O rezulti densitatea de repartitie a lui 7 :.
() = (— Ve, (t > 0), (f)) =0 pt. £ < 0),

Deci ~ are o dxstrxbui;xe exponentlala cu parametrul = A

-
S

Valoarea medie a timpului total de asteptare este “_1_

o

A
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Timpul de servire al unitit{ii considerate <’ are distributie exponentiali
cu parametrul p.> Valoarea medie a timpului = — <’ de asteptare in fir este

" — — N 1.1 » _nm
1\4(.—1)‘4— M(s) —-M(+") " Ty i
Procese de nastere §i moarte. Sistemul de ecuatii diferentiale pe care I-am
obtinut in cazul modelului de asteptare studiat este un caz particular al sis-
temului :

D) = —em®) + wpi(t)
- pi) = —(\ + w)Pi(t) + Meapi-y(l) +
+ l-Lk+1Pé+1(t? (k>1)

cu ajutorul ciruia se defineste un proces de nastere si ‘de moarte.
La aceste ecuatii se ajunge absolut la fel ca la cele obtinute anterior daci
vom presupune cd sosirile satisfac conditiile a) si b) de la fnceputul acestui
- paragraf si proprietatea c¢’) probabilitatea inregistrarii unei sosiri in interva-
lul (t, ¢t + h) stiind ca in sistem existd k unititi la momentul ¢ este Ak +
_ - o(h), iar sosirile satisfac conditii analoage cu singura modificare ci proba-
* bilitatea fnregistririi unei iesiri intre momentele ¢ si { + h stiind .ci la mo-
mentul { existd in sistem k unititi (k > 1) este peht 4 o(h): :
- Se observi ci A, are indicii k = 0, 1, 2,...,iar pentru w,, k=1, 2,...
deoarece putem vorbi de iesiri numai daci in sistem exista cel pulin o unitate.
Acum nu mai este necesar si considerim ci avem o singurd statie de
servire. Ne putem imagina usor situatii in care intensitatea sosirilor sau a
serviciilor depinde de numirul de unititi existente in sistem. De multe ori
intensitatea sosirilor scade pe misuri ce numirul unititilor din sistem creste
unele unitdfi renuntind si stea la o coadi prea lungi (daci au dreptul s-o
facd). De asemenea, numirul statiilor de servire active poate varia in functie
de numarul de uniti{i existente in sistem si deci ritmul iesirilor depinde de
acest numar. ' o . -
Sa rezolvim sistemul de ecuatii al procesului de nastere si moarte in
cazul stationar (in continuare vom trata numai acest caz):

. MoPo = 4Py
(he + B)Pe = Me-aPe-1 + prarPrass (k > 1)
Din prima ecuatie avem ' - '
” . 4 41 =".:_:Po‘ _

Si apoi folosind pe rind celelalte ecuatii obtinem din aprdape in'aproape

Aok Ao Rohar e e Ap
Pa=—"pyiPs=""""Pp;...;pp= 2otz lemi
Hifds ’ © Bafhales Hafhz * oo o pp

- ,
Si p, se obtine din conditia Zop, = 1. Avem solutia nebanali numai
k=

o ,
S e Age . & ; 1
dacii 5 = E :M< o 51 in acest caz p, = —.
. peecfila R : 1+s -

@
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Modelul de asteptare studiat a_nter'ior se obtine luind .
A=A (k20), pe=p &>1).

Model de asteptare en o statie, sesiri Poisson, 'tim‘p de servire ‘expo~
nential; numiir limitat de unititi admise in sistem. Cu o excepfie toate conditiile
sint cele de la modelul studiat anterior. Deosebirea consti in faptul cd nu se
admit in sistem decit cel mult N unititi. DacX o unitate care soseste giseste
N unitati in sistem, atunci este respinsi (piriseste instantaneu sistemul).
Ecuatiile corespunzitoare se obtin la fel ca mai inainte, iar la rezolvare se

’ N ) . " E A .
tine cont ci Y, p, = 1. De fapt, acesta poate fi interpretat ca un proces de
=0 . : , " .
nastere si moarte cu

A pentru k=0, 1, 2,...,N—1

Ay = o=y, (k> 1),
0 pentru k > N '
adici . .
Pr=1¢py (0<k<N);p=0, (k>N),
Deoarece Zp, = 1, obtinem ®
1—p

1 -
=_—-_P . = ok e_ .
pO‘ I—P_N_H’pk P 1—9N+1’0<k<N.

‘Valoarea medie a numirului dé unititi din sistem este

N N - ) N
~_2\. =N por._1—-e _ e(l—p E.k_1=
= I‘pk—ZJAP l_p'N'H_ 1_9N+1 I‘p : .

vk=0 k=1 - k=1 '

=_ 0 11— (N+1)" 4 Np¥t
1—p : 1_9N+1'

Valoarea medie a numirului de unitdti din firul de asteptare este :

-

N ) . :

- P 1 NeMt4 (N — 1)p¥
=§: k— 1)p, = —2 . ,

v .)( )P 1<,

1 — p.vﬂ

Model de asteptare cu S statii, sosiri Poisson, timp de servire exponen- -
tial, numir nelimitat de unitifi. Sosirile constituie un proces Poisson sta-
. tionar de parametru A, timpul de servire al unei unita{i este exponential cu

parametrul p. - : .

Ordine€a servirii este ordinea intririi in sistem. Daci la intrarea in sistem
o unitate giseste stalii libere, atunci ocupa instantaneu una din aceste sta-
tii ; dacd géseste toate statiile ocupate, atunci se aseazd in firul de agteptare
§i pariseste sistemul decit dupi ce a fost serviti. In momentul eliberirii
unei statii unitatea din fir (daci existd) care urmeaza a fi serviti ocupd in-
stantaneu aceastd statie. .

Sintem in cazul unui proces de nastere si moarte cu

A=A (k=0,1,2,.7.
| ku peatrul < k <'S,
e Su. pentru k > S.
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Intr-adevir, dacii in sistem sint k- unititi la momentul ; 51 1<k<
'< S, atunci k din cele § statii sint ocupate. Probabilitatea si nu avem
un sfirsit de serviciu la o anumitd statie din cele ocupate in intervalul (t
t + h)este 1 — h— o(h) si deci probabilitatea de a nu inregistra o iesire
din sistem in acest interval este

(1 — ph— o(R)¥ = 1 — kuh — oy(h).

Aceasta inseamni ci probabxhtatea de a avea o iesire in intervalul (t
t 4+ h) este ,

b +oy(h)
unde '
pr = ku.

La fel, daci in sistem existi k unitdti la momentul ¢, k > S, atunci
toate statnle sint ocupate si probabilitatea de a nu avea loc o iegire din
sistem fin intervalul (f, t + h) este v

(1 —ph—o(m))®=1— Sl-th - 01(’1)
deb unde reiese: - . e
pe = Su, (k> S9).
 Acum putem calcula p,. Pentru k < S:

oAy oot Ape zE
o pr=— ,’”Po= + Po-
C Paete . R ki
Pentru k > S ' .
Xﬂll' cee ')‘k—l ) )\k A
P = - Po = Po . ’
Baeeo *PatBobr®eee By S Sk-Sp¥ . b

Probabilitatea p, se determind din conditiaz| pr=1.
' - k=0

In cazul acestui model nu mai este necesar ca 2t
; ' : ‘ n .
2 <.
Sp

Valoarea medie 2 numirului de unitidfi din sistem este

pSt1 - 1

;{ = —_
P T oy Y (1 " . ]2
r . ‘S-
Valoarea medie a numarului de unititi din fir este

— ps+1 1 ‘._.
v-:p . =n—p.

0
. 2
ssx&_i)

De aici rezulti ci valoarea medie a numirului de stafii ocupate este

n—v=op.
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~Sosiri Poisson, timp de servire exponential si cu maximum N uniti}i admise

i

In mod aseminitor poate fi tratat modelul de asteptare cu S statii. C

in sistem (N > S). In calculul valorilor p, deosebirea consti in faptul ci
Do se scoate din conditia ca : '

T E pk= 1.
Model de agteptare cu populatia din eare provin unititile finite

In modelelé prezentate pini in prezent am presupus ci populatia din
~care provin unitifile este infiniti. In unele situatii aceasti presupunere
nu este justificatd. De exemplu, dacd o inireprindere are m masini de acelasi
timp si S mecanici -de intrelinere a acestor masini, atunci sintem in cazul unui
model de agleplare in care. unildfile: provin dintr-o populafie cu m elemente gi
acest numdr nu este in general suficient de mare pentru ca aprozimdrile obfinute
{uind m = oo sd fie salisficdtoare.

S& analizim pe scurt modelul in care se in¢adreazi exemplul dat. O
unitate intratd in sistem este o magini care se defecteazi. Daci fn momentul
fh care o masind se defecteazii toti mecanicii sint ocupati, aceasta trebuie
sd agtepte pind ce unul din ei se elibereazi. - _ ' ‘

Mecanicii sint deci in acest caz statiile de servire. Vom presupune ci
magsinile se defecteazi independent una dé alta si ¢i daci o masini se giseste
in stare de functionare’ la momerntul {, atunci probabilitatea ca ea si se defec-
teze (sd intre'in sistem) intre momentul { §i ¢ + h este Ah 4 o(h).

S& tratim mai intfi cazul § = 1. Daci in sistem existd k (k < m) ‘uni-
ta{i la momentul {, atunci au rimas in afara sistemului m — k si probabi-
litatea sd nu aibd loc nici o sosire in intervalul de timp (f, f + h) este

, (1— M — o()™* = 1— (m — KNk — 0'(R),

iar probabilitatea si aibi loc cel putin o sosire in- acést interval de tlmp
. este ‘ : . ' -
. Ah A+ 0'(h)

unde : 7 \ .
A,,é(m——k)k, 0<k<m.

Daci timpul de servire a unei unititi este exponeniial cu parametrul p,
atunci .

.

. - Pr = W (1 <k <m).
Acum putém calcula probabilitéti.le' p),(b <k <m)

Meees Aee m—1)-...(m — k + 1)A*
TS TR TS TN Y SV

Pr =~
T L T : B

m
si p, se calculeazi pe baza egalititii kz pr = 1.
: P L &
Valoarea medie a ‘numirului de unititi din sistem este

7=m—=(1—p).
[
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Daca avem S statii de servire (1 < § < m) atunc1 modelul de. a;teptare
apare ca un proces de na$tere si moarte cu .

A ___!{ (m— K\, pentru 0 < k <'m,
10, pentru k > m.
| ke, - pentru_l < k< S,
. he _{ Su. pentru S <k < m.
‘Se obtine imediat -
CEe*Po. o pentru 1<k<S, .
P = Eé'; . Ckp%pg, pentru S & < m.

Teorm fiabilitigii. Teoria fiabilitdtii (teoria siguranfei in functionare)
are ca scop gisirea legilor de aparitie a defect.lumlor echipamentelor sau
utilajelor. Aici notiunii de echipament sau utilaj fi dim un sens foarte larg.
Astfel, echlpament sau utlla] pot fi: tractor, automobil, strung, aparatura
industriala, fabricid, uzini, calculator, aparat de radio etc.

Prin calitatea eehlpamentulul Infelegem mulfimea proprzeta;zlor ce defi-
nesc gradul de utililate in exploalare (grad de ulilitate ce se mdasoard prin volumul
si calitatea produselor sau serviciilor).

Fiabilitatea echipamentului este capacitatea echipamentului de a-gi con-
serva .calilatea in condifii delerminale de exploatare

‘Cind defectiunile apar treptat prin micsorarea valorii parametrllor ce
definesc calitatea avem de a face cu uzura fizici sau imbiltrinirea echipa-
mentului. Un echipament poate fi afectat si de ouzurd normali atunci cind
apare un echipament destinat aceluiasi scop, dar cu parametru calitativi
superiori. Noi nu ne vom ocupa de acest gen de uzuri.

Problemele de teoria fiabilititii se incadreazi de cele ,mai multe ori '
in probleme cu caracter economic. Cunoasterea legii de imbitrinire a unor
utilaje si deci a gradulul lor de uzura in timp este utild pentru alegerea unor
momente cit mai potrivite pentru inlocuirea acestora, pentru ca costul
intregii operatii de inlocuire si fie cit mai mic.

Timpul de functionare pini la prima - defectiune. In cazul sistemelor
complexe se studiaza atit fiabilitatea sistemului in ansamblul sdu cit si fia-
bilitatea unor pirti componente considerate aparte ca entiti{i de .sine’sti-
titoare. O parte indivizibild a sistemului sau studiatd ca un tot independent
de pirtile sale componente o vom numi element. In cazul unor echxpamente
sau a unor elemente perioada de timp de la darea in functiune pina la apa-
ritia avariei coincide cu durata de viati a echipamentului sau elementului
respectiv (de exemplu becurile — la care nu se pune problema reparirii).

Sa considerim ca moment initial momentul in care un element este
pus in stare de functionare si si notim cu < timpul de functionare pini la
aparitia defectiunii. Prin timp de functionare intelegem perioada de func-
tionare efectivii, eliminind perioadele de intrerupere deliberati. = este o
variabila aleatoare a cirei functie de repartifie o vom nota prin Q

Q) = P(x < ), ' (t>0).
Vom presupune cd functia Q(f) este derivabild in orice punct t> 0 si
notam A

qt) = Q"(V).
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Probabilitatea ¢a elementul s3 fie in stare de functionare la momentut ¢
(sau si functioneze fird si se defecteze un timp mai lung decit 1) este -

D) = P(v> ) = 1 — P(), (t > 0).
Functia P(f) se numeste functia de siguranti. Din proprietitile gene-
rale ale functiilor de repartitie si din conditiile impuse lui Q se deduc imediat

proprietitile functiei de siguranti @ : este continui (si derivabili in orice
{>0), ®0)=1; lim &)= 0. : , ,
. . {-»00

Valoarea medie a timpului de functiqnarle.fiiri defectare este
= @ |
M(z) = Io {q(t)dt = !) O(1)di. .

(Pentru ultima egalitate a se vedea problema 7° din 1.6).
Dispersia lui = este '

D¥(x) = ;}: (— my%q()dt = 2 ;f tO()dl — m®

unde m = M(%). - - .

In practici intilnim numeroase exemple in care este important ca ava-
riile s fie prevenite. In acest caz se stabileste pe bazi de calcule si experient#&
o limitd de funcfionare #,. Aceasta inseamni ci indiferent de starea in care
se giseste elementul sau echipamentul respectiv la momentul #, el este scos
din functiune. (Este cazul cazanelor de la instalatiile de incilzire, al loco-
motivelor, avioanelor, vapoarelor etc.). Dacdi « ar fi durata de viati a unui
astfel de echipament fird impunerea unei durate maxime de functionare,

atunci adevirata valoare a acestei durate este
L 1/

¥ = min(?, tg)- .

Dacit Q* este funclia de repartitie a lui +* se vede imediat ¢i pentrn
orice 1> 0: .

° ~

pentru { < &,

ro=rer<p=fo0

1 pentru { > f,.
Si corespunzitor ' )
OH(l) = 1 — Q*(1) = O(1) . pentru { < to.’
’ . L0 - pentru { > f.

Valoarea medie a variabilei t* este

m* = I O*(1)dt = l o(nat

|

iar dispefsia acestei variabile : '
N . ’ L,
D¥(+*) = 2 | td()dl — m*2,
: oy

Funetia rise de defectare. Si considerim evenimentele h o
A :elementul functioneazi firi si se defecteze pinid la momentul {;
B : elementul nu se defecteazd intre momentele ¢ si ¢ 4 h. ’

~
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Se observi ci A () B este evenimentul ,elementul funcfieneazi firi

\

s34 se defecteze. pini la momentul ¢ + h“. Avem :

PANB) _ Pr>t+h Ot + h)

P(BIA) = P(A) . P(z>1) o

Cu alte cuvinte, daci elementul nu se defecteazi pini la mementul ¢/,

prbbabilitafea ca el si nu se defecteze pini la'momentul f 4 h este Q-g—;)—h-) .
- Inseamni ci in aceeasi ipotezd probabilitatea ca el si se defecteze inainte
de momentul ¢ 4 h este

o+l _ o =0+ N
- OB (1) ’

Dacé h ‘este mic atunci
O(f) — O(f + h) ~ —h®’(f)
si deci pentru un astfel de h -

P(BY/A) = —% h = A(l)-h.

Functia A({) se numeste risc de defectare. In teoria mortalitif{ii aceastd
functie se numeste functia de supravietuire.. De cele mai multe ori graficul
functiei empirice risc de defectare obtinut prin prelucrarea datelor statistice
este de forma : . : ‘

e — =
I
o e o e

i i ar
Fig. 1.24 ' .

Aceastd formi a graficului sugereazi existenta a trei perioade distincte
in timpul exploatarii. ~

in prima perioada (I de pe figurd 1.24) riscul de defectare descreste cu
timpill. In momentul punerii in stare de functionare a echipamentului incep
si se manifeste viciile de fabricatie ascunse. Cei. care lucreazi cu anumite
utilaje stiu ca riscul de defectare este mai mic' dupii trecerea unui timp de
la darea in exploatare. Aceasta este perioada rodajului.

A doua perioadi este perioada de functionare mormali. Dupa trecerea
perioadei de rodaj urmeazi o perioadd in care riscul de defectare se stabi-
lizeazi i practic nu depinde de, timp. . .

A treia perioadi este perioada de fmbiitrinire a echipamentului. Sub -
influenta unor factori fizici si chimici elementele se degradeazd ireversibil
si riscul de defectare creste cu trecerea timpului. ° .
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- Daci considerim ca moment initial momentul in care se termind perioada
rodajului si incepe perioada de functionare normali, o lungd perioadi “de -
timp riscul de defectare va fi practic constant. De multe ori nu se pitrunde
prea adinc nici in cea de a treia perioads, echipamentul fiind inlocuit fn scopul
prevenirii avariilor sau.a uzurii morale inainte ca el si devini incapabil s& map
functioneze. Dacj - ‘ .

, - At = A, o A>0
.aceasta inseamn# ci R S
: _ o0 '
, ' O(t)
de unde rezulti -
. D) = e, ‘ .
Functia de repartitie a duratei de functionare fard defectare este
' ) = 1—ed, > 0)

adicd aceastd durati are distributie exponentiald cu parametrul A.

Aceastd lege de fiabilitate nu este universali. n practicd se intilnese = °
frecvent situatii in care datele experimentale nu concordi cu modelul de
-mai sus. O lege de probabilitate care apare din ce in ce mai des in teoria
fiabilitatii este distributia Weibull. Ddci ~ are distributia Weibull cu para- -
metrii A §i «, adici functia sa de repartitie este

_ Q=1 — g ME, (>0
atunci ﬁmctia de siguranti -corespunzitoare este |
S O@t) = e
si deci fi va corespunde functia risc de defectare
MO = rat=-1,

: Legea Weibull este mai generali decit Iegéa exponentiald. Depinzing

de doi parametrii, ea poate cuprinde un numir mult mai mare de cazur

concrete decit legea exponenfiali. De altfel, aceasta din urmi este un caz

particular al legii Weibull (cazul « = 1).. '
- Daci riscul de defectare este proportional cu timpul:

A = 2, A > 0 const.
atunci din relatiile A |
' 20 _ oy L ®0) =1
o o0 . T
Tezultds . , -
Q1) = e

- si sintem deci in cazul unei legi. Weibull cu parametrii A si 2.

' . Siguranta sistemelor cu elemente legate in serie. Considerim un sistem
format din elemente a ciror sigurantd’ este cunoscutd., Vom presupune ci
- elementele se defecteazi independent unul de altul. Spunem ci aceste: ele-
mente sint legate in serie dacid prin defectarea sistemului intelegem defec-
tarea a cel putin unui element. Daci sistemul este compus din n elemente
si timpul- potent{ial de funclionare fari defectare a fieciruia’ din aceste ele-
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mente este respectlv Ty, Ty ... s %y dar T este timpul corespunzitor siste-
mulux, atunci : '

»i---lnf{'rl, o e Tute

~In acest caz daci ® si @, (k= 1, 2, ..., n) reprezintd func{ia de siguran{i
a sistemului si respectlv a celor n elemente, avem

Q)(l)=P(. > 1) = P(r, > {, >l .y T > t)-—
= P(s, > Q-P(ra >1) ... P(r,> 1) =
= O,(1)- Dp(t) ... Du()

adici functia de siguranfi a sistemului este egald cu produsul iunctulor de
siguranti ale elementelor.

.Dacd denva\m in raport cu { egahtatea '
—In @(f) = —In @(f) —In Ou(t) — ... —In O,(1)
obtinem: | ‘ -
M) = MO + 20 + ... W)

adici rlscul de defectare a sistemului este suma riscurilor de defectare a
elementelor inseriate.

Siguranta - sistemelor cu elemente legate in paralel. Considerim un
sistem format din n elemente care se defecteazd independent unul de altul.
Vom presupune ci sistemul se defecteazi numai dacii se defecteazd toate

elementele sale. Dacd pistrim toate notatiile de mai sus putem scrie

7= sup{Ty, Ta ...s Tu}
si deci : .
| Q) = P(s <l) = P(1y <1, 5 <t, o0, T <I) =
L P(sy < )P(vy <)o ..ur P(ry<f) =
=Qu() QD) ... Qu())

unde Q,(1 < k < n) este functia de repartitie a lui ’L\

1.9. (ANEXA) FUNCTIA CARACTER,ISTICA

Functia caracteristicd constituie un puternic instrument de analizd
 a variabilelor aleatoare reale si a familiilor de variabile aleatoare reale. Ea
constituie o nouii reprezentare a conceptului matematic de lege de proba-
bilitate.

Se numeste functia caracteristicd a variabilei aleatoare X functia de
- argument real

e(t) = M(e“x).'

Se observi ci in fiecare punct { valoarea functiei caracteristice este
valoarea medie a unei variabile aleatoare complexe :

" e — cos tX 4+ isin {X.
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Daca Z este.o varlabxlaraleatoare care ia \alon complexe NN
=X 4iY . |

[ . N .

valoarea sa medie este . . ,
M(Z) = M(X) + iM(Y)
- dacd variabilele reale X si Y au momente de ordinul I.

. -Se pistreazd toate proprietiitile mai importante ale valorii medii din
-+ cazul , variabilelor- ‘aleatoare reale :
’ M(Z1 + Z,) = M(Z,) + M(Z,); M(ZIZq) = M(Z,)M(Z,) daci variabi-
lele Z,, Z, sint mdependente etc. -
' - Daci cunoastem densitatea de repartxtle f a unei \'arlablle aleatoare X
atunci funciia caracteristici a acestel variabile este
+o

'c(t) = c“’-f(-r)dx-

, Daci o vanahnla aleatoare mi are o densxﬁ.atc de repartnl,le, atunu funclxa L
sa caracteristicd poate fi exprimati cu ajutorul functxen de repartitie. Dacii X ' o
Aestc ) vanahlla aleatoare discretid -

b

‘ N V. : .

. N N

atunci funclia sa caracteristici ' este

- | o) = X pact'k.
) : [

\

De exemplt daci X are distribulie binomiala

" | X(c*f k)  0<kgn
o C\clpte

atunci funeua sa caracteristica este

o) = 5, Cipar-2e = 3, Clpesyyn+ = (et Sk

Sa scoatem in e\’xdenta citeva pxoprletau uzuale ale\funanlor carac- .
teristice: . .

(c;) Daca c(l) este functla caracteristici a variabilei aleatoare X, atunm
functia caracteristici a variabilei aX -~ b, (a, b € R) este ‘

e®c(al). o

“(eg) Daci AI si X, sint v mablle aleatoare independente si au respec- .
tiv funcl;lfle caracteristice ¢ (1) si caf) atunci functla caracteristici c(l) a varia-
bilei X + Y este

S ) = a0 e ,
Proprietatea se extmde la_ un numdr finit oarecare de \anablle alea- _
to‘lre mdependente. _ . ‘ Co !
‘ »
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‘(c;) Momentul de ordinul & (dacid emsta) al unel variabile aleatoare se
obtine luind t = 0 in denvata de_ordinul k ‘a “functiei caractenstlce cores-
punzitoare inmulfitd cu i~ (

-~ Aceste trei propne{al;l cmtornl le poate \enhca singur cuw usumnta.

“(c;) Daci f(X) este o densitate de repartitie i c(l) functia caracteristicit
corespunzatoare, atunci-

oo o
f(x) =1 S e~ t=e(Ddl.
2r J
—00
Observafie. Mai- general, se poate arita ca funclia caracteristici a unei
variabile aleatoare determina in mod mic funcfia de repartitie a variabilei.
(cs) Dacd sirul de functii de repartitie (F,) converge citre functia de
repartitie F, atunci sirul corespunzitor al functiilor caracteristice converge
citre funct;la caracteristicd coreslﬁunzatoare repartifiei .
(¢) Daca slrul de functii caracteristice (c,) converge citre o functie ¢
continuii in origine, atunci sirul corespunzator al functiilor de repartitie
- converge cétre o funct;le de repartltle F si ¢ este functla caractemstlcd cores-
punzatoare repartitiei F.
- Functia caracteristici se ataseaza si_vectorilor aleaton, dar noi nu ne
vom ocupa de acest caz. _ '
, in continuare vom da functia caracter:stlca corespunzato'\re unor, dis-
tributii prezentate in 1.7.

— Distributia binomiali. , ‘
Lk : : ' »
X:(' ‘ ) k=0,1,2, ..., n.
Ciptq"* .
Functia caracteristici : (pe't - q)*
'— Distribytia binomiali eu cxponent negativ.
. ' X‘(C”' 11‘.{;xm) l\—-m, m 1, m+2
o P N ' 1P g o .
Funclia caracteristicd : [—2—|".,
U1 —qett
— Distributia -Poisson.

: . - xilp o] k=012
- : A\ e
Functia caracteristici : ehett-1y . . \
Distributia normald. ' '
‘ ‘ 1 (x — m)? "
©~ Densitatea de repartitic : —z=e¢ %t (r= R)
R S - .- ey 2w o

o¥?

Functie caracteristici: e™ 2 i . .
— Distribugia Gamma. = - ' ' ~
Densitate de repartitie ;#)‘a:’"‘e'",“ >0 ‘

. ' D)
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Functla caracterlstlca (1——-1!)*"‘ ‘ ! : . -
— Distributia y2 - . '

~ Densitatea de-repartitie: -
. n n
\ ’ ) _-3- onr(‘z-)
Functia caracteristicd : - (1 — 2 o) ".‘ i - .
Recomanddm si se calculeze momentele de primele doud ordme cores-
punzitoare distributiilor prezentate aici pe baza proprietatii (c;) a functiei
caracteristice. De asemenea, sd se rezolve cu ajutorul proprxetatllor (cz)

“si (cy), problemele 2°, 5°, 6°, 9°.12°, 13° din 1.7. Ca model si aritim c& .
suma a doud variabile aleatoare normale independente este tot.o variabjld -
aleatoare normali. S& presupunem ca variabilele aleatoare independente- X,
si X, au distributii normale,. prima cu parametrii m, si o, iar a doua cu
parametru my si o,. Functiile lor caracterlstlce sint respectw’

oip . . . ‘ o

N . [t .
" ' cl(l)—e“" t—.2~. 4
@ h :
: o ce(l)-e""‘"?‘ . . .
-si dec1 functm caractenstlca a var:abxlex aleatoare }\1 + X2 este o o
\ s h e > Lot ( +°2)‘ Lot e ’ '
: ‘ - _1___ -
c(t) = cl(o.cq(z) o (e L

L Se observa ci c(f) este tocmai functia’ cal‘actenstwa corespunzatoare
legii normale cu parametrii m.= m, + m, si

\/61 ng ' ./f - ' \ . . ‘




CAPITOLUL 2 )
! . ASPECTE TEORETICE. ALE CALCULULUI PROBABILITATILOR

'2.1. CIMP DE PROBABILITATE

Pentru inceput vom defini unele familii de par(n ale unei mulfimi
nev ide Q.

* Definitia ‘1. Familia newda @ de pdrli ale lui Q csle corp (de parti
ale llll Q) daca : .

— A, BE'@:A.UBEQ,
— A EQ:ACE@.

-

)

Este usor de observat ¢d pentru orice corp € de parti-ale lui Q :

. A, Be€=>ANBeeée. .
De asemenea '
. L gece Q<=e
. ‘ Daci (F, C P(Q), existi cel pulin un corp care contine (£, 2(Q) este

-un astfel de corp.

Dacd (£, C P() atunci cel mai mic corp de pirti ale lui Q care

. coane (£, existd si este mtersecl;la tuturor corpunlor care contin (,. Vom
numi acest corp corpul generat de (f,. ,

Teorema 1. Corpul generat de (F, se obfine considerind succesiv familiile
(F1— formald din &, Q, elementele lui (f, si complementarele lor — (F, — for- |
matd din infersecfiile [inite de pdrfi ale lui Q din GF, §i (F3— formald din
reuniunile finile de pdrfi ale lui & din (£,; (F; esle corpul general de (f,.

Demonstrafie. Evident (foC (F1 C (Fs C (F3; (F1 €ste mchlsa fata de
trecerea la complementari, iar (£, fata de intersectia finita.

S& aritam ci (#3 este inchisa fata de intersectia finitii. Pentru aceasta
ludim A, (£, (=1,2,...,n):

Ar=UBy; J finit, By - Fs» BN B;,, = & daci j #

IEI

o
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In-acest caz

;o r"wA,~——Ju (B N Bup) = G

i=1 X xJ; £

Sa arétﬁm:cz‘i (#3 este inchisa fata de trecerea la complqmentari. Daci
"A € (Fq A= B,, (Ifinit, B, € (£, B;(\ B, = & pt. i # )
- . 1 . ’

atunci A° = () B§ si este suficient s aritam ci
1 '

B € (£, = B° & (F,.
Intr-adevir, daci: , o v : o

B = A ﬂ‘lzﬁ nAm (‘41’ . ’A e(i—zl)
_atunci

B =A UA U UA (AfA3,..., A fefﬁcfﬁa)

In consecmta

¢ € {Fs.

Deci (£; este un corp con{inind (. Pe de altd parte orice corp care con-
tine (F#, contine desigur (Fs. : o C
Dacii (F, este o partifie finitd a lui Q, atunci corpul generat de (7, .
este format din J elementele lui (, si reuniunile de parti ale lui Q -
din (%,. Elementele lui (7, sint atomii acestui corp. (Prin atom al unui corp € ©os
intelegem o parte A C Q, A €€, A # &, astfel ca Be @ BC A4, ~
B # @ = B = A). ‘
v Se demonstreazi usor ca orice corp finit poseda atomi si este generat
de mult:mea atomilor sai.
Dol’ml;n 2. 0 )(amllw (% de parli ale lui 9) esle semicorp dacd’
. g, Qe(E :
. ABe(‘=.1(']B€G?.' o ‘ f
3°. A € (F = A° esle reuniune fzmla de parfi ale lui Q din GE disjuncle
doud cile doud.
Teorema 2. Corpul generat de un semicorp (F esle formal: din rcumumle
finite de pari dle lut  din (F disjuncle doud cile doud.
Demonstrafie. Daci in teorema precedenti luiim (F, = (F rezulti 1medlat
. ¢d (F, este formati din reuniunile finite de parti -ale lui- Q din(£ disjuncte
- doui cite doud si (F, = (f, = (.. Egahtatea (F, = (£, rezulti din obser-
vatia :

(U4) N (U4) = U, N 4
1 J IxJd

tinind cont ci (7: este inchisa la intersectic finiti.
Definifia 2. O familie J{ de pdrfi ale lui L se numesle clasid monolond

daci: | |
- Ape M . A, Cdp n=1)= Ud, = M,
A ‘ 3 U Y,
CAne M, A DA, (> D=(4.S M
' . . n21

\
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C.u notatnle dm 1.3. putem spune ci _ﬂl este clasd monotona dacé este’
inchisii fati de operatnle lim4 si lim| .

Definitia 3.” Se numeste ¢ — corp sau corp .borelian de pdarli ale lui {2
orice familie nevidd X C ¢(Q) inchisd fala' de reuniunea numarabzla si lre-
cerea la complergentara. oo ‘

Din definitie rezulti imediat ci orice ¢ — corp este inchis si in raport
cu intersectia numirabild si reclproc, dacd familia X C P(Q) este inchisi
fatd de intersectia numirabild si trecerea la complementara atunci X este
un ¢ — corp.

Este de asemenea evident ci orice o— corp este in acelasi tlmp corp
si clasd monotond. Reciproca ‘acestei afirmatii se arati cu usurintid: daci
X C P(R) este in atelasi timp corp si clasi monotoni de pirti ale. lui Q,
atunci X este ¢ — corp-de pirli ale. lui Q.

Se definesc analog cu cazul corpului notiunile de clasa monotoni gene-
ratd de (Z, C P(Q) sau o — corp generat de (F,.

“Teorema 3. Dacd € esle corp, alunci ¢ — corpul generat de € comczde
cu clasa monotond gerierald de @.

Demonstrafie. Fie. M si X respectx\ clasa monotona si ¢ — corpul gene-
rate de €. Evident
| ecmcx \
" Pe de altd par’te, daci S
. ={A:A e M A= M}
atunci M’ este clasi monotona si

ecumc

Rezultd M’ = M si deci” M este inchisi fati de trecerea la comple-
mentari. Pentru A € L notim :

M ={B:Be M ANB=mM. = -
‘Oricarearfid -1, _/7l4 este cla%a monotona si daca A e @:

Deci pentru orice A = @ si orice B e _jl

0o . . Be .-/'1.4
ceea ce este echivalent cu
| A<
Rezulta cd pentru orice B € J)l
- eCMC A
_si.de aici ' Lo .
| My = M.

Cu aceasta propozifia este demonstrati deoarece am ardtat ci J este
corp si cum prin ipotezi este clasi monotond, este si ¢ — corp, ceea ce
conduce la X C . Inclununea inversi este ewdenta
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Definifia 4 Familic & de. pirli ale Iui Q se numeste clasi o — aditivd
daci a) Qe 8;b) S, S, €8 SiNS.e=F=8US; = S;¢) S,
S,€8,85CS=85—S5 8;d). S,.€8, SptS=S8e=d.

) Teerema 4. Dacd (F, esle_o familie de parfi ale lui Q finchisd fajd de
inlerseclie finild, atunci ¢ — corpul generat de (£, coincide cu clasa ¢ — aditivd
generald de (Fo. ' e ; :

Demonstrafie. Fie & clasa & — aditiva si jﬁ ¢ — corpul generate

. de (Fy iar

 §'={A:BeF=>ANB<S§
Se vede ca (Fo C & si sevverif’icé imediat ci & este clasi o— aditivi.
" Concluzia: 8 C &', adica ' ' ’
S A8 BeG=ANBS M
Fie acum L . R :
S—{1:Be8=ANB e}

Din nou se verifici cu usurinti ci & este clasi ¢ — aditiva, iar (1)
ne asigurd cii (F, C & si deci $C So. Rezulta ca & este inchis la inter-
sectie finiti s5i eum, evidént, este inchis si fatd de trecerea la complemen-
tara & este corp. Aceasti observatie si d) ne conduc la concluzia ci S
este ¢ — corp si in consecinta X (C &. Incluziunea inversi este evidenta.

~ Definitia 5. Familia @ de pdrfi ale lui Q este clasd compactd daci
pentru worice parte a lui @€(C\)e1, I numdrabil OC" = Gexistai I'C I,

r finit astfel ca ﬂ.C;= .
, el

Teorema 5. Cea mai micd clasid de pdarfi ale lui Q inchisd la reuniune
finita si infersecfie numdrabild care confine clasa compactd @ esle compactd.
Pentru demonstratic a se vedea J. Neveu [18]. © ’ :

Fie X un ¢ — corp de parti-ale lui Q. .

Definitia 6. Aplicafia P : X — R esle o probabililale pe X daca
@) PA)>0 VAeX S

(i) P(U A;) = SP(A,) oricare ar fi familia numdrabild (A;) de pdrfi
-ale lui Q din X disjuncle doud cile doud. '

(iii) P(Q) = 1. ‘ ' .

in cele ce urmeazi vom numi spafiu probabilizabil sau cimp de eveni-
menle cuplul (Q, X) jar spaliu probabilizat sau cimp de. probabilitate tripletul
(Q, X, P) unde X este un corp borelian de par{i ale lui £, jar P o pro-
babilitate pe X. ‘. : ) : : :

Proprietitile elementare ale probabilititii au fost prezentate in capitolul 1.
‘Mai aritim alte doud astfel de proprietdti. Pentru aceasta vom observa:
mai intfi ci dacd A, € X, n > 1 atunci . ‘

lim inf A, = ‘U i M Ax,

.

1

Roal N - nz2l kz2n v
limsup 4, = () U 4x

n-o n>1 kzn

apartin de asemenea lui X. .
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In limbajul evenimentelor lim inf A, este evemimentul a ciruj reali-‘
' n—o
- zare inseamnd reahzarea tuturor evemmentelor A, cu e\ceptla unui numir

S afunt iar realizarea evenimentului .lim sup A, inseamni realizarea unei -
n—oo .

m[mltatl ‘de evenimente din m‘ul A, A,
- Pentru orice A C,.Q notdm cu I, mdlcatorul multimii A
1 daci w € 4,
4(0’) ‘e
0 daci w = A°
L ' Se observi imediat ci S

liminf 4, = {o :lim inf I, () = 1},

n-s00 ) . -0

lim sup 4, = {w hm 1 Sup Iin(e) == 1},

n-»c00
Spunem ci sirul (4,) de pérti ale lui Q are limiti daci

lim inf A, = lim sup 4,

n—oo n—co
si notam :
lim A, = lim-inf Ay = llm sup A,.
n—sdo . n—o N—oo

Cu alte cuvinte sirul (4,) are limiti dacd sirul de aplicatii (I, ) are
limitd $i in acest caz

lim 4, = {co Iun I,,,(w); g

n—roo

. Y -
Teorema 6. Dacd A, = X.n > 1 si Y P(4,) < o, alunci

n=1

'P(lim.sup Ag) = O
Demonstrafie, \J A, | lim Sup Ay (n4 o) = P(U Al P(hm sup A,).
i - k=n n—op ’
Pe de alta parte :

k=n

(U 4 <X PAL0,  (nt @)

deoarece 2 P(AL) este rcsLul seriei convergente Z P(A,).
. ‘n=1
Toorema 7. Daci A, € X, n > 1, avem ~

P(hm mf A,.) < hm mf P(4,) < lun %up P(4,) < P(lim sup 4,). -

n—»o0

Demnnslralw. IR A,,.'r liminf 4, = P(ﬂ Ayt P(lim inf 4,). Pe de alti
4 kzn . =300 Lk>n C
parte

i3 n= 04 C s PO A2 < P4, a
. c=n )
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Rezults S
‘ P(N 4,) <.inf P(4,)
. kzn k>n
in care daci. faceni 1 — oo obtinem

N P(lim inf 4,) <'lim inf P(4,).

* Ultima inegalitate se demonstreazi la fel. =~ ‘

Daci.- 4 e X, P(A) =0 si N(C A spunem ci N este P — neglijabila
sau— dacd nici o confuzie nu este posibild — neglijabild. Este usor de -
observat c¢i o reuniune numirabila de pirti-ale lui Q P — neglijabile . este
de asemenea P — neglijabild.. _ )

In continuare vom nota prin G0 multimea partilor lui Q neglijabile in
raport cu cimpul de probabilitate (Q, X, P). Vom spune cii acest cimp de

probabilitate este comple! daci @ C Z.
-~ Teorema 8. Familia-de pdrfi ale lui Q

R ={AaN:A € X, N e i1}

esle o — corpul general de ¥ \J-. Aplicafia P X —>R:
P(AAN)= P(4)

[}

esle o probabilitale pe . Cimpul de- probabilitale (L, X, P) este cblnpiel

si P esle prelungirea lui P la Z. ' .

Demonstrafie. Fie A= A(AN,, i « I, I numirabil, 4, 7, Nyeaqgl.

Se observii usor ci ‘
!

N = [U(A;ANf)]A(UA,) CUN;
iar de aici rezulti ci N este P — neglijabil si ca - ‘o
. LIJ A= L%(A,AN‘) = (L]J A)AN « Z.
De asemenea daei. ) o
A=AANeX.
atunci o .
AC = (AAN)® = A°AN e 7.

_ In consecinti X este ¢ — corp. Desigur, el este cel mai mic ¢ — corp
care confine X si M, deoarece orice ¢ — corp cu aceasti proprietate tre-
buie si contina X. _ . ,

Aplicatia P este bine definits intrucit daca
' A|AN, = A,AN,, (A, 4, « X, N;,'N, = )

<

-

- atuneci
A4, = NAN,
cu consecinta ci A 0A, X este P — neglijabil, adica |
E ' P(A,pd)=0
zeea ce implici ' -
| P(4,) = P(4,).
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Se verificd cu usunnta ci P este o probablhtate pe Q, %).
Evident ca P este o prelungire a lui P

AeX=PA4)= P(AAQ) P(A)
Aceasti prelungire a lui P intr-o- probablhtate pe (Q Z) este unica.

tntr-adevir, daci P, este o prelungire alui P la :Z side?, A = A U N,
NCB, A, B e X, P(B)—-O atunci

P(4) = Py(4) < Po(d) < Po(4 U B) =-P(AU B) = P(A).
Clmpul de probabilitate- (Q, Z, P) este complet deoarece daca
NCA=AUNEeZX, NCBE—Z P(B)—O P(A)—O
reiese ci P(A) = P(A) =0 si
NCAUBe=X,. P(AUB)-O:N’eﬁ)ZCZ

(Q, Z, P) se numeste completarea lui (Q, X, pP). .
Definitia 7. Funcliile de mulfime definite pentru oncc D C Q

P*(D) = mf {P(A):ADD, A = X},
PY(D) = sup {P(4): 4 C D, A = X}.

' Se- numesc respectiv probabzln‘ate exlerwara 91 probabzlzlale inferioard.
Se observa 1medlat ca

D1 CD.C Q= P*(Dl) P*(D.) 5 Pu(Dy) < Py(Dy), . ‘ )
| A e Z=PHA) = Py(4) = P(4), \
P*D)+ P(D9) =1, ¥DCQ.
Teorema 9. Pentru orice D C Q existd A, B Ek X astfel ca
' BC D C A, PXD) = P(A); P,(D) = P(B)..
Demonstralie. Fie A, € X, (n > 1) astfel ca .
A, D D; lim P(4,) = P*(D).
n—o0

In acest caz N A4, € Xsi
NA4.2OD = P(N 4,) > P¥D).
Pe de alta parte '
4D\ Al > 1) = P(A4,) > P4 =
= P*(D) = lim P(4,) > P(N4s)-

Si prima parte a teoremei este verificatd de A = ﬂA,,.' Partea a doua

se demonstreazd analog. : :
Teorema 10. Dac&’ Z este completarea lui X in raporl cu P atuncz

X = {D:DC Q, P*D) = PyD)}-
Pe X avem P = P* = P* = P¥* ='P,.
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«i)é;ﬁonstra{ié. Fie D C & astfel ca . o
' - PXD) = P«D)

siA, Be X: , ’ '
' BCDC A; PHD) = P(A); PyD) = P(B). -
Pe de altd parfe $e observa ci . o .
N=AAD=A—DCA— B; P(4—B)=0
adica N.Leste neglija‘bilé' si o périe a teoremei este demon'straté intrucit
N=AAD«D=AAN=D <X .
Reciproc, daci D « X; D= AAN, A= %, NCBeX, P(B) =0
alunci ,
A=BEDCAUB L

-

.de unde o . ’
P(4) = P(A — B) < Py(D) < P*(D) < P(4 J B) = P(4).

Vom face acum citeva observatii ce ne vor fi necesare la demonstrarea
importantei teoreme de prelungire a_unei probabilita{i. Mai intii remarcim
cd dacd @ este un corp atunci familia (# = @ a reuniunilor numirabile de
pirti ale lui Q din' @ este cea mai mici clasi de parti ale lui  inchisi
fatd de intersectie finitd si reuniune numirabili. Ea coincide cu familia reu-
niunilor sirurilor ascendente de pirti ale lui Q din @ : '

1

(} = {ng:JIAn:An e Q» An CAn+1}‘

Definitia unei ]Srobabilitéti pe'@ se obtine din definitia 6 in care -
luim @ in loc de X iar axioma (ii) se completeazd cu conditia ,,daci
UA; €. Este usor de observat ci dacd P satisface conditiile (i) si (iii)

atunci condifia (ii) este echivalentd cu perechea de conditii :
— P(A U B) = P(A) + P(B) oricare ar fi A,B< @, A\ B =g ; .
— A, @, A, = @= P(4,) 0. o ’ ‘
In sfirsit, si demonstrim urmitoarea , )
Lemd. Fic of o familie de funciii reale definite pe Q aslfelca X, Y € of =
= inf(X, Y) € £ - , ' : : : . §
st M o aplicalic o — R astfel ca ‘ \
X < Y in of = MX) < M(Y),
Xs1 Xin of = M(X,) $ M(X).
In aceste condilii, dacd (X,) st (X;) sint doud siruri cresciloare de.‘func,lii
din of: . , ' '
' lim X, < lim X; = lim M(X,) < lim M(X.).
n-—>00

n—o . n—+oo oo

In particular : R ST, . o
lim X, = lim X, = lim M(X,) = lim M(X)).
00 n—oo n—»c0 . =~y

'
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Demonslralfie. Pentru orice m fixat -
mf()x , X)1 X in of, (n4 o).
- In consecintd: - ‘
. - M(inf(Xp, X0)) 4 M(X)-
Pe de altd parte |
X, > inf(Xy Xp) = M(X;) > M(inl(Xa, Xa))
si dacd facem. acum n—> oo : ' :
" lim w(x,,) > M(X,).

n—o

.

Lema este demonstrati trecind in ultina relatie la lim.

m-—oo

Corolar. Daci A,, Ap €@ (n 2 1), A1 A, Ay} A’ atunci
A C A" = lim P(4,) < lim P(4,).

n—»co N=—p
In particular
A = 4= lim P(4,) = lim P(AL).

n-—»oo

Demonslrafie. Luim inlem3 of familia de funcl,u indicatoare {I,:A =@} .
si M(I,) = P(A). Conditiile lemei smt indeplinite : _

I, IB e o= ]nf(Ih IB) = I,np € ot
I, < Ip=ACB=P4) < P{B) <> M(L) < M(I), -
Lt I in of <> 4,1 A= P(A,) 1} P(4) = M(Ly,) t M(L).

Teorema 11. Orice probabilitate P pe corpul @ de pirfi ale lui Q se pre- .
lungeste fn mod unic inir-o probabililate pe ¢ — corpul- generat de @

Demonstrafie. Vom face demonstratie in .etape:
(D F este famlha reuniunilor numérabile de pi’xrtn ale. lul Q dm e.

I(F) = hm P(As), Aw=@€ Ay} F < Cf

N

Aphcatla II : (F = [0, 1] este bine deimxta conform corolarulul prece-
dent ; ea are pro;metatxle

; A € @ =II(4) = P(4),
I(F, U F9) = 0(F,) + NEF) — LEF, N Fo), Fy, Fy = G,
F,CF, in (F = I(F,)) < II(F,), '

F,4F in GF = I(F,) 1 IL(F).

Primele doui proprietiti rezultd imediat, iar a treia este o exprimare
a corolarului precedent. Si demanstrim ultima proprietate. Pentru aceasta
fie Ay, = Q astfel ca pentru orice m > 1

A,,,,,‘I‘Fm, n?t oo)
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DPaci m € n atunm

. n . n I
AmnCFmCFn”'L_}AmnCL!'Fm Cr,.

Daca B, = U A, atunci sirul (B,,) este ascendent deoarece
m=1

n+l = U Am, n+1 D U Am. n+l D UAmn = B
m=1
Tmlnd cont ca

n m=°AmnCBCF =P(Amn)

rezulta trecind la U si respectn la 'lim-:
n=m -

<P(E)<TF) @

£

n—»
4

FaCUB.CF=BtF= lim P(B,) = 1(F),

S n(r,) < < () < hm (F,).

Demonstratxa se incheie ficind m — oo in ultima relatie.
(II) Pe P(Q) definim funcfia reald II* : |
L Iy = mf{II(F) FOQ,, F er;}
II* are propnetatlle ' ‘
a) F e (£ = I*(F) = II(F) In partxcular Acs@= II*(A)H(A) P4),
© b) Q, C Q; = I¥Q)) < T¥LQ,y), .
¢) ¥, U Q,) + H*(Ql NQ) < 11*(91) + II¥(Q,).
in particular pentru orice Q,C Q: H*(Qo) + H*(Q.,) >1
Q) Q, + Q (1> @) = TH(;)  THQ).

Sid dovedim propnetatea c). Pentru aceasta fie.€ > O arbitrar si

~F13Q1’ Faagzr FngE(?;

m*(Q,) + £ > O(F),
v ,‘ " n*(aé)“-s-%‘ > I(F,).
In acest caz -
I*(Q,) + H*(Qz) Le> > I(F,) + TI(F,) = I(F, UFz) +
. + I(F, N Fy) >, 08, U Qz) + QN Q). ‘ o
Propmetatea c) rezulta facind ¢ — 0. ‘
Pentru a dovedi d) luim ¢ > O arbitrar $i a,, > O (n = 1).
Za,, = g o
';'Peni:ru orice n

> 1 existd F, € (F astfel ca

> II(F,). ; A
: N ' - I | o

Q,CF,; TR, + e,




~ Sa dovedim prin inductie cid avem: b o

m+(Q,) + Z & > II( L'j Fo. | G)

Pentru n = 1 aceasta relafie -se reduce Ia precedenta in care n = 1.
‘Daca este satlsfacuta pentru n atunci:

(R = MO F) + 0Fs) — s 0 OFD <

~ . < n*(Qn) + z ek + H*(Qu-l—l)"*‘ En+1 —n*(Qn) =
‘ A A ’ n+41 \
= II* (QIH»I) _2

(Inegalitatea Ii*(Qn) II(I",,+1 N U F k) rezulta din’ observatna ,

Q.CFuin N U I‘,,) Relatla (3) este deci \alablla pentru orice n. Daca
facem in ca n— ® rezulta ' , ) ‘
lim T%(@,) + ¢ > lim T1( AQIF*’ - n@g«*w n*(vgsz,o.‘
* Intrucit &> 0 este arbitrar - ‘ '
Jim II*(Q,,) > Q).

n—uo

Inegalitatea xmersa este evxdenta (Q C .Q‘l = II*(Q,,) H*(Qo)
(11I) Consideram clasa de partx ale lui Q 7
D = {D : I*(D) + T*(D) = 1}.

Si aritim cd D este o — corp si ca -restrictia lui I* la 7D este o
probabilitate pe (Q D). Intr-adevir, se observi ci /. nu este vida
(F, Q = D) si ca este inchisd fafd de trecerea la comp]ementara Pe de
altd parte pentru orice D;, D, din P (Q):

- I¥(D, U D,) +~ o*(D, N D,) < I*(D,) + H*(Dz)’
I*[(Dy U D,)°} 4+ T*[(D:N D,)°] < T*(DY) + *(Dg).

Daci D,, D, = 7D aceste doud relatii smt egalitdti intrucit prin adu-
nare dau o egalxtate 2 = 2, Dar acum, stnnd acest lucru 91 observmd ca

w+(D, U Dy) + I#[(D, U D, )°]> 1,
%D, () D) + I¥[(D, N Dy)]> 1

@

\

rezulti cii si aceste relatii sint satisficute' cu ;,=* si deci D UDa, :
"Dy D, € D si D este corp. Prima din yelatiile (4) scrisi ca egahtate -
ne arati cd II* este aditivid pe . . ) )
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’Batuncf' _ e
\ 1'I"‘(U D,) = hm l'I*(D,,)

far pe de altd parte pentru orice k
( u D.y C D =>,n*[(L'J.D.,.)°1..< ¥(DY) = 1 — I%(Dy)

si daca facem k= o {inind cont de egalltatea precedenta _

- I (UDW)] 4 T*(UD,) < o

Cum si megahtatea inversd este valabxla rezulta UD,, e fD si decl @
-este ¢'— corp. ' .

(IV) Intrucit /D éste uh o — corp care contme @, va contme si pe X.
Restrictia lui II* la /D este o prelungife a lui P-intr-o probabilitate pe 7D.
Restncpa lui I* la X va i deci o prelungire a.lui P intr-o. probabxhtate
pe X.-

-Aceasti prelun“xre este unici:- Intr-adevar, daci am avea doua pre—
, lungxrx P, s5i P 2 51 o
L ={A: ‘A e Z, P,(4) = PyA)
atunci X este clasi monotona sieC X cu consecuta ZCZ' Si cu aceasta
teorema este demonstrata.

Este usor de observat ci ci‘mpul de probabllltate (Q D, H*/fD) este"
completarea cimpului de. probabilitate (2, X, II*/X). , ‘

Incheiem: aceastd parte cu citeva consnderatu asupra mdependentel Ne
situdm intr-un cimp de probabilitate (Q, X, P).. :

] Definitia 8. Familia (X),<i<a de subeorpun lmrelzene ale lul.'Zse numesle :
independentd dacd ’
- S P(ﬂAo = ILP(4,)

_arlcare ar fz A e 1, (1 < < n). - : SEREEE - :
Familia de subcorpuri borellene ale lul .'7( (75:):e1 este mdependenla dacd’
oricare ar fi J C I, J finitd familia (%), este independentd. Mai general,
daci (F; i .1 sint familii de pdrfi X — mdsurabile- ale lui Q ele se numesc
4 lndependente daci pentru orice J finit J C T avem P(ﬂA,) = IIP(A,) orzcare

‘“"flA;E(-ﬁs(JEJ)

Teorema 12. Dacd ftecare din famllule (}, C 1 iel zndependente sint
inchise fajd de intersecfie si X esle c——corpul general de (F4,. atunci famllza
(1;)‘51 esle mdependenla. :

Demonslra[le. Fie J =iy, 12,.. , in} C‘_ I'si.
Di={d:4 = X, PAN () 4)=P4): I{IP(A,) 4 = G

_.(I

Se verlfxci usor cid @1 este clasa o— adxt:va si cum (75,, C fD1 rezulta '
X, CDy adlcﬁ _ .

P(ﬂA:) = IIP(A,) ; Au? Zm_ ,A, E(G‘pj 96 il,

~
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Aplicind ‘acest rationament Familiei {Zi Firpoe (F1} Tuing _

D,={A:A X, P(A an A)) =P(A).-;1}_ P(A)); Ay e X, Aye(F(j#iy)}
. . : fa J#i,
vom obfine L - v
P(0A,) = TIP(4)); "4, < Fy ( # by i), Ay, © Xsyy A, € X,
Din aproape in aproape rezulti A ’
P(N4)) = IPA,), 4; € X), (j = 9).

Teorema 13. Dacd o — corpurile X, C X (i I) sinl independente. si
) (j € J) esle o partifie a lui I, alunci ¢ — corpurile Xi(j = J) sint inde-

pendenle, X fiind ¢ — corpul generat de ¢ — corpurile X, i = I 5o
* Demonstrafie. Ne plasim in conditiile teoremei precedente luind
(;j = m{fli :Ai € z,, K C Ij, K ﬁnit}.
k .

Se verifici imediat independenta si inchiderea la intersectie a familiilor
Xj» (j=J).Daca X" este o — corpul generat de (7, ,observind ci X, C (F,,
i & I, vom putea scrie Xj C X iar pe de altd parte din(F; C X rezulti
- XKy C X : . _ ' , "
In incheiere doua proprietiti ce ne vor fi necésare in paragrafele urmi-
~ toare. ' : : )

\

Lemd. ' Fie @ un corp de_pdrfi ale lui Q si @ C @ compactd. Dacé
P:€—[0, 1] este adiliva si P(Q) = 15i ‘ o

' P(A) =sup {P(C):CC A, C e €}, A =@
‘alunci P este ¢ — aditivi. ‘ '

Demonstrafie. Fie ¢>0 si €,>0 (2> 1) Ze,=c¢. Fie 4, €@,
An | Q. Pentru orice n > 1 existi C, € @, C, C A, astfel ca

P(4,) <'P(Cy) + ..
i . . . - . N :
- Inacestcaz\C, CN 4, = @ si deci existd N = N(c) astfel ca ﬂl C, =
' ] n=
=@. Dar . = v

Ay =N A, C U (A, — C)=>P(Ax)< Y, [P(4,) — P(C,)] < =.
4 n<N . nN ] - NN )
Deci n > N(e) = PA) < e o N

Teorema 14. Dacd & esle hin semicorp de pgrti ale lui Q si e Ccé c"Iasdv_
compactd. Dacd P:8~> [0, 1] esle aditivi si P{Q) = 1 si
P(A) =sup{P(C):CC A, €C=€}; ACS
atunci P esle. c — adilivd pe S.

" Demonstrafie. Clasa @, este inclusi in corpul € generat de & $i este .c.oxn;-.
pacti. Daci A €@, A =2XS, (S, €8) P'(A) = ZP(S;) unde P’ _estes

prelungirea lui P la €. Fie C; C S;, C; € € astfel ca P(S,) < P(C) + <= -
‘ : . n
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Rezultd P (A) < P(EC) +¢ i 3C, C A. Dar C'=3C, € @, si deci

~corpul. @, aplicatia P’ si @, satisfac conditiile lemei \precedente si deci P

- este o — aditivd. pe €." Restrictia sa la &, adici P este deci ¢— aditivi
pe &. ) SN :

. Lema Borel-Cantelli pentru evenimente independente. Dacd A,. n 2 1
sint evenimente independente si X P(A,) = oo alunci P(lim sup A,) = 1.
! o o . nz=1 : . n-oo
Demonstrafie. Avem T '

oo . ®© o ’ ' ) ' : )
- P(liminf A9 = P({J (V4§ = lim P(() 45). , N
k . I k=n . P

n-o v n=1 k=n
Pe de altd parte pentru . orice n > 1:
- A" ' . . .
) nts
P n+4-s . - ¥ P(Ap)
P(N Af)=1lim I (1 —_ P(Ak)) < lim e k=n =0
S-00 k=n . ) ’

k=n . S=o

deoarece pentrun orice x > 0: _ -
l—2x < e, '

kY

2.2. VARIABILE ALEATOARE. FUNCTII DE ;REPART'ITIE K

Daci [: E — F notim f-! aplicatia P(F) — (P(E) dati de

. . f_l(F’) =‘ {x . ."t E _E9 l‘(x) e F'}’ - F'C If_ i
Astfel definitd aplicatia f-! are proprietitile ‘ |
| \ [P(UF) = UF-(F,
, fel el

I(OF) = Of-X(F ),
ooiel iel
EY = (R

unde I este o familie _arbitrard de indici. Vom noi;a prin f-! (F) familia
{f-(B): B = (7 C P(F)}. Se vede:imediat ca

Fi C Fr CPE) = [(F) C [NF) C P(E).

. ¢ ' <
Dacid X : r— Q’si X’ este un o —.corp (respectiv corp, clasi monotoni) _
atunci X-!(X’) este un ¢ — corp (respectiv .corp, clasi monotoni). T

_ Teorema 1. Dacd X! esle ¢ — corpul (corp‘izl) de pdrfi ale lui Q generat
- de ' C P(Q') atunci X-YX') esle .c — corpul (corpul) general de X-XN(F’').

Demonstrafie. Fie X = X-1(%’) .si‘ X, o— corpul (corpul) generat
de X-"(Gf'). Cu aceste notatii putem scrie ' '

CFCE S XNF)CXYR) = K= X C X
Pe de alti parte familia o .
D = {A’: X-Y(A") € K}
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este-un o — corp (corp) care con{;me G’ Rezulta ZC 'D si c[e" aici
X = X-Y(X) C XDy C X '

Definitia 1. Fiind dale doud .spdfii probabilizabile (Q ) si (Y, 1’)
aplicafia X : Q — Q' este o aphca[ze masurabxla a lui (Q, Z) in (Q’,Z) daca
X C x
X-YZ’) esle cel mai mic sub — o'— corp. al lui Z in raport cu care X
este masurabild. Il vom numi ¢ — corpul general de X si il vom nola  (X).

Teorema 2. Dacd (F C ¢>(Q’) genereazd ¢ — corpu! 1’ si X-(F)C X,
alunci X este masurabild.

' Demonslrafie. X-}(Z’) este’ ¢ — corpul generat de X*‘((}) (teorema 1)

si decl daca X- 1((3‘5') C X, atuncn X-(zH C Z. .

“Teorema 3. Dacd X esle o aphca!te masurabild a lui (Q, %) in (Q,%'),
iar X’ o aplicalie masurabild a lui (Q’, X') in (Q", _’Z") afunci XgX esle o
' aplicalie masurabild a lui (Q,%) in (Q",%"). -

Demomlra[te
AIIE:ZII_ X- I(A”)GZ =>(X'°X)_‘(A”) X I(X”—I(A”))E
in cele ce urmeazi notim cu @B familia partilor boreliene ale dreptei
reale R, iar cu' @ familia partilor borehene ale dreptex inche’iate R =

= [— o, + ] A : .

Definitia 2. Aphcaiza }x Q->Rse numesle 1 vanabzld aleatoare reald dacd
esle o aplicafie masurabild a-lui (Q, X) in- R, B). -

O variabild aleatoare finitd este o aplicatie. masurabxla a lu1 Q, Z)
in (R, @). O aplicatie a lni Q in mul{imea numerelor complexe este o varia-
bila aleatoare complexa daci partea reald §i partea imaginard sint variabile
‘aleatoare reale. Variabilele aleatoare multidimensionale se definesc prin ana-
logie cu defini{ia 1. Variabilele aleatoare cu care vom lucra in continuare
sint reale fara a mai specifica acest lucru. .

Pentru'ca o aplicatie X : Q — R si fie variabild aleatoare este suficient
ca pentru orice 2. R, {o:X(w) <z} € Z Aceasta deoarece mulfimea

intervalelot (— 0, %), (z = R) genereazi B. Dé fapt este suficient ca aceastd -
conditie si fie verificati de orice x € D unde D este o parte densd a lui R

- Definitia 3. O variabild alealoare finitd se mImegle SImpla sau eiajata dacd.
“ mullimea valorilor sale X(Q) este finitd.

Se observi. imediat ci o aplicatie X: Q-—>{:1:1, Ly :v,,}CR este,
o variabila. aleatoare daci si nunai daca {o: : X(w) =z} € _‘Z oricare ar fi
i=1,2,. ‘ .

Teorema “%. Orice variabild aleatoare pozitivd esle limita unai sir cresc&tor
de variabile alealoare simple pozitive.
Demonstrafie. Fie X 0 o varlablla aleatoare si
: = X(m)<—,z-—1 2,...n20
Xolw) =¢ 2° * T
n -dacd X(m)
(X,) este un sir de variabile aleatoare sxmple pozitive si Xa 4 X.

Corolar. Orice uarzabzla aleatoare: este lzmzla unui sir de variabile aleatoare
simple. .

daca
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- Demonsirafie. Daci X este ‘o variabili aleatoare, atunci

X daci X > 0,
‘ e {O - daca X <0
‘ X_={0 - "daci X > 0,
, ‘ =X daci X <0
sint variabile al.eat.oare (se aratid usor) fpozitiyé si
o ' ' ‘ }2= X+ —, X-
Reciproca acestui corolar. este datd i1_1k R e

- Teorema. 5. Dacd X, (n > 1) sint variabile alealoare simple si X,(w) —
—> X(w) in orice w € Q, alunci X este variabild alealoare. '

" Demonstrafie. Avem pentru orice z € R:
o X(w) <z} = U lim inf{co: Xa(w) < x_“l} .
© k2lnow . k .

O consecinti imediati a teoreémei 5 si a reciprocei sale este ci daci X
si Y sint variabile aleatoare atunci X + ¥, XY, X/Y sint de asemenea
. Vvariabile - aleatoare cu conditia ca operatiile' scrise si aibi sens’ pentru

orice o € Q. ‘ ;
Sd mai observam acum ci dacid (X,) este un sir de variabile aleatoare .

by

atunci pentru orice 2 = R

. . . * q‘ N o ‘
{o:rinf Xp(0) <2} =U{X, <2} %
. n ' n .
adicd inf X, este.o variabili aleatoare. Deci si sup X, = — inf (—X,) este - -
* n .

-variabila aleatoare. Mergind ‘mai departe rezulta ci

lim sup X, = infsup X,,
n-oo nz=1k>=n .
’ oo

- lim inf X, — sup inf X,

r n-w nz1 k>n

sint variabile aleatoare. O consecin{éd importanti a ultimei observafii este .
cd. mul{mmea punctelor in care un sir de variabile aleatoare are limita (finitd . /.
sau nu) este misurabild (apartine lui %). Intr-adevir, aceasti mulfime este
{® :lim inf X,(0) = lim sup X,(w)}= . .
n-»o n-co

- Definitia 4 Variabilele aleatoare ale familiei (Xy)i e I sint independente

* dacd sub— o —corpurile % (X,) i I sint independente. o
Conform teoremei 12 din 2.1 ;variabilele X, (i € I) sint independente
daci si numai daci pentru ‘orice familie finitd I’ C I si orice z;, i & I’

PO {X, <z} = OP(X, <z).

. Dacéa variabilele X, (i = I) sint discrete atunci ele -sint i,ndepéndente
dacd si numai daca pentru orice I’ finit I’ C I si orice ;e R

I"(O“{X;- =z,}) = 5.1_7(;(‘ = z,) )

N
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Este de asemenea usor: de obser\at cd ‘dacd X (i's I) sm¢ variabile
aleatoare independente si fi(i € I). sint aplicatii misurabile ale’Iui (R @)

in (R ,/B) atunci variabilele aleatoare f(Xisl sint mdepéndente
Delinitia 5.. Aplicalia I : R — [0, 1] esle o funclie de reparlifie dacd:

Fp :x <= F(r) < F.),
(F1) : F(xy—0) = hm F(x) =F(z), ¥V % € R,

;! ) e e

! (Fup) : lim F(z) = 0; lim F(z) = 1.

X—u3 x—+400 ' =
Daci X este o variabila finitd si- »
I'(:c)—P(X<1:) , xER

atunci I cste o funclie de repartllne si o vom numn tunctla de repartltle a
. variabilei X.

Studiul familiei de l’unctu R - [0, 1] satisficind (Fy) si (Fy) (nu nea-
pirat si (Fyy)) nu este cu mult mai complicat. Acestea corespund variabilelor
aleatoare X pentlu care suma P(X = — o0) + P(X + ) poate fi nenula.
Noi.ne vom mirgini numai la functiile date prin definitia 5.

Teorema 5. Peniru orice probabtlzlate pe (R, B) existi o {unclze de repar—
{ilie unicd astfel ca

- P(la, b)) = F(b) — F(a), g«z;b' - GY

si reczproc, ftecarcz functu de reparlifie I' ii. corespzmde 0 probabllztale unicd P
e (R,B) asffel ca (*) sd aibd lgc.

Demonsirafie. Fie P o probabilitate pe (R, @). Daci luéim
. F@) = P(—x, ) .
“atunci F este o functie de repartitie si
Pla, b] = P(— 0, b)— P(— o, a) = F(b)y— F(a).

Dacia F, este o funcfie de repartitie satlsfacxnd (*) atunci ficind @ § —o0 -

obtinem .
Fy(b) = P(—w, D) =F(F),  (b=R).
Recxproc, fxe Fo functle de repartitie si o multlmea de mtervale ale
lui R:

 I={(—w, 2), [x—}-oo) [a, ), (a, B), (a, b),[a, b] (—-«,,«;- w);z, a, ben}

(Intervalele [a, b), (a, b] [a, b] le considerdm definite pentru a < b.
‘Pentru a = b luim [a, b) = (a, b] = &, iar [a, a] = a;

_intervalul (a, I} are sens doar pentru a<<b. -
Se verificd usor ci o este un semicorp de pérti ale lui R, S& definim

P:g — [0, 1]. prin egalitatile.
. P(—o, ) = F(x); Plz, + ) =1 — F(z); Pla, b) = F(b) — F(a),
P(a, b) = F(b) — F(a + 0); Pla, b] = F(b+ 0)—F(a +0) ;
Pla, b] = F(b+ 0)— F(a) ; P(—o, + ) =1,
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] ' Se verifici usor ci P este ,aditivéir.pe . Clasa @ a .intervalelor de‘ forma
_ [a, b] este compactd si pentru orice I & J, I # & .

" P(I) = sup {P[a, b]: :(a, b]C I}

Rezulta cd P are o prelungire unici P’ lao probalnlltate pe 6 — corpul gene-

rat de J, adici pe B.
Daci P, este o probahxhtate pe (R, B) satnsfacind (*) atuncl P, siP

COHICId pe J si deci cu P’ pe B.

23. VALOR! MEDII

Definitia 1. Dacd X esle o variabild aleatoare .szmpla pe (2, X, P) care
ia valorile x,, ;L,, .oy X, alunci numdrul , ‘

‘11(}&) == Z T, (X = m,)

se numesle valoarca medie sau integrala variabilei alealoare X.

i acest paragraf vom nota prin'$ familia variabilelor aleatoare simple
si prin &, familia variabilelor aleatoare simple pozitive (> 0).
Valoarea medxe pe & are urmitoarele proprietiti

M(aX) = aM(X), a <R,
M(X + ¥) = M(X) + M(Y),
Xed, =>MX) >0,
X € Y= M(X) < M(Y),
| M(X)| < M{XD,
M(X) + M(Y) = M(inf(X,Y)) + M(sup(X,Y))

M(XY) = M(X) M(Y) dacd X, Y = & sint independente.
- Aceste proprietiti se. demonstreazd cu usurintd. Urmétoarele doud teo-
reme sint necesare pentru extinderea notiunii de valoare medie.

Teorema 1. Daci X, €8, (n > )X, {0 atunei M(2 ﬂ) J 0.
Demonslra(ze Fie A = sup X,(o)) si e> 0. Luam !

A daci X,,(o.\) > e,

'Yn(")) { .
= daca Xa(w) < ¢

i vadent 0< X, <Y, si deci
< M(X,) < M(Y,) = NP(X, 3= &) + eP(X, <
Daci facem aici n— o tinind cont ci P(X > g) J, 0 deoaréce

{X,, > ¢} Jr z va rezulta :

. ":

0< lim M(X,;) <ce
cu ¢ > O ‘arbitrar. . '

-
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Corolar. Davc‘(‘i,X,, eg nzl, X ed afunci
- X b X= M(X,) + M(X), ,
Xu § X= MX,) § MX). . S
Teorema 2. Dacd (X,) si (X') sinl doud siruri crescdloare de variabile

alealoare simple pozitive si lim X, - hm X; afunci lim M(X,,) < lim M(X},
n=,00 . n—->o -

In particular, dacé lim X, = lim X’ atuncz lim M(X ) = lim M(X.).

n->w ‘n-w . n-oo n-g8

Demonslralze A se vedea lema ¢e precede teorema 11 din 2.1.

Daci X este o variabild aleatoare pozitivdi oarecare existd un sir (X,)
in &, astfel ca X, } X (teorema 4 — 2.2).

Definitia 2. Numdrul M(X) = lim M(X,) se¢ numesle valoarea medie @
- ' . ! n-% . . -

_variabilei alealoare pozitive X. Vom spune cd X esle inlegrabild dacd M(X) < .

Aceastii definitie esté corectii deoarece teorema 2 ne asigurad ci M(X)
nu depinde de alegerea sirului (X,), iar teorema 1 ci daci X e 3+ atunci
definitia 2 nu contrazice definitia 1.

Si mai observim cd dacd- X este integrabili atunci P(X= 00) = 0.
Dacid variabila aleatoare X > 0 are o multime numirabili de valorj

. . ) . : n
posibile {z,, n > 1} atunci luind X, = X-I, unde B; = L{ {X=ua}
) . = -

’ n ‘, ) .
avem X, e 48, X,1{ X; MX,)=Y x,R(X'=ux) si deci M(X)=
' . i=1 . '

=¥ 2P(X = z)).
i=1

Valoarea medie pe multimea variabilelor aleatoare pozitive are pro-
prietatile : ‘ . o . .
M(eX) = cM(X), ceR, c>0,
M(X + Y) = M(X) + M(Y), '
/ X< Y= MX) <MY,
M(’in&x “Y)) + M(sup(X, Y)) = M(X)-+ M(Y),
+ X = M(X) t M(X),

i T MEXY)= M(X) M(Y) daca X si Y sint mdependente i
Sid dovedim ultimele doud proprietiti. Pentru prima dlntre ele luam
Xmn € &, astfel ca : -
‘ ' . Xonn 1‘ Xy (n 1‘ )
si notim I '
Yﬂm = Sup -an-
m: m<n

Daci m <. n atunci
Xon € X S Xp = Vo< X,
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Putem deci scrie

an < Yn < X'n; ' (m < Il)

“si implicit
o M(Xma) < B(Y) < M(X),  (m < n).
“, Facmd n—> o in ammdoua relatnle de ‘mai ‘sus re7ult5
£ lim Y, < lim X,,

. N=»00 IHOO

M(Xa) < hm M(Y,) < lim M(X,) . | o

siacum daci m — co: P
X = lim X,,, = lim Y,,

m-c n->%N

lim M( ¥,) = lim M(Y,,)

n—o0 * §

$l proprnetatea este demonstrata deoarece prm deflmtle M(X) = hm M (Y,,)

'+ Pentru a demonstra ultima proprletate fie (X,) si (Ya) doua $ll‘lll‘l de
* variabile aleatoare s:mple pozitive X(X) si respectiv _'Z(Y) misurabile
astfel ca V

7‘1‘X yﬂ¢1r

Intruclt c — corpurlle X(X) si Z(Y) sinu mdependente, pentru orice
> 1 variabilele X, si Y, sint mdependentc §i prin urmare

M(,Xn°~Yn) = M(X,)-M(Y,)."

. Intrucit (X Y,) este un sir de variaf;ile aleatoafe simple pozitive'si
X Y, 4 XY

M(XY) = - lim M(X, Y,) = lim M(X, ) ‘lim M(Y,,) = M(X)-M(Y).

!

. Definitia 3. Variabila aleatoare X esle lnlegrabzlc‘i dacd X* 'si - X~ sint
mtegrabzle In acest caz valoarea medie (inlegrala) lui X esle ‘

M(X) = M(X*) — M(X").

Se vede imediat ci orice variabili aleatoare mirgipiti este integra- i
bili. Mai general; daci X; < X < X, si X,, X, sint variabile aleatoare ' :
integrabile, atunci X este o variabild aleatoare integrabila. .

Daci X este o variabild aleatoare integrabili atunci P(X = o= ») = 0.

Variabila aleatoare X este quasz-znlegmbzla dacé cel putin una din varia-
bilele aleatoare X*, X~ este integrabild; in acest caz incd. scriem M(X) =
= M(X*) — M(X-). . ' -

Teorema 3. Valoarea medie pe mulltmea vanabzlelor aleatoare quasz-znte- ‘
grabile are propnetc‘itzle

L) M2 = M5 c e R;
QL) : M(X + Y) = M(X) + M(Y) daci max(M(X*), M(Y*) < v
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“sau max(M(X-), M(Y")) < w;’
(M) : X < Y= M(X) < M(Y);
(M) : X, 4 X = M(X,) 4 M(X) dacd M(XQ) < o ;
Xo b X = M(X,) } M(X) dacd M(X{) < oo

(ML) - M(XY)' M(X)-M(Y) dacd X, Y sint uarlabzle alealoare mlegrablle
Sl independente.

Demonstralze (3L,). Variabila aleatoare X + Y este quasi- mtegrab:la
deoarece

C X+ VSN Y (X A+ Y)- X-+ Y-
Pe de altd parte din :

(X + Y)+ + X+ Y =X+ Y)+ X4+ Y
rezultid . .

M((X + X)*) + M(X7) + M(Y") = M((X + ¥)7) + M(X*) + M(Y*);
(M;) Xaln 2 1) qfnt variabile quasi-integrabile deoarece |
| Xo> X, = Xy < XQ = M(Xy) < M(X{) < co.
Pe de altd parte X, + X7 > O si N ‘
, Xo+ X7+ X+ Xr = M(X) + M(XY) 4+ M(X) + M(XT).
| (M},) tAvem : ' S
' ' (XY)* = X*¥V* + X-Y-
(XY)" = X*Y- 4+ X-Y+
din care rezulti X -
M[(XY)*] = M(X*)M(Y*) + M(X~)-M(Y-), | ‘
M[(XY)~) = M(X*)-M(Y-) + M(X-)- M(Y*). ‘

" Deducem ci XY este variabild aleatoare mtegrabxla si propnetatea se
obtine prin scaderea celor doui relatii.

Lema Faton—Lebesgue. Dacd Y, Y’ sinl variabile alealoare integra-
bile atunci :

Xp € Y(n 1) = M(hm sup X,) = lim sup M(X, )

n-o
Y’(n > 1) = M(lim inf X,,) < lim inf M(X,,)
n-)w n—)m
Demonslralie. Daci Y, = sup X; atunci Y, | lim sup X, si
- o kzn n->co

Yit = (sup X;)" = sup Xt < Y*.
K1 k=1

Putem deci scrie . )
| M(Y,) § M(m sup X,). | :
: n-»00
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“Pe de alti parte- o :
k> n= X, <Y, = M(Xg) < M(Y,) = sup M(X,) < M(Y,).
’ ' C Iz

i=>=n

.Dacd acum facem n — o rezultd

lim sup M(X,) < lim M(Y,) = M(lim sup X,).
n-on . Nn~»ow - n—-x K
 Parte a doua se demonstreazi la fel. ‘ , S
Integrala definitdé. Dacd variabila aleatoare X esle quasi-integrabild
. $i A € X atunci numairual . o :
' I XdP = M(1,X) -
4 :

se numeste‘integralé pe multimea A (in raport cu P) a lui X.

Se observd ca M(X) = [ XdP. Proprietatile integralei definite se d’educ | S
Q ' . s

“usor din proprietilile valorii ‘medii. S
Exprimarea valorii medii prz‘n)r-o inlegrala Lebesque- Sticlljes.
Daci X este o variabili aleatoare finitd atunci aplicatia P’: 3B — [0, 1]
dati prin relatia N N

P/(B) = P(X-Y(B))

este o probabilitate pe (R, @). Aceasta este singura prbbabilitalc pe (R, @)
astfel .ca P([a, b)) = P(X < [a, b)) (teorema 5 — 2.2), o
Cu P’ astfel ales putem enunta :

'

-~

Teorema 4. Fie X o variabild aleatoare finitd pe (Q, X P) iar f o variabild
alealoare finilid pe R, B, P’) (f esle masurabild Borel). ' ‘
Dacd este indeplinild una din condifiile :
~ 1) (X) esle integrabili (pe Q in raport cu P). . '
- 2) [ esle integrabild (pe R in raporl cu I’) alunci stnl indeplinite amin-
doud si . :

CLM(X)) = JH0aP = I{fdp'f

Den’mnstiaﬁc. Si facem demonstratia mai intii\penl"rl; cazul cind [ este
. o functie indicatoare. Fie f= I,, B  B. Inacest caz (X) = I{x—i(py} $i
: i . A
S IOAP = | Iixy dP = P(X-Y(B)) =P(B)= [ I,dP’ = | fdP".
Q. Q : R R
* Daci f este o variabild aleatoare simpli pe (R, B) :
L =Xl (Bie®)
atunci avem -
’ (X) = E1'11{.i"‘(1.-1)}

si in consecinfi

1

i f(X)dP = Zx, :! ‘1{.‘.-q,,,,} dP = Zay(X-YB) = Zx,P'(B) =}{ far’.

Dacid f > 0 este o variabili aleatoare pe (R, B) fie (/,:) un sir de varia-
. bile aleatoare simple pozitive pe (R, B) [u * [. In acest caz :

T RAP 4 [P [ AP = [ [(OAP, (n > 1),
R R R e} . . D
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Din écesté ‘relat.ii rezulti L
[ fu(X)aP 4 [ far-.
‘ Q- R ‘
" Dar [(X) sint variabile aleatoare-simple pozitive pe (Q, X, P) si
fX) 4 [0,

Deci prin definifie )
§ fX)aP-+ | f(X)dP.
, . 0 a ,
in sfirsit si considerim acum ci f este o aplicatie masurabild Borel oa-
recare. Avem E : :
_ (e X)t = [to X (foX) = [ToX
si. in" consecintd . A
[ (foX)*dP = | [1dP'; [ (foX)-dP = | [-dP". !
o] R 0 * R
Rezultii cii foX este integrabila (quasi-integrabild) in raport cu P dacid

si numai daci [ este integrabila (quasi-integrabild) in raport cu P’ Daca
foX si f sint quasi-integrabile atunci ‘ : :

[ (oX)dP = [ (fo+X)7aP— | (feX)ydP = [ [raP'— [ f-dP"= [ [aP’
a7 A 0 R R R
si. teorema este demonstrati.

Daca P’ este o probabilitate,pe (R, B) si f o aplicati¢ miisurabili Borel
si P’ — integrabila iar F-functia de repartifie corespunzitoare lui P’ prin teo-
- b K

rema 5 din 2.2 atunci | fdP’ se mai noteazi | [dF iar | [dP se mai scrie
o [a,b) . a . R :

‘ ) ., oo . ;
: { fdF si se numeste inlegrala Lebesgue- Slielljes a lui f in raport cu I,
—co . :
Teorema 5. Dacd [ esle o funclie masurabild Borel conlinud pe [a, D]
alunci ‘ ' :

! - N b ’ H
' , { fap’ = [ fdF '
. S . {ab] a .

unde tn membrul drepl aparc 0 l'lilcgml&‘ Riemann- Stielijes. ‘
Demonstrafie. [ fiind continui pe [a, D] este mirginita pe [a, b] i deci -
P’—integrabila pe acest.interval. In plus, [ este uniform continui pe [a, b},
adica ' ‘
|2f— 2" |< 8 = | f(2") — f(x")) <&, (2, "’ € [a, D]).
. Fie (A,) un sir de diviziuni ale intervalului [a, b] cu sirul normelor v
(An) == 0(n — ) ;

Apra=a <a < ... < <afls =b.

Fie de asemenea ‘
*fulx) = {f(x'('n)) daca of" <z <affhy ; k=0,1,2,...5
o 0 daci z € [a, D).
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1n acest caz T S S :
@) — @) = If(ft‘)—'-f@i”’) | dacd z < [zf", z{2)).

' D.ac?i n> N, -atunpi v(A,) < & si deci C :
| @ =T <e. -~

Din’cele spuse rezulti (f,) este un sir ihérginit de variabile aleatoare sim-
ple pe (R, B, P’) si f, > Iiqpf- Conform lamei Fatou-Lebesque :

\ . oI haP s [ fapr. , Wm
. : ST A R [a,b) -
' Pe de altd parte
' ka R n
'i![ o AP’ = kg, f(af™)- P'(xf? < o < af®) = Ikgo [(:z’(cn))(la(xﬁ’.;_)l) — F(z{M)). .

Ultima sumi este ,0 sumi Biexnann—Stie]tjes si ﬂeci
. ' . b
A { fudP'—§ far
) x R a . . .
unde ultima integrald este Riemann-Stieltjes. Confruntind aceasti relatie
cu (1) rezulia ' ’ . :

\ ‘ v b ’ :
vy  fap’= [ fdr. - — o '
b © [ab) T oa ) o

Daci [ |f] aF (Riémann-Stieltjeé) -exista pentru orice a < b (€ R) si
a .

are o limita finitd cinda | — o0, b1 4+ o, atunci spunem ci f este integra-
. e b '

bild Stieltjes',pg R in raport cu F. In aceste conditii lim I fdF exista, cste

S e Co .
finitdi si ‘o notim cu [ fdF. o

" Rezultd ci daci f este continud pe R, atunci ca este integrabild pé R
in raport cu P’ dacd si rumai dacii esle integrabili Riemann-Stieltjes pe R :
in raport cu F sj - . ' ’

. X +co

frar = f@) dF@). *
Din cele spuse pind acum rezulti ci dacd X este o variabilid aleatoare ' o

finitd pe (Q, X, P) si [ este misurabila Borel, iar P’ este probabilitatea in-
dusid de X si P pe (R, @), atunci [(X) este integrabild dacad si numai daci
f este integrabild si in acest caz : -

M((X) = [ Fap. | -

tie continud a lui R in R, atunci '
: T +o0 -

M((X) = § =) db@) @

Daci F este functia de repartifie a variabilei aléatoare X si f este o aplica-

-0
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) (m sensul ci daci unul din cei dox membri ai egahtatu de existi, atunei existd
si celdlalt si sint egali).

In parhcular, dacit f(x) == (1 e R) rezulti cd variabila aleatoare X

este integrabili daci si numai daci ] x dFF(x) existd si este finitd.si-in accst caz

B ~-00

M(X) = jw .i'dF(x)»:‘

Rezultd de asemenca ci X -este integrabild dacid si numai dacid .
+oo ' '
[ |x] aF@) < co. '
LA R

Momente. 'Mom({nIHI de ordinul p al variabilei alealoare X (p € N) esle

My(X) = M(X?)
dacd variabila X* esle inicgrabild.
Dacid X are moment de ordinul p, atunci luind f(x) = 2a® (x € R) in (2)
obtinem :
: oo
My(X) = ] :c”dF(x)

unde F este functia de repartitie a lui X. - o ¢
Momentul absoluL de -ordinul r, r> 0, r € R este : .

M(X) = M(|X])
daca |X|’ esle mtcgrablla si in acest caz

M.(X) = f |zl dF (). o

in cele ce urmeazi vom nota cu £, spaliul \anablclor aleatoare cu pu-
terea r.a modulului integrabili. .2, este spaliul variabilelor aleatoare inte-
grabile : M(X) = M(]| X}).

Teorema 6. Au loc lnegalzla(tlc

2) MAX + ) e MAX) + e ML) unde

¢ = {l dacd 0 <r <1,
2r-1 daci r > 1.

'

b) (Incgalzlatea lui Hélder)
y M{].XY|) [M,(X)]I/' [IW (Y)]‘/s dacd

r, s> 0,———%——= 1.
; , r s
¢) M(|XY|) < VM(XOHM(Y?) (inegalitalea lui Schwartz)
d) [M(X + V)< [MAX)PF-[M(Y))V- dacd r > 1

(inegalitalea lui Minkowski)
e) [M (X)) < [M(X)]/s dacd 1 <1 <s.




Demonslralte a) Pentru 0 <r< l .
. | | X + yr<|xr+|'yr
iar pentru r > 1 : o
. ) lX_L YIr <’9r-1,xlr ‘2r-1'YIr
si pmpnelatea decurge zmedxat [0) consecinta a acestex propnelatx este

' "X, Ye g = J\ +'Y e L. ‘
-b) Se aphca megahtatea

ab \—+_;,a, b>0,r s> 1, —1—-——1= 1.
r s . . ) ‘ r s
Dacd ludam . : : X
. n . 4 ; : . _l
a=|X|-[M)] "

) i 1
o , V=Y M)
vom obtine :

A | |
XYM (X)) .'[Ms(Y)] » —[X['[M,(\)]“ ”"'-IYI[M (Y)] "

Daca se aphca M m ambu membn re/ulta

i

-

‘I(IXYI)[Mr(x\)] m o < ER

c) este un caz partncular al lm b):r=s= 17
d) Dacd luim |X + Y|~ in loc d¢ Y in b) obtinem
CM(IX|] X+ YY) < [MOPF M X + Y],
Pe de alta parte tinind cont ci s'(r— D=r
&M X+ YIy= M| X+ pe-0) = (X + V).
Revenind la meﬂalltal.ea precedenti’ vom putc'x scrie
M(|X| | X+ Y )< (F0] - X+ V)
. Schimbind X, Y intre ele ‘ -
MY |- | X + Y[ < (.01 (X + V).
Pe de alta parte o _
| |>n~1'|'<|x| ,\4:—.1"|'-"‘+|Y;,-|.\‘~:-ypr—l ,

atrage dupa sine

M4 ) < 00X X + Y I 4 M YL 4 e

A

§l daca tmem cont de cele de mal sus

-

M(X+ Y) < [M(X + V)] [(Mr(«\))’/'“r (M, (Y)) "]
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Demonst,rareaA pl‘oprietitii d) ;se incheie amplificind aceastd inegalitate
1 o . <
cu [MA(X + Y)] S si linind cont ci 1—1=1 o R

3 r

e) Daca 0 <r<s qtunc1—> I 5i fie p astfel (,a— +—— 1.

p .
Daci in b) luam |X|' in loc de |X| 1 in loc de | Y], -s— in loc de r
si p in loc de s obfinem N : o
M| Xy = M(| XTI < M(I X Py,

O consecin{ii a acestei proprietifieste ci daci 0 < r < s atunci £,C 4,.-

.

2.4. SIRURI DE VARIABILE ALEATOARE DE DE FUNCTII
DE REPARTITIE : ‘

Convergenla aproape sigurd (a.s.). Pentru inceput un scurt comentariu
asupra proprietitilor a.s. Spunem ci o proprietate punctuald referitoare la
o familie de, variabile aleatoare se verificd aproape sigur dacd exnsta o parte
neglijabili N a lui Q astfel ca proprietatea s aibi loc in orice e N°. Ast-
fel, variabilele aleatoare X si Y sint a.s. egale daci P(X = Y) = 1. Vom
scric X = Y a.s. sau X, ;=Y. La fel definim relatia X, , <Y si altele. Daca
X este o variabild aleatoare si Y o aplicatie Q — R, X,, =Y atunci Y este
variabili aleatoare pe (Q, ) unde X este completarea lui X in raport cu P.
Relatia, , =este o relatie de echivalenti. Multe proprietéti a.s. ale familiilor
cel ‘mult numirabile de variabile aleatoare sint proprietiti ale claselor de
echivalentd corespunzitoare. ~ ‘

. I)enm;la 1. Variabila alealoare X: esle limila a.s. a s'u'ulut de variabile
aleatoare (X,) dacd P(lim X, = X) = 1.

n-soo '
Multimea punctelor o = Q pentru care §n'ul de numere (X,,(oa,,)) are
limita (finitd sau nu) este masurahlla

{o: lim inf \,,(w) = Ixm ! sup A,,(m)} e X.

N . n-—co
De asemenea multlmea {lim X, = X} e X:
n-»oo
{lnm inf'X, = lim sup X, = X} e 7(
-+ l-'m

Pentru convergenta a.s. are loc. — dupid cum este us.or de observat —
' criteriul lui Cauchy : sirul de variabile aleatoare a.s. finite (X,) converge
a.s. ciitre o variabild aleatoare finitd daci $i numai dacéd Xy — X, converge
a.s. ciitre zero cind m, n - oo.
Dacit sirul (X,) are limitd a.s. si X, —>Xl as., X —>X2 as atuncl
X,,,,~;M Decn limita a.s. nu este in mod necesar&umca dar doua limite
pot diferi numai pe o parte neghjablla a lul Q.
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| _ \ , ,
e Daca pentru orice vanahxla a]eatoare X notim cu X clasa sa de echi-
valenti si definim llmlta unui sir de clase de echiyalenti astfel ,,girul de clase

de echivalenti (X,.) are ca limitd clasa de echnalenta }x dacd X, = X,
, ) as.
“atunci limita dacd existd este umici. i '

Se observi usor ci definifia de mai.sus este buni in sensul ci limita de-
finita_nu depmde de alegerea sirului reprezentantllor claselor.

' Teorema 1. Dacd existd un sir (Ie numere pozilive (a,) cu Ea,. < <o asl-
fel ca ‘ :

ZP(IXn+1_'XI>(I,,)<w . , . ’ .

dlunci s'zrul de variabile aleatoare a.s. finite (X, ) are o limild a.s. finild.
' Dcmonslralze. Fie A, = {IX,,“—X | > a,,} (n>
' ZP(A,.) < o = P(lim sup 4,.) =0

n-oo

(teorema 6 — 2, 1) Daca %) ¢ llm sup A, atunci eusta N(o)) astfel ca

N(«»)=>|x\,.“(w)—xn<w)| o -

si deci .
- B ¥ lx,.uw)—a\a(mn Y
. n=N(w) n=N(o)

Inseamna ci’ sena bN I}x ,,,(m)—- X,,(m)] este qbsolut conv erdenta.
Daca facem n— o in relatla ‘ .

X (m) = X,(w) + Z (Ah,(m)— x\k(w»

\

‘ rezulta cd eXIsta J\(m) e n astfel ca SRR ,
v hm Y,.(w) = X(w) (co € lim inf4 ).

“\i n .
. Teorema 2. O serie (saw un sir) de varigbile alealoale mdepcndenle csle o
- -a.s. convergent sau a.s. divergenf. . .. : R

.. .Demonstrafie. Fie.(X,) un sir de, vanabxle aleatoare mdependentc si- C
mul(lmea punctelor o€ 0 pentru care serm ZXu(») comerge

Notam Sk —,Z X,. Se observa c;a
i=1

1

c=0 S|<I;—';}ez~_, o

{'S
m>l nz=1 r.q>n
Daci ‘pentru 'p >~.n notim ol
= N .{ls,,;—s,,|<—,}
_ n<rqg<p . m
atunci: : - ‘ i . .
‘ P(C) hm hm lim C3,.

. M=o NS poo

U ‘




Pentru orice k:n < k <p
. ‘C,’.';. CcCcrNCy

P(CR) < P(CR)- P(C).
Dacii in aceastd relalie facem p — o reiese : .
lim P(C,‘p < P(C%) lim P(CR). ;
P - .

p-s0o0

si deci’

Daca aici i = oo

- ‘ llm P(C,m hm P(C:i)- lim lim P(CE)-

k—oo p-ow

Acum 'faccm n— o si obtinem

lim lim P(CE) < lim lim P(CR)- lim lim P(CR).

n-sc p-—oo n—»oo k-0’ k= p-oo
Si in sfirsit m — oo :

lim lim lim P(C%) < lim lim lim P(C})- lim lim lim I’(('“. 1
t-+00 N—00 p->co m-soce n—ooo L-oo m-sc0 Lk~ p-soo
adici :

P(C) < P(C) P(C) .

relatie care nu poate fi verificata decit dacd I’(C) == 0 sau PC) = 1.
Pentru siruri demonstratia este aceeasi.
Teorema demonstratd este un caz partlcular al asa-numitei legea (0; 1)
L (legea zero—unu) : dacd ¢ — corpunleje,, (n > 1) sint mdependcnlc (ZnCX)
si Xhesle o — corpul general dc famzha X j = niar _'750 M Z, atunci

n21
A € %y = P(A) = 0 sau P(A) = 1.

Sd dovedim aceasta: pmpnetate. Pentru aceasta vom observa ci ¢ —
corpurile %,, n > 0 sint independente. Intr-adevir, dacd JC {0,1,2,3,...},
J-finita, 6 — corpuule Xy, j e J sint mdependente. Daci 0 ¢ J afirmatia
este adeviratad prin ipoteza ; daca 0 € J si j = sup J atunci afirmatia este
adevirati deoarece %, = r‘) . Deoarece ¢ — corpurile Z,, n 2 0 sint

independente atunci s‘int mdependenfe Xo $1 Xy, Dar :Zo(:l’l si decn
d e X=A¢ex si PAN A)=P)- P(A)

Se vede imedial ¢i tecrema 2 este un caz partlcular al- 'lccsl.en legi si
mai mult, teorema poate fi completatd cu afirmatia ci dacii un sir (sau o
serie) de variabile aleatoare independente este a.s. convergent, atunci limita
este a.s. constanti ; '\ccasta .deoarcce limita este o variabild aleatoare %, —

o misurabili. -

oy

Con\'crqenla in probabilitate -~ . .

- Definitia 2. Sirul (X,) de pariabile alealoare a.s. fmlle conuergem proba- .
bililate cafré variabila alealoarc a.s. finitd X dacd pentru orzce e>0

lmP(|X,—X|>¢) = -

n—co
Vom scrie X, LA\ «(Xp) esle Cauch y in probabzlllalc dacd

X .\,,—»0(111, n — o).
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Teorgma 3. Dacd (X,) converge as. cilre variébiia as._ finitd X alunci
X, = X. - ‘
Demonsirafie. Fic < > 0. Din relatia
limsup {| X, — X| > ¢} C {X,, + X}
n-oco - .
deducem '

Pimsup {|X,— X|> ¢}=0

. 1n—-co

si deei '
lim P(| X, — X| > ¢) = 0.

(lcorema 7 — 2.2). "

Teorema 4. Daca sirul (X,) esle convergesnit in probabililale atunci el este
Cauchy in probabilitate. ) '
Dc:ﬁnnslmlie. {1 Xp—Xa|:- e} C{| Xn—X]|>¢/2} U {| X,—X]|>e/2}=>
= P(| Xp— Xa| > ) < P(| Xn— X| > ¢/2) + P(| Xa— X| > ¢/2).
Teorema 5. Din orice sir (X,) Cauchy in probabilitate se poaleexirage

un subgir convergenl a.s.
Demonsirafie. Luam :

. ' e 1 1
n,o=1; nk=mf{m:“m> Ng-q s P(lX,—.X,,| >—2-;) <—3;-, ¥T,S2> m}.

In acest caz
, . ) , 1 — 1
> P(i K= Hnl> )<<
PR 3

“si deci sirul (X, ) este as. convergent (teorema "1).

Teorema 6. Dacd (X,) esle un sir de variabile .aleatoare Cauchy in pro-
Laiilitate atunci acest gir este convergent in probalbililate.

Demonstrafie. Fie (X, ) un subgir a.s. convergent ciitre o variabila alea-
toare a.s. finiti X. Avem : '

Ly ot l e’ J €
P(IX:— X|> ¢) < P(IX,‘—~X,,I‘|>—0-) .—!~;_’Pi(|X,,t—X|>, ;).
. - ,‘_'“
Acecasta implicd
lim P(| Xy — X >_¢c) =0, | (e = 0).
Lo .

Din cele spuse mai sus rezultd ci din crice §ir convergent in probabili-
tate sc poate extrage un subjir convergent a.s. Pe de altd parte orice subsir
al unui sir convergent in probabilitate este — evident — convergent in pro-
babilitale ciitre aceeasi limitd. In consecin{i putem afirma cd din orice sub-
sir al unui yir convergent in probabilitate se poate extrage un-subsir conver-
gent a.s. Este adevirald si aflirmatia reciproci : daci orice subsir al sirului
(X,) coniine un subsir convergent a.s. citre o acceasi limitd a.s. finitda X

atunci X, 2L x.
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Convergenja in medie,

Definifia 3. Sirul (X,) de variabile aleafoare infegrabdile converge in me-
die cdtre variabila aleatoare inlegrabild X daci

. M(]X,—X|) >0 cind n—> .
Vom scrie X, 2 x (X,) este Cauchy tn medie dacd M(|Xn—X, I)=o0.,
(m, n— o).

Definitia 4. Familia de variabile aleafoare infegrabile (X,),er este” uni-
form integrabild dacd :

. - lim [ |X,|dP=0
a-wa{IX‘|>a} )

uniform in t.

Teorema 7. Fatﬁilia de variabile aleafoare (X,).er este uniform infegra-
bild dacd si numai dacd urmdloarele condifii sint indeplinite -

¢ a) S:ll‘lpM(IXll)< o,
b) pentru orice e > 0 ezistd 8()>0 aslfel ca

P4) < 8= s;pj [ X,|dP < .

Demonstrafie. Daca familia (X,),er este uniform integrabild atunci
pentru orice t & T ’ ‘

M(IX )= [ |XJaP+ [ |X|dP<a+ [ |X,|dP
, {IX,1<a}" {1X,1>a} . {I1X,|>a} -

si deci

supl\f(lX,|)<a+sup ) ]thdP< o,
teT . T {I1X;1>a :

Daci A €K, a>0s5if1eT:

[IXldP= [ |X,|aP + £ | X:|dP < aP(4) +
A AN{1X,|<a} CAN{1X, 1> ,
' X,|dP.
{lx,fwa}l |

De aici rezulta

sup [ | X,|dP < aP(4) +sup [ = |X,|dP.
T A teT {|X,|>a}

) Pentru a suficient de mare

su X,|dP< <. -
te!l'){IX:[|>al} 'l‘ 2
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Cu a astfel ales daci

Py <=

atunci

supf | X,|dP <. .

Reciproc, si presupunem ci condltule a) si b) sint mdephmte Pentru
orice t &« T

M X,]) = X |dP > aP(| X .
(%D >, 1 JX1er5 an x> 0
_ De aici rezultd

supP(]X,|>a"<£
teT

unde M = sup M(|X,}). Dacd a> 3 rezults
L teT , M

‘ P(|Xi|>a) <8, wteT
si deci, conform_b) '

I |deP<s ¥ 1eT
{1 %1>a .

Daeci un sir (X,,) conveiﬁge in medie ciitre X atunci X, 2> X dupd cum
se vede din inegalitatea : ' ,

P(|X,—X| > ¢) s—:-M(|X,,—X|).

Se observi ci concluzia se pastreazd dacd se considerd (X,) este Cauchy
in medie. Reciproca nu este in general valabila. .

Teorema 8. Dacd X, —> X si (X,) este un gir uniform infegrabil atunci

X este integrabild '§i X,,i X.
_ Demonstrajie. Fie (X”)k, un subsir al lui (X,) astfel ca

. lX"k a.s. |X‘

(teorema 5). Dupi lema Fatou-Lebesque
M(|X|) < hm me(\X,, ) < sup M(| X, I) < o

adlca X este integrabild. Pe de alta parte

M(| X — X )= [ |X—X|dP+ X X|dP< =+ ‘
{ix,-x1<3 ‘ {1x, —X|>—}
+ [ |Xa|dP+ { | X| dP.
{ix,—x1> 5} {1x,-x1>3}
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‘Rezulti' ci pentru n >"N(c) avem
M(|X,—X]|) <&

Teorema 8. Dacd sirul de variabile alealoars inlegrabile (X,) este Cauchy
tn medie atunci este convergent in medie.

Demonsirafie. Dacd girul (X,) este Cauchy in medie atunci este Cauchy
si deci convergent in probabilitate, adici existii variabila aleatoare a.s. fi-
nitd X astfel ca :

P -
X, 5 x.

Pe de alti parte, prin ipclecit pentra cricé e > G existd N, astfel ca:
. n > Ng .::ﬁ}( lzxm T—:*Xn :) < &
Sd mai observim ci din ‘
}( | X, | aP <§/f1 | Xn|dP -iLAf | Xo— X, | dP.
rezulta

swp [ [X|aP < sup [ X, |dPe (9
n A4 m<N, A ,

Intr-adevir, dack n < N, :
1

) |.\M[ dP < sun [XuldP <z sup | | X, dp
a i A

mgN, . m<N,
iar daci n> Ng:
‘{ | X, | dP < 2 | Xy dP - £ | X, — Xy dP < ':fé‘;\)'::!']x,,|(1z>-.:~ .
Daca in (+) A = Q deducem

sup M(| X, ) <. (%)
It
iar dacd P(A)]este- suficicnt de mic

sap | |N,|dP < 2:. ‘ (#5x)
noa

Relatiile (%) si (##x) asigurd integrabilitatea uniformi a sirului (X,)
(teorema 7) si conlorm teoremei 8 demonstratia esie incheiati. : '

Convergentidi in repartitie .

Definitia 5. Sirul de funcfii de reparlifie (F,) corwerge in reparlilie cdilre
funclia de repartifie F dacd Fu(x) — F(x) (n-> ) in ficcare punct de conti-
nuilate x al {ui I°. ‘ ‘ |

Vom spune cii un sir (X,) de variabile aleatoare a.s. finite converge in
repartitie citre variabila aleatoare a.s. finitd X dacil sirul corespunzitor al
func{iilor de repartifie (F x,)» converge in repartitie citre funciia de repar-

titie Fx a variabilei aleatoare X. Vom scrie X, 5 X.
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Daci in cazul convergentei a.s. §i al convergentei in probabilitate doud- .
timite ale aceluiasi sir sint a.s. egale, in cazul convergentei in repartitie daca - _
X, si X, sint limite ale aceluiasi sir de variabile aleatoare aceasta nu in- T
seamni decit ci X; si X; au aceeasi lege de probabilitate.

Teerema 10. Dacd IF,, n > 1 si F sinl funcfii de reparlific iar D este o o\ :
parie peste tol densd a lui R si ’ '

Fux)—>F(@) % zeD

afunci (F,) converge fn reparfifie citre F.
Demonstrafie. Fie 2, un punct de continuitate al lui Fsiz,z €D

2y < Ty < %y 3 Fx) —Fxy) < =
Existd N(c) astlel ca A o
n> NG = |Fle) — Fal@) | < €3 |Falz) —F(zy)| <.
In acest caz : ‘
. n> N(g)= |F(xo)—-F,,(x1)| < | Fla) — F(x,) | +1F (@) — Fo(a) | < 2e. '

La fel : : 7
‘ n > N(e) = | F(xy) — Fa(x) | < 2e.

In consecinti pentru orice n > (N(c) :
—9e < Fo(my) — F() < Falte)— Flay) < Fulr) — F(xo) < 2s.

Reciproca este evidentd : functia monotond F are o muliime cel mult
numirabild de puncte de discontinuitate si deci o mulfime denséd peste tot
‘in R de puncte .de continuitate. :

funclia de repariifie F dacd si numai dacd .

[ g@dF. ()= | g@) dF(z) - (@)
R R . .

Teorema 1i. Sirul (F,) de funclii de repartific converge in repartifie edtre

aricare ar fi funcfia g continud si mdrginild pe R.

Demonsirafie. Si presupunem ci sirul (F7,) converge in repartifie citre
F. Daci g: R— R este o functie continui si | g(x)| < 3 atunci fie ¢« = a,,
b = b, puncte de continuitate ale lui I’ astfel ca :

F(a) <¢e; Fby>1—-=.
Functia g este uniform continuid pe [a, b]:
u, v €[a, b], lu—r| < =|gu)—g@)| <e.
Considerim diviziunca interyfaluiui [a, b]
' L= n <y < ... <T=0b v
formati numai din puncte de continuitate ale lni F Vsi astfel ca

“SUP(Tepr — i) < .
Introducem [unctia v
- daci z € {2y, 2¢,y), i=0,1,....k—1
g =[P T (=0
0 daci x ¢ [a, b).

~
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Se observi cé avem ]
l9(x) — ge@)| < e, =z <= [a, b).
Pe de aité parte _ ‘
| I’a] | 9(2) — gefc0) | aF= | a |9(z)| dF < Me,

(—co

3

J lg—g|dF <e, [ |g—g.|dF < Me.
[a,b) [b+0) ‘

In consecinti

: fl9—gldF= [ + [ + [ <2Mecte.
R (—,a) [a,b) [bs + o)

Pentru n suficient de mare -avem si
Fya) <e; Fo)>1—¢
si prin urmare luind F, in loc de F in evaluirile precedente vom avea '

[ 19— 9:|dF <2Me + &. -
R .

Vom putea deci scrie pentru n suficient de mare

| J 9aF,— [ gdF | < [ | g—g.| dF + J |g— g.| dF +
R R R . R
+ 1 g.dF,— [ g.dF| < 4Mec 4 2: + | | g.dF, — [ g, dF|.
R R R . R

Demonstratia primei pirti a teoremei se incheie daca aritim ci ulti-
mul modul scris tinde citre zero cind n —> oo.. Dar cind n— oo :

§ 90 0Fa = 3 9(e) [Fuleres) = Faledl = 29(e) [Fwu) —F@)] = [ go dF.

- . Reciproc, si presupunem ci («) are loc pentru orice functie reald g con-
tinud i mérginitd pe R. Fie x) un punct de continuitate al lui F: -

[z — 25| < 8 = |F(x) — F(x,) | <e.

Intrdduéem functiile

1 dacd 2 < z,— 9,
\ fo@ =~ (@—2) dacd 5—3 <z < 20,
0 - dacd z > x,.
i (1 dacd z <'z,,
gs (x) = l—x;;-xl dacd o, < « sé:o+ 3,
0 daci x> 2+ 3 ‘

f si g sint continue si mirginite pe R: Avem
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V/j . lo"f X, Hprd X

; Fig. 2.1
[fdF> [ dF = F(x.,—8> F(z)— e, . o
R (—oa a:g—8) i
fgdF < «dF=F(xo+3)\F(xo)+e,
| fsdFi< [ dF, =Fu(x),
R (—m'xo)

§ gsdF,> [ = dF, =Fn(x).
R (—o0, Zo) ) .

Pe de alta parte, prin ipotezd, pentru n suficient de mare
; | [ fsdF,— [ fsdF| < ¢

R g R
I[ gden'; { gdel < €
"R R ,
Rezultd in sfirsit ci pentru n suficient de mare

Fli)— e—Fa(w) < | fodF— [ fodFy < & = Fla) — Fa(es) < %,

Fla) o= Fue) > [ 0o ar — Ig g0 dF, > —¢ = Fz) — Fa(t)) > —2e:

Teorema 12. X,,—-—»Y:e-X — X (n—+ o).

Demonslratze Daci X, 2x (n — ) si g R — R este ofunctie con-
- tinud si margmlta pe R atuncl ’

LX) B g0 > w) -

si intrucit g este marginiti :
M[g(X.)] > [Mg(X)] L .

si demonstratla este incheiati dacd finem cont de teorema precedenta sx
de teorema 5 din 2 3.




; ' . ‘ o ST y e TeD. w
Reciproca acestei teoreme nu este adevirati. Dar daci X, =2» X $d

- : v P .. . ! ces -
X =¢ &R atunei X, — X. Intr-adevir, in acest caz functia de repartitie -
: d.8. -

a lui X este

F(z) = {0 decz’x T <c
. 1% dacd x> ¢
§i in plus, pentru orice ¢ > 0: .
O P(|Xa—c|>e)=P(X, > ¢+ <) - P(X, < c—z) =
= 1—Fyc+ ) + Fulc — = + 0)

far,c - ¢ sint puncte de continuitate ale lui F.

Mul{imea (£ a functiilor de repartitie poate fi orzanizatd ca un spatiu
metric complet prin introducerea unci metrici p astfel ca convergenta inra-
port cu aceasti metricii pe (F s fie echivalenti cu convergenta in reparti-
fie. Pentru aceasta vom nota pentru orice F, G < (£ ‘

p(F, G)=inf{e:F(x—:)— e < G(x) < F(x + e)+e, » e RL

Si observim mai intii ci in aceasti delinitie inf este.atins. Intr-adevir,
daci '

g =Iinl{e: Fz—c)—z < G(2) < Fx -+ ¢) + ¢, x e R}
sien>c¢g (n>1) ¢l atunci ficind n— o in '
IFlx—¢g,) — ¢, < G(z), zeR,.

rezultd (deoarcce 2 — e, t x— gy §i ¥ este continui la stinga).

F(x— zp) — &, < G(2), z =R,
La fel, din relafia .
G+ eo—e,) S Fw+ g) + ¢, . @eR

rezultd .
G);< Flz + <) + <. .
Teorema 13. Aplicafia p: (F X (F—> R esle o dislunld pe (F.

Demonstrafie. Evident p(F, I') = 0. Reciproc, dacd p(F, G) = 0 atunci
¥ = (G deoarece in acest caz pentru orice z R Inegalititile o

Fla—e)—e <G@) < Fx+¢) + ¢
sint verificate de ¢ = 0. Pe de alti parte
Flz—¢)—¢ < G(2), ¥ 2+ F@) < Gz + ) + ¢, vz
G@@) <Fx+e)te,vreGlr—e)—e < F(x), »z
~ de unde rezulti '

p(f", G) = o(G, F) G, F = (£
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“Fie ~ac.um".F, G, HeFsi
= p(l, G); pe = p(G, H).
Cu aceste notatii avem :
" F@—p)—p <G@) <Fx+p)+pvzreR By
Gle—p)—pe < H@) <G@+p) +pp ¥z <R~ ()
Punind z— p, in loc de x in partea stingi a relatiei (#) avem

F(z—p1— p2) — p1 < G(z— py)
si tinind cont de (y):

Flx—p1—p)—pr—p2 < H@), zeR. oL

In mod asemiinitor, punind = -+ p2 in loc de z in partea dreapti a re- e
latiei () si finind cont dé (y) rezulti - : ‘

H(®) < G@+p) + o2 <F@+ pr+ p2) + p1 - pos @ =R

In concluzie - ' s

Fa—pi—p)—pi—p: SH@ <Flr+p+p)+ p1+ps  zeR,
relatie ‘care este echivalenti cu

p(F, H) < py + ps = p(F, G) + (G, H).

Voo :
Teorema 14. o(FF, F)— 0 (n— ) (F, , F « (F) dacd@ si numai ‘dacd
sirul (F,) converge in repartifie cdire F.~ : _ :
Demorstrafie. Daci p, = p(F,, F)—> 0 (n — o) si = este un punct de
continuitate al lui F atunci din ‘

i

F(x— pu) — pa < Fu(@) < F(z + p,) + pa
rezulli ‘ ‘

lim F,(x) = F(z).

Reciproce, sii presupunem ci FFn(x) - F(2) (n — o) oricare ar fi punctul
de continu itate x al functiei I, Fie a si'b puncte de continuitate ale lui F cu :

F(a) s-;—;’ F(b),;l—%.
Considerdm diviziunea intervalului [a, b]:
7 A= < < ...<2,= 10 7
formatd numai din puncte dg continuitate ale lui I, astfel ca.

Xy — 2, S & (i=0,1,2,.. . k—1).

{
"Existd N, astfel ca

n > Ne=s |F(t)—F@E)| <=3 i=0,1,..  k—1
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Daci z < [a,' b], fie ze [:i:"}, 'a:,+1]r sin>N,, athnci :
Fo@) < Faltes) < F(ze) +> <F@+eo+< <Fa+e+te,

Fo(x) > Fy(z) > F(z,) —-% >F(x— ¢)— -;- < F(x— g)—-e.
Daci z < a: l -
Fu(x) < Fa(a) < F(a) + e<F@+e)+e,

Fuz) >0 > F(a)—; F(a:)—— F(x— e)—e.

i

Daciz > b:

Fu(@) < 1 < F(b) +;% <SF@+<<Fa+o)+e,
Fu(z) > Fu(b) > F(b)——-— >1—e>F(lz—e)—e.

Restringind cele spuse mai sus' vom scrie
En> N, =>Fx—c)—e <Fp(@) <F(x+e)+e z<R
. adics ' '
' > Ng = p(F,, F) <
Teorema 15. Dacd F, € (#, n > 1, F € (#, F, - F(n — oo) ,s'z F este
conlinud, atunci aceastd convergenta este uniformd.
Demonstrafie. Se arati usor ci daci F € (F este contxnué atuncx este
" uniform continui :
|t—2'] € 8 = |F@x)—F()| < e
Fie v = min (e, ). Avem:
n> Ny= pp = p(Fa, F) <y
Pentru orice * € R si n> N, vom avea

2 < F(i— pa) — F(@) — pu < ,.(x>—F(x) F@ + o) — F(2) +
v -+ Pn <

In fncheierea acestui paragraf vom demonstra c‘al spafiul metric (£, p)
este complet. Pentru aceasta vom avea nevoie de urmitoarea

- Lemi. Din orice sir de funclii de reparlifie se poate extraye un subgir con- -
vergent cdire o funciie crescdtoare, continud la stinga, in toate punctele de conti-
nuitate ale acesteia.

Demonstratie. Fie (F,) un sir de functii de repartxi;le siD={r,},,n>1o0
multime numirabils, densd peste tot fn R. Sirul numeric (Fyu(ry))s fnnd mar-
ginit conting un subsir (Fy (1)), convergent. .Notim F} = Fy, (n > 1). Si-

rul numeric (F4(r.)), fiind margqmt confine un subsir cqnverdent s.am.d.

.

202




in acest caz, pentru orice k > 1, termenn sirului de functu (F"),, cu excep- :
tia unui numir finit se giisesc pnntre termenii sirului-(Fg), si deci lim F3(r;)

n-»co

existd. (F%) este subsirul ciutat. Intr-adevir, daca
G(z) = lim Fj(z), (x = D).
n-»o0

- Extensia H a lui G la R
' H(x\ sup G( 1)

Is<T |
. yeD

este marginita si crescatoare. ‘

Deoarece §1rul (F3)n converge citre F pe o multime densi D el converge
citre F pe multimea punctelor de continuitate ale lui F (Teorema 10. — H
nu este in mod necesar o funcfie de repartifie, dar urmirind demonstratia
teoremei 10 observdm cid in cursul ei nu s-a folosit ipoteza contmuxtatu la
stinga si nici faptul cé F(—) =0, F(+ ) = 1, ci numai faptul c& F,
si F sint crescitoare). \

Functia H poate fi modificats in punctele de discontinuitate trans-
formind-o intr-o functxe continud la stnnga

IH(x), . dacd G este continui’in

F(zx) = .
[H(x—0,, . caz contrar.

Pe scurt F(x) = H(x— 0), F este crescitoare, marginiti si continud la -
stinga pe R. Ea are aceleasi puncte de continuitate cu H si deci
Fo(z) - F(x) (n—> )
fn orice punct de continuitate al lui I,
Teoremn'lG. Spafiul metric ((F, p) este complet.

Dcmanstratze Fie (F,) Cauchy in ((75, p) si (F, e U subslr al sirului
(FuusiFo functxe R —> R crescitoare si continui la stinga, astfel ca

Fp(@)—>F(x), . - k- o

in orice punct de continuitate x al lui F. Si aritdm ci F este o functle de re-
partitie. Daca >0, exxsta N astfel ca

m, n > N5=> o m, Fy) < ¢
Dacé k. > N, atunci o
Fy@—e)—¢ < Fo () < Fy @+ o) + ¢, 2 =T
far daci = este un punct de continuitate pentru F si k— oo:
[ 'F,,s(a:—‘ ) —e < F() < Fy @+ ¢) + ¢, z.<.Cp,

unde Cp este multimea punctelor de continuitate ale lui F, Daca acum-facem

- x—> oo rezultd

lim F(z) = lim F(z) >’1 — .
-0 . a-»00
xeC,
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~iar daci £ —> — o0 ’ : S N

: lim F(:c)

x> —00

cu ¢ > 0 arbitrar. Deci IF este functie de repértitie si

lim p(F,,‘, F) = 0.
k—oo
Dacid facem L — o in inegalitatea

e(Fe, F) < P(Fk: Fnk)”{‘P(Fn;’ F)
va rezulta '

. lim p(Fy, F) = 0.

koo

2.5, LEGEA NUMERELOR MARI

Un sir de variabile aleatoare integrabile (X5) urmeaa’l legea slabd sau
legea tare a numerelor mari dupd -cum

Sa — M(S,
Sz M(Ss) 0, (n— )
n ,

n
in probabilitate sau aproape sigur, S, fiindyz X;.
. k=1

In cele ce urmeazi avem nevoie de urmitoarea observatie : pentru orice
variabild aleatoare X

o ' | ) - e
ZPUXI>0 <MIX]) <1+ XN PUX]) > 8
Intr-adevir, daci A, = {k < | X| <k+ 1}, (n > 0) atunci 4, 4, =
= { pentru i # j si Q~-—;§0A,,.. Deci
M| XD =[|X]dP = ZIIMdP

Pe de altd parte
kP(4y) < [ |X|dP < (k + DP(4y) = kP(4) + P(4))

si sumind dupd k de la 0 la oo:
-]
; LP(A» <M(XD<1+ Z kP(Ay).
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- L .
Seria dubld 2‘1‘10 unde
iJ=
dacd i > j
au = { .
P(jIX|<j+1)=PAy), dacii<j
-arc termenii pozitivi si deci :

T,

avu = ; ? Qyje

%iP(j <|X|<j+DH=P(|X|>i)=>
J ' )

Y

)

0

J
Dar

Z Ay =
i J

=

a,,=ZiP(|X|>i)

i
Nay=% PG<IX|<j+)=jP0<|X|<j+ D=

) 2
- ;g ay.= § JPG <X <j+1).
Cu alte cuvinte

W kPA) =% P(1X| > k)
k=1 k=1 .

In continuare ne propunem si demonstrim o teoremd datoratd lui
Hincin referitoare la legea slabd a numerelor mari si o teoremd a lui Kol-
mogorov pentru legea tare a numerelor mari. Mai intii teorema lui Hincin.

Lema 1. Dacid X, € £, S, = X, + ... + X, si \ :
'  lim £ D¥S,) =0
n-soo N*
atunci sirul (X,) urmeazd legea slabd a numerelor mari.

Demonstrajie. Conform inegalitidtii Ini Cebisev

' P( S [-SLH>e <1D‘~'[i)=l-—1-pz(s,,)—>o
. n n - ¥ n g nf

"adici : .
S, — M(S,) P
Sz P09 B

n

0, (n — ).

In cele ce urmeazi, peste tot S, = X; + ... + X, (n > 1).

Teorema 1. (Hincin). Dacd variabilele aleato,are integrabile X,, n > 1
stnt independente doud cife doud si au aceeasi lege de probabililale afunci sirul

(X,) vrmeazd legea slabd a numerelor mari.
Demonsiralie. Fie ' -
Ya(e) — {X,,(m), daczvz| Xu(w)| <n,
0, daci | X4(w) | > n.
Z“= Y1+ Yz+ ...7+ Yﬂ’ (H? 1).
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S& ardtim ci §irui (Y,) urmveazi‘legea' slabd a numerelor mari

DY) = %, DAY < 3 M(¥D = % L@

unde F este func{ia de repartitie comuni a varxabllelor aleatoare X,,(n > 1.
Mai departe vom avea :

Dz < % | #ar@) + Z [ #*dF@),

: 1\<Vn 1zl<k Vn<k<n XISk
D¥(z,) < Z \/H lxldF(x)-i- Y Jn f |z|dF@)+
r<syr  ziVn Vn<k<n |:c]<Vn

+ ¥ on_ | lxldF(x)

Vn<k<n Vn<z<n

n\/n j'lxldF(:c)—l-n~ IE [xldF(x)
lx]> n
De aici se obtine

—D2(Z,,)—— S|x|dF(x)+ S |z dF(z) - 0
x>V -

si conform lemei precedente sirul (Y,) urmeazi legea slabd a numerelor
mari. Dar aceasta este suficient pentru ca sirul (X,) si urmeze aceasti lege.
Intr-adevir : '

n
Sz LN x vy
e 2 250
S k=1 :
iar ' ' _ : .
n ) ' ’ ) - N
iE(X,L.—-Y,:)-»O a.s. (n—> )
n
k=1 .

. -]
deoarece seria Z (Xp — Y,.) este a.s. convergenti :
k=1 :

kzlp(xk # Yi) =1.-E—1P(I-XI > n) < M(lel)_:1.§< o]

si conform lemei Borel-Cantelli

/ P(lim sup{X, # Y,}) = 0.
" n-oo .

Pe de altd parte ,
Zn - AI(Zn) f’ _71 — Zn - ]M(Zn) + M(Zu) i m
n n n n

unde m = M(X,), decarece

M(Y,,)— 'j xdF»ImdF—-m, (n— )=

:.,n

= ; [M(Y) +]. .. + M(Y2)[—> m, (n— o).

0«
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‘Pentru demonstrarea teoremei lui Kolm_ogorovv.avém hevoie de citeva -

propozifii ajutitoare. E’rima dintre ele este datorati de asemenea lui Kolmo- -
" gorov. ‘ T -
Teorema 2. (Inegalitatea lui Kolmogorov). Dacd Xy, X,, ..: , Xy € Ly
sint variabile aleatoare independente cu M(X;)=0, D¥(X;) < 0, i =1, 2,...n

" atunci 7 \
k 1 n )
P( SI?PlZIX‘I > 8) < ;ZlDz(X,).
i= i=1 .

"Demonstrafie. Introducem urméitoarele notatii: -

. o k :
Y=Sl;€plsk|; Sk=21X¢; A={Y>8},
i=

A= {18 > FNALISI <o} (6> D3 4= {1X] > &)

Se vede ci

n :
A=kUle; AN Ay =0 dacd i #j.
Cu notatiile de mai sus vom putea scrie ‘ ' S

o [ S2dP = [ (Sg+ Xppr+ ...+ X)dP = [ SHP +
. Ap Ax . Ax

+ [ Ko+ o+ X)P + 2] SiXpn+ ...+ Xn)dP
‘gi( ultima integrala scrisd 'este puld intrucit Sy=X,+ ...+ X; si
ks1+ ...+ X, sint doud variabile aleatoare independente iar I,, este

o variabild aleatoare pe ¢ — corpul generat de variabilele X;, X,, ..., X;.
Deci : ' :

[ S+ oo X)P = [ (0 SO Kea + o+ P =
=‘£ Ly SidP- | (Xesr + ..+ X)dP = 0.

Din aceste observatii rezultd

{ S2dP > | S2dP > *P(4y), k=1,2,...,n.
Ar Ar
. Aceasta ne permite si scriem

n ) N : .
Y! D3(X) = D¥(S,) = [ S2dP > [ SidP =
k=1 . : o] - A

&

1=
Butemm

1Ar

n
SEAP > kzle"P(Ak) = e2P(4).

in concluzie

P(A) < %2 DYXy).
k=1
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, Teorcma 3. Daci (X,,) esle un gir de variabile aleatoare mdependenlr*
din .0, astfel ca: .

ME) =0, (>1); % DHX,) <

n=1

§

n
atunci seria Z X, converge a.s.
n=1

Demonslraﬁe. Notim Y, = Qup | Spsr — Sm| si demonstrim ci

inf Y, = 0 ceca ce echivaleazd cu convergenta a.s. a seriei TN,.
m a.s.
Conform teoremei precedente

m+n
1 2 'd
Pt(\sul)l Sme:— Sul > €) o E D¥(X,)

{=m+1
iar de aici .

1
P < — 2 “Xi)e
P(Yp > €) < — > D¥X)

i>m

Daci facem m — oo in

P(mf V> e) < 2 D(X))

[}

i>m
rezulti
P(inf Y, > ¢) =
cu ¢ > 0 arbitrar.
o !
" - . X v pe : -
Lema 2. Dacd 2, €<= R, n > 1 astfel ca seria E —sd fie convergenid
n
n=1
n
s 1
alunci lim — z, = 0.
n-on n N
k=1

n
Demonstrafie. Dacd s, = E :— - (n 2 1) atuneci

[ k=1 .
€, Ty X, &y
Sn_—"—“l'" +‘_+—'+'—:
n : 2 1
a, T x
Sp— Sy = == - {';a‘JI“;):
n
X,
Sp—38, =2 J ... =
n 3
&,
Sa '—511—1 = .

. n
Adunind relafiile scrise obiin»m
n—1

o\ n*"n“‘—zsk Z

i=1
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| - . n - ' n—1

si lema este demonstrati deoarece
n—1

. E‘sb ->a; n-— o, Cezaro)
k=1

S>> a=

n—1

Teorema 4. Dacd (X,) esle un sir de variabile alealoure independente
s , DX, . - :
din B, si E -—(—") < o alunci \ : -
ns -

. n

n->00 I

lim 1 S E—ME) =0
i=1 . A Q8.

sirul (X,) urmeazd legea tare a numerelor mari.

Demonstrafie. Fie Y, = (X, — M(Xs)), (2 > 1). Avem :
oo ‘

EDZ(Y,,) =2;’:D2(Xn) < w; MY, =0, (n‘ > 1)

n=1 n=1

i

Conform teoremei 3 sel;iaz Y, = Zl (Xs — M(X,)) este conver-
n

gentd a.s. si deci conform lemei 2 :

n n : '
.1 .1 s\
n].l)lol:-';" 1 IT{ —n]if:; El (Xt—'M(}H»"Q
= =

Teorema 5. (Kolmogorov). Dacd (X,) este un sir de variabile aleatoare
independente integrabile avind acccasi lege de probabilitale, atunci

n

1 )

~ E :X-—; M(X), (n-> )
o~ .

V( sirul (X,) urmeazi legea tare a numerelor mari).

Demonstrafie. Introducem trunchiata la n a variabilei X, :

T = { Xa(e) daci | X,(w)| < n.
" 0 dacd | X,(w)| > n.

‘Daci ¢ lim sup {| X,| > n} atunci existdi N(o) astfel ca
n> N(w) = X,(0) = X,(0):
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Dar P(hm sup {|X nl}) = 0. Intr-adevar ] |

DL ZP(IXI> ZP(|X1 >n) < M(|X]) <
B si conform lemei Borel- Cantelh

- A P(hm sup {| X, 20|} =0. ‘
" Din cele spuse rezulta ci este suficient si aritim ci sirul (X,) urmeazi
.legea tare a numerelor mari. Trecerea de la sirul (X ) la sirul (X,,) prezinta

avantajul c# cel de al doilea este sir 2, (defaptsir in £,,- 1< p< ) deoa-
rece pentru orice n > 1 variabila X, este a.s. marginitd. Avem :

: n—1 .
DYR) < M(X2) = f xxP=Y | |X3|dP<
{!X“|<n} ) k=0 {k<|Xﬂ|<k+1}

n—1 .
ski__‘,o(k + 1)%P(k < | X, | <k +1).

in consecinti

o n—1
ZD(X“)<ZE(“” PGk < IX1|<k+l)—
n=1 ) n=1 k—O

-]

=Z(k+ 1)213(1: | X, | <k+ 1)2—

=0 n—k+1

<3 +A20kP(k <X | V<k+/1) <34 M(|X,]) <
~ Am folosit aici evaludrile

E En\n—l) ’(nil———l—)=}l:'

n
n=k+1 n=k+1 n=k+1

gokp(k <IX| <kt D < MK,
|X1| <k+41)=2

-]
22P
E';F & < | X |<k+1 <l
fntrueft l
T2
n!
n=1

conform teoremei 4 sirul (X,) urmeazi legea tare a numerelor mari
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. Teorema 6. Dacd (X,,) esté un sir de varzabzle alealoare mdependente avind
aceeasi lege de probabilitate si M(] X,,l) = o (n > 1) atunci

S
lim su ISal =4+ o
n-»o n a.s.,

Demonstrafie. In conditiile teoremei

’ ijP(IXII >n)> M(|X{|)—1= c.

~ Dar deoarece variabilele X, (n > 1) au aceeasi lege de probabxhtate :

N ZP(|X1 >n)=§P([X| ©

si evenimentele {| X, | > n} (n > 1) sint independente. Conform lemei Borel-
Cantelli : - :

P(hmsup{|X | = n}) =1
Pe de altd parte

%> ncfis| ?f}u{'s"‘-*'? 3}

p (lim sup{| Sal = l}) =1,
. n-sco 2

Acest rafionament il putem face si pentru sirul de variabile aleatoare

. . .o
(2l X,,) , unde a > 0 este o constanta arbitraré, acesta avind proprietitile
a ]

sirului (Xﬂ) varlabxlele-—X,,, n > 1 sint mdependente au aceeasi lege de

de unde rezulta

\

probahlhtate si M I—Xll = o0,

-Rezulti . :
p (lim sup{-lﬁl- > a}) =1
) " neo n :

’pehtru orice a > 0. Evident, pentru orice & < lim sup {li‘-l >a }
: . L ; n B

| 3,.(!») |

lim sup ~—===2L 5 ¢,
n—oo n

Cu alte cuvinte :

lim sup ]—I =a - as.

n-sco ,

oricare ar fi @ > 0. Daci considerim a fntreg

lim sup{I S '.— co} =N limsup{l Sal 5 a}
n a : n :
~si deci _
lim sup I—S—I = o
n—-»% n
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Urmitoarza teoremi este o reciproci a teoremei 5.
Teorem2 7. Dacd (X,) esle un sir de variabile alealoare independente i
echidistribuile si dacd existd Y a.s. fmtla as!fel ca

Ay .
=¥ (n — o)
n Q.S. .

alunci variabilele aleatoare X,, n > 1 sini integrabile si
. Y = M(Xl).

Mentionim mai intii ci putem — pe baza legii (0, 1) — si considerim
de la inceput Y = ¢ = K. Dar nu este nevoie de aceastd ipotezd. '

a.S.
Demonstrafie. Stim ¢i

1’+'§1P(|x1| >n) = 1+nglp(|x,,| >n

M([%,]) <

Pe de altd parte
Su“sn—l=su n—1 . Sa1 ‘_>0

n n n—1 s

X
n n

Datoritd acestui fapt .
n}) = P(lim sup{'x"‘ > 1}] . 0
. n .

n=»oco

P(im sup {| X, | >

[ Xl > 1}, n > lirsint independente avem conforin

si mtrucxt ev emmentele{
n

lamei Borel-Cantelli
}:P(IX | > n) <

cu consecinfa’ ¢ X, este mtegrabxla Iar conform teoremei 5 ¥ = BM(X,).
a.s.




! CAPITOLUL 3

STATISTICA MATEMATICA

3.1. POPULATIE STATISTICA

Statxstxca matematici este una dm ramurile moderne ale matematicii,
. care se ocupd cu gruparea, analiza si xnterpretarea datelor referitoare la
anumite fenomene, precum s$i cu unele previziuni privind producerea lor

- viitoare.

. La baza statisticii matematice sti notiunea de probabilitate. Am vizut
<d teoria probabilitafilor se ocupa de studiul variabilelor aleatoare si al

‘proceselor stochastice, de modul de repartizare a frecventelor acestora,
utilizind in acest scop metodele deductive ale matematicii. Statistica mate-
matici urmeazi o cale inversa.

Porinind de la cunoagterea modului de repartizare a frecventelor statis-
tica matematicé isi propune ca prin metode inductive si obtinid informatii
weferitoare la legile de probabilitate ale fenomenului care a produs frecven-
‘tele. :

In cadrul analizei statistice a unui fenomen actioneazi mai fntii sta-
tistica formald sau descriptivii, care se ocupd cu culegerea datelor asupra
‘fenomenului respectiv si cu inregistrarea _datelor. Intervine apoi statistica
matematici, cu ajutorul cireia datele sint anahzate si interpretate.

Vom numi, populafie stafisticd, sau mai simplu populafie, orice mullime
<are formeazd obiectul unel analize slalislice. Elementele unei populafii stalistice
- .se numesc unitdli slalistice sau indivizi. Trisitura comuni tuturor unititilor unei
populatii se numeste caracteristica.

Iati citeva exemple de populafii statistice :

a) Ne infereseazd repartifia_ elevzlor dintr-o clasﬁ dupt" nolele oblmu'e la
Mmalematicd. :

— mul{imea {uturor elevilor din clasd formeazd populaiia stalisticd,

— ftecare elev este: o unifale stafislicd, '

— nota obfinufd la mafemalicd esle caracteristica studiald.

: \
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- b) Urmdrim studiul statistic al numdrului. de locuilori din comunele rurale
ale unei tdari: . ' B

.— mulfimea comunelor rurale formeaza populafia stalistied;

— fiecare comund rurald constituie o unitafe stafislicd,

— numdrul de locuitori dintr-o comund rurald la data considératd repre"mlar
caracteristica studiatd.

¢) Considerdm repariifia unei colectivitdfi de recrufi _dupc‘i- ir'zc‘il,timed st

greutatea corpului :
— ‘mulfimea recrufilor consliluie Igopulatza slatisticd,
— fiecare recrut reprezmta 1] unztate statzst;ca,
— egistd. doud caracleristici : inal;zmea si greulatea. corporald.

Din punct de vedere matematic, o populatie statisticd este o partitic
a unei mulfimi E :- ' —_—

= {Als Az: L] An}

Submuli;lmlle A= 1 2 v ey n) poarta ‘numele de clase. Unititile sta-
tistice, care compun o clasi Ai=1,2,..,n) sint alése pe baza unei
relatii R. De exemplu la populatia a): ;

2Ry, x si y au aceeasi noti la matematicd (x € 4, y € A)).

Se verifica fira dificultate ci R este o relajie de echivalenti.

Relafia de echivalentd definitd pe o mulfime statistici sau o populatie

reprezintd caracteristica populatlel. ,
Fie ni = 1, 2,..., n) cardinalul clasei A, i=1, 2,...,n). Cunoasterea

relatiei de echlvalenta nu ne poate da informatii asupra populai;xcx consi-

derate. In acest scop, trebuie si folosim numerele n,(i =1, 2,..., n). De
exemplu, daci in cazul popula’;ieia numirul elevilor care au notele 8, 9, 10
este mare $l nu avem nici un elev cu note mai mici de 5, putem trage
concluzia c¢i avem o clasi buni la matematici. Numerele n,(i = 1, 2,..., n)
poarti numele de frecvente de clase sail de grupe.

Caracteristicile pot fi cantitative sau calitative. La populatia b, de exem-
plu caracteristica studiatfi este calitativd. La populatxa ¢ caracteristica:
studiatii este misurabild, cantitativa. -

Si- considerim o populatie, format# din n unitati, i, pentru care eXistid
doud caracteristici calitative A si B.

Si notim prin (4) numirul celor care prezintd caracteristica A i
prin (B) numirul celor care au-caracteristica B. S& dbservam cd in general
avem : ,

, (4) +(B) >

pentru cid pot exista umtatz care au ambele caractere. De e\emplu, daci A

se referd la faptul ¢i un locuitor dintr-o populatie poseda un frxgnder si B

un televizor,.se poate si existe locuitori~care au si frigider si televizor.
In populatia considerati, notim prin (4), numirul‘unitétilor care nu

au caracteristica A. De asemenea, mai insemnim prin (AB) numirul celor

care au ambele caracteristici A- si B. Cu aceastd notatie, (AB) inseamna,.

.. de pildd, numirul celor care nu posedd caracteristica A si-au caracteris~

tica B. »
Avem relatiile evidente :

_(B)+ (B)=n,

@W+@=n,




(I)  (AB)+ 4By = (4),
(AB) + (AB) = (B),
(AB) + (AB) = (4),
(AB) + (4B) = (B).

Din relatiile de mai sus deducem :

(AB) = (A)— (AB),

(I)  (AB)=(B)—(4B),
(AB) = n— (A)—(B) + (4B).

in formulele (II) trebuie si avem °

(AB)>0, (AB)>0, (A4B)>0
Primele dbu:‘i inegaliti{i nu dau nimic semnificativ, deoarece este eviden_t 5

(4) > (AB), (B) > (4B).-
In schimb ultima inegalitate ne arati ci trebuie si avem::
Iy  n—(A)— B+ (4B) >

adicd o condxtle necesarid pentru ca si existe populatia statistica.

Exemplu Inir-o comund sint 1560 familii, dintre care 881 du televizor,

975" frigider si 660 au i televizor i frigider.

Cite familii n-au nici lelevizor, nici frzgider ?
Rezoloare, Aplicﬁm ultima dintre_formulele (In:

(AB) = 1560 — 881 — 975 + 680 = 364.

Deci 364 n-au nici televizor nici frigider. ]
_ Sa considerim acum o populatie la care ne intereseazi trei caractere calitative
A, B, C.

in acest caz, vom avea urmitoarele frecvente, corespunzétoare diferitelor grupérl
- de caracteristicl

0, caracteristici { . n
1 caracteristici  (A), (B): (C); @), (B, (©)
2 caracteristici (AB) (BC) (CA) SR
(4B) (BC) (C4)
(AB) (BC) (CA)
(AB) (BC) (C4)
3 caracteristici (ABC) (ABC)
(A BC) (ABC)
(ABC) (ABQ)
' (ABC) (4BC)
Avem in total 27 de grup#ri, intre care existd anumite relatii.

Toate grupiirile se pot cxprlma in raport cu n, (4), (B), (C), (AB), (BC). (CA),
(ABC).
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Avem: ‘ - ‘

@A) =n—(4)

(AB) = (B) — (4B),

(B) =n— (4) — (B) + (AB),

TBC) = (BC) — (4B0C),

(ABC) = (C) — (AC) — (BC) + (ABC),

(ABD) = n — (A) — (B) — (C) + (AB) + (BC) + (C4) — (.um)
si corelativele acestor formule, objinute prin permutiri circulare,
Pentru ca populatia si existe rezultit din formulele de mai sus cA trebuie si avem » )

‘ (4) — (AB) — (AC) + (ABC) > 0, ’ '

(1v) (B) — (BC) -~ (BA) + (ABC) = 0

(C) — (CB) — (AC) + (ABC) = 0 .

n — (4) = (B) — (€) + (4B) + (BC) + (CA) — (4BC) = 0

Exempla. Completdm cxemplul precedent in felul urmdlor : in comund
sint 1560 familii, dintre care 881 au felevizor, 975 [rigider, 370 magiadg de
spilat. Statistica ne arald cé existd 525 care au lelevizor si fuqzder, 920 care
au frigider si masind de spalut 215 care au masind de spalal si lelevizor, 176
care au felevizor, masind de spdlat si frigider. Cile familii n-au nici felevizor,
nici frigider, nici masind de spdlai : 2 Cile familii au numai televizor ?

Rezolvare. Avem:
(A) = 881 ; (B) = 975; (C) = 370;
(AB) = 525 =; (BC) = 220; (C4) = 215’
(ABC) = 176.
Tormulele (IV), cu aceste date, sint indeplinite.
Peniru prima intrebare avem:
(ABC) = n — (4) — (B) — (C) + (AB) + (BC) + (CA) — (ALC) =
= 1560 — 881 — 975 — 370 4 525 +4 220 4 215 — 176 = 118.
Pentru intrebarea a doua: ‘
(ABC) = (4) — (AB) — (AC) + (ABC) = 881 — 525 — 215 + 176 = 317.
Deet, 118 familii n-au televizor, frigider si masinid de spflat, far 317 au numai te-
levizor.

Exemplu. La exemplul anlerior mai addugdm urmdloarele . informafii:
60% din populatie aparfine mediului rural, 30% au fost injectafi din mediul
rural, care s-au tmbolnédvit. Inire ce llmztc variazd procenfele corespunziloare
peniru : .

(i.b) = injectalii bolnavi,

(b.r) = bolnavii din medinl rural,

(ix) = injectafii din mediul rural.

Rezolvare. Notim prin
A = caracteristica privind injectarea,
B = caracteristica privind fmbolniivirea,
C = caracteristica privind mediul rural.
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‘Avem urmitoarcle date: o

= 100, (4) = 90, (B) = 40, (C) = 60, (ABC) = 50.
Notim . '
(AD) =z, (BC) = g, (CA) =1,

Formulele (V) ne dau:

n

e
IR
s e

@™

H N A

“
T wn
/
=)
<
3

< 8
+ 4

Z +y 4= > 120,
Din ultimele douj Inegalitati deducem:
120—2 <y +:<90,
120 — = < 90,
x = 30.
Pe de alld parte:
= (4D) < (A) = 90,
T = (AB) < (D) = 40,
T << 40
si deci
30 <z g A, '
In mod anajog deducem
o 0<y <40,
) 50 < £ < 60.
Sc vede uger ca acesie margini pot fi atinse. Prin urmare, procentual injcéta;ii
bolnavi variazii Iatre 30% si 40% din totalul Populatici. Din plusul de datefatd
de exemplele anterioare, rezulti o delimitare maj strinsil pentru acest procent.
Bolnavii din mediul rural, reprezintd un procent mai mic, saun egal cu 40%. Re--
{inem’ cii 409% dii populafia tolali s-a imbolnivit de gripd. Decl numirul bolna-
vilor din medlul rural este procentyal mai mic sau numai in cazuri exceptionale

acelas. In sfirsit un procent cuprins jntre 50% st 60% din populatia rurald a fost
injectatd, ‘ ’ ‘ '

Putem: in acelasi mod si considerim cazul cind avem patru sau mai
multe caracteristici calitative. : :

Fie Ai=1, 2,.. L), n caracteristici calitative. - Vom avea diferite. .
grupari de tipul A4, A, ... 4,, unde ji, jo,. .., J, iau valori distincte cuprinse
intre 1 si n inclusiv, jar r = 1, 2,..%, n. Numaral grupdrilor A;,; A; — Ay,

pentru r fixat, este C} si cum r variazi de la 1 la n, rezulta ¢i avem

1+ G+ G+ .+ =1+ 1y =2,

Dar mai avem si grupdri de tipul 4], Aj,..., A}, unde A}, poate
lea una din valorile 4, sau A4;,. Pentru J1s Jes . o Jr dati se vede imediat -ca
numérul grupdriler Aj, Aj,..., A} este 2. Prin urmare, numirul total
al grupirilor cind facem si varieze si indicii j,, j,,..., J,, cste ’

14203+ 2°CG+. ..+ 2°C2 = (1 + 2y = 37,

. Avem un numir mare de grupdri. Pentru n = 3 existd 3% = 27 grupiri,
pe care le-am scris la pag. 303. Pentru n = 4 existi 3% — 81 de grupéri
si asa mai departe. Este de remarcat cii toate grupitrile de forma Aj,
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Aj,..., A} se exprimi in raport cu grupérile 4,, 44, .. A,,, iar grupirile
confinind un numir oarecare de termeni se exprima in raport cu grupdrile
cu un numir superior de¢ termeni. Numerele de unititi avind caracteristicile
A}, Aj,..., A} indeplinesc niste relatii, pe care le-am intilnit in partea I
la studiul probabilititilor evenimentelor compatibile. -

Notam : . '

SW= . Aps Agp Age i An)s
£ 1<i.<f.s):...<h A Ase A )

Expresiile (4f,, A3,,...,4;) se exprimi linear in raport cu S,

De exemplu, numirul de unititi statistice pentru care sint verificate
r caracteristici si (n — r) nu sint verificate. este

n—r
‘ kzo(—l)fca,, S8, (r=0,1,...,n).

Caracteristicile cantitative se prezintii atunei cind pot fi masurate in
numere reale. De exemplu, populafia obfinutd prin repartizarea unor recrufi
dupi greutatea corporald se referd la o caracleristicd de tip eanfitativ.

De obicei, repartizarea se face grupind datele.

Sa considerim astfel populatia formati. de 120 recruii, grupati dupd
inalfimea lor. . . :

- Tabelul 1

176 | 173 | 161 | 171 | 174 | 168 | 178 | 166 | 169 | 172
181 | 172 | 163 | 174 | 173 | 169 | 172} 175 | 158 | 182
186 | 190 | 173 173 | 169 | 17t | 176 | 172 | 188 | 175
162 | 170 | 176 | 177 | 171 | 164 | 162.| 175 | 176 | 178
170 | 176 | 178 | 164 | 174 | 177 | 180 | 175 | 175 | 180
174 | 171 | 175 170 | 179 | 186 | 177 | 178 | 169 | 180
188 | 173 | 172 | 174 | 183 | 177 | 176°| 177 | 181 | 159
183 | 174 | 179 | 167 | 165 | 182 | 176 | 178 | 171 | 169
168 | 179 | 177 | 177 | 181 | 178 | 184 | 177 | 173 | 177
162 | 177| 173 170} 176 | 170 | 170 | 168 | 174 | 175
173! 178 | 185 | 185 | 171 | 165 167 | 174 | 175 | 172
179 | 168 | 171 | 175 | 165 | 178 | 172 | 175 | 166 | 171

Tabela, din cauza multimii datelor si neordondrii lor, ne permite cu
greutate si tragem unele concluzii, Putem insd s-o scriem sub forma ur-
mitoare : ‘

. ’ Tabelul 2

cm p?rl; cm p?:s cm Nr. pers. cm ;:;;‘ cm pI:;s
158 i 165 3 171 8 177 9 183 2
159 1 166 2 172 7 178 7 184 1
161, 1 167 2 178 8 179 5 185 | 2
162 3 . 168 4 174 9 180 3 /186 2
163 1 169 5 175 10 181 3 188 2
164 2 170 5 176 - 9 182 2 © 190 1
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Sub aceasti formi, se pot desprinde imediat unele observatii. Astfel
- cele mai multe persoane se gasesc in jurul iniltimii de 175 cm, jar la fnil--
{imjle extreme existi puline persoane. ’ S
Putem insi merge si mai departe si si efectuim o grupare a datelor,
.contopind mai multe dimensiuni ale caracteristicii..

Tabelul 3
l 7

-CIasa de valori (em) Nr. pers.

160 : 9
160—165 i
165—-170 TR
170—175 ' 37
175180 . 40 ) o
180—185 11 : T
. 185—190 7 :

Aceasti tabeld a fost calculaty dupd tabela 2 dupi regula urmitoare :
- intervalul 160—165 cuprinde valorile n ale caracteristicii pentru care
160 < = < 165 si aplicind acelasi procedeu §i pentru celelalte intervale. .
Numirul de unititi corespunzitoare valorii = a caracteristicii poarti
numele de caracteristici. De exemplu, in tabela 2 frecventa corespunzitoare
indltimii 175 cm, este 10. In tabela 3, frecventa corespunzitoare clasei
175—180 este 40. .
Suma frecx"entelor ne da efectivul total al populatiei. Am ardtat, refe- .
ritor la tabela 1, ¢i ordonarea datelor prezinti avantaj la tragerea unor
_concluzii. in cazul cind populatia este mici aceasti observatie nu prezinti
mare importantd, dar cind avem sute de mii sau milioane de unititi, ordo-
narea datelor devine o necesitate. Si considerim astfel tabela care urmeazi.

Tabela 4
Distributia populatiei R.S.R. pr grupe de virstid
la data de 1 iulie, 1978
0— 4 ani 2 006 897 60—64 ani - 718 074
- 5— 9 ani- 2 014 500 65—69 ani 891870 R
10—14 ani 1659 658" ‘ 7074 ani 653 898 L
15—19 ani 1542060 ° 75—179 ani 411 103 )
20—24 ani . 1849583 80—84 ani " 183 813.
2599 ani 1724 042 - 85 ani §i peste 89 905
30—34ani - | - 1296720 - - : "
35—39 ani . 1367387 — — ) s
40~—44 ani 1537729 - - o
45—49 ani 1498 522 L= . -
50—54 ani 1372774 - -
- 55—59 ani 1036188 - - -
TOTAL 21 854 622 !
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fn acest caz, necesitatea grupirii este evidentd. o

Grupele nu corespund intotdeauna la intervale egale. De multe orf
pe statistician il intereseazd frecvenfa corespunzitoare unui interval care ni
se giseste cuprins in tabeld, dar care poate fi dedus prin interpolare.

Exemplu. Ni se dau frecvenlele corespunzdtoare, in procente, pentru urmd-
toarele grupe de virste ; prin notind virsta : ‘

12<z<15. ... ... . 79%

B<z<2 . ...."% ... 89%

0W<r<30. .. ......180%
Se cere procentul peniru grupa 15 < z < 16.

Rezolvare. Insemnim numiirul de ani pe axa abseiselor, luind intervalul (0, 2) pentru du-
rata unui an si originea pentru virsta de 15 ani. Avem urmitoarea corespondenid :

Virsta ‘ Valoarea abscisei
12 ani T 08
15 ani 0
20 ani 1
- ) 30 ani T 3

Vom proceda prin interpolare. Avem tref g}upe de virstﬁ,r Se impune de aceea
folosirea pentru interpolare al unui polinom de gradul al doilea :
f(®) = a, + a,x + agt.

Trebuie sd avem :

jof(x)d:c =179; 'Ilf(:r)dx =89; _fsf(x)dx =18,
—0,6 . i} . 1
Obfinem’ sistemul liniar : 7

—0,6a, — 0,182, -+ 0,072a2, = 7.9 ;

g + 0,50, -+ 0,333a, = 8,9;

26
2a, + 4, -:——’~ a, = 18;

care ne di:
A a4, = 11,117 ; a, = 5,933 ; a, = 2,25
f(x) = 11,117 — 5,933z -+ 2,252%, -
Frecvenia corespunzitoare intérva]ului
1I5gx<16
este datd de integrala
0,2 ' :

' | (11,117 — 5,933z + 2,25a7)dx = 2,11.
V]

Foarte des se foloseste frecvenia cumulata. Fie x o valoare a carac-
teristicii. Numim frecventd cumulatiz F(z) suma frecventelor absolute ale
tuturor valorilor caracteristicii pind la z. - i
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Considerim pbbul’étia formatd din' notele la tez# a unei clase formati
- din 40 de elevi:

Nola F recvﬁn{a a’so- Frecvenfa cumulatd
uld )

2 . 1 1

3 1 2

4 2 4

5 4 8 -

6 7 15

7 15 30 ‘ -
8 6 * 36

9 3 39
10 1 40 b

Frecventa absoluti ne di numirul elevilor care au 0 anumiti noti,
De exemplu, nota 7 au obtinut 15 elevi. Frecventa cumulati ne aratai o
cifi elevi au obfinut o noti mai mici decit 7. o
Modelul teoretic al frecventei cumulate este func{ia de repartitic din Coor
teoria probabilititilor. ,
Vom da o altd solutie exemplului precedent folosind cumularea frec-
venlelor. Notind prin z virsta, avem urmitoarele date )

R<z<Ib. L 0L 79%

12<s<20. . ... ... .168%
12<2<30. . ... ... . 348%.

Plecim de la polinomul
(@) = a + a2 + a7,
pentru‘care punem conditiile :
f(0) =79, f(1)=168, f(3)=348.

Pentru determinarea lui f(xr) vom folosi formula de interpolare a lui

Lagrange, care ne di expresia unui polinom de gradul n, cars pentru
T=2x(=0,1, 2,...,n)ia respectiv valorile y,(i = 0, 1,..., n).
Acest polincm se poate pune sub forma ] :

n

2 (& =TT — Z). . (T = T g )T — Tpy). . (T — Ty)
(x

= T (T — Ta)e o (T — T N &p — Tpga). . (T — T,)

Y.

k=0

Pentru k = 2 si tinind seami de valorile lui f(x) in punctele z = 0,
=1, x =3, avem : : ‘
. [

() =17,9 Q’"_l);.___(x"'d)_ 16,8 a'(“’.2-‘3) + 3438 x(:c(—; o

Rezulti :
100,2) = 9,675 ;
[(0,2) — f(0) = 1,78.
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Obtinem valoarea 1,78%. Prin cealalti metod3d am gasit 2,11%. Dife-
renta dintre cele doud valori este 0,33%. :

Desigur, aceastd problemd nu admite. o solutie unici. Folosind alte
metode de interpolare, vom gisi alte valori, diferite intre ele dar in general
apropiate. o ‘ : : ' )

Existi o relatie analoagi cu formula lui Boole, datd in partea I pentru -
probabilitafi : — : o

[ An. s A > (4D + (4D + ..+ (A — (n—Dn.

Demoiistratia s¢ poate-da “priv-ifduciie completd, cum am procedat la
pag. 218. Trecind insd la grupirile superioare demonstratia este imediata.
Avem : ;

‘ == S(A]’.’ A;s DN ¥ A;n)

unde S inseamni insumarea tuturor termenilor in care Aj ia valorile 4,
sau 4, (j=1, 2,...,m) in toate modurile posibile. =
De exemplu :

SUAIAD = (Aihd + (4d) + (i) + (AidD.

‘

Cum : . ) »
(4, = S(Ay As. . Ag), (Ag) = S(As, Ay Ase s Ag)se e
_rezultd ci trebuie si demonstram cd -
S(AAL. .., Al + S(AIALAL. . A+ S(Aids. . ApaAn) —
—(@n—1)S(A14z.. .., An) < (414000 An)

Termenii (A;, Ag..., An) se reduc.

- De asemenea se reduc termenii de forma (A4,4,4;...Ay), iar care. avem
dousi caracteristici complementare si (m — 2) directe. »

Toti ceilal{i termeni, care rimin in primul membru se inmuliesc cu
coeficienti negativi, astfel incit inegalitatea este evidenta. R

Exemplu. La un inslitut de invdfdmint superior se dau la. mafematicd
examene la urmdfoarele discipline : analizd, geometrie, informalicd. Au pro-
movat la sfirgilul sesiunii de eramene 89% studenfi la analizd, 91% studenfi
ld geometrie 51 92% studenti la informalicd. Se cere numdrul minim de studenfi
inlearaligti. - o

Rezolvare. Luim n = 100 si aplicim formula
(ABC) = (4) + (B) + (C) — 200
ﬁnde .
(4) = 89, (B) =91, (C) = 92

,obtinem:- e
~+ (ABC) = 72. -

Deci avem cel putin 72% integraligti.
Si vedem in ce caz aceastd limitd este atinsii.
Deci trebuie sii avem: ’

(4BC) = (4) + (B) + (C) — 200.
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Tinind seama c&
100 = (ABCy + (ABC) *+ (4BC) + (ABC) + (ABC) + (ABO) + |
+@bo) + @BO)
A(A) = (ABC) + (ABC) + (ABC) + (ABC) ete.
rezultd ci . . ' :
(ABC) = (ABC) + (ABE) + (ABC) + (ABC) + (ABC) +
+ (ABC) + (ABT) + (ABC) + (ABC) + (ABC) +
© + (4B0) + (ABC) — 24 BC) — 2(ABC) — AABC) —
—2(ABC) — 2(ABC) — 2(ABC) — 2(ABC) — 2(ABC) '
+osau
—(4BC) — (ABC) — (4BC) ~ 2(1FC) = 0,
" ceea ce nu‘z e posibil decit daci
(4BC) =0, (ABC)~0, (ABG) =0, (AFE) = 0.

Deci numirul minim de integralisti se obfine atunci cind nu existd nici un stu-
- dent care’ a efizut la mai mult de o materie.
Intr-adevir:

e

(BZ) = (ABC) + (ABC) = 0.
La fel: :

'(AB) =0, (I6) =0, (AFE) = 0.

3.2. VALORI MEDII. MOMENTE

In prima parte a acestei lucriri am definit notiunea de valoare medie
si de momente pentru o variabili aleatoare. Definitia din teoria probabili-
giilor se pistreaza si in statisticd, finlocuind fn toate formulele probabilitatea
prin frecventi. Astfel, daci avem o variabili aleatoare

X:(al, az,...,am) 7 ‘

Pl’ Pzn LRE ] pm
valoarea medie M(X)ieste dati de relafia

MEX)=Ypa @)

In cazul unei populatii statistice sauja unei variabile ‘statistice

Y:(a" az?.'. .,am)
fis foseeos fm
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unde a; (i = 1, 2,..., m) sint caracteristici cantitative, iar f(i=1,2,...,m)

frecvente (f; > 0, %f‘ = 1), valoarea medie este
| & )

m
M(Y) = igif,ai. , . e
In acelasi mod definim valoarea medie a unei puteri-
. o
M(Y") = Yfudh @

media de ordinul r
\

st @

Proprietitile formale pe care le-am expus pentru mediile probabilistice
se pastreazii fard nici o modificare si peniru mediile statistice. Existd insd
uncle deosebiri rezultind din modul de utilizare a celor douid categorii de
medii. Mediile din teoria probabilitiitilor servesc pentru studiul teoretic al
variabilelor aleatoare, pe cind mediile statistice pentru determinarea unor
valori tipice, care pot caracteriza in mod simplu si sugestiv populatiile sta-
tistice. Mediile din teoria probabilitdfilor au, un- caracter teoretic, pe cind
mediile din statistici un caracter empiric. Mediile statistice slujesc pentru
studicrea unei populatii statistice determinate, rezultate dintr-o experienta.

Mediile pot pune in evidentd unele caracteristici ale unei populatii. Daca
intr-6 clasa media notelor trimsstriale ale elevilor la istoric este 8,00 se
poate afirma ca elevii si-au facut datoria la aceastil disciplind. Pentru’
acest motiv, mediile poarti numele $i-de valori tipice ale populatiilor sta-
tistice. ,

Mediile se impart in douid mari categorii:

a) medii de pozifie, _

b) medii de impristiere.

Cele mai utilizate medii de pozitie sint: media aritmetica, mediana,
mcdulul, media geometrici, media armonica. ’

Cele mai utilizate medii de impristiere sint : dispersia si amplitudinea
(rangul). ) — o

Vom examina fiecare din aceste medii in parte.

Media aritinetici este cea mai rispindild medie de pozitie.

Dacii avem o populafic statistici datd prin valorile caracteristicii in
n probe : -

X: (Xl’ X:.’ ey Xm)
. media aritmetici este datdi de formula:
g Kk Nk X
m

®)

Daca pentra ficcare caracteristicd avem frecventa absolutd n(i =
=1, 2,...,m) media aritmeticd este
mX, + mX, +...4+n,Xn -

{ = . ‘ 6
‘ e MmiFnad.o4n, : ©)
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tn cazul frecventelor rélat_ive :

fo=
E ng
; i=1 ' A
X=X+ feXat -t [aXn ‘ )]

deoarece
. m
Xfi=

Media aritmetic a variabilei statistice X se noteazi de obicei prin X
Media aritmetici este atit .de raspindit3, incit atunci cind se vorbeste de

‘medie in general, fird a se mentiona natura ei, se infelege media aritmetica.

De exemplu, cind vorbim de media unei clase, de recolta medie la hectar, etc.
intelegem media aritmetici.
Calculul mediei aritmetice este samplu de aceea nu insistdm asupra lui.
Dacid asezidm valorile variabilei in ordine crescitoare, mediana, este

valoarea centrald, pentra care valorile mai mari sau mai mici decit ea apar

cu frecvenfe egale. Mediana este o medie de pozitie.
Mediana nu este totdeauna unic determinaté. Astfel,'dacd avem un numar
impar de termeni
- , : xlxz R Y M SR, 2
mediana este x,. :
in cazul unpi numir par de termeni

X)Xy, .. :!‘,;:v,,“. oo Tap

mediana este un numir cuprins intre x, §i Z,,,, care poate fi ales egal cu

media aritmetici a acestor termeni.
In cazul cind pentru valorile z,, avem frecventele foi=12,...,m,

. caleculul medianei se face de cele mai multe ori prin mterpolare, folosind

frecventa cumulatd, corespunzitoare functiei de repartitie, din teoria pro-
babilitatilor.
Ne propunem sd calculdm, ca un exemplu, ‘mediana pentru urmitorul
tablou’ statistic : - -
- : " Tabela &
Distribugia precipitatiilor atmosferice la noi in gardt
fn inlerva_lul‘ 1896 —1938 In timpul verii, im raport
cu cantitatea. de apd

f(x) - F(x)=_3%, [(§)
o lloctl A
115 2 2
145 0 8
175 6 14
205 - 15 29
235 6 35
265 1 36
295 3 39
325 1 40
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Medxana eorespunde valorii 20, adlci ]umatate din 40. :

Valoarea 20 este cuprinsi in ultima coloani intre 14 §i 20 care corespund
intervalului (175, 205) de valori ale variabilelor.

Avem urmitoarea corespondenti :

x 14 175
15 | 20 T
29 205

Prin interpolare lineari rezulti
x—175 205 — 175
20 — 14 29 — 14
x = 187.

Aceasta este valoarea medianei.
Mediana se bucuri de unele proprietiti interesante, care rezulti din
definitia ei.

Pentru distributiile dlscrete, notind mediana prin §, trebuie si avem :

D=3 h==

k<t k>E -

iar pentru distributiile continue

_i f(z)dz = S f(z)dz = % .

Ambele cazuri pot fi cuprmse in aceeasi notafie, folosind integrala
Stieltjes : .

g +oo

S dF (z) = S dF (z) =% ®
unde F(z) este functia de repartitie pentru variabilele aleatoare si functie de
frecvent{d cumulati pentru distributiile statistice.

Teoremi. Suma abaterilor absolute in raport cu un punct de abscisd a este
minimd cind a coincide cu valoarea medianei.

Demonstrafie. Considerim un punct ‘arbitrar b > a
Avem de examinat urmitoarele cazuri :
1) £ < a < b. Rezulti

Jo—altF@ = | @—aare) =_1<b — 9iFE — | F@O—a @
2Qa<<z<gbd

b b _ b b

J e aldF@) = J 6— b = — § (o— 9aF @)+ 06— 0 ar@) @)
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t

a<bgz
) b +oo o -
{ |z —a| dF (z) = {(x—a)dF(x); ,{ (x—D)dF(x) + (b —a) { dF(z) (y)

Adunind relatiile (@), (8), (v) obtinem :

+o0 +00 L b . a K- .
_ﬁx — a| dF (z) =_£ [z — b dFA(x)—‘2‘j;(b‘—x)dF(x)‘—_(b —a) [ _{o dF (z)— aj "dF(z)]

~

Luind a = &, rezulti

400 v +00 . b .
_L|x— E| dF(z) =~£ |2 — b|dF(@) — 2 | (b— 2)dF ().

Prin urmare

+00 Lo +00 ' .
Jlg—¢E dF@) < [ |x— b dF(z), b > E.

In acelasi mod se demonstreazi inegalitatea de mai sus, daci b < E.
Prin urmare, téorema este demonstrati. - '

Putem pentru caracterizarea unei populatii statistice si utilizim relatia :

g :
JaF@ =k ©
\
" unde k < [0, 1].
Punctul § poarti numele de cuantili de ordinul k. Pentru k = —;— avem .

rélatia ) $i £ astfel obtinut am vizut ci poarti numele de mediani.
Fie £, &, &, valorile corespunzitoare ecuatiilor

19 T 1 . 1 By 3
_S dF(z) =§-4-., _S aF (@) =<, _S aF@) = 4.

Numerele §,, £,, &5 impart valorile populatiei, ordonate dupi marimea lor,
in patru intervale, astfel incit suma frecventelor din fiecare interval este

egali cu% . Aceste numere poartd numele de cuartile.

Calculul cuartilelor se face in general prin interpolare, in acelasi mod
.ca si calculul medianei. _ :

Modulul este dadt de valoarea caracteristicii pentru care frecventa cores-
punzitoare este maximi, presupunind bineinteles ci existi un singur
maxim, - ‘

Sint numeroase cazurile intilnite in practici pentru care modulul tre-
buie sid fie preferat medianei sau mediei "aritmetice. De exemplu, dacd,
pe baza unei stalistici, ne propunem sd delermindm orele de virf ale circulatiei
pe o anumitd linie de .aulobuz frebuie sd folosim modulul, mediana si media
aritmeticd, neputind sd ne dea nici o indicafie in aceas! problemd.

Dealtminteri, valorile tipice au diverse semnificatii de care trebuie si
{inem seamd in interpretarea datelor. Efectuind o statistici a retributiei dintr-o
intreprindere, am giisit mediana egali cu 1 400 lei, media aritmetici cu 1 500 lei
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si modulul cu 1 300 lei. Ce semnificatie cu aceste date 2 Mediana ne spune ca
jumitate din numdirul salariatilor au retributia mai micd de 1400 lei, iar
cealaltd jumitate mai mare de 1400 lei. Dacd totalitatea retributiei plitite
s-ar repartiza egal asupra tuturor angajatilor, fieciirui angajat i-ar veni 1500 lei.
Modulul ne arati ci cei mai mulfi angajati au retribufia de 1300 lei.

fn afari de cele trei medii clasice (media aritmeticd, mediana, modulul)
in practica statisticii se mai folosesc si alte medii. Vom mentiona in pri-
mul rind dintre acestea media geometrici. Dacd avem o populafie statistica
dati printr-o serie de date '

Zyy Bose ey Ty

media geometficé este dati de formula

m e -
A g= \/xl-xg-...-x,,,.
Daci variabila statistica gste scrisi sub forma -

Ty Tpeo Xy
BRRCY nz, o dly
unde n¢ sint frecvente absolute :

.om -

Zn,='n

l‘:
media geometricd este 2
g= {'/ gy ST AR

. Dacid avem varighila statistica

(xl 333 .o .93,,,)‘ .
fi fooiifm :
f: fiind frecventa relativi corespunzitoare caracteristicii z; i = 1, 2,...,n):

m
fl 20’ Zlft= 1:
.=

media geometrici este _
: g = afi-afs. . .afm.

Media geometrici este folositd la teoria indicilor statisticii (indicele de
crestere a preturilor, indicele de crestere a populatiei, indicele de crestere a
productiei industriale etc.). In general cind cresterea unei populatii este
proporfionald cu volumul ei, media geometrici este cea mai indicatd dintre
toate mediile. :

O alti medie intrebuintati in aplicatii este media armonicd. Prin defi-
nitie, media armonica este inversi mediei aritmetice a inverselor valorilor
caracteristicii. Astfel, daci avem populatia statistici

(xl Zy.. . T

m
;n; 2 03 Z ng=n
ny nz---nm) &

si notimJprin A media armonici :
' 1,1 1
ny—+ny—4.. . Fng—.
.1— = od. Ts Tm
A n

228

L




" unde F(x) este func{ie de Irecvenid cumulati.

Mediile de pozitie pbt fi deduse cub 'ajutorﬁl unei functii detérmi-nante,
.folosind relatiile : '

N

fa T Zm) = o B ® (10)
wd .

m ori
E este o medie in rapoi‘t cu functia f. Dacd
’ [(x1, Tys. .o Tm) = My + NoT, + ...+ nuxy,
rezults din (10) | ' - ‘
Xy - N, + R 0 (8. = n& -+ ny¢ + R (4

adici media aritmetici )

E__ na 4 T + ...+ An®n |
i n 7

Daca .

e @ Tase ..y Tp) = ZPAR. L T
relatia (10) ne da " '
' abexds. . xhm = BN ET T
sau .

¢ = YEar

adicd media geometrici. Dacd

| n n n
/.(;rl’ x'Z!'--,xm)=‘—l'+ —,'+-...+——'!
X Ty x

" relatia (10) ne di :
m D fm My Te 4=
;-f?'._x,+"'+x,, g+-a+°"+5

rezultind pentru E valoarea seriel armonice.

Proprietitile mediilor considerate pot fi stabilite folosind relatia mai
generalia (10). ' o

Daci notim prin f; [recven{a relativi a unei variabile statistice (f; > 0,

m . ) : 1
-Zi fi=1) am Vvizgt ci, momentul de ordinul p al variabilei este dat de
= . . - . -
formula : ,
. m .
My, = 3 fal. ~an
= )

in particular, pentru p = 1, regidsim media aritmetica.
Folosind o notatie generaldi, care se aplicd si pentru distributiile con-
tinue si discrete, putem scrie : : : ,

oo’ , '
M,= | x?dF(z) (12)
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Momehtul absolut de ordinul p este: T

W= lelaF@ : (13)

Q0

M, este, prin definifie, media variabilei statistice X?, iar M, este -
media variabilei | X|?.

Media de ordinul p, notati prin m,, este definiti prin relatia

: my = VE‘
sau
P T — : ,
m, ="\/ | x?dF(z). v : (14)

Din (14) rezulta ci m, este de aceeasi dimensiune cu X.
Mediile m, sint medii de pozitie. !
Aceste medii se bucura de citeva proprietiti interesante.
Din definitie rezulti imediat :

adici m_, coincide cu media armonici. )
Calculul lui m, se poate face folosind logaritmii e

' ' m
' 1
log m, = -p-log[ z ) f,x}’}
=1

si trecind la limits

m m e
1
log my = lim (— f,x:’) =lim ( fix?log -x,) =

=logafixfs... afm; my = alxfs. . il ¢

adicd m, coincide cu media geometrici. ‘
Teoremele care urmeazi sint valabile pentru z; >.0, =1, 2,.
Teoremi. Euxisid inegalildlile

o m.

infx; < m, < sup z,.
i i
Demonstrafia este imediatd. ‘
Ze Ssupz, ((=1,2,...,m).
1

Priu urmare
P — o o - . .
m, =\/ Y fa?< iZ fi(sup )™ < sup x;
i=1 =1 i i

f‘.= I.v

deoz;rece

N

i=1
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La fel se demonstreaza §l prima parte a inegalititilor din teorema.
Teoremil

lim m, = sup z,,
p=®© i
lim m, = inf z,.
P00 i

' Demonstrafie. Putem scrie

P m . . : 4

. ~ lim m, =sup zlim z :Pi( i )”:
. p-oo i p-oo =1 sup x;
. : i= i

'1
= sup x; lim(p,)® =sup x;
i p-ro i
-notind prin
‘ I, = sup x;
. . i
Daca notim r = — p, avem de determinat limita = - .
. . T 1
- lim m,= lim m,= lim

. pe—o re»w r-o p i 1
. ’ Pe—
x%

Insa conform, primei proprietiti de limita . '

.

I 1 1
limY\/py —=sup—-
e r->om ar i T

Prin urmare

lim m, = = inf x,.
LA sup — i . .
iz ) -

rraym

‘Teoremit .S'trul my; esle crescdlor, penfru valorzle fnlregz Iuale de p.
Demonstmlze. Pormm de la relatxa evidenti

21’: ["T’:—l + Ux’:l.l] = 0

2
oricare ar fi u si v.

‘Ridicind la pitrat aceasti relatie, se poate scrie
H
WMy + 200M, + v*M,y, > 0.

Pentru ca 1:~e}at,ia si aibe loc, oricare ar fi u si v trebuie si& avem:
' My M, — M2 >0

sau . .
l‘]g S LWIP_IBI?,*_ 1°




'Ridicind - aceasti  relatie la buterea p 51 dind lui'p valori succesi:re

‘incepind de la 1, obtinem

m
M < M3 M3,,.
\ Din fnmultirea acestor inegalititi membru cu membru rezuita
. S
M3H < M3y,

o sau . . \
N tva 1/
UM, <™/,

m, < mys. . (5).

Relatia (15) este valabild pentru orice p real, cum rezultd din demon-
stratia dati in partea I. Demonstratia pe care am dat-o aici are meritul
cit este elementara. . e

Din (15) rezultd '

: , m.; S my <my

" adicii media armonici este mai micd decit media geometrici si aceasta este
mai mici decit media aritmetici. Este o condluzie importantd pentru popu-
latiile statistice avind caracteristice pozitive. Cia e 7

Exemplu. Se considerd populafia R.S.R la dala de 1 iulie 1975, repar-
lizald pe grupe de virstd, cerindu-se si -se calculeze media aritmelicd, mediana
si modulul. ‘ A

Tabela 6.2, .
Grupa de virsti Numirul lecuitorilor
, 0— 4 ant . 1927 822 ,
5— 9ani 2020409

10—14 anl . 1412573, . ., X
15—19 ani 1784 699
20—24 ani” 1794 610
2529 ani 1 489519
. 30—34 ani 1270273
. 35—39 ani A 1 653 968
40—44 ani 1 528 461
45—49 ani ' 1 454 335
50—54 ant 1 12063529
55—59 ani v 714 528

60—64 ani 990 806 '

. 65—69 ani 832819 .
70—74 ani : 606 329
75—79 ant 352 088
80—84 ani 166 187
. Peste 85 ani 82 848
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Rezdlvare. Vom - calcuh maj fintii media aritmeucii In acest scop pentru fiecare grupﬁ de

i ~virst vom alege o singurd virstd. Astfel, pentru grupa 0—4 ani, vom alege 2 ani,
‘pentru 5—9 ani vom alege 7 ani etc. Pentru ultima grupd, cei in virsti mai mare
‘de 85 ani alegcm virsta de 90 ani .

Vom intocmi urmatorul tabel

"I!\‘ 41

2 . 1927822 1927 822 : 3 855 644
7 2020 409 3948231 . 14 142 863
12 1412573 5 360 304 16 950 876 ‘
. 17 1784 699 7145 503 30339883 , '
T2z 1794610 4940113 39 481 420 ‘ _ R
27 1489519 - 10 429 632 40217 043 B o
i 32 - 1270 273 11 899 905 40 648 736
37 1553 668 . 13253873 57485 716
42 1528461 .14 782 334 67195 362
.47, 1454335 16.236 669 68 353 745
52 1263 529. 17 500 198 65 703 508
57 714528 - | 18214726 . 40728 006
62 990 806 19205 532 61 420 972
67 832 819 ' 20038 351 55 798 873
72 606 329 20 644 680 43 655 688
77 352 088 20 996 768 27110 776
82 ‘ 166 187 21 162 955 13 627 334
90 -82 148 21 245 103 7 393 320
‘ ’ 691 118 855
i

* Media aritinetici este datd de raportul

691118 855

='32,53.
21245 103 :

t .
Pentru calculul medianei, vom calcula mai intii raportul

w: 10 622 551

“care ne di jumiitate din numirul locuitorflor {irii.
Din tabloul de mai sus, obtinem datele

o ‘ 27 10429632

EPTER B L T oy 10 622 551
S ) : )

N 32 11 699 905

B Trebme si avem prin interpolare

| x—27 _ 10622551 — 10 429 632
32227 11699 905 — 10 429 632

Rezultd )
z = 27,76,
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Modulul corespunde lui = 7.’ o :
Prin urmare, virsta medie a populatiei R.S.R. la 1 fulic, 1975 este de 33 ani, iar
jumitate din locuitorii tirii sint mai mici de 28 ani

Si considerim din nou variabila statistici sau populatia

. X (“1» as, .. o am)
) X ) fl’ f-_’.’ ey fm
unde fi(i = 1, 2,...,m) sint frecvenie relative

m
fiz 0 Hfi=1.

Fie %, media aritmetici -

.

m
. = 2 f,ai.
i—1

Diferentele a; — Z,i = 1,2,..., m, poarti numele de abateri.
Expresia : ‘ :

m, = Zf(a,— 3z, r=1,2,...

~ poartidi numele de moment centrat de ordinul r.-
Se vede imediat ci:

m, = M(X — %) = M(X)—z = 0.

, Intre momentele centrate si momentele obisnuite existd o relafie simpla.
Intr-adevir, putem scrie . - '

m, = M(X — m,) = M(X'— CltXr-1 4 CH*X"% 4. ..+ (— 1)'7) =
= M,— CGZM,, + C&M,_, +...+ (=)

tinind seami de faptul ci valoarea medie a unei sume de variabile in numair
finit este egalid cu suma valorilor medii ale variabilelor.

Ne vom ocupa acum de mediile de impristiere.

Cea mai intrebuintati medie de impristiere este dispersia, care coincide
cu momentul centrat.de ordinul al doilea.

Dispersia se noteazi prin ¢° sau D*X).

6= 4/m.

¢ mai poarti numele §i de abatere medie pitratica. -

In prima parte a lucririi, cind am studiat dispersia pentru variabile
aleatoare, am aratat unele proprietiti, care se pistreaza fird modificare §i
pentru populatiile statistice. Astfel, dispersia este independentd de origina in
raport cu care evaluim datele. Cea mai mici valoare o ia cind originea coin-
cide cu valoarea medie. _ :

Teorema lui Cebisev, a cirei demonstratie am dat-o pentru variabile
aleatoare, nme arati pentru care motiv putem considera dispersia ca un
indice al impristierei. :

Coeficientul de variabilitate este dat de expresia

100 =
x
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unde o®este dispersia ~§i'ﬁvmedia aritmetici. El a fost introdus de statisticianul
. - K. Pearson pentru a compara impristierea mai multor variabile.
Un alt indice de impristiere este amplitudinea, adici diferenta dintre

cea maj mare si cea mai mici valoare a unej populatii.

Exemplu. Dinfr-o urnd con
nosculd, s-au facut extractii;

finind bile albe si negre intr-o proporfic necu-

punindu-se de fiecare dati bila exirasd tnapoi in
urnd. S-au executal serii de 100 extracfii si rezuliatele au fost urmdloarcle :

I+ -Numiirul seriflor

Numirul biletelor albe
obt{inute in 100 extractii

TR0 W U A0 O s L o

43 ‘ . .

45 ‘
47
48

49
30
51
52
53
55
58

Sd se calculeze media si di

extracfii.

spersia bilelor albe obfinute in cele 42 serii de

- Rezolvare. Se vede ¢ii s-aw obtinut 9 seril cu eite 50 bile albe, 6 serii cu cite 49 bile albe ete.

Intocmim tablou:

. z I xf

1 43 43 i

1 406 16

3 47 141

4 48 192 -

6 49 294

9 50 450 . .-
7 51 357 ‘ :
5 52 260

3 53 159

2 55 110

1 58 58

.

Avem: * '

Media aritmeticy este

Tz =42, Zaf=2110.

v.‘

v' o
m== _ 5094, !
T




Calculul dispersiei nu prezinlé dificultiti deosebite. A
Se obtine
a* =6,82, o= 2,61.

3.3. REPARTI'[II TEORETICE Sl EMPIRICE. AJUSTARI

I‘unctnle definite pma acum in matematici, exprimi cea mai strinsi
legiturid dintre doud fenomene. Relatia

. y =1
denotd ci pentru fiecare t din intervalul de defmnme al functiei gisim o

valoare bine determinati a lui y.
De pilda, pentru legea ciderii corpurilor in vid :

y=—%w+ﬂ+b | ' 1)

unde g, a, b sint niste constante.

.Functia de mai sus este o functie feoreticd. '

Daci realizim o experientd §i misurdm corespondenta dintre valorile
lui f si valorile lui y, obtinem o functie empiricd, 'in care se-intilnesc ‘abateri
de la valorile calculate prin (1) datoritd faptului ci o experientd nu poate fi
efectuatd in conditii perfecte.

Experientele conduc in general la functii empirice.

Functia empn‘ica poate fi reprezentarea aproximatﬁ a unei functii teo-
retice deflmte fn mod matematic.

Dar in naturi gisim moduri de dependente mult mai variate decit cele "
. date de functiile matematice. S considerim astfel, dependenta dintre inal- .
_ timea si greutatea unei persoane. O asemenea dependenta existd, cici oricine
~ va spune despre un individ care are 1,60 m iniltime si 90 kg ci este obez
si despre un individ de 1,90 m si 60 kg cd este slab, adicd va aprecia ci
ambii indivizi ies din limitele situatiei normale. De asemenea, fara si faci
maisuritorile respective nimeni nu va putea afirma cu precizie ce greutate are
un anumit individ 1,75 m fniltime. Legitura dintre greutatea si indl{imea
unui.individ reprezinti o lege stochastic.

Existi firid indoiald o corespondentd intre aceste doud caracteristici
referitoare la acelasi individ, Insd aceastd corespondenfd iese din cadrul
functiilor studiate in liceu.

Definirea legilor stochastice se face cu ajutorul notiunii de probabilitate.

Repartitiile normale, binomiale, hipergeometrice, etc. pe care le-am intii-
nit in teoria probabilititilor sint exemple de repartifii de naturi stochastica.

Repartitiile empirice prezintid adesea neregularititi datorate unor cauze
necunoscute sau hazardului. Inliturarea acestor neregulavititi se face prin

operatia de ajustare a datelor statistice.

S& presupunem ci avem n-puncte; ,
At 1), Auller YD), T Anller B) @

corespunzatoate ahscxselor by lgs ooy Iy si ordonatelor corespunzitoare
Yir Yo veen y,, in ‘sistemul de axe rectangulare ot, 0y.
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Punctele Ayi =1, 2, ..., n) pot fi de exemplu elementele wnei serii
statistice, in care abscisele m#soard diferite momente, iar ordonatele frec-
venfele fenomenului considerat. o : o . ‘
Punctele A,i =1, 2, ..., n) se dispun cu o oarecare’ neregularitate
intilniti la aproape toate seriile statistice. Scopul ajustirii este si gisim
o curbi care se apropie cel mai mult de punctele date A((i =1, 2, ..., n)
si care, din aceasti cauzi, si putem admite ci ne poate indica directia de
dezvoltare a fenomenului respectiv. )

S considerim punctele (2)'si dreapta:.
re . - y=a-+ bt

Vom determina coeficientii necunoscuii a si b, astfel incit expresia

E]

‘ (a + bt,eyi)z = minim. - L (3)
=t )

Ai (4.y)

/ A 14, o+ 64

S ¢
/) - L
" Fig.-3.1

:d+bt

Din figura 3.1 reiese imediat semnificafia acestei metode. Fie Aty 1)
an punct al seriei statistice date. Paralela Oy, care trece prin A4, taie dreapta
y=a-+ b in punctul At a -+ bt). '

Relatia (3) ne arati ci trebuie si determinim pe-a si b, astfel incit
S& avem : ' ~ ’

n
Y, 4,A? = minim.
=

Suma - pitratelor diferentelor dintre ordonatele. teoretice si ordonatele -
empirice trebuie si fie minima. Din aceastd cauzi procedeul de mai sus poartid
numele de ,,metoda celor mai mici patrate“. Metoda celor mai mici pétrate
se datoreste matematicianului K. F. Gauss.

Pentru determinarea lui a si b, vom considera functia

Fa, by =% (a+ bt—yo)™

$i vom rezolva ecuatiile :




simplifici dacd printr-o schimbare a originii obtinem alte coordonate
.., n), astfel incit

ti =1, 2,

Din sistemul (4), astfel transformat, deducem imediat

Ecuatnle (4) sau (5) poarti numele de ecuatii_normale.

Obtinem astfel sistemul

nd + bEl, =S2yg
aZt, + b3 = Zyd,

unde 1ndlcele de insumare i ia valorile de la 1 la n inclusiv. Sistemul (4) se

Xt = 0.

p)
a=-—-!!—‘,
n

Tty
PR

@

®)

- Exemplu. Se considerd urmitorul tablou, care ne di productia de soda
calcinatdi a R.S.R. pe anii 1951—1959 :

Anil

1951
1052
© 1953
1954
1955
1956
1957
1958
1959

Producfia de sodd calcinald (in mit tone) -

49,5
50,8
55,1
42,0
51,0
50,6
67,4
83,3
106,1

Se cere si se ajusteze aceste date printr-o dreaptd prin metoda celor

‘mai mici pitrate.

" Rezolvare. Alegem orlginea * = 0 in anul 1955, '
Obtinem urmitorul tablou :

t b Uy e
—4 . 49,5 —198,0 16
-3 50,8 —152,4 9
-2 55,1 —110,2 4
-1 42,0 — 42,0 1

0 51,0 0 0

1 50,6 50,6 1

2 67,4 134,8 4

3 83,3 249,9 9

4 106,1 424,4 16

555,8 357,1 60




R-elatiil'e (5) ne dau:
_ 5558

=61,75;

T - b =371 _ 505
60

- ObtinemYdreapta :

y = 61,75 4 5,95¢.
Datele ajustate sint: ‘

Ani ~Date empirice Dale ajustate

1951 49,5 37,90

1952 . 50,8 43,90

1933 | . 551 49,90

1954 42,0 . 55,80

1955 | 51,0 C - 61,80 .
1956 50,6 67,70

1957 67,4 - " 43,70

1958 83,3 79,60

1959 - 106,1 85,50 "

Procedeele de aJustare printr-o dreapti sint cazuri -particulare de aj'us-
tare-parabolici : : T

y='ao+alt+.a2t2+...+a,,z"

" Ecuatiile pentru . determinarea coeflclentllor Ay, Ay, ...,0a, Se. obtin
din condltla S

v 2?(“° + ayt; +. a i+ ...+ a,} — yg')2 = minim. . (6
In cazul unei ajustiri parabolice de gradul al doilea
' y=a-+ b+t
'se obtin ecuatiile normale o
na + bt 4 cZi* =3y, L !
a3t + b3 4 ¢S = Sy, @) '
aZt? + bEL 4 St = Sy, |
" unde am insemnat pentru simplificare : _
Y= git o : !
Zly = Et,y,, étc.
Daci ne alegem astfel axa Oy, incit orxgmea si cada in mulocul seriei, iar

punctul £ (i=1, 2,..., n) sint luate simetrice fati de ongme, rezultd -
A= e =0.




Sistemul de ecuatii normale (7)' devine atunci :
na +. cEt2 Zy,

Rezolvarea acestui sistem ne da: .

Exemplu. Sd considerdm datele din exemplul precedent si se cere s fie ajus- -
tate cu o parabold de gradul al doilea folosind metoda celor mai mici pdlraie.

bE: = Iy,

aZt® + cIit = Sty

_StSy — EeZey

nZtt — (2t

Zly
TN

_ nZty — Tyse

nEt — (Tt

Rezolvare. Vom ageza datele in modul urmtor :

© 9708 — 60*

Curba dé ajustare este:

|y = 49,37 =+ 5,951 +1,8630%,

240

Ant t 14 e Fij ‘iy By
1051 —4 16 256 495 —1908,0 7920
1052 -3 9 81 50,8 —152,4 457,2
1953 -2 4 16 55,1 -110,2 220,4
1954 -1 1 1 42,0 — 42,0 42,0
1955 ) (] 0 51,0 - 0 0o
1956 1 -1 1 50,6 50,6 50,6
1957 2 4 16 67,4 134,8 269,6
1958 3 9 81 83,3 249,9 749,7
1959 . 4 16 256 106,1 4244 1 697,6

60 708 555,8 357,1 "4279,1
Aplicind formulele (8) obtinem: )
_ 708555, — 60-4279,1 _ 0 qq6.
9708 — 60*
p =37 5051;
60
9:4279,1 — 605558 _ 4 coq

Datele ajustate se obtin;_tﬁctnd pe ¢ s& ia valorile —4, —3, --2‘.‘ -1,0,1, 2,8, 4




An‘x‘obtinut deci urm.’xto‘xirelé reznltate :

.

Date ajustate Date aj ustale
Ant Date brute printr-o dreapld printr-o parabold
. , . |de gradul al dotlea
y U 2

1951 49,5 37,90 55,4
1952 50,8 43,80 ) - 48,3
1953 55,1 49,90 44,9
1954 42,0 '55,80 45,3
- 1955 51,0 61,80 49,3
1956 50,6 67,70 57,1
1957 67,4 73,70 68,7
1958 83,3 79,60 83,9
1959 106,1 85,50 102,9

Se pune in mod nétuml fntrebarea care dintre cele doud serii de rezultate obiinute
este mai favorabil. '

Vom avea mai departe, calculind pitratul diferentelor dintre valorile teoretice: $i
valorile ajustate:

Ani W —n? W — Us)?
" 1951 - 134,56 134,81
1952 47,61 6,25
1953 27,04 104,04
1954 190,44 10,89
1955 116,44 2,89
1956 - 292,41 4,25
1957 39,69 1,69
1958 13,69 0,36
1959° 424,36 10,24.

1 286,44 213,42 .

Se constati cﬁ suma pitratelor abaterilor este mai mici pentru ajustarca parabolicé.
Este un rezultat valabil numai pentru seria consideratd. In cazul general, nu se
poate afirma cit ajustarea cu.o paraboli de gradul al doilea di rezultate mai bune
decit o dreapti. Dealtminleri, se poate vedea pumai dintr-o simpld examinare a
datelor cii ajustarea parabollcﬁ duce in acest caz la rezultate mai bune, deoarece
in afara de anii 1951 51 1952 datele aJustaw sint foarte apropiate de datele initiale.
in aplicatiile statistice se tntilnesc si alte tipuri de curbe decit cele polinomiale. |

De exemplu, se folosesc curbele exponentiale
Pacid vom considera curba dati de relatia

y——ab‘

prin aphcarea logarihmlor ajungem ]a

Iogy==loga+llog b

, an
16 — Teoria probabilitatilor gl statistica sratematich — cd. 14
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care de data aceasta cste un polinom de gradul tntii in t si dccl putem aplica me-
" toda celor mai mfcl pitrate.

Vom aplica aceasti metoddi la exemplele anterfoare la carc am ap]icat mctoda

-celor mai inici pétrate, folosind o linie dreapti si un polinom de gradul al doilea

pentru ajustarea datelor pmvmd productla de sodd calcinatd din R.S.R. pe anil

“1951 —1959. '

iDatele le aseziim in tabloul de mai jos:

Ani T IR 2 log ¥, 4 log ¢,
1 1951 49,5 -4 16 1,69460 —6,77842 .

1952 | 50,8 -3 9 1,70586 —5,11759

1953. | 55,1 -2 4 1,74115 —3,48230

1954 | 42,0 -1 1 1,62324 —1,62324

1955 51,0 0 0 1,70757 0

1956 50,6 -1 1 1,70415 1,70415

1957 67,4 2 4 1,82866 3,65732

1958 | 83,3 3 9 1,92064 5,76193

1959 | 106,1 4 16 2,02571 8,10286 -

‘Din_ formula (10) ob{inem logaritmii datelor ajustate si apoi datele ajustate :

. Logaritmil datelor X
Ani Date brule ajustate Dale ajustale
1951 49,5 1,6240884 42,1
1952 40,8 ' 1,6611668 45,8
1953 55,1 | 1,6982452 49,9
1954 42,0 1,7353236 54,4
1955 - 51,0 | 1,7724020 59,2
1956 . © 50,6 1,8094804 64,5
1957 67,4 1,8465588 " 73,2
1958 83,3 1,8836372 T 76,5
1959 106,1 1,9207156 83,2

)

"Datele ajustate prin metoda exponential& au aceeasi medie geometricd cu dalele
h‘initiale. Intr-adevir :

3/49550,855,1-42,051,0-50,6 67,4 83,8 106,1 = 59,2 ;
J/42.1°15,849,9-54,4 59,2 64,5 73,276,5-83,2 = 59,2.

3.4. CORELATIE. REGRESIE

- Legdtura dinire doud sau mai mulle variabile se numeste corelafie. Desigur
raceastd legaturdd poate imbritisa cele mai felurite forme. Daci avem doui
"variabile x §i y, cea mai strinsi - legiturd dintre-ele consti din relatia :

Y=1@) | B¢




@) este o fumcfie d> w, definitd in sensil analizei matematice.

fn

.seamni ci la o valoare dati a lui z corespunde o valoare bine determinati

a lui y. x ne di o informatie despre y si anume informatia maximi.

Sé considerim acum urmitorul tablou in care dim notele la matematici, ’

si la limba romani luate de 12 elevi dintr-o clasi.

- Nr. de ordine al . .
elenilor - Nola la malemalicd Nelu la limba romdnd
1 5 5
2 - 5 6
3 6 i
4 6 6
5 ] 6
6 7 8
7 8 8
8 9 8
9 9 8
10 9 9
i1 9 9
12 10 10

Putem aseza acest tablou si sub alti formi. Vom intocmi un tablou cu, °
‘doud intrari. Pe linia absciselor vom aseza notele la matematica, jar pe linia_
ordomatelor notele la limba romind. Vom nota printr-o linie existenta. unui;

slel7|e| 9| nw|n
0 A
9 4.50
8 g
7 8
6 633
5 &5

m, -5 &66 5 45 9 w \

Fig. 3.2

élev care ia notele cuprinse in pitratul respectiv. Elevul Nr. 1 se giseste

in pétratul (5,5). Un astfel de tablou poarti numele de fablou de corelafie..
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- Si observim c# in general, cu cit cresc notele la matematicd, cresc si la -
limba romani. Vom spune ci intre aceste doud variabile existd o’ corélafie -
pozitivd. Cum liniile din interiorul tabloului de corelatie se grupeazi in jurul -
unei linii (care este una din diagonalele patratului din figura 2) se poate afirma
ci avem de a face §i cu o .corelatie liniard. ,

‘Si in acest caz una din variabile di o informatie asupra celeilalte. Numai
ci in acest caz, informafia nu mai este atit de precisd ca in cazul relatiei 1.

In prima linie am asezat valorile m,, care aratd media valorilor luate la
limba romin# de elevi care au luat nota x la matematicd. In ultima coloani
am asezat mediile m, a notelor luate la matematicid de elevii care au luat -
nota y la limba romani. Si reprezentim grafic pe m, in raport cu = $i pe
m, in raport cu y. .

I

@.
|
28N
Vi b \
| ] H
\ : [ i
I S A ,
p——p—t——4
0 56768 90 4
) Fig. 3.3
ml
? |
||
]
1'||
. fl'l:
A T T B
I T T B I
RN
4 5 6 7890 °
Fig. 3.4

\ ‘ ) . .. 3 A ~ . A N
Functiile m, si m, poartd numele de funcfii de regresie. Atit in figura 3.3, . .
cit si in figura 3.4, observiim c& valorile functiilor de regresie se grupeazi in
jurul primei bisectoare, adici a unei linii drepte. Sintem in prezenf{a umnor

regresii lineare.
in figura 3.3 ni se da regresia lui y asupra lui z, pe cind in figura 3.4

regresia lui y asupra lui z.
Vom preciza aceste idei considerind in plan un vector V(§, ) unde & si 7

sint doud variabile aleatoare.
In partea intii, am vizut ci functia de repartitie a vectorului V(&, »)

‘pe care o notim prin F(z, y) se bucuri de mai multe proprietifi. Prin
definitie : S . ’
F(z, y) = P(E <=z, n <),

F(x, y) ='1’v pentru = o0, Y= 0;

F(z, y =0 ~ pentru £ = — o0, § = — oo.
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“unde vectorul vy, are componentcle a;, be. Notim :
,.P(V(En ,")) = Dy) = Pik-

Evident

Vi = vplay b J =1, 2,.

..om3k=1,2,...,n.

* 'Din punct de vedere statistic, prezint3 interes cazul eind vectorul Vg, 1)
. ja un numir finit de valori: \ : ' ' ‘

i

pn: =0 *
Z_Zpu- =1
ik
' Tabloul 1
X -y bj bz o”

9 Pn | P P | Pr

2 P21 | Pz Pen | Pz

. '. am |- pm7 sz P, P

P, | P: P, '

Tabloul I poarti numele de tablou de corelatie. In tablou sint m linii

si n coloane. Am notat : -

ZP}& = Dy
3
ijn: == P>

'2P1= 1,
j ‘ .

p; si pp poartd numele de probabilildli
p; reprezintd probabilitatea ca £ =ay
penta v, iar px probabilitatea ca % =

"“cu n sau invers. Avem :

PE = an=b) =

P(n = b/t = aj) =-

P(5=a¢'7l=bl)

PE-= aj; 1= b))

oricare ar fi valoarea luatid de compo- . -
b,, oricare ar fi valoarea luati de E.

Putem acum calcula si pri)babilitétile conditionate ale lui § in raport

_ Py

1 3]

P;




Daci evenimentele §, 4 sint independente :
. PE=a;, n= b;) = P = a;)-P(y = by) = pe-p.;
sau ' . ;
Pis = Pips (1

Invers, daci relatiile (1) au loc, oricare ar fi i si j, rezulti cii cele doua
componente §, % sint independente. : ‘

Valorile medii"pentru variabilele aleatoare bidimensionale se definesc
in acelasi mod ca si valorile medii pentru variabilele unidimensionale. Vom
nota : 7 ‘

M, = Z% paajbg

J &,
Rezulti : : - v
My=YY pua; = Y, = Ypsaj,

ik j Kk J
My, = Z Eplkbk-
-
Pentru simplificare notim :
M= nm;, My = m,.

Punctul din plan avind coordonatele (my, my) poarti numele de centru de
8reutate. El joaca acelasi rol ca si media aritmetici pentru variabilele unidi-
mensionale. )

Momentele de ordim‘ll al doilea sint:
My = ,Z ,\Z ppaj = JZPJ-G? s My, = g;pumbk ;
My, = ; ZA Pubi = Yip;.b.
Momentele centrate sint :
My = M[E — m,)"(n — my)*] ; me, = ; %P!k(“/ — m)*(b; — me)a-‘
Peptru primele momente centrate avem :‘

My = glgp“-(a; —m) =0; my = Zj)]kpn(bz.- —my) = 0,
My = ;;’Pn(af —m)? = ;P;(af —m)?;my, = Z%:Pu-(aj — my)(b; — my)
. . J . : -

My, = jZ %Pn(bb —m,)? = ZPsk(bk - me)g-

. Aceste momente au denumiri consacrate in teoria probabilititilor. Ast-
- fel, myy, notat de cele mai multe ori si prin of, reprezinta dispersia lui £ ;
‘Mg, notat prin o3, este dispersia lui 7 : my, este covarianta variabilelor g siy.
Revenim la notiunea de regresie, introdusi la pag. 344.
Notim prin ’

M(E/n = b))
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'valoarea medle a lul g, condxtmnata de n = b,. La fel
' M@4/€ = a;) -

reprezintd valoarea medie a lui 7, condxtlonata de & = a,.
Cu notatiile pe care le-am introdus

IM(Z/’) = b;) = Za,l’(q == a‘/-,) b,) = Zzu": ,
1y

M0/t = a;) = Zb,P(J = b,)/r —a) = Spusbs

P

Prima medle
M(E/n = by)

ne arati modul de comportare al variabilei &, atunci cind v ia valoarea b,

si anume care este media valorilor lui § pentru care 1 = b, Prin urmare,

- dacd vom considera toate valorile (aj, b,), i=1, 2,...,m, iar b; rdmine

fix, diversele medii referltoare la a;, i =1, 2,...,m, caracterizeazii modul de

variatie al variabiei £ pentru y = b; fixat. Daca vrem si caracterizim aceas-
" .td variatie printr-o relatie functionald de forma:

&= o)
este natural si determinidm pe o, astfel 1nc1t
My — 9(b))/n = b;) = minim

“ _unde prin M, am notat momentul de ordinul al doilea. Acest procedeu -se in-
trebuinfeazi insd rar.
) De multe ori se cauti si se e\cpnme 7 linear in raport cu §

o n=af+p
astfel incit 7
M(ny— af — B)* = minim

cmd parametru « si B variazi. Insi:
M@ — 45 —B)r= Z Zpu(bl - “at — (3)“
Derxvmd in raport cu o 5i B- trehule sa avem

5.‘. Zpuas(b; — aa;— B) = 0
; ;Pu(bj — aq; — B) = 0

- sau, in baza notafiilor introduse :
Mll— “l‘flzo—.' Bml = 0

mz — aml —_— p ;'= 0.
Rezulti : ’

" M,y — mym, : ,
=i 12

M. — m}

» p —_ my My — my»M,, .
My, — mi
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"L insy:

Z‘f{zo = Gg + Inf', .7‘/120 == Gg + mg-

Valorile lui « si B, devin RN
. o« _P‘_’=_ 3_ m,c; — ITI;PU:’
R Gl ’01 . -
unde . .
A'Ill = P0C105.
‘Dreapta o '
y=ox+p
sau cu valorile de mai sus ale lui o 51 )
y—m. — 2% (g m) | @
Gy

se bucurd de proprietatea cii valoarea medie a sumei patratelor dlstantelor '

de la punctele repartitiei la dreapta de regresie, masurata pe ordonatele punec-
telor, este ‘mlmma In mod similar, gasxm dreapta de regresie

y—my = -;-’-(;r«‘-——ml) 4 @G
pentru care o ‘ '
M(x— oy — B)*

este minim3 in raport cu a«si P. '
Observim ci cele doud drepte de regresie trec prin centrul de greutate
(m,;, m,) al repartitiei. v
In general, dreptele de regresw sint diferite, in afari de cazul cind

_PiE'_‘: Loz
oy~ Gy
sau
Oy == O3y

Prin urmare, cele doud drepte de regresie coxncld cind chspersule G, Sh
Gy sint egale.
Putem calcula si mmlmul atins :

M[y—mz——"—"i (x-—ml)] —M(y—mz) ":’ M(z — my)(y— my) _Ll-'

+ £2 Mz —m)? = of— 2% ot o+‘“" ot = ot(1— ), (p < ).

La fel: , ' o ‘
. A
M| —me— 2 @—m)|'= o1 — Y, (o < 1.
2 . R
in formulele de mai sus am notat

: ME—m)y—m) .
= 4
v : e VM — m,) ‘M(y — m,)? ‘ ( ))

poarti numele de coéficient de corelafie. Avem intotdeauna
—l<p< 1.
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In ade'v ar, sd cons:deram urmatoarea formi patratxca pOZ!th defmxta _
X Bpuln(a— mo) + u(b, — =R E V@ —my+
LI
+ 2np ; ;Pu(at — m)(b;— my) + u*Y ;pii(bl —my)? =
i : .

.0 = o}\* + 20,60t + plo? > 0.
Discriminantul acestei forme pitratice pozitiv. definiti

6 6,6,
PP == >0
P0102 © oz | : )
este pozitiv. Deci:
p? < 1’; —1 <01

In cazul cind p = <1, discriminantul formei pitratice de mai sus este
nul. Aceasta inseamni ci existd doi parametrii A si u, astfel ca

. May— ’-hl)-'+ P(b.f"_ my) =0

oricare ar fi i sij. (i=1,2,...,m; j=1,2,...,n).
‘Prin urmare, toate punctele repartitiei se gasesc pe o dreaptd

Mz —my) + wly—my) = 0.

Se constata usor cil dreapta aceasta coincide cu dreptele de regresie,,
care coincid si ele, daci p = 1. '
-~ . Tragem dccx concluzia, cii daci p = 4-=1, exista ntre varzahxlele E_, siy,
" o dependentilineari. Dacd p = 1, existi o dependenti lineari pozitiva,
adici £ creste, daci » creste. Dacdip = 1, avem o dependent;a Imeara ne-
“gativi, & creste cind 7 descreste. ‘
- 83 mai observim ci dacd variabilele £ si v sint 1ndependente, coefx-

cientul* de corelatie este'nul. Aceasta rezulta din .

M(:z:—m,)(y—mf.) = M(x—mg M(y—m,) = 0.

Proprnetatea inversia nu are insi loc. Dacd p = O nu rezultd cd varia-
‘bilele £ si 4 sint independente. Coeficientul de corelape functioneazi insd’
ca un indicator al relatiei fntre € si v . Cu-cit este in valoare absolutd mai
_ mare de 1, cu atit existi o legiturd mai strinsi fntre & si 7.

Da¢i m = n, ‘Acad. O. Onlcescu a mtro&us notxunea de coeficient de co-
. relatie mformatxonal : . .

zpt‘h‘i . o .
= )
‘ V§ﬁ-zp-5 :

t

Daci ¢ = 1 avem, prin ridicare la. pétrat
(ZP:«P()2‘= );p%-ii'.p‘*-i- . I

Insi:

(X pep-)* — Ype. X ps = ; ;(map-; — ppp)t =0




Prm urmare trebuie si avem :

Pi-P3— Ps-P1 = 0

sau

Prin urmare

oricare ar fii=1, 2,...,,m ,

Se vede cii in acest caz probahxhtahle marginale sint egale. E\lsta prin
urmare o strinsii legituri intre & si ». Probabilititile evemmcntelor £ =
=qa; 5in=2"> (i= 1 2,...,m) sint ega!e. Cea mai micd valoare a lui ¢
este zero. In acest caz : '

Zpipi=90

Dacé p; # 0, rezulti p, = 0. Prin urmare, valorile a; si bi nu- pot f¥
luate in acelasi timp.
- Exemplu. In {abloul de corelafie de mai jos s-a trecut rezullatul mai muilor
e'cperzenle privind lungimea de rupere si gradul de mdrime S.R. penlru hirlm
de ziar. (N. Rancu, L. Tovissi).

L] x -
c y 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 Total
T 3200—3400 — — — — — — — — — 5 5
3000—3200 — — — —— — — — 1 7 8
2800—3000 — — — — — — — — 7 3 10
2600—280 — — — — — — — 3 5 — 8
24002600 — — — — — — 1 8§ 2 — 11
2200—2400 — — — — — — 6 4.— — 10
2000—2200 — — — — — 8 8 — — — 16
1800—2000 — — — 1 11 7 — — — — 19
1600—180 5 5 9 14 4 — — — — — 37
1400—1600 - 10 10 6 — — — — — — — 2%

150

1 Sd se delermine curba de regresie cea mai indicatd.

Rezglvare. Am considerat pind acum curbele de regresie formate din doud linii drepte. Dar nuw
intotdcauna regresia liniard este cea mai indicati. Excmplul de fatii confirmi acest .
Jucru. Dacit reprezenidm grafic datele din tabloul de corelatie, constatim cd cea
mai indicata curbii de regresie este o parahold de gradul al doilea:

y= .“ox’ + ayx; + dy.

Va trebui deed, sd se determine cocficientii. ag, d,, a.. Punind
i = 02k + a,x, + a

si Fondl;ia pﬁtratelo} minime,

S — y)* = minim,
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ajungem la-urmiitoarea problgmi: si se determine parametrii a,, a,, a, astfel ca
expresia ©om ’

I — a2} — az; — a,) ' (6)
- 83 fic minima. . S
Se stic cd o sund este minim3 atunci cind derivatele in raport cu necunoscutele sint

egale cu zero. In expresia de mai sus sint trei necunoscute dy, @, a, Calculind

derivatele functici tn raport cu aceste necunoscute si egalindu-le cu zero, se obtin
urmitoarcle trei ccuatii cu trei necunoscute ;. )

-

aXaif; + a,Sxf, + a3f, = Zybe
4, + a,Za3f; + Tz f, = Ty oo : 0]
aozx%f( + a,z-ﬁf"-}- q:z‘r%ft = Ex",’z},ﬁ.

fn aceste ceuatii x; sint variabile obtinute pentru gradul de micinare, far f indici
numdrul probelor pentru care s-a obtinut acceasi valoare a gradului de m&cinare.
Icuatiile pe baza cirora se calculeazii coeficientil a,, a,,-a, se pot scrie direct fird
a fI. necesar sii se calculexe derivatele partiale. Valorile sumeclor

Znfe Saife Zafe ZHf; si gl Seif. S,
se vor caleula cu ajutorul tabelului:

2 Xy, i g LA -‘l'% zy, a3y
28-32 30 23505 1567 900 27000 810000 47010 1410300
3337 35 23655 1577 1225 42875 1500625 55195 1931825
38—42 40 24390 1626 1600 64000 2560000 65040 2601600
43—47 45. 25755 1717 2025 91125 4100625 77265 3476925
48—52 50 21765 1851 2500 125000 6250000 92550 4627500
53—57 55 30390 2026 3025 166375 9150625 111430 6128650
58—62° 60 33730 2242 3600 216000 12960000 134520 8071200
63—67 65 37500 2500 4225 274625 17850625 162500 10562500
68—72 70 42000 2800 4900 343000 24010000 196000 13720000
7377 75 47130 3142 5625 421875 31640625 235650 17673750
Total 525 21048 29625 1771875 110833125 1177160 70204250

Pentru usurints, tn loc si se Toloseasci toate valorile lui z obtinute fntr-un in-
terval, se ia numai centrul intervalului. Centrele intervalelor sint date in coloana 2
a tabelulul. In acest caz, trebuic si se calculeze media lungimilor de rupere y,.
Accasta inseamnit cd in locul celor 15 puncte corespunzitoare unui interval al gra-
dului de micinare, va fi un singur punct a cirul pozitie este determinati de o
pereche de valori; centrul intervalului Z; 51 mediei lungimii de rupere (g,). Va-
lorile lui y, sint date in coloana 4 a tabelului si se obtin Impirtind suma valo-
rilor lui y, corcspunzitoarc unui interval dat ‘(datele coloanci 3 din tabel) la nu-
miirul valorilor Iui x cuprinse in acest interval fi- Se observii cii fiecare interval

) contine 15 valori ale lui x, deci f; egal cu 15 este o cantitate constanti, fapt care
perinjte sii se Impartd cele trei ecuatii ale sistemului (7) prin 15 si si se ob}ind
sistemul : :

a57; + a,3x; + 10a, = 37,

0021% + iz,z.t% + a.Zx; = Ta g, ) ® .

0,82} + a3} + a,%ad = Taly,
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: C . i S
Sx, Zad, 228, Bl Spe 2,7, Sady; se oblin ficind totalul coloanelor 2, 5, 6,
7, 4, 8 51 9 ale tabelului. Fieind inlupuirile in sistemul de ccuatil (8), sg'ohtine

29 625¢, + 5254, + 10a, = 21 048,

b v \ )

1771 8754, + 29 625a, + 525a, = 1177 160, . (9
110 833 125a, + 1 771 875a, + 29 625a, = 70 204 250.

Solutia acestui ' sistem este:

21 048 525 10

1171 160 29 625 525
"1 70 204 250° 1771 875 29 625 ’
o = ) 771 875 > | _ 0,833 ;
29 (25 525 10
1771875 20625 525
\ 110 833 125 1771 875 29 625 ‘
20625 21048 A 0] - o
| 17875 1771160 525 : :
110 833 125 70 204 250 29 625,
a, = - = 52;5;
.29 625 523 10
1771 875 29 625 525
110 833 125 1771875 29625
29625 ¢ 525 - 21048
1771 875 . 29625 1771160 |
110 833 125 1771 875 70204250 |
a, = : = 2393,443.
‘ .29 625 525 10 -
1771 875 29 625 525
r ‘ 110 833 125 1771 875 29 626

fnlocuind valorile luiklam a, si a, se obline

y, = 0,833x% — 52,5z, + 2 393,443.

35. TEORIA SELECTIE!

Am vizut ca in statisticd lucram cu diverse populatii, alcituite in ge-
neral dintr-un numir mare de unititi, care pot fi persoane, obiecte, infor-
matii, ete. Studiul direct al populatiilor statistice este de cele mai multe ori
greu derealizat din cauza numirului mare de unitaficare le compun. De multe

ori un asemenea studiu este imposibil, deoarece numdrul unititilor poate fi
infinit. ‘ ‘ ’ :

Din cauza dificultafii semnalate mai sus, din populatie se extrage o
populafie parfiald, din studiul ciireia urmirim si cuncastem anumite date
privind populatia totald. De exemplu, ne intereseazii o statisticd privitoare
la cititorii unei biblioteci. In acest scop alegem la intimplare o populatie par-
tiala egala cu 5% -din populatia totald, care ¢ prea numeroasdi. Daca am fi
avut probabilitatea si studiem populatia tetald, am {i putut sa determinim
in mod exact aceste date pe baza unor informatii complete. Dar noi avem la
indemind numai informatiile obfinute din populatia partiald, deci informafii
incomplete. Procedeul de a obtine date privind populatia totali pornind de la
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-informatii incomplete poartd numele de inferenfd. Statistica este domeniul
- matematicii care se ocupi cu studiul inferentelor. Prin metodele ei specifice,
statistica, pe baza unei multimi de date extrase dintr-o populatie partial,
fsi propune s tragi concluzii privind intreaga populafie. '

.Populatia partiald poarti numele de selecfie sau sondaj. Uneori este nu-
mitd esantion. In aceastd lucrare vom folosi termenul selecfie.

.~ -Se pune intrebarea daci putem intr-adevir dintr-o selectie (populatie
partiald) si tragem concluzii valabile privitcare la structura populatiei to-
-tale. : . ’ o -

Vom observa de la inceput ci datele ‘ob{inute din selec{ie sint variabile,
“schimbindu-se de-1a selectie la selectie. Aceastid variabilitate a datelor carac-
terizeazdi teoria selectiei si putem spune intreaga statistici.

Sa considerim doi indivizi A §i B, cirora le miisurim inaltimea cor-
pului. Dacii dupii aceasti mdisuridtoare, facutd exact, reiese cd A este cu
. 2cm mai inalt decit B, putem trage concluzia ci afirmatia ci A este mai

“inalt decit B este adevirati. oo

Sé considerdm -acum doud populajii o $i B formatd fiecare din cile 1000
indivizi. Dacd mdsurdm talia {uturor indivizilor si facem media indl{imilor indi-
vizilor din of si media indlfimilor indivizilor din @, faptul cd media din ot esle
mai mare cu 2 cm- decit media din B, ne permite sd afirmdm cd in medie
indibizii din of sint mai inalfi decit indivizii din B. -

Dar s presupunem cd nu avem limpul si mijloacele necesare peniru a md--
" sura fofi indivizii si ne muljumim sd facem cile 100 de mdsurdlori din fiecare
" populafic. Am efectuat prin urmare doud selecfii din of si B. Dacd media
arilmelicid a tndllimilor. din seleclia o este mai mare decit media - indl{imilor
" din selecfia B, pulem afirma cd acelasi luéru se intimpld si peniru mediile co-
- respunzdtoare populafiilor ot si B? o

Rispunsul trebuie sé-1 dim cu prudentd. Trebuie si ne gindim la faptul
ci dacd repetim procedeul si alegem alte selectii de ¢ite 100 de indivizi, me-
diile nu vor mai fi aceleasi pentru ci nici indivizii din fiecare selectie nu mai
sint aceiasi.. $i atunci ne putem intreba in mod ficesc daci si relatiile de mirime
intre mediile obtinute in a doua experien{i nu se schimbid. Este aproape

~evident ci dacd aliniem indivizii din of in ordinea descrescitoare a inalfi-
milor si luiim primii o sutd si facem aceeasi operatie si pentru 3, dar luim
ultimii o sutd, media selectiei din of este de asteptat si fie mai mare decit
media selectiei din 3. In orice caz, rezultatul experientei noastre nu mai
este semnificaliv. Pentru-ca si putem trage o concluzie, trebuie si facem
doui selectii, alegind indivizii la intimplare. Va trebui, cu alte cuvinte, si ne
ingrijim .ca selectia pe care o alcituim si fie reprezentativd, intelegind prin
aceasta cii structura ei este aproximativ aceeasi ca a populafiei totale.

In general, se obtine o selectie reprezentativi dac# fiecare unifale din
selecfie este aleasd la intimplare §i dacd fiecare unitale din populafie are aceeast
probabilitale ca sd fie aleasd in selecfie. ' o

Asigurarea reprezentativititii selec{iei trebuie si fie ficuti cu multd
‘griji. Si presupunem ci pentru o ‘ancheti de opinie dintr-un oras (de exem-

. plu, asupra necesititii infiintdrii unei noi linii de transport in comun) se for-
- meazi o selectie alegindu-se la intimplare 1 000 persoane din cartea abonatilor
la telefon. Este selectie reprezentativi ? Evident ¢i nu. Se va obtine opinia
_cetiitenilor care au telefon, diferind poate de opinia cetifenilor din oras,
cuprinzind si pe cei care nu au telefon. Dar daci se cerceteazd o opinie refe-
ritoare la functionarea telefoanelor, selecfia de mai sus poate deveni repre-

" zentativa.




Examinarea unui elev la lectie sau la un concurs este un exemplu de
aplicarea teoriei selectiei. Populafia este formati din cunostintele elevului. -
Profesorul selecteazii citeva dintre ele, asupra cireia interogheazi. Daci
selectia este reprezentativi, atunci examenul isi atinge scopul. In cazul con-
trar nu. : . o S,

- Teoria selectiei se bazeazi pe legea numerelor mari. In prima parte a lu-
cririi am demonstrat teorema lui Bernoulli :+ ,Pentru repartitia binomiali,
motind prin p probabilitatea unei probe si prin « numirul de bile albe jesite’
in n probe, avem : ' o

lim P i—p, <s]= 1, e>0.

n .

n-oo

Aceasta inseamni ci frecventa
n = = .
n

pentru marile valori ale lui n, este foarte apropiati de probabilitatea p,
intrucit probabilitatea ca ea si difere de p cu un numir ¢ oricit de mit,
tinde catre 1 cind n creste nemirginit. ' T

Dinlr-o urnd, in care avem bile albe si negre, inir-o proporlie necunosculd,
facem exlraclii succesive, punind de fiecare datd bila extrasd fnapoi in urnd.
Nu cunoastem compozitia urnei si deci probabilitatea p ca dintr-o extractie
si scoatem o bili albd. Valoarea exacti a lui p n-o putem determina, insi
putem s-o estimdm, efectuind un numir de n extractii din urni. S admitem
ci din aceste n extractii, am obtinut « bile albe, adici frecventa

o
r= n’

Se pune problema estimirii lui p in functie de f.
Am ardtat in 1.7 ca expresia e

tinde, pentru n — oo, citre repartitia normald. -«
Din tabela anexi I, obtinem :

P[—1,96 < £ < 1,96] = 0,95 ;
P[—2,576 < & < 2,576] = 0,99.

Tinind seama de valoarea lui &, formulele de mai sus, pot fi serise sub
forma ‘

_p[_“.__ 1,96 Vﬂ”- <p<Z+41,96 .Vﬂ]:O,QS ;
n - : n :

n n

n

P[i- 258 | B < p < 2 4 2,58Vﬂ]= 0,99.
. n n : n ‘ .

.258 -




-E‘in inegalititile din paraiztez?if, putem obtine intervalul de variatie as
“lui p, delimitat de « si n. Si notim: - . '

Po =

= s

Inegalititile din paranteze pot fi scrisé sub forma
Ilp—pel <6 V’i"—
. . : . n
unde 0 este 1,96 sau 2,58.
Trebuie si avem, ridicind la pitrat :
) ' AN 0: '
(1 +'9—)P"—2(Po+—)11 +pi<0
n 2n )

\

‘ si d‘(_aci:
) - P1 <P < Po
unde p; i p, sint ridicinile ecuatiei. A ’ i
’ ’ .02 02 ‘ ' ,
(1 + 2-)1)”---2(1104- ;—)p +pi=0
n ) <n
_ fnsi
p.+-g’-+OVM(1+ > ' :
: n n 4npyf, . . !
P = m
14 —
n
' : , (fo=1— Po)»
2 3
ot L OV—”""—’(I + 2 '
' : n n 4npyq,
- P2 = o
: 14—
n

Daci p, nu este foarte aproape de 1 sau 0, putem neglija termenii in
' 2 P oo a . . . A | .
- ,g-, care sint foarte mici in raport cu ceilalti, care sint de ordinul lui vl si
n. * ' n

obtinem: ) . .
P1=Po+e‘V-’L,°§ P2=Po—ol/ﬂ°-- :
n n
Am obtinut astfel un interval :
=0 ][22 < p < poto]f 2 o
in care p ,,se giseste* cu probabilitétéa 0,95 pentfu 0=1,96 si cu probabili-
tatea 0,99 pentru 6 = 2,58. B
' Un asemenea interval poarti numele de inferval de incredere.

~ Este refinut ci pentru alte valori ale' § se gisesc probabilititile calcu-
late in tabloul I. :

A}

’
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Rezultatul obtinut este valabil numai daca np, < 10 si. ng > 10 din

cauza aproximatiilor pe care le-am ficut.

in general putem scrie:

»

’ ’ k x . - .
limP(—h '<f’""”<k)=—‘=-8e—§dx : 9
s Vars ) Vaw Y @

formuld care ne permite folosirea tabelei I nu numai pentru pragul de 5%
sau 1%, ca in formulele precedente (1). :

De

exemplu, pentru 6 = 3, rezultd din tabela I o probabilitate egald

cu 0,997 pentru a avea intervalul de incredere : :

— —

Po"‘3V'l%°‘.<P <po+3V—”—;‘!1. @

! 4
Deci, prin aplicarea formulei (3) lucrdm cu un prag de exactitate de 3%,
adicd numai in 3 cazuri dintr-o mie, inegalitdtile (3) nu sint satisficute.
Exémplu, O masind a executat 6 000 piese, dinire care 1450 depdgsesc o
anumild dimensiune. Ce se poate afirma despre -probabilitatea leoreticd ca o
piesd luatd la iniimplare sd depiiseascd dimensiunea datd? . :

Rezolvare. Avem frecventa

y

1 450

6000

Cuo probabilitat‘e‘egala cu 0,95, probabilitatea p ciutatd ,,se giscste'* in intervalul

QGV 1 _;4;,0(1_14.;0),’14»0_'_mﬁv 1 1450 1_1450)).
5000 6000 6000) G000 ~ J 5000 6000 6000

Efectuind calculele gisim :

" e = 0,241
P(0,241 — 1,96-0,0055 < p < 0,241 + 1,06-0,0055) = 0,95 ;
P(0.230 < p < 0,252) = 0,95, ‘

Putem afirma cu probabilitatea 0,95 cit probabilitatca ca piesa si depéscas'cii di-
‘mensiunca consideratd ,,se gaseste'* cuprinsdt in intervalul (0,230 ; 0.252).

Cu probabilitatea 0,99 probabilitatea ,,se giseste* cuprinsd intr-un interval mai
mare. Astfel: . ' : : . .

P(0,241 — 2,58-0,0055 < p < 0,241 + 2,58 -0,0055) = P(0,227 < p < 0,255) = 0,99
La fel: : .

P(0,241 — 3-0,0055 < p < 0,241 + 3-0,0055) = 0,996 ;
P(0,224 < p < 0,268) = 0,996.

Sintem practic siguri cd probabililatea‘ciiutatﬁ y»Se gisesté“ sigur in intervalul
(0,224 — 0,268). ~ . o

Exemplu. - Intr-o localitate s-au ndscut 5 180 bdiefi si 4 820 fele. Se poale
admite ipoleza cd probabilitaiea de nastere a unui bdiat esle egald cu probabili-
tatea de naslere a unci fefe? : ' :
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- Rezolvare. Trebuie s verificim dacX putem admite p =—;—, p' fiind probabilitatea de nastere

a unui bidiat.si ¢ probabilitatea de nastere a unei fete.
Pornim de la relatia (2), luind & = — 2,58 si & = 2,58.
Trebuie si avem, pentru n = 10 000

o« — 10000--;-
Pl—295 <———""—<295| =09

VIOOOO-—I---l
2 2

P4 911 < & < 5 089) = 0,99.

Se vede ci « este cuprins intre 4 911 si 5089 cu probabilitatea 0,99, Avem ins%
5180 bdieti ndscufi, adicd un numir din afara intervalului in care a se gaseste
cu mare certitudine. Mai precis, « este mai mare decit 5089 cu o probablhtate

mai micd decit 1%. Mai curind admitem c# ipoteza p —--lnu este adeviiratd,
2

decit ¢ s-a realizat un eveniment cu o probabilitate atit de mici.

Ir_x realitate, probabilitatea ca si obfinem « > 5180 este si mai micd decit 1%
Din formula (3), pentru o = 5180, gisim P = 0,9998. Numai in doud cazuri din
10 000, ipoteza poate fi adeviratd, ceea ce desigur nu se poate admite. Deci, .
probabilitatea de nastere a unui biiat diferd de probabilitatea de nastere a unei
fete. Datele de mai sus sint ipotetice, neputind duce la concluzii valabile in rea-
litate. Din demografic se¢ stic c¢i se nasc mai mul{i bdieti decit fete, 51% dintre
noii niscufi fiind de sex masculin,

Formulele de bazd (1) si (3) se referd la cazul unei relatii formate pe principiul
repartitiei binomiale. Sint foarte frecvente cazurile cind selectiile sint formate
pe baza schenl'lei hipergeometrice, ‘adici atunci cind pentru determinarea populatiei

partiale se aleg la intimplare din populafia totald unitdti, care nu pot intra in
alcdituirea selectiei. decit o singurdi datd. Schema probabilisticii este dati dé o
urnd, in care sint A bile albe si B bile negre (A 4+ B = N).

Din aceastd urnd se scot n < N bile, fird ca si se pund bila extrasd inapoi in
urni. Notind prin « numirul de bile albe care se gisesc in cel(; n bile extrase,

am vizut ci: o

Di(a) = npq (1 - '—11

unde
A
p = e— .
D

Dispersia npg din cazul schemei cu bile nereveniti se inmulfeste pentru schema
cu bila revenitd cu factorul

pentru valori mari ale lui n si N.
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Formulele (1) si- (3) pot fi scrise in acest caz¢

P[po—l,%Vp"q“ (1— ;)<p<po+196 Pl (1 ’-%)]4)95-

n

P[po—'2,58V”°"°( - )<p<p.,+258]/”°"°( —-—)]—-0.99.
[p.,_sl/”°"°(1— )<p<po+3y”°“°( ]=o,997. '

Putem calcula probabilitatea corespunzitoare pentru intervalul ‘

pln-of/ 2 (%) )<”<”°+°V%( (1-2))- Van"%"”‘ @

cu ajutorul tabelei I de la sfirsitul cirjii.

Exemple. Inir-o {ard au fost sancfionafi in timpul unui an 15 300 con-
ducdtori de aulomobile pentru abaleri de la legile circulafiei. 4
O selectie de 2000 persoane a dat urmdtoarele rezuliale

Grupd de virstd Birbafi Femei
<25 ani 550 . 180
25—60 ani 770 ‘ 360
>60 ani 90 50

Se cere sd se estimeze :
a) proceniul si numdrul de femei sanclionale,
b) procenlul si numdrul conducdtorilor sancttonatt fn virstd mai micd

de 25 ani,
¢) procentul si numdgrul conducalonlor in virstd mai mare de 60 ani.

Rezolvare. a) Au fost selectionate 2 000 persoane, dintre care 580 femei. Decis

Do = ﬂ = 0,295.
3000

Putem aplica formula (4), unde |

n= 2000, N = 15300

Vpoqo (1 B 1) _ Vo.zg?-o,ms , _ 2000 ) — 0.0095.
n N 2 000 15,300 .

Pentru 0 = 1,96, obtinem :

P(0,276 < p < 0,314) = 0,95.

Pentru 6 = 2,58 :

P(0,271 < p < 0,319) = 0,99.
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Prin urmare, procentul de femei sancfipnate ,variazi“ intre limitele (27,6% —31,4%)
cu probabilitatea 0,95.

Cu probabilitatea 0,99 acelasn procent este cuprins in intervalul (27, 1%—31 9%)
Al doilea interval are evident un procent mai mare decit primul.-

in primul ¢az, numai in 5% din cazuri, procentul estimat va iesi din ihterva.lul
gésit ; in al doflea caz, numai la un caz dintr-o suti se iese din intervalul cores-
punziitor. . ) .
Un grad mal mare de precizic se obline considerind intervalul .(26,7% —32,3%),
in care procentul ciiutat se giseste cu probabilitatea 0,997. Pentru estimarea nu-

mérului de femei avem
Np, =15 300;0,29_5 =4 513
: N'Vﬁ"ﬂ‘. (1 - -'5'-) = 15 300-0,0095 = 145,3.
n N
Rezults, notind numirul fem‘eilor prin A; ) .
. P(4513 — 1,96-145,3 < A < 4513 + i.% -145,3) = 0,95 ;
P(4 513 — 2.58-1‘.15,3 < A < 4513 + 2,58~145,3) = 0,99.

Prin urmare, cu probabilitatea 0,95, numiirul de femeij sanctionate se afli in in-

tervalul (4 228,' 4798), far cu probabilitatea 0,99 in intervalul (4 138, 4 888).
Pentru punctele b si ¢ se procedeazi in acelasi mod. ’

Exemplu. Intr-o localitate sint 125 372 locuinfe. Dintr-o selecfie de 1200
locuinfe s-a constatat cd 571 dintre ele posedd*spajiu excedentar. Se cere :
1) Sd sé estimeze numdrul locuinlelor care au un spafiu excedentar.

. Rezolvare. 1) Avem
T

n=1200, N = 125372;

571
=2 —0,476;
Po=To00 !

.. "1/ 0,476-0.524 120
P[o,47s - 1,96V 1 1200 ) < p < 0,476 +
g 1200 \. 125372

, 476 0,52 .
+1.96V0460 Ay 1200) oo
- 1200 “125372)

P(0,449 < p < 0,503) = 0,95 ;

P(56 292 < Np < 62 056) = 0,95.

Prin urmare, cu 0 probabilitate egald cu 0,95 numirul locuintelor cu spatiu exce-

dentar ,se giseste® n intervalul (56 292 — 62 056).
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Exemplu. Experien{a lui Weldon. Au fost aruncate de 26 306 ori cile 12 )
" zaruri deodald si s-a notat de cite ori au iegit fefele 5 sau 6, obfinindu-se urmd-
toarele rezullale : , :

- 1 2
Vv { T . 3
Va6 | corespumdvoare | col- 1 ool 2

0 185 )

1 1149 1149

2 3265 ’ 6530

3 5475 16 425

4 6114 24 456

5 5104 ' 25 970

6 3067 18 402
7 1331 9317

8 403 : 3224

9 105 945

10 14 140

11 4 44

12 0o 0

26 306 106 602

Se poale admile cd.zarurile au fost corecle ?

Rezolvare. Trebuie, pe baza datelor statistice de mal sus, si veriflicim ¢l se poate ad-nite
ci probabilitatea de aparitie a unei feje a zarului este 1/6. De [liecare datd au
fost aruncate 12 zaruri. Deci in total au fost ’

. 112 x 26 306 = 315 672

arunciri de zaruri. Dintre-acestea au fost 185 cind nu au apirut fefele 5 sau- 6,
1149 cind din 12 zaruri unul singur a aritat fafa 5 sau 6 si asa mai departe.
Adunind numerele din coloana 3, aflim ci din cele 26 306 arunciri de zar,
106 202 au dat fata 5 sau 6. Dacd admitem c# zarul este corect fnseamné ci

1 . R
=E , prin p insemnind probabilitatea aparitiei unei anumite fete a zarului. -

Prin urmare, probabilitatca ca dintr-o aruncare si iasi fafa 5 sau 6 este 1/3.
fn aceste conditii, abaterea redusi este

1
106 602 — ; +315 672

]/1 -2 315672
3 3 .

Din tabela care ne di valorile normale, obtinem

= 5,20.

6

P& — m|.>46) = —

108

~ unde £ este variabili normali N(m, c). _ £n

-fn cazul nostru 5,2 > 4, cecea ce inseamnii cd s-a realizat un eveniment cu o

probabilitate mai mici decit 6/105, ceca ce nu putem admite. Deci zarurile nu sint
corecte. '
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’ Exemplu. In comuna A-la un numdr de 1080 familii existd 265 familii
care qu felevizor, iar in comuna B la 1820 familii au televizor 455. Se poate
afirma ci probabililatea ca o famzlle sd aibe ftelevizor este aceeasi in fiecare *

comund ? .

. Rezolvare. Fie p Pprobabilitatea ca o familie si aibe untelevizor, presupusa aceeasi in fie-

care comund.
fn ambele comune sint 720 televizoare si 2 900 familii. Luim pentru p valoarea -

No.tém:
n, = 1080, o = 265,

n, = 1820, «, = 445,

. " .
Eu:""l'r Ez=f’

.m i,

-Considerdm &; si £, ca variabile aleatoare, corespunzitoare la n, si n, extractii
succesive dintr-o urnd cu probabilitatea p, "punind de ficcare datd bila extrasi
fnapoi in urna
" o n, 4+ n,
D, — £) = DiCE) + D) = D*( ) Dt ( —2) A L R L LY
n n,

. [nx n, nin,

Variabila redusi

231 02

1, 11,

o+ n,
V’— pg.
mn,

urmeazi la limitd legea normald N(0,1) dupd cum :rezulté din capitolul cores-
- punzitor din teoria probabilitétﬂor,
Cu datele noastre, avem:

265 455
1080 1820 — 0.856.

1080+1820.7_2 2
1080-1820 290 290

Cu o probabilitate egald cu 0,95, raportul de mai sus trebuic si se giiseascd in
intervalul (—1,96, 1,96). Prin urmare, valorile &, si & nu diferd semnificativ
Exemplu. Se considerd doud loturi de becuri electrice.
Din primul lot se considerd o selectie de 80 becuri si se constald ci durata
medie de funcfionare a unui bec esle egald cu 1520 ore si abalerea medie pdira-
ticd a acestei durate este 87 ore. Din al doilea lot s-a ficut o seleclie de 60 becuri,
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s-a oblinut o duratd medie de abalere egald cu 1590 ore si abalerea medie pitra-
licd 95 ore. Diferd semnificativ cele doud loturi in privinfa durafei medii de
ardere a becurilor ?

Rezolvare. Se considerd cil sclectiile efectuate sint independente intre ele.
Notim prin = media primului lot si prin y media lotului al doilea. Deoarece se-
lectiile au un volum mare, admitem ci x si y sint variabile aleatoare normale.
Trebuije s& testidm ipoteza

M) = M),
Avem :

2
Sy

- 2
D¥E — §) = D) + D) = = +
80 60

prin o, si o, insemnind dispcrsiile respective pentru o unitate dintr-un lot. Prin
urmare variabila ' o

este N(O, 1).
Cu datele noastre, avem :

1590 — 1520

= 5,203.
87 . 957
¥ 80 6o

Accastd valoare mare a abaterii reduse ne arati cid rezultatele obfinute diferd
semnificativ. . ’ .

. Numeroase aplicatii se referd la repartifia X2 S3 considerim repartitia multinomiald
cu pi’obabilitétilc

pu st- vy Pm’

P4+ p+...+pu=1,

referitoare la stirile E,, Ey,..., E,.
Notdm :

m
2 M = %2 *)
np;

i=1'

In formula de mai sus, n; inscamni de cite ori a apirut starea E, (i =1, 2,..., m)
fn n probe independente. i )
Variabila (%) urmeazd repartitia x? cu m — 1 grade de libertate.

Exempln. Reludm experienfa lui Weldon. Sd se verifice prinJ folosirea
repartifiei x* corectitudinea zarurilor. a
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Rezolvare. Intocmim urméitorul tablou:. *

a - 2 3 )
Numiru a0 | Tl | Rt | =y

succese (n‘) . (np‘) np,

0 " 185 203 1596

1 1149 1217 3,800

2 3265 © 3345 1,913

3 5 475 5 576 1,829

4 6114 6273 4,030

5 5194 A 5018 6,173

6 3067 ° ' 2927 _ 6,696

7 1331 1245 4,728

8 403 . 392 0,309

9 105 87 v 3,724

10 18 : 14 1,143 i
n=26 306 n=26 306 35,941

Coloana (1) coniine numirul posibil de fete 5 sau 6 apdrute in 12 aruncéri de
zaruri. In coloana (2) sint agezate frecventele corespunzitoare valorilor din coloana (1).
De exemplu, din 26 306 aruncﬁgi a 12 zaruri deodatX fn 185 cazuri n-a lesit
fata 5 sau 6. In coloana (3) sint trecute frecventele teoretice corespunzitoare nume-
relor din coloana (1). De exemplu, din n = 26 306 arunciri de 12 zaruri deodats,
dac¥ admitem c¥ probabilitatea aparitiei unei fete unui zar este 1/6, valoarea medie
* a numérului de cazuri cind nu apare nici un 5 sau nici un 6 este 203. Valo-
rile p, 1 =1. 2,..., 12, corespunzitoare valorilor din coloana (1) rezultd din va-
loarea binomului : ’

12
26 306 —2— + -—1- .
13 3
Din ultima coloani deducem : '
%2 = 35,941.
Din tabele gisim cii, pentru 10 grade de libertate

P(x® > 29,588) = 0,001,
~ Cum
35 941 > 29,588

rezultd cd trebufe si respingem ipoteza cii zarurile sint corecte.

Exemplu. Incrucisind doud specii de mazire s-au obfinuf, referitor
la culoarea §i tipul mazdrii, urmdloarele vezullate :

Sortul 1 2 3 . 4

Frecventele
observate n;




PR e
| . :
In baza teoriei ereditilii a lui Mendel, probabilititile obtinerii unui bcih .
de mazire din cele patru sorturi sint respectiv

__9.p_3 p—3 _ 1
P1 1o P2 S 3 6’ P4 ™

Se cere $i se verifice concordanla rezultalelor oblinule cu feoria lui Mendel.

- Rezolvare. Avem :

np, = 312,75 ; np. = 104,25 ; np, = 104,25 ; np, = 34,75

4
— 2 )
Ke= ) 120" g 49,
- np,

Cu trei grade de libertate avem:
P2 > 0,47) = 0.93.
Se confirmi justefea ipotezei.

Exemplu. In doud orase A si B, referitor la mortalitatea locuilorilor,
exisid urmdloarele date : ‘

Orasul A
 Grupe de virsld Numdgrul locuitorilor Numdrul anual al deceda[flor
15—19 . 65 343 ) ) 439
20-—-24 62 539 475
25-29 ‘ 60131 ° 491
. 30—34 58 114 490
. 35-39 55 231 ~ 566
40—4t 52171 . 725
45—49 48132 . 859
50—54 43 659 979
55—59 38 342 1028
Orasul B
Grupe de virstd Numaral locuitorilor Numdrul anual al decedafilor
"15—19 97 538 605
20—-24 94 548 - 671
25—-29 89 932 755
30-34 - 87 031 740
35—39 82537 ) 834
40—41 . 78 0418 1108
45—49 72 032 1239
50 —54 ‘ 66 072 1454
"~ 55—59 . . 57031 ) 1551
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Diferd mortalilatea locuiforilor din cele doud orage in mod semnificativ?

‘Rezolvare.

Vom aplica criteriul x2% Vom considera prima grupd de virsta 15—19 ani Con-
struim urmitorul tablou :

Numdarul supraviefuilorilor Numdrul anual al Total
Orasul . dupd un an decedafilor . @)
1) @
B 64 904 539 65 343
A 96 933 605 97 538
161 837 1044 162 881

Coloana (1) a fost obfinuti din numirul total al locuitorilor din care a -fost
scizut numirul decedatilor din timpul unui an. Populatia totali pentru grupa
consideratd cuprinde 162 881 locuitori dintre care 161 837 au rdmas. in viatd dupa
un an si 1044 au murit. A
Probabilitatea ca un locuitor si triiascd peste un an, in ipoteza ci mortalitatea
este aceeasi in ambele orase, este

p= 161387 _ 4 903 590.

162 881
Probabilitatea de deces este

1044

= ———— = 0,006 410.
16" 044

Calculém acum valonle teoretice corespunziitoare frecventelor. In oragul A au
fost 65 343 locuitori, pentru care corespund teoretic
65343 p =.64 924
supravietuitori si
65 343 g =419

decedafi.

In oratul B ar fi trebuit si existe teoretic

97 538 p = 96 913
supraviefuitori si

97 538 ¢ = 625

decedati.

Prin urmare vom fntocmi tabelul-: .

: Numdrul teorelic al supra- Numdrul teoretic al deceda-
Orage oiejuitorilor dupd un an filor In timp de un an Tolal
A 64 924 419 65 343
B 96 913 625 - 97 538
161 837 1044 162 881
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Valoarea lui K?, conform definifiei este

:— (64904 — 64 924)* (96 933 — 96 913)? (439 — 419)? + (605 — 625)

- - = 1,535.
64 924 96 913 419 625
Efectuind acelagi calcul pentru toate grupele de virstd, avem:
A Grupe de virstd
15—19 1,535
20—24 ) 1,298
25—29 0,175 ¢
30—34 0,047 .
35—39 0,033 .
40—44 0,203 ’
45—49 0,420
50—54 1,938
55—59 1,393
Total 7042

Obtinem pentru K? o valoare egala cu 7,042 pentru noud grade de libertate.
Deoarece

P(K? > 7,042) = 0,64

rezultd cd diferenfa este nesemnificativi.

3.6. ESTIMATIA PARAMETRILOR

Fie x o variabili aleatoare care are functia de repartitie F(x ; 6). Forma
func{ionala a functiei de repartitie F(z ; 0) este specificatd, insd 0 este un pa-
rametru real a cirui valoare adevirati 0, este necunoscuti. 8, apartine unei
multimi de valori reale ®, numitd spatiul parametrilor. in vederea gisirii.

unei valori care si aproximeze pe 0 folosim o selectie

X1=xlr X2= x2’°--’Xn = Tn

si ne propunem si determinidm o functie f(x,, z,,. . .,2,), care si poatz‘i fi luatd
ca valoare a parametrului 0.
Aceastd functie o vom numi functie de estimafie sau cslzmator.
Definitie. Dacd

lim f(xy, z5,...,%m) =0 1)

n-»co
-

f(xy, Zs,...,x,) Se numeste eslimator corect.

In relatia (1) convergenta are loc in probabilitate. - ,

Existi o infinitate de functii care indeplinesc conditia (1)

Dintre acestea prezinti cel mai mare interes cele pentru care conver-
genta este cit mai puternica.

~ Daci relatia (1) are loc, aceasta inseamni ci pentru valorile mari ale lui

n, functia de selectie f(x,, x.,....T,). ia valori apropiate de 8, cu o probabi-
litate foarte mare. : :
_ Aceste valori aproximeczd valoarea parametrului 0 si deci este natural
ca functia considerati si fie luatd drept un estimator al lui 0.
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L Lo Ib-n e N ‘
. Definitia se pastreazi si in cazul cind existi mai multi parametri a’

" caror valoare esté necunoscuti. Vom da un exemplu din teoria erorilor. Si °
‘presupunem ci‘am masurat o lungime de n ori $i ci-am obtfinut valorile

2 . © Xy, Zoye..sTpe

Din experiente anterioare si din teoria general a erorilor avem motive o
pentru a admite cid repartitia acestor erori este normali :
. . (x —m)?
1 T TS
F(x; Im G) =y~ .
( ’ [ ) °OV27!
. Prin urmare, functia de repartitie este cunoscuti dar nu cunoastem va-
lorile numerice ale parametrilor m si c. .
- Daca vom putea gisi doud functii f(z,, x,...,2,), 9(z;, T,.. .,x,) astfel
“fneit o
. E i

. P
lim f(z,, x,... +Tn) =m,
n-oo

; P
Clim g(xy, @, .. 1) =0
-0 :

n ° N

problema este rezolvati intrucit cu o probabilitate atit de mare, cit dorim
noi, pentru valorile lui n.>> N, unde N este un numir mare pe care il putem
determina, diferentele dintre (2, Z,,....%,) si g(z,, 2,,. . .,2,) devin arbitrar
de mici. ' '

‘Stabilirea faptului ci o functie converge in probabilitate citre ocon-
stantd poate prezenta uneori dificultiti. De aceea, este preferabil si se re-

¥

curgd la conditii mai simple. Astfel, daca
' - M(f(zy, x5, . %) = 0 4 a(n), lim a(n) = 0,
" . n

->CO

B » -
; oo D&(f(xy, xsy...,2,)) =0

~ rezultd: imediat prin aplicarea inegalititii lui Cebisev, cd f(xy, Z,...,T,)
- este un estimator corect pentru . -
- . Inrelatiile (3), a(n) este o functie de n, care tinde citre zero, cind n creste
" - mnecontenit. Dacd a(n) = 0, vom spune ci f(z;, 7,,.-..,7,) este un estimator
absolut corect pentru 6. Uneori, in acest caz, se spune ci f(z;, ,,.- .,2,) este
un estimator nedeplasat. ' ' ‘

* Vom da un exemplu simplu. Considerim un eveniment cu probabili-

‘tatea p de a‘se realiza intr-o probi. Supunem evenimentul la n probe inde-

" pendente si cunoscind rezultatele fieciirei probe, ne propunem si evaluim :
valoarea probabilititilor necunoscute p. Este o problemi de estimatie cu
un singur parametru p. Notdm prin « numirul de realiziri a evenimentului
“in n probe. Avem.: : o

, : M (E) = p, D2 (1) =ﬂ
N . : n n n
4 _, .

'Cohditiile (3) sint indeplinife si deci' = este un estimator corect al lui P’
. n - .

=

" . Se vede ci = este un estimator nedeplasat.
. - n .
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- 8% considerim functia de selectie .

e+l
) n+1
Un calcul simplu ne artad ca . 7
1 1 ‘ \
g s ) P e
(F) =+ o
() 1)2("1+ 1 ] -
- . n+1 (n+1)
Conditiile (3) sint indeplinite . deoarece :
lim =2 —0, lim—2t2 _—o.
n—oo n 41 x~00 (4 1)2
Prin urmare si funcfia -
' a+1
n-1

este un estimator, insi un estimator deplasat, in prima relatie din (4) exista
termenul :

- ofn) = :H__'l):#o

Referitor la exemplul de mai sus, admitem ci am impirfit grupul de
n experiente in doud grupuri: n; $i n,.'Notim prin «, numirul de realiziri
ale evenimentului in primele n, probe si prm «, numirul de realiziri in ul-
timele n, probe (n, + n, = n).

Alegem ca estimator pentru p, expresia

Loy + ks,
ko, + kyn, _ o

unde k; si k, sint doud numere reale, pozitive. |

— Efectuind calculele obtinem :’ .
‘ (5) ) M( ko, 4 ko, ) = p; Dz( ko, + Kz, ) — Jen} 4+ kyn} '.
kiny + Ryny kuny + kony (kg + ksny)?

Din aceastid relatie, rezultd :

D2 ( ko + Rty )= D? (i)_‘_ (fy — kz)'nxns'
k,n, + k,n, nj n(k,n, + kyny)

Dz( ks + kyoe ) > Dz(i],
kyny 4 ken, n

egalitatea neavind loc decit pentru k, = k, cind estimatorul

Prin urmare :

-4

Koy 4 Fyg
kiny + keny o
devine egal cu—-
n
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t

“Din (5) rezulti ci toti estimatorii . o | & ‘

_M, k, €N, ky, e N
k,ny + k,n, .

sint absolut corecti (nedeplasati). Printre ei se afla si estimatorul >, obti-
n

nut pentru k, = k,, care se bucurid de proprietatea cii are cea mai mied dis-

persie. Aceastd proprietate de minim are importantd -din punct de vedere
statistic. Ea di nastere la cea mai mare concentrare de masi a probabilititii
in jurul lui p §i deci estimatorul de dispersie miniméa este intotdeauna pre-
ferabil celorlalfi estimatori.
" Vom demonstra o teoremi generald privind minimul dispersiei estima-
torilor. In acest scop vom introduce urmaitoarea
Definitie. Dacd

C Xy Xore .o X,
esle o selecfie asupra unei variabile alealoare _X avind densilalea de probalbilitate

f(x); 9), funcfia
P(x; 0)= lP(xl, Xy, . <Ly 5 0) = i]ilIlr(xl H 0)’

poarld numele de functie de verosimilitate.

Este evident, conform definitiei, ci :.

-8 0 e ez, o, az =1
RN |

_shu
Jprav=1
Rs
qnde
. ""
dv =TT do;
i=1

Teorema Rao-Cramer.
. Dacd-
. 1. mulfimea valorilor lui formeaza un interval D al dreplei reale.

9. 8 P(x; 0)

20 < oo,‘oricare ar fi 9 €D gsixz s R"

3 —S P(z; 0)dv= SE—PS:—QdB oricare ar fi® € D.
. Re Re

- 4. peniru orice estimalor t, nedeplasat

2 2
-a—e's i,.PdU = S—a-e- t,,pdl’
Rs Re»

5. M[(-a-l“:(:—m))] < o, peniru fofi 0 e D,
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6. { esle un estimator nedeplasaf al lui =(8), atunci :
7. D(t) > ['(O)F/M (al‘—’;%”—‘?l)

egalilalea avind loc numai dacd existd o constantd A, asifel:tncft

d1n P(x"; 6) .

A [— 9 = []
[(— =(0)] = 2%
Demonstrafie. Din

[ Pdo =1

Re ,
deducem

dln P

Pdv =
B Rhidal
' Ru

Derivind mai departe in raport cu 0:
‘ ,

S[azlnp_l_ (arnP)Z],P v = 0.
fin

202 a6
Aceasta fnseamni ci ’
' M[annp):__M[(amp)a]
a0? \ -99
t fiind un estimator nedeplasat pentru <(0), avem :

M) =R§tpdu‘= =(0)

\

si prin derivare:

S iala"eP‘Pdv= “(0)
R»

sau

(0 — A___.T; dln P
(0) RS(t @) 255 P do.

Aplicind inegalitatea lui Scfiwarfz, se obtine

2(0) < S [ — =(®)]P dv S ( 2 ‘a';” ]";P;dv |
A

Rn
sau .
'2(0) < Mt ._ +(0)]2M (al;p]:'
Insi o ‘ | 0
“ . Mit— <O = D).
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- Prin ﬁrnﬁafe:
Dy > —= O .
‘M (a- In P)
. a0

Teorema este deci demonstrati. Mai rimine si se examineze cazul cind -

‘inegalitatea de mai sus se transformi in egalitate.

Pentru aceasta, trebuie ca { — =(0) si fie propdrtionala cu 202 , adica
' dlnPpP
All — <=(8)] = . /
\ { =(0)] 20

unde A este independenta de valorile observate de selectle, depmzmd numai

- de 0. Prin ridicare la pitrat :

4Ot — <OF = (2],

(3mPYy : dln P ,
M( 0 )=§:1(0)[t—f(e)] > P'du=A(0)-r(6)f

- D) = <(B)/A(0),

dispersia in acest caz cipitind aceasti formi simpli.

Definigie. Un estimalor peniru care inegalilatea (6) se {ransformd in ega-
lilate se numeste eficient. ‘

- Observafia I. Teorema lul Rao-Cramer se extinde pentru mai mulii parametri. Demonstratia

. in linii mari rdmine aceeasi. De aceea nu vom ar#ta decit in ce constd aceastd -
generalizare. '

in cazul cind avem r parametri ,, 0,,. 2o 0, furictia de verosimilitate are formai
- n .
P(x; 01,‘03,.... 9')=P(xp xg,)..; Xy, s ep 93...., 0,) =]__If(xp 61,..., 6,)
. ¢ =1 )

prin f(x; 0, Oy..., 0,) notind densitatea: de repartifie, care in acest caz de-
pmde de.r parametri

Fie 0,. 0,..... 0 r estimator! nedeplasati :

M@O)=0; (=1, 2,..., 1)

Noiﬁm ‘
MO, — 08, — 0,) =0, (1, j=1, 2,..., 1)

M[alnP ] dln P] = nb,,.
20, 20, :

Admitem 'existenta valorilor 0, si by,

Matricele A = (a;y) §1 B = n(by;) sint matrici de momente si-deci sint pozxtiv
deﬂnlte. Notim prin A inversa matr!cei A.

an.




in Spatiu] euclidian cu r dimensiuni, considerdm elipsoizii definiti prin‘ecuatii'le ’

YAy =r+2,
yBy=r+ 2.

Generalizarea teoremei lui Roa-Cramer constd in faptul ci primul elipéoid cu-
prinde in intregime elipsoidul al doilea. in cazul cind cei doi elipsoizi coincid
functiile de estimatie corespunzitoare poarti numele de estimatori eficienti. -

Observafia II. Considerim ecuatiile de verosimilitate

élnP

=0,(=1,2..., 1
20, ( )

unde P esté functia. dé verosimilitate.

Prin rezolvarea acestui sistem, gisim solutiile 6,, 0,..., 0,

Se demonstreazd cd functiile de selectie _e., (=1, 2,..., r) sint estimatori
corecti. :

Obsewa{za III Proprletaule de mai sus au fost enuntate in cazul cind repartma populatiei
teoretice originare admite densnéi,n de probabilitate. Aceastd restrictiie nu
este necesard, efectuindu-se bineinjeles, modificirile necesare.

Exem ple
I. Schema lui Bernoulli

Considerdm urna clasicd a lui Bernoulli cu doud valori 1 si 0. Notdm prin
p probabililatea egalitdfii X, =1 si prin q probabilitatea egallta!u X, =0
Efectuind n probe mdependenle ‘am obfinut frecventa

fo= =
It . : -

Ne propunem sd determindm un estimalor pentru p.
Considerim estimatorul

7.
n

Avem, dupid cum am aritat

M@®) = p,
D¥f) =2

Conditiile (3) sint indeplinite. Prin urmare, 6 este un estimator nede-
plasat. Vom arita ci este si eficient. !

Conform teoremei lui Rao-Cramer, transpusd in cazul unei repartltn

discontinue, avem mtotdeauna ‘

1

D) > — , .
dIn p,
R ) (]
NZ( ap Jp‘.()

=]
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In cazul nostru 6 = p . v
| pp) = P,
po(p) = 1—p,

' _«'ﬂ_p} ey L1,
21( opy ps pp’ ( P) A—=pr g

1=

Prin urmare :
DB =&
Se vede ci minimul este atins pentru estimatorul

-

= s

care este prin urmare si eficient.

Vom aplica si metoda verosimilitdfii maxime.
Probabilitatea de a obtine din n probe « realiziri este

P = Cpg*~".
Ecuatia verosimilitatii maxime este ?
) dinP 0
adica
_ : _ILZ% .
- © p q

'De unde rezultid estimatorul

p=

:ls

I1. Repnrtma mu]tmomma]a

Dinir-o urnd in care sint bile de k culori dzferlte e/'ectuﬁm exlracfii con-
seculive, punind de fiecare dald@ bila exirasd inapoi in urnd. Dupd n extraclii,
obfinem respectiv

ny, Ng,....0

bile- de culorile 1, 2,..., k.

In baza acesliei experienfe, ne propunem sd estimdm probabilitdfile necu-
noscule py, P, . . . P, de a scoale respectiv din urnd o bild de culoarea 1, 2,....k

- k 4
o . eePy = 0, ,§1p£= 1. .
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Pentru gisirea unor estimatii, vom pleca de la functia de veresimilitate

!
P=—— _pmpm. . pm
nlngt,..tng !p [J Pk
«<care, dupd cum am vizut reprezinti probabilitatea ca din n extrac{ii sd ob-
tinem n, bile de culoarea 1, n, bile de culoarea 2,..., n; bile de culoarea k.
Vom avea de rezolvat sistemul

In P ‘
a”mp‘=0’ d.In =0,... amp=0.
ape a p2 Pi—1
Slstemul are (k—_1) ecuatii, degarece existd k— 1 parametri indepen-

denti :

pl’ p‘..’.! .. -’Pk—ly
Pr=1—p1—ps— "...— ps_1.

Sistemul de ecuatii se scrie :

n ng n Ny n;
—— <=0, ——’——=0 _‘—-—= .
P D Pz P Pr— P
Gisim solutiile :
Iy - I, - gy
Pl'—— Pe=—"s... Pp—g = —,
n n n

P P2 .. sPr-y sint estimatori corecti. Pentru'a constata daci acesti estima-
tori sint_deplasati sau nu, vom calcula mediile:

= M .
M(p‘)=-f+")'= po (i=1,2,..., k—1).

Prinjurmare, estimatorii sint nedeplasati.
Vom calcula si dispersiile :

Dz([;i) — D’I(:O — pl — po) , .(i =1,

n

2,000 k—1).
Se observa ca

lim D*(p;) = 0, (i=1,2,..,k—1),
n-»co . X
«conditiile (3) fiind, indeplinite. . - N ‘
Se poate demonstra ci estimatorii gisiti sint eficienti. Pentru aceasta
wom calcula mai intii matricea B de la observatia I.
Un calcul simplu ne aratd ci

E(alnp,.) =p‘+p"n (1—1 2,,.,,[{—1)

9 ps PP

alnp,, dnp,
n ;1——n) (l,]—l 2)0.., k'—‘l,l%‘l)
E P ap, Px
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ik—1 . k=1
. k41
E"——p_‘-l-pk-(x P+ 2 E (xt—pt)(xj_p)— G+ ey )pk
Py
i=1 =1
igkj

La fel, ziQem:

bl

o, 1—
D(p,) = &(_TP_')

M(p;— p)(ps— ps) = — Ei’:i .
Prin urmare :
. 'p,(l — p) _ PP PiPra ‘
' . n .n n
.- - __Paps p1 — ps) el PaPia
A = n' A - n n ’ -
k~_ Pr—iP1 Y 2V . Pia(l —pr_y)
n n o n ]

Matricea inversi se calculeazi lesne. Se obtine:

[rptp) - oL on
P1Ps Pk P
_n n(p:+ py) ., n_
.A_l = Pe PaDx P *
_n _n- ... (pros + P
l D Pk Pr-1Px

Prin urmare elipsoidul de comcentraie minima al dispersiei este:’

Se vede ci se ajunge la acelasi elipsoid ca mai sus. Cei doi elipsoizi, men-
‘tionati la observatia I, coincid si deci estimatorii sint eficienti.

III. Repam;xa Poisson
In cazul acestei repartzlu, existd. probabtlzta{z’e

Bxs A) = we 7 C x=0,1,2,

~ Egxisld un-singur pdramelru \, a cdrui valoare urmeazd sd fie delerminald
prmtr-o selecfie.

- Functia de verosimilitate maximi este-

Ezg
— a—NA A
P ‘ e pry
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Ecuatia de verosimilitate maximi
dlnp
" an ,
ne da: ‘ S .

Se verificd usor ci A este un estimator nedeplasat.

Se poate demonstra ci acest estimator este si suficient. Intr-adevar,
dupi teorema Rao-Cramer, minimul dlspersxel este :

= d1n f(x, \)J?
RZ [———a)‘ ] f(
&T=v
2[8 In f(x, A)] (:l:, %) = n 2 (__ 1): )gzel'-z _ %.
x

- . L . ; n =
Minimul dispersiei estimatorilor corecti este — Pentru 2 avem :
: X

insa

D*(») = D* (%E at) =—D* (Z ri) = —-nD?(r,) = -A'— N

2 este prin urmare un estimator eficient.
IV. Repartitia normali

Sd considerdm familia de repartifii normale cu densitdfile

(x—m)*
1 T
z, m) = e .
(f( L ==
Exisld doi parametri: m si 6. Vom avea mai multe cazuri de examinat,

dupa cum unul sau amindoi parametri sint necunoscuti.
“a) m necunoscul, o cunoscul
Probabilitatea obtinerii selectiei

Ty Loy . 0Ty
este

1 — 35 S(ei—m)? :
'Ecuatia verosimilititii maxime :
. dln P
am

=0

ae conduce la

Y_T.l = I—Exg.
n




Estimatorul obtinut este media aritmeticd a observatiilor. Este un esti-
mator nedeplasat, deoarece

M(m) =+ M(Z &) =m.

Se poate arita ci acest estimator este si eficient:

A . dln P 1
. = —— Xy—Im),
P _ LS o)

(L) Ly (F —m) = L

Prin urmare, conform teoremei lui Rao-Cramer, dispersia minimid a

- . o?
estimatorilor este—.
: n

Insi

c’
2(m) =—

Prin urmare. minimul e atins si deci m este un estimator eflcxent
b) & necunoscul, m cunoscut
"Avem tot un singur parametru necunoscut: o.

Pentru gasn'ea unui estimator, vom folosi metoda verosimilitatii maxime.
- Din expresia functiei de verosimilitate deducem

In P=—nlog c———Z(z,—m)z—'—;—]og2n.

Ecuat:a verosnmlhtaLu maxime

dlnP __
Jda

=0

ae di estimatorul

R

+ Repartitia de probabilitate a lui o este o repértitie Y cu densitatea

N
p—
|
N
(O

L
xn—le 20

. o'T (_n_)
. 2

. Cunoscind aceastd densitate, putem calcula valoarea medie a lui ¢ si

‘ohti’nem :
-_Vz.%ﬂ
M(o) =V> r(”i‘I)c

Rezulti ci ¢ nu este un estimator nedeplasat pentru o.
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Daci vom considera insi estimatorul
o . _2_ T (n-;— 1] -
0y = V‘; _— VT E (xi - m)2’
| r(3) -

2 .
fn baza formulelor de mai sus, rezulti :

M(oy) = .

Estimatorul o, este nedeplasat, spre deosebire de o care este deplasat.
Estimatorii o §i o, nu sint eficienti.
¢) m si o necunosculi
Pentru a simplifica rezultatele obtinute, vom nota ¢* = 0 si ne propunem
si estimim pe m si 0. ‘

Densitatea de repartitie devine

) (x—m)
1 —_—
z;m, 0)=——e 20
f( ? ) V2TC6
far functia de verosimilitate
__ 1 —wIa—m
(2.“.)1:[26”/2 4

MPe— " lng— 1 NN(p e A X
n 5 In0 262(@ — m) 5 In (2%).

Rezolvarea sistemului :

dln P 0. 2mnp
am a0

ne di:

Am examinat natura acestor estimatori la punctele precedehte. Ne vom
ocupa de eficienfa estimatorilor. i ,
Elipsoizii mentionati la observatia I ‘devin elipse. Se poate arifa,
efectuind calculele de medii corespunzitoare ci ecuatiile acestor elipse sint
n 2 ;| 2n 5
Ta—mE 2 (/) y,

]

2 (o my+ = (1— VO = 4.




Aceste doui elipse concentrice nu coincid. Cind selectia creste necon-
tenit, adici pentru n — oo, elipsele comcld si' deci estimatorii m si 0 devin
- eficienti la limiti.

© V. Estimatia medianei
" Considerdm selecfia
Ty, Ty s Tonin

_formata din (2n + 1) probe mdependen!e
Am ordonat selecfia dupd mdrimea valorilor oblinule

1 S % < .o € Zopgae

In acest caz, mediana acestor valori este prin definifie x,.,, deoarece (z,,
X, .. ..&y,) sint n valori mai mici decit Zyyy S (Tpszs-- - Tpnyq) Treprezintd valori
mai mari decit x,,,. Ne propunem sd delermindm reparlilia de probabilitate
a variabilei x,,,, cind valorile x; (i = 1, 2,..., 2n 4+ 1) variazd la intimplare.

. Notdm prin F(z) functia de repartifie a populatiei teoretice si admitem
. ci existi o densitate de probabilitate f('c) De asemenea notim prin g(z)dz
- probabilitatea ca x,,, sd se gaseasca in intervalul (z, x +. dx). Pentru de-
terminarea acestei probabilititi sa observam cd sintem in cazul repartxtxel
multinomiale.
¢ Efectuind (2n -+ 1) experiente, n variabile trebuie si se giseasci in in-
tervalul (0, z). Aceste variabile sint 2y, ,,. .., z,. Probabilitatea ca o varia-
bila z, (i =1, 2,...,n)sd se giseascd in intervalul (0, z) este F(x). Pe de
altd parte, n variabile : x,,,, Zyy9,...,Tony, trebuie si se giseasca in interva-
Iul (z, co), ceea ce se realizeazi cu probabilitatea 1— F(x). Variabile z,
trebuie si cadi in intervalul (z, z + xd) cu probabllltatea f(r) dx. Aplicind
formula

——n—!——- pipE. .. pe
AT TR |
care reprezintad probabilitatea ca s evenimente cu probabilitdtile py, py,...,p, -
sd. se realizeze respectiv de o,;, &,,...,%, ori, obfinem : .
2n 4 1)1
s@)dz = S F@I1—F@) @) de.
fn mod analog se calculeaza probabilititile valorilor extreme ale selectiei
’ Tyy Taye o osly
fn care presupunem ci
Z, €2 £ ... <X, ]

. Ne intereseazd in numeroase aplicatii ale statisticii repartitia celei mai
mici si celei mai mari valori ale selectiei. De asemenea, prezinti de multe
ori. interes repartitia variabilei z, — x;, care se numeste amplitudine.

Aplicind schema multinomiald, observim ci probabilitatea ca cea mai
mici valoare si fie cuprinsd in intervalul (xr, z 4 dz) este f(r)dz, iar

. celelalte variabile z,,...,z,, fiind mai mari_decit z, au fiecare probabilitatea
1— F(x). Prin urmare, probabilitatea elementului minimal este

s 1= F@I~@)ds = n(1—F@)*~{(@)dz.

In acelasi mod se obtine densﬂ:atea de probabilitate pentru elementul:

maxxmal Ea este
n[F(z)]*~*f(z)dz.
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"Ca exémplu, vom da repartitia rectahgu’ldré pentru care functia de
repartitie este :

r—a

F(x) = » (@a<z<d), o

b—a '
iar densitatea ,
1
@) = ——. |
Aplicind formulele de mai sus, se obtin dupi calcule simple :
2(b — a)
M@, —1z)=b—a =",
: (xy — ;) a w1
DXz, — )= — 20D a2),

(n+ 1) + 2)

care aratd cd amplitudinea de selectie (xy — ;) este un estimator corect,
deplasat pentru lungimea b— a. :

VI. Estimatia mediei o ‘
Sd considerdm o populafie feorelicd definild prin funclia de repartifie F(z).*
Fie m media acestei populalii, presupunind cd exisid :

+o :
m= [ xdF(z).

Ne propunem sd delermindm un eslimafor peniru m, pe baza unei selecfii
de m valori independente , :
Ty, Tgy. .o yy.

Este natural si presupunem ci acest estimator este media de sondaj

P = o+ 4. .4,
. n *

Sa mai introducem momentul de ordinul al doilea al populatiei teoretice -
+00
m, = [ 22dF(z)

si dispersia
+o0
o* = [ (x — m)2dF(z).

Pentru a arita ci z este un estimator al lui m, vom calcula momentele
de primele doui ordine.

M(z) = —”7- M (Ex,J - -”7— > M@E) = m,
DY(z) = %Dz (2 x?) =4% E Dz, ='—°ni )

Formulele de mai sus ne aratii ci z este un estimator corect al luj m.
Sa observim ci aceasti proprietate este foarte generali.
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Este suficient ca primele doui momente ale populatiei teoretice si existe.
A. Hincin a aratat cd ne putem dispensa de existenta momentului de ordinul
al doilea. Pentru ca proprietatea si.subziste este suficient si existe momen-
tul de primul ordin. A

In anumite cazuri partlculare se poate determina si reparhl;na medxel
de selectie. Vom examina citeva dintre ele.

a) Reparlilia normald.

Daci populatia teoretici este normald I\I(m, c) se poatc demonstra ci

ak

Sd notdm prm o(l) functia caracteristici a medici de selectie T :

iLtser, 1L
o(l) = ME® = Mle " =TI M\e " ).
I.

N N
Insd am aritat ci dacd £ este o repartifie normald, avem :
o?u?

\repartltla mediei de seleclie este N (m,

mui — 5
o(u) = M(e"®) = e 2

: ' Y < t -
in formula de mai sus, ficind u = —, rezulti
n

4 212
mli—ol

o) = "
adlca tocmai functia caracteristici a rcp’u‘tltlel normale N {m ( VG_,) . .
n

b) Reparlifia Poisson.
"Sd admitem ci repartitia teoreticii este o repartitie Poisson cu parame-

trul A. Procedind ca mai sus. avem :

\ - i L :ck]
o) = M) =TI M\e " ).
' 3
Efectuind substitufia

4

u=—

n

(7 _4)
; in _
l(ci'l_l);_enlc 1

o() =TT M (e"*) =TT e
k 3
Am stabilit astfel valoarea exactd a funcliei caracteristice.

VII. Estimatia dispersiei

Estimatia dispersiei in cazul general al unei repartitii teoretice prezinta
in domeniul statisticii un interes capxtal Referitor la populatia teoreticd no-
tam prin F (x) functia de repartilie, prm m momentul Yle primul -ordin, prin
m, momentul de ordinul al doﬂea si prin ¢* dispersia.

’)
Fie .

¢? = my— m®.
:l?I, ’1‘2, s ey :l‘,,,
o selectie de n probe independente.
Este natural pentru estimarea lui ¢* sii considerdm dispersia de selectie.

Notam :
. T = L Emi,
= — Z (x; — x)"

‘Vom caleula M(s%), D? (0')
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Peﬁtru simplificarea calculelor, vom introduce variabilaly, (i=12,...,n)
' y,=x;;m, i=1,2,....,n -
~ Pentru aceste variabile avem : ’
My, =0, i=12,...,m,
D*y) =0, - _ i=1,2,..., m.

Se constati usor ci

= %2@‘—@2——20‘ 9

1
Yy=— Y.
n

* unde

- Tinind seami de aceasti valoare obtinem :

o = n-1 EJt—_EytJb

i<j
M(oY) = T== 3" M) — = S ME)M@,).
. i<j
MG_Z)=H—1 2 __ 3 o?

¢ = ¢° — —

n

Vom calcula acum dlsper51a lui ¢*

DY) = MU — IEF = M3 g y)) o,

nsa
S e R 3 T
[ (S A D~ = ]
M= = y)]'= L= u Sy ]+ M(Ey‘y’) |
D [ S)

i<A

deoarece din cauzi ci

M(y,) = 0, i=12,...,n
rezulti

M(Yyy,)* = M (Y vy = TM@M@EH = =D ot M[Yy? Yyl =0
iaj i<j z;; 2 i<j
MRy = XM +.2 BMEHM(5) = nm, + n(n— 1)e*,
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‘unde

(My‘% = my, (i =1, 2,.. .,n).

‘ox « . 1 ” . % " 1
-Sd notdm prin 0 [—) o functie de n, care tinde citre zero odata cu —.
n : .

N .

termeml care o compun se pOt scrie :

,‘"“’ M[E ] =D [, +n(n—l)a‘];c +0( )
LN
______“"nj L) M [2 B> yiy;] =

In expresia lui

deoarece M(y,) =
Prin urmare :

M((e")] = o* + 0( ] S [M@E)E = ot +0 (i)

D) = M[{e%1] — [M{s%] = 0 (=)
. A n
Formulele : .
M@ = o* —Z; D) = 0( )
. n
ne arati ci o® este un estimator corect, deplasat

Putem insi construi usor un estimator nedeplasat. Deoarece

n—1
2

M ( n - 1 52)= M(nljz (y,’—-y)z}=

Prin _urmare functia de selectie:

—— S =9 = — 2@,-—@)2

este un estimator corect, nedeplasat care trebuie decl preferat lui o2

Se explica astfél pentru ce in teoria erorilor de observatie, daci se obtin
abaterile observatiilor de la valoarea lor medie pe care le notim prin ¢,
E95. .4 +38p
pentru evaluarea erorii medn la patrat se foloseste expresia _

- M(c% =

rezulti ca

9

(51+ 52'1" ---+°n)

n—1

‘in loc de . ‘

1

7(8§+ 2+ ...+ <)
<um in mod fals aratd intuitia.
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. TABELA ANEXxiA 1 o .
P ) 1t = :
g(l)—k Ve e” 2L HY = T Soe 2 dz = O()

9(t) H() t g(t) H(l) t | e oy |
.39894 | .00000 45 .| .36053 17364 .90 | .26609. | .31594
.39892 00399 .46 .35889 17724 ©.91 | .26369 .31859
.39886 .00798 A7 .35723 18082 ||. .92 | .26129 .32121
.39876 | 01197 .48 .35553 .18439 .93 | .25888 .32381
.39862 .01595 49 .35381 .18793 .94 | .25647 .32639
.30844 01994 .50 .35207 .19146 .95 | .25406 .32894
.30822 .02392 .51 .35029 .19497 .96 | .25164 .33147
.39797 .02790 .52 34849 | .19487 .97 | 24923 .33398
.39767 .03188 .53 .34667 ,20194 .98 | .24681 .33646 .
.39733 .03586 547 | 34482 .20540 .99 | .24439 .33891
.39695 03983 .55 .34294 20884 || 1.00 | .24197 34134
.39654 .04380 .56 .34105 .21226 1.01 | .23955 .34375
.39608 .04776 .57 .33912 .21566 1.02 | .23713 34614
39559 | .05172 .58 .33718 .21904 1.03 | .23471 .34850
.39505 .05567 .59 .33521 .22240 1.04 | .23230 |' .35083
.39448 .05962 .60 .33322 | 22575 1.05 | .22988 35314
..39387 .06356 - || .61 .33121 .22907 1.06 | .22747 | .35543
.39322 06749 .62 .32918 .23237 1.07 | .22506 .35769
.39253 07142 .63 .32713 .23565 1.08 | .22265 .35993
30181 | .07535 .64 .32506 .23891 1.09 | .22025 .36214
.39104 .07926 .65 .32297 .24215 1.10 | .21785 .36433
.39024 .08317- .66 .32086 .24537 1.11 | 21546 |- .36650 .
.38940 .08706 .67 .31874 .24857 1.12 | .21307 .36864
.38853 .09095 .68 31659 25175 1.13 | .21069 .37076
.38762 .09483 .69 .31443 25480 1.14 | .20831 .37286
.38667 .09871 .70 .31225 25804 1.15 | .20594 .37493
.38568 10257 71 .31006 26115 1.16 | .20357 .37698
.38466 .10642 72 .30785 26424 || 1.17 | 20121 .37900
.38361 .11026 73 .30563 .26730 1.18 | .19886 | .38100
.38251 .11409 74 .30339 .27035 1.19 | .19652 .38208
.38139 11791 75 |- .30114 .27337 1.20 | .19419 .38493 *
.38023 12172 - .76 .29887 .27637 121 | .19186 | .38686
.37903 12552 )| 77 129659 27935 || 1.22 | .18954 | 38877
.37780 .12930 .78 .29431 | - .28230 1.23 | .18724 .39065
.37654 .13307 79 .29200 .28524 1.24 | .18494 .39251.
.37524 .13683 .80 .28969 .28814 1.25 | .18265 | .39435
37391, | .14058 .81 .28737 .29103 1.26 | .18037 .39617
37255 . | .14431 .82 .28504 .20389 127 | .17810 | .39796
37115 .14803 .83 .28269 .29673 1.28 | .17585 .39973
.36973 15173 .84 .28034 .29955 1.29 | .17360 .40147
.36827 15542 .85 .27798 .30234 || 1.30 |- .17137 .40320
.36678 .15910 .86 .27562 .30511 1.31 | .16915 .40490
.36526 16276 .87 .27324 .30785 1.32 | .16694 .40658
.36371 .16640 .88 .27086 .31057 1.33 | .16474 .40824
.36213 .17003 .89 .26848 .31327 1.34 | .16236 .40988 |,
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(continuare)

t g(0) H(l) t g(1) H(t) t g(t) H(1)
1.35.| .16038 .41149 1.80 | .07895 ,46407 2.25 | .03174 .48778
1,36 | .15822 .41309 1.81 | 0.7754 .46485 226 | .03103 | .48809
1.37 | .15608 | .41466 || 1.82 | .07614 .46562 2.27 | .03034 .48840
1.38 | .15395 ‘| .41621 1.83 | .07477 .46638 2.28 | .02965 .48870
1.39 | .15183 41774 1.84 | .07341 .| .46712 229 | .02898 .48899
. 1.40 | .14973 41924 || 1.85 | .07206 .46784 2.30 | .02833 .48928
141 | .14764 .42073 - 1.86 | °.07074 .46856 231 | .02768 .48956
1.42 | .14556 .42220 1.87 | .06943 .46926 2.32 | .02705 48983
1.43 | .14350 42364 1.88 | .06814 .46995 2.33 | .02043 | ..49010
" 1.44 | 14146 .42507 1.89 | ~.06687 | .47062 2.34 | .02582 .49036
1.45 | .13943 42647 || .1.90 | .0c562 | .47128 235 | .02522 .49061
1.46 | .13742 .42786 1.91 | .06439 47193 2.36 | .02463 .49086
147 | .13542 .42922 1.92 | .06316 47257 2.37 | .02406 .49111
1.48 | .13344 .43056 1.93 | .06195 .47320 2.38 | .02349 .49134
1.49 | .13147 .43189 1.94 | .06077 .47381 2.39 | .02294 .49158
| 1.50 | .12952 .43319 1.95 | .05959 47441 2.40 | .02239 49180
1 151 | 12758 43448 [|°1.96 | .05844 .47500° 2,41 | .02186 .49202
152 | .12566 .43574 1.97 | .05730 .47558 2.42 | .02134 .49224
1.53 | .12376 .43699 1.98 | .05618 .47615 2.43.1 .02083 .49245
1.54 | .12188 .43822 1.99 | .05508 .47670 2.44 | .02033 .49266
1.55 | .12001 43943 2.00 | .05399 47725 2.45 | .01984 .49286
1.56 | .11816 .44062 2.01 | .05292 .47778 2.46 | .01936 .49305
157 | .11632 .44179 2.02 | .05186 | .47831 2.47 | .01889 | ".49324
L] -1.58 | 11450 | .44295 2.03 | .05082 ,47882 2.48 | .01842 49343
1.59 | .11270 .44408 2.04 | .04980 47932 2.49 | .01797 49361
1.60 | .11092 .44520 2.05 | .04879 47982 || 2.50 | .01753 .49379
1.61 | .10915 .44630 2.06 | .04780 .48030 251 | .01709 .49396
1.62 | .10741 .44738 2.07 | .04682 .48077 2.52 | .01667 .49413
1.63 | .10567 44845 2.08 | .04586 .48124 25% | .01625 .49130
164 | .10396 | .44950 || 2.09 | .04491 | .48169 2.54 | .01585 49446
1.65 | .10226 .45053 2.10 | .04398 .48214 2.55 | .01545 49461
1.66 | .10059 45154 2.11 | .04307 .48257 2.56 | .01506 49477
1.67 | .09893 .45254 2.12 | .04217 .48300 2,57 | .01468 .49492
168 | .09728 .45352 2.13 | .04128 .48341 2.58 | .01431 .49506
1.69 | .09566 .45449 2.14 | .04041. | .48382 2.59 | .01394 .49520
1.70 | .09405 .45543 2.15 | .03955 48422 2.60 | .01358 49534
1,71 | 09246 .45637 2.16 | .03871 .48461 2.61 | .01323 49547
1.72 | .09089 45728 - [l 2,17 | .03788 | .48500 2.62 | .01289 .49560
1.73 | .08933 .45818 2.18 | .03706 | .48537 2,63 | .01256 .49573
1.74 | .08780 | .45907 2.19 | .03626 48574 2.64 | .01223 .49585
1.75 | .08628 .45994 2.20 | .03547 .48610 2.65 | .01191 .49598
1.76 | .08478 .46080 221 | .03470 | .48645 '2.66 | .01160 .49609
1.77 | .08329 .46164 222 | .03394 .48679 2.67 | .01130 .49621
1.78 | .08183 .46246 223 | .03319 .48713 2.68 | .01100 .49632
[ 1.79 | .08038 .46327 2.24 | .03246 48745 2.69 | .01071 .49643
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(continuare)
t g(t) H(l) t gy | HO t (1) H(l)
2.70 .01042 49633 3.15 * .00279 .49918 - 3.60 .00061 .49984
2.71 01014 49664 3.16 .00271 .49921 3.61 .00059 .49985
2.72 .00987 .49674 3.17 .00262 .49924 3.62 .00057 .49985
2,73 .00961 .49683 3.18 .00254 .49926 3.63 | ' .00055 .49986
2,74 .00935 .49693 3.19 ;00246 .49929 3.64 .00053 .49986
2.75 .00909 .49702 3.20 .00238 49931 3.65 .00051 .49987
2,76 .00885 .49711 3.21 .00231 *.49934 3.66 .00049 .49987
2.77 .00861 .49720 3.22 .00224 .49936 3.67 | .00047 .49988"
2.78 .00837 .49728 3.23 .00216 .49938 3.68 .00046 | .49988
2.79 .00814 .49736 3.24 .00210 49940 3.69 .00044 | .49989
2.80 .00792 49744 3.25 .00203 |. .49942 . 3.70 .00042 -.49989
2.81 .00770 49752 3.26 .00203 .49944 3.71 .00041 49990
2,82 .00748 49760 3.27 .00196 .49946 3.72 .00039 .49990
2.83 .00727 49767 3.28° .00184 .49948 3.73 .00038 ) .49990
2,84 .00707 49774 3.29 .00178 .49950 3.74 .00037 .49991
2.85 .00687 49781 3.30 .00172 .49952 3.75 .00035 49991
2.86 .00668 49788 3.31 .00167 49953 3.76 .00034 .49992
2.87 .00649 .49795 3.32 .00161 . 49955 3.77 .00033 | .49992
2.88" | - .00631 .49801 3.33 .00156 .49957 || 3.78 .00031 49992
2.89 .00613 . .49807 3.34 .00151 49958 - 3.79 | .00030 .49992
2.90 .00595 .49813 3.35 .00146 .49960 3.80 .00029 .49993
2,91 .00578 .49819 3.36 .00141 .49961 3.81 .00028 .49993
2.92 .00562 49825 3.37 .00136 49962 3.82 .00027 .49993
2.93 .00545 19831 "3.38 .00132 49964 3.83 .00026 49994 .
2,94 .00530 .49836 3.39 .00127 .49965 3.84 .00025 .49994
2.95 .00514 .49841 ° 3.40 .00123 .49966 3.85 .00024 .49994
- 2.96 .00499 .49846 .3.41 .00119 .49968 3.86 .00023 .49994
2.97 .00485 .49851 3.42 .00115 .49969 3.87 | .00022 .49995
2.98 .00471 49856 3.43 .00111 49970 3.88 .00021 .59995
2.99 .00457 49861 3.44 .00107 - .49971 3.89 .00021 .49995
3.00 .00443 .49865 3.45 .00104 .49972 '3.90 .00020 .49995
, 3.01 .00430 49869 3.46 .001060 .49973 3.91 .00019 .49995
3.02 .00417 .49874 3:47 .00097 49974 ©3.92 .00018 .49996
3.03 .00405 .49878 3.48 .00094 49975 3.93 .00018 | . .49996
3.04 | .00393 .49882 3.49 .00090 .49976° 3.94 .00017 .49996
3.05 | " .00381 .49886 3.50 .00087 49977 3.95 .00016 " .49996
3.06 .00370 .49889 3.51 .00084 49978 3.96 .00016 .49996
3.07 .00358 49893 3.52 .00081 . |- .49978 3.97 .00015 .49996
3.08 .00348 49897 3.53 .00079 .49979 3.98 .00014 .49997
3.09 .00337 .49900 3.54 .00_976 .49980 3.99 100014 | .49997
3.10. .00327 .49903 3.55 .00673 .49981
3.1 .00317 .49906 . 3.56 .00071 49981
3.12 .00307 49910 3.57 .00068 .49982
313 .00298 | .49913 3.58 .00066 .49983
3.14 .00288 | .49916 3.59 .00063 .49983
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co n 'm
’ 1 3—1 —? .
P = Sm e dx; 100 P = p.
niepf
2 P(z)"

\p ‘Valorile ul K% in funclic de n'si P

n\[ p=99| 95 90 70 50 30 10 5 1 0.1
1| 0000 0.004| 0016 | 0.148 | 0.455 | 1.074 | 2.706 { 3.841 | 6.635 | 10.827
20020 [ 0103 | 0211 0713 [ 1.386 | 2.408 | 4.605 | 5.991 | 9.210 | 13.815
310115 | 0352 | 0.548 | 1.424 | 2.366 | "3.665 | 6.251 | 7.815 | 11,341 | 16.268
4.0 0297 | 0711 | 1.064 | 2.195 | 3.357 | 4.878 | 7.779 | 9.488 | 13.277 | 18.465
5| 0554 | 1.145 [ 1.610 | 3.000 | 4.351 | 6.064 | 9.236 | 11.070 | 15.086 | 20.517
610872 | 1.635 | 2204 | 3.828 | 5.348 | 7.231 | 10.645 | 12.502 | 16,812 | 22.457
7|1.239 | 2167 | 2.833 | 4.671 | 6.346 | 8.383 | 12.017 | 14.067 | 8.475 | 24.322
8| 1646 | 2733 | 3.490 | 5527 | 7.344 | 9.524 | 13.362 | 15.507 | 20.090 | 26.125
9| 2088 | 3.325 | 4.168 | 6.393 | 8.343 | 10.656 | 14.684 | 16.919 ['21.666 | 27.877
|10 | 2558 | 3.940 | 4.865 | 7.267 | 9.342 | 11.781 | 15.987 | 18.307 | 23.209 | 29.588
11 | 3.053 | 4.575 | 5.578 | 8.148 | 10.341 | 12.899 | 17.275 | 19.675 | 24.725 | 31.264
12 | 3571 | 5226 | 6.304 | 9.034 | 11.340 | 14.011 | 18.549 | 21.026 | 26.217 | 32.909
13 | 4107 | 5.802 | 7.042 | 9.926 | 12.340 | 15.119 | 19.812 | 22.362 | 27.688 | 34.528
14 | 4.660 | 6.571 | 7.790 | 10.821 | 13.339 | 16.222 | 21.064 | 23.685 | 20.141 | 36.1
15 | 5220 | 7.261 | 8547 | 11.721 | 14.330 | 17.322 | 22.307 | 24.996 | 30.578 | 37.697
16 | 5.812 | 7.962 | 9.312 | 12.624 | 15.338 | 18.418 | 23.542 | 24.296 | 32.000 | 39.252
17 | 6.408 | 8.672 | 10,085 | 13.531 | 16.338 | 19.511 | 24.769 | 27.587 | 33.409 | 40.790
18 | 7.015 | 9.390 | 10.865 | 14.440 | 17.338 | 20.601 | 25.989 [*28.869 | 34.805 | 42.312
19 | 7.633 [10.117 | 11.651 | 15.352 | 18.338 | 21.689 | 27.204 | 30.144 | 36.191 | 43.820
20 | 8.260 [10.851 | 12.443 | 16.266 | 19.337 | 22.775 | 28.412 | 31.410 | 37.566 | 45.315
' 21 | 8.807 |11.591 | 15.240 | 17.182 | 20.337 | 23.858 | 20,615 | 32.671 | 38.932 | 46.797
22 | 9.542 [12.338 | 14.041 | 18.101 | 21.337 | 24.939 | 30.813 | 33.924 | 40.289 | 48.268
{23 [10.196 | 13.001 | 14.848 | 19.021 | 22.337 | 26.018 | 32.007 | 35.172 | 41.638 | 49.728
24 110.856 [13.848 | 15.659 | 19.943 | 23.337 | 27.096 | 33.196 | 36.415 | 42.980 | 51.179,
25 [11.524 |14.611 | 16.473 | 20.867 | 24.337 | 28.172 | 34.382 | 37.652 | 44.314 | 52.620
26 (12.198 |15.379 | 17.202 | 21,792 | 25.336 | 20.246 | 35.563 | 38.885 | 45.642 | 54.052
27 [12.879 |16.151 | 18.114 | 22.719 | 26.336 | 30.319 | 36.741 { 10.113 | 46.963 | 55.476
28 [13.565 | 16.928 | 18.939 | 23.647 | 27.336 | 31.391 | 37.916 | 41.337 | 48.278 | 56.893
29 |14.256 | 17.708 | 19.768 | 24.557 | 28.336 | 32.461 | 39.087 | 42.557 | 49.588 | 58.302
.30 [14.953 {18.493 | 20.599 | 25.508 | 20.336 | 33.530 | 40.256 | 43.773 | 50.892 | 59.703
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p=

TABELA ANEXA III

L

dx;

100P = p.

Vnr T ( n ) n
2) 4,
n Valorile lui ¢, in functie de n si p
p P=90 70 50 30 10 5 1 0.1
1 0.158 0.510 | 1.000 1.963 6.314 | 12.706 63.657 6306.619 .
2 0.142 0.445 0.816 1.386 2.920 4.303 9.925 31.598
3 0.137 0.424 0.765 | 1.250 2.353 3.182 5.841 12.941
4 0.134 0.414 0741 1.190 2.132 2,776 4.604 8.610
5 0.132 0.408 0.727 1.156 2.015 2,57 4.032 6.859
6 0.131 0.404 0.718 1.134 1.943 2.447 3.707 5.959
7 0.130° | 0.402 0.711 1.119 1.895 2.365 3.499 5.405
8 0.130 0.399 0.706 1.108 1.860 2.306 3.355 5.041
9 0.129 0.398 0.703 1.100 1.833 2.262 3.250 4.781
10 0.129 | 0.397 0.700 1.093 1.812 2,228 3.169 4.587
11 0.129 0.396 0.697 1.088 1.796 2.201 3.106 4.437
12 0.128 0.395 0.695 1.083 1.782 2,179 3.055- 4.318
13 0.128 0.394 0.694 1.079 1.771 2,160 3.012 4.221
14 0.128 0.393 0.692 1.076 1.761 2,145 | 2.977 4.140
15 0.128 0.393 0.691 1.074 1.753 2,131 2.947 4.073
16 0.128 0.392 - | 0.690 1.071 1.746 2,120 2.921 4.015
17 - 0.128 0.392 0.689 1.069 1.740 2,110 2.898 3.965
18 0.127 0.392 0.688 1.067 1.734 2.101 2.878 3.922
19 0.127 0.391 0.688 1.066 1.729 2.093 2.861 '3.883
20 0.127 0.391 0.687 1.064 1.725 2,086 2.845 3.850
21 0.127 0.391 0.686 1.063 1.721 2.080 2.831 3.819
22 0.127 0.390 0.686 1.061 1.717 2.074 2.819 3.792
23 0.127 0.390, 0.685 1.060 1.714 2.069 2.807 3.767
24 0.127 0.380 | 0.685 1.059 1.711 2.064 2.797 3.745
25 0.127 0.390 0.684 1.058 1.708 2.060 2,787 3.725
26 0.127 0.390 0.684 1.058 | 1.706 2.056 2,779 3.707
27 7} 0.127 0.389 0.684 1.057 1,703 2.052 2.771 3.690 |
28 0.127 0.389 0.683 1.056 1.701 2.048 2,763 3.674
29 0.127 0.389 0.683 1.055. 1.699 2.045 2,756 3.659
30 0.127 0.389 | 0.683 1.055 1.697 2.042 2.750 3.646
10 0.126 0.388 0.681 1.050 1.648 2.021 2.704 3.551
60 0.126 0.387 0.679 1.046 1.671 2.000 .2.660 3.460
120 0.126 0.386 0.677 1.041 1.658 1.980 2.617 3.373
' 0.126 0.385 0.674 1.036 1.645 1.960 2.576 3.201°
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