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. _. ·>'.;- _..ktSCU.R'FA. -PRIVIRE;,AS.0PJ;M:-·. TEORIEI lfl�.OBAB.ILIT:A:flLQJt: .· : :··, .. 

. "Jr-. :;·. :f i�i{£);;.:l=;);'.'.,}'.�; < /' · .. · :: I • ' , •••• ·:.; ? .. �:. : : .. ,.'�,t('''.'. 
; : · Teoria · ptobabiliurnlpit �te )Un't-; din ramurile import'ante ale- niateinaticit · ·ce1e-' �at 

.. :·, �lift�. i;� ·cioitjinine ·ti� ��'azl afthrl�iematicii' liu: aparut din activitatI ': �r iJiecesithlf pra'�tlc"e . ' . ':'file oamenllor sau din observatu dir��� asupra naturil. Niel teoria probabllifii1irot·in\Ptae� 
. -��pti�/;clar'�oi,�ia sa nu·�:tdUntre;-'Jeie m,ai 'dcmne -d�;lauda. ,.: .• .. ;.- . ·. ·. ,,: 
·,�• '": ·:, ipaci <'�itiiliticil ·.'1i 1 · ap��t •�rn . · ·neeesltatea· _'bifi.·ui'uf :·-ae a ·:nutnara · ·.(pentru a ,:cunoa�te 

. ,�iip�Mtl"meml,ri.lbl' trlbilhii,: ntiliiirul-'de··capete:u1ntrio·ftfrina:et��)i-.far tnai urz1u,-geomctria'J 

-��!!i:��1�(� ,-;�a�t-_··t���(��tnel� :�a�, ,.�n ne��i���� .-�e :'l" �as�ra' ·pa�lntul, calcululJ>roba .. :
1>Jfitatttor·a· apilrut dfn·'}lractfca Joctirilor de noroc;'•"··'- .•,· ·. ; .: .. · , . ; · . , ,.-,. ·. ··:·�;.:-; ,-j 

·-:; . .J4'1)u(purict de ·'ved6re '. crortologiC· 'teorfa I probabihtaiilor-: nu ,•se
. 
gase'1tC nicf,priiitre ·ccle 

'.�i 'iecli"f domenii" 'ale':·mateniiitlcil; ··nici prin�e-· cele :m:ru ·-noi." ;Desigut, jocurlleide ,beroc 1se 
-:·'Ji�tiek de?lnii ·de ·am. Dar ·evafuai:ea �anselor:·de ci�tig ale un�i jucat�r, i:ptr--qn anµJP.lt mo­

: .· "·. "
. 
r�e)tt-:'al-joelil\11 s-.1l ·facut multa·•·vr�me intuiti�sau,�pe .. baza · expcrientei -acu.m'Q)at.e.,J_a :m�.e1,
_(ie joe. 

. . . . . ... _. 
"-:t . ,.0 -dauk�u ap�i1.it\AocurUor.- de nQr0<H:li•h�<t fn ce m�i _co�pll�.�te ��,:cu �!&>�ndirea 
.�l.)��i�ui de:a ,ju�a. au aparut probleme �� �yalu�re , .. ,�nselor tot_; m,ai __ m��-e-�,1 ��i ;:tl.iUr�-��!
;p)oble.me;a:-.cllror·rez�lval'.e ,dep�ea ,capacitateit-de a ratlona a,jucatorilor ;de rfn�_-,1 .c;ar� Jlll 
�ba's :asui>r�-- Jor.., a�n11a _unor .,;9�m�ni car�. poseda\1 . _din J?.H:ll aceasta -�ap�clta��-- ij( --��� 

_J���em. ac�ta .. ne· g-Jµdlt,q Ja Pas�J. · F�rml,lt� . f!uyg�#•- B�rn�ull�. '1i .;t�tl_._�ainc�::;��-�•�#.it� 
. -�Jtrl. . ' ': .:,, :.1. ;:, ·• : ;: : 

. . � i .�ttel,,
0
Ptc:>.J>lem� ��� s-au, n..ascut. Ja ... ��a de joc au ,fost transferate pe masa de 

' . . : • ·_ 
• : '!' � ' ..... ' 

• 
• .. ,, • ... •• t ' ., ... •• . •. • .:- • �' . " .... ,;_ ... ,, ' �. • . :f . .-.- ' . ,: ,i ' '. .. ... ,. I:. .. i ;. . � 

' ':O' ��µ,, a u�or .s,iantf. ,.��el�. discutU c 1n�i, se�,o,�e/�� .?.1�u1ul p��b�bllitatn��•.:���ea� � 
"' ,i�a:.�af�J?l�e d}; :1�.00 �le_ .�'11._. , ... _. .. _,. .1 �· . -,, • - ,. ... ..... .. , .. :· •.• , ·r .. •:· :·, ... ·• 0 data accst pas facut, �alculul probabilititilor s-a. dezvoltat ·vertiginos, . aUt pc pl'ail 

:,, . . '. :o:,{Qor�tfc,. ett .Ji din. punctul de vedere al aplicatiilor fi tn· ciuda ··ob
.
lti;i�i'-,sale. a pitruns' rap{a 

;> .: .. ::-:·: J� ��.��ihhl {,fu.late' do�chll ai� "acfivltatii. �r'"cuito�ierlr umane. ' ... . i ·'' . : . • :;i .... ·. 

'
::,
:;:,i·":::Y � :'�:,, .... � f:Yi'fi' ��i spune'"Lapta';J th" accst: 'seruf: ;,i-�Esfo· rem�cabil tnp'fo1 •:. ea 1·0 -�tiintii'. ·-'we�··,.a
.;:,: .. i.;:�::> ��itt ��i'�fu.iliiar� jocfu-ilor'.-ae · n�ioc/·a· '"devinit'-'-cea· mar ihlporfanti -iii�todi a ciinoil$'fern 
J.:::.:::-. .. ·.·:·· ... �::�.:_._.;_·iijji':��- 4fiii,�; (!'• , ': :;-, . :'.;;.:: .� ,-;-; . . ·r•-: ·•. �• :.-'.,;: ,:�,·-:'..:. •·lo , • .

,;.. ••. ,1 �. ' •• •f'·" -�·. ��;.- '
,L fr-:,eri:;;i; probhbilltililor'·�t� astazr o· d��linif�dmplexit = ··aproapc ca·:nu ��xisffi; dotnenill 

,'�-:bi��J4c1(c� 'cai� ·sa:•nti alba un 1cohtact�•!n�ihtj1oc'tt. ·:_. · - · .· · · i�.,·:•�'... ··,,;·,··•: 
,. ,;f;,; .. 'Pti1ri��&i- tt�rl'e{pe :b�e rfguroasc,' ax(oi1fa'.11�c-- �l'ir O realfzar'thie data rec6Jita; bar-;lai' 

:;'..':::{ifjf��(.aiitbletic� �au 'geofu.;trta� 'ea' �a. dezvbt�t: ·destul' de''mult··tncli'. iriainte de''aeehstl� 
\:.-·�·- Calculul prohabilftitJlor s-a dezvoltat paralel CU controverselc pHvfrid·natur.a, turi<bi­
. -J:���-��u' co'.jitrat'dictiile'" forlei:: §1:.a parc:tir�r drumul-�·firesc },1 pleclnd de,; la· nn. tfi_p :·de _acti­

:·•�fe/uihfiHlta··:deven'itt d·teone1'�malemntfd',·;:g.a :-a�voftatt·extraor(Unar,: berieficiind·'de/qn 
h.'•...-.•. t" ... --�- 0 �• 

•• 
:; 

.

.... �•: I • �,,,. ••. . :�.• •,., .:\ •- !r•:.:,•·, • ! • ..(,. ,• •(:., ••�•",;:,):;.o•� 
< :> · _ �- peoarece tn primele sale aplfcatli, t�rla probabllltatilor se redu�e J� �e\)1area �ei 
•':�.!�llitatl .. aceasta disclplinl se mai nurn�te ti oalculul prob�ilitatllbr/··' '.. · ·-·;• ;... · 1.,,., 

-�s-·







· .... -.�ioad'a n1:o.dernli tncepe tu axlomatlzarea acest�l dlsclpllne, In .decenlul al treilea- -�-
��ul· nostru, de: clitr,e,;;A.· N. Kolmogorov. Contribu�ll tn acest doinenlu ·iiu inal adua,: ta 
orctfue. cro_noJ�gici'l,. s. Bc�estein, Mises, Borel, Cantclll, Gllvcnko, Onfccscu, de FJnettl -� 1ll\li.:_ , ·

... Neceslt�tea axiomatizlirli 'a aplirut lji din conslderatli de ordln practlc, <ieoarcce aplicatttte:'
�---�- tn.··c,e iitai 

.
imp�rtante al� teorlel probabllltdtllor In fizJcA, blologle tl -celelalt(q:amurl

aI«t �Ulµt�l; 'in inglncrle ,1 In problemel/ mnitare, econoq1le lji tllozofl� a�eau · nevolc, de un
iustrum�nt' matematic abstract, general, cu no\luni de ham blne preclittte. ·. ' 

: In 
.
. J�4 de puternlcn _de�voltare teorcti� a tcorlel probabllltatilor fl statistlcll �ate­

maUee, s-au cxtins contlnuu ijl continua si se extindn domenllle de apllcabllltnte ale aecstora� . · 
ln\iI_ele. �o�ii,� unele

. 
din acestc domenii . de apllcare au t�ceput sA se' contureze ea teoril d�

stn.e:.Stiltat�are.' Ar n suficient si amintim in acest sens: teorla lnformatlel, teorl,dlabilltltfL'·te�ria 04teptar'11, controlul stnllsUc al calitAµi. . . . , ..... ' .

.
. ' ··. 

<

·

.·.,·

-
. 
: . . . , . : . _. ... . ' � .. .': • 

• • .

0 introducere_ tn teoria probabilitatllor SC poale face lo 'dlvers·e moduri �1· cu.·: difcrit'e ,. 
grade d�--dificultate. Pentru rcalizarea u

·
nei introducerl clt mal intultlvc este bin� si Ucccptam

punctul de vcdcre conform carula teorln probabllltatllor· este o parte · a studlului : ;naturn. · · 
Teorhi' pfobabililat(lor . este - din �cest punct de vedere � tcoria · fenomenclQr-r.aleal9are -

· (irltimpliifoare) de masa,· sau 1mi preclsJ teoria fenomenelor tileatoare· de m:zsc'li carora le . esle ·! 
�ctulsl�cd ·proprielalea de stabilltale a· frecoen/elor. 

·· Noi ne vom miirgini' sa precizam · aceste notlnnl prln, ctteva exemple.; . ,· . ·, . 
'·1\Ial tntn· lns�rvom nientlona ea un e,·eniment legat de o anumlta -�Kperl�\4 ... p,tate--.fl,:. 

sigur, iniposlbiI� sau alea:tor ln'·raport ·cu aceasta: cxpcrfenti: Afcl· prin ·e.xperlen.t,a tnie,l.egem, :.
rcalizarea>1"mui complex de .,condltil S. . i 1• • � 

· _;, Eo�imentul slgur cste "1cel eventm�nt -c�re sc produce d�1 ile.care daUi_ �-,n�:�ll:tti��::.­
zat.e · condltillc -S. �sU.cl, la �rE}Siunp de, 1 atm �l terpperatura .dq 20°C, _ap� :�ip � ���!
Uchida. _ . _;,_.·, .. f,: •.

-� _ _-E.Denim.c�l� i,nP,Osi/Ji(.este ;icel ,venlmtmt care.nu se poate p�duce _nlcloda\i cind con-
. diµQt s �!nt _realizate. ri� .ex�mpJ:.i,.' 11;1 �o�,1�m�··d�:.�1.'s� �a

-
�i(�ie i.� :�tate.�fi�� •'. : . 

Eoenlmentul aleator este ac�la care: in p;rezcnta. �ondJt»lor S se 'poate. produce sau liu. • 
• -:.: • • _ I' - I . 1 f • •. ,,, r . ., .. , '.'I·· '"' • 1. 'r�'.iit-

• . �1 acum excmplele pe car_e �e a nticlpas.cm. . 
· · · ·· 

·
: 

· 

· 

·.
· · 

· 
' 

· 
·
· 

,., • • ::.:. ••.- ••"a· ,
• • I • .� .  �" t;.••. • .•:�: . 

,• ·• , , 
•
.,,�, \, ,';, •. :: •:.� ,s-: ,,,,•• 

;.·�.-•·:1:� .Jn:��ul. __ .
une.i.,,:na�t�r,�,-nµ:, P'}�e�_;>r_�v.�ea ;.��xHt::110.�� �°:.t. D.��� ... �\ ng�t!f:,.�ut�.este .�.,eveniu.ient ��tor.. ., , . 1 ,., "" ·  

, • . 
' . . ' . . . , . . . - ' '. .. .• . -· . ·, ... :� : .· ' .)' ,;·-, .. : ' . .  -.-1;,

.·--: Dar;;:de,i_nu putcm ·:face;ni_cl q�-pi:ev�un� .
.
. �q�.:- tn �ul t•��• �a�t��!.tn:,��-.V�i:9;�::

-0bserva ci daei .fflcem: µn. nul.'.11il; -.mar_e �eJnr�&tdrl,·. rapprt�. di��. n'n11�_µl f ���-!Q�,P., ,;
n4e��e,fJ.��iirt1.l to'81._1e ������c�t},- tl���.,��" �e s��U.,��� I� j���- u��l., �nr.�t.v?:lorl.
valoare care depinde de zona fl perioada de tlmp tn care fa�f�, 9�e���� ��� n '; 'r (- .. _ . :;,:,. .•i:. - ·.OJ. �tt-�un$.'�1 o��rv�two� ��e �J _maf�r,�u .. ,at_lt ac�.J��•�ia. ���e �,L�l��ntA • ··.
Numim_ raport� �e:;mai sus fr��tntif•�.Pri� ��llltatea._fr�yent�i l���ieg�� ��ro,irr����-.!'ft: 
dentfatii mat sus de a sc apropla de o anumiti valoare ctnd numirul experlentefor �-'
V�m:�t�side�:·a��tli valoare�cii'probabfllt�leci" ioenimtnttitul . ·., •. t.'• :•.!" ·;-; -':lo,:- .· 

:�_·:·· 2. ·g;,.���e:: un��-.. despre O ma�ni�-
--
�r;· p�od�c·::un:.a;�.mif·up de ptesJ·:�r Ji

�
if';·,� ...

• •  • 1 '.' ... • - • - ,  .. .  - • •  • • •1 :!t ·_• .. ·:·-.�. 'ot ·':·, •"" , .c.- !  • •• • UJ:.�\�-�.t.�
� -de ___ .pr�nt� -_._si,. zl�e11:11;1_.-:-�1re,�ut., .. ,�. -�l_Jnt�l�e.�ri� �.!.-� ���r,t}J;�.J�,, P�- �i.p,,ne nu pu�em .fP.,w1e cu certn��!�C-ci �:�r bunl;_sau �efectli, ... �l\.� .r.�--�tll�r�: 
cli: dacil controlim un.,JiWDar mare de piese produse de ma,� res,.��v�,. � ��e U .4!1!1

✓
• •• 

19('1) vor tl .dcfecte. Deel, fret11en/a. relatioii a aparipei rebuturiior esie de apri>xlmati�/o,lfU:
c!¼,.����.:��� .. �(�RA��l�t�·--:r.�� .. ���:'· ,,]:: ·,:��--: ,_; · ... ·' � • ,;·�-·: ---.· ·i;'

0

,

0

: ,, }':�/Hi•�'. �:l\,,tr.·1,) 
•. , -�.J�e ::,°-' �PPX?,{��-·plWJA s�--��-��a �!-1 �OfJ> )p.,, fo��-:,-�e }���e}lP!�,�:r·��Pi��iJ!t: f e\ele numerotate de la 1 la 6. Daci ne Jntereseazu clt de free11enl acest oblect .�:f���.- .

p�_f1lW,_l,.pµ_�ve�.11ltl_poslblJ,lJ,t�_-d�it.si-� a.runcli!ll de ,multe ori ,1 sa calcullm f��, 
�la Uva --� ··aparltiel fe\el 1, firi \1 tie '<jprf plnl �tnlnii"l{e-am� ���--'d _:r·=·1nc:eput -� �; 

. • •··• •• �•,;:· •.;_ · : !.' �-·:. �,�:i: ,l::•;: .. ,,., 
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,_;:_._=-:,·:·:' 

J."-' 

?\).>, .. ;·' 

ir�ent�tor� 
. 
Vofii- obtf�e. ,:astf e

l 

· o vaio�e: a�toxlmntlv •. ' a· probaf>liitl1Jtl'
se·_:op!ea� pe fata 1;. probabllitatea lUnd pentru "noi 'o •mifsurif'"�' .�f!lor 

'1CeStUi · evcniment. 
. . ;• : , ', ; . • l 

_Este Ja tnd�mina orlcu
.
l sa . giiseasca numeroase alte . exer,nple·· d:e a�est f�1. . '.: 

Sii reJinem aeci cii iearla matemallcii a pro:babllitd/ii este modelql �ate�alic· alfen�men�lor ·. 
aleat�re de masa. Probabilitatea corespunde. tn mod intultio con;tan1ei l�-j�r.ui cdreia oscileaza 
'J1_1t_'rier,ttle t}_i clUre care §ITlrl dcestor f recven/e 'tinde clnd nizmarul probelf)r c'rt!§te n�limila_l, fiJrtl 
�a - ,�a<Jrtim1 acesi proces ·de limila ·intr-o teorie inalematicii. 

· · 
-� 

· ... Un caz partfc�lar fnteresant este acela al experienielor care-,au un numJr �init dc,.re-:­
�ltate posibilc, .fiecare dintre acestea fUnd la fcl de .posibil_e. Pe scurt, este vorb� .. de 6:'Q)e­
rf'entele .;u un numAr finlt de cazurl cgal 'poslbllc .. lntuitlv, este destul de rJar dcsprc, .ce· fel 

· ·· ,1Je experiente est� vorba. Sa rcvenlm la e�cmplul 3° de ma! sus. In cazul ge�e�l. . .. nu pntem 
face nfci o preciz�re asupra probab1lit,atllor ea c�rpul· _considcrat si\ · sc a$eze pe . o ·anu�ta

.. fata, _ lira a efectlla. experlenta de un n�mru- suficlent de mare de orl. 
,:-. Daea "DU este ·.fndepllnita conditia de omogenitate a materlalulul din care. este· confec­
ffo:nat paralelipipeduJ, orictt de corect ar fi acesta din punct de vedere geometric, nu p'lttem 
SJ)tu;ie ·aprlori'·nicl macar ea fr�vcnta a,ezarii · pe o anumtti . fata este aproximatlvi cgalA cu 
lrecvenla. a,ezAril pe · 1ata opusa. lndata · tnsi . ce a.ceasta condlite este irideplimta,. dad a 
§i b sSnt. doua f etc _opuse ale pnralellpipedulul, atunci oricine va accepta din motfv� de 
· simetrie ea evcnimentele ,.aparitla fetel -a" fi ,,aparltfa fetei b" au aceea�l �nsd ·de :a se
:produce •. cu alte. cuvinte',ea s_lnt evenlmente egal posiblle.

- . Dacii. in plus, muchiile paralelipipedulul sint egale, deci acesta se reduce ·Ja un ·tub,. 

11u avem nici un· motiv sA credcm ea - facind un numar mare de aruncAri ..:.. o rat4·:oa­
mare va ·apare slstematlc mal frecvcnt decit o altii fata. Cu altc cuvfnte� in accst caz, toate
eele · fSSe cazurl poslbile ale experfentei slnt egal poslblle. 

· · 

. Daci ne flxim atentfa as�pra unei fete oarecare din cele ,nse, vom Rutea proilostica
� frecventa relati�a a .acesteia va osclla 1n imedfata aproplere a valorii 1/6� dacii numarul

.. jrqbelor este destul de mare. ·' 
• r 

" 
• • • • 

La Jet. daca se arunca o monedii ,.corectii orfcine va spune ea probabilitatea · aparitiei
,,stemei" este 1 /2. tntelegind prin aceasta ea ,,stema" �l ,,banul" au �nnse egale de aparitie
la· fie.care arnncare, sau ea la un numar mare de aruncarl flecare din cele douii fete apare

.. : · �m la acelafi numar de orl (diferenicte sint nesemnifJcative fata de numarul probelor).
· Recurgtnd- efectiv Ja experlenti se obtln !n general frecvenicle previizute: Aceasta nu tn-. 
_: ;camna ea rezultatul �epetarli experfentei nu cste oblectlv, ea cl se rea11�cazii pentru ci( ilol 
'amli uimfU tn caz contrar. Nu avem motive sii credem cii stabllitatea frecventelor ar -,�ceta 
·sa se manifeste, sau cl acestea ar osclla in jurul altor valori daca aruncarlle nr ff ef cctuate
-·ti,e_ o maimuta care nu ar urmarl prfn - aceasta sa obtfrul conffrmarea �au fnfirmarea. vr�unei

. tpoteze. 
. .. . . .::. . De fapt. in uncle cazuri �oncrete, rep�tarea unef experiente poate duce Ja lnfirmarea 
/-;· '. ' - remlt;itulul ai;teptat. De exemplu, Ja aruncarea unul zar se presupune cA se aruncA. u� zar ' ' '\deal. absotut ,,corcct"� 
•.. , Es_te posibil lnsi ea zarul sa fie suficient de ,,fncorect" pentru a duce la unele abateri 
., , .. · ,s�nslbile sl slstematice ale frecventelor de la valorlle a,teptate, valorl care la rlndul lor . slnt 

{{.·;\:<··� :: �teptate· deoarece �1 este apnrent suficient de ,,corect" pent[U a nu ne da seama de
tU . .,:/ ;·· _1. •=;�erectete· snJc. , . , ·. 
]!.',··i.: . . Un model de experlentl cu un 11umar finlt de cazurl · egal posiblle n of crA extragerile 
{:{\;·<:'. , .· :� ume continind bile. DacA o urnl contlne n bile de accea�l forma. dfmenslune fl greutate, ·
fJI})i:('.::: ::,· i.�ll!llerotate cu 1, 2,. • • • n ,;i dacA din aceasta urni se ext rage o blli, atuncl aceasta cxpe­
\i·>;f<': .. <:�eµfi are n cazurl posibile. Nu· avem motive sii credem en dacA facem un numar mal'e de 
;'.L;y,)J,(.:i'::,�g"e°ri (puntnd dupi flecare extragere-blla tnapoi fn urni) una din bile va apare cu o 
'.-\(',;"/i�-'- · �@ecvcnti sensibll diferitl de frecventa apnrltlei- altci bile. Deci se poate prevedea ea· free-

9 0 
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Sa aratam pe un exemplu -�mplu utilitatea ... cunoa�terii proprietatilor
valorii inedii. 

Se aruncll douii .zaruri. Sa $e calculeze valoarea medie a numllrului total 
de puncte. 

Rezoloate. Dnca; X este numiirul total de pu;icte, sa vedem · care este Iegea de probabilitate 
· a accstel variabile aleatoar�. Se observa oa X Ja yalorile 2, 3, 4 ••• , 12 !II

. 1 
P(X=2)=-; 

36 

Se obtfne _tabloul 

2 
P(X = 3) = - ; etc. 

36 

( 
2 3 :t 5 6. 7 8 9 10 11 12

)X: ....!.__1_ 1 1 5 l 5 1 1 1 1 

36 1s 12 9 35· 36 36 9 12 18 .:JG 

Cenform definJtf ef valorll medU 

1 1 1 
M(X) = 2·-+ 3· -+ 4·- + ... = 7 .

.. · 36 . 18 12 . 

Problema. se putea rezolva mai comod astfel : daca X1 este numarul de 
puncte de la primu� zar $i X2 nuµiarul de puncte de la eel de al doilea zar, 
atui:ici X = X1 + X2 �i deci 

1 

"M(�) = M(X1) + M(X2). 
Dar X1 $i X2 au aceea$i lege de probabilitate data de tabloul : 

·, 

de unde · re iese 

(
1
: 

2 3 · 4 5 6 
) 

. 

: : : : ; 

'7 7 
M(X)= -+-=7. 

2 2 

7 
2 

La fel, daca. se cere valoarea medie a produsului numerelor de puncte 
de la cele doua zaruri, vom. observa ea variabilele aleatoare X1 �i X2 sint 
independente ceea ce ne ·va da dreptul sa scriem 

· . 49 M(X1X2) = J1J(X1) •M(X2) = - ·4 

Retinem deci ea pentr1=1 a ;lplica regula ,,val�rea medie a prod�sului 
este produsul valorilor medii" trebuie sa avem asiguratii in. prealabil inde­
pendenta variabilelor aleatoare care- intervin. 0 astfel de precautie nu este 
necesara cind aplicam regula ,,Yaloarea n;iedie a sumei este egala CU suma 
valorilor medii". 
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. 'Median,� variabilei ·aleafoare= le este_·vaioarei Me pentru care· 
' ' '-. - --. I .'· . . 

l'(X i< Me) -�:P(X > 1 Mt) . 

Daca X are o deilsitate de repartitie f; atunci Me este valoarea �entru 
care 

Ale .. ·. 

f(x)dx= -- •
� 

1 .
. . 

2 
-00 

Geometric, Me este acel numar cu proprietatea. ea dreapta x = M·e . 
. · imp�rte aria. cuprinsa intre grafi_cul functjei f(x) �i axa Ox in. doua parti 

·egale. 

y 

I I 

!· 

,t" . 

Fig. 1.18 

. Uneori. se mai folos�sc cuarlilele �i decilele care repre:dnta punctele �e 
_ pe axa Ox cu ajutorul carora se imparte aria de mai sus in patru, respectiv 
zece, parp. egale. Se observa ea Me este '° cuartila �i o deoila. 

Desigur ea in multe situatii cunoa�terea valorii medii a variabilei _ (sau 
variabilelor) aleatoare care ne intereseaza nu este suficienta. -

De altfel din. doua varidbile aleatoa:re (care ·au valori medii) cu legi de 
probabilitate foarte diferite putem obtine tottleauna doua variabile aleatoare 
cu aceea�i valoare medie, printr-9 simpla _translatie a uneia din ele. 

. p. variabila aleatoare este mult mai bine caracterizata daca pe linga 
valoarea medie m cunoa�tem �i gradul de iinpra�tiere a val'orilor variabilei., 
in jurul lui ni. Pentru aceas_ta trebuie deffoita o noua. caracteristica numerica 
cu care sa masurani ·ac_est grad de impra�tiere. 

S-a me�tionat faptul evident ea valorile. unei variabile aleato�re cad de
o parte sau alta a vnlorii medii astfel _ ea .media. acestor. abateri. este. nula,.__
Deci indicatorul. de dispersie pe c�re-1 ·- vom utiliza trebuie sa faca pozjtive
toate aceste abateri individua}e. De exemplu, daca variabila aleatoare simpla X
ia valorile x1,. x2, • • •  , Xn respectiv cu probabilitatil.e Pu p2, • •  �, Pn atunci aha-·
terea variabilei X de la media m = :Ep,x, este x, - m cu probabilitatea p,

i -\ 

(l � i � n) �i media acestor. abateri este· M(X - m) _:. 0.
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ln schimb M(I x �:,n l)\��p, 1�, �·nt 'i ;:s:o:\�aloar�(m�die ·a UJ;pdulului 
abaterii : I X - m I poate .fi lit�ta· ea- indicator al dispersiei dar se doved�te 
incomod in calcule. �De aceea \f.lLm.{)d--curent se folose�te un alt indicator. 

Definltie. Se num�te --dispersia sau varianta variabilei aleatoare X care
are valoare.a medie m numlirul D2(X} = M(X- m)2$ ,(daca variabila alea­
foare (X- m2) are o valoare medie). 

Se observa ea definitia are sens atit pentru variabilele aleatoare discrete 
cit �i pentru variabilele aleatoare de tip continuu. Dacii X este variabila 
aleatoare discreta care ia valorile x1, x2, x3, ••• , respectiv en probabilitatile 
P1 , P2, Ps, ... , ("Lp, = 1) atunci 

D2(X) = "Zp 1(x1 - m)2 

, iar daca X este variabila · aleatoare de tip continuu cu densitatea de repar­
titie f atu_nci 

+co

D2(X) = J (x - m)2f(x)dx. 
·

'Proprietatile gcnerale ale dispersiei pe care le vom prezenta acum sint
valabile pentru orice tip de variabile aleatoare (en singura conditie ea disper­
siile din membrul drept al egalitatilor sa existe). Demonstratiile se bazeaza
pe proprietatile vaJorii medii.
(D1) D2(X) ;>.: 0 oricare ar fi va_riabila alea�oare X. 

0 = D2(X) dacli �i numai daca X = m (sau mai exact daca 
P(X = m) =.1). 

(D2) .. : D2(X) = i\1(X2) - [1if(X)]2. .· 
Demonstra/ie. D2(X) = M(X---:- m)2 

= M(X2 - 2mX + m2) =. 
= M{X2)- 2mM(tX) + m2 = M(X2)- 2m2 + m2 

=

= M(X2)- m2 = .l\1(X2)- [M(X)]2. 
Corolar: M(X2) � [M(X)]2 

{D3): D2(cX) = c2D2(X), c e R. 
(D,) : Daca variabilele aleatoare X1, X2, ••• , Xn sin! independenfe. doua cit'e
doua, atunci . , 

D2(X1 + X2+. ,• . + Xn) =. D�(X�) + D2(X2)+ ... + D2(Xn) 
DemonstraJie. Fie m, = M(X,), i = 1, 2, .. ·., n. Avem 

deoarece 

M(X1 + X2 + .. �+ Xn) = m1 + m� + ... + m�, 
D2(X1 + X2 + ... + Xn) = M("LX, - "Lm,)2 = M(i;

(X, - m,))2 = 1U[:E(X, - m,)2 
+ 2:E(X, - m,) (XJ -

. .  i i<i 

- mJ}) = �M(X, - m1)
2 + 2�M(X, - m,) M(Xr�mJ)= 

i i<i 

= �D2(X,) 
i 

* Vom scrie .1'U(X - mk) in loc de Ml(X - mk) ] 
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De regula gradul iiitiOliil�tiere a valorilor variabilei aleatoare X in 
' jurul valorii sale medii se ma�oar_� nu prih varianta sa D2(X) ci prin aba-

terea medie piitraticti D(X) = J D�(X) car� este exprimata in acelea�i -uni-
tati d� miisura ea �i variabila aleatoarc X. 

Cunoa�terea valorii medii �i a dispersiei unei variabile aleatoare ne 
permite sa tra·gem unele concluzii asupra acesteia. Unul din rezultatele cele
mai cunoscute 1�i mai impor�ante in acest sens este . 

· 

. lnegalitatca Jui Cebl�ev. DaciJ. variabila aleatoare X are valoarea medie m
1i dispersia a2 atunci 

·P(IX�ml � ka) � 2._, /\.e R, k > 0 •
• ' kz . 

Demonstra/ie. Vom presupune mai intii c� X este o variabila aleatoar'e 
discreta. Daca Xia valorile x1, x2, ••• respectiv cu probabilitatile p1, p·2 , 

vom presupune, fara a restringe generalitatea · 

I X1 - m I � I �2 - :1111 � · · · 

Fie s eel mai mic dintre indicii i pentru care I x'i - m I �- ka* : 

I X1-:- m I � I x2 - m I � ... � I Xs-1 - m I < ka � I x, - m I �

� f Xs+l - m I � ...

Rezulta c.a I .X - m I � ka daca �i nµmai daca· X ia una din valorile x,,

'xHlJ • • • adica 

{IX_:_ m I � ka} = {X = x,} U {X = x�+1} U' ...

�i . in consecin ta 

P(j X - m I � lea) = ·P(X = x�) + P(X = x,+1) + � ; . = p, + P,+1 + . � . ·

Pe de alta. parte 

a2 = D2(X) = P1 I X1 - m.12 
+ P2 I X2 - m 12 

+ • • • + P,-1 I �,-1 _:_ m 12 

+

+ P, I x, - m 12 

+ ... ,

1· . . 

k2 � p, + P.+1 + .... � ·P(I X - m I � ka). 

. . . , 

• D_aca nu ex.Jstil ast.lel de indici. Inegalita.tea est� bai\ahi inlrucit �( I X -:-. m I > ka) = 0.
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Daca X este o var,iabila aleatoare de tip_ c'iintinuu avind deilsitatea de 
repartitie f, atunci - . .

+00 . m-ka . . +oo 

a2 = J (x - m)2f(x)dx � J (x - m)-2((x)dx + · J (x - m)2f(x)d� � 
-oo -00 ' m+ka 

m-ka +co 

� J k2a?'{(x)dx + J k2a2f(x)dx =
-00 . 

· 
m+ka: 

= k2a2[P(X �- m - ka) + P(X � m + :ka)] = · 
·= k2a2P({X-m � -ka} U {X-m -� ka}) = k2a2P(\ X � m 1 ·� ·ka)� 

.,Inegalitatea lui Cebi�ev poat� fi scrisa �i sub alte. for�e : 
' 

. o-' . P(I X-1!1 I-� a� � -;; , a e R, a > 0 

I 
al P(IX-m < a) 1--. 
a• 

Dupa cum se vede inegalitatea lui Cebi�ev ne da o margine inferioara 
pentru probabilitatea ea o variabiHi aleatoare X care are valoarea medie m 
�i abaterea medie patratiea a sa. ia valori in intervalul (m -a, m + a). Eva­
luarea data de inegalitatea lui C_ebi�ey se poate dovedi in unele situatii nesa­
tisfacatoare. De exemplu, conform. acestei inegalitati · 

. ' ' 
1 P(I X -m I < 2a) 1-- = 0,75� 

. 4 

Daea X are distributie normala (1.7,) atunei 
' . . 

P(I X�m I< 2a) = �,95. 
. . 

Dar importanta inegalitatii lui Cebi�ev consta in generalitatea. sa, e� 
este valabila pentru oriee variabila ale�toare ( care poseda o varianta). 

Bineinteles ea cunoa�terea legii de probabilitate a variabilei aleatoare, 
adica detinerea. informatiei compl�te.· asupra variabilei, conduce la rezultate 
mult mai bune. Inegalitatea lui Cebi�ev reprezinta u_n exemplu de concluzie 
trasa pe baza unor informatii partiale. 

Desigur ea cu cit numarul intormatiilor este mai mare cu atit rezultatele 
sint mai 'pi:ecise. 

' Definitie. Se nume�te. m o m e n t  d _e o r  d i n  u l p al variabilei alea-
toare X numarul: · 

m
p 

= M
p(X) = � p,xf 

iel 

daca X esle variabiliJ. aleafoare discretii. care ia · valorile x, r:espectiv cu probabi­
lita/ile p, (ie I) (�i suma din membrul drept este absolut converge�tii dacii. I
este numara·biUi) sau 

+s

1Yl p(X) = J x11f(x)dx 
-oo 

daca X este o variabilii aleatoare cu densitatea de reparli/ie f (daca integrala 
scrisa este convergentil). 
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Se. n ume§le · m o � e ri�,c o n c e ;, fr at d e o r d i n u l p al uaria bilei · 
'!lleatoare X numiir�,l 

µ
p

: ._MzJ(X- m)

unde m este valoarea medie a luz X. 
Se numeste m o m e n t a b s o l  u t d e  o r  d in u l p al uariabilei alea-' 

toare x· num;irul 
m

p = .tH
p
{j'X I).

Momenlul c onc e n l r a t  a b s olu t d·e o r d i n u l p al acestei uaria­
·. bile esle numlirul M

J>
(I x� m I).

Din cele spuse rezulta,ca speranta matematica a. unei varfabile aleatoar-e 
este mom..entul de ordinul intii -al variabilei, iar dispersia - •momentul cen­
tr at de ordinul doi. 

lncheiem -�i acest paragraf. CU citeva probleme : 
Probleme 

1° Se dau trei ume: prima coniine o- bi/a alba §i o. bi/a neagril; a. doua : 
'douli bile albe §i §apte negre; iar a lreia b bila alba §i fr(i negre. Din prfma
urn ii se ex/rage o bilil care .se introduce .ln cea de a ·doua urn ii, dupi1 care se exlrage 
o bila·din urna a doua �i se introduce fn cea de a_ treia §.i in s{tr§it se extrage o bila

. din ceu de a treia urrli1. Se· cere ualoai'ea medie §i dispersia numlirului de bile
albe apari,te ln cele trei extrageri.

Rezoloare. Evldl•nt cii· nmJarul .de bUe albe ce apa� din prima urna nu poate ff egal declt 
cu zero sau cu onu. Acela�i lucru este valabil pentru numarul de bile albe· ce apar 

• din a doua uma ea Ji pentru eel al bilelor· albe ce· apar din a treia umA. Fie X 1
Xz, Xa numarul de bile·albe ce ap�r ,din prima �i respectiv din a doua JI .a trela

.,· 

urml.
Avc'm:

-1 1 P(X1 =1)=-; P(X1=0)=-· 
· 

2 
· 

2 

DI� f�rmula probnbllitatii totalc (1.4) rezulta: 

'P(X: = l) = P(X1 = l)P(X2 = l I X1 = 1) + P.(X1 = O)P(X: = l I �1 = 0) =

fnseamnll cu 

La f�) I 

l 3 l 2 1 
=-·-+-· ·= . .

2 10 2 10 4 

P(X2 = 0) = �-
4 

.P(Xa = l) = P(X2 = l.)P(Xa =.1 IX2 = 1) + P(X:, = 1 IX2 = 0) =

. .

1 2 3 1 .1 
--·-+-·-- . .

. 4 5 4 5 4 

l'(X:s � 0) =�·. 4 
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Dlstributtilc celor tre·I variabUe aleatonre stnt 

�i dcci: 

1 1 1 M(X1) = t-� + O·-= -, 
2 2 2 
1 . 3 1 M(X,) = 1·- + O·-=-, . 
4 4 4 

, . r 3 t M(Xa) = 1 ·- + O·-= -• 
4 4 4 

Dacii X estc numarul total de bile albc ce apar In ccle trei extrageri_ ntuncf 

X = X1 + X: + X, 
de unde rczulta 

r · 
. 1 1 1 .M(X) = M(X1) + M(Xa) + M(X3) = - + - + -= 1. 

2 4 4 

2°. Se_ considera c.ele trei urne din problema precedenta. Din fiecare dfn
aceste urne se extrage cite o bilti. Se cer ualoarea medie fi abatere0: medie pat�a­
ticii. a numarului de bile albe obtinute tn cele trei exlrageri. 

✓ 

Re:olvare. Fie l\, Y2, Y, numiirul de bile albe· respect.iv din prln1:a, a doua �fa treia urnA. 
far Y numarul t�tal de bile albe obtinute tn. ccle trci cx:tragcrL . Legile de pro­
bnbllltnte ale acestor variabile aleatoarc sint: 

:)-4. 
Putcm dcci scrie 

2 1 .M(Y:) =-; M(Y3) =-
9 4 

1 2 1 35 1\l(Y) = M(Y1 + Y2 + Y1) = M(YJ) + M(Y1) + M(Ys) = - +- + -= -· 
. . ' 2. 9 4 36 

Pe de alta parte observind .ea Yf = Y,, (i = 1, 2, 3) vom scrie 

1 M(Y�=-; 
- 2

i'\tl(Y� = �; 
9 

a 1 M(Y3) = -· � 
9 

D2( Y1) = M( Yi) =(l\J( Y1)J2 = 2_ - � = 2._; 
2 4 . 4 

, . 2 4 14 D2(Y2) = .M(Yi) - [M(Y'2)]2 =-- - = -: 

·_9 81 81 

D2(l'a) � . .M(Yf)- (M(Y3)]1 =_!_ - -1- = _!_,
. 4 16 16 
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fntructt varfabllele aleatoare�� Y1, Ya sfnt lndependente. putem scrJe:
\ ~ .. 

D2(Y) = 1>'(Y1 + Y, +.Ya)= n1(Y2)·+ D1(Y2) + D'{Y,) = 

=..!..+�+.!_:;=�• 
4 81 16 1296 

D(Y) � ¥471.
· 

36 

Obaenatle. In problema 1° nu putem aplica varlabilclor alea,toare X1� x,. x�. proprletatea 
,.dispersia �umel este egaJa en ,suma dlsperslilor" deoarcce nu este lndepllnltii con­
ditJa de indep�ndenfa necesara. 

. . . I 

ao. Se fac trageri asupra unui obiect ptna- clnd acesta este doborU.·Pentru 
dobortrea lui este suficientli o tragere reu�ita. La fiecare tragere in parte proba­
bilitatea de succes este 1/ 3. Se cer valoa_rea medie Ji dispersia n umiirului de 
trageri. 

Re:olvare. Fie X numaruJ de trageri necesare. Aceasta fnscamna ea primele X - 1 trageri
stnt ratate, iar tragerea X este reu�ltii. 

- • 1 . . . 
Se observii ea P(X = 1} = - · Evenimentul { X = 2} se poate scrle ea intersectia

. . 3 
a doua ev�nimentc fndep.endente : .. prima tragere este ratata" �I ,.a doua tragere 

· . · 2 1' este reu�ita". Rezulta P(X = 2) = -· -· In general, evenhnentul { X = k} (k ;;ai:,3) 
. 3 3 . · . . 

este: .,piima · tragere este ratata" � ,.a dou� tragere este ratata" �f. •• �1 ,,a
(k - 1) tragere este ratata" �i ,,a k tragere este re�tii". 

. 2 2 2 1 21:-1 
Rezulta P,(X = k) = - • :-- --'-• - = -- · Tabloul dlstributfel varlabilel

X esle: 
3 3 3 3 31: 

2 
2/32 

Tn consecinta 

' . . 2 . 21:-1 
M(X)= 1·1/3 + 2·- + ... + k·- + ... = 

32 - 31: 

1 
( 

2 
( 

2 )I ( 2 )l:-1 ) =-1+2·-+3·- + ... +k• -
. 

+ ... •
3 3 . 3 .. , 3 · 

Pentru a o�tine suma scrlci din paranteza,. vom calcula mai intii soma ·seriel mai· 
gencrale: 1 + 2x + 3�• + ... + kx k-i + ... (0 < x < 1) car� este derl�ata functiei 1 

Vom ohtine 

_x_ = x + x z + x' + ... +:r.k + ... 
1-x 

1 ·1-+ 2a: + 3x 2 + ... + kxk-1 + ... � --- (*) (1 - x)2 
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.o 

Lulnd alcl x = .! rezulfa ·
3 

fi decl 

' 2 
( 

2 )I ( 2 ).t-1 1+2·�+3- + ... +k- + ... =9 
_ .!J 3 3 , 

M(X) = a.'

P�ntru a calcula dispersia lui X vom f olosi formula 

D1(X) = .M(X1) - (M'{X))1 

Si observim ea distrlbutia varlablM X' cstc 

. ( 1 x2 : 1/3 
I 

Va rczulta 

2• 

2/32 

31 • ; ·
) 

'>:t/3' ... . •··• 

M(XZ) = ; f 11 + 22• � + 32. { � r + . · l 
. . . 

Pentru a calcula M(X-=) vom scrie cgalitatea (*) sub forma 

:r; + 2x1 + 3x' +: �. + kxk + ... = __ x __ , 0 < x < 1
(1 - �)3 

fi prln derivare vom obtfne . 

11 + 21 ·X + 32 •x1 + ... + kz,:i;k-1 + . .".= 1 + x 
(1 - %)'

... . 

Aceasta egnlitate scrisa pentru x = � conduce la. . 3 

M(X1) = 15

,1 In deflnitiv 
D1(X) = 15 - 9 = G. 

4°. Variabil� alealoare X are densilalea de· repartUie 

{o
, 

f(x) = .!.
. 2, 

daca x 'f=. (-1, 1), 

do.ea x e (-1, 1) .. 

Sa se calculeze ualoarea· medie §i dispersia uaria bilei aletdoare Z == 2X�l + 1. 

Re:ol11are. Pentru calcularea valoril medl\ aplicam formula 
·+CO

M(g(X)) = f g(x)f(x)dx 
-oc, 

cu g(x) = 2x1 + 1, x e R. Obtlnem
1 . .

M(Z) ·= ( (2x• + 1)• .!_dx =_!.• · J 2 3 
-1
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pentru calculul 41,ispcrslei . vom folosi aceea�i formula, CU . U(:t) = ( 2:t2 - ¾ r · 
Vom avea 

D2(Z) == '(2x2 
-. 

2 .)
2 

• _!_ d% = �-.
_ 3 2 45 

Obstrva/ie. D�ca nu am fl foloslt 'tor.mula· mcntlonata in rezolvare, ar ff trebuit sa determinlm
mai tntu densitatea _de reparatie a variabllei aleatoare Z a�a cµm am fa\cut tn 
problema 5° din 1.5- ceea ·ce- ar ff dus la Inngirea calculefor. 

5°. Pe axa Oy a· unui sislem de axe xOy se i.a punctul A (0; 1). 0 dreaptii
care trece prin A face cu Oy unghiul ex §i taie Ox in punctul P(A ; 0)� Se cere
�ualoarea · medie a lui- A �tiind cii ri a�e- densitatea de reparli/ie

dac�_xff=(O, :),

daca X E{O, :) • 
Re:oloare. Deoarece A = tg «. putem scric 

y 

A 

0 p 
,r 

Fig: 1.19 

4 . , . 

. � 4 · 4 1 · 2 Jn 2, 
M('.A.) = - tg:tdx =-In-·-=--·

7t' 7t' COSX · 7t' 

_ G°. Daca o uariabila aleaioare are densitate de reparli/ie §i uaroare m
1
edie, 

atunci 
Um x(l - F(x)) = 0, 

llm x F(x) = 0, . : ,,,,.
:➔-CO 

unde F esle fµnt/ia de repartifie corespunzato_are.· 

. ' 
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f tf(t)dl = - x(t' -. F(:X)) - J (1 - F(t))di 
0 0 

In care daca facem x - � tinind cont de problema 5° rezuitd (i). 

. So. Variabila a/eatoart· X are valoare medie m = 3fJ §i abaterea medie,pa-
traticii a = 4. Sa se arate ea 

· ., 
· · 

P(16 < X < 44). ;;?; �. 
49 

Re:oluare. Adunind -30 in eel trei mcmbri ai dublei fnegaUtdti 16 < X < 44 rezulta ci 
acesta se mai pontc scrle IX - 30 J < 14. Conform lnegalitdtii lui Ccb�ev: 

. 411 • 45 . 
P( f X - 30 f < 14) � 1 - - = -· 

- . 141 49 

9°. Sa se arate cil dacli. uariabila aleatoare pozitivll X are valoarea medie. 
CD 

m 1i A= � nP(n � X < n + 1) atunci 
11=-1. 

-�: > �--·· 
Demonstratie. 1ntrucit v�loarea Jui X se gas�te °CU certitudine iritr-_un�I 

_din -intervalele [n, iz' + 1), (n. = 0, 1, 2, ... ) putem scrie 

� P(n ,� X < n + 1) = 1. 
n=O 

Sa construim acum variabilele aleatoare discrete Y :!}i Z astfef : 
Y=n 

z· n+ 1 
Se observi ea

de unde obtinem 

daea n � · X < n + 1, 
daca n · � X :< n + 1, 

Y � X<Z 

M(Y) � M(X) � M(Z) 

n=O, 1, 2, ... . 

n=0,1,2, ... 

(ex) 
Valorile medii ale variabilelor aleatoare . discrete Y �f Z sint 

m . m 

M(Y) = t nP(Y = n) = :E nP(n � X < n + 1) = >., · 
n=O n=O 

CD CD 

M(Z) = t (n + l)P(Z = n + 1) � t (n + .l)P(n � X < n + 1)-:-
n=o · · n=O· 

m I m 

= t nP(n � X < n + 1) + :E P(n < X < n + 1) = l + i �
n� . �o 

Revenind la relatia (ex) rezulta . 

A� m �A+ 1. 



. 
. 

ObseruaJie. De fapt ani · denionstra� cl,1 X. · are o valoare 
daca ;. < oo ·,1 � � m � i. + 1. 

rn (111 < �) dacA ,1 numal

11°. Variabilele �leatoare po2Uive X,., n > 1 au aceea$i valoare medie m • 
. Fie S0 .= X1 + X2 + .· .. + Xn, tar X o variabilli aleatoare care ia valori

intregi $i pozitiiJe astfel ea d<ica · · · 

Y � 
{ 

1 daca X = k 
1: - .0 dacll X=/= k 

k = 1, -2,· 3, •.. 

atiinci variabilele ale_atoare X1: $i Zk = ¥
1 + ... + Y1:-i (k = 2, 3, .. . )slnt 

jp.depe,zdente. Sa se a,:�te c.ii.: 

M(Sz) = mM(X). 

· · . In particular, daca _variabilele aleatoare X,0 n >. 1 stnt pozitive, indepen-
d�nte §i au. aceea§i lege de pro�abilitate, iar

. N � N(t) = sup {n : s., � t} 

N = 0 daca S1 = X1 . > t 

atunci uariabila aleatoare X = N + i verified ipotezele {ii.cut� mai sus asupra 
variabllei X ··§i deci verified conclu:zi.a prqblemei (Ecuafia lui Wald). · , 

Rezolvare. Direct-din definitia valorii medii a. variabilelor aleatoare dis­
crete rezulta 

·oo . 

M(X) = � kP(X = k); M(Y1) = lP(X= k) + O•P(Y = k) = P(X = k).·
k=l 

. · 

ln _co�secfota 

M(X) = � kM(Yi); . 
k=t. 

Sa mai observim ea 

de<_>arece, in functie de valoarea pe. care o ia X, una diµ. variabilele Y ". (k = 
_:_ 1, 2, 3 ... ) este .egala cu 1 toate celelalte Iuind valoarea zero. De aici re; 
i�e. ea variabilele aleatoare X." �i . Y � + Y rc+i + ... = 1 - Zrc sint inde­
pendente oricare ar fi, k = 2, 3, 4, ... ·

Pe de alta parte, intrucit egalitatile {X = k} �i {Yrc = 1} (k = 1, 2 .•. ) 
sint schivalente .: 

�i putem, deci, scrie : 

+ M[(X1 + X2)Y2] + M[(X1 + X2 + Xs)Ya] + ... -
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. = M{X1(¥1.! Ya+ Y�-+: .. · .)l°+ M[X1(Y:a .+ Y� � · ... )] +
+M{Xa(Ya + •.• )]-+ •.. = m•M(Y1 +Ya+ Y3 + •.. ) +

+ mM(Y2 + Y3 + ... ) -t m(Ys + .. :) + .... = m(M(Y1) + 

"· + 2 l\t1:(Y2) + 3 M(Y41) + · ... )·= �M(X) . 

. \Jn cazul part�ct1lar considerat este. clar ea variabilele aleatoare X,,(n � 1)
avind. aceea�i lege de probabilitate au �i aceca�i valoare medie. Pe de alta 
patte variabilele ale�toare X1: �i Z1: (k = 2, 3, ... ) sint independente deoarece
aceasta din urma se exprima . numai _cu ajutorul variabilelor aleatoare X1, 

X2,- .. , X1:-1: 
. . 

{ 
1 daca St-1 > t, 

Z1: =-

0 daca Sk-1 � t k = 2, 3, .. ! 

Ol,s�rvatle. Pe parcursul demonstratiel am folos�t tirmatoarea proprietate: M(X1 + X1 + ... )= 
= M(X1). + M(X:i) + ... unde apare o multl�e numarabili de varlablle aleatoare 
Aceasta pr�prietate este valablla tn condltU destul de generale. · Daca de exempu 
varlabliele aleatoare considerate slnt po�itive, proprletatea este valablli. De multe 
ori se accept� ea varlabllele. aleatoare sl alba valoai'e medle inflnlti. Cele mal 
multe din p:,;__oprietitne tntllntte ramln valablle ,1 · bi acest ·caz. Slngura masurl 
de prevedere tn acest caz este evltarea exprcslllor de forma 00-:·«>, 0�00 etc.
0 varlablla aleatoare X cu delisltatea de repartltle / se num8'te cvasllntegrabill 
dacl 

8 

J zf(:c)d:c > - oo 
� 

0, 

sau J :cf(�)d% < + ao. · 
0 

Daci este satisfiicuti numal prim.a din aceste relaµI se fa M(X) = + 00, tar 
dacl este· satisflcuti numal a doua M(X) = - oo. Daci sint satlsflcute amtn­
_doul, atuncl M(X) e R. 
SA ma! consemnlm ci dacl variabilele aleato�e X,, f e 1 stnt independente tl 
11 C 1, 12 C 1, I1 n I,= 0, i1: 1 •• finite, atunci vartabllele aleatoare y = f(X;
f E .11), Z = g(X

i, J E la) slnt independente f fl , flind aplicaiu R"' -+ R sau
. n•-+ R astf el ea Y 111 Z sa fie varlabile aleatoar.e. 
Condltiile 11• 11 finite nu. strit necesare. ln general, or!ce eventment constlnd 

· tntr-o afirniatie referltoare la variabilele aleatoare X,, ·, e I� este Independent 
de orice eveniment constlnd lntr-o afirmatie rererltoare la variabilele aleatoare x,
j e 11• 

· · 

Proprietatea rimtne val_ablla dacli - se conslderi mal multe submultlml cif:sjuncte 
douii cite doul· ale lui I.

lto. Se arunca un ac de lungime l < 2a pe un plan ha1urat .de o re/ea de
drepte paralele cu distan/a 2a tntte ·dreptele consecutive. Se cere probabilltatea
ea acul sa t�ie una din dreptele retelei. Pe acela§i plan se arunca un poligon
convex cu diametrul mai mic decU 2a. Se cere probabilitatea ea poligonul sa fie
traversal de o dreap

_
ta a re/elei. � · 

- ' 

Bezaloare. Cele doua rezultate cerute au fost obtmute anterior. Este vorba de problema 5°. · 
dln 1.1 !JI respectlv de problema 5° � '1.3. Acum voni da o rezolvare bazatl 
pe proprletatile valorll mcdll. 
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Fig. 1 .. 20 

Vom presupune pentru tneeput ea sc aruned un ac de lunglmc nrbilrara. Daca a

cste flxat. aluncl valoarea .medic a numarului de dreptc ale retelef intersectate de 
ac nu depfndc: dectt de lungimcn l n· aeulut: Fie m(l) aceasta valoare me<!ie.
Sa observam ea . . 

11 =s;;; _12 =) m(l,) =s;;; m(l2). 

tntr-adevar. dacl AB = _l2, AC= 10 ea In figura 1.20 iar X, X1 �i X1 reprczinti. 
numarul de drcpte interscctatc respectiv de BC, AC, AB, atuncl 

X2 = X, + X; M(X1) = M(X1) + M(X) 

�1 ttnind cont ea l\f(X2) = m(l,); M(X1) = m(l1); i1(X) = m(l1 - 11) rezulta 

· · m(l,),- m(l1) = m(lz - 11). � 0.

· Sa aratam acum ea m(l) este proportional CU l. 'oaca la = kl1 unde k este un
tntreg pozitlv �l X, este numarul drcptelor intersectate de scgmentul (acul) .A,_1A,
· (i- = 1, 2, ... , k) iar X esie numarul dreptelor intcrsectate de aeul · Ao At (figura 1.20)
atunel in I pofeza · · 

vom avea 

X = X1 + x.,· + ... + Xt =) M(X) = M(X1) + M(X1) + ... + M(Xt).

Tinfnd cont ea en notatille noastre 

M(X) = m(l2); M(X1) = m(l1), i = 1, 2, ... , n 

· rezulta
!71(l1) = km(l1). 

. k 
-

Daca· l: = r/1 undc r = - (k, n tntregJ pozitivi) atunei fie 
n 

. l, ' li u = - = - , ls = ku ; l1 = nu .•. k n 
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Conform celor spuse mm iiullnte 

ad.lea 
m(lz) = rm(l1). 

Dadi. l, = il1 unde X E R. X > o, atunci fie (r a) !ji (r;) doua �iruri de nu mere 
rationale nstfel ea r" t x; r; ! .2:. lntruclt 

putem scrie, tintnd cont de celc nratate anterior : 
; 

. r11m(l1) � m(l2) � r,_m(l1). 
Fdclnd In accste inegalitatl ,n-+ 00 rezulUi 

·m{l,) = xm(l1)

!if cu aceasta ·s-a demonstrat proportionalitatea dintre m(l}. �i I.

Fie 
m(l) = c•l, c e R: c > 0. 

Dnca pc planul considerat se arurica o llnie poligonala rigida B0B1 ••• B1r (Ugura 1.20) 
!ji l, = B,_1B,, X, este numiirul de drcpte Jntersectate de B,_,Bi, (i = 1, 2, ... , k) 
lar X este numiirul punctelor de intcrsectle dintre ·linia poUgonnla i;i rctcaua de 
drepte paralele, atunci : 

· · 

k. . le k 

X '= � X, =) JW(X) = � .J\.f(X1) = � c •11• 
i=1 i=1 ' i=1 

RezultA cd valoarea · medie, a lui X cste proportionala cu Jungimea /._ a linlel 
pollgonale r 

M(X) = c•L. (**) 
ln particular, daca se arunca pe' plan un poligon convex rigid, atunci 

valoarea medie a numarului de puncte i_n care poligonul este taiat de drep­
tele retelei este cL, un�e L este · perimetrul poligonului. 

Sa presupun�m ·acum ea pe plan se arunca un cerc rigid de raza R. Fie 
L,. �i L; perimetrul poligonului regulat cu n laturi inscris in cerc �i respectiv 
perimetrul pQligonului regulat cu n laturi circumscris cercului. Daca X, 
Xn, x; reprezjnta numarul punctelor de i�tersectie ale retelei respectiv cu : 
cercul, poligonul · inscris, · poligonul circumscris, atunci : 

Xn � X � x;

deorece orice·: dreapta care taie poligonul inscris taie �i cercul, jar orice 
dreapta care taie cercul taie �i poligonul circumscris. Rezulta 

· .- M(�,.) � M(X) � M(X;)
sau, pe baza celor anterioare 

cLn � M(X) � cL�. 
Sa facem aici n -+ 00 tinin.d cont ea Ln -+ 21tR, L� � 21rR. Vom obtine 

M(X) = 2cnR. {u•) 
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(Condit.fa ea ·curba care se artinca este. un cerc, ·nu este esenµala. Se pot· 
considera �i alte cur be convexe de lungime arbitrara L �i se deduce ea· .valoa­
rea medie a numarului punctelor · de intersectie c\r reteaua este c•L), 

Dar daca se arunca un cerc de raza R =. a, atunci X = 2, adicii in orice 
pozitie ar cadea cercul, numarul ,puncteior de intersectie cu reteaua este egal 
cu 2. ln consecinta M{X) =:= 2 �i inlocuind_ in ( ***) rezulta 

2 = 2cna; 

Revenind la relatia (*) vom scrie 

C=-• 

1 
m(l) = -· 

att 

an: 

Daca / < 2a, atunci numarul punctelor · de intersectie cu reteaua poate 
fi numai O sau 1. Daca p este probabil_ltate� ea acul si -intilneasca o drcapta 
a retelei, atunci · acest· n.umar are ,distributia . 

G 
o. 

)1-p
�i deci : 

1 
p =m(l)= -· 

a1r 

Daca se arunca un poligon convex de diametru mai mie decit 2a, atuu.ci 
numarul punctelor de intersectie cu r�teaua poate fi O sau 2 ( cu exceptii de 
probabilitate nuli), ·distributia acestui numir X este 

x·(o . 1-P

unde P este probabilitatea ea poligonul sa fie taiat de . o dreapta a retelei. 
Rezulta tinind cont de ( **) 

/ 

. · L · L 2P=,M(X)-=·c•L=-; P=-. att 2att 

unde £ este perimetrul poligonului. 
12°. Evenimentele ind�pendente . A 1, A2, � •• , A11 slnt independente §i au 

probabilittili de realizare cunoscute P(A,) = p, (i= 1, 2, ... , n). Se cer 11aloa­
rea medie §i dispersia numiirului de evenimente care se realizeaza. 

Rezolvare. Prima mtloda. Fie X numlrul evenipientelor care se reallzeazi\. P(X = k) (k = G. 
1, 2, ... , n) este coeficlrntul lui :JI& din _polinomul

ande q, = _1 - p1• (Schema lul Poisson - 1.4) .. Daci

Q(a:) = P0 +Pix+ P,x• + ... + P,;£• 

atuncl distrlbutia Jui X este 

c:. ;, 
2 ... n )

Pz.,.Pa 
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ea 

(I) (A�)+{�)= (A);
(AB) + (AB) = (B),
(AB) + (AB) = (A),
(AB) + (AB) = (B).

Din relatiile de mai sus deducem :
(AB) = (A)_:_ (AB),

(II) (AB) = (B)- (AB),

(4B) = n -(A) -(B) + (AB).

1n formulele (II) trebuie sa avem
(AB) � o, (AB) � o, (A.B) � o.

. . Primele doua inegalitati nu dau nimic semnificativ, deoarece este eviden�
(A) � (AB), ·(B) � (AB). ·

ln_ schim);> ultima inegalitate ne arata ea trebuie sa avem::
(III} n - (A)- (B) + (AB) � �o 

adica o conditie. necesara pentru ea sa existe populatia statis�ic-� •.
..... Exemplu. lnir-o comunil stnt 1 560 familii, dintre care .-881 t

i

u teleuizor,
� 975'f rigi_der *i 660 au �i teleuizor §i frigi�er 

� . 
,

C_tte familii n-au nici ieleuizor, mci 1rzgider ? 

Rezoloare, Apliciim ultima dintre.formulele (II): 

(4-B) =;: 1 560 ...:. 881 - 975 + 6'° = 364.

Deci · 364 n-au nlcl televizor nici frigider. 
Sa consideram acum o populatie la care ne intereseaza trei caractere calitative ! 
A, B, C. 

ln aces� caz, vom avea urmatoarele frecvente, corespunzatoare di! eritelor gruparl 
. de caracteristicl 

0. caracteristlci l, . n · ·"
1 caracteristica - ,(A), (B), (C); (A.), '(B), (C)
2 caracteris�ici" (�B) (�C) (�A)

(A!!.) (B� (C� 
(AB) (BC) (CA) 
(AB> ci9 · ccA> 

3 caracteristici (AB9 (�B� 
(A!!_C) (AB9 
(A�9 (���
(ABC) (ABC) 

A vem tn total 27 de grupAri, lntre care exists. anuniite rela1fi. 
Toate grupiirlle se pot cxprima h1 raport cu n. (A), (B), (C). (AB), (BC), (CA), 
(A.BC). 
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