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u.) Sri se arnte ea • cstc un inel comutativ cu u_nitatc in l'aport cu 
cclc doua operatii definite 

b) Sa se precizeze mul · ea divizorilor lui zero pentru inelul consi­
dcrat. la punctul a). 
· c) Submultimea N a lui .ll�definitA prin-, N = {(a, b) I a =I= O} for-
meaza un grup fata de operatia a�oua.

d) Aplicatia f: M -+ R aefinita j>t:in /((a, b)) = a este un omomor­
fism de inele surjectiv dar nu �i injectiv "(�m notat cu R, inelul numerelor 
reale). 

e) Aplicatia g : N -+ R + definiti 
'·,, . b prin, gl(a,b)) = -est.e un omomor-

, 
a 

fism al grupului N pe· grupul daitiv al nume1·elor reale dar nu este injectiv. 
f) Aplicatia h: N-+ R definita prin, h((a, b)) = I a I este un omo­

morfism al grupului N pe grupul multiplicativ al numerelor reale pozi-. 
tive. 

·. 140. Fie M =RX R ={(a,· b) I a,b e R} unde R este multimea
numerelor reale. Definim pe M doua operatii prin. egalititile, 

(a1,b1) + (a2,b2) = (a1 + a2,b1 + b2) 

(a1,b 1 ) • (a2,b2) = (a1a2,b1b2 + a1b2 + a2b1) 

orieare ar fi elementele (a1,b1), (a2,b2) din M.

a) Sa se arate ea, multimea M are o structura de inel comutativ cu
unitate in raport cu cele doua operatii definite.

b) Sa se precizeze multimea divizorilor Jui zero pentru inelul consi-
rlerat la punctul a).

c) Submultimea N a lui M definita prin, N = {(a, b) I a * 0, a +
+ b * O} este grup in raport cu operatia a doua. 

d) Aplicatia f: M-+ R definiti prin, f(a, b) = a este un omomor­
fism de inele-surjectiv dar nu injectiv. (R este aici, inelul numerelor reale).

141. Fie Z [\12] = {a+ b Vil a, beZ}, inelul numerelor intregi. 
a) Sa se arate ea Z [1'2] este un inel comutativ, cu unitate, in raport

cu operatiile de adunare �i inmultire ce definesc corpul real. 
b) Notaro N(a + b ]Ii)= a2 

- 2b2
• Sa se arate ci

N((a1 + b1 Vi) .  (a2 + b2 l'i)) = N(a1 + ! 1 f2). N(a2 + b2 1'2)

c) Sa se determine elementele _inversabile in inelul Z [1'2], (elemen­
tele care admit simetric in raport cu op�rati� de inmultire ). 

d) Aplicatia f: Z [V2] -+ Z {V2] definita prin f(a + b l,'2} = a - b 1'2 estc 
un izomorfism de inele.
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c) Dad't .U . cste o multime numai cu doui:i elemente ( celc collsem­
·n ate la punctul a) atunci inelul A este un c01·p. 

d) Daca A este corp, at.unci M este o multime cu doua. elemente.

150. Definim in multimea numerelor complexe, K, doua legi de com­
pozitie astfel : 

(.:r., y)EKXI<.; X* y=x+y-i, 
zo y = mi.:ry + m(,-r. + y) + i(l -m); mEK -· {O}; i2 = - 1

a) Sa se arate ea in raport cu aceste doua: legi de compozitie K este
un corp. 

h) Sa se rezolve f}i sa se discute sistemul : 

( � o ; ) * ( y •}) = m2i

X * y = mi

(G. M. B. Nr. 12. 1971 JTaleri1t Breaza; Ploie,ti)

151. Fie Q multimea numerelor i:ationale, lf multimea matricelor· [a bl _ de forma, M(a, b) � cu elemente din Q iar Q(l'2) multimea mi-. 2b a 

merelor reale de f�rma a + b 1'2 unde a, b sint de asemeni numere rationale.
Sa se arate ea: 
a) l\lultimea M are o structura· de coi:p in raport cu adunarea �i in-

multirea ohif}nuita. a matricelor. · 
b) l\lultimea ·Q(l'2) este un co�p in raporf · cu operatiile obi�nuite de

adunare �i inmultire a numerelor 1·eale. 
c) Aplicatia f: Q(l'2)-+ M definita prin egalitatea, f(a + bl'2) =

= M(a, b) este un izomorfism de corpuri. 

152. Fie .M multimea matricelor de forma,
M(a) •= [: �] unde a este un parametru real.

Sa se a1·ate ea multimea M este 'un corp in 1·aport cu operatiile obi�­
nuite de adunare �i inmulth·e a matricelor, izomorf cu corpul R al nume­
relor reale. 

153. Se considera M multimea matricelor patratice de ·ordin doi cu
elemente reale de forma, 

M(ti, b.) = 
[ a 

ab] ..
-b 
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a) Sa sc aru.tc <.·ii ,,.,i c. c un c·m·p in raport. ru opcratiilc de adunat·c
a matricelor. 

b) naca <; este corpul nu erelor compl�xc, aplicatia f: C � M de­
finita prin, f(a + bi) = iU(a,b) es un izomorfism de c01·puri. 

c) Folosind rezultat.ul de la p �i1erecedent. sa se deducii faptul 
ea inmultirea matricelor de forma co 

�
ratil este comutativll. 

154. Fie M multimea ma.tricelor piitrati<::_e de ordinul doi, de forma,[a+ b .f.b ·] '-, 
M (a, _b) = 

_ b a _ b 
unde a, b, sint. nulll�re rationale arbitrare ; 

a, b E Q. 
Sii se arate cii multimea Ji are o structurii de corp comutativ in raport

cu operatiile de adunare �i inmultirc a matricclor. 

155. Fie M multimea mat.ricelor de f orma,

[ a -b] 
M(a, b) = 

b a 
cu elemente numere reale 

!ji P multimea mat.ricelor de fmma, 

P(r., d)= [ c - 5d l
d sd+ r. 

a) Sa se arate cii kl �i P sint. corpuri in raport cu operatiile de adunare
�i inmultire a matricefor. 

b) Corpul M este izomorf cu corpul C al numcrelor complexe. 
c) Orice matrice M(a, b), element al mul\imii JU, se poate reprezenta

sub forma, M (a, b) =al+ bJ unde J2 
= - I .�i orice matrice P(c, d) 

element al multimii P se poate reprezenta sub forma, P(r, d) ·= rl + dr

unde V satisface egalitatea, V2 = 8V - 51. 

d) Sa se determine izomorfismele f: P � .. U de forma f(F) =pi+
+ qJ �i inve1·sele acestora �i apoi un izomorfism h.: P � C. 

e) Folosind rezultatul ·de la punctul h) sii se C'alculeze An unde 

[ cos a sin a 
I 4- .

� - - sin a C'0s a 

156. Pe multimea R a numerelor reale se �onsidera douii lej(i de com­
pozitie, ,, * �i ,,0" definite prin,' 

x * y = a.-r: + by - 1 �i 
x o y = 2xy - 2x - 2y + c unde a, b, c,

sint parametri reali. 
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a) Sa sc determine parametrii a, b, ,., incit, prinm legc de compozi�ic
sa defineasca pe R o structura de· grtip ahelian, iar impreuna cu a doua 
lege de compozitie sa defineasca pe R o structurii de corp. 

b) Sa se arate ea exista o functie J: R-+ R de forma f(,v) = p,t: + q
care sa realizeze un izomorfism int.re corpul construit la punctul a) fji corpul 
numerelor reale. 

157. Orice domeniu de integritate cu un nu mar finit de clemente
este corp. 

158. Fie Z inelul numerelor 1ntregi, 111, un intreg fixat, dar nltfcl 
oarecare �i Z/mz, inelul claselor de resturi de intregi modulo m. 

a) Daca xez �i (.:r, m) = 1 atunci oricare ar fi yex, (,r = clasn
de resturi modulo m cu rep1·ezentantul x) avem egalitatea (y, m) = 1. 

b) Singurele elemente inversabile in inelul Z/mz, sint acele c-lnsc a>
pe ntru care reprezentantii acestora sint numere prime cu m. 

c) Notam cu <p(m) numarul elementelor inversabile din inelul Z/mz,
adica <p{m) noteaza numarul elementelor grupului (Z/mzt. 

Atunci pentru orice element .reZ cu proprietatea ea (.:r, m) = 1, 
are loc relatia, �(m>= 1 (modulo m). 
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ANALI� MATEMATICA 



qiruri. Calcularea limitei. 

1. Sa se calculeze urmatoarele limite :

a) lim(-1- + _!l_ +· • • + 
1

)· 
"➔oo 1-2 2-8 ·n (n + 1) 

b) lim(-1- + _!_ +· · · +
1 

) . n➔m 1-8 2.4 n(n + 2) 

C lffi -+=- +•••+------ .) ]. ( 
1 1 1 

)n➔oo 1·8 8-5 (2n -1) (2n + 1) 

d) hm -+-+-+···+----
. 

(
I 1 1 1 

)n➔oo 1·5 3.7 5.9 (2n -1) (2n + 8) 

_ . ( - 1 )"-1 (211 - 1) - 1 :?. Se da s1rul a
,, 

= · ·· •· ·• • ·•· .• 
4 

a) Sa se studieze natura �irului (a
n
)•

b) Sa se arate ea {a0 ; n e N} = z. unde Z este multiplea numerelor
intregi. 

3. Se da sirul an = _!_ + 
1

+ • • • +
1 . • 12 12 + 22 12 + 22 + • • • + n2 

a) Sa se a.rate cl ,irul este monoton ,i mlrginit.
b) Sa se calcule�e lim-kn•

It➔�

It 1 4. He da �iru1 a- = l:: -------- .
n 

k-1JcVk + 1 +(k + l)i/k
a) Sa se rlctermin� doua c.-onstante A. �i II inctt sa avem
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1 A H --------- = - + --- , A· e N.

lt\flc + 1 + (/t + 1) l/1 l{k Vic+ l 

b) Sa se demonstreze ea a,, = 1 - _1
_ �i sa se afle Jim a,;.

l'n + 1 . n➔ m 

5. Se considera �irul a,. = l + 2:.. + ... + ..!_, n � 1.
2 ·n 

) S- t _ ' 1 + 1 + I 1 a .. a se ara e ea -- -- ... + - �-
n + I n + 2 2n 2 

pentru n = 1, 2, 3 , ... 

b) S- t . . I •· - A� 
+ 1 k 1 Q 3.. a se ara e prm me uc

l
.1c ea a.; � -- , . = , ... , , ... 

2 
c) Sa se aratc ea lim a" = + oo.

11➔CIO 

1 l 1 6. Se da �irul tin 
= I + - + - + .. · + - - ex 1/n.

(2 1/8 '/n 
a) Sa se demonstreze inegalitatile :

2 V-n + 1 - 2 VJl < _!_ < 2 1/n - 2 i/n='J, V n. E N 
Vn 

h) Sa sc arate c•a e.xista lim a,, pcntru oricc Cl fixat.
11➔ m 

1 1 1 1 
7. Sc du ljirul n,, =---+---+-·--+--- +···+

I + '(2 1 - \fa l -t- V� 1 - \/5

• 

+ I
. 

1 + ( - 1 )n-1\fn+I
n) Sa se drmonstrcze identitatea : 

a
2

,,=(f2_Ys+fi_V'5+· .. + 1/2n _V2n+1).....:.·
l 2 3 .j. 2n - 1 "2n 

h) Sr. sc amtc c·i't

- 1+-+-+· .. +-( l 1 1)
2 8 2n 

1,
11 

= V 2 _ � + � _ 1(5- + ... + fin V2n + 1
1 2 :3 .J. "211 -- 1 �It 

C'stc ltn �ir monoton c•resci"ttor �i mHrginit superior, 
c) Sa S<.' arnte cii Jim a,. = - oo. 

ri➔ CD 
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un· 

." 

n. Sa se nrutc prin 'h\chwtic c·a (1 -I- a)11 � 1 + ,w, dac•i1 {l � - 1
n = numar natural. In ce'�:uz arc loc eg-alitatea 1 

h) Sa se a rate ea lim bn = f + oo ' b > l
n➔OI) l O , 0 � b < 1

9. Daea - 1 < a < 1, sa se arate ea 
lim (a" + an H + ... + a2n) = o.
n➔a, 

lo ) \:' v v 1. en J + oo dacA <' > 1. a �,a se arate ea 1m - = l 
11➔0i) n O dacii - 1 � r. � 1

Rxistii limita precedentii daea r < - 1 ?
('" h) Sa se afle lim .:. •

•J 
n➔a> -n.-

) S t - 1· r" 0 · c •. ii se ara e ea 1m - = , or1care
n➔ OI) n! 

ar fi r. real, observind ea � <
.,,. 

1 <-pentm 11 >N
1
• 

2 

11. a) Daca � > 1, sa se arate ea a1·e loe inegalitatea {1 - e)" < (X <
< (1 + e)n pentm n · > N ( e), e > 0 fiind un numar dat, suficient de mie.

•II 

h) Sa SC clcduca de mai sus Jim v;. = l, (X. fiind un numar pozitiv
n➔O) 

on.rC'care.

12. Sc da i:;irul (I.
,, 

= [a + (n - 1) rl qn-t unde a, I' �i q sint nii,te
<!onshmtc fixate. 

n.) Ce rcprczinta !:iirul tt-,, pentru ,. =I= O �i lJ = 1 ·t
Dar pcntru r :: O i:;i q =t,: 1 ·? 

'' a 1 - q" ( a + ·11.1·) q"
h) Sa se urntt• c·ll �a,. = -- + r. q---"-- -- ----

1-=• 1 - q . (1 - q)2 l - q 
J><"ntru q =I= 1.

<·) Sn sc- c·nlc·ulc-�<' lim ( f a,.). 
,,..,Oi) le-I 

13. Sc· <In !:lil'ltl (lln ) prin :
(10 =-= 1. t1 1 =0 i:;i Un =---= 'XU11 --I +�a,,_2 pcllfrtl 11��­
Sii s<• studi<'1.e nut11ra iu-estui ljir.
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_ _ (n + l)n+i Sa Sf; arate ea an+l = an 
. ' de unde sa se .deduca ea (an)nn(2n + 1) este monoton crescator �i li1n: an = + oo. n➔oo 

� . a se ara e ea 1m - - = O, sta 1 m o re at1e e. recu-06 s- t - 1· 1 ( n)n b"l" d I . d n➔ = n !  8 renta, intre doi termeni consecutivi aj �irului corespunzator.

27. Se da �irul an = a, ot1ot2ot3 ••••• «,. CU ot,E {0-, 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8, 9};(adica an este o fractie zecimala). a) Sa se arate ea �irul (a11) este monoton �i marginit. b) Sa se aproximeze limits. ,irului (an) cu o eroare eel mult egala1
CU-. 

ms 

28. a) Sa se demonstreze ea lim � = O, · stabilind o relatie de. n➔o:i (n !)2 · 

n" recurenta intre doi termeni consecutivi ai sirului a
,,

=--.· . (n 1)2 

58 

b) Prin acela,i procedeu sa se arate ea lim <2n) ! = o.
n➔c» nn 

ao s- t - 1· (2n)n O �.,. a se ara e ea 1m -- = .n➔a. (2n) ! 

2"•n ! 30. Sa se arate ea lim ----------- = o. · - •➔ o, ( n + 1) ( n + 2) ... ( n + n) 

31. Sa se arate ea lim (n 1)2 

= + 00•n➔o, (n + 1) (n + 2} ... (n+n)

32 ) S - 1· 2n . n!. a a se arate ea 1m-- = o. n➔c» n" 
. .· 2"-n! ._ . h) Mai general, hm -- = 0, p = numar natural fix.n➔m nn-p e11 -n ! c) Sa se •arate ci �irul a;, = -- este convergent.nn 









b) S... t ... t . ln a a se ara e ea se p�a e serie a
n 
= 

( ) n •
· In 1 + an ;;. 

n 
c) Sa se calculeze lim a

n 
• 

n➔co 

n . 
l'-4&. Se da §irul an =·n ( ,n - 1). 

a) S a  se arat e e a  an > 0, yne N - {I} iar lim an
= 0.

n Mmn 

b) S.., ·r· ... t . In n a se  verI Ice ea se poa e scri e an = ( a 
J In 1 + ..!! an n 

e) Sa se arate ea lim a
,.

= + oo.
n➔m 

n 

47. Se da �irul a = n(Vln n - 1). 
a) Sa �e arate ea pentru n � 8, �!. > o, iar lim an

= o. 
n n➔� n 

b) S... ·r· ... ln(ln n) a �e verI Ice e a  an = ( 
a 

) 
n •

In I+ 2- ii,. 
n 

e) Folosind relatia (b) sa se eaiculeze lim an.

48. Se dA firul( I + ( 
n

1>r•(n\1••+ 1>. 

•ll➔CD 

a) Sa se arate ea sin (1t\f n2+1) :;= o, y ne N.
b) Sa ·se caleuieze lim sin (1t1'n2+1).

n➔GO 

c) Sa se verifice identitateaJ1 n• + 1 =n+..!.. - � . 
2n 2n(n + n2+1)2 

1 

d) Sa se calcuieze lim(1+ {-l)11)s111<rcl'n'+l>
n➔c» 

' n 

49. Se considerll numerele complexe a.(z) = (I+ :r unde 2 = 11: +
+ iy cu x, yeR, iar neN. Se eonsidera apoi §irurile b,. = I a. (z)I,
c,. = arg a,. {z). Sa se studieze natura §irurilor (bn) §i (en)• 
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56. �tiind ea lim arc sin x 
= 1, si se demonstreze ea

s➔O X 

hm - arc sm --== + • • • • • arc sm ------- :-- .. (. 1 
+ 

. 1) l n➔CD l'n2+1 Vn2+n 

5'7. Si se deduce. relatiile : 
lim· tg-+tg.-+•···•+tg- =;=-,( � • �) 1 n➔CD n3 n3 n3 8 
( 12 22 n2) 1 lim arc tg- +arc tg-_ +·••+arc tg - = -.n➔CD n3 n3 n3 8 

58. a) Daci_ <X_ �, f.l, > O i=l,2, ... , ksim � � <: Mpentrui-1, 2 , ... , k• 1'-1 , 
�, • . • . rezult.i

m <: ,. 'I: f <X1. <X2 • • • • <X 1: � M.
V ·�l �2 �I: 

b) Daci ( aa) este un �ir de numere pozitive fi lim a,,+t = l, 1:1,tunci exis­n➔CD a,, 

n_ n_ la �i lim Van i,i tn plus lim l' an = l.
ff➔CD ft➔CD 

n_ c) Sa se arate ea lim l'n = 1.n➔CD 

d) Si se arate ea lim "n 
= e. 

Q➔CD 1'' . n . 
..--------e) Si se calculeze lim

ff➔CI) 

. 'Jt . 'Jt . •  'Jt sin - sin -• . .  sin - •2 8 n 

59. a) Si se arate ea lim 
V
e
n 

= 0, c fiind un numir oarecare.n➔o, n!. 
h) Sis� studieze firul �,. = ,.c" , puntnd tn evidenta ·cazurile I cl ,<:I,e > 1 fl c < -: 1. 

V n !
60. a) Presupunem ci lim bn = O. Nottnd s. = b

1 
+ b2 + ... + b,,,

ff➔Gil n ==;: 1, 2, 8 , ••• , si . se arate ea daci I bn I < e/2 pe�tru n > N( a:), are locinegalitatea 
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pc interyalul I. a(x) �i b( . .-)· riincl doua rml('tii c·ontinui pc- /. Xotincl 11'(.l') =
·"

( • , ( 1·· 1 . • u, -S ac1)d, 
I r·· d = !Ii .1·)1M,1·) - JJ

2
(,v)y

1 
,1•), are or re at1a n (,r) = ,-,-(,1·0)e x. , .,·

0 
E nn 

un punc-t fixat, clnr oarerare. 

157. Sr, sc af)e ir = ,1•(t) fji 1J = 11(t) c-are yerifica sistemul

{ . . ., 

.r.11 - ;l'JI = - a-
.1.2 + y2 = a2

uncle a = ronst. 

158. llaca :r.= ,r(t) �i y(t) vc-rifi<'fl sist<'mttl

I 
.1�y - ,1•1i = - al, 
,1'2 ·1J2 

-+!-=l
a2 1,2 

rezulta ,-v = a. cos (t + r). JI = b sin(t + c), _uncle c = c-onst. 

1s.q. Sa se afle ,t = ,r(t) �i y = y(t) care verifica sistcmul : 

.i:2 + ,j2 = (l.'l 

xy - rc11 = b2 

a �i b fiind constan te. 

160. Sa se afle ,t•(t) �i 11(t) clnci'i

{ X2 + il' = a2 

xy - ,1•11 = - a2 

uncle a = const. 

161. Daca functiile de1·ivahile .r(i) �i 11(t) verifica rclatiil<'

{ :r-y _ ,�J/ 
= 

8a2l3,r2f3
J
J2fS 

a:fJ,/3 + y21s = a2/3

rezulti :r =: a cos3 (t + c), y = a sin3 (t + e), unde c = <'onst. 
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c) Sa se afle loct1l geometric al ccnt.relor cercurilor tangente cercuri­
lor (C) �i (C'), interior unuia �i exterior celuilalt .. 

5U. Se da o parabola cu axa de simetrie dreapta x'x. Normals intr-ttn 
punct M al parabolei intersecteaza axa-acesteia in punctul P. Se cere locul 
geometric al mijlocului s�gmentuluj, - MP cind M descrie parabola. 

59. Se da un cub ABCDA'B'C'D' de latm-a a. Daca M este Qtijlocul
laturii AB, N mijlocul diagonalei DB' �i P mijlocul laturii BC si se arate 
ea: a) MN 1.AB �i MN 1.DB'. b) DB' este perpendiculara pe planul tri­
unghiului MNP. c) triunghiul MNP este echilateral. d) volumul tetraie­
drului B'MNP este egal CU a3/ 16 • 

60. Doua cercuri 0
1 

�i 02· situate in plane diferite, sint tangente_ in 
punctul T. Sa se arate ea exists o sfera care contine cele doua cercuri. b) 
NoUnd cu d distanta dintre centrele celor doua cercuri �i. cu ot unghiul 
dintre planele in care sint situate cele doui cercuri, sa se determine raza 
sf erei de mai sus in functie de d �i ex. 

61. •Se di un con circular drept. lntr-o sectiune axiala ABV (Jl �irful
conului) se due medianele AA' �i BR'. Se consideri doua sectiuni prjn AA' 
�i respectiv BB' . incit curbele de sectiune •si aiba tangente comune in A 
�i · B cu cercul de baza. 

a) Sa se arate ea planele celor doua sectiuni se taie dupi o dreaptii
paralela cu planul bazei. b) Cind A �i B variaza raminind diametral opuse, 
segmentul MN din dreapta de mai sus �i limit.at de con descrie o sectiune 
circulara. Sa se afle aria laterala �i volumul trunchiului de con ohtinut 
in acest fel, functie de elementele conului. 

62. Sa se arate ea dreptele ce unesc .virfurile unui tetraedru cu cen­
trele de greutate ale fetelor opuse �i dreptele ce unesc mijloacele mu�hiilor 
opuse s1nt �ase drepte concurente. 

. 63. Din O pleaca trei semidrepfe Ox, Oy, Oz incit <r_a<Jy = <r. yOz =
= <t zOX = ex < n/2. In interiorul unghiului Oxyz se ia un punct ltl egal 
departat de planele xOY, yOz, zOx �i prin 1t1 se duce un plan variahil care 
taie Ox, Oy, Oz respect.iv in A, B, C.

Sa se arat.e ea :

1 I 1 
- + - + - = constant.
OA OB OC 

-:;�·:.,· -ilo
  



M. Se daiu doua tetraedi:e A1A2A3A.4 �i B1B9B3B, tnctt

A1A1 k • . -- = · ; ... J = 1, 2, 8, 4 
B,B1

a) Sa se arate ea cele doui tetraedre au unghiurile diedre corespun­
zatoare egale. b) Raportul volumelor celor douA tetraedre este k3. c) Sa 
se deduca ea volumul tetraedrului care are ea ·vtrfuri centrele de greutate 
ale fetelor unui tetr�edru, este egal cu · 1 /27 din volumul aeestuia. 

65. Se da un. tetraedru A1A2A.3A4 
cu <t A1A,u4.2 = A12, <tAsA,A.3 =

=; A23, <t A1A4A1 = A13 ti unghiul plan al diedrului (A1Aa,A4, A1A4A3) = t 
a) Si se arate ei

cos Au - sin A13 sin A12 cos <p = ----------------

cos A12 cos A13 

b) Sa se deduci ea doua tetraedre care au fetele respective asemenea
au unghiurile diedre egale. c) Nottnd A,A1 = a,1 si se exprime volumul 
tetraedrului numai cu ajutorul acestora. d) Cum se exprima volumul dace 
muchiile opuse sint egale ? 
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INDICA TH SI RASPUNSURI 

8 - Culcgcrc clc problem� 





6. Fie z = :r: + iy, a= a1 
+ ia2, b = b1 + ib2• Atunci, f(z) = a1:r: -

- a21 + b1 + i(aam + a'J!j + b2). Dezvoltind, J(l + i) =. -1 +2i, /(8 + ··
+ 2i} = - 8 + 6 i se ajun� la faptul ea a1, a2, b1, b2 

sint unic determinate 
ea solutii ale unui sistem liniar cu patru ecuatii �i patru- necunoscute con­
form cu teorema lui Cramer. 

7. E(:r:, y, z) = (:r:2 - 4:r:y - 2:r:z) + 5y2 + llz2 + 10 yz = {:r: - 2y -
- z)2 

- 4y2 - z2 - 4yz + 5y2 + llz2 + lOyz =(:r: - 2y - z)2 + (y2 + 6yz) 
+ 10z2 = (x - 2y - z)2 + (y + 8z)2 

- 9z2 + 10z2 
= (:r: ....,. 2y - z)2 + (y + 

+ 8z)2 + z2
• E(:r:, y, z) = o daca �i numai daca, x - 2y - z = o, y +. 

+ 8z = 0, .z = 0 ceea ce conduce la, ( z = 0, y = 0, x = 0) singurul tri­
plet de valori reale pentru care E(x, y, z) = O.

8. b) E.= (a: - 1) (:r:2-+ :r:y - 2xz - 2yz + x + y) = (x - 1) P(x, y,
z). Se considers. P(x, y, z) cu un trinom de gradul al doilea in x �i ecuatia 
P(x, y, z) = O are solutiile, .x1 = 2z - 1 �i x2 = - y. Deci, E(x, y, z) = 

= (x - 1) (re - 2z + 1) (x + y).

9. a) Se considers. E = O ea o ecuatie in re al carui discriminant este, 
ll = (2y - 2z + 1)2 + 8(1 - a)yz. Pentru ·ea /l sa fie un patrat perfect 
este suficient si luim a = I ti avem, E(x, y, z) = (x - y + z) .(x + y -
- z + 1 ). b) Problem� pusi nu are solutii. 

lo ) (s-Yii s-fflJ U (s+Vfir • a xe 2 ' 2 2 ' s+fi) · �) Nu are
solut,ii. c) x E (- oo, - 2) U (z, + oo) sau x E (a2 a).

d) (5+Vis 6).
tr.E 2 , 

11. a) Sistemul dat se· mai poate scrie �i sub forma,
(x + y)3 

- 8:cy(x + y) - 2(x + y) = 25
(x + y)2 - 8:r:y = 7 

de unde rezulti ea x, y sint solutii ale ecuatiei z2 
- 5z -. 6 = o. 

25 a2 
- 7

b) x f. y = 5a, :r:y = 8 �i ·inecuaiia propusii este verificata 

daca a < -! sau a E (o, :!_) . ·c) a > ,fi .· 5 5 5 

12. 1°. m E (0, 8/2). 2°. Nu exista nici o valoare a lui· m astfel incit

· trinornul sA fie pozitiv oricare ar fi x. 8
°
. m < 0 sau m > 

27
• 4

° mE(8/2,8).2 
5°. m E (8, 27/2). 6°. m E {o, ��}. 7°. (3 - m)2y2 + 8m(S - m)y + sm• + 
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tist'ac conditiilc a) - c). Din conditia a)· rczulti't ea 11 este ncvida. Daca
.v, ye H, gratic conditiei b) rezulta ea y- 1 EH �i folosind conditia c)
rezulta ea ,1·.IJ-16 H. 

122. Fie ea all= bH �i ee H. Avem, ae = a all= bH �i exista
de('i un element he H incit a = bh sau, b- 1a = he. H. Reciproc, daca
b- 1ae H, rezulta ea exista he H incit b- 1a = h, a = bh ceea ce conduce
imediat la ·aH = bH (se arata dubla incluziune). c) Rezulta direct din b).
d) �.,ie aHe bH �i ,r0Ei bH; exista deci, h 1 , h2eH incit, .1·0 = ah 1, a-

0
=hh2 

"eea ce conduce la, b-1a E H sau cu b ), aH = bH. 

123. Fie G = {,1·
1 , ••• , ,l'

,,
} �i H ·o submult,ime a lui. G cu proprietatea

<'a ,1•ye H daca il', ye H. Dac-a ye H, rezulta ea toate puterile pozitive
ale Jui y se afla in H �i cum G este finit, rezulta ea exista m, numar na­
tmal incit Ji" = e �i deci, 1F 1 = ym-i EH �i deci ,r,1F1 E H. 

121. a) Elementul neutru este matricea [ 1 °]. Daca A =fa. a2]
0 1 ll3 04 

cstc element din ..112 atunci, acestn admite un simetric care este matricea,

[{� ::·1 - aa � 
a4 fl4 

b) . .U0 cste subgrnpc-aci dacaA 1
= .[<'• 0

), A
2
=[a.2 

0
]sint ele-

0 b 1 o b2 

mente din 1110, atunci (A 2)' = [ ! 
1
°], (A2)' = A; este simetricul elemen-

0 -
b2 

·. . , 02 

[al 
tulm A 2 �• .-1 1 -..la = 

0
. ()] 

care este element din .ZU o­
b1 
b2 



126. Mai intii, ee Z(G). Daca :rp, = p,x t;czulta ea g-1.-r = .xg-i �i
cieci g-1 eZ(G) cind geZ(G). 1n sfir�it, dac�a p, 1g2eZ(G) �i x este un 
element oarecare din G, avem succesiv, (g 1g2),l' = J{

i(g
2
x) = g 1(,rg

2
} =

= (�1x)g2 = (,l'�1g2) = x(g 1g2} ceea ce exprima ea -g
1�2 Ei Z(G). 

127. H este subgrup daca din f'aptul ea .,. = (,r
1
, ,1•2), y = (y1, y2) sint

elemcnte din JI rezulta ea x - y este element din H. Dar, a· - y = (.1·1 
-

- Y2, .r2 - Y2) �i cum, f1(il'1 - Y1) = f1(,r1) - fi(:lJ,) = f2(tt'2) - .f2(Y2) f2(X2 

- :½), afirmatia este dovedita.

128. a} Daca E este multimea vida, S(E) este grupul cu un singur.
element. Este evident ea daca f, g E S(E) functia go f este o funcfie ·. in­
jectiva. Deoarece .f,. g sint surjectii, pentru orice elem�nt y E E exista ,1•

1, 
x2 EE incit, g(,r1) = y �i f(,r

2
) = ,1•

1 adica (go .f)(,1·2) = y ceea ce exprima 
ea �of este �i surjectie !-ji deci bijectie dac-a .f, g sint astfel. Aplicatia 
le:· E ➔ E definita prin 1£ (,r) = ,1• pentru orice ,1'6 E este o permutare 
a lui E �i este element neutru in (S(E), 0). Daca JeS(E) atunci .f': .R � E 
definita prin .f'(y) = acel ,r pentru care .f(,-r) = y este o permutare a lui E 
f?i este simetricul elementului f in raport cu legea :,0H

, b) Fie <t, b, c trei ele­
mente ale multimii E. Daca definim.fE S(R) prin f(a) = b,.f(b) = c,f(c)=a
'ji f(.r) = x, daca .-re; {a. b! c} iar gE S(R) prin g(a) = c.·, g(b) = b, g(c)= a 
�i g(.:r) = ,v daca irE; {a, b. ,·} atunci fog =I= p, o .f caci {f o g)(a) =t= (go f)(a). 
c) Daca fE M.r

o 
atunci 1-1e M.:ro 

caci dacaJ-1(xor = X =I= ,1'o atunci, J(.-c) =
= ,l'o = j(,l'0) c·een c•e nu cste posihil decit daca x = ,v0, f fiind injectiva. 
d} Definim h E S(/1J) prin h(,l'0) ..:..... Yo, /t(.IJ0) = x0 1?i h(x) = x daca xE {.1·0, y0}. 
Daca la <Wice element j' E M� asoeicm elcmentul l�fh = = 1t(.f) obtinem 
i1.omorfismul cerut. :\lai intii daca j'E M.r

0 
n.tunci u(f)e M

u
, cad, (hfh) 

(y0) = (hj)(h(y0)) = (/�f)(a:0) = h(.f(xo)) = h(xo) = Yo· Daca/1 , J�E M:r0!ji J1 =f:. f2 

atunci u( j1
)=t:=u(.f2) fji in plus daca ge M

u0
, g = u(j') uncle f = hP.h, ceea ce 

exprima (la u este o aplicatie hijectiva. in sfir�it, 1t(f1 ° f.J = n(J1) o 'U(f2) 
crtci,. h(J;. 9 /2). :=. (h/1h) o (hj'2h). e) �,ic .fe S(E) astt'el incit .f(E0) = E0• Daca
//oef·•(1110) reiulta (»a /Jo = 1- 1(,1·0), ,1•0e R0, adica .f(y0) = ·ir0 = f(z

0) uncle
z0 s B

0 
�i C!um f ('�te injectiva, rezultaa <.•a !lo = z

p
e E

0
• Am aratat clt 

1- 1(B0) � E0• Diwa JJ0E E0, f:ltunci, .f(yp) = Z0E E0 sau !lo = j'- 1(::0) ceeu.
· - -E1 cJ-l(J,') • ..1  'J-•(L') E ce expnma ea "'o _ "O �• uct.•t. c,0 = 0,

129. a) Aplicatiile 7'- (resp. T") sint evident injectii caci intr-un
grup sc poate simplifica la stin�a sau la drcapta. Daca !JE G, exista a·E G
incit Ta(X) = .l/ �i anume x = a-1.IJ (resp. cxista ,l'E G incit. Ta(,1·) = !J 
r:;i anume � = .lJa'). Pentm C'a T" sa fie izomorfism trehuie sa avem, Trr (,l'y)= 
= Ta(il'). Trr (!J) 

1
sau, a(,ry) = (a,1·) • (a..l/) ceea cc conduce la a = t(. 

h) Daca T11 , 7\e M
1 

atunci T,, o TI> = T"f> ceea cc exprima ea 
'1'" o 'PbE 1,1 1 �i T

11
_• cstc simetricul lui 7\ adica ( T"t1e M ,. Pentru

multimea JI 2 avem c•a '/'" 0 Tb =-� Tb" �i ( rat• = rr-•.

c) Fie a =I= b !;ii a
1
(a) = a 1(b). Oricare ar fi elementul xeG, a,1• = b�

ceea ce este posihil t·aci ae = a -=f; b = hl' $i cleci o-
1 

cste injectiv; in mod 
eyic\ent a

1 
estc surjccth·: in mod evident ,;

1 
este surjectie. Daca a, be(; 
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/, (re) = J o dacii a: e S0 
2 

l. a2 * 0 daca ,r. e So
. Se ohserva ea .f1, .f2 ::#,16 �i !1 * f2 = 8 ceea 

ce exprima ea Ens(S, A) este un inel ru diviz6ri ai lui zero. h) Dae-ii 
f1; f2 * Ens(S, A) atunci, pentru un elemept oarecare ,Te S avem 
succesiv, 
[1t.(f1 + .f2)](x) = [-u O U1 + f2)1(x) = tt(f1(x) + f2(x)) = u(f.(x)) + u(f2(x)) 
= (u 0 f1)(x) + (1t 0f2)(x) = ['1t:1cU1)](x) + (1t•(f2)l(,v) = [1t.(f1) + 1, .• (f2)](.T) 
�i fdeci, 1,.(!1 + f2) = u.(/1) + u.(J2). In mod cu totul analog, se arata 
ea. u.U1 * !2) = [1,.(f1)] * (u.(f2)]. 

147. a) Se arati ci M(a 1, b1, c1, d1) • .lll(a2, b2, c2, d2) =M(a1
a2 + b 1r2• 

a1b2 + b1d2, c1a.2 + d1c2, c1b2 + d1d2).

b) Aplicatia .f: M�2 � M4 x4 care asociazii matricei

matricea. M(a, b, c, d) este izomorfismul cautat. 

UR. Se arata prin metoda inductiei complete ru 
u"(.x) = a"x -C!an-1.xa + ... + (- l)tC!a"-1- xa.1• + ... + (- l)"xa" pentru 
orice element .x Ei A. u3(.x)" = a3(£ - 8a2xa + 8axa2

- xa3 ,i daca a2 = o,

rezulta tt3(.x) = O. Daca a" = 0, atunci u2
n-

1(m) = 0, oricare ar fi :re A.

. 149. c) Este suficient sa ariitiim cii orice element a e A, a ::;= 0 are 
simetric in raport cu operatia ,,.''. Se considera aA e lU. Deoarece a =I= O, 
rezulta ea· aA =t,: o �i deci, in mod necesar, aA = A. Rezulta ca·exista ·a' e A 
incit aa' = I ceea ce demonstreaza afirmatia. d) -Fie S � A �i S =I= {O}.
Exista atunci, in S un element a #. 0 �i daca a' este inversul acestuia atunci 
conform cu conditia 8° rezulta ea a'a = 1 e S. Yn sfir�it, daca ,T este un 
element oarecare din A avem x ,.= x. l e S, ceea ce exprima ea A � S 
�i deci, in final rezulta ea S = A.

150. a) Operatia ,, *" este evi�ent comutativa �i asociativa. Elementul
neutru pentru aceasta operatie este numiirul complex i, iar simetricul 
unui numar .x este x' = 2i - x. Elementul neutru pentru a doua operatie 

e�te e = m., -i . Daca x e K �i x =I= i a.ceasta admite un simetric in ra-
m 

· . ·. , m2i-m2x-i 1 Port cu opera+1a ,,o" s1 anume, J) = ----- b) Daca m =t,: -- ,
. " . • · m.2(i.x + I) 2 

(x, y) sint solutii ale ecuatiei, (2m + l)z2 -(m + l)iz - 111,
2 

- m = 0. Daca

ni = .::.... ! -sistemul nu est.e compatihil. 
2 
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I 

c) JI( a. h) = a J 1 ° j + b [ 0 - 1 j = al + M/.o l 1 0 
P(c. d) = c [1 0 I + r/ [0 -5 i·. DaC'a notarµ/it = lo -5] are Joe e•O 1 1 8 ,... 1 3 

galitatea, V2 
= 3F - 5/. Este w;;or de ve1;ificat c•a reprezentarile de laptmC'tul e) sint uniC'e. d) Pentru C'a .f sa fie omomorfism de corpuri, tre­l>uie sa avem, in particular, f( V2) = f( J/).j(V) ceca cc . conduce lap = 8/2,

q = Yu si da<'a definim f(P(c. d)) = (c + � d) I + l'I l d.J se obtine un2 . . 2 2 
izomorfism de C'orpuri. h(P(c. d)) =r + � d + i Yu d. Din egalitateaf(l'2) =

2 2 

= fi( V)."( V) mni rezultA si p = �, q = - ITT si f(P(r, d)) = (c + � d) I -
' ,/1 • 2 2 . ' 2 

. ITT d ,J estc de asemcni un izomorfism de C'orpuri. iar h(P(r., d)) =
2 

( 3 a) VIT a · ( · · · · w ) 1 · · 1 · +.. f t c + - - - i, 1 mutatea 1magmnra nversa pr1mc1 ap 1ca\'11. es e2 2 · . 
definitii prin / -1(.llf(a, b)) = P ( a -/:1 , l �:1) �i p�ntru a doua, invcrsa •e
definestc prin, J-1(M(a, b)) = P (a+ 

1
8,;,, ,): ) , · rll vll c) g(A n) = (g(A))n' = (cos a - i sin a)" = (cos (�a) + i sin (-a))" = 

= cos(- na) + i sin (- na). Dcci, g(.M"(cos a, - sin a)) =g(M(cos (- na).sin(- na)) �i cum g este aplicatie injectiva reznlta rii, 

[ ros a sin a ]n [ C'os na sin na ] -sin a cos a.•= -sin na cos na ·
156. a) Punind c01:1ditia ea operatia ,! * " sa fie comutativa se gaseftea = b �i apoi punind conditia ea operatia sa fie �i asociativa se ,.JiSefte

.a= b = l. Se arata apoi ea elementul neutru pentru prima operalie este
I �i d_ac� x e R, atunci simetricul lui x (in raport cu prima lege) este x' =-:-. 2 - :r.· Impunind ea legea a doua sa fie asociativi se gase,te c = 8. DupaacPste determinari se arata ea R este un carp in raport cu cele doui ope­ratii. b) Se �tie ea functia J: R � R definita prin f(x) = px + q, undep -=I= O este o functie bi,jectiva. Dezvoltind egalitatile, f(x * y) = f(x) +
+ f(y) �if(x o y) = .f(x)f(y) care trebuie sa fie adevarate oricare ar fix, y E Rse gAse�te p = 2, q = 2 deci f(,v) = 2.r - 2. 

157. Fie A(+, . , 0, e) un domeniu de integritate cu un numar finitde. elemente. Daca a EA; a::/= 0 exista un intreg natural p astfel incita11 
= e, ceea ce exprimA ea a:- 1 

= a11 ·-1• 
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ANALIZA MATEMATICA. 
1. a) 1. b) 3/4, c) 1/2, d) 1/3. Se folose�te egalitatea

1 
= ! ( 1 - 1 ) , k = numar natural. (2k - 1)(2k + 3) 4 2k - 1 2k + 3 

3. b) Se va observa ea f k 2 = n (n + l)(2n + l) , iar
k-1 6 

k(k+I)��k + 1) = 6
(k � 1 -¾ )- 24(2k� }-:k )· 

5. a) Se poate folosi inauctia. c) �irul fiind monoton crescator, arelimita. Deoarece exista un sub�ir care tinde la + oo, rezulta lim an =+ oo. n➔m 6. b) Se arata folosind inegalitatile de punctul (a) ea pentru oc < 2,(an ) este monoton crescator �i nemarginit superior. Pentru ot = 2, (an) este monoton �i marginit iar pentru ot > 2, (an) este monoton descrescator �i nemarginit inferior. 
8. b) Daca b > 1, putem scrie b = 1 + a, a > 0. Tinind seama deinegalitatea de la a) (Bernoulli), rezulta lim bn = + oo. Daca O < b < 1, 

n-m . b 1 d d b . 1 . 1· � putem scr1e = -- , a > 0, e un e O < n � --- , ceea ce 1mp 1ca1+a 1+n a lim 1,n 
= O. ./ 

9. Se calculeaza suma an + an+t + ... + a2". Se trece apoi la limitain cxpresia obtinuta. 
10. a) Daca c > 1, putem scrie c = 1 + a, a > O �i deci en � 1 +

+ 
+ 

n( n - l) 
2 

. • f' 1 S b . en ......._ 1 ( n - 1) a2 
na --- a .  or1care ar In natura . e o tme-,:::;:;--+a+----, 
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40. �irul (bn) este evident monoton cresciitor. Da�a an < M, oricare

ar fin natural, bn < i./ .M + V M + V1"1 + ... + y'iJ_l./�c arata ea expresia
din dreapta este marginita ( estc �hiar termenul general al unui '1ir con­
vergent). �irul (b

11
) fiind monoton �i marginit ,este convergent. 

41. a) Se poate folosi 'inductia. b) Se arata ea (an) este monoton. c)
�irul (an) fiind convergent., lim (a

2n - an) = 0. Se �iise'1te pentru « va-
n➔ co 

loarea (unica) 2(1'2 - 1).

42. a) Se vede ea (1 + x)e-z � 1, oricare ar fi x real. �irul (Pn) este
dcci descrescator �i marginit inferior de 0. b) Ne folosim de relatiile 22: 

= 

= (f"ln2, In 2 = lim (1 _.!_ +· .. + (-l)n-1.!.J. 
n-00 2 n 

43. a) Ca la exercitiul precedent. b) Se pune gn sub forma: 
g

n = (1 + x2

) (1 + x2) ... (1 + x2

). e-(f.+�+-.. +�)z• e-cnz• unde lim Ea = 0.
12 22 n2 ' n-m 

Se vede ea gn = Pn
e-s,.:r• de unde rezulta u�or afirmatia. 

44. Din inegalitatea � ( ill + : ) > 1 pentru ill > 0, se obtine ill
0 

> 1

pentru n � 2. Se vede ea X:r- < x2 ; apoi din x" < Xt_1 se deduce cu u�u­
rinta Xu1 < X1:, adica �irul descre�te. Trecind la limit.a in relatia de recu-
renta se obtine lim Xn = Yi-

n-·= 

n

45. a) Se �tie ea lim '{a= 1 pentru O < a =:p l. c) lim a" = In a.
n-+OD #-+OD 

46. c) Se folos�te expresia (b) in care se trece la limita.

47. c) lim an
= +oo.

n-+00 

1 48. a) Folosind identitatea Vn2 + 1 = n +---:-:=== rezulti
n + Vn2 + 1 

sin (1tVn2 + I)= (-1)11 sin 7t 

n + Vn2 + 1
• 7t 7t s1 cum O < --�== < - re-. n + Vn2 + I 2 

2 

zultA ea sin (1t Vn2 + I) =t= o. d) en
.
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49. lim bn = e ; lim en = y.
,,_00 n-00 





n 

adicA lim Va:"= l. Daca ne amintim ea lim � - I, (a > O} rezulta
n-•� n n-► 00 

Va; n 
lim Va: = l. Demonstratie analoaga cind l = O sau l = + oo. c) Se consi-

-►QO nn dera �irul an = n �i se aplica b ). d) Se considera �irul an = - . e) Se con­
n ! 

sidera �irul a1 = 1, an = sin :: pentru n > 1. 
n 

59. a) Notind Xn = 1
,;;..,, se observa ea Jim a:2 = 0. (Vezi ex. nr. 10).
f n ! ff-►00 

n 

b} P . c" n (V . utem scr1e an = - • -n - ez1 ex. nr. 10 �• nr. 58). 
n 1,::-; yni 

60. a) Se va scrie Sn = SN + bN+t + ... + bn . h) Se va observa
ea -=-< SN<.:.., daca n � N 1(e:). Rezulta lim Sn 

= o. d) Se aplica c),
2 n 2 n-•00 n 

Iunde an= -. 
n 

61. a) Putem scrie l - & < an < l + e: pent.ru n > N(e), de unde
bn 

(l - e) b n <an< (l + e)b,,, pentru n > N(e). Sumind (n - N) inegalitati
de acestea, se ohtine

l •aN+l + aN+2 + ... +an l + - e < --------------- < e:
b N+l+ bN+2 + ... + b,, 

pentru n > N(e). }.,ixam numarul N; putem scrie a1 + ... + an=
b

1 + ... + b,, 
a1 + ... + aN + 

aN+I + ... + an F" t 'd t w • 1 d' = ----- ------ . .,s e ev1 en ea pr1mu termen m 
b1 

+ ... + bn bi + ... + bn 
, 

dreapta ramine cuprins intre - e �i + e daca n > N 1(e:). (Reamintim ea 
numarul N este fix). Daca celui de al doilea termen ii impartim �i numa­
ratorul �i numitorul cu bN+t + ... + bn , deducem ea el este cuprins intre 
l . l d N ( ) 9 f. I . l 

a i + a2 + .... + a,, - 2e: �• +2e aca n > 2 e: . 1n ma , gas1m .-8e: < --------- < 
b

1 +b2+ .... +b,, 
< l + 8e: daca n > max (N1

(e), N2
(e)). 

62. a) Cunoscuta inegalitate dint.re mcdiilc armonica, geomctrica �i
aritmctica. b) Dacii Jim an = I > 0, rezulta c-a !jimrilc mcrliilor aritmctice 

. �➔co 
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183. d) Graficul :

Fig. 4 

185. Daca notam cu x1 radacina unica a derivateif'(x) atunci se poate
spune ea pentru m < Xi-; 1 es1 ecuatia are 2 radicini, una in (0, x1) 

Xi, iar a doua in (x1 , + oo). Pentru m = 
Xi -

1 e:z:• ecuatia are dona radacini
X -1 egale cu x1• Pentru m >....!.-__ IP•, ecuatia nu are ridacini. 

� 

· 166

J O pentru 0t < 1. 
186. a) limf(x) =

1
1 pentru 0t=l. 

$-+O 
:Z:>0 

, + oo pentru ex> 1.

·I 

I 









































A 

Fig. 20 Fig. 92 

Fig. 21 
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(D,) 

Fig. 25 

Fig. 18 
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0 

Fig. 29 
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Fig. 82 

Fig. 33 
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