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PREFATA

Prezenta culegere de probleme se adreseazd in primul
rind caqndidatilor la examenul de admitere in facultdti si
elevilor claselor speciale de matematicd, insd poate fi con-
sultatd §i de cdtre studentii anului I din invdtdmintul teh-
nic superior sau universitar,

Culegerea cuprinde trei capitole : algebrd, analizd ma-
tematicd si geometrie, problemele fiind originale in cea mai
mare parte. La capitolul algebrd, autorii au considerat cd
este util sd se prezinte si probleme din cele mai reprezen-
tative date in ultimii ani la examenul de admitere in
invdfdmintul superior, precum si probleme in care intervin
structurile algebrice (grup, inel, corp). Capitolul de analizd
se ocupd cu chestiuni mai putin tratate in clte culegeri (de
ex. functii convexe, schimbarea de variabild), dar contine
si unele probleme clasice cdrora li se dd rezolvarea cea
mai simpld cu putintd. In capitolul de geometrie s-a insis-
tat mai mult asupra aplicatiilor unor teoreme mai putin
cunoscute (Menelaus, Ceva, Simpson etc.).

Autorii au considerat cd este bine sd nu se dea rezol-
varea tuturor problemelor, ci numai a celor mai dificile.
Pentru anumite probleme sint date indicatii, suficiente insi
pentru un bun rezolvitor. '

Autorii
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ALGEBRA



1. a) Se di polinomul
Ple)=2a'— 22 + 2 + mzx + p.

Sa se determine m si p astfel ca P(x) sa fie divizibil cu a2 4 1. Fie

Q(2) citul obtinut cu m si p determinati la punctul precedent. Si se calcu-
leze suma S = Q(1) + Q(2) + ... + Q(n).

(St. ec. Bucuregti, 1970)

b) Sa se determine p si ¢ reali din polinomul P(z) = 2* + px + ¢

astfel incit P(a® + 1) sa se divida prin P(z).
(St. ec. Bucuresti,1969)

2. Sa se demonstreze ca (1 4 z)¥"*! — (1 4 2)%7+1 se divide cu a? +

+ @+ 1, unde m,pe N.
(Inst. pedagogic de 3 ani, Oradea, 1970)

3. Fie z un numar complex astfel incit, {2 — a| =} a®* — B* unde
a, b sint doud numere reale care satisfac inegalitatile, « > b > 0.

b—= a—b
Sa se arate ca = .
b+ =2 a+b
4. Sa se rezolve in corpul numerelor complexe, ecuatiile:

a) ™ —1=0

b) #** 4-1 = 0; unde n este un numar natural oarecare siapoi si se
arate ca,

’n—l
@ —1=(2—1) T (a:’—2mcosk—n+l~) si

kel n

a4+ 1 =”ﬁl(a:2 —2a:cos(—2kﬂ1i + 1).
k=0 2n



5. Sa se rezolye in corpul complex ecuatia,
- iy, [z — iy, (z2—1
(=) )+ ()t =v
2+ M ) x4

6. Fie numerele complexe,

A=144¢ B=3+2, C=—1+2i D= —34+ 6i.

S5a se determine «, b incit prin transformavea f(z) = az+b perechea
(A, B) sa treacd in perechea (C, D).

7. 5S4 se arate ca K(r, y,z) = a* + 54° + 1122 — day — 20z + 10yz,
se poate exprima ca o sumi de patrate ale unor polinoame de gradul intii
in nedeterminatele x, y, z, si apoi sa se deduci ca E(z, y, z) > 0, oricare ar
fi @, y, 2, numere reale. 5a se determine «, y, 2, incit E(z, y, z) = 0.

8. Se considera, polinomul,
E(x, y, z) = & 4+ @ty — 20%2 — 20z + 2wz + 2yx —x — y

a) Sa se arate ca I(1, y, z) este identic zero.
b) Folosind rezultatul de la punctul precedent sa se descompuni
E(x,y,2) intr-un produs de polinoame de gradul intii in a,y, 2.

9. Se considera polinomul, 5 = #* - * - 2* 4 2ayz + & — y + z, unde
a este un parametru recal. :

a) Sa se determine o valoare a lui ¢ incit polinomul E(z,y, z) s admita
o descompunere in factori liniari in &, ¥,z si apoi si se scric aceasta des-
compunere.

b) Sa se determine @ incit E(z, y, z,) sa fie patratul unuipolinom de
gradul intli in @, y, 2 cu coeficienti reali.

10.. Sa se rezolve urmatoarele inecuatii :

a) #*—38r—38| <1l

b) z—1|+ #*—4.—1<0

o) logiz — 8log,x 4 2
22— 4

log, (22 — 8z — 3) -0

log,(a? — 5a — 5)

>0, O0<a< 1.

d) , O<a<l b>1.
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11. Fie sistemul de ccuntii,
PH+yYy—2r+y)y=25a

a* —ry + y* =17 unde a cste un parametru real.
a) Sa se rezolve sistemul pentru a =1

b) Si se determine a astfel ineit,
Y <0 unde (@, y) este o solutie oarecare a sistemului dat.
r+y ‘

c¢) Sa se determine a incit pentru orice solutie (v, y) a sistemului s&
avem 2 >0, y > 0.

12. Fie polinomul P(x) = (3 — m)a® 4 2ma 4+ m unde m este un pa-
rametru real, m s=8. Si se determine valorile lui m astfel incit :

1°. Polinomul P(r) sa fie pozitiv oricarejar fi & real.

2° Polinomul P(z) sa fie negativ pentru orice valoare reald a lui .

8°. Ecuatia P(x) = 0 sa admita o singura radacina in intervalul (0,8).

4°. Ecuatia P(z) = 0 si admita doud radacini distincte sau egale in
intervalul (0,8).

5°. Ecuatia P(2) = 0 si admita o radacind mai -mica decit zero si
. cealaltd sa fie mai mare decit trei.

6°., Radacinile ecuatiei P(z) = 0, fie acestea &), x,, sa satisfaci relatia
&, = 2, - »

7°. Dacé x,, @, sint radicinile ecuatiei P(r) = 0 si se formeze ecuatia
in y ale cérei radacini sint y, = 2, + 8,, y, = 8z, + ,.

8% Sa se studieze realitatea 'si semnul riadacinilor ecuatiei P (x) = 0
in raport cu valorile parametrului m.

9°. Sa se calculeze fird a rezolva ecuatia P(r) = 0 diferenta dintre
cea mai mare §i cea mai mici ridacind ale acestei ecuatii, (cind admite
ridacini reale).

10°. Sa& se rezolve inecuatia,
'z, +Va, <1 unde x,, x, sint radacinile ecuatiei P(r) = 0 cind aceasta
admite radicini reale.

13. Fie ecuatia, ‘
2t — (8m + 4)x + (m + 1) = 0 cu radacinile ,, x,.

a) Sa se discute natura si semnul radacinilor ecuatiei considerate in
raport cu diversele valori pe care le ia parametrul m.

b) Si se determine o relatie independenta de m intre ridacinile »,, .

-~
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14. Sa se discute, dupia valorile reale ale parametrului m, natura si
semnele radacinilor ecuatiilor ;
a) 2me® + (2 — Tm)a? — (2 — Tm)xr — 2m = 0 _
b) 2(m — 1)a® — (m® + 8)z* + (m* + 8)zr — 2(m — 1) =0
e)(2m—1)* —2m+ 1)+ m+1=0
d) (8m —2)t +(2m+1)22 —m =0

(St. ec. Bucuresti, 1969)

15. S se discute ecuatia :
a4+ (m+1)22+1)+1=0
(4. S. E. Bucuregti, 1971)

16. Se considera ecuatia,
823 + 22® 4 ax 4 b = 0 unde a, b sint parametri reali.

a) Sa se determine parametrii a, b incit ecuatia consideratd si admita
ridicina 2 + 1.

b)’Sa se determine conditiile pe care trebuie si le satisfacd parametri
a, b astfel incit ecuatia considerati si admiti o radicind egala cu — 2,
iar celelalte si fie reale si pozitive.

17. Se da polinomul
P(z) = 2(m + 1)*2* — 2(m + 1)(4m + 1)z + (11m? — 8)3% —
— (Tm® —10m — 8)z + 2m(m — 2) unde m € R — { — 1}.

a) Sa se arate ci P(z) este divizibil cu Q(3) = 2* —8z 4 2 si si se
afle citul.

b) Si se discute natura si semnul radacinilor ecuatiei P(z) =0 in
functie de valorile lui m. ' '

(Inst. politehnic, Galati, 1970)

18. Se d& ecuatia

fl®y=(m*—1)a? —2(m* 4+ 2)x + m* — 4 =0
unde m este un parametru real.

a) Si se discute natura si semnele radacinilor ecuatiei si si se rezolve.

b) Sa se afle valorile lui m astfel incit ecuatia datd sé aibid numai
o radacina cuprinsid in intervalul [— 1, 1].

¢) Pentru ce valori ale lui m,

(m2— 1) —2m*+ 24+ m—7<0
oricare ar fi a real ?

(I. P. Bragov, 1971)

12
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19. Pentru ce valori ale parametrului « ecuatia in 2: f(z) = 2® cos « —
— 2 sinzgl + cos @ — 1 = 0 are riadacini reale ?

. Pentru ce valori ale lui «, punctul # =1 separa radacinile reale ale
ecuatiei ?
(Fac. matematici-mecanicd, Cluj, 1971).

2). a) Se da ecuatia »
‘ 2+ pzr + q =0,
se cere si se gaseasca relatia dintre p si ¢ astfel ca doud radacini sa fie
sin o si cos a. ‘
b) Se da ecuatia
2+ pr24qg=0
sé se giseascd relatia dintre p si q astfel ca doud r.  :ini sa fie tg « i ctg .
. Ec. Bucuresti, 1970)

21. Se da ecuatia
1 + a®)z* — 8(a® + a + 1)a® — (a® — 16a + 1)a® +
+2+a+1)r—4a=0

unde a este un parametru.

a) Si se rezolve ecuatia stiind cid admite radacini rationale indepen-
dente de a.

b) S& se arate ca oricare ar fi @ real ecuatia are trei ridacini reale
cuprinse in intervalul [— 1, 1].

c) Sa se gaseasca valorile lui a pentru care ecuatia data are o rada-
cind dubla.

d) Sa se determine valorile lui a pentru care avem relatia

17
xf+w’;‘+w§+a:§=?

(1. P. Bucuresti, 1970)

22." a) Sa se rezolve ecuatia
& — 23+ mx? 4 182 + n = 0,

cu coeficienfi rationali, stiind ci. admite radacina 3 + )'2.
b) Sa se rezolve ecuatia
4 ar 4822+ 224 b=0,
cu coeficien{i reali, stiind ca admite ca radacina 1 + 7.
(St. cc. Bucwresti, 1970)



23. a) Sa sec rezolve ecuatia
428 — 202° + 8522 —ar + 6 =0
stiind ca intre rdadicini existi relatia,
zy + @, =23 + 2,
b) Sa se rezolve ecuatia

@ — 82 — 822+ 122 + m =0,

stiind ca produsul a doua ridécini este egal cu produsul celorlalte radacini.

c) Sé se determine parametrul real m si si se rezolve ecuatia
¥ — 823 + mat — 19z + 6 = 0,
stiind cd =z, + x,= 5. ,
d) S& se determine parametrul real m si si se rezolve ecuatia
P — 203 — 622+ mx —8=0,
stiind ca 2, = 8.
(St. Ec. Bucuregti, 1970)

2%. a) Si se determine parametrii reali a, b si m si si se rezolve ecu-

tar+be+2=0 si 2®—4dx+2m=0

stiind ci au o radicind dubli comuni.
- b) S& se determine parametrii m §i n astfel ca ecuatiile

P+ 85 —8—1lz+m=0 §i @ —Te+n=0
si aiba dou# rédacini comune si si se rezolve ecuatiile.
(St. Ec. Bucuregti, 1970)

atiile

25. Fie P(z) = 2® — 62? 4 a unde a este un parametru real si fie
2y, &5 23 radicinile ecuafiei P(z) = 0.

a) Sa se calculeze expresia

podta  #+d
% a T

cu ajutorul coeficientilor polinomului P(z).

b) Si se rezolve ecuatia P(x}— 2z = 0 stiind c& produsul a douid
radacini este — 2. ‘

c) S& se determine parametrul a astfcl incit ecuatia P(z) + 10 =0
si admiti o radicind egald cu 1 4 . )

d) Sé se -determine parametrul a incit ecuatia P(r) =0 si admita
o ridicind egald cu 1+ |8,

14




26. Se da polinomul P(z) = ar® + bz® + cx 4 d avind coeficientii a,
b, ¢, d (in aceastd ordine) in progresie geometricid cu ratia ¢ > 0.
‘ a) Sa se arate ci ecuatia P(z) = 0 are o singurd rédécini . reald si ca
toate radacinile acestei ecuatii au acelasi modul.

b) Notind cu z,, 2, , ridicinile ecuatiei P(z) =0 si se.arate ci
oricare ar fi numirul natural n suma S = a} + 2§ + x? este reald.

" Incecaz S, >0?

c) Pentru a = 1, si se determine ratia g astfel ca ‘ecuatia P(z) +

1.+i)8
2

1 . . : . .
+ P (—) = 16 si admita radécina @ = si apoi si se rezolve aceastd
e

ecuatie.
(1. P. Bucuresti, 1970)

27. Se considera ecuatia
- 6 cos 20 — Tz cos?a + 23 =0 (1)

S1 se cere:
B 1°. Considerind ecuatia (1) ca avind necunoscuta « si parametrul z,
sd se determine valorile lui # pentru care ecuatia admite solutii.
2°. Considerind ecuatia (1) ca avind necunoscuta z si parametrul «,
si se determine valorile lui « astfel incit una din riadacinile ecuatiei sa fie
dublul alteia. :
8°. Pentru valorile lui « determinate la punctul 2° s& se afle efectiv
ridacinile z ale ecuatiei (1).
: (Inst. politehnic Bucuresti, 1971)

28. Se dau ecuatiile:
B—2z+a=0; —42° 4 mat—nz4+18=0
a) S se separe radicinile reale ale primei ecuatii in functie de para-
metrul real a.
b) Si se determine m si n din ecuatiaa II-a astfél ca radacina dubla

pozitivd a primei ecuatii si fie radicind dubld comuna a ambelor ecuatii
si si se rezolve ecuatia a Il-a.

(Inst. politehnic, Galafi, 1970)

29. Sa se discute realitatea radacinilor ecuatiei,
228 — 8(8m — 1)a2 + 12m(m — 1)z + m(m — 1) =0
dupa diferitele valori ale parametrului real m.

15



30. Se da ecuatia

(m + 1)a* — (m? + 5m — 5)2% + (m? + 5m — 5)z — (m + 1) = 0.

a) Si se arate ci pentru orice valoare a parametrului real m, rada-
cinile ecuatiei sint in progresie geometrica.

b) Notind cu z, acea radacini care nu depinde de m sa se afle m astfel
ca &, oy ¥ si formeze o progresie aritmetica.

c) S& se arate ca pentru m gisit, ecuatia are toate radicinile con-
fundate.

(I. P. Brasov, 1971)

3l. a) Daca @), x,, x; sint ridacinile ecuatiei
2 —
P24 2=0,
se cere si se formeze si si se rezolve ecuatia care are ca radicini pe
_ m@yxy 41 y T,2%5 + 1 T35 + 1
— ——— ’ e — P ——

s N
., 2,2,
b) Daca a,, a,, x5 sint radacinile ecuatiei
28+ 202 —3r —1 =0
sc cere s@ se formeze si sd se rezolve ecuatia care are ca radicini pe
&y + g &€y 4 @ &, 4+ iy
YW= =" YPa=—"—"7
@y T, @y

(St. ec. Bucuresti, 1970)

32. Se da polinomul
P(v) = 20* + ma? + mw + p

aj Si se determine parametrii m, n, p astfel ca si fie divizibil cu poli-
nomul 24 4- 3a2 — 1.

b) Sa se rezolye inecuatia P(la—1 | ) >0, cu valorvile- lui m, n, p de-
terminate la punctul a).

¢) Si se formezc ecuatia care are radicinile,

. = ———=

Lylg @£ply Xy
Yh=—> Y= Yg =

R 2y A
unde @), &y, 3 sint radacinile ecuatiei P(x) = 0 cu valorile lui m. n, p de-
terminate la punctul a).

(1. P. Brasov, 1971)
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33. Se dau polinoamele :
P(z, m) = 2mx® 4 (2m? + 2m + i)a? + (2m2 4+ m + 1)z + m
Qz, m) = 2ma® + (2m* 4+ 1)z + m

m == 0 fiind un parametru.

a) Sa se arate cd polinomul P(x, m) se divide prin Q(x, m).

b) S& se determine valorile lui m pentru care ecuatia P(x, m) = 0
admite radacina x = m. ’

c) Daca se noteazi cu x,, », radacinile ecuatiei Q(x, m) = 0, si se
formeze, folosind relatiile intre radacini si coeficienti, ecuatia care admite
ridécinile :

1 1
Yr=— —Mmey; Y= -~ —mr
1 Ty

(Inst. de constructii, Bucuresti, 1971)

34. Ecuatia ' 4 42 — 34a* + me + 105 =0 (1)
are radacinile in progresie aritmetica.
a) Sdsescrie ecuatia care are radacini inversele radacinilor ecuatiei (1).
b) Sa se arate ca cele doua ecuatii au o radacind comuna.
¢) Sa se rezolve ecuatia data.

(1. P. Cluj, 1970)
35. Sc considera ecuatia
' — (2a + 1)a° + (¢ + 2¢ — 3)2? — (¢ — 4a — 1) — 2a2 + 2 =0

unde a este un parametru real si se cere:
a) Sa se rezolve ecuatia stiind ca admite si radacini intregi indepen-
dente de a.
b) Sa se determine valorile lui a pentru carc
Tylplaly K Xply + X123 + 2y 4 Xy, - wyiry + g, < ) + @y +
+ .’1’3 _*‘ (1‘4.
¢) Sa se arate cu ajutorul teoremei lui Rolle ridicinile reale ale ecua-
tici in @,
Lrgrgrye, + @&, + 23 + 2) +12Ilna =0
unde &, &, ¥ ¥, sint radacinile ecuatiei date.
(Inst. politehnic, Bucuresti, 1971)

36. Se da ccuatia

25 + risin ba — 0¥ sin 3a 4 £2sin 2a — wsinag + 2 = 0.

a) Sa se afle valorile parametrului a pentru care aceastd ecuatie ad-
mite radacinag v = — 1.

2 — Culegere de probleme 17



b) Folosind teorema lui Rolle si se determine numirul radicinilor

ecuatiei date in cazul particular cind a = %

c) Sa se arate ci oricare ar fi a & R ecuatia datd nu admite pe z =
= — 1 ca radicind dubla. (Se poate folosi si rezultatul de la punctul a).

(I. P. Bucuresti, 1970)

37. Fie P(z) = 2 — zlog,y + 8log,y — 8 (cu coeficienti reali) unde
y este un parametru real pozitiv §i 0 <a <'1.
Convenim si notim cu z,, z, radicinile ecuatiei P(z) = 0, in corpul
complex.
Sé se determine valorile parametrului m pentru care.
1°. P(x) este pozitiv oricare ar fi z € R.
2°. Ecuatia P(z) = 0 s admitd o singurd rédicind in intervalul (0, 8).
8°. Ecuatia P(z) = 0, admite o radacind dubla in intervalul (0, 8).
4°. Ecuatia P(z) = 0 are doui ridicini reale distincte in intervalul

5°. Radacinile ecuatiei P(r) = 0 satisfac egalitatea x, = 2z,.
6°. Ridicinile ecuatiei P(z) = 0 sint ambele negative.

222 — 8mx 4 6

]
3. Fie funcia flz) = ———

definita pe toatd axa reald,

m fiind un parametru real.
a) Sa se determine m astfel incit functia s& nu ia nici o valoare mai

micé decit 8/2 sau mai mare decit-l-;-3 .

b) Si se arate ci nu pentru orice ¢ & [8/2, 18/2] si orice m determinat .

la punctul a) ecuatia
J(z) = q are solutii.

89. Fie ecuatia,
22 + 2(m — a)r + 8am — 2 =0 unde a si m sint parametri reali.

a) Existd valori ale lui a astfel incit ecuatia datd si aibd rddicini
reale oricare ar fi m ?

b) Existd valori ale lui m astfel incit ecuatia datd si aibd radacini
reale oricare ar fi a?

40. Fie " ecuatia,
@l —m)+2x{a —m)+1—am=0 unde, @ si m sint parametri

Pentru ce valori ale lui a, ecuatia admite radacini reale oricare ar
fi valoarea parametrului m.
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41 . S& se rezolve sistemele:

2\ | (BY*Y 20
37 +G) -5

e+y—S8ay="

= =V 65
(-6
—z+y= 118 ,
(St. ec. Bucuregti, 1970)
42. Sa se rezolve sistemele:
l.lgz+2lgy =025 +1g5
3(lgz —1) —2lgy —lg5) =0

2.oay= a?
(log 2)* + (log y) = g (log a?)?
--unde a = 0.

8. log,x —log, y =
log, z — log, y =1

4. log, x + log,y = —

log, z + log, y =

wiw e

(St. economice Bucuresti, 1971)

43. S& se rezolye urmétoarele sisteme de ecuatii :
L 2%yt = a1
180
(log ) + (log y)* = —= (log a)*
(Institutul de mine, Petrogani, 1971)

2. log,z — logpz =m
logsz —logpy=mn v
(Institutul pedagogic de 3 ani, Chyj. 1970)

8. logy(log z + log y) — log; (logy) = 1

logy(log z — log y) — log; (logy) = 0
(Institutul politehnic, Bragov, 1970)
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44. Sa se rezolve ecuatia,

logcos z sin 2 + 4 logginz cos @ = 4

45. Si se rezolve ecuatia,

G'___ l a ; ] at E.
\/loga\/aw + log,az =a — | %8 \[ 7 +log: \/ &

unde @ >0, a % 1.

(I. P. Bragov, 1970)

46. Sa se gaseascd valorile lui m pentru care ecuatia:
log(z + m — 4) 4+ log(8 — m) — log (— a?) + 2(m + 1)z — m? — 2m =0

are.cel putin o solutie.

(I. P. Bragov, 1971)

47. Sa se determine z si n, stiind ci al saselea termen al dezvoltarii
binomului :

[Vglog(xo-:i’) + '\‘/2(3—2) log 8 ]ﬂ

este egal cu 21, si cd, coeficientii termenilor de rang doi, trei §i patru sint
respectiv pnmul al treilea si al cincilea termen ai unei progresii aritmetice.

(I. P. Bragov, 1970)
48. Fie P(a, b) = (a + by

Daci a = \/2i80-33), } — V/2E-21s3
si se determine valoarea lui z astfel incit termenul din dezvoltarea bino-
minald a lui (a4 )" care contine pe b° sa fie 21 si in plus, coeficientii
binominali ai celui de al doilea, al treilea si al. patrulea sa fie in pro-
gresie aritmetica.

49. Se considera ecuatiile,

—(@+2)z+2=0 si
—(a+8)z+a+2=0
unde a este un parametru real.

a) Sa se arate ci nu existd nici o valoare reald a lui a incit ecua-
tiille si aiba ambele radacini respectiv egale.

b) Sa se determine a incit ecuatiile si aiba o radacind comuna.
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- 50. Dacd A= (a;), ;.1,.,. este o matrice patratici de ordinul =
(cu clemente numere reale) notam cu S (.I) suma elementelor de pe dia-

n
gonala principala si numim $(.l) = ¥ a,, urma matricei A.
=1 .
a) Sdsearate ci S(4.B)=95(B.4) pentru oricare doui matrici pitratice
de ordinul 2 (de un acelasi ordin).
b) Daca .4 este o matrice patraticd de ordin » si B este o matrice pa-
tratici nesingulard de acelasi ordin n, atunci S(B~'4B)=S(4).
¢) In aceleasi ipoteze ca la punctul precedent despre .4, s& se arate ca
daci $(4X)=0 oricare ar {i matricea patratici de ordin », X atunci
A=0 (matricea nula).

x Yy
L
comutativ 4 cu unitate 1, atunci

X2 — @+ 0)X + (a2v — yz)I, =0,

51. Daca X=( )este 0o matricc cu elemente dintr-un inel

unde zero din partea dreaptd a egalitatii reprezinta matricea nulid de
ordinul al doilea.

. 0 —1 . y
52. Fic 4= - cu elemente din corpul numerelor reale.

Sa se calculeze 4" unde n este un numéar natural oarecare.

53. Si se calculeze determinantii urmatoarelor matrici patratice {cu
elemente reale)

cos?a costh cosic
1°. 4= 1 1 1

cos2a cos 2b  cos2c )

at b2 o?
2°. A=|a*—(b—c¢)® b?—(c—a) 03-(a—b)3)

be ca ab
a —1 0....... [{]
0 a ~1 v 0
30 A = .
0 0 a —1
u, a a, a,
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1 1
2 C. Cpogrvvvevneens Ch—izt
k-1 k-1 k-1 -
. Cull vovereenns ki1 , n>2 (l.-. —_ ])
1 T covvnnens 1
a, @y «-romeeen a,
5°. a'i’- ag ......... a>
a;r—l a,:,'"" ....... anr-1

54. Fie p, (x) =x 4+ a, p, (¥) =a?+4 bx 4 ¢ doua polinoame (ca coc-
ficienti reali) si x,, 2, doud numere reale arbitrare.
Sa se calculeze determinantul,
1 py(r)  pe(x)
DR =|1 pry po(x)
1 p(@)  pa(a)
(G.M.B. 12. 1971)

55. Fie matricea:

xr a b ¢
4=|¢ T ch
b ¢ v a
e b a x|l (cuelemente numere reale)

Si se arate ca,

detdA=0b—-—a)(a+b+e+a)(@e+e—b—a)(@x+a—b—c)
56. Sa. se. calenleze valoarca determinantului,

n

0
1

2
D=]g
1 =41

v

~unde z este o solutie a cenatici.

a) 22 —1:=0,
Ly :*—-1=0



57. Se considera matricele,

2 3 —2 1 0 1
A=}y —1 —2|» B=|1 p) 1
0 1 0 1 —2 —38

a) Sa se verifice dacd sint singulare sau nu.
.b) S& se calculeze rangul celor doud matrici.
c) Si se arate c2 AB = BA.

58. Sa se arate ca o matrice cu m linii §i n coloane cu rangul unu este
de forma,
ab, ab, ... a, b,
a b, ayb, ... ay b,
a,b, a,by ... a,b, Junde
2, @ ,... 4, sint convenabil alesi

59. Sa se studieze rangul matricei,

1 & a? ad
. a a a
a a+1 a+2 a+3
1 4 9 16

unde a, x sint parametri reali.

60. Se considera urmatoarele sisteme de relatii,
r =2z, + ¥ =y + 3y,
0 y=—a, + 2y, hh=—x1Y

unde, 2, ¥, @), Yy, T, Y2 sint marimi reale.
Sa se exprime marimile 2, y functie de marimile r,, y, si invers, folo-
sind calculul cu matriei.

61. Sa se calculeze inversele urmatoarelor matriei:

1 2 1 2 1 1 2 —3
A1=[3 4], dy=]0 2 3|, dy=|0 1 2
1 0 1 0 0" 1,

S _— . . .
si-apoi si se rezolve (folosind calculul cu matrici) ecuatiile matriciale,
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(*) A4X =B, 4,Y =B, 4,Z = B unde
X' = (v, @), Y = (y,, Yo Ya)s Z'(31 2y 23)

62. Fie matricea

-1 1 1
A= 1 -1 1
1 1 —1

Sa se arate ca matricea . este nesingulara si calculind inversa acesteia
sd se rezolve ecuatia matriciala, AX = B unde

X =@y =z, B=(1,2o0.
63.

Sa se arate ci singurele matrici (de ordinul al doilea) care comuti
cu 4 in raport cu inmultirea sint cele de forma

[.v Y
0 a

64. Fie matricea

. a . .
Fie 4 =[ 0 matrice cu elemente numere reale si b == 0.
0 a

unde .r, ¥ sint numere reale.

1.0 0
A=1a 1 0 unde a, b, ¢ sint parametri reali
b e 1

a) Sa se calculeze 1 ' (inversa matvicei ).

b) La ce conditii trebuie si satisfaca a, b, ¢ astfel incit sa existe trei ,
numere reale m, n, p pentru ca si avem egalitatea, (*) A3 = md? + nd +
+ pl;. unde cu I, am notat matricea unitate de ordin trei.

a b
65. Se considera matricea M -—:[ 1} unde a, b, ¢, d sint numere
e

1 0
reale si matricea unitate [, = l() ]]

a) Sa se caleuleze matricea K = M? — pM — ql,, unde p,q sint para-
metri reali.
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b) S& se determine parametri p,q astfel incit matricea E si fie ma-
tricea nuld (cu toate clementele egale cu zero).
c) Sa se determine relatia intre a, b, ¢, d astfel incit solutia gasita
la punctul b) s& fie unica
(Facultatea de chimie industriald, Bucuresti, 1971)

66. Se dau matricele,

p [123[0107113
<= 2'0]’ -1 o]"=2o

cu elemente numere reale si m parametru real.

a) Sa se determine valoarea parametrului real m astfel incit si existe
trei constante nu toate nule a, b, ¢ cu conditia a4 4 bB + ¢C = 0 (0 din
partea dreaptd a egalitatii noteazd matricea nula).

b) Cu m astfel determinat sa se giseascdi aceste constante.

(G.M.B. Nr. 5 1972)

67. Se considerd ecuatia 4X = X4’ cu necunoscuta X in inelul
matricelor patratice de ordinul al doilea cu elemente reale. Sa se arate ca
ecuatia admite solutii nebanale oricare ar fi matricea patratica 4, de or-
dinul al doilea. (4’ este transpusa matricei .{).

68. Fie R = (v, 4, 2) @, i, 2 € R si f: R® — R® o functie care aso-
ciaza tripletului ordonat, (v, y, 2), tripletul (&', ¥, 2’) unde

11" = 7«1‘ + 3}!/
() Yy =38r+ 7+ 4=
=4y 4 7z

Sa se arate ca functia f este o functie bijectiva si sa se-determine apoi
inversa acesteia, f.

69. Fie P(r) un polinom cu coeficienti reali si gradul mai mare sai
egal cu patru.

Resturile impartirii polinomului P(x) la # — 1, # — 2, ¥ + 2 sint
respectiv, 1. 2, 3.

a) Sa se arate ca rektul impéartirii polinomului P(¢) la polinomul
(r — 1) (@ — 2) (r 4+ 2) nu poate {i un polinom. de gradul al doilea, fard a
determina restul efectiv.
b) Sa se determine restul impartirii polinomului P(r) la (¢ — 1)@ — 2)
(r -+ 2), : '

|
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70. Si se arate ci polinomul,
P(x) = axt 4 ba® 4+ ca® 4 dr + e se poate pune sub forma,

(1)  P(r) = Aa(e — 1)@ — 2)(n — 3) + Ba(r — 1)(0 — 2) + Ca(wr — 1)+
+ Dr + E

71. Sa se rezolye urmitoarele sisteme de ecuatii liniare :
1° =y g, =1
& 420, — g+ 20, =0
— 0+ 3w,y — 20, =0
2°, S, + 20y — 203 — a0y =9
ry —xy g+ 2wy =7 ;
5x, — 10w, + 103 4 170, = 47
8. v, — 2ry + w3 + .;'4 =1
2, — ¥y — 3 =0
&+ 8y + kg —ay =17
4°, e, tag=1
20, + vy + 3r; =38
3r, + 2v, + 4y =4
vy + 205 =2,

72. Sa se studiezc compatibilitatea urmatoarelor sisteme de ccuatii
liniare, considerind pe a4, b, ¢, d acolo unde apar, ca fiind parametri reali.

1° v 4y=1 : 2°. 2r +ay=1
r 4+ By =2 ar 4 3y =0
3r4+4y=3 ' Ta—y=0

3. r—By+6z=25 .o o422 —z=2
w—yt+a=1 20— 8y + 7z = —1
3r— 2y +3z=14 —r4y+33=6

dr+4y—2:=0

. a4+ yt+z=2 6. ar+y+z=1
e 4y — 2= 2 o+ 2y + 2 —1
ar 4+ y 4+ b 2 (@« + 1) + y + 20z =0
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o ztytas=1 ‘ 8. (1—ajx+(2¢+1)y+

. +2a+2)z2=0a
z+2+as=a az + ay = 2a +'2
Z+ 4y + 10z = a® 24 (a+ly+@—1Nz=
R =a-—2 + 9
0, artyt+z=1 10°. az+by=1 |
ztayt+z=a , ay + b2=0
w+y+az=a’ ‘ bx +az=0
11° ax+by+z2=1 12°, z4+y+2=1
bx +ay + bz=a art+bytez=d
z+y+az=5>H ‘a2w+b’+c’-z=d‘-’

78. Se considers sistemele de ecuatii liniare (si omogene)
1° az+ (8a+ 4)y +2(a+ 1)z =0
ax + (4a + 2)y +(a + 4z =0
2¢+(8a+4)y+8az=0
2° (a+bz+by+azx=0
br 4+ (a+ by +az=0
ax+ by + (a+ b)z=0

unde a, b, sint parametri reali. )

Sé se determine parametrii a, (resp. a, b sau relatii intre acestia),
Tneit sistemele si admita solutii diferite de solutia banala $t apoi si se de-
termine solutia generala.

74. Fie (S) un sistem liniar si omogen de m ecuatii cu #» necunoscute
(cu coeficienti reali),

S) apxy+az+ .. +a,2,=0
Ay &y + G %y + oo + Qg Ty =0
Aoy @y + Qg + ooeo + Gy, = 0.
O solujie a acestui sistem este o n-upla ordonatd s = (z,,..., &,) de

numere reale care inlocuite in ecuatiile sistemului le verifica.
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Si se arate c3,

a) Daci s = (s;,..., 5,) este o solutie a sistemului (S) atunci- — s =
= (— &y yo.., — ;) este de asemeni solutie.

b) Daci t = (1, ,..., t,), 8§ = (81 ..., 8,) sint doud solutii ale sistemului
(S) atunci si s +t = (s; + £, ,..., 8, +1,) este solutie a sistemului (S).

¢) Daci s = (s, ,..., 8,) este solutie a sistemului (S) si a este un numar
real oarecare, atunci si as = (g3, ,..., 68,) este solutie a sistemului (S).

75. Sa se rezolve urmatoarele sisteme de ecuatii (liniare si omogene)

si s se precizeze solutii particulare suficiente pentru a se determina orice
solutie pentru acestea:

1° 22, 42 —23+2,=0
8z, — @, + 8z — 2, =0
&+ 22 —23+2,=0
2° m,—w2+w3+éw4=0

w1+2w2—m3—3x4=0.

76. Fie 4 o multime data si P(4) multimea partilor lui 4 (mul{imea

- vidé si Inséisi 4 se consideri elemente ale mul{imii P(4)). Se obtin pe mul-

timea P(A) patru operatii binare, daci la orice pereche ordonata (4,, 4,)

de elemente din P(4) asociem submultimea definitd prin :

1. A, JAdy;={alaed, acAd, sau ae A4,}

A NAd,={alacAd, aecd, siaecAdy
A, —Ad,=1{alacd, acd,siagdy}
AleAz = (4, — 4,) U (4, — 4,).
a) Sa se arate ci operatiile 1°, 2°, 4°, sint asociative (comutative)
si cd operatia 8° nu este asociativid (comutativa). '

b) Operatia data prin egalitatea 4° admite un element neutru si orice
element 4, ¢ P(4) are un simetric.

c) Sa se precizeze elementele neutre si asimetrizabile pentru opera-
tiile definite. ‘

d) S& se arate ci numai operatiile definite prin egalitatile 1° si 2°
sint distributive una fati de cealalta.

>~ 8N

77. Fie R corpul numerelor reale. La orice pereche ordonata (a, b)
de numere reale, asociem numirul real, a * b = a + b — ab.

a) Sa se arate ci operatia ,»* este comutativd, asociativd cu element
neutru.
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b) Orice numir real a =£ 1 are un element simetric in raport cu ope-
ratia ,, » %

c) Operatia ,, * ¢ nu este distributivd fati de operatia de adunare si
de adunare si inmultire a numerelor reale si nici operatiile de adunare si
inmulfire a numerelor reale nu sint distributive fatad de operatia ,, * .

d) Sa se rezolve ecuatia 2% 2 = 1 si sistemul
zx y=1
22 »y = 0.

78. In multimea N a numerelor naturale se consideri legea de com-
pozitie # , astfel ca:

a*b=a-+ b+ ab, oricare ar fi a, be N,

unde operatiile din partea dreapti a egalitatii sint operatiile obisnuite de
adunare si inmultire a numerelor.

a) S& se observe cid operatia ,, * ¢ este pestetot definitd, comutativa
si asociativi si s se verifice daca admite element neutru.

b) Se defineste a™ pt » >1 prin al) = q,
alm = af"—" g, S se exprime a®, a¥ functie de a si si se deducs expresia
generald a lui a.
(Bacalaureat, Franja, 1971)

79. Fie' R mul{imea numerelor reale si a,, a, doua numere reale fixate

diferite ambele de zero, a, + a, <0 si a, 7= a,. Dacid la oricare pereche
. . . a,x + azy

ordonati de numere reale (z, y) asociem numerelereale, 2z * y = — ;-—}-T )
. - 1 2
(resp. 2.0y = z) obtinem pe R douid operatii binare, , * % si ,,0¢.

a) Sa se arate ci operatia ,, #“ nu este comutativi, nu este aso-
ciativik si nu are nici element neutru.

b) Operatia ,o¢“ nu este comutativd, nu are element neutru, dar este
asociativa. ‘

c) Operatia ,, #* este distributiva la stinga si la dreapta fatd de ope-
ratia ,o¢ si la fel operatia ,0' este distributivi la stinga si la dreapta
fatd de operatia , *“.

_80. In mulfimea numerelor reale, R se defineste o lege de compo-
zitie asociind la orice pereche ordonati de numere reale (2, y) numirul
zey=22+y. o

a) S& se verifice daci legea de compozitie ,, *#‘ este comutativa sau
asociativa.
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b) Fic « un numar real dat. Si se caleulese
My == @ * 4. (3= a, * a4 $i 4, = ay * a siapoisasearatecd, «, = (2" — 1)

( Bacalaureat, Franta, 1971
GM.B. 4. 1972)

81. Se considera operatia algebrica,

>y = *ty ;x, yeR.
1 —ay

Sa se studicze proprietatile i sa se vada dacad operatia,, * ¢ defineste
o structurd cunoscuta.

(Facultatea de fizicd, Timisoara, 1971)

82. Fie M multimea matricelor patratice nesingulare de tipul (2, 2)
si pe M legea de compouzitie,, # * definita astfel: 4 * B=A4-B+ B- A
unde, 4, B € M si operatiile din partea dreapta a egalitatii sint operatiile
obisnuite de adunare si inmultire a matricelor.

Sa se arate ci operatia ,, * “:

a) nu este asociativa ;

b) este comutativa ;

¢) admite un element neutru care se cere ;

d) orice element este simetrizabil.

Sa se precizeze simetricul unui element 4 ¢ M.

(G.M.B. 11 — 1971)

83. Fic B multimea numerelor reale. Definim pe R o operatie binara
asociind la orice pereche (a, b) ordonatid de numere reale numarul real @ # b
definit prin egalitatea; ¢ * b=2a + b+ ab (in partea dreapta a egali-
tatii este vorba de operatiile cc definese corpul real).

a) Operatia .. *+ nu este comutativad si nici asociativa.

b) Operatia ,, = nu este distributiva fatia de operatiile ce definesc
corpul real. .

¢) Sa se rezolve ecuatiile ¢ # v =a, r *a=a, ¥ *a=0 cu necu-
noscuta @,

d) Sa se determine parametrul A incit operatia definita pe R prin,
a +b=2a+ A+ ab sa fie comutativa si sa se arate cd pentru A deter-
minat operatia nu este asociativa .

e) Sa sc determine parametrii A, p (reali) incit operatia definita pe
R prin, ‘
’ a #b =2+ pb + ab s fic comutativa si asociativa.

Sa sc precizeze p?'oprietétile operatiilor determinate la punctul pre-
cedent.
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$4. O multime K este inzestrata cu o lege de compozitic notata multi-
plicativ care este comutativa si satisface urmitoarele dous axiome :

1. Daci ab = ¢ atunci ac = b, b.c e E

2. ¢.a = a, ovicare ar i a ¢ E.

a) Sa se arate ci orice element « € K este regulat (adica daca ac =
= ab atunci b = ¢).

b) Sa se arate ca ecuatina ar = b, admite o solutie unica, oricare ar
fia bekE. ’

c) S se arate ca daci K este finita atunci ea arc un numir impar

de elemente.
(Journal de mathematiques élémentaires, 1969)

* 85. Fie 4 o multime pe care s-au definit doua legi de comp(mtle y ® &
$i yo'* cu acelasi element neutru e.
Sa se arate ca dacd pentru oncal'e clemente a, ¥y, a, be A are loc
egalitatea,
1. (z* y)o(a+ b) =(soa) » (yob) atunci cele douéd operatii coincid.
In plus, cele doua operatii sint comutative si asociative.
P P

86. Fie (G, » , ¢) un grup. Daci ¢ € G, notam cu o’ simetricul elemen-
tului a in raport cu legea de compozitie ,. » *.

a) Elementele ¢, a’ sint unic determinate prin relatiile, e a=a» ¢=
= a oricare ar fi a e G, (respectiv, a% @' =a'+ a =¢)

b) Daci a, b, reGsia*x v =b#% rsaua+ a=uo+* b atunci, @ =
== b. (intr-un grup se poate simplifica la stinga sau la dreapta)

¢) Daca a € G, atunci (a') = a.

d) Daca a, beG, atunci (@ = b)Y = D' = a'.

e) Fie aeG. Convenim sa . notim «°=v¢, a» =a » a» ...» a (=
= compunerea a m elemente egale cu @) daca m este pozitiv si a" = (a’) ™
dact m este negativ. Sa se aratc ca,

a” » g" = a™*", (a")" = («')"" pentru oricare de numere intregi. m, n.

f) Daca grupul (G, « , ¢) cste abelian si a, b € G atunci pentru orice
intreg m avem,

(a # b)" =a™ = b, (a¥) = (a")*

g) Sa se transcrie toate rezultatele precedente in cazul c¢ind se folo-
seste pentru legea de grup notatia inultiplicativa .- * respectiv notatia
aditiva ,+*.

87. Fie (G, -, €) un grup si § o submultime a lui G. Pentru un cle-
ment a € G notam a8 = {axr|r e S} si Sa = fwva|reS)
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Sa se arate ci aplicatia,
J:aS — Sa definita prin,

J(axr) = ra este o aplicatie bijectivi.

88. Fie (G, - , ) un grup dat.

a) Pentru orice element @€ G, aplicatia f,:G — G definita prin,
Ji(r) = a—! za este un automorfism.

b) Aplicatia f:G — G definitd prin, f(x) = a#—' (x—' este simetricul
elementului ) este automorfism daci G este un grup abelian.

c) Si se precizeze inversele aplicatiilor definite la punctele a), b).

89. a) Intr-un grup (G, ., ¢) ecuatiile az = b, ya = b cu necunos-
cutele z, y au solutie unicd oricare ar fi a, b.

b) Fie G, o multime pe care este definita o lege de compozitic binari,
» *‘ asociativd astfel incit ecuatiile ar = b, ya = b au solutii oricare ar fi
a si b din G. ,

In aceste conditii in G existd un element neutru pentru legea de com-
pozitie ,, ‘# ” si orice element a € G, are un simetric in raport cu accasta lege.

90. Daca (G, - , e) este un grup comutativ si n este un numir intreg
fixat, atunci aplicatia f: G — G definita prin, f(xr) = " pentru orice *€G
este un omomorfism de grupuri.

91. Daci (G, -, e) este un grup si @ un element fixat, dar altfel oare-
care, in G atunci aplicatia f: Z, — (G, -, ¢) definita prin

(n) = a® este un omomorfism de grupuri
grup

(Z, = grupul aditiv al numerelor intregi).

92. Aplicatia f: C — R., definita prin, f(z) = | z| este un omomor-

fism al grupului multiplicativ al numerelor complexe nenule pe grupul

multiplicativ al numerelor reale negative, dar nu este un omomorfism in-
Jectiv, :

93. Fie (G, -, e), (G', -, ¢') doua grupuri date.

a) Sa se arate cd aplicatia v : G — G’ definita prin u(r) = ¢', pentru
orice element z ¢ G este un omomorfism de grupuri.

b) Dacd f:G — G’ este un izomorfism de grupuri, atunci functia ‘
inversd a lui f, f—':G' — G este de asemeni un izomorfism de grupuri.
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c) Daci (G", :, €") este un al treilea grup si f:G -G, g:G¢' > G
sint doui omomorfisme de grupuri atunci, gof:G —G" definitd prin
(g °f) () = g(f(z)) pentru orice element z din G este omomorfism de grupuri.

In plus, daca f, g sint ambele injective, surjective sau bijective la fel
este §i gof. ' :

94. S& se arate ci multimea tuturor ridacinilor de ordinul # ale uni-
tatii (in corpul complex) este un grup G, in raport cu operatia de inmul-
tire si cii existd un element €@, incit radacinile unititii si fie 1, ¢, &2,..., e*7 L,

95. Fie R mult{imea numerelor reale. Definim pe mul{imea Ro ope-
ratie binard asociind la orice pereche ordonata de numere resle, (a, b) numi-
rul real ao b = a + b + ab (in membrul al doilea al egalititii este vorba
de operatiile ce definesc corpul numerelor reale).

a) Si se arate cd mulfimea B — {— 1} este un grup abelian in raport
cu operatia ,o'¢, ‘

b) Operatia ,o” nu este distributiva fatd de operatiile de adunare
si inmul{ire ce definesc corpul numerelor reale si nici operatiile ce definese
corpul numerelor reale nu sint distributive fati de operatia ,o.

c) S& se rezolve ecuatia 2oz = 2.

86. Fie M = {(a, b)|a, b€ R; a0 si b 0} multimea perechilor
ordonate de numere reale cu ambele componente diferite de zero.

a) S& se arate ci dacii pentru oricare doud elemente (a,, b,), (a5 by)
din M definim, (a,, b,) © (a3, bs) = (a,a5, b,b,) se obtine pe M o lege de com-
pozitie internd in raport cu care M este un grup abelian.

b) Aplicatia f: M — R. definitd prin, f((a,b)) = ab este un omomor-
fism surjectiv de grupuri dar nu si injectiv. (R. noteazi grupul multipli--
cativ al numerelor reale. diferite de zero).

c) Aplicatia g: M - R definits prin g(a, b) =% este omomorfism

surjectiv dar nu este injectiv.

97. Fie R multimea numerelor reale. La orice pereche ordonats de
numere reale (2, y) asociem numirul real, zsy = Vz® + ¢° ' o

a) S& se arate ci mul{imea R in raport cu operatia ,o” este un grup -
abelian R, care este izomorf cu grupul agitiv al numerelor reale, B, .

b) Ce se poate spune despre legea de compozitie definiti pe R prin
® #y= )2 + 4 (radicalul aritmetic); dar daci se considert aceastd lege
pe mul{imea R, a numerelor reile nenegative ?
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98. Fie E mul{imea numerelor reale mai mari sau egale cu unu. De-
finim pe E o lege de compozitie asociind la orice pereche de numere reale
(. y). .

*r>1, y>1 numirul 2 »y=2ay + | (2® — 1) (s — 1).
Sa se arate ci am obtinut astfel pe E o structurd de grup.

{(G. M. Seria B. 2. 1971)

99. Fie R, mulfimea numerelor reale pozitive. Si se arate ci daci
la orice pereche ordonati de numere reale pozitive (z, ) asociem numirul

v
T *y:wlnﬁ,

0> 0 fixat se obtine pe R,, o structuri de grup abelian..

100. Fie R multimea numerelor reale si

1 1
fi:R->R, fz:R_{g}-)R, fo:R_{_E_,R
trei functii definite prin, ' '

_ _2+13 _z=V8
Silz) ==z, filz) = 1— .‘L'Vé', So@) = I+ wV5
a) Si se arate cd multimea M = {f,, f,, f3} este un grup in raport

cu operatia de compunere a functiilor daca se considerd acfiunea celor trei
. functii pe domeniul lor comun de definitie,

D=R 11
- ‘{_3’ 3}

b) Grupul M este izomorf cu grupul radacinilor de ordinul trei ale
unitatii.

101. Fie R? multimea punctelor unui plan (P) in care s-au fixat dous
drepte perpendiculare (D,), (D,) si care se intersecteazi in punctul O. De-
finim funetiile f,, f,, fo f3: R* — R? dupd cum urmeaza :

Daca M ¢ R?, atunci

JoM) =M, fi(M) (resp. fy(M)) este simetricul punctului M fata

de dreapta (D,) (resp. (D,)), fs(M) este simetricul punctului M fata de
punctul O. '

a) Si se arate ca multimea {f,, f;, f3 f3} este un grup comutativ in
raport cu operatia de compunere obisnuita a functiilor. ’
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b) Si se precizeze punctele din plan care sint lasate pe loc atunci
cind li se aplica functiile f, fy, fa

c) Fie T, = {1, 2, 8, 4} multimea primelor patru numere naturale
i urmétoarele permutiri ale multimii 7',,

12 8 4 12 8 4 12 3 4
g1=(1234)’ g2=(4321)’ gs‘“(2143)’
12 8 4
g4=(3412)‘

Si se arate ci multimea {g,, £, g; g} =G’ este un grup in raport
cu operatia de compunere obi$nuita a functiilor, izomorf cu grupul G, cel
construit la punctul a).

102. Fie G multimea tuturor rotatiilor unui plan, cu acelasi centru O.
. 8) S& se arate ci G este un grup in raport cu operatia de compunere
obisnuiti a doud functii.
b) Existd un omomorfisms canonic surjectiv, dar nu si injectiv,
J: R, —>G.
¢) Existd. un izomorfism canonic g:G — G’ al grupului G cu grupul

cosa sina
, a€ R.

@' al matricelor de forma, A(a) = (_ sna cosa

103. Fie R? mul{imea punctelor unui plan (P) in care s-a fixat un
punct O si fie @ un parametru real nenul.

Notam cu f, functia f, : R? — R? care la orice punct M din planul
(P) asociazi punctul M’ definit prin urmitoarele conditii :
oM
oM’

2°. Segmentele OM, OM’ sint la fel orientate cind 2> 0 si invers
orientate cind a < 0. ‘ '

a) Si se arate ci multimea G = {f,|a € R} este un grup in raport
cu operatia de compunere a functiilor.

b) Aplicatia f: R — G definitd prin f(a) = f, realizeazi un izomor-
fism al grupului multiplicativ al numerelor reale nenule cu grupul G.

1° =|a]

104. Daca (G, * , €) este un grup, atunci mulfimea Amyn(G) ale carei
elemente sint matrici cu m linii §i n coloane si cu elemente din G, se poate
inzestra canonic cu o structurd -de grup, de aceeasi naturd cu G (daci G
este comutativ (necomutativ) atuneci §i 4,,,(G) este comutatiy (necomu-
tativ)). : - S
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105. Fic .1 un incl. Notam prin M .(4) grupul aditiv al matricelor
cu m linii i n coloanc ale caror elemente sint din inelul .

a) Daca f:.4 — 4, este un omomorfism de inele, acesta induce ini
mod canonic un omomorfism de grupuri

.I;-mm : JImxn(A) - ]‘Imxn(Al)'

b) Aplicatia g, : Mpen(Ad) > Myzn(4) care asociazi unei matric;
Me M, (1) transpusa acesteia, realizeazd un izomorfism de grupuri
¢) Sa se arate ca are loc egalitatea,

" fuxmo© 84 = g1, f mxn, unde o noteazid compunerea obisnuitd a
doua functii, iar g, cste functia care se defineste ca funcfia g,.

106. Fie M multimea matricelor de forma,
2—a a—1
M(“)=[ 2(1 — a) 2a—l]
unde, @ este un parametru real diferit de zero.

a) Sa se arate cd multimea M este un grup comutativ in raport cu

fnmultirea izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor reale diferite de
zero. ) A

b) Sa se exprime. M(a) sub forma,

M(a) = A + aB unde 4 si B sint matrici care nu contin parame-
frul a.

107. Sa se arate ci multimea matricelor cu elemente numere reale
de forma

1 @ =z
M@, yz2)=| 0 1 y
7 0 0 1
este un grup in raport cu operatia de inmul{ire a matricelor.

1
108. Fie sa consideram matricele de forma,

, a 0 0
M, y=|0 1 2
0 0 1
a) Sa se arate ci pentru fiecare numar real fixat a > 0 5i A parametru

real (multimea matricelor M(a, A) este un grup G in raport cu operatia de
inmultire) care este izomorf cu grupul aditiv al numerelor reale.
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b) Daci @, b sint doua nuinere reale pozitive existi un izomorlism
canonic al grupului M,, (grupul matricelor M(a, 2); a fixat, A parametru
real) cu grupul M, (grupul matricelor M(b, A); b fixat, A parametru real).

c) Operatia de inmulfire a matricelor defineste pe mul{imea
{M(a, \)!a>0, A= 0} o structuri de grup. ‘

109. Fie M multimes matricelor de forma,

1 0 a

a_2

= —a 1 ——
M(a) P
0 0 1

unde a este un parametru real.

a) Sa se arate ca M este un grup in raport cu operatia de inmultire
a matricelor. :

b) Daeca det M(a) = 1, atunci det M(—a) =1

c) Aplicatia f: R, — M definita prin f(a) = M(a) este un izomor-
fism de grupuri. A

d) Folosind rezultatul de la punctul precedent sa se calculeze (M(a))".

110. Fie M multimea matricelor de forma,

1 0 A
s — A2
=] — A 1
M(») 5
0o 0 1

unde A este un parametru real v

a) Si se arate ca mulfimea M este un grup abelian in raport cu ope-
ratia de inmul{ire a matricelor. . .

b) Dacd determinantul matricei M()\) este unu atunci si determi-
nantul matricii- M(— 2) este unu. _ :
: c) Aplicatia f: R — M definita prin f(A) = M()) este un izomor-
fism de grupuri. o ,
-d) Folosind rezultatul de la punctul precedent, sa se ealeuleze [M 138

: lrll Fie M mul{imea métricei@r_";iﬁﬁé’tmg t
forma, T

cosa sina
14

M(a) = ,
(a). —sinag cosa

a parametru real.
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a) 83 se arate ci multimea M cste un grup comutativ in raport cu
operatia de inmultire a matricelor.

b) Daca R. este grupul aditiv al numerelor reale, aplicatia f: Ry —
- M definita prin, f(a) = M(a) pentru orice a € R este un omomorfism
surjectiy de grupuri, dar nu i injectiv.

c¢) Multimea numerelor complexe cu modulul egal cu unitatea este
un grup G in raport cu operatia de fnmultire a numerelor complexc.

d) Aplicatia g:G — M definita prin,

d(cos @ + isin @) = M(a) este un izomorfism de grupuri.

¢) Folosind rezultatul de la punctul precedent, sa se calculeze (M(«))”
unde n este un numar natural oarecare.

112. Fie (G,, +, 0) si (G,, +, 0) doua grupuri abeliene (am notat cu
acelasi simbol ,,+** legea de compozitie in ambele grupuri si cu acelasi simbol
»0¢ elementul neutru in cele doua grupuri).

a) Pe muliimea G, X G, = {a = (), ¥,)10,&GC,, € G,}se defineste
o operatie binara , *‘ daca la orice pereche ordonati (x, y) de cle-
mente din G, X G, asociem perechea x * y = (¥, + y;, ¥, + ¢). Sa se arate
ci G, X G, este un grup abelian in raport cu operafia . **.

b) Aplicatiile, i, : G, -G, X G,, iy: G;— G, X G, definite prin, iy(r,) =
= (x;, 0) si respectiv, i,(,)=(0,2,), pentru oricarc elemente, r, &G, 1,€G,
sint omomorfisme injective de grupuri.

c) Aplicatiile, p,:G, XG;— G,, p,:G, X G, -G, definite prin,
pl(@y, ¥5)) = @, si respectiv, py((v,, 2,)) = x, pentru orice element (v, 2,)
din G, X G,, sint omomorfisme surjective de grupuri.

118. Se considera ecuatia diferentiala :
yn + gy = 0. v
Fie M multimea tuturor solutiilor reale ale ecuatiei date, definite
pe R.
a) Sa se arate ci M se poate echipa cu o structurd de grup.

b) Multimea M’ = {(a, b)la, b& R} se poate echipa cu o structurd
de grup.

c¢) Existd un izomorfism canonic al grupului M cu grupul M'.

114. Fie P; multimea polinoamelor cu gradul mai mie sau egal cu
doi (cu coeficienti numere reale).

a) Sa se observe ci P, este un grup abelian in raport cu operafia de
adunare a polinoamelor.

b) Pentru orice numar intreg m, definim

Sm: Py — P; prin,
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S P) = a* P’(y) + (@ + 8) P'(¢) + mP unde P’, P sint derivate de or-
dinul intii (resp. al doilea, pentru polinomul P. Sa se arate ca S este un
endomorfism de grupuri.

c) Pentru ce valori ale lui m, f, este automorfism?

d) Daca f,,, f,. sint doua automorfisme, atunci S o fueste de ase-
ment un automorfism

e) Si se determine mul{imea kerf, a polinoamelor P& P, cu pro-
prietatea ca f,(P) = 0. (In partea dreaptd a acestei egalitati este vorba
de polinomul nul).

P f) Sa se determine un numar intreg m si un polinom P& P, incit
m( ) = P.

115. Fie (G, - , ¢) un grup si $ o multime (nevida). Notam cu M(S,
G) multimea functiilor cu domeniul de definitie § si codomeniul G. Mul-
timea M(S, G) se poate echipa canonic cu o structura de grup si dacd w:
(G,-,e) = (G, - , ¢') este un omomorfism de grupuri, atunci « : M(S, G) —
= M(S, G') definita prin u(f) = u o f este un omomorfism de grupuri care
este injectiv in cazul cind w este injectiv.

116. Fie G o myltime, (G', - , ¢') un grup si f: G -G’ o aplicatie bi-
Jectiva,

a) 84 se construiascd pe G o structura de grup astfel incit f sa fie
izomorfism de grupuri.

bh) S& se construiascd pe o multime cu cinci elemente (problema are
sens pentru orice numar de elemente) o structura de grup.

-
C -

117. Fie E = (— =/2, =/2).

Sa se arate ca daca la orice pereche ordonata de numere reale (v, y),
&, yEE asociem numiarul @ # y = arc tg(tgw + tgy) se obtine pe mul-
timea K o structura de grup abelian si grupul astfel obtinut este izomorf
cu grupul aditiv al numerelor reale, R, .

118. Fic K)=(—n/2, n/2)— {0} si F,=(0,7) — {n/2} Daci la orice pe-
reche ordonata (x, y) de numere reale, v, yS K, (resp. x, y& E,) asociem
numirul real r* y = arc tg(tgwx - tgy). (resp. 2o y = are ctg(ctg . ctg y))
obtinem pe K, (vesp. k,) o structura de grup abelian.

-119. Fie B multimea numerelor reale si pe R operatia binara ,, = «
definitd prin @ » y = aa + by unde « si b sint doi parametri reali.

Si se determinc parametrii a, b astfel incit operatia corespunzitoare
sit defineascd pe R o structurd de grup, nu neapirat comutativ.
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120. Fie R multimea numerelor reale, M = {(,a b)la, bE R, a 3= 0} si
f: R - R o aplicatie de multimi. ‘

a) Care sint conditiile la care trebuie si satisfaca functia f astfel incit
asociind la orice pereche ordonatd (r, y) de elemente din M, @ = (ay, b,),
y = (ag by), perechea, (a,. b)) e(ay b)) = (aa, ba,+ b,f(a,))- s& se
obtind pe M o structura de grup.

b) Si se arate ca pentru a avea la punctul a) un grup abelian este
necesar si suficient ca functia f s& coincida cu aplicafia identitate a lui R,
adica f(x) = &, pentru orice @ €R. :

121. Fie (G, - , ¢) un grup si H o submultime nevida a lui G. S& se
arate ci dacd pentru oricare doua elemente x, y din H, vy 'eH (unde

y~! este simetricul elementului y in G) atunci, urmitoarele conditii sint
satisfacute : ‘

a) ecsH

b) daca reH atunci ¢'eH

¢) daca », y&H atunci xysH.
si reciproc, daca conditiile a), b), ¢) se indeplinese atunci pentru oricare
doua elemente x, y& H se are vy ' H.

O submultime nevida H a unui grup (G, -, ¢) cu proprietatea ca

pentru oricare doud elemente &, y din H, rezulta ca, vy~'&H, se numeste
subgrup al lui G. :

122. Fie (G, - , ¢) un grup si H un subgrup al lui G. Pentru orice
element a&G prin aH notaim multimea, aH = {ar v H}
Sa se arate ca: : :

a) G=\ aH
agt
b) aH = bH daci si numai dacd b-'a=H.
¢) aH = H daca si numai daci, acH.
d) Doua multimi aH, bH sau coincid sau n-au nici un element comun.

e) Pentru oricare douda elemente a, b&G, ‘aplicatia f:aH - bH .

definita prin, flar) = br este o bijectie.
f) Sa se formuleze ceva analog, considerind multimile, Ha = {va| @ €H}.

123. Daca (G, *.; ) este un grup cu un numér finit de elemente, atunci
o submultime H nevida a lui G este subgrup al lui G dacé oricare ar fi cle-
mentele @,y &H rezulta ca ry&H.

' . a, a,
124. Se considerd mul{imea matricelor patratice M, de forma [a a ]
3 G4

unde a,, a,uga, sint numere reale, iar @, = 0, a, 5 0.
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Se defineste urmatoarea lege de compozitie,

[al az] [bl bz] [a,b, a, + a,b,,]
* =
a; a; b; by ag + asb, aghy |
a) Sa se arate ca aceastd lege determina pe M, o structura de grup.

Kste acest grup abelian ?
0

b) Sa se arate ci multimea matricelor A, de forma b

a, b&R, az£0, b= 0 formeaza un subgrup al lui M,.
(Gh. Vernic, Constanja G. M. B., 1. 1970)

] unde

125. Fie (G, -, o), (¢, -, €') doua grupuri si f:G — G’ un omomor-
fism de grupuri. Sa se arate ca: .
a) Multimea ker f = {w, |& € G, f(x) = ¢’} este un subgrup al lui G.
b) Multimea Im(f) = {f(x)l@ € G} este un subgrup al grupului @',
¢) Daca G, este un subgrup al lui G, atunci f(G,) = {f(¥) lv E G}
este subgrup al lui G'.
d) Daci G| este subgrup al lui G',atunci si G, = {f G)) = {rireg,
fl*)€ G;} este un subgrup al lui G.

126. Fie (G, - , ) un grup. Sa se arate ca n&ultimea Z(G) = {g 158G,
gr = xg, Yo <G} este un subgrup al lui G, (centrul grupului G).

127. Fie (G,, +, 0), (G, +, 0) doua grupuri abelienc si (G, X G,, +
(0, 0)) grupul abelian construit la exercitiul nr. 112.

Sa se arate ca daca f, : G, > G, f,: G, - G sint omomorfisme de gru-
puri abeliene, atunci multimea H a.elementelor din G, XG,, ale carei ele-
mente sint perechile (v, -r,) pentru care, fi(x;) = fy(2,) este un subgrup

~al lui Gy X G,

128. ¥ie K o mul{ime oarecare si S(E) mul{imea permutarilor acestei
multimi. :
a) Sa se arate ca daca la orice pereche ordonata (f, g) de elemente
din S(E) asociem functia go f: K — E definita pentru orice element & din
E prin egalitatea, (g o f)(w) = g(f(¢)) se obtine pe S(E) o structura de grup.

b) Daca K are cel putin trei elemente, grupul S(k) nu este comu-
tativ.

¢) Daci &, este un element fixat in K atunci multimea MM, ={fIfES(E).
(@) = @} este un subgrup al grupului S(£).

d) Dacii &g, ¥, sint doudt elemente fixate in /£ exista un izomorfism
canonic de grupuri, u : M, — M,

e) Daca K, este o submultime a multimii £ atunci multimea My, =

= {fIfES(E), f(E,) = Ky} cste un subgrup al grupului S(E).
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129. Fie (G, -, ¢) un grup (necomutatiy).

a) S& sc arate cd pentru orvice clement a¢€G, functile 7,:6G -G
(respectiv T : G — G) definite prin T'o(r) = ax (resp. T°(r) = wra) pentru
orice *&G sint  permutari ale multimii G si apoi si se precizeze -elementele
lui G pentru care T, (resp. T°) sint izomorfisme de grupuri (automorfisme
ale grupului G).

b) Multimile M, ={T,|a€G}, M, ={T"|a&G} sint subgrupuri ale
grupului  S(G).

c) Aplicatia 2,:G — M, (vesp. 2,:G — M) definita prin A (a) =

= T4 (resp. A, (@) = T7) este izomorfism de grupuri, (resp. antiizomorfism
de grupuri).

130. Fie f: K — F o aplicatié bijectiva intre doua multimi si g
(resp. Sr) grupul permutarilor multimii £ (resp. multimii F). Aplicatia,
Js: Sg = 8, definita prin

Je () = fouo f1 este un izomorfism de grupuri.

131. Fie Z multimea numerelor intregi,
2" =7 XZ X o X L= (0 ey ) |0, €2 5

J&s8,. Notam cu p,: Z" — Z" functia carc asociaza la orice n-upla (@, ,...,a,)
n-up]a (3'/(3), Lp(1) geeey n"/(")).
S& se arate ci,

a) Daca f, g&8, atunci p;o p, = pyoy
b) Daca w:Z" -7 si w/ = wop, atunci,
1wt = (uy

¢) Dacia n, v:2Z"* - Z atunci
(0 4+ 0) = w + ¢ si (wo) =l 2.
d) (— w) = — ().

132. Fic (4, -5 0, 1) un inel cu_unitate. Notim cu .1* multimea
elementelor inversabile ale lui . (adica multimea elementelor lui A care
admit simetric in raport cu operatia ,-*).
a) Sa se arate cd multimea /f este grup in raport cu operatia -
b) Dacd f: 4 — .1, este un omomorfism de inele cu unitate, atunci
S induce un omomorfism f : 4% - 1:

133. Fie .1 un inel comutativ (cu unitate)

a) Sa se arate ca multimea M,(.1) a matricelor patratice de ordin
n cu elemente din .1 are o structurd de inel necomutativ (cu unitate) in
raport cu operatiile de adunarve si Inmultire a matricelor.
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N
b) O matrice, M EM.J ) este permutabili cu toate celelalte matrici

pitratice de ordin n daca si\numai daca este de forma, M = af, (am con-
siderat inelul {4 cu unitate). >

c) Daci 4 este un corp, atunci mul{imea G,(4) a matricelor patratice
de ordin n, nesingulare si cu elemente din A est: un grup in raport cu ope-
ratia de inmultire a matricilor, iar multimea matricelor de forma al, cu
a3 0 este un subgrup G,(4) al lui G (A4).

Aplicatia f:Ga(4) — G,(4) definitd prin fiM) = det (M). I, pentru
orice M & G,(A4) este un omomorfism surjectiv de grupuri dar nu si injectiv.

134. Fie 4 (4, -; 0,1) un inel comutatiy cu unitate.
S& se ‘arate ca,

1. Pentru orice element v&€4d, v.0 = 0.x = 0.

2. Daci v, y sint doua elemente arbitrare din . atunci,

a) (— o)y = — (vy)

b) (— &) (— ) = 2y

¢) a(— y) = (ey)

3. a) Daca «, y,, ¥s,..., Yz € 4 atunci,

F(Yy+ Yp + oo+ Ya) = Y, + o+ XY,

b) Daca a,,..., &, $1 ¥, +.ors Y sint doud sisteme de elemente din inelul

A, atunci,
n m .
(Eau )-(El;t/;)= 2. &y, unde
G=

bl (t, ) €12y
I={,.,n},J=1{1,..,m.

135. Iie A(4, ., 0) un inel (asociativ) oarccare.

a) Dacaa la orice pereche ordonata (¢, b) de elemente din A asociem
elementul @ # b = ab — ba se obtine pe .1 o lege de compozitie care impre-
uné cu legea de compouzitie ,,+” defineste pe multimea .1 o noua structuri
de inel, A4 (4, =, 0).

b) Pentru orice element ¢ .1, a *a =0

¢) Oricare ar fi trei elemente a, b, & A4 avem egalitatea, (a * b) » ¢ +
+b*e)yrat(cra)*b=0

136. Fie 4 (4, .., 1) un inel cu unitate.

a) Daca » si y sint douad elemente din .1 astfel inelt wy = yr atunci,
2 —yr=(e—yl" T+ 2"y YT YY)
pentru orice numiar natural n > 1).

b) (Un element r dintr-un inel .{ se numeste nilpotent daca exista
un numér natural n > 1 astfel incit @ = 0). Sa se arate ca daca @ este
un clement nilpotent al lui .f. atunei 1 - & este inversabil.
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¢) Daci 2 si y sint doui elemente nilpotente astfel ci ay = yo atunci
x4+ y si ay sint de asemeni nilpotente.

d) Multimea ¢lementelor nilpotente intr-un inel 4 comutativ, este
un grup in raport cu operatia ,+‘ a inelului .4, subgrup al grupului (4,
+).

187. Fie R mulf{imea numerelor reale si RXR = {(x, y)|, y € R}.
Definim pe multiméa RX R doud operatii binare pe care le notim prin
»+" si ,.” asociind la oricare doua perechi (z,, y,), (25 y,) perechile,

@y ¥1) + (@2 ¥2) = (@ + @ 41 + ¥2)
(@, 1) - (@0 Yo) = (1Y + X241, V1Y)
(in partea dreapta a acestor egalitati este vorba de operatiile ce definesc

corpul real).

. a) S se arate cd multimea R X R este un inel comutativ cu unitate
in raport cu cele doud operatii.

b) S& se precizeze multimea divizorilor lui zero.

c) Multimea M = {(x, y) |y = 0} este un grup in raport cu oper-
ratia ,°.

d) Aplicatia f: M - R,, definita prin f((z, y)) = Z este un omo-

morfism surjectiv dar nu'si -injectiv. (B: = grupul aditiv al numerelor
reale).

138. Fie M = RXR = {(a, b)|a, b R}, unde R este mult{imea
numerelor reale. Pe multimea M definim doua operatii binare prin egali-
tatile,

(@, by) + (az by) = (a), + a5, by + by)

(ay, b)) .(az b)) = (aya, + byby, a,b, + a5b,).
(In membrul al doilea al egalitatilor precedente este vorba de operatiile
ce definesc corpul real) '

a) Multimea M este un inel in raport cu cele doua operatii definite,
comutativ si cu element unitate.

b) Elementul (a,b) € M pentru care a? — b* 5~ 0 admite un simetric
in raport cu operatia,, * ““ si multimea, G = {(a, b), a* — b® == 0} este un
grup in raport cu operatia ,, - ‘. :

c¢) Elementul (a, b) € M, (a, b)=~ (0, 0) pentru care a® — b* =10
este un divizor al lui zero in inelul considerat la punctul a).

139. Fie R multimea numerelor reale si M = R X R={(a, b)Ia,
b & R}. Definim pe M doud operatii binare prin egalitatile; (a), b,) +
+ (a5 by) = (a, + a5 by, + b))

(@1,b)) . (ayby) = (a,a,. a,b, + asb,)
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u) Sit se arate ca M estc un inel comutativ cu unitate in raport cu
ccle doua operatii definite.

b) Sa se precizeze multimea divizorilor lui zero pentru inelul consi-
derat la punctul a).

c) Submultimea N a lui M\definita prin, N = {(a, b)|a 5 0} for-
meaza un grup fati de operatia a“doua.

d) Aplicatia f: M — R definitd prin f((a, b)) = a este un omomor-

fism de inele surjectiv dar nu si m]ectlv\(gm notat cu R, inelul numerelor
reale).

e) Aplicatia g: N — R + definita prin, g((a,b)) = éeete un omomor-
a

fism al grupului N pe grupul daitiv al numerelor reale dar nu este injectiv.

f) Aplicatia h: N — R definita prin, h((a, b)) = |a | este un omo-
morfism al grupului N pe grupul multiplicativ al numerelor reale pozi-.
tive.

© 140. Fie M=R X‘R = {(a,-b) la,b € R} unde R este mul{imea
numerelor reale. Definim pe M doua operatii prin. egalitatile,

(al’l?l) + (agby) = (a, + az’bl + b,)
(ayb,) . (agby) = (a,89,b,b, + a,b; + a,b,)

oricare ar fi elementele (a,,b,), (@yb,) din M.

a) Sa se arate ci, multimea M are o structura de inel comutativ cu
unitate in raport cu cele doui operatii definite.

b) Sa se precizeze multimea divizorilor lui zero pentru inelul consi-
derat la punctul a).

c) Submultlmea N a lui M definita prin, N = {(a, b) la =0, a +
+ b =+ 0} este grup in raport cu operatla a doua.

d) Aplicatia f: M — R definitd prin, f(a, b) = a este un omomor-
fism de inele-surjectiv dar nu injectiv. (R este aici, inelul numerelor reale).

141. Fie Z [J2] = {a+ b 12| a, b2}, inelul numerelor intregi.

a) Sa se arate ca Z [] 2] este un inel comutativ, cu unitate, in raport
cu operatiile de adunare si mmult,u'e ce definesc corpul real.

b) Notam N(a + b ]/2) = a®* — 2b®. Si se arate ca
N((a, + b, V2) -(a; + b, 1/2)) = N(a, + !, l'E) N(a, + b2|'2—)

c) Si se determine elementele inversabile in inelul Z [|'2], (elemen-
tele care admit simetric in raport cu operatia de inmultire).

d) Aplicatia f: Z [|'2] - Z[V'2] definita prin fla + b}?) =a— b)'2este
un izomorfism de inele.
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142. Fic A (4. . : 1) un inel comutativ cu unitate si fie I o submultime
a lui A4 definita prin,

E=/|ced & =r¢.

a) Sa sc arate ci daca la orice pereche ordonata (¢, ¢,) de clemente
din E, asociem clementul ¢, * ¢, = ¢, + ¢, — ¢,¢, se obtine pe I o lege
de compozitie asociativa, comutativi, cu element neutru si nici un element
din E diferit de elementul Zero (elementul neutru al operatiei ,+*) nu ad-
mite un element simetric in raport cu operatia ,, * ¢,

l)) Daca pentru or |cc element ¢ € K notim e = 1 — ¢ atunci, ¢, * ¢,=
=e, *(2, 1_() 0=1.¢=ce¢

143. Fie M multimea matricilor de forma,

—a+bi c+di ,
—e 4 di a-— ’".) unde a, b, e. d

sint numere reale, iar { este unitatea imaginara.

a) Sa se arate ca M este un inel in raport cu operatiile obisnuite de
adunare si inmultire a matricilor.

b) Sa se arate c¢a produsul,
E = (a; + b} + 2 4+ &%) (&2 + V2 + ¢; + d%) se poate exprima ca o sumi
de patru péatrate.

M(a, b, c. d) =(

144. Sa se arate cid multimea

] x 0 @
M=!4|4=|0 0 of, z¢R
l *r 0 x

inzestratd cu adunarea si inmultirea matricelor constituie inel fara divi-
zori ai lui zero si si se rezolve ecuatia

(1, 1, 1) . (4" . (1, 1, 1)') = (1).
(G. M. B. 4. 1972 Martin Mettler, Lugoj)

145. Fie (G, +) un grup abelian dat si fie End (G) multimea endo-
morfismelor grupului G (adici, mulfimea tuturor omomorfismelor de gru-
puri cu domeniul si codomeniul G).

Sa se arate ca daca la orice pereche ordonata, (f,, f.) de elemente din
¥nd(G) asociem elementele f, + f, (vesp. fi<f,) definite prin,

(fi + ) (2) = fila) + fo(x) 51 (fiofe) (¥) = fi(®) - fo2).

pentru orice element « din G, se ob{in pe End (G) doua legi de compozitie
in raport cu care este un inel cu unitate.

46




146. Fic S o nultimeNixata (nevida), 4 (4. .) un inel si Ens(S. .1)
multimea functiilor cu domenyy de definitie (sursa) & si codomeniul (co-
sursa) A,

a) Daci la orice pereche ordowati (f,, f,) de clemnete din Ens(S, A)
asociem eclementele f, 4 f,, (resp. fia f,) din Ens(S. 4) definite, pentru
orice element @ din & prin cgalitati

(fy 1) (@) = (@) + F@) si (N f) (0) = £,(0) - fula):

se obfine pe multimea KEns(S, A) o structuria de_inel cu divizori ai lui zero
in raport cu cele doua operatii definite. AN :

b) Daca u: A, — A, este un omomorfism devinele, atunci aplicatia
Uy 2 Ens (S, A)) — Ens(S, ) definitd prin, wy (f) = wof pentru orice
f€ Ens(S, A,) este un omomorfism de inele. :

—

147. Fic o un inel comutativ si My, multimea matricilor de forma.

@« 0 b 0
M(a, b. ¢, d) = 0 :; 3 (l;
0 ¢ 0 d

a) Sa se arate ca multimea My, este un inel in raport cu operatiile
de adunare si inmultire a matricilor,

b) Sa se arate ca inelul My, al matricelor patratice de ordin doi cu
elemente din inelul A este izomorf cu inelul M,., considerat la punctul
precedent. .

148. Fie .1 un inel cu unitate necomutatiy.

a) Pentru un clement fixat a €.l definim o aplicatie w:. 4 —
prin egalitatea, u(r) = ax — @, pentru orice clement » € A.

Sa se arate ca wu(r + y) = u(x) + u(y).

b) Notam prin «* aplicatia definitd prin u® (v) = w(u(x)) iar prin
u" aplicatia u” (¥) = u (1" —' (x)) pentru orice element . din 4. Sa se arate
ci dacd a® = 0 atunci u(y) = O pentru orice element a € 4 si ci daca
a" = 0 (n > 1) atunci exista un intreg ¢ > n astfel ineit u“(a) = 0 oricare
ar fi 2 € 4.

149. Fie A (4, ., 1) un inel comutativ cu unitate si M = {§| 8 C A)
unde § este definitd prin urmatoarele conditii : :

1°. § nu este vida

2°. Daca @, y € S atunci # — y € §

3% Daca r € S, atunci oricare ar fi a € A, are S.

S& se aratc ca.

a) {0} si . siut elemente ale lui M.

b) daca a€ A atunei ad = {ar |« € 1} este element al multimii 3.
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¢) Daci M .este o mulfime numai cu doui elemente (celc consem-
nate la punctul a) atunci inelul 4 este un corp.
d) Daca - este corp, atunci M este o multime cu doua elemente.

150. Definim in multimea numerelor complexe, K, doua legl de com-
pozitie astfel :
A (¥, yyeKXK; z*» y=x+y—1,
oy =mixy + m(x + y) + i1 —m); mEK — {0} ; # = —

a) Sé se arate cd in raport cu aceste doud legi de compozitie K este
un corp.
b) Sa se rezolve si si se discute sistemul :

(:t'o l) *(yol) = m%
x Y

T ry=mi

(G. M. B. Nr. 12. 1971 Valeriw Breaza, Ploiesti)

-

151. Fie Q multimea numerelor rationale, M multimea matricelor
_|e b . . = . .
de forma, M(a, b)= ob ol Y elemente din @ iar Q(|'2) multimea nu-

merelor reale de forma a + b l'2 unde a, b sint de asemeni numere rationale.
Si se arate ca :
a) Multimea M are o structura de corp in raport cu adunarea si in-
multirea obisnuita a matricelor.

b) Multimea Q(|'2) este un corp in raport cu operatiile ob1§nu1te de
adunare si inmultire a numerelor reale. -

c) Aplicatia f: Q(I'2) > M definita prin egalitatea, f(a + b]'2) =
= M(a, b) este un izomorfism de corpuri.

152. Fie M multimea matricelor de forma,
M(a)-=[g Ol unde a este un parametru real.
a

Sa se arate ci multimea M este un corp in raport cu operatiile obis-
nuite de adunare si inmultire a matricelor, izomorf cu corpul R al nume-
relor reale.

153. Se considera M mul{imea matricelor patratice de -ordin doi cu
elemente reale de forma,

M(a, b.)=[_: Z] |
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a) S sc arate ¢ M este un corp in raport cu operatiile de adunare
a matricelor.

b) Daci C este corpul numerelor complexe, aplicatia f: C — M de-
finita prin, f(a 4+ bi) = M(a,b) este un izomorfism de corpuri.

¢) Folosind rezultatul de la p%{precedent sa se deduca faptul

cd fnmultirea matricelor de forma congideratd este comutativa.

154. Fie M multimea matricelor patrahqe de ordinul doi, de forma,
b +b .
M (a,b) = @t ]unde a, b, sint nqule rationale arbitrare ;

—b a—b
a, be Q.
: Sa se arate cd multimea M are o structura de corp comutativ in raport
cu operatiile de adunare si inmultirc a matricclor.

155. Fie M multimea matricelor de forma,

M(a, b) = [: —b] cu elemente numere reale
a

si P multimea matricelor de forma,
P d)=[c — 5d
d 84 ¢
a) Si se arate ca J si P sint corpuri in raport cu operatiile de adunare
si inmultire a matricefor.
b) Corpul M este izomorf cu corpul C al numerelor complexe.

¢) Orice matrice M(a, b), element al multimii }, se poate reprezenta
sub forma, M (a, b) = al 4+ bJ unde J* = — I si orice matrice P(c, d)
" element al multimii P se poate reprezenta sub forma, P(e, d) =cI + dV
unde V satisface egalitatea, V2 = 8V — 5I.

d) Si se determine izomorfismele f: P — M de forma f(V) = pI +
+ ¢J si inversele acestora si apoi un izomorfism h: P — C
e) Folosind rezultatul -de la punctul b) si se calculeze A" unde

cos a sina
4 =

—sin a cosa

156. Pe multimea R a numerelor reale se considera doua legi de com-
pozitie, , # si ,0* definite prin,

xey=ar+by—1 si
xoy = 2xy — 2¢ — 2y + ¢ unde aq, b, ¢,

sint parametri reali.
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a) Sa sc determine parametrii «, b, ¢, incit prima lege de compozilic
si defineascd pe R o structurd de grup abelian, iar impreund cu a doua
lege de compozitie si defineascd pe R o structuria de corp. -

b) Sa se arate cd existd o functie f: R — R de forma f(¢) = px + ¢
care sa realizeze un izomorfism intre corpul construit la punctul a) si corpul
numerelor reale.

157. Orice domeniu de integritate cu un numar finit de clemente
este corp.

158. Fie Z inelul numerelor intregi, m un intreg fixat, dar altfel
oarecare si Z/mz, inelul claselor de resturi de intregi modulo m.

a) Dacd 2»€Z i (r, m) =1 atunci oricare ar fi y&Ea, (v = clasa
de resturi modulo m cu reprezentantul x) avem egalitatea (y, m) = 1.

b) Singurele elemente inversabile in inelul Z/mz, sint acele clase
pentru care reprezentantii acestora sint numere prime cu m.

c¢) Notam cu ¢(m) numirul elementelor inversabile din inelul Z/mz,
adica ¢@(m) noteaza numarul elementelor grupului (Z/mz)*.

Atunci pentru orice element r&Z cu proprietatea ca (», m) =1,
are loc relatia, %=1 (modulo m). t
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ANALIZA MATEMATICA



Struri. Calcularea limites.

1. Sa se calculeze urmatoarele limite :

*".31‘2(3*5% ++TL+T)]

RE R}

© 312(%4_3;5 +m+(2n—1)1(2n+1))'

d) m _}-3+?17'+3.}§+'°'+(2n.—1)1(2n+3))'

(i1 -1
: .

2. Se da sirul a, =

a) Sa se studieze natura sirului (a,).
b) Si se arate ca {a,; n € N} = Z, unde Z este mul{imea numerelor
intregi.

, 1 1 1
3. Se dé$ll‘“l au='1'2'+1_2':_‘_—2-2+.'.+12+22+...+.’13.

a) Sa se arate ci sirul este monoton si marginit.

b) Sa se calculeze lim.a,.
h e

4. Se da sirul a, = EM] — 1 .
k=1 Ve + 1 +tk + 1) VE

a) Sa se determine doud constante A gi B incit si avem
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! AL B ren
FVEF1I+(k+1)VE VE VEFI

b) Sa se demonstreze ca a, =1 —

si 5@ se afle lim a,.

‘/m XY
s ca o 1 1
5. Se considera sirul a, = 1 4 3 +eeit+ =, n>1.
n
: 1
a) Sa se arate ca +..._|_l.>_1_
n+1 n+42 2n 2

pentru n =1, 2, 3, ...

[

b) Sa se arate prin inductic ca a ;’%, k=12 8,..

¢) Sa se arate cilima, = + oo.
n-»

2 . 1 1 1
6. Se da sirvul ¢, =14+ —+—+...+ ——0aln
f2 VT% n

a) Sa se demonstreze inegalitatile :

2V-n+l -2 1¢<-VL_<2V_1;—2 Vn—1, yneEN

n
b) Sa se arate ca existd lim a, pentru orice o fixat.
n—>®o
7. Se da sirul a, = ! 1 ]__+__]_ +...

+ +——
142 1—¥V3 14V -
1

. + T+ (= 1)p—Yu+1

a) Sa se demonstreze identitatea :

~ -
o (EBLE_VE L E
1 2 3 4 20 — 1 on )
_(1+l+l_1_ J_l)
2 3 2n

b) Si se arate ca

b =AE_]EE+.E.~_‘.;.{_...+ V2n Ven +1
" 1 2 3 4 20— 1 2n

este Uin sir monoton crescator si marginit superior.
¢) Sa sc arate c¢a lima, = — oo,
n-pom
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8. Sa se arate prin inductic A (1 4 @) > 14 na, dacaa > — 1
iar n = numar natural. In (-e\cam are loc eualltutea ?

b) Sa se arate cﬁlimb":l_" ©, b>1 .
me o ,0gb<1

9. Daca — 1 < a <1, sa se arate ci
lim (a® + a**' ... 4 a?*) = 0.

nyoe

10. a) Sa se arate ca lime = [+ o dacic>1 .
ndon |0 daca — 1 e

Exista limita ptecedenté daca c < —17?
b) S& se afle lim &

nbdo n®
n

. . g O . . . .|e
¢) Sa se arate ca lim — = 0, oricare ar fi ¢ real, observind cau <
nbo n! . n

< -‘l; pentru # > N,.

11. a) Daca « == 1, sa se arate cé are loc inegalitatea (1 — z)" << a0 <<
< (1 4 ¢)*pentru n "> N (g), £ >0 fiind un numar dat, suficient de mic.
-n
b) Sa se deducad de mai sus lim Y = 1, « fiind un numar pozitiv
n=o
oarecare.

12. Sc da sirul @, =[a 4+ (n — 1) ] ¢"~" unde @, r si g sint nigte
constante fixate.
a) Ce reprezinta sirul «, pentru rs£0 si =17
Dar pentru 7 = 0 si ¢ :,‘- 1?
[ ]_ n 29 1
b) Sa se arate ca X a, = —— +r ¢ _ (e tnr)q
a=1 l—q (l—q)“ 1—gq

pentru ¢ =1
¢) Si se ealeuleze lim(z n,.).
naw | k=1
13. Sc da girul (a,) prin:
ag = 1. a4, = 0 si a, = 2a,._, + Ba,_s pentru n > 2.

Sa sc studieze natura acestui sir.

55



9
14. Fie @, > 1 un numar real, iar a4y = Tt 0,1, 2 3..
A al
Sa se arate ca sirul (@,) este convergent si sa se afle limita sa.

15. Sa se arate ca tg.+ = ctge — 2ctg2r in toate punctele unde
cele trei functii sint finite.

1 @ 1, @
b) S& se calculege 8, (@) =tga 4+ —tg— +..-+ —tg-=.
) (2 (@) ge+ otgo ek ote
c) Sa se afle lim S, (2).
n->n

16. Plecind de la identitatea 2 + cos @ — 4 cos? @ = cos ¥ — 2cos 2,
sa se afle

S, (@) = ké 1 (2 + coe-— — 4 cos® ;J si lim S, (¥).

0 2" >

17. a) Plecind de la relatia sin 8 = 3sina — 4sin3 2, s& se calcu-
leze suma

Sy(@)=sindxr + 3 sm-’ - + ct8rsind L = 2 8% sin3 = si im §, ().
3 3% k=0 8 a9oe

b) S& se calculeze, prin derivarea lui S, (x) suma
@

T, (¥) = Z sin —'-‘sm—
k=1 3 g

Siruri intercalate

18. S& se arate ca:
1

1
li e }=o0.
®) n-.::n (n"/2 (n + 1)32 Foee (2n — 1)3/2) 0
1 1
b) li — e — =0
) u}pn; ("n)‘ (2n 4+ 1)? + -+ (3n — l)'-’)

19. Sa se stabilileasca relatiile urmatoare :

n
a) im6" 7% = 7,
n-s®

b) lim V87" £ 6 L+ 9% — 9,
nH®
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20 S& se arate ca:

1 1 1
a) lim( ot +...+.______)=1.
wo\ln2 1 nf + Vit ¥ n
b) lim 1

1
. +5 +oeet s ._u.)=1.
"e\VP 1 Yt 2 Vet n

P > 2 natural.

21. Sa se arate ca

cosE +cos—w—.+n --I—cosl
lim n n+1 2n 1
ndo n+1 )

22. a) Sa se arate cd

lim {sinz —— +sin3-l- + ...+ sin? )___.0.
nre n+1 n+2 n+n

b) S& se obtind de mai sus

n D .
lim [n,— Y cos 2 =0.
ndw | k=1 ntk

23. Folosind inegalitatile e < n<er pentru n > 8, si se calculeze

fn
limVinz.
ndor

Siruri monotone.

. . L 1\7#1 '
24. a) Sa se arate ci sirul a, =(1 +—) este monoton descres-
. _ n
citor la e.

‘b) Sa se deduca illegulititile—l—- <In ( 14+ —1-) - 1 , n natural,
.on1 n n .

2n, o .
i n=1, 2,8..

n+1)m+2).mtn)’ .

25. Se ia sirul a,=
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(n 4 1)n+1
"nv2n +1)°

este monoton crescitor si lim a, = + oo.
n-y®

Sa se arate ci a,,; = a de unde si se deduci ci (a,)

n
26. Sa se arate ca lim i(ﬁ) = 0, stabilind o relatie de. recu-
n) e n! 8

rentd intre doi termeni consecutivi ai sirului corespunzitor.

27. Se da sirul a, = a, 2,205 ..... a,cun,5{0,1,28,4,5,6,7,8,9};
(adica a, este o fractie zecimala).

a) Si se arate cid sirul (a,) este monoton si marginit.

b) S& se aproximeze limita sirului (a,) cu o eroare cel mult egala

cu—.
108

28. a) Si se demonstreze ci lim

=0, stabilind o relatie de

n+n (n !)2
mn
recurentd intre doi tertneni consecutivi ai sirului a, = (n!)z.
(n
. . N . 1 (2m)!
b) Prin acelasi procedeu si se arate ci lim *—— =0
. ndo n®
n
29. Sa se arate ca lim (2n) =0
n->o (27&) '
n.m |
30. Sa se arate ca lim 2-m’ =0
© ede (n41)(n+ 2)...(n + n)
2
31. Sa se arate ca lim (n!) = + oo.

e (n + 1) (n + 2) ... (n+n)

27 . n!
n = 0.

32. a) Sa se arate ci lim
ndo Nn?

b) Mai general, lim 2 = 0, p = numéir natural fix.
e NP
ol

" o e
c) Sa se arate ca sirul a, =

este convergent.
nﬂ
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83. Se da sirul a, = 2 —

k=1 Ll-l»-

a) S se arate ci a, > — (1+ + + .. +—).

NE

b) S& se calculeze lim a,.
a-r®

34. Se da sirul (a,) prin: gy =1, a,,, =1 + 8a, —1 pentru n =

=01, 2 ..

Gay1—

a) Sa se arate ci

8
a-"= 3 ] (an—an-—l)-

(V1 + 8a,)2 + V1 + 8a, V 1+ 3a,_; + (I.-’ 1+ 8a,_,)

b) Sa se arate ca sirul (a,) este monoton si marginit.

c) Si se calculeze lim a,.
fai-p o

85. Se da sirul a, = Inn pentru n > 2.
n

a) Sa se arate ci sirul (a,) este monoton si marginit.

b) Sa se verifice relatia a,, = ;-a,, + ]2&2-
n
c) Si se calculeze lim a,.
. @
86. Se da sirul a, = b, + by + ...... + b,, pentru care:

1. by b,y < O pentru Yk € N.
2. 010> bs| > 2|00l >
8. limbd, =0

n-r®n

a) Sa se arate cd sirul (a,) este convergent.

b) Daci lim a, = a, atunci |a — a,| < | b,,|, Y7 & N.

n-»>wo
c) Sa se aplice rezultatele de mai sus sirului
1 1 1
a, = ——— 4 — 4o —_
Insin1 , , . 1 S |
In?sin ¢ In® sin—
2 n
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37. I fiind un interval oarecare si f o functle I —>I definim un sir
(z,) prin relatia de recurenti z, = f(2,,), n = 1, 2, s+ +y & fiind un punct
fixat din I. Si se arate ci: .

a) Daci f(z) — x > 0 pe I, sirul (z,) este_ monoton crescitor.

b) Daca f(z) — 2 < 0 pe I, sirul (z,) este monoton descrescitor.

c) Daci z, =z, ,(223_, + 2., + 1), n =1, 2, 8,.... rezulti

R ‘ 1
lim 2. = - - pentru 2y = — —
e 2 2

0 pentru —§-<w‘,<0

+ pentru z, >0

88. Fie (a,) si (b,,) dou# siruri de numere pozitive. Si se arate ci :
a)Daca0<oz<b < B < + oo pentru orice n, sirurile

Sa= 1+ 03+ s+ o+ dysicg =By + b+ byt + D,
sint sau ambele convergente, sau ambele divergentela + .

b) Daca lim =2 este finits §i pozitiva, concluzia precedentd se

apn Vg

mentine adevirata.

39. Se di girul a, = Va +_]/a 4 ... +/a, a >0 (n radicali).

a) S& se arate ci sirul este. monoton crescitor si mirginit superior.
b) S& se arate ci lima, = 1+V1+4a .

np® 2

*

40. Sa se arate ci daci (a,) este un gir mirginit de numere pozitiv e,

bl=m’ b, =

. este convergent.

girul

41, Se da sirul a,,—1+V_+ +V_.—2V1_z
a) Si se arate c& — 2 <4, < — 1 pentru n > 2, iar a; = — 1,
b) Si se arate cii (a,) este un gir convergent
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¢) Cit trebuie si fie « pentru ca si avem

. 1 1 1 -
l —— — LU ) —— —]
nffg(}'n+1+Vn+2+ +V2n “Vn) 0t

il 42. a) Din inegalitatea 1 4 z < ¢* pentru z real, si se obtind ci
§

z

_ z ‘; z\ "3 1 (""';
(T (1= (1 )

4

—1 <z <1, este monoton si marginit; se noteazi lim p, = p.
>

b) Si se arate ci sirul g, = (l+w)(2_"")’2:"':”'*f(— 1)-""')
n

—1 < @ <1, este convergent si lim g, = p
' o

43. a) Sisearatecip,,_(1+ ) "( + = ) 2"...(1+5’; e ™
n

este un sir convergent. Se noteazd hm Po=

1 : i
b) Daci notam l—hm( 2 -,+...+—a)35‘ se arate. cd sirul -
n)o 1 2 n
(B+a%) (242 -.. (n° + &)
&= & n Y

este de asemeni convergent si lim g, = p.
E o ]

%44. S& se arate ci sirul dat prin legea

1
2 =1 2, =§(wu—1+

-)
Zy1

pentru n > 2, este monoton descrescitor 5i mirginit inferior. S& se afle
himita sa.

Siruri. Exercitii diverse.

46. Se da sirul a, = n(//a — 1) pentru 0 <a = 1.

a) Sa se arate ci =® # 0, Yn&N iar lim %_ 0.
n ndo N
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Ina

EE=s

b) Si se arate c# se poate scrie a, =

c) Sa se calculeze lim a,.
n=->m

46. Se di sirul a, =n(f'n — 1).

a) Sase arate cale >0, yne N — {1} iar lim 2 = o,
n nd0 N

Inn

1n(1 + ?—")n,,
n

b) Si se verifice ci se poate scrie a, =

c) Si se arate cilima, = + oo.
n-»>o

47. Se da sirul a = n(}inn — 1).

a) Sa se arate ci pentru n > 3, %a S 0, iar limZ — o,
n nson

b) Sa se verifice ci a, = _In{nm)__ .

In (1 + _)“n

¢) Folosind relatia (b) sid se calculeze lim a,.

Lt )

48. Se da s1rul(1 + I)Jm)
n

a) Sa se arate ca sin (x}n?41) 0,y n&N.

b) Sa-se calculeze lim sin (x}/n2+1).

epe . —_— 1 1
c) Sa se verifice identitatea)n®+1=n4+— — —,
) l +2n 2n(n +)n¥41)2

d) Sa se calculeze lim |1 4 (——l)ﬂ)"“‘“v”—':"
nro . n

49. Se considerd numerele complexe a,(z) = (1 +£ i unde 2 =z +
n

+ ty cu , yeR, iar n&N. Se considera apoi sirurile b, =1a,(2)l,
¢, = arg a,(2). Sa se studieze natura sirurilor (b,) si (c,).

62



In(1 4 2)

50. Plecind de la relatnle lim — =1 si
. %0 & )
: 1 1 1
l. e ———— ey ———3 A -3 5 1,
»T:»(Vnzﬂ Ve T Vn2+n)

s& se demonstreze cd

s+ )+ ) )

51. Plecind de la relatiile limM =1, si se arate ci:
%30 4
2 n -
a) hm(l + ) ( +_) (1 +—)='e.
8r® n? n?
22 i n? 3 _
o tn(i+5) (0] - 3)-
1 1 1
lim {— it —| =0,
52. Stiind ca lim = + T Foeet 4-;;2) )
si se arate ci
1 1
1 14+—] 14+ —]c--. 14+ —)=1.
'»'3( T ]( +(n+1)2) ( +4n’~’)

538. Are loc relatia lim (1 4 a®) (1 + @**') .... (1 + a*) =1, daca
. n-n
—l<a<l.

. . . sinme . .
54. Plecind de la relatia lim =, sa se araté ca
x-20 X

' 2r
lim sm— + sm— +4+...4 sin e =I.
n o n? n? n? 2

55. Sa se arate ca

T
,l'im[sm Vi +..+4 sin Vn‘-’--{-n]: .
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arc sin &

56. Stiind ci lim——— =1, si se demonstreze c&
20 &
. . 1 . 1
lim |aresin o———= +----- -+ are sin =1
ndo I'n241 Vn2+n

57. S& se deduca relatiile :

lim (tg—+tg_+ ..... +tg_J-'_-1’

n—->o

n->o

8
n? 1
lim (arctg—+arctg—+ -+ arc tg —)=§
nd

58. a) Daca «;, B; >0 i=L2,.., ksim < % < M pentrui=1,2,...,. k
4

<\/ﬁ1 B ..._kgM

b) Dacé (a,) este un sir de numere pozitive si lim Z2#1 # — 1, atunci exis-
ndo G,

rezultia

1 si lim ya si in plus llm ]!a,, =1

n—-o

c) Sa se arate ca lim ]fn =1

n—-o

d) S& se arate ca lim”—— =e.
71—  y—
In!
7 B
e) Sa se calculeze lim\/sin = sin™ ...sin = -
o 2 8 n

1] . .
59. a) S& se arate cd lim —— — 0, ¢ fiind un numir oarecare.
n—-o NI

b) Sa se studieze sirul a, = i— , punind in evidentd cazunle lel <1,
e>1s5i c< —1. Va

60. a) Presupunem ci lim b, = 0. Notind S, = b, + b; + ... + b,,

g
n=1, 2,8,.., si se arate ci dacd |b,| < /2 pentru n > N(e), are loc
inegalitatea -
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‘S_’!"..._E_ <§2<§£’+£pentru n > N(e).
n 2 n n 2

b) Din inegalitatea precedenti si se deduci — ¢ < S < & pentru
n

n > N,(e). Ce concluzie rezultd din ultima inegalitate ?
c) S& se arate ci daci lim a, = ! (finita), rezulti ca

lim Gtayt = 0, _ I, folosind observatia ci a,= | +b,, unde lim b,=0.
n+® n R®

d) Sa se arate ci lim|— +— + e + _1-) = 0.
seoln 20 . n?

6l1. Fle (a,,) si (b,) doua siruri de numere si b,>0, n =1, 2, 3.
iar lim (b, + b, + ... b,) = + oo.

n—+>®

-

a) Daca hmli-—l sd se arate ci si lim Gttt =1
n—»wba nwb +b2+ +b
. b) Sa se deduci de mai sus ca lima, = [, 1mphcﬁ
fa—+®

]ima,+a2+...+a,,___1.

n—+@ . n

3 L)
. = S o
c) Sa se afle lim - +V2+V84 .. +Vn

n—->o n -

62. a) Dacii (a,) este un sir de numere pozitive, si se arate ci

. o f—————
z <‘\/a,a2...a"<a‘+a2+'"+a“, vn & N.
— + + . +—— n : :
a, Gy Gy
b) Dacé lima, =1 > 0 si se arate ci
fH—>m
n .
lim z = lim \/ a,a; ... a, = lim - Gttt _
n—o 1 + 1 + + _1_ fn->® n—+@ n
a, a, Gy

63. Se considera sirul (z,) definit prin relatia z, = ax,_, + B8, n =
=12 8.asip fiind doua constante iar x, un numar real oarecare.
Sa se arate ci

a) | Ty — Xl L lalel@, — 2541, n=1,28,..
b) 1y — z I < 12l 2y —l, n=1,28..
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C) 1@psp — Tpl < (121 + la™ 4 L. 4 Jaftet) l®y — 2l
n, p=1,238,..

d) Daca |« < 1, sirul (z,) este convergent si lim v, = I B
fn-—>o —_a

Functii. Limite. Derivate. Grafice.

z—1

6%. a) Sa se afle domeniul maxim de existenta al functiei y = In® .
x

si sa se gaseasci functia reciproca.
b) Sa se verifice relatiile f—Y(f(z)) = 2, f(f—Y(z)) = .

65. Se da functia f(z) = In (2 4+ V2t + 1).

a) Sa se arate ci este strict crescitoare in tot domeniul siu de defi-
nitie si impard in raport cu originea.

b) Sa se afle functia reciprocd si si se verifice relatiile f—-(f(z)) = a,

J(f=(x)) = =

66. Se da functia fl#) =1+« + 2z In @

—

a) Si se determine domeniul de exlstenta al functiei f(x).
b) S&a se gaseasci asimptotele graficului functiei y = f(x).
c) Sa se calculeze f'(x).

:m p(

67. a) Fie x,, 7y,..., ¥, radacinile (distincte sau confundate) poli-
nomului P(z) = apz" + a@* ' + ... +a,_ & +a,, a,=*0.
Sa se arate ci:

Pla) 1 1 1

Plx) z—x x—a, r—a,

b) Sa se arate ca:

kr
2na* ! 2 act 2@ —2cosTr
2 — 1 = x2—1 + kzl kr
) ' a? — 22 cos — +1

¢) Si se arate ci:

@k + 1)
(@n f 1) 1 gy T RES oy
ntl - ot
a1 21 k=0 % — 22 cos ______(22kn-l:*-ll)n +1
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68. a) Daca exista doua constante ¢, si ¢, nuambele nule, incit oy (x)+
+ ¢3yp(¥) =0 pe un interval I, y,(x) si yy(x) fiind derivabile, are loc relatia
() ya®) — yo() yi(@) = 0 pe I.

b) Reciproca acestei afirmatii este adeviarata ? A se vedea cazul

2
y;(m)={ v r<o

0, z2zLK£0
N Yol ) =
0. >0 ya() {

a2, x>0

69. a) Daca lim «(x) = lim B(x) = 0, B(x) = 0 si exista una din. li-
mitele lim &) Jjm S04@) o «la) sin o(),

, - s - ', atunci exista
7oz B(@) 71, P(a) x-7, sin B(x) -z, sin B(x)
toate aceste limite si sint egale intre ele.

b) S& se arate ca

. 2 1]
are sin T — -2-
. X
lim + =—1,
x—1 T — 1
r>1
. 2 T
arc sin S E
. 1+
Bm + =1.
z—>1 r—1
r<i

70. Sii se afle derivata functiei y == arcsina (determinarea prin-
cipala), tinind seama de exercitiul precedent.

71. Sa se.calculeze derivata functiei y = are cos a (determinarea prin-
cipald). (A se vedea exercitiile precedente).

72. a) Daca lim a(2) = lim B(v)=0, B(x) 0 si exista una din limitele
=Ty T-ry .

m X8, i @)y )
e B(@) o B)

o e
v tg B(a)  7-n tg B()
atunci exista toate aceste limite si sint egale intre ele.

b) Plecind de la definitie, si se calculeze derivata functiei y = arc tga,
intr-un punct oarecare z,€ R. ‘
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73. Se da functia

1 :
@ — - pentru r € (— oo, — 1]
a

fla) = 1 @ pentru z € (— 1,0) Y (0, 1)

L

1 5

= —z +— (¥ —1)* pentru z&[1, + ©),
| 2 128

a) S& sc studieze continuitatea siderivabilitatea pina la ordinul IV
in punctul @ = 1.

b) Si se reprezinte grafic functia y = f(z).

. 1 .
74. Se da functia f(x) = @ + —sinwa pentru a = 0.
. a
a) Sa se gaseascd asimptotele graficului functiei f().
b) Si se calculeze punctele de intersectic a graficului functiei y =

= f(x) cu ficcare din graficele functilor y =2;y=0+-,y=0— -
x x
¢) S se reprezinte grafic pe acelasi sistem de axe: :

1 1
:l/=f(u?3), =r+—-,y=2—-,Yy==a
@ a

- . ] - *
75. Se considera functia f(2) =-[2 4 sin = ‘pentru o > 0.

€ 17

n) Sa se giseasca asimptotele la graficul functiei f(x).

1 3 .
b) Sa se arate cd —< f(®) < — §i si se ghseascd punctele in care
¥ a

. . 1 .. - 3
arc loc cgalitatea fie cu — fie cu —-
x x
¢) Sa se scrie intr-un singur sir descrescitor (v,) abscisele punctelor
de intersectie determinate la punctul (b) si apoi sa se studieze sirul a, =
= |f(‘rn+l) —f(‘rn) l. .

d) Sa se reprezinte grafic pe acclasi sistem de axe

1 3
y=f(r), y=-, y=— pentru * > 0.
{X v .

[y

76. Se dau functiile f(z) =In (1 + VT + %), o(x) =In (1 + V1 — 2*)
V() = In(1 — }1 — ).
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a) Sd se reprezinte grafic cele trei functii pe acelasi sistem de axe.
b) Sa se calculeze lim {f(z) — In ).
' T—m

c) S& se arate ca pentru @ >0, In(x + 1+ a?) — x <O0.
d) Sa se calculeze aria delimitata de graficele y=f(v), y = o(2) si 2 =
=1 situatd in primul cadran.

Teoremele lui Rolle, Lagrange, Cauchy.

77. a) Daca functiile derivabile f(z) si g(x) au proprietatea cit
f'(@)g(x)—f(x)g'(x) = O pe un interval I, intre doud radacini ale lui f(x)
se afla cel putin o radacind a lui g(zx) si reciproc.

b) Daca f'(z)cos ¢ + f(z) sina == 0, in orice interval de lungime mai
mare decit = se afla cel putin o radacind a lui f(x).

78. Sa se arate ca dacid f(z) si g(x) sint continui pe [a, b], derivabile
pe (a, b) si g(x) == 0, g'(x) == 0, din relatia

f6) _ fla) , rezultal ci existi ¢ & (a. b) ineit L) _ ),
8(b)  gla) , &)  gle)

79. Daca f(x) si g(z) sint continue pe [a, b], derivabile pe (a, b),
g(z) %0, g'(x)=#0, din relatia f(a)=f(b) =0 rezultd ci exista c, & (a. b)
s o S(Ca) Cn
incit—— =n——

- , oricare ar fi numarul natural » fixat.
&'(ca) &lea)

80. Daca f(z) este de n ori derivabila in intervalul I si are (n 4 1)
radacini distincte in I, sa se arate ca f(*)(z) are cel putin o radacina in acest
interval. .

81. a) Sa se arate cid ecuatia nagr" 14 (n—1) a2 +- L|—A2a"_2x+

+a, , =0, n>2 numidr natural, are cel pufin o ridacind in (0, 1)

daci ¢g+ay+ @ +---+ 8, =0. o
b) Aceeasi ecuatie are cel putin o radacind in (—1, 0) dacd g, (—1)" +

Fa(— 1P a(— 1P e Gy — Ga = 0,

, 82. Si se arate ci ecuatia ™ 4 ar*" 74 oo + Gy, @ + G = 0
are cel putin o radacind in intervalul (—1, + 1), dacii are loc relatia

Gy a; ay oy
—_ — .. 2
2n+]+2n—1+2n—3 1
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83. Sa sc arate ca ceuatia a@**tl + @ + .. & Gy &+ Ggpyy = 0
are cel putin o radacina in mtervalul (—1, + 1) daca are loc relatia

al + a3 + as
2n+1 2n—1 2n—38

4o +“%+1=o_

84. Fie f(r) = aa® + br + c. Si se aplice formula cresterilor finite
pe intervalul [#,, ,], gasindu-se punctul intermediar. Sa se deduca de aici
un mod de a construi tangenta. la parabold intr-un punct dat al ei.

85. Sa se calculeze valoarea lui 6 dat de teorema lui Lagrange apli-
catd functiei f(z) = @ In @ pe intervalul [a, b], 0 < a < b.

86. Folosind teorema cresterilor finite (a lui Lagrange) si se demon-
streze inegalitatea |sinz | < |2 |, Yo & R, apoi sa se arate ci sirul a, =
=sina, @, = sinsina, --.-, @, =sinsin .. sin # este monoton si mar-
ginit oricare ar fi x, iar lim a, = 0.

n—sx

87. a) Sa se arate ca daca |f(z) — fly) I < M|z —y|*** cu a >0,
oricare ar fi x, y dintr-un interval, functia f(x) este constantd pe acest in-
terval.

b)Dacd | flz) — fly) — Az —y) | < M |x — y|'t* cu « >0, oricare

ar fi x, y dintr-un interval, rezulta f( m) = Az + B pe acest mterval unde
B = const.

88. Folosind observatia cd g'(z) = 0 implicd g(z) = ¢, si se arate ca:

a) zf'(z) + 2f(z) = 0 implica f(z) = L .
372

b) (1 + &)f'(x) + 2xf(x) = 0 implica f(z) = - :_ <-
c) f’((l’) -+ )\f(ﬂ") =0 lmphcé f(.z') =ce M, ’

#9. Sa se afle functiile f(z) pentru care (>a — fl@))f'(z) = V2af(z) — fix)

pe un interval I, a fiind o constanti nenula.

90. Dacd «(r) si B(x) sint derivabile pe un interval I si a(z) £ 0, si
se arate ci relatia y(x) = ca(z) + B(x) und. ¢ = const., este echivalenta
cu a(2)y'(z) — o'(2) y(z) =a(z) p'(z) — «'(x) B(x) pentru z 1.
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91, a) Daca a%'(x) + 4ay'(r) -+ 2¢(2) = 0, st se arate ci yle) =
_attoe

a2

b) Daca ay”(r) + y'(x) = 0, rezultsa y = ¢, In | x| + ¢,

. 92. Daca ay"(x) — y'(x) = 0 sa se arate ci y(a) = c,2® + c,, unde
¢; §1 ¢, sint douid constante.

93. Pentru ce valori ale lui m functia

N L meT— (1 + m)e™=
Ji@) e

este monotond in tot domeniul siu de definitie ?

Y4. a) Daca f(z) continud pe [a, b] este derivabila pe (a, b) si f(a) <
< f(b), existi macar un ¢ & (a, b) incit f'(c) > 0.
b) Daca f(a) > f(b) existd mécar un ¢ & (a, b) incit f'(c) < 0.

95. Sa se arate ca daca m < |1 f'(x) | < M pentru - din intervalul I,
au loc relatiile :

Amie—gi<Ifle)—f)I<Mlz—yl|, vayesl

B) mlz —y < IfM(e) —f(y) <M la—yl, ¥ ay &,
unde fl¥)(x) = f( f- - f(z)) == iterata de ordinul k a functiei f(z). Se presu-

pune ci domeniul valorilor lui f(z) este inclus in 1.
Dacéd f(x) este derivabila si are loc™ («), rezultai m < If'(x) I < M ?

9%. a) Daca f(z) e derivabild pe [a, b] si |f'(x) | <L, oricare: ar fi
nnatural i @, €[a, bjcua=a, <o, <z, <...- < x, = b, are loc inega-
7

1itate£§ 1f(@) — fl@i) | < L(b — a).
b) Functia
0, r=0

fla) = 1

.rzcos;;-, O<axm

este derivabili pe [0, =], totusi sumele corespunzatoare partitiilor

0 < 1 < = ! - < —lé_- < 1 nu sint marginite,

TR

Care este explicatia ?
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97. Daci f(x) si g( x) sint continui pe [a, b], derivabile pe (a, b), fla) =

=g(a) = 0 si lim™—— =1, rezultd oare de aici ca lim “7— =1I? A s

Hag( x) ) =+a 81(2)
vedea cazul f(z) = 2 sin*x‘ , 250, f(0) =0 si g(z) = .

98. Daca f(z) are derivati de ordinul II pe intervalul I, sia, bal,
si se arate ci existd ¢ g (a, b) incit

1) = fl@) + (b - af (@ + EL
aplicind formula lui Cauchy funct,nlor

gx) = flz) + (b — z) f'(2) si h(z) = (b — 2)*

a) fll(c),

99. Functia f(z) admite, derivats de ordinul IL pe intervalul (a — e,

a +¢), f"(x) este continua in punctul 2 = q, iar f"(a) 5= 0. Din formula

lui Lagrange f(a + k) = f(a) + hf'(a + 0k), 0< 06 <1 §i K| <s, re-
1

zultd ci 0 estefunctie de k. Sa se arate ca lim 0 = .
=0 2
100. Aplicind formula lui Cauchy pe [a, b] funetiilor g(z) = f(z) +
+ (b a:) — f'(x) + (b a:) ——f"(z) si h(x) = (b— x)? s& se arate ci dacd

flx) are denvaté. de ordmul trei pe un interval I, iar a, b & I, atunci exista
¢ € (a, b) incit

Jb) = fia) + & “’f()+‘ “’f"()+ a)f"'(c)

Generalizare.

Formula lui Leibniz.

101. a) Sa se demonstreze prin inductie formula derivatei de ordimn
n a unui produs :

(f(w) @) = f™(z)-g(2) + Cn f‘""’(w) g@) +- -4 CofeD (2). g® (x) +
« + G fl@)- g")(z)

b) Sa se calculeze (zIn w)(“) (22 sin )1 si (2 sin? )3,

102. Sa se calculeze f™ (2) dacd f(z) = ,x£l, —1,

——
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103. 1) Sa se arate ci (sin @)™ = sin (@ + n;i) si (cds z)®) =

T
=cosfa +n—|.
2

b) Si se afle (e7 cos )™ si (&* sin )™ ; n = numar natural,

104, Dacd y(x) = arc tgx, plecind de la relatia (1 + a%)y'(z) =1,
sd se stabileascd o relatie de recurenta intre trei derivate consecutive ale
lui y(x).

105. Se da functia y= L e’, x£0,
z
a) Si se arate ci ay'(z) = (2% — 1)y(x)
b) S& se deduca relatia
2y (@) +- (n + 1 — 2a)y™ (@) — 4nay™™D (2) — 2nln — 1y~ (&) =0,
n > 2, n fiind numar natural.

106. Se & functia y(z) = — ¢, 2 = 0. Plecind de la relatia ay’ +
" :

+ (22 + 2)y = 0, s& se stabileascd o relatie de recurenta intre 4 derivate
succesive ale acestei funetii.

. .
107. a) Se da functia y =z, £0. Plecind de la relatia y =

= —a%’ sk se arate ca z%y"*I)(z) + (2nz + 1)y z) + n(n — 1)yf*N(z) =

= 0, n fiind un numar natural oarecare. '
b) Sia se arate prin doud metode ci

1 1 1
(a2ez)D) = (2w — 1) (65) + 2n(ez)"Y,
n fiind numar natural. '

Functii convexe si functii concave.

Definitia 1: Functia f(x) continua pe intervalul I (inchis sau deschis)
se numeste convexd pe I, daca oricare ar fi z,, x,&I, graficul ei pe [z,, ,]
se afld sub graficul secantei ce trece prin punctele (2, f(x,)), (z5 f(@a)).

Definifia 2 : Functia f(x) continua pe intervalul I (inchis sau deschis)
se numeste concava pe I, dacd oricare ar fi #,, z,&1 graficul ei pe [z,, ;]
se afld deasupra graficului secantei ce trece prin punctele (2, f(z,)),

(22 S(z5))
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108. 2) Observind ca un punct » € [y, @,) se scrie in forma @ =
= (1 — A, + A, cu 0 <A1, sise arate ¢a conditia de Gonvexitate
pe un interval I cste cchivalenta cu

A =Ny 4 aey) < (1 — A) flay) + M)
v el, 0<LAL1
b) Conditia de concavitate pe intervalul I este echivalenta cu

A =N 4w} = (1 = ) fley) + May), we, y&l, 0KAKL

109. Fie f(r) derivabili pe intervalul I.

a) Conditia de convexitate pe I este echivalentd cu urmitoarea con-
ditie : graficul functiei pe intervalul I se afla situat deasupra oricdrei tan-
gente intr-un punct de pe acest interval.

b) Conditia de concavitate pe I este echivalenti cu urmétoarea :
graficul functiei pe intervalul I se afla situat sub orice tangenta intr-un
punct de pe acest interval.

110. a) Daca o(x) este derivabila pe [a, b], ¢(a) = ¢(b) =0 si ¢'(z)
este crescatoare, rezulti ¢(x) < 0 pe [a, b].

b) Daca ¢(x) este derivabila pe [a, b], ¢(a) = ¢(b) = 0 si ¢'(2) este
descrescitoare, rezulta o(x) > 0 pe [q,

111. a) Daca f(.r) este convexd si derivabila pe [a, b], rezulta f(@)
cresciatoare pe [a, b].

|' b) Inverq, dacéd f'(x) este crescitoare pe [a, b], rezulta f(z) convexa

pe [a, b].

c) Dacé S () = 0 pe [a, b], rezulta f(a) convexa pe [a, b].

112. a) Daca f(z) este concava si derivabild pe [¢, b], rezultd f'(x)
descrescitoare pe [a, b).

b) Daci j{)w) este derivabila si f'(x) este descrescatoare pe [a, b], re-
zulta f(x) concava pe [a, b].

c) Daca f”(x)< 0 pe [a, b], rezulta f(x) concava pe [a, b].

d) Considerind functia f(#) = Ina pe (0, ®), s se arate ci daci
Ty, Ty ,.., ¥, > 0 are loc relatia

L skt o

T elg oo Ty
VI‘Z‘ n

113. Daca f( ) este convexa . pe [a, b] si f(a) f(b) <O, rezulta ca f(z) are
o singura radacina in (a, b).
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114. a) Daca f(v) este convexa pe intervalul /,  plecind  de la inega-

litatcaf( ! :{; 'r”)g fl) ;"f(%), Vv, &y € 1 sd se arate ca

TEETETEIN _ ) () + flag) + fly)
. 4 o K ?
V.L‘,EI, i'—:]s 29 39 +

b) Sa se arate prin inductie ca oricare ar fi m = 2% are loc incgali-
tatea
m m
pIEA .zl Slz,)

‘I »
< ve,el, i=1,2.,.,m.
f m [ m ’ i ’ ] ,

c) Daci f(z) este convexid si are loc inegalitatea precedenta pentru
un m natural > 2, rezultd ci are loc si inegalitatea corespunzitoare pentru
m — 1.

d) Sa se arate ca daci f(x) este convexd pe I si » este un numar na-
tural oarecare, atunci

2”: &y E“‘:‘ Slxy)

J ‘-;L < wr VUE L i=12,.,n

e) Stiind ca f(z) = a% o > 1 este convexa.pentru & > 0, sa se arate ca

(@ + @ + oo + @) < 2570 + a5 + . + 2,
>0, i=1i2,.,n
Integrala. Exercitii diverse.

115. S& se calculeze :

a) S:c sin & cos @ dz.

arc tg Y da.

dz

21 + 2%

I

b) S
o) Slrcttdm.
d) S

N
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116. Sa se calculeze urmitoarele integrale :

8) Svmdw

Sw+l/w“‘——3'
o Vo=

117. S& se calculeze I = Ste‘ cost dt si J= Ste‘ sint dt.

dac.

3]

118. Sa se calculeze integralele 7, =S trcos(Int)dtsiJ, = St" sin (In t)d.
n fiind numaér intreg.

119. a) Sa se arate ca functiile continui pentru z > 0 si derivabile
pentru # > 0 care satisfac relatia

2af(x) — a*f'(z) = 8 S fit)it, >0

satisfac si ecuatia z2f"(x) + f(z) =0, z > 0.

b) Sa se yerifice ci S(z) =‘V§: [cl cos (-V; In w) 4+ ¢, sin (V—z5 In a:)]
satisfac ultima ecuatie, ¢, si ¢, fiind constante.
c) Si se arate ca

SV—cos (\/— In t) = —:cVTc[cos (V§ In ar:) + V——ssin (Vgln w)] si

2 8

§ Vi sin (@ In t) di = -;-wV—a_: [sin (V—_ln m\' - V—E cos (V2—3 In m)] .

3

d) Sa se arate ca functiile f(2) satisfac si prima ecuatie de la punctul a).
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120. Aplicind definitia derivatei si -formula mediei pentru integrala
b(z)

definitd, si se arate ci daca .F(w)'=S f(t)dt, rezulta F'(x) = b'(x) f(x) in

ipoteza b(z) derivabila si f(z) continua.

~ "121. a) Daca f(z) si g(x) sint continui pe [a, b] si g(x) > O, si se arate
cd existd ce[a, b] incit '

b 1]
gf(wg(w')dw = fle) S &la) da.

(Prima teoremid a mediei).
1
]
z*dx —o.
142 -

- b) Sa se arate ca limS
- ®
.0

122. Daca f(z) si g(z) sint continui pe [a, b], f'(xz) este continua §i.
pistreazid semn constant pe [a, b], existd un punct ¢ € [a, b] incit

b e ]
Sf(w) ge) dz = f(a) S g(@) dz + f(b) S #(@) dz.

(Teorema a doua a mediei).

123. Dacd f'(z) < 20x + B pentru a <x < b, si se arate ci
f(6) — fla)

< b +a) + 8.

124. Daca f(x) are derivati continua pe [0, 1] si satisface inegalitatea
(2f(x) — 1) f'(x) < 82* + 2z — 2 pe acest interval, rezulta f(0) + f(1) <1
daca f(0) <f(1) si f0) +A(1) >1 daci f(0)>f(1).

125. Se da sirul a, =

cos?®z dx,

St DA

a) Sa se arate ca sirul (a,) este monoton si marginit, fard a calcula
integrala. - ’
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b) Integrind prin par{i si se .arate ca

—1
n -t a,_ pentru n > 2,

”=
2n

¢) Folosind formula de recurenti sa se calculeze integrala data.

126. Functia f(x) este definiti si continud intr-un interval I care
z

r

contine originea. Definim f,(x) = S f)de si fula) = S focr()dt pentru n > 2.
[} [
a) Daca f(x) = #* peniru z > 0, « fiind pozitiv fixat, si se calculeze
Jal@) §i lim f ().

o .
b) Daca f(x) = e*. « fiind pozitiv fixat, si se scrie Ja(x) sub forma
unei sume.

¢) In cazul general, si se calculeze hm‘l), n=1, 2 8...
70 2 .

127. a) Sa se obtina relatiile
2 cos nz = (cos x 4.4 sin 2)* + (cos © — i sin @)*
'2i sin nr = (cos @ + i sin x)* — (cos @ — ¢ sin a)*
oricare ar fi numirul natural n.
b) S& se deducd din a doua relatie de mai sus (sau altfel) ca :
sin 2n2
2 sin &

= ¢os (2n — 1)z+cos (2n — 8)a +4-...4 cos a, i::#lm. n = natural

. 2‘ _ . .
s_mé__;:zl)zf =cos (2n—2)2+ cos (2n—4)r+...4 cos 2e+1, x5kw, n=natural
sin 2

T

¢) S& se arate ci punind I, =Ssm ne

——dx, avem I, =0 si
s

. 0
Ipi—1 = 2r, oricare ar fi »n natural.

=

2

d) Si se arate cﬁs

a

cos (2n + 1) dr =

(—1) I, a fiind natural.
2cosa 4

128. a) Daca functia y =Sy(v) este strict: crescitoare pentru a > 0
si ¥(0) = 0, si se arate folosind graficul ca oricare ar fi numerele a, b >0
are loc inegalitatea :
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ab < ‘Sy(w) dz + gm(y) dy

Pin 2 = 2(y) s-a notat functia inversi (reciproci) lui y = y(a).
b) Luind y = a7, 1 <p < + o si se obtind pentru a, b > 0 in-
egalitatea

ab<a—p+ﬂl unde l-l-l=1.
4 q P 9

c¢) Dack @, y, >0, i=1, 2,..,n, luind in inegalitatea precedenta

L Y
4= = b = ——
Vab +af + . + 2 Vil + 98 + . + ot

sé se obt{ind inegalitatea lui Hélder

wlyl + ‘rzyz + ot lrnyn <ng + . + “’3' Vy“l + yg v+ quh
l+_l-= 1.
P 9

d) Ce inegalitate cunoscutd se regiseste de mai sus daci p=2?
e) Sa se afle minimul expresiei

E=mf+mg+....+.rg, p>1

, 1 =12 ,.,n

daci
aT; + a7y + ... + a2, = b>0 si a, z, >0,
t=12 8,..,n

Integrarea prin pirti.

129. Sa se demonstreze egalititile :

a) S(t+1)e‘lntdt=e‘(e—1).
1
b) (wcosw+sinw)lnwda:=—(1 +%ln2).

P ey
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130 Sa se arate ci daca f(z) are derivata continua de ordinul doi
»
si fla) = f(b) = 0, atunci Sf(w)f"(w)dw <o.

a
In ce caz are loc egalitatea?

131. Sa se arate ci dack f(z) si g(x) au derivati secunda continua
in [a, b], are loc relatia ‘

gf(m) £'(x) do = Sf"(a') 2a)de,

daci una din urmatoarele conditii este satisfacuta :
) fla) =f(b) =0, f'(a)=f"(b)=0o.
B) gla) = g(b) =0, g'(a)=g'(b)=0.

Generalizare.

132. Sa se arate ci dach f(z) are derivata de ordinul III continua pe
[

fa, b], rezults S Sf(@)f""(x) dz = 0 in ipoteza ci are loc una din conditiile

a
urmétoare :

(i) fla) = f(b), f'(a) =f'(b), [f"(a)=f"(b) sau
(i) fla) =f(b) =0, f'(a) = f(b).

1
133. Se dﬁS_(l — )" dz, unde n este un numar natural,

a) Daca se noteaziS(l — 2?)*de = 1,, si se deduci o formula de

[
recuren{i pentru aceastd integrala.
b) Folosind formula dedusa la punctul (a) si se calculeze integrala
dati, , .
Sa leul 125, G_G (— 1)
c) se calculeze suma : _3+?_7+'"+(_ )2n+l'
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Schimbarea de variabild in integrala definitd.

134. Dacad f(z) e integrabili pe [a, b] iar F'(z) = f(x) pe [a, b], &(y)
este derivabila pe [, d] si g(c) = a, &(d) = b, rezulti ci F(g(y)) este o pri-
mitivd pentru f(g(y))g'(y) pe [c, d] 5i in’ plus

Sf(w)dw = Az w)ay.

LRI X9

1385. Daca f(x) este o functie continué si periodici cu perioada T,
a+aT T

atunci S f(x)dz=n S f(w)dw; unde 7 este un numir natural oarecare. In parti-

a 1}
cular, s& se calculeze

a+2ar a+2nn
S sin adz si Scos zdz
a a

folosind aceastd formula.

136. Sa se arate ca dacid f(x) este continua pe [a, b] si
fla + b — z) = f(z), yz € [a, b], atunci

a+d

§mf(w>dw —— §f(w)dw — @+ §f(w)dd.

™
187. S& se arate céS zf (sin z) de = = \ f(sin 2)dz, unde f(u) este

L TP

0
o functie continua pe un interval ce contine [0, 1].
T
Aplicatie : sa se afle S z sm,mdf .
1 + sin?x

(-]

138. Sa se arate ci daci f(z) este o functie pard si continud pe
[— 1, + 1], au loc egalitatile :
kil

a) \ zf(cos z)dx = =\ f(cos z)dz.

QL Yy
C i)
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2

b) gwf (sin z)dz = 2n S f(sin z) dx.

4]

|
2r T

139. Si se arate ca g zf (cos @)dz = 2n S S(cos z) dz, unde f(u) este

0 0
o functie continui pe un interval ce contine [ —1.1].
2

Aplicatie : si se afle SM .
5+ 20082

0
140. Daca functia impara f(u) este definitd pe un interval ce contine
[— 1, + 1], rezulta

2

S 2 f(sin 7) dz = — 4n?

[}

f(sin z) da.

oty olH

141. Daca functia f(u) este impara si definiti cel putin pe [— 2, + 2],
rezulta

2r
S zf(cos z — sinx) dz = — = \ f(cos # — sin z)dz.
0

S %3 A

Integrala definiti ca limita unor sume.

142. a) Dacid f(x) este integrabila pe [a, b], si se arate ca

i 2225 (o150~ rrac

a

b) Sa se arate ci

1 1 1
I —teiid ———})=1n2.
nirg(n+1+n+2+ +n+n) "
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c) Sa se arate ci

] L 4. L D
nl—r»r:n(n2+1+n2+2+ +n2+n) 4

143. a) Sa se arate ci

lim| sin
fi—»e

n+ + sin T2+ +sm5)—nln2

b) i sc arate ca

lim (sin

fn1->0

A. T . T
P sin — v e N ] — lna,
merr LR P +“3J n

1
144. Plecind de la faptul ci gl/;dm 2 » s afle urmétoarele limite :
°

3
a) im VLt V2+- - +Vn,

b) hm (1 +£V—)(1 +—VV_=) (1+'nl_]77)'

1
145. Stiind ca g In(l+a)dz=In é‘ sé se obtind cu ajutorul su-
e’
)

melor integrale ca

ﬁ(n+1)(n+ 2) ... (n +n)=2.

e

lim
a—>® n

dx
z+

146. 'a) Calculind direct si cu ajutorul sumelor integrale,

[l

Clrd

sd se arate ca:

. 1 1 1
—_— . =2(V2 —1).
.1-132 (Vn* +n + Vnit 2n'+ + Vn2 +-n*) vz )
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b) S& se arate ca

) 1 1 1 2 (Vz-1)
lim{1 + —— )1 +—1__)... _
.."_'2( +Vn2+n)( +Vn2+2n) (1+Vn“+n2) ) ’

147. Sa se calculeze urmitoarele limite :

(1 1 1

1 oo —1 ).
® Vn2 412 _'_l/n"’-i-22 ot Vn"+n2)

(1 1 1
b) 1 TR SN
) i e )

. f
c) lim| 1 +3 1 R 1 ,
e \Vn?+17  Ynrt 27 Vne Fn?

p = fix, natural,

Ecuatii diferentiale.

148. a) Sa se arate ci solutia ecuatfiei ¢(x) = ¢(z) + « este o(z) =
= ce* — «, iar solutia ecuatiei @(z) = — @(z) + « este ¢(z) = ce™* + o,
unde c¢ este o.constantd arbitrari.

b) Sa se rezolve ecuatia cos ¢(z) = sin (:p(w) + g)

c) S& se rezolve ecuatia sin? g(z) + cos? g(z) = cos? p(z) + sin? o().

149. Si se afle u(z) derivabila incit y(@) =u(x) (1 + «®) si veri-

fice ecuatia y'(z) — 2z y(z) = 2arctgz, 2R,
1 4 a?

150. a) Sa se afle functiile f(w), pentru care u(z) = f (-l—), x == 0 veri-
: z
1
1422 .
b) S& se afle functiile f(x) care satisfac relatia

x

fle) + Sf(e‘)dt 1

0

fica ecuatia u'(z) +

u(®) =0, -
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151. Functia f(z), definita, diferitd de zero si de doui ori derivabils
1
f'(x)

a) Sa se arate ci relatia precedenta este echivalentd cu

1 x
£ ( _) .
z) fl=)
b) Derivind una din aceste relatii in raport cu z, si se arate ca f(z)

S 1 @)

satisface ecuatia diferentiala —
S (z) z  fla)

c) Integrind ecuatia de la punctul b), si se afle toate functiile f(z)
care satisfac relatia data initial.

pentru x > 0, satisface relatia wf(l) =
z

152. Se da ecuatia ay'(r) + by'(w) + cy(r) = 0 unde a, b, ¢ sint
constante reale, a == 0 si 4% — 4ac >

a) Daca 7, si r, sint cele doud radaclm (reale si distincte) ale ecuatiei
caracteristice ar? 4 br 4+ ¢ = 0, si se arate ci y,(2) = en* §i y,(x) = e
sint solutii particulare ale ecuatiei ecuatiei diferentiale date.

b) Este y(z) = c,en* + ce™* solutie a ecuatiei date ?

153. Se di ecuatia ay"(w) + by(w) + cy(z) = 0 unde a, b, ¢ sint '
constante reale, a £ 0 si b® — 4ac =

a) Daca r este radacing dubla a ecuatlel caracteristice ar® + br 4+
+ ¢ =0, sa se arate ci y, = €'* si y, = xe* sint solutii particulare ale
ecuatiei diferentiale date.

b) Este y(x) = e (¢,@ + ¢,) solutie a ecuatiei date ?

154. Se da ecuatia diferentiala ay'’(z) + by'(xz) + cy(z) = 0 unde a,
b, ¢ sint constante si 42 — 4ac <0
' a) Daci r, =« + 8 si r, = « — if sint riadacinile ecuatiei caracte-
teristice ar? 4- br + ¢ = 0, si se arate ci y,(x) = e2* cos Pz s§i y,(x) =€** sinfz
sint solufii particulare ale ecuatiei date.
b) Este y(x) = e** (¢, cos Bx + ¢, sin fx) solutie a ecuatiei date ?

, 155. a) Functia continud y(z) satisface relatia” y(z) = a® +
+S(:v — t)y(t)dt. Sa se arate-ca existd y''(z) si in plus y''(z) — y(z) = 2.
b) Sa seA afle functiile care verifici prima conditie de la punctul a),
. 156. Functiile y,(z) si yy(z) verifici ecuatia
y'(@) + al@)y’ () + bz) y(z) = 0
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pe intervalul 7, a(x) si b(w) fiind doua funetii continui pe 7. Notind () =

= Y, ()Y (x) — y(x)y (), are loc relatia W(x) = W(.ro)e_:sr.amd', &y &1 fiind

un punct fixat, dar oarecare.

157. Si se afle @ = () si y = y(t) care verifica sistemul
{ .z:y — .1',:} = — a*

av? + y2 — a2
unde a = const.

158. Daca x= a(t) si y(t) verifica sistemul

Ty — .rg} = —ab
] 272
P

at W

rezulta © = acos (1 + ¢). y = bsin(t 4+ ¢), unde ¢ = const.

159. Sa se afle x = x(t) si y = y(t) carc verifica sistemul :
I 4 !}z = q?
l .rg) - .i’y = b?
a si b fiind constante.

160. Sa se afle a(t) si y(t) daci
22+ Yt = a2
ay — ay = — at
unde a = const.
161. Daca functiile derivabile a(8) si y(t) verifici relatiile

;,.3', —ry = 8221528
23 + yzﬂl = q28

rezultd ¥ = acos?® (1 4 ¢), y = asin?® (2 4 ¢), unde ¢ = const.
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162. Daci lunctiile derivabile a(t) si y(t) verilica relatiile :
art + gyt = ](—:i 't
o+ Y =a®

rezulti & = a cos?(e 4 £2), y = asin?? (¢ 4 #2), unde ¢ = const.

163. Functiile @ = a(t) si y = y(t) definite pe un interval I satisfac
conditia (z* 4- y*)? = a*@@* — y*). Punind @ = W(t)cos o(t) si y = W(¢) sin o(2),
si se arate ca relatia de mai sus este echivalenta cu

@ = 4 a}cos 29(t) cos o(t). y = % a}cos 2p(?) sin g(2).

b) Sa se afle x(t) si y(t) derivabile, daci :

(#* + §*) = a¥(@* — y?)

(@ + y?) (v + y2) = at.

164. a) Fie x = a(t) si y = y(t) douad functii derivabile pe intervalul
I, satisfacind relatia a® 4+ y® = 8ay. Punind y = #p unde ¢ = ¢(t), sa se
30 y = 3¢?
1+ 92 ! 1+ (P:;'
b) Sa se arate cii dacdk x = «(t) si y = y(t) satisfac relatiile :

arate ca relatia este echivalenta cu @ =

.'i'y — 2:1‘_1} =0
¥+ y* = 3y

3¢ 8¢

1-¢3 1+ ¢3
¢) Daca cele doua functii satisfac relatiile

unde ¢ = const.

rezulta ¢ =

. 2’. 9
Ty — 2y = —
2

nva + ya p— 3‘1?,

3 3
avem in mod necesar x = 8‘\/(t +e)(1 — \/t +e) y= 3\/’,‘! Te(l—|t+e)
sau @ = SV(t +o+Vi+e), y=— 3V1lt + (1 +11 F¢)? unde e=
=const $i {4+ ¢ >0 pentru t 1.
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165. Fie |
{ y'(x) = ay(z)y + a{z)z
2'(x) = agy(z)y + ay5()z

si (Y1 21), (Y3, 25) doud perechi de functii ce satisfac relatiile de mai sus pe
un interval I. Daci notam W(z) = y,(z)z, (z) — yu(x)2, (z), s& se arate ci

§ Gut)+antonas . . .
W(z) = W(z,) e% pe intervalul I, z, fiind un punct fixat din I.

166. Dacé functiile derivabile pe intervalul I, y = y(z) si z = ()
satisfac sistemul

{ ¥'(@) = a (@) yla) — b(a) x(2)
2'(x) = b(z) y(z) + a(x) 2(z)
unde a(z) si b(z) sint continui pe I, notind f(z) = y¥(z) + 2%x) are loc re-

latia f(z) = f(w,,)ez:s:(‘mwo € I fiind un punct fixat, dar oarecare.

.167. Daci functiile derivabile y = y(z) si z = 2(x) satisfac pe inter-
valul I sistemul
{ (y(2) + =(z))? . y'(z) = a(x) y(z) — b(z) z(x)
(y(@) + 2(2))? . 2'(x) = — b(z) y(z) + a(z) 2(x)
unde a(z) §i b(z) sint continui pe I, si se arate ca functia f(z) = (y(z) 4+

+ 2(z))? satisface pe intervalul I conditia f(z) = f(z,) + 2S (a(®) — b(2))dt,

E7
#y fiind un punect fixat din I, dar oarecare. ’

168. Daca funciiile derivabile y = y(z) si z = 2(z) satisfac pe inter-
valul I sistemul

| ¥'(@) = alz) y(a) — b(z) 2¥z)
| 2(2) = b(e) ¥(a) + al2) 2(a)

unde a(z) si b(z) sint functii continui, pe I, s& se arate ci functia f(z) =

= y¥(x) + 2z%(x) satisface pe intervalul I conditia f(z) =f(w°)e§.aa('m,wo
fiind un punct fixat din 7, dar oarecare,
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Schimbarea de variabili independentd.

169. Facind in ecuatia 4ay’(z) + 2y'(2) + y(z) = 0, >0 schim-
bare de variabild independentd z = ¢, adici punind 2(t) = y(?), s& se

x

arate ci solufia sa generals este y(z) = ¢, eos Yz + c,sin |z

170. a) Functia y(z) verifica ecuatia a2y’ (2) + aay'(x) + ay(x) =
= 0 pentru z > 0. Si se arate ca functia 2(f) = y(¢!), — oo <t < ® veri-
fici o ecuafie diferenfiald liniard de ordinul doi cu coeficienti constanti.

b) Sa se afle functiile y(x) care satisfac ecuatia

a%y"(z) + 2y'(2) + y(2) =0, @ >0.

171. Facind in ecuatia 2y''(z) — y'(z) — 42%y(2) = 0, * > 0 schim-
barea de variabila independents z = | ,sa se arate ca solutia sa generald
este y = c,6”* + c.e™™.

172. §tiind cd y(x) satisface ecuatia

(z — 2*)y" (@) + (1 — 82%) y'(z) — zy(z) = O
pe intervalul 0 < # < 1, s& se afle ecuatia la care satisface z(t) =y (/1 — #)
pe intervalul 0 < < 1. .

173. a) Functia y(z) verifica ecuatia

7] e — ¢7% ’ . 4‘“29(‘”)
gl —¢ _ _coyz)
y (w) + 823 + 8‘25 y (w) + (ezx+ e—zz)z

pentru z real. Dacd notim z(t) = y(% In (tg 2t)) si se afle ecuatia la care

satisface aceastd functie pe intervalul 0 <t < E

'b) S& se scrie solufia ecuatiei obtinute pentru 2(¢) si apoi solutia ecua-
tiei initiale.
174. Se considerd ecuatia diferentiali’a.vliniara de ordinul doi cu coefi-
cienti variabili z(z* — 1) y" (2) + ¥’ () + 2®y (x) = 0.
a) Punind z(t) = y(J1 — ), 0 <t <1, s se arate ci
2 () — 2(t) =0.

b) Punind z(#) = y(— VY1 —#8), 0 <t <1, se obtine din nou
2" (t) — z(t) = 0.

c¢) Sa se arate ¢ pentru ~1 <2 <1, y(z)=¢ V' 4 cy PA
¢, si ¢, fiind constante oarecare.
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d) Punind z(¢) = y(/1+1%),¢ >0 si se arate cia 2" () + z(f) =0.
Acelasi rezultat se obtine daci se pune z(t) =y (— V1 +£), ¢ >0.

e) Sa se arate ca pentrur &(— o0, — 1)|J(1, ),y (z) = (-lcos Vaz —1 4
+ ¢ysin 2 —1, ¢, si ¢, fiind constante oarecare.

f) Se observa din c) si e) ca solutia y(z) a ecuatlex date nu are aceeasi

forma in toate punctele z. Au loc astfel de situatii in cazul ecuatiilor cu
coeficienti constanti ay’ (z) + by’ (z) + cy(z) =07

175. Sa se arate ca transformarile de forma w = ax + by, v = ax +
+ 8y, af — ba == 0 lasé invarianta ecuatia zy’ (z) — y(x) = 0, daci se con-
siderd v = v(u).

Exercitii §i probleme de tip combinat.

176. Fie f(x) definita pe un interval I si derivabila in z, & I. Sa se
arate ca:
a) Daca f'(z,) > 0, existd o vecinatate V = (z, — h, x, + k) a punc-
tului zy, incit f(z,) < f(zy) < flx,) dacd 2, < x5 < @y, @, 2, & V.
b) Daca f'(z,) < 0 existd o vecinatate V = (z, — h, 2y, + k) a punc-
tului zy, incit f(z,) > f(z,) > f(z,) daca z, <z, < 2y, @, 2, = V.

177. a, Fie f(z) derivabila pe [a, b] si f'(a) < 0 < f'(b). Si se arate
cid minimul lui f(z) pe [a, b] este luat Intr-un punct ¢ & (a, b

b) In aceleasi ipoteze asupra lui f (z), si searate ci f’(z) se anualeaza
macar intr-un punct din (a, b).

¢) Daci f' (a) <f'(b) sé searate ca oricare ar fidcu f'(a) < A < f'(b),
existd macar un ¢ & (a, b) incit f'(¢) = A. (Se va considera g (z) = f(z) —
— Az si se va aplica b).

d) Daci f'(z) = 0 pe (a, b) si se arate cd f(x) este strict monotona

pe [a, b].

178. a) Daca f”(w) > 0 pe [a, b]si f'(a)f'(b) >0, rezultd f(x) strict
monotond pe [a, b

b) Dacé f''(x) > 0 pe [a, b] 5i f'(a) f'(b) < O rezultd ca existd un ¢ &
&S (a, b) incit f(x) este strict monotona pe intervalele [a, c] si [¢, b].

179. Daca functia f(z) este definitd si continuia pe [a, b], derivabila
pe (a, b)—{x,}, exista f (x,), f+(x,) si fla) = f(b), atunci existd cel putin
un punct ¢ & (a, b) astfel incit f (c)f(c) < 0.
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180. Se da functia f(v) = cos (narccosa) pentru z €[— 1,1] si
# numar natural fixat.

a) Sa se arate ca f(z) este un polinom de gradul n in # cu toate radi-
cinile reale.

b) Sa se determine punctele de maxim local ale lui f(z).

c)-Daca se noteazd f(x) cu P,(x), si se verifice

P,, (¥) — 22P,(2) + P,_,(2) = 0 pentru n > 2.

. n
181. a) Sa se afle lim (cos'?- + Asin E) unde # si A sint douad
n—>® n nj,

constante reale.
b) Sa se arate ca lim(l + 24
n

n—>®

i

n
—2) = e%, unde « si B sint doua con-
n

stante reale.

. . . 2 )
182. Se da functia y = arc sin I—_—;—g , unde pentru arc sin s-a luat
z

determinarea principala.

a) Sa se arate ca domeniul de definitie este (— o0, + ™).

b) Sa se arate ca in punctele'z =1, = — 1 y nu are derivata, dar
are derivate laterale finite. A

c) Sa se calculeze y'(z) in punctele unde ea exista.

d) Sa se facd graficul functiei date.

183. Se da functia y = arc sin /1 — 22

a) Sa se afle domeniul de existenta al lui y (x).

b) Sa se cerceteze derivabilitatea in origine si s& se calculeze deri-
vata in punctele unde ea existi.

c) Sa se stabileasca relatiile :

y(x) = 7—; + are sin pentru —1 L0

y(a =§ — arcsin @ pentru 0 < v < 1.

d) Sa se faca graficul lui y = y(a).

. e . L. . . In Int
184. Studiind variatia functiei f(2) = — — e (t este parametru),
x
. - . max Int . e ae e x .
s se arate cd ecuatia — — ~ =0, ¥ == t are o singurd radicind daca
x

ta (1, e)U (e, ) si.nu are radacini daca ¢t & (0, 1| U {¢}.
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185. Studiind variatia functiei f(r) = (.1 + - )e’ + m, sa se discute

ridicinile ecuatiei (1 4 2%)e* + mx = 0, unde m este un parametru real.

186. Se considera functia f(z) ===‘%§pentru 2 >0, o fiind un pa-

rametru fixat. S& se calculeze:

a) limf(x) b) limf' ().
[ 2d] 20

187. Daca functia f(z), ¢ & [a, b] are proprietatea ca pentru Yz &
& [a, b), f(z) = f(2x, — 2) unde wo=a+ b

functie para pe [a, b]: daci insd yz €[a, b, f(z) = — f(2x, — ) atunci
f (z) se numeste functie impard pe [a, b]. Se cere:

a) Care este echivalentul geometric (interpretarea geometrici) a acestei
notiuni.

b)Ce se poate spune despre produsul a dou& functii de aceeasi paritate?
Dar de paritati diferite ?

c) Sa se arate ci daci f(z) este derivabila atunci f’ (z) este pard
daci f(x) este impard si f'(z) este impara daca f(x) este pari.

a+d

atunci f(z) se numeste

) b

d) S flz)dz =12 S f(@) dz daca f(z) este pars pe [a, ]
@ “o daci f(x) este impard pe [a, b]

e) S f(t) dt pentru = & [a, b] este o functie para daci f(z) este im-

ats
8

paré si este impard dacid f(x) este pari.

188. a) Daci functia f(z) definita pentru z > 2, satisface conditia,

| fx) —f() 1 < L2 — z | oricare ar fi z, z > 2, rezultd ci lim J(x) exista
, 22
si este finita.
b) Daca g(z) este derivabila pentru 2 > x,, iar zg'(x) si g(z) sint mar-
ginite pentru z > x,, si se arate ci lim xg(z) exista si este finita.

zH1,
>z,
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c) Este reciproca propozitiei de la punctul b) adevarata ? A se vedea

L
cazul g(z) = sin — pentru x=+0.
x

189. Fie 0 <a < 1. !
(i) Sa se arate ca punind flz) = {a, x>0
0, =90

se obtine o functie continud pentru z > 0.
(ii) S& se arate ca f(x) are derivata la dreapta in z = 0 si ci f4(0) =0,

(iii) Sa se arate ci lim nf ;1; =f+(0) =0, de unde sise deducd
fie-®
lim na® = 0.
-8 .
(iv) Consideram Sy(z) = 1 + 2z + 822 4 ... 4 na""1. Sisepuna S, (z)
sub o forma prescurtati, observind ca este derivata unui anumit polinom.
Cit este lim S, (), daca 0 <2 <1?

nt—>x

1 2 3 . n
Ss se afle lim(L+2 +2 4. 4 1).
(v) S& se afle nm(2+22+23+ +22)

n—»x

190. Se considera f(z) = e* — (1 + @)
a) Observind ca f(0) =f'(0) =0 iar f"(z) >0, si se deduca
e > 14z pentru z >0. ’ ’

b) Luind g(z) =e‘—(1 +%+::!+_”+w_“! sd se arate ca g(0) =
: ! n
= g'(0) = --- = g™ (0) = 0 iar g **V (z) > 0, de unde s& se ob{ind
' 2 "
e>1+—4+ 2 4 1+ a5
1! 2! n!
c) Sa se arate (folosind binomul lui Newton) ci

1) 1,1 1
14> 1+—Ft—F-ed—,0>2
(+n) <ttntat ot

de unde si se obtind lim(1+l-+_1..+...+ l.) =e.
1! 2! n!

B

11 1.
d) Notind a, =(1 +ﬁ+§-!+---+;-!)§n

1 1
(n+1)z+"'+(2n)!'

s& se exprime b, in functie de a, si si se afle lim b,.

i-r®
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191. a) Luind f(z) = arctg2 — z si g(z) = arctge — 2 +£ﬂ, sa se
e 8
arate cd pentru 2 >0 avem w—§-<arctgm <

b) In mod analog, pentru z >0 gisim

3 7 3
w-—£—+-a—'5—-w—<arctow<w—?—+£5-
3 5 7 3 5
c) Pentru # >0 si » natural, are loc relatia :
b wﬁn—a wm—l w‘l 335 . wdn-n
¥ ——4-... — <arctge<e——+—+4-.- 4 -
8+ +4-n-—3 in—1 & 3'+5+ +4n—3
. z a1
d) Se poate deduce de mai sus arc tg z = lim (a:———}----————
i n-o 3 n—1

daca 0 <2 <1?

e) Sa se calculeze © cu doud zecimale exacte folosind rezultatul dela
punctul c).

192. Fie functia f(r) definita pe [a, b] si z, & (@, b). Prin definitie

derivata simetrica Df(x,) = llmf (2o + h) — o — Sz, — h) , daca limita exista si

este finita.
a) Si se arate cd daca existd f+(:r,,) si fo (x,), atunci exnta si Df(ag)=

-’M in particular, daca exista f'(x,), exixta si Df z0)=f"(,).

b) Daca Df(x,) exista, este necesar ca f sa fie continua in z,? A se

vedea cazul
1
f(w)——‘ s TFEO

0 a=0 unde 7, = 0.

¢) Daca f(z) e continua pe [a, b), fla) = f(b) si Df(x) exista pe (a, D),
putem afirma ca existd ¢ & (a, b) incit Df(c) = 0 7 A se vedea cazul

= 0Ll
f(m)_{z—m, l<z<<e.

d) Analogul formulei cresterilor finite este valabil in cazul ¢ind f(x)
este continua pe [a, b] si Df(®) existd pe (a, b)?
193. Fie a si b doud numere reale fixate. Derivind functia f(t) =

=(at + b)", sa se calculeze sumele S, = Z“} KCEG D" 5 S, =§ ECia b ",
k=1 k=1
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194. Functia f() este crescitoare pe (a, ) si din relatia x, < @, < a5

rezulta fzg) — flzy) <f(a’a) — flz,)
wz - wl ma — mz,

se arate ca f(x) este continua pe (a, b).

, oricare ar fi , & (aq, b),7 =1, 2, 8. S&

195. Functia y=y(z) are derivati de ordinul doi continua pe intervalul
I. Fie 0, si 6, unghiurile ficute de tangentele la graficul acestei functii it
punctele z si @ 4 A, cu directia pozitivi a axei Ox. Fie A6 = 6, — 0, si
As lungimea arcului de curbi dintre punctele de abscise z si a + Ax.
a) Si se calculeze tg (A6).

b) S& se arate ca lim 18] S 4 )
azo As  [1 4+ yH)I"
Aceasti limitd se numeste curbura graficului lui y=y(z) in puncl'n

- . . 1
de abscisia  si se noteazid cu K sau cu B R se numeste raza de curburd

c) Singurele curbe cu K = 0 sint dreptele y = ma + n.

d) Singurele curbe cu K = 112 = constant sint cercurile de raza R.

196. Stiind ca lim[—"— +...4 —" ) =Tsa se arate ci:
nw \n2 4 12 nt 4 4

nz
. n . n T
a) lim|sin 4.+ 4 sin =2
) n—»w( n? + 1* n2+n*) 4

b) li " 1 n )(1 n ),__ 14
)ul—?:(l+n2+12)( +n2+22 +nz-|-n2 ‘

197. Sa se determine o functie derivabila f(t) astfel incit si aiba loc
relatia :

2 ' |2 19 19 "
wll yll + y” " + z’l ’r = (:r - + :ll - + z -)3
a2’y y' oz 2" @
unde '
z=[f(t)sintdt
y = § f(t) cos tdt
z={flt)tgtdt
\ da .
198. Se da sirul a, =S (n radieali).

Ne+Veyr - 4V2toa
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a) Sa se arate ci sirul a, este monoton si mirginit.
b) S& se demonstreze inegalitatile

; <a, < 1 ~ (n radicali)

Ve+Vetr 172
n=1, 2, 8,...

c) Si se arate cad lima,,=1.
) n--® 2

199. a) Folosind inegalitatea 1
n n

Inj 1
1<n( +

tural (a se vedea ex. nr. 24), si se arate ci sirul

1 . .
— | oricare ar fi » na-

1 1 1
=1 4. Z_—Inn -
Ya -i-2+3 +n

este monoton descrescitor.
fn

b) Major‘indgE =1In n cu o suma de arii de dreptunghiuri, sa se
z

. .
arate cd y, > O oricare ar fi » natural. Se noteazd lim y, = ¥ (constanta
: 17—

lui Euler).

c) Sa se arate ca sirul p, = (1 + E)e‘f (1 +g-) e"f (1 + -;-Z—] e“:
a >- 0 este convergent. Se noteaza llm Pn =D '
(w+1) (z+2)... (z+7)

d) S se arate ci sirul g,
n*.n!

,w>0este

o . . 3
deasemeni convergent si lim g, = ev* p.
ES 1

200. a) Sa se verifice identitatea

wau'('l_'_l
—=1l—z4a*—a2*+ ... — g1 {22  pentru £ — 1.
s + + + P o
: m2'3+l
b) Notind I S dz , si se deducd relatia
x+1
0
1 1
I,=1-1 ___+ . SR S Y
2 8 2n—1 2n 2n 41
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1 - —1-)_=ln 2.
2n —1 2n

' 1 1 1
c) Sd se arate e lim{1l — =4+ — —=+4 ...
) 1 ( 2+8 2t +

‘nyo
d) Sa& se arate ca si
1
(2n—1)2n

e) Notam cu &, &, Z3,..., Ty, radacinile ecuafiei 2***! +1=0. S&
se arate ci radacinile egal depirtate de extremi sint complex conjugate;

1 1 '
li — —_— e =1 2.
lim (gt J=m

iar 2, = — 1.
f) Sa se deduca
x2ntl +1 n—1 (2k + 1)1\7 '
= a® — 2z cos _ 1), -1
z+1 ,.I.Io 2n + 1 +1), @5

g) Facind in relatia precedenta x — — 1, si se obtini,
»1 k+1)zm_Ven 1

O eos N =2

7 — Culegere de probleme ) 97



GEOMETRIE



1. Fie doud cercuri (C,) si (C;) cu centrele in 0,, si respectiv O, iar
A un punct exterior fieciruia din cercurile date. Din punctul 4 se duc tan-
gentele AT, si AT} la cercul (C;) si tangentele 47T, si AT la cercul (C,).

a) Sa se arate ca mijloacele segmentelor T,T;, T,T:, T:T, 5i T\ T2
sint virfurile unui paralelogram.

b) Sa se afle locul geometric al punctului 4 fincit paralelogramul
de mai sus si fie un dreptunghi. '

c¢) Sa se discute problema de la punctul b) dupa pozitia celor dou
cercuri date.

2. Fie AB un diametru intr-un cerc cu centrul in punctul O. Fie G
un punct arbitrar al cercului dat, diferit de punctele 4 si B.

a) Sa se construiascad un triunhgi 4BC in care punctul G si fie centru
de greutate.

b) Sa se afle locul geometric al punctului C cind punctul G descrie
cercul dat iar diametrul 4B rimine fix. . '

c) Ce se intimpla daci punctul G coincide cu 4 sau'cu B?

d) Sa se arate ci 4AC®* + BC® = 20 R?

.

8. Se dau dous puncte fixe 4 si B astfel incit 4B = a. Sa se afle
locul geometric al punctelor M din plan pentru care are loc relatia MA4? 4
+ MB? = ka? unde k este o constantid .

Ce valori poate lua k? :

4. Se considera triunghiul A4BC inscris intr-un cerc. Perpendicu-
lara in B pe 4B intilneste dreapta AC in punctul M. Si se afle locul
geometric al punctului M cind :

a) BC este fixa si punctul 4 descrie cercuil,

b) 4 este fix si <4 = constant.

5. Fie (C) un cerc cu centrul in 0, 4 un punct fix pe cerc si M un

punct variabil pe cerc.
Se duce ON } AM si ON = AM (N nu este deci pe 4AM).
Sa se afle locul geometric al punctului N cind M descrie cercul.
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6. Se dau trei puncte coliniare 0, A, B. Fie OA =a si OB = ).
Si se determine locul geometric al punctelor 3 din plan incit % = V:Z .

7. Se da un cere (C) si un punct fix 4 exterior cercului (C). Sa se afle
locul geometric al punctelor M din plan astfel incit punctele de intersectie
ale tangentelor duse din A si M la cercul dat si determine un patrulater
inscriptibil.

8. Se dau doua drepte perpendiculare D, si D, care se intersecteazi
in 0. Pe dreapta D, se ia un punct fix 4 si fie M un punct mobil pe D,.
Din O se duce perpendiculara pc 4M si se ia pe aceasta un punct N incit
ON = AM.

Sa se afle locul geometric al punctului N.

9. Intr-un triunghi 4BC se duce linia mijlocie MN | AB si fie P
mijlocul segmentului MN.

Sa se afle locul geometric al punctului P cind AB ramine fixi iar
unghiul C este constant. Discutie.

10. Fie H ortocentrul unui triunghi 4BC. Fie M mijlocul segmentuluf
AH si N mijlocul segmentului BH.
. Sa se afle locul geometric al mijlocului P al segmentului MN atunci
cind 4B este fixd si < C = constant.

11. Fie un triunghi ABC si 4’ mijlocul laturii BC.
. Sa se afle locul geometric al virfului 4 al triunghiului daca latura
BC este fixa si AA"™ 4+ AB.AC = constant.

12. a) Ce relatie trebuie si fie intre laturile unui triunghi ABC incit
raza cercului exinscris tangent laturii BC sa fie 1/2 din inal{imea corespun-
zitoare laturii BC? ‘

b) BC fiind constanta si se afle locul geometric al virfului 4 ineit
sit aiba loc conditia de mai sus.

13. Se da un triunghi 4 BC si fie A’ piciorul inaltimii dusa din virful 4.
Sa se afle locul geometric al virfului 4 al triunghiului daci latura
BC este fixa si BA' = AC. o

4. Printr-un punct M al unui cerc se duc corzile 4M, BM si A'M,
B'M incit < AMB = < A'MB’ = «.

Sa se afle locul geometric al punctului de intersectie al dreptelor 4 4’
si BB' .cind unghiul o variazi. si 4’Bj) OM.
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15. Intr-un cere cu centrul in O se da o coarda fixa AB si un dia-
metru variabil MN. .

a) Sa se afle locul geometric al punctelor P de intersectie al dreptelor
AM si BN.

b) Sa se arate ca dacd Q este punctul de intersectie al dreptelor AN
si BM atunci dreapta PQ trece printr-un punct fix cind MN variaza.

16. Se da un patrulater ABCI care cste convex.

Pe laturile opuse BC si AD se iau punctele M si N incit MpB _ND

MC NA
Fie P,Q, R mijloacele segmentelor AB, MN si respectiv CI.
S# se arate ca punctele P, @, R sint coliniare.
Sa se generalizeze rezultatul de mai sus.

17. Se dau doud triunghiuri ABC si A'B'C’.

Fie A", B”, C” trei puncte situate pe dreptele 4.1°, BB’ si respectiv
CC' fincit :

4"4 _B"B _C"C _ i
AIIAI B”B' Cer'

Fie G, G', G” centrele de greutate ale triunghiurilor ABC, A'B'C’ si
respectiv A" B C”. Sa se arate cA punctele G', G". G sint coliniare si
G'G
2T —k
GNG!

18. Intr-un triunghi ABC se duc trei ceviene concurente 44,, BB,,
CC,. Cercul circumseris triunghiului A,B,C, taie laturile BC, AC si 4B
a doua oard in punctele 4, B, C,. . ’

Sa se arate ci dreptele 44, BB, si CC, sint de asemenea trei drepte
concurente.

19. O dreapta D taie laturile unui patrulater convex .4 BCD in pune-
tele M, N, P, Q (M pe AB, N pe BC, P pe CD si  pe DA).

-

Sa se arate ci are loc relatia
MA NB PC QD

MB NC PD Q4

Reciproca acestei afirmatii este adevarata?

20. Se da un triunghi ABC. Fie punctele B, si B, situate pe AC si
simetrice fatad de mijlocul laturii 4C iar C, si C, doud puncte situate pe
AB si simetrice fatd de_ mijlocul acestei laturi.
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Dreptele B,C, si B,(, taie latura BC in A, si respectiv A,
S& sc arate ca punctele 4, si A4, sint simetrice fata de mijlocul la-
turei BC.

21. Fie ABC un triunghi oarecare. Se iau punctele M si N pe AB
respectiv AC incit MN || BC.

Fie M, si N, proiectiile punctelor M si N pe latura BC.

Sa se arate ca perpendicularele din M, si N, pe AC si respectiv 4B
sint concurente pe indlfimea dusd din virful 4.

22. Se da un triunghi ABC si fie A’, B’, C’' si A”, B", C"' picioarele
bisectoarelor interioare si respectiv exterioare ale triunghiului.

Sa se arate ci virfurile triunghiului 4"’ B”C" se gasesc pe laturile
triunghiului 4'B'C’.

. 28. Fie ABC un triunghi oarecare si fie MN || BC (M pe AB si N
pe AC)

S& se arate cid punctul de intersectie al dreptelor BN si MC se afla
pe mediana dusa din virful 4 al triunghiului.

\ . .
24. Fie 4,, B,, C, punctele de tangentad ale cercului inscris fntr-un
triunghi ABC cu laturile triunghiului.

Si se arate ca dreptele 44,, BB,, si CC, sint trei drepte concurente.

25. Intr -un triunghi 4BC se duce o secantia care taie laturile BC,
AC si AB in punctele 4,, B, si respectiv C,.

Dreptele izogonale (simetrice fata de bisectoarele unghiurilor interioare)
cu A4,, BB,, CC, au picioarele 4,, B, C,. Sa se arate ci punctele 4, B,
si C, sint puncte coliniare.

26. Cum trebuie sa fie triunghiul 4BC incit simediana virfului 4
(simetrica medianei din 4 fata de bisctoarea aceluiasi virf), s& fie si inal-
time ?

-

27. Pe latura BC & unui triunghi 4BC se ia un punct 4'. Din 4’
se duc paralelele 4'B’ cu AB si A'C' cu AC.

Sa- se arate ci dacd triunghiul 4’B’'C’ este asemenea cu triunghiul
ABC atunci 44’ este mediand sau simediand in triunghiul 4BC.
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28. Fie M un punct situat pe cercul circumseris unui triunghi 4BC.
Fie 4,, B,, C, proiectiile punctului M pe laturile BC, AC si respectiv 4B
ale triunghiului. Si presupunem ci punctul 4, este exterior cercului si
B, si C, interioare.

Dreptele BB, si CC, se interscteaza in I iar dreapta AI taie latura
BC in punctul 4,.

Din punctul 4, se duc tangentele 4,7, si 4,T, la cerc. S& se arate
ca dreapta T,7T', trece prin punctul A4,. :

29. Fie ABCD un patrulater convex inscris intr-un cerc si M un
punct situat pe cerc. Fie P, Q, R, S proiectiile punctului M pe laturile 4B,
BC, CD, DA.

Sé se arate ca dreptele PQ, RS si AC sint concurente si de asemenea
dreptele QR, SP si DB.

30. Fie ABC un triunghi oarecare. Fie 4, un punct pe dreapta BC
si M si N proiectiile pe 44, a virfurilor B si C.
Sa se arate ci 44, este bisectoarea unghiului 4 (interioari sau ex-
terioard) dacd si numai daci :
AM AN

AM AN

31. Fie ABC un triunghi oarecare si AM si AN doud ceviene:izo-

gonale exterioare triunghiului.
Sa se arate ca dacd triunghiurile ABC si AMN au acelasi centru al
cercurilor finscrise atunci
: MB _ AC

NC A4B

82. Fie un cerc (C) de centru O si razi R iar 4 un punct exterior cer-
cului.

Fie O’ mijlocul segmentului 04. Cu centrul in 0’ si de razi R/2 se
duce un cere (C’). :

a) Si se arate ci tangentele comune exterioare la cercurile (C) si
(C’) trec prin punctul 4. '

b) Prin 4 se duce o secantd variabild care taie cercurile (C’) si (C)
M', N’ si respectiv M si N. Sa se arate ci M’ este mijlocul segmentului
AM si N’ mijlocul segmentului AN.

33. Fie ABC un triunghi oarecare. Se considerd cercurile care au ca

diametre laturile triunghiului si cercurile care au ca diametre inaltimile.

* Sa se arate ci punctele de intersectie ale celor sase cercuri determini
sase drepte concurente. '
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34. Se di un cerc (C) si o dreapti exterioard (D).

Se considerd toate cercurile (I') care au in raport cu cercul (C) drept
axi radicald dreapta (D) (fasciculul de cercuri determinat de (C) si (D)).

a) Unde se gisesc centrele cercurilor (I')? (se va preciza care este
distanta minima fata de dreapta (D) pina la care se afla centre ale cercu-
rilor (I')).

b) Ce pozitie relativi au doud cercuri din familia (T') ?

c) Fie M un punct situat pe dreapta (D). Se duce o tangentd MT
la cercul (C). S& se arate ci cercul (y) cu centrul in M si de razi MT in-
tersecteazi fiecare din cercurile familiei (T').

d) Sa se arate cd dreptele determinate prin intersectia cercului ()
cu cercurile (y) trec prin acelasi punct.

85. Intr-un cerc se duce o coardi 4B si fie I un punct in planul cer-
cului.

Cercurile de diametre A si BI taie cercul dat in punctele M si N
respectiv. Fie J punctul de intersectie al dreptelor AM si BN. Sa se arate
ci IJ | AB. :

36. Printr-un punct 4 al unui cerc se duc doud coarde egale AM
si AN. Paralela dusa prin M la AN taie dreapta 40 in P, Si se arate ci
patrulaterul 4AMPN este un romb,

37. Se dau doud drepte paralele (D)) si (D;). O dreaptid perpendi-
culard (D), pe cele doua drepte le taie in M si N. Se considerd intre M si
N doua puncte A4 si -B. Fie A" si A"’ puncte pe (D,) si respectiv pe (D;) ineit
g A’A4" =90°5i B', B” pe D, D, cu < B'BB’ =90°. Fie 4, proiectia
{mnctului A pe A'A" si B, proiectia lui B pe B'B”. Sa se arate ci patru-
aterul MA4,B\N este inscriptibil.

88. Fie ABC un triunghi dreptunghic (4 = 90°) cu 4B < AC.

Fie D mijlocul laturii BC. Perpendiculara in D pe BC taie cateta AC in
punctul E si prelungirea catetei B4 in punctul F. :
a) Sa se arate ca are loc relatia

DE
— =tg* C
DF e

b) Fie G mijlocul segmentului BE si H mijlocul segmentului CF.
S& se arate ci triunghiurile AGD si AHD sint isoscele. :

c) Sa se arate ca <[G:'3p=<): c
d) Sa se arate ca patrulaterul AGDH este inscriptibil.
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39. Sa se arate ci intr-un triunghi oarecarc 4BC, mijloacele laturi-
lor, picioareloe inaltimilor si mijloacele segmentelor superioare alc inal-
timilor (mijloacele segmentelor dintre ortocentru si virfuri) sint noua puncte
'situate pe acelasi cerc-cercul lui Euler. Sa se faca demonstratia numai
prin considerarea de unghiuri drepte.

b) Dacd p,, pa, pc sint puterile virfurilor 4, B, C ale triunghiului
fatd de cercul lui Fuler, si se arate ca

Pa___ P _ _Pc
ctgd ctgB ctgC

¢) Ce se intimpla daci <¢ 4 = 90°? Sa se explice rezultatul.

40. Un patrulater convex ABCD are laturile 4B =a, BC = b,
CD =csi DA =d.
a) Si se arate ci dacd aria patrulaterului 4BCD este egala cu 1/2
(ad + be) atunci 5 4 = < C = 90°
b) Si se arate ci in conditia de la punctul a) 4C = BDsin B

41. Printr-un punct A al unui cerc de razi R se due, de aceeasi parte
a centrului, corzile 4B, AC si AD respectiv egale cu latura hexagonului
regulat, patrulaterului si triurighiului echilateral insecris in cere.

Fie M punctul de intersectie al dreptelor AC si BD.

a) Si se determine segmentele MD si MB functie de raza cercului.

6

.b) S se arate ci AM = R—Z—_

c) Si se deducad de aici mirimea laturii dodecagonului regulat fin-
seris in cere.

42. Fie ABC un triunghi oarecare.

a) Sa se arate pe cale vectoriala ci medianele triunghiului 4BC pot
forma un triunghi. v

b) Notind cu 4'B’C’ triunghiul avind marimile laturilor egale cu
mirimile medianelor triunghiului ABC si 4A”B’’C" triunghiul avind ma-
rimile laturilor egale cu mérimile medianelor triunghiului 4’'B’ C’, s& se
arate cd triunghiul 4""B"’C"' este asemenea cu triunghiul 4BC.

43. Fie ABC un triunghi oarecare si fie R raza cercului circumseris
triunghiului. Sa se arate ca raza cercului circumseris triunghiului ortic
(format de picioarele iniltimilor) este egali cu R/2.

44. Intr-un triunghi dreptunghic 4BC se duce bisectoarea unghiului
drept care taie ipotenuza.in punctul M. '
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S& se .arate ca segmentele MB si MC pot fi catetele unui triunghi
AC*H-AB?

dreptunghic .cu ipotenuza —————
pring P AC + AB

45. In tnunghml ABC se duc inaltimile BB, si CC, si fie H orto-
centrul triunghiului 4BC.

a) Si se arate ci centrele de greutate ale triunghiurilor H BC, H BC,,
HC,B, §l HB,C sint virfurile unut_paralelogram.

b) In ce caz paralelogramul de mai sus este un romb ?

c) Sa se calculeze diagonalele rombului de la b) si aria acestuia, functie
- de laturile triunghiului 4BC.
d) In ce caz rombul de la b) are centrul H ?

46. Se da un dreptunghl OM' MM cu laturile a si b: Se proiecteaza
M pe M'M" in M, si apoi M, pe OM' si OM"' in M, si My. Se obtine astfel
dreptunghiul OMgMIM Se continua procedeul S& se exprime in functie
de a si b aria dreptunghiului OM, M, M,

47. Se da un cerc de raza R si avind centrul in punctul 0. Pe un dia-
metru 4B se ia un Funct M fintre O si B incit OM = R[2. Din B se duce
o tangents la cercul de diametru 4M care taie cercul dat in punctul N.

S& se arate ca AN—%

48. Sa se construiascd un triunghi cunoscind simetricele ortocentrului
fatd de laturile triunghiului.

49. Se da un triunghi 4BC. Se duce un cerc cu centrul in C tangent
laturii 4B in punctul T'. Acest cerc taie laturile AC si BC in punctele M
si respectiv N. Sa se arate ci :

a) AT — BT _a+b

AM — BN ¢
b) daca AM > BN atunci AT + BN > BT + AM

50. Fie M un punct situat pe o elipsi avind focarele F si I’ si di-
rectoarea corespunzitoare focarului F dreapta (D). Daci P este proiectia

punctulu1 M pe (D) si N este piciorul bisectoarei unghiului FMF', s& se

arate ci MF este medie geometrici intre 'segmentele MP si NF.

51. Fie ABC un triunghi echilateral de latufi a si consideram cercul
(v) inscris in triunghi. Fie M un punct oarecare al cercului (y). Pe dreapta
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" AM sc ia punctul N de aceeasi parte cu M astfel incit AM.AN = 3a*/4.
Sé se arate ci atunci cind punctul M descrie cercul (y) punctul N descrie
cercul (y,) exinscris. corespunzitor laturii BC.

52. Fie (0,) si {O;) doua cercuri tangente exterior in T. Fie (d,) si

(d,) transformatele printr-o inversiune de pol T ale celor doud cercuri.

Fie apoi T, T, o tangentid comuna exterioara cercurilor (0,) si (0,). Dreapta

TT, taie dreapta (d,) in punctul M, iar dreapta T'T, taie dreapta (d,)

zg punct(lixl M,. Sa se arate ca dreapta M,M, este perpendiculara pe dreptele
1) st (dy).

53. Se dau doua cercuri cu centrele in punctele O, si 0, si exterioare.
Dreapta 0,0, taie cele doua cercuri in punctele 4,, B, si 4,, B, (B, si 4,
punctele mai apropiate).

Sa se determine un punct O intre B, si A2 astfel incit s& existe o in-
versiune de pol O care transforma fiecare din cele doud cercuri in el msusl.
0B, _B, B,

Sa se arate atunci ci
OA, A A, 14,

54. Se poate construi un cerc tangent la trei cercuri care trec prin
acelasi punct. Discutie.

55. Intr-un plan-P se duc dous drepte d, si d, concurente in Q.

Dintr-un punct M exterior planului P se duc perpendicularele pe
d, si d, cu plcloarele M, si M,. Fie N proiectia punctului M pe planul P.
S& se arate ca patrulaterul M,QM,N este inscriptibil.

56. Se da un cerc (C) cu centrul in O si de razi R. Fie AB o coarda
fixa. Se considerd un cere(C’) concentric cu (C) si interior acestuia. a) Se
cere locul geometric al intersecfiei unei tangente din 4 si unei tangente
din B la cercul (C’), cind raza cercului C' variazi. b) Daca M este un punct
al locului geometric care nu se afli pe mediatoarea segmentului 4B avem
MAMB = 04% — OM2.

¢) Daca M este un punct ca la b), s se afle Jocul geometric al punc-
tului N, extremitatea unui segment egal cu MA, luat din M pe MB.

57. Se da un cerc (C) cu centrul in O si de razi R. Fie AB si CD doi
diametri perpendiculari. O coarda variabila CM intersecteazi mediatoa-
rea corzii 4M in punctul P.

a) Sa se arate ca locul geometric al punctului P este un cerc (C’).

1 b) Sa se arate ca tangenta in M la cercul (C) face cu tangenta in P
cercul (C') un unghi constant cind M variaza.
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c) Sa se afle lecul geometric al centrelor cercurilor tangente cercuri-
lor (C) si (C'), interior unuia si exterior celuilalt.

58. Se da o parabola cu axa de simetrie dreapta #’r. Normala intr-un
punct M al Farabolei intersecteazi axa-acesteia in punctul P. Se cere locul
geometric al mijlocului segmentului MP cind M descrie parabola.

59. Se da un cub ABCDA'B'C'D’ de latura a. Dacd M este mijlocul
laturii 4B, N mijlocul diagonalei DB’ si P mijlocul laturii BC sa se arate
ci: a) MN 1 AB si MN 1 DB'. b) DB’ este perpendiculara pe planul tri-
unghiului MNP. ¢) triunghiul MNP este echilateral. d) volumul tetraie-
drului B'MNP este egal cu a*f,q.

60. Doud cercuri O, si O, situate in plane diferite, sint tangente in
punctul T. Sa se arate ca existd o sfers care contine cele doua cercuri. b)
Notind cu d distanta dintre centrele celor douéd cercuri si, cu « unghiul
~ dintre planele in care sint situate cele doua cercuri, sa se determine raza

sferei de mai sus in functie de d si a.

61. ‘Se da un con circular drept. Intr-o sectiune axiala 4BV (V virful
conului) se duc medianele A4’ si BR'. Se considera doua sectiuni prin 44’
si respectiv BB’ .incit curbele de sectiune sa aibd tangente comune in A4
si' B cu cercul de baza.

a) Sa se arate ci planele celor doud sectiuni se taie dupa o dreapta
paraleld cu planul bazei. b) Cind 4 si B variaza raiminind diametral opuse,
segmentul MN din dreapta de mai sus si limitat de con descrie o sectiune
circulard. Sa se afle aria laterald si volumul trunchiului de con obtinut
in acest fel, functie de elementele conului.

62. Si se arate ca dreptele ce unesc virfurile unui tetraedru cu cen-
trele de greutate ale fetelor opuse si dreptele ce unesc mijloacele mughiilor
opuse sint sase drepte concurente.

63. Din O pleaca trei semidrepte Oz, Oy, Oz incit L0y = < y0z =
= < 20X = a < x/2. In interiorul unghiului Ozyz se ia un punct M egal
departat de planele 20Y, yOz, 20z si prm M se duce un plan variabil care
taie Ox, Oy, Oz respectlv in A4,

Sid se arate ca:

1

— 4+ — + — — constant.
0A+OB+OC constan
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64. Se dau doua tetrae\dxje A4, A4, si B,B,B;B, incit

A‘A-’— ;is j=l,2,8,4
B.B;

a) Sa se arate ca cele doua tetraedre au unghiurile diedre corespun-
zitoare egale. b) Raportul volumelor celor dous tetraedre este X3. c¢) Sa
se deducad cd volumul tetraedrului care are ca virfuri centrele de greutate
ale fetelor unui tetraedru, este egal cu 1/27 din volumul acestuia.

65. Se da un tetraedru 4,4;,4;4, cu < 4,4, 4, = Ay, <):A,A As =
= Ag3, Y A A, As= A, 13 si unghiul plan al diedrului (A Asdy, A A ) =0
. a) S& se arate ci

cos Ay3 — sin 4,5sin 4,
cos A,, cos A,4

CoS @ =

b) Sa se deduca ca doui tetraedre care au fetele respectlve asemenea

au unghiurile diedre egale. ¢) Notind 4,4; = a,, s& se exprime volumul
tetraedrului numai cu ajutorul acestora. d) Cum se exprima volumul dacs
muchiile opuse sint egale ?
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INDICATH SI RASPUNSURI

8 == Culegere de problemc



ALGEBRA

n(n + 1) (2n — 5)
6

1. a)m=—2,p=o, Q(m)=w2_2w’s=
b) (p1=_1, q1=1) $i (p2=1, q2.= 2).

2. Radacinile ecuatiei 2 + 2 + 1 = 0 sint 2, , = :%liﬁ adica

ridécinile cubice ale unitdtii, déci daci a este ridicina ecuatiei 2? +z+

+ 1 = 0, atunci cealalta este a® si avem: @’ =1, (a?)®  =a® =1 si a® +

+ a+ 1 =0.Pentru z = a avem (1 + @)™+ — (1 4 a)tr+l =(— g2)sm+l —
— (— @)+t = (— a?) (@)% — (— a?) (6%)%? = — a® — (— a?) = O iar pen-

tru @ = a?, (1+4a?)PmtH _(1+a2)sp+1 = (—a)m+! —(—a)rH = (—a)(a)tm —
—(=a)(@)? =(—a) = (—a)=

3. |2t=2=. z (unde z este _conjugatul numirului z). Avem succesiv;
lz—a|*=(z—a). (z—a)=22—a(z+ 2)+ a® =a® — b> sau =2z=
= a(z + z) — b2

%. Daci notam cu 2, (k =0, 1,..., 20 — 1) ridacinile acestor ecuatii,
kr kr
atunci pentru prima ecuatie avem, 2, = cos - + 4 sin;iar pentru a
2 +1)=x . (24 )=
———2n +eism—  ——
+1=(z— z) (& — x) ... (& — xn—1)(x — zn—1) unde prm x, am notat
conjugatul numérului complex Zy.

doua z, = cos si apoi scriem de exemplu, 2?*

5. Ficind uz de identitatea, u* — v* = (u — v) (u® + v + uv® + 0°)

oz —1

se observi ci u = I este solutie a ecuatiei u¢ — 1 =0 si deci
e olutio a uncia-din countiite. L=t — 1. EEI_; ETE_

z este solutie a uneia-din ecuatiile T= — T=1 = — 1
¥ ¥ 'z 4+ 1 g4t Tz 7
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6. Fie z =2 + 4y, a = a, + ta,, b = b, + ib,. Atunci, f(z)—alw—
—ay + b, + z(aaa: +ay + bg). Dezvoltind, f(l +i)=—142i, f(8+ -
+ 2i) =— 8 + 61 se ajunge la faptul ci a,, a,, b,, b, sint unic determinate
ca solutii ale unui sistem liniar cu patru ecuatii si patru necunoscute con-
form cu teorema lui Cramer.

7. E(z, y, 2) = (2® — 4wy— 2z2) + 592 + 1122 + 10 yz = (x — 2y —
— 2)2 — 4y? — 22 — 4yz + 5y% + 1122 + 10yz =(z — 2y — 2)® + (y* + 6y2)
+1022 = (z — 2y — 2)* + (y + 82)? — 922 + 1022 = (z — 2y — 2)* + (y +
+ 82)2 + 2. E(x, y, 2) =0 dacad si numai dacd,  —2y —2=0, y +
+ 82 =0, 2 =0 ceea ce conduce la, (z=0, y =0, z = 0) singurul tri-
plet de valori reale pentru care E(z, y, z) = 0.

8.b)E =(z—1)(22+ 2y — 20z —2yz+x+ y) = (2 — 1) P(z, y,
). Se considera P(z, y, z) cu un trinom de gradul al doilea in z si ecuatia
P(xz, y, z) = 0 are solutiile, 2, = 22 — 1 si 2, = — y. Deci, E(z, y, 2) =

= (2= 1) (e — 22 + 1) (2 + 9).

9. a) Se considerd E = 0 ca o ecuatie in  al carui discriminant este,

= (2y — 22 + 1) + 8(1 — a)yz. Pentru 'ca A si fie un patrat perfect

este suficient s& luam @ =1 si avem, E(z, ¥, 2) =@ —y+ 2)(z +y —
— z+ 1). b) Problema pusé nu are solutii.

A ~ - .
10. a) me(3 21@, 8— V_) (3'*‘21 3-!-2Vﬁ). b
solutii.¢c) z € (— o, — 2) U (2, + ®)sauz ¢ (a2 a).

d)a e@ )

11. a) Sistemul dat se mai poate scrie si sub forma,
(@ +y)P — 3wy(w+y)—2(w+y)—25
(@ + 9P —Bay =7
de unde rezulti ci z, y sint solutii ale ecuatiei 22 — 52 — 6 = 0.

25 a2 — 7 .
b) z 4 y = 5a, ay = 8 si‘inecuatia propusd este verificatd

) Nu are

7 7 .
daci a < — —sau ae(o, —1. ﬁ
. 5 5 c) a>5

12. 1°. m € (0, 8/2). 2°. Nu existd nici o valoare a lui' m astfel incit

A 27
trinomul sa fie pozitiv oricare ar fi 2. 8°. m < 0 sau m>? . 4°me(8/2,8).

5. me (8, 27/2). 6. m (-{o, f—:} . . (8 — m)y + 8m(8 — m)y + 8m? +
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+ 12m = 0. 8°. Daci m € (0, 3/2) ecuatia are radacini imaginare. Daca
m < 0 ecuafia are ridécini reale distincte, z, <0, @, >0, 7,> |2, |. Daca
m € (8/2, 8) ecuatia are radacini reale distincte ambele negative. Daca
m>38 ecuatia are doud ridicini reale distincte 7, <0, z,>0si z,>
>|@|. Daci m =0, z;, =, = 0; daci m = 8/2, 2, =2, = — 1. 9°. Se
foloseste identitatea (z; — #,)* = (2, + #,)* — 4@yz,. 10°. Inecuatia propusa
nu are sens ciici pentru nici o valoare a lui m ecuafia nu are amb le
radacini pozitive.

13. b) Dupé eliminarea lu1 m dintre relatiile intre radacini si coefi-
cienti, se gaseste: af 4+ af — 7oy, — 2(xy + 1)) + 1 = 0.

14. a) Ecuatia admite radacina intreagd x, = 1, celelalte doua ra-

dicini sint date de ecuatia de gradul doi 2ma? + (2 — 5m)z + 2m = 0.
b) ; = 1 este riadacina. Ecuatia de gradul doi este 2(m — 1)a® — (m2 —
— 2m + 5)r + 2m'— 2 = 0. c) Prin substitufia y = 22, devine ecuatia de
+“gradul doi in y care se diséuti folosind A, P, S apoi se trag concluzii asupra
* lui  tinind corit de substitutia y = 22. Avem: m € (— oo, — 1) {J (2, ®);
toate cele patru ridécini sint complex conjugate dousa cite doud m = — 1,

By =Xy =Ty =o,=0. m 6(— 1, -2—) ; doua complex conjugate, x,,

. 1 .
reale 23>0, 7, <0 si |25 =12, |, m=§; ecuatia devine 222 =1,

i 1
@e= &+ \/%—, m e(; , 2): toate reale
’ 2,>0, ¥, <0, |2,)= a5}
23>0, v, <0, 3] = lay|
15. 2% 4+ 1 = (2® 4 1) (2* — «® + 1); @ = ¢ solutii independente de
m. Pentru ecuafia bipatrati 2 — a? + m 4+ 2 = 0 se obtine: Pentru m <
< — 2, doud ridacini reale §i doud imaginare m = — 2, @, = ay, 1y = — 24

~
—2<m< — 3 ecuatia bipatrata are toate riadicinile reale ¥ = + 1—02 ’

7 e - 2
=—7 ecuatia bipatrati are ridacinile reale, v, = 2, = - § &=

7
=y = — —23; m>—— toate radacinile epuatiei bipatrate sint imaginare.

16. a) Ecuatia admite radicina #; = 2 — { daca si numai dacé admite
si radécina x; = 2 + i. Se giseste a = — 41, b = 70. :

b) Ecuatia admite radacina — 2 dacd b = 16 + 2a. Celelalte doua
ridacini sint date de ecuatia 84 — 4o + a 4+ 8 = 0. Conditiile A > 0,

P>0, S >0 conduc laae[— 8, — -232]
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17. Deoarece P(1) = P(z) = 0 rezulta ci P(z) sedividelaz — 1, z — 2
si deci la (2 — 1) (2 — 2) = Q(z). Folosind schema lui Horner se géseste
citul impértirii lui P(z2) la Q(z) ca fiind polinomul 2(m + 1)2 22 — 2(m? —
—m — 2)z + m(m — 2).

18, b)'me(—oo, —%)u(% +oo). ) me(—1, 1).

19. A = (1—cos a) (148 cos a). Trebuie si avem A > 0:1 — cosa>
= 0 oricare ar fi g, iar din 1 + 8 cos 0 rezults — ¢ + 2kn < a < 9 + 2k,

unde ¢ = arc cos(—%). Ddca cosa > 0; f(1)<0 da 8cosa — 2< 0
deci 0 < cosa <§ si deci are cos% +2kr < a <§ +2k=. Daca cos 0,

conditia f(1) > 0 conduce la cos a>§ si nu avem solutii pentru a. Daca

cos @ = 0 ecuatia devine o ecuatie de gradul I cu radicin ax = — 1.

20. a) Se elimind a din relatiile sin®a + psina + ¢ =0, cos®a +

+pc0§a+q=0, se obtine (2p 4+ 1)(p +1)2 4 g2 =0.. b) -1-=q_p, :
q

21. a) Scriind ecuatia dupad puterile descrescitoare ale lui ¢ avem
(42° — 822 — 2 4 2) (# — 2a + a%z) = 0, de unde Z, =2 T3=4 % )
2a 2a

2t = ——. b)z,;€[— 1,1], pentru , se verifica — 1 < <1, pen-
1-}-a? 1+ a?
. . 4% .
tru orice a. ¢) Trebuie sa avem sau 2a = 2, sau 2a -1 deci
1+ a? 1+ a2 2
1 ) — — ) .
a=:*:T”/§ sau a =2 4 |'8, sau a=—2+)8. d am=-1iT2V§§'
—1+1i)8
Gy = ——%

22. a). Ecuatia admite si radacina 3—\'2, deci polinomul din membrul
58

I se divide prin 22 — 6z 4 7. Din anularea restului avem m = — 5

7 — Y . . ,
n="g By = --—lﬁ—g—:—ﬂ; . b) FEcuatia admite si radacina 1 — .
Anulind restul impartirii la a2 — 22 + 2, se gaseste a = — 4, b= — 6,
3=38, r,=—1
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28. a) a=23 2, =1, 2, =2, ¢3=;, a'4=-z-. b) m=16, x;, =
=—1,2,=—2 23 =2, 2, = 4. ¢) Doua solutii m;, =20, z, =1, 2, = 2,

54 V18 802 15 4+ J105 15 + 85 .
Byp =5 M= Tg>» T =" > Tu= TV— d) Doua
solutii m;, =10, &, =1, 2, =38, @3, =—14+V2 si my= — 14, 2, =
= — 1412 w3,4=2.ﬂ:V§' '

24. a). Doua solutii a = —1, b=—2, m=1; ,=2,=1, a3, =
=—14i,l=m=lL25=—2;a=—-1bb=2 m=—1, 2, =2, =
=—1, 2, =144, o,=a,=—1, a3 =2. (aici 2,,3, sint radacinile
primei ecuatii iar 21, 3 ridéicinile ecuatiei a doua) b)m =— 6, n = 6; x, =
=2 2,—8, 23=0,=—1 21=2, 2,=—8, x5=1. '

25. Se aduce la acelasi numitor, apoi cu ajutorul relatiilor intre rada-
cini si coeficienti, si cu relatia 2] — 62{ + a = 0 (i = 1, 2, 8) se calculeazi
produsele (z% + af)adri,... se gaseste (2} 4+ 2f)rdai = a(2)6 — 86z, — a) si
g _ 80144 — a) .

a

b)a,=0; 2,=8+ 11, 2,=0 a,=12; 2,, =+ V2, 2;=6

c¢) Problema nu are solutii. d) Problema nu are solutii.

26. Punem b = agq, ¢ =: ag?, d = ag® si ecuatia devine (z + ¢) (2* +
4+'¢?) = 0 cu radacinile 2, = —q, x, =+ Ygsiz, =2, =23=4¢. b) S, =
= (— q)* + (ig)* + (— iq)". Pentru n = 2k, S, = ¢* 4 2(— 1)’¢* numir
real. Pentrn n = 2k 4 1, S, = — ¢***! numair real S,>0 pentrun = 4k,

1+il8 —8+ VT (V-7 +4V7 —i |7+ 417)
2 2

c) g=2, x,= 3,4 =

Ty =

—8—ilT £ (VT H4VT +iY7+477)
4

27. 1°. Din (1) rezultd cos 2p = Tz si deci trebuie si avem:

_ Te — 12
223 —Tx - : o . . xres
-1 ﬁ< 1, adica, z € [— 8,1] U [V6, 2]. 2°. Relatiile lui Viete

conduc la ecuatiile in cos® ¢ — 2 cos?2 ¢ 4.1 = 0, cos® ¢ + 2 cos®? ¢ — 1=0,

— ~Vs
de unde cos p =1, ¢ = 2k;7, cos ¢ = 1—21/—3, p== arc cos(1 2V ) + 2kgr,
- — —14+13
cosp=—1, ¢ =(2k;+ 1)wcose =—12ng, @ = 4 arc cosl ;‘_V—)+

+ 2k, cu k) p5, SZ. 8°. Pentru ¢ = 2k;n si ¢ = (2k; + 1)w avem 2, =
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=2 2=1 z;= — 8 jar pentru ¢ = :I;arccos(1 ;Vg)+(2k2+l)1r
— I3 _
si ‘P=iarccos(lT_H5—)+2k4‘n, avem m,——-l—VE, m2=1 2]/3,

8(V5 — 1)
2

w3=

28. a) Pentru @ << — 54 o ridacina pozitivi z & (8, 4+ ®) si 2 com-
plexe conjugate. Pentru — 54 < a < 54, 8 radacini reale in (— o0, — 8),
(— 8, 8), (8, + ). Pentru a = 54, * = 8 dubla si * & (— o, — 8). Pentru
a > 54, una reala r & (— o, — 8) b) Radacina dubla pozitivi a primei
ecuatii este ¥ =38 pentru a =54, m= —1, n = — 6, 3, = L <.

29. Daca notim cu f(z) primul membru al ecuatiei atunci f ‘() =0
are radacinile z;, = 2m, 2, =m — 1. Pentru m < — 1, o, < Ty si avem
urmitoarele rezultate :

8—1)29

Dacam < ecuatia are o singura radacina reald #, >m — 1.

10
Daci m = 8__171/——2_6 atunci # = m — 1 este radacinia dubla.
— 729 . . .
Daca m e(§—lT‘/—2_’ —1] ecuatia are o singurd radicind reald z,&

e (2m, m — 1).
« Pentru m > — 1 avem urmiitoarele rezultate
— )18 8+ |29 1 187
BT (0, 22 YR0) (1, AVET) o,
atia are toate radacinile reale, z;, <m — 1, 2, & (m — 1, 2m), z; > 2m.

(11 —8]/’1_3"7’ O)U (11 + V187

Daca m (— 1,

Daci m & , +00) ecuatia .are o sin-

29 .
gurd radacind reala 2, <m — 1 si daci m (3 -*i (}[— , 1) ecuatia are

de asemenea o singura radacina reald z, > 2m.

— V187 8 . .
Daca m & {11 3 , 0, 4; OV_’ ecuatia are o ridacina dubla.
Dacd m = — 1 ecuatia are o singurd ridicini reald z, > — 2.

30. a) Ecuatia datd admite radicina intreagd 2, = 1 iar celelalte
doud sint date de ecuatia (m + 1)a? — (m*+ 4m —6)z +m 4 1 =0. De
aici @y-73=1 deci x,-7; = 7%, ceea ce exprima ca &,, ¥, ¥; sint in progresie

geometrica. b) Conditia @, 4+ 75 = 2x,; (2, =1) da mitdm—6 _ 2

m + 2

b
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m,=2, my= —4, (am considerat m = 2; pentru m = — 2 problema
nu are solutii). ¢) Discriminantul ecuatiei de gradul II cu radacinile z,, z,
se anuleazd pentrum, =2s§i m, = — 4 si 2, =2, = 23 = L.

31. a). Folosind relatiile intre radacini si coeficienti objinem ecuatia
4° + 4y + y + 1 = 0 curaddciniley, = — 1, y, =—;—,y3 = — %.b) Din

prima relatie intre radéacinile si coeficientii ecuatiei in 2 avem z, + z3 =

=—1—2,2+23=—1—a, 2, +2,=—1— x4 de(,;i Y= — 1+w’,...
A ,
Ecuatia in y este 3® — 5y — 2 = 0 cu radécinile y, = — 2, y, =1 + V2,

ys=1—1V2

82. a) Din anularea identici a restului impartirii lui P(z) la 223 4

+ 822 — 1 se obtine m = 8, n = 0, p = — 1. b) Inecuatia se .scrie 2 |2 —
— 1.z —12+8(zx — 1> —1 >0 (pentru z=1, nu-i satisficuta).

Pentru # >1; |2—1|=2—1 si avem a2 — 8) >0 deci .z">—;i
si inecuatia este satisfacutd pentru z & (—:— , oo). Pentru z < 1|2 — 1] =

= — (# — 1) sise obtine (x — 2)2 (22 — 1) < Odeciz & (—oo, %—) c) 4y° —
—122+ 9y —2=0.
33. a) Ordonind dupa puterile descresciitoare ale lui m, P(z, m) =

=2m¥a® + z) + m(22® + 222 + 2 + 1) + 2 + z = (z + 1) [2m?z + m(22® +
+1) + 2] = (z + 1) [2ma? + (2m* + 1)z + m] = (z + 1) @z, m). b) (m +

p . Y2
+1)(4m*+2m) =0, m;=—1, my=0, mg, = j:zV;. ¢) ¥ +y,=
b & . 1
uta_ m(z, + ;) §i Yy Y, = oy + m2z@;, — 2m si ecuatia in y este:

Z1 Ty 2
2my? — (2m® — 4'm + m — 2)y + m(m — 2)* = 0.

8%. a) 105 2* + ma® — 84 a? + 4z + 1 = 0. b) Radacinile comune veri-
fici in mod necesar diferenta celor doud - ecuatii, adici 104(z* — 1) 4
+a(m —4)(@* —1)=0de unde 22 — 1 =0, x = + 1. £ = 1 este rada-
cind, comunid pentru m = — 76 iar £ = — 1 pentru m = 68. ¢) (r, = 5,
=1, 2= —38, 2, = — 7).

85. a) Divizorii independenti de @, ambii 2(1 — a?)' sint — 1, + 2,
se obtine 2, = —1, 2, =2, ¥3=a — 1,z = a + 1. b)] cu relatiile lui
Viéte, dubla inegalitate se scrie 2(1 —a?) < a2 +2a —8< 2a+1, as
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el—— 2, — -31JU [1, 2]. ¢) Ecuatia in a este fl(a) =2a¢® + a*> — 22 —1 —

— 6Ina =0, cu a >0 sirul lui Rolle aratd ca, ccuatia are o singura rada-
cini reala @, = a, =1 (dubla).

X . . 5a a
36. a) Pentru o = — 1 ecuatia conduce la cosasin -5 cos; = 0,

adica a = (2k +l)—- sau a—2k?, sau ¢ = (2k + )m, (k & Z). b) x =

= — 1 ridacina leala, celelalte 4 complexe ¢)Dinf(—1)=0sif(—1)=0
ar trebui si avem (1) sin 4a + sin 8a + sin 2a + sina = 0, (2) 4(l—sm 4a)+
+ 3(1 — sin 8a) + 2(1 — sin 2a) + 1 — sin ¢ = 0, pentru orice a. Deci, din
(2), sin @ = sin 2a = sin 8¢ = sin 4a = 1 imposibil, deoarece din sina =

=1, rezulta a = (4k + l)-;f-si atunci sin 4a = 0, sin 8a =1, s§i sin 2a=0.

(Se poate folosi rezultatul de la punctul a) inlocuind valorile lui @ gasite
in ecuatia (2) si nici una nu verxflcé)

. 1 ye (@, a) 2% y>dh B y=a & ye(d o) Y
este solutie a ecuatiei, 2 ‘Oga y—27log,y + 72 = 0. 6°. Nu exlsta nici

o valoare pentru parametrul y astfel incit ecuatia P(x) = 0 s& aiba ambele
rﬁdéclm negative.

38. a) Se determind s astfel incit, 3/2 < f(z) < 18/2 oricare ar fi
& real. Se giseste m &[— 1, 1] b) Discriminantul ecuatiei f(x) = ¢ este

D = 9m? 4 16 — (2q — 8)* si in conditiile 1mpuse parametrilor m si ¢ se
giseste — 9 < D 25,

39. a) Nu. b) Nu.

40. Dacia a < — 5/4 ‘ecuatia are riadacini reale oricare ar fi valoarea
parametrului m.

4L 1. (2, —1), (-1, 2), (—3 +6V1.°5, —3—6V105) i (—3—6V105’

:—3';—- “05] 2. (12, 10); (—10. —12).

“w

2 1L.a=10 2 z=ad* 3.w=%m 4x=%
1 a 1 b

il=5 y=.; 1/=3.'—- 1/=_a.
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43. 1°. Logaritmind prima cgalitate si notind logx =u, logy =0
Bu + 2 =138loga

se obtine sistemul cu necunoscute u, =, care con-

u? + 9% = %’-Iog2 a
duce la urmitoarele solutii pentru sistemul dat, (v = a™?, y =a?). (¢ =
= a''’, y =a). 2° (@ = a'™"%", y=¢a"™""), 3° (3 = 100, y = 10).

4. Mai intii s& observam ca daci ecuatia admite solutie, aceasta
se afla in intervalul (0, =/2) sau mai general, (2kx, ©/2 + 2kx), £ &Z. Daci
notim u = log.,, . sin ¥ avem ecuatia #* — 4u 4 4 = 0 sau sin ¥ = cos?z,

. —1 5
sau = arc sm-—]o;v— + 2kn, k 7.

45. Dacii ecuatia admite solutii acestea sint pozitive si diferite de
unu. Tinind seama de egalitatea log, #.log, @ = 1 ecuatia se poate serie
sub forma |log, # + 11 + {log,& — 1| = a? flog,x. Daca a« (1, |'2), & =
=a'" (1, a) daca a> |2, s =a"'>a; dack a = |2, ¥ = a; daca a
& (0, 1) ecuatia are doud solutii, 2 = a* & (0, a) si v = " & (a, 1)..

46. Kcuatia se poate scrie sub forma, a2 4 (1 — 8m)r + 9m — 12 =
cu solutiile #, = 8, ¥, = 8m — 4. Pentru ca acestea si fie efectiv solutii
trebuie si faci pozitive expresiile de sub logaritimi si anume, 2, = 8 este
solutie daci m & (1. 8) si &, = 8m — 4 este volutie daca m X 38.

A7. Fie a,, a; a, termenii progresiei aritmetice conform enuntului :

n(n —1) nn =1)(n —

g, =0C =na= C’,’,.= 2 Cag=C = ———6——2) dar ¢, +-a;=

= 2ay, de unde n, =2 si n, = 7 (convine numai # = 7). Faalind ter-
3 1~ " 2 =

menul al saselea, C3 (Y2 log (10 — 3%))*.(V2=-21g3)5, cu 21 se obtine cen-
atia 8% — 10.8* +9 =0 de unde 2 =2; 2= 0.

48. Conditiile problemei conduc la ecuatiile 2C2 = C! + C? ; Cia®h® =
= 21. Prima da n, =7, n, = 2. Evident numai n = 7 convine. A doua
ecuatie este atunci 2810-32+(z-21g3 =1, deci a cste dat de ecuatia
(10-— 82)3°2 = 1. : :

»

49. Dacii @, estc rddicind pentru cele doud ecuatii in mod necesar
aceasta este radicind si pentru ecuatia care se obtinde sciizind cele doua
ecuatii adici pentru ecuatid ¥ — @ = 0. Inlocuind pe x cu @ in cele doua
ecuatii se obtine conditia pe care trebuie s-o satisfaca a astfel ineit » =a

si fie radacind comuna si anume (@2 —2)(a—1) =0 saua s {—V'f, 1, ]’5}

50. a) Fic 4 = (a;j), B=(b"). S(AB) = ‘gl ‘Zl (l(,l),, = , “2‘ b,,a,, =

= S(BA). b) S(B-' AB) = S(B~'(AB)) = S((AB)B~') = $(41,) = S(A).
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I, = matricea unitate de ordinul n. ¢) Se considerd relatia $(4X) =0
pentru toate matricele patratice de ordin n X'/ definite prin @; =1 si
a, = 0 daca (i, §) = (k, t), (numarul matricelor de acest tip este n?) si re-
zultd afirmatia. ,

52. Practicind inductia completd referitor la »n, se gaseste

=7 o A= )

. 58. 1°. Se observa ca linia treia se obtine. inmultind prima linie

cu doi si apoi scazind din ceea ce s-a obfinut linia a doua (adicad linia a
treia) este o, combinatie liniara de celelalte linii) si deci, valoarea de-
terminantului este zero.

2°. Se scade din linia a doua prima linie, apoi se scade din linia a doua
a treia multiplicatd cu doi, pastrim prima coloan& si o scadem din coloana
a doua si a treia ;-se poate acum, scoate factor (b — a) de pe coloana a
doua si (c — a) de pe coloana a treia. In sfirsit, se scade linia a doua
din prima si avem det 4 = (b —a)(c —a) (¢ — b)(a + b + ¢) (a® + b +
+ e2).

8°. Se aduni la prima coloana, fiecare coloand de indici &, (2 <k <K
< n + 1) multiplicatd cu a*!'si apoi se dezvoltda determinantul dupa
prima coloand si se gaseste, det(A4) =a, + a@a + ... + a,-a®- 4°. Sca-
zind ‘coloana de indice ¢ din coloana de indice 1 — 1, (¢ = 2, 8 ,..., ) si fo-
losind relatia, C¥ = C%_, 4 €%} se poate aréita (prin inductie) cii det 4 =

. k(Et+1l) : :
=(—1) 2 .

54. Daca se dezvoltd determinantul dupa elementele primei coloane
se observi ci D(z) este un polinom de gradul al doilea in . In plus, D(z,) =
= D(x,) = 0 si deci, D(r) = m(x — ;) (* — x,). Dar, coeficientul ln 2®
este p,(@;) — py(x,) = o, — @, si atunci, D(r) = (v, — @) (¥ — @) (¥ — @,).

56. D=2+ 2°+ 224 2z; a) Daca x =1, atunci D = 4, iar daca

—2

‘2521 si =1, avem, D = l=—l.b)Dacﬁz=1atunciD=4,
z—

iar dacd z 5= 1si 23 =1, avem D = z.

57. a) Matricea 4 este nesingulara si B este singulara.
b) Rangul matricei 4 este trei si rangul matricei B este doi.

58. Se tine seama de faptul ca rangul unei matrici este egal cu unu
daca toti minorii de ordinul al doilea sint nuli si matricea este nenula. Acest
lucru se intimpla dacé liniile (coloanele) sint proportionale doui cite doua.

59. Daci *=+1 si a0 rang A = 4. Dacik z =1, oricare ar fi a
€Rrang 4 = 8. ' _

124

LA



60. Convenim c¢a transpusa unel matrici 4 s-o notim o
deram acum urmitoarele matrlcl, = (7, y), X; = (a',, ge); X

A =[ ) 2] —[ ] Cu ajutorul acestor mamet; eele‘

teme de relatii se seriu, X = 4X,, X, = BX,. De sici rezultd ci
= (A B) X, si cum matricele 4, B sint nesmgulare, avem,
= (AB)-'X = (B—14 )X, etc.

[ 1/8 —1/8 2/s]

61. A~} [_2 ! ] ! 12 0 —12
. = s A2 —4f
8z —1/2 —1/8 1/8 18
1 —2 7 _
A7) = [o 1 —2
o o 1

Pentru rezolvarea ecuatiilor pr opuse, se inmulfesc egalitatile (*) cu 47§ (i =
=1, 2, 3) la stinga.

62. det (4) = 4, ceea ce exprimd cd matricea 4 este nesingulari.

o 12 121

A1 = [1/2 0 1/2

12 12 0

Facind . calculele, se gaseste X' = (1, 1/2, 8/2).

» X=A4A-'B

63. Scriind ci matricea 4 comutd cu matricea [a' y] se giseste z =
'3 W

0, ® =w si y poate si fie arbitrar, ’

1 0 0
o o .4-1=[ e ]

ac—b—ec 1

b) Seriind dezvoltat egalitatea (*) se obtine urmitorul sistem de
patru ecuatii cu trei necunoscute; m, n, p.

m+n+p=1
2am 4 na = 8a
(2b 4 ac) m + nb = 8b + Bac
2em + ne = 4e.

Dacéi ac = 0 problema nu are solufie. Daci a = 0.si be = 0, problema,
de asemenea nu are solufie. Pentru a =0, b =0, oricare ar fi ¢ problema

125



are o dubli infinitate de solutii. Dacii @ = 0. b 0 §i ¢ este arbitrar sau
' ¢ =10, a0 si b este arbitrar problema are o infinitate de solutii.

2 b — o | —
65. a) E=["’ + be pa—q ab+ bd— pb ]

ac + cd — pe be + d* —pd — gq

b, ¢) Daci b = ¢ = 0 si a = d atunci ¢ = «®> — pa unde p poate lua orice
valoare (reala). Daca b 5= 0 sau ¢ % 0 sau a + d 5= 0 atunci p. ¢ sint unic
determinati si avem, p = (¢ 4+ d, ¢ = be — ad).

. b)( wn= — Z) c. b= 1-]-—5 c) unde ¢ poate lua orice

2

66. a) m =

| G

valoare reali.

67. Daca X = [x y] si A= [a b] si traducem cgalitatea ma-
2w c d ‘

tricelor AX si XA’ seajunge la un sistem liniar si omogen cu patru ecuatii si
patru necunoscute >, ¥, z, w despre care se arati ci admite.solutii diferite
de solutia banala pentru oricare numere reale, a, b, ¢, d.

68. Daca (v, y;, 2,)= (T3 Y» 2,) atunci tripletele corespunzitoare

acestora (z;, y, z,) vesp. (¥}, ¥;, 2,) sint diferite altfel sistemul mogen
zt+8y=20

3x+Ty+42=0

4y + 7z = 0 ar admite solutie nebanala.

Am aritat astfel cd functia f este injectiva. Daci (@', ', ') este dat atunci
considerind sistemul de relatii dat ca un sistem de ecuatii necunoscutele
¥, ¥, = acesta au solutie unici conform cu teorema lui Cramer. Rezolvind
acest sistem in raport functie de &', y', 2’ se gaseste funcfia inversa.

69. a) Presupunind ci restul este de forma ax 4 b se ajunge la sis-

temul de ecuatii, : a+b=1 '
' 2 +b=2
— 2a 4+ b = 8 care cste incompatibil.

b) Se cauti restul sub:forma ax + ba? 4 ¢ si a. b, ¢ verifici urméto-

rul sistem a+ b4ec=1
40 +2b+ e =2 ,
4a — 2b 4.c = 8 care are solutie unici, conform cu teorema

lui Cramer. '
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70. Ficind caleulele in partea dreapta a egalitatii (1) si identificind
coeficientii se gaseste. . '

d=a. B=6a4+ b, C=7Ta+3b+¢. D=a+b+c+d E=e

5 —28a, —2, 54 9,
10 5 10

. .1'4) unde
(23 —

5
» gy aq) unde &, 2, pot lua orice valoare rveala independent

71. Solutia generala este, s =(

.

x; poate lua orice valoare reali. 2°. Solutia generala este, s =
Srg + Ty — 12

5

. - 2, 10 2—3, 14 — 192z
una de alta. 8°. Solutia generala este, s = [ =4 +10 3. vz,
i 12 4 12
4°. Solutia generala este, s = (2 — 22, a3 — 1. x,) unde x; poate
lua orice valoare reali.

72. 1°. Sistemul este compatibil cu solutie unica. 2°. Daca « == — 3
sistemul este incompatibil, iar pentru a = — 3, sistemul are solutie unica.
3°. Sistem compatibil cu solutie unica. 4°. Sistem incompatibil. 5°. Pentru
@ 5= 0 sistemul are solutie unicidi, iar pentru @ =0 o infinitate de solutii.
6°. Daca a g {— 1, 1/2, 1} sistemul are solutie unici. Daca ¢ € {— 1, 1}
sistemul admite o infinitate de solutii.-Daca a = 1/2 sistemul este incom-
patibil. 7°. Dacii a & {1; 2} sistemul este incompatibil si daci a {1, 2}
sistemul este compatibil cu o infinitate de solutii. 8°. Daca ag {0, 1, 2}
sistemul are solutie unici. Dacé @ = 1 sistemul are o infinitate de solutii.
Daca a € {0, 2} sistemul este incompatibil. 9°. Pentru a = 1 sistemul ad-
mite o dubla infinitate de solutii; pentru a = — 2 sistemul este incom-
patibil si daca « & {1, — 2} sistemul are solutie unica. 10°. Daca a == — b
sistemul admite solutie unica, iar dacd a = — b sistemul este incompatibil.
11°. Caleulind determinantul matricei coeficientilor necunoscutelor se ga-
seste A= (a4 b+ 1)(a—1)(a — b). Daca A == 0 sistemul are solutie
unici conform cu teorema lui Cramer. Oricare ar fi numerele reale a, b
pentru care a 4 b 4 1 = 0 sistemul are o infinitate de solutii. Daci a=1
si b {1, — 1, 2} sistemul este incompatibil, iar dacs o =1, be{—1, 2}
sistemul are o infinitate de solutii. Dacd a = b = 1 sistemul are o dubla
infinitate de solutii. In sfirsit, dacd @ = b = 1 sistemul are o dubli infini-
tate de solutii. 12°. Dacé a == b si @ == ¢ si b 5= ¢ sistemul admite *solutie
unicé oricare ar fi d. Dacd ¢ = b si (@ 5 ¢, ¢ £ d, a = d) sistemul este
incompatibil. Daca a =¢ si (a % d, a =% b, b= d) sistemul este incom-
patibil. Dacd b = ¢ si (a = b, as~d, b= d) sistemul este incompatibil.
Dacd @ = b = ¢ = d sistem compatibil cu o dubla infinitate de solutii.
Daci a = b = ¢ 5 d sistemul este incompatibil.

73. 1°. Sistemul are solufii diferite de solutia banali daci ¢ & {— 1,
2}. Pentru-a = 2 sistemul se reduce la ecuatia @ + 3y + 8z = 0 cu solutia
generald s = (— 3y — 8z, y, z) unde y, z sint parametrii. Pentru ¢ = — 1



sistemul are o infinitate de solutii si solutia generala este s = (2, 2, z) unde
7 poate lua orice valoare reald. 22° Sistemul admite solutie diferitd de so-
lutia banald daci a = 0, sau b =0, sau a + b =0, sau a = b = 0. Daca
a = b = 0 sistemul este satisficut de orice triplet de valori date necunos-
cutelor. Dacd a = 0, b=£0 sistemul admite o infinitate de solutii si so-
lutia generald este s =.(2, — 2, 2) unde z este parametru. Dacad b = 0 si
a s 0 sistemul are o infinitate de solutii si solutia generala este s = (— z,
— 2, 2) unde z este parametru real. Daca a + b = 0 si b 3£ 0 sistemul ad-
-mite o infinitate de solutii si solutia generald este s = (2, 2, 2) unde z este
parametru real.

74. Dacd notam cu A4 matricea coeficientilor necunoscutelor sistemu-
i, X' = (@) youey &), 0’ = (0, 0,..., 0) sistemul se poate scrie 4-X = 0.
a) Daci s este solutie, rezultda ci A4s’ = 0 de unde — (4s') = A(— ') =
=A.(—s) =0.

b) A8’ =0, At' =0; A(s' + )= A(s + 1) = A-s8' + At' = 0.

c) A-(as) = Aa-8') = a(4-5') =a-0=0 '

75. Solutia generala este s = (— a,, z,, Tz,, 8z,) unde z, poate lua
erice valoare reali. Orjce solutie a sistemului se obtine din solutia s, =
={(—1, 1, 7, 8) dupd ce se multiplici cu un factor convenabil. 2°. Solutia

" . . — a3 —a, 223+ 5%
generald a sistemului este, s= 3 s st S, x4 x,| unde a, z,

’
3 3
pot lua oricare valori reale. Sistemele, s, = (— 1/8, 2/8, 1, 0) si s, =
= (— 1/8, 5/8, 0, 1), sint solutii pentru sistemul dat si solutia generala se
poate scrie sub forma, s = xgs; + ;8;. -

76. b) Pentru a demonstra asociativitatea operatiilor 8° 5i 4° se folo-
seste egalitatea, 4;, — 4; = 4, [} 4, unde A4, noteazi complementara
submultimii 4, in 4. s5i apoi 4, 4= A, N Ay, A, Ay =4,U 4,
Elementul neutru este mulimea vida, iar simetricul unui lement 4, este
el insasi. c) Elementul neutru pentru prima operatie este multimea vidi,
pentru a doua in #si multimea A, iar a treia, nu are element neutru. Nici-o
parte nevidi a lui 4 nu admite simetric in raport cu prima operatie si nici
o parte a lui A4 definitd de 4 insdsi nu admite simetrie in raport cu ope-
ratia a II-a.

77. a) Elementul neutru este numiarul zero. b) Dacd a = 1, ecuatia

ar = 0 are solufia, »r = — " . ¢) Dacad verificd, de exemplu ca pentru
—a
a=2 b=0c=2 nu avem, a «(bc) = (ax b)-(ax c), ax (b+c)=
=(ax b) + (a* c), a(lb= e)=(ab) = (ac), a+ (b+ ¢)=(a+ b)+ (a4 c);
dar=1; (=1, y=2).
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78. a). Daca zero se considera 0 ca fiind numar natural, atunci ope-
ratia il admite pe acesta ca element ncutru altfel nu are element neutru.
b) af” = 2 + a{ i 6™ = at 4 4a® 4 6a® + 4a. Se arati practicind in-
ductia completi in raport cu n ¢i a'™ = (¢ + 1)* — 1. .

: T a
79. a) Dacd sc considerta z=1, y =0, avem 1% 0 = —L
a, + a,
a N . .
—2_=0+1 ceace ‘exprima ca operatia ,*¢ nu este comutativa.
a, + a,

Daci a = z atunci v = (y= 2) £ (v» y)» 2z ceea ce exprimi ci operatia
»*“ nu este asociativd. ¢) Se aratd usor cd a s (yoz)= (r* y)o(r+* 2),
(Yo)r a=(y= 2)o(2% 1) 5i vo(ys 2)=(roy)* (xoy), (y* 2)ox =
= (yox)# (20a) pentru oricare trei lemente z, y, z €R.

80. Daci « =y atunci @» y = y = 2 ceea ce exprima ca operatia
»*" nu este comutativi. De asemeni, daci x # 0, oricare ar fi y. z € R
nu avem (7« y)* z=ux» (y * z) ceea ce exprima ci operatia ,**nu este
asociativd. b) a, = 8a, a; = 7a, a* = 15 a. Partea a doua a afirmatiei se
dovedeste practicind inductia completa relativ la n. Daca a, = (a" — 1)a
atunci, a,,, = 2a, #F a, = (2" — 1) a.

81. Mai intii facem observatia ca operatia nu este peste tot definita.
Mai precis, ¥ # y se poate calcula numai pentru acele perechi de numere
reale (2, y) pentru care ry == 1. Daca 2, y, 2& R si (x» y)» z, x+ (y* 2)
sint ambele definite, atunei (v« y) * 2=+ (y» z). Daca x + y este definit
atunci si y # « este definit si in plus, 2+ y = y « 2. Compunerea oricirui
element #& B cu zero existd si in plus,  # 0 = 2. Compunerea unui element
x cu (—z) existd si in plus, ¥+ (—&) = 0. Operatia ,#* defineste ;,partial
pe R o structurd de grup. Facem observatia ci daci (z # y) » z este definita
nu rezultd ci @« (y # z) este definit. De exemplu, aceasta se intimpla daca
r=4, y=2, x=1/2.

82. a) Daca A=[1 1], C=[1 2], B=[1 0] atunci,
0 2 0 2 0 1 )

(A# B)» C = A+ (B« C) ceea ce exprimi ci operatia ,*#“ nu este aso-

ciativi. b) Fie E=[ vy

]. Aratim ca existd », y, 2, v incit 4« E =A,
u v

pentru orice element A4 =[ @ :] din M. Scriind dezvoltat ultima ega-
¢ A

litate, @, y, v, v verificA un sistem de patru ecuatii cu patiu necunoscute

D)
si solutie unicii oricare ar fi .{, F = [ l(/)' 17‘)] . ¢) Ecuatia 4.X=FE

- a

'admite solutia X = ——1—[ a —b].

4(ad — be)

9 — Culegere dv problemd 129



83. a) Se arata ci relatias a+ b = b+ @ nu are loc pentru a =£ b si
carelatia (a» b)» ¢ =ax (b» ¢) nu are loc daci a(2 + ¢)5£0. b) Se
verifica faptul ci relatia a+ (b + ¢) = (a+ b) + (@ + ¢) nu are loc pentru
a == 0 si de asemeni, relatia a « (bc)=(a » b)-(a « c)'nu se satisface pentru
a=2 b=0, c=0. c) Prima ecuatie are pentru orice @ #* —1 solutia

" iar pentru @ = — 1 nu are solutii. A doua ecuatie are ca
a

solutie orice valoare a lui + daci a = — 2 si solufie unica a =0 c¢ind
~ si
a+2
nici o solutie daci @ = —2. d) Pentru A=2 operatia a + b = 2a +2b + ab
este comutativi sau nu este asociativi. Se verifica faptul cé relatia (a « b) »
# c=ax (bx c) are loc numai daca a = ¢. e) Problema are doua solutii ;
(A=0, p=0)si (A=1/2, p=1). f) Pentru X =0, p =0 avem ope-
ratia @« b = ab adica inmultirea numerelor reale care defineste pe mul-
timea numerelor reale nenule o structurd de grup. Pentru A=1/2, p=1
avem, a* b =a + b + ab aceasta operatie este comutativi, asociativa,
are pe zero ca element neutru si orice numaér real a % — 1 admis simetric
a

a+1

a %= — 2. Ecuatia a doua are solutie unica pentru a=# —2, v =

pe @' = —

8%. Fie. ab = ac = d atunci conform cu axioma 1°, rezultid ca ad =
= b, ad = ¢ adici b = c. b) Ecuatia azr = b admite solufia # = ab cici
dacd ab = d, atunci ad = b si evident este unici. c) Fie E = {a, ,..., a,}.
Din axiomele 1° si 2° rezultd ci pentru orice ¢ == 1 avem a,a, = a; ¥ 4,
si a,a; = a,. Rezulta elementele mul{imii E cu exceptia lui a, se pot grupa
in perechi (a,, a;) caracterizate prin, @, a, = a;, cu a; = a, 5i deci, numarul
elementelor lui E este impar. :

85. Daci in egalitatea I se inlocuiesc elementele y si a cu e se obtine
zob==x+ b ceea ce exprimid ci cele doud operatii coincid. Transcriind
egalitatea 1 numai cu semnul & si ficind z = b = ¢ se obtine y« a =
= a«» y si apoi, in aceeasi egalitate, facind y=e se obtine ¥ (a» b)=
= (z* a)= b. A

86. a) Fie a’, a; doud elemente simetrice pentru a. Atunci, &’ =
=a'se=u"»(ax a;))=(a'» a)» ay=e+ a;=a;. b) Din egalitatea,
a+ x=bs xrezulti, (ax 7)» o’ = (b* x) * a’ sifolosind proprietatea de
asociativitate a operatiei rezulta a = b. d) Se verifica egalitatile, (a » ) =
x (b'x a')= (b= a)= (ax b)=e. e), f). Demonstratia se poate face
folosind metoda inductiei complete. g) Daca se foloseste simbolul ,- ‘¢ pentru
legea de grup ,** atunci elementul neutru se noteazi de obicei cu 1, iar
simetricul unui element a prin a~1. Tn cazul unei notatii aditive ,+* ele-
mentul neutru se noteazia de obicei cu 0, iar simetricul unui element a se
noteaza cu ,—a“ si se numeste opusul lui a. Asa dar, reformulind rezul-
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tatele precedente avem : b) Daci ax = bx sau xa ='zb atunci a = b (res-

pectiv,daci a + 2 =b+ xsauzx+a=a + b, atuncia = b) '¢c) (a"!) =a -

(resp. — (— @) = «. d) (ab)™! = b7 'a"! (vesp. — (@ + b) = (— b) + (— a);
e) a".a® = a"*", (a")" = a"*. (resp. ma + na = (m + n)a si n(may=
= (mn)a; f) (ab)y” = a"b", (resp. m(a + b) = ma + mb (a~1)” = (a®)71,
(vesp. m(— a) = — (ma)). )

88. a) f, este injectivi céci intr-un grup se poate simplifica si la stinga
si la dreapta. Dacd y & G, este suficient s& ludim z = aya™! pentru ca s
avem f(x) = y, ceea ce exprima ca f, este o aplicatie surjectiva ; f (x,2,) =
= a~Y(x,v5)a = (a”'x,a) (a7 1xa) = fo(x)) - fo(xy). b) Deoarece (z71)"1 =a,
rezultd imediat cd f este bijectie. Daca x,, ¥, & G, avem succesiv, f(2,r,) =
= (2,2,)7! = a3 a7! = f(x,) - flx;) ceea ce exprima cid f este in general
un antiizomorfism si dacd grupul G este abelian, atunci f este chiar izo-
morfism. ¢) f;1: G — G se defineste prin f;? () =aya™ si f1:G—->G
coincide cu f. : :

89. a) Daca (G.,e) este grup, atunci pentru orice element ¢ & G existd
un simetric a™! si din ax = b, rezultd folosind asociativitatea operatiei
ci (aa1)r = a~1b sau z = a”'b. In plus, daci az, = b si az, = b atunci
az, = ax, de unde (daca inmultim la stinga cu a™! aceasti egalitate) rezulta
ci 2, = @, b) Pentru orice element @ & G, existd un element la & G incit,
a-e, = a. Daca b este un element oarecare din G, existd y & G incit ya = b
si b-e, = (ya)e, = ylae,) = ya = b. Existd deci un element ¢; &G incit
a-e; = a oricare ar fi a = G. In mod analog se arata ca existi un element
e, &G fincit, ¢,-a = a oricare ar fi a S G. In sfirsit, ¢, =¢,.¢, =€, = ¢
sl e este element neutru pentru operatia considerati. Dacdi a & G existd
a &G sia’ sG incit aa’ = e, a'’a =¢ §i @' = ea’ = (a"’a)a’ = a''(aa’) =
= a'’e = a'’ ceea ce aratd cd orice element a & G admite un simetric.

93. a) Démonstratia este evidentd. Un asemenea omomorfism se
numeste omomorfismul nul cu sursa G si cosursa G'.. b) f1:G' -G se
defineste prin, f—!(y) = @ unde &« este unjc determinat prin flz) =y.
Aplicatia f este evident injectiva si daca 2&G, f(2) = y&G' si deci, f—)y)= @
ceea ce exprimi ci f—! este o aplicatie surjectiva si deci bijectiva. in plus,
dacd y,, ¥, G’ §i f~(y) =y, S~(ys) = @, atunci flz,) =y, si f(@s) = 9.
Functia f fiind omomorfism de grupuri, avem, y,-y, = f(z,-z;) sau,

[ yy,) = 22y = [Ny, f~Ny,;) si deci f—! este izomorfism de grupuri.

c) Fie x,, »; €G. In ipoteza ci f, g sint ‘omomorfisme avem succesiv,
(82 f) (@ + 7)) = g(flay + 23)) = &(f(®) + flws)) = &(f(x1)) + &(flzp)) =
= (gof)(x,) + (g°f) (x,) ceea ce exprima ca go f este omomorfism. Daci
[, ¢ sint surjective si 2’ &€ G"' atunci, exists 2’ &€ G’ incit g(z’') = ="’ si
exista # €G incit f(x) = 2'. Rezulta ca (g-f) () = &' adich, g f este
surjectie. Celelalte chestiuni sint evidente.

94. Prima parte se verifici urmarind conditiile ce definesc un grup.
Pentru partea a doua reamintim ca radicinile ,unitatii sint date de ega-
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. Ur .. 2%n . . I
litatea, 2, == cos — + ¢sin —— unde # =0, 1,..., n — 1 si se observa ci
n n

€ = cos 2 + 4 sin I are proprietatea ceruti de problema.
n n ,

95. a) Elementul neiitru este numirul zero. Orice element a = — 1
a

+1
latiile ao (be) = (aod) - (@aoc), ao(b+c)=(ach)+ (acc), a(boc) =
= (ab)o(ac), a + (boec)=(a + b)o(a + ¢) nu sint adevdrate dacd se
considerd a=2, b =8, ¢=4. ¢) *ox = 2 conduce la ecuatia z 4+ #*=0
cu radacinile 2 =0, ¥ = — 1.

are simetric si anume o' = — . b) Se arati de exemplu, ci re-

96. a) Operatia este, evident, peste tot definita, asociativa, perechea

(1, 1) este element neutru si daca (¢, )& M afunci, (a, b)"é —l—,%)
. a

b) fllay, b)) . (a5 b,)) = flasas, byb,) = a,85b,b, = (a,b,) . (aa-.ba) = f((a},b,)).

f((az, by)). Dacé b este un numar real pozitiv, b = 1.b = b.1si b = f(1, b) =

= f(b, 1) ceea ce justifica si afirmatia ca f nu este injectivi daci se con-

siderd b=t 1. ¢) Aceeasi justificare ca la punctul b).

97. a) Operatia este asociativd, elementul neutru este numairul zero,
iar simetricul unui numir real 2 este — z. Aplicatia f: R, —» R, definita
prin f(r) = 2 este un izomorfism de grupuri. Intr-adevar, f este evident

3

bijectie si daci 2,y €R, atunci, fl(zoy) = (V3+PP=a+ 4 = fla)+
+ f(y). b) Operatia este asociativd, comutativd, fard element neutru.
Daci e R ar fi element neutru am avea x # e = 2, pentru orice z din
R adici Va?+¢® = x ceea ce ar conduce la ¢ = 0. Dar, o %0 = Vat = [al
care este diferit de # daci x este negativ. Pe mulfimea R, egalitatea
@ » y =1a*Fy* defineste o operatie asociativi, comutativi cu element
neutru, numérul zero si nici un element nenul nu admite simetrie.

98. Verificarea asociativititii este calculatorie. Numiarul unu este
element neutru, iar simetricul unui numar x este el insasi.

99. Elementul neutru este numirul 6. Daci r&R.,, simetricul
in%
acestuia in raport cu legea de compozite ,, # * este &' = elnz

100. a) Pentru a putea defini compunerea funciiilor date trebuie

ca pentru orice z& D si avem fy(z), fix)eD. Fie r€ D si fylr) = —
1

— ﬁsau folz) = V—%; aceste doud egalitiati conduc la 4 =0 sau ¢ =— —

E]
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ambele imposibile. In mod analog se arata ci daca re D atundi fy(z)e D.,
In plus, fyof, =fs J3' =fo f3'=f» D)Fic 6 = {1, <, <& grupul rada-
cinilor de ordin trei ale unitatii. Functia f: M — G definita prin, f(f))= 1.
S(fs) = & f(fs) = €* este un omorfism de grupuri.

10L. c) Aplicatin «:G —>G' definits prin, u(fy) = g, u(f)) = g
w(fy) = g5 u(f3) = & este un izomorfism de grupuri.

102. a) Dacia notam cu R, rotatia cu centrul 0 si unghiul de rotatic

« avem, R,o R, = R,o R, = R,,,. Rotatia definita de unghiul nul este

elementul neutru si simetricul elementului B, este R_,. b) Aplicatia f: R —

- — G definitd prin, f(a) = R, este un omomorfism surjectiv, dar nu si in-

jectiv caci de exemplu, f(a) = flea + 2r). ¢) Aplicatia g:G — G’ definita
prin g(a) = A(a) este un izomorfism ‘de. grupuri.

103 a) f, o f, = fu, f1 este elementul neutru si (f,)™ =f, ;.

.104. Daca A4 = (@), B = (b,) sint doua elemente din multimea
Apen (G) definim 4o B = C unde C = (¢;;) se defineste prin, ¢, =a,,. by,
t%1,.,m j=1,.,n). Compunerea din partea dreapti a ultimei ega-
Jitati, este compunerea din grupul G. Elementul neutru in 4,,,, (G) este ma-
tricea cu s linii §i n coloane ale cirei toate elemente sint egale cu e. Si-

metricul unui: element 4 = (a,;) este 4™ = (0'5!)~

105. a) Daca M = (a,;;) este un element din M,,, (4) se defineste
fuza (M) = (f(ay)). ¢) Daci M = (a,;) este un element oarecare din M,,., (A);
atunci (fn:l’mb 84) (M) =fn:rm (84 (M)) = f«a}t)) = (f(ajl)) = (84, ° 8mrn (1")'
106. a) Se arati ca daci a,, a, sint douid numere reale, atunci M(a,)il
M(a;)=M(a,.a,); daci a == 0 atunci [M(a)]'= M 1 . Aplicatia, f: R — M -
a
definita prin f(a) = M(a) este izomorfism de grupuri (R. = grupul mul-

tiplicativ al numerelor reale diferite de zero). b) 4 = T |.B=

2 -1
-1 1
—2 gl

107. M(zy, yy, 20)-M(xs Yy, 25) = M(ay + @y, Y1+ Yo % + 25+ @4ls)
Elementul neutru in raport cu inmultirea este matricea M(0, 0. 0) si sime-
tricul elementului M(z, ¥, 2), este M(z, y, ry — z).

. '108. a) M(a, )\).M(a, »)=M(a, A -+ 2;). Elementul neutru
este matricea M(a, 0); (M(a, )™ = M(a, — 7). Aplicatia f: R, -G
definita prin, f(A) = M(a, ) este un iromorfism de grupuri. b) Aplicatia
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g: M, —~ M, definitd prin g(M(a, 1)) = M(b, A) este un izomorfism de
grupuri. ¢) M(a,, 7,).M(ay A) = M(b, A, + A;) unde b este dat de relatia,
© bath=glt | ad M(b, 0) = M(1, 0) este ‘elementul neutru si M(d, — 2) =
= (M(a, 7)™ _ S

109. a) M(a,).M(a,) = M(a, + a,); M(0) este element neutru si
(M(a))™ = M(— a).b) M(a).M(— a) = I, si deci, det M(a).det M(— a) =
= 1. c) Rezulta imediat daca se foloseste a). d) (M(a))* = (f(a))* = f(na) =
= M(na).

110. a) M(7,)). M(2;) = M(\, + 2,); M(0). este element neutru
si [M(\)]'= M(— ). b) M(A).M(— 1) = I, (matricea unitate de ordin
trei) IM(M\)I.1M(— A =|M(\).M(— \i=|I3i=1. ¢) Rezulti folosind
a). d) [M(V)]" = [f(M)]" = f(r}) = M(n)).

111. a) M(a,)M(a,) = M(a, + a,), M(0) este elementul neutru si
(M(a))*=M(—a). b) Daci a, a,&R, fla,+ a,) = M(a, + a,) =
= M(a,).M(a,) = f(a,).f(a,), ceea ce exprimi cid f este omomorfism de
grupuri. Deoarece f(a) = f(a + 2kx), k €Z, rezulta ca f nu este injectiv.
¢) Un numar complex cu modulul egal cu unu este de forma, z = cosa +
+isina, a € R. d), Daca Z) =cosa, + 1 sin @, 2,=cosa,+ isina,
atunci, 2,.,2 = cos(a, + a,) + isin (a) + a,), 2,2, EG. g(2)2,)= M (a,+ a5)
= M(a,).M(a,) — g(2,)-8(z.). €) Avem succeviv, (M(a))" = (g(cos @ +i sin a))”
= g(cos @ + sin a)" = g(cos na + t sin na) = M(na). .

112. a) Asociativitatea operatiei, = ¢ rezultd imediat din asociativi-
tatea operatiilor ,+¢. Perechea (0, 0) este element neutru, iar opusul unei
perechi (x,, x,) este — (v, a5) = (— x,, — @,).

113. a) O solutie arbitrard pentru ecuatia datd este de forma, y =
= acos 8 + bsin 8z. Daci y, = a, cos 32 + b, sin 32, Y, = @, cos 3r +
+ b,ysin 8z atunci y, + y, = (@, + a,) cos 8z + (b, + b) sin 8z este solutie
pentru ecuatia datid. Functia y: B — R definita prin y(zr) = 0, oricare ar
fi £ € B este element neutru. Dacd y = a cos 8x 4 bsin 82, y € M atunci,
— Yy = —acos 8z — bsin 8z este element al lui M. b) Daca definim
(ar, b)) +(ay, b)) =(a,+ a,, b, 4+ b,) se obiine pe M’ o structurd de grup
abelian. ¢) Aplicatia f: M’ — M definitd prin, f((a, b) = a cos 82 + b sin 82
este un izomorfism de grupuri.

114. a) Elementul neutru in P; este polinomul de gradul al doilea
identic nul (cu toti coeficientii zero). b) Rezulta imediat daca se tine seama
de faptul ca (P + Q=P +Q. cymg{o, —4, —1}. d) f,,,,oﬂ,,, este
automorfism daca si numai daca mimy(m, 4 1)(4+ + m)(4 + m,) 5= 0 ceea
ce se intimpla daca S 81 fu, sint automorfisme. e) Daca m¢g {0, — 4,
— 1} atunci multimea {P | fu (P) = 0} este formatd din singurul element,
polmomu] nul. Daca P e Py si P = ax* 4 br = ¢, atunci
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JulP) = 2*(4a 4 ma) + (b 4 mb + 6a) + 8b + me si

ker f, == {¢ | ¢ numar real}
ker f_, ={§m_+ clee R}

ker f_, = §w2+¥a7+clceR}

Pentru m = 1 se poate lua P(x) = ¢, oricare ar fi c € R.
Pentru m = 1 se poate lua P(x) =§a‘ + ¢, oricare ar fi ceR.

- . 2 - . M .
Pentru m =— 3 se poate lua P(2) = -;('a'a + %('.r—l- c, oricare arfice R

. [

2

115. La orice pereche ordonatd (f, g) de elemente din M(S, G) aso-
ciem functia fo g: S — G definita prin, (feg)(x) = f(r)- g(z), oricare ar fi
z € S. Flementul neutru este functia f,: S — G definita prin fy(x) = ¢
oricare ar fi x€S; Daca fe M(S, G) simetricul acestui element,
fie sa-1 notam cu f’, se defineste prin, f'(x) = (f(r))—'. Fie, f,, f, € M(S, &
si @ un element oarecare din $. Avem succesiv, wo(f,of,) () = (4o (f,.fo)) (¥) =
="u( fy(x) - fo@)) = (o fi)(w)) - (o fu)() = (1x(f})) (¥) - (ug(SN(X) = (1a( f1)
y(fo)T(@). Deci, wy(fifo) = (g 1))-(14( f2), adica u, este omomorfism de
grupuri. Daca « este un omomorfism injectiv si f, f, € M(S, G) f, = S
rezultd ci existda @ € § incit fi(@) == fol@) si atunci (w,(fi)@) = w(fi(x) =
= u(f(@)) = (ug(fo))(@), ceea ce exprimi cd wu,(f,) 7 uy(f,) si deci u, este
un omomorfism injectiv. .

116. a) Fie », yeG; flr)y=2', py)=y elementul din G
imagini ale elementelor x, y prin functia f. Definim xoy = f-}a', ') si
deja avem, (1) fla o y) = 2"y’ = f(x)- fy). Operatia ,.o* este asociativa caci
pentru oricare trei elemente x, y, z € G avem succesiv, (vey)o = J>y)
oz =fNa'y' ) si we(yoz)=f-1a"-(y =) unde f(2)=2a', fly)=
= ¥, f(z) = z'. Flementul ¢ = f—1(¢’) este element neutru cici daca veG
si ' = f(x), atunci @'e e = f-1(a'¢") = f~'(a’) = & si la fel coa = a. Daca
v €@ si f(r) = 2’ €G’, iar (') ! este inversul lui 2 in G, atunci - =
= f—1((2')-1). Egalitatea (1) arati ci f este chiar izomorfism de grupuri.
b) Fie M = {a,, a,, a, a,, a5} 5i G = {1, &, €% & ¢} grupul radécinilor de
ordin cinci ale unititii si fie f: M — G definita prin f(a,) = 1, fla,) = =,
flag) = €%, fla)) = €3, flas) = €' Tinind seama de tabela de inmultire din
G, obtinem o structuri de grup pe M ; legea de compozitie pe M o dam
prin tabela
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0 a, a; 8y a4 a5
a a, 8, a & a5
a, &y a3 a, ag 8y
a3 ag a8y ag a, ay
ay ay ag a, ay ag
as as 8, 8z ‘g a,

" 117. Se stie ca tg: (— =/, n/2) — R este o functie bijectiva a carei
inversd este arc tg. :

118. Se foloseste faptul ca tg: (— =n/2, n/2) — {0} > R — {0} si ctg:
(0, @) — {n/2} — R — {0} sint doud functii bijective.

119. Cerind ca operatia ,, #” sa fie asociativa, adicd sa avem, (r * y) *
* z =g #(y * z) pentruoricare trei elemente a, y, = € R se ajunge la rela-
tiile, ¢ = a?, b = b? care conduc la patru solutii (a =0, b =0), (a =0,
b=1), (a=1, b =0), (a =1, b = 1) si numai operatia care corespunde
lui @ =1, b = 1 defineste pe R o structurd de grup, este chiar grupul
aditiv real obisnuit x* y = 4 y.

120. a) Cerind ca operatia ,o¢¢ si fie asociativa se giseste ca functia
f trebuie sa satisfaca egalitatea, f(ab)=f(a)-f(b) pentru oricare doua ele-
mente a, b din R. Daca f(1)=1, atunci perechea (1, 0) este element neutru
pentru operatia considerata. in sfirsit, dacd pentru orice a=%0, f(a)5£0
atunci, pentru orice element (a, b) din M existid un element simetric si anume,

1 b

(a’ af(a) .
si avem, b,a, + byf(a,) = ba, + b fla,) sau, by(a, — fla,)) = bya, — fla,))
oricare ar fi, a,, a,, b,, b,& R si de aici rezulta afirmatia. '

)z(a, b)’ ; b) Pentru ca operatia ,o* si fie comutativd trebuie

121. Daci H este nevida, fie s H, atunci aa™! = e H. Daci
*& H, cum esH rezults ca er! =a'eH. In sfirsit, daca », y&H,
rezulta ci y'eH si deci, a(y™!')™ = aye H. Reciproc, fie ci se sa-
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tisfac conditiile a) — ¢). Din conditia a) rezulti ca H este ncvida. Daca
2, y& H, gratic conditiei b) rezultd ca y '€ H si folosind conditia c¢)
rezulta ca ay ' H.

122. Fie ci aH = bH si ee H. Avem, ae = a aH = bH si exista
deci un element h& H incit a = bh sau, b"'a = h& H. Reciproc, daca
b'lac H, rezulta ca exista he& H incit b~'a = h, a = bh ceea ce conduce
imediat la aH = bH (se arata dubla incluziune). ¢) Rezulta direct din b).
d) Fie aH& bH si x,& bH ; exista deci, hy, h,& H incit, ay = ah,, o= bh,
reea ce conduce la, b™'a € H sau cu b), aH = bH.

123. Fie G = {x,,..., r,} si H o submultime a lui.G cu proprietatea
ca yye H daca @, ye H. Daca ye H, rezulta ca toate puterile pozitive
ale Jui y se afla in H si cum G este finit, rezultd ca existd m, numar na-
tural incit y" = e si deci, y ' =y" '€ H si deci vy 'eH.

124. a) Elementul neutru este matricea 1

0 a
.Daca 4 = G G

1 a; a,

cste element din ], atunci, acesta admite un simetric care este matricea,
1 a,

— e —

a, a,
— g 1
A a,

b) M, este subgrup cici daca A, =.[:;‘ bo]’ A, = Ia2 0] sint ele-
1

2
! 0
mente din A, atunci (,) = % , (45’ =43 este simetricul elemen-
0 —
b,
bt B |
tului Ay siody oy = a2 b care este element din 3/,
1o &
b,

125. a) Se arata mai intii ¢d daed f:G > G este un omomorfism
de grupuri, atunci fle7!) = [fa)] ! si fle) = ¢’. Daca x, yEker f, atunci
fley™) = f)fly™) = flf)] ! = ¢e"= ¢ si deci. ay 'ekerf. b) Fie
), fa)& Im(f). Avem succesiv fla,)(f))™ = fla) (") = flas') &
& Inf. ©) Daca fla,), S, ) €£(G,), reaulta ci fla)).()(0) " = flrs ) &AG,)
cici G, este subgrup si deci, vz’ €G6,. d) v, 0, €6, adica fln), flr)e6
si deci, flae)).(f(z.)! = flraz)E Gy coea ce exprima ca rar €6,
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126. Mai intii, e€ 2(G). Dacii ¢ = gx rezultda cd g lo = zgi si
deci g'€Z(G) cind geZ(G). In sfirgit, daca g,8,&Z(G) si z este un
element oarecare din G, avem succesiv, (g,£)r = g,(g2) = g,(vg,) =
= (&11)8, = (v8,4:) = a(g,8,;) ceea ce exprima ca 8,8,.6Z(G).

127. H este subgrup daca din faptul ca @ = (2, ), ¥y = (¥, y,) sint

elemente din H rezultd ca * — y este element din H. Dar, ¥ — y = (2, —

. 1
— Yz T2 — ) si cum, fy(x, —y,) = fi(x)) — fi(y)) = folaz) — folys) =fol,
— 1,), afirmatia este dovedita.

128. a) Daca E este multimea vida, S(E) este grupul cu un singur
element. Este evident ca dacd f, g € S(E) functia go f este o functie . in-
jectiva. Deoarece f, g sint surjectii, pentru orice element y € E exista @,
z, € E incit, g(x,) = y si f(ry) = @, adica (gof)(2v,) =y ceea ce exprima
ci gof este si surjectie si deci bijectie daca f, g sint astfel. Aplicatia
1 v E — E definita prin 1z (¥r) = @ pentru orice ¥& E este o permutare
a lui E si este element neutru in (S(E), 0). Daca feS(E) atunci f': K - E
definita prin f'(y) = acel r pentru care f(x) = y este o permutare a lui £
si este simetricul elementului f in raport cu legea .,o', b) Fie a, b, ¢ trei ele-
mente ale multimii E. Daca definim f& S(E) prin f(e) = b, f(b) = ¢, flc)=a
si flr) =z, daca ag{a, b, ¢} iar g= S(K) prin gla)=¢, g(b) = b, gc)=a
si g(r) = & daca wg {a, b, ¢} atunci fo g gofcaci (fo g)(a)=*(g°f)a).
¢) Daca fe M, atunci f '€ M,, caci daca () = 2 # 2, atunci, f(z) =
=y = flay) ceea ce nu este posihil decit daci x = &, f fiind injectiva.
d) Definim he S(E) prin h(rg) = Yo My,) = xysi h(x) = = daca z€ {2, y,} .
Daci la orice element fe M, asocicm elementul hfh = = u(f) obtinem
izomorfismul cerut, Mai intii daca fe M, atunci u(f)e M,, cici, (hfh)
(30) = (R )(h(yo)) = (kf)ze) = h( (o)) = h(zp) = yo. Dacd [y, fo€ Masi J % f
atunci u(f,)==u(f,) si in plus daca g M, , ¢ = u(f) unde f = hgh, ceea ce
exprimi ca u este o aplicatie bijectiva. In sfirsit, u(f, o f,) = w(f;) o u(f,)
caci, h(f, ¢ f,) = (hfih)o (hfsh). e) Fie f& S(K) asttel incit f(K,) = E,. Daca
y,,ef"'(ltlo) revulta ca y, = f (), ¥p€ F,, adica f(y,) = 2o = f(z,) unde
z& Iy i cum f este injectiva, rezultda ca y, = zy&€ K, Amaritat ca
fUE,) C Ey Duaca yo€ E,, atunci, fly,) = z,€ E, sau y, = f~(z,) ceea
ce exprima ca E,C f"UF)) si deci, f7kj) = E,.

129. a) Aplicatiile 7T, (resp. T°) sint evident injeetii caci intr-un
grup se poate simplifica la stinga sau la dreapta. Daca yE G, exista a6
incit T,(x) =y si anume x = a"ly (resp. exista ¥ G incit T(x) =y
si anume z = ya'). Pentru ca T, sa fieizomorfism trebuie si avem, T, (vy)=
= Tu (). T.(y) sau, a(ry) = (ar)- (ay) ceea cc conduce la a = e.

h) Daca T, T,eM, atunci T, T, = T,, ceea cc exprimi cj
T.oToe M, si T,_; cste simetricul lui 7T, adica (T,)'€M,. Pentry
multimea M, avem c¢d TPo TV = TV i (T°)' = T7"

c) FFie a # b si o,(a) = oy(b). Oricare ar fi elementul 2€G6, ar = bx
ceca ce este posibil cici ae = @ % b = be si deci o, este injectiv; in mod
evident a, este surjectiv: in.mod evident 5, este surjectie. Daca a, be@
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atunci, oy(ab) = T,, = (T, T,) = o,(a) o o,(b) ceea ce exprimi ci o, cste
izomorfism. In mod-analog, se arata ca o, este o bijectie dar nu este izo-
morfism céci a,(ab) = T9 = T®.T% = c,(b) o 6,(a) (se zice in acest caz ci
g, este un antiizomorfism).

150. Se observda mai intii ci f,(u) este clement din Sy ca fiind
fprodus de bijectii. f (uv) = fo (wv) o f™ = (fouf Vo (fovef?) =f, ().
+ (0). ’ T

. I3L. a) Fie (z,,..,2,) &2° si fiey, =, , i = 1,..., n. Avem suc-

s cestv,  (propy (@) 5es Ta)) = Py ((""9(1) s To(a) sees To(my)) = Py (Y1 eeey Ya) =

= (Yr(1) sooes Y1(a) = (Xgs01) seees Topin) ) = Pos((y 5.,  )) ceea ce exprima ci
PrePg = Py - » .

b) Pentru orice element (z,,..., ¥, ) din Z* avem,u’ ((x,,..., ¥,)) =
= W(Zy(1) 5o Tp(m)) = (0 Py)(2y 5ee0y 2,). Prin urmare, v’ °? =ucp,, , =
=uo(pyop,) = (uop,)op, = (wep,y = wy. ¢) u,v:Z —>2" definim .
(uv)(z) = u(z).v(z) si (v + v)(x) = w(z. + v(z) pentru orice element & din
Z*. Atunci, (u+v)Y =(utv)ep=wuop, +vop, =u 4+, (w) =
= () pr = (uphlup) = .. d) (= = (=)o, = = (wo ) =
= — (w).

132. b) Daci ac A*, exista a4 incit aa’ =a'a + 1 si deci,
fla).f(@') = fla’).fla) = f(1) = 1 ceea ce exprimi ci f(a)s 4.

134. 2), a) (— @)y + ay = ((— x) + 2)y = 0y = 0 si deci, — (vy) =
= (— @)y ; 8) Demonstratia se poate face practicind inductia completa
relativ la numirul de elemente din sistemele considerate.

136. b) Fie # un element nilpotent si fie n (cel mai mic) numar na-
tural pentru care z* = 0. Folosind rezultatul de la punctul a) avem, 1 =
=l—2"=1"—-2"=(1—2a)1+2+ ..+ HV=Q1 + & + ... +a"})
(1 — z) ceea ce demonstreaza afirmatia. ¢) Fie m si n (cele mai mici numere
naturale) pentru care 2™ = 0, y* = 0 atunci (ry)"* = " . y™ = (2")".
(¥*)" = 0.(z + y)™*" = 0 (Pentru a calcula (x + y)"** se poate aplica
formula binomului lui Newton cici y = yr). d) Elementul nul in ra-
port cu operatia ,,+‘¢ este nilpotent si daca a este nilpotent atunci— a este
de asemeni nilpotent céci (— 1)z = a(— 1).

137. a) Elementul neutru in raport cu prima operatie este (0, 0) si
in raport cu a doua, perechea (0, 1). b) Divizorii lui zero sint perechile de
forma (a, 0) unde a = 0. c) (0, 1) M si daca (z, y) M, adica y s 0 atunci.

—T 1 . N . . .-
pcrechea,(—;-, —) este elementul invers (simetric) pentru elementul
¥y ¥y
ka

(@, ). d) f nu este injectiv caci f((kr, ky)) = T =2 = f(x, y) pentruorice
Y

139



k= 0. Aplicatia f este surjectiva cici pentruorice y& R/ avem f((y, 1)) =
) /
=Y. 4

~

- |3

’

138. a) Elementul neutru in raport cu a doua operatie. este perechea
(1, 0). b) Daca a? — b% == 0, ecuatia (a, b).(x, y) = (1, 0) are solutie unica

. Daca (a,, b,), (a, b,) sint doud elemente din

RPN TR
M pentru care & — b0, a— b: # 0 atunci, (a,a, + b,b,)*> — (a,b, +
+ ayh,): = (a} — Bi)(a3 — b3) = O si deci, (a;, b)).(ap b)SG;(1,0)EG si
daci (a, b) &G atunci( 2 _, = b €G. c¢) Daci (a, b)sMsi
at — b*  a® — b2
@® — b®> = 0 atunci ccuatia (a, b)(x, y) = (0,0) conduce la sistemul omo-
av+ by=0
RN \bn + ay =0
este justificata.

care admite solutii diferite de solutia banali si afirmatia

139. a). Elementul neutru pentru prima operatie este (0,0), iar pentru
a doua operatie este (1, 0). b) Divizorii lui zero sint perechile (a, b) nu cu
ambele componente nule pentru care existd perechi (2, y) nu cu ambele
componente nule astfel incit (a, b).(z, y) = (0, 0). Orice pereche de forma
(0, b) cu b == 0 este divizor al lui zero si invers, orice divizor al lui zero este
o pereche cu prima componentid nuld si a doua diferiti de zero. ¢) Daci
(a). b)), (ag, b)) N atunci (ay, b,).(ay, b)eN; (1,0)& N si daca (a, b)e

€ N atunci.- (a, )" = (—1— , 1})@ N. e) Fie g(a,, b)) =a-b—I s S(ag,by) =

a, ay 1
Y atunci, gl(a bay by) = gaay aidy + aghy) = et ol D
a, a,a, ay
b
+ 22 = gl(ay b)l(an ).
2

140. a) Multimea M este grup abelian in raport cu prima operatie.
Elementul neutru pentru prima operatie este perechea (0, 0), iar pentru
operatia a doua este perechea (1, 0). b) Divizorii lui zero sint perechi de
* forma (0, b) unde b == 0 si perechi de forma (@, — a) unde a == 0. c¢) Daca
(ay, by), (ag by) € N rezulti ca ¢, =0, a; =+ 0, a, + b, = 0, a, + b, = 0
si deci, a,a, 3= 0 si a,a, + b,b, + a;b, + a,b, = (a, + b,)(a; + by) == O ceea
ce exprima faptul ci (a,, b,).(as, b;) EN; (1, 0) & N si daci (a, D) €N
atunci, acesta admite un simetric in N si anume, 1 . —-b—‘, d) Demons-

.a ala+ b)
tratia este evidenta.
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141. ¢) Daci « + b |2 admite un invers, rezulta ca N(¢ + by2) =
= 1 1 ceea ce conduce la ¢ = 4- 1 si b = 0. d) Fie z, =a, + b2 2, =
=a,+ b, 125 flz, + 2,) = flla, + ay) +(b + b)) V2) = a, + a,—(b, +
+ by) V2= (@, — b, VB)+(a, — b, ) = flz,) + f2) i fiz,e 2,) = flana, +
+ abyb, + (a,b, blaz) V2)=aa, + 2b bz — (a0, +a bz)V— (a, — b, ¥2)
(a; — sz-) = f(z).f(z,)- N

142. a) Se arati ca daca ey, } & FE atunci ¢; *e, & E. Elementul
neutru pentru operatla » %" este zero. Daca penhu un element e € E, exista
¢ €F incit ex ¢ =0, rezultd ca e + ¢ — e¢’ = 0 care diipa inmultire
cu ¢. conduce la e=0.

143. a) M(a,, by, ¢, d,). M(a,, by, 05, d,) = M(a', b, ¢’ d’) unde, @' =
= a,a, — bb, — ¢, —d\d,, b' = a,b, + a,b, + ¢,d, — vzdl, ¢ = a,c,—bd,+
+eca, +d, b2 d =ad, + bc, + a,d, + bye,. b) det M(a, b,c,d) = a2 + b 4
<+ ¢ + d* 5i cum. det (4B) = (det A). (det B) rezulti aﬁrmatm b).

x 0 x

0 0 O|se aratd ca,

z 0 z

A(x,) + A(xy) = A2, + x5); A(x,).A(x;) = A(22,75). Daca A(x,)#£A(0) si
A(x,). A(z;)=A(0) atunci A(x,) = A(0) ceea ce exprima ca M nu are lel?OP
ai lui zero, A" = A" A(x"). Ecuatia propusid se reduce la

144. Dacd notim A(z) =

145. Se arata mai intii ca f, + f, si fy o f, sint elemente din End(G)
- adica, se verifica faptul ci acestea sint omomorfisme. Elementul neutru
in raport cu prima operatie este omomorfismul 6:G — G definit prin
6(z) = 0, pentru orice * & G (endomorfismul), iar pentru a doua operatie
1¢: G — G definita prin, 15(z) = x, pentru orice z € G.

146. a) Flementul neutru in raport cu prima operatie este aplica-
tia 0:5 — 4 definita prm 8(x) = 0, pentru orice ¥ -> S. Simetricul unui
element f & Ens(S, A4)'in raport cu prima operatie il notaim cu — f si se
defineste prin, (— f)(¢) = — f(z), + € S. Daca inelul A are unitate ,1*
atunei si Ens(S, 4) are unitate si anume, este functia e: S — 4 definita
prin e(z) = 1, pentru orice * & 8. Fie §,C S. Definim f,: S — 4 prin,

fi(@) = g, #0 dacdh v & S,
! 0 daca x¢ Sy si f,: § > 4 prin,
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lacd i S,
fg(w)_l 0 dacd * &

| @, 0 daca xg S, Se observaca f, fz.,. 0 sifi* f, =0 ceea
ce exprimi cid FEns(S, A) este un inel cu divizori ai lui zero. b) Dacit
Ji fo 5 Ens(S, A) atuncl pentru un element oarecare r & S avem
succesiv,

[“t(fl + f))(@) = [uo (f; + f2)l@) = u(fi(z) + fi(x)) = w(fi(x)) + u(fi(x))
(wo f1)(@) + (o fo)(®) = [ue(fi)x) + [ua( L)) = [walf) + 14(fo))()

si fdecl, we(fy + f2) = ua(fi) + ual(f ). n mod cu totul analog, se arata

ca “*(fg Ja) = [ea(f)] * [ua(fo)]-

147. a) Se aratd ci M(a,, by, ¢,, d;).M(az by ¢, dg) =M(asay + bycy.
ab, + bd, ca, + dc, c,b, + d\d,).

b) Aplicatia f: M,,, - M,., care asociaza matricei [a Z] .
, ¢ d

matricea. M(a, b, ¢, d) este izomorfismul cautat.

148. Se arata prin metoda inductiei complete cit
u?(z) = a"r — Cla*'za + ... + (— 1)*Cta""*xa* + ... + (— 1)"za® pentru

orice element ¢ & 4. w3(x) = a®r — 8a%ra + 8axa* — xra® si daca a®* =0,
rezultda u¥x) = 0. Daca a” = 0, atunci w?*~!(a) = 0, oricare ar fi v & 4.

149. c) Este suficient si ardtam cd orice element a & 4, a =0 are
simetric in raport cu operatia »'‘. Se considerd a4 & M. Deoarece a 5= 0,
rezultd cia a4 = 0 si deci, in mod necesar, a4 = 4. Rezulta cé existd ¢’ g 4
incit aa’ =1 ceea ce demonstreaza afirmatia. d) Fie SC 4 si S+ {0}.
Exista atunci, in S un element a = 0 si daca a’ este inversul acestuia atunci
conform cu conditia 8° rezulta ci a'a =1 & S. In sfirsit, dacd x este un
element oarecare din 4 avem z.= .1 & S, ceea ce exprimﬁ ca ACS
si deci, in final rezulti ca § = A. :

150. a) Operatia ,, »” este evident comutativa si asociativa. Elementul
neutru pentru aceastd operatie este numarul complex i, iar simetricul
unui numér x este 2’ = 2: — x. Elementul neutru pentru a doua operatie

m,—‘l,

este e = . Daca ¢ € K si x 5+ 1 aceasta admite un simetric in ra-

m ' .
m% —mir — 1
© mi(iz + 1)

(z, y) sint solutii ale ecuatiei, (2m + 1)z2 — (m 4 1)iz — m* — m = 0. Daca

. . . . 1
port cu operatia .o si anume, ' = b) Daca m = — e

m = ——;- sistemul nu este compatibil.
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151. a). Daca Mfa,, b,), M(a, b,) M, atunci
Ma,, b)) + M(a,, b,) = M(a, + a,, b, + b,),
M(a,, b, 1) - M(a,, by) = M(asa, + 2b1b2, a;b, +-ba,) si deoarece,
M(a,, l) = M(a,b,) daci si numapi daci a, = a, si b, = b,
rezultd ca M(O 0) este element neutru in raport cu adunarea, M(1, 0) ele-
ment neutru in raport cu inmultirea. Simetricul unui element M(a, b) in
raport cu operatia de adunare este M(— a, — b), iar simetricul unui element

—b
M(a, b 2 4 B2 £ 0 este M|—" , @ — 2520 pent
(a, b) cu a® + este (\a<—2b’ s —2b2) == 0 pentru

orice pereche de numere rationale (a, b) cu @ 4 §* = 0 céci /2 este un
numar irational. b) Verificarea este calculatorie. ¢) Rezulta din cele a-
ratate la a).

152. M(a,).M(a,)= M(a,a,) 5i dacs M(a) <= M(0), M-Y(a) = M( 1).
a
Aplicatia f: R - M definita prin, f(a) = M(a) realizeaz izomorfismul -in
chestiune. '
153- a) M(al,. bl)' M(az, bg) = M(alaz bt blbz, albz + aabl) D&cﬁ
M(a, b) 5= M(0, 0) atunci [M(a, b)]"! = M( a2 )M(a,, lH-

@ + B’ oa @+ ¥
+ M(ay, by) = M(a, + ay, by + by).
b) Rezulta imediat din rezultatele indicate la punctul a).

_ ¢) M(a,, b,).M(a, b,) = fla, + ib,) f(az + "bz) = f((a, + iby). (a, +
+ iby)) = f((a, + ib,).(a, +""b1)) = M(a,, by).M(a,, b,).

154. M(a,, b)) + M(ay, b)) = M(a, + a,, by + b,), M(a,, b)).M(ay, by)=
= M(a,a, — 8b,by, a,b, + asb,). Deoarece a® + 8b* nu se poate anula pentru-
nici o pereche (a, b) de numere rationale unde a=£0, rezulta cd daci M(a, b)==

- s -1 1l =M a ~b .
= M{(0, 0) exista (M(a, b))™" si (Ma, b)) (a‘ Tk @t w)

1550 a) M(al, bl) . M(az, b2)=M(ala2—‘blb2, alb2+bla2)a Dacé M(a, b)*
. - —b
+ M(0,0) atunci M-1a.5) = M( - : e ) P(ey, dy). Pley, dg)=
= P(¢,0;, — 5d,d,, d,cy + 3d,d, + ¢,d,). Dacdi P(c, d)= P(0, 0) atunci
. e 1
det P(c, d) = 8cd + il + 5d? *=0 S1 P l(C,.d) = m P(C+3d,—d).
b) Aphcatla. g: M — C definita prin g(M(a, b)) = a + ib realizeaza
izomotfismul intre cele doua corpuri.
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¢y Mia, y=al’ O].H}["" =al+l).l/$i/
0 1 1 0

/

i 7o —5
Ple,d) =¢ 10 +d 0 =35 . Daca notam’'V'= )] are loc e-
0o 1 1 : 1 3

-

galitatca, V2 = 31" — 5[. Este usor de verificat ca reprezentarile dec la
punctul ¢) sint unice. d) Pentru ca f sa fie omomorfism de corpuri, tre-
buie s avem, in particular, f(V?) = f(V).f(V) ceca cc conduce la p = 8/2,

q =@ si daca definim f(P(c. d)) —( +3d) + — l I d.J se obfine un

izomorfism de corpuri. A(P(c. d)) =¢ + -2- d 4+ g d. Din egalitatea f(12) =

= fIV).fAV) mai rezulta sip = g, qg=— Tzvrlsi_f(l’(r, d)) =(c +§d)] —
m

— d.J este de asemeni un izomorfism de corpuri. iar A(P(e, d)) =

/53]

(c + ; d) — 2— d1i, (¢ unitatea imaginari) Inversa primei aplicatii f este
D 2 .

definita prin [ -Y(M(a, b)) = P(a _]:il _bl ]—21%) si pentru a doua, inversa se
—2b
defineste prin, f—1(M(a, b)) = P(a+ Y J
prin, f—1(M(a, b)) T

c) g(4™) = (g(A))'l (cos @ — isina)" = (cos( — @) + i sin (—a))* =
= cos(— na) + i sin(— na). Deei, g(M"(cos a, — sin a)) =g(M(cos (— na).
sin(— na)) si cum g este aplicatie injectivii rezulta ca,

cosa sina ]"_ [ cos na  sin 'na]

—sine cosa | —sin na  cos na

156. a) Punind conditia ca operatia ,, *‘ si fie comutativa se giseste
a = b si apoi punind conditia ca operafia si fie si asociativa se gaseste
.a = b =1. Se arata apoi ci elementul neutru pentru prima operatie este
1 5i daca 2 € R, atunci simetricul lui 2 (in raport cu prima lege) este 2’ =
= 2 — 2. Impunind ca legea a doua sa fie asociativa se gaseste ¢ = 8. Dupa
aceste determinari se aratia ca R este un corp in raport cu cele doud ope-
ratii. b) Se stie ci functia f: R — R definita prin f(z) = px + ¢, unde
p 5= 0 este o functie bijectiva. Dezvoltind egalitatile, f(z »y) = f(z) +
+f(y) sif(xo y) = fl2)f(3 J) care trebuie si fie adevarate oricare arfiz, y € R
se gascste p = 2, ¢ = 2 deci f(¥) = 2z — 2.

157. Fic A(+,.,0, €) un domeniu de integritate cu un numar finit

de. elemente. Daca a € A4; a 5+ 0 existi un intreg natural p astfel incit
a® = ¢, ceea ce exprima ci a~! = a”-l,
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158. a) Fic (2, m) =1si (y. m}=d =1, y € . Deoarece y € z re-
zultd ci nfr — y sau altfel seris, * — y =mgq, g€ Z; cum d/m, dfy ve-
zultd ca djz si deci (x, m) = 1. Deci, daci (2, m) =1, atunci (y, m) =1

pentru orice ¥ € . b) Daca » € Zfmz si (@, m) = 1, exista doi i intregi u,
v EZ incit ur + vm =1; din aceasta egalitate rezulta cd ux = 1 sau
w.ax =1 ceea ce exprimi ci (a:)\l = u. Reciproc, daci u.r =1 rezulta
imediat ci (r, m) = 1. N

¢) Avem, (z)*™ =1 si dem aﬁ('")_- 1 sau, mfa®m—1, adica atm=1
(modulo m). N

10 — Culegure de probleme 145



ANALIZA MATEMATICA

1. a) 1. b) 8/4, ¢) 1/2, d) 1/8. Se foloseste egalitatea

1 =1( ! _ 1 ],k=numérnatural.
(2k —1)(2k+8) 4\2k—1 2k + 8

3. b) Se va observa ca ék’ =2 (n + 1)(2n + 1), iar

k=1 6

6 =6(l—1 — 24 1___1_
k(k +1)(2k + 1) E+1 k) (2k+1 2k)'

5. a) Se poate folosi inductia. ¢) Sirul fiind monoton crescitor, are
limita. Deoarece existd un subsir care tinde la + o, rezulta lima,= + oo.
n-) o
6. b) Se arata folosind inegalitatile de punctul (a) ca pentru « < 2,
(a,) este monoton crescitor si nemarginit superior. Pentru « = 2, (a,) este
monoton si mirginit iar pentru a« > 2, (a,) este monoton descrescator si
nemarginit inferior.

8. b) Daca b > 1, putem scrie b =1 + a, a > 0. Tinind seama de
inegalitatea dela a) (Bernoulli), rezulta lim 4* = + . Dacda 0 < b < 1,
, a>0,de unde 0 < b" < —1—- , ceea ce implica

1+4a 1 4 na
lim b* = 0. s

n-—-mo

putem scrie b =

9. Se calculeaza suma a® 4+ a™*! 4 ... 4 a?". Se trece apoi la limita
in expresia obfinuta.

10. a) Dacd ¢ > 1, putem scrie c=1+a, a >0 si deci ¢ > 1 +
+na+n(n—1) (n—l)_a!,

n
a2, oricare ar fi n natural. Se obtine c_> 1 +a+
n o n
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dc unde rezulti afirmatia. Daci — 1< ¢ <1, rezultd fara dificultate
c? . Yo . . .

lim —=0. Dacd ¢ < — 1 nu existi- limita ; subsirul termenilor de rang

#n—0 n .

par tinde la + oo, iar subsirul termenilm de rang impar tindela — co. b) Se

o1t ",
obtine lim & = + oo dacd ¢ > 1, hm-— Odaca—1eg —1 :,silimf-
nso N \\ n—ro N2 n—+o N
. - L1t _2V)eMy (1)
nu existd daci ¢ < — 1. ¢) Se ob(;me <_Tv.-‘__ 2 pentru >N, de
ol

unde rezulti imediat afirmatia féchf\a.

11. a) (1 — 2)* este un numar subunitar, deci mai mic decit «. Apoi,
avem « < 1 + ne dach n este destul de mare, adicd n > N (¢). Rezulti deci
o < (1 + ¢£)” pentru n >N(z-:) b) Dubla inegalitate de la punctul a) poate

fi scrlsé astfel : 1 — e < V_< 1 4 ¢ pentru n> N(e). Aceasta inseamni

lim VE = 1. Dacd 0 < o <1 putem scrie a = % cu B >1 si rezulta din

n—>®

n
nou lim V& = 1.
fn—>0

12. Pentru |¢| <1, lim (E a) = + 9 . Pentru ¢>1
@ kel 1—q (1—g)?

hm(z a;) = o-sgnr, Pentru ¢ < —1 nu existd lim (ﬁ a).

B+ kel n—+o k=1

13. Convergent la 3 f_ 1 pentru |B| <1 si divergent la —oo pentru
P — 1L

14. Pentru z, = 1 se obtine sirul constant z, = 1. Daci 'z, > 1, se
obfine o, <@y <@ T oo <Xy < ooe T < ts By <o <Xy <2< Ty
Natind ]1m Zgg_y = I, §i lim xy, = lz, se va arita cd l, = l2 =1, de unde

f1—>®

rezulta ca (m,,) este convergent si lima, = 1.

n—o

15. Se obtine S,(r) = 1 ctg 2 _o ctg 2x. c) lim S,(r) = 1_ 2 ctg 2,
2" 2" T® x

w#k% unde k = intreg.

16. Se obtine S,(z) = -21—0055 — 2cos 22 si lim §,(z) = — 2 cos 22.

n—>®
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/

/

/

/

17. a) Se obtine S,(2) = %(3:&1 sing—; — sin 8},)/91 ’!!:: S,(x) =

o /
— 8x — sin 3:12. b) Se obtine T,(z) =i(cos z_ cos 3.1:) .
P 2 8

18. a) Notind cu a, termenul general al sirului, se vede c& 0 < a, <

<—}— . b) Notind cu b, termenul general, se vede ci 0 < b, <:~J;L

Vn
19.2) 7 <V6" + 7" <7V2. b) 9< |8 F6° F 9 < 9|8.

s - n
20. a) Notind cu a, termenul general se constati ca —Vf <a, <
: n +n

<L. b) Notind cu b, -termenul general, se constati ,L <

CES! e

n
< b, <;——.

Vn’—l—l

21. Termenul de rang n al sirului dat este cuprins intre cos 4 si
n

15
cos —.
2n

22. a) Termenul general al sirului este cuprins intre 0 si # sin? 1
n .

23. lim /inn = 1.

n=pw

24. Considerdam raportul I, Se poate arita ci acest raport este

n+1 X
mai mare ca 1, folosind inegalitatea lui Bernoulli.'$irul (a,) este descresciitor.

Din a, = ( 1 -l-l)” ( 14 l rezulti imediat lima, =e. b) Se foloseste
. n n n—->®

. . 1 n . 1 n+1
inegalitatea ( 1+ —J <e <(1 + —) .
n n

25. Din relafia de recurent{s intre doi termeni consecutivi, se con-

statd ci sirul este crescitor. Dacd presupunem ca lim a, este finita, se obti-
L £

ne o contradictie.
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27. b) a. ajo,0,0,0y.

80. Se procedeazi ca la exercifiile precedente. Trecind la limita
in relatia de recurenti se obtine ca valoarea limitei este 0.

2 3
83. a) Se va folosi faptul ci Jn <V8, yn & N. b). + o.
8%. b) Aplicind de mai multe ori. relatia (a) rezultd a,,, —a, =

= k(n)(a, — &) unde k(n) >0, de unde rezulti monotonia. Pentru mir-

. . . 3 .
ginire se va scrie a,,; = ‘a, ¢) lime =0.

T¥sape+VT+ea+1 ="

. n n+l1
85. Se va observa ci Yn > Yn+1 pentru n > 8. ¢) lima, = 0.

8-+ ®

36. a) In privinta semnelor termenilor b, vom avea sau b, > 0 sau

b, < 0 si in fiecare din aceste cazuri se arati ci (a,,) este monoton si mir-

ginit iar lim a,,,, = lim g,,. Deoarece subsirurile (ay,), (4z41) epuizeazd
- .

i~ .
sirul dat rezulta (a,) convergent.

87. ¢) Se considerd f(z) = x(22® + 2 + 1). Se arati ci ‘ntervalele
( —00, — %), (—%, 0] si (0, + ) se bucuri de proprietatea cerutd in

enunt si de una din proprietitile de la a) sau b).

38. a) Se obtine a Ss < B, echivalentd cu ao, < S, < Bo,, de
cﬂ
unde rezulti usor afirmatia. b) Fie lim ‘-;2 =1>0. Avem 0<l —e < g—’i'- <
- . 7>
£ l+e < 4o pentru n>N. Modificind primele N rapoarte (cea .ce” nu
schimbéd comportarea sirurilor (S,) si (o,) se poate presupune ci inega-
litatile obtinute au loc pentru orice numir natural. Sintem deci in cazul a).

: 1
39. a) Se aratd cd a,,, — a, = — (@, — Gy_1) = oo =
) “ Voo +Vetor, :

e
=K ———
Va+Va+Va
=)a + a, sau @ — a, — a<0, yn & N. Rezulta a,<
trece la limitd in relatia de recurenti. '

unde K(n) > 0. Din monotonie rezulti a,< @z =

1+Vi+4a b) Se
2
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40. Sirul (b,) este evident monoton cresciitor. Dati a,< M, oricare

ar fi n natural, b, <\[M + \/M + Vu + ..+ \7_M 'Sc aratd ca expresia
din dreapta este marginiti (estc chiar termenul general al unui sir con-
vergent). Sirul (b,) fiind monoton si mirginit este convergent.

41. a) Se poate folosi inductia. b) Se aratd ca (a,) este monoton. c)
Sirul (a,) fiind convergent, lim (a,, — a,) = 0. Se “giseste pentru a va-

n-—>®

loarea (unica) 2()'2 — 1).

42. a) Se vede ca (1 + z)e™* < 1, oricare ar fi 2 real. Sirul (p,) este
dcci descresciitor si marginit 1nferlor de 0. b) Ne folosim de relatiile 2% =

— ¢7in2, ln2—hm(1——+ (=1 )
n

n—>® .

43. a) Ca la exercitiul precedent. b) Se pune g, sub forma :
=1 +f 1 +£—2 | -}-w—2 . e'(%*";‘*'"""%)"e"n“' unde lim g, = 0.
12 22 n? ’ e
Se vede ci g, = p,e—%*' de unde rezulti usor afirmatia.

44. Din inegalitatea %(w + —2-) > 1 pentru 2 >0, se obtine z, >1
‘ &

pentru n > 2. Se vede ca z3 < 2,; apoi din z, < x,_, se deduce cu usu-
rintd @,,, < x,, adica sirul descreste. Trecind la limitd in relatia de recu-
renta se obtine lim z, = |/2.

n—.0

45. a) Se stie cahmV_—l pentru 0 <a=*1. ¢) lima, = Ina.

n—>®

46. c) Se foloseste expresia (b) in care se trece la limita.

47. ¢) lima, = + oo.

n—>0

48. a) Folosind identitatea Yn? + 1 =2 4+ ———— 1 . rezulta

'n+Vn2

sicum 0 < —————— < — re-

n+Vn2

sin (zfn? + 1) = (—1)" sin

L S
n+ Ynf 1
2

zulti cii sin (x Jn? + 1) = 0. d) e~

49. lim b, = ¢&*; lime, = y.

B=—> @ fi—> o
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In(1 +

lv
50. Avem 1 — e < )< 1 + ¢, daca |2|< 8(e), &= 0. Dam
x

1 1
) ’ ) ynee )
Ve 1 V2 +2 VYn*+4n
cuprinse intre 1 —e 511 + ¢, daci n > N(e). Suma numératorilor supra
suma numitorilor va fi o fractie de asemenea cuprinsa intre 1—¢ sil-4 e
Prin urmare :

lui 2 pe rind valorile . Yom obtine » fractii

1 1 1
ol e et
( n 41 n 4+ 2 n®+n

1 1 1

—_— e e ——

Vo2 +1 Vn2+2 Vn® +n

dacid n > N(c). Aceasta inseamna cé raportul de mai sus are limita 1 cind
n — oo. Tinind seama ci numitorul are limita 1, rezultid ca si numératorul

.

are aceeasi limita, de unde rezultd cu usurinta afirmatia din enunt.

1—¢e< <1l+4e¢

51. Se foloseste metoda expusé pe larg la exercitiul precedent.
52. Vezi exercitiile precedente.
53. Ne bazam pe faptul ca lim (a" + ™! 4.+ a?*) = 0 si folo-

n—> o
sim din nou relatia liml—n(l——+i) =1

z—0 &
. o w 1 2 n .
54. Vom da lui # pe rind valorile —, —,:.- — s$1 vom proceda ca
nt n? n?
la ex. 50).
56. Aceeasi metodi ca la ex. 50).
arctge

57. Se vor folosi relatiile lim B2 =1,lim 1.

z=0 T z—0 Frid

o-

58. a) Evident. b) Daca | > 0 gste finit, avem I — ¢ < . P T
a'l

—N [ ) P
N+1 Qn+2
. yoer,—— <l +¢ pen-
ay Qx4 Ay
fn—N n n—N

tru n > N(e) adica (l —e| " < Vgﬁ <(l + €| ™ pentru n > N(e).

N
Tinind seama ca termenil laterali ai ultimei inegalitati tind la I — ¢, res-
fn

f
pentru n > N(c). Se obtine I —e <

pectiv 1 + ¢, rezulti ca avem l—2¢e< |/%’1 <14 2 pentru n > N, (g),
N
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.. Va _ .
adica lim = = /. Daci ne amintim ca lim o = 1, (x > 0) rezulta
n>o B n-» o
Vay

n
lim}{a, = L. Demonstratie analoagi cind ! = 0 sau ! = 4 o. ¢) Se consi-

dera sirul a, = n si se aplica b). d) Se considera sirul a, =n—" . €)Se con-
n!

. - . . T
siderd sirul a, =1, a, = sin— pentru » > 1.
n

c . .
59. a) Notind @, = —=, se observa ca lim a2 = 0. (Vezi ex.nr. 10).
V'n ! -0
1

b) Putem scrie a, = <. "L (Vezi ex. nr. 10 si nr. 58).

* Val

60. a) Se va scrie S, = Sy + by+; + ... + b, . b) Se va observa
ci —% < Su < 52 , daci n > N (&). Rezulta lim Sa = 0. d) Se aplica c¢),
n n->o N

1
unde a, =~.
n

61. a) Putem scrie I — ¢ <-§1 <!+ ¢ pentru n» > N(e), de unde

(Il—¢)b.<a,<(+ €, pentru”n > N(e). Sumind (n — N) inegalitati
de acestea, se obtine

‘Uyy1 + Ayye + ..o + G,

l—e<
byt by + ... + b,

<l+ ¢

a, + ... + a,

pentru 7z > N(¢). Fixam numéarul N; putem scrie ———M — =

bl + see + b’l
_at . +ay + Gyiy + o t o . Este evident ca primul termen din
b+ ...+ b, b+ ..+ b,
dreapta ramine cuprins intre — € si 4 e daca n > N,(¢). (Reamintim ca
numarul N este fix). Daca celui de al doilea termen ii impartim si numa-
ratorul si numitorul cu by,; + ... + b,, deducem ca el este cuprins intre

a,+a2+....+¢ﬁ <
by+b,+....4 b,

l — 2 si 142 daca n > Ny(e). In final, gasim [—8e<
<!+ 8¢ daci n> max (N,(g), Ny(e)).
62. a) Cunoscuta inegalitate dintre mecdiile armonica, geomectrica si

aritmeticd. b) Daca lim a, =1 >~ 0, rezulta ca sirurilc mediilor aritmetice
oo



si armonice tind de asemenea la l. Aplicind teorema sirului intercalat, rezulta
cd sirul mediilor geometrice tinde la aceeasi limita 1.

63. b) Rezulta din aplicarea repetati a lui a). ¢) Se obtine scriind
Tatp — &y = (“f'n-i-p_ — Tatp-1) + o+ (Tare — Tup1) + (X0i1 — ) si apli-
cind b). d) Se aplica criteriul lui Cauchy de convergent. Limita se obtine
folosind relatia de recurenta.

66. a) xz¢ R— {0; 1} b) nu are asimptote.

. 67. a) Se scrie P(z) = ay(x — x))(x — 2,) .... (x — zs) si se tine seama
de regula de derivare a unui produs.

68. a) Se considera sistemul liniar algebric ¢,y (z) + cy.(x) = 0,
&y, (@) + cyy(z) = 0 cu ¢, si ¢, necunoscute. Sistemul avind solutie nebanala,

determinantul siu este nul.

sin .

69. a) Se foloseste limita fundamentald lim =1.

up0 U

70. Se aplica definitia derivatei: y'(z,) = lim 2SN % — arc sinz, _
E 2 &r — 1’0

sin (are sin 2 — are sin @) I 21 — a* — 2l 1 — a3 1
= lim - =

z-pz, x — z, s>z, *—a, Vi— z2

tgu

72. a) Se foloseste limita fundamentala lim -2~ = 1,
u—0 Y

73. a) Functia este continui si admite derivate de ordinul I, TI si 111

in # =1, nu are insi derivata de ordinul IV in 7 = 1. b) Figura nr. 1

75. a) Asimptotele sint y = 0la+ o sia = 0la + oo. c)x, = 2—2—1,
. n —
nesN;lima, = 4 .
76. a) Figura nr.2 b) 0. ¢) Functia g(z) = In(z +JT + x?) — a satis-
facind g (0) = 0si g’ () < 0 pentru z > 0, rezulta g(x) < g(0). d)In(8 4

+2V3) — -

77. a) Fie z; si @, doud ridicini ale lui f(z). Se observi ca g (z,)
si g (x,) sint diferite de 0. Daca g(z) nu se anuleaza in (%, x,), consideram

h (z) =f§_a:; care satisface conditiile teoremei lui Rolle. Anularea lui A’ (z)
F4¢4
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ne spune ci f'(z) gz) — f(2) g (z) trebuie si anuleze intr-un punct din I,
ceea ce este absurd. Deci g(z) are cel pufin o ridécina intre 2, si Ly

f@)
8(x)
fl=

79. Se aplica teorema lui Rolle functiei h(z) = _T)—) pe [a, b].
. -8 (z

78. Se aplica teorema lui Rolle functiei k(z) = pe [a, b}.

.o=1

Fig, 1

81. a) Se aplicd teorema lui Rolle functiei f(z) = agz* + ... + a, pe
[0, 1]. b) Se aplici teorema lui Rolle lui f(z) pe [—1, 0].

82. Aplicatie a teoremei lui Rolle.

1

A
85. 0=—2 _1_(_)
a—b T —aels
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86. Daci sin # > 0 atunci a, > 0 si din a,,; = sin g, rezults
la**1| =|sin a,1< la, |, sau a;,, <a, ¥ ne&N.

Dacé sin 2 < 0 atunci a, < 0 si decia, < a,,,, Yn & N. In toate cazurile

fnsa — 1 < a, < 1. Trecind la limita in a,,, = sin a, si notind cu ¢ = limq,
. . . . . s . L o

rezultd @ = sin @ §i cum limita unui sir convergent este unici rezultd a = 0.

a).

y=in(1:¥1+3%)

y=In(-11-x7)

Fig. 2

87. a) Impartind ambii membri ai inegalitatii cujz — y | si facind
y — @, gasim f(x) = 0. b) Gasim f'(z) = 4. '

88. ¢) Conditia din enunt implica (f(z)e**)’ = 0, de unde rezulta
f(z) = ce >, ¢ = constanta.

89. Conditia data se poate scrie ca (Y2 af— )’ = 1, de unde deducem
V2af —ff=x+ ¢ sau fP—2af+(x+¢)?=0. Se gaseste f=a +
4+ \/a3 —(z + c_)'-", unde constanta c¢ este astfel, incit cantitatea de sub
radical si fie > 0 pe intervalul I.

. 91. a) Se observa ci (z%y(x))"’ = 0 b) Se scric conditia data in forma
gm+l=m
y)

de unde rezulta In|ay'(z)l = In|¢,l, adica zy'(z) = + ¢,
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sau y = ¢, In|z'+ ¢,. (Semnul 4 din fata lui ¢, nu e nevoie si figureze,
deoarece ¢, este o constantd oarecare).

92. Se scrie conditia datd in forma =——

'93. Domeniul de definitie este (— oo, + o) oricare ar fi parametrul
27
real m; f'(z) = me* & 21 + m)e” + (1 +m) . Notind e* =1y, problema
e (1 + e%)?
se reduce la studierea semnului trinomului my? + 2(1 4+ m)y + (1 4 m)
pentru y>0. Pentru m < —1, f(z) este descrescitoare ; pentru —1< m <0,
f(z) nu este monotona ; pentru m > 0 f(x) este crescitoare.

9%. a) Dacia am avea f'(z) < 0 pe (a, b), ar rezulta f(a) > f(b) ceea
ce nu se poate. b) Rationament aseméinator ca la a).

96. a) Se vede ci |f(z,) —fla,_ N< Lz, —x,), t=1,2,.n
b) Suma corespunzitoare partitiei 0 < i < ——r_}_ <o <=

—1—+(—1—+ 1 )-l—( 1 + ! )+ -I-( +l)—>+oo cind n — oo.
n n n—1 n—1 n—2

Explicatia constad in faptul ci derivata functiei date nu este marginita
pe [0, =].

<1 este

97. Riaspuns negativ. Deci reciproca teoremei lui 1'Hospital nu este
adevirati.

° 2
99. Se scrie fla + k) = f(a) + i . f(a) + i - f(a-+0,h) eu 0< 0,<h,
se egaleazd cele doud expresii ale qu fla + h) si se aplici formula lui

1 : b RS CEX YN ,
Lagrange lui f'(2). Se obtine 2 et 002h) 0 <0, <1.

100. Daca f(x) este de n ori denvablla pe intervalul I si a, b1,

exista un c&€ (a, b) incit f(b) = f(a) + f (@)+:--+ ((b a):)-: ""“+
(b—

+ ——'ﬂ f®Xc). Aceasta formuli a fost dati de Taylor.
n!

101. a) Se va folosi formula C% 4 Ci*!' = Ciii.
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102. Se scrie f(z) = t 1 si se giseste f)(z) =
, z—1 =241

—(=1)" !( 1 _ 1 )
(@ — 1)+t (2 4 1)1
103. a) Prin inductie. b) Se giseste (e* cos 2)* = 2 e cos (m + n-;—:)

“ .
si (€* sin )™ = 22 ¢*sin|2 + n-j—;- . Vom proceda astfel : notdim (e® cos 2)(®

cu §,, (¢*sinz)™® cu §, si calculam S, + iS,.

104. Aplicind formula lui Leibniz, gasim (1 +22)y("* ) (z)+2nay'™ (x) +
+ n(n — 1)y ~H(z) = 0.

108. a) Scriem f(z) < y(z), unde y = y(x) este ecuatia secantei ce
trece prin punctele

(@ @) (@ fleg), adich y = fey) +LEL=SE) (g
2~
Dind lui z valoarea (1 — M)z, + Ar, gisim tocmai conditia ceruta.
b) Rationament analog ca la a).

109. a) Daca f(z) e convexa pe I, graficul siu pe I nu poate cobori
sub tangenta intr-un punct de pe acest interval, cici aceasta ar insemna
ci pe un anume subinterval din I graficul functiei este deasupra graficului
secantei. Reciproe, conditia de la a) implici ci pe orice subinterval din I,
graficul functiei este sub graficul secantei, adici functia e convexi pe I.
b) Rationament aseminitor ca la a).

110. a) Presupunem ci existdi ¢ & (a, b) cu ¢(c) > 0; Fie ¢ chiar
punctul de maxim, deci ¢’(c) = 0. Intre ¢ si b existd macar un punct d in
cate ¢'(d) < 0, cici altfel ar rezulta o(c) < ¢(b) = 0, ceea ce nu se poate.
Dar ¢'(c) > ¢’(d) implici ca ¢’(z) nu_este crescatoare, ceea ce este absurd.
Contradictia obtinuta arati ci ¢(x) < 0 pe [a, b]. b). Rationament asemi-
nitor ca la a).

111. a) Luam z, < z, in [a, b]. Daca z & (2,, x,), putem scrie @ =
= (1 — A)z; + Azy, 0 <A < 1. Consideram raportul

fi@) —fle) (1~ Wftw) + M) —fl@) Sz = f@)  puovd 2o s

T —a Mz, — ) T2 — &
gasim f(ay) <L =I@)  Anglog gasim f(ry) > LELTLE) geci fay) <
Ty, — @, z, — a,

< f'(®y), adica f'(x) este crescitoare. b) Fie x, < z, in [a, b]; vrem s&
aratam ca .
o(A) =AM — Ny + Az)) — (1 = Nf(z)) =1 flay) <0, [0.1].
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Observam ci 9(0) = ¢(1) = O si ¢'(}) este crescatoare, deci putem aplica
rezultatul de la 109), punctul a). Conditia de convexitate este deci satisfa-
cutd. c) f”(z) > O implicd f'(z) crescitoare, deci f(z) convexa.

112. a) Daci f(x) este concavi, — f(z) este convexd, — f'(z) este cres-
citoare, deci f'(z) este descrescitoare. b) Rezulta — f(z) convexa, deci
f(z) concava. c) f'(z) < 0 implicd f'(z) descrescitoare, deci f(z) concavi.
d) f(r) =lnz este concava, deci

f(ml + 2+ ... + 2, )>f(m1) +f(@5) + ... + fl@a)

n N n

~ de unde rezulta inegalitatea ceruta.

113. Daca presupunem cé existd doud ridacini, ajungem la concluzia
ci exista un subinterval in [a, b] pe care graficul functiei este deasupra
secantei, ceea ce nu se poate.

115. a) Se reduce la-;—S z sih 2z dz. b) Se face substitutia x = .

c) Se pune ¢ —1 =t. d) Se face substitutia z = % si se ajunge la o in-

tegrald cunoscuta.

116. a) Integrind prin par{i se ajunge laS care este imediata.

dz
Va2 — d
b) si ¢) Se rationalizeazid numitorul. ’

117. Se integreazi prin parti; I =§ tef(cost + sin 2) —% esint + C,
J =-;—te‘ (sint — cos t) —I—%e‘ cost + C.

n+1

Ju

118. Daca n s — 1, se gaseste [, = " cos (Int)+ sidJ, =
: n+1 n+1
AL I . .,
+ sin (In ) — —®—,, apoi se rezolvi acest sistem. Dacd n=—1, I_,=
n n+1
=S‘i°-s—(l—‘t“)d‘= sin (In #) + C, etc.

121. a) Daca m < f(z) < M, rezulta mg(z) < fla)glx) < Mg(z), deci
b

b a b
mS g@)dz < S fielgla)a < MSg(a:)dx. Daci S g(@)de = 0, rezults ca i

a b e
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b

S flz)g(x)de = 0 si afirmatia din enunt devine banala). (Are loc pentru

a b . , '

orice ¢ E[a, b)). DacaS g(x)dz > 0, impértim ultima inegalitate la acest
a b b

numar pozitiv si gisim ci raportul dintres fl@)g(x)de siS g(z)dx este cu-

a a
prins intre m si M. Deoarece o functie continui are proprietatea Iui Dar-
boux, existd micar un ¢ & [a, b] incit f{c) sa fie egal cu raportul amintit. b)’

1
Se ia =
e ia f(z) T

si gla) = an.

122. Notind G(z) =S &(t)dt, putem scrieS flx)g(z)dx = S f(@2)dG(z) =

a
b b b

- S Gla)f (@)dz = f(b)G(b) — Glc) Sf'(w)dx — f(b)G(b) — G(e)(f(b)

a a

— fla)) = fla)G(c) +f(b)(G(b)—G(C))=f(a)S g(x)dz +f(b)S g@)dz. In demon-

= flz)G(z)

c

b
stratie am aplicat prima teoremd a mediei- pentru SG(w) f'(@)da.
a

124. Se. intregreaza inegalitatea din enunt pe’[0,1].

‘ !
125. ¢) 27
(,n!)22n+1
126. a) S te f,() LAk i lim f (2) = 0
. a) Se giseste f,(r)= s1 im f (z) = O..
(& + 1) + 2) ...... (x+n) = aye*
o) lim @ _ f0), lim €@ _ 0 pentrun =2, 3,...
z-)o. @2 z=0 X
127. Rezultd imediat din formula lui Moivre. b) Se poate proceda
3 >t 2z — il 2n 2n __ }2n
astfel - suf 2ne _ (cos x + z.§1f1 z)* — (cos z _:z .sm x) _a b ete.
. sin (cos x4+ sin ) — (cos  —.¢ sin z) a—b
d) Se va calcula intii raportul_ws(————zl"——_l_l—)w ca la punctul b).

Ccos x

159 -



128. b) Daca se ia y = a?~1,sc obtinea = y~! si se aplica a). d) In-
br
(a7 + ...+al)P .

egalitatea lui Schwarz-Cauchy. e) Valoarea minima este

129. a) Se integreaza prin pért;ig tet Intdt. b) Se integreazd prin
1

parti\ «cosIn 2 dz.

[SHER I § ]

b b b b

130. S f@)f"(@)dz = flz)f(z) | — S fr(a)de = — S f*(x)dz < 0. Inte-

a a a a
grala este 0 numai daca f'(z) = 0, adica f(z) = 0.

133. a) Integrind prin parti se giiseste I, = 2n . I,_, pentru
2n + 1
47 (n1)? o — N
=>2.b) c¢) Se dezvolta (1 —a?)" si sc integreazi termen cu termen
(2n+1)! ‘ :

b d a

" 184 \ f(a)dz = F(z) | = F(b) — F(a) ; S Jg)g' (y)dy = F(g(y))

4 <

|

— Flg(d)) — F(gla)) = F(b) — Fla).

. a4-T T
135. Se arata mai intli ca S Sfl@)de = S flz)d, scriindS flr)de =
0

a

a+T

a
0 T T+a T+a

--=S J(z)dz+ S S(z)dz + Sf(az)dw iar inS f(x)dz se face substitutia z =1+ T,

T
a+T a+-2T

o~

apoi se va arita ca S Sfleyde = S Sflz)dz = ......
a ‘ a+T
b
136. In integrala S zf(xz)dz se face substitutia a + b — o =t si apoi

a
. se foloseste paritatea functiei f(z) pe [a, b].
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w . w2 ® .
137. Se scrie S zf(sin z)dz = S zf(sin z)dz - S zf(sin z) d=, apoi se

0 [} 2
face in ultima integrala din dreapta substitutia # = — y. Gisim ca
T X
S z sin z dz _"S sin zdz
14 sinfg
0

T
=—1In(8 21 2).

1 4 sin?z 2V§ n(® + V-)'
o

2r

138. a) Ca la exercitiul precedent. b) Se scxl'ieS zf (sin z)dz =

4

or 0

=\ zf(sin z)dz +S zf(sin x)dx si se face in ultima integraldi substitutia

0 . 13
& =2r—y.
C xdz 3 zdz
39. Sﬂ’s__ = 2% S-‘-L— = 0. Valoarea ultimei inte-
5 4+ 2cos’z 5+2costx
0 0

grale se deduceé fie prin calcul, fie observind ca functia de sub integrala
este pard in raport cu punctul =/2.

2r n 2
140. Se scrie S 2f(sin z)dz = \e*f{(sin 2)dz + Sw?f(sin Z)dz; .in ultima
0

0 I .
integrald se face substitutia z =2r — y si se ajunge. la concluzia ci
2r T T

Sm’f(sin z)dz = 4-1tS zf(sin z) dz — 4n® S f(sin z)dz. Daci in prima integra-
0 ° :

[
2r

la din dreapta se face substitutia # == — y, sé obtine ciS 2*f(sin z)dz =
0
k4
= — 41:Smf(sin'.r)dm. Se tine seama apoi de ex. 187.
(1}

141. Se scrie integrala datd ca sumé de integrale I,, i =1, 2, 8, 4
. T b3 8r . [8r .
pe intervalele [0,;], [;, 11:]-, [n,?] , §i [?, 21:] . Apoi segrupeazi I, cu
I, si I, cu I,
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1 a=0, b=1.c) Se ia f(z) = 1

142. b) Se i ==
) Se ia f(z) TTa e

=0,b=1.

143. Se observa ci lim +1 L (A se vedea in
a>m - 1 +.. +
n + 1

acest scop ex—54). b) Se va arita mai intli ci lim (

7>

+---+§z)=]n3.

n+1
144. b) A se vedea metoda de rezolvare a ex. nr. 50). Limita ceruta
are valoarea ¢

1 i 1

dz ! - dz
147. a) =In(z +V1+a?)| =In(1 +12). b) =2)2.
: SV 14a* L oSVI +2
" dzx
e)‘ S" .
op 1 + x?

148. b) Se scrie g(z) = 2k (E - cp(:c)) .-¢) Se obtine cos 2¢(z) =
= cos 2¢(z) de unde ¢ (z) = kr + q().

149. u(x) = (arc tg z)® -+ C.

150. a) f(z) = cem ey . b) Se deriveazi ecuatia data. Se obtine f(z)=

I
8 |

151. b) Dupa derivare, se va tine seama de relatia de la care s-a plecat.
¢) f(x)-= ¢,z unde ¢, si ¢, sint constante arbitrare.

154. a) Ca si la cele doud exercltn precedente, se face verificarea prin
calcul direct. Se va tine seama ci 'a(a + B + b(a + iB) + ¢ = 0, deci
a(oe® — B%) + ba + ¢ =0 si 2aaf + b =

155. a) y'(z) = 22 + Sy(t)dt. Mai putem deriva odata si gasim y''(z)+
0
= 2 + y(z) b) Rezolvam intii ecuatia y"'(x) — y(x) = 2, gisind y = ¢, +
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+ ¢, — 2. Introducind in prima ecuatie din enunt, se obtine ¢; = ¢, = 1.
Singura functie ce o verifica este deci y = e + ¢ — 2 = 2(ch —1).

156. Se calculeazi derivata W(z), gasindu-se W'(z) = — a(x)W(x).
Functia W(z) se numeste wronskianul solutiilor y,(z) si y,(z) ale ecuatiei
date.

157. Punind 2 = acos ¢(f), y = asin ¢(t), ultima ecuatie este sa-
tisfacutd. Derivind si inlocuind in prima ecuatie, gisim ¢ =t + ¢, unde
¢ = constanti. Deci # = acos (t + ¢), y = asin (¢ + ¢).

158. Punem z = a cos 9(t), y = bsin ¢(t).

159. Punind x = acos ¢(t) si y = q.siri ¢(t) prima ecuatie este veri-
ficata. Derivind a doua ecuatie, gasim zy — xy = 0 care, impreuni cu

. . . .
zy — 2y = b* ne conduce la concluzia £ = — sin ¢. Derivind aceasta
a ‘

. . . a’ . B . (a®
ultima egalitate, gisim ¢ = Ft + ¢;, deci £ = —sin (;gt + c1).+ Co Y =—
. . a - .

o at . . . . . "
— —cos (Z;t + cl) =+ ¢;. Prin derivarea unor ecuatii, s-au introdus si solutii
a

straine. Folosind sistemul dat, gésim ¢, = ¢; = 0.

160. Punind z = a cos ¢(t), ¥ = asin ¢(t), gisim ¢ = ¢ + ¢, de unde
z=asin(t4c¢,)+c, si y=—acos(t+ ¢,) + ¢; Aici ¢, ¢, si ¢; sint
constante arbitrare.

161. Punind z = a cos® ¢(t), ¥y = asin? ¢(f) ultima ecuatie este sa-
tisfaicutd. Din prima ecuatie se deduce apoi ¢ =t + c.

162. Punind z = a cos?? ¢(t), y = asin®B ¢(t) se giseste ¢ = ¢ + £.

163. b) Prima ecuatie ne conduce la z = + a\ cos 2¢(f). cos ¢(%),
y = 4 a | cos 2¢(t). sin ¢(t). Derivind si inlocuind in a doua gisim ¢ =
= ¢ 4 ¢. Diversele posibiliti{i de alegere a' semnului + sau — ne arati
ci existd .8 solutii ale sistemului dat.

165. Se calculeazi derivata functiei W(z) giasindu-se W'(z) = (all(w)-IQ
+ ax(z)) W(=). '

166. Se calculeaza f'(z) si se {ine seama de sistem.
169. Din 2(t)=y(£#) deducem z'(t)=y'(t*)2t. Derivind egalitatea gési_ta, deducem
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2"(t)=y"(£) 4P+2y'(f). Gasim y'(#) = ;:; 2(t), y'(®) = 4—; (2(t) — :— Z(1).

Tinind seama de ecuatia din enunt, in care facem 2 = #, rezultd : 27(¢) +
+ 2(t) = 0. Prin urmare, 2(t) = ¢, cost + c,sint, adicd y(ff) = ¢, cosi +

+ ¢,sint, de unde y(z) = ¢, cos V& + ¢;sin Yz, 2 > 0. :

170. a) 2'(t) = y'(e')e*, 2"'(t) = y''(e')e® + y'(e')e*, deci y'(¢) = 2'(t)e™",
y''(¢)) = (2"'(t) — #'(t))e—*. Tinind seama de ecuatie in care facem z =¢'
gisim @, 2'(f) + (8, — ap) 2'(t) + ax2(t) = 0. b) y = ¢, cos (lnz) +
+ ¢, sin (In 2), unde ¢, si ¢, sint constante arbitrare.

171. Punind 2(t) = y({?), se giseste 2''(t) — z(t) =0, de unde z =
= ¢,&* + ce—* si-y(2) = c,6” + ce—= . .

172. (t — #)2""(t) + (1 — 81%) 2'(t) — iz(t) = 0, adicd ecuatia a rd-
mas invarianti.

178. 2”(t) + 40?2(f) = 0. b) 2z = ¢, cos 20t + ¢, sin 20t si  y(z) =
=c¢, cos (w are tg €%*) + ¢, sin (w arc tg €*).

175. Daci se ia v functie .de u, rezultd v'(w) =@ —2+By@) Cal-

(af — ba) (wy'(2) —
a + by'(z)
— y(z) = 0 este echivalent cu wv'(u) — v(u) = 0.

culind uv'(z) — v gasim Y) de unde rezulti cid zy'(z) —

176. a) Daca f'(z,) > 0. rezulta fiz) — A=) >0 de indatice0 <
A z—
< | 22—, | < h, b fiind un numar suficient de mie. b) Ca la punctul a).

177. a) Din f'(a) < 0, rezultd f(a) > f(z), dacd ¢ <2 < a 4 h unde
h este suficient de mic. (4 se vedea ex. precedent). Din f'(b) > 0 rezultd
fl@) < f(b) daca b — h < z < b. Deci in punctele a si b, f(z) nu ia valoarea
minimi. Aceasti valoare este luati in mod obligator intr-un punct ¢ &
& (a, b). b) f'(c) =0 (Fermat). d) Daca. f'(z) # 0 avem fie f'(z) >0 in
(a, b), fie f'(z) < 0 in (a, b), deci f(z) este strict monotona. '

178. a) Din f"(z) > 0 pe [a, b] rezulti f'(z) crescitoare pe [a, b]. De-
oarece f'(z,) si f'(b) au acelasi semn rezulti fie, f'(z) >0 pe [, b}, fie f'(z) <0 pe
[a, b]. b) Din f”(z) > 0 pe [a, b] rezulti f'(z) strict crescitoare pe [a, b].
Deoarece f'(a) si f'(b) sint de sesmne contrare, existd un singur ¢ in (a, b)
cu f'(c) = 0. Pe [a, c] f(z) este strict descrescitoare, iar pe [¢, b] este strict
crescitoare. ' o
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179. Se demonstreaza la fel cu teorema lui Rolle, fiara insia a folosi
teorema lui Fermat ; in punctul de extrem se calculeazi direct derivatele

laterale.

180. a) Se foloseste binomul lui Newton si formula lui Moivre in dez

. . 2 4
voltarea (cos « + ¢ sin «)* unde « = arc cos 2. b) cos == , €OS z st
n n
2
{cos-—lf—t; 0L 2k<n—,l}.
n .

181. a) ¢*=. b) Se foloseste metoda expusd in ‘'manualul de analizi.

2x
1 4 a®

b) A se vedea ex. nr. 69. c) y'z) =

<:l, deci y este definit pentru-orice 2 real.

182. a) — 1 K
2 1-—=
14+2 |1—a%/

' ) —2
entru [ 2] <1 si ¥'(®) = ——— pentru || 1
P |zl <lsiy@ =777 P ||

pentrux =% 41

Rezulta y'(z) = 1
d) Graficul functiei :

B e L T
4
P
.
.

-~
o~

L PR,

Fig. 8
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183. d) Graficul :

Fig, 4

185. Daci notam cu 2, ridicina unici a derivatei f'(z) atunci se poate

-1 . .. N
spune cd pentru m < % ——¢™ ecuafia are 2 radacini, una in (0, z,)

Ty

z, —1

iar a doua in (2;, + oo). Pentru m =2 e ecuatia are doud radicini

1

@ —1 . TR
egale cu z,. Pentru m >_lw_"’_ en, ecuatia nu are radicini.
1

lo pentru « < 1.

z>0

186. a) lxl-l»no flx) =| 1 pentru a=1.

+ oo pentru « > 1.
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0 pentru a <0
1 pentru o =20 _ ‘
b) lim f'(z) = { + oo pentru 0 < a< 1, rezultd direct din (a).
e 0 pentru «=1
o0 pentru « >1.

187. a) Graficul prezmta simetrie fati de medlatoarea segmentului
[a, b] in cazul functiei pare si simetrice fata de mljlocul segmentului {a, b],
pentru functia impara. b) Produsul este o functie paré daca cele doua functii
sint de aceeasi paritate si impara dacé sint de paritati diferite.

188. a) Daca z, = z,, rezulti | 2 — 2, <JE', pentru m, n > N (e).

Prin urmare | f(z,) — f(#,) | < ¢ pentru m, n-> N(c) adica sirul (f(z,))
este convergent. b) Se aplicd a). ¢) Nu.

' fﬁ—m)
——— =£i0). (iv) Sy(a) =

n

189. (iii) lim nf(-l-)= lim
o\ N

-+

_1—(n+1)z"—na"t
1 —ap

- (v)2.

190. a) f'(z) este crescatoare si din f'(0) = 0, rezultd f'(z) > 0 pen-
truz >0; deci f(z) este crescitoare §i din f (0) = 0 rezults Sfz) >0

pentru 2 > 0. ¢) Rezulta din (1 +4 - ) <1 +— -+ ll < e, oricare ar
n

n natural. d). b, = a,, — a, si lim b, = 0.
-+ ®

191. a) Se araticd pentru z >0, f(z) < 0 iar g(z) > 0. b). Se ia
f(:c)—arctga:-—a:+——£s1g(:c)—arctgw—w+——-'£+—

n—1 7.3
d)Da.SeobservécéO<arctgw—(w—-“f—|----—-— a )< o

dn — 1 4«n—3'

e) Se face = 1 si se inmulteste cu 4 inegalitatea dati. Se urmareste ca
primele doua zecxmale din stinga si coincidda cu primele doua zecimale
din dreapta.

192. a) Se scrie flz, + h) — fl@o — h) = (flao+ h)— flwo)) + (flmo) —
— fleg — k)). b) Nu. ¢) Nu. d). Nu.
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193. Se dezvoltd (at 4+ b)® dupi binomul lui Newton, s deriveazi
‘termen cu termen si se face t = 1. Pentru aflarea lui S, se inmulteste
cu ¢ identitatea ob{inuta prin derivare, se mai deriveazi odata si se face
iar t=1.

194. Fie z, & (a, b) si z, - 2y, ¥, < x,. Se vede imediat ci avem

0 <f (@) — fl2,) <f(m) —Az) _ 4
z, — Ty o« — T,

fixat, « > z,. Din .relatia |f(z,) — flz,), | < 4|z, — |, rezulti con-

tinuitatea la stinga a lui f(z) in punctul z = z,. Fie acum z, - z,, z, > ,.

0 L&) —fz) ) —SB)_ p

Se observi ca
Ty — Tg Yy—8°

unde § < y sint doud numere din (a, b) pentru care avem z, < B, oricare
ar fi » natural. In concluzie, f(z) este continui in punctul z, si la stinga
§i_la dreapta, deci este continud in z,.

, unde . o« & (a, b) este un numir

*

195. \

‘
'
> ‘ + v
/= *+4x
Fig. 5

: tg0, — tg 6, y'(z + Az) — y'(a)
tg (A6) = tg (6, — 6,) = =
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= lim . Folosim punctul precedent si obser-

Az—0

b) fim | 2% g (49)
Az—0 | As As -

vatia ca As = Az| (1 + y"*(z))%,unde z este cuprins intre si x 4 Az,
c) K = 0 este echivalent cu y''(z) = 0, adied y = ma + n.

z . <
= 1 si se procedeazia ca la ex. nr.

. .. sin
196. Se foloseste relatia lim
=0 &

In(1 4+ 2)
x

50. b) Se foloseste relatia lig\o =1,

197. f(t) = | cost | Y1+-cos?t.
198. Aplicind teorema mediei in inegalitatea datid rezulti a, =
! cu 0 <6, <1, de unde prin majorare si

Vo +Vorverer,

minorare ob{inem inegalititile (b). c) Se trece la limiti in inegalititile (b).

199. b) Se observd ci ln‘n <1+ % S EEE = —-1—1 » decivy,>
D n_
'>1 >0. c¢) A se vedea ex. nr. 48. d) Se scrie n* = ¢*10® 5i se inlocuieste
‘n
Inn ecul +}-+--o+l—y,.
2 n

200. b) Se foloseste a). ¢) Se aratd ca hm I, = 0 (A se vedea ex. nr.

121). e) Se rezolvd prin metoda cunoscuta ecuatla binom# 2%+! 4 1 = 0.
f) Se descompune z?*+! 4 1 in factori i se {ine seama de punctul precedent.

g) Se aphca. regula lui I'Hospital.
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GEOMETRIE

1. La b) se va observa ci polarele punctului 4 in raport cu cele
doud cercuri trebuie si fie perpendiculare si deci 0,4 | 0,4 (fig. 1) adica
locul geometric este format din dous arce din cercul de diametru 0,0, ex-
terioare cercurilor date. ¢) Daca r, si r, sint razele celor doua cercuri
si 0,0, = d atunci existda puncte reale 4 ale locului geometric dacid ce-
curile sint exterioare, deci d >r, 4 r, sau d> Yyt 4}, cind cercurile se
intersecteazi sau sint interioare

2. b) Locul geometric este un cerc cu centru in O si de razi 8R
(fig. 2). ¢) Triunghiul degenereazd si C este simetricul lui 4 in raport cu
B dacé G este in B. Deci C apar{ine locului geometric. d) Se foloseste teo-
rema medianei in triunghiul 4BC

3. Locul geometric este un cerc cu centrul in mijlocul segmentului
AB. Se foloseste teorema medianei. 4. a) <t AMB = const si BC fixa (fig. 8)
deci locul geometric este un arc capabil de unghi dat care subintinde coarda
BC. b) Daca A4, este diametrul opus cu 4, < AMA4, = const si' 44, fixd
deci locul geometric este un arc capabil de un unghi dat care subintinde
coarda AA,.

5. Fie 0,0, diametrul perpendicular pe 04 (fig. 4) Daci N este de
aceiasi parte cu O, fatd de diametru ce trece prin 4 se arata e O,N = R.
Daci N se afla de aceiasi parte cu O;, O,N = R deci locul geometric se
compune din doui cercuri cu centrele in O, si O, si de raza R

6. Locul geometric este cercul cu centru in O si de raza |ab. Se aplica
teorema lui Stewart pentru a calcula OM adica MO?. AB + MB2.04 —
— MA%*.0B = OA.OB.4B-

7. Dacd patrulaterul PQRS (fig. 3) este inscriptibil < P 4+ < R=
= 180° deci YT 8';‘3'_ LT “:B — Y —180° deci B + 5 = 180°,
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deci T,T, | T} T>Rezulti c& locul geometriceste o dreapta paralels cu
T,T, si care trece prin O si daci M este interior unghiului 7,47, atunci
& TYMT; = const.; locul geometric este format din 2 arce ale unui cerc
cu centrul in O.

8. OP=04 (fig. 6) deci locul geoinetric este o paralel la dreapta(D,).

9. Daci 3 C = cost (fig. 7) C descrie un arc de cerc. Fie O centrul
acestui arc. Si observim ci P este mijlocul medianei CC,. Deci 0, este
mijlocul segmentului OC, adica O,P|10C si O,P = OC/2 = const. Deci .
locul geometric este un arc din’ cercul cu centrul in O,. Intrucit raza cer-
cului OB > OC, rezulti O,P > 0,C, si deci locul geometric este in general
numai un arc din cercul cu centrul in O,; <} C = 90° separat.

10. = AHB = const. Locul geometric este un arc de cerc. Sa se vada
problema 9.

11. Aplicind teorema medianei rezultia ca
2
4B LA sz + AB.AC = K deci

=K + BC?= AB + AC = const., deci locul geometric este o

(4B AC)?

2
elipsd sau o hiperbold cu focarele in B si C.

12. a) b + ¢ = 8a. b) Locul geometric este o elipsi cu focarele B si

. 13. Ducem BM | BC (fig. 8). Atunci AM = A'B = AC deci AM =
= AC si cum C este fix si dreapta BM la fel, locul geometric este parabola
avind focarul C si directoarea dreapta perpendiculara in B pe BC.

.

14. Locul geometric este diametrul ce trece prin M.

15. a) ¢ APB = const. (fig. 9) si 4B fixa deci locul geometric este
-un arc de cerc. b) Se va observa ca punctul Q este diametrul opus cu P
in cercul céireia apartine, arcul loc geometric de la a).

16. Se duce prin D, DB, || CB si DB, = CB (fig. 10) Se duce apoi.
NM, || AB,, MM, |i BB,, QQ, || PP, || BB,. Punctele D, @, P, sint
evident coliniare. Pe de altd parte DQ, || RQ si Q,P, (1 QP deci R, Q, P
sint coliniare. Se poate generaliza problema considerind punctele P, @, R

incit PA_QN _RD _ K si rezulta P, Q, R de asemeni coliniare.
PB QM RC

17. Se aplica rezultatul problemei 16.
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18. Vom demonstra mai intii doud teoreme care vor fi utilizate si
mai departe. Prima din acestea este

Teorema lui Menelaus. Fie ABC un triunghi si M; N, P trei puncte

.MA NB

lini i dreptele 4B, BC si tiv 4C. Atunci — . —.
coliniare situate pe dreptele §1 respectiv u MB NC
i—j = 41 si reciproc, daci aceastd relatie are loc atunci punctele

M, N si P sint coliniare. .
Pentru a demonstra aceasti teoremid ducem BB, |14C (fig. 11).

Atunci ﬂ = P4 si NB = — BB, (am considerat segmente orientate) atunci

MB BB,  NC PC
M4 NB PC _P4 PB,PC _,

MB NC PA PB, PC PA
Reciproc, dacd P, este punctul in care MN intersecteazd AC atunci

dupéd afirmatia directd rezultd M4 N—B . PC_ 1 si in baza ipoteze:
MB NC P4
rezultd 'ciz('—‘ = BC de unde. P = P,.
P4

1 .
Cea de a doua teoremid pe care o demonstriam este

Teorema lui Ceva. Fie ABC un triunghi si 4,, B,, C, situate pe latu-
rile corespunzitoare ale triunghiului astfel ca dreptele 44,, BB, si CC,

si fie - concurente. AtunciAiB . B,C . G4
4,C ‘B4 C,B

sti relatie are loc atunci cele trei drepte sint ¢oncurente.

Pentru demonstratie se aplici teorema lui Menelaus triunghiului
ACC, si transversalei BB, (fig. 12)

Pentru rezolvarea problemei 18 se {ine cont de relatiile 4C,.4(, =
= AB,.AB, , etc. (fig. 18) si se aplici teorema lui Ceva.

= — 1si reciproc, daci acea-

19. Cazul unui paralelogram se trateazi direct. Daci doud din laturi
nu sint paralele, de exemplu 4D si BC (fig. 14) si R este punctul de in-
tersectie al lor atunci se aplici teorema lui Menelaus triunghiurilor 4BR
si DCR. Reciproca afirmatiei nu este adevarati cum se vede daca M, N,
P, Q sint mijloacele laturilor ; relatia este satisficuta dar punctele evident
nu .sint coliniare.

20. Se aplici teorema lwm1 Menelaus triunghiului 4BC si dreptelor
B,C, si respectiv B,C,.

21. Se arata ci N,N, si M,\M, impart indl{imea 44, in acelasi raport
(fig. 15). Se aplica pentru aceasta teorema lui Menelaus triunghiului 44,B
si transversalei NN, si respectiv triunghiului C44,si transversalei M, M,.
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22. Se aplici teorema lui Menelaus.
23. Se aplica teorema lui Ceva.
24. Se aplici teorema lui Ceva.

25. Demonstram mai fintfi A

Teorema lui Steiner. Prin virful 4 al unui triunghi 4BC se duc doua-
ceviene izogonale care intilnesc latura BC in M si N. Atunci are
loc relatia

Se duce CQ || AB si BP 1| AC (fig. 16). P fiind pe AM si Q pe AN. Din
aseminarea triunghiurilor BMP, AMC; ABN, NCQ; ABP, ACQ se
deduce relatia. Pentru rezolvarea problemei 25 se aplici teorema lui Me-
nelaus si teorema lui Steiner.

26. Se arati mai intii, folosind teorema lui Steiner, ci dacid A4’ este
piciorul medianei atunci
A'B__AB®
A'C . ACt
Pe de alta parte

A'B ABcos B .AB cos B AB sinC
= deci — = « Dar =

= e . —_—= si - deci .sin 2C =
A'C  ACcosC AC o008 C AC sin B

= sin2Bdeci B=C sau B + € = 90° deci A=90- deci triunghiul este sau
isoscel sau dreptunghic.

27. Avem < B=< B’ sau < B= < €. In primul caz 44’ este
' 2
mediana. In al doilea caz se arata cé:-i,—g = :%B—z deci 44’ este simediana;
si se vadd reciproca afirmatiei de la problema 26).

28. Demonstram mai fintii ,

Teorema lui Simson. Dintr-un punct M al cercului circumsecris unui
triunghi 4BC se coboard perpendicularele MD, ME, MF pe BC, CA, AB.
Sa se arate ca punctele D, E, F sint coliniare (dreapta lui Simson a punc-
tului M in raport cu triunghiul 4BC).

Trebuie demonstrat ca < PFB = < BFE (fig. 17). Se va observa
pentru aceasta ci in patrulaterul inscriptibil MAEF, < DFB = < DMB,
< BFE = < AME : apei ci << DMB = <X AME ; rezulti deci < DFB =
= < EFB. Pentru rezolvarea problemei 28. folosim teorema lui Simson si
teorema lui’ Menelaus. Deci
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.~
/

%££= 1 (fig. 18). Apoi dréptele A4,, BB,, CC, fiind concu-

C,BA,C B4 N

rente, dupa teorema lui Ceva avem ¢,44,8 BC =,+-/ 1. Rezultd ca
C,BA,C B4

A,B A4,B '

1.0 — 4.0 deci punctele 4, si A4, sintarmonic conjugate in raport cu
1 2

B si C. Dar locul geometric al punctelor armonic conjugate cu punctul 4
in raport cu cercul este polara punctului 4 in raport cu cercul, adica
dreapta T, 7T,. .

29. Se va observa faptul ci dreapta PQ este dreapta lui Simson

‘a punctului M in raport cu triunghiul 4BC (fig. 19) si deci punctul de

intersectie al dreptelor PQ si AC este proiectia lui M pe AC. Analog dreapta

RS este dreapta lui Simson a punctului M in raport cu triunghiul 4DC

si deci punctul de intersectie al dreptelor RS si AC este proiectia lui M

pe AC de unde rezulta ca PQ si RS se intersecteaza pe AC. Analog se arata
ci dreptele QR, SP si DB sint concurente. ’

80. Daci AA, este bisectoare atunci triunghiurile' AMB si ANC
sint asemenea si la fel triunghiurile 4,NC si 4,MB. De aici rezulta relatia
ceruti. Reciproc, din aseminarea triunhgiurilor 4,MB si A,NC si din
relafia datd rezulti aseminarea triunghiurilor 4AMB si ANC (fig. 20)

31. Daci 4, este piciorul bisectoarei unghiului 4, se va folosi faptul
ci bisectoarele unghiurilor B si M sint bisectoare in triunghiul 4BC si
respectiv AMC.

33. Se va observa daca 4,, B, C, sint punctele de intersectie ale cer-
curilor de diametre laturile triunghiului atunci 44,, BB, si CC, sint inal-
timile triunghiului si deci cele trei cercuri au centrul radical H. Se arats
apoi ci H are puteri egale fata de celelalte cercuri si anume daci O, este
mijlocul inal{imiidin 4 puterea lui H fatide cercul avind aceasti fnaltime
drept diametru este O,H? — 1/4 k2. ete. :

34. a) Daca r este raza cercului (C) (fig. 21) si a distantade la Ola
dreapta (d), iar x distanta de la centrul unui cerc (I') la (d) atuneci raza

cercului (I') este y = Va2 — @ + 2. Deci trebuie si avem a2 —d? 4 r?
= 0 adica x> |d* — r2. ' :

b) Oricare doui cercuri (I') nu se intersecteazi deoarece in caz contrar
dreapta lor de intersectie ar fi (d) si atunci cercul (C) ar trebui de asemenea
s& taie dreapta (d). c) Cercul (y) taie orice cerc (I') deoarece din M se pot
duce tangente egale cu M T la orice cerc (I'). d) Toate dreptele trec prin
punctul de intersectie al dreptei (d) cu dreapta determinata de intersectia
cercurilor (C) si (y). :
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85. Se va observa ci IJ este axul radical al celor doud cercuri de
diametre A4I si BI. :

87. Se va ariita ci patrulaterul este inscris in cercul de diametru MN.

39. Patrulaterele 4’B"'4,B,, A""C,4,C" (fig. 22) sint dreptunghiuri
si au diagonala comuni 4''4,. Deci sint inscrise in cercul de diametru
A"A4, sau de diametru C,C”. Dar < C"C'C; = 90° deci C’ se afla pe
cercul de diametru C,C”. Analog A4’ se afld pe cercul de diametru 4’4,
si B’ pe cercul de diametru B,B". b) p, = 4C,.AC’' =1/2 c. bcos 4
si § = 1/2bc sin 4 deci p,[/S"= ctg 4 sau p fctg 4 = S. Analog p/ctg B=
= pefetgC = S. ¢) Daca < 4 =190, ctg4d =0 deci p, =0. Accasta
deoarece in cazul <¢ 4 = 90° cercul lui Euler trece prin virful 4 al tri-
unghiului.

40. Tinind cont cd aria patrulaterului este egald cu 1/2 (adsin 4 +
+ bc sin C) rezulta in baza ipotezei ci ad (sin 4 — 1) = be(1 — sin C).
Cum ad >0, bc >0sisin4d —1<0si 1—sinC >0 rezultd sin4d =1
sisinC=1deci g 4= C=90° b) Se tine cont de a) si de teorema
sinusurilor.

41. Se va observa ci AC este bisectoarea unghiului DAB si pentru
c) se utilizeazi asemiinarea triunghiurilor ADM si BMC.

42. a) Daca 4,, B,, C, sint picioarele medianélor, se aratd ci 1.1-;11' +

—_
+ BB, + C—C’1 = 0. b). Se exprima laturile triunghiurilor ABC si 4''B"'C"
cu ajutorul laturilor triunghiului 4’'B’C’, folosind teorema medianei.

43. Se aratd ca latura 4,C,, de ex., a triunghiului ortic este egala
cu Rsin 2B. Pe de altd parte daci R’ este raza cercului circumseris tri-
unghiului ortic 4,C; = 2R’ sin 2B.

45. b) Daca triunghiul 4BC este isoscel, d) dac triunhgiul 4ABC este
echilateral. . -

48. Se va folosi faptul cia simetricul ortocentrului fatd de o latura
a triunghiului se afli pe cercul circumscris triunghiului.

50. Dupa teorema bisectoarei aplicatd triunghiului FMF'(fig. 28)
NF MF NF MF

avem — = de unde rezulta = = adici —= ——
-NF' MF' - NF + NFF MF+MF . FF AA’

deci NE = F—F—— = 2 =% = excentricitatea = —A—I-F- deci MF?*= NF.MP.
MF A4A4' 2 a MP
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51. Locul geometric al punctelor N (fig. 24) este tral)séormatul cer-
cului (y) prin inversiunea de pol 4 si modul 84%/4 adicit’este un cere.
Pentru a vedea care anume cerc este suficient si vedem care sint transfor-
matele prin aceastd inversiune a punctelor 4,, B,, C, de tangenti a cer.
cului (y) cu laturile triunghiului. Notind transformatele acestora prin 4,
B, C; avem din definitia inversiunii 44,-44;'= 8a%/4 deci a}8]2.
A A =80%4 deci A‘A;=a]/§/2 deci 4] = 4 deci 4, este transformat in
el insusi. Apoi AB .AB, = 8a’/4 deci af2.4B, = 3a%[4 deci AB, =
8af2 si analog AC; = 8a/2. Locul geometric este cercul ce trece prin
A, B si C, Dar aceste puncte sint punctele de tangenti ale cercului
ex-inscris cu laturile triunhgiului. Deci locul geometric este cercul (vy,).

52. Dacid se consideri transformata tangentei T,T, (fig. 25) prin
inversiune se obtine un cerc care trece prin polul T si prin punctele M,
si M, care sint transformatele punctelor T, si T,. Acest cerc trebuie sa fie
tangent dreptelor (d,) si (d,) in M, si M, (deoarece inversiunea pastreaza
unghiurile). Apoi deoarece (d,) || (d,) rezultds M. M, | (d,), (do).

53. Notim OB, = z, 04, =y, razele celor doud cercuri 7, si 7, si
A4.B, = d (fig. 26). Impunem ca transformatul lui 4, s& fie B, si al lui 4,
si fie B,. Atunci trebuie ca 04,.0B, = 04,.0B, deci xz(z +-2r,) =

dd+2r) . d(d+2r)

=y(y+ 2r,) siz + y = d. Obtinem 2 = — $1 Yy =
Yy + 2r,) y=o! 2d + 1, + 7,) 2(d + 7, +1,)
‘deci 2B1_d+ 2, _ BB,

04, d-+2, A4,

54. Fie O punctul de intersectie al celor trei cereuri (fig. 27). Se con-
siderd o inversiune de pol O. Prin aceasta cele trei cercuri se transformi
in trei drepte (d,), (d,) si (ds) care prin intersectie dau triunghiul 4,4,4,.
Fie 4, 4,, A, punctele de tangent{’ cu laturile acestui triunghi ale cercului
inscris. Dreptele 04;, 04, si 04, taie cele trei cercuri in punctele 43, A,

§i respectiv 4 care sint punctele prin care trece cercul cautat.

55. Se arats ci patrulaterul are douid unghiuri opusé drepte, folo-
sind teorema celor trei perpendiculare.

56. a) Locul geometric este arcul cercului O4B interior cercului (C);
¢) Punctul N descrie arcul din cercul (C) situat de sceiasi parte cu O, fata
de coarda A4B. ' '

- 87. a) Locul geometric' al punctului P este cercul de diametru AC.
b) Dacé O’ este centrul cercului C’ atunci ¢ 0'FO =45, unde F' este punctul
de intersectie al dreptelor O'P si OM ; ¢) Locul geometric este elipsa cu
focarele O si O’ si axa mare R(2 + V2)/2.
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58. Fie F focarul parabolei date si (D) directoarea acesteia iar O virful
_sau (fig. 28). Se duce dreapta (D’) perpendicular pe (D) incit FL = OF[4
si se ia F' incit FF" = FL. Fie Q mijlocul segmentului MP. Triunghiul
MFP fiind isoscel (proprietatea opticd a parabolei), daci notim MN =
=MF =z si OF =a se obtine @N' = 1/2 (MR + LP) = x — 3al4.

Avem apoi cos P = —— 2a

si atunci MP? = 4axsi atunci seobfine QF: =
= (z — 8af4) deci QF = QN si deci locul geometric este o parabold cu
focarul F’ si directoarea (D).

59. a) Se aplici teorema ,celor trei perpendiculare.

60. Se aratd ci perpendicularele pe planele celor doud cercuri in
centrele lor sint concurente. '

61. a) ‘Se procedeazi prin reducere la absurd tinind cont ci tangen-
tele in 4 si B sint paralele (fig. 29). .

62. Fie tetraiedrul 4BCD (fig. 80), D,, mijlocul laturii BC, C, mij-
locul laturei 4D si G centrul de greutate al triunghiului BCD. Se arata
ci daci M este punctul de intersectie (care existd), al dreptelor 4G, si

D,C, a.tum:il%:7 = — 8 (se foloseste teorema lui Menelaus pentrutriun-

ghiul 4G, D si dreapta D,C,). Analog se procedeazii cu dreptele ce unesc
mijloacele celorlalte muchii opuse si analoagele dreptei AG,, etc.

68. Vol O4ABC = Vol 0ABM + Vol 0ACM. Notim h = distanta lui
M la cele trei plane. Atunci h/8 (aria 40B + AriaBOC + AriaC04) = Vol.
OABC. Aria AOB = 1/2 0A. OBsin «, etc. Deci h/8.sin «/2 (04.0B +
+ 0B.OC4+0C.04)=1/8 Aria 40B.OC.sin B unde < B = J(OC. pr. lui

0C pe AOB). Gisim 0A.0B + 0B.OC + 0C.04 — ~=0E ,04.0Bsma

h sin «. 2
0C. tmpartim cu 04.0B.OC si objinem 1,1 1 _sinB
constant. ’ o4 OB OC h

A 64. Ducem 4,43 4,4, in planul 4,4.4,, 4,4, 1 4,4, in planul
4,4,4, si analog B,B; | B.B, si B,B, 1 B,B, (fig. 82). Se deduce mai

[y

intli c& Ad;4.4; ~ ABB,B; si deci ;‘f:;_ =k si deci se obtine ca |

12
AdiA4.4; ~ AB,B,B; de unde rezults ci < 4;4,4; =< B B,B;; in mod
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analog se arati egalitatea celorlalte unghiuri diedre. b) ,Oi’ 1 4,4, si
atunci 4,P | 4,4, deci  A,PO = < B,P'O’ de unde pripfr-o asemanare

rezultd cid %‘-g = k c) cele doui tetraedre au raportul lgtﬁrilor egal cu 1/8.
. .

65. a) Construim ca in problema precedents triunghiurile 44,4,
si 4,4,4, Atunci se mai formeazi doua triunghiuri 4474, si 4,44,
in care A;4;4, = ¢. Aplicind teorema cosinusului in cele doué triunghuri

se obfine relatia ceruti. b) Din relatia de mai sus (si altele analoage) re-
zultd ci unghiurile diedre se pot exprima numaicu ajutorul unghiurilor
fetelor. ¢) Utilizind a) se poate calcula sin ¢ si cu ajutorul acestuia inal-

fimea tetraedrului. Se obtine formula V = 1/12 J4 unde 4 =a? a2 (ai,+
+ a3, +af,—aj—a}) +aiali(a}, +ad -6l +al—ai—al) +a3 a4}, +
@3+ a3+ a3, — a3, —al)—al 6] 0} —af afa {— a3 a3 03, —ad el al, .

¢) Daca muchiile opuse sint egale si egale cu a, b, c atunci V = 1/12 B
unde B = 2(— a?+ b2 + c?) (a® — b 4 ¢?) (a® + B* — ). fig. 88.
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